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1 Uvod

Kao sto znamo moguce je resiti opsSte jednacine treceg i ¢etvrtog ste-
pena tako Sto se resenja jednacina izraze koriS¢enjem osnovnih algebarskih
operacija i odredenih korena (reSenja u radikalima). Za resavanje jednacina
treceg stepena dobro su poznate Kardanove formule. Manje je poznat pri-
stup nemackog matematicara fon Cirnhausa (Ehrenfried Walther von Tsc-
hirnhaus) s kraja XVII veka. Njegova ideja sastoji se u tome da se pogodnom
smenom opsta jednacina treéeg stepena svede na jednacinu oblika y? = K.
Ovo je alternativan nacin za reSavanje jednacina treceg stepena koji kori-
sti ideju razli¢itu od one kojom se izvode Kardanove formule. Cirnhausove
transformacije dalje su razvijali Bring (Erland Samuel Bring) i DZerard (Jer-
rard George Birch). U nastavku é¢emo prikazati sve te transformacije. Takode
radio je i na resavanju polinoma petog stepena.



1.1 Istorijat resavanja algebarskih jednacina treceg ste-
pena

Scipion del Fero (Scipione del Ferro, 1465 - 1526.god, Bolonja) je prvi
resio kubnu jednacinu. Del Fero studirao je na Univerzitetu u Bolonji, gde
je kasnije postao profesor. U to vreme bila su Cesta javna takmicenja ma-
tematicara, ali ne znamo da li je on ucestvovao u njima. Ta takmicenja su
licila na dvoboje. Del Fero tokom svog zivota nije objavio nista. Pred kraj
svog zivota, Fero je metod resavanja kubne jednacine poverio jednom svom
uceniku Antoniju Mariji Fioru (Antonio Maria Del Fiore), a svesku sa
beleskama je dao svom zetu, Hanibalu Naveu (Hannibal Nave). Nakon
smrti Del Fera 1526. godine, Hanibal je nasledio njegovo mesto na Univer-
zitetu u Bolonji. O tome kada je prvi put resena kubna jednacina istoricari
nagadaju. Neki istoricari misle i to da je Del Fero saradivao sa Lukom
Pacoli (Luca Pacioli) pocetkom XVI veka u Bolonji. Ali da li je to bas
tako?! Nekoliko godina ranije Pacoli je stampao svoje delo Summa u kome
je tvrdio da nije moguce resiti kubnu jednacinu. Ostaje pitanje da li je Pacoli
zaista mogao da koristi Del Feru.

Sto se tice toga da postoje dva sluéaja kubne jednaéine, treba napomenuti
da mi danas kada resavamo kubnu jedna¢inu imamo formule sli¢ne onima za
reSavanje kvadratne jednacine koja se prikazuje u obliku:

ax® 4+ bxr +c=0,

a njena resenja u obliku:

B —b+b? — 4dac —b—Vb? — 4dac

To =

o 2a 2a

Ovo je u XVI veku bilo nemoguée zamisliti, iz razloga §to nisu pomisljali
da jednac¢ina moze imati negativna resenja. Evropa u to vreme nije pri-
hvatala negativne brojeve, ¢ak ni broj nula. Nula se nalazila u pozicionom
decimalnom sistemu i oznacavala je prazno mesto, a ne broj.



Od davnina je poznato da se kvadratni clan kubne jednacine moze eli-
minasti odgovaraju¢om smenom, pa se na taj nacin kubna jednacina mogla
svesti na oblik 23 4+ ma = n ili 2° = ma 4+ n, m i n su pozitivni brojevi.

Nakon toga 1535.godine, Nikolo Fontana Tartalja (Nicolo Fontana
"Tartaglia”, 1500. godine roden u Bresi, a umro 1577. godine u Veneciji) je
resio kubnu jednacinu potpuno nezavisno od Del Fera. Desetak godina nakon
smrti Del Fera, njegov ucenik, Antonio Marija Fior, je poceo da se hvali kako
zna da resi kubnu jednacinu. Kako su u to vreme bila odrzavana pomenuta
takmicenja matematicara, organizovano je jedno gde su ucestovali Tartalja i
Antonio Marija Fior!. Takmicenje je bilo koncipirano tako da su jedan dru-
gom zadavali zadatke i pobednik bi bio onaj koji bi resio vise protivnikovih
problema. Na takmicenju ubedljivu pobedu odneo je Tartalja koji ne samo
da je resio vise protivnikovih zadataka, vec je resio sve protivnikove zadatke,
a Fior je uspeo da resi samo jedan slucaj kubne jednacine. To je jedan od
razloga zbog kojih se sumnja da Del Fero nije znao da resi oba slucaja, ili je
mozda on samo jedan slucaj rekao svom uceniku.

Nakon toga pojavljuje se Dirolamo Kardano (Girolamo Cardano, 1501-
1576, Ttalia) kome je paznju privuklo odrzano takmicenje. On je bio profesor
matematike u Milanu u to vreme, i verovao je da se kubna jednacina ne moze
resiti, sve dok nije ¢uo za ovo takmicenje. Pokusavao je da stupi u kontakt sa
Tartaljom kako bi saznao u ¢emu je tajna i kako je uspeo da resi svaku kubnu
jednacinu koju mu je zadao Fior. Nije bilo lako stupiti u kontakt sa Tartaljom
jer je on sve vreme odbijao to, do trenutka kada mu je Kardano ponudio da
ga upozna sa milanskim vojvodom. I tako, 1539. godine Kardano je saznao
tajnu resavanja kubnih jednacina ali pod uslovom da je ne objavi. Medutim
Kardano je 1545. godine objavio svoje delo iz algebre Ars magna u kome
su kako je Tartalja video bile svoje (Tartaljine) formule za resavanje kubne
jednacine. Te formule su nama danas poznate kao Kardanove formule za
reSavanje jednacina tre¢eg stepena. Da li je Kardano zaista odrzao re¢ koju
je dao Tartalji?! On smatra da jeste, jer kada je otputovao u Firencu sa svo-
jim uéenikom Lodovikom Ferarijem (Lodovico Ferrari) upoznali su Hanibala
dela Navea. Shvatili su da i on zna tajnu resavanja jednacina trec¢eg stepena.
Nakon nekog vremena Hanibal im je pokazao ono sto mu je Del Fero osta-
vio nakon svoje smrti. Tada su shvatili da Tartalja nije prvi resio jednacine

thttp://e.math.hr /dvoboji/index.html



treéeg stepena i nakon tri godine su objavili svoje delo. Autori Ars magna
bili su i Kardano i Ferari, medutim samo je Kardano bio potpisan. Pored
ovoga, ima jos i Ferarijev metod za reSavanje jednacina ¢etvrtog stepena, ali
to nisu mogli da objave jer na taj nacin ne bi odrzali re¢ koju su dali Tartalji.

I pored ovoga, Tartalja je bio jako ljut na Kardana i zestoko ga napadao.
Medutim to je bilo jako loSe za njega jer je Kardano u tom trenutku bio
na vrhuncu svoje slave. Takode je bio i jako snalazljiv pa nije sam ulazio u
raspravu sa Tartaljom, ve¢ je to radio Ferari, sto je Tartalju jos vise nerviralo.

Kada sagledamo celu stvar sa stanovista matematike, Kardanovo delo je
postalo jako vazno, zapravo uvrstilo se u najvaznija dela od helenizma do no-
vog doba. U to vreme kada je Ars magna objavljena veé je postojala Stampa,
Sto je jos vise doprinelo publicitetu ovog dela. Treba naglasiti da Kardano
nije samo napisao nesto sto je ve¢ postojalo, veé¢ da se u ovom delu nalaze se
originalni rezultati kako njega tako i Ferarija.

Ars Magna je sadrzala nesto za Sta se danas moze re¢i da je bio predosecaj
kompleksnog broja. Grei nisu mogli da prihvate nulu i negativne brojeve i
trebalo je da produ vekovi kako bi to bilo prihvaceno.

Manje je poznat nemacki matematicar Erenfrid Valter fon Cirnhaus
(Ehrenfried Walther von Tschirnhaus, 1651-1708) koji je takode imao metod
za reSavanje jednacina treceg stepena. O njemu ¢emo govoriti u nastavku.

Sasvim logi¢no je bilo da se nakon reSavanja jednacina treceg i cetvrtog
stepena postavi pitanje da li svaka algebarska jedna¢ina ima bar jedno resenje.
U XVII veku matematicari su dosli do zakljucka da svaka jednacina u skupu
kompleksnih brojeva ima resenje (korene), i to bas onoliko koliki je stepen te
jednacine. Medutim to je samo bilo tvrdenje koje nisu uspevali da dokazu sve
dok se nije pojavio Gaus (Johann Carl Friedrich Gauss) 1815. godine. Posle
bezbroj pokusaja da se to dokaze Gaus je izneo potpuni dokaz ove teoreme.

Pored ovog pitanja nametnulo se i pitanje o univerzalnom nacinu reSavanja
jednacina veceg stepena. To Sto mi znamo da jednacina n-tog stepena ima
bas toliko reSenja nista nam ne govori o samom nacinu resavanja. Do tada
su bili otkriveni nacini za resavanje algebarskih jednacina treceg i cetvrtog
stepena, pa su usledili pokusaji da se otkriju nacini za resavanje jednacina



viSeg stepena. Italijanski fizicar Paolo Rufini (Paolo Ruffini) objavio je u
svojoj knjizi da takav algoritam ne postoji, ali mu dokaz nije bio kompletan.
Nakon toga, nezavisno od Rufinija do istog zakljucka dosao je Nils Abel
(Niels Henrik Abel) koji je imao potpuni dokaz za ovo tvrdenje. Do sli¢nih
rezultata dosao je i Evarist Galoa (Evariste Galois).

Galoa je jos kao decak bio dosta zainteresovan za matematiku, medutim
izvestaji o njegovim rezultatima u skoli bili su jako konfuzni. Posto je bio
aktivan u politici neki od profesora, uglavnom monarhisti su ga ocenili kao
lenjog i ne bas inteligentnog ucenika. On je bio uporan u tome da dokaze koje
jednacine mogu, a koje ne mogu da se rese u radikalima. Svoje pokusaje slao
je jako inteligentnim ljudima tog vremena. Jedan od njih bio je Kosi (Augu-
stin Louis Cauchy, 1789-1857) koji je video $ta on radi i shvatio znacaj toga.
Iz komunikacije sa Kosijem Galoa je saznao kako se deo njegovih rezultata
preklopio sa rezultatima pomenutog Nilsa Abela. Galoa je upisao normalnu
Veliku skolu u kojoj mu je ucitelj bio Furije (Joseph Fourier, 1768-1830),
jedna od jako vaznih osoba u matematici. Galoa je svoje radove slao i njemu,
a Furije je neke radove razmatrao za veliku nagradu Akademije nauka. Na
nesre¢u Furije je preminuo 1830. godine. Nakog toga je Galoa uhapSen u
jednoj od revolucija. Potom je osloboden, a na kraju je nastradao u dvoboju
za koji se misli da je bio izazvan zbog jedne Zene.

Abel koga smo pomenuli ranije je svoje radove slao Gausu i bio je u stal-
noj komunikaciji sa njim. Bavio se magnetizmom, resavanjem polinomskih
jednacina i eliptickim integralima. Neki od njegovih radova dosli su i do Ja-
kobija (Carl Gustav Jacobi, 1804-1851) koji je poceo da saraduje sa njim.
Jakobi je objavio nekoliko zajednickih radova koji se odnose na elipticke
jednacine. Bio je poznatiji od Galoe. Velika nagrada francuske Akademije
nauka za resavanje jednacina 1830. godine dodeljena je Jakobiju i Abelu.
Nakon nekoliko godina priznat je i Galoin doprinos.

Zakljucujemo da mi danas znamo da polinom n-tog stepena ima bas toliko
reSenja, ali ne znamo nista o univerzalnom nacinu na koji bismo ta resenja
odredili.



1.2 Ko je bio Erenfrid Valter fon Cirnhaus

Erenfrid Valter fon Cirnhaus, roden je 10. IV 1651. u Kislingsvalde-u
kao sedmo, najmlade dete, a umro 11. X 1708. godine u Drezdenu, bio je
nemacki matematicar, fizicar, lekar i filozof. Majka mu je bila Elizabet (Elisa-
beth Eleonore Freiin Achil von Stirling), nemackog i skotskog porekla, a otac
Rat (Rat Christoph von Tschirnhaus), zemljoposednik saksonskog plemstva.
Nakon smrti majke 1657. godine, o njemu se brinula maé¢eha Ana (Anna von
Nostitz).2

Cirnhaus je imao privatne uéitelje od kojih je uéio i zbog njih je poceo da
obra¢a paznju na matematiku i prirodne nauke. Sa petnaest godina, 1666.
godine, upisao je gimnaziju u Gorlicu. I u to vreme je imao veliko intereso-
vanje za matematiku, pa je uzimao privatne ¢asove kako bi naucio vise od
onoga Sto se u skoli radilo. Studirao je matematiku, filozofiju i medicinu na
univerzitetu u Lajdenu od 1668. godine. Takode zavrsio je i pravni fakultet
8. VI 1669, ali nije imao interesovanja za tu temu. Uzimao je privatne ¢asove

2https://de.wikipedia.org/wiki/Ehrenfried_Walther_von_Tschirnhaus
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kod Pitera (Pieter van Schooten) (polubrat slavnog matematicara Fransa
(Frans van Schooten)). Na tim Casovima ga je Piter upoznao sa matemati-
kom i filozofijom Dekarta (Renatus des Cartes). Vojsku je sluzio u Holandiji.
Kada je izbio rat izmedu Holandije i Francuske, Cirnhaus je ucestvovao u
tome kao student, to je znacilo da je prekinuo svoje studije na osamnaest
meseci.

Tokom svog zivota dosta je putovao i sticao razna poznanstva. 1674.
godine Cirnhaus je zapoceo evropsku turneju. Kada je otisao iz Kislingsval-
dena, prvo je posetio Lajden gde je sreo starog skolskog druga po imenu Piter
van Gent koji mu je predstavio Baruha de Spinozu (Baruch de Spinoza).
Bio je redovni ¢lan debatnog kluba koji je Spinoza vodio. Sa preporukom
od Spinoze Cirnhaus je u maju 1675. godine posetio Englesku gde se sastao
sa Oldenburgom, sekretarom kraljevskog drustva. Tako je izmedu ostalog
upoznao Isaka Njutna (Isaac Newton) u Engleskoj. Upoznao je i Dzona
Kolins (Johna Collins) u Londonu i Dzona Valis (Johna Wallis) u Oks-
fordu. Njima je pokazao svoj metod za resavanje jednacina, ali se pokazalo
da je to bio specijalan slucaj poznatih rezultata.

Na jesen 1675.godine, sa preporukom od Oldenburga, Cirnhaus je otisao
u Pariz gde se sastao sa Gotfridom Vilhelmom Lajbnicom (Gottfried
Wilhelm Freiherr von Leibniz). Ostao je i radio neko vreme u Parizu sa
Lajbnicom, i nakon toga je otkrio nacin za resavanje kubnih jednacina i ve-
rovao je da ima univerzalni nacin za reSavanje jednacina n-tog stepena. Dok
je radio sa Lajbnicom, on mu je omoguc¢io da proucava neobjavljene Dekar-
tove spise. Nakon tog proucavanja Cirnhaus je pisao o tome Sta je pronasao
Piter van Gentu i Spinozi.

U novembru 1676. godine, Cirnhaus je napustio Pariz i krenuo na put.
Prvo mesto koje je posetio bio je Lion gde se Cirnhaus susreo sa Vijetom
(Francois Villette) i zajedno sa njim izvodio eksperimente na zapaljivim ogle-
dalima. Zatim je otputovao u Torino, Milano, Veneciju i Rim. Gde god da
je otisao stupio je u kontakt sa poznatim naucnicima. Njegovo putovanje se
nastavilo. Posetio je Napulj, Siciliju i Zenevu i pre nego to se vratio u Pariz,
posetio je Hag i Hanover. Njegovo putovanje trajao je tri godine, a za vreme
dok je putovao, redovno je obavestavao Lajbnica o svojim zapazanjima i sa-
znanjima, a od Lajbnica je dobijao korisne odgovore. 1678. godine dok je
boravio u Rimu, Cirnhaus je napisao dugo pismo Lajbnicu. U tom pismu je
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razmatrao nekoliko matematickih pitanja, izmedju ostalog i resenje jednacina
viSeg stepena. Svoja resenja je takode poslao Lajbnicu, koji je ta resenja kri-
tikovao i rekao je da to nije lako i da ¢e biti problema u dokazivanju istih.

Nakon svog dugog putovanja, vratio se u rodni grad gde je ziveo. Radio
je na konstrukciji kruznih i parabolickih ogledala uz pomo¢ svog mehanicara
Dzona Hofmana (Johann Hoffmann). 22. VII 1682. godine izabran je za
¢lana Akademije nauka u Parizu. Nadao se da ¢e mu to omoguéiti sigurnu
penziju i da ¢e mod¢i da nastavi sa svojm naucnim istrazivanjem. Te iste go-
dine ozenio je Elizabet (Elisabeth Eleonore von Lest) koja je bila ¢erka vaznog
¢lana suda u Saksoniji. 1684. godine Cirnhausov otac je umro i ostavio mu
da se brine o porodici u Kislingsvaldeu. Njegova zena preuzela je upravlja-
nje imanjem kako bi on mogao da se posveti svom nau¢nom radu. To se
odnosilo na reSavanje jednacina i proucavanju krivih. Tada je otkrio trans-
formaciju koja kada se primenjuje na jednacinu stepena n, daje jednacinu

stepena takode n, ali bez ¢lanova 271 i 2" 2.

Cirnhausova transformacija objavljena je 1683. godine u nauénom ¢asopisu
Acta Eruditorum, gde je u ¢lanku pokazao kako se moze koristiti za resavanje
opste kubne jednacine. Medutim njegovo uverenje da ¢e moci da se resi
jednacina bilo kog stepena n, nije bilo dobro, a na to mu je jos ranije ukazao
i Lajbnic. Pored ovoga &§to je poznat po Cirnhausovim transformacijama,
smatra se da je on jedan od prvih izumitelja porcelana. Kao $to smo naveli u
tekstu da je radio na krivama, a tu je poznat jer se sinusoidna spirala naziva
po njemu. U to vreme on je odlucio da napise nesto o svojoj pshilogiji. Skicu
toga $to je hteo da napise posalo je Hajgensu (Christiaan Huygens), to je
bilo Sest godina pre nego sto je to doslo do rezultata. 1686. godine objavio
je Medicina corporis, nakon toga Medicina mentis. Od ova dva rada napra-
vljena je knjiga koja je prvi put objavljena 1687. godine, a drugi put 1695.
godine pod naslovom Medicina mentis sive aris inveniendi preacepta generali.

Pored svega ovoga Cirnahaus je izvodio eksperimente sa glinom i por-
celanom. 1694. godine objavio je da je bio uspeSan u eksperimentima za
proizvodnju porcelana. Takode je razmatrao moguénost izgradnje fabrike
stakla i porcelana. Cirnhausova zena umrla je 1692. godine. 1704. godine
on se opet ozenio sa Elizabet (Elisabeth von der Schulenburg). Botger (Jo-
hann Friedrich Bottger) i Cirnhaus su prikazali prvu Solju od porcelana u
oktobru 1708. godine.



2 Polinomi

Definicija 1 Polinom po promenljivoj x nad prstenom K je izraz

n
a(x) = apt" + ap_1 2" 4 arr Fag = g apT
k=0

k

pri cemu je n € N i ag,ay,....,a, € K. Ako je a, # 0, broj n se naziva
stepenom polinoma a(x) (st a(x) = n), sabirak a,x™ se naziva najstarijim
¢lanom tog polinoma, sabirak ag slobodnim clanom, a koeficijent a,, najstari-
gim koeficijentom polinoma a(x).?

U ovoj definiciji K moze biti bilo koji prsten, struktura u kojoj su de-
finisane dve asocijativne operacije + i -, povezane distributivnim zakonom
operacije - prema operaciji +, pri ¢emu jos za operaciju + vazi komutativni
zakon, takode postoje neutralni element 0, i suprotni element.

Definicija 2 Nula (koren) polinoma a(x) je bilo koje reSenje jednacine a(x) =
0.

Polinom ¢iji su svi koeficijenti jednaki nuli naziva se nula - polinomom.
Stepen nula polinoma nije definisan.

3 Analiza sa algebrom 3, Zoran Kadelburg, Vladimir Mié¢i¢, Srdan Ognjanovié¢, Krug,
Beograd, 2003
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2.1 Algebarske jednacine treceg stepena

Proizvoljna algebarska jednacina trec¢eg stepena je
asx® + asx® + a1z +ap = 0.4
Prethodna jednacina ekvivalentna je jednacini

22 +axr® +br+c=0
(05} aq _CI,O

gdejea=—,b=—,c=—.
as as as

Kao $to smo na pocetku rada rekli, ova jednacina moze da se resi pomocu
Kardanovih formula, Sto ¢emo prikazati u nastavku, ali moze se resiti i
Cirnhausovim transformacijama.

Poc¢nimo sa resavanjem jednacine prvog stepena (linearne jednacine) oblika
ax +ag = 0, ay,a9 € R,a; # 0. Ova jednacina ima jedinstveno resenje

Qo . .
xr] = o ovo resenje je realan broj.

Sada pogledajmo jednac¢inu drugog stepena, oblika az® + bz + ¢ = 0,
a,b,c € R,c # 0. Ova jedna¢ina ima dva reSenja u skupu kompleksnih
brojeva. Treba napomenuti da ta reSenja mogu biti: 1° medusobno jednaki
realni brojevi; 2° medusobno razlic¢iti realni brojevi; 3° par konjugovano kom-
pleksnih brojeva. Resenja dobijamo na sledeéi nacin®:

ar® +br+c=0/:a

b
2?4+ -z + -0
a a
b, bV ¢
22 _ = L2
(z+ 2a) 4a?  a
b
Uvedimo smenu: y =z + —
2a
,  b*—dac V0?2 —dac
y - 2 :> y172 - :l:
4a 2a

4Analiza sa algebrom 3, Zoran Kadelburg, Vladimir Mié¢i¢, Srdan Ognjanovi¢, Krug,

Beograd, 2003
50vo je najjednostavniji primer Cirnhausove transformacije
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Sto znaci da su reSenja kvadratne jednacine:

—b+ Vb2 — 4dac
2a ’

T12 =

Primetimo da se prethodna jedna¢ina resava svodenjem na oblik % = K, §to
je ideja Cirnhausa za kubnu jednacinu, ¢emu je ovaj rad zapravo posvecen.

Sada resimo jednac¢inu x3 + ax?® + bx + ¢ = 0. Za pocetak uvedimo novu
nepoznatu:

+a
=+ —.
Y 3
Dobijamo sledece:
a5 a. a
_ - (y — = b (y— — =0
=gV +aly—5)+b-(y—3)+c
2 3 2
3 9 a a 9 a a a
— Yy— — — — 2ay— — 4+ by — b= =0
Y ay—l—yg 27+ay ay3+a9+y 3+c
2 2 3
3 a a ab
— —2y— 4+ —=+by— — =0
y+y3 y3+27—|—y 3—|—c
2 203 ab
3 p_ oy 2
Zapisimo jednacinu u obliku:
2 2a%  ab
3 -0 v _a_ab
Yy +py+4q ) p 37 q o7 3+C

Sada pretpostavimo da je y = u + v i zamenimo u dobiijenu jednacinu:

(u+v)*+plutv)+q=0
u? +v® 4+ 3uv(u +v) + plu+v) +q=0

u + 0P+ (u+0)Buv+p)+q¢=0
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Hoc¢emo da vazi: 3uv +p = 0.

w4+ v° +q=0

3, .3 _ 3,3 _ 3_(_Py3__P
wHvt=—q¢ U= (w)’ = ( 3) 5
Ovo su Vijetove formule za jednacinu
22— W+ Pz +ud? =0
3
2 p
_Z _
27 +qz o
Resenja ove jednacine su:
3
p
_ 2 42
! 2 2 4 21
3
p
g — 1?42
g Ve A ¢
? 2 2 4 27

Odavde dobijamo da je

2 3 2 3
4 A Y B Y & S
y_\/ 2+V4+27+\/2 Viitar

Dobijena formula poznata je kao Kardanova formula. Na ovaj nacin na-
lazimo devet mogucénosti za y. Jednacina y° + py + ¢ = 0 je jednacina treéeg
stepena i mora imati tri reSenja. Mi ¢emo od devet mogucénosti izabrati tri.
Znamo i to da jednacina treCeg stepena sa realnim koeficijentima ima bar
jedno realno resenje. Sada pretpostavimo da je u = «a, v = 3, takvi da zado-
voljavaju uslov: uv = —%, 1 izaberimo w = cos Zr 1 jsin 28, jedan od tre¢ih
korena jedinice. Ostali su: w

3 3

2iw? = 1. Sada dobijamo:

yr=a+p, Yo = wa +w’p, ys = wia +wp

Sada konacno mozemo dobiti resenja polazne jednacine:

a a a
rn=a+p— -, Ty = wa +w’f — =, T3 = w’a+wh — =

3 3

3



Primer 1. Resiti jednacinu:

23— 122+ 16 =0

Resenge:
Data jednacina je oblika z® + px + ¢, tako da prva smena nije potrebna jer
smo dobili jednac¢inu ovog oblika, bez ¢lana 2.

Imamo da je p = —12 i q = 16.

> \/256 4- (127
s_a, VT T or 27 /256 — 256

u’ = 2—i— 5 -84+ 5 :_8+T:_8
>, 7 \/256 4- (127
s 1 VTTer o 7 _ g V256-256 _
2 2 2 2
odavde dobijamo da je: u=v=-2=u-v =4 = —g S>a=-2; [f=-2
Resenja polazne jednacine su: r, = —4
2 2 2 2 1 3 1 3
s = —2(cos ?W—I—i sin g)—Z(cos g—i—i sin §)2 = —2(-5+ z'é)—z(—5 - ig) —9
2 2 2 2 1 3 1 3
3 = —2(cos gﬂ' sin g)Q—Q(cos gﬂ' sin g) = -2(-5 - z'é)—z(—5 + ig) =2
Primer 2. Resiti jednacinu:
2’ =32 +9r —5 =0
Resenje:
U datoj jednacini a = —3, pa uvedemo smenu y = x + %.

y=r—1=>zcz=9y+1
(y+1° =3y +1)*+9(y+1)—5=0
VP43 +3y+1—-32—6y—3+9y+9—-5=0
Y2+ 6y +2=0
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Iz ove jednacine dobijamo: p = 6 1

2 —_
P 7 \/ 4+32 .

2 2
Iz ovoga dobijamo sledece:

u=?2; V=
w = V2 - /= :—2:—%?

W

Sada izaberimo « i 5.
a =2 B =4

Odavde dobijamo resenja za y.

2 2 2 2
Yo = %(COS ?+@ sin g)—ﬂ(cos ?W—H sin ?W)Q = \3/5(—— + i—)—\?/é_l(—— —i—)

2 2
ys = V/2(cos §+i sin §)2—\74_1(cos ?ﬂ-—’—i sin —) =

(y1,y2) je par konjugovano kompleksnih resenja.

Resenja polazne jednacine su:

rn=y+1 To =yo + 1; x3=y3+1

Primer 3. Resiti jednacinu:
2° +92° + 182 +28 =0

Resenge:
a
U datoj jednacini a = 9, pa uvedemo smenu y = = + 3

y=x+3=>zc=y—3

15



(y—3P°+9(y—3)2+18(y —3)+28=0
v =3y 34+3y-9—27+9y* — 54y +81 + 18y —54+28 =0
Yy’ —9y+28=0

Jednacina je oblika 3® + py + ¢ = 0, i nema drugi ¢lan. Dobijamo da je
p=-91qg=28.

2+ \/282 L) T
w=—1y 2T _ 44 20 gy Y7108
2 2 2 2
u3=—14+—vg76=—14+13_—1
4p3 \/ 4 - (=729)
2 - 2
s q NT o7 WA V784~ 108
=3 V2T gy S VR
2 2 2 2
V676
=14 V2P — g 13- 97

2
Iz ovoga dobijamo sledece: u = v/—1 = —11v = /—27 = —3.

Za realne brojeve v/—1 = —11i ¢/=27 = =3 vazi: —1-(-3) =3 = —&

pa mozemo « i ( izabrati na slede¢i nac¢in: a« = —11 = —3.

I

Sada mozemo da odredimo resenja y.

p=a+pf=-1-3=-4

yzZwa+w26:—(—1+i£)—3(—%—iﬁ) =2+iV3

2 2 2
1 3 1 3
y3=w2a+w6=—(—§_i§)_3<_§”§>:2_iﬁ

(y1,y2) je par konjugovano kompleksnih resenja.
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Resenja polazne jednacine su:

T =9y —3; Ty = Yo — 3; r3=1y3—3

r1 = —T,; I2:—1+i\/§; Z’gz—l—i\/g

Primer 4. Resiti jednacinu:
23— 322422 =0

Resenge:
a
U datoj jednacini a = —3, pa uvedemo smenu y = = + 3

y=rv—-—1l=z=y+1

(y+1°2 =3y +1)*+20y+1)=0
P43 +3y+1 -3 —6y—3+2y+2=0
P +yB-6+2)+(1-3+2)=0
Yy’ —y=0

Jednagcina je oblika y3 + py + ¢ = 0, i nema drugi ¢lan. Dobijamo da je
p=—-1ig=0.

Jo+ 2 o+ D
R S A TAN 27 _ oL i VB
2 2 2 27 3v/3 9
1p° 1-(-1)
2 4 . .
o a VT o VUt 1 i B
2 2 2 27

3v3 9

17



Iz ovoga dobijamo sledece: u = — 5 iv= 5
Za kompleksne brojeve Z\/_ @\/§ azl iv3 V3 i 1 P
ve ———— vazl: ————— = —&— = - = ——
P ) 3 '3 3 3 33 3%
f _ 3

pa mozemo « i [ izabrati na sledeéi nacin: o = — —

Sada mozemo da odredimo resenja y.

W3 V3

T
3/2:“’0‘“’25:—ﬁ(—%ﬂ\?ﬂ@(—%—i?):1
y3_waﬂjﬁ__%(_i_i@wf%g(—%ﬂ?)=—1

(y2,y3) je par konjugovano kompleksnih resenja.
Resenja polazne jednacine su:

=y + 1L To =yo + 1; x3=y3+1

.1'1:17 1'2:2, SC3:O
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3 Cirnhausov metod za resavanje jednacina
treceg stepena

Iz Dekartove geometrije bilo je poznato kako se moze ukloniti drugi ¢lan
iz odredene jednacine, ali nije bilo poznato kako ukloniti bilo koji srednji ¢lan
iz date jednacine. Cirnhaus je to pokusao da uradi, i njegov nacin videéete
u daljem tekstu®.

Posmatrajmo jednacinu treéeg stepena x® — pz? + gx —r = 0, x je koren
date jednacine, a p, ¢, r su poznate vrednosti. Kako bismo uklonili drugi ¢lan
u datoj jednacini uvedimo smenu: z = y 4+ a;. Dobijamo sledece:

(y+a1)—ply+a)?+qly+a)—r=0

akko

y® + 3y%ay + 3ya? + a3 — p(y* + 2a1y +a?) + qy +qa; =0

akko

y® + 3yyar + 3yarar + a} — pyy — 2pary — parar + qy +qa; —r =0

akko

y3 4+ y*(3ay — p) +y(3ayay — 2pay + q) + a3 — paya; +qa; —r =0

SA method for removing all intermediate terms from a given equation, Ehrenfried
Walter von Tschirnhaus
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Da bismo uklonili drugi ¢lan mora vaziti:

31 —p? =0 & ¢Bai—p)=0 & Ba-p=0 & a==L

Nakon ovoga, za uklanjanje drugog ¢lana u jednacini treteg stepena,
T =y +a; zamenimo sa y =z + £.

Kako bi se uklonili dva srednja ¢lana Cirnhaus je rekao da moramo pret-
postaviti da je 22 = bz + y + a, isto tako da bi se uklonila tri ¢lana re-
kao je da moramo pretpostaviti 3 = cx? + bx + y + a, za &etiri ¢lana
2t = da +ca® +bx +y+a itd... Razlog za to je taj sto kada uklanjamo jedan
¢lan koristimo jednacinu x = y 4+ a u kojoj postoji samo jedna nepoznata a,
u jednacini 22 = bx + y + a postoje dve nepoznate a i b, pa dva ¢lana mogu
biti uklonjena, itd...

Sada ¢emo pokazati kako mogu da se uklone dva srednja c¢lana iz date
jednacine treéeg stepena x® — ma?® +nx — k = 0. Na pocetku kada uklonimo
drugi ¢lan dobi¢emo jednacinu: vy — qy —r = 0.

Sada zelimo da uklonimo i drugi srednji ¢lan, pa pretpostavimo da je
y? = by + z + a, iz razloga koje smo prethodno naveli.

Yy =by+z+al -y
v =by’ + 2y +ay
Y —qy—r=0
by* + 2y +ay —qy—r =0
b(by+z+4+a)+zy+ay—qy—r=20
Vy+bz+ba+z2y+ay—qy—r=0
yO*+z+a+q)+bla+z)—r=0
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r—bla+ z)

Sy=—-—"
Y b’+z4+a—q

Dobijeno y zamenimo u jednacinu: ¢ — gy — r = 0. Dobijamo sledece:

(r—b(aH) )3_ (W)_r:o /(0 + 2 +a—q)

b>+z+4+a—q 1 b>+z4+a—q

akko

(r—bla+2)?—qlr—bla+2)V*+a+z—q)—r(b*+a+z—q)>°*=0

akko

(bla+2) =71 4+q(r—bla+2)0* —q+(a+2))*+rb?* —qg+ (a+2))* =0

akko
b*(a + 2)* — 3b%(a + 2)*r + 3b(a + 2)r* — r*+
q(r — b(a+2))(( —q)* +2(0* = g)(a+2) + (a + 2)*)+
r(0? — q)* + 3% — 9)*(a+2) + 30 —q)(a+2)> + (a+2)*) =0

akko

(a+2)*(b° —qgb+ 1)+

(a+ 2)*(=3b%r + qr — 2gb(b* — q) + 3r(b* — q))+
(a4 2)(3br® — gb(b* — q)* + qr2(b* — q) + 3r(b* — ¢)*)+
(=1 + qr(b®> — q)* +r(b* — q)*) =0

akko
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akko

(a+2)*(b* —gb+1)+

(a+ 2)*(=3b*r + qr — 2¢b® + 2¢%b + 3rb* — 3rq)+
(a+ 2)(3br* — gb® 4+ 2¢*b* — ¢*b + 2qrb* — 2¢°r + 3rb* — 6rb%q + 3rg®)+
(=13 + qrb* — 2¢%rb* + ¢*r 4 rb° — 3rb*q + 3rb*¢* —r¢®) =0

akko

(a+2)*(b* — gb+ 1)+
(a+ 2)*(—2qb + 2¢%b — 2qr)+
(a4 2)(—qb® + 3rb* 4+ 2¢°0* — 4qrb? + b(3r — ¢*) + r¢®)+ (1)
(=13 —2rb* + rg®* +1b°) =0

Dobijenu jednacinu (1) podelimo sa b* — ¢b + r. Dobié¢emo sledece:
(—2¢b% +2¢*b —2qr) : (b —gb+1) = —2q

—2qb® +2¢%b — 2qr
0

(—qb® +3rb* +2¢%b% —4gb*r +b(3r — ¢®) +rq?) : (B> —qb+ 1) = —qb* + 3rb + ¢*
—qgb® +q¢*b® —gb®r
3rbt +¢%b —3¢b*r +b(3r — ¢*) +r¢?

3rbt —3rgb? +3r%b
+q2 b3 _bq3 _’_qu
+¢*b° —bq® +rg?

0
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(b° —2qb* +¢%b? ) (0 —gb+1)=b—qb+r
bo —gb* +b3r

— b =B+

—qb* +q?b% —qrb

—b3r +qrb —r?
—b3r +qrb —r?
0

Iz ovoga dobijamo sledece:

(a+2)%*+ (a+ 2)*(=2q) + (a+ 2)(—qb* + 3rb + ¢*) + r(b> —gb —7) =0

U dobijenoj jednacini drugi i treé¢i ¢lan su jednaki 0 akko

2
3a22 —2¢* =0 & 2*(Ba—2¢)=0 <& aqu

3a*z —daqz — qb*2 + 3rbz + ¢*2 =0 & 2(3a® —daq — qb* + 3rb+ ¢*) =0

2)

U dobijenoj jednacini (2) zamenimo vrednost a koju smo dobili.

2 2
z(3—q — 4—qq —qb* +3rb+¢*) =0
3 3
4 8
akko z(gq — 34 + ¢ —qb* +3rb) =0
4 8
akko —gq—§q+q2—qb2+3rb:0

1
akko — gq —qb* +3rb=0
akko 3gb* —9rb+¢*> =0
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Or £+ /81712 — 12¢®> 3r 81r2 1243
= b172 = q = — + 7 — q2
6q 2q 36q 36q

3 3 2 3 3 2 3
bro= oL 42 "’__q_:_<fi r__q_>
2T gV 4 21 g\2 427

Ukoliko bismo sada dobijene a i b zamenili u jednacini sa pocetka:
vV =by+z+a

dva srednja ¢lana bi bila uklonjena. Ustvari, data kubna jednacina uz pomo¢
jednacine y? = by + z + a bi bila transformisana u kubnu jednac¢inu u kojoj
su dva srednja ¢lana uklonjena.

Primer 1. Resiti jednacinu:

2’ — 62>+ 1lx —6=0
Resenge:
Uvedimo smenu: © =y + ay
(v + @) =6y + )+ 11{y + @) = 6= 0
y® + 3yaq + 3ya% + ai’ — 6y* — 12ya, — 6a% +1ly+1la—6=20
y® 4+ y*(3a; — 6) +y(3a] — 12a; + 11) + (a5 — 647 + 11a; —6) =0
Kako bismo uklonili drugi ¢lan mora vaciti: 3a; —6 = 0, odakle dobijamo da

je a; = 2.

Dobijena jednacina je oblika: y* —y = 0.

Kada smo dobili jednac¢inu jasno nam je koja su reSenja. Za pocetak ¢emo
ilustrovati Cirnhausov metod za resavanje jednacina treéeg stepena na ovom
jednostavnom primeru.

Kako bismo uklonili dva srednja ¢lana uvedimo novu smenu: y? = by + z +a
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v —y=0
v=by+z+al y
y® = by® + 2y + ay
bby+z+4+a)+zy+ay—y=20
y(* +z2+a—1)+blz+a)=0
—b(z+a)
P—14+z+a

Dobijeno y zamenimo u jednac¢inu: 3® —y = 0.

—b(z+a) —b(z+a)
(b2—1+z+a) _(b2—1+z+a
—0°(z +a)’ + b(z + a)((b* = 1) + (2 +a))* =0
—0°(z +a)’ + (2 +a)((* = 1) +2(0° = 1)(2 +a) + ( +a)*) =0
—b*(z+a)® +b(b* —1)*(z +a) + 2b(b> = 1)(z +a)* + b(z + a)* =0

)=0/-(b*—1+z+a)’

(z4+a)*(=b* +b) + 266> — 1) (2 +a)* + b(b* — 1)*(z +a) =0

(z4+a)b(=b*+1) = 2b(=b*+1)(z +a)®* +b(=b*+ 1)*(z+a) = 0/ : b(—b*+1)
(z4+a)?* =2z +a)?+(-*+1)(24+a)=0

2+ 32%a+ 320> +a® — 22 —4za—2a - V2 +z—ab* +a=0

2+ 2%(3a —2) + 2(3a® —da — b* + 1) + (a® — 2a® — ab® + a) = 0

Kako bismo uklonili dva srednja ¢lana mora vaziti: 3a —2 = 01 3a® — 4a —
b +1=0.

2
Iz prve jednacine dobijamo da je a = 3 Kada dobijeno a zamenimo u drugu

jednacinu dobijamo:

4 2
3-——4-Z b +1=0

9 3 *

4 8 3

-V +-=0

3 3 T3
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_1_52_

= -1

3
V3

b= i Y2
3

3
Mi ¢emo izabrati da nam je b = z£

Sada dobijene a i b uvrstimo u jednacinu iznad:

ST I
27 9 3 3 3
8
3
E—
T
s _ 8
27
8 2k 2k
zkzg—(cosﬁ—'— il 25in7r+ 7T),/c:0,1,27

2( 7T+, ,’/T) 2(
zg = —=(cos=+1-s1tn—) = —
0= 373 373

2 3 3 2 2
2 = g(cos?7T +i- smg) = 5(_1 +i-0)= -3
2 5 5 2.1 3 1
2y = g(cosg7T +i- smg) = §(§ — Z\/T—) = 5(1 —iV/3)
) . . . —b(z +a)
Sada dobijene vrednosti za a, bi z zamenimou y = ————.
?—1+z2+a

7 Analiza sa algebrom 3, Zoran Kadelburg, Vladimir Miéi¢, Srdan Ognjanovié, Krug,
Beograd, 2003
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1
. .7.5(1+2\/_+2):—7 (3+Z\/_):i(3+i\/§):
—%—1+%+%i\/§+§ —1(1—1\/_) V3-3i
V3(V3+i) _ —1+iV3
V3(1—iv3) 1-v3

_i.i.l(_Q_{_Q)
3
Y= 1\/31 5 9 0
3 33
. .
yoz—27§(—\/_ 2) _ﬁ(_“/_)_'(fi—iﬁ):

W3(V3—i) 1+iV3
V31 +iV3)  1+V3

Sada kada smo dobili vrednosti za y, mozemo dobiti i reSenja pocetne
jednacine.

To=—-1+2=1 11 =0+2=2 To=1+2=3

Primer 2. Resiti jednacinu:

234+ 92% + 182 +28 =0
Resenje:
Uvedimo smenu: x =y + a;
(y+a1)® +9(y +a1)’ + 18(y +a1) +28 =0
Y2 + 3y2ay + 3ya® + ab + 9y* + 18ya + 9a® + 18y + 18a; +28 =0
y? + 32 (3a; +9) + y(3a] + 18a; + 18) + (a? + 9a] + 18a; +28) =0
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Da bismo uklonili drugi ¢lan mora vaziti: 3a; +9 = 0, odakle dobijamo
da je a; = —3.

Dobijena jednacina je oblika: % — 9y + 28 = 0.

Sada zelimo da uklonimo dva srednja ¢lana, pa uvedimo novu smenu
y* =by +z+a.
v —y=0
v =by+ztal-y
Y =by? + 2y + ay
blby +z+a)+zy+ay—9y+28=0
y(b* +2+a—9)+b(z+a)+28=0
bz +a)—28
-9+ z2+4a

Dobijeno y zamenimo u jedna¢inu: y> — 9y + 28 = 0.

—b(z +a) — 28
P —-94+z2+a

—b(z +a) — 28
> —-94+z2+a

( )* = (

)=0/-(b* =9+ z+a)?

—(b(z+a) +28)° +9(b(z +a) +28)(b* =9+ 2+ a)* +28(b* =9+ z+a) =0

—b*(2+a)®—84b*(2+a)*—2352b(2+a) —21952+9b(b*—9)? (2+a)+18b(b*—9) (2+a)*+9b(z+a)*
+252(b%—9)*4+504 (b —9) (z+a)+252(2+a)?+28(b*—9)*+84(b*—9)? (2 +a)+84(b*—9) (2+a)?

+28(2 +a)’ =0

(z+a)?(—b*+9b4+28)+(2+a)?(18b° —162b—504) +(2+a) (9b°+84b* — 1626 —1008b* — 1623b+2268)

+(280° — 504" + 2268b* — 21952) = 0/ : (—b® 4 9b + 28)
(z+a)®* —18(z +a)? + (—9b* — 84b + 81)(z + a) + (—28b> + 252b — 784) = 0

2 +2%(3a—18)+2(3a*—36a—9b* —84b+81)+(a* —18a*—9ab* —84ab+81a—28b>+252b—784) = 0
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Kako bismo uklonili dva srednja ¢lana mora vaziti: 3a — 18 = 0 i 3a® — 36a —
90? — 84b + 81 = 0.

Iz prve jednacine dobijamo da je a = 6. Kada dobijeno a zamenimo u drugu
jednac¢inu dobijamo:

3-36—36-6—9b> —84b+81 =0

302 +28b+9=0
1

b=9 i b=—-
217 3

Mi ¢emo izabrati da nam je b = %
Sada dobijene a i b uvrstimo u jednacinu iznad:

28
ZW+M6—«B—6+HB+@%+§?—&y—m4:0

17576
3
- — = 0
Y
5 17576
27
17576 0+ 2k 0+ 2k
2 = 1/ e (cos +3 T +1i-sin +3 7T),/~c=0,1,2.
26 26 26
20 = 3(0050+i-sin0) = 3(1—1—0-@') =3
26 2 2 26, 1 3 13
2 = g(cosg +1 - smg) = ?(—5 +i- \/7_) = ?(—1 +i-v/3)
26 4 4 26, 1 3 13
2o = 3(00537T —i—i-sz’n%) = g(_i — - §> = 3(—1 —i-v3)
—b — 28
Sada dobijene vrednosti za a, b i z zamenimo u y = (z+a) .
b2—94+2+a

29



1,26 18
—(=+—=)—28
_3 3 3 —
” L 9+ 20 +6
9 3
1, 13 . 13v/3 18
§<_§+Z.T\/_+§)_28
Y1 = =2+iV3
1—Q—Ejtz'l?)\/§4—6
9 3 3
1, 13 13v/3 18
PRI BRI
Yo = 3° 3 3 3 —2_i\/3
1l 4, 13 133 6
——9——=—1
9 3 3
Sada kada smo dobili vrednosti za y, mozemo dobiti i reSenja pocetne
jednacine.
xg = —4-3 = —7 x) = 2+4iV3-3 = —14+iV3 29 = 2—iV3-3 = —1—iV/3

Primer 3. Resiti jednacinu:
2® — 1224+ 16 =0

Resenge:
Data jednacina je bez ¢lana 2. Pa odmah uvodimo smenu:

2’ =br+y+al - x

2® = br® + z(y + a)
bbr+y+a)+a(y+a)—1224+16=0
br® + by +a)+x(y+a) — 122+ 16 =0

z(b* —12+y+a)+bly+a)+16=0

~ —b(y+a)—16
R —124y+a
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Dobijeno & zamenimo u pocetnu jednacinu.

b(y +a) + 16
> —-124+y+a

( b(y +a) + 16
2—124+y+a
—b*(y+a)?—48b*(y+a)*—768b(y+a) —4096+12b(b*—12)* (y+a)+24b(b*—12) (y+a)?
+12b(y + a)® + 192(b* — 12)* + 384(b* — 12)(y + a) + 192(y + a)®
+16(b* — 12)* +48(b* — 12)*(y + a) + 48(b*> — 12)(y + a)* + 16(y + a)* = 0

)%+ 12 +16=0/-(b*—12+y+a)?

(y + a)®(—=b* + 12b + 16) + (y + a)*(24b° — 288b — 384)
+(y + a)(120° + 48b* — 288b* — 768b* + 960b + 2304)
+(160° — 384b* 4- 23046 — 4096) = 0/ : (—b® 4 12b + 16)

(y+a)® —24(y 4 a)® + (—120> — 48b + 144) (y + a) + (=161 + 192b — 256) = 0

y® + y*(3a — 24) + y(3a® — 48a — 126% — 48b + 144)
+(a® — 24a* — 12ab* — 48ab + 144a — 166 + 192b — 256) = 0

Kako bismo uklonili dva srednja clana mora vaziti:
3a+24=01—-120* — 48b+ 144 = 0.

Iz prve jednacine dobijamo da je a = 8. Kada dobijeno a zamenimo u
drugu jednacinu dobijamo:

364 —48-8 — 120> —48b+ 144 =0
b= —2

Sada dobijene a i b uvrstimo u jednacinu y® + a® — 24a® — 12ab® — 48ab +
144a — 16b% + 192b — 256 = 0:

y® + 512 — 1536 — 384 + 768 + 1152 4 128 — 384 — 256 = 0
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y* =0
yk:07k217273

—b(y +a) — 16

Sada dobijene vrednosti za a, b iy zamenimo u jednacinu: x =

200+8)—16 0

Tr = =
4-12+0+8 0

Dobijamo deljenje nulom. U ¢emu je, naime, problem?

—b — 16
Kada bismo u jednacinu x = ly+a) uvrstili samo vrednost za a
—124+y+a
i b, dobili bismo sledece:
2y
r=—.
Y

Ako bismo pretpostavili da je y # 0, prethodnu jednacinu bismo trans-
formisali u (x — 2)y = 0. Kako je y # 0 dobijamo da je x = 2 resenje ove
jednacine.

Kada dobijeno  zamenimo u smenu 2% = bx+vy+a dobijamo da je y = 0,
S$to je kontradiktorno sa pretpostavkom da je y # 0.
Dolazimo do zakljucka da Cirnahusov metod ne dovodi do resenja u datom
primeru.

Pretpostavimo da polazna jednacina ima dvostruko resenje i da to dovodi
do problema deljenja nulom. U tom slu¢aju ako jednacina z® — 12x 4 16 = 0
ima dvostruku nulu, onda je ona i nula izvoda polinoma, pa mora da vazi:
322 — 12 = 0. Odavde dobijamo x = 2 i x = —2. Kako jedino z = 2 zado-
voljava pocetnu jednacinu, zakljucujemo da je x = 2 dvostruka nula polazne
jednacine.

Trece resenje dobijamo kada pocetni polinom podelimo sa (z — 2)?, tj.
trece resenje je x = —4.
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Hajde da vidimo kako u buduée mozemo da znamo da li je u pitanju
dvostruka nula ili ne.

I NACIN:

Posmatrajmo jednacinu oblika 23 4+ px + ¢ sa dvostrukim resenjem, pa je
mozemo napisati i u obliku:

(x —a)(x —a)(x—b)=0
2 — 2ax* + a*x — 2*b + 2abr — a’b = 0
2° + (—2a — b)2* + (a® + 2ab)x — a*b = 0

Jednacina je bez drugog clana pa vazi da je: —2a —b = 0, tj. b = —2a.
Dobic¢emo:
p=a®—4a* = —3a*/?

q=2d"/*
Dobijamo sledeée: p* = —27a% i ¢*> = 4a. 1z druge jednacine dobijamo da je
2 27
ab = QZ To ¢éemo da uvrstimo u prvu jednaéinu i dobi¢emo: p* = —=—¢°.

Na ovaj nacin smo dobili vezu izmedu p i q koja ¢e vaziti kod svih jednacina
oblika 23 + px + ¢ koje imaju dvostruko resenje.

II NACIN:

Posmatrajmo jednacinu oblika 23 4+ px + ¢ = 0. Ako data jednacina ima
dvostruko resenje onda je ono i nula izvoda, pa onda dobijamo sistem:

2 +pr+qg=0
32° +p=0

Sada iz druge jednacine dobijamo da je 23 = —g:p. Kada to uvrstimo u prvu

jednac¢inu dobijamo:

—§x+px+q:0



Sada ¢emo dobijemu vrednost x uvrstiti u jednacinu 22 + px + ¢ = 0.

—36] 3 —3q
— - —_— pu— O
( % ) +p 2 +q
Kada ovo resimo dobijamo:
27
3 4l 9
p = 4 q .

Dobili smo istu vezu izmedu p i ¢ kao u prethodnom nacinu. To nam
omoguéava da na jednostavan nacin, pre primene Cirnhausovog metoda,
uo¢imo jednacine sa dvostrukim resenjem i da ih reSsavamo na drugi nacin.
To ¢emo pokazati u slede¢em primeru.

Primer 4. Resiti jednacinu:

2 —3r—-2=0

Resenge:
Data jednacina je oblika 23 + px + ¢ = 0, gde p i ¢ imaju sledeée vrednosti
p=—31q= —2. Odmah proverimo da li vazi veza izmedu p i q.

p? =27

Na ovaj nacin zaklju¢ujemo da jednacina ima dvostruko resenje. Iz tog ra-
zloga mora vaZiti da je 322 — 3 =0, tj. x = —1ili = 1. Proverimo koje od
ova dva resenja odgovara polaznoj jednacini i vidimo da je to reSenje x = —1.
Kako bismo nasli jo§ jedno resenje uradimo sledece:

(2 =32-2): (z+1)?=2-2

Samim tim dobijamo i trece resenje jednacine i to je x = 2.
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4 Zakljucak

Tema ovog master rada bila je primena Cirnhausovog metoda za resavanje
jednacina treceg stepena. Kao Sto se moze videti u radu, iste jednacine
resavali smo pomoéu Kardanovih formula i Cirnhausovim transformacijama.
Kada se sagledaju oba nacina za reSavanje jednacina moze se videti da je
resavanje Cirnhausovom metodom racunski zahtevnije od resavanja pomoéu
Kardanovih formula. U oba nac¢ina potrebno je koristiti odredene smene kako
bismo dosli do resenja. Tako jednacinu z3 + ax?® + bx + ¢ = 0 pomoc¢u Kar-
danovih formula resavamo uvodenjem smene y = x + %, i pri tome dobijamo
jednacinu bez drugog ¢lana, a pomoéu Cirnhausove transformacije koristi se
smena % = bx + y + a kako bi se uklonila dva srednja ¢lana.

Takode, prilikom primene Cirnhausovog metoda za resavanje jednacina
trec¢eg stepena, zakljucili smo da mozemo na jednostavan nacin da proverimo
da li jednac¢ina ima dvostruko resenje, i ukoliko ima, lako mozemo ta resenja
dobiti. Sto se ti¢e ovakvih jednacina, ovaj metod je koristan.
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