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IloraBsspe 1

YBo

1.1 MoruBamnuja u KpaTakK OIIIC METOJIE

[Mu/b je reHepucaTu y30pKe M3 pacliojesie CjydajHe BeJuduHe Y Koja
nma yukuujy pacnogere Fy (y) = P{Y <y}, y € R. VY Hnacrasky ce
HPETIIOCTaB/ba, Ja je Y alcoIyTHO HeIPEKUIHA CJIydajHa BeIMdnHa, Ca HO-
cadeM [a,b], Koju Mozke 6Gurn u meorpanmuen (a,b € R). Ilpermocrasmba ce
u ja je Fy(y) crporo pacryha dbyHKIMja, 0JHOCHO, Jia NOCTOJU HEH UHBEP3
Fy' (p) =inf{y € R | Fy (y) > p}, p € [0,1].

1.1.1 Mertoaa nHBep3He TpaHcdopMaIuje

HajjeiHocTaBHMja MeTO/1a reHepucarma y30pKa U3 paciojese Y je MeTosa
nHBep3He TpaHchopmarmje. OHa moja3u o TBphema 1a 3a CaydajHy BeJn-
qnny U = Fy (V) Baxku

PAU <ub = P{Fy (V) Su} = P{Y S B (0} = By (K7 () =,

1j. ma U uma yaudopmuy pactnogeny U0, 1].
Amnajiorso, 3a Heky ciaydajHy Beauuunny V' u3 yHudOpMHE pacrojele,
BasKH

P{F; (V) <y} =P{V<F (y)} =F(y),

ommocno, Iy ' (V) mva nery pacriozeny kao u Y.
Crora, Kako Ou ce TeHepPucao y30paxK yi, - - . , Y, U3 pacruojese Y, T0BO/HLHO
je reHepumcaTi ys3o0pak Ui,...,U, U3 YHH(MOPMHE paclojiese W y3eTH ; =
-1 .
Fy(u), i=1,...,n.



Benuka mpemgHoCcT OBOI MPUCTYIIA je HEroBa jeJHOCTABHOCT, aju U OIl-
IIITOCT, jep OIHUCYyje IMOCTyIIaK 3a I'eHepHcarbe y30paka u3 OWIo Koje arco-
JIYTHO HEIPEeKUJIHE paciiojierie, 3a Kojy je no3uar nasep3. [lorpebno je camo
edukacHo rerepucaru ciydajHe 6pojese u3 uareppasa [0, 1], 3a mra nocroje
pa3HU aJTOPUTMU, U TPUMEHUTH UHBEP3HY TPaHCHOPMAIIH]Y.

MebyTnm, 4ecTo He TOCTOJM aHAIMTHYKN U3pa3 3a Fy ' (p), ma 4ax nu 3a
dbyukuujy pacnogesne Fy(y), 6yayhu na ce ona 06uvHO 1pejicraB/ba Kao ure-
rpaJj pyHKIMje TYCTUHE, KOJU C€ He MOYKEe aHAJMTUYIKNA U3PA3UTH, 118 Ce ITPU-
OeraBa HyMEPUYKUM AITPOKCHUMAIIAjaMa U CIICIHjAJTM30BAHUM aJIrOPUTMIMA
pa3BUjeHUM 3a I'eHepucarmbe MoCeOHUX (haMuInja Paclioiesa.

To je Beh ciyuaj u ca jeHOM O] HAJTIO3HATUJUX U HAJIIPUMEH>EHU]UX PaC-

nojiesia - HOpMaJIHOM, dnja je ryctua ¢(r) = \%e_mg/ 2 a dynknuja pacro-

21
Jeste ipocto uuTerpan e (x) = ffoo ¢(t) dt. U 3a mHopmaJiHy pacrojeny cy
pa3BUjeHn MOCeOHN aJTOPUTMHU KOJU Cy y CTamby Ja Op30 T'eHEPHINy BeJIUKH
Opoj y3opaka, a jeJaH OJ IbUX je OIKMCAH y HACTaBKY, y ey 2.4.2.

Hemnocrojamwe anamuTuyakor mspasa 3a MHBEP3 (DyHKIUje paclojese je
yIpaBo u HajBehu mpobJieM MeTojie nHBep3He Tpancgopmaruje. Hanme, my-
MEPUYKO U3PadyHaBarmbe BPEJIHOCTH WHBEP3a MOXKE OUTH BeOMa BPEMEHCKU
3aXTEBHO, INITO 3HAYAjHO yTUYE Ha IepdopMaHce MeTojie, Ia IPH T'eHepH-
Calby BEJIMKHUX Y30PaKa BpeMe U3BPIIaBamba MOXKE MOCTATH ITPEBETUKO.

Y oBoM pajy je, y3 Kopullthemwe IpUHITHIIa HyMEepUIKe MaTeMaTuKe, IPU-
Ka3aH HAYMH Ja ce TpeBasuhy HaBeIeHN TPOOJIEMI MeTO/e NHBEP3HE TPAHC-
dopmarmje 3a MHUPOKY KJIacy paciojesia u oMoryhn nsy3eTHo 6p30 reHepu-
cambe CJIyJajHUX BeJIMINHA Ha OCHOBY IIO3HABaiba MHBEp3a (DYHKIIHje Paciio-
Jiesie.

1.1.2 OcHoBHa naeja

OcHoBHa njieja reHepucama CIyUajHUX BeJIUYNHA METOJOM CTOXACTHYKE
KOJIOKalluje je Jia ce uHBeps3 Iy, ! (p), KOju je ,cKyn* 3a u3padyHABAHE, OJIPE/IN
caMo y HEKOJIMKO Tadyaka, I1a ce MHTEPIIOJINPa HEKUM UHTEPIOJIAIMOHUM I10-
muroMoM g(p) = Fy ' (p) HA OCHOBY BDEIHOCTH y THM TauKaMa - TBOPOBHMA
WHTEPIIOJIAIT]E.

Cagia ce y30pax 41, - . . , Y U3 pacnogesie Y reneputie Kao g(u1), . . ., g(uy),
rje je Ui, ..., U, y30paKk u3 yHu(OpMHE pacloerie.

Tume nzdberaBamMo BeJIMKN OPOj CKYIINX U3padyHaBalba NHBEP3a U MEIHaMO
uxX Op3UM M3padyHABAIEM HHTEPIIOJIAIIMOHOr ITOJMHOMA. JeJHO OJ1 TJIaB-



HUX [HATama je KaKO MOBOJHHO 0ofadpaTu IBOPOBe y Muby Jobujara j1odpe
alrpoKCUMallije ca IITO Mambe Tavdaka U TO je jeJIHa oJi OUTHUX JUCKYCHja Y
OBOM DaJIy.

MebhyTum, jaBba ce jorr jeman mpobdsem. IlpernocraBumo na je Y ciry-
JajHa BEJIMYNHA Ca PACIOJIEIOM YHjU je Hocad I1Meo cKyml R, Kao mTo je, Ha
[IpuMeDP, JOTUCTUYKa pacnojiena. Tasa je

0<Fy(y)<1, Yy € R,

mrTo osaum ga Fy ' (p) — —o0o, Kaga p — 0, kao n ga Fy ' (p) — +oo, Kaza
p — 1. Jakiyie umMaMO BeJIMKE HECTaOUJIHOCTHU IIPU KpajeBHUMa HHTEpPBAJIA
0, 1], mTo y3poKyje jako JIOIIY alpOKCHMAIIH]Y.

Jla Oucmo permmm Taj mpobJieM, YBOJIUMO jOII jeIHY CJIYYajHy BesIu-
quny X, ca dyHKImjoM pactogese Fy(x), Kojy ymeMo 6p30 jia reHepuIinemo.
Kaxko ciyuajua sesmanna Fy(X) uma yaudopmuy pactnogeny U|0, 1], ana-
JIOTHO MeTOJI WHBep3He TpaHcdopMalidje, IMoKasyje ce Ja caydajHa Besu-
anna Fy! (FX (X)) nMa UCTY PacIojeny Kao n Y.

Opatiie 3ak/bydyjeMo Ja y30paK yi, ..., Y, U3 pacrnojgere Y MoOxKe Ja ce
remepuime Kao Fy ! (FX(&)) U v (Fx(ﬁn)), rae je &,...,&, y30pak us
pacnogesne X.

Ca/ta MOzKeMo JTa nHTeprompamo byrxmmjy Fy ' (F X(x)) HUHTEPIIOJIAIIN-
onum moymHOMOM g(7) &~ Fy ! (F X(:z:)) U Jla y30pak u3 Y TIeHepuIrneMo ca
=96, yn = 9(&n)-

[IIra ce oBume mobmja? [IpermocraBumo ga X nMa HOPMAJIHY PaCIIOeNy.
Tana je dbynknuja xojy uaTepnoaupamo Fy od : R — R, 1j. npenumn cmo
ca MHTEpIoJAIje HA jeJIMHUYHOM UHTEPBaJy Ha WHTEPIOJIAINjy Ha IEJI0]
peaJiHOj IIpaBoj, MITO 3HAYajHO IToBehaBa KBaJUTET allpoKcuMaluje u yobJia-
JKaBa HecTaOMIIHOCT, Oy/yhm J1a BUIle HEMaMO eKCTPEeMHE TDeIKe KOoje CMO
nMaJsn 073y KpajeBa MHTepBaJa.

Taxobe, jeiHOCTABHO ce TTOKa3yje Jia ce, y CJIydajy HOPMaJIHO PaCIoesbe-
Hor X, OBUM IOCTYIIKOM CMAalbyjy IPBU U3BOJU (PYHKIIHAjEe KOja C€ MHTEPIIO-
smpa. Hauwme, 3a ceako p € (0, 1), Baku'

gt (s () SRS
& OO T REe) S REE) s Y

'® u ¢ cy, pemom, rycTuHa u GyHKIHja, PACIONEIE CTAHIAPIHE HOPMAJIHE PACIIOZEIIe




1.2 HWnaTepnoJsaluja

ws wHTepnoanuje je na Heky dyHKIwmjy f(z), 3amary Ha CKyImy O
n + 1 YBOpHUX TavaKa T, ..., T, ca f(x;) = y;, AIPOKCHMUDPA MTOJUHOMOM
gn(z) = aptajx+- - -+a,z"™ crenena HajBuIIe n, KOjU ce TOKJIaIa ca (yHKIH-
jOM y YBOPOBHMA, OJIHOCHO BaxKu g (z;) = y;. llosmmuom g, (r) HasuBamo wH-
TEPIIOJIAIIMOHUM TIOJTMHOMOM U KazkKeMo Jia OH uHTepnosmpa dbyHkuujy f(x).

JeaHocTtaBHO ce MOKa3yje Jia je MHTEPIIOJIAIMOHN IIOJIMHOM jeIMHCTBEH.
Hawwme, Heka je p,(x) = by + byx + -+ - + b,2" Takohe moJMHOM KOjU HHTEP-
nosmpa f(z). Tanma je n pasmuka R(x) = p,(r) — ¢,(z) monmuoM crenena

HajBume n. 3a wy Baxu ja je R(z;) = 0, Vi = 0,...,n. daxie, R uma
6ap n + 1 (pasauunTy) HyLy, & KakO MOJMHOM CTEIeHA HAjBUIIE 7 MOYKE
UMaTH HajBHINE N Hysa, 3akbydyjemo Ja je R(z) = 0, mro 3naum j1a je

gu(2) = puz).

[Turame je Takohe W 1@ JIM MHTEPIOIAIMOHN [TOJMHOM YOIIITE HOCTOjH
3a ozpeljene (yHKIMje U OArOBOP HA TO je YBEK IOTBPJAH, IITO Ce MOXKE
[OKA3aTH [IPOCTOM KOHCTPYKIMJOM, & TPU KOpUCHE (DOpMe MHTEPIIOJIAIIHOHOT
HOJINHOMA Cy TPEJICTaBIbeHE y HACTABKY.

UurepriosanuoHn MOJIUHOM ¢, () je eeMeHT BeKTOPCKOr pocTopa R, [x]
je/THOIMMEH3MOHNX [IOJIMHOMA, CTElleHa HAJBHUINE 7 W, KAO TaKaB, MOXKE Ce
npejicTaBuTu y obuKky gn,(x) = copo(x) + eipr(x) + -+ + cupu(z), tae je
{po(z),p1(x),...,pu(x)} jemma 6a3a npocropa R,[xr]. Popme nuTEpHIOIAIM-
OHOT' TIOJIMHOMA KOje Cy IIpe/ICTaB/heHe Pas3JIuKyjy ce yIpaBo y 6a3u Koja je
ofabpaHa 3a PErpPe3eHTAIH]Y.

1.2.1 AJrebapcku IIOJIMHOMU

Yamumo crangapany 6asy {1,x,...,2"}. WaTepnosanumonu moanHOM je
00IIKA,
gn(2) = ag + ayx + agx® + - - + apa™.
[Ipobsiem Koju HAC 3aHUMA je KAKO OJPEeIUTH KoeDUIlnjeHTe a; OBOT Pa3Boja.
Kako Baxu g,(z;) = vy;, ¢ = 0,...,n, morpebuo je ma pemmmo cienehn
KBaJIpaTHU cucteM N + 1 jesiHaumHAa:

2 n
1z x5 ... i ag Yo
1z 2% ... af a Y1
: - ’
1 2 n
Tn T, Ty, Qn Yn



rje IpBy MaTpUILy Ha3WBaMO BaHIepMOHIOBOM MATPHUIOM U HbeHa JeTepMU-

manta je jenmaka || (x; — ;) # 0. Byayhn ga je gerepmunanta pasim-
0<i<j<n

YnTa OJ HyJIe, CHCTEM je carjiacaH U UMa jeJIMHCTBEHO perreme. IIpumernmo

JIa OBO JIOKa3yje Yje[HO M JeIMHCTBEHOCT, aJIil U ITOCTOjarhe MHTEPIOJIAIIMOHOT

[TOJTTHOMA.

Benuku mpobsieM Koji OBOI HadWHa OJpehuBarba WHTEPIIOJIAINOHOT I10-
JINHOMA je HecTabMJIHOCT pellaBarba 3aJaTol CHCTeMa jeJHAadnHa, y3POKO-
BaHa BeoMa JIOIIOM yCIoB/beHONy BangepmongoBe maTpuiie. 3a yCJIOBIbe-
Hocr ose Marpuie, jeunucany ca cond(V) = [V||||V7], rae je [V =

sup ||V z||,, moka3aHo je fa eKCIOHEHIHjaIHO pacTe ca OpojeM uBoposa. Ko-
[lll,=1

pHCHE JI0Fhe TPaHuUIle Koje OBO MOKasyjy cy gare y [21].

NurynrusHo, pobJieM je y Tome IITO, oBehaBameM Opoja YBOpOBa, Te-
JKIMO Jla CMAIbIMO YIa/beHOCT U3Mel)y IbHX, OTHOCHO PA3JIuKe T;—T; Cy MaJle,
I1a je Tope HaBeJleHa JeTepMuHanTa Oncka Hyau. OBO 9MHA HYMEPUIKO pe-
IaBabe CUCTeMa HeCTaOMIHUM U HUje JIaKO Johu 10 nmpaBux KoeduIimjeHaTa,
peripesenTalije. 360r Tora, oBa (bopMa HHTEPIIOJIAIMOHOr IIPodIeMa, ce BPJIO
PETKO KOPUCTH.

Ca sipyre crpane, IpeTHOCT OBe GoOpMe je HeHa jeTHOCTABHOCT U MOryh-
HOCT JIa Ce M3Y3eTHO OP30 eBaynpa BPEJIHOCT MMOJMHOMA y HEKOj Tauku. Be-
JIMKa Op3WHa ce IMOCTUKE 3aTO IITO 0Ba (popMa JIOIMYIITa IPUMEHY XOpPHEPO-
BOI' IIPABUJIA 33 U3PaYyHaBabe MOJIMHOMA, KOje IMO/Ipa3yMeBa IIPEICTaB/batbe
nojimHOMa y (popMum:

ap + a1z + agx? + - 4 apx™ = ((ap® + ap_1)x + - - + a1)r + ag,

quMe ce 3HAYajHO cMalbyje OpOj padyHCKHUX Ollepallfja MoTpeOHuX 3a eBaJly-
aIryjy MOJIMHOMA.

OBa penpesenTalja HHTEPIIOJIAIMOHOT ITOJIUHOMA, je HAjOpKa 3a eBaJsIy-
aIujy oJ CBUX Koje NeMo HaBeCTH.

1.2.2 JlarpaH»KoBu IIOJIUMHOMU

Hajuenthe kopunthena 6a3a nosmaoma 3a nHTepIoIanyjy je 6asza Jlarpan-
)oBux nosmHoma {ly(z),. .., 1, (x)}, nedbunncanux ca:

- r — T
l; = 7 i=0,...,n. 1.1
@ =II5=2 i=00m (1)

JFi



OsBu nojauHOMI Cy KOHCTPYHCAaHHN TaKO Jla BazKU

1, j7=1

0. jiti’ (1.2)

onuocHoO l;(z;) = &;;, tae je 6;; Kporekepos menra cumbor. OBO cBOjCTBO je
BPJIO BakKHO U duHU JlarpaHnzkose MoJIMHOME TTOCEOHO TIOTOTHUM 38 MWHTEPITO-
JIaIUjy, aIu U TeOPUjCKa pa3MaTpamba.

2Kenmumo J1a 1peicTaBUMO WHTEPITOJIAIIMOHN ITOJIMHOM Y OOJIMKY

gn(x) = bolo(x) + bl () + - - + byl ()

U HEOIIXOJIHO je Jjia oapeaumo Koedunujenre b;. Kopucrehu csojerso (1.2) u
YUILCHUILY J1a je ¢, (T;) = ¥i, IMaMo

Vi, y; = gn(iﬁi) = by,

OJIHOCHO, KOe(UIIMJEHTH peIpe3eHTalllje Cy yIPaBO BPEJJIHOCTH (DYHKIIH]E
KOjy MHTEPIIOJNPAMO Y YBOPOBUMA WHTEPIIOIAITH]E.
Opatie mobujamo mo3HaTu OOJUK WHTEPIIOJIAIIMOHOT TOJIMHOMA

n

gn(@) = wili(x) =Y ] %yz
i=0 ; v J

spauyHaBame Ha OCHOBY OBOI' n3pasa je needukacHo, jep zaxtesa O(n?)
olepalyja, 1 HyMEpPUIKH je HecTabuIaH 3a BeJMKH Opoj YBopoBa 300r Tora
IITO Pa3JiKe T; — T; Mory nocraru Osucke mHyan. Cpehowm, jeaHocraBHEM
MouduKalujamMa Moryhe ra je JIoBeCTH Y HyMEpUYKHU CTaOUIaH OOJTUK KOjH
saxTeBa camo O(n) omeparuja.

Ako nornemamo uspase 3a Jlarpamxose mosmaome (1.1), Bupmmo 1a je

n

. . 1 .
6pojunan [[,;(z — z;) jennak (x(jzi), rae je l(x) = Ho(x — ;).
]:
C apyre crpane, suwumo fa je nvenmwitan y (1.1) [T, (zi — x;) xoncran-
TaH y OJHOCY HA T, [a T€ BPEJHOCTH MOYKEMO M3PAUyHATH IPE eBaJyalije.

Crora jedunuiieMo O0APUIEHTPUIHE TEXKUHE W; = H?;O ﬁ = @, na
)7

nosimHoM [; () moctaje




Opatie cymarujom jobujamo npBu 00JuK OapurienTpudre dopme Jla-
IPAHZKOBOI MHTEPIIOJIAIUOHOT [TOJTMHOMA,

w;

gula) =) )

1=0

Yi- (1.3)

r — T

CaJia je 3a padyHamwe BpeIHOCTH JlarpaHKOBOI HHTEPIIOIAIIMOHOT TOJIHHOMA
norpebro camo O(n) omepanuja, a JOKa3aHO je Ja je oBaj 0OJMK WHTEPIIO-
JIAIMOHOT MOJTMHOMA HYMEPHUYKK CTaOUIaH U 328 BEOMa BEJIMKH OPOj YBOPOBA
(Buzern [13]).

Jor jeman enmeranTan 3amuc JlarpaHKoBor moJIMHOMa, KOju ce demthe Ko-
puctu, jpobujamo ciejgehnm pasmarpamem. [Ipumermmo ja, ako MHTEPITO-
mupamo byskimjy f(z) = 1, 06ujaMo HHTEPIIOIAIMOHA TOJUHOM ¢, () =
I(x) Yo7y -, Koju Takohe MOpa OuTH yBeK 1, la ce HHTEPIOJIAIMOHH HO/IH-
HOM ¢y, () MOze 100uTH u jebemeM g,(x) = gn(x)/q. (), mro upeacrasba
GapunenTpuyaan hopmy JlarpaHKoBOr HHTEPIIOJIAIMOHOT TIOJIUHOMA,

Z?:O zi)z “Yi
gn(z) = n—x;’;’ (1.4)
Zi:o T—T;

1 3a oBy dopmy je moKazaHO Jia je HyMEPUUYKH CTAOUJIHA, O] YCJIOBOM JIa
cy 9BOpOBH ojjabpann Ha norojaH HaduH (Bugern [13]).

1.2.3 IbyTHOBU MTOJIMHOMU

[Tocneama penpesenTaliyja Kojy npukadyjemo je y Ebyrnosoj 6a3u roJiu-
HoMa {ng(x),ni(x),...,n,(x)} nedunucanux ca

i—1

ni(x):H(x—xj), i=1,...,n,

§=0
u no(x) = 1. HTepnosannonu moaMHOM HoCTaje
gn(x) = co + cany(z) + - -+ + conp(x),

U HEOIIXOJIHO j€ OJIPE/INTU KOePUIUjeHTEe C;.
Ipumerumo na je n;(z;) = 0 3a cBe j < ¢, IIa je CHCTEM jeJHAUUHA
gn(x;) =i, 1 =0,...,n norpebHUX 3a ojpehuBame KoeduimjeHara obIMKa



> cing(z;) =y, 1 =0,...,n, OAHOCHO NMaMO TPOYT'AOHU CHCTEM
Jj=0

1 0 0 Co Yo
1 ny(xq) 0 0 1 (1
1 ny (Ig) n2($2) O Co — Y2
1 ni(x,) na(x,) ... np(x,) Cn Yn

_ Y1—Y% __ Yi1—Yo
qur H = nu = =,
OunrieiHo je g = Yo U €1 = @) = s1ae

Hedunumumo FbyTHOBe 1m0jIe/bEHE PA3/IUKE PEKYP3UBHO Ca

flzil =vi, i=0,...,n
f[xiJrla - 7$1;+k] - f[%', e ;xi+k71]
Titk — g

flws, . wign] = ,k=1,...,n—1.

U3 oBe gedunnnumje Bungumo ja je co = flzo| u ¢y = flxo, x1]. Unaykrusao ce
nokasyje aa cy Koedunujentu FbyTHoBe hopMe HHTEPIIOIAIMOHOT TTOJIXHOMA,

YIIPaBO MOJIE/bEHE Pa3/IiKe, Taunuje, Baxu ¢ = f|xg, ..., Tkl.
Heka je k € {1,...,n} u mexa cy p(x) i ¢(r) noamHOMH KOjU HHTEPIIO-
mupajy bysakimjy f(z), pegoM, y Tadkama X, ..., Tk_1 U X1, ..., T OHE Cy

(O MH/IYKTUBHO] XUIOTE3U) OOJIMKA,

p(x) =f[zo] + flzo, 21)(z — 20) +.
+ flzo, .-y Tk 1](3:—950)-...-(:U—a:k,2)
q(z) =f[z 1]+f[$1>$2]($—$1)+---
+ flza, . xp)(x—xp) oo (2 — )
[Toctmarpajmo mosmuHoM 7 () = (x_IO)q(gfi:g)_”)p @) JennocraBHo ce mpo-
Bepasa ja je r(z;) = y; 3a cee i = 0,...,k, 1j. r(r) je uHTEpHOIAINOHN
HOJTMHOM HaJT YBOPOBUMA, Ty, . . . , T}, U MOKE Ce 3alliCaTH Kao
r(z) =p(x) +cp(x —x0) ... (T — x_1).

Koedunujenr ¢, je jemnak xkoedurmjenty y3 x¥ y nomanomy 7(x), mro je

Cp = f[x1,~--7$k] —f[xg,.-',l’k—l] :f[x()?...,l'k].
T — Lo




Opnasge mobujamo na je BbyrHoBa dpopma mHTEPIIOIAIMOHOT TOJTUHOMA,

() = flzo] + flxo, z1l(x —x0) + -+ flxo, .. 0] (T —20) - . .- (T — X q).

OBa dopma HHTEPHIOJIAIMOHOD TOJHHOMA jé HyMEPUIKH MHOIO CTaOWJI-
Huja oji ajaredapcke dopme, JOK ce y HAIIUM EKCIEPUMEHTHUMa, ITOKA3aJIa
Mate cTabuIHOM 01 bapuiieHTpudHe JlarpaHnxkose dopmyiie.

ButHo je mpumeruTn 1a u oBa popma, Kao u ajaredbapcka, JIOMyIITa KOpu-
mheme XopHEPOBE METO/e 3a eBajIyalyjy mojanHoma. Hamme, 3axBasbyjyhn
yrivexxkhenoctu FbyrHoBux nosmnoma, HbyTHOB 00/IMK MHTEPIIOIAIIMOHOT 10~
JIMHOMAa MOKEMO 3allUCATU Ha cjiejiehn HaduH:

gn(z) =co+ci(x —xo)+ -+ ep(x—x0) oo - (B —2pq)
= ((en(@ = wp1) + cno1) (@ — Tp2) + -+ + 1) (@ — 0) + co,

rJie Cy ¢y nojiesbere pasiuke f|xo, ..., rx]. OBUMe 3HAUAJHO yMatbyjeMo 6poj
PavyHCKHUX Ollepallija HEeOIIXOJHUX 3a M3padyHaBarbe BPeJHOCTH I0JIMHOMA,
Oyayhu ja He padyHaMo IIPOM3BOJIE H;;t(a: — x;) y nenocru, Beh ce cBaku
eJIeMeHT * — x; 110jaBJbyje camo jegroMm y dopmyau. Ilomerumo camo jia je
ayirebapcka popMma MIak 3a HUjaHCy Op2Ka 3a eBaJjyanujy o FbyrHoBe, 10K
je JlarpamxkoBa criopuja oj obe.

1.2.4 TI'pemmka MHHTepPIIOJIAIA]E

Unrepnonanuonn noauHoM ¢,(x) ce ca dynkuujom f(z) Kojy uHTEpIO-
JIIpa IOKJIalla Y YBOPOBUMA, MHTEPIIOJIAIN]e, aJId TO HaM HHIITA HE TOBOPHU O
TOME KOJIMKO TPEIIIMO Y allpOKCUMAaNuju (DYyHKIH]e BaH YBOPOBa. Y TEOPEMU
1.2.2 (Buzetn [22]) je maTa rperika WHTEPIOJIAII]E Y HEKO] TAYKHU ', OJHOCHO
f(z)—gn(x). Ilpe Tora, Kao mojceTHNK HaBOAUMO POJIOBY Teopemy, Koja nMa
KJBY9IHO MECTO y U3BODemy.

Teopema 1.2.1 (Pososa tepoema). Heka je f : [a,b] — R nenpexuona dynr-
yuja, Jupepernyujabuara na (a,b). Axo easrcu f(a) = f(b), onda nocmoju
6ap jedna mauka ¢ € (a,b), 3a xojy je f'(c) = 0. [

Teopema 1.2.2 (I'pemika unrepnonanuje). Hexa je f(x), (n+1) nyma dugpe-
peryujabuina Pyrkyuja u Heka je g, (T) noaurom cmenena Hajeuwe n Koju
unmepnoaupa damy GYHKUUJY y Mawkama To, . . ., Tn. lada, 3a c6aky mauxy
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x', nocmoju mavka & Koja npunada MUHUMAGAHOM UHMEPBANY KOJU CAOPHCU
c6e mavke T, ..., Ty, T, maxsa da je

F0(E)

f0) = ola) = T

l(x/) ’

2de je

n

I(x) = [ [(x —=).
i=0
Jokas. Y caydajy Jia je x jeaHa oj YBOPHUX Tadaka, rpemka je 0 u TBpheme
BayK¥ TPUBHjAJTHO. 3aTO MPETHOCTABUMO JIa & # x;, @ =0,...,n.
Hedunutmumo GyHKIN]Y

F(z) = f(z) = galz) — Kl(z),
rie je K koncranta oipehena tako ma je F(z') = 0, omHOCHO,

f (@) — gn(a')
I(z") '

Kako je,3acei =0,...,n,l(x;) =0,ag,(z;) = f(x;), 6uhe n F(z;) = 0.
Haxie, dyuknuja F(z) uma 6ap (n + 2) ®Hyse xg, ..., Ty, .
Ogyarie, ysactonHom npuMeHoM Pojiose Teopeme, 3akibydyjemo jga F'(x)

uma 6ap (n + 1) myra, F”(z) uma 6ap n myna, ..., a F) uva 6ap jemmy

Hysy £ Ha WHTEpBaIy ojpeheHoM Tadkama Xo, ..., Ty, X'

[MonmuoM g, (z) je cremena HajBuile n, ma je gf{lﬂ)(m) = 0 3a cBe x, JIOK

je (™ (z) = (n +1)! 3a ce . Crora je

K =

0=F"(g) = f(¢) — K(n+ 1),

oJIaKJIe je
FrE)
(n+1)!"
Kako cMmo Ha nouerky pekiin jia je K = %, n3je/IHAYaBAHEM JBA
n3pasa 3a K j100mjamMo rperiky MHeTpIIoJIalje

F0(E)
(n+1)!

f@') = gnla’) = [(a").
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1.3 T'aycoBa KBajpatypHa dopmyJa

Nurerpase je yecto HeMoryhe u3paszutu y aHaJIuTHIKOM OOJIUKY, 114 UX je
Temko n3padyHaparn. CTora cy pasBujeHe HyMepHIKe MeTOje WHTerpalje
KOje YIVIABHOM AIPOKCUMUPAJy MHTETPaJI f; f(z)w(x)dx dopmymom obiuka
Yo wif(z;), toe je w € C(a,b), w(z) > 0 rexkuncka yHKIUja, TauKe
x;, ¢ = 1,...,n uBopoBH, a w; KoedunujenTn KBajaparypue dopmyae. Mu
hemo ce 6aBuTu camo ['aycoBoM KBajpaTypHOM (pOPMYJIOM, Y KOjOj ce ojpe-
Dyjy u 9BOPOBU M KOEPUIMjEHTHU KBaJIpaTypHe PopMyse Tako jia (hopMysia
OyJie TadHa YKOJIMKO je mojuHTerpaina dbyHkimja f() moJuHOM crereHa He
Beher on 2n — 1. C TuM nm/beM y BHJLY, IIPBO MOPaMO Jla e OCBPHEMO Ha Op-
TOrOHAJIHE TIOJIMHOME, KOjU UT'Pajy mpecy iy yaory y [aycoBoj kBajaparypHOj

dopmyin.

1.3.1 OpToroHajHu NOJUHOMU

Heka je w(z) Henpekuina Te;kuHcKa DyHKIMja Ha HHTEpBaTy |a, b] (koju
Moxke OUTH U HeorpaHWteH), 3a Kojy Baxkm: w(z) > 0 3a cBe x € |a,bl,
fabw(x) dx > 0, mocToje MOMEHTI f; fw(z)dr < oo, k=0,1,..., Kao u Ja
je w(x) = 0 camo Ha cKyIly Mepe Hyja. 3a Hallle CBpXe je GUTHO MOMEeHYTH
Ja w(r) Moxke GUTH TyCTHHA HEKe allCoJyTHO HelpeKuHe pacio/eie.

Ha npocropy £2(a,b) = {f : [a,b] — R | fab 2 (z)w(z)dz < 0o} je oBom
dbynkimjoM gedbUHICAR CKAJIAPHHE TPOU3BOL

(fug):/ f(x)g(x)w(x)dx.

Kaxkemo na cy nse dyuknuje f(x) u g(x) oproronaine Ha uareppay [a, b
Y OJIHOCY Ha TeXKUHCKY (DYHKIM]Y w(x) aKo je UCIyHeHO

(f,9) = / f(x)g(x)w(x)dx = 0.

[Ipumenom ['pam-IIImuToBOr mocryrnka, oproroHaJm3anujoM 6a3e MmoJu-
HoMa 1,7, 22, ..., MOXKe ce KOHCTPYHCATH CHCTEM OPTOIOHAIHUX IIOJTHHOMA
Qn(z), n = 0,1,... y ogHOCY Ha OBaj CKAJAPHU MPOM3BOJ, TAKBUX Ja je
(Qis @) =0, i # j 1 deg Qu = n.

ButHo cBojcrBo mosimaOMa (), () U3 cHCTEMa OPTOrOHAJIHUX IIOJINHOMA, je
naro ciaegehom Teopemom (Buzern [22]).
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Teopema 1.3.1. Kopenu x;,0 = 1,...,n noaunoma @, cy peaanu, jedno-
cmpyku u ceu npunadajy unmepsany (a,b).

Jlokas. Usasojumo cBe KopeHe nosmHoma (), (x) u3 nuarepsasa (a,b) Koju cy

HellapHe BUIIECTPYKOCTU U O3HA4YMMO UX ca a < § < -+ < §; < b, j < n.
Tana nomuom Q,(x)P(z), tae je P(x) = [[]_,(z — z;), uma cse nyie

napHe BHUIIECTPYKOCTH, IIa He Memwa 3HaK Ha (a,b). Oparie je, momro je

w(z) > 0 ckopo cBy/a Ha [a, b],

b

Crora, onmuaoM P(x) Mopa 6utn crernena n, jep 61 y cympoTHOM, 360T OpTO-
FOHAJTHOCTH TIOJIHHOMA (9, () ca CBUM TIOJIMHOMUMA HUXKEr cTereHa (Koju cy
nauHeapHe KoMbuHaimje nonmaoMa Qi (), k < n), mopaso 6utu (Q,, P) = 0.

HakJjie, nMaMo n pa3jnIuTUX KOpeHa mojnHoMa (), () Koju cy HemapHe
BUIIIECTPYKOCTH U npunianajy (a,b), na, nomro je deg @, = n, Mopajy 6urn
1 jeJITHOCTPYKH. [ ]

Ako xkesumo Jia momHOME Qg () U3 OPTOrOHAJHOT CHCTEMa MOJMHOMA
Oy/ly MOHUYHH, OJHOCHO Jia UM je KOoedUIUjeHT y3 HajBUIINA CTEIEH jeIHaK
1, mokasyje ce ja je moryhe KoHCTpyucaTu OpTOrOHAJIHE [TOJTMHOME TaKBE J1a
BaxK PEKYpPEHTHA Be3a

Qk+1<x> = (SL’ — Oék)Qk(SU) — ﬁka,1($), k= 0, 1, R (15)
riae cy Q_1(z) =0 u Qo(x) = 1, a koedunujenTn gaTu ca
o = (2@, Q) By = (Qr, Q)
(Qr, Qr) (Qr-1,Qr—1)

[Topesr oBakBUX pEKYpPEHTHUX Be3a, 3a OPTOIOHAJIHE IIOJIMHOME BayKe U
MHOTH JIDYTH UJIEHTUTETH. Jegan 1mocebHO 3HavajaH, KOju € HaMa, 0J] KOPUCTH
je Kpucroden—lapbyoB ujaeHTHTET, KOjU TJIACH:

i Qk‘(x)QkQ/) _ kn Qn+1($)Qn(y) - Qn(x)Qn—H(y)
pr h k

n+1hn r—y

, (1.6)

e cy x,y € (a,b), hi = (Qk, Qr) KBagpar HOpMe nosmHOMA Q) (), a k,
KOeDHIMJEHT Y3 eJIeMEeHT HajBUINEr cTereHa y mojaunomy @, (z) (Bugern [5]).
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1.3.2 KsBagparypHa dopmyJia

Bparumo ce caga ma ropernomenyTy l'aycoBy KBajipaTypHy DOpMyLy U
MIOKaKUMO J1a je, 3a MOTO/IHO oj1labpaHe YBOPOBE, OHA TadHAa 3a CBE MOJIMHOME
cTerieHa He Buier oJ 2n — 1, e je n 6poj YBopoBa KBaJjipaTypHe popMyJie.
Y teopemu 1.3.2 1aT je KOHCTPYKTHBAH J0Ka3, KOjU UMa JIOJATHY IIPETHOCT
Jla TIoKasyje n1a je 'aycoBa KBaJipaTypHa dopmyra jeqHaka mHTerpanujn Jla-
IPAHZKOBOI' HHTEPIIOJIAIIMOHOT TIOJIMHOMA Y YBOPHUM TadkaMma (Bujern [27]).

Teopema 1.3.2. Hexa je w(x) meostcuncka dynkuyuja depurucana ma [a, b
u nexa je Qo(), Q1(x), ... mwoj odzosapajyhu cucmem opmo2oHaNHUT NOAU-
noma. Hexa cy

A< T <Tep< -+ <xp,<b

nyae n-moz noaunoma y cucmemy, Qn(x). Tada je mozyhe nahu xoncmarnme
wy, . .., W, maxee da je keadpamypra Gopmy.ia

[ rarate) dz =3 wifw)

mawna xad 200 je f(x) nosunom cmenena He suwez 00 2n — 1.

Jlokas. Heka je f(x) mommuom crenena He Beher ox 2n — 1. Hexka je L(z)
JlarpaHzkoB HHTEPIOJIAIIMOHY TTOJHHOM 3a, f(x) y uBopoBuMa x;, i = 1,...,n.
L(z) je mommuom crenena n— 1. Taga je L(x) = Y"1 f(x;)l;(x), toe cy li(x)
Jlarpam:kosu 6a3HM TTOJUHOMH.

WNurerparujoMm MHTEPIOJIAIMOHOT TOJIMHOMA J00uja ce ciejgehu obJmK

KBaJpaTypHe dopmy.ie:
b b n
/ F@)w(z) de ~ / Dawla)de = 3 flau

rie cy w; = fab li(x)w(z) d.
Kako je L(x) = g(x) 3a nommuome g(x) cremena He BUIe Ox n — 1, u
KBaJIparypHa ¢gopmysa he 6utu TadHa 3a MOJHHOME JIO cTeneHa n — 1.
Heka je deg f > n. Tomuuom f(z)— L(x) nma KopeHe y YBODHUM TavuKama
x;, a ce Mozke npejcrasut kKao f(z) — L(z) = Q,(z)r(z), 3a HeKn momHoM
r(z) crenena ne Beher ox n — 1. Bynyhu na je kBagparypra dbopmysia tadna
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3a IIOJIMHOME CTeIl€eHa H€ BHUIIIE O 1 — 1, a IIOJIMHOM Qn(l‘) je OpTOI'OHaJIaH
Ha CB€ IIOJIMHOME Malbel' CTelleHa O 1, UMaMO HU3 je,[LHaKOCTI/I

/ fopata)do = / Lot i+ / Q@) do
- /abL(x)W(:E) dr = anf(xi) /b Li(z)w(z) d,

a

oJlaKJIe cy KoeduujeHTn KBaaparypue hopMmye w; = fab Li(z)w(z)dz. ®

3a koedunujenre ['aycope kBajipaTypre opmy/ie MOXKe ce JIOKa3aTh Jia
cy MO3UTHBHHU, a OIIITH OOJIMK KoeduimjeHara je

o knhnfl
B kn—lQ%Cﬁc)Qn—l <$k) ’

rie je hy = (Qr, Qk) KBaIPaT HOpME HOMHOMA Q) (), a k,, KoedurmjeHT y3
eJIEMEHT HajBUIIIET CTeleHa y moaunHomy @, (x) (Bumern [5]).

(1.7)

W

1.4 TecToBU carjiacHOCTH

Kako nmam je 3a/atak jia TeHepuIeMoO y30paK U3 HEKe paclojiese, He-
OIIXO/IHO je Jla MMaMO HAaYMH JIa TeCTUPAMO Pe3y/ITaTe HAIer y30PKOBaIba.
To hemo pamurn Kopucrtehm TecToBe carjacHOCTH ca pacioesioM. TecroBu
Koje heMo KOpucCTuTH Cy 3aCHOBaHU Ha, padyHalby HEKOT BUJA PACTOjaba 13-
Mehy emmmpujcke yHKIMje paciojese y30pka U (pyHKIUje paciojesie u3
KOje TIPeTIOCTaB/haMO JIa je y30paK IMPOUCTEKAO.

3a TecTuparbe Hallle MeTo/e KOPUCTUMO TPH MTO3HATA TECTa CArJIaCHOCTHU:
Kommoropos—Cmyuprosibes Tect, Aujiepcon—/lapauaros Tect u Kpamep—hon
MuzecoB TecT carjiacHOCTH.

YcTaHoBUMO TIPBO OIIIITH 38/IaTaK TECTUPAIba CAJIACHOCTH, KOjUM ce GaBe
CBU TIOMEHYTH Te€CTOBHU, K0 U O3HAKE KOje KOPUCTUMO.

Heka je x1,...,z, y30paK 3a KOju IPETHOCTAB/HAMO JIa MIPEJICTAB/bA CKYII
olakamwa Heke ciydajue Beramuanae X ca dyHkuujom pacrogere F(x). a
OMCMO TecTHpAaJIN JIa JIM je TPEeTIOCTaBKa TadHa, Pa1yHAMO pacTojame (hyHK-
muje pacrogesne F(x) n emmupujcke dbyHKImje paciogese y3opka F,(z) =
LS H{a; < 2}, vae je I{} unnukatopeka dynkumja, ma Ha 0OCHOBY TOra
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JIOHOCHMO 3aKJ/byIKe O HCTHHUTOCTH XUIIOTE3€ Ja je y30paK IOTeKao U3 pac-
nozese F(z).

Pacrojame Koje KopucTumo 3a Mepere KOJIMKO eMITNPUjcKa (DyHKITNja pac-
1oJieJie OJICTyIa OJI IMPETIOCTAB/bEHE PACIIOESIe 3aBUCH OJ TECTa U IPeJICTa-
BJba OCHOBHY Pas3/iMKy Mel)y HaBeJeHUM TeCTOBHUMA.

1.4.1 KoamoropoB—CMHUpPHOBJ/LEB TECT

Y 0BOM TECTY yIa/beHOCT EMITMPHUjCKEe U IIPETIOCTaB/beHe (PYHKIUje pac-
nojesie MepumMo Kosmoropos-CMUPHOB/BEBOM CTATHCTHKOM

D = sup|F(z) — F,(x)].
zeR
300r HenpebPOjUBOCTH CKyIla pealHuX OpojeBa, OBaj M3pa3 je TemKO u3pa-
YyHATH y U3BOPHOM OOJIMKY, 3aTO NeMO M3BECTU jeIHOCTABHUJU OOJIUK OBE
CTATUCTUKE.
[IpBo Tpeba mpumeruru Ja je emnupujcka byHKIMja pacnojere F,(z)
CTeneHacTa, Kao U Jla ce CKOKOBH JIEIaBajy caMo y TadkaMa &;, IJie je BPe-

Hocr F(x;) = i/n,i = 1,...,n. Takobe, nmocroju jseBa rpaHUIHA BPETHOCT
lim F,(z) = &2
T—T;— n( ) n

C apyre crpane, dyukinuja pactuojene F(z) je pacryhia, a Ha uarepsasy
1,%;) emmmpujcka dyHKImja pactogesre F,(x) je KOHCTaHTHA U jeHaKA

[z
o F(z) — Fy(z)| nm

2. Oryx je, 3bor nenpexuanocTn F(z), sup,g

i . -T’L'—l:mi)
jemHax |F($i_1) — %‘ WJTH ‘F(a:z) — %’
Oparne, cratuctuky D MOXKEMO PaTyHATH KAo
D =max{D* D"},
rie cy DY = max|F(z;) — 4| uw D™ = max|F(z;) — 21|, Opaj obmix je

1<i<n 1<i<n
3HAYA]JHO JIAKIIHA 38 PAIyHAE.

BurtHo ¢BojcTBO OBOr TecTa CarJacHOCTH je He3aBUCHOCT PACIOJENe CTa-
tuctuke D ox pacnoene F(z), onucana cieneliom TeopeMom.

Teopema 1.4.1 (Hesasuchoct on pacnogene). Axo je F(x) nenpexudna u
cmpozo pacmyha dynryuja, mada pacnodesa cmamucmuke

D = sup|F(z) — F,()|

z€R

ne zasucu 0d F(x).
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Jloxas. Hexa je F~1(p) uneeps dbynkiuje pacnogene F(x). 3a pacuogery
crarucruke D, HaKOH yBohema cmene p = F'(x), Baxu

P{D<tl=P {sup|F(x) — F,(2)] < t}

p€e(0,1]

= P{ sup |F(F~(p)) — Fu(F~'(p))] < t}

p€(0,1]

= P{ sup |p — Fo(F 7' (p))| < t} :

Hasmwe, 3a F,(F~1(p)) umamo

n

FA(F7 () = ST S P} = - Y IP(Y) <o),

n <
=1

rie je X1, ..., X, y3opak ca pacrnogenom F(x), na je U = F(X;) yandopmuo

pacrosiesbeHa ciydajua Bennuanna Ha [0, 1]. Omatie 3ak/bydyjemo na je

n

1
P{D<t}=PS sup [p——> HU<p} <t

p€(0,1] ne3

IITO OYUTJIETHO He 3aBucH o1 F'(x). [ |

[Tokazano je ja pacnojena tect cratucuke DD acumtorcku Texku KoJimo-
rOPOBJBEBO] PACIIOZENH, Kajla OOUM y30PKa N TeKU HGECKOHAYHOCTH (BHIETH
[15]). Taunuje, Baxku

o0

lim P{ynD <a}=1-2) (-1)F e
k=1

n—0o0

1.4.2 Kpamep—doun Mun3ecoB TecT

Kpamep—don MusecoB TecT ce ocjiama Ha CPEIIeKBaIPATHO OJCTYIIAHE
eMIIPUjCKe U MPETIIOCTaB/beHe (DYHKIje pacioerie

W2 - /_OO (F(z) - Fu(2))’ dF(a).

o0
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Nspenthemo 3roiHrju 00JIMK OBE CTATUCTUKE 3a M3padyHaBaibe. lIperto-
CTaBUMO JIa je y30paK Ii,...,IT, COPTUPAH y pacTyheM IIOpeTKy U HeKa je
zi = F(x;). Cmenom u = F(x) nobujamo

21 n—1 Zk+1 k 2 1
W2:/ u2du—|—2/ (u——) du—l—/(u—1)2du
0 k=1 Y %k n Zn
A IS (L B (LB e
~ 3 '3 SR "Tn 3

Hakon pa3BI/1jaH>a KyOoBa 61/1H0Ma u cBohema u3zpasa, KopnmheH)eM UJICHTH-

TeTa i1 k2(2k+1 —z) = 0l — 3 (2k — Dz m 3T k(e — 2;) =

nzZ — Y p_, 27, U3pa3 ce CBOAU Ha

OflaKJIe, HAKOH IpuMeHe mienrureta y,_; (2k—1)? = in(4n® — 1), noGujamo

KOHAYHU 00JIUK
2k —1
e (a2t

Ha cimgan Hauna kao n kKox KosmoropoB—CMUPHOBI/BEBOT TeCTa, Ce II0-
Ka3yje Jia je U 0Ba CTATHCTUKA He3aBUCHa o pactojene F(z).

['panmuna pacrosena TecT craructuke nW?2, Kaga oOUM y30pKa 1 TexKH
OECKOHAYHOCTH je jeTHaKa PACIOJIe/H CIydajHe BeJTUInHe KOja ce MOXKe IIpe/l-
CTAaBUTU Kao OECKOHAYHA CyMa

W2

2
Zj

oo
>
s
=17

rie cy 41, Zs, ... HE3aBUCHE CJIydajHe BEeJIUUNHE Ca CTaHIapIHOM HOPMaJTHOM
pacnojenomM (Bugern [15]).
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1.4.3 Amnngepcon—/lapjIMHroB TecT
Angepcon—/lapgmHroB TecT je 6asupaH Ha pacTojarby
2
© (F(x)—F,
A% — / (F(x) = F()) dF (z).
oo F(z) (1= F(2))

Jlako m3padyH/bUB U3pa3 3a OBy CTATHCTHUKY ce J100Mja Ha BPJIO CANYAH
HadnH Kao u 3a Kpamep—Bon Mwu3secoBy Tect craructuky. [IpermnocraBumo jga
je y3opak x1,...,T, coprupaH y pacryliem moperky u o3Hauumo z; = F(x;).
Hakon cmene u = F(x) mobujamo

21 | E\? 11—
A% = d _— — - d du.
/o 1—u“+z/zk u(l—u)(“ n) “+/2n T

k=1

[Toce xpaher padyna cBOJIMMO 0Baj U3pa3 Ha OOJIUK

n—1
k)2 Zk 1(1—Zk) k 1—Zk 1
A? = —logz,(1 —z,) —1 2 log RS EH L9 Z log —
0g 2, (1 — 2,) —|—E og + E ~log

—=n? 7 (1l = zpg)

Kopumnihemewm miaenTuTeTa

n—1 n
2k (1 — 2x) 9 Zn
k*log =% — p?] — 2k — 1)1
Z ©8 2k(1 — 2zp11) neey — Zn Z< ) Ogl—zk
k=1 k=1
u
n—1 1— 2kt
klog ———— =nlog(l — z,) — log(1 — z)
l; S — g Z g(1— 2)
JI006mjamo
"2k — 1 " 2n — 2k + 1
A2:—1—Z oy logzk—ZTlog(l—%)a
k=1 k=1

IITO, OOpTAIbEM CMEPa UHJCKCUPAha Y JIPYToj CyMu, Tj. cMeHOM k = n—7j+1,
JIOBOJIN JTO KOHAYHOT OOJINKA TE€CT CTATUCTUKE

"2k — 1
A2 = 11— Z = (log 2, + log(1 — zn,kﬂ)) )

k=1
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N 3a Angepcor—/lap/IMHTOBY TECT CTATUCTHKY BayKd Jia je He3aBUCHA O/
pacrioziesie, Kao M 3a IIPETXO/IHE JIBE OIUCAHE TECT CTATHCTHKE.

Cmmaro kao koj Kpamep—don MusecoBor tecra, rpaHndHa paciojesa
TecT craTucTuKe nA? Kag n — 00 je jeqHaxa PacIoiesn ciydajHe BemaiHe
IpeJicTaB/beHe DECKOHATHOM CYMOM

rie ¢y Zi, Zy, ... He3aBUCHE CIydajHe BeJIMIUHE Ca CTaHIapIHOM HOPMAJIHOM
pacrogenoM (Buzern [15]).

IIpesHOCT OBE TECT CTATUCTHKE je TO MITO, 360T esberba n3pazoM F(x)(1—
F(z)) y unrerpasy, naje Behy Te:KuHy rperikama py KpajeBIMa HHTEPBAJIA,
IITO je YMHU OCET/bUBUJOM Ha OJICTYIIarha y PEHoBuMa pacioesie ox Kpamep—
dbon Musecose crarucTuke.
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llor1aB/pe 2

I'enepucame ciiydajHUX BeJIMYMHA

OBo moryiaBbe 6aBU Ce TEOPUJCKUM PasMaTPAeM MEeTOJE CTOXACTUIKE
KOJIOKAIIUje 3a TeHepucarbe ciaydajHux Beananua [11].

2.1 T'eHepucame jeJHOJJUMEH3UOHUX CJIyYajHUX
BEJIMUMHA

[IpernocTraBumo J1a je moTpedHo j1a Ha epUKACAH HAYUH NEHEPHUIIIEMO Y30~
paK u3 pacrojiesie HeKe ciydajue Besmanne Y ca (DYHKIUJOM PAaCIo/iese
Fy (y), wnju je maseps Iy ' (p). Heka je X ciyuajHa BemauHa W3 dije pac-
oJiesie y30pkKe MOXKEMO Jia TeHepuiineMo Ha edukacan Hadud. O3HATIMO
ca Fx(zr) dyukuujy pacnogese ciaydajue Beauaune X . JeJHOCTABHO ce JI0-
Kazyje Jla Y uMa HCTy paclojielly Kao U cilydajHa BeauduHa [y, ! (F (X )),
jep ey u Fy(Y) u Fx(X) obe yandopmuo pacnomesbere Ha uarepsaiy [0, 1].
Crora, axo unTeproupamo bysKIujy Fy ' (F X(ac)) HOJIMHOMOM gy () &~
Fy' (Fx(z)) cremena N — 1, cayuajua senumauna gy (X) he nvarn npu6mm-
JKHO UCTY PACIOJIEy Kao U CIydajHa BeJInInHa Y .

Opnasne, 1a 6u ce renepucao y3opax ¥i, ..., Y, U3 pacrojesie Y, MOry ce
npeayseru ciaenehn koparm:

1. Koncrpywuitie ce nuTeproianuonu nojutom gy (r) ~ Fy' (F X(ZE)) oJipe-
hen 4uBopoBUMAa MHTEPIOIAIHA]E L1, . . ., TN,

2. T'enepurne ce y3opaxk &1, ..., &, U3 pacuojesie ciaydajHe BeanauHe X,

3. Uspauyna ce Tpaxkenu y3opak Kao y1 = gn(&1), .- Yn = gn(&n).
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OBuMe je ommcaH MOCTyIAK eHepHUcamba CIyIajHIX BEeJIUYNHA METOJOM CTO-
xacTu4Ke Kostokarmje [11].

[Ipobaemu Koje Tpeba MMaTu y BUJY ce KpHjy y IpBa jBa Kopaka. Ha-
nMe, KaKoO je OBO MOCTYIIaK KOjU MeHepHIlle TPUOIIKHY, & He TATHY PACIIO/IeTy
cayJdajHe BeJIMIuHe Y, o7 IPecyHOT 3Hadaja je Jia alpoKCUMallija MOJTUHO-
MoM gy () Oyme mro 6o/ba. Ha To y Besmkoj mepu ytude 6poj IBOpOBa
uarepnoianuje N, OJIJHOCHO CTENEH WHTEPIOJJIAIMOHOT ITOJUHOMA, AJIU jOIII
3HAYAJHUJU je paciope]l YBOPOBa MHTEPIIO/IaIlje, KOju OCUTypaBa CTaOUJIHY
uurepnosanujy. O Tome hie 6Gutn Buitie pedn y HAPETHOM OJICIbKY.

Ha kBasinrer ampokcumaruje ytude u ogabup ciaydajue BeamdnHe X.
[Tpumernmo na, 3a X koje je uz yuudopmue U[0, 1] pacnomese, 3ampaso
“MaMO aIIPOKCUMAIIN]y MeTo/e HHBep3He TpaHcdopMarliije. Kopucran n36op
pacnojiesie 3a X je u crangap/iHa HOpMaJHa PACIIOesa, 3a KOjy ce TOKa3aJsIo0
(Bumern [11]) ma y Behunu ciaydajeBa J0BOIH 70 JOOPUX PE3yIITATA.

Ca cranoBuITa UMILIEMEHTAIMje, Ha pe3yJaTaTe UMa YTUIR] U o7abup
remeparopa pacrojese ciaydajue Beandune X . CBojcTBa rereparopa IOIyT
OHMX KOja ce TUIY CJIyYajHOCTHU IeHeprcaHux OpojeBa U mepuojia renepaTopa
ce JIMPEKTHO TpPeHOce Ha KOHAYHU y30pak, Oyayhu Jia je OH MpOCTO TOJIH-
HOMHa TpaHcdoOpMalija TeHepucaHor y3opka us pacnojene X. Hekonuko
renepaTopa yHu(GOpMHE 1 HOpMaJIHe PACIojese je OMUCcaHo y jery 2.4.

2.2 Opabup yBOopoBa MHTEPHOJIAIN]E

Ommcahemo gBe MeTOIe 3a 0Ja0Up YBOPOBA MHTEPIIOIAIAje. JeIHa nMa 38,
b Jla MIHUMU3Yje Cpe/IibeKBaJIpATHY I'PEIIKy WHTePIOJallfje, JT0K JIPyTra
KOPHCTH ITOTO/IHA CBOjCTBa 1eOHIeB/beBUX TIOJMHOMA 38 WHTEPIIOJIAIU]Y.

2.2.1 OmnrumaJjan n3dop y cpeambeKBaaApaTHOM CMUCJILY

JeJlaH KpUTepujyMm Ipu o/1abupy ONTUMATHUX IBOPOBA 38 UHTEPIIOJIAIIH]Y
j€ MUHUMU3allfja Cpe/ibeKBapaTHe TPEITKe allpOKCUMAallnje

E ((9(X) — gn(X))?) = / (9(2) — g (2))* fx () do,

rie je fx(x) rycruna ciydajue seananne X .
Buaumo 1@ je cpembeKkBaJpaTHa IPeriKa y OBOM CJIydajy IPOCTO MHTE-

rparn dynxmuje (9(z) — gn(x))® y ommocy Ha rexuucky yskumjy fx ().
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Crora MOxKeMO NIPUMEHUTH paHuja pa3MaTparba O OPTONOHAJHUM ITOJTHHO-
vmuma u ['aycoBoj KBajipaTypHoj hopmyJin.

Ca 1mmbeM Hajlaykerma ONTUMAJHUX IBOPOBA WHTEPIOJIAIH)E T, ..., TN
y OJIHOCY Ha CPEIIbeKBaJIPATHY TI'PEIIKy, Mel)yTuMm, MOpaMo ce OCBPHYTH Ha
opTOroHaJiHe Ipojekiuje PyHKIMja Ha IPOCTOPE TOJIMHOMA.

IIpojeknmja dpyHKIMje HA TPOCTOP MOJIMHOMA

Heka je w(x) mosuruBHa TeKuHCKa QyHKIMja Ha HHTEpBaIy |a,b] (Koju
Mozke 6uTn Heorpanuden). ledunumemo L£2 npocTop y oiHOCY Ha OBY Te-
JKUHCKY (DYHKIIH]Y

[,i:{f:ab—>R|/f2 z) dx < oo},

Ca CKaJIapHHM IIPOU3BO/JIOM

(f.9) = / f(@)g(@)w(z) d (2.1)

1 tbUM€ UHIYKOBaHOM HOPMOM

1l = \/ / P (22)

Heka je Qo, @1, - .., QN € Ry[z] oproronannu cucrem moJImHOMA Y OJIHOCY
Ha TEXKUHCKY c})yHKuHJy w(z), rue je Ry|x] mpocrop mosmuOMa crerneHa He
Bure ox V.

edbunumenmo onepatop npojekuuje Py : L2 — Ry[z], Takas ja je, 3a
cBako f € L2,

Pyf(z) = fiQu(x),

k=0
r7e cy KoeUuIujeHTH IPOjeKInje

f k < N.
Je = HQkH ——(f, @), 0

Oyuknuja Py f(x) je ounrienso noiauHoMm crenena we Beher o N u Ha-
3WBa Ce OPTOrOHAJHOM MHpojekIjoM dbyHKuje f(r) Ha MpoCTOp MOJIUHOMA
Ry|x], y omHOCy Ha mpeTxo/HO JeduHUCAHN CKaJapHu Mpou3Box (2.1).
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Hapeana teopema je BpJio 6uTHa 3a 0a0Up ONTUMAJIHAX IBOPOBA HHTEP-
noJtalje, a Kazke Jia je OpToroHaJsIHa IPojeKIrja Hajbo/ba anpokcnmanuja (y
CPEJIIEeKBAPATHOM CMUCTY) (DyHKIMja TOJHHOMUMA CTElleHa He BHIIEr O

N (Bugern [12]).

Teopema 2.2.1. 3a ceaxo f € L2 u ceaxo N € Ny, Py f je najbona anpoxcu-
mavuga y L2 nopmu (2.2), odnocro easicu

If=Pnfll= inf |If—ql.
qER N [x]

Jlokas. Ceaku mosmHoM ¢ € Ry[x] ce moxke npexacrasuru momohy opro-
N

roHaJaHux mosmHoMa Qo(z),...,Qn(x) kao ¢(z) = Y ,_,cQr(x), a Kaxo

je munuMusanmja || f — || exsusanentna munmvusammjn || f — ¢||°, #ajbomy

anpokcuMaljy jgobuhemo Tpazkemem uHGUMYyMA || f — qH2 10 KoeduInjeH-

tuma ¢. OBaj U3pa3 MOKEMO Pa3BUTH Kao

If=al?=(f—af—a =|fI"—2(f.q) + 4l

N N

=IA17 =2 el s, Qr) + > cllQll?,
k=0 k=0

3001 OPTOTOHAJIHOCTHU cucTeMa nojmHoMa (g, k = 0,..., N. Onarie, paay-
HarmbeM MapIiujaJHIX U3BOJA J100MjaMo

0
o IF —al’ = —2(£.Q) + 2| Q). 0<j<N.
J

[TocTaB/bamem mapnujasHux n3Boa Ha 0, J00HjaMo /1a ce MUHUMYM JIOCTHYKE

3a BPEJHOCTH KoeduImjeHaTa ¢; = W( f,Q;) = f;. [ |
J

JlucKkpeTHa mpojekiuja

Nako ce najbosba anpoxcnmanuja jobuja npojexiujom Py f(x), koedury-
jenre fr = m( f,Qy) je remko mspauynaru, oyayhu ma warerpan (f, Qx)
HEe MOpa OMTH aHAJMTHYKN U3PAYyH/bUB. 3aTO IprberaBaMo alpOKCUMAITA]H
Tor murerpaJia ['aycoBoMm KBajapaTypHOM (OPMYJIOM U JTOOUjaMO JIUCKPETHY

IIPOJEKIH]y

Inf(x) = Z ~ka(fL’)> (2.3)



rje cy KoedulnjenTu mpojekiuje caja ojapehenn KBaJapaTypHoM (hOpMyJIOM
ca N + 1 uyBopoBa

LS,
.fk Zf Z; Qk xz)wu
[
rje ¢y Ti,...,TN,1 HyJe HOJTUHOMA QN+1(96), a w; Koedurujentu [aycose

KBaJIpaTypHe hopmyJie.

Hamomenumo 71a, 0yayhu ja anmpokcuMupamo KoeuiijeHTe f KoeduIu-
jeHTUMa, f , y ommreM ciydajy He Baxku Pyf = Iyf. Mebyrtum, mocroje
pesyaTatu, y Koje nehemo ay0sbe 3a/1a3uTu, KOjU TOKa3yjy Jla je I'perika
Py f — Iy f ucror pena kao u rpemka npojekiuje Py f. Crora, 3a 1moBosbHE
JIOBOJBHO Ty1aTKe (DYHKIIHje, IIOHAIake JIUCKPeTHE pojekiuje [y f u mpojek-
mje Py f je Bpsio camdHo y npakcu. Burme fgeraba nma y [12].

JnckpeTHa nmpojekIirja U MHTEPIIOJIAIMOHA TTOJIUHOM

Pesynrar koju je Hama 3HadajaH U Jiaje Be3y u3Mely MHTEPIIOJIAIAjE U
AIpOKCUMaIlije MpojekiujoM Jar je ciegeliom Teopemom (Bujieru [12]).

Teopema 2.2.2. Hexa je f € L2 u N € Ny. Heka je Inf duckpemmna
npojexyuja degpurucara kao y (2.3). Tada Iy f uwmepnoaupa f y ueoposuma
Taycose xkeadpamypne opmyae 1, ..., Tni1, KOju npedcmasnajy Kopere no-
aunoma Qni1(x), odnocro, sascu

Jloxas. Pazsujmo mpso Iy f(x):

Inf(x Z FrQu(x

N+1

o i 2@ o)

[
Mz

k=0
N+1 N
2 ;; Qk“ Qr(7:)Qr(w)w
N+1 N

=3 fla) [w) ] ng( ;) Qx(2)
i=1 k= ()HQkH
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IIe CMO O3HAYUIIN

li(z) = ZHQkHQQk( ;) Qr(z).

k=0

Hoxkazahemo na cy mosunomu [;(x) Jlarparzkosu 6a3Hu IOJMHOME, OJTHO-
cio nokasahemo ma Baxu ;(x;) = d;5, 1,7 =1,...,N + 1.

[IpBo, w; cy oBie koedurmjerTn ['aycoBe KBajparypHe opMyJie, KOju Cy
matn y (1.7) u jeqnakn

W — kv |Qn )
" kNQy g (1) Qn ()]

rje je k, KoeduimjeHT y3 eJeMeHT HajBUIIer cTereHa y moJuHoMy ().
[Tpema Kpucroden—Tapbyosoj dbopmynu (1.6), Bazkuhe
k i — i
Li(z) = w; N Qn1(7)Qn () — Qn(w )QNH(DC)7

kNJrlHQNHQ Ty =X

mro, ckpahupameM orosapajynux BpeJHOCTH y w; U KOpHUIINemeM dnibe-
Hute Ja je, o jgedununmju, Qni1(x;) = 0 naje

1 QN(fEi)QN+1(fE)
QIN+1(«T¢)QN(5EZ‘) r—x; '

Y cay4dajy na je x = xj, 3a j # i, 6uhe Qnyi1(x;) =0, a x —x; # 0, na je
uciymeno l;j(x;) =0, j # i.

Kako je ;(x) mosmHOM, OH je u Henpeku/iaH, a kopurihemem JlonuramsoBor
IIpaBmJIa UMaMo J1a, je

lim Qn(7)Qny1(T)

Jim . = QN (7)) Qi (i),

na je omarie u l;(z;) = m@N( )Q3v+1<$z') =1.
Hakie, Baxu [;(z;) = 0;;, na je Inf(xy) = Zf\fll (x;)0i = f(z), mrro
je TpebaJio JoKa3aTH. [ |
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Buaun, nuckperna npojeknuja [y f(x) uarepnonaupa f(r) y uBopoBuMa
[aycoBe kBajgparypHe dopmyie, OJHOCHO HyTama moaunHoMa Qniq(x). Ta-
kobe, Iy f(z) je muueapua KombuHaImja moguaoMa (Q;(x), i = 0,..., N Koju
cy creriena ue Buiie oj; N, 1a je u cama noamHom u3 Ry [x]. 3aro, 36or jeans-
CTBEHOCTHU UHTEPIIOJIAIIMOHOT TIOJIMHOMA, 3aKjbydyjemo ja je Iy f(x) ynpaso
jesHaka uHTEpHoJAMOHOM nojmHoMy (yuknuje f(x) y uBoposuma ojpele-
HUM HyJIaMa nojuHoMa Q1 ().

Omaj pesystar HaM, JJaKje, Kazke Ja, YKOJINKO JKEJIUMO J1a MAHUME3Y]eMO
CPEJIIEKBAIPATHY TPEINKY

b
E ((9(X) — gn(X))?) = / (9(x) — g (2))* fx () d,

rie je fx(x) rycruna ciaydajue Besqumaunae X, ONTHMAJHE YBOPOBE MHTEPIIO-
Jamyje Ty, ...,Try Hajasumo Ha ciaegehu HaumH. OJpejuMo OpTOroHAJIaH
cucreM mosmHOMa (o, Q1 . .. y OIHOCY Ha TeKUHCKY GyHKIUjy fy(x) u cka-
napun npoussox (u,v) = E (u(X)v(X)) u 3a usopose uHTeprHOaIyje y3-
MeMO KopeHe nostmHoMa @y (), Tj. uBopose ['aycose kBasipaTyphe dhopmyie.

2.2.2 Hyne YebuineB/beBUX MOJIMHOMA,

[IpernocTaBuMo Jla ciaydajHa BeJMduHa Y KOjy T€HEPUIEMO UMa Orpa-
niden nocad [a,b]. Taza, 36or orpanmaenoctn Fy ! (p), mpobaem mymepruke
HeCTaOMITHOCTH IIPU KpajeBuMa HHTEPBaJIa je MHOTO OJIazKi HEro Y HeOrpaHu-
YEeHOM CJIydajy, Ila ce MOyKe pa3MaTpaTH U JUpPeKTHa WHTepIoJanija OyHK-
mje Fy ' (p). Y KOHTEKCTY MeTojie CTOXACTIYKe KOJIOKAIje, MHTEPIONAI]ja
Fy' (p) onrosapa nnreproamujn xkommosummje Fy ' (Fx (1)), e je momohna
ciaydajua BesimanHa X yHU(POPMHO PACIIOJe/beHa.

Y oBOM cily4ajy, IpeMa MPeTXOHO OIMUCAHOM IOCTYIIKY TPazKerha ONTH-
MaJIHUX YBOPOBa MHTEPIIOJIAIN]Ee y CPEeIheKBaIpaTHOM CMUCTY, HajooJbe je
3a YBOPOBE MHTepIOJanuje y3eTn Hyse JlexkaHIpoBuxX moamHOMa, KOjuMa ce
HeheMo GaBHUTH, a KOjU MPEJICTaBIbajy OPTOTOHAJIAH CUCTEM ITOJTMHOMA Y O/I-
HOCY Ha TeKUHCKY GyHKIM]y w(x) = 1, mrro oarosapa rycTuau yHuGOpPMHE
pacnoziesie fx(x).

MebhyTum noctoju u jpyru n3b60p YBOPOBA UHTEPIOJIAIN]E KOjU je BeoMa,
pacrpocTpameH y TPaKcH 3007 CBOJUX ITOBOJAHIX OCOOMHA 3a allPOKCUMAIIH]Y,
a TO Cy KopeHu eOuIeB/beBUX MOJMHOMA.
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YebuieB/peBU MOJTUHOME CY 3aIIPABO OPTOIOHAJHU MOJMHOMU Y OJIHOCY
Ha TEYXKUHCKY (DYHKIU]Y ﬁ, Ha unTepBany [—1,1]. Hdedbununy ce kao

T, (x) = cos(ncos™* x),

rie je n-tu Yebumensber mommHom T, (x) crenena n. Huje remko nmokasaru
Jla je oBaj m3pa3 3aucra nosmuoM Ha [—1, 1]. [IpBUX HEKOJIMKO YIaHOBA CY

To(z) = cos(0cos™ ' z) = cos(0) = 1,
T\ (z) = cos(cos ' x) =z,

Ty(z) = cos(2cos ' x) = 2cos*(cos ' o) — 1 = 22 — 1.

Kopucrehu dhopmyiry

cos(a) + cos(f) = 2 cos (a ;— ﬁ) cos (a ; 6) ;

JIOOMjaMO UJIEHTUTET
cos((n + 1)8) = 2 cos(#) cos(nf) — cos((n — 1)0),
oziakJie j0bujamo pexypeHTHy dbopmyiy 3a Hebuiesbese moanHOMe
Thi1(z) = 22T, () — Thoi (),

u3 Koje ce Buau Ja cy 1), (x) 3amcra nojimHOMHI n-TOr crerena Ha [—1, 1.
Jlako ce Bunn Jia 3a cBe © € [—1, 1] Baxu ‘Tn(x)| <1, jep je cosx dpyHK-
ja Koja y3uMa BpeIHOCTH U3 uHTepBasa [—1,1].
Habumo nysne YebuieBpeBUxX MOJIMHOMA, KOje Ce KOPUCTE 3a UHTEPIIOJIa-
mujy. [Torpe6Ho je mahin x € [—1, 1] Takso ja je

T, () = cos(ncos ' x) = 0.

Onatie mopa 6utu

cos Tl = —(Qk _ 1)7T,
2n

rae jek =1,...,n jep je cos™'z € [0,7]. Omarie nobujamo cBUX n KopeHa
Yebummensbesor nosmuoma 1), (z):

2k —1
UkZCOS(—( M), k=1,...,n.
2n
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OBe Tauke cy ce mokKasaJje Kao n3y3eTHO MOBOJbaH N300p YBOPHUX TavaKa WH-
TEPIIOJIAINOHOT TI0JIMHOMA, IITO je MOKa3aHO Y HacTaBKy. Besmka mpeHocT
je W TO MITO OHe MMAjy AaHAJUTUIKNA U3pa3, Ma je TPUBHUjAJTHO M3PadyHATH
YBOPOBE MHTEPIIOJIAIN]je 38 OMIO KOjU KeJbeH! CTEeIeH MTOJTMHOMA.

ITomenumo npBo ga ce, 3a n > 1, n Tadke T; = COS (%) , 7 =20,...,n,

JIMPEKTHUM PavIyHOM TOKa3yje Jia BaXKu
Tn(x]) = (_1>j>

OJIHOCHO ‘Tn(:v)‘ JIOCTHZKE MAKCUMyM Yy TUM TadKaMa.

U3 pexypentre Bese T,,41(x) = 22T, (x) — T,,—1(z) nako ce Bumn Ja je
koedunujenT y3 Hajsumu creren y nojmnomy 1), (z) jennax 271 zan > 1,
na je crora T, (x) = 27T, (x) MOHMYAH, IPK YeMy Cy My HyJIe UCTO 7y, k =
1,...,n. /lakie, Baxkuhe

To(2) = [ @ — ).

k=1

Kao 1

max
z€[—1,1]

T}L@;)‘ = ol-n,

[Torsegajmo cajla y KOM CMHCIY Cy KOpeHH YeOHIoB/beBUX MOJUHOMA
OIITUMAJIHU 38 UHTEpIOJanujy. ['perrka WHTepIoIaIyje moJnHoMa g, 1(x)
Koju mHTeprnosmpa dyukujy f(r) y Taukama xi,...,T,, gata y Teopemn
1.2.2, riracm

(n) n
£@) = gur(@) = o [ — ),

(n)
3a Heko & € [—1,1]. V oBom m3pasy, Ha IIPBU J1€0 fn—,(g) He MOXKEMO YTHUIATH,

jep 3aBucu o1 came (PyHKIIje KOjy WHTEPIOJIUPAMO, JIOK Ha IPEOCTasIN IIPO-
M3BOJI MOXKeMO, Oyayhu Jjia 3aBHCH O] YBOPHUX Tadaka. 3aTO HAC 3aHIMAa
KOjUM M300POM UBOPHUX Tadaka MUHUMU3Y]EMO MaKCHMYM

max H(a: — )] - (2.4)

ze[—1,1] Pl

Ho cazma cmo mokaszasu Jia 3a HopMmupate ebuinensbese nosmaome 1, ()
BaXKu J1a je oBaj MakcumyM jeanak 217", Ciemehiom Teopemom IoKaszaHo je
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Jla je OBO W JI0Ma TpaHuiia uspasa (2.4), OJHOCHO J1a ceé MUHUMYM JOCTHIKE
yIPaBO akKo y3MeMO KopeHne YeOWIeB/beBUX IMOJUHOMa KAaO YBOPHE TadKe
unTeprnosanyje (sugeru [9)).

Teopema 2.2.3. 3a csaku monuuar noaunom q(x) cmenena n € N saorcu

> 9l—n,
max, q(z)| >

Jlokas. llpernoctaBuMO Ja MOCTOJU MOHHYAH ITIOJHHOM ¢(X) CTeleHa n 3a
KOJH je MaXye[—1,1] ’q | < 2=,

Tana je ¢(x) — T, (2) nomunom crenena n— 1, Gyuyhu ga cy u g(z ) uT,(z)
monmunn. Kako y Tadkama r; = COS <7> . J=0,...,n Baxu T,(x;) =

(—1)72t" a maxxe[_l,l]}q(x)‘ < 217" 10 3naun na je

q(z;) — T,(z;) > 0, 3a HemapHoO j,

q(z;) — T,,(z;) <0, 3a mapHo j,
ozHOCHO (1) — An(x) Mema 3HaK y n mHTepBata [r;,x;_1],7 = 1,...,n. To
snasm ga q(x) — T, (7) mma 6ap n Hyma, a Kako 3HaMO Jia je crerena n — 1,
umamo 11a je q(x) — T, (x) = 0, ognocuo q(x) = T, (x), 1ITO je KOHTPAIUKIIH]jA.

|

Hakite myne Yebuies/peBUX MOJTMHOMA Cy HajOO/be YBOPHE TavdKe WHTEpP-
noJsianuyje, y cMucjty MuanMusangje (2.4) u y ToM ciiydajy je rperrka mHTep-
roJialyje orpaHnveHa ca

1
£(0) — gu(a)] < 5y ma

2n—Inl ec[-1,1)

1)

[Ipumerumo ma cMo 0 cajia pasMaTpaIn WHTEPIOIAIN]y HA WHTEPBAJLY
[—1,1], jep cy Yebwuires/reBu MOJUHOMEU JIeDUHICAHE Ha TOM HHTEDPBAJLY.
Jlako ce moxke npehn Ha nMpon3BoOJbaH OrpaHUYeH MHTEPBA [a, b] uHEApHOM
CMEHOM ¥ = “TH’ +& 5T, 0JlaKJjIe ONTUMAJIHU YBOPOBH UHTEPIOJIaIUje II0CTajy

a+b b—a (2k — )m
= —_— =1,...,n.
Vg 5 + 5 cos( ™ ), k R O

HcnocTasiba ce J1a ce OBOM CMEHOM 33/Ip:KaBajy IIOBOJbHA CBOjCTBA MHTEPIIO-
nanyje y Hysaama JeOuineB/LeBuX HOJIMHOMA U 0Ba] 0J1a0Kp YBOPOBA je BeoMa,
HOTOJIAH 3a WHTEPIIOJIAI]Y Ha IPOU3BOJLHOM HHTEpBAJY [, b].
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3aTo NpU TeHepucamy CIyYajHUX BeJIUInHA Y Ha OUPAHUYEHOM HOCATY
9eCTO KOPUCTUMO YIIPaBo UBOpoBe ojpehene nysmama HebuiieB/beBUX I10JIHU-
HOMa 32 WHTepHoaanyujy g,(r) ~ Fy' (), jep mMajy Bpsio moBo/bHa CBOjCTBA
3a UHTEPIIOJIAIIN]Y, &, 3aXBaJbyjyNu OCTOjalby HUXOBOI aHAJIUTHIKOL H3Pasa,
JETHOCTABHU Cy 3a UMILJIEMEHTAITU]Y.

2.2.3 Toanyo—-BeJimos ajropuram

Bakspyanm cMo Beh J1a ¢y onTuMa THI TBOPOBU UHTEPIIOIAI]E Y CPETHhe-
KBa/IPATHOM CMECJTy KODEHH OPTOTOHATHUX TIOJUHOMA Y OJTHOCY HA TEXKUHCKY
dbyukuujy onpeheny rycrunom fx(x). Ocraje nurame Kako ce TH YBOPOBU
nponasiaze. Oze je ommcan [ony6-Besmos anropuram [10] 3a Hamaxkeme
gBopoBa laycoe KBajparypre dopmyse (Koju onropapajy IBOpOBHMA HH-
Teprosianyuje y HameM ciaydajy). OBaj agropuram je KOPHUCTaH jep je YHU-
Bep3aJIaH, OJIHOCHO MOXKE Ce IIPUMEHUTH 38 CBE TEeXKUHCKE (DYHKIM]je, MpeM/Ia
ce TI0Ka3a0 Kao HyMEPUIKH HEJOBOJFHO CTaOU/IaH 3a BEJIMKU OPOj YBOPOBA.

[Tpucerumo ce pexypentte Bese (1.5) Koja BayKu 3a OPTOrOHAJIHE ITOJIU-
HOMe:

Qk—f—l(x) = (ZL‘ — Ozk)Qk(I) - Bka_l(ZE), k= 07 1, . (25)

e cy Q_1(z) = 0 m Qo(z) = 1. Axo ysmemo ma je ey = (0,...,0,1)" u
P(z) = (Qo(x), Q:1(x), ..., QN,l(x))T, JIAKO Ce IIPOBEPaBa, J1a BayK1 PeJIalln]ja,

JP(z) = 2P(z) — Qn(x)en, (2.6)
rJie je

(7)) 1

ﬁl (03] 1 O

J Bo ay 1

O Bn—2 an—a 1

5N71 aN_—1

Heka je A jeman ox N pasmmaurux Kopena moimHoma Qn(z). Tana, 3a
x =\, u3 (2.6) nobujanmo

JP(A) = AP(A) = Qn(Aen = AP(X),
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OJIHOCHO, A je comcTBeHa BpeaHocT marpuie J. Jlakie, KOpeHu IIOJIMHOMA
Qn(z), Koju npescTaBbajy uBopose ['aycoBe KBajgparypHe dhopmyite, Cy COIl-
CTBEHE BPEJIHOCTU MaTpwuiie J.

Pauynamem jeTepMUHAHTH TPOMjarOHATHUX MATPHIA JIAKO CE M3BOJIU
Jla Cy COIICTBEHE BPEJIHOCTH MaTpuile .J jeJHake COICTBEHHM BPEIHOCTHMA
MaTpPHIIE

Q/O\/E

\/EOQ\/E O
\/Eoéz\/%

O BN—2  Qn—2 Bn-1

BNn-1 aN—1

Ocraje jorm camMo nuTame KaKo OJIpeJINTH KoeduIlmjeHTe oy U [ PeKy-
pentHe Bese (2.5). IIpernocraBumo ja mocroju npsux 2N MoMeHaTa CrydajHe
BesmauHe X u Heka je marpuna M = (mij)ﬁszo ojpehena ejgeMeHTUMA

o

miy; = E (Xixj) - / vl fy(z)de = E (X”j) C ij=0,... N
—0o

YV [10] je nokazano jga, ykomuko je R'R = M Ilojeckn JeKOMIIO3HIHja

matpure M, rie je R = (7“”)5\7;;11 rOpe-TPOyTaoHa MaTPHUIA, KOepUInjeHTH

Qp U ), MOT'Y JIa ce IIpeJicTaBe Kao

Tk k+1 Tk—1k
Qp_1 = — , k=1...,N, (2.8)
Tkk Tk—1,k—1

Bp = LML N (2.9)
Tk,lc

rie pedurmIeMo rog = 1 1 79y = 0.
Jlakite, Ja pe3suMupaMo, aJropuTaM 3a Hajlazkerme ONTHMAJIHUX YBOPOBa
unTepronamuje gy (r) &~ Fy (FX(:B)) je caenehu:

N
i,j=0)

1. Oapenu ce marpuna Mmomenara M = (E (X i+ ))
2. Uzpaayna ce [oneckn gexommosmmuja M = RT R,
3. Ompene ce koedurmjeHTH () U f), penarmjama (2.8) u (2.9),

4. YpopoBu mHTEpIIOIAII]E Cy CONCTBeHE BpejHocTu Marpuie Sy (2.7).
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2.3 T'enepucarme BUIlle JUMEH3MOHNX CJIYyYIajHUX
BeJINYNHA

Butna ocobuna MeTo/e CTOXaCTHIKe KOJIOKAIMje 38 TeHepUCarhe CIIydaj-
HUX BEJIMYUHA je TO IITO ce, IMOPEJl JeJHOIMMEH3NOHNX, MOXKe KOPUCTUTU U
3a reHepucatbe BUIIEIMMEH3MOHNX CIyYajHUX BeJINYNHA, OJHOCHO CJIyYajHUX
BekTOpa. Jla 6Gucmo Jomum 10 Tora, HEOMXO/IHO je Jla ce OCBPHEMO Ha BUIIE-
JUMEH3MOHY WHTEPIIOJIAITH]Y.

2.3.1 BwumeammeH3MOHA WHTEPHOJIAINjA

[Ipobjiem BuIIeIMMEH3MOHE WHTEPIIOJIAIUjE jeé 3HATHO KOMILINKOBAHU]U
0J1 jeJTHOIMMEH3UOHEe, jep ce y BHIIe JJUMEH3Hja jaB/bajy IPOoOJIeMU KOjU He
IIOCTOje V JeITHOJMMEH3NOHOM CJIy4ajy, TOIMYT TOTra Jia y OIIITEM CJIyYajy
HEMAaMO jeJMHCTBEHOCT WHTEPIIOJIAIMOHOr TTOJIMHOMA 3a MPOM3BOJ/bAH U300D
yBOpHUX Tadaka. OBje HeheMO 3a7a3uTH y eroBo JieTa/bHO pasMaTparbe,
Beh hemo m3/102KUTH camMo TOCTYIAK KOJUM MOXKEMO JIohn 710 MHTEPIIOJIaIno-
HOT' ITOJIMHOMA, Ha MIPABOYTa0HO] MPEXKU, IITO HAM je OJ KOPUCTH 3a T'eHepH-
carbe BUIIEIUMEH3UOHUX CJIYyYajHUX BETUIHHA.

[TocTaBumo mpBO yorrTenn mmpobJjieM nHTEpHoianuje. Pajan jegHocras-
HOCTH HOTAIlUje, OrPAHUYaBAMO Ce Ha JIBe JINMEH3HU]e, JIOK Ce IMOCTYTaK JIa/be
JIAKO YOTIIITaBA.

[Tpernocrasumo ga je N cKyIl n 4BOpoBa y paBHU:

N = {(ug,v1),..., (tun,v,)} CR?

U HeKa CBakOM mapy (u;, v;) oArosapa BpemHOCT ¢;, @ = 1,...,n. Iumb Ham
je na oapemumo dbyukujy (o6uuno mosmuom) F: R? — R 3a kojy je

F(ui,v) = ¢

Hac tpenyrno zanuma ciaydaj kaga je N JleKapToB IPOU3BOJL CKYIIOBa
{z1,..., 2} u {y1,...,y,}, omHOCHO

N ={(zi,y;) |1 <i<p,1<j<gq}

Heka je G oneparop naj npocropom dyukiuja f : R — R gedunmncan ca
P
(Gf)(x) =) fla)gi(@),
i=1
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rae 3a dyuknuje g;(r) Baxu g;(xy) = 6, tj. (Gf)(z) nunrepnonupa f(x).
[Tpumerumo ja, y ciaydajy jia cy

P

T —x; .
gi(x):H Loi=1,...,p

[L’i—QTj

j=1

J#
Jlarpamkosu 6azau nosmuomu, (G f)(x) npeacraBba ynpaso JlarpaHkoBy

dbopmy umTepoTaEonor noaunoMa Gyukiyje f(x) y IBOpoBUMA T1, . . . , Tp.
OBaj onepaTop MozxKeMo npomupuTh Ha ynkmmje f : R? — R ca

Gf X y Zf Ty gz

Ounrnenno, 3a caxo duxcuo y, (Gf)(z,y) nrepnompa f(z,y) y Taukama

(xi,y), i=1,...,p.
Ve mocrynak MOXKeMO Jla IPUMEHUMO U 32 Y1, . .., Y, Heka je

= Zf(yi)h ()

1 ojroBapajyhe mpoyxKeme
(Hf)(z,y) Zf ,y:)h

JedunuireMo mpou3Bo/I OBa JIBa OlepaTopa
(G® Hf)(zy) = (GUHf))(z,y)
= (H) (@i, y)g(x)
i=1

= Z Z f(@i, y;)hi(y)gi(@).

i=1 j=1

Kaxo je g;(z;)hi(yi) = 6;;0k, 1axo 3axsbyayjemo ga je (G H f)(z;,y;) =
f(xi,y;). Hakne (G @ H f)(x,y) unrepnonupa f(z,y) na mpexu N.
Kopucrehu apyru uspas 3a Jlarpamnxkose 6a3He OJMHOME U3 [PBOI [0

rjiaBJba:
W;

0i(x) = )=,
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rie je g(x) = f (=), aw = 1;1 o El, , I0OMjaMO JIBOIUMEH3MOHU

J
JlarpaHKOB MHTEPIIOIAIMOHY ITOJIMHOM, y OApPUIEHTPUIHO] (hpopMu:

L) = glann) 3 3 o)

)
(x —x;)(y — vy
P i y y])

e ¢y w; n g(x) IpeTxoaHo nedbuHICAHN, JOK Cy, aHAJIOTHO, 5; = [ [1 yiy,

gAY
u h(y) = ?Zl(y — y;). Y TpaHHYHOM CIIydajy, KaJa je y = ¥; 3a HEeKO
J = 1,...,q, ropmbu u3pa3 Huje jedunHncat, ajaud je CHHIYJIAPUTET OTKJIO-

wUB, jep nocroju lim, ., L(z,y), na L(z,y;) onpehyjemo cmymrrajyhn ce 3a
jeamy nuMensujy Huzke, oxHocto jgedunuiemo L(x,y;) = (Gf)(x,y;), mro
je jeTHOAMMEH3HOHY HHTEPIIOJIAMOHY IIOJIMHOM Ha IIPaBoj ¥ = y;. AHajoran
MIOCTYTAK IMPUMEHYJeMO U aKO je & = T; 32 HEKO ¢ = 1,..., .

2.3.2 T'eHepucame BUIIEINMEH3NOHUX PACIIOAEIa

OrpanuyaBaMo ce 3a Io4eTak Ha JBe JuMensuje. 2KeauMo Ja reHepu-
memo ciaydajun Bekrop (U,V) ca sajemumuxom pacnogenom Fpy(u,v) =
P{U < v,V <w}. IlpermocraBumo j1a 3HaMO MapruHaany pacrogery Fy(u)
ciydajue Beqnaube U, aju U Jia 3a CBaKy JOIIYCTUBY BPEIHOCT U CJIydajHe
sesmunbe U 3HaMO yciioBHy pacnojeny Fyjy—,(v) = P {V <wvl|U= u}
Tana renepucamy y3opka (uy,v1), ..., (Uy, v,) U3 pacrnojielie CIydajHor BeK-
topa (U, V') MoxkeMo npuctynuru Ha cjiejehn HauuH:

1. TenepuiieMo y30pax i, . . ., U, u3 pacuojene Fy(u).
2. Ba cBako k = 1,...,n rerepuiniemo vy u3 pactogerne Fy|y—y, (v).

Y oba Kopaka MOXKEMO INPUMEHUTH MeTOJly MHBEP3HE TpaHchopMalmje 3a
PEeHEPUCAIHE, ITa CAMUM THM W METOJLy CTOXaCTUYKe KOJOKAIIhje.

MebhyTum, monazumo jo mpobdsema. IIpermnoctaBuMo jga mMamo y3opak
U1, ..., U, U3 IPBOI KOpPaKa 1 Jia HaM OCTaje Ja TeHepuIeMo vy, k= 1,...,n.
[IpumeHOM jeHOAMMEH3MOHE BapUjaHTe NeHEePUCamba METOIOM CTOXACTUYKE
KOJIOKAIIMje, 3a CBaKO IMOjeJIMHAYHO Kk, KOHCTPYUCAJN OUCMO WHTEPIIOJIalIH-
omn noymaom g®) () ~ FV|1U o (Fx(2)), vae je X ciyuajua senuunna ca
PACIIOIesIOM KOjy 3HaMO Op30 Jia TEHEPUIIEMO, W BPETHOCT V), U3 PACIIOJEe e
Fy|y=u,(v) 6ucmo jobumm ca vy, = g® (&), e je & m3 pacmogene Fy(z).
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OBakaB IPUCTYTI je BpJIo HeepUKACAH, jep 38 CBAKO Uy KOHCTPYHIIEMO TTOCE-
OaH IOJIMHOM U T'€HEPHIIIEMO caMo jejaH Opoj U3 ojroapajyhe pacuosese.
Ca apyre crpane, ako mocMarpamo (byHKI]y JiBe TIPOMeHsbIBe V(T,y) =

F‘;ﬁ]:y(FX (x)), ounrsiesiHo je Jia ce y30pak vy, ..., U, MOXKe JOOMTH U Kao
v = v(&,ur), k=1,...,n, tae cy & u3 pacnogesne Fy(x). Crora, ana-

JIOPHO jeJIHOJIMMEH3MOHOM CJIy4dajy, MOCTYIIKOM HAaBEJIEHUM Y [PETXOJHOM
OJIEJbKY, MOYKE C€ KOHCTPYUCATH JIBOJUMEH3MOHU UHTEPIOJIAIMOHN OJTMHOM
Ny Ny (T, Y) = v(z,y), re ce HHTepIoIAIja BPITH HAJT IPABOYTA0HOM Mpe-
KOM {Z1, ..., TNy} X {Y1,..., YNy }, 14 CE TPAKEHU Y30PaK MOXKE OJ[PEJUTH
Kao U, = gny Ny (§es i), K=1,...,n.

OBako uzberaBaMo n KOHCTPYKIIHja PA3IUINTHX € THOIMMEH3NOHUX WH-
TEPIOJIAIMOHUX TIOJIMHOMA U 3aMelbyjeMO UX JeJHOM KOHCTPYKITJOM JIBOIH-
MEH3MOHOI HHTEPIOJIAIIMOHOT OJTMHOMA U 1 eBaJjIyallija UCTOr, YUMe OCTBa-
pyjeMo 3HavajHy yIITely y BpeMeHy u3padyHaBarba, jep He KOHCTPYHIIEMO
OHOJIMKO MHTEPIIOJIAIMOHUX TOJTMHOMA KOJIUKU je 00UM y30pKa.

[Iparehn [11], onabup YBOpOBa HHTEPIIOIAIIMOHE MPEKE BPIINMO Ha CJIH-
JaH HAYMH Kao y jeJHOIMMEH3UOHOM CJIyUajy, OMMCAHOM y ofesbKy 2.2.1. Ha-
uMe, 9BOPOBE T1,..., TN, OMPaMO Kao 4Bopose laycose kBanparypHe ¢op-
MyJIe Y OJIHOCY Ha Te:KMHCKY byHKIujy oapeheny rycrunom fx (), 10K 4Bo-
poBe Y1, . .., YN, oxpebhyjemo kao uBopose I'aycose kBajparypue dbopmyite y
ofiHOCY Ha Te:KMHCKY byHKImMjy onpeheny rycruaoM fr(u). YKoguKO HEje
jeJTHOCTABHO OJIPeJUTH YBOPOBE y oixHOoCy Ha fi(u), ogabup ce Moxke OJaK-
TTATH aKO IPIMETHMO J1a je yeiaos U = y ekpupasentan yeiosy Fi ' (Fy(U)) =
Fi'(Fy(y)), ma ce ymecro v(z,y) Moxke HHTepIompaTH MyHKIHja

_ _ -1
(@,y) = Bt o= () T (2))

1 0/1abUP YBOPOBA OIET CBECTH Ha YBOpoBe l'aycoBe KBajparypHe (opMmysie

y onHocy Ha fx(z).
Omncana MeTO/Ia MeHEPUCarba, JIBOJANMEH3MOHUX PACIIOZE/Ia Ce JIAKO YOII-

ITaBa U Ha BUIIIE ja. Tpeb (k) (k) k=
numensnja. Tpeba renepucaru y3opak (v, ..., Y, ), k=
1,...,n u3 pacnomene ciaydajaor sekropa (Yi,...,Yy;). Heka je mosnara

MapruHaJiia paclojiesia CiaydajHe BeJUYnHe Y; U CBE YCJIOBHE PACIO/Iese
YinlYi=w,....Yi=w, i=1,...,d — 1, 3a gouycruse Bpennoctu y;. Hexa
je X ciiydajHa BelmauHa KOjy 3HaMo Op30 Jia reHepuiiemo. l'enepucarbe Tpa-
JKEHOI' y30pKa, MeTOJIOM CTOXaCTHYKe KOJIOKallije ce BPIIH y d Kopakal:

'Payu jesmocraBHOCTH HOTAIHMjE, Y CBAKOM KOPAKy WHTEPIIOIAIMOHU TIOJIMHOM O3HAYA-
Bamo ca g(...).
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1. I'enepurre ce 551), e ,51") u3 pacrojene X, ma ce ojarie, Kopumihe-
eM nHTepnoamyonor nommuoma g(z) ~ Fy'(Fx(x)), oxpean npsa

JUMEH3Hja y30pKa ygl) =g( ;1)), . ’ygn) = g(én))’

2. I'enepurme ce {él), e ,{én) u3 pacnojiese X, na ce KopuinhemeM JBO-
JIMMEH3HOHOT HHTEPIIOJIAIMOHOT HojnHoMa g(x,y) ~ Fy |1Y1:y(F x (7))

1 1 1 n n n
ompen v = g(e8V, yt"), .yl = g€y,

1
d. T'enepurire ce 5{2 ), e ,5&") u3 pacmojese X, 1ma ce KopuiihemeM HHTep-
~ —1
HOJTAIHOHOT TTOJIHHOMA, §(T, Y1, -« -, Yg—1) R Ey iz Yo r=yas (Fx(z))

-----

ompern y) = g(€" ytV ),y = g€y,

Bugumo 51a je y cBaKOM KOpaky k HEOIXOJIHO KOHCTPYUCATH k-/IMMEH3UOHU
WHTEPIOJIAIIMOHN TTOJIMHOM U €BaJIyUpaTU I'a N IIyTa, 3a CBaKU €JIeMEeHT Ke-
JbeHOT y30pKa. VHTepriosanmja ce u y OBOM CJIy4ajy BPIIH HaJI ITPABOYTao-
HOM MPEYKOM, T/Ie YBOPOBE MHTEPIIOJIAIje OMpaMo Ha aHaJIOTaH HAYHMH OHOM
OIMCAHOM Yy JIBOJIMMEH3UOHOM CJIyUajy.

2.4 T'eneparopu yHuudopMHE U HOPMAaJIHE pPac-
noJieJie

Hajuenthe kopumnthern rereparopn ciydajanx 6pojesa cy reHepaTopy yHU-
dopmMHe 1 HOpMaJTHE pacHoiesie, Ta CTOTa BPeN pa3sMOTPUTH MeTOJIe 3a TeHe-
pucame 0OBUX pacliojiesia. Y 0BOM IIOIVIaB/bY JaT je KpaTakK IIperyie]l OCHOBHUX
MeTOJ/Ia 33 TeHepucame (IICey1o) CaydajHux OpojeBa u3 yHUMDOPMHE PACIOo-
Jlesie 1 SUrypar ajaropuraM 3a leHEePHCabe CTaHIap/He HOpMaJIHe PacIojiele,
KOJU je jeslaH oJ1 HajedDMKACHUjUX aJropuTaMa Te BPCTe.

2.4.1 TI'eneparopu yHudopmMHe pacmoesie

Y Monrte Kapio merogama y Hajaemhoj cy ynoTpeOu TeHepaTopH IIcey-
nocaydajaux OpojeBa. OHEM mMMajy 3a Wb Jia TEHEPUINY AeTePMUHUCTIHIKI
Hu3 OpojeBa Urja CTATUCTUYKA CBOjCTBA OIIOHAIIA]Y CBOjCTBA CIyYajHUX OpO-
jeBa u3 yaudoOpMHe pactojese. IIpegHocTn nceyocaydajHux reHepaTopa ce
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OTJIeJIajy Y IbUXOBOj OP3UHU, MAJIOj MEMOPH]CKOj 3aXTEBHOCTHU, KA0 1 MOTyh-
HOCTH I€HEpHUCaba UCTOr Hu3a OpojeBa HeorpaHUUIeH OPOj Iy Ta, PECeTOBAHEM
cTamba MeHepaTopa, IITO je BPJIO BayKHO 3a MOHOB/BUBOCT PE3yJITaTa CUMYJIa-
nmja.

Hect Haunn rerepucama 6pojesa u3 yuudopmue U[0, 1] pacrogese je ja
ce reHepuIle CJIyvdajaH IpupoJian 6poj k u3 quckperHe yHuMOPMHE PacIo/iese
Ha HekoM ckytmy {0,...,L — 1}, ma ce Tpaxkenu 6poj uz U[0, 1] pacmoznese
nobuja xao k/L.

Behuna reneparopa cirydajaux 6pojeBa cy 3aCHOBaHU Ha KOPHUIINEby pe-
KypeHTHUX (opmysia u Mojysiapae apurmeruke. OBJie Cy OnMucanu HEKH O/
OCHOBHUX I'eHepaTopa, JIOK je mmpu mperses moryhe mahu y [20].

Jean oy HajjeITHOCTABHUJUX T€HEPATOPA je JIMHeaAPHU KOHI'DYEHTHU reHe-
parop (enru. linear congruential generator, LCG) kox Kora ce ciaydajan 6poj
x; TeHepHIlle Ha OCHOBY IPETXOIHOT Opoja y HU3Y, T; 1, Kao

T; = ag+ a1r;—1 mod M, (2.10)

e cy M > 0,a; > 0 u ag nenu 6pojesu. OBaj rerHepaTop reHepwuiie Opojese
u3 ckyna {0,..., M — 1}, na ce 6poj u3 unrepsaia [0, 1] nobuja kao x;/M.

Yaumajyhu ap = 0y (2.10), mobuja ce MyJTUIVIMKATHBHA KOHIDYEHTHH
reneparop (eurit. multiplicative congruential generator, MCQG)

r; = a1r;—; mod M. (2.11)

OBaj reneparop je dernthe y yrnorpedbu jep uma cjindna csojcrBa kao LCG, a
padyHCKH je epruKaCcHUjHU.

Yorirremne OBOT NeHepaTopa je BUIIeCTPYKO PEKYP3UBHE TeHepATOop (€HIJI.
multiple recursive generator, MRQG)

T; = Q1T;—_1 + oTj_o + -+ + QpTi—_p mod ]\47 (212)

e je k> 1 u a, # 0.

Burno cBojcTBO TreneparTopa ciryuajHux OpojeBa je UXOB HEPHUOJ, KOju
O3HavaBa I0CJ/Ie KOJIMKO I'eHepucaHux OpojeBa ce HU3 MOHaB/ba. |eHeparop
(2.10) moxke martu Hajsuimie M pazsmaurTux O6pojeBa, Ia My je IE€pUOJ He
Behu on M. V cayuajy (2.11), He cme ce gobutu x; = 0, ma je mepuos
najsumre M — 1. Kaxo mocroju M* pasmuanrux k-topku (w;_1,..., T 1),
nepuo/| reneparopa (2.12) je wajsume M k _ 1, jep nuje momycrusa k-TOpKa
cauMbeHa caMo O] HyJIa.
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3a Bpeguoctu M ce obuuno OGupajy mnpoctu OpojeBu, mehy Kojuma cy
nonysiapau Mepcenosu ripoctu 6pojeBu, obsmka 2" — 1, 3a HEKO IIPUPOJIHO 7.
Yecr je mw m36op M = 2. YV tom ciyuajy, MRG renepurie ciydajue 6urose
x; € {0,1}, ma ce Hu3, Ha npuMep, 32 TakBa OUTA MOXKE UCKOPUCTUTH KO
penpeseHTalyja ciaydajHor opoja u; € [0, 1].

Jesman o HajmomysapHUjux reHeparopa yaudopmue pactogesie je Mep-
cenoB Tsucrep (enrs. Mersenne Twister), Koju ce KOPUCTH KAO TI0Ipa3yMe-
BaHU T€HEPATOp CIYyYajHUX OpojeBa Yy MHOTMM ITPOIPAMCKUM je3uriuMa, Mehy
KOjIMa je U MPOrpaMcKH je3uk R, Koju KopucTuMmo y mpuMepuMa y Jemy 3.3.
Benmka IIpeHOCT OBOT reHepaTopa je IMTO MMa mepmuoj of Jak 219937 — 1.
OBaj rerepaTop je JIocTa KOMIIMKOBAHU]HU OJI MIPETXOJHO OIMCAHUX, a JieTa-
JpaH omuc je gar y [19].

2.4.2 3urypart aJropuram

Jeman oy HajOP:KUX aJropuTaMa 3a FeHEpHCaibe CTaHIapiHe HOpMaJiHe
pacmofiesie je 3urypar ajropuram [18].

Omaj asropuraM craja y KJacy ajropuraMa MeHepucamba ciydajHux 6po-
jeBa onbanuBameM® (eHI. rejection sampling). Y ocHOBH, ujeja je cie-
neha. Heka je f(x) rycruna pacnomene ciydajue Beamdutne X U HeKa je
A={(z,y) | 0 <y < f(z)} ckyn rauaka ucnoj rpaduxa byukuuje f(z),
a B weku najckyn tor ckyna (A C B), konaune mepe. [la Gucmo renepu-
casu 6poj & u3 pacmogesne X, remepurnemo nap (x,y) € B u3 yaudopmue
pacrnoziesie Hal B, ma ako je (z,y) € A, y3umamo { = x, 0K y CYIIPOTHOM
ozballyjeMo  u moHOBO Gupamo HoBu Tap (z,y) € B 70K ce He UCIyHU YCJIOB
y < f(x), Hakon dera nmpuxpaTamo & = x.

Buaumo Tpu 1myTa Ka HocTH3aiby MITO Belie 6p3uHe OBaKBOI IIPUCTYIIA:

® MaKCUMU30Barbe OpP3UHE MeHepucaba MoYeTHIX naposa (z,y) € B (Haj-
JIAKIIe je reHeprcaTu yHU(DOMHO HaJl IIPABOYTAOHUIMA),

e MaKCHMU30Bame Op3uHe mposepe yeiaoBa (r,y) € A (uspadyHaBame
rycrute f(x) moxe 6uru HeepuKacCHO),

® MUHNMH30Balbhe pPa3jnke y MOBpmuHNA cKynoBa A u B, ma 6u O6uto 1o
Marbe ojibanuBara (ueaano ou 6uno A = B).

3urypat ajaroputaMm TexKu Ja y mTo Behoj Mepu MCIIYHU CBAaKU O] 3aXTeBa U
IIOKA3aJI0 Ce Jla IIOCTUXKE M3Y3CTHE PE3yJITare.
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Onuc anropurMma

Hajickyn B Koju KOpUCTH OBaj aJrOpUTaM je MIYCTPOBaH Ha cjury 2.1.
Cacroju ce ox yuuje n — 1 npaBoyraonuka Ry, k = 1,...,n — 1 naciaranux

A

E3

Cnuka 2.1: Unycrpanuja objact y30pKoBamba 3Urypar ajJropuTMa.

jeman Ha npyru (Ha Wi je n = 8, JIOK ce y TPAKCH OOMYHO y3UMa n €
{64,128,256}) u obaacru R, Ha JHY Koja caapxku pen pactogese. CKynoBu
cy ojlabpaHy Tako Jia CBU MUMAjy jeJHAKY IOBPIIUHY V.

Heka cy z1 < --+ < x,_; amnciuce JIleCHUX UBHIA, a y; = f(x;) opauHaTe
JIOIbUX WBHIA TpaBoyronunka Ry, m osHaunmo xo = 0. Tama je, 3a HeKO
(x,y) € R; y BesmKOM 6pOjy ciiydajeBa U3y3€THO jeJHOCTABHO OJPEUTH JIa
m je y < f(x), jep je TO CUTYPHO HCIyHEHO YKOJIHMKO je & < X;_ 1, Ia HAM
Y YOIIIITE HUje HEOIXOHO. Y CYIPOTHOM, MOPa Ce U3BPIIUTH IIPOBEPa KOja
YKJbyUyje uspadyHasame f(x).

Cayuajan map (x,y) € B ce Moxke YHUMDOPMHO T'€HEPUCATH TAKO IITO
ce caydajHo m3abepe uHgekc @ € {1,...,n}, na yHudOpMHO reHepuie mnap
(x,y) m3 momobractu R;. Bynyhu ma cy cse cem jemne mogobiactu mpaBo-
YTaOHUIM, y BeNWHN CIydajeBa MeHepucame CIydajHor mnapa u3 R; cBoan ce
Ha Ouparme nBa ciydajua 6poja Up, Uy uz yaudopmue U[0, 1] pactogene, u
yaumambe (x,y) = (z;Ur, y; + (yi—1 — y;)Uz) (yKoJuKoO je morpeGHO reHeprcaTu
U Y HAKOH IpoBepe T < T;_1).

VY ciy4ajy obstactu R, Koja yKJbydyje pel pacliojiesie, reHepHCcamhe OJlaK-
IaBa IMHEHUII JIa ce 00JIaCT cacToju ol IpaBoyraonuka I kome je rnpurojen
pen pacnojene r > x, 1. Oznauumo kpahe z, 1 = r. Kako je mospmuna
obiactu R, jemHaka v, caydajHO omabpaHa Tadka he MPUIACTH MTPABOYTA0-
uuky Il ca BepoBaTHOhOM %(T) Uy TOM CJIy4ajy 3a oJadpaHy TadKy CUTYPHO
Baxkn y < f(x). Tama je y koop/uHaTa HemoTpebHa, ma ce UCTH edeKaT J0-
Ouja m aKo ce TeHepHlle r = %U , 3a U u3 yaudopmue pacrogese U|0, 1]
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U TPOBEPH Jia Jik je x < T, ITO ce JellaBa yIIPaBo ca BepoBaTHONOM %(T)
VYKoJIMKO je x > r, ciydajaH Opoj x u3 pela HopMaJiHe paclojesie TeHEePUIIe
ce mpeMa Merou jaroj y [17]: remepuine ce x = —bgTUl, y = —logU; cBe
JIOK He Gyjie UCIIyeHo 4 + y > o2, HakoH dera ce y3uMma 7 + T 3a ojabpaHn
caydajaH 0poj.

[Tomennmo 11a je oBJie OIUCAH aJIrOPUTAM 38 ITO3UTUBHE PACIIOETE, 0K je
y cllydajy HOpMaJHe pacroese norpebno y oko 50% ciydajeBa NpoMeHUTH
3HaK reHepucaHor opoja. To Moxkemo ypajauTu Tako mro y3memo r = x;U7,
rie je Uy w3 U[—1, 1] pacrioziene, oK mpoBepa = < x;_1 mocraje |x| < z;_1.

Pesumupajmo kopak 1mo Kopak 3Urypar aJropuTaM 3a NeHEePHUCAmhe CJIy-
JajHUX OpojeBa M3 cTaHIap/aHe HOpMaJHe pacrojese. O3HAUIUMO IPBO X, =
m. Tana asropuram u3riejia OBaKo:

1. Opmabepe ce cayuajan uajekc i € {1,...,n},

2. Tenepue ce yuudopmuo Uy € [—1,1] u yame z = x;Uj.

3. Ako je|x| < x;_1, BpaTu ce z.

_log Uy
Tn—1

U[0,1], cBe 10K He Oyme UCIYHEHO Y + Y > 72, HAKOH uera ce BpaTH
Sgn(U(J)(mnfl + :L‘)

4. AKo je ¢ = n, reHepuiie ce r = , y = —logU,, rine cy Uy, U, €

5. Tenepue ce yuudopmuo Us € [0,1] u yame y = y; + (yi—1 — v:)Us.
6. Ako je y < f(z), Bparu ce z.

7. Nnade, Bpaha ce Ha Kopax 1.

BurtHa mipesiHocT OBOT aJropuTMa je Ta IMITO, 38 YeCTO KOPHUIIheHy Bpe/I-
noct n = 128, ckyn B noctaje mobpa ampokcuMaryja ckyma A tadaka HCor
rpaduka rycrute f(z). Taunuje, omHoc mospimHa cKynoBa A u B je 1ak
98.78%. OBo 3Haun ja y Mame o1 2% cirydajeBa oJballyjeMo TeHEpUCAHO T U
bupamo monoso. Takobe, mociemuna Tora je n na je, y sume ox 95% coayqa-
jéeBa, 3a reHepucame IoTPeOHO U3BPIIUTH CAMO IIPBa TPU KOPAKa aJIrOPUTMA,
KOjU YKJbYy4yjy CcaMoO TeHepHucambe CJIydajHOr MHIEeKca, Opoja 3 yHU(pOpMHE
pacriojielie U je THOCTABHO ropeherme peaaHux OpojeBa, IITo je TJIABHU Pa3Jior
3a U3y3eTHy Op3uny 3urypar ajropurMa.
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Hanomena (o nmiutemenTaruju ajropur™a). OpurnHaHa UMILIEMEHTAI]a
Burypar asropurma y [18] kopuctu SH3 reneparop yuudopmue pacrogere,
IIITO JIOBO/IM J10 JIOIIET MOHAIIAa AJITOPUTMA, Kao IITO je mokasaHo y [16], re
je IEMOHCTPUPAHO U Jla Ce KBAJNUTET Pe3yJiTaTa y BEJUKO] MepH Mo0OJbIaBa
koputthemeM KISS reneparopa ciaydajaux OpojeBa. YpaBo TO THOOOJbIIAE
uMILIEMeHTHpa 1 QPYHKIUja zrnorm u3 akera ReppZiggurat (geramu y [6]),
KOjy y IpuMepuMa Ha Kpajy paJjia KOPUCTUMO 3a IeHepucame OpojeBa u3
HOPMAaJIHE PACIIOJIeIe.

Takobe, y mmiiementanuju y [18] mpeoxeno je ma ce camo jegHuM
[IO3UBOM reHepaTopa YHUMOPMHE pacIojiesie O/ipejle U CaydajaH WHIEKC Yy
Kopaky 1 u ciydajan Opoj u3 Kopaka 2 Tako IITO e TeHepHuIie jegan 32-ouTHu
caydajaH Opoj 3a KOpak 2, a IMOCIeamuX 7 OuToBa TOr Opoja ce MCKOPHUCTE
3a cJIydajaH MHIEKC y PBOM Kopaky (koju je u3 ckyma {0,...,127}). Onaj
IIOCTYTIAK JIOBOJIU JIO JIOJIATHOT yOp3ama, jep je moTpedaH je/iaH MO3UB Mabe
Ka FeHepaTopy CJIydajHuxX OpojeBa.
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Iloriaasipe 3

JleTabu MMILIeMeHTallje 1
pe3yJiTaTu

Y OBOM TIOIJIAB/bY CY TIPBO NPUKA3aHU HEKU JIeTa bl UMILIEMEHTAIII]e Me-
TOJIe CTOXACTHIKe KOJIOKAIWje U I1ap IPUCTYIIa PelllaBay HEKNX TPaKTUIHIX
npobyieMa Koju ce jaBibajy. Hakon Tora jajemMo HymMepudke pe3ysTrare Koje
[IOKa3yjy e(pUKaCHOCT MeTO/Ie Ha Pa3IUIUTUM PACIIO/Ie/IaMA.

3.1 Ommre HamoMeHe

Y CBUM HaIIIM €KCIIEPUMEHTHMa KOPUCTUMO HOPMAJHY WU YHUPOPMY
pacmojienny 3a nomohny ciaydajuy BequnduHy X u3 mertoje, Oyayhu ja cy ce
IoKa3aJie JIOBOJLHO JI00pe 3a BehuHy pacmojiesa. YTJIABHOM 3a OrpaHUveHe
pacto/iesie KOpucTuMo YHUGPOPMHO X Yy KOMOMHAIIMU Ca YBOPOBUMA MHTEP-
nosianuje ogapehennm Hyama HeOUIEB/bEBUX IMOJMHOMA, JIOK 3a HEOI'DAHU-
YeHe KOPUCTUMO HOPMAaJIHO PACIOIe/beHO X, a IBOPOBE OMpaMoO Kao OITH-
MaJHe y Cpe/IIbeKBaIpaTHOM cMucity, ['omy6-BesmoBum aaropurmMom.

3.2 Pacte3ame MpexKe

[IperocTaBuMO & KOPHUCTUMO HOPMAJIHO PAacIojie/beHy IoMOhHY ciry-
yajHy BesmanHy X . Yect mpobiieM Ha KOjU ce Hamsaasu, IoceOHO KOJ pacIo-
Jiesia CIy9ajHUuX BeJIUYInHa Y ca TEINIKUM PEIOBUMA, CY HECTAOUTHOCTH KOje ¢
jaBbajy Kaga ®(z) — 0 xaga ®(x) — 1 mro yspokyje na Fy ' (®(z)) Beoma
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6p30 pacre. Y Tabesn 3.1 mpuKazaH je IpuMep KOju OBO WIyCTpPyje ca 9 aBop-
HUX TavaKa U JaTe Cy BpeIHOCTH (DYHKIN]e pacIojie/ie CTaHap/iHe HOpMaJTHe
pacmojiesie y THM Tadkama. Takobhe, nmpukazaHe cy W BPeJIHOCTH (DYHKIIH]je
pacrojiesie HopMaJIHe pacIiofierie ca CTaHAap IHOM JeBujanujom o = 1.3714.

T i) I3 T4 Iy Tg it I Tg
T; -4.5127 | -3.2054 | -2.0768 | -1.0233 | 0.0 | 1.0233 | 2.0768 | 3.2054 | 4.5127

®(z;) | 0.0000 | 0.0007 | 0.0189 | 0.1531 | 0.5 | 0.8469 | 0.9811 | 0.9993 | 1.0000

O, (z;) | 0.0005 | 0.0097 | 0.0650 | 0.2278 | 0.5 | 0.7722 | 0.9350 | 0.9903 | 0.9995

Tabena 3.1: Usoposu unTeprnonauje u oarosapajyhe speaaoctu ®(x) u
D, (x), roe je D, (v) dynxkumja pacnogene nopmaane N (0, 0?) pacnogene.

Bpeanoctn $(x) y moueTHUM U KpajlbuM TadkaMma ce HATOMEJIABA]y OKO
0 u 1, mrro goBoau 10 moMenyTe HectabuiaHOCTH. OBO je jOIn M3paskeHunje 3a
Behu Opoj YBOPHUX Tadaka.

Jenan Haumn ma ce pemum oBaj npobGieM je mpejioxken y [11] u moapa-
3ymeBa yBoljerse HoBe ciyuajue semmdune X Koja nma nopmasy N (0, 02)
pacroferty, Ipu demy sBpeguoct o oapehyjemo tako ma je Fy(xy) = O (2n)
jeJTHaKO HEKOM yHAIpe | onpeheHOM KBAHTUILY Pmax, OMHOCHO Py (TN ) = Pmax.
Kaxko 3a cBako = Baxu ®,(x) = ®(z/0), mako uspadyHaBamo

TN
(I)il (pmax) .

Bpennocr o = 1.3714 xopumiheny y Tabemu 3.1 ¢cMO J00UIU yIIpaBo OBOM
dopmyom 3a N =9 u prax = 0.9995.

[Ipnnmkom renepucama y30pKa ¥y, - . . , Yp U3 pacmojiesne Y, cajia ce mHTEP-
nospa Qysxuja Fy ! ((IDU(x)) y YBOPHUM TadKaMa OJipeheHrM Ha OCHOBY
craHjapjHe HOpMaJHe pacrojese (Koja oJroBapa ciaydajHoj Besmaunu X )
UHTEPIOJIAIINOHIM OJIMHOMOM ¢y (), Ta ce YKeJbeHN Y30paK I'eHepuIle Kao
vi = gn (&), tae je &, ..., &, ysopak u3 nopmasne N (0, 0?) pacnogene. OBy
MEeTO/Iy Ha3WBaMO pacresameM Mpexe (eHrs1. grid stretching).

OBuM MOCTYIIKOM ce I'yOr TeopeTcKa ONTUMAJTHOCT TBOPHUX Tadaka T; Oy-
nyhu a MO U3BPIIUIN JINHEAPHY MIPEPACIIOey ONTHUMATHUX YBOPOBA, aIu
ce 3aTO YyBa CTAOUIHOCT MHTEPIIOJIallnje U yMaibyje edeKkar HecTaOUTHOCTH
unsepsuja Fy ' (p) pu kpajesuma nnrepsana [0, 1] (sugern [11]).

o =
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3.3 Hywmepuuku pe3yaTaTu

Caja hemMo Kpo3 HEKOJIMKO IpHUMepa PacIojiesia MPUKa3aTu HyMEPHUIKe
pe3yaTaTe KOju WIyCTPYjy TMOHAIIame MeTOo/le CTOXAaCTUUIKe KOJIOKAIje 3a
TeHEPUCAIbE CIYUAJHUX BEIUYMHA. 3a CBE E€KCIIEPUMEHTE KOPUCTUMO IIPO-
rpamMckn je3mk R, a 3a mMIieMeHTaIujy MeTOJa CTOXAaCTHYKe KOJIOKAIlWje
CMO HAIIPABUJIM ITAKeT SCIMC, KOjU je Y pa3BojHOj (pa3u u TPEeHyTHO ce HAJIa3U
Ha ajpecn https://github.com/blaza/scmc. CBu upumepu mpare UCTY
CTPYKTYPY, KOjy OIICY]jeMO y HAaCTaBKY.

3.3.1 CrpykTypa npumepa

3a cBaky pacrojiey cy TabeqapHo MpuKa3aHu pPe3yTaTd Beh ommcanmnx
crarucTudkux Tectosa: Kosmoropos—CmupHosibesor ("KS"), Kpamep—son
Musecosor ("CVM") u Anznepcon—/lapaunrosor ("AD"). Ilpukazanu cy
BPEJIHOCT TeCT CTATUCTUKE KOja IIpeJICTaB/ba HEKY BPCTY pacTojama uaMelhy
eMmnupujcke (PyHKIMje paciiojiejie TeHepucaHor y30pKa U TeopeTcke (yHK-
Ije pacroiesie cayvdajHe BeInInHe KOjy T€eHEPUIIIEMO, Kao M P-BPETHOCT TOT
Tecta. CBe BpPEIHOCTH IPEJICTaBIbAjy MPOCEYHE BPEJIHOCTHU JI0OMjeHe HaKOH
1024 nonassbarba eKcriepuMenTa reuepucara y3opka oouma 100,000. V ucroj
Tabesin JIaTo je BpeMe TeHepPHCaba jeIHOI Yy30pKa (KCTor 00UMa), y MUJIHCe-
KyH/IaMa.

Y 1pBoj BpcTn Tabese cy JaTh pe3yiaTaTH J00MjeHN KOpHUIIThemeM yrpa-
bernx dyHKIMja y IpOorpaMcKoM je3uKy R, yKOJIMKO mocToje, Uiau, y CympoT-
HOM, KopuliihemeM (bYHKIMja U3 HEKUX OJf MaKeTa 3a mporpamcku je3uk R.
Y ocrasuMm BpcTamMa JaTH Cy PEe3yJITaTh KOPHUIINEHEM METOJE CTOXACTUIKE
KOJIOKAIlje, ca pa3jundauTuM OpojeM uBopoBa. Jlertasbm o omadbupy apyrux
rapameTapa OIHUCaHU Cy Y OKBUPY IIPUMEPA.

V3 cBakm mpuMep Moka3aHa Cy M TPU Hapa rpaduka, 3a TpU Pa3InInTa
o/1abupa YBOpOBa MHTEpPIIOJIAINje, & CBAKH I1ap Ce CacTOju H3:

1. rpacduka Koju nmpuKaszyje WHTEPIOJIAIMOHN OJUHOM ¢y (), dyHKIH]y
Kojy mnTeprommpa, Fy ! (F X(a:)), Kao W YBOPOBE MHTEPIIOIAIHje,

2. rpaduka Koju npukasyje dyHkiujy pacrogesie Fy (x) nubHe ciydajHe
BeJIMYMHE U eMIINPHUjCKY (DYHKIIN]Y PACIIOJeIe TEHEPUCAHOT Y30PKA.

Payu ymresie mpoctopa y pajty, y IpuMepuMa, Cy IMPUKA3aHU Pe3yITaTH
caMmo 3a 1orojHe Koudurypamnuje metoje (6poj 1BopoBa MHTEPIIOJIAII]e, PAC-
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nojiesia moMoline cirydajie BeJIMInHe, MOroHA TpaHchOpMaIinja y30pKa, Ui, )
3a oxrosapajyhe nubne pacmozeiie.

SnauajHo Behu Opoj pesy/naTara 3a MHOIO Pa3/IMYUTUX PACIOeIa, Kao 1
Pa3IMINTUX KOHMUTypalnja 3a UCTe, MOT'Y Ce BHJIETH Ha MHTEPAKTUBHO] Beb
AIlJINKAIjU KOjy CMO Da3BUJIM 3a eKCIlepUMeHTaJiHe cBpxXe Kopulhemem R
nakera shiny, a Koja ce Haja3u Ha ajipecu https://blaza.shinyapps.io/
shiny_scmc_distros/.

3.3.2 Ilpumepn

IIpumep 1 (Jlorucruuka pacmosena). Heka nuspha ciaydajHa Bemdanna Y
MMa JIOTECTUIKY PacIoesry ca (PyHKIMjOM paclojese

Fy () r e R

1 4er’
3a mpuMeHy MeTo/le CTOXaCTHIKe KOJIOKAIje, KOPUCTHMO MTOMONHY CIIydajHy
BesimanHy X ca CTaHIapIHOM HOPMAaJTHOM PACIIONE/IOM, a IBOPOBE MHTEPIIO-
Jamyje OupaMo Kao OINTHMAJIHE Y CPeIheKBaIPATHOM CMUCITY.

Y tabenu 3.2 cy npukazaHu pe3yJITaTH TECTOBa, KAO U BPEMEHA MeHepH-
cama y3opka obuma 100,000 3a 5, 7 u 9 uBopoBa. ¥Yrpabhena dyHKIUja ¥
mporpaMckoM je3uky R koja je kopumheHna 3a nopebheme je rlogis.

KS.stat KS.pval | CVM.stat CVM.pval | AD.stat AD.pval | Bpeme
R fja || 0.0026  0.5827 0.1546 0.5887 0.9377  0.5790 4 ms

N =51 0.0031 0.3895 0.2056 0.4084 1.2471  0.3876 | 1.03 ms
=71 0.0028  0.5208 0.1788 0.5218 1.0635  0.5200 | 1.17 ms
=9 | 0.0027  0.5288 0.1566 0.5256 0.9664  0.5209 | 1.39 ms

Tabena 3.2: Pesynaratn TecT cTaTHCTUKA U BpeMEHa MeHepucarba 3a
JIOTHCTUYKY PACIIOJIEY.

Bummvo na 3a 7 m 9 uBopoBa MMaMO YIIOpPEIMBE pe3ysiaTe ca MeTOJIOM
KOpPHIITheHOM y IIporpaMcKoM je3uky R, 10K je 6p3mHa CKOPO 4eTBOPOCTPYKO
Beha. Tpeba momenyTu ma je Kopuithen 3urypar ajaropuraM Kao FeHepaTop
HOpPMaJIHE PacIo/jiesie, IMTo jaje BeJIMKU JOIPUHOC OP3UHH.

Pezynraru KBammTeTa allpoKCUMAIIHje Cy jaCHUje BUJI/HUBH Ha rpaduIimMa,
Ha cauia 3.1.

7
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Cimuka 3.1: I'padurnu kBasmurera nnTepnonamnmje gy () ~ F;l (FX (:13)) u
arpokcuMariigje (pyHKIUje Pacio/iesie eMIMpjcKOM (DYHKITUjOM pacioesie,
3a JIOTUCTHUKY pactojieny. llpBeHa ncrpekniana JTMHTja IPEJCTaBIba
aIlPOKCUMAaIIN]y, a IIyHa I[PHa JIMHUja TEOPETCKY BPE/IHOCT.

Interpolation plot CDF vs ECDF plot
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IIpumep 2 (x? pacnogena). Y OBOM IIPEUMEPY CHMYJIUPAMO CIydajHy Be-
mranny Y ca x? pacmnogenom. Ona je nedunncana Kao 30up Kpajpara k
CTaH/IaP/IHO HOPMAJIHO PACIOJIe/beHNX CIYyUajHUX BEJINYNHA U HheHa T'yCTIUHA
je maTa m3paszom

k21 p—x/2

fr(z) = T )2)’

z € [0, 00),

rze je k Opoj crereHu cjaobose.

Kao mpumep KopucTuMo X2 paciofiesy ca 3 cTeleHa cJoboje.

3a mpuUMeHy MeToJle CTOXaCTHIKe KOJIOKAIje, KOPUCTUMO TTOMONHY CJTy-
JajHy Beanunny X ca CTaHIapJIHOM HOPMAJHOM PacIOeIOM, & YBOPOBE WH-
TeprioJialuje ONpamMo Kao ONTUMAJIHE Y CPEJIIbeKBaIpATHOM cMucay. Bymnyhu
Jla je OBO MO3UTHBHA CJIy4YajHA BeJIMUMHA, [TOKA3aJI0 ce Ja TpaHcdopMalmja
Y’ =logY nosoau 10 60/b€ alpoKCUMAaIyje NHTEPIOIAIMOHUM IOJUHOMOM.
[IpurkoM TeHeprcarma ce TpanchopMaIja IpupoIHO HHBepTYyje y Y = €Y .

Y rabenu 3.3 cy nNpuKaszaHW Pe3yJITaTH TECTOBa, KAO M BPeMeHa reHepH-
camba y3opka oouma 100,000 3a 7, 9 u 11 uBopoBa. Yrpahena dyHkiuja y
nporpamMckoM je3uky R koja je kopurihena 3a nopebheme je rchisgq.

KS.stat KS.pval | CVM.stat CVM.pval | AD.stat AD.pval | Bpeme
R fja | 0.0027  0.4865 0.1607 0.4596 0.9695  0.4533 | 10.17 ms
N =71 0.0026 0.5501 0.1462 0.5528 0.8799 0.5648 | 2.71 ms
N =9 | 0.0027 0.5208 0.1714 0.5119 1.0617  0.4944 | 2.79 ms
N =11 0.0027 0.5383 0.1646 0.5406 0.9755  0.5400 | 3.11 ms

Tabena 3.3: Pesynraru TecT cTaTHCTHKA U BpEMEHA EHEPUCAIbA 32 X3
pacroiemy.

Jlobujamo 3a/10Bo/baBajyhy anmpoKCUMaIlijy paclojiesie, y3 3HadajHo yop-
zame. U oBjie je y ynorpebu 3urypar reHepaTop HOpMaJiHe paciojese. Pe-
3yJITATH KBaJIUTETa allpOKCUMAaIlije Cy IMPUKa3aHu ¥ Ha CJIUIHU 3.2.

i
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Ciuka 3.2: I'padunm kBasurera uarepnonanuje gy(z) = log F;l (FX(IL‘)) u
arpokcuMariuje (pyHKIUje Pacio/iesie eMIMpjcKoM (DYHKITUjOM paciojesie,
3a X3 pacrojeny. IpBena ucnpekujiana JMHAja MPeICTaB/ba

aIIPOKCUMAaIIN]y, a IIyHa I[pHa JIMHUja TEOPETCKY BPE/IHOCT.
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IIpumep 3 (Kommujesa pacmojena). Heka je cama Y cirydajua Bemanna ca
cranapaHoM KorjeBoM paciojiesioM, duja je (pyHKIMja paciojiesie jgaTa
n3pa3oM

1 1
Fy(xz) = 5 + - arctan(z), x € R.

3a npuMeHy MeTojie CTOXaCTUYKe KOJIOKaIje, KOPUCTHMO TTOMONHY CJTy-
yajuy Bejqununny X ca cTaHIapJIHOM HOPMAJIHOM PACIOEIOM, a YBOPOBE UH-
TeprioJialije OUpPaMo Kao ONTUMAJIHE y CPEJIIbeKBaIpaTHOM cMuciy. Korru-
jeBa pacmojiesia je paciojiesa ca TEIIKIM PElOBUMa, I1a Cy n3pakeHe HecTa-
OwIHOCTH TIOMeHyTe y ey 3.2. 3aT0 KOPUCTUMO MOCTYIAK OIMUCAH Y TOM
0/1eJbKY TPHUJINKOM TeHepucama, YuMe 1001ujaMo cTabuIHy HHTEPIOJIAIIH]Y.

Y tabenu 3.4 cy npukazaHu pe3yJITaTH TECTOBa, KAO U BPeMeHa reHepH-
cama y3opka obuma 100,000 3a 5, 11 u 15 uBoposa. Yrpahena dyukiuja y
nporpamMckoM je3uky R koja je kopurhena 3a mopeheme je rcauchy. ¥ oBom
ciaydajy norpebaH je Behu Opoj duBopoBa Hero paHuje 3a J00pY aIPOKCH-
Mallijy, & HaBeJeHU OpOjeBU YBOPOBa Cy OJa0paHu pajid WIycTpalyje Io-
OoJbltarba gobujeHor nmopehamem Opoja IYBOpOBa UHTEPIIOJIAII]E.

KS.stat KS.pval | CVM.stat CVM.pval | AD.stat AD.pval | Bpeme
R fja || 0.0026  0.5359 0.1479 0.5499 0.8652  0.5584 | 5.23 ms
N = 0.0176  0.0000 9.8352 0.0000 91.4675  0.0000 | 1.12 ms
N =111 0.0027  0.5069 0.1609 0.4978 1.0066  0.4721 | 1.66 ms
N =15 0.0027 0.4977 0.1610 0.4854 0.9694  0.4860 | 2.33 ms

Tabena 3.4: Pesynaratn TecT cTaTHCTUKA U BpeMeHa NeHEepUcarba 3a
KommjeBy pacrogeiry.

Bpsuna renepucama je Buauo Beha ox yrpahene dyuknuje y R-y. 3a maan
Opoj Tavyaka MMaMO JIOILY AIPOKCUMAIIU]y, aJIi OHa II0CTaje MPUXBAT/bUBA
3a N=11 u N=15. Kopumihen je 3urypar remeparop HOpMaJHe PacIojeJe.
Pesynrarn kBasmTera alpokcuMaliije cy MpuKa3aHd W Ha CJIAIHA 3.3.

7
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Cimuka 3.3: I'paduru kBasmrera nnrepnonamnmje gy () ~ F;l (FX (:13)) u
arpokcuMariigje (pyHKIUje Pacio/iesie eMIMpjcKOM (DYHKITUjOM pacioesie,
3a KormujeBy pacmnogeny. [lpBeHa ncupekngana JUHUja IIPEICTAB/ba
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IIpumep 4 (Bejoynosa pacmosena). [enepuiiemo ciyuajuy Besudanny Y ca
JBonapamerapckoM BejoyioBom pactiogesiom, guja je pyHKIHMja I'YCTUHE pac-
1oJieJie y OIIITEM CJIy4ajy JlaTa u3pa3oM

k-1
fr(z) = X (%) e_(x/A)k, x € [0,00)

e je A mapamerap pasmepe, a k mapamerap obnmka. Mu 3a mpumep Ko-
pHCTHMO BpeJHOCTH Hapamerapa A = 1 u k = 1/2, jep je 3a k < 1 oBo
pacriojiesia ca TEeIKUM PElOBUMA.

3a mpuMeHy MeToJle CTOXaCTUIKe KOJIOKAIje, KOPUCTUMO TTOMONHY CJTy-
JajHy BeJudnHy X ca CTaHIap/IHOM HOPMAJIHOM PACIIOIEIOM, & YBOPOBE MH-
TeprioJialije OUpaMo Kao ONTUMAJIHE Y CPE/IIbeKBaIpATHOM cMUCTy. Bejoy-
J0Ba pacrnozena ca k = 1/2 je pacrogiesa ca TEIKUM PEHOBHMA, 118 KOPH-
CTUMO TIOCTYTIaK pacTe3ama MpPeKe OIMCAH y OJIe/bKY 3.2 MPUINKOM TeHepH-
camba, JuMe Jobujamo craburny uHTeprosamnujy. Takohe, oBa paciojiesna je u
[TO3UTHUBHA, T1a IIPBO BPIIUMO JIOTAPUTAMCKY TpaHC(pOPMAIIN]y, Kao Y CIydajy
x? pacrogere.

Y tabenu 3.5 cy npukazaHu pe3ysTaTH TECTOBA, KAO U BPEMEHA MeHepH-
cama y3opka obmma 100,000 3a 5, 9 u 15 usoposa. Yrpabhena dbynkmnuja y
mporpaMckoM je3uky R koja je kopumihena 3a nmopebheme je rweibull.

KS.stat KS.pval | CVM.stat CVM.pval | AD.stat AD.pval | Bpeme
R fja || 0.0026  0.5476 0.1421 0.5585 0.8587  0.5614 | 4.69 ms
N =5 | 0.0030 0.4165 0.2004 0.4185 1.1884  0.4104 | 2.47 ms
N = 0.0027  0.5116 0.1579 0.5078 0.9501  0.5103 | 2.74 ms
N =151 0.0027 0.5073 0.1468 0.5137 0.9046  0.5092 | 3.68 ms

Tabena 3.5: Pesynaratn TecT craTHCTUKA U BpeMEHa MeHEpUcarba 3a
BejoynoBy pacmiozeny.

Bpsuna remepucama je BumHo Beha ox yrpabene dynknmje y R-y. U
y OBOM cjy4ajy je morpeban Behm Opoj uBopoBa mHTEepIIOJaIje Jjia Om ce
nobuta 100pa anpokcnmarja. Kopumihen je 3urypart remepatop HOpMAaJIHE
pacro/ee.

Pesynraru kBajinreTa anpokcuMariyje cy npuKa3aHu Ha CJIUIM 3.4.

7
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Ciuka 3.4: I'padunm kBasmrera uarepnonanuje gy(z) = log F;l (FX(IL‘)) u
arpokcuMariuje (pyHKIUje Pacio/iesie eMIMpjcKoM (DYHKITUjOM paciojesie,
3a BejoymoBy pacmogeny. [lpBena ucnpekugana JIMHAja IPEICTABIbA
aIIPOKCUMAaIIN]y, a IIyHa I[pHa JIMHUja TEOPETCKY BPE/IHOCT.
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IIpumep 5 (Bera pacmojena). Y oBoM mpuMepy oCMaTpaMo jeiHy OrpaHu-
qeHy pacnogiesny. Heka je Y ciydajHa BesmunHa ca 6eTa paciojiesioM, duja

je rycTuHa:
7 (1 — )Pt

fy(ﬂ?) = B(Oz B) 5 S (O, 1),
rie je B(a,f) = %, IOK ¢y « u 3 mapamerpu koju oapelyjy obamk

rycrure. Mu Kao npumep KOPHCTUMO BPEJHOCTH Tapamerapa o = (3 = 1/2.
3a mpuMeHy MeTOJe CTOXaCTUYKe KOJIOKAIldje, OBaj IMyT KOPUCTUMO II0-

moliny cityuajuy Besmauny X ca yaudopmuom U[0, 1] pacnogesiom, 10K 3a

YBOpPOBE HMHTEPIIOIaIje bupamo KopeHe HeOuieB/beBUX MMOJIUHOMA.

Kako je oBa pacmojiena orpanutiena, ojgaocuo 0 < Y < 1, npu kpajeBuma
UHTepBaJsa ce He jaBjba HaIvId pacT dynkimje Fy ! (p) Ka GeckoHAYHOCTH, TIa
je y TaKBUM CJIydajeBUMa 4ecTO MOTyhe U3BPIIMTH JUPEKTHY UHTEPIIOJIAIN]Y,
6e3 yBohema dyuknuje Fx(x). OBa pacmojesa je mpuMep TaKBe Pacrojielie.
Kopucrumo nysne YebumieB/peBUX MOJUHOMA 38 UBOPOBE MHTEPIIOIAIA]E, jep
UMajy aHaAJUTUYIKU OOJIMK 3a M3padyHaBaibe, a MO3HATO je Jia UMajy Jjo0pa
CBOjCTBa 3a WHTEPIIOJIAIIN]Y.

Y Tabeu 3.6 cy mpuUKa3aHd pe3yJaTaTH TECTOBA, KAO U BpeMeHa reHepH-
camba y3opka obomma 100,000 3a 13, 17 u 21 uBopoBa. Yrpabhena dpyHKIHja V
nporpamckoM je3uky R koja je kopurihena 3a mopebeme je rbeta.

KS.stat KS.pval || CVM.stat CVM.pval | AD.stat AD.pval | Bpeme

R fja || 0.0026  0.5536 0.1526 0.5227 0.9586  0.5091 | 15.98 ms
N =13 | 0.0029 0.4321 0.2265 0.4114 1.2781  0.4242 | 2.63 ms
N =17 | 0.0028  0.4779 0.1858 0.4759 1.0796  0.4812 | 3.29 ms
N =211 0.0028 0.4826 0.1806 0.4793 1.0580  0.4865 | 3.93 ms

Tabena 3.6: Pesyaratn TecT craTUCTUKA U BpeMeHa eHepucarba 3a 0era
pacroierny.

Bpsuna renepucama je snauajuo Beha oy yrpahene dyukmnuje y R-y. Kao
rereparop yHudopMHE paciojiesie Kopuctumo yrpaheny ¢dbyHknujy runif.
Pezynrarn KBamTera alpokcuMaliuje cy MpukKa3zaHu Ha CJIUNU 3.5.
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Cimuka 3.5: I'padurnu kBasmrera nnTepnonamnmje gy () ~ F;l (FX (:13)) u
arpokcuMariigje (pyHKIUje Pacio/iesie eMIMpjcKOM (DYHKITUjOM pacioesie,

3a Oera pacuogeny. llpBeHa ncnpekujana JUHUja IPEICTAB/bA
aITpOKCUMAaIInjy, a MyHa IpHa JIMHNja TEOPETCKY BPETHOCT.
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IIpumep 6 (/IBojuMensnona HOpMAaJHA pacrojesa). Y OBOM IPUMEDY Je-
MOHCTpHpahieMo TeHepucame CIydajHuxX BeKTOpa. J3apaJj jeJHOCTaBHOCTH,
Kao IpUMep y3UMaMO JIBOINMEH3UOHY HOPMAJIHY PaCIIOJIEey.

Heka je (Y1,Y2) ciydajan BeKTOp ca JBOJAMMEH3MOHOM HOPMAJHOM pac-

OJIEJIOM:
(Y1 Y2)T ~ N 251 0% pPO102
’ po ) "\ poroy o}

Mapruna/se pacrogiene ciaydajuux pequanna Yy u Ya cy Yy ~ N (u;,02), a p
je koedurujent Kopenaruje namehy Y n Ys.

[osnaro je na je Taja u yciaoBHa pacnojena Ys|Y; = y takohe Hopmasna,
OJIHOCHO

g
VolYi=y~N <uz + U—ip(y — ), (1= pz)ai) :

3a HaIll IpUMeP y3UMaMo napamerpe (i = 1, s = 2,01 = 09 = 1, p = 0.3.
Kopucrehu nperxonne dpopmyiie, podbujamMo pacroese

Yy ~ N(1,1),
YalV; =y ~ N (1.7 +0.3y,0.91).

3a reHepucame MpaTuMo IMOCTyHakK omucat y jaeay 2.3. IIpBo renepuriemo
y30paK yil), . ,yi”) u3 MapruHajHe pacrojesie Y| MeTo0M CTOXaCTUIKe KO-
JIOKaInje, 1a 3aTUM TeHEPHUINEMO BPETHOCTHU 3a Yo, y3 MOMON JIBOINMEH3HNO-
HOI' MHTEPIIOJIAIINOHOL IIOJIMHOMA §33(%, Y1) ~ F/\_f%1.7+0.3y1,0.91)(FX("E))' Ko-
pucTUMO 3 X 3 MPeXKY 3a UHTEPIOJIAIN]Y.

Y tabenu 3.7 nopeauMmo Op3uHe reHepucama y3opka obuma 100,000 Hare
nmiiementanuje (y tabemn "SCMC"), remeparopa rmvnorm m3 R makera
mvtnorm (y Tabesu "mvtnorm") u remeparopa rmvn u3 nakera mvnfast (y
tabesm "mvnfast"). Tlokazahemo meaujamy u mpocek BpeMeHa M3BpIIaBAbHA

100 nonaB/pama reHeprucama y30pKa.

reHepaTop | MPOCedTHO BpeMe | MeIHjaIHO Bpeme | Opoj MoHAB/bamba
mvtnorm 13.55 ms 12.08 ms 100
mvnfast 5.51 ms 5.19 ms 100
SCMC 7.18 ms 6.89 ms 100

Tabena 3.7: Ilopeheme Bpemena renepucarba 3a JBOIUMEH3UOHY HOPMAJIHY

pacroiesy pacio/iesy.
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Harra nmiiementaruja je 6p2ka oJi UMILJIEMEHTAIje 13 mvtnorm nakeTa.
C apyre crpane, criopuja je o uMmiieMeHTanuje mvnfast nakera, ajid He 3a-
octaje mHoro. MehyTum, Tpeba nMaT y BUJLY Jia CMO OBJIE TIOPEJIMIN METOTY
CTOXaCTUYKe KOJIOKAIMje ca MMILIEMeHTaIjaMa Koje Cy CIelnjan30BaHe 3a
BUITIEIMUMEH3NOHY HOPMAJIHY PACIOJIEy U CXOJTHO Cy ONTUMHU30BaHE, JIOK je
/b METOJIe CTOXAaCTUIKEe KOJIOKAIHje Jia Oy/ie MITO OMIITHhja.

Ha caumm 3.6 nmokasaHne cy olleHe I'yCTHHA Y30pKa I'eHepHCaHOT FeHepaTo-
pPOM U3 mvtnorm IakeTa U OHOI' TEHEPUCAHOT METOJIOM CTOXACTHUYKE KOJIOKa-
muje. Cuke cy BPJIO CJAMYHE IITO je MHAUKAIMjA J1a je paciojesia jgodujeHa
METOJIOM CTOXaCTHYKe KOoJIOKalje KopekTHa. 1o norsphyje u Tect kde . test
u3 nakera ks.

Cnuka 3.6: ['padwurm orene rycruae pacojesie y30pKa NeHepUCaHnX
reHepaToOpOM U3 mvtnorm nakera (J€BO) U METOJIOM CTOXACTHUYKE
koJsiokaruje (mecuo). Ouene rycruna cy jgobujene dynkimjom kde2d us
nakera MASS.
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llor1aB/pe 4

3akKJbydakK

Y oBOM paJiy IpeJcTaB/beHa je MEeTO/a CTOXACTUYKe KOJIOKAIldje 3a Te-
Hepucame cirydajuux sequauna (euri. Stochastic Collocation Monte Carlo),
Koja je 3acHoBaHa Ha wHTepHosanujn Gynkimje Fy ' (FX<£L‘>), rie je Y ciy-
JajHa BeJIMYUHA KOjy Tpeba renepucarTh, JOK je X HeKa IMOMONHA CJIydajHa
BeJIMYNHA 3a KOjy je TO3HaT OP3 ajropuTaM I'eHepHucarba.

Ormmcana cy JiBa IPUCTYyIIa U300pY MOTNOJIHUX UBOPOBa 33 MHTEPIIOJIAIIN]Y.
[IpBa MeToma ce 3acHHBa Ha U300pPY YBOPOBA ONTHUMAJHHUX Yy CPEIHEKBa-
JapaTHOM cMuciy (y ofHOCy Ha TekuHCKy GyHKunjy fx(x)). Ilokasano je na
ce ONTUMAJIHU YBOPOBHU Y CPEIbEKBAIPATHOM CMUCIY MOKJIAIA]Y ca IBOPO-
BuMa [aycoBe kBajpatypue dopmyse. Ipyra merosa uzdbopa Koja je mpe-
cTaB/beHA 10JIpa3yMeBa 0Ja0up Hysa JeOuIieB/beBUx MOJMHOMA 38 IBOPOBE
WHTEepIoJIalnje, duja Cy IOrojiHa CBOjCTBa 3a WMHTepIioJalujy Beh mosnara,
aJIil U TIOKa3aHa y paJy.

Dokyc je y HajpeheMm jesy pajia OMO Ha INeHepHUcarmy jeJIHOINMEH3UOHUX
CIyYajHUX BEJIMYMHA, aJii je NpUKa3aHa U MeTOJa MeHepucarba, BUIIEIMMEH-
3UOHUX CJYyYajHUX BEJMYUHA, OJIHOCHO CJIYyYajHUX BEKTOPA, YKOJIUKO CYy I10-
3HaTE 3aBUCHOCTU M3Mely ejieMeHaTa BEKTOPa, OJHOCHO YCJIOBHE PaCIIOeie
jeaHor ejieMenTa y ofHOCY Ha octase. OmmcaHa METOJa e OC/Iarba HA BUIIIE-
JUMEH3UOHY WHTEPIOJIAIN]Y Ha TPABOYTA0OHO] MPEKH.

[Ipukaszan je 3urypar ajropuraM 3a TeHepHcarme CIyJdajHnX OpojeBa W3
HOPMaJIHE pacIiojielie, KOju je jeJaH oJl HajOpKUX aJropuramMa TakKBe BPCTE U
KOjH je 3ac/iyKaH 3a BeJiuKa yOp3arba y U3BPIIEHUM eKCIIePUMEHTUMA.

Konauno, maTo je HEKOJHMKO IpUMepa KOju JeMOHCTPHUPA]y epPUKACHOCT
MeTO/Ie 38 NeHEePHUCAabe Pa3HUX TUIIOBA Paciojiena. Pe3yaraTtu MeToje cy 1o-
pebenu ca yrpahennm reneparopuma y nporpamckom jesuky R. Ksamurer re-
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HEPUCAHUX y30paKa, y CMUC/IY MUHUMU3allije TecT ctatuctuka Koamoropos—
Cwyupnosisesor, Kpamep—don Muzecosor u Augepcon—/lapaunrosor Tecra,
je 6uo Onmmzak yrpabenum remeparopuma. llopesd Tora, Op3mHa rerepucama
je 3a cBe pacnojiesie 6usa Beha Hero Koy yrpahenux reneparopa, a y Behunu
IIpUMepa je CMamberhe Yy BpeMeHY IeHepucama OUJI0 BUIIECTPYKO.

Jlar je u npumep renepucarba JBOJIMMEH3MOHE HOPMaJIHE PacIojesie Kao
wiIycTpalja IpuMeHe MeTojle IPU T'eHepucamby BUIIEIUMEH3UOHUX PacIio-
nena. Jeman cmep Oyayher ncrpakupama je yIpaBo Jla/be Pa3BUjarhe MeTOJIe
3a TeHepucame ciaydajuux Bektopa. Moryhe mobospiiame ce jobuja mpe-
JIJACKOM Ca WHTEPIIoJIallije Ha IIPaBOYTaOHO] MPEXKH, KOja 3axTeBa BEJIUKHU
6poj YBOpOBa, Ha UHTEpHOJAIUjy Ha npopeleHuM Mpexkama (eHIVI.  sparse
grids), duMe ce 3HAYAJHO cMambyje 6pOj MOTPEOHUX YBOPOBA, a UyBa KBaJlu-
TeT alpoOKCUMAaIIfje.
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Buorpadmuja

Bnaroje sanosuh je pohen 3. asrycra 1994. romune y Beorpasy. Iloxa-
hao je ocnoBny mmikosty ,Cerozap Mumeruh® y 3eMmyHy. 3aBpIIHO je cpeiby
enekTpoTexHndky mkosy ,Hukoma Tecia® y Beorpamay 2013. rogune, Kaja
yuucyje Marematnaku dhaxyarer YHuBepsurera y beorpay, Ha cMepy cra-
THCTHUKA, aKTyapcka u dpuHaHCHjcKa MaTeMaTnka. (OCHOBHE akaJieMCKe CTY-
nuje 3aspimraa 2017. roaube ca mpocedHoMm oreHom 9.81. Jorn on cpejibe
IIIKOJIE Ce MHTepecyje 3a IMporpaMupare U padyHapCTBO, JIOK Cy MY IJIaBHE
obJracTi mHTEpecoBaiba y MaTeMaTHIH BePOBATHONA U CTATHCTUKA, a 0] CKOpa
U MaTeMaTH9Ka OITUMHI3AIIN]a.
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