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Поглавље 1

Увод

1.1 Мотивациjа и кратак опис методе

Циљ jе генерисати узорке из расподеле случаjне величине Y коjа
има функциjу расподеле FY (y) = P {Y ≤ y} , y ∈ R. У наставку се
претпоставља да jе Y апсолутно непрекидна случаjна величина, са но-
сачем [a, b], коjи може бити и неограничен (a, b ∈ R). Претпоставља се
и да jе FY (y) строго растућа функциjа, односно, да постоjи њен инверз
F−1
Y (p) = inf{y ∈ R | FY (y) ≥ p}, p ∈ [0, 1].

1.1.1 Метода инверзне трансформациjе

Наjjедноставниjа метода генерисања узорка из расподеле Y jе метода
инверзне трансформациjе. Она полази од тврђења да за случаjну вели-
чину U = FY (Y ) важи

P {U ≤ u} = P
{
FY (Y ) ≤ u

}
= P

{
Y ≤ F−1

Y (u)
}

= FY
(
F−1
Y (u)

)
= u,

тj. да U има униформну расподелу U [0, 1].
Аналогно, за неку случаjну величину V из униформне расподеле,

важи
P
{
F−1
Y (V ) ≤ y

}
= P

{
V ≤ FY (y)

}
= FY (y) ,

односно, F−1
Y (V ) има исту расподелу као и Y .

Стога, како би се генерисао узорак y1, . . . , yn из расподеле Y , довољно
jе генерисати узорак u1, . . . , un из униформне расподеле и узети yi =
F−1
Y (ui) , i = 1, . . . , n.
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Велика предност овог приступа jе његова jедноставност, али и оп-
штост, jер описуjе поступак за генерисање узорака из било коjе апсо-
лутно непрекидне расподеле, за коjу jе познат инверз. Потребно jе само
ефикасно генерисати случаjне броjеве из интервала [0, 1], за шта постоjе
разни алгоритми, и применити инверзну трансформациjу.

Међутим, често не постоjи аналитички израз за F−1
Y (p), па чак ни за

функциjу расподеле FY (y), будући да се она обично представља као ите-
грал функциjе густине, коjи се не може аналитички изразити, па се при-
бегава нумеричким апроксимациjама и специjализованим алгоритмима
развиjеним за генерисање посебних фамилиjа расподела.

То jе већ случаj и са jедном од наjпознатиjих и наjпримењениjих рас-
подела - нормалном, чиjа jе густина φ(x) = 1√

2π
e−x

2/2, а функциjа распо-
деле просто интеграл Φ(x) =

∫ x
−∞ φ(t) dt. И за нормалну расподелу су

развиjени посебни алгоритми коjи су у стању да брзо генеришу велики
броj узорака, а jедан од њих jе описан у наставку, у делу 2.4.2.

Непостоjање аналитичког израза за инверз функциjе расподеле jе
управо и наjвећи проблем методе инверзне трансформациjе. Наиме, ну-
меричко израчунавање вредности инверза може бити веома временски
захтевно, што значаjно утиче на перформансе методе, па при генери-
сању великих узорака време извршавања може постати превелико.

У овом раду jе, уз коришћење принципа нумеричке математике, при-
казан начин да се превазиђу наведени проблеми методе инверзне транс-
формациjе за широку класу расподела и омогући изузетно брзо генери-
сање случаjних величина на основу познавања инверза функциjе распо-
деле.

1.1.2 Основна идеjа

Основна идеjа генерисања случаjних величина методом стохастичке
колокациjе jе да се инверз F−1

Y (p), коjи jе „скуп“ за израчунавање, одреди
само у неколико тачака, па се интерполира неким интерполационим по-
линомом g(p) ≈ F−1

Y (p) на основу вредности у тим тачкама - чворовима
интерполациjе.

Сада се узорак y1, . . . , yn из расподеле Y генерише као g(u1), . . . , g(un),
где jе u1, . . . , un узорак из униформне расподеле.

Тиме избегавамо велики броj скупих израчунавања инверза и мењамо
их брзим израчунавањем интерполационог полинома. Jедно од глав-
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них питања jе како повољно одабрати чворове у циљу добиjања добре
апроксимациjе са што мање тачака и то jе jедна од битних дискусиjа у
овом раду.

Међутим, jавља се jош jедан проблем. Претпоставимо да jе Y слу-
чаjна величина са расподелом чиjи jе носач цео скуп R, као што jе, на
пример, логистичка расподела. Тада jе

0 < FY (y) < 1, ∀y ∈ R,

што повлачи да F−1
Y (p)→ −∞, када p→ 0, као и да F−1

Y (p)→ +∞, када
p → 1. Дакле имамо велике нестабилности при краjевима интервала
[0, 1], што узрокуjе jако лошу апроксимациjу.

Да бисмо решили таj проблем, уводимо jош jедну случаjну вели-
чину X, са функциjом расподеле FX(x), коjу умемо брзо да генеришемо.
Како случаjна величина FX(X) има униформну расподелу U [0, 1], ана-
логно методи инверзне трансформациjе, показуjе се да случаjна вели-
чина F−1

Y

(
FX(X)

)
има исту расподелу као и Y .

Одатле закључуjемо да узорак y1, . . . , yn из расподеле Y може да се
генерише као F−1

Y

(
FX(ξ1)

)
, . . . , F−1

Y

(
FX(ξn)

)
, где jе ξ1, . . . , ξn узорак из

расподеле X.
Сада можемо да интерполирамо функциjу F−1

Y

(
FX(x)

)
интерполаци-

оним полиномом g(x) ≈ F−1
Y

(
FX(x)

)
и да узорак из Y генеришемо са

y1 = g(ξ1), . . . , yn = g(ξn).
Шта се овиме добиjа? Претпоставимо да X има нормалну расподелу.

Тада jе функциjа коjу интерполирамо F−1
Y ◦ Φ : R→ R, тj. прешли смо

са интерполациjе на jединичном интервалу на интерполациjу на целоj
реалноj правоj, што значаjно повећава квалитет апроксимациjе и убла-
жава нестабилност, будући да више немамо екстремне грешке коjе смо
имали близу краjева интервала.

Такође, jедноставно се показуjе да се, у случаjу нормално расподеље-
ног X, овим поступком смањуjу први изводи функциjе коjа се интерпо-
лира. Наиме, за свако p ∈ (0, 1), важи1

d

dx
F−1
Y

(
Φ(x)

)∣∣∣∣
x=Φ−1(p)

=
φ(Φ−1(p))

fY (F−1
Y (p))

<
1

fY (F−1
Y (p))

=
d

ds
F−1
Y (s)

∣∣∣∣
s=p

.

1Φ и φ су, редом, густина и функциjа расподеле стандардне нормалне расподеле
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1.2 Интерполациjа

Циљ интерполациjе jе да неку функциjу f(x), задату на скупу од
n + 1 чворних тачака x0, . . . , xn са f(xi) = yi, апроксимира полиномом
gn(x) = a0+a1x+· · ·+anxn степена наjвише n, коjи се поклапа са функци-
jом у чворовима, односно важи gn(xi) = yi. Полином gn(x) називамо ин-
терполационим полиномом и кажемо да он интерполира функциjу f(x).

Jедноставно се показуjе да jе интерполациони полином jединствен.
Наиме, нека jе pn(x) = b0 + b1x + · · · + bnx

n такође полином коjи интер-
полира f(x). Тада jе и разлика R(x) = pn(x) − gn(x) полином степена
наjвише n. За њу важи да jе R(xi) = 0, ∀i = 0, . . . , n. Дакле, R има
бар n + 1 (различиту) нулу, а како полином степена наjвише n може
имати наjвише n нула, закључуjемо да jе R(x) ≡ 0, што значи да jе
gn(x) ≡ pn(x).

Питање jе такође и да ли интерполациони полином уопште постоjи
за одређене функциjе и одговор на то jе увек потврдан, што се може
показати простом конструкциjом, а три корисне форме интерполационог
полинома су представљене у наставку.

Интерполациони полином gn(x) jе елемент векторског простора Rn[x]
jеднодимензионих полинома степена наjвише n и, као такав, може се
представити у облику gn(x) = c0p0(x) + c1p1(x) + · · · + cnpn(x), где jе
{p0(x), p1(x), . . . , pn(x)} jедна база простора Rn[x]. Форме интерполаци-
оног полинома коjе су представљене разликуjу се управо у бази коjа jе
одабрана за репрезентациjу.

1.2.1 Алгебарски полиноми

Узмимо стандардну базу {1, x, . . . , xn}. Интерполациони полином jе
облика

gn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n.

Проблем коjи нас занима jе како одредити коефициjенте ai овог развоjа.
Како важи gn(xi) = yi, i = 0, . . . , n, потребно jе да решимо следећи
квадратни систем n+ 1 jедначина:

1 x0 x2
0 . . . xn0

1 x1 x2
1 . . . xn1

...
...

... . . . ...
1 xn x2

n . . . xnn



a0

a1
...
an

 =


y0

y1
...
yn

 ,
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где прву матрицу називамо Вандермондовом матрицом и њена детерми-
нанта jе jеднака

∏
0≤i<j≤n

(xi − xj) 6= 0. Будући да jе детерминанта разли-

чита од нуле, систем jе сагласан и има jединствено решење. Приметимо
да ово доказуjе уjедно и jединственост, али и постоjање интерполационог
полинома.

Велики проблем код овог начина одређивања интерполационог по-
линома jе нестабилност решавања задатог система jедначина, узроко-
вана веома лошом условљеношћу Вандермондове матрице. За условље-
ност ове матрице, дефинисану са cond(V ) = ‖V ‖

∥∥V −1
∥∥, где jе ‖V ‖ =

sup
‖x‖2=1

‖V x‖2, показано jе да експоненциjално расте са броjем чворова. Ко-

рисне доње границе коjе ово показуjу су дате у [21].
Интуитивно, проблем jе у томе што, повећавањем броjа чворова, те-

жимо да смањимо удаљеност између њих, односно разлике xi−xj су мале,
па jе горе наведена детерминанта блиска нули. Ово чини нумеричко ре-
шавање система нестабилним и ниjе лако доћи до правих коефициjената
репрезентациjе. Због тога, ова форма интерполационог проблема се врло
ретко користи.

Са друге стране, предност ове форме jе њена jедноставност и могућ-
ност да се изузетно брзо евалуира вредност полинома у некоj тачки. Ве-
лика брзина се постиже зато што ова форма допушта примену Хорнеро-
вог правила за израчунавање полинома, коjе подразумева представљање
полинома у форми:

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n = ((anx+ an−1)x+ · · ·+ a1)x+ a0,

чиме се значаjно смањуjе броj рачунских операциjа потребних за евалу-
ациjу полинома.

Ова репрезентациjа интерполационог полинома jе наjбржа за евалу-
ациjу од свих коjе ћемо навести.

1.2.2 Лагранжови полиноми

Наjчешће коришћена база полинома за интерполациjу jе база Лагран-
жових полинома {l0(x), . . . , ln(x)}, дефинисаних са:

li(x) =
n∏

j=0

j 6=i

x− xj
xi − xj

, i = 0, . . . , n. (1.1)
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Ови полиноми су конструисани тако да важи

li(xj) =

{
1, j = i

0, j 6= i
, (1.2)

односно li(xj) = δij, где jе δij Кронекеров делта симбол. Ово своjство jе
врло важно и чини Лагранжове полиноме посебно погодним за интерпо-
лациjу, али и теориjска разматрања.

Желимо да представимо интерполациони полином у облику

gn(x) = b0l0(x) + b1l1(x) + · · ·+ bnln(x)

и неопходно jе да одредимо коефициjенте bi. Користећи своjство (1.2) и
чињеницу да jе gn(xi) = yi, имамо

∀i, yi = gn(xi) = bi,

односно, коефициjенти репрезентациjе су управо вредности функциjе
коjу интерполирамо у чворовима интерполациjе.

Одатле добиjамо познати облик интерполационог полинома:

gn(x) =
n∑
i=0

yili(x) =
n∑
i=0

n∏
j=0

j 6=i

x− xj
xi − xj

yi.

Израчунавање на основу овог израза jе неефикасно, jер захтева O(n2)
операциjа, и нумерички jе нестабилан за велики броj чворова због тога
што разлике xi − xj могу постати блиске нули. Срећом, jедноставним
модификациjама могуће га jе довести у нумерички стабилан облик коjи
захтева само O(n) операциjа.

Ако погледамо изразе за Лагранжове полиноме (1.1), видимо да jе

броjилац
∏

j 6=i(x− xj) jеднак l(x)
(x−xi) , где jе l(x) =

n∏
j=0

(x− xj).

С друге стране, видимо да jе именилац у (1.1)
∏

j 6=i (xi − xj) констан-
тан у односу на x, па те вредности можемо израчунати пре евалуациjе.
Стога дефинишемо барицентричне тежине ωi =

∏n
j=0

j 6=i
1

xi−xj = 1
l′(xi)

, па

полином li(x) постаje
li(x) = l(x)

wi
x− xi

.
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Одатле сумациjом добиjамо први облик барицентричне форме Ла-
гранжовог интерполационог полинома

gn(x) = l(x)
n∑
i=0

wi
x− xi

yi. (1.3)

Сада jе за рачунање вредности Лагранжовог интерполационог полинома
потребно само O(n) операциjа, а доказано jе да jе оваj облик интерпо-
лационог полинома нумерички стабилан и за веома велики броj чворова
(видети [13]).

Jош jедан елегантан запис Лагранжовог полинома, коjи се чешће ко-
ристи, добиjамо следећим разматрањем. Приметимо да, ако интерпо-
лирамо функциjу f(x) ≡ 1, добиjамо интерполациони полином qn(x) =
l(x)

∑n
i=0

wi

x−xi , коjи такође мора бити увек 1, па се интерполациони поли-
ном gn(x) може добити и дељењем gn(x) = gn(x)/qn(x), што представља
барицентрични форму Лагранжовог интерполационог полинома

gn(x) =

∑n
i=0

wi

x−xiyi∑n
i=0

wi

x−xi
. (1.4)

И за ову форму jе показано да jе нумерички стабилна, под условом да
су чворови одабрани на погодан начин (видети [13]).

1.2.3 Њутнови полиноми

Последња репрезентациjа коjу приказуjемо jе у Њутновоj бази поли-
нома {n0(x), n1(x), . . . , nn(x)} дефинисаних са

ni(x) =
i−1∏
j=0

(x− xj), i = 1, . . . , n,

и n0(x) = 1. Интерполациони полином постаjе

gn(x) = c0 + c1n1(x) + · · ·+ cnnn(x),

и неопходно jе одредити коефициjенте ci.
Приметимо да jе ni(xj) = 0 за све j < i, па jе систем jедначина

gn(xi) = yi, i = 0, . . . , n потребних за одређивање коефициjената облика
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i∑
j=0

cjnj(xi) = yi, i = 0, . . . , n, односно имамо троугаони систем


1 0 0 . . . 0
1 n1(x1) 0 . . . 0
1 n1(x2) n2(x2) . . . 0
...

...
... . . . ...

1 n1(xn) n2(xn) . . . nn(xn)




c0

c1

c2
...
cn

 =


y0

y1

y2
...
yn

 .

Очигледно jе c0 = y0 и c1 = y1−y0
n1(x1)

= y1−y0
x1−x0 .

Дефинишимо Њутнове подељене разлике рекурзивно са

f [xi] = yi, i = 0, . . . , n

f [xi, . . . , xi+k] =
f [xi+1, . . . , xi+k]− f [xi, . . . , xi+k−1]

xi+k − xi
, k = 1, . . . , n− i.

Из ове дефинициjе видимо да jе c0 = f [x0] и c1 = f [x0, x1]. Индуктивно се
показуjе да су коефициjенти Њутнове форме интерполационог полинома
управо подељене разлике, тачниjе, важи ck = f [x0, . . . , xk].

Нека jе k ∈ {1, . . . , n} и нека су p(x) i q(x) полиноми коjи интерпо-
лираjу функциjу f(x), редом, у тачкама x0, . . . , xk−1 и x1, . . . , xk. Они су
(по индуктивноj хипотези) облика

p(x) =f [x0] + f [x0, x1](x− x0) + . . .

+ f [x0, . . . , xk−1](x− x0) · . . . · (x− xk−2)

q(x) =f [x1] + f [x1, x2](x− x1) + . . .

+ f [x1, . . . , xk](x− x1) · . . . · (x− xk−1)

Постматраjмо полином r(x) = (x−x0)q(x)−(x−xk)p(x)
xk−x0

. Jедноставно се про-
верава да jе r(xi) = yi за све i = 0, . . . , k, тj. r(x) jе интерполациони
полином над чворовима x0, . . . , xk и може се записати као

r(x) = p(x) + ck(x− x0) · . . . · (x− xk−1).

Коефициjент ck jе jеднак коефициjенту уз xk у полиному r(x), што jе

ck =
f [x1, . . . , xk]− f [x0, . . . , xk−1]

xk − x0

= f [x0, . . . , xk].
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Одавде добиjамо да jе Њутнова форма интерполационог полинома

gn(x) = f [x0] + f [x0, x1](x−x0) + · · ·+ f [x0, . . . , xn](x−x0) · . . . · (x−xn−1).

Ова форма интерполационог полинома jе нумерички много стабил-
ниjа од алгебарске форме, док се у нашим експериментима показала
мање стабилном од барицентричне Лагранжове формуле.

Битно jе приметити да и ова форма, као и алгебарска, допушта кори-
шћење Хорнерове методе за евалуациjу полинома. Наиме, захваљуjући
угњежђености Њутнових полинома, Њутнов облик интерполационог по-
линома можемо записати на следећи начин:

gn(x) = c0 + c1(x− x0) + · · ·+ cn(x− x0) · . . . · (x− xn−1)

= ((cn(x− xn−1) + cn−1)(x− xn−2) + · · ·+ c1)(x− x0) + c0,

где су ck подељене разлике f [x0, . . . , xk]. Овиме значаjно умањуjемо броj
рачунских операциjа неопходних за израчунавање вредности полинома,
будући да не рачунамо производе

∏i−1
j=0(x − xi) у целости, већ се сваки

елемент x − xi поjављуjе само jедном у формули. Поменимо само да jе
алгебарска форма ипак за ниjансу бржа за евалуациjу од Њутнове, док
jе Лагранжова спориjа од обе.

1.2.4 Грешка иннтерполациjе

Интерполациони полином gn(x) се са функциjом f(x) коjу интерпо-
лира поклапа у чворовима интерполациjе, али то нам ништа не говори о
томе колико грешимо у апроксимациjи функциjе ван чворова. У теореми
1.2.2 (видети [22]) jе дата грешка интерполациjе у некоj тачки x, односно
f(x)−gn(x). Пре тога, као подсетник наводимо Ролову теорему, коjа има
кључно место у извођењу.

Теорема 1.2.1 (Ролова тероема). Нека jе f : [a, b]→ R непрекидна функ-
циjа, диференциjабилна на (a, b). Ако важи f(a) = f(b), онда постоjи
бар jедна тачка c ∈ (a, b), за коjу jе f ′(c) = 0. �

Теорема 1.2.2 (Грешка интерполациjе). Нека jе f(x), (n+1) пута дифе-
ренциjабилна функциjа и нека jе gn(x) полином степена наjвише n коjи
интерполира дату функциjу у тачкама x0, . . . , xn. Тада, за сваку тачку
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x′, постоjи тачка ξ коjа припада минималном интервалу коjи садржи
све тачке x0, . . . , xn, x

′, таква да jе

f(x′)− gn(x′) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
l(x′),

где jе

l(x) =
n∏
i=0

(x− xi).

Доказ. У случаjу да jе x jедна од чворних тачака, грешка jе 0 и тврђење
важи тривиjално. Зато претпоставимо да x 6= xi, i = 0, . . . , n.

Дефинишимо функциjу

F (x) = f(x)− gn(x)−Kl(x),

где jе K константа одређена тако да jе F (x′) = 0, односно,

K =
f(x′)− gn(x′)

l(x′)
.

Како jе, за све i = 0, . . . , n, l(xi) = 0, а gn(xi) = f(xi) , биће и F (xi) = 0.
Дакле, функциjа F (x) има бар (n+ 2) нуле x0, . . . , xn, x

′.
Одатле, узастопном применом Ролове теореме, закључуjемо да F ′(x)

има бар (n + 1) нула, F ′′(x) има бар n нула, ..., а F (n+1) има бар jедну
нулу ξ на интервалу одређеном тачкама x0, . . . , xn, x

′.
Полином gn(x) jе степена наjвише n, па jе g(n+1)

n (x) = 0 за све x, док
jе l(n+1)(x) = (n+ 1)! за све x. Стога jе

0 = F (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)−K(n+ 1)!,

одакле jе

K =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
.

Како смо на почетку рекли да jе K = f(x′)−gn(x′)
l(x′)

, изjедначавањем два
израза за K добиjамо грешку инетрполациjе

f(x′)− gn(x′) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
l(x′).

�
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1.3 Гаусова квадратурна формула

Интеграле jе често немогуће изразити у аналитичком облику, па их jе
тешко израчунавати. Стога су развиjене нумеричке методе интеграциjе
коjе углавном апроксимираjу интеграл

∫ b
a
f(x)ω(x)dx формулом облика∑n

i=1wif(xi), где jе ω ∈ C(a, b), ω(x) > 0 тежинска функциjа, тачке
xi, i = 1, . . . , n чворови, а wi коефициjенти квадратурне формуле. Ми
ћемо се бавити само Гаусовом квадратурном формулом, у коjоj се одре-
ђуjу и чворови и коефициjенти квадратурне формуле тако да формула
буде тачна уколико jе подинтегрална функциjа f(x) полином степена не
већег од 2n− 1. С тим циљем у виду, прво морамо да се осврнемо на ор-
тогоналне полиноме, коjи играjу пресудну улогу у Гаусовоj квадратурноj
формули.

1.3.1 Ортогонални полиноми

Нека jе ω(x) непрекидна тежинска функциjа на интервалу [a, b] (коjи
може бити и неограничен), за коjу важи: ω(x) ≥ 0 за све x ∈ [a, b],∫ b
a
ω(x) dx > 0, постоjе моменти

∫ b
a
xkω(x) dx < ∞, k = 0, 1, . . . , као и да

jе ω(x) = 0 само на скупу мере нула. За наше сврхе jе битно поменути
да ω(x) може бити густина неке апсолутно непрекидне расподеле.

На простору L2
ω(a, b) = {f : [a, b] → R |

∫ b
a
f 2(x)ω(x) dx < ∞} jе овом

функциjом дефинисан скаларни производ

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)ω(x) dx.

Кажемо да су две функциjе f(x) и g(x) ортогоналне на интервалу [a, b]
у односу на тежинску функциjу ω(x) ако jе испуњено

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)ω(x) dx = 0.

Применом Грам-Шмитовог поступка, ортогонализациjом базе поли-
нома 1, x, x2, . . . , може се конструисати систем ортогоналних полинома
Qn(x), n = 0, 1, . . . у односу на оваj скаларни производ, таквих да jе
(Qi, Qj) = 0, i 6= j и degQn = n.

Битно своjство полинома Qn(x) из система ортогоналних полинома jе
дато следећом теоремом (видети [22]).
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Теорема 1.3.1. Корени xi, i = 1, . . . , n полинома Qn су реални, jедно-
струки и сви припадаjу интервалу (a, b).

Доказ. Издвоjимо све корене полинома Qn(x) из интервала (a, b) коjи су
непарне вишеструкости и означимо их са a < ξ1 < · · · < ξj < b, j ≤ n.

Тада полином Qn(x)P (x), где jе P (x) =
∏j

i=1(x − xi), има све нуле
парне вишеструкости, па не мења знак на (a, b). Одатле jе, пошто jе
ω(x) > 0 скоро свуда на [a, b],

(Qn, P ) =

∫ b

a

Qn(x)P (x)ω(x) dx 6= 0.

Стога, полином P (x) мора бити степена n, jер би у супротном, због орто-
гоналности полинома Qn(x) са свим полиномима нижег степена (коjи су
линеарне комбинациjе полинома Qk(x), k < n), морало бити (Qn, P ) = 0.

Дакле, имамо n различитих корена полинома Qn(x) коjи су непарне
вишеструкости и припадаjу (a, b), па, пошто jе degQn = n, мораjу бити
и jедноструки. �

Ако желимо да полиноми Qk(x) из ортогоналног система полинома
буду монични, односно да им jе коефициjент уз наjвиши степен jеднак
1, показуjе се да jе могуће конструисати ортогоналне полиноме такве да
важи рекурентна веза

Qk+1(x) = (x− αk)Qk(x)− βkQk−1(x), k = 0, 1, . . . (1.5)

где су Q−1(x) ≡ 0 и Q0(x) ≡ 1, а коефициjенти дати са

αk =
(xQk, Qk)

(Qk, Qk)
, βk =

(Qk, Qk)

(Qk−1, Qk−1)
.

Поред оваквих рекурентних веза, за ортогоналне полиноме важе и
многи други идентитети. Jедан посебно значаjан, коjи е нама од користи
jе Кристофел–Дарбуов идентитет, коjи гласи:

n∑
k=0

Qk(x)Qk(y)

hk
=

kn
kn+1hn

Qn+1(x)Qn(y)−Qn(x)Qn+1(y)

x− y
, (1.6)

где су x, y ∈ (a, b), hk = (Qk, Qk) квадрат норме полинома Qk(x), а kn
коефициjент уз елемент наjвишег степена у полиному Qn(x) (видети [5]).
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1.3.2 Квадратурна формула

Вратимо се сада на горепоменуту Гаусову квадратурну формулу и
покажимо да jе, за погодно одабране чворове, она тачна за све полиноме
степена не вишег од 2n− 1, где jе n броj чворова квадратурне формуле.
У теореми 1.3.2 дат jе конструктиван доказ, коjи има додатну предност
да показуjе да jе Гаусова квадратурна формула jеднака интеграциjи Ла-
гранжовог интерполационог полинома у чворним тачкама (видети [27]).

Теорема 1.3.2. Нека jе ω(x) тежинска функциjа дефинисана на [a, b]
и нека jе Q0(x), Q1(x), . . . њоj одговараjући систем ортогоналних поли-
нома. Нека су

a < x1 < x2 < · · · < xn < b

нуле n-тог полинома у систему, Qn(x). Тада jе могуће наћи константе
w1, . . . , wn такве да jе квадратурна формула∫ b

a

f(x)ω(x) dx =
n∑
i=1

wif(xi)

тачна кад год jе f(x) полином степена не вишег од 2n− 1.

Доказ. Нека jе f(x) полином степена не већег од 2n − 1. Нека jе L(x)
Лагранжов интерполациони полином за f(x) у чворовима xi, i = 1, . . . , n.
L(x) jе полином степена n−1. Тада jе L(x) =

∑n
i=1 f(xi)li(x), где су li(x)

Лагранжови базни полиноми.
Интеграциjом интерполационог полинома добиjа се следећи облик

квадратурне формуле:∫ b

a

f(x)ω(x) dx ≈
∫ b

a

L(x)ω(x) dx =
n∑
i=1

f(xi)wi,

где су wi =
∫ b
a
li(x)ω(x) dx.

Како jе L(x) ≡ g(x) за полиноме g(x) степена не више од n − 1, и
квадратурна формула ће бити тачна за полиноме до степена n− 1.

Нека jе deg f ≥ n. Полином f(x)−L(x) има корене у чворним тачкама
xi, па се може представити као f(x)−L(x) = Qn(x)r(x), за неки полином
r(x) степена не већег од n− 1. Будући да jе квадратурна формула тачна
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за полиноме степена не више од n − 1, а полином Qn(x) jе ортогоналан
на све полиноме мањег степена од n, имамо низ jеднакости∫ b

a

f(x)ω(x) dx =

∫ b

a

L(x)ω(x) dx+

∫ b

a

Q(x)r(x)ω(x) dx

=

∫ b

a

L(x)ω(x) dx =
n∑
i=1

f(xi)

∫ b

a

li(x)ω(x) dx,

одакле су коефициjенти квадратурне формуле wi =
∫ b
a
li(x)ω(x) dx. �

За коефициjенте Гаусове квадратурне формуле може се доказати да
су позитивни, а општи облик коефициjената jе

wk =
knhn−1

kn−1Q′n(xk)Qn−1(xk)
, (1.7)

где jе hk = (Qk, Qk) квадрат норме полинома Qk(x), а kn коефициjент уз
елемент наjвишег степена у полиному Qn(x) (видети [5]).

1.4 Тестови сагласности

Како нам jе задатак да генеришемо узорак из неке расподеле, не-
опходно jе да имамо начин да тестирамо резултате нашег узорковања.
То ћемо радити користећи тестове сагласности са расподелом. Тестови
коjе ћемо користити су засновани на рачунању неког вида растоjања из-
међу емпириjске функциjе расподеле узорка и функциjе расподеле из
коjе претпостављамо да jе узорак проистекао.

За тестирањe наше методе користимо три позната теста сагласности:
Колмогоров–Смирновљев тест, Андерсон–Дарлингов тест и Крамер–фон
Мизесов тест сагласности.

Установимо прво општи задатак тестирања сагласности, коjим се баве
сви поменути тестови, као и ознаке коjе користимо.

Нека jе x1, . . . , xn узорак за коjи претпостављамо да представља скуп
опажања неке случаjне величине X са функциjом расподеле F (x). Да
бисмо тестирали да ли jе претпоставка тачна, рачунамо растоjање функ-
циjе расподеле F (x) и емпириjске функциjе расподеле узорка Fn(x) =
1
n

∑n
i=1 I{xi ≤ x}, где jе I{} индикаторска функциjа, па на основу тога
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доносимо закључке о истинитости хипотезе да jе узорак потекао из рас-
поделе F (x).

Растоjање коjе користимо за мерење колико емпириjска функциjа рас-
поделе одступа од претпостављене расподеле зависи од теста и предста-
вља основну разлику међу наведеним тестовима.

1.4.1 Колмогоров–Смирновљев тест

У овом тесту удаљеност емпириjске и претпостављене функциjе рас-
поделе меримо Колмогоров-Смирновљевом статистиком

D = sup
x∈R

∣∣F (x)− Fn(x)
∣∣ .

Због непреброjивости скупа реалних броjева, оваj израз jе тешко изра-
чунати у изворном облику, зато ћемо извести jедноставниjи облик ове
статистике.

Прво треба приметити да jе емпириjска функциjа расподеле Fn(x)
степенаста, као и да се скокови дешаваjу само у тачкама xi, где jе вред-
ност Fn(xi) = i/n, i = 1, . . . , n. Такође, постоjи лева гранична вредност
lim

x→xi−
Fn(x) = i−1

n
.

С друге стране, функциjа расподеле F (x) jе растућа, а на интервалу
[xi−1, xi) емпириjска функциjа расподеле Fn(x) jе константна и jеднака
i−1
n
. Отуд jе, због непрекидности F (x), supx∈[xi−1,xi)

∣∣F (x)− Fn(x)
∣∣ или

jеднак
∣∣F (xi−1)− i−1

n

∣∣ или ∣∣F (xi)− i−1
n

∣∣.
Одатле, статистику D можемо рачунати као

D = max{D+, D−},

где су D+ = max
1≤i≤n

∣∣F (xi)− i
n

∣∣ и D− = max
1≤i≤n

∣∣F (xi)− i−1
n

∣∣. Оваj облик jе
значаjно лакши за рачунање.

Битно своjство овог теста сагласности jе независност расподеле ста-
тистике D од расподеле F (x), описана следећом теоремом.

Теорема 1.4.1 (Независност од расподеле). Ако jе F (x) непрекидна и
строго растућа функциjа, тада расподела статистике

D = sup
x∈R

∣∣F (x)− Fn(x)
∣∣

не зависи од F (x).
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Доказ. Нека jе F−1(p) инверз функциjе расподеле F (x). За расподелу
статистике D, након увођења смене p = F (x), важи

P {D ≤ t} = P

{
sup
x∈R

∣∣F (x)− Fn(x)
∣∣ ≤ t

}

= P

{
sup
p∈[0,1]

∣∣F (F−1(p))− Fn(F−1(p))
∣∣ ≤ t

}

= P

{
sup
p∈[0,1]

∣∣p− Fn(F−1(p))
∣∣ ≤ t

}
.

Даље, за Fn(F−1(p)) имамо

Fn(F−1(p)) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi ≤ F−1(p)} =
1

n

n∑
i=1

I{F (Xi) ≤ p},

где jе X1, . . . , Xn узорак са расподелом F (x), па jе U = F (Xi) униформно
расподељена случаjна величина на [0, 1]. Одатле закључуjемо да jе

P {D ≤ t} = P

 sup
p∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣p− 1

n

n∑
i=1

I{U ≤ p}

∣∣∣∣∣∣ ≤ t

 ,

што очигледно не зависи од F (x). �

Показано jе да расподела тест статисике D асимтотски тежи Колмо-
горовљевоj расподели, када обим узорка n тежи бесконачности (видети
[15]). Тачниjе, важи

lim
n→∞

P
{√

nD ≤ x
}

= 1− 2
∞∑
k=1

(−1)k−1e−2k2x2 .

1.4.2 Крамер–фон Мизесов тест

Крамер–фон Мизесов тест се ослања на средњеквадратно одступање
емпириjске и претпостављене функциjе расподеле

W 2 =

∫ ∞
−∞

(
F (x)− Fn(x)

)2
dF (x).
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Извешћемо згодниjи облик ове статистике за израчунавање. Претпо-
ставимо да jе узорак x1, . . . , xn сортиран у растућем поретку и нека jе
zi = F (xi). Сменом u = F (x) добиjамо

W 2 =

∫ z1

0

u2 du+
n−1∑
k=1

∫ zk+1

zk

(
u− k

n

)2

du+

∫ 1

zn

(u− 1)2 du

=
z3

1

3
+

1

3

n−1∑
k=1

[(
zk+1 −

k

n

)3

−
(
zk −

k

n

)3
]
− (zn − 1)3

3
.

Након развиjања кубова бинома и свођења израза, коришћењем иденти-
тета

∑n−1
k=1 k

2(zk+1 − zk) = n2zn −
∑n

k=1(2k − 1)zi и
∑n−1

k=1 k(z2
k+1 − z2

k) =
nz2

n −
∑n

k=1 z
2
i , израз се своди на

W 2 =
1

3
+

1

n

n∑
k=1

(
z2
k −

2k − 1

n
zk

)
=

1

3
+

1

n

n∑
k=1

(
zk −

2k − 1

2n

)2

+
1

n

n∑
k=1

(
2k − 1

2n

)2

,

одакле, након примене идентитета
∑n

k=1(2k−1)2 = 1
3
n(4n2−1), добиjамо

коначни облик

W 2 =
1

12n2
+

1

n

n∑
k=1

(
zk −

2k − 1

2n

)2

.

На сличан начин као и код Колмогоров–Смирновљевог теста се по-
казуjе да jе и ова статистика независна од расподеле F (x).

Гранична расподела тест статистике nW 2, када обим узорка n тежи
бесконачности jе jеднака расподели случаjне величине коjа се може пред-
ставити као бесконачна сума

∞∑
j=1

Z2
j

j2π2
,

где су Z1, Z2, . . . независне случаjне величине са стандардном нормалном
расподелом (видети [15]).
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1.4.3 Андерсон–Дарлингов тест

Андерсон–Дарлингов тест jе базиран на растоjању

A2 =

∫ ∞
−∞

(
F (x)− Fn(x)

)2

F (x)
(
1− F (x)

) dF (x).

Лако израчунљив израз за ову статистику се добиjа на врло сличан
начин као и за Крамер–вон Мизесову тест статистику. Претпоставимо да
jе узорак x1, . . . , xn сортиран у растућем поретку и означимо zi = F (xi).
Након смене u = F (x) добиjамо

A2 =

∫ z1

0

u

1− u
du+

n−1∑
k=1

∫ zk+1

zk

1

u(1− u)

(
u− k

n

)2

du+

∫ 1

zn

1− u
u

du.

После краћег рачуна сводимо оваj израз на облик

A2 = − log zn(1− zn)− 1 +
n−1∑
k=1

k2

n2
log

zk+1(1− zk)
zk(1− zk+1)

+ 2
n−1∑
k=1

k

n
log

1− zk+1

1− zk
.

Коришћењем идентитета

n−1∑
k=1

k2 log
zk+1(1− zk)
zk(1− zk+1)

= n2 log
zn

1− zn
−

n∑
k=1

(2k − 1) log
zk

1− zk

и
n−1∑
k=1

k log
1− zk+1

1− zk
= n log(1− zn)−

n∑
k=1

log(1− zk)

добиjамо

A2 = −1−
n∑
k=1

2k − 1

n2
log zk −

n∑
k=1

2n− 2k + 1

n2
log(1− zk),

што, обртањем смера индексирања у другоj суми, тj. сменом k = n−j+1,
доводи до коначног облика тест статистике

A2 = −1−
n∑
k=1

2k − 1

n2

(
log zk + log(1− zn−k+1)

)
.
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И за Андерсон–Дарлингову тест статистику важи да jе независна од
расподеле, као и за претходне две описане тест статистике.

Слично као код Крамер–фон Мизесовог теста, гранична расподела
тест статистике nA2 кад n→∞ jе jеднака расподели случаjне величине
представљене бесконачном сумом

∞∑
j=1

Z2
j

j(j + 1)
,

где су Z1, Z2, . . . независне случаjне величине са стандардном нормалном
расподелом (видети [15]).

Предност ове тест статистике jе то што, због дељења изразом F (x)(1−
F (x)) у интегралу, даjе већу тежину грешкама при краjевима интервала,
што jе чини осетљивиjом на одступања у реповима расподеле од Крамер–
фон Мизесове статистике.
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Поглавље 2

Генерисање случаjних величина

Ово поглавље бави се теориjским разматрањем методе стохастичке
колокациjе за генерисање случаjних величина [11].

2.1 Генерисање jеднодимензионих случаjних
величина

Претпоставимо да jе потребно да на ефикасан начин генеришемо узо-
рак из расподеле неке случаjне величине Y са функциjом расподеле
FY (y), чиjи jе инверз F−1

Y (p). Нека jе X случаjна величина из чиjе рас-
поделе узорке можемо да генеришемо на ефикасан начин. Означимо
са FX(x) функциjу расподеле случаjне величине X. Jедноставно се до-
казуjе да Y има исту расподелу као и случаjна величина F−1

Y

(
FX(X)

)
,

jер су и FY (Y ) и FX(X) обе униформно расподељене на интервалу [0, 1].
Стога, ако интерполирамо функциjу F−1

Y

(
FX(x)

)
полиномом gN(x) ≈

F−1
Y

(
FX(x)

)
степена N − 1, случаjна величина gN(X) ће имати прибли-

жно исту расподелу као и случаjна величина Y .
Одавде, да би се генерисао узорак y1, . . . , yn из расподеле Y , могу се

предузети следећи кораци:

1. Конструише се интерполациони полином gN(x) ≈ F−1
Y

(
FX(x)

)
одре-

ђен чворовима интерполациjе x1, . . . , xN ,

2. Генерише се узорак ξ1, . . . , ξn из расподеле случаjне величине X,

3. Израчуна се тражени узорак као y1 = gN(ξ1), . . . , yn = gN(ξn).
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Овиме jе описан поступак генерисања случаjних величина методом сто-
хастичке колокациjе [11].

Проблеми коjе треба имати у виду се криjу у прва два корака. На-
име, како jе ово поступак коjи генерише приближну, а не тачну расподелу
случаjне величине Y , од пресудног значаjа jе да апроксимациjа полино-
мом gN(x) буде што боља. На то у великоj мери утиче броj чворова
интерполациjе N , односно степен интерполационог полинома, али jош
значаjниjи jе распоред чворова интерполациjе, коjи осигурава стабилну
интерполациjу. О томе ће бити више речи у наредном одељку.

На квалитет апроксимациjе утиче и одабир случаjне величине X.
Приметимо да, за X коjе jе из униформне U [0, 1] расподеле, заправо
имамо апроксимациjу методе инверзне трансформациjе. Користан избор
расподеле за X jе и стандардна нормална расподела, за коjу се показало
(видети [11]) да у већини случаjева доводи до добрих резултата.

Са становишта имплементациjе, на резултате има утицаj и одабир
генератора расподеле случаjне величине X. Своjства генератора попут
оних коjа се тичу случаjности генерисаних броjева и периода генератора
се директно преносе на коначни узорак, будући да jе он просто поли-
номна трансформациjа генерисаног узорка из расподеле X. Неколико
генератора униформне и нормалне расподеле jе описано у делу 2.4.

2.2 Одабир чворова интерполациjе

Описаћемо две методе за одабир чворова интерполациjе. Jедна има за
циљ да минимизуjе средњеквадратну грешку интерполациjе, док друга
користи погодна своjства Чебишевљевих полинома за интерполациjу.

2.2.1 Оптималан избор у средњеквадратном смислу

Jедан критериjум при одабиру оптималних чворова за интерполациjу
jе минимизациjа средњеквадратне грешке апроксимациjе

E
(
(g(X)− gN(X))2

)
=

∫ b

a

(g(x)− gN(x))2fX(x) dx,

где jе fX(x) густина случаjне величине X.
Видимо да jе средњеквадратна грешка у овом случаjу просто инте-

грал функциjе (g(x) − gN(x))2 у односу на тежинску функциjу fX(x).
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Стога можемо применити раниjа разматрања о ортогоналним полино-
мима и Гаусовоj квадратурноj формули.

Са циљем налажења оптималних чворова интерполациjе x1, . . . , xN
у односу на средњеквадратну грешку, међутим, морамо се осврнути на
ортогоналне проjекциjе функциjа на просторе полинома.

Проjекциjа функциjе на простор полинома

Нека jе ω(x) позитивна тежинска функциjа на интервалу [a, b] (коjи
може бити неограничен). Дефинишемо L2 простор у односу на ову те-
жинску функциjу

L2
ω = {f : [a, b]→ R |

∫ b

a

f 2(x)ω(x) dx <∞},

са скаларним производом

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)ω(x) dx (2.1)

и њиме индукованом нормом

‖f‖ =
√

(f, f) =

√∫ b

a

f 2(x)ω(x) dx. (2.2)

Нека jеQ0, Q1, . . . , QN ∈ RN [x] ортогонални систем полинома у односу
на тежинску функциjу ω(x), где jе RN [x] простор полинома степена не
више од N .

Дефинишемо оператор проjекциjе PN : L2
ω → RN [x], такав да jе, за

свако f ∈ L2
ω,

PNf(x) =
N∑
k=0

f̂kQk(x),

где су коефициjенти проjекциjе

f̂k =
1

‖Qk‖2 (f,Qk), 0 ≤ k ≤ N.

Функциjа PNf(x) jе очигледно полином степена не већег од N и на-
зива се ортогоналном проjекциjом функциjе f(x) на простор полинома
RN [x], у односу на претходно дефинисани скаларни производ (2.1).
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Наредна теорема jе врло битна за одабир оптималних чворова интер-
полациjе, а каже да jе ортогонална проjекциjа наjбоља апроксимациjа (у
средњеквадратном смислу) функциjа полиномима степена не вишег од
N (видети [12]).

Теорема 2.2.1. За свако f ∈ L2
ω и свако N ∈ N0, PNf jе наjбоља апрокси-

мациjа у L2 норми (2.2), односно важи

‖f − PNf‖ = inf
q∈RN [x]

‖f − q‖ .

Доказ. Сваки полином q ∈ RN [x] се може представити помоћу орто-
гоналних полинома Q0(x), . . . , QN(x) као q(x) =

∑N
k=0 ckQk(x), а како

jе минимизациjа ‖f − q‖ еквивалентна минимизациjи ‖f − q‖2, наjбољу
апроксимациjу добићемо тражењем инфимума ‖f − q‖2 по коефициjен-
тима ck. Оваj израз можемо развити као

‖f − q‖2 = (f − q, f − q) =‖f‖2 − 2(f, q) +‖q‖2

=‖f‖2 − 2
N∑
k=0

ck(f,Qk) +
N∑
k=0

c2
k‖Qk‖2 ,

због ортогоналности система полинома Qk, k = 0, . . . , N . Одатле, рачу-
нањем парциjалних извода добиjамо

∂

∂cj
‖f − q‖2 = −2(f,Qj) + 2cj

∥∥Qj

∥∥2
, 0 ≤ j ≤ N.

Постављањем парциjалних извода на 0, добиjамо да се минимум достиже
за вредности коефициjената cj = 1

‖Qj‖2
(f,Qj) = f̂j. �

Дискретна проjекциjа

Иако се наjбоља апроксимациjа добиjа проjекциjом PNf(x), коефици-
jенте f̂k = 1

‖Qk‖2
(f,Qk) jе тешко израчунати, будући да интеграл (f,Qk)

не мора бити аналитички израчунљив. Зато прибегавамо апроксимациjи
тог интеграла Гаусовом квадратурном формулом и добиjамо дискретну
проjекциjу

INf(x) =
N∑
k=0

f̃kQk(x), (2.3)
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где су коефициjенти проjекциjе сада одређени квадратурном формулом
са N + 1 чворова

f̃k =
1

‖Qk‖2

N+1∑
i=1

f(xi)Qk(xi)wi,

где су x1, . . . , xN+1 нуле полинома QN+1(x), а wi коефициjенти Гаусове
квадратурне формуле.

Напоменимо да, будући да апроксимирамо коефициjенте f̂ коефици-
jентима f̃ , у општем случаjу не важи PNf = INf . Међутим, постоjе
резултати, у коjе нећемо дубље залазити, коjи показуjу да jе грешка
PNf − INf истог реда као и грешка проjекциjе PNf . Стога, за повољне
довољно глатке функциjе, понашање дискретне проjекциjе INf и проjек-
циjе PNf jе врло слично у пракси. Више детаља има у [12].

Дискретна проjекциjа и интерполациони полином

Резултат коjи jе нама значаjан и даjе везу између интерполациjе и
апроксимациjе проjекциjом дат jе следећом теоремом (видети [12]).

Теорема 2.2.2. Нека jе f ∈ L2
ω и N ∈ N0. Нека jе INf дискретна

проjекциjа дефинисана као у (2.3). Тада INf интерполира f у чворовима
Гаусове квадратурне формуле x1, . . . , xN+1, коjи представљаjу корене по-
линома QN+1(x), односно, важи

INf(xi) = f(xi), i = 1, . . . , N + 1.

Доказ. Развиjмо прво INf(x):

INf(x) =
N∑
k=0

f̃kQk(x)

=
N∑
k=0

 1

‖Qk‖2

N+1∑
i=1

f(xi)Qk(xi)wi

Qk(x)

=
N+1∑
i=1

N∑
k=0

1

‖Qk‖2f(xi)Qk(xi)Qk(x)wi

=
N+1∑
i=1

f(xi)

wi N∑
k=0

1

‖Qk‖2Qk(xi)Qk(x)


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=
N+1∑
i=1

f(xi)li(x),

где смо означили

li(x) = wi

N∑
k=0

1

‖Qk‖2Qk(xi)Qk(x).

Доказаћемо да су полиноми li(x) Лагранжови базни полиноми, одно-
сно показаћемо да важи li(xj) = δij, i, j = 1, . . . , N + 1.

Прво, wi су овде коефициjенти Гаусове квадратурне формуле, коjи су
дати у (1.7) и jеднаки

wi =
kN+1‖QN‖2

kNQ′N+1(xi)QN(xi)
,

где jе kn коефициjент уз елемент наjвишег степена у полиному Qn(x).
Према Кристофел–Дарбуовоj формули (1.6), важиће

li(x) = wi
kN

kN+1‖QN‖2

QN+1(xi)QN(x)−QN(xi)QN+1(x)

xi − x
,

што, скраћивањем одговараjућих вредности у wi и коришћењем чиње-
нице да jе, по дефинициjи, QN+1(xi) = 0 даjе

li(x) =
1

Q′N+1(xi)QN(xi)

QN(xi)QN+1(x)

x− xi
.

У случаjу да jе x = xj, за j 6= i, биће QN+1(xj) = 0, а x− xi 6= 0, па jе
испуњено li(xj) = 0, j 6= i.

Како jе li(x) полином, он jе и непрекидан, а коришћењем Лопиталовог
правила имамо да jе

lim
x→xi

QN(xi)QN+1(x)

x− xi
= QN(xi)Q

′
N+1(xi),

па jе одатле и li(xi) = 1
Q′N+1(xi)QN (xi)

QN(xi)Q
′
N+1(xi) = 1.

Дакле, важи li(xj) = δij, па jе INf(xk) =
∑N+1

i=1 f(xi)δik = f(xk), што
jе требало доказати. �
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Значи, дискретна проjекциjа INf(x) интерполира f(x) у чворовима
Гаусове квадратурне формуле, односно нулама полинома QN+1(x). Та-
кође, INf(x) jе линеарна комбинациjа полинома Qi(x), i = 0, . . . , N коjи
су степена не више од N , па jе и сама полином из RN [x]. Зато, због jедин-
ствености интерполационог полинома, закључуjемо да jе INf(x) управо
jеднака интерполационом полиному функциjе f(x) у чворовима одређе-
ним нулама полинома QN+1(x).

Оваj резултат нам, дакле, каже да, уколико желимо да минимизуjемо
средњеквадратну грешку

E
(
(g(X)− gN(X))2

)
=

∫ b

a

(g(x)− gN(x))2fX(x) dx,

где jе fX(x) густина случаjне величине X, оптималне чворове интерпо-
лациjе x1, . . . , xN налазимо на следећи начин. Одредимо ортогоналан
систем полинома Q0, Q1 . . . у односу на тежинску функциjу fX(x) и ска-
ларни производ (u, v) = E

(
u(X)v(X)

)
и за чворове интерполациjе уз-

мемо корене полинома QN(x), тj. чворове Гаусове квадратурне формуле.

2.2.2 Нуле Чебишевљевих полинома

Претпоставимо да случаjна величина Y коjу генеришемо има огра-
ничен носач [a, b]. Тада, због ограничености F−1

Y (p), проблем нумеричке
нестабилности при краjевима интервала jе много блажи него у неограни-
ченом случаjу, па се може разматрати и директна интерполациjа функ-
циjе F−1

Y (p). У контексту методе стохастичке колокациjе, интерполациjа
F−1
Y (p) одговара интерполациjи композициjе F−1

Y (FX(x)), где jе помоћна
случаjна величина X униформно расподељена.

У овом случаjу, према претходно описаном поступку тражења опти-
малних чворова интерполациjе у средњеквадратном смислу, наjбоље jе
за чворове интерполациjе узети нуле Лежандрових полинома, коjима се
нећемо бавити, а коjи представљаjу ортогоналан систем полинома у од-
носу на тежинску функциjу ω(x) ≡ 1, што одговара густини униформне
расподеле fX(x).

Међутим постоjи и други избор чворова интерполациjе коjи jе веома
распрострањен у пракси због своjих повољних особина за апроксимациjу,
а то су корени Чебишевљевих полинома.
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Чебишевљеви полиноми су заправо ортогонални полиноми у односу
на тежинску функциjу 1√

1−x2 , на интервалу [−1, 1]. Дефинишу се као

Tn(x) = cos(n cos−1 x),

где jе n-ти Чебишевљев полином Tn(x) степена n. Ниjе тешко показати
да jе оваj израз заиста полином на [−1, 1]. Првих неколико чланова су

T0(x) = cos(0 cos−1 x) = cos(0) = 1,

T1(x) = cos(cos−1 x) = x,

T2(x) = cos(2 cos−1 x) = 2 cos2(cos−1 x)− 1 = 2x2 − 1.

Користећи формулу

cos(α) + cos(β) = 2 cos

(
α + β

2

)
cos

(
α− β

2

)
,

добиjамо идентитет

cos((n+ 1)θ) = 2 cos(θ) cos(nθ)− cos((n− 1)θ),

одакле добиjамо рекурентну формулу за Чебишевљеве полиноме

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x),

из коjе се види да су Tn(x) заиста полиноми n-тог степена на [−1, 1].
Лако се види да за све x ∈ [−1, 1] важи

∣∣Tn(x)
∣∣ ≤ 1, jер jе cosx функ-

циjа коjа узима вредности из интервала [−1, 1].
Нађимо нуле Чебишевљевих полинома, коjе се користе за интерпола-

циjу. Потребно jе наћи x ∈ [−1, 1] такво да jе

Tn(x) = cos(n cos−1 x) = 0.

Одатле мора бити

cos−1 x =
(2k − 1)π

2n
,

где jе k = 1, . . . , n jер jе cos−1 x ∈ [0, π]. Одатле добиjамо свих n корена
Чебишевљевог полинома Tn(x):

ηk = cos

(
(2k − 1)π

2n

)
, k = 1, . . . , n.
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Ове тачке су се показале као изузетно повољан избор чворних тачака ин-
терполационог полинома, што jе показано у наставку. Велика предност
jе и то што оне имаjу аналитички израз, па jе тривиjално израчунати
чворове интерполациjе за било коjи жељени степен полинома.

Поменимо прво да се, за n ≥ 1, и тачке xj = cos
(
jπ
n

)
, j = 0, . . . , n,

директним рачуном показуjе да важи

Tn(xj) = (−1)j,

односно
∣∣Tn(x)

∣∣ достиже максимум у тим тачкама.
Из рекурентне везе Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x) лако се види да jе

коефициjент уз наjвиши степен у полиному Tn(x) jеднак 2n−1, за n ≥ 1,
па jе стога T̂n(x) = 21−nTn(x) моничан, при чему су му нуле исто ηk, k =
1, . . . , n. Дакле, важиће

T̂n(x) =
n∏
k=1

(x− ηk),

као и
max
x∈[−1,1]

∣∣∣T̂n(x)
∣∣∣ = 21−n.

Погледаjмо сада у ком смислу су корени Чебишовљевих полинома
оптимални за интерполациjу. Грешка интерполациjе полинома gn−1(x)
коjи интерполира функциjу f(x) у тачкама x1, . . . , xn, дата у Теореми
1.2.2, гласи

f(x)− gn−1(x) =
f (n)(ξ)

n!

n∏
k=1

(x− xk),

за неко ξ ∈ [−1, 1]. У овом изразу, на први део f (n)(ξ)
n!

не можемо утицати,
jер зависи од саме функциjе коjу интерполирамо, док на преостали про-
извод можемо, будући да зависи од чворних тачака. Зато нас занима
коjим избором чворних тачака минимизуjемо максимум

max
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣∣
n∏
k=1

(x− xk)

∣∣∣∣∣∣ . (2.4)

До сада смо показали да за нормиране Чебишевљеве полиноме T̂n(x)
важи да jе оваj максимум jеднак 21−n. Следећом теоремом показано jе
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да jе ово и доња граница израза (2.4), односно да се минимум достиже
управо ако узмемо корене Чебишевљевих полинома као чворне тачке
интерполациjе (видети [9]).

Теорема 2.2.3. За сваки моничан полином q(x) степена n ∈ N важи

max
x∈[−1,1]

∣∣q(x)
∣∣ ≥ 21−n.

Доказ. Претпоставимо да постоjи моничан полином q(x) степена n за
коjи jе maxx∈[−1,1]

∣∣q(x)
∣∣ < 21−n.

Тада jе q(x)− T̂n(x) полином степена n−1, будући да су и q(x) и T̂n(x)

монични. Како у тачкама xj = cos
(
jπ
n

)
, j = 0, . . . , n важи T̂n(xj) =

(−1)j21−n, а maxx∈[−1,1]

∣∣q(x)
∣∣ < 21−n, то значи да jе

q(xj)− T̂n(xj) > 0, за непарно j,

q(xj)− T̂n(xj) < 0, за парно j,

односно q(x) − T̂n(x) мења знак у n интервала [xj, xj−1], j = 1, . . . , n. То
значи да q(x) − T̂n(x) има бар n нула, а како знамо да jе степена n − 1,
имамо да jе q(x)− T̂n(x) ≡ 0, односно q(x) = T̂n(x), што jе контрадикциjа.

�

Дакле нуле Чебишевљевих полинома су наjбоље чворне тачке интер-
полациjе, у смислу минимизациjе (2.4) и у том случаjу jе грешка интер-
полациjе ограничена са∣∣f(x)− gn(x)

∣∣ ≤ 1

2n−1n!
max
ξ∈[−1,1]

∣∣∣f (n)(ξ)
∣∣∣ .

Приметимо да смо до сада разматрали интерполациjу на интервалу
[−1, 1], jер су Чебишевљеви полиноми дефинисани на том интервалу.
Лако се може прећи на произвољан ограничен интервал [a, b] линеарном
сменом y = a+b

2
+ b−a

2
x, одакле оптимални чворови интерполациjе постаjу

νk =
a+ b

2
+
b− a

2
cos

(
(2k − 1)π

2n

)
, k = 1, . . . , n.

Испоставља се да се овом сменом задржаваjу повољна своjства интерпо-
лациjе у нулама Чебишевљевих полинома и оваj одабир чворова jе веома
погодан за интерполациjу на произвољном интервалу [a, b].
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Зато при генерисању случаjних величина Y на ограниченом носачу
често користимо управо чворове одређене нулама Чебишевљевих поли-
нома за интерполациjу gn(x) ≈ F−1

Y (x), jер имаjу врло повољна своjства
за интерполациjу, а, захваљуjући постоjању њиховог аналитичког израза,
jедноставни су за имплементациjу.

2.2.3 Голуб–Велшов алгоритам

Закључили смо већ да су оптимални чворови интерполациjе у средње-
квадратном смислу корени ортогоналних полинома у односу на тежинску
функциjу одређену густином fX(x). Остаjе питање како се ти чворови
проналазе. Овде jе описан Голуб–Велшов алгоритам [10] за налажење
чворова Гаусове квадратурне формуле (коjи одговараjу чворовима ин-
терполациjе у нашем случаjу). Оваj алгоритам jе користан jер jе уни-
верзалан, односно може се применити за све тежинске функциjе, премда
се показао као нумерички недовољно стабилан за велики броj чворова.

Присетимо се рекурентне везе (1.5) коjа важи за ортогоналне поли-
номе:

Qk+1(x) = (x− αk)Qk(x)− βkQk−1(x), k = 0, 1, . . . (2.5)

где су Q−1(x) ≡ 0 и Q0(x) ≡ 1. Ако узмемо да jе eN = (0, . . . , 0, 1)> и
P (x) =

(
Q0(x), Q1(x), . . . , QN−1(x)

)>, лако се проверава да важи релациjа

JP (x) = xP (x)−QN(x)eN , (2.6)

где jе

J =



α0 1

β1 α1 1 0
β2 α2 1

. . . . . . . . .

0 βN−2 αN−2 1
βN−1 αN−1


.

Нека jе λ jедан од N различитих корена полинома QN(x). Тада, за
x = λ, из (2.6) добиjамо

JP (λ) = λP (λ)−QN(λ)eN = λP (λ),
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односно, λ jе сопствена вредност матрице J . Дакле, корени полинома
QN(x), коjи представљаjу чворове Гаусове квадратурне формуле, су соп-
ствене вредности матрице J .

Рачунањем детерминанти тродиjагоналних матрица лако се изводи
да су сопствене вредности матрице J jеднаке сопственим вредностима
матрице

S =



α0

√
β1

√
β1 α1

√
β2 0√

β2 α2

√
β3

. . . . . . . . .

0 √
βN−2 αN−2

√
βN−1√

βN−1 αN−1


. (2.7)

Остаjе jош само питање како одредити коефициjенте αk и βk реку-
рентне везе (2.5). Претпоставимо да постоjи првих 2N момената случаjне
величине X и нека jе матрица M = (mij)

N
i,j=0 одређена елементима

mij = E
(
X iXj

)
=

∫ ∞
−∞

xixjfX(x) dx = E
(
X i+j

)
, i, j = 0, . . . , N.

У [10] jе показано да, уколико jе R>R = M Шолески декомпозициjа
матрицеM , где jе R = (ri,j)

N+1
i,j=1 горње-троугаона матрица, коефициjенти

αk и βk могу да се представе као

αk−1 =
rk,k+1

rk,k
− rk−1,k

rk−1,k−1

, k = 1 . . . , N, (2.8)

βk =
rk+1,k+1

rk,k
, k = 1 . . . , N − 1, (2.9)

где дефинишемо r0,0 = 1 и r0,1 = 0.
Дакле, да резимирамо, алгоритам за налажење оптималних чворова

интерполациjе gN(x) ≈ F−1
Y

(
FX(x)

)
jе следећи:

1. Одреди се матрица момената M = (E
(
X i+j

)
)Ni,j=0,

2. Израчуна се Шолески декомпозициjа M = R>R,

3. Одреде се коефициjенти αk и βk релациjама (2.8) и (2.9),

4. Чворови интерполациjе су сопствене вредности матрице S у (2.7).
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2.3 Генерисање вишедимензионих случаjних
величина

Битна особина методе стохастичке колокациjе за генерисање случаj-
них величина jе то што се, поред jеднодимензионих, може користити и
за генерисање вишедимензионих случаjних величина, односно случаjних
вектора. Да бисмо дошли до тога, неопходно jе да се осврнемо на више-
димензиону интерполациjу.

2.3.1 Вишедимензиона интерполациjа

Проблем вишедимензионе интерполациjе jе знатно компликованиjи
од jеднодимензионе, jер се у више димензиjа jављаjу проблеми коjи не
постоjе у jеднодимензионом случаjу, попут тога да у општем случаjу
немамо jединственост интерполационог полинома за произвољан избор
чворних тачака. Овде нећемо залазити у његово детаљно разматрање,
већ ћемо изложити само поступак коjим можемо доћи до интерполацио-
ног полинома на правоугаоноj мрежи, што нам jе од користи за генери-
сање вишедимензионих случаjних величина.

Поставимо прво уопштени проблем интерполациjе. Ради jедностав-
ности нотациjе, ограничавамо се на две димензиjе, док се поступак даље
лако уопштава.

Претпоставимо да jе N скуп n чворова у равни:

N = {(u1, v1), . . . , (un, vn)} ⊂ R2

и нека сваком пару (ui, vi) одговара вредност ci, i = 1, . . . , n. Циљ нам
jе да одредимо функциjу (обично полином) F : R2 → R за коjу jе

F (ui, vi) = ci.

Нас тренутно занима случаj када jе N Декартов производ скупова
{x1, . . . , xp} и {y1, . . . , yq}, односно

N = {(xi, yj) | 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q}.

Нека jе G оператор над простором функциjа f : R→ R дефинисан са

(Gf)(x) =

p∑
i=1

f(xi)gi(x),
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где за функциjе gi(x) важи gi(xk) = δij, тj. (Gf)(x) интерполира f(x).
Приметимо да, у случаjу да су

gi(x) =

p∏
j=1

j 6=i

x− xj
xi − xj

, i = 1, . . . , p

Лагранжови базни полиноми, (Gf)(x) представља управо Лагранжову
форму интерполационог полинома функциjе f(x) у чворовима x1, . . . , xp.
Оваj оператор можемо проширити на функциjе f : R2 → R са

(Ḡf)(x, y) =

p∑
i=1

f(xi, y)gi(x).

Очигледно, за свако фиксно y, (Ḡf)(x, y) итерполира f(x, y) у тачкама
(xi, y), i = 1, . . . , p.

Исти поступак можемо да применимо и за y1, . . . , yq. Нека jе

(Hf)(y) =

q∑
i=1

f(yi)hi(y)

и одговараjуће продужење

(H̄f)(x, y) =

q∑
i=1

f(x, yi)hi(y).

Дефинишемо производ ова два оператора

(G⊗Hf)(x, y) = (Ḡ(H̄f))(x, y)

=

p∑
i=1

(H̄f)(xi, y)gi(x)

=

p∑
i=1

q∑
j=1

f(xi, yj)hj(y)gi(x).

Како jе gi(xj)hk(yl) = δijδkl, лако закључуjемо да jе (G⊗Hf)(xi, yj) =
f(xi, yj). Дакле (G⊗Hf)(x, y) интерполира f(x, y) на мрежи N .

Користећи други израз за Лагранжове базне полиноме из првог по-
главља:

gi(x) = g(x)
wi

x− xi
,
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где jе g(x) =
∏p

j=1(x − xj), а wi =
∏p

j=1

j 6=i

1
xi−xj , добиjамо дводимензиони

Лагранжов интерполациони полином, у барицентричноj форми:

L(x, y) = g(x)h(y)

p∑
i=1

q∑
j=1

wisif(xi, yj)

(x− xi)(y − yj)
,

где су wi и g(x) претходно дефинисани, док су, аналогно, si =
∏q

j=1

j 6=i

1
yi−yj

и h(y) =
∏q

j=1(y − yj). У граничном случаjу, када jе y = yj за неко
j = 1, . . . , q, горњи израз ниjе дефинисан, али jе сингуларитет откло-
њив, jер постоjи limy→yj L(x, y), па L(x, yj) одређуjемо спуштаjући се за
jедну димензиjу ниже, односно дефинишемо L(x, yj) = (Ḡf)(x, yj), што
jе jеднодимензиони интерполациони полином на правоj y = yj. Аналоган
поступак примењуjемо и ако jе x = xi за неко i = 1, . . . , p.

2.3.2 Генерисање вишедимензионих расподела

Ограничавамо се за почетак на две димензиjе. Желимо да генери-
шемо случаjни вектор (U, V ) са заjедничком расподелом FU,V (u, v) =
P {U ≤ v, V ≤ v}. Претпоставимо да знамо маргиналну расподелу FU(u)
случаjне величине U , али и да за сваку допустиву вредност u случаjне
величине U знамо условну расподелу FV |U=u(v) = P

{
V ≤ v | U = u

}
.

Тада генерисању узорка (u1, v1), . . . , (un, vn) из расподеле случаjног век-
тора (U, V ) можемо приступити на следећи начин:

1. Генеришемо узорак u1, . . . , un из расподеле FU(u).

2. За свако k = 1, . . . , n генеришемо vk из расподеле FV |U=uk(v).

У оба корака можемо применити методу инверзне трансформациjе за
генерисање, па самим тим и методу стохастичке колокациjе.

Међутим, долазимо до проблема. Претпоставимо да имамо узорак
u1, . . . , un из првог корака и да нам остаjе да генеришемо vk, k = 1, . . . , n.
Применом jеднодимензионе вариjанте генерисања методом стохастичке
колокациjе, за свако поjединачно k, конструисали бисмо интерполаци-
они полином g(k)(x) ≈ F−1

V |U=uk
(FX(x)), где jе X случаjна величина са

расподелом коjу знамо брзо да генеришемо, и вредност vk из расподеле
FV |U=uk(v) бисмо добили са vk = g(k)(ξk), где jе ξk из расподеле FX(x).
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Овакав приступ jе врло неефикасан, jер за свако uk конструишемо посе-
бан полином и генеришемо само jедан броj из одговараjуће расподеле.

Са друге стране, ако посматрамо функциjу две променљиве ν(x, y) =
F−1
V |U=y(FX(x)), очигледно jе да се узорак v1, . . . , vn може добити и као
vk = ν(ξk, uk), k = 1, . . . , n, где су ξk из расподеле FX(x). Стога, ана-
логно jеднодимензионом случаjу, поступком наведеним у претходном
одељку, може се конструисати дводимензиони интерполациони полином
gNX ,NU

(x, y) ≈ ν(x, y), где се интерполациjа врши над правоугаоном мре-
жом {x1, . . . , xNX

} × {y1, . . . , yNU
}, па се тражени узорак може одредити

као vk = gNX ,NU
(ξk, uk), k = 1, . . . , n.

Овако избегавамо n конструкциjа различитих jеднодимензионих ин-
терполационих полинома и замењуjемо их jедном конструкциjом дводи-
мензионог интерполационог полинома и n евалуациjа истог, чиме оства-
руjемо значаjну уштеду у времену израчунавања, jер не конструишемо
онолико интерполационих полинома колики jе обим узорка.

Пратећи [11], одабир чворова интерполационе мреже вршимо на сли-
чан начин као у jеднодимензионом случаjу, описаном у одељку 2.2.1. На-
име, чворове x1, . . . , xNX

бирамо као чворове Гаусове квадратурне фор-
муле у односу на тежинску функциjу одређену густином fX(x), док чво-
рове y1, . . . , yNU

одређуjемо као чворове Гаусове квадратурне формуле у
односу на тежинску функциjу одређену густином fU(u). Уколико ниjе
jедноставно одредити чворове у односу на fU(u), одабир се може олак-
шати ако приметимо да jе услов U = y еквивалентан услову F−1

X (FU(U)) =
F−1
X (FU(y)), па се уместо ν(x, y) може интерполирати функциjа

ν̄(x, y) = F−1

V |F−1
X (FU (U))=F−1

X (FU (y))
(FX(x))

и одабир чворова опет свести на чворове Гаусове квадратурне формуле
у односу на fX(x).

Описана метода генерисања дводимензионих расподела се лако уоп-
штава и на више димензиjа. Треба генерисати узорак (y

(k)
1 , . . . , y

(k)
d ), k =

1, . . . , n из расподеле случаjног вектора (Y1, . . . , Yd). Нека jе позната
маргинална расподела случаjне величине Y1 и све условне расподеле
Yi+1|Y1 = y1, . . . , Yi = yi, i = 1, . . . , d− 1, за допустиве вредности yj. Нека
jе X случаjна величина коjу знамо брзо да генеришемо. Генерисање тра-
женог узорка методом стохастичке колокациjе се врши у d корака1:

1Ради jедноставности нотациjе, у сваком кораку интерполациони полином означа-
вамо са g(. . . ).
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1. Генерише се ξ(1)
1 , . . . , ξ

(n)
1 из расподеле X, па се одатле, коришће-

њем интерполационог полинома g(x) ≈ F−1
Y1

(FX(x)), одреди прва
димензиjа узорка y(1)

1 = g(ξ
(1)
1 ), . . . , y

(n)
1 = g(ξ

(n)
1 ),

2. Генерише се ξ(1)
2 , . . . , ξ

(n)
2 из расподеле X, па се коришћењем дво-

димензионог интерполационог полинома g(x, y) ≈ F−1
Y2|Y1=y(FX(x))

одреди y(1)
2 = g(ξ

(1)
2 , y

(1)
1 ), . . . , y

(n)
2 = g(ξ

(n)
2 , y

(n)
1 ),

...

d. Генерише се ξ(1)
d , . . . , ξ

(n)
d из расподеле X, па се коришћењем интер-

полационог полинома g(x, y1, . . . , yd−1) ≈ F−1
Yd|Y1=y1,...,Yd−1=yd−1

(FX(x))

одреди y(1)
d = g(ξ

(1)
d , y

(1)
1 , . . . , y

(1)
d−1), . . . , y

(n)
d = g(ξ

(n)
d , y

(n)
1 , . . . , y

(n)
d−1).

Видимо да jе у сваком кораку k неопходно конструисати k-димензиони
интерполациони полином и евалуирати га n пута, за сваки елемент же-
љеног узорка. Интерполациjа се и у овом случаjу врши над правоугао-
ном мрежом, где чворове интерполациjе бирамо на аналоган начин оном
описаном у дводимензионом случаjу.

2.4 Генератори униформне и нормалне рас-
поделе

Наjчешће коришћени генератори случаjних броjева су генератори уни-
формне и нормалне расподеле, па стога вреди размотрити методе за гене-
рисање ових расподела. У овом поглављу дат jе кратак преглед основних
метода за генерисање (псеудо) случаjних броjева из униформне распо-
деле и Зигурат алгоритам за генерисање стандардне нормалне расподеле,
коjи jе jедан од наjефикасниjих алгоритама те врсте.

2.4.1 Генератори униформне расподеле

У Монте Карло методама у наjчешћоj су употреби генератори псеу-
дослучаjних броjева. Они имаjу за циљ да генеришу детерминистички
низ броjева чиjа статистичка своjства опонашаjу своjства случаjних бро-
jева из униформне расподеле. Предности псеудослучаjних генератора се
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огледаjу у њиховоj брзини, малоj мемориjскоj захтевности, као и могућ-
ности генерисања истог низа броjева неограничен броj пута, ресетовањем
стања генератора, што jе врло важно за поновљивост резултата симула-
циjа.

Чест начин генерисања броjева из униформне U [0, 1] расподеле jе да
се генерише случаjан природан броj k из дискретне униформне расподеле
на неком скупу {0, . . . , L − 1}, па се тражени броj из U [0, 1] расподеле
добиjа као k/L.

Већина генератора случаjних броjева су засновани на коришћењу ре-
курентних формула и модуларне аритметике. Овде су описани неки од
основних генератора, док jе шири преглед могуће наћи у [20].

Jедан од наjjедноставниjих генератора jе линеарни конгруентни гене-
ратор (енгл. linear congruential generator, LCG) код кога се случаjан броj
xi генерише на основу претходног броjа у низу, xi−1, као

xi = a0 + a1xi−1 mod M, (2.10)

где су M > 0, a1 > 0 и a0 цели броjеви. Оваj генератор генерише броjеве
из скупа {0, . . . ,M − 1}, па се броj из интервала [0, 1] добиjа као xi/M .

Узимаjући a0 = 0 у (2.10), добиjа се мултипликативни конгруентни
генератор (енгл. multiplicative congruential generator, MCG)

xi = a1xi−1 mod M. (2.11)

Оваj генератор jе чешће у употреби jер има слична своjства као LCG, а
рачунски jе ефикасниjи.

Уопштење овог генератора jе вишеструкo рекурзивни генератор (енгл.
multiple recursive generator, MRG)

xi = a1xi−1 + a2xi−2 + · · ·+ akxi−k mod M, (2.12)

где jе k ≥ 1 и ak 6= 0.
Битно своjство генератора случаjних броjева jе њихов период, коjи

означава после колико генерисаних броjева се низ понавља. Генератор
(2.10) може дати наjвише M различитих броjева, па му jе период не
већи од M . У случаjу (2.11), не сме се добити xi = 0, па jе период
наjвише M − 1. Како постоjи Mk различитих k-торки (xi−1, . . . , xi−k),
период генератора (2.12) jе наjвише Mk − 1, jер ниjе допустива k-торка
сачињена само од нула.
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За вредности M се обично бираjу прости броjеви, међу коjима су
популарни Мерсенови прости броjеви, облика 2r− 1, за неко природно r.
Чест jе и избор M = 2. У том случаjу, MRG генерише случаjне битове
xi ∈ {0, 1}, па се низ, на пример, 32 таква бита може искористити као
репрезентациjа случаjног броjа ui ∈ [0, 1].

Jедан од наjпопуларниjих генератора униформне расподеле jе Мер-
сенов Твистер (енгл. Mersenne Twister), коjи се користи као подразуме-
вани генератор случаjних броjева у многим програмским jезицима, међу
коjима jе и програмски jезик R, коjи користимо у примерима у делу 3.3.
Велика предност овог генератора jе што има период од чак 219937 − 1.
Оваj генератор jе доста компликованиjи од претходно описаних, а дета-
љан опис jе дат у [19].

2.4.2 Зигурат алгоритам

Jедан од наjбржих алгоритама за генерисање стандардне нормалне
расподеле jе Зигурат алгоритам [18].

Оваj алгоритам спада у класу алгоритама генерисања случаjних бро-
jева „одбацивањем“ (енгл. rejection sampling). У основи, идеjа jе сле-
дећа. Нека jе f(x) густина расподеле случаjне величине X и нека jе
A = {(x, y) | 0 < y < f(x)} скуп тачака испод графика функциjе f(x),
а B неки надскуп тог скупа (A ⊆ B), коначне мере. Да бисмо генери-
сали броj ξ из расподеле X, генеришемо пар (x, y) ∈ B из униформне
расподеле над B, па ако jе (x, y) ∈ A, узимамо ξ = x, док у супротном
одбацуjемо x и поново бирамо нови пар (x, y) ∈ B док се не испуни услов
y < f(x), након чега прихватамо ξ = x.

Видимо три пута ка постизању што веће брзине оваквог приступа:

• максимизовање брзине генерисања почетних парова (x, y) ∈ B (наj-
лакше jе генерисати унифомно над правоугаоницима),

• максимизовање брзине провере услова (x, y) ∈ A (израчунавање
густине f(x) може бити неефикасно),

• минимизовање разлике у површини скупова A и B, да би било што
мање одбацивања (идеално би било A = B).

Зигурат алгоритам тежи да у што већоj мери испуни сваки од захтева и
показало се да постиже изузетне резултате.
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Опис алгоритма

Надскуп B коjи користи оваj алгоритам jе илустрован на слици 2.1.
Састоjи се од униjе n − 1 правоугаоника Rk, k = 1, . . . , n − 1 наслаганих

Слика 2.1: Илустрациjа области узорковања Зигурат алгоритма.

jедан на други (на слици jе n = 8, док се у пракси обично узима n ∈
{64, 128, 256}) и области Rn на дну коjа садржи реп расподеле. Скупови
су одабрани тако да сви имаjу jеднаку површину v.

Нека су x1 < · · · < xn−1 апсцисе десних ивица, а yi = f(xi) ординате
доњих ивица правоугоника Rk, и означимо x0 = 0. Тада jе, за неко
(x, y) ∈ Ri у великом броjу случаjева изузетно jедноставно одредити да
ли jе y < f(x), jер jе то сигурно испуњено уколико jе x < xi−1, па нам
y уопште ниjе неопходно. У супротном, мора се извршити провера коjа
укључуjе израчунавање f(x).

Случаjан пар (x, y) ∈ B се може униформно генерисати тако што
се случаjно изабере индекс i ∈ {1, . . . , n}, па униформно генерише пар
(x, y) из подобласти Ri. Будући да су све сем jедне подобласти право-
угаоници, у већини случаjева генерисање случаjног пара из Ri своди се
на бирање два случаjна броjа U1, U2 из униформне U [0, 1] расподеле, и
узимање (x, y) = (xiU1, yi+(yi−1−yi)U2) (уколико jе потребно генерисати
и y након провере x < xi−1).

У случаjу области Rn коjа укључуjе реп расподеле, генерисање олак-
шава чињеница да се област састоjи од правоугаоника Π коме jе припоjен
реп расподеле x > xn−1. Означимо краће xn−1 = r. Како jе површина
области Rn jеднака v, случаjно одабрана тачка ће припасти правоугао-
нику Π са вероватноћом rf(r)

v
и у том случаjу за одабрану тачку сигурно

важи y < f(x). Тада jе y координата непотребна, па се исти ефекат до-
биjа и ако се генерише x = v

f(r)
U , за U из униформне расподеле U [0, 1]

40



и провери да ли jе x < r, што се дешава управо са вероватноћом rf(r)
v

.
Уколико jе x > r, случаjан броj x из репа нормалне расподеле генерише
се према методи датоj у [17]: генерише се x = − logU1

r
, y = − logU2 све

док не буде испуњено y + y > x2, након чега се узима r + x за одабрани
случаjан броj.

Поменимо да jе овде описан алгоритам за позитивне расподеле, док jе
у случаjу нормалне расподеле потребно у око 50% случаjева променити
знак генерисаног броjа. То можемо урадити тако што узмемо x = xiU1,
где jе U1 из U [−1, 1] расподеле, док провера x < xi−1 постаjе |x| < xi−1.

Резимираjмо корак по корак Зигурат алгоритам за генерисање слу-
чаjних броjева из стандардне нормалне расподеле. Означимо прво xn =

v
f(xn−1)

. Тада алгоритам изгледа овако:

1. Одабере се случаjан индекс i ∈ {1, . . . , n},

2. Генерише се униформно U0 ∈ [−1, 1] и узме x = xiU0.

3. Ако jе |x| < xi−1, врати се x.

4. Ако jе i = n, генерише се x = − logU1

xn−1
, y = − logU2, где су U1, U2 ∈

U [0, 1], све док не буде испуњено y + y > x2, након чега се врати
sgn(U0)(xn−1 + x).

5. Генерише се униформно U3 ∈ [0, 1] и узме y = yi + (yi−1 − yi)U3.

6. Ако jе y < f(x), врати се x.

7. Иначе, враћа се на корак 1.

Битна предност овог алгоритма jе та што, за често коришћену вред-
ност n = 128, скуп B постаjе добра апроксимациjа скупа A тачака испод
графика густине f(x). Тачниjе, однос површина скупова A и B jе чак
98.78%. Ово значи да у мање од 2% случаjева одбацуjемо генерисано x и
бирамо поново. Такође, последица тога jе и да jе, у више од 95% случа-
jева, за генерисање потребно извршити само прва три корака алгоритма,
коjи укључуjу само генерисање случаjног индекса, броjа из униформне
расподеле и jедноставно поређење реалних броjева, што jе главни разлог
за изузетну брзину Зигурат алгоритма.
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Напомена (o имплементациjи алгоритма). Оригинална имплементациjа
Зигурат алгоритма у [18] користи SH3 генератор униформне расподеле,
што доводи до лошег понашања алгоритма, као што jе показано у [16], где
jе демонстрирано и да се квалитет резултата у великоj мери побољшава
коришћењем KISS генератора случаjних броjева. Управо то побољшање
имплементира и функциjа zrnorm из пакета RcppZiggurat (детаљи у [6]),
коjу у примерима на краjу рада користимо за генерисање броjева из
нормалне расподеле.

Такође, у имплементациjи у [18] предложено jе да се само jедним
позивом генератора униформне расподеле одреде и случаjан индекс у
кораку 1 и случаjан броj из корака 2 тако што се генерише jедан 32-битни
случаjан броj за корак 2, а последњих 7 битова тог броjа се искористе
за случаjан индекс у првом кораку (коjи jе из скупа {0, . . . , 127}). Оваj
поступак доводи до додатног убрзања, jер jе потребан jедан позив мање
ка генератору случаjних броjева.
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Поглавље 3

Детаљи имплементациjе и
резултати

У овом поглављу су прво приказани неки детаљи имплементациjе ме-
тоде стохастичке колокациjе и пар приступа решавању неких практичних
проблема коjи се jављаjу. Након тога даjемо нумеричке резултате коjе
показуjу ефикасност методе на различитим расподелама.

3.1 Опште напомене

У свим нашим експериментима користимо нормалну или униформу
расподелу за помоћну случаjну величину X из методе, будући да су се
показале довољно добре за већину расподела. Углавном за ограничене
расподеле користимо униформно X у комбинациjи са чворовима интер-
полациjе одређеним нулама Чебишевљевих полинома, док за неограни-
чене користимо нормално расподељено X, а чворове бирамо као опти-
малне у средњеквадратном смислу, Голуб–Велшовим алгоритмом.

3.2 Растезање мреже

Претпоставимо да користимо нормално расподељену помоћну слу-
чаjну величину X. Чест проблем на коjи се наилази, посебно код распо-
дела случаjних величина Y са тешким реповима, су нестабилности коjе се
jављаjу када Φ(x)→ 0 и када Φ(x)→ 1 што узрокуjе да F−1

Y

(
Φ(x)

)
веома
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брзо расте. У табели 3.1 приказан jе пример коjи ово илуструjе са 9 чвор-
них тачака и дате су вредности функциjе расподеле стандардне нормалне
расподеле у тим тачкама. Такође, приказане су и вредности функциjе
расподеле нормалне расподеле са стандардном девиjациjом σ = 1.3714.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

xi -4.5127 -3.2054 -2.0768 -1.0233 0.0 1.0233 2.0768 3.2054 4.5127
Φ(xi) 0.0000 0.0007 0.0189 0.1531 0.5 0.8469 0.9811 0.9993 1.0000
Φσ(xi) 0.0005 0.0097 0.0650 0.2278 0.5 0.7722 0.9350 0.9903 0.9995

Табела 3.1: Чворови интерполациjе и одговараjуће вредности Φ(x) и
Φσ(x), где jе Φσ(x) функциjа расподеле нормалне N (0, σ2) расподеле.

Вредности Φ(x) у почетним и краjњим тачкама се нагомилаваjу око
0 и 1, што доводи до поменуте нестабилности. Ово jе jош изражениjе за
већи броj чворних тачака.

Jедан начин да се реши оваj проблем jе предложен у [11] и подра-
зумева увођење нове случаjне величине X̂ коjа има нормалну N (0, σ2)
расподелу, при чему вредност σ одређуjемо тако да jе FX̂(xN) = Φσ(xN)
jеднако неком унапред одређеном квантилу pmax, односно Φσ(xN) = pmax.
Како за свако x важи Φσ(x) = Φ(x/σ), лако израчунавамо

σ =
xN

Φ−1(pmax)
.

Вредност σ = 1.3714 коришћену у табели 3.1 смо добили управо овом
формулом за N = 9 и pmax = 0.9995.

Приликом генерисања узорка y1, . . . , yn из расподеле Y , сада се интер-
полира функциjа F−1

Y

(
Φσ(x)

)
у чворним тачкама одређеним на основу

стандардне нормалне расподеле (коjа одговара случаjноj величини X)
интерполационим полиномом gN(x), па се жељени узорак генерише као
yi = gN(ξi), где jе ξ1, . . . , ξn узорак из нормалне N (0, σ2) расподеле. Ову
методу називамо растезањем мреже (енгл. grid stretching).

Овим поступком се губи теоретска оптималност чворних тачака xi бу-
дући да смо извршили линеарну прерасподелу оптималних чворова, али
се зато чува стабилност интерполациjе и умањуjе ефекат нестабилности
инверзиjа F−1

Y (p) при краjевима интервала [0, 1] (видети [11]).
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3.3 Нумерички резултати

Сада ћемо кроз неколико примера расподела приказати нумеричке
резултате коjи илуструjу понашање методе стохастичке колокациjе за
генерисање случаjних величина. За све експерименте користимо про-
грамски jезик R, а за имплементациjу метода стохастичке колокациjе
смо направили пакет scmc, коjи jе у развоjноj фази и тренутно се налази
на адреси https://github.com/blaza/scmc. Сви примери прате исту
структуру, коjу описуjемо у наставку.

3.3.1 Структура примера

За сваку расподелу су табеларно приказани резултати већ описаних
статистичких тестова: Колмогоров–Смирновљевог ("KS"), Крамер–вон
Мизесовог ("CVM") и Андерсон–Дарлинговог ("AD"). Приказани су
вредност тест статистике коjа представља неку врсту растоjања између
емпириjске функциjе расподеле генерисаног узорка и теоретске функ-
циjе расподеле случаjне величине коjу генеришемо, као и p-вредност тог
теста. Све вредности представљаjу просечне вредности добиjене након
1024 понављања експеримента генерисања узорка обима 100,000. У истоj
табели дато jе време генерисања jедног узорка (истог обима), у милисе-
кундама.

У првоj врсти табеле су дати резултати добиjени коришћењем угра-
ђених функциjа у програмском jезику R, уколико постоjе, или, у супрот-
ном, коришћењем функциjа из неких од пакета за програмски jезик R.
У осталим врстама дати су резултати коришћењем методе стохастичке
колокациjе, са различитим броjем чворова. Детаљи о одабиру других
параметара описани су у оквиру примера.

Уз сваки пример показана су и три пара графика, за три различита
одабира чворова интерполациjе, а сваки пар се састоjи из:

1. графика коjи приказуjе интерполациони полином gN(x), функциjу
коjу интерполира, F−1

Y

(
FX(x)

)
, као и чворове интерполациjе,

2. графика коjи приказуjе функциjу расподеле FY (x) циљне случаjне
величине и емпириjску функциjу расподеле генерисаног узорка.

Ради уштеде простора у раду, у примерима су приказани резултати
само за погодне конфигурациjе методе (броj чворова интерполациjе, рас-
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подела помоћне случаjне величине, погодна трансформациjа узорка, итд.)
за одговараjуће циљне расподеле.

Значаjно већи броj резултата за много различитих расподела, као и
различитих конфигурациjа за исте, могу се видети на интерактивноj веб
апликациjи коjу смо развили за експерименталне сврхе коришћењем R
пакета shiny, а коjа се налази на адреси https://blaza.shinyapps.io/
shiny_scmc_distros/.

3.3.2 Примери

Пример 1 (Логистичка расподела). Нека циљна случаjна величина Y
има логистичку расподелу са функциjом расподеле

FY (x) =
ex

1 + ex
, x ∈ R.

За примену методе стохастичке колокациjе, користимо помоћну случаjну
величину X са стандардном нормалном расподелом, а чворове интерпо-
лациjе бирамо као оптималне у средњеквадратном смислу.

У табели 3.2 су приказани резултати тестова, као и времена генери-
сања узорка обима 100,000 за 5, 7 и 9 чворова. Уграђена функциjа у
програмском jезику R коjа jе коришћена за поређење jе rlogis.

KS.stat KS.pval CVM.stat CVM.pval AD.stat AD.pval време
R f-ja 0.0026 0.5827 0.1546 0.5887 0.9377 0.5790 4 ms
N = 5 0.0031 0.3895 0.2056 0.4084 1.2471 0.3876 1.03 ms
N = 7 0.0028 0.5208 0.1788 0.5218 1.0635 0.5200 1.17 ms
N = 9 0.0027 0.5288 0.1566 0.5256 0.9664 0.5209 1.39 ms

Табела 3.2: Резултати тест статистика и времена генерисања за
логистичку расподелу.

Видимо да за 7 и 9 чворова имамо упоредиве резулате са методом
коришћеном у програмском jезику R, док jе брзина скоро четвороструко
већа. Треба поменути да jе коришћен Зигурат алгоритам као генератор
нормалне расподеле, што даjе велики допринос брзини.

Резултати квалитета апроксимациjе су jасниjе видљиви на графицима
на слици 3.1.

#
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Слика 3.1: Графици квалитета интерполациjе gN(x) ≈ F−1
Y

(
FX(x)

)
и

апроксимациjе функциjе расподеле емпириjском функциjом расподеле,
за логистичку расподелу. Црвена испрекидана линиjа представља

апроксимациjу, а пуна црна линиjа теоретску вредност.

N=5

N=7

N=9
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Пример 2 (χ2 расподела). У овом примеру симулирамо случаjну ве-
личину Y са χ2 расподелом. Она jе дефинисана као збир квадрата k
стандардно нормално расподељених случаjних величина и њена густина
jе дата изразом

fY (x) =
xk/2−1e−x/2

2k/2Γ(k/2)
, x ∈ [0,∞),

где jе k броj степени слободе.
Као пример користимо χ2 расподелу са 3 степена слободе.
За примену методе стохастичке колокациjе, користимо помоћну слу-

чаjну величину X са стандардном нормалном расподелом, а чворове ин-
терполациjе бирамо као оптималне у средњеквадратном смислу. Будући
да jе ово позитивна случаjна величина, показало се да трансформациjа
Y ′ = log Y доводи до боље апроксимациjе интерполационим полиномом.
Приликом генерисања се трансформациjа природно инвертуjе у Y = eY

′ .
У табели 3.3 су приказани резултати тестова, као и времена генери-

сања узорка обима 100,000 за 7, 9 и 11 чворова. Уграђена функциjа у
програмском jезику R коjа jе коришћена за поређење jе rchisq.

KS.stat KS.pval CVM.stat CVM.pval AD.stat AD.pval време
R f-ja 0.0027 0.4865 0.1607 0.4596 0.9695 0.4533 10.17 ms
N = 7 0.0026 0.5501 0.1462 0.5528 0.8799 0.5648 2.71 ms
N = 9 0.0027 0.5208 0.1714 0.5119 1.0617 0.4944 2.79 ms
N = 11 0.0027 0.5383 0.1646 0.5406 0.9755 0.5400 3.11 ms

Табела 3.3: Резултати тест статистика и времена генерисања за χ2
3

расподелу.

Добиjамо задовољаваjућу апроксимациjу расподеле, уз значаjно убр-
зање. И овде jе у употреби Зигурат генератор нормалне расподеле. Ре-
зултати квалитета апроксимациjе су приказани и на слици 3.2.

#
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Слика 3.2: Графици квалитета интерполациjе gN(x) ≈ logF−1
Y

(
FX(x)

)
и

апроксимациjе функциjе расподеле емпириjском функциjом расподеле,
за χ2

3 расподелу. Црвена испрекидана линиjа представља
апроксимациjу, а пуна црна линиjа теоретску вредност.

N=7

N=9

N=11
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Пример 3 (Кошиjева расподела). Нека jе сада Y случаjна величина са
стандардном Кошиjевом расподелом, чиjа jе функциjа расподеле дата
изразом

FY (x) =
1

2
+

1

π
arctan(x), x ∈ R.

За примену методе стохастичке колокациjе, користимо помоћну слу-
чаjну величину X са стандардном нормалном расподелом, а чворове ин-
терполациjе бирамо као оптималне у средњеквадратном смислу. Коши-
jева расподела jе расподела са тешким реповима, па су изражене неста-
билности поменуте у делу 3.2. Зато користимо поступак описан у том
одељку приликом генерисања, чиме добиjамо стабилну интерполациjу.

У табели 3.4 су приказани резултати тестова, као и времена генери-
сања узорка обима 100,000 за 5, 11 и 15 чворова. Уграђена функциjа у
програмском jезику R коjа jе коришћена за поређење jе rcauchy. У овом
случаjу потребан jе већи броj чворова него раниjе за добру апрокси-
мациjу, а наведени броjеви чворова су одабрани ради илустрациjе по-
бољшања добиjеног повећањем броjа чворова интерполациjе.

KS.stat KS.pval CVM.stat CVM.pval AD.stat AD.pval време
R f-ja 0.0026 0.5359 0.1479 0.5499 0.8652 0.5584 5.23 ms
N = 5 0.0176 0.0000 9.8352 0.0000 91.4675 0.0000 1.12 ms
N = 11 0.0027 0.5069 0.1609 0.4978 1.0066 0.4721 1.66 ms
N = 15 0.0027 0.4977 0.1610 0.4854 0.9694 0.4860 2.33 ms

Табела 3.4: Резултати тест статистика и времена генерисања за
Кошиjеву расподелу.

Брзина генерисања jе видно већа од уграђене функциjе у R-у. За мали
броj тачака имамо лошу апроксимациjу, али она постаjе прихватљива
за N=11 и N=15. Коришћен jе Зигурат генератор нормалне расподеле.
Резултати квалитета апроксимациjе су приказани и на слици 3.3.

#
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Слика 3.3: Графици квалитета интерполациjе gN(x) ≈ F−1
Y

(
FX(x)

)
и

апроксимациjе функциjе расподеле емпириjском функциjом расподеле,
за Кошиjеву расподелу. Црвена испрекидана линиjа представља

апроксимациjу, а пуна црна линиjа теоретску вредност.

N=5

N=11

N=15
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Пример 4 (Веjбулова расподела). Генеришемо случаjну величину Y са
двопараметарском Веjбуловом расподелом, чиjа jе функциjа густине рас-
поделе у општем случаjу дата изразом

fY (x) =
k

λ

(
x

λ

)k−1

e−(x/λ)k , x ∈ [0,∞)

где jе λ параметар размере, а k параметар облика. Ми за пример ко-
ристимо вредности параметара λ = 1 и k = 1/2, jер jе за k < 1 ово
расподела са тешким реповима.

За примену методе стохастичке колокациjе, користимо помоћну слу-
чаjну величину X са стандардном нормалном расподелом, а чворове ин-
терполациjе бирамо као оптималне у средњеквадратном смислу. Веjбу-
лова расподела са k = 1/2 jе расподела са тешким реповима, па кори-
стимо поступак растезања мреже описан у одељку 3.2 приликом генери-
сања, чиме добиjамо стабилну интерполациjу. Такође, ова расподела jе и
позитивна, па прво вршимо логаритамску трансформациjу, као у случаjу
χ2 расподеле.

У табели 3.5 су приказани резултати тестова, као и времена генери-
сања узорка обима 100,000 за 5, 9 и 15 чворова. Уграђена функциjа у
програмском jезику R коjа jе коришћена за поређење jе rweibull.

KS.stat KS.pval CVM.stat CVM.pval AD.stat AD.pval време
R f-ja 0.0026 0.5476 0.1421 0.5585 0.8587 0.5614 4.69 ms
N = 5 0.0030 0.4165 0.2004 0.4185 1.1884 0.4104 2.47 ms
N = 9 0.0027 0.5116 0.1579 0.5078 0.9501 0.5103 2.74 ms
N = 15 0.0027 0.5073 0.1468 0.5137 0.9046 0.5092 3.68 ms

Табела 3.5: Резултати тест статистика и времена генерисања за
Веjбулову расподелу.

Брзина генерисања jе видно већа од уграђене функциjе у R-у. И
у овом случаjу jе потребан већи броj чворова интерполациjе да би се
добила добра апроксимациjа. Коришћен jе Зигурат генератор нормалне
расподеле.

Резултати квалитета апроксимациjе су приказани на слици 3.4.
#
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Слика 3.4: Графици квалитета интерполациjе gN(x) ≈ logF−1
Y

(
FX(x)

)
и

апроксимациjе функциjе расподеле емпириjском функциjом расподеле,
за Веjбулову расподелу. Црвена испрекидана линиjа представља

апроксимациjу, а пуна црна линиjа теоретску вредност.

N=5

N=9

N=15
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Пример 5 (Бета расподела). У овом примеру посматрамо jедну ограни-
чену расподелу. Нека jе Y случаjна величина са бета расподелом, чиjа
jе густина:

fY (x) =
xα−1(1− x)β−1

B(α, β)
, x ∈ (0, 1),

где jе B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β)

, док су α и β параметри коjи одређуjу облик
густине. Ми као пример користимо вредности параметара α = β = 1/2.

За примену методе стохастичке колокациjе, оваj пут користимо по-
моћну случаjну величину X са униформном U [0, 1] расподелом, док за
чворове интерполациjе бирамо корене Чебишевљевих полинома.

Како jе ова расподела ограничена, односно 0 < Y < 1, при краjевима
интервала се не jавља нагли раст функциjе F−1

Y (p) ка бесконачности, па
jе у таквим случаjевима често могуће извршити директну интерполациjу,
без увођења функциjе FX(x). Ова расподела jе пример такве расподеле.
Користимо нуле Чебишевљевих полинома за чворове интерполациjе, jер
имаjу аналитички облик за израчунавање, а познато jе да имаjу добра
своjства за интерполациjу.

У табели 3.6 су приказани резултати тестова, као и времена генери-
сања узорка обима 100,000 за 13, 17 и 21 чворова. Уграђена функциjа у
програмском jезику R коjа jе коришћена за поређење jе rbeta.

KS.stat KS.pval CVM.stat CVM.pval AD.stat AD.pval време
R f-ja 0.0026 0.5536 0.1526 0.5227 0.9586 0.5091 15.98 ms
N = 13 0.0029 0.4321 0.2265 0.4114 1.2781 0.4242 2.63 ms
N = 17 0.0028 0.4779 0.1858 0.4759 1.0796 0.4812 3.29 ms
N = 21 0.0028 0.4826 0.1806 0.4793 1.0580 0.4865 3.93 ms

Табела 3.6: Резултати тест статистика и времена генерисања за бета
расподелу.

Брзина генерисања jе значаjно већа од уграђене функциjе у R-у. Као
генератор униформне расподеле користимо уграђену функциjу runif.

Резултати квалитета апроксимациjе су приказани на слици 3.5.
#
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Слика 3.5: Графици квалитета интерполациjе gN(x) ≈ F−1
Y

(
FX(x)

)
и

апроксимациjе функциjе расподеле емпириjском функциjом расподеле,
за бета расподелу. Црвена испрекидана линиjа представља
апроксимациjу, а пуна црна линиjа теоретску вредност.

N=13

N=17

N=21
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Пример 6 (Дводимензиона нормална расподела). У овом примеру де-
монстрираћемо генерисање случаjних вектора. Зарад jедноставности,
као пример узимамо дводимензиону нормалну расподелу.

Нека jе (Y1, Y2) случаjан вектор са дводимензионом нормалном рас-
поделом:

(Y1, Y2)> ∼ N

(µ1

µ2

)
,

(
σ2

1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
1

) .

Маргиналне расподеле случаjних величина Y1 и Y2 су Yi ∼ N (µi, σ
2
i ), а ρ

jе коефициjент корелациjе између Y1 и Y2.
Познато jе да jе тада и условна расподела Y2|Y1 = y такође нормална,

односно

Y2|Y1 = y ∼ N
(
µ2 +

σ2

σ1

ρ(y − µ1), (1− ρ2)σ2
2

)
.

За наш пример узимамо параметре µ1 = 1, µ2 = 2, σ1 = σ2 = 1, ρ = 0.3.
Користећи претходне формуле, добиjамо расподеле

Y1 ∼ N (1, 1),

Y2|Y1 = y ∼ N (1.7 + 0.3y, 0.91) .

За генерисање пратимо поступак описан у делу 2.3. Прво генеришемо
узорак y(1)

1 , . . . , y
(n)
1 из маргиналне расподеле Y1 методом стохастичке ко-

локациjе, па затим генеришемо вредности за Y2, уз помоћ дводимензио-
ног интерполационог полинома g3,3(x, y1) ≈ F−1

N (1.7+0.3y1,0.91)(FX(x)). Ко-
ристимо 3× 3 мрежу за интерполациjу.

У табели 3.7 поредимо брзине генерисања узорка обима 100,000 наше
имплементациjе (у табели "SCMC"), генератора rmvnorm из R пакета
mvtnorm (у табели "mvtnorm") и генератора rmvn из пакета mvnfast (у
табели "mvnfast"). Показаћемо медиjану и просек времена извршавања
100 понављања генерисања узорка.

генератор просечно време медиjално време броj понављања
mvtnorm 13.55 ms 12.08 ms 100
mvnfast 5.51 ms 5.19 ms 100
SCMC 7.18 ms 6.89 ms 100

Табела 3.7: Поређење времена генерисања за дводимензиону нормалну
расподелу расподелу.
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Наша имплементациjа jе бржа од имплементациjе из mvtnorm пакета.
С друге стране, спориjа jе од имплементациjе mvnfast пакета, али не за-
остаjе много. Међутим, треба имати у виду да смо овде поредили методу
стохастичке колокациjе са имплементациjама коjе су специjализоване за
вишедимензиону нормалну расподелу и сходно су оптимизоване, док jе
циљ методе стохастичке колокациjе да буде што општиjа.

На слици 3.6 показане су оцене густина узорка генерисаног генерато-
ром из mvtnorm пакета и оног генерисаног методом стохастичке колока-
циjе. Слике су врло сличне што jе индикациjа да jе расподела добиjена
методом стохастичке колокациjе коректна. То потврђуjе и тест kde.test
из пакета ks.

Слика 3.6: Графици оцене густине расподеле узорка генерисаних
генератором из mvtnorm пакета (лево) и методом стохастичке

колокациjе (десно). Оцене густина су добиjене функциjом kde2d из
пакета MASS.

#
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Поглавље 4

Закључак

У овом раду представљена jе метода стохастичке колокациjе за ге-
нерисање случаjних величина (енгл. Stochastic Collocation Monte Carlo),
коjа jе заснована на интерполациjи функциjе F−1

Y

(
FX(x)

)
, где jе Y слу-

чаjна величина коjу треба генерисати, док jе X нека помоћна случаjна
величина за коjу jе познат брз алгоритам генерисања.

Описана су два приступа избору погодних чворова за интерполациjу.
Прва метода се заснива на избору чворова оптималних у средњеква-
дратном смислу (у односу на тежинску функциjу fX(x)). Показано jе да
се оптимални чворови у средњеквадратном смислу поклапаjу са чворо-
вима Гаусове квадратурне формуле. Друга метода избора коjа jе пред-
стављена подразумева одабир нула Чебишевљевих полинома за чворове
интерполациjе, чиjа су погодна своjства за интерполациjу већ позната,
али и показана у раду.

Фокус jе у наjвећем делу рада био на генерисању jеднодимензионих
случаjних величина, али jе приказана и метода генерисања вишедимен-
зионих случаjних величина, односно случаjних вектора, уколико су по-
знате зависности између елемената вектора, односно условне расподеле
jедног елемента у односу на остале. Описана метода се ослања на више-
димензиону интерполациjу на правоугаоноj мрежи.

Приказан jе Зигурат алгоритам за генерисање случаjних броjева из
нормалне расподеле, коjи jе jедан од наjбржих алгоритама такве врсте и
коjи jе заслужан за велика убрзања у извршеним експериментима.

Коначно, дато jе неколико примера коjи демонстрираjу ефикасност
методе за генерисање разних типова расподела. Резултати методе су по-
ређени са уграђеним генераторима у програмском jезику R. Квалитет ге-
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нерисаних узорака, у смислу минимизациjе тест статистика Колмогоров–
Смирновљевог, Крамер–фон Мизесовог и Андерсон–Дарлинговог теста,
jе био близак уграђеним генераторима. Поред тога, брзина генерисања
jе за све расподеле била већа него код уграђених генератора, а у већини
примера jе смањење у времену генерисања било вишеструко.

Дат jе и пример генерисања дводимензионе нормалне расподеле као
илустрациjа примене методе при генерисању вишедимензионих распо-
дела. Jедан смер будућег истраживања jе управо даље развиjање методе
за генерисање случаjних вектора. Могуће побољшање се добиjа пре-
ласком са интерполациjе на правоугаоноj мрежи, коjа захтева велики
броj чворова, на интерполациjу на проређеним мрежама (енгл. sparse
grids), чиме се значаjно смањуjе броj потребних чворова, а чува квали-
тет апроксимациjе.
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