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Predgovor

Rad se sastoji od pet poglavlja kroz koja se prati nastanak i razvoj jedne
nove ideje, od njenog samog pocetka pa sve do danas. Da bi znacaj pojma
paralelnosti bio verodostojno predstavljen, a da bi istovremeno i ¢italac imao
jasan uvid, u prvom poglavlju se daje istorijski osvrt. Kao bitna li¢nost sa-
mog zacetka geometrije istice se Euklid, a u okviru ovog poglavlja dat je
uvid o razvoju geometrije u tri ere: pre Euklida, za vreme Euklida i Sta se
deSavalo i posle njega. Dakle, na samom pocetku je i re¢ o samim pocecima
geometrije, idejama i potrebama tog doba. Navodimo i imena bitna za taj
period, gde se Euklid istice medu prvima koji pokusavaju i oseéaju znacaj
sistematizacije. Naravno, ne bi se moglo govoriti o Euklidu a da ne bude
reCi o njegovim cuvenim Elementima, tako i navodimo neke Euklidove de-
finicije iz Elemenata, a sve u cilju da bismo dosli do postulata i ¢uvenog
Petog postulata. Nakon Euklida, kao bitna licnost za teoriju geometrije se
istice Hilbert i to svojim pokuSajem sistematizacije i aksiomatizacije teorije
geometrije, o cemu ¢e biti re¢i na kraju prvog poglavlja.

Da bismo uopste dosli do pojma hiperparalelnosti, potrebno je, naravno,
uvesti pojam paralelnosti u Euklidovom smislu. O pojmu paralelnosti u
Euklidovom smislu biée re¢i u drugom poglavlju. Navodimo Peti Euklidov
postulat, a s obzirom da su se kroz istoriju, u cilju dokazivanja Petog po-
stulata koristila tvdjenja koja su mu ekvivalenta i to je dovodilo odredene
naucnike na pogresne zakljucke, navodimo i tvrdenja koja su mu ekviva-
lenta.

Nakon uvodenja pojma paralelnosti u drugom poglavlju, u tretem pogla-
vlju, polazimo o samog zacetka neeuklidske misli, toga razvoja i posledica
te ideje, da bi smo uveli pojam hiperparalelnosti. Pored samog pojma hi-
perparalelnosti, navodimo i osobine hiperparalelnih pravih, kao i neke krive
u Lo prostoru.

U prva tri poglavlja je dat tok razvoja i opis neeuklidske geometrije. Kako
se prikaz neeuklidske geometrije ne moze jasno predstaviti u euklidskom
prostoru, da bismo dali jasnu predstavu o prirodi neeuklidske geometrije,
predstavljamo je u modelima u kojima ona vazi. S tim ciljem, u ¢etvrtom i
petom poglavlju, dajemo prikaz nekih modela neeuklidske geometrije.
Modeli u kojima vazi neeuklidska geometrija, a u kojima smo objasnili i pri-
kazali neke pojmove, su Poenkareov disk model i Poenkareov poluravanski
model. Dakle, dali smo prikaz nekih osnovnih pojmova kao Sto su prava,
duz, paralelne prave, trougao i pramenovi pravih.

Na taj nacin smo, od samog pocetka geometrije, dosli do izgradene ne-
euklidske geometrije i modela u kojima ona vazi i u kojima je mozemo pri-



kazati. Sada smo veé sigurni u neprotivureénost dve naizgled suprotne i
razliite geometirije, koje podrzavaju jedna drugu.
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1 Istorijski osvrt

1.1 Geometrija pre Euklida

Geometrijom su se ljudi poceli baviti iz prakti¢nih potreba poput pre-
meravanja zemljista. U starom Egiptu reka Nil je svake godine svojim izli-
vanjem nanosila mulj, a nakon povlacenja te plodotvorne mase, je ostajalo
zemljiste bez jasnih granica medu parcelama. Medutim, bilo je potrebno
ponovo utvrditi te granice, a one su se utvrdivale premeravanjem.

U tom periodu, geometrija nastaje kao induktivna nauka. Kada su Grci
preuzeli vode¢u ulogu, geometrija postaje deduktivna nauka, §to se smatra
jednim od najveéih tekovina matematicke misli.

Tales se smatra prvim koji je uveo deduktivnost kao metodu zakljucivanja,
a Pitagora je u veéoj meri koristio dokazivanje u tvrdenjima i matematickim
iskazima, podstaknut Talesovom zaostavstinom.

Znacajan broj dokazanih geometrijskih tvrdenja iz toga doba namecu
pitanje njihovog redosleda izlaganja. To pitanje dovodi do zna¢ajnog pojma
sistematizacije dotadasnjeg znanja iz geometrije. Pitagorin sledbenik, Hi-
pokrat sa Hiosa, sakuplja teoriju geometrije i kao rezultat nastaje njegovo
delo ”Elementi geometrije”.

U Platonovoj Akademiji se prvi put nagovestava aksiomatsko zasnivanje
geometrije. Platonova filozofska misao je imala uticaja na na¢in poima-
nja brojeva i geometrijskih pojmova. Apstrahovanje geometrijskih tela od
opazajnih ukazuje na razlike izmedu naucnog zakljuc¢ivanja i empirijskog
saznanja. U nekim Platonovim delima se nazire ideja aksiomatskog zasniva-
nja naucne teorije, Sto je revolucionarna ideja kada je u pitanju zasnivanje
geometrije.

Aristotel je u svojim delima pokuSao da razotkrije opSte zakonitosti de-
duktivnog zaklju¢ivanja. Osnovna tvrdenja na kojima se zasniva deduk-
tivna teorija, Aristotel razvrstava na aksiome i postulate. Aksiome uzima
kao tvrdenja opstijeg karaktera, koja se prihvataju bez dokazivanja, a koja
vaze u viSe naucnih teorija, a postulate kao tvrdenja specificnog karaktera,
koja se prihvataju bez dokazivanja a vaze u toj nauc¢noj teoriji koja se na
njima zasniva. Aristotel smatra aksiome i postulate tvrdenjima koja su do
te mere opStepriznata i poznata da ne samo Sto je nemoguée, ve¢ ih i nije
potrebno dokazivati. U tako nastaloj teoriji istinitost izvedenih tvrdenja
nije mogla podle¢i nikakvoj sumnji, pa se nije mogao ni nametati problem
neprotivre¢nosti deduktivne teorije aristotelovskog tipa.



1.2 Euklid

U izgradivanju geometrije, posle mnostva dokazanih teorema, pojavila
se potreba za sistematizacijom, a kasnije i za uvodenjem aksioma. Jedan od
prvih pokusaja aksiomatskog zasnivanja geometrije, i iz tog vremena jedini
sacuvan, dao je starogrcki matematicar Euklid iz Aleksandrije. Obrazova-
nje je stekao u Atini, kod Platonovih uéenika, a oko 300. godine pre n. e.
presao u Aleksandriju da bi u tek osnovanoj skoli predavao geometriju. Eu-
klid pristupa sistematizaciji teorije geometrije izlozivsi je na bazi osnovnih
formulacija - aksioma u svojim znamenitim knjigama Elementi.

Euklidovi Elementi, po nekim procenama je knjiga koja je, osim Bi-
blije, dozivela najveéi broj izdanja u celoj zapadnoj civilizaciji. Njeno prvo
Stampano izdanje pojavilo se 1482. godine, a iza toga bilo je jos preko hi-
ljadu izdanja. SuStinska karakteristika koja ovu knjigu ¢ini tako slavnom, je
njen jednostavan i logican sled teorema i problema. Logicka struktura ove
knjige uticala je na nau¢nu misao ¢itavih 2000 godina, vise nego bilo koje
drugo nau¢no delo. Elementi se sastoje iz 13 knjiga. Veliki deo geometrije
koji se nalazi u danasnjim udzbenicima matematike, prakti¢no je preuzet
iz prvih Sest knjiga Elemenata. To je, zapravo, najstarije nauc¢no delo koje
je jos uvek u upotrebi. Prvu knjigu Elemenata Euklid zapoc¢inje nizom de-
finicija kojima se objasnjavaju prvi geometrijski pojmovi kao $to su tacka,
prava, ravan, ugao, krug i dr. Prevod tih definicija glasi:

1. Tacka je ono Sto nema delova.

2. Linija je duzina bez Sirine.

3. Krajevi linije su tacke.

4. Prava je linija ona, koja za tacke na njoj podjednako lezi.
5. Povrsina je ono §to ima samo duzinu i Sirinu.

6. Krajevi povrsine su linije.

7. Ravan je povrsina koja za prave na njoj podjednako lezi.

8. Ugao u ravni je uzajamni nagib dveju linija u ravni, koje se seku i koje
ne leze u istoj pravoj.

9. Ako su linije koje obrazuju ugao prave, ugao se zove pravolinijski.



10.

11.
12.
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Ako prava, koja stoji na drugoj pravoj, obrazuje sa ovom dva susedna
jednaka ugla, svaki od njih je prav, a podignuta prava zove se normala
na onoj na kojoj stoji.

Tup ugao je onaj, koji je veéi od pravog.

Ostar je onaj, koji je manji od pravog.

Granica je ono §to je kraj ma Cega.

Figura je ono sto je omedeno ili jednom ili sa viSe granica.

Krug je ravna figura omedjena takvom jedinom linijom (koja se zove
periferija), da su sve prave povucene od jedne tacke, koja se nalazi
u samoj figuri, prema toj liniji (prema periferiji kruga) medjusobno
jednake.

Ova tacka zove se srediste kruga.

Precnik kruga je svaka prava sto prolazi kroz srediste kruga, a ogranic¢ena
je sa svake strane periferijom kruga; on polovi krug.

Polukrug je figura ograni¢ena precnikom i njime odvojenom periferi-
jom kruga; srediste polukruga je isto kao i srediste kruga.

Pravolinijske figure su one koje su ograni¢ene pravama; trostrane su
ogranicene sa tri, ¢etvorostrane sa Cetiri, mnogostrane sa vise od Cetiri
prave.

Od trostranih figura jednakostrani trougao ima tri jednake strane, jed-
nakokraki ima samo dve jednake strane, a raznostrani ima tri nejed-
nake strane.

Dalje, od trostranih figura je pravougli trougao onaj koji ima prav
ugao, tupougli koji ima tup ugao, a oStrougli koji ima tri oStra ugla.

Od ¢etvorostranih figura kvadrat je jednakostran i sa pravim uglovima;
pravougaonik je sa pravim uglovima, no nije sa jednakim stranama;
romb sa jednakim stranama, no nije sa pravim uglovima; romboid sa
jednakim naspramnim stranama i jednakim naspramnim uglovima, no
nije ni jednakostran ni sa pravim uglovima. Ostale ¢etvorostrane figure
neka se zovu trapezi.

Paralelne su one prave, koje se nalaze u istoj ravni i koje se, produzene
u beskrajnost na obe strane, ne seku jedna sa drugom.



Ocigledno je da ovo nisu definicije u klasicnom smislu, veé¢ neprecizan
opis geometrijskih pojmova dat u nameri da se u ¢ovecijoj svesti stvori intu-
itivna predstava o ovim pojovima. Euklid deli polazna tvrdenja na aksiome
i postulate od kojih su ovi drugi ¢isto geometrijskog sadrzaja. U razlic¢itim
prepisima Elemenata broj postulata i aksioma nije isti, ali se obi¢no prihvata
da je Euklid zasnovao geometriju na devet aksioma i pet postulata. Neki od
njih, u izmenjenom obliku, zadrzali su se i do danasnjih dana. Postulati, u
obliku u kom ih je Euklid dao, glase:

I
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v

Pretpostavlja se da je moguée od svake tacke do svake druge tacke
konstruisati pravu liniju.

Pretpostavlja se da se svaka prava, prateéi njen pravac, moze neo-
grani¢eno produzavati.

Pretpostavlja se da se u nekoj ravni oko svake njene tacke moze opisati
krug bilo kojeg polupre¢nika.

Pretpostavlja se da su svi pravi uglovi medu sobom podudarni.

Ako neka prava presecajuci druge dve komplanarne prave obrazuje sa
njima sa iste strane dva unutrasnja ugla kojima je zbir manji od zbira
dva prava ugla, tada se te dve prave, neograni¢eno produzene seku sa
one strane seCice sa koje je taj zbir uglova manji od zbira dva prava
ugla.

Slika 1. (Euklidov V postulat)

Po svojoj prirodi, postulati su strogo geometrijska tvrdenja. Oni su izrazeni
u vidu zahteva ili pretpostavki kojima kao da se zeli naglasiti njihov kon-
struktivan karakter. Prva tri postulata zaista su konstruktivnog karaktera



i na njima je vekovima zasnivana teorija geometrijskih konstrukcija. Za
poslednja dva postulata ne moze se reé¢i da su konstruktivnog karaktera.
Pomenimo da u savremenoj geometriji ¢etvrti postulat predstavlja tvrdenje
koje se dokazuje. Svojom slozenoScu istice se famozni peti postulat. Time
je izazvao paznju ostalih matematicara i nagonio ih je da ga izvode iz osta-
lih aksioma geometrije. Kao i postulati, u geometriji Euklida, i aksiome su
predstavljale osnovna tvrdjenja. Aksiome se od tvrdjenja razlikuju po ka-
rakteru koji nije striktno geometrijski. Aksiome, kako ih je Euklid navodio
su:

1. Oni (objekti) koji su jednaki istom (objektu) jednaki su medusobno.

2. T ako se jednakim (objektima) dodaju jednaki (objekti) celine su jed-
nake.

3. I ako se od jednakih (objekata) oduzmu jednaki (objekti) ostaci su
jednaki.

4. T ako se nejednakim (objektima) dodaju jednaki (objekti) celine su
nejednake.

5. I udvostruceni jednaki (objekti) jednaki su medusobno.

6. I polovine od jednakih (objekata) jednake su medusobno.

7. Toni (geometrijski objekti) koji se mogu poklopiti jednaki su medusobno.
8. I celina je veca od dela.

9. I dve prave ne ograni¢avaju oblast.

Po svojoj prirodi veé¢ina Euklidovih aksioma je opstijeg karaktera, to su
tvrdjenja koja vaze i u drugim nauc¢nim oblastima.

1.3 Razvoj geometrije nakon Euklida

Sistem osnovnih tvrdenja koje je dao Euklid nije potpun jer se iz njega
ne moze izvesti svako tvrdenje. Tu nepotpunost prvi je primetio zname-
niti starogréki matematicar Arhimed. Spisak geometrijskih postulata on je
delom prosirio. U svom delu 7O lopti i valjku”, radi zasnivanja metricke
geometrije Arhimed je uveo sledeé¢ih pet postulata:

I Od svih linija koje imaju zajednicke krajeve prava je najkraca.



II A druge dve linije koje imaju zajednicke krajeve i leze u istoj ravni
nisu jednake ako su obe ispupéene i jedna od njih obuhvaéena drugom
krivom i pravom koja spaja krajeve, a takodje i ako krive imaju jedan
zajednicki deo, dok se preostali deo obuhvata; pritom je obuhvacena
kriva manja od one koja je obuhvata.

III Isto tako, od svih povrSina koje imaju zajednicku ravnu periferiju ra-
van je najmanja.

IV A druge dve povrsine koje imaju zajedni¢cku ravnu periferiju nisu jed-
nake ako su obe ispupcene i jedna od njih (ili jedan njen deo) obu-
hvaéena povrsinom i ravni periferije; pritom je obuhvacena povrsina
manja od one koja je obuhvata.

V Pored toga, od dveju nejednakih linija, dveju nejednakih povrsina ili
dvaju nejednakih tela, vec¢a velicina bi¢e manja od one veli¢ine koja se
dobija kad manju umnozimo potreban broj puta.

Prva cetiri stava koja navodi Arhimed se nisu mogla prihvatiti kao po-
stulati za logi¢ko zasnivanje metricke geometrije. Poslednje tvrdenje je jako
vazno i naziva se Arhimedovim postulatom. Ono se moze iskazati na sledeci
nacin:

Arhimedov stav: Za ma koja dva broja a i b, a < b, postoji takav ceo
broj n, da je na > b.

I nakon Arhimeda se nastavljaju pokuSaji za upotpunjavanjem osnova
euklidske geometrije. Svi ti pokuSaji nisu bitno doprineli sve do kraja XIX
veka. Tada se formira takav pogled na principe logickog zasnivanja geome-
trije koji omogucéava da se prvi put pokaze potpun sistem aksioma, takav da
se sve teoreme izvode bez pozivanja na ociglednost. Mali broj geometaricara
je shvatio koliko je vazno upotpunjavanje broja Euklidovih postulata.

Naprotiv, veliki broj dela u vezi sa Euklidovim Elementima postavio je
sebi zadatak da smanji broj stavova geometrije koji se uzimaju bez dokaza.
U tome se izrazavala potpuno prirodna teznja da se razjasni pod kakvim
se minimalnim uslovima materijal geometrije moze razviti logickim putem.
Jedan rezultat u tom pravcu bio je dobijen bez ikakvog truda. Naime,
zapazilo se da je Euklidov IV postulat izliSan, poSto se jednakost dvaju
pravih uglova moze dokazati isto tako strogo kao i mnoga druga tvrdenja.
Mnogi matematicari smatrali da zbog svoje slozenosti i neo¢iglednosti V
Euklidov postulat ne treba da bude na spisku osnovnih tvrdenja, ve¢ ga
treba kao teoremu dokazati. Zato su i mnogi matematicari pokusali da,
indirektnim postupkom, izvedu dokaz tog tvrdenja, mnogi od njih su dovodili
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sebe u zabludu smatrajuci da su u tome uspeli ne primec¢ujuéi da su u svojim
razmatranjima na izvestan nacin iskoristili neki od ekvivalenata Euklidovog
petog postulata.

Proucavanja posveéena V postulatu stara su koliko i Euklidovi Elementi.
Ona su se zavrsila tek krajem XIX veka i dovela su do veoma vaznih otkriéa.
U delu Nikolaja Lobacevskog i JanoSa Boljaja prvi put je izrazena misao da
peti postulat ne zavisi od ostalih aksioma geometrije te da se, stoga, ne
moze izvesti iz ostalih postulata. Time je prosireno shvatanje samog smisla
geometrije i nacinjen korak u jedan sasvim novi geometrijski svet. Rezultati
Lobacevskog i Boljaja postali su sasvim jasni tek krajem devetnaestog veka
kada je kona¢no formiran pogled na logicke principe zasnivanja geometrije i
kada je, prvi put, geometrija logicki korektno utemeljena.

David Hilbert, u svom delu Osnove geometrije, geometriju zasniva na
neprotivurecnosti, nezavisnosti i potpunom sistemu aksioma. Hilbert u svom
delu ne daje opise osnovnih geometrijskih pojmova: tacke, prave i ravni.
Hilbert u svom delu to objasnjava tako Sto kaze:

Mi zamisljamo tri razlicita sistema stvari: stvari prvog sistema
nazivamo tackama i oznaCavamo ih sa A,B,C,...; stvari drugog
sistema nazivamo pravama i oznacavamo ih sa a,b,c,...; stvari
treCeg sistema nazivamo ravnima i oznacavamo ih sa «,83,7y...;
tacke se nazivaju elementima linearne geometrije, a tacke, prave
i ravni se nazivaju elementima prostorne geometrije ili elemen-
tima prostora. Mi zamisljamo tacke, prave i ravni u izvesnim
medjusobnim odnosima i oznacavamo ove odnose re¢ima lezati,
izmedju, ”"podudarno”, ”paralelno”, "neprekidno”; tacan i za
matematicke svrhe potpun opis ovih odnosa postize se pomocu
aksioma geometrije.

Hilbert u Osnovama geometrije navodi dvadeset aksioma razvrstanih u
pet grupa:

I Aksiome veze, pripadanja ili incidencije (devet aksioma).
IT Aksiome poretka (Sest aksiome).
ITT Aksiome podudarnosti (sedam aksioma).
IV Aksiome neprekidnosti (dve aksiome).

V Aksioma paralelnosti (jedna aksioma).

11



Na osnovama izabranog skupa aksioma, Hilbert izvodi odredene teo-
reme euklidske geometrije, izgradjuje taj geometrijski sistem i dokazuje da
je uzeti sistem aksioma potpun, nezavisan i neprotivurecan. On takodje
daje i resenje problema V Euklidovog postulata, tako sto dokazuje da taj
postulat nije posledica preostale cetiri grupe aksioma. To zapravo znaci
da je zaista u pitanju aksioma, a ne teorema. Postoje teoreme koje se ne
zasnivaju na aksiomu o paralelama, ve¢ samo na preostale ¢etiri grupe ak-
sioma. Sve teoreme koje se dokazuju pomocéu grupe aksioma veze, poretka,
podudarnosti i neprekidnosti ¢ine apsolutnu geometriju. Kada se apsolutnoj
geometriji doda V Euklidov postulat i sve teoreme koje poizilaze iz njega
i koje se dokazuju direktno ili indirektno pomoéu V Euklidovog postulata,
dobija se euklidska geometrija.

I danas, skoro sto godina nakon izlaska Osnova geometrije kojima su i
pored priznanja za njihov izvanvremensku valjanost u tom vremenu izrecene
i mnoge zamerke, geometrija se zasniva na principima koje je utemeljio Hil-
bert. Znacaj Hilbertovih Osnova geometrije ogleda se u tome $to je njihova
formalisticka koncepcija stvorila preduslov za istrazivanja koja se odnose na
potpunost, neprotivureénost i nezavnisnost aksiomatskog sistema.

1.4 Aksiome aposlutne geometrije

Navodimo sada aksiome iz prve ¢etiri grupe aksioma, a koje ¢ime aksiome
apsolutne geometrije:

1.4.1 Aksiome incidencije

[.1 Svaka prava sadrzi najmanje dve tacke A i B.

[.2 Postoji najmanje jedna prava koja sadrzi tacke A i B.

1.3 Postoji najvise jedna prava koja sadrzi dve razne tacke A i B.
[.4 Svaka ravan sadrzi najmanje tri nekolinearne tacke A, B i C.
[.5 Postoji najmanje jedna ravan koja sadrzi tri tacke A, Bi C.

[.6 Postoji najvise jedna ravan koja sadrzi tri nekolinearne tacke A, B i

C.

I.7 Ako dve razne tacke A i B neke prave p pripadaju ravni 7, tada sve
tacke te prave p pripadaju ravni 7.
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L.8

1.9

Ako dve ravni « i § imaju jednu zajednicku tacku A, one imaju joS$
najmanje jednu zajednicku tacku B.

Postoje cetiri nekomplanarne tacke A, B, C, D.

1.4.2 Aksiome rasporeda

II.1

I1.2

I1.3

I1.4

IL.5

I1.6

Ako su A, B, C tri kolinearne tacke takve da je B(A, B, (), tada su
svake dve od tacaka A, B, C medu sobom razlicite.

Ako su A, B, C tri kolinearne tacke takve da je B(A, B,C), tada je i
B(C, B, A).

Ako su A, B, C tri kolinearne tacke takve da je B(A, B,C), tada nije
B(A,C, B).

Ako su A i B dve razne tacke neke prave p, tada na pravoj p postoji
tacka C' takva da je B(A, B,C).

Ako su A, B, C tri razne tacke, tada vazi najmanje jedna od relacija
B(A,B,C), B(A,C,B), B(C, A, B).

(Pasova aksioma) Ako su A, B, C' tri nekolinearne tacke i prava p koja
pripada ravni ABC, ne sadrzi tacku A i seée pravu BC u tacki P
takvoj da je B(B, P,C), tada prava p sece pravu AC u tacki @ takvoj
da je B(A,Q,C) ili pravu AB u tacki R takvoj da je B(A, R, B).

1.4.3 Aksiome podudarnosti

1111
111.2
I11.3

I11.4

II1.5

I11.6

Ako je (A,B) = (C,D) i A= B, tada je C = D.
Za svake dve tacke A i B imamo da je (A4, B) = (B, A).

Ako tacke A, B, C, D, E, F zadovoljavaju relacije (A, B) = (C, D) i
(4,B) = (E, F), tada je (C, D) = (E, F).

Ako su C'i C' tacke otvorenih duzi (AB) i (A’B’) takve da je (A4,C) =
(A,C")i(B,C) = (B,C"), tada jei (4,B) = (A", B).

Ako su A, B dve razne tacke i C kraj neke poluprave p, tada na
polupravoj p postoji tacka D takva da je (A, B) = (C, D).

Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke i A, B tacke ruba neke poluravni
7 takve da je (A, B) = (A, B’), tada u poluravni m postoji jedinstvena
tacka C’ takva da je (A,C) = (A',C") i (B,C) = (B',C").
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III.7 Ako su A, B, C'i A', B, C' dve trojke nekolinearnih tacaka i D, D’
tacke polupravih BC' i B'C’ takve da je (A,B) = (A", B’), (B,C) =

1.4.4 Aksiome neprekidnosti

IV.1 A ko su AB i CD bilo koje dve duzi, tada na pravoj AB postoji
konacan broj tacaka Ay, ..., A, takvih da je B € (A,—1)1iB(A44,..., 4,)
i1(C,D) > (AA]) = (A1, A2) 2 ... = (A1, Ap).

IV.2 Neka je na izvesnoj pravoj p dat beskonac¢an niz duzi A;Bi, A2Bs,
AsBs,... koje zadovoljavaju slede¢a dva uslova:

(a) svaka duz tog niza duzi sadrzi sledeéu duz;

(b) ne postoji duz koja pripada svim duzima tog niza,;

tada postoji tacka X koja pripada svim duzima tog niza duzi.
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2 Paralelnost u Euklidovom prostoru

Pojam paralelnosti pojavio se znatno kasnije u istorijskom razvoju geo-
metrije, a do tada su, jos od Aristotela, paralelne prave opisane kao prave
koje se nalaze u istoj ravni, ali nemaju nikakvih zajednickih tacaka. Na-
ravno, bilo je jos razli¢itih interpretacija svojstva dveju pravih koje se na-
laze u istoj ravni, a nemaju zajednickih tacaka. Tako na primer, Posidonije,
geometricar iz drugog veka pre nove ere kaze da su paralelne prave ”prave
jedne ravni koje ne konvergiraju ni divergiraju, ve¢ imaju sve upravne iz
bilo koje tacke jedne od njih, na drugoj”.

Dugo se, dakle, razumevanje paralelnih pravih svodilo na jednaku udalje-
nost svih tac¢aka jedne prave od druge. Ptolomej je paralelne prave opisivao
kao prave koje sa pravom koja ih sece, sa iste strane zaklapaju sa njom iste
uglove, a Prokle, da prava koja sece jednu pravu, mora sec¢i i njoj paralelnu.

Lobacevski, a paralelno u odnosu na njega i Janos Boljaj, uvode para-
lelnost na nacin koji ¢e ih dovesti do zasnivanja sasvim nove, neeuklidske
geometrije.

2.1 Euklidov V postulat

Aksiome su se smatrale istinitim, jer su neposredno jasne. Uz to se
pod dokazom smatralo takvo razmisljanje koje treba da pokaze ociglednost
nekog tvrdenja. Ociglednost je nesto Cisto subjektivno, i kao svaki osecaj,
moze biti varljiv. Danas se ociglednost ne smatra dovoljnom u otkrivanju
naucnih istina. Medutim, istorijska je istina da je spomenuto shvatanje o
aksiomama vladalo medu geometricarima. Zato je posebnu paznju izazvala
jedna od osnovnih Euklidovih tvrdnji koja je u nekim rukopisima Elemenata
uzeta kao 11. aksioma, a u drugima kao V postulat. Euklid je tu aksiomu
formulisao na sledeéi nacin:

Peti Euklidov postulat: Ako dve prave a i b u preseku sa trecom
pravom c grade suprotne uglove ¢iji je zbir razlicit od zbira dva prava ugla,
onda se prave a i b seku i to sa one strane secice ¢ sa koje je taj zbir mangi
od zbira dva prava ugla.
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Slika 2.(Euklidov V postulat)

Ova aksioma nije izgledala geometri¢arima neposredno jasna, pa je jos od
pocetka nastalo misljenje da to ne moze biti aksioma, nego teorema. Zaista,
ukoliko V postulat uporedimo sa ostalim aksiomama i postulatima euklidske
geometrije, zapaza se da je od njih znatno komplikovaniji. Zbog toga se brzo
ustalilo misljenje koje se zadrzalo vise od dve hiljade godina, da je tu tvrdnju
Euklid uvrstio medu aksiome ne zato Sto je osnovnog karaktera, pa je kao
takvu ne mozemo dokazati, nego zato Sto je FKuklid nije mogao dokazati
pomocu ostalih aksioma svoje geometrije.

Geometricare je stalno podsticalo da traze dokaz za V postulat. Ideja
koja je pri tom vodila geometricare ima ovaj smisao: Ako se uspe dokazati
V postulat na osnovu ostalih Euklidovih aksioma i postulata, onda se on
ne moze smatrati aksiomom, jer se aksiome ne mogu dokazati, a tada bi V
postulat trebalo izbrisati iz spiska aksioma i uvrstiti medu teoreme.

Tokom vise od dve hiljade godina pokuSavalo se pronac¢i dokaz Euklido-
vog V postulata. U tome su ucestvovali mnogi matematicari svih zemalja
u kojima su bili poznati Euklidovi ”"Elementi”. Za to vreme pojavili su se
mnogi ” dokazi”V postulata. Bilo je i vrlo ostroumnih pokusaja. Medutim,
brizljivo izuc¢avanje svih tih ” dokaza”uvek je pokazalo da je u toku doka-
zivanja nacinjena neka logicka greska. Obi¢no se u -dokaz- uSunjala, a da
to autor ” dokaza’nije primetio, neka tvrdnja ekvivalentna V postulatu, tj.
takvo tvrdenje koje tvrdi isto §to i taj postulat samo na drugaciji nacin.
Pravi dokaz Euklidovog postulata trebalo bi da se oslanja samo na ostale
aksiome Euklidove geometrije. Ako takav dokaz ne postoji, onda je to zaista
aksioma, a ne teorema, jer je svaka teorema logicka posledica aksioma, te se
moze dokazati.
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2.2 Plejferova aksioma paralelnosti

Definicija 1 Dwve prave su paralelne ukoliko pripadaju istoj ravni i pri tom
nemagju zajednickih tacaka.

Egzistenciju paralelnih pravih je lako dokazati i to koriste¢i samo prve
tri grupe aksioma. Taj zakljucak mozemo iskazati u obliku sledeée teoreme.

Teorema 1 Kroz svaku tacku, koja ne pripada datoj pravoj, prolazi prava
koja joj je paralelna.

Dokaz:

Slika 3.

Neka je data prava AB i tacka P’ van nje. Ako konstruisemo normalu p
iz tacke P’ na pravu AB, a zatim normalu A’B’ u odnosu na pravu p, kroz
tacku P’. Tada ¢e zbir uglova Z/B'P'P i /P'PB biti 2R, pa prave AB i
A’B’ neée imati zajednicku tacku, jer bi na taj nacin bio formiran trougao
¢iji bi zbir unutrasnjih uglova bio veé¢i od 2R, a to nije moguce.

Prethodnu teoremu mozemo formulisati i na slede¢i nacin:

Teorema 2 Ako dve prave pri preseku sa trecom obrazuju podudarne na-
izmenicne ili podudarne saglasne uglove, ili je pak zbir dva suprotna ugla
jednak zbiru dva prava ugla, te dve prave su paralelne.

Prve ¢etiri grupe aksioma pomoc¢u kojih se izgraduje tzv. apsolutna geo-
metrija nisu dovoljne da se u potpunosti izgradi geometrija razmatranog
prostora. Za izgradnju te teorije neophodno je uvesti jo§ jednu grupu ak-
sioma; to je po redu peta grupa aksioma geometrije. Tu grupu ¢ini samo
jedna aksioma koju je 1797. godine umesto Euklidovog petog postulata uveo
engleski matematicar Dzon Plejfer. Ona se odnosi na paralelne prave te je
nazivamo Plejferovom aksiomom paralelnosti. Plejferova aksioma paralel-
nosti se po formulaciji razlikuje od Euklidovog petog postulata i predstavlja
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njegov ekvivalent. Kako ovaj iskaz poseduje jednostavniju formulaciju, Plej-
fer uzima ovaj stav za aksiomu, a peti postulat za teoremu.

Plejferova aksioma paralelnosti: Ako je p proizvoljna prava i A
tacka van nje tada u ravni odredenoj pravom p i tackom A postoji jedinstvena
pravae a koja sadrzi tacku A i sa pravom p nema zajednickih tacaka. Za tacku
A i pravu p reéi éemo da imaju Plejferovo svojstvo.

Slika 4.

Geometrija koja je zasnovana na aksiomama apsolutne geometrije i Plej-
ferovoj aksiomi paralelnosti naziva se euklidskom ili parabolickom geometri-
jom. Prostor koji te aksiome zadovoljava, naziva se euklidskim prostorom,
a svaka njegova ravan euklidskom ravni. Kao §to je veé¢ receno, Plejfer peti
Euklidov postulat uzima za teoremu, koja se dobija kao posledica Plejferove
aksiome paralelnosti, te ¢emo sada navesti i taj dokaz.

Teorema 3 (Peti FEuklidov postulat): Ako dve prave u preseku sa trecom
pravom grade suprotne uglove c¢iji je zbir razli¢it od zbira dva prava ugla,
onda se te dve prave seku i to sa one strane secice sa koje je taj zbir mangi
od zbira dva prava ugla.

Dokaz: Zaista, neka su AB i A’B’ dve prave koje prava p sece u tackama
P i P’ respektivno (Slika 3.). Kroz tacku P’ prolazi jedna prava, A”B"
recimo, takva da je zbir suprotnih uglova, koje ona i prava AB obrazuju
sa pravom p, jednak zbiru dva prava ugla. S obzirom na napred izloZeno,
tj. na osnovu Teoreme 2, prava A”B” je paralelna pravoj AB, a s obzirom
na aksiomu paralelnosti, to je i jedina prava koja prolazi kroz tacku P’, a
paralelna je pravoj AB. Dakle, prava A’B’ mora seéi pravu AB. Da se
taj presek mora nalaziti sa one strane prave p, sa koje je zbir suprotnih
uglova manji od zbira dva prava ugla, sledi iz teoreme, prema kojoj zbir dva
unutrasnja ugla trougla ne moze biti veéi od zbira dva prava ugla.
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Slika 5.

2.3 Tvrdenja ekvivaletna V Euklidovom postulatu

Pri mnogim pokusajima dokazivanja V Euklidovog postulata, desavao
se uglavnom, na suptilnom nivou, isti tip greske, tj. u dokazu je koriséen
neki od ekvivalenata, Sto je dovodilo do apsurdne pozicije koriSéenja samog
tvrdenja u cilju njegovog dokazivanja. Navedimo neke od njih:

Teorema 4 (I ekvivalent): Zbir unutrasnjih uglova proizvoljnog trougla jed-
nak je zbiru dva prava ugla.

Teorema 5 (I ekvivalent): Zbir o unutrasnjih uglova prostog ravnog n-
tougla jednak je o = 2(n — 2)R, pri ¢emu je R prav ugao.

Teorema 6 (III ekvivalent): Zbir spoljasnjih uglova kod svih temena kon-
veksnog prostog ravnog n-tougla jednak je 4R.

Definicija 2 Cetvorougao ABCD je Sakerijev ako vazi /A= /B = /R i
AD = BC. Stranica AB je osnovica, CD protivosnovica, a AD i BC su
visine Sakerijevog éetvorougla.

19



Slika 6.
Definicija 3 Srednja linija Sakerijevog ¢etvorougla je duz koja spaja sredista

osnovice 1 protivosnovice.
Teorema 7 (IV ekvivalent): Uglovi na protivosnovici Sakerijevog ¢etvorougla

Su pravi.
Definicija 4 Cetvorougao sa tri prava ugla u apsolutnoj geometriji naziva

se Lambertov (Slika7).
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Slika 7.

Teorema 8 (V ekvivalent): Svaka prava u ravni ostrog ugla koja je upravna

na jedan krak tog ugla sece drugi krak.
Teorema 9 (VI ekvivalent): Peti Euklidov postulat i Plejferova aksioma

paralelnosti su ekvivalentna tvrdenja.
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Teorema 10 (VII ekvivalent): Dve paralelne prave presecene trecom grade
jednake odgovarajuce saglasne uglove.

Teorema 11 (VIII ekvivalent): Kroz ma koje tri nekolinearne tacke prolazi
krug.

Teorema 12 (IX ekvivalent): U ravni postoje tri kolinearne tacke podjed-
nako udaljene od date prave.

Teorema 13 (X ckvivalent): Postoje dva trougla kojima su odgovarajuci
uglovi jednaki, a odgovarajuée stranice nejednake.

Teorema 14 (X1 ekvivalent): Za svaku unutrasnju tacku ostrog ugla postoji
prava koja je sadrzi i koja sece oba kraka tog ugla.
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3 Paralelnost u Geometriji Lobacevskog

3.1 Nastanak neeuklidske misli

Jos od vremena Euklida i Arhimeda, sustinskih promena u geometriji nije
bilo sve do prve polovine devetnaestog veka. Vecina pokuSaja, koji su imali
za cilj da reSe pitanje Petog Euklodovog postulata, ostala je bezuspesna. Svi
ti pokusaji su isli u smeru dokazivanja postulata o paralelama, bez da se iko
zapitao o njegovoj valjanosti. Karl Fridrih Gaus je bio prvi koji se zapitao
o valjanosti postulata o paralelama.

Gaus je prvi dosao, nakon dugogodisnjeg razmisljanja, do uverenja da
se moze izgraditi geometrija, u sebi neprotivure¢na, u kojoj bi se Euklidova
aksioma o paralelama zamenila hipotezom o oStrom uglu. Mnoge od svojih
dela Gaus nije zeleo da objavi, strahujuéi od reakcije koju bi izazvali novi
pogledi na Peti Euklidov postulat.

Pocetkom devetnaestog veka Nikolaj Lobacevski i Janos Boljaj nezavisno
jedan od drugog dolaze na ideju da pokusaju dokazivanje Petog Euklidovog
postulata tako Sto ¢e poci od aksiome koja ga negira. Medutim, umesto da
naidu na kontradiktornost, dolaze do zasnivanja teorije koja je isto toliko
logicki valjana kao i euklidska geometrija. Oni su, pokuSavajuéi da pristupe
dokazivanju teoreme o paralelama na drugi nac¢in, sasvim slu¢ajno zasnovali
jednu novu geometriju. Tako se formira jedna teorija koja je valjana i ne
poziva se na ociglednost. Iz geometrijskog sveta u kojem se u potpunosti
moglo osloniti na intuiciju zasnovanu na predstavama koja ostvaruju cula,
dopire se do sveta koji postoji izvan okvira ljudskog iskustva.

Godine 1823. Janos Boljaj u pismima svom ocu pise kako je otkrio
novu geometriju. Iste godine, u mestu Kazanj u Rusiji, Nikolaj Ivanovic¢
Lobacevski istrazuje posledice narusavanja postulata o paralelama u jed-
nom jo$ neobjavljenom udzbeniku geomtrije. Otac JanoSa Boljaja, Farkas
Boljaj i Martin Bartless, koji je tada bio mentor Lobacevskom i profesor na
univerzitetu u Kazanju, su vodili rasprave o zamisli neeuklidske geometrije
sa matematicarem Gausom.

Rezultate svojih istrazivanja Lobacevski je saopstio u odeljenju fizicko -
matematickih nauka Kazanjskog univerziteta dana 23. februara 1826. go-
dine, a rad Sazeto izlaganje osnova geometrije sa strogim dokazom teorema
o paralelama, koji obelezava pocetak neeuklidske geometrije, publikovao je
u ”Vesniku” Kazanjskog univerziteta 1829. godine. Madarski matematicar
Janos§ Boljaj je rezultate svojih istrazivanja objavio 1832. godine u vidu do-
datka knjige 7 Geometrija ” svojeg oca Farkasa Boljaja. Stoga se taj rad u
literaturi i sre¢e pod naslovom ” Apendiks”, §to na latinskom jeziku znaci ”
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dodatak ” . Kako je Boljajev otac bio Gausov prijatelj, rad je poslao Gausu
s molbom da da misljenje o vrednosti rada njegovog sina. U odgovoru Gaus
mu pise da se rezultati do kojih je dosao mladi Boljaj podudaraju s njego-
vim. U tom pismu Gaus napominje da nema nameru da publikuje ista od
tih svojih radova, jer smatra da veé¢ina matematicara ne bi shvatila o cemu
se u njima radi. Janos se potpuno razoc¢arao odgovorom Gausa. Nije mogao
da veruje da je Gaus i pre njega dosao do otkri¢a neeuklidske geometrije.
Cak je pomisljao da je njegov otac ranije otkrio ideje iznete u ” Apendiksu”.
Tako se kasnije uverio da je ta sumnja neopravdana, nikada nije mogao da
oprosti Gausu §to nije javno pohvalio vrednost njegovog rada.

Nije iznenadujuce to Sto zamisli Lobacevskog i Boljaja nisu za njihova
zivota dobile priznanje koje im pripada. Samo je Gaus razumeo dubinu i
dalekoseznost njihovih ideja, jer su se one podudarale sa njegovim zami-
slima. Zanimljivo je to $to je Gaus znao za radove obojice matematicara, ali
nije nijednog od njih upoznao sa rezultatima drugog. Do Boljaja je dospela
jedna rasprava Geometrijsko istrazivanje teorije paralela na nemackom je-
ziku Nikolaja Lobacevskog, dok Lobacevski nikada nije saznao za rad Janosa
Boljaja. Boljaj se zacudio kako se mnoge postavke u knjizi Lobacevskog
podudaraju sa njegovim rezultatima u ” Apendiksu”, te je po¢eo sumnjati
da je njegov rad nekako dosao u ruke Lobacevskog. Sumnjao je ¢ak da
se pod imenom Lobacevskog ne krije sam Gaus. lako se Boljaju ne mogu
osporiti zasluge za otkri¢e neeuklidske geometrije, ipak ga ne mozemo po
znac¢enju u tom poslu uporediti sa Lobacevskim. Boljaj nije u svom resenju
postigao onu celovitost, potpunost i zaokruzenost koju je dao Lobacevski.
Stoga se zasluge za otkri¢e neeuklidske geometrije danas pripisuju najvise
Lobacevskom. Zbog toga novootkrivena geometrija dobija naziv po njego-
vom imenu - neeuklidska geometrija Lobacevskog ili hiperbolicka geometrija.

Dve decenije nakon otkric¢a hiperbolicke geometrije otkrivena je jos jedna
neeuklidska geometrija, tj. elipticka ili Rimanova geometrija, do koje je
dosao matematicar Riman 1854. godine u svom radu O hipotezama koje leze
u osnovi geometrije, razmatrajuéi tzv. visedimenzione povrsi. Elipticki pro-
stor jeste prostor koji se dobija ako se pretpostavi jedno drugo narusavanje
postulata o paralelama: da uopste nema paralelnih linija, tj. da se sve linije
u ravni moraju seéi. Ukoliko se prisetimo izucavanja Sakerija i Lamberta
vezana za dokaz V Euklidovog postulata, mozemo reé¢i da elipticka geome-
trija nastaje ukoliko se umesto V Euklidovog postulata pretpostavi da vazi,
tzv. hipoteza tupog ugla (Slika 9.).
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zbir uglova =360° zbir uglova <360° zbir uglova >360°

a) b) c)

Slika 9.

3.2 Aksioma Lobacevskog i njene posledice

U okviru apsolutne geometrije mogli smo da dokazemo tvrdenje prema
kojem u jednoj ravni kroz tacku A van prave a postoji prava koja sa pravom
a nema zajednickih tacaka. Medutim, u apsolutnoj geometriji nije mogudce
ustanoviti koliki je broj tih pravih. Uvodenjem aksiome prema kojoj kroz
tacku A postoji samo jedna prava koja sa pravom a nema zajednickih tacaka,
Plejfer je omogudio izgradnju euklidske geometrije. Polazeéi od aksioma
apsolutne geometrije i pretpostavke da postoje kroz tacku A dve prave koje
sa pravom a nemaju zajednickih tacaka, Lobacevski je doSao do potpuno
nove tzv. hiperbolicke geometrije.

Akioma Lobacevskog: Postoje prava a i tacka A van nje takve da u
njima odredenoj ravni kroz tacku A prolaze dve prave ai i as koje sa pravom
a nemaju zajednickih tacaka.

Slika 10.

Za tacku A i pravu a reéi éemo da imaju svojstvo Lobacevskog. Teoriju
zasnovanu na sistemu aksioma apsolutne geometrije i aksiomi Lobacevskog
nazivamo hiperbolickom geometrijom ili geometrijom Lobacevskog. Ta geo-
metrija se ponekad naziva i geometrijom Boljaj-Lobacevskog ili geometrijom
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Gaus-Boljaj-Lobacevskog. Ravan i prostor u kojima vaze aksiome te geo-
metrije nazivamo respektivno hiperbolickom ravni ili ravni Lobacevskog i
hiperbolickim prostorom ili prostorom Lobacevskog, a oznacavamo ih re-
dom Ls i Ls. Aksioma Lobacevskog omogucava da neposredno ustanovimo
niz teorema koje se odnose na zbirove unutrasnjih i spoljasnjih uglova pro-
stih ravnih poligona. Sva tvrdenja koja vaze u apsolutnoj geometriji prenose
se, a dobija se i niz novih tvrdenja koja su posledica aksiome Lobacevskog.

Teorema 15 Ako je o(0) zbir unutrasnjih uglova trougla u ravni Lo i ako
je R prav ugao tada je o(§) < 2R.

Dokaz. Na osnovu prve Lezandrove teoreme! sledi da je o(d) < 2R. Ako
bi bilo o(§) = 2R tada bi prema treéoj Lezandrovoj teoremi? za svaku pravu
p i svaku tacku A van nje u njima odredenoj ravni postojala jedinstvena
prava a koja sadrzi tacku A i sa pravom p nema zajednickih tacaka. Ovo je
u suprotnosti sa aksiomom Lobacevskog, te mora da vazi da je o(§) < 2R.

Teorema 16 Svaki spoljasnji ugao trougla u ravni Lo veéi je od zbira dva
unutrasnja nesusedna ugla tog trougla.

Dokaz.

Slika 11.

Neka su «, 5 1« uglovi trougla AABC redom kod temena A, B i C
(Slika 11). Ako ozna¢imo sa «j spoljasnji ugao kod temena A i ako je R

!Prva Lazandrova teorema: U apsolutnoj geometriji zbir unutrasnjih uglova proizvolj-
nog trougla nije veéi od zbira dva prava ugla.

2Treéa Lazandrova teorema: Postoji trougao &iji je zbir unutrasnjih uglova jednak zbiru
dva prava ugla ako i samo ako je u ravni w odredenom pravom p i tackom A van nje postoji
samo jedna prava a koja sadrzi tacku A, a sa pravom p nema zajednickih tacaka.
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prav ugao, tada je eyj= 2R —a > a+ [ +v—a = [+, a ovo je trebalo
pokazati.

Teorema 17 Ako je 0(A1As...Ay) zbir svih unutrasnjih uglova prostog n-
tougla Aj...A, u ravni Ly i R prav ugao tada je 0(A1As...Ay) < (n—2)2R.

Dokaz: Prema poznatom stavu iz apsolutne geometrije svaka n-tougaona
povrs Aj...A, moze se svojim unutradnjim dijagonalama razloziti na n — 2
trougaonih povrsi A;...A,. Pri tome je zbir svih unutrasnjih uglova povrsi
Ajp... A, dakle i n-tougla koji predstavlja rub te povrsi, jednak zbiru unu-
tragnjih uglova trougaonih povrsi Ay...A,. No, zbir unutrasnjih uglova svake
od trougaonih povrsi A;...A, manji je od zbira dva prava ugla, te je i zbir
svih unutrasnjih uglova n-tougla u ravni Lobacevskog manji od zbira 2n — 4
pravih uglova, tj. o(A41A4s...4,) < (n — 2)2R.

Teorema 18 Ako su u hiperbolickoj ravni dati prava a i tacka A van nje
tada u njima odredenoj ravni postoji neograniceno mnogo pravih koje sadrze
tacku A i ne seku pravu a.

Slika 12.

Dokaz: Na osnovu aksiome Lobacevskog postoje dve prave a; i ag takve
da sadrze tacku A i sa pravom a nemaju zajednickih tacaka. Oznac¢imo sa
As tacku prave ag (Slika 12.) koja se nalazi sa one strane prave a; sa koje
nije prava a, a sa B proizvoljnu tacku prave a. Tada se tacke Ao i B nalaze sa
raznih strana prave ay, pa duz As B sece pravu a; u tacki A;. Tada je tacka
Aj izmedu tacaka Ao B, pa su prema tome A; i As razlicite tacke. Neka je
P proizvoljna unutrasnja tacka duzi A;As, a p prava odredena tackama A
i P. Tada prava p nema zajednickih tacaka sa pravom a. Zaista, ukoliko
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bi se ove dve prave sekle u nekoj tacki S, tada bi vazio jedan od rasporeda
B(A, P,S)ili B(S, A, P). Ako bi bilo B(A, P, S), onda bi prava a; pripadala
ravni trougla APBS. Prava a; tada ne bi sadrzala ni jedno teme trougla
APBS, sekla bi stranicu PB u tacki A; i produzetak stranice PS u tacki
A. Na osnovu Pasovog stava sledi da prava a; mora seéi stranicu BS tog
trougla, odnosno pravu a. Ovo je u kontradikciji sa pretpostavkom, odakle
sledi da prava p nema zajednickih tacaka sa pravom a. Analogno se po-
kazuje da isto vazi i u slucaju kada je B(S, A, P). S obzirom na ¢injenicu
da na duzi A1As postoji beskonatno mnogo unutrasnjih tacaka to postoji
i beskonatno mnogo pravih u ravni odredenoj tackom A i pravom a, koje
prolaze kroz tacku A i sa pravom a nemaju zajednic¢kih tacaka. Na osnovu
prethodne teoreme zaklju¢ujemo da se skup svih pravih koje sadrze tacku
A 1 koje se nalaze u ravni Lo moze razloziti na dva podskupa pravih M i
N, pri ¢emu je M skup svih pravih koje sadrze tacku A i seku pravu a, a N
skup svih pravih koje sadrze tacku A i ne seku pravu a. Ovakvo razlaganje
zadovoljava uslove Dedekindovog preseka, odnosno Dedekindove 3 teoreme
neprekidnosti, te postoje dve i samo dve prave koje razdvajaju skupove M i
N. Indirektnim putem se moze ustanoviti da grani¢ne prave ova dva skupa
pravih nemaju sa pravom a zajednickih tacaka, tj. da pripadaju skupu N.

Definicija 5 Neka je u ravni Lobacevskog data prava a i tacka A izvan nje.
Graniéne prave aq i as koje razdvajaju pramen pravih ravni Lo koje sadrie
tacku A na podskupove pravih koje ne seku pravu a i pravih koje seku pravu
a, nazivamo pravama koje su paralelne pravoj a u tacki A.

Smatra¢emo da je jedna od pravih a; i ag parlalelna pravoj a u jednom
smeru, a druga paralelna pravoj a u drugom smeru. Sve ostale prave u toj
ravni koje sadrze tacku A i sa pravom a nemaju zajednickih ta¢aka nazivamo
hiperparalelnim pravama sa pravom a. Za paralelnost koristimo uobicajenu
oznaku p || a, a za hiperparalelnost koristimo oznaku p ||, a. U hiperboli¢ko]
geometriji paralelne prave karakteriSsu neke osobine koje ih bitno razlikuju
od euklidske geometrije.

3.3 Ugao paralelnosti

Bitna karakteristika paralelnih pravih u geometriji Lobacevskog je ugao
paralelnosti. Navodimo sada definiciju ugla paralelnosti dveju pravih:

3Neka su M i N podskupovi prave p koji zadovoljavaju uslove MUN = p, MNN =,
ne postoje tacke M € M i N1, N2 € N takve da B(N1, M, N2) i obrnuto. Tada postoji
jedinstvena tacka P € p za koju vazi B(N, P, M) zasve Ne N P, M € M P.
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Definicija 6 Neka je tacka P izvan prave BB’ i QQ podnoZje normale iz
tacke P na pravu BB'. Ako je AA' prava koja sadrii taku P i paralelna
je sa BB', tada ostar ugao w = ZQPA’ nazivamo uglom paralelnosti prave
AA" v tacki P sa pravom BB', tj. uglom paralelnosti koji odgovara duzi PQ).

Slika 13.

Pokazacemo da je ugao paralelnosti potpuno odreden rastojanjem tacke,
tj. da vazi sledeéa teorema:

Teorema 19 Jednakim duZima odgovaraju jednaki uglovi paralelnosti.

Dokaz. Neka su P i P’ dve tacke koje se nalaze na jednakim rastojanjima
redom od pravih a i @’ (Slika 14.). Kroz tacku P postavimo pravu u paralelnu
pravoj a, a kroz tacku P’ pravu u' paralelnu pravoj a’. Sa Q i Q' oznacimo
redom podnozja normala iz tacaka P i P’ na prave a i d’, a sa a i o/ uglove
paralelnosti u tackama P i P’ redom u odnosu na prave a i a’. Kako se
tacke P i P’ nalaze na jednakim rastojanjima redom od pravih a i da/, to
je PQ = P'Q)’. Pokazacemo da je a = o’. Pretpostavimo suprotno, da je
a # o'. Neka je npr. a < o/. Kroz tacku P’ postavimo pravu v’ koja sa
duzi P'Q’ u smeru paralelnosti pravih a’ i v’ zaklapa ugao jednak uglu a.
Iz paralelnosti pravih v’ i @’ sledi da prava v’ mora seéi pravu @’ u smeru
paralelnosti pravih v’ i @’ od tacke @’. Oznacimo sa R’ njihovu preseénu
tacku. Neka je R tacka prave a u smeru paralelnosti pravih a i v takva da
je QR = Q'R'. Trouglovi APQR i AP'Q'R' su podudarni na osnovu prvog
stava podudarnosti trouglova, jer je PQ = P'Q)’, Z/Q = ZQ" i QR = Q'R/,
odakle sledi da je ZQPR = «. To znaci da se prave v i PR poklapaju, tj.
da se paralelne prave u i a seku u tacki R, a to je nemoguce. Dakle, ne
moze biti a < o’. Analogno se pokazuje da ne moze biti a > o’. To znaci
da mora biti a = o/, ¢ime je dokaz zavrsen.
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Slika 14.
Teorema 20 Veéoj duzi odgovara manji ugao paralelnosti.

Neka je A proizvoljna tacka van prave a i neka je P podnozje normale
iz tacke A na pravu a (Slika 14.). Oznaé¢imo sa b pravu koja sadrzi tacku A
i paralelna je pravoj a. Sa « oznatimo ugao paralelnosti koji odgovara duzi
AP. Neka je A’ tacka prave AP takva da su A i A’ sa iste strane u odnosu
na tacku P.

Slika 15.

Pretpostavimo da je PA’ > PA. Konstruisimo pravu b’ koja prolazi
kroz tacku A’ i u smeru paralelnosti pravih a i b gradi ugao o sa A'P.
Dve prave b i b/ grade jednake suprotne uglove u preseku sa pravom A’P,
pa su prave b i b’ hiperparalelne. To znaci da prava a’ koja sadrzi tacku
A’ i paraplelna je pravoj b gradi u smeru paralelnosti ugao o’ za koji je
o <a Izd || bib | asledi da je a’ || a. Dakle, ugao paralelnosti
a koji odgovara duzi A’P je manji od ugla paralelnosti o koji odgovara
duzi AP. Iz napred navedenog zaklju¢ujemo da veli¢ina ugla paralelnosti
neke prave AA’ u tacki P sa pravom BB’ u proizvoljnom sistemu merenja
duzi predstavlja funkciju odstojanja x tacke P od prave BB’. Ovu funkciju
obelezavamo sa 7 i nazivamo funkcijom Lobacevskog. Sledeca teorema daje
osnovne osobine funkcije Lobacevskog:
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Teorema 21 Funkcija Lobacevskog w, = II(x) kojom se svakoj duZi x dode-
ljuje ugao paralelnosti w,., je definisana za svako x iz intervala 0 < T < oo,
ona je neprekidna i strogo opadajuca funkcija uzimajuci sve vrednosti iz in-
tervala 0 < w < R, gde je R prav ugao. Pri tome je

limII(z) =R i lim II(z) =0.

z—0 T—00

Dokaz: Prvi deo teoreme sledi neposredno, jer kroz tacku A koja se
nalazi na odstojanju AB = x od prave a postoje dve prave ai i as koje su u
raznim smerovima paralelne pravoj a. Pri tome su oStri uglovi koje odreduju
prave aj i as s polupravom AB uglovi paralelnosti tih pravih u tacki A
prema pravoj a. Ti uglovi su jednaki, oni prema definiciji predstavljaju
vrednost funkcije II(x) za odsec¢ak x. Stoga je funkcija II(z) definisana za
svaki odsecak iz intervala 0 < z < oo.

Drugi deo stava sledi iz ranije dokazanog stava prema kojem za svaki
ostar ugao w = LAOB postoji prava n koja je u nekoj tacki A upravna
na kraku OA i paralelna s krakom OB tog ugla. U tom slucaju imamo
da je w = II(OA), te za svaki oStar ugao w postoji odsecak x takav da je
w = II(x).

Treéi deo stava sledi iz ranije dokazane teoreme, jer pri x1 < xo imamo
da je w1 > wo, tj. da je II(xy) > II(x2). Iz dokazanih osobina neposredno
sledi da je

limII(z) =R i lim I(x)=0.
z—0

T—00

Iz 91313% I(z) = 7, sledi da se u malim delovima prostora geometrija
Lobacevskog malo razlikuje od Euklidske geometrije i da se ta razlika sma-
njuje sa smanjivanjem posmatranog dela prostora. Veza izmedu uglova
i linearnih veli¢ina data funkcijom « = TI(x) uslovljava celokupni karak-
ter geometrije Lobacevskog. Na taj nac¢in u geometriji Lobacevskog nema
slicnih figura. To nije tesko zakljuciti, jer su uglovi i stranice trouglova pove-
zani medusobno jednac¢inama, pa zadavanjem uglova trouglova potpuno su
odredene i njegove stranice, pa dva trougla sa podudarnim uglovima imaju
podudarne i odgovarajuce stranice, tj. podudarni su medu sobom.

3.4 Paralelne prave u ravni L?

Uveli smo relaciju paralenosti dve prave u ravni L? koja je bila strogo
vezana za paralelnost jedne prave prema drugoj pravoj u odnosu na zadatu
tacku. Pokazatemo da paralelnost ne zavisi od tacke u odnosu na koju
smo tu paralelnost definisali, tj. pokazatemo da je svojstvo paralelnosti
transmisibilno, odnosno prenosno.
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Teorema 22 Relacija paralelnosti pravih w ravni L? je transmisibilna.

Dokaz. Neka je prava AA’ paralelna pravoj BB’ u nekoj tacki M. Po-
kazademo da je prava AA’ paralelna pravoj BB’ u proizvoljnoj tacki N prave
AA’. Mogu nastupiti dve moguénosti:

(i) Tacka N se nalazi na pravoj AA’ od tacke M u smeru paralelnosti,
(ii) Tacka N se nalazi na pravoj AA’ od tacke M u smeru suprotnom od
smera paralelnosti.

Razmotrimo ponaosob svaki od ova dva slucaja:

Slika 16.

(i) Neka je K proizvoljna tacka prave BB’ (Slika 18.). Da bismo pokazali

da je prava AA’ paralelna pravoj BB’ u tacki N dovoljno je da pokazemo da
je AA’ granicna prava u skupu pravih koje sadrze tacku N i ne seku pravu
BB’, odnosno dovoljno je pokazati da svaka prava koja sadrzi tacku N i
proizvoljnu tacku P unutar ugla /KN A’ se¢e pravu BB’.
Ako bi se tacka P nalazila na pravoj BB’ ili sa one strane prave BB’ sa
koje nije tacka N, direktno bi sledilo da prava NP sece pravu BB’. Zato
pretpostavimo da se tacka P nalazi sa one strane prave BB’ sa koje je i
tacka N. Kako je prava AA’ paralelna pravoj BB’ u tacki M, a tacka P se
nalazi unutar ugla ZKMA’, to prava M P sece pravu BB’ u nekoj tacki Q.
Prava NP u uglu ZK N M nema tacaka, te ne moze se¢i stranicu M K trou-
gla AMKQ. Pored toga, i s obzirom da se nalazi u ravni trougla AM K@ i
ne sadrzi nijedno njegovo teme, prava N P sece stranicu M Q) tog trougla, pa
na osnovu Pagovog stava ona mora se¢i stranicu KQ, te sece i pravu BB’.
To znaéi da je u ovom slucaju prava AA’ paralelna pravoj BB’ u tacki N.
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Slika 17.

(ii) Neka se sada tacka N nalazi na pravoj AA" od tacke M u smeru
suprotnom od smera paralelnosti (Slika 19.). Neka je K proizvoljna tacka
prave BB’. Da bismo pokazali da je AA’|| BB’ u tacki N dovoljno je pokazati
da je AA’ granicna prava u skupu pravih koje sadrze tacku N i ne seku
pravu BB’, odnosno dovoljno je pokazati da svaka prava koja sadrzi tacku
N ineku tacku P unutar ugla /KN A’ sece pravu BB’. Ukoliko se tacka P
nalazi na pravoj BB’ ili s one strane prave BB’ sa koje nije tacka NN, tada
ocigledno prava NP sece pravu BB’. Zato pretpostavimo da se tacka P
nalazi sa one strane prave BB’ sa koje je i tacka N. Neka je R proizvoljna
tacka prave NP iza tacke N u odnosu na tacku P. Prava RM sadrzi tacku
R koja se nalazi u naporednom uglu ugla ZKMA, te ona sadrzi i tacku
koja pripada drugom naporednom uglu ugla ZK M A. Prema tome, kako je
AA'||BB' u tacki M, to prava RM sece pravu BB’ u nekoj tacki Q). Prava
NP sadrzi teme konveksnog ugla ZKNM i tacku P unutar tog ugla, te
sece duz KM u nekoj tacki S. Dakle, prava NP se nalazi u ravni trougla
AMKQ, ne sadrzi nijedno njegovo teme, se¢e njegovu stranicu K M u tacki
S i produzetak stranice M@ u tacki R, pa prema Pasovom stavu mora seci
treéu stranicu K@ tog trougla, tj. pravu BB’. Ovim je pokazano da je
AA'||BB' u tacki N.

Na osnovu ove teoreme sledi da nije potrebno naglasavati u kojoj je tacki
prava AA’ paralelna pravoj BB'.

Teorema 23 Relacija paralelnosti definisana na skupu pravih u ravni L? je
relacija ekvivalencije.
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Dokaz:

Slika 18.

REFLEKSIVNOST: Ako u definisanju pravih u ravni L? dopustimo da,
tacka A pripada pravoj a, tada u tacki A nece postojati hiperparalelne prave,
a prave aj i ag Ce se poklopiti i biti suprotnosmerne. Odatle neposredno sledi
da je relacija paralelnosti pravih u ravni L? refelksivna.

SIMETRICNOST: Neka je AA’|BB’ (Slika 18.), pokazacemo da je i
BB'||AA’. Neka je M proizvoljna tacka prave AA’, a N podnozje normale
iz tacke M na pravu BB'. Kako je AA'|| BB’ to svaka prava koja sadrzi tacku
M i neku tacku unutar ugla ZNM A’ sece pravu BB’. Da bismo dokazali
da je BB'||AA’ dovoljno je pokazati da svaka prava koja sadrzi tacku N i
neku tacku P unutar ugla ZM N B’ sece pravu AA’.

Oznac¢imo sa Q podnozje normale iz tatke M na pravu NP. Kako je
ugao ZMNB’ prav, a tacka P unutar tog ugla, to je ugao ZM NP ostar,
pa se tacka @ nalazi na polupravoj NP. Trougao ANQM je pravougli sa
pravim uglom kod temena ), pa je hipotenuza M N tog trougla veéa od
katete MQ, tj. MN > MQ@. To znaci da izmedu tacaka M i N postoji
tacka K takva da je MQ = MK. Neka je CC’ prava koja je u tacki K
normalna na pravu M N. Neka je M L' prava koja je simetri¢cna pravoj MQ
u odnosu na simetralu ugla ZNMA’. Kako prava MQ sadrzi tacku Q koja
se nalazi unutar ugla ZNMA’, to ¢ée i njoj simetricna prava M L' sadrzati
tacku unutar ugla ZNMA’. S obzirom da je prava AA’ paralelna pravoj BB’
to prava ML’ se¢e pravu BB’ u nekoj tacki L. Tacke M i L se nalaze sa
raznih strana prave CC’, pa duz M L mora seé¢i pravu CC’ u nekoj tacki S.
Na pravoj AA" ozna¢imo sa T tacku za koju vazi B(M, T, A")i MT = MS.
Trouglovi AMKS i AMQT su podudarni na osnovu prvog stava podudar-
nosti trouglova, jer vazi MK =2 MQ,MS = MT i /KMS = /ZQMT. 1z
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njihove podudarnosti sledi podudarnost preostalih odgovarajuéih elemenata,
tj. LSKM = /TQM, a kako je ZSKM = R, to sledi da je i ZTQM = R,
tj TQMQ. Kako u jednoj tacki neke prave postoji samo jedna prava koja je
u toj tacki upravna na datu pravu, to se prave NP i QT moraju poklapati.
To znaci da prava NP = NQ sece pravu AA’ u tacki 7. Ovim smo pokazali
da je BB'||AA’ u nekoj tacki N, pa je BB’ paralelna pravoj AA’ i u svakoj
drugoj tacki. Dakle, vazi simetri¢nost relacije paralelnosti pravih u L2.

TRANZITIVNOST: Pretpostavimo daje AA'|| BB’ i BB'||CC" i pokaza¢emo
da je AA'||CC’. Ovde se govori o paralelnosti u istom smeru, jer za razli¢ite
smerove tranzitivnost ne vazi.

Razmatraé¢emo dva slucaja:

i) Prava BB’ se nalazi izmedu pravih AA" i CC’,

ii) Jedna od pravih AA" i CC’ se nalazi izmedu druge dve.

A Nk
B QJ/ Y g
c A% ¢
/’ R 4\\\
r/”’
Slika 19.

i) Neka se prava BB’ nalazi izmedu pravih AA" i CC’ (Slika 19.). Sa P i
R oznac¢imo proizvoljne tacke redom pravih AA’ i CC’. Kako se prava BB’
nalazi izmedu pravih AA" i CC’ to duz PR sece pravu CC’ u nekoj tacki Q.
Da bismo pokazali da je AA’||CC’ dovoljno je dokazati da svaka prava koja
sadrzi tacku P i neku tacku X unutar ugla ZRPA’ se¢e pravu CC’. Tacka
X se nalazi u unutrasnjosti ugla ZRPA’, pa se ona nalazi i u unutrasnjosti
ugla ZQPA', akako je AA'|| BB’ to prava PX sete pravu BB’ u nekoj tacki
Y. Neka je Z tacka prave PX iza tacke Y u odnosu na tacku P. Prema
tome, tacka Z se nalazi unutar ugla ZRY B’. Kako je BB'||CC’ to prava
Y Z sece pravu CC’ u tacki V, te i prava PX sece pravu CC’. Time smo
pokazali da u ovom sluc¢aju vazi tranzitivnost relacije paralelnosti.
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Slika 20.

ii) Neka je sada jedna od pravih AA" i CC’ izmedu druge dve prave
(Slika 20.). Neka je to prava C'C’. Oznacimo sa P i @ proizvoljne tacke
redom pravih AA’ i BB’. Prema tome tacke P i QQ su sa raznih strana prave
CC’, pa duz PQ sece pravu CC’ u nekoj tacki R. Da bismo pokazali da
je AA’|CC" dovoljno je dokazati da svaka prava koja sadrzi tacku P i neku
tacku X unutar ugla ZRPA’ mora seé¢i pravu CC".

Tacka X se nalaze u uglu ZRPA’, pa se nalazi i u uglu ZQPA’. Kako je
AA'||BB’ sledi da PX sece BB’ u tacki Y. Tacke P 1Y se nalaze sa raznih
strana prave CC’, pa duz PY sece pravu CC’ u tacki Z. Dakle, AA'||CC".

Teorema 24 Unutar svakog ugla manjeg od 2R postoji jedna i samo jedna
prava koja je paralelna sa kracima tog ugla u odredenim smerovima. Ta
prava naziva Se granicna prava.

A P1 P P2
Mo
D
o N Ia
B o o0 @
Slika 21.
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Neka je dat ugao ZAOB < 2R. Oznac¢imo sa OD simetralu ugla ZAOB
(Slika 21.). Neka uglu paralelnosti ZAOD odgovara duz OC'. Konstruisimo
normalu PQ u tacki C' na pravu OD. Pri tom je CP||OA i CQ|OB.
Ocigledno je prava PQ trazena prava, tj. grani¢na prava ugla ZAOB.

Da bismo pokazali jedinstvenost te prave, pretpostaviéemo suprotno.
Neka postoji jos jedna grani¢na prava P;@Q; ili Po@2 kao na Slici 23. Kako
je relacija paralelnosti pravih u L? tranzitivna iz Q1 P;||OA i QP||OA sledi
daje Q1 P1||@QP. Medutim, to je nemoguce, jer su prave Q1 P; i QP normalne
na pravu OD, tj. sa njom grade jednake suprotne uglove. Kao takve ove
dve prave su medusobno hiperparalelne. Dakle, postoji jedinstvena grani¢na
prava ugla ZAOB.

Iz upravo dokazane teoreme mozemo zakljuciti da se kroz tacku M unu-
tar ugla ZAOB < 2R koja je od temena ugla O odvojena graniénom pravom
ne moze povudéi prava koja bi sekla oba kraka tog ugla.

Iz toga vidimo da teorema koja kaze da kroz svaku tacku unutar ugla
manjeg od 2R prolazi prava koja sece oba kraka tog ugla protivureci aksiomi
Lobac¢evskog. Ona vazi samo u euklidskoj geometriji, pa je ekvivalentna V
postulatu.

Poznato nam je iz euklidske geometrije da je rastojanje tacaka jedne od
dve paralelne prave do druge prave konstantno. Osim toga za razli¢ite parove
paralelnih pravih i to rastojanje je razli¢ito. Zbog toga parovi paralelnih
pravih a, bia,b u opstem slucéaju nisu podudarni.

Medutim, za paralelne prave u ravni Lobacevskog vazi sledece:

Teorema 25 Svaki par paralelnih pravih je podudaran proizvoljnom paru
paralelnih pravih.

Dakle, svi likovi koje se sastoje od dveju paralela su medusobno podu-
darni.
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Slika 22.

Neka su data dva para paralelnih pravih AP||BQ i A1 Pi||B1Q: (Slika
22.). Na osnovu Teoreme 11, moze se prava AP smatrati granicnom pravom
pravog ugla ZQSR, §to zna¢i da na pravoj BQ postoji neka odredena i to
samo jedna tacka S, tako da je poluprava SR koja je upravna na polupravu
S(Q, bude paralelna sa pravom AP u smeru suprotnom od smera paralelnosti
prave AP i S@Q. Drugim re¢ima, svakako postoji takva tacka S na pravoj
BQ@ da prava AP bude paralelna sa polupravom S@, ali da isto tako bude
paralelna i sa polupravom SR, i to sa svakom od njih u odredenom smeru.

Isto ¢e vaziti i za drugi par paralelnih pravih A1 P, i B1@1. Na pravoj
B1Q1 postojace tacka S; tako da A;P; bude grani¢na prava ugla ZQ151R;.

Poluprave SR i S1R; su podudarne, kao i poluprave SQ i S1Q1. To je
moguce, jer su uglovi pravi pa su podudarni, pa postoji izometrij koja slika
jedan ugao u drugi, a jednu grani¢nu pravu u drugu. Tom izometrijom se
par paralelnih pravih slika u drugi par paralelnih pravih.

Definicija 7 Skup svih pravih ravni L? paralelnih medju sobom nazivamo
parabolickim pramenom pravih.

Navodimo sada teoremu vezanu za rastojanje tacke na jednoj pravoj u
odnosu da drugu pravu koja joj je paralelna, a vezano za smer paralelnosti,
bez dokaza.
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Teorema 26 Odstojanje tacke koja pripada jednoj od dveju medusobno pa-
ralelnih pravih od druge prave strogo i neograniceno opada kada se tacka
pomera u smeru paralelnosti, a strogo i neograniceno raste kada se tacka
pomera u smeru suprotnom od smera paralelnosti.

4 5
Q1 @

Slika 23.

Prema tome, na svakoj od dve medusobno paralelne prave postoji tacka
¢ije je rastojanje od druge prave podudarno unapred zadatoj duzi, a isto
tako i tacka ¢ije je rastojanje od druge prave manje od unapred zadate duzi.
Zbog toga kazemo da se paralelne prave u smeru paralelnosti asimptotski
priblizavaju, tj. da u smeru paralelnosti imaju zajednicku beskrajno daleku
tacku Oy. Kako za svaku tacku van date prave u njima odredenoj ravni
postoje dve prave koje su sa njom paralelne, jedna u jednom, a druga u
drugom smeru, hiperbolicka prava ima dve beskrajno daleke tacke.
Navodimo sada jos dve teoreme bez dokaza:

Teorema 27 Ako je w ostar ugao u ravni L? tada postoji jedinstvena prava
upravna na jedan krak, a paralelna sa drugim krakom tog ugla.

Teorema 28 Odstojanje tacke koja se nalazi na jednom kraku ostrog ugla
od drugog kraka neograniceno raste pri neogranicenom udaljavanju te tacke
od temena tog ugla.

3.5 Osobine hiperparalelnih pravih u L?

Teorema 29 Relacija hiperparalelnosti definisana na skupu pravih u L? je
transmisibilna, tj. ako je AA’' hiperparalelna sa BB’ u nekoj tacki M tada
je AA" hiperparalelna sa BB’ u svakoj drugoj tacki N.
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Teorema 30 Relacija hiperparalelnosti definisana na skupu pravih u L? nije
relacija ekvivalencije.

Teorema 31 Dve hiperparalelne prave u L? imaju jedinstvenu zajednicku
normalu.

Dokaz. Neka su AA’ i BB’ dve hiperparalelne prave (Slika 24.). Naj-
pre ¢emo dokazati egzistenciju zajednicke normale ovih pravih. Oznac¢imo
sa P proizvoljnu tacku prave AA’, a sa Q podnozje normale iz tacke P na
pravu BB’. Tacka @ se nalazi van prave AA’ te postoje dve prave QA’ i QA
takve da je QA'||AA" i QA||A’A. Pri tome poluprave QA" i QA zaklapaju
sa polupravama QB’ i QB ostre uglove ZAQB i ZA'QB’. Uglovi ZAQB
i ZA'QB’ su ostri, jer ukoliko bi bili veéi ili jednaki pravom uglu onda ne
bi bile grani¢ne prave u skupu pravih ravni L? koje prolaze kroz tacku Q i
razdvajaju prave koje seku pravu AA’ i koje je ne seku. Prema dokazanoj
Teoremi 25 postoji jedinstvena prava upravna na @QB’ i paralelna sa polu-
pravom QA’. Neka je to prava F'A’. Analogno, prava EA je jedina prava
u ravni pravih AA’ i BB’ koja je upravna na polupravu QB i paralelna
polupravoj QA.

Slika 24.

Neka je N srediste duzi FF i M podnozje normale iz tacke N na pravu
AA’. Dokaza¢emo da je prava M N normalna i na pravu BB’. U tom cilju
konstruiSemo prave NA’ i NA paralelne redom pravama AA’ i A’A. Na
osnovu tranzitivnosti relacije paralelnosti pravih u ravni L? zaklju¢ujemo
da su prave NA’ i NA paralelne pravama F'A’ i EA redom. Kako su uglovi
/ZMNA"i1 ZM N A uglovi paralelnosti koji odgovaraju duzi M N oni su medu
sobom jednaki, tj. ZMNA' = ZMN A.

No, kako je tacka N srediste duzi F'F bice NE = NF. Podudarnim
duzima odgovaraju podudarni uglovi paralelnosti, pa je ZENA = ZFNA'.
Kako je Z/MNF = /MNA + /FNA"i /Z/MNE = /MNA+ ZENA to
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sledi da je ZMNF = ZMNE. Kako su ti uglovi podudarni i naporedni, oni
su i pravi, pa je prava M N normalna na pravu BB'.

Dokazimo sada jedinstvenost zajednicke normale dveju hiperparalelnih
pravih: Pretpostavimo, suprotno, da postoji jo§ jedna prava M’'N’ koja
je zajednicka normala pravih AA’ i BB’. Tada je zbir unutrasnjih uglova
cetvorougla OM N N'M' jednak zbiru Cetiri prava ugla, $to je u geometriji
Lobagevskog nemoguce. Dakle, postoji jedinstvena normala dveju hiperpa-
ralelnih pravih.

Teorema 32 Dve prave koje u preseku sa treom pravom grade jednake
suprotne uglove su hiperparalelne.
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Slika 25.

Neka su a i b dve prave, ¢ njihova zajednicka secica (Slika 25.) i neka
su jednaki suprotni uglovi koje prava ¢ gradi sa pravama a i b. Oznacimo
sa A 1 B presecne tacke prave ¢ redom sa pravama a i b, a O sredite duzi
AB. Oznagimo sa P i @) podnozja normala iz tacke O redom na prave a
i b. Pravougli trouglovi AOAP i AOBQ su podudarni na osnovu petog
stava podudarnosti trouglova, jer je OA = OB, /P = /Q i /A = /B. Iz
njihove podudarnosti sledi da je ZAOP = ZBOQ). Kako su tatke A,0O i B
kolinearne, bice kolinearne i tacke P, O i ). Dakle, prava PQ je zajednicka
normala pravih a i b, odakle na osnovu Teoreme 20 sledi da su prave a i b
hiperparalelne.

Teorema 33 Odstojanje tacke koja pripada jednoj od dveju medusobno hi-
perparalelnih pravih od druge prave strogo i neograniceno raste kad se ta
tacka udaljava od zajednicke normale tih hiperparalelnih pravih.

Dokaz: Prema prethodnom stavu postoji jedna i samo jedna zajednicka

normala dveju medu sobom hiperparalelnih pravih AA’ i BB’; neka su M i
N podnozja te zajednicke normale s pravama AA’ i BB’. Dokazimo najpre
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da odstojanje tacke jedne od tih dveju hiperparalelnih pravih od druge prave
raste kada se tacka udaljava od njihove zajednicke normale M N.

Ako obelezimo sa Py i P, tacke prave AA’ takve da je B(M, Py, P»),
a sa Q1 1 Q2 podnozja upravnih iz tacaka P; i P na pravoj BB’, biée
cetvorouglovi MPiQ1N i MP,QsN Lambertovi, pa su uglovi MPQ1 i
M Pr(@)5 ostri. S obzirom da je tacka P; izmedu tacaka M i P, ugao PoP1 Q1
je naporedan s uglom M P;(); a ugao M P»(Q)s istovetan s uglom P} PQs.
Stoga je kod ¢etvorougla Pi(QQ1Q2P> s pravim uglovima (1 i Q)2 ugao P;
tup, a ugao P» ostar, te je Po(Qs > P;()1. Prema tome ako su P; i P tacke
prave AA’ takve da je M P, > M P, tada je i

PQ2 > P1Q1.

\\%\ -

Slika 26.

Dokazimo sada da odstojanje tacke jedne od dveju hiperparalelnih pravih
AA’" 1 BB’ od druge prave raste neogranic¢eno pri udaljavanju te tacke od
njihove zajednicke normale. U tom cilju obelezimo sa C'C’ pravu kroz tacku
M, sa P proizvoljnu tacku prave AA’ koja se nalazi s one strane od prave
MN s koje je tacka C’, a sa Q i R podnoZja upravnih iz tacke P na pravama
BB’iCC'. Pritome su tacke P i @ s raznih strana od prave CC’, te duz PQ
sece pravu C'C’ u nekoj tacki S. Stoga je PR < PS < PQ. S obzirom da
prema poznatom stavu odstojanje PR tacke P od prave C'C’ neogranic¢eno
raste pri udaljavanju tacke P od tacke M, tim pre odstojanje PQ tacke P
od prave BB’ neograniceno raste pri udaljavanju tacke P od prave M N.
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3.6 Krive u L?

U ovom poglavlju je dat opis nekih karakteristi¢nih krivih u L? ravni.

U euklidskoj geometriji pojam pramena pravih oznacava beskonacan
skup pravih jedne ravni, takve da sve prave tog skupa prolaze kroz jednu za-
jednicku tacku ili su ortogonalne na zadatu pravu, a samim tim i medusobno
paralelne. U zavisnosti od toga da li pramen pravih prolazi kroz jednu za-
jednicku tacku ili je u pitanju pramen paralelnih pravih, naziva se pramen
konkurentnih pravih ili elipticki pramen pravih, a u drugom slucaju je to
ortogonalan ili hiperbolicki pramen pravih.

Slika 27.

Ova dva pramena pravih postoje u apsolutnoj geometriji, a definisali
smo i pojam parabolickog pramena, koji postoji u hiperbolickoj geome-
triji. U Euklidovoj geometriji se ne pravi razlika izmedju hiperbolickog i
parabolickog pamena pravih. Geometrija Lobacevskog pravi razliku izmedu
paralelnih i hiperparalelnih pravih pa se samim tim i parabolicki pramen
pravih razlikuje od hiperbolickog.

Navodimo sada definicije eliptickog, parabolickog i hiperbolickog pra-
mena pravih:

Definicija 8 Elipticki pramen je skup pravih jedne ravni, koje prolaze kroz
istu tacku. Ta tacka se naziva sredisSte pramena.

Definicija 9 Parabolicki pramen je skup pravih jedne ravni, koje su para-
lelne u istom smeru.

Definicija 10 Hiperbolicki pramen je skup pravih jende ravni koje su nor-
malne na istu pravu. Ta prava se naziva bazisna prava tog pramena.
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Slika 28.

U apsolutnoj ravni, pa samim tim i u ravni Lobacevskog, svaki pramen je
jednoznaéno odreden sa ma koje dve prave tog pramena. Kroz svaku tacku
te ravni prolazi samo jedna prava tog pramena, osim ako nije u pitanju tacka
koja je srediste pramena.

Sada ¢emo definisati secicu jednakog nagiba i kazati Sta se smatra pod
pojmom odgovarajuéih tacaka dveju pravih.

Definicija 11 Prava AB je secica jednakog nagiba pravih AA" i BB' ako
ona sa iste strane obrazuje sa tim pravama jednake uglove.

Slika 29.

Navodimo teoremu koja govori o jedinstvenosti secice jednakog nagiba
za dve prave istog pramena, a da sadrzi proizvoljnu tacku jedne od tih dveju
pravih, bez dokaza.

Teorema 34 U svakom pramenu pravih, kroz proizvoljnu tacku ma koje

prave, prolazi jedna i samo jedna secica jednakog nagiba ka ma kojoj drugoj
pravoj 1stog pramena.

43



Definicija 12 Neka tacka A pripada pravoj a, a tacka B pravoj b. Ako
je AB secica jednakog nagiba pravih a i b, za tacke A i B kaZemo da su
odgovarajuce tacke pravih a 1 b.

Teorema 35 Ako su A i B odgovrajuée tacke pravih a i b nekog pramena
pravih, nomala na duZ AB u mjenom sredistu C, pripada istom pramenu
pravih.

Dokaz: S obzirom da postoje tri razli¢ita pramena pravih, razmotri¢emo
sva tri slucaja. Uzeéemo u obzir kada su A i B tacke eliptickog, hiperbolickog
i parabolickog pramena pravih.

Elipticki pramen: Kod eliptickog pramena postoji srediste O pramena
pravih. Ako posmatramo trougao ABC, gde je C srediste duzi AB, tada
normala na AB kroz C prolazi i kroz tacku O, jer je duz OC visina jed-
nakokrakog trougla ABC. To zna¢i da prava C'O pripada tom pramenu
pravih.

Hiperbolicki pramen: Obelezimo sa A’ i B’ tacke bazisne prave x, koje
pripadaju pravama a i b. U cetvorouglu AA’BB’ su uglovi koji nalezu na
stranicu A’B’ pravi, a uglovi koji nalezu na stranicu AB podudarni, pa je
ovaj Cetvorougao Sakerijev. Kako je srednja linija ¢ Sakerijevog cetvorougla
normalna na svaku od osnovica tog cetvorougla, to je ujedno i dokaz za
slu¢aj hiperbolickog pramena pravih.

Parabolicki pramen: Sada su prave a i b prave parabolickog pramena
pravih. Normala na duz AB u njenom sredistu C ne moze seéi, zbog podu-
darnosti uglova sa temenima u tackama A i B, ni jednu od pravih a i b, pa
kako se nalazi izmedu njih, paralelna je svakoj od njih u istom smeru, $to
znaci da pripada istom pramenu pravih kome pripadaju i prave a i b.

Slika 30.

Jos jedna od karakteristickih krivih u L? ravni je trajektorija pramena
pravih. Navodimo sada definiciju trajektorije pramena pravih.

Definicija 13 Posmatrajmo pramen pravih i uodimo tacku A ravni; skup
svih tacaka, koje u uocéenom pramenu, odgovaraju tacki A je trajektorija tog
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pramena pravih. Tacka A, koja pripada trajektoriji naziva se pocetna tacka
trajektorije.

Trajektorija pramena pravih je odredena svojom pocetnom tackom.

Teorema 36 Svaka tacka trajektorije pramena pravih se moZe uzeti za pocetnu
tacku trajektorije.

Teorema 37 Svaka tetiva trajektorije pramena pravih je secica jednakog
nagiba onih pravih koje prolaze kroz krajnje tacke te tetive.

Teorema 38 Normala na tetivu trajektorije pramena pravih u njenom sredistu,
pripada tom pramenu pravih.

Teorema 39 Svaka trajektorija sece pramen pravih ortogonalno.

Teorema 40 Prava moze seci trajektoriju pramena najvise u dve tacke.

Slika 31.

Dokaz: Na osnovu apsolutne geometrije je poznato da prava ne moze
seéi kruznicu u viSe od dve tacke, pa je tvrdjenje tacno u slucaju eliptickog
pramena, jer je trajektorija elipticnog pramena kruznica.

U slucaju parabolickog i hiperboli¢ckog pramena pravih, uo¢imo tacke A,
B i C trajektorije tog pramena. Neka je B izmedju tacaka A i C na toj
trajektoriji i AA’, BB’ i CC’ odgovarajuce prave pramena. Tada su uglovi
ABB' i CBB’ ostri, odakle sledi da je trougao ABC ne mozZe biti opruzen,
tri tacke trajektorije ne mogu biti kolinearne, $to je trebalo dokazati.

Navedimo sada trajektorije odgovaraju¢ih vrsta pramenova:

Definicija 14 Trajektorija hiperbolickog pramena pravih zove se ekvidistanta,
a bazisna prava je bazisna prava ekvidistante. Svaka prava pramena, u od-
nosu na koju je ekvidistanta definisiana je osa eksidistante.
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Teorema 41 Tacke ekvidistante su jednako udaljene od njene bazisne prave.

Tako i geometrijsko mesto tacaka podjednako udaljenih od date prave je ekvi-
distanta.

Definicija 15 Konstantno rastojanje AA’, BB’ i CC' tacaka ekvidistante
od njene bazisne prave naziva se visina ekvidistante.
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Slika 33.

Sledi zakljucak da ako je visina ekvidistante jednaka nuli to znaci da je
ekvidistanta prava linija.

Definicija 16 Trajektorija parabolickog pramena pravih zove se oricikl. Svaka
prava, u odnosu na koji je oricikl odredjen je osa oricikla.

Teorema 42 Da bi dve ekvidistante u L? bile podudarne potrebno je i do-
voljno da im visine budu podudarne.

Slika 34.

Definicija 17 Kroz svaku tacku P rawvni prolazi jedna i samo jedna osa
oricikla. Ako se tacka P nalazi sa one strane oricikla, sa koje je smer
paralelnosti njegovih osa, onda je P unutrasnja tacka oricikla. Ako je P sa
one strane oricikla sa koje nije smer paralelnosti osa, tacka P je spoljasnja
tacka oricikla.
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Teorema 43 Dwva oricikla, koja imaju jednu zajednicku tacku a ne dodiruju
se, 1maju jos jednu zajednicku tacku.

Teorema 44 Luk oricikla je odreden tetivom ili visinom.
Teorema 45 Svaka dva oricikla u ravni L? su medusobno podudarna.
Definicija 18 Trajektorija eliptickog pramena pravih je cikl.

Teorema 46 Da bi u ravni L? dva kruga bila podudarna potrebno je i do-
voljno da im polupreénici budu podudarni.
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4 Neeuklidska geometrija u Poenkareovom modelu

Nepoverenje koje je izazvala geometrija Lobacevskog prouzrokovalo je
potrebu da se u euklidskom prostoru nade povrs u kojoj je ostvarljiva reali-
zacija hiperbolicke geometrije. Vremenom, takva povrs nije pronadena, ve¢
je dokazano da ni ne postoji. Medutim, uspesno je pokazano da u euklid-
skom prostoru postoji povrs takva da se geometrija Lobacevskog realizuje u
malom.

Beltrami, baveéi se kartografijom i geodezijskim linijama (linije koje
odreduju najmanje rastojanje izmedu dve tacke neke povrsi), pronalazi klasu
povrsi konstantne negativne krivine.

Te povrsi se nazivaju pseudosferama i na njima se u dovoljno maloj
okolini ostvaruje geometrija Lobacevskog.

Jedna takva pseudosfera nastaje obrtanjem traktise oko svoje ose. Trak-
tisa je kriva, u ¢ijoj je svakoj tacki duzina tangente od tacke dodira do tacke
preseka sa nekom pravom konstantna veli¢ina. Prava preseka je osa traktise.

Jednacina traktise:

t
x =0,y =asin(t),z = a(lntan 2 + cos(t))

IS
Ly
Slika 35.

oL

Pseudosfera je povrs u euklidskom prostoru na kojoj se ostavaruje geome-
trija Lobacevskog, ali ipak ne u potpunosti. Zapravo, na svakoj pseudosferi
postoji ostra ivica, koja se sastoji iz specifiénih tacaka. Na delu pseudosfere,
van tih tacaka, se ostvaruje geometrija Lobacevskog.

Teorema 47 U dovoljno maloj okolini svake tacke pseudosfere vazi hiper-
bolicka planimetrija.

U Euklidovom prostoru ne postoji povrs u kojoj se hiperbolicka plani-
metrija ostvaruje u celom, ali je moguée konstruisati modele hiperbolicke
geometrije. U ovom radu prikaza¢emo ravanske modele. Takvi modeli su
Poenkareov i Klajnov model. U ovom radu prikaza¢emo ravanske modele.

Pre nego sto pokazemo modele geometrije Lobacevskog, navodimo deo
projektivne geometrije na koji se ti modeli oslanjaju.
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4.1 Dvorazmera i realna projektivna prava

Neka su A, B, C, D cetiri razne tacke afine prave p u euklidskoj ravni,
njihova dvorazmera je realan broj, takav da:
A DA
[A, B;C, D] := CT D ——.
CB DB
Dvorazmera je, kako joj i samo ime kaze, odnos dve razmere.
Ako su na pravoj p, koordinate tacaka A(a), B(b),C(c), D(d)
tada je dvorazmera:
c—a d—a
A, B;C,D] .= : .
14, B; G, D] c—b d-b
Navodimo sada neke osobine dvorazmere:

[A,B;C, D] = [C,D; A, B|
[A,B;C,D] = [B, A;C, D]}
[A,B;C,D]|=1-1[A,C; B, D]

Tacke A, B, C, D su harmonijski konjugovane ako vazi [A, B;C, D] =
—1, 1 to se oznacava kao n(A, B; C, D).
b
U afinoj pravoj, ako su A(a), B(b) dve razne tacke i C(%) srediSte
duzi AB, tada je n(A, B;C, D) zapravo:

a+b
-2 _a:_d—a
a—l—b_b d—>b
2

Sledi da je a = b, §to je kontradiktorno, Sto dovodi do zakljucka da takva
tacka D ne postoji.
Navedimo sada neka preslikavanja koja ¢uvaju dvorazmeru:

Definicija 19 Neka su ly i ls dve prave i S tacka koja im ne pripada. Pre-
slikavanje f : 1y — lo koje tacki M € 1y dodeljuje tacku f(M) = SM X Iy
naziva se centralno projektovangje prave ly na pravu ls iz centra S.
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Slika 36.

Teorema 48 Dvorazmera je invarijantna u odnosu na centralno projekto-
vanje

b
Definicija 20 Preslikavange f : p — p prave p dato sa f(x) = Lid’ ad —
cx
be # 0, naziva se bilinearno preslikavange.
. o b
Da je ad — be = 0, tada bi bilo f(z) = 7= const.
Ovako definisano preslikavanje f nije definisano u tacki x = ——. Sa
c

a
druge strane — nije slika ni jedne tacke x. Iz tog razloga ¢emo pravu p

dopuniti beskona¢no dalekom tackom P,, = +00 i oznaciti kao p = pU Py.
Tako produzena prava naziva se projektivna prava.

i
p P(besk&nacno) !

AN
o

Slika 37.

Definisimo sada preslikavanje f tako da f : p — p bude bijekcija projek-
tivne prave:
Py, ako je x = —%
flz) = { £, ako je x = Py
f(x), inace.
Vidimo da je:
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. . . _a
:ELH?Q f(l') = +oo, wgr:iloof(w) T

Sto znaci da tacka P, zaista predstavlja oo prave. Jedan model pro-
jektivne prave je krug.

Definicija 21 Bijekcija projektivne prave na sebe, koja ¢uva dvorazmeru,
naziva se projektivno preslikavange.

Teorema 49 Preslikavanje projektivne prave je projektivno ako i samo ako
je bilinearno.
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5 Poenkareov model

5.1 Poenkareov disk model

Videli smo na osnovu ¢ega se temelji ideja Klajnovog modela. Sada ¢emo
dati opis jos jednog modela hiperbolicke geometrije, a to je Poenkareov disk
model.

U cilju opisivanja Poenkareovog disk modela, navodimo osobine osnovnih
geometrijskih pojmova i relacija u modelu hiperbolicke geometrije. Naravno,
potebno je i pokazati da u modelu hiperbolicke geometrije vaze i sve aksiome
Hilbertobog sistema, kao i aksioma Lobacevskog.

Uoc¢imo u euklidskoj ravni kruznicu k£ koju nazivamo apsolutna kruznica
ili samo apsoluta. Svaku tacku koja pripada unutrasnjosti te kruznice, bez
tacaka same kruznice k, nazvaéemo h-tackama. h-prava je skup svih h-
tacaka koje pripadaju kruznici ili pravoj ortogonalnoj na k, tj prave u ovom
modelu su otvorene tetive koje sadrze centar kruga i otvoreni lukovi krugova
normalnog na posmatrani. Neka je [ krug ortogonalan na k, tada presek [ sa
unutrasnjosti k daje otvoreni luk m, koji predstavlja pravu u Poenkareovom
disk modelu, otvorena tetiva koja sadrzi centar posmatranog kruga k kao
i skup svih unutrasnjih tacaka kruznice k, bez tacaka same kruznice, ¢ini
h-ravan.

Slika 38.

Navodimo sada jednu teoremu na osnovu koje ¢emo videti kako se kon-
struise Poenkareova prava:

Teorema 50 Neka je data apsoluta k i tacke T i U koje nisu dijametralno
suprotne i neka je P pol prave TU. Tada je PT = PU, /PTU = Z/PUT,
OPLTU i krug a(P,PT = PU) seée k u tackama T i U i ortogonalan je
na njeqa.
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Slika 39.

Dokaz: Na osnovu definicije pola, ugao ZOTP i ugao ZOU P su pravi,
pa je AOTP = ANOUP, a odavde sledi da su PT = PU i ZOPT = Z0OPU.
Trougao APTU je jednakokraki, pa je simetrala ugla /T PU normalna na
njegovu osnovicu TU. Onda je krug a dobro definisan jer je PU = PT i a
je ortogonalno na k i se¢e k u tackama T i U, pa su P1' i PU tangente na
k.

Uvodimo sada relaciju h-pripadanja koja je analogna relaciji pripadanja
u euklidskom smislu, §to znaci da ¢emo za objekte koji pripadaju jedan
drugom govoriti da h-pripadaju.

Kako h-prave mogu biti kruznice ili precnici apsolute, na osnovu toga
uvodimo relaciju izmedu u hiperbolickom prostoru, koju ¢emo nazivati h-
izmedju.

Relacija izmedu se uvodi pomocu sledeé¢e definicije, a razlikuje se od
relacije izmedu u euklidskom prostoru, vide¢emo i kako:

Neka su A, B i C tri h-tacke, koje pripadaju istoj h-pravoj. Ako je ta
h-prava prec¢nik apsolute k, kazemo da je B h-izmedju tacaka A i C ako je
izmedu u euklidskom smislu. Ako je, h-prava luk kruznice a, obelezimo sa
O srediste apsolute, a sa P i @) tacke u kojima apsoluta sec¢e kruznicu a.

Obelezimo sa A’, B" i C’ tacke u kojima euklidske prave OA, OB i OC
seku euklidsku tetivu PQ. h-tacka B je h-izmedu tacaka A i C, ako je tacka
B’ izmedu tacaka A" i C’ u euklidskom smislu i oznac¢avamo sa: By, (A, B, C).
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Slika 40.

Definicija 22 h-duz je luk kruznice koja je ortogonalna na k ili duz jednog

od precnika apsolute. h-poluprava je je luk tj. duZ ¢ija jedna krajnja tacka
pripada apsoluti. h-ugao je skup h-tacke i dve h-poluprave koje proizilaze iz
te tacke.

Zmagi, da ako se dva luka m i n seku u tacki A, ugao koji oni obrazuju je
ugao izmedu njihovih tangenti u tacki A, odnosno, ugao izmedu luka m i

prave p sa pocetkom u tacki A je zapravo ugao izmedu prave p i tangente
na luk m u tacki A.

Slika 41.

Veé je bilo re¢i o tome Sta je i koje su osobine trouglova u geometriji
Lobacevskog, sada ¢emo reci nesto o tome kako se taj trougao predstavlja u
Poenkareovom disk modelu.
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Definicija 23 Ako su A, B i C tri h-tacke koje ne pripadaju jednoj h-
pravoj, tada skup koji se sastoji iz tacaka h-duzi AB, BC i C A naziva se
h-trouglom.

Pojmovi kao sto su h-poligonske linije i A-poligon se uvode po analogiji
sa odgovarajué¢im pojmovima apsolutne geometrije.

Inverzijom u odnosu na krug k koji je ortogonalan na apsolutu ili reflek-
sijom u odnosu na pravu p ortogonalnu na apsolutu h-ravan se preslikava
na sebe. Restrikcije tih preslikavanja na h-ravan zvaemo h-refleksijama.
h-pravu koja pripada krugu k (pravoj p) zva¢emo osom h-refleksije. Svaka
poluravan kojoj je rub osa neke h-refleksije tom h-refleksiojm se preslikava
na njoj komplementnu h-poluravan. Na osnovu osobina h-refleksija sledi
da h-izometrije slikaju h-kolinearne tackei pri tom ¢uvaju h-raspored. Sa-
mim tim h-izometrije slikaju h-prave u h-prave. Iz istog razloga h-izometrije
slikaju uglove u njima podudarne uglove.

Teorema 51 Za dve razne h-tacke A i B postoji jedinstvena h-refleksija
kojom su te dve tacke preslikavaju jedna na drugu.

Teorema 52 Ako se dve h-prave seku, tada postoje dve h-refleksije kojima
se one preslikavaju jedna na drugu, a ako su disjunktne, tada postoji jedin-
stvena h-refleksija kojom se one preslikavaju jedna na drugu.

Dokaz: Neka su k i k' krugovi koji sadrze zadate h-prave.

\ /("

Slika 42.

~

Razmotrimo dva sluc¢aja. Prave mogu biti disjunktne i tada su i krugovi
koji ih sadrze disjunktni ili se dodiruju u tacki koja pripada apsoluti, Sto
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znaci da postoji jedinstvena inverzija ili refleksija kojom se ti krugovi presli-
kavaju jedan na drugi. Krug inverzije ¢e pripadati pramenu kojem pripadaju
i kik/, on ¢e biti upravan na apsolutu. Kada je u pitanju refleksija, osu
te refleksije, koja sadrzi O, smatramo uopstenim krugom. Sledi da postoji
jedinstvena h-refleksija kojom se zadate prave preslikavaju jedna na drugu.
Osa te h-refleksije pripada krugu s upravnom na apsolutu, ¢ije je srediSte
presek zajednickih spoljasnjih tangenti i krugova k i k’.

Slika 43.

U drugom sluc¢aju, kada se krugovi k i &’ seku, tada postoje dve inverzije
kojima se ti krugovi preslikavaju jedan na drugi, Sto znaci da ¢e postojati
dve h-refleksije kojima se zadate prave preslikavaju jedna na drugu. Osa
jedne od tih dveju h-refleksija pripada krugu s upravnom na apsoluti, ¢ije je
srediste presek zajednickih tangenti krugova k i K/, a osa druge h-refleksije
pripada krugu s’ koji sadrzi presecne tacke krugova k i kK’ i upravan je na
krugu s.

Teorema 53 Postoji jedinstvena h-refleksija kojom se dve h-poluprave sa
zajednickim temenom preslikavaju jedna na drugu.

Definicija 24 Za par h-tacaka (A, B) kazemo da je h-podudaran paru h-
tacaka (C, D) i pisemo
(4,B) =" (C,D)

ako postoji h-izometrija koja preslikava par (A, B) na par (C, D).

Za h-figure se kaze da su h-podudarne ako se mogu preslikati jedna na
drugu h-izometrijom.
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Definicija 25 h-izometrija koja je kompozicija dve h-refleksije, prve u od-
nosu na h-pravu normalnu na datu h-duz u pocetnoj h-tacki i druge v odnosu
na h-simetralu date h-duzi naziva se h-translacija za h-duZ.

Definicija 26 Kompozicija dve h-refleksije u odnosu na h-prave koje sadrze
datu h-tacku i zahvataju dati ugao, pri éemu je orijentacija ugla izmedju
datih h-pravih jednaka orijentaciji datog ugla naziva se h-rotacija oko date
h-tacke za dati ugao.

Teorema 54 Zbir unutrasnjih uglova proizvoljnog h-trougla je mangi od .

Slika 44.

Dokaz: Ako je ABC h-trougao i O srediste apsolute k, tada postoji
h-refleksija kojom se tacka A preslikava u O, a tacke B i C, redom, u D i E.
Tom refleksijom se uglovi h-trougla ABC preslikavaju na njima podudarne
uglove h-trougla ODFE, a h-duzi AB i AC se preslikavaju na h-duzi OD i
OF koje pripadaju precnicima apsolute. Kako su uglovi kod temena D i F
h-trougla O DE manji od uglova kod istih temena euklidskog trougla ODFE,
sledi da je zbir unutrasnjih uglova h-trougla ODE manji od 7. Zato ¢e i zbir
unutradnjih uglova h-trougla ABC biti manju od 7.

Zbir unutra$njih uglova h-Cetvorougla ¢e biti manji od 2m, a zbir unu-
tradnjih uglova h-poligonske povrsi, od n ivica, manji od (n — 2)7.

Ovim objektima i njihovim uzajamnim odnosima smo odredili jedan geo-
metrijski model. Medutim, potrebno je jos i pokazati da su zadovoljene sve
aksiome apsolutne geometrije.

5.2 Aksiome u modelu

Sada ¢emo pokazati da sve aksiome apsolutne geometrije i aksioma Lobacevskog
vaze na modelu i pokazati da na modelu vazi hiperbolicka geometrija.
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5.2.1 Aksiome incidencije i aksiome poretka

Posmatramo dve proizvoljne h-tacke A i B. Na osnovu osobina inverzije
svaka kruznica koja prolazi kroz A, a ortogonalna je na apsolutu k, prolazi
kroz jos jednu utvrdenu tacku A’. Sve te kruznice obrazuju elipti¢ni pramen
kruznica koji je ortogonalan na k. Kako kroz tacku euklidske ravni koja je
razlicita od A i A’ uvek prolazi jedna i samo jedna takva kruznica tada vazi
sledec¢a teorema:

Teorema 55 Za bilo koje dve h-tacke A i B, uvek postoji jedna i samo
jedna h-prava kojoj pripada i tacka A i tacka B.

Ova teorema nam pokazuje da su u ovom modelu zadovoljene druga i
tre¢a aksioma incidencije. Posto svakoj kruznici koja je ortogonalna na k
pripada bezbroj tacaka koje su istovremeno i unutrasnje tacke apsolute k i
pored tih tacaka apsolute ima i bezbroj drugih tacaka, time je zadovoljena
i prva aksioma Hilbertovog sistema.

Neka su A, B i C razne tacke jedne h-prave. Ako je ta h-prava precnik
apsolute, prve tri aksiome druge grupe Hilbertovih aksioma su zadovoljene,
jer su one zadovoljene na svakoj otvorenoj euklidskoj duzi. Ako je h-prava
luk kruznice a, prema definiciji relacije h-izmedu, na euklidskoj tetivi PQ
tacka B’ je euklidski izmedu tacaka A’ i C’. Posto su na otvorenoj euklidskoj
duzi PQ, zadovoljene su Hilbertove aksiome rasporeda A’, B’ i C’ su tri razne
tacke. Stoga sui OA’, OB’ i OC’ tri razne prave. Ako je tacka B’ euklidski
izmedu A’ i C’, onda je ona i izmedu C’ i A’, a to prema utvrdenoj definiciji
znaci da je tacka B h-izmedu tacaka C' 1 A. Vazi sledeta teorema:

Teorema 56 Ako je tacka B h-izmedju tacaka A i C, tada su A, B i C tri
razne tacke i B je takodje h-izmedju tacaka C i A, a tacka C nije izmedu
tacaka A i B.

Na ovaj nacin je pokazano da su zadovoljne prve tri aksiome druge grupe Hil-
bertovog sistema, a jednosavno se pokazuje da vaze i ¢etvrta i peta aksioma
rasporeda. Pasova aksioma vazi zbog sledece teoreme euklidske geometrije.

Teorema 57 U unutrasnjosti kruinice k date su tri tacke A, B i C. Kroz
ngih prolaze tri kruznice ortogonalne na k. Onaj luk Cetvrte kruznice orto-
gonalne na k, koji pripada unutrasnjosti k i koji sece jedan od unutrasnjih
lukova AB, AC ili BC, sece jedan i samo jos jedan od tih lukova, ako ta
éetvrta kruznica ne prolazi ni kroz jednu od tacaka A, B ili C.
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5.2.2 Aksiome podudarnosti

Aksioma 3.1 oc¢igledno vazi, a s obzirom da h-refleksija, koja slika tacku
A u B islika tacku B u tacku A, vazi i druga aksioma podudarnosti.

Aksioma 3.3: Ako je svaka od h-duzi A’B’ i A”B"” h-podudarna istoj
h-duzi AB, onda je i duz A’B’ h-podudarna duzi A” B”.

Prema definiciji h-podudarnoosti, postoji h-izometrija f koji preslikava
A'B’ na AB i postoji h-izometrija g, koja A”B" preslikava na AB. Pri
transformaciji go f, A’ B’ se preslikava na A” B”, ali go f je proizvod kona¢nog
broja h-refleksija, tj. predstavlja jedno h-podudarno preslikavanje. Time je
i Aksioma 3.3 potvrdena.

Aksioma 3.4: Neka su AB i BC' dve duzi h-prave a, koje nemaju za-
jednickih unutrasnjih tacaka. Ako je AB h-podudarno sa A’B’, a BC h-
podudarno sa B'C’; gde su A’, B', C’ h-kolinearne i u h-rasporedu B(4’, B’, C"),
onda je i AC' h-podudarno sa A'C’.

Kako je AB h-podudarno sa A’B’, to postoji proizvod inverzija koje AB
preslikavaju na A’B’. Pri tom se tacka C preslikava na Cy h-prave A’B’ i
to sa one strane tacke B’ sa koje je tacka C’. Otuda sledi da je h-duz AC
h-podudarna duzi A’Cy. Kako se tacke C’ i C; nalaze na pravoj A’ B’ sa iste
strane tacke A’, to se one moraju poklapati. Dakle, ova h-izometrija slika
AC u A'C’, a to dokazuje da su h-duzi AC i A’/C’ h-podudarne. Aksioma
3.5: Neka su A i B dve razne h-tacke h-prave a, a A’ tacka te iste ili neke
druge h-prave a/. Na pravoj a’ sa date strane tacke A’ uvek postoji tacka
B’ takva da je h-duz AB h-podudarna h-duzi A’B’.

Slika 45.

Uvek postoji podudarnost koja tacku A preslikava na tacku A’. h-prava
a preslikava se na h-pravu a”, koja prolazi kroz tacku A’, a tacka B na
neku tacku B” h-prave a”. Tackom A’ kao pocetnom tackom i tackom B”
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odredjena je h-poluprava koja sa unapred datom polupravom h-prave o’
odreduje h-ugao. Obelezimo sa s h-simetralu tog ugla. Inverzija s obzirom
na kruznicu s je h-podudarnost pri kojoj se kraci tog ugla preslikavaju je-
dan na drugi. Tacka B” preslikava se na tacku B’ unapred date poluprave
h-prave a’, dok tacka A’ ostaje nepromenjena. Proizvod dva posmatrana
h-podudarna preslikavanja preslikavaju duz AB na h-duz A’B’, pri ¢emu je
tacka A’ unapred data, a tacka B’ pripada unapred datoj h-pravoj i nalazi
se sa date strane tacke A’. Kako je taj proizvod opet h-podudarna transfor-
macija, to su h-duzi AB i A’B’ h-podudarne. Sto znaéi da je zadovoljena
Aksioma 3.5.
Navodimo sledeé¢u teoremu bez dokaza.

Teorema 58 Tacka B’ iz Aksiome 3.5 je jedinstvena takva tacka na uocenoj
polupravoj h-prave a’.

Neka je (A,B) podudarno (A4,C) i neka je s h-simetrala ugla BAC. Tada
se h-refleksijom u odnosu na s poluprava AB slika u polupravu AC, a tacka
B u tacku B takvu da je (A, B) podudarno (A, By). S obzirom da na
polupravoj AC' postoji ta¢no jedna takva tacka sledi da je By = C, a s je
h-simetrala h-duzi BC'. Znagci ako je (A, B) podudarno (A, C) onda tacka
A pripada h-simetrali h-duzi BC'.

Aksioma 3.6: Neka je u h-ravni dat h-ugao Zhk i h-prava a’. Neka je
u odnosu na pravu a’ zadata h-poluravan o’. ObeleZimo sa h’ h-polupravu
h-prave a’ koja ishodi iz tacke O’. Tada kroz O’ u h-poluravni «’, postoji
jedna i samo jedna h-poluprava k', takva da je h-ugao Zhk h-podudaran
h-uglu W'K'. Vazi jos i da je svaki h-ugao podudaran samom sebi.

Slika 46.

Neka su parovi h-tacaka (A4, B) i (A’, B’) podudarni i neka je C' tacka
jedne h-poluravni sa rubom AB, a a h-poluravan sa rubom A’B’. Postoji
h-izometrija F koja redom slika tacke A i B u A’ i B’. h-refleksija g u
odnosu na h-pravu A’B’ slika tacke A’ i B’ u sebe, a jednu poluravan sa
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rubom A’B’ u drugu. Zato, ukoliko f ne slika poluravan sa rubom AB koja
sadrzi C' u poluravan «, onda to ¢ini g o f. Oznacimo ovu h-izometriju sa
f1. Tada je tacka C' = f1(C) takva da je (A, C) podudarno (A',C") i (B, C)
podudarno (B’,C"). Neka je C7 # C' takode tacka poluravni « takva da
je (A, C) podudarno (A’,C1) i (B,C) podudarno (B’,C4). Tada je (A’,C1)
podudarno (A, C"), pa tacka A’ pripada h-simetrali h-duzi C'C;. Sli¢no i
B’ pripada h-simetrali C'C1, pa je h-simetrala C'C prava A’B’, a one su
sa raznih strana te prave, $to je kontradikcija.

Aksioma 3.7: Neka su A, B i C tri h-tacke koje ne pripadaju istoj h-
pravoj, a A’, B’ i C' takodje tri h-tacke koje ne pripadaju istoj h-pravoj.
Ako su tada h-duzi AB i AC h-podudarne h-duzma A’B’ i A’/C’, a h-ugao
/BAC podudaran h-uglu ZB’A'C’, onda je i h-ugao ZABC h-podudaran
h-uglu ZA'B'C’.

Neka su redom parovi tacaka (A, B) i (4, B’); (B,C) i (B',C"); (C, A)
i (C', A") podudarni. Tada postoji h-izometrija f koja slika A i B redom
u A"i B’, a sli¢no kao u prethodnom sluc¢aju mozemo smatrati da f slika
poluravan sa rubom AB koja sadrzi C' u poluravan sa rubom A’B’ koja
sadrzi C'. Neka je f(C) = C;. Tada je (A,C) podudarno (A’,Cy) i (B,C)
podudarno (B’,Cy). Pri tom su C’ i C; u isto]j poluravni sa rubom A’B’. Na
osnovu prethodne aksiome postoji tacno jedna takva tacka, pa je C; = C'.
Neka su D i D' tacke polupravih BC' i B'C’ takve da je (B, D) podudarno
(B',D"). h-izometrija f slika polupravu BC u polupravu B'C’, pa zbog
podudarnosti slika tacku D u D’. Dakle f slika redom Ai D u A" i D', pa
su i odgovarajuéi parovi tacaka podudarni.

5.2.3 Aksiome neprekidnosti i aksioma paralelnosti

Kako su aksiome neprekidnosti zadovoljene na otvorenoj euklidskoj duzi,
to su zadovoljene i u ovom modelu gde smo definisuéi relaciju h-izmedu
postavili jednozna¢nu korespondenciju izmedu tacaka h-prave a i tacaka
otvorene euklidske duzi PQ, gde su P i () beskona¢no daleke tacke prave a.

Treba jo§ pokazati aksiomu paralelnosti.
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Slika 47.

Aksioma paralelnosti: Uo¢imo h-pravu a i van nje h-tacku A. Tacke u
kojima kruznica ili preénik a sece apsolutu k oznac¢imo sa P i ), pri cemu te
tacke nisu h-tacke i ne pripadaju pravoj a. Kroz tacke A i P prolazi uopstena
kruznica p koja je uz to i ortogonalna na apsolutu, a kroz tacke A i @) prolazi
uopStena kruznica g koja je ortogonalna na apsolutu. Sve ostale kruznice
koje prolaze kroz A, a ortogonalne su na apsolutu, pripadaju jednom od dva
para unakrsnih uglova koje obrazuju kruznice p i ¢. Sve kruznice iz jednog
od tih uglova seku a, dok kruznice iz drugog para ne seku a.

U h-ravni, kroz tacku van prave, prolazi bezbroj h-pravih koje datu h-
pravu seku, a takodje i bezbroj onih koje je ne seku.

Kako smo pokazali da vazi i aksioma Lobacevskog, odnosno da je ovaj
model model hiperbolicke geometrije i naziva se Poenkareov model hiper-
bolicke geometrije tj. Poenkareov disk model. Kako je ovaj model smesten
u delu euklidske ravni, to i osnovni objekti tog modela i relacije su jedan
deo geometrije Euklida. To znaé¢i da ako bismo nasli protivre¢nost u ovom
modelu to bi impliciralo i protivreénost u geometriji Euklida. Na osnovu
ove povezanosti, navodimo sledeé¢u teoremu:

Teorema 59 Ako je geometrija Euklida neprotivreéna, neprotivrecéna je i
hiperbolicka geometrija.

Navedimo slede¢e dve teoreme bez dokaza:
Teorema 60 Ako se u inverziji u odnosu na krug k tacka X koja ne pripada

krugu k preslikava na X', onda je svaki krug | koji sadrZi tacke X 1 X'
normalan na k.
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Teorema 61 Ako se u osnoj refleksiji u odnosu na pravu p tacka X koja
ne pripada pravoj p preslikava na tacku X', onda je svaki krug | koji sadrzi
tacke X i X' normalan na pravoj p.

Tek kada smo pokazali da vaze sve aksiome i postavili pojmove u Po-
enkareovom disk modelu, mozemo govoriti o jako vaznom pojmu, a to je
paralelnost i o njegovoj interpretaciji u ovom modelu.

Ako dve h-poluprave sa zajednickim temenom B imaju iste krajeve kao
i neka h-prava a, koja ne sadrzi B, tada ¢e proizvoljna h-poluprava sa te-
menom B seéi h-pravu a ako i samo ako pripada onom od h-uglova na koje
zadate h-poluprave razlazu h-ravan, kojem pripada i h-prava a. Stoga za te
dve h-poluprave mozemo re¢i da su h-paralelne h-pravoj a. Za dve h-prave
mozemo rec¢i da su medjusobno h-paralelne ako imaju jedan zajednicki kraj.

Metrika se u h-ravni moze uvesti preko inverznog rastojanja, na osnovu
¢ega mozemo uvesti pojam h-kruga kao skupa svih h-tacaka jednako uda-
ljenih od izabrane h-tacke koju ¢emo oznagciti kao centar h-kruga.

Inverzno rastojanje se u modelu definiSe na sledeéi nacin:

Definicija 27 Neka su A i B dve h-tacke, a a i b dve h-prave upravne na
pravoj AB, inverzno rastojanje medju krugovima koji sadrie h-prave a i b
upravne na AB je h-rastojanje izmedu h-tacaka A i B. Ouvim je definisana
funkcija na skupu parova h-tacaka A, B koja zadovoljava sve uslove da bude
mera duZi pa nju moZemo nazvati h-rastojanjem ili h-metrikom.

Dakle rastojenje u Poenkareovom disk modelu je dato sa:

; X—-A Y-A
"\X-B'Y-B)|

U Poenkareovom disk modelu vazi i komfornost, §to znac¢i da su uglovi
izmedu h-pravih u hiperbolickom smislu jednaki euklidskim uglovima izmedu

uopstenih krugova koji ih definisu. Sada mozemo pokazati da za ugao para-
lelnosti vazi slede¢a jednakost.

p(A, B) = |In[A, B; X, Y]| = 2

Teorema 62 Ugao paralelnosti u Poenkareovom disk modelu dat je sa

e~ = tan([II(d)/2).
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Slika 48.

Dokaz: Neka je d Poenkareovo rastojanje od neke tacke P do neke
Poenkareove prave [. Mozemo da izaberemo da [ bude dijametar kruga k,
() centar tog kruga tako da P pripada dijametru normalnom na [. Tada
je d = PQ a II(d) predstavlja Poenkareov ugao paralelnosti koji obrazuju
prava paralelna sa [ i p(PQ). Poenkareova prava kroz P paralelna sa [ je
luk kruga a, koji je ortogonalan na k, sadrzi tacku P i ima jedan zajednicki
kraj sa [, pa je | tangenta na a. Dodirna tacka im je jedan kraj dijametra
[ i ozna¢imo je sa S. Tangenta na a u tacki P sece [ u nekoj unutrasnjoj
tacki R, koja predstavlja pol tetive P.S kruga a pa su uglovi ZRPS i ZRSP
jednaki i imaju zajednicku meru . Neka je a = II(d), mera ugla ZRPQ.
Kako je ZPRQ@ = 20, dobijamo da je jednaka proizvodu r - tanf, gde je r
poluprec¢nik apsolute k, pa koristeéi identitet:

o 1+ tang
1—tanpB’
formulu za ugao [ i trigonometrijske identitete
T o« 1 —tan§
tan (5 - 5) = 72
4 2 1+ tan §

dobijamo trazenu formulu.

5.3 Epicikli u Poenkareovom disk modelu

Opisali smo epicikle u geometriji Lobacevskog i primetili da postoje tri
razli¢ita pramena pravih i to: elipti¢ki, parabolicki i hiperbolicki. Sada
¢emo videti kako se predstavljaju elipticki, paraboli¢ki i hiperboli¢ki pramen
pravih u Poenkareovom disk modelu.
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Slika 49.

Elipti¢ki pramen h-pravih se predstavlja kao skup skup svih h-pravih
koje prolaze kroz neku h-tacku. Videli smo da u euklidskom smislu su to
lukovi kruznica koje prolaze kroz tacku A, normalne su na kruznicu k& i pri-
padaju unutradnjosti kruznice k. Sve kruznice koje su normalne na kruznicu
k i prolaze kroz tacku A, prolaze i kroz tacku A’, koja je inverzna tacki A
u odnosu na kruznicu k. Otuda one obrazuju elipticki pramen kruznica sa
karakteristicnim tackama A i A’. Prema tome elipticki pramen h-pravih,
sa h-centrom u h-tacki A, predstavljen je lukovima kruznica eliptickog pra-
mena A, A’ koji pripadaju unutrasnjosti apsolute k, ukljucujuéi i precnik
apsolute koji prolazi kroz tacku A.

Parabolicki pramen pravih je skup svih A-pravih sa zajednickim
krajem koje su predstavljene lukovima kruznica koje su normalne na ap-
solutu i sve prolaze kroz istu tacku A apsolute. Kako sredista krugova koji
sadrze h-prave jednog parabolickog pramena pripadaju tangenti apsolute u
zajednickom kraju A zadatog pramena h-pravih, h-prave nekog parabolickog
pramena pripadaju krugovima nekog parabolickog pramena krugova (slika
50.).
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Slika 50.

Hiperbolicki pramen h-pravih predstavlja skup svih A-pravih nor-
malnih na apsolutu £ ili na h-pravu a. Neka luk uopstene kruznice a repre-
zentuje bazisnu pravu pramena i neka su M i N tacke preseka kruznica k i a.
Elementi hiperbolickog pramena pravih, sa bazisnom pravom a, su predsta-
vljeni lukovima kruznica koje su normalne i na kruznicu k i na kruznicu a.
Znagi, da one obrazuju pramen konjugovan pramenu (k,a). Kako je (k,a)
elipticki, njemu konjugovan pramen je hiperbolicki pramen. Linija centra
tog pramena je prava M N.

Slika 51.

Krug koji je upravan na svim krugovima zadatog pramena krugova, ¢e
biti skup svih slika proizvoljne tacke ravni u inverzijama u odnosu na krugove
nekog pramena, pa ¢e h-epicikl ée biti krug ili deo tog kruga. On nece
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biti upravan na apsoluti sem u slucaju kada je taj h-epicikl osnova neke
h-ekvidistante.

Slika 52.

U pramenu konkurentnih pravih, odgovarajuéi h-krug ¢e biti krug koji
pripada h-ravni, ¢iji centar ne mora biti centar euklidskog kruga. Kako je
h-oricikl upravan na parabolickom pramenu h-pravih, on ¢ée biti euklidski
krug kome nedostaje zajednicki kraj h-pravih zadatog parabolickog pra-
mena. Ako je zadat hiperboli¢ki pramen h-pravih, sa bazisnom pravom s,
njemu odgovarajuca h-ekvidistanta je deo euklidskog kruga koji je upravan
na zadatom pramenu krugova. Ekvidistantu takode predstavlja jos jedna
grana koja se dobija h-simetrijom u odnosu na h-pravu s. Ako je h-prava
s deo kruznice h-simetrija je inverzija u odnosu na tu kruznicu, a ako je
h-prava s precnik apsolute tada je h-simetrija osna simetrija u odnosu na
pravu s.

5.4 Poenkareov poluravanski model

Predstavili smo geometriju Lobacevskog u Poenkareovom disk modelu.
Pored disk modela, geometrija Lobacevskog je zadovoljena i u Poenkareovom
poluravanskom modelu. Pre nego $to vidimo da je zaista tako, dajemo opis
tog Poenkareovog poluravanskog modela.

Bilinearnim preslikavanjem

d+z
fe) =i

unutrasnjost jedini¢nog diska P, o koji pripada kompleksnoj ravni 7, se
preslikava u gornju poluravan, a kruznica (apsoluta) se preslikava u z-osu
koja predstavlja rub te poluravni.
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Bw:R<1+Z> :1<1—|—z+1+z> _ 1—\z|2'
1—2 2\1—-2z 1-z |1 — 2|2

Zato je B, > 0, tj. f(z) pripada gornjoj poluravni ako i samo ako je
|z| < 1, tj. ako z pripada jedinicnom krugu. Preslikavanje f je bijekcija
jedini¢énog diska i gornje poluravni. Na taj nacin, od Poenkareovog disk
modela dobijamo model u gornjoj poluravni, koji nazivamo poluravanski
model i oznacavamo sa H.

Bilinearno preslikavanje f, krugove i prave normalne na jedini¢ni krug
preslikava u krugove i prave normalne na z-osu. Zato su prave u poluravan-
skom modelu poluprave upravne na z-osu i polukrugovi sa centrom na x-osi
i nazivamo te prave h-pravama (slika 56.).

‘\\‘Z‘\L

Slika 53.

Osu z koja sadrzi centar polukruga i podnozje prave upravne na nju
zvatemo apsolutom neeuklidske ravni tj. otvorene euklidske poluravni, a
duz CD h-prave upravne na x-osu predstavljace h-duz kao i deo luka XY
od tacke A do tacke B.

A U slucaju kada je prava AB poluprava normalna na z-osu u tcki X,
tacka Y je beskonac¢no daleko. Zato je u tom grani¢nom slucaju

ph(A7 B) =l

nX_A
X -B|

Sada prikazujemo pojmove h-ugla i h-trougla u poluravanskom modelu.
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Slika 54. (h-ugao i h-trougao)

Na slikama vidimo h-ugao ZAOB i h-trugao AABC u poluravanskom mo-
delu.

5.5 Epickili u Poenkareovom poluravanskom modelu

Videli smo kako se tri razli¢ita tipa pramenova predstavljaju u Poenka-
reovom disk modelu. Sada ¢emo dati prikaz ta tri pramena u Poenkareovom
poluravanskom modelu.

Elipticki, parabolic¢ki i hiperboli¢ki pramenovi h-pravih h-ravni 7w se do-
bijaju kao slike odgovaraju¢ih pramenova Poenkareovog disk modela u presli-
kavanju f. Buduéi da h-prave nekog pramena h-pravih h-ravni o pripadaju
krugovima nekog pramena krugova, i h-prave pramena h-pravih h-ravni 7
pripadaju krugovima nekog pramena krugova.

5.5.1 Elipticki pramen u Poenkareovom poluravanskom modelu

~

Slika 55.

Posmatrajmo sve h-prave koje prolaze kroz tacku A. To su u euklidskom
smislu polukruznice, ¢iji centri leze na pravoj p i koje prolaze kroz tacku
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A, tom skupu pripada i normala na pravu p koja prolazi kroz tacku A.
Odgovarajuce kruznice, nosaci uocenih polukruznica, prolaze kroz tacku A’
koja je simetri¢na tacki A u odnosu na apsolutu p. Tako one obrazuju
elipticki pramen sa karakteristicnim tackama A i A’. (Slika 55.)

To znagi, elipticki pramen pravih u Poenkareovom poluravanskom mo-
delu predstavljen je delovima elemenata eliptickog pramena kruznica, koji
leze sa uoCene strane apsolute p, uklju¢ujuéi i odgovarajuéi deo potenci-
jalne ose tog pramena. Linija centra toga pramena kruznica je apsoluta p,
a karakteristicna tacka pramena koja lezi u h-ravni je h-centar eliptickog
pramena h-pravih.

5.5.2 Parabolicki pramen u Poenkareovom poluravanskom mo-
delu

Slika 56.

Analogno kako i za prethodni pramen, skup svih polukruznica na apsoluti
p koje imaju jednu zajednicku tacku na apsoluti, uklju¢ujuéi i polupravu
koja je u toj tacki normalna na apsolutu. Tako je parabolicki pramen h-
pravih reprezentovan delom parabolickog pramena kruznica koji lezi u h-
ravni.

Parabolicki pramen h-pravih je takode reprezentovan i skupom svih po-

lupravih sa pocetnom tackom na apsoluti, a koje su normalne na apsolutu
(Slika 56.).

70



5.5.3 Hiperbolicki pramen u Poenkareovom poluravanskom mo-
delu

Slika 57.

Neka je bazisna h-prava pramena euklidska polukruznica a. Prave hiper-
bolickog pramena pravih reprezentovane su polukruznicama sa centrima na
apsoluti koje su normalne na kruznicu a. Konstrukcijama normala na datu
pravu dobijamo opis hiperbolicki pramen pravih (Slika 57.).

Ako je bazisna prava poluprava a upravna na apsolutu u tacki A, tada
je hiperboli¢ki pramen reprezentovan sistemom koncentri¢nih polukruznica
sa zajednickim centrom A (Slika 57.).

Bilinearnim preslikavanjem f h-krugovi h-ravni o se preslikavaju na eu-
klidske krugove h-ravni m, pa predstavljaju h-krugove h-ravni w. Tom in-
verzijom h-oricikli h-ravni ¢ preslikavaju se na euklidske prave h-ravni 7
koje su euklidski paralelne rubu p poluravni 7, i na euklidske krugove polu-
ravni 7 koji dodiruju pravu p. Stoga se skup h-oricikala h-ravni 7 sastoji iz
euklidskih pravih poluravni 7 koje su paralelne pravoj 7 i krugova te polu-
ravni koju dodiruju p. Bilinearnim preslikavanjem f h-ekvidistante h-ravni
o preslikavaju se na euklidske poluprave sa temenima na pravoj p, i na lu-
kove krugova ¢ija temena pripadaju pravoj p. Stoga se skup h-ekvidistanti
h-ravni 7 sastoji iz euklidskih A-polupravih kojima su temena na rubu p
poluravni 7 i krugova ¢ija temena pripadaju pravoj p.

5.6 Klajnov model

Za Klajnov model k uzima se unutrasnjost fiksiranog kruga k. Tacke tog
modela Cine sve tacke koje se nalaze u unutrasnjosti kruga, a prave su tetive
tog kruga. Relacija izmedu se, u tom modelu, nasleduje iz ravni.
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Neka su a,b € k dve fiksirane tacke. Neka su x i y krajnje tacke tetive
kruga k koja sadrzi a i b. Defini§imo nenegativnu funkciju p : kK — k sa

1 1 - _
pmwy:2um¢@xw”:ln(z_Z:Z_ZN
Ovako definisana funkcija zadovoljava slede¢e osobine:

2
1. p(a,b) = 0 akko a = b;

1’ 1 — Inlb,a;z,y]| =

2. p(a,b) = 3linfa,b;z,y]| = Jlinfb,a;2,9) 7| = 3

p(b,a)
Da bi funkcija p bila metrika, a Klajnov model (&, p) metricki prostor,
treba da vazi i nejednakost trougla:

pla,c) + p(c,b) > p(a,b);a,b,c € k.
Mozemo primetiti da definicija funkcije p ne zavisi od oznacavanja tacaka
x iy, tj vazi [a,b;x,y] = —[a,b;y,x], pa zamenom mesta = i y ponisti
apsolutnu vrednost logaritma. Vidi se da uz raspored B(y, a, b, z) vazi

—ay—b
r—ae¥ S1x1=1

b; = .
[CL, ax7y] l‘*by*a

pa je p(a,b) = %ln[a,b;x,y] > 0, sto znaci da mozemo izostaviti apso-
lutnu vrednost.

Pretpostavimo da su tacke a, b, ¢ € k kolinearne, tako da pripadaju tetivi
(xy) i vazi B(a,c,b) odnosno B(y,a,c,b,x). Tada vazi

1 1
p(a¢ C) + IO(C> b) = iln[aa G x,y] + §ln[ca b; l‘,y]

1 1
= iln([a7c;$7y][c7 b71:7y]) = an[a7 b,l‘,y] = p(avb)

gde je treca jednakost dobijena na osnovu identiteta

r—a y—a r—c y—c\ _ [(r—a y—a
rT—c y-—c zt—b y—>b) \xz—b y—»>

Teorema 63 Klajnov model (k, p) je metricki prostor.

Smatramo da je par tacaka A, B podudaran paru tacaka C, D ako je
p(A, B) = p(C, D). Moze se pokazati da tacke i prave Klajnove ravni i rela-
cije izmedu i podudarnosti parova tacaka zadovoljavaju aksiome prve cetiri
grupe kao i aksiomu Lobacevskog. Ovim je dat jedan model hiperbolicke
geomtrije ravni.
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6 Zakljucak

Nastanak savremene ideje revolucionarne geometrije pratio je dug i mucan
proces u razvoju matematicke misli. Veliki problem, oko kojeg su se saku-
pljali najveéi matematicki umovi, dugi niz vekova, izrodio je kao resenje,
veliku i sasvim novu teoriju. U ovom radu izlozZen je, u kratkim crtama, tok
tog procesa, s akcentom na istorijsku pozadinu, lutanja, pokusaje i osnovne
ideje koje su utemeljile jedan sasvim novi svet u teoriji geometrije i nje-
nog zasnivanja. Vidimo kako tri razli¢ite vrste geometrijskog prostora stoje
jedan pored drugog, svaki podjednako valjan i svaki podjednako ispravan.
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