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DIFERERCIJALNE JEDNACINE PRVOGA REDA 

Neka је у nepoznata !unkcija nezavisno 
njen izvod ро х, onda ве jednacina 

Ј(х,у,у') .. о, ( 

gde F(x,y,y') izvesna !unkcija od х, у 1 zove ~~~~~~ 
na jednac~ (DJJ) prvoga reda. DJJ (l) moze Ыti u razlicitim 
oЫicima, na primer, 

!(x,y)dx- dy- dy • О • 

Svaka funkcija у • ~ (х) de!inisana i diferencijaЫlna u 
i:ntervalu (а,Ъ), koja :J4e:nticki zadovoljava jednaci:nu (1) \i'хЕ(а,Ъ) 

tj. [1 х, ~(х), ~·(х)] .. о, "i х €(а,Ъ) zove ве resen.1e jednaCine 
(1). 

Napisiino jednaci:nu 1 u oЫiku 

у' • f(x,y), (2) 

koja moze imati beskonacno m:nogo resenja. Sva rese:nja sa izves­
:nim izuzetkom mogu se izraziti jed:nom !ormulom~(x,y,c) • о, ko­
ja sadrzi proizvoljnu konsta:ntu С i koja predstavlja opsti inte­
~ DJJ (2). 

Junkcija 

у .. 'f.(x,C) (3) 

neprekid:no diferencijaЫlna ро х i neprekid:na ро proizvolj:noj kon­
sta:nti С, predstavljace opste resenje jed:nacine (2) u oЫasti D 
promenljivih х i у, ako jednacina (3) odredjuje vrednost konstan­
te С za svaki par (х,у) Е D, tj. С .. '/Ј (х,у) i ako zame:na vred:nosti 
С u ј ednacini у' .. '-е~ (х, С) dovodi do DJJ (2) u oЫasti D, tj. 
У' '"'-е'х[х, 41(х,у)] !!' :f (х,у). 



Resenje, odnosno integral DFJ (2), dobijeno iz opsteg rese­
nja9 dajuci proizvoljnoj konstanti С odredjenu brojnu vrednost, 
ukljucujuci tu ponekad i :!: - zove se partikularno resenje, od­
nosno partikularni integral jednacine (2). Geometrijski, parti­
kularni integral DFJ (2) predstavlja integralnu krivu, sadrzanu 
u familiji integralnih krivih, datih njenim opstim integralom. 

Ка.dа је data neka DFJ, .postavljaju se dva osnovnв. pitanja: 
prvo, da li ona uopste ima resenja; drugo, ako ima resenja kakva 
su i koja su. Necemo se upustati u razmatranje tih opstih pita­
nja, ve6 samo izneti nekoliko prostijih DFJ prvog reda, koje se 
mogu lako resiti, u prvom redu pomocu integriranja (resavanje 
kvadraturama). 

Rastavljanje promenljivih. Ako se DFJ (2) moze svesti na оЪ-
lik 

\((7)dy • Ч' (x)dx (4) 

kaze se da su promenljive rastavljene, te је opsti integral 

Ј '((7) d7 • Ј с.р(х) dx + С 

Homo5ena jednaHna. DFJ oЫika 

(5) 

zove se homogena ciji је stepen homogeniteta nula. Za resavanje 
ove DFJ koristi se smena. 7 • u(x)x gde је u(x) nova nepoznata 
tunkcija. Iz smene imamo da је 

Y,.xdu+u 
ц '!Х ' 

te jedna~ina (5) postaje d~ .. H~~-u , gde su promenljive raz­

dvojene, te је 

Ј du 

gde 
nu 

х .. с е f(u)-u. 

integracije, treba smenom у • ux vratiti na prvobit-

jedna~inu moze ве svesti i jedna~ina oblika: 

(б) 
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konstante. Ы 

treba izvrвiti saeпu 

% .. х +<>L ; .. у + Ј3 

n oL 1/> za sad konstante. 
saene 

.. r 

JJro se konstante о( 1 ft izaberu 

aoL+b;'3+C•O 

а<. + ъ1;в + с1 .. о 

onda gornja jednacina ровtаје homogens, 

я- "' t' (й + ЪУ ) , 
а1х + ъ1У 

) 

) 

(8) 

za koju smo videli kako ве integrali. Sistem (8) imace resenja, 
ako је 

\:1 :11 ,to. 

Ako је, pak, ova determinanta jednaka nuli, tj. ako је 

.!....,..!L. .. k 
al ъl 

tada jednacina (б) postaje 

dv .. .,[k(al:x + Ъl;r) +с] 
~ ... _ koja ве integrali вmenom 
d:x al:x + Ъl:r + cl * .. al + ъl ~ i ova. jednacina postaje 

r(ku +с) 
u + с1 

gde se promenljive mogu razdvojiti. 

Linearna jednacina. DFJ linearna,po nepoznatoj funkciji i 
njenom izvodu, zove se linearna jednacina. То је jednacina oЪli-



!f + .t (х) у + ~ (х) • О (9) 

gde su f(x) i ~(х) funkcije nezavisno. promenljive х. 

Ima vise metoda .$8. integraciju 1inearne jednacine. Veoma ~e­
sto koristi se direktan obrazac za opsti integral jednacine (9)& 

-Jf()()dx f .f(x)cl.)( ) 
у • е.. . (о - f '€(х) е dx (9') 

. Metoda varijacije konstante sastoji se u s1edecem. Prvo se 
resi homogeni deo jedna~ine (9) yt + f(x)y .. о gde se promen-
1jive razdvajaju i cije је opste resenje 

-Ј f(x)d.X 
У. о е с1о) 

Zatim se pokusa da (10) Ъude resenje i od (9), ali dopus­
tajuci da је О • О(х), tj. da је О funkcija od х. 

Iz (10) imamo da је 

-Jf(x)d,.){ -J.f'<x)dx 
~ • ~ е - с fcx> е 

Uvrstimo 11 taj izraz i (10) u (9) na1azimo da ta jednacina 
(9) daje 

f .fcx> dx 
0(Х) .. 01 -Ј '€ (х) е dx:) gde је 01 koi:lstanta. 

Zamenom u (10) dobijamo opsti integra1 1inearne jednacine(9) 
u navedenom oЪliku (9') • 

Linearna jednacina (9) mo!e se integraliti 

у • u(x) V(x) , 

te Dli'J (9) postaje u ~ + [ f(x)u +~Ј V + 'f(x) "' О • 

Odredimo funkciju u tako da Ъude 

-Ј f(x) d)( 
~ + t(x)u • о, odakle је u • е 

(11) 

Pos1e ovoga dоЫја se funkcija V iz jednacine u ~ +'-е( х) • О 
1 dоЫја se 
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- J.rc"'нiJ( 
v .. -Ј u-i 't(J~)dx +С"' -f е 'f(x)+ С. 
Zaaenoв izraza za tunkcije u(~) 1 V~) u (11) ~ЫЈаао ob­

razao (91). 

Bernu.li,jen .1edn&Hпa. DFJ oЫika 7'+1'(Х)7+ 'е <Х> ;r" .. о, 
gde је s р Ou s р 1 пaziva se Bernu.lijevoв ШЈ prvog reda. Иоiе 
se sтesti па 1inea.rnu jedna~inu. Radi toga podeli6eJIIO jedпa~imt 
ва 7s 

Zi + 1' (х) а:1 + '€ ( х) '"' О , 
7 7 

i staтiceвo ;_1 .. z , tj. ;-s .. 111 • 

7 

Ouda је (1- s)7-8 7 9 • z•, tj • .i .. ~, ра :Sernu.lije"П. je~i-
7s 1-s 

na postaje z' + (1-s)t(x)s - (1-s) ~(х) • О, tj. 1inea:rna. Каd se 
iz оте nadje z, dоЫсе se 7 is ;-s • z • 

ZADACI 

1. Data је tunkcija 71 • ,..:д.-х, gde је nE.ll. Poka.zat~ da О"П. 

tunkcija zadovo1java DFJ х(~+ 7) • цу • 

Resen.je. Vidi se da је x(7i + :r1) • n;r1 • Каkо је 
_ .n-1 -х .n n :ri • nx е - х-· е -х • 'i :r1 - 71 , to za.enom 

u DFJ nalaziвo da је n;r1 • n;r1 , che је dokazano da .twakoija 
71 zadovo1java datu DFJ. 

2. Odrediti neprekidnu tunkciju t(x) koja zadovo1java us1ov 
х J
0
tt(t)dt • х2 + t(x). 

Uputstvo. Pos1e diterenciranja ро х dоЫја se 
t' (х) - xt(x) • - 2х • Funk:cija t(x) Ша oЫik: 

х2 - 2erp(x2/2) + 2. 

3. Data је DFJ ;r' + 2;r .. 3,.3. lla6i onu integra1nu krivu date DFJ, 
koja prolazi kroz tacku А(О,1). 
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Resenje. Data DFJ razdvaja promenljive. Medjutim, ovde беmо 
pokazati njenu integraciju prihvatajuCi Bernulijev 

oЫik. Imamo da је 

~ + ~2 = ? sto smenom postaje (z • у-2 ) t zt - 4z • -6. 
у у 

Каkо је opste resenje homogenog dela ove jednacine z. о1 е4х dO 
to varijacijom konstante imamo ~ ~ dxl е4Х + 40le4x, sto ро-

sle smene u DFJ daje с1 • с + ~ е-4х 9 te је opsti integral 

date DFJ i 2 
"' 3 + 2 се4х 

Kako su pocetni uslovi у(О) • 1, to nalazimo da је С = -1/2, 
te integralna kriva koja prolazi kroz tacku A(O,l) glasi: 

i=-L 
3-е4х 

4. Naci krivu liniju kod koje tangenta u svakoj tacki sece na 
ordinatnoj osi odsecak proporcionalan kvadratu apscise. Me­

dju ovakvim krivim linijama odrediti onu koja za х • О ima eks­
tremum. 

Resenje. Iz uslova zadatka n • kx2 nalazimo da DFJ glasi 
1 

у' - х у • - kx • Opsti integral ove DFJ ima oЫik 

у"' Сх- ; 0-integraciona konstanta. Каkо је у' • С -

- 2kx а о ' to za uslov х а о imamo da је с • о, te је 

5. Smenom у • U(X)V(x) resiti linearnu DFJ у' + 3ху • бх • 

Каkо у • uv, to је у' • u'v + uv' , te DFJ posta-

је uv' + + 3xu)V .. бх. 

Uvodiпю da ј е + 3xu • О , te је 

DFJ ,. бх nalazimo V(x)• С + 

te је 

б 



6. Data. је је k konstanta. 
tako da data funkcija zadovoljava. uslov + 

а zatim resiti ovu 

Каkо је у .. ke2x ; "' 2ke2x to sшeno11 u DFJ 
М.lazimo da је k • 1/2. Za date DJIJ uvodi-

110 SJilenu У "' +z,..~ + 111 t te 1&110 da је 

Yi + rr.,• + + 4z "' 3е2х, odakle је z' + 4z .. О • Каkо је 

iz ove Dl!'J z .. е -4х , to opsti integral date Dl!'J је 

У .. ~ е2:х + е -4х • 

7· Resiti Dl!'J +л~,. .. АаЕГ х ; 11,а, А .. const. мtodoa 
varijacije k~.:щ~tante. Specijalno odrediti ono reienje DFJ 

koje za х • О iJI1a vrednost у0 • 

Resenje. Opsti integral ho11ogene jednaёine ,-• +~У • о, gla­
-Л,:t 

si у • с1е • Varijacijol1 konstante Cl nalazimo 
Ла. (~,-))х 

da је с1 .. с + 'i\.~-л е , te opsti integral date Dl!'J 
- ).1х :Ла, -4 

glasi у .. Се + ~ е Za uslove у(О) • у0 nalazimo 

da је integraciona konstanta С • у0 - f1~л ~ te је partiku-
_A.,:x- Л (-АХ -i\1 x) 

larno resenje у • у0 е + ?ч~ 'А \е - е • 

8. Naбi krivu liniju kod koje је odstojanje svake tacke od po­
ёetka koordinatnog sisteJiltll. jednako odseёku koji tangenta u 

toj taёki ёini na ordinatnoj osi. 

Resenje. Pre11a uslovu zadatka n&laziao da је DJIJ 

х,-' .. у - Ј х2 + .; , te ј е opsta integralna kri va 

u paraJ11etarsko11 oЪliku у • xu; u + Jl+u2 • Сх. 

Odrediti para•etar k da funkcija у • ~ bude partikularno re­
senje diferencijalne jednacine(D11J)бx2y" + 5:х,-' - 2у • О ~ 
Resenje. Каkо ·је у • ,-1 .. ~ partikularno resenje, to је 

6x2,-i + 5X'Yi - 2,-1 • О , odakle ве dobija бk2-k-2•0, 

? 



te је k • 21~ i k • - l/2. Pokazati da se uopstena DFJ 

ш:2уi + (n-l)xyi - (n-4)y1 ... О uvek svodi na jednaCinu ob-

lika. ш2 
- k - ( n-4) "' О za "1 n Е IJ n ,. 5 • 

10. Naci onu primitivnu funkciju funkcije f(X) • ex-l koja pro­
lazi kroz tacku(l 90). 
Reseњie. Ako primitivnu funkciju obe1ezimo sa F(x), tada је 

ро definiciji F'(x) • f(x), te је 

F(x) .. Ј f(x)dx + С t odnosno F(x) .. ех-1 + с, с ... const. 

Каkо је F(l) • о, to је С • -1 i primitivna funkcija glasi 

F(x) • ех-1 - 1 • 

11. Neka је у • ах8 mode1~ju6a funkcija jedne prirodne pojave, 
gde su а i s proizvo1jni parametri. Pokazati da odgovaraju­

ca DFJ te pojave ima oЫik 

(*) хуу" + УУ' - ху'2 "' о • 
Resenje. Iz sistema jednacina: у • ах8 ; у' • asx8

- 1 ; 

у" • as(s-l)x8
-

2 eliminacijom parametara а i s do­
se DFJ ( !f)o 

12. Naci DFJ i је у .. 

kao u prethodnom zadatku. Imamo da 

DJ.!'J - у <е'Сх) .. О • 

resiti DJ.!'J 

Iz date nalazimo , odakle 

14. reВiti DFJ 

"' о • 
sledeci: 
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+ lnC , lny Clnx 

16. Resiti DJ!J l + 

Iz је ili 

arctg'y "' arctgx + с odakle је у ' te је 
х + 

е У • 
1 -

17. Na6i ono е DFJ 2х koje k:roz tacku M(l,l). 

С .. -1 te 

18. Data је DFJ а parametar. Inte-

gralne k:rive ove DFJ cine fami1iju ва dva parametra: а i С, 

gde је С integraciona konstanta. Odrediti onu od integra1nih k:ri­
vih koja је algebarska i ima za asimptotu pravu у • О. 

19. 

20. 

Resenje. у .. 1 
-~· 

+ [(l+a)x2 - а] 
.9-z (l+a) х2-а 
У "' \ Х(1-х') 

у .. О gde је а€ R • 

ResenJe. Каkо је dx , to је 

lny .. lnC - Ј (l-a)x
2 

- а dx, odnosno у .. С ха Ј х2 ... 1. 
x(l - х2) 

Иасi partikularno resenje DFJ 
ne us1ove у(3) • 2. 

2 3у' (х -1)- 2ху "' О za pocet-

Resenje. Opste resenje dobija se sledeбim postupkom: 

,2Ы .. 2х dx 
У х2-1 

Za us1ov у(3) = 2 imamo da је 23 = 0(32 - 1), te је С • 1 .i 
partikularno re~ 'ie g1asi ~ а х2 - 1 • 
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21. Која f'unkcija ima. osobinu, da је V х ~R : у• .. у? 

Reseњie. у = f'(x) • С ех , С - integraciona konst. 

22. Resiti s1ede6e DFJ: 

а/ ~ • ~ ; Ъ/ 7х + х:у + у' (у + ху) .. О 

с/ х:у' - y1ny .. О ; d/ 2yx2yt .. 1 + х2 • 

Reseњie. а/ у2 • ~х' + х2 + с ; ••• 

23. Nac.i opsti i partikularni integra1 s1ede6ih DFJ kod kojih su 
dati pocetni uslovi 

а/ 2{:idy • ydx , za у(4) • 1. 

Ъ/ xydx + Ј1 - x2dy • о, za у(О) • 1. 

с/ еУ(у' + 1) .. 1, za y('lr/2) "' ln2 • 

d/ у9 snix .. y1ny , za у ('ЈГ/2) • 1. 

Resenje. Na primer с/ Opsti integral dobija ве na s1edeci 
nacin: 

у' .. 1 - еУ • еУ dz .. dx 
еУ ' 1-еУ 

1nC - 1n(l-eY) • х , у • 1n(l - Се-х). 
:t 

( 
>:i- х) Partikularni integral glasi у "' 1n 1 - е . · 

24. Odrediti funkciju у • у(х) koja zadovo1java us1ove 

(х- у)у' "' У у(1) .. -1 • 

Resenje. Каkо ве data jednacina moze napisati i u oЪliku 

(1 -~)у' .. ~ , to smenom у .. xu.(x) ona postaje 

(1-u) 
-т 

1 -1/u 
du .. odnosno u .. --: е 

х 

0davde је opste 

Iz datog us1ova ~.~~~~~~ 

ima. oЫik у • -·е 

ех 

date DFJ 

С • - е te trazena 
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26. 

с/ + х .. о 

а! + .. о i 

Ъ/ .. с ; 

Reiiti sl ede6u Ш' Ј: х+ у+ 

Каkо data Di'J 

to smeoom у .. xu х 

.. lncxJl+u2 , 

Resiti homogene DFJ 
а/ Х"УУ' ..... Јх4 _ У4 ; 

с/ ху' .. Ј -xf + -/- • 

ом 

te 

Ъ/ 

у"' о 

.. + i у"' ;t 

... о. 
oЫika 

xu' .. • Odavde 
1 - u 

е у .. 

Resenje. Na primer Ъ/ Smenom у • xu(x) jedмcina ве svodi 
na DFJ,koja razdvaja promenljive xu' • ~ , te је 

u2 • 2lnCX, odnoeno у2 • 2x2ln.Cx. 

28. Proveriti opste integrale eledecih homogenih DFJ 

а./ x:r' - У - Ј~+-/- • о ; 2Су .. х2 - с2 
Ъ/ хуу'--1- • (х+у)2е -у/х ; (x+y)ln.Cx • хе у/х. 

с/ х - ycos Z + xy'cos Z • О 
х х 

sin Z .. ln .2. • 
х х 

d/ 1 +е х/у+ е x/y(l- ~)у' • О ; х + уе х/у • С • 

е/ х(у-х)у' - у2 • О у .. С ехр (i) 
:t/ ху' "' y(l+lny - lnx) у .. хехр (С х) • 

Re.siti s1edecu homogenu DFJ у' • 2х + 3У + 1 
~х + 4у + 1 

Resenje. Za smenu х .. Х +с( i у "' У +;5 imamo da је 

11 
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dY - .. -
dX 

2Х + 3У + 2 с( + 3 (.3 +1 
3Х + 4У + 3 d_ + 4 /3 +1 

Da bi ova DFJ Ъi1а homogena, potrebno је i dovoljno da је 

2.-:L + 3/' +1 .. О ; 3-l + 4;.3 + 1"' О , odakle imamo da је 
о!. ... 1 i ј3 • -1. Posled.D.ja DFJ postaje 

dY -·-
d.x 

2Х + 3У • Ako se stavi u • У/Х, Ъi6е У' • u+Xu', te је 
3Х + 4У 

2 
Xu' • - 2 1+3u+2u • Odavde је 1 + 3u + 2u2 • с;х2• Ako se 

3+4u 

vratimo na stare promenljive У/Х • u; х .. Х + 1; у • У - 1, 

imamo da је х2 + 3ХУ + 2у2 ·• С , odnosno 

(х-1) 2 + 3(х-1)(у+1)+ 2(у+1) 2 • С t tj. х3+3ху+2у2-х+у • с. 

30. Odrediti op~te resenje DFJ: 3у- ?х+ 7 • (3х-?у-3)У'• 
Resenje. Postupiti kao u prethodnom zadatku.. Ovde је о(_ •1 i 

/3• о, а opsti integral (у-х+1) 2 (у+х-1)5 • const. 

31. Resiti DFJ: (2х + 4у + 3)у' • х + 2у + 1. 

Resenje. Каkо su ovde odgovaraju6i koeticijenti proporcio­
na1ni 2 : 1 ... 4 : 2, to za smenu sve jednacine u­

vodimo u • х + 2у9 te ona postaje 

u'. 4u + 5 (u' • 1 + 2у'). Odavde је 
2u + 3 

~ u + ~ lnl4u + 51 • х+ с , tj. 4х + Ву+ 5 • ке4х-Ву , 

к 

32. Dokazati da DFJ (х + + 1) 2х + 4у + 3 ima za opsti 

е10У- 20х • С (5х + 10 а + ?) 2, gde је С integraciona kon­
stanta. 

33. Dokazati da 

- 2х -

12 
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а "' О, D1!'J 
а • 1, DFJ ive. 

35. Primenom obrasca resiti aledecu 1inearnu D1!'J 

ху' - у + 1nx • О • 

Za jednacinu у + .. О imamo direktno 

d& ј е opeti integra1 у .. е (С -Ј ~х е - S d х ) , 

odnoano у • 1 + ех + lnx • 

36. Pokazati da DFJ у' + усоах - ainxcoax • О ima opsti integral 
-вinx 

у • Се + вinx - 1 • 

37. Proveriti opste integrale sledeбih DFJ: 

а/ у' - ~ - cosx + 1 • 
SU\X 

о . 
' 

Ъ/ (1-х2)у' + 2iy- 4х • о . 
' 

с/ у - ( х+-,.3еУ) у' .. О ; 

d/ У' + ytgx - siJx .. О 

L i t е r а t u r а 

[i] M.P.Uscumliб - Р.:М. MiliCic 

[2] т. Pejovic 

[3] D.S.Mitrinovic 

вinx + х 
у .. Ctg ~ • 

у ... 2 2 + C(l-x ). 

х .. у(у-1) еУ + Су • 

у .. Ccosx - 2cos2x. 
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ma, Beograd, 1967. 
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Zoran S~I 

LINEA.IШE DIJ.I'ERENCIJALNE JEDNACПrE VISEG REDA 

(l) 

jeste 1inearna diterencijalna jednaiHna n-tog reda. Jednacinu(1) 
zoveщo homogenom ako је f(x) • О а nehomogenom ako је f(x)~O. 

Opste resenje jednacine (1) dato је sa 

У • У + У0 , (2) 

gde је у opste resenje pripadne homogene jednacine 

y(n) +а1 (Х) у<n-:Џ +а2 (х) у (n-2) +. • .+an-1 (x)y'+an(x) у:=О, (3) 

а Уо partikularno resenje jednacine 1 • 

· Opste resenje ЬPmogene jednacine (~) dato је sa 

(4) 

gde su у1 , i•1,2, ••• n, partikularna 1inearno nezavisna resenja 
jednacine (~), а ci, i=1,2, ••• n, proizvo1jne konstante. 

Nehomogenu jednacinu (1) mozemo uvek resiti ako znamo da 
resimo pripadnu homogenu jednacinu (~)· Ovu, opet, u opstem slu­
caju ne mozemo da resimo. 

Ako su u jednacini (~) (ili (1) koeficijenti ai(x), 1=1,2, •• 
•• n·konstante, takvu jednacinu zovemo 1inearnom homogenom (i1i 
nehomogenom) diferencija1nom jednacinom sa konstantnim koefici­
jentima. 

1.5 



Neka је y(n)+a
1

y<n-l) +a
2

yC:n-2) + ••• +а11у(11) .. о (5) 

linearna diferencijalna jednacina sa konstantnim koeficijentima. 
Jednacini (5) pridruzimo algebarsku.jednacinu . 

n • n-1 n-2 
Х +al Х +В.2Х + ••• +а11 .. О, (б) 

tzv. karakteristicnu jednacinu jednacine (5). Zavisno od toga ka­
kvi su koreni jednacine (6), razlikujemo vise slucajeva. 

1° Svi koreni лl' A2t•••Лn jednacine (б) su realni i medju~ 

sobno razliciti. Tada su 

~х. ~Х е ЛnХ 
У1 .. е. ' У2 "'е. ' • • • Y n "' (7) 

n linearno nezavisnih partikularnih resenja diferencijal­
ne jednacine (5). Samim tim imamo prema (4) i opste rese­
nje diferencijalne jednacine (5). 

2° Svi koreni jednacine (6) razliciti su, ali medju njima 
ima i kompleksnih. Realnim korenima odgovaraju resenja 
kao u (7). Ako је ~, 2 .. о(_ ±t;ь par konjugovano kompleksnih 
korena jednacine (6), tada su 

yl ... q:~.x cosftx; у2 ... ес<х sin~x (8) 

partikularna resenja diferencijalne jednacine (5). 

3° Jednacina (6)ima i visestrukih korena. Ako је Лl realni 
k-tostruki koren jednacine (6), tada su 

k 

2 ~х :r3·x е , ••• е:~.,х (9) 

jednacine (5). Та­
ј?; par k-tostrukih 

kompleksnih korens tada su 

(lO) 

2k ј ednac ine (5). 

za n-2, tj. u 

о (ll) 

karakteristicns 

lб 



Tada za 
~х .. е ; у 2 .. е ; za :А.1 .. Л 2 Е 

.. xell..тx; za Лз_,2 .. о[ 
вu .. ttlxcosftx; .. е,..( х. 

Opste doЬijamo prema (4) ва 

у.. + 

Za nehomogenu jednaciпu ва konstantnim 

:r"+aly' + 

treba prema (2) odrediti p~:~..l:..,.~..~~.,u.eo~-~.·ыlu r-,.",, .... ,, 
njega nasli 

oЫika. 

1° Ako је .f(x) .. P(xнzt>LX(Pcx)-polinom) iol 

padne karakteristicne jednacine, tada 

У о '" ео{Х Q(X) t 

gde је Q(x) polinom istog stepena kao i Р 
eficijente odredjujemo iz uslova da 

nacine (14). 

2° Ako је f(x) .. Р(х)~х i о( jeste k-tostruki koren karak­
teristicne jednacine, tada је 

у0 = xk~x Q(x).· (16) 

:;
0 Ako је .:1.' (х) .. e,ol.. х [ А(х) cos ;ох + В (Х) sin/'J х Ј , 

stepen bar jednog od polinoma А(х) i В(х) jednak m, 
а.о( :!:1;3 nisu koreni karakteristicne jedna.Cine, tada је 

у0 =e:oLX['I(x)cos(Ьx + ~(x)sin~xJ, (17) 

gde su А (х) i В (х) po1inomi stepena ne veceg od m. ,, 

4° Ako је .f( Х) .. ео{Х [ A(x)cosf3 х + В( Х) sin~xJ ' gde 
stepen Ъаr jednog od polinoma А(х) i В(х) jedna.k m, а 

~ :!:i~jeste k-tostruki koren karakteristicцe jednacine, 

tada је 

у9 = ~tX[A(X)COS~X+~Vc)sin~x], (18) 

gde su 'I (х) i ~(х) polinomi stepena. ne veceg od m. 

17 



Jednacinu (14) mozemo resiti metodom varijacije konstanata, 
Ъеz obzira na oЪlik funkcije f(x), cak nije vazno da 11 su ko­
eficijenti а1 i а2 konstante, uko1iko poznajemo dva 1inearno ne­
zavisna, partikularna resenja у1 i у2 pripadne homogene jednaci­
ne. Opste resenje jednacine (14) је 

(19) 

Resenjem sistema 

(20) 

dobija se 

(21) 

ра se integra1jenjem 

01 (х) .. Ј Dl (х) dx; (22) 

odredjuju funkcije с1 (х) i С2 (х), koje se zamenjuju и (19). 

A·ko је у1 partikularno resenje diferencija1ne jednacine 

(23) 

tada је 

( 24) 

takodje partikularno resenje jednacine (23), i pri tom su у1 i 
linearno nezavisna resenja. 

3.1. ReSiti у" - 5У' + 4у ш о. 

Кarakteristicna jednacina date homogene linearne 
diferencija1ne jednacine jeste 

л2 - 5Л + 4"' о. ( 1) 

Iz ll' s1edi 'Al •1; 'А2 .. 4, ра su 

yl .. ех; у2 .. е4х (2) 

dva partikularna 1inearno nezavisna resenja date diferen-
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• Iz \2) trazeno 

3.2. Na6i opste resenje 

у" - У' - • о. 

Resenje. у • 01 ~2х + о2 
3.3. Data је diferencijalna jedna~ina 

1° Na6i opsti integral date 
2° Odrediti ono partikularno (posebno) 

dovo1java po~etne us1ove: Y-Y'•Y"•l za х-о. 

Resenje. 

ine 

1° Imamo: д3~-1?).+1~0 =1;>0.-1)(Л2+2Л -15) .. О""'> 
'}.. 1' ' :Z• "\ 5 ех· .... _':3х • 

... "Ј. .. t "i .. "'' 1\.3-- =Ф>У1"' ' "2 .. е- t 

=Ф> y.Ol ех+С2 е.3х+О3 е-5х. 

2° Di.rerenciranjem jednakoati (l) doЪijamo 

Y'•Ol .ех+3С2 е.3х_5С3 е-5х 

y" .. cl ех + 9С2 е3х + 2503 е-5х. 

(1) 

(,2) 

(3) 

о. 

Iz(l), (2) i (3), uzimajuci u obzir date pocetne uslove 
doЪijamo 

о1 + 302 - 503 = 1, 

о1 + 902 + 2503 .. 1. 

(4) 

Resenjem aiatema jedna~ina 4 izlazi 01 = 1; 02 = О, 

ра је trazeno partiku1arno resenje у. ех. 

3.4. Data је diferencijalna jednacina 

у' t '+6у"+11у'+6у = о. 

1° Naci opste resenje date jednacine. 
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2°· Odrediti partiku1arno resenje koje zadovo1java pocetne 
us1ove: у = 1; у' = -3; у" = 9 za х = О. 

Rezultat. 1° у = с1 е-х + с2 е-2Х + с3 е-3х; 
20 у = е-3х. 

:;.5. ReSiti diferencija1nu jednacinu yiV - 13у" + 3бу .. о. 

Uputstvo. Pripadna karakteristicna jednacina resava se sme­
nom Л2 = t. Rezultat је: 
У= с1 е2х + с2 е-2х + С; е;х + с4 е-3х. 

:;.б. Resiti diferencijalnu jednacinu у" - 4у' + 4у .. о. 

Resen.ie. Imamo Л2 - 4 А. + 4 .. О =;> А.1 "' Л2 • 2. 

Каkо је Л= 1 dvostruko resenje karakteristicne jednacine, 
to su 

dva partikularna, 1inearna nezavisna resenja date diferen­
cijalne jednacine, ра је 

2х 2х ( ) 2х у = с1 е + с2х е .. с1 + с2х е 
trazeno opste resenje. 

3.7. Naci opste resenje diferencija1ne jednacine 

у" + бу' + 9у • о. 

Rezultat. у.. (с1 + с2х) е -3х. 

:;.8. Odrediti jednacinu krive у • у(х) koja zadovo1java diferen­
cijalnu jednaCinu 

- бу" + - 8у .. о 
prolazi kroz tacke (о,о) i (1, е 2) i u tacki, Cija је apscisa 
х • о, ima tangentu ciji је koeficijent smera k = 1. 

Resenje. Nadjimo prvo skup svih krivih koje zadovoljavaju 
datu diferencijalnu jednacinu. Drugim 

djimo opete reвenje date jednacine. Imamo: 

20 
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е 2х, = t е 2х =::';:> 

(1) 

Kako trazena kriva 
to njena jednacina 
х = 1; у • .е. 2 , ра 

2 prolazi kroz tacke (0,0) i (1, е ) t 
mora biti zadovoljena za х = О; у = О i 
iz (1) doЬijamo 

(2) 

(3) 

Koeficijent smera tangente na krivu у • У(Х) u tacki cija 
је apscisa х1 jeste у', ра iz uslova zadatka sledi: у'(0)=1. 

DoЫjamo У' .. [ 201 +02+2(02+0~ Х+2О_,х2Ј е 2Х -:::'? 

~ 1 • у'(О) " 201 + о2 • (4) 

Resavanjem sistema jednacina (2), (3) i (4) dobijamo 

1 2х о1 .. с3 .. о; о2 .. -:> у .. х е • 

3.9. Data је diferencijalna jednacina у'"'-3у'+2у .. о. 

1° Naci opste resenje date jednacine. 
2° Odrediti partikularno resenje koje zadovo1java pocetne 

uslove: у .. у' .. у" .. 1 za х = о. 
о ( ) х -2х Rezultat. 1 у = О1+О2х е +03 е ; 

2о У .. ех. 

3.10. Naci opsti integral diferencija1ne jednacine 

YIV - 4у"•· + 3у" + 4у' - 4у "".о. 

Resenje. Imamo 

'Л 4-4 Л 3 + 3 Л 2 +4 Л -4 = О =* Л 2 ( Л 2-4 Л +4 )-(л 2-4 +4 ). .. О =» 

~о.-2-1)(71.-2)2 = О"*Л1=1; ~=-Ц Л_,= Л4 = 2. 

Каkо su Л =1 i Л.=-1 jednostrukэ., а Л=2 dvostruko resenje 
karakteristicne jednacine, to su 

;:1 = ех; У2 = е-х; У3 = е2х; У4 = х е2х 
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cetiri partikularna linearno nezavisna resenja date line­
§rne diferencijalne jednacine, ра је 

х -х с· ) 2х у = с1 е +С2 (Z + с3+с4х е 

tra~eni opsti integral date jednacine. 

3.11. Naci opste resenje diferencijalne jednacine 

yiV - 8у" + lбу = 0. 

) 2х ( )о -2х Rezultat. у= (С1+С2х е + С3+С4х ""'· • 

3.12. Resiti diferencijalnu jednaCinu у"+2у'+2у = о. 

2 Resen;U!,. Imamo л +2 Л +2 = О~ л 1=-l+i; л2--l-i ==:> 

~ у1 .. ._-xcosx; у2= Q,-xsinx => 

-..:;. у = Cl е -х со SX+C2 12. -xsinx • ( Cl cosx+C2 sinx ) е -х. 

3.13. Resiti diferencijalnu jednacinu у" + 4у .. о. 

Rezultat. у= cos2x + sin2x. 

3.14. Odrediti partikularno resenje diferencijalne jednacine 
у"1 ' +8у = о, koje za.j.ovoljava pocetne uslove: у=О~ у'= [3; 

у" .. 2 [3 za х = о •. 
Resenje. Nadjimo prvo opste resenje date jednacine. Imamo 

/1.3+8=0~ (7\+2)(Л2-2Х+4) .. О~ Л1--2; Л2==l+if3; 
A:;=l-i.J3 ~ yl = е-2Х; у2 = е Хсов(.Ј3х); У:;= exsin(Г3x) => 

::=:>у., с1 е.-2х + [c2cos(J3x)+C:;sin(Г;'x)J ех. (1) 

"""''..~. .... "'н. еш jednakosti (1) doЪijamo 

ех [ cos( Г3х)- .[3sin (f3x)J + 

+sin(J3x)J ~ (2) 

[соs(Г3х) +J3sin(Г;x) + 

- sin( Г3х)] • (3) 

Iz i ( u obzir date pocetne vrednosti, 

22 



imamo cl + о, 

-2с1 + с2 + {3с 3 • (б) 

4С1 - 2с2 + 2Ј3с3 .. 2Г3. 

Resavanjem sistema (б) dobijamo с1 • с2 .. с3 m 1. 

Stav1jajuci dobijene vrednosti za с1 , с2 , с3 u 
mo trazeno resenje 

У .. е 

3.15 •. Data је diferencija1na у"' +у .. о. 

10 

2° Na6i partikularno us1o-
ve: у ,. у" .. О; у' .. 1 za х .. О. 

Rezu1tat. 1° у= с1 e-x+C2cosx+C3вtnx; у "' sinx. 

3.1б. Resiti diferencijalnu jednacinu yiV+l0y"+9y = о. 

Rezultat. у= c1cosx+C2sinx+C3cos3x+C4sin3x. 

",~~, 

3.1(~ Naci opste resenje diferencija1ne jednacine у"-у = x2-x+l. 

Resenje. Imamo у"-у .. О ~ л2-1 = О .Л 1 , 2 .. :!:1 -=9 ђ= ех, 

-х х 0 1'>-х 
У2 = е ~ У = с1 е + 2"' • 

Partikularno resenje date diferencija1ne jednacine trazice­
mo u oЪliku: у0 = Pm(x)e.oLx. Kako је u nasem slucaju: d.,.=O 

(i pritom ~nije koren karakteristicne jednacine), m = 2, to 
dobijamo 

у0=ах2+Ъх+с =» у~ .. 2ах+Ъ 

"*2а - ( ах2+Ъх+с)=х2-х+1= 

""'\~"у~ = 2а =!> 

2 
-ах -Ъх+(2а-с) 

= х2-х+1 ~ -а = 1, -Ъ = -1, 2а-с = 1 =;> а=-1, Ъ 1, 

С = -1 =;у0 -х2+х-3. 
Trazeno opste resenj.e date 1inearno nehomogene jednacine 
jeste zЪir opsteg resenja pripadne 1inearne homogene jedna­
cine i partikularnog resenja nehomogene jednacine, tj. 

х -х ( 2 ) у = с1 е + с2 е + -х +х-3 • 
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.·· .~\ 

~~} Naci opste resenje dif~rencijalne jednacine 

:r"+5у'+бу = :;. 

Rezultat. 

Naci posebno resenje diferencijalne gednacine у"-у .. х, 

koje zadovoljava pocetne uslove: у = 1; у'= -1 za х = о. 

Rezultat. 

Resiti dif'erencijalnu jednacinu у'1-2у'+у == 4 ех. 

Resen,je. Imamo у"-2у'+у .. О""" Л2-2 i\ +l .. О:> л1 .. i\2 .. 1 ~ 
ьХ• еХ С ,.Х С еХ "'*' У1 .. v ' У2 = х ='> У .. l ><- + 2х • 

Slobodni clan, 4 еХ date nehomogene linearne diferencijalne 
jednacine је oЪlika: Pm(x)~x, gde је m =о; d=l а~ је 

koren (dvostruki) karakteristicne jednacine. Dakle, parti­
kularno resenje date jednacine trazicemo u oЪliku: у .. 
= х2 •а ех. Dobijamo 

0 

у0=ах2 е х -.::> у' = а е х(2х+х2) ~ :r"=aex(2+4x+~) ~ 
*аех(2+4х+х2 ) -2аех (2х+х2) +ах2ех .. 4ех ::;:. 

=?-2а .. 4 ~а = 2 =? у = 2х2ех. 
о 

Konacno, trazeno opste resenje је 

( 2 х 
у = .. С1+С2х+2Х )е • 

3. 21 Odrediti diferencijalne jednacine 

traziti u oЫiku: у0 = ахех. Rezultat 
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ReSiti 

S1obodni 
oЫika: 

1, а 

-у"' sinx. 

1""" 

jednacine. Dakle, partikularno е date jednacine tra-
zimo u oЫiku: У о = [ ( eosx+(CX+d)sinx] • DoЪijamo 
у0 ., [ (ах+Ь) COSX+(CX+d) и ( Э.X+CX+a+b+d)COSX + 
+ (-ax+CX+C+d-b) ~ COSX + 
+ 2(-a-Ъ+c-a:x)sinxJ ~ г2(c:x+a+c+d)cosx+2 sinxj 
- [ ( ах+Ъ) cosx+ (cx+d) sinx Је :х = -:::;> [(2с-а.)х+2а-Ъ+2е+2d] 

· со sx+ [ ( -2а-с )х-2а-2Ъ+2с-d] sinx .. xsinx =9 2с-а=0; 
2а-Ъ+2~+2d =о; l2a-c =

1
t; -2a.-2Ъ+2cld (=(О ~)а·-~; 

Ь = - ~; С = - 5; d = ~ 9 у 0 = - ~ 10Х+2 COS:X + 

+(5x-14)sinx]ex. Konacno,trazeno opste resenje da.te dife­
rencija1ne jednacine је 

У=С1 еХ+С2е-х- h [ 2( 5x+l) cosx+ (5х-14) siroij ех. 

3. Na6i opsti integra.l diferencija.lne jednacine 

у" - у' + у = -13si~x. 

Rezultat. у= 3sin2x-2cos2x+e~(c1cos ~+C2sin ~х). 
, 3.25~ Resiti diferencija1nu jednacinu: y"-y=2sinx-4cosx. 
' " 

' ""'·" 

Uputstvo. Partikularno resenje date diferencija1ne jedna­
cine treba traziti u oЫiku: у0 = acosx+bsin:x. Hezultat 

је: у= -sinx+2cos:x+C1 ex+C2e-x. 

z 3.26~) Resiti diferencijalnu jednacinu 

у" - 4у = ех [( -4x+4)cos:x-(2x+б)si~. 
Uputstvo. Partikularno resenje date diferencija1ne jednacine 
treba traziti u oЫik-u: у0 = ех [Cax+b)cosx+(cx+d)sinxJ. 
Rezultat је: у= ex(xcosx+sin:x)+ с1 е2:х+С2е-2х. 

Data је diferencija1na jednacina у"+у = xcosx. 
1° ~a6i opste resenje date jednacine. 
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2° Odrediti ono partikularno resenje, koje zadovoljava po­
cetne uslove: у = о; У' = ~ za х = о. 

3.28. 

Resen;ie. 1° Imamo у"+у = О --'7 il.2+1 = О ~ Л1 2 = :!:i ~ 
' 

.::::> у1 = cosx; у2 = sinx 9 у = с1 cosx + c2sinx. 

Slobodni clan, XCOf:!X, date jednacine је oЬlika: 

Am (х) eoLxcosx + Bm (х) e.zxsinx, gde ј е Bm (х) =0; m=l; "(_ =0; 

ao(:!:i jesu koreni karakteristicne jednacine. Dakle, parti­
kularno resenje date jednacine trazi6emo u oЬliku: 
у0 = х [(ах+Ь) cosx+ (cx+d) sinx]. DoЪijamo 

у0=х[(ах+Ь) cosx+(cx+d) sinx] =9 у~= fx2+(2a+d)x+ьJ cosx + 

+ [-ax2+(-b+c)x+.d] sinx => у~ = [ -ax2+(3c-b)x+2a+2d]cosx + 

+ [-cx2-(4a+d)x-2Ь+c]sinx ~ [-ax2+(3c-b)x+2a+2d]cosx + 

+ [-cx2-(4a+d)x-2b+c] (ax2+Ъx)cosx+(cx2+dx)sinx .. 

= xcosx ~ (3cx+2a+2d)cosx+(-4ax-2Ь+c) sinx = xcosx .::::;;:.. 

~3x=l; 2a+2d = О; -4а=0; -2Ь+с=0 ~ а=О; Ь= ~; 

С = ~ ; d = О ~ у0 = ~(cosx+2xsinx). 
Konacno, opste resenje date jednacine 

у = с1 cosx + c2sinx + ~(cosx+2xsinx). (1) 

2° Iz (1) sledi y'=-C1 sinx+C2cosx+ ~(cosx+2xsi~)+ 

+ ~(-sinx + 2sinx + 2xcosx) 

Uzimaju6i u obzir pocetne 

opste resenje diferencijalne 
у"+у = 2sinx+4xcosx 

у = x2sinx + + 

krive koja 

(1) i (2) dobijamo 

). 

2 

= sin2x i u tacki О(о,о) ima tangentu 
elnu х osi. 

na6i partikularno 
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(о)• О. Rezultat је;у • -

3. Resiti 

Uputstvo. Partikularno 
cine treba.traziti 
Rezultat је: у "' 

opste е 

Uputstvo. Partikularno 
cine treba traziti u oЫiku: 
је: у= - ~osx+C1cosx+C2sinx. 

3. 32. liaci opste resenje diferencijalne 

у"+9у .. 2cos3x-5sin3x. 

+ 

Uputstvo. Partikularno resenje date diferencijalne 

"' sinx. 

cine treba traziti u oЫiku: y~(acos3x+bsin3x). Rezultat 
је: у= ~(5cos3x + 2sin3x)+C1cos3x+C2sin3x. 

3.33. Na6i opsti integra1 diferencija1ne jednacine у"+4у .. ~=~· 

Resenje. Imamo у"+4у==0 .. t.2+4=0 --9 Л1 , ;! 2i ~ 

9 у1 = cos2x, у2 = sin2x. 

Opste resenje date diferencijalne jednacine odredicemo me­
todom varijacije konstanata, tj. trazicemo ga u oЫiku 

у= С1 (х)у1+С2 (х)у2 • 

Imamo:Ci(x)cos2x + C2(x)sin2x =о, 

-2C~Cx)sin2x + 2C2(x)cos2x = со;2х • 

Iz (1) sledi 
1 

Ci(X) = - ~tg2x~ С2(Х) = ~ ~ 

i!!! с1 (х) .. - ~Ј tg2x dx .. ~tп 

с2 (х) = ~Ј dx = ~ + D2• 

DoЪijamo 

у= (*ln!cos2xl +D1)cos2x+(~ +D2)sin2x • 

= ~os2x(n!cos2X/+ ~sin2x+D1cos2x+D2sin2x. 
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3.34. Naci opste resenje diferencija1ne jednacine 
х 

у"-2у'+у = L • 
х 

Rezu1tat. у= хеХ( ln/X/-1)+ ex(D1+D2x). 

3.35. Data је diferencijalna jednacina 
2 

у"-2у'+у ., Х +3Х+2 • 
х 

1° Naci opste resenje date jednacine. 
2° Odrediti ono partikularno resenje, koje zadovo1java po­

cetne us1ove: у(1) =1, У' (-1) .. -1. 

Resenje. 

1° Imamo у"-2у'+у=О"""' Л 2-2 Л+l=О =Ф i\1 .. Л2·1 ~ 

~rimenom metode varijacije konstanata dobijamo 

' х2+2х+2 е-х. • х2+2х+2 6-х =*" с1 ех) х2 ' С2 (х) = х:; "9 

= с1 (х) .. ј х
2+2х+2 

- х2 
e-xdx, С2(х) .. ј ~:~х+2 e-xdx. 

Pos1ednja dva integra1a odredicemo metodom parcija1ne inte­
gracije. Imamo: 

с1 (х) = -Ј е -xdx-2j е :х dx-2 Ј:;х dx .. 
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-х +ј~ dx + 2 Ј:; dx ,. -
х х 

Ј 
-х -х 1 + 2 Т dx + D2 .. - L-(1 + х) +D2• 

х х 

Ko.nacno dobijamo 

У • [е-х(1+ ~)+ D1] ех+ [- e:x(l + ~) + D2J 

• 1 + ~ + D1ex-1-; + D2xex • ~ + ex(D1+D2x). 

2° Imamo: у' • - 12 + ex(D1+D2+D2x), 
х 

у(1) .. 1 ~ 1 .. 1+е (D1 +D2) "* D1 +D2 • О, 

) -1 
у' (-1 = -1 => -1 .. -1 + е D1 Ф D1 • О. 

dx + 

Dobijamo: D1 = D2 .. о, ра је у • ~ trazeno partiku1arno re­
senje. 

3.36. Naci ono partikularno resenje diferencija1ne jednacine 

у"-у = 4Гх + ......!_ t 

хГх 

koje zadovo1java pocetne us1ove: у(о) = о, у'(1) -2. 

Rezul tat. у = - 4Гх. 

3.37. Odrediti ono partikularno resenje diferencijalne jednacine 

у(о) 

У"+у =- ---l"'--===­
sin2x Jsin2x 

=О; у"({) = -2. 
.---

Rezultat. у= ~sin2x. 

, koje zadovo1java poёetne us1ove: 

3.38. Resiti diferencija1nu jednacinu у"'+У' sinx 
cos2x • 

Rezul tat. у ~ со;х + 

+ D3sinx. 

cosxln /COSX/ +sinx (x-tgx) +D1 +D2cosx + 

3.39. Naci opste resenje diferencija1ne jednacine 
(1 - х2)у"-ху'+ tY = О, 
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ako је pozna.to da је ;r1 .. Ji.;:; jedno njeno pa.rtik:ula.rno resenje. 

Reseњie. Drugo partik:ula.rno resenje date diterencijalne jed­
nacine Ъiсе 

odnosno 

~Ј i~X2 ФС ј ... ~tn 1-х2 
:r2 .. ~l+xJe dx '" Jl+x е dx • 

l+x 1+х 

.. 41+х ( dx .. Jl+x ЈЈ l+x --=dx:::.-~ 
Ј (l+x)41-x2 1-х (1+х)2 

Uvodjenjem zamene 1-х .. t 2 -+- _g__ .. - tdt, pos1ednji 
l+x (1+х)2 

integra1 postaje ;r2 • J1+x]-dt .. ~1+х <-t+c) .. 

. Jl+x (-Ј~::+ с)·- Ј;:;+ с fl.;. 
Posto smo trazili samo partikula.rno resenje mozemo staviti 
С • о, ра је :r2 • - Ј1-х. 

Sledi: у .. с1 у1 +С2у.2 .. с1 Ј l+x - с2 Jl-x је trazeno opste 

resenje. 

3.40. Data је diferencijalna jednacina 

(sinx-cosx) y"-2sinx•y'+ (cosx+sinx)y .. о. 

Naci opste resenje date diterencijalne jednacine, ako је ;r1 • ех 
jedno njeno partikularno resenje. 

у • + c2sinx. 

3.41. Data је diferencijalna jednacina 

(cosx+sinx)y"-2cosx•y'+(cosx-sinx)y • о. 

1° Ako је yl .. cosx jedan njen pa.rtikula.rni integral, naci 
opsti integral date jednacine. 

2° Odrediti ono partikularno resenje date jednacine, koje 
uslove: у(о) - о; у 9 (о) • l. 



3.42. Data је 

2° Odrediti ono 

у .. 

3.43. Data је 

1° Ako ' naci 
opste resenje date diferencija1ne jednacine. 

2° Odrediti ono partikularno resenje date jednacine, koje 
zadovoljava pocetne uslove: y(l) = y'(l) • 3. 

Rezultat. 1° у • c1x2+c2 lnx; 2° у • ;(nx. 

3.44. Data је diferencijalna jednacina (х-1)у"-(х+~У'+2у • о. 

1° Odrediti konstante а,Ь,с tako da у1 = ах2+Ъх+о bude re­
senje date jednacine. 

2° Resiti datu jednacinu. 

Resen.ie. 1° Imamo: у1 "' ах2+Ъх+с ~у' = 2ах+Ь- у" "' 2а ~ 
~(х-1)2а-(х+1) (2ах+Ъ)+2(ах2+Ъх+с) =О~ 

=;. Ьх -2а+2о .. О =i> Ь = о, а = с. 

Uzmimo а = с = 1, ра је у1 = х2+1 jedno partikularno re­
senje date jednacine. 

2° Imamo: 

2 Ј е -Ј- ~:i dx 2 Ј ex+2ln(x-],) 
у2=(х +1) 2 2 dx= (х +1) 2 dx = 

(х +1) х +1 
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Dobijamo da је у =·С1 (х2+1) + с2ех, trazeno opste resenje 

date diferencija1ne jednacine. 

3.45. Data је diferencija1na jednacina (х2-3х)у"+(б-х2)у'+(3х-6)у "' 
.. о. 

1° Odrediti konstante а,ь,с tako da у1 .. х3+ах2+Ьх+с 
bude partikularno resenje date jednacine. 

2° Resiti datu jednacinu. 

Rezultat. 1° а= Ь = с= о; 

3.46. Data је diferencijalna jed:nacina х2у"+4ху'+2у "' О. 

1° Odrediti konstante а,Ь,с tako da у1 = ах+Ь+ * bud~ 
resenje date jednacine. 

2° Naci opste resenje date jednacine. 

Resenje. 1° у1=ах+Ь+ * =>yi=a- ~ _"> 

==.> бах+2Ь .. О ~ а .. Ь .. О 1 =-
х 

• - х е dx .. - ~ = 1 f 2 -4{nx 1 Jdx __ 1 . _1 
х х хс: х х 

у" .. 
1 

Dobijamo da у 

с2 
+ ~ opste resenje date. 

х 

jednacine. 

3.47. Data diferencijalna jednacina 

1° Odrediti konstante а tako da 
jednacine. 
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resenje date 

1° а = 1, Ь • О; 2° у • 

3.48. Odrediti opste resenje 

2 
х(х-1') y"+x(x-l)y'-Y"' о, 

ako data jednacina ima jedno resenje oЫika. 

• ~:1 , gde је а konstanta koju treba odrediti. 

Resenje. Odredimo konstantu а tako da у1 • bude 
date jednacine. Imamo: 

2а 
у" .. ::::;> 

1 (х-1).? 

~ х(х-1) 2yl+X (х-1) Yi-Yl • 0 => 

=9-х(х-1) 2 ~ · + х(х-1) -а 2 ~ 
(х-1)3 (х-1) - х-~ 

2ах ах ах о а Ј·е proizvo1jno. = х-1 - х-1 - х-1 • ~ 

х Dakle, mozemo uzeti а • 1, ра је у1 • х-1 jedno partikular-

no resenje date jednacine. Dalje imamo 

х е X-I Ј Jdx 

У2 '" х-1 ( x:l)2 
х х-1 х 1 Ј 

' 
dx .. х-1 7 dx .. х-1 (tnx+ х)= 

х р 1 
= х-1 Lnx + х-1 • 

Trazeno opste resenje је 

У= С1у1 + С2у2 = с1 х:1 + с2(х:1 fnx + x:IJ 

= х:1 ( с2х+С2х fnx + Cz) ·~ , .. 
3.49. Data је diferencij~1Pa ~Er~~i.Ьa x(x-l') y"+(l+x)y'-y = о. 

l 0 Odrediti konstantu 8. 'tako da ;11 = x~l bude resenje date 
jednacine. 

2° Resiti datu jednacinu; с +С х2 
Rezultat. l 0 a=l; 2° у= \-~ 



3.50. Na6i opste resenje jednacine у"+(1-х)у'+у = 1, ako su 
poznata njena dva partikularna resenja: у1 .. ц Yi=x. 

Resenje. Ako su у1 i у2 dva partiku1arna resenja diferen­
cija1ne jednacine у"+а(х)у'+Ъ(х)у = f'(x), tada је 

Yi + atx)yi + Ъ(х)у1 = f(x), (1) 

У2 + а(х)у2 + Ъ(х)у2 = f(x). (2) 

Iz (1) i (2) s1edi~y2-Yi + а(х)(у2-У2)+Ъ(х)(у2-у1) =о, tj. 

(у2-У1) "+a(x)(y2-Yl) '+Ъ(х)(у2-У1) ,. О, sto znaCi da је 

у2-у1 partikularno resenje pripadne homogene dif'erencijal­

ne jednacine. 
u nasem slucaju imamo 

y"+(l-x)y'+y = о; У1 .. у2-у1 ':' х-1 ~ 

Ј
х t<x-1/2 

У2 • (х-1) е 2 dx ~ 
(х-1) 

>ео 

Х ~(х-1) 2 

у .. с1 У1 +С2У2 .. ( х-1) [с1 +С2 ј е 2 dxJ • 
х0 (х-1) 

Каkо је у1 • 1 partikularno resenje date nehomogene jedna­
cine, to је trazeno opste resenje date jednacine 

х ~ (х-1) 2 

у .. l+(x-1) [ с1+с2 , Ј е 2 dxJ. 
(х-1) 

Хо 
3.51. Data је dif'erencija1na jednacina 4ху"+2у'-у = о. 

1° Odrediti resenje date jednacine u oЪliku potencijalnog 
reda 

2° Sumirati doЪijeni red. 

1°Neka У'" Imamo 

"" ~-1 У' .. L nan =? у" .. n(n-1) 
~ 

n~1 п~:z. 

[ n(n-1) an~2+2 
(70 .... 

=:Р 4х [ - r .. о t:::::;> 
n::z_ f)>.f n-o 

"" ""' """ 
~ [ 4n(n-1) [ - [ .. о...". 

П•2 11::4 n=o 



+ 2(n+l) 
""'D 

DoЪijamo 

.. [2(n-]) +2][2(n-1) +1] '" 2n(2n-l) ' 

an-2 

........................ 

Zakljucujemo: 

Trazeno resenje је у • 

• а [оо ( Гх)2n .. а е Гх • 
0 '2n) 1 ° nco \1 

3.52. Naci opste resenje u oЫiku reda, diferencijalne jednacine 
(1-х2)у"-4ху'-2у = о. 

Resenje.Imamo: 

У .. [ anx:U 9 у' • f an~-1 =i> у" "' L n(._n-1) an~-~ 
n:o "'"' n .. 2. 

=9 (l-x2) f n(в-1) anx:U-2-4x L ~xn-1-2 [' anx:U .. О ==;;. 
n=2 ~., n~o 
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~ ~ ~ ~ 

~ [ n(n-1) [ n(n-l) anxn- L 4nan~- [ 2an~ "" О "* 
n--z. 1'1=2. n"' n ... o 
оо "., . (!() "" 

=9 'L<n+2)(д.+l) an+2xn- [ n(n-l) anxn- [ 4nanxn-r 2an~ .. о ~ 
n:.v ~=с ћ=-о n.o 

~f [(n+2) .(n+l) an+2-n(n-l) an-4nan-2an] "' О =?> 
!)'<() 

-:::=;> (n+2)(n+l)an+2-(n2+3n+2)~ =О ~ 

=(n+2'\ 

OCigledno 

a2k+l "' 

Dobijamo 

Primetimo da se dobijemo resenje moze napisati u oЫiku 

.. 
3.53. Odrediti diferencijalne jednacine 

у" + + 4у .. О u oЬliku po11:ietLc:I.;:JaJLno 

у + (-l)k + 

+ 

;. 54. Za kakve vrednosti parametara р i q sva .... "''"'"' .. '·'"" 

у .. 

у .. 

+qy о teze nuli k:ad х~+ оо ? 

.. 

(1) 

( 2) 

( 



Da bi sva date tezila nuli 
kad х-++ о.а mora biti 

lim у (4) 
)(~';)<> 

Ako da vazilo mora biti: 

< о. 

Ako је eno da <._ о. 

Ako eno 

.Х< (~ > 

Sledi: da Ы Ъiо ), zbir 
resenja karakteristicne jednecine 

л2 + р 1\. + q о 

mora da vazi: < о, -р < о, q 7 о 

ilip ? о; q >о. 

Uslov (5) је i potreban i dovoljan da Ъi sva resenja date 
dif'erenyijalne jednecine tezila kad х- + оо • 

rencijalne 
р i q su 

+ qy"' о 

di.fe-
za х ~ о. 

Resenje~ Zavisno od vrednosti parametara р i q opste rese­
nje date diferencijalne jednacine је jednog od 

oЪlika 

у .. с1 е А.?: + с2е Л2х (1) 

у .. с1 е AfX+c
2

e Лzхх .. е i\1x (с1 +С2х), ( 2) 

у .. с1ео(хсомх+С2е o(xsin,љx = EfCX(c1cos~x+C2sin,~Jx). (3) 

Da bi za х ~ О sva resenja date diferencijalne jednacine 
bila ogranicena, mora biti: лl (о, it2.::; о (ako vazi (1)) 
i\1 <.0 (з.kо vaZi'(2)); о(~ О (ako vaZi (3))• 

Sledi 

i pritom znak jednakosti ne vazi istovremeno (tj. ne moze 
biti Л1 ... Л 2 .. О). Iz pripadne karakteristicne jednacine 



dobijamo trazeni uslov 

р ~ о;. q ~о; р2 + q2 -1 о. 

3.56. Materijalna tacka mase 1 gr. odbija se od centra pod dej-
. stvom si1e koja је proporciona1na njenom rastojanju od tog 

centra (koeficijent proporciona1nosti је 4). Otpor sredine pro­
porcionalan је Ъrzini, kretanja ( koeficijent proporciona1nosti 
је 3). U pocetku kretanja rastojanje od centra је 1 cm, а Ъrzi­

na је о. Naбi zakon kretanja. 

Reseњie. Prema us1ovima zadatka si1a F, kojom se materijal­
na tacka odbija od centra, proporcionalna је ras­

tojanju s tacke od centra, ра је 

F = 4s. (1) 

Sila F daje materija1noj tacki akce1raciju а, i takodje sa­
v1adjuje silu otpora sredine F1 , tj. 

(2) 

Каkо је 

d2s d а .. ~ ; F1 .. 3v '" ; <1'f 
dt 

(3) 

to iz (1), (2) i (3). doЪijamo 

d2s d m- +; 4 .. 48. 
· dtt:: a.u 

с 4) 

Stavljajuбi m • 1 u (4) dobijamo homogenu 1inearnu diferen­
cijalnu jednacinu ва konstantnim koeficijentima 

d2.,. d 
"' ; 6 4в "' о. dt2 + п-

(5) је 

В • С et + С - 4t 
1 2е ' 

( 5) 

(б) 

gde su 01 i 02 konstante koje cemo odrediti iz pocetnih 
ds 0 uslova zadatka: s • 1; v • П • za t • о. 

Imamo 

1 "' о .. о1-4С2 ""!;> с1 ... ~ ; 

s " ~(4et + e-4t). 
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DIFEREN CIJ ALNIН 

Norma1ni aistem od dve jednacine ima oЫik 

.. t y,z)' (1) 

y,z)' 

au у i z nezaviano promenljive х. Siвtem 
(1) moze se napisati i u tzv. simetricnoj formi 

(2) 

Opste resen,ie вistema (1) (ili (2)) je~te oblika 

О) 

gde su cl i 02 proizvoljne konstante. 

Opsti integral datog вistema је skup dva tzv. ·prva integrala 

Resiti dati sistem znaci na6i opste resenje ili opsti inte-
gral. 

Mnogi normalni sistemi od dve diterencijalne jednacine mogu 
ве resiti вvodjenjem datog siвtema ll) na jednu diferencijalnu 
jednacinu drugog reda. То ве postize diferenciranjem jedne od 
datih jednacina вistema (1) i eliminisanjem druge nepoznate 
funkcije i njenog izvoda. Neki ве, pak, вiвtemi lakse resavaju 
tako, da ih napisemo u oЫiku (2), ра im onda odredimo оЬа prva 
integrala, а вamim tim i opsti integral. 

4.1. Na6i opste resenje siвtema diferencijalnih jednacina 

У' .. -z; z' "' У• 

Resenje. Zadatak cemo resiti вvodjenjem datog вiвtema dife­
rencijalnih jednacina na jednu diferencijalnu jed-
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nacinu viseg reda. Diferenciranjem prve jednacine dobijamo 

у" • -z'. (1) 

Каkо је z' .. у, to iz (1) s1edi у" .. -у =9 у" + у .. о. 

Im.amo 

л2+1 ... О =-, 711 , 2 = .:!:i ~ у1 = cosx, ~ у2 • sinx =Ф 

""'9У • с1 cosx + c2sinx. 

z .. -у' • - (c1cosx+C2sinx)' • c1sinx- c2cosx. 

4.2. Naci opste resenje sistema diferencija1nih jednacina 

У' .. z; z' .. У• 

Rezultat. 

4.3. Naci opste resenje sistema diferencijalnih jednacina 

у' • -z + sinx; z' • у - cosx. 
Rezultat. 

у • - с1 sinx + с2 cosx + xsinx, 

- xcosx. 

4.4. Dat је sistem diferencijalnih jednacina 

У' .. 1 -! i z z' .. ..!.... 
у-х 

1° Naci opste resenje datog sistema. 
2° Odrediti ono resenje, koje zadovoljava pocetne uslove: 

у .. -1; z .. 1, za х .. О. 

10 Imamo 
2 2 

z" .. (_..!...._)' . - 1 2 (у'-1) .. -z' (- ~ )· ~ у-х 
(у-х) 

z 

Sledi 

z' Jz" Jz' ' 1 о "' _,. -;;т dx • -z dx ~ Ln z' .. tnz+cnc1 =::> 
z' z z 

11 _z' 
:::=:;. tnz' .. encl z - z' .. cl z ~ z 

'::>' dx .. 5 cl dx '=:> tnz .. cl x+!nC2 ~ 
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оКаkо , to 

-1 .. 1 ,. .. -1 ~ 

у '" z = е -х 

4.5. Dat је sistem 

1° Naci opste datog sistema. 

2° Odrediti ono resenje 
у = z а 1 za х = о. 

Rezultat. 1° у а 

е 

z .. 

4.6. Dat је sistem diferencija1nih ј 

1° Naci opste resenje datog sistema. 

ina у' '" 

2° Odrediti ono resenje koje zadovoljava 
za х = о. 

Rezultat. у=- c1sinx + c2cosx; z = 

2° у = sinx; z = 1 - cosx. 

uвlove: 

uslove: 

4.7. Naci opste resenje sistema diferencijalnih jednacina 
у' = y+z, z' • -lOy - z. 

rtezultat. у= c1cos3x + o2sin3x; z = (-01+302)cos3x­

- (301 +02 )sin3x. 

4.8. Naci opste resenje sistema diferencijalnih jednacina 

у' = y+Z, z' .. (- ~ + ~- lJY +(~ -1 )z 
Rezultat. у= о1х+О2х2 , z = o1(l-x)+02x(2-x). 

4.9. Na6i opste resenje sistema diferencijalnih jednacina 
у9 = X+Z 9 z' = z2+2XZ+X2-l. 

Uputstvo. Diferenciranjem prve jednacine, uzimaJuc~ u obzir 
. da је z' =(x+z) 2-l = у22-1, sistem se svodi na 

diferencijalnu jednacinu у" = у' • Rezultat је: 
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1 
z = Cl-x - х. 

4.10. Na6i opsti integra1 sistema diferencija1nih jednacina 

.9::! .. ~ .. ~. 
х у z 

Resenje. Imamo d~ = f => {nx = fny - [ nC1 ~ с1 х у ~ 

(2) 

Sa (1) i (2) dati su prvi integra1i datog sistema. Trazeni 
opsti integral jeste 

4.11. Naci opsti 

.9::! .. ~ .. 
х о 

4.12. Naci 

.. 

odnosno 

::t. .. 
х 

z - .. 
х 

у .. 

sistema diferencijalnih jednacina 

z - .. 
х 

sistema 

z -

jednacina 

4-2 



4.14. Naci opsti integral eistema 

4.15. Naci opsti integral sistema 

dx d:v . dz 
-2-~--. 
(z-y) z У 

Rezultat. 2 2x+(;r-z) .. 





Vladim.ir SA.VIC 

PARCIJALNE DIFERENCIJALNE u~vaJ~v~~~ 
- PRVOG REDA -

1 

(2) 

nepoznata tunkcija, zove se parcijalna diterencijalna jednacina 
k~tog redlil.. 

Red najviseg parcijalnog izvoda, koji ulazi.u sastav jed­
nacine (1), naziva se red jednacine (1). 

Ak:o је nepoznata tunkcija z .. z( ~tX2t•••,xn)' onda opsti 
oЫik parcijalne jednacine prvog reda 

11'(:~]. tX2t • • • ,~, z, РрР2' .. • • tPn) ... О, (:3) 

gde је pi • ~~i , i • 1,2, ••• n, 

Jednostavnosti radi, dalje izlaganje odnosi6e se na tunkciju 

z .. z (х,у) 

Za funkciju (4) jednacine (') postaje 

gde је р .. ~; 
эх 

Nehomogena linearna jednacina prvog reda ima oЫik 

(4) 

P(x,y,z)~; + Q.(x,y·,z) ~~ .. R(x,y,z) (5) 
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Homogena linearna jednacina prvog reda ima oЫik 

Р(х,у) ~~ + ~ (х,у} §~ • О. (б) 
Svaka funkcija z z z(x,y) koja zadovoljava jednacinu (31) 

zove se partikularno resenje (integra1) te jednacine. 

Opste resenje jednacine (б) ima oЫik 

(7) 

gde је ~(х,у) = С prvi integra1 obicne diferencijalne jednacine. 

dx -= 
Р(х,у) 

dy 
Q(x,y) 

а F proizvoljna neprekidno diferencijabi1na funkcija 

Opste resenje jednacine (5) ima oЫik 

F [ ЧЈ" (х, У, 'Z); 't'2 ( >< 1 У, Z )Ј =О 

(8) 

(9) 

gde su ЧJi(x,y,z) • ci (i в 1,2), prvi integrali siвtema obicnih 
diferencijalnih jednacina 

dx 

P(x,y,z) 
'"_...;d::.wYь-­

Q(x,y,z) 
., _...;d::.::Z::...--

R(x,y,z) 

а F је proizvo1jno neprekidno diferencijabi1~ funkcija. 

(10) 

Za jednacine (5) i (б) Cauchy-ev proЫem saвtoji ве u nala­
zenju partikularnog resenja 

Z "' f(x,y) 

koje zadovoljava pocetni uslov 

z .. 'f (У) za Х .. Х0 • 

(11) 

(12) 

Za jednaCinu (5) trazeno partikularno resenje (1Џ ima ob­
lik: Z "''f{W[Ч'()(,V))), pri cemu је У .. W(o/)resenje jedna­
c ine ЦЈ (Х 

0 
, У ) "' \i) • 

Za jednacinu ( trazeno partikularno resenje (11) ima ob-
lik: [~1 (х, v ,z.)? t.p2(x,v,z.))='f [w1(\fl.,(x,v,7.), ~ (Х,У,7.)]} 

pri cemu у .. w1(.:P1 ,'1':z.);2""Wz(Чi1 ?LP2 ) resenje sistema 

'+'" (Xt:P У, 2 ),.. ~ ; 4'2 =(Х0 , У, 7.) ""~2. • 

ProЫem koji se u tome da ве nadje partikularno re-
(5) koje ПГ~ШМL.ИV integralnu koja ва-

drzi krivu х .. 
nacin: 

; z • z(t), resava se na sledeci 
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Prvo 

gde su (i• 
1,2,... date • 1,2,... , zove 
se P!aff-ova diferen~ijalna forma promenljivih х1 , i=l 9 2 ••• n , 
а jednaCina oЫika L. Xi ( ••• ,х..,) dx]. ... О zove se Pfaff-

t•1 ... 
ova diferencijalna jednacina promenljivih (1 m 1,2, ••• ,n). 

Ogranicicemo ве ria jednacinu oЫika 

Р (x,y,z)dx + Q.(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz .. О 

Jednacina (1) је integrabilna ako i samo ako је 

р ( *- g~ ) + G ~ - ~~ ) + R ( ~ - ~у) = о 

(1) 

(2) 

Ako је zadovoljen uslov 2 moguca su dva slucaja. Kada је 

=О 

onda је leva strana jednacine (1) totalni diferencijal neke fun­
kcije U(x,y,z) i njeno resenje dobija se ро rormuli 

х у z. 
U(}(,V,'Z)", Г P(X,V,'Z)d~+j Q(X01V,Z)d.y+j R(X0,'10 ,2)d7.= С (4) 

~ Уо Zo . 
~ko uslov (3) nije ispunjen postupa se ovako: uzima se da 

је u jednacini (1) jedna promenljiva, recimo z-konstanta, ра se 
resi оЫсnа diferencijalna jednacina 
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P(x,y,z)dт + Q(x,y,z)dy • 0 9 (4) 

gde је Z parametar. Resenje ;jednacine (4) Је oЫika U(x,y,z) .. 
• C(z), gde ;је C(z) u opstem sluca;ju funkcija parametra z, koja 
se odredju;je, tako da ;је 

~~ dx + ~~ dy + [ ~~ - C)(Z) ]dz =О (5) 

Upored;ju;ju6i jednacinu (l) i uslov (5) dobi;ja se 
.?JU ЭU 'ЭU _ C'(Z) 
ах = эv = ~э~z~---------
Р G. R 

Funkcija c(z) odred;juje se iz jednacine 

-эu эu _ C'(z) 
'ЭХ "'" __.;ё>;..:;Z:__ __ _ (б) 

р R 

koja zbog uslova (2) zavisi samo od z, c'(Z) i U(x,y,z)• C(z). 

1°. 3. t1etoda Lagr.ange-Ch!rpi t-a 

Neka је data jednacina 

F z,p,q) .. О (1) 

Skup resenja te ;jednacine, koji se javljaju U-OЬliku 
V(x,y,z,c1 ,c2) • О, gde su с1 i с2 proizvo1jne, medju sobom ne­
zavisne konstante, zove se potpuni integra1 jednacine (1). 

jednacine (1) dоЫја se metodom Lagrange-

Prvo se sastavi sistem oЫcnih diferencijalnih jedna~ina u 
simetricnom oЪliku 

.. 

zatim se 

i sistem 

ро р i q р .. 

dz .. 

-(F' +qF 9 z) 
у 

(2) 

ф(x,y,z,p,q) • с1 , (C1•const) 

z,p,q) .. о ; ф (x,y,z,p,q) .. cl ; reвi 

z,C1); q .. В (x,y,z,c1). 

Pfatf-ove 

uslov inte-



Ako izmedju parametra 
с2 .. У(с1), gde 

skup ј ed.naCina 

predstavlja opsti integral jed.nacine 

Geometrijski, to је obvojnica 
zavise od jednog parametra i jedne proizvoljne 

Cachy-ev problem za jed.naciDu F(x9y,z,p, 
potpuni integral z • V(x,y,c1 ,c2), 

kularnog integrala z = f(x,y) koji 
koja sadrzi krivu х • х0 ; z -~(у). 

Pri resavanju Cachy-evog zadatka moguca su dva' 

а/ Ako su uslovima V(x
0

,y,Cl'C2)•cl(y); 

koje 

_velicine с1 i с2 odredjene kao konstante, zamena njihovih vred­
nosti u potpunom integralu z = V(x,y,c1 ,c2) daje trazeno par­
tikularno resenje z .. f(x,y) о 

Ь/ Ako su uslovima V(x
0

,y,Cl'C2) ... ot(y); 

velicine с1 i с2 odredjene kao funkcije od у Ci • 
znaci da izmedju tih velicina postoji odredjena funkcionalna za~ 
visnost с2-А(С1), koja se dobija kada se у eliminise iz relacije 
Ci•Ci(y),(i=l,2~, i tada trazeno partikularno resenje(Cauchy-ev 
integral) doЬija iz opsteg resenja: 

z .. V(x,y,c1 ,с2 ), .:2:!..... + ~~ 'f 1 (С1) .. О , gde umesto proizvolj­
ac1 

ne funkcije 'f(c1) treba staviti funkciju А(С1) i eliminisati para-
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Potpuni integra1 jednacine (1) dobija se bez teskoca u s1e-
decim s1ucajevima 

1/ Ako је F(p,q) • О, stav1janjem р • о1 , gde је о1 proizvo1jna 
konstanta, dobija se F(01 ,q) • о, odakle је q = f(01) ,dz=pdx+qdy-

·01 dx+f(Oз? dy • Prema tome, potpuni integra1 је oblika 

Z • о1х + f(O~ у + с2. 

2/ Ako је F(x,p,q) • о, stav1ja se q • с1 i dobija F(x,p,Oi)• о, 
tj. р • f(x,o1) • dz • f(x,o1)dx + o1dy, te је potpuni,integra1 

Z ... Ј f(x,01) dx + о1у + о2 • 

Ako је F(y,p,q) stav1ja se р • 01 i da1je је postupak nala­
zenja potpunog integra1a s1ican gornjem. 

~/ Ako је F(z,p,q) • 01 onda se stav1ja р • o1q, odakle је 
F(z,o1 ,q,q) • О , tj. q • f(o1 ,z), te је potpuni integra1 

Ј f(C~' z) dz .. 01 х + У + 02 • 

4/ Ako se jednacina F(x,y,p,q) • О moze napisati u oЫiku~(x,p)• 
.. ЧЈ(у,q), onda se stav1ja У(х,р) .. 'P(y,q) .. 01 gde је 01 proiz­
vo1jna konstanta i resavanjЪm ро р i q, kada је to moguce, dobija 
redom р .. ~ 1 (х,О1), q • ЧЈ1 (у,ОЈ), dz .. pdx + qdy .. 'f]. (x:t о1) d.x + 

+ '1'1 (у,О1) dy , z ... Ј 'f 1 (х,О1) dx + ]'f1 (x,y)dy + о2 • 
Ako su poznata dva nezavisna prva integra1a Fi(x,y,z,p,q) • 
• Oi,(i. 1,2) sistema (2), koji odgovara jednacini F(x,y,z,p,q) • 
• О i ako је ispunjen uslov 

(I) D( F1F2) - D ('1'2) .. О 
\ р,х q,y 

onda ве, kada је to :m.oguce, potpuni integral jednacine 
F(x,y,z,p,q) • О dobija eliminacijom р i q iz jednacina 

F(x,y,z,p,q) .. 0 1 Fi(x,y,z,p,q) .. Oi' (i•1,2). 



1. Data jednв.Cina хр + yq .. О (1) 
Naci opste resenje jednacine (1); 

Ъ/ Naci koje uвlov z .. 
r.ax•1; 

с/ Izm.edju koje 
one koje zadovoljavaju i jednacinu 

2 2 а2 :r4 

Р + q • (х2 + У2)3 

(1) na6i 

ResenJe. а/ Jednacina ~х .. koja odgovara (1) 

razdvaja prom.enljive. Njeno је ј • а re-

senje jednacine (1) је z • F (ј) . 
Ъ/ Каkо је i -~(х,у), to је 

.1. 
Trazeno reвenje је z .. ~е 'f' 

с/ Stavim.o i а t. Каkо је 

1 - 1 
У ... Ч1 , odnosno. у .. ~ 

:L 
, tj .. z .. е"' 

'ЭZ oF at 1 1 'дZ "::f: Эt ' -Х 
Р '" эх"' a-t C'X=ft. у; q'"'" ЭУ = Ft;--ay=-Ft•yz ' 
to је Р2 + q2. (F.')2. (-1-+ :>C'-) ... (F.')'l xt+Y'-::: 0ty~ . 

t '/~ уЧ t; у~ (Ј!2+)'2.)3) 

( )
2 a2z8 а2 

odnosno Ft .. 2 2 4 • (-2~-.,..)"1!"4 , Dakle је, 
(х +у ) t + 1 

F(t) .. :.!: ~s dt .. :!: -4'L + .!. arctgt + 0 9 tj. 
(t2+12) t~+1 z 

z • F - • -~ -( х) + ~ + 
у х +у 

~ drctg i + О • 

2. Naci opste resenje jednaCine -х._~~ +(1<y-2:z:2) ~~ +XZ ~~-=О 
i Cauchy-eve integrale koji odgovaraju pocetnim. us1ovima: 

al u • - у; х • 1 ; Ъ/ u • ех + ху + 1; z • 1 , 

Resenje. Datoj jednacini odgovara sistem d~ • ~ 2 - .... 2 xy-2z 
dz =--· xz 

dx d2 
Iz -·­:.;х.::: xz 

sleduje ~ .. 2 ' odnosno xz .. cl. Каkо је 
-х z 
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а/ Resavajuci sistem Z "' ч;.., ; У+ ~'1. .. Чi1 ро У i Z dobija se 
_у ., iil _ ;-.,1 , z ,. qJ -

"~'1 т1 • 1 • 

Tra.zeno resenje glasi: U .. - 4'1 + \fi;f .. (x2-l):i - ху. 

Ь/ Resavajuci si.§ltem х "' ~-~ ; ух + 1 = CV2 ро х i у dobija 
se х = ~ ; у • Чl~ . .-~ • Trazeno resenje glasi: 

lf'1 

U .. е lf', + ЧЈ1 'Њ.-1 +1 = exz. +- ху t z2 . 
...,.,1 

3. Naci jednacinu povrsi (S) koja је normalna na sferu х2+у2+ 
2 • drv' Ь +Z = а х ~ sa z~ pravu у с х; z = • 

R.esenje. Neka је z .. z(x,y) jednacina povrsi (S). Vektor 
normalan na p6vrs (S) је N!p,~·"':':1}. Neka је N1{ppq1-],L ve~­
tor normalan na sferu х2+у +z • ах. Каkо su vektbri N i N1 
prema uslovu zadatka medjusobno normalni, to је njihov ska­
larni proizvod jednak nuli, tj. pp1+qq1 +1 • о. 

-:/- + z2 - х2 Posto је_ pl • , q1 • - f , skalarni proizvod 
2zx 

- - ј + z2 - х2 Ж. N·N1 • О postaje 2xz р - z q+l • О, ра је odgova-

-:/- + z2 -rajuca parcijalna jednacina 2х 
х2 

р - yq .. -z. Iz 

sistema 2xdx • ~ .. ~ dobija ? + z2 - Х2 -у -z 
se , ... ~z , odno-

dz .. - tj • 
-z 

.. с~. Opste 

х2 + ·i + ъ2 
Za z ,. Ъ, prvi integrali postaju t .. ~ Ь ,. Ч'z.• 

- +Ј - 2 2 2 Odatle је у .. Ъ ~ , х .. - ьч;2 - Ъ ~ - Ъ • Smenjujuci 

nadjene vrednoвti za х i у u izraz • х, posle sredjivanja, 
doЬijamo z(x2 + ~ + z2) ,. (2~ + ) Ъ. 



4. 

5. 

zdx + .. о 

to data Pfa!f-ova 

dx+ .. о 
Resenje. Uslov zadovoljen i tom.e 

Resenje. Ako se stavi z • const, onda zbog dz = О data 
parcijalna jednacina postaje obicna diferencijalna 

jednacina (2x2y+l)dx+x3dy. о cije је resenje (vidi uvod) 

х2у + tn1x1 = C(z). Daljet redom sleduje 

c'(z) "' - tgz ; 

7. Naci potpuni integral jednacine z = pq i njena partikular­
na resenja koja zadovoljavaju uslove 
al х= О, z = у ; Ь/ х= о, z = ~. 
Resenje. Jedan prvi integral odgovarajuceg sistema oЫcnih 

diferencijalnih jednacina za jednacinu z = pq је 
р • c1q. Sistem jednacina z • pq; р 3 c1q; ро р i q ima 

resenje 
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р ... Ј о1 qt q = ~ , . te se iz dz .. 4 о1 z dx +%, у 

dobija potpuni integra1 2 Гz .. Гс1х + l;= + о2 date jed­
-t01 

nacine. 

а/ Iz sistema jednacina .., ..1:.... doЬi-
~· 

ја se о1 = у; о2 "' .ЈУ te је о2 .. ЈС;_. Eliminacija para­

metra о1 iz sistema 2 Гz - Је;_ х + ~ + Јё;. ; 
. "01 . 

О = -!__ - У + ..1:...._ dovodi do trazenog Oauchy-evog 
2Ј0;_ 201~ 2Гс;_ 

integrala z • (x+l)y, 

Ь/ Iz sistema jednacine 2у • ~ + о2 , 
\101 

2 1 doЬija .. Гс; 
se о1 • t; о2 • о. Zamenom ovih vrednosti u jednacinu 

2./Z .. ЈС;_ х + ~ + о2 i sredjivanjem dobija se trazeni 
"01 

Cauchy-ev integral 16 Z = (х+4у)~ 

Zadaci za vezbu 

Naci opste resenje i odgovarajuci partikularni integral 
sledecih jednacina 

1. хур - 2~q • х; х • а; 2a2yz • а; + ;. 

Rezultat. F(yx2x3 - 2x2yz) • О; 2x2yz • х3 + ;. 

2. (у+ xz)p +(x+yz)q а 1-z2; z • ;, е2(х+у)= sin 4(х-у). 

F [ (х+у)( z-1) , (z+1)] • о; 
е(х+у) (z-1) "' sin ( x-y)(z+l) •. 

а2 ь xzp + yzq • - ху ; ху • , z • • 

F (ј , ху + ) "' О; ху + 

4. хр + yq ~ 7z ; х - 1, z m arcsiny • 



z .. z . 
х 

5. )2 au эu эu 
х .. о, u .. 2у ( (z-y - + z дУ+ у- .. о, 

а :х oz 
Rezultat. 

U·F[I 2 
- z • 2х + (.z-y)2J u .. 2 [у (y-z) + х]. 

б. хр - yq .. о, х .. l, z .. ;. 

Rezultat. z .. F(x·y); z .. x2i. 

7 оц au .. ~ .. u,· k( ':3 3-. 2 • ХЭХ' + Y":f!Y + .. aZ х .. а, u • y-+Z-)8.. 

Rezultat. F (f, 'i, ~) .. О ; ~u"' k (у3 + z3)a2• 

в •. NaCi jed.nacinu povrsi (S) koja је normalna na pov:rs xy-za 
i sadrzi krug х2 + 1. ь2 , z • с. 
Rezultat. Parcijalna jednacina glasi yzp + xzq .. -ry. Op­

sti integral је F(x2-l, х2 + z2) • О. Trazeni 
Cauchy-ev integral је х~ + у2 + 2z2 • ь2 + 202• 

9. Naci jednacinu cilindricne pov:rsi (S) cije su generatrise 
paralelne vektoru v .. {1, 2, 3 Ј, а direktrisa ј~ data ј ed- . 

nacinama х+ у+ z • 1; (x-lf + i . а2 • 
Rezul tat. Parcija1na jedna.cina glasi ~~ + 2 ~~· + ?Ј ~ .. о. 
Opsti integral је u • F(2x-y; 3x-z). Parametarske jednacine 
direktrise su х • а cost + 1, у = а sint, z • - а coet - asint. 

Тrazeni Cauchy-ev integra1 је 
(5х - у - z - 5)2 + 4(2у - х - z + 1) 2 "' 36 а2 • 

Resiti s1edece jednaCine 
10. 2(y+z+l)dx - (x+z+2)dy + (2y-x+z)dz = о. 

2 
Rezultat. 2x(y+z+l)-y(z+2)+t- =О. 

11. yzdx +(xz-yz-,)dy - 2xydz • о. 

Rezultat. Ako se stavi yвconst, onda se zbog dy=O dobija 
yzdx•2xydz 9 odnosno 1ux-1uz2 • lu~(Y) tj. 

~ ='((у). Iz proporcije -
z 
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1 
?' --

-2х 

~7 - .. 
yz -2ху 

х 

?' ' 
s1eduje 1 - - .. <е' (.У) ili zbog 

у 

1 - ~(У) .. <f 'Су), "t' (.у)+ ~ \f(y)= 1 te је 
у 

~(у) .. ,g, -+ ;r 9 odnosno ,g, + ;r "' ~ ' sto predstav1ja 
у z у 2 z 

resenje date jednacine. 

Pos1e de1jenja 

~ + Щ. - ~ .. О odakle 
х -r z 

1 1 '1 с у • - - - - + - • resenJe. 
х у z 

13. + sinx)dx + eYxdy + 2zexdz • о. 

Rezul tat. Каkо је ~ w ~ • ~ - s; • ~ -~ .. о, re­

po poznatoj formuli (vidi uvod) i g1asi: 

14. .. к. 

Iz sistema 

dz "' + е 

р а cl dobija se redom 
.к.. 

z .. с1х + ео:.. у + с2 • 

15. + 

16. 

Rezultat. Stavljajuci р • с1 iz date jednacine dobijamo 

q .. :!:: Јш2 - с~, te је dz "' Cldx ± Јш2 - cf dy ' odnoвno 
:!:: Ј ш2 - cf У + с2 • 

.. 4z. 

dobijamo 

dx :!:: 



, odnosno :!: 

17. ар + Ъq • 1 + z2 

Rezultat. Radeбi kao u prethodnom zadatku doЪijamo 

18. 1 1 х?- 2 -+-• + v 
р q " • 

Rezultat. Iz 1 - -х?--1- 1 
с ' -- .. 

р q 

-1 dx 
q .. 

с1 - ; te је dz .. 
cl + Х2 -

z .. _1_ 
Је; 

{ х 1 arctg [с;_ - 2 lu 1~ ·' 1 Ј Гс;_ - у 

PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE 
- DRUGOG REDA -

se р = 

odnosno 

+ с2 • 

1~ Za funkciju z = z (х,у) opsti oЪlik parcija1ne jednacine 
drugog reda g1asi: 

F(x,y,z,p,q,r,s,t) • О , 

gde је 

r-~-~; 
& )(2. 'ОХ 

( 1) 

Ako se u (1) r,s,t, javljaju samo na prvom stepenu jedna­
cina је 1inearna, u osta1im slucajevima је nelinearna. 

Za funkciju z • z(x,y) opsti oЪlik parcija1ne jednacine 
drugog reda 1inearne ро r,s,t, је: Ar+2 Bs + Ct + D = О , gde 
su А,В,С funkcije od х,у,а D funkcija od z,x,y,p,q. Specija1no, 
koeficijenti A,B,C,D mogu Ъiti konstante. Opsti integra1 jed-
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nacine (1) је funkcija z = z(x,y) koja sadrzi dve pro~zvo1jne 
funkcije cija e1iminacija daje jednacinu (1). 

Potpuni integra1 jednacine (1) је funkcija z = z (х,у) 

koja sadrzi pet proizvo1jnih konstanata cija e1iminacija daje 
jednacinu (1). 

Navedimo neko1iko primera • .. 
Opsti integra1 jednacine (1) moze biti u oЫiku dve jedna­

cine u kojima se javljaju dve proizvo1jne funkcije od promen-
1jivog parametra. 

Diferenciranjem х, odnosno ро у e1iminisati proizvo1jne 
funkcije, odnosno konstante, iz sledecih funkcija. 

1. zf(y+ax)+'f(y-ax). 

Resenje. Diferenciranjem ро х, odnosno ро у daje redom 

р= af'- a'f'; q = f' + 'f_ 1
; r = aff" + al!~''; 

s = af" - а 'f "; t = f" + l.f ,, . 

Iz date jednacine i ovih pet jednacina treba eliminisati 
ir • r а2 (f"+ '!'") 2 

f, 'f, f', 'е', f'", ~ • Kako Је 'f = f" + '-f" = а , to 

parcijalna jednacina, ciji је opsti integral funkcija 
z = f(y+ax)+ f(y-ax), glasi r- a2t =о. 

2 °3 2 2. z = о1х + с2у + о3х + с4ху +~у + с5 , gde su Oi 
а 

jent. 
(i=l 1 2,3,4,5.) proizvoljne konstante, а а2 stalni koefici-

Resenje. 

Р = ol + 

Diferenciranje ро х i у daje redom: 
с 

q = о2+о4х+ 2 ~ у; r = 2 С0 ; 

а 20 
је r:t = 203 : ~ = а2 , to је 

а 

r - a2t = о parcijalna jednacina ciji је potpuni integral 
data 

U sledecim zadacima, postupaju6i kao dosad eliminacijom 
funkcija, odnosno konstanata, doci do parcijalne 

jednacine za datu 
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1. + ) + 

I' - t '" о. 

2. Z .. f.(x+y) + 'f(x-y). 

Rezultat r - t • о. 

3. Z = !(Х+У) · 'е(х-у) • 
2 2 ) Rezultat. р - q = (r-t z. 

4. z =Л .t (х· у) +'f(~)· 
Rezultat. 2 

х r- - 2yq = о. 

5. z = .t(y-x-cosx)+'f(y+x-cosx). 

Rezultat. r - 2s ainx·- t соа2х - q cosx • о. 

б. z •Y.t'(x+y)+'f (х+у). 

Rezultat. r = ~а - t. 

7. z = f(x2+i)+ '{(х+у). 
Rezultat. ry .. i:~ (x+y)+s(x+y)-tx, 

В. z"' еХ'У [~(x)sin:xy +'f2(x)cosxy] • 

Rezultat. t - 2xq- 2x2z • О. 

9. z = f(3x-y) + 'f ( х+у). 

Rezultat. r + 2s - 3t • о. 

10. z .. ~ х4 + t х3у + f(3x+y) +'е (2х+у). 
Rezultat. r - 5s + бt = ху • 

2°. Integracij~ parcija1nih diferencija1nih jednacina drugog 
reda svodjenjem na obicne diferencija1ne jednacine. 

Parcija1ne·jednacine 
F(x,y,z,p 9 r) = О 
Фcx,y,z,q,t) • о 

(1) 

( 2) 
mogu se integra1iti kao obicne_diferencijalne jednacine. Jednaci-
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az (/-z 
na (1) sadrzi samo izvode ~х i ---2- te se у moze smatrati kao 

ох 

konstanta, а jednacina (2) samo izvode ~Zy · 92.z te sб х moze 
о ;:эуz. 

smatrati kao konstanta. 

Zbog toga opsti integra1 jednacine (1) sadrzi proizvoljne 
funkcije od у, а jednacine (2') proizvoljne funkcije od х. 

1. Naci resenje jednacine xt+(z-xq)(3x-1nx) 
vo1java pocetne us1ove 

1 2 1- ;.;Х - 1nx z(x;1) =-+х е"; z'y(x; 1)= ..::.."._ __ + 
х х 

q , koja zado-

ј_ 

хе" • 

Reseil,je. Data jednacina moze se napisati u oЬliku 

1) 3x-1nx t - (3х- 1nx +х q + - х z = О , i zato 

njena karakteristicna jednacina g1asi: 

lnx + l) 11. + 3x1nx = О 
х х 

Njena resenja 

Opste resenje date jednacine је: z = ~1 (х) 

su А1 = ax-1nx; 

е3х 
-- + 

У.. 

+ \.f 2. ех) • е х • 

Resavaju6i sistem .1. ~ 
е~• " ' 2 -z (х; 1) ::.\.f,O) -:;г + 'f2 (x)e ... х+)( <2-" 

1 
3 зхе.n et ?>x-enx )( 

z'y (к; l);;'-€1 (x)ex~t'fz.(x) -:;<"' х +- хе · 

х У 

dobija se '(:~(х)::е-~~ '{Ј~( х) ~х 2 te је trazeno partikularno resenje 
зх 1 

"::L 
z(v,Y) -=-е ._.:!.::Ј......+ х2 е." . 

х У 

2. Na6i opste resenje jednacine s+2xyp = о. 

Resenje. Data jednacina se, uzimaju6i х za konstantu, moze 
napisati u oЫiku ~ + хур = о, te је 

d.y 2 
Р(х,у) = '-€1 (x)e-xyz, odnosno z(x,y) = jf1(x)e-xy dx+ 'fiY) 

sto predstav1ja opste resenje date jednacine. 

Naci opste resenje sledecih jednacina: 

1. t +(zlnx -2q)lx + zln2( = О. 
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2. "' о. 

- бz .. о. 

Z(x) У)==- '€
1 
()(). >(< + ~-"-'-'-

4. 4y2t + z .. о. 

б. 

7-

в. 

9· 

1 
Rezultat. Z(x;y)::. yz. ['€

1
(x)+'(z.('><)EnyJ. 

t - бхq + 10x2z = о. 
Z(x; У)"' e:))(y['f-/'1() COSX)'tlf'2(x) sinxy Ј. 

xs -
У3 

z .. Ј '€1(х) е 7 c1xt'f2(Y). Rezultat. 

\ 2 
(у-х ) s+p ,. о. 

Rezultat. z .. Ј 'е1(11:) 
'У-)(2 

sxln:x - q .. о. 

Rezultat. z .. е~х J'f.,(Y)dytfz.(x). 

в sinx - 2qcosx = о. 

Rezultat. z .. {sin2x) J-€ 1(Y)dy+-.ez.()(). 

Integracija parcijalnih diferencijalnih jednacina drugog re­
da svodjenjem na parcijalne diferencijalne jednacine prvog 
reda 

То su jednacine oЫika 

F(x,y,p,r,s) .. О i ф (x,y,q,s,t) .. о. 

1. :xr + s .. о. 

Resenje. Data jednacina moze se napisati u oђliku 
~Р оР 

х Эх + ЭУ .. о. 

Sistem obicnih diferencijalnih jednacina u simetricnom oЫiku, 
koji odgovara datoj' jednacini, је ~х • ~ ' а njegovo rese-
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nje је С • хе-У , te је р = f'(x·e-Y), odnosno 

z .. Ј f'(xe-r )dx + 'е(У) "'е. У f f"(xe-Y)d()(e-Y) + 
+- '€(v) =е У f( хе-~) + о.е (У). 

2. 2 sy + t • о. Vata jednacina moze se pisati i ovako: 

2 эч. эq, о od · , · · t dx fY- · у • -::;7;"'У + - .. • govaraJUCl. sз.s em ~ .. :1.ma resenJe 
Q)( эу ~у 

х- у2 "' C)te је q"' f(x--/-), odak:le је z = Jf(x~yZ)dy+'f(x). 

Zadaci 

1. xrcosy - ssiny = о. 
Rezultat. z .. f(x~inif') + lf(Y). 

S:l.ny 

2. xr - 2ys = о. 

Rezultat. z ,. Ј f()( 2 y)dxt'€(Y) · 

3. Naci opste resenje jednacine r - 2s • pu i partikularno re­
senje koje zadovoljava uslove 

е;х еУ 
z(x; О)• -;- , z'y(O; у) • ;- + cosy. 

Rezul tat. 

z .. Ј exf'(2x+y)dx +~(у); 

4°. Integracija parcijalnih jednacina drugog reda svodjenjem na 
tacan izvod 

Ako se parcijalna jednacina drugog reda moze napiэati kao 
tacan izvod, onda ве lako integrali. 

Resiti jednaCi:nu xrq ... (q+xs )(р-1 ). 

Vata jednacina moze se napisati u oЪliku 

L (1n p-l\. 1 , odak:le је 
эх q) х q 

Iz вistema xdx .. - 'f 1(У) d;y .. xdz 

tj. z .. х+ r(f. +~(У)} 
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Resiti jednacinu r + в • р 

Data jednacina moze se pieati u oЫiku 

~ (Р + q - z) • О, te је р + q = z + \f(;r), odakle 

dx .. dy "' 
Z+\f(y) 

Prvi integrali ovog sietema su х- у • с1 ; 

z = еУ [с2 + ~(y)dy] • Opsti integral date jednacine је 

z "' f(:x-y) еУ + еУ s~ d у у ' 
е 

Z а d а с i 

Resiti jednacine 

x2)q. 
-S-e<-")ctx 

z = ef'f(x)dx{Ч'(Y)tSxze dxj. 

1. sz .. (р -

Rezultat. 

2. 3p2rq - 2s(p3 + 2) а о. 

Rezultat. Opsti integral dat је sistemom jednacina 

z ех± Јс3 + 2 'f(Y)+f(c), 

о .. х ± 

3. 2ry = q + x'f 

Rezultat. z = Fj 'f(Y)dy tf('>< 2 -I-2Y7..), 
Јс1 -2у2 

Opsti integral dat је sistemom jednacina 

z ± Jl + с2 '€(х) +-Су +f(c)1 
! 

о ± C'f(X) +y+f'(C). 
..f1tC2 

Integracija parcijalnih diferencijalnih jednacina drugog 
reda grupisanjem clanova 

Ova metoda slicna је prethodnoj. U datoj jednacini prethodno 
se grupisu pojedini clanovi da se doЫju tacni izvodi ро х i у, а 
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zatim se uvode smene, koje svode datu jednacinu na parcijalnu 
jednacinu prvog reda. 

Primer 1. 
Resiti jednacinu r - a2t = О. То је jednacina zice koja 

treperi. 

Resenje. Moze se pisati redom: r - as + as - a2t • О 

о ) о -fp - aq + а -(Р - aq) .. о; 
о:>< \! ау 

р - aq .. U 

ЭU CIU v 
ЭХ + а ~ • О • Opste resenje poslednje parcijalne jedna-

cine prvog reda је u = f(y-ax),te је р- aq а !(у-ах), 

odakle је dx = - ~ = f(~~ax) • Jedan prvi integral ovog 

dz dz 
sistema је у + ах .. с1 sto se dx • f<y-ax) daje dx • t(c1-2ax)~ 

tj. z .. Ј f(Cl-2ax)dx+C2 ·'f(Cl-2ax)+ с2. Каkо је 

с2 = I.(J (С1), opsti integral date jednacine glasi 

z .. lf (у-ах) + l.jl(y+ax). 

Resiti sledece zadatke: 

1. + 2xys + y2t = о. 

Rezultat. Smena U"' xp+yq·z = :r(~) у +lf(~). 

2. r + 14 s + 49 t = х - у. 

==::..::.::=·Smena U = р + 7q 

Z(x; у) .. ~ - ~ х2у + xf(7x- у) + 'е(7х-у). 

3· r + 4s + 4t а х + у. 

Smena U = р + 2q 
....;.;;;.;;;.;;;;;;;..;;.;;;;..;;.- х3- l. 2 
Z(x; у) .. - т+ 2 х у + xf(2x-y)+ 'f(2x-y). 

4. r + у .. t + х. 

Smena U • р + q ===;;:..· 
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z .. 1 
ь 

Linearna jednacina Ar + 2Bs + Ct + D .. о, ва konstantnim 
C,D moze se resiti clanova. То се 

biti prikazano na sledecem primeru. 

Primer 
Resiti jedna:inu 3r-5s+2t+4 • о. 

Resenje. Stavljaju6i da је - (mз_ +~) .. 
3 

4 
ве r -(mз_+~)s+mз_·~t +; • О. 

2 .. ; doЬija 

(1) 

Brojevi mз_, 2 su resenja kvadratne jednacine m2 -ј m + ~ • о, 

odnosno 3m2 - 5m + 2 • о. Njihove vrednosti вu mз_ • 1,· 

~ • ~. (l)moze ве pisati u oЬliku(r-mз_s)-~(s-mз_t)+ *-о, 

dn ( 2 G t) 4 о ~1~ о osno r-s)- ; а- + а • ~ 3(r-s)-2(s-t)+4 • О, tj. 

3 "CJ(p-q.) -2. ~(Р- 9) .. -4, а posle smene U .. p-q i ovako 
а х 'дУ 

3 ~ - 2 oU = - 4 sto predstavlja parcijalnu jednacinu 
<7)< ?ЈУ 

prvog reda ро U • U(x,y). 

Prvi integrali poslednje jednacine su 2х+3у=С1 i U+ ~ х-с2 , 

sto sleduje iz sistema ~ = ~ = * . Dakle,opste resenje 

'OU ЭLЈ • 4 ( ) jednacine 3 ах - 2 ЭУ = -4 Је U • - ; + f 2х+3у • Sada tre-

ba resiti jednacinu р - q = - * х + f(3x+3y). 

Jedan prvi integral sistema 

dx ~ dz х 
г = = је х+у =С', ~to zajedno sa - -* Х + f( 2Х+ 3у) 

dx dz 

Г=_ ј х+ f(2x+3y) 

dx dz 
daje -r = 4 , odakle 

- ; х + f(3C'- х) 

se dobija z = - ~ х2 + 1.{1 (3С' - Х)+ С" ' sto zbog С" .. '+'(С') 
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2 2 ' 
daje opste resenje z .. - ; х + 'f(2x+3y) + \li(x+y) polazne 

jednacine. 

Zadatak 

Resiti jednacinu 2r + 5t + 2t • 7. 

Rezultat. 
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Neka је niza. 

Opera tor kone.cne raz1 ike 1:. definisan sa: 
Operator Е definisan sa: 

Zadaci: 1, 2, 3, 5, б, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14. 

2° Diferencijske jednacine ро nepozne.tom nizu 
oЪlika F(n, 62 ••• , А"' "' О odnosno 

:xn+l' •••• ) .. о. Za niz :xn kazemo da 

zadovoljava odgovarajucu jedne.cinu. 

Za resavanje diferencijske jednacine oЪlika 6~х n 
ti zadatke: 13, 15, 23, 24. 

vide-

4° Uiferencijsku jednacinu oЫika :xn+l = + bn zovemo li-
nearnom jednacinom prvog reda. Opste resenje је xn = а0а1 •• 
•• an-l (х0+Ъ0/а0+Ъ1..(а0а1 ) + •••• + Ъn/(а0а1 ••• an-J». Zadaci: 
28, 29, 30, 32. 

Diferencijsku jednacinu axn+2 + ь:xn+l + 
а, ь, с realne konstante, zovemo Цomogenom 
jednacinom drugog reda. Kvadratnu 

= о, gde su 
diferencijskom 
аz2+Ъzн: = О 

zovemo pridruzenom karakteristicnom jednacinom. Neka su u i 
v resenja karakteristicne jednacine. Tada је opste resenje 
oЪlika: 

(i) ulv xn = c1un + с2~, с1 ,с2 su proizvoljne realne 

konstante. 
(ii) U=V xn = c1un + c2n~. Zadaci: od 36 do 47. 
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1. Neka је~ • с za n~ 1,2, ••• Naci· ~xn. 

Неsељ1е. А~ • ~+1 - Xn • с - с а О. 

~. Za niz ~ • n (n-1) ••• (n-k+1) naci А~ • 

.bl.esenje. ~~ • ~+1-~ .. (n+1) n ••• (n+1-k+1)- n(n-1) ••• 

••• (n-k+l) • n(n-1) ••• (n-k+2)[n+1-(n-k+1)j "' n(n-1) ••• 

••• (n-k+2)k = ~-1 • Otuda је А~ .. k·~_1 • 

Cesto se izraz n(n-1) ••• (n-k+1) obe1ezava sa n(k). Tada је 
6n(k) • k•n<k-1>. Primetimo da s1icna formula vazi za iz­

vod funkcije f<x) • xk : Df(x) • Dxk. k·xk-1 • 

4. Dokazati da su operatori ~ i Е medjusobno komutativni. 

Resen;ie. Treba da se pokaze da је ~Е "' Е д , tj. da је 

za svaki niz ~: 6~ • Е А~. Zaista LI.E~ • .A:xn+1 .. 

• xn+2-~+1 • Е(~+1-~) • Е~~, ра onda Va.Zi jednakost 

6Е .. Е 6. 

5. Dokazati da је Е • 1 + А • 

Resenje. Prema definiciji operatora Е, Е~ • ~+1 i prema 

def'iniciji operatora 1 + д је ( 1+6) ~ • 1· ~ + Ll.~ .. 

• ~ + ( ~+1-~ ') .. ~+1 • Otuda ~ • ( 1+ t:..) xn za proizvolj­

ni niz real:tiih brojeva, sto znaci da је Е • 1+ 6 • 

б. Dokazati da је А • Е-1 • 

.iieseљ1e. Ova jednakost moze se dokazati na slican ns.cin 
kao u zadatku 5. Medjutim, ako koristimo vec do­

kazanu jedns.kost Е .. А +1, neposredno doЪija.mo А "' Е-1. 
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7. Dokazati ds. је А2 .. :s2-2E+l. 

t:,_2 .. 1::.•1!. .. (E-l)(E-1) .. :s2-E•l-l 

Proveriti 1 neposredno gornju jednakost, tj. da је za svak1 

niz~:A~ .. (:s2-2E+l)~. 

В. Dokazat1 ds. za pro1zvoljna dva niza ~ 1 yn: 

а) А, (c1~+c2;rn) • с1 6. ~+с2 А Yn, 

Ь) E(c1~+c2;rn) "' c1~+C~n· 
Resenje. 

а) .t:.(clxn+c2;rn) .. 01xn+l + 0 2Yn+l -(cl~+c2yn) .. 

• 01(~+1 - ~) + 0 2(Yn+l - Y:n) • 01 А ~ + 0 2 А Yn• 

,ъ) E(cl~+c2yn) • cl~+l + c2yn+l • ~~ + c~n· 
\ 
ZЪog ~rnjih osobina, operatore А i Е nazivam.o linea.rnim. 

9. Izraz1ti operator: а) t:. preko Е, :s2, ••• , Ek; Ъ) Ek preko 

6. t А2' • • • t дК • 

:aesen,1e. а) Premв. zads.tku б. 1::. • Е-1. Primenjujuci Ыnomnu 

.tormulu imamo: А" .. (E-l)k .. · t~-l)k-r(~)EL' •(-l)k+ (-l)k-lkE+ 
k-2 k( k-1) _;:> _\r 

+(-1) • ~·Е"" + •••• г. 

Ь) Вlicno Ьо pod а) nalazim.o da је Ek .. k}~) Ar. 

10. Dokazati da је а) ;r0 • to (-l)k-r(~);rr; Ь) Yk • k (~ t:.r У о• 
Resenje: P.rema zadatku 9. imamo da је 

r r 
а) 6~ у .. L (-l)k-r(k)Ef'y • [ (-l)k-r(k)y, ; 

о К"() r о t<."'() r r 

Ь) Yk "' Ekyo '" [ (~)t::.2 Yo• 
Г =о 

11. Za niz Ж:n .. an+b naci t.:xn; t:.
2 Ж:n9 t::.

3:xn•••••• Ar. ~· 
Resen,ie. t::. Ж:n .. ~+l - Ж:n • a(n+l) + Ъ - (an+b) • а; 

(xn .. t:. (1!. ~) • А а .. а - .,_ • о; 

А2Ж:n .. А.( А2 Ж:n) • 1::. О • о. 
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Primetimo, da ako је 6к~ ... о, da је onda i А~""~ .. 0 9 te 

је u nasem slucaju, posto је А?Ј ~ .. о; дl.t ~ .. о; 
јј.5"~ .. о, 

n-1 

12. Dokazati da .[ А ~ ,. - х0 • 
n-1 li?o 

13. 

Resenje. [ А~ "' 11 х0 + А ~ + tJ. х2 + ••• + д ~-l "' 
к:о 

- х о) + ( х2 - ~) + ( - ~ ) + • • • + ( ~-х о ) .. 

~- хо. 

Primetimo da је prethodna !ormula analogna 
nog racuna: Јtђ x(t)dt .. x(tn) - х ( t

0
). 

!ormuli integral-

to 
Za dati niz ak' k "" 
.А~ = ak. 

••• resiti di!erencijsku jednacinu 

n-1 n-1 
Resenje. Prema zadatku 12. imamo da је [ liXЗt "' .[ /ak odno-

f'H 

- х .. 2:: • 0 к~о 
sno 

~""•н К-о 
+ L: Primetimo 

da х0 moze Ъiti Ъilo realan • Gornji proces dobi-

resenja naziva se konacnom 

14. Dokazati da 

imamo ! 
n-! 

- [ 
lzo 

је prethodna formula 
cuna: j~u(t)dv(t) • 

~:. 

Prema prethodnim zadacima 

da 

) .. 
(sa smo oznacili /ј, 



lб .. 

Otuda је t; 

+(8.0+8.1) + 
п-1 

da је [ 
r::..o 

u oЪliku: (n-1) 

Na slican uzastopnom primenom 
resili Ъismo i jednacinu ~:;к 

Naci s1edece zbirove 

а) 1+2+22+ ••• +2n-l; 
п-1 

с) [ r Ck) ; 

Гl-1 

Ъ) [ 
г~о n-1 

d) L r .... ., 

uzeli 

1 2 n-1. • +а+а + ••• + а 

r~o 
k n-1 k 

а) Prema zadatku 2. Ll 2 .. • Otuda је [ L\2 .. 
n 1 w'J;.o 

[ 2k ра p;ema zadatku 12. dobija se ~~ 2k • 2n-2° • 
~·о к=о 

.. 2n - 1. 
П•\ IH 11-1 

Ъ) Llak .. (а-1) ak; [ Llak [ ( а-1) ak .. ( а-1) [ a.k. 
n-f l<v..O Као Као 

Каkо је [ ll.ak "' a.n - а.0 .. a.n - 1, to I:' а~ .. 
м~ и~ 

с) ll.r (k+1) "' (k+1) rk; [' Ar(k+1) .. [' (k+l) ~k) .. (k+l) [ :Jk~ 
1 ,...о .. ~~о n-! r,o <k+ 1) 

Otuda је, zbog fo 6 ~k> .. nk+1 - О k+l .. n k+1 ; fo ~'JrJ"' k . 
~ 2 n-1 k n2-n 

d1 Koristiti 11 k • 2k+l; L" .. ~ 
к~о .:. 

~1 n~ n~ 

17. Dokazati da је Ео (а~ + byk) • а ~о~ + Ь F:.o Yk• 

18. Naci zЪirove: 
n-t n-1 n-1 1 

а) r: cos(kx+:x/2) ~ ъ'\ r: sin(kx+x/2); с) '[ ~) • 
~ Ј ~ ~ KL-L 

Resenje. а) 6sin(kx) .. 2sin(x/2)cos(kx+x/2); 'E:cos<kx+x/2) .. 

sin(~) • 
= 2sin(~)' 

К-о 

Ь) Acos(kx) .. -2sin(x/2)sin(kx+x/2), 

~ . ( х/ ) 1-cos(nx) 1 t'os::ш kx+ 2 .. 2s:~.n(5C/2); с) A1/k • - "Јё"ёF+1) , 
'1;:.4 1 n-1 

~~ ~.. Е -111/k = 1 - 1/n. 
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19 •• Primenom operatora konacne raz1ike izracunati 

а) ni:' kak; Ь) ~ kak, ta\ <.Ц с) ~ k2ak; d) f k2ak, /8.1 < 1. 
~.., К>{) ~ч1 К•о 

Reseњie. Ovde cemo primeniti formulu iz zadatka 14. 
k 

а) Izaberimo ~=k, t:.vk=ak. Tada је vk "' :-l' (a"l) jedino 

moguce resenje za v:k. Otuda је [ kak: .. [ k: t:. ak/(a-1) .. 
1(.1::0 k:o 

О nan/(a-1) - Оа0/(а-1) - "[
1 

ak:+l;(a-1) Ak: .. nan/(a-1) -
К•о n 

а n-t k: n а -1 - a:r [ а .. na /(а-1) - а - 2 • 
а К=о (а-1) 

Ъ) Ako pustimo da n-+oo doЪija se Е kak: = а/(а-1) 2• 
\("О 

с) Na slican nacin kao pod а) ak:o dvaput primenimo k:onacnu 
• • • • • n-1 2 k: n2an 2а ( nan 
:~.ntegrac::LJU, dob:LJa se ~о k: а "' a=r- - а-1 а-1 + 

+ a(1-a'f)) а 1-an 
(1-а) :У - а-1 • 1-а • 

..... 2 
d) L ~ak .. а+а 

ll~o (1-а)~ 

20. Pok:azati da se nk moze izraziti prek:o Jl~ ~е~ ••. , riJc>. 
Resenje. n1 .. n .. .}?-), .ft2> + Ј1> ... n (n-1) + n .. ri, 

n~)+ 3n~)+ ri11 • n(n-1) (n-2)+3n(n-l)+n • n3 itd. U opstem 
. , k: k ф k (2) k: flr) К. k: lr) 

slucaju b:Lce n • S~ + szn + ••• + Sk:•n- "' L Sr·~ • 
r=t 

Вrojevi s~ nazivaju se Stirlingovim brojevima druge vrste 
(Stirlingovi brojevi prve vrste Si dobijaju se u razvoju 
.[tt) ро n, n2 , ••• , nk:: n{Jyj .. t s~1 ) • Moze se pokazati da 

!=1 

su ~ jednoznacno odredjeni. 

21. Dok:azati da brojevi s~ zadovoljavaju slede6u diferencijsfu 

jednacinu: • s~-l + is~ za i=2, ••• ,n. 

Imamo da је • s~(l)+ ••• + ~(k). Мnozenjem 

sa n dobijamo + n~(k). 8 strane 

n· n i) + ра (n (2) + n (l)) + 

+ 

+ te uporedjivanjem dobijamo 
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.. • ' k. 

22. Naci koris-
teci formulu iz zadatka 21. 

da је 

1 2, Iz formule 

' na ove brojeve 

+ 3, 

4 
132 .. + ,. 1+2•3 .. 

s~ .. + .. 1+2·7 .. 15 itd • 

Tako doЬijamo sledecu taЫieu 

n\k 1 2 3 4 5 б 7 

1 1 
2 1 1 

3 1 3 1 
4 1 7 б 1 
5 1 15 25 10 1 
б 1 31 90 б5 15 1 

7 1 63 301 350 140 21 1 

23. Resiti dif'erencijsku. jednacinu А~ .. k2 • 

Resenje. Iz taЫice {zadatak 22) na1azimo da је k2 • k(1) + 

k(2) odakle је 6~ "' k(1) + k(2). Dalje 'Е А ~ "' [ (k(1) + 
" 1 1 К•о К•О 

+ k (2)) ... f k (1) + 'f: k <2) • Prema zada tku. 16. с. vazi f'ormula 
~-о (k+1) К•о 

~ rG.t> .. n • otuda х - х "' n (2) /2 + n (313 odnosno · 
r•o k+l ·n О 
~ .. с0 + n(n-1) /2 + n(n-1) (n-2)/3 "' с0 + n(n-1)(2n-1) /6. 

Primedba. Na potpuno analogan nacin moze se resavati di.f'eren­

cijska jednacina ~~~ = Pn' gde је Pn • а0 + a1n + a 2n2 + 

r + ••• + arn • 
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24. Resiti diferencijsku. jednacinu А2 "'к = k2+3k+6 tako da. rese­

p.je :xn za.dovolja.va pocetne uslove х0 "' о, 6 х0 .. о. 

Resen,ie. k2+3k+б .. k(l) + k<2) +3k(l) +б, oda.kle је f: А2 "'к .. 

.. [ (k( 2) + 4k(l) + б) .. [
1 

k(2) + 4E:ktl> + 1:' б. Otuda. је 
К>О ~:о k•o К"О 

Jos jednom primenom operatora sumiranja dobijamo Xn = 

n(4 ) 2nC3) 3n(2 ) 
.. ""''2""" + ,- + • 

Resiti diferencijsku jednacinu A"'k .. k3 + 2k + 1. 

Resenje. Xn .. с0 + n + ( n(n-1) /2)2 + 2n. 

Izracunati zbir ВкСn) в lk + 2k + ••• nk. 

Af\(n) .. S:k:Cn+l) - S:k:C~) .. nk "' s~(l) + s~n(2 )+ 

'k" (k) n-• 'k" (1) k (2) 
+ + Sj?l • Otuda. је Sk(n) - Sk(O) .. fo [ sгn + В2Ш + 

Resiti 

ekvivalentna. 

+ 
2 

zimo 

( 2-1) 

.. с;-1) + 2·3 ,. 12+6 .. 

(О) .. о, to је S:k(n) .. 

+ s~ (k+l>/(k+:J,).. 

zada. ta ј edna.Cina 

• Otuda је + + 

+ 2n rekurzivnom 

us1ov .. о. 

rekurzivnu formulu nala-

itd • 

. 4 ш 54+8 ,. 62 ; 

·5. 248+10. 258, 



, da bismo izracunali 
izracunamo sve vrednosti 

racunamo rekurzivno 

29. Za date nizove 

+ 

+ 

+ 

Ako sa 

zimo da 

+ 

у .. n + + ••• + 

za n= 1,2, ••• 

Resiti di!erencijsku jednacinu Yn+l = 
Уо "' Ьо. 

nala-

+ 

+ odakle је 

n-r 
+.L 

!\"() 

n-2 + ь2х + ••• + bn' sto znaci da је n-ti clan niza polinom 
sa koe!icijentima Ь0 , , ••• , bn. 

Primedba- Rekurentna formula Yn+l'"xyn + bn+l omogucava 



brze racunanje vrednosti polinoma boxn + bl~-l + .~.+bn 

u tacki х nego na uobicajeni nacin, jer se na taj nacin 
izvrsava manji Ъrој racunskih operac~ja (Koliko?). Zbog to­
ga cesto se koristi za pravljenje algoritma pomo6u kojeg 

' racunar izracunava vrednost polinoma u datoj tacki. 

31. Pokazati da se lin~ar,na ,jednacina prvog reda moze svesti na 
jednaCinu oЫika Llxn .. j?Jn, • 

smenimo :xn .. doЪija se 

= anyn + bn izvrsi smena 
ъ 

i sa ,А ... oznacimo с n doЪija 
- n 

.. :xn + А odnosno 4 xn .. 

32. Resiti direrencijsku jednacinu m cos ~ ny~+ sin2x, 
.. 2oL. 

= cos .. sin2x te је 

х х 
В CQSXCQS ~ eooCOS ~ Е Posto је 

33. Izracunati determinantu 1 2 3 4 
-1 х о о 

n-1 n 

о о о о 

о о о о 

о о 

х о 

-1 х 

determinantu 
+ n uz us1ov 

ро koloni 
• 1 То је diferencijska 
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prvog reda, te nalazimo njeno 

•• + 

(videti zadatak 
Pokazati da је 

?4. Izracunati determinantu Du 

•• +n Zil 

о 

о 

о о о 

Naci Dn ako је :xn = Yn' nEN. 

о 

о 

е 

+n 

tj. 

о 

о 

Resenje. Као u prethodnom zadatku, razvijajuci ро poslednjoj 

koloni, nalazimo da Dn zadovoljava diferencijsku jednacinu 

Dn•xnDn-l +·any1y2 ••• Yn• Otuda је Dn ~х2 ···~(ао+ 

+ а Yl. • .Y n) Ako је х 
• • • n ~ •• ·~ • n 1,2' ••• 

"" 
35. Dokazati. da :f'unkcija Г(х) .. ј e-ttx-ldt (х> О) zadovoljava 

о 

di:f'erencijsku jednacinu Г(х+l)= :х~:х). Koliko је Г(n) ako је 
nE N. 

оо "" 
Resenj е. Г (x+l) = Ј е -ttxdt "' - Ј txde -х 

о о 

оо ( х -х/ - t е -
о 

ф .,. 

- ј e-xdtx)"' х Ј e-xtx-ldx = х Г( х). 
о . о 

Ako је n Е N, tada је r (n) .. (n-1)! • Dokazati koriste6i na-
vedenu rekurentnu formulu. 

Navedimo da funkcija Г(:х) koja је resenje proste diferen­
cijske jednacine Г(х+l)= хГ(х) ne zadovoljava nikakvu 
algebarsku diferencijalnu jednacinu sa polinomnim koefici­
jentima (teorema · Heldera). 

36. Neka је u resenju kvadratne jednacine ot.z2 + (!;z + (' = О 
(r:L # О). Dokazati da је niz :xn = un onda resenje diferencij-
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ske jednacine с{_ ~+2 + j.3x:n+l + !~ "' о. 

Rese:nje. Kako xn = u:n imamo: ос 

.. d u:n+2 + ;8 u:n+l + Yu:n .. ~u2 + (2>u + t") "' о "' о, 
jer је ро pretp?stavci cL u2 + (!Ju + 't= о. 

37. Neka su i Y:n dva partikularna rese:nja difere:ncijske jed-

+ "' О. Dokazati da је o:nda i :niz 
.· 

+ c2yn resenje iste jednacine. 

о + о .. 
resenja date 

38. Neka је data 

i neka 

nacine 

+ 

+ + с + ) 

+ о 

+ 

su nizovi i Yn ро pretpostavci 

Dokazati da 

+ + 

+ ех = n. 

ine. 

onda :niz 

) + в + 

+ + + 

39. Dokazati da da је za 

svaka dva niza + 

+ + 

Videti 



40. zadatke 37 posmatrati 

jed.nacinu + + . + о odnosno 

+ + ... i dokazati slicna u navedenim 

za.dacima. 

41. 

42. 

Niz zadovolja.va rekurentnu formulu + 

siti tu sku 

Nule 

resenje + 

niz naziva:mo Fibronacijevim. 

U prethodnom za.da.tku odrediti i a.ko је .. о, .. 1. 

Resenje. Iz jednakosti .. .. c1u + 

cl(~) + 

+ с2 ( 12f5J· 1;cija su resenja с1 = 1; , с2 .. - ~ • 
Tada је FibronaCijev niz oЫika ~ .. · ( 12g)n -

dobijamo ovaj sistem jednacina: + 

_ L (1 -Г5) n. 
g 2 

Dokazati da. su u ovom slucaju sve vrednosti niza. xn prirod­
ni brojevi. . 

43. Resiti diferencijsku jednacinu ~+2 - 2~+1 + О i dis-

kutovati resenja za razne vrednosti parametra А Е R. 

Resenje. Pridruzena karakteristicna jednacina је z2 - 2Az + 
+ 1 =о. 1° IAI :>1 Tada su resejj2 navedene 

kvadratne jednacine u = А + ЈА2-1, v = А - А -1. Resenje 
diferencij2ke jednacine је oЫika xn = с1 (А+ JA2-1)n + 
+ с2(А- ~А -l)n. 2° А = 1. Tada diferencijska. jednacina do­
Ъija oЫik ~+2 - 2~+1 + ~ = о, odnosno ~zxn = о. Otuda 
је ~ = c1+nc2• Primetimo da smo resenje mogli da napisemo 
i u oЫiku xn • x

0
+n6x

0
• 3° А .. -1. Tada imamo ~+2 + 

+ 2~+1 + ~ == о. Ako izvrsimo smenu ~ .. ( -1) Dyn' doЫjamo 
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)n+2 )n+1 )n (-1 Yn+2 + 2(-1 Yn+l + (-1 · Yn = о, odnosno Yn+2 -

- 2yn+l + Yn = о, tj. A2 yn = о. Ova jednacina је prethodnog 
tipa, раје Yn = с1 + c2n. Otuda је xn = (-1)n(c1+nc2). · 

Ovaj slucaj mogli smo da resimo i na drugi nacin. Ako resa­
vamo karakteristicnu jednacinu z2 + 2z + 1 = о, imamo jedan 
dvostruki koren v·= -1. Tada се jedno partikularno resenje, 
Ьiti zn = ~ = (-l)n. Lako se moze proveriti da се drugo 
partikularno resenje Ыti oЫika z~ = n~ = n(-l)n, te је 
onda opste resenje xn .. с1 (-l)n + c2n(:-1)n, sto је isti 
rezultat kao malopre. 

4° IAI<l. U ovom slucaju mozemo staviti А= cos Q. (zasto?), 
te nasa diferencijska jednacina postaje xn+2 - 2cosQxn+l + 
+ xn = о. ~esenja karakteristicne jednacine z2 - 2cosQz + 

+ 1 = О su: u .. cosQ + Ј cos29 - 1 == cosQ + isinQ ; v = cosQ -

- Jcos29 - 1 = cosQ - isinQ. Tada је opste resenje xn = 
= ciun + с2~ • c1 (cosQ + isinQ)n + c2 (cosQ- isin9)n. Ako 

primenimo Moavrov obrazac, doЬijamo xn = c1 (cosnQ + isinn9)+ 

+ c2(cosnQ- isinnQ) • a1cosn9 + а2 sinn9,gde је а1 = 
= с1 + с2 ; а2 = i(c1 - с2). 

44. Resiti diferencijsku jednacinu xn+l • Axn + В, А, В ER. 

Resenje. I. А ~ 1. Potrazimo partikularno resenje u oЬliku 

Yn • с. Otuda је с ш Ас+В, odakle с = В/(1-А). Znaci, Yn = 

= В/(1-А) је jedno partikularno resenje. Кarakteristicna 
jednacina homogenog v-A = о, odakle v = А. Otuda 

је opste resenje + В/( • II. А • 1. Tada se 

ј ednac ina svodi na д xn = odakle 

Naci determinantu: 2А в о о о о 
с 2А в о о о 
о с 2А в ... о о . . . . . . 
о о о о с 2А 

Oznacimo sa D n determinantu reda n. Lako se vidi 

da - ВС. Navedene uslove mozemo da sma-
tramo za • Ako :Ьazvijemo determinantu Dn+2 ро prvoj 
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vrsti (ili koloni), dobicemo ovu 

• 2ADn+l - BCDn. То је linearna 

nacina drugog reda sa konstantnim 
sticna jednacina је z2-2Az+BC о. 

I. А2 >ВС ; 

П. А2 .. ВС 
Dn • с1 + с2 

.. 
III. А2 <ВС ' 

Dn c1An + с2А~ • 
Dn .. с1 ( A-iJвc-A2)n + 

Konstante с1 i с2 odredjujemo iz 

Na6i determina..ntu 2cosQ 1 о 

1 2cosQ 1 
D .. n о 1 2cosQ 

о о о 

о 

о 

1 

о 

Resenje. Prema prethodnom zadatku је 

о 

2cosQ 

D C1Un + c2vn gde SU U i V resenja karakteristicne 

ne z2 - 2cosQ. z + 1 • о, tj. u • cosQ + 

~isinQ. Otuda је _Dri • acosnQ + bsinnQ, sa 

D1 = 2cosQ; D2 = 4cos2g -· 1. Odatle је а • 1; Ъ = 
Tada је Dn • cosnQ + ctgQsinnQ,. sin(n+l) 

47. Resiti granicni proЫem xn+2-5xn+1+бxn = 

Rese~ie: I. nacin: Preko karakteristicne 

neposredno na1azimo opste resenje 
х0 = 7; х5 • 13 doЫjamo ovaj sistem 
32а + 243 Ь • 13 odakle је а=8; Ь=-1 

II nacin. Ako nas ~nteresuju samo resenja od 
ао raditi na s1edeci nacin. Iz rekurentne 
х0 • 7; х5 • 13 dobijamo ovaj sistem linearnih 

. х2 - 5х1 ,. -42 

х3 - 5х2 + бх1 • О 

х4 - 5х3 + бх2 • О 

-5х4 + бх3 • -13 (= 

Odavde dobijamo ova resenja: х1 = 13; ~ = 23; 
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е, 

:la-imedba. Ovaj drugi nacin opstiji је od prvog, jer se moze 
primeniti na proizvoljnu linearnu (sa funkcionalnim koefici-
jentima) diferencijsku jednВ.cinu sa granicnim uslovima. Ova 
metoda narocito se koristi u resavanju granicnog proЫema 
kod diferencijskih jednacina. 

48. Pokazati da se sistem diferencijskih jednacina.Ж:~n+l .. ~Xn + 

+ в1Уn moze svesti na jednu diferencijsku jednacinu Yn+l"' 

A2Xn + B2Yn drugog reda. 

Resenje. Eliminacijom Yn iz navedenih jednacina.dobija se 

B2Xn+l - BlYn+l а ~В2 - А2в1 • Iz prve jednacine dobija se 

Xn+2 = ~Xn+l + в1Yn+l' sabiranjem sa prethodnom jednakoscu 

dobija se Xn+2 = (~+B2)xn+l- (~в2 - А2в1)хn. 

49. Resiti sistem diferencijskih jednacina xn+l = xn+yn; Yn+l • 

.. ~- Yn• 

Resenje. Prema prethodnom zadatku, ~ zadovoljava xn+2 = 

= (~+B2)xn+l- (~в2-А2в1)хn = 2xn,tj. xn+2 • 2xn. Кarakte­

riaticna jednacina је z2 .; 2, odakle је ~ • с1 (f2)n + 

+ c2(-l)n({2)n. Iz prve jednacine sistema imamo Yn = xn+l­

'- ~' odakle·je posle 13redjivanja Yn .. (f2)n(c1(J2:1) -
с2( .Ј2+1 )( -1 )n). 

xn 
desiti diferencijaku jednacinu xn+l = 2х +l • Koliki је limxn 

-·n n_,.oo 

Resenje. Uvedimo вmenu xn • Tada rekurentna formula 

prelazi u Y n • Izaberimo ovaj вistem di-

ferencijвkih jednacina Yn+l 

jednacine neposredno dobijamo Yn • c 1 gde је с proizvoljna 
konstanta. Zamenom dobijene vrednoвti za Yn u drugoj jedna-

cini dobijamo zn+l • zn + 2с Odavde nepoвredno zn • a+2nc, 

i а proizvoljna konвtanta. Odavde nalazimo ~ • 
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• Dokazati da binomni 

rekurentnu !oraulu 

Resiti 

Razviti u red 

Reeenje. Pokazati da 
"" • ~ an~ zadovoljavaju pocetne ualove 
n"'~~ 

sledecu rekurentnu !orШulu an+2 + + 
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Jovan VUКМIROVIC 

INTEGRALNE JEDNACINE 

Pod integralnom jednacinom podrazumevamo jednaeinu u kojoj 
se nepoznata funkcija pojavljuje /bar na jednom mestu/ pod zna­
kom integrala i to na вtvaran, а ne samo na prividan nacin. 

ь 
Linearna 1ntegralna jednacina је oЫika а(х)~(х)+ Ь(х) • 

l k(~; t) ~ (t) dt 
а. 

gde su а(х); Ь(х); K(x,t) poznate f~ije, 

а ~(х) nepoznata. а(х) 1 Ь(х) su pritom definisane nad inter­
valo• [а,ЬЈ 9 а K(x.t) nad kvadratom [а,ЬЈх[а,ЪЈ. 

х 

JednaHnu 'f(x) .. f(x)+ лfа K(x,t)'{'(t)dt gde su f(x), K(x,t) 

poznate funkcije , ~(x)nepoznata 1 Л realan paraD~.etar nazivaD~.o 
linearnom Volterinom integralnom jednacinom druge vrste. Ako је 

f(x) Ј. О jednacina се Ыti nehomogena, а ako је f(x) =О homogena. 
~ 

Jednacina Ја K(x,t) ~(t)dt • fCx)je Volterina integralna 
·jednacina prve vrste. 

Pod linearnom integralnom jednacinom Fredholllll.a druge vrste 
podrazumevoo jednaCinu oЬlika 'е(х)- Л Ј: k(x,t)~(t)dt .. .rcx) 

koja се Ыti homogena u slucaju da је f~t)~ О • 
ь 

Jednacina Ј KCx,t)~(t)dt. f(x) је jednacina Fredholma 
Prve vrste. а.. 

Funk:ciju К(х, t) nazivamo jezgrom integralne jednacine, 
uz predpostavku da ј е К (х, t) neprekidna funkcij а nad oЫasti 
definisanost1 [а, ь] х [а, ЪЈ, 111 ima konacno mnogo tacaka prek1-
da 1 

Ь'Ь 

1 Ј Ј \K(x,t)\
2 

dx dtl<+v.> 
а. а. 
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Pod integralne jedna~ine podrazumevamo svaku 

za ko је jedna~ina identi~ki zadovoljena. 

х 

~~~ jednacine * = ј f(t) dt је 
о 

у = Ј: (x-t) f(t) dt + С, 

Takodje,vazi uop~tena jednekost 

х х х n-1 
Ј dx Ј dx ••• _f f(x) dx = (n:l)! (x-t) f(t) dt 
, Ха Хо Хо_ 

--v-n 
keda postoje integrali ва leve 1 deane strene jednakosti. 

Ako ви f(x) i k(x,t) neprekidne funkcije и svojim domeni~ 

1 1 ,t) 1 ~ м, gde је М neke konstanta jednacina '-е (х)= 

,.f(x) + Л Г k:(x,t) '-t (t) dt 1mв. jedinstveno re~enje,koje ве 
~ х 

moze predstaviti и oЫ1ku 1€. (х) = f(x) +Л JR<x)t; Л )f(t) dt, 
Х о 

је R(x,t;Л) funkcija koja ве naziva rezolventom date 

jednacine 1 је 

,t; Л) 

t) dn, 

funkci na 1n tervalu [О, О-Ј , 
ј о ,; х .;;, а; о~ t !; х 1 '-€ 0 nepre-

funkci za х Е niz L ~,. (х)ј funk:ci defini-

ean za n 1,2 1 3 •• rekurentnom formulom ~n ) = 

Ч! n-1 ) dt 

lQ (t) dt. 

funk:ci na intervalu [а,Ь], 

х t: ; t Е , ь] ј ednacina 

f ima za 
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ь 

е '-€ ) .. f л Ј ,t'; 
Q" 

(.!'::) ·f ) dt, је~ 

't; А) .. L ' а 
п~1 

К (х ,t) = ЈЬ 
n Q, 

(z ) dz i .. t). 

Zl!!. ј e111gro К ka!emo da ako ;!• 

oЫika n 

К(х t) • L (t). 
i~~ 

Znai5mje Л. -:;6 о Zl'l. ko;je 
ь 

jedna~ina Fredholma druge vrete l€(x)- Л 1 X:(x,t)l€(t) d)t .. о 

ima netrivijalno reimje ( ~(х)=;;!:о) nazivamo karakteriв'tt15-

nim brojem jednaбine, а netrivijalno relenje te jednaбtne 

eopstvenom funkcijom koja odgovara toj karakterietiбnoj vred­

nosti Л. 

lredholmova alternativa. 

1. Homogene jednaбine 

ll ь 
~(х) .. Л[. oL

1 
(х) Ј ;З1 (t) \f (t) dt (1) 

~=-1 Ov 

n ь 

~ot(x) "'Л ~;81 (х) 1 oL1 (t) 'f*(t) dt (2) 

imaju jednak broj nezav1snih reienja, 111 eamo trivijalna 

reienje. 

2. Ako jedna51ne (1) i {2) imaju samo trivijalna reie­

nja, onda nehomogena jedna/Sina 

n ь 

'f(x) ... f(x) +Л [ .х1 (х) ј (81 
(t) 'f(t) dt 

i:f (;\, 

ima taбno jedno rei!ienje. 

з. Ako homogene jednaбine imaju netrivijalna relenja, 

onda odgovaraju6a nehomogena jednaбina ima reienja samo 
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) . 

dt =о, tj. ako је f(t) ortogonalna funk­

karakter1et1an1m funkoijama ~t* homogene·jedna~i-

da 11 ащ funkoije ~,/х) "" !%8х, te2{x) "" х 
jednal:lina 

"!( 

·Ј 
о 

Ј х 
о 

)( 

+ 1 .-t~(tJ dt 
о 

(1) 

+ 6j\t+1) '€(t) dt (2) 
о 

jedna~ine (1) 1 (2)? 

'€
1 
(t) dt ·Ј)( .-t t .t 

о 

+Ј'!\. 1/) ~ ) dt ... х .х 
о 

)( 

(1). }
0 

(t+l)'e
2
(t) dt • 

dt ... 
t2 /)( з 2 

+ -) ,.. !.... +!....' 
2 о ' з 2 

)( 

= + б l (t+l) •t•dt, 

е jech!.a~ine (2). 

(2), n1t1 

• ·dt .. ( -t, 1 х - 1!1 ... 
(} 

'€z ) 4t .. х 

х х 

) dt ... 5 )t 
х о 

.г 2 t t •Јл (t 8 +t Ф )dt • 
о 

+ s(} t dt. 
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Parci 2 
lL 

)/ 

" "" dv, nalazimo da је Јо >Ј; jzt 
~ 

о 

:Вi6е i t 2etdt +ј~ dt .. -lx t "' 
о 

"' ) 1 ~- - х + 
о 

2 + 6 Јх ) dt х - Зх - + 
о 

+ 6 
х - х 

е ~ х е • 

Pri tom pretpoetavljamo da је о"; х~ Ъ, О < ъ. 

је uzeti da је х • о, ра 6е leva 8trana Ъ1t1 ј 6 

а deena о, ito dokazuje neidenti~ost. 

vrl!lte. 

2. Rel:iiti integralnu jedna/Sinu '€(х) "" )· 

•t(t)•dt svode61 је na diferencijalnu jedna~inu. 
)( 

Rei!Jenje ј(2х- Зt)'f(t) је mogu6e 

~ о " х 
u oЪliku 

)( 

Ј (Зх-Зt) 'f(t) dt -ј х '€ (t) dt "' З Ј (x-t) 'e(t) 
о . о о 

dt-x l (t)dt. 
. х 

Uvedimo oznaku ~ (x-t) ~(t)dt = у. :Вi6е 

J;(t)dt = [ s:(x~t)'{'(t)dt 1 = ~ == у)'е(х) "' у" 1 z!jj;to 

6е Ъiti mogu6e datu integralnu jadna/Sinu pisati u oЪliku 

у" • -х2 + бх + 2 + Зу - ху , odnoeno у" + ху' - Зу х 

Zadatak se I!IВd sastoji u tome da ве nadje partikularno 

reienje у ove diferenoijalne jedna<:!ine, tako da је 

у'(о) "'la~'f(t) dtfx=o =о; у(о)._= о. 
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Potrazimo reeenje u oЫiku reda. Uzimajuci u obzir da 

је у 1 (о) = у(о) =о mozemo odmah pisati 

у .. + а тЗ n з· + ••• +anx + ••• ; 

2 n-1 + за 3х + ••• +n anx + ••• ; 

( n-1 
у" = 2а2 + ба 3х + ••• +n n-1) anx + ••• ; 

У'' +ху'- Зу= 2а2+З.2а3х + [4.Заn+2а2-за2Јх2 
+ 

+[5.4а 5 + за 3-за 3]х3 + ••• + [ (n+1)(n+2)+ nan-Зan]xn+ •• 

+ ••• = 2 2 + бх - х • 

Izjednacimo koeficijente uz iete stepene х-а. 

2а2 = 2; 3.2а 3 = 6; (4.за4 + 2а2-з.а2 ) = -1, ••• 

Koeficijenti се Ыti а2 = 1; а 3 = 1; а4 ~ o, ••• an =о, 

re~enje diferencijalne jednecine је 

2 з 2 
у= х +х. у'= 2х + Зх; у" =~(х)= 2 + бх. 

Trazeno reeenje integra.lne jednacine је 'е(х) = 2 + 6 х. 

х 

з. Resiti jednuacinu ~(х) =ех+~ Ј ~(t) dt na1azenjem 
о 

rezolvente. 

ci 

у, 

=ј 1.1 
t 

к )t) n 

)t;Л) 

"' 
к1 (х,t) =K(x 1t) =1; к2 (х 1 t) =SK(x 1 u,)к1 (u1t) dц,= 

~ ~ 

dЦ, = 
х 

=ј 1 ' 
о 

:::: t; 2 

Ј (x-t )2 
{x 1t) = 

0
l.(U-t)du = 

2 
, •• , 

1/) 

= L -'-'n---''-­
n~o 2 .n! 

Iz teorije funkcionRlnih redova poznato је da ее funk-

moze и oЫiku reda 

eko ~meeto х etavimo dоЫ 



::; 

; Л) = е Ч? "' + 

l х -1; 
1 2 l 8 2 dt :::: 2 + - е 
2 

Ova ј ed:rla51na 

em smene 'f ( 

1 
~ 

1а е dt, 

ее na jedno 

dt = • Bilo 

'е 

1 
+ 2 у. Time bi re jednacine 

у 

-Ј -е )dt 
о 

ј ednacinu <.е + 

primenjujuCi ро 

aproksimacija) 

postupnih 

Rel§enje. Neka је 'f0 ) "' 1. Bice t(J1 

х2 
= 2 ' 'е2 ) = 

(eukcesivnih 

+ х 

+х, ••• moze эе 

naelutiti da је 

_ 
1 

n+l х 
[ 

n+l 

-~ ) (n+l)! 

!f (х) = 

- xnJ+ х. 
n! 

Dokazimo matematickom indukcijom taenost poslednje 

jednakosti 

2 ј'\ l[tn+l х +х- o~-l)n+ (n+l)! 

2 2 
n+2 n+l 

= ( l)n+ х _ (-l)n+2 х 
х +х+- (n+2)! (n+l)! 

= 

-х = 

dt : 

Iz izvedene jednakosti zakljucujemo da се pod pretpos­

tavkom da је 
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(-1)Il+1 [ n+1 n Ј 'en(x) 
х. х 

х biti \f. n+l (х) "" = (n+1)! -n! + 

= (-1 )n+2 [ Il+2 Il+l Ј 
fn+2)! - (n+l)! + х sto је treba1o i 

dokazati. 

5.а. Proveriti da 11 је ~(х)= cos х rei!ienje integralne 
')/ . 

jedna<Sine \f(x) = 1-Јо (x-t)'f_(t) dt. 

Ъ. Odredi ti niz f11nkcija ~€n (х) za dat11- jedna<Sin11 ako је 

t€o (х) е: о. 
с. Na osnov11 rez111tata pod а. 1 Ь. predstaviti :fu.nkcijl1 

"' о. cos х T~1orovim redom 11 ta~k:i х0 
)( 

Resen;je а. 1 -Ј (x-t) coet dt 

- 0013 t Ј Ј: = оов
0 

х. 
". 1 - [х sin t - t оов t -

)( 

Ь. ~1 ( х)· = 1, tt>2 (х) =1-j(x-t)dt .. 
о 

= 1 - <р3 (х) "" l - + 

Pretpostavimo da '(!n ( "" 1 - + - ... 

1 - J1

(x-t) [ 'en ( t) Ј dt = 1 
о 

ф. •+ (-l)n+2 
"" 

с. 

3 obzirom da а11 

za bilo k:akav interval , а,. о 1 в 

da 1311 + 

+(-l)n+1 

+ •• ф ф 

rei!ie-

obzirOI!. 

... 
:parne fu.nk:c.i da za e"Vaki realan Ъrо ј х 

va~i 

оо е х ... 1 - + - ... 
006 х. 



б. Sveet integra1nu 
у 

Vo1tera prve vrete 

Јк:(х,t) 'f(t) dt = f( 
о 

vrete 

K(x,t) , f( , f (х); eu neprekidne 

i К(х 1 х) ~о na nekom interva1u (о 

ReS:i ti jedna~inu Ј 7 

' о 
x,t) 'e(t) dt =х. 

оЬе вtrane 

1 

ј0К( t) '€( t) dt = f(x), iz1azi К( х; \f' ( 
у 

+JJK(x,t)f(t) ( 
. /? эх 

::: f'(t);. 

jednakoвti ва К(х>х). 

оЬе strane pos1ednje 

)( 

~(х) + ( aк(xlt) • 1 ~ (t) dt = Llli u jednacini 
Ј0 ох к( х, х) :if[Џ) 

J:cos(:x-t) '{'(t) dt је K(x1 t) = cos(:x-t), f(:x) =х, 

ак<;Хt) =- sin (x-t), К( х, х) = 1, f'(t) = 1, 

~ ~~ х 
't'(x) +ј [- sin(x-t) ~ (tpt = 1, 'е(х) = 1 +Jain(:x-t)'f(t)d 

о о 

Jedan od nacina da ве resi ova jednacina, s obzirom da 

је jezgro funkcije razlike х- t, је nalazenje odgovara­

ju6e jednacine primenom Laplasovih tranвformacija. Ta­

kodje do resenja ~(х) mo~e do6i diferenciranjem jed­

nacine: 

)( 

~ 1(х) =~а: [sin(x-t) \f'(t)Jdt + sin (х-х) 'е(:х), 

~'(х) = J;coв(:x-t)''f(t) dt, '€_ 11 (х) = lохэ~ [ cos(x-t)\f(t)J dt+ 

х 

+ cos(x-x)!f'(:x), ~€~(х) = -ј sin(x-t)'f(t)dt +~(х); 
о 

t 11 ( х) ::: 1 - ~ ( х) + !f ( х) ; \f 11 ( х) = l ; 'е' (:х) = ]t+C ; 
2 

~(х) = ~ · + Сх + 1), 
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Odredimo ~onstante С i D. 
.2 

~'(of=o;~(o) :lpajeC ... o;D ... l, ~(х) ... ~ +1 

7. Resiti jedna5inu jц(x-t) 2 ~(t)dt = х3 
о 

Resenje. Podelimo оЬе strane sa 2! 

1 Јх 3-1 х3 (.з- 1 )! 
0

(x-t) ·tf(t)dt= 2 

8. Isp1tat1 za koje vrednost1 parametra Л se шо!е od­

" red1t1 rezolventa jedna/:!ine ~(х) -/I.JI((t) dt i 'kada jed.na.-

l!ina ima reienja. 0 

~ 4 

Sf 1 dx dt ... 1. Za li\1<1 је red 

О DV! 

х>t;Л) .., L 
ll=! 

1 

... ј x,z) 
о 

za sva'ki 

х :Л) .. 
1 

"' 1 +А Ј 
о 

Time metodoш 

x,t)Лn-1 

f 

t) dz ... ј1.1 dz "" 1 , ... , 
() 

n. 

"' ... 1; 

1 dt .. 

rei!iena. 

za li\1 < l. D• 11 z• 1 i\ 1 ~ 1, treba 

с 

'f( 

na. na.l5in. s 
zaviei od х aoleao 

konstanta u odnosu na 1 t • .Ako 

, aora Ъiti 'f( -) .l;'f( •l+).C. 

x,t) o'fe 



se.da za vrednost С 

1 

1+/\С- л Ј (l+ЛC)dt "'1; l+Лс -л­
о 

2 
х ) с." л • 

1а о -:;:. Л :1:: 1 С "' л • 'f( = 1 + Л с = 
вtо nepoeredno proveravamo za Л ~ 1. Ako 

jedna~ina nema re ее za Л,= 1 (Л-

evodi na о = 1 neza~ieno od с. 

9. Na6i rezolvente Fredholmovih 

а) 'f(x) 
1 

= f 1 ( х ) + А Ј1 xt \{! ( t ) d t 1 

Ъ) lf (х) г 2 2 = f 2(x) +Л х t l(>(t) dt
1 

-4 

с) \f(x) =f
3
(x) 51 2 2 +Л (xt +х t )l€(t) dt. 

-1 

Reвenje. а) K(x,t) = xt; а = -1; Ъ = l, 

Ј 1 2 2 
K2(x>t) = _/xz)(zt) dt =З xt =З~ (x>t), K/x,t) ,.. 

1 2 2 2 n-1 
=Ј (xz)(Зzt)dz .. <з> ~(x,t), ••• ,кn(x,t) .. <з> xt, •• 

- 1 ~ n-1 
( '") ) \ (2) n-1 -1.....!! 

Rx,t;~'1 =L З • xt .Л ""3-2Л. 
П=-1 

1
4 2 2 2 2 2 2 2 2 

Ъ) K2 (x>t) = х z z t dz с 5 х t = 5 ~(x,t). Bi6e 
-1 

2 n-1 2 2 . 5 x2t 2 
Kn(x ,t) = (5) • х t , R(x, t; Л) .. 5_2 Л 

Ј
1 

2 2 
с) ( xz) • ( z t ) .. о 

- 1 2 2 
ра su jezgra xt i х t uzajamno ortogona1na. Као poe-

ledica ortogona1nosti Ъi6е rezo1venta tre6e jedna~ine 

jednaka zЪ1ru rezolvenata prve dve jedna~ine 

~ i 5 X
2
t

2 вtо nije teвko proveriti. 
3-2Л 5-2 Л 
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.lo. Reeiti ;Jedna.Hnu. ~(х) - З Ј 1 
(t2+1) 'е (t) dt = 2х+1. 

о 

Reeenje. Pretposta.v1m.o da. је fu.nkcija. 1./Ј reeenje ove 

jedna.iSine. Bl6e J~<t2+1) o/(t) dt konsta.nta.n broj. Ozna.-
<t . 

~imo ga. аа. С. Тај broj za. sa.da. ·ne znamo,jer јое ne. zna.-

mo fu.nkciju. "Р, medju.t1m., iz pretpostavke da. је. l.fl reee­

nje,na.1a.zimo da. је 

'f(x).- 3 С ... 2 X+l, 't'(x) = 3 С+ 2 X+l• 

:l!'unkciju. "r (х) smo t1m.e odredi11 do na. konsta.ntu.. Za.­

men1m.o dobijeni izra.z za. \f U. jedn.~inu: 3 С + 2 Х+1 -

17 
dt, с ... - 6' 

11. Uvodjenje~ konsta.nte reeiti neliena.rnu. integra.lnu. 

jednalSinu. 

"" 
(1 2 2 6 3 ... Јо x·t·t·C. dt; 9 2n3. с . n з· n 3 = Х v 9 l = 0 9 v 2 в , v 3 =- • 

JednsiSina. 6е imati 3 

\/1 < .... , - -~ Ј4 2 '1:.. ... - ' t )( 1~ ( t) ) d t 
о 

(а.( > о za. s'\!e х е [е ,1 Ј) nema. realnih reeenja. ako је 



1. Pre da 1 nвka :funk-

је re :Вilo Ъi 

1 1 
'f2

( t >) dt 
l '+'( ) = 2 а(х) Ј0 а( t) 
2 

с 

1 1 1 
-а( с = 2 х)Јо а( t) dt 
2 

1 

С = Ј a(t) (1 + dt) 
о ~ 

odavde је - 4 с 41 t)dt "" о. 
о 4 3 ·11 16{1-fo.a (t)dt 

о 

t) dt). Diek:riminanta D = 

Prema Ho1derovoj ne 

ь ь 1. ь 

jfx(t)y(t)\dt s; ( llx(t)l Р at)"' (Siy(t) /q, 
Q Q а 

1 1 
Р+ 2 = 1 dobijamo epecija1no za а= о; Ь = 1; Р = 2 

q = 2; x(t) = a(t) J;:(t}; у = Ja(t) 

~2 3 У. 1 ~ Ј а (t) dt ~ (а (t) dt) 2 (Ј: a(t) dtY 
о 1 2 о 1 

6 obzirom da је Ј а (t) dt > 1 Ъi6е i Ј a 3(t) dt • 
1 о о 

. ј a(t) dt ::> 1, i zato D<o; koreni с1 2 
6е biti 

о ? 

sni,a data i.ntegra1na jedna~ina ne6e imati realnih re-

senja. 

Dokaz 2. Na osnovu nejednakosti za aritmeti~ku i geomet­

rijsku sredinu је 
. 2 

1 +2'f (t) ~~(t) 1+ 'f 2
( t) 

(~о), ра mo~emo pisati 
2 

- = 

= S (t) ~(t) i pritom 6е biti S (t) 9 1 za svako 

tE [о,1]. Sada po1aznu jedna/5inu mozemo predstaviti 
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~ 
u. оЫilш 't (х) = Ј0 а( х) а( t) S ( t) '€( t) dt 1 

4 . 

~(х) = а( х) fo а( t) $ (~) ~ (t) dt ... а( х) », 

а(х) К = а(х) J4
a(t)S(t) a(t) М dt. 

о 

Ро pretpoetavc1 ~е а(х)- F о ра Ь1 Ь11о 

1 "'Ј" a
2
(t) S(t) dt ~ J1

a
2
(t) dt > 1. 

о . о 

U e1ede61m zadacima treba odrediti re!en~a jedna~ina. 

Rezu.ltat1 su. navedeni u. zagradama • 

• л х '~< x-t 
'f(x) ... е + Ј е ~(t) dt, 

о )( 2 
ID( ) . 2 Ј 1+Х •Л( ) ~ Х • 1+Х + ~ 't' t dt, 

о 1+t 
\( 

lfl(x) ·1- j<x-t)\f(t) dt. 
о 

)( 

~(х) ... x+l - j
0
"€(t) dt, 

\f(x) ... 2х+2- r<t) dt, 
Q 

. 2 ~ 
!€(х) .. 2х +2 - fo х 'f(t) dt, 

tf(x)..x + Jys1n(x-t)'e( t) dt. 
о 

)( 

\{ (х) .. cos х + fo '(' ( t) d t. 

Ј"' (x-t) 2 'f (t) dt .. х~ 
о 

ЈГ 

~(х) - 4 2 s1n х ~( t )dt ... 2x-1: f- 2 

о 

~(х) .. 21а
1 

xt te 3(t) d.t. 

4 

tf(x) Ј х t dt 
... 1+ 't 2(t) . 

о 
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2х 
( f( ~) = е ). 

( ~((х) ... сое х). 

( !f(x) "' 1). 

(~(х) ... 2), 

( 't (х) "' 2). 

х з 
(lf(x) .. x+r>· 

( \f (х) .. ех+ ~ оое X+Sin х~. 

(~(х) ""З). 

'}""2 2 
( Lf. (х) ... JF:I ein х + 2х -ЈГ), 

(te1(x) ...о, \f>2t3(x) '"'±.л х), 

( lfema re~enja). 



~ 

Ј ( 2 xt-4 х2 ) 'Р ( t) d t. ( ;.\ = 
о 

LIТERATURA: 

- 3; 'f(x) 

M.L.Krasnov, A.I. Kise1ev, G.I.Makarenko: INТEGRALNIE 

URAVNENIJA, Moskva 1968. 

Petrovski~, I.G.Lekcii ро teorii integra1nih uravnenii, 

Moskva, 1965. 
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Nada DJURANOVIC 

LAPLASOVA TRANSFOНМACIJA 

О" 

DEPINICIJ А: Fu.nk:cija F( р) = Ј е -ptf ( t) d t nazi va se 
D pri cemu је :f \t) 

Laptasovom transformacijom funk:cije f(t), integrabilne funk-

cijФ za svako t ~(о,+ оо ) • Funkcija. F(p) zove ве slikom, а 

funkcija f(t) originalom. Koristi эе oznaka. Z (t(t}} = 
=· F(p) ili f(t) ~ F(p). 

Osnovne osobine La.pla.sove tra.nsforma.cije 

2. Pra.vilo sli~nosti: 

+ c
2

f
2
(t)-+ c

1
F

1
(p)+ c2F2(p). 

f(a.t)- 1. F(l?.)· 
а а 

з. Pra.vilo pomera.nja.: f(~-a)-- e-a.pF(p); 

f(t+a.)- еар [F(p)- Je-ptf(t) dt;]> а>о. 
о 

4. Pra.vilo prigusiva.nja: e-atf(t) ~ F(p+a.). 

5. Pra.vilo diferenciranja.: f'(t)~ pF(p) - f(o); 

f 11 (t) - p2F(p) - pf\0} - f' (0) 

f'" (t)-.p3F(p)- p2f(o)- pf'(o)- f"(o); 

fn)(t) -.р~(р)- pn-lf(o)- pn- 2f'(o) •••• -

-р f(n- 2)(o)- f(n-l)(o), i obrnuto~ 

- t f(t)-F'(p); t 2f(t) ---F"(p); - t 3f(t)- F 111 (р); 

(-l)ntnf(t) _.,(n)(p). 
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-6. Pravilo integraci;je: ј f(t) dt- ! F(p); 
о р 

со 

f~~) -1 Ј'(р} dp. 
р ~ 

1. Prav11o proizvodaa Funkc;i.;ja f(t) =Ј f
1
(t ... ~)f2('Г) d'L= 

= f
1 

( t)*f
2

( t) naziva se konvo1uci;jom funkci;ja 

f
1
(t) 1 f

2
(t); f(t)- F

1
(p) F

2
(p)., 

TaЪlica Lap1asovih transforma.ci;ja osnovnih funkci;ja: 

f(t) Z{f(t}} f(t) 

1 1 
р 

t 1 
2 
р 

tn n! 
n:;r-
р 

e1n at а 

""'22 
р +8 

сое at ~ 
2 2 

Ј +а 

-at 
1 е 

р + а 

at -at 
е +е 

gde је oh at "' 2 

at 
е ain bt 

at 
сое bt е 

tn8 at 

ah e.t 1 

ohat 

at -at 
вh at ... е · - е 

2 

:Z[f(t)j 

ь 1 

2 2 . 
(р-а) + Ъ , 

р-а 

2 2 
(р-а) + Ь 

n! 

(p-a)ll+1 

а 

2 а2 
р-

:2 
2 е.2 

р - . 

I. Na61 Laplasovu transformaoiju funkoije .origina1a: 

1 

Prtmer 1. f(t) = 2 tЗе )t- 2 + 2 ain·Jt + 4 sh 2t. 

Laplasova traщsformacija daoe: 

р} =t:{f(t)]= 2:Z:lt3e-4:tJ+3 Z[t]- 2·ЧЧ + 2l(в1n Зt} + 

+ 4 ~ t вh 2t} • 
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П. Na61 

fo:rm&cije: 

Primer 2. F(p) z 
22Р- ~ 
Р -4Р+7 

za zadate Laplaeove trane-

Re~enje. Na prvom koraku traneform1~emo ovaj 1zr~ аа 

f( р): 

F(p) Р= 2 _ _.;;;;,1--=--
2 + 2 • 

(р-2) +3 (р-2) +3 

Гз 

U tаЬ11с1 osnovnih funkc1ja ~azimo inverznu Lapla­

sovu transfo:rmaciju: 

f(t) щ2:t-l( р-2 }+l:c.-1{ Q } 
(р-2)2+< fj)2 Гз . (р-2)2+( Ј3>2 

f(t) "" 2 e 2tcos Ј3 t + Е e2t s1n Гз t = 

.. e
2
t(2 оое 5 t + }з s1n Ј3 t) • 

Primer 3· Ј'(р) == 2Р+5 2 • 
р (p+l) 

Resenje. Posto је 1zraz za Ј'(р) pravi razlomak, molemo 

ga nap1sat1 u oЪ11ku 

( ) Р+5 А В . С • 
Ј'р = 2 2=-+2+;;:;:t+ 2° 

р ( P+l) р р Р+· (.P+l) 

Koef1c1jente А,В,С 1 D odred16emo metodom neodredjenih 

1i:oef1o1jenata: 

Р+5 _ Ap(;p+l) 2..:В(P+l) 2+C p2(P+l)+Dp~ 
2 2- . 2 2 • 

р (p+l) р (P+l) 

А(р3 +2·i +Р)+В(р2 +2P+l)+C{~t3 +P2 ~+Dp2 • 
= 2 2 ' р (p+l) 
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Dobili smo znaci, razvoj sa А= -9; В = 5; С= 9;D= 4: 

-9 5 9 4 = р + ~ + p+l + --~~2. 
р (p+l) 

.• 
lz tab1ice osnovnih funkcija nalazimo inverznu Laplasovu 

trarнзformaciju., odnosno tra~eni original: 

f(t) = z-1 Ј F(p)) = -9 z-1 ~ 1.1 +51-1 r -1. 1 + gz-1 
1r l

1,+ l Ј \ р ) l р 2 Ј . l p+l Ј 

+ 4 ?_ -l ( l i . 
L ( P+l) 2 Ј ' 

f(t) = -9 +5t + 9e-t + 4 t 
-t 

е 

Primer 4. F(p) = 2 
1

2 2 • 
(р +W ) 

Resenje. Napisimo F(p) u oЫiku.: 

l 1 l 
F( Р) = -( _2...;;;:_2_)_2_ = 22 • 22 • 

р +W р +W р +W 

Ovo је proizvod dveju Lap1asovih s1ika ciji su. origina­

li fu.nkcije у =!. sin w t. Na osnovu pravi1a proizvoda 
w 

inverzna Lap1asova s1ika bice: 

f(t) z-1 {F(p)ll. '1-11 1 1 , = =.;- \ ~·22 = 
: р +W р +W Ј 

= ( ein w 'Т sin w( t~r) d 7 = 

i 
1 r ;cos w(2 r-t)-cos wt l d т= ~(sin wt-wt cos wt). 

2w
2 

./ ' 2w 

Primenom 

a1nih i 

transformacija resavanje diferen­

jednacina svodi se na resavanje a1-

gebarskih jednacina i origina1-funkcije f(t), od-

noano inverzne 

111 

koefi 

a1ne jednacine sa konstantnim 

entima у + ау = q(x); а = const. 
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Primenom na levu 1 deanu atra-

:l[y( ~Q(p) 
рУ(р)- о) + а У(р) = р); 

Sada treba na6i 

У(р), odnosno treba na.61 inverznu 

l-ltY(p)j. 

Primer 5. Primenom Laplasove 
-2х ( ) na~inu: у'+ Зу= е , у о =о. 

х) slika 

Re~enJe. Primenom Laplaeove transformacije na 1evu i 

desnu etranu jedna~ine dobijamo: 

l [У '} + 3 ll У Ј = '1 { е-2х} • 
Sada korietimo pravilo diferenciranja ЧУ'}== ру( о)= 

= рУ( р) , а u taЫici nalazimo Z {е -at} = _l_• Imamo: 
1 1 р+а 

рУ(р) + З~(р) = Р+2; У(р) = {р+2)(р+З) 
1 

Raz1omak (р+2)(р+З) napiвimo u oЪliku: 

1 _ !1 !2 _ р{А1+!2~+З А1+2 !2 
(р+2)(р+3) - Р+2 + Р+З - (р+2 (р+З) ' 

а koeficijente !
1 

i !
2 

odredimo metodom neodredjenih 

koeficijenata: ! 1 = 1; А2 = -1. 

Dakle, dobili smo razvoj: 

1 l 
У(р) = Р+2 - Р+З • 

Original funkciju у(х) na1az-imo primenom inverzne Lapla­

sove transformacije; 

у(х) =l-1tY<P>}=l-1tp:2- р:з} = ~-1 tp:2J-l-1lP;з}; 

(. ) -2х -Зх 
у х = е - а _ • 
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Ovo је trazeno partiku1arno resenje naee diferencija1ne 

jedna~ine koje zadovo1java po~etni us1ov у(о) = о. 

Primer 6. Primenom Lap1asove transformacij~ naci resenje 

jedna~ine ~q + 2у'+5У = sin х; х= о; у(о) = 1; у'(о) = 2. 

Resenje. ~ LY"J +2ilY'}+5-ttY} = ;z [sin хЈ. 

р2у(р)-р-2+2 {рУ(р)-1}' +5У(р) = ~; 
. р +1 

У(р) = /+4 + ~2~1,___2=-----
р +2Р+5 (р +1)(р +2 Р+5) 

napisimo u oЪliku: 

Koefioijente А,В,С i D .odredjujemo kao i ranije meto­

dom neodredjenih koefioijenata 1 doЪijamo: 
А 1 0 в 1_ с 1 • ћ 
А = - 10' "' S' = 10' ;и = о. 
Znaci, doЪi1i smo: 

1 1 
--р+- р 1 1о 5,.. .......",.;;;.;;;... __ = _ 

(р2+1){р2+2р+5) = р2 + 1 
L. ~ ... L Р 
1о 2 1 1о 2 2 5 

Sada eredimo сео izraz za у(р): 

р) = 
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11 lo Р+4 
= 2 

р +2Р+5 

1 
+-5 

l 
+ 5 

р + р + Р+ 

:2::.L. 
2 ' 

р +1 



Inverzna elika, odnosno е nai§e 

у( = .t-1 {У( } 2 Ј -
_ L l -1{ ____L_]+ 

1о 2 
1 р + 

у(х) = е-х cos 2х + е-х s1n 2х - 1 
cos х + 5 sin х. 

Primer 7. Primenom 

senje jedna~ine: 

na6i re-

У( р) 

У'" + У == 1; у(о) = у'1(о) = о. 

Rei§enje. X.LY"' Ј+ l[Yj = l(lJ 
у ( р) = ---=:."..--

р( 

Napii§imo raz1omak 
3 р(р +1) 

1 
u oЫiku: 

1 А 
2 =- + 

р(р+1)(р -p+l) р 

(р) + 1 
р) == -; 

р 

Koeficijente А,В,С i D nalazimo metodom neodredjenih 

koeficijenata, odak1e; А=1; В = - 5; С = - ~; D = 5· 
Dak1e, dobi1i smo razvoj: 

1 1 1 
= -р(-р~3-+1_>_ = Р - з 

1 1 
-+ 
Р+1 3 

1 1 1 2 --- З Р+1 -р 3 1 2 ~ 
(р- 2) + 4 

1 1 1 2 р- f-г ± 

+ 

=-- Јр+1- 3 (P-fY+(~Y+ р 

1 1 1 2 
= Р- ~ Р+1 - З 

: 
(r-!Y+(-r;y· 

-2;р+1 
2 1 

р -р+1 

1 1 

= 

з 1 2 "). = 
(р- -) +:!. 

2 4 

1 11 

3 (P-!)z+(~Y = 

Odavde* primenom inverzne Lap1aeove transformacije do-
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Ъiјвmо t~aleno part1ku1arno.reienje: 

l -1 l1 Ј 1 -lJ 1 . ]' 2 -1 f р - t Ј 
;r(x) "' р - 'ј ;t lP+1 - 3 :l t (p-f У+(~/ 

Koneu1 tovanjem. taЫice k.onaCSno na1az1JII.os 

1 -х 2 _1 х ЈЗ 
;r( х) ... 1 - 3 е - 3 е z. oos 2 х. 

IV. S~stem.i 1inearn1h d1Жerencija1nih jedna<Sina sa 

konstantnim. koef1c1jent1m.a 

Primer а. Pr1m.enom. Lap1uove transform.acije il.a.6i re­

iienja siete:щa 

х+ 7'+27 • sin t; 

х' -ах - 47 ... со е t Ј х( Q) "' ;r( о) "' о. 

~e~enje. ladjim.o Lap1asovu transform.aciju prve 1 dru­

ge ј edn&CS ine: 

l (х } + l [ ;r '} + 2 l(;r} ... l; t е 1n t Ј 

lLx'}- 2Чх}~ 4l, [7}"' l (cos t} 

~ l х Ј ~ .. l ( ;r) ~ 

р) + (р+2)У( -

( У(р) "" 

Sada relavaao ovaj algebareki eistem. ро nepoznatiJII. Х(р) 

1 1 dоЫјвmо: 

) 

u oЪliku zЫra ra.z-

1omaka, na :1eti ~in aetodom. U!IJ\.JQ.I. ...... ..~ ...... .LU koefioije­

nata kao 1 doeads 
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р(];н-2) +4 
2 2 

р (р + l) 

DoЪijamo: А = 2; В = 4; С = -2; D ~ -3 

2 Dakle, Х(р) = Р~Р+~)+4 
р (р +l) 

=...,.. + 

2 4 ' =-+--2-Р--з 
р 2 2 

р р +l 

Primenom 1nverzne 

nepoznatu funkciju x(t): 

р 

X(t) = 2 + 4t - 2 сое t - З ein t. 

n&lazimo 

Na ieti na~in doЪijamo elede6i- izraz za У(р): 

2 2 2 
У(р) = - 2 2 "' - 2 + -г-· 

р (р +1) р р +1 

Odavde izra5unavamo nepoznatu funkciju y(t) 

y(t> ... I-1tY<p>}=x:-1~22 + i-J= 
r р +1 

... _ 2 l~1 { >Ј+ 2l-
1
{ р~ +

1 
Ј 

y(t) = -2t + 2 ein t. 

Primer 9. Primenom Lap1aeove transforшaoije na6i re­

~enje aiatema 

х" + у = 1; 

У" + х = о; х(о) = у(о) = х'(о) = у;(о).= о. 
Re~enje. Na1azimo Lap1aaovu tranaformaciju оЪе jedna­

/Sines 

~tx" Ј+ i[Y} = z[1J; 
lLY"J +~lx} = о. 
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Odavde, imaju6i u vidu zadate us1ove, uz oznak~ 

Х(р) =ltx(t)} i У(р)= '1 ty(t)} dobijamo: 

р2Х(р) +У(р) :::!_ 1 
р 

р2у(р) + Х(р)::: о. 

Sada resavaщo ovaj a1geЪarski sistem ро nepoznatim Х(р} i 

У(р) i dobijamo: 

1 

У(р)::: p(i-p4); Х(р) 
Nada1je imamo: 

=- ~. 
1-р4 

1 1 = 2 2 = ___ ;;;;..... __ -:2::- = 
р(1-р )(1+Р ) р(1-р)(1+р)(1+Р ) 
А В С D ~ 

=-+ -+ -+ ~. 
р 1+р 1-р 1 2 

+Р 

Odavde: А:::1; В: - t; С = t; D = - ~; Е = о. 

Dak1e za У(р) dobi1i smo ovaj izraz: 

у { Т\) - 1 . - !. - 1. ...L + 1. ...L ~. 
\...-- 4- 41 2 р( 1-р ) р 4 1+Р -р 1+Р 

Odavde је nepoznata funkcija y{t) 

y{t) = ;t-1 t ~}- ~1-1 [ 1;р}- ~ z-1 ~1~р} -1: ~-1 с;р2]; 
1 t 1 " t 1 

y(t) = 1 - 4 е- - 4 е - 2 cos t. 

Ana1ogno za Х(р) doЪijamo: 

р ) = - - l + l ...L- 1. ~. 
- 4 4 1+Р 2 2 l 

р + 

x<t> == 1.z-1 l...LJ + l z-1 f ...LJ- 1.;t:-1 {~} . 
4 р-1 4 l :р+1 2 р2 +1 

1 1 -t 1 = 4 + 4 е - 2 cos t. 
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V. Linearne 

koef 

1vШ. 

Kada su 

nazaviвnoj promenljivoj, 

dovede do jednoatavn1je 

jaln1h jednaa1na koristi ве 

pu.l..u.I.U!i!Jc.l. ро 

шо!е da 

• Kod ovakv1h d1ferenc1-

PrШ.er lo. Priшenom 

веnје jedna~ine: 

(.:,.,) 

у" + ty'- у =о; у(о) "" о; у'(о} ~ 1. 

Reвenje. Neka је У(р) а~ [y(t) Ј • Tada је: 

:t{y'(t)} = рУ(р) - у(о) = рУ(р). 

Koriete61 vezu {~) dobijaшo: 

:t[tт'<Oj=- ~р t рУ(р) Ј=- У(р)- рУ'(р). 
Nadalje iшашоs 

i:. Ly"(t) Ј = р2у(р) - ру(о) - Yt•)= р2у(р) - 1. 

Priinenjuj~:tmo Lap1aeovu traneformaciju na naвu jedna­

c:iinu: 

р2у(р) -1- У(р) - pY'(p).:..;l(p) = о;еУ'(р)+(Е.- р)У(р) ... - 1 
р р 

РУ'(р).- У(р)(2-р2) = 1. 

Ovo је 11nearna d1ferenoi3a1na jednal:Sina prvog reda 

ЈЮ nepoznatoj funkciji У(~), а njeno re~enje 1ako na-

1azimo po.poznatom obrazcu: 
. ~ 

5(P-t )d.p ( -s.!. so- p)d.pc{ ) _ј_ (е~, 
... е с 2 е р - р2. + р' 

Zbog "i l t Ј ... 1
2 

poc:ietno·j vrednosti nezavisno promen­
P 

ljive t = о odgovara v_rtidnost р- <:>о .. Za С ... о, kadlil. 

Р'-ос У( р)- о. 
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·Zna51, treba na61 inverznu .Laplasovu s1iku fUnkcije 
i 

У(р) = 2" 
'Р . 

y(t) =~ -1 tY(p)} ~~ -1[ \} = t. 
'Р 

Funkcija y(t) = t jeste :tra~eno partiku1arno·resenje 

nase jedna~ine • 

.. 
VI. Integra1ne 1 integro-d~ferencija1ne jedna51ne 

Dok se kod 1ntegra1nih jedn~ina nepoznata fUnkcija 

jav1ja pod znakom integra1a, kod 1ntegro-diferenc1ja1nih 

jedna5ina nepoznata funkoija se jav1ja i pod znakom 1nteg­

ra1a i pod znakom izvoda. 

Lap1aeova transformacija se mo~e primeniti na integ­

ra1ne jedna~ine Vo1terovog tipa pri 5emu se korieti Lap1a­

eova e1ika konvo1ucije dveju funkcija: 

11'1(р) = :t[f1(t) Ј 'F2(p) = .:t{f2(t)} 
-t 

:t[t1(t) ~f2(t>}=~[~f·1(t-r-) f2('t"') d-c-J= 11'1(р) 11'2(р). 

Primer 11. Primenom Lap1aeove transformacije na6i re-
2 " senje integra1ne jedn~ine: ein х = ~ sin(x-t) a(t) dt. 

.А( 

Resenje. Korietimo trigonometrijski identitet 
2 1-cos-2x ein х = 

2 
ра jednaaina dobija oЫik: 

х 

~;.;;;..;;;_...;;;;.;;;.. = Јо sin(x-t)a( t) dt. 

Ровtо је na deenoЗ etrani konvo1uci~a funkcija ein х 

i nepoznate funkcije а(х) imamo: 

~ ~(1) - ~ 1l со е 2х } 
1 1 1 
2 р--2 = 

="t(sin 

.А( р); 

6 l l - ;.(-- -)· 4 р 2 . 
'Р +4 
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Odavde 

а( = l-l { ~ - ~ 

= 2 ;с -1 [ ~ } - ~ t --1 

Kona5no, tra~eno 
1 з = 2 + 2 cos 2х. 

Primer 12. Primenom 

Najpre, u. 

oЫiku., pogodnom za trans-

formacije: 
у х 

x"l =-Ј (x-t) 2a(t) dt + 21 <x-t)t t) at. 
о о 

Sada primenimo Laplasovu. transformaciju.: 

- х ~ 

:t[xYJ =- z:[J
0
(x-t)

2
a{t)dtj + 2z[j

0
(x-t)t a(t) dtJ 

Koristimo Laplasovu. transformaciju konvolu.cije, kao 

i pravi1o :t[ t a(t)j =- А'(р): 

5' 2 "i' = - 3 А(р) 
р р 

+ 2 

А '(р) 1 А( ) +р р 
· бо 

=- 4 р 
р 

Dobili 

reda ро 

smo linearnu diferencijalnu. jednacinu prvog 

а njeno resenje nepoznatoj funkciji А(р), 

lako na1azimo: 

Jdr JdP 
А(р) =е~ Р (С-боЈ\ е /" dp) 

р 

11, 

С Зо 
=-+з· р р 



... 

Sada pr±menjujemo inverznu Lap1aeovu transfo~ac;juz · 

а( х) ~ l-
1 t А( р)} = 1-

1 
[ ~ + 'Ј = 

= с ! -
1 

{_ ~Ј + 15 i ~1 ( ;з } · 
. 2 

Odavde dobijamo: а(х) = О + 15 х • 

Na6i Lap1aeove e1ike funkoija-original&$ 

( 2( ) { ) 1+008 2 wt 1. f t) = cos wt ; f t = 2 ; 

:r(p) = L + !. Р 
2р . 2 Р2+4 ,,2 

1 2. f{t) = cos 2t s1n Зt; f(t) = 2 (sin ~t + ein t); 

Ј'(р) ... ~ iL + -1--->)· 
р +25 р +1 

Na6i origina1-funkcije za zadate Lap1aeove s1ikea 

1 1 ( ) -t з. Ј'(р) = ~: (f(p) • 2 ; f t =е ein t). 
р +2Р (р+1) -1 

а-Ъ 4· f(p) = ; 
(р-а)( р-Ъ) 

;. Ј'(р) = 5Р +
2
3 

( Р':'1 )(р +2р+5} 

{ ) -t( ~ 
f t = -е оое 2t- ~ sin 2t) • 

Bel1t1 pr~enom~ap1aeove transformacije s1ede6e d1-

j е dnШS ine t 
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8. 

9. 

1о. 

11. 

1 
+У"' 2 

"" о; у'с2. 

+ l i 
4 з 

( oos nx - oos mx 

12. yq" -(2х+1)у'+(Х+1)у = о;. х ... о; у"" о. 

{у(х),.. С.х2ех). 

ij() 
е:љ. • 

Naci primsnom Lap1asove transformacije resenje sistema: 

(x(t) 

х"·- у" +у'- х = et- 2 } 

2х"- yfl- 2Х'+У а -t 

x(t) = 1-et+t et; y(t) =·- t 
t + t е ). 

;:: :: ;} х(о) ...lt у(о) = 2; z(o) ,..·). 

z ... х + z 

= 2-е t;y( t) ..... 2+4e t;.;t е t; ~(t)-,...2+5e t_t et~ 
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Resiti primenom Lap1asove t;ransformacije s1ede6e int~­

gra1ne i integro-diferen9ija1ne jednacine: 
х 

16. у(х) = ах+ Ј sin(x-t) y(t)dt; (у(х) = 1 3 а( х + 6 х )) • 

n Ј" 
0 

.(· ( ) n-1 17. х = 
0 

ch(x-t) a(t) dt; а х =n х 

)1 

18. у( х) = а. sin х +ј sin(x-t)y( t) dt; (у( х) = ах). 
о 

19. а(х) = f(x) 

(а(х) = f(x) 

х +kJ
0 

sin Ъ(х-t) a(t) dt; Ъ > h 
hью )1 Ј 

+ Ј sin Ъ(Ъ-h) (x-t) f(t) 
Јьсь-:h) о 

L I Т Е R.A Т U R А 

dt). 

1. Piskunov: Differencia1jnoe i integra1jnoe iscis1enije 

(tom 2); Moskva 1946. 

2. Tadija Pejovi6: Diferencija1ne jednacine - egzistencija 

reвenja, Beograd 1965 g. 

з. V.F.~ever~eev, L.A.Kaljnickij, N.A.Sapogov: 

Specijaljnij kurs vissej matematiki dlja vtu.zov, 

:М:oskva 197о~ 
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VARIJACIOПI RACUN 

м.d в .. 
IspitivЩe ekstrewma .f'w:lkcioraala zadau poao6u in-

tegrala је рrоЫе:ш. ra~u.na.. 7 "' 7(::1:) skupa 
М :ш.ogu zadovoljavati razli~ite uslove i :ш.ogu Ыti od proizvo1jnog 
broja pro:ш.enljivih n. Zavieno od toga 1:ш.аао razli~ite рrоЫе:ш.е ~­

rijacioвos racuna. Pre ugo Ъudе:ш.о neke od njih м.veli С!ас8о sle­
dece oe:p.ovne рој:ш.оте: 

1. Sku.p evih te.CSaka oЫike. (71(х), 72(х), ..... Yn(x)), gde n 
у1 (х) (i 011 1,2, ...... n) .f'w:lkcije koje zadovoljave.ju neke швlоте, 
zove se 1Unkcionalni prostor. 

2. Prostor svih neprekidnih funkcija м. neko:ш. seg:ш.entu (а,Ъ) zоп 
se proetor с.. U n~e:m.u se rastoje.nje definiie ne. slede6i ne.CSin: 

_s>(y,z) .. :ш.u 1 y(:x:)-Z(x)\ 
а~ х'= Ъ. 

3. Proetor evih neprekidnih funkcija koje i:ш.aju neprekidne i рrп 
izvode zove · se proetor с1 .. Raetojanje је definieano м 

fj(y,z) 011 u:x:{ly(x)- Z(:x:)\; \ ytx)- Z9 (:x:)\} 

S." :х:' ъ. 

4~ Каiе:ш.о da funkcione.l. т(у) iu tptre--. и у ... у0(х) a.ko ras-
1Ua v<y) - v<7

0
) Ше. stale.n znak u okoliDi., krive у • у0(хУ. 

Ako а 1Unkcije ј • у(х). u okolint krin у0(х) ele:ш.enti prosto· 
:ra с1 govori:m.o о ,!1-abo:m. · ekstr!!i!!!'!i!• .Ako n funkcije у ,..· 7(Х~ 
u oko1ini krive у0(х) elem.enti prost'o:N С govorimo о jakoJIII. 

eketr~. Razm.atra6e:m.o elede6e.proЫem.e varijacionog 
:raCSune. 
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1. Neka data funkcija у • f(x,y,y') ima neprekidne parcijalne 
izvode ро х, у i у' u oЫasti а~ х" ь; у1 ~ у ~ у2 • Кaza-

6emo da funkcional 
ь 

V(y) =Ј !(x,y,y')dx (1) 
Ct 

ima slabi minimum(maksimum) na funkciji y
0

(x)ako iz 

\у(х) - у0 (х)\ + \ у9 (х) - у~(х)\<Е; (а~ х~ Ь, [>О) s1edi 

V(y) - v (у0) ~О; (v(y) - v (У с) ~ о} 
Funkcional (1) ima jaki minimum (maksimum) za funkciju у0 (х) ako 
iz 1 у(Х) - у0 (х) 1 <Е. (а~ х~ Ь, Е..> О) sledi V(y) -VCy

0
) '} О , 

(vcy> - v( у0){, о). Naglasimo da su. funkcije koje ima;ju slaЫ mi­
nimum (makвimum) elementi prostora с1 , а ва jakim minimumom (mak-
вimumom) e1ementi proвtora с. Svaki jaki ekstremum је i slabi ek­
stremum. 

Potreban u.в1ov da funkcija v(y), definiвan da funkcional definiвan 
ва (1) pod uslovima у(а) • у(Ь) • В ima ekвtremum, jeste da 

funkcija у • усх) zadovoljava slede6u EUler-Lagrangeovu jedna~inu. 

~ ... о (2) 

Кriva 

V(Y)• 

zadovoljava (2) zove ве ekstremala integrala 

.;;;;.;::...:.::::.::::.&.~,;=...;::;,;:=:..:. da funkcional (1) ima ekstremum da је 
d of 

Za (1) - crx Ц "' 
v (o2f d 21Ч ) d (...д:L ) jednacina 3 '12 - "(G' ?Ју оу' u - dx ау' 2 u' "' о, Jakobijev uвlov, 

(2) : u • ~ , а у • с) ekstreшala zadovoljava 

uslov у(а) .. А, 

i na ekstremali 

i (2) iz (А) i umesto uslova (3) da је 

~ О za tacke Ыiske to da treba da postoji 

(1) i (2) dok 
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u. u.slovu. (3) t:reba 'W!lesto znв.ka > znв.k < • 

2. 

ь 
) ) V(':f)= i f( х ,у, у',. •• 1 (3) 

Q. 

ima ekst:re!DШil za у .. u.slovi:!na у(а) '" (а) .. t •• 

(n-1) .. , .. t". "" 
;jeste da у .. 

<Н d 
$ .+ (-1) Э9- dx + 

3. da !u.nkcional 

ь 

Y(yl,Y2t•••tYn) • 1! 
С\ 

tY2t••• 

,Yi, Y2t " •• ' у;,_) dx 
(~) 

Za zadane g:ranicne u.slove ро svim fu.nkcijama 

у1 (а) • ~~ •••••• Yn(a)• An; у1(Ъ) • в1 , •••• уn(Ь) • 

эf ct of 
1:!ш1. ekst:re!DШil ;jeste da је ЭУ; - dx 'дУ~ "' (i ... 1, ••• ,n). 

4. Pot:reban uslov da !u.nkcional 

v[z(x,y)]: ЈЈ f [x,:J,Z.(X,':J)> ~~ 1 ;;Ј dxd~ (5) 
D 

ima ekst:remum za z • z(x,y), (funkcija z = z(x,y) ima od:redjene 
v:rednosti na kontu:ri oЬlasti D), jeste da fu.nkcija f zadovoljava 

;jednacinu ~ э Эf о of oZ Э2 
э:z. - дХ Эр - эу ~ ... О gde је р ... ~ , q .. :;;у • 

Analogne uslove imamo ako је z • z(Xl•X2••••Xu) funkcija od n 
p:romenljivih. 

5. Pot:reban uslov za funkcional 
ь 

v (у) .. ј f(x,y,y9 ) dx (б) 
а. 

gde su (а, 'f(a)) i (ь, 'f (Ь)) pok:retne tacke na k:rivama у .. '(1 (х) i 
у .. ~(х) ima ekst:rem'W!l za у "' у (Х) jeste da ftinkcija у .. у (х) 
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U l!!lucaju kada је donja granica а co:nstanta, o:nda otpada druga 
jednacina u uslovu а ako gran.ioa Ь 

Potreba:n uslov da funkcio:nal 

'"' 

gde su • у1(х) (i в 1~2, ••• :n) fu:nkoije koje zadovo­
ljava;ju gran.ic:ne uslove у1 са) "'Ар у1(Ь) ... в1 (i"' 1,2,_ .... ,n)i 
uslove 

(8) 

(9) 

treba odrediti iz 

dati u oЪliku 

dx· ., ... ,n) (8') 

gde su ~ konstante, tsv. ~W!.S:!!.J~.J.!S.И~!:!!~· 
Vslovi (8') zovu ве izPJ,>erЬюtrijski uslovi .. 

(?) (8') iu. 

( )=о 
ва 2n integracio-
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:t .IWПtO!:t~O'IU .tш~Lja 

х i ј :!.в. й'lr~ki::'P•!111ilmta 

aole sahtovati da ona 
;rСЪ) "" В .. 
bda t:ri~ ,. ... ;r(x) ПГ1111.>_И>~1 

" 

2 .. ~ э'f 'd'f эf 
klerova ~edм.~iu usled эу "' Эу + '1'9 ЭУ , Э'У'"' 'P(x,Y)i 

9 

.. о. 

,,d ~ .. ~ + ~ , dobija oЪlik f.,Y'f - ~ "" о. Stoga izraz 
({;()у' оХ ЭУ о щ 

'R(x,;r)dx +YJ(x,y)dy .. О predstavl~a totalni di:terencijal, usled 

ёеgа tw:l.kcional v(y) "'Ј: ['f(x,~)t y>(//()(.,y))dJf == ј:'е(Х 1 ';ј)dхт-ЧЈ(х, 'f)d:J 
predstavlja integral totalnog di:terencijala. Po~to egova т.red­
nost ne zavisi od njegove putanje integracije on је konstanta, ра 
је pitanje о ekstre:IIIWIW. ocigledno ... 

3.. Pod1ntegralna t'\Шkcija ne zaтisi od .,.., ра је 'Э-f kJ;r ... о .. 
Ihlerow. jedм.cina glasi /; Ј:> • о. 0daah ulaziao prтi 
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integral ?Ј f 1 'О у' .. о1 • 

4. Podintegralna funkcija f а f(y') u ovom slucaju zavisi samo 
od у' • Stoga је of /Оу • О, ра Eulerova jednacina glasi 

~х ( ;:,)"' о, tj. ~е, .. с1 • Leva ,13trana poslednje jednakosti za­

visi samo od у' • Dakle, ~(у9 ) : с , ра stoga у' = о1 i у • 
=с1х + о2 • Ekstremale su prave linije. 

Eulerova jednacina glasi: 

.. ~ _ эZt у' ... 
02

-F у" .. о. Ako ovu jednacinu pomno-
э;; оу эу• эу'z 

Hmo sa у9 , dobijamo ( <J.f. _ -1.1' <7.2.F _ o2.f t.t''\v'= 
;:;у i! olfoY' эу'z q )' 

= ~ и'- о~ у"- у' <7!- -у1.А - у'у" сЈ2.{- '"" -!/- (+ - v' 'дf,) =- о 
гу fl эу' эу' э-уэу• Эу'.z. Џ)l "' эу , 

Na osnovu toga је f-y' ~ • с1 • Dakle, Eulerova je~cina 
svela se na diferencijalnu jednacinu prvog reda, koja eksplicitno 
ne zaviai od х, ра resenje mozemo na6i putem reВavanja ро у' 9 

parametra i razdvajanjem promenljivih. 

2. Naбi najkraбe rastojanje izmedju tacaka А(х0 , у0 ) 1 В(~,у1) 

u ravni х О у. 

ovog sastoji se u nalazenju krive 
linije koja prolazi tackama А i В а cija је duzi­

na luka luka trazene krive linije izmedju 

~ 

s .. Ј dx 
Х о 

traH ti minimum 
) • samo 

.. О ekstremalna 
tacaka А 1 

у .. odrediti joi 
kro~ tacke А 1 в. 

К&kо је 
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to razmв.trani 

6 

Na6i ekstremum I в i __ y_oL_ d.x 1 

је oL "" О i ""' .. -1 • 

Ako ;ј е .L"" О, Eul erova .. ili 

.. Ј cf - 1 "' odakle 

ma1e su prave е .. 

Ъ/ Ako је .,(, .. -1 razmatrani integral О~) posta;je I .. 

od 
ako 

ь Ј ь ... Ј -у 1 + -y' 2d.x "'_{"Yds i pomnozen sa 2!!Г najmaii.ju 
obrtпu povrsinu koja ekstremala izmedju ta~aka А i В opiie, 
obrcuci se oko x~ose. Eulerova jednacina glasi 

.х-с.а. 

-у .., 1/~ Ј l+y-' 2 ; integracija ove daje -у .. ~(е с + 
х-е:.. 

+ е---;::- ) t gde treba odredi ti с i с2 da ekstremala prolazi 
kroz tacke А i в. 

4. Naci krive na kojima funkcional 

v(~)==l'c~'2 -~'t)ctx·, ';}(0)""0) ~(f)':c1 
dostize ekstremum. 

Rевењје. Каkо podintegralna funkcija f· • ,-•2 - ,2 ne zavisi 
od х, Eulerova jednaciм. glasi: 'd''--"j 2-Zi2 ",_ё 1Џ 

~~=~) ~ =dx) arcsin §' ..... иёi-, ~ =Stn(x+'Cz). 
vc~· с . . 
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Ako iskoristimo adicionu teoremu za funkciju у • sinx, 
dobi;jam.o konacno da је у • с1 cosx + c2sinx. Iz datih granic­
nih uslova dobijamo da је с1 • о; с2 • 1, ра razmatrani tuц­
kcional dostize ekstremum samo za krivu у • siпx. 

. 1 

5. Naci krive na kojima funkcional v[-асю]= l (~2-tzx~)dx; 
~(о)::(), ~('1)= 1 dostiZe· skstremum. 

0 

Resenje. Eulerova jednacina usled 

Эf =-!2."· Эf ::. 2чl· э'.t: -о ·Ј 71
1 

f щ 0 , '?1"1.. f· ~..., 
Э~ "> о':}1 <1 > ЭХЭ'(ј'.,.. ~~ d':l' - ' d'j')"t. ~ 4 .> 

glasi у" - бх "' о .. Ponavljaju6i integraciju .dva puta nalazi­
mo njeno opste resenje у .. :х3 + с1 х + с2 .. Koriste6i granicne 
u~love doЬijamo da је с1 • о; с2 • о. Stoga razmatrani funk-
cional dostize ekstremum samo za krivu у • :х3. · 

б. Naci ekstremale sledecih integrala: 

J/~dXj "Ј(Хо)=='јо) :Ј(}(1)"')/1' 
о 'l ј ,2 

Reseњ1e. Podintegralna funkcija f(y 9y') • l+Y ne zavi-
Y 

si od х. Stoga prema zadatku (1) Eulerova jednacina glasi 

i 

.. 
2 ,2 ёlу Jl+'1''2 у ... 

cly .. 
i Jl- ёl 2):2 

dy .. dx. 

jednac!DФ nalazimo da је 

ili (х+с2)2 + ј! .. 2 .. U zadnjoj 
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konstante с1 i с2 iz 

эt/() ... 
ne zavisi od х. 
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Usled 

; + у 

у ... 

jednakosti nalazimo da у • 

• 2 +(l/2c1 х+ о?)
2 • ekstremale su 

,( 

В. V[lj(X)]= 1о (X'J+iL-2'jz_;j')dX ј J(D)=-1 > у{1)::. 2. 

Resenje. Podintegralna funkcija zavisi linearno od , tj. 

t "''f (х,.у) + 'f(x,y). Prema. zadatka (1), 

. 'д'f д'Р EW.erova jednac:Lna glasi Эј - дХ "" ili konkretno u ovom 

эt ~ 
вlucaju usled о'ј "' х + 2у i ёХ .. о i х + 2у "' о. 

Foslednja jednacina nije diferencijalna, а pocetni uslovi 
.nisu zadovoljeni, te ne postQji nijedna funkcija iz klase 
neprekidnih tunkcija za koju razmatrani tunkcional ima eks-
tremum .. 

х, 

9. v['f(x)J""J;o ()j 2+~'2:...2ysinx)dx. 
Resenje. Eulerova jednacina glasi, у" - у • - sinx. Njeno 

opste resenje је у .. + с2е-х + ( ~) sinx .. 

Poslednje krive su ekstremale za razmatrani funkcional. 

1 

10. fo(;/t)/ 2 -f2Jex)d>ej ~(0)=01 
Resenje. Oi>.sti integral Eulerove jednacine у - у .. е", gla­

si у • с1ех + с2е~" + l/2 хе". Na osnovu granicnih 

uslova trazena е ~tremaia ima jednacinu у ... (~) хе" • 
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11 .. 
)(1 . 

ј (х:/'~ :/2) clx. 
Х о 

Rezultat. Ekstremale su·krive 

Rezultat. у • c1sin (4х+с2 ) • 

Odrediti ekstremale funkcionala. 
1 

1 3.. V[ij(>O} =ј (X.z(! 12-rl2 '/z) dx; j'(-t) = 1 Ј )'(1) = 1. 
-1 

;эц: :z. 
Э'ј'L == 2Х • 

Njeni partikularni integrali odredjuju ее u oЬliku у • xr. 

Redom nalazimo da је у' • r-~1 i у" • r(r-1)~-2 9 ра 

glasi: ~ [r(r-1) + 2r - 12] • о. 

Iz 

eu ekstremale krive у • 

ekstremum za krivu у 
mum radi 

ц''::. 20)( -G ј 

24u - 4::m' -
Zamenom LъЈ:.-въ.и 

izracunavamo da 

+ 
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uslova 

Dakle, funkcional dostize 

d ( oZf ul "' о . 
oy'z) Ј 

ekstremala 

, usled 

se ekstre­
u oplitem 

о. 

lako 
1-0 



Eulerova jednacina uвled r 8 + 
2 

oF ... 1 + 
э;р 

г-zf 
о 

;)2f. 

Э'ЈЭi{ '" Э/f'2 .. 

integral у"' + Iz zadanih 

1azim.o da .. -б i .. Dakle, razm.atrani !unkcional 

dostize ekstremum. za krivu у • + Lako proveravam.o 

zadovoljen us1ov .. + с • 

> о, razm.atrani im.a s1aW. ai-

nimum.. 
Ј/ 

15. v[;t(x)]=jJi('1(! 2 -)J'2 f8;j)dx; ~(o)=-f, ;;r{)=O. 
о 

Re~enje. Eulerova jednacina glasi: у" + 4у • - 4. Njen op!ti 

integra1 glasi: у ... с1 cos2x + c2sin2x-l. Iz graniё­

nih us1ova dobijam.o da је у • sin2x-1 tra!ena ekstrema1a. 
Jacobijeva jednacina za у(х,с) • csin2x-l је zadovoljena. 

()2f 
Po~to је-"' -2 .::::О, razmatrani integral dostHe maksi­

Э';j' 2 

malnu vrednoвt na krivoj у • sin2x-1. 
ЈГ 

16 .. v[Жх>)= j'i(:J 2-j"2+ьYsin2x)dxj (!{о)==О, J::(lJ)=f. 
о 

Rezultat. Ima jak maksimum. za у • sin2x .. 

z 
17. v['j(<)J=j (><'j''!..z~'/'3)dx; ~(о)=-О, )1(1)=0· 

1 

Rezultat. Funkciona1 dostize slabi minimum za у • о. 

127 



Funkcional dostize 3 minimum za у • х - 1. 

19.. Naci funkciju za koju funkcion.al v[yr.x)J:. Ј/ (NJ''2)dx; 
)l(o)=O> ):((о)-=-1, ј(1)=1) )jf(f):::f> 

ima ekstremw11 .. 

Eulerova jedn.acin.a u ovom slucaju, posto podinte-
graln.a sadrzi izvod drugog reda, glasi 

.. 02 • • 1 i • о .. razmatrani funkcio-

ekstremum samo za у m х. 

Ј[ 

20. Odrediti ekstremum funkcion.ala: v[)j(JI>]~e(:/":_;;2--rx2.)dk> 
о "" 

uslove da у(О) "' (О) .. о, у(~) .. 

( ~\ ТЈ "' -1 .. 

. 1 d Эf 
:LI~a us е - .. -fJ:t 

. ~ ... о. 
' CJ:t' ' 
с ) ... о ili .. + lf 

је У .. + + 

1 

funkcional J('j)=-fo (2XJ+)j"' 2 )dxi 

! J(t) L 

ј 



22. 

23 .. 

=2Х Ј = 
) 

EW.erova ) ... 

en + 

+ 

'trazena 

х1 

Ia6i eks'treu.le tunkcionala ~Јо 
ima eks'treJma а krive 7 ... + 
cos2x + sin2x: 

f''!Шkcioм.la: 

V['j('if),:t.(x)] =ј 
о 

(l'2-тz'2-!Zyz)dx; J/(D).:o, y({)=t; :tro>=o, z({)=-1. 
Eulerove u ovom 

Эf =2"i! of , .sL..il.f:. -=2"1Т М.. -=-:Zч) Эf' =22' d ;Jf ",-z.z". 
О'ј ) дl' Ј dx Э(!' 't? ' эz '(1 o:Z' Ј d.x (32; 1 

glase: 111 - ... о, 7 - s" • о. 

Ako drugu dva puta di.terenciramo,dobiJaao naesto 
navedenog sledeci sistem 

z - "" о, .. о. 

IV х -х z - - z .. О z .. с1 е + с2е + 

х n -х + e3cosx + • Po~'to z • + с2е - c3cosx -

- o4sin:x iz !'§is'tema (*),sledi da Је 7 .. 

• с1ех + с2е-х- c
3
cosx- c4sinx. Iz granicnih uslova doЫ­

jamo da је о1 • о2 • о3 • о, с4 • -1. Ekstremala za koju 

se postize ekstremum iDa jednacine 7 • sinx 1 z • - sinx. 

24.. :Naci eks'treu1e .tunk:cionala v[y(x), 'l{x)J =ј~ ( ZJ~-"гlz.+ Ј'\.?- 12 )dx. 
Х о 

~eien.1e .. Ekstreule su krive ,. а (clx + o2)oosx + 
+ ( 03Х + . .; z .. 2-,. + ".. .. 
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Pokazati da је izmedju dve tacke 
А(х0 , В(х1 ,у1 , z1 ) u prostoru prava linija. 

Dazina luka krive u 
racuna se pomocu obrasca 

Ј=ј)(1 ds :.јх'ј f-r/j'2fz'.г dx. 
х о Хџ 

datih taceka 

је ekstreшum navedenog funkcionala 
(~) glase • с1 l+x' 2 + z' 2 а z' • с2 

2 
у"" 

edno sa у' R 
2 + z' 2 da је z • с4х+с5• 

Konacno iz у • c2z + i z • + с5 treba od-

rediti konstante da prava prolazi kroz tacke А i В. 

trazenu .ta.ш.Uiju 

ekstremala ( 

26. Iz uslova у(О) .. О ... 
ekstreшala .. 

transferzalnosti 

le-

ekstremna !unkoionala 

"' о. 



-s 

Iaci ekstremalu 1z,onj~rj 
1 

V['j,~) = lo (:Ј '2 -1-;l '
2
- LfX ;с>- l;,c )dx) ј( о )=ОЈ d ,(f).:. 1 > Z(o)=OJ ';!(1)= f7 

uslovu Ј/ (:J' 2-XJ'-it' 2 )cix=2. 

Ualed sto F • + - 4xz' - 4z + 

2 2 iJf. 'дF 'dF +~(;r~ - - z') ЭУ ... о, ЭZ'"' ;;;;• + 

+ - Лх, ~ .. 2z' - 4х - 2Лz' , Eulerove gl.a-

лх) ... 1 4 + .. о. 

lazimo da i Ji ... 

1 -Л 

em ih 1 zamenjivanjem u pod-
integralnu funkciju izoperimetrijskog proЬleaa dоЫја se 
jednacina 1 

ј 4.ii('An.)x2t-.~t(Lf+3Л))(+7Л:ъf8"1 d>r.-==- 2 
16(1-tA.) 2 

о 
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iz koje odredjujemo velicinu Л • Resavanjem poslednje jed­

nacine nalazimo da је A.l = -10/11 i л2 • -12/11, ра jed-

nac ine trazenih ekstremala у .. х2 + .7/2х z "' .х ili 

у = - 2х + 3х2 i z = х. 
Moze se da druga kriva ne reaiizuje ni :maksimu.m ni 

ve6 samo prava. 

Naбi ekstremale izoperimetrijskog proЪlema 

pri uslovu е· ydx =-а ) (а- coпst.). 
,)yQ 

Ekstremale su krive 

2 
У .. Л + +- С1 х + Cz , 

gde с1 , с2 i А treba odrediti iz 

skih uslova. 

јх, ,;г. 
Ј= У dx, 

Х о 

[1] Р .. Milici6 i 

[2] 

[3] НСЧИСЛЕИИЕ II#TE ГР.4.Л llbl Е 
Л .Л . ll,Л)Iф - 1'10СХ lJ.4 f-?70. 

[4] л. ;} . 
1'10СКМ f9SJ. 



Gradim1r 

V О D 

Za i slicnim 
sebna oblaat matematike tzv. numericka 
ricke matematike metoda su "POJ~oc!n'!l 

n primene savremenih racunskih вredstava 
elektronski cifarski Каkо racunske'masine 
izvode samo cetiri osnovne aritmeticke to numericke 
metode moraju biti da se svode na niz takvih о 

Pri resavanju nekog proЫema potrebno је izabrati pogodan 
algoritam /postupak о izvrsavanju odredjenih operacija/9 koji 
pajbrze dovodi do zeljenog rezultat~. Ovo је narocito vazno kod 
primene savremenih elektronskih racunskih masina 9 s obzirom na 
cenu masinskog vremena. Izbor najracionalЩ.jeg algorit;ma za re­
savanje numerickog zadatka predstavlja vrlo slozen proЫem, koji 
teorijski jos uvek nije resen. 

U poslednje vreme uspesno se razvija oblast - teorija pro­
~amiranja, ciji је zadatak priprema i sastavljanje programa 
preu izabranom algori tmu za masinu, u . 
nog zadatka. 
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I. OPERACIJE SA PВIBLIZNIМ VELICINAМA 

Pocetni podaci zadatka dobij~ju se cesto eksperimentalnim 
putem, ра је njihova tacnost ogranicena. Dalje, u procesu ra­
ctmanja radi se sa iracionalnim brojevima 1 е , :л, .Ј5 1 koji se 

uzimaju priblizno sa odredjenim brojem cifarskih mesta. Nume­
ricke metode, kојё se najces6e koriste, daju samo priЫizne vred­
nosti, а i zaokrugljivanje medjurezultata u procesu racunanja 
dovodi do akumulacije greske. 

Kod izvodjenja operacija sa pribliznim velicinama postav­
ljaju se sledeci zadaci: 

1. Oceniti tacnost rezultata kada је poznata tacnost pocet­
nih podataka i obrnuto. Na osnovu zadate tacnosti rezultata tre­
ba odrediti kakvu tacnost treba da imaju pocetni podaci. 

2. Uskladiti tacnost pocetnih podataka ako su neki od njih 
zadati suvise grubo, da bi se izlisan пumericki rad. 

u procesu racunanja odrzati tacnost medjurezultata, ka­

ko Ьi se doslo do konacnog rezultata sa zeljenom tacnos6u. 

Kod zaokrugljivanja treba znati sledeca pravila: 

а/ Ako је zadnja cifra u broju koju odbacujemo manja od pet, 
onda se ona а cifra ве ne 

Ъ/ Ako ova cifra ve6a od а ci:fra ispred 
nje se uvecava za 

с/ Ako ' onda se enog el iminisa-
ide ci:fra bude • ako parna 

ne se, а г.kо uvecava se za 

Sukcesivno 

i 3 
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Zbir naved~шih Cini totalnu 

121?34 + 

],69217 X:t + .. 
+ + .. 176624 

166662 + + .. 868818 $ 

Tacna resenja ovog sistema su "' .. 1'1е-

djutim.t ako slobodni u sistemu (1) ve6 va-
· riraju samo za + 1 i recim.o Ъudu.: ъ1 .. 634238 ; ъ2"" 881596 i 
ъ3 .. 920580 .. 868819 t resenja sistema (1) su: 

X:t .. 130214370 х2 "' 78645876 ; ... -32701403 ; .. 19395881 .. 

Ovaj prim.er pokazuje da i male promene u 
mQgu izazvati ogromne promene u 
operacije izvode tacno. 

bez obzira sto se sve 
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Primer 3.. Као prim.er za gresku metode :na.vodim.o izracunava.­
nje integrala 

ь 

lf(x)dx • (2) 

Razlikova.6emo dva slucaja. 

1. Funkciju t(x) mozemo zameniti algebarskim polinomom Р(х) 
koji је ра odsecku [а,Ь] i ravnomerno aproksimiran sa potrebnom 
tacnos6u, ра onda umesto integrala (2) traziщo integral 

·ь 

Ј P(x)dx ј 
Q 

cije је izracunвvanje veoma 

2. Umesto (2) mogu6e na osnovu. 
definicije integrala izracunati Жonacnu sumu 

11 

L :f.'(xi) дхi ' 
i. =~ 

koja се biti priblizno jednaka vrednosti integrala (2). 

Ocigledno је da је u оЬа slucaja ucinjena greska metode, 
jer је resavan zadatak razlicit od postavljenog. U daljem izlaga­
nju zadrz'a6emo ве na 

Uvodimo slede6e oznake: tacne vrednosti velicina oznacava-
6emo slovima x,y,z, ••• ,a vrednosti sa х*, у*, z~, ••• 

Pod 
va ве дх .. 1 х - х* 1 • 

је 

.6х .. 1 х - х""ј ~ 1:::. х , odakle 

х*-

1 

podrazume-

ne zna, ра ве uvodi 
, pod kojim se po­

tog broja. Ako 
х"', vaz16e: 

(3) 



sledi da 01. 

karakterise ta~nost mere-
ili relativna Е 

L}.I 

Е~ 'iX*\ . 
Iвto tako Е 

lx*J 

) moze ве sada oЫiku 

) ' х " х*(1 + Ех') • ( 

VeliCina R 

relatiyne greske 1 о/..., .. Na6i granice 
Cina R. 

ве nalazi veli-

Kako је ( • 001, 
:в. 

(4) 

Neka је potrebno izracunati vrednost 

u "' :t (:!!], ~~- .... ,~) 

i neka su ~х1 (i .. 1,2, ••• ,n) apso1utne greske argumenata :tunkcije .. 
Pokazuje se da је apsolutna greska funkcije t~.u 

n 

~u ~ ~ / ~~Ј t, х i. (5) 

а takodje i granica apsolutne greske 

(6) 

Analogno se doЬija i za re1ativnu gresku 

.я1. n 

o~i AXi,= [.. / ~x.lo9f(X1,x2 , ... >xn) ј дХ-t,') 
1=1 t 

(7) 

Odnosno 
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л 

Eu.= [ 1 ~ч to9 и 1 дх~ 
t -=1 . 

(8) 

Iz !ormula (5),(6) 9 (7) i(8) dobija ве za neke specijalne 
slucajeve sledece: 

t.u ::; t.X:t +А~+ ..... 

ДU .. ~:!.], + А~ + 

С' ~ dok ве za Ј..- moze 
L \u'*\ ' vu 

nakost: Eu ::; max (Е.~, f ... , E-xn'). 

2.. Ako је u ... 

da vredi nejed-

~t1. .. - ' 
\u 1 

odakle se primecuje da izracunavanje Ыiвkih Ъrojeva dovodi do 
tzv. guЫjenja velikog Ъrоја sigurnih cif.ara(C.u је veliko) • 

NaCi razliku: u .. .Ј 2,01 - .Ј2 ва tri znacaj­
ne cifre. Каkо : Ј2,01 .. 1 

I2 .. 1 ве u .. .. 
ае dobiti ва racunanjem 

za osnovu е, do-

р а 

1 



relativna 

.. f + t + + Е 

4. Ako х u .. y. 

1 u ~/ х + у 1 

Strane 
Koli:lm 

ovih strana 1 ista 
.......,.,..., • ......,_ bila 

L'\.p .. а !). Ъ + Ъ t:. а , ра 

SREDNJE КVADRAТNE GRESКE 

1 

za 

u ... х - у , :ра је 

.. 

Kod merenja fizickih velicina razlikujemo sistematske i 
slucajne greske. 

Sistematske greske :poticu od gresaka koje unose instrumenti) 
а zatim tu s:padaju i licne greske. 

Bistematske greske mogu se oЪicno ili eliminisati ili uci­
niti dovoljno malim. 

Slucajne greske nastaju usled :promena stanja nekih faktora 
ciji se uticaj smatra beznacajnim i nije uzet u eksperimentu ili 
su9 pak, ti faktori nepoznati. 

Razmotricemo slucajne greske. Neka su rezultati merenja ve­
licine х 

Каkо svi ovi rezultati nisu ravnopravni, pretpostavi6emo da 
se svakom rezultatu х1 moze dodeliti realan broj pi sa osobinama 

i 
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а koji predstavlja verovatno6u pojave·tog rezultata. 

Velicinu х nalazimo iz izraza 

n 

х= L pixi ' 
i"'1 

koji је u teoriji verovatnoce poznat kao matematicko ocekivanje. 

Srednje kvadratna greska merenja d karakterise se relaci-
jom 

z n z 
6 = L Pi (X-Xi). 

i-=-~ 

Posto se merenja fizickih vrse na razlicite nacine, 
to .svakom nacinu odgovara odredjeni skup rezultata merenja i od­
redjena velicina 6, ра se sva.kom merenju moze pripisati tezina 

gde је к - konstantna velicina za sve nacine merenja velicine х. 

U teoriji gresaka postoje i druge klasifikacije i procene 
gresaka, od kojih је najvaznija statisticka metoda ocene greвaka. 
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Gradimir MILOVANOVIC 

INTERPOLACIJA FUNKCIJA 

Ako su vrednosti е f za neki 
х zadate taЪlicno~ zadatak е 

funkcije~ , dovoljno jednostavne za 
ckama ima vrednosti f(xi) ,1,2,... а u 
odsecka (а,Ъ) koji oЪlasti definisanosti f, pri-
Ъlizno predstavlja funkciju f. Tacke se cvorovima 
interpolacije. 

Interpolaciona funkcija ~ najcesce se oЪrazuje u oЪliku al­

geЪarskog polinoma, eksponencijalnih funkcija i1i trigonometrij­
skih funkcija, i u svim s1ucajevima moze da se zapise u oЬliku 

'е(х) "' а0 ~ 0(х) + а1 'е 1 (х) + ••• + an'C n(x), (1) 

gde su funkcije ~ i (i=0,1 9 2, ••• ,n) 1inearno nezavisne. 

lligrange-ov interpolacioni polinom .. Za funkcije "е 1 (i•O,l,. .. "'n) 

uzi:ma se niz funkcija 1 , х , х2 , ...... , .rfl , а Lagrange-ov in­
terpolacioni polinom ima oЫik 

t ( х-х0) (x-Xi' ..... (х-х1_з) ( x-xi+l) .... (x-:x:n) ( 
i .. o<xi-xd (xi-~ ••• (xi-xi-1) (xi-xi+:i)•••(xi-xnf xi) 

( 2) 

Aitken-ova interpolaciona shema. Kada nije potreЪan opsti izraz 

za Ln(x), vec samo njegova vrednost za neku vrednost х, koristi 
se Aitken-ova shema, koja se sastoji u uzastopnoj primeni sle­
decih izraza: 

f(x
0

) х о -х 

1 (3) Lo l(x)=-
' ~-хо f(x1) х1 - х 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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1 
L (х)=--

0,192, ••• ,n ~-х0 

L (x)t 0,1, ••• ,n-1 

L {х) 1,2, ••• ,n 

Newton-ova interpo1aciona formula. - predstav1ja izmenjeni oЫik 
Lagrange-ove formule. U s1uc~ju nejednakih razmaka njen oЫik је: 

gde se pode1jene 

raz1ike izracunavaju iz formule 

f(x. 1 · 2 · k)-f(x. · 1 · k 1) f(x. . . )= l.+ ,l.+ , ••• ,l.+ l.,l.+ •••.• ,1.+ - • 
l.,:L+l,i+2, ••• ,l.+k xi+k- xi 

Ako su date vrednosti argumenta х: х0 ,х0 + h,x
0

+2h, ••• ,x
0

+ 
+nh, i odgovarajuce vrednosti funkcije f(x}: y

0
,y1 ,y2 , ••• ,yn• 

Newton-ova formula ima oЫik: 

х - х (х - х ) (х - ~) 2 Pn(x) = Уо + о Ау + о 1:::. У + • • • 
h о 21h о 

( 4) 

gde је 

razlika k-tog reda. 

Prony-eva interpolacija. - izvodi se za slucaj ekvidistantnih 
cvorova, а interpolaciona funkcija 

+ Cn '€. n (х) od.redjuj е se na 

osnovu korena karakteristicne jednacine 

( 5) 

Koeficijente jednacine (5) od.redjujemo iz sistema jednacina: 

+ + ф • • + 

142 
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Ako је raz.mak susednih cvorova 
jednostrukom realnom korenu jednacine 

'€ х) ; 
Ь/ visestrukom realnom korenu 

paru 
cije 

Ро odredj 

korena сЈ...:!: 

i konstante 

б 

da 

fun-

funk-

) . 
i=l,2, ••• ,n) 

odredjujemo iz uslova da interpolaciona funkcija prolazi kroz n 
interpolacionih cvorova, proizvoljno odabranih iz skupa zadatih 
( ukupno 2n). 

linoma. Periodicna funkcija f, sa periodom 2~ , moze se interpo-. 
lirati trigonometrijskim polinomom, ciji su clanovi iz skupa fun­
kcija: 1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ••• , cosnx, sinnx. 

Ako su poznate vrednosti funkcije f u tackama (i=O,l,2, ••• ,2n), 
interpolacioni polinom ima oЫik 

2 х-х х-х х-х._ х-х. 

sin ~·sin ~ ••• sin 2 з.. 1 .sin 2 з..+l •••• 
Т ( )= !(х.) 

n х з.. . xi-xo . xi-xl . xi-xi-l'S~n xi-xi+l 
).. . s:!.n -г- oS)..ll -г- • •. • SJ.ll 2 .._ 2 • • 

х-х2 sin~ 
....... ---~х=. ---х-· 

sin з.. 2n 2 

... 
(7) 

Inverzna interpolacija. Odredjivanje vrednosti argumenta na os­
novu zadate vrednosti funkcije vrsi se metodama inverzne inter­
pplacije. Ako је zadata funkcija monotona, inverzna interpolaci­
ja realizuje se zamenom funkcije argumentom i argumenta funkci­
jom, _ра se tada primenjuje interpolacija. Medjutim, ako funkcija 
nije monotona, ovaj nacin је neprimenljiv. U ovom slцcaju funk-
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cija :f zamenjuje se interpolacionom :funkcijom 'е , а zatim znajuci 
vrednost :funkcije ( у0 ) resava se jednacina: "е(х) "' у0 • 

Z а d а с i 

. 1. Formirati Lagrange-ov interpolacioni po1inom na osnovu s1e­
de6ih podataka: 

xi -1 о 1 3 5 

f(Xi) -2 1 2 о -2 

Resenje.Smenom datih ~ednosti u formuli (2) dobija se 

L
4

(x) = (-2)(х-О) (х-1) (х-3) (х-5) 
(-1-0) (-1-1) (-1-3) (-1-5) 

+ 1 (Х+1)(х-1)(х-3)(х-5) + 

( O+l) (о-:Џ(о-3Х 0..,5) 

+ 2 (x+l)(x-O)(x-3)(x-5) + 0 . Lx+1)(x-O)(x-l)(x-5) + 
( l+lJ(l-o)(l-3)(1-5) (3+lJ ( 3-0)(3-1) (3- 5) 

+ (-2) (x+])Cx-O)(x-:Q (х-3) odnosno 
(5+:1) (5-0)(5-Ј) (5-3) ' 

1 ( 4 3 2 :\ L4 (x) = ~ х + ?х - 121х + 233х + 1201. 

2. Formirati Lagrange-ov interpolacioni polinom na osnovu sle­
deCih poda taka 

U ovom slucaju је 

, odnosno 

+ + х + 1 • 

144 



3. Formirati Lagrange-ov interpolacioni polinom Ik osnovu slede­
cih podataka: 

3 2 Rezultat. L3 (x) = -О,О205х - О,О2х + 2,73х + 1,45 • 

4. Uzeti tri vrednosti funkcije f(x) : f(a), f(b), f{c) u Ьli­
zini njenog maksimuma i1i minimuma. Naci priЬlizno vrednost 

х za koju funkcija ima tu ekstremnu vrednost. 

Resenje. Na osnovu vred.nosti funkcije u Ьlizini ekstremuma 
formira6e::ю Lз.(7'ange-ov interpolacioni po1inom 

drщ;og stepena: 

L (х) = f(a) ( x-~lx-c) + f(b) (х-а)~-с) + f (с) ~х-а)(х-Ь) 
2 (а (а-с) ( Ь-а) -с) с-а:)( с-Ъ 

i tra~imo tacku u kojoj on ima ekstremnu vrиdnost. Imamo 
redom: 

dL2 (x) f(a) Ј f(b) [ ] 
dx = (а-Ь)(а-с) ~х-с) + (х-Ь)ј + ( Ь-а)(Ь-с) (х-с) +(х-в.) + 

f (с) ~ 
+ ( с-а)(с-Ь) l(x-b) +(х-а)] = О ' 

Г f(a) f(b) f(c) Ј 
2Х[Са-Ь)(а-с) + (Ъ-а)(Ь-сЈ + ( с-а)(с-Ъ)ј 

(Ь+С) .f (1 
(а-Ъ}(а-Ь + 

rtesavanjem zadnje jednacine dobija se trazena vrednost za х: 

х 
(ь2 - c2)r(a) + (с2-а2)r{ь) + (а2-ь2}r(с) 
2 \SЬ-с) f(a) + (c-a)f(b) +(а-Ь) f(c)] 

5. Pomocu vrednosti funkcije у = ех u tackama 

х = 0,40 ; у = 1,4918 ; ~ = 0,42 ; yl 1,5220 ' 
о . о .L 

naci Aitken-ovom shemom vrednost ех za х = 0,411 • 
.L45 



Resenje. Koriscenjem formu1e (3) na1azimo 

1,4918 - 0,011 

1,5220 0,009 

1.4918•0,009 + 1,5220•0,011 
о,о2 

= 1,5084 •. 

6. Na osnovu vrednosti funkcije у= f(x), koje su date u ta­
be1i, naci vrednost f(13,~) koriscenjem kvadratne interpo1a­

cije ро shemi Aitkena. 

! 

х 13,00 05 13,10 13,15 13,20 

lr {) 1,499362 1, 501061 1, 502923 1,504942 1, 507111 

Uzecemo 13,10, ра је redom 

1,502923 -0,03 

1 1,504942 0,02 
1,504134 

1 9 50L~942 0,02 

1,504074 • 
1,507111 0,07 

L0 1 (13, 3) х - 13,3 
• о 

1,504116 .• 
2 (13 3) х - 13,3 

• о 

Dakle em kva<'Jratne interpo1acije dobj.ja se 
f 3А?) 

7. Aitken-ovom f(27) na osnovu sledecih podataka: 
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2 

,3 

L 1,2,3 

49,39 -13 

49,26 8 

Dakle, dobija se f(27) = I,0 1 2 3 
t ' ' 

8. Odrediti Newton-ov interpolacioni polinom za 
su vrednosti date u tabeli: 

х о 1 3 4 б 

f (х) -5 -б 106 399 ' __ 151}-

Resenje. Newton-ov interpol~cioni polinom za nejednake raz-, 
make ima. oЫik:. 
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i 

о 

1 

2 

3 

4-

xi 

о 

1 

3 

4-

••• +(х...;х0) (х-Хз_) .... (х-~-1? f(x0 , 1 , ••• ,n) • (8) 

Pode1jene raz1ike koje se jav1jaju u po1inomu (8) odredju­
jemo iz formule: 

f(x. 1 . 2 . k)-f(x .. 1 : ,~ 1) 
( ) 

~+ ,~+ sеооэ~+ ~,~+ зоооэ~+А-
f х .. 1 . 2 . k = 1,1+ ,1+ , ••• ,1+ 

xi+k- xi 

Rezu1tati su sredjeni u narednoj tabe1i. 

f (х]_) f(xi,i+1) f (xi, i+1, i+2) f (xi,i+1,i+2,i+3) 

-5 
-1 

-б 19 
5б 15 

10б 79 
293 27 

399 214-
935 

f (х. . ц.) 1, ••• 1+ 

2 

б 22б9 

Newto~ov interpo1acioni po1inom u ovom s1ucaju g1asi: 

Р4 (х) = -5 +(х-0)-1 + (х-О)(х-1)19 + (х-О)(х-1)(х-3)•15 + 

+ (х-О)(х-1)(х- 3)(х-4-) • 2 , odnosno 

Р4 (х) = 2х4 - х3 - 3х2 + х- 5 • 

9. Odrediti Newton-ov interpo1acioni po1inom za funkciju cije 
su vrednosti date u tabeli: 

х о 0,5 1 1,5 

у 2 1,875 3 б,125 

Resenje. Newton-ova interpo1aciona formula za jednake raz­
mak~ u ovom slucaju је 

х - (х -
Р 3 (х) "' У о + 6. У о + __ __;:::........----.:::-

+ (х -

gde је h s 0,5, dok su konacne razlike date u tabeli: 
14-8 



i yi L:.Yi 
2 

.6 yi 

о о,о 2,000 

~ 
-0,125 

0,5 1,875 1,25 

~ 
1,125 0,75 

1,0 3,000 2,00 
3,125 

3 1,5 6,125 

iz k~je na1azimo: 

р ( ) 2 х ( О 125) х (х-0 ~5) 1 25 х (х-О 65)~-U О 75 3 Х = + <),'?' - ' + 2 :0 
9 
2 • ' + б о i Е ' ' 

10. Primenom Newton-ove formule za interpo1aciju izracunati 
sin .6° na osnovu vrednosti sin 5°, sin 7°, sin 9°, sin 11.0 , 

sin 13° i sin 15°. 

Resenje. ТаЫiса raz1ika, u koju su unesene samo znacajne 
cifre raz1ika,je: 

sin х А2У dY 
4 

х у. АУ 

50 0,087156 

70 
34713 

0,121869 -148 
3L~565 -l~2 

90 0,156l~34 -190 -1 

110 
34375 -43 

0,190809 -233 2 

13° 
34142 -41 

0,224951 -274 

15° 
33868 

0,258819 

S obzirom da su koriscene. priЫizne vrednosti funkcije sin х 
razlike cetvrtog i visih redova menjaju se nepravil-no, ра 
cemo se na racunu zadrzati na raz1ikama'treceg reda koje su 
skoro konstantne. 

Uvodj~njem smene t u formulu (4) ona dobija oЫik: 

Pn(x
0

+.ht)= у0 + t ZJ.y
0 

+ ~ Ју0 
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u nasem slucaju iщamo n = 
"" 0,5 , ра је: 

Р:;(б0) = 0,087156 + 0,5•09 034713 + .;;;;.:e.~o,;:.:~~.t~V 

+ 0,.5 (-~· 5)(-1,2)(0,000042) = 0
9

J.v"i'·;.::o 

Dakle, dobi1i smo: sin 6° = 0~104528 " 

11. Na osnovu zadatih vrednosti 

onu v.rednost х, za koju је у 1,5 • 

(-0,000148) + 

Posto funkcija monotona, mora se naci inter-
polacioni po1inom 

+(_2 . 5)(х+3) (x+l) (х-1) ( 1 5)~~~;..;;.{-."...~ ' (U+:;) Ф+1) (U-I) + - • ...,. 

em dobija se: 

+ 2:х2 - 2:х - 5 • 

sada treba resiti (х) "' 1,5 

se moze faktorisati u oЫiku 

• О , odakle se dobijaju sledece vrednosti 

12.. Na osnovu datih v.rednosti 

onu vrednost х, za у .. о .. 



Na osnovu vrednosti 
:mo da је ona ра 

(у) 

+ 2 

Za у "' о, 

f(x) zadatu taЫicno 

Posto su zadate sest vrednosti funkcije, interpo­
vrsimo 

( 9) 

gde funkcije 'е i (х} (i=1,2,3) odredjujemo na osnovu korena 
karakteristicne jednacine: 

а0 + а1р + а2р2 + р3 ,= 6 • (10) 

Koeficijenti jednacine (10) odredjuju se iz sistema jedna­
cina (б) koji u ovom s1ucaju g1asi: 

18а0 + + 3а2 3 9а0 + 3а1 - 3а2 12 

3а .-
о 

3а1 - 12а2 28,5 

Resenja ovog sistema su: ао = -1 i al 
nacina: 

р3 - 3,5р2 + 3,5р - l = о ' koja moze 
rizovanom oЫiku: (р - l) (р2 ~ 2,5р + 

Р1·= 2; р2 = 0,5 i Р;= 1. 

Fu.rikcija ( 9) ima sada оЬ1 ik: ~(х) "' 

= -а2 = 3,5 р а jed-

~ 

da se napi$e u fakto­
lJ = о, ~а resenja: 

gde konstante (i=l,2,3) odredjujemo iz 'uslova. da ona pro-· 
lazi kroz bilo koje tri tacke iz s:kupa zadatih taca~, 
primer: 



za х = о ~ cl + с2 + С3 = 18 ; 

za х = 1 --:... 2с1 + о,.5с2 + с3 = 9 ; -/ 

za х = 2 ~ 4С1 + 0,2502 + с3 = 3 . 
Resavahjem ovog sistema dobija se: с1 = -1 ~ с2 = 1б i 
с3 = 3, ра је 

'есх) = - 2х + 1б 2-х + 3 ili 'E'zx) = - e""x+lбe-olx+3 , 

gde је о(= 1oge2 = О,б9315 • 

14. Prony-evom metodom interpo1irati pomocu eksponencija1nih 
funkcija, funkciju cije su vrednosti date u tabe1i: 

k о 1' 2 '3 4 ·5 б 7 

xk о 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 

i.p (k) 8 2 4 о -3 -5 -7' 75' -10,375 

Resen,je. 
х- хо 

Smenom h = k, gde је х0 = О i h = 0,5, in-

. terva1 (о; 3,5] preslikava se na interval [о; 7], 
ра cemo nadalje raditi sa argumentom k •. 

S obzirom. da је zadato ·osam tacaka, interpolaciona funkci­
ja ima oЬlik: 

( 11) 

gde se funkcije 'С 1 (i=l,2,3,4) odredjuju na osnovu korena ka­

rakteristi~ne jednacine 

ао + а1р + а2р2 + а}Р3 + Р4 о. (12) 

Koeficijenti jednacine (12) odredjujemo iz sistema jednacina: 

a0 f(O) + a1f(l) + агf(2) + a3f(3) -f(4} 

a 0 fCl} + a1fC2) + a2f(3) + a 3r(4) -f(5) 

a
0
f (2) + а1 f (3) + a2f (4) + a3f (5) .. -f (б) 

f(3) + (4) + а~(~~ + &'>f(б) .: -!(7) ; tj. 
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Вао + 2а1 + 4а.2 + О·а3 3 

2а + 4а.1 + Оа2 3•8.3 5 
о 

4а.2 + оа1 - 3а2 5·а3 7,75 13 

О а - 3а1 - - 7,75а3 = 10,375 
о 

Sistem (13) ima resenja: а0 = 0,25 ; а1 = о ; а2 = 0,25 i 

а3 • - 1,5 , ра jednacina (12): р4 - l,5p3 + 0,25р2 + 0,25 = 

= О, koja moze da se napise u faktorizovanom oЫiku 

(р - 1) 
2 (р2 + 0,5р + 0,25) = О 9 ima korene: 

ђ .. р2 .. 1; р3 .. ~(-1 + if3) ; р4 "' ~(-1 - if3). 

Funkcija Сп) ima .oЫik: 

~\k) "'(с1 + c2k)p~ +jP31k[c3cos(kargp3)+ c4sin(kargp3;J, 
\() -k( Zilk . 2Л'k) odnosno: \(k) = с1 + C2k + 2 c3cos Т + c4s1.n Т , 

1 . г.;-:;- 1 . i3. 211" jer је р3 '"' ц: v 1+3 ... ~ 1. argp3 .. arctg =r .. у- . 

Konstante Ci(i•1,2,3,4) odredjujemo iz uslova da funkc 

~(k) pro1azi kroz bilo koje cetiri zadate tacke, na primer: 

za k = о =* с1 + с3 = 8 , 

za k .. 1 ~ с1 + с2 + ~ [с3 (- ~) + с4 ЧЈ 
1 za k = 3 ~ с1 + 3С2 + -g с3 = о , 

za k = б :::::7 с1 + бС2 + t1 с 3 = - 2ft • 
Resavanjem dobijenog sistema imamo: 

с 22.§ . с 18 ' с 16 . с - .2.2.L. 
l=Li=g• 2=--,, 3"''li=9"l. 4= ц:gт) 

"' 2 ' 

ра је 

[188 - б3k + 8·2-k (cos ~ -1i sin ~)} • 

Vra~anjem na staru promenljivu (smena k = 2х) dobija se 
trazena interpo1aciona funkcija 



15. Trigonometrijskim po1inomom drugog reda interpolirati tunk­
ciju cije su vrednosti zadate u tabeli: 

х о '11"/3 '1"'/2 ~ 3'ii/2 

f (х) 2 0,5 о 2 о 

Resenje .. Primenom formule ( 7) imamo 

. (х i) . (х <ј\-) . (х fl") . ( х 3Ji') 
s~n ~ - ~ s~n ~ - 4 s~n ~ - ~ s~n ~ - ~ 

т2 (х) "' 2 . + 

sin ~ sin ~ sin ~ sin ~ 

. х . n( х '.il ) • (х 'if') . (х 31)'\ 
s~n~ s~ ~- 4 s~n ~- ~ s~n ~-~Ј 

+ 0,5 ----=---~~--~----~--=------=---~ 
• f,' • ('ii' 'il') . ('jl'- 'Jr) . ('JI' 311'\ 

+ 2 

s~n ~ s~n ~ - 4 s~n ~ - ~ s~n ~ - ~~ 

. х . (х 'i1') · ~r х 'il s~n(~ _ 311') 
s~n ~s~n ~- ~ s~~~- 4 • ~ ~ 

"' ,.,-,. ~ј\'\ "" ""\ 1!:. ~Т!') зin.~ sin(~- ~)sin ~- ~;sin 2 - ~ 

Sredjivanjem dobijamo 

+ 

fьCl) + 2cosx + cos2x - {3 sin2x) 
т2 (х) .. 2 +0,5 

1 'n2 - 'S s~ х 

- ~ + 4 

fь (- Г3 + 2 'f3 cosx - f3 cos2x - sin2x) 
+ 2 

odnosno т2 (х) • 1 + cos2x • 



Gradimir MILOVANOVIC 

APROIO:Шl.ACIJA FUNKCIJA 

Aproksimacija ~unkcija vrsi se iz dva razloga: 

l. Ako је neka ~unkcija ~(хј slozena za , о~ 
da se ona zamenjuje nekom ~unkcijom 'е(х) jednostavnijom za ra­

cunanje; 
2. Ako imamo skup vrednosti dobijen merenjima, 

odrediti ~unkciju tCx), koja odrazava zakonitost pojave na osnovu 
koje se taj skup dobija. 

U praksi se najcesce koristi tzv. srednjekvadratna 
macija. Као mera Ыiskosti funkcije ~(х) i ~unkcije ~(х) 

se aproksimira funkcija f (х) na segmentu (а, Ъ1, uzima se vel:ici-, 
na 

ili za diskretne vrednosti 

gde је р(хј - zadata 

nenegativna funkcija, koja se naziva tezinom. 

U aproksimativnoj funkciji ~ pretpostavljaju se izvesni ра~ 

rametri ai(i=O,l,2, ••• ,m), tj. <(~(х)= 'е(х; a
0
,a1 , ••• ,am)' .раје 

velicina d funkcija parametra ai ( i=O,l, ••• ,m), koju treba minimi­
zirati. 

2 . 
Umesto velicine f> cesce se koristi njen kvadrat R = S , 

i naziva se funkci~~m kvadrata greske. 

Iz egzistencije minimuma funkcije R, koja је nesumnjiva, 
sledi da parametri ai(i=O,l, •.• ,m) zadovoljavaju sledeci sistem 
jednacina 155 



'ьR - О 
оа. -. (i = 0,1,2, ••• ,m) • (1) 

~ 

Resavanjem sistema (1) dobijaju se nepoznati parametri 
ai(i=0,1,2, ••• ,m). Ovaj postupak zove se metoda ~jmanjih kva­
drata. 

Ako је ~(х) a1gebarski po1inom m-tog stepena, ~(х) ..;. 

- Р (х) = а + а1х + а2х2 + • • о + а xm , potrebno је da pre-m о m 
odredjen sistem us1ovnih jednacina Pm(xi) = f(x:i); (i = 1,2, •• ,n), 

bude zadovo1jen sa minimalnom 
tem (1) dobija oЬlik: 

srednjekvadratnom greskom, ра sis-

ь ь 

а0Ј р (x)dx + а1) хр(х) dx + 
а а 

ь 

ь 

+ am) ~p(x)dx 
а 

ь 

) p(x)f(x)dx 
а 

ь ь 

а0) хр (x)dx + + а • е + am ) ~+lp(x)dx =Ј xp(x)f(x)dx , 

а 

ь 

~р (х) d.x + а1 ) xm+1p(x) d.x + 
а 

ili za diskretne vrednosti, 
n n 

а ~р~ + а1~р.х. + ••• + 
0 i=l ~ i=l ~ ~ 

+ ••• 

а а 

ь ь 
(2) 

о •• + am) x
2
mp(x)dx =) xmp(x) f(x)dx , 

а а 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • о • • • • о • (3) 

Siвtem (2) odrюsпo ( 

iz se 

Ako rezultati merэn 

• • + L
n 2m 

а р.х. = m Ј.. Ј.. 

J..=l 

<яziva se sistem normalnih jednacina, 
г (i=O,l, ••• ,m). 

G~O cemo ubuduce pretpostaviti 
l 



radi lakseg izracunavanja, imaju istu tacnost, funkcija te 
је р(х) = l. 

Ako је potrebno funkciju f(x) aproksimirati 

( 4) 

moze se primeniti tzv. Prony-eva eksponencijalna aproksimacija, 
pod uslovom da su poznate vrednosti funkcije f(x) u(n ~ 2m) ta­
caka, koje su ekvidistantne. 

·Ako је~- xk-l = h = const, parametre ri(i=l,2, ••• ,m) 

l 
odredjujemo iz relacije ri = h logesi , gde su si (i=l,2, ••• ,m) 

koreni karakteristicne jednacine 

(5) 

Koeficijenti karakteristicne jednдcine odredjuju se iz sis­
tema uslovnih jednacina 

a0f(~) + а1 f (х2) + + am-l f(~) = -f(xm+l) ; 

a0 f(x2) + а1 f(x3) + • Р + am-l·f(xm+l) -f(xm+2) 

. . . . . . . . . . (б) 

metoЦom najmanjih kvadrata. 

Parametre Ci(i=l,2, ••• ,m) odredjujemo, kada su poznati 

parametri ri(i=l,2,.~.,m), takodje metodom najmanjih kvadrata iz 
sistema: 

r 1xi r 2x. rmxi 
с1е + с2е ~ + ••• + Cme = f(x~ 

(i = 1,2, ••• ,n). 

Z а d а с i 

1. Metodom najmanjih kvadrata resiti sistem jednacina: 

х + у= 3,0 ; х + 3у = 7,0 ; 2х - у = 0,2 ; 3х + у 

Resenje. Preodredjen sistem linear.nih jednacina: 

bll~ + ь12х2 + + blmxm = cl 

ь21~ + ь22х2 + + b2mxm с2 
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. . . . . . . . . . . . 
moze se priЫizno resiti metodom najmanjih kvadrata, tj. 
iz us1ova da funkcija greske 

ima m~n~mum. Iz.egzistencije m~n~muma funkcije R9 imamo da 
promenljive xi(i=1,2, ••• ,m) zadovo1javaju sistem 1inearnih 
jednacina 

'cR 
~хј = о, ј= 1,2, ••• ,m. 

Foslednji sistem, koji se naziva norma1ni sistem jednacina, 
moze da se napise i u oЬliku: 

о, ili 

(ј= 1,2, ••• ,m). 

Iz zadatog sistema jednacina dobija se norma1ni sistem jed­
nacina 

all 12 + 12 + 22 + 32 = 15; а12=а21=1•2+3·1-1•2+1·3 

а22 12 + 32 +(-1)2 + 12 = 12 

d1 3•1 + 7•1 + 0,2•2 + 5·3 25,4 i 

d2 3•1 + 7· 3 - 0,2•1 + 5•1 28,8 

Resenja ovog sistema su: 

-..2,.:.5 L' 4;....• ..:::.1.:::,2 _-__..;::2~8.2,.;", 8::::...'...&.2 - .. 1,0374 ' 
15•12- 5·5 

28,8•15- 25.4•2 
lj•l,:.'- 5'5 
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= 1,9677 • 
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2. Promenljive v~licine х i у zadovoljavaju linearnu jednacinu: 

у = ах + Ь , gde koeficijente а i Ь treba odrediti. 

Koriste6i rezultate merenja za velicine х i у koji su sre­
djeni u tabeli 

xi 1,1 1,9 4,2 6,1 

yi 2,5 3,2 4,5 6,0 

na6i metodom najmanjih kvndrata najverovatnije vrednosti koefici­
jenata а i Ь. 

Resenje. Najverovatnije vrednosti koeficijenata а i Ь odre­
djujemo metodom najmanjih kvadrata, tj. da suma 

kvadrata gresaka 

R = L (ах. + Ь - у.) 2 
i=1 ~ ~ 

bude minima1na. 

Iz egzistencije minimuma funkcije R na1azimo redom 

о 

oR 
-= 

tj. do1azimo do siste-
6а 

ma ј ednac ina n•b + ~x.•a=LYi' ~ ~ ~=1 
n 

L х.• Ь 
~ 

i=l 

Kako је 

~х. 
1
i=l ~ 

~Х..·У· L ~~ 
i=l 

k 2 а= L + х .• xiyi • ~ 

~=1 

13,3 '(:1 2 
59,67 '\: yi 

16,2 xi = 

64,33 sistem (8) је 4Ь + 13,3 а 
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16,2 



13,3Ь + 59,67а = 64,33 ~ 

Njegovo resenje је: а = 41,86 = 0,677 ; 
61,79 

Ь= 111~065 = 1 , 797 
61,79 

Minima1na srednje kvadratna greska u ovom s1ucaju је: 

Rmin = (2,54- 2,5) 2 + (3,08- 3,2)
2 

+ (4,64- 4,5)
2 

+ 

+ (5,93 - 6,0)
2 

odnosno Rmin ~ 0,04 

3. Za funkciju f (х) = sinux na odsecku [-1,+1] naCi medju po-
1inomima stepena, ne viseg od tre6eg, onaj polinom koji da­

je najbo1ju aproksimaciju ро metodi najmanjih kvadrata, ako se 
koriste vrednosti funkcij~ u tackama: 

-,_ = -1 ; х2 = -0,5 ; х3 = О; х4 = 0,5 i х5 = 1 • 

Resenje. Prib1izni po1inom је Р~) = а0+а1х+а2х2+а3х3 , 

gde se koeficijenti ai{i=0,1,2,3) odredjuju iz 
preodredjenog sistema us1ovnih jednacina: 

а0 - а1 + а2 - а3 = О ; а0 - 0,5а1 + О,25а2 - 0,125а3 -1 ; 

а0 =О; а0 + О,5а1 ,+ о,25а2 + 0,125а3 = 1; 

ао + а1 + а2 + а3 ~ о ; metodom najmanjih kvadrata. 

Sistem norma1nih jednacina oЬlika (3), na osnovu podataka 
koji su sredjeni u tabeli, је 

5а0 + 2,5а2 = О ; 2,5а1 + 2,125а3 l ; 2,5а0 + 2,125а2 = О 

2,125а0 + 2,03125а3 = 0,25 • 

i 1 2 3 4 5 r_ 

xi -1 -0,5 о 0,5 l о 

f (Xi) о -1 о l о о 

xi 1 0,25 о 0,25 1 2,5 

lt -1 -0,125 о 0,125 1 о 

1 0,0625 о 0,0625 1 2,125 

I)Ci -1 -0,03125 о 0,03125 1 о 

х~ 1 0,015625 о 0,015625 1 2,03125 



о 0,5 о 0,5 о l 

о -0,25 о 0,25 о о 

о 0,125 о о, о о, 

Resenje ovog sistema је: о -а3 
8 

р а а а2 ' ) ' о 

је trazeni polinom: Р3 (х) 
8 3 ) (х - х ) • 

4. Koristeci rezu1tate merenja promenljivih velicina х i у, 

koji su sredjeni u tabe1i 

xi 4,48 4,98 5,60 6,11 6,62 7 42 

Yi 4,15 1,95 1,31 1,03 0,74 0,63 

odrediti parametre а i Ь u funkciji 

1 
У = ах + Ь ( 9) 

tako da ona najbo1je aproksimira u smis1u najmanjih kvadrata za­
vosnist izmedju promenljiviЦ х i у. 

Resenje. Uvodjenjem smene z = ~ (9) svodi se na oЫik 

z = ах + ь. Prema (3) iz jednacina 

n·b + L 
i=1 

n 

Lх.•ь 
i=1 ~ 

6Ь + 35 ; 21а = 5,426 35,2lb + 212; 44а 
odredjujemo parametre а i Ь: 

ъ _ IЪ _ -64,299 ':::! 
1 

·
843 -r- --' ... 

34,9 

Funkcija koja aproksimira zavisnost izmedju promenljivih 
х i у sa minima1nom srednjom kvadratnom greskom 

R. = ~ АУ2 = m:Ln l__ .i 
i=1 

-2 5,?5•10 
161 
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1 
у = о,468х - 1,843 ~ 

ova izracunavanja su sredjena u narednoj tabe1i, gde se u 
pos1ednjoj vrsti daje re1ativna greska о[%]. 

i 1 2 3 4 5 б L 
xi 4,48 4,98 5,60 6,11 6,62 7,42 35,21 

х~ 
~ 

20,07 24,80 31,36 37,33 L~3,82 55,06 212,44 

yi 4,15 1,95 1,31 1,03 0,74 0,63 

1/yi 0,241 о, 513 0,763 0,971 1,351 1, 587 5,426 

xi/yi 1,079 2,554 4,275 5,932 8,946 11,778 34,564 

y(xi) 3,94 2,05 1,29 0,98 0,73 0,61 

Д.Уi - 0,~1 -0,10 0,02 0,05 о,о1 0,02 

~yi 4,41 1,00 0,04 0,25 0,01 0,04 5,75 

6 [5ЬЈ 5,33 -4,88 1,55 5,08 1,70 2,66 

5. Aproksir.~irati. funkciju f(x) .. х1/3 пд odsecku хЕ[О,1ј po­

mocu 1inearne funkr:ije у = а0 + а1х metodom najmanjih kva­

drata. 

Resenje. Konstantc а0 i а1 odredicemo iz us1ova da integra1 

kvadrata grei;';ke 
у 

о. 

0~----~о~<.----~~)Х 
·' ~.о 

sl. 1. 

ь 

I = ~ (r(x) - а0 - a1x) 2dx 
а 

na ser;mentu х ([а,~ bude mini-
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ъ 

2 ) х (х) dx о, dobija ве sistem jed-
а 

nacina: 
ъ ь ь 

ао ) dx+ l xdx = ) f(x)dx, 

а а 

ь ь ь 

ао ) xdx + а1 ) x2dx ) xf(x)dx • 

а а а 

1 

Kako а~о; Ь=1 i f (х) x1/3imamo ) x1/3dx = ~ 
о 

1 

~ х x1/3dx ~' ра је sistem (10): 
о 

1 . 
~ 1 

ао + ~ а1 = ~ od.nosno ао + ~ а1 = ~ 

Resenje ovog sistema је: а "' о 

3·14 2•18 
4•14- 2•21 

- 4•18- 21·3- 9 
а1 - - ~ • 

14 
Trazena prava је у 

4ао 

(10) 

i 

+ 2а1 .. 3 

б. I·:et.odom najmanjih kvadrata naci aproksimativne po1inome 
--stepena m = 1,2,3 i 4 za funkciju 

1 
f(x) = Г+"Х 

na osnovu njenih vrednosti u tackama х 

Resenje. Vrednosti funkcije f(x) u datim tackama su: 

xi о 1 2 3 4 5 б 7 8 

f(xi) 1 0,5 о, 3333 0,25 0,2 О,1ббб 0,1428 0,125 0,1111 

Da Ъismo odredi1i aproksimacioni polinom.m-tog stepena 
2 m Pm(x)=,,

0
+a1x+a2x + +amx po1azimoodskupa 

jednacina: 1б3 



(i = 1,-2, ••• ,n), (11) 

gde је u nasem slucaju n = 9, а m = 1,2,3 i 4. 

Preodredjen skup jednacina ро nepoznatim а1 (i =O,l,2, ••• ,m) 
resi6emo priЫizno metodom najmanjih kvadrata, tj. iz us1o~ 
va da funkcija 

R • t (Р., ("1_) - f("i)) 
2 

ima minimum. Iz uslova ~ = О (i•0,1, ••• ,m) dobija se 
ai 

nerma1ni sistem jednacina oЬlika (3), cijim se resavanJem 
dobijaju koeficijenti а1 (i .. 0,1, ••• ,m). 

Sada се se posebno ana1izirati svi s1ucajevi. 

1° Za m = 1 imamo Р1 (х) = а0 + а1х. Odgovarajuci sistem 

norma1nih jednacina је: 9а0 + 3ба1 • 2,8289 

3бао + 204а1 • 6,1710 cije је resenje: 

а0 • 0,65731 i а1 • - 0,085?47 • Aproksimacioni po1inom 

је: Р1 (х) а 0,65731- О,О8574?х. 

2° Za m = 2 koeficijenti po1inoma Р2(х) = а0 + а1х + а2х2 
odredjuju se iz sistema jednacina: 

9а0 + 3ба1 + 204а2 • 2,8289 ; 3ба0 + 204а1 + 129ба2 
204а0 + 129ба1 + 8772а2 = 29,8280 • 

6,1710; 

Resenje је: а0 = 0,86533 ; а1 • -0,26404 а2 0,022286. 

3° Za m = 3 odgovarajuci вistem jednacina је: 

9а0 + 3ба1 + 2О4а2 + 129ба3 • 2,8289 ; 

3бао + 204al + 129ба2 +. 8772а3 а 6,1710 

204а0 + 129ба1 + 8772а2 + 6177ба? • 29,828 

129ба0 + 8772а1 + 6177ба2 + 446~60а3 = 147;17 • 

Resavanjem ovog sistema dobijaju se koeficijenti а1 
(i = 0,1,2,3) ра је: 

Р3 (х) • 0,95857 - О,46495х + 
164 

2 3 
О,О88887х - О,ОО555х • 



о 2 4 Za m. 4 imamo Р4 (х) • + а1х + а2х + + 

Resavanjem odgovarajuceg sistema dobijaju ве s1edece vred­

nosti koeficijenata: а0 • 0,99031 а1 • - 0,62972 
-2 

а2 • 0,19413; а3 • -О,О26713;.а4 • 0,13227•10 • 

7. Poznato је da neka velicina Ј zavisi od vremena t na s1e­
deei naCin 

(12) 

Merenja ve1icine Ј izvrsena sa istom tacno~cu, daju s1ede­
decu taЪlicu zavisnosti Ј od t: 

t о 1 2 3 

Ј 2,012 1,213 0,741 0,450 

Naci vrednosti parametara Ь i р u re1aciji (12) 

а/ 1ogaritmovanjem i primenom metode najmanjih kvadrata; 
Ь/ eksponencijalnom aproksimacijom. 

Resen,je. 

а/ Ako se (12) logaritmuje za osnovu е; doЬija se: 
1ogJ = 1ogb + pt • 
Iz egzistencije minimuma funkcije greske 

R "' t (1ogb + pti - logJз_) 2 
, 

ial 

nacina 

logb•n 

logb ·~ ti 

doЬija se sistem jed-

4•1ogb + бор = -0,2060 б•1оgЬ + 14•р а -2,8019 ; 

cije је· resenje: 1ogb = 0,69635 
trazeni parametri su: 

р = - 0,499. Dakle, 

Ь = е0,69635 = 2,006 i р 
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Ь/ Kako su poznate vrednosti funkcije Ј u ekvidistantnim 
tackama, za odredjivanje koeficijente Ь i р moze se 
primeniti Prony-eva eksponeilcija1na aproksimac.ija. 

8 obzirom da se aproksimacija vrsi samo sa jednim ekspo­
nencija1nim c1anom, to се karakteristicna jednacina Ыti 
1inearna 

(13) 

gde koeficijent а0 odredjujemo, shodno. (б), iz sistema: 

najmanjih kvadrata, ра је 

3 

L JiJi+1 
а = i=1 3,6728 • _ 0 , 60522 • 

о - r= ~ б,Об8б 
i·1 

Koren jednacine (13) је· в • - а0 .. 0,60522, ра је: 

р • loges • - 0,502 • Parametar Ь odredjujerno iz sistema: 

pti 
Ь·е . = Ji (i"' 1,2, ••• ,4) , metodom 

Каkо је exp(pti) 

4 pt. 
Ј.е l. 

ь .. l.• l. 

t 2pt. 
е l. 

l..: 

t. 
exp(1og s•ti) = в l. 

е . 

4 

[ 
l.=1 

1 

t. 
J.s l. 

l. 

Dakle, funkciona1na zavisnost (12) је: 

Ј= 2,012 e-0,502t 

najmanjih kvadrata. 

imamo 

3.ll73 "' 2,012. 
1, 5496 

В. Naci vrednost konstanata а,Ь,с koje priЫizno zadovo1javaju 
inu 

f(x) • а + k + ~ 
. . х х"" 

za vrednost promenljive х iz interva1a [p,q], gde је f(x: 
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jedna data funkcija. 

Resenje. Iz egzistencije minimuma funkcije greske 

R "" ~[ ь с i12 р а + х + 7 - f (х) d.x, 

do1azi se do sistema jednacina: 
q q q q 

а ) d.x + ь ) dx 
+ с ) dx 5 f (х) d.x , 

х 2 
р р 

х 

р р 

q q q q 

а Ј ~х + ь ) d.x ) dx ) %Ј& dx , 7 + ·с 

~ х 

р р р р 

q q q q 

) d.x ) dx ) dx ) f (х) d.x 
а 2 + ь ~ 

+ с 4 т-х х 
р р р р 

cijim se resavanjem dobijaju trazene vrednosti za а, ь i с. 

9. Metodom·najmanjih kvadrata resiti sistem jednacina: 

х - у + 2z = 3 3х + 2у - 5z = 5 4х + у + 4z = 21 

-х + 3у + 3z = 14 • 

Rezultat. х = 2,470; у = 3,551; z = 1,916 • 

10. S1ede6i podaci procitani su iz jednog grafikona koji pokazu­
je uzrast sina kad је dat ocev uzrast, oznaceni sa S incha, 

odnosno F incha: 

s 65,7 66,8 67,2 69,3 69,8 70,5 70~9 

F 62 б4 65 69 70 71 72 

Ako su S i F u 1inearnoj vezi S = а + bF, odrediti metodom 
najmanjih kvadrata najverovatnije vrednosti za konstante а i Ь. 

Resenje. S = 33,351 + 0,522 F • 
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11. Metodom najmanjih kvadrata na6i aproksimativne po1inome 
prvog i tre6eg stepena za podatke sredjene u tabe1i: 

х о 1 2 3 4 5 б 7 8 

f (х) -1,00 1,47 2,89 3,14 3,24 4,04 5,72 7,бб 8,99 

Rezultat. Р1 (х) ~ -0,32 + 1,08х 9 Р3 (х) = -0,73 + 2,38х­

- О,49х2 + О,О43х3 • 

12. I-letodom najmanjih kvadrata aproksimirati funkciju f(x) = 
= cosx na odsecku хЕ[.- ~+~Ј pomo6u po1inoma drugog 

stepena. 

Rezultat. а = ~ (~- 1' о ~~ ]\ <:. ) 

13. Na6i po1inom drugog stepena Р2 (х)= а0 + а1х + а2х2 koji 

najbo1je aproksimira u smis1u najmanjih kvadrata, funkciju 
cije su-vrednosti za ekvidistantne vrednosti argumenta х sre­
djene u tabe1i: 

х 1 2 3 4 5 б 7 8 

у 0,5 0,1 0,4 0,9 1,7 3,4 6,1 9,8 

Rezultat. 

а0 .. 1,178 ai 1,249 а2 = 0,321 • 
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Bada 

Poznato је da эе 

drugog, i 

jedna~ina pomo6u 

broja 

nja,, 

na ~ 4 mo~elilo 

Medjutim, kako је 

algebarakih prvog, 

6en vrlo uzak skup jedna~ina, veoma је valno upoznati ае 1 

еа drugim metodama re~avanja kako , tako 1 trane-

cendentnih Hajva!nije eu elede6e tri metode: 

Kod metoda reienja svake konkretne 

dobijaju se crtanjem gr&fika. Ove metode koriste ее kada tre­

Ъa eamo grubo odrediti re~enje, ili kao priprema za 

re~avanje numeri~kim metodama. 

Humeri5ke ili ra5unske metode su najkorisnije, jer 

vieok stepen ta5nost1. Kod ovih metoda rad је uglavnom aritme­

t15ki. 

Homogr.afske metode su m~~ovite i to: numeri5ko-grafi5ke 

metode. Vrlo eu korisne, jer se kod njih priprema'jedan gra­

fik jednom za uvek da eluli za ~iroku klasu elu5ajeva, tako 

da ее mo~e upotrebiti uvek ponovo sa raznim numer15kim poda-

cima. 169 



GRAFI~КE fi1ETODE 

Realne korene jednacine (algebarske ili tranэcen­

..:.~.n:ne) f(x) = о mozemo priЫizno odrediti kao арэс:lв:е pre­

secnih tacaka grafika funkcije у = f(x) i apsciэne ose х. 

PRIМER 1. Graficki resiti jednacinu х + ~ - З = о. 
х 

Resenje. Evo kako cemo jednostavno elementarnim putem 

dobiti grafik funkcije f(x) = х + ~- з. 
х 

Na эlici је prikazano dobijanje grafika funkcije х + ~; 
u svakoj tacki х vrsimo sabiranje odgovaraju6ih ordi­

nata funkcija х i ~. Grafik funkcije х + ~ - З dobija 
х х 

se i'z grafika funkcije х + ~ Шnanjivanjem эvake ordina­
x 

te za З, odnosno translacijom (paralelnim pomakom) celog 

grafika·u negativnom pravcu у-о:Је za duzinu з. 

1 -

/ 

./ -з 



ratne 

Na slici vidi:mo da kriva nase 

prese са x-osu 

Znaci, naea jednacina i:ma dva 

- Зх + 1 "' о 

~R!МER 2. Grafi5ki resiti 

+ - 2. 

Nacrta6e:mo 
l 

2. (ovog у = +--2 
х 

ranja ordinata funkcija 

da dve la:ive у 
2 -2 i = х + у = 

ri prese/Sne tai:Ske' а jednacina cetiri 

1 х4 , koja se nalaze u intervali:ma 

(о' f) 

-2ЈГ 
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Cesto је pogodno jedna~inu. f(x) = о nap1sat1 .u. oЫ~ku. 

а(х) = Ъ(х), раје u. takvom oЫ1ku. na prethodno p1san1 na~in 

resavati. 

4. 

7. 
( 

PRIМER з. Resiti grafi~ki jedna~ine х + 2у = З; Зх-у = 1. 

Resenje. Nap181mo jedna~ine u. oЫiku.: у 

У = Зх - 1. 

=1_х 
2 2 

Na sl1c1 vidimo da su koordinate prese~ne ta~ke nasiЬ 

pravih: х~ о. 7 i у~ 1.1. Dakle, tra~eno zajednicko rese-

nje је: Х"' о.7 

Z А D А С I 

Grafi~kom metodom naci priЫi~na resanja sledecih jed­

nacina: 

1. - Зх = о~.2х - З эin х + 5 = о; з. х3-1о х +1 = о; 
+ 2х + 7.8 = о; 5. 

2 х 
х 1og х = 1; 6. х - е +2 = о; 

tg х = ctg х; 8. 4х -
' з 2 
у = 1, Зх - 2у = З; 9. х -4х +3Х-2=о; 

' 
-1,65); ( х1 ~ 2 .5). 
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1. 

Neka је data jedna~ina (a1~eЪaraka 111 tranacendentna): 

f(x) = о. 
Potra~imo takve vrednoati х = а i х = Ъ da је znak funk­

oije na krajevima interva1a [а,Ъ] raz1i~it, tj. da vredni 

f(a)f(Ъ) < о. Graficki zna~i .da ае kriva у = f(x) nalazi i 

iapod i iznad х-озе na intervalu [а,Ъ] • Ako је funkcija 

f(x) neprekidna na intervalu. (а,Ъ] , kriva у = f( 6е ee6i 

x-osu u nekoj ta~ki Е [а,Ъ] • 

Tu tacku Е , nu1u funkcije f(x), odnoeno rel§enje jedna­

~ine f(x) = о na6i 6emo (priЪli~no) uzastopnim po1ov1jenjem 
а+Ъ intervala (а,ЪЈ na elede6i nacin: nadjemo х = ~' polovinu 

а+Ъ intervala [а,Ъ] • Ako је f(~) = о, odaЫramo onu od polo-

vina interva],a: [а, а~Ъ Ј 111 [ а~Ъ, Ъ Ј аа, <Sijim krajevima 

funkcija ima suprotne znake i isti postupak ponavljamo na no­

vom, su~enom intervalu. 

Ovaj metod koristi se za gruЪo nala~enje korena, jer se 

za doЫjanje vec:Se ta<Snosti mora izvrИti veliki Ъrој ra<Su.na­

nja. Metod se lako realizuje na elektronskim ra<Sunskim ma~i-

nаша. 

PRIМER 4. Metodom polovijenja intervala nac:Si jedan reaLan 

koren jednacine: х3 + 2х2 - х - 1 = о. 

Resenje. Potraz1mo interval [а,ЪЈ u kojem funkcija 

f(x) = х3 + 2х2 - х - 1 menja znak: 

X=o;f(o)=-1<o; 

Х= 1; f(1) = 1>0• 

Znaci, koren [ pripada intervalu [о,1] • Nadjimo vred-
O+l l [ Ј nost f( х) u х = - 2- = 2' tj. u polovini interva1a о ,1 
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f(!) = (12)
3
+ 2.!--!- 1 =- -87 =- о,875 <о. 

2 22 2 

Kako је na krajevima interva1a [~,1] znak funkcije f(.X) 

raz1iCSit: f(1) >о, f(~)<o, tj. f(~) f(1) < о, naвtav-

1jamo ва po1ov1jenjem interva1a [ ~:1] 
1 
2 + 1 3 

Х= 2 . = 4 = о.75; 

f(i) = <i> 3 
+ 2<i> 

2

- i- 1 = ~~ + 2 i6 - t = - ~~ = 
= - о.2о31< о. 

Zbog f(l) >о i f(i) <о, 

i + 1 7 
х = ~ = 8 = о.875; 

7 7 3 7 2 7 
f<в> = <в> + 2<в> - в -

167 = 512 = о.3262> о. 

po1ovimo da1je interval [ %,1] 

1 343 2 49 - 15 -= 512 + 64 8 -

Kako је f(t) f(~) <о, nastavlja.mo ва po1ov1jenjem in-

tervala [f , ~] : 
l+l 
4 8 

х = 2 
13 = 16 = о.8125; 

из u2 и 
= (16) + 2(16) - 16 -

181 = 4096 = о.о442. 

DoЫ1i вmо s1ede6i niz priЪli~nih re~enja: 

""i~ "" о.8125~ Е~ о.8. 
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Zna61, za х = о,8125 vrednoet је 

о.о4, odnoэno k:a~emo da је f(o.8125) = о еа ta~no~6u od 
l -l [ = 2 lo • rec1ma., u vrednoeti х "" о.8125 za 

prvu cifru mo~emo re61 da је 

jednacine. 

, tj. da је f r.::::: о.В k:oren 

Z.ADACI 

Metodom uzaetopnog polovljenja intervala. na6i 

slede61h jednaбina: 

1. х3 - 9х + l = о 
2. х4 + 2х3 - х- l = о, <s =0.867). 

:м:ЕТОD IТERACIJE 

Jednaбinu f(x) = о, gde је f(x} neprek:idna funkcija, 

napiSemo u oЫiku.: х = 'е (х). 

Zatim graficki ili pogadjanjem odredtmo interval [а,ЪЈ 

u. kome ее nalazi jedan realni koren i iz tog 1nDervala iza­

Ъeremo proizvoljnu. vrednoet х = х kao priЪli~nu. vrednoet 
о 

korena. Nove priЪli~ne vrednoeti doЫjamo na elede61 nacin: 

х1 =~(х0 ); х2 =\f(x
1

); •••• xn :::lf(ЗЬ-1 ), (n::: 1,2, ••• ). 

Tako emo doЫli niz priЪli~nih 

resenja xo,xl,x2, ••• xn koji 

konvergira ka resenju nase 

jedna<Sine 

S•11m xn = €(lim xn-1) =·'e(s) 
n-о> Ф 

·ako је: 

(lf'(.x)j~q < 1, kada .хЕ [а,ъ]. 

~~ !-,--
/ 1 ..n..,l 

./ 1 " 
1 1 

1 

1 

1 
1 <{! (У,) 
i' 
1 

1 
1 tf!.(~o) 
1 
1 
1 

Ukoliko је Ъrој q ma.nji, utol~ko se niz priЪliznih vred­

nosti Ъrze priЫizava resenju.. 
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Ako је zahtev zadatka da эе nadje resenje еа tacno$cu Е, 

onda ве zaustavljamo na onom koraku n za koji је isPUnjena 

nejednakost 

-1 х - х \ <. ~ n n-1 

i odgoyaramo da је 5 =Xn trazeno resenje эа tacnoscu Е. 

PRIМER 5. Na6i realan koren jednacine 2х - log х = 7 
metodom iteracije, s tacnos6u do tri znacajne cifre, tj. 

--з 
с= lo • 

Resenje. Prvenstveno odredimo interva1 [а~Ь] u kome 

se nalazi koren s. То cemo uciniti na dva na-

cina: 

а) Pogadjanjem: f(x) - 2х - 1og х - 7. 
f(З) =б - 1og 3 - 7 < о; 
f{4) = 8 - log 4 - 7 >о => f(3Н(ЧЈ<о 

-
Zna<Si, koren s€P,4J. 
Napisimo eada jedna<Sinu u oЫiku pogodnom za primenu 

metoda iteracije: х = ~ (1og Х+7) = ~ 1og х + 3.5. 

Ovde је funkcija ~(х) = ~ 1og х + 3.5. Iepitajmo da 11 

се iteracioni procee konvergirati za ovako odredjenu fun­

kciju lf(x), tj. da 11 је zadovo1jen us1ov \lf'(x)\ < 1 

ZS.XE[3,4J. 

~'(х) = ~ 
х 

0.43429 . 
= 2 х 

Kako х € [3 ,4] tj. 3 <х< 4, bi6e t >~ >~, ра imamo: 

Imamo da q = o,l, а kako је to mala vrednost, moze-

mo ocekivati brzo priЫizavanje resenju s· 
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Za pocetnu vrednoвt х mozemo uzeti proizv~jnu vrednoвt 
о 

iz interva1a (3,4] • Uzmimo, na primer: х = 3.2. 
о 

~ ='f(xo) = ~(3.2) = ~1og 3.2 + 3.5 = ~ о.5о515 + 3.5 "').75258; 

х2 = ~(х1 ) =lf(J.75258) = ~1og ).75258 + ).5 = ~ о.57426+).5 

= 3.78916; 

1 = 'ЕСх2 ) =\{1(3.78716) = 21og ).78716 + ).5 = 

1 
= 2 о.578Ј2 + 3.5 = 3.78916; 

1 
х4 = ЧЈ(х3 ) = tf!(J.78916) = 2 1og ).78916 + 3.5 

1 
= 2 о.57854 + 3.5 = 3.78927. 

Dak1e, dobi1i smo ovaj niz priЫiznih reeenja: 

х0 = 3.2оооо; х1 = ).75258; х2 = 3.78716; х3 = 3.78916; 

..:Х4 3.78927. 

U х3 i х4 ponav1jaju se prve cetiri cifre. Proverimo da 

11 је zadovoljena tacnoэt od Е = 1о - 3: 

lx4-x3 1 = 13.78927- 3.789161 = 1 o.ooolll = o.oooll = 

= о.1 • 1о-3 < 1о-3. 

Znaci, odred11i smo priЫizno resenje 5 еа tacnos6u 

od tri znacajne cifre: 5 = З. 789. 

ZADACI 

Metodom iteracije na6i resenja e1e~e6ih jeanacina за 

ta\Sno86u Е.::;:1о-3. 



1. х + 1ое; х = о. 5 ; 

2. 2 - х = ln х ; 

(х10 = 5 = о.б72). 

(х11 = 5 = 1.557~ 
(Uputstvo: koristiti vezu 

1n х =~ = 1og х ) 
1og е о.43429 · 

3 2 . 
). х - 2.625 х + 5.25х-2.5 =о; (х5 = ~= о.б25). 

4. 

5. 

б. 

7. 

8. 

9. 

2 -х (х-1) - е = о . , 

х - sin х = о.25; 

8 
-15 х5+24 х-5 х = о; 

5 
х -х-о.2 = о ; 

х 
о.1 2 е + х + = о· ) 

х4 2 х з + х-1 = о о 

МЕТОD SECICE (Rcgula fa1~i) 

(х6 = 5= 1.478). 

(х5 = s = 1.172}. 

(х4 =s= o.2ol3}. 

(х4 =~= 1.о45}. 

Neka је f(x) =о data jedna~ina. Nalazimo (probijanjem 

ili graficki) dve vredno~ti а i Ь Ыizu korena jednacine, 

takve da su f(a) i f(b) suprotnog znaka, tj. da vazi 

f( f(b) <о. f\ietod secice (:':!ekante) aastoji se u tome (vidi 

sliku) da ее odseCak seCice АВ aщatra aprok~imacijom luka A.Ji' 
krive у= f(x); presecna tacka х1 odsecka АВ i x-ose smatra 

priЫiznom vrednosti 5 Е: [а,Ь] . 

у 

Jednacina secice (tj. prave koja prolazi kroz tacke 

(a,f(a)) i В = (Ь ,f(b)) glasi: 

у- f(a) = f(b) - f(a) (х-а). (к\ 
Ь-а 

Presek ( х1,о) secice sa x--osom dоЫ ia ::Је stavljanjem 
f(a) 

о u izraz (~): х1 =а- f(b)-f(a) (Ь-а), odnosno stav-

a = 
-.,.--,--.:::....,.--........,.. ( ь- х ) • 

о 
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DoЪili smo 

vrednoeti 

ka 

. ' . 

151ne !:] ako f 14 iiii.a 

antan znak na intervalu 

PRIМEDВA Sa х = Ь obele-

!tavamo ona~ intervala 

[а,Ъ] za koji se znak funk-

f(x) sa znakom 

n~enog drugog 1zvora f"(x). 

(n l 

1 
PRIМER 6. Metodom se51oo na6i koren 

3 2 f(x) =х -о.2 х -о.2х- 1.2 .. о, s ta/5no66u do с= о.о2. 

Reiienje. Prvo odrediiii.o 1nterva1 Еа,ЪЈ za koren 5 : 

f(l) = - о.б <о, 
~ ~E[l,2] 

f(2) = 5.6 >о, 

Kako је f(l.5) ~ 1.425~о, mozemo uzeti u~i interval 

[1,1.5] • Ovde је х0 = а = 1, а Ь = 1.5. Na oenovu obrasca 

doЫ;jamo: 

= 1.15 + о.о4о = 1.19о; 

f(x 2) = f{1.19o) = - о.о)б; 

f(x2) о.озб 
х - х - '7":~~.,-( ~)- (Ъ-х2 ) = lol9o + 1 • 42 с:: + 0 .,..36 о.Зl = . 3 - 2 f(b)-f %2 .Ј v 
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= 1.19о + о,оо8 = 1.198; 

f(хЗ) = f(1.198) = - о.оо72. 

Dobi11 smo ovaj niz priЪli~nih resenja: 

х0 =а = 1; х1 = 1.15; х2 = 1.19о; хЗ = 1.198. 

Kako је 1хз-х21 = l1.198-1.19ol ·= о.оо8 = о.8.1о-З< о.о2, 
koren jednalSine jeste ~ = 1.2о (jer је zadata talSnost na 

dve znalSajne cifre). 

Z А D А С I 

Metodom regu1a fa1si na6i re~enja s1ede6ih jednalSina: 

з 2 4 1. х -2х - 5 = о; 2. х - sin11x = о; з. 2 х -х+1 = О• 

МЕТОD TANGENТE (Newton-Raphsonova metoda) 

Data је jednalSina f{x) = о. 

Prvo odredimo interva1 [а,Ь] koji sadr~i koren ~ , dak1e 

va~i re1acija f(a) f(b)< о, pri ~emu u ta~ki а ~~о f{a)f"(a)> о. 

Metoda tangente sastoji se u tome da 3е luk АБ krive 

у = f(x)(vidi sliku) zameni tangentom u talSki А = (a,f(a» 

preeelSna ta~ka (х1 ,о) tangente i х-оэе daje priЫi~nu vred­

nost х1 korena 5 . 
Jedna~ina tangente u taC:ki (a,f(a.)) glaei 

;т-:t(а) = f'(a.)(x-a). 

Preeek tangente х1 sa x-oeom 

dobija se stavljanjem у = о: 

-f(a) = f'(a)(x
1
-a), odnoeno 

stavivsi а к х0 : 

f(x ) 
о 

.·~ 
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а time је upravo definisan ovaj 1terac1oni proces: 

f(x ) n (n = о ,2, •• ). xn+1 :: х - f 1 (x ) ' n n 

Ovaj niz priЫHnih resenja ,xi' • • • konvergira ka 

resenju "5 na.se jedna~ine. 

PRIМER 7. meЋodom Newton-Raphsona res1t1 jednaбinu 

f(x) = хЗ - 4х + 1 = о. 

Resenje. Odredimo grafiбki na s11o1 inЋervale ц kojima 

ве na1aze realna relanja. 

Jednaбina 1ma tri rea1na 

korena.: х1е(-З,-2), х2~(о,1); 
хЗЕ(1,2). 

f'(x) = Зх2-4; f"(x) = 6х; 
f(-З) = -14 <о; f"(-З)=-18 <о 

Ka.ko је f(-З)f"(-З))' о, 

uze6emo х = '-з. 
о 

f(x ) 
о 

- f '(х ) 
о 

-14 
= -з - 2з = 

= З + о.695 = - 2.Зо5; 

' -:1_ 

,)~ 
~ј 

3 Ј 
1 

z; 

1" 

f(x1) 2 З 5 f(-2.Зо5) ---2.оЗ8 
х2 = х1- f'(x

1
)=- • 0 

- t'(-2.Зо5) 

1 

." ,... 
11 

""'· 

f(x2) f(-2.o38) 
хЗ = х2 - t'(x2) = -~о38 - f'(-2.o38) =- 2.116; 

f(x2) f(-2.116) 
х4 = х3 - f7\X:) =- 2.116 - f'(- 2•116 )=- 2.116 

2 

~ 

Dob111 smo niz pr1Ыiznih resenja: х0 =-з; х1 = -2.Зо5; 
х2 = -2.озв; х = -2.116; х4 = -2.116. 

з ' 1 
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Ka.ko је dos1o do pok1a.pa.nja resenja хЗ i х4 , s 
i to је taбno resenje' ·jer f( 5) = о. 

-2.116 

Na. isti nacin dobicemo za interval [o,l] : 

х0. =о; х1 = о.25; х2 = о.2541~ хЗ = o.2541koje је tacno resenje. 

1. 

2. 

з. 

4. 

5. 

Ana1ogno, za interva1 [1,2] dobijamo: х0 = 1; х1 = 

1.875; х2 = 1,86З = хЗ' ра је $ = 1.86З tacno resenje. 

ZADACI 

Metodom tangente resiti sledece jednacine: 

з ( r; = 2.о9455). х -2х-5 = Ој х з 

х 1og х 4.77724; ( ~ = х2 = 6.о8911). 

log х -о.о5 х = о; ( ~ = х з 29.З5З). 

tg х =. х; ( s = х2 = 4.49З4З). 

хз - 2 
5х - 35 7х + о. 

;>ISTEMI LINEARNIH ALGEBAR;;>KIH JEDNAI::INA 

Gaue-Sajdlova. metoda (Gau~e-Seidel) 

Kada је broj nepoznatih veliki koristi se Gaus-Sajdlova 

metoda. То је priЫi~na iterativna metoda u kojoj se polazi 

od nekih pocetnih, grubih vrednoeti za nepoznate, koje se za­

tim u svakoj iteraciji postepeno popravljaju. Proces poprav­

ljanja na.stavlja. se tako dugo, dok nas stepen tacnosti ne 

zadovolji. 

Neka. је dat eistem: а11х1 + а12х2 + а13х3 = а1 ; 

a2lxl + а22х2 + а23х3 = а2; a.31xl + а32х2 + аЗ3х3 = а3. 

Pretpostavlja se da је matrica sistema. nesingularna i 

da eu јој dija.gona.lni elementi ро modulu domina.ntni u odnosu 

na ostale elemente. Resimo eietem ро dija.gona.lnim elementima: 

xl=bl-Ъl2x2-bl3x3' 
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ь 

х3.ь3-Ь31х1-Ь32х2 (1 i 1 2 З) 
tv "" ' ' • 

Poi3to emo pretpoetavlli da su. elemen:ti еа dijagonale 

zuatno ve61 od oetalih, mo~emo u jedn~iuama zanemar1t1 5la­

nove koji sadr!e elemente а13 , i~j 1 dobiti ovakvu prvu. aprok­

simaoiju. za х.ј' ј == 1,2,31 

С•> • (о) • (о) 
xl = Ь1' х2 = Ь 2' х 3 = ~ 3 • 

(f) 
Pobolji3ane vrednoвti хј dobijamo u. slede6em iteratitnoa 

(1) (о) (о) (') koraku. na s1ede61 na~in: х1 = ъ1-ъ12х2 - ъ13х3 ; х2 • 
. (4) (О) (1) Ь Ь (4) Ь (1) = Ъ2-Ъ21хl-Ъ23х3; хЗ = 3- 31xl - 32х2' 

Napominjemo da se prva aproksimaci~~ ао~е proizvoljnt 

u.zeti kao i kod iterativnog re'avanja je~iua. 

PRIМER 8. Иetodom Gau.в-Sajdla rei3it1 зisteaa ~-o.l х2+ 
+ о.2 "" 1. о.2 x1+x2~o.l х3 "" 1.9; o~l х1-о.2 х2+х3 ... 2.7. 

Na ovaj siвtem ~o!emo primeniti metod Gau.s­

Sajdla, jer је matrica вistema neвingu.larua (de­

te~inanta sistema је razli~ita od nule) i dijagonalni 

elementi znatno su ve61 o.d ostalih. 

Nap1~1mo ovaj sistem u. oЪliku pogodnom za iteraciju.: 

Xl а lo4+0ol х2-о.2 х3 ; х2 а 1.9 - 0.2 Xl +Oel х3 ; 

х3 а 2.7 - o.l х1 + о.2 х2 • 

18~ 



(о) (о) 
Uzmimo za prvu aproksimaciju vrednosti х1 = 1.4; х2 = о; 

(о) 
хз = о. 
Primenom Gaus-Sajd1ova procesa dobijamo nove pobo1jsane 

vrednosti: 

т (О) (О) 4 . 2 1 4 х1 = 1.4 + о,1х2 - о.2 хЗ = 1. +о.1.о - о •• о = , , 

х~'= 1.9- o.2xi'+o,1 хз'= 1.9-о-2.1.4 + о.1.о = 1,62, 

... <•) 2 7 1 (1) 2 (1
\ 2 7 1 1 4 2 1 62 2 884 ·з = • -о. х1 + о. х2 = • -о, • • + о. • • = • ~ 

xf>= 1.4+о.1 х~~о,2~)'= 1.4+o.1.1.62-o.2.2.S84 = о,9852, 

х~)= 1. 9-о .2х{21 +Оо1х.} 1 = 1.9-о .2 .о. 9852+0 .1.2.884 = 1. 99136' 

хј1'= 2~7-о.1х~1 +о.2х~1 = 2.7-о.1.о.9852+о.2.1.9914 = 2.99976, 

... (3)_ 

... 1 -

..,.(3) 

... 2 .. 

,.,.(3) ... з ::: 

1.4+о,1х;1- о.2х)1 = 1о4+Ое1.1.9914-о.2.2.998 = о.99918, 

1.9-о.2х~'+о.1х) 1 ~ 1.9-о.2.о.9992+о.1.2.9998 = 2.ооо14, 

2.7-о.1 xr1+ о.2х~1= 2.7-о.1.о.9992+о.2.2.ооо1 = з.ооо1о, 

,..(•1_ (3\ 13\ \ ' з 9 
А1 - 1.4+o.lx2 -о,2х3 = 1.4~о,1.2.ооо1-о.2 •• ооо1 = о.99 99, 

х (ц) 1 9- 2 (Ц\ 1 ',, 1 9- 2 1 о 1 3 о 1 2 о 1 
2 = • о. _х1 +0• х3 = • о ••• оооо+ ••• о о = • ооо , 

х 141 - 2 7 1 (~\ 2 1"' 2 ? 1 1 2 .. 3 
3 - • -о, х1 +0, х2 = • -о. • 0000+0• о&оОООО = оООООО, 

х(~\- (U) ( •. 

1.4+o,l.2.ooo-o.2.).oooo 1.оооо, 1 - 1.4+о,1х2 -о,2х3 = = 
;х(~' 

(r\ (.Ј\ 
1.9-о.2.1ооОО+О•1•З,оооо 2.оооо, 2 = 1. 9-о , 2х1- +О , lx 

3 
= = 

xi5' 
3 = 2 7 1 ( 5' 2 1 ё'• • -о. х1 +0· х2 = 2.7-о.1.1.ооО+О.2.2.оооо = ).оооо • 

Na petom iteracionom koraku dobi1i amo resenja xr'= 1; 

х~5 )= 2; :i.;5'= з. а to su i taбna resenja sistema, u sta ве 
lako uveravamo stav1janjem ovih vrednosti u sistem. 
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Ove poboljЭane vrednosti mo~emo skupiti u jednu taЫicu: 

l.62oo 2.8840 

2 о.9852 1.9914 2.9998 

з о.9992 2.oool з.оооl 

4 l.oooo 2.оооо з.оооо 

5 l.oooo 2.оооо з.оооо 

PRIМER 9. Gaus-Sajdlovom metodom reвiti eiвtem: 

x
1
-o.lx2+o.2x

3
+o.lx

4 
= о.б; -o.lx1+1.2x

2
-o. .1х 4 = о.З; 

o.2x
1
-o.lx2+1.5x

3
+o.2x

4 
= 1.2; o.lx

1
-o.lx

2
+o 2x

3
+l.ox

4
= о.4. 

ResenJe. Matrica sietema је neeingularna, dijagonalni 

elementi eu dominantni, ра mo!emo primeniti 

Gaus-Sajdlovu metodu. Napisimo siэtem u oЫiku pogodnom 

za iteraciju: х1 = o.б+o.lx2-o.2x3-o.lx4 1.2 х 2 = 

.::O.З+o.lx1+o.lx3+o.lx4 ; 1.5х 3 = l.2-o.2x1e+o.lx
2
-,o,.2 х4 ; 

х 
4 

= о • 4- о .1 х1 + о .1 х 
2 

-,..,.о • 2 х 
3 

• 

Uzmimo za prvu 

<1
) о. б + о .1 х((Ј) -

(о) (о) (о\ (о) 
aprokeimaciju: х1 : о.б, х2 = х 3 3 х4 = о. 

х1 '"' 2 о.2 х~Ј- о.1 х:)= o.б+o.l.o-o.2.o-o.l.o = о. б, 

1.2. х~) =-о.з+о.1 х~)+ о.1 х)0)+ o.l xZ)""- о.з+о.l.о.б + 

+ о.1.о + о.1 • о = о.24, 
х(1) = о.24 2 2 - ~ = - о. о, 

1•5 х~)". 1.2-о.2 r:;_J+ о.1 ~~Ј- о.= х~0 Ј= 

= 1.2. о.2.о.6 + о.1 (-о.2о) - о.2.о = l.об, 

(1) 
х ""' 3 

о.7обб7, 
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х~>= о.4- о.1 хГ+ о.1 х~1>- о.2 х~)= 

_= o.4-o.l • о.6 - о.1 • о.2 - о.2 - о.2.о.7о667 = о.17867. 

• iti x1n х 1ibi џ.) (
3

) ('=1234) ва s nau rвuuna emo хј, хј,... Ј , , , • 

Dobijene rezu1tate mozemo eredjeno dв. upieujemo u te.b1icu: 

по 

р. 
11 

!! 2 

llз 
11 4 
li 
ii. 5 
11 

ii 6 
" 

' 7 

о.6оооо 
о.6оооо 

о.42о8о 

о-42358 

0·424425 

о-424457 

о.424456 

о-424456 

Х (К) 

2 

о 

-о.2оооо 

-о .14116 

-о.1З867 

-о.1З8824 

-о .138843 

-о.1З8844 

-о.138844 

х(~\ 

з 

о 

о.7о667 

о.71о66 

о.7о739 

о.7о7182 

о. 7o7Hi4 

о.7о7185 

о.7о7185 

Х (к) 

4 

о 

0•17867 

о.2о167 

о. 2о2Зо 

о.2о224о 

о.2о2232 

о.2о2233 

о.2о2233 

(5' (( \ 
Vrednoeti хј ' i х. razlilcuju .ее eamo u 6-toj decime.1i, 

(71 Ј 
!'le х. po\clapaju u svih ~est decimalnih meeta, sto 

Ј -6 
da smo nasli re~enja sa tacnoscu do 1о : х1 = 

.424456; х2 = o.l)db44; х 3 = о.7о7185; х4 = о.2о2233. 

А D А С I 

metodoro resiti sledece linerane eieteme 

"""'''"'"·-'-" jedn!'lcina: 

- х2 + зх 3 = - 3, 

+ 4х 2 - 2х 3 16, 

- 2х2 + -6. 
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з. 

13 38 

;:;: - 8 56 

3·54 

= 18. 

7. .6х2+5.7х3-7. 
8.5х1-4.8х2+о.вх3+з. 
4·3х1+4.2х2-З.2х 3+9. 
З.2х1-1.4х2-В.gх3+з.зх4 

.. 6.68 

"' 9.95 

"" 8.6 
а 1 

PREODRIШJEIП LINEARNI SISTEМI 

То eu sistemi kod kojih је broj jedna~ina veci od 

nepoznatih 1 u opitem s1u~aju jedna~ine nieu 

medju eobom. 

а1х + ь1у + c
1

z + 

а2х. + ь2у + c2z + 

······························· 
а х+ Ь у+ с z + ••• + f t • n • 

s е е '!1 s 

Ovi sietemi reiavaju se tako §to ее nalazi onaj 

vrednosti za nepoznate х,а, ••• , t koji najpr1Ьl1imije zadovo­

ljava sve jedna~ine siste1118., odno~~mo koj'i i5ini velii'!ine 

Е1 -а1х + ь1у + c~z + ••• + f 1t- n1 , 

Е2 • а2х + ь2у + c
2

z + ••• + f
2

t - n
2

, 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••• о 

Е =а х+ Ь у+ о z + ••• + f t- n • 
1!1 1!1 1!1 1!1 1!1 1!1 

koje zovemo greйkama, ito manjim. PotreЬno је odrediti Е1 da 

budu ~to manje, jer su Е1 upravo od~tupanja od nule. 

Metoda ш.jma:njih kvadrata, koja tra.!i da је zbir 
s 

r.~: = 
t=1 



sietema, koji ga od evih mogucih skupova reoenja najbolj~ 

zadovoljava. 

Кв.kо је: 

s L Е~= [а,аЈ х2 + lЪ,Ъ) /+ ••• +[f,f] t 2+2[a,Ъ]xy+ ••• 2[a,f]xt­
i ,, 

- 2[a,n] х - 2 [ъ,n] у+ ••• ·cn:,n], 

gde је: [а,е.Ј =·t а~, (а,Ъ}= t а1ъ1 , itd. 
' t=? t=1 

minimalnost ovog zbira dobija ее izjedna~avanjem еа nulom 

svih parcijalnih 'izvoda ро x,y, ••• t: 

[а,а] х+ [а,Ъ] у+ [а,с] z+ ••• + [a,f] t = [a,n] 

[ъ,ъ] у+ [а,ъ] х+ [ъ,с] z+ ••• + [ъ,f] t = [ь,n] 
...•••.•.••••••..••....•.•..•••..•.......•... 

Ovo su normalne (n,n) jedna~ine iz kojih ее x,y, ••• ,t 

nalazi ро Кramerovom pravilu. 

РНIМЕR lo. Naci najverovatnije vrednosti х i у iz jed­

na~ina: 

а 

1 

2 

1 

х + у • з.оl: 2х - у а о.оЗ; х + Зу = 7.о2; Зх + у = 4.97. 

Reiienje. ТrеЬа formirati normalne jedna~ine za х i za у. 

Zato је potreЪno izracunati ve1i~ine (а,~, [Ь,Ъ] 

itd. Zato formiramo taЪlice: 

1_!~ е.Ъ an оо 

1 
1 

1 1 
1 
з.о1 1 1 з.о1 

1 

о.об -1 i о .о з i 4- -2 : -2 1 -о .о з 

3 
1 7 .о2 3 9 21.о6 . ·lд 3 • 7-о2 1 : • ' 

1 1 4·97 3 1 1 : 4.97 1 1 9 1 i 14.91 i 

L ~-i-t~~l5.o~ Il-15-- -iJ2-5._o_cj -r 

I ~~-~ 
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Formiramo eada normalne jednacine za х i у: 

,а] х+ [а,ЬЈ у= ,n Ј ; [ Ь, 

15 х + 5у = 25 31 у = 62 
-:::::? 

5х + 12 у = 29·3 

х+[Ь,Ь]у 

х :::: 5-у 
3 

=[bn]• 
' 1 

Dak1e, trazene najverovatnije vrednoeti za х i у eu 1 

i 2. Uvrstavanjem ovih vrednoeti и uveraтamo ее da 

one zaieta zadovo1javaju eve jednacine. 

ZADACI 

1. Naci najverovatnije vrednoeti х 1 у iz jednacina: 

4.91 х - 59-о у = - 339,8 

2.72 х - 2-7 у = - 47.5 

о.о5 х + 32.4 у = 262.5 

-2.91 х + 27.7 у = 152.9 

-4-77 х + 1.4 у = - 27·9 

(х = 7.81; у = 6.76) 

2. S1ede6i podaci po.kazuju verovatni uzraet eina kada 

је dat ocev uzraet, oznaceni еа S inca, odnoeno F 

inca: 

s 65.7 66.8 67.2 69.3 69.8 7о.5 7о.9 . 
F 62 64 65 69 7о 71 72 

Ako eu s i F pov.ezan~ odnoeom S = a+bF, odrediti meto-

dom najmanjih kvadrata najvero.vatnije vrednoeti za 

kone.tante а i ь. 
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Zarko MIJAJLOVIC 

FRIBLIZNE METODE RESAVANJA 
DIFERC.;NCIJALNIH JElJNACINA 

ANALITICКE METODE 

I. Integracija pomocu redova 

1. Resiti diferencijalnu jednacinu (х+1)у"- xyL~· 2х ва 

pocetnim us1ovom у(о) .. 1, у'(о) .. о. 

Resenje.1.nacin: Resenje date diferencijalne jednacine 

trs.Zicemo u ob_lilru reda у .. f= Аю_~. U kru.gu 

konvergencije vazice: 

у' ,., I nAп,xn-1 , у" "' [ n(n-1) An~-2 • Posto је ро pretpo 
П•1 П•2 

stavci у resenje, vs.Zice (х+1) [ n(n-1) ~~-2 -
~ ~ ~2 

- x[ n -'n~-1 т L Anxn .. 2х. Otuda је: 
fl~1 f?=o 

ctJ r.:P 

-L nАп,~ т [ ~xn .. ?..х. 
n= 1 17=е 

~ ~ 2 L n(n-1) ~~-1 + [_ n(n-1) -'n~ 
П•2 П=2 

= Q< 

:К:аkо је L- n(n-1) An~-1 "'L (n+1) nAn+1 ~, 
Q(J П=2.. оО П•1 -- . 

ј n(n-1) Anxn-2 '"' [ (n+2) (n+1) А1l+2:г = 2~ + 
n=2 l7"fl 

+ f_ (n+2)(n+l) AI1.+2~ i doЬijamo 

П::" 

п~f 
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оО 

[J<n+l)n..Au+lxn + (n+2Xn+l) An+2~ - n.Au~ - Anxnj+ 
f1:1 

Sredjivanjem se dobija: 

[ [(n+2) ~ ... 2 + nAn+l - ~l ( n+l) ~ + 2~ - А0 = 2х. 
n~~ 

Uporedjivanjem leve i desne strane dobija se: 

2~- А0 .. о, 2(3А3 + ~- .А1 ) = 2 i (n+2)An+2+ nAn+l-An= о 

za n~ 2. 

Iz uslova у( о) .. 1, у'( о) .. о i у .. f.~ An-z!i "" 

~А0+~Х+~х2+ ••• 9 у' а А1+2~х + 3А3х2+••• dobijamo 

А0 .. у(о) , ~ .. у'(о), odakle је А0 .. l, ~ .. о. 

Eako је 2~ - А0 .. о imamo ~ .. l/2, а iz 3А3 + ~-~ .. l 
dobi;Jamo А3 • 1/б. 

Rekurentnu !ormu1u (n+2)~+2 + ~+l - ~ • о mozemo za-
A-~ 

pisati u oЬliku An+2 • n n+2+1 • Stavljajuci redom 

n. 2,3,4, ••• , dobija ве А4 • 1/24, А5 • 1/12о, ••• , Otuda 

2 ' 4 l 2 l ' 1 4 је у • А0+~Х+~Х +~Х +А4х +••• • l +~Х +~Х+~ Х+ ••• 

Svaku od !unkcija yn. А0 +~х+ ~х2 ...... + Anxn mozemo uze­
ti za priЫizno re~enje, naprimer 

l 2 1 ' у3 • 1 + ~ х + 4 х • 

Sve doЬijene rezu1tate mozemo pretetaviti u obliku tabe1e: 

1 

2 

3 

о 

1/2 
1 

1 + ~ х2 

l+~X2+tx' 
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4 

5 

6 

1 

1 

l 

rfl [Cx+l)y"J .. ( 
Dny =Јп>) 

Otu.da је 

posto је za n'l2. 

u. poslednju. jednacinu zamenimo 

~ ( ) ~ 
у ,. L у n о /n 1 • ~ onda ј е у "' [_ 

о odakle 

formul1 

u.slova nalazimo а0 .. 1, а1 .. о. Da bi smo а3 , di.fe-
rencirajmo datu. jednacinu samo jednom i stavimo х 
Tada dobijamo ~ + а3 - 2а1 х 2, odakle је 
ako reku.rentnu formu.lu. "'n+2 + n"'u,..1 - (n+1) 
pisemo u oЬliku. "'u,..2 ~ (n+1)"'n- n"'n+l i z 
dom n и 2,3,4, ••• dobija se а4 = 1, а5 • 1, 

Prema tome, resenje је ob1ika у = 1 + ~ х2 

о. 

emo re-

.Primedba: Moze se pokazati da niz "'n .. 1 zadovoljava di­
ferencijsku jednacinu "'u ... 2 = (n+1)"'u- n"'n, te је resenje 

у = 1 + ~ ~ xn odakle је у • ех - х. Inace, opste re!enje је 
oЬlika: n:z х 

у .. с1 ех + с2 е:х: ј t:~ dt - х. 
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2. Resiti jednacinu у"- ху'- у= о, у(о) = 1, у 1 (о) =о. 

<><>2n о& 2n О" 2n 
Y=l+\X "."'>"х =L2L-......· L 2.4 ••• 2h L .. (2n) Ј.! ·2n 1 п~1 п~о . n=o . .n 

Rezultat: 

3. Resiti jednacinu 
у(о) "" 2 9 уЈ (О) 

(x
2vl) у" + ху'+ 2ху = О, 

= 3. 

4. Resiti jednacinu ху" +у'+ 2у = о, y(l) = 2, у)(1) = 4. 

Uputstvo. TrвZiti resenje u oЬliku Tej1orovog reda 

"" ~ n 
У = L_ nт(х-11 

n=-o 
gde је ~ = yCn(o) • Primenjujuci opera-

tor Dn na datu jednacinu,zamenjujuci dobijeni rezu1tat 
x:1 1 pokazati da niz ~ zadovoljava za svaki prirodni broj 
n diferencijsku jednacinu ~ ... 2 ... (n+1)~+1 + 2~ =о. 
а0 i а1 odrediti iz pocetnih uslova (а0:2, а1 = 4). Resenje 
је: . 

у= 2+4(х-1)- 4(х-1) 2 + 4(х-~3/3 -(х-1) 4/3 + 2(х-1)5/15+ ••• 

5. Resiti diferencijalnu jednacinu у'= 
uslovima а) у(о)= 1' Ь) у(о) в о. 

+ у2 ва pocetnim 

Nepoznatu 
novog reda 

Iz uslova 

а. 1, 

cemo tra!iti u oЬliku Maklore-

Iz ј 

2+2у' 

nalazil!lo: 

"' 1 

ine У'= 

. 
' sбу' у" +2уу 111 

• 

' 



Sl:l.cno naluimo 

у 1 х + + 

ll'unk:ciju " 1 4 
у х + ~ 

za 

Pokazati da је n Ј, 3 (~) 

п. 

б. В.eiHti alnu ј ednae inu за uslovom.: 

y.l .. х + у, y(ol .. 1. 

formula је 

J:r(x,yn)dx • Da Ы se ova formula prime-

da је funkcija 

i da је alni 
okolini tack:e С ' Ј • 

Kako је u na!em slucaju f(x,yl и х+у, to 

neprek:idna. 

(Ј!(~,у\ 
Sa druge в»rane dY • 1 te 

дУ 

raciona formula postaje Yn+l • 

је izvod 
~ 

1 + l ( Уо 1. 
- о '( 

Stavljaju6i n а о doЬija se 

Za n • 1,2,3, ... doЬija se: 
х к 

У2 '"' 1 •.L (х+у1) dx ., 1 +_[(x+l+x 

., 1 + ( (Х+11 dx '"' l+X+x2/2. 
-~ 

s 1 + Х+Х2 + t :х:3 

f • {х 2 у7 • 1+ (x+y2 )dx • 1+ (x+l+x + 
~ "О О V·~4 

.. 



Dobijene podatke mozemo prikazati u oЫiku tabe1e: 

n Y n 

о 1 
1 1 +х+ х2/2 
2 1 + х + х2 + х3/б 

3 1 х2 + х3/3 4 + х + + х /24 

4 1 + х + х2 + х3/3 + х4/12 + х5/12о 

7. Re~iti diferencijalnu jednacinu у'. 1+у2 , у<о) • о. 

Re~enje. Iteraciona formu1a је Yn+1 • !(1+y~)dx. Ovde 

cemo primeniti pobo1j~anu Picard-ovu (0r1ov1jevu) 
metodu. Poetupak se вавtојi u tome, da u evakom koraku u 
razvoju za Yn+l uzimamo samo jedan clan vile nego u Yn• 

Iteracioni postupak Ьi izgledao ovako: 

,. о 

; 

,.1 .. lCl+y;\ dx .. ~ l.dx .. х 

' 
[ (l+yz\dx ,., rc1•x21 dx 
о 10 

г' ( l+X2+ ~6 4 lo 4 б L! 8 
·~ 

+ ~ + 4!)Х )dx .. 
'о 

< 2 2 4 њ-хб+ 4 8 ~lo) dx ( (l+X + ~ + ~· 
.. 

(; 
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у 

=,fo (1н2+ ~4 + ~б) dx 

,- .. 

Ly4 =_Х+:Х3/3 

Funkciju у4 mozemo uzeti za priЬlizno resenje. Primetimo 
da formulu za у4 ne mozemo koristiti za proizvoljno х, 
vec samo za х koji su dovoljno Ьliski pocetnoj tacki 

:!!ђ = о. 

8. Resiti diferencijalnu jednacinu у1 = l+x+sin у, у(о) • о. 

Resenje. Koristeci poboljsanu metodu dobija ве kao u 
prethodnom zadatku: 

/Уо = oi 
у1 = j~(l+x+sin у0:1 dx "' r"(l+:x+sin о) dx 

о Јо 

\' 

: ~l+x)dx ~ ( dx =х 
Ј о 

lii:--~-~ 
У2 =.Jll+:x+sin y1)dx 

(' 

у у 

= ((l+X+Sin :x)dx"' ((l+X+:x)dx,. Х+Х2 
-'t- - /0 

г-------у 

Ly2 = Х+Х . ..Ј 

Ovde зmо koristili razvoj sin u = u-u3/31 + u5/51-u7/71+ ••• 
х ~ 

Analogno: У; = -~(l+x+sin у2) dx .. ~ [ 1+X+sin(x+:x2)J dx ,;. 

у 2 ( 21 ~ у 2 ; Ј (l+X+ (Х+Х \ ·- хн ) dx .. ( (1+2Х+:Х ) dx 
о ·о 

у3 =х+ х2 + х3/3 
у 

у4 ""~[[l+x+sin (х+х2 + ~ :х3\Ј dx ,;; 

х ,., ( 2 1 3,) 
- ~[l+x+(X+X~ + ~ х3\ - Х+Х 3tJ Х ]d:x = 

= .r0'Гl+2x+x2+ k3- (.k:3 +(~хб + -Ј-- 9 )l 
, 7 t> о 37. б х + ••• Ј d:x = 

у 2 1 3 
= ln (l+2X+X - Ь Х Ј d:x 

: У4 = х ... -:2-~-~3~-3 --х4/24 Ј 
l__,---- -- ··-
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NUMERICKE METODE 

9. Eu1er-ovom metodom resiti diferencijalnu jednacinu 
У/= 2х+у sa pocetnim us1ovom у(о) = 1. 

Resenje. Као st~ 'zn~o, ova m.etoda daje ssm.o konacan skup 
vrednosti nepoznate funkcije У• Те vrednosti ra­

cunamo preko rekurentne formu1e Yn+l = Yn+ hf(xn,yn), 
gde au х0 i у0 = у(о) zadate pocetne vrednoeti., Konstanta 
h predstav1ja korak procesa i xn+l odredjujem.o iz 

xn+1 = h + ~· 

Resimo zadatak za dva koraka а) h ~ о.2; Ь) h в о.1. U 
na§em s1ucaju је f(x,y) • 2х + у. Prema tome, imвmo: 

~.1° х1 s x
0

+h = о.2, f(x0 ,y
0

1 = f(o,l). 1.ооо, 

Yi = y
0

+hf(x0 ,y
0

) • 1.ооо+о.2(1.ооо) в 1.2оо, 

2° х2 x1+h :о.4, f(x1 ,y11 • f(o.2,1.2oo) • 1.боо, 

У2 = Y1+hf(x1 ,y1 1 • 1.2oo+o.2(1.6ool = 1.52о, 

3° : X2+h = 0.6, f(хг,у2 ) m f(o.4,1.52o) а 2.320 

У3 = Y2+hf(x2 ,y2) • 1.52о+о.2(2.32о). 1.984, 

4° х4 в x3+h = о.8 f(x
3

,y3) • f(o.6,1.984) • 3.184, 

У4 ,. ђ+hf(x3 ,y3 \ .. 1.984+о.2(3.184) ~)-621, 

5° х5 • = о.В, f(x4 ,y4 ). f(o.8,2.621) = 4.221, 

У5 • Y4+hf(x4 ,y4 \ • 2.621+о.2(4.221). 3.465. 

Primetimo da sm.o pron&Sli priЬlizne vrednosti funkci-
Je у, na tri decimale, u ti!il!kвma iz skupa [ о.2, о.4, 'о.б, о.В, l.oj 

•· U slucaju h • o.l radimo na slican nacin. Naprim.er: 

= o.l, f(x
0

,y
0

\ • f(o.1) к l.ooo, 

.. Y
0

+h.t(x
0

,y
0 

1.ооо+о.1 ( l.ooo 1 "' 1.loo 
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.. "' о.2, D !(o.l, l.loo) в l.3oo 

.. .. l.loo+o.l(l. "' 1.23о • 

Sli(}no bismo radili dok ne Ьismo vrednoвt 

Те podatke mozemo u oЬliku sledece tabele: 

n h ,. о.2 h "' о.1 у (prava vrednost u tacki 

о о.о l.ooo 1.ооо l.ooo 
1 o.l l..loo 1.116 
2 о.2 1.2оо 1. 1.264 

3 о.3 1.393 1.45о 

4 о.4 1. 1. 1.675 

5 о.5 1.831 1. 

б о.б 1.984 2.114 2.2Е) 

7 о.7 2.445 2.641 
8 о.8 2.621 2.83о о7б 

9 о.9 3.273 3.579 
1о 1.о 3.465 3.78о 4.155 

U pos1ednjoj ko1oni vrednoeti za у racunl!l.li smo preko 
pravog resenja у = 3ех-2х-2, zadate diferencijl!l.lne jednacine. 

Greske metode mozemo prikazati u oЬliku tabe1e: 

~ 
greska greska 
h .. o.2 h = о.1 Primetimo, da ~ko је korak h 

manji, to su onda doЬijene 

) 

о.2 о.о64 о.о34 vrednosti tacnije. Inace, greska 
о.4 о.155 о.о83 

је дh "' Yn-y(~) , gde је Yn 
о.б о.282 о. vrednost dobijena Eu1er-ovim 
о.8 о.455 о.246 a1goritmom. 
1.о о.69о о.375 

PrimedЪa: Pored ove metode upotreЬljava se i modifikovana 
(pobo1jsana) Eu1er-ova metoda. Postupak Ьi izg1edao ovako. 
Nadje se prva aproksimacija yi)za y(x1)iz formu1e Yf) = y

0
+hf(x

0
,yJ. 

Druga aproksimacij а у{2) !iiЗ. . у( х1) na1azi se iz formule: 
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(Z) f(x0 ,y0 '\ + f(xl':f~ 
У1 • Yo+h --~~~----~~~ 

2 (~, 
(3\ . f(xo,yo)+h f(xl.y1 

Analogno с е Ьi ti у1 = у +h _ _;:;_:::....--....:::..-.:..-
о 2 

U op§tem. s1ucaju k-ta aproksimacija za у(х1 '\nalazi se iz 

rekurentne formu1e . ) 
(~) f(x

0
,y

0
) +h f( xl'y{~<.-<) 

:r1 • y
0

+h •. Postupak se nastav1ja 
х • (k-1) . 

. sve dok ве ne pok1ope na ~e1jenom. broju c~fara :r1 ~ 

:r{k~ U tom. s1ucaju :rik:\uzimemo za yl' za 11najbolju" aprok:sim.a-

ciju vrednosti у(~). Tada racunsm.o х2 • ~+h i ponovo ponavlja­
mo prethodnu proceduru: 

(1) 
У2 "' У1 + h f(x1 ,yl'\ 

(2) f(~,y1) ... !(~,у~1)) 
у2 • yl ... h ---=~~~----=-~---

(3) !(~ ,yl \ + f(x2,y~ 
у2 "' yl + h )•·· •• 

(k:-1) . (k:1 
dok se ne pok:1ope na ie1jenom broju cifara :r2 ~ у2 • U tom 

(k:) 
s1ucaju у2 uzimemo za у2 • Y;~py4 ,itd. racunam.o na analogan na-
Hn. 

Prim.enimo ovu metodu na prethodnu jednaeinu da Ывmо iz­
- racunali у(о.2) i у(о.4) sa korak:om h .. о.2. Imemo (raeunajuci 

na tri decimale) : 

(1) :r1 • y
0

+h f(x0 ,y~ • l.ooo+o.2(l.ooo1 • 1.2оо, 

(2) 
у1 .. 

(~) 

"' Yo+h 

(Ц) 
.. Yo+h 

.f{xo,Yo)+ 

!(хо,Уо \ + 

2 

f(xp:r{3)) 1.00()+0. 2 1.000+1.660 .. 
!(х1 ,у{3\) 1 .ООО+О. 2 1.000+1.660 .. 
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Vidimo ,., te је .. l 267 vrednoet u tac-
ki .2. 

.. о.4 • Otuda imamo 

f ,у1) .. 1.267+0.2 (1.667) "' l.6oo 

(2) 
+ f( 

.. 1.267 1.681. 

(ч) 
<S) • Kako је 

" 1.682 to је • 1.682. Uporedimo rezultate 
na ovaj nacin sa oanovnom Euler-ovom metodom: 

о.2 

о.4 

Tacna vredno st 
! na 3 decimale 

1.264 

1.675 
1.23о 

1.592 
о.о34 

о.о83 

1.267 
1.682 

о.оо3 

о.оо7 

Vidimo da је modifikovana Eu1er-ova metoda tacnija od os-
novne; medjutim,ona zahteva i mnogo vise а. Koju 6emo 
upotreЬiti, zavisi od toga ds. li traZimo vec11 ili taenost. 

10. Euler ... OVOШ metOdOШ ГE!Si,ti j!'JdU&CinU УЈ"' Х '" 0, У "' 1 
sa korakom h • о.о5 u inte~~lu [о, о.8] na dve decimale. 

Rezultat. 

! 1 

о.во/ о.о i о.о5 о.1о о.2о о.3о о.4о t). 5о о.бо о.?о · 

1.оо l.oo 1.ol l.o4 1. o<;r 1.18 1.27 1.44 l.бl 

Metoda Rиnge-Kutta 

11. Metodom Runge-Kutta odrediti у(о.811, ako у zadovoljsva 

di!erencijalnu jednacinu У'• ЈХ+у i у0 ~ о.41 za х0 = о.4. 
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Resenje. Za di!erencijalnu jednaeinu у1 • !(х,у), ako zna­
mo у(х), tada y(x+h) raeunamo preko sledecih 

'tormula: 

k1 .. hf(x,y), 

k2 • hf(;+Ь/2, y+kl/2)) 

k3 а hf(x+h/2, y+k2/2), 

'k4 о: hf( X+h, y+k3)' 

k • (kl + 2k2 + 2k3 + k4)/6, 

y(x+h) в у(х) + k. 

u naaem slu~aju ысе rcx,y) • Јх+у i h в х-х0 • о.вl-о.41 • 
.. о.4, te је 

k1 .. h f(x
0

,y
0

) .. о.4 r;;:8l .. о.36, 
k2 "' h f(x

0
+h/2, у0 + k1/2) .. о.4 Jl~-19 .. о.43635, 

k
3 

.. h f(x +h/2, у +k2/2) .. о.4 Ј1:22819 .. о.44329, 
о о . 

k4 • h f(x
0

+h 1 y
0

+k
3

) = о,-4 Jl.-65329 .. о.51432, 
k • (k1+2k2 + 2k3 + 1!::4)/6 • о.43893, 

У = У0 + k = о.84893. 

12. Resiti diferencija1nu jednacinu У'= ху1/3, y(l) • 1 me­
todom Runge-Kutta sa korakom h = о.1, na pet decima1a. 

Rezultat. Vrednosti su doЬijene na racunaru. Sledeca tab­
lica prikazuje svaku desetu vrednost: 

: у l.ooooo 2.82846 7.о2113 14.697lo 26.99998 ; 

13. Metodom Runge-Kutta re~iti diferencijalnu jednacinu 
у• + 2ху'- 4у • о; х0 • о; у0 • о.2; у'. о.5. 

Re~enje. Data diferencijalna jednaeina drugog reda ekvi­
valentna је sledecem sistemu diferencijalnih 
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k 

jednacina prvog 

- 2xz 

Ovde smo u atvari uveli novu 
smo stavljali na mest<;_ у' 
zadatoj jednacini. Za sistem 

cinu 

f(x,y,z) 
.formule 

., о.2 

\ ; t + z • 
о 

u nasem slucaju је f(x,y,z) = z; g(x,y,z~ • 4у - 2xz. 
Izaberimo korak h = o.l. Tada је prema prethodnim formu­
lama, 

k1 "" о.о5ооо, 

k2 "" о.о54оо, 

k3 ,. о.о5423, 

k4 "' о.о58538, 

k о.о54166, 

t 1 .. .о8ооо, 

t 2 "' о.о84бо, 

.. о.о8538, 

о.о8992, 

t ,., о"о8498, 

= z(o.ll ~ о.58498. 

Primetimo, da smo trazili samo vrednost у, te nismo mora­
li da racunamo z i t 3• Ako bismo hteli da. izracunamo у(о.2), 
tada bismo izabrali х0 = o.l, za у0 i z

0 
uzeli da bi ne­

vodobijene vrednosti у0 • о.2541? i z
0 

= о.58498, korak 
h = o.l. Dalje, proces raeunanja bi tekao kao malopre. 

203 



Granicni proЬlem (konturпi proЬlem) 

14. · Metodom konacnih razlika naci resenje granicnog proЬlema 
2 . 

Ј" +(l+X )у ,...Ј.; у(-1) = у(1). • О. 

Resenje.Za cvorove izaberimo х_2 = -1; х_1 = -1/2; 
х0 = о; х1 • 1/2; х2 • 1. Zbog simetricnosti 

jednacine i granicnih us1ova, bice i resenje simetricno 
u odnosu na x-osu, tj. у(х\ = у(-х\ , te је у_2 = у2 = о; 

у_1 • у1 • (Simetricnost iz1azi iz toga sto funkcija у(-Х) 
zadovo1je.va datu diferencijalnu jednacinu(proveritil) а 
te.kodje i granicne us1ove). 

''· Aproksimв.cije za y'(xi \ i у"(х1 1 

date su ва 

y'(xi\ :. (yi+1- Yi-1) 12h 

y"(xi\ '(Yi+1 - 2yi + Yi-1)/h
2 

Izaberimo korak h • 1/2. 
Zamenjujuci te formule u datu jednв.cinu zв. х0 • о imamo: 

y1-2yo+Y_r у2-2у1+Уо 
1/4 + у0 • -1. Anв.logno za х • 1/2 imamo 174 + 

(1+1/4)Yr .. -1. 

Koristeci granicni uslov у2 • у_2 = о i simetricnost re­
a, zbog cega је у1 • у_1 , imamo ovaj sistem linearnih 

ina: 

.. -1; -б.75у1 = -1, odakle је у0 = о.9б7, 
• о.721, а otuda i у_1 ш о.72~ 

Reвiti granicni proЬlem у" • у + х; y(ol • y(l~ = о. 

Izaberimo korak h s о.2. Tada 6emo naci resenje 
u tackв.ma о.2, о.4, о.б, о.В. Koristeci formule 

iz prethodnog zadatka dobijamo ovaj sistem jednaeina: 
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25у2 - .. о Ovde је 

25У:; - 51у2 + "' о .2, .4 

25у4 - + 25у2 х4 ., о.8. 

-51у4 + 25У:; .. o.s. 

Resenje navedenog sistema 1inearnih jednacina predвtav1ja 
resenje priЬlizno poвtavljenog grвnicnog proЬlema. 

16. Resiti granicni proЬlem у" - 2ху 1 - 2у • 
y(l1 = 3.718. 

у'( о) -у( о' "' о' 

(") 

(z) 

(:1) 

Resenje. Izabracemo korak h = о.25 sto znaci de 6emo ra­
cunati vrednosti yi = y(xi) u taekame х1 .. о.25, 

х2 = о.5, х3 = о.75. 

Koriвteci aproksimacione formule za prvi i drugi izvod 
( videti zadatak 14.\ imamo ovaj niz jednacina: 

у2-2У1+Уо у2 - Уо 
- 2у1 = -4 о.25, 

о.252 
2 1о.25 . 

2. о.25 

у~-2у2+ђ 
- 2 

у~ - у1 - 2у2 "' - 4 о.5, 
о.252 

о.5 . 
2 . о.25 

у4-2уБ ... у2 
- 2 

у4 - у2 
-4 о.75. . о.75 - 2у3 . 

о.25 2 • о. 25 

Iz prvog grвn~cnog us1ova imam(\ у0-у6 = о. Kako је ovaj 
granicni proЫem ва granicnim uв1ovima oЬlika 

ау(Х0 \ + bytx0 ) " А; a1y(xn) + Ь1у( Xn) = В; ( х0 i ~ 

вu redom pocetna i krajnja tacka) • to ве onda koriвte 
aproksimacione formu1e za ykx

0
\ = у~ i у1(~\ = у~: 

-у2+4У1-3Уо. 3yn-4Yn-1""Yn 
У~ • 2h Yri = --~~2~h~~~ 

U nasem s1ucaju ·је а • 1; ь = -1; А = о; а1 
В = 3.718. Otuda postav1jamo jednacinu: 
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(4) у0 - (-у2+4у1-3у0)/(2. о.25) =о. 

3у -4у +У 
Formulu у~ = n 2hn-l n nema potrebe da koristimo, jer 

se u drugom'granicnom uslovu date jednacine ne pojavlju­
je у1(1\ • 

Sredjivanjem, dobija se ovaj sistem 1inearnih. jednaeina: 

17у0 - 34у1 +15у2 = -1, 

18у1 - 34у2 + 14у3 = -2, 

19у2 - 34у3 + 13у4 = -3, 

7у0 - 8ђ- 2у2 = о. 

Primetimo da је у4 = 3.718 (drugi granicni us1ov). Rese­

nja su у0 = о.9889; у1 = 1.3118: у2 = 1.7859; у3 = 2.5о77. 

Parci.ialne diferenci,jalne ,jednacine 

17. Naci priЬlizno resenje parcija1ne diferencijalne jednacine 

С> 2ц э"и 
--+--о, 

\ d'< 2 ?~Z - 2 2 2 2 
koja na krugu х + у • 16, zadovo1java us1ov u(x,yl = х у • 

Resenje. Zadatak 6emo resiti metodom mreza. 

Nad datom оЬlаВ6u G konstruise ве kvadratna щre­
za ва korakom h. Tada za Lap1aвovu jednacinu 

()\,( ;::>'-ц • Ь1' " " . k . t. k t 
~ + ~ s о za prl l~no re~enJe orls l re uren na 

formula u(x,y\= ~ u(x-h,y\+ u(x+h,y\+u(x,y+h'+ u(x,y-hj\) 

1 ) ili u drugom oЬliku uij = 4lui-l,j+ u1+1 ,j+ ui,j+l+ ui,j-1 > 

ui,j = u(x1 ,yj\' gde su tacke М(х1 ,у1 \ cvorovi mreze. 

Onda iz navedene rekurentne formule i granicnog us1ova 
odredjujemo sistem linearnih a1gebarskih jednacinst cije 
resenje jeste i priЬlizno resenje odgovarajuce parcijalne 
jednaCine. 
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U naВem a1ucaju data оЬlавt G је odredjena krцl:',om К: 
2 2 . 2 2 

~х +у 16, а granicni uв1ov је U(x,yj К= х у 

u(x,y)j к .. х?-1 znaei Hnjenicu м(х,у)ЕК""' U(X,y) .. 

Posto је resenje simetriCno (videti zadatak 14_.) 1 to cemo 
posmatrati aamo cetvrtinu kruga u prvom kvadrantu. Zbog 
simetricnosti funkcije u(x,y) vazi6e: 

(1) u(x,y) а u(x,-y) .. u(-x,y) • u(-x,-y) = u(y,x). 

1° Izaberimo mrezu ва korakom h = 2 (s1. 1) • Cvorovi 
mreze (u prvom kvadrantu) su tacke ва koordinatama 
(о,о), (о,2) , (о,4), (2,о), (2,2), (2,4), (4,о), (4 9 2) • 

(0,2) 

(М) 

r 
: ~(l,Vtl) 

.. 4• . ' 

Uzimamo da је u12 • u(x1 ,y2\ • 

= u(2 94\ Ё u(N) а u(2, ~) • 

.. 22 ( Jl2 )2 ,. 48 i slicno 

u21 • u(4,2) а u(M) • 48. Ocig1ed­

no је u
0

, 2:u(C) u(o,4) • о, 

u2 ,
0 

= u(C1 ) .. о i u
0

, 1 .. u(o,2)"' 

(.-1,•) (О,о) (2,0) С( ~.о) \( 

,. u(2,o) .. u1 ,
0

• 

(2) 

~1.. 1. 

Postavimo sada ostale jednaeine: 

u1,o = (uo,o + u2,o + u1,1 

ul,l (uo,1 + u2,1 + u1,o 

+ u1,-1)/ 4, 

+ u1,2) /4 

Oznacimo а • u0 , 0 j Ь = u0 ; 1 ; с = u1 , 1 • Tada zbog us1ova 
(1) vв.Zi 

u_1 о • uo -1' с а ul 1 = u1 1" . ' ' ' ,-
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Otuda se sistem (2) redukuje na: 

а • t 4Ь, Ь = (а+2Ь+о)/4, с .• (2Ь+48+48)/4. 

Reienja navedenog sistema su а • 24; Ь = 24; с • 36. 

2° Ako Ьismo ze1eli vise vrednosti funkcije u(x,y) ' onda 
ве izabere gusca mreza ва korakom, naprimer, h = 1 

. (videti s1.2). Prema s1.2 је U(A) .. u(A) ;.· 15, 
1 

u(B) • u(B) & 48, u(C) • 63. 

Slicno kao malopre, uvodeci analogne oznake, postav1jamo 
вistem 1inearnih jednacina 

е • (о+36+48+24)/4, 

Ь • ( e+Et+o+24) /4, 

d .. (е+с+24+361/4, 

t • (48+е+63+36)/4, 

с • (24+24+24+36)/4, 

8. в (24+24+С+С)/4. 

Resavanjem, dobija se а • 26; Ь • 2о; с • 27; d • 28; 
е .. 27; t .. 44. 

Primetimo da smo u ovom s1ucaju koristi1i vrednosti doЫ­
jene u ;Ј.0 • 

у 

о 
д' 

а 2.4 
~~-. l.. 
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