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Dragan TRIFUNOVIC

DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOGA REDA

Heka Je y mepoznata funkcija nezavisno promenljive x, a y°
njen izvod po x, onda se JednaCina

B(x,y,7") = 0O, (1
gde je F(x,7,¥") izvesna funkcija od x, y i y’ zove diferencijal-

na jednadina (DFJ) prvoga reda. DRI (1) moZe biti u razliditin
oblicima, na primer,

¥ o= I(x,7) 3 f(x,y)dx - dy - dy = O .

Svake funkcija y = ¥ (x) definisana i diferencijabilna u
intervalu (a,b), koja igentilki zadovoljava jednmadimu (1) ¥xe(a,b)
tj. [F x,\&(x),\e'(x)] = 0, Y x€(a,d) zove se refenje jednaline
1.

Napigimo jednadinu 1 wu obliku

¥ = £(%,7)s (2)
koja moZe imati beskonadno mnogo refenja. Sve reSenja ‘sa izves~
nim izuzetkom mogu se izraziti jednom formulom Y(x,y.,¢). = 0, ko-
ja sadr?fi proizvoljmu konstantu C i koja predstavlja opfSti inte-
gral DFJ (2). ‘

* Funkcija
¥ = (x,0) » R ¢)

S

neprekidno diferencijabilna po x i neprekidna po proizvoljnoj kon-
stanti C, predstavljaée opfte refenje jednadine (2) u oblasti D
promenijivih x i y, ako jednadina (3) odredjuje vrednost konstan-
te C za svaki par (x,y)€D, tj. C = W (x,y) i ako zamena wvrednosti
C u jednadini F* = @, (x,C) dovodi do DFJ (2) u oblasti D, tj.
7= R [x WLy = £ (xT).



Re§enjé, odnosno integral DFJ (2), dobijeno iz opSteg rede-
nja, dajuéi proizvoljnoj konstanti C odredjenu brojnu vrednost,
ukljudujuéi tu ponekad i ¥ =o zove se partikularno reéegjé, od-
nosno partikularni integral jednadine (2). Geometrijski, parti-
kularni integral DFJ (2) predstavlja integralnu krivu, sadrianu
u familiji integralnih krivih, datih njenim op8tim integralom.

" Kada je data neka DPJ, postavljaju se dva osnovna pitanja:
prvo, da 1i ona uopite ima redenja; drugo, ako ima resSenja kakva
su i koja su. Neéemo se upustati u razmatranje tih opstih pita-
nja, veé samo izneti nekoliko prostijih DFJ prvog reda, koje se
mogu lako rediti, u prvom redu ‘pomoéu integriranja (refavanje
kvadraturama).

Rastavljanje promenljivih. Ako se DFJ (2) mofe svesti na:ob—
lik

Y(F)ay = v (x)ax . @)
ka%e se da su promenljive rastavljene, te Je opiti integral

Je@ay = [wx)dx + ©

Homogena jednadipna. DFJ oblika

i

zove Be homogena &iji je stepen homogeniteta nula. Za re3avanje
ove DFJ koristi se smena y = u(x)x gde je u(x) nova nepoznata
funkcija. Iz smene imamo da Jje

%% = X %% + 0,

te jedna&ina (5) postaje dx du

% = Ttarou * gde su promenljive raz-

dvojene, te Jje
du

x=CC fu)-u

gde se, posle integracije, treba smenom y = ux vratiti na prvobit-
nu funkciju y.
Ha homogenu Jednalinu moZe se svesti i jednadina oblika:

%% * "f (::xﬂb% 2 T (6)
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gde su: a,b,c,al, bl’ Cl konstante, Da bl se ova Jednsalina svela
na homogenn Jednadinun, treba izvriiti smemn

x=X 4ol 3 F=T 4+ (75
gde su «{ 1 A za sad neodredjene konstante. Yednaina (6) posle
smene postajs

AT . (eX + DY + 8ol +b A4+ C >
834 + Dyl + 8y o/+ by B4 /7

Ako se konstante (i / izaberu tako, da je
acl+bHl+CwO
alg +b1ﬁ +C31-0

(8)

onda gornja Jednadina postaje homogens.

\%‘I(ﬂ+b1>
alx + blY

za koju smo videli kako se integrali. Sistem (8) imate refienja,
ako Jje

a b l p
O L]
8 b

Ako Je, pak, ova determinanta Jednaka mnuli, tj. ako je

a . b .
ay bl

tada jednadina (6) postaje

ay | t[k(alx + D7) + ¢

s :] koja se integrali smenom
dx a;x + bly + ¢

d . ¥
u= 83X + by H% = a; + by %% ‘i ova jednadina postaje

1 du_ % ol + c)
5 & T F u o+ ey

gde se promenljive mogu razdvojiti.

Linearna jednalina. DFJ linearna,po nepoznatoj funkeiji i
njenom izvodu, zove se linearna jednadina. To je jedna&ima obli-

-3



%‘-t« tx)y +¥%x) = 0 (9)

gde su £(x) i¥(x) funkcije nezavisno promenljive x.

Ima viSe metoda za integraciju linearne jednaline. Veoma Se~
-8to koristi se direktan obrazac za op3ti integral jednadine (9):

—ﬂ(x)dx § $e0dx
7 - (c - fewe dx> (9

Metoda varijacije konstante sastoji se u sledeéem, Prvo se
resi homogeni deo jednadine (9) y* + £(X)y = O gde se promen-
" ljive razdvajaju i &ije je opSte reSenje

..fo)d,x ‘
y=C@ ' 10)

_ Zatim se pokufa da (10) bude refenje i o0d (9), ali dopus-
tajuéi da je C =« C(x), tj. da Je C funkcija od x.
Iz (10) imamo da: je

-ffeodx S foodx
%%-%%Q - Cfe

Uvrstimo 1i taj izraz i (10) u (9) nalazimo da ta jednadina
(9) daje

{400 dx '
C = Gy -j\e(x) e dx, gde je C, kohstanta.

Zgmenom u (10) dobijamo op&ti integral linearne jednaline(9)
u navedenom obliku (9%).

Linearna jednalina (9) moZe se integraliti
¥y = ulx) V(x) , (11
te DRJ (9) postaje u % + [t(x’)u + %] V +¥€x)y=0.

Odredimo funkciju u tako da bude
-[foodx
%% + f(xyu = O, odakle Je u = €
Posle ovoga dobija se funkecija V iz jednaline u % +9¥(x) = 0
i dobija se



- {f00dx
Vnnju, ¥ {x) dx +Cn-—j Yi{x)+ C.

Zamenom izraza za funkcije u(x) i1 V(@ u (11) dobijamo ob-
razac (9%),

Bernulijeva jednalina. DFJ oblika y'+Z(x)y+¥ (0 y° = 0,
gde je 8 ¥ On s ¥ 1 naziva se Bernulijevom DPJ prvog reda, MoZe
se svestl na linearnu Jedna&inu. Badi toga podelifemo Jedpadimm
8
8a y

?1’!(1‘);3%-1-4-“6(:)-0 s

i staviéemo —%:1- = 2 , ti. yl'a, = %,
¥

Onda je (1 - 8)y %y = 2, tJ. -%:- = -1-5-- pa Bermulijeva jednadi-
¥y -8

pa postaje z® + (l=-8)2(x)s « (1-8) ¥(x) = 0, tj. linearns. Kad se
iz ove nadje z, dobide se y iz yl"“ =2 .

ZADACI

1. Data je funkcija y, = x"e ~, gde Je n€N, Pokazati da ova
funkcija zadovoljava DFJ x (%% + y) ny .
Redenje. Vidi se da Je x(;yi +¥;) = ny;. Kako Je
¥ = P leX . P g -x = -2-71 - ¥, » to zamenom

u DFJ nalazimo da Je ny; = 0y, $ime je dokazano da fumkecija
’yl zadovoljava datu DFJ. '

2. Odrediti neprekidnu funkciju f(x) koja zadovoljava uslov

X
th(t)dt - X2 + £(x).
(4
Uputstvo. Posle diferenciran;ja po x dobija se
f’(x) - X£(X) = - 2x . Funkeija f(x) ima oblik:
x° - 2exp (x /2) + 2

3, Data je DFJ y* + 2y = 3y5 Faéi onu integralmu krivu date DFJ,
koja prolazi kroz tasku A(0,1).



4.

BeSenje. Data DFJ razdyaja promenljive. Medjutim, ovde éemo
pokazati njemu integraciju pribvatajudi Bernulijev
oblik. Imamo da je '

{ an
13 + 22 =3 - 8to smenom postaje (2 = ¥ 2) § B = Uy w =6,
¥y ¥

Kako ‘je opSte reSenje homogenog dela ove jednadine z = G eux

1
4% dcl

-t0 varijacijom konstante imamo T e4x + 4Cle4x, B8to po-

sle smene u DFJ daje Cl = C + % o s te je opiti integral

2 2
date DFJ y° = =Sy
34+ 20>

Eako su poletni uslovi y(0) = 1, to nalazimo da Jje C = =1/2,
te integralna kriva koja prolazi kroz tadku A(0,1) glasi:

P a2

30"

Naéi krivu liniju kod koje tangenta u svakoj tadki sede na
ordinatnoj osi odsedak proporcionalan kvadratu apscise. Me-

dju ovakvim krivim linijama odrediti omu koja za x = O ima eks-
tremum,

5.

Refenje. Iz uslova zadatka n = kx2 nalazimo da DFJ. glasi
. 7' -4 7= - kx . Opiti integral ove DFJ ima oblik

y= Cx - kxz 3 C=integracions konstanta., EKako je y* = C -~

=2kx = O , to za uslov'x = O imamo da je C = O, te je

y“"’kxza

Smenom y = u(x)V(x) rediti linearnu DFJ y' + 3xy = 6x .

Regenje. Kako je ¥y = uv, to je y* = u’v + uv' , te DFJ posta-

2

Uvodimo da Je %% + 3xu = 0 , te Je ux) = e . 1z

Je uv® + (u* + 3xu)V = 6%,

2
x
DFT u %% = 6x nalazimo funkeiju V(x, Vx)= C + Beé

te Jje opsti integral date linearne DFJ.

- 2
Y o= u(x)Vﬁx) = @ - g xz(c + 5;% xa)- 2+ C e g‘x B
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6. Data je funkcija y = ke, gde je k konstanta. Odrediti k
tako da data funkcija zadovoljava uslov 7* + 4y = 5&2’[,
e zatim rediti owu Jednadinu,
Refenje., Ksko Jje y = keax A 2kozx to smenom u DFJ
nalazimo da je k = 1/2. Za redenje date DFJ uvodi-
1 e2x

mo smemu y = y; Y z =% + 2 5, te imamo da Je

yi+z,’+4y1+1&5-3e21,od.aklejez’+4z-0.3’ako;;e

iz ove DFJ z = e *X | to opiti integral date DFJ je
T o= % 621 + @ -hx .
7. Re3iti DFJ y' + A,y = Aae” *; A,,a,A= const. metodom

varijacije konstante. Specijalno odrediti ono refenje DFJ
koje za x = O ima vrednost b )

Redenje. Opsti integral homogene Jednaline y° +')\,y = 0, gla-

LT

8L y = Cla_ « Varijacijom konstante Cl nalazimo
'Aa (1"))"
da je 01 = C + 72 ¢ ) te opiti integral date DFJ
A

S Ax
glasi y=Ce ' + {;‘:‘% e Za uslove y(0) = ¥, nalazimo

da je integraciona konstanta C = Jo = %‘?—) > te je partiku-

-141 XCL —lx . 1‘ X
larno refenje y = T, © + 7«4-2(6 - € .
8. Naéi kriva liniju kod koje Jje odstojanje svake taike od po-
Setka koordinatnog sistema Jednako odsedku kojl tangenta u
toj tadkil €ini na ordinatmoj osi.

ReSenje. Prema uslovu zadatka nalazimo da- je DFJ

Xy? =y - x° + 32 s te je opdta integralna kriva

2

u parametarskom obliku y = xu ; w+ 1+~ = Cx .

9. Odrediti parametar k da fimkci;ja y = £ bude partikularno re-
fenje diferencijalne jednadine (DFJ) 6x2y" + 5xy? « 2y =0 .

ReZenje. Kako je y = y; = = partikularno reﬁenjé, to je

6x°y} + 5xy] - 2y, = 0 , odakle se dobija 6k>-k-2«0,

7



#

te je k = 2/3 i k= = 1/2. Pokazati da se uopStena DEJ

nxzyi: + (n=-1) xy]’_ - (n"‘*)yl." 0 uvek avodi na jedpadinu ob-

like 0k - k - (n-4) = 0 za Ynel i n»5.

10. Naéi onu primitivmu funkeiju funkcije £(x) = €* ! koja pro-
lazi kroz tadku(l,0).

Reéege. Akxo primitivou funkciju obeleZimo sa F(x), tada Je
po definiciji P (x) = f(x, te je

x-1

Fx) -ff(x)dx + 0y odposno F(x) = e + G, ¢ = const.

Kako je F(l) = O, to je C = ~1 i primitivna funkcija glasi
F(x) = 6L -1,

11. Neka Je y = ax® modélt;duéa funkcija Jjedne prirodne pojave,
gde su a'i 8 proizvoljni parametri. Pokazati da odgovaraju-
éa - DFJ te pojeve ima oblik :
G Ty Ty - P = 0.
ReBenje. Iz gistems jedpadina: y = ax® F A asxg"l;
¥ = as (s-1) x52
bija se DFJ (w).

eliminacijom parametare a i s do-

12, Naéi DFJ &iji je opiti integral y = Ce (™,

Befenje.Postupiti kao u prethodnom zadatku. Imsmo da Je
DPT @ 3 - y¥@ = 0,

13. Metodom razdvajanja promenljivih rediti DFJ y*|x + y = a ;
pritom a €H.

Regenje. Iz date jeén?_éine nalazimo % = y odakle jJe
~2%

y=8a+0CC€

i

14. Hebodom razdvajanja promenljivih rediti DRJ xy’sy (l+xcosx).
Beferis. v = CxeSinx

15. Rediti I¥J zy'inx - ylny = O .
HeSenje, Postupak Je sledeéi: gr. %lg H —%Y—- .
2 nx ! yIny © Xnx *

8




16.

l?n

18,

gde

in{lny) = 1n(lox) + 1nC , lay = Clox ;

y =%, (c - integraciona konstanta).

Regiti DFJ (l+x2)y’ =1 + yz.
dy dx

ReZfenje. Iz jednadine Je 5 = 5 ildi
1 +73 1+ x
arct@y = arctgx + C , odakle je y ={(tg arctgx + C), te je
x + C1
opite resfenje ¥ = e G, = tge (integraciona kons®),
1 - Cix
1

Naéi ono reZenje DFJ yy® = 2x koje prolazi kroz tadku M(1,1).

Regenje. Razdvajanjem promenljivih nslazimo opdte refenje:
ydy = 2xdx 3 = 2x2 + C , Kako y() = 1, to jJe
C = -1 te partikularmno refenje glasi y2 = 2x2 -1 .

Data je DFJ %% = E«niizi—ézyz gde je A paramebtar. Inte-
.

==

gralne krive ove DFJ ¢&ine familiju sa dva parametra: a i C,

Jje C integraciona konstanta. Odrediti onu od integralnih kri-

vih koja je algebarska i ima za asimptotu pravu y = O,

19.

20.

v 1 1
BeSenije. y = = - E%I - TE:E? N

Re¥iti DFJ x(1-x")y® + [(1+a)x° - a] y = O gde je a€ R.
iy _ . (1+a) x°-a

ReZenje. Kako je dx to je
Zesenje d ¥ \ X( 1 X2) ] J
2
lny = 1nC - J-(l-a3x _— dx, odnogno y = C x* %2 1.
(1 = x%)

Haéi partikularno redenje DFJ By’(xz—l)- 2xy = 0 za podet-
ne uslove y(3) = 2,

ReSenje. Opite reSenje dobija se sledeéim postupkom:
2%1 = g%—; dx 3 3oy = !n(x2-1)+ €ncC 3 y5 = c(x2 - 1)
K -

Za uslov ¥(3) = 2 imamo da je 22 - 0(32 =1), te jJe C =14
partikularno ref ~je glasi = x2 -1 .



2l. Kb.ja funkcija ima osobinu, da je ¥ x€R : y! = y?
Refenje. y = £(x) = C e~ 3 C.= integraciona konst.

22. Refiti sledede DFJ:
x e
o/ 5 = EYT).;_ b/ 7%+ xy+ y(y + xy) =0
2 2

e/ xy* - ylny = 0 3 4/ 2yxy? = 1 + x° .

Redenje. a/y?-%x3+x2+c;...

23, Naéi opsti i partikularni integral slededih DFJ kod ko;jlh su
“dati podetni uslovi ¢
a/ 2{xdy = yidx , za y@&) = 1,
b/ xydx + Jl - x°dy = 0, za y(0) = 1.
e/ e(y +1) =1, za y(J/2) = 1n2 .
4/ y'enix = yloy , za y (7/2)= 1.
ReSenje. Na primer ¢/ Opdti integral dobija se na sledeéi

na&in:
g ot . oy 4y
o7 ! 1-e7

1nC - 1n(i-e¥) = x , y=1n(1 = Ce ¥).

T
. - X
Partikularpi integral glesi y = ln(l -8 >

24, Odrediti funkciju y = y(x) koja zadovoljava uslove
E=-y=3y5; v =~-1.
ReSenje. Kako se data jednalins moZfe napisati i u obliku

(1 - i\) ¥y o= % , to smenom y = xu(x) ona postaje

-1/u
(1-u) dx
——z-—d,u--- odnosno u = —= @ .
u x i cx

Odavde je op&te refenje date DFJ y = %— o VT,
Iz datog uslova mlaﬁo da je C = - @& te traZena funkeija
ima oblik y = -'e¢ 9 .
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25-

26,

27»

28.

29.

Rediti sledeés homogene DFJ :
a/ y’-;?—'? ; b/ 3t = L2
..y‘? £ - 3

e/ xy’2-—‘2;yy’+x-0

Befenie. a/::2+y2-c;y-01;7-0;
2

b/xy3-x5y-0; e/ 203'-12+C iy=Zax,

Reditl sledeéu DFJ: x + v + (y=x)¥* = O,

Redenje. Kako Je data DFJ homogenog oblika y' = i+ /x s
1 - 3/x

to smenom ¥ = xu x ona postaje xu’ = 1+ u . Ddavde Je
1=

arctgu = lanJ1+u2 s te Je opBte refenje y = rtg(lnc\/xz+y2>.

Reditl homogene DFJ 12 >
a/m',.-\/xq-yi; b/ oy = A
e/ xy* = sz + y2 .

Refenje. Na primer b/ Smenom y = xu(x) Jednadina se svodi
na DFJ, koja razdvaja promenl jive xu? = "1'6 s. e Je

u‘2 = 21nCX, odnosno y2 = 2x21an.

Proveriti opiBte integrale sledeéih homogenih DFJ
a/xy’-—y-Jx2+y2-'O 5 20y-x2-02

b/ xyy’-—y2 = (x+y)2e -7/x 3 (x+y)1nCx = xe y/x_
c/x—ycos¥+xy’cos§-0; sin%:lnf—c.

d/1+ex/y+eX/y<l-§>y’-0; x+yeX/y-C.

o/ X(F-0)7' - ¥° = 0 ; ¥ =C exp (%) .
£/ xy* = y(1+lny - 1ox) ; ¥ = xexp(Cx).
ReSiti sledeéu homogenu DFJ y* = = & I
' ‘ 3% 4+ 4y + 1

ReSenje. 2Za smenu X = X +o{ 1 y = Y +4 imamo da Je

11



30,

31.

32

33.

ax X+ 3+ 2+ 3 B4l
ax X + 4Y +. 3L+ 48 %]

Da bi ova DFJ bila homogena, potrebno je i dovoljmo da Je

24 + 3241 =20 3 + 48 +1 a0 , 0dakle imamo da je
o{sl i pB= -1, Poslednja DFJ postaje

K2+ 3 ko e staviu = ¥/X, biée Y* = usXu®, te je
dx 3 o+ 4% ‘

2
Xut = - 2 -]'—*'-2‘-1:-2‘—“-.Odavdejel+3u+2u2aC/X2.Akoae
3+4n !
vratimo na stare promenljive I/X = uj x = X + 1 y = ¥ = 1,
imgmo da Je 12 + B3XY -+ 21‘2 - C , odnosno -

(:w.—l)2 + 3(x=1)(y+1)+ 2(y+1)2 s C , tJ. 13+5xy+2y2-x+y = C,

Odrediti opite reSenje DFJ: 3y - 7x + 7 = (3x-7y-3)y°.

Relenje. Posfupiti kao u prethodnom zadatku. Ovde Je ol =1 1
/= 0, a opBti integral ( ;y\'-x+l)‘2(;y+x-l)5 = const.

Rediti DRJI: (2x + 4y + 3)y® = x4 2y + 1.

Refenje. Kako su ovde odgovarajuéi koeficijenti proporeio-
nalni 2 ¢ 1 = 4.2 2, to za smenu sve jednaline u-
vodimo uw = x + 2y, te onm postaje

u? = g—u—-—t—? ° (u' ® 1 + 2y’). Oda.vda ja
u o+ '

%u+%1ni4u+5!-x+c, 3. l+x+8y+5-K04x_87,

gde je K integraciona konstanta.

Dokazati da DFJ (x + 2y + 1)y" = 2x + 4¥y + 3 ima za opBti
integral

o107 - 20x

=C (5% + 10 a + 7)2, gde je C integraciona kon-
gtanta. i

a x -y~ 1\2
Dokazati da DFJ a-JZ[ =) imza opBti integral

8y - 2x - la(e-y)+ 9ln(x-y+2) = C.

12




34, Pod kojim uslovom Bernulijeva DFJ y*+f(x)y +f(x}y8 = 0
postaje linearns DFJ 1 DFJ koJja razdvaja promend jive?

HeSende. s = O, DFJ Je linearna ;
8 = 1, DFJ razdvaja promenljive.

35, Primenom obrasca resditi sledeéu linearnu DPJ
Iy’-y+lnx-0.
1 1nx

Refenje. Za Jjednadinu ¥y’ - Sy - O imamo direktno

| Yo YL g%
da je opiti integral ¥y = @ (C ~Jh-;*- ¢ dx> ,

odnosno yF = 1 + ¢x + 1nx .,

36. Pokazati da DFJ y* + ycosx - sinxcosx = O ima opsti integral

-ginx

¥ = Ce + sinx - 1 .

37. Proveriti opSte integrale sledeéih DFJ:
a/ y' = =yt - cOBX + 1 = O ; y = sinx + Ctg~§ .

3inx
b/ (l-xe)y’ + 2Xy - 4x = O y= 2+ C(l—x?).
e/ 3~ (x+y5ey)y’ = 0 ; x = y(yDe + Cy .
4/ y° + ytgx - sindx = 0 ; y = Ccosx - 2cos°x.

Literatura

(1] M,P.US6umlié - P.M. Mili&id Zbirka zadatsks iz viSe mate-~
matike I, Beograd, 1963
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ke zbirke zadetaka sa refenji-
ma, Beograd, 1967.
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Zoran SAMI

LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE VISEG REDA

Jednadina ycn)+al(x)y(n’l)+a2(x)y‘n’2)+...+anwl(x)y’+

+ an(xiy = f(x) )

Jeste linearna diferencijalna jedna&ina n-tog reda. Jednadinu(l)
zoveno homogenom ako .je f£(x) = 0 a nehomogenom ako je f£(x)#0.

Op8te refenje jednadine (1) dato je sa

Y=3+ 7, (2)
gde Je y opite refenje pripadne homogene  jednadine '
y(n)+a1(x)y(n°n +a2(x)ycn'2)+...+anrl(x)y’+an(x)y:O, (3)

a y, partikularno redenje jednadine 1 .
" Op3te resSenje homogene Jjednadine (3) dato je sa
y = Olyif02y2+...+0nyh, (%)
gde su y;, i=1,2,...n; partikularna linearno nezavisna refenja
jednagine (3), a Cy, i=1,2,...n, proizvoljne konstante.

Nehomogenu jednadinu (1) moZemo uvek re3iti ako znamo da
refimo pripadnu homogenu jednalinu (3). Ovu, opet, u opstem slu-
daju ne moZemo da relimo. '

Ako su u jednalini (3) (ili (1) koeficijenti ai(x), i=1,2,..
.»n konstante, takvu.jednadinu zovemo linearnom homogenom (ili
nehomogenom) diferencijalnom jednadinom’ sa konstantnim koefici-
Jjentima,

15



Heka je y @) +ayy @-1) +8, ®-2),,. o4,y @) .o | (5)

linearna diferencijalna jednalina sa konstantnim koeficijentima.
Jednadini (5) pridru¥imo algebarsiku jednadinu

)f’+a;L )n°1+a2 An"2+. cotly = 0, (6)

tzv. karakteristinu jednadinu jedna&ine (5). Zavisno od toga ka-
kvi su koreni jednadine (6), razlikujemo vile sludajeva.

10

Svi koreni }y, Apsecedy Jednaline (6) su realni i medju~
sobno razliliti. Tada su '
, AnX
Iy = @Mx5 T '@lzx' cee Jpn % e @)
n linearno nezavisnib partikularnih reSenja diferencijal-

ne jednaéine (5). Samim tim imsmo prema (4) i op3te rese-
nje diferencijalne jednadine (5).

Svi koreni jednadine (6) razliditi su, ali medju njima
ims i kompleksnih. Realnim korenima odgovaraju resenja
kao u (7). Ako je 7\1,2 = o(ii/b par konjugovano kompleksnih
korena “jednaline (6), tada su

¥ o= ox cos/Hx; To A sinfdx 8)
partikularna reéenjé diferencijalne jednadine (5).

Jednalina (6)ima i viSestrukih korena. Ako Je Ay realni
k-tostruki koren jednadine (6), tada su

2 Y1
7= S pexe Ny yee Mg M T (9)
k partikularnib regfenja diferencijalne jednaline (5). Ta-
kodje, ako Je 11,2 = o ¥i » par k-tostrukih konjugovano

kompleksnih korena jednadine (6), tada su
yla@"(xccs/bx; Io= 2% *sinpx; Tz=x e**¢os ﬁx,;

Ty=% Z"(xain/a p SRR ygkwl-xk'l ¢%Feos A x;

Top = =1 z”‘xsinﬁx @)

2k partikularnih reSenja diferencijalne jednaiine (5).

U specijalnom sludaju za n=2, tj. u slulaju diferencijalne
jednaline

y'rayyi+asy = O (11
pripadna karakteristilna jednalina glasi
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)\2+a1 A+ay = O, 12

Tada za )*1’2 € R, hl" 22, partikularna redenja su ¥y o=
A
= g

y Tp = ZA’“X; za 7‘1 = Xae B, partikularns redenja su

A
7, = ¢C X g = x{’,h‘x; z8 7\1,2 = ol 213, partikularna refenje
su ¥, = @(‘xcoa/ax; 7, = e,"(*xain/e)x.

Oplite refenje dobijamo prema (4) sa

7= Cy3y + Co7; 13
Za nehomogenu jednadimu sa konstantnim koeficijentima
:y“+aly' + a5y = £(x

)
treba prems (2) odrediti partikularno relenje ¥, da bi pomoéu

njega nafli opdte. To je mogude ako Je funkciJa f(x) specijalnog
oblika.

1° Ako je £(x) = P(me** (P(x)-polinom) i o nije koren pri-
padne karakteristiéne Jednadine, tada Je
7, = ¢ e, @s)

gde je Q(x) polinom istog stepena kao i P(x) i &ije ko-

eficijente odredjujemo iz uslova da ¥, bude refenje jed-
naéine (14).

2° Ako Je f(x) = P(x)€°<x i jeste k-tostruki koren karak-
teristidne jednaline, tada je

T, = T Q). (16)

3° Axo je f£(x) = e** [A(x) cosBx + B(x) sin,/bx] , gle Je
stepen bar jednog od polinoma A(x) i B(x) Jjednak m,
ao i/ nisu koreni karakteristifne jednadine, tada je

Y =g** [I(x)cos/bx + B(x) sin/jx] s, (17)
gde su A(x) i B(x) polinonmi stepena ne veéeg od m.”
4° sxo Je £(x) = et [A(x)cos/ax + B(xy 'singx| , gde je
stepen bar jednog od polinoma A(x) i-B(x) Jjednak m, a

e iiﬂ jeste k-tostruki koren karakteristiépne jednadine,
tada Je

Y, = xké"x [I(x) cos/5x+'5(x) sinj x] » (18)
gde su A(x) i B(x) polinomi stepena ne veleg od m.
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* Jednadinu (14) moZemo refiti metodom varijacije konstanata,
bez obzira na oblik funkcije f(x), Eak nije vaZno da 1li su ko-
eficijenti 3 i as konstante, ukoliko poznajemo dva linearno ne-
zavisna,  partikularna refenja 7y i ) pripadne homogene jednaéi-
ne. Opste redenje jednadine (14) je

ReSenjem sistema
. ]
Ci M7y + Ca(® ¥y = 0, - (20)

9 9
Cl(x)yi + Cz(x)y2 = £(x)

dobija se
? ?
Cy (x)= Dl(x); Ch(x) = Dy(X) (21)
pa se integraljenjem
¢y (%) =le (xdx;  Cy(x) =JD2(x)dx (22)

odredjuju funkcije Cl(x) i Cy(x), koje se zamenjuju u (19).

Ako Jje N partikularno reSenje diferencijalne jednadine

_ 7"+ 8 OF + ay(x)y = 0, (23)
tada Jje \
- Ja,(xydx
(4
To=N | T (24)
Y1

takodje partikularno refenje Jednaéine‘(B}); i pri tom su 1 i
¥, linearno nezavisna refenja.

3.1. ReZiti diferencijalnu jednadinu 3" ~ 5y* + 4y = O.

Refenje. Karakteristidna jednalins date homogene linearne
diferencijalne jednaéine Jeste

32 - 51% &= 0. (1)
Iz (1) sledi Xl = 1% 12 = 4, pa su
7= 5 oy, 2)

dve partikularns linearno nezavisna reSenje date diferen~
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cijalne jednadine. Iz (2) dobijamo traieno opEte redenje
¥ = C1 e* + 02 Q“x.
3.2. HNadi opite redenje diferencijalne Jednaline
¥y -y - 2y = O,
ReZenie, ¥ = Cl sz + G, ¢ *.

3.3, Data Je diferencijalpa jedna&ina y"™ +y"—1?y’+i§y = 0,

1° Naéi op#ti integral date Jednadine.
» 2° Odrediti omo partikularno (posebno) reSenje, koje za~-
dovol java podetne uslove: y=y'’=sy"=l za x=0,

ReSenje.
1° Imamo: APHE-17)41520 =>(A-1)(A%+2A -15)= 0 =

—)ll'lg ;‘2'3; 7\3"'5 =T = ex; Jo= €3x§ 75‘ Z-sxd@
x 3x ~-5%
= y=Cy ¢7+C, € +G3 A (1)
2° Diferenciranjem jednakosti (1) dobijamo
3720y £¥+30, ¢2%-505 ¢ 2
x 3% -5%
y"-Cl " + 90, 7" + 2503 e ", &)
Iz(1), (2) i (3), uzimajuéi u obzir date poletmne uslove,
dobijamo
Cy + Gy + Cx = 13
Cl + 302 - 503 =1, (Ll.)
Cp + 9C, + 2503 = 1,
‘Befenjem sistema jednalina 4 izlazi C; =13 Cy = Cz = 0,
pa je traZeno partikularno redenje y = ex.
3.4, Data je diferencijalna jednadina

¥ +63"+11y*+6y = O,
1° Naéi op§te reSenje date jednadine.
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3.5

3.6,

3‘70

3.8

2% Odrediti partikularno redenje koje: zadovoljava podetne
uslove: y = 1} y* = =33 y" = 9 za x = O,

Rezultat. 1%y = 0; €* + C, 2% + 0y €%,
20 yo= Q-Bx' ‘

L]

3

ReSiti diferencijalnu jednadinu yIv -.13y" + 36y = O,

Uputstvo. Pripadna karakteristiéna jednalina reSava se sme-
nom l2 = t. Rezultat je:

2 -2 -
yaclgx+022 x+03Q3x+0485x.

Refiti diferencijalnu jednadinu y" - 4y° + 4y = O,
ReSenje. Imamo Yo 4% + 4 = 0= Al = 12 = 2,

Eako je A= 1 dvostruko reSenje karakteristi&ne Jednaline,

to su

I = e Ex; Jo.= xﬁzx

dva partikularna, linearna nezavisna redenja date diferen-
cijalne jednadine, pa Je

2 2 2
y=Cl¢x+02xex-(Gl+Cax)€x

traZeno opi#te relenje.

Naéi opBte refienje diferencijslne jednaline
y" + 6y* + 9y = O,
Rezultat. y = (C; + Cpx) e =%

Odrediti jednalinu krive y = y(x) koja zadovoljava diferen-
cijalnu jednadinu

F - 67" + 12y - 8y = 0

prolazi kroz tadke (0,0) i (1,6,2) i u tadki, &ija je spscisa
x = O, ima tangentu &iJi je koeficijent smera k = 1.

Refenje. Nadjimo prvo skup svih krivih koje zadovoljavaju
datu diferencijalon jednalinu. Drugim redima, na-
djimo opBte reSenje date jednadine. Imamo:
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3.9

X6 X120 -8 = 0 (2-2)° = 0 A = 2, - Ay = 0 =
=Jq = 22}(; Jp = XZ ' 3'-2 2}(
=7 = (Cl+02x+0322)eex. Y

Kako trafena kriva prolazi kroz tadke (0,0) i (1, ¢ 2
to njena aednac1na mora biti zadovoljena za x = 0; vy = 0 i
x=1; 3= 2., pa iz (1) dobijamo

1= 0 (2)

Cl + 02 + C5 = 1, (3)
Koeficijent smera tangente na krive y = y(®- u tadki &ija
Je apscisa Xy Jjeste y?, pa iz uslova zadatka sledi: y*(0)=1.

Dobijamo ¥y = [201+C2+2(CZ+09 x+203x2]<22X =

= 1= 3"(0) = 26, + Cy. )
ReSavanjem sistema jednadina (2), (3) i (4) dobijamo
c e,

1=03=0', 02=1=%>y=x

Data Je diferencijalna jednadina y"'-3y¥+2y = O,

1° Waéi opéte reSenje date jednadine.
2° Odrediti partikularno resenje koje zadovolaava podetne
uslove: y =y? = y" =1 za x.= O,

Rezultat. 1%y = (01+C,x) @™+C5 e~

20 y =2 ex.

3,10, Naéi opsti integral diferencijalne jednadine

vV - ayw o4 330 4 o4y - 4y = O,

ReSenje. Imamo

Aot 3343 224 2-8 = 0= 12( 2242 +4)-(A%4 44 )= 0 =

= (P-1) (=) = 0= =1y Ap=-1i Ag= Ay = 2.
Kako su A=1 i A=-1 jednostruka, a A=2 dvostruko redenje
karakteristidne jednadine, to su

HeeN T e s ey, - xe™

21



detiri partikularna linearno nezavisna reSenja date line-
grne diferencijalne jednadine, pa Jje

7 = Gy &Gy 07+ (C5+0,x) @2
trafeni op3ti integral date jednadine.
- 3.,11. Naéi op8te refenje diferencijalne Jednadine
yIv - 8y" + 16y = 0.
Rezultat. y = (Cp+0,x)e2% +(C5+C4x)6'-2x.

3.12. ReSiti diferencijalnu jednalinu y"+2y’+2y = O.
ReSenje. Imamo 242N 42 = O=> 11=—1+i', ?\2=-l-—i =
- 1= ¢ *cosx; Yos U Fsinx =
>y =0y Q'xcosx-c-cz e *ginx = (Clcosx+023inx)e'x.
3.13, ReZiti diferencijalou jednalinu y" + 4y = O,

Rezultat., ¥y = cos2x + sin2x.

3.14, Odrediti partikularno refenje diferencijalne jednadine
T +8y = 0, koje zagovoljava poletne uslove: y=0j y*= |3}
o= 2 3 za x = O, :

ReZenje. Nadjimo prvo opite reSenje date jednadine. Imamo
X80 = (1+2) (A2-22+4) = 0 = Aj==2} Ay=l+i V33

133146 - 7= e~ex: 7, = ¢ ¥Xeos(¥3x); 75 e*sin(Y3x) =
=7=0 ¢ 2% [Czcca(ﬁx)masin(@xﬂ e*. (1)
Diferenciranjem jednakosti (1) dobijamo
y?=-20; Q“2x+C2 e* [cos(ﬁx)— {Bsin Cf?x}] +
+Cagx[ﬁc08(ﬁx>+sin(ﬁx):} : (2)
y" = 40 €720, % [cos(ﬁx)+ﬁsin(ﬁx) +
+ 205 @X[ﬁcos@—}:x)w sin(ﬁx)] . (3)

Iz (1), (2) i (3), uzimajuéi u obzir date podetne vrednosti,
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imamo Cl+02-0
=20, + G, +J’§c = 3, (6)

40, - 2, + 2J3C5 = 23.
Redavanjem sistema (6) dobijamo C; = Cy = 03 {33 = 1,
Stavljajuéi dobijene vrednosti za Cys Cos 05 u (1), dobija-

mo traZeno reBenje

7= € xain( 3x).

3.15.. Data je diferencijalna jednalina "™ +y"+3°+y = O.

1° Odrediti opSte redenje date jednaine.
2° Waéi partikularno redenje koje zadovoljava podetne uslo-
ve: y=y" = 03 y°* = 1 za x = O,

Rezultat. 1° y = 0y Q“x+02cosx+czsim:; 2° y = sinx.

3.16. ReSiti diferencijalou jednadimu §-'+10y"+9y = O.
Rezultat, y = Clcosx+02sinx+03c053x+04sin3x.

,...\

<3 17ﬁ. Naéi opSte relenje dlferenclaalne jednadine y'"-y = x2-x+l.
"~ ReSenje., Imamo y"-—y = 0 = A -1 = 0 21 o= = ¥1= ex,

Vo= € ¥ y=0¢ *rc,e™E,
Partikularno resenje date diferencijalne jednadine traiZiée-
mo u obliku: y, = Pﬁ(x)zd'x. Kako je u naSem sludaju: o =0

(i pritom « nije koren karakteristidne jedna&’:ine), m= 2, to
dobijamo

y°=ax2+bx+c = ¥ = 28x+b = I = 2a =
2

-

=2a - ( ax2+bx+c) =X+l -axz—bx+(2a—c)

= x°-x+l = -a =1, -b=-l, 2a-c =1= a=-1, b

l’
C ._. _l :y = _x2|x_3
(o] °

Tra¥eno op3te reSenje date linearno nehomogene jednadine
jeste zbir opdteg reSenja pripadne linearne homogene jedna-
¢ine i partikularnog reSenja nehomogene jednadine, tj.

¥=0 e* + Cs * + (—x2+x—5).
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Q.l&f} Naéi opite relenje diferencijalne jednadine
Ry M .
y'+5y%+6y = 3.
Rezultat.

V= % + 0y e=2% ¢, €%,

& 3-1; Naéi posebno reSenje diferencijalne jednaline y"-y = x,
‘‘‘‘‘‘ koje zadovoljava poSetne uslove: y = 1y y°= -1 za x = O.

Rezultat. ¥y = -x + 5 1 (e* . Q"‘x),

( 3 F_’j Re¥iti diferencijalnu jednadinu y"-2y'+y = 4¢*

ReSenje, Imamo y"-2y'+y = O=> AP=22+1 = 0= 7\ =2 o=l =»
-.—;ylaz, y2=xe =-.yy==012 +02x2.

Slobodni &lan, 4 e* date nehomogene linearne diferencijalne
Jjednadine . je oblika: Pm(x)e"‘x, gde je m = -0y o =1 ael Je

koren (dvostruki) karakteristine jednaline. Dakle, parti-
kularno resenje date jednadine traZidéemo u obliku: Vo =
= xg-a Q » Dobijamo

T =ax" ¢¥ = 3y =a ex(2x+x2) = y"uaex(2+4x+x2) =»

=>aex(2+4x+x2)—Eaex(2x+x2) +8.X26x = 4e* =

228 = 4 =a =2 = Yo = 2x28x.

Konadno, traZeno opfte relfenje Je

y = C,e™+C xex+2x29x = (0, +C x+2x2 e*.
1 2 1772

3.21; Odrediti op8ti integral diferencijalne jednaline

e S -y neX,
Uputstvo.

Partikularno resenae traziti u obliku: Vo = axe*. Rezultat

-X
Je: ymc?xe +Cle +02e3 .

‘ 5.,22} Naéi partikularno refenje diferencijalne Jednadine
" o+ Ayt ¢+ b4y = 56“2’[ koje zadovoljava poletne uslove:
ye=y* =028 x= 0,

Rezultat. y = % ¥2e™2X,
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3,25,} Rediti diferencijalnu Jednadimu: y" - y = e*x sinx.

. 2 +
Befenie. Imamo F'"-y = O= A7~1 = O“’”;\l,g = - 1=
= ¥ = o™} Io = e F e ¥ = Clex + Cze'x.
Slobodnl &lan xexsimt, date diferencijalne Jednaline je

oblike: A (X) e&xcospx+Bm(\x) a*xsin,@x, gde je &4 (x) = O

m=1 o= ,4=1, a % i,/4 nisu koreni karakteristi&ne
jednadine. Dakle, partikularno relenje date jednafine tra-
zZimo u obliku: Yo =[(ax+b)cosx+ (cx+d)sinx] o™, Dobijanio
Yo * [(ax+b)cosx+(cx+d)sin%]exny ya = (ax+ex+a+b+ddcosxn +
+ (fax+cx+c+d-b)sinx]exz¢ Yo = [2(cx+a+c+d)cosx +
+ 2(-a—b+c~ax)sinqjexa¢~ 2(cx+a+c+d}cosx+2(~ax-a-b+c)sinxjexu
- [(ax+b)cosx+(cx+d)sinx e* = e¥xsinx :;{KEc-a)x+2a~b+2c+2d]
- COSX+ [(-2&-—0 )x-2a-2b+20—d] sinx = xginx = 2¢-a=0}
2a-b+20+20 = 03 2a=o = 13 -2a-2b+20-d = 0 = a=- g
14
b = = EF; c = = g} 4 = 3% = Ty = %3 [(10x+2)ccsx +
+(5x—14)sinx]ex.-Konaéno,traéeno opite reSenje date dife-
rencijalne jednadine je
y=01ex+029‘x— %3 [2(5x+1)cosx+(5x—l4)sin%}ex.
,'mm\,w
{ 5.%?1 Naéi opSti integral diferencijalne jednadime
R
y' -y + ¥ = -13sigex.

Rezultat. y = 351n2x—2cos2x+é§(clcos ézx+c2sin ig x).

e

3.25}}Re§iti diferencijalnu jednadimu: y"-y=2sinx-4cosx.

N
Uputstvo. Partikularno refenje date diferencijalne jedna-
dine treba traZiti u obliku: y, = acosx+bsinx. Rezultat

je:r y = —sinx+2cosx+clex+02e_x.

e o,
.26§'Re§iti diferencijalnu jednadinu

" - L4y = X [(—4x+4)cosx—(2x+6)sin%].

Uputstvo. Partikularno reSenje date diferencijalne jednadine
treba traziti u obliku: Vo = e* [(ax+b\cosx+(cx+d)sinx «
Rezultat je: y = e (xcosx+sinx)+ Cle2x+02e”2x.

)
{ 3.27. Data je diferencijalna jednadina y"+y = xcosx.
" 10 Nagi opste refenje date Jjednadine.
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2° Odrediti ono partikularno resSenje, koje zadovoljava po-
detne uslove: y = 03 yi = % za x = 0,

Regenje. 1° Imamo y"+y =0 = 2%1 = 0= Ay 5= i =
’ .
= yy = cosxy ¥y, o= siny = ¥y = Clcosx + Czsinx.
Slobodni &lan, xcosx, date jednadine je oblika:
Am(x)ed‘xcosx + Bm(x) e&xsinx, gde je Bm(x)-:O; m=15" o =0,

aol¥i jesu koreni karakteristi¥ne jednadine. Dakle, parti-
kularno refenje date jednaline traZiéemo u obliku:
Vo = x[(ax+b) cosx+ (ex+d) simc]. Dobijamo

yo=x[(ax+b) cosx+{cx+d) sinx] = ¥i= [cxg-r (2a+d) x+b_] COSX +

+ [—axa#(-b+c)x+ﬁd_] sinx = ¥y = [ -ax2+(3c~b)x+2a+2djcosx +

+ [_ch_ (#a+d) x-2b+c:,sinx = -ax2+(30-b)x+2a+2d:}cosx +

+ [—cx2- (4a+d) x—-2b+c] sinx+ (ax2+bx)cosx+ (cx2+dx) sinx =

= xcosx = (3cx+2a+2d)cosx+ (-4ax-2b+c) sinx = Xcosx =
—>3xel; 2a+2d = 03 -2as0; -2bto=0 => a=0; b= %

C = Z 3 8=0=7y, = %(cosm—.?xsinx).

Konadno, opBte reSenje date jednaline Je

¥ = Cycosx + Cysinx + %(cosx+2xsinx). (1)

2° 1z (1) sledi y?=~Cy sinx+C,cosx+ %(cosx+2xsin;:)+

+ -’é(usimc + 2sinx + 2xcosx) 2

Uzimajuéi u obzir podetne uslove, (1) i (2) dobijamo
Cy = 0, G, =0= 7= %(cosx-n?xsinx).

3,28, Naéi opSte redenje diferencijalne jednadine

y'+y = Z2sinx+4xcosx

Rezultat., vy = xzsinx + Clcosx + Césinx.

3.293 Odrediti jednadinu krive koja zadovoljava diferencijalnu
jednadinu y" + 4y = sin2x i u tafki O(o,0) ima tangentu
paralelnu x osi.

Uputstvo. Treba naéi partikularno refenje date diferencijal-
ne jednadine, koJe zadovoljava poletne uslove: y(a>a=0;
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y'(0)= 0. Rezultat je;y = - %xcoa2x + %sinEx,

f B.EQQ Re8iti diferencijalnu jednadinu y"-23'+2y = e xsinx.

Uputstvo. Partikularno redenje date diferencijalne jednpa-
&ine treba traz1t1 u obliku: y ((ax+b)coax+(cx+d}sin%}
Rezultat je: y = Exe (—xcosx+81nx)+e (C cosx+0251nx)

5.31:§Naéi opSte refenje diferencijalne Jjednaline y"+y = sinx.

Uputstvo. Partikularno refenje date diferencijalne jedna-
gine treba traiti u obliku: y =x(acosx+bsinx). Rezultat
je:r 3y = - 2008X+CICOSX+C2BIDX.

7;/'3.32.,,,&61 opite refenje diferencijalne jednadine
e 7'4+9y = 2cos83x-5zin3dx,

Uputstvo. Partikularno resenje date diferencijalne jedna-
édine treba traZiti u obliku: yax(acos}x+bsln3x) Rezultat
je: v = g(Bcosﬁx + 2sin3x)+0 cos}x+0231n5x.

%.%3, Naéi op8ti integral diferencijalne jednadine y"+4y = EB%?E'
ReSenje. Imamo y"+4y=0 = )2+4=0 - }1 o= o =y
9
=¥, = €082X, ¥, = sin2x.
Opste reSenje date diferencijalne aednaélne odrediéemo me-
todom varijacije konstanata, tJ. traZiéemo ga u obliku
J = Cl (x)yl+02(‘x)'.72-
Imamo'Ci(x)COSZx + Cé(x)sian = 0,
1
| ~2C (x)sin2x + 20 (X)C082X = ==m= o (1)
Iz (1) sledi 1
1 9 X)) =
Cl(x) = - %tE2x; CXX) =F =
=-;Cl(x) = - %th2x dx = -}:(n lcos2x| + D5
1 p.d
Cz(x) = z‘)’dx = E + D2.
Dobijamo

y = (%Cnlcostl +D. )c052x+(§ +D,) sin2x =

= %pos2x(n|c032x]+ zxsin2x+D10052x+Dzsin2x.
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3.34, ‘Nadi opSte redenje diferencijalne jednaldine
bie
=230 4y = = .
Rezultat. y = xex(cn4x|—l)+ ex(Dl+D2x).

3.35. Data -je diferencijalna jednaCina

X +2x+2

y'-2yt+y = ==
1° Naéi opste re»enae date Jjednadine.

2° Odrediti ono partlkularno regenje, koje zadovoljava po-
Cetne uslove: y(1) =1, y*(=1) = =L,

ReSenje.

1° Imamo y"-2y°+y=0 = A2-2 1410 = Aj= A=l =
=7 = e*; Yo = xe®.

Yrimenom metode varijacije ‘konstanata dobijanmo

Ci(x)ex + C;(x)xex = 0

2 =>
C’(x)ex~+ C’(x)(x+1)ex - & +2%+2
1 2 %
b4 x2+2x+2 -X ¢ X +2x+2
= Cl(x) ey e Ca(x) '—'—'3-—— e

' 2
- 2 -
= Gy = -[Li%’;‘-t% e ¥ax, Cy(x) = fl‘—a-:ﬁl‘i’— e *ax.

Poslednja dva integrala odrediéemo metodom parcijalne inte-
gracije. Imamo:

- -

Cy(x) = —fe"xdx-zf-e-i— Ax=-2 -:-:-2-— dx =
-X - -X -

= 8 %42 §;~ +2 iz- dx-2 iz— dx+Dl=e x(l+ %)+D .
e X e * e *

02(X) "J —'-x‘—dX+2 f—;z-— dx+2j’;3—- 4% =

~x

e e X e e *
= - —J;z- dx+2f—;z— dx+2j;3— dx =
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-% - ~-x -X -X -x
e e e e X _eF (e
-—T+j;?—dx+2j;3-—dx- - ;-2—'2;3—0.3:4»

-X -x
+ 2 gg-dx+D2u—-'§——(l+%‘[-)+D2.
x x

Eonadno dobijamo
-X
v = [e *(+ -i-)+ Dl:} e* + ’:-— 3;——(‘1 + 31';') + DE:] xe* =

2 x X 1 b4
= 1 +..xr..*. Dle -1_%.'. Dgxe = ;:-'i- 8 (DI+D2X).

2° Imamo: y* = ~ -];2 + ex(D1+D2+D2x),

Q) =1 = 1 =1l+e (D1+D2) = Dy+D, = O,

(1= =1 = =1 a =1+ e"lDl = D = 0.
Dobijamo: Dl = D2 = 0, pa je y = %c' traZeno partikularno re-
Senje.

3.36. Naéi ono partikularno refenje diferencijalne jednadine

1
?
x \x

Ty = x +

koje zadovoljava poletne uslove: y(o) = 0, y*(1) = -2,

Rezultat. v = ~ 4|x.

3.37. Odrediti ono partikularno re3enje diferenci,jalhe jednadine

Ty = - 3 koje zadovoljava poletne uslove:
sin2x -\]‘sin2x ’ J Java.p

7©) = 05 () = -2.

Rezultat, y = \’sin2x.

sinx

3.38, ReSiti diferencijalnu jednadinu y"?+y? = .
cos"x
Regultat., y = -53-]5—:5 + cosx{n lcosx/ +sinx (x-tgx) +D) +DycosX +

+ Daslnx.

‘3.59. Naéi op3te reSenje difereéncijalne jednadine
(1 - xz)y"-xy’+ %ry = 0,
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ako je pozmato da je yi = Jl+x Jjedno njeno partikularnc rééende.

ReSenje, Drugo partikularno reSenje date diferencijalne jed-
: naéine bide

o~Ja x ax
= '.71] dx,

odnosno
I—# ax v %Cn 1—x2
= (1+x ———-————-—dx T [ S——— D
l+x

= J1+xj- Jl+x 115_ —————2—

+x) 1-x l-x ° (1+x)

Uvodjenjem zamene %E% . towp

= - tdt, poslednji
Ll+x)2 ’

integral postaje I = Jlfx_[—dt =\ 1+x (~t+c) =

= J1ix (}\f§§§€+ c> - - Jﬁ:;-+ ¢ J1+x.

Posto smo traZili samo partikularno refenje moZemo staviti
C = 0, pa je Jp = = Jl-x.

Sledi: y = cly1+02y2 = Ol\ll+x - Cy Jl-x Jje trazZeno opite

redenje,

3.40, Data je diferencijalna jednadins

(sinx-cosx) y"~2sinxey®+ (cosx+ginx)y = O.
Naéi opSte refenje date diferencijalne Jednaline, ako Je vy =
Jjedno njeno partikularno reZenje.

X

Rezultat., y = Clex + C,8inx.

3.41. Data je diferencijalna jednalina
(cosx+sinx)y"-2cosx*y*+ (cosx-sinx)y = O.

19 Akxo Je y; = cosx jedan njen partikulerni integral, naéi
opdti integral date jednsadine.

2° 0drediti omo partikularno refenje date jednadine, koje
zadovoljava podetne uslove: y(o) = 0} y¥ (o) = 1.
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Rezultat, 1° o= Clceﬂxa-czex; 2° 5 = 8*cosx.

3,42, Data je diferencijalna JednsSina y"+ %ywy = 0,

1% Ako je Ty o= s:mx Jedan njen partikularni integral, naéi
opiti integral date diferenal,jalne Jednadine,

2° Odrediti ono partikularno redenje date Jednaline, koje

zadovoljava poletne uslb?e: y(-g-) = 032 y'(gr)n - }]-?-. .

cogx

+ 02 2 : 20 ¥ = COBX

x

»

Rezultat. 1° y = ¢, SLBX

3.4%. Data Je diferencijalne jednadina
x2<2ﬂnx—l) y'-x(20nx+1) 7' +4y = O.

19 axo Jge ¥y = 12 jedan njen partikularni integral, naéi
opdte redenje date diferencijalne jednadine. :

2° Odrediti omo partikularno refenje date jednaline, koje
zadovoljava podetne uslove: y(1) = 03 y°(1) = 3.

Rezultat. 1° y = Clx2+C2 tox; 2° y = 3fnx.

3.44, Data je diferencijalna jednadina (x-1)y"-(x+l) y°+2y = O.

1% Odrediti konstante a,b,c tako da ¥y = ax2+bx+c bude re-
Senje date jednadine,

2° Rediti datu jednadinu.

ReSenje. 1° Imamo: Y= axC+bx+c = y? = 28%+b => J" = 2a =
=>(x-1) 2a~ (x+1) ( 2ax+b)+2(ax2+bx+c) = 0=
= Dbx ~2a+2¢ = 0 = b =0, a = c.

Uzmimo a = ¢ = 1, pa Je ¥y = x2+1 Jjedno bpartikularno re-
Senje date jednadine.

2% Imamo:
» "f"" % dx x+2fn(x-l)
yz:(x +1) —?;?:Iyzm—— dx—(x +1) —~—2?-————— dx =
(x-1 2xe*dx
= 1 dx = l :: 2
(x+)] (x+)[f <x+1)]
2 2e *xdx 2xe™ x
= 1 g = »
(=41 [ +1 * (x +1) f (x +1) °
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Dobijamo ‘da je 'y ='Cl(x2+l) + Gaex, traZeno opste resenje

date diferencijalne jednadine.

3,45, Data je diferencijalna jednadina (xa-—}x)y"+(6-x2)y’+(3x—6)y =
= O, '

1° Odrediti konstante a,b,c tako da ¥y = x5+ax2+bx+c
bude partikularno refenje date jednaline.

2° Resiti datu jednadinu.

Rezultat, 1% a=b=c=0; 2%y = Cyx’ + Cye.

3,46, Data Je diferencijalna jednadina x2y"+ll-xy’+2y = O,

1° Odrediti konstante a,b,c tako da ¥y = ax+b+ -% bude
refenje date jednadine.

2° Naéi op¥te refenje date jednadine.

< - c " 2¢ '
Refenje. 1° y, =ax+b+ £ =>yl-a- => y" = =
1 X 1 ] 1 ]

2"
= X ¥ + 4xyi + 2y1 2 0 =
2 2¢

CNn c
= X ;3- + 4x(a- -;-Z)+2 (ax+b+ ;) = 0 =

= 68%x+2b = O = a = b = O -:'—»'>yl=%€.

o 4
2 ofr(x)dx 1 [ e "f z 0%
Vp=d | T &= 3| TT -
71 =z
1 (.2 -4fnx 1 |ax 11 1
-;gj-xe ﬁx=§j;§=—§-xu ;‘2’0
& %
Dobijamo da je vy = Clyl+02y2 == opite refenje date,
X

jednaline,

3.47, Data je diferencijalna jednadina xzy"-xywy = O,

1° Odrediti konstante a,b tako da yltax+b bude refenje date
Jednaline.

32



2° Naéi opite resSenje date jednaline.
Rezultat., 1° a =1, b = 0; 2°y = Clx+02x(mc.

3,48, Odrediti opite reBenje diferencijalne jednadine

x(x~1) Ey"*x(m-l)y’-y = 0,
ako data jednalina ima Jedno partikularno reSenje oblika: yy =
= %T , gde Je a konstanta koju treba odrediti.

RegSenje., Odredimo konstantu a tako da ¥ o= %%I bude redenje
date jednaline. Imamo:

ax -3 2a
B e = i = - =2 " = =>
17 %I 17 512 1 (x1)
= X(x-1) 2y£+x (x-1) yi-yl = 0 =
2 2X | -5 ax
= x(x-1) + X(x-1) === - =% =0 =
(x-1) (x-1) *=I

= %%31‘. - 22‘.1. —-.1- = 0 = a je proizvoljno,

Dakle, moZemo uzeti a = 1, pa Je ¥y o= %—;I- jedno partikular-
no resenje date jednadine. Dalje imamo

"IJ“‘TT‘”‘"‘I 25k ax - Zr (e 1) -

- 2 fox » gy

TraZeno opite resenje Je
, X 1
7= Oy + Co¥p = Oy 2 ¢ °2(;1‘€m‘ * i':‘rj =

= ——1- <02x+02xfnx + 02> ’ .
3.49, Data je diferencl,jalnaﬁefdnaciha x (x-1) y"+(l+x)y’-y = O,

1° Odrediti konstantu & tako da" yl "E:T bude redenje date
Jednaclne.

2° Regiti datu jednadimu. o o .2
Rezultat, 1°a=l‘, 2° y = '_11'.'.‘;25—’ °
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3.50. Naéi opste reSenje jednadine y"+(l-x)y'+y = 1, ako su
poznata njena dva partikularna refenja: yl.r.l; Jo=Xe

Regenje. Ako su y; i 7y, dva partikularna refenja diferen-
cijalne Jjednadine y"+a(X)¥ +b(x)y = f(x), tada je

E(x), (1)

. 75 + 2@y} + bOT, = £(X). )
Iz (1) i (2) sledi: Th-3y + a(x)( =33 +P(X)(Fo-¥1) = 05 EJe
(To-77) "+a(x)(y2-yl) *+b(X)(¥,-¥y) = O, Bto znali da je

¥y o+ a(x)yi + b(x)yy

Ya-¥y partikularno reSenje pripadne homogene diferencijal-

ne jednadine.
U naZem sludaju imamo

¥ +(1-x)y'+y = 0} 1 = Ty = %1 =
p %(x—lT
Y, = (x-1) ——-——z dx =
2 (x-1)
'z(x—l) 2
y = 01Y1+02 5= (x—l)[ +02 -;:1-;-2——- ax

Eako  je ¥y 1 partikularno redenje date nehomogene jedna-
&ine, to Jje traZenmo opfte refenje date jednaline

* % 1)
¥ = 1+(x-1) [ €1 +Cy -‘7—;—;—2——— dx] .

%3.51. Pata je diferenci;jalna jednadina U4xy"+2y’-y = O.

1° odrediti reSenje date jednaline u obliku potencijalnog
reda
2° Sumirati dobijeni red.

o
ReSepie: 1° Neka je ¥ = Y a_x®. Imamo
. =g

;i nanxn'"l =5 7" = "i n(n~1ja 2
Nz4q Nz

=> 4x E n{n-1} anxn"?’w OZO n&nxn"]’ - f anxn = 0 =
N=2 N=§ N=g

.g,f&n(n-l}axnl* }: 2na xn' Z ax® = 0=

n= nsd reo n



0

an-f 2@+ ay 1xn- Zanxn.()—:-»
P

e

= 3 4(n+D na

5o o+l

L0
=3 4(n+lln a

flmg

1}1+22(n+1)anlxn Zaxn-Osg

Nwo

n+l

=‘3'ZE¥<11+1) na 1 +2(0+1) a’n«z»l'anj P = 0 -

n=0
= H#(n+l)na  ,+2(0+l)a  ,-a, = 0 =
n+l © 2¢n+1)(20+1)

= 2(2n+1) (n+1)an+1 =a, = a

8y
® (en+dy (en+rly  *

Dobijamo
a = 8p1 oo n-l
. ;]
D " 2(n-D +2][2(n-1) +1] | 2B(38-D)
8n-2

.an,—l = EEn-Z)ZEn-35 ®

."...;é.'.....“..l"..al . a
az = "g.5 LEETZT s HrTIT O-
Zakljudujemo:

) a, a
8 ® ZRZE-D(2n-2)... 55421 ° 2oyl ™

frid a fad
Trafeno refenje je y = Z-@%ﬂxn = a, Z-(')Q:;T!' .
=0 N=
2° Dobijamo
2 oo 2n
: %) Jx
¥y =a Z = 8 nm— W 8, °
0 hmo BB ! ° ;o @n)! o
3.52. Naéi opste resenje u obliku reda, diferencijalne jednadine
(1-x®)y"-4xy’ -2y = O.
Resen;]e.Imamo.
o2 oo
v = Zaxn=> ¥y o= Zanxn'l = y“-fn(n—-l)axn—z_ﬁ,
N=4 Nw 2

%»(1—x) :n(n-na xna—ll-xfnanxn 1—2 Z a, Xm0 =

n=2 h=y © heg
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qZﬂ(n-l)axng Zn(n—l)ax— Z4naxn—z 2axn==0=>

=2 ‘ n=2 n:’ . n=0
= Z(n+2)(n+1) an +2xn- Z n(n-1) a Z 4nanx -Z 2a,; =0 =
n=o hes " oneo
=72 [(n+2) (n+l) 8, »=n(n-1) a ~tna -2an] 2 =0=
=

= (0+2)(a+l) amz-(n +3n42)a = 0 =

=(ae2)(+la, 5 =(m+2) (el o, = a8, .5 = 8,
Oéigledno je 321: = a2k-2 = aEk—‘#- 2 pee =B 8.6 = B.q_ aa = aos

82kel ¥ Bpp-l T Fpg.3z T ccc ¢ 85 % 83 F &

Dobijamo
y=[ax +Zﬂ~1x2k+l'a Z‘ Z2k+l_
K=o Kep et

Pr:\.metlmo da se dobijemo reSenje moZe napisati u obliku

7= a, §x2k+ axe = (a°+alx)f_fx2k-

Kno Kzo
a_+a
s(aa+alx} Kf (Xz)k = (ao-l-a.lx) -——z ..—-2—1-—
=0
3.53. Odrediti opite refenje diferencijalne jJednadine

7" + 2xy® + 4y = 0 u obliku potencijelnog reda,

20 x __ 2K 2%
Bezultat. 7 = a, +a, 3 (=1) TEDIT ¥+

=

+ 8y ga (Fl)k 'E]f xPE+L

%.54. Za kakve vrednosti parametara T i q sva refenja diferenci-
deloe JednaCine y'4+py*+ray = O tefe ka nuli ked x-+ 007

Hefenje. Zavisno od urednosti parametara p 1 g opSte resenle
date @iferencijalne jednafine Jje Jednog od oblika

Y= Cle P Coe %x, e
7= Cle )\‘x+02xe7‘1x = @ 7i*x(clﬂ,‘rg:ac) 2y

¥ o= Glé’(xcoeﬁx + Cae"aain,&x = e"‘:x(clcoa/ﬁxwinﬂx). (3
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Da bi sva refenja date diferencijalne jednaline tefila npuli
kad X -» + oo mora biti

lim 3 = O, (4)

X oo

gde je y op&te rsdenje date jednadine.

Ako je ispunjeno (1), da bi wvaZilo (4) mora biti:

Ay < 05 Ay < 0.

Ako je ispunjemo (2), da bi va¥ilo (®)mora biti ?%1 2 0,
Ako je ispunjenc (%), da Dbi vaZilo (4) meora biti:

L0, e (Lri ) (=1 8) < 05 (L+iA)(L=18) =L > 0,
Sledi: da bi bio ispunjen uslov (4), za zbir i proizvod
refenja, pripadne karakteristidne jednadine

;\2 + Py Q o= 0
mora da vaZi: A3+ Ay < 0y Ay Ay >0, tJo =p ¢ 0, ¢ > O
ili p » 03 q >0,

Uslov (5) je i potreban i dovoljan da bi sva resenja date
diferencijalne jednadine teZila muli, kad x - + oo .

3.55, Za kakve vrednosti parametara p 1 g su sva refenja dife-
rencijalne Jjednaline y" + py) + gy = 0 ogranidena za x » 0,

Reéenje; Jdavisno od vrednostl parametara p i1 g opste rese-
nje date diferencijalne jednadine je jednog od

oblika
y = Cye A 4 Cye A E | €]
¥ = Cye A,x+029 ¥y a e qu<cl+02x), (2

¥ o= Cle“xcos,smcze c’(”:s;:i.nﬁx = e”(x(clcos/ax+czsin,/}x). (®»

Dg'biza x 30 gva i'eéenja date diferencijalne jednadine

bila ogranifena, mora biti: 2y <0, 2,<0 (ako vaZi (1) ;

Ay <0 (ako vaii’ (2)); o< 0 (ako vaZi (3)).

Sledi .
. At Ao € 05 Ag Ap %0

i pritom znak ;)ednakosti ne vafi istovremeno (tj. ne mo¥e

biti Ay = A, = 0). Iz pripadne karakteristidne jednadine
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dobijamo traZeni uslov

P20} q %0 1>2+q2 # 0.

3,56, Materijalna talka mase 1 gr. odbija se od centra pod dej-
“stvom sile koja je proporcionalna njenom rastojanju od tog

. centra (kveficijent proporcionalnosti je 4), Otpor sredine pro-

porcionalan je brzini kretanja (koeficijent proporcionalnosti

Je 3). U poletku kretanja rastojanje od centra je 1 cm, a brzi-

na. je O, Naéi zakon kretanja.

Refenje. Prema uslovima zadatka sila F, kojom se materijal-
na tadka odbija od centra, proporcionalna je ras~
tojanju s taike od centra, pa Je .

F = 4s, (D)

Sila F daje materijalnoj talki akcelraciju a, i takodje sa-
vladjuje silu otpora sredine Fl, tie

F=ma+F. (2)
Kako je 5 :
a=Sp i mawasE, - (3)

to iz (1), (2) i (%), dobijamo
2
-] dg
n 348 | 4g, 4
-3 (#)

Stavljajuéi m = 1 w (4) dobijamo homogenu linearnu diferen-
cijalnu jednalinu sa konstantnim koeficijentima

2

-;3;-34,3%%-45-0. (5)
Refenje jednadine (5) Je

§ = Cre® + 0 e Y, (6)

gde su G, i G, konstante koje éemo odrediti iz poletnih
uslove zadatka: s = 1} v = %% = 0 za t = 0.

Imamo
1 =0,4C,5 O = C.-4C C, ks C. -
1 Vo 172 = V1 T g Vp = E >
8 = %(#et + e"&t).
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SISTEMI DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Hormalni sistem od dve diferencijalns Jednaline ime oblik

E o rx,3,2), (1)

%% = 8(3’5’13) H

gde su y 1 z nepoznate funkcije nezavisno promenljive x. Sistem
(1) moZe se papisati i u tzv. simetridmno] formi

dy dz _ _ 4x
(X,3,2) . B(X;75%) T (2)

Opite refenje sistema (1) (ili (2)) Jjeste oblika

y = nel(;,cl,cz), z = \§ 2(;,01,02) (3)
gde su G1 i 02 proizvoljne konstante.

Opdti integral datog sistema Jje skup dva tzv. prva integrals

Wl(x,y,z) = Cl' Vb(x»Yaz) = 020

Rediti dati sistem znadi naéi opite reSenje ili opsti inte-
gral,

Mnogi normalni sistemi od dve diferencijalmne jednadine mogu
se reSiti svodjenjem datog sistema (1) na jednu diferencijalnu
jednadinu drugog reda. To se postiZe diferenciranjem jedne od
datih jednacdina sistenma (1) i eliminisanjem druge nepoznate
funkeije i njenog izvoda. Neki se, pak, sistemi lakse reSavaju
tako, da ih napifemo u obliku (2), pa im onda odredimo oba prva
integrala, a samim tim i op8ti integral.

4,1. Naéi op3te reSenje sistema diferencijalnih. jednadina
LY = =35 2? = ¥

ReZenje. Zadatak éemo refiti svodjenjem datog sistema dife~
rencijalnih jednadina na. jednu diferencijalnu jed-

39



4.2,

4. 3“

nadinu viseg reda. Diferenciranjem prve jednadine dobijamo
T o= -2t : (1)
Kako je z* = 3, to iz (1) sledi y" = =y = y" + y = O,
Imamo '
. 12+1 a 0 = 11’2 =25 = ¥y = ©08X, = ¥, = sinx =
=7y = Cyco8x + Czsinx.

Z = -y = - (Clcosx+casinx)’ = C,sinx - C,cosx.

Nadi opite reSenje sistema diferencijalnih jednalina
yro= o2y 2} = .Y
Rezultat. '
Yy = Clex + 023_x; 2 = Clex - CZG_XQ
Naéi opite reSenje sistems diferencijalnih jednadina
¥ = «2 + sinx; 2% = ¥y - COBX.
Rezultat,

Yy = - Cl sinx + 02 cosx + . xsinx, Z = Cl cosx + Czsinx -

- XCOBX.
- Dat je sistem diferencijalnih jednadina
1., 1
y'-l""E’ Z'-'——'y_x °

1° Naéi opite relenje datog sistema.
2° odrediti ono refenje, koje zadovoljava pofetne uslove:
y= -1} z=1, 2aXs= 0,

ReZenje. 1% Tmamo

2
1 1 1 z?
- ,( = )' - (3°~1) = -z* (- _). 2. .
y-% (y_x)é ( Z z
Sledi
] ¥ " $
-i—;- ' %—wJ‘i‘r dx .J":—' d.x b (n z' = €nz+fncl ==
=>0mz? = G,z = 2 = G,z =» 2= = C =
’ 1 1 z 1 c
= (2 45 u - 1x
»fz dx j‘Cldx':) {nz Clx+fn02 = Z = 026 .
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4.5,

3.6,

4.7.

4.8,

4, 9a

Kako je y =~ x = %, = ¥ = X + %, s bto dobijamo

y"Xé-_-—}'--G'ﬁ-x-fl enclx.
Clcge 6102
0 ; 1
2" Dobijamo ~1 = UIUE ’ la= 02 = () = -1 =
y = x-eX, z=e X,
22
Dat Je sistem diferencijalnih Jednadina y° = z; 32° = 7 -

1° Naéi opite refenje datog sistema.

2% Cdrediti omo redenje koje zadovoljava poletne uslove:
y=2z=1 zax=0,

Rezultat, 1% y = CEeCIx Y 2= Clceeclx % 3=z gx.

Dat je sistem diferencijalnih jednsdins:y® = 1-z; z? = y.

1° Naéi opite reSenje datog sistema.
2° Odrediti omo redenje koje zadovoljava poletne uslove:
y=2=0 2zax=0,

Rezultat. y = - clsinx +* Czcosx; 2 = l+Clcosx+Casinx;

2y = sinx; 2z = 1 - cosx.

Naéi opdte reSenje sistema diferencijalnih.jednaéina
y* = y+z, z° = =10y - zZ.

fezultat, y = C cos3x + Cpsindx; z = (~Cl+302)c083x -
- (30, +C, )sin3x.

Naéi opite refenje sistema diferencijalnih jednalina

¥ = y+z, 2' = (_ ig +'% - 1>y +(§ —1)2

' 2
Rezultate. y = Cyx+Cyx%, 2z = Cy (1-x)+Cyx(2-x).

Nacéi opSte reSenje sistema diferencijalmih jednadina
¥y = x+2, 2’ = 2°+2xz+x%=1.

Uputstvo. Diferenciranjem prve jednadine, uzimajuéi u obzir
) da je z? =(x+z)2—1 = yé -1, sistem se svodi na
diferencijalnu jednadinu y" = y* . Rezultat Je:
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y= —fnlcl-xf +Chy 2 = Ui—_i -Xe

4,10, Naéi op3ti integral siétema diferencijalnih jednaéina
dx _dy 4z
x y oz

Redenje. Imamo i;—c = %-x=>fnx = fny - (nGl__-_> Clx = ¥ o=>

@% = Cl. . . (1)

Takodje je %é = -%E:}@nz = {nx + tf:uC2 = %= ng =

Z

Sa (1) i (2) dati su prvi integrali datog sistema. TraZeni
op3ti integral Jeste

L o
x G1

4.11. Naéi opSti integral sistema diferencijalnih jednadina

éx _dy _dz
X o z °

Rezultat, y = C;, £ = C,.

4,12, Naéi opsti integral sistema diferencijalnih jednadina
dx - 4 dz
Cak e

Rezultat. J7 - X = Cy% z - Jx = Coe

4,13, Naéi opfti integral sistems diferencijainih jednadina
dx 4y _ 4z
X Yy © x+y

ReSenje. Imamo %g % #{nx = (ny - {nC; = C;x = 7 =

k) Z -1
x Cl' ] .
Sebiranjem prve dve proporcije dobijamo %-f—%—d«x = .5.‘-2]‘2. =&Y .
4 (x+ dz
odnosno 'f::}“z)' Ty = 4007) = 4z 5 x7-3 = Oy,
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4,14, Haéi op3ti integral sistema diferencijalnih jednadina

dx 4y dz
cOBy COBX  COBXCO8y ©

Begultat. sinx - siny = Cy3 sinx - z = G,

4,15, Na¢i op8ti integral sistema diferencijalnih jednalina

S

Rezultat, 32 - 32 = Gy, 21+(y~z)2 = Cye
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Viadimir SAVIC

PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE
- PRVOG REDA -

Uvod

1° 1 Jednadins ‘oblika

.22 22 92 __'fz 2z
(%, 12'""’%' ’ ax axs 9% My, axk ax,,) 0
gle je Z = Z (X;,X5y00.X ) (2)
nepoznata funkcija, zove se parcijalma diferencijalna jednadina
k-tog reda.

Red najviSeg parcijalnog izvoda, koji ulazi u sastav jed-
nadine (1), naziva se red jednadine (1).

Ako je mepoznata funkeija z = z( xl,xz,...,xn), onda op#ti
oblik parcijalne jednadine prvog reda

F(xl’xgs""xn’ %, P1|P23--"Pn)" 0, {3)

. DZ

gde Jje pi -'5§€ s 1= 1,2,00.1,

Jednostavnosti radi, dalje izlaganje odnosiée se na funkeiju

z = 2 (X,7) (4)

Za_funkciju (4). jednadine (3) postaje

F(ivy’Z;Psq} “o . (31)

sdedep-%%; q-%%-,--

Nehomogena linearna Jjednadina prvog reda ima oblik

P(x,7, ) 2% + Qx,7y2) % = R(x,7,2) (5)
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Homogena linearna Jednadima prvog reda ima oblik

P(x,y) %52(— + Q (x,7) -g—f,— = 0, &)

Svaka funkcija 2z = z(x,y) koja zadovoljava ;]ed.ﬁaéinu (31)
zove Se partikularno refenje (integral) te Jjednadine.

Op&te redenje jednadine (6) ima oblik
z = F[VY,Y)] @

gde je Ww(x,¥) = C prvi integral obidne diferencijalne jednadine.

&x . 4y (8)
- P,y QYD {

a F proizvoljna neprekidno diferencijebilna funkecija
Op&te redenje jednaline (5) ima oblik
FLW(,Y,2)5 ¥(x,Y,2)]=0 )
gde su Wi(x,y,2) = Gi (i = 1,2), prvi integrali sistema obidnih
diferencijalnih jednadina
dx . 8y . —dz o)
‘P(X:sz) QX,¥,2) R(x,¥,%)

a F je proizvoljno neprekidno diferencijabilna funkcija.

Zs jednadine (5) i (6) Cauchy-ev.problem sastoji se u nala-
Zenju partikularnog refenja

Z = £(X,7) (1D
koje zadovoljava podetni uslov
Z= Y(Y) zaXs=X . 12)

Za jednadimu (5) trafeno partikularno refenje (11) ima ob-
1ik: Z = \Q{WEW(Y,V)]}, pri emi Je Y = W(¥) refenje jedna~
gine W(X_,Y) = w.

Za jednadimu (6) trajeno partilularno refenje (11) ima ob-
lik: Wz [\V, (xyy)z-), WZ(X)V)Z)]:\P {"‘W[% (xlyrz)7% (X,Y,Z.)]}
pri demu Je y = wl(‘?’q,\}’z);2=wz (@4,'32) refenje sistema

‘P,(Xo,y,z)tqf, 5 wz’(x()ry:z-)‘q"zc

Problem koji se sastoji u tome da se nadje partikularno re-
fenje jednadine (5) koje predstavlija integralnu povrf koja sa-
drii kriva x = x(t); vy = y{tY; z = 2(t), redava se na sledeli
nadin: k
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Prvo se nadju dvs nezavisna prva integrala &Vl(x,y,z) . Cl;
Yo(%,7,2) = C, sistema {10) u kojima se X,7,z zamens redom sa
x($); y(t), z{t). Tako se dobiju dve Jednaline Wl(t)a wl 3
WZ(:t> = K‘PE t

Eliminscijom parametra t iz poslednje dve jednacxna dobija
se relacija ?(Qﬁﬂ 5) = 0, koja posle zamene ‘? i ‘%2 redon
Ba k‘i’ll(xﬁY’Z)a i WQ (x,7,3) postaje ?{ “”1(1,7,2> ’ "‘Pz(_xay!z)] = O,

Poslednjs Jednadina Jeste traieno partikularno relenje Jed-
padine (5). Slidno se postupa ako se umesto jednadine (5) posma-
tra jednadina (6).

1° 2. Praff-ova jednaina

L
Izraz oblika i (x5 ®py ooy X)) dxi gde su Xi, (d=

1,2,00.,m) date funkclje promenljivih x4, (i=1,2,0..yn), zove
se Pfaff-ova dzferen013a1na forma promenljivih Xi» i=1,2...0n ,
a jednadina obliks S: Xi (%) 3FpgeeesXy) dX; = O zowe ge Pfaff-
ova diferencijalna aednaélna promenl jivih xi (L =1,2y00.4m).

Ogranid¢idemo se na Jjednadimu oblika
P (Xyy,2)dx + Q(x,¥,2)dy + B(x,7,2)dz = O (@))
Jednadina (1) je integrabilna ako i samo ako je

p(B-28) ~a(Z-28) +r(2- -5’3) 0 (@

Ako je zadovoljen uslov 2 moguéa su dva slufaja. Kada je

aR a8 2P _ 2R 28 °oP _.
3y ~ 9z "¢ 27 "~ 2x "0 ox "2y -0 O

onda je leva strana jednadine (1) totalni diferemcijal neke fun-
kclje U(x,7,2) i njenc resenje dobija se po formuli

UGV, 2)s Lp(x,y Z)dx + J Q()(m ,z)cty+j R(%YpZ)dz=C @)

4ko uslov (3) nije 15punaen postupa se ovako: uzlma se da
Je u jednsdini (1) Jjedna promemljiva, recimo z-konstanta, pa se
reSi obidna diferencijalna jednadipa
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P(x,7,2)dr + Q(xvy;z)dy =0, . , (4)

gde je 2 parametar. ReSenje jednadine (4) je oblika U(x,y,z) =
a C(2), gle Je.C(z) u opitem sludaju funkcida parametra z, koja
se odredjuje, tako da jJe

ey . U ay
Wax + oy +[ W-cw]dz-o @
Uporedjujuéi jednadinu (1) i uslov (5) dobija se
2U U au
2X .oV - ~C'(2) .
P a R
Funkcija c(z) odredjuje se iz aednaélne
2y - '
2 27 - @ (6)
P R

koJja zbog uslova (2) zavisi samo od Z, ¢?(Z) i U(x,y,2)= C(2).

1°.3. lMetoda Lagrange-Charpit-a

Neka je data Jjednadina

F(x,y,Z,p,q) = O ' @B
Skup. reSenja te Jjedpadine, koji se Jjavlijaju u-obliku
V(X752 Cy 1C5) = 0, gde su C; i C, proizvoljne, medju sobom ne-

zaviene konstante, zove se potguni integral jednaline (1).
Potpuni integral jednadine (1) dobija se metodom Lagrange-
Charpit~a na gledeél mnadin:

Prvo se sastavi sistem obidnih diferencijalnih jednadina u
simetrifnom obliku

= 4y 4z - dp - —2384 )
F'p F'q pFl +qf'g ~(F* +pF73) -(F'y+qF’z)

zatim se nadje njegov prvi integral ¢(x,¥,2,0,q) = Cys (Cl-const)
i sistem jednadina F(x,7,2,0,q) = O ; & (x,7,2,0,q) = C; ; redi
popiqg; p=A(%5%0) a=B(x7,2,0).

Refenje Z = V(x,y,cl,cg) Pfaff-ove jednadine
dz = A(x,7,%,0;)dx + B(x,7,2,0,)dy , kojgzadovoljava uslov inte-
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grabilposti (tako je odredjena funkcija $(x,7,2,p,9) = C ),
Jeste potpuni integral Jednadine (1). Osim potpunog integrala
V(x,y,z,cl,cg) = 0 Jednalina (1) ima i druge vrste redenja.

Eliminacijom parametra Gl i ¢,, kada je to mogute, iz sie-
tema Jednadina

v(xa?r’hcl»ca) = 0, 'Z‘g"' = 0, "‘%Y"’ = 0
1 €2

dobija se sitularno redenje ?l(x,y,z) = 0 jednsdine (1), kojs

geometrijskl predstavlja obvojnicu integralnilh povriina
V(x,y,z,cl,02§ = 0 koje zavise od dva paramebra.

Ako izmedju parametra C1 i 02 postodi proisvolina veza
C, = Y(Cl), gde je 'Y proizvoljma diferencijabilna funkcija, onda

skup jednadima V(x,¥,,0; ¥(Cp)) = O, 5%1 + % (e =0
1

predstavlija opsti integral Jjednadine (1).

Geometrijski, to Je obvojnica skupa integreinib powvrsi, kojle
zavise od jednog parametra i jedne proizvolJjne funkcije.

Cachy-ev problem za Jednalimm F(x,y,%2,p,q) = O, &iji Je
potpuni integral z = V(x,y,cl,ca), sastoji se u nalaZenju parti-
kularnog integrala z = £(x,y) koJji predstavlija integralmm povrs
koja sadr#i krivu x = x; 2 = oL (y)e

Pri resavanju Gadhy—evog zadatka moguéa su dva sludaja:

a/ Ako su uslovima V(X s7,Cy,Co)=((7)} V?y(xc,y,cl,ca)-ozky)
vveliéine C1 i 02 odredjene kao konstante, zamena njihovib vrsd-
nosti u potpunom integralu z = V(x,y,Cl,Ce) daje traZfenc par-
tikularno refenje z = £(X%,y). ‘

b/ Ako su uslovima V(x s7,Cq+Co)=ct(¥); VIy(x,s7,Cq405)=L (%)
velidine Cl i 02 odredjene kao funkcije od y Ci = Ci(y), (i=1,2),
znedi da izmedju tih velidina postoji odredjena funkcionalna za-
visnost CE-A(Cl), koja se dobija kada se y eliminiSe iz relacije
Ci=Ci(y),(i=1,2.), i tada traZeno partikularno refenje(Cauchy-ev
integral) dobija iz op8teg reSenja:

z = V(%,5,01,C5)» %JGL + -%;%— \6'(01) = 0 , gde umesto proizvolj~-
1

ne funkcije \¢(C;) treba staviti funkeiju A(C)) i eliminisati para-
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metar Cl. :
®
Potpuni integral :jednaé:.ne (1) dobija ‘se bez tekoéa u sle-

deéim sludajevina

1/ Axo je F(p,q) = O, stavljanjem p = C;, gde je C; proizvoljna
konstanta, dobija se F(Cl.q) = 0, odakle je q = £(C;) ,dz=pdx+qdy=
-Gldx+f(Cl) dy . Prema tome, potpuni integral je oblika

Z = Cyx + ‘f(cl) ¥+ Co
2/ Ako je F(x,p,q) = O, stavlja se q = C; i dobija F(xypyCy)= O
tj. p = :E(x,Cl) s 4= f(x,Cl)dx + Cydy , te je potpuni integral
2 =j f(x.Cl)dx + 037 + Cse

Ako je F(y,p,q) stavlja se p = C; i ‘dalje je postupak nala=-
Zenja potpunog integrala slidan ‘gornjem.

3/ Ako je F(z,p,q) = O,onda se stavija p = C,q, odakle je
F(2,0;,4,9) = 0 , tj. q = £(C;,2), te je potpuni integral

2
J.ITUITET az = Cl» X + 5 + 02-

4/ Ako se jednadina F(x,y,p;q) = O mo¥e napisati u obliku'¥(x,p)=

= ¥(y,q), onda se stavlja Y(x,p) =¥ (y,q) = C, gde je C, proiz-
voljna konstanta i re3avanjem po p i g, kada je to moguée, dobija
redom p u*?l(x,cl) s q = LPl(y,cl) » 4z = pdx + qdy = ¢ (%) C;)dx +
+ W 30y 4 % = f‘?l(x,cl)dx + [Py rmray + C,.

Ako su pozneta dva nezavisna prva integrala Fi(X,¥,%Z,D,q) =

= Ci,(i = 1,2) sistema (2), koji odgovara jednadini F(X,¥,%,P,q) =
= 0. 4 ako je ispunjen uslowv

(1) D( 1F2) D(%)- )

onda se, kada Jje to mogule, potpuni integral jednaline
F(%,¥,2,P,q) = O dobija eliminacijom p i q iz jednalina

F(anszaP:Q) = 0O, Fi(xfyvzyP-Q) - Ci’ (1-1,2).



2.

a/ u

Data Je jednaZina xp + yq = O &)
a/ Naéi opfte resenje Jednadine (1);
b/ Naéi reSenje koje zadovoljava podetni uslov 2z = yze
za X = 1 3
¢/ Izmedju funkcija koje zadovoljavaju jednadinu (1) naéi
one koje zadovoljavaju i jednalinu

2
p2+q2_a ¥

(x° + ¥ )
Refenje. a/ Jednaélna --Z koja odgovara jednadini (1)
razdvaja promenljive. Haem reéenée je £ = C, a opite re-

J
Benje jednadine (1) Jjeo z = F(%) .

b/ Kako Je %-W(x,y), to Je %- v s 0odnosno y =

<l

3 B
TraZeno refenje Jje z = \}-:2@*’ s Tie 2 = é c
¢/ Stavimo 5 = t., Kako j

2Z _ 9F at . oz ot
Ft v 9 =25 "F'

P"é—x"‘s'{" X Y T3t 3y

2 2 EZ \/1 11"
to Je P + q -(F;)B (':;'“*""') (ﬁ;) ;a (,cz‘,,yz)a';
odnpsno (F{,) :(: g ) (1; - 1) Daxle Je,

Pit) =taf—St, .t 88 % 8 Jooeor s, th.
(62+12) 241 z ’

z-F(-’-‘-)-i—zﬂza t SaretgE v,
7 Xory 2 v

U
Nadi opSte refenje jednadine —x* 2% 3“ +(><v 27? a +XZ%L‘ZJ o

i Cauchy-eve integrale koji odgovaraju pocetn:l.m uslovima:

a-y; x=1l; b/u=¢eX+xy+ljzal,
Regfenje, Datoj ,Jednac:Ln:L odgovara sistem == dx S 5= ;—15-
: - X2 xy-2z
d .
dx 2 dx dz
Iz =g === sleduje = == , odnosno xz = C,. Kako Jje
. =x - . oz 1
x + xd - 92 4o je d(xy + za) = 0, odnosno
-X"y+x"y-2x2 Xz

2
xy + 27 = Cye
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3.

e/ Begavajuéi sistem 2 = qJ,‘; Y+ (I-{;' =;’2 po Y i Z dobija se

RERURAR R AR

TraZeno reSenje glasi: U = =, + \F} = (x2—1)22 - x,y.y

b/ Re¥avajuéi sistem x = ¥, § yx + 1 =Y, po x i y dobija
sex =Y } y= %—'—"— . TraZeno refenje glasi:

1
Haxl 4l X ixy 22,

Y,
U=2g '+ v
4

Nadi: jednadinu povrsi (8) koja je normalna na sferu x2+y2+

+2° = & x 1 sadrii pravu y = xj 2 = b.

Re¥enje. Neka je z = 2(X,y) jednalina povrsi (S8). Vektor
normalan na povrd (8) je -ﬁép, g"l} . Neka je ﬁl{Pl'ql'l-L vek-
tor normalan na sferu x2+y +2° = ax. Kako su vektori N i .ﬁl
prema uslovu zadatka medjusobno normalni, to je njihov ska-
larni proizvod jedmak nuli, tj. pp1+qql+1 = O,

2 2
Podto je py = f._t_é_:.l v = - % s skalarni proizvod

2% . 5
ﬁ'ﬁ; = 0 postaje =4 ;z =X p - ;zz g+l = O, pa je odgova-
+ 72 - x°
rajuéa parcijalpe Jednalina 5 P=-39 = -2, 1z
sistema 2xdx =43, dz dobija se 4y _ 4z s odno-
+ 25 - =y =g J 2

1o % - Cl kao i 2xdx + 2 + 2zdz _ dz , t3.
-(x= + + 2%) -2
2 2 2 2 2 2
alx® + +2) .92 4 pajgag XX I 2 C,- Opite
x° o+ + % z z

2 2
reéenje,jeF(E;x" "'z)aO.
z 2 2 2
Za z = b, prvi integrali postaju \g = (}Z 5—-—-—*—'—-%—3—-1"—- = E};Z-
Odatle je y = b { , x = :Jb@,).— b2 Y2 b2 . Smenjujuéi

nadjene vrednosti za x i y u izraz y = x, posle sredjivanja,
dobijamo z(x2 + y2 + 22) = (2y2 + zz)b.



Se

7.

zdx + xgdy + yadz = O

Begfenje. Kako je | z x? y3
2 3 2| =37 uexte2xy’ 4O
9% By 2%
z X
to data Pfaff-ova Jednadina nije integrabilna,

(6y + sin2x)ax + (e™x-2yz)dy - 724z = 0
ReSenje. Uslov ibtergrabilmosti je zadovoljen i pri tome jJe

2R .26 2R 2P 2a _ 9P

v = 5-'2' N -aﬂ)—(- = é-i 3 5~x— - -é-y—— s, te Je resenje date parcijal-

¥

ne jednaélne dato obrascem J'P(x,y,z)dx +J’Q(xo,y,z)dy +
¥o
\] R(xo,ybz)dz = ¢ koji sada daje

f(e y+sin2x)dx - 22jydy +f 0dz = C, tj.

exy+91n X = yzz = C,

(2xzy+l)dx+x3dy+xtgzdz = 0

Redenje. Ako se stavi z = const, onda zbog dz = O data
parcijalna jednadina postaje obilna diferencijalna
jednadina (2x2y*1)dx+x3dy = 0 &ije je redenje (vidi uvod)

x2y + In|x| = C(z). Dalje, redom sleduje

c'(z) = - tgz } c(z) = lnlcos gl + ¢ 3 x2y + 1n|

cos zl’

Waéi potpuni integral jednadine z = pq i njena partikular-

na redenja koja zadovoljavaju uslove

o/ x=0,2=3; b/ x=0, 2= y2.

Regenje. Jedan prvi integral odgovarajuéeg sistema obinih
diferencijalnih jednalina za Jednadinmu z = pq je

p = Cyq. Sistem jednadina 2z = pg; D = Clq; pop iq ima

redenje
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2z . z .
p-’Cq q=J— .teselzdz-’Czdx+ ¥
17 'C'l ’ 1 ,IUI
dobija potpuni integral 2V z = J—C_lx +J%—.- + C, date Jed-
: 1
naine.
. 2 H 1 1 s
a/ Iz sistema jednadina 2y = Z= + C, ; === = == dobi-
AN A )
ja se C) = y; C, = Jy te je Cy = JCl. Eliminacija para-
. _ b .
metra Cl iz sistema 2z J_C_lx +J.6:_L. + ‘[61- H

02 T o e 4 dovodi do traZenog Cauchy-evog

integrala z = (x+1)7y.

b/ Iz sistema jednadine 2y = =i= + Cpry 2= 7-:£= dobija
G

Yo,
se Gl = %‘,—_; 02 = O, Zamenom ovih vrednosti u Jednadinu

2(Z = Jox + L
Fl+ﬁ;

Cauchy-ev integral 16 2 = (x+4y)'?

+ C5 i sredjivanjem dobija se traZeni

Zadaci za veZbu

Naéi opSte refenje i odgovarajuéi partikularni integral

sledeéih jednadina

l'

3.

4‘

Rezultat.?(?,xy+zz>-o;m+z = a + b .

xyp-—2y2q-x;x-a; 2a2yz-a3+3.

Rezultat. F(yx2x3 - 2x2yz) = O 2x2yz - x4 3

2 e2( X+Y)

(7 + x2)p +(x+yz)q = 1-27} 2 = 3, = gin 4(x~y).

Rezultat. F[(x+y)( z2=1) y (x=3) (Z‘*l)] = O3

e(x"‘y) (2~1) = gin ( %~y (z+l).

xzp+yzq-~xy;xy-a2,z-b.

2 2 2

Xp + yq= 72 3 X =1, z = arcsiny .
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5.

7.

8.

9.

Bezultat. 2 = x71’ (%) i 2= x7 arcsin % .

u, - ou

_ 2au
(z-3) * BS54 T 53

=0, x= 0, ua2y(y2z)

Rezultat.
U=F {yz - z2, 2x + {z—y)e] ; U 2I:y (7=z) + x].

xp - yq. = O, x-l,z-:vz-

Regultat. 2z = F(x'y); 2z = x2y2 .

Q-LL au Qy— - H s k- 2
XEr+ Ty tZ5z = U Xx=a,u k(y5+25)a .

Rezultat. F(l -) 0; xu=k (y + 23)52

- Naéi jednadinu povr3i (8) koja je normalna na povrd xy=za

isadriikrugx2+ = b", z = C,

Rezultat. Parcijalna jednadina glasi yzp + x2q = =-xy. Op-
Bti integral Je F(xe-ya, %+ 22) = 0, Trafeni

Cauchy-ev integral je x~ + y2 + 225 = D" + 2C2.

Faéi jednadinu eilindri&ne povrsi (S) &ije su generatrise
paralelne vektoru ¥ = él,e,Bj, ’aedirektrisa je data jed~-
. :

palinama x + y + 2. = 1; (%~ = a“,
Regultat, Parcijalna jednaSina glasi -g-‘)% Y- TR TR

10.

11,

Opiti integral je u = F(2x~-y; 3x-2). Parametarske jednadine
direktrise su x = a cost + 1, ¥ = a gint, z = - & cost - asint,

TraZeni Gauchy-ev integral je

(Sx-y-z-S) +4(2y—x—z+1)2-36a.
ReSiti sledeée jednadine

2(y+z+l)dx = (x+2+2)dy + (2y-x+2)dz = O,

Rezultat. 2x(y+2+1)-y(z+2)+ -3—- = Ca

yzdx +(xz-y23) dy - 2xydz = O,

Rezultat. Ako se stavi y=const, onda se zbog dy=0 dobija
yzdx=2xydz, odnosno lux-]:u.z2 lu ¥®(y) tj.

3‘-2- =¥ (y). Iz proporcije

/
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1l2.

130

14,

15.

16,

-2

1 ‘ X
e ; vy , =
G = 2 . L 4¢p) , sleduje 1 - E . (3 ili zbog
vz - =2Xy Xz - y2° v
I elms 1 - L@y, € v e 1 te o
J

ey = S, % s odnosno £, 4. 32- s Bto predstavlja
7 y 2 =
refenje date jednalinme.

zeygdx + zgxzdy - xaygdz = 0

Bezultat. Posle deljenja sa :4:2y222 data jednadina postaje

%}2{-+‘?-§§u0 odakle Jed( 1—%;+%)- 0, te je

+ = = 0 resSenje.

§

9 it
i

e fi—~

wf

(exza + ey— sinx)dx + eVxdy + 2zeXdz = O
Rezultat. Kako je 2,93 .2C- L -0, re

Senje se dobijas po poznato,j formali (vidi uvod) i glasi:
exzz + 67% + cosx = Co.

Naéi potpune integrale sledeéih jednadina
plog = K.

Rezultet. Iz sistena plnq = Ky p = Cl dobija se redom

£
quet’ ;dz-Gldx+e dy; 2z = Cyx + e% y + Cye

02+ @ =P

Rezultat, Stavljajuéi p = ¢y iz date jednaline dobijamo

a=*n? -2, te jo dz = ¢, dx t w2 - ¢2 ay , odnosnmo
Zm01x3x1m2-05y+02. '

2

?2—3pq~e~q = 4z,

Rezultat. Stavlijajuéi p = Cyq iz date jednaline dobijamo

C

2z az O

q=12 te joe === ax =

;2 . 2z Zz
Cl—3cl+l Cl~501+1
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1
+ = dy , odnosno iJ(Ci - 30, + )7 = CyX+Y+C,,
?Cl - 501+1

2

17, ap + bgq =1 + 2
Rezultat. Radedi kao u prethodnom zadatlku dobijamo

Clx + 3 .
zZ = tg + 02 o
aCl + b

1,1, 2
18. 3 + 3 x2 + ¥ .

R L_oPey-2i i - =i
ezultat. Iz P x2 y2 a C ; dobija se p 6;:;2 ’
-1 dx dy

q = “'“—;z te je dz = - odnosn
Cl - ! . Cl + xz C1 - 72 ! o ©
+ 02 o

Cl -5

Z = arctg

1 x
Jo, Yoy

-1 1
2

PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE
-~ DRUGOG REDA -

12 Za funkeciju z = z (x,y) opdti oblik parcijalne jednadine
drugog reda glasi:

F(x,7:2:P1QsTy8,%) = O , (1
gde je
2z 2
ra22,_20, o _22Z 2P 9., 97 29
aIxt XY (2% oX 2v2 2y

_ Ako se u (1) r,8,t, javijaju sameo na prvom stepenu jedns-
&ina je linearna, u ostalim slulajevima Jje nelinearna.

Za funkciju 2z = z(x,y) opSti oblik parcijalne jednacline
drugog reda linearne po r,s,t, je: Ar+2 Bs + Ct + D=0, gde
su A,B,C funkcije od x,y,a D funkcija od z,%,¥,P,4s Specijalno,
koeficijenti A,B,C,D mogu biti konstante. Op3ti integral jed-
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nadine (1) je funkcija . z = 2(x,¥) koja sadrz1 dve pr01zvolgne
funkcije dija eliminacija daae jednadinu (1}.

Potpuni integral jednaéine (1) je funkcija 2 = z (X,¥)
koja sadrii pet proizvoljnih konstanata &ija. eliminacija daje
jednadinu ().

Navedimo nekoliko primera.

Op&ti integral jednadine (1) moZe biti u obliku dve jedna-
dine u kojima se ‘javljaju dve proizvoljne funkcije od promen-
l1jivog parametra.

Diferenciranjem x, odnosno po y eliminisati proizvoljne
funkcije, odnosno konstante, iz sledeéih funkcija.

1. zf(y+ax)+ Y (y=ax).
ReSenje. Diferenciranjem po x, odnosno po y daje redom
p=af* —avw? ; q=£"+¢' 4 r=alf"+ ale",
s=af"--a‘€"; t:f"+‘-€"_
Iz ‘date jednaline i ovih pet jednaéig% treba eliginisati

- " "

£, ¥, £, %', £", ¥". Kako Je% = %“—f—_&-:f_)= a~, to
parcijalna jednadina, ¢iji je op8ti integral funkcija
z = f(y+ax)+ ¥(y-ax), glasi r - a%t = 0.

c
2 2 .
Clx + 02y + 05x + quy + ;2 ¥© o+ 05’ gde su Ci

i

n
®
%]
i

2

(i=1,2,3,4,5.) proizvoljne konstante, a & stalni koefici-

jent.
ReSenje. Diferenciranje po x i y daae redom:
D = Cl + 205x + Cay, g=C +04x+ 2 -% y: r =2 Co 3

c & 2c
_ ’ _ . . . .2 .
8 = CE’ t= 2 ;% . Kako je 1:t = 2C3 : ;?i = 8%, to je

r - a2t = 0 parcijalna jednadina &iji je potpuni integral
data funkcija.

U sledecim zadacima, postupajuéi kao dosad eliminacijom

proizvoljnih funkcija, odnosno konstanata, doéi do parcijalne
Jjednaline za datu funkeciju.
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l’

5.

6.

8'

9.

10.

2°,
reda

mogu

2 2
Z-Cl+02x+03y+04(x +y)+05xy.

Rezultat, r - t = O.

Z = f(x+3) + C(x~7) -

Rezultat r» - t = O,

Z = E(z+y) - Cx~F) »
2

Rezultat. p~ - q2 = (r~t) 2.

z =E £ (xy) -M.g(a;%).

2

Rezultat.,. x"r - yet - 2yq = Q.

= f(y-x-cosx)+¥(y+x-cosx).

2

Rezultat., r - 28 sin¥ - t co8™x - q cosx = O,

z = xf (x+7) ¢ (x4+7) -

Rezultat. r = 28 - t.

7 = £(x24y0)+ ‘€(x+y).

Rezultat. 1y = (x+y)+s(x+y) =tXa

2 = eV [‘Q(x)sinxy +‘Pz(x)cosxy] .

Rezultat. t - 2xq - 2xez = O,

z = £(3x=y) +¥V(x+¥),
Rezultat. o + 28 - 3t = O,

Z = -22 X+ y + £3x+y)+0 (2x+9)
Rezultat. T - Ss + 6% = Xy »

Integracija parcijalnih diferencijalnih jednadina drugog
svodjenjem na obicne diferencijalne jednadine.

Parcijalne jednadine

F(X,¥,2,DsT) = O )
¢(x’y’21Q9t) =0 (2

se integraliti kao obidne diferencijalne jednaline. Jednadi-
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oz . oz

na (1) sadrZi samo ‘izvode

X i Y tease y moze smatrati kao
konstanta, a jednadina (2) samo izvode ==- - 2z te se x moZe

oY vz
smatrati kao konstanta. ,
Zbog toga opSti integral Jjednadine (1) sadrZi proizvoljne
funkeije od y, a jednadimne (2) proizvoljne funkeije od x.

1. Naéi reZenje jednadine xt+(z-xq)(§x—lnx) = g, koja zado-
voljava pofetne uslove
2 & i

X
z(x31) = —3-'(- + x%e¥ y z'y(x; D= 2 mAnX | g X,
x

ReSenje. Data jednadina moZe se napisati u obliku
x
t-—(}x—lnx*"}i)q*'é;l—l;x- z=0’izato

X
njena karakteristidna jednadina glasi:

ps
X _<5x - lnx + «)X g 2Anx o, Njena resenja su 11.—. a®-1nx;

1 N . * ce o)X
Ay = = . OpSte redenje date jednadine je: z =‘€4 (X) = +
Y xy
+ %7_()‘) )(

ReSavajuéi 51stg9
z(x; 1) =€) = +‘€L(X>e--+>< e" ,
) X_ %

v (x5 s\, (x)@3x~—-—3 bnx +8, O¢) -—-: _33,_2515_,, xe” .

dobija se‘@(ﬂ A fﬁ}):xl te je traZeno partikularno reSenje
z(xy) = ¢’ -_"' Fx2e¥
x”
2. Naéi opste resenje jednadine s+2xyp = O.

Refenje. Data jednadina se, uzimajuéi x za konstantu, moZe
napisati u obliku % + xyp = 0, te je

-XyZ

2
P, y) =¥, (x)e , 0dnosno z(x,y) =bfﬂ(x)e~xy ax+ Y ( )

to predstavlja opsdte relenje date jednaline.

Naéi opdte refenje sledetih jednalina:
1. t +(zlnx -2q¢Y1lx + zlna(sinx} =
Rezultat.
2 (x;7)= xy{@,(x)sin[\/(n(slnx )j + e, cos[yln (sinx)]} .
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2'

5.

6‘

8.

9-

1.

x2r + 3xp + 5zy = Q.
Rezultat. Z(X ;v):‘; [24() cos (2L x)+C2(¥)sin(2tn 0] .

x2r+2xp-—6z80.
Rezultat. Z(X)Y)=¥,(x) - X2+ jﬁ;g%l .

4y2t + 2z = 0,
i
Rezultat. Z(X,Y)= yZ [‘é,(x)+ N, eny].

t - 6xq + 10x2.z = 0,
Rogultat. Z(X;Y)= @Y [,(x)cosxy+ 00 sinxy].

xg - 5P72 - 0.

Y3
Rezultat. z = jxe,ooe" dx+¥,(y).
\ .

(y—xe) g+p = 0.
x
Rezultat., z = ;%i%a%— dx +¥, (v).

sxlnx - q = O,
: 1
Rezultat, z = —e?x—ﬂ‘(y) dy+¥, (x).

s sinx - 2qecosx = O,

Rezultat. z = (sin°x) [¥,(¥)dy e, (x).

Integracija parcijalnih diferencijalnih jednalina drugog re-
da svodjenjem na parcijalne diferencijalne jednadine prvog
reda ‘

To su jednadine oblika

F(x,'y,p,r,s) =0 i ¢(x13'9q’50t) = 0,

JCI‘+S=0.

Refenje. Data jednadina mofe se napisati u obliku
2P - ap

*ox tav - O |
Sistem obidnih diferencijelnih Jjednadina u simetridnom obliku,

koji odgovara datoj jednadini, Je %5 = %I s & njegovo rede-
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“nje je C = xeY , te je p = £2(x-e7Y), odnosno
z = [fxeydxre) =e” [ Fiixeyd(xe T+

re(y)=e f(xe ) +e(y).
2. 287+ t=0, Yata jednadina mo¥e se pisati i ovako:

5 2% ek ax _ dy o
-3-)(_7 + -3—\_/- = 0, Odgovarajuci sistem b 11 ima resSenje

X - y2 = G, te je q = f(x-yz), odakle je 2z = J'F(X \/Z)dywe(x)

28 daci

1. xTcosy - 8siny = O,

£(xsiny)
Rezultat. "'E'i'n'iL + Y.

2. xr - 2ys = 0. .
Rezultat. z = fvc(x"y)dxw“e(\’)-

3. Naéi op3te refenje jednaline r - 28 = pu i partikularno re=-
Senje koje zadovoljava uslove
eo% e
z(x; O)= =, 2°7(0; 7) = 3~ + cosy.

Rezultat.
x+;y

Z = J exf(2x+y)dx +92(3)s —-3—-—- + siny.

4%, Integracija parcijalnih jednadina drugog reda svodjenjem na
tadan izvod

A¥o se psrcijalns jednadina drugog reda mo¥e mapisati kso
tadan izvod, onda se lako integrali.

Primer. ReBiti jednalinu xrq = (g+xs )(p-1).
ReSenje. Vata jednalina mo¥e se napisati u obliku

3.( 2:1—.).}. =l _x B._a .1
in Z » odakle jJe 3 3L odnosno = To " x

Iz sistema xdx = -’ (yydy = xdz sleduje z-X= C.,-— +@(y)y=Cy
tde 2 = x + f(g—» +§£(y’}>




Primer Rediti Jednedinu r + 8 = p

HeSenje. Data Jednadina moZe se pisati u obliku

%(p*q_z)‘o, tejep+quz+t€(y), odakle;je

dx = dy = 22 ]

2+8(y)

Prvi integralil ovog sistema su x - ¥ = Clg

z = e’ [02 + je-y‘e(y)dyj . Op8ti integral date jednadine Je

z = f(x~Pe’ + eyj-:%l)- dy , Jjer je C, = f(Gl).
e

Zadaci
Re3iti jednadine

s - e - Secdx

Rezultat. z = ef‘e(x)dx{WCV)+SXze dx}

2.  3p°rq - 28(p + 2) = O.

Rezultat. Op3ti integral dat je sistemom jednadina

z=0xt\co4+2 e(y)+£(C),
2
0 = * C . )
x Tlr—a %3 3 o Y()+£(C).

3. 2ry = q + x¥
C(y)dy 2 2
ezultat. = P +2 .
Rez a Z J-J?T*-ET—T-‘P'F(X Y )
Op3ti integral dat je sistemom jednadina
i a2 :
2= 21+ 0 00 +Cy+(0),

0=t LB Loy,

Virc2

o . . e X
>, Integracija parcijalnih diferencijalnih jednadina drugog
reda grupisanjem: ¢lanova

+

+

Ova metoda slidna je prethodnoj. U datoj jednalini prethodno
se grupisu pojedini &lanovi da se dobiju tadni izvodi po x i y, a
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zatin se uvode smene, koje svode datu jednaEimi na parcijalnu
Jednadinu prvog reda.

Primer 1,
BeZiti jednadinu r - a®

treperi.

t = 0, To je jednadina Zice koja

ReSenje. MoZe se pisati redom:.r - as + as - azt = 0

%(p-aq)+a53<,-(p—aq)-0; p-~ag=10

-aé-")-'-( + a g—l-\;- = O , OpS8te refenje poslednje parcijalne jedna-

¢ine prvog reda je u = f£(y-ax),te je p - aq = f(y-ax),
: dy - dz : -
odakle je dx = - Ex = Fryawy ¢ Jedan prvi integral ovog

sistema Jje y + ax = Cl ito se dX = T('%EESE) daje dx = ?(“C‘%Ei)’
1

tje. z = f f(Cl—Eax)dx+02 =€ (Cy-2ax)+ C,. Kako je
Cy = W(Cl))opé‘ci integral date jednaline glasi
z = Y (y-ax) + Y (y+ax).

ReSiti sledele zadatke:

i. xzr + 2Xy8 + y2t = 0,

Rezultat. Smena U = xp+yqQez = f(%) ¥y +‘?(%) .

2 r+lds+ 49t =x-~-7.
Rezultat.Smena U = p + 7q
% 1.2
Z(x; y) = 2 x? - 5 x7y + x£(7x - 7) + €(7x-7).

Se r+ohde + 4t = x+ 7.
Rezultat. Smena U = p + 2q
3
Z(x; 3) = - 5+ '12‘ Py + x£(2x-7)+ 0(2x-y) .

4, r+y=*%t+ %

Rezultat. Smepa U = p + g



% = -Jé x7 % X%y + %‘?,(x+y}+‘?z(x~y}.

Linearna jednadina Ar + 2Bs + Ct + D = O, sa konstantnim
koeficijentima A,B,C,D mofe se rediti grupisanjem Slanova. To éde
biti prikezano na sledefem primeru.

Primerp
Refiti jedna’inu 3r-S5s+2t+4 = O,

ReSenie. Stavljajuéi da je —(m1+m2‘) = :3'45- ) Dyl = % dobija
se T =(Iy+I,) S4my e Myt + % = 0. @Y

Brojevi ml’2 su resenja kvadratne jednadine n° - ; n o+ % = 0,

odnosno 5m2 - 5m + 2 = 0, Njihove vrednosti su m o= 1,

m, = % » (1) moZe se pisati u obliku(r—mla)—mg(s—mlt)+ % =0,

odnosno (r-s)=- %(s—t)+ 4 = 0 ili 3(r-s)=-2(s~-t)+4 = 0, tj.

3 BCS;Q) -2. a(:;% = =4, a posle smene U = p-q i ovako

3 ......aaL;( -2 ——-—2&/’ = ~ 4 §to predstavlja parcijalnu jednadinu

prvog reda po U = U(x,¥).
Prvi integrali poslednje jednadine su 2x+3y=Cy 1 U+ % x=Cyp,

Sto sleduje iz sistema -d-%( = %1 = %- . Dakle,opdte relenje

Amas au W oy iega _
jednadine 3 vl 2 =5 = 4 je U 3+ f(2x+3y). Sada tre

ba refiti jednadinmu p -~ q = - g- x + £(3x+3y7).

'Jedan prvi integral sistema

ax _ 4 dz . .
= = je x+y = C*, 3to zajedno sa
b :f -%L x + £(2x+3y) !

dz dz

dx
I—=

daje 9{- =

s Odakle

- % x + £(2x+3y) - % x + £(3C"~ x)

se dobija 2z = = %— 12 + ¥ (3C - x)+ C" 3to zbog C" = W(C*)
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daje opite refenje 8 = - % x2 +¥0(2x+3y) + V(x+y) )polazne
jednsadine. '
Zadatak

ReS3iti jednainu 2r + 5t + 2t = 7.
Rezultat.

% = % X + %‘Q(ax—y} + ¥ (x=2¥).



Zarko MIJAJLOVIC

DIFERENGES#:##E JEDNACINE

Neka je X, op3ti ¢lan realnog niza.

Operator konalne razlike A definisan je sa: AX =X .-X .

Operator translacije E definisan je sa: Exn = Xp.q-
Zadaci: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 14,

Diferencijske jednadine po nepoznatom nizu x, su Jjednadine
oblika F(n, 4%, A?xn,..., 5% x ) = 0 odnosno G(n, X

Xy,1s o9 Xp,p ) = 0. Za niz x kaZemo da je refenje ako

zadovoljava odgovarajuéu jedpadinu.

Za refavanje diferencijske jednadine oblika A‘xn = &, vide-
ti zadatke: 13, 15, 23, 24.

Diferencijsku jednadinu oblika Xpeq = 8p¥p + by zovemo 1i-

nearnom jedpadinom prvog reda. Opdte reSenje Je X,
eo By g (X tb /A D M8 8y) + eeeer b /(3 870008, ) Zadaci:
28, 29, 30, 32.

= 8 8ee
o 1

Diferencijsku jednadinu axp,» + bx, 4 + cx, = 0, gde su

a, b, ¢ realne konstante, zovemo homogenom diferencijskom
jednadinom drugog reda. Kvadratnu jednadinu az®+bz+c = O
zovemo pridruZenom karakteristiénom Jjednadinom. Neka su u i
v reSenja karakteristidne jednadine., Tada je opSte refenje
oblika: :

(1) uév X, = clun + czvn, Cy3Cp SU proizvoljne realne
konstante.

(ii) u=v Xy = clun + c2nvn. Zadaci: od 36 do 47,
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1.  Neka Jé X,=¢ zan= 1,2400e Nadi bx .
Befenje. Ax, = x,,, -X,=c¢c=-c¢c=0.

2. Za nizove: a) X, = 2", B

b) x, =a, afljnaéi Ax, i Ex .
Regenje. ;
a) ax, - 2n+‘1__2n - 22000 En; Exn - X,y 2n+1

b) Ax, = at*lg® . a%(a-l) ; Ex, = a®+l

3. 2a niz X, = n(n-1) soe (D=k+l) naéi AX .
Hefenje. 4x, = x . ;-%X, = (D+l)n... (a+l-k+l) - n(n-1). .
eeo (D-ktl) = n(n-1)...(a~k+2)[n+1-(n~k+1)] = n(n-1) ...
ers(n-kt2)k = kx ;. Otuda je AX, = kexy ;.
Sesto se izraz n(n-l) ...(n-k+l) obeleZava sa 29, Taga je

An‘k) = ken®V | Primetimo da slidna formula va¥i za iz-
vod funkcije £(x) = x* : Df(x) = Dxf = k.x< L.

4. Dokazati da su operatori A i E medjusobno komutativni,
ReSenje. Treba da se pokaZe da je A E=FE A, tj. da je
za svaki niz I AE:rn = EAxn. Zaista AExn = AXp.y =

Xp,o=Xp.q = E(xm_l-:%') = EAx,, pa onda va¥i jednakost
AE = E A,
5. Dokazati da je E =1 + A.
ReSenje. Frema definiciji operatora E, Ex, = X3 i prema
definiciji operatora 1 + A je (1+A) X, = lox, +4ox =
= X, + (xm_l-xn\ = X, Otuda Ex, = (1+2) x, za proizvolj-
ni niz realnih brojeva, Sto znadi da je E = 1+ A .

6. Dokazati da je 4= E-l.

Refenje. Ova jednskost moZe se dokazati na slifan nalin
kao u zadatku S. Medjutim, ako koristimo veé do-
kazanu jednakost E = A +1, neposredno dobijamo A = E-1.
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7'

9-

10.

il.

Dokazati da je A’ = E°-2E+l.

Refenje. A= A*A = (E-1)(E-1) = E°-E-1-1+E+1° = E°-2E+l.
Proveriti 1 pmeposredno gornju Jednakost, tj. da Je za svakl
niz x: A2 x_ = (E% - 2E + 1) x,.

Dokazati da Je za proizwoljna dva niza X, i Tal
a) A (eyxprepyp) = 0 & Xptoy ATy

) ECclxn-rczyn‘) = ¢ Ex +cEy .
Redenje.
a) A(clxn-t»czyn) ® ©1%ns1 * %27n41 '(clxn+°2yn) =

= ¢ (Fns1 =~ %) * %2(Tpnyy ~ Tp) = 0 A Xyt Cp A Ty

'B) Eoyxp#oa¥p) = ©1%pe1 * ©2¥ne1 = 1P + CoFVpe |
Zbog gornjih osobina, operatore A i E nazivamo 1inearnim.

Izraziti operator: a) A preko E, EZ,..., Ek; b) EX preko
Dy Al eess AN .

BeSenje. &) Prems zadatku 6. A = E-l. Primenjujuéi binomou
L]
formulu imamo: 4% = (B-D)¥ = I-1)ET(E)E" a-1)% -1)F ips

+(_1)k.2' -k%_"]'.')'Ez 4+ soee Eﬂkt

b) Sli¥no ka0 pod &) nalazimo da je EX - i (];) & .

=g

Dokazati da Je a) To = ?_f (-1)k—r(§)yr; b) Ty -ré (:) a Toe

=Q

Refenje: Prema zadatku 9. imamo da Je
(a8 P !
k-r/k k- k .
a) 2% y, = 2;0 -1) r(r)Er}’o = ‘Z:‘o 1) r(r)yr’

B - 55, - § (i,

=0
Za niz x, = an+b naéi Ax;; a* e A"xn,....,i A"'rh.
ReSenje. X, = Xy 9 =X = a(n+l) + b - (an+b) = a;

Afxn- A(Aﬁ)‘- Aa=a=as=0;

Nx, = A( &%) = A0=0.
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Primetimo, da ako Jje 4*x, = O, da je onda i A“"xn =0, te
Jje u nasem sludaju, poSto je 7® X, = 0; A X, = 0
Asxn " O’ CY K} 3

-4

12, Dokazati da Je A = Xge
, de L axmeo=

Redenje. a AX v B * DXy b cee +AX 4 o=
Kgo e = 0 bt 2 *n-1
(%) = %) + (X5 = %) *(Xz = Xp) + eee + (X% ) =
*n = %oo '
Primetimo da je prethodna formula analogna formuli integral-
nog raduna: jt" x(5)4t = x(tn) - % (to).
to
13. Za dati nisz 8y ¥ =2 0,1,2;,00. Tediti diferencijsku jednadinu
A = 8y e
T * %k n-f n-1
Resen,]e. Prema zadatku 12. imsmo da je Z Axk Z /&y odno-
K=o

n-9

smo x_ = X, = g_;o- ay. Otuda je x = x, + ?;:;ak' Primetimo

da X, moZe biti bilo koJi realan broj. Gornji proces dobi-
Janja refenja Xy naziva se konadnom integracijom.

n-y -4

14, Dokazati da je .§q U AV = ou v, - U T, -K};o Viyp O Uye

ReSenje. Kako je u, Avy o= ug(vy,1-75) = VgV ~Uy Ty =

LR TR PR T aC uy +1—ui) = (u;vy)=vy,3 Auy,to onda

n-4 n- n-4
imamo (go uy Avy o= 1}; & Cugv)=vy,y Aug] = goa(uivi) -

n=y N4 )
- igo Vi Aug s wv - uv, - go Viep Ay Primetimo da
je prethodna formula analogna rezultatu iz integralnog ras-
duna: ju(t‘}dv(t) = u(t v(t*; u(t‘)v(t) -f v(tydult) .

Prema prethodnim zadacima vidimo da Je operator anslogan
: diferenciranja D, a sumiranje ¥ integral,jen,juf

15. Rediti &ifez‘encijsku 39&1132511}&:{ Zi"slxr =8, r= G 1 ¢2gs060 o

Regenje. T a2 x, = £ a,. Dalje z: a4t x, = Z’ A(ax,) =

reg reg
= Ax - :ﬁxe = Aax - c, (sac  smo oznaéilz Axo).
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Otuda je 2 x = C_ + S a_. Ako ,joé jednom primenimo sumi-
o =g nI; -1 n-f K-4

ranje d;)i:ﬁ;j?mo z ax, = ‘Z_‘u (eg* zj a, 34‘3“ o +2;0 ED a, =

- +K§;O EO a,,te Je x, - x = nn'.o’(:rz:o ?’:;o a,. Ako oznadimo
8a ¢, broj Xy imamo X, = ¢l+nco+t£ go 8, = CyDC +a, +

+{a *al‘)a»(a +a1+a2)+ asst(a oty taotes bl -2). Ovde smo uzeli
da Je [ a., deh 0. Primetimo da smo gornje redenje mogli da

naplsemo u obliku: x = ¢y+Dc +(n-1)a +(n-2)8;+.. .+2an_3+an__2.

Na glidan padin, uzastopnom primenom konadnog integraljenja
resili bismo i Jednadinu AX X, = &g

16, Nali sledele zbirove

a) 1+2+22+ “.+2n—-l; B) ¥ &f = 1+a+a‘2+ see * an'l;
-1 XY . r=0 g-y
C) Z T ] d) Z [
=0 =0 n-1 i
ReSenje. &) Prema zadatiu 2. 02K = 2%, Otuda jeT 42
N-q Kz=0
Z 2K pa prema zadatku 12. dobija se KZ 2k . o
= 2 heid lo
n-{ [

b) pa¥ = (a=1) ak; :Z‘oAak = KZ,O (a-l)a = (a—l) Z a¥.
Kako;jeit\ak.an—a°-an—l toje): al.tna——:—l-l.‘
¢) ar®l) (k+1) &3 ’E Ar(k+1) = Z(k+1) (k)-(kﬂ.)f )

o nq =0 (k+1)
Otuda je, zbog zgk) k+l _ o k+1 n K+l A r J.Sk)= =T e
=0

s n- n2__n
d) Koristiti AKE = 2k+l; Z k= S52 .
A [t n-4
17. Dokazati da Je “W(ax.k +by) = & onk +b Z - Ty
18. Naci zblrove.
n-4 n=1 1
kx 2 b in(lx+x/2) 5 .
a) Z cos(lkx+x/2); ) L sin(kx+x/2)} <) ’."::O_M)
Resenge. 8) Asin(kx) = 2sin(x/2)cos(kx+x/2); ¥ cos(kx+x/2)=
K=0
- 2%}2—{%%); b) Acosicx) = -28in(x/2)sin(lx+x/2),

gsin(bﬂxlz) = %:99—%% c) Al/k = = k‘('%?‘.[) .

s1in(

g n-1 ,
k%,ma ¥ «Al/k =1 = 1/n.

K=1
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19, Primenom operatora konalne razlike izradunati ,
. Xk 5 n-4 2
a) .:z:.oka i »E fal<ly o) L ox sk Q) z ¥%ak, 1ay < 1.
ReSenje. Ovde &emo primeniti formulu iz zadatka 14,
k
a) Izaberimo uy=k, Avk-ak. Tada je v = s (afl) jedino
moguée reienje za Ve Otuda ;je E kel = f kaa /(a-l)-
0 na®/(a-1) - 0a%/(a-1) - Z ak+1/(a—l) Ak = na®/(a-1) -

a ™k n By
- =T Z a" =na /(a-—l - a
a7 ko ) ( -1)2

b) Ako pustimo da n+ o« dobija se Z xaf = a/(a=1) 2

¢) Na slidan nadin kao pod &) ako dvaput primenimo konaénu

n-4 2.1 n
R - - 2k _ n-a 28 na
integraciju, dobija se 2:_:0 k“a =T - =T ('a_:I' +

D) - ArE

a2

d) Z kza. = @
e (1-a)3 ,
20, Pokazati da se nk mo%e izraziti preko n (1) 5'2), sesy Iik).
ReZenie, nl = n o= 19'), 1{2)4- xgl)- n@m=1) + n = na,

G)+ 5n + nl = n(n-1) (p=2) +3n(n-1)+n = n itd. U op#tem

sludaju bice o¥ - skn(‘v+ skn2)+ ese t sk zik) K k AT,

i
Brojevi sr nazivaju se Stlrllngovm brojevima druge vrste

( Stirlingovi brojevi prve vrste S. dobijaju se u razvoju
po n, n°, ..., ofr 0 -~1S¥n ) . Mofe se pokazati da
i=

su s]I; jednoznadno odredjeni.

21. Dokazati da brojevi ai zadovoljavaju sledeéu diferencijsku
Jednadinu: 1;”' sl.;_l + islj{' z8 122, 000406
ReSenje: Imamo da je n¥ - sj]fn(l)i- cos + sﬁlﬁk). MnoZenjem
sa n dobijamo nk'*l = nskn(r’ sas sl}in(k). 5 druge strane
Je non® . (n~1) PR in(l) pa je P 8y (n(2)+ n(l))+
+ see + i(n(k*’l} + kn(k}). Medjutim, nk+1 = sﬁ*ln(l) +

v o n @y L4 O te uporedjivanjem dobijamo
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kel k k
si+ =8y, +isy zal= 2, o0y k.

22, Wali prvih nekoliko Stirlingovib brojeva druge vrsie, koris-
teéi formulu iz zadatka 21.

Bedenie. Pre svega, moie se neposredno pokazati da Je

n n n+l
8] = 8, =1 zamn=1,2,5000 & Iz formule By =

= sﬁ__l + ksi dobijamo, na primer, ove brojeve

53 = sf + 285 = 14241 - 3

sgas%+252-l+2v5-7; ag-sg+3sgu3+5vl-6;

92 - all* + 252 a 142:7 = 15 itd.,

Tako dobijamo slededu tablicu

ok, 1 2 3 4 5 6 7

1
3 1
7 6 1

15 25 10 1
31 90 65. 15 1
63 301 350 140 21 1

- WY I SRR XTI V
P e e R

23. Re#iti diferemcijsku jedmadimu Ax, = k°.

Refenje. Iz tablice (zadatak 22) nalazimo da je k2 = k(l) +
n-{ n-{

k@ odsxle je ax = kP + k@, palje L A =) (x® +
-4 - = =0

+ k@)t kYT k@, Proma zadatiu 16.c. vazi formula

'E & n &+ otuda -X = n(27/2 + n(B)/B ‘odnosno -

oo ) 0 N *n (s

X, = ¢, + n(n-1) /2 + n(p-1) (n=2)/3 = cy + n(n-1) (2n~-1) /6.

Primedba. Na potpuno analogen nadin mofe se redavati diferen-

cijska jednadina A"xn = Py, gde je P = a

2
o * &0 + an” +

+ ese + arnr.

73



24, Re¥iti diferencijsku jednagimu a*x = K°+3k+6 tako da refe-

nje X zadovoljava poletne uslove x = O, Axo = 0,

o)
R D, @ 5 @ L
eSenje. k +3k+6 = B '+ kT +3k +6, odakle Je xZ (i oM
B n-{ -4 n-1
=Y (P4 5xP 1 6) - k@, 4::k(1>+z: 6. Otuda je
K:o K=o =0 K=o .

Axn = Axo + n<3)/3 " 4‘n(’2)/2 ‘+ 6n - n(3)/3 + 2n(2)+ 611.

Jo3 Jjednom primeridm operatora sumiranja dobijamo X, =
4) 2
. ( 211(3) R zn( ) .
i \
6\\"3/5, Resiti diferencijsku jednalinu Ax, = ¥ o+ 2% 4 1,
Regenje. X, = ¢, + B + (n(n-1 /2)2 + 2n.

f:26 Izradunati zbir S,(n) = 1k 4 2k, .. o
(26,

Resenje. Ask(n) = Sk(m-D - Sk(n = n = skn(]‘) ]2‘11(2)+

- n-l
+ eee ¥ s]én(k). Otuda je Sk(n) - Sk_(O) smzm[ sikm(l)qr sgn(2)+

+ ses + s%n(k)]. Podto Je Sk(O) = 0, to je S,.(n) =

- efn(g?/a‘ + slé‘n@)/B 4 ees sin(hl)/(kﬂ).

:{2/7. ReZiti diferencijsku jednadimu x . , = 2%, ., + x = a".
BeSenje. Kako jJe % 5 = 2x, 4 + X, = Azxn, zadata jednadina
> LA n .
ekvivalentna Jje sa A X, =8 Otuda je X, = €y + Cqn +
+ an/(a—1)2
28; Begiti diferencijsku jedna&inu Xnel a(n—-l)xn + 2n rekurzivnom

S
metodom, ako Jje dat poletan uslov x. = O,

©

ReSenje. X, = 0. Primenjujuéi datu rekurzivou formulu nale-~
zimo:

% = (-)x, + 21 = 2} Xy =(4-1) x5+2°4 = 5448 = 62

Ky = (2~1)x1 + 22 = 244 = 6‘,x5 w (5-1) x&+2-5 = 248410 = 258,
1«:3 = (5—1)1:2 + 23 = 1246 = 18} itd.
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Primetimo, da bismo izradupali vrednost X morali smo da
izradunamo sve wrednosti Xy ng..., ne1® Zbog toga kaZemo
da Xy radunamo rekurzivno.

29. Za date nizove 8., b rediti diferencijsku jednadinu

n
Tpay = 875 * bn sa pofetnim uslovom Tq = ol (Ova diferen-

cijska Jednadina naziva se linearnom diferencijskom Jednadinom
prvog reds).

HeZenjs, Nalazimo da Je:

Ty = 8T, * bo = a, o + bg

Tp = 8q7y + bl = 8,8y of + albg + bl

T3 = a5y, + b2 = aoalazﬁa + alazb0 + a2b1b2

Ako sa S oznalimo proizvod a od1ece8y 28 n=0,1,2,00. DAlE~

n
zimo da Je Tp = 8yBq8peeeBy, ol * By ae...an'%b + 8nees

01
ses 8y by + ...+an_lan2 +b o= co Po +
°n-1 Cn-1 Cn-1 Cp-1
+ by Py * ses + === o b odakle jJe
¢y e, 2 Cpp B=2  C 4 D-1
: . b b b
0 1 ne-1
Y. o= ¢ ol 4 e omER o g b ewEmms Jm O ol +Z
n n~1 ( o © cn—l> n- 1( o k

2a 0= 1325600

q%g} Regiti diferemcijsku jedvadinu y ., = Xy, + b, &de je
To = Dge
Refenje. Prema prethodnom zadatku reSenje je oblika

. gde je anXXQox=Xn+1

I"H

)

b
- 2L, -2
Tg = Sp-1 (yo + co + + ses *+

o’

tejeyn=xn<b +'x?2+o--+‘—)=b3€l+bl}fn’.l

B -2

+ byx + eee * b#, gto znadi da Je n-ti &lan niza polinom

sa koeficijentima b, Dys eeey B

n
Primedba- Rekurentna formula y, =Xy, + b,,, omoguéava
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brie rafunanje vrednosti polinoma boxn + blxy’l + ceetb,

u tadki x nego na ucbifajeni nadin, jer se na taj madin
izvriava manji broj radunskih operacija (Koliko?). Zbog to-
ga desto se koristi za pravljenje algoritma pomoéu kojeg
‘radunar izralunava vrednost polinoma u datoj talki.

31. Pokazati da se 1:|.nearm gednaclna prvog reda moZe gvesti na
Jednadinu oblika. Ax ==/<bn, .

HeSenje. Ako se u Jednadini y, .4 = 8.y, + b izvrsi smena
Xy = Ey'i' » Bde Je ¢ = 8 870008, i sa /3:4.. oznacimo E; dobija
se smenom u jednafini: °n+lx;1+1 = 8 cnxn +/.5 nn° Kako je
Cpel = 2n41tn to Jje onda 8, 1%y = 8 x + Ppe Ako ovde

Smenimo x = a,%, dobija se x, 5 = x, + B odnosno Ax =

s ay In
=f0y« Frimetimo da je omda X = == - y, = == n=1,2,000
n n-1

32, BeBiti diferencijsku jednadinu Tps1 = €08 % ny, + sin2x,

yo - 204-

ReSenje. Ovde je 8, = CO8 l;'n 3 by = sin2x te je

Ch = aoal.-..an = COSXCOS -’2‘- ceccos X = %3-32‘3-‘———3; Posgto je
22 2 gin Zn °

sin2x sindx
Tnel = °n<yo + Z ""> imamo yn.q = Thel <2°( *’Z 51 X
2

2 sin
o5*gin "'E
sinlx 1 f: 2k X
imamo = + 8in "
P
3%, Izradunati determinantu En =] 1 2 3 4 .40 D=1 n
~1 = 0 0 ... O O

e & & & @ ® & ® © ® %

0 0 0 0 ... x
0 0 0 0 ..o =1 x

@

RBefenje. Razvijajuéi determinantu D, po poslednjoj koloni
dobijamo Dn = xDﬁ—l + 0 uz uslov Dl = 1. To je diferencijska
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jednadina prvog reda, te nalazimo njeno redenje

D, = xD""l(l +-}2;+}-§+ 0ns +-—--—-1—> 2L 2, L n

x S
(videti zadatak %0), A1
Pokazati da je & Lo 2, 4o - il%; + ?;'1';% » tda
D = D+] xm'l
n " Tx* (x-1) 2

8, 87 &8j... 8, 3

a
34, IzraCunati determinantu Dy= | =73 %X 0 ... 0 0
0

0 ~¥p x2...O

2 # ® ® © w ® o0 & € »

n

0 0O o] got"yn xn

Naéi D, ako je x, = y,, n€N.
" ReSenje. Kao u prethodnom zadatku, razvijajuéi po poslednjoj
koloni, nalazimo da Dn zadovoljava diferencijsku jednalinu

Do=x.Dh g +8,Y1Tp ese Tpe Otuda je D, = x;%, ...xn<ao +

¥ J- In
+ 8y R an-—l—=-'-=-—-> Ako je %, = y, za n = 1,2,..,
xl J(]_'..xn

onda je D, = x;x, ...xn(ao+a1+...+an) .

35, Dokazati da funkeija [ (x) ”j e~ Ut* gt (x> 0) zadovoljava
(4]

diferencijsku jednadimu M(x+1)= x(x). Koliko je ((n) ako je
névWN, ' .
o0 o0 [+
Regenje. [ (x+D =j e Ft¥at = -] t¥ae™* = - ( txe'xI -
o 0
- j e ¥at*) = x J e *t¥ Lax = x M(x).
Ako je neN, tada jeT@ = (n~1)! ., Dokazati koristeéi na-
vedenu rekurentnu formulu.

Navedimo da funkcija M(x) koja je refenje proste diferen-
cijske jednadine [(x+1)= x [ (X) ne zadovoljava nikakwvu -
algebarsku diferencijalnu jednadinu sa polinomnim koefici-
jentima (teorema Heldera).

36. Neka je u reSenju kvadratne jednadine of 22 + 2 v =
(£ # 0)s Dokazati da je niz X, = u® onda reSenje diferencij-
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ske jednadine olx,, » + /A% 4 +¥x = O,
n

ReSenje. Kako je x = us imamo: ofXy o + 4% g +Ix, =
- géumg + AU 4 R . n@ue +Pu + ) = uh0 =0,
jer je po pretppstavci oLuE +fpHu + = 0,
37. Neka su LS, i In dva partikularna reéenj‘a diferencijske jed-
nadine AX, o * ESRE J’xn = 0, Dokazati da je onda i niz
Zy = CqX, + Co¥, I:ééenje iste diferencijske jednai’:iné.

Reéen,‘ieu oL zn+2 + ﬁzn.‘,l + d’tzn SOC(clxn+2 * czyn+2) +

+A(C1 %, + Co¥n,y) * d (e Xy +epy) = o <°an+2 +
*ﬂxnﬂ )+ e (dyn+2 t ATt ¥ T) =

= ¢y O+ ca-O = 0, jer su nizovi X, i Ty PO pretpostavei

redenja date diferencijske jednadine.

38, Neka je data diferencijsks Jjednadina AXn+2 + BXn+l + CXn‘a ch
i neka je X refenje homogene diferencijske jednadine.

AY + an+1 + cxn = 0, a niz Yn partikularno refenje Jed-

n+2
nacine AXn*Z + me»l + C}{n = X Dokazati da Je onda niz &, =

=X, + T, refenje date diferencijske jednadine,

ReSenje. Az, o + BZ 4 + Oz = A(xn+2 * Tpeo) ¥ }3(::]“1 +

* ym»]) * G(xn * Tp) = Ao v BXy g+ Oxp 4 Ay o+ By, 4
+Cyﬁu0+cn-cn.

39, Dokazati de je operator LaAEz + BE + C linearan, tj}. da je za
svaka dve niza x iy, i za ¢;,¢,€R ispunjeno L(clxn +

+ czyn) = clen + chyn.
Dputstvo. Videti refenje zadatka 37.
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40, Uop8titi zadatke 36, 37 i 38, tj. posmatrati diferencijeku

Jednadinu onn»m + A1Xn+m~1 + esa + AmX = 0 pdnosno AGXB m *

MK eyt oeee AN = ¢, i dokazati tvrdjenja slilna u navedenim

zadacima .

41, Niz L zadovoljava rekurentnu formulu Xpep = Xpaq %o Re~
$iti tu diferencijsku jednadinpu.
ReSenje. Pridrufeni karakteristiinmi polinom je 2°-2-1.

1+ V5 3 -

Nule tog polinoma suun = ~—§~2 3 T = —w!—izg. Tada je opite

refenje X, = clun + c2vn = cl<2‘-“—*-245>n + ey (%)n. Ovaj

niz nazivamo Fibronadijevim.

42, U prethodnom zadatku odrediti Sy i o ako je Xy = 0, x = 1.
ReSenjs. Iz jednakosti Xy = cluo + c2v° ix =cqu+ cyv
dobijamo ovaj sistem jednadina: e + ey = 0 cl<—%i5

1-J_> Y ¥ « 1
+ ¢y (—?—2 = 1;&ija su reSenja c =5 Cy = = 7;
Tada je Fibronadijev niz oblika xn %5

J..(ﬂ)“
5\ 2 )

Dokazati da su u ovom sludaju sve vrednosti niza Xy prirod-
ni brojevi.

4%, Rediti diferencijsku jednadinu Xpo = 2Axm'1 + X, o= 0 i dis-
kutovati resSenja za razne vrednosti parametra A E€R,

ReSenje. PridruZena karakteristiéna jedmadina je 22 - 24z +
+1=0., 1° |Al>1_Tada su reSenja navedene

kvadratne jednadine u = A + /A1, v= A - \}AE-ln Redenje

dlferen0£ﬂ§~g jednaline je oblika x = cl(A+ JKE:i)n

+ ep(a- | A5-1)", 2° 4 = 1. Tada diferencijska jednagina do-

bija oblik X ,» = 2x .4 + X, = O, odnosno A*x; = O. Otuda

Je Xy = Cp+nc,. Primetimo da smo redenje mogli da napiSemo

o B - Iy
i u obliku Xy = xo+n.Ax - 5 A 1. ‘ada imamo Xnep *

+2x, 4 + X, = 0, Ago izvrdimo smenu x, = (-1)n7h, dobijamo
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2 1 L
1) Vo * 2(-1)2 Tpe1 ¥ (-l)-nyn = 0, odnosno y, .~ -

= 2¥p4q *+ Ty = Oy tj. Ay, = O. Ova jednalina je prethodnog

tipa, pa Je Ty = Cp t+ Cohe Otuda je X, = (-l)n(cl+nc23.

Ovaj sludaj mogli smo da refimo i na drugi nadin. Ako resa-
vamo karakteristidépu jednadinu 22 + 22 + 1 = O, imamo jedan
dvostruki koren v = =l, Tada ée. jedno partikularno refenje,
biti z = v o= (—l)n. Lako se mofe proveriti da ée drugo
partikularno resenje biti oblika z£ = v = n(-l)n, te je
onda opSte reSenje X, = cl(—l)n + c2n(yl)n, 8to je isti
rezultat kao malopre. ’

4° |Aj<1l. U ovom sludaju mo¥emo staviti A = cos ©. (zadto?),
te naSa diferencijska jednadina postaje x - 2cosOxn+l +

n+2
+ x = O, ReZenja karakteristidne jednaSine z° - 2co0s6z +

n
+1 =0 su: u= cos® +~Jc0320 =1 = cos® + isin® j; v = cosb -~
- Jcosee = 1 = cos@ - isin®. Tada je op3te resenje X, =

ciun + 02vn = cl(cose + isinQ)P + cy(cose - ising)n. Ako

primenimo Moavrov obrazac, dobijamo x, = c,(cosn® + isinng)+

+ cz(coan - isinn@) = alcosnO + 8y sinn®,gde Jje 8y =

= ¢ + €y} 8y = ife; - ¢5).

44, Re3iti diferencijsku jednadinu Xp,1 = Ax, + B, A, BER.

Refenje. I. 4 # 1. PotraZimo partikularno reSenje u obliku
Yo = ¢ Otuda je ¢ = Ac+B, odakle ¢ = B/{1-4). Znadi, Ty =

= B/(1l-4) je jedno partikularno refenje. Karakteristidna
Jjednacéina homogenog dela Jje v-4 = O, odakle v = A, Otuda

Je Opéfe resenje X, = cOAn + B/(1-4). II. 4 = 1, Tada se

Jednadina svodi na Ax, = B, odakle x = ¢, + nB.
454 Naéi determinantu: |24 B O O ... O O
C 286 B O +.. 0 ©
0 C 24 B ... 0O O
6 0 0 0 ... G 2A

ReSenje. Oznalimo sa Dn determinantu reda n. Lako se vidi

da je D; = 24; Dy = 442 - BC. Navedene uslove moZemo da sma-
tramo za pofetne. Ako bazvijemo determinantu Dn+2 po prvo]
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vrsti (ili koloni), dobiéemoc ovu rekurentnu formulu D ,o =
= 2ADn+l - BCDn. To je linearna homogena diferencijska jed-

naéina drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Karskteri-
sti®na jednadina je z°-2Az+BC = O. Tada je D_ oblika:

1. 4%>8C ;D= cl(A-JAZ-Bo)n + oo (A+JaZ-B0)E,

2 . n
II. A% = BC ; D = c,A" + c,A"n.

L - cl(A—iJBC—Aé)n + op(A+iBO-2D) T,

Konstante ¢y i ¢s odredjujemo iz podetnih uslova,

I11. A°<BC , D

(46, Naéi determinantu |2cos 1 0 0 ... ©
~ | 1 2086 1 0 ... O
Dn = 0 1 20080 1 ... ¢]

0 0 0 O ... Z2oosd

ReSenje. Prema prethodnom zadatku reSenje je oblike D, =

= clun + c2v;u gde su u i v relenja karakteristidpne Jednadi-
ne z2 - 2c080+2 + 1 =0, tjo u = cos0 + i8in®; v = cosd -
-igin®. Otuda je Dﬁ = acosn® + bsinn®, sa poletnim uslovima

D, = 2c080; D, = 4cos® - 1. Odatle je a = 1; b = cos®/sind.
Tada je Dy = cosnd® + ctgésimnn® .= sin(n+l)e/sind.

47, Re3iti graniéni problem xn+2—5xn+i+6xn = 03 X, = 75 x5 = 13,
ReSenje: I. nadin: Preko karakteristilne jedmaline z2w52+6 =0

neposredno nalazimo opite resenje X, = a2™ + b3®. Iz usiowva
Xy = 73 X5 = 1% dobijamo ovaj sistem jednalina a + b = 7

32a + 243 b = 13 odakle je &=8; b=-1,tj, x = 827 - 3%,

II nadin. Ako nas interesuju samo reSenja od X, do«x5 woZee-

mo raditi na sledeéi nalin. Iz rekurentne formule pri uslovu

X, = 7% X5 = 13 dobijamo ovaj sistem linearnibh jednaina:
Xy = 5xl = =42 (= —6xo3

x5 - 5x2 + 6xl = 0
Xy = 5x5 + 6x2 = 0
-qu + 6x3 . = =13 (= _xs)
Odavde dobijamo ova refenja: x; =133 x5, = 23; Xz = 375 xy=47.
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Primedba. Ovaj drugi nacin op8tiji je od prvog, jer se moZe
‘primeniti na proizvoljnu linearmu (sa funkcionalnim koefici-

Jjentima) ‘diferencijsku jednsdinu sa granidnim uslovims. Ova
metoda narodito se koristi u refavanju grani€nog problema
kod diferencijskih jednadina.

48, Pokazati da se sistem diferemcijskih jednaclnailn*l = Alxn +

A2X

+ By moZe svesti na jednu diferencijsku jednaéinu'Yn+l -

+ B Y drugog reda.
ReSenje. Eliminacijom Yn iz pavedenih jednalina dobija se

BoXne1 = Bi¥na

X = A1Xn+1 + BlYn 19 sabi?anjem sa prethodnom jednakoXéu

dobija se X, 5 = (A;+By)X, 3 = (44By = A5B)) X ¢

= A132 - AaBl. Iz prve jednaine dobija ée

49, Re#iti sistem diferencijskih jednadina Xnil = FptTps Tpeg =

=Xy = Jp°

ReSenje. Prema prethodnom zadatku, Xy zadovol java Xp42 =

= (A +By)xp 3 = (4)By-A Bl)xh = 2x,6j. x = 2x . Karakte-'
ristiéna jednadina je z° = 2, odakle je xn = cl(JE)n +

+ 02(—1)n(J~)n. Iz prve Jednadine sistema imamo yn S
- x,, odakle'je posle sredjivanja y, = (V2) (}1(J¥;1)

- c2(J§+1)( 1)ﬁ)

*n

(50, Hesiti diferencijsku jednadimu x . = T - Foliki Je limx,

e o0

ako je x> 07

Regenje. Uvedimo smenu X, = 7ﬁ/zn‘ Tada rekurentna formula

b
7n n+l . Izaberimo ova] sistem di-

prelazi u X4l = zyn+zn = Pt

ferencijskih jednaina y, ., = ¥, 2

= 2yn + 3z Iz prve

n+1 n*

Jednadine neposredno dobijamo g = c,gde je ¢ proizvoljna
konstanta. Zamenom dobijene vrednosti za Ip U drugoj jedna~

¢ini dobijamo Zpsl = Zp * 2¢. Odavde neposredno z2, = a+2nc,

gde je i a proizvoljna konstanta. Odavde nalazimo X, =
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- - e - Y 1 Ze+a
Yo/3n = Toraidne Jera oo = Bion 898 Je b = == . Za-
©

menom u dobljenod formuli n = O imamo b = K/xg, odakle x =

- m—l'm » Ofigledno 1imxn = 0,

o N~y go
n
51. Dokszati da binomni koeficijenbi Gn X ”<k> zadovol javajuy
. ,

rek@rentnu formulu Cn&l,k = Cn,kwl + Cn,k »

52. BReBiti diferencijsku Jednalinu X0 - 2% .1 ¢ éxu = O,
ReSenje. x, = (J?)n(clcosda/a + 0,0 sinnu/4).

53. Razviti u red funkeiju £(x) = 1/(1+x+x2) u talki z = O,
‘ Refenje. Pokazati da koeficijemti a u razvoju f(x) =
by
= X:"anxn zadovoljavaju podetne uslove 8, = 1 8 = -1, 1

N=g .
sledeéu rekurentnu formlu 8,0 +8, 4 +8 = 0,
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Jovan VUEMIROVIC
INTEGRAINE JEDNACINE

Pod integralnom jednadinom podrazumevamo jednadinu u kojo]
se nepoznata funkcija pojavlijuje /bar na jednom mestu/ pod zna-
kom integrala i to na stvaran, & ne samo na prividsn nadin.

Linearna integralna jednadina je oblika a(x)¥(xX)+ B(X) =

j kE(#t) p(b) 4t gde su a(x); blx); K(x,t) poznate funkcije,
o .

a ‘?(x) nepoznata. a(x) 1 b(x) su pritom definisane nad inter-

valom [a,b] , a K(x,t) nad kvadratom [a,b]x[a,b].

X
Jednadinu ¥(x)= £(x)+ 7\j K(x,t) ¢(t)dt gde su £(x), K(x,t)
(¢}

. poznate funkcije , ¥(x)nepoznata 1 A realan parametar nazivamo
linearnom Volterinom integralnom jednadinom druge vrste. Ako Jje
f(x) £ O jednadina ée bitl nehomogena, & ako Je f(x) =0 homogena.

X
Jednadina J; K(x,t) € () dt = £(x)Je Volterina integralna
‘jednadina prve vrste.

Pod linearnom integralnom jednadinom Fredholma druge vrste
podrazumevano jednadinu oblika (x)- ij K(x,£)0(t)dt = £(x)
' o

‘koja e biti homogena u sludaju da je f£(t)= 0 ,
) b
Jednadina J K(x,t)¥(t)dt = £(x) je jednadina Fredholma

prve vrste. o

Funkciju E(x,t) nazivamo jezgrom integralne Jednaéine,
uz predpostavku da Je K(x,t) neprekidna funkcija nad oblasti
definisanosti [a,b]x [ a,b], 111 ima konadno mnogo talaka preki-
da i :

' ff |E@x,t)1? ax at|<+oo
a

11
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Pod refenjem integfalne jednaine podrazumevamo avaku
funkoiju ¥ (xz) za koju je jednaline identidki zadovoljems.

X
HeSenje jednaline %}% = J £(t) at je
0

= f(x—t) £(t) dt + C.

Tekodje,va¥l uopsStena jednakost
X n-1

X X
1
dx | 4% oo f(x) dx = ooyT (x-%) £(t) 4t
w ’ A=t

kads postoje r:inte,gral:t sa leve i desne ptrane jednakosti.

Ako su f(x) 1 k(x,t) neprekidne funkcije u svojim domenime
i|k(x,t)| & M, gde je M neka konstenta jednalina ¢ (x) =
2f{x) + A f k(x t) Y (t) dt ims jedinstvenc reﬁenJe koje se
noZe predataviti u obliku ¥ (x) = £f(x) + ljp\(x ;A )E(%) dt,

gde je R(x,t;2) funkcija koja se naziva rezolventom date
integrelne jednadine i pritom je

w3

ZKnKn+1(x,t); Kl(x7t) = Kz(x,t); Km_l(x,t) =
n<o

f E(x,u) E_(u,t) an,

i

B(x,t3A)

i

Ako je f{xz) neprekidms funkcijas ne intervelu [0,0] ,
jezgro K(x t) neprekidno za o <x<a; oct<x 1 Y, (x) nepre-
kidne funkcija za x¢€ [0,a], niz {‘Qn (x)} funkecija defini-

sen ze n = 1,2,3... rekurentnom formulom ‘€n(x) =
= £z} + A ( T(x,t) \Q (’s) dt konvergirade refenju integral-
ne jeﬁﬁaéma
%
Y(x) = £(x) + szu)t) @ (t) at.
0

Ako je f(x) neprekidne funkcija ns intervalu [a,b],
jezgro K(x,t) neprekidno zs xe€ [a,b]; t€(a,b] jednadina
‘¥ (x) }j E(x,t) Y(t) dt = £(x) ima za

23
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1 b
1Al <ﬁ bKZ(x t) ax at refenje Y (x) = f(x)+kf3(x B3 A)-
e () at, gde je

w2
R(x, i) = ) E_(x,5) 2", a
N=4

b
K (x,t) = JOV K(x,2) K (z,%) dz 1 K (x,%) = K(x,%).
Za jezgro K(x,t) kelemo da je degensrisano ako je

0bliks n
E(x t) =) 8, (x) b (t).

i=4
Znalenje parametra A £0 zZa koje homogena integralns
jednadina Fredholms druge vrate ¥Y(x)- ) J;K(x,t)‘e(t) at = o
ima netrivijalno redenje ( €(x)z£o) nezivamo karakteristid-
nim brojem jednaline, & netrivijalno refienje te jednadine
sopstvenom funkcijom koja odgovara 1o karakteristilnoj vred-
nosti A.

Fredholmove alternativa.

1. Homogene jednaline
n
C(x) =2y o (x)F A (£)€(t) at 1
(x) Z 1 ()] A(6) € (1)
@) =) p 0L B0 a8 (2)
iz a

imaju jednak broj nezavienih refienjs, 1li samo trivijalna
refenjs.

2. Ako jedneZine (1) i (2) imaju semo trivijalne rede-
Anja, onde nehomogena jednadina

n b
Y(x) = £(x) +2 Zoéi(x)fﬂi(t) ¢ (t) as
i=1 a

ims talno jedno redemje.

3. Ako homogene Jednadine imaju netrivijalna refenja,

onde odgovarajuéa nehomogené jednadina ima redenja samo
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gko je ispunjen uslof

b

fﬁé;(t;) £(t) 4t = o, tj. ko je £(t) ortogcnalna funk-

5
eije sa karakteristidnim funkeljame ‘€£* homogene jednali-
ne (23).

1. Proveriti ds 1i su funkeije ¢ (x) = xex, \62'(1) = X

refenje integralnih jedna@ina

2 x
¢ . I S
C(x) = xe 7+ joo @(t} dt (1)

¥
@(x) = x - 3x% = 2x° + 6] (t+1) C(%) at  (2)
0

EKskvog su tipa jednadine (1) 1 (2)7

Relenje jxe“th(t) at ijo' t e at = ft at = 3~
0

0

biéexcx-x j t(17)(1#:» xex--;--+§--

"’i

L ax -‘el(x).

b3
‘él(ir) je refenje Jedns&ine (1). f (t+1)€.(t) at =
0 2

: * 30,2 302
2 ] b 4 x
'L“‘”"“"""fo‘“”““‘?*? B

X

pa je ‘€2(x) ® X =L - 312 - 213 + Ej (t+1)-t-dt,
0

fto enafi da je \€2(x) refenje jednaZine (2).

* Dokafimo éadg ds ‘Ql(x) nije refenje jednaline (2), niti
‘Qz(x) refenje jednadine (1).

¥ ¥ .
p= - - - X .
J(B t‘é’z{ﬁ) at -jo ¥ ot.at = (-e Yy - e t)] = -6 x-e"%
o o 0
2 X pd
x z —t x z =g =X
X6 ~2+J0 ‘e(t}dt-xo-—-z—--xc—t %= X

j(tﬂ)%(t) at gj (t+1)t e’at =+ (t efit %ot =
0
2t +jt o at.
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Parcijalnom integraei;jom, stavljajudél t2 = U] atdt =

2t )* ot
= dv, nalazimo da je todtu(twa)/ "f“"“ at.

Eiéejtadt+j‘cetdtnxa jtedtz
o

2.x

%
= x"eF

2 x x
axe - X @ +a.

0

X
X - 312 - 213 + 6] {$+1) ‘€1(t) at = x-312~2x
0

3

x x
+6x29 +6x 8 +

+6ex$4;tex.

Pritom pretpostavlijamo 42 j® 0<x ¢b, 0 <b. Dovoling
je uzetl da je x = o, pa ¢e leve strans bitli Jjednakp 6
a desns o, Bto dokazuje neidentilnost.

JednaBine (1) 1 (2) su Volterine jednadine druge vrste.
2 K
2. Rediti integralnu jednadinu ¥(x) = -x +6x+2+f(2x-3t)-
0

+¢(t)- at svodeéi je na diferencijalnu jednaZinu.

X
ReSenje f(?.x = 3t) €(t) je moguée predstaviti u obliku
x

j(sx—st) ORL -j x ¢ (t) dt = 3ﬂx-t) e(t) dt-xfox(t)dt.
Uvedimo oznaku f (x-t) ¢(t)dt = y. Bide.
f:(t)dt = [J:(x-t)‘{(t)dt}x - %-;1 = y/g(x) = y" i wato
ée biti mogude datu integralnu jednadinu pieati u obliku
y* = —12 +6x + 2+ 3y -xy , odnosmo y" + xy - 3y =
2-x° + 6x + 2.

Zadatek se sad sestoji u tome da se nadje partikularmo
refenje y ove diferencijalne jednaline, tako da je

y/(0) = ff(t) at
0

X=0

=0} y(o) = o.
g
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Potra¥imo redSenje u obliku reda. Uzimajuéi u obzir des
je y/(0) = y(o) = o mo¥emo odmah pisati

n
y = a 12 + 8 x3 + eeoe +anx +.os;

2 3

y'=2 8 x° + 3a %2 + .u. +n anxn—l+...;

2 3

ne-l
y" =28, + 6a3x + «oo + n(n-1) B X Heeo;

y» +xy' = 3y = 28,+3.2a

L}
i

3X ¥ [4.Ban+2a2-33é]x2 +

+[5.4a + 3a —333]x3 ¥ eoet [(n+1)(n+2)+ nan—3a;]xn+..

5 3

+eoe = 2 + OX = x2.

Izjednalimo koeficijente uz iste stepene x-a.

28, = 2; 3.2a3 = 6/ (4.3a4 + 2a2—3.32) 2 =l, sa.

Koeficijenti de biti 8, 3
refenje diferencijalne jednaline je

vy = x + x

=1;8 31;3 =0,---an=0,

4

. y,=A2x + 312; y" =‘€(X) = 2 + 6X.

Trafeno reSenje integralne jednadine je €(x) = 2 + 6 x.

X

3. Re$iti jednuadinu ¥(x) e* + J-?(t) dt naeleafenjem
0

[}

N

rezolvente.

S

ReSenje Kl(x,t) = K(x,t) = 13 Kz(x)t) =jK(x,u.)K1(u)t)
X &
= jt 1.1 du = = xot} K3(x>t) = Ll'(“"t)d“ = (x=t)"

AR
X n-2 E n-1
_ 1 {Uat) - (x=t .
Kh(x,t) “\L o)1 4% "'Zn—l%! .

R(x,t;2) = R(x t;

N

MJ/H
i
215

W
i'i
' B
]
™S
n
3

Iz teorije funkcionalnih redova poznato je da se funk-

[

n
cije e* moze predstaviti u obliku reds e* =7 . Speci-
n!

nzg
julno, ako wmesto x stavimo -t , dobijamo
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Napomena: Ova jednadina mogla se na Jednostavniji neéin
resiti uvodjenjem smene j"\e(t) dt = y. Bilo bi P(x) =
0

= y'= ex + % y. Time bi refavanje date integralne jsdnalins
bilo mvedeno na reSavanje nehomogense linearne diferencijelne

jednadine y' - % y = e*.

2
4. Rediti integralnu jednafinu ¥ (x) = —m + X bf€(t)dt

primenjujuéi postupak postupnih pribli%avenje {sukcesiwnih

aproksimecija)
2 %
Reéenae. Neke je ¥,(x) = 1. Biée ¢ (x) =3+ x -]01 at =

i
i

2
y 6 (x) = §— + x -L[ ——dt

3 2 4 3
_—__?.*%_4.1, l€3(1)=%°§?+xy"' mo%e se
neslutiti da je ¥ (x) =

1 n
g0+l =7 X J
=€) T et x

DokaZimo matemstidkom indukcijom tadnost poslednje
jednakoasti

X - o,n+l n
-2 n+l| t ] _
X +x -\j;%—l) [ n+1)! n!} * t} at =

2 n+2 xn+2 n+2 xn+1
= x“+x+(-1) 15:57! - (=1) IE:TT! - X =

]

n+2 n+l
x+(_1)n 2 X
(n+2;! (n+1)!
Iz izvedene jednakostl zakljudujemo da ¢e pod pretpos-
tavkom da Je
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e = (0™ [ 20 2 i v (a) -
n (a+l)t ! nel " T
n+2 n+l . :
n+e [ x X
= (-1) [sz)g - (ml)l} + X Bto je trebalo i
dokazati.

5.a. Proveriti da li je ‘é(x) coe X reéenje integralne
jedna¥ine ¥(x) = 1 - f (x-t) € (%) at.

b. Odrediti niz funkeija ‘€n(x) za datu- jednadinu ako je
Y,(x) = o.

¢. Na osnovu rezultata pod a. i b. predstaviti funkeiju
co8 ¥ Taylorovim redom u talki X, = 0.

eéenea.l-f(x—t) costdt = 1 - [xsint-t cos t -
- co8 t]/ = CO8 ZX.

X
b, Clx) =1, ¢(x) =1 —J(x—t)dt =

. 2 2 g
= 1 - Wj(l) = 1 - E—- ZT’ ° o
X x nel
Pretpostavimo da je ‘Qn(x) a 1 - STty cee +(=1)
2(n——1) 2
2!1—2 ' Tl —j(x‘t) !: (t)] 4t = 1 _2” $ esee
coet (_l)n-i‘z x?n

oa)T = ()
C.

3 obzirom da su ispunjeni uaslovi Jedinmstvenosti refe-
nje za bilo kakav interval [(o,8] , a>0 i & obzirom
de pu funkcije cos x 1 Y(x) = 1 = -;-i+ -:-i- ces
parne funkcije,zakl julujemo da za svaki reslen broj x
vafi jednakost:

2 4

p 4 X

FrIr o Taylorev razvo] funkoije

coB X m |1 -

o8 X.
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6. Svesti integralnu jednadinu Voltera prve vrste
*

jK(x,t) Y(t) 4t = f{z) na jednas¥inu druge vrste

¢

2K(x.,t)

K(x,t), -—--;5;-—’-- , £(x), £"(x), su neprekidne funkcije

i K(x,x) # o na nekom intervalu [o,a].
*
Re3iti jedna¥inu Jcoa(x,t) (%) at = x.
Jo

Refenje. Diferencirajmo obe strane jednafine

|

X
[KCx,0) €(8) @t = 2(x), te1eai K(x,x) €(x) +j5’f‘~‘—§;i°lf<t> (
0 ~0

£°(t); podelimo obs strane poslednje
jednakosti sa K(x,x).

il

X
AK(x,t) 1 £(t . o
‘e(x) + X ax) K(x)x) Y(t) dt = m%— u jednadini

j:cos(x-t)%(t) dt je K(x,t) = cos(x-t), £(x) = x,

-2-1-{—%{—;1)” = - sin (x-t), K(x,x) =1, £°(%) = 1,

b X
¥(x) +fo [— sin(x-t) € (t)dt =1, ¥¢(x) =1 +\foam(x—t)‘€(t)d

Jedan od nadina da se redi ova jednadina, s obzirom da
je Jezgro funkcije razlike x - t, je nalaZfenje odgovara-—
jude jednadine primenom Laplasovih transformacija. Ta-
kodje do redenja ¥Y(x) mo¥e dodi diferenciranjem jed-

nadine:

b
(%) -_-.J —5% [sin(x—t) ‘e(t)]dt + sin (x-x) ¢ (x),

(o]

¢'(x) =chos(x—t)‘\€(t) at, v"(x) =jx-3- [coay(x-t)‘{(t)] ats+

X
0 0
+ cos(x-x)¥(x), ¢*(x) = —joxsin(x—t)‘f’(t)dt + 9(x);
er(x) =1 -¥(x) +¥€(x); ¢"™(x) = 1;¢(x) = x+C;

2
Y(x) = g—«r Cx + D,
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Odredimo konstante C 1 D.

2
‘6’(0)7'=o;‘€(o) =1pajeC=o0;D=1, €(x) =§—+1

7. Re&iti jednadinu J'x(x-—t)zte(t)dt - x3

Refenje. Podelimo obe strane se 2t

3
W—f (I—t)3_l‘€(t) at = -g—- 5

de fdx f‘é(x) dx = ——- to zna¥i da je

¥(x) = ( -—-)

8. Ispitati za koje vrednosti parametra A se mo¥e od-
rediti rezolventa jednaline ‘¢(x) -7\]%’(’5) dt i kada jedna~
&ina ima reﬁenja.

Regenje. SJ ldx dt = 1. Za |[A1<1 je red
0o,
R(x ,%;2) = }: K ( 7\n ~1 konvergentan. Kz(x,t) =

0
za svakil prirodan brol n.

1
xjx(x,z) K (z,t) dz ==.j1.1 8z =1, «ooy E (x,t) =1
0

B(x2) = ) A™h e s f(x) =1

Y(x) w1 ”L‘i%'i“ 1at = 535 .

Time je metodom nala¥enja rezolvente refena jednafins
z& {A|< 1. Da 1i jednaSins ime refenje za |A|> 1, treba
ispitati ns drugi nafin. S obzirom da jezgro K(x,t) ove
jedna¥ine ne zavisi od x mo¥emo pisati j;\'{t)dt = C.

C Je konstenta u odnosu na x 1 t. Ako poetoji redenje

¥ (x), mora biti¥(x) - A0 = 1;¥(x) = 1 + 1 C.
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Ispitajmo sada za koju wredmost ¢ je ‘¥ (x) refienje.

4
1+ AC - Ajo {(1+20)dt = 13 1+ AC -?\—Agc = 1;(7»»??)% A e

Za 0 224 1 je C = ==

b

1
1 > < \W(x) =1 +A0 = 7o, e redenje,

8to neposredno proveravamo z8 A % 1. ko je A= 1,
jedna¥ina neme refenja,jer se za A= 1 (A-Rz) C =7

8vodl na o = 1 nezavisno od toga kakvo je C.

9. Nadéi rezolvente Predholmovih integralnib jednadina:
a) Y(x)
b) Y(x)

]

£ (x) +x_jj xt @(t) dt,

2,(0) 4 1_}44 2520 () at,

e) Y(x)

i

£,(x) +xf(xt + x2t%) W () as,

Redenje. 8) K(x,t) = xt; 2 = =1; b =1,

K, (x,t) = j(xz)(zt) at x-g-xt =2-K1(x t), K(x,t) =

n-1
j(xz)(3zt)az = (—) E (x,8) 5000 ,E (x,8) = (—) xt,..
R(x,430.) = 3 (g)n_1 I Xt
x, ’1 =n X 3 ® = 3_27\
b) Ky(x,t) = szzz 22424z = 52- 2t o -5% K, (x,%). Bide
n-1 2,2
K (x,t) =(—) . x°42 s B(x t;2) -.-%;—3—%—-

~J (zz). (z t ) = 0

pa ‘su Jezgra xt i x t uzajamno ortogonalns, Kao pos-
ledica ortogonalnosti bide rezolventa trede jednaéine
jednaka 2zbiru rezolvenata prve dve jedna&ine

2.2
3 xt i 5 x°¢

3-22 5-22

8to nije tekko proveriti. .
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lo. Re¥iti Jednaainu ke(x) -3 j (t°41) € () at = 2xsl.

Redenje. Pretpostavimo da ;je funkcija '\ resenje ove
jedna%ine. Bide j (% +1) V(t) 4t konstantan broj. Ozna-
| &imo ga sa C. Taj broj za sada ne znamo sder Jjos ne. zna-
mo funkciju ¥ medjutim, iz pretpostavke da je Y rese-

nje,nalazimo da je
Y(x) ~30C=2x:1, Y(x)=3C ¢ 2 xels

Funkeiju Y (x) smo time odredili do na konstantu. Za-
menimo dobijeni izraz za ¥ u jednaZinu: 3 C + 2 x4l -

.1 .
-3 J (t2+1) (3C +2 t+ 1) at = 2 x+1,

2 17

C+ 2 t24B241) at, C = -

o

A
cajo(3c+3t

W(x):—%—iq-Zx.

11. Uvodjenjem konstante refiti nelienarnu integralnu -
JednaZinu .
Y(x) = fx t2¢3(t) as.

Redenje. fbta‘e:’(t)‘ = C;{(x) = x20; 220 =

- f’ 2626863 as; 9 2% = x203; ¢, = 0; 0, = 3; C, = - 3.
0 3

Jednafina ée imati 3 refenjas

\el(x) = 0} ng(x) = 3 12; {3(::) = - 3 x2,

12. Dokegzati dea integralna jednaZinas

1
€(x) =} [ax) a(e)(1ee(s)) as
0

(a(x)> o 38 8ve x @ [a,l]) nema realnih reZenja ako je

42
Ja(x)&xvl.
0
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Dokaz 1. Pretpostavimo suprotno, da postoji neks Ffunk-
cija W(x) koja je refenje. Bilo bi

1
Y(x) = 5 alx) [ as) (1eyi(n)at = 5 alx o

202
%a(x) C = % a(x)j;a(‘c) (1+ 3—1%29—- at,

1 2,02
C = ja(t) (1 + i—--§~t~-)--(-3--) at,
0
odavde je C j ad(t) at - 4 C 4 4] a(t)at = o.

f

Diskriminanta ,)ednaélne je D = 16(1- j a3(t)at .ja(t) at),
/]

Prema Holderovo] nejednakosti koja glasi

b b 1 b 1
_L'x(t)y(t)\dt < (th:(t)}p dt)’“ (J(y(t) ,Qv dt)@)
a

F+ % = 1 dobijamo specijalno za & =05 b =17 P = 29

q = 2; x(t) = a(t) \/a(t); v = Ja(t)
J4a2(t) at ¢ (a3(t) dt)z <Ja(t) dt)z

0
1
s obzirom da je f'a (t) dt > 1 bide i \J a3(t) at .
0
1
.J‘a(t) dt > 1, 1 zato D<o; koreni Cl 2 ée biti komplek-
[o) ?
sni,a data integralna jednalina nede imati realnih re-

~

8enja.

Dokaz 2. Na osnovu nejednakosti za aritmetiZku i geomet-

rijsku sredinu je
’ 2 v 2
l_iéﬁ_iﬁl 2¥(t) (2o0), pa mo¥emo pisati l+\g (¢ =

= S(%)Y¥(t) i pritom ée biti S(t) 2 1 za svako

t€{o0,1] . Sada polaznu jednalinu moZemo predstaviti
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u obliku ‘¢ (x) = j a(x) a(t) S(t)€(t) at,
€(x) = a(x) j a(t) S(t) ¢ (t) at = a(x) M,
a(x) ¥ = a(x) joa(t)s(t) a(t) X at.
Po pretpostavel je a(x) # o pa bi bilo
. - f
1 =f %0 S(1) at » (&A1) at > 1.
0 - 0 '
U slededéim zadacima treba odredltl redenja jednafina.
Rezultatli su navedeni u gagradama.

o X oxet ' 2x
Y(x) = o%4 je ¢(t) at. (e(2) =e°7),
' 0
X 2
Un) = wfe [Beman (em = et @ v 2,
o 1+t
¢(x) =1 - f(x.t)ue(t) as. ( ¢(x) = cos x).
0
€(x) = 241 - f;’em at. (¢(x) = 1),
Y(x) = 2xe2 - J@(t) a. (¢(x) = 2),
P(x) = 2x 42 - jx P(t) at, (¥ (x) = 2).
3
(x)ax + [oin(x-t)¢(t) at. (¢x) = x + Z)-
0
‘ X
Y(x) = cos x + f (%) at. (¥ (x) = X4 %(coa z+8in x)).
0
; , ,
jo(x.t)zxe(t) at = 1 (¢(x) = 3).
I
Y(x) - 4 fzsinax Y(t)dt=2x-T. (Y (x) "JFE 8in’x + 2z =T,
" 3 5
Y(x) = 2 jg xt ©3(t) ds. (0,(2) =0,€, J(x) = 3 f;. 1),
Y(x) -fl—-—f-%—- dt . ( Fema reSenja).
A 1+ €°(¢)

98



4

Y(x) =7 J (2 xt-4 x°) Y(£) at. O=iy= - 3 ¥ (x) =
0

=Clx + 02 x2)
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Nada DJURANOVIS

LAPLASOVA TRANSFORMACIJA

oo
DEFINICIJA: Funkcija PF(p) = J’ “PYr(4) 4t naziva se

pri demu Je f£(t)

Laplasovonm transformacijom funkc1ae f£(t), integrabilne funk-

cije za svako t ¢[o,+ o ). Funkeija F(p) zove se slikom, a
funkcija £(t) originalom. Koristi se oznaka Z {f(t)} =

= F(p)

111 £{t) — P(p).

Osnovne. osobine Laplasove transformacije

1.

2.

3-

-

Linearnost: C;f (%) + G, () — C,F (p)+ C,F,(p).

Pravilo sliZnostis f£(at)— % F(g)-

Pravilo pomeranjas f£(t-a) —» e“apF(p);
a
f(t4+a) —» e8P [F(p) - j e—ptf(t) dt;]} a>0.

[¢
Pravilo priguSivanja: e-atf(t) — F(p+a).

Pravilo diferenciranja: £°(t) —» pF(p) - £(0);

£1(t) — p°R(p) - pr(0) - £7(0)

£m (4) — p2F(p) - p°£(0) - pt’(0) - £%(0);

£9) 4y ~oPR(p) - p%12(0) - P2 (0) uns -
£(02)(o) - 22 (o,

i obranuto:

t £(t) —=P(p); +2£(t) —F"(p); - t£(%)—~ F" (p);

(-1)%P2(+) =52 (p).
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6. Pravilo integracije: f £(t) at — %I’(p);
(] .
£8 . [2(). ap. |
L L

Te Praﬁilo proizvodas Funkc;ija. £(t) = l fjl(t—-'c‘)f-é('c”) a7 =

= tl(t)‘*fz(t) naziva se konvolucijom funkoija
£,(8) 1 2,(8); £(t) — F (p) By(p).

Tablica Laplasovih transformacija osnovnih funkecija:

£(t) z {2(t)} £(t) 2 {£(1)}
1 i eatain bt b2 5 f
P (p-2)% b= .|
1 —:éL-— eatcos bt P-8
p-8)“+ b
1;n g!l 4 1;nea:!: at
| " (p-a)2*+!
sin at 28‘ 5 sh at [
P +8 1:.2‘_&2
cos at —EL-E chat P '
p +8 p2_a2
e-at 1
P+ a
ea.t -8t eat _ e—at
gle je ch at = ;a ; eh at = —— -

I. Faéi Laplasovu transformaciju funkeéije originala:
Primer 1. 2(t) = 2 t3e *%4 3t -~ 2 4+ 2 sin '3t + 4 eh 2t.
ReXenje. Laplasova transformacija dade:
Mp) =Z{£(t)]= 22 {27 [ 43 T (v} - 22{1} + 2% [esm 3t] +
+ 47 {sh 2t} .
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11, Badi original-funkcije ze zadate Laplasove trans—

formacijes
Primer 2. F(p) = 2-B=3
2
P -4p+7
Refienje. Na prvom korsku transformiBemo ovaj izraz Ba
£(p)s:
F(p) = 22P -3 _ 2(p~2%+1 -2 p—22_ R 1 — =
p-4p+7  (p-2)743 (p~2)"43  (p-2)"+3
&,
p=2 1 {3

=

2 S ot S +
(02202 B (2232

U tablicli osnovnih funkcijae npalazimo inverznu Lapla-

sovu transformaciju:

2(t) = 2 z'l{ =2 }+ Lot { {3 }

(r-22( 2] 3 (p-2)24( J3)2
£(t) = 2 e?¥cos JS-t + L 6% gin J3t =
J3

= 92#(2 cos*JS-t + L ein Jg-t).

3
+5

Primer 3. F(p) = —-2-2-—-—3
' P (p+1)

Resenje. Posto je izraz za F(p) pravi razlomak, moZemo
ge napisati u obliiu :
F(p) = -5212——5 =4, §5 + ng o2 '2 .
p(ps1)c P p (p+1)

Koeficijente A,B,C i D odredidemo metodom neodredjenih
koeficijenatas '
ps5__ _ Ap(pe1)%B(pea) %0 pP(pe1)amp?

= : 2
p2(ps1)? p2(p+1)
AS23+222+2)¥B(22+2p+12+C(g?+§2z+32€.

9
p2(p+1)2
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Dobili smo znadi, razvoj: sa h ==95B =535 C=9;D= 4

F(p) = ‘§Ri2—‘§ = =2 + 2§ + —%T + ——ﬁ——E.
p (p+l) Py P (p+1)

'Y

Iz tablice osnovnih funkcija nalazimo inverznu Laplasovu

transformaciju, odnosno traZeni original:

-1 2=1(1] -1 (1) -1 { 1)
f{t = F = =Y - SZ — X ——
(t) = 2 { (p)} 9 1\?} + 1 pzj + 97 z P+1J+
-1 1 )
+ 47 —
\(P+1)2j)
-t -t
f(t) = -9 +5t + %+ 4 t e .
. 1
Primer 4. F(p) = .
(p“+w®)

ReSenje. NapiZimo F(p) u obliku:

1 1 1

Fp) =555 =333 3"
(p"+w pT+wS  paw

Ovo je proizvod dveju Laplasovih slika &iji su origina-
1i funkcije y = % gin w-t. Na osnovu pravila-proizvoda
inverzna Laplasova slika bide:

-1 | _y-10_1 1
£(t) = Z {p(p)!.._« e I
‘ FpTew” pTaw”

o l§ sin w7 sin w(tif) d7 =
o W
;
,
= L5 [leos w(27-t)-cos wt | aT = <=(sin wi-wt cos wt).
ow RN 2w

Primenom Laplasovih transformacija re3avanje diferen-
cijalnih 1 integralnih jednaina svodi se na resSavanje al-
gebarskih jednadina i nala¥enje original-funkeije f£(t), od-

nosno inverzne Laplasove transformacije.

111. Linearne diferencijalne jednafine sa konstantnim

koeficijentima y + ay = g(x)s a = const.
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Primenom Laplaaove transformacije na levu 1 desnu stra-
nu jedna¥ine dobijsmo uz oznaku: y{p) = Z {y(x): olp) zZ{q{x?}
Z[y"|r a2y} = Z{alx)}; pY(p) - y(o) + & V(p) = alp);

Y(p) = el , 8p) .

D+8 p+a

Sada treba padi original funkeiju y(x) &ija je slike

Y(p), odnosno trebe naéi inverznu Laplasovu transformaciju

inl{v(pu.

Primer 5. Primenom Laplasove transformecije resiti jed-

nadinu: y '+ 3y = 8—2:, y(0) = 0.

Befenje. Primenom Laplasove transformacije na leva 1
desnu strapu jednaZine dobijamo:
I —2x
Z{vije3z{yy =2 {7} |
Sada koristimo pravilo diferenciranja Z{yi}n pY(p)-y{o)=

= pY¥(p), & u teblici nalazimo Z,{e_at} = —:—. Imemo:

. T { pea
py(p) + 3V(p) = 5:5? Y(p) = (p+2)(p+3)

Razlomak p+§ 573) napisimo u oblikus

1 I T T S e S Pl Sl
(p+2)(p+3) “p+2 T p+3 = (p+2)(p+3) ’

" & koeficijente Al i A2 odredimo metodom neodredjenih

koeficijenatas Al = 13 A2 = =l
Dakle, dobili 8mo razve]:

1 1
o) =55 -3

Original funkeciju y(x) nalazimo primenom inverzne Lapla-

gove transformacije:

y(x) = e"oX_ eféx.
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Ovo je trefeno partikularno reSenje nade diferencijalne
jedna¥ine koje zadovoljave po¥etni uslov y(o) =

v Primer 6. Primenom Laplasove transformacije naél reSenje
jedna%ine yv + 2y°‘+5y = 8in x; x = o} y(o) = 13 y'(o) =

Redenje. ¥ {y" +2Z{y’ }+5u¥,{y} if {sin x}.
sz(p)—p-2+2 {pY(P)-l} +5¥(p) = 2 5

v P +1
P +2p+5 (p%+1)(p"+2 p+5)
Razlomak 5 1 5 napiiimo u oblikus
(p"+1)(p +2p+5)
A
1 B 1:'-naB : CpﬁD ]
- 2

(p2+1)(p2+2p+5) P2+1 P +2p+5

Koeficijente A,B,C 1 D odredjujemo kao i ranije meto-
dom neodredjenih koeficijenata i dobijemo:

1 - 1
A:—l 5,c= DzOo
Znaéi, dobili smo:
1,1 L
1 _3eP*5 _TeP 1 p2 .1 _p .
2 2 2 2 - lo 2 lo 2
(p“+1)(p“+2p+5) p* o+ 1 P~ +2p +5 P+l P +2p+5
Sada sredimo ceo izraz za y(p):
Mo,
v .t L Lo L L o2,
P +2p+5 P +2p+5 P+l p #2p+5 P +1
Y(p)“% 5 *’24 “%‘512)‘ *%’é d
P +2p+5 P +2p+S ‘p+l +1
ﬂp)""%mlﬂzl + 42 ’%Eg “’"]5;2 =
(p+1) 44 (p+1)“+4 p o+l p +1
FOETERE Ju S NE TS
° (p1)%2% 10 (pa1)%2® 0 p%a 7 pPa
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Inverzna Laplasova slika, odnosno reSenje nade jednaline glaside:
y(x) = &1 p)} =1 {M}*ﬁg-li%},
(p+1) (p+l) 42

Ly

lo
L 1 —l 1
el b T )

p +1
1 x 129 -x 1 1
7(x) = To e cos 2x 4+ Ze==e " sin 2x - T5 c08 X + 3 sin x.

Primer 7. Primenom Laplasove tranaformacije nadi re-
Benje jednadine:

¥y" 4+ 3y =15 y(o) = y7o) =

Regenje. z{y"'} +'z{y} =Z{1} ; pBY(p) + ¥(p) = %

Y(p) = --1-5-—— .
p(p~+1)
NapiSimo razlomak -13~—~ u oblikus
p(p~+1) ~
1 1 ’ B} A X -2_. C 4D .
2
p(p3+1) p(p+1)(p —p+l) PP p -p+l

Koeficijente A,B,C i D nalazimo metodom neodredjenih

koeficijenata, odakle; A=l; B = —é—; C=- -§-; D= %

Dakle, dobili smo razvoj:
1 1 1 1 1 =2p+1 ‘
¥(p) = ——n = = e

L]

ppls) P 3 B pP-pel
_r_1.1 _2 4 3 1
Po3pl o 3p 153 (e D% 3
4
1 1.1 2 PFa7 1 A

1

2
=P 3 pdad "3 <p—%)2+<-€1)z+3 (p~%)2+<)5)2
1_11 2 __P3 \
PTIRITS G

Odavde primenom‘inverzné Laplasove transformacije do-
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bijamo tra¥eno partikularno reSenje:

q
‘1—1{}.}1—1{1}2-1 Pz ~

y(x) > z ) 3 z = >2+<>€5_)7_
Eonsultovenjem tablice konadno nalazimo:

. !
y(z) = 1 - % e X . % e Z *o0s —i‘}- X.
IV. Sietemi linearnih direrencijalnih jedna¥ina se

konstantnim koeficijentime

Primer 8. Primenom Laplasove transformacije nadi re-
fenja sistema '

X + 7 +2y = 8in b3

x°-2x - 4y = cos t3 x(o) = y(o) = 0.

Re#ienje. HNadjimo Laplasovu transformaciju prve i dru-
ge jednaBine:

Zix} + Uy} + 2¢(y}= Z {odn t}

Z{x"}- 2%{1}— 4% {y] = 2 {coa t)

Imajuél u vidu poBietne uslove, dobljamo uz oznakes

x(p) Z{x} ; ¥(p) = Z {7}

x(p) + (p+2)¥(p) = -%-—;
D+l

(p~2) X(p)-4 ¥(p) = "%“'
P +%

Sada relavemo ovaj slgebarski sistem po nepoznatim X(p)
i ¥(p) 1 dobijamos
I(p) - Mlﬁs——; Y(p) - - -.-—-g-—--—’

2, 2 2, 2

p (p7+1) p (p 1)
Izraze za X(p) 1 Y(p) prikszademo u obliku zbire raz-
lomeks, pa isti nalin metodom neodredjenih koeficije-
nates kao 1 dosad:
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‘td

plp+2) +4 _-_A_+ +CP+D
P

2, 2 =
p(p” + 1)

o Lo}
o
Lol
+
o

Vobijamo: 4 = 2; =4; C = ~2; D = -3,

Dakle, X(p) = Ripx2)+d _ % L4 2pe3

ke

2, 2 2
P (p"+1) !
=§-+i§-—2§ —3%
P P +1 p +1

Primenom inverzne Laplasove transformacije nalazimo
nepoznatu funkeiju x(t):
x(t) = 22-1{%}+4 z“l{l—-}- 2£-1{——L} *B:Z-IZ E }

p2 p2+1

XI(t) = 2 + 4t = 2 cos t - 3 8in t.

FNa istl nadin dobijsmo sledeéi izraz za Y(p):

¥0) w - - 5y 5
p (p7+1) 5 P4l

y) =27 ¥ Jax T [ s 2]
T p+l

,-2zqil§}+2[1¥§-}
P P +1

y(t) = -2t + 2 8in t.

Primer 9. Primenom Laplasove transformacije naéi re-
senje sistema V

" + ¥y = 1

y* + x=0;  x(0) = y(o) = x°(0) = y°(0).= 0.

Refenje. Nalazimo Laplasovu tranéformaciju obe jedna-

Eines ‘
2z« 27} = 200y,
Z{I"} +y(x}= o-
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Odavde, imajuéi u vidu zadate uslove, uz oznaku
X(p) =2{x(t)} 1 ¥(p) = Z [y(t)} dobi jamos
p2X(p) + Y(p) = ‘

1
'5)
p2X(p) + X(p) = o.

Sada redavamo ovaj algebarski eistem po nepoznatim X(p) i
. ¥(p) i dobijamos:

= . = - =B,
¥(p) = Sopa)’ X(p) = Ty

Nadalje imamos

1 - 1 . 1 L
P(l—P4) p(l—pz)(l+p2) p(l—p)(l+p)(l+p2)
A3 o
P l+p  1-p 1+p2
1 1 1
Odavde: Ax=l; Bz - -4_'; C = Z‘; D=~ '5; E = o.
Dakle za Y(p) dobili smo ovaj izraz:
1 1 1.1 1 1 .p
() s ———=2=-= + = = .
p(l—p4) P 4 l+p 4 1-p 1+p2

Odavde je nepoznata funkcija y(t)

o - 3] 307 (] E (g4 )

- 1 1 1 1 1

IXp) « —R—m .2 2,2 2 _ = B .
- tTp i T T2 2,
1_-1( 1 1 -1 1 1.-1(_p
4 p-1 4 p+l 2 p2+1
1 % 1 =t 1

X(¢) = 7 +7¢ -3 cos t.
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V. Linearne diferencijalne jednaline sa promenliivim
koeficijentim
Kada su koeficijenti linearne jednaBine polinomi po
nezavisno] promenljivo}), Laplasove transformacija mo¥e da
dovede do jednostavnije jednafine. Eod ovakvih diferenci-
Jalnih jednaZina koristi se pravilo:

2t f(t)} = - ?'(p) )
Primer lo. Primenom Laplasove transformacije naéi re-

Senje jednaZine:

¥+ ty'-y =03 y(o) = 0; y'(o) =1.

Regenje. Neka je Y(p) = X {y(t)} . Tada je:
Z{y'(t) }=82(p) - y(o) = pE(p).

Koristedi vezu (x) dobijamos

E{W’({)}= - %—5 {pY(p)} = - ¥(p) - p¥’(p).
Kadalje imamos

Z{3"(4)} = 2°2(p) - p3(0) = ylo= PA(D) - 1.

Primenjujemo Laplesovu transformaciju na nafu jedna-
&inus

pX(p) -1 - X(p) - P¥°(p)=L(p) = o;8Y" (p)+<— - p)Y(p)= - %
PY’(p) - Y(p)(z-p ) = 1.

Ovo je linearna diferencijalna jednadina prvog reda
Ppo nepoznatoj funkeiji Y(p), a njeno redenje lako na-
lazimo po< poznatom obragzcu:

Ly
Y6p) = 5( ( ie 5( P Pdp)"-'" Ce

Zbog ¥ {t] = 15 poletnoj vrednosti nezavisno promen-
P
1jive t = o odgovara vrédnost p -» « %28 C = o, kada

111



;Znaéi, treba nadi inverznu laplasovu sliku fﬁnkéije

Y(p) 2

y(t) =271 {Y(p)} _i'l 2}- t

Funkecija y(t) = t jeste traﬁeno partikularno resenje
nale jednaine.

VI. Integralne i integro-diferencijalne jednadine

Dok se kod integralnih jednafina nepoznata funkeija
javlja pod znekom integrala, kod integro-diferencijalnih
jedna¥ina nepoznata funkcija se javlja i pod znakom inbteg-
rala i pod znakom izvodsa.

Laplasova transformacije se moﬁe primeniti na integ-
ralne jednadine Volterovog tipa pri ¥emu se koristi Lapla-
sova 8lika konvolucije dveju funkcija:

P (p) = 2{£,(8)) , ¥ (p) = {f (+)]
2fe,(6) w2, ()] = {ff (t—t) £,(v) d’c}: P, (p) ¥,(p)-

Primer 1l. Primenom Laplasove transformacije naéi re-
2

Benje integralne jednadine: sin“x =Lf sin(x-t) a(t) at.
0
Refenje. Korietimo trigonometrijski identitet

8in’x = 2“—"-9%9—3-’5 pe jednaSine dobija oblik:

X
1-008 2x Jain(x-—t)a(t) at.
4]

2
Poito je na desnoj strani konvolucija funkcija sin x
i nepoznate funkecije a(x) imamo:

Zu} - *'%{coe 2:} =¥isin %}2 {a(t)}

l r_ 1l _.1
2°°p 2 2 P
+4
g 2 , 6,1 1
a(p) = it E(—i-% ----------—--12 ._,I.S% -2 -5
p(p2+a) p(p +4)
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Odavde primenom inverzne Laplasove transformacije
dobijamos

a(x) =z'1{§~§(%~-—§-——~)} -
; P +4

=2z"1(}-}~—5~z“1 }-}»4;%"1 Ee

P 2 D 2 2,

P44
Fonalno, traZfeno reBenje integralne Jednsfine glasi:
1.3

a(x) = 5 + 5 cos 2%.

Primer 12. Primenocm Laplasove transformacije reBiti

integro-diferencijalnu jednalinuz

2

oy A
Xz = J;(—x2+23 t - 7422 % - 2t2)a(t}dta

Refenje. Najpre, napiBimo jednalinu u sredjenijem
obliku, pogodnom za primenu Laplasove trans-
formacijes L
7 b 5 X
I+ = —-J(x—t) a(t) at + 2j(x—-t)’c a(t) at.
0

0
Sade primenimo Laplasovu transformacijus

- - z{f:(x-t)za(t)dt} + 2:Z{J:(x—t)t a(t) dt}.

Koristimo Laplasovu transformaciju konvoluecije, kao

i pravilo Z{t a(t)} = - &4°(p):
2= - L uo) + 255 (A7)
P P P

A’(p) + %A(p) - - fﬁ-'

Dobili smo linearnu diferencijalnu jednaZinu prvog
reda po nepoznatoj funkeciji A(p), & njeno redenje

lako nalazimos
dp -
dp gfap
A(p) = etﬂF (G—GOJ‘EE e ©ap) = ¢ + é%.
P P oo

13



-Sada primenjujemo inverznu Leplasovu transformacijuz‘

N i} -t {22
‘ LoP

- cE’1{ %},{ 15&"162—}-
> \p

3
Odavde dobijamo: a(x) = C + 15 2,

ZADACI

Wedéi Laplasove slike funkeija-originalas

lecos 2 wt

1. 2(t) = cos(wt); 2£(t) = 2 ;

ORE EF B verh
it P44 W v ‘
2. £(t) = cos 2% sin 3t; £(t) = % (sin 5% + 8in t);

F(p) = 3 22— )

D +25 p?+1 ,

Faéi originsl-funkelje za zadate Laplesove alikes

3. B(p) = 5—1 (F(p) = —35—; 2(t) = ¢ Vaun 1),
p +2p (p+1)°-1

4. F(p) = -——E:E——-; (a>b, pra); (£(t) = eat—ebt).
(p-a)(p-b)

5- ?(p) = 5p +2l‘
(pr1)(p"+2p+5)

(P(p) = —2B 4 A, Mpe 1 _p2_
(p-1)(p%e2pe5) P pizpes PV (pa)2es
-t P+l 3 2(t) = e®-e"(c0s 2t - 2 61n 2t).

o +
L (pen)%e (pe1) %4

Reiitl primenom Taplasove transformacije sledede 4i-
ferencijalne’ jednadine:

6. '+ 7 = x
(y(x) = [y(o) «+ 1] e 4 x-1).
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14 22 # #
T. 3% - 2oy +{8“sb }ymo;xao;yuyo§3=30-

ax
(y(x) = 9-;6-- [ygh cos b_ - (y; - & yo) gin bx]).

5x

B ¥" ~ 3542y m 8 Xm0 yg},;y 7 =2,

H H
1 520 1 x 4 2z
(3(x) =gz e + 7" - 37,
9 -] 2 » A £ 4
» J" +my = 8 008 nX; X=0; Fuy,} ¥ = T/ o
k)
(y(z) = —-z-a-—z- (cos nx - cos mx) + y 08 NX + —> cos mX).
nlen o m

10, ¥ 4y = }2- xzex; Z=03 ¥u7 = =0,

Ly
(y(z) = %(12-314- %)ex— -]21- e %{coag—?——v J3 aingéﬁ]e‘

1l. yqu-y’"v = 39—1; X=0) ¥=¥ =g = yIv = Qs

(y(x) = 3x-3+ %(coa x - 8in x+e'x)).

12, xy® =(2x41)y "+(x41)y = 0§ x =0} ¥ = 0.

(y(x) = Cxaex).

Haéi primenom Laplasove transformacije redenje sistema:
13c X¥ = F® 3+ F'=x = et-— 2 t=03 Z=x'=y=y =0,
2x% = y¥ = 22747 = =t
+ + Ty,
x(t) =1-e 4+t o3 y(t) =~ t + t &),

l4. x°4+2%42y = lo ezt}
«y’_zx*’y = 7 eZt | 8(0)811 Y 60) = 30

(x(t) = eat; y(t) = 3 eat}

15, =y -2
T'=x+7
2 =X 4+ 2
2-6%7(8)=-204e "5t 5 a(t)m2450°~t o))

x(0) =15 y(o) = 2; 2(0) = 3.

(x(t‘)
s



Reéiti primenom Laplasove transformacije sledeéeaintg—

gralne i integro—diferencijalne jednaéine:

16. y(x) = ax + \J s1n(x-t) y(t)at; (y(z) = alx + % x3» .

17. x° = jvch(x—t) a(t) dat; (alx) = 1'— ﬁ%f xn+%.

18, y(x) = & sin x +kLsin(x—t)y(t) at; (j(x) = 8X).

19. a(x)
(a(x)

ﬂx)+%ﬁsh1ﬂ&¢)ah)dm b>h
ITTS_jshlbw h) (x-t) £(t) at).
b(b=
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Séepan USCUMLIC

VARIJACIONI RaCUN

Feka je M skup funkeijs v = y(x) sa datim uslovima, Funkei-

Ja v(3) definisaps na ¥ sa vrednostima u skupu R reslnih brojevs
zove sée funkcional nadll,

Ispitivanje eketremunma funkelonala koji Je zedan pomoéu in~

tegrala Je problem varijacionog refuna., Punkcije y = y(x) skupa

¥ mogu zadovoljavati razlifite uslove i mogu biti od proizvoljneg
broja promenljivih n. Zavisno od toga imamo razlifite probleme va-
rijacionog raduna. Pre nego budemo neke od njih navell dademo sle-
deée ospovne pojmove:

1.

2.

3

4,

Skup svih tafaka oblika (yl(x), yz(x), evse yn(x)), gle su
¥4 (X) (A = 1,2,...0) funkcije koje zadovoljavaju neke uslove,
zove se funkciopalni prostor.
Progtor svih neprekidanih funkcija na nekom segmentu (a,b) zove
se prostor C. U njemu se rastojanje definiSe na sledeéi nadin:
9(7e%) = max | y(x)-2(x)|
as<x<h.

Prostor svih neprekidnibh funkcija ko}je ima ju neprekidné i prve
izvode zove se prostor Cj. Ragtojanje Je definisano sa

9(T92) = mx{lr(x) -4 | =) - Z'(x)\}

a< x< b,

Kafemo da funkcional. v(y) ima ekstremum za y = y,(X) ako ras-
lika w(y) - v(yo) ima stalan znak u-okolini krive y = yo(x)'.'
Ao s funkcije y = y(x) u okolind krive Yo(x) elementi prosto-
ra C; govorimo o slabom ekstremumu. Ako su funkcije y = y(x)

u okolini krive y (x) elementi prostora C govorimo o jakom

ekstremumu, Razmatrademo sledede probleme varijacionog

raduna.
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1. Neka data funkcija y = £(x,¥,y*) ima neprekidne pafcijalne
izvode po x, ¥ 1 y* u oblasti a<x< by ¥ £ T < Toe Kaza-
éemo da funkcional

b g
V(Y)Y = j f(x,5,¥%)dx @)
ima slabi minlmum(makslmum) na funkeiji Yo (x)ako iz
7@ = y,@ | + | 37(x) - yg(x3l<5, (a\ $b,E> 0) slech.
M@= V(T 7 05 (vm = V(T £ o).

Funkeional (1) ima jeki minimum (maksimum) za funkciju Yo (x) ako
iz |F(0) = ¥,01<E  (ag x¢b, £>0) sledi Uy -V(Fy) 7 O,
(v = v« 0). Naglasimo da su funkcije koje imaju slabi mi-
nimm (maksimum) elementi prostora Cl’ a sa. jakim minimumom (mak-
simumom) elementi prostora C. Svaki Jaki ekstremum je i slabi ek-
stremum, '

Potreban uslov da funkeija v(y), definisan da funkcional definisain
sa (1) pod uslovima y(a) = A; y(b) = B ima ekstremum, jeste da
funkeijae ¥y = yx) zadovoljava sledeéu Euler-Lagrangeovu jednadinu.

22 .. & 28 _o ()
2y dx dy!

Eriva koja zadovoljava Jednafinu (2) zove se ekstremala integrala
V(F)e

Dovoljen uslov da funkciomsl (1) ima ekstremum Jeste da Je

a/ Za glebi minimum: (1) %‘t a-d- 27( = 0, FEuler-Lagrangeova

a2 .
jednaZina (a\/z = W) a—-(—?{- u) = 0, Jakobijev uslov,
(2) gde je: u = %5 s 8 ¥ = y(x,c) ekstremals koja szadovoljava
uslov y(a) = 4,
-.ggfy >0, za y 13y na ekstremali (3)

b/ Za Jjekxi minisum: (1) i (2) iz (4) i umesto uslova (3) da je
2%
8\/12

>°f
2y °

Dovoljni uslovi za slabi i Jakl maksimum su takodje (1) 1 (2) dok

2 0 za talke bliske ekstremali uz to da treba da postoji
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u uslova (3) treba umesto znaka > znak < .

2. Potreban uslov da funkcional

b N
V= J Oy v dx (3)

ima ekstremum za ¥ = y(x) pod uslovima y(& = AQ, 7P (a) = Al”‘

- e
eeg yg2>1> = A 53 y(b) = Bo’ 7(b) = Bl“"’ 3:%}D - Bnpl ,

Jeste da y = ¥y(x) zadovoljava Jednalinu

2f _d 2f | d* of s (1B A Of

3\7 dx ay! dx? 9y dx" @?(m“ 0.

Ao Potreban uslov da funkcional

b
V(yl’y2”"'yn‘) = j f<x17193’21"~13'no
A

4
JTs The eeey TY) dx e

Za gadane granidne uslove po svim funkcijama

yl(a) = A1. av 000 @ yn(a)- An ; yl(b> = Bl,ooneyn(b) = Bn ?

of _d of

3V; aT"a'E/T =0, (i = 142500040 )0

ima ekstremum Jeste da Je

4, Potreban uslov da funkcional
Vzeen]- JDH[x,y,Z(x,w, 2, 22 T dxdy 3

ima ekstremum za z = z(X,¥), (funkci;ja z2 = z(x,y) ima odredjene
vrednosti na konturi oblasti D), jeste da funkcija £ zadovoljava

™

2f _2 2f 2 of

' : 2z
:j.ednac‘,‘lnu 3% " 3% oo ayaq"o gle Je p =55, q=5¢.

Analogne uslove imamo ako Jje z = z(xl,xa,...xﬁ) funkcija od n
promenljivih. ‘ :

5 Fotreban uslov za funkcional
' b
v(y) = [ 2(x,3,7") &x (6)
a .
gde su (a, Y(a)) i (b, ¥ (b)) pokretne tafke na krivama y = ¥(x) 1
¥ =@ (x) ima ekstremum za y = § (%) Jeste da funkecija ¥ = y (x)
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zadovol java uslove "a@:\',;' - a-%- -a—f/-, = .0 Mexf—l.'agrangeova Jednadina
2f

x=b' b uglov transferzalnosti.

U slusaju keda ‘,je donja granica a constanta, onda otpada druga
jednadina u uslovu transferzalnostl, a ako je gornja granica b
constantna, otpada prve Jednadins. '

6o Uslowvni ekstremunmi. Potrsban uslov da funkcional
’ b
V(Y1 sT0seees¥p) = Lf (xﬁylaygs"'ynayf_’ Thseees Ty )dx “» v

gle su y; = y;(x) (i = 1,2,...n) nepoznate funkeije koje zadovo-
ljavaju graniéne uslove yy(a) = Agy 4 (B) = By (i =1 2,...,n)i
uslove

(fk(x’yl’ ooo’yk) = O (k = 1’-..'.; B < n)) (3)

dostife ekstremum Jeste

2F .4 2F _g - .
2vi ~dx oy’ (9)

ke;(-.:(;»
gde jo Fau £ + }: Ak (x) PxA funkeija koju treba odrediti iz uslo-
o (9) L]
U sludaju de eu uslovi (8) dati u obliku
b

j ‘QK@,E,, ToreseTps Fis eees¥p) dx = 1 (b-l,...,n) 8%
a .

gle su i, konstante, dobijamo t2v. izoperimetrijski problem.
Uslovl (8?) zovu se izpperimetrijski uslovi. Potreban uslov da

integral (7) pod uslovima (8°) ima ekstremum, jeste da funkcija Ty
zadovoljav&ju 3edna?iine

d af >
¥ _
\/ * Z Ax 3y, dx \ ay! * };;,)*“ a; )0

gde Bu ?zk kons‘:a.n‘ce koje se odredjuju zajedno sa 2n integracio-
nik konstanti iz 2p granilnih uslove i m izoperimetrijskih uslova.
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7s Potreban uslov da funkciopal
4,
VDO, Y] = [0 ya 8,9 db (10)
tD

gde je f homogens funkelja prvog stepens homogenostl u odnosuo na
x 1 ¥ ima skstremum za krivu cix = x(t), 7 = y(t),(tgé % sti‘)
jeste da Je

d

a’;fi‘fx 'IWO, %f#"f’,“o» (11}
Moie se pokamzatl da je jedna od nmavedenih jedna¥ina (11) posle-
dien druge.

1. Apalizirati slededs specijalne slufajeve Efler-Lagrangeove
Jednadine (2):

1° 2= £x3); 2° 2 = Y(x3)+7 W(EED:
3° £ = £(x,3% 3 8° £ = £(7%y5 57 L= 2(7,5").
Da 1i u tim sludajevima uvek postoji ekstremum integrala(l)-

- Regenle.
1. U ovom sludaju podintegralms funkcije ne zavisi ¢d ¥t ,
pa Je Jf/oy® = 0. Btoga Enlerova Jednadina glasl 22/9y = 0.
Ovo nije diferencijalna Jednadina i u opitem slufaju se ne
mofe zahtevatl da ona zaddvol,;]av& graniéne uslove y(a) = 4,
¥(b) = B. Dakle, v opitem slufaju ne postoli skstremum osim
kada kriva ¥ = y(x) prolazi kroz graniine tafke.

5f _ 2% 2y of .
2.  Balerova jednadina usled 5—5 AR Y )

g'x— -g-j-, ® g—‘g + ‘g% y® , dobijs oblik Ey' - ?a'g" Os Stoga iszrasz
Y(x,7)4x +¥(x,7)8y = O predstavlja totalni diferencidal, usled
dega funkcional v(¥) -f [0+ w69 s =, ?(X,}j)dxMP(x,y)dy
predstavlja integral totalnog diferencijala. Polto njegova vred-
nost me zavisi od njegove putanje integrasije on Jje kongtanta, pa -
Je pitanje o ekstremumu odigledno.

3, Podintegralna funkcija ne zavisi od y, pa je 9f /Iy = O,

Eulerova jednadina glasi - %.;,. 0. Odmah nalagimo prvi
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integral 9f /0.y® = Cy e

4, Podintegralna funkcija f = £2(y%) ~u ovom sludaju zavisi samo
od. y’ . Stoga je 2f /2y = 0, pa Eulerova jednalina glasi

d_(2f of L .

ax (ay = 0, tJ. 5 = cy. leva strans poslednje jednakosti za-

visi samo od y* . Dakle, Y(y*) = ¢ , pa stoga y* = 2 iys=
2CyX + Coe Ekstremale su prave linije.

5. Bulerova jednadina glasi: Q%%z_')_ g;?,;(yz,’z?-

2
i - o7f ' = 0. Ako ovu jednadinm pomno-

9
29 oy 2y’ AN 9y>2

fimo sa y®* , dobijamo (’97‘ 1y’ 927‘ ' 92'? P

'..9.15 12, v ’az’c ! 31( e

v, -y —igyay YYaor = (* :f ) =0,

2 2f o 28
ay y ay'y

Ha osnovu toga je £-y° —a-‘L—— = Cq . Dakle, Eulerova jednadina

svela Be na diferencijalnu Jednaélnu prvog reda, koja eksplicitno

ne zavisi od x, pa reSenje moZemo nali putem refavanja po y°.,
uvodjenja parametra i razdvajanjem promenljivih.

2 Naéi najkrabe rastojanje izmedju tafaka A(xc, ¥ i B(xl,yl)
u ravpl x° 0 ¥,

Refenje. Resenje ovog problema sastoji se u naiaien,ju krive
linije koja prolazi talkama A i B a &ija Je duZi-

pa luke pajmenja. DuZina luka trafene krive linije izmedju
talaka A i B glasi:

%

8 "f 1+Y2 dx

Xo %
Z0a¥i da treba traZiti minimum integrala s = | V1+y'2dx .
Podintegralna funkeija £(y") = 1 + y'° je funkeija samo
od y*, pa jJe °f /oy = O i Eulerove Jjednalina glasi:

y'/ (1+y‘2) 3/2 . 0 odakle je y* = O. Trajena ekstremalna
kriva, &ija Je dufins luks najkrala izmedju talsks 4 1 B,
Jeste prava linija y = GX + Cpe Potrebno je odrediti jol
da ova prava prolazi kroz talke A i B.

pa :
Kako Je -g-\;%?() i podto je zsdovoljena Jacobijeva Jednadina
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Be

4,

na dobijeno] ekstremall, to razmatreni integral ima zaista
winimun.

b
s y'?

Haéi ekstremum integrala I = f i ¢ & O
a v
gde je o proizvolins realna konstanta, a funkcija y >0.
N

ReSenje. Podintegralna funkcija f = —<ne zavisi od x.
Eulerova Jednalina, usled

.?Zf, 1 , JW
b

'\;L_' ‘ prema tadki 59 zadetka (1) glapl e
) 1+ gt

y/Z ' 4 2
- = O 411 » 0 3 odnosnoy /1l+9®*" = C
7% r-———-——“y)z —T—y& pPvE % Jﬁ o4 3
(e

Prvi integrall poslednje diferencijalne jednaline zavise od
realnog parametra ol . Bazmatrademo specijalne slulajeve ako

Je OC. O i 04. "l @
a/ Ako Je<= O, Eulerova Jednsdina glasi \/1+y’2 = ¢y 114

AT, ci =1 = Dl’ odakle Je y = 'Dlx + I)2 « Dakle, esktre-

rmale su prave linije.

b/ Ako Joe ol m =1 razmatrani integral (¥ postaje I =

y 1+ y’edx fyds koji pomnoZen sa 27 daje najmanju
obrtnu povriinu ko:ja ekstremsla izmedju tadeka 4 i B opide,
obrduél se oko x-ose., Eulerova jJednadina glasi e
¥y = 1/ \/1+y’2 integracija ove daje y = ?(Z ¢

X-G
+¢ © ) » 8de treba odrediti C i C, da ekstremala prolasi
kroz tadke A 1 B.

_ Naéi kri've ng kojima funkcional

= E i yoreo, y(E)=1

dostife ekstremum.

Refenje. Kako podintegralnma funkcija £ = y°2 - y° ne zavisi
od x, Eulerova jednalina glasi: y’z yz 27’2 E i

dy ¥
-y R aw =dx, arcs_/na =x+c2, '5‘5’/7_("*Q>'

w

7
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.5.

6.,

7.

Ako iskoristmo adicionu teoremu za funkciju y = sinx,
dobijamo konadno da je y = Cjcosx + Cosinx. Iz datih granid-
nih uslova dobijamo da je C = 0} 02 = 1, pa razmatrani fun-
kcional dostiZe ekstremum samo za kriva -y = sinx,

Baéi la.-lve na ko,jlma funkcional V[‘g(x)] f(y‘”'» 12xy) dx;

’3(0) 0, Y(1)= dostiZe skstremum.

Begenje. Eulerova jednalina usled :

2 oy D% o, S g B
5=, 97) =2y’ axoy ) 3w 0 3T L,

glasi y* - 6x = 0. Ponavljajuéi integraciju dva puta nalazi-
B0 ‘njenc opite relenje y = %2 + G1X + Cpe Koristeéi graniéne
uslove dobijamo da je ¢y = 03 €y = 0. Btoga razmatrani funk-
cional dostife ekstremum samo zZa kriva y = x3. B

Kaéi eketremale sledecih integralem:
J 2
l —ii’—'—d 5 }/(Xo) yo > }(Yi)“(yf :
Redenje. Podintegralna funkcija £(7,¥?) = -——-Z-—- ne zavi-
7

ei od x. Stoga prema zadatku (1) Eulerova jednadina glasi
1+ 32 ,2
- "’% - Ul @
v 7 V1432 .
Iz poslednje Jednakosti sledi: } + y’2 - y’2 = aly Jl+y'2 H
1 et 61 C. )

Cyy
1 -.[l + y'z H %% - e ¢ 1 dy = dx.
17 Gy 31 -8 3
Integracijon poslednje Jednafime malezimo da Je
(1/61)J1—c12y2 = X + 0y, ili (x+c2}2 + 32 - °12' U zadnjoj
Jednakosti potrebno Je odrediti jod konstante . i ey iz
uslove y(xp) =7y 1 y(xy = 75

V[y0] = [ J(1#52)y dx.

Befenje. Eulerova jednalina je oblika f - y* 9£/97y" = ey
Jer podintegralna funkcija ne zavisi od x.

Q!’
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of 74’
Usled —— = ‘ona glasi [ Griv rz
Wy (reyre) ) AN

=C,.
\/77*0‘7',2) 1
Iz poslednje jednskosti redom sledi da jJe:

2
y(1+37°2) - 332 - Cl\/y(lary’z) R A S A A J7a+33d;
y=0 Jyasy® C;ﬁz -y + 37
1
2
H m e
¢y 7-6° ¢
Integracijom poslednje jedunakosti nslszimo da Jje y =
- c12 +(1/2cl x + e,)z. Dakle, ekstremale su parabole.

Y]
8. VLYOOI= [ (xyry*-2yyyde;  glo)=1, g(n)=2.
ReSenje. Podintegralns funkcije zevisi linearno od y*, tj.
f =¥ (x,7) + y"¥(x,¥) . Prema refenju zadatka (1),

Eulerova Jjednslina glasi %ﬁ - %};— = 0, ili konkretno u ovom
sluéa:jnusled—-- x+ 2y 1 g—;- O3+ 2y = 0,

Poslednja ;jedna%:.na nije diferencijalna, a podetni uslovi
nigu zadovoljeni, te ne postoji nijedna funkcija iz klase
neprekidnih funkcija za koju razmatrani funkcional ims eks-
tremum,

%y
2, 92 .
9, V[y(X)]=fXO (3% g7 =2y sinx)dx .
Refenje. Fulerova jednadina glasi, y" -~ ¥ = - sinz. Njeno
opSte refenje Je y = clex + cec"x + <%) pinz,

Poslednje krive su ekstremale za razmatrani funkcional.

1
10, L (yzfyf’z./.zyex)d,xi' y(O):o} y(.,) __:Zé'.

ResSenlie. Opsti integral Eulerove ;}edhaéine Y-y o= ex, gla-
iy = clex- + cp6"* + 1/2 xe™. Na osnovu granidnih

uslova trafena ¢ 1;‘tzrenu'e{].a ima jednadinu y = (%) xe™ .
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Xy . .
‘11. f (xym+y'?) dx.
‘2‘
Rezultat. Ekstremale su krive y = = T + CyX 4+ c2.
2
lz. fx (y*2 4 7yy -/6y2)dx.

Bezultat. y = ¢,sin (4x+c2) .

Odrediti ekstremale funkcionala.

7
13, V[yon] = [ (xFyr2erzydde;  g(-n=1, J(D=1.
=1

of. . - - . QP
‘Refenje. Usled, 5 =24Y; 9;" 2&:?) 2xay' =4y Spa a(yay
2% 2x2 " Eulerova jednalina glasi} xay“ + 2xy® = 12y = 0.

g2 =

Hjeni partikulasrni integrali odredjuju se u obliku .y = .
Redom palazimo da je y* = v L 4 7" = :r:(r--.‘n.)x""'2 s pa
Eulerova jednadina glasi: =x* Er(r—l) + 27 = 12] = O,

1z poslednje jednafine nalazimo da Je ry = 3, a r, = -4 pa
3

su ekstremale krive y = ey x” + c21°4. Iz graniénih uslova
dobijamo da Je ey = la cy = 0. Dekle, funkcional dostiZe

ekstremum za krivu y = 13 . Za ispitivanje o kome se ekstre-
mum radi koristili emo Jacobijevu jedmadinu, kojea u opitem
sludaju glasi:

P d *F d azf P
(8- 55)-dv (55 - 0

gle Je u = 21 58y =y (x,¢) ekstremala koja zadovoljava

20
uelov ylad= A, Jacobijeva jednaina, usled —aa—-iczl{)
2*f . 9P 2z, 3 -y ‘
ayay"’a’ EvE =2x%; YOoC)=xTrex T s aé’yc - 5

P _ 2z
de-tti®s s 20x 76 g}— %—y—ﬁ.u’) yxa’ +2x%u’

glasli 24y - 4xu® - 21211 = O ili 1’2u + 2zut - 12u = 0.
Zamenom izraza za u, v’ i u" u poslednjoj jednakosti, lako

izradunavamo da je ona zadovoljens. Podto jJe %—5 = 2x2 %z 0

zakl judujemo da razmatrani funkeional ims jaki minimum.
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4. v[y(x)jzjz y (1A Xy dx; y(n=1, =4,

15.

16.

17.

18,

Redendie. Eulerove jednadina usled £ = y° + xgy’e 3
oFf . of Caka
35 PR A PO AN AN DS R
5y 1+ 2123 H 57 03 >y 5y xy®
2% . 23

§;§? = 0 3 %;3— = 2x2‘, glasl 2y + xy" = O, Hjen opdti

integral je y = cl/x + €. 1z zadanih granidnih uslova na-
lazimo da Je ey = -6 i ey = 7. Dakle, razmatrani funkcional
dostiZe ekstrepum za krivu y = - 6/x + 7. Lako proveravamo

da Je zadovoljen Jacobijev uslov gde Je: y(x,¢) = =6/x + c.

Podto Je é;fﬁ - 2x?‘> 0, razmatranl integral ima slabl mi-
nimum.

T

4 —
v[y(x)]:{ (472-yg72+89)dx;  g(o)==1, J(3)=0.

ReSenje. Eulerova jednaZina glasi: y" + 4y = - 4, Njen opBti
integral glasi: y = cyc082x + c,8in2x-1. Iz granid-

nih uslova dobijamo da je y = sin2x-~l  traZena ekstremala.
Jaccbijeva Jednadina za y(x,¢) = csin2xz-1 je zadovoljena.

22f
e
malnu vrednost na krivo] y = sinZ2x-1.

T
5 |

V[}/(x)]=f (yz,ywzjﬁgxs/n 2x)elx ; w(0)=0, y,({f)=,'
[«

Bezultat. Ima Jjok maksimum za y = sin2x.

Posto Je = =2 < 0, razmatrani integral dostiZe maksi-

V[;’C*)]=‘/Z(xy"izyyf3)dx) Yo)=0, H(N=0-
1

Rezultat. Punkcional dostife slabi minimum za y = O,

vl 9] = /43( 2xy+y?2)dx; $(1)=0, Y(3)=26.
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Rézult:at. Funkcional dostife jaki minimum za y = 15 = 1.

19. Naéi funkciju za koju funkeional V[ go]= bé?ﬁ)”@dx;
é/(O):O) y—/(o)sf 5 ;(7):—.7) 4"’(7)= ,)

ima ekstremum.

BeSenje. Eulerova Jednadina u ovom slufaju, posto podinte-
gralna funkeija sadrii izvod drugog reda, glasi

'_a_ﬁ__g_l__af o2 of aﬁ..o-

oy T dx 2y +a’x2 EpT = 0y konkretno usled 5y 4 ay' = 03
d* of TN A v
Eiji Je oblik:d T 557 " 0 i]_la.;z ¥ = 0 ili §” = O.

OpBte refenje poslednje jednaline je: y = <=]_x3 + c2x2 +
+ 83X + e Eoristeéi graniéne uslove dobidemo da jes
ey = 0, Cy = 0, 3 = 14iey = 0. Dakle, razmatrani funkecio-

nal dostiZe ekstremum samo %28 ¥ = X,
7

20. Odrediti ekstremum funkciomala: V/Y(x)]= f cy"% S )dx,
koji zadovoljave uslove da je y(0) = 0, y°(0) = O, y(«z) = 0,

y’ (”2-/ = "1.
Refenje. Eulerove Jednadina ualed ;/ & - 2¥ % g-;-, = 0.3

2
. a
5;7- 25" glasn.daje-—Zyif-g;g(Zy")- 0 ili
ylv -y = 0. Njeno opite refenje je v = clex + cae"x +

+ ©zo08X + cysinx, Eoriséenjen granidénih uslovae nalazimo da,
] & = O, ey = 0, Cy = 1, ey = 0. Prema tome, integral ims

skstremum za kyive vy = cosX.

21. FNaéi funkciju za koju funkcional J(Y) =/0 (2 ?(yv‘;/"’l)dx)‘

$(0)= Y10)=y'0)=0; 9{(4)=;;};;’<”>‘57’é’(’) 5
dostife exstremum.

Hefepie, EKako je za ovaj slula}
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9% ]
Q“ =2y _9_£~:0), 97C - . __3}_”’:2; /)

a9y~ By 29"
Eulerova jednadins glasi: 2x - a,-f’-/—- (3") = 0, il1 7% x = 0.

Hjen opBti integral glasi: 7 = 3:7/’7! + clx + czx +

+ ::.5:::3 * e4T + egX + cg . Ha osnovu graniénih uslova dobi-

jemo da je ¢y = O (gde je k = 1,2,00..6). Dakle, trafena
ekstremsla Jje kriva y = x' /71
Xy

22, Haéi ekstremale funkcionala v[y(r)]ajx’ (16 5% -y "%+ x2)d x.
0

Befenie. Funkcional ims ekstremum za krive ¥ = clozx +

+c2°-2x . ﬁicasa’?x . 0491321 .

23, Igpitati ekatremale funkeionala:

VLY, 2(x) ] = J (327 292)d; Y=o, y(1 )=1; 20=0, ,z[f)_-f
Reée_x_xje. Eulerove Jed.naéine u ovom sluéa;]u naled,

%— H d ____ = »
ay 22} 9} '2(7/ dx 2y’ az" Z) dx a,z' 2= ;
glase: 5 - 3" = 0, 3y - 8" = O,

Ako drugu jednadinu dva puta diferenciramo, dobijamo umesto
navedenog sledeéi sistem Jednadins

2f =gy, 2 - 5, 2

€] z—y"-o,y”—zn-O.
Eliminacijom iz poslednjih y, y* 1 y" dobija se jednadina
zIY‘ - % = O &iji je opsti integral z = clex + cae'x +

x =X
+ €3C08X + 0481n3 - PoBto je z" = Cy@ + €58 T = C3COBX -

- ep8inx iz druge jed.naéinei. pistema (x)sledi da Je y =

= clex + czo"x - ezco8x - cy8inx. Iz graniénih uslova dobi-
Jjamo da Je € = CH = Cy = 0, ey = =). Ekstremala za koju
ge postife ekstremum ima jednadine y = sinx 1 z = - ginx.

X | , :
24, Naéi ekstremale funkciomala V/y(),#x)]= ‘4 ) (Zye-2y?eyyg’?)dx.

Befenie, Ekstremale su krive y = (89x + ) cosx +
+(G31 + ¢y)sing-§ 2= 27 + ¥ .
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25. Pokszatl da je najkrade rastojanje izmedju dve tadke
Axys Fo Zg) B(xl,yl, Z,) u prostoru prava linija.

ReZenje. DuZina luka krive u prostoru izmedju datih talska
raduna se pomolu obrasca

¥ Xt 124 322
- = 42 .
J Jxo ds */40 17y dx

Dekle, potrebno je ispitati ekstremum x;avedenog funkcionala
¢y Eulerove jednaéine glase 77 = ey l+x"2 + 2’2 8 2 = ¢

2

1+y’2 + 27, odakle je J = ¢5% + Cxe Poslednja jednadina

2

zajedno sa Jjednaéipom y® = cll+y’2 + 2% da je z = cyX+Cge

Konadno iz Jjedpadina v = CpZ + Zyy izm= ey% + Cg trebas od-
rediti konstante da prava prolazi kroz talke A i B.

Integracijom poslednje jednaSine dobijamo traZenu familiju

ekstremala (x—-cl)2 + y2 = 022 ®

26. Iz uslova y(O) = O ,dobij‘amo da je ¢; = ¢5 = ¢, tako da je

xg + y‘? - ¢x = O gpecijalpna familija ekstremsala. Uslov

transferzalnosti glasi:

f+y VX ,_ J 4
V NEAS M 2’) ;@E tl/ f+y/‘e~) y—;_%.
Pcéto Je: Yrxy= /9 -(x-9)%, to o Px) =
_ Vi8x-x?-7>
-9
il ps ekstreémali, pa mora.biti ispunjen wslov da Je 9‘—(::1-‘9)2
Cp=2%y 18X =1 -72
A X;=9 N
Iz poslednje dve jednafine nalazimo da je x,l = 56/5. ac=8,
te trafena ekstremals ims jedpadinn y = 8x - 1'2 + y2 = 8%,

\//6’)( )(z 72 :

Dakle, nagib za y* glasi y°* s Eranifna tallka le-
4 X

26x = zle i ifztavrgmem

27. Hati funkeiju za koju se moZe postiéi ekstremns funkcionsla

vlyng - [ /q(; -y Hdx; yo)=0,

sko jJe drugs granidna talks pokpetm na pravoj X = —g .
HeSenije, Jednadina trefene ekstremsle glasi: y = 0.
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28, Odrediti ekstrsmum funkcionala
£ 1 iz
vy zjn_*_i*‘“:y- dx;  Y0)=0, Y, =¥-5 .
ReSenie. Prema refenju zadatka (6) skstremale su krive

(z + c2)2 + 32 = 012 . 1z prvog granifpog uslova
sledl da je ¢; = ¢, = ¢, pa su ekstremals xrive(x+e)2 + 32 -

= c2, Uslov transferzelnosti glasi 1 + - O, Difsrenci-
ranjen Jedpadine ekstremala za talku (Ilyl) dobijia me
7= »—(xl«m*) /y1 - Trafens vrednmosti x;, Ty © odreditenc

2 2
iz jednalina (xl +e)" + ¥y = cz, To= % - 5, 1-( «H:)/yl-O.
Fkstremum se postiZe dui kruinih lukova y = 10x - x° 111

¥ = —\/le«—xE »

29. Haéi ekstremalu izoperimetrijskog problema
1 b
V[o‘/'zﬁjo (75+8° % yx2’-42)dx ; Y0)=0, y.(1)=1, Z@)=0, FN=1,

pri uslovu j’(y"", xy’—z'z)dxzz .
0

2

ReBenie. Usled toga 8%to Je F = y*° + z'2 - 4xz? - 4z +

A@? -z - w?) -0, Lm0, 5 -2y
+ 277 - AX, %{:-: = 22° ~ 4x - 22z® , BEulerove Jednadine gla-
se: 72 (23* + 203 -2x) = 0, 1 4 + e (2z-4x-2)3°) = 0.
Stoga Je 27 + 2y’ ~Ax = ¢; i (1-Ap® = o,

Redavanjem poslednjeg sistema diferencijalnih jednadina na-

€ 2 €2
lagimo da Jje 7umx+ra%77x +c3:i.z-l hqu’.

Iz graniénih uslova sledi: ey = ﬂ'—*’-gl ' 6o = 1=, ey = ey=0,

padey:%%%x+q%ﬁ-)-xziznx.

Diferenciranjem poslednjih jednadims i zamenj}ivanjem uw pod~-
integralnu funkeiju izoperimetrijskog problema dobija se
Jjednadina

7
/ 42 X2H4(ABNXAT O gy
0 16(1# 0%
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iz koje odredjujemo welidinu A . ReBawvanjem poslednje jed-

- pa¥ine nalazimo da je 2, = -10/11 i A, = -12/11, pa jed-

nadine trafenih ekstremala ¥ o= =5/2 x2 + 7/2x z = x ili
yss-2x+3x2-iz=x.

MoZe se pokazati da druga kriva ne realizuje ni maksimum ni
ninimum, vel samo prava,

X
Naéi ekstremale izoperimetrijskog problema J= / 'y’z‘dx,

30.
3 X Xo
pri uslovu [y vdx=a, (a-const.),
e
BeSenjs. Bkstremale su krive
9
T=d T GX4Cy s
gle ¢y, ¢, i A treba odrediti iz grani¥nih i izoperimetrij-
skih uslova.
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HUMERICKA ANALIZA

Gradimir MITOVAROVIC
Uv0D

U razliditim oblestims savremene nauke 1 tehnike postevlja-
Ju se problemi koji sge klasgifnim matenmatilkin metodsma ne mogy
rediti 111 je njihovo redavaenje suvife glowmazno, iz rszlogs 8to
se zehteva brojdani rezuitat. Na primer, dokazano je /Vans'el;
4bel/ da su algebarske Jedradine u opiitem slufaju reBive ssmo ka-
da Je stepen n<4, Medjutim, w praksil se vrlo 8esto sreée prob-
lem ieéavanja Jednadina visgokom stepens. Takodje, festo se Jav-
1ja i problem reSavanja sistems linearnih slgebarskih jednadina
ga stotinu, pa i bhiljedu nepoznatih ili, pak, resavenje diferen-
cijalnih Jednalina koje se ne mogu integraliti pomoéu elementap-
nih funkcija. ‘

Za refavanje ovih problema i njima sliénim razvijena Je po-
sebna oblast matematike tzv. numerilks matematike. Zadatak nume-
ridke matematike Je razrads mumeriikih metoda koje szu pogodne
sa stanovidta primene savremenib radunskih sredstave /ma primer,
elektronski cifarski radumar/. Eako radunske madine najiesée
izvode samo Zetiri osnovne aritmetilke operacije, to numerifke
metode moraju biti takve, da se svode na niz takvib ¢ zracija.

Pri reSavanju uekog problema potrebno je izabrati pogodan
algoritam /postupak o izvrSavanju odredjenih operacija/, koji
najbrie dovodi do Zeljenog rezultate. Ovo. je narodito va¥no kod
primene savremenih elektromskih radunskih maSins, s obzirom na
cenu maSinskog vremena. Izbor pajracionalnijeg algoritma za re-
Savanje numerilkog zadatka predstavlja vrlo sloZen problem, koji
teorijski jod uvek nije re3en.

U poslednje vreme-uspefno se razvijs oblast - teorija pro-
gramiranja, ¢iji Je zadatak priprema i sastavljanje programs
préma izabranom algoritmu ze madinu, u cilju redavanja konkret-
nog zadatka.
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I. OPERACIJE SA PRIBLIZNIM VELICINAMA

Podetni podaci zadatka dobijaju se desto eksperimentalnim
puten, pa je njihova tadnost ogranidena. Dalje, u procesu ra-
dunanja radi se sa iraclonalnim brojevima /e , §, V3 / koji me
uzimaju pribliZno sa odredjenim brojem cifarskih mesta. Nume-
rigke metode, koje se najleddie koriste, daju samo priblifne wvred-
nosgti, a i zaokrugljivanje medjurezultata u procesu radunanja
dovodi do akumulseije greske.

Kod izvodjenja operacija sa pribliZnim wvelidinama postav-
ljaju se sledeli zadaci:
1. Oceniti tadnost rezultate kadas je poznata tadnost polet-

pih podataka i obrnuto. Na osnovu. zadate tadnosti rezultata tre-
ba odrediti kakvu tadnost btreba da imaju poletni podaci.

2. Uskladiti taénost podetnih podataka ako su neki od njih
zadati suvife grubo, da bi se igbegao izlisan numeridéki rad.

3, U procesu radunanjs odrZati talnost medjurezultata, ka-
ko bi se doSle: do konalnog rezultata sa Zeljenom tadnodéu.

Kod zaokrugljivenja brojeva treba znati sledeéa pravila:

a/ Ako je zadnja cifra u broju koju odbacujemo manja od pet,
onda se ona brife, a cifra ispred nje se ne menja,

b/ Ako je ova cifra veéa od pet, ona se brife, & cifra ispred
nje se uvelave za jedan,

e/ Ako Je zadnja cifra pet, onda se¢ posle njenog eliminisa-
nja ide'na to da'nova zadnja cifra bude parna, tJ. ako je parna
ne menja-se, & ako nije uvelava se za jedan:

Primer 1. Sukcesivno zaokrugljivanje broja ¥ = 3,1415926525.,
daje sledeéi niz brojeva: 3,141592654;
3,14159265 ; 5,1415926 ; 3,14159% 5 3,14159 ; 35,1416 ; 3,142 4
5518 § 3,1 13 .
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Klagifikaciia grefaka

Gredfke se mogu Javiti u tri oblika i to kao:
1. grefke zaokrugljivanja

2. neotklonjive gredke

3. greske metode.

Greske zackrugljivanja Zine se u toku procesa ralunanja
zaokrugllivanjen medjurezultata,

Akxo ge podetni podaci ne zmaldu talno, vel su pozoate iz~
vesne oblasti u kojime sze onl nalaze Joblasti neodredjencsti/,
kao regultat .radupanja dobile se takodje neka oblast u kojo] se
redenje nalazi, bez obzira 3to su sva radunanja talne /bez zao-
krugliivanja/. Granl.e ove oblasti odredjujn granice gredke koja
se naziva neotklonjivom gresfkom.

Kako se u numeridko] matematici obilno postavlijeni problem
zamenjuje drugim koji Jje 1laksi za ralfunanje, javlja se tazv,
greska metode.

Zbir navedenih grefaka &ini totalnu gresku.

Primer 2. Uzmimo tzv. slabo uslovljeni sistem linearnih
algebarskih Jednadina

121734 x, + 169217 x, + 176624 x5z + 166662 x,
169217 x, + 235222 x, + 245505 x5 + 251653 x, = 881597 ,
176624 x, + 245505 x, + 255423 x5 + 242029 920581 , (1)
166662 x, + 231655 x, + 242029 x; + 226474 x, = 868818 .

634237 ,

B

)
&
]

Tadna refenja ovog sistema su Ty = Xp = Ky =Xy o= 1. He-

djutim, ako slobodni &lanovi u sistemu (1) nisu tadni, veé wva-
‘riraju samo za ¥ 1 i recimo budu: by = 634238 ; b, = 881596 ;
b3 = 920580 ; b, = 868819 , refenja sistems (1) su:

X = 130214370 ; Xy = 78645876 Xz = =-32701403 ; =x, = 19395881,

Ovaj primer pokazuje da i male promeme u podetnim podacima
-mogu izazvati ogromne promene u rejenju, bez obzira Bto se sve
operacijs izvode taimo.
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Primer 3. Kao primer za grefku metode navodimo izradunava-
f nje integrala

b “
Lff(x)dx . W@
A :

Razlikovademo dva slulaja.

1, Punkeiju £(x) moZemo zameniti algebarskim polinomom P(x)
koji je na odsedku [a,b] i ravnomernc aproksimiran sa potrebnom
tadno8éu, pa onde umesto integrala (2) traZimo integral

b
fP(x)dx N
o}
&ije Jje izralunavanje veoma prosto.

2. Umesto izrsdunavenje integralas (2) mogule Jje na osnova
" definicije integrale izradunati konalnu sumu

n--
JERLCHPE
i=4
koja ée biti pribli¥no jednaks vrednosti integrala (2).

Ofigledno Je da je u oba slulaja ulinjena greSka metode,
jer Je reSavan zadatak razliéit od postavljenog. U daljem izlaga-
nju zadryaéemo se na neotklonjivo] greski.

Neotklonjiva greska

Uvodimo sledeée oznake: ta&ne vrednosti velilina oznsiave~
P o u . ko
éemo slovima X,¥,%Z,...,a pribliZne vrednosti sa x , ¥%, 2%, «e.

Pod ‘apsolutnom greB8kom - A X priblifnog broja ¥, podrazume-
ve se AX = | x - x*|.

Medjutim, najceSée se talna vrednost x ne zna, pa se uvodi
pojam granice apsolutne grefke pribliZnog broja, pod kojim se po-
drazumeva svaki broj, ne manji od apsolutne gre3ke tog broja. Ako
Je Ay granica apsolutne greske priblifnog broja x*, vaZide:

Ax = |x - x7|g A L odakle sleduje:

- A g xexte A (3)
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Primer 4. Odrediti granicu apsolutne grefke droja a = 3,14
koji zamenjuje broj J . Ovde se moie postaviti

aejednakost 3,14 £ < 3,15 , ti. la - | £ 0,01 , odakle
sledi da je A, = 0,01,

Koko apsolutna greSka nedovoljno karakterife talnost mere-
nja ili izradunsvanja, uvodi se tzv. relativma gredks & kao
A X AX
3 i14 £~
*
x| B Sak!
Isto tako, uvodi se pojam granice relativne grefke Ex’ kao

- Az
oz

Hejednakost (3) mofe se sada zapisati u obliku
(1- £)¢< 1« (1 £.) - (#)

Primer 5. Velidina R odredjena Je pri‘bliino‘iz nekog ekspe-
rimenta kao R™ = 29,25 , pri &emu je granica
relativne grefke 1%.. Naéi granice izmedju kojih se nalazi veli-
¢ina R.
Kako Je ER = 0,001, koriléenjem (4) dobijamo: 29,22 &R 29,28,

Heka je potrebno izradunati vrednost funkecije:

us=f (xloxaoﬂ-ﬂxn)
i neka su Ax; (i = 1,2,...,0) apsolutne gredke argumenata funkcije.
Pokazuje se da Jje apsolutna greska funkcije Au

[l
au < 5; 2 (5)
a takodje i granica apsolutne greike
AU = Z 9“ AX; (6)

1=1

Analogno se dobija i za relativau gredku

n

i=1

'3)(1

Odnosno
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n N
2 .
1=1 :

Iz formula (5),(6),(7) i(8) dobija se za neke specijalne
sludajeve sledeie:

1. Ako je u = Xyt Xy oeee +vxn‘imamo:
AU sAx1+Ax2+...+ AJ&,

Dy = Oxy + Axy +eea v BX

£ = Lu ; dok se za {  moZe pokazati da vredi nejed-
lu*) :

nakost: £ < max (Exl, 612, ceey EX)e

2. dko Je u = x - x, imamo: A, = Lx; + Ax, ;gu.\é}}r,
‘ u
odakle se primeéuje ds izrafunavanje bliskih brojeva dovodi do

tzv. gubljenja velikog brojs sigurnih cif.ara(éu Je veliko) .

Primer 6. Naéi razliku: u = 2,01 - ¥v2 sge tri znadaj-
ne cifre. Eako je: \/2,01 m 1, 81774869 ...
J2 = 1,41421356 ... dobija se u = 0,00353 = 3,53:10 =2,
Medjutim, bvaj rezultat moZe se dobiti sa manjiim refunanjem

ako pe lizraz 2a u napife u obliku

0,01

Y W e —
J2,01 +J2

i usmu vredmosti korens sa tri znalajne cifre, tj.
0,01 c,01 -3
u = = = %,.5%:10 N
1,42 + 1,41 2,83

3. Ako Je u = Xy s Xy eceXy, logaritmovanjem za osnovu e, do-

bija se lagu-logxl+log12+...+1c}gxn,pa:je

| Anp (4 4 [Ax, |
]{g 114— 12;4- cos +,f"'"‘1‘1‘!v £ < 51*’ 52*"°+€n’
u SIS | *n |




gde Je 51 relativna gredka za X4 Dalje je:
Eu' Exl +£12+ ase + Exn.

4, Ako Jeu = % dobija se logu= log x - log y , pa je

Ax
e

2y, 4
7

£

}zku
1

+[;; 15-6](*5:7-

u

Primer 7. Strane provougaonika su a = 5 m.i b = 200 n,
Eolika je dopustiva granica apsolutne grefke pri
merenju ovih strapa / ista za obe strane/, da bi povrdina pravo-
vgaonika bila odredjens sa granicom apsolutne gredke Ap = 1 me?

Eako je P = a+b, imamo redom AP = aAb + b.Aa j

A = & zhb + b A

P pa Je zbog Aa' Ab ,

a ¥

D b -
nA 3—2--——-5mm.
Aﬁ b a+b 205

SREDNJE EKVADRATNE GRESKE

Kod merenja £izilkih velilins razlikujemo sistematske i
sludajne gredke.

Sigtematske grefke potilu od grefSaka koje unose instrumenti,
a zatim tu spadaju i 1li%ne greike.

Bistematske gredke mogu se obidno ili eliminisati i1i udi-
niti dovoljno malim.

Slucajne gredke nastaju usled promena stanja nekih faktora

81iji se uticaj smatra beznadajnim i nije uzet u eksperimentu ili
su, pak, ti faktori nepoznati. '

Razmotriéemo sludajne gresdke. Neka su rezultati merenja ve-
lidine x
x]. 9 x2 9 LN 3 3 % L]
Kako svi ovi rezultati nisu ravnopravni, pretpostaviéemo da
se svakom rezulitatu e moZe dodeliti realan broj Py sa osobinama

n

0<py<l i ) by =1,
'i:1



a koji pre&stavlja verovatnoéu pojave tog rezultata.

Velidinu x nalazimo iz izraza

n
=) Py
i=4
koji Jje u teoriji verovatnoée poznat kao mstematidko ofekivanje.

Srednje kvadratna greika merenja O karakteriée se relaci-
Jom A
2 2
=% pilx-x)"
=4 .
Podto se merenja £izidkih velilina vrie na rezlidite padine,
to svakom nadinu odgovera odredjeni skup rezultats merenja i od-
redjena velifina &, pa se svakom merenju mofe pripisati tefina

'
g* °*

gie je K - konstantna velidina za sve nafine merenja velidine x.

U teofiji greSaks vpostoje i druge klasifikacije i procene
greBaka, od kojih Je najvainija statistidka metoda ocene greSaka.
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Gradimir MILOVANOVIC

INTERPOLACIJA FUNECIJA

Ako su vrednosti funkcije f za neki konalan skup vrednosti
argumenta x zadate tablidmo, zadatak interpolacije Je formiranje
funkcije € , dovoljno jednostavne za radupanje, koja u datim ta-
Ekama x; ima vrednosti f(xi)(iso,l,2,...,n), a u ostalim talkama
odsedka (a,b) koji pripada oblasti definisanosti funkeije f, pri-
bliZno predstavlja funkciju f. Taclke x5 nazivaju se évorovima
interpolacije.

Interpolaciona funkcija ‘¢ najdelée se obrazuje u obliku al-
gebarskog polinoma, eksponencijalnih funkeija ili trigonometrij-
skih funkcija, i u svim sludajevima moZe da se zapide u obliku

) = 8¢ (%) + 8;€1(x) + . . . + a8 (x), (1)
gde su funkeije ¥ ; (i=0,1,2,...,n) linearnc nezavisne.

Iagrange-ov_interpolacioni polinom. Za funkcije‘ei (i=0,1,..4n)

uzima se niz funkeija 1 , x , x2 s oosy = s. & Lagrange-ov in-
terpolacioni polinom ima oblik

(x—x')(x—xﬂ coe (X-%4 1>(x—xi+1)...(xhxip
Ly(x)= 1Z_-;_-,(x =X ) (X% ,.,(x =X3_7) (F3=%g dee e (Xqm n;(xﬂ (2)

Aitken-ova interpolaciona shema. Kada nije potreban opsti izrasz

za Ln(x), ved samo njegova vrednost za neku vrednost x, koristi
se Aitken-ova shema, koja se sastoji u uzastopno] primeni sle-
deéibh izraza:

£(x,) X, = X

1
.Lo’l(X) *17% £(xy) X - x ’ ()
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- 1 L0,1ye0e,n-1{%), X = X :
i b ) I T E— °
051425000400 X=Xy L )

l,2,...,n( ¥p = X

Newhon~ova interpolaciona formula. ~ predstavlja izmenjeni oblik
Lagrange~ove formule. U sluéaju nejednakih razmaka njen oblik je:

Pn(x) = f(xo)+(x—xo)f(xo‘1)+(x~xb)(x—xl)f(xo’l’2)+ ceses

eoe +(x=X) (X=%p) ooo (x-%_5) f(xo,l,2,...,n)’ gde se podeljene

razlike izradunavaju. iz formule

f(x = f(xi*l;i+2L...,i+k)—f (X
1,4+415942, 000, ivk) T

5341, 0w g itk-1)

Ako su date vrednosti argumenta x: x_,x_ + h,xo+2h,...,x +

oo (o]
+nh, i odgovarajuée vrednosti funkcije f(x): BN AR LYRTETE A

Newton-ova formula ima oblik:

X - X (x - x)(x ~ ) .2
P(x)=y+-—-——-—2¢)y+ 9 L%y oL
n o B o .2lh2 o
(x = x )(X = X)) eee(X= X 5) AL (4
o o w. T+ = R )
nih
k - - <

gle Je AV, A Vi - Ay (X0 = 3)) konatna
razlika k-tog reda.
Prony-eva interpolacija. -~ izvodi se za slulaj ekvidistantnih

évorova, a-interpolacions - funkeija
€ (x) = Cy '*Ql(x) + 02‘62(1() e e e+ Cn‘ﬁn(x) odredjuje se na
osnovu korena karakteristicne Jjednaline

2 -1 n
8, * 8P + asp +)...+an_lpn +p =0, (5)

Koeficijente jednaline (5) odredjujemo iz sistema Jednalina:

a f(x)) + apf(x) + o o« +a  f(x 4) = - £(x) ,
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a f(x) +agf(xy) + o o o+ o8y (f(x) = ~£(xp, 1) s

® e = ® 2 8 5 8 32 s ° @ » s s P+ s B 5 & s 5 & » o 15)
aof{)in__l) + alf{xn) + 8 e e anwlffx211~2)n ~f(x2n__l) »

Ako Jje razmak izmedju susednih &worova Jednak Jedinicl, imamo da:

a/ Jednostrukom realnom korenu Jjednaline (5) P=P4 odgovara fun-
keija ¥;(x) = p ; -

b/ viBestrukom realnom korenu Py reda r odgovara funkeij&,

-1
Pknyka°°-sxr Pki

¢/ paru konjugovano-kompleksnih korens
cije

o+ i3 odgovaraju funk-

% ’ '
(L4 @) cosor (K */52>é'53“9‘ (BmamcT 6'9':)

Po odredjivaniu funkeija ‘€ ; konstante Ci(i=1,2,...,n)

odredjujemo iz uslova da interpolaciona funkcija prolazi kroz n
interpolacionih &vorova, proizveljno odabranih iz skupa zadatih
(ukupno 2n).

Interpolacija periodidnih funkeija pomoéu trigonometrijskih po-
linoma. Periodidna funkcija f, sa periodom 2% , moZe se interpo-.

lirati trigonometrijskim polinomom, &iji su ¢larovi iz skupa fun-
keija: 1, cosx, sinx, cos2x, sin2%, ..., cosnx, sinnx.

Ako su poznate vrednosti funkcije f u talkama x;(i=0,1,2,...,2n),

interpolacioni polinom ima oblik
© XX X=X X=X, X-X,

. . .= 3 i+l soee
] s 5111 ) s o s S1LIE 5 s S11}

K.=X K, =X KXe=H. K. -,
12 9 ,sin 12*— eesBin 21 Loin £ 21+1..

)]

Inverzna interpolacija. Odredjivanje vrednosti argumenta na os-

novu zadate vrednosti funkcije vrii se metodama inverzne inter-
ppiacije. Ako je zadata funkcija monotona, inverzna interpolaci-
Jja realizuje se zamenonm funkcije argumentom i argumenta funkci-
Jjom, pa se tada primenjuje interpolacija. Medjutim, ako funkcija
nije monotona, ovaj mnadin je neprimenljiv. U ovom sludaju funk-
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cija f zamenjuje se interpolacionom funkcijom ¥ ; a zatim znajuéi
vrednost funkeije (y,) TeSava se jednagina: () = y,.

Z adac i

. le Formirati Lagrange-ov interpolacioni polinom na osnovu sle-
deéih podataka:

x; -10135_

f(x) | -2 | 1 | 2| 0o [-2

Refenje.Smenom datih vrednosti u formuli (2) dobija se

(x-0) (3=1) (x=3) (x-5) NEBNESES e N
L = (=2
509 )(-1—0) (-1-1) (-1-3) (-1-5) (0+1)(o—13(0-3)(o.5)

5 (e NG=0(x-3)(x-5) | o LeeD-0=D(x-5)
(M)(l A1-31-5) " (3+J)(3- ){(3-1)(3-5)

. ( (X+D (X—O)(X":n (x"' 3) odnosno
(5+1) (5-0)(5-1) (5-3) ’

L, (x) = T%U (£* + 7x3 - 121%° + 233x + 120).

2. Formirati Lagrange-ov interpolacioni polinom ‘na osnovu sle-
deéih podataks

o
AN
A

x 0

txy|1 | 312 |5

Regenje. U ovom slufaju je

L}(x} - 1(1:—2}(3"5)(3:‘*5) ‘3 x(x~3Xx-5)+ > X=2(x=5)

-2)=3(-5) 2(2-3(2-5) 3(3-2)(3-5)
5 x(x=2bF 450000
5(5-2)(5-3)

Ls(x}srgxﬁ -£vx2+rgx+l.
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Pe FPormirati Lagrange~ov interpolacioni polinom n: osnovu slede-
‘ ¢ih podataka:

x| O 1,5 3,4 6,8

v 1,451 3,14 4,65 4,11

Rezultat. Ly(x) = -0,0205%° - 0,02x°

+ 2,7%% + 1,45 .

4, Uzeti tri vrednosti funkcije f£(x) : f(a)}, £(b), f{ec) u bli~
zini njenog maksimuma ili minimuma. Naéi pribliZno vrednost

x za koju funkcija ima tu ekstremnu vrednost.

Aefenje. Na osnovu vrednosti funkcije u blizini ekstremuma
formiraéeno Lagrange-ov interpolacioni polinom
drugog stepena:

i traZimo tadku u kojoj on ima ekstremnu vradnost. Iﬁamo
redom:
dL, (%) f(a) £(b)

2 - oy [(x—c) +(x-b)] + oaEE [(x—-c) +(x—a)]+

f(c)

* m[(x'b)ﬂx—a)] -0,
f(a) £(b) £(c) oeer £
2x[(a-b)(a—c) + (.b-a)(b-c) + (c—a)(c-—'b)] - ((ﬁ%}(é;(g_ .

(c A)'f(bg a+b) £ (¢
+( ra) o) * Ec:aXc-Bg °

ReSavanjem zadnje jednadine dobija se traZena vrednost za x:

(2= e v (P + (@222 ()
2 [(‘b-c)f(a) + (c-a)£(b) +(a-b) £(e)]

5. Pomoéu vrednosti funkcije y = e* u tadkama

X, = 0,40 3 y, = 1,4918 3 x = 0,42 ; ¥ = 1,5220 ,
paéi Aitken-ovom shemom vrednost e* za x = 0,411.
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Resenje. KoriZéenjem formule (3) nalazimo

1,4918 -« 0,011

il

1
L. . (0,411 ,
0,1(0411) = 5zzTg 1,5220 0,009
_ 1,491800,009 + 1,522000,011

0,02

= 1,5084 ,

6. Na osnovu vrednosti funkcije y = £(x), koje su date u ta-

beli, naéi vrednost £(13M) koriéenjem kvadratne interpola-
cije po shemi Aitkena.

x 13,00 . 13,05 13,10 13,15 13,20

P (x) | 1,499362| 1,501061| 1,502923 | 1,504942 | 1,507111

ReSenie. Uzeéemo,xo = 13,10, pa Jje redom

1,502923 -0,03 ]
L, 1 (138) = Eiﬁg = 1,504134
O,lg 9 . | 1, 504082 0,02 3 9
1,504942 0,02
ﬂ1$2(15,5) - 6%05 = 1,504074 ,
, 1,507111 0,07
LO’I(J-B;B) X ~ 15,5'
Lo,1,2(13'5) = = 1,504116 .
S L, ,(13,3) x_ - 13,3
¥ o]

Dakle, koriséenjem kvadratne interpolacije dob;ja se
(13 )3) = 1,504116.

7.  Aitken-ovom metodom, naéi f£(27) na osnovu sledeéih podataka:

i 0 1 2 3

%5 1 |17 31 35
f(x;)| 68,7 | 64,0 | 44,0 39,1
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- su vrednosti date u tabeli:

Refenje., Aitken-ovom metcdom nalazimo redom:

3,7 1427
L. o (27) = =ws = 48,33
0t 7-1% | 60 17-27 ’
64,0 17,27
Ll,2(27) = "gﬁm 1= 49,72
an 0 31-27
44,0 31-27
L, 2(27) = et = 48,90
235 '35 32 % %
39,1 35-27
L, - (27) = =27 48,33  -13
L 7 - | R ! 49,39
0,1,2 X,-%, 17 e
L1,2(27) x,-27 49,72 4
L1’2(27) x-27 49,72 -10
1 1 i
b3 @) - | - 1b - 49,26
11, (27)  =5-27 48,90 &
293 %

Lo,1,2 (27 x,-27
1
L 27) = i
0,1,2,57) 3o\ L L, L(27) xg-27
1,2,3E7) %3

1 49,39  -13
= 'ZI' - 49,51 )
49,26 8

Dakle, dobija se £(27) = Ly y 5 5(27) = 49,31 .

Odrediti Newton-ov interpolacioni polinom za funkeiju Zije

x ol 1] 3 | & 6
£(x)|-5-6] 106 [399] 0 59-

ReSenje. Newtoin—“ov interpolacioni polinom za nejednake razm=.

ke ima. oblik:
make ima. STy



P (x) = £(x, +(x—x0}f(xo’l) +(x-x) (%-%q) f(xo,l,2)j* ver

vee +Cm—xo)(x-$9 ‘e;(x—xn_ﬁ f(xo,l,...,n)“ (8)

Podeljene razlike koje se javlijaju u poliﬁomu (8) odredju~
Jjemo iz formule:
f(xi+1.i+2.....ifk)°f(xi.i+1...;.i+k—ﬂ

Xivke ~ %5

E Xy 541,442, 000, i4k)"

Rezultati su sredjeni u narednoj tabeli. _

iy [0 | E0xg 5,0) | £00y 50a, 500)|E (55 501, 102, 20| E (X5, Lo gn)
ol o -5 ‘ '
: -1
1! 1} -6 19
. 56 15
2| 3| 106 79 . 2
293 27
3| 41 299 214
935
41 6] 2269
Newton-ov interpolacioni polinom u ovom sludaju glasi:
Py (x) = -5 +(x=0)-1 + (x-0)(x-1) 19 + (x-0)(x~1)(x=3)s 15 +
+ (x=0)(x~-1)(x~3)(x~4)¢ 2 , odnosno
Pu(x) =2xu'—x5-3x2+x- 5.
9. Odrediti Newton-ov interpolacioni polinom za funkeiju &ije

su vrednosti date u tabeli:

x{olo,5 |1]21,5
yl2|1,875] 3 |6,125

ReSenje. Newton~ova interpolaciona formula gza jednake raz-
make u ovom sludaju Je

X - X (x - x)(x - %)
o) 0 2
P3(x) = §, + =47, + -~ o

Jo

(x = x) (x = %) (x = %)
+ (¢] 1 2 )
5!]35 &yo 3

gde je h = 0,5, dok su konalne razlike date u tabeli:
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iz koje nalazimo:

2 + ¥ (-0,125) + %é%f%g511,25 L 2050 6 o

P5(X) =

odnosno

10, PFPrimenom Newton-ove formule za interpolaciju izradunati
sin 6° na osnovu vrednosti sin 5°, sin 70, sin 90, sin llo,

. 2
L% I3 AT | ATy ijl
0{0,0| 2,000
-0,125

1|0,5| 1,875 1,25 |

1,125 0,75
2 11,0} 3,000 2,00

5,125
311,51 6,125

P5(x)= X

sin 13° i sin 15°.

ReSenje. Tablica razlika, u

4 x° -

X + 2 .

cifre razlika,je:

koju su uneSene samo znacajne

) 4
x | sin x v A%y &y AY
©10,087156
o B4713
0,121869 -148
34565 -42
°lo,156434 .| =190 -1
o 34375 ~43
11°{0,190809 -233 2
34142 -41
13°{0,224951 ; 274
o 33868
15°|c, 258819 :

S obzirom da su koriSéene priblizZne
razlike Cetvrtog i visih redova menjaju se nepravilno, pa
Gemo se na radunu zadriati na razlikama treéeg reda koje su.
skoro konstantne.

X -

Pn(x°+‘ht)= Vo t T Ay, +

X

t(5=1

-
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Ly, +

vrednosti funkcije. sin

Uvodjenjem smene t = ——ﬁ—mg u formulu (4) ona dobija oblik:

t(t—iﬂt-z) 3
3 4




SRR (G e R L AESG Sl &, -

V \ 0_z0
U nagem slufaju imamo n = 3; x, = 5% n=2% t = SL%E_ =
: ) a;
0,5 5 pa je:

- P5(6%) = 0,087156 + 0,5:0,034715 + 22502 (L0,000148) +

+ 2020.5161.5)0 000042) = 0,104528 .

Dakle, dobili smo: sin 6° = 0,104528 ,

fl

1l. Na osnovu zadatih vrednosti funkcije

x| =3 <110 1
Fi=5:5 0,5 1-24,51-1,5

naciionn vrednost x, za koju je y = 1,5 .

Reenje. PoSto funkcija nije monmotona, mora se naéi inter-

polacioni polinom c

Ly ) = (5,5 C5H By + 0,5 AL,

+(;255)(x: gtxil szl) +(-1,5) 4 (x:l (x:OD

Sredjivanjem dobija se:
Ly(x) = x° + 2x° = 2x = 2,5 .
sada treba resiti jednadimu Ly (%) = 1,5 tj.

x3 + 2x2

= 2% - 4 = 0, koja se moZe faktorisati u obliku
(x+2}6x2%¢;2) = 0 , odakle se dobijaju sledeée vrednosti

x=-2 ixsiV2,

12, Ha osnovu datih vrednosti funkcije

o1 21 2,5 %
y|-6|-1]5,625] 16

naéi onu vrednost %28 koju Je y = O,
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BeSenje. Na osnovu vrednostl funkcije iz tabele zakl juduje~
mo da je ona momotona, pa primenjujemo inverzau

interpolaciju:
I’a (37) = l'amol-) (Y"S 625) (’5"""16> + 2 (,3*63 (7"16) (17"'5;6?5) +
(-5) (-11,625) (~22) 5(-17) (~6,625)
+f2,5.(3+6)(y+1}(3~163 +i3xz+6)(y+l>(y,§1625)'
11,625:6,625 (-10,375) 22:17+10,375

Za y = 0, dobija se: x = I;(0) = 2,122 .

13, Funkeiju f(x) zadatu tablidno

x olrfafz| 4 s
£(x)| 1893 |-3]|-12]-28,5

interpolirati eksponencijalnim funkcijama,
Reéénje. Podto su zadate Sest vrednosti funkcije, interpo-’
laciju vridimo funkcijom
gde funkcije‘ﬁi(xb (i=1,2,3) odredjujemo na osnovu korena

karakteristicne jednadine:

N 4 ‘
a, + ayp + -a,p” + p3\= 0. (10)

Koeficijenti jednadine (10) odredjuju se iz sistema jedna-
éina (6) koji u ovom sludaju glasi:

18ao + 9al’+ 5&2:= 3’;' 9ao + Bal - 332 =12 3

Bao‘-yfal - 12a2 = 28,5 .

Rééenja ovog sistema su: a, = -1 i a; = -ay = 3,5 4, pa jed-
nadina: » s

p3 - 3,5p2 + 3,5p - 1 = 0, koja moZe da se napige u fakto=-
rizovanom obliku: (p = 1)(p2 - 2,5p + 1) = 0, ipa re¥enja:
Py-=2; Py = 0,51 ps = 1. i
Furkeija (9) ima sada oblik: XG) = C;2% + €5 0,5% + C5
gde konstante Gi(i=l,2,3) odredjujemo iz uslova da ona'pf64
‘lazi kroz bilo koje tri tadke iz skupa zadatih taéaga,mna )
primer: 151




za x =0 = Cl>+ 02 + C5 =18 3
za X =l = 20y + 0,505 + C3 = 9.

za x =2 =N 4Cy + 0,250, + C3 = 3 .
" Re¥avanjem ovog sistema dbbija se: Cp = -1 0, =161
03 = 3%, pa je L

ey = - 2%+ 1627 ¢ 3 d1i Y = - &F16e" 3,

gde je A= logéé = 0,69315 .

14, »?ronyhevom'metodom inferpolirati pomoéu eksponencijalnih
funkcija, funkciju-€ije su vrednosti date u tabeli:

x ol v]2f3 |45 6 | 7
x. 100,50 1 |1,5f 212,51 3 | 3,5

r(|8) 2|40 |-3|-5 |-7,751-10,375

i .x -x ) :
ReSenje. Smenom ——E-9 = k, gde je x, = 01 h= 0,5 in-

- terval [0; 3,5] preslikava se na interval [0; 7],
pa Cemo nadalje raditi sa argumentom k.. )

S obzirom da je zadato -osam tafaka, -interpolaciona funkci-
Jja ima oblik:

X - Z&_—_ ¢;¢s (1) (11)

i=1
gde se funkcije‘ﬁi(izl,E,B,Q) odredjuju na osnovu korena ka-
rakteristiéne jednaline
a, + a;p + a2p2 + 33p3 + p4 = 0. : (12)
Koeficijenti jednaline (12) odredjujemo iz sistema jednadina:
aof(O) +a,f(1) + azf(Z) + an(B) = -f(4) ;
a,f @)y + a;f(2) + ayf(3) + an(q) = ~£(5) ;
8,£(2) + a;f(3) + a,t(4) + a;f(5) = ~£(6) ;
a, £(3) + alf(d) + asf (5 + a%f(6) = -t(?) ; tj.
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Ba, + 28, + 4a, + O’aa=5i

2ao+4ﬁl+0a2— 5-35=5;

hay + Oa; - 3a, - 5ray = 7,75 ; 15
Dao - Bal - 5&2 - '7,75:5.5 = 10,375 .

Sistem (13) ima reSenja: a_ = 0,25 ; a; = 0;a,=0,251
83 = - 1,5 , pa jednadina (12): p4 - l,Sp5 + O,25p2 + 0,25 =
= 0, koja moZe da se napiSe u faktorizovanom obliku

(p - 1) 2(p2 + 0,5p + 0,25) = O , ima korene:

by =Py =13 py= -1+ 3); p, = -1 - 103).
Funkcija (11) ima oblik:

W) = (Cl + ng)p?l.I +‘p3[kﬁlacos(kargp3)+ Cbrsin(karg—p})] .
0dnosno: V(k} = Cp + Cpk + 2_k(Cacos %—k; + Cysin -2%3) .

Jer japa-%;m -%iargp3s arctggu-g]i

Konstante Ci(i-1,2,5,4) odredjujemo iz uslova da funkcija
(e(k) prolazi kroz bilo koje detiri zadate tadke, na primer:

za k=0 — C C; = 8,

1t V3 3
zak=1 = C + c2+%[03(-%)+04—g1n2,
zak =3 =5 C + 30, +§05 =0,
zak=6:::)Cl+602+€%505=—% o
ReSavanjem dobijenog sistema imamo:

. . 16 . . \
Cl.“%tcg='l%ic3aﬂglc4=“%%3‘ s Pba Je

€ (x) = i?ﬂ;g - !‘-g x + 2°F (-E_gcos-g-%l{- %8—%-391&—%—%') ,0dnosno

Y - ﬁ% [188 - 63k + 8:27F (cos —2‘;}5 - e -3-)]

Vracanjem na staru promenljivu (smena k = 2x) dobija se
traZena interpolaciona funkcija

Y(x) = 7;% 9 - 63x + 447 (cos 2’35 - sin _2%35)]
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15. Trigonometrijskim polinomom drugog reda interpolirati funk-

eiju &ije su vrednosti zadate u ‘tabeli:

Y

x | o] %/3 | 9729 | 3%/2
t(x)} 2|lo,5} 0|2 o0

ReSenje. Prn.menom formule (7) imamo

. s:.n(g -6) s:.n(é- E} sn.n(é- E)sux( 5 - %—)
2 =
sin g sin 'E §1n 9'2 sin %ﬁ:

0.5 sin,-§ sin(% - %) sin(?zc - %) sin(% - é%.)
+ ] . ~ o~
sin% sin(% - %) sin(% - %) sin(g - }-J,,';)

. > sin Z-sin(% - %)sm{é - T sin(¥ - }%\)
sin,% sin(%‘\ -—q-'asin% - Tz';)sincr'z - zﬂ)

Sredjivanjem dobijamo

) - 2 %_-E(D * 2cosx +1c052x - {7 sin2x) 0,8 - -]8'- sin2x .
. 5 - g
%'6 (- V3 + 2 Y3 cosx - {3 cos2x - sin2x)

-5 '

odnosno Tz(x) = 1 + cos2x .

+

L4




Gradimir MILOVANOVIC
APROKSTMACIJA FUNKCIJA

Aproksimacija funkcija vrii se iz dva razloga:

1. Ako je neka funkcija f£(x) sloZena za izradunavanje, on-
da se ona zamenjuje nekom funkcijom ¥€(x) jednostavnijom za ra-
dunanje; ’

2. Ako imamo skup vrednosti dobijen merenjima, potretno Je
odrediti funkciju U(x), koja odra¥ava zakonitost pojave na osmnovu
koje se taj skup ddbija.

U praksi se najdedée koristi tzv. srednjekvadratna aproksgi-~
macija. Kao mera bliskosti fumkcije f(x) i funkcije ¥(x), kojom
se aproksimira funkcija f(x) na segmentu {a,b], uzima se velili~-
na

S= Sp(x) [f(x) - ‘f(x)]2 dx}l’/2 ili za diskretne vrednosti

a

n
- 2 .
= E p(%;) Lf(xi) - (xi‘)] }1/2 » &de je p(x) - zadata
i=1 ‘
nenegativna i‘unkéia’a, koja se naziva teZinom.

U aproksimativnoj funkciji k() pretpostavljaju se izvesni pa-
rametri ai(i=0,l,2,...,m), tj. €(x)= ‘e(x; 8,381 900098 ), Pa je
veli&ina O funkcija parametra ai(i=0,l,...,m), koju treba minimj-
zirati.

Umesto veliéineg deSée se koristi njen kvadrat R =82 9
i naziva se funkci m kvadrata gredke.

- Iz egzistencije minimuma funkcije R, koja je nesumnjiva,

sledi da parametri ai(i=0,1,. ..,m) zadovoljavaju sledeéi sistem
Jjednadina 155



BR

va;

=0 (i = 0,1,2,000,m) & : (1)

ReSavanjem sistema (1) dobijaju se nepoznati parametri
ai(i=0,1,2,...,m). Ovaj postupak zove se metoda najmanjih kva-
drata.

Axo je Y¥(x) algebarski polinom m-tog stepena '%ixﬁ =

= Pm(x) =8, + a;X + a2x2 + o o o + amxm s potrebno je da pre-
odredjen sistem uslovnih jednadina P (x;) = £(x); (i =1,2,..,m),

bude zadovoljen sa minimalnom srednaekvadratnom grefkom, pa sis-
tem (1) dobija oblik:
b b b
aoj p(x)dx + alg xp(x)dx + PETIE - Sx@p(x}dx = g p(x)f(x)dx ,
a a a
b

b
a S xp (x)dx + ay gx p(x}dx +oeee + B
a

a

b
xm+1p(x)dx =5 xp (X)L (x)dx ,
a

e o o © e ¢ e @ e @ e @ © e e ©®© © © © o ® © o o

(2)

x"p(x) £ (x)dx ,

W\/\U"

b b
xp (x) dx + a, Sxm+lp(x5dx toeve + oAy Sx2mp(x)dx =
a ‘ a

ili za diskretne vrednosti, gde je p(xf)spl i f(xi>=yi(i=l,2,...n)

051 1=1

-

Sistem (2) odoosno (% raziva se sistem normalnih jednadina,
iz koga se odredjuju purome 2, (i=0,1y000,m).
Ako rezultati wersnja, rac fto Eemo ubuduée pretpostaviti

A
L




radi lakSeg izradunavanja, imaju istu tadnost, funkcija teiZine
je p(x) = 1.
Ako Je potrebno funkciju f(x) aproksimirati funkcijom
T X X

X m
Y(x) = Cie + Cye + .o + C e (4)

mo%e se primeniti tzv. Prony-eva eksponencijalna aproksimacija,
pod uslovom da su poznate vrednosti funkcije f(x) u(n > 2m) ta-
c¢aka, koje su ekvidistantne.

Ako je x - X, _; = h = const, parametre ri(izl,E,...,nD

. . - 1 .
odredjujemo iz relacije T, ;R 1ogesi , gde su 84 (1=1,2,...,m)
koreni karakteristidne jednadine

a, + a;s + a252 + eee + am_lsm"l + s =0

. (5)

Koeficijenti karakteristidne jednaline odredjuju se iz sis—
tema uslovnih jednacina

aof(xl) + alf(xg) + soe + am_lf(xip = —f(xm+l);

aof(x2) + alf(xa) + oepe +oay (f(x ) = —f(xm+2) 3
@ ® ® o ©® o o ® © © © & © ®© @ © ©® ®» © 6 ©® & @ ©° 8 (6)
a f(xp ) + agf(x, pq) + eee + 8, (T(x, 0y = -£(x))

metodonm najmanjih kvadrata.
Parametre Ci(i=l,2,...,m) odredjujemo, kada su poznati

parametri ri(i=1,2,.,.,m), takodje metodom najmanjih kﬁadrata iz
sistema: ‘

T, X, TaX, T_X.

Cye 171, Coe 2, Cpe . £(xy) IR (?) ‘

(i =1,2y...,m).
2adaci
1. Metodom najmanjih kvadrata resiti sistem jednadina: .
X+3= 3,0 3 X+ 3y=7,0;2x-y=0,23; 3x+y3=50.,
ReSenje. Freodredjen sistem linearnih jednadina:
bllx1 + bl2x2 + oae + blmxm = ¢y 3

Py ¥y * DopXp + eee + Dop¥y = G 3
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bnlxl + bn2x2 + coe *+ bnmxm = ¢,
mo%e se pribliZno reSiti metodom najmanjih kvadrata, tJ.‘
iz uslova da funkcija gresk

L [ck Z bklx:.] :

k=1 i=1

ima minimum. Iz egzistencije minimuma funkecije R, imamo da
promenl jive xi(i=1,2,...,m) zadovoljavaju sistem linearnih
jednacina
DR _G6 521,2,....m .
¥x, . ,
d
.Poslednji sistem, koji se naziva normalni sistem jednacina,

moZe da se napiZe i u obliku:

SR _ E [ E by s 1] ki = O» ili

m n
> ( by b ka) z | bygox (3 = 1,2y000,m).
i=]1 k=1

Iz zadatog sistema jednadina dobija se normalni sistem jed-
nacina

811% + 8,57 = dl i 85X + Ay = d2 s Bde su:

a); = 12 + 12 4 2° ; 32 = 15, ajg=ay =1'243+1-1 2413 = 55
By = 15+ 3% +(-1)° + 1% = 12

= Bl + 701 + 0,202 + 5+3 = 25,4 i
dy = 301 + 703 - 0,241 + 51 = 28,8 .

Refenja ovog sistema su:

41800 = o815 55 4010 - 28.8:5
8118007810807 15¢12 - 5+5

= 1,0374 |

i

42811 = 481 28,8015 - 25,405

811800780803 15912 - 55
158
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2o Promenl jive veliline x i y zadovoljavaju linearnu jednadinu:
¥y = ax + b , gde koeficijente a 1 b treba odrediti.

Koristeéi rezultate merenja za wvelidine x i y koJi su sre-
djeni u tabeli

x; (1,1 1,9 4,2] 6,1

7 12,5 3,2 |#,5] 6,0

na¢i metodom najmanjih kvadrata najverovatnije vrednosti koefici-
Jjenata a i b.

ReSenje. Najverovatnije vrednosti koeficijenata a i b odre-
djujemo metodom najmanjih kvadrata, tj. da suma
kvadrata greSaka

E 2
R = ) (axi +b - yi>

bude minimalna.

Iz egzistencije minimuma funkcije R nalazimo redom

dR
db

n
22 _(ax; +b-y) =0 ;

n
SR _ 5 S (axy +b - y)%; =03 tj. dolazimo do siste-
da i=1

ma jednadina neb + _5_ Xjea = Z Ii s
i= 1=1

1=1

Sox; = 13,3, Z x5 = 59,67 Y 7 =162 i
1=1 1= 1=

X;¥; = 64,33  sistem (&) je u4b + 13,3 a = 16,2 ;
i=1 : 159
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13,3b + 59,67a = 64,33 .

_ m,86

61,79
Minimalna srednje kvadratna gredka u ovom sludaju je:

Rpin = (2,54 = 2,5)% + (3,08 - 3,2)2 + (4,64 - 4,5)% +

= 0,677 ; b= 111,065 _
61,79

Njegovo refenje je: a

1,797 e

+ (5,93 - 6;0)2 ; odnosno R ; % 0,04 .

Za funkciju f(x) = sinux na odsedku [~1,+1] naéi medju po-
linomima stepena, ne viSeg od trefeg, onaj polinom koji da-
Jje najbolju aproksimaciju po metodi najmanjih kvadrata, ako se
koriste vrednosti funkcije u tadkama:

X =

3

-l x5 = -0,5 3 Xz = 05 x4 = 0,5 i Xg = 1. .
ReSenje. PribliZni polinom je Péﬁﬁ = a°+a1X+a2x2+a3x3 0

gde se koeficijenti ai(i=O,l,2,3) odredjuju iz
preodredjenog sistema uslovnih jednalina:
a, - 0,58 + 0,25a, - 0,125a3 = =1 3
o * O,5a1‘+ 0,25a2;+ 0,1256.3 =1 ;
a, +a) +a, + az = 0 ; metodom najmanjih kvadrata.
Sistem normalnih jedﬁaéina oblika (3), na osnovu podataka
koji su sredjeni u tabeli, Je

5&0 + 2,5&2 =0 ; 2,Sal + 2,125a3 =1 ;

8, =8 +ay - azs= 0 ;

a, =0; a

2,58, + 2,125a, = 0 ;

2,125a  + 2,0312585 = 0,25 .

i 1 2 |3 4 >\
x4 -1 {-0,5 olo,s 10
£x)| 0f-1 ol1 o]0
X2 1| 0,25 00,25 12,5
zé -1 |-0,125 00,125 1|0
X3 1| 0,0625 | o0]|o0,0625 |1 ]2,125
‘;g -1 |-0,0%125 | 0 |0,03125 |1 |0
;ﬁr 1 | o,015625| 0 | 0,015625 | 1 | 2,03125




£ (x| 0| 0,5 0lo0,5 ol1
xSt (x;)| 0[-0,25 00,25 olo
ot (x)| of 0,125 0 ]0,125 olo,25
Refenje ovog sistema je: a, = a, =035 a = ~ay = % s pa

5.

Jje trazeni polinom: P5(X) = % (x - x

4, Koristec¢i rezultate merenja promenljivih velidina x i y,
koji su sredjeni u tabeli

x; 4,48 | 4,98 | 5,60 | 6,11 | 6,62 | 7,42

¥y | %15]1,95 1,311,035 |0,74 0,63

odrediti parametre a i b u funkeiji

1
I (9)
tako da ona najbolje aproksimira u smislu najmanjih kvadrata za-

vosnist izmedju promenljivih x i y.

RefSenje. Uvodjenjem smene z = (9) svodi se na oblik

i1 g

z = ax + b. Prema (3) iz jednalina

nsb + §_ Xila = Zi 9

i=1 . 1=

n
° 2 i
%=l Xq b + §= xjea = %=1 X325 o tis

6b + 35 5 2la = 5,426 ; 35,21b + 212; 44a = 34,564 ;
odredjujemo parametre a i b:

D Dy .
az.i:_ﬁég_m 4= 0,468 b o= oo = 220299 » g g4z .,
. D ’ ? ) T 34’9 4 X

Funkcija koja aproksimira zavisnost izmedju promenljivih
¥ 1 y sa minimalnom srednjom kvadratnom gre$kom

‘ 2 -2
Rhin = § AY; = 575210 " Je
i=1 161



1
y= 0,%68x - 1,843 *

Bva izradunavanja su sredjena u narednoj tabeli, gde se uw
poslednjoj vrsti daje relativna greska &{%].

i 1 2 3 4 5 6 >
%5 4,48 | 4,98 | 5,60 6,11 6,62 | 7,42 35,21
x5 |20,07 | 24,80 | 31,36 | 37,35 |43,82 | 55,06 |212,44

Vi 4,15 1,95 1,31 1,03 0,74 0,63

1/y; | 0,241 0,513 0,763 | 0,971 1,351 1,587 5,426

xy/¥;| 1,079| 2,554 | 4,275 5,932 8,946 11,778 | 34,564

yx | 3,9 2,05 1,29 0,98 0,73 0,61

|avy |70,21 | -0,10 | 0,02 | 0,05 | 0,00 | 0,02

Ay§ 4,1 | 1,00 | o,04 | 0,25 | 0,01 | 0,04 5,75

ST#)| 5,33 | -4,88 1,55 5,08 1,70 2,66

5. Aproksimirati funkciju £(x) = /3 s odsedku x€[0,1} po-

moéu linearne funkcije y = a,+ 8% metodom najmanjih kva- /
drata. '

ReSenje. Konstante a, i ay odrediéemo iz uslova da integral
kvadrata gretke

b

2

I = S (f(x) - a, - ali> dx

a
na segmentu x¢fa,b) bude mini-

maolan. 1z

b
01 - S (f(x) -a - ali>dx =0,
a
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»I - .

- D x(f(xﬁ - aonalx)dx = 0, dobija se sistem Jjed-
a

(10)

Kako a=0; b=l i £(x) = x*/ imamo g W/ 2ax - 2 4
0

1/3dx = ; , pa je sistem (10):

O o
»
d

1 3 ‘ «
a, +x a8, = % i Ba,t3y8 = ; ; odnosno 4&0 + 2al = 3 ;
21a0 + 14&1 = 18.

ReSenje ovog sistema je: a

314 - 218 3
4olly - 221 7'

_ 4:18 - 21-3 _ - e v =2
a, = ” = %K . TraZena prava je y 7+ I% x .

o

6. Fetodom najmanjih kvadrata naéi aproksimativne polinoﬁe
Tstepena m = 1,2,3 i 4 za funkciju
. ‘ 1
£ = 1%
na osnovu njenih vrednosti u tackama x = 0,1,2,3,4,5,6,7 1 8.~ ~

ReSenje. Vrednosti funkcije f(x) u datim talkama su:

x5 ol 1 2 3 4 5 6 7 8

f£(xp) | 10,5 0,333 0,25[0,2 |0,1666 | 0,1428 | 0,125 | 0,1111

Da bismo odredili aproksimacioni polinom m-tog stepena
Pm(x) = kzo

jednadina: 163
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Pu(xg) = £(xy) (i = 1,2,..0410), (11)
gde je u nasSem sludajun =9, am= 1,2,3 i 4.

Preodredjen skup jednadina po nepoznatim a; (i =0,1,2,...,m)
refidemo pribliZfno metodom najmanjih kvadrata, tj. iz uslo=-
va da funkcija

R = i (Pm(xi) - f(xi)>2

ima minimum. Iz uslova %%— = 0 (i=0yl,+..,m) dobija se
i :
nermalni sistem jednadina oblika (3), &ijim se re3avanjem
dobijaju koeficijenti a; (i = 0,1,...,m).
Sada ¢ée Be posebno analizirati svi slucajevi.

1° Za m = 1 imamo Pi(x) = a, + a;X. Odgovarajuéi sistem

normalnih‘Jednaéina je: 9a, + 36a;) = 2,8289 ;

36&0 + 204a1 = 6,1710 ; ¢ije Je resSenje: ‘

a, = 0,65731 i 8 = = 0,085747 . Aproksimacioni polinom
je: Py (x) = 0,65731 - 0,085747x .

2
+ 81X + 85X

2° Za m = 2 koeficijenti polinoma Py(x) = a,

odredjuju se iz sistema jednadina:
9ao + 36&1 + 204&2 = 2,8289 ; 36&0 + 204&1 + 1296&2 = 6,1710;
204a0 + 1296a; + 8772a, = 29,8280 .

- -0,26404 ; a

Re3enje je: a, = 0,86533 ; a = 0,022286.

1
2° Zam= 3 odgovarajuél sistem jednalina Je:
9&0 + 36&1 + 204&2 + 1296&5 = 2,828G ;
36a + 204a) + 1296a, + 877285 = 6,1710 ;
204&0 + 1296&1 + 8772&2 + 61776&3 = 29,828 ;

1296a, + 8772a; + 61776a, + 446960&5 = 147,17 .

2

ReZavanjem ovog sistema dobijaju se koeficijenti a;
(i = 0,1,2,3) pa je:

Py (x) = 0,95857 - 0,46495x + 0,088887x° - 0,00555x> .
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4° Za m = 4 imamo P4(x) =a, +ax+ a2x2 + a4x3 + a4x4 -
Refavanjem odgovarajuteg sistema dobijaju se sledele wred-
nosti koeficijenata: a, = 0,99031 ; a; = - 0,62972 ;

8, = 0,19413 ; ay = -0,026713; a, = 0,13227.1072,

Poznato je da neka velilina J zavisi od vremena t na sle-
de¢i nalin

J = bePt | . (12)
Merenja velidine J izvrSena sa istom tadnoBdéu, daju slede-
deéu tablicu zavisnosti J od t:

t| o 1 2 3
J |2,012| 1,213 | 0,741] 0,450

Naéi wvrednosti parametara b i p u relaciji (12)

a/ logaritmovanjem i primenom metode najmanjih kvadrata;
b/ eksponencijalnom aproksimacijom.

ReSenje.

a/ Ako se (12) logaritmuje za osnovu e, dobija se:

logd = logb + pt .
Iz egzistencije minimuma funkcije greske

n
R = (logb + pty - logJi)2 , dobija se sistem jed-

i=1 :
nadina
logben + po ti = logJ:.L »

i
logb » t. + D ~§ t2 = § t:logd odnosno
i i i i?
1= i=1 i=1

4s1ogb + 6ep = ~0,2060 ; 6slogb + ll4ep = -2,8019 ;
éije je refenje: 1logb = 0,69635 ; p = - 0,499. Dakle,
traZeni parametri su:
b= %6935 2006 i p = - 0,899 .
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b/ Kako su poznate vrednosti funkcije J u ekvidistantnim
tadkama, za odredjivanje koeficijente b i p moZe se
primeniti Prony-eva eksponehcijalna aproksimacija.

S obzirom da ‘se ‘aproksimacija vrsi samo sa jednim ekspo~-
nencijalnim &lanom,: to ée'karakteristiina jednacina biti

_linearna
a_ +8 =0 (13)

o
gde koeficijent a  odredjujemo, shodno (6), iz sistema:
aoJl ==-Jds 8,95 = - J5 H aoJ5 = - J, po metodi
najmanjih kvadrata, pa Jje

3 .
} Jid541

izl - 3,6728

% =~ 6,0686
,068
. E Ji _

i-1
Koren jednaZine (13) je's = - a_ = 0,60522, pa je:

= - 0,60522 .

P = 1oges = - 0,502 . Parametar b odredjujemo iz sistema:
pt

bee . T = J; (i=142,00.44) , metodom najmanjih kvadrata.
t.
Kako je exp(pt;) = exp(logestti) = 8 1 imamo
[
4 ot 4
i \ t,
Jie ge t
b = A2 - 3 . 221175 | 5 012,
e E 8
i= iml

Dakle, funkcionalna zavisnost (12) je:

J = 2,012 e"9s502¢

8. Naéi vrednost konstanata a,b,c koje pribliZno zadovoljavaju
Jednalinu

f(x) = a + % + 22 .

X

za vrednost promenljive x iz intervala [p,q], gde Je £(x)
: le6




jedna data funkeija.

ReSenje. Iz egzistencije minimuma funkcije greske

4 2
R = S [a +,% + ig - f(xi] dax ,

D
dolazi se do sistema Jjednacina:
q q d q N q
a S dx + b S ;ﬁ +c S —% = jw f(x)dax ,
X
Y P P D
q q q q
dx dx . dx fx
a Shi— + b S‘ ;2 +C S ;3 = S —§~l dx ,
Y P P Y
q q q q
a S Q% + b S Q% + C g Q% = S £é5l dx ,
p * p ¥ p ¥ p *

¢ijim se refavanjem dobijaju traZene vrednosti za a, b i c.

9. Metodom' najmanjih kvadrata resSiti sistem jednalina:
X =-y+22=3; 3x +2y-52=5; 4x + 3+ 4z = 21 ;
-X + 3y + 3z = 14 . i

2,470, y = 3,5513 z = 1,916 .

L}

Rezultat. x

10. Sledeli podaci proditani su iz jednog grafikona koji pokazu~
je uzrast sina kad je dat odev uzrast, oznadeni sa S incha,
odnosno F incha:

65,7 | 66,81 67,2 69,3 ] 69,8 | 70,5 | 70,9
F 62 o4 65 €9 70 71 72

Ako su S 1 F u linearnoj vezi S = a + bF, odrediti metodom
najmanjih kvadrata najverovatnije vrednosti za konstante a i b.

ReSenje. S = 33,351 + 0,522 F .
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1l. Metodom najmanjih kvadrata naéi aproksimativne polinome‘
prvog 1 treieg stepena za podatke sredjene u tabeli:

ps o 1l 2 .1 3 4 5 6 7 . 8
f(x)|-1,00| 1,47! 2,89 | 3,14 | 3,24 | 4,04 5,72| 7,66 | 8,99

Rezultat. Pl(x) = -0,32 + 1,08x , PB(X) = 0,73 + 2,38x ~
- 0,49%° + 0,043x° .

12, Metodom najmanjih kvadrata aproksimirati funkciju £(x) =
m™ o
= cosx na odselku xe[f ﬁg *'ﬂE] pomoéu polinoma drugog

stepena,

20 . . 60 12
Rezﬂtat.aosa-?(ﬂ-l)’a1=0,32=—3-|<-5(?.'_2_1>.

13. Naéi polinom drugog stepena Pg(x)= a, + 85X + &2x2 koji

najbolje apfoksimira u smislu najmanjih kvadrata, funkciju
¢ije su-vrednosti za ekvidistantne vrednosti argumenta x sre-
djene u tabeli:

x| 1 2 3 4 5 6 7 8

¥]0,5]0,1}0,4)0,9/11,7/3,4%|6,1)9,8

Rezultat.

2, = 1,178 ; ay = 1,249 ; a, = 0,321 .
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Hada DJURANOVIC
AIGEBARSEE JEDEASIRE

Pozmnato Je des se reSenjs algebarskih jednadine prvog,
drugog, tredeg 1 Setvrtog stepena dobijaju iz koeficijanaté
Jednadina pomoéu ‘konafinog broje algebarskib operacija (tj.
pomodéu konaBnog broja sebirenje, oduzimenjse, mnofenje, dels-
nja, stepenovanja sa 1/2, 1/3, 1/4). Dakle, jednafine stepe-
n8 £ 4 mo¥enmo slgebarskl refiti primenom obrazaca.

HMed jutim, kako je algebarskim nasfipom resSavanja obuhva-
éen vrlo uzak skup jednalina, veome& Je vaZno upoznati se i
sa drugim metodama reBavenje kako elgebarskih, tako i trans-
cendentnih jednadina. NajvaZnije su sledsée tri metode:

1. grafitke; 2. numerifke; 3. nomografske.

Kod grafifkih metoda refenja svake konkretne jednadine
dobijaju se crtanjem grdtika. Ove metode koriste se kada tre-
ba samo grubo odrediti reSemnje, 1li keo priprema ze tadnije
refavanje numerilkim metodama.

Humeridke ili rafunske metode su najkorisnije, jer daju
visok stepen talnosti. Kod ovih metoda rad je uglavnom aritme-
tiBki.

Nomografske metode su medovite 1 to: numerilko-grefidke
metode. Vrlo su korisme, jer se kod njih priprema’'jedan gra-
fik jednom z& uvek da slu¥i ze Siroku klasu sludajeva, tako
da se moZe upotrebiti uvek ponove se raznin numeridkim poda-
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GRAFICKE METODE

.. Realne korene jednadine (algebarske ili transcen-
acntne) f(x) = o mo¥emo pribli%no odrediti kao apscige pre-
sednih taZaka grafika funkcije y = f(x) i apscisne ose x.

PRIMER 1. Grafidki resiti jednadinu x + % -3 =o0.

ReSenje. Evo kako éemo jednostavno elementarnim putem

dobiti grafik funkcije f(x) = x + % - 3.

Na slici je prikazano dobijanje grafika funkcije x + %;
u svakoj talki x vr3imo sabiranje odgovarajuéih ordi-
nata funkecija x i %. Grafik funkcije x + % ~ 3 dobija
se iz grafika funkcije x + % umanjivanjem svake ordina-
te za 3, odnosno translacijom (paralelnim pomakom) celog

grafika - u negativnom pravcu y;ose za duZinu 3.




=

Na slici vidimo da kriva nase funkcije £(x) = x + % -3

preseca x-osu pribliZno u talkama: x «~ 0.4 i x, =~ 2.6.

l‘ﬂ;,
Zpnagi, nads Jednadine ima dva realna korena.

Primedba. Uporediti dobijena reBenja sa relenjima kvad-

ratne jednpafine x2 - 3% + 1 = 0.

PRIMER 2. Grafilki rediti Jjednafinu 2 cos x =

2 1

x

Reéenge.vNacrtaéemo grafike funkcija v = 2 co8 ¥ 1

¥ = 2 + 15 - 2. (ovog pomledsnieg pomodu sebi-
x .
renja ordinate funkcija x2, ig i - 2). 58 s8like vidimo
‘da dve krive y = x2 + 15 2% iy =2cosx imaju feti-
X
ri presedne tadke, & jednadina Setiri refenja xl, xg, x3
ix,, koja se nalage u intervalims (- ~.0) 1

T 2
(01 E) 1
4

{
2 -
= X4 y

: : ]
s T EY T N
= X, X, B ¥ %, \IL I X}
o .szzr T 7 N 3 9\ Z
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Besto je pogodno jedna¥inu £(x) = o napisati u obliku
a(x) = b(x), pa je u takvom obliku na prethodno pisani na¥in
refavati. ' |

PRIMER 3. Rediti grefidki jednadine x + 2y = 3; 3%~y = 1.

Resenje. Napisimo jednadinme u oblikut y = 2 - X ;

2" 2
¥y =3x - 1,
[ T
F) o
. o
\ Y
~.2
L__Jy
14 k
i X
off’x3 1 3 o
g
-4 &’ ‘st

Na slici vidimo da su koordinate prese&ne talke nasih
pravih: x~0.7 1 yal.1l. Dakle, traZeno zajednilko rele-

nje je: x=20.T 3 ¥yalele

ZADACI

Grafi¥kom metodom naéi pribli¥na relanje slededéih Jjed-
natinas

X

le 8 = 3x = 02.2x - 3 8in x + 5 = o3 3. x3—lo X +1 = 03

4. 13
7. tg@ x = ctg x; 8. 4x -y =1, 3x - 2y = 3; 9. 13—4x2+3x—2=o;

(11;: ~1,65); (xlx 2.5).

+ 2% + 78 = 0; 5. x log x = 1; 6. x2 - ex+2 = 0}
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NUMERICKE METODE

1. Metod uzastopnog polovlijenja intervala

Neka je data jednaBina {(alzebarska ili transcendentna):
£(x) =

PotraZimo takve vrednosti x = & i x = b da je znak funk-
cije na krajevima intervala [a,b] razliZit, tj. da vredni
£(a)£(b) ¢ o. Grafidki znadi da se kriva y = f(x) nalazi i
ispod i iznad x-08e na intervalu (a,b] » Ako je funkecijs
f£(x) neprekidna na intervalu [a,b] , kriva y = £{x) de seéi
z~08u u nekoj tadki ¢ {a,b]

Tu tafku ¢ , nulu funkcije f(x), odnosno redenje jedna~-
gine £(x) = o naéi éemo (pribliZno) uzastopnim polovljenjem
intervala [a,b] na sledeéi nalin: nadjemo x = azb’ polovinu
intervala [a,b] . Ako Je f(a+b = 0, odabiramo onu od polo-
vind intervalas [a,a*b ] 111 [:a+b b] ng ¥ijim krajevima
funkcije ima suprotne znake i isti postupak ponavljamo na no-
vom, suZenom intervalu.

Ovaj‘metod koristi se za grubo nalaZenje korena, jer se
za dobijanje vede ta¥nosti mora izvriiti veliki Broj raduna-
nja. Metod se lako réalizuje‘na elektronskim radunskim maii-

nama .

PRIMER 4. Metodom polovljenja intervala naéi jedan realan

koren jednaéine: x3 +‘2x2 - X ~-1= 0

- Redenje. PotraZimo interval [a,bj u  kojem funkecija

£(x) = ¥ 4 2x° - x -1 menja znak:

o) (o)
1; £(1)

X - 1< 03

1> 0.

Znati, koren ¢ pripada intervalu [o,1] . Nadjimo vred-

nost f(x) u x = orl _ %, tj. w polovini intervala [o,1] @

2
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3.
f(-:'zi) =(%) + 2.?-%-1:-%:-0:875 <7°'

Kako je ne krajevima intervald %,1] znak funkecije f£(x)
razlidit: £(1)>o, f(%)(o, tje f(-]zi) f(l)-<‘ o', nastav-

ljemo sa polovljenjem intervala [1'- 1] g

2?
%+1
x="_-§"'.'=‘4‘=0.75, N
£(3) (-3-)3'2(1)2_3-_1-.21 é?._l-_l;_
gt =AY e Ty =gttt 1T 64"
= - 0.2031< 0,
Zvog f(1)>o0 i f(-i—)< 0, polovimo dalje interval [%, }
$41 4 |
x=——2—-—=-§=o.875,
2
Ly _ (1 Iy _TI. 343 43 _ 15 _
£2(3) = (3) 2(8)-8 1= 1,2+264 5= =
167

Kako je f(%) f(g-) <o, nastavljamo sa polovljenjem in-
tervala [-’3- l}:

4 8
3,1
X = &.—.2...8_...... = %_63. = 00\8125,
3 2 .
13, (13 13, 13 2197 169 29
= 13356 = 0.,0442.

"Dobill smo slededi niz pribli¥nih reZenja:

1 - Cxo= Lo .
x, = 5 = 0.5 X, = i 0.75; X, =g = 0.875%
1—-—»3 ® o
X3 = 16 = 0.8125% EN 0.8.
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Znadl, za x = 0,812% vrednost funkcije je pribli¥no
0.04, odnosno ka¥emo da je £(0.8125) = o sa tadnoséu od
£ = % 10}, Drugim resima, u vrednosti x = 0.8125 jedino za
prvu cifru mofemo redi da je sigurna, tj. da je £~ 0.8 koren

jednaline.

ZADACI

Metodom uzastopnog polovljenja intervaela nadéi reBenja
slededih jednadina:

1. 13 - 9x + 1 = o

2. x4 + 2x3 - x-1= o, ( g = 0.867).

METOD ITERACIJE

Jednadinu £(x) = o, gde je £(x) neprekidna funkcija,
napifemo u oblikus x = ¥ (x).

Zatim grafi¥ki ili pogadjanjem odredimo interval [a,b]
u kome se nalazi jedan reslni koren i iz tog intervala ize~
beremo proizvoljnu vrednost x = x, kao pribli¥nu vrednost
korena. Nove pribli%ne vrednosti dobijamo na slededéi nadin:
x) =‘€(xo); x, =‘€(xl);.... x =‘?(ﬁ}1), (o =1,2,000)0
Tako smo dobili niz pridbliZnih

reSenja X 9%y 9 XpyeeeX koji

1
konvergira ke refenju nade
Jjednagine
§=lim xn = €(lim xn_l) ="e(§> Le(yfﬁ
Ns nre
‘ako je:

[¢'(x)]<q <1, kada x€ [a,b]s

Ukoliko je broj q manji, utolike se niz pribli¥nih vred-

nosti br¥e pribli%ava reSenju.
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Ako je zashtev zadatka da .se nadje reSenje sa tadnoléu &

onda se zaustavljamo na onom koraku n za koji je ispunjena

ne jednakost

l xn

xn—l

<t

i odgovaramo da je E =x trafeno refenje sa tafnoséu £.

PRIMER 5. Naéi realan koren jednaline 2x - log x = 7

metodom iteracije, 8 tadnoséu do tri znadajne cifre, tj.

5 = 10‘—3.

Re§en;je. Prvenstveno odredimo

se nalazi koren £ . To éemo uliniti na dva na-

Einas

a) Pogadjanjem: f(x)
6 - log 3 -17
8 -~ log 4 ~ T

£(3)
£(4)

o

<
>

interval

2x - log x - 1T,

05

0-

Znagi, koren ¥ ¢ [3,4].

= {3 (1«0

u kome

[a,b]

NapiSimo sada Jednaéinu u obliku pogodnom za primenu

metoda iteracije: x

Ovde je funkcija ‘@(X)
ée iteracioni proces konvergirati za ovalko odredjenu fun-
da 1i je zadovoljen uslov {‘€’(x)] <1

keiju ¥Y(x), tj.

za x ¢ [3,4].
©(x) = 3 262

Kako x¢ [3,4]

¢ =1

n

|

0.43429

X

(log x+7) = 5 1og X + 3.5,

log X + 3.5..Ispitajmo da 1i

0.43429
2 x

1 0.43429
2 3

<L

tj. 3<x ¢4, bibe -—>

-

2

1 1
3
0.43429
3

4, pa imamot

= 0.07238 <0.08<0.1

Imamo da je q = 0,1, a kako je to mala vrednost, moZe-

mo oZekivati brzo pribliZavenje refenju £.
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iz

1i

| x

od

ta¥nodéu €= lo °.

Za poletnu vrednost X moZemo uzeti proiz;ghjnu vrednost

intervala [3.4] . Uzmimo, na primer: X, = 3.2,

=‘€(xo)' =¥(3.2) = %'wg 3.2 4+ 3.5 = %— 0.50515 + 3.5 = 3.75258;

i

= 0(x)) ='€(3.75258) = }é—log 3.75258 + 3.5 = & 0.5742643.5 =

3.78916;

[}

i

= (x,) =¥(3.78716) = %—10g 3.78716 + 3.5

- %0.57832 + 3.5 = 3.78916;

[

=(x;) =¥(3.78916) = 5 log 3.78916 + 3.5

2 0.57854 + 3.5 = 3.78927.

i

Dakle, dobili smo ovaj niz pribliZnih relenjas

= 3.78916;

3.20000; X, = 3.75258; X, = 3.78716, x3

3'789270

U x3 i x4 ponavljaju se prve Zetiri cifre. Proverimo da

Jje zadovoljena ta¥nost od € = 1073
4-13l = 13.78927 - 3.78916! = | 0.0001l| = 0.,00011 =
= 0.1 . 1073 < 1075,
Znadi, odredili smo pribliZno reSenje £ éa tadnoidéu
tri znaZajne cifre: § = 3.789.

ZADACI

Metodom iteracije naéi resenja sledeéih jednadina sa
-3 )
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1. x + 108 X = 0.5 (x € = 0.672).

(!

lo

E=1. 5579>

2.2 ~-x=1nx, : (x

{1

, 11
(Uputstvo: koristiti vezu

log x _ log x)_
log e = 0.43429

in x =

3. %7 - 2,625 x° 4+ 5.25x-2.5 = o (x, == 0.625).

4 (x-1)2 - e F 2 o ; (xg =8=1.478).
5. x - 8in x = 0.25, (x5 =g =1.172).
6. x8—15 x5+24 X-5 = 0} (x4 =t= 0.208).
Te xs-x—o.Z = 6; : (_J.:4 =z = 1.045).
8. ex+o.1x+2=o;

9. x* - 2 &3 + x-1 = 0,

METOD SECICE (Regula falsi)

Neka je f(x) = o data jednaZina. Nalazimo (probijanjem
ili grafidki) dve vrednosti a i b blizu korena jednaline,
takve da su f(a) 41 £(b) suprotnog znaka, tj. da vaZi
f(a) £(b) < o. Netod sedice (sekante) sastoji se u tome (vidi
gliku) da se o;iseéak sefice AB smatra aproksimacijom luka AR
krive y = f(x); preseZna talka x, odsefka AB i x-ose smatra
se pribliZnom vrednosti fe [a,b] .
Jednadina seéice (tj. prave koja prolazi kroz tadke
(a,f(a)) 1 B = (b,f(b)) glasi:

f(a) _______-__f_ggl (x &) ()

i

1,o) aefice s& x-osom dobija se stavljanjem

¥y = o u izraz (=*): X, =8 - FEyor 2 (b-a), odnosno stav-
ljajudédi a = X dobijamos

(X)
x) ‘m‘%’(“?(“'
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i analogno, nastavljajutl ova] iteracioni procas:

f(xn}
Xpe1 = EE{O N e (b v x ), (n=0,1,..0
Dobildi smo mniz poibiiznih j

vrednosti xo,xl,...xn koji
konvergire ka korsnu jedna-
gine & ako £"(x) ima kons-
antgn znak na intervalu
’[a,b] E

PRIMEDBA Sa x = b cbhele=
favamo onaj kraj intervala
[a,b] za koji se znak funk-
cije £(x) poklapas sa znskom

njenog drugog izvora f£%(x).

PRIMER 6. Metodom seBice nadi pozitiven koren jednsa¥ins

£f(x) = x3—o.2 xa-o.2x - L2 = 0, 8 talnosdéu do £ = 0.02.

Refenje. Prvo odredimo interval f[a,b] =za koren E

£{1) = - 0.6 <0,

€ [1,2]
f(2) =5.6 > 0y -5

Eako je £(1. 5) = 1.425>0, mo¥emo uzeti u¥i interval
[1,1.5] » Ovde je I, =8= 1, & b = 1.5, Na osnovu obrasca

dobd jamo:
:t’(x ) 0,6

- Womonﬂ
- oty %) = b 0:2 = 1ei5i

1.42540.6
f(xl) = £(1.15) = - 0.173;

2(x,) ’
0.17§ -
- FEmEey (R = 135 ¢ Tsseir 003 -

= 1.15 + 6.040 = 1.190%

]

f(xz) = £(1.190) = = 0.0363
f(x )

IR {O) fo = (b-x,)

0.036
1.425% + 0.036

119 +
179

0e31 =



= 1.190 4+ 0,008 = 1.198;
£(x,) = £(1.198) = = 0.0072.

Dobili smo ovaj niz pribli%nih reSenjas

1.198.

X =&a=1; x1=1.15; 32 3=
Kako je lx -X, { = 11.198-1.190]} -
koren jedna¥ine aeste E =1.20 (jer je zadata tasnost na

= 1.190; x

0.008 = o.8.10'%< 0402,

dve zna%ajne cifre).

ZADACI ;
Metodom regula felsi naéi resenja sledeéih jednadinas

1l. 13-2x -5 =o0; 2. x2 - 8in¥x =03 3. 2 x4—x+1 =

METOD TANGENTE (Newton-Raphsonova metoda)
Data je jednadina £(x) =

Prvo odredimo interval [a,b] koji sadrZi koren g , dakle
vaZi relacija f(a) £(b)< oy pri %emu u tadki a dmamo f(a)f"(a)> o.
Metoda tangente sastoji se u tome da se luk B krive
= £(x)(vidi sliku) zameni tangentom u talki & = (a,f(a); -

presedna tadka (x ) tangente i x-ose daje pribli¥nu vred-

1°°

nost xl korena § .

Jednadina tangente u tadki (a,f(a)) glasi

vi(a) = £7(a)(x-2).
Presek tangente xl sa x-osom
dobija se stavljanjem y = ot
~f{a) = f’(a)(xl—a), odnosno
stavivii a = x

f(xo)




a time Je upravo definisan ovaj iteracioni proces:
f(x )
xn+ -7—(——-)— (n...012,..).

Ovaj niz pribliZnih reBenja x o' Xy konvsrgira ka

reéenju E nage jednaline.

PRIMER 7. mevodom Newton-Raphsona resiti jednaZinu

f(X)EX3—4x+la

Refienje. Odredimo grafiZki na slicl invervale u kojima

ge nalaze realna refenja.

Jednadina ima tri realna
korena: x G(-3,-2), xze(o,l);

x E(l 2).
£’ (x) = 3% —4, £"(x) = 6x3
£(-3) = -l4<o0; £"(-3)=18<o0
Kako je £(-3)£"(-3)> o,
uzedéemo x = -3,
f(xo) ) 3 i‘,‘_ _ an , X‘
xl=xn—§-7-(-x-;5- =-3-33 = -2 -1
=3 + o.?95)= - 2.305;
f(x
£(-2.305) __
X, = —r-(—-—): -2.305 - F(-2.305) = 2,038
£(x )
2 £(-2.038) _ _ i
x3 = x2 - ?G;) = -2038 -~ m) = 2.1163
£(x,) :
2 £(-2.116) __
x4 = x3 - ?G;) = = 2,116 -~ m)_ 2,116
Dobili smo niz pribli¥nih resenja: X, = -35 x
x2 = "2.038; x3 = —2-116‘, x4= —J2-116-‘
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Kako je dolo- do poklapanja reSenja zy i X, E = -2.116
ito je ta¥no resenje, -jer £(E) = o.
Na isti nain dobidemo za interval [o,1] :

X =03 X, = 0.255 X, = 0.2541} Xy = 0.2541koje je tadno refenje.

o 1 2

Analogno, za interval = [1,2] dobijamo: x, =1; % =

= 1.875; X, = 1,863 = X3 pa je t = 1.863 tafno reSenje.

ZADACI

Metodom tangente reliti sledeée jednaZine:

1. x3-2x-5 = o (5= x, = 2.09455).
2.‘x log x = 4.77724; (g =X, = 6.08911) .
3. 1log x ~0.05 X = 03 (g = Xy = 29.353).

4., tg X = x; . (g= x, = 4.49343).

5. x5 - Tx° & 5% = 35 = o.

SISTEMI ‘LINEARNIH ALGEBARSKIH JEDNACINA
Gaus-Sajdlova metoda (Gauss-Seidel)

Kaeda je broj nepoznatih veliki koristi se Gaus—Sajdiova
metoda. To je priblifna iterativna metoda u kojoj se polazi
od nekih po¥etnih, grubih vrednosti za nepoznate, koje se za-
tim u svakoj iteraciji postepeno popravljaju. Proces poprav-
ljenja nastavlja se tako dugo, dok nas stepen tadnosti ne
zadovol ji.

Neka je dat sistem: + 8 %X, 4+ 8 %X

By * Byp¥p + Byg¥y = 8y

8y1% + BooX, + 323x3 =8 331x1 + 332x2 + a33x3 a3.

Pretpostavlja se da je matrica sistema nesingularna i
da su joj dijagonalni elementi po modulu dominantni u odnosu
na ostale elemente. Refimo sistem po dijagonalnim elementima:

a = - - =b_ ~b
X & —&a, X Xl 1

1151 = 7% %8 3%y 12%27P1 3% 3>
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a8 =R - w - -
220%™ 80 T 78p3% gy Xy Xy by axg,  gde Jer
b - -él,b o
= 1] ai1 ia,,
8..X. =8_-8& - =h =D -
33%3 T30 %178y Ty T33Py Pao% (405 2 1,2,3).

PoBto smo pretpostavili da su elementi sa dijagonale 8,y
znatno vedi od ostalih, mo¥emo u jedna¥inama zanemariti 3la-
nove koji sadr¥e elemente a

simaciju za x,, ] = 1,2,3

13’ i) 1 dobiti ovakvu prvu aprok-

3

(#) . (o) . (o)__
X = bl, x, = b2, 13 = P

1 3

Poboljsane vrednosti xﬂ)dobijano u slededem iteratiynom
koraku na sledeéi nadini B e U S A

1 = P17P12%2 T P13¥%yf % =
=b b, x b, 2% xPabb xP- b 2O
2 2171 2373 3 373171 3272
_ Fa R+l-koraku radunademo po ovekvom obragous
x(W): b.-b x(2«)__ ), x(xu)’ b _-b (x4) (%) (KH)'

2 2 Po1% T Pa3¥y i Xy
R = 0,1,2000

1 = 1712 by 3Ty
(K1)

" ) (k1)
= b3 b3lxl b32x2 ’

Repominjemo da se prvse aproksimeacija mole prolzvoljne
uzeti keo i kod iterativnog resavanja jednaSina.

PRIMER 8. Metodom Gaus-Sajdla rediti sistems: xlao.l x2+
4+ 0.2 13 = 1.43 0.2 x1+x2eo¢1 13 = 1.9 0.1 xl-o.2 12+x3u 2T

ReBenje. Fa ovaj sistem moZemo primeniti metod Gaus-
Sajdla, jer je matrica sisteme nesingularna {de-
terﬁinnnta sistema je ragli¥ita od nule) i dijagonalni

elementi znatno su vedi od ostalih.

Fepifimo ove] sistem u obliku pogodnom za iteracijus
= 1.9 -~ 0.2 x

+0.1 X

x1 = 1:440.1 X,=0.2 XB; x 1 3;

2
2°
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£
IU) =
x‘” =
xw =
x(z)=

x(z>=
IO')z
x(ﬂz

reta i

x‘"\=

X (M:z

o

)

X(S\=

-

5

=

lako

[ ©)_

Uzmimo za prvu aproksimaciju vrednosti xl)= 1.4; %, 03
© :

X, = 0O
3

Primenom Gaus-Sajdlovae procésa dobijemo nove poboljSane

vrednosti:

1.4 4 o,lxg)- 0.2 x?’: le44061.0 = 0:2.0 = 1,4,

1.9 - o.2x;?+o,1 x§”= 1.9-0.2.1.4 + 0.1,0 = 1,62,

2.7 ~0.1 xg’+ 0.2 x§”= 2.7-0,1.1.4 + 0.2.1.62 = 2.884;

1.440.1 x;Lo,ng’= 1.440.1.1.62-0.2.2.884 = 0,9852,

1.9—0.2x<”+o.1x§>= 1.9-0.2.0.985240.1.2.884 = 1.99136,

1

2.7-o.1xf‘+o.2xg‘= 2.7-0.1.0.985240.2.1.9914 = 2.99976,
1.4+o,1ré”- o.2x§‘= 1.4401.1.9914-0.2.2.998 = 0.99918,
1.9-0.2x§”+o.1x§‘= 1:9-062.00999240.1.2.9998 = 2.00014,
2.7—0.1 xf\+ o.2:§”= 2eT~0¢1:0.999240.2.2.0001 = 3.000l0,
1.4+o.1xé’lo,2x;“ = 1.430,1.2.0001-0.2.3.0001 = 0.99999,
1.9—0.2x¥‘+o.1x3”= 1.9-0.2.1.000040:1.3.0001 = 2.00001,
2.7—o.lx£”+o,2x5“= 2.7-0.1:1000040.2.2.0000 = 3}.00000,
1.4+0,lx;‘~o,2x3"= 1.440,1.2.000~0.2.3.0000 = 1.0000,

e

[N

1.9~o,2x1\+o,1x3 = 1:9-0.2.1000040.1.3,0000 = 2.0000,
2.7-o.le\+c.2x£’= 2.7=0+1.1.00040.2.2.0000 = 3.0000.

Ra petom iteracionom koraku dobili smo relenja xf‘: 13
2% i;)= 3, & to su i tafna redenja sistema, u 3ta se

uveravamo atavljanjem ovih vrednosti u sistem.
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Ove pobolj3ane vrednosti moZemo skupiti u jednu tablicu:

R xi&y xé‘3 g Cx 0 j
0 i 1l.4000 0.0000 : 0.0000 g
1 E l.4000  1.6200 2.8840

2 10.9852 1.9914  2.9998

3 i 0.9992 2.0001 3.0001

4 % l.0000 2,0000 3.0000

5 gl.oooo f 2.0000 3.0000

L | |

PRIMER 9. Gaus-Sajdlovom metodom refitil sistem:

x1~o.112+o.213+o.lx4 = 0.63 —o.lxl+1.2x2—o.lx3~o.1x4 = 0.3}

0.211—0.1x2+1.513+o.2x4 = L.2; o.lxl—o.1x2+092x3+l.ox4= 0.4.

ReBenje. Matrica sisteme je nesingularna, dijagonalni
elementi su dominantni, pa moXemo primeniti
Gaus~-Sajdlovu metodu. Napifimo sistem u obliku pogodnom

za iteraciju: x, = 0.640.1%, -0.2%.~-0.1x,; 1.2 X, =

1 2 3 4 2
:o.3+o.lxl+o.1x3+o.1x4; ‘1.5x3 = 1.2~o.2x1wo.1x2-—,oy.2 x4;
x4 = 0.4~0.1 X, o+ 0.1 x, f\p.Q x3.
Uzmimo za prvu aproksimaciju: xclmm 0.6, x;”>= x;”‘z xf:;_ 0.

x(lﬂz 0.6 + 0.1 xg)- 0.2 x%’)— 0.1 xi”n 0.640.1.0=0:2.0~0.1.0 = 0.6,

1.2. xg>=-o.3+o.1 x;)+ 0.1 x§”+ 0.1 xf)= - 0.340.1.0.6 +

+ 0.1.0 + 0.1 . 0 = 0.24,

O 0.24 - -
2 T "1 0.20,

N 1) = - 1) . 73 - .=‘ 0) =
1.5 xy'= 1.2 o.2,x€ + 0.1 x; 0.= x/

= 1.2% 042.046 + 0.1 (=0.20) = 0.2.0 = l.06,

x(o: l.06

3 "1 5 = 0070667’
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N 0.4 - 0. (@) o H)=
xi O.4 0.1 xl + 001 x2 0.2 x3

= Qd4-0.1 . 0.6 = 0.1 062 = 0s2 ~ 0-2-Oll70667 = 0‘178670

Fa isti naSin redunali bismo x?i xgil.. (G =.1,2,3,4).

Dobijene rezultate moZemo sredjeno de upisujemo u tablicu:

e R
6 . 0.60000 o o 0 |
1 0.60000 ' =0.20000 0.70667 0.17867
2 0.42080 -0.14116 0.71l066 0.20167
3 0.42358 -0.13867 0.70739 0.20230
4 0.424425.° -0.138824 0.707182 0.202240

15 0.424457 -0.138843 0.707164 ' 0.202232

E 6 0.424456 -0.138844 0.707185 0.202233

7 0.424456 -0.136644 0.707185 0.202233

¥rednosti x{* 1 xge\razlikuju,se samo u 6-toj decimali,

s da se x?‘i x?\poklapaju u svih Best decimalnih mesta, 8to

zna%i dm smo nadli resenja sa tadnoBéu do 1078 x, =

1
= 3.424456; x, = 0.136644; x_ = 0.707185; x, = 0.202233.

3 4

ZADACI

Gaus-Slajdlovon metodom resiti sledede linerane sisteme

o

slgebarskih jednalinm:

_ /o -
1. le - X, + 313 = - 3, fxy = 2
4x) + 43, - 2x, = 16, { x, =1
- 2%, + 5%, = -6. X, = =2,
3=y 2 3 3 y
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2e 511 -x, 6;53 * 2x4 = - 13.38 X, = 2. 68
211**412-2){3-:(4:»8.56 xewwzggi
3x1~212 + 13 - 4x% = o= 3,54 ;3 = = L. 94/}
x, 212 - 3x3 + 414 = 18.14 Xy = 4.12

3. 7.9:xl+5.6x2+5.713—7.214 = 6,68 ;1 = 0.96710
8.5i1—4.812+§.8x3+3.514 = 9,95 x, = 0.12480
4.3;1+4.2x2—3;2x3+9.3x4 = 8.6 Xy = 0.42630
3.2x1—1.4x2-8.9x3+3.314 = 1 x4 = 0.567%0

PREODREDJENT LINEARNI SISTEMI

To su slstemi kod kojih je bro] jednalina vedéi od brojs
nepoznatih 1 u opstem mlulaju jednaline nisu strogo saglasne

medju sobom.

8.x + bly + c,2 + cos * flt =1,

a21‘+ b2y + c,2 + eeo + fzt =0n,,

a X+by+cz+ ocsat+ft=n.
8 ) 8 9 8

Ovi sistemi refavaju mse tako &to se nalazi onaj skup
vrednostl za nepoznate x,8,...,% -kojl najpriblifnije zadovo-
ljava sve jedna¥ine sistema, odnosno koji &ini velidinms E
1= 1,2,000,8,

i,

El = 8.X + bly + clz + e0s + flt = Dy,

‘E2 = aax + bzy + czz + eee + fzt = D,

Es =e.x + bsy + 02+ ees t th = By

koje zovemo gredkama, 8to manjim. Potrebmo je odrediti Ei da

budu Bto manje, jer su E, upravo odstupanja od nule.

i
‘Métoda nejmenjih kvadrata, koja traZl da je gbir

S
Z:Ez = E +o ..+E2 minimalan, odredjuje onaj skup redemja
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sistema, koji ga od svih moguéih skupova redenja najbolje

zadovoljava.
Kako je:

. A :
5 B2 = [a,a] x° + [b,5) yP+...o[£,2] 342 [o,B]ay+. . 2(e, 0] xt
e : '

- 2[a,n]x-2(b ,nj y+eo.. [n,n],

gde je: [a,a] = 2: ai, [a,b]) = z%: a,b,, itd.

i=1
minimalnost ovog zbira dobija se izjednadavanjem se nulom

svih parcijalnih izvoda po X,y,evt:

[a,a] x + [a,b] y + [a,c] z+...+[a,f] t =[a,n]
[b,b] v + [a,b] x + [b,¢] z+...+ [ b,£] t = [b,n]

808600000000 CO0LOE000H00060000EL0000O0C60OCED

Ovo su normslne (n,n) jedna¥ine iz kojih se X,y,...,t
nalazl po Kramerovom pravilu.

PRIMER lo. Naéi najverovatnije vrednosti x i y iz jed-
naédine;

X+ ¥y = 3.0l: 22 = y = 0035 x + 3y = T.02; 3x + y = 4.97.

Resenje. Treba formirati normalne jednaéine za x 1 za y.
Zeto je potrebno izralunati veliline [a,a], [b'i
itd. Zeto formiramo tablice:

a | bl n | aa| a&b| en | ba | bb | m |
1|1 53;01 : 1'_Mvwi“w'3.6ik7 1 1 3.1
2 |-1jo0.03 4 | -2 ! 0.06 -2 1 -o0.03
1] 3702 | 1 3 7.02 3 9 - 2l.06
301 4971 9 1 14.91 1 1 4.97
7 |~4]15.03 |15 | 5 f25.oogj S| 5 | 12 29.01 |

188



Formiramo sads normalne jednaline za x 1 y:

(e,a] x + [a,b] y = [a,n] 5 [b,a] x +[b,b] y = t b,n 7,

15 x + 5y = 25 31 y = 62 x = 2%1

=N
5x + 12 y = 29.3 5

Dakle, traZene najverovatnije vrednosti za x i y su 1
1 2. Uvrétevanjem ovih vrednosti u sistem, uveravamo =e da

one zaista zadovoljavaju sve jednadine.

ZADACTI
1. Nadél najverovatnije vrednosti x 1 y iz jednalina;

4.91 x - 59.0 y = - 339,8
2.T2 x = 2.7y = - 47.5
0.05 x + 32.4 y = 262.5
-2.91 x + 27.7 y = 152.9
-4.77 x + 1.4 y = - 27.9

(x = 7081; y = 6-76)

2. Sledeél podacl pokazuju verovatnli uzrast sina kada
je dat o%ev uzrast, oznaleni sa S inda, odnosno F
inda:

62 64 65 69 To 71 72

Ako su S i P povezanl odnosom S = a+bF, odrediti meto-
dom najmanjih kvadrata najverovatnije vrednosti za

konstante 2 1 b.
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Zarko MIJAJLOVIE

PRIBLIZNE METODE RESAVANJA
DIFERENCIJALNIH JELNACINA

ANALITICKE METODE

I. Integracija pomoéu redova

1. BRe8iti diferencijalnu Jednalinu (x+1)y" - xyiy= 2x sa
poletnim uslovom y(0) = 1, y(0) = o.

ReSenje.l.nadin: ReSenje date diferencijalne jednaline
trafZifemo u obliku reda y = Z Anxn U krugu

5=
konvergencije vaZiée:

.ZnAnxn 1ogn . i n(n-1) 4 272, Pokto je po pretpo

n=2

stavci y redenje, vaZile (x+1)Z n(n-1) Antn_e -

- xZn Anxn -1 Z__A 2 = 2x. Otuda Je:

)
;ﬁ n(n-1) Anxn'l +i n(n- l)Anx ¥2 annxn - Z Anxn = LX.
n=2 n=2 : n:@
Kako je Z n(n—l)A xn—' Z(n+1) nAn+1xn
w0 fx 2
}—n(n—h Anx Z (n+2) (n+l) A 2 S o= 2A.2 +
n=2 nz=g

»f (n+2)(n+1)Am2 i Z Ax" - A+ Z A x"  dobijamo

(n+)nA xn E— (n+2)n+l) A +2x -ZnAnxn -

f A 4+ 24, - A = 2x. Otuda je:

n=1 ‘191

A

T,

D



? [mel)na o x® + (nednsd) A ox" - pA X = A x" s
neg . -

+ 24, -4, = 2x.

Sredjivanjem se dobija:
S l@eda o+ nh g - A7 (neDx® 4 28, - A = 2x.
nza

Uporedjivanjem leve i desne strane dobija se:
2A2 - AO = 0, 2(3A3 + A, - Al) =21 (n+2)An+2+ nAn+1—An= o
za n 2.

Iz uslova y(0) = 1, y(© =o0 i y -Z"Anxn =
AAgrhyxeaxPe..., 3 = Ae2h5% + 3A5x%s... dobifamo
Ay = y(0) 4 4 = y'0) , odakle je Ay =1, A = o.

' ‘Kako Je 2hy = A, = 0 imamo Ay = 1/2, & iz 3h; + Ay-h) =1
~ dobijamo Ay = 1/6.

Rekurentnu formulu (n+2)An*2 + DA, - A= o0 nofemo za-

Anhngy
nee
n = 2,3,4,..., dobija se 4, = 1/24, AS = 1/120,..., Otuda

Jey = A0+A1x+A2x2+A313+A4x4+... = 1 ¢ % 12 + % 13+ éﬂ 140...

pisati u obliku An+2 = . Stavljajuéi redom

Svaku od funkcija Ip = AO + Aix + A2x2¢...+ Anxn mofemo uze-
ti z& pribliZno refenje, naprimer

y3-1+%x2+%7x3.
Sve dobijene rezultate moZemo pretstaviti u obliku tabele:

n An Tn

[+ 1 1

1 o 1

2 1/2 155

3 1/6 1+§xa+%x5




b 1/28 1asxt e X0 s dp
5 1/120 l«»%x‘?&%x5+%ﬁx4+%§3x5
6 1/720 1&%x2+éx3+%ﬁxa¢r‘%—515+7§gxg

II natin. Ako na Jednalinu (x+1)y" - %y - 7 = 2x prime-
nimo operator difersnciranja Dn, dobija Be za o » 2

DP((x+1vy"] - D®(xy) - D"y = D"2x. Prema Lajbnicovoj for-

muli Puw = }i(f)Dr uD® Ty imamo
r=o
) :
D® [xe1)3"] = el P 4y ) DRy = P ny Pl e
Dy =y")

Otuda je (x+l)y(n+2)+ ny(m—l\_ jﬁ,(11-»1‘)__ nycm” y(n>= 0,

n

podto Je x = xC = 0 28 072. Heka je a, = ymko). Eada

u poslednju Jjednalinu zamenimo x = o, dobija =se

y (n#2>< (n+l

0) + ny \(o) - (n+l) y(m(o) = 0 odakle Je

8,0 + DA, - (n+1)% = 0. Prema Maklorenovo] formuli

oo o0
¥ =y y(n\o /nl.x® onda Je ¥ = ) ;—? x® . Iz podetnih
n=g

g
uslova nalazimo 8, = i, 8 = 0. Da bismo nadli 8z, dife-
rencirajmo datu Jednalinu samo jednom i stavimo X = 0.
Tada dobijamo 8, + 83 - 2a1 = 2, odakle Je'ag = 1. Dalje,
ako rekurentnu formulu Bpeo * BE, . - (n+l) &, = 0 na-
piéemo u obliku B2 = (n+1)an - na, .4 i zeamenJujemo re-
dom n = 2,3,4,... dobija me 8, = 1, 8g = 1, 8 = Lyaeso

Prema tome, reSenje je oblika y = 1 + %T x° + %T x4 %ﬂ- xtee.

Primedba: MoZe se pokazati da niz 8, = 1 zadovoljava di-
ferenc:.,jikuljednacinu 8.0 = (n+1)a),_1 - na,, te je reSenje
y=14+) 5T x2 odakle je ¥ = e* - x. Inade, opB8te redenjs je
oblika: "7* X

-t
y.clex+02 exj-te-;-l-dt—x.
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2. ReSiti jednadinu y" - Xy'= 3 =0, y(0) =1, /(0 = 0.

Rezultat: y = 1 +Z: S5
: g

3. Rediti Jednaélnu (x +1) y + XY+ 2xy = O,
y(o) = , y) (©¢) = 3- :

ggggltag. y=22 + 3% - 7x3/6 - x4/2 + 21x5/4o + oeee

4, Re¥iti jednadinu xy" + y/+ 2y = o, y(1) = 2, y/(1) = 4.

Uputstvo. Trafiti reSenje u obliku Tejlorovog reda

> 8y n ‘ (n) . e e
y =g; ET(x—l) | gde Je a, =y (o 0) « Primenjujuéi opera-
tor D" na datu Jednadinu zemenjujuéi dobijeni rezultat
X=1,pokazati da niz a, zadovoljava za sveki prirodni broj
n diferencijsku jednadinu P (n+17an+l + 2a, = o.
-8, i a) odrediti iz podetnih uslova (ao=2, 8y = 4). ReSenje
Je: :
2 N> 4 5
= 2e4(x-1D) = 4D ¢ Hx=D7/3 ~(x=1)"/3 + 2(x=1)"/15%...

5. Re8iti diferencijslnu jednalipnu y’'= x2 + y2 se pofetnim

uslovima &) y(o)= 1y b) y(o) = o.

Redenje. Nepoznatu fupkciju éemo trafiti u obliku Msklore-
novog reda

) an 7, 8, = y 0) » Iz jednaline y*= x° + y2 prime-

FEY

non izvode dobija se:

¥ x2+y2; ¥* = 2uel2yy) I = 2¢2y’2+2yy“; yIv=6y’y” +2yym;

v Iv

¥y o= 2y7 + 8y’y™ + 6(y"?
)=

Iz uslova 8, = y(n%oﬁ nelazimo:

& 8, = y(0) = 1,

8y = y(o) = 02+12 = 1,
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= Y7 (0) = 2.0427(0)F(0) = Sagal = 2,
8z = FH0o) = 2+2y%o> +27 (O TV (0 = 2@235 + 2&032 m B

81iéno nalazimo 34 m 28} 8y = 144, Otuds Je

¥ = l+ X+ ?T x + BT'X + %% xa * L) xs+...

Punkciju ¥ = 1 ¢ x + * % 2 - %'xa + ég %° mo¥emo

uzeti za priblifno redenje.
n
-Pokazati da je zan 7 3 &, mzw (:) a.a . (koristiti

=
Lajbnicovu formulu). -

I1. Picard-ova metoda (metodes sukcosivoih aproksimacije)

6. Rediti diferemcljalnu Jednalinu sa podetnin uslovom:

¥ =X ¢y, F(O = 1.

Befenje. Za jednadinu y'= £(x,¥), j(xo\ = ¥, iteraciona
formula Je
Ype1 = y0~£ t(x,yn\dx . Da bi se ova formula mogla prime-

nitl, dovoljmo je da Je funkciJe (0d dve promenljive)
£(x,¥) neprekidna i da Je parcijalni izvod RSN
ogranifen u nekoJ okolini talke (xo,yo) . ?

Eako je u naSem sluaju f(x,¥y) = x+y, to Je L(x,7 ofigled-
o neprekidna.

(%,
oV
raciona formula postaje Tnel 1 +j((x+yd\dx, Vo = 1.

. <K0

Sa druge sbrane = 1, te Jje izvod ogramilen. Ite-

X
Stavlijajuéi n = o dobija se ¥y =1+ [ (x+Ddx = 1+x+12/2.
Lo
Zan = 1,2,3,... dobija se:

¥ x .
Jo= 1 ’Ja (x+y) 4 = 1 +/(x+1+xié= 'xe\dx = 1 & x+12 + % r,’

T3 = 1+ /2x+y2\dx = 10 (x+1+x s gxa)dx = 1¢x+xz %x? %ﬁxq
yh‘. 1+ f(x+y3\dx=l+l/(x+l+x+xz+ %x3+ BEx \dx s
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Ty

=1+ X + x2 + % x} + %2 x4 + I%E xs.
Dobijene podatke moZemo prikézati u obliku tabele:
n |y,

1l

1+x+x2/2

1+ x4+ x2 + x3/6
1+x+x° ¢ x3/5 + x4/24

£ W N B o

14+4x+x° ¢ x3/3 + x4/12 + x5/12o

7. Rediti diferencijalnu jednaéinu y's 1+y2, y(0) = 0.

ReSenje. Iteraciona formula je Tnel = L(l+yi)dx. Ovde

éemo primeniti poboljSanu Picard-ovu (Orlovljevu)
metodu. Postupek se sastoji u tome, da u svakom koraku u
razvoju za Tnel uzimamo samo jedan &lsn vide nego u Tne

Tteracioni postupsk bi izgledso ovako:

= O yO e O
3 2y r (o = <1
= J,.(l+yo dx = /0 1.dx ® X >y1 = X
X . - ey
, 2\ ( 2, [y
= £(l+yi dx = %(l+x }dx L_Ze,-,?fIB/B

- ((l+yf\,dx = ([(l*(JH %xﬁh ax =
Jy ‘0 (f33 =

- 2 24 19 .
. L (1ex" % gL+ X Ydx = L= x+13/3+215/15
M IY1+12+ %xu‘dx = X+ §x3 + %5 x°
[P ax o [ [e(xe BP0 EVjax -

= ( (1#12 6
Ky

© e *%’f
- (v(l+x2+ %xq %%516

[4

+
a«':
w

4+
’—l
o]
S~

&




¥

=J;<l+x + §33x6) dx = x+ 3 + %Bx5+ I;%TV x/.

[5’4 - x+x5/3 . 2x5/15 v 17x7/315 |

Funkciju y4‘moiemo uzeti za pribliZno refenje. Primetimo
da formulu za v, ne mofemo koristiti zs proizvoljno x,
ved samo za x koji su dovoljno bliski poletnoj talki

KD::Oo
8. Rediti diferencijalnu Jednalinu y’'= lex+8in y, F(0) = 0.

ReSenje. Koristeéi poboljSanu metodu dobija se kao u
prethodnom zadatku:
J. = O
(L+xesi ((1+x+sin o) dx = /(1 s
1 =~L( +x+sin 7o dx =~®( +x+8in o £ ((L+x) ax =/ dx = x

J1 =E , v

Yo =uf21+x+sin v ax = ((1+x+sin xVdx = [(lexex)dx = xex
o e i ,/0 .

2
y2 = X+X

Ovde smo korlstlll razvo] sin u = u-u3/3! + u5/5l—u7/7l+...
¥
. ( . s .
Analogno: V3 = ~‘.n(1+x+£:1n yé)dx -J&[1+x+51n(x+x U dx =

¥ ' 2 3
= f 1Laxs (xax2) - LEFX) dx = (‘1+2x+xz3 dx
I ) ax s [

1

T+ x2 + x3/3

.73

X
Ty =J{[l+x+sin'<x+x2 + % xBG dx
([l+x+(x+xq

t

_ (x+x°+ 5 x 32

+'3'X3\ -——-—3-1——-——- =

2. 13 (1.3 1 :
'l:l+2x+x + Fx7- (gx (gx + ;32 )c9+...);ll dx =

v (l+2x+x2 - % x> ) ax

4

—
Ty =X+ x2 + x3/5 - X /24 *J

S
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NUMERICKE METODE

9. Euler-ovom metodom rediti diferencijslnu jednadinu
= 2x+y sa pofetnim uslovom y(o) = 1.

ReSenje. Kao §t6 énémo, ova metoda daje samo konafan skup

vrednosti nepoznate funkecije y. Te vrednosti ra-
éunamo preko rekurentne formule Tpel = Tpt hf(xn,yh) .
gde su X, i Vo = y (o) zadate pofetne vrednosti. Konstanta
h predstavlja korak procesa i Xnel odredjujemo iz

Xpel = h ¢ Xpe

ReSimo zedatak za dva korska @) h = 0.2 b) h = 0.1. U
naSem sludaju je f(x,y) = 2x ¢+ y. Prema tome, imamo:

o
a.l X = xo+h B 0.2, f(xo,yo\ = £(0,1) = ;.ooo,

¥y = To*hf(x,,¥,) = 1.00040.2(1.000) = 1.200,
20

Xo = X;¢h =04, £(x),¥)) = £(0.2,1.200) = l.600,

Yo = ¥y+hf(xy,¥)) = 1.20040.2(1.600) = 1.520,

50 Xz = Xoth = 0.6, £(X5,¥5) = £f(o.4,1.520) = 2.320
T3 = y2¢hf(x2,y2) s 1.52040.2(2.320) = 1.984,

4% x, - Xz¢h = 0.8 f(Xz,75) = £(0.6,1.984) = 3.184,
Yy = +hr(x3,y3 = 1.98440.2(%.184) :ﬁ§,621,

5° Xg = Xy+h = 0.8, £(x,,7,) = £(0.8,2.621) = 4.221,
Ty +ht(x,,7,) = 2.62140.2(4.221) = 3.465.

o
%)
"

Primetimo da smo pronaSli priblifne vrednosti funkci-
Je y, na tri decimsle, u ta¥kama iz skupa [ 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, ld%

- U sludaju b = 0.1 radimo na sliZan nedin. Neprimer:

1°x, = xg+h = 0.1, £(x_,y.) = £(0.1) = l.000,

¥ = J+hf(x , 5 = l.ooo+o.l (1l.000) = 1l.lo0
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2° x, = % +h = 0.2, £(x;,¥) = (0.1, 1.100) = 1.300,
To = y1+hf(xl,yl) = 1.100+0.1(1.3%00) = 1.230.

Sli&no bismo radili dok ne bismo pronsfli vrednost Y10°
Te podatke mo¥emo prikazati u obliku sledele tabels:

n x, h o= 0.2 h o= 0.1 3y (prava vrednost u tadki xn§
o 0.0 1l.000 l.000 1l.000
1 0.1 l.lo0 1.116
2| 0.2 1.200 1.230 1.264
2] 0.3 1.393 1.450
4 ] o.4 1.520 1.592 1.675
5| 0.5 1.831 1.946
6 | 0.6 1.984 2.114 20265
7 | 0.7 2.445 2.641
8 | 0.8 2.621 2.8%0 3.076
9 | 0.9 3.273 3.579
lo | l.0 3.465 %.780 4,155

U poslednjo] koloni vrednosti za y radunali smo preko
pravog reSenja y = 3ex-2x—2, zadate diferencijelne jednadine,

GreZke metode mo¥emo prikazati u obliku tabele:

greSka | gres8ka
*2 | ha0.2 | h = 0.1 Primetimo, da ako je korsk h

manji, to su onda dobijens
vrednosti tadnije. Inade, gredka
Je 4y = F,-¥(x,) , gde Je y,

. vrednost dobijena Euler-ovim
algoritmon.

Q.2 0.064 0.054
0.4 0.155 0.083
0.6 | 0,282 0,152
0.8 0.455 0. 246
l.o{ 0.6%9 0.375

Primedba: Pored ove metode upotrebljeva se i modifikovana
(poboljSsna’) Buler-ova metoda. Postupak bi 1zgledao ovako.

Nedje se prva aprokelmacija y ) za y(xi)iz formule yl yo+hf(xo,yo_

Druge aproksimacija y(> Ba y(xl)nalazi se iz formule:
199



(@ y. +h f(xo’:"'o\"' f<xl’§ﬁ
o

23) : f(xo,y Y+h f'(xl.ycf)
Analogno ée biti y{’ = y +h 0
2

U op3tem slufaju k-ta aproksimecija za y(xlﬁnalazi ge iz

rekurentne formule ) ¢ 1\
) f(xovy ) +h £( xl’yl.‘

Yy = Fth ) . .Postupak se nastavlja
.sve dok se ne poklope na Zeljenom broju cifara y(k -1 i

y{kz U tom sludaju yl(k\uzlmamo za yy, 28 "nadbol.ju" aproksima—

ciju vrednosti y(xl\ . Tada radunamo X5 = xl+h i ponovo ponavl,jp.—
mo prethodnu proceduru:

(1)
Jo =7y ¥ h f(xlef

£ 590+ £( (1)

(2) ¥ d

Jp =77 + h o 1 12

(3 f(xlvyl\“‘ f(xzoy‘('?)

Yo =7 ¢ h . o] —f\.....

dok se ne poklope na feljenom broju cifara yék -y i yék. U tom

slu€aju yék)uzimamo z8 Yoo yB,ya,itd. rafunamo na analogan na-

&in.

Primenimo ovu metodu na prethodnu jednedinu da bismo iz~
raduneli y(0.2) i y(o.4) sa korekom h = 0.2. Imemo (refunajuéi
na tri decimale) :

) , '
y;j = 7 +h f(xo,yo\ m 1.00040.2(1.000" = 1l.200,

, £(x ,3. )+ £(x,,y8
PO L g m er¥olt TOUTIT) y oq,0.p Leo00slab00 | g o,
(
) +h f("c::”c»)+ f(xl,yﬂ l.000+0.2 2‘-’-999-:;}—'-5—612 = 1.266,
1 =T, ] =
)
7« g oo fx0a 7o'+ 11 7y®) | 1.00041.660 1267
- O - ® ° _——_z'— 3 ® [
. 2

£(x v+ £(x,,7,("
ylm = yaq-h 0’0o > LSS | = 1.000+0.2 M = 1.267.
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(4
Vidimo da Je yi”:@ y{m te Je y, = 1.267 vrednost u tal-

ki o= 0.2,
Dalje Jeo Xy = x1+h = 0.4. Otuda imamo

ygﬂ = Jp+b £(xy,¥;) = 1.267+0.2(1.667) = 1.600,

£(%, 370+ 2025, 75
75" = gyeh =L . 272 1 | 1.267 » 1:8057:2:07% _ 3 em.

Y [ )
Anslogno bismo na3li yg R yé“ . y£’> . Kako Je ygn) =

= y£57= 1.682, to je y, = 1.682. Uporedimo rezultate dobijene
na ova] nalin sa osnovnom Euler-ovom metodom:

b, lTaEna vrednost [ Osnovna E.metoqa Modifikovana E.matodﬁ
Ena % decimale Tn gredka Ta greska '
b.2 ¢ 1l.064 1.230 0.034 1.267 0.003
0.4 [ 1.675 1.592 0.083 o 1.e682 ©.007
i

Vidimec da je modifikovena Euler-ova metoda tafnijs od os-
novne; medjutim,ona'zahteva i mnogo vife raunenja. Koju éemo
upotrebiti, zavisi od toga de 1i traZimo veéu 111 manju tefnost.

lo. Eulervovom metodom rediti jednafinu Y« 2%y, x =0, ¥= 1
sa korakom h = 0,05 u intervalu [o, o.BJ na dve decimale,

{
|
f

Hezultat.
f < T ‘ T T l ' i s T
X, I 6.0 | 0.05 0.10 0.20 0.30 0.4 0.50 0.80 o0.70° 0.80}
¥, - 106 l.oo l.ol l.o4 1.0 1.18 1.27 1.4k 1.61 1.9
| o | L L I L ] I | i |
Metoda e-Kutta

11. Metodom Runge-Kutta odrediti y(0.81), ako y zadovoljava

diferencijalnu jednadinu y’= Jx+y i Y, = 0.41 za X, = 0.4,
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ReSenje. Za diferencijalnu Jednaéinu 7= £(x,7), 8ko zna-
mo y(x), tada y(x+h) raiunemo preko sledeéih
formula: : : ' ‘

k) = hf(x,¥),

ky = hf(x+h/2, y+k,/2),

ks = hf(x+h/2, y+k,/2),

‘k4 = hf(x+h, y+k3L

K= (kl + 2k, + 2k3 + k,)/6,
y(x+h) = y(x) + k.

U naSem sluaju biée £(x,y) = Vx¢y i h = X-X, = 0.8l-0.41=
= 0.4, te Je

b £(x,,7,) = 0.4J0.81 = 0.36,

Ky = b £(x +h/2, 3, + k;/2) = 0.5 J1.19 = 0.43635,
3 = h f(x +h/2, y6+k2/23 = o.Q-JE;%?éig_- 0.44329,
ky = b L(x,+h, T, +ks) = 0.4 J1.65329 = 0.51432,

k = (k1+2k2 + 21(3 + k43/6 = 0.43893,

Y =734 ¢ k = 0.84893,

f=1
]

12. ReBiti diferencijalnu Jjednadinu y'= xyl/B, ¥y = 1 me-
todom Runge—Kuttarsa korakom h = 0.1, na pet decimala.

Rezultat. Vrednosti su dobijene na rafunaru. Sledeéa tab-
lica prikaszuje svaku desetu vrednost:

X ! 1.0 l 2.0 T 3.0 ' 4.0 5.0 E

(¥ l.o0000 2.82846 7.02113 14.697lo 26.99998 |
i . . ; |

|

Y

13. Hetodom Runge-Kutta rediti diferencijalnu jednadinu
"+ 2xy’- 4y = 05 X, = 0} J, = 0.2; v'= 0.5.

ReSenje. Data diferencijelna jednafina drugog reda ekvi-
valentna je sledelem sistemu diferencijalnih
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jednadina prvog reda:

y#Fz; 2= by - 2xz; X, = 0; Y, = 0.2; 2z, = 0.5,

Ovde smo u sbtvari uveli novu promenljivu z = y’, 1 nju
smo stavljall na meeta_ v gde god se ¥y’ pojavijivelo u
zadato] Jednalipi. Za sistem diferencijelnih Jednalina
prvog reds ¥y = £(x,¥,2) 3 2’'= g(x,¥7,2) koriste se slilne
sproksimacione formuls Runge-Kutta, keo 1 za Jednu jedna-
Einu

kl”hf<xo’yo'zc>) by = D8(X5974924),

ky = hf(xo+h/2,yo+kl/2,z0+tl/2g tguhg(xo+h/2,yo+kl/2,z°+tl/2)5

ks = hf(xo+h/2,y0+k?/2,zo»t2/2}§ﬁﬁuhg(xo+h/2,yo+k2/2,zo+t2/2) t
ky = hf(x+h,yo+k3,zo§t3); tamhg(xo+h,yo+k3,zo+t5\}
k= (k1+2gg+2k3+k4>/6 ) t o= (5)42t,426546,)/6)
5y (xo+h\ Ltk + 7, z (X +b) =t + 2+
U nedem sludaju Je £(x%,¥,2) = 23 &(X;¥.2) = 4y - 2xz.
Izaberimo korak b = o0.1. Tada je, prema prethodnim formu-
lama,
kl = 0,05000, tl = 0.08000,
k2 = 0.05400, t2 = 0.08460,
k3 a 0.05423, tB = 0.08538,
k, = 0.058538, ﬁQ = 0,08992,
k = 0005“'166. @ -1 0\908498,
y(x°+h) = y@.Ds 0.254173 z(x +2) = z(0.1) & 0.58498.

Primetimo, da smo trafili semo vrednost y, te nismo mora-

~ 1i da ralunamo z i ts. Ako bismo hteli da izrafunemo y(0.2),
tada bismo izabrali x, = 0.1, za y i z, uzeli da bi ne-
vodobijene vrednosti To = 0.25417 i 2, = 0.58498, korak
h = 0.1, Dalje, proces ralunanja bi tekao kao malopre.
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14,

Granigni problem (konturni problem)

- Metodom kona¥nih razlika naéi refenje granifnog problema

" +(1+x2)y saly y(-1) = y(1) = o.

ReSenje.Za &vorove izaberimo X o = ~13 X, = ~1/2;

X, =05 X = 1/2; X, = 1. Zbog simetridnosti
Jednadine i graniZnih uslova, biéde 1 redenje simetrino
u odnosu na x-osu, tj. y(x = y(-x) , te Je Jop =T = 0%
Y1 =7 (Simetridhost izlezi iz toga 3to funkeija y(-x)
zadovoljava datu diferencijalnu jedne&inu(proveriti!) a
takodje i grani&ne uslove).

5,
Aproksimacije za y?xi\ i y"(xi\
A
- date su sa
: yle & (T3, Fy.) /20
. ‘ )
! iq -!@ = TR B (Fia - 2y + ¥y /b

Ovde Jje Iy o= y(xi\.
Izaberimo korak h = 1/2.°

Zamenjujuéi te formule u datu Jednalinu za x, =0 imamo:

Y1-2Y *Y_y Yo=2¥1+, .

+ J, = -1. Analogno za x = 1/2 imsmo

& (l+l/4\yl = =1,

Koristeéi granilni uslov Yo =3 _p=0 i simetricinost re-
fenja, zbog &ega Je ¥y = oo imamo ova]j sistem linearnih
jednalina:

~7¥,+8y; = -1} 4y -6.75y; = -1, odekle je y = 0.967,

2% -'0.721, a8 otuda 1 oy = 0.721;

Refiti grani¥ni problem y" = y + x; y(0) = y(13 = o.

ReSenje. Izsberimo korsk h = o0.2. Tada femo neéi refenje
u talkema 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, Koristeéi formule
iz prethodnog zadetka dobijasmo ova] sistem jednefina:
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25y2 - Slyl = 0.2; Ovde Je 71‘3{X£ 1 To= y(o)
?
25y5 - Slye + 2571 = 0.4] y5=y(13, x1n0.2, Km0 4

25;74 - 51:73 * 25y2 = 0.6} XB" 0.6, X, = 0.8,

—5ly4 + 25y3 = 0.8,

16.

1)

(2)

ReSenje navedenog sistema linesrnih Jednaéina predstavlja
reSenje pribliZno postavljenog granidnog problema.

Re8iti granidni problem y" - 2xy’'~ 2y = -4x, y(0) -y(o'= o,
7{(1) = 3.718.

ReSenje. Izabratemo korak h = 0.25 8to znei da éemo ra-
Sunati vrednosti .y, = y(xi\ u tafkama x| = 0.25,
Xy = 0.5, X3 = 0.75.

Koristeéi aproksimacione formule za prvi i drugi izvod
(videti zadatak 14." imamo ovaj niz jednadina:

IA=2F+Y I - 7

210 _2p.252—20_ 2y --4.0.25,
0.25 2. 0.25

Tz—2¥-+Y Yz - 7 .

22 005 2L iny, 2 -4l o,
0.25 2 . 0.25 ‘

74‘27 Vo ‘ Ty ~— Jo
————-g——— -2 o 0,75 e - 29, = -4 , 0.75,
&) 55 ‘ 240.25 5

Iz prvog graniénog uslova imama\yo—yé = 0. Kako je ovaj
grenidni problem sa graniénim uslovima oblika

ay(X,) + by?xo) = A; ayy(x,) + b ¥(x ) = B; (xq 1 %y
su redom poletna i krajnja taka) , to se onda koriéte‘

. . - I . i - 7.
aproksimacione fornule za yﬁxo\ =¥s 1 y(xn\ = Y4t

7! RO NEALY g1 = 3yn'ayn~l’yn.
o 2h i n 2h

U nefem sludaju Jje a = 1; b = ~1; A = o; 8 =1} by =03
B = %.718. Otuda postavljamo jednadinu:
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€

17.

+ T ———
" 3‘(2 pyz

T, = (=Tp#4y,-37,) /(2. 0.25) = o.

5¥n=47p-147n
e

Formulu y; = nema potrebe da koristimo, jer

se u drugom 'granidnom uslovu date jednadine ne pojavlju-
. 7 .
Je y(1) .

Sredjivanjem, dobija se ovaj sistem linearnih jednalina:

17y° - 34y1 +15y2 \ = =1,
18y; - 34y2 + l4y3 = =2,

195, - 3435 + 13y, = -3,

Yo - 8y - 2y : ‘ = 0.

Primetimo da je ¥y = 3.718 (drugi graniéni uslov). Refe-
nja su yO = 0.9889; yl = 1.3118; y2 = 1.7859; y3 = 2.5077.

Parcijalne diferencijelne jednaline

‘Raéi pribliZno reSenje parcijalne diferencijalne Jjednadine

% 27U

koja na krugu x2 + y2 = 16, zadovoljava uslov u(x,y) = x2y2;

BeSenje. Zadatak Gemo rediti metodom mreia.

Fed datom oblaféu G konstruiSe se kvadratna mre-
Za se koraskom h. Tada za Laplasovu jednadinu
'u . Phu
axz * EvE
formula u(x,3)= % u(x=-h,y + ul(x+h,y>+u(x,y+hd+ u(x,y—hv)

= 0 z& pribliZno reSenje koristi rekurentna

s : 1
ili w drugom obliku uys = E(ui—l,j* U1, 4% Uy, get ui,J—l))
Uiy u(xi,yd\, gde su talke M(x;,y;\ &vorovi mreZe.

Onda iz navedene rekurentne formule i graniénog uslova
odredjujemo sistem linearnih algebarskih Jednalinsgg ¢ije
refenje jeste i pribli%no reSenje odgovarajuée parcijalne
Jednadine.
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U nafem slulaju data oblaest G Je odredjena krupom K:
:x2+y2 = 16, a graniini uslov jJe u(x,y| g = X5 (oznaka

u(x, 7)) g = x2y2 znadl &injenicu I’i(x,y)EK oy U(X,¥) = x2;y2§ .

Podto Jje refenje simetrilno (videti zadatak 14.), to &emo
posmatrati ssmo Eetvrtinu kruga u prvom kvadrantu. Zbog
simetridnosti funkcije u(x,y) vafile:

() u(E,y) = ulxz,~y) = u(=%,7) = u(~%;~7) = u(y,x).

1° Izaberimo mre¥u sa korakom h = 2 (sl. 1) . Cvorovi
mrefe (u prvom kvadrantu) su tadke sa koordinatamsa
(0,0), (0,2) , (0,4), (2,0), (2,2, (2,8, (4,0), (4,2).

Ovde Je x

o-o;xl=2;x2’a4;yo-o;ylg2’,y2a4.

Uzimamo da Je Uyn = u(xl,yz\ =

by = w28 &l = u(2, 12) =
¢ on 2. 2 - 22(J12)° = 48 i sliéno
_ W N(2,412) Uy = u(#,2) & ulM) = 48. OZigled-
O f— - ';?;3) no je u, 5=u(0) = u(o,#) = o,
l U, = u(CHh=o0 i U,y = (0,2 ) =
(-1 (09) iipi (4,0 X 2 U(2,0) = U on

Postavimo sada ostale Jjednadine:

9,0 = (u_1’6+ U o * Yg,1 * U 1)
(2 W o= (U o *Up o+ Uy Yy 1)/ 4
U1 = (U, *Up g Yy oty ) /A

Oznadimo a = uo,o; b = uo;l; C = Uy q- Tada.zbog uslova
(1) vaZi

b=uy12U,0=Ug,0=%,-10 =W ) =Y 4.
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3.

4.

Otude se sistem (2). redukuje na:
8 = § 4b, b = (as2bto)/4, ¢ = (2b+4B+48) /1,
ReSenja navedenog sistema su & = 24; b = 24} ¢ = 36,

2° Axo bismo ¥eleli viBe vrednosti funkeije u(x,y) , onda
se izebere guléa nre%s sa korekom, neprimer, h = 1
(videti sl.2). Prema s1.2 je u(4d) = u(d) & 15,
u(B) = u(®) & 48, u(C) = 63.

S1i&no kao malopre, uvodeéi analogne oznake, postavljemo

sistem linearnih Jednalina

e = (0436448424 /4, £ = (48+6463436)/4,
b = (e+esros2d) /b, c = (284424424+36) /4,
a4 = (840424436 )/l a = (24+24+c+c) /4.

ReSavanjem, dobija se a = 265 b = 203 ¢ = 27; 4 = 28;
9-27;f-44-

Primetimo da smo u ovom sludaju koristili vrednosti dobi-
Jjene u 1°. -

x4

24
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