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ISKAZT, 1SKhsli FOswUnE, TAUTULOGIJE, HIPOTEZE I POSLEDICE

ITokazi 1 operacije sa njima

Iskazi su jedna vrata refenica koje se najdedée
javljaju u matematici. | i |

Iskaz Je cna recenica koja Jje 1li tadna (istinita)
ili netatna (neistinita). KaZemo takedje da Je iskaz redenica
koJja ima je&nu 1 samo jednux(potpuno Odredjenu) istinitofﬂnm,
vrednost. Iskaze demdy oznafavatl slovima p,q, I', o (daﬁie:
P,4,T,«.0. nisu iskazi nego samo oznake za neke iskaze)}, a
vrednosti tih iskaza sa v (p), v (q), v(r), ,..,'Znaéi;'ako
je p oznaka za ma koji iskaz tada Jje f. ili v(p) =T ili
v (p) =41 , zde su T , i redom oznake za "tadan", odnosno
"netacan".

Sledede recenice su iskazi:

i1. Postoji broi koji jg_istovremeno manJji od 2 i vedi od 3.
20 Redenja Jjednadine xz + 2x — % # 0 su realna i razlidita.
3 Kvadra®t Je Zetvorougac.
4., Svi skupovi su Jjednoelementni.

Iskazi 1. i 4. su netadni, s 2. i 3, su tadni.

Sa iskazima se prave novi iskazi pomodu tzv,logi-

¢kih operacija Logicke operacije su: Konjirikeija, disjunkei ja,
implikaci ja, ekvivalencija 1 negacija.
A%c cuo p i1 q oznake nckih iskaza onda je

konjunkcija l f - -p1q
o . . ! . oo i A .
dis junkei ja { redom iskaza, ¢ije su { p 111 g
: . . . ; , i
implikaci ja | cznake p i q, iskaz W ako p onda g
ekvivalencijaJ | ako p onda q.ﬂ
| .

S

ako q onda p )
Nejacl ja iskaza p Je iskxaz ne M . |
ITskaz "ako p onda g" ima isto znalenje kao i
sledede recenice:

1. 1z p sledl q,

2. p Je pretpostavka za ¢.
5. p Je dovoijan uslov zs Q.
4. ¢ Je neoshodan uslo’ za p.

Tskaz "sko '» onda q i ako q onda p"
ima isto znacenijec kao 1 sledede refcnice: |



1o p Jde ekvivelentno sa Q.
2. p Jje neophodan i dovoljan uslov za g.
3. p Jje ako i samo gko Jje Q. ’ |
Istinitosna vrednost svakog novog iskaza zavisi
od iskaza pomocu kojih Je obrazovangfonjunkcija redom iskaza
p i q Jje tadna onda 1 sano onda kada‘su i te 1 q tacni.
Disjunkecija redom iskaza p i1 g je tadna ake Je bar jedan od
iskaza p i g tafan. Tmplikacija redom iskaza p 1 g Je netad-
na jedino tadzs kada je p tadan, a q netalan iskaz, a ako p i
q imaju druge istinitosne vrednosti implikacija redom tih
1skaza je tactna. EPVl??fCHClJa redom iskaza p 1 q Je talna,
ako p i g imaju iste isnitosne VPEdHDSul, a netacna ako su
im istinitosne vrednosti razlidite. Negacija tachog'iskaza je
netacan iskaz, a negacija netalnog je.taéan iskaz.,
Oznacimo Ionjukei ju, disjunkciju, imﬁlikaciju i
eKV1valen31Ju (redoun) iskaza p i g (redom} ozhiakama PAG,
pvq, P=>q, p<y g 1 negaciju ~skaza p oznakom . Tada sledede
tablice prikazuju zavisnost vrednostl novog iskaza od vrednos-
ti iskaza pomcdu ko jih je ova] obrazovan uz pnmcé'navedenih
logidkih operaci ja: -

P 4P pvalpeg [Py
o - = ——— L
TP E 0T T T T a _
| - . TP
! 1 i o 1 .
i b | ] !
1 o | T - '-
| { : | \ LN _L lT
E i : |
- | l‘. 1 l’_ ! o i _lF t

Tsakazne formule

Uvedimo Jjedan novi pojam, pojam iskazne formule.

(1)

Iskazre Forvmule  su odredjene rec” €ija su slo-
va elementi piec hodéno scdredjenin skupovsa. Ti skupovi su:skup
iskaznih siova, ckup owversciskih simbola 1 sxup pomodnih
simbola., Skup iskazn’ll 3lova moZe bitl proizvol jan, all pre-
brojiv. Dogovorimd sc¢ da lskazna slova budu slededl siaboli:

L o A 8 = T . - L
p?CJLE J--E_ m_,-,l_ rl, 3 pn;qHFJ'n_J



Operaci jskih simboli de biti
Pomocni simboli- su !
| C )

Sada uofCimo skup &iji su elementi 1skazna slova,
oper501gsk1 simboli 1 pomoé¢ni simboli. Ova skup ‘nazovimoe
azbukom., Dakle, iskazne formule se formiraju od slova ove
‘azbuke i to na cdredjeni nadin. |
| Definicija iskazne formule:

1. Tskazna slova su iskazne formule.
2. ¥o su A i1 B“(ozneke za) iskazne formule onda su i

(A-B), (AvB), (A =8B), (A<>B),
iskazne formule. | |
3. Iskazne formule se mogu obrazovati same pomodu konadnog
broja primena 1. 1 2.

(Ovo Je rekur21vna deflnlalga jer sc pomﬁcu

formula manjih duZina sbrazuju formule vedih duZinal) -
: Prema ovoj defimciji - (p => —q), ((p;mQ}wa),
(=pv{qesr)) jesu formule, dok -1), p—ap, (pv—q, to nisu.
Radi $to Jjednostavnijeg pisanja formula usvaja-

4 -
-

mo razine xonvencl je.
Fonvencija 1. Ako su A i B formule, onda formu

le (A~ B), (A« B), (A >B), (A=rB) oznadavamo redom sa
ANE, AVvEB, A =B, A= B. |

Konvencija 2. Opcraci jski Slmba%,ﬁﬁ nagaace
razdvaja zagrade. Za njim, po Jjadini razdvaJangafﬁdlaze =-f]
v, AN, Ukoliko so simbol. odnosi na post formolu u kojoj ima
viZ3s iskaznih slova onda se ta potformula mora pisati u
zagradama. Shodne konvenciji 2. 1 uz konvenciju 1. formulu
A.Bv C,D éemo shvatiti kao (Aa B)wv (Ca&D), a formulu

AY B®CAD ka o {Av B)=>(CAD).

Xonvencija 3. Akc su Al,Az,__ » Ay neke formu-
ie onda red Al;\Aqﬁhqu.yxAn je zamena za formulu A1 ako je
[
- [ ] - "F -
n =1, odnosno zamena za (A; AhsA ... Al ) /\‘ﬂ*n ako je

n)1l. 5liZno usvajamo za Ay YA,V .c. VA n-1
| AKO 8U Dy, Dpy =3 Dp redﬁm n razliditih

iskaznih slova pa ako svako od niih "zamenlmo™ jednim od

(1)

ALO BU 89,85, ecos © :mentl nekog skura onda
rel .8ija su slova rsdoem 83805000 3 2,, U OZ naci 8] 8neoel
shvatamo kao nreslikavanje ( O L

2 L P e AL i .

b _"fi ..-.-zl . ? -



simbola =7 ,: onda dobljohe 'bzr'sz.. vyrednost redca glova

D1y Pos resy Dy (1 oznaci V(Hl) V(Fﬁ)r,.., v(pn) . To le,
po definiciii, urediena n - torks 51mbolé I Ako Ze broj
raz1ﬁ01t1h 1skaznih slova n onda je brc ad,

gt i. 2

-
i

ovar "uclh vredna-

Neka je A Jormula koja Je, na odredjeni nafin,
obrazovana pomoéu slova Dy, Pp, e+, Ppe Svako vrednosti tih

slova odgovara vrednost formule (u oznaci v(A) ), koja e
takodje T ilil . Zaadi: v(A) £ {T 1} -
Ako su A i B neke Tormule enda definifenmo:

v((AAB)) = v(aA)A v(B)

v((AvB)) = v{A)v v(B)

v((A=B)) = v(A)=v(B)

v(i(AsB)) = v(A)ev(B)

v(ta) = rv(4) ‘
gde su simboliAa, v , & &>, v, na levoj strani ele-
menti uvedenor skupa operacijskih simbola, a simboli A VYo
-, &, v, na desnod  strani su oneracije skupa {WLFL}

definisane tablicama (») (n2 :itedndoj stranz) .,

“naci; vrednost v formule jz »reslik-ovanie
2. : . .

_1
'\lJ

€iji su orginali feormule, a slike su elenenti skupa 7 L)

~

Intcrorctaci ja
e

Naveidemo dve intzroretaciie foruula i1 €leme-
nata 1, L . F
I daterprctacijes Iskazna slova intersretira-

jmo kao c¢lenante Skupaii‘l} , 4 0Derac

iiske sinbole A , v L=

o

i
ka0 oneracije koie deno oznadavati
B,

4]
{"lx

¢z, T inprepretirajoo

:
istin znacina, a kodec g7 definidu slededin tablicana:

SRR TN DU S b
L L U L S A A Y G
i i

Cvom internreltacijom smo dohoili tzv. iskaznu

algebru. L _ |
Tskaznu algebru moZemo uvesti i formalno:

¥atemo da Je to urcdiona 3nstorka &i3i Jde orvi flan skuy,

a ostall ¢lanovi su oporacije: (iT:fLﬁ R i



U slkupu f‘T*L}yosmatrali soo opuzracije A,V =, e, .

-~ ,e D& ove operaci’e nisu wed jusobnoe nocrivisne tvrdl sledow
¢i

Stav. svake opcracija skupa | V,4) se moZe dofi-

nisati formulom ko in kao Jedine speraciis sadriii 1. A 7.
2.V 3T T De Ty T
Vidimo da se ne mogu pomodun Jodn

{'J

oC navedenih pet
operacija izraziti ostale: No, postoje dve opcraeije, Sheffer
ova i Tukasiewicz-ova, rd8dom u oznaci t i ¥ , od kojih svaka

ima osobinu da s& samo pomodu njo mogu lzrazitl operacije

AV g > ,&, Y. Opcracije? 1% se defini%u pomodu slaedefih
tablica |
.1" : v 4 ¢ E 1 O
bl - ~
; 1
|
AR LT
! | -
Neposrcdne sc dokazuju da izmedju operacija b 1 4
operacija A , v, T, , ™ poastoie slededc veze
Lo pirq= " (p~qg) , pig= (pvq) |
2 2p =pip, paq = (Pt (et , pea= (ptp)T(gfq)
3. <D = pip 4, prqg = (pip)vlg¥qg) , pva = (p¥g)¥(pvg)--

4
—

. - BB '
cde su p i g xmenti skupa %*1HL}.

Zaninliive Je da vaZzZi
Stav,jedine binarne oneracijc ponodu ko jih se
mo¥c izraziti svaka formula su 4 i V.

Dokar. Pratpostavino suprotino, tj. da postoji
binarna operacija h takva da se poirodu nje nmogu lzraziti
operactije A, v, = , &2, 7, Konstruisimo tabiicu ove opera-—
cije he AZn bi bile'h (T ,7T) =T onda s penodu h n%?i
mogles izraziti necacija; dakle Jje h (V,4V ) =1 . Iz istih

razlmga jo h (1 ,.4.) =V . N2 proostala dva mesta ne moZend
staviti T (4111 L) 3er bi tada dobili Shoeirer - avu {odnosno
Lukasiewicz=-ovu) oneraciju. Dakle, nostojz mosufnoat

1. h(a,T) =T ,n(v,1)y=4&; 2, n(L,T)=4L n(T,i)=
= T_; no, u prvon slucaju je zapravo hip,q) = g, 2 u

Cu
k I»-j

asan o

ha

(p,Q) =P (.42 su »

-

.
£ AT, L1:), a szio poroduTise ne mogu

-

~
wod
"

izraziti ostalc op-racije. Dukle: pomndu h sc ne rwgu izrgzi-
ti ostale operaciin 3to je i trebalo dolazsti. |



| 11 interpretacija. Iskazng slova D,q,T ’plql’rl’°"
Pn:qn: g?ece 8¢ 1nterprectiraju kao refenice koje su ili tad-
ne (u oznaci T ) ili netadne (u oznaci | ), simboli ( , ) se
intérpretiraju kao leva, ©dnosno desna zagrada , a operacij-
gki simboli 4 , v , =, ¢, se inteppretira’u redm'kao-
kon jukelja, disjunkcija, implikacija, ekvlvalnn01aa nega01Ja
(i pri tom se za ove operacije zadrfavaju gornje oznake, uzete

_tim redom).

Tautologi je

' Definicija. Zafformulu A kafemo da je tauiclogi ja
ako ima vrednost T gza sv; vrednosti svojih iskaznih dlova.
Neka r- A znadi da Jje A tautologija.

Za formulu A kaZemo da je kontradikcija ako ima
vrednost 1 za sve vrednosti svojih iskaznih slova. |

Jedna od mogudnosti da se dokaZe da je neka formu-
la tautologija je da sc obrazuje tablica vrednosti ko je ona
prima pri svim mogucdim vrednostima svo jih iskaznih slova.

ObeleZimo sa A formulu.

(p >(q=m) = ((p 5q) = (p=r))

i dokaZimo, obrazovanjem tabllce, da Je ona tautologlga

v 19 \ A \ P9 P B =lasv) pwft () A

o R ‘ Ty T T T T
Tivio] o ﬁ_: T oLy '__ L T
R ' __T__ __'_ o _._ ) i) | _T,___.H_ ot T
AR T A Lo T T_ N ___I_#‘
il Ly (T L T T

—- —_— - . — | — -
I S S T __T' JL_,_T TJ

BRI
.L{ L J_;’ 1 T T | T T | 1

Na ova} nafin se za svaku formulu mo¥%e utvrditi
da 11 je tautologija ili ne. |

Za formulu oblika A =B (tu su A i B takodje neke
formule) postoji Jjod Jjedan nadin za ﬁdredjivanje d%}i Jje ona
tautologija 1li ne. U ovom postupku se traZe takve vrednosti



:

njenih iskaznih siova pri kojima sgma formula ima vrednsst
J. « Ako se pokaZe da takve vrednosti ne postoje onda Jje
dokazano da Je ta formula tautologigja. No, formula oblika
A =B no¥e imati vrednost A tadfa i samo tada kada Je
v(a) =T , v(B) = L . Ako se poka¥e da m& ma kakve vrednosti
iskaznih slova ne moZe biti v(A) =T 1 v(B)} =4 znadl da je
data formula tautologija. |

Navodimo primer: dokaZimo da je formula

(p=q) 2 {(—q = —1p) |

tautologija. Predpostavimo da ona nije tautologija tj. da
sa neke vrednosti iskaznih slova ima vrednost 1. Tada Je
v{p = q) =T 1 v{—q= p) #*L“. . Ovo drugp Je ispunjeno same
ako je v(—q) =1, tj. w(qg) =L 1 v(—p) =A;, ti. v(p) =1 ,
No, tada je v{(p =q) =i $to Jje suprotno uéinjenocj prebpostav=
ci. ZnacCi: data forgmla ni za kakvu vrednost iskaznih slova
ne mo¥e imati vrednost A pa je ona toutologija.

Za objad8njavanje tredeg postupka ko Jjim utvrdjujemo
da 1i je neka formula tautologija ili ne bide nam potrebne |
sledede tautologije ko je navodimo bez dokaza:

(1) S RSP ' (Zakon dvojne negacije)

(2) (p<9q)<=>(p =q) » (g =>p) -

(3) (p=q)=>(pwvq) |

(4) (pval=r{-pr—-gq) ) _

S (pAaQ)er(npv g (Pe Morganovi zekoni)

(5) pvi{gqrrm<=>{(pvqlAlp~vr) (Zakon distributivnosti v
| prema A ) '

(6) prlgnr)ss(pAq)ar | (Zakon asocijativnosti za A)
JCilj oveg postupka je da se doblje formula ekviva-
(1

forgule Al,ﬁz, .22y A_ oblika PV PpV ece v Dy ovde su
P13 Pps +-e Py igkazna slova ili njihove negacije. Tada Je

lentna sa polaznom ko ja Jje oblika Alﬂ Azf\... A AL gde su

data formula tautologilja ako 1 samo ako su Ei’AE"“"An tau-
tologije, a one su tautologije ako i samo ako bar sa jednim
slovom sadrze 1 njegovu negaciju.

(4)
Definicija. Formule A i B su ckvivalentne tada i

samo tada ako imaju ¥stu vrednost pri istim vrednostima ude-
stvujuéih iskaznih slova, tj. tada i samc tada kada je formula
A<= B tautologi ja.



10
Sam'postupak s 1lzvodi dvakD, Prvo, roristecl se
tautologijom (2) od datc formule prélazimo na formulu koja
ne gsadrzii=r. Zatin, pomodlu tautologije (3) debijemo formulu
koja ne sadrzi ni =, Pomodu tautologida (1) i (4) n%Jzad
dobi jamo formulu Xoja ima samo operaci jske simbole A,V 57
i simbol ™ stoji semo uz slova. Na kraJu, prlmenﬂm (5Y 1 (6}
dolazimo do formule Lrazenog obllka koaa JC ekv1valentna
polazno J. | |
Tlustrujmo ovo slededim primerom. Neka je A formula-
(~p=y-q) = (q =p). Tada Je |

= A (mpy @) T (aigvp) (2bog (3))
= A *x(pv = q} w Qv D (Zng(l) i (5))
== A<y (p.~ gl v IQVD ~ (zbog (4))

= A@t( Tpvhgyp)a(a gy p),
‘a oda-vde s¢ lako vidi da je formula A tautologi ja.

,Binoteze, Paéledicem

——

Neka je b skup iskaznih formula i F ncka formula
toga skupa.

Za formulu P kazZemo da Jje (semantilka) posgledicy
formula skunal?_ako JL ispunjen uslov: ako za neku vrednost
iskaznih slova formula skuoa(T te formule doblgaau vredno st

tada 1 formula T doblga vredno st !

-]

Formule skupa % zovemo hipotecze za formulu F, a
= F Jje oznaka da je F (semanticka) stlﬂdqu formula

Skl.l’pa j l) ﬂl‘IO J‘EB ﬁ-r‘ - j F]_’leu"l Fn f plSGIﬂG Fl.le' L
F " Fe |

o m—r

VazZe sledecdi stavovi:
Stav 1. Formula (leszxtt.,-xFﬁ)f;;F je tautelogi-

B ako i samo ako je formula F posledica formula Fy ¥, ..., F_,
tjn FI!’:-:: (’Flﬂ F2 & o B /\En) ;;F ;}Q elk-v ivalentno sq Fl__’ ooy Fn{""'_'F‘

Dokaz. Prcoinostavimo da je formula (Fl"FZE oo N F i
= TF tautologija. To znafi: zz one vrednosti slova za ko je

——

leva strana dobija vrednost ! i desna strana dobija vrednost

T, a podto lova strana ima vrednost ' tadas i samo tada

(1) "
) - Ako [J~ sxup 7 prazan onda Jo formulz F tautolo-
gija (uporedi sa definicijom tautologije). |
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3 - . - [V ]
kada svaka od fornula Fi:Fpy «.0y F 1ma vrednost | znadi

da JeF l’Fz,ﬂﬁﬂjLn- Ft.

Ngka Jo sada Fl,FQ,a.u,Fnt: F. Tada, zZa one vred-
nosti slova za kojec formule Fl’F2' ¢-.; ¥ dobijaju vrednost
7 i formula F dobija vrednast 1 , Onda kada bar jedna od
formula Ty, FZ,.a., F . doblje vrednost i i formula
(Fy ~ 2fx..,ran)“¢rF oet ima vrednost T . Dakle je

_t:;(Fl Fs .. F_ )=F.

Stav 2. Formula

(1) ({Fﬁﬁﬁi,x‘.. R 1:>:~)¢:f- L= {F, = ;.%iﬁ.ﬁﬂraiij';:h})__
je tautologi ia. - | S >
| Dokaz izvedimo indukceijom. Za n = 1 imamo formnlu
(F, = F)<>»(F;=> F), a ona Je otigledno tautologija. Pretpos—
tavimo da je formula ,l:ixr
FAFn Al ) SRS (R (R = o (Fal, ™))
~tautologija i dokaZimo da jo i (1) tada tautologi ja. Neka
.fnrmul Pl’F2""’ ,F imaju ma kojo Vrbdnﬂﬂtl{ Posto je dve
moguénosti: 1) w(F_ ) =T , 2) v(f,) =1 . Lako se provera-
va da u oba sludaja formula (L) ima vrednost T .Dakle: (1) je
tautologi ja.

Ova’' stav se mo¥e dokazati i 1) lLoristedi
tautologiju (p =)< (pvq) gde su p 1 q oznake za me kakve
formule; ili &) pokazujudi da leva strana ckvivalencije (1)
ima vrednost 1 tada i samo tada kada i dcsna strana ima vred-
nost L, | ' - '
gtav'ﬁ. Formula F je poslcdicyg formula Fl’“"’Fn

tada i samo tada kada jo formula (Fl 2 (Fo i3 Gos B (F=5F).)

tautolozija, ti. Fq,Fo,ecsF = TF o ekvivalentno sa T
o 1+ 2 I (1) |

= (Fy 2 (Fy = (a0 =2 (F =DF)..0)) 7

¥
Ovald stav Jle nepasréﬁna poslzdica prethodna dva

stava,
Posledicas:r

-F1!F21'°'¥Fnt: F Jjc ekvivalcentno sa FisFoyeee,F_ b= Fn:ipF.
Koristedli se nekim od gore navedenih stavova doka-

Zimo da je formuls

(1)

Ovaj stav se naziva teorcma dedukcije (za tau-

tolog ije).



I

(p =5 Q) =>((4 p 23q) = q) . (1)
Tautologi je.
Da bismo pokazali da je ova formuls téutologija“pﬁka*
Zimo da Jje L

P=dy P50 g (2}
Hipoteze su, dakle, formule p-ﬁ;q_l —1p*¢aq'1 one imaju
“yredhost T samo sko jJe v(q} =T (pri tom v(p) mo¥e biti

b1lo'T' bllo_L ) pa zna&i da je q stvarno posledlcaﬂformula
p =q, 7P =5q. Prema stavu 3 (2) je ekvivalentno sa-tim da
je formula (11} tautologija. |
Napomena. Kada imamo formul%;ﬂ_
(F; =5 (Fy (oo =5 (F=5F) .00
dovol jno je pokazatl da je ¥. F pa Je tada sigurno
Fi,Fy, oo, F F=F. No, da bi se pokazalo da je I R
VY F nije 1 potrebno pokazati da je = F jcor F ne mora biti

tautologija, a da je ipak posledica formula Fy,F,,...,F

"

U narednon tekstu dokazujemo dve osnovna svo jstva
tantologija. U tu svrhu skup svih iskaznih formula obeleZimo
ga F , a skup #Heutologija sa 5.

1) Neka je F(py,Ppse~~3P,} iskazna formula &ija su
iskazna slova P1:Ppye-e,py, 1 neka su AI?A2’°""& bilo ko je
iskazne formule, Oznadimo sa F(A 13hose e, A) foq¥u1u dobi jenu
iz preihodne z amenom slova p; (1 l,...,n) formul vA.
(i=l,...,n). Tada vaZi tzv. pravilo supstituciie koge glasi:
ako Je F(pl,pg,.u.,pn);gff onda Jje 1 F(Al,gz,b,;,ﬁn) T,

Gvo pravilo je ofigledno Jeoir 2ko za sve mogude

vre@nosti slova pq,Ppy-ee Py, {F(pl,pg,ooo,pn)ézr onds i
thl,ﬁzg .Tu,An)Eff Jjer formule.ﬂl,ﬁg,uuu,An-imaju najvige
- onolliko razliditih vrednosti koliko i slova PysPoses,Pp
(mogu imatil i manje vrednosti jer neke od formula Byshogeee,
4 mogu biti tautclogije ili kontredikcije).

*&ﬂEJ Zo su formule 4 1 A=y B tautologlje onda je
i formula B tsutologija. Ovo svo jstvo se zove modus _ponens.

| Dokeaz ilzvedimo indirekino. Pretpcgtavimo da, pri
neko j vredno st i slové_koja udes*vuju u B, mofe biti v(B) = L ,
No, posto je formula A =B tautologije, tj. w(A=B) = 1 2za
sve vrednosti ufestvujudihslova, to je 1 v(A) =1 , a ovo ne
mo¥e biti Jjer jo formula A tautologija. Daxle, ni za jednu
vrednost slova ko ja uéestvuju_u:B, ne mo’e biti v(B) = 1 , L.



B jo tautologlja.

Postavl ja se pitanje: koja csu svojsiva karakiceris-
tifna za skup 7#, tj. pomodu koJjih asvojstava se ovaj skup
moze potpuno opisati? Da bismo1odgovorili na ovo pitanje uves-~
demo pojam teoreme, tj. skupa teorema T.

Definicija teoreme:

1% Ako su A,B,C neke formule onda su A =(B=>A4),
(A = (B=3C)) = ((2=>B) = (4 =>T)), (— A ="1B) =(B=>4)
- tesreme. "
2° Ako su A 1 &=rB teoreme onda je i B teoremé.

O

3 Teoreme su samo one formule koje se dobl jaju

konac¢nom primenom 19 1 29,
—
O%igledno je da T2 4.
stav{semantidke potpunosti). Svaka tautologija je

T =1,

i teorera i obrnuto, svaka tecrema je tautologija. tj.
Ovo je Jdadan od osnovnih staveva u tzv. iskaznom
radunu. ,
Na osnovu definicije teoreme i ovcega stava skup'taﬁé
tologija moZemo uvesti sintaektidki, tj. odredjenim pravili-
ma. Ta karakterizacija tautologija je:

Ako su A,B,C za kakve formule tada su formule
1° A4 =(B =p4) |

2% (A = (B =0C)) = ((A =B) = (4 =%C))

3° (= A <3 ~B) = (B=yA)

tautologi je.
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EVANTIFIXATORSKI -RACUN PRVOC REDA

U ovom radunu znafajnu u'ogu imaju tzv. kvantifikatori koji

se inace u obicnom jeziku uzimaju kégfggmjenice - Wgyali™, ™neki",
"bilo koji", "ma koji",... Gesto se éimbc‘i'ﬂ odnosno-ﬂ'uuotre-
blijavaju umesto ggrenica » nsvaki"fﬁ0dn55ﬁ0:"Hékiﬁ;' |

Usvajamo da je ¥ univerzalni ¥vantifiketor, dok je 3 egzist-
encijalni kvantifikator, KvantifikatoriV, _uéeéfvﬁju u nekim
formulama rauna koji cemo ﬂosmatréti ., 1 to uvek u oblikut-
(Yu), (Fu), gle je slovo u oznaka za t2zv. promenljivu.

Navodimo primere zakljulivanja sa kvantifikatorima,

Primer 1.

Iz pretpostavii

Svi prosti brecjevi su nrirodni : (n)
5 je prost broj S
Zakl judujemo : 5 je prirodan broj (z)

Primer 2.
Tz pretpostaviki
Pile koji Markov nrijatel]j je Jovanov priiatel]] ({)

Petar nije Jovanov vrijatelj (n)
Zakljudujemo : Petar nije Markov »rijateld. (Z

Navedeni 1 8lic¢ni nrimeri mogu biti ovisani tzv. formulskim ;eéen

nicama, Ilustruimo to na orimeru 1.

(Vx) («(x)=zL(x))

4 (5)

U ovom mrimeru x Jje mromenljiiva a 5 je konstarta,
~ Dogovorimo se da refenicu "x ima svojsyio " ozhafav-mo sa «(x).
U nadem nrimeru neka “(x) zpadi "x je wnrost rroi", a!r(x) "x je
prirodan broi". |
Zakljulivanje u mrimeru 1 mozemo onlgati 1 sledesom formulom
(Yx) (o {x) e g (1)) (5) = 4 (5).

Navodimo »nrimerée vnréevoderia na formalskl jegzik nekih mogznatih
matematilkih tvrdenjia.
Primer 3.
Iz xyy 1 yr2z sledi x>z (x,v,z, su realni rroievi)

-

Ako sa +(z,¥) o7nadirio diviernicu "broj x ie ve*i od broia y",

onda navedencm tvr&eniu odgovara formula: |
(w(x,ynely,2)) >4(x,2)

Primer 4.

— i — -

Ako je X >y onds mostoil broj z tokav da je x,;7 1 Z Y

Tvodedti ozhaku ¥ao 1 »reéetheodnom »Hrimeru imrmo
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Primer 5.

U skunu realnib rroieva vaZi: Za svakil »nar brojeve X 1 y isnunjena
je -jedna i samo jednaz od relacija x=y, x>y, X475,

Uz iste cznake imamo (fﬁ(x,y) zeadi "x jednako y")

(Vx')ﬁff)(/('g (%) A TAL YA T 1Yy, #}) V (?/.’;’A..}r)/! F(x, ¥ A 7qf(';;,w)) V(F/ig‘iz/vjﬂ 74’(&)1}1 (Y, ny)
Primer 6,

Za svaki par razli¥itih tadava x i v nostoji treda tadka z tako

da je vy izmedu x i z. |

Uvode®i oznake : A(x,v) oznadava "x razlidito od y“

- §(x,v,2) oznadava "y je izmedu x 1 z 1 ta¥ke
X,V,2 su razlic¢ite™

dobijemo odgovarajucu for ulu

(Y)Y ¥y)Y ' (x,y)=» @) §(x,v,2))

FORMULE KVANTIFIKATORSKOG RACUNA,GTAVNA INTERPRTTACIJA. MODEL.
VAT.JANE FORMULE. |

7} (.x* \C’f

Zatim »roment jive : x,v,2z, X V9% e eve Ky V25 ens

i Relacijska slovs :R;, R , ..., RY,.

gde je gornji indeks tzv. duZina relaciis%og slova.

Polazni simboli su dogovorno : =

(i,i - nrirodni brojevi)

Definicijias 1.
Neka su uw,, u,, ..., U,, (0znake za) nromenljive i neka je @ (take-

de oznaka za ) relaciisko slove duZine n. Tada re?X
Y (uf, Uys »as Uy, nazivame elementarnz formula,

Dajemo definiciju formule kvantifikatorskor rafune nrvog

reda { u daliem irlaganju : formmla ).

— — ————

Definiciia 2.

1) Flementarna formula je formula. . |
2) Ako su A i B formule onfa su i : ( A=k ) , 74 , (Vu)a
formule , cde je u izvesna promenljiva,

%) Formule se mogu Aohiti jedino %onadnom »rimenom 1) i 2)

Definiciia 3.

Ako su A 1 B neke formule ond-

(AAB) je zamena za 7(A=57tB)

(AVB) je zamena za ( 7A=R)

(A=3) je zamena za (A =R)a(R=24)

(Fu)A je zamena za 7(Vu) 7L.

Prema usvojenir defiBiciiams sledede reci su formule:
R(x), ( B (x,y)>R/(2)), ((Vx) R (x,y)n(y) BRI (¥))
ali redi H:(x,y), (FxIn(Fy) nisu formute.
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Usvajamo slicne konvencije o brisanju zagreds kzo-u slucaju
iskaznih formuls, l

Kratkoée radi, relacijska slova R/ , demo ubudude oznedavati
malim grékim siovima «,4,¥,.. ori feru e iz same formule biti
jasna dufina slova. | |

Pojavl 1van1e promenljive u u formull ¥ nazlvpmg vezano nojaviiva-~
nie ako jes | |

1) to nojavliivanije ohlika (Vu) 111 (ﬂﬂ 111
2) postoji formula A u kojoi u ima n01av11van1e i _»ri tome (Vu)A

il1i (FJu)A su nodformule formule F.

Ono noaavllvanE-nromenlglve u koje nije verano nazivamo sloberine

pojavliivanje, |

A¥o u ima slobodno pojaviivanje onda mromenliivu u zovens slebo-
dna promenljiva. PFormulu A, koja ewentualne ima slobodnu premen-
1jivu u, oznagavamo sa A(u}. -

Nanrimer, a“oc je A formula : (V) ¥(x) = (ﬁ(}’) w-'f(lz))

onda su u njoj ¥y i z slohodne ovromenljive, do¥ x ima same vezano
vojavlivanje: PFormulu A mo%emo ornafiti sa A(x),Aly), A(z).
*Postavlwa se pitanje : za8to, pri tavim proirvoljnostima, uvodi-
moe oznaku A(u), Raziog je sledeéi:'neka je v neka promenliiva,
tada uzipamo da A(v).oznaéava formulu %oja se dobije kada sva
slobodna poj avlglvnnqa U u formuli A zamenimo sa V.

Naprimer, ako je formi A iz orethodnog primers bila oznalena sa
A{y) onda je 'A(z) sledeca formula: {Vx)q’{x) = (/g(z)vvr(zﬁ)

Ako je ta formula bila oznadena sa A({x) onda je A{v) formula A
ma kakve bila 2romenljiva v,

Glavna interoretaciia. (u daljem izlaganiu : indernretacija)
Domen D interwretacije 1 je bilo kojl nenrazan sun.
Promenljivéjinternretiramﬁ kao elemente s¥wu-na D, a relacijiska

glova kao relacije ocdrovarajuée duZine sku»a D,

Simbole : % ¥, VoA i 'Internretiramo kao ofdrovaraiude
operacije iskazne'alﬁePre.' |
Simbole ¥ odnosne 3 internretiramo kao "svaki" odnosno 'neWi".
Dajemo strogu definiciju intervretacije.

Definicija_4.

Interpretrcija formule F je ureden nar &ije 81 komnonente redom:

'T"

domen internretaciie T, nreslikesvanje I , ,
Dakle , ako sa I o7zratimo interpretaciju onds je 1 5[ (™, £ ).
. N 1 -
gde je f sledece nresllfavanae. ‘f fﬁf-ﬁ R, ﬁfj
\R R,,f R&l‘il Rfaf -
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Pri tome su 34134,,..3p-, sve ra-lidita imotrebljena relaciiska

slova u formuli F, a E, Eé,.., R relacije Qdﬂovarajuée'dﬁéine

Pi
skupa D.
Drimer. |
Neka je data formula f%(xuy) :?/ef%yJ B (2)

Jedna od mogi18ih intermretaciia navedene formule je slededa.
Ne»a je domen sku- %2 celih brojev-, a i3 internretacije relaci-

jS1-"ih. slova « 1/6 : CTI.‘**,V) e H X~ deljiVD sa 4 "
A(Xy) €+ " x.y de'jivo sz 2 "
Interpretacija je dakle ureden par )
T o (7 (2 /?*D - (3)
- 2o \g4 |

Primetimo ds formula (2) ima pri navedenoj internretaciii uvek
vrednost T ma %ako 1nternret1rall nromenljive x,y. Ka¥%emo da Je
formala (2) tadna za internretaciju (3). |

Precizirairo taj Poaan.

Pri intervwretdciji I formuli ¥ odgovara Zavisno od inter-retacije

promenljivih, jedan od simbola T ili 1 , tzv. vrednest formule ¥,

Za formulu F %aZemo d= Je talna u odnosu na internretaciiju I s=
domenom D i utvrdenim intermretscijama relaciis¥ih slova , |

ukolkxko je vrednost formule uvek T bez ohzira na internré%aciji;
njenih »romenljivih. |

'Formula F je netagna (nri 1nternreta0131 1 ) ako ie formula '1F
tadna ( nri inter-retaciji I). -
Ako je formula I tafna »ri internretaciii- I onda T zovemo Model

te _formule.
U malo nre navedenom primeru mode formule (2) je 1nterﬂreta01aa

(3), jer je ona ta%na za tu inter-retsciiu.
Formula je wljana ako je tadna »ri svakoj interﬁretaﬂiii-

Prema usvojenim cefinicijam valjane fu sledece formule::
('-'-'-{ (x,y}n =X (;,-. h‘j) v { X (X} A O{(?(-’U)

(Vx)(1,) “(xy) = /ﬂr’nl =>(Vx)(7y) raf(x,)f,y

Ma kake izabrali skuan D 1 ma kako interoretirsli relacijsls= glova

(4)

'd,fs formule [4) uvek imaiu vrednost T.

Neka je sada P izvestan gwup formula i nea su to ta®ne formule
u odnosu na intervretaciju I ¥oju &ini domen D 1 izvesne njesgove
relacije kao wnternretacije odgovarajulih relacijis%ih slova, »ri
Zemyse ists relaciiska slova u reznim formulama inter-retiraju
na isti nadin. Tada alpebarsks struvturu ¥oju *ini domen Du
odnosu na pomenute relacije zovemo model ~kunza formuia F,

Iz redenor asledi da je u slndaiu valianih formula model rilo
koja algebarsia gtruktura, odredena nevim domenom i nekim njeso-
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Prlmer _ .
Neka je dat skuo ff‘}rmu‘& R L'Sf(xx) H(Ay) = Gf(vﬂr)ﬂ,a’(y;z)# ""(ffzjj
Model skup& formula F je bilo koji nevrazan sktun D sa nekom svVo~
I30m relacijom ekvivalencije, kao 1nterpret301aom ‘relacijskog
slova < ,

Neka svojistva valjanih formﬁla.

U primeru (4) valjane formule su konstruisane koriste#i tautolo-
gije : I)VJTm ’ p >{g=>p) , gde smo iskazna slova p 1 q
zamenili kvantifikatorskim formulama, S51i¢no vaZi i u ovnstem
aluda ju,.

Neka je A iskagna formula 3iia su sva razlidita iskazna 3] cva
Uy Wpsavoslp i neka je F formula koja se dobija kada sc slova
Uyy Ugyesaslp zamene nekim formulama kvantifikatorskog raduna
{ista slova zamene se istim formulama) i »ri tome se , =% K 7,VA
&> zamene odgovarajudim zna€ima kvantlflkatOTskog radéuns,

tada va¥i silededi stav : . )

Stav 1. .Ako Je A tautolodgija, onda je F valjans formula.

Medutim, na .ovaj nafin se moZe dobiti samo jedan deo klase

—_— a.n..--...,_h

\ f 313 RNE Aoy \ :‘:’Pﬁn! -zt?"'ﬂ"fufg

@/}E u;;;;;:h /5%\ rig /gm thiefe

Navedimo primere valijanih formula Voge senmopu ﬁobltl iz tautcle-
& e

-

val janih formula,

gija na opisani nacin,

1) o {x) =% (Ix) *(x)

2)  (Vx)(AnB)e>(Yx) Aa (Jx) B

3) . (3%){(AAB) = (3x) An(Jx) B

4)  (Fx)(AVB) & (Fx)A v (Ix) B

5)  (¥VxY(AVR) < (Vx) Av (¥x) B

gde su A,B neke kvantifikatorske formule.

MoZe se Domiéiiti da je i formula (Vu) Alu) = A(v) (5)
gde su u,v promenljiive, A kvantifikat rska formula, valjana,
Medutim silededéi »nrimer ¢ée nas uveriti da to ﬂijé tadno.

Neka je & slededa formula ; (Fv) e (x,vy)

Tada formula (%) mostaje : (¥x) (Fy) A(x,y) = Jy) x{y,y) (6)
Navedimq internretaciiu za koju formula (6j~njje tadna (ﬁrema
tome newoZe biti valjana),. "

Neka je domen D gkun orirednih brojeva, a relaciis@o slovo
interoretirajmo kao relrciju < (mAnje). Irternretacija formule
(6) 3¢ slededa : (Vx)(Iy)( x<y)=sE@v)(vey) (7)
TLeva strana u {(7) ima vrednost T, a desna L, va cela formula
ima vrednost ij?:g{‘L F,lf;
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Stav 2. Formula (5) je valjana ukolio formula A ispunjava

slededi uslov : U formuli A(u) promenijiva u 3e nﬁfde ne nalazi
nod dejstvomn kvantifikatora (Yv), (Gv).
Dokaz.

Pretnostavimo Aa formnula (5) nije valiana, Tada nri ne%oj
intervretaciji I formula (5) ima vrednost { . 7 tom Sluéaju
formula (Vu}A(u) ima vrednost T , dok formula A(v)} ima vrednost |
Po pretpostavci_nfowenljiva u u formuli A ne nalazi se nigde vod
dejstvom kvantifiksatora (vVv),(Jv). Stoega zaklindujemo da, ake
nromemeniive u 1 v dobiju »nri inter-retaciji I istua vrednost,
onda de i vrednosti formula A(wY i A(v) biti iéte. "nadi , za ovu
odredenu interpretaciiu nromenljive_u , formula A(u) ima vrednoost
1, dok prema nretpostavei forﬁula A{u) ima vrednost T za svako U,
Dobijena kontradikciia dokazuje tvrdenje,

Navedimo [os cva svojstva valjanih far—ula,
Stav 3, Ako su A, AZUB valjane formule onde je i1 B valWana formula,
Stav 4. Ako je A valdiana formula onds je i (Vu)ﬂ( ) valjana ?

formula.

Hipotere 1 mosledice,

Definicija 1.
Neka je F skup formula i F neka formula. XaZemo d= je ¥ semantilka
nesledica skupa formula, u oznakom F = F , ak%o je 2za svaku inter-

pretaciju I skuna svih tih formula ismunjen sledeéi uslov:
Kada su sve formule cluna I taine tada je 1 formula F. talna.

—

Formule skuna F ~-ovu se hinotesge, |
Kratkoée radi, umesto semantidka mosledica , redi demo kratkao
Sosledica. o ."“mm_ | L .
Umesto  {F,,% ,...,E; © F nisademo ¥, ,F,,..., F, £ F.
Premz usvojeno] definieciji vasi sledede : |
‘=R, FL,PEF , BT EF, FRERvE, FE({WF.

«de su P ,P, nroizvoime formule, 2 u nromenljiva.
T iskazno] ~lgehri emo imali ﬂr’EF- a0 1 ssmo ko = A =B
U kvantifi%atorskom radunu analogno’va¥i, jer nanrimer : .

w(x) B (Vx)x(x) , ali nije Bi{x) = (¥~)~(x) | (8)
Navodiro internretaciju za formulu (8) vq 0oju oena nije tadéna,
Meka je 7 skuo N mrirodnih bhrojeva, a relacijsko ﬂlovn o inter-
vretirajmo kao relacijiu duzine 1 :"biti pavan hroj".
Desna strona Jje neitndna, leva je tadna ako x intermretirsmo kao
broj 2. Tada formuls (8) ima vrednost T | =1, pa (8) nije

valjana formula
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Karakterizacija valianih formula,

Uvedimo skun T tzv., teorema,

Definicija. | |
1) Ako su A,B,C proizvolne k¥antifikatorsre formule , tada su

sledece formule teoreme.

I A={B=A)
IT (A= (B=C)) =({4 B) =(A=7))
IIT (7A =B) = (B=24A) *
v (Yuw)a(u)=a(V) , ,

u formuli Afuw) ﬁrﬁmenljiva u se nigde ne nalazi hbd_dejstvmm
kvantifikatora (Vv), (Jv).
vV (Yu)(A=B) = (A= (Vu)B)

(promenljiva_g nije slobodna vromenljiva formule A)
2) (a) Axo su A, A= B +teoreme, ondé;je B tcorema.

(b) Ako ije A teorema onda je i (Vu)a{u) teorema , gde je u

promeni jiva. |
3} Teoreme se mopu dobiti samo konaﬁnom vrimenom 1) i 2) ove
definici je. | | |

Prema usvojenoj definiciji o¥igledno je da je svaka teorema
valjana formula. Ako skun svih valjanih formula oznalimo sa V
onda imamo slededu inkluziju : T €V, | |
Medutim, irkluzija vazi 1 u drugom sSmeru, ma imamo slédeéi,
_ GBdel-ov stav.
okun T svih teorema poklana se sa skunom V svih valjanih formula

w—

odnosno I = V,

. Ovaj stav je od izuzetnog znadlaja, jer dozvoljava da se skum
valjanih formula uvede sa manje intuicije i bez pominjana |
interpretacije i semantidkih nojmova : "tadan',"netalan",

Inale, ovaj stav se naziva stav o potpuncsti »nredikatskog radunsa.

Nanomena., Kvantifikatorski radun »nrvoga reda, %oji smo vosmatrali
_ g ’
jr tzv. &isti kvantifikatorski radun, za razliu od o-Steg

kvantifikatorskog racduna u %wome s€ nored sirmbola koje swo mi

unotrebili, uvotrebljavaju jod konstante i funkcijska-slova, 1
na osnovu njih definisu tzv, termi. |
Svi izlozenl rezvitati.u ¢istom kvantifikatorskom racunu lako se
prenose (sa izvesnim izmenama) i na sludaj oviteg kvantifikator-
skog raduna, Nakon uveodenia neonhodnih definiciia ohjasnidemo to
na =rimeru, |

Za konstante uzimamo simbele @ . 2., 2,, ... 4y Ay, ...

. .o !
' Za funvcijska siova : £ fi A S

gde je gornji inde¥s oznaka za tzv, dufinu =lova,




Dajemo definicjiu terma,
Definicijin.

1) Promenljive i konstante su termi.

2) Ako su t,, t;, ... , T, termi i ako je f oneracijsko slovo
duZine n, onda Je 1 red f(tf, t,y .. t,) term.

3) Termi se mogu obrazovati samo vwosle konalno mnogo primena
1) i 2) ove definicije, "

Termi su nanrimer : x, a,, ffzx,y,z,a,,aé), ff(f;(x},ff(a,,@g)).

Yequtim, redi : £ (x,y) , £ (£), f;(a ,a,) nisu termi.

Definicije formul=s uvode se analognﬁ ¥a0 u &istom kvantifikator-

skom radunu sitim £to umesto nromenl jivih dolagze termi. Isto vaZi

i za pojam internretacije. Pri tome se konstente internretiraju

. kao fiksireni elementi domena, a'fﬁnkcijska slova kao ovperacije

domena odgovaraju®e duZine,

Razjasnimo rédeno na sledebem »rimeru.

‘Neka je date formula:

(VA (y) (£ (1700, KA o, L) /il /fi"ﬂf"/”’))))

Za domen 1nternretaclje uzmimo skup R realnih brojeva, relacijske

(9)

slovo duZine dva intervretirajme kao "jednskost", a funkeijska
slava'f:, fé, fj, ?f, redom kao sin, cos, + , . , tada formula

(9) vpostaje : (¥x)(yy)( sin{x+y) :'éinxfcogv + cosX.siny).

Ova formula ima vrednost T, Kaéemo:'kao i rqnije, da je formula
(9) ta%na pri internretaciji I, /' % f‘ ff/)

Valaane formule se definisu analogno, a vre i i s8lilna karakteri-
zacija (Godel-ov stav).

Postavlija se nitanje kakav je zao¥aj valjanih formula uw matematici
uonste,

Matematidke teorije (danas) uglavnom se zasnivaju tzv. motpuno
aksiomatslri na slededi naXin, |

Polazni termini i aksiome se isvazuju koriddéenjem navedenog
formulskog jezika. MoZe se recdi : termini i aksiome se nrevode na
taj Jjezik. Teoreme matematicke teorije su onda : aksionme,

valjane formu%; (koje se ohidno uvede momodu navedenih karakteri-
stidkih svojstva I,II,III,IV,V i zovu teoreme vredikatgskog raéuna)

kao i sve formule koje se izvode "z niih nrimenom vraviia
izvodenjia,

Ta wavila izvodenia su : modus monens (iz A i A =57 proirlazi B),
generalizacija (iz A nroislazi (Vu)d, gde je u promenliiva.)

Kag Sto demo kasniie videti, sveko worekino zakljufivanje
(dedukcija) je izvestan niz &iJi su elementi hi~oteze ili

!
valjane formule il¢ se dobhijaju iz nekih orethodnih clanovq nizsa

nrimenom tzv, nravila izvodenjna.




FORMALNE TEORIJE

Po analogiii s oriinim mstematiékimﬁtEGrijnma.uwode'ﬁe formalne

teorije i pojmovi : dokaz, teorema;hiwoteza, nosledica itd.

Ovi noamovl sadrze 1 neka bitna nrecigziranja k011 obiénn nisu

nagliena u nefarmﬂlnlm teorijama,

Formalna teori;a u oznacl,ﬁﬂ odredend. je k=d su isnunjent slede-

éi uslovi | R | |

1) Dat je najvidfe prebrojiv skunISimbola,_tzv, dénnvhih;simbnla
tecrije ', f

2) U skupu svlh re¢i s osnovnim simbolima odreden je nod swuv,
tzv. skuv formula teorije ¢ . Uz to je dat i efektivan nostu-
pak za odlu?ivanje dali je neka reZ formula 1ili nije,

3} U skupu svih formula odreden je jedan nodsicup €ije elemente
sovemo aksiome . .. Ako je jo¥ dat i efektivan nostunak za
odredivanje dali jJe neka formula aksioma 11i nije, onda teoriju

T zovemo aksiomatskom teorijom,

4) Dat je konaz@an broj tzv., mravila jzvoderni4, Svako mravilo
izvodenja je izvesna relacija u skunu formula teorije 7. Ako
je & jedno pravilo izvodenja du¥ine n , n%ﬁrimer, onda ma

kakve bile formule Aj,ﬁ?,...., A s An vostoji efektivan mostunak

za odlucivan je dall su redom formule Aﬂ,ﬂl,...,ﬂnu relaciji i1i.
nisu, Ako su redom formule A;, A;, ..., A u relaciji ﬁ(onda
kaZemo i: A, je direktna posledica redom formula Ay,A, ,... A .,

po mravilu izvodenjao, i onisdemo

A";ﬂiq...,A;‘.hq
Yoy ) AT R

Slunove

Oznadimo redom sa
osnovnih simhola, formula, aksioma i nravila igvodenja teorije
Navedeni skupovi odreduju formalnu teoriju na se teorija 7 mofZe
striktno definis=ti %ao uredena &etvorka (7 ™11 ATAJ;]

Umesto formalna teorija kazZemo 1 formalni radun,

Deflnlclga. Konadan niz formula B,, Bj;,..., B,zovemo 1zvodenge
(dedukcija dokaz) u teoriji 4 ako svaka formula B, ( 1¢ 1 €H)
tog niza isnunjava uslov |

1) B; je aksioma , ili |

2) B, je direktna wmosledica nekih nrethodnih formula mo izvesnom
pravilu izvodenja tearlge 7. |

Definicija. Formulu Br. , formalne teorije 7 zovemo teorema u

teoriji 7 u oznaci i BW , (I1i samo j~ %) ako »ostoji bar jedan

)

- . . - .. . - = o= - [ »
niz B, ,B.,...B, koJji je izvodenje u teoriji 4 . U ovom Sludaju

kaZemo i da Jje taj niz igvodenje teoreme B,. . Dokazati teoremu

B, , u teoriji T onadi Wonstruifati niz BiyPi,s.04B.s koji je

izvodenje u ovoj teonriji.

-—
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Pojsm dokaza u formalnof tehriji uveden je mo ugledu na obigne
matematicke dokaze, Dokaz u Obl noj matematizkoj teoriiji je
ropacan niz- ¢iji svaki clan s aksioma , ranije dokazana teorema
ili se dobija iz nekih nrethodnih &lanova no izvesnom nravilu
‘izvodenja (ta se pravila obilno ne e pliciraju).
Nanrimer u- sistemu ne negativnih realnih htrojeva, niz

1) X +y = i + v {aksioma)

2) @t‘éf‘-éyiﬁ' | (dokazana teorema)

3) X + Yy 44X + 2Vi§ + ¥ - ("sabiranjem” 1 i 2)
£)  WETT )T o (VF +VT)° (iz 3)

5) VX + = VX + V¥ -~ {iz 4, korenovanjem)

predstavlja dokaz tvrdenja : Ako su X , ¥ ne negativni realni
brojevi onda je xry € forﬁf{
Primer formalne teorije.

Neka su slova a i r osnovni simboli teorije £, Dogovorno redi

w4 A . - ry > ’
a , aaa, ., ornafimo sa a’, 2 (dakle a’ je a, 2 = = a"=a., ns 1, 2..

-

;I
Neka su formume re¢i oblika a’ra% a’ral a’ra’...odnosno sve redi
1n
oblika a rd, gde su m i n mozitivni »rirodni brojevi. Za aksiome
. : 7 F T . - .
uzimamo formule : 2’ r a)} ar a] a za pravila izvodenjza :

73 ; ; ¥
o =L O 5. A ‘1” ) Sl ol ol ek
; 3 /a. - ¥ O s »

('_’J__H‘r ﬁ_rh ' ’2! i:*'a*!..(l : ] i
od kojih su = ¢« & du¥ine dve aefje duZine tri. Tada niz formula:

e T

1) a’ral 2) a“ra*3) a'raf4) afra”’ pretstavlja izvodenje u
teoriji “jer : 1 je aksioma, 2 dobijenoc iz 1 vomodu vravila /7
3 dobljeno 1z 2 vomocu nravila &, 4 dobijeno iz 3 i 1 vomodu
pravila & .

Prema tome formuia a°ra’je teorema tecrije .

Takode su i formule a“ra®, a‘ra* a’ra? a’ra”, teoreme.

Uondte ako je m + n paran broj tada je formua aPra®™ teorema
teorijea}l Dokazadenn da va¥i i sledede: Ako je a"ra” teorema

. . i . . .
teorije 7 onda je zbir m + n paran broj.

Neka se formula a'r & zove parna formula =2ko je m + n varan broj.
W

Aksiome afra’ a*raf su narne formule., Ako su = ra“narne formule
onda su i formule a Mpa i fai ke takode narne. 8lidno ako su a ‘ra’
i a”"ra” narne formule onda je formula a "pa¥ marna, kratko

kaZemo : ak%siome su warne formule 1 pravilarizvodenjiz cuvaju

narnost formula. Zbog ovoga svi ¢lanovi B, ,B.,...,B. nekog

izvodenja u teoriji ¢ moraju biti marne formule. Zakljucfak
—rt T - - . L) -
Teorema raduna ‘ mera biti parna formula . Dakle u slucaiu

navedene teorije ?“taéan je isvaz : Femula A teorije 7 je

teorema al¥o i samo a0 je A marna formula,
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4z odludivan je marncuti neke formuile mostojli efektivan nostunak,
Otuda nostogl efektivan neostunak za cdlu“ivanje dalil JP neka
Fh

Tormiila teorije € teorema il1 nije. Iz ovog ravloga za teoriju €
kazemo da je odludiva,

UopSte, neka formalna teorija '€ je odludiva ake vpostoji efektivan
postunak kojim.se moZg za proizvelnu formulun 4 te teorije
odluditi ddli  je teorema teoriije T 111 nije,

Definicija.

Neka je ¥ neki skuo formula neke formalne teorije.?f, i neka je
A odredena fﬂrmula iz te teorije. ‘Kaﬁemo : formula A je mosledica
skuna formula % avg vostoji konadan niz formula B,,B,,..B.,

( B,= A} , ¥ija svaka formula B, isopunjava uslove :

1) B. je aksioma, ili

2) B, je iz skuna 7

3) ELJEd*rekJ“apou¢edlca nekih orethodnih formala niza vpo

‘0 1svesnom mravilu izvodenja Teorije T
o

k=)

= . i T
Ako je A vosledica skuva formula F , onda wniZemo
o o - ] .
ili f#47 . a elemente skuva S zovemo hinoteze (nremise,
oretpostavke ). Pomenuti niz B,,Bs;,..., B, zovemo izvodenje
formule A iz sku-a hinoteza # ., A o je % Vonadan s-up , onda
umesto : JA;,A ... A R4 piSemo 1 As,Ac, ... A A
Izvoﬁenaa iz hinoteza 1ma3u slededa znadaina svoistva :
1) Ako je  F e i . FeA omca VAN

M 2 ’ . . 7

2 ) F = A ako 1 samo ako nostoji konadan nodskuv f: gkuoa J

takav dag- je EJ;-A

. ' s

3) Neka jiﬁ#éﬁ'gde je B vroizvolna formula iz s'runa 7. AKGJE}A

onda % r4,
Formalne teorije obrazuu jednu klasu matematidkih teorijAa,
Ostale matematidke teorije zovemo obidne matematidke teoriie.
Za ovisivanje i iggradivanje neke formalne teorije koristi se
izvesna obicna matem tidka teorija , koju zovemo metateorija te

formalne teorije ., Formalnu teoriju u tom sluXaju zovemo i
objekt-teorija. Meta-teorija nu¥no sadrZi osnove lorsike 1

Dﬁfovarajuéi deo logive sa kvantifikatorima,

Jed=n od tvoraca formalnih teorija , D, Hilbert, u svome
programu lzgradivanja formalnih teorija vostavio je zahtev
koridlenja siriktne finitnosti w metaZteoriii, odnosno ne worid-
cenja , nanrimer, Lorn-ove leme, aksiome izhora, aktualne
beskonacnosti i slidno, Ali powmodu talve meta-teoriie nije
nmogurno dokazati, nanrimer, nenrotivrednost formalne teorije
brojeva. To Je rezultst K. Godel-a, tzv, drusa Godel-ova teorema.
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Medytim ako se meta~teorija nrodiri teorijom crdinalnib bpgjeva,
odnosno neelementarnom teorijom slkunova, onda se nenrotivrednost
formaine teorije broje?a-&okazuje (G.Gentrmen)

Za neki rezultat Xoji se cdnosi na formalnu tecgriju veoma je
znacajno momocu oné metateorije je dobijen . Ako se o ovome ne
vodi raduna mogu nastati razni nesmorazumi,

Metateorija se izlaZe koriSdenjem jednog deln obidnog jezita
nrofirenog odgo¥arajudonm matematiékam'terminologijom, Tai jezik
zovemo meta~jezik, I formalna teorija ima sve) jezik tzv, obiekt-
jezik., To Je skup ¢iji su elementi polazni simbeoli formAlne teorije
reti sastavlijene od tih nolagnih simbola , kao i wonadni nizovi

tih 'reti. Prema tome, formule, a%siome 1 izvodenja »rinadaju

objekt jeziku. U »rethodno navedeno]j teoriji formule ara, araza,..
su u objekt-jeziku dok je iskaz : "Formula ara je teorema " , u
meta-jeziku. U meta-teoriji %oristili smo i izvesne elemente
teorije prirodnih brojeva.

Tvrdenje koje se odnosi na neku formalnu teoriju zovemo meta-teor-
ema. Tako :"formula ara je teorema" jeste meta-teorema,

Obidne matematidke teorije izrsraduju se na slededi nadin,

Polazi se od jednog skupa wolaznih (osnovnih) termina i odredencg
skupa redéenica sa tim terminima, t2v, aksioma, Za teoreme se onda
uzimaju recenice koje su tafne pri onim interpretacijama nri kojima
su 1 aksiome talne, isto tako teoreme su i sve refenice koje se
dobijaju iz aksioma nrimenom izvesnih logifkih nravila ( koja se
obi¢no ne istifu )} . Za nrvi sludaj kaZemo dz se teoreme izvode
semantic¢kl a sa druei sintaktidki, Kod obiénih matematilkih teo=-
rija Eesto ge nrenlidu ta dva naéinqﬁobij&njn&eorem&.

UOsim toga mostoji i Jjal stenen intuicije o skuou,

Kod formalnih teorija upotreba intuicije svodi se na neizbeini
minimumn, =2 takode se precizirs ju mojmovi aksioma, teorema, izvodje-
nje i gliéno, | |

Formalne teorije se orrazuju sa ciljem tzv. wmotrunog avsiomatskog’
zasnivanja neke obidne matematicke teorije, Radi toga se formalna
tecrija tako izabere do elementima njenog objekt-jezika odgovaraju
objekti matemati*ke teorije koju formalno izgradujemec, Preciziranjem
redenog dobija se vojam glkvnih interpretaciis,

Inace intervretacija neke formalne teorije je svalo preslikavanje
objekt-jezika te teorije u klasu objekata nele druge matematiZke
teorije.

Navodimo dve internretscije mosmatrane formalne teoriie.
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Prvu smo obrazovall Irsniridndi se slededim tvrdenjima iz teorije
cellih brojeva : .
a) -1=-1 , -1 = (-ly? | | :
b) ave je (-1)* = (-—l)j:j onda je '(~1)5 - '(--1)i , gde su

i i j prirodni brojevi. .
otim uw vezi pri njeno] glavhoj internrétaciji imamo : internreta-
cija slova a Je broj -1, 1nteruret3013a slova r je relacija
"jednakost”, a intervretaciija re¢i a  je broj (-1) , itd...

Za isti vrimer druga intermretacija u oznaci jeste sledede

vreslikavanje objekt jezika u skup mriroednih Erojeva :

1) e(a) =1, g(r) = 3, glaa) 5 11, glaraa) = 1311 ,

odnosno g{(s,,s,,...,8.) ( gde su s_ slova 2 i r ) jeste priredan
broj ¥ija su cifra u dakadnom sistemu redom g{s}), g(s),...,2(s).
2} Ako su glw), glw), ... ,g(ﬁ) priroini brojevi dode139n1 w
redom reima w., W,,...,W, onda nizu refi w, ,w,,,..,w,
dodeljujemo nrirodan broj u oznaci g(w)2g(w)2.,.2g(w) &ije eu
~cifre redom cifre brojeva g(w) 1 2.

Naprimer nizu_éraﬂ a” ra dodeljujemo broj-13111211131.

Kori8Zenjem slidne intervretacije Godel je dokazao neke svoje

poznate stavove.

Priperi formalnih tecrija,

1) Iskazni ralun.

i g3 L su T T, +ea D
volazni simbolil ,4,T, P, Q,T, na.r

Pormule se definisu na voznati nadin.

-
4
-

Aksioge su

1) A =(B=4)

2) (A=(B=C))=((4=B)=(A-0))

3) (TA27B) =(B=A4)

gde su A,B,C proigvolne formule,

“Praviloe izvodenja je mn'us vonens : A, A=38 f'ﬁ

Iskazni radun je odludiva teorija. To sleBi iz &injenice da je

skun teorema jedrak skupu tautolegija (to je ujedno osnovni stav
u ovo] teoriji). |
2) Gisti predikatski radun prvoga reda,

Polazni simbnlii su :

nromenljive X,¥,2,X ,V.',%Z.,

relacijska slove R;,R;,..., B ,..., R,..

AkXgiome su

1) A= (B=s4)

2) (A =»7R) % (B 24)

3) (A= (B=C)) -"'((a=‘?B)f==-(;mc))

£) (Yu)a(u)= A(v), a%o se u formuli A{u) nromenljiva u ne nalagi
u oblasti defstva (Yv) i1i (Fv)
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5 YW {a=B8)=(A =(Vu)B) , ako u nije slobodna vromenljiva u A,

Pravila izvodenja =u :

Nodus ponens - %é—%E$B
Generalizacija A
: ' vu) A

Predikatsi radun nije odluliva teorija. To je dok%azaoc Church
1936 god.Predikatski raldun je ne-rotivreZna teorija,

%) Xvantifikatorski radun. | |

Ova formalna teorija -redstavlja »roSirenje nrethodne. Izlaganje
o ngoj dobija se iz izlagsanja o mredikatszom radunu nrvoga reda

ukoliko se na odredeni nalin nromenljive zamene termima,
Formule ovog kvantifi'-atorskog raluna su "nodesnije" za onisivanje
matematidkih tekstova. Tu treba tra¥iti osnovni razlog njegovog
~uvodenja, loZemo medutim (&esto vrlo "komvwlikovano") i nomocu

formula mredikatskog racduna vrvoga reda da ovisujemo matematicke

tak stove.
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AKSIOMATIZACTIIA MATEMATICKIH TEORIJA POMOGU KVANTIFIKATORAKOG RACUNA

Heka je T izvesna (intuitivna) matematiZka teorija. Njienim polaz-
nim terminima - relacijskim i onerabijékim , moZemo dodeliti po
jedan relacijski odnosno operacijski simbol. Aksiomama te {eorije
T mozemo dodeliti izvesne formule kvantifikatorskog raduna,
Drukéije redenc, aksiome mo Femo prevegti na formulski jezik
kvantifikatorskog rafuna. Ogzna%imo ss For skuv svih kvantifikator-
skih formula u koje ne ulage drugi overacijiski-i relacijski simbo-
11 vel samo oni koji odgovarajﬁ volaznim terminima. Skup Ax < Fer
je onda skup formula koje odgovaraju aksiomama teorije T.

Preciziranjem skupa For i skupa Ax Jje izvrSena aksiomatizaci-
ja matematidke teorije T u okviru kvantifikatorskeg raduna, Take
smo odredili jednu formalnu teoriju, koju demo oznaditi istim
simbolom T, | | |

Aksiome teorije T su :
1) svi elementi skupa Ax - tzv, sobstvene aksiome teorije T,
2} sve logiBke aksiome iz skuma For - u stvari sve valjane formule

iz skupa For, |
Teoreme teorije T su one formule F € For koje imaju dokag

(izvodjenje) - izvestan konalan.niz F, ,¥F,,...,F ,F ¢&iji je svaki

&lan aksioma 1ili se moZe dobiti iz nekih prethodnih &élanova niza
primenom MP (modus ponens) ili Gen (generaligacija). .
MP : A B2B rxitn se : iz A 1 A=B proizlazi B)

B

Gen _A ( u je promenljiva }.

(Vu)h
Jedan od osnovnih problema teorije T jo problem nenrotivurec-

ncst teorije T,
Definicija 1.

Teorija T je neprotivurednn ukoliko u skupu For formula te teorije
nema dve formude oblika A 174 koje su obe teoreme teorile T,
Ukoliko je teorija T nrotivuredna onda joj Jje svaka formula
teorema. Zaista onda su izvesne formule A 1 74 Teoreme pa ake je
BeFor bilo koja formula onda na osnovu logiclke aksiome
A = (JL=B) dvostrukom primenom MP dobijamec da je formula B
tecrema. |
Sta vige, ukeliko teorija T ima bar jednu formulu koja nije
teorena te teorije onda je ta teorija nevrotivurelna. Stoga se
moZe dati 1 sledeCa definicija neprotivurednosti
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Definicija 2.

Teorija_T je neprotcivuredna ukolikolima bar jedﬁu formulu koj=
nije teorema te teorije, |

U danadnje vreme nemamo za_mnogé znacajine matematitke teorije
dokaz neprotivurednosti. Na osnovu poznate Gsdelove teoreme kori-
stecél se u meta-teoriji samo finiftnim sredstvima nije mogude , na
primer, dokazati neprotivureénost formalne aritmetike - Eije 2kSim
ome dalje navodimo. Nenrotivureinost aritmetike mogudle jJje dokazati
(Rosser) korifdenjem teorije skuvova, Onravdano je pitan je koliko
smo uvereni u takav dokaz sa toliko snaznom meta-teorijom odnosno
intuicijom.
Navodimo nrimere.,
T Formalna aritmetika A,

Ta teorija ima relacijski simbol X - duZine 2, jednu konstantu a,
jedan operacijski simbol f --duzZine 1, dva operaéijska simbola
g 1 h - duZine 2. | | -
Umesto : «(t,,tz), a , £(t,), g(tﬁ,ti), h(t,,t,) gde su t, i %,
neki termi, pifemo : t, = t,, 0, t, t+ b, b 0%,
Sobstvene aksiome aritmetike su : '
(X:‘yn-X=Z)%Y=Z .
X =y<= x'=y°, Hx'=0), x+0=x, x+7y'= (x+y);
X . ¥V =X .7 + X | :
(A(0) A (Yx)(A(x)=a(x"))) (Fx)(Aa(x))
gde je A - nroigzvolina formula te teorije.

Jedan model je odredjen slupom nrirbdnih brojeva 0,1,2,...
relacijom =, oneracijama + i.. , operacijom x'= x + 1, i konstan-
tom C. To je tzv. Standardni model. Prihvatanjem tog modela,
odnosno prihvatanjem toliko intuici je, rnoZemo zakl juditi da je
teorija & neprotivuredna. |

Napvomenimo da su teoreme-teorije A razne, dobro vpoznate for-

’

mule, koje"izraZavaju dobro poznata svostva overacija + , , , ',

kao 1 relacije =", Navodimo primere. -
0.x=0,0+x=Xx,x".¥y=X.y+y,X+¥ =7 +X,
X vy =9V .X, x+(y+z)=(x+y)+z,x.((y+2z)=x.9+ x.2

(x.v).2 = x.(v.3), X.¥ =¥ .X,...
Med jutim ostaloc je otvoreno pitanje dali postoje prirocdni brojevi
takvi da je za x,v,z,n (x>0,y »0,z2> Cyn > 2) |

n n n
X + ¥ = =
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17, Ak81omatske teo{lwp skuﬁa?a

-.—-—.—r._

U svojim prvim istraZzivanjima tvorac teorije skunova Cantor
nlae ge eksplicitno pozivao na neke aksiome o skunov ima.

Medjutim, analizom njegovih dokaza moZe se zmakljuBiti da se
- skoro sve teoreme koje je on dobic mogu izvesti iz slededih
aksioma ) ‘

1} Dva skuna su jednaka ako imaju iste elemente.

2) Za unapred dato svojstvo postoji skuv 3iji su elementi bas
oni koii imaju to svojistvo (Aksioma apstrakcije).

%) Za svaki neprazan skup nostoji bar jedna funkecija ¥iji su
originali nenrazni nodskunovi tog skuna, a slike su elementi
originala {Aksioma izbora), |

Aksiomu apstrakecije orvi je formulisao G.TFrege (1893}, |
B, Russell je 1901, godine iz te aksiome izveo kontradikeciju pos-
matranjem skupa svih skupova koji imaju svojstvo da nisu sami
sebi elementi. |

Neka je, dakle po pretpostavei, U skup svih skupova V, koji
imaju svojstvo V£V . Za skun U postoji jedna od dve moguénosti
1) UeU. U tom sludaju je U jedan od V-ova, odnosno elemenata

skupa U, pa ima svojstve U U,

2) U4 U, U tom sludaju U nije jedan od elemenata skupa U, pa nema
svojstvo U£U , odnosno jeste U<U,

Oznalimo sa P iskag Ue U, Prema tome, igveli smo talnost
iskaza : Pa ne P, ne PﬂrP,_pdakle na osnovu praﬁila istinitosti
z& imnlikaciju »wroizlagi da su 1 P i1 ne P istiﬁiti._

" Primedba, Neka je A ozna%a za neko predikatsko slovo duZine dva,

Formula (¥y)(Ix) 7T{a(x,y)> '1&(:{ x)) je vatiana, Sto se

néposredno dokazuje. ~ | |
Negae13a te formule je ekv1valentna 34 sledecom formulon :

(K) Gy ) (Vx) (Alx,y )& T1a(x,x)) |

| Formula (K) je, nrema tome, uvek netadna. Ucdimo sledeéu

interpretaciju
Domen je hilo koJi skup i A se internretira kao relacija .

Tada prema (K) zakljudujemo da nije tadno

Gy)y(V)(xey ey T(xe x)),

ocdnosno da ne postoJl skun &iji su elementl SkuﬂOV1 kojl nisu

sebi elementi.

lstorijski, Burali-Forti je mHrvi 1987. stkrio naradoks u
jednom delu Teorije skunova - u teoriji ordinalnih brojeva,
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Ubrzo zatim (1899) Cintor je nasSao slidan varadoks u teoriji
Kardinalnih brojeva. |

Tako su matematicari bili jedneodusni u wmitanju neophodnosti
izmena u sSamim osnovama matematike, u »itanju nad¢ina ostvarivanja
tih igmena de8lo Jc¢ do dubokih razmimoilaZenija. |

| Prema formalistidkom gledidtu zasnivanje neke matematiéke
teorije ne sme da se temelji na intuiciji, ved je motrebno stvori-
t1i aksiomatsku bazu i tada je matematiskz istina jedino ono &to
proizlazi iz aksioma bez obzira na moguda znadenja takveog tvrdje-
nja. |

Dakle, za formaliste redenje nroblema se sastojalo u izgrad-
nji aksiomatske teorije skunova, iz koje izlaze svi rezultati
Canterove teorije Qluﬂova, a istovremeno u onemogudivanju UOBtD—
ganga ”skunova" ¥oji dovode do otkrivenih »aradoksa,

Mriogi su nastogﬁ_l da izbegnu paradokse nroidavajudi dublje
njihovu strukturu. Tako je Russell svojom teorijom tinova uspesno
otklonio ucdene naradokse., Strogim nrihvatanjem njegd#e teorije
mnogi rezultati materatike nostaju necbidno gloZeni. Medjutim
zajednicka odllke navedeninh nacina rééavanja je nastojanje da se
sacduvaju svi nostojedi rezultati teorije skunova,

Nasunrot takvim shvatanjima razvio se Uravacrintuicioﬂizémg
gijim koncencijama se uklanjaju paradoksi, ali se zato dovode u
pitanje &itave grane Ylasi*ne matematike. |

Jezikom formula nredikatskog raduna uvode se razne tzv, aksio-
matske Teorije skunova, Te teorije su specizlni kvantifikatorski
ractuni. |

Med jutim, ni za jedrnu od poznatih aksiomatskih teorija ne
zramnn da 11 je nenrotivuredna.

Navodimo nrethodro tzv, NBG. sistem, koji je nrvebitno uveo
von Neurann (1925,1928), a koji su zatin doounili R.Robinson
(1937),P.Bernays (19%7-19%4) i K. G3del (1940).

Radun NEBG je swecijalni kvantifikatorski ra*un mrvog reda
YoJi ima samo jeénce relacijsko slovo Rg.(abiéno se Rg(u,v) Zarie-
nijuje s2 u v i konaZno monogo (individualnih)} aksioma, Izuzetno
nri onisivanju tog rafuna nrorenljive su X ,X,,..., dok za

-

njithove oznake uzirano £,Y,%Z,.,., Promenljive X ,%5,4 3""’Xn"'
intermretirsmo kao klage, a klasa je odredjena svojetvom koje
posedujn nJﬂhl clenerti. Inace, ne zahtevamo da svalkom svojstvu
odgovara Klasa ., To nret- O%tﬁvljaro saro 2a ona svojstva koja su
u sikladu sa aksiormana raduna NBG. Samo neke klase su skunovi,

odnosno uvodine sledele definicije,



Definicija 1. : |
M(Xi) je zamena za (ﬂxi+1)(Ki§,Ki+1), gde je 1= 1,2,3,.04

M(Xi) ¢itamo : X, je skup,
Definicija 2. |

X, Jje zamena za M(X ) (i=1,2,...).

Na taj nasfin xl,x?,x3,..',xn;... Je niz nromenljivih o jima
u 1nterpret30131 odgovaraju skunovi. 2a njihove ‘oznake uzimamo
X, ¥y 2, Uy V, W, ...

Formule

(VX )(M(K )—rxﬂ.(X )}, (jX )(M(X ) A(Xy))
ozhadavamo dogovorno redom |
._ (VXi)A(Xi)’. (Ix;)Aa(x;), gde je i = 1,2,... .

Navodimo aksiome i osnovne definicjie reduna NBG, dajudi pri
tom i komentare koji su u skladu_sa internretQCijom promenljivih
Xi, X5 kaoiklasa, odnosno skunova, 1 sa interneetacijom simbola

relacijom koju mozeno zvati "biti element od".
Definicija 3., o

K=Y je zamena 7.3 (VZ)(ZEXG-’? 7€ Y)

(2 je prva nromenlglva niza Xl, 2,.;;,X ... koja se razlikuje
od X 1Y),
‘Definicija 4.

X <Y je zamena za (VZ)(ZE.X ZGiY)
(Z je prva promen111va niza X ,X
od X i Y)
Definicija 5.

XCY je zamena za XCYAX # Y

Definicijama 3, 4, 5 uvedene su jednakost i inkluzije (nepra-

ni

,X s ..., X0oja se razlikuje

l, 2,'.':_:1'1

va i prava). |
Aksioma T.(Aksioma ektenzije) .
Aksioma P. (Aksloma epzlsten01ge nara)

("fxl)(vxz)(F 5)(‘}/3{ )(1 13 =2 K4 = Xl A = Xz).

Zza bilo koje skupove X1 4Xg pestoji skup X3 tako da su Xys %o
jedini elementi tog skiupa.
Lksioma N. (aksioma egzistencije praznog skupa)

Gxy ) Vxp) (2y ¢ xq )

Iz navedenih aksiona irvode se sledede teoreme

X=X, X=V¥&= (Xe¥ Y x}-, X =Y =Y = X,

(X =YAY =2) =X =2, X=7 =(25 er26Y),

YeY = M), ¥ =Y & (h’y)(zfx < ze Y)Y,
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Wx)(Wy)(Ez)Vu)(nese u=xv v=y), Ex)¥Vy)iyex).

Na ‘osnovu njih zakl judujemo d2 je NEG radun éa jednako8du,
Poslednje dye navedene teoreme opravdaju uvodjenje jedne nove
konstante, u oznaci 9 |, i novog operacijskog slova za skusovne .

protienl jJive , u ogZnaci .
Definicija 6.
g = fx 3} je zamena za (fu){ue z<¢ u = xVu = v), gde je

.U prva medgu promenljlvlm niza X ,xz,...,xﬁ,... koja se razlikuje
od X, ¥ i1 %, | /
Definicija 7.

1

X, = § je zamena za (Vx2)(x2ﬂtx1).
Definicija 8. )

(x,y) je zamena za g{x; ’ {-x,y}:} . |
(x,y) zovenmon uredjen var redom za x i y. Mogli smo staviti
(xyy) & '{_Yi Ix v}l '
Inade, /{xf je za“cna za  [x x}

Ured jenu trojvu (x,y,z) deflnlsemo ka0 zamenu 7Aa ((X,Y) Z) .
S51idno, rekurzivno definiSeno (ul,uz,..;,un?. "

Navodimo niz tzv. aksioma o egzistenciji klasa, u kojima se -
govori o egzistenciji klasa ‘i skupova €¢iji elementi zadovoljavaju
neke uslove. . | .

Aksioma B 1. (?X )(sz)(Vx )((xg,x5) ~ Xlﬁi;_xzeg-x3).

Aksicma B 2, (EXI)(VKQ)(ﬁX ) (Vx FRICICS SR I SN I PPB

Aksioma B 3 (VXl)(gxz)(WXB)(x3£X2;;? 3 Xy ) |

Aksioma B 4. (VX )(JX,)(Vx,)(x,¢ Xzﬂggr(Hk )((x4,x3)£.xl)),..
B 5.

Aksiona (V%)) (37,) (Vi) () (g0, ) € Xy e g 5 X ).
Aksioma B 6. - - R |
(V:{l) (512)(%{5)(\"?5} J (5”}{5)( (X3'9X4ﬁx5) 'f:Xg ('?:?-’(345151}{3) . Xl) .
Aksiona B 7. |
(VX ) (G X, ) (Wx) (i, ) (V= o) ((x3,%,%5) € Xg = (xg,%5,%,) € Xp ).

Kor%stec1 aksiomu T mogu se iz Aksiona B2’BB’B dobiti teore-
me, koje se razlikuju od tih aksioma jedino u tome sto u njima
stoji.(%ﬁg)ﬁ {%F5) uresto (3X2), (jX3). To opravdava uvodjenje
novih oneracijskih slova u ogznacil
redorn * presek, komplement, donen,

Definicija 9, | )
72 = XNY de zamens za (Vu)(u: Z&=> uel A ucY),

7 = X je zamena za (Yu)(ue Z e us 1),
7 =«(X) de zanena za (Vu){u: Z<= (3v)({u,v)e X)),
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gde je u wrva medju prowmenljivim X ,X,,...%,... $1ji se indeks
razlikuje od indeksa : u prvon sluéagu od X, ¥, 2, u drugon
siutaju od X 1 Z, u treden sludaju od X, 7, v.

Definicija 10.

XUY je zamena za (X ﬂf).'.-

¥ - J& zamena za é:

X - je zanena za XNY .

Navodino neke tecreme koje se izvode ponodu izlo¥enih aksiona.
(x,v) = {2,0} ¢ (x = 24y = W)Y (X = uny = z),
(x,v) = (z,u)e=(x = 22y = u),

(Vul(ueX U Y & ueX vueY), o |

Vu)(ueV), ¥INX =X, XUX =X, ¥XNY =¥NX, X UY =Y UX,
XNg = ¢, XnVv =X XU@=%X XUV =V, -
(XNY)N 7 = XA(YyNnzg), (XUY)UZ=XTUI( U7,
X0 (Y U2z)=&NL) U(XNE), XU (¥Ynz) = (X UYIN(X U Z),
FUY -%¥0Y, ¥pv =XU0Y,x-%x=¢, % =%,
V-X-=X, V-9, |

(VX)(JY)(Vu)(b’v)((u V)i ‘f\w(v w)eX)

Aksioma U (Aksioma egzistencije sunme.skuva)
Vxy) Fxp) (Vi) (g€ %y (Tmy ) (3583, A %4€%)).

MoZe se dokazati dsvaZi teorema dobijena iz te aksiome na taj
natin 3to se (Ix,) zameni sa_(axz).hNa osnovu toga moZemo uvesti
tzv., SUMU skupa X, u ozgnaci U(x) idi U na sledeéi nalin :

ue Ux)ee= Av)(uevavex).
Akxsioma S (Aksioma ¢ nodskupovima)

(le)(VXZ)(3x5)(¥ﬁ4}(x4c Xz &b X, € Xq 2 x4c.X2)a

Za bilo koji skuv xy i klasu X2 postoji sh%up Xz ¢iji su
clementi zajednicki elenenti skuna X
skupa i klase je skunp. |

1 i klase Xz, tj. mresek

Aksioma W (Aksioma o partitivnom skupu)

(V’Xl)isz)(VEB)E}:ié Xzf:}xé < x,).

Teoreria je i ona fornula koja r:-e dobijs iz aksiome W ¥kada
se (er) zareni sa ( ) Tako, moZemo uvesti novo oneracisko
gslovo, duZine 1, u DZHiCl ;J(x) ng sledeéi naéin

yE FH(K) =% ¥V & X, -
U ton sludaju su, na nrimer, teoreme sledeie formule
JNBY = {0} ‘**-‘*"UW) = 00 iefl e, B0
= i{@ i ra 4@ ?—l’ r-:h@_}f(}

Definicija 11,

Un(X;) je zamena z=
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(Vx., ) (Vx, +2)(Vx ) ((x

2Ky Xges) € Xy B Xy, = Xy, 5)

. i+?
(i = 1,2,3,...).
Un(X ) &itamo : klasa X je 3jednoznadna,
Ak51oma R (Aksioma zamene)
(V%9 ) (Un(X )_ﬁ,(sz)(Vx )Lx € %y
G’X 2 ) ((xy,%5) € 2 fﬁx4e:x 1)),
Dakle, ako je X jJednoznalna klasa, tada klasa svih drugih

)€ X,

. x. .
i+] i+5 i+1?71i+2 i

komponenti uredjenih varova koji su elenenti te klase Jeste skup
ako je 1 klasa nrvih komponenti neki skun.
Aksioma I (Aksioma beskonadnosti) |

._ [ : — .fr -
_(Exz)(ﬂc_xzathl)(xlf X, = % U (x b ex,)).
Dakle postoji skup x, koji ima element P i sa svakim elenmen-

tom x; sadrZi i elenent xq U {xl
Tako su aksiome raduna NBG potpunce navedene., Aksiome su

P, P, N, S, U, W, R, I, BL - BT

Tnace, aksiome N i 5 mogu se izvesti iz ostalih aksioma.

Aksiomatska teorija skupova ZSF (Zermelm-ﬁkolem—Fraenkel)

u stvari je podteorijza teorije NBG, i to onaj deo koji se odnosi
na skupove. | ”
Promenl jive su Xq11Xp,Xz5000; & jedino relacijsko slovo je €
Aksiome su ¢+ 7, P, N, U, W, T 1 jedna shema - aksioma koja
odgovara aksiomi R. | _
ako je ¥(x,y) bilo koja formula, onda je aksioma formula
P=»'Q, gde su P i O redow sledede formule '

(Vxl)(EXQ)(Vxﬁ)(F(K1133)ﬂ'F(xl*xg) = xj = xg),

(33{5)(?’?&3)(13? XE:} = (-Hxl)(xl‘f }{4 A F(X]_JKB))v

Svaka fornula racuna ZSF moZe se smatrati i1 kao formula
raduna NBG. Dokazano je da je 4SF neprotivurelan radun ako 1
sanc ako Jje NBG neprotivuredan.

Aksionmu izbora nismo ukljuéili ni u jedan od tih racuna.
Za zasnivanje teorije skupova usvaja se 1 ta aksiona,

Ta aksioma glasi P=Q gde su P i Q redom sledece forrule
(Ve ) (%6 x5 = xq £ £ (VXB)(XBEXQA IXB £ X, = Xz Nxy = D)},

(3x4)(5X1](K1EiX4.:;(ﬂxg)(XBE.K1F?x4)).

Dakle, ake je x, skun nedjusobno digjunktnih nenraznih sku-

pova, onda postoji akup X, koji sadrZi tafno po jedan element tih

neprazsnih skupova.
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U teoriji skupova e dugo bio nereden tzv., PROBLEM KONTINUUMA,
De bi se on prikazao, wotrebno je uvesti izverne definicije, na
primer Yskun x je béﬁkonaéan”, "skup X je ekvivalentan sa skuponm
y". Zadovoljavano se da obilnim redima oniSemo drugu definiciju

Kazemno de Jje skup x -ékvivalentan sa skunom v ako postoji bar
jedno 1-1 preslivavanje skuva X na skup v.

Pitanje je da 11 je tadtan slededi iskasz
"Ako je x beskonacan skup 1 vﬁﬁx) nijegov partitivan skun, onda
ne'postoji skup y koji ima sledeée svoistve : skup x je ekvivalen-
tan sa nekim podskuvonm supa y, skup v je ekvivalentan sa nekim
podskupon skupa fa(x)'i nrl tome skup y nije ekvivalentan ni sa
skunom x ni sa skunom J/(x)", |

Odgovor'na taj problem (uopSteni wmrodlem kentinuuma) daoc je
P.Cohen, 1964ﬁg.(The indevendence of the continuum hyvothesis j
Proc.Nat,Acad,.Sci.USA,I - 196%, 50, 114% - 1148 ; II - 1964, 51,
105 - 110).

Oznadime sa C forrmulu koja na formulskomn jeziku nredivatskog
radiina odgavara iskazu nod znacima " " u navedenon pitanju.
P.Cohen dbkazao je da ni C ni;]C“nisu teoreme 7SF sistema (u koji
.je ukljuéeha aksiome izbora), odnosno nezavisnost hipeteze konti-.
nuuna od ostalih aksioma sistema ZSF (u koji je ukljudena aksiona
“izbora). I

Prena tome, moZemo proudavati aksiomatske teorije skupova
koje imaju aksiomu C, kao i one koje imaju aksiomu 1C,

Primedba. Na kraju cve taﬁge naponinjemo da u daljem tekstu za

sinbolizovanje matematitkih misli ZeSée unotrebljavamo obidan

jezik nego navedeni forrulski jezik. .
Naravno moguée je prevodjenje skoro citaveg matematillog

teksta (sem minimalne nmctateorije) na taj formulski jezik,
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CHisng re'eng, nresltiravanie 8 -uns A U B-un B, je svakl noestunak
dogovor, pravilo Loji'. se svakouw elenentu x stu~a A dodel juje
tacno po jedan element y skuni B, Uoniite sva¥o nreslikavanje se
moZe Jjednoznafno odrediti pomodu sku- a uredjenih varova (x,y),
gde je xcA a y odgovarajuli element skupas E. |

Prethodno definiSemo uredjen par.

Tefinicija 1. |

Ured jen par redom elementa X 1 y, u oznaci (X,v), jesﬁe sledeﬁi
skup [{x} ,{x,yk} . U uredjenon paru (x,y) element x;zovémo |
prva komponenta a y -~ druga kommonenta. logudnost ovakvog defini-
sanja ured jenog para otkriva sledéde svojstvo koje ima {%x} {k’EU
{{x},{x,y}} = ﬁz},{z,u};@ (x =23,y =u

8to se inalfe nenosredno dokazuje.

Uredjenu troji-u redom elemenatn x,y,z definisemo ao ((x,¥),2),
odnosno, wontSe uredjenu n - torku redom elemenata xl,XQ,.,},iIh

je (xpxpeee,xp)ex) (023 ).

Da bismo pojam preslikavanja definisali uvodimo jo¥ neke UOJmGVE.
Definicija 2.

Direktan vroizvod redom skupova AiBu oznacl AKB jeste skup

svih uredjenih paraova (a b) gde Je azA, beB, Ako je A = B, onda

umesto AxB piSemo i A,
Na slican naé¢in uvodimo i dirertan proiuvod redom skunova

Aﬁpﬂﬁy NERY S oznaci Alxﬂzﬂa.. XA, kao skup svih idredjenih n torki
;(a‘l#aZ,--lga ) gde Je alﬁfﬁ. (1 - 1 2,1-.111) 1
Definicija 3. . | '

Preslikavanjc skuva A u skup B u oznaci f : A—=B jeste podskup

f skupa AX B koji imz slededa svojstva

1) Skup svih prvih kﬂmponenfi elemenata skupa £, tzv., domen gza T,
u oznaci D{(f), jeste skuD A.

2) ako (x,y)e £, (x,z)¢f onda jey = z.

Definiciia 4.

KaZemo da je f presl)iltavanje

1) Postoje skuvovi A ; B i

2) £ : A—B h

Ako je f : A- B 1 ako je {(x,y)¢#%, onda x zovemo original a y

slika tog originzls U ogznaci y = f(x),

Sem uvedenih oznaka uobilajne su i sledede

- T X
¥ = xf ’ f = {(al,bl),(az,bz),...,(‘c‘ingbn)}": f = '(Xf\ X*&-_-#L
- J
f _ E}-l &2 s 1w "?}.n‘l
- _\bl .bg . - ‘bnj

- ———
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Primeri

1) f = {(1,8),(2,9}} nijc preslikavanije skuva A ={1,2,5,4} u
skup B =£8,9,10} jer nije isnunjen uslov 1. ' o

2) Ako su A 1 B skunovi iz prethodnog mrimera onda ~ (1,8),(2,9),
(3,8),(4,10),(3,10) nije preslikavanje A u B jer nije isnunjen

uslov 2.

3} Neka je A = B = K skuvo svih realnih brojevz, Onda su
{(x,x*),/ xeR },
Definiciia 5.
Preslikavanje f : A+ B je 1—1 preslikavanje ako je ispunjen-usln#

r . ' . - . .
S (x,sinx) [ XER}.ﬁrlmErl nreslikavenja R u R,

8

f(xi) = f(xa) ~>»  X,= X, 2a sve elemente x., X skuna A,

Na primer, preslikavanje f : R— R dEflnlu”“; na slededi nadin

f {(x ix! ) /XLR} nije 1-1 preslikavanje jer je |xi = |-%x/ dok je
X # -X za sve realne brojeve, dok f = {(w tex) / _Ki.[ Z !&j}
Jeste nrelikavanje 1-1 skupa[fﬁ zah.skuD R svih reulnlh brojeva.
Definicija 6.

Preslikavanje f : A—=B je oreslikavanje A na skun B ako je svaki
elément'skupa B siika bar jédnog elementa sku»a A,

Preslikavanje f ={Kx,ex )'/XER}“nije'ﬁreslikavanje skuna R na skup

R jer naprimer -2 nema svo] original,

Definicija 7. | |

Presiikavanje f : A- A je vermutacija skups A ako je f 1-1 pres-
likavanje skupa A na skun A. Ako f joS ispunjava uslov f(x) =

za svaki element X akuna ﬁ onda £ zovemo identidko ﬁresllkavange

skupa A,

PDefinicija 8.
Preslikavanje £ : A—E je konstrntno preslikavanje skuna A u skun
B ako za sve elemente skuna A isvunjrva uslov : f{x) = b gde je

b neki fiksirani element iz B,
Primeri vreslilkavanlia, L
1) Niz skumna A je nreslikavanje f ¢ N—=A sku»na nrirodnih brojeva

u skun A, Ako ie necl onda f{n) oznadavamo sz X, i zovemo n-ti
&lan niza f. |
2) Red duZine n skuma A Jje nreslikavenje skura tl,Z,...,n} u A,

Obicno A zovemeo alfabot.
/1 2 ... n\

red f = {
\a. a. ... a/mznaﬁavﬂma iaa ...a .
S 3 4P N
“rimeri.
1 2 ’3 . . . . N " - wﬁv
ay £ = ( 113 u druge] oznaci x =1 Je re¢ duZfine tri
¥ o= 1. . .
Siin su slova gimboll : x, = 1.
;102 3 4 oY ’ ’

b} f {( 5 4+ x )J i1 (2+x) je red duzine pet.



L
e

=

Dirckian vroigsvod familije skunpva F {41 / i¢ Ig ic skun u

k.

nznacl rTA , 8vih wreslikavanja f : I-->A , gde Je A =1 Al
takvih da JC f( )¢ A, za svaki 1e 1. LQI
Na primer ako je I = 31 2, ..,n@ onda je ff'rTA +af ])
| 1 al AQe.. 2
= 34 r€c uZine n oga 1qnun3qva usiov 24 € ie I.
tj. £ = aja,. d k 1 A; T

Ranije smo def1n15111'fTA pomodu uredjenih n-torki. Mogli smo da
usvojimo i prethodno uv&denu definiciju. ' |

Definicija Q.
: . . n
QOveracija duzine n skuna A je preslikavanje skuma 4 u skun A,

nrimeri. .
. |
1) {(X,KE) / xeR} , {(X;exﬁ / x&Ptgjesu operacije duZine 1 skupa

realnih brojeva, Ove oneracije smo mogli omisati i pomodu jedna-
kosti ¢ ¥y = x , ?.='ex kao $to se inade lesto &ini, -
2) Neka je A =/1,2,3/ i neka je # slede®i skuv :
% = {((1,1),2),((2,2),3),((1,3),3), ((2,1),1),({2,2),2),
((2,3),1),((3,1),3),((3,2),2),((3,5), 1)} .

Ovaj skun je preslikavanje skuva A u skuv A, odnosno % je operaci-
ja duzine 2 (binarna) skuna A, B sludaju binarne omeracije bilo
kog skuna A uobidajeno je da se umesto f(xq,%x,) =y {original
(xlsz) . slika'y , X1,%X9:4 ) pide %X f x=y. U ovom primeru
imamo prema tome 1X 1 = 2 , T x2 =-3, x5 =3, 21 = 1,

2x2 =2 ,2x% =1, 3%l =3, 3%2 = 2,

3 x% = 1, 8to se jo§ preglednije orikazuje

pomoéu’tzv. Cayley-eve tablice te operacije : x|1 2 5
S1idno se ma kojoj binarncj operaciji 112 3 3
na nekom konadnom skuvu, dodeljuje izvesna % % g %
Cayley-eva tablica Ciji karakteristican m£u  N QLL“
detal ] navodimo :
‘ 2 Y X f?#u

3) Skumn {((xlﬂxzixg), Z5~ 12+‘x5/ xl,xz,x§53} je operacija
duzine tri skupz R realnih brojeva, MoZemo redi da nju odredjuje

¢
brazac = ¥, o= 2t X
© y 1T 2T 3

Proizved presiikavanjiz.

Neka je T mreslikavanjé skunra A u skun B a g vreclivavanje skuna
B u skup C, u oznnci I A B, g :+ B=C

Proizvod nre%likavaﬂja f sa »reslilavanjem g je rreslikavanje
skuna A u skup C odredieno na slededi nacin

original ¥ ~ slika (f)g. Inade ovako definis: no nresii ‘kavenge
oznadavamno fg (zovenc ga i desni ?roizvod) i pigsemo x(fg) =(xf)g.
Primeri " |

b33 5518 -2




-.-. f X | .. "j}f. ;,I' X : .
T =77 | o= p =]
2) i8in Kj Xe R " {cos 1} %&£ R re o= icos(sinx); xR

- #!KX \ .- : __1"’ X "'l.. {F :r{ /
3) 1 fi;fx,i x¢R ~io) 5_'{x_1f xcR £ zilgx,l}’ x ¢ R\{O}

L
LN

Levi proirved nresliltavanja g s=a preslikavanjem f je po definici-
ji desni proigvod f sa g. Ozna&ﬁﬂano gz sa gof.

hakle gef = fg. | | |

U sluddju levog ~roizvoda miZe se : {(gof)(x) = g(f(x)).

Levi nroizveod ima sledeca svojstva | |

1) he{gef) =”(heg)of | |

2) ¥eka £ : A-B, g : B=C i h = gof.

Tada vasi | - |

a) Ako'je h preslikavanje Skupé A na skun C tada je g nreslika -
vanje skuna B na skuo o, |

b) Akco je h 1-1 preslikavanje skuna A u skup C tada je £ 1-1
preslikavanje skupa A u skup B.

3) £ : A+B je "1-1" i "na" preslikavanje skuna A u skun B
postoje preslivavanja g : B»A 1 h: B-A takva da su proigzvodi

L

gof i foh identilka oreslikavanja redom skupa A i B.

Inverzne grane presiikavanja i dnvergne funkcije.

Definicijia 10, -
= x ¥,
Neka je 8 neprazan skup i f : P(S)—> S gde je P(S) skup svih

nepraznih podskuvova skupa S. Tada f zovemo funkeija izbora ako

ispunjava uslov : A ¢ ﬁ(S)-e~ Af & A (%)

Primeri. . L _ | o £ _

1) § = 51,253;{ f = ({1} {2} ?;3} {192§ ilﬁj’ {293; {1,2,3})
w1

2 P, 1 p 2 P

je jedna funkcija igbora. -
Med jutim, 1 »reslikavanje f definisano na slede”i nadin

) {’;_15, (20 3% {1,2) (1,25 (2,3 {1,2,3}J

i =

NL 2 p 2 1 3 >

ispunjava uslov (%) vwa je 1 f funkcija icktora, Jasno Jje da u
ovom slucaju to nisu jedine mogudnosti.
2) Ako je N skun evih »rircdnih brojevs, N je dobro uredjen u
odnosu na relacijun £, pa ta osobina omogurava slede?u definiciju
funkecije izbora 1 : Meaﬁ?ﬁ) . uf Y pin M
Postavlja se mifanje dalil svaki newrazan skup ima fun'cciju
izboran. Za mrevtrojlve stunove odgovor je notvrdan, jer se jedna
takva funkeija uvek moZe definisati kaec u srimeru 2). Medjutim
kod realnin brojeva ne znamo algoritam za wonstrukeiju funkel je

izbora f.. U tenriji skunovs se u mnogim teoremama koristi

—_—— ..



pretpostavka o eksistenciji funkcije izbora n»nroizvelnog skuva 3,
odnosno koristi aksioma izbora :

Za svaki neprazan cskup 35 postoji funkcija izbora T.

I1i u drugoj formulaciji : |

Ako je A skuvw medjusobno disjunktnih nevnragnih skupova, onda

" postoji skup B koji sadrZi po tadno jedan element tih nenraznih
skuoova. | |
Korisdenjem te aksiome u matematici Cesto dokazujemo eggistenciju
izvesnih objekata ali »ri tom ne znamo dali nostojil algoritam za
njihovu konstrikeiju. |

Ona je ekvivalentna sa Zornovom lemom, Haussdorfovom teoremom i
jo3 nekim iskazima o Zemu de biti redi kasni je.

Neka je f : A—=B . U skupu A defini$emo relaciju ~~ na slededi
nat¢in : xX,y€A, T~y rfET xf = yf . ¥enosredno se'dokazuje
da Jje ~v relacija ekvivalencije skupa A, bpa njoj, na oSnOVI
osobine proizvoljne relacije ekvivalencije, odgovara razbijanje
skupa A na neorazne disjunktne podskunove (klase ekvivalencije).
7naci da nreslivavanjenm f svi elementi iz klase Cx imaju istu
sliku, u ocznaci xf.

Definicija 11.

Inverzna grana'nreslikavanja f + A—-B je vreslivavanje g : Af— A

koje ima sledela svojstv.o : (xg)f = x {( x<€<Af )
Pvrdjenje. Svako nreslikavanje ima bar Jjednu inverznu granu,

Ovo sledi iz a%siome izhora,.

Frimerd, 123 45\ b oc
1) Ako je f = (a b g o bJ inverzne grane su & FLl 2 4)
ja bc 8 b ¢\ - ;a b oen

s =lse) & {504 &- (35 ) .
2) Ako je f wreslikavanje definisano na slededi nacin : f ( &ER
jedna inverzna grana je : g = :;- gjii% . \
ove 1invergne grane_definisane su sledeégm formulom: g =// (x) *UX) y
gde je {(x)¢ {1,-1¢ , odnosno & : R'\{0} — /-1,1} AN Rf'
bilc koje preslikavanje. |
3) f = (ginx) " jedna grana tog mreslikavanja je g /f * }
koje zadgvoljaﬁa uslov arcsina = y < siny = a 1 E' Ve J%arccosx

Ako je £ ¢+ A— DB 1-1 n»recglikavanje skuna 4 u skunB Dnda sy klase
ekvivalencije u odnesu na napred definisaru relaciju ~ , Jjedno-
dlane , ma nostoji samo jedna inverzna grena nreslikavanja £, koju

u tom slulaju zovemo inverzna funkcija {nresi 1havange) i oznadava-

—l

mo f . Dakle inverzna funkcija je definisana samo za 1-1 nresli-

kavan ja.
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Zadaci,

1)

2)

4)

5)

o)

7)

Ako je ACX 1 BCY dokazati da je :
a) AxBC XxY

b) (Xx¥) N (axB) = [(X)xY] U [Xx(1\B)]
Ako je AC X, BLY, CcX, DY, dokazati da vazi
) {(AxB) n {CcxD) = (& ) (B~ D)

b) (AxB) o (CxD) = {AvC)x(BY D)
Nagi kontranrimer u kome nevazi jedné%sot u b,
Ako - f ¢+ XY 1 AZX 1 B X onda vasgi
a} T(av B)Y = f(A) v £(B)
n)y f{(AB) <. £(A)/f(B)
U slufaju b) ne vazi obrnute inkluzija Sto se vidi iz slededeg
primera ; X :ia,b} , Y ={y; 4 A = {a} . B = {b} if X=X
definisano nomo™u , f = (?_;) tada je f(ANB) = £(f) = ﬁ

| | | - £ (a0 £(B) Y
Neka je £ : . X—Y i A,BcY . Oznadimo sa f(A) slededi skum
{3;X / T{x)« A} (f nije ovde oznaka za inverznu funkciju,

H

d

jer nigde nije vretnostavljenc da je £ 1-1 mreslikavanje).
Dokazati da vaéi

2) flAB) = £(A) F(B)

b) £(AnB) = £{A)/7 £(B)

c) £(aNB) = fla)\ £(B). |

f: XY, ge Y4 , A_X 1 C-Y tada vazi

a) (gof)(a) = g(f(a))

b) {(gof){C) =f7(g7(C))

f: X~Y , A<X , BcY ., Dokazali

a) £UF(aA)) > A

b) f(£(B))2 B

¢} (X~ 4a) > £(X) ~ £(A)

d) £(Y~NB) = X Nf(B)

e) f(A+fB) = f(A)"B gde su £(A) 1 £ (%) oznake za skunove
£(a) Tt/ oxenl o, £7B) = Jx-X / £(x)¢B}

AKo Jje X dafi sku™ a_ﬂi;X,'ﬁreslikavénje kf; ¥+-R (R skup

realnih brojeva) definisano vomolu : X (x] 'ﬁ?% g: il%\ﬁ

zovemno ¥Xarakteristiéna funkcija skupa A-, |

Dokazati da vazi

a) o, (x) = L (x)X(x)

D)X, Ax)s Lo(x) v K(x) - () A(x)
Ay, . o= el - 0 )



FETACIJE

1). Ako za svakl elemant x iz sku»na M postrji samo jedna od
mogudénosti : a) x jeste u relsciji 7
b) x nije u relaciji . f
tada demo kagzati da je u skupu W deflnls ina relacija »F
dugine 1.
Primer.1

U skupu vrirodnih trojeva N, svaki od brejeva 3,6,9,12,...,35n,..
jeste u relacijl ¢ , koja u ovom slucaju oznalava svojistvo :
"biti deljiv sa 3", dok ostali prirodni brojevi nisu u relaciji,
Primer. 2

U skunu onrirodnih brojeva N inté@etir&jmo relacijutf duZine 1
kao :" biti prost broj". Tada je svrki od brojeva 2,3,5,7,11,...
itd. u relaciji ¢ , dok recimo, nijedan od brojeva 1,4,6,8,10,..

nije u relaciji L |

Analogno u ne»raznom skupu i definisemo relaciju ¢ duzine 2 ako
avaki uredjen var (x,vy) iz MxM=M postoii oamo jedna od mogudnosti:
a) X,y tim redom jesu u relaciji P ‘

b) x,y tim redom nisu u relaciji if

Primer. % - | ,

Neka je M skup svih pravih u Euklidskom nrostoru R 1 neka relacija
P duZine 2 u M bude :"prave s ortogonalne" | |

Primer.4

ra

U skupu Z celih brojeva kazademo da je var fx v) u relaciji ¥
ako i samo ako je X -y = ck gde je k iz 2 VfJ.]sSlrsmceo broj.
(ova relacija'se zove kongruencija mo modulu c. Umesto Xy
piZemoc i x=y (moAd c¢). |

Primer, 5 .

U skunu R realnih brcjevas mozZemo da definiSemo na sledeci nastin
relacjiu tP : X,v¥ tim redom jesu u relaeiji‘?_é“d i samo zko

x4y . Ta%o su slededi narovi u relaciji (*: (2,%),(3,3),(4/7,1),.
dok parovi (5,2),(-2,-7/3),.. nisu u relaciiji .

Relaciju du?ine ? obi#no nazivamo binarna relacija,

Za orimere 1 1 2 karakteristiéno je dali ne¥i elemest "jeste u
relaciji ¢" 111 "nije u relaciji ", Analogno smo u nrimerima
5,4,5, posmatrali dali parcvi "jesu u relacijif:" 111 "nisu u
relaciji ¢". ;
Analognim postupkon toZemo uondtiti nojam relacije definisane u
neicom srupu i talc dolazimo do onsSte definicije relacli je,
2). Definicija 1, |
Relacija ¢ duZine n skupa M'je svako preslikavanje skuna LAY

J

skup {7’1_iﬂ_}



: . . o4 _.f ¥
eka je A T, J"’T
b -
: = 5
ako je : ¢ (Xﬂgxi,a..,ﬁ ) = T onda kz%ero X 3Ky 009Xy,

tim redom Jequ u relaciji ¢, a ako je (X ,,Xg,...,%,)

S

onda kaZemo xﬁ,xg,...,xn tim redowm nisu v relaciji j© .
Za n =1 kazemo samo "X Jjeste u relacii 1_f” ili "x nije u rela-
ciji fr".
Ako je n = 2 oblino kazerio X4 je u relaciji ¢ sa x, i miSemo X,{’X.
Hi.21 G ”

Relacija duZzinem& proisvolnom skupu M su simboli FVL .

Navnomena, Intuitivno opisana relacija je karakterisana {odredjena)

poznavanjem skupa svih x koji jesu u relacijii. To =mruza mogucnost

da se uvede sledeta definicija relacije,

Relacijukf'duiine n u skupu M moZemo definisati i kao ne¥ki

‘podskun skuoa M7, tj. ¢ cM”

U primeru 1 eleranti izwnodskuna %,6,9,..,3n,.. Jesu u relaciji
§ , dok elemanti koji nisu u tom podskunu nisu u relaciji ¢ ,

Ako tako uvedemo relaciju £ onds prouéavapje relacija u nekom
1skupu§n¢ odva jamo od ﬁroucdvanga nodskuncva toga slkupa, Snecijalno
-moiemo govoriti o ukljucivanju relacije jﬂ ‘i N I*zatlm 0
preseku, unijl relacija itd. f

Neka . j= Jﬁ binarna re¢lacija definisana u mnoétvu M. Onda je:

a) refleksivna, ake je za svako Xell | x£x

.} .
b) tranzitivna, ako iz xpy i yj’z sledi x ¢z

¢) simetriéna , ao iz x ¢y sledl y °x

R

d) anti-simetrilna, avo iz xfy 1 yprx sledd x =y

3). U ovom “elu obradjujemo one binarne re19013e ko je moseduju
neke od mrethodne navedenih osobina.

~

 HBinarna- relacija skunf Il v oznaci -~ Jeste relaclia ekvivalenclje

a¥vo je : retleksivna, simetridna i tranzitivna,

U nrimeru 4 je definis na Jedna relacija ekvivalsnciie,

T sktunu M u ¥%ome je cefinisana relacila evvivalenclle ~ uvodinmoe
i nojam klasge ekvivalencilje elementa x. To je g8khumn , u oznaci
Cx , &vih elementia y:ii, skuna ¥, ta-vih d= Je x-y .

Stav_1. - ;
Ako su x 1 y »roizvolri elemen'i svuna i, ctnfa x 'y==» Ox = C(y

o

dokag: Zaista, ako Je x -y, tads z= nrolcvelno z¢Cx , po defini-

ciji klase Cx , #ledl da je z vx, zbee osgoblne 5 , iz z2+«X 1
x~y fleddl z~y, 2 jﬁ zbor 2 3 definicije Cy , #¢2v, Analogno
se dekazuje a%o z-iy , tada z:0x, va je ra osnovu definicije
iednakostl slupova Ox = Gy ‘

Obrnuto, ake Jje 0x = Ty , tada y-Ov -re o c8obing 1, o velx,

Ti, X~ Y.

o



Stav 2.
Klase elvivalencije Cx 1 Cy sbuva ¥ u odnziu na rekciju ekviva-~

lencije ~ 111 se moklanaju il: su disjunkine,

dokaz: Ako su klase (x i Cv bez zajednid¥kik elemenats stav je
dokagan. Ako.nije tako onda neka Jje z njihov zajednicki element
tj. 2¢Cx 1 z#iy, pa je no definicﬁi klase ewvivalencilje Xr~'2 1
yng . Odatle zbop 2 1 3 sledi da je Xevy ., Prema stavu 1, jJe

Cx = Cy. Dakle ako llase Cx i Cy imaju bar jedan zajedni*ki
element tada se one moZlavaju.

Skup ¢1ji su elementi klase ekvivalencije zove ge k~1iénik skunv,
Simbolitki : i/ = {Cx / xeM}

Prema definiciji 2, stavu 1,2 elementi Cx skuna M/ poseduju

sledela svojstva :

~a)  Nijeds=n vpodskup Cx nije prazan, |

b) RazliZitl modnitvoc~i su bez zajednidkih elementa,

¢} Unija svih podskupova Cx je sun .

Zbog ovih osobina skuva M/~ kaZemo da je to razbiianje skupa M

U primeru 4 klase cevvivalencije su slededi skunovi

Co = {ek, keZf, 1 = foktl, ¥eB,f... , Ck-1 = {ck+(c—1), keg}
Tako dobijamo d=z jJe a,N = J Co, Cl,...,&k-lf |
Stav 3. ‘

Svako razbijanje P skupa M odredjuje u skupu F izvesnu relaciju
ekvivalencije «J , |
dokaz. ©Stvarnc, ao za X,y¢M stavimo da je x~y , tada 1 samo
tada a0 x 1 y »rinacdaju isto] klaei razhijanja P, onda u skupu
M dobijamo binarnu relaciju ~ za koju se ncoosredno dokazuje da
ispunjava sve definisane zahteve relacije,ekvivélencije. |
Druzi Teows vazza tin binarne relacije je relacija
delimidnog noretka ili relacija moretka,

Definicis:- 5,

“Binarnas.relacija ¢ sleiina M de relacija moretha ato je ¢

refleksivna, trenzitivna 1 antisimetricna,

7a relaciju moletka fHecto se koristi i oznats £, Ako su X,y € U
i-X4Y, tada u cavienossi cd situ iwcije , to femo ¢itati

X Je manje 111 Jedniko ¥, X se s=a drz uy, X prethodi y. Ako Je
x<y 1 % v pisacene x<y . <. nije relacija moretka, Bto se
nevosredro Proverave., | |

~Parcijalne vredjen sisten (37,<) &ija su =svaka dva elementa

y

uporediva, zZovemo Line2rno { MouHuno ) yredjen sistem 111 lanac.

- Flementi skups 1T &1 upiredivi ako je x {y ili v {X.

- Tinearno uredjen skun 11i lanac je onaj £¥un u kKonme s%kvaka dva
!

elementa unorediva,



-1 -

Neka je ¥. skup i £ ﬂjeg va relacija noretl=, Tada (*1, £) zoveno
parcijalno uredjen sister.. Ako je (M, <) marciialno uredjen sisten

onda kaZemo i : skun B je parcijalno uredjen relacijom £ .

U primeru 5 je definicani Jedna relacija poret¥a . Tako uredjen
skup R je 1 lanac,

Primer 6.

Skup prirodnih brojeva moZemo urediti delimivne ( ali ne i linear-

—

no) slededom relacijom £ ¢ a<b tada i samo tada ako je b
deljivo sa = bez ostatka.
Ako postoji obostrano jednoznacno prelikavanje f uredjenog skupa

(Hf,ﬁ_) na ured jen sistem (M, %), takvo da je za X,;yelM,
Kéffy' - 1f-;_;j,rf
tada kaZemo da je f jedan igomorfizam izmedju (M,, <) i (11, 5 £,) 5

2 da su skunovi izomorini s obzirom n= svoju relaciju noretka,
Kada nas , u skunovinz, samo noredak interesuje , tada moZemo
identifikovati izomocrfne skunove u odnosu na noredak,

Ka¥e o da se delimidno ured jen sistem I izomorfno potana u delimi-

¢no uredjen sistem N zko je M izomorfan nekom »odsku~u N° skupa .
Fri tom je relacija deliwilnog uredjenja u N inducirana relaci-
jom delimilnog uredjenja u N .

Sstav 4.
Svaki delimi&no uredijen sistem M izomorfno se notavna u partitivni
skup P(N) nekog swuna N koji je delimidno uredjen relacijom

inkluzije skunova.

dokaz: Neka je skup N bas sam }i. Preslikavanije f : M —>P(M) defi-
niéemo na slededi nadin. Za svako a iz M neka je '
£ {: [x_/ X{ﬁl} = A "

Ako je a, bée M 1 A, 3 odgovarajuci nodskunovi { elementi skupa
P(i1)) Aobijeni nreslivavanjem f, tada iz finjernice da je A = B,
sledl 2<% b<a , C datle zakljus¥jemo d= je a2 = b, tJ, nresli-
ravanje © je 1-1., He"a je dalje a<b , tada zbo K¢ - dobijamo da
je x<b tj. f(a). £(t). Gbrnuto o je A =7 tada Jje a<¢B na prema
tome kako Jje definisano £ =2ledli a<b PosSto 1 odrZava voredak,
gstav je u celinil doliizan.

4) . Operacije sa relacijama, | | _ )

Uvodimo sledggéeneracije @V, A=, LS T, ;J v

ga sku»nom relacija [k definisaznibh u skunu . Cheracijie A,V ﬂé;@%
su hinarne, dok su orer=ciie J :;' “Junarne (tj. dufine 1 ),

Definiciia 4.

Neka su (X, ,Xy5 009X, (v, ,e0a,y ) dve relacide defind-
I

i
wr N s . g /. 4 :
sane u skupu ¥ duZine m 1 n., ‘{m,n’> 1), Tada ¢
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"C{(Kr; :X;;;:v-ﬂ-:xn) 1% ;'3{.3’! 2L ’“"-Y*‘h) = d’j(}[r:}{g:u--s]{nﬁm ryg!a'*iyrq)
_f’/{(x;-_ﬁx‘gzc-v:x,-;)’/\ /-’Ji {3’—, 1Y, r---:f}rm) :3{&(3{1 '}};,‘.ﬁ:!"'fXH'I‘Yf'IY;fFlIi!ym-)
(U'ﬁfxﬂ,Xp,a..,xﬁ}:ﬁ/ﬁ(g-,x?,f:.fmh) :5;tx!,xg,,.,,xh,y,,yﬁ,...,ﬁh}
Ay 3 Kyoen s X )62 AU, 3Tg snensVag) =K X000 00y X 0] 4g 0000 sTp)
Toy (X, 5% g5 0005%,) :f%ixf,x{,...,xn) S
gde.su_ 5; JZ, X}; ¥ 5}_ relacije skuna M definisane Jednakos-
tims = _

A‘—(X‘:a _1;?”“.‘}‘:;1?3’;}:---: ;:1) = o{(i{l,}{l :-"53{;1)\" ﬂ(y-?"lliyf:?)
_. a"(}{! 5 {,,“.,K}”,Yl,),-u-g ,3,1) = G‘f(xjsx‘es---!}{;;)/l /6 (,Y: r!.aiy:ﬁ)
‘ - : . A
(QJ;%(xf,xg,..,ﬁxm,xi,,..,yé) = ﬁ?(xﬂ,xé,...,x%)=$jﬁ($’,...,y&)
(X‘;?Xé,,c.,}{:,,_;,...,Vr;) = \T{(X; ernw--:xa‘?)\;-v-‘/ﬁ(yi lltoiff;;,)

¥ (5 Xy sy xl) = 7] X0, 00 sxh) |
711 tome su x’-, 3; elementi skupa h 1nterpretaclae ites! x@,'%-.
UL) ANV, =, =>, 1, . jesu zneci novouvedenih oneracija
med ju relacijan,do% su simboli navedeni u (2) znaci eneracija
algebre (7,4 ). ' |

Primer 7.

Heksa su v skunu nriraﬁnih brojeva N definisane relacije ¢ &
du%ine % i 4 dufire 2 na slededi nadin :

ot (X,57.2) = | &>  2x+5y+z je paran brgg

ﬁE(K,F) = 7 = x+4y je votmun kvadrat.
Ma osnovu toga kako smo definisali relacije JL 3‘ J; 1;5;’
imamo da je : _?(1 2,%)= (1,2 3)V/5 (1,2) = T“ = T

7(1,2,3) = e0(1,2,3) A @(1,2)  =LAT = L
r' (1,6,2) =o(1,3, 2):’1/@( .6 =TAT =T

( ,1,1) =«(5,1,1)- /6(5 1) =T=7=17T
?f:(:.;fi-,ﬁf‘ =7(2,4,3)eH2,4) =dei=T

${3,2,2) ={3,2,2) = 77 = L
Jko je 3{x,7,3) = (A (x,z,2)8 o (y,v,v)) =08,y VA(x,y,¥))
tada o na primer:

§(4,2,3) = (X(4,3,3)Ax(2,2,2)) = (£ (4,2)¥((4,2,2)) =

= (TAT ) = (LvT) =T=1=T
U skupu {T;L} uvedimo relaciju poretka 4 tako da je _L-é;r;
Neka su '

min fi7  min t*’J}' min Jj Tf max _Lf max

) . el
7 f
{77 ymax J L, 7
dogovorenc oznake redonm z= Y A S S

! L

Definiciia 5.

4 ———— . A i e T T s P —

Hele je o {3, ,X%, ﬁﬁd,xq) relacija sku»a I gija je duZina n, gde

i'ﬁ?
‘e x odedns od wremenliivih Xi 3XgyewasXys tada je:

o -

{jﬁﬂ.ﬂ(i,:xj;ﬁ..,iﬁ} = mAax :y(xi,y¢,...,x Yy / X¢M‘*

/) L::{{f:l,?:{,_.ls,...,:{”) = min j?_/(xf, “1,...,}{”) / Xc-'-l‘;*}h
. L -
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Kadd X nlge chna ¢d rromenljivih Xy geeeX s dogovorne uzimamo:

'''''

( ’}{)a‘ (K; 3 Xgr o0 Xy ) = oi(x, 9% 900 :th

( )i%(x,,xig...,xh; :5f(KV’K2?"r?Kn)
Primer 8,

Neka je of binarna relacija.skupa vrirodnih brojeva za ko ju:
N c%(x,y) =-7Ex&;_ 2x~-%y = 5 |
Tada zZA re1a01ge « /5 definisane Jjednakostima
/3(3’) F)x(x,y) , & (x,5) = (Fx)or (x,y) =52(x,x) 1imame:

f3) = Goe(x,3) = T |

pla) =L pg(6) =L B |

1 (3,4) = (VX)) X(x,4) =x(4,4) = d=L=T |
(x) & (x,3)=>(1,1) = 1l=>1=T Gperac, %

. - " - ' » » ol - e d '
U swunu binsrnih relacija F definisanih nz skunu M (# £) uvedime

—
l-..-J
il
WM
—
I

koju zoveme vroizvod binarnih relacija, Ako su [ i 5 dve -

binarne relacije u skuou M njihov vroizveod je binnrna relacija
‘Ejzquﬁ G u M gsaglasna tonme fC*(x,y) =T za x,y ¢ ¥ tada
i samo tada ako nostoji element z¢ M  takaw da j65ﬁ(x,zj =T
i 5 (z,y) = T . 1Ili simbolidki :
(CGy) =7 xyeM) &=  Jollzein ¢lx,z) =T4¥z,y) =T)
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_USLOVI SIINIMALNOSTI

~ Zlemeny i del imicne uredjenog skuvna M

minimalni element

J€
‘toga skupa 2ko u M nema ni jednog elementa x takvog da Jje x<a ,
e
<L o =

(111 : 2 je minimalan element <= (x<£ = a). Dualno se

ey
cefiniiSe meximalni element.)

Hanrimer u cistern (P K E) jedini minimalni element je nrazgan skup.
i 2 l:}"l.f
U slzupu qvih nepraznih podsbuua skuna X minimalni elementi su

svi jeaaollani pod_skunovi od X.

Medjusim sistem (Z,4-) gde je 2 skuvn celih brojeva nema minimalnog
clementa, |

Pojam minimalnog elemenfa'se koristi za definisanje Xlase deli-
mi&no uﬂedgen+h skunova, kDJl zudovolgavmgu sledede medju sobom
ekvivalentne uslove ) '

‘Uslov minimalnosti -Min,

Svakl nevwrazan vodskun N nekos delimi*no uredjenog skuma M ima
bar Jedan svo] minimalni element.

Usglow prekida opadajudih lanasca, =P.

T L. SEEELTECEIC L TN, W L R ) o —

Svaki sirogo omadajuéi lanac elemenata delimicne uredjenog
1 7 u -
skupa I ¢ asa,yava > D - P |
vy akida se na konadnom medu ., Drugim redima 2,2 aijaa-ﬁi..JZaHE .
Dogt.oll wagay indeks n, take da je a, = 2T e
_ i |
Uslov induktivnosti- Ind.

- b Fmar ol T ]

571 elementl narcijzalno uredjenogs skuna M imaju neko gvojstvo
. o

AR U B

1) Yo svojistvo imaju svi minimalni elemsnti tosa skuva (ako
nostojc !, | 1

2) Iz valeni~ tog svojstva za sve elemsmte koiji su manji od
nekogalenenta o mofe se i zvestl veZenje tog svojstva za sam
elemeﬁt .

Dekez ekvivalentnozti ovih iskaza izvodimo mo ovo]j Semi :

Pliin = Inad == P == Liin
2} Iz valoTw minimzlnosti sledi uslov induktivnosti,

Neks su z& nekl delimiéno uredjen sku» ¥ isvunjeni : slov Iin

i neka s zo neko svVollIvo é?_ismunjene indukcijSEE‘hlﬁoteze-l i 2,
Trebe do dokaZemo da svaki element ima svojstvo [ . "
Pretnostavimo sunrdtno, tj. da mestoji nenrazan skun S M eleme-
nata koji seraiv svoistvo £ . Po uslovu minimalnosti skun S

. ! .
ima minimainih elewmenata, Neka Jje a jedan o tih elemenata,
Flem=nt 2 nemose de vude minimalni elemant skuna ' »rema BIVo]

Mipoteni vaslova Ind, poSto svi elementi koji su strogo manji
o€ a imzju -svojstvo S . Fo drugoj hipotezi usleva Ind. 1 sam
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elenent a mora da svojisivo 15'. Tako sno dngli do nrotivrednosti,
b) Iz uslova Ind. sledi uslov 2,

Neka je M delimic¢no uredjen skup koji zadovoliava uslov Ind,
Primenimo uslov Ind. na svojstvo /£ koje je definisano na sle-
dedi nadin: element a I ima svojstvo & 2ako se gvi opadajudi
nizovi kKoji pocimju sa a , prekidaju na wornafrom mestu.

1) svoejstvo é; poseduju 8vi minimalni elementi ako mostoje

(langc se tada nrekida na prvom mestu)

2) neka svi elementi Xkoji su strogo manji od a imaju svojstvo £ .
To znaci da se svaki lanac koji modinje 34 7ilo kojim od tih
elemenata »rekida na konadnom mestu, Ta osobina ¥aZi i1 kada tim
lancima dodamo element a, tj. gvaki lanac koji nofinje sz elemen-
tom a n»rekida se na konadnom mestu, odnosno a ima svojstvo & .

Na osnovu uslova induktivnosti sledi da se svaki lanac prekida

na konadnom mestu a to je unravo uslov P,

¢) Iz uslova P sledi uslov Min.

Treba da dokafemo da svaki nevrazan —odskum g-una A koje Je
parcijalng uredjen, ima minimalni element, Pretpostavimec suprotno.
Neka vosto]jli nenrazan nodskup N skuna M koji nema minimalnih
elemenata. Po aksiomi ilzbora , iz svakog nevpraznogs podskuoa

skupa N moZemo izsbrati no Jedan element.

Obrazujemo niz a, (n = 1,2,..) na sledeci nadin : a¥o je %j

birajuda funkecija, neka je a, = EE(N)
e = W (4;) gde je
A, =J x/ x<a, 1 X€N}

kg Ko skﬁp N nema mirimalnih elemenaté, skun A je nenrazan za

gsvaki n, i na ova) nad¢in smo dobili beskonaZan sircgo omadajuci

lanac 3 2> By 583000 BT ..,

§to je sunrotne nrertpostavel da Je svaki strogo onadajucl lanac

konadan, | | |
Linearno uredjen skun koji isnunjava uslov minimalnosti je'£@£1{

uredjen skun. Nanrimer ( ¥ 6 &),

-Svaki podskup dobro uredjencg skuvna i swm'je dobro uredjen.

~Iz definicije dobro uredjencs skuna sledi éa on ima jedinstven

minimalni elements,

-1 dobro uredjenor ¢luru svakl elemant a ili je maksimalni elemerti-
111 ima svog newosred actmgnaslednika, Elemernt a mnoZe da nena

nenoer ednog’ prethednik:, *ao na »rimer u svuPw  1,%,5,7,..2,4,..
2 nema neposrednog prethodnika,
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FOREME BEVIVALENTNE AKSTOMI I7BORA

Ako je N podskun sku»na I parcijalno uredjenog relacijom mnoretka
tada za svaki element arfi koji zadovoljava uslov X% a za svaki
x ¢ N kaZemo da je fornja medjar tog skuona N, |

U skupu svih lanaca parcijalno uredjenog skuna M moze se uvesti
parcijalno uredjenje relacijom skunovne inkluzije. Maksimalne

elemente tog skuna, akc n~ostoje, nazivamo makgimalnim lancima.

& ' ) ] ..
Sledce Lteoreme su ekvivalentne aksiomi izbora :
Zermelova teorema,.

Svaki skup se moZe dobro urediti.
Haussdorfova teorema,

Svaki lanac delimicéno uredjenocg skuna sadrzi se u nekom maksimal-
nom lancu. | _
Teorema Zorn-furatovskog.

Ako sva”l lanac delimifno uredjencg &uva [ ima gornju medju

tada je svaki element skuna M marji (ili jednak) od newog
maksimalnog, | _ |
Navomena, To ne znatl da su svi elementi skuna M £  od nekog
fiksiranog elementa m (jer M mo¥e imati vide razli&itih maksimal-
nih elemenata). - | | -

Pre nego Sto dokaZemo e¢kvivalentnost ovih stavova i aksiome izbora
uvedimo jo$ neke pojmove kojil su motrebni za dokaz,

Ako je A neki dobro uredjen skup tada svaki Fodskup B skumna A

koji ima osobinu da uz svaki svoj elemenat sdrzi i sve one

elemente koji su manji od njega, zove se odgelak skuna A,

Skum svih eleﬁ%&ta ctrogo manjih od nekog eleﬁ%%a acd Jje »ravi
odsedak A’ (&' £ 4).
Ovem komstrukeljom =e iscrpljuju svi Pravi cdsecei.

Odsedak B se sasto]i iz svih elemenata strogemanjih od minimalnog
elementa razlike AN B, tj. definisan je tim elementom.
Dokaz,

a) Iz a%siome igbora siedi Zermelova teorenma,

Neka je M mroizvoljan skun, Prema aksiomi izbora , u svakom

r.epraznom podsltunu N skuna . mo¥emo da odredimo po jedan element
w (N) gde je ¥ birajuda funkcija. Ako »odskun A ima svojstva :

1) moZe se dobro ureciti nekom relacijom noretka

2) sva¥i element a/ A ima oklik a = PHN L), gde je A'p;avi

odsedak definisan elecmentom a, '

tada kazemo da je A istaknut podskun,

Istalnuti podskunovi u M nostoje, £ 2k je nanrimerfﬁUﬂ%.



he

Neka su A 1 B dva istaknuta »odskuna. A i B su dobro urecjeni ma

imaju najmanje elemente, redom

a, =WNA) =9@END) =Pa0)

w

v, =¥vEHNT ) = ¢(M)

3

Dakle : a_ = b_.
Uplime skum svih zajednidkih odeeéaka L skunova A 1 B takvih da
su elementi (Di,__) i (“ éﬁ) izomorfni.

Taj skup nije ﬂraz Zn jer #7(E} je takav odeedak.

Obelezime sa C uniju svih takvih zajednilkih odsedaka, C je
odsecak u svakom od skupova A 1 B i to najvedi ¥koji je zajedniCki
Ako se C ne wnoklana niﬁﬁédnim.oé rodskuﬁova AT HE, po definiciji
istaknutosﬂpo%toji element koji se najazi 1w A i u B i ohlika
je W (MNC), ta’™ da defini¥e odseXak C., Tada bi A i B imali
zajednicki odselzk veirl od € : ¢ = ¢'u {fﬂ ‘\G‘}koal oligledne
zadovoljava uslov (qf,éa) = (Cf ), a to Jje u mrotivredno-
sti sa definicij-m od=edka C, Dakle, gedan od istaknutih vodshu-
nova je odsedak drugoea.

Neka je 4 odselak od B. Pri tome se sistem (A ,fé) izomorfno
votapa u (B & < ).

Pg uslovu indukt1vposti koii je isnmunjen jer je B (T 2A) dobro
ured jen mwa isnunjava uglov minimalnostl ekvivalentan uslovu
induktivnosti, izlazi da su im uredjenja jednaka. ‘
Oznad¢imo sa . uniju svih istaknutih nodskupova sku-a H,

DokaZimo da je L istaknut podsku-,

Neka su a i b ma koja dva elemeeta iz L, kojli prinadaju redom
istaknutim podskunovima A 1 B, tada nrema nrethodnom dokazano,
sledi da »rinadaju velem od niih , narriner slunu A,

Neka je a4b . Kako se za svaka dva elementa iz T moZe naldi
istaknut ngdskuﬂ kome oni privadaju ( 1 koji je dobro uredjen)
oni su unoredivi va je I linearno uredjen skun, Svaki strogo
onadajudi lanac iz I ceo mrinada nekom isztaknubtom »odskhunu A<l
u kome se on na osnovu uslova P vrekida na kona®nom mestu,

Prema tome taj lanac se prekida na konacnom nmestu WCP skuru L,
ti. I Jje dobro uredjen skun, Za svaki acl nostoji nds'un A LT
tako da ach ori Yemu je a = W(MNA') . Tlonent a je i u L
takvog oblia ma Je T zaista istaknut nodswun,

Na kKraju dokagimo d~ Je T = M,

Pretpostaviio su rotnc, tj. Ga je ¥ £ T, na skun FNT nije nra-
zan., Posto Je T istakrut nodskun on je 1 odescéak koji Je

definisan elementom  (IINL). Tada le I Lﬂf% (N L novi

)J
igtaknut podskum %ojl ne vrinada L jer je vedi od I, A to je

nemogude na csnovu definicije istaknuteg nofskuna L,



Dakle MNTL = ¢ na se M 1 L nmoklanaju.
b) Iz Zermelove teoreme sledi Haussdorf-ova teorema,

Neka je M delimiéno uredjen skuo u kome je A proizvoljan lanac.
Ako je A = M stav neposredno sledi jer je tada A maksimalan lanac.
zato pretpostavimo da je MNA = B neprazan nodskun.

Po Zermelove] teoremi skup B se moZe dobro urediti, ali jJe to
uredjenje razli¢iteod narcijalnog uredjenja skuma B kao nodskuna
skupa M ., Neka Jje b minimalni element skunz B, Elemente skupa B
~delimo u dve klase 1 to tako da b prinada prvoj klasi ako je on
1w relaciji delimicnog =noretka sa svakim elaﬁentom lanca A, inade
je u drugoj klasi. AXs je b B proizvoljan elemenat tada ako smo
sve njegove prethodne ved modelili u klase stavimo b u »nrvu klasu
ako Je on unorediv sa svakim elementom lanca A i1 svakim njegovim
prethodnikom koji je u nrvo] klasi. U nrntivnom slucdaju b nrinada
drugoj klasi. Po3to je B dobro uredjen skup na osnovu uslova
induktivnosti sledi da svaki element skupa B na jednoznadan nacéin
pripada prvoj ili drugoed klasil. |

Skup elemenata lanca A L wrve klase oznacimo sa C. € je lanac u
M jer su svi elementl u njemu uporedivi, To je 1 maksimalni lanac
jer nijedan elemenat druge klase skuma B »rema konstrukei ji nije
uporediv ni sa jednim clientom skuwa €. Ovo ije uovravo tvrdjenje
Haussdorfove teoreme.

c) Iz Haussdorfove teoreme sledi teoreme Zorn-Kuratovskosg,

Neka je M takav parcijalno uredjen skup u kome svaki lanac ima
gornju medju, Ako j¢ 2 mroigvoljan elemenat skuvnza M, on je rada

i lanac, pa po Haussdorfovo} teoremi on se sadrZi u maksimalnom
lancu C. Po T ipftezi tenreme Zorn-Kuratovskos C ima gornju medju
¢, pPa je pnrema definiciji gornje medje a 4Lc¢, Ako ¢ 1rije maksimalni
element, tads 7ostoji ¢’ M takav da je c< c!

Prema definiciji gornjo medje X £ cza svaki xe C, a zbog toga je

'3 fi

i Xx<e, odrormo GVl Je vedi lanac od C, 2 to je u suvrotnosti
g8a tim da Je © maksimnlan lanac, Dakle , ¢ ne postoji, na e stav
dokarzar, ]

d) Iz teoreme Zorn-Kuratovskog sledi aksioma izbora,

Neka Jje dav nroizvoljan skun M, Uo&imo sve familije nevraznih
nodskupova skuva 4 . "al—ih da je na njinma mogude zadati birajuéu
funkciju. Takve familile (ostoje, jedna od njilih Jje na nvrimer
fanilija sastavijena of jedrnog nenraznog -odekuna. Skun svih
familija % koje odgcvaraju familijama S oznalimo sa @ . U skuou

L | Y ' 4 [ W F o . .
@ relaciji delimidncg voretla £ definidimo na sledecl nacin
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ako su v i/ dve furkcije iz skuna f zadanc redom Tamilijama

S i T, gde je ScT 1 na S se noklanaju, tada je P&,

Neka je [" neki ldHPC sastavljen od familija Y iz skuna B, koje
su zadane na familijama Sy . Na familji F = U/ S, deflnlsemo
funkeiju f k03a3¥oklapa na svakoj familiji Su,sa funk0130m Yo -
To je moguée jer je T unija familija S, fed i f je gonja
med ja 1ancaf“, va po teoremi Zornmﬁuratovskog, skup # ima maksi-
malnih elemenata; Neka je jedan od njih X , i neka je U famili-
ja podskupova na kojoj je ta funkecija zadana. Ako U ne sadr¥i
neki podskup A skupa M, tada na familiji Uva moZemo zadati- |
funkeiju %X, , strogo vedu od X koja se sa X poklapa na U, a u
Skupu A odredjuje jedan njegov element. No , ovo je protivrééno
sa tim da je X maksimalni element, pa familija U obuhvata sve
nevrazne nodskuvove skuna M, Znadi X je birajuda funkcija za

Citav skup M.
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UNTVERZALNE ALGEBRE

T. Prve definicije.Homomorfizmi, Kongruenciie.

1. Gruvoid.

Jedan od najvasni jih algebarskih poémova je pojam algebarske
operacije. To je pr?slikavaﬁje cblika Az A, gde jen = 1,2,...
i A neki skup. | |
Svaki skup na kome je definisana neka binarna overacija,slobodni-
je releno, naziva se grupoid, Grupoid se strogo definise kao
uredjen par (G,+) skupa G i1 binarne operacije + : Gqu . On se,
“prema tome,sastoji iz skupovnog i operacijskog dela. festo
(x,y)+, X,y G, obidno se pife x+yv .
Specijaini grupoidi se ﬁovu grupe, podgrupe,...
2. Univerzalne algebre.

Izmédju mnoglih delova teorije grupa i teorije vrstena postoji
paralelizam, Cesto je pogodno ne razmatrati grupe i prstene'odvoh
jeno ved graditi jedinstvenu teoriju ¥iji rezultati vrede i za
grupe 1 22 prstene. S tim ciljem je zavpocleno izutavanje vroigvol j-
nih algebarskih struktura, sa proizvoljnim brojem algebarskih
'operacija kojé'he mora ju obavezno biti binarnme. GolisnoOpisno
| redeno, skup G naziva sé universzalnom algebrom ako je u
njemu zadat neki skup 1L n-arnih o»eracija, pri cemu za razlidi-
te oneracije WEl_?lbrojevi n mogu biti kako ragliditi tako 1
jédnaki {n = 0,1,2,...). Ovaj skun moZe biti i beskonadan ~ nanri-
mer kod vektorskih prostora na d beskonaldnim nol Jjima nostoli jedna
binarna operacija, sabiranje, i beskonadan skuo unarnih opef&dija
mno¥enje elementima osnovnog polja. : o -
Specijalno, nularnom oneracijom skupa G nazivamo neki odredjeni
element skupa G. Prema tome, nularnih o=neracija moZe bhiti onoliko
koliko ima elemenata u skupu G. |
Univerzalna algebra ima skupovni deo G (skup G na %¥ome su defini-

sane igzvesne operacije), i operacijski deo (skuv izvesnih overaeci-

ja w; , kada i¢ I gde jc I neki pomodni skup indeksa).
U stvari , (G, QWL/ i-I} ) zoveme univerzalna algebra,

Prema nrethodnoﬁ definiciji u univerzalne algebre snadaju grupoidil
grupe, kvazi grume, prsteni, itd. Primetimo da grunu, kao univer-
zalnu algebru, moZemo nosmatrati na dva nadina: s jedne strane to
je skup s trima binarnim overacijama -"mnoZenje"i'"levo i desno
deljenje", s druge strane, to je skup s Jjednom nularnom operacijom
"jedinicom", jednom binarnom overacijom "mnoZenjem" 1 jednom
unarnom oneracijom .'MmalaZenje inverznog elemental'. Primetimo
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takodje da tela mezemo smatrati uneverzalnim algebrama samo akKo

u razmatranju donustimoe algebarske operaciije koje nisu definisane

ng ¢itavom osnovnom skupw, jer su takve levo 1 desno delaenge u

telu 1 nalazenge inverznog. elementa.

Neka je data undverzalna algebra G sa skuvdm oneracija f&. PﬁdSkuD

ACG nazivamo podalgebrom univerzalne algebre G, ako za svaku

n-arnu operaciju w: Sl iz ay,ap,...,a, A uvek sledi (aq,...,a,) "

i ako A sadriZi sve nularne omeracije algebre G.

Specijalni skudajevi ovog mojma su, odigledno, vpodgrupoid grupoida

podgrupa gruve, vodprsten »nrstena, Primetimo, takodje, da ako

preten R ima jedinicni element i posmatramo ga kao universzalnu

algebru Cija Je Jedra nularna overacija Jedinica, .. -tada su

nod algebre samo oni nodﬁrsteni nrstena R koji sadrize jedinicu

prestena R a ne ma koji podprstenl, ¢ak i ako ima ju sopstvenu

jedinicu. |

Lako se doka%e da je presek ma koga skupa vedalgebri universzalne

algebre G, ako nije nrazan, takodje podalgebra te zlgebhre,

Otuda sledi, da ako u univerzalnoj algebri G uzmemo proigvoljas

nepragan podskup M, tada postoji jednoznacno odredjena podalgebra
(11} ,minimalna medju podalgebrama koje sadrie M. To je presek svih

podalgebri iz G koje sadrfe M . (jedna od njih je i sama algebra

G). Ako je M: G kaZemo da je M skun generatornih elemenata

il

za G.

3. Hombmorfizmi. Kongruencije, Kolidnilke strukture.

Homomorfizmi. . )

Univerzalne algebre f{;’a = (4 , {wi/ iLIj) I i})‘= (B ,{wi/j&J})
(wi i wixsu cznake za neke oneracije skumova A, odnosno B)
nazivamo Jednakotlipnim ako postoji 1-1 1 "na" preslivavanje

f : I=J takvo da odgovarade opexacije W i Wé(i) imaju
jednake duZgne.
Definicija 1. . -
Ako su T = (4, Ewi / 1#15) i qﬁ = (B, / j¢ J}) dve jednako-

I

tipne univerzalne slgckhre 1 f Uresllkavaﬂje skuva A u skun B
takvo da je za svake dve odgovaraguoe oneracije w 1 w - univerzal-

nih algebri vy , odnosno A%  isvunjen uslov :
(X gy ey ® JW)T = (xFyx f, o0y x £)W za sve x,.. 0% €A
kazemo da je £ homs norfizam Jﬁ*u.ﬁg .

-Homomorfizam kojl je 1-1 i "na" nazivamo icomorfizam,

~Homomorfizam univerzalne algebre u sanu ¢¢bhe nazivamo endomorfi-

zall, .
~-Tzomerfizam univerzalne algebre na samu sebe nazivamo automorfi-

Zam,
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Primer

A1

(-f'ﬂ(“/f‘" ¥ ).

dva grunolda S operacijiama definisanim na slededi nadin -

Neka su kﬁ'i = (-:i"ulﬁizsﬂ%bl:bﬂ , 0 ) 1

c;ﬂ

© | aj 2p a3 by by :

a1l a3 & 8 by by | € |0

a3| 4y Az a8y by by RS S
b1| by by by by b 1S

b1j bp Py 02 03 by -

bz| by by by by by a3 ap 8z by bg)

18 gl ikavanic = o I i

Tada je preslikavanje f (:{ o ﬁ(yﬁ'fff jedan homomorfizam

grupoida ;; u grupoid ¥
o

7

Kongruencije univerrzalnih algebri,

Definiclija 2.

1 = -.;??I —_— {
Neka je L= (A, {ml 1o 1}
oneracija duZine n, KaZemo da je relacija ckvivalencilje

) univerzalna lagebra i w jedna njena

skupa A saglasna s omeracijom w ako iz

X, ~s Y, ' S

S T . B : .
Ve 81edi (X, Kps e X IW a0 (T Vo, ey ¥ W
1772 n 1772 n
j{__f'uy_ . -
Fi '

Ako jJe saglasna sa svakon 0per3c130m univerzalne algebre
kaZemo da je ru kongruencija univerzalne algebre .

Primerl :

1) Neka je (Z,+,.) preten celih brojeva i ~ relacija skupa 2

definisana na sleded¢i nadin : N

| Xy ako Jjc .sgnx = sgny

Lak%o ge vidi da Jo -7 relacijs ekvivalencije skuva 7 koja Je.
saglasna s omeracijom . ; a nije éaglasna S cveracijom +. Z4a
senigruou (%,.) je -+ kongruencija. | |
2) 2a prsten CEllﬂ bru]FVﬂ 38 relacija - mod m y, definisana na

SlCdGCl nacin

X=% (\nlUd I'fl.) R 1\ Z)(Zﬁz.ﬁ (}r_._‘{ = I']_Z:})
Kongruencija, jer e adglﬁsna sa obe onewa013e + 1 .

2z y (mod m) | .  x+z = y+u (mod )

W

z =1u (med m) X.2 = y,u {mod m)
%5) Neka je I :fa?h} i W = {a,b,ab,ba,aa,..,,bab,...} skun redi
s1 simbolina 2 i b, U skun W uvedirio omneraciju “donisivanje",
u oznaci ., na gicdedi nadin
W =W = WL W : W Wo O W
1772 172 : i+ "2 "
Tako debijamc semigrunu (W, . ) . JFedna njcna wongrucncija je

relacija v , definisana na slededi nalin:
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Wy N W ako je d(w, ) :-d(wg) (tj. ako re¢i w, 1 W, imaju

jednake duZine ). "

Siedede relacije su takodje kongruencije semigruve (W,,):

) Wy oo Wy ako je d(wl)zid(w ) (mod m)

b) LV ako je broj a-ova u redi w 1%, paran.

) Wo Wy ako se iz w, mofe dobiti w, kona&non nrimenon
zakona Xy = yx { gde su x i v elementi skupa W.

4) Ako u skuou W = {a,b,ab,aa,ba,bb}- uvedemo oneraciju "dovisi-

vanje sa skradivanjem na duZinu dva", u ognaci ., , dobijamo

grunoid (W,,)

a b 28 ab ba bb

g asa ab aa aa ab. ab
b ba bb ba ha bb bb
aa{ as aa as a8 aa  aa

ab| ab ab ab ab ab ab
bai ba ba  ba ba ba ba
bb| bb bb bb jo)e bh bb
Relacija ~n» , definicana na slededi nadin
wy W, ako je d(wl) = d(wz) , j& jedna kongruencija

grupoida (W,.,)
Kongruencije su sledecde trivijalne relacije
Wy ry W, ako je wy; = w,

Wy Wy zad gvake Wl,W2 iz W,

Definicija 3
Neka Je.ﬂﬁ ,{ 5/ ie Ip unlverzalna algebra i s njena kongruen-
cija . Svakoa oneraciji strukture 7ﬁ na slededi nadin dodeljuje-

mo po jednu ovneraciju skuna klasa Afru

1. Konstanti a { odnosno nularnoj oneraciji skuna A) dodeljujemo
klasu C, (nularnu operaciju skuva A/, ).

2. Oper3014+ w {(duZine n > 1) strukture J@ dodel jujemo oneraciju
® (iste duZine) skuna i/, dcfinisanu na slededi nadin

C C . v.,C ) @ = C
) ( Xy O TXp VX, / (xq,% 2,.,.,Xn)w

= ?v- r - o - ?‘ W e m =

Na ta] rnacin prelazime rs tzv. koliénicdku strusturu uﬁzu ¢iji

je skuvovni deo A/, i omeracije ¢ i @ (gde a 1 w "»redju" preko
a

. . L7
svih operacija. strukture 7%).

Iz definicije kongruencije proizliazi :

Lko C = C , C = C ,eeay C = CI cnda
Kl _ "vl Xz_ V’} xI‘l ._:‘rn

(( Gy sCy y-.esCy )0
Xqi’ "X nk

‘¢ijaoneracije ® korektna,

f-

o .. ,C & va ';lnrefhodna defini-
( ¥1’ Yg Frg d |



Osnovna teorema o honmomorfismima.

Ova teorema uspostavlja vezu izmedju homomosrf izama i'kongruencija
univerzalnih algebri. - | |

1) DNeka je ~’ kongruencija univerzalne al: ebwe;7£

Tada je kolidnicka struktura:f%éjhomomorf 13 slika algebre ufg
Jedan homomorfizam je nreslikavanje x-— C (tzv. »rirodni homo-
morfizam). y | | -
2) Obrnuto : ako jc f@ homomorfﬂa skika univerzalne algebre Jﬁ?
taﬂa}ova ima bBar jednu Vongruen013u v takvu da. su strukturenﬁau

i Jih izomorfne . .

Dokaz.

1) Neka je T Uresllkavange deflnlsano sa xf = C_ .
f je nreslikavanie skuma A na skun A/ .

Prema definiciji operacije @ je ;

A _
(Cxl,cxz,...,cxﬂ,@ -

odnosno, uzimajuéi u obzir definiciju T :
(le,xzf,...,xnf)ﬁ = ((xl,xz,.,.,xn)w)f , 28 svaku opera-
ciju w strukture ujg. Prema tome f je homomorfizam algebre gﬁ:

£
na ’-7:“'/{1/ . / ,.5?‘“‘

2) Obrnuto : neka je I homomorfizam univerzalne algebre na .J§ .

c(xl,xz,...,xn)w

Definidimo relmciju v na sledeéi nadéin :
X, yeA , x 2y ako je xf = yf .
je relacija ekvivalencijé sktuna A :
xf = xf = x-.X
XV = Xf =yf= yf = xf = y~x
Xevy 1 yerz = xf=yf 1 yf =92f = xf = z2f = x~v2
Ay J& 1 kongrucnci jn uhlverzplna algebrCa'ﬁ, jer Jje za svakﬁ

njenu cheracliju w

Xy yi(i = 1,2,..,.,0) = iif - y‘f =
— (xlf,xzf,,.,xnf)w’ = (ylf Volseo sy, fiw’ (gde je w’odgovara-
juda oneracija strukiure f? ). |
N (}Cl,xz,...,}:n}w)f = ((Y1:Y2;---13’I-1}‘"‘~T}f | -'CE’-:‘}:
éi}(xl,xz,..,,xn)w ,aﬁ,(yl,yQH__‘,yn)w
Uvedimo sada sku» & =fbx / X&A} i odgovarajuéu kolic¢niclu
strukturu % /- . - e
Definisimo ﬁrealikavanje ¥ na %1edec1 nadci :?l/ X ;
. xf / xX<4
- je preslikavanjc A/., na A’
v je 1-1 nrcslikavanje CK # Cy X x.y & xf L yf <=

e (G ¥ £ (C )Y
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Y je saglasno s odgovarajuéim oneracijana univerzalnih algebri

‘--fﬁyﬁ_. i '/-\’Z/
({C. ,C. ,..:4C. )B) @ = C | o -
| Xl’ X2, ’ X,rl : (Xlg}:z L I N ,Kn)w ﬁ[‘
= ((K1$X s o0 sy X )W)f = (X f,x f,e..4X flw’ =
= (Cxlngxéﬁ,...,Cxﬁf)w

- /
Znaci (F*je izomorfizam, odnosno strukture uéﬁm, i_tldé su izo-
norfne . '
Ragni orimeri kongruencija i koliénickih algebri.

Kongruencija grupe.
Svaka grupa ¥ =(f,,) »nredstavlja univerzalnu algebru koje

ima tri operacije : jednu binarnu . , jednu unarnﬁ_ ()'2 i jednu
nularnu - ¢ (jediniéni element grupe), S obzirom na ovo s, KOngru-
enclja grupe i:moie se definisati kao relacija ekvivalencije v
skupa G kojé ima slededa svejstva

1 ) - Xl Y i_ s
: = o .
| Ky Z 2 s 1
Z A u J Y
5) x oy = xd s oy

Lako se medjutim dokazuje da je uslov 2) nosiedica uslova 1)
pa se zato %ongruencija grupe moZe definisati i samo pomcéu
uslova 1). .
Definiciia 4. | | A

g nodsgun H skuna G kazemo da je podgrupa gruve

=(G. .)

RS

i

ako ispunjava sledece uslove
1) x,y¢H =7 x.,v: H
2) x¢H =5 x7'iH
3) ecH
Ovi uslovi su ekvivalentni sa jednim jedinim :
(x,y H = xy cH )} i (H £ p)
7a podgrupu (H,.) grune (G,,) kaZemo da je normalna ako isnun-
java uslov : (¥x)(x-G = x.H = H.x)
ili neki od ekvivaleninih uslova
(fx)(xeG =» x H,x'= H ) , Vx){xeC = :x'iH,XELH )
Kongruencija vo modulu nodgruﬁe.
ako je (H,.) nadgruma grume (G,.) lako se dokazuje da su rela-

cije = mole i =mod H definisanc na slededi nadin
X =¥ (modlﬁ} ako (Jn)}(h:H i ¥ = xh)
X =V (mcddﬁ) ako (Gh)(h=H i vy = hx)

relacije ckvivalencije skuna G,
Vati sledeca teorenma
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- (H,.) je normalna modgruna grune (G,.) ako i samo ako je
= modzH  jednalka = mole (tadz sc< ova relacija oznala-
va 8amo sa - = mod H ), T

-Teorexe o _kongruencijiama gruva

1) Ako je (H,.) normalna nodgruva gruve (G,.)} tada je relacija

|

= mod H skuna G kongruencija grune (G,.)
2) Obrnuto, ako je ~. kongruencija grupe (G,.) tada ova ima

- normalnu podgrunu H takvu da je v jednaka = mod H ,
Dokaz.

1) Neka je (H,.) normalna ﬁodgruﬁa grune (G,,) .Tada je _E;mﬁd H
relacija ekvivalencije: | |
L x = x (modH) jcr eeH -i X = €X |
x =y (modH) => (Jh){heH A v = hx) = x = h'y , hWeH =>
=y = X (modH) |
vy {(medH) i v = z (medH) = (jhl)(hlaH AY = hlx);m
A (3h2)(h2€f1f~ Z = th) ==

g
Hl

=3 2 = hzhlx . h2hI,H
= x =z (modH)

=(mod H) Jje i Zongruencija gruve (G,.)

—— J\t —
x=y (modH) ( _, V=X on, neH =
z =u (modH) ) | u = h,z
= ¥z £ yu  (modH)
t4. = (modH)} je kongruencija gruve (G,.) .

2) Neka je ~. kongruencija grupe (G,.)
Definifimo skup H = | x/ x¢G . X ~v e} - |
' gde je e jediniéni element grupe
(H,,) je podgrupa gruve {(G,.) .
HEQ jer je ecH

X,y¢H x-v e _ Kooe _ o . -l
VR Y e T oyl e Xy e T= xy eH

(H,.) je normalna podgrupa
Neka hefd 1 x-.G . Tadz je
}{"I..-“-J x '

|
. . '
. - . X : - _
h -, e } sledi : x hx ~re tj. X hxzH odnosno x'Hx <«H ,
X xS -
DokaZino da je = nmoé H jednaka sa ~v

ER R LI = - .
X=Y (T’lOdH) = (—'.ih} (heH A Yy = hX) = ¥X o= h«Hd = yx 7 e ==
=y Yoo X = X7y

f

i} - - .
Dbrnut{] s Xy =s L oY A X el X =5 B . ¥X = ¥YX Y c =7

T

ﬂ@.yx4£H = x =y {(modH) .
Frema tome zaista Jje = mod H jednaka ~J
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Kolilnidka gruba.

Grunu.:ﬁ'i njenoj normalnoj modgruni /4, odrosno njeno]
» : [ | : LI L ’
kongruenciji = mod H , odgovara kolidnidks grupa ﬁ?/ = modH
! - e . . ' - "rr' [ |
Najceste se ova kolicnidka grupa oznaZava Kratko sa }j/ﬁi .

Osnovna teorema o homomorfizmima grupa.
Korigstedi raniji stav o vezi izmediu koﬁgruencija i homomorfigama
univarzalnih-algebri5 kao i prethodni stav o vezi kongruencija
grupa 1 njenih normalnih nodgrupa, zakljudujemo da vaZi slededi
tar s B G

1) Neka je H normalna nodgruva grune:gﬂi 3@?@ odgovara juca
.koliéniéka grupa . Grung fLﬁﬁi je homomorfna slika grupe ;f .
"Jedan homomorfizam je nreslikavanje Vi x — Hx (tzv. prirodni
homomorfizan),

2.} :Obrnuto, ako je }F;homomorfna slik=a grumefﬁi onda -gruna
ima bar jednu normalnu podgrunu %, takvu da su grune?ﬁ}%ﬁi

r?’x?ﬁv oy _
izomorfne, Ako je f homomorfizam gruve ;?ﬂa grupu jf tada je

7.,
5

jedna takva podgruva jezgro homomorfizma f, definisanc na siedeli
na¢in : ker f = {x / %G -A xf = e:}(e’je jedinicni element
grupe 47 ). --

Kongruenci ja orsiena

Svaki ntsten ¥ = (Ri+,.) prestavlja univerzalnu algebru koja

=N

ima Cetiri omneracije dve binarne - + , . - , jednu unarnu

0 (nularni element u odnosu na +).

-

%@bzirom na ovo kongrueneija prstena 77 se moze definisati kao

~{}), 1 jednu nularnu

relacija e¥vivalencije ~+ ekupa R koja ima sledeéa svojstva :

Lexoy X+7 ~ F+U

R
‘ 2 ol J : '
2. X~ ¥ ] - X8 AU Y.
Z oA - |
3. X" Y = ~X A =Y

Lako se medjutin dokazuje da je uslov- 3. posledica uslova'i.,

pa se zato kongruencijs prstena definise aamb nomodéuw 1. 1 2. .
Definicija 5. N _ | _

Za neprazan skup 1 skupa R kafZemo da je ideal prstena :th (Ry+,.)

ako ispunjava sledede uslove 3

1, x,vel1 = X-yel

2, £ , ye R = xye Il ~y.xeI,
Kongruencija po nodulu ideala

Ako je'j?J: (R, +,.) prsten 1 I njegov idenl tada jJe relacija

e

= nod I definisara na sledeci naCin: xfy mod I{zy x-y I
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Hlr = (B/I,+,.) i R/I= {Tex / KEH}
(T+x) + (Ivy) = I+ (x+y)
(I+x)  (I+y) = T+ (x.y)
~(T+x) = I+ (-x)

Osnovpra teorema o homomorfizmima za prstene glasi @

1. Akofjé I ideal Urstena ﬁ? tada je prsten h?y homomorfna slika
prastena . ﬁﬁ_ .

2. Obrnuto, ako je-;j}homomarfna siika prqtena-f tada J{ ima bar
jedan ideal ./ takav da su pratenl ﬁa/j i 91 izomorfni.

JI.Primitivne klase univerzalnih_algebri. Zakoni, Posledice.

1. Zakoni klase 2. Model tih zakona,
Jedan od vaZnih algebarskih pojmova je »ojam algebarskog

zakona,Pod tinm pbdrazumevamo formulu (re®) oblika.ti = t2 y gde
su tl i t2 termi. L L | T
KaZemo da u univerzalnoj algebri j? = (G,-1) vaZi zsakon tl = tz
ako kada sve operacil jske simbole koji se vojavlijuju u tl'i t2
interpretiramo kao odredjene”bperacije algebre {?:terﬂi tl i'tg
dobijaju istu vrednost za sve interoretacije promen131V1h koae
se¢ u njima javljaju, ka0 elemenata skupa G.

Interpretacija I klase zakona 2 nazivameo modelom ¥lase zakona
7 ako Je svaki zakon z<Z tadna formula ori toj interpretaciji.
Prema tome, univerzalna algebra ;% je model klase zakona 7 ako

u njoj vade svi zakoni iz te klase.

Na primer : svaka grupa je model za klasu zakona 7 gde Je
{+f. 7 = ;x.(y.z) (x.v).z , X.6 = X , XX = ehf .

. se interpretira kao operacija grupe , ()’ kao nalZenje inver-
Znog e€lementa , e kao jediniéni element grupe, a X,¥,Z kao elenen-
ti grupe.

2. Primitivne klase univerzalnih algebri,

Pojam jednakotipnost algebri suviSe je opSt da bi mogao da
razdvoji razne klase algebarskih strukiura. Na nrimer nije svaka
univerzalna algebra s jédnom binarnom , Jjednom unarnom i jednom

nularnom operacijom grupa mada je jednakotipna $ grupana,
Med ju ovakvim algebrama grupe karakterise to sto za njih vaze

zakoni : x,(y.z) = (X,¥).2 , X.6 = X , X, X = € .

Ako je data klasa algebarskih zakona 7 tada sve Jjednakotipne
univerzalne algebre u kKojima vaze svi zakoni 1z Z ¢ine primitivnu
klasu uriverzalnih algebri, Nju %akodje oznadavamo istim slovom
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7 kao i klasu zakona koja je odredjuje.
Na primer grupe Clne prlmltlvnu klasu algebri.

Abelove grupe Cine ugu prlmltlvnufklasu_ jer Za ﬂjlh vaZi dopun-

’
ski zakon X.¥y = y.X . Joé-qéu primitivnu kiasu -¢ine grupe za
koje va%i zakon x% = e, L
‘ ' Prstenl, Agecijativnil prstenl, a50013at1vno—kcmutat1vn1 pra-
'tenl, Tee-evi nrasteni takodje su primitivne klase univerzalnih
_algebrl. |
7 Citavu klasy medju sobom jJednakotipnih univerzalnih algebri
takod¥e mofemo smatrati nrimitivnom klasom i to za prazan skup
zakona ., S druge strane klasa zakona 7 moZe bitil takva da je
njena posledlca zakon x =y . Tada se odgovarajuéa primitivna
¥lasa sastojl iz jedne jedine algebre koja ima samo Jjedan e€lement,
Svaka Drlmltlvna klasa univerzalnih.algebri za jedno s2 svakon
svo;om algebrom sadrii sve ngene podalgebre 1 sve njene homomor-
fne slike,

3. Pogledica Kiase zakong.

~ Neka je 7 izvesna klasa univerzalnih algebarskih zakona.

Neka:ujﬁ) oznalava da je term v podterm za term u ', i neka je

.udﬁﬂ term kaji se dobida iz uivikad se term v zameni termom@v.

Terme w{vj 1 uwjnazgivamo susednim ako zakon v = w pripada klasi

7. Takodje‘kaﬁemékda je_svaki term susedan samome sebi,

Ako Je u,u uz,...,un,v niz terma takvih da su u 1l U, u i uz,

,...,uni v susedni termi tada kaZemo da je zakon u = Vv 51ntaktié-

ka posledica klase zakona 2 1 piSemo Z vy u=v,

omatramo 1 Z4+~ u = u , ' |
Sintaktidkix posledicu klase zakona 2 mc¥emo definisati i na

-slededi nadin :

) Skup svih mosledica Klase zakona %, u oznaci Con(Z) {od

Conseguence -= posledica) je minimalni skup za kojl je

1. 2 € Con{(Z)

2. w = ueclon{2} " .
3., U ;_VE:CGn(Z) =2 oy = ye Con(2)
u =V 4, V = w < Con{Z) = a = we Con(Z)"

4. Ako u = v¢ Con(Z) onda +"T-= ¥ ¢.Con(2) |
gdée su U i ¥ terni koji se dobijaju iz terma u i v kada se
nromenljive koje w hiima uoeﬂtvuau zamene nekim terminma
(pravlla QHU%tlbUClJE) - _
5. Ako je f-overacijski simbol du21ne n kL31 se poaavlauje u
zakonima iz 72 1 ako |
ui - vlgu2 :fv2,..,un7£"vﬁ £ Con(Z)
onda f(ul,uz,,.,,un) = f(vl,vz,...v Y = Con(7)
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Kazemo da je zakon z sintakticka posledica klase zakona 2 @ 24+ z

ako z pripada ovako definisanom skupu Con{Z).

Nenosre@no Se proverava da su sve ove definicije ekvivalentne,
Ako definiSemo formalnu teoriju ¢ije su aksiome Z2 1 x = X,

a pravila izvodjenja su u skladu sa 3,,4.,i'5. doblgamo teoriju

¢iji je skup teorema Con(Z). .
‘KaZemo da je zakon z semantidka posledica klase zgakona Z gko

je svaki model za 7z istovremenoc i nmiddel zz 2z, To se oznaéava s
. Z =z

O¢igledno vazi : ako Z ~ 2z  onda 2F z .

Primeri:

1) Neka je klasa zakonz 2 = {x.x =-x}
Tada Con(Z) sadrZi , navrimer, sledede zalkone
(x.x).(x.x) = x.x%

(x.x).(y.y) = x.y

?2) Posgsledica asocijativnog zakora (tj. Z :-fx(yz).=_(xy)zj

je wopSteni asocijativni zakon. ” |

3) Ako je % ={;{yz) = (xy)z , X.e = X , X.X'=.¢€’ tada
€.X =X , XX =€ , x' 7= , (xy)'=y'x” = Con(Z)

Dckag | | |

DokaZimo mrvo da vaZi zakon kancelacije

aAX = bX .

a = ae = a{xx’) = (ax)x’'= (bx)x’'= blxx") = b

tj, aXx = bx = a = b

Tada Je |

(ex)2t’'= e(xx") = ee = ¢ = XX ' =» €X = X € CDn(Z).-'

(x'xIx"m=x"(xx")=—x"e = x’. ex’.:}xfk = e« Con(7)

x"'x'= e 1 x"'x'= xx” = x"'= x e Con(Z)

X%’ = el

()2 y) = e sy i(ay) = (3'x)xy = (xy)” = y'x’ £ Con(z)

(y'x").(xy) = & | ~ B

VaZe slededa tvrdjenia

1) Grupoid s jednim elementom zadovoljava svaki algebarski zakon,

2) Svaki konadan grupoid ima ﬁetrivijalne zakone,

3} Svi kona®ni gruvcidi reda n imaju zajednidke zakone.

4) Ne postoji zakon kYoll zadovoljavaju svi konacdni grunoidi,

5) Postoji beskonadarn (prebrojiv) grupoid ¥oji ne zadovol java
nijedan zakon.

Navedimo dokaze tvrdijenja mod3) , 4) , i 5) .
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Dokaz tvrdjenia 5.

Dokazademo da TosS tual e Jedan 11gebﬁr %i zakon
U—C}‘:r‘f) = V(X:Y)
(gde su u i v raglicéiti termi , ¢ije su sve nromenljive x 1 ¥y

i operaclgskl slmbml . ), KOJl Zadovoljava svaki gvupcld ’

k0iji ima tadno n elérmienata ( n-dati prirodan bro%) .

Dokaz, . mo¥e se na n'- nafina uvesti
U-Skupn2ﬂq = ,gljgzj,_,,gn}_ operacija: x :_G$22wAG t3J.
-ce dma grungldp éé (G,Ki) (1 = 1,2,...40 ).

Obrazujemo klasu K_ svih terma, u keoje ulaze nromenljive X,y 1

overacijski simbol . .

K, ={xy , v.x, x.(y.7) , v.(x.x) , e

Nije tesko uvideti da je klasa K_ beskonalna, |

Uzmimo sada grupoidﬁi . Promenl jive x 1 ¥y interpretirajmo
nekin parom elemenata iz G, a operacijski simbol . sa eI |
Svaki term iz Ko d@bije_pri toj internretaciji odredjenu vrednost
iz G, Iz konaénosti grupoida G 1 beskonadnosti klase-KO sledi
da postoji beskonﬂéna klasa "Kl , U kojo} termi imaju istu
vrednost. Sada uznimn drugi par elemenata iz G 1 ¥klasu Kl i1td.
Kada isernimo sve varove iz G dclazlmo do Xlase K 2 . Za grupold
{/é ponovimo opisani postunak uzimajuéi za Polaznu klasu K 2 .
. eesitd,

2 2 5
Konadno se dobije klasa I{.n-n2 = 2 n%42 )

+2 = K . (n" .nT =n

sa .osobinom ¢ Ma kako interpretirali nromenljive x-1 y elemen-

tima iz G 1 oneracijski simbol , elementima iz skupa -
{kl,iz,...,ﬁnngj- termi u K imaju jednake vrednosti. Ako su

wix,y) , v(x,y) bilo koja dva terma iz K onda ofevidno je

w(x,y) = v{}[ﬂ}r)
trazZzeni algebarski zakon,
Dademo ideju dokaza za 4,

‘4, je ekvivalentna sa
Za svaki retrivijalan zakon posto]i konacdan grupcid kojl ne
zadovoljaVa tal zakon

' Yeka je zakon X.¥y = ¥.(x.X).
Obragzovacdeno konadan grupoid kaji ne zadcvoljava taj zakon.
Polazimo od Ekuﬁﬂ"lfa,b; .
Polazedi od a i b_iunmeracijskog simbola , kao i sinbola ( 1 )
obrazujmo sve reci koje inmaju néjviée tri slova . To su redi :
a,b,(a,2),{a.2),(k.a),{(v.0).{a.(2.2)), (b, (=2.a)), (a.(2.0)),
(b.(a. b))g(a.fbiﬁ)ﬁ;(bq(B.a)),(a.(b.b)}, v, (b.b)), ({a.a).a),
((a.a).b),((a.b).a),((a.0).0),{{(b.a).a;, ({(h.a).b),{({b.b).a),

(( ) )

- 4.---r,.... ———— T

i
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Elementi gruwnoida koji obrazujemo su navedene redi 1 simbol =2,
Operaciju ., definidemo na ova] nadin

u.v = (u.v) =2ko je (u.v) jednz od navedenih redi

= e inade

Tuaked je oo ,v = U, = 20,22 = O
Dobijeni gruvnoid ne zadovol java navedeni zakon, jer ako umesto
x 1y redom stavimo g ib dobijama : |

a . b= (a.b)

b.{aaea) = (b.{n.a))

odnosno a,b # b,(a.a) jer su (a.b) 1 (b.{a.a)) razlixiti
elementi . |
Dokagz tvrdjenja 5.

Obrazujmo skup W gvih terma u koje uiaze siova g 1 b, operaci-
jski simbol . - duzine dva, kao.i ponidéni simboli ( 1 ) .
Skun W je minimalan s'tun koji zadovoljava uslove :
1) a,beW
2) u,vewW =% (u.v)c W
Na nrimer
| (a.a) , {(v.(b.2)) , (({a.a).p).(a.b))
su elementi skupa W, |

U skunu W uvodimo omeraciju o na sledec¢i nadin :

L wov T o(u. v) |

Tako a o b=1{(a.b),aoc{ased)=1~_(.(a., b)) |

Taj grunoid /= (W , o) je orimer grupoids redi (ypnesto i2sb,
mogli smo uzeti i bilc koji nenrazan skun) . \
Gruvoid redi ne zz2dovol java nikakav netriviijalan zakon (adnosnc
zakon razliditi od zakona t = t , t je tern).

Na nrimer, zaon x oy =¥ o X nije gadovoljen jer uzimajuci
ﬁmesfo X 1y redom a i b imemo a o b # b o 2 jer a o b = (a.b)

i boa=(b.a) ~ redi (a.p) i {(b.a) su razlidite.
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v ”ﬁOﬂE“ACI DKE GRUPE

AT Ry W rm b T — P — . p—

sy
Za algebru ~ kafemo dz je videomeracijesva gruma, ili

T
lr.._\

Soigrupa, ukolike ima skuwovni deo G, binarnu oneraciju + 1

skun f/drugih oneracija skuna G i ako su pritom ispunjeni uslovi:

1; (G,+) jo gruma =a neutralnim elementom O (nva sruna nemora
biti komutativna) - |

2) Ako overacija w n.inada skunu S 1 1 ako je dlw) = n (n3y 1) tada

je w(0,0,....0} = 2 .(x)

Jasno je da se vifdeoneracijske gruva svodi na obidnu gru»nu ukoli-

ko je {l= ¢ , a ne mrsten ako je gruna (G,+) komutativna i skuv

Llse sastoji od samo jedne omeracije i to binarne koja je sa

cperacijom + vezana odgovarajulim distributivnim zakonima.

ovaka pod—algehra neke viseonracijske grune je takodje viSeopera-

ciiska grupa.

Takedje, dokozuje se kao za algebre, da je presek svih.f?rnodgru-

pa _:1_5IUﬁ: G ovpes SLl-p podgriupa ( koja SHd“Zl O) ,

Svaka homomorfrna siika Zi-grume G je sama _{d-gruma (oznadimo je

ga G7). | .

Stvarno, ake je .fﬁsgruna G homomorfi=z;mom f vnresiikana na isto-

tionu univerzalau algeorve ¢ tada je © homomorfizam 1 za grupu

(G +) p» Je mato algevra G’ 1 sama grupa u cdnosu na odgovarajulu

operaciju +° fnulu ove gruve obeleZimo sa 07 ). Dalje, »o&to je

f homomourfizam i £(0) = 0" to za svaku operaciju w'e () vadi

zbog (=). w' (0,/0,...,07) = Q7 pa je gruva &  stvarno _fjbgrupa.

Ideal vigecperacijske grupe Cemo definisati analogno definieciji

ideala prstena.

Definicja 1.

Kagemc da je iteal vijecwmeracijske grune G meprazan modskup skung
G koji gadoveljnva uslove g
1) {I,+) je normalrna modgrupa grupe (G,+)

.o SN - . . . R
2) Za svaku oneraciiju we 5 idyZine n, 1 za sve n-torke R EEERE
iz I] 1 :{_1'32 .o ) }-}:ﬂ iE ETTE.E]-_ :
W( il+ Xl ] j-:-j_:.‘ :-'-."' . - 511_1'1_ Kn) - W(X ?! P ,}t ) -‘:- =

Ovako definisar idral se Dokluva sa normalinom ﬁodgﬂuﬂom kod
grupa jer tamo uslov 2) odvada,
¥od mrstena se ova.n 1veden Jojam ideals moXlana sa pojmon ideals.

Uslov 2) u delinici i 1, w2 moZe zameniti slededim uslovom :

{ .o ~ L .
u42)”za svakl CcTerLel ju wo oo duiine n, 1 zZa svaku n-torku x ,.,X
1

- ' il - —_ . n
iz G 1 ogvakl L oLz I vagzi o
W(XW 350 e e “ﬂx RO - kﬁiﬂ“ﬂxn} " W(Xlixzr-n-&xn) - T (k=1,2,...)
T e K - . e e s
Lako se dokazuje “'JWVHIEHEHUSt cve dve definicije,
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Iz definicije idesla sledi da je svaki ideal I {l-grupe ustvari
jedna . l-podgruva te gruve. Stvarno, (I,+) je, zbog uslova 1),
nodgrupsa grune (G,+). Dalje, za svaku oneraciju w e [ . du¥ine n

i svaku n-torkuw 1 ,1 ,...,1 ‘iz 1, nri X =X, %00 =X =0, }e, zbog
(K) w(i ,1i ,...,i% ;5 I _uiﬁtime je dokaﬁané'da-jenideal I
stvarno _f;-grupa?

Videoperacijsku grunu nazivamo prostom 2ko nema drugih ideala
osim one nrodgrune &1iji je jedini element O,

Lako se proverava da je vresek svih ideala ingrune onet ideal.
Definiéiia 2. |

Relaciiu kongruencije po modulu ideala , kod viSeoneracijske gru-

pe, uvedemo na slededi nalin: x = y (mod I) &=> x - ye&l

Lake se dokazuje da ovako uvedena relacije je relacija ekvivalen-.

‘cije . Sada moZfemo govoriti o ragbijanju _{l-grupe na klase

1 odnosu na relaciju =mod I (tj. o razlganju-i?lgrupe mo idealu

I) i nritom 3emo to shvatati kao razlaganje grune (G,+) 10

normalnod nod gruni I,

(za neku relaciju ekvivalencije ru ka¥emo dr je kongruencija

_flgrune ako j¢ saglasna sa oweracijom + 1 sa svakon operacijom
/i, t3. ako je X v yli X,00

1 X Aoy, Y, e.a,Xx iy tada wix ,;..0,x )rwly TERE A >

2 n 1 ¢l 1

n
Formulisimo i1 dokaZimo stav o kongruencijam v1seoner30138klh

Ay oy tada xX_+ xznu y1+ ¥

grupa
otav 1,
1) Ako je I ideal videoneracijske grune G onda je relacija

= mod T kongruencija.
2) ako Jje neka relacija ~7 kongruencija vidcaneracijske gruve G

onda ta videogneracijska gruma im= bar jedan ideal I takav da

je ., = = mod I.
Dokaz,
1) Vedé amo rekli da jo relaclja — mod I relacija ekvivalenci je

Doke¥imo jn& da je saglasna sa oweracijom + i svim operacijam=
skuna S, PoSto je (I,+) normalna vodgruva grune {(G,+) to Je
relacija = med I saglasana sa overacijom + (to jJe dokazano
nrilikom dokszivanja ove teoreme za grune).
leka je w ma koja oneracija 1z skupa .. duZine n, Treba jos
dokazatl da vaZi :
x = v _{(mod I}, ngg %j(mod I),..., ¥ == Eﬂ(nod 1)

""}(}‘- si_z“”:f ) = wi .)’1:1}?95”*:}7 ) (Ir}wd f’)
LEVdL“tT?ﬂP uvg inmmiikacije moZe da se navnise u obliku:

X I, X.- ¥y t,..., X ~ - T 4, poatoije elementi eiegl e I
1 1 > JQ y I, EE; J« P J H; y L
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takvi da je
X, = ¥+ 1y o= Upt Ioseeey X = § F ia tO.E?EC1 aa je ]
X ) = 'W(Y_H-l“ 1 !?2"”_ 121'"_'!'1)? + 1HJE-W(3}-1$:BT2!""JFH) + 1
¥, ) € T a ovo unravo nam

W(X}_,XE’---’ 11
V ) (mod I) i time smo doka-

odrisno W(Xl,XE’.-!Kﬂj - W(Y sy
daje w(xl,xg,.ﬁ;,xn)zz w(y ’Fz

zall da je = mod I kongruen01ga

??

2) Neka je relacija nikongruen01ga _fj-grune G, Defini&imo skuv

I ovako : 1 Hﬁf / X« G i xev0 f i dokaZimo najore da je I
ideal 1.- grupe G /

Prilikom dokazivarja odgovarajuleg stava za grupe, dokazali smo
da je (I,+) normalna vodgrupa grupe (G,+). Toka¥imo da je zadovo-
1jena i karakteristika 2) iz definicije ideala. |
Neka je w.ma kojia ower5013a qkupa.fll neka je d(w) = n (n>1).

AED.Jé 11,?2,. %ﬁ T, arxl,xg,...,%n su mz koji elementi iz &,
onda je 11QJO, ;Eﬁgo, }gu Ouvnry 1o o (1)
X M X, X/ Xy,o.0,,X) X (2)
s 1 12 27Ty T
pa podto je v kongruencija, iz (1) i (2) sledi
i+ x dsxl, i2+ X,00 Ky '., in+'xﬁmixn i odavde, iz istog razlo-

T3, imanmo w(l + }{1121- Xz ..,in+ Xl)lr'u W(ﬁ 2"“’:{11) (3)

No, nodtc je —w(xl,xg,...,x Yo —w(x_,%X_,...,Xx ) to odavde i
n n

1’

"1\-.JI"\J 1—'

i% (32 dobijamo : w(11+ Xil +)x2, E,l + X) - ngi;xz,...,xn)ru 0,
j. W1 _+X_,1 + X s 1 + - W(X_,X €

£ 1 T T * 17527 |

Ovim smo dokazali dz je I 1dea1. DokaZimo jos da jeps= zmod I,

a) Xrvy 1 =yrr=y = - 0 x-ye I = rrc:zmod I

b} x=y (mod I) =%-y2 I =2>x-yu0 =x-vy~0 1 y~y =
Xwvy = z=nmod I < ~v '
a odavde sledi da v, = Zmod T .
Raziaganje _{i_-grupé ¢ mo kongruenciji idesla I, o4nosno vo
idealu I, Semo oznafavati sa G/I.
O&evidno je da j¢ ideal I nulsa ove _fl-grupe G/I.
U Sl-grupi G/A se d?flnlSB omeracija & na sledeci nadin :

(T + Kl)ﬁﬁ(I + 12) = I+ bﬁ;+ xé} $(T o+ x) = (I + %)
(I .4 xX-,I + Xpyeersl + xn} = I + w(xl,xg,...,xﬂj ga svako

& 1z iﬁ?} gde su & 1 ® omeracije u G/I kojle odgovaraju
1er3013111 + iwu G,

“Koristec¢i ranije Cokszan stav ¢ vezl iznedju henomorfizama i

kongruencija univerzalne algebre kao 1 nrednodni stav o vezi

kongruencija flgrupe i nekog ideala, zaxlj2&ujerio de vazi

sledecl stav |

Stav 2.

1) Neka je I ideal . '-gruve G i neka je G/I odgovarajuda koliéni-

ka (L-grupa. Tada je (/-grupa G/I homomorfna slika Jﬁ}grupe G.

-
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[ i

(jedan homomorfigam je tzv, mrirodni homomorfizam : f : f(x) = Ix
2) Ako je _fkéruﬂa G*”homgmérfﬂa slika iﬁ:grune G tada .flﬂgrupa
G ima bar jedan ideal I takav da su .- gruve &/I 1 G’ medju-
sobom izomorfne.

Stav 3. |

1) Neka je G proizveljna ii:gruma, I njen ideal, a G'= G/I

odgovarajuéa koli¥nicka _’-gruma . Nekz je B’ voroizvolijna

L) podgrupa {).grupe U, a B potpun skuv njenih originala u €~

- pri prirodaom homomorfizmu f : G-2G° tj. B je skup savih elemena-
ta 1z G koji leZe u %osetima od kojih je na®injena (L podgruna BY
Tada je B [l podgruna u G.

2) Ako je data nroizvoljna Jl-gruna G, pri demu B sadrzi ideal

iz G, tada Je njena siia B pri priroednom homevmeorfizmu £: GG
jedna i-podgruma u G~ i pritom je B notpun skun njenih origi-
nata,

Dokaz,

1) DokaZ%irio da iz x,v: B sledi x +fyg.B . _ ‘

No, iz x,vy«B sledi I + x, 1.+ yeB'ma je I + (x+y) = (I+x)e(I+y) -
element iz B” te 1 x+y ie iz B. Dal je, iz »retHostavke _

I-x = ~{J+x)« B’ 'sledi d» i -x¢B kada x¢B, Prema formulaciji
zadatka, u B se nalazi 1 neutralni element 8 u odnosu na oFeraci—

ju  +. .

. . - v . : .
%2a operaciju we¢ i, duzine n, n elemenata iz B u oznaci x ,..,X
zbog toga Hto vaii da je I £+ xe¢B1 T+ x =x+ I (i=1,2,...,1)

sledi : I+W(m 30 ,...,% ) = w({I + x),(T + % ),...,(I + x, ) B’
pa je w(x ,X,,...,x,) < 3.
Dakle dokazali sme ds 3o B jl.yruoa,

L

2) Zaista, prirodni homecmorfizam £ : G- G’ irnducira aomomorfizam

kojim se Be G nresliwve na B GI Na cgnovue ranije cokazanog
e, iz L: B 3ledl da ge svakl

e

stava, B"je . podgruca u G Dal
element koii jo u nevom kosetu iz B nalazi u B pa je zato B

3 - . <
pc:t’pun SgEUN Dl‘lglnf;j_]_;_:{ L grune B



SLOBODNE UNIVERZALNE ATGEBRE , STRUKTURNE JEDNAKOSTI,

Uncznademo jedan metod ko jim se mogu cnisati (2 u nekim siuda-
jevima 1 konstruisati) sve univerzalne algebre koje zadovoljavaju
odred jenu klasu algebarskih zakona.

Navodimo prethodno jedan primer.
Neka Jje klasa algebavsklh zakona sled&éti-skups

2= () = %, (xy) = (%), (x.(y.2) = ((ey)en))
Obrazovademo tzv. slobodan grupoid generisan siobodnim generator-
nim elementima a 1 b koji zadovoljava K .sve zakone iz 7,
Postupak kKojt cemo ovde izloiiﬁi analogan Jje postupku koji se
primenjuje u opétém skucaju,
1) Obrazujeno gruvoid redi koji smo razmatrali u prethodnoj tadki.
Skupovni deo tog grunoida je : j |

W ={a,b,(a.b),(b.a),(a.a),(a. (b, (a.b))),;....,f

ti. skup terma obrazovanikh nomodu slova a i b 1 owarH0135kog
simbola , duzine dva,
- U skupu W uvodimo operaciju e du¥ine dva na sledec1 nadin :

u,ve W u.a'v_hr(u V) |
Znadi ; za dve redi u i v iz skuva W rezultat je red (u.v).
Na primer za redi {a.%) i (a.a) imamo (a.blel(az.a) = ({a.b).(a.a))
- Gruvoid regi je onda W = (W,e). |
Taj grunoid né1ﬁadovmljava nikakav zakon sem {trivijalnog)} zakona

u = u.

. T L. . - . ’ N
U grunoidu &/ definiSemo relaciju ns (zvademo je "vongruencija
po modulu klase zakona Z" 1 oznalavati = mod 7) na slededi
na¢in :

7a dve redi u 1 v redi demo da su ekvivalentne (nifemo un~ v) ako
gse od redi u nmoZe mredi na red v konalnonm primenom gakona Z,

Ta relacija je rclacija ekvivalencije skunz W,

DokaZimo da su zadovoljeni uslovi koji definisu relaciju sekvivalen-
clje :

a} Refleksivnost. u~ u je ispunjeno (broj »rimena zakona je nula)
b) Simetridnost. Ako je u ~ v onda je v u. 0vo newosredno sledi
iz reverzibilnosti procesa primene zakona 7.

¢) Tranzitivnost., w- - v i var w no 12éi u -+ w, Zaista, od

noZerio predi na v kYonaénom primenom zakona %, na isti nadin od v
na w, 8to znaci da smo od u na w dresli konalnom primenom zakona Z.
Uvedena relncijz v Je 1 kongruencija za (e Zaista, neka Jje

w~s vo,o1 UV, Treba dokagati d=a je u 19 UgY Vo8 Vo, t3.

1 1 2

N '
(u 'u2J31~(?1'V2)'

1
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Kako Je uyw vito od reii (ul,uz) moZemo preoc¢i na red (vl.up)
konadnom primenom gakona 7, na je (u1.u2}ﬂx(vl,u2) (1)

Iz pretpostavke usv voanalogno sledi (vl.up}ni(vl.vz) (2)

2
Na osnevu tranzitivnost: iz (1) i (2) sledi tvrdjenje,

U nafem vrimeru sve reli koje sadrfe samc a ekvivalentne su redi
2 , a one koje sadrze samo b ekvivalentne su sa b, Ako neka red
sadr¥i i slova a i slova b onda je primencn drugog i tredeg
zakona mozenc sveegtl nio ekvivalentnu red, kod koje vorvo dolaze
a-ovi pa onda b-ovi, Zbog prvog i1 treceg zazkona ova je rel ekvi-
valentna sa (a.b), - -

Iz svega sledi da je skup-kolidnik W /ﬁ,:fCa,Cb,,Ca.b;}.

DokaZimo da su kiase Ca,Cb,Ca.b, razlicite. Zbog jednakoslovnosti
zakona 7 prelaskom'dd rec¢l vona njoj ekvivalentnu reé¢ v skup
slova koja ulaze u rec¢ u ostaje nepromenjen. Stoga su klase
Ca,Cb.Ca.b zaista raslidite.

Kolidnik gruvcid W /.. nazivamo slobodan grupoid klase Z nad sku-

pom [ (7 = {a,b} )

Njegova Cayiey-~va tablica je 5 Ca  Ub Ca.m
Ca [Ca Ca,.bh Ca.b
Ch [Ca.r Cb Ca. (=)

| G.;a_‘qC-;a.b C-E‘...‘D;r CB-bﬂ;
Dobijeni gruveid zadovol java zakone 7.
Zaista, neka su'Cu,Cﬁ,Cw, neki elementi tcg grunoida. Tada :
Cu & Cu = Cu.uy = Cu
Cu & Cv = Cu.vi = Cv.u = Cv @ Cu |
(Cu® Cv) 8 Cw = C({u.v).w) = C(u.(v.w) = Cu & (Cv & Cw )
jer su reédi u i (wu.uy, (u.v) i (v.u), (u.(v.wy) i{(u.v).w)
ckvivalentne (v peru). '
Da su Klase Ca,lb,Cn.b mediu sobom razlifitc mofemo zakljuditi 2
na slededi nadin
Pretpostavimo d- ne ziiang da su Ca,Cb,&&,ﬁztri razlidite klase
i da smo obhrazovali ta¥iicu (=) kDrisfeﬁi éefiniciju
Cu @ .,C‘I ﬁi_f CUFV ,
Dobijena tTaplica nos izaniriée da uvedemp slededi grupoid

¥ 1 2 9 (Ta druga tablida le obrazovana momodu nrve
1 1 3 3_ ”ﬁaﬁerjivénjem Ca,Cn,Ca.y »adom 84 1,2,3").
213 2 3

13 % 3

Pyrdimo d+ gu klase T Ckh Ca.b razlidéite ulkoliko dobijeni grunoid

———— I i — il =
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Inate, U ovon siu?aju, neposrcdno nroveravamo d=2 ta] grupoid
zalsta zadovoljava zmakone Z,
Pretrostavimo na »nrimer Ca = Ch.
U tom sludaju pesteji izvestan nim g W, ... u”b ¢ciji Jje prvi
¢lan a, poslednji b, takav da se na idudi ¢lan prelazi Jednon
nrimenom izvesnog zakora Z. Pretvostavimo da se u tom nizu a i b
zamene sa 1 1 2. Tako se dolazi do izvesncg niza lg § . g 2
Ako -jog . interpretiramoc kao x , onda nosto grupdidj( {1,2;3}£ )
zadovoljava zakone 72, dobijano 1 :ﬁl, ﬁls Hz,..;, ﬂﬁ= 2 8tn Je
kontradikei ja.
S1idéno pretpostavka Ca = Ca.b dovodi do 1 = %, a pretnostavka
Cb = Ca.b, do 2 = 3, |
Navedeni postupak utvrdjivanja razlidtosii elemenata slobodne
strukture nomodu pomodéne ("Sifrirane") strukture je vrlo opdti i
bide i dalje kori8cen.Elemente pomodéne strukture zovemo u daljenm
kanonski predstavnici.

Prelazimo H%Epéti sludaj.
Neka je data klasa 2 zakona, neka je [ = {ﬁ/ ialg skup slobodnih
generatornih elemenata, zatim A = {ak/ k;k} sku% konstanti
(shvatamo ih kaoc nularne operacije), koje uestvuiu u zakonima Z.

Neka je dalje ) =wa5/ jEJj skup svih omeracijskih slova, koja

- e

ulaze u zakone Z.
1) Uolavamo skup [~ U & = G, Taj skup zovemo polazni alfabet.
2) Definifemo skup W na slededi nadin :
a) 51(1&1) i ahﬁkaK) su u skupu W,
b) Ako 8u tq,t.,...,teW, ws () oneracijsko slovo du¥ine n,
onda ie w(ti,tQ,...,tn)sa'W
¢) Elementi akﬁpa W su sanoc one refi koje su odredjenc
uglovima a 1 b , _
U skupu W definideme cperacije na slededi nadin,
a, Svaku konstaniu ¢ W uzimamo za nulsrnu operaciju skupa W,
b) Operacijiskon simbolu w+ {4 duzine n (nxl) dodel jujenoc
operacija ¢ iste duZine , definisanu pomodu
@{tlﬁtz""trg j?w(tlftz,...,trg, gie su tl}tZF"“’tnﬁw'
Dobijena algetra reci 3 ne zadovoljava nikakav algebarski zakon
aerl trivijalnog T = T, gde je t© neki term, Frimetimo da zakoni 7
do sada nisu imall skore nikakvu uwlogu., U vezi sa tim zakonipa
uvodime jednu relaclju ekvivalencije sku9z W, koja Je, u stvari,

' RS : 1 1A
kongruencija algeuvre i/,
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Defindicija 1,

Re¢ 1, Je ekvivalentna sa redi tl(piéemd tln;tz)'ako'se red t_moke
dobiti iz tgkqnaénam nrimenon sakona 4 Sto znadi da posfojilniz
G o T2, tako da se od jednog &lans prslazi na 8ledeli

jednom nrimenom samo Jjednog zakona, Pri tome uzimamo da Je trut -
Uvedens relacija je relacija ekvivalencij &to se nenosredno
. nroverava (kao u vrethodnom primeru), DokaZimo da je ona i '”_
”'kongruencija algebre-luk} Neka je w& {7 bilo koje overacijsko |
slovo duZine n . Odgovarajuéa  oneracija u hf”ge 1) (takodge;duzine
n). | |
Neka je u,~ v, (v =1,2,...,n) i dokaZimo da je

B{uy,uo, ..o upntv F(vy,vo,...,Vn), t].

Wy , U2, eevslp) v W(V),Vo,u..,Vpy) (%)
Kako se od re3i u- prelazi na v konalnom prirmencm zakona 2 to
;sto vazi i1 za reéi-w(ul,ug,...,un) i W(vl,VQ,...,vn), pa je

(ul ug,...,un)rw wﬁvl,uz,...,un) (1)
SllCHO nglazimo. '
w(vl,uz,...,un)xw’w(vl,vz,...;un) (2)

‘ -w(vl,vz,..,,un);w w(vl, Voyeess ¥, ) (n)
Iz (1),(2),...,(n) na osnovu tranzitivnosti relacije A/ sleéi (x)
$to je trebalo dokazati. |

Koli&énicku struktuxu_#&ﬁ;zovemo slobodna univerzalna algebra
klase Z nad skuvom / slobodnih generatornih elemenata. Tako nazi-

vamo i svaku njo] izomorfnu strukturu,.
Inade, elementi koli¥niBke strukture su klase Ct (t<W),

operacije su

2) Ca - nnlarne omeracije
b) Svakoj overaciji w, odnosno @, odgovara opneracija D

9(Cty ,Ctyy .0, Ct ) = CO(Ey,tp,000,t ) t]. |

82(Cty ,Ct 4..,Ct ) C

(% ,C% Wty ey ty)

DokaZime da ﬁlgebfa'”%u gadodol java zakone 2.
Neks je ty = to (xx%) proizvoljan zakon iz Z.
Neka SU Xy.0,405%504000W, ..., redom promenljive, konstante i operaci-

jeka slova koja ucestvuju u pomenutom zakonu., Terme ¥ 1 1)

.tlf]}iﬁln_iasunamr!!l*} . tE{K.,*..a’...W,..,j?

oznAacinoe

_Treba dokazat“ de  jJe o
—b-l ;Ctj!-ujxjv-n{g!"‘ = tz{gt’-. ﬂa"-'.@,'-‘}.

« . 4 :
¥to je & cbzirom na “efinicjiu overacija u W/.. ekvivalentno sa
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C ! = C " F K
tf it?,v...‘:l,rqi"'l'ﬁ'lrgnia‘j' t;(t,"‘a""""r""ff . (‘}f )

gde su t,... proizvoline reci iz W, ”
Kako je t19 t,...a,.,.w,...j 2. tg{t,...a,...ﬁ,..J
( od t, sc prelazi na tl_jednom primenor zakona (%K) tgr ista vaii
(=xx) , 5to je i trebalo dokazati,
U primeru koji sumo na poletku naveli utvrdili smo efektivno koji
su elementi slobodnog grupoida, Odnosuno u fon sluéaju za relaciju
ns (ekvivalentnost redi) imamo odredjen algoritam poricdu koga
se za bilo koje dve refi u i v moZe wtvrditi da 1i u~ v ili
ugs v,
Jedan takav algoritam izlazi iz ¢injenice

u v v<= skun slova .redi u .= .skun slova reci v
Medjutim u opsStem sluéaju za relacliju rnv ne moZe se naéi odgovara-
juli algoritam.:toZe se navesti ~primer relacije ~v 2za koju ne -
postoji nikakav algoritam "prepoznavanja ckvivalentnosti reci".
Problem vostojanja navedenog algoritma zove s¢ nroblem refi,

Inate slobodna univerzalna algebra obrazovara na izloZeni nacin
egzistira @matematidkom smislu ).
Primetimo da skup [’ mo%e biti nrazan, 2l1i skun [ U A = G
(polazni alfabvet) ne moZe biti. prazan, Ilustrujmo to na prineru,
Neka je skup zakona 74 slededéi skup
7 = (1.1)=1, (1.2)=2, (2.1)=2, (2.2)=1!

Zatin | | "

FAP, G =T A {1Q¥HA. -
Rezultat 39 struktura ¢iji. je skupovni deo EQL Qj i koja ima
sledece coperaciie : & duZine 2, 1 nularne cneracije C%,Cf.
Cayleyeva tablica overacije & je 8 |G Co ’

b C
Cl Ll NE
02 02 Cq

Podto i izomorfnu strukturu uzimamo kXao slcbodnu moZemo i glcdedce
zakl juciti | _
Rezultat je¢ strulktura koja se dobija od grunoida ({1,2},% )

2
1 12
2 > 1

uzinanjem svih rnjegovih elemenata za nuldrne oncraciie,

U stvari i 1 ongten slufaju ’, ako Je:/f kito koja univerzalna

algebra onda je algebarska struktura ;} , dobijena iz nje uriman]-
/

em svih elemenata zlgebre w{ za nularnc cmeracije, slobodna,

Naravno, strukturc ? i JO zadovoljavaiu iste zakone,



Pringri slobodnih univcrzalnih algebri.

1) Slobodna semi~grupa,

Neka' je §° izvestan_neprézan-skup i neka klasa 2 sadrii
jedino asoccijativni zskon (x.(y.2)) = ((x.y).2). |
Odgovarajuléu 8lobodru algebru zoveno slobodna sSemigrupa nad skupon
. | |
J ovom sludaju skup W je odredjen uslovima :

T e W, u,veVW = (u.v)&;w.
Opera013a g je definisarna »nomodu @ u,veW , uev ‘fr (u.v)
Posto uopsSteni asocijativni zakon je wosledica asocijativnog zako-
na to su svake dve reéi sa iétim slovima u istom redu medju sobon
ekvivalentne. Na priner, a%o a,b,c,d< /" onda je ret
((a,b).{({c.d).a)) ekvivalentna redi ((a.((b.).d)). a) Svaka
re¢ iz W je EKV1vaantna sa izvesnonm reci obllba

(von (g oup ). ug)...uqJ gde n=1,2,... 1 gde wel' .
Ove redi {(tzv. proizvodi }J uy ) oznalavamo, 40gOVOYNO UjlUpls...uy,
Na primer, red (((a.Db). c).a) ima oznaku abca,
Red wjup...u, zovenc kanonski predstavnik(svojc klase. .
Elementi slobodne semigrune su klase tih vredstavnika C Ul . .
C¢igledno, vprems onsto] definiciji €& , imano, -

Cu Uz ..t Uy b Cv,vl...vm_ Cu,u;...unv.?lj..mﬂ‘
"Pitanje je kojli su (rqz?lﬁltl) elementi slobodne semigrupe, odnos-
no da 1li svaka klasa ina tadno jednog kanonskcg predstavnika.
Dakle, dali :

c e | | A PYE

L
u*u‘l.a-urt v, v" ri!vrﬂ 1 2 ]_ nj .
Qdgovor je potvrdan sto se zqklgucuge 12 01 jenice ponocénl

we N3

grupoid G 2iji su elementi ret¢i v w ...u , & oOneracija x

3: v -?"2 M &V = u v 1"? v

(1) UjUs. ..U, Uqls . . 1.V

zadovoljava asocijativni zakon,

Taj grunoid je izomcrfan sa dobijenom slobodnom semigrunon.

Iz togs razloga Cesto se slobodna semigrupa ¢ nad /' definife
na sledeli nadin.

Skupovni deo senigrupe 7 ¥ine sve reti duzire 1,2,%,... nad alfa-
beton I’ ., Operacijia te semigrune je definisann jednako8éu (1) -

tgv. konkatenaci’a (dopisivanje).



2}5lobodna grupa.

Neka je |’ izvestan skup 1 neka se 72 sestoji iz zakona
(x(y.2)) = ((x.y).2),(x.e) = x, (x,x") = ¢
gde su : , = operacijski simbol duZine 2, "~ operacijski simbol
duZine 1, e -~ konstanta.

Slobodna univerzalna algebra klase . 7 nad skuvom
zove se slobpdna grupa nad I, L

Skup W je u oveom slulaju odredjen uslovima

1, ec W, [ W

2. wyve W o {u,v)eW , ueW,
Struktura ./ ima operacije 0O, :
. B A ’
e 0v = {(u.v) , u = u

i operaciju duZine 0 - element e,
Slededl zakonl su posledice 2zakona 7 :

rr

(evx) =x , {x{x) =e , x""=x, (x.v)'=ylx",
Oznadimo sa (™~ skup svih redi ¥’ gde Az (', a sa Uy Uplz ..ol
red (...((ulnuz)nuﬁqﬂ.,,@un).

Svaka red iz W ekvivalentna je ( u odnosu ra zakone Z ) sa nekom

oo - . ; - -t Tl . .2

reti oblika u u,...u gde u, € IR R A S G -

. A l - - i

Pret~rostavime da za neko i, u, i u, , su e om Jki. X gde je

| i i

. . ) . - -

Y igzvestan element iz | .

Re u_.u_....u ekxvivalentna Jje sa refl u,u....2 u ,,.u , Isto
L, 2 . , X L@ i-1i+472 n

vazi 1 ukoliko suu 1 u redom A i 4. Za red uii.... T.. .U
3 _ | | - 172" 1-Ti+2" 'n

kazemo da je dobijena iz redi w u,...u jednim skradivanjem {u

stvari nrimenjeni su zakoni (x/x) =e , {x.x") = e , (x.e}) = x ,
]
kac 1 asocijativni zakon ).

Uznadimo Sa S(ulu?...uﬂ) re¢ dobijenu 1z refi uqusp...u, nosle

a|
izvrsenih svih skradivanja ( koja su obavljena izvesnin rzdosle~
dorn - na primer “"s loeva na desno ".)

Primeri . )

S{baa’b’b’cc’) = S(bh’db’ee’) = S(b’cc’) = v’ .

S{c’b’a ‘abe} = e’ be) = 8(c’c) = e

S(aaa’baccfcc) = ahzce |,

Redi S(uluz...u } wAazovimo kanonski predstavnici.
S ¢
U te repi doluazr e e kago 1 svak rec onklikag
v, )
R O Vi ( WL / Lf’f_I )
Lo ¢ 1 i = A, T
de v 1 fs. o MLisu o onlika 3 1 & 4111 40 1 £ 73 neko L < .
gie vy Vi ML hlika A { a neko £ &1
[ --v o - ‘ -
slemernnti kKol idnid rukture S/ - ofrosro slobodn TUme
El ti kKolidnid'z strukture “i/ lobodne grume

su Xlase ekvivalenciJe L u svakej od tih ¥lasa nalazil se bar po

jedna red koja je kanonski vredstavnik
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Operazcije te strukture su

6 Culu2_..un ? Cv1v2...vk - CS(ulu?...un?1V2...vk)
B : <Cu1u2"'u% = C u'u 1.u u
| (uluz...u I Voee eV su'kanonskltpredstavnici ; ovide u; je
" i1i 4 prema tome da 1i jJe Uy = 4414 uy = 5
O - nularna oneracija,

Pitanje je da 1i svaka klasa sadr#i tadno no jedan kanonski
predstavnik, odnosno da 11 vazi :
(%) C. . - - =. Q &= uau Y = VAV v
'\\_..-.——-;f 2--- - & &
u‘|U'?.- rurl "Fl‘Vz-o.vm 1 n 1 2

gde su U Uges.o, vlvg..;ﬁn kanonski oredstavnici,

Ddgovor je potvrdan 1 to se zakluduje na slican nadéin kao kod
semigrupna .
Uodimo skun K svih kanonskih predstavnika 1 u tom skupu definisi-

mo operaciju =¥ na sledeé¢i nalin
N e g

| ey T ]
uluz...un X wlvi‘i‘" m= S(uluzu..unvlmz.iqvm)
Operaciju duZine 1 , u eznaci'"’ , uvedino nomodu jednakosti
| o
(aquge i)™ E wfnpeus |
(ui je a-ili‘f'gde se /', vrema-tome da 11 Jo U4= Y114 u; =/ ).

Ret¢ e je , vo cdefinieiji , nularna oneracija skupa K.
.Struktura W= (K, x ,"',.e ) je, 8to se moze

neposredno dokazati, grupa. | _
'je izomorfria sa kolidnidkom strukturom »/ /. .

Gruma
Grupa 4, je,orema tome, slobodna gruva nad skunom /',
Navomenimo da Je M sa jednim elementom ako je./” =.8 .1 da je

ona beskonafna ciklidna grupa ukoliko [’ ima ta&no jedan element,

- 4 s =
Ako je i = ;a,.i ondz su izvesni ‘elemer ti grune J{ slededi

a , € , aababbba’z’a’, a’a’a 'bbbaaaa ...

%) Neka skup zakona 7 ima el emente

(x.(y.2)) = ((x.y).2)

(x.e) = %
(x.x") = ¢
(=.2) = (fF.9)
(or, ) = e
(ff.-ff) = e
(e ,7, 7 - konstante, . - oneracisjki simbol duZine 2 i -

overacijski simbel du¥inc 1 ).
Neka jef'= § . Tada D“ldznl alfabet ima elcomente e,~,x, a skup
W je odredien na slededi nalin :
(1Y e,», 2<% (2) u,v- ¥z (u.v)2 W, u’W,
Svakared je akvivalentna sa jedn od relti &, , s7, (. /) .
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Te redi su kanonski predstavnici,

Operacije &) 1 ¢ay imaju tablice

. Ay
. . IREZAY.
f&‘-}j C o Cfrﬂ C Iy G Lo /7 ! | ——-—-——-—utr:i
~ 1
CE Ce C:{ C",;} 'L?,U, Py Ce b%;
' fo .Cﬂ\’ Ce q.':'{ﬁﬂ C;" Cov C.
le,.‘j Cf.;.- qf'j;}’ﬁj CE‘ C - C,ﬂ‘:’ C ) -
C C c. C._ C - C Co. .,
(Vg EHOp o e CI AN
Klase Oe ,Q{, Ca su nularne operqc13&.
Dobijene klase su razlidite jer skun Ee,ff ATy (w?g%} u odnosu
na operacije x| ¢ = 2 (o ) |
@ | X LE (ﬂ_:r’-},f_’j‘: . & 'l e
X (2)3) e ‘5 =y
/A T S e
(j"f’i \ fz};)#j "'" ! (_' ('H ' ' ( “ j. ‘}
(Y

¢ini strukturu kojla zadovoljava date ﬁakune, Tablicom = je defini-
sana gruna - ona je izonorfna sa nmoznatonm Kleinovom éetvornon
gruvon permutacija (1) , (12)(34) , (13)(24) , (14)(23) ,

Krajnl rezultat je struktura ,}_ ¢iji su elementi
Ce 1_0# ,qﬁ ,Qgﬁyi operacije 553 fin), C Cﬁ;,Cfﬂ,quﬁ. Oznacimo
aa, 5; strukturu koj=2 ima iste elemente i ¢ije su Oﬂeracije'éﬁ}ﬁﬁ?
Ge' Ta struktura je grupa. Kazemo da ta grupa ima strukturne

Jednakosti | | :
(Q{‘/") = (.IH-H) y (7’/-{}:) = e , Q 'f:'-’)

Strukturne jednakosti,

FPretpostavirme da je klasa wakona 72 unija dve klase zakona %_i

22. Neka klasa 27u svojim zakonima ne sadrzi nijednu promenl jivu
vel samo neke konstante. Neka, dalje, rijedna od tih konstanti

ne ulagi w zakone Z.. Oznatimo sa A, i A, skuvnove svih Konstan-

t1i koje ulazefu zakeone Elodnoeno 22.

Neka je <% slobedna univerzalna algehra klase % nad skupom
= @ . Za tu algebru je polazri ﬂl?ab t AT AZ |

Oznadimo sa J. univerzalnu algebru koja irma iste clemente kao

algebra - i iste opzraclje duzina 1,2,...ka0 Ta algebra, alil

cije su nu;arne oneracije Jjedino Ga gde 1c oa 'iiAZ'.'

Za algebru -2 kaZeno da je univerzalng zlpehra ¥lase 7 sa
klagon strukturnih jedrnakosti o,

Navodinmc prirerc., U tip primerima korissicemo izvesne uobidajne
dogovore oznalavanjz rcdi, kao na primer : red ((u.u).un) oznadava-

e .. D T -
0 u3 , red ¢ oznafavano —:g1luda Ju grune ,



.Proizvod dve klase je : Cfﬁ*ffi?ﬂ
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Primer 1. |

Konstruisati semi 2rupu kojé ima strukturnce jednakosti
| aE - a , ab = ba , ac = ca ', bt = ¢ (22)
Primetimo da je u ovon skulaju 2, = ix(yz) = (xy)z}

Skup W redi je W 43,12,...,ab ba,...,abc,be, ca,...»} .

S obzirom na jednakosti 22 svaku reé¢ iz W moZemo svesti na obllk
a‘c"v? (oo, 1, grefo,1,2,0.0 7 )

(prl tome ne moZe biti « = /2 = &*= 0 ) jer sve a-oVe moZemo

stavitl na poletak, a svaki b koji se nadje isored c nestaje. Na

taj na’in smo izdvojili kanonske vredstavnike 1 onisall sve klase,

L
: o 75 41;0
C oA ;_:EJ LAY c A i b=
a 'b et

oo L=k b G (},f kc H'_j: _b.xff‘:';'.; A3 f,l:r-=o
gde (~+ )" znaBi ovodjenje mod 2. , )
L - . ._ . J‘,ro 1;}’ . P ?l A
Kolidnidka struktura je /o, = J ¢« ¥ 27/ " , (&,
', C b /’) - .{D i, 2 }
- Primer 2.

Kengtruisati grupu sa strukturninm jednakostima

. : . 2 .2 . .
_ 14 =1 , 34 =1, 1 =73 4 1.3.1 =7 .
Klase su.Cl . Ci ’ Cj jrCiuL %j4’20j41q’ Ci2 .
Uvodeéi za ij , 1 , j , 3 i, 1 redom oznake k, -i,-j , -k ,

-1 , dobijemo klase
' ¢,., ¢, ,C. ,0C_ ,C.,0C.,C. ,C.,

1 i i k -1 ~] -k -1
kojima odgovara sledeca Cayleyeva tablica
o 1 3 Y i G ¥ ?
@10 C. ©4 € C_y Oy C_. Oy

e e S T I B R B o
zg;lrg;l“”gi“'"gi - Eﬁi gj .-Efj_mgk g—k”
TYaijT-1 i -1 1 k k-3 7
©Cy |Gy €y Cp Oy Cp Cp Oy C_,
§C_4)C_5 G5 O G Gy Oy Oy Oy
0y 00y Gy G O 0y Gy Oy Gy
YO 1C . Cy Cy Gy 64 Oy Cp Oy
Yo loe  Cy C.y Gy Ty Oy G Oy

Dobijena grupa zove se grupa Kvaterniona.

Primer 3,

Konstruisati grupu &ije su strukturne jednakosti
oa’ - e ; p% = e , ba = 2%
bkup kolid¢nik je

) : 1
Tl = (Bgs 8,204 0y



&

DDbijeﬂa gruna, (tZV, grupa 83) ima sledeéu HUItimlikaCiDHu

“tablicu |
Ge Ca 032 Cb ab pagh
ge Ce Ga ,Cﬂg Qb q&b_ CQEE
_Qa Cﬁ, 052‘ Ce Cab Cagb Cb
CEE Ca2 Ce Ga Ca2b Ch _Cab.
Cp 1% Ca%p Cap Ve G2 Ca
Cab Céb Gb Gazb Ca Ce 052
Cazﬁ Cazb Cab Cb 032 Ca Ce
'Primér 4,
Eﬁnatruisati gruncid sa strukturnin jednakostina
aja; = by (1,5 = 1,2,...,n)
O.ai = 0 = ai.O
O.bij=_ 0 = bij 0
ai'bjk = 0 = bjk'ai
bjk‘bilﬁ C |
Skup kolicnik j= “ufﬂi; = {Cb_a Cé_ , Ob.  /i, 3 = 1,2,...,nji.
. i i) | _

Pravila "mnoZenja" u ovon primeru nenosredno Se dabiju iz
gtrukturnih jednakosti.

Napomenimo da je dobijeni grunold semigruna. Zaista , ako je bar
jedan element trojke (K,y,z)’Cﬁ - i1i nula, asocijativni zakon

se svodi na U0 = O . ko su sva %%i elementa oblika Ca reziutat
je onet 0 = O | 1
Odigledro jo d= je svaka univergalra algebra nake

e
L3 1

rlase 7

izvesna univerzaina algebra iste klase &a aeckom klasor struktur-

nih jednakostil 52.
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