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aIJ?OI'EZE 1 

Iskazi 1 operacije за njima 

Iskazi su jedna vrsta recenica koje ве пајсеБсе 

javljaju u matematici§ 

Iskaz је опе recenica koja Је i1i tacna (istinita). 

i1i netacna (neistinita) ~ Kazemo takod,je da је iskaz recenica 
• 

koja ima jednu i вашО jednu '(potpuno Оdгеdјеrщ) istiг..1tо~I.,:П.1.1 
~/ 

vrednosto Iskaze сет) oznacavati slovima PIQ) Г} не (dakle: 

p)q,r, ••• nisu iskazi nego вашо oznake za neke 18kaze), а 

vrednosti tih iskaza f'a v (р), v (q), vCr}, н •• Znaci:_ ako 

је р oznaka za та koji iskaz tada је :< i1i v(p) =Т 11i 

v Ср) =.1. , Cde ви т Ј 1 гедош Qznal(€ za "tacan" Ј odnosn'o 

"netacan"c 

Sledecc recenice su iskazi: 

1. Postoji bгo~ koji је istovremeno nanј! od 2 i veci od 3. 

212. Пезепја jednacine х2 '+ 2х - 3 • О S:.l realna 1 raz1icita. 

3. Kvadrat је cetvorougao. 

4. Svi skupovi зи jednoe1ementni. 

Iskazi 1. i 4. ви netacni, а 2. i 3. Би tacni. 

Sa iskaziQa ве prave novi iskazi ротосu tzv.logi­

ckih operaci.ja Locicke operacije ви: Konjiuikcija, disjunkcija, 
• 

implikacija, ekviva1encija i necacija. 

р i q oznake ilckih iskaza опда Је 

konj}U1kcija 

disjunkcija 
! implikacija ' 

ekvivalenCi,iaJ 

redom iskaza, ci,jc в;; 

oznake р i q, iskaz 

NC~!1cij8. iskaza р Је is.i.<:az пе 

I.зkаz r'аlш р onda q" iПlа isto 

зlедесе recenice; 

1. Iz 

2. Р 

3. р 

4, с 

" 

Р 

Је 

је 

је 

pppt l)O Jtavka za СЈ.. 

(}Ov:91.,jaz.! us10v za ч. 

нео·)llOЙап :.18107 28 р Q 

, 
~O l q 

( р i1i q 

1 ako р onda 

ako р опда I 
I ako q опда , 

'1 • 

znacenje kao l 

"ako :) олdв q Ј. ako q опса р" 

ima isto znacenjc kao l sledcce reccnice: 

q 

q iI 
р ) 
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l. Р је еkvi\таlеп-tпо sa q. 

2. р је neophodan i dovoljan ·uslov za q. 
" 

Ј. р је aka: i Бата ako је q. 

Istinitosna vrednost svakog novog iakaza zavisi 

od iskaza ротоси kojih је оЬгаzоvап.коnјunkсiја redom iskaza . 

р i q је taClli:i ОПll& i ::>d;дO onda k":lJёi. su 1- cf8 i q tacni. 
Disjunkcija redom iskaza р i q је tacna ako је Ьаг jedan od 

iskaza р i q tacanp Implikacija redom iskaza р i q је netac­

па jedino tad$ kada је р tacan, а q netacan iskaz, а ako р i 

q imaju druge istinitosne vrednosti implikacija redom tih 

iskaza је tacna~ Еkvivаlепсiја redo-m iskaza р i q је tacna, . + . 
v CL - _ 

ako р i q imaju is~ce iS-i1.itоsпе vrednosti, а netacna ako эи 

im istinitosne vreonosti razliciteo Negacija tacnog- iskaza Је 

netacan iskaz, а negacija netacnog је tacan iskazo 

Oznacimo l':onjukciju, disjunkciju, implikaciju 1 

ekvivalenciju (rEodobl) iskaza р i q (redom) -оzЈЈ.аkamа рлq, 

pvq, р ::;.q, р <= .... q i Ilegaciju ='-sk;:)za р oznakom -\р;. 'Jrada sledece 

tablice prikazuju Zl:\viзпоэt 7геdпоsti novog iskaza оа vrednos­

ti i8kaz& ротоси ,kojih је оуај obrazovan uz ротос navedenih 

logi~kih operacije:: 

, I I p '-'--" P~/C{ "F • 1 "ti 1\ Г1 '"(""Ј '.Ј Г; I , , . , • i ----;- '1. 
.~ 

.- т Т т т т 
I'f' • ~ 

• ~ 
~ 1 

, 
Т 1. 1- , 

• ! 
, i l' 
. т -1-, 

, ! 

! • 
I i 

, 

1. I -, 
\ 

, 
, ~ 

1 
, 
Т ! , , - \ 1 

1 , , -. ~ • , 
-'- , , 

I 
.-

" 

1 skazne fo гп,иl е 

1 с· V8 е ешеп,~ 1 

Uv-еd:Lmо јеdЭ!l n'Jyi рОЈат, ројат iskazne formulc .. 

J)kazr:-~.§_X:~_l·~.i?1e эи осгеdјrше гe~:=_ (1) cija эи 810-' 

:1 __ • г-, 

- '-'1' 1-, 

Ti skupovi su:skup 

simbo;_8 i s~up pomocnih 

biti p~oi7v~ljan, a1i рге-
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OpGracijski~l зimЬоli се biti 
•• '0 

> 
• -, , л - - -. 

Pomocni simbo.li· зU 
• 

с • ) • 
Sada tlocimo skup ciji SI.J clcm~nti iskazna slova, 

• 
opcracijski simboli i pomocni simboli. Ovaj skup 'nazovimo 

аzЬukош. Daklc, iskazne formule ве formiraju od slova Qve 

azbuke i to па odredjeRi.nacin. 

Dcfinicija iskazne f'ormulG: 

1.. Iskazna slova эи iskazne fоvшulе. 

2. Ako зи А i B~(oznake za) iskaznc formule onda зи l 

СА,-В). СА>'В). СА =-:В), CA~B).A 

iskazne formule. 

3ь Iskaznc formule ве шоgu оЬгаzоvпti saтo рошоси konacnog 

Ьгоја primena 1. i 2. 

(0170 је TCk'JTzivna dcfini'cija Јег БС ротос.ч 

formula manjih dlJzina obrazuju formule vecih duzin.aJ 

~ Ргета ovoj dаfiшiјi -i Ср ~ ~'q) I (Ср /\ q) V г)) 

(--1 Р '-"' (q~-: __ ;;r») jesu f'ormule, dok -,), Pf.P, (pv-,q, to nisu. 

• Radi sto jednostavnijeg pisanja formula иByaja~ 

то razne konvencije~ 

Konvencija lџ Ako 8и А i В ~оrши1еј onda formu 

10 СА., В).' СА, Б). СА '.' В). (А':=7В) оzпасаvашо redom sa 

A"E t AvB, А=ј.В, А,,/8. • 

Konvencija 2~ 

razdvaja zagrade. Za njim, ро 

v ,/\~' Ukoliko sc simbo1 

Opcracijski simbol,~ пајјасе 
'L"',,.;:, 1":-_>:! ':'-, 

jacini razdvajanJ.aYdolaze '/1 

odnosi па Pc>t -formo1'u u kojo ј lша 

vise iskaznih slova опда зе ta pot formula тога pisati u 

zagгаdаш.а. S~odno konvenciji 20 i uz lconvenciju 1. formu1u 

A",B\~ C/·D ce;no shvatiti kao (А!',В)'оЈ (CIiD), а fL'JI'Пlu1u 

A"JB~C~D kэ,-,О (AvB) ~)(СлD). 

ХОПVGпсiја 3. Ako su А1 )А2Ј - Ј Аn l1eko formu-

10 опда гес А1 ;,,\ А2 л ... У\Аn је ZaIllEma za formulu А1 ako је 

п:::: 1) odnosno zamcna za (А1 1\,А2 /\ .' о I'\A ) ",Аn ako је 

n)l. S1icno usvajamo za А1 VA 2 V оо. vАп.::-1 

Ako 8и Pl' Р2 I D 0&, РП redcrn. п razlici tih 

iskaznj_h slova јЈЭ а1<:о svako od n,jih "za:nenimo" јэdпim од 

(1) 
, A:~O 8и 81 ,а 2 , о о о сl,"шспti nckoC 8kl1:,:;a опда 

.гсс ,cija 8и .sl()\~a rЭСЮffi 81 ,а2 ,000 , &n Ј U oznaci ala2~0.anJ 

shv-itamo kao ~.r-:;:?~ikavanje (~~ ~_~::_:.: ,~~ ) 
\~" -,.. 



simbola -,- )~ oI1da dobij~m. tzч ... vrednost redc,.-c slo\t8 

Pl' Р2' ~ •• , ~n (и QZnCici v(jJl)' V(~2)".'." V(;1
n

) ), ТО .~CJ 

ро dci'inici:i, uгсdјопэ п - torka sio.bola -~-I~ • Ako ,~e Ьгој 

razlr;citil1 iska.znih slova п onda је bг~j са~;О\.,-сЗгајuСiћ vrcdno· 
п sti 2 • 

Ncka је А ::огпulа koja ~c, па oc.red,7cni· г..аСiП, 

obrazovana ~ошоси slova Pl' Р2' _: ••• , рп • Svako.~ vredno:sti tih 
slova оdGоvэ.га vreqnost f'Jr!1!ule (и oznaci v(A) ) t ko.:a .:е 

takodje т ili 1. е Z;'1.зСi: v(A) € (Т ,.Ј.} 

Ako эи А i Б nckc :L'orDule е-ndа dQfiniseuo: 

у((А"В)) v(А)лv(В) 

у( (AvB)) 

у( (А".В)) 

у( (А<;9В)) 

v(-f,А) 

v(A) v У(В) 

v(A) =?,v(B) 

v(P.) ""у(В) 

., v(A) 

sde зи si:o.boli /\) V , ~ )~,""" , па levo ј strani е1е­

I!lent:t и~/eдeno: skupa o~eracijskih simbola, а ~imboli л , v , 

~. I ~ Ј 1 Ј па dCSТlG .-i strani зи o~craci ~') skupa {-Т, l } 

dеfiпisашз tablicl1!:',a ("") (:1З 2:1гј-;:н)_ој st"э.:lе:) • 

Zl1aci.i. vrcdno 8t v 

ci ji su orginsli f'огг.шlс) а slikc аи сlЭ;'lспti эkира ~ т 1.1-} • 

Intcrprctacija , 
NG.vе3Сеi:~О dve int'-ЭГ'Јг.еtасl ic f'oruula 1 elcr.le-. -

nata Т, 1- • 

јI!lО kao c .... e!Jonte slru;J8 ~'j • ..L; , а o~erGci,:sk'J si:---1bole .л. ,. '.Ј 

,-'-~ ) ----. iП)ћЈDгеtiгајl'л '!.:)о o)cracijc kojc ссr:ю oznac3.vati 

istiГ1 zпаСiЈ1Э,- а lco 4с 8; c1efinisu slсdс;сiз tа:йiсаmа: 
~. 

- , , I т /, , , , 
~ -1-, -.- , , ~, ',,',' 1-,.:.-- '. '"<' -- , - -_ .. - r-

т ..L -,-
I 

'1 - Т Т • \ I-L 
~ • т т , "- Ј __ 1_ Т 

, -, 

..l_ i 

OVOIJ. in~cr~rc-:acijon SI'J.O (.)~;:)ili tzv. isl-::G.znu 

algebru. 
Iskэ.zпн э1сеЬги ~юzе[ЈО uvcs-ti i f'OI'~llalno; 

l г\ -, '"'\,-.'-' ЈЈ _ - , 

а ostali clanovi эи opcraclJc: (Ј 1 l~' 
\. " f 
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u skupu ~ Т Ј....·i~,ОsI:lз".:,гаli S,'100,):_-_Г?Ј~iјG /\,У) =::'ј<;::'::-} . . 

Da niSll ljc·JjusobIlO rl-=:Z,:: 'JisnG tvrdi sledc-
. ' 
Cl 

;T,.L] эе mozc 

nisati fог:::шl'1r:l koj" kao ,јеdiпс O~)eraci,i-~ sadrzi: 1. /\ ,-'. ј 

2.v Jo ·-,; 

Vicimo да эе 

орегаС1ЈЗ izraziti ostale,~ No) 

.оуа i Lukзsiе\·\fiсz-оvо, rodorl U 

ротоси j,;;jn::~ ос navedenih pet 

postojr.:: д'/С op;.:;racije, Sheffer 

ОZПQсi ј' i ,. , од ko јiћ svaka 

lma Qsobinu Ја вс 83Г'";0 РОl'.юСu пјс Т!10си izraziti opC!racije 

1\ ,У.' => '~" -, ~ О'..);;Г<1сiје·~ i"~ зс dсfiпiзu рошосu sl'3decih 

tаbliсз 

\ 

. . т 

i _. 
NеРo;3ЛЈсlпо эс dokazuju йа iz,=tcd~~:.J.. opc:racija t i t,. l 

postoje sl~decc veze 

1. р" q .о, (;о .. q) • Б'Ч - -,(;о, q) 

2. -ср р','р • рлq - C~'i'q):'(i'1q) • р. с; - (pt:» 1(qtq) 

3. - • 
-!Р - p~-p • р. q - (plp)W(qtq) • р '/ q - (;olqH (p~Cj) 

-de u su р l q elr;menti skupa ~T \.L}. 

Z "n~ c~ 1 1'1' ~y'" 
и • ... ' ..... '- v., је da vazi 

• 

S-:.зv .~Gdine binarne o:!cracic~:-; рот:юсu kojih зе 

ЦlOZG izraziti svг~k:) :E'oroulR зи 1 i 'V • 

Dol([i7,~ ггзtр6~:/саvi"1О supro·t~1o, "tj'. dэ. poetoji 

b:tnarna орегзсiја h takva DOCLl izraziti 

operacije А, v', ), ~/ , Ј • Konstrui,'3~:Jo tab~icu ovc орсга-
. 

cijc hc А::"' bi bilo' h (Т, Т) ::: т оn!:э .у POr:lOCu. h ne~i 

moglr izraziti n!:;.~ac.ijaj dakle је h (Т,-:'--) :::.i~ . 1z istiri 

raz18ga је h (l-., --1_) ::: -, • N:;, )r,'~ostal:':\ с\та .::H:;st:-} ~1e ооzшlО 

staviti --, (ili .1 ___ ) ,:~r bi tэG.з dobili ::J;ll.J:i __ : __ er - ""vu (ос.nозпо 

Lukasic1;licz-ovu) o)Jraci ј'Ј. Dзklе, рое'со ,l:2 l:lo::::uenOGti; 

1. h(J.,T)=T.h(T,l)=l..; 2. Jl(J. .• I)=l..,h(T.l..)­

:: т ; по, u p:., ... vS!.1 slllcaju је zapravo ћ( р I (1) :р -. q, ·3 U C,~иC'Џl 
h(p,q) ::: -\р (~~d:з su ),'1. Е·, ~: • .L'~). G З3..јО ~.o~'oCи! 80 ГlC ;'ЮСU 

izraziti ostal:' ОР~ГАсiЈэо D:,.klo: ;юm.оСu h ос пе I:lOьи izгаzi-

ti ostalG operacij,--; :~to је i trcbalo do::ez-'ЈtiD 
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РП' qn,Tn , ~ о. 
пе Си Qznaci 

8 

interpretacija~ Iskazna slova p,q,r,Plql,rl'~'& 
ве interprctiraju kao recenice kOj'2 эи i1i tac­
т ) i1i netacne (и oznaci ..l ). simboli ( ,- ) эе 

interpretiraju kao leva, odnosno desna zagrada , а operacij­

ski simbo~'i -: , v , :::;, , ~ ," ве inteppretiraju redom kao 

konjukcija, disjunkcija, implikacija, ekviva-lencija, -negacija 

('i pri tom ве Z8 оУе operacije zadrzavaju gornje bznake, uzete 
_-tim redom). 

Tautologi ,је 

Definicijao 
-, 

Za\f'ormulu А kazemo da је tautologi.ja -
мо ima vrednost i za 8ус vrednosti svojih iskaznih slova .. 

Neka ~ А znaci da је А tautologija. 

Za formulu А kazemo da је kontradikcija ako ima 

vrednost ~ za БVС vrednosti svojih iskaznih slova. 

Jedna od mogucnosti da ве dokaze da је neka foгmu-

1а tauto1ogija је da sc obrazuje tablica vrednosti koje опа 

prima pri svim mogucim vrednostima svojih iskaznih slova. 

Obelezimo за А formulu. 

(р ~ (q ~ у)) ="? «(р "'? q) "=? (р =';< г)) 

i dokazimo, obrazovanjem tablice, da је опа talJtologija 

U'll ( I cc."'iT !'P~Oc i-p-=>r .!1'9!"-.~"-) ~"''i,:~(10~)1-A-

-\ 

Na ovaj nacin эе za svaku fогmulu moze utvrdi.ti 
da li Је talJtologija ili пе. 

Za form-lllu oblika А t- В (tu su А i В takodje neke 
" formule) post:)ji јаз jcdan !lacin za odredjivanjc d~i је ona 

>­
tautologija ili ne. U О'\,/от pos~upku зе trazc takvo vrednosti 



njenih iskaznih s1,)va pri kojima Вата fo.rmula ima vredn~st 

~ • Ako ае pokaze da takve vrednosti пе postoje onda је 

dokazano да је ta formu~a tautologija. No, formula oblika 

А =i' В moze irnati vrednost .L tаба i S,'Э1IlО tada kada је 

v(A) = Т , v(B) = l • Ako зе pokaze Оа џ;' п;,: J.akve vrednosti 

iskaznih slova пе mozc biti У(А) =Т i v(B) -;::..L znaci da је 

data formula tautologija& 

Navodimo primer: dokazimo da је formula 

(р ...;;q) "7 (---, q =? ,р) 

tauto1ogija. Predpostavimo da опа nije tautologija tj. da 

sa neke vrednosti iskaznih slova ima vrednost l. Tada је 

тСр =;- q) = т i v(" q "7' ,р) =...1..- • Ovo drui):) је iзрunјеnо 6ашо 

ako је vC,q) =Т, tj. v(q) =.1.. i ,,(,р) --L, tj. "(р) = т . 
No, tada је У{'Р ~q) =l sto је suprotno uCinjeno ј pretpostav­

ci. Znaci: data f'огЩ:ulа ni za kakvu vrednost iskaznih э10·уа 

ne moze imati vrednost.L ра је опа t::::utologija .. ·· 

Za objasnjavanje treceg postupka kojim utvrdjujemo 

аа 1i је neka f'ormula tautologija .i1i пе bice пат potrebne 

sledece tautologije koje navodimo bez dokaza: 

(1) 

('2 ) 

(,3) 

(4) 

--..р ~}p (Z"kon dvojne negacijeJ 

(p~ q) ~) Ср "; q) /', (q "'7-р) 
Ср " q) Ссс>(-, р vq) 

-, Ср v q)-:z-> C-i р /- -, q) 

-, (рлq)~)(,рv,q) 

, 
~ (De Мо rganovi zakoni) 
ј - • 

(,5) рv('qЛ".)~)(рvq)А(рvг) CZakon diзtгiЬutivnозti v 

ргеша /\. .) 

Сб) р"' (q"r)" 7(Р ,-'q) л г (Zakon asocijativnosti za л) 

Cilj ovog postupka је da se dobije formula ekviva-

1entna (1) за polaznom ko ја је Dblika А1 '" А2 " __ .•• А Аn gde зu 
foгr;,g.ule A1 ,А2 Ј ~ ~ ~, Ап oblika P1 v Р2 v· о о ~ V Pk; ovde зи 

Pl' Р2' • о. Pk isk:9zпа slova ili njihovG ncgacije. Tada Је 

d<3,ta f'o'гmula tautologija ako i вашо ako зи А).,А2 Ј о •• ,Аn ta~­
tologije, а спе зи tautologije ako i вашо ako Ьаг sa jednim 

slovom sadrze i njegovu negaciju. 

Def'inicija. FormuI.c А i В su ekvivalentne tada i 

зато tada ako ima'ju 1!:stu vrednost pri istim vrednostima исе­

stvujucih iskaznih slova, tj. tada i samo tada kada је formula 

А = В tautologi ја. 
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Sam. ;,юstu?аk 3,'~ izvodi ovako ~ Prvo, 

tautologi~iom. (2) од dэ.t:::: fогшulс prEJlazimo Г1З 

, . 
koristecl Бе 

fQr~ulu ko ја 

пе sadrzi{-). ZatiJ:1, porг..o~и tautologije (')) dcbijcffio form.ulu 

koja па sadrzi ni _::? ~ Ротоси tautologija (1) i (4) najzad 

до bi јато formulli ко ја ima вата орсгас ijSKC Sil:':.bole -: ,:"'; --,-"'" 

i simbol ---. stoji вато uz в10уа. Na kraju" ргir::юпоm ,-(5)" i (б) 

dolazimo do form.ule trazenog oblika koja је ekvivalentna 

polazno ј. 
Ilustrujr.lO QVO slcdecim pri-':Ierom~ Ncka је А formula--. 

(, р=,;> .q) -; Cq -ур). Таdэ је 

\= A<~>O(~.-' р' -, q) ~~. (.-, q"p) 

'F": A~-;/ -\(ру --\ q) 'Ј -\ qv' Р 

F А",,-'ј (, Р"'. q) '" qv'P 

~ А('·(-' рv-,q,'р)л (q'fi,q'/p), 

(zbog.(3)) 

(zbog(l) i (3)) 

(zboe (4)) 

а oda-vda ВС :.ako 'lidi да је foгmula А tautologija .. 

ШLроtеzе, Рс sledice._ 
~. 

Neka је ,.1" skup iskaznih formula i F ncka formula 

toga skupao 

Za formulu F kazemo da је (Demant~cka) poslcdica 

!ormula skupa ,,', ako је ispunjen uslov: ako zэ. neku vredno st 
~ 

iskaznih slova formula skupa ,f te formulc dObijaju vгednost 

: tada i formula F dobija vrcдnost I .. 

,,. ,-_.r ,_. 

Formulc skupa Ј zovemo hipotcze za f'ormulu F, а 

F ~c oznaka Oa~)e F (sc:manticka) poslJdic~ formula 

ku '+ \1,) А' ,'- Ј F F F" V F F s ра -.).. ~;;:o Је о, - t l' 2,o.g, п '1 plscmo l' 2' ..... 

F ". F. 
п 

Vo.zc slcdcci staVDvi: 

stav 1. Рогти1а (F1 ·, F2'~ <., 'Рn ) 'c>F Је tauto1ogi-

Ј3. ako i SatlO ako је formula F posledica formula F1 .F2 ,.so-, FnJ 
tj.~· CF1 1\ Р 2 .0' "Еп ) c..;F .ја ekviva1entno sa F1 ••••• Рп'·-Р' 

Dokaz. Pr~t::)Qstavimo da је fогТ'шlа (F1 " F2 ' о •• " F;i"-, 

->F tautolocija. ТО znaci: za ОПI-:; vrcdnosti slova za kojc 

leva 'strana dobij~ vrcdnost т i dcsna 

-r Ј а posto lova strana ima vrednost 

(1) 
г _'о. 

strana dobija v-геdпоst _. 
I tada i saтo tada 

Ako ј" s':<::up 

gija (uporedi- эа dэfiпiсiјоm 

prazan опда ~~; 

t auto logi је) о 

formu12 F tautolo-



kada svaka od i'orl":1I11a F
1

,F2 , • ~., Fn i:WB vrednost 

da ј е F l)F 2 Ј ~ •• ,F п :-::~- F. 

т 

11 

~ , 
znacJ.. 

N~ka је sada FIJF2J~.e,Fn;::: F .. TadD. J za опе vred­

nosti slova za kojc formule F1 ,F2 , .e~j Fn dobijaju vrednost 

-1 ~ formula F dobija vrednJst -1 .• Onda kada Ьаг jedna od 

f('lrmula F1J Р2 ) •• е Ј Fn dobijG vrcdnost -1 i formula 

(F
1

,\ F 2 " ••• "- Fn)-~ F O)ot ima vrednost \ • Dak1e је 

\=с. (F1 F2 ••• Fn ) -'7р. 

stзv 2. Formula 

(( F, 1\ F", '\ , ,," F,\ 7F) ~ (F" 09 (F", "'-7 ( 
" 

Је tautologi ~a .. 

~'F .~Г' '\') , • -7 \ -.... -/Г I .' _! 

Dоkэz izvcdimo indukcijom. Za.n ~ 1 imamo formulu 

(Р1 ~> р) ~(P1-";; р). а опа је oCig1edno tauto1ogija. Pretpos-

tavirno da је formula _:~~. 
1'- '. ..• , F)"-"' (F '- ,-" '- ~-) "Ј' \lt-.1,I\~'2....'\- •• л·г, ..... ,,_,] ='? ..:....~ <\ ?(г~ /~ .... =7- (1-"" __ 1---:/1.# .• ::) 

tauto1ogijai dоk8iiшо da је i .(1) tada tauto1ogija. Neka 
" , 

foгmule F1JF 2 , ••• , Fn»F iIilaju L1a kojc vrcr1nosti •. Postojci dve 

шоguспоsti: 1) v(Fn ) = Т. 2) v(Fn ) =.L • Lako se provcra-

v'a da u оЬа эlисаја formu1a (.,) ima vrednost Т .Dak1e: (1) је 

tautologija. 

Ova,-: st.q'\.- se то ze dokazat i i 1) ':"::or'i steci 

tauto1ogiju (P'7Q)<,:,)(,pvq) .;;de su р i q oznake za ша kakvo 

f'ormulc;, ili а) pokazujuci da l'eva strana Gkvivalenci је (1) 
ima vrednost 1- tada i вато -tada' kada i dсзпа strana imn vrcd­

nost Ј .• 
stav 3 о Formula F .је ро slcdica formula F1 Ј ~". ,Fn 

tada i saQ.o tada k.::da је formula (Р! -:/ (Р2 =-7- "~H --'-) (РП )F).,,)) 
-- г',-

tautolo2ija) tj. Fl)F2Ј ... ~Fпr--F ~a(ekvivalcntno- эа \'. 
f- (Р1 ')(Р2 ,)( •• ,·-'>(Рп ,)р) •.• » 1) , . 

, '---.,-

''-Ovaj stav је n\}?osredna ро sl~dica prethodna dva 

stava~ 
Posleclica: 

FIJF2)" .. ~Fnf:.:::. F је еkvivаlсшtпо sa Fl,F2)HoJFn_lj:.~ Fn-->F .. 
Koristaci se nekirn ое соге navedenih stavova doka­

zimo да је formula 

OVc~j stav sc naZlva tеОГСI:Ш. dcdukci,je (Z;:l tau-

to1og ije). 
'. 



Ср .-';> q).c') С С, р C?,q) .. '7 q) с 1) 

Tautologije ~ 

Da bismo pokAzali da је ,оуа _formula tautologija -'=poka­

zimo da је 
• • < • 

р-=,;> q, -; р ~qF= q 

i -, р --:_~ (1 l опе imaju 

Cpri tаш УСр )moze.biti . . . 

stvarno ро s~eqica--.formula 

Ripateze ви, dakle, formul'e р ?q 

vredi1ast Т вата ako Је vCq) ~ Т 

!УНо Т !УНаЈ..) ра znaci da је q 

р -'9 q. -, р /q; Ргеша stavu '3 (2) 

је formula СП) tautologija. 

је ekviValentno sa-tim аа 

Nэроmепэ. кada imamo formulu;~ 
,,----'~. 

(F1 "'7 (F2 ",?( ••• ='7 (Fn""7F) ••• )) 

dovoljnoje pokazati da је ~~ F ра је tadR sigurno 

F1 .F2J ..... ,.Fn'F'-Fо No. da bi ве pokazalo аа је F1J F2J Do.,Fn~ 

~ F nije i E,otrebno pokazati da је \'==": F ~cг F пе тога piti 

tautologija, а аа је ipa.k posledica formula F'lJF2J." о ЈР • 
. п 

U narednom tckstu dokazujemo dva osnovna svojstva 

tautologija. U tu svrhu skup svih iskaznih formula obclezimo 

аа 'ј , а sТШр t.Butologija sa ;~ " 

1) Neka је F('P1. P2' ••• ,р ) iskazna farmula cija Би _ . п 

iskazna slova Pl,P2'86"'Pn i ncka ви A~,.A2,088' An bilo koje 
iskazne for.mule. Oznacimo sa F(A1 .A2 ,,,.o,A ) formulu dobijenu 

п 00.-
iz prethodne z ашепоm slova Pi (i==l,,, •• ,П) formul ...Ilt i 
(i==l,ooo,n). Tada vazi tzvo pravilo supstitucije koje glasi: . , 
ako је Р(Рl'Р2' ••• 'РП)~·Т onda је i FCA1 ,A2 ,.· .. ,An ) ЕТ. 

Cvo рга'1..тilо је ocigledno jC.i.'· <:"ro za sVO' moguce 

vrednosti slova Pl,P2'~.o,Pn (F(Рl3Р2,о .. ~,рп)Е!- onda i 

F('A~,A2" .. ~~"An)t:-'J јег formule A1,A?, •• o,An imaju najvise 

onoliko razlicitih vrednosti koliko i slo~va Pl,P2' •. "'Pn 
\l1logu imati i тап,је vredno$ti јег Ilek,-.:: од f'огшulа A1J A2 ,,, ... , 

р-љ mogu b.iti tautc10gije ili kопtГD.јikсiје)~ '*' 2) Ako ви formule А i А ~ В t,autol,Jgije опаа је 
i formula В tautologija. Ovo svojstvo ВС ZQve modus ропепв. 

Dokaz ,j.zvcdimo inc1irektno .. Pret.po stavimo da, pri 
• nek9j vrednosti slova koja uces~vuju u B t шоzс biti v(B) 

No~ posto је f'огт:шlа А /В tautologi,jCJ, tj. ~(А ·----:"В) ;::; т 
- .l • 

za 

БУЕ vrednosti ucestvujucihslova, to је i vU .. .) ==_1. Ј а оуо пе 

moze biti јаг је formula А tautologija. Dз~~lе, ni za jcdnu 

vrednost slova koja ucestvuju и, В, ne тo~~ biti v(B) = l Jtj~ 
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в .је tаutо10giјз. 

Роstэvlј~ ве pitanjc: kојз Еи ~vojstva karakteris-
~ 

tic.na za skup () tj. ротоси kojih з\-ојstаvа sc ovaj sk\jp 

moze potpuno opisati? Da bismo odgovorili па QVO pitanje UVGS­

сета рс јат t еогеше, t ј о skupa teorema Т ~ 

ПеfiпiСiја teoreme: 

1° Ako su А,В,С neke fогr:шlе опда Sil А ::::::;;(В--==?,-А), 

(А ::'?(В >С)) -7'«А"9В) >(А -",~)). (-~ А =,;>,в) ~(B~A) 

te~reme. 

2~ Ako Ви А i A~B teoreme onda је i В teoremao 

З° Тсогетс эи вашо опе fог;т;ulс l{oje вс dobijaju 

k ' . 1° . 00 опаспот РГlшспоm 1 ~ • 
~ 

Ocig1cdno је da Т с ) • 

Stзv(sепапtiСkе potpunosti). Svaka tautologija је 

~ tеогспа i obrnuto, svaka teorema је tautologija. tj'. Т-:- Т. 

Оуо је ;jedan od osnovnih stavova и tzvo iskaznom 

гаСипи. 

Na osnovu dcfinicije tcoreme i ovcga stava skup tau­

tologijn то zcr:.lo uvc sti Sintakticki, t јо odredjGnim pravili­

та. Та karakterizacija tзutоlоgiја је: 

Ako ви А,В,С иа kakvc formule tada su formule 

1 о А-.>(В =';>А) 

2<> (А =,;>(В ""7 С) ) ~7 «А-,)В) --':> (А ""7 С) ) 
з0 (-, А ~ -,В) =';> (В "7'А) 

tauto1ogije. 



КVМТТIFIКА~ОRSКlRAСПN PRVOG НПА 

u оуот r~cunu znacajnu u10gu imaju tzv. Kvantifikatori koji 

se inace u obicnom jezi1zu uzim.aju kao' '7amjenice :- 11sva1'.:i", "neki IJ , 

T'bilo koji", "та koji", ... Cesto в-е s~m'bo-i v ойпоэпо З u'Ootre-

01 јауаји umesto zar:..E:nic~ , "svaki",- 'odnosno 1'ne1ri "~-о 

Usvajamo da је V QI')уегз~Ј!l.=i:т l{:vantifikp_tor, _dok је 3 еgцst­
.!Wcija1f!:1. 1сvапti.fikаtоТ'. Kvantifikatori V) 3 ucestvujH. u nekim 

formulama racuna kOji сета 'lQsmatrati , i to uvek u oDli1{u l.. .. 

('Vu) , (.::Iu) , gce је slOVQ u oznaka za tzv.' promenl;ii~u. 

Navodimo primere zа 1йјuсivапја ва kvantifikatorima. 

Primer 1. 

Iz pretjJostavki 

Svi ~rosti brojevi ви ~rirodni 

5 је prost Ьтој 

Zakljucujemo : 5 је prirodan broj 

Primer 2. --._-
Iz pretpost~_vki 

1?ilo kOji ЈIЈя.г1соv "'Orijatelj ~e Јоуапоу --rri.iatelj 

Petar...3ije Јоуапоу _~!,ijateli 

Zakljucujemo : Реtя..г nije Markov "ri~atel.;i. 

Navedeni i slicni ryrimeri тo~и biti oviRani t?v. formulskim rece­

nicama. Ilustru4mo to па urimeru 1. 

е Vx) е" ех) 7' Ј? (,,) ) 
~5ц)-:--__ _ 

јН5 ) 
U оуот 1')rimeru х је iromenljiva а 5 је konstR.rta. 

_ Dogovorimo Бе аа re cenicu "х ima ВУО ј s't; Ја .;,'; 11 О zhar;av~ ГlО эа ::;;,.'(х). 

U павеrn nrimeru -nе1<:а ;'(х) ~naci 'l х је 1')rost ')--Т:Ј.l IТ, а 1- (х) "х Је 

prirodan Ьгојll. 

Zakljucivanje u ryrir1er1J 1 тоzешо o'lisati 1 slcr'<efom formu1om : 

(~х)(q(Х)СС-7р(Х))'i(5) 91' (5). 

Navodimo ryrimere urevoderja пя. fогш'-йSki_ ;iez-ik l1ekiYJ ТJoznFl.tih 

mateГlatickih tvrdenj.-a. 

Primer 3. 

• 

Iz Х)У i Y)Z sledi x;z (x,v,z, ви ге!3Ј.--r..i lго--;е-џ i) 

Ako эа '\...()' ,у) o'7,nacir:o r'<·iY.Jjer;icu 11Ьгој х је vexi оа broja уН, 

опаа пауед.епот tvгс:епј11 od.€,ovara 

(-,(x,y)~ «( У, с) ) с'" ,(х, ") 

Primer 4. --- -

formula: 

Al{o ;је х> у onr1~ "'00:'-' co:ii ЬГОј z t::"kav Q.'?~ је Х>7, l 

Пvоdесi оzhя.l{u 1{А.О ,) 'lrethoQnom ')rimeru iТ'1.." то : 
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i?rime.r 5. 
u skUl)U rE.'p"lnil1 Г,го_~е\Т!Э. vp.zi: Za sv.:tki Т)аг bro~evR х i У iSlJunjena 

је jedna i samo ~edna od relacija х=у, х> у, х<у. 

UZ iste oznake iпаmо (/" Сх, у) zr.aci r,x ј еdпr:tkо у") . 

(Vx){ifyJ ((;3(Х т) '" N(x, УЈ/]" (}', '!Ј V (ij'fx,)')~'i'("yJ,1 7<;,( у,х)ј V(71(~})'" N(х,rЈл о{ (ру) 
Primer 6. '/ 
Za svaki раг razlici tih taca'ra х i у 'lQstoji tre~a tacka z tako 

da је у izшеdu х l z. 

Uvodeci oznake : ?t(x,y) oznacava "х razlicito од_ у" 

J'(x,y,z) oznacava "у је izmedu Је i z i tacke 

x,y,z ви razlicite" 
dobijemo odgovarajucu for ulu : 

(IIx)(Vy)(o'(x,y)""O:-:) Ј'(х,,,,о)) 

FORMUI,E KVANTIFIKATORSKOG RACUNA. GTAVNA INTERlJR"TACIJA. MODEL. 

VAUANE FORМUI,E. 

Polazni simboli Би dOA"ovorno : 7 ) ( ) v 
Zatim ~romenljive : x,Y,Z, X,y,Z, •••• ,X,V,Z, ••• 

, 11" .• ,.,1) 

i ~elacijs1(a slovp :R;, H~, •.. , Rr, .. (i,~ - Т)гiгоdпi brojevi) 

gde је gornji indekf3 tzv. duzina rel~ci.isT<OR: slova. 

Definici.ia 1. 

Neka ви, U f , U.t' ••• , ип , (oznal<e ~.a) '1ro6enljive i neka је 0 (tako­

de oznaka za ) relacijsko slovo duzine п. T~da re~ : 

Ф (и 1 , U.l' ••• и Ј ) naziva.mo elementarna formul_a. 

Da ј ето с1_ е f in i c;i. ј u f о rmul е kvan t i f i 1.::а t о r ~_"""Ос.~--,r",а""~"-љ=n,,,е .. , -,-""rv~o=" 

reda ( и dal iem i71а,'?"i"шјu : fо~л) а ). 

Definici ја 2. 

1) Flementarna formu1a је formula. 

2) А1<:о эи А i В formule onca su i : ( A~E ) , јА , (Уи)А 

formule , g-de је u izve-,:na promenljiva. 

3) Formule 9е mOf!U noriti .ier'!ino 1.r:опаСпоm 'lriPlenOтa 1) i 2) 

Definici~a 3. 
Ако ви А i В rteke :t'orPHll е опо г 

(ААТЈ)је 

(АУВ) је 

(A<~3) је 

zamena 

zamena 

zaJТlena 

za 

za 

za 

7(A~)-'B) 

( 7А""в) 
(А ~,p,),; ('3 91..) 

(.зи)А ј е zame:na za '7 ( i/,~) I Ј .. 
Prema usvојепiг, de:t'jJ-l-ј Ci,l"1Jl1P_ sl.edeoe reci 81) formule: 

Д(х), ( R~(х,у)",RЋ)), «Vx) R:Cx,y),",(;y) Н;(У)) 
{, /, 

ali reci R;(x,y), О/х);\(Эу) nisu fnrrl,}le. 
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Usvaj аио slicne konvenci ј е о brisan ~и zagyp dя., kao u ~l_ иса ји 

iskA.znih formul p • 

Kratko6e radi, relacijska slova Ri , cer~o ub~~du6e ozn.?cavati 

malim grckim slovima "-;,;8,1,.,. l1Т! сепu се i>:: same formule biti 

јавпа duzina slova. 

Pojav1jivanje uTomenljive u u formuli F naz,ivpmo> vezano ."1"o;iavllva-, 
пје ako је: 

1) to 'Jojavlivan.;je oHika (Vu) Н; (1,,) i1i 

2) postoji formula А u kojoj u ima ry~javlivanje i 'г! tome (~и)A 

Н; (Ји)А BU 'Jodfo.rmu1e formu1e F, 

Опо lJojavlivpnje 1')Tomenljive u koje. nije vеzапо nazivamo яlОЬ.П1'l.8 

-pojavlivanje. 

Ako ·и ima slobodno pojavlivanje опО.а. '1ToJТ1.enl:iivu u zoveme slet,o­

dna promenliiva. Formulu А, 'lroja eVLent,lalno l:ma а10Ъојпи Ј'тетеп-

ljivu и, oznacavamo B~ А(u). 

Naryrimer, а1 ,-0 је А formula : 

onda ви u пјој у i z slobodrie ryromenljive, do~ х ima вате vezano 

uојаvliv"лје.Fоnnu1\l А !'lo"iemo о"пас; ti эа А(х) ,A~v), A(z), 
. .' ., 

'"PoBtavl~a ве pitanje : zasto, pri tа'--viи proi7voljnostima, uvodi­

ШО oznaku А(и). Razlog је sledeci: ne~a је v nek~ promenl~iva; 

tada uzir:;a.mo аа А(У) .. oznacava formulu '{оја ае d.obiie 1<:13.(1.13. ~ya 
• 

slohodna pojavljivAn;i8;_ ':-:1.:.. u form'.lli А zamenimo за у. 

Nap!imer, a1l::0 је form,j";.' А iz urethodnog primerp .bila 02'пасепа ва 
А(У) onda jeA(z) sledeca for!!l1.11a: (ух)о(џ<.) -,>- (jdf.)V ·~(2)) 
Ako је ta formula ЬНа ozna~ena эа А(х) onda је A(v) formula А 

та kџkvа bila ~romenljiva у. 

Glavna interuretaci,la. (и daljem izlае-,'-Ш~I.l : iпt"егТ)геtасiја) 

DOI!!en D interryre,:tacije 1 је bilo kn.ii ne'1razafl в'ти",). 

РгоmепlјiVЕГ internretiram"J kao elem.ente eku.a D, а relaci.iBka 

slova kao relacije odp'ovar~juce (Iљ?;iпе В~U"Щ D. 

Simbole: :::'; _"/ \1 1\ .::-_.~ Inter"'1retira'1o l{ao or1rovara~'lce , , 
operacije iskazne аlЙеrге. 

Simbole \-; odnos1".o Э interlJretiramo као 11 SVF1ki tr оП.повn.о tr nel.':i". 

Dajemo strogu definiciju interuretacije. 

Definicija 4. 
Inter.nret)O!cija form~lle F је ureden rar ci5e В'] "k:oI!l'1 r mente rеП.О::'l.: 

domen interТJretaci~e -:), -:1refi 1 il{:r,ranje f • 

Da1l::1e , аlсо ва 1 07raxi~o inteT~retaciju опдр је 

?:de је f sledece 'pref:li 1-cavanje :..., _(Я 1 Н.,'. R" ..•• 
I -1 -,R 1 R~ Н..; •••• 

1 п, f ). 
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Pri tоше ви H1 ,R-l'" .Нр , sча raf71ici ta T'}otreJjljena relacijs.1{a 

slova 1.1 forтuli F, "l R" Н.{,"'. Rp ' rel R.Ci;ie ооуоуатајисе dnz1ne 

skupa П. 

" . _ Гlшег. 

Neka је data formula (2 ) 
• 

Јеапа od тО/ГlсјЬ inter"'lretacija пауеаепе forr.ule је sledeca. 

Ы~1"a је аотеп sku") Z celih brojev r
, а ~i;8 iпtегТ)геtа-Сiје relaci-

js"ih Rlova " i,-6 : q (',у) ( , 

ft ( .><, У ) <--.. ~ 

Interpretacija Је da~le ureden раг 

" 
" 

(z 

х-у deljivo ва 4 " 
х-у ае1 jivo ВР 2 " 

;; (:1» (3) 

p'rimeti-mo (1.з- fогшнlа (2) ima -pri пауес1_епо~ inter"1retaci-~·i uvek 

vreonost Т та ~ako inter"'lretirali ~romenl~ive Х.У. Ka~e~o аа је 

formula (2) tacna "·а inter"'1retaci,iu (3). 

PrecizOirajr',o taj Bojarт!. 

Pri interl)retaci~i 1 formllli F oOl!ovara Zavisno od inter"1re'tacije. 

promen1jivih, јеаап od simbola Т ili ...L- , tzv. vrednost formule F, 
"-~_. -
Za fоrШlllu F kazemo dPl је tacna Ч. одпози па iпtеГ'1геtчсiјu 1 B~ 

дотепот D i utvrdeniтrr interТlret, c:ija~a relaci is.1rin f'11ova , 

uko!..l:ko је vrec1.nost form.uJ.e иуеЏ;: Т bez obzira па iпtеr'1rеtасiјд 

njenih "')гоиепlјiVih. 

Formula F је net.'3cna (-ori inte.ruretaciji 1 ") а1-со ie formula IF 

tacna ( ryri inter~retaciji 1). 

Ako је formula F tacna ryri inter'1retaci~i 1 опда 1 zovemo Model 

te formule. 

U malo ~rе пауеаепот prlmeru mode 1 form'}~e (2) је inter--'retacija 

(3), јег је оnа tя~па ZR t11 inter,retpcj"~u .. 

Formu.la је vJ.jall~ ако је tacna "')ri svako:, interr"iretaciji. 

Prema usvojenim rc.finicijam valjane f'1..l e~ eae~e fvrmule: 

(~(x.y) /\ .< (7 ХЈ) \; 7 (" (х.у) /\ с{(р)) 

("Vx)(]y) 0[('11 ~ (ј3(ууl~?(VХ)I]:r)'Ф/V 
(4) 

Ма kako izal~rali З)(-:-1'1 D i та 1(ако inter~retirAl i relac:i js1z:~' Э10уа 

r.( .;51 formule (t1) u.vek" ima~u vreonost Т. 

Neka је заdа F iz·vestan slruF' form'11R i пе'та Зи to tai<;ne forrnu1e 

u оаПОБи па interТJretaciju 1 l(oju cini domen ]) i izvesne n,ie.Qove 

relacije 1<ао Ш!1tеГ'lгеtА.сiје odgovarajucih rel~ci,isl.(-ih slova, '1ri 

cem1se istp rell1cij~1.;-:a slovA, u :rqznirn fO::-f!l111аmа inter"retira,ju 

па isti љ"',Сiп. Tada ::й р etoFlr::::; 1.сl , stru\·"t1J.ru 1тојu xini дОГ1еп D и 

оdпоsu па rOlllenute rel~ci ј е zov-emo 1110(1 el ,'ku'1~ fOI'JТ\u1 а Р. 

I:;:· ref'5enoR" Rleri da је u R11J.ca:iu val--iqnih fОГГ1u1а monel rilo 

ko~a аlgеnаг~1г.з. stru.1::turFl, ос1_геdепя. neu-im nomenorn i пе1т iJll njefТo-
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Primer. 

Neka ј,е dat skuu fогпu l,а 

fiilodel skupa formula F је 

1 : F = [ «1<,,), ?«(<,r) 9 <>,(/v,x)/\ ot(y,z)-'7 O:(X'Z)j 

bilo koji nenraZan slrun D за 'nel{om эуо-

јот relacijom ekvivalencije, kao interpretacijorn-relacijskog 

slova Q(. 

Neka svojstva valjanih formula. 

U primeru (4) valjane formule Би konstruisane koriste·~i tautolo­

gije: pV 7-0, р ""(q.,,p) , gde 8'10 i51<:azna 810vap i q 

zamenili kvantifil{atorskim formulama. Slicno vazi i u onstem 

эlиСаји. 

Neka је А is~azna formula <5i4a Зи sva razlicit~ iRkazna slova 

и." u", •• "un- l neka је F formula koja ве dobija kada вс slova 

и1' и<"., ,им zamene nekim formulama kvantifikatorskog racuna 

(ista ,slova zamene ве istim formularua) i ТJri tome ве , =;; , 1, \..~ /\ 
# zamene odgovarajucim znal§ima kvantifi'k-ator-skog racuna. 

tada vazi s1ede6i stav : 

Stav. 1. "Ako је А tauto1cDgija, опdя. је F valjan;::. formula. 

Medutim, па .оуај nacin se moze dobiti saтo jed~n deo klase 

valjanih for~ula. ~.---) IJkq.Z/VE ~-o,qI'>7.. ------" .. kvc"<nl. /i't;1T,Y!u!e. 

. @~u~%fie -~> Ј./ищ./е 
Navedimo primere valjanih formula кој е se)..mOl!u о obi ti iz tautole-... ' gija па opisani nacin. 

1) о(х) =(Зх) <'«х) 

2) (Vx)(A/\B)~(Yx) Ал О'х) в 
-" . - .. . , 

3) (]х)(ААВ) ~ (јх) А/I (]х) В 

4) (Зх)(АVВ)~(.:ЈХ)Аv(Јх) в 

5) (Vx)(AVE)~(Vx) Av(Vx) В 

~ae Sti А,В џe~e ~~~ntifikat~rs~e formule. 

!.Ioze ве -oomis1iti da је i formula (liu) A(u) ~ A(v) (5) 

gde ви и,У promenl,iive, А kvantifik::::t Tsl{a formula, valjan.q. 

Hedutim sledeci l"Jrimer се паБ uveriti da to ~,ije tacno. 

Neka је А sledeca formu1a : ('y)<'i(x,y) 

Тааа formula (5) -oostaje : (1fx ) (Ју) "'(х,у) q(ly) ''',(у,у) (6) 

NavedimQ, inter-oretl3.ciju za koju formula (6) ·пјје ta~na (-orema 

tome neUoze biti vа]ј8.па). 

Nel{a је nошеп D sku"l lJгiгод.пih brojeva, а ге1А.г-iјsl,о ~lovo о{ 

inter1Jret~rajrno l{ao re1, ci ји < (rnА..Л је). Iсtеr,геtасiј.:э. formule 

(6) је sledeca: (f'x)(1y)( x<y)",,(1,,)(v<y) (7) 

Lev8. strana u (7) ica vreQnost Т, а ae~na ~-, ~a cela formulA.. 

ima vrednost : . -1 7 ~ = Ј_ 



19 

Stav 2. Formula (5) Је valjana ukolil~O forrr.Hla А isp1.mjava 

sledeci uslov : U formuli А(и) promenljiva u se nijne пе nalazi 

vod dejstyom kvantifikatora ('Iv) , (ЈУ). 

Dokaz. 

Pret1)ostavimo (18.. form~11a (5) lllJe vA.ljana. Tada 1)ri ne1.r oj 

interlJretaciji 1 fогшulа (5) ima vrennost ~. ~J tom slucaju 

formula (lIи)А(и) ima vrednost Т , dok forтu1a А(У) imF\ vrednost..L 

Ро ргеtl;юstаvсi ~)ro'1en1jiva "ц. u formuli А пе nalazi ве ni1!de 1Jod 

dejstvom kvantifikatora (>/у),(]у). Stoga calйj".O·иjeтo d'l, akc 

1Jromemenlive и i v dobiju 1Jri inter~retAci~i 1 istй vrednost, 

onda се i vrednostiformula А(и) i А(У) biti iste. ~nac! , za nvu 

odredenu interpretaciJu ryromenljive и , formula А(и) ima vrednoost 

~, dok prema ~retpostavci formula А(и\ im~ vrennost т za svako и. 

Dobijena kontradikcija dokazuje tvrdenje. 

Navedimo јоэ CYcl S"1.r ojstv.q vFi.1~ar1.ih f(]г·U1а. 

Stav 2.. Ako ви А, А =јВ valjane fornu1e ОШ1а је i Р val:iana formula. 

Stav 4. Ako Је А ve.1;'inR formula оn1а је i (Vu)A(u.) valjana 

formu1a. 

Hipoteze i ~osledice . 
• 

Definici~a 1. 

Ne"k:f-I., је Е. skup formula i F neka formula. K!lzemo д~, је F semanticka 

ryosledica вl(ира formu1a, u Оiшаkоm F 1::' F , .ql{o. је za svaku inter­

lfretaciju 1 sku·'l8. evih tih formllla iЭ'luпјеп sledeci ие1оУ: 

Kada Ви вуе form'J.le 8f.':1Г)8. F tacne tada је i formu1a F. tacna. 

Formule skuna F "ОУН ве hil)oteze. 

Kratkoce radi~ umesto semanticka Y)QR1edic!3. , reci' сепlO kгя.tkо 

r;osledica. 

Umeeto {F-?" ,F-t, , ••. ,~,J. f= .. _ ~ '1isacemo 

Ргета ИВУО ј епо Ј д efi:licij i vazi f:lled.eC(; : 

F L"::"F F Тi'.cF' F·F>--·J" Fi-1;1V"' '1'" .' '/'-',f-I' .,С'':'"",, '. , --<; I .... 
F, ~, (Vu)F, • 

fo<'d_e ви Р ј ,Р,.& 'lгоiZVО-:~l1е fогrш1е, а ~. 1Јгоmепlјivя.. 

U iskaznoj nlцеl-)гј. Rmo imali Ar-' Е .'-l'то i B~тo ~ko /=- А ~ В ,,' U kvantifi 1(atorsk:om racunu !3.nalognoV va7,i, јег naТJrimer : 

у(х) 1= (Yx)~(x) ,ali nije F.l(x) /(t,/v)'l(x) (В) 

Nаvоdiго intr:;r'lret.qci,ju ZP. formulu (8) ~~a '.Oj 11 опа ni;ie tacna. 

Ые:.са је то ~Юln ~J Т)гirо(lп.ih l::rojevA., А. rel,:1,ci;i~'k.:o slovo Ц inter­

-oretirfijmo kao reJ,"'..ci;lJ duzine 1 :Hbiti (,,"нр.п Ьгој1!. 

Desna stг"па је л е-'с;'),:Ћа, levp, је tA.cna ako х interТJretirp,mo kao 

Ьгој 2, Tada formuln .. (8) ir'1.'1 vгеdпоst Г",,1-_1 .. , ра (8) nije 

уа1 јап::з. formtll.q 



Karal{terizacija vаl-i:;шih formula. 

Uvedimo B~~ !'tzv. teQEema. 

Definicija. ' 
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1) Ako ви А,В,С proizvolne , 1s:vR.ntifikatorske formule , tada ви 

sledece formule teoreme. 

1 A~B7A)' 

II (А='У(В""С» ~«A "iB)9(A~'';» 

III (7А ~lB) ~(B"'9A) 

IV (Vu)A(u)~A(V) 

и formuli .А.(и) '1romenl.iiva u ве nigde пе D'11.з.zi Т'lod de,istv()m 

kvantifikatora (Vv), (Jv). 

V (V1i)(A-:-В) ="(А""'(Уи)В) 

(promenljiva ~ nije slobodna nromenljiva formule А) 

2) (а) Alro ви А, А ----'7 В teoreme, ondR. је В tcorerna. 

(10) Ako је А '~еогеm" onda је i (Vu)A(u) teorema , I'de је и 

prome nl ј i VP!.. 

3) Teoreme ве тО!,,'l]. dobiti Вата konacnom -orimenom 1) i 2) оуе 

d_efinici је. 

Ргеша usvojenoj r'lefinici,ji ocigledno је dCl је svакд teorema 

valjana formula. Ako s~un svih valj811ih formu1~ oznacimo эа V 

onda imamo sledecu inkluziju : Т с V. 

Meautim, inkluzij.q vazi i ~l drugom smeru, ТЈР. imamo sledeci, 

GiJde1-оv Btev. - -
Slrun Т svih - teorema poklarya эе ва sku~om V svih valjanih formula 

оапоэпо т V. -
, . 

Оуај stav је od 'izuzetnog zпаСајя., јег dozvol јаv.з. dя.. ве -sku"'l 

valjanih formula иуеае 8а шапје intuicije i bcz pominja~ 

interpretacije i se.mantickih 1Jojmova : !1tя.Са~'Т, "пеt:з.Сап!l. 

Inace, ovaj stav эе naZlva stR..V о -potuunosti "lredi1-:ats'k:og r~C11nq" 

Nanomena. Kvant,i.fikatorski racun -orvofa red.Q, \::oji ВМО "Oosmatra1i 

j-~ tZY. cisti kvantifikators'ki racun, zя. razli1~1l од o"1steg 

kvantifikators1\:og гаСUШ1. 11 1.rome ве Т)огеС. sir.bJ1.a 1(оје 8'1'.0 mi 

uтюtгеЬili, Ul){?trebljayaju јоэ kon~tante i funkci;iska' s':ova, i 

па оэпоуи п jih o.efinisu tzv. termi. 

Svi izlozeni reZP1.tati. u cistom kvantifi~A.tor~"kom rl3,cunu lako ве 

-prenose (s.q izvesnim i2,menama) i п,q sluca;i o-osteg l{vA.ntifikator­

skog гаСНllа. NFJ.1соп u\'odenja neo'lhodnih r1efinici~a 01-Jjasnicemo to 

па "JTirneru. 

ZIl konst,qnte uziпР.mо simbole : ,Ft l , 2.ј! '" , а/ј' •.• 

'Za funlrcijs~a sl_oVQ 

gde је gornji inde1·-s 

·f'·fl ,f! • "-t" • '- " 
оzпаk.з. z.q tzv. d'l'zinu --

• • • 

i"lov-"!. 



ЈЈајето defil1iciju termit, 

Definic i~;;;. 

1) Promen1jiye i konst:3.nte Аи termi. 

2) Ako зи t j , t.,!, ••• 

duzine 11, опаа је i гес 

termi i ako 

f(t"t" 

је f o~eT~cijs~o 

t n ) term. ••• 

slovo 

3) TerГJi ве тnogu оЬг~zоv:з.ti эато 1')081е kоп'1,СПО тпоgо "primena 

1) i 2) оУе definicije. 

Terтi Ви na",rimer : х, а I , 

Уеdutiш, reci : f ,
j (х,у) , 

f,O(x,y,z,,,, ''',), f;(f; (x),f~(a, '''.;1)), 

< (f/ ),_ fJ (3., ,а.г) nisu termi. 

Definicije form1.11p! uvor'1e ве апа1о~о 'Као и cistom l.cVя.пtifi'k:аtог­

sl{om racunu 8\tim sto umesto nromen1jivih do1A.z8 termi. Isto vazi 

i za pojl3.m internretl3.cije. Pri tome ве kOnf\t~"nte interl'Jretiraju 
. 

kao fi'k:sirpni elementi аотепа, а funkcijska slova ~ao o~eracije 

domena odgovarajuXe duzine. 

Razjasnimo receno па s1enecem ~rimeru. 

Neka је datp fогmнlя.: о Ј}) 

. (V.) ('у) с« ј;' (/;(куЈ), 1/( 1/ ( (()(), ! '(УЈ)) I/II/I)() /'(1)))) 
(9) 

Za аотеп inter1JretA.ci је uzmirno sl{u-p R геаlпiћ bro~eva, relacij8ko 
. 

slovo c{duzine ауа inter1Jretirajmo kao "jeoinEkost", .'3; funkcijska 

slova" f/, f;, f,;, f/, теаот kao sin, СОВ, + , • , tada formula 

(9) postaje : (ух)(\;у)( sin(x+y) = sinx.cosv + cosx.siny). 

OVI3. fоrmulв. iml3. vrednost Т. Ka~eтo~ као i ranije, аа је formu1_a 

(9) tacna -pri interYJrete.ciji 1, .:= (я /1,' 1<' 
1 Ј '- -:'1/1 ~й5 ~/ ~) 

ValjA.ne formule эе definisu analogno, -'3 vre-..'1i i slicnA, karakteri­

z!,cij" (Godel-ov ~t"v). 

?ostavlja эе nitanje "kаkя.V' је zf\{'I,caj valjanih fоггшlЈЗ. u matematici 

uO'lste. 

t,1atematic"ke teorije (r_"ln8.8) u~l8.vnom эе l3~snivaju tzv. 1)ot-puno 

aksiomats 1(i n~ slede(~i na~in. 

Polazni termd:ni i a1(siome ве iS1rRZUju kогisсепјеи n~veo"enO.f!' 

formulskoR jezik~. Eoze se reci : termini i a1rsiome ве "'1геУоде па 

t-'3.j jezik. Тсогеше ffi=-'ctematicke teorije ви опdя.: aksiome, 

valJ'ane form111e (~co~e se onicno иYo(~e "'lOrlOCu navedenih karakteri-
• с 

.stick1h svojst'Va I,II,III,IV,V i zovu ~~oreme nredika+skog racunA.J 

kao i вуе formule klJje 8е izvoiie ." z njih -r)rimenom nravila 

izvodenja. 

Та lI' avila i~voden~a ви : rnопия 1Јопепв (i7. А i А ==7"]=1. -proi'71azi В), 

gener~llizacijfl (iz А nгоi~lя.zi (Vu)A, gde је u ргоmеп1;liVя..) 

Као i'\to сено kQsn_: '":"" videti, sv~ko k:orektno z~"l{ljucivanje 

(dеduk:сiјя.) је izvest::1n niz ciji эи е1еГlепti hi('oteze i.11 

Vftljane formule i1;1 ве do1)ijaju iz nekih -orethodnih clA.nov~ niz.!l 

"'lrimenom tZ\T. ~~\'ilq i:?voCten:If'.. 



FORi"iALNE TEORIJE 

, 

-Р<Ј an.!J.logiji s obi?~nim m.:"tematickim t€Orijl'}m.'!, \1>'Vђde й-е f.o.rmA.l"-G 

teorije i pojmovi : dоt:зz, tеогеmаr'hiчоtе.zа, "csledicfi'itd. 

Ovi pojmovi s~drze i пека bitna nrecizlranj~ ~oja obicno nisu 
R ' ' 

пя.'!!l~епа u neform':olniЦl tеогiјam:з.. 

Formalna teorija' и oznaci~, odredena. је lp:"d эи iS"lunjen1 эlеdе-

ci uslovi • • 
, 

1) Dat је n~jvige prebrojiv skuu simbola, tzv. osnovnih simbola 

teorije r . 
2) U skupu svih reci ВР, osnovnim si:rnbolima odrede.n је -"оа Sl.rU-о • 

• 
tzv. sku-o formula teorije [.- Uz to је dat i efelttivan Т)(')stu-

pak za odlu~ivAnje dali је neka re~ formula 111 nije. 

3) U skupu svih formula odreiten је јеаА,П '!)Or1s1<l.lP сИје elemente 

zovemo aksiome _. -о Ako је јов f!at i efel{-:tivan l')оэtuТ)J!:t.k za 

odredivanje dali је neka formula aksioma 111 n1je, опаа teoriju 

у zovemo aksiomRtskom teorijom. 

4) Dat је konacan broj tzv о 11ravila 1?:v6aefl';~ ..• Svako 1Jrav110 

izvod:enja је izvеsп:э. relacija li s1.щ'1u formu1a teorije ,-г-:. Ako 

је с.( јеапо pravilo izvodenja duzine п , n~..,rimer, onda та . 

kakve bile formule А'ј ,А" .••• , Ан, А п !JO~toji efektivan 'Jostuuak 

za оdluСivя.пје dя.li зи redom formule A1JA~, •• o,A,-,и relaciji ili. 

nisu. Ako эи redom formule А1 , А;;, .... , А" u геlя..сi ji (onda 

kazemo i: Ar; је direktna pos1edica redom formula А ј ,А;.., о •• A,"-I.' 
-ро 11ravilu izvod:enja 01" i -oisemo : 

А .. ,АЈ, ••• ,Aff"'1 

, 
Oznacimo геаоm эа SkuТ'love 

osnovnih Simhо1я., formula, 8.ksiom~ i ~ravila izvоdепјя. teorije 

Navedeni slru-povi odreduju forma1nu :beoriju -r")a ве teori јА. ;" moze 

striktno definis.<=;ti l"ао игеаепа cetvorka (- 1.' :г··n·'t(ЛЯiјl')) 
Umesto fоrmаlп:э. teorija kazemo i formalni гаСип. 

КопаСя.п niz form"J.la В"' ВЈ,,"" В'I zovemo }zvodenje 

, 

Definicija. 

(dedukcija dokaz) u tcor;i.ji /" ako SV.'ll{.q formula 13\, ( l!-: i i М) 

tog niza јз~ипјауа uslov : 

1) В; је aksioma , i1i 

2) B~ је direktna uo~ledica nekih ~reth~dnih fсrтulй ryб izvesnom 

pravilu izvodenja t~,Qrije Ј. 
DefinicijR.. Formulu Б",., formalne t'eorije Ј zovemo teorema u 

teoriji ?Ј u oznaci ;-.:...., В,.-, , (I1i Вата ј- r::) а1{о ')ostCj1 ЬА.Г jedan . ~. 

niz ВЈ ,В,:, ,о •• В,,.. koji је izvodenje u teorj јј Ј • U оуот sl-q.c;aju 

kazemo i da је taj niz izvodenje tеогеие 11 .. " .• Dokazati teoremu 

В"· , u teoriji . .,.... 2пасi monstruisati niz В! ,p,_t_,,. •• ,В"" koji је 

izvodenje u ovoj tenriji. 
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Рој!lШ dolrazf1 u fОГША.lпоl teoriji uveden .јЕ: 1')0 uVledu па obicne 

matematicke rJ.ok8.ze. nokaz u obixl1oj IТlFttem'lti~koj tenriji је 

1гопасап пiz- ciji ~~vaki clan Je: aksiom.q , гапiје dоkаz::ша teorema 

111 ве dobija iz nekih ...... rethodnih clanov3. ~,o izvesnom "'1ravilu 

izvodenja (ta эе pravila obicno пе е Тйiсiггјu). 

Nal)rimer и· sistemu пе negativnih геаlпiћ t-ro јеуа, - niz 

lЈ х + у ~ х + у (aksi ота) 

2) (). ~- -2'{rY' (dokazan'l teorema) 

3) х + у ~'X + 2YX~; + У ("sаЬiгапјеш" 1 i 2) 

4) (lJx + у )2 <' (Vx + 1!Y)2 (iz 3) 
~ -

5) ~X + y~ vx + уу (iz 4, korenovanjem) 

predstavlja dokaz tvrdenja : Ako Ви х , у пе negativni re~lni 

ЬГО ј evi onda ј е -', '" ~y' ~ Ifi"·r Vl-
Primer formalne teor'i;i е. 

" Neka Би slova а 1 r osnovni simboli teori ј е G. Dogovorno reci 
'-'. ":-' ( ; (J--r/ 1. 

а , ааа, .. о?·паСlШО ва а , a~; dakle а је а, а ::::: а а., п:; 1,2 •• 

Neka эи fогmUЋе refi oblika a~ra~ a7ra~ ~jr~; ••. odnosno вУе reci 

oblika ::Pгa~ gde эи m i п ТJozitivni" "'1rirodni brojevi. Za a1csiome 

uzimamo formule , ' < 
а a~ r а' , , а za nravila izvodenja : 

Gfl~rr,r, (.) г>"'го" :_-,n7 ro:', c<,~·гc,·' 
0(' - ---- '/' -! . - ,- - ,I{- .. =-'--~->-"'''-' -

о_""·го .... п• Q,.jnr~/?'" 1_'"--' !-C~:' 

od kojih sч- о( 'јЈ duzine dv~ а {-је duzine tri. Tada niz formula: 

1) a 3 ra: 2) а4-га--t з ) a·~-ra34) a5'rFl'" rretstavlja izvodenje u 

teoriji --'jer : 1 је aksioma, 2 dobijeno iz 1 'Оотоси uravila Ј-:' 

3 dobijeno iz 2 nomo~u ТJravila~, 4 dobijeno iz 3 i 1 'Оотоси 

pra:vila (- . 

PreMa tome formula 

Takode ви i formule 

!,- -1. 
а ra Је 

" 

а -,ra.o:: , 

.~ 

tеогеmя. teorije ; • 
.1 t (i' l _с' .~ 

а -га: а ra, а ra , teoreme. 

Uonste ako је м + п ~агап Ьтој t~dR је formul~ 

teorije r-. DokazaGeY1l) аа vazi i sledece: Ako је 

i>i ђ 
q Tt.:\. teorema 

о. (. 
а ra tearerila 

teorije ~ опаа је zbir т + п раг~п Ьгој. 

Neka ве 

А k8 ioine 

ol1da Би 

" , f forrnul.!l н r :::,. zove !).!lrns ormul.'1 ако 
1 ! .. ., f 1 , ,-

j€. m + п 1Јатan 'Ьтој. 
~. 

а г.q\"р:э.гпе formule а га, а- га1 Ви УЈ.(1.гпе агт1). е. __ ,-"--О S,,l 

i formule .q\tlrq\n, ~t!at.H,' ta1{:ode "агпе. ElicJ'l.o 1'З.1<:0 ви 
l)1irne fоrшulе ondA. је formula а""~-r~lР roгпв., 'kr.qt1<:o 

р, ,-
:э. ra' 

. п (..! 
l а га 

kazemo : аksi.оше Sll Qarne fOI'f'lule i "rrivil&r izvod:enj8. сиуаји 

narnost formula. 2'ЬО,!! ovog.q fivi clanovi Ъ1 ,B~" ..• , Бг. nekop 

izvodenja u teori~i .,- тогаји biti l)arne formule. Zakljurak : 
- ~ -Teorema rFtCUn8. ' mera bi ti -;Ј13.гпа f'огmulч . na1\le u sluca~ и 

паvеdепе teorije 7" tаС::э.п је i c1raz : Farmu!_8. 

teorema ako i sашо 13.'-0 је А "larna formula. 

~, 

А teorije .' је 



Za odluclv::mje lJqrno,:ti nt::'KE form~le "'lostoji efc1ztivan ---.ostunak. 

Otuda 1)ostoji efektivQE nostu11ak za odlu~iv.qlljC dali је nel{A,. 

formili.la teorije 'С' teorema ili nije. Iz QVOf!, ra;7,log,'1 za teoriju 'с.. 
kazemo да је odlucivQ. 

Uopste, neka formalna teorija '7;' је odluciv.::. ако l'.юstојi efektivaY! 

postu"'1al{ kojim _Бе moze za ""Droizvolnu formul'~l А te teorije 

odluciti dali .је teorema teorije '"С ili nije. 

Definici,ia. 

Neke. је :F nel{i skup formula neke formalne 

А odredena f~rmula iz te teorije. Kazemo : 

t eOl'ij е 

formula 

'с , i пека је 

А је 1'Josledica 
,у 

sl{u--.-,a formula ј' a1.r:o lJostoji konacan niz formula В ... ,B,v' ._'В'1 
( ВГ)= А) , cija svaka fогпiulа Bt.- isuunjava uslove : 
1) 

2) 

3 ) 

Ako 

ili 

]l. је aksioma, ili 

B~ је iz f1ku'1a 

Bi. jedirek~y.apoeledica nekih "Orethodnih form_lla nlza rю 
• 

'1') is.vesnom 'lravi1u izvodenja teorije гс. 

Је А "0081 edica sl{ul)8. formula У, опаа uise-:'1o 
r-> 

г 1-11 ~ а elemente skulJ8. J,zovemo Гcinoteze 

,?retpostav.ke). POIllenuti niz B..f ,B.t, ... , БГ) zоvешо izvodenje 

formule А iz sku ~a hi"'!oteza :Р'. А1".-0 је Ј.ј vonac.qn S1 r up , onda 

umesto : 

Izvodenja 

1) Ako је 

2) У Ј-А 

{A 1 ,A:t, ••• ,A.JI-.f;рisеmо i A,.,A.(, ••. ,AnI--А 
iz hi~oteza imaju sledeca znacajna svoistva : 

Z--' с 7;""' ;:;---1_ А о ђ -;-1 С',- ,J.;~ г- /; 
-.'.., ~ J~ <- ...... ""-

ако i' БА..lllО ako Т)оstојi 1{опя.Сап "l')ods1<:"u1J 1; sl{u"Oa ,,7:' 
takav da' је 

NeKa ;;'/- 8 
onda Ј:; /-А. 

-'>- А 
.Ј" I~ I 

< 

цdе је Ћ "Oroi7·volna formula iz 

Formalne teorije .obrazu";u jednu klasu matemn.tickih teorij,'1. 
, 

Оst~йе matemnticke tcorije zovemo obicne rn.аtеmя.tiСК:е teori.je. 

Za o'Oisivanje i iZf:radivA..nje neke fогmя.lпе t eorije 1{oristi эе 

izvesna obicH8 mаtепr.tј)5kа teori;ja , који zovemo met.q,teorija te 

formalne teorije , F'J rmаlпн teoriju u toin slu·-"iaju zovemo i 

ob;iekt-teorija. ~:'lеt3.-tеогiј;э. nuzno sadrzi osrlOve lop"ike i 

odjovarajuci део lOf!i1re БА. kvапtifik:.з.tогiш!1.. 

Jed~n od tvoracq formalnih teorija , D. Rilbert, u Буоте 

prOf1;rar1U izgraa:ivanja formalnih teorija "Qost~vio је zahtev 

koriscenjp. s'~ri1(tl1e fiYli tnosti '1 meta:.teori5i, ос.ПОБПО пе koris­

СепјР. , na'1Timer ,_ ZоГYl-оvе leme, aksi OI'1e i 7f:Ora, а l~tualne 

beskonacno~JGi i slicJlo. Alj. nOI!locu tA.. 1zve :net'\-teori~e nije 

mogu~no dO:l\3.zati, na.-,ri.mer, llenrotivrecnost fогиаlпе teorije 

Ьгојеуа. То је reztllt;:o.t К. Gоdе1-я., tzv. drur:a Godel-ov8. teorema. 



Medutim O1ko эе meta-tеОГiј:з. 'lrosiri teorijom ого_inчlпiro brojeva, 

odnof'no neelement;:,.rnom teorijoD S1":UlJOVf:i, OIlaQ ве neТJrotivrecnost 

formalne teorije Ьгојеv:з, i!tok8..zuje (G~Gentz;;n) . 

Z:з. neki геzult:з.t koji ве odnosl n~ formalnu teoriju veoma је 

znac.ajno Т)ошоси "t:oje metateorije је cIobi,len • Ako ве о ovome пе 

vodi ГА-сunа mogu nastA.ti razni neS'10razHIТ1i. 

ИеtаtеОГiј:::t ве izlaze korisCenjem једпор dеl:з. obicno,Q" jezi1cR. 

nrosirenog od~o'biarA,juCOP.l matem.qtick:om terminolo~ijom! Тај jezik 

zovemo met.q-jezik. 1 formalna teorij.q im.q f:1(.'Ф>ј jezi1r tzv. objekt­

jezik. То j~ skup ciji ви elementi ~olazni simroli formnlne teorije 

reci sastavljene од tih ryolaznih simbol.q , kR.o i l{on~cni nizQvi 

tih Teci'. PrerJa tome, formul;;;, аЧ-siоmе i izvodenja 'Irir>adaju 

objekt jeziku. U 'lrethodno пауедепој teoriji forMule ara, .qraa, •• 

BU u objekt-jezikи dok је iskaz : I!Fогmџl.q ara је teorema 11 , U 

meta-jeziku. U meta-teoriji k:oristili smo i izvesne elemente 

teorije prirodnih brojeva. 

Tvrdenje koje se onnosi па neku form,qlnu teoriju zovemo meta-teor-

ета. Tak-o : "formula ar.q је teorema ll jeste meta-teorema. 

ОЫспе matematicke teorije izr-raduju se n.q s1edeci пяСiп. 

Polazi ве оа jeдno~ Bkupa nolaznih (osnovnih) termin.q i odredenog 

skupa recenica ва tim terminima, tzv, al<:siom'<-l" Z;:t teoreme ве опаа 

uzimaju recenice koje ~и tafne pri onim intегргеtасiјА-mа ~ri kojima 

эи i aksiome tacne, iBto tako teoreme ви i Bve recenice koje ве 

dobijaju iz аksiоm.з. l')rimenom izvef'nih lO,Q:ickih ryravil~. ( која ее 

obicno пе isticu ) • Za lJrvi sluc.qj ~azemo аа ве teoreme izvode 

semanticki а ва d-rUG"l sintat;tjcki. Kod obicnih matematickih teo­

rijq ceBto ве ТJre,licu t.q dva пасiп~\.iоQiј:-'1.-'1ј:-t\tЕ'-огеmа. , 
Osim toga ""'Jostoji i ја 1,: ste1)en intuicj.je о sl<:unu. 

Код formalnill teorijn l1
J
'otreb.q int 1J.icj је svo(li ве n.q n(:i~bezni 

minimum, а tак-оdе эе ргесiziггјu '1ojmovi .ql-c:::>iаruА., teorem.q, izvodje­

пје i slicno. 

Formalne teorije se orr.'lzuju ва ciljem t'?,;,,'. -;']ot'lunog a1.rsiomatsk:o~' 

zasnivA.nja nek:e ОЫСПЕ; m~tem.qticke teorije,N:o.di togP. se formalna 

teorija tako iZ::lbli..re d,r-l elementimQ njenof= оћ,iеkt-јеzi"k::э. осП',g;оvагајu 

objekti m~temA.tiXke teorije kOjll forrJ.:Jlno iZRrA.dujemo, Preciziranjem 

receno#! dobija 1'1е 1)Oj.<J.JТl i!JrYnih lпtегоrеt,'l_сiУ,. 

Inace internret;-1.cijf:l ш::kе forrn:::tJne teorije јЕС ЗУа1-::0 nreBlikav<;tnje 

objckt-jezika te teori,4e u kl.<tsu obje1i:!?t.'l neke f1гщzе mаtе:пя,tiсkе 

tcorije. 

Nаvодimо dve interТJretpcije Т)ОSЈ11Л.tг,q,nе fОГl'А.Јпе teori~e. 
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Prvu это оЬг~zоv~йi iEf> T1ir'isuci ве Slеr.е6iГ"1 t\IгdепјiГ1.Ч lZ teorijc 

celih brojeva • • 

11) -1 - -1 , -1 - (-1):<) 

Ь) а1 "0 је (-1)' - (-l)"ј onda је (_1)6 - (-1) i , !~(I е эи 

l l Ј vrirodni brojevi. 

Stim u vezi pri пјепој ~lчvhој inter~retaciji imamo : inter~reta­
cija эlоv8. а је broj -1, iпtегuгеt:э.сi,ја slova r је relacija 

, 

"jednakost", ::l inter1Jretacija reci 13.- је broj (-1), itd ••• 

Za isti nrimer diu~a interryretacija u oznaci g jeste slede6e 

ureslikavanje obje1ct jez.ika u skup 11riror'lnih ЬТОјеуа : 

1) ,,(а) = 1, g(r) = 3, r,(aa) '"i 11, ,,(агаа) = 1311 , 

одповпо g(S1 ,8<. , ••• ,SfC) ( gde Ви В,:.. slov!3. а i r ) je~te prirodan 

broj cija эи сНга u dakadnom sistemu redom g(s,) , g(sJ, .•• ,,,(s,). 

2) Ako Ви g(w,) , g(VIJ, •. , ,g(y\) priro"ni brojevi dbdel,jeni 

redom гесiт.'). w'" w';"., ,w", опда nizu reci W" ,W-<z' * •• ,w ll 

dode1jujemo "гiгоd'Ш broj u ozn"ci g(w)2g(w,}2 ..• 2g(y\) Ије еи 

cifre -redom cifre Ьгојеуа' g(w,) i 2. 

Na:primeI' nizu "ara; a->"ra dodeljujemo broj-13111211131 .. 

Kariscenjem slicne inter"Oretacije Godel је dQkazao пеке вуоје 

1Joznate stavove~ 

PriDeri formalnih teori~a. 

1) Iskazni гacuп. 

"Oolazni simboli ви LJ,q)r, Рј q
J

r1 о •• ;;., 

Farmule ве definisu n~ ~oznati nacin. 

Аksiощ.е ви 

1) А 9(В4А) 

2) (А,,(В4{))) ~«A""'B) ""(А'9С)) 

3) ('А "'ЈВ) -,,(В c~ А) 

gde ви А,В,С 1Jroizvolne formule. 

Pravilo izvodenja је mn 111S "'Оопепв : 

q r , 
п п 

( ) 

А, А ~'7B / е -

l 

Iskazni racun је odluciv'l teorija. То slcJji iz cinjenice да јЕ 

еlш>"Ј teorema jeдг~К:. зкири tautolcgi,ia (to j~ ujedHa- asnovni stA.V 

u оуој teoriji). 

2) Cisti "predika_t~ki тасип prvoga reda. 

Polazni simb~li Аи : 
, 

nromenljive x,y,z,x-1,'T,',Z1"" 
" , relacijska slovf,{ R1 ,R.:., ... , Ет , ••• , R~, .. 

Aksiome зи : 

1) А-(В.."Л) 

2 ) ('А "'" ,,,) '" (ВН) 
3) (А",>, (В ~c)) "'>'( (:, ~)E) "" (А""с)) 

#) (i!U)A(H)",A(y), ,,"о se u formuli А(и) "romenljiva u nе na1az1 

u atlRPti де~.tvп (''1) 111 (3v) 
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5) (Vu)(A-"О>В) '7(А "",(Vu)B) , "':0 u nije эЈ oboGnC> tJromenljiv'1 u А. 

Pravila izvod_enja 

ноаиа 1Jonens 

Generalizac~jq 

зи : 
А, А",В 

В 

Predikats1r i racun nije odluciv:=:t teorija. ТО је dо 1(я'zао Church 

1936, god.Predikatski racun је ne"'''lrotivreг.:nq teorij~. 

3) j5vl1ntifikatorski учСuп. 

ОУа formFllna teorija ~lredstavlja ")rosiren~e nrethodne. Izlllg:з.пје 

о ngoj 'dobija ве iz izlа;тр"пј:з. о "1redikFl.ts1,:om ТА.~\,.nи nrvogA. reda 

_ukoliko ве па odredeni nacin "")rone~ljive zamene termima. 

Formul,e ovog kvantifi'~atorskor: тасипа Ви !t 1Jo d,esnije I1 z·q onisivanje, 

ml1tematickih tekstova. Ти treba traziti Qsnovni razlo~ nje~ovog 

иуоаепја. I1ozemo mectutim Ccesto vrlo trkOllllJlikovano") i nomocu 

formula nredikats~og racuna nrvo~a теаа аа onisujemo Matem~ticke 

tr:,k stove. 
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, , v 

ЛКSIО!IIAТ TZAC IJЛ НЛТЕМЛТ ICKIН ТЕОЮЈ Л РОМОС1) KVANT IFlКATO HAKOG RA СUNЛ 

Neka је Т izvesna (intuitivna) mаtеШ!1ti??kа teorija. Njenim polaz­

nim terminima - relacijskim i oneracijskim , mozemo dodeliti рс 

јеаап relacijski оапоэпо oreracijski simbol. Aksiomama t_8 teorije 

т mozemo dodeliti izvesne formule kvantifikatorskog таСипа. 

Drukcije receno, aksiome mozemo prevesti па formulski jezik 

kvantifikatorskog racuna. Ozna~imo ЭА For sku~ svih kvantifikator­

skih formula u koje пе ulaze drugi o"Oeracijski"i 'relacijski simbCl­

li уес вата Qni koji odgovaraju polaznim terrninima. Skup Ах ~F~r 

је опаа skup formula koje odgovaraju aKsiomama teorije Т. 

Preciziranjem skupa For i slru.pa Ах је izvrsena aksiomatizaci­

Ја matematicke teorije Т u okviru kvantifikatorskog таСипа. Tak~ 

это odredili јеапи formalnu teoriju, koju cemo'oznaciti istim 

simbolom Т. 

Aksiome teorije Т ви : 

1) Bvi elementi skupa Ах - tzv. sobstvene aksiome teorije Т. 

2) вУе logicke aksiome iz skШ1а For - и st'lari Бvе. val јапе formule 

iz skupa For. 

Teoreme teorije Т ви опе formule F Е. For koje imaju dokaz 

(izvodjenje) - iz-vestan konacan,niz Р; tF.z'.o .,F,,~(,F ciji је svaki 

clan aksioma ili эе moze dobi ti iz. nekih pretl'.odnih clanova niza 

primenom мр (nоdиэ ропепэ) ili Gen (generalizacija). 
л А=> В ( ) мр: ' ci t8.. ве : iz А l А ~В proizlazi В 

Gen : 

В 

А 

(Vu)Л 
( u је promenljiva ) 

ЈЕ-аап оа osnovnih ртоЫета teorije Т ЈС отоЫсг.Ј. neryrotivureo­

ncst teorije Т. 

Definicij!;1 1. 
. 

Teorija Т је neproti\rurecn~ ukoliko и skupu Рот formula te teorije 

пета ауе formu"ilie oblika А i ,А koje ви оЬе teorcme teorije Т. 

Ukoliko је teorija Т ~rotivurecna опаа јој је svaka formula 

tеогеIJ1--'l. Zaista опаа ви izvesne formule А i "7 А teoreme ра aK~ је 

В€- FOT bil0 koja formllla опаа па ОЭПОУи logic1{e aksiome : 

А q (јА ...-о;-В) dvastrukom primenom мр dobtj:1.r!lo аа је formula ] 

teorema. 

Sta ., 
VlSC, ukoliko teorija Т iJ.1a Ьат једг .. и for-r1ulu kojCL nije 

tооrОЮiа te teorije опда је ta teorija nenrotivure6na. Stoga ве 

moze dati i sledeca definicija neprotivurecnosti : 
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Definicija 2. 

Teorija т је neproti\lUl'eCna ukoliko ima bar јед.пи formulu koja 
• 

nije teorema te teorije. 

U аапаэпје vreme петашо za шпоgе znacajne matematicke teorije 

dokaz neprotivurecnosti. Na овпоуи poznate Godelove teoreme kori­

steci эе u meta-teoriji ваша finitnim sredstvima nije moguce , па 

primer·, dokazati neprotivurecnost formalne aritmetike - cije aksi­

оте dalje n~vodimo. Neryrotivurecnost aritrnetike moguce је dokazati 

(Rosser) koris-cenjem teorije sku1':)Qva. Onravdano је рit:зnје 1{ol.iko 

вто uvereni u takav dokaz ва toliko snazno:rrl meta-_teorijom odnosno 

intui c ijoI!1. 

Navod,imo "Orimere. 

I Formalna aritmetika А. 

Та teorija ima relacijski simbol 0'\ - duZiл.с 2, jednu konstant·u а, 

jedan operacijski simbol f -" duzine 1, dva operacijska simbola 

g i h - duzine "2. 

Umesto: c{(t1 ,t;(), а, f(t,), g(t~,tl)' h(t1 ,t2 ) gde su t-{ i t 2 . , 
neki termi, рisешо : t-1 = t..z' о , t;, t1 + t.z' t l · t.l. 
Sobstyene aksiome ~ritmetike Би : 

(х ~.Y л Х ~ ") -) У ~ z 

х ~ У < ~ x'~ у', I(X/~ о), Х + О ~ х, Х + y'~ (х + У); 
, 

х • у = х • у + х 

(А(О)л(Vх)(А(х) )А(Х'») (Ух) (А(х» 

gde је А - ~roizvoljna formula te teorije. 

Jedr::.n model је odredjen sl;::upom ТJrirodnih brojeva 0,1,2", ... 

relacijom =, o1Jeracija:ma + i". , oueracijoI!l х'= х + l~ i konstan­

tom О. То је tzv. StQnd~rdni тоае1. Prihvatanjem tog modelA, 

оdџоsпо prihvatanjem toliko intu~ci је, mozemo z"akl juci ti аа је 

teorija д neprotivurecna. 

Nauomenimo а1 эи teoreme teorije А razne, dobro poznate for­

mule, kојеНiZГ!Ј.Zаvзјu dobro poznatA. svostv-a oueracija + , • , " 

kao i relacije =11. N8.vodimo primere. 

О • х = О, О + х ::о:- Х, х;. у = х • у + У, х + у := у + Х, 

Х , У ~ У • х, х + (У + z) ~ (х + У) + ", х , (У + z) ~ х , У + х, Z 

(x.y).z ~ x.(y.z), х.у ~y.x, •.•. 

Medjutim ostai о је ot 1Joreno pitanje da1i postoje prirodni brojeYi 

takvi аа је z.q x,y,z,'yl (х)о,у >-O,Z> О,П '..:;. 2) 

п п п 

х + у z 
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11. Aksiomatske teori,lc sl{uТ)оvв. 
•• - • -О'. __ ц __ , .,_, ,. _. _., "", _ _ ____ ._ _ 

u svојiи ~rvim istrazivanjima tvarac tecrije skuџоvа Cantor 

nije ве eksplicitno ~ozivao па neke aksiome о skuђovimа. 

Medjutim, analizom njegovih dokaza moze ве zakljuciti аа эе 

'skoro эУе teoreme koje је оп dobio mogu izvesti iz sledecih 

aksioma : 

1) Dva sku~a Би jean~Ka ako imaju iste elemente. 

2) Za unapred dato svojstvo vostoji вкиђ ciji ви elementi ЬаБ 

oni koj1 imaju to. svojstvo (Aksioma а-рstrя.kсiје). 

3) Za svaki nevrazan sku~ nostoji Ьат јеапа funkcija ciji ви 

originali ne~razni ryodsku~ovi tog sku~a, а slike ви elementi 

originala (Aksioma izbora). 

Aksiomu apstrakcije~rvi је formu1isao G.Frege (1893) • 
• B,Russell је 1901. godine iz te aksiome izveo kontradikciju роэ-

matranjem skupa svih skupova koji irnaju svojstvo аа nisu sami 

sebi elementi. 

Neka је, dakle ро -pretpostavci, U skup svih skиrova V, koji 

ima:ju svojstvo У/У • Za skulJ U postoji jean~ оа.ауе mogucnosti : 

1) Ut:U'.· u tom эlисаји је U јеаап od V-ova, оапоэпо ~lemenata 

skupa U, ~a ima svojstvo U U. 

2) U t u. п tom эlисаји U ni је jedan оа elemenata s1ru-pa U, ua пета 

svo"jstvo U ~ U , оаповпо jeste U Е. u. 

Oznacimo эа Р iskaz U ~ п. Prema tOrrle, izveli это tacnost 

iskaza : Р ~ пе Р, пе P.....-t Р, odakle па овпоуи pravila istini tosti 

za imrylikaciju nroiz-lazi аа эи i Р i пе Р istiniti. 

Primedba. Neka 'је А ozn~l<.:a za пе\со _predikats1{o э10уо duzine dva. 

Formu1a (Vy)(Jx) ,(А(х,у)<=) :1А(Х,х» је val,;ana, Эtо ое 

ne~osredno dokazuje. 

Negacija te formule је ekvivalentna ва sledecoГl forrnulor1 : 

(К) Gy)(Vx)(A(x,y)() ,А(х,х» 

Formula СК) је, '1reroa tome, uvek netacna. Uocimo sledecu 

interpretaciju ; 

Ћоrnеп је bilo koji Bku~ i А' эе inter~retira kao relacija 

Тааа prema (К) zakljucuje~o аа nije tacno 

(Эу)(l>'х)(х, у (",С Ј(ХЕ х)), 

odnosno а;:1, пе Dostoji skulJ cij.i в.и ~lementi s1(uТJovi -koji nisu 

sebi elecrenti. 

lstorijski, "RuТГ:tli-Fоrti је 11rvi 1987. ,.-Jtkrio naradoV::s u 

jednom delu teorije sku."ova - u teoriji оrdiп:::йпih brojeva. 

• 
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Ubrzo z!3.ti17l. (1899) С,':;лtог Је павао sliСА.Г. 'Q,з.гqdоkR u teoriji 

kагd:Lrйlпih brojeva. 

Iako su mаtегшtiСi'iгi bili jednodusni u 1)itanju neo-phodnosti 

izmena u samim ОSПОV!;Н~Ш шаtеШ8.til{е, u ,itAnju nacin8. ostvarivanja 

tih jZI'1ena doslo јс: до dubokih razmiI:lOi l_8.zenj;:t. 

Prema formaliAtickoI'1 'gledistu zasnivanje neke matematicke 

t~orije пе ате da вс tenelji па intuiciji, ve6 је ~otrebno stvori­

ti aksiomatsku· bazu i tada је I'1atemati:>:k.q istina jedino опо sto 

proizlazi 1z аksiоr:ш bez obzira Па moguca znacenja t13.lcvog tvrdje­

пја. 

Dakle, za fOrrIalif3te resenje 1')roble~.a ве sastojalo u izgrad­

nji aksiomatske teorije skuТJova, 1z ~oje 1z18.ze вуј rezultati 

Canto-rove teorije sku-'ova, а istovremeno u onernogucivanju posto­

јanја "SklPJOVa" koji аоуоае ао otkrivenih 'Jarp.doksa. 

Mrlogi ви паstој,з.li аа iz·b.egnu -paradokse 'lroicavajuci аиЫје 

njihovu strukturH. Тако је Russel1 SVOjOfl tеогiјОГ1 tiТJova иэреэпо 

otk1onio иосепе ТJaradokse. StrogiГl '1гihvаtапјеГ1 njegove teorije 

mnogi rezultati I1A..tel'I,'3.tike TJQstaju neobicno slozeni. Medjutim 

zajednicka odli k2. ho'3.veden-ih 118.cina resavanja ј е nastojanj е da ве 

эасиуаји svi ~ostojeci rezu1tqti teorije skuJova. 

Nasuurot takvim shvatanjima razvio ве uravaC intuicionizam, 

cijig kопсе'Јсiјаиа ве uklanjaju paradokBi, o'3.1i эе zato dovode u 

pitanje citave gгапе lJ"lasi"xlle mater:J.atike. 

Jezikom fоrиulа uredikatskog гасunа uvode ве razne tzv. aksio­

matske teorije skuryova. Те teorije эи specialni kvantifikatorski , 
v • 

raCUnl. 

МеdјutiIП" nl Z;:i jedriu od poznatih aksio:oatskih teorija пе 

zпаQЛ do'3. 1i је nenr':1tivurecna. 

Nаvоdiпю -nrethodr~o tzv. NBG. siste1'1, koji је ТJrvobitno uveo 

Уоп NеиГI8.ПП (1925,192"8), а l{oji ви z.'i.tin dOТJunili R.Robinson 

(1937),P.Bern~ys (1937-1954) i К. Gode1 (1940). 

Насип NEG- је s"·Jec:ijalni kv::э.пtifikаtогsk:i гаХип lJrvog reda 

l(.oji ima ВА-то јеСl1С re1acij8Ko f11ovo R~ (obicno ве R~(U,v) zamen­
пјије 8'3. u v i l.-:::оп'l.СПО LlОПОр-о (individllalnih) aksio:ma. Izuzetvo 

"I'lri olJisiv[lnju tog ri'LCUnA. l"Jголеп·1јivе аи Х1 'Х2 "." dok za 

njihov€ О7.';пе.k-е ll?i::"я..1''.С1 X,Y,Z, ... , Prornenl,iive X1 'X2 'X3 "" 'Хп ' о. 

iпtеГ'Јг,:;tiг;.:-,гю ku',) kl:'O,e.e, ~_ k1asa је оdl'сdјепя. svojstvom koje 

роэеаијl1 njeni e1eJJel~tio Inac(~, пе zаhtеvР..г.l,'] аа sva"k::·'Jrl svojstvu 

оdgOlгаг::=t klas,:J,. • 'То У)ћ.'t-'оRtаv.lјаг.о в!l.по 7·а она Byojstva kој:э. ви 

u sk1ас1п ва аkзiоr""\UГ1~ гасипа NBG. Samo l1cl.;:e 1-с1аэе вн skUlJQvi, 

odnosno uvоdiгю slf;;le~e definicije. 
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Definici;ia 1. 

I1(Xi ) је оатепа оа (:.'.Xi+1)(Xi!.~Xi+l)' gde је l _ 1,2,3, •••• 

M(Xi ) citarlO : Xi је skup. 

Definici;ia 2. 

x i је "ашепа "а M(Xi ) (i=1,2, ••• ). 

Na taj naXin х1 ,х2 ,хз , •.. ,хп·, ••. је niz ТJromenljivih l(ojim:::t 

u inter.pretaciji odgovaraju skuТ)оvi. Za njihove 'oznal{e uzima.mo 

х, у, Z, и, У, w, •.• • 
Formule 

(VXi)(M(Xi ) -7А(Хi )),(ЈХi )(М(Хi )1\ A(X i » 
ozhacavamo dogovorno redom 

(!fxi)A(x i ), (ЭХi)А(х i ), gde је i = 1,2, •••• 

Navodimo aksiome i оэпоупе definicjie recuna NBG, dajuci pri 

tom i komen,tare koji ви u skladu эа inter"'lretacijom promenljivih 

X
i

, Xi kao ,klаэа, оdпоsпо sku'1ova, i ва interТJFetac.ijom simbola 

relacijom koju :rlOzeeo zvati "biti elerlerit оа". 

Definicija 3. 

Х = У је Zanena оа (v'z)(zeX<='?ZEY) 

(z је prva ТJromenljiva niza X1 ,X2 " ';'Хп "" која ве razlikuje 

од Х i У). 

Definicija 4. 
Х <; У је "атепа "а (VZ) (ZE: Х =<' Z" У) 

(z је prva promenljiva niza X1 'X 2 "" 'Хп "" koja Ае razlikuje 

od Х. i У). 

Definici ја 5. 
Х (. У је zamena za 

, 
ХС У", Xt У. 

Definicijafla 3, 4, 5 uvedene sи jednakost l inkluzije (nenra­

уа i praVI1). 

Aksioma Т. (АksiоПl:з. ektellzije) 

х.1 = Х2 ~ (Х1 с: ХЗ (~> Х2 Е. Х} ) • 
Aksioma Р. (Aksion~ eezistencije nara) 

(ilx1 )(V X 2 ) (ЭХј ) (Vx
4

) (Х4 Х} (~) Х4 = x
1 

\.' Х 4 
Za bilo koje skupove x1 ,x2 postoji s1rup Х 3 ,ta1(o аа su x 1 ' Х2 

jedini еlеШtшti tQg skllpa. 

11.kSior:Ja N. (aksioma egzistencije praznog slrupa) 

GX1 ) ("'х 2 ) (>:21 X 1 )· 

Iz navedenih а1-сsiопа i7vode эе sledecE:' tеогепе : 

Х ~ Х, Х = У(=> (х"у/. Ус Х;, Х ~ У ~cY = Х, 

.(Х = Y~Y = Z) ._, Х = z, Х = У .. >(1.С:;:':С·7 z"y), 
ХсУ ;> М(Х), Х = У ~> (!Iz)(ZE:X ,~> ZE У), 
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(Vx)(Vy)(3,z}(Vu)(UCZ(~ u = Х V u = у)' Цх)(tfу)(у,i Х). 

Na ·Ofino·-VU njill z:з.k1 јиСијег.lO ја је NBG- Гl1.сип sa jednakoscu. 

Poslednje dlle ll.:1.vedene teoreme opravdaju и\'оЈ.јепје јеапе поуе 

konstante 9 u oznaci V , i novog _operacijs~og slova za skuoovpe 

ргошепlјivе , u o~naci 

Definicj.ja б. 

• 

z::: (х, У) Је Z8.г.1еПа za (Уи)(иЕ. Z <' у и::: Х V u ::: у), gde је 
. u prva те"јји promenljivir:и. niza x 1 ,x2 , ... 'Хп "" koja ве razlikuje 

od х, у i z. 
Definicija 7. 

rfJ је Zamell8. za 

, ' 

Х1 -

Definicija 8. 

(х ,у) ј е zar:H:ma z а Ј ЈхЈ' , Јх,уЦ . 
{I_ !.Јј 

(х,у) zоvеио'uгеdјеп 1)ar redor:J. za х l у. Mogli SI!lO staviti 
~Af- (_, - '11 

(х,у) - l'L1Ч, fx,y)) . 
Inace, {XJ~ је Zi1.v~cna Z9." {х,х}. 

t ' 
UI'edjenu trojku (x,y,z) definisemo kao zamenu z,.q ((x,y),z).-

Slicno, rekur'zivno definiserlo (U1 'U2 "'o,Un ). 

NаvоdirпQ niz tzv. аksiогш о egzistenciji kla8a, и k()j~ma .8.е· ~ 

govori о egzistenciji kla8a i skupoya ciji eler18nti zadovoljavaju 

neke uslove. 

Aksio:ma В 1. 

Aksiona В 2. 

А ksi ОИа В 3. 
Aksiona В 4. 

(1Х1)(~Х2)(\fХЗ)((Х2'ХЗ)" Х1<=/ Х2 Е "з), 
(VХ1)(VХ2)(эхз)(v'Х4)(Х4с:Хз ('-с: х 4 ,,·Х1 /\ х4 ", Х 2 )· 
(iIX1 ) (зхz)(,lхз)(хзtX2 (7 Х 3 d Х1 )· 

(VХ1 )(ЭХz ) (Vx
4

)(x
4

!; Х2 ~'" (]Х3 )( (х 4 ,хз )", Х1 »), 

AksioDCl В 5. ОIХ1)(])'2)(V"»(VХ4)((ХЗ'Х4)")'2<~/ХЗ"Х1)' 
Aksiorla В 6. ' 

(V Х1 ) (ЭХ2 ) (V Х3 ) (,ју 4 ) их 5) ( (Х3 ,Х 4' Х 5 ) Е К2 <"" (х 4 ' Х 5 'Х 3 ) Е, Х1 )· 
Aksioua В 7. 

(\/Х1 ) (э ](2 )( ilx ;- )(!!х 4 ) (; х 5) ( (Х 3 ,х 4' Х 5 ) с Х2 /~" (Х3 'Х5 ,х 4) ;/. Х1 ) • 

Koristeci a1(sioI!lu Т mogu ве iz .h.ksiог .. 'l Ћ2 'ВЗ 'В4 dobiti teore­

nе, koje ве razlikuju od ~ih aksioma jedino u tOfle sto u njina 

sto ј; ЧХ2)' (]1Х3) UI'lesto (ЈХ2 ), (ЭХз ), То opravdava uvodjenje 
novih or;eracijskih э10уа u oznaci 

геЈоn : presek, kOJ'll)lecent, dопеп. 

Definici :ја 9. -
Z - ХI11 ЈО zаГ:1~ПГ: 'Z·-'? (iu)(u; Z /--'. ,- " u ,--Х -, й ( 1). 

z - Х је za}'IlCnQ " • 1 (Уи)(и( Z (- :;:. u 1-" 7'\ 
'Ј .• . ~ - ~ Ј • 

z !':'] ( , = d./ Х) је Z8Deni'l ~;l (Vu)(u; Z < t> (?у)((и,У)< Х) ) , 



34 

gde је ~ T)TVa tiedju prol',cnljiviI:l x
1

,x
2

, ... xr\"" ciji ве indeks 

razlikuje од indeks~ : u prvom slucaju' оа Х 9 У, Z, u drug~D 

slucaju od Х 1 Z, и treCer.l slucaju od Х, Z, v. 
Definici~a 10. 

Х U у је zamena "а (х П у) • 
-v је zaY.lena оа '(Ј. -

Х - У је Z8.пепа "а хпу • 

Navodino пеке teoreDe koje ве izvode por1Ocu izlоzепiћ aksioDa. 

[х,у} = {z,u] <~'(x = "" у = и)У (х = иЛу = "), 

(х,у) = (z,u)<"""(x = 2/'У = и), 
(1)',,) (и < Х u У<1) и<Хуи,У), 
(V и) (и " v), х п х = Х, х u х = Х, х п у = у п Х, х u у _ у u х, 

ХПф=rfJ, XnV=X, ХUФ=Х,.ХUV=V, 

(ХnУ)n z = хг,(УnZ), (х u у) u z = х u (У U Z), 

хп(у u z) = (хпl) u (X()Z), х u (УПZ) = (х u у)п (х u Z), 

х u у = Х;) У, х п у ~ х u У, х - х = ffJ, х = Х, 
~- -

v - х = х, v = '/Ј, 

(V Х) (] у ) (V и) (!! v ) ( (и, v k у ~>( v , и)е Х ) 

AksioI:la U (Aksior:ta egzistencije SUI'le. sku1J,-ј,) 

(У х1 ) (]х2 )( Vхз ) (Х 3 < X2<~ (]х4 ) (Х3( Х4 л Х4С Х1 ») . 
Moze ве dokazati d~~azi teoreDa dobijena iz te aksiorne па taj 

nacin sto se (ЗХ 2 ) zaI1eni ва (~X2)' ,Na osnovu toga ГЈоzеr:ю uvesti 

tzv,. suмu skupa х, u оzласi U(x) i3Ji U v па slede6i nacin : v.x 
и,,- U(x)<' > (Jv)(ucv/\v< х). 

Aksioma S (Aksioma G nodskupovima) 

(ЧХ1 ) (I'Х2 )(]Х3 ) ('!х4 ) ("4 с хз (с"'> Х 4 ( "1~ "i, ( Х2 )· 
Za bilo koji SkUlJ x

1 
i klasu Х2 postoji э1~ир Х3 ' ciji ви 

elementi zajednicki elE::;rlGnti skuт}!1 x
1 

i klHse Х2 ' tj. -presek 

skupa i kl~se је skup. 

AksiOfcla W (Аksiоп8, О pflrtitivnoГJ. skupu) 

(VХ1)(ЈХ2)(VУЗ)(ХЗ~ Х 2 <'>Х З с Х 1 ). 
Теогепа је i -опа f')ПlUln. koja Е'е dobijQ 1z aksior1e W kada 

ве (]Х2 ) zaneni ва (~2)' T~ko, I!lozemo uvestj_ nOVQ o1Jerae:isko 

slovo, duzine 1, u ОZП!Ј.сi .IЈ (х)' па sledeci Yl2..cin : 

,- '('() . ~ у ~ _' ,,' х (..-=.:) у :::: х. 

U tor:l slucaju St;., r:.a nrifler, tеогегш slei1e,:;e formule : 
јЈ( ф) = {Ф \ :~ ( . ф )) = 5 Ф J~ i Ј ~,) (!Ј ~ /ф: l) 
'-'.Ј ('\_)!'~\I •. "._,' 

_ [~j~j 'т "',1 ii"'I\. - ) - l'fJ't.'Р/јl~)ј1'fJЈ;'Ј,-'fJ}/ј· 
Definici~a 11. 

Un(X i ) је zаl'lша О" 



(1 = 1,2,3, ••• ). 

Un(X1 ) c1tano : klasa Х је jednoznaa~a. 

Aksioma R (Аksiошэ. zaJ'lene) 

(VX1 ) (Un(X 5 ) -) (]Х 2 ) (VХЗ ) (ХЗ ':Х2 
(]х 4 )«х4 ,хз)СЈ.у')Х4 Е: Х1 )))· 
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Dakle, ako је Х jednoznacna klasa, tada klasa svih drugih 

kor:monenti uredjenih иатоуа koji ви еlепеnti te klase jeste sku'O 

ako је i klasa ~rvih kon~onenti neki skun. 

Aksioma 1 (Aksioma beskonacn-osti) 

(]X2)(~~X2A(lfxl)(x1<: Х2 => Х1 11 ;Х1\ (.Х2 )). 
Dakle postoji э\':ир Х2 koji ifia еlегюпt rIJ i ва svakiJ:l_ ele~en­

tOr2 x 1 sadrzi i еlепепt x 1 U [X1} . 

Tako ви aksiol'1e гасипа NВG pot-ouno паvеdепе. AksioJ:le эи 

Т, Р, N, S, U, W, R, 1, Bl - В7 • 

Inace, aksiome N i S I!Iogu ве izvesti lZ Qstalih aksiona. 

AksioI:2atska teori .1а skupova ZSF (ZеГ-r1еlо-Бkоlеt1-Fгаепkеl) 

u stvari је vodteorija teorije NBG, i to опај deo koji ве odnosi 

па skupove. 

Promenljive ви х1 ,х 2 ,х з ,.", а jedino relacijsko slovo је ~ . 

Aksiome ви : Т, Р, N, U, W, I i јеапа she~a -- aksioma koja 

odgovara aksiomi R. 

Ako је Р(х,у) bilo !соја fo rnula , onda је aksiol!la fогrшlа 

p-=>'Q, gde ви Р i Q redoJ.L sledece formul е : 

(VХ1)(VХ2)(Vхз)(F(Хl'ХЗ)/" "(Хl'Х 2 ) -7 Х 3 = Х 2 ), 

(]x5 )(V'x3 )(x3 " Х 5 (> (3x1 ) (x1'c Х4 ~ F(х1.,хз )), 

Svaka fоп:шlа гае:нпа ZSF I'lOZe ве sиаtгаti i kao .forMula 

racuna NBG. Dokazano је аа је ZSF neprotivurecan racun ako i 

Ba~o ako је NBG ne~rotivurecan. 

Аksiоrш i.зЬога г..iSГlО ukljucili ni и јеd>lП od tih гаСuпа. 

Za zasnivanje teorije skupova ивуаја ве i t~ aksioMa. 

Та aksiona glasi Р -; Q gde ви р i Q redor:1 sledece forf1ule : 

(l>'x1 )(x1
c x 2 )X1 ~ У'Л (Vх з )(хз,х 2 л Х3 ~ X1 -)ХЗ nХ1 = ~)), 

(ЗХ 4 )(VХ 1 )(Х 1 (' Х4 -'-> (:;,Х 5 )(Х 5 '. X1 ('lx4 ))· 

Dakle, ако је х" Sl<U1) :r.1edjusobno disjunlгtnih neТJraznih sku­
" pova, опаа postoji c-lkup Х 4 koji sadrzi tp)';n:J ro јеаап ele:aent tih 

nepra~nih SkUpOVR. 



u teori ji skupova је dugo bio neresen tzv. PROBLEjI.~ KONTINUUMA. 

Da bi эе оп prike.zao, notrebno' је uvesti izvе:ооше definicije, па 

ргiпег !l s kUl) х је beskonacan", "skup х је' ekvivalentan Ба skuPOr:I 

уН. Zаdоvоlјаvа:rю Бе аа obicnin recima oYJise:oo drugu. definiciju : 

Каzепо de је skup х -tikvivаlепtад эа skuУюm у ako postoji Ьаг 

јеапо 1-1 preslikavanje sku~a х па skup у. 

Pitanje је da li јо:..: tacan sledeci iskaz : 

"А..lсо је х beskonacan Sk:U-Р i ?(х) njegov partitivan skuu, опаа 
пе postoji skuV у koji ina Aledece svojstvo : B~иp Х је ekvivalen­

tan Sa nekiI!l podsku--ооI'1 slcupa у, skup У је ekviva.lentan эа nekiI!1 

podskupOD skupa yJ(x)-i pri tOI!le skup у nije ekvivalentan ni эа 
sku1')QI!l х ni ва skuryOrl јЈ (х) 11 • 

Odgovor'na taj -'problen (uopsteni 1)rOblen knntinuu!!J.a) dao је 

Р.СоЬеп, 19б4-.g. (The jnde-pendence of the continuur'1 hy--oothesis ; 

Proc.Nat.Acad.Sci.USA,I - 1963, 50, 1143 - 1148 ; II - 1964, 51, 

105 - 110). 
ОzпаСiг.lO эа С forI'lul\l koja па fоггшlskоГl jeziku nredi"'k:atskog 

racuna odgovara isk.з.zu 'Јоа zпасi:rш I! 11 U п.з.vеdепоr.l pitanju. 

P.Cohen dokazao је аа ni С ni l.c"nisu tеоrепе ZSF sistema (и koji 

је ukljucena aksiom~ izbora), odnosno nezavisnost hipoteze konti­

nUUr'1a od ostalih aksio:oa sistепа ZSF (и koji је uklјuсеПIl аksiОI:Ш 

izbora) . 

Prema tone, nozer:lO proucavati aksioJ!l.;,.tske -teorije sku1Jova 

koje inaju aksio:rlU С, kao i опе koje il!ШјU aksioJ!l.u 1 С. 

Primedba. Na kraju Qve tacke па-роmiпјеI!lо аа 11 daljem tekstu za , 
sitlbolizovanje :r.J.atematickih Г:lisli севсе u-т:юtrеЫјаvаmо obican 

jezik nego navedeni fOl'!;'_ulski jezik. 

Naravno tloguce ~ie nrGvodjenje skoro {i tavcf'; ~аtеI1аtiсkоg 

teksta (seI!l :rliг.iпЯ,lпс I1ctateorije) па taj for:rlulski jezik. 
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O,ieno -rc v -e:1 o, Т)геslil~,"!,V;~Уlје 8",.l111'} i-\.. u S"Ul' Ђ, j~ svr:\(i Y)o~tunak 

dogovor, pravilo l-~o~i'_ ве SVakOIl1 еlеr.€лtiJ. х sl:'U-"IО1. А doiieljuje: 

tacno ро jeJ~n еlеш€пt у s'lcuYI.','I. В* ГО?1;"tе By~1,:o nгеs1ik'1V-'tпје ве 

moze ј ednoznacn'o odred i ti р 01110 си sV:u 1а игеа jenih рагоУа (х ,у) t 

gde је x~A а у odgovarajuci eleme~1t skupe. 1. 

Prethodno definis€tlo uredjen par. 

T'efinicija 1. 

Uredjen par redom e1ernenta х i у, u oznaci (х,у), jeste sledefi 

skup {{х} , {х ,у}} . U ured јеnоГЈ paru (х ,у) element х ,zоvеио 
prva kошропепtа е. у - druga kОШ"1опепtа. r:ogucnost ovak:vog defini­

аапја uredjenog para otkriva sledece svojstvo koje ima {{хј, (ХЈУ}) • 
{{х} , {х ,у)} .~ {lz],[z,u}J&"Z> (х = ", у = u.) 

sto ве ina6e пе~оэгеАпо dokazuje. 

Uredjenu troj"-u rE;dom elemenat~ x,y,z definisemo 1тао «(x,y),z), 

odnosno, uo~tse игеЈјепи п torku redom elemenata xl'x~,.",xp, 

је «x 1,x 2, ... ,X"L'I"n) (n~3). 

Da bismo ројат vrcslikavanja definisali uvodimo jo~ neke uojmove. 

Definici:ia 2. 

Direktan --oroizvod redom sku-pova А i В u oznaci АХВ, jeste skup 

svih uredjenih paraova (а,ь) gde је асА, Ь(Е. Ako је А -= Б, опаа 

umesto АхВ pisemo _ i А' • 
Ыа slican nacin uvodimo i dire"rtan proiuvod redom skul)Qva 

А 1,A ';! ••• ,Ап 11 ОZЩ1Сl А1х.А. 2 х. •. , X.linkao skup svih ,iredjenih п torki 

i(a 1,a 2, ... ,a n) gde је ";.<А (i = 1,2, ... ,n). 

Definicija 3. 
Ргеslikа~ЈЋГlјс skupa А u Skup] u oznaci f : l,-~ В jeste podSl(.1j-tJ 

f skupa АХ В koji imc:' slед.еСа svojstva : 

1) Skup Bvih prvih k-'ill-ponenti еlеmепаt,q skupa f, tzv. Јотеп za f, 

u oznaci D(f), jeste skuТJ Ао 

2) Ako (x,y)'.f, (x,z)E:f ond" је у - ". 

"Definici5a 4. 

Kazemo Ја је f presJ i1':avanje 

1) Postoje skuТJovi А i :в l 

2) f : А--'Ј3 . 

Ako је _f : A-~ В i ako је (х,У)Е' ~'I ond'). х zo~,remo orip..:in"ll а у 

slika tog origiГl~l~~ u оZПаСl у = f(x). 

Бет uvedenih oznakc, uobicajne 8Н i sledecc : 

x~A -
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PI'imeri : 

l) f = {(1,8),(2,9\l nijc ures1ikavanje sk'uCJa А ={1,2,з,4} U 

skup В =IS,g,lO} јег ПlЈG iSr)unjen uslov 1. 

2) Ako ви А i В sku'Jovi iz prethodno/,! 1frimE;ra опЈа (1,8),(2;9), 

(3,8), (4,10),(3,10) nlJe pres1ikavanje А U ь jer nije isryunjen 

uslov 2. 

3) lIеlш је 

{(х,х'),/ 
А = в = н sku"ТJ svih realnih bro јеу3.. ОпЈа ви : 

XE:R} , 
~ 

{(x,sinX) / XER} ..,rimeri 1freslikav~.nja R u Н. 

Definicija 5. 
Preslikavanje f : А--'!- В је 1-1 ргеslikаV'lпје ·9.!{О је ispunjen uslov 

f(x1) = f(X~) ~ Х ј = x;",za вуе elemente х., х sku'1a А. 

Na primer, ргеslikаV:Ј.пје f : R ----? R definis[lj::J Ш'. sledeci na.cin 

f с {(х, Ixl ) /xeR} nije 1-1 preslikavanje jer је Iхl = '-Х! dok је 

х f, ~x оа вуе rea1ne brojeve,_ dok f = {(X,t,7X) / х .. f ~, %]} 
jeste 1Jrelikavanje 1-1 skupa[-!f., ГЈЈи skup R svih realnih Ьтојеу8.. 
Definici~a б. 

PreslikavA..nje f : А-"ЈВ је 'Jresli1(avanje А па sku'Q В ako Је svaki 

element skuря. В slik.:l. Ьаг jednog elementa Sl{ll'")8. А. 

РгеSlik13.vs.пје f ={(х,еХ ) /x~R f 'nije -1reslikavanje skuТ)а R пп skup 
~ 

R јег naprimer -2 пета svoj oI'iginal. 

Definici~a 7. 

Preslikavanje f : А--"Ј А је' vегmut:з.сiја skupa А ako је f 1-1 pres-

1ikavanje skupa А па skury А. Ako f јов isnunjava uslov f(x') == х -
za svaki element х skurya А опдп f zovemo ide~ticko Т)геs1il{аvапје 

s"kupa А. 

Definici,ja 8. 

Presl:i.k.oJ.vFJ.njc f : А---1Р је kошзtrпtпо rres]ik~v,qnje sku'18. А U F:Jku'J 

Ђ ako za БУе elementc SkU\lCl А isnunjrvn lшlо-,.т : f(x) = Ь !2;de је 

Ь neki fiksirani E:lcment iz В. 

Ргi:;ntЗгi nгезlikаV.'Ј.пја. 

1) Niz skuТ),з А је 'Ireslikavanje f : H~A sku'')a "lrirodnih brojcvn. 

u ska"'J А. Ako је п(Н onda f(n) оzпаС!Э.vаmо sa хп i zоv'.:::шо n-ti 

с1ап niz8. f. 

2) Rec duzine п sku~ю А је '!)геslikаvrпје sku'чз. {1,2, ... ,п} u А. 
Obicno А zovemo a1f.~~bf.:t. 

'-,rimeri. 

a)f=(~~~) 
;1 2 3 4 

Ь) f ={ ( 2 + х 

• • • н\ 
• тес f::: /1 2 

\а, ::1. • • • а.)оzл~ __ ~С:<:\.VQmо l ~ 13.2'" ап • 

ili lJ. (lTugo ј 

5'~ i.l :.-1. SU slova 

)) i1i (2+х) 

v 
Qzrюсi х = 1 Ј е ТСС 

simboli : Х 1 - , 1. 

је rr6 du~ine pet. 

duziпе tri 



(.. / ) "Diгсkt:::ш 1)roi~vo~1 f'l41j ~ijc sku_-r;r;v"1 р:;::: ~.hl i (" 1 Ј је sku1') u 

()znaCl ГТА. 1 svih ircslikavanjq f : 1-)1\ , gde је А == U. А., 
~t. - 1 . I l 

takvih da.ljC f(i)f:Ai.za svaki ~fLI. п (~E- 2 .,. ПЈ 
Na primer ako је 1: :::: 11,2, ... ,п ~ опаа је f( ТТ A . .f.? f ::; 

, .Ј ~;::;1 1 а1 8.2'" а 
.Ј. _ 

tj. f :;: а 1а 2 , •. 8. је ГСс duzine п koja iA"Qu:ijqVa uslov .о'.{ Е:." Ai ic::: I. 
п '" Ranije вто definisQ.li )-ј А i рошоси uredjenib. n-torki. Mogli Бто da 

usvojirno i prethodno U\~denu definiciju. 

Definici~a ~. 

Operacija duzine п skuja А је preslikavanje skurya АП u skury А. 
primeri. 

1) [(х,х 2 ) ! XER} , {(х,е Х) / x~R 1 јеБи operacije duzine 1 skupa 
~ 

realnih brojeva. Qve o")eracije БШО mogli o1')i~ati i ротоси јеапа-

kosti : у = х , у :::: еХ kao sto Бе inace cesto cini. 

2) Neka је А ~ {1,2,з} i neka је .. sledeci skuu : 

х< = [«1,1),2),«1,2),з),«1,з),з),«2,1),1),«2,2),2), 
«2,з),1),«з,1),з),«з,2)~2),«з,з),1)Ј • 

Ovaj skury је ргеs1ikэ.:vапје sku'9a А u sku-o А, odnosno ~ је operaci­

ја duzine 2 (binarna) sku~a А. ~ slucaju binarne oryeracije bi10 

kog skurya А uobicajeno је da зе umesto f(xl,x2) ;::; у (origina1 

(Х1'Х2) , slik8:- у 1 x1 9 X2,·_A ) pise x1f Х2= у. U ovom -primeru 

imamo ргета tome 2 , 1.*2;::; 3, lJ1.3;::; 3,2*1;::; 1, l'< 1 - ".. , 

2~ 2 - 2 , 2 ... 3 = 1, 3;<'1 ~ 3, 3 Је 2 ~ 2, 

1, sto se јов preglednije -orikazuje", 

ротосu tzv. Cayley-eve tablice te ~peracij е: 7(. 1 2 3 

ј )(3 -

Slicno se та kojoj binarnoj o-peraciji 1 2 3 3 

па пеkо.ш konacnom skLl1Ju, dodeljuje izvesna 

Cayley-eva tablica ci~i karakteristican 

detalj na.vodimo : 

" 

PI'oizvod preslikaval-:j..?.:..:. 

2 1 2 1 
3[3 2 1 

~ I У I ....... -.-.-+-,1 .. +. 

~ 

је operaclJa 

аа пји odredjuje 

Neka је f Т\I'евl2.kQу;:О.п,~е sku',a А u sku"l В а g uге:о'lР:яvапје skurya 

В u skup C~ '.1. o';jn~ci f ~ A-'fБ! g: В--1С • 

Proj,zvod "lгеslikгVё.пјн f ва ;')геSlilЋvапјеm f Је 

sku'Ia А 11 skup С odre~~eno па sledeci nacin : 

:",resl i kаvап ј е , 

ori§'.inal х slik.з. ~:'f)g. Il1ace ovako de!~ini8' по )re81i ~kav'~'nje 

оzпасаvашо fg (z.o--;,,:e-:JC ,ga i desni :,roizvoa) i Рisешо x(fp;) =(xf)g. 

Primeri : 

1 ) -f _(1 2 3)\ 
- 2 3 3 



2) 
Хс R 

/х ) 
~ I I 

г '.саэ Хј x(R f ' - ( Х(' ) \ R ,- - \ со:: SlnX ј Xf;.-

3) 
! ' 

f ,Х \ 
~\l/ \ Х) 

I Х \ 
g ~(X-1 Ј x(R 

1evi proi7vod ~rеSlј_l:аvапја g ан Рl'еSlik&VЗПјеи f је рс (~efinici­

ji defjni ргоizvоd f ва g .. Оzпасаvапо ga sa gof. 

Ј l а1{:1е g0f ::: fg. 

U slucaju 1evog ',ro'izvoda 'ЈiiЗе ве : (gof)(x) ~ g(f(x)). 

IJevi ~roizvod ima sledeca svojstva : 

1) ho(g~f) ~ (hog)of 

2) Neka f : А- В, g:B .... c l h - gof. 

Тааа yazi : 
, 

а) Ako је h presli~avanje skupa А па skury С tada Је g ryreslika -

vanje sku~a В па sku~ с. 

о) Ako је h Ј-1 рrе81i'шvапје sku~a А u Bkup С tada је f 1-1 

preslikavanje sk"upa А 'Ј. skup В. 

3) f : А '-; В је "1-111 l "паН preslikavanjc sku11a А u s1rury В 

postoje presli 1ravanja g : В 7А i ћ: В -7А takva аа ви proizvodi 

gof i foh identicka --preslikavanja теаот эkuра А i В. 

Inverzne grane prE-sl ikavan;1a i inverzne funkci је. 

])efinici ја 10. 
< 

Neka је S neprazaB sku-o i f : p(s) ~ s 
, 

gde је P(S) skup svih 

nepraznih ~odsku-oova skupa S. Tada f zovemo , 
ispunjava us10V: А ( p(S) --т Af ~ А 

Primeri. 

Ј ' 1) S ~ ,1,2,3/ f = (М 
,,1 

је . једпа funkci ја izbora. 

[2ј 

2 

!3} /1,2) 
3 1 

~iIedjutim, i 'Jres1ikavanje f definisano ПFL 

i' 
_ l"_ (,jl'.-l,j 

(
'1'1_)' /2' ),3', '1 2' (1 2\ 12 3' 

\ 1 2 3 2 1 

isрuпјаvа uslov (3f.) је l f 

ovom slu6aju to nisu jedine mоџu6поsti. 

funkcija izbora ako 

(" ) 

э1еде~! nac.in 
( i 
11,2,3.1 , 

3 

2) Ako је N SkU'1 ~-\Г:rl ,rirodnih brojev p , N је ао1:Јто игедјеп u 

odnosu па relaci ј 1.1 "~ 

funkci је izbora .f: 

, ~a ta osobina omog:lxava slede~u definiciju 
'" ... ' M,V\N) : !'f _ min И • 

Post~vlja се 'litanje daJi sy~J("i ne-;Ta:-:rm skup ima fun~{ciju 

izbol~~. 'Za ~геЬгојivе sku"'1ove od,s"ovor ј-? тюtvгdап, јет эе једпа 

takv;; f'Ј.пkсiја uyek улоzе defil1isati 1<:а(:; 1.1 тiшегu 2). :1edjut1m 

]{од re~tlnin brojev8- пе znamo 8.1gorit,<l,ffi Zq ~QnBtru1{ciju fun:{cije 

i7bora f .. 1Ј ter)riji skuY)ov::; .. ве u mnogilТ'l tPoreГJ8.ma kori8ti 



nretpostavka о eksistenciji funkcije izbora ~roizvolnog skulJ8. S, 

od'nosno koristi aksioГl3. izbora : 

Za svaki перг:з.zап f',k ll1J S postoji funkcij.q izrora f. 

I1i u drugoj formulaciji : 

Ako је А sku~ medjusobno disјuпktпih nenraznih sku~ova, onda 

nostoji skup В koji sadrzi ро tacno јеdап element tih nenraznih 

sU:u"Oova. 

Koriscenjem te aksiome u matematici cestn do~azujemo egzistenciju 

izvesnih objekp.-ta a1i '1ri tom пе znamo d.q1i ТJostoji a1goritam za 

njihovu konstrukciju. 

Опа је ekvivalentna за Zornovom lemom, Haussdorfovom teoremom i 

јов nekim iskazima о сети 6е biti reci kasni,je. 

Neka је f : А ~В • U skupu А definisemo relaciju r--J па s1edeci 
.џ.;:, r. 

пасiп: х,у <:: А, х '-'-ј у ~ 1~ xf = yf . }ТС'10агедпо ве dokazuje 

da је "'-./ re1acija ekvivalencije skupa А, па пјој, па ОБпоуи 

ОБоЫnе uroizv'01jne re1acije ekvivalenci,4e, odgovarl3. rl3.zbijanje 

skllpa А па nenrazne disjunktne "podskи1Jove (kЈлsе ekvivalencije). 

Z:r;шсi da ryresli1"-avanje"l f svi elementi iz k1ase ех imaju istu 

sli~, u oznaci xf. 

Definicija 11. 

Inverzna grana !reslikavanja 

које ima sledeca svojstv',Q : (x,,)f 

је ~res1i~avanje 

( х ~ Af ) х 

g: Af->A 

Tvrdjenje. Svako' nres1ikavanje ima b~T јеапи lnverznu granu. 

Ovo sledi lZ a1;::siome i7bora. 

Primeri. 

~e 2 3 4 5 \ 
1) Ako је f 

Ь Ь ) inverzne 
,а а с 

,а Ь 

~) 
/а Ь о \ , 
(3 4/ g - \1 5 g - 2 g 

2) Ako је f ~геВlil-;:ГLvаПје definisf:ino 

јеапа inverzna gга:rJ.,з. је : i -Ух g == 't"'Jx > 
, , 

g:rВone ви ; 

: а Ь с \ 

~1,354) 

g ;80 Ь2 40) 
'(1 

па s1edeci nacin 

O~x:fl 

(
Х \ 

: f ~ x~,\ц R 

1 < х .(. .:"-~, 

Sve inverzne grarle definisane 

gde 
( :. 

(1,-1,> Ј odnosno 

ви sledecom f'ormu1om: 

«: R"\iOI-'/-l,l/' " , ' 

I х \ 
g ~(,,(x)(,V~) ,;' 

\ Xr::R, 

bi10 koje preslitavanje. 
х ' 3) f ~ I , ) 

\ SlnX, 

ko је Z8.Ck.,vo1 j:CiV8. 

Ako је f : А ~ В 

..... resl:P(a'lanja је g:::: I х 'Ј' 
• 7т larccosx u.s1ov arcsina - у <~ siny ::..; а l -:{ ~ y~ !.Ј.. 

< 
1-1 'lrcclikav~rlje sku'1a А u f'l-;-unВ onda su k1ase 

jedlla grana tog 

ekvivalencije u odnosu П8.. nА..ргеа Qt-fillisчnu )~e1aciju ."\.' , јеапо­

С1.gде- , 'la 1Jostoji sашо jedna iпvегzпа gГО_:lа lJres1ikavanja f, k.:oju 

u tom slucaju zоvешо i:,:verzna fun1(cija (тЈгеsli1r.аvя.пје) i oznacava-
-1 .~---_. ... . 

то f . Dak1e iпvегzпа funkcija је dеfiпisапа вато za 1-1 ТJTes1i-

k.qv.'J.nja. 



Zadaci. 

1) Ako је Ас Х i В<.У dokqzati da је : 

а) АхЋ I~: ХхУ 

Ь) (ХхУ)', (АхВ) 

2) Ako ј е А ( Х, B'~ У , 

а) (АхВ) "(CxD) -

Ь) (АхВ) (CxD) -

КХ\,А)хУ] U [XX(Y\B~ 
с с х, :о с У, dok.!;l.zati da vazi : 

(А'С)х(Вn D) 
, 

(А,'С)х(В,) D) 
-Naci kontr8.:ori"Cler u kQme nevP,zi jednaksot u Ь). 

3) Ako f: Х -, У i А се Х i В се Х onda va zi : 
а) f(Ac В) ~ f(A) \ f(B) 

Ь) f(A"B)~" f(A)I'f(B) 
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U slucaju Ь) пе v8.zi obrnuta inkluzija sto ве vidi iz sledeceg 

-ргiшега ~ Х :::::(а,ь} ,У =.;'у} , А = {а} ~ В = {b~ i f: x~y 

definisano nото'а , f ~ (;~) tada је f(AIIB) ~ f(~) ~ ~ 
f(A) 11 f(B) - У 

• 
4) Neka је f :.Х.....,У i А,В':У. Oznaci'F.1.o ва {'(А) sledeci вКи'1: 

Ix~_x / f(x)~ A~ (f nije оуЈе ozna~a za inverzn11 funkciju, 
.~ ~' 

јет Ilif!de nije 1Jret"9ostavljeno Ја је f 1-1 ryreSl.ikavanje). 

Dokazati аа vazi : 
" 

а) f(A'B) , 
b)f(AIl В) 

" 

с) f(A" В) 

- :iЩ ,ј(В) 

~ {(А) 11 {(В) 

~ f(A)\f(B). 

5) f: Х-.У, g: Y',Z, АСХ i СсУ t"da vazi: 

а) (gof)(A) ~ g(t'(A)) 
Ь) (gof)'(C) ~fl(g'I(C)) 

б) f: Х ~ У , А с Х , В с У • Dokaza ~i : 
" 

a)f(f(A))cc А 

Ь) f(f-'(B))',B 

с) f(X \ А)с f(X) ',f(A) 

d) f'(Y" В) - Х \ f"(B) 

о) f(A' f'В) ~ f(A)"B gcle su f(A) i :"(") oc,M,ke за skanovc' 

f(A) .~" 'xf / хА; , f-'(B) ~ ix.x / [(х)<В i . 
i - '. ~ 

7) Ako је Х dati skuJ а А--:' Х, preslil<avanje \' X-I~R (R !:'1KUP 
"'11 А 

realnih brojeva) refinisano nomocu : /' (х) ·_;:/~o~: ~:~,X"A 
I 

zоvешо karakteristicna funlccija skupa А -. 

Dokazati da vaz2 . 

b))~"", 

С)/,."" 
" ',', 

(х) 

(х) 

(х) 

х (х)Х.(х) 
- :;, 

Х" (х) + 
, I 

- )::,(Х)( 1 



1) . Ako "а svaki еlеГ:l2.пt х iz SkU'JB 1-1 q--,,'~ 
pO.'\..~JJ_ вамо јеапа od 

mogucnosti • а) х jeste u relpciji о • 
" Ь) х nije u relaciji р 
v 

tada сета kazati дљ је u sku-pu М dеfiпisапа relacija f , 
duzine 1. 

Primer.l 

U Sl{UpU 1)rirodnih ·.~To,jeva N, svaki оа brojeva 3,б,9,12, ..• ,3п, .. 

jeste и relaciji ј , koja u ОУОт slucaju oznacava 8VOjStvo : 

1'biti deljiv Ва 3'1, dok Qstali prirodni brojevi nisu u relaciji. 

Primer. 2 
f' 

U sku"JU -orirod.nih brojeva N intE?re±irajГ1o relaciju С- duzine 1 
v 

kao :" biti -prost brojH. Тада је ,s.vpki оа Ьуојеуа 2,3,5,7,11, .•. 

itd. u relaciji f ' dok recimo, nijedan од brojeva 1,4,6,8,10, •• 

nije и relaciji у . 
Analogno u пе'1гаzпош skuuu ]\1 definisemo relaciju ..f duzine 2 ако 

svaki uredjen рат (х,у) 1z МхМ==Ы postoji эа.г:1О јеапа od mogucnosti: 

а) х,у tim redom jes-u u relaciji Р 
Ј 

Ь) х,у iim redom nisu u relaciji 

:Primer. 3 

• 

Neka је М skup svih -oravih u J:uklidskom "ТJrostoru R 

f duZine· 2 u М bude : "-prave s -'- ortogonalne 'T • 

i пека relacija 

Primer.4 

U skupu Z celih broje"'IJa kazacemo r'la је -оаг 

ako i B~O ako је х - у = ck gde је k iz Z 

~-

(х,у) u relaciji Р • • 
i"VfiJ.<siran сео ЬТОј. 

(оуа relacija ве zove kongruencija -ро modulu с. Umesto Х,јУ 

pieemo i x~y (то,,,!_ с). 

Primer. 5 

U sku")u R realnih brc ,1 evp., то~егlO оа rJ efi nisemo па sleQ er'5i 

relacjiu ,_р: 'х,у tiи redom јеБН u relaciji р аl,.о, i вато ako 

х!.::,у . Та\>:о ви sleueci ryarovi u relacijij:': (2,~),(З,3),(4/7,1),. 

dok parovi (5,2), (-2 ,-7/З), .. nisu u relaci јЈ ~50 • 

Relaciju duzine 2 cbicno nazivamo ~inarr,a геlя.сiја. 

Za 'Jrimere 1 i 2 karakteristicno је da\li ne1ri ele!~e'-It "jeste u 

relaci'ji Ј" ili IТni је u relaciji Ј' ". Analo/!no это u 'Jrimerima 

3,4,5, posmatrali dali Ilaro\'i "јеен u ге1'З.сiјi ј''' ili !l n isll u 

relaciji је IТ. 

А.l1аlоgпiш post'cll!VO,:, __ ;ozemo uonsti ti "Ј О јап TEl acij е definisane u 

ne,,~oт Вl"'ири i taJгc c101azimo до oryste dei'inicije ге] aci је. 

2). D€finici~~2' 
Relacija ~) duzine п sK-uра М Је sv:::tko rrcsl::'k:<lvanje f,lru,a н!: U 

v , 

skup Ј 1- L 'е 
" 1 I 



" 
• • 

, Ј. :>,. 
l' _ "--, 

Ako је : f (х",х .. р, .. ,Х Ј,) = I опаа ka?::eI':'o : X1 'X t ' ••• 'X/ 1 

tј~~~~д.о~_Је~~_г~Ј.аСiјiЗ;', а ako је _r(x l1 x.t, ... ,x t7 ) =Ј-

onda kazemo : x/j"X.z." •• ,Х n tim redoL1 nisu 11 relaciji Ј::;' • 
Za п:::1 kazemo S,<imo I'X jeste u relaciji ј'Н ili Тlx nije u rela­

CijiJ:;H. 

Ako је п 2 obicno kazej~o Х 1 је u relaciji f ва х ~ i Т)isеmо XI.('X~_. 
nJI'~ " 

Relacija duzinema uroisvolnom sku-pu М Ви E'iГlboli ~;..L . 
Nal)omena. Intuit:1.vno opisana геl:з.сiја је kат.'З.1(tегisапа (odredjena) 

poznavanjem skupa s~,,"'ih х koji јевн u .relaciji. То 'Jruza mogucnost 

аа ве иуеае sledeca definicija relacije. 

Relaciju Ј duzine п u 

poaB~:иТ) skuua ~~n, t ј. 

skupu N то7.ето 

ЈосмО - . 
defini~qti 1 као neki 

U primeru 1 еlег;апti i7.lJods1ruua 3,6,9, .• ,3ГЈ, .• Jef1U u relaciji 

ј'> , dok elemanti koji пisu u torn podsku r }1.J nisu u relaciji f . 
Ako tako иYeдeгr;o relaciju Р, опа;.; :rгоuса\rапје relRcija u nekom 

. Ј 

"skupu пе ойуајато od '>roucavanja ')od::::~uY)ova tOI!8. sku-pa. S'>ecijalno 

mozemo govoriti о ukljucivanju relacije ,:-' !.~~) {"Је, zatim о 
i 1 .'z 1, '1 " 

preseku, uniji relacija itd. 

Neka је Ј) ЬiПА.rп::з. rflacija definisana II ill:-10.stvu Ј1. 

а) refleksivna, а1<:о је :-.'!Э., svako хсЫ) х ј" х 

Ь) tranzitivna, a~o :z х fY i у s z slec' i 

с) simetricna , al-o l2 ХЈ">У sledi У ~'JX 

х р z 
Ј 

Оnда је: 

d) anti'simetricna, 8.'V:o iz хг у '1 УЈ"Х slefli Х.= у 

3). u оуот '''elu obradjujemo опе binarne relecije koje '10вейији 

neke od 'Jrethodno navedenih o8obina. 

Def'inici,ia ~ • 

. Ђiпагпа- relacija Skll'l!3. 11 U oznacj.c. jeete yela~i~a,ekvivRlencije 
._~--~- ~._-~ 

al~o је : ret·le]{sivna, Rin~tricna i tranziti7na. 

U l)rirneru 4 је dе,f:iпts r'-8 јЕ-дпа re]acijn. cl{\Tivalenci~e. 

u sl{u'lU ~[ U ~oт( је fefinisana relacija 

1 Т)О ј а"'. klClse 8J<Yi\T,'11,,"ncije еlеmенtч х. 

ех , svih еlешеniл у '~I\ s)'::UТJ~ i.\'~, tg.)Tvirl. 

Stav 1. 

e ',-vivRlепсiiе ,--.Ј 1.lvodirlO • 

-
Ako S11 Х i У 'JroizvoJ,:' 1 eleP1en I i 

1:) Ј!' sv-U"1 

(1:"" --:е Х ,. ... у 
" 

"l"ll~a J~' 
'" .' '1 ", спса 

, u oznaci 

• 

Су 

dokaz: Zaista~ ako :је х .'у tqdf' Z~" r")ro , ''! "\[ с, L;ПО z~Cx , ,~O c_efi !li-, , , 

C]Jl klase ех , гlе,-'!i j.q Је z ." Х, ~1 О" Гjc:urir,(> ) iz ~ -х i , . ~'-- ,." , ,~ 

х,јУ plea,i zuy, J<.l Ј с ztor: 2 ј , с,' ,"'~, 
,/ Ј У • Analogno 

оа Је Г:l JSnOVU definicije 

Су 

ObrnlJ.to, ak:n је '~X =: Г:у , taaq У:-,С'н "'~rf-'--;-, ('<--'J1"'1.ni 1, п"> ЧЕ:Сх, 

+" х у ЏL;' ""., 



5t.Q\[ 2. 

Klase e1-:vivalencije ех i Су э'ти1)А. !'.: u о(1л·~:,_,u П8.. rel.iciju e"k:viv"i­

lencije N-lli se ~oklao8..ju i1i su ctisjunktne. 

d(1k~z~ Ako эи i{lase (;х i Су bez zajed_nic\'il~ еlешепаtР. si-av је 

dokaz~lrl. Ako.nije tako ond8.. пе1:::а је z njihov zajednicki element 

tj. ZtCX i Z(~:.y, ра је 1)0 def'inicdi klase et:vivalencije X"'Z i 

yr~.z . Odatle zbo? 2 l 3 sledi д;~ је xr"y . "Ргета stl?V1J. 1, је 

Сх Су. Dг.klе at:o :·~lase Сх i Су imaju Ьаг јед.ап zajedniXki 

element tada ве 011е ђоl~lаuајu. 

Sku-p ciji Sll еlеГ:lcn-ti k1p<_se elcvivalencije zove ее 1{"licnik skuu. 

SiшЬоliС 1\i: i.;j, I - {Сх / Х! М} 
Ргета definiciji 2, stavu 1,2 elementi ех Sl<:U"'18. М/".) роведији 

вlедеса svojstva : 

а) Nijed;-:-n ryodskup Сх nije рг.:з.zап. 

Ь) Razll' ;"l" t·· ""A'<"'--'--~~ -~ ""1\ -' _ '-~' _.,"- ,_,ј -,- <:> elementa. 

с) Unija s\!ib. родз,n:ироуа ех 

Zbog oyih osobina f'kulJa M/tv 

bez zajednic1cih 

је S''-UlJ М. 

kazemo da ј (- to razbi;ianje f'kupa 11. 
U primerH 4 k1ase sl/"Yiyalencije su sledc6i Sk1.Pl0vi : 

Со = Lck, l"z/, СЈ = [Ck+1, kfZ,} •.. , Ck-l - [Ck+(C-1), k<ZJ 

Tako dobije.mo de. Је Z/N - f Co,Cl, ... ,C I{-lr' . 
\~ . . 

Stav 3. 
3vako гаzЬiјапје Р вкнра М одгедјије и sl-cl.1rll }" izvesnu relaciju 

ekvi val encij е (Ј • 

dokaz~ Stvа,!'По, al~~o :?а x,yEJ-Т stavimo d!'i Је xrvy , tad_A. i эато 

tada а'--:о х i У '1ri 'А.Саји istoj l.;-:la~i razbijanja Р, опаа u skupu 

Ю dobijamo binarnu геЈясi ји <v za koju эе nc.osredno dol{A.zuje, аа 

iS1Јuпјау-З, вуе О.еfiп:i_S8.пе zahteve relacije ,ekvivalencije. 

I!T"".l,:;i ~,~;;:O";:'C". ,,'-,!..~;\a ti'J bin;;trne г.с:1ас:iје је relacijR 

delililicnog 'lore-ck,q. i1:'.. rE.'lacija '1Joret1{a. 

Definici ~ - -3" 
Вiп::tгпе.ГЕ:·1о..сi;]а ,? Sl{:J.'1!-l. 11,'[ Је relacija 'Joret 1,C1. а 1-:0 је : 

reflek.:si1Jn::t, t:"'n2j~i.vnCt i f:::.ntisimetricY1~. 

"х/у "od'O u 1· ~-_ , 1.0.-:;, , __ , оа sit'.tocije + " 
! 'ЈЈ ~eтo 

Ако ви х,у 6111 
0"+ t" С'lv:э. 1 : 

~ €,~~n,!..l.rn ~T, Х se sadrzi н у, х prethodi у. Ako је 

x~y i х ~: у P~;3'lCL::lC х(у _ " __ nlJe re:;"acija ""nret1,p" sto ве 

пе losret1l"lO '91'0'\ егаV-",е 

-Parcijalnc 1,1.l'edjt!:~ sister:l (5(,L) cija 811 9v~1{a аУА elementa 

uрогеdј_V:-l, ( 'l0-~'lUПО ) ~"edjen sistem ili lan~c. 

_ Elemen-ti 9klJ.Р::.з r~ 3'~l H'!!Jredivi .qko је х.-:-" v ili ~T ~·x. 

_ Line!?rno игедјеп Ri~ll'J ili lanr1c је ОП:,lј P~ги'l II kr"Jme 

e1eme:1.ta tпоr::::diУ;о>., 



,~ 
';- , 

Neka је r: Ј ееоуа 

рагсiјаlпо ur'edjen slster. Ako је (M,~) "');:>.Tcii{J:lno uredjen piptem - " 

ond3. kazemo i : з1."1.1'1 (' .. 1 је р.-згсiјаlпо uredjen relacijom ? . 
u primeru 5 је dеfiпiс:'LIi1 јеdп:з. relacija рогеt1·л • rГаl{о игейјеп 

skup R је lla.nac. 

Primer б. 

Skup priro,:c:nih brojeva mozemo uredi ti dеlimi,'::по ( ali пе i linear-

по) sledecom 

deljivo вп. Q 

relacijon 

bez ost;;,tka. 

/ : а ~ Ь tada i вашо tada а1.::0 ј е Ь 

Ako ГJQstојi obostrblno jednoznacno ргеlikаV8.пје f uredjenog :"!kuv8. 

(N.,,~) ~ uredjen sistem (N.t, _L), tal{vo d.q је za х,У&И r ' 

х ",У -(,> xf ~ yf , 
tllda kаzеио da је f јеd'l.П izoI1orfizam izшеdј'Ј. и'т, , L 1') l (:1,,'<·), , < 
а da ви skur)ovi izоmогl'нi s o1)zirom n~ вуоји rclFtciju -ooret1;:a. 

Кайа ПА-В , U sku')оviп:з., вато '.огеЙаК: interesuje , tз.d:з. mozemo 

identifikovati izomorfne skuryove u oano~и па ~огеdя~. 

Каzе:-ю da se delimicno uredjen sistem }.: izor::l?rf'no pota'1~ u delimi­

спо uredjen sistem Е ako је ]л izomorfan nekom --юdsku"'1U N' sl(ЩЈа N. 

Pri- tom је геlасiј,з. delili1icnog uredjenja u Н' ':nd11cirana l'elaci­

јот deliI1i.icnog игеај enj::.t u N . 

Stav 4. 

Svaki delimicno uredjen sistem N izomoTfno ве 'lоtя.:ОА, и partitivni 

8kup р(н) nekog sl-:-:u.-.,a N "koji је delimicno UТeajen relacijom 

inkluzije skunova. 

dokaz: Neka је skup N Ьае sаш Е. Preslikavanje f : I! -о>Р(М) defi­

nisemo па 81 edeci nacin. Za svako а iz Ћ1 ne'za је 

[ ) f (а) ~ х / х -( а; _ Ј\ 

Ako је а, Ь60 ~ i А, З od~ovarajudi nods1cunovi ( e1ementi вl{ира 

P(Т:~)) rlobijeni ')ге[11i'гаV,'l~јЕ:m f, tada iz, cin,ie:".ice df1. је А:::: Б, 

sledi а-<Ь b~~2_. O,-,dяt1_Е zak1jl.1r;Ujemo d~ јЕ: i1:= Ь, tj. ТJresli­

v-аv::шјс f је 1-1, Ые1т'О\. j~ dalje а .:- Ь , tаd.з. zba Xf- \.--.... dobij_ama аа 

је x~b -Сј. :t'(a):;'_f(t). (Jbrnuto !,l r o је A~~ tacl!l. је аЕ.В '!!э. prem.q 

tome l.~ako је r1cf'inis,q~~o f еlео а! а -f..,_ Ь "Posto ЈО odrzava ~огеclR.l<:, 

stav је u celini dо~-:,?!Э.п. 

4) . ррегасiје_ з~_геlас.:,~,iаmа. 

Uvoclimo sledec~:_--Je~~lcljt' : У-, /\ 

s~ эки,от rel~cija 

8и t,iп!Э. Гll е , dOK зи 

L (' f ir: i с i ~ ~_ 4., 
Sll rJ.(X1;X~j- 1 ' 

/~ 

8QnE' u sku.pu } __ ; cl1J.zine УУЈ. i п. 

tI -- ,::/ , 

~ 
, о .' 

sku1')U -. C'lGraci.i8 /,0 Ј \/; 

1 ';Лfй'пе (tj. ctu~ine 1 
, 

~/ -(:} , , 
) . 
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== ~(XI ,х.(!, •• о,хп.У/ 'Y.г"·J'Yг~) 
==(f"c(Xi ,X-I-, •• о,Хn'Уf .у-"'-' •••• ,уn.) 

==Ж'з(Х! ,X.2'··,·.,~r."':fr 'УЈ , ••• ,У",) 
= о.,. (х ј ,x{_, .•.• ~xђ.yJ ,y~ , ••• ,У",) 

t irae. : 

~(Х;,Х;I".о.-ХI~:У/""'УЈ~) - o(x:,x~, ... ,X~)\I ~(yl, .•• ,y~) 
>'('" ), ') (" ') (' ') _ .... 0,- х, 'X-z"" ,ХС/,У, , •.• 'У'11 - Q( ХЈ 'Х.г"" 'Х n /\;З У, 'f., ,уг;, 

'у(!' ), ') с«" ')-'(' ') 
(2)0з xr,x<""jXI1'Y' ""'Yr~i ,xr,x.t, .• o,Xtj ,-јР Уј ••••• ytr, 

""'(х)' " ') --«" ')-АС' у') Ulj I ,Х<.,.о.,Х",у, ""'Vn-/ '""1 Х 1 'Х.г.' ••• 'Х n ,--:7/", -у. , •••• 111 

o/x~ ,x.z"" ,х;,) == 7 С-:(х: ,Х}" .•• ,х}Ј 
"'1ri tome su x~ , Уј elementi skupn.. М inter(ret~cije Z~ xt,., ~-. 
п (1) /\, \/, ~.J .,.....,: ;> Ј -1) јеАи znpci no"\[ouvedenih o1')er~cija 

medj'Ll гс]љсiј.з.п,d'Ј1.;- Би simboli nFtvedeni u (2) znaci ~l1eracija 

a1gebre (/1 I ) . 

Pri13er '7, 

Nek.s. БН 1)_ skt;.-~u nriroanih ЬТОјеуа N definiRFLne rel:?cije t 

duzine 3 i /1 du2:ir~e 2 п,'1 slede6i na6in : 

с{ (Х)У::7,) - [~ ~~ 2x+5y+z је parn.n Ь.тој 

f3 (""у) ~ т ""-> х+4у је uot'">un kvadr"t. 

Na оэпоуи toga kako SLlO definisali relacije S;j '1;1 ~J ~~, 5;-, 
ll'lзmо da је; (;(1,2,З)~ Q(1,2,3)Yp (1,2) ~ -Lv Г ~ Т 

{(1,2,3J ~ 01(1,2,3)1.1'(1,2) ~-"-/\I ~ Ј.-

"': (1,6,2) = "(1,:0,2)11;3(1,6) ~ ТЛЈ ~ -г 
}(5,1,1) ~ o{(5,1,1)~;3(5,1) ~ T--;T~ Т 
0";(2,4,31 ~ с1(2,4,3)4}р(2,4) ~ .l.~J. ~ Т 
,{~~З,2ЈL) ---,,~::/(:;,2,2) _ 7/ :::: .-1--

,',ko је ;ј'(х,:!,с) = (Q (x,z,z)/, ',,(у,у,у» ~(P(x,y)YC(x,y.y)) 

tadF1. јс: П.<Ј. "p~::, imer: 

S(~.,2,з) ~- (и«4,3,3)АО;(2,2,2» 7(P(4,2)Yq(4,2,2» ~ 

:;;: Т-) Г:;;: Т ( T,~ -Г) =-;- (_, v т ) 
u e:kllIJU uycdir.1Q rel.qc.:iju poret'k!?c t.qko <1!l је 

Neka su . 

mi!l [1ј -' ;nin i -г1, 
dogovorenc oZn8%e 

D f'~~l 5 . ..§..;-_ln ~~-!:..;J_~ __ :'" 

min [1-,I() шах (1-Ј) I1l;iX l' ТЈ, 
redom za )~J Т, ...L,.L, Г, т: 

шах 

~T - . 

He1-~:::. ;j~ Г, (Х , ,X
t
"" ,Х,?) relA..cija sku..,a ],,1 cija Је duzina п, gд.е 

~e ::: :.!,,,,·G:1 i :l, Gcl ~J.~cmc'llljivih Х! 'Xt:,' ••• ,Х,!, tad-'i је: 

:3=:)"-:(:-:1 ::-):-}, .,~x.'.) - r~ax /,x-(x1tx.t,.",x/,,) / Х6-М_';-'" 
(\;::)l.=-:(~::;:г~~, ... ,Хll) - min ;~X/'X~"."X;I) / Х&М} 

L 
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Кааа х nije jedna од . . . . . . 
1 ГОQ€1l1јivih Х ј , ••• Х , dOf-:::оvоrnо uziIIlflШО: 

- I \ -

(Зх) о{ (Х, ,Х),." 'Хn ) 
- , - . . . -. - '.' 

= -«Х) 1x-?~~ •• ,xh) 
('v'x) СХ(х, ,Х,[, ••• 'X~J) := ,:;,{ (XI-'X~_'" о" !X r1 ) 

Primer 8. 

Neka је с{ binarn.8. rel.-:1cija.sku-pa -orirodnih brojev.'3. za koju: 

о«х,у) 
-,-

~ I C;~ 2х-3у ~ 5 . . . - . 

'I'ada z-:. ~~lacije Y-r: definisane jednakost~Т!1[l 

/3(y)"~" (Јх)с<;(х,у) ,;Ј (х,у) ~ (!lx)D( (х,у) 9о(Х,Х) 

;3(3) ""(~Х)Q«Х,з) ~ I 
)3 (4) = L јЈ (6) = L 

t-(3,4) = (Vx) o«x,~) -"",(4,4) = J-=,~= т 
d'(1,3) = (\tx) D\(x,3) ~"'(l,l) = l--?~ = I 
u Бl,и"'Ји bin.""!rnih relacijH F a.efinisanih п:::t skunu ~/\ (1:- Ю) 

lmaШfl : 

koju ZQvemo -oroizyo~ binarnih relrtcija. Аl:со 811 f i 1'J~dve 

biIk'lrne relacije' u ~ku-au Ы njihov ""9roiz,vod ј е binn.rna relacija 

С-(::::._ Р A~ 6" u и eQgl3.sna tOr1.e ?;' (х,у) := т Z.'l х,у с И tadri, 
" 

1 Э~,1.ШО tаdя. ako ":юstојi element Zf М ta1{.q"'.' d9. је S?(x,:z.) :=, 
l о(о,у) = 1. П; simbolicki : 

('(х,у) = т; x,y~ ю) <; 7' GZ)(ZE ј; Л 5' (х,о) ~T"C(z,y) = Т) 
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\JS10VI Л!iIlI!A1NОSТI 

- =-;Ј,:,шепt ":,, aelimicnc ur~djenog sku'l.'1 Т"'1 Је l:liпiШ:Ј.lпi element 

. toga skup!1 :],ko U 1\,'1 ne,~a ni .... )ednog elemen t>", х t:,::!,l{vog da је х<.:з.. 

(i1i : а је miпim::ll;:щ element ~"-;;- (х~:з. =?х = а). Лuаlпо эе 

c.efir'lise Ш.'?.Ј:imаlпi еlешепt.) 

HaТJ:rimel' u ::;iзtесu (IP ХЈ с) jedini minimalni E"::lemen t је 1Jrazan skup. 
. о" 

u' r~~:::1.J.r:u :=Гiтih ПЕ:ТЈ1'о.ZПih роdэl.-:uр'а skup"l Х minimalni еl_ет-епti ви 
svi јеQйо~l.аlli po,l'-.-'.3ku"o\ri od Х. 

l'ledju-':i:!1. ,::;ifj·:~еП'. (Z;L_) gde је Z skul) celih Ьгојеуа пета minim.qlnog 

elementa. 

Ројат шiпirrлlпоg e.lemen.t!1 se koristi za definis!3l1 је klase deli­

Ш:i...С;по u:rcGjEl1ih SkH')OY8., koji zаdоvоlјаv:з.ји sledece medju зоЬош 
с" 

ekv.i.v:o.ientne v.slove : 

ПsIо\т ТЈ~:_r.::_m_-::t;доsti ··r,~in. 
_ .•• _--_. ~-.><' • - _ .•. _ •. - -, - ---,~ •. -

r)Qds)'a~"'1 N neko''& delimi Х по ured ј enog аlш'1А. И ima 

Ьаг jeaa~ pvoj minim~~lni element. 

'У ~:1.r;~~"_.J1·~ , t'.~_~_r1 ? .... 9J),3.g:'" ј uc; ih lan8. с а • - р • 
s-~:t:'СGО onadqjuci lanac elemenata delimicno uredjenog 

, 1 . 
8киnа \''1 : 8.1> а.<>аЈ')э',,> ... > а ll ) ••• 

ве пэ, kOnQCTloirl meetu . Drugim rec im8. : ~ ;, .'0-,/ a tl ,/ •• 

'~г.kа~i indeks п, tako da је ЈЗ. '1 = а - •••• 
I!+J 

Uslo',7 iш:tukt::vпоsti- Ind. --- ~-_._ .. -"._----------

S~Ti eJ.eL'1Gn ti nаге! уйпо uredj ЕЋОр,' skurya М ioaju пе ko SVQ jstvo 

1) ~'o Syojst'/u imaju svi minimA.lni elem~'-.rlti to,r.тa skuua (ako 

-postojc;, 

. ,~ . '","! --,. ~ -'---~ 
Ј1_е~~ОR:,,-,-с,1,<1 _,-::-. 

~. , 

Doke.z 

tog SIrojstva za sve еlеmрлtе koji 8\1 т:з.ПЈl од 

_::' ;:}.)ze ~e i zve~ti vpzenje ~o{': svojstvR. za s:з.т 

ovih isk~za izvodimo "'10 ovoj semi : 

'Ј.) Т2' ,-'з~о-т':::. miEi:lle.l'-,-оsti sledi uslov indu1;::t,ivnoRti. 

i neka в,' z~:.. net;:o БVО - ~~'':;vo 
с 

ured ј еп sku"'1 ;'1 isnun jeni : uslov IНп 

[ ispunjene indl1kcijske' hi~oteze-l 
Tl'ebe d:~I. doki:1.zeТ!lo ј1. f"xaki elemen t ima svojstvo с; . 

i 2. 

r;()stoji П(''lгпzап sku"1 S ~ rI eleme­

, РО u810vu I!l~пiГ1~lпоsti sk::U1) S 
, 

је а jE-dел 0-;_ tih elemenata. 
~':'..en1'-:m·~ а ПЕ-h:1о,~е .ј."'. ','ије minimalni еlеГ1апt Sk~U'1a ј" 'lrema prvoJ 

:.li~;o:~;~':" 1.;ЗЈ.о~~~:,. Ind. posto 8\'1 elementi koji зи strogo manji 

ос. >:. :.YIliZ-јU ,svu;jst'To (:;~ . }-'о drugoj hip:)tEZi usl.gva Ind. i ват 
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. Tako SПlo dJ)slj_ do ТJrotivrecnosti~ 

Ь) 1z uslovr, Ind. s1edi uslov 1'. 

Neka је Ы delimicno игеЈјеп skup koji zadovol,~:qva uf'lov Ind. 

Primenimo uslov Ind. Па svojstVQ 

de~i nacin: element а 1': ima svojstvo 

koje је definisano па 81е­

Е .аКс:; se svi opadajuci 

nizovi koji -pocimju ва а , pre1cidaju па kor..a~ron mestu. 

1) svojstv') Е ~оэе,Ј,ији svi minimalni elementi ако 1JQstoje 

(lапас ве tada 1)rekicla па vrvom me~tu) 
~ 

2 ) neka svi elementi koji Би strogo manji od а imaju. ВУО jstvo t. . 
То znaci da se sv~.:.ki lanac koji T)Qcinj е ~c't 1 i10 kojim od tih 

kada tim 

lancima dodamo element 8., tj. svaki lanac lшјi "Iocinje ва elemen­

tom а 'JTekida ве па konacnom me~tu, оЈllОВПО а ima svojstvo С . 

elemenata "'1rekida па konacnom meetu. Та osobina )o'azi i 

Na оsпоvи uslov8. indu l-,::tivnosti sledi да ве sv.ql.;:-i lanac -prekida 

па ~onacnoт mestu а to је uryraVo uslov Р. 

с) 1z uslova Р sledi u~lov Min. 

Treba да dokazemo da sva]{i ne1Jrazan ,odskll'" e:1ru..-,a i\f 1<:0 је је 

~arcijalno uredjen, im~ minimalni element~ Pretpostavimo su~rotno. 

Neka lJostoji ne1)razan ',odsku-p N sku""')a М koji пета minimalnih 

elemenata. РО aksiomi izbora , iz svakog ne~raznop podsku1Ja 

эlшра N mozemo iz;:'brati по јеаап element. 

Obrazu~emo niz .'lfl (п ::: 1,2, .• ) па sledeci nai'\in : а 1,0 је 'f 
birajuca funkcija, r.eka Је а, - 'f (ы) 

аl) +-. ~ у (А,; ) g<1e .] е 

А г] -
, 
ј х / х < 8. r\ i х Е- N} 

kako skup Ы пета mir:.ima1nih elemenata, вки-, ~'~ () је nelJrazan za 

sval{i п, 1 па ovp ј nacin это dobili besKo-,'ас13.П stro!!o o"'adajuci 

lanac 

sto је 

• a>a"'~"" "-• ! :;')'--'-.)/"'/ 

sU"'1rotno Jre~po~tavci 
.<3.11/"" 

аа је sval<i s-tr::-),&!'o оnаа;::о ju6i lanac 

1{()паС.АЛ • 

Liпея.гпо UГЕ;QЈСЛ в'.-:и') koji isnunjavG. } , . . .., 
uc:;lov ШlПlшаlпоst 1 Ј е r/i "v1A. 

игe_a~en skUlJ. Nа'1гiшег (N I -=:; ). 
-Svaki podskup dobr'o игeajeno~ ShllUa, 1 E1'~Dl Је доЬто uredjen. 

-Iz dеfiпiсiје dobrn uгеdјЕ:ПО,п' sku'"13. e-ledi dil оп ima jedinstveIl 

minimalni е1еmеп~. 

-u dot-ro Ul'Cdje:10r f'l_~U.,U sval\"i еlЕГй8.пt а .:L1i је rгЈlkf'iша1пi elemeJl', 

i1i ima s'vog nе ')o::!r(;(: n::·b'las1e,Jnik~l. f.:"'Ђегt я. moze с1а neraa 

пе ~. ocredno~· ]ЈrЕthг.,'lУIС1-- ,-~ о ~c оЈ_ Ь ._џ--_.~_\<_, '_а li,,-t !ri:1er 1.1 з1'-111111. ].,3,5,7, .. 2,4, .. 
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ТЕОRБНЕ EKVIV ALENTHE AКS IO!П 17BORA 

Ako је N podsk-ulJ slщ й :-1 parcijalno uгеnјеЉЈf геl:з.сiјоm -"'oretka 

tada za svaki element аrћ koji z8.dovoljava ш:~lоv x,~ а za svaki 

х Е N kazemo Ја је /ornja тедја tog sku-aa ы. 

U skupu svih lanaca rai-cijalno uredjeno~ SkUTJa М moze ве uvesti 

parcijalno uredjenje relacijoI!l sku'1ovne inkluzije. 1"1aksimalne 

elemente tog в1(иТ)а, ако -,ostoje, nazivamo maksimalnim lancima. 

Sled~e teoren'e ви ekviv.qlentne akf1iomi iz.bora : 

Zermelova teorema. 

Svaki ВКиР ве moze доЬго urediti. 

Haussdorfova teorema. 

Svaki lanac delimicno uredjenog sku~a sadrzi ве u пе~ош maksimal­

пот lancu. 

Teore:r::J.a Zorn-:'~uratovslt:og. 

Ako вуа1,,-], lanac deli.miC;no 1.lredjenoq sl'U1)a I'·'I ima ДОУПЈи medju 

tada је sva~i element skurya М maгji (ili jeana~) od ne~og 

maksimalnog. 

Nanoroena. То пе znaci аа Ви svi elementi s'ku"J8,. М :f:. od nekog 

fiksirano~ elementa m (јег и 1:1OZe imati vi;:~e razlicitih maksimal­

nih elemenata~. 

Рге nego эtо do~azemo ekvivalentnost ovih stavova 1 aksiome izbora 

uvodimo јОБ пе1се pojmove koji 'su '1otrebni za dokaz. 

Ako је А neki dobro uredjen sku-p tada SVA.ki сюсskир В sku"'Oa А 

koji iroa osobinu аа чz SVA,l{i Буој elemenat ~~rzi i Бvе опе 

elemente kqji Би иапјi оа пјеу-а, zove Бе оа§есак s1ш"')а А. 

S~u, svih ele~ata зtгоgо manjih od nekog elem1rta аЕА је ,ravi 

odse6ak А' (А' ~ А). 

Оуот l(onstrukcijom ?е iscrrljHju svi rravi odsecci. 

Odsecak ТЈ SG sastoji :LZ svih elemenata strofomanjih od minimalnog 

elerlE~nta razlike "\." В, t ј. definisHn је tir1 elementom. 

D.okaz. 

а) Iz а 1'siоше izbor,q sledi Zermelova teoreEl8.. 

Не1(а је њ: "1roizvoljan rзКu"'). Prema ak:siomi izbora , и Avakom 

r..epraznom -pods 1-:u'1u N sku'1a ~: rnozemo da odredimo ГО 

t.p (N) gде је I.f birajuca funkcija. Alzo '1odskur} А 

1) moze ве c1_obro uI'e:iti neko!'l геlасiјош 1Joret1ca 

2) sva"-i clem.ent 8.(--А ima otlik а =У>(н'\.А), gde 

odsecak definisan еlсmепtош а, 

tada lUЈ.7,f:!ш6 аа је А istaknut podSkU1). 

Istaknutj ~юdskU1'Јо\Тi u N ТJQsto је, ta1?V- ЈЕ 

jedan element 

~тa svojstva : 

А' о Је praVl 
. оо 
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Neka Би А i В dv!'1. if'3t::зkl1utа ~odsku"'1a. А i Р, ви dobro UrE'r1 jeni -ра 

iшајu пајШR.пје elemcntE 9 rGdo:o 

ао ~YO:',A~) ~,\,(j~,\~) ~'f'(!1), i 

Ь, ~'r"(i;\ТJ:) ~'f(~1) 

Dakle : Qc - Ь о ' 

Uocimo skulJ svih zaj€dnickih odeecaka L' skujoIJ8. А l В tal{vih da 

Би element'i (D, ,L) i (:1, ,L:.) izomorfni. 

" " Тај sl;up ni.je 'lraz.c;,_n јег ~ СМ) _је takav O(l:OH:c::tk. 

Obelezimo эа С uniju svTih takvih zajec1nickih (lrJ.secaKa. С је 

odsecak u s\/akom од skupova А i В i to najv(-i5i koji је zajednicki 
- " 

Ako ве С пе lJoklalJ.?, пi;;'~ЈеdПiш о,Ј ј'од_Sku r:юv!3. А 1 13, рс definiciji , 
istаkпutоsУ'г'оstОјi element koji эе ш3.1аzi i u А i u 13 i 01':lik8. 

је 'f (N\'C), taF<v dlЗ, definise odsexak С. Т.з.dа bi А i В imali 

zajedl1icl<::i одэесаК: ver:i od С : С _ с ! U (((:l·\. C)}l.cQji ocip:ledn~ 
zadovoljava uslov (с/, ~j) - (сј

l 

,~), а to j~ u 1')rot~vrecno­
sti ва c1.efinicij iШ odc>ec1<::a С. Dakle, јеЈап оа ist,'~.knutih pods1.r u­

nova је odsecak (lrUfo.oa. 

Neka је А odRccak od Е. Pri tome ве вistеш (А izomorfno 

potapa u (В '~8). 
Ро uslovu iпduktivпоsti }:oji Је iS1)uпјеп je~ је В (:' 2А) dobro 

uredjen 1)13. iS1Junjava uelov minim.qlnosti еkvi i,r:э.lепtF1.П uslovu 

indu1ctivnosti, izlazi da ви im игеајеnја јЕdпаk:з.. 
" 

Oznacimo ва.1 unij1J. svih istaknutih lJod~kupova Bl(u,a 1'1 . , . 
Dokazimo аа је L i9taknut ~odsku,. 

Neka ви а i Ь та koja dva еlеш€"tа lZ L, koji pri11adaju redom 

istaknutir.l роdskuТЮVimг. А i В, tada l1rema 'lr ethodnom dOkazano, 

sledi d:з. 'lri'l8..dajll vr;ёеm od njih , па ... гiш€,г S'\ru11U А. 

Neka је а!:. ь • Kako ве za svaka dva elementa iz I,. rnoze naci 
А 

i8taknut Т)оаА}Ш'l коте oni pri1Jadllju ( 1, koji је dobro игеајеп) 

oni ви uТJoredivi ра је L linearno игеајеп a~'J.'1. Sva1ri stroe;o 

O'l"O:ldajuci lanac i~ 1 сео 11Гi1')чdа nekom iзtаl{.r.,utоm >Jodskll'1u A€1 

11 kome эе оп па Of"EQVU uslov~ Р lrekida ТЙ lсопа Хпот mectu. 

Pre:raa tome taj lan"lc S(; rгеl;:::i..dд па kоп8.СПОn: :lсntй i u skunu L, 
d 

t;i. 1 је dobr-o ure:djcn вКаУ). Za sV,1ki :ч .. 1 'lo.c~toji '1GS'll"1 A~L 

tlllco а8. 3..f А 'lri "'ешu. је а :::; ''';'Ј с':'.. А') • 'lс Пl:пt а је i u L 

tal~vog obli'r,'),. "1 А, је 

На krf:lju flоkаzirю 14..'. 

Pretpostavi)~i.o Stпго·t.:',с, tj. Cia јЕ': т:: -!- L, ТJ,' .. ~ f.;;1ФЈ Jo''\.l, 

z;:ш. Fosto је L iBt~ll·~T:'J.t 1'Yjdf!ku"l ОП јо i on'srccA.k koji 

definisan e1emcntoJll '-~_. (I~'\L). Т,з.dа 1е Ј" 1..) {,{'(Ћ1''.L) Ј 
istaknut роds1,Л"l 1:oji !le uri"iada L јеl је yc.ci од. 1" 

nemoguce П8. csnovu definicije istя..knиtоf': 'Ј"г;рkUЈ~1 L. 
" 

nije 

Је 

nOVl 

to Је 

lJra-



Dakle 

Ь) Iz 

Ы' L -:::;; еЈ па эе rif i L ТJoklanl3.ju. 

~Z"e"r"m"e,,-l~, "o-,v-"e t е о re т9 в1 edi Наив sdorf -Oy.q 
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tеогеша. 

Neka је М dellmicno urodjen skun u kоше је А proizvoljan lanac. 

Ako j~ А ::;:: И stay nepo.5redno sledi јег је tac1a А maksimalan lanac. 

Zato pretpostavimo da ,је ~I"A :::: в neprazan nodskuu. 

Ро Zermelovoj teoremi skuu В ве moze dobro urediti, ali Је to 

итейјепје razlicitood ТJarcijalnog uredjenja г-ku~а В kao l)odsku~a 

.. skupa М о Neka је Ь ill:L.Qimalni element skU'l!l В. Elemente skupa В 

delimo u dve klase i to tako da Ь -prinada i'rvoj klasi ako је оп 

u relaciji delimicno~ noretka ва svakim elcmentorn lanca А, inace 

је u drugoj kl~si. A~~ је Ь В proizvoljan elemenat tada ako вшо 

вуе njegove prethodne VGf ~odelili u ~lase stavimo Ь U nтуи· klasu 

ako је оп u"lJorediv sa svakim elementom lanca А i svakim njegovim 

prethodnikom koji је U "lJгуој klasi. U nr"tivnom slucaju Ь nrilJada 

drugoj klasi. Posto је В аоьго игеајеп Бкир па osnovu uslova 

ind.uktivnosti ~1еПЈ df''. s-vaki element skupa В п:з. јед.nоzпаС:з.п nacin 

pripada prvo ј ili dl'llgO ј 1::1asi. 

Skup elemeYJata lапса А .L 'Јтуе klase oznacimo Sil с. С је lanac u 

М јег 81.1. svi elementi u пјешu uporedivi. Т'Ј је i maksimalni lanac 

jer nijedn.n еlешеnэ;с clTugE." klase sku""'Ja В ryreoa konstrukciji nije 

uporedi v ni за је J.n:i..m еЈ. entom skulJa С. Qvo ј с unravo tvrd ј епј е 

Haussdorfove tE.~oreme, 

с) Iz Haussdorffjve ·Сеогете sledi ~eor·eme. ~orn-Kuratovskog. 

Nеk:з. је И· takay parcij!3.1no uredjen skиp u kot:le svaki lanac ima 

gornju тедји. Ako j~ Q ryroizvoljan еlеmеп!3.t skuDa М, оп је rada 

i lanac, ра ро Н:з.ussdогfоvој' teoremi оп эе sn.drzi u maksimalnom 

lanc~ С о Ро r .~p..;..tczi tc()!'€IIl€ Zогп-КuгаtОУSk:Оfr С ima gornju шес1јu 

с, -ра Је ргеm:з. dеfiпiсi,јi gornje medje а /.....с. Ako с :t;iije mаk:зimаlпi 

element, t,qd" .. iostoji (;1 1\1 taka-;· da јЕ с< с: 

Ргетг dGfiniciji gогпј~; medje x~ o:.:za sv::з..ki Xf~ С, ~ zbog toga је 
/ Ј' 

i Х< о, од.У,,· '"1l0 С Li·i_,I~~~ је ve6i la1lac od С, q to је и sU"lJrotnosti 
, 

sa tim д~ ја С maksim~l~n lапас. Dllkl~ , С П!~ posto~i, ~a је stav , 
dоkА.ZА.П. 

d) 1z teol~e:ne ZОl'П-КНТ:ltоvskо~ sledi a1.{sioma izbora. 
-,-----' 

Neka је d:'l-c nroizvo1.jE:P sku"'J N. Uocimo руе familije ne-praznih 

1)odskupoy3. f:ku·Q!?L :iL _ '~,·'):~-il'1 аn. је па njin"l mogucf; zadati birajucu 

funkciju. Tp,.l.(\re f8.~'.l:;'li,::e ,:,ostoje, jedna 0(1 njih јЕ па 1Jrimer 

familija за:"3tаУl~е~'1.;:ј OГ~ jedr,'")g пеТЈгаzпоg '")o:J.f'ku'")a. S"k:UТJ svih 

familijQ '"f kOjE CJ:'1.scv-~ .. '·~ајu fашiliјаrnа S OZl1:=icimo sa ~ . U skUl;:Ю 

~ relacj,j;, d.eJ.ircllcn(,5~ ~югt:t,l<:а ~ definisiГlo па sledeci nacin : 
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ako ви V-J i '-V dv€' fu:r:kcije iz, ВЩ1)~ Ф ZadC:l:1C гсаоrn familijama , 
S i Т , gde је S С т i па S se 1)оk18лајu, tFid.'1 је ~f:-I'-Y. 

Neka је r neki lanac sastavljen od familija \'~ iz skuna ф, koje , 
ви zadane па far!1iliјШII8. s:;(. Na familji F ;:::: L/"" 30( definisemo 

•• • 

funkciju f kоја'';;'1'Гоk:lара па svakoj familiji SИ ва fun1ccijom 'f.:><o . . , 
То је moguce јет jf-; Т unija familija Всх' ft-j) i f је go'bja 

medja lanca Г, -оа рс teoremi Zorn-Kuratovskog, s'k:up Ф im:::t maksi­

malnih elemenata. Neka је jedan od njih ~ , i neka је U famili­

ја podskupova па kojoj је ta funkcija zаdап!З.. Ako U пе' sadrzi 

neki podskup А Bkиpa М, tada па familiji U <ЈА mozemo zadati­

funkciju %-, , strogo уеси od "Х" koja ве ВА. )С poklapa па и, а u 

skupu А odredjuje jedan njegov element. Ыо , QVO је protivrecno 

ва tim da је Х.- maksimalni element, па familija U obuhvata Буе 

ne-prazne '1odsku--oove sku па М. Znaci х.. ј е :9J:.re+ ju6a funkci ј а za 

ci tav skup l!L. 



UNIVERZALNE ALGEBRE 

I. Prve definicije.Homomorfizmi. Kongruenci.le. 

1. Grupoid. 
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Јеаап оа najvaznijih algebarskih pojmova је ројаш algebarske 
. п 

operacije. То је pr,eslikavanje oblika А. ;..,.А, gde је п :;: 1,2, ••• 

i А neki skup. 

Svaki skup па kome је definisana neka binarna oneracija,slobodni­

је receno, naziva ве grupoid. Grupoid ве strogo definise kao 

uredjen раг (G,+) sktlpa G ;1 'Qinarne operacije + : G~.-:G • Оп ве, 
- --ргеша tome,sastoji 1z skupovnog i operacijskog dela. C.esto 

(х,у)+, x~y··G, obicno ве pise Х+У • 

Specijalni grupoidi эе ZQVU grupe, podgrupe, ..• 

2. Univerzalne algebre. 

Izmedju mnogih delova teorije grupa i teorije vrstena postoji 
. , 

paralelizam. Cesto је pogodno пе razmatrati grupe i prstene odvo-

јело Уес graditi jedinstvenu teoriju ciji rezult~ti vrede i za 

grupe i za prstene. S tirn ciljem је zapoceno izucavanje proizvolj­

nih algebarskih struktura, эа proizvoljnim brojem algeoorskih 
~ . . . 

~operacija koje пе тогаји obavezno biti binarne. (;,) i.snoOpisno 

гесепо, skup G naziva se univerzalnom a1gebrom ako је u 

пјети zadA.t neki skup ~.!._ n-arnih o'Jeracija, pri сети za razlici-
~. , 

te ol')eracije wf". _i L brojevi п mogu biti kako razliciti tako i 

jednaki (п = 0,1,2, ... ). Ov~j skUђ moze biti i beskonacan - na~ri­

тег kod vektorskih prostora nad beskonacnim ~oljima ђоstојi jedna 

binarna onerE\.C i ја, эа biran ј е, i Ьеэ1сопасап s kuu 'unarnih operaci ја 

mnozenje elementima osnovnog polja. 

Specijalno, nularnom oneracijqm skupa G nazivamo neki odredjeni 

element skupa G. Ргета tome, nularnih o)er~cija moze biti onoliko 

koliko ima elemenata u skupu G. 

Univerzalna algebra im:э. skUРО'Пli deo G (skup G па l.соте Эи defini­

эапе izvesne operacije), l operactjski deo (skuu izvesnih operaci­

ја wi ' kada i ( 1 gde је 1 neki pvr-~ocni skuТJ indeks13.). 

U stvari , (G, {w(~ / i I}) zovemo uni verzalna algebra. 

Prema 'Jretllodnoj definiciji u univerzalne c:.1gebre sТJadA.ju iZrupoidi 

grupe, kvazi gru'1e, lJrsteni, itd. PrimE';tiI!:o d,oo! RrHl)U, kao univer­

zalnu algebru, Ш'Ј~еInО јОSИ:::).tГR.ti па dva пасiпа: s jedne strane to 

је SkUD s ·trima binarnim o'leracijama _1r mnozenje"i"levo i аеепо 

deljenje", s druge strar'le; to је э1-:ир, s jednom IiularnoI!l operacijom 

"jedinicom".-" jE-dпоm Ыпагпот o'ler::<.cijom !l rшо 7;€"пје:r:l!l i јеапош 

ипагпот oryeracijom ,"n.::llazenje inverznog еlеШЕпtn!'. Primetimo 



takodje аа tr.::la mоz:еюо .sЭ·-1trаti llпс'\Гсгzаlпiш c1~цebгaтa вата ak('I 

u гаzшаtгапјu dорustiшо f),lgebarske operacije ko је nisu definisane 

па citavom Qsnovnom [з1сuрu, јег 8Н takve levo i ае8ПО deljenje 11 

telu i nalazenje invcrznog elementa. 

Neka је data un,Jverzallla algebra G ва skuu-Ьш o..,eracija Ј2. "Podskuu 

А G G rдzivаmо podalgf:brom univerzalne algebre G, ako z&. svaku 

П-?,тпн operaciju W'c_ !--2- iz а1,а2,'" ,an"'- А uvek s1edi (а 1, ... ,ап) -с,.А 

i ako А sadrzi sve nularne o~eracije ~lgebre G. 

Specija1ni skucajevi ovog ~ојша ви, ocigledno, podgrupaid grupoida 

podgrupa grune, ~odprsten ~rstena. Primetimo, takodje, аа ako 
prsten R ima jedinicni clement i PQsmatramo ~a kao univerzalnu 

algebru cija је jedl~a nularna o-oeracija jedillica,' Го.-,'-:, tada ви 

-ооа a1gebre вато oni noc.nrsteni 'Јтвт-епа R ko ji slldrze jedinicu 

prstena R а пе та kOji podprsteni, cak i ako imaju sQPstvenu 

jedinicu. 

Lako ве dokaze da је presek та koga skupa pod~lgebri univerza1ne 

algebre G, ako nije ТЈ rFLzan-, takod.je podQlgebra te algebre. 

otuda sledi, da ako u univerzalnoj a1gebri G 

neprazan podskup М, tada pOBtoji jednoznacno 

и::;тешо -groi_!!,;vol ја1Ј 

odred ,ј епа 1Jodalgebra 

[и] ,minima1na теаји podalgebrama koje s.adrze м'. То је -oresf!k svih 

poda1gebri iz G koje sadrze 11 • (јеапа оа njirJ. је i Вата 8.1gebra 

G). Ako Је М \ - G kazemo аа је М skun gen.eratornih elemenata 
.. 

za G. 

3. Homomorfizmi. Kongruencije, Ko1icnicke strukture. 

Homomorfizmi. 

Univerzalne algebre j~ = (А, {w/ icIJ) , i я= (В ,{Wj(jfJ}) 

(w i i wj'su oznaKE za neke o~eracije sku~ova А, оопоэпо В) 

nllzivamo ј€dп;,з.kоti_lшim а 1ш postoji 1-1 i Tl na ll -pres1i1ravanje 
, 

f : 1----ј- Ј takvo д.а odgovarace op~'aci~€ 

jednake duz!i:ne. 

Definicija 1. 
, ' ( Ako ви ,,' ,),:::: ,А Ј 

.. 
i VI, / 1 I,i ) 
',_ 1 ." 

1 ,'/.3 = (В, .'VI~ / jfJj') dve jednako-
'- Ј. . 

tipne univerzalne a1s:;cbre i f nres1ilcavanje skиua А u Skury В 

takvo аа је Za svake dve od_govaraju6e o'}cracije w 1 W'" univerza1-. ,,-, 
nih _a1gebri -/~' , оаповпо .'Ј..-,'. iS1Junjen us10v : 

( (х l' х 2' ... ,Х n)W) f :::: (х f ,Х f' ... ,Х nf )w'" z,a sve х l' ..• ,Х .g А 
kazemo da је f hO:::1')Qc,:fiz p,m .А, u ~~_-:' • 

_Homomorfizam kO,li јЕ 1-1 1 "паТ! паzivашо i~l)пюrfiZ>lm. 

-Ноmоmогfizаш UIlivегz:,йпе algebre u sаша f's"t)e n.'lzivamo endomorfi-

::::ат. 

-lzomorfizam univf.:-rzalne algebre па saI!lU зеl}е naZlyamO automorfi-

zаш. 
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p1'.'imer : 

Neka ви 

gru-poida 

, о ) l ( Ј ~ -, 
L""'" /.~ :' " ) 

ауа s oper-9.cij8.ma definisA.nim пп. slrone,ci 

~ 1 а1 "2 аз Ь1 Ь2 ---, 

Ь2 а1 а1 "1 "1 Ь1 
а2 а;> a~ а з Ь1 Ь2 ' ) 

а 31 '11 "3 а2 b1 b1 

Ь 11 Ь 2 Ь1 Ь2 Ь1 Ь 1 
Ь1 Ь2 Ь1 Ь1 Ь1 Ь2, 

~
" ,/ ;.Ј. 

"'" " 1-

'У I с,' Р 

/з1/, р 

Тааа је ргеslikя.vапје f ~ 

а2 аз Ь1 Ь2)' 

'X-~//31 
јеаап homomorfizam 

grupoida Ј1 u grupoid '-(' 
ј'! '/ 

• 

Kongruenci:ie univeT7.alnih al,gebri. 

Definici ја 2. 

Neka Ј"е ,)-I"ff:-::::: (А. ),'у.,т. ·,тО univerzalna laRe1:Jra i w јеапа ПЈ'епа 
- l l'~ , -. ~, 

onEracija duzine n. Kazemo аа је rel.€\cija E:'kvivalencije-

skupa А saglasna fj OT)CL'8.cijom w ako iz 

X~_ гџ Yf: 
Х. ћ-Ј у. 

" . I 

Ako је sag-lА.sпа ва syakoI!l operacijom uпivегz:з.lпе algebre 

kazemo Ја Је :-'Ј kо:tч<;ruепсi;ја univerzalne aJgebre • 

Primeri : ----
1) lIeka је (2,+, ~) prsten celih brojeva l ('Ј relacija skupa Z , 

definisana па sledeci nacin : 

Х"У ako Ј е sgnx - sgny 

La'k.:o зс 'гiс1i ~·"::-laci.jf'" e k viv!31cncijE:: sf{unя. Z koj!l је 

sаglаSПА. s o~er'p..cijom ,а nije sаglаSПR s oueracijom +. Za 

semicrunu (~,.) је _О! kon~ruencija. 

2) Z!J. ртв-сеп cEliil Ьу:.јЕуа је rеl:з.сi;ја IJod m , definisana па 

sledeci nc::.cin : 

х ::::у (пюd I'l) (3Z)(Z,ZA (у-х = т)) 

U QZnaCl , 

W1 ~ \"12 - \'~'l w2 . 

'1'а1:0 dobijA.mo sеrпiг:rТ~lН (~v, ~ )- . 
W 1"'W 1 ' "'! '." с 

'Јеапа пјера l<one:rucnc-ija јс' 



Vf
1 

,rv W 2 8,1(0 Је dC'.N1 ) ::: d(w
2

) Ctj. akQ rcci Vl1 i w2 imaju 

jednake duzinc ). 

Sledece relacijE su 

ako 

tя.kоdје kongruencijc sепigгu-ос 

Је d(w
1

):=d(w2 ) (mod т) 

(W,. ): 

а) 

Ь) ako је broj a-QVа u reci W
1

W2 ~aran. 

с) ako se iz w1 moze dobiti w2 ~onacnoт -orimenom 

zаЦ:опR. ху :::: ух С gde Su х i У eleI!lE!1 ti skupa W. 
. , 

4) Ako u sku-ou W = ta,b,ab,aa,ba,bb ј uvеdеГ10 oryeraciju "dolJisi-

уапје эа skracivanjeo ПR. duzinu dva", u oznaci • , dobijamo 

gru'1oid (W,.) . 

а Ь аа аЬ Ьа ЬЬ 

а аа аЬ аа аа аЬ, аЬ 

Ь Ьа ЬЬ Ьа 1Ја ЬЬ ЬЬ 

аа аа аа аа аа аа аа 

аЬ аЬ аЬ аЬ аЬ аЬ аЬ 

Ьа Ьа Ьа Ьа Ьа Ьа Ьа 

ЬЬ ЬЬ ЬО ЬЬ ЬЬ ЬЬ ЬЬ 

Relacija "" , definicana па sledeci nacin 

W
1 

ој w2 ako је d(W
1

) = d(w
2

) , 

grupoida (W,.) . 

• • 

је јеЈпа kongruencija 

Kongruencije Би sledcce trivijalne relacije : 

Definici;ia 3. 

ako је W
1

:= w
2 

za svake W1 , w2 
iz У{. 

Neka је ,1~= СА, i1A'i/if'_I)) univerzalna alg;ebra i Г,Ј пјепа kongruen­

cija . Svakoj oneraciji strukture 1- па sledeci nacin dodel.juje­

оо ро јеапи ol')eracij'~ sl{uТ)а k1,8.sa A/rv : 

1. Kon'stanti а ( оdпоsпо nularnoj o')er::1.ciji S1<:U1J'3. А) dodeljujemo 

klasu С (nularnu operaciju skuDa A/r.~ ). 
а .1 

2. Operaciji w (duzinc 11 ;.1) strukture ,--1-~ nodcl јијеГ10 oncraciju 

'i) (iste duzine) s1ru-oa А/.) dcfinisanu па sledQ(;i nacin : 

C(x1 ,x2 ", .,xn)w 

Na. taj nacin ргеlаZiпю 1".2, tzV. kolicnicku stru1~turu [,1/rJ ciji 

је sku-oovni dE'O А/"", i o'ler.qcije С i -(ј) (gdE а i w l!'1redju H prcko 
, " 

svih operacija, struktul'c .<~). , 
Iz definicij~ kc)ngrucncije proizlazi : 

A..ko С - С ,С - С , ~ •. , с _ с c;n.-'i::t 
x 1 у 1 Х 2 У 2 ХП у п 

(С ,С , •.• ,ех )@ = (Су ,Су'.'. ,Су )®- пп. Ј',:" 1')rcthod.na defini-
xl Х2 п 1 2 ' п 

cija oieracije ~ korektna. 
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Оэпоупс:!. tGогег.щ о hоmош.огfizmiгш. 

Оуа teorema uspostavl јп. VE';ZU izшсdјu homon1orfi.z::ilne i kongruencij8_ 

univerza1nih a1gebri. 

1) Neka је ") kongruencija univcrzalne a16~'eb.re Л'. 
Tada је kolicnicka stгџktuга ,)'Ј/..Ј homoJ!lorf5a S'1'i1l:a a1gebre л. 
Jedan homomor.fizaг.l је lJreslil.cavanje х -:" С (tzv. YJrirodni homo-

х 

morfizarl) . 
А!I 4 

2) Obrnuto: ako Ј ЕО ./~: homomorfna s1tika uni ver zalne a1gebre Jt~ 
tada ova ima bar jedhu l{ongruenciju -v ta1-:vu да. ви strukture-'%/I'J 

i </1;,' izomorfne • 

Dokaz. 
1) Neka је f ~reslikavanje definisano эа xf ~ СХ • 

f је 1"Јгеslikаv::з.пје skuТJa А па skuТJ A/r-.; • 

Prema definiciji opEr~cije @_ је : 

(С ,ех ""'Сх )18 ~ 
x 1 2 п C(x1 ,x2 , .. ,. ,xn)y..r 

оаповпо, uzimajuci u obzir definiciju f: 

(x1 f,x 2f, ... ,xnf)@ - «x1 ,x2 , ... ,xn )w)f, za 

C1JU w strukture 'ј1. Ргеrnа tOI!1e f је hОГlOf!югfizаш 
"J~ 

svaku орега-, 
algebre ,./;: 

па Jj>.'/r-_-, • 

2 ) Obrnuto : neka је f homoJ!lorfizam univerzalne algebre 

Definisimo relpcciju Г·ј Љ"l. sledeci nacin : 

, x,YE.-А, х ,-. .) У ako је xf = yf • 

је re1acija el.cviya1Gncije s"h-u'Ја А : 

xf = xf :.;"'-~ х r_~ Х 

Х Г_.) у 0::::) xf =- -yf "-;:; yf = xf ~ У "v Х 

• 

Х <v у l У rj Z =~ xf -= yf i yf -= 2.f =-? xf -= zf ~ х 'v Z 

ј е i kongrucnci јп_ ul1i VСГZ~ЙПЕ: 

ПјСПll cpcraciju w : 

x .. ~y.(i= 
- l l 

1,2, ... ,п) 

-, 
a1gebre 1.--'/, 

x.f=y.f 
l . l 

-). (x
1
f,x

2
f, .. . xni')~'!~ = (y1 f'Y2 f ,···,yn f )w· 

ји6а oneracija strukturc 

(- '> ((X1 'X 2 "" ,xn)w-)f 

(: )(x1 ,x2 "",xn )w 

, . 
л ). 

jer јЕ- za svaku 

(gde ј е Vl' odgovara-

Uvedimo sada skuY) А/ i odguv.'O\.rajucu ko1icnic]Ql 

str'ukturu ,.;.i- / --,.Ј • . 

"-р је pres1ik.'1vA.njc- Ај.., 

је 1-1 nrcslikavallje : 

па s1edeci 

А • па 

у. 

naCln • • 
/Сх , 

- , 
• xf , 

xf fc yf 

(C)'i' 
у 

'. 
; 
I 

I 
/ х.-:-А 
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у=- је saglasno s odf!ovarajuci:t:l О'1егасiј8.;;.'З, univerzalnih :з.lgеЬгi 
,.t' J!jr" i ..J~, : 

((ех ,ех,··· ,ех )w) '1" ~ С· - . ~ 

(х1 ,х2 "",хn ),нУ -1 2 п 

((х,х , ... ,Х )w)f (х f, х f, ••• , х f)w' _ 

- (ех у.,ех 'f,··· ,ех 'f)w' 
1 2 'n 

Znaci (е је izоmогfizаш, odnosno strukture ,/f/~ 
norfne . 

Razni ~rimeri kОПF,тuепсiја i kolicnickih algebri. 

Kongruenciia grupe~ 

S-vaka gru1;>8. Jf =( Г".) -oredstavlja univerzA.lnu algebru koja 

ima tri operacije : јеапи binarnu • , jednu uпагпu ()-I, i jednu 

nulal'nu - е (jedinicni elemcnt gru-pe). s obzirom па ОУО , kongru-

encija grupe ; moze эе d€finisati kao relacija ekvivalencije rv 
; 

skupa G koja ima sledeca svojstva : 

1) х," у l. _' . -, x.z ") у.и 
Z ,", u Ј 

2 ) Х· , у .~:'/ Х -1 .' -' у" , . . 
'Lako se medjHtim dovazuje аа је uslov 2) ')osledica uslova 1) 

ра эе zato ~ongruencija grupe moze definisqti i вата ротсси 

иэ1оуа 1). 
• 

Definici,ia 4. . , 

Za nodskury Н SkU~R G kazemo da је podgruua gru~e ,1 =(G,.) 

ako ispunjava slede6e uslove : 

1) х,уеН = х.у, Н 

2) xr: Н .~> x-'i-.!-I 

3) е, Н 

Ovi uslovi ви ekvivalentni эа jednim j~dinim : 

(х,у Н .с) ху"сН) l (Н ~ ф) 

Za podgrupu (Н,.) gru~e (G,.) kazemo ае Је normalna ako isuun-

јауа иЭ10У: (\/x)(x'iJ 'с> Х.Н - Н.х) 

i1i neki оа ekvivaJ.entnih uslova : 

(Vx)(x,G.!> x.H.x·'~ Н ), (c'x)(x,'G ~ х ·1. H• x ,.Н ) 

Kongruencija '10 modulu 1Jodgrune. 

Ako је (Н,.) 1Јаdl2тuТ)а grul)e (G,.) lako S~ dokazuje da ЕОи rela-

ClJe :;::; тоа1 Н l 

х=у (mod1H) 

х - У (n"'ddH) 

rclacije С1{ViVlЗ.lСПСiјс; 

Vazi sle1eca tеОТбма : 

~moddH ,definiF,~n~ па sledeci nacin 

ako (1ћ)(ћ,Н l У - хћ) 

"lko (јћ)(ћ'Н l у. ћх) 

sku'l1. G. 
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(Н, 4) је f\ormalna "'1odgruYJ.'l grUl)e (G-,.) a~~') i ~AJIlO ako је 

тоаан ј ednaka = modl Н (tаdг. ~)t'~ IJva relacija oznaca-

Уа S:Ј.ШО sa = Iilod Н ). 

-Теогеп:а о kongruencijama gru1Ja : 

l) Ako је (Н,.) погшаlпа 1)odgrul)a gruт,JE. (G,.) tada је relacija 

= тоа Н skul)8. G kongruencija grUl)8 (G,.) 

2) Obrnuto, ako је г\.' kongruen-cija 
• 

grupe (G,.) tada оУа iIila 

normalnu podgrul)u Н takvu аа је r,.J :: mod Н • 

Dokaz. 

1) Neka је (Н,.) normalna тjodgrupa gru'1e (С;, .. ) .Тааа је ~ шоа Н 

relacija ekvivalencije: 

х _ х (modH) jer е.н 1 х = ех 

х ::: у (modH) 
-1 _1 =-, СIh)(Ь"Н '\ У =ћх) ~, х = h У , h ЕН ~'? 

=, У _ Х (modH) 

х _ у (modH) 1 У _ z (modH) =='l (Эh1 ) (Ь1"Н А У - h1X) л 

А (;;Ь2 )(Ь 2"Н" z - Ь2У) = 
=) z = h 2h1 х , ћ2 ћ1 Н 
~) х = Z (modH) 

=(mod Н) је i 

х :::: У (modH) 

z = u (modH) 

--~/ 
-~ 
~/ 

~,::ongruenci ја gru-p8 (G,.) : 
'\ 
С _.~ 
I ~/ 

I 
Ј 

y.u 

ХО 
. 
-

-

у = ћ1Х 
u = Ь2 " 

h 1x.h2 z = h1h:x.z­

уи (modH)' 

, 

~/ 

(modH) је kongruencija gruDe (G,.) . 

2) Neka је с, kопgгuепсiја grupe (G,.) • 

tj • 

JJefiniSimo skup Н = l х/ x<G л х "џ е} 
- , gde је е jedinicni element grupe . 

(Н,,) је podgrupa gruve (G,.) • 

Н F Ф ј er ј е е' Н 

X,YG Н х 'С,' е 

(Н, • ) 
у ,',-, е 

је normalna 

х " -' е 

У' е 
'Podgrupa : 

Neka ht_H i xr-.G • Тааг је 
. --1 _ I 
Х r,) Х 1 

, . . , , 
h ~'J С (- sledi : 

. , 
х ћх ,'о) е t ј. х 'ш,Н 

I 
Х ,А...' Х 

Ј)оkаziио ан је 

х=у (тoodH) '> 

~: ПОС; н ј ednaka ва "Ј 
, 

С'Г,)(lcсН /\ У -'ћх) "~ 

:::;) у. \ ,х ~ Х,' -' у 

Obrnuto : х -'.' У =,/ х 
- I - ! 

-' У /"1 Х '--ј Х --'> е 

=> ух·', Н =" x·~ У (modH). 

• • 

., 
х,у еН 

оапоапо 

., 
-" \,гх __ ~_ 

.) .-/ 

'Ртета tome zaista је ~; !IlOd Н jednaka С',_! • 

., 
_) ух r' / е 

. , 
ух '-v е 
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Kolicnicka ~ruua. 

Grunu Ј i пјепој поггйlпој nоdgг-uУ)i ]~', odnosno пјепој 
kongruenciji ==- пао. Н , odgovara }rо:Ј,.iспiс1{.-s. grupa ':1/ -:;: тоар 
Н-ајсевсе ве оУа Ko-licnicka grupa oznacava kratko Ба f /;..r: . 
Osnovna te orel:1a -0- homomorfi zmir!ю. grupa. 

Koristeci raniji' -stav о vezi izmed.lu kongruencija i hоmоmогfiz"З.mа 

univerzalnih ,algebri, kao i prethodni stav о vezi kongruencija 

grupa 1 njenih norI!l:.llnih TJOdgrupa,' zakljucujemo da vazi ,sledeci 
, --. ~--

stav : 

1) Neka је Н погњаlпа 1Jodgru'08. grul)e :.<f.i ;}1]1; od,Q"ovaraju6a 

kolicnickl3, grul)8. . GrulJa ~ /К је hOmOI!lOrfna sli"k::a gru-pe :; • 

Јеаап haIIlomorfizar.l је nгеэlik."l.vапје "у!: х ---7 Ех (tzv. prirodni 

hоmоmогfiZ8.г1) . 

2) Obrnuto, ako је Ј I homomorfna slika grul'Je с'! опО.а gr~1)a ~~ Ј 
ima ·bar јеапи norma1nu џodgru'1u ој? takvu а;:Ј, ви gru1)€ P/~ i f 
izomorfne. A~o је f hOI!lot'lorfizam grune /; па gru-pu Ј/ tada је­
јеапа takva podgruna jezgro hошоmоrfizm~ f. definisano па sledeci 

nacin: ker f ::::: {х / х~Gл xf ::::: е}(е'је jedinicni element 
f.t,,! ' grupe :7 ) . 

Kongruenci~a nrstena . 

Svaki ry:tsten Jt = €R;+,.) prestav1ja univerzalnu algebr~~ koja 

ima cetiri oneracije : dve binarne - + , • - , jednu unarnu : 
• 

- (), i jednu nu1arnu ; О (nu1arni element u оапови па +). 
Spbzirom па ОУО kongrueneija -prstena ? __ ве moze definiSati kao 

re1acija e1.o:vivalencije .,-.} sku"pa R koja iI!la эlеаеса Bvojstva : 

1. х "'у 1 -, , -', 
z гvи ) 

X+Z .... Ј у+и 

2. х ".; у 1 
r -=-/ X~Z А.I у.и 

z 'V и· • 

3. х '"\) У :;....::) 
-х "'-1 -у 

Lako ве medjutiI1 dokazuje da је uslov- 3. р·:)S1еdiс;э. uslovFt 1., 
ра ве zato kопgгuеЛСiја prstena definise S'1rlO 1)отоси 1. i 2. • 

IJefinici~a 5. 
Za ne~razan skup 1 skupa R kaze~o 

ako ispunjava эlејесе uslove :,-

ја је ideal prstena Jlv- (R,+,.) 

1.X,YEI 

2. х ·Е_ 1 , У ". R -> х. у " .. 1 ,', у. х ~ 1 . 

KongruencijFt ро rlOd-,llu ideala : 

Ako је )-1,,= (R,+,.) рп:;tеп i 1 njeg~)v ide::.l t!l.dA. Је rеl.-::tсiјэ. 

~ r.lod 1 dеfiпis,з,f'.'l П~ sledeci nacin: х.; у mod 1 ('.:::) х-у 1 



'р. / Ј (Н/I,+,.) • R/I !I+x 
, ХС' НЈ - , - , 

L 

( I+x) + О+у) - 1 + (х+у) 

(I+x). (I+y) - 1 + (х.у) 

-(I+x) - 1 + ( -х) 

hоmоmогfizmiша za prstene glasi : Овпоуца teorem~ о 

1. Ako је 1 idea1 

prstena , Рр. 
~rBtena f{ tada је prsten Ј:!ј homomorfna s11ka 

г.]1 
2. Obrnuto, ako је -.... ::,.. 110m0I!1orfn~ slika 

(/) ~1 prstena Ј(. tada ,/'(. ima bar 

јеЈаn idea1 -7 takav Ја ви pr8teni .я /) l 
(јЈЈ. f' 
'," I~ lzoreor Пl. 

II.Primitivne klase univerzalnih algebri. Zakoni. Posledice. 

1. Zakoni k1ase Z. Mode1 tih zakona. 

Јеаап od vaznih algebarskih ројтоуа је 

zаkопа.Роd tim podrazum€VarlO formulu (ref) 

ryojam algebars~og 

oblika ti ; t 2 ' gde 
ви t 1 i t 2 termi. - ,'-

Kazemo da u univerzalnoj algebri t
1 

; 

ako kada 8уе opera-cijske 8imbole koji ве uojavljuju u t 1 i t 2 
interpretiramo kao odredjene operacije algebre :; terl!li t 1 i t 2 
dobijaju istu vrednost za вуе inter1Jretacije promenljivih, koje 

ве u njima javljaju, kao elemenata skupa G. 

1; (G,J2) vazi zakon 

Interpretacija 1 klase zakona Z nazivamo modelom klas-e zakona 

Z ako је svaki zakon ZБZ tacna fогшulа -ori toj interpretaci·j'i.­

Prema tome, univerzalna algebra)C је model klase zakona Z ako 

u Пјој vaze svi zakoni iz te klаэе. 

Na priI!ler • svaka grupa Је model _а klasu zakona Z gde је • 

l--d . Z - ( ( . 1 х. y.z) - (х.у) •• • х. е 
• 

- х , , 
Х.Х = еј • . . 

• ве interpretira kao operacija grupe , ( ) , kao naizenje in_v~r-

znog elenenta , е kao jedinicni element grupe, а x,y,z kao elenen­

ti grupe. 

2. Ргiиitivпе kl~Бе univerzalnih algebri. 

Ројат jednakotipnost algebri suvise је opst da bi mogao da 

гя.zdvојi razne klase algebarskih struktura. Na 1ЈГlшег nije svaka 

univerzalna algebra s jednom binarnom , jednom ипатпот i jednom 

nularnom operacijom ьтира n~da је jednakotipna s grupana . 
• 

Medju ovakvim algebrama grupe karakterise to sto za njih vaze 

zakoni : x.(y.z) ; (х.у) •• , х.е ; х • х.х ; е • 

Ako је ddta klQSQ algebarskih zakona Z tada эуе jednakotipne 

univerzalne algebre u kojim:-1. vaze svi zakoni iz Z ~ine primitivnu 

klasu uг.ivегzаlпih algebri. Nju takodje oznacavamo istim slovom 



Z kao i kl:'lsU z:э.kоп::t k(\ ј,с;. је оа red јије. 

Ыа primer grupe cinc ргi:тitivпu klasu algebri. 

Abelove grupe cine uzu primitivnu' -klasu , jer za njih vazi аорип-

ski zakOB х.у -:= у.х . Јоэ u:Зu primitivnu klasu cine gru,_pe 

koje vazi 
2 ' 

zakon х :=; е • 
• 

-. ' .. -. -Pr'steni, ,.asocijativni asocijativno-kcnutativni рТВ-
., . ' 
te'ni, Lee--evi --ors.t('ni takodje Би -primitivne klase univerzalnih 

algebri. 
" Citavu klasu теајu sobom ;jednakotipnih univer-zalnih algebri 

takodge mozemo smatrati ryrimitivnom klasom i to za prazan skup 

zakona . S druge strane klasa zakona Z moze citi takva аа је 

п ј епа posledica z.з.kоп х = у . Тааа эе odgova ra јиса -primi ti упа 

klasa S8.StOjl iz јеапе jedine algebre koja i~a вата јеаап element. 

Svaka "Огiщitivпа klasa univerzalnih.al,g'ebri zajedna эа sv.akam 
, , 

ВУОјот a1gebrom sad-rzi вуе пјепе podalgebre i вуе пјепе homomor-

fne slike. 

3. Posledica kl~se zakona. 

Neka је Z iz-чеS~'1а klasa univerza1!lih a1gebarskih zakona. 

Neka 11 [у) oznacava аа је term v podterm za term 11 " i neka је 

_u[w] term kJji se dobija iz ulv1 kad ве term v zameni tегmоm.,;ч. 

Term€ u СУ] i U [w] n~ziyamo susednim a1{"o zakon v ::: W -pri-pada klasi 

z. Takodje ka~emo аа је sVQki term Бивейап эаmоте s.ebi. 

Ako је U'U1 'U2 "" ,ип,у niz terma takyih йа su u i ~, u1 i и2 , 

, ... ,~i v susedni termi tada kazemo аа је zakon и::: v sintaktic-

ka posledica klasE: zakona Z i pisemo Z r- и::: у. 

Smatramo i Z Ј_· u :=; u • 
• 

SintaktickU ~osledicu klase zakona Z mczemo definisati l па 

зlеdесi nacin : 

Skup svih 

Consequence ,,",, 

~oslcdica k1ase zakona Z, u oznaci Con(Z) 

~оslGdiса) је minimalni SkllP za ko ji је: 
( ' 1. Z с Con\Z) 

2. u - uc Con(Z) 

3. u - у" С оп (Z ) 'V ~ u' Con(Z) 

u _ v , v ~ 'НС Con(Z)~) ~ ~ "" Соп(Z)' 

4. Ako u ~ vfCon(Z) orida iu~ ;j,Con(Z) 

(od 

gde Би u i v tc-rl'li koj-i ве dobi-jaju 'iz t,ermR. u l v kada ве 

lJromenljive kojc lJ. hjifl8. ucestvuju ZaI"'.8ne nekim tEirmima 

(pravila su"Ostitucije). 

5. Ako је f ,o-,-:,eracijski simbcJl duzinc р koji зе pojavljuje u 

zakonir:l8 iz Z i 'lko 

u 1 = Yl,U2 -:= -:2" "ип '"" уп Е. Con(Z) 
onda f(u1 'u2 •... ,un ) ~ f(v 1 ,v2 , •.• v n ) .с Con(Z) 
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Kazemo da је zakon z sintakticka posledic!'1 k1я.sе zakona Z ~ Z 1- Z 

ako z pripada ovako definisanom skupu Con(Z). 

Neposr-eano эе ргоvеr:з.v.q dв. Ви эуе оуе dеfiпiсiје ekvivalentne .. 

Ako definiseI!lO fоrг.1а1пu teoriju cije ВН alrsiome Z i х = х, 

а pravila i-zvodjenja Э'Ј. u skladu ва 3.,,4. ,i'5 ... dоЬiјаг.ю teoriju 

cij~ је skup teorema Con(Z). 
• 'Kazemo da је zakon z semanticka posledica klase ZakOll8. Z мо 

је svaki model za Z istоvгете.цо i D.Jde1 28. z. То ве oznacava ва 

Z 1- z 
Ocigledno vazi : ako 

Primeri: 

Z)- z ondfa z J~ z • 

, 
је klasa ZakOll8. Z = -:' Х.Х 

L 
1) Neka х (. 

- Ј 

Tada Con(Z) sadrzi , naurimer, sJ.,edece za l{one : 

(х.х). (х.х) ~ х.х 

(х.х). (у.у) ~ Х.у 

2) Posledica aeocijativnog zakona (tj. Z - ix(yz) - (xy)z} ) 

uopsteni asocijativ~1i z::з.kоп. је 

3) Ako је Z ~Lx(yz) ~ (ху). , х.е ~ х , х.х·_. е; tada 

е.Х • - ~ , х.х - е , х"_ х , (xy)'~ у'х' ~ Con(Z) 
Dckaz : 

Dokazimo urvo da vazi z::з.kоп kancelacije : 

ах = Ьх 

а ~ ае - а(хх') ~ (ax)x'~ (Ьх)х'= Ь(хх') ~ Ье - Ь 

tj. ах - Ьх ~) а = Ь 

Tada је : 

(ex)x'~ е(хх') ~ ее ~ е ~ =' '"'> ех ~ х ~ Con(Z) 

С ' ) '- 'С ') , , , , х х х А' Х ХХ ''''.-- Х е = х . ех : . .::;; Х.,х - с с Con(Z) 
х"х'_ е? ,. 

- е I 
х"х":::: хх" :::) х"::::: Х r,.Con(Z) 

хх 
, 

.' 

СхУ);СхУ) ~ е .' ( ) '-=-: ху):(ху -
(у'х').(ху) - е.' 

Су'х')ху -с: (ху)' -

Vaze sledeca tvrdjenja : 

у'х' - Con(Z) 

1) Grupoid S jednif!l c1crn.entoJТl zadovo1jA.va svp,ki :э..lgеЬагski zakon. 

2) Svaki konacan e:rupoid ima пеt.гiviјз.lпе zаkопе. 

3) Svi konacni grunoidi red!3. п imaju· zFlj€:d:r.ickc zal("one. 

4) Ne postoji Z!1kс!П koji :?;adovolj;-lvaju syi konacni grul)oidi. 

'5) Fostoji ь",Sl{"(1Љ'l.С,'"1.Е (-prebrojiv) gru,poid l{o.li ne zadovoljava 

nijed·an zakon. 

Navedimo dok'azl; tvrdjeYJ.ja "У)О(} 3) , 4) , i ~,) • 
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Dokaz tvrdjenja 3. 

Dоkаz~6еПЈО аа postoji b'lr јеаап algeb:c:.rski zakon 

u(x,y) ~ у(х,у) 

'(gde su.з i:!... razli6iti termi , cije Зu Бvс 'l~'oГlenljive ~ i Х 

'1 o~eracijski simbol • ), koji zadovoljava svaki gru~oid , 

koji ima tacno ri el~cieriata ( n-dati prirod~n brO~) . 

Dokaz. _ moze ве па пп ПRсiпа uvesti 
U skup 2 G - ,'.gl,g2'·';' ,gn) О'РсгаСiј<з'i':К: GXG~I;_,:",G" tj~ 

~',-'.-' ima ~)nn, Г~ gru')Qida ~::= (G,3E
i

) (1::: 1,2, .•. ,пп ). 

Obrazujemo klasu К svih terma, U koje ul;:;,ze ТJromenljive Х,у- l 
. О 

o1Jeracijsl{i simbol •. 

Ко ~ i х.у , у.х , х.(у.у) , у. (х.Х) , .. ·Ј 
Nije tesko ч-vidеti а!Ј је klasa К beskonFL~nFL. 

о 

Uzmimo ~Pcaa gгu-;юid ~ . Promenl jive х i У interpretirajmo 

nekin parom elemenata 1z G, а operacijski sitlbol • sa ~l • 

Svaki term 12 К dobijc -pri toj inter1'Jretaci,ji odredjenu vrednost 
о . 

iz G. Iz konacnosti grupoioa G l beskonacnosti klase К sledi 
о 

d"'l posto ji ЬЕskопаспР~ klasa . К и ko јо ~ terni imaju istu -1 ' L -

vrednost. Sad,q UZйiГ:ll) drup:i p~r elemena ta i?, G _,i klasu K1 i td. 

Кааа iscr':'Jimo sve l)arove iz G dclaziI!lo do klase Kn 2 • Za g~_~poid 

/1' ponovimo opisani posturyak uzimajuci za -polaznu- klas.u -Кп2, 
..• , i td. 

Kona~no К • 
n 2 2 

(п • п 

ва ,osobinom : 11"'1 l{ako inter-oretirali nгооепlјivе х 'i У ,ele,men-

tima iz G i ol)eracijBki simbol • elementin8. iz skupa: 

Ј"1'''2'' 00)* п 2 ! termi u К imaju jednal{e vrednosti. Ako ви , п ~ 

и(х,у) , v(x,y) bilo која dva terma iz К oncla ocevidno је 

и(х,у) := v(x,y) 

trazeni аl~еЬ,з.гski 2',аКап. 

~асешо ide,ju dokaza za 4. 

,4. јЕ: еkviv:з,lепtп,~ ва : 

Za sV!:Lki r.еtгi~vi}зlап zakon postoji kOniJ.can grupoid koji пе 

zadovoljav>:t tA.j zаk,1П • 

Neka је zilkon Х.у ~ у.(х.х). 

Obrazovacer1O КопаС8.n grupoid k')ji пе zчdС'vоl java taj zakon . 
. , 

Polazir.io оа sku»~, 8. Ј ь:- . , 
Polazeci od а i "[: ј_ cme:racijskog siI!locln ~ као i sinbola ( i ) 

obI'azuj;'1C1 sve reri ~'~:)je iпајu najvise tri ",lovl'1. • ТО BU reci : 

а, Ь, (а -,,) , (а. Ь) , (r •. ,~,) , (Ь. Ь) • ('". (а. а) ) , (11, (~. '<) ) , (а. (а. Ь) ) , 

(Ь.(а.11»),(а.(ь.а)),(ь. (Ъ.а»),(в.(Ь.Ь),(Ь.(Ь.Ь»),((а.а).а), 

( (а. а ) . 11 ) , ( (а. Ь ) . а ) , ( ( а. Ь ) • Ь ) , ( ( Ь • а ) . >l ) • ( ( ь . а ) • ь ) , ( (Ь. Ь) • а ) , 
((Ь.Ь).Ь). 



Elementi gru1Joida k,ji obrazujeno ви П:::".lеЙепе reci i simbol ~. 

Operaciju • dеfiпiSе:r.ю па ov"tj nacin 

ИоУ - (u.v) eko је (u.v) јејпа оа navedenih reci 
~ • v 

- :::л) lnac е 
Takodje У':"'.У = и.::"-' == ,_Ю.О-:.Ј = ~_) 

DobijEUi gru~oid _пе zadovoljava navedeni zakon, Јег a~o ~esto 

х 1 У redoD stavimo а i Ь dobijamo : 

a.b~(a.b) 

Ь.(а.а) ~ (b.(!l.a)) 

odnosno а.Ь'; Ь.(а,а) јег su (а.Ь) 1 (Ь.(а.а)) razli"iti 

elemen ti . 

,Dokaz tvrd;ien;ia 5. 

ObrazujI!lo skup IН svih ter~a u koje ulaze slova а i Ь, o'Deraci-

simbol • - duzine 

'1; је minimalan эlшо 

l)a,b~W 

2) u,v6 W 

Na УЈгiиег 

ауа, 

koji 

kao i PO~i~!li siMboli 

zadovoljava uslove : 

(а.а) , (Ь.(Ь.а)) , (((в.а).Ь).(о.Ь)) 

Sll element.i skupa ~1. 

U skur:m W uvodimo olJeTaciju о n"i slede6i n;lcin : 
u о v ,~,- (и • У) 

( i ) . 

Tako а о Ь ~ (а . Ь) , а о (а Q Ь) ~ (а . (а . Ь)). 

Тај gГU1':юid (-,()-- = (W , о) је "'JTimer grupoida reci (w'lf~sto 
Dogli вто uzeti i bilo koji ne~razan B~и~) . 

;а,.Ь .. . , 

Grunoid reci пе Z8..Go\-оlј::lvа nikakav netr_i\~ija~an zp .. 1ron (r)dnОЕ;П'-::' 

zakon razliciti od zakona t - t , t је tеl'Г1). 

N.q rЈгiиег, z-1. 1::on Х О У ::= У 0 х nije 

uшеstо х i У redoJ:l ['l i Ь irJarI0 а о Ь 

i Ь о а ~ (Ь.а) " reci (а.Ь) i (Ь.а) 

zadJvoljen jer 

;i Ь о " ј ег а 
БU ra?,licite. 

. .. . 
UZlIGa JUCl 

ob~(a.b) 
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-\ГI;~:rОГБ~АСЈЈSУЕ GRUl'E ,-- --- -... -- -"--_._, .. _---
i..!/ 

Za algE~br~ ,А k:!.~cnlo ~a је vi~eo~eracj~s~a gru~a, 11i 
(--.... -, 

.--:.' ~grupa, ukoliko iш,'l skunovni аео G, Ьiпаrпu o'lE:raciju + 1 

skul'J Ј? drugih О'181Ћсiја eku y )8. G 

1) (G,+) је ,gTUn;:l эа neutra:inim 

bi~ci kоmutаtiупа) 

i ako ви pritom ispunjeni uslovi: 
- , 

elementom О ~ova ~ruY)a nemora 

2) Ako o-ое:С8сi Ј сЈ. 1,'; l)_.i,)(.,,:ld skuУЈU.Л .. l akv је d(w) :;::: п (n~ 1) tada 

је w(O,o, ..• ;0) ~ о . (,,) 

Јаэпо је аа ве viueo'l~~acijska gruna svodi па obicnu gru~u ukoli­

ko је JL= r/J ! а Па "'):rsten ako је grU1"Ja (G,+) komutativna i Bk"иn 
Ј'1Бе sastoji оа зањо jedne olJeracije i to binarne koja је ва 

oneracijom + \'€:?'aIJ!J. odgovarajucirn distributi'Inim zakonima. 

Svaka pod. algebra 

cijska grupa. 

Takodje! dokezuje 

ра _()_-gru"r)e G 

Svaka hОП'.ОlIю:;~fП;:i 

saG'). 

Stvarno, 8..Ко је 

!lE:kc visео-огасiјskе gruy)e је takodje viseo-pera-

зе као za algebre, аа ,је presek svih _n-lJоdgгu­
c·"Oet -,'2~podgri_~pa ( ko ја s::з.dгZi О). 

- -
/~ ,.., . 

-,, __ L-grune 'Ј Је sаПlr.J. (оzпасiшо је 

tipnl1 univeTzalnu r:c1gi:::ort:. Ст' tada је f hошошогfizаш i za grupu 

(G +) -р::, .J~ ;;;:;.-Со alge-ora G; i ваша. grupa u odnosu па odgovarajucu 

QDeraciju +r (У1и:_ll аУс gru1Je obelezimo за О' ). Dalje, "')ost.o је 

f hоmошuгfizе.щ i f(O.) ~ ос to za. svaku op.eraciju '-Д1'(.Ј2' vazi 
~ 

zbog ("), w'(O;O;., .,0') ~ О']Ја је gruna G' stvarno _Il-grupa. 

Ideal visеCtрегасј.јsl-с8 grupe сета defin-isati analol!no definiciji 

ideala p:::,stena. 

Definic ја 1. 

·KazeJ!lu да јЕ:- i::cai ,;E':eCDEracijske gru-oe G :::1Eprazan '1odskuТJ skul"}Q 

G }:oji ZIЗ.dо"r2.ј'--'-,-о. uslove ; 

1) (1,+) је по::'.~иаlr:а nodgrlIpa.. g1'.'upe (G~+) -, 
2) Z.s. sv,зЈш :;1")eг[',.:;~_ јн \\''"- ~" L dцzinе п, i za 13\се n-torke ll' l2' .. , \.! 
,·oT,l-- Х - -"-1:-2<· 

w( i 1 + x 1 ,:i-2-:- :-'-,.-". ,in + :;-сп) .. W(X1J X 2 ' .. ' ,хп ) {I . 

ОVЯ.kо dеfiniЕ'Г~г. id "ССЈ 1 ве l)oKli:Lua ва norrn.alnom YJod!2;ruYlom kod 

gru-pa је!' ta:-no 1).81 )',- 2) оа"Оааа. 

Kod -ors-t:en8.. ве о-,т;)._л '_"lеаЕ:Д :ЮЈаш i'1eale, 'loklal"}FI, ва рQ:ј,mо.ш·idеаl-k. 

Uslo'\' 
\Х,г )-.Zc. l za svaku n-torku х ,.,Х 

1 п 
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Iz definicije ide'll'-=l sledi ЈА је svaki i(l.;;al 1 .J1_-grul)e ustvari 

jedna ..,;"'-~_··роdgгuТЈ:з. te gru1)€. Stvarno, (Т,+) је, zbog uslova 1), 

.,.юdgгuра gгu-аG (G,+). Dqlje, Z!Э. sv:з.ku o"')eraciju w '-. ILduzine п 
i svaku n-torku i_ ,i , ... ,i 'iz I,_ l')ri х ::::Х :::О ••• =Х = О, је, zbog 

. 12 п 12 п 
(*) w( i ,i , ... , i) '~I i time је dokaze.~'1o -da је ideal 1 

1 (~ п stv.g,rno _, c...-grupa. 

Viseoperacijsku grul)u n!'3.ZlVamO -prostom ::lko пеш13. drugih ide!3.1a 

osim опе ryrodgruТJe ciji је jedini element о. 

Lako эе ~rover~va da је 

Definicija 2. 

r 
presek 8vih idealR. Ј !.. f:rul1e oryet ideal. 

Relaciju kongruencije рс rnodulu ideala , коа viseo~eracijske gru­

ре, uvedemo llFt slEdeci nacin: х =- у (теа 1) <-> х - у Е 1 

Lako se dokazuje с'lя. oyako uvedena relacije је relacija ekvivalen-_ 

. cije . Sada mozemo govoriti о razbijan.ju _n_-grupe па klase 

u odnosu па rclacij-;I 'S mod 1 (tj. о razlgp.nju' J..Lgru.-ре "'10 idealu 

1) i ryritom сета to sflvatati-kRо razlaganj(; grllne (G,+) 1')0 

погтаlпо ј 110d gruT)i I. 

(za neku relaciju ckyivalencije ('Ј l{azeГlo д." је l<ongruencija 

_n.-gГUryе ako j€-' saglllsna SA. oТJeracijom + i sa svakom operacijom 

w Е: _Л ) tj. ako је : x1rv y1i Х{\) У2 tad.q Х1.+ Х 2 Г\..) Y1+ У2 
i х Г\ЈУiхr,-,у,.,.,х (',--,у tada w(x ,· .... ,х )r..JW(Y , ... ,у ) • 
l' 22 :1 П 1 п 1, п 

Formulisimo i dokaziJ11o stav о kопgгuепсiјаш. viseoryeracijskih 

grupa : 

Stav 1. 

1) Ako је 1 iд.еаl viseoryeracijske grune G or:da је relacija 

~ mod 1 kongru~ncija. 

2) i\ko је nе:с::1. геlлсilа Г\.Ј kongruencija ViS('~Y'l€'racijslтr: .е:;.':'Н1ЈС G 

опда ta viseoJcracijsl{a gгuТ)а im~ Ьаг jedQn ideAl 1 takav da 

Је . \) = 

Do1::az. 

mod 1. 

1) ,r(;6 ВГ]О rFJ<li c1q ;ЈС: rc:laci ја =-. mod 1 relaci ја ekvivalenci је 

DоkаziпlO јоа de. је saglasna эа o')eracij()ffi + i svin opcracijam~, 

з}:-иТ)а .fi. Posto је (I,+) normalna uodgru'J8. gru"le (G,+) to је 

re1acija =. tlOd 1, _ sCliZlasana э!?с o1Jeracijom + (to је dokazano 

nгilikош doka.zival1ja оуе teoreme za grum~). , 

Nek:a је w та koja oТJc;racija iz skuua _(.:_ duzine п. ТгеЬа јОБ 

dokazati da vazi : 

Х 1=' Yl(blod Ј), X2-~ У2 (mod 1), .•. , 

'N(X .х '". о ,Х ):= ~\r(y-- ,у , ... ,У ) ;' 2' ,- l' ? ..L L _ П 

Leva ~tr,'O,na оуе iШ'l1ik'1.Сiје moze da 

Х -,::::=-
П 

(mod 

сТ (гюd 1) 
г'l 

I) 

эе na"lisc u obliku: 

.~ /( - УП€. 1 tj. postoj~~' elementi 
п 

~, ••• ,i(_I 
, п 
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takvi аа је : 

х ~ у + i , Х2 = У2 + i z,"" х = у + i а t о ZT~ac i da Ј' е 
] '1 1 _ 11 П ~ 

W(Х1 'Х2 ""'Хп ) = iV(Y1 + i 1 'Y2+ i 2 ,···,yn+ i n )E..W(Yl'Y2"."Yn) + 1 
оапэnо w(x ,Хг , .. ,Х ) - w(y ,у , .• ,у ) (. 1 а QVO U1)raVQ пат 

1 п 1 2 п 
daje "Ј(Х1 'Х2 ' .•• 'X

n
) = \v(Yl ,У2 , оо .уп ) (тод 1) i time smo do1{a-

zali da је :::о тоа 1 kongruencija. 

2) Neka је- relacija гЈ kongruencija ~tL.-gгury€ G. Definisimo sku'O 

1 ovako : 1 ,.15.;'-' {х- I XI:.G i х rJO Z i dоki;l~Иmо najure da је 1 
Ј 

'ideal .f'.L. - grllPe G. 

Prilikom dokazivaLja odgovarajuceg stava za grupe, dokazali это 

da је (1,+)' norma1na uodgru~a grupe (G,+). Lokazimo da је zadovo­

ljena i karakterio:;tika 2) iz definicije ide8.1a. 

Neka је w та koja olJeracija е1{ира 12 i ne1{a је d(w) = п (n;'l). 

Ako је i ,iz, ... ,i( I, а х ,х2 , ... ,х Би Шf? koji elementi iz G, 
1 Тl 1 п-

orida Ј·е : i tvO, i (',)0, i(\.J о •••. , i(\l О (1) 
1 2 3' п 

1 2" п п 
Х rv x

i 
х (с' Х, • оо ,х N Х (г ) 

ра posto је (\) kongruencija, iz (1) i (2) sledi . 

i + х rV Х , i + х (',).x~ ••• , i + х N Х i on'avde, iz istog razlo-
111 2 2' ~ п п п 

ga, imamo w(i + X i i
2

+ x." ... ,i + X){V w(x ,х 2 , .•• ,х) (3) 
1 L П 11 1 п 

No, l)osto је -w(x ,Х , ... ,x)h.J -w(x ,Х , ..• ,Х) to odavde i 
1 2 п 1 2 п 

iz (3) dobijamo : w(i + xii'+ x
2

, •• ,i + X~ - w(x ,х 2 , ••. ,х)nJ О, 
1 _ 2 . n"_ 1 п 

tj. w(i +х ,i + Х 2 "" ,i + х ) - w(x ,х 2 , .•• х ).;:. I 
112 пп 1 п 

Ovim smo dokaza1i d2. је I ideal. Dо"k::аziшо јоэ da jef1.J: ;;::шоd I. 

а) Xf"\JY i -yr .. ! -у --'>, О x-yr:_ I ~ r.._' ~ ~mod 1 

Ь) Х",-У (mod 1) ~'X-YC I~х-у'vО -~X-YCJO l у сЈ У"7 

Х ,.. ОЈ У ----"; ::;:.. то d 1 с:. ~ Ј 

а О davde s 1е di da ~""\j - ~ mod 1 • 
~ , 

Rаzl:з.gапје ._( .. ~--gl·UРt. G 'ЈО k:ongruenciji idсгlа I, ойпоАпо 'Оо 

idealu I, сета oznacavati ва G/I. 
.- _О) 

Oce\Tidno је аа је ideal 1 nula ove ~ /_-grupe G/I. 

U ГL-gruрi G/ А se nefinise O"'leraclJa --е па sledeC:i пасiп : 

(1 + Х1 ) " (1 + у 2) - 1 + (Х 1 + Х 2 ) l (1 + Х Ј" ~ (1 + х") 

(;1(1 -1- х_, 1 + Х?' ••. , I + х ) ::: 1 + W(X 1 'X 2"" ,Х) za svako .l-'--. _ п _ п 

<iJ iz ~9' gde Вl1 f; i "® oТJer~cije u G/I ko:!.e odgovaraju 

o')eracij~m~ + i w u G. 

Karisteci ranij(; c_ok; 7,ап stav о ve"Zl izcedj"~l hОГlDIГЈ.огfi::::о.rJД l 

kongruenci ја Hniver;:rlln.~ algebre kJlo i 'lred':.odni str:.v о v~zi 

ko~gruencija JI~grupe i nekog ideo.la, zг.lklј-))':uјСТ'IG dp. vazi 
, , 

sledecl et3.Y : 

Stav 2. 

1) Neka је 1 icleal '-'gгulJе G i neka је G/I odgovar.qjuca kolicni-

6kз. ~(~-grupa. Tada Је J-,~-gru"pa G/I hоmошогfпа slika .!'":_.-grupe G. 



(јеdап hоmоmогfiz8.М је t,zv. '1rirodni homOIr.orfizam : f : f(x) _ Ix 

2) Al.;:o је ~- "_' Б!ГU'l8. G-' 11ошошогfп8. sliJтa _~1.: €~j'иТje G tada П -gru-pa 

G iL1a Ьаг jedan idG3] I taka"\T da зи Ј,'---- $';runc: G/I i G" тейји­

:sobom izomorfne. 

Stav 3. 
1) Neka ЈС3 G nroizvoljna Il-gruna, 1 Ј:].јеп idt:й1, а G"= G/I 

odgovarajuca k.olicni6k.q ~ }_-grut)8. . Nek!l је }3' 1Jroizvoljna 

_n __ podgrupa ~l-gгuТЈ~ с; а В potp~n sk:u-o njenih orig-ina1a u iГ 

pri ргiгоdпоm hошоmогfizmи f : G-~ G' tj. В је skup svih е1етепа­

ta iz G k.oji lezc u l(!)se-tima од 1<:ojih је ПQХiпјепа _0_ podgru1Ja в: 

Tada је В .f2:.-роdgru'СЈ8. и G. 

2) Ako је data nгоizvо1јn.з. _Г!_- gruТJ8. G, pr:i. СЕти В sadrzi idе.з.l 

lZ G, tada је пјепа s~l_i'·a B'pri prirodnom hOJllUI1orfizmu [~ G --7 G' 

ј edna !~_ - podgru"l8. II G' i }1ri torn ј е В l)otnun s 1{un пј enih origi­

лаlа. 

Dokaz. 

1) Dоkа5irю da iz, Х,У: В sledi х -}- у Е:. В • 

!'То, iz Х,у,в sledi 1 + х, 1.+ YcB'rya је 1 + (Х+У) = (I+x) .. (I+y) -

еlешепt :i z В' te l X+~Y Је iz В, Dalje 7 iz 'Jret',o8tavke 

I-x =. -(I+х)-::. В' 81edi С_с' i -Х{13 kads. xtB. Ргеrnа forI!lulaciji 

zadatka, u: В 8е пдl.з.zi .i neutralni element ~ 11 odno8u па 0iJeraCl­

ји +. 
п Za operaclJu .. "" Е ..l. ~, duzine п, п elemen!J.ta iz В u _ QZnaCl Х , •. ,Х 

zbog toga i3to vazi d.q је 1 += xEE'i 1 + х - Х + I Ci=1,2, .•. ,n) 

sledi: I+·'"(xl'''2'''''''n) = "'(о + xl),(I + X;2), ••• ,(I + "n))с,в' 
ра је w(x1 ,Х?' .•• ЈХ~l)"'-- 3. 

_О pru т) -'1, . Dakle do 1{aza1i smc dr ј.: Р 

2) Zai8ta, ргiгоdпi homo~lorf'izanl f:G·cG' il . .J.ucira l1оmоm.огfiz::;.з 

kojim se Ђ.: 

8t-з.у~., В'јс 

е 1 eI!J,(.'n t ko ј i 

potpun 8kui' 

G Т)геf>li--~ ___ 'г-:, па В'·:" с.-: На ОQПQVU_ ~~:1~1ije (~оkаz-=:LПОр.: 

]!odgru:::-'.'3. u [: Dalje, iz Т,,- 1-3 зlс:r!i d:з. Бе syaki 

,ј,? 11 пе~~т k08Etu iп в; nal~Lzi u В па је zato В 

огigiп~Й,"". _'~'-- [!.ГUDО в: 
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SLOBODNE UNIVEEZAbliE ALGEBEE . SТRUКТUFШЕ ,JEllC1AKOSTI. 

Unozna6emo jedan mctod kojirn ве mogu C'liSilti (а u пеkiм sluca­

jevi:r;:ta i konstruisati)_ вуе univerzalДe algebre koje zаdоvоlјз.vајu 

odredjenu klasu algebarskih zakona. 

Navodimo prethodno јеЈап primer. 

Neka је klasa algebarskih zakona sl_cdf-;,-:i, skuPJ 

Z = {(х.х) = х. (х.у) = (у.х). (x.(y.z)) = ((x.y).z)} 

Obrazovacemo tzv. slobodan grupoid gепегisап slobodnim generator­

nim elementima а i Ь koji zadovoljava. Бvс zakone iz Z. 
, 

Postupak koji сето ovde izloziti analogan је postupku koji ве 

primenjuje u opstem skucaju. 

1) ObrazujerlO gru-poid reci -koji smo razmqtrali u prethodno ј tacki. 

Skupovni део tog grunoida је : 
. . 1 

VI =ја.Ь.(а.Ь).(Ь.а).(а.а).(а.(Ь.(а.Ь))) •.•• ./ 

tj. skup terma obrazov~nih ~oтocи slova а i Ь i oper~cijskog 

simbola . duzine dva. 

U вkири W 11vodi:rг.o oper8.ciju е duzine dva па sledeci nacin : 
иЈу, __ 11/ U G v ~,.~ (и.у) 

Zpaci , za dve reci u i v iz skuna W rezultat је rec (u.v). 

Na primer оа гес; (а.Ь) i (а.а) imamo ('l.b)e(a.a) = ((а.Ь).(а.а)) 

Gru'Ooid reci је onda иЈ' = (W.e). 

Тај gru1)oid пе zadovoljava nikakav zakon веи -(trivijalnog) zakona 

u ::: и. 

U gГШЈОidu {""./ definisemo relaciju (v 

"ро modulu klase zakona Z" i oznacavati 

nacin : 

(zvacerli.o је 1I1.rongruencija 

mod Z) па sledeci 

Za dve reci и l V r~ci сета да зи ekvivalentne (~ise~o UA/V) aka 

зе od reci u m.oze ~reci па rec v konacnoD primenom zakon~ Z. 

Та relacija је r(;lacija ekvivalencije sku'1e. W. 

Dokazimo dl3. ви zadovoljeni uslovi koji definisu геl!Э.сiјu 6kvivаlеп-. 

cijt-j : 

а) Refleksivnost. U i"lJ U је iS"punjeno (bro~ llrimena zakona је nula) 

Ь) Simetricnost. Ako је и~) v опда је y.~ и. Оуо neryosredno sledi 

lZ reverzi bilnost i "рl'осеЗll "primene zak()n8. 7,. 

с) Тгапzitivпоst. U'.·V i Vrv w '10·1а6) u-/w, Zaista, od u 

mоzеио ~геСi па 11 kопаспош -primenom za1{ona Z, па isti nacin od v 
, 

па W, sto zn8.ci а.""с ао.о od u ПQ W --oresli }~OYlaCnOM lJrimenoI!1 zаkопа Z. 

UvedeHa rel,":'_cij.'?~ (СЈ је i kongruencija Zfl 'ј',)--. Zaista, neka је 

и[ј V
1
_ l Н{џ у 2 • ТгеЬа dok.:tzati df'~ jL. u 19 и 2...; v1e У 2 tj. 

(U 1 ·U 2) (C'.(v l'v 2)' 
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Kp:.ko JF ul'\..' V1"CO od r(")ci (ul'u;) ш()zешо -or.-:(i Шl T~C (vl,u2) 

konacnoI!l ll~'irlenOГJ. ZЗ.kОУЈ;_'l Z, 1)3. је (иЈои2;,;./ (Yl'U2) (1) 

Iz pretpostaYke u2" v2aE'~logno sledi (v 1 ,u2) СЈ (v 1.v 2) (2) 

Na QSПОVU tГQпzitivт..оst.: iz (1) i (2) sledi t\lTdjenje. 

U naSeI':1 1JriEerU Б"lJе reci koje sadrze вате а eY-~"ivаlепtпе Би reci 

а , а опе koje s-'ldrz.e вРсто .Ь ekviv.qlentne ви ~,q Ь. Ako neka rec 

sadrzi i slova а i slCJv,"', Ь опаа је primenOIl drugog i tre6eg 

zakona I!lOZEI'1G SVEsti [1'_ E::kvivalentnu геС ј ko:i koje 1)rvo dolaze 

a-ovi ра onda b-о'Ii. Z"Dog prvog i trEceg z~kona оуа је rec ekvi­

valentn"l ва (а.Ь), 

Iz svega sledi da јЕ: skup:""kolicnik W /rJ ={CR..,Cb, Са. ь}. 
Dokazimo da Ви klasE CCl,Cb,Ca.b, razlicite. Zbog jedna"koslovnosti 

zakona Z ргеl.з.skоm ој rcci и па пјој ekvivalentnu rec v skup 

slova kojQ ulaze u гес lJ. оst:з.ј€ nepromenj('Y1.. Stoga ви klase 

CR,Cb;Ca.b zaista razlicite. 

Kolicnik grupoid W /(') nazivamo slobodan F:rupoid klя.sе Z nad sku-

роn Г' (Г":::: -;" 8., Ь;! ) 
Njegov8. Cayle/-va ta1::,lj_ca је • @ а сЬ Са. Ь; • 

Са С-а. 'с, Са.Ь 

СЬ ,.а. с СЬ Са. Ьј 
(,,) 

Са. С.а. Ь Са.Ь Са. Ь, , 
Dobijeni grupoid zac_ovoljГlva zakone Z. 

Zaista 1 neka 81..1 С<I,Сv,С1.Ч, neki elementi tcG': I?rU1)oida. Tada : 

Си § Си _ Си. и,' - C't) 

Cu @ 

(Cu 

СУ _ С:11. V; , - Gy. и; :::: СУ @ Си 

@ СУ) @ СУ! .. С ( ( н . v ) .VI) = С ( U. (v • w) = Сц @ (Cv @ Cw ) 

Jer зи i.~cci " ". (-, ,,', ,,," СА.-. '-'-; ј (u.v) i (y.u), \ 'U (- "1\) "((u у\ w\ ""'Ј _L\ .ј.ј 

Па r:o.ed ј и soborl rHzli(i :,'с rlo~emo zakljuciti. 

па sledc~i n'!C'l.(~i~i : 

PrE:'tpost6.~!ifl0 d.- Пс Z;~!:J)::'O (ј_а БР Са,СЬ,С:::.О; :ri razlicite klпs€-

1 d.q ењо ,01)Г,'1ZОVI1.1~. t,.'-.:..t'Ј.iсu (;:) koristef>i c.efinici~u 
" 

d· 
Cu fj. СУ =' Сџ, ,( 

]obijena ta-olica П-:~S i:-~s )iriSe d" UVE;aeBQ p'Leclec-i grv.poid : 

~l~ р з2-. ) (,Tr:\ ~1:::'-L~2';} tabl:i_ca ~e ob:C.'3,ZOV~tr)Cl ")or:ocu nrve 
.... ~-) !I'3FН.l(;i.' :i\"<-=i~~jer:.!. C..-i 'СОј Q:q,;) :"+:;:5 ')J~l Б~ 112,3"). 

2 I 3 2 3 

3 I 3 3 3 

Tvrd iгю (1 91..: k~ -l.S? "'-, -------_.-
zadovol ;ј.:: Vf:-J., Z3,jcclle 2,_ - -----~_ .. _-- --,-

Ct-.Ca.t 
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IПf1се, U оуое slu>;tJ.ju, ]~"е-оо'3ГЕ:dпо ТJrOiier2.Y'1,тY:O а:? taj grupoid 

zаistlЗ. zadovolj.'1va 7,A.kone z. 
Pretnostavir:.o па "Јгiпег СЈ3, :::: СЬ. 

U tom sluc8.ju "Oostoji i7.vеst.з.п пiи а Ь ciji Је prvl 
u,U,i. ••• и() 

clan а, poslecInji Ь, tak8.v аа ве па idu~i 618.11 prelazi jednom 

nrimenom izvesnog-zakona Z. Pretnostavimo аа ве u-tom nizu а i Ь 

zamene ва 1 i 2. Т.?l{о ве dolazi do izvesnog niza lu. иј •• U'i 2 

Ako jo~ • interpretiramo као :Ј(, опаа l)osto grupoid ( [1,2,3)* ) 

zadovoljava zakone Z, dоЬiјагю 1 ::::иl' ~:::: 112"'.' "ап 2 stn је 

kontradikcija. 

Slicno pretpostavka Са - O~.~ dovodi ао 1 _ 3, а pret~ostavka 

СЬ = C~.~ , do 2 = 3. 

Navedeni postupak 11tvгdјiV8.пја razlictosti elemenata slobodne 

strukture 'lOI!lOCU pOI!locne ("Sifrirane") strukture' је vrlo opsti l 

bice i d~lj€ koriscen.Elemente ротоспе strukture ZQvemo u da1jem 

k~nonski predstavnici . 
• 

Pre~azimo n~psti sluc~j. 

Neka је datlJ.. klasa Z z:э.kопа, neka је Г., == {~I ii"_I ~ skup slobodnih 
с ј 

generatornih e1eГle':1ata, zatim А == {~I k""K} sku-.:> konstanti 

(shvg.tя..mо ih kao пи1ат"!"н; operacij е), КО је u~estvuju u zakoni~a Z. 

Neka је da1je _n_ == [wjl j~J Ј skup svih O1Jeracijskih Б1оуа, koja 

ulaze u zakone Z. 

1) Uocav!3..mo skup Г U А == G. Тај skup zоv€:шо pol~zni я..lfаЬеt. 

2) Definisemo skup W па sledeci nacin : 

а) ((i'o1) i а. (k"K) ви и skШ)u W. ,"- ,-
Ь) Ako Би tl't 2, ... ,\{-W, w-;: !Ј oJer.'Ctcijsko slovQ duzin(; п, 

onda је w(·t~,t2, ... ,tn) ,:~ W 

с) Elementi S1{Up;., 'Ј!' ви ваг1О опе rec.i које Би aoredjenc 

U81oviI!la а :i Ь . 

U skupu W dE.,fiJlisemr; cpE::racije па s1edeci " паСlУ1. 

а) SYC1kl~ kОПRtсШ--:U a~ W uziшаr-ю za П1Ј.1"хпu operaci ји 8kupa 1Н. 

Ь) Opcorac:ijskoT.l r:.iDoolu W'~ /1 duzinc п (n~l) dodelju'jeoo 

operacij-cl 0 iC'; te duzine , definisanu "Оотоси 

~ (t 11 -1; 2 ј ••• t ) C~': W (t l' t ?' •.• , t ) ј ga.e 811 t l' t 2' ••• " t Е W • 
п _ __ п 

Do bi ј епа alge Ьга re ci ?,, __ Ј..' пе zadovolj av9. п i}~akay alge baг~\ ki zakon 

rJerl trivijalno[': t = t} gde је t neki terrl. Ггimеtiво da za1{oni Z 

ао вааа. nisu inali ~k,)ro nikakvu иl0~и. U -Vf. (ji эа tirn zakoniri.a 

uvоdiИQ jednu relpccijIl ekvivalencijc 8ku)~.l \\", 'koja је, u stvari, 

kongruenci ја algebre ~/. 
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Definici;ia 1. 

Нес t 2 је ekvivalentn.q sa reci t 1 (piser:lo t1Г' .... t
2

) ako 'se rec t I!J.oze 

dobiti iz t2kсщ8,СПОJZl lJT:Lr::enom zakona Z· sto 'znaci da postoji lniZ 

tlt" t J- ••• t') t2, tako аа эе od jednog clanA. prelazi па slede':i 

jednoI!1 lJ:::,imenom эата jednof! zakona. Pri tooe uzimamo аа "је t rVt • 

:Uvedena relacija је re16cija ekvivalencij sto Бе neposredno1 - 1 

Т)гоvегаvа (kao u 'OretlIodnOI!l primeru). DokazinlO дя је опа i 

k~пgгuепСiј::з. algebre /..)../r. NE'k:a је w€. Ј2 bilo koje o1Jeracijsko 

slovo duzine п . Odgovarajuca o1Jeracija и 7.1)-- је 'V (t,akodje-'duzine 

п) . 

Neka је и1, '\..1 У\т ({" =: 1,2, ... ,п) i dokazimo аа је 

~(ul}U2,.·.,UIJ,.rV ®"(vl,v2,""vn ), tj. 

w ( ul , и2 , ••• , ип ) ~I 'уУ (vl ' V 2 , ..• , v п) (3{ ) 

Kako se od re'~i u prelazi па v konacnom Рl'ЈЛЕШОГl zakonA. Z to 

isto vazi i za reci w(ul,u2""'un ) i w(vl'Y2""'vn ), ра је 

w(u1'u""""'u )?~J ·"..,r(v ,и , .•• ,и) (1) 
~. п 1 2 п 

slicno nalazimo 

w(y
1

,u
2
,···,u

n
) .".ј w(v

1
,v

2
, ••• ,u

n
) (2) 

. . . . . . . . . .'. • • • 

-W(V1 ,v2 ,··· ,ип ) (\/ VJ(v
1 
,у2 ,.·· 'V

n
) (п) 

Iz (l),(Z), •.. ,(n) па osnovu tranzitivnosti relacije "~ј sle .. i (,,) 

sto је trebalo dokazati. . 

Kolicnicku strukturu U~N zovemo slobodna univerzalna ~lgebra 
klase Z пад sku1)om Г' slobodnih generatornih еlег.шпаtа. Tako nazi­

vamo i svaku пјој. izomorfnu strukturu. 

In.з.Се t еlеиепti kolicnicke strukture su kl:з.Sе Ct (t~W), а 

oreracije su : 

а) Са - n111n.rne o}cr~l.cije 

Ь) Svakoj ODe1'aciji 'Н) odnosno О, odgovara 

iiJ(Ct1 ,Ct;) ' ... , ctn ) - CiN(t1 , t z , ••• , tn ) 

iiJ(Ct1 ,Ct2 ,,·· ,Ctn ) - с (+_ t t ) 
r' w~1'2""'n 

opcracija 

t ј • 

Dokaiimo да algebra ·J~.I -zadodol java zakonc Z. 

Neka је (**) nroizvoljan zakon iz Z • 

Neka эи х, ... ;;1, ... ,И,,.. redom promenljive, konstante i operaci­

jska sloY!l koja uces·t'Jtl"ju u pomenutor.l zakon'J.. r::'erme t 1 i t 2 
о zпас ir10 f L 

tliXj , о .a~. о ,I':""J • tг{х, .. 'Ј .::1, ..• W, ••• i 
} 

Treba dokazati де је 

t iCt ('., '" 1 t f Ct 'С'!а ., l I , •• ,--,_, ••• I<:Ј, ••• ;. - 2' , •.. v_, ... @, ••• } 
) ',-

sto је s obzil'O~ n.s ~еfiniсјlJ. оnеr::з.сiја u (",/,~, еkviУаlепtпо sa 



Ct1 (t, ... a, ••• v.r, ••• J. - Ct ).{t, ... a""'>'i, ••• 1 
ви t,", .. proiz'voljne.) reci-iz 11'/.- ~' gde 

Kako је 

(оа t 1 

.("",,) , 

tl{t, ... a, •.• w, ••. J '-v t2{t, ... a, ... 1N, ••• ] 

В.С prelazi па t"b._ jednor.1 -primenor: zг.1{г:mа (3Е-к) 

sto ј е i tr€'balo dQkazati. 
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tTaista 

U primeru koji B~O па pocetku naveli utvrdili вио efektivno koji 

эи elementi slobodnog grupoida. Odnosno u to~ slucaju za relaciju 

rJ (ekvi valen tпояt гес i) imamo odred' ј еп algori tam porlO си koga 

se za bilo koje ауе reci и i v moze utvrditi аа 11 и'~ v i1i 

ufJ v • 

Јеаап takav algoritam izlazi iz cinjenice : 

skury slova Teci V U N V <~ SkUD ~lova. re~i и 

Medjutim u op~teI!l slucaju za relaciju rv пе moze ве naci od~ovara-

juci algoritam. T.1oze ве navesti 'primer relacije rV za koju пе 

"Postoji nikakav algoritam I!pre:poznavanja ck\'ivalentnosti reCil!. 

РтоЫет postojanja navedenog algoritna zoye ве Т)rоЬ1еm rei'li. 

Inace s10bodna uniYerzalna a1gebra оЬrаz,оуэ.гл па izlozeni nacin 

egzistira (ц matematickom smis1u ). 

Рrimеtiшо аа skup r I!loze biti lJrazan,. a1i f1ku1J r u А :::: G 

(po1azni a1fabet) пе moze biti.prazan. Ilustrujflo.to па prlneru. 

Neka је skup zakona Z sledeci skup 

Z =, (1.1)=1, (1.2)=2, (2.1)=2, (2.2)=1 

Zаtiш 

Г~ ~,G =r'U А - {1,2}= А. 
Rezultat је struktura ciji, је sku-povni 

( ) 

deo tG.L,C;j i koja ima 

sl'edec.;e operaciJt : ~ duzine 2, i пu1аrпс' overaci је 

Cayleyeva tablica oncracije @ је @ О ~ -

С", ,С • 
1. ,. 

01 С С 
1 2 

02 02 
о 

с· 1 
Posto i izoDorfnu strukturu UZIL1A.ffiO \{ао 81 cborlnu I!lo~e~o i slcdete 

zakljuciti : 

Rezultat је struJ.::tura koja вс dobija od grul')oida ({1,2j ,Э'i. ) 

1 

2 

1 

1 

2 

2 

2 

1 

uzinanjer:l зvih r.jf:::goYih elemenata za nularnc o'lC'raci~e. 
/ 

U stvari i u o'lsten SluCajU·, аЈ<:о је ]~; "['i ~'.o ·koj.q univE:rzA.lna 

algebra oBda је э..lgЕ.·оаrskа struktura тј?! , c.obijena iz ПјЕ uzi!!l.J.nj­

ыn svih elcm&nata aJgebre иЈ" za nu1arn~: c"Y'l:r::tci'je, slobodna. 

t kt (/ .. 'f-\·d 1· . --t ]т Naravno, s ru_ urc .,i~; l ~'~--' za ovo Jav2.J1J. Ј.:-: С za .ог..с. 



Ргiпегi sloboClnih un.iycrzalnih algebri. 

1) Slobodna serli-g~upa. 
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Neka' је r izvеfitап neprazan slrnp i nek:a klаs!З. Z sadrzi 

jedino asocijativni z"kon : ( ( )) _ « ) ) x.y.z - x.y.z. 
Odgovarajucu slobod:r:u algebru zoverlO slobodna ~)e:o.igrupa nad SkUPOD 

r. 
U ОУО[!l slucaju skup Vl је odredjen uslovima : 

г' С W , u,v-( 1,1[ -; (u.v) (. W • 
. -

Орегасјја е јЕ: defin:isay,J) 1JOГlocи: и,уС W , u " v 
Ј.оГ( ), ::;::: и.У 

Posto uopsteni asocijqtivni zakon је ~osledica 8.socijativnog zako-
, 

па to эи svake ЙУЕ reci эа istir.l Slоviп8. u ir:;torl redu I!ledju sobom 

ekvivalentne. N::t pгjГleT, а 1{о а,Ь,с,йс Г'. onda је rec 

«a.b).«c.d).a)) ekvivalentm. reci «a.«(b.).d)).a). Svaka 

х'ес iz \1{ је ekvivalE-пtпа sa izvesnon геС;ј oblika 

("'«Ul'U2)'UЗ)"'U") gde п = i,2, ... i gde Ui"-(' • 
. " 

Оуе reci (tzv. proizvodi 11 иј ) oznacav!?tI'1o, dop:ovorno UlU2UЗ".~ 
~ :=: 

Ыа primcr, г€c (((а.Ь).с).а) ima оzпqku abcFJ.. 

Rec ul и2' " ип zоvепо kаr"Lопski predstavnik( SVQ је klase •. 

Еlеиепti B1obodn.e SСТ'1igгu")е Ви klЛ.ве tih -orcclst8.vnika С • 
и1 и2 ••• ип 

Ocigledno, ~гепFJ. Orystoj definiciji ~ , iпаоо, 

С <Ј С = С • 
и; и1.. •• '. ui} УЈ V 1 ••• V{I' и , иl .•• ип у, y~ ••• ут 

Pitanje је koji ви (г:з.zliСiti) e1ementi slobodne semigrupe, odnos ... 

по da 1i svaka klasa in;:;, tacno јеапор kanonsl-:c.?; 1Jred.stavnika. 

DA.kle, dR)i : 

с - с u u ... Н == V v'l' .. У • 
Н, иl. •.. иго v, v2 ••• V(;, 1 2 п 1 L П 

Odgovor је potvrdan §to ес z~kljucuje iz 6i~jenice : ропо6пi 

~rupoid G бiјi ви clc~cnti reci u и ..• и • е oueraC1J8. * : 
(1) Н1 и2 · .. иг. '* v 1 ,Г 2 ' .. V m = ti l и2 ••• ип v 1 \' ? •.. V г1 

zadovo1java a~ocija-tivni zQkon. 

Тај gru~oid је izorlcrfan 

Iz tOfa rQzJ.oga cEPto ~iE 

па slede6i l1.'lcin. 

ва dobije-norl slobonnon 

slоЬоdпА. scmigTHpa ~" 

s er:ll gru") ОП • 
-, 

n~d i definise 

- ,р V· 

Skupovni аео sEnigrupe ' С1ПG ВУе reci duzir.e 1,2,3, ••• nad alfa-

betorl Ј' • OperFJ.cija te se~igrurye је definisan'l jednako§6u (1) -

tzv. konkatenQci~a (d,yoisivanje). 



7В 

2)Slobodna grupa. 

Neka је Г' izvestan skup i neka ве Z soEstoji iz zakona : 

(x.(y.z» = ((х,у).о),(х.е) = х, (х,х') - е 

gde эи : • - operacijski Bimbol duzine 2, 
, 

operacijski ;зimЬоl 

duzine 1, е - konst~nta. 

Slobodna univerzalna algebra klase nad skupom r 
zove' ве slobodna gгuра nad r . 

Skup W је u оvош slucaju odredjen uзlоvimа : 

2.u,v~~W (u у) '" 1/1 • '-=", 
, W· u Е. • 

Struktura 

u О v 

duzine О 

operacije О, 

(u.v) , UO 

element е. 

• • 

u 
, 

l operaciju 

Slede6i 

(е.х) :::: Х ) 

zakClli зu тюSlеdiсе zakona Z : 
, , 

(х;х) = е " ,х :;::: х , (х.у)'= у.х • 
Oznacimo ва r / skup svih reci 
rec ( ... ((ul.H2)'u~)o.,.,u ). 

~. п 

SVaka. ГЕ:6 iz 1(1 el{'li"'l,<llentna је 

rec i о Ы ika иЈ. и2 ... 11У1 gde 

Pret,ostavimo da za nеКо i, 

?Ј izvestan element iz I~ 1 

/ u. ~ 
l 
U , 

gde 

( u odnoGu L8. zakone 
Г(ЈГ'L),с; 

,. Ј 

z ) ва пе КОlll 

ј' gde је 

Rec u
1

u
2 

•. 'Нn e-'с\тivаlепtпа је ва reci U1U,.., .•• u U ••. и • Isto' 
I (' i-li+ 2 п ' 

vazi i ukolil,:o 81). и i и redom ?)i "?)' Za гес u1u? ... 1f_:tit.2.un 

kazemo da је dobijcn~ iz reci u
1

u
2 
... uп јеdг.irn skracivanjem ( и 

stvari lJrimenjeni эи zal{oni (х:х) == е , (х.х') == е , (х.е) _ х , 

kac i asocijativaj_ z.q"k:on ). 

Oznacimo за S(U1 U 2 " .и~) гес dobijenu iz reci U 1U2" ,ип ~'ЮRlе 
izvrsenill svih skrp,,~iv.qnja ( koj~ ви obl3.yJ.jena i2.vе:::;пiТ"\ r!:;dos1e­

dоп - па primel' I! f. le V8. па d esno 11.) 

РГimегi : 

S(b'la'b'b'cc .) = S(b~'b'cc') :;::: SC'b'cc') -

S(c'b'a'abc) = S(~'~'bc) == 8(с'с) = е . 

В(ааа'Ьа.сс'сс,) = 2~acc . 

• 

Reci S(u u .. ,и ) i:.qzovir:lO 1{anoYlsl~i ргt?G.stчvпiсi. 
1 2 yl ' 

u te ·rec1. d.ol!-сzЈ, TE,~ е Као i svn.k· r~c nt'lika 

',_"-,_,,,V
1 

(v.<,,:,, 
; / { l 

gdc vi l 'ii:i,+"i---'l":'Sс[ c!ilik:::t S 

Ј----, : 11") , ' . 
• , .. ~ , ,< 7..,.' 
l (' i1 i ... с za neko 

ЕIЕшеl: ti !;:o~ :L(:Пi,~I-с. strukture '. '/ ,_,Ј ,..... о"г ОВГ О - ., "")~ -'-1 slobodne gru"')c 

эи klA.siO: E::'k-v::"\·;зlе~!С'~.јС l u sv.qkoj od tiГc i':lasA. nalazi se br:tr -ро 

јеdп:з. :т.'еС koj.'l је -k;:,,:.nonski nredstavnik . 

• 



Operacijc te struktHre эи 

6 

б 

• • 

• • 

Се nularna oryeraci.ja. 

• • 
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, 
и, 

l 
Је 

Pitanje је аа li sVA.ka klasa sad,rzi tаспо '10 јеаап k::шопski 

predstavnik, оаповпо да li V:З.Zi : 

(:*) с· . - с ~ ) UIU?" .Нп - vlv2' "У Г1 UIU2" ,и Е vlvZ' "Ут -
gde Би U

1
U

2
' .,ип , V

1
V 2 .. ,vm kanonski ~геЈstl?Lvпiсi. 

Odgovor је potvrdan i to ве zakl.ucuje па sli6an nacin kao kod 

semigrupa . 

Uocimo sku-r) К svih ~лпопskih predstavnika i и tom э1<ири definisi­

то operaciju 1: па sledeci nacin : 
.../,' ,-. 

U 1U 2 " 'Нп "* vlv2' Оо Vm= S(UIU2" .unvl,,гг .•• V m) 

Operaciju duzine } ~ u cznaci -1 ,uvodir:lO nОСlOСН jedna1{Qsti : 

(UIU2" .иу)-I <1.-:' u-~u~""l.ui 
х: ,<.1 ~ 

(ui је (ir"ili '~. gde ~} L-," , "Огета -tоr:J.€ dn. li је ui:: ,) ili Ui :::;/1 ). 

Rec е је , 

" ".Stxuktura 

по cefiniciji , nularna oncracija B~pa К. 
, , 
,~ . '. 

(К,3Е,-I"е) је, sto ве moze 

ne-posredno dokazati, gгuр.з.. 

GruТJ.!l ,]{ 'је izomorfria Ва kolicnickom strul<turom iJ)/!'J • 

Grupa;t{ je,nre:r.l:-l tome, slobodna grunA. пна sku>Jom r. 
N:з.l'Jоmепimо аа је Је ва jGdnim element-om A.ko je.J' __ ~_rJJ·i аа је 
Qna beskonacna ciklicn~ grupa uko1iko r ina tacno jedan element. 

Ako је г; :::: (a,r,~ 
, , 

Јпа.::.. ви iZVEsni elcEKr tl . , 

а , е ~ aababbba'~'a', a'a'n'bbbaaQa 

3) Neka skup 2',akona Z ioa е1 ementc : 

(x.(y.z)) - ((х.у).о) 

(х.с) ~ х 

(х.Х·) - G 

( ,'х' ) \ .!ј , - (/".'<) 
(0'.» _ е 

(;' .,/,) - е 

• • • 

'7{ , .'. slec1eci : 

(е ,.:.1, /~ __ kопst-'lпtе, ~ _ o'iCraciE3jki siГlbol du~ine 2 i ' 

oneracijslci simbol dlЈV'iПL 1). 

Neka је ('= Ф . Ti1.dr-3. I1cl'izni alfabet in~:" еlГ:'l'lе)itе e,'~,г', а skun 

W је оагеајеп па r,lclc:ci nacin : 

(1) -, .-- 111 
е,:'-,:,::'- _~_ (i 11/ ',~;; (и. V) r:: ~'.г , u '-~\V. 

CJd rE:ci r ,;./ ./ '-'-, . ,-/-, (ј ./) • 



Те reci ви "kаПОl1ski -pred.st.qvnici, 

Operacije © l '--9 iТ!laju tablicc : 

:~J С С [.А' , С '/ С" 
., l' '/~J 

(:fJ 
--1,,---

Се Се С ~<' С;:; C1"" \ ," 
С ru"C, 
е '-{И 1" 1." 

G--;l!?) Се С:;.I 
, С"" СЈ 
Ср С;ј , ' 
С С С, 
,(Ур! (:>'/) Р 

С , 
t 

С 
{,;Ij1" 

Kle.se С ,С., С",) ви пиlагпе 
е ч /., 

oper'lci ј е, 

DоЬiјепе klase Si1. rFlzlicite јег skUr) 

n~c operacije .к. Е, ''/ / (/ р) 

cini 

е ( еХ /3 (-/,/)1 

"'; ~ ( (//3) ј3 
I ;;1 ( .. У ,') Е? o~ 

( -, , 
у (' 'I,y)', 'I~ :.А Е. . . (' 

strukturu kojq z~dovoljava 

t , 
ј е, 

l 

С , 
с ' 
С" , 

'-'1 /' Ј 

-1 

с 

(""/)} u odnosu 

вапа gгur:нз. - опа је iZOflOrfna' ва ТJoZnatOl'l X1einovoY.l cetvornOI:l 

grupol'l lJешutасiј'i (1) , (12)(34) , (13)(24) , (14)(23) • 
" -Krll.jni rezul tat је struktura ј--'l. ci .ii эи e1ementi 

Се ' С-:.( ~C/j ,Y,t,:5\i operacije (::r-' (;?), Се' С __ /,С;з ,С(,,;/з). Ozne.cimo 

ва :J~ strukturu koj"l irlla iste elemen~e i ci~,e ви o'leracije @/ @ 
Се' Та struktura је g~~pa, Ka~eDo da ta grupa ima ~trukturne 

,4 ednako в t i 
, е , (; .ј) ::;: е, 

Strukturne ~ednakosti, , 

РгеtроstСLviгю da је kl-"ш(,1 zakona Z UЛlЈCl dvc kl,'lse zаk':ЈПе. ~ i 

Z , Neka klasQ Z'f1lJ. fO~JojiI!l zQkoniLlA пе sqdr~i nijednu nгоп.епl~ivu 
2 (, 

уес эато neke kопstапtе, Neka, dalje, pijeclna od tih konstanti 

пе ulA.zi u zal(one 2'1' Оzпrtсiио эа 1'1.1 i А;:- sku'Oovc svih konstan-

ti koje uJ.'1Z(;,. i.l zakcEc Zlodno~no 7':2" 

Neka је i./~:' вl'ЈОС(]'(1а univ,::rz,.'),lna alg(rrFl k1ase Z nad sku-рош 

;,'-!~ ф. Za tu n;lgеt,гu ~e pol.'J.zci !?lfabe't ALU А2 , 

Оzпасiпо S8. Х uni~Ierz',llnu alger'ru kOjFl i.Гll1 iste с;lеяепtе 1zao 

algebra "А. i istc 'Ju'·:racijc duzina 1,2., .. ,k=ш ta a1gebra, R.li 

cije ви nuIFl.r_'1e (p'lr.:lcije jedino Са ~dc јс· а'::А1:А2' 

Za al.e;eurlJ. . .1) kaZCHJ da :је uniy!3rzalnfi, г.Јr:еЬга klasE Z] за 

kl8.800 strukturnj.h ~cd~akosti ~ • 

Navodinc priccrc. U tio. ргiш-:гiпа 1.:г:<r~.~::-',lССF1О izvE:sne uobicajrlE: 

dоgоvоге oznacavanja rC;Ci, kao па рГlг>.:':r' : rec ((и, u) .11) OZnl1cava-

по и3 ,Ге:С <3 оz,гйС~аvаr.:о U
O -,'о slHcn jl~ §:гиТЈС , 



Primer 1. 

Konstruisati 
2 

а 

ser.li g,r"upu koja ima stI'ukturnc ј:э(~_па1{оsti 

::;:: а , аЬ;:: Ьа , ас ::::: са " Ьс ::;:: с (Z2) 

Primetimo da је u QVОП skucaju Zl ;x(yz) ; (xy)z i . 
, 2 " ~ } 

Sku-p W reci је W:OO: {a,.q , ... ,аЬ,Ьа, .•• ,аЬс,Ьс,са,... • 
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S obziroГJ ра jednakosti Z2 svaku rec iz W nozemo svef1ti па oblik 
"rb /-" (с(,!О l' .. ,'/(012 ') аС "1') 7 /~,',::", ,- •• ,] 

(pri tome пе moze biti ~X::;:: /5::;:: 1"::;:: о) јег Б'.те'8.-0уе nozemo 

staviti па vocctak, а svaki Ь koji ве пааје isnred с nestRje. Na 

taj naXin вио izdvojili 

Proizvod ауе klase је 

kanonskE: ~геdstR..vпilz-е i oТJisali sve klase-. 
• • 

с --/ I~, :1' .1"); С Ј /~. С " ; 
а . Ь с' '_о - а ,- Ь 

gde (~+ ,,>,'Ј' znaci зуоdјепје 

Kolicnicka struktura је 1Ј /rи 
Primer 2. 

, 
С ('0/ ,>1) ~- ~I" ;3 
a"c"lb' 

Konstruisati grupu sa strukturniI'l jednakostima 
.4 

1 
.4 1 

.2 . 2 
i. ј. i ј l - , Ј - , l - Ј , - • 

Klase su С1 , С. , С. , C,'I, Сј'l, C.-I.-I, С.2 
l Ј 

• • 

• 

/ ! , 0,11 
[0,1,2, .. оЈ ' 

I 
@ј. 

l _1 I 2 Ј l l 
Uvodeci ij 

., . . , 
k, . . -k za , i , Ј , ј i ,i redoI:l oznake -l,-J , , 

_1 dоЬiјепю klase • , • 

С 1 · , Ci ' С. , C
k 

, С -i , С 
-ј 

, С -k Ј • 
kojiI!l8. odgovara sle<leca Cayleyeva tablica 

• 1 , 
с , • 1- а 

• • 

@ С 1 С -1 
С С. 
-l l 

С 
-ј 

С. 
Ј 

С 
-k Ck 

" C
1 

,C
1 

С С С . о С. с с v 
-1 -l l -.ј Ј -k k 

t С ~I С С С. С С. С . С . ···С 
-1 .. '1 l , -l Ј -.Ј k -k 

3 С С С. С 
-1 

С 1 C
k 

С 
-k 

С 
-ј 

С. 
--i -l l Ј , С. С. С С 1 

о С C
k 

С. С v -k l l -l -1 Ј -Ј 
.' С С С. С С, С C

1 
С. С , 

-ј -k -1 -, Ј .( l -l ., 
• С. С. С C

k 
С C

l С С С. 
Ј Ј -Ј -k -1 -l l 

.С С -k С, • С. с С С. С -1 С 1 . -k Ј -Ј -l l 

:\C k 
• 

Ck С -k С 
-ј 

С ј Ci С -i С 1 С -1 

Dobijena gru"9a zove ве gћЈ.ра Kvaterniona. 

Pri1.Ler 3. - -
Konstruisati grupu 

а 3 == Е , ь2 _ 

Skup ko1icnik Ј8 
I 

':-1.// 
-- I r'v' 

• , С 
I а' 

cijc su strukturne 
2 

е , b~l == а Ь • 

• ,С ь ,С2ь \ 
а а Ј 

• • 

, С 
-1 , 
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Dobijena g~urya, (tzv, grupa 8з) lLШ slede6u Dulti'11ikacionu 

tablicu • • 

Се Са С 2 С С 
аЬ С ?Ь 

а Ь "а 

Се Се Са С 2 СЬ С 
аЬ С,,2ь р-

С С' С2 С С"аЬ С а 2 ь СЬ а а а е 

Са 2 Са 2 С С С а 2ь С Ь СаЬ е а 

С Ь СЬ С а2 ь СаЬ Се С 2 Са а 

С аЬ СаЬ С Ь С а2 ь С" Се С"2 
а 

С а2 ь Са 2 ь С 
аЬ 

С Ь Са 2 С Се а 

Primer 4. 
Копstгuis:э.ti gгu"'юiС1 ва stгuktuгпiп jednakostiIJa : 

а·а. ;::: 
l Ј 

b ij (i,j - 1,2, ... ,n) 

О. а. ~ 
l 

О. Ь. "= 
"Ч" 

а .. b"k 
l Ј. 

О - а .. О 
l 

О - b i ј . о 

- о - b.k.a. 
Ј l 

b jk .bi1 :-:: :Ј 

Skup kоliспik је _ f С' С 
l о' а. 

" l 

,Сь .. ·ј i,j:::: 1,2, ... ,n}. 
1 Ј . 

Pravila "frJno'zenja!l u ОУОО prirleru nе1)овгейпо SE dobiju 1Z 

strukturnih jed~akosti. 

Naponenir:lO йа 

јейап element 

-је dobijeni grul)oid веrllgгuти.". Zaista ,:э.k.Ј је Ьаг 

trojke (x,y,z) С ь .. ili llula, aBocijativni zakon 

- О • Ako ви вУа ifi elcIJenta oblika С rezlutat ве svodi па О 

.је o'let О = О • 
а· l 

Ociglcd>-,o .јс: li~'i је svaka uПi'vt:тzа1г'l. ,1.1,qE''bl'a "нэl{~ :'~'},,'?1f!..~?;l 

izvEsna univerzalna f:il.чсЬг:э. iste l.clase за :~H;koD klR.SОП struktur-

nih ;iedna1\:osti " '" 2 • 
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