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ПРЕДГОВОР 

"Neiflzer seeking nor avoidlng mathematical 
exercifations we enfer into proЫems solely wtth 
а view to possiЬ!e иsefиlness· for physical sc/ence". 

Lord Kelviri and Peter Guthrie Tait. 
(" Treatise оп Natural Philosophy", paft. Il). 

Овај уџбеник садржи шири курс мојих предавања која држим студентима V 
семестра свих одсека Машинског факултета и студентИма VIII семестра групе механике 
Природно-математичког факултета. С обзиром да се у модерној техници третирају све 
више еластодинамички проблеми, он he, као прва књига на нашем језику из ове области 
корисно послужити инжењерима и студентима и других факултета. 

Градива је подељено у шест делова: Мале осцилације система са једним, два 
и више сiпеuени слободе, Осцила·ције еластuчних тела, Нелинеарне u реолинеарне 
осцuлацще и Аuарати за регистровање осqилација. Прва два дела су детаљније разра
ђена, ·ра.ди поступног улажења у ову сложену математичку проблематику а и у складу 

са наставним планом на Машинском факултету. 

Излагања су основана на мојим курсевима Ме:х.gнике и Отпорности материјала 
тако да овај уџбеник са ранијиМ чини укупни курс Техничке механике. Да би се могло 
лакше уhи у ьбласт осцилација еластичних тела изведене су укратко основне једначине 
равнотеже и динамике еластичних тела (гл. XVIII), пошто се на факултету не предаје 
Теорија еластичности. С обзиром на основни курс Више математике за студенте кориш
hен је и виши математички апарат са кратким објашњењима у циљу примене'' на тех- . 
ничке проблеме, Па је укратко додирнута и проблематика матричног рачунања које 
дан,ас све више улази у област техничких наука. 

Многобројна литература из ове модерне области креhе се у теоријском или прак~ 
тичном смеру. Доследно свом курсу механике трудио сам се да изложим ·теоријске 
принци.пе ове паучне дисциплине са применом на техничке проблеме машинске, грађе
винске и електротехничке струке. Извесни задаци су испитни задаци са Машинског 

факултета. 
Професори др. К. Вороњец и инж. С. Стевовиh прочитали су књигу у рукопису 

и учинили ми врло корисне примедбе на чему сам им особито захвалан. 

1. јуна 1953. год. 
12. децембра 1956. год. Д. Р. 

Београд 



ПРЕДГОВОР ДРУГОМ ИЗДАЊУ 

Битан садржај кљиге остао је и у овом издаљу, само је градива 
подешено у складу са новим наставним планом и програмом наставе 

на другом степ~ну студија на машинским факултетима. Стога су из<;>

стављени проблеми осцилација са два степена слободе пошто су укљу
чени у проблеме осциловаља система са коначним бројем степени 
слободе. 

На многим местима градива је допуљено, поготову примерима. 
с· обзиром на треhи степен студија задржани су проблеми осцилација 
еластичних тела, нарочито мембрана и плоча и дата је примена Ла

пласових трансформација на осцилаторне проблеме (чл. 4.7.). 
Захваљујуhи љубазности "Научне кљиге" стари цртежи су заме

љени новим, те је побољшаюi техничка опрема кљ·иге. Цртеже је 
брижљиво урадио Никола Дудиh на чему сам му захвалан. 

Морам одати признаље и захвалност колективу графичког преду
зеhа "Радиша Тимотиh" на настојаљу да се овај тешки слог добро и 
брзо сложи. 

12. I 1965. год. 
24. XI 1965. год. 

Београд 

Д. Р. 



дЕ о п Р в и_ 

МАЛЕ ОСЦИЛАЦИјЕ СИСТЕМА СА јЕДНИМ СТЕПЕНОМ 

СЛОБОДЕ ОСЦИЛОВАЊА 

1. ПРАВОЛИНИЈСI<О ХАРМОНИЈСI{О ОСЦИЛОВАЊЕ 

1.1. Хармонијс:ко осциловање. - Када се тачка N креhе једно
лика по кругу, полупречника R, обимном брзином v =_R_QJ_::::::_coпst, где - ---
је ш= · уrаона брзина, тада се њена пројекција N' на осу Ох креh~ 
праволинијски ·од почетног положаја N0 до коњуговане тачке No и 
натраг (сл. ~ .1.). •положај тачке N на кругу одређујемо уг лом ср= ш t 
који се линеарно мења са временом, а положај тачке N' од~едиhемо 
координатом х = ON' која се назива елонгација. Као почетно време 

узима се нулто време f0 =О; тада је тачка у почетном положају N0 , 

па је елонгација Xmax = х0 = R. Када N' дође у положај N0 избачај he 
-бити Xmin = - R, па је највеhи . отклон (избачај) тачке N' од средишта 
круга Xmax = ±R и назива се амплитуда. Како је елонгација функција 
времена то су кинематичке једначине овог право~инијског кретања 

х= R cos ш t; х=- Rшsin ш t; х= -Rш2 cos ш f= -ш2 х. (1) 

Оне показују да се угао ср, тзв. фазни 

угао (фаза), линеарно мења са временом 

а ш је њена - фазна - брзина; дија

грам (х, t) је косинусна линија, дијаграм 

(х, t) ~ин усна линија и дијаграм (х~ t) 
такође косинусна линија. У почетном по

ложају амплитуда је највеhа, Xmax = R, _ 
брзина ·је једнака нули, х=О; а убрзање 
је х0 = ·- R ш2• При пролазу кроз равно
те.Жни положај (О) је w t = л/2~ па су х= О, 

1 Теорија осцилација 

Сл. 1.1. - Праволинијска хармо
нијско осциловање 
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х= - Rш, х= О. Када тачюi N пређе половину кружне путање тачка. 
N' he стиhи у положај N0; тада је шf=7r, па' су Х= -R=Xmin, х= О, 
х= R ш2• Тачка N наставља кретање по доњем делу круга а тачка N' 
се вриhа ка полазном положају пролазеhи кроз равнотежни положај 
(0). КреПlшье је, дакле, йраволинијско хармонијско осциловшье око 
центра осциловат-ьа (0). 

За време Т тачка N учини iедан обрПlај по кругу, а тачка N' 

пређе пут N0 ON0 ON0 једнак двоструком пречнику (s = 2 D = 4 R) који 
се назива йуна (цела) осцилација. Време Т је йериод осцилонања 

Т= 2 лјш [sec]. (2) 

За време Т тачка N' учини пуну осцилацију а за једну секунду 
учиниhе n'= 1 /Т осцилација, те је број осцилација у секунди 

f =n'= 1/Т= шј2 л. (3) 

Он се назива и учесшаносш или фреквенција осциловања. Како је 
димензија периода [Т] то се узима да је димензија фреквенције једна 
йуна осцилација у секунди и назива се циклус или херц (I;iz), према 
имену чувеног немачког физичара Херца (Н. Hertz, 1857. -1894.). 
Према томе је 

1 Hz = 1 циклусјsес = 1 cyps ( cycles ре г second) = 1jsec. 

На пример, f= 10 Hz значи да тачка N обиђе кружну путању 10 пута у секунди, 
односно да тачка N' учини 10 пуних осцилација. Период осциловања је 1/10=0,1 sec. 

Струја за осветљење има у Европи qiреквенцију 50 Hz, у USA има 60 Hz. 

Hurl(e фре!(венције имају опсег од 16 Hz до 20 000 Hz, па се називају и звучни.м 
фре!(венција.ма, ·и ако су за пренос говора и музике довољне ф.реквенције од 30 Hz 
до 10 000 Hz. Средње фре!(венције имају опсег од 20 000 Hz до 100 000 Hz; високе су 
до 30 000 000 ·Hz а преко тога су улmра висо!(е фре1свенције. Због тога се у радио
техници употребљавају и више јединице, килоцикл, 1 kcyps= 1 000 cyps= 1 000 Hz, и 
.мегацшсл, 1 Mcyps= 1 000 000 cyps= 1 000 000 Hz. 

Из (3) следе ови односи 

ш= 2 лfТ= 2 л:f= n nj30; n= 60 n'= 60 f= 30 (4) 

Први показује број осцилација. у 2 n секунди и назива се кружна 
фреквенција (било, йулзаqија). и ова се фреквенција мери истим једи
ницама као и учестаност, (Hz). Други однос је број осцилација у минути 
(cypm). Он одговара минутно.м. броју обртаја тачке по кругу (п nj30). 
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Како је 

х [(t+ Т)]= х [w t+2 ~] = R cos (ш t+ 2 ~)= R cos ш f= х (ш t) (5) 

-то је елонгација (х) Периодичка функција времена (t), nериода Т= 2 лfш. 
После сваког nериода (Т) циклус се понавља те настаје· исmо стање 
ссциловања. 

Док се тачка N'. креhе по Ох оси .дотЛе се тачка N" - пројек
ција тачке N на Оу осу - креhе по Оу оси по закону осциловања 

у= R sin ш f=R cos (шt- л/2); у= R ш cos w t; ,у=- у, 

-те је разлика фазних уг лова !!:.. ср= ср2 - ср1 = лј2. Ово су две ортогоналне 
осцилације које се разликују у фази за лј2. 

Обе осцилације могу се представити скупно помоhу обрmног 
-+ 

век тора (верзора) r =г= ON (t)~ сталног моду ла, ј r 1 = R, чији положај 
одређује положај тачке N на кругу (сл. 1.2.). 
Овај вектор гради са +Ох осом угао ср=~ t, iy 
па се назива вeкiliop таласања, модула једна

ког амплиту ди,. \ r \ = R. 

Вектору r одговара у комплексној равни 
{Ох; Oiy) комплексни број z, те је 

z =х + i у = R ( cos ср+ i sin ср) = R Е (ср) = R eicp ; 

ср=шt, (6) Сл. 1.2. - Вектор таласања 

где је i= V- 1 имагинарна јединица а Е (ср) комПлексна јединица у 
правцу- аргумента ср. Модул комплексног броја је амплитуда; mod ?= 

z\ = (х2 +у2У~:!, ;.аргумент је фаза, arg_z=cp. Како је (!Ejdp =. 
+ icoscp) d~E(cp + 1f./2) и d2E/d,~2 = -(i~·~(cos ср+ i sincp) =:w:;E(cp -t·n), 

~:Е_I_2ЖеЈ!:>е ко~«Йf}{~Ј:юм јед;иницо~?k" пред·~тавља .ротацију·'"·пр~hену 
д~~~~Р~.~ц~:~ј~-~~-~{х);~()~:Е_Iос~а· ~:,· IIY'l'a. Ки.нематичке једна чине ·су 

(7) 

па реалнИ делови ових комплексних бројева. представљају кинематичке 
једначине осциловања по Ох оси, а имагинарни једначине осцило-

вања по Оу оси (сл. 1.3. а): 

x=ffi-(z)=Rcoscp; x=ffi(z)= -Rшsin_cp; X=ffi(z)= -ш2 х; 
(8) 

у=З(z) = Rsincp; '.У=З(z)= Rшcoscp; у= З(z):::: -ш2 у. 

1* 
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Кинематички дијаграми приказани су сл. 1.3. Када се·. из прве 
.Две једначине (1) елиминише време добија се да је дијаграм пута 
и брзине елипса (сл. 1.3. с). Дијаграм убрзања и пута је Права· J{uнuja 
(сл. 1.3. d). 

Из треhе -кинематичке једначине (1), види се да ie убрзање сраз
мерно 'растојању покретне тачке N' од центра осцилације (0), где 
је w2 коефицијент пропорционалности, и да је усмерено ка центру 
осцилације. Према томе је основна динамичтса једначина хармонијстсог 
кретшьа 

mx= -тш2 х= -с х= Х, (9) 

где је с коефицијент пропорционалности, димензије [F/L], јединице 
tjcm или kgjcm. Материјална тачка, масе т, дакле, врши хармонијску 

а) 
х х.х 

Ь) 

t 
Ој' : t. ' • ' 1 
-- .. ':-, . .1--ј-··-,-·,.,·· 1 

-- ______ /.--:_.."...);,.,"'/ ' i . ; 
/ : r. :~ :Јп '-. :2п 

:~~- -----. i ~--- ..... :.~-- --· ... ~~!" _____ :""i"' 
т · т · т : . r " 4 ----i--- ;[ ---. ........ ;;r. _"...,.-- 4 -: 

f------ т= 2"'!/f. : 

С) 

х 

е)"'~- tx 

~~· 
о !ј е 

Сл. 1.3. - Кинематички дијаграми хармонијског осциловања 

осцилаЦију под утицајем привлачне силе која зависи линеарно од расто
јања покретне тачке од центра· осцилације који је центар привлачења, 
јер је за х> О сила Х< О, . а за х< О је Х> О. Дијаграм силе (Х) 
и пређеног пута (х) приказан је на сл. 1.3. е. 
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Из једначине (9) следи да је диференцијална једнач~на кре

таЊа облика 

х+ш2 х=0; (10) 

тј. хомогене диференцијалне једначине са константним коефицијентима~ 

па је њен општи интеграл 

х= А cos ш t +В sin ш t =А cos q; +В sin ср, 

rде су А и В константе и q; =w t. 
. . 

(11) 

Ако су почетни услови за t =О, х= х0 и х= х0 онда су константе 

А =х0 ; B=x0 jw, (12) 

na је uартшсуларни интеграл односно закон осциловшьа: 

х х0 · 
x=x0 coswt+ _Q_sinwt=x0 coswt+ -cos(wt- 1j2 л:). (13) 

w ш 

~9ЈШјСЈЩ_QSЉ!!1ШЦ!!1~. је, дакле, зб~~2_8Ј!~.У-""!<Q~!!~~~~Е~q~~.2f:!~~2-
~~~осц,илр.ција!.2'сти~--li:ЕI~!IИ~-2~~~15~~!Ц!й~Ј~) .. ~ J?.~~JI.Ii.:'lити~. ~~~л.и
туда. Друга осцилација се разликује у фази од ~Прве··· зз·~ л;2.~·6сii*ИЛа-
Циfесу дакле "синхроне", али нису у фази. 

"'""""'"'"'"'--~-··-· -·· -· ~~""--""'"'"""'-~~-"'"""'"'"~---..,~~~·;",~~·~ 
Уведу ли се смене 

'х0 = R cos q;0 ; х0јш = R sin q;0 

добиhе се једна хармонијска осцилација 

х = R cos (w f- q;0), (14 а) 

нове амплитуде R и померања фазе q;0 , које су одређене једначинама 

( 14 Ь) 

У случају специјалних почетних услова да је за t0 =О почетна 

6рзина једнака нули х0 =О и х0 = R биле би константе А= х0 = R и В= О, 
па би се добио закон ·осциловања (1). 

Праволинијска хармонијско осциловање врши се под утицајем 

uривлачне силе (Х) која линеарно зависи од растојања од центра 

осци.tювања (Х= -ех), па како је та сила конзервативна то је и кре-
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тање iйЈ11.зервативно, . те важи закон о одржавшьу .механичке енергије~ 

С обзиром на (1) и (9) биhе енергије 

1 . 1 
Ek = - mx2 =- cR2 sin2 cp; 

2 2 
х 

Ј 
сх2 1 

Ер= -U= -А=-- (-ех) dx= Т= 2 cR2 • cos~cp,. (15 а) 

о 

па је тотална .механичка енергија 

Е= Ek+ Е р= cR2/2 = const, (15 Ь) 

гДе је U функција силе која је једнака раду, А. ·обе су, дакле, енер
гије liро.менљиве · у току једног циклуса, али је њихов Збир у сваком: 
тренутку константан. 

На пример, када би осциловање·· било дато законом x=R sin (ro/+a) била ба 

брзина x=R ro cos ср, cp=rof+a; па су енергије 

Ek= __!_ m'x2 = __!_ mRz ro2 cos2 rn = __!_. mRz ro2 (1- ~) · 
2' 2. 't' 2 RZ' 

1 1 
·Ер = сх2 = -т roz xz · 

2 2 ' 

1 . 1 
E=Ek+Ep = - mR2 ro2 =- cR2• 2 . 2 

1.2. Хармонијски осцилатор. - Хармонијска осцилација се може 
остварити помоhу кулисног механизма Wolf-a, (сл. 1.4.). Кул-исни камен 
(q) који је наса.ђен на крај кри
ваје ON врши кружно кретање, 
уrаоном брзином cu, а кулиса К 

Ви 

Сл. 1.4. - Кулисни меха
низам Wolf-a 

Сл. 1.5. - Хориэонтални хармонијски осцилатор 

врши хармонијско кретање од унутрашље (Ви) до· сuољашfЬе мртве 

тачке. (Bs)• 
Хармонијску осцилацију изводи и хоризонтална осцuлатор (сл. 1.5.) 

који се састоји из масе (m) везане за onpyry АВ, крутости с. ~ко је О 
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равнотежни положај масе, (сл. 1.5. а), и ако се иста изведе из равно
тежног положаја за амплиту ду х0 и пусти, наступиhе хармонијско 

· кретаље по глаткој хоризонталној равни. У случају кретања налево 

[:U)JJI:_~gлacmичttocщц_ опруге (ех). ј~ усмерена нал~во (_сл. 1..5. Ь) 8 у слу-:
чају кретањз· надесно та-~ је .сила .усмерена. надесно (сл: l.Б. с), те је 
увек ycмee~~(l .. lf.a paвнolП.eJ!ffiQ# liO/If!~fliY. О. 

fieyJДa.clд.JliJJJJ!Гf?:. (с) је коефицијент пропорционаЛности привлачне 
силе, и има димеазију [F /L] ._ 9!!~ .. П.Р~д~.tаВ11:>а ... с~лу_!С~ј~.и~азива .. и.зду
?I<е~е о~руге за· јед~ницу дужине: те· се због тога мерИ јединицама 
kg}ciri, kgjmriJ, tjcm~ ·ав·а крутост се назива и констанЈ!Ј.!! o!JJJY.Т:fi (spring 
constant). Реципрочна вредн~с~ крутости зoвe.~ce .. /cqfiq'{fliepцcmuнa оf!руге 
(С= 1јс), димензије [L/F]. Карактеристика опруге представља, дакле' 

издужење опруге услед јединичне силе.· 

На пример, када сиЈiа F=200 kg издужи опругу за ·1 cm тада је крутост опруге 

с= F/fs=200 kg/1 cm=200 kgfcm. 

Занемарујуhи масу опруге и трење, а пошто се тежина (mg) 
поништава са нормалним отпором подлоге (Fn), ·то се кретање врши 
само под утицајем силе еластичности 

опруге (ех), која је сразмерна издужењу 

опруге. Према томе је диференцијална 

једначина кретања 

mx= -ех, 

истог облика који смо имали и код хар

монијског кретања (9). 

Уместо хоризонталног осцилатора 

примењује се и вертикална o~ЦU)lamop. 

Ради постављаља диф. једна·чине кретаЉа 
разликоваhемо два случаја. Нека је о 

опругу АВ обешена маса т под коју је 

подметнута подлога (Р), (сл. 1.6. а). Из
макне ли се подлога (Р) наступиhе осци-

а) 

Ь) 

1 

~z 

Сл. 1.6. - Вертикални хармо
нијски осцилатор са подлогом 

лације у вертикалном смеру, па је диф. једначина кретања · 

.. 
mz= -cz+mg, 

односно 

· ·.;+w2 z- а 
~ -ь· 

(16 а) 
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Она има облик нехомогене диф. једначине другог реда са константним 
коефицијентима, па је општи интеграл једнак збиру општег интеграла 
хомогене једначине и партикуларног интеграла нехомогене, тј. 

z=A cos шf+В sin шf+(gјш2). 

Ако су почетни услови кретања: за t =О, z0 =О, z
0 

::::=О, онда су кон
станте А= -.gjw2

, В= О, па је партикуларни~ интеграл 
.· 

- g G 
z =- (1-cos rot) =- (1-cos wt). 

w2 с 
(16 Ь) 

Највеhа амплитуда добија: се за полу период Тј2 = л:јw и износи 
Zmax = 2gjw2 = 2 дl = 2 /,, где је ~~ =. fs издужење опруге под утицајем 
тежине О= mg, које износи ls = Gjc = mgjc = gjw2 • 

На пример, ако је 0=100gr, c=20gr;cm биhе {1)2=cfm=cg!0= 196, тј. ш= 14(1/sec), 
па је ls=Ofc=5cm и z=5(1-cos14t). · 

Сл. 1.7, - Вертикални хармо
нијски осцилатор без подлоге 

У другом случају претпостављамо 
да је маса (т) обешена о опругу АВ, 
крутости с, (сл. 1.7. а). Под утицајем 

тежине О= mg наступиhе · издужење о
пруге за дl=fs=mgjc=gjw2, па he мате
ријална тачка (m) заузети равнотежни 
положај О, (сл. 1.7. Ь). Ако се сада изве
де из равнотежног положаја (сл.1.7. с), 

и пусти наступиhе осцилације у верти

калном правцу око равнотежног поло

жаја (О) па је диф. једначина кретања 

mz'= -c(z+f,)+mg= -cz-cf:s+ 

+mg= -cz, 
те је 

(17 а) 

тј. хомогена једначина са константним коефицијентима. Решење овg 
једначине је 

z = А cos ш t +В siп ш t. (17 Ь) 

Дакле, у овоме случају теЈ/сшi.а терета (О= mg) не.ма више утицаја 
на осциловшье, Пошто се уравнотеЈЈсuла са сило.н еластичNости оПруге, 

О= mg= cfs. Овим се проблем свео на проблем хоризонталног осцила
тора, тј. на осциловањ~ масе око равнотеЖног положаја (n). 

Закон кретања зависи од почетних услова. 
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1.3. I<рутости sавојних опруга. -'- Крутости завојних опруrа, кружног попреч-
1 . • • 

ног пресека, могу се одредити експериментално и рачуном*. 

Експериментално се мерењем одреди лако период 

осциловања бројањем пуних осцилаuија осцилатора у 

једној секунди или једној - минути а пrи устаљеном 

осциловању, па је T=1/f=2rrfw. Када сепознајепериол. 
тада се крутост може одредити рачуном: 

/ 

с= т w2=m (2rr/T)2 =4 л2 GfgТ2= 4 :r.2 О n'2fg=Fff,. (18)· 

Код фундамента машине сила еластичности је сила 

потиска земљишта. Означимо са Cz силу потребну за 

сабијање јединице запремине ремљишта, онда је крутост 

c==Fp//s=CiA[s/fs=Cz А [kgfcm), (18') 

јер се коефицијент Cz мери јединицом kgfcm3. 

Проучиhемо само цилиндричке и коничне опруге, 

ма.пог хода, тј. такве код којих можемо сматрати да. се 

сваки завојак налази у равни управној на осу. 
l'' 

а) Цилиндрuчl{а oilpyгa. - Нека цилиндричка 

опруга, кружног попречног пресека (d), има N аl{тивни:х 
завојаl{а, онда је њена дужина~L=2Rf(N, где је R полу
пречник завојнице, (сл. 1.8. а)~ Ако је слободан крај 
опруге изложен дејству аксијалне силе затеза~а Р, онда 

ову силу можемо редуковати на тежиште попречног пре-

. сека, (сл. 1.8. Ь), па hемо добити трансверзалну силу и 

спрег момента 'imt=F R. Укупни тангенцијални напон биhе 

Tmax= gл . . t r+ !._=!_[2 R +1]. 
lo А А г 

где је г полупречник поriречног пресека: С обзиром на 

однос R /г:> 1 може се јединица занемарити, па је по

пречни пресек изложен_ "с:!!::М:!!~,.Ј!.Б_Щању,. М()ментом~ .. Ј:R.:. 
При издуЖёЊ~уоnруrе.sа ~~ мора. раiiсИЛе р бити једнак 
деформационом раду при увијању, па је 

1 'im2 L F2 R2 L 
Ff- 1 

-2 s~ 20/о- 20/о' 

тде је G модул клизања** (смицајни модул). 

Из горње једначине можемо лако одредити изду

жење, крутост опруге (torsioпal rigidity) и потребан број 
активних завојака према обрасцима: · 

64 N R3 Р G d4 G d4 [s 
f 5 = о d 4 р; с= f 'i = 64 N R-=a ; N = 61 /(3 F (19) 

Ь) 

Сл. 1.8. - Цилиндричка 
кружна завојна опруга 

Сл. 1.9. - Конична кружна 
завојна опруга 

* Отпорност м а т е р и ј а л а, 3. изд., Београд, 1962, чл. 5.7. 
**За чељик је 0=8·105 kgfcm2• 
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Ь) Конична olipyra. - У случ:ају конич:не опруге, кружног попреч:ног· пресека, 
преч:ника d, малог хода, пројекција эавојнице на раван }правну на осу је спирала 
(сл 1.9.), једнач:ине r=Rt+krp, па су dr=kdrp и .R2 =R1 +k·2Nя. Како је елемент 
эавојнице ds=rd~ то је дужина 

: R2 

L= .fr~\~=,2RsлN, где је Rs= 1/2(R1+RJ. 

Rt 

Занемарујуhи утицај трансверэалне силе, иэједнач:ењем рада силе F. и дефор 
мационог рада при увијаЊу биhе 

1 . F2 2 N я .
4 4 A=Adt, -Ffs= -- --.- (R2-R1), 

2 80/о R2-R1 . 

па иэ ове једнач:ине можемо олредити иэдужење, крутост и број активних эавојака 
опруге према обрасцима: 

РNл · 
ls= 

2010 
(R1+R2) (Ri+R~); 

F Od4 

С= 

fs 
(20) 

N= Od4 fs 

16 (R1 +R2 ) (Ri+R~) F 

1.4. Спревање опруга. - Ако је више опруга везано у пара-. 
лелну или редну везу, а различитих крутости, могу с~ заменити једном 
једином опругом еквивалентне крутости (Ersatzsystem ). 

л 
% //. 

C4z Ct С з 

. 

с) ст 
' 

~т_ с2 vi а) Ь) ~1\fV\JVW 
' ' 

Сл. 1.10. - а, Ь) Еквивалентна крутост двеју 
паралелно везаних опруга 

с) Паралелно спреэање опруга 

а) Паралелна сПрега . 
....:.._ Ако је маса т везана 

двема паралелr:им опру

гама крутости с1 и . С2 , 

. (сл. 1.10. а), онда се обе 

опруге могу заменити јед

но м опругом, крутости с t 

(сл. 1.10. Ь). Пошто маса т 
добија услед силе G вер
тикаЈIНО по·мерање fr то 

he се и опруге издужити 
sa исту дужину 

fs=f1=f2· 
ј 

Силе еластичности опруга морају стајати у равнотежи са силом F, па је 

G=F1 +F2 • 
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Како између издужења (/1), сила (F;) и крутости (cz), према Хуковом 
::,акону. еластичuости, постоји однос f1 :z;= Ftfc1, то, с обзиром на горњи 
однос,·. добйјэмо да је 

(21 а) 

· Ј: случај~ .иаралелне 13езе двеју oupyra lcpyJflp~Jll~J~I(?liEJaлeнm~~:e Olif!Y~e, 
је j:l!нlJ.~g=·~~~ei~~~p}lJtПX~иiљ..~oЋ/5yГa.~~·· ~·· ···· · ··~ · · "·· ·· ·· ·· · " · ~ 

За n паралелно везаних опруга еквивалентна крутост је једнака 

збиру крутости свих опруга 

n ~· 
с= 'L с,. 

i=l 

(21 Ь) 

На сл. 1.10. приказани су случајеви паралелног спрезања. 

Ь} Редна clipeгa. Ако је маса т обешена о две опруге које су 
редно везане; (сл. 1.Jl. а), онда је укупно издужење 

fs =f1 + f2= (G/c1)+(G/c2) = 0/с 
па је крутост еквивалентне опруге 

1 (22 а) 
с 

У случају редне clipeгe рециuрочна вредност кpymocmu еквивале~Шfiе · 
оuруге једнака ie ЗбiiјЈу рёЦирјiоЧних вреiiноСШи кpymociizu li()jeдuнux оuруга 

а> Ы с) 

Сл. 1.11. - а, Ь) Еквивалентна 
крутост двеју редно везаних 

опруга, с) Редно спрезање опруга 

а) ~т 

Сл .. 1.12. - Мешовито спрезање 
о пруга 

За n опруга везаних редно биЬе 

1 n. 1 
=~-. 

с i=l ci 

На сл. 1.11. с приказани су случајеви редног спрезања. 

(2.2 Ь) 
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~) Meшoвullia спрега. - Мешовита спрега састоји се из паралелних 
и редних веза, па еквивалентну крутост треба поступно одредити 

према обрасцима (21) и (22). На пример, за случај представљен на 
сл. 1.12. биhе 

а) 
1 1 ' 1 (с1 +с2) С3 +-; С= 
с ' с1 + с2 . С з с1 +с2+сз 

Ь) с= Са+ Сз4 = с1 с2 
+ 

Сз с4 

с1 +с2 Сз+С4 

1.5. Метода енергије. - Кинетичка и потенцијална енергија 
хармонијског осциловања дате су изразима (15 а), па се, због релација 
2 sin2 оо t = 1-cos 2 оо t, 2 cos2 w t = 1 + cos 2 w t, могу написати и у овом 
облику 

Ek= 1
/ 4 mR2 w2 {i-cos2rot); Ep= 1/ 4 cR2 (1+cos2wt), (23) 

те се види да су периодичке функције и да· се хармонијски мењају 
кружном фреквенцијом 2 w. 

За два карактеристич;На положаја - 1° најудаљенији и 2° равно
тежни - биhе енергије: 

1° i=O; f=kT/2=knjw; x==Rcoskn= ±R; х=О; k=1,2, ... , n; 

Ek=O; Ep=Epmax=cR2/2=E; 
(24 а) 

2° f=(2k-1)T/4=(2k-1)nj2w; х=О; x=:т=Rw; 
(24 Ь) 

Из предњег се види да у равнотежном положају (р~ .н:а , 
највеhу вредност а тиме ~ кинетичка енергија,. док су х= О и потен
цијална енергија једнака нули. Највеhа кинетичка енергија једнака је 
тоталној механичкој енергији Е. Обрнуто, у најудаљенијем положају 
е амплитуда највеhа / Xmax/ = R, брзина је једнака нули, na и кинетичка 
енергија, док је потенцијална ен е р ги ја највеhа и једнака тотално ј меха
ничкој енергији Е. Према томе су амплитуде кинетичке и потенци
јалне енергије једнаке тоталној енергији па су 

Ek= 1
/ 2 E(l-cos2wt); Ер= 1/2 Е (1+cos2шt). 
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Дијаграми промене енергија приказани су на сл. 1.13. где се шра
фирани део односИ на кинетичку а нешрафирани део на потенцијали у 
енергију. Екстремне вредности ових енергија су, дакле, 

(25 а) 

а у сваком тренутку је њихов збир константан и . једнак тоталној~ 
енергији, јер је кретање конзервативно и према томе важи закон о 

одржавању механичке енергије. Изједначењем тих вредности добија 
се квадрат кружне фр~квенције хармонијског осцилатора 

Ekmax = Epmax =Е; ш2 = cjm = cgjG. (25 Ь) 

Е р 
.ыt 

Сл. 1.13. - Дијаграм промене кинетичке и потенцијалне енергије 

Ова се· метода назива метода енергије· и први ју је применио енглески 

физичаQ .. лорд .Рели . (lord Rayleigh, 1842. - 1919.) у чувеном делу 
"Т!ГеlГгу '(;(-~So~nd1~~····тs94·:$··roДи~e. Она се примењује и у отпорности 
материјала за одређивање /(ритичне силе а!(сuјално upumucнymoг шmaua*. 

Потенцијална енергија је једнака негативном раду, ла је (15 Ь} 
интеграл енергије, .те помоhу њега одмах одређујемо брзину и без 
интеграљења диф. једначине осциловања. Тако је 

6-Ek=A= -Ер; Ek+Ep =Е= const, 

интеграл хармонијског осциловања 

'2 '2 2 '2 '2 2 2 2. 2 2 • 
1/

2
m(x -хо)=-1/2 СХ; х =Xo-w х =w (R -х); Xo=Rw. 

Када једначину (9) помножимо · идентитетом х d t == d х а како 

xjd t, то интегралењ~м добиј"амо 
. . . ( .... 

Х d t(m dXfdt) +ех d х =\mX dX+cx dx 

----+--0-!fп-орност. материјала, ч л.· 12.5. 

mx2 + 1/ 2 сх2 = Е= С, 
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па је обратно 

dE=mxdx + cxdx = mxxdt+cxdx=(mx+cx)dx=O. 

Пошто-је d х=;:О добија се· диф. једначина осциловаља (10). 

Овим поступком, дакле, можемо помоhу методе енергије писати 
и диф~ренцијалне ј~дначин~"_Q.~Ц!!ЛОваља. Код вертИкалног хармонијског 
осцилатора··с:а-··подЛОго·м··ссЛ. 1.6.)~-.ен~ргије су . 

Ek-= 1
/ 2 mz2

; Ep= 1/ 2 cz2 -mgz, 

јер тежина терета врши рад при изДужељ у опруге, ·те следи 

d (Ek+Ep) = d (1/2 mz2 + 1/ 2 cz2 -mgz) = (mz+cz-mg) dz= О, 
јер је z di = ( dzjdt) · Z'dt . ctt~ па се добија једначина (lба). 

Ko:Zi вертикалноr хармонијског осцилатора без подлоге потенци
јална енергија има два дела: прираштај потенцијалне енергије дефор
маЦије опруге и потенцијалне енергије масе тела 

• 2 
Ek = 1

/ 2 тtzz2, Е р= Ер1 + Ер2 = [1/ 2 с (z+ fs) 2 - 1/ 2 cfs]- mgz= 1/ 2 CZ2, 

јер је ls = Gfc. Како се опруга иЗдужила за fs до новог равнотежног 
-положаја (О) ~то се утицај- теже поништuо са силом деформисаља, 
те се енергије рачунају од новог равнотежног положаја (сл. 1.7.), па је 

-d (Ek +Е р)·= (mz dz+ cz dz) = (mz.+cz) dz= о. 

1.6. Утицај масе опруге~ Редукција маса и круто с ти о пруга. 
Методу енергије примениhемо за одређиваље утицаја масе опруге 

i. 

на кружну фреквенцију вертикалног осцила

тора (сл. 1Ј4. а). Претпоставиhем-о да је опру

rа хомогена, дужине l у недеформисаном ста
љу, те је можемо.сматрати танким штапоммасе 

m1 =р' l, где је р' линијс~а густина (линијска 
специфична маса, маса једи~ице дужине). Даље 

иретпостављамо да је ова маса доста мала у од

носу на масу терета (rrz.1<_m) те не утиче на облик 
осциловања, ·што значи да не утИче на потен

цијалну енергију веh само на кинетичку енер

гију система - маса оnруге - терет. Може-
Сл. 1.14. - Примена Рели- мо сматрати да се врши издужење опруге 

јеве методе енергије (танког штапа) под утицајем аксијалне силе 
на слободном крају (В) која је једнака тежини 

терета G = mg. Посматра ј мо елемент дужине d и опруге (штапа АВ) 
ua удаљељу и од т~чке вешаља (А) и означимо са d z издужење краја 
(В) штапа, онда према Хуковом закону аостоји оДнос · издужеља 
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dи: dz =:-и :1 (сл. 1.14. Ъ ), па у томе односу стоје и брзине и z = и : l, 
где је z брзина осциловања терета (m). Према томе су енергије система 

Закон осциловања око новог равнотежног положаја (сл. 1.7.) је 

z~z0 cosQt, па су Zmax=Z0 , Zтax=Z0 0, где је Q 1еружна фре!Свенција 
овог осциловања (Q:#w). и.зједначујуhи максималне вредности енер

гија добијамо 

_Ekm:~x = Epmax; 
' с 

Q2=-; 
т* 

где је т* реду1еована маса 

Т*= 2 :rr = .2 :rr 1/m* =Т 111 + 1 р., 
Q wYm ·У 3 

m*=m+ 1/ 3 m1; p.=m!fm. 

(26 а) 

(26 Ь) 

. Она је једнака збиру масе. терета и треhине масе опруге. Дакле, под 
горљим претпоставкама маса опруге учествуј~ ~<:(1!\f<)~::J. ~3%~~«=l3oje_в~лli.~ 
чине и повеhава период осцило_в~ња (Т*). Када је маса опруге мала 

тада Јё }i ~·т~ ·па је Т*~ т: · 

· _ Појам реду~еоване масе као и реду1еоване !Cpylliocmи оПруге приме

љује се и у другим случајевима када се систем маса· или систем 

опруга ·редукује .на једну масу од-

носно на једну опругу, тј. на систем а) 

са једним cllielieнoм 

Сл. 1.15: - Редукција маса 

·Нека је на хомогени крути 

штап АВ, дужине l, чију масу за
немарујемо, на·сађено више концен

трисаних маса (m1). Штап се може 

обртати око зглоба А а у равно
тежном положају га придржава о

пруга CD, крутости: с, (сл. 1.15. а). 
Иако систем има Bliilie _маса, због 
!CpyЩocfiiи шllia~a, Иll,1a caмojeJJ:::tli СI~пен слобод~ ~~ет~њ~, јер се поло
жај маса може. оДред~тИ .. nомоhу генералисане ко'Ордйнате ср. Означимо 
с~ а; положаје маса m1 од ~ а са а положај тачке D, онда су поме-
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рања маса и тачке D, тј. издужење опруге и брзине, (сл. 1.15. Ь), 

Кинетичка и потенцијална енергија система су 

. ~- '2 "2 ~ 2 
Ek= ~ 1/2 miyi=CfJ ~ 1/2 miщ; 

i i 

па је због ~ d ~ = ~ d q>, једначина 
··~ 2 2 ~ d (Ek+Ep) = (q> ~ m1 щ +са <р- g kJ mi а,) dq; =О, 

i i 

односно 

Квадрат кру жне фреквенције је 

где је т* 

n 
w2 == сјт*; т*= L тi (atfa)2 , 

i=l 

(D). 

(27) 

У случају да је на штап насађена само једна маса т на удаљењу а 
од А, (сл. 1.16.), а да ш~rап придржава више опруrа крутости с1 на уда-

љењима а1 од А, онда, слично прет
ходном поступку, добијамо да су : 

Сл. 1.16. - Редукција крутости 
о пруга 

па је једначина 

n 
•• ~ 2 

тa2 q>+q>~ CtGz-тga=O, 
i=l . 

те је кружна фреквелција 

w2 ~ ~c1ai _ LCi(aifa)2 _с*. 
- ma2 - т - т' 

n 

с*= ,L с1 (а1ја)2, 
i=l . 

(28) 

где је с* редукована кpyllioclli система оuруга на конценlliрисану~мдсу. (m) 
'"' ~ ~~ -~-~'·~ . 
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1.7. Попречне осцилације греде са једном :концентрисаном 

масомо - На лакој греди АВ, распона /, чију масу занемарујемо 

(М=О), налази се концентрисана маса (терет) тежине G=mg (сл.1.17.а). 
Услед дејства терета (G) rреда he се деформисати и оса rреде АВ 

прелази у еластичну линију 

греде, па he се добити нови 

равноШеЈЈсни Положај. Тада се 

као и код вертикалноr хармо

нијскоr. осцилатора тежина те

рета (О) уравнотежила са си

лом .еластичности опруге (овде 

флексионе опруге, G = mg = cfs, , 
г де је fs статички у ги б Пре

сеЈе а греде . у коме дејствује 

концентрисана сила F =О, а с 
је 1cpymocm оuруге). 

Када се сада маса (т) из

веде из новог равнотежног 

положаја и пусти наступиhе 

осцилаЦиЈе масе око новог 

равнотежног положаја, пз су 

према (17 а) енергије и једна-

чина осциловања 

Ek = 1ј2 my2; Е р== 1ј2 су2; 

Кретаље је хармонијско осци

ловање, кружне фрекве}lц~је w. 

Из отпорности материја

ла* је познато да је статички 

уrиб греде на ·месту дејства 
концентрисаног терета једнак 

fs = F а11 , ··где је а11 Maxwell-oв 
утицајни иоефuцијент . за uо
мершье, тј. једшшчни угиб (уrиб 

услед дејства једнничне силе). 
Према томе биhе крутост, 

* Отпорност материјала, стр. 161. 

2 Теорија qсцилација 

а) ~ а t.m 
ь f у 

ы z ! 1 
1F=1 

~~ ~ ll,c:д=t · Fв==тЈЈ 
м ш 

с) 

Fa 
'IR~ е) в 
~Ј А 

Jljl' 

g) 
. 

. . . M(f) . . .. 

е с . 

Сл. 1.17.- Попречне осцилације масе на греди 
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·кружна. фреквенција и период осциловаља 

w2- .!:__- _g_. 
- т - Gcc

11 
' 

Т= 2 .тr = 2 .тr lf G ан . 
w~ V g 

Закон осциловаља за почетне услове t = f0 , у= У о и У о= О је 

у= А cos w t +В sin w t; у= у0 cos w t, 

(30) 

(31) 

где је оса Ау усмерена наниже. како· се ради и код одређиваља угиба. 

Међутим, често се у техничкој пракси осциловаље рачуна од 
равнотежног положаја АВ, као да је лака греда хармонијски осцИлатор 
са подлогом (сл. 1.6.). Тада је диференцијална једначина облика (16 а) 
па је решеље 

.. 
my+cy=mg; у= А coswt+Bsinwt+(gfw2). 

Како су сада почетни услови за l==O је у0 =0 и у0 =0, где је у мерено 
од осе Az (равнотежног положаја АВ), то су константе А= -gfw2 = 
= -mgjmw2 = -0/c=fs, 8=0, па је закон осциловаља 

Y=fs(1-coswt); fs=Ga11 , W 2 =gffs· (32) 

За <J.?f=.тr доби~а се Ymax=2fs· 

Овим се проблем одређиваља кружне фреквенције и периода 
осцмловаља свео на одређивање yruбa греде испод концентрисане силе 
односно на одређиваље утицајног коефицијента. 

Као што је познато из отпорности материјала* угиб пресека на 
удаљељу z од левог краја греде (просте греде сл. 1.17. а или конзоле, 
сл. 1.17. d) услед дејства концентрисане силе Р у пресеку удаљеном 
за а од левог краја може се одредити помоhу једначина еластичне 
линије 

а) за йросту греду 

ls=Fk[cp(z, а)+ lx(z, а)] (33 а) 
Ь) за нонзолу 

ls=Fk ['-)r(z, а)+ lx(z, а)], (33 Ь) 

* Отпорност материјала, стр. 161. 
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rде су <р, '1-r и х Oreen-oвe сliецијалне инфлуентне футщије: 

1 z ь [ ( ь )2 ( z )2] q>(z,a)=б//1- l - l ; 

o/(z а)=-,- - 3--- · 1 ( z )2 [ 'а z] 
' 6 1 l l ' 

6
1 (~z а)3· Х (z, а)= 

Ь=Ј-а; 

l ~а+ Ь; 

19 

(34) 

Овде су: а пресек у коме дејствује терет (F = G), z пресек у 
коме се тражи угиб, k = 13/(}3 коефицијент т;иliкости греде (јединице 

cmjkg), (}Ј= Efx саво јна крутост греде (јединице kgcm2). За пресеке лево 

од концентрисане силе (z <а) узима се само део лево од "масне црте" 
(1), а за пресеке десно од терета (.:>а) узима се и десни део од 

масне црте, тј. цела једначина. При овоме је претпостављена да је 

координатни почетак у левом ослонцу (укљештењу) А и да је +Ау 

оса усмерена наниже како би се добили позитивни угиби. 

За одређивање утицајног коефицијента треба ставити F = 1 па је 
утицајни коефицијент за пресек у коме дејствује јединична сила 

а) за џросту греду 

Ь).за конзолу 

а; - . • k (а )3 
11

- S l ' 

[3 
k=-; 

(},3 

f3 
k= 

(35а) 

(35 Ь) 

За одређивање утицајних коефицијената користи се и графоана

литичка метода. Дијаграм ~омент~у~~е~ je.li.~-~!:I~J!2!'.9IIТepeheњa{F-= l) 
треба узети за ново "фикmTГВнo~_J!11IiiiiiiБii1!!д.:~1 ... тада је трансверзална 
сила у ПреСёку··--nоДељена~круТоmhу ((}Ј= Elx) наги б а ~2-~~!!!.!!9Љ~}ЬеН 

угиб односно _ _. --~--~ 

На пример, за случај просте греде (сл. 1.17. с) биhе 

Р= 1; F А =Fbj!=.bjl, Рв= ajl; lit =а2 bf2!; lJ2= аЬ2/2 l; 

liA=[lit· 2 af3+lJ2 (l-2 bj3)]fl, 
па је 

а:11= [ffA a-lJt а/3]/'В= 1/3 k (а/!)2 (bf/)2 

те се добија иста вредност као и (35 а). 

2* 



Из отпорнОсти материјала познато је да између деформационог 
рада при ·савијању и угиба постоји овај одЕОС 

А4~ ~ - 1-· Ј MJdz; ls = дAdr = }:_!_Јмf дМt dz. 
2~ дР ~ дР 

За ·случаЈ Јединичне силе парцијалнИ извод д М1јд F је ј~днак моменту 

услед. јединичноr: оцтереhења, па се утицајни коефицијент, За пресек 

испод силе може одредити ови.м обрасцем 

(36) 

где знак збира показује да изразе за моме~т треба узети лево и десно 

од пресека у коме дејствује сила. 

Тако добијамо 

а) за Просту греду (сл. 1.17.Ь): 

FA~bjl; Fв=ajl; мШ=Ьzјl; 

1 [ {а( Ь )2 {ь( а · 2 · Ј а2 Ь2 а11 =- --z.dz+ -z).dz =--; 
~ . l ' l 1 3~1 

о о 

Ь) за ICOflЗOЛY (СЛ. 1.17. d, е): 
l 

М<1 > = z; · а11 = _!_ Ј z2 d z = Ј:_ = k 
. ~ . 3~ 3 

о 

с) за греду са иреиусшо.м (сл. 1.17. f, g), ВС;;:=; с, биhе: 

FA~ -cjl; F.в=(c+l)/1; М\1)= -czjl; м&1>=z; 

1 [ Ј
1

(с z)2 Ј.с ] с2 а11 = ~. l dz+ z2 dz = 3 ~ (!+с). 
о о 

Код статички· неодређених носача треба претходно одредити ста

тичке непознат~ па онда угибе услед силе и ових непозн~тих. 

Важнији случајеви датrt су у таблици 1.1. 

Чест је случај у пракси да је концентрисана маса обешена помоhу 

опруге која је везана за греду. Тада сматрамо да су флексиона опруга 
,"""'-"""'''"'""~""-~•~-"~•''"~; r~• "' ' ' ' ' '' ,,,, ''"-"-•~·-•· ~·--,,, 



о 
0.. 
\0 

~ 
О) 

0.. 

1 

Случај 

1а 1 a=b= 1/ 2 l 

.2 ~а4ь3 
2а 1 а== l 

д__ ..... 

3 t-~ml Ь t 
!'-. 

За а;Ь= 1f2 l 

4 

Утицајни коефицијент 

а: н 

~~(~У (~У 
f3 

48~ 

3/~ (;у 

[3 

3~ 

Таблица 1.1. 

Крутост 

С:= 1fa:11 

3~ 1 ---
[3 (ajf)2(b/l)2 

48~ 

ЈЗ 

3~ 1 -.-
[.3 (af/)8 

3~ 

zз 

12~ 1 1 

1:~ ШЂ)' ( 3+ ~)118.( 3 +~) ·ш· ш· 
7 /3 

768 ~ 

~ (!!_)3 1 ь \3 
3~ l 

110~ 
~-~3-

3~ 1 

/3 (а/1)3 • (b/l-)3 

~ = Е fx = const, крутост при савијању (flexural rigidity) 

Квадрат кр. фреквенције 

1 
roZ = т «11 

35В 1 ---
m/3 (a/f)2(bjf)2 

48~ 

mzз 

3~ 1 

mzs (af/)3 

3~ 

m/3 

12~ 1 1 

Период осциловања 

2л 1 Ј-Т:::: ~ = 2л Vma:11 

2л у ;~ ( ~у ( ~у 
2л v· m/3 == ~ 1;1 т Ј3 

48 ~ 2 ' 3 ~ 

2лу : (~У 

2rc 11 т/8 

v 3~ 

---

( 3+ ~) (f)' (-1)'1 2~ V1~~ ( 3+4)( Т)' (4)' m/3 

110~ 
g~ --;;;z;-

3~ 

mzз 

11 т f3 
~ 2л V 110~ 

2rc v ~ ~ ( ~ ) 3 ( ~у 

~ 

::::1 
"С 
с.> 
t:tl 
о 
~ 
:s: 
::х:: 
:s: 
п· 
t:z:: 
о 

:><: 
~ 
"С 
:::: 
о 
::х:: 
:s: 
п· 
t:z:: 
о 

о 
n 
Ј:: 
:s: 
::с 
о 
t:tl 
~ 

tF 
(1) 

1:-V 
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(греда)? и опрУЕ~--Ј,!~_заtЈе~.дедий~(сл."1.18.). За слуqај масе на половини 
расrtона~ПроСте rреде (сл. 1.18. а) биhе: 

1 1 1 1 k 1 
-=-+-=ан+-::::-+-; 
с с1 с2 с2 48 с2 

док је за слуqај конзоле (сл. 1.18. Ь) 

Спрезање крутости опруга за

виси од начина постављања масе (m) 
на греди (флексионој опрузи). На 

сл. 1.'19. приказана су три карактерис
тична случаја постављања. У првом 

а) 

Ь) 

А~ 

1 = 2:rr 1/ т_ .• . v с ' 

т clc: 

(37 а) 

(37 Ь) 

в 

lв 

Сл. 1.18. Редно спрезање флексионе 
и завојне опруге 

Сл. 1.19. - Карактеристични случајеви: 
постављања масе на· греди 

случају (сл. 1.19. а) маса је неПосредно стављена на греду а за масу је везана опруга. 
те је веза flаралелна, па је 

1 
С=с1 +с2=- + с2 ; 

((11 

k 
а: - . 

11 - 192, 

У другом случају (сл.1.19. Ь) греда је прекинута и оба су дела везана згЈiобо.и о којк 

је обешен терет,· а опруга је везана за зглоб, те је веза опруга. Паралелна, па је 

. У треhем случају (сл. 1.19.с) је веза опруга редна, те је 

1 1 k 1 
. - =а11+ = +- · T=2JТYmfc. 
с С2 192 Cz ' 
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Као и код хармонијског осцилатора (сл. 1.14.) може се помоhу 
методе енергије узети у обзир и маса греде ("маса флексионе olipyг~(l) 
и иста редуковати на тачку у 

којој дејствује концентрисана 

маса (сл. 1.20. а). 

Закон осциловања кон

центрисане- масе (m) за случај 

да се осцилације рачунају од 

равнотежног положаја АВ гре:. 

де дат је једначином (32). 
Претпоставиhемо д~ и св~~п~
ментарне масе ( d м)~·масе гре-
де М осциЛују-··-псгi:Ј~~'ГQ~~-аа-

.1 

а) 

'!.~1ЫП!!Y_,1~!&.~~!!7JJJIJu.Yдa ... e~~.~~f!~'iCJ,~ 
линија Просте гјЈеде услед кoн-

fi~~lf/iziiGQ~-~~··:~f~~~"·-~IE:ii:[/;:ПГg).' 
Сл. 1.20. - Утицај масе греде 

Означи мо са Ys угиб елементарне масе d М= q d zjg, где је 
јединице дужине греде (kgfcm), онда важе ове релације: 

у= fs (] -cos wt); у= fsw sin шt; 

11 = Ys (1- cos w t); 1i =;= Ys w sin w t; 

те упоређивањем добијамо 

11 У~ = -;- = -; llmax 
У У fs 

Ys · 
Т: Утах= Л/:,Ш· и (z). 

q тежина 

(38а) 

(38 Ь) 

(39) 

Угиб пресека лево од концентрисане силе (Р) и угиб испод 

силе (Р) износе 

Fl3 Fb 
Ys= -cp(z, а)= -({l2 -b2)z-z3]; 

~ бЧЈ/. 
(40) 

па је однос угиба 

где се функција ll1 (z) односи на леви део греде (z <а) а ud (z) на 
десни део греде. При томе се а и Ь и координате zco и Z(d) мере од 

ослонаца до терета (Р). 
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Кинетичка енергија система састоји се из енергија масе (т) и масе 
греде (М). Екстремне вредности од обе енергије једновремене су, 

те је· максимална кинетичка енергија система 

1 2 2 ~ f 1 qdz · 2 (m) (М) 
Еkшах= 2пzfsw + ki 2 Т Чmax=Ekmax+Ekmax, 

пошто је максимална кинетИчка енергија масе греде 

. (М) ~ f 1 'q d Z: 2 2 2 (. ]2 d 
Ekmax= .kJ 2 ТА fsw u(z) Z= 

Редукована .маса Просше греде (М*) на прес.ек у коме дејствује 
концентрисана маса (m) износи: 

м 
М* = { 15 ( а7 + ~7) - 42 ( а5 + ~5 ) + 35 ( а3 +~а) + 

420 а4 !32 

+ 42 а:2 ~2 (а з+ ~s1 + 35 а2 132 (а+ 13 ) (а.~_ 2) } , 

где су а= afl, ~ = bfl. 

(42) 

Максимална потенцијална енергија греде је енергија масе (m), 
те се према методи енергије добија 

Е _ Е . 1 /2 2 ( М*) _ _!_ /2 _ _Ј]_ 
k max - р т ах, -2 · s W ПZ + - 2 С s - 2~ ' 

ан . 

па су кружна фреквенција и период осциловања 

с 
w2=---

m+M* 

1 

(m+M*)a11 

Т= 2 
.11' = 2 :rr V (т+ М*) а11 • 

(t) 

(43) 

(44) 

На пример, када је маса т на половини распон а просте греде тада је а=~= 1/ 2 , 

па је редукована маса rреде 

64 1 17 
М*=М ·- [15-168+560+42-245]=- М. 

420 64 . . 35. 

Стога су кружна фреквенција и период осциловања 

2Jr 
Т=--. 

(1) 
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Код ионзоле оптереhене на слободном крају силом F биhе једна
чина еластичне линије и угиб испод силе (сл. 1.20. Ь) 

l 
Л=-. 

2fS ' 

те је максимална кинетичка енергија масе греде 

l 

М 2 2Ј 2 32 1 * 2 2 
= вzв t s w (3/ z - z ) d z = 2 м t s ш . 

о 

Редукована маса греде, кружна фреквенција И период осциловања су 

М*= зз м· 
140 ' 

1 [3 
ш2= . ; а11=-; 

(m+M:r.)a 3-~ 11 • 

Т= 2 тс = 2:r'/(m +М*) а11 • 
ш· 

(45) 

Овако бисмо поступили и у другим случајевима само треба знати 
једначину еластичне линије услед концентрисане силе и угиб пресека 
у коме дејствује концентрисана сила. 

Када је маса греде М< т, тада се њен утицај може занемарити. 

1.8. Попречне осцила

ције масе на струнњ. - На 

струни (нити) АВ, дужине /, 
која је у А и В затегнута ак

сијалним силама Р, налази се 

маса т (сл. 1.21. а). Када се 

маса изведе из равнотежног 

Qоложаја АВ управно на пра-· 

в~ц~труне и пусти наступиhе 
њено · осциловање око равно

тежног положаја под утицајем 

промене правца затезне силе 

-F t= !m F 
' А а--+----- Ь-----4! В • 

а) 

y~·F··т:_F.· .·-~·· а' Ы 
у 

cr /) · х 
А 

Ь) В , 

Сл. 1.21. - Осцилације масе на струни 

у деловима струне. ДиференцијаЛне једна чине кретања масе (сл. 1.21. Ь) 
биhе: · 

·· ~ (ь а) mx=~- X 1 =F(cos~-cosa:) =F --- =0; 
· · Ь' а' 

.. ~ (1 1) my=k/Y;=-f(sina:+sin~)~-F(tga:+fg~)=-F ---;_;+--;у. 
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Пошто су 

b'=b(I+e), a'=a(l+e), sina:~tga:, sin~~tg~, 

то је диференцијална једначина осцилоџања 

·· Fl ·· с ·· 
т У+-У= У+-У= у+ш2 у=О. 
· аЬ т 

(46 а) 

Осциловање је хармонијско, кружном фреквенцијом (l) и п е рио-

дом Т, док је крутост струне 

Fl 
ш2= 

с Fl 
Т== 

2n 
(46 Ь) С=-· = Gab g; аЬ' т w 

Овим се проблем осциловања масе на струни (.,ilробле.м осцило
вшьа ilepлe") своди на предходни случај само је друкчија крутост с. 

На пример, за а== b=l/2 биhе с=4 Ff!, па је ш2=4 Ffml и период Т=2я/ш= 
=л: У GlfPg. 

1.9. Слага~е колинеарних осцилација. - Две или више коли
неар~их осцилација различитих амплитуда, фреквенција и фаза могу 
се сложити у једну једину осцилацију колинеарну са овима. Када су 

осцилације и~~~~!!ЦИ~--Q~I!..t:~~~-~"~.Q~Y .. E~HXJ?G)~~, У .. l!Р<?!ИВНОМ су 
асинхроне. 

1.9.1. Синхроне :колин~!Ј!!Н~~Ј1С!l!Ы!.~!:!;I:Iје. _: Две синхроне коли
неарне осцилације, различитих амплитуда и ·помераља фаза 

могу се сложити у једну колинеарну осцилацију 

х= х1 + х2 = (а cos а:1 + Ь cos а:2) cos ср (а sin а·1 + Ь sin а:2 ) sin ср= 

=А cos ср-В sin ср, ср= ш t, 

која сменама 

А= а cos а:1 + Ь cos а:2 = R cos а:, В= а sin а:1 + Ь siл сх2 == R sin а, 

постаје 

х= Х1 + Х2 = R cos (ш t +с~). 

Амплитуда и помераље фазе износе 

R = V А 2 + 8 2 = V а2 + Ь2 + 2 а Ь со s ( а:2 - сх1 ) ; 

tg а= В = а sin а:1 + Ь sin сх2 
А а cos а:1 + Ь cos а:1 • 

(47) 

(48) 

( 49) 
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На пример, осцилације 

Х1 =3 COS (t+Jr/6), Х2=5 COS (t+n/2) 

слажу~ се у једну осцилацију 

х=7 cos (t+a:); R=7; ' tg а:= 13 VЗ/9; а:=68° 10'. 

Користеhи комплексне бројеве могу се ове две осцилације сабрати 
и графички помоhу закона сабирања комплексних бројева. Због тога 
узмемо ли једна чине ( 47) у 

комплексном облику* ~ 

тада је збир комплексних бро

јева нови комплексни број 

z = z1 + z2 =х+ i у = 

који је потпуно одређен ду Сл. 1.22. - Слагање колинеарних синхроних 
осцилација жом дијагоналом паралело

грама вектора са заједничком 

почетном та ч ком, (сл. 1.22. ). Његов 
на први вектор z1 биhе 

модул и померање фазе у односу 

1 z 1 = R= '/а2 + Ь2 + Z"аЬ l;.OS (а2 -сс1 ); 

NP Ь sin tge= ·___:_ = ; у=а2 -а1 • 
ОР a+bcosy 

Реални део nредставља резултујуhу осцилацију у х правцу а· имаги

нарни део осцилацију у у правцу, те су 

x=9l(z)=Rcos(wt+a1 +6); y=З(z)=Rsin(шt+a1 +9). 

Из изложеног видимо да се две колинеарне синхроне осцилације 

~жу. у једну~~ o<;:ч.~~~~~ц~1l.--~~'!'~~~2i~~~~-J[lf~g~~!!!!Ю:~.-~:=l~I=-_!!~ 
периода Т, али померене фазе (а= а1 + 9). Ако се вектори z1 и Z2 обрhу 
око тачке о консТЗнтном~уга~"н~-~~-брзi:iн.ом w онда се и њихов вектор-

* (cos cp±i sin cp)n=cos n cp±i sin n tp, (Moivre); ecpi=cos cp+i sin ср, (Euler). 



28 Т~орија осцилација 

ски збир z обрhе истом угаоном брзином око тачке О. Завршна тачка 
овог вектора ле~Ки на кругу полупречника R, једнаком амплитуди 

резултујуhе осцилације. 

На сл. 1.23. Приказан је пример слагаља колинеарних осцилација 

Х1 =3 cos (2 t+ 1/ 6 л), х2=5 cos (2t+ 1ј2 :r). 
Тада је 

R=7; tg 9=0,786; 9=38о 10', 
па је 

Специјални случајеви јесу: 

1° Ако је а ;/=Ь али је разлика почетних фаза 1/ 2 л, онда се пара
лелограм вектора претвара у llравоугаопшс, (сл. 1 .24. а)~ 

На пример, за X1 =acosrot, x2 =bsinrot,.биhe а.2 -а.1 ;:;::.лј2, паје R=(a2+b2)1f2; 
tg o:=bfa. 

2° Ако је а =f::. Ь а разлика фаза је а2 - а1 = 2 n я, онда је 

x=Rcos (wt+a); R=a+b; а=а1 =а2 • Када је у овом случају а= Ь 
тatr,a је R·= 2 а па се таласање назива јако (сл: 1.24. Ь ). , 

3° Ако је а =Ј=ь и а> Ь а фазна разлика је а2 - а1 = (2 n+ 1) .те онда 
је амплитуда R=a-b (сл. 1.24. с). Када је и а=Ь, тада је R=O, па 
тачка .мирује. 

Више сипхроних н:олинеарпих осцилација различитих амплитуда 
и померања фаза 



1. Праволинијска хармони}ско осциловање 29 

могу се сложити у једну осцилацију ·истог правца и кружне фрек

венције 

n n 
х= L xi= L aicos(шt+a,)=Acoswt-Bsinwt==Rcos(wt+a), 

i=l i=l 

где су 

а) 

iy 

Ь) 

iy 

с) 

iy 

n 
А=--~ ai cos ai= R cos а; 

i=1 

:т 

n 
В = ~ ai sin ai = R sin се, 

i=l 

(50 а) 

(50 Ь) 

ыt 

Сл. 1.24.- а) Фазна разлика тсf2; Ь) јако таласање; с) фазна разлика (2п+l)л: 

па су амплитуда и померање фазе одређени једначинама 

R = V А 2 + 8 2 , tg а= В ј А . . 
Како су 

(50 с) 
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то he квадрат амплиту де бити 
n n 

R2 = Е }.: aiщcos(al-aj)· (50 d) 
i=l J=l 

Геометријски посматрано проблем се своди на сабирање система 

ве~еШора са заједнич~еом liочетном Шач~еом. Резултанта је одређена 
завршном страном полигона вектора (сл. 1.25.). 

з: 

iy 
ыt 

Сл. 1.25. - Слагање више колинеарних синхроних осцилација 

На сл. 1.25. је показан поступак за осцилације 

1.9.2. Асинхроне Rолинеарне осцилације. - Две асинхроне 

колинеарне осцилације различитих амплитуда и фаза 

(51 а) 

могу се сложити у једну колинеарну осцилацију која може имати 

периодички или апериодички карактер кретања Што зависи од тога 

да ли су кружи е фреквенције w1 и w2 самерљиве или · несамерљиве 
величине. 

Ако се стави 

а= (а+ Ь)/2 +(а- Ь)/2; Ь =(а+ Ь)/2- (а-Ь)ј2; q>1 =W1 f+ au 

биhе 
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Како су 

COS rn + COS rn = 2 COS ~1 + <р2 COS q>1 - Ч> 2 • 
т1 т2 . 

2 2 
,, 

то је 

х= (а+ Ь) [cos <р, ;'Р• cos ср,; 'Р• Ј-

- (а--'- Ь) [sin q>1 + с:р2 sin q>1 - q>2 ] = А cos ср1 + с:р 2 - В sin ~1 + <1'2 

2 2 2 2 ' 
где су 

А= (a+b)cos Cf>t- с:р 2 , 
2 

B=(a-b)sin Ч> 1 -с:р2 • 
2 
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Смена ма А = R cos е, В= R sin е, обе се осцилације слажу у једну 
колинеарну осцилацију 

(51 Ь) 

где су амплитуда R и померање фазе а променљиве са временом 

R= (А 2 + B2)1f2= [а2 + Ь2 +.2 аЬ cos (ср1 - ср2 ) Г/2= f (f); (52)· 

t .е В' а-Ь t <4>t- Ч'2 е (t) g=-=--g = ; 
А а+Ь 2 

Када су кружне фреквенције самерљиве, тј. ако постоји однос 

где су р и q два цела узајамно проста броја а w највеhи заједнички 
садржалац (мера), тада је резултујуhе кретаље периодичко, периода 

(53) 

где су Т1 и Т2 периоди компонентних осцилација. У случају да су ш1 
и ro2 несамерљиве величине кретање има осцилаторни апериодички 

карактер. 
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На сл. 1.26. приказан је случај слагања~асинхроних осцилација х 1 =а cos wt, Х2= 
wt Зw Зrо 

=а cos 2 w t, које се с~оде .. на ""'~~~~одичко кретање х= 2 а cos 2 cos 2 t = С cos 2 t, 

јер су кружне фреквенције самерљмве ro 1 /шz=CJ?/2ro= 1/2; Т=2яјш=Т1=2Т2. 

х Ь) 

Сл. 1.26. - Слагаље асинхроних колинеарних осцилација једнаких амплитуда 

Резултујуhа · осцилација може се извести помоhу комплексних 

бројева (сл. 1.27. а) па је 
z=z

1 
+z2 =ae(ш1t+cc1)i +be(ш2 t+a:2)i 

Вектор z1 обрhе се уrаоном брзином ш1 око средишта О а вектор Z2 

изводи два кретања: обртно око своје почетне тачке А у га оном брзи-

.Ј: 

а) 

uзt 

Ь) 

Сл. 1.27. - а) Геометријско слагање асинхроних осцилација, 

Ь) Асинхроне осцилације х1 = 2 а· sin w t, х2 =а sin 2 ш f 

ном ш2 и преносио крета:Ње њеrове почетне тачке А. у односу на 
тачку о; Ако су оба кретања ucш~_~!!~l!.fia. заврШна тачка вектора z 
описује еuицшслоиду, у противном хиuоцшслоиду. 
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На сл. 1~27. Ь приказано је сабирање осцилација 

па је 
х1 =2 а sin ОЈ f= 2 а cos (ОЈ t-n/2); х2 = а sin 2 ОЈ f= а cos (2 ОЈ t-n/2) 

R(t)=aY5+4cosOJt; tgG= 1/3 tg(-OJ!/2); T=2njOJ; ОЈ1'/ОЈ2 -::: 1/2 • 
Кретање је uepuoдuч1Co. 
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И више асuнхронuх осцuлацuја* могу се свести~,,у_ј~!!ЈiЈ!Ј.еЛ.Q!!.У~Qk.ЦЈЈ-~ 
---·----~ 

лацuју. Њено кретање је периодичко .. или .. апериодичко. што зависи од 
~огада ли су кружне фpe~~~}iЦ!'I]~~.~~м-ep~]i!i~. iJi~.cнucy:~~--~-~~··~~~---~·· 

НiГпprn.tep',·'iн{o кружн; фреквенције три осцилације стоје у односу OJ1:0Jz:=OJs= 
=p:q:r, где су р, q И г уза;а.м.но ilpocmu цели бројеви, кретање he бити ilepuoдuч1CO, 
јер периоди осциловања стоје у истом односу T=pT1=qT2=rT3 • 

Сл. 1.28. - Слагање трију колинеарних асинхроних осцилација 

На сл. 1.28. приказан је начин сабирања асинхроних осuилација 
х1 =4 cos OJf; Х2 = -2 cos 2 OJf=2 cos (2 OJt+n); х3 =3 cos 3 OJf. 

Кретање је периодичко јер постоји однос OJ1 :cu2 :0J3=(1: 2:3) ОЈ, па је период осциловања 
Т=2 nfш. 

* cos nx= f (-1У (n) cosrz-zr х sin2r х; 
r=O 2r 

sinnx= f (-1)' ( n ) cosrt-(zr+1)xsin(Zr+1)x; 
r=O 2r+1 

о:±fЗ o:=Ft3 а+~ o:-t3 
sin o:±sin ~=2 sin -- cos --; coso:+cos t3=2 cos -- cos --; 

2 2 2 2 
а:+(З o:-t3 

coso:-cos~=-2sin-2-sin 2 
; 

sino:±cos~=±2sin(n ± a:=Ft3)cos (~=r= о:±~). 
4 2 4 .. 2. 

3 Теорија осцилација 
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Када је однос кружних фреквенција асинхроних осцилација рацио· 
налан кретање је периодичко, у противном је апериодичко. Међутим, 
како се сваки ирационалан број може са жељеном тачношhу апрок
симирати рационалним· бројевима, ТО је апериОДИЧКО кретање nCKOpO 

Периодичко'; (теорија Harald Bohr·a о "скоро Периодички.м. функцијама"). 

1.1,0. Модулација.- Хармонијско кретање, као што смо видели, 

може бити и са променљивом амплиту дом 

(54) 

Када је R (t) моношоно ойадајуhа функција тада је и осцилаuија ойада
јуhа (abklingend), сл. 1~29. а, q када је R(t) монотоно pacmyha функција 
тада је и осцилација pacmyha (anschwellend, сл. 1.29. Ь). Међутим, када 
је R(t) осцилаторна функција осцилација се зове ·амuлиmудно модулирана· 

Ако је R (t) йериодичка функ· 

:с а) 

с) 

~) 
Сл. 1.29. - а, Ь) Модулација 

с) Синусно амплиrудна модулација 

ција, њен се период назива 

йериод модулације, а кружна 

фреквенција се зове фреквен

ција модулацuје (wm)· У овоме 
се случају осцилација може 

написати у облику 

Х== (а+ Ь COS <Џт f) COS Шs f, (55) 

па је кружна фреквенција ос
цилације ( ws) различита од 

кружне фреквенције модула

ције (шm)· Величина Ь представља llpupaшmaj (ход) а.мйлиmуде, а однос 

т= bfa зове се стешт модулације. 

Периодичка амплитудна модулирана осцилација (55) може се 
написати у обЛiЈКУ збира трију осцилација 

Х= Х1 + Х2+ Xs =а COS Шs f+ 1/2 Ь COS {Wm-Ш6 ).f + 1/2 Ь COS ( Шm + Фs) f. (56) 

Први сабирак х1 , амплитуде а и· кружие фреквенције w5 представља 
основну осцилацију (Tragerschwingung}, друга два сабирка су допунске 
осцилације (Seitenschwingungen), амплитуда 1/ 2 Ь и кружних· фреквен-
ција Wm ±Ш5 • 

На с.п. 1.29. с је прика3ана једна синусно амплитудно модулирана осцилација. 

Помоhу комnлексних бројева може се ова осцилација nредочиrи графички. Због 
тога једначнну (18) nредочимо у облику · 
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онда је модул комплексног броја z прпменљив са временом и мења се у размаку 

l а-Ь 1 < 1 R 1 < 1 и+Ь ј. Обртни вектор је, дакле, променљивог модула а обрhе се око 

тачке О угаоном брзином ш. 

Примена амплитудне молулације је велика у радиофонији, јер треба фреквенцију 
станице f=wsf2:r модулирати на фреквенцију музичких инструмената wmf2тr. 

Ако је амплитуда хармонијске осцилације сталfю, али је кружна 

фреквенција променљива са временом, онда је закон кретаља 

x=R·cos[шs(t)t+a]. · (57) 

С обзиром на функцију Ш1 (t), осци
лација је монотоно фреквентно про

менљива или је, пак, фреквентно 

модулирана ако је Ws (t) осцилаторна 
функција времена (t). 

Сл. 1.30. а приказује дијаграм 

монотоно фреквентно променљиве 

осцилације (на·ј пример, залетноr 

осцилатора) а сл. 1.30. Ь фреквентно 
модулиране осцилације 

х~ а) 
!\ А f\.AA 

o~v~ 
t __ 

Сл. 1.30. - Фреквентно променљива 

и модулирана осцилација 

х =а sin [ ro0 t- :: cos (ro., t +ат)+ а0 Ј (58) 

Величина шh f л: зове се ilpupaшmaj фреквенције, а однос шhјш0 је 
cilleileн модулације. 

1.11. Подрхтавање (бијење). - Када су кружне фреквенције 
двеју асинхроних колинеарних осцилација врло блиске једна другој, 
тј. када је њихов однос w1fш2 ~ 1, наступа појава ilодрхтавшьа или 

бијеfЬа (Schwebungeп). Како се ове осцилациј.е могу, према (54), .напи
сати као једна осцилација променљиве амплиту де и кружне фрек-
венци је 

х= R (t) cos ср (t), 
где су 

R= Va2 + Ь2 + 2 аЬ cos [(ш1 - w2) t- у], у=а2 -а1, 

~(t) = (ш1+w2't+o + arctg[a-btg (w1-w2)t+y]' о=а1+а2; 
2 а+Ь 2 · 

то је кружна ·фреквенција 

3* 

(59 а) 

(59 Ь) 

(59 с) 
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Како је разлика кружних фреквенција доста мшьа од љиховог збира 

wd = оо 1 -ш2 "< ( ш1 +ш~)= 2 Шs, то се амплитуда R и кружн,а фреквенција ~ 
при подрхтавању врло сПоро ме!Ьају у односу на компонентне осци

лације. 

Кретање he бити периодичко или апериодичко према томе дали 
су кружне фреквенције самерљиве или несамерљиве. Период промене 

амплитуде R зове се liepuoд Подрхтава!Ьа или бије!Ьа и износи 
._..,...."_~~~--~---~~-------------~- . ....__/ 

2л 2л 
Td=- = == 

W-:t ш1 -ш2 

1 1 
=-=--, 

fd !1-fв 
(61) 

а број удара у јединици времена је 

(62) 

Функција R (t) мења се у току горњег периода између вредности 

la+bl и la-bl, а функција- R(t) је иста као горња само пресликана 
преко осе О t. Обе криве су обвојнице дијаграма кретања х (t). 

Горњи се изрази упроштавају када су сс1 = а:2 =О. Тада су q>i = шi t, 
б= у= О, па су закони осциловања 

R2 =iL2 +b2 +2abcoswdt; tge= a-btg 001 - 002 t= a-btgшпt · 
а+Ь 2 а+Ь 2 ' 

(63) 

х= R cos (wsf+ е)= R cos ср; ср= Ws t+ е; Q = ~;:::: Ws + (а2 - Ь2) wd/2 R2• 

биhе 

па је 

У случају осц.илација 

х= а sin 5шf+а sin 4rof...:::a cos (5 шf-n/2)+a cos (4 шf-л/2) 

шs~9 ro/2; Фd=ш; tg 0=0; 0=0; (a.1 +a.2)/2=n/2; 

R2=2 az (l+cos rot), R=2 а cos (rof/2), 

Х= 2 а cos (шf/2) • cos [(9 rot-n)/2] = 2 а cos (ш f/2) • sin (9 ro f/2). 

Дијаграм је прика3ан на сл. 1.31. а. 

За Х= а cos 5 шt-а cos 4 шt биhе 

а. 1 =а.2 =0; у= О; fJ=n/2; ro8 =9 ro/2; Шd:::ш; R2=2 а2 (1-cos ш t); R=2 а sin 

па је 

x=R cos [(9шt+n)f2)= -2а sin (шf/2) sin (9шf/2). 

Дијаграм кретања је прика3ан на сл. 1.31. Ь. 
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У случају да је x=2acos13rot+acos1lrot биhе 

R=a [5+4 cos 2 ro{2]; ср (t)= 12 rof+arc tg (1/3 tg шt). 

18 

:cl ~ Ь) 
-~~! 

7 

го 

С) 

Сл. 1.31. - Подрхтавање (бијење) 

37 

8 

19 

Фt 

Дијаграм кретања је приказан на сл. 1 31. с, а крајеви вектора z=z
1
+z

2 
описују 

криве приказане на сл. 1.31. d. 

ПРИМЕРИ 

1.1. Криваја кулисног механизма (сл. 1.4.) обрhе се са 120 ofmin. Одредити 
максималну брзину и убрзање кулисе ако је дужина криваје R= 10 crn. 

[ro=n- nj30=4n (sec-1
); Т=0,5 sec; f=2Hz; Vmax=R ro=40 п- cmjsec; 

amax:;=R ro2 = 160Jr2 crnjsec?]. 

1.2. Свака опруга железничког вагона прима силу услед које се скрати за 5 ст. 
Одредити период осцилације. 

[fs=g/ro2 =5 crn; Т=2 п-Vts/g=0,45 sec]. 

1.3. Тежина машине и њеног бетонског постоља износи 100 тона а специфична 
крутост еластичног земљишта је Cz =2 k~jcm3 • Одредити период осциловања темеља 
машине површине 20 m2 . 

[Крутост еквивалентне опругеје C=CzA=400tfcm, па је T=2nYOfcg~0.1sec]. 
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1.4. Терет обешен о опругу (сл. 1.6.), тежине 0 1 = 10 kg, учини за пола минуте 
пуних 90 осriилација. После тога му је додат терет тежине 0 2=30 kg. Одредити период 
осциловања оба терета на истој опрузи. 

[Како je.n'1:;:::{1=90f30=3 то је T1 =1/3sec; T1 =2лJ(01fcg, п·а Је 

Т2=2л У (01+02)jcg = Т1 VC01+0z)!01=2 Т1=2/3 sec]. 

1.5. Кугла тежине 0= 1 kg може да осцилује између опруга (сл. 1 10. с), крутости 
с= 1 kg/1 cm. Кугла је изведена надесно из равнотежног положаја за 5 cm и пуштена 
да осцилује без почетне брзине. Одредити период осциловаља и највеhу брзину. 

[Овде је mi=-c1x-c2x=-2cx; w2=2cfm=2cgf0, 

Т=2 л V0/2 cg~0,141 sec; Vmax=R w=222 cmfsec]. 

1.6. Челична завојна опруга, пречника 5 mm, наметана је на ваљку, полупречника 

1 сm,-и им_а 20 активних завојака (сл. 1.S.). Колика је крутост опруге? Колико је изду 

жење услед силе од једне тоне? 

[с=8 ·105 ·1/16 • 64 · 20 ·1=40 kgfcm; f:s=Ffc=25 cm]. 

1.7. На зарубљеном конусу, пречника 4 cm и 10 cm, наметана је челична кружна 

опруга, пречника 8 mm и има 30 активних завојака (сл. 1.9.). Колика је крутост опруге? 

[Према (20) биhе с=8 ·105 • 0,84/16 • 30 • 7 • 29=21 kgfcm]. 

1.8. У спојном суду, попречног пресека А, налази се течност, специфичне 
тежине у, (сл. 1.32.). Одредити кружну фреквенцију осцилација течности. 

[ Решење. - При померању нивоа течности у суду за дубину z, диференцијална 
једначина осцилација биhе 

Сл 1.32. -·· Осцилације 
течности у спојном суду 

где је 

w2=2 у Afm=2 у g Al/0 1=2 gfl]. 

Сл. 1.33. - Осцилације масе 
на крутој полузи 

1.9. Претпостављајуhи да је штап АВ. крут и занемарујуhи његову тежину, 
одредити кружну фреквенцију терета т, (сл. 1.33.). Специјално за afb= 1/ 2 , с1 =с2 . 

[Реше1Ье. - Крутост с1 треба редуковати на крај В штапа, Ер1= 1/2 с1 YI = 

1 * * = 1f2c1 (а Ь)2 у2 = 1/2 с1 у2, јер је 11 :у=а:Ь, те је с 1 =С1 (afb)2. Због редне везе биhе 

1fc=(1fc~)+(1fc2), па је w2=c'jm=c1 Cz (afb)2/m [с1 (ofb)2+c2]=c2/5 m]. 
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1.10. О челичну конзолу АВ, дужине 1= 1 m, момента инерције попречног пре. 
сека fx=80 cm4, обешен је терет тежине 100 kg о <'пругу крутости с2 =200 kgjcm. 
Одредити период осцилације терета. 

[Т=2тr: J((l00/981) [(1/200)+(1/48Ј)] ~ 0;169 sec]. 

1.11. На средину просте гред-е, распона /,. која ее 
ослања на две опруге крутости с1 , постављен је терет 

тежине G, (сл. 1.34.). Одредити период малих осци

лација терета занемарујуhи тежину греде. 

[Како је с2 =48 g:Jf/3 то је 1/c=(l/2 c1)+(ljc2), па је 

Т=2 n V Gfgc]. 

Сл. 1.34. - Ос~илације масе 

на греди са еластичним 

· лежиштима 

1.12. У коме односу стоје кружне фреквенције система претстављених на сл. 1.15 
и 1.16. ако су m1 =m=3 Щ1 , m~=2 m3 , Ct=c; 2 с; 3 с; at/L= 1/ 3 , 

2/ 3 и 1, с/1= 3/4? 

[Према (27) и (28) биhе· w~jw~=cc*fmт*=cтa4f~т1 a7·'1:.cia:, па је однос 

w 1/w2= 27 Jl 15 Ј 320]. 

1.13. Лук на три зг лоба.- Одредити кружне фреквенције вертикалних и хори

зонталних осцилацИЈа масе т која се налази у зглобу С лучног носача АВС, (сл. 1.35.)· 

в 
а) Ь) 

-F 

d) F, 

~ 

е) с 

Сл. 1.35. - ОсцилациЈе масе у зглобу лука на три зглоба 

[Решење. - Због осе симетрије CD маса т може да осцилује у два главна 
правца: вертикалном и хоризонталном. 

У Првом случају из троугла сила, сл. 1.35. Ь, налазимо да су силе у штаповима АС 
и CD једнаке и износе 1 Р и 1 = F 12 sin О. Штап (1) је оптереhен на притисак а штап 

(2) на затезање. Издужења штапова су 1 Al1 J=FulfEA=Ful/r;д, где је r;д кpymocm При 
атссијално.м наliреза.НЈу (axial rlgidity), па је угиб зглоба С, (сл. 1.35. с), fs=Alfsin ~ = 
=Fulfr;дsin0=2Fl3fr;дh2, те је утицајни коефицијент a11 =2l3/Щh2• Према (53), кружна 
фреквенција је 

w::: 1/. 1 
= 1./ Щh2 

= 1.f2 щ. sin2 о 
У т а11 V 2 т /3 V т l ' 

/ 
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У др.угом. слујчају, сличним поступком према r л. 1.35. d, е, добијамо 

F и= F' 1/2 Ь, ј!::!.. ! 1 ј = F' !2 /2 <н Ь; f s' = F' 1/2 <н cos2 е = F' 13/2 <н Ь2 , а.'11 = zз /2 ~ Ь2 , 

па је кружна фрекв~нција 

w'= V 1 - \!2~ь2 = ·v.2<н·cos2e, 
т а.' 11 - у т 13 т l 

Кружне фреквенције стоје у односу w :w'=tg е]. 

1.14. Си.метричии 01rвир (ра.м).* - Ако је на средини пречаге CD оквира А CDB, 
(сл. 1.36.), насађена маса т, онда она може да осцилује у вертикалном, (сл. 1.36. а, Ь) 
и хоризонталном правцу, (сл. 1.36. с, d). 

Одредити кружне фреквенције тих осцилација. 

[Решење. Као што је познато из Отпорности матеЈ=ијала (чл. 10.8, стр. 188) 
моменти у рогљевима С и О, сл. 1.36. а), биhе 

3FJ ~h 
<fЛс= 'ЈЛ 0 =Н lz = 8 (2k+ 3) , где је k= ~ 1 . 

D с 
т lz D 

1, 

А в 
~ ~ 

О) Ь) с) d 

Сл. 1.3р. - Осцилације масе на рамовској конструкцији 
\ 

Дијаграм нападноr момента оквира приказан је на сл. 1.36. Ь. Утицајни коефицијент а11 
за прес~к испод силе биhе 

f3 3+8 k 
а11= --

48 Q32 12+8 k 

па је кружна фреквенција вертикалних осцилација терета (m) 

w= \ /48 Q32 12+8 k 
у m fЗ 3+8k 

Осцилације оквира су· сu.метричне. 

У слуЧају хоризонталних осцИлација, (сл. 1.36. с), дијаграм нападног момента при
казан је на сл. 1.36. d. Утицајни коефицијент у пресеку у коме дејствује сила биhе 

' h2f . fl3 ( 1 ) 
Cf..ll = -· -(2k+l) = -- 2+-

12 Q32 12 Q31 k 

* Д. Рашковиh - Таблице из Отпорности материјала, Београд, 1963, стр. 90. 
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па је кружна фреквенција хоризонталних осцилација терета 

W=~m~;i = V mh'l(2:+) 
Ове осцилације;, оквира су антиси.иетричне (обраtпно симетричне). 

Када ј~· крутост пречаге много веhа од крутости стубова А~ и BD, тада се 
величина 1

1
/ !

2 
може као мала: занемарити, па је приближна вредност кружне 

фреквенције 

1.15. На средину обострано уклештене греде, масе М, стављен је терет масе т 
Одредити кружну фреквенцију узимајуhи у обзир и масу греде. 

[Како су 

Ys= F (3/ z2-4 z3)/48 ~; fs== F fBji 92 ~; а.11 = k/192, ). =4/t 3
, и (2) = 3/ ~ 2-4 z3

, 

то је због симетрије, 
lj2 

в~М~ах=2 Ј qdz-1.2 f~o}u2f2g=M* f~w2 /2; м*=13Мf35; 
о 

ш2 = 192 ~ f (т+ 17 М /35) /3]. 

1.16. Сложити хармонијска кретања 

х1 =3 cos (тr:t+:rr/3), х2 =4 sin (тr:t+:rr/3). 

[х=х1+х2=3 cos (j(f+Jr/3)+4 cos1j\t-n'f3); а.1 =ј(/3; а.2 = -:rr/6; a.2-cr1=-j(/2; 

R=5; tg а.=(3 vз -4)/7 =0,17; а.О=9.740; а.=0,17; 

· х=5 cos (тr:t +0, 17)]. 

1.17. Сложити хармонијске осцилације: 

х1 =5 cos (2!-2 ј(/3); х2 =3 sin (2t+:rr/6). · 

R2 =25+9+15; R=7; tga.=VЗ: a.=:rr/3; x=7cos(2t+тr/3)]. 

1.18. Сложити хармонијска осциловања: 

·. x1 =5cos(3t+ 
2
;); x2 =3cos(3t- ;) ; x3 =2cos(3t+ ~)· 

[ 
2тr ( тr) · · ј( 5 3 2 VЗ -А= 5 cos- + 3 cos - - + 2 cos- =- - + - + -- = -1 +У З· 
3 3 6 2 2 2 ' 

у'З У 3 1 ~I"'J ~г-: ~~- · о] 8=5· -3·-+2·-=l+v 3; R=2v 2; tga.=2+v 3; a.=l,Зlrad; а.=75 
2 2 2 . 
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а) 

Теорнја осцилација 

1.19. Сложити асинхроне осцилације 

х1 =6 cos 4t, х2 =3 cos 2t. 

(cp1-cp2 -2f; ws=3; R=3V5+4cos2t; tg9= 1/ 3 tgt]. 

Ь) f4 

ю 8 

1 Е~~~~~~э 19 

Сл. 1.37. - Случај х=2 а cos wf • cos 12 wt 

1.20. Сложити асинхроне осiщлащlје 

[РешеfЬе; 
x1=acos13wt, x2=acos11wf. 

Ws~ 12 w; Wd=2 w; у=В=О; 

R:::::;2a cos rot; q>= 12 wt; 

х= 2 а cos w t • cos 12 w t. 

Дијаграм кретања приказан је на сл. 1.35. а. 

б 

Сл. 1.35. Ь приказује криве које описује завршна тачка вектора z=z1+z2 • 



2. I{РИВОЛИНИЈСI{О ХАРМОНИјСI{О ОСЦИЛОВАЊЕ 

2.1. Математичко (кружно) клатно - Положај тачке, масе т, 
на кругу полупречника /, (сл. 2.1.), одређен је елонгацијом ср, па је 

брзина покретне тачке v = 1 ~· Кинетичка 
и потенцијална енергија биhе 

Ek = 1 / 2 т /2 ~2, Е р= тgh = тgl (1 - cos ср), 
јер тежа тпg врши негативни рад - тgh, 

где је h = /-1 cos <р. Како је dEpjd~ = 
= mgl sin ср= О за ср= О и q> = 1t и d2 Epfd ср2 = 
= mgl cos ср~ О за q> =О односно ср= 1t, то је 
положај рэвнотеже ср= О стабилан, док је 
положај q> =те нестабилан (лабилан). Испи
тиваhемо осцилације клатна око стабил· 
ног равнотежног rюложаја. 

Сл. 2.1.- Математичко (кружно) 

Лагранжева једначина даје дифе- клатно 

ренцијалну једначину кретаља 

d дЕk дЕ, •· . --. +- = тl2 cp+mglsшcp=0, 
dt d ср дер 

(1) 

или 

т /~+т g sin ср = О, (1 а') 

где је т(~ сила инерције ат g sin ср реституциона сила. Упоређујуhи ову 
једнач.ину са једначином хармонијскОr осцилатора, (чл. I, обр. 9}, закључу-

јемо да ова сила не зависи 

Сл 2.2. - Синусна карактеристика клатна 

линеарно од е-лонгације, те 

кружно клатно није линеарни 

осцилатор, пошто .му .· 1Сара1С- . 
Шеристшса није uрава литшја веh 
сriнусна·линија, (сл. 2 .. 2. ). У првом 
приближавању, а за мале елон-

/гације, можемо синусну линију 
у нултој тачки заменити ње-
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ном тангентом*, тј. ставити 

s'in ср~ ср, 

ПR је у томе случају диференцијална једначина малих осцилација мате
матичког клатна 

.. g .. 
ср + - q> = ср + ш2 <р = О. 

( 
(2) 

У овоме је случају, дакле, кретаље хармонuјско, кружне фреквенције и 
периода осцилације 

Ш= 
1Гi. _2тс_ ,ЈТ 
УТ'Т--;;;-2л y-g· (3) 

Како је на одређеном месту на Земљи осц!!лације 
матем~тичког_ Ј{лапш зависи ~(ЗJviQ од његове дужине, а не зависи од 

почетног положаја, па је кр~та~е азохроно~ Периоди осцилација два 

клатна разЛИЧИтИi дужИна, према (3), дакле, стоје у односу Т1 : Т,.
= vт;: v7;. 

Математичко клатно чији f1QЉYI!~~R!I9д~ траје 1 sec зове се секун
дно_Јf!!Л!flно. Његова дужина је ls = gjтt2 = 981/'1t2 = 99,4 ст~ 1 m. Ово 
кiатно сЛуЖи за експериментално одређиваље убрзаља теже (g). 

Када су почетни условИ кретаља: за t = t0 =О, q> = q>0 , v0 =О, 
тада је партикуларни интеграл 

q> = qJ0 cos w t; ср= - <р0 ш sin ш t. (4) 

Потенцијална енергија за случај малих осцилација клатна је 

Е р= т g l (1- cos ср)= 2 т g l sin! 1/ 2 ср~ 
1ј2 т g l q> 2 , 

и највеhа јеу најуда.ЈЬенијем f!ОЈ!Ожају (А 0 ) клатна од равнотежног 
положај~-~(}Iу:-~·-у-· ПолоЖају {А 0 ) брзина је једнака нули. Међутим, 
брзина је највеhа при пролазу тачке кроз равнотежни Положај (А). 
Екстремне вредности кинетичке и потенцијалне енергије износе 

Е 1ј 2f2 2 . 
k max = 2 т W сро, 

Е р т ах = 1/2 т g l q>б. 
Помоhу методе енергије, (чл. 1.5.), изједначујуhи ове две енергије, 
можемо одредити кружну фреквенцију осцилација клатна (w). 

'-)2.2. ЦиЈ<лоидно 1\латно - Ако се тешка тачка креhе по цикло
иди у вертикалној ра-вни, онда љен положај можемо одредити гене-

< 1 rad. 
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ралисаном координатом s, мереном од најнижег положаја Е, (сл. 2.3. а). 
Тачка Р је тренутни Пол обртањз круга, полупречника R, по пра
вој О х, па је елемент лука 

ds = Р т . d tJ = 2 R cos е . d ср = а) 
= 2 R cos (1/ 2 ср) · dcp, јер је 

е= 1/ 2 q>. Према томе је лук 

ф 

s = Ј 2 R cos 112. ср d ср = 
о 

Кинетичка и потенциЈална 

енергија су Ь) 

Е k = 1
/ 2 ms2 ; Е Р = т g (2 R - z) = 

= тg(2R-P т cos е)""" 

2 тg R sin2 е = т g R s-in2 ( 1/ 2 ср) = 

(5) 

у~ 
t 
i· 
i 

ОЕ 

Сл. 2.3. - Циклоидно клатно 

(Х) 

па Лагранжева једначина даје диференцијалну једначину кретања клатна 

d дЕk +дЕр- s" + Ls=O. (5а) 
dt дs д;- 4R 

Кретање је, дакле, хармонијс}{о, кружне фреквенције и периода 

T= 2 1t=21t lf4R. 
. w v g (б) 

Период осцилације и за коначне амплитуде не зависи од почетног 
положаја, па је кретање изохроно. Овај периоД је једнак периоду малих' 
осцилација· математичкоr клатна дужине l=4R. ~~.ЕЈ<У--0-~. 
обеси математичк~~~~!!~I?_~_дУЖЈ:Щ~ .. Ј.:=.4Јi,.~~-~ТИМ ... дflЈ{ОI(/ЗЈ!.ПР~.fuУбљуј_~_ 
јiук;-~;-А()1~--~~ 9'8 ~и~ЛОf!де. А.()' В, која је еволу!а д~те чик.лоиде 
д~~~.~~~-~~.~-~~-~-~!~~~.fl~q-~A~.I<!!2ИAЦ~J{{ft1Y . . ~ .... ·~····· ··--··џ 

Проблем можемо уоuштити за ма коју крив у у=! (х) по којој се 
креhе тешка тачка, мас~ т (сл. 2.3.Ь). Узмимо координатни почетак 
О у темену криве (Е), тј. у положају стабилне равнотеже, тада је ди
ференцијална једначина кретања тачке за правац тангенте ms"= - mg sin q>, 
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где је ср угао који гради тангента повучена на криву са +Ох осам. 

Како је брзина v = s, ds = (flx~.+ dy2 ) 
1
/2, tg '4> =у', sin ср= tg q> ј (1 + tg2 q>) 

1
12 

to је диференцијална једначина 

~d (d s) _ - g d у . d ( · V 1 ~2 ) _ - g у' - - - ,- х +у - __ .:.:.__:_ __ 
dt d t d s dt . 1/ 1 + у'2 

(7) 

На пример, параметарске једначине круга за систем Аху (сл. 2.1.) биле би 

X=fsiпcp, y=f(l-coscp), tgcp=y', X=f~ coscp; па је према (7) диф. једначишi [~= 
=-gsiп ср. . 

Ако се кал. циклоиде (сл. 2.3.а) узме систем Еху у темену, онда су параметарске 

једн~чине X=R (ср+ sin ср). y=R (1 - cos ср); x=R ~ (1 + cos r.p), s = 4 R sin (ср/2), ds= 
=2R cos (ср/2) d:p, па је према (7) диф. је.Ј.начина 

.. R sln ср dcp ср gs 
s= -g 2Rcos (ср/2) dcp = - g sin 2 =- 4R · 

2.3. ФИ3ИЧКО клатно. - Као генералисану координату узеhемо 
угао ср отклона клатна (сл. 2.4. а) од вертикалног положаја стабилне рав

нотеже- Az осе- пошто је функција силе И= Mgz = Mgs cos ср, где је 
s= ОС растојање тежишта тела (С) од тачке вешања (0). 

Mg а) 

C.u 2.4. - Физичко клатно - а) Елонrација, Ь) Uентар осuиловања, 
с) Коса кла.ТНО 

Кинетичка и потенцијална енергија су 

Е k = 1/2 Ј ~~; Ј= Ј;; 
Е/Ј=- А= Gs (1- cos Ч>)= 2Gs si112 (at/2):::::::::: 1

/ 2 Gscp2
, 

где је G = Mg, Ј= Ју момент инерције клати а за о су Оу кроз тачку ве
щщi;>а О управну на раван симетрије клатна и ср< 1 rad. 

Лагранжеве једначине друге врсте дају диф. једначину малих 

осцилација клатна око равнотежног положаја 

Ј~+ Џs ср= О; ~ + щ2 ср== О (8) 

па је кретање хар.мотшјско, кружне фреквенције и периода осциловања 

w= V OsjJ; Т= 27& VJjGs = 2n Vi2 jgs = 2n V l,jg, (9) 
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где је i = iy = V Ју/ М полупречник инерције за Оу ос у а lr реду/Со вана 
дуЈtсuна физичког IСлатна. Ова дужина је једнака дужини математичког 

клатна масе т= М а истог периода осциловања. Она износи 

где је је =:.-VJcfM co}"j_c;[[iв~~u liОЛ)ЈПречни/С инерције, за тежишну осу (с) 
паралеЛну оси Оу око које--се клатно клати. Како ·је ic2fs >О биhе 
i, > s па други крај редуковане дужине одређује на клатну тачку Н 

која се назива центар осциловшьа или Х ајгенсов це11.Щар осциловшьа. 

Он има -оЕобину реверзибилн.осши: Центар Н одговара тачки вешања О, 
и обратно, тачки вешаља О'(Н) одговара центар Н' ( 0). На овоме прин
ципу се конструише реверзибил11.о !СлаШно. Положај це,нтра (Н) може 

се одредити према (10) конструкцијом средње геометријске пропор

ционале (сл. 2.4. Ь ). 

Период осциловања зависи _од положаја тежишта. те је Т-= f(s), 
а И редукована дужина зависи ОД s, lr = 8 (s), па следи 

dT = '7t dl,.= 1С (1- ic
2
)=0; S=i,; l,=2i,; Tmin=2тc 1f 2ic • (11) 

d s V g lr- d s V gl, s2 V g 

Нај.м.аfЬu liepuoд је тада када је растојање тежишта OC=s јед

на~о сопственом полупречнику инерције за Се осу паралелну Оу оси. 

Код !Со со г !Слатна (сл. 4.2. с) оса клаhења О и гради са Оу ос ом 

угао а, односно са Oz осам угао тс/2-а те није управна на раван осци
ловања, па се мења обртни момент. Тада је диференцијална једначина 

·осциловања 

( 12) 

па су период и редукована дужина клатна 

Т= 2тс Vlrfg; /, =Ju/M"Js.{ COS а, (13) 

где је Ји момент инерције клатна за осу Ou. 

24 •. Rотрљајно I(Латно (Rollpendel) . ..._ Ваљак, полупречника R, 
ексцентричноr тежишта С, ОС= е, налази се на хоризонталној подлози. 

Ако се изведе из равнотежног положаја наступиhе осцилације око 

истог положаја под утицајем тежИне ваљка. Пошто је кретање ваљка 

по подлози !СОШрљшье без !СлuзаfЬа, то се своди на обртање око тре~ 

путне осе кроз пол Р, (сл. 2.5. а). 
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Кинетичка .и потенцијална енергија за случај малих осцилација 

ваљка биhе 

Ek = 1/2ЈР ~2 = 1/2 М [i~+ (R-e) 2
], (14 а) 

Е р= О e(l- cos ср)= 2 О е sin21 j 2 ср~ 
1ј2 О е ср2, 

а) ы zt 
Сл. 2.5. - Котрљајно клатно 

где је Јр момент инерције ваљка за тренутну осу управну на раван 

осциловања у тачки Р. Лагранжева једначина даје диференцијалну јед

начину малих осцилација у облику 

Јр ~+0 е ср= О, (14 Ь) 

па су кружна фреквенција и период осцилације: 

w='/~_:_ 1/ ge , 
V Јр - У ·~+ (R-e) 2 

т _ 2 1t _ 2 . v i~ + ( R- е )2 
. ~7; 

---n =2rc -· 
w ge g 

(15) 

Редукована дужина овог клатна износи 

'с +(R-e)2 
l, = . 

е 
([б) 

Овај се проблем може уопштитu. Нека се обртно тело полупреч

ника .r (сл. 2.5. Ь), котрља у обртном телу, полупречника R, око свога 
равнотежног положаја ( Oz осе). У обзир hемо узети и отпор Против 

кот.рљшьа, па' су диференцијалне једна чине кретаља средишта 'И обртаља . 
око средишта 

ms=Fk+Fт; Јё= -Fkr; Ј=Јс; S=(R-r)cp=re, 
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где је е угао обртаља обртю"'~р· тела а Р т пројекција силе теже на 

правац тангенте. Како· jt- ·;;- = (R-r) ~ = Гё биhе 

т (R-r) <P+J(R-r) ~jr2 = ~о sin ср. 

За мале осцилације је sin ср~ :р, па је једначина осциловања 

[1 + (ijr) 2](R-r) ~ + g ср= О; ~ + w2 q~ =О. (17 а) 

Кретање је хармо!lијско, кружне фреквенције, периода и редуко

ване дужине: 

g 11~ ~ 
w2 = ( R _ , ) k ; Т= 2 л у g ; !, = ( R - г) k; k = 1 + f2 (17 Ь) 

где је k коефицијент котрљшьа. 
~--~=::;::::;;;:;,-···· 

Овај коефицијент износи: а} за ваљак Је= mt 2/2, k=3f2; Ь) за лoumy (куглу) 

mr'f5, k=7/5. 

2.5. Ваљање брода - Брод*, (сл 2.6. а), изводи три осцилаторна кретања: 
вaљmьe'(rolling; Rollen, Schlingerл) око подужне осе z (елuнгација 'ср), 1ьихиfЬе, љуљаме 

(pitching; Stampfen) око поnречне осе х (елонгација х) и скрета,ье и~и вијугаfЬе (yawing; 
Abschwenken) око .вертикалне осе у (елонгација .'lj! ). Сем тога, пошто се брод креhе и 

транслаторно, то вертикална комnонента овог кретања доводи и до осцилација зароfЬа

ваfЬа, врло малих амплитуда и краткотрајног периода. Како је равнотежа мирног брода 

а) њ (Чr) ,. 
ј 

(срЈ - ----- - -

Сл. 2.6. - а) Ваљање брода, Ь) Метацентар 

око вертикалне осе индиф~рентна, то таласи не производе осЦилације с~ретања. Од сви:Х 
осцилација брода најважније је ваљаfЬе, али је приметан утицај и њихања, нарочито 

код дугачких бродова. 

* Динамика, чл. 20.5 

4 Теорија осцилацИја 
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Пошто је попречни пресек ~ профил fчюда си.иешричан, то у нормалном 

положаЈ~<нападна тач.ка uomucкa воде (Р) и ilieжишme брода (С) леже на симетрали 
профила, ·која је вертикална, па су ове две силе супротне, те су у равнотежи. Међутим• 

када се брод нагне на један бок, напр. деснИ, (сл 2.6. Ь), помера се нападна тачка потиска 
у Р' док/тежиште не мења свој положај у ОIЈ.носу на сам профил. Нападна линија по
тиска воде сече симетралу профила у :мeiliaцeнilipy М. Када је метацентар изнад тежи·

шта раВiютежа брода · је стабилна, а када је испод теЖишта равнотежа је лабилна. 
Због тога се тежн да се тежнште брода што више спусти. 

Услед померања нападне тачке потиска из Р у Р' јавља се спрег момента 

9Л = Р р г = а r = . G е sin ср ~ а е ср , (18 а) 

па је динамичка једначина осцилације 

Ј~=- Gecp; J=Jz, (18 Ь) 

где је Ј аксијални момент инерције брода за осу Cz. Према томе је за мале осцилације 
кретање хар.монијско, те су кружна фр~квенција,. период осциловања и редукована 

. дужина 

w =У GefJ; T=2n У l,fg; !, =JfMe=J2fe, (19) 

где је е .метаценm.ричка висина а l=iz ii.олуii.речншс инерције бр.ода за тежишну Cz осу·. 

Метацентричка висина е зависи од геометријских величина брода и елонгаuије 
r.p. Услед померања нападне тачке потиска у Р' део профила који је дубље утонуо 

изложен је дејству вишка потиска F', док други део трпи мањи потисак, те се ствара 

спрег момента F' р који је једнак моменту потиска за моментну тачку Р, па је 

9Л= Р' p=F р h=M р, 

где је р крак спрега а h крак силе потиска. Ако са А0 означимо потопљену површину 
профила а са А' површину вишка потиска, онда су силе потиска за два. блиска профила 
на растојању dz, Fp=y0 A0 dz, F'=Yo А' dz. Површина А' приближно је правоуrли тро-

угао, те је A'= 1 /8 b2 tgcp~ 1!8 b2 cp. Пошто су h=MP·sincp,p= 2/ 8 b,P.C=s,e=MP+PC, 
биhе метаuентричка висина . 

h р . F' А' Ь8 
е= s+-.-= s+--·-=s+p--= s+--

sinq> sinq> · Fp А0 ср · 12А0 ~ 

па је момент спрега 

2 6~ ТорsијсRи (увртни) осцилатор - На хомогени штап А Ь, 
који је уклештен на горњем крају, насађен је хомогени диск К, (сл. 2.7.). 
Ако се диск изложи дејству спрега који дејствује у равни диска, 

онда је штап А О напрегнут на увијање (торзију). Одстрани ли се 
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утицај спрега наступиhе торзијске (увртне) осцилације~ диска. Овај 
систем, дакле, представља тopзujcFCu (увртни)" осцилатор. · 

Између момента увијања (Ю11 ) и угла уви-
јања (е) постоји овај однос* 

(][0 А 
ill'lt = - Э =с G, (20) 

l d 

где су О .модул FСлuзаља (смицајни модул) а 

!0 = d4 л:ј32 пола рни момент инерције кружног 

попречног пресека штапа. А О, пречника d • 
. Коефицијент· пропорционалности 

010 ~ 
С=--=-

[ l (21) Сл. 2.7. - Торзијски · 
осцилатор 

зове се FСрутост lipu увијшьу (torsional rigidity), димензије момента силе, 
[с]= [F L], јединице kgcmjrad; и показује јединични .момент увијшьа, 
тј. момент увијања који изазива угао увијања једн~к једном радијану 
(57° 17' 44,3"). Њеrова реципрочна вредност ljc =С= lj~, дименЗије 
[F-1 L-1], представља утицајни FСоефицијент При увијшьу. 

Кинетичка и потенцијална енергија. биhе 

· эл; z с е2 . 
Ek= 1/2J ё2 ; Ep=Adt= 2 О/о= 2' (22) 

па Лагранжева једначина даје диференцијалну једначину осцилација 
и закон осцило~ања 

(23) 

гдеЈе. Ј аксијални момент инерције диска (К) .. ~а Ј:ЈеQ1'ИI{алну тежишну 
о су. Кре1iЊ~е~·~је,·~дакЛе~-··:харi!.онu/ско:··~а су .. кру~на фреквенција и пе-
риод осцилације торзијског осцилатора: 

1 /с . 2n . 1 ГТ ,ј7Т 
w = V Т' Т= w = 2n: V с = 2n V ОЈ о . . (24) 

На прИмер, ако. је дИск тежине G= 10 kg, полупречника R= 10 cm, штап челични 
пречника 20 mm, дужине 400 mm, онда су J=GR2!2g; lo=r4 n1f2=d4л.f32; 0=8 ·105 kg;cm2

; 

па је период 

Т= 2 7t (5 GIR2!Gd4 g) 1/з ~ l/40 = 0,025 sec. 

* IJ· В. Мешhерски ·- Збирка задатака из Теоријске механике, .~ад. 3.683. 
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Користеhи овај принцип торзијских осцилација можемо проучити 
мале осцилације .мулmифиларног клатна. Плоча, тежине О, полупреч
ника R, момента инерције Jz за вертикалну тежишну осу Cz, обешена 
је помоhу конаца једнаке дужине (/) о тачке А 2.8. а) к~Qј_е-Л-€-ж.е-. 

в, 

Сп. 2.8 - Мултифиларно клатно· 

~~--!:<.J2YEY'··---~.?~J'-l!P.~~~-f!Ii!f.a _т:, .. а_ 
други крајеви конаца везани 

су за тачке плоче Bi, које леже 
на кругу полупречника R (сл. 
2.8. Ь ). У свакој тачки 8 1 деј

ствује сила О'= q;n коју раз

лажемо на две компоненте: 

силу у концу Fu1 =О јп ~~n~a и 
силу у равни пЛоче Н1 =Р1 = 

= ( G јп) tg а: (сл. 2.8. с). У равно
тежном положају ове силе секу 

осу Cz те не изазивају обртни 

момент. Међутим, када се пло-. 

ча заокрене у њеној равни за 

угао е око осе Cz, онда ове 

силе стварају момент. Момент 

једне силе биhе F.p =,F1 • Rsin'lt, 
где ИЗ троугла в; СА; (сл. 2.8. 
d) следи однос 

rjsin '}!= (R-r)jsin в. 

Због односа 

sina=(R-t)jl; tga=(R-r)jh;(R-i) f''/Lz-(R-r)2 = 

= (R-r)/Zvl-(R-r) 2 JL2 , 

а под претпоставком да је дужина конца знатно дужа од полупреч

ника цлоче (1 ~ R) може се ставити ~а је sin a~tg а. Тада је обртни 
момент 

9Л =n Р1 р= n (О јп) tg а· R sin '}! = OR (rjf) sin е~с е, 

па је диф. једначина малих осцилација клатна 

Јё= -9Jl= -с8; ё+w2 Э=0; С= ORr'fl. 

(25) 

(26) 

КретаЊе је хар.монијско, кружне фреквенције, периода и редуковане 
дужине клатна: 

2 _ с _ а Rr _ Rr g. 1 fzil. 1 /Т !, = z z; • 
:w - Ј. - Jt -~ i~ ; Т= 2n V R; g = 21t У g ; Rr (27) 
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У случзју када је r = R биhе* 

f7 =-Zi;JR2
; T='2тt(i2/R) Vljg. ("28) 

2.7. Спирални осцилатор.- Спирални осцилатор састоји се из 
спиралне опруге која је на једном крају учвршhенз, (сл. 2.9. а), а на 
другом везана за цилин-

дрични замајац (К) који 

може да се обрhе око осе 

кроз средиште 0., Оваква 
опруга мож~м~5матра 

при б ЛИ Жнg __ .!<.С1.9 ... !<iУ·;кии 
~--с~~;··д:Ужиn~-~ _h,. ·~-зло~,. 
~~!!-.. ~-~IЗ~l~!PY ... У.~~-~~-}\fQ
мента М, који се ствара 

услед обртања замајца за 

угао е . 
С л. 2.9. - Спирални осцилатор 

. Кинетичка и потенцијална енергија система биhе 
L 

Е =t/ Ј~2. Е ::А = JM2ds = M2L =_!_ El е2, (29) 
k 

2 
' Р df 2 Е Ј 2 Е Ј 2 

о 

јер према Castigliano-в.oм** обрасцу између момента и угла заокретања 
постоји однос е= д Ерјд /!Ј= ML/Ef = МL/ЧЈ то је крутост опруге 

Mr Е Ј ~ 
.с=-=-=-, 

~ L L 
(30) 

где је ~ крутост при с&вијању а Ј момент инерције попречног пре
сека опруге. 

Применом Лагранжеве једначине добијамо диференцијалну једна

чину кретања како з·а сuољашње (сл. 2.9. а) тако и за упуmрашње (сл. 

2.9. Ь) учвршhење оПруге: 

(31) 

па су кружна · фреквенција и период хармонијске осцилације опруге 

IJ) = у 5 ; т= 2:: = 2 1t у ~ = 2 Jt у~. (32) 

Овакве се опруге примењују кnд часовника. 

* И. В. Мешhерски - Збирка задатака из Теоријске Механике, зад. 3.683. 
** Отпорност материјала, чл. 11,2 и 9.7 
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2.8. Слагаље ортогоналних осцилација. - Две ортогоналне 

осцилације могу бити синхроне (истих фреквенција) или асинхроне 

(различитих фреквенција), различитих амплитуда и фаза. 

2.8.1. Синхроне ортогоналне осцилације. - Две синхроне 

ортогоналне осцилације представљене једначинама 

x=acos (w t+a1 ); у=Ь cos (wf+a2 ) (33) 

развијањем своде се на две једначине 

cos ср cos a1 -sin ср sin а1 =х ја= и; cos ср cos a2 -sin ср sin а2 = ујЬ = v, 

по непознатим и и v, где је ср= ш t. Решењем добијају се непознате 

cosq>=(vsina1 -иsina2)/~; sincp=(vcosa1 - исоsа2)јд; 

1::. = sin ( а1 - а2) = sin а 

где ']е 1::. детерминанта система. Степеновањем горњих једначина 

У' 

О' 

\17 
\ 

\ 

;;:' 

а) 

Сп. 2.10. - ЕлиПтичка хармонијска осцила~ија 

и· сабираљем добијамо једна чин у трајекторије тачке која једновремено 

изводи ове две осцилације 

f (х у)= Ь2 х2 -·2 аЬ cos а· х у+ а2 у2 - а2 Ь2 siн2 а= 

= Ax2 +2Bxy+Cy2 +;2Dx+2Ey+F==0. (34) 

Како су детерминанте 

Ј1 =А +С= Ь2+а2 ; 

ABD 
В С Е = -а4 b4 sin4 a 
D Е Р 

то је крива елиilса са средиштем с·у координатном почетку О, јер су 

D=E=O (сл. 2.10.а). 
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РотаЦијом система Сху за угао е, где је 

tg 2 ~i= -28/(А -С)- 2аЬ cos ај(а2 ~ Ь2) 

једначина се своди на канонички вид 

За а > Ь је tg 2е > О ако је О ~ о: ~ л/2 и tg 2 е < О ако је rr/2 < а 3nj2. У првом 
случају угао е је оштар (сл. 2.1l.b,c), у другом iliyli (сл, 2.11., е, f,). 

На сл. 2.1 О. Ь приказан је случај осцилација 

х= З sin (2 t+ 1( 3 :r)=3 cos (2 f-1/6 л:); у=2 sin (2f+ 2/ 87t)=2 cos (2 f+ 1/ 6 7tJ. 

Путања има једначину 4х2 -6ху+ 9у2 -27=0. Како је tg 29= 6/ 5, то је 9=25°20'• 

Специјални случајеви су приказани на сл. 2.11. За а;=О и a=7t имамо У= ±bxfa, 
па епипса прелази у Праву линију (сљ 2.11. а, g). 

ОЈ .Ь) С) d) е) . /) 9) 

1 г ' s 

~ ~ 
2а . 

Сл. 2.11. - Карактеристични случајеви епиптичке осцилације 

За а= тс/2 једна чи на ели псе је Ь2 х2 + а2 у2 = 1 (сл .. 2.11. d); за 
а= Ь она прелази у круг. 

2.8.2 А синхроне ортргоналне осцилације - У овом случају су 
осцилације приказане једначинама 

(36) 

па се резултујуhс кретање, с обзиром на односе кружних фреквенција 
(или периода осцилација),. врши по доста сложеној путањи. Ове криве 

линије су познате као Лисажуове (Jules Lissajous, 1822.-1880.) фигуре, 
(сл. 2.12.). 
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Ради добијања једначине трајекторије треба из система једна· 
чина (36) елиминИсати време (t) па се добија зависност у== f (х) 
или f(x,y) =О. 

Ј:З 

3:5 

5:6 

-llll 

Сл .. 2.12. -- Лисажуове фигуре 

На пример, ако је Х= а cos (2 w t- о:), у= Ь cos w t, добија се једна чи на 

Х= а (2 (ујЬ)2 -1] cos о:+[2 (ајЬ) у V 1- (yjb)Z Jsin о:. 

За а = Ь = 2 cm и о: различито криве су показане на сл. 2.13. 

Лисажуове фигуре се могу консmруисати. Нека је у почетном 
положају х =х0 =а тада је w1 f0+a1 =О тј. а 1 = -ш1 f0• Како је "= t-t0 
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то једначине (36) постају 

(37) 

ПретПоставимо ли да је Ь >а и из тачке О опишемо центричне кру

гове полупречника а и Ь, (сл. 2.14.), тада Лисажуова крива мора да 

а.=О 

1 

~· 
1 

h v 
Сл. 2.13.- Лисажуо'3е фигуре за: x=acos(2шt- а); y=bcosшt 

лежи у правоугаонику А BCD. Нека ·је а= О, тада су почетне тачке 

N'0 и N"0 у положајима О. Од ових тачака поделимо оба круга на 

n= pq једнаких делова, где су р и q односи кружних фреквенција, од
носно перИоДа (Т= р Т1 = q Т2). Ако су ови делови доста велики, могу 
се поделити на ситни је делове, тј. могу се кругови поделити на n= kpq 

Ь) 

Сл." 2.14. - Графичка конструкција Лисажуове фигуре 
1 

једнаких делова. Од тачке О треба на кругу К 1 обележити сваки р-ти 

подељак цифрама, а на кругу К2 сваки q-ти подељак. Ако сада из та
чака на кругу К1 повучемо вертикале а из одговарајуhих тачака на 

кругу К2 хоризонтале, у пресеку he се добити тачке Лисажуове криве. 
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На сл. 2.14. приказан је пример конструкције Лисажуове криве за случај осци-

nauиja 

На кругу К1 је обележен сваки треhи подељак, а на кругу К2 сваки други.· 

. ---?- ---?-
Када је а ::f= О поступак је исти само што вектори ON1 и ON2 у почетном поло-

жају граде угао а. 

На сл. 2.14.Ь приказан је случај x=4coswf; y:::::6sin(2/3 wt+ 1f2 n). 

а) 
Ь) 

Сл. 2.15. - Експериментално одређивање Лисажуових кривих: а) помоh'у звучних 
виљушки; Ь) Airy-jeвo клатно 

Лисажу је своје криве до5ијао ексПери.меншално помоhу звучних виљуиши (ди

јаПазона .,... сл. 2.15.а). У ову сврху може се користити и Atry-jeвo клатно са ситним 

песком (сл. 2.15.Ь). Помоћу удара у висак са песком добија се крива. 

ПРИМЕРИ 

2.1. Одредити редуковану дужину· и период осu.илација физичког клатна које има 
облик танке правоугаоне плочице (сл. 2.16.а) обешене о једно теме. 

2.2. Физичко клатно има облик танког обруча. Одредити редуковану дужнну овог 
клатна за тачку вешања на обиму обруча, полупречника R, (идеално физичко клатно). 

2.3. Крути штап А В, дужине /, везан је у А зглобом око кога се може обр

тати, (сл. 2.16. Ь), а на крају В носи терет тежине G. ШratJ у хоризонталном полоЖају 
. одржава крути штап С D,. висине h. Методом енергије одредити кружну фреквенцију 
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малих ·осЦилација терета, ако се исти покрене у смеру управном на штап А В и пусти. 
Тежину штапа занемарити; а= А D = 1/ 8 /. 

[Реше!-Ье.- Како је, због 'малих углова, (сл. 2.16. с), а(,= h rp, то је кинетичка 
енергија Е,, = 1/ 2 тп f2 ё2 = 1/ 2 m/2 (h/a)2 ср2 . Због .крутости штапа CD наступиhе издизање 

ы~ zt 
о т 

~ ' Ј ~а~ 'в ' 
/ 

,' . 
' ' 
ех -с: ' ср mg 
.. н 

Ј :~: 1 
1 ъ, 

с) 
' ' 

А 
в Az~c 

а) d) 

Сл. 2.16. - а) Физичко клатно у облику правоугаоне плочице, Ь, с) Хоризонтална 
клатно са полугом, d) Коса клаiно 

терета (т) за висину А у = (!ја) А у1 , где је А У1 подизање тачке D при осцилацији 
А Yt = h (1 - cos ср) = 2 h sin2 1/ 2 ср~ 1/ 2 h ср2• Ако је закон кретања тачке D дат изразом 

ср = q:-0 sin ro t, онда је 1 ~max \ = ср0 w, па су екстремне вредности енергија 

Ekmax = Epmax = 1/2 т 12 (h/a)2 ср~ w2 = 1/ 2 тgh ср~ (//а), те је w2 = gatlh = g/3 h ]. 

2 4. Да би период малих осцилација математичког клатна био што дужи мора 

бити и дужина клатна што веhа. Због тога се у пракси често користи -.мате.матичко 
клатно са нагнуто.м осо.м, сл. 2.16. d. Одредити период осцилација овог клатна 

занемарујуhи масу осовине и полуге. 

[Реше!-Ье.- При осцилациј.зма масе т у равни управн'Ој на осу АВ биhе енергије 

Ek = 1 f2 тl2 ~2, Ер= тg/(l-cos:p)sina:~ 1 /2 тgicp2 sino:, 

па је кружна фреквенција осцилација w= V (g sin a:)/l. те зависи од уrла о:, па се може 
по воЉи учинити малом] 

2.5. Одредити период малих осцилација астатичкоr клатна (сл. 217~ а). 

[Реше!-Ье. - Из_ моментне једначине за тачку О добијамо 

Ј~·= -М, тј. mtz q;= - (2 с [ "7"""" т g) ·l ср, 

јер је реституциона сила опруга 2 с х = 2 с l sin ср~ 2 с l ср. Према томе су 

W'= 2 С/;;/" g ; Т= 2 л v 2 С/':!_ 1Л g . ] 

2.6. Одредити кружну фреквенцију малих осцилација лабилног клатна*, (сл. 2.17.Ь). 

[Реше!-Ье.- Из моментне једначине за О, слично претходном задатку, добија се: 

т (Р+ s2)_q; + (2 с /2 - т g s) ср= О, 

где је i сопствени полупречник инерције. па је w2 = (2 с [2- т g s) 1 т (i2 + s2
). Погодним 

избором величина с и s може се w начинити по вољи малом вредношhу. За 2·с/2 = тgs. 

* Примењује се код сеиз.мографа. 
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је w = О, па је клатно у индиферентној равнотежи. При даљем смањивању крутости с 
равнотежа постаје лабилна, (2 с/2 < т g s). 

2.7. Хомогени правоугли Челични Лењир АОВ, дужина кракова АО= 2 а, 08 = 
= 2Ь, може да се обрhе у верти"калној равни око тачке О. Одредити равнотежни поЛо
жnј лењира, ateo је afb = 2, и период малих осцилација око равнотежног положаја, 
(сл. 2.17. с). Сп~цијаЈiно решење за Ь = 12,5 cm. 

Сл. 2.17. - а) Астатичко клатно, Ь) Лабилно клатно, с) Осциловање 
разнокраког угаоника 

[РРшење. - Из 2: Мо= О добијамо равнотежни положај tg о:= (ајЬ)2 = 4. Дина
мичка једначина обртања је 

Како су·: 
Ј~= IOl =[р' 2 а g· а· cos (о:+ ср)- р' 2 bg· Ь sln (а+ 1р)Ј. 

Ј= 8/8 р' (аа + Ъз) = 24 р' ьв; cos (о:+ ср)~ cos о:- ср sin а.; sln (а+ ср)~ sin а.+ ср cosa, 
то је диференцијална једначи.на 

~ + [g (4 sln о: + cos о:) ј 12 Ь] 'Р = О, 
ла је период осцилације 

Т=2тсV' . 12Ь ~ 2я\/I2V17·b . Ј 
g cos а (1 + 4tg о:) У 17 g 

2.8. Одредити кружну фреквенцију осцилација система приказаног на сл. 2.18. а. 

[Е/( = 1f2 (Ј + т RZ) ~z; Е р =. t;2 с ez ср2 -т g R ср; wll = с е2 1 (Ј + т· R2).] 

т 

Сл. 2.18. ~а) Чекрк са опругом, Ь) Опружна вага, с) Модифицирано Sarazin-Taylor-oвo 
клатно 
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2.9. Два котура насађена су на заједничку осовину, (сл 2.18. Ь). Преко мањег ко
тура је пребачен каиш са теретом О а преко вeher конац са опругом, крутости с. Ако 

је Ј укупни момент инерције дискова одредити период малих осцилација терета .. 

[Ek = 1 /2 (Ј + тr2);2 ; Ер = 1 /2 cR2 cp2 -mgгcp, па је Т= 2.rrV (Ј+ тr2)/ cR2 .J 

2.10. Мате.матичко клатно у iloљy центрифvгалне силе.- На обиму вратила, 

полупречника R. које се обрhе ·константном угаоном брзином О еко геометријске осе, 

привезано је М~1Т' матичко кл;;тно, масе т, сл. 2 18. с. Зr.немарујуhи утицај тежине 

клатна пдредити период мали:{ осцилација под утицајем центрифугалне силе (модифи

цирано Saгazin-Tayloг-oвo f{ЛаШно). 

[Решегье. - Пол9жај тачке т можемо одредити генералисаним координатама е 

и "1ј.г = е + ср, те се њена брзина састоји из 

-+ -+ -+ 
преносне брзине Vp = R О и релативне брзине v, = l ф= l (О+ ~Ј), те је v = Vr + Vp, 

па је квадрат брзине 

v2 = v; + v; + 2 Vr v р cos ср = ( R2 + /2) 0 2 + 21 О (! + R cos ср) ~ + l2f 2 + 2 R 1 02 cos 'Р • 

Кинетичка енергија система је 

па, дакле, зависи од~ и ср. Како је Ер = О, то је rенералисана координата ср, те се проб
лем своди на систем са једним степеном слободе. Лdrранжева једначина даје једначину 

d д Ek д Ek •· • • 
- --. - --= т/2 ср - (т R l о sin ср) (Р + т R l а '4> sin ·р + т R l 0 2 sin ср = 
dt д ср д r.p . . 

·= т 12 ~ + т R l 0 2 sin ср = О, 

те за мале осциљације добијамо 

т 12 ~· + т R l 02 ср = О, тј. q; + (R 02 ј 1) Ч> = О, 

па је кружна фреквенција w =О VRJТ сразмерна угаоној брзини обртања вратила Број 
осцилација клатна за један обртај вратила увек је исти и не зависи од брзине обртања 
вратила веh само од односа R/1.] 

2.1 I. Танка правоугаона плоча савијена је у полуваљак; (сл. 2.19. а). Одредити 
период малих осцилација ваљка у случају да се котрља без клизања по хоризонталној 

равни. 

[Решегье.- Како су Ј о =М г2 ; Је = М (r2 - е2), где је е = 2 rj.rr, то је ic2 = r2- е2 

па је према (15) кружна фреквенција w = V g е ј [ic2 +(г- е)2 ] = V g /г (я- 2).] 

2.12. У коме односу стоје периоди осцилација диска, момента инерције Ј, ако су 
делови вратила различитих крутости, (сл. 2.19. Ь, с)? 

[Решегье. - У првом случају је ве3а опруга паралелна, па је 

с;::;; с1 + с2, 



62 Теорија осцилација 

док је у другом случају веза редна, те је 

(lfc) = (1/с1) + (1/с2)· 
Периоди осциЈхација стоје у односу 

т1: т2 == Vc1 с2 1 (с1 + Cz)2. ] 

d) lY 

rvtv\.·-~ 
\7\47\7 

Сл. 2.19. - а) Осцилације полусферне љуске на r ла тко ј еавни, 
Ь, с) Торэијски осцилатор на вратилу променљивог пресека 

d) Асинхроне осцилације 

2.13. Спожити ортогоналне синхроне осцилације: 

а) х= 4 sin f, у= 4cos t; 

Ь) ... х= 6 cos t, у= 2- 6 siri t; 

с) х= 2 + 4 cos f; у= З + 4 sin t; 

d) х = 3 sln 2 t; у = 4 sln 2 t + n/3; 

е) х·= 4 cos 2 t; у = 3 sin 2 t. 

2.14. Сложити ортогоналне асинхроне осцилације: 

а) х = 3 sin t; у = 2 cos2 f; 

Ь) Х=2 sin 2 t; у= 2cos t; 

с) х=-= 4 cos (2 t-л/6); у= 3 sin t; 

d) х = 2 cos 2 t; у= 2 cos t. 

2, 15. Показати да ·је путања за осцилације х= 2а co'S f, у = а sln 3 t облика при
кцззног на слици 2.19. d 



3. ОСЦИЛАЦИЈЕ СА ОТПОРНОМ СИЛОМ 

Слободна хармонијска о~цилација трајала би, према принципу о 

одржавању енергије, бесконачна дуго, када не би постојале отпорне 

силе које умањују амплитуду, те гуше (амортизују) осцилације. Због 
тога се ове осцилације називају аморти·зоване. 

Отпорна сила може бити макаква) а обично зависи од брзине. 
Проучиhемо три. карактер~стична случаја: када је отпорна сила кон

ста~~на, када-је сра~м-ерна _ ПPJ3.<2l\I _f!~еп~ну _ ~р~ил~я .I<?g~ је сразмерна. 
другом.стеriену· брзине~- ffp.вe осциЛ.ацИЈё се зову и осЦилацИје са 
~---~- ·~"-·-· ----""'--·"-" w- - ••""- • •~•~~···•-

ШреFЬем. 

3.1 .. Осцилације са трењем. - У овоме случају поред силе ела

стичности опруге, .(сл. 3.1.), дејствује тежина G и сила ШреFЬа. Тежина се 
поништава са нормалним от

Пором Fn а сила (отпор))ре
ња је према Кулоново.м. (Со.: 

ulomb) закону о трењу .сра
змерна нормалном отпору 

(fп= G=mg), колинеарна је 

са брзином али је супротног Ы 
смера 

Рр.=- р. Р,. (sign v) = 

= ~11 mg (sign х),. (1) 

ГДе је р. IЩfjg_,М.{J]ДUЧICU IСОе
сfг!!_Цијенйl mpeFЬa up~.7i~uaaiЬy~···· 
~~Ј-~~-~~~~р-амо ···к:онстантии·м···· 
али мањим од статичког ко· 

ефицијента трења (при ми

с) 

~jff~/.д_ 
Хз Аг - . 

s s . . 

d) 

Сл. 3.1. - Осцилације са Купонов}iм трењем 

ровању) p.<Jlo· Множилац sign v= signx има вредност ( + 1) када је 
х:> О и (- 1) када је х <О, те је _супротног смера од смера брзине. 

Диференцијал11а је).Ј,начина кретања налево биhе 

(-+--) mx+cx= -џmg(signx). (2) 
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Када се материјална тачка ._изведе из равнотежног положаја за 

амплитуду х0 (сл. 3.1. Ь) и пусти, без почетне брзине (х0 ==0), насту
пиhе /{ретшье налево ако је сила еластичности опруге по апсолутној 

вр~дности веhа од силе треља мироваља 

1 - СХо 1 > Р.о mg , (3) 

где је р0 f{Oeфuqujeнm шрења При .мировшьу (cmamичf{u коефиqЩент 

· mре1ьа); р. 0 >р.. У овоме случају, због ~ <О, диференцијзлна једна
чина (2) ИЈVIЭ облик 

(~) (4) 

~~ехомогене диф. једначине са константним коефицијентима. Њено 
/ је оnште решење 

./ \ 
//~ ( ~) \ х =А 1 cos шt+ 8 1 sin wt+ (p.gfw"). 

1 ;' ~ 
(5) 

За на ве\ ен е почетне услове кретаља (за t =О, х= х0 , х 0 =0), константе су 
\ \ А 1 = х0 - (р.gјш2); 8 1 =О; 

па су киl~матичке једначине осциловања: 
\ 
х\=[х0 -(р.gјш2)] cos шt+(p.gjш2)=s+(x0 -s) cos rot, 

. ~ 
(б) 

.Xt=- w (х0- s) sin wt, 
\ . 

где је увед~на ознака . 
\ S=p.gjш2=p.Ofmш2 =Fp.fc. 
\ 

(7) 

За t =О \и f=1t/ш брзина је једнака нули,' (; o:z 0), па је у размаку . 
\ . 

О< t < тr.јш н~гативна, (х< 0). Када се тачка тренутно заустави, тада. 
према (6), дос'rигне амплитуду 

\ 
\ Х1 = s-(x0 - s) = -(х0 - 2s) 

те је 1- xt 1 < lx\ 1 · · 
(8) 

.... При трену~ном заустављаљу, у тренутку t = 'lrjш, меља се знак 
- ···,·····<., __ брзине и f{pema~e he наступити надесно (сл. 3.1. с) ако је испуљен 

''УСЛОВ ' · '··'--- .. ј . l-cx1 1 >p.0 mg. . (9) 

ф ~. . . б 
Ди еренциЈална Једначина кретаља у овом случају има о лик 

(~)· 

и л~ешење јој је 
! 1 \ 

х=А 2 cos шt+В2 sin wt-s. 

(lp) 

(11) 
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Почетн.и услови кретања су: за f= t1 = тr.Јш, х= Xt = -(Xo-2s) и 
x0 _:_Q, па су константе: 

А2 = X 0 -3s, 8 2 =О, 

те су закони кретања и брзине 

х= -s+(x0 -3s) cos wt; х= -w (х0 -Зs) sin шt. (12) 

У размаку 'Itjш < t < 2тr.Jw брзина је позитивна, (х> 0), а за 
!2 = 2лfw је једнака нули, (\:=О); тачка се тренутно зауставља на у да
љењу 

(13) 

те је 1 х2 1 < l-x1 1. Буде ли испуњен ус.лов 1- сх2 1 > p0 mg наступиhе 
кретање налево; затим надесно, итд., итд. 

Према изнетом, закони кретања су 

тr.Jw < t < 2лјw х= х(2)= -s + (x0-3s) cos wt; 

2лјсu < t<3лfw X=X(з)=s+(x0 -5s) cos wt; 

• • • • • • • • ф • • • • • • • • • • • • 

(~) 

(7) (14) 

(~) 

(n -1) njw < t <n 1tjw x_:_x(n) = ( -1)n-1 s + [х0 - (2n -1) s] cos шt; 

односно 

~(l)=x(l)-s=(x0 -s) cos wt=A 1 cos wt; 

~{2) = х(2) + s = (х0 - 3s) cos шt = А 2 cos шt; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Кретзње је, дакле, периодичко; ·периода 

на који не утиче cuлa~ШllJi.f!!E· ----- . ...----·--····- . ··--··"" 

~)· 

(rffil,) (15) 

(16) 

Дијаграми (х, t) су 1tосuнусне . лl!није 1(0}~~-~~I?~ју __ ~Ј:}~Ч~.СI:!У.Л~У' · 
(сл. 3.2. а). П2J~:y_o~~!.fl!.~~~l~~9-~~r;~~-~~~~ .бр~~ном, (~ < Q), имају прав :у 
х= s за ос у, _а полуосцилац~је саџозцтивном б)зином, (х> 0), праву 
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х= - s. Ове криве линије секу праве х= ± s у тачкама са апсцисама 
1/4 Т; з;4 Т; 5/4 Т; ... . 

и 

1 ' 
1 1 • : 1 1 1 : ' 

Т/4Ј__ Т/4..+- Т/4.--!r-T/4.--f..TI4_:,_ Tl4+ Т/4+- Т/4+-Т/4..::-rд..Ј. 
;, t Л Ј!. З 1l гrr ~ Р." Ј~ 7!Т 4!!. Ј. !!. 5!{ " zw w z w (;ј .: _ _ ~ r;; ш z ш ы 

Сл. 3.2. - Спирала са /два центра 

Амплиту де полуосцилација имају вредности: 

а) у односу на осу х= 0: 

Хо; Х1 =- (x0 -2s); Х2 = Х0 -- 4s; х2 = - (х0 - 6s);.. . (1 7 а) 

Ь) у односу на осе х= :±::s: 

А 1 =Х0 - s; А 2 =- (x0 -3s); A8 =X0 -5s;... (17Ь) 

уопште је 

и 

Xn = ( -l)n [х0 2 ns]; А п= ( -1)11
-

1 [·х0 -- (2 n -1) s]; 

1 Х" 1-1 Хн+1 1 = 2 S; , 1 А l1 1-1 А п+ 1 1 = 2 S 

lla uoлJlaмliлumyдe о?разују оuадајућу ари_тметич,су Прогресију, раз.!!uн;е 2 s. 
Због тоГа' врхови амплитуда леже на права ма. L 1 и L2. . . .. 

Тачка he се зауставити када буде испуљен услов 

1 Xn 1 < }lo gjw2 = So, ИЛИ 1 А п/< So, (18) 

тј. кадq. уђе у мртву зону ( отсечак шири не 2 s0), сл. 3.2. До за у став
љаља тачка he направити n uолуосцилtzција 

(19) 

Промене амплиtу да и дијаграм кретања можемо лако rрафички 
добитИ помоhу центра . .. на растојањима 001 =s и 



3. Осцилације са отпорном силом б7 

00
2 
= - s, (сл. 3.2.). Полу кругови, полупречникэ, једllаким а~ПЈ!!:!':ГУ

дама Ai, наизменично се описују из средишта 0 1 (s; О) и 0 2 ( -s; 0). 
каДаПОёЛедњи полукруг уђе у .мртву зону ~ретшье he стати. 

Сл. 3.2. а је изведена за податке: 0=600 gr; q=O,l kgtcm; р.=0,05; f.to=O,Oб; 

Х0 =5 cm, па су: 

Ф2=cfm= 163 sec-2 ; Т=21t'/Ф~0,5 sec-1 ; s=О,З cm; s0 ~0,36 cm; 2s=0,6 cm. 

Амплитуде су: 

а) х0 =5 cm; х1 =-4,4 cm; х2 =3,8 cm; х3 =-3,2 cm; х4=2д cm; Х5=-2 cm; 
х6= 1,4 cm; х7 =-0,8 cm; х8 =0,2 cm; , 

Ь) А1 =4,7 cm; А2= -4,1 cm; А3=3,5 cm; А4= -2,9 cm; А 5 =2,3 cm; А 6 = 1,7 cm; 

А7 =1,1 cm; А8=-0,5 cm. 

Тачка he извршити n=7,733~8 rюлуосцилација. 
Једначине правих L 1 и L2, које су обвојнице дијаграма (х, t), јесу: 

4s 
Х=± (Х0-- f) ~± (5-2,4 f). . т 

Када би у почетном положају А0 , (сл. 3.1.), почетна брзина 

различита од нуле, х0 :FO, и усмерена улево, тада бисмо, из 
(5), добили да су интеграционе константе----·-·------------· 

А 1 = x~-s; 8 1 = -x0fw. 
Уводеhи смене R cos <р0= А 1, R sin ср0 = -81, закон кретања биhе 

х.= s+ R cos (ш t+ q>0), (б') 

па су амплитуда и помераље фазе 

R = V(.xofw) 2 + (xo-s)2 ; tg cro= -81/At = -Xo/W (хо- s). (б") 

xtJ 

Сл. 3.3. - Дијаграм пута и _времена 

Тачка се зауставља у тренутку када је брзина једнака н у ли, 
(х=О), одређеном једначином t1 =(n:- cp0 )fw, па настаје кретање -на 

~ 
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десно. Даљи ток кретаља је исти као и у случају претхо,цног кретаља 
без почетне брзине. 

Дијаграм (х, t) за случај кретања са почетном брзином представљен је на сл. 3.3· 
за подf}тке: x0 ==5s, x0 =-4sro, па су R=4V:-s~5,66s и i1 =3л'/4w. , 

Из изложеног видимо да је разлика овог кретања од претходног случаја без 

почетне брз ше само у првом циклусу здесна нал~во, јер hё се тачка после времена t1 

тренутно зауставити, д.остиrавши амплиту1у R- 2 s а за тим he наставити ~<ретање 

нц~сно д 1 наредног тренутка t2, када ј~ 6.1-'зинЈ опет једнака нули. 

Према томе је закон кретања 

X(n)= ( -})n-t s+ (R-2 ns) cos (w f+ 1/ 4 '1t). 

Тачка се зауставља после три полуосцилације. 

3.2. Отпор сравмеран првом степену брвине. - Када се 
лација врши под утицајем отпорне силе сразмерне првом степену брзине 

F, 11 = - Ь.~ (sign х), (20) 

где је Ь коефицијент пропорционалности, тј. коефицијент ошиорне силе, 
димензије [FT/L], обично јединице kg sесјсm-~,~-коЛ~~Пiеар'не' са,,~орЗiiном 
само супротног смера, тада је диференцијална једначина кретаља 

mx+bx+cx=O. 

Уведу ли се смене cfm = w 2 ; bjm = 2 о, 

шеfЬа (а.м.ортизације*), горља једначина постаје 

х+ 2 о х+ w2 x =О, 

(21) 

(22) 

па је хомогена диференцијална једначина са константним коефицијен
тима. Њена карактеристична једначина је 

(23) 
са коренима 

(23а) 
где је 

~=ojw=b/2V с~ т 
коефицијент расиliдfЬа**. 
·-,,~,-~и~---~с~м~~'hс .. ,.,_~ -•h•ccc•c•"~"""'"•' 

Ако је о> ai корени су реални и разли чи ши; при о= w корени су 
реални и једнаки а када је о< w кореци су !lОfЬуговано ко.мliлексни. 

У прва два случаја кретање је аliериодичко; у треhем случају је oua-
-~~Jlp_.м.aнuj.cJUJ __ крдт~tЬд. ____ ~ 

* 
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3.2.1. Опадајуhе осцилаторно :кретање (слаба осцилација).
У овоме је случају 8<w, тј. Ь < 1, па су корени карактеристичне 
једна чине коfЬуrовано .'!./2-J1JlдJJKCHU. Ставимо ли да је 

·--~··--

биhе 
o2-w2=-p2, тј. p2=w2-62=w2(l-Ь2) (24) 

ЛЈ,2= .:.....а± pi=-д±i -v w2 -o2 -:-w [ -~±i -v 1- ~2 ], (24а) 

па је општи интеграл диференцијалне једначине (22) 

(25) 

.rде ·су С1 , С2 , односно А, В, интеграционе константе. Уведу ли се 
смене 

А =R cos е0 , В= R sin ео 

горња једначина nостаје 

Амплитуда и померање фазе одређени су једначинама 

(26) 

(26а) . 
За почетне услове кретања за f= О, х==х0 , х=х0 константе биhе 

А=х0 , 

па је партикуларни интеграл за наведене почетне услове 

х= e-Ot r Х о cos pt +о Х о+ Хо sin pt] = Re-of cos (pt-eo). 
р 

У овом.е _су случзју амnлитуда и померање фазе 

R= 11 Хо2 + (о '•р+ Х, )2; t е ~ ахо + Х о. 
У g о- РХо 

(~7) 

(28) 

Из једначи~а (2~~~ ~II. Ј~?} ~вt~~-~.1\f() .!Ь~.Ј~.~-~-~~А~ЈЈ.~.~- ~~ц.~л~:r~рпо 
крет~i'Ье CJ!.f!.:z!E.f!.ltp -~ .. -да .се .. ~~стоји .. и. з.~ fLJ3ejy колинеарних синхрони х 
осЦИЋiц-~ј~, нру:жне фре/СвенциfР. ... аЛИ променЉИвих (lMfiЛI_IIYдз, 

r, ч•/-"""·"-""~ -~~'""""-"•'•'•~· ~-.>- > _,о,-~-"'"•'"•'"- •'-"-"ц./""'~ ••"<•,"•,,~~~><"-''""~~ ••••"" '"-'• ''', , ,._ •," •" , "•, , -'-->_,СО, --'"~,~"'-'>с",~'~""- "' '-•, ~'-" '• ,• ~, 

х1 =А е-о' cos pt, X2=Be- 8t sin pt = ве-оt cos (pf-1j2rr.)' 

од којих друга заосшще у фази за првом за 1/2 тс. Оне се могу сло
жити у једну осцилацију преко комплексних бројева променљивих 
модула /z1 / = Ae-ot, / z2 /=Ве-ы, па су модул и аргумент збира ових 
бројева 
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Геометријско место комплексних бројева z јесте логарита.мска сйирала, 

(сл: 3.4.). 

Диференцирањем једначине (26) добијамо брзину кретања 

_.:L....,. 

х=- Re- ot (o~cos (pt- ео) + 
+р sin (pt- е0 ) ]. (29) 

Из једначина (27) и (29) види се да 

функције ·х (t) ·и .,f х (t) fшсу~ йериодичке, 
јер· није задовоље н услов f (~±-Та) -::::-J(t) 
за сваку вредност ~ где је 

(30) 
Сл. 3.4. - Лоrаритамска спирала 

Та= 21t 

р 

ilJ!JJUOЛ. слабе осцилације. Овај период се због~.!9_!'а_~и зов_е условна йериод 

па је и кретање квази-uериодuчко; х (t+ Та)#·х (t). 

Бр:;шна је једнака н у ли, (х= 0), када )е испуњен услов 

тада су 

те времена 

~tg (Pfo- ео)= - ојр; tg (Pfo- ео+ П.1t) = -ој р, 

pfo -eo=arc tg (-ој р), pt,.- ео= arc tg (-ој р) 

расту у аритметичкој йрогресuјfЈ., разлике rrjp = 1
/ 2 Та-~ 

~~'"-~~~~ 

Из једначина (26) добија се полуамплитуда 

(31) 

и образују геометријску upoгpecujy. Природни логаритам тога односа 

зове се логаритамски декремент (йад) ouaдajyhe осцилације 

1 1 1 1 I 
· o:rc о Та п~ 

In Xn -In Xn+t = n х=-=-= =~. 
Р 2 Vl-'f,2 

(32) 
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Он је неи.менованu број. Помоhу њега и периода 
се еf(.сйери.м.ентално и коефицијент гушења 

осцилације одређује 

~ _ 2 Iп х _ 2 ~ 
u------. 

Та Та 
(32а) 

Неки писци узимају за логаритамски декремент природни логаритам односа 

апсолутних вредности амплитуда, па је 

1 x[t) 1 . 

I n = I n 1 х (t) 1- I n 1 х(!+ Т а) 1 = 8 Т а= <:D' = 2 ~ , 
1 x(t +Та) 1 

те има два пута веhу вредност од претходне. 

Период опадајуће осцила
ције r:·--]е··д}'5/ёИод~-пеР:И-ода 
слобод:н·е ОСцИЛаЦ~ј=е т, јер је 

Та= 2-it: 2п 
Р V.w2-o2 

1.31 т.;т 

~~l,~x. 
() 1 гз .4 5 б 7 8 910 

-1ј2 
=T[l-(o/w)2

] ~ Сл. 3.5. Дијаграм промене односа периода 

~т [1 + 1/ 2 (o/w)2
] >Т~ 

TuiT у зависности од односа по
луамплитуда 

Како је ofш=~=pCSJj~ш=CSJ ТЈ~ Та то је ОДНОС 

Та=!!}_= 1 ="Yl+t~/n)2. 
Т Р V 1- (РЈТ/тt Та )2 

(33) 

Та зависност је приказана на сл. 3.5. 

За х=2 је Та!Т=1,024 па је Та за 2,4% дужи од периода .т; за х.'=4,2 је 
Ta/T=l,I па је.веhи за 1()0/ 0 од Т. 

Из овога дијаграма закључујемо да слаби отnор Јr1.ало Jrterьa ue-

------·--·····-··-~·----······;·a···л···z··l···· __ в __ Р ___ л._ .. _о_ ... _брзо -~~~~-.E~~t!~liнe осцuл~Н~{е. 
На сл. 3.6. приказан је закон кретаља (26) за случај да је ЕЈ0 =0, тј. када су по 

четни услови кретаља: за i=O, х=Хо, х~= -ох0 . Криве x=Re-Ot јесу обвојнипе ди 

iy 

а) 

1 

t-
'оС~-

1-- - -
. .L 

Ь) 

Сл. 3.6. - Закон кретаља за почетне услове: за i=O; х=х0, х0=- Sx0 



72 Теорија" осцилаuија 

јаграма. Апсцисе тачака додира дијаграма (х, t) И обвојниuа одређене су са td =n 1t/p, 
а_ апсuисе екстремних тачака са pt=arc tg ( -ofp)+n'fi,, па ове тачке леже на размаку 
дt~ 8,p2=ofw2• 

3.2.2. Апериодичко кретаље (јака осцилација).- У овоме је 
случају о> w; тј. Ь > 1, па су корени карактеристi;Iчне једна чине (23) 
реални и различити. Ставимо ли да је 

биhе корени 
q2 = o2_:_w2 (34) 

Л1,2=-д±q= -д±wv'V -1= w [-Ь±VЬ"-1 ], (34а) 

те је општи интеграл диференцијалне једначине (22) 

(35) 

где су А=С1 +С2, В=С1 -С2 константе, јер је eqt= Ch qt + Sh qt и 
e-qt =Ch qt- Sh qt. Како при t ~оо и х~ О то је кретаље аnериодичко. 

За велику вредност t може се ставити Ch qt ~ Sh qt ~ 1f2 eqt, па се општи инте
rрал (35) може написати у овом облику 

. 1f (А+В) -(8-q)t С -(8-q)t 
х~ 2 е = е · (36) 

Како је 8-q> О то када f-+ оо тада х-+ О, те 
равнот.ежном ·Положају (х=О). 

тачка acuмumom.cюz тежи 

Уведу ли се смене 

А ==С Sh \]10 , В-.С Ch о/о, 

интеграл (35) може се написати у .облику 

х-= се-ы Sh (qt+o/o), (37) 

па су амплитуда и помераље фазе одређени једначинама 

Th о/0 =А/В. (37а) 

Ако су ·почетни услови кретаља: за t =О, х= х0 , х=х0, онда су 
константе 

па је партикуларни интеграл за навед~не почетне услове кретаља 

- -&t [ Ch t дхо+Хо Sh t] Х-е х0 q + q , 
q (38) 
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и брзина кретања 

Х= ГЫ [ Х0 Ch qt- w• Х о: ВХо Sh ql Ј· (39) 

Из једначине (39) закључујемо да he брзина покретне тачке бити 
једнака нули, (~ = 0), у тренутку fп одређеном једначином 

V 1- (ш/6)2 
----~=--= 

o+w2 (x0 jx 0 ) l+(ш2јб)(х0/Х0 ) 
(40) 

достигавши амплиту ду 

х =х е-ыn Ch t [ 1 + 1 + (xofoxo)_] . 
n ° qn 1+(ш2 х0јох0) 

(40а) 

Под претпоставком да је х0 > О, с обзиром на почетну брзину х0, разликујемо 
три случаја айериодичког кретања. Пошто функција Th qt за О < qt < оо монотоно 

расте од вредности О до 1 то транс~ 

цендентна јеr:tначина (40) може имати з: 

само један nозитивни корен t n ако је 

задовољен услов 

о < V~f8Т2 < 1. 
1 +(w2 Хо/В-~·о) 

(40Ь) 

а) flpвu случај. -Ако је х0 > О 
онда је X n позиrивно, па је закон крета

,ња приказан на сл 3.7.а. Из њега се 

види дз ,се та ч ка удаљава од равно

тежног положаја, (х=О), до максиму

ма Xn. а затим се враhа асимптотски 

равнотежном положају не стиrавши 

у њ у коначном времену. 

Ь) Друга случај.- Ако је х0 < О 
а испуњен је и услов 

тј. 
1 +(.w2 Х0/ох~) > Yl-(w/&J2 = q/8, 

а) 

Сл. 3.7. - Дијаграми (х, t) апериодичког 
кретања 

t 

онда је неједнач1-1на (40Ь) задовољена, па је х,. <О. Закон кретања је приказан на 
сл. 3.7.Ь. Из дијаграма се види да та ч ка пролази једанпут кроз равнотежни. положај 
(х=О), затим се удаљује од њега у негативном смеру постижуhи максимум, а онда 
се асимптотски враhа положају равнотеже. 

с} Тре!ш случај. - Ако је х0 < О а испуњен је и услов 

l+(w2
X0/oX0) < Y1-(wfoJ 2=q/o, ·тј. 1 х0 1 < х0 (о+ q} 

онда нејелначина (40Ь) није задовољена, па се амплитуда х монотоно смањује. Дија
грам кретања приказан ј~ на сл. 3.7.с, из кога се види да тачка асимптотски тежи рав
нотежном положају. 

Прва два слу!fаја се ...... ,,џиv.ц ........ v кретање Прве врсте а треhи случај је 
а е П р и од и ч к о к ре т ањ е д~р~у;~ге;;~~;~~~·~--~--~~--.~~·--~~"-·----··"·~··~-~~·-
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3.2.3. Гранични случај апериодичRог кретања. - У овоме је 

случају w=o, тј. ~= 1, па су оба корена карактеристичне једна чине (23) 
реална и једнака. Општи интеграл диференцијалн~ једначине (22) има 
облик 

х= e-&t (At+ В), ( 41) 

па се одмах види да када t -~ оо тада х-)> О, те материјали~ тачка до

ста брзо стиже у равнотежни положај. Ако су почетни услови кре

тања: за t =О, х= х0 > О, х=х0 онда су константе 

А=ох0 +; 0 , В=х,~' 

па је партикуларни интеграл 

-Ot . 
х=е · [х0 +(ох0 +х0) t] (42) 

и брзина кретања 
· -ot · · х= е [х0 - о (В х 0 + Х0) t] . (43) 

Брзина је једнака нули, (х= 0), када је задовољен услов 

ln=x0 j6 (ох0 +х0) ( 44) 

и у томе тренутку материјална тачка постиже ампл.итуду 

(45) 

Слично претходном с.чучају апериодичког кретања и овде р~зликујемо ll}PU слу
чаја кретања. Први cлytraj (х0 > О, f n > О те је и х11 > О) и други (х0 < О, тј. 1 х0 1 >ох0, 
даје tn > О и Х11 < О) представљају апериодичко крет~ње прве вр~те, док треhи случај 

{х.:< О, тј. 1 х0 1 < бх6 , па је · tn < О) представља апериодичко кретаље друге врсте. 
Дијаграми кретања су слични дијаграмима представљеним ыа сл. 3.7. 

Из (24а) и (34а) види се да корени карактеристичне једначине 

зависе од односа ој ш=~. У случају слабе осцилације опадање ампли

1~1 t 
зi 

1 

гi Р 

G 

1,~, 
r+-------

j ~~ 

о 

Ар 

Сл. 3.8. - Зависност корена 
карактеристичне једначине од 

_ коефицијента расипања 

туда биhе утолико јаче уколико је кое

фицијент 8 веhи, па је најповољнији слу
чај када је ~ = 1, тј. у случају граничног 
случаја апериодичког кретања.:Ј Како је 

реални део корена Ar= -f,w, то је модул 

односа корена и кружне фреквенције 

слободне осцилације !:Л.г/ш 1 = ~. У слу
чају апериодичког кретања биhе 
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па је 1 ), 2/ w-1 > 1 Л1/W ј. Дијаграми промена модула 1 i .. јш 1 приказани су 
на сл. 3.8. из које се види да највеtџ)ј вредности функције 1 Л1 /ш \ о,ц
говара најмања вредност функције 1 Л2/ш 1· Тангента повучена у тој 
тачки на обе криве је вертикална и представља гранични случај апе

риодичког кретања. 

3.2.4. Осцилације са прољ1енљиви.м I<:Оефицијентом гушења. - У раније 
изнетим случзјевима коефицијент гушења је био константан. Међутим, он може да за

·виси и од неког пар'аметра, напр. 8=8 (1v1, тако Да ой.ада када вредност параметра tv 
расте и да је за w=1Vk коефицијент 8=0. Према томе је вредност W=Wk f{puwuчнa 

вредност, па је за w < ~vk коефицијент о позитиван, (о > О) а за w > 1vk је негативан, 

(о< 0). У овоме је случају диференцијална једначина кретања 

х+2о (w). x+w2 х= О. 

За случај да је w> 1 о 1 према вредности о, постоје три врсте интеграла. 

10 Када је w< ~vk, тј. о> О, тада је 

-ы x=Re sin (pt+e0), 

случај амортизованог осцилаторног кретања око положаја х'=О. 

20 При 1V=Wk, тј. 3=0 ,биhе 

x=R sin (wf+<10), 

па представља закон хармонијског кретања око положаја х=О. 

зо Ако је w> wk, тј. 8 <О, онда је 8= -k, где је k >О, па је 

kt 1f--
x=Re sin (v ro9 -k2 t+e0 ) 

те представља кретање око положаја х=О са неограниченим порастом амплитуде. 

Због овога је вредност wk заиста критична вредност параметра w, јер се прИ 

пролазу ·кроз . ту вредност прелази из области амортизованих осцилација у област 
осцилација са амплитудом која неограt:!ичено расте. 

Такав се случај јавља ври осцилацијама аеропланског крила, где је 1-V брзина 

лета. Ако је w< wk осцилације крила су а:мортизоване и нису опасне; међутим, када 

Је w> wk тада наступају осцилације са неограниченим порастом амшштуде, те наступа 

лом криЈЈЗ. Та се појава назива флаШер (flutter). При овој појави аеродина:мичке силе 

јачег утицаја него_;силе амортизације осцилацИја. 

3.3. Фунi<ција расипања. - У случају. конзервативног кретања 
Лагранжева диференцијална једначина има облик 

~дЕ: _ дЕk +дЕр= О, (4б) 
dt дq дq дq 

где је rенералисана сила за коор)Ј,иrшту> q дата изразом .. Q =дИ јдq= 
= -~oE;(oq.··-y·-ciijЧajy-- -неко·н-Зе>р~ативн;г> кретања горња једначина по-
стаје 

i_ д~k _ дЕ~t + дЕр== Q*, 
dt дq дq дq 

(47) 
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где је Q* генеQалисана некон~f!рвативна сила за координаllју q·~~ Ако 
-~ . " --·"""=----·- . --~-·-·· --~·--'~-~"'· ... ~·~-----~-·..=····.~""'~- ""· -"'--· ~-- ··-'·~~·..>·---·~ '·•">•"·•···-

стоји· функција која зависи од генералисане координате и 
брзине и која има особину да је ~Р~~.~Ј~~.~.~-· извод те 
генералисан_~l~ .. ~Рз.~~~Ј~!!!I_~~~~-егативној генералисаној сили 

Q*= дФ(q, q) 
дq 

онда се по P~,.!ШJ!~~(Ra.y]~·!g~1 .. !C1 .Функл~ј~ . Ј:~~.~и.в~. функццiа 
(d!ssipatTvё···runction). Уводеhи ту фун.кцију Лагранжева 
стаје 

~ д~k- дЕk + дЕр+ д~ =О. 
dt дq дq дq дq 

· За случај слабе осцилације биhе 

па су 

дЕk 
-. =mx. 
дх ' 

и 

дЕр 
-=ех· 
дх ' 

дФ . 
-;::-;-=Ьх 
дх . ' 

. дЕр . dE,., 
Х-=СХХ=~· 

дх dt ' 
• дФ . 
х-. =Ьх2 =2Ф. 

дх 

Множењем једначине ( 49) генералисаном брзином х биhе 

х [~ д~k _ дЕk] + х дЕ 11 = _ х д~ . 
dt дх дх дх дх 

Како је 

d ( · дЕk) .. дЕk · d дЕk 1 дЕk · дЕk · . d - х-. =х-. +х--. +-x--x=-(2Ek) 
dt дх дх dt дх дх дх dt 

па је 

те је 

d d 
- (Ek+ Ер) =-Е= --2Ф. 
dt dt 
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~Из ове једна~~,~~~уч~1~-Q~~Јi~, IЧ~!!~JieK~!f~ee_~~!~-~JIP~, ~I?~!il~X~~,~
ф ункЦИЈа-расИПа ња иг~ а у Л?!:]'__-!1 е р~ о ~.CfiJJ!J:!!.~ .. ~!!!C!J!!:!!/!J::!=~·--· .мr~X(Jf:!Jl~!!~~f!/.~~12: 
ГИ7ёТЈе~ин~ц~врем~li~~ Ово у.маљеНЈе је, дакле,)~!{Н(lFСО Aвqc[j]pyFCoj 
;;ре;џю·сmТГ7рункiiUЈе··---~-- .. ~~="~ ~'-···>·- · ·" • ~ • · · · • ·-- · • · ·"-- · 

Како је хармонијско кретање конзер'вативно то је тотална меха

ничка енергија константна Е= 1/ 2 mR2 w2 , па је dEjdt =О. У случају 

осцилације са отпорном силом)~_QјЈ!_ј~ сразмеряа.лр~gм_si~!!~~у брзине, 
множељем диференцијалне једначине (21) са ~dt=dx и инте~-ра:ЉеЊем 
следи 

t t t t 

Jmx dx +Ј ех dx= dEk + dE9 ~- Ј ьх2 dt =-Ј 2Ф dt< о. 
о о о о . 

ПРИМЕРИ 

3.1 .. Те.ло тежине 500 грама осцилује по храпавој равни коефицијента трења 
џ0 =0,3, р.=0,2 а крутост опруге за коју је везано износи C=25U gr/1 cm. Одредити број 
његових осцилација до заустављања, 

[s0 =6mm, S=4mm; n=(l0-0,6)/0,8= 12, тј. 6 пуних осцилација]. 

3.2. Тело везано опругом, такве крутости да се под утицајем терета • G издужи 
за 4 mm, отклоњено је из равнотежног положаја за х0=30 cm и пуштена без почетне 
брзине да осцилује по храпавој хоризонталној равни. Одредити коефицијент трења из
међу површине и тела ако је после 5 пуних осцилација почетна амплитуда умањена 
три. пута. 

[lxnl=lx0 l-2ns; S=-lcm; s=~Ffc; р.=2,5]. 

3.3. Материјална тачка масе т= 1 креhе се под утицајем привлачне силе сраз
мерне растојаљу, коефицијента пропорционалности с=25, и отпорне силе сразмерне 

брзини, коефицијента пропорционалности Ь=6. Одредити закон кретања ако су почетни 

услови: за f=O, х0 =8, х0 =0. 
. -3t 
[х= е (8 cos 4t+ 6 sin 4t)]. 

3.4. Период опадајуhег осцилаторноr кретања је Т а=2 sec а логаритамски де
кремент ~=0,5. Одредити закон кретања ако су почетни услови: за f=O, i 0=0 и 
Х0=1 mfsec. . 

-0 5t 
[Т а=2 sec; р=1! sec-1; &=0,5; x=(lfтc) е ' sln лt]. 

3.5. Написати законе кретања материјалне тачке која врши амортизоване осцила
ције ако су nочетни услови кретања: за t=O,. х=О, х0 = v0 и коефицијент расипања 
~=0,5; 1 и 2. 

-0,5Ф t · · -wt 
1 

~ 0.268 Щ t -3,73 Фf 
(x=(v0/0,865ro)e sin0,865<юt; xcv0 te ; X=(v0 3,46w)(e -е )]. 

3.6. Тачка која осцилује у вискозној средини има период осцилације 0,20 sec и 
почетиу амплитуду х0 =1 dm Колики је лоrаритамски декремент осцилације ако је 
амплитуда после 10 полуосцилација пала ва х-=2 mm? 

-п~ 
[ 1 Хп 1 = 1 Хо 1 е -10 ~=ln 0,02=1n 2 -ln 100=0,69315-4,60517 -=-3,91202, 

па је ~=0,3912]. 
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3.7. Материјална тачка масе m= 10 kg* креhе се у вискозној средини тако да је 

сила привлачења на удаљењу Х= 1 ш једнака 2 kg. Колики је период осцилације ако се 
после пуне три осцилације амплитуда умањи 10 пута? 

[с=2 kgfш; w2 =9,81/5; -бс.D= 1п 1-ln 10=- 2,30259; c.D=0,38376 па је период 
Ta=4,5248sec]. 

3.8. Ако су m=2 грама масе, Ь= 10 kg secfcm, с=8 kgfcш и почетни услови кре:.. 
тања: за f0 =0 су х0 = 1 cm, x0 =2cшfsec, одредити xmax и време достизања те дужине. 

.• • ·-t -4t . ' 
[х+5х+4х=0, .t, 1 , 2= -1; --4; х=2е -е ; х= О, за Т= (ln 2)/3, па је 

х =3/2 ,3г2 ~ 1,19 cm]. 
max V 

3 9. У коме односу стоје кружне фреквенције и периоди амортизованих осци

лација система приказаних на сл. 3.9. ? 

Сл. 3.9. - Амортизоване uсцилације 
масе на греди 

и 

Ф= t/2 Ьу2, 
то је диференцијална једначина кретања 

.. . 1 v 
у+ 2о у +(cfm) (fja)2 у, па је р2=- 4cm- Ь2ф2. 

2m\}l 
П ре ма· томе је 

p,f p,~'f' v ( 4 ~7- ~,; 1 + ~7 _,1,') 
Т1/Т2= Pz/P1]. 

3.10. Хомогени штап, масе т, ослања се на два једнака точка која су на међу
собном растојаљу l а обрhу се у супротним смеровима, (сл. 3.10.). Одредити закон кре 

т 

тања штапа ако је положен :на. точкове у тре

нутку t =О тако да је тежиште штапа ексцен-

трично у ощюсу на тачку О, и коефицијент 

трења између точкова и штапа ако је познат пе

риод кретања Т. 

[Решење. - Како је а= mg = р1 + F'2 ИЗ 
2:Мс=0 биhе Gx,= 1/ 2 (F2-P1} !, па је 

Рр. =р. (F2-PJ)=2~-t Gxfl, 

Сл. 3.10.- Осцилације штапа на 
обртним храпавим точковима 

те је дифере:нцијална једначина кретаља 

mx + (2p.Ofl) х=О. 

Закон кретања је 

па је период 

и коефицијент трења 

х.=х0 cos V (2ЈЗ.g-' i) t, 

Т=2ЈС Vt! 2~g 
~=2 (/lg) (r./T)2]. 



4. ПРИНУДНЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ 

Када на материјалну тачку, масе т, . дејствује поред силе ела

стичности опруге (-с х) и отпорне силе (-:- ь х sign х), још и нека сила 
кQја се мења са врем:~ном, _кретање се назива uринуд.ном. осцилацијом. 

Сила ·Ft=тf (t)јесте liope.мehajf!;a или uерmурбациона сила, ј~р ремети 
сЛободне --осци·лаци ј е. -··---·-- . .. . ....... -

Функција f (t) је периодичка функција времена, па се може изра

зити помоhу тригонометријског- коначног или конвергентног беско

начног реда 
оо 

f(t)= 1/ 2 a0 + ~ ancosnOt+bпsiпnOt, 
n=l · 

где је Q кру:ЈIСна фреквенција uоремеhајне силе. На овај се начин може 

функција}(t) написати у облику ЗQира елементарних функЦија облика 
cos п Q t или sin n Q t, па се може испитати утицај сваког члана посе

бице и дејства суперпонирати. 

Када је функција f (t) облика· cos О t или sin Qf принудна осци

лација -~~ _!:Ii!:З.l!13_~ _ _Ep~c~~!. у противном случају је слоЈtсена. 

Ове осцилације су од велике важности у акустици, машинској 

техници и електротехници ниско и високо фреквентне наизменичне 

струје. 

А) ПРОСТЕ ПРИНУДНЕ ОСЦИЛАЦИјЕ 

4.1. Проста принудна осцилација бе3 отпорне силе. - Нека 
на материјалну тачку масе т дејствује поред силе еластичности опруге 

и поремеhајна сила која се мења по закону 

Ft = F cos (О t- Э0), 

где је F амuлиmуда uоре.меhајне силе а О њена круЈtсна фре!Свенција. 

Време р~чунамо од тр~_нут!{а позитивног максимума поремеhајне силе, 
тј. када ј~ f0 =8of0. 

Диференцијална једначина кретања је . 

тх= -cx+Ft= -cx+Fcos(Qt-00 ). (1) 
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Уведу ли се ознаке 

горња једначина постаје 

х·+ ш2 х= h cos 'со t- ео) . (2) 

јенши.ма. 

---оп·Ппи интеграл ове једначине састоји се из збиQа општег инте
грала хомогене ~n.ИatL!!_'i_~-~-~KYд~pнor _интетрала нехомоrене

. (хр} који тражимо у облику 

хр=С cos е+ D sin е, 

где су С и D константе а е= Ot- е0 • Када овај интеграл два пута 
диференцирамо и унесемо у једначину (2) добиhемо константе 

h 
С= , D=O, 

w2-Q2 

па је општи интеrрал нехомогсне једначине (2): 

х=А cos wt+ В sin wf+ С cos (Ot-e0 ) = R cos (wt- q>0) + 

+С cos (Ot-e0). (3) 

Из ове јед начине видимо да је проста принуц!!~~ Q~Ц!t{I?Цf!jfi .9~е.~.-~ 
отпорне си~_збир __ ~.LШ_Q_QАЈ!е ~t!=:r!~PiiJ!i:;~e···acЦИЛ~iiџ~]e кружних фр~-~~~1!: .. _ 
ција w и Q~ односно периода ~--·~-----·~·-······-········-- ·-······-· 

'-<·-~-"~-~-"__",~~~"="---·-"'''"''/~""""--~····~-""~'~'~~-~---"'*'"'•~"' 

т- 27t 
- ' w 

2л: 
Тр=- =Тр. 

Q 
(4) 

Пер_иод _прину д~~-сцил ац и j_:J~j~д:tlll~~~~Il~Q!:f.QJ!Y .. !:JJ~9-~~!I~~~l!QP~M-~-~-~j!:!~ 
силе P{t). Оба периода, као и пери•Јд слободне ,осцИлације, не зависе 
""=-~~~7Ф"~;;"~ 

од почетних ус;719~.~~~~-

Ако је w> Q онда је амплитуда принудне осцилацИје С Поза-
~ ----------·-·--~--~ : . . ~-·---· . . . .. ... . ... - -

тивна, па је и фаза пр~ну дне 9E!!IiЛJ.rii0~]~Дн~кa ф·азн П~Инудне си .Ј! е. 
Међут.им; пр~<о;·~~тј:~~·т;"< Т; амплитуда С ј.е нerritiluвнa, пi је 
режим принудног кретања одређен једначином ~---~--~--

h h 
Хр=...:...· ·~··· · ·cos(Ot-Э0)= ·cos(Ot-Э0 +rt) (5) 

Q2-w2 w2-Q2 

те је фаза ПРI:f~!!~!!-~-~~2.~!!~.~ације повеh~~~~·-~~~~-" те у . о~носу ~на. -~азу 
.!!P.~.!!Y~Jie· ,Прве осцилаЦИЈе~"-~(Ш--5-о), зову. се п.рануДне··стсцилаЦuје 
са .малом фр'iквенцајо.м, а друге, (w< 0), су са великом фрек~енцuјо.м. 
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Према -томе на з·нак амплиту де С и на фазу принудне осцилације 

има утицај QllJi.Qf_J{pyжниx фреквенција пр ин у дне и сЈiободне осцилације 
~~.~--------,·----

. о/=0/Ф. ~ (6) 

при-

(7) 

Ова амплитуда представља издужење опруге, крутости с, под утицајем 

силе Р. Дејствује ли сила периодички амПлитуда he бити 

(8) 

5 

4 

з 

г 
/ 

П о д_!3 и нg_--!tu ЧJiJl,.М.Ф.IШJfiQJlQ,;!L!!Jl!i 
~н_ о жи o_Ч!-!:!~I!J!.§!ZJiO. HfJL~ ( rn а gn ifi
cation factor, Vergrosserungsfak
tor, Resonanzfunktion) подразу-

'ft=Лioo 
ОЈ-----~~--л.г~~~з~~~----
- f t-----+.--iГ 

----
амnлитуда 

-г 

-з 

-4 

-5 
(9) 

Овај фактор зависи од односа Сл. 4.1. - Дијаграм промене динамичкоr фак-

фgеквенција '}!. Када је '}.г< 1, тора у зависности од односа фрек-
• • Г,\ венција 

ТЈ. ако· Је О< u <w, Т р> Т, 
тада је Cd > Cs. За Чг= 1 је Cd=oo. Према томе са повеhањем кружне 
фреквенције О расте и амплитуда принудних осцилација. Ако је Чr> 1, _ 
тј. Т р< Т, онда је Cd = Cs fo ('ф-2 - 1 ), ·па при порасту о/ амплитуда Cd 

опада. За О= ro 1/2 је Чr = 1/2 и Cd = Cs.~ Ди}аrрам промене динамичког 
фактора I)d од односа фреквенција t =Ој ш приказан је на сл. 4.1. а. 

За почетне услове: за t =О, х=х0 и х= х0 Интеграционе кон
станте су 

па је парт и ку ла р но рещење 

х= Х о cos w t+ ~ sin wt-C [cos w t-cos ео+~ sin wtsin ео]+ 
. w w 

+С cos (Ot- е0) •. · (За) 

6 Теорија осцилација 
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Из овога се види да се проста при н у дна осцилација без отпорне силе 

састоји из трију осциладија. Прве. две осцилације ·~у слободне 

• Хо • 
Х1 ::::: Х0 COS W f + - SШ Ш f; 

w 

х2 =-C[cos wt cose0 + Е_ sin ш tsin ео] 
(Ј) 

(ЗЬ) 

кружних фреквенција w и периода Т1 = T2 =21tjw. 'Tpeha је принудна 

· х3 = Хр =С cos (Ot-e0 ), 

кружне фреквенције Q и периода 75 = Т F = 2rtj0. 

(З с) 

3~~~-~!EQQ_I:!ИX cи~J!~~~-!!~~~~ .. _li}_l3~~-~!I~~~J~.~~~-Ii~ .. ~~у~ р eh е сл о б одн е 
осцилације, па he остати само пр ин у дне чији је закон кретаља 

h 
Хр =с cos (Ot- ео)=---· cos (Q t- ео). 

ш2-Q2 . 
(10) 

Принудну осцилацију можемо nредставити геометријски noмohy комnлексних 

бројева. Зато диференцијалну једначину (2Ј напишимо у комплексном облику 

·· iOt , . .., 
mz+cz==Fe = ff, 

узимајуhи да је е0 =0. I1рет~оставимо· ли да Је решење z=Ce10 f, биhе z == (/0)2 Cetot 
па уношењем у једначину (2) добијамо 

С [т (10)2+с] i01=(c-m0~) z=Fi 0 f=<J· 

Комnлексни ·број z]една:к је количнику "'комnлексних бројева 

Сл. 4 2. - Механичка импеданца 

<Ј 
Z=--·· (11) 

Z (iO} 

Комnлексни број Z (Ю) моду ла 

1 z /=V[ct т (ЈОЈ2 ) 2 =c-m02 (12) 

зове се .м.еханичка имllеданца. Она је у овом случају 

- nрину дн~ осuилације без отnорне силе - реалан 

број. Модул комnлексног броја z Је једнак количвику 
модула, па је 

h 
---=С, 

а аргумент је једнак разлици аргумената и износи Ot. Према томе је комnлексни број z 
колинеаран са бројем ij, (сл. 4~2), па се ова· осцилација може предсrавити обртним 
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вектором који· се обрhе око тачке. О угзоном брзином О; Реални део овог комплексног 
броја представља принудну осцилацију у х правцу а имагинарни у у правцу: 

h h 
~lzl= cosOt, З(z)= sinOt. 

~-~ ~-~ 

~ -+ 
Вектори z и В: су 1lОлuнеарни у истог смера при m >О; када је w< о тада су 

1lОЛШtеарни али супротног смера. 

Рад поремеhајне силе у току периода Тр биhе· 

Тр 2п/О 

AF1= Ј FcosOt·dxp= -FCO Ј cosOtsinOtdt=O. 

о о 

Када бу де· однос кружних фреквенција слободних и принудних 
осциладија '-}t = 1 биhе a.мuлulliyдa С бес1еоначно велика. Ова појава се 
юiзИва резонанса. У машинској и грађевинској техници ова је појава 
штетна, јер тада може наступити лом појединих делова који осцилују. 

У случају резонансе збир 

'х2 + Xa=C[cos (Ot- ео)- (cos wt cos eo+t sin wt sin ео)] 

јавља се у облику ОјО. Користеhи Лоииmалову llieope.мy* биhе 

h { _i_ [cos ( Q t- ео) - ( cos w t cos ео + '}! s in w t siq ео ·Ј } 
_i_ (w2-Q2) dO . . w=O, 
dQ 

па је 

_;_ h [ . (Г\ (1 ) 1 . . Ј X2f Ха= 
20 

- f SШ uf.:..._\Jo - --;;- Slll юf SlП е0 • 

Због тога је интеграл ди-ференцијалне једначине (2) облика 

Х= Хо COS W f + -. SШ W f + -- W f SШ W f- ео + SШ W f Slll е0 • Х0 • h [ . ( . ) . . Ј 
. w 2w2 (13) 

Исти резултат hемо добити ако парти~уларни интеграл нехомогене 
једначине (2) узмемо у облику 

Хр =t(C cos 9+ D sin ~), 

где је е= Ot-90 , због тога што је iw=iO корен карактеристичне 
једначине. У овом су случају константе] С=О, D=h/2 O=h/2 w, па је 

*Р. Кашаиии. - В. Математиiса I. Београд, 1949; стр; 480. 
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рартикуларни интеграл нехомогене једначине (2): 

h . \ 
Хр (r) = l Sin (W i- ео) . 

2ш 
(14а) 

Узимајуhи исте почетне услове као и раније добиhемо партикуларни 

интеграл ( 13). Ако су почетни услови такви да је за f=O, х0=0, х0 =О, 
и ако је е0 =О, биhе 

h . 
Х = Х р (т) == - f Sln W f. 

2w 
(14Ь) 

Сл. 4.3.- Дијаграм (х, f) при резонанси 

Дијаграм овог кретања је приказан 

на сл. 4.3. П р аве х= ± ht f2ш = Fшtj2c 
су обвојн.Ице дијаграма. · 

И кретање у случају резонгнсе 

се може представити као једна осци

лација. Како је у овом случају 

х= R cos (wt-~0) + "2~ tsin wf= 

=Q sin (wt+'}r0 ), (15а) 

то су амплитуда и померање фазе променљиви са временом: 

. R cos (ј)о 
tg Фо= R sin Po+(htj2ш) . 

(15Ь) 

Када t ~оо тада амплитуда заиста тежи ка оо. 

Када су кружне фреквенције Q и w блиских вредности, то јест 
када је њихова разлика с:= Q- ш-< 1 и ф~ 1, тада се осцилације (3) могу 
представити једном осцилацијом 

x=R cos (wt-~0)+ С cqs [(w+ е) t-eu] =Р cos (шt-'f0). (lба) 

Упоређиваљем "!(Обија се амплитiда и помераље фазе 

P=[R2+C2+2RCcos(c:t+cpo-e,)]lf2; tgo/o= Rsiacpo-Csin(et-eo). (IбЬ) 
R cos ср 0 +С cos( et- Э0) 

Амплитуда је променљива и мења се у размаку R- С до R+C; период 
њене промене је период подрхтавања 

Td=2тcfc:=21tf(O-ш)=TTpf(T-Tp); T=Ts. (16с) 
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Ако су у овом случају почетни услови за f0 =0, х·0 =Х0 =0, онда 
су R cos :Ро+ С cos ео= О, w tg ~р 0 =0 tg е0• Како је w2 ..,..,02 ~ -20в, то је 
закон йодрхтавшьа 
~-? 

xd ~ _h_ [cos ео cos ( wt- ср0)- cos (Ot- ео)] ~ _h_ sin st siп (Qt- ~0), (Ј 6d) 
208 cos·p0 . 2Qe 

јер се због мале вредности (8=0-w) може уаети да су 

cos (шt-cp0)=cos (0-в) t-cos cp0 +sin(O-в) tsincp0 ; cos в/~ 1. 

Просту пр ин у дну осциЈ.Iацију без отпорне силе 
можемо произвести помоhу кулисе Wolf-a, (с·л. 4.4.), 
и опруге о коју је обешен терет (m). У овоме слу
чају горња тачка А опруге АВ није непомична веh 
се креhе праволинијски у вертикалном правцу и 
хармонијски, кружном фреквенцијом Q која пред

ставља угаону брзину кулисног камена (q). Дифе
рен!!-ијална једначина кретања је 

mz =-С (z-u), 

где је. и=r cos Ot. Према томе he бити 

mz+cz=cr cos Ot, 
или 

z'+w2Z=h cos Qt, где је h=crjm. 

Сл. 4.4. - Изrзођење 
принудних осцилација 

noмohy кулисе Wolf-a 

Када се тачка вешања О кру:жног клатна креће uраволинијски и 
хар.монијски, тада су осцилације тачке т пр ин у дне. Нека је закон кре-

таља тачке вешања s=r sin Ot, (сл. 4.5.а) онда је ~·=- r02 sin О(. Ово 

Сл 4.5. - а) м~тематичко 
Юiатно са пnкретном тач

ком вешања у хо;iизонтал-

нuм правцу 

1 
1 

1 

1 
1 

1 

О О' 

/ 1 
{t}----~---j------

г-- .х: 

о о· 

' ' ' ' ' . ' 
- ----~-----~~;;~ 

т 1 .. 

С) Zt 

Сл. 4.5. - Ь,с) Померање фазе између поремеhајне 
силе и принудне осцилације 

убрзање је преносио убрзање, па је дина.мичка једначииа релативног 
кретања масе т за правац тангенте: 

l~= -g sin ср+ r02 sin Ot cos q>. 
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За мале осцилације ( ~ < 1 rad) биhе sin ~ = ср, cos q> ~ 1, па је 

~+w2cp=h sin O.t, 
где су: ro2=gjl, h = г02ј!. 

Слично обрасцу (3) добијамо општи интеграл једначине 

h 
ср=А coswt+Bsinwt+ sinOt. 

fu2-Q2 ' 

Ако су почетни услови такви да је за f=O, ~=0 и <р= О, онда су 
константе А=О, B=-hOjw (w2-02), па је закон кретања 

tp=- sin 0./- - si.n wt , 
- г Q2 [ . Q ] 

1 w2 -02 w 
и 

-ф2 
х=lср+;=г [sin Ot-o/ sin wt] +г ~inOt= 

1-t2 

=· __ г - [sin Ot-'V8 sin шt]. 
l-'V2 

На овом се примеру најбоље уочава померање фазе између nо
ремеhајне силе и принудне осцилације. При '1'<1 нема померања фазе, 
(сл. 4.5.Ь), али при '1' > 1 има; у овоме_ случају nостоји и чвор С, 

(сл. 4.5.с); за '1'=0/ш=V2 он се налази на половини дужине клатна . 
. ПолоЖај чвора од масе (т) одређујемо помоhу односа S=l(wj0)2

• 

·· 4.2. Проста принудна осцилација са отпорном си.лом.- У слу
ч·ају да на масу т· дејствује и отпорна. сила сразмерна брзини, (сл. 4.6.) 
диференцијална једначина кретања је 

Сл. 4.6. - Проста 
принудна осцилација 
са отпорном силом 

па су 

(17) 

Партикуларни интеграл горње једначине потра

жиhемо у ·облику 

Хр= с cos e+D sin е, 
где је е= Ot-e0• ДвострукИм дйференцирањем и уно

шењем у горњу једначину, константе_. С 'f!_[) одре,.. 

ђујемо из система једначина 

(w2-Q2) C+2BOD=h, 

-2 оО C+(w2 - 0 2) D=O, 

С = _h_;_( w_2 ___ · Q__.:._2) 

\ 11 ' 
D= 2oOh 

!Ј. 
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где је 

1 А= (w2-02)"+4020 2.j (18) 

Уведу ли се смене 

C=Ncosa, D=Nsin а 
биhе 

Xp=N cos (C2t-e0 - a)=N cos (Ot- ~), (19) 

где је {3=Э0 +а. Амплитуда и помераље фазе одређене су обрасцима 

У случају С.[lабе осцилације је о< w, Ь < 1, p2 =w2 - д2, па је општи 
интеграл облика 

х= e-ot(A, cos pt+ В sin pt)+N cos (Ot-{3)_. (21а) 
Ако су почетни услови кретања: за t =О су х= х0 , х= х0 , онда су ин-
теграционе константе 

;V 
А= Хо- N cos 13; в'= (охо+Хо)/р- (oNjp) cos ~- (Ојр) sin ~' 

па је партикуларни интеграл 

х= e-Ot [х о cos pf+ ох о+ Хо sin pt]- Ne-of [cos pt cos f3 + 
р 

ocos{3+Dsin{3 . + _ sшpt]+Ncos(Ot-~)=x1 +x2+x5 • (21Ь) 
р 

И принудна осцилација са отпорном силом састоји се из три 
члана. Први члан х, представља амортизовану осцилацију која зависи 
од почетног положаја и почетне брзине; други члан х2 представља 
амортизовану осцилацију услед принудне силе. Треhи члан представља 
стварну принудну осцилацију 

1 х.= х р= N cos (Ш-еЈ. 1 

амплитуде N, и периода једнаког периоду' поремеhајне силе 

2ТG 
Тр=-=Тр 

Q 

али различите фазе од фазе силе. 

(22) 

(23) 

За велико t а при услову w> Q амортизоване осцилације се 
брзо амортизују и остаје само режи.м Принудног иретшьа. Како је у 
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овом случају tg а:= 280j(w2-02
) >О то је и. а> О па осцилације ма

теријалне тач!Се заостају у фази иза осцилација liринудне силе за угао 

(Ot-e0)-(0t~e0 -а)== а. 

При јак ој амортизацији, 5 >w, амортизовано кретање ишчезава 
још брже, те раније Ћаступа режим пр ин у дно г кретања. 

Када би сила F дејс~вовала статич!С~, тада б'и амплитуда принудне 
осцилације била 

Ns -:s Fjc = hjw2 • 

Међутим, у случају променљиве поремеhајне сИле амплитуда N зависи 
од фреквенција (со, О) и коефицијента гушења (8). Уведемо ли ознаке 

(24) 

амплитуда (20) биhе 

N = N = ~ = h- - No 
d 1/6. Y(ш2-Q2)~+(2oQ)z V(1-o/2)2+(2o/bl:в 

(25) 

па је динамички фактор појачавања 

Nd 1 
I)d = N-s . = -;-V-;=(=:=1 _==:=о/::::::=2)2::=+=4:==:\}1=~===2 ' (26) 

При Ь=8/w=const, динамички фактор зависи само од односа 
кружних фреквенција 

1 
чd= VC1-o/2)2+ 4 o/2~2 =Ј:) Со/) (27) 

и биhе у ма!Сси.муму када је функција 

х (о/)=(1-о/2)2+4~2~2 

у минимуму. Како су прва два и~вода ове функције 

х' (о/) = - 4 о/ ( 1 - o/z- 2Ь 2); х'' (о/)= - 4 + 12 о/2 + в ь 2 , 

то из усЛова х'=О добијамо два корена 

о/1 =0, о/2= Vt-2r, 2
• 

\ 

Ако је 1-2 Ь2 >О, тј. Ь < 1ј{2, онда је и 8/w < 1/1/2 = 0,707, те је 
о< 0,707 w па је и о/2 >О. Ако је, пак, о> 0,707 w тада је ~ = ojw > 
> 1JV2, па је и о/2 >О, те је х (о/) монотоно растуhа функција док 
је fJd монотоно опадајуhа функција. Ставимо ли вредност Чг2 у израз 
х" (о/) биhе 
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па корен '}!~ одговара минимуму функције х ('f) а максимуму функције 
I1d (\}/ ). Због тога је 

1 (28) 

У случају резонансе, тј. када је кружна фреквенција поремеhајне 
силе једнака кружној фреквенцији слободних осцилација, (а =w), биhе 
~ = 1, па је динамички фактор 

мањи од највеhег· динамичког фактора. Под резонансом се може по~ 

дразумети и случај када је кружна фреквенција поремеhајне силе 

једнака кружној фреквенције амор-

тизованих осцилација, тада је 

тј. 

и 

а =р = v w2- <)2 =w v 1 - ь 2' 

t=V1-Ь2 

1 
Ildp 2 '[, Vl- 3/

4
'[,2 < I)dmax · (29а) 

При малом отпору су и. ра

злике I)dmax, I)dr и I)dp мале вредности. 

На пример, за Ь = 0,05 биhе ~2 = 
=0,9975 па су I)dmax =10,013ИI)d,= 
= lO,OCO, I)dp= 10,010. 

hJ 

Сл. 4.7. - Дијаграми промене дина
мичкоr фактора од односа фреквенција 

За ~=0,50 биhе ~2 =0,7071 па су вредности динамичких фактора 
1,155; 1,000 и 1,102. Највеhе су разликеза~=l/{2=0,707 те je\}.r

2
=0 

и фактори 1,000; 0,707 и 0,894. 

Из изложеног видимо да при ~2 > 1/ 2 функција I)d .монотоно оuада 
од вредности 1 до О, (сл. 4.7.а), а при ~2 < 1/ 2 , динамички фактор има 
·максимум (28) при услову ~2 = Vl=-2'[,2 • У области малих фреквен
ција принудних сила, (О<~< ~2), I)d расте од вредности 1 до I)dmax, 
а у области принудних сила веhе кружне фреквенције, ('f2 < ~ < оо), 
динамички фактор опада од .I)dmax до нуле, (сл. 4.7.Ь). 

На сл. 4.8. приказан је дијаграм промене динамичког фактора I)d 

у зависности од \}! за различите вредности Ь· 
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Померање~ фазе принудне осцилације према фази принудне силе 

такође зависи од коефицијената о/ и~· Ако је ,_о стално :онда је 

tga 
200 

-----.,.--

= 
2 о/Ь = 1 (о/). (30) 

. 1-о/2 

При '}!=О је tg а=О па је и а=О. 
Ако је t= 1 онда је tga=oo па 

је а= 1/2тг.; за \}!=оо је -tga=O 
па је а== rr. Как2,_ је 

1' (о/)= dtg~ = 
. dt . 
2 ь ( 1 - ~2) + 4 ~2 ~ 
-~-----~= 

( 1- о/2)2 

= 2~ (1 +о/2) f\~ >О, (31) 

за произвољне вредности о/ и ~~ 

то померање фазе монотоно расте 
____ ...__ __ ___, ___ __,_ __ 1/1 за о/< 1 од вредности О до 1/2rr 
о г 3 

Сл. 4.8. - Дијаграм промене динамичког 
фактора у зависности од односа фреквен

ција и коефицијента расипања 

а) 

-!С -----------:-------- ---------

о 

1 
1 
1 
1 

: 

1 
1 
1 

:-
1 
1 
1 
1 

а за t > 1 од вредности 1 ј 2 1t до я, 

(сл. 4.9.а). За '}1=0 је функција 

1 (о/) прекидна. 

а: 
Ь) . 

!С --------.,--------------о 

о 

0.(25 
0,25 
0,50 

f 

Сл. 4.9. - а) Зависност померања фазе Сл. 4.9. - Ь) Зависност померања фазе 
од односа кружних фреквенција од односа фреквенција и коефицијента 

расипања 
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На сл. 4.9.Ь nриказан је дијаграм промене nомераља фазе а од 5. 
Рад nертурбационе силе при једном цИклусу принудног кретања 

биhе 
Тр Тр 

AFt= JFc~sQf.dxp=-FNO Ј cosOtsin(Ot-cc)dt=FNяsina, (32) 

о о 

јер је е0=0 и 

2 sin (Ot-a) cos Ot=sin (2 Dt-a.) + sin (- a)=sin (2 Ot- a.)-sin а. 

За исти циклус биhе енергија расипања 

Тр Тр Тр 

A_Fw=-b Ј XpdXp= -Ь Ј x~.dt=-N2 b02 J sin2 (Dt-a)dt= 

о . о о 

-bN2 n0., (33) 

па. расше са квадрашом амuлишуде. Како је sin а= tg а/ y·l + tg а.2 = 
= Nb QjF то је рад принудне силе једнак енергији отnорне силе за 

. F F 
исти циклус nрИ н у дно г кретања, А t ==А w. 

Једначина ( 17) може се геометријски представити помоhу механичf{е и.мli.еданце. 
Због тога је напишимо у комплексном облику 

. mz'+bi+cz== Fe IO.t =ff. 

Претпоставимо да је z-Ce iQ.t онда уношењем у горњу једначину добијамо 

[m (IQ.)2 ...;..b (fO.)+c] ~-Fe iQ.t-ff, 

па је z количник комплексних бројева 
В:' 

Z= ,---, 
z (!Q.) 

где је комплексни број 

Z (iO.)= т (IQ.)2 +b (IO.)+c=(c-m Q.2)+ib Q. 

а) Ь) з: С) 
i.y 

· Сл. 4.10. - Механичка импеданца принудне осцилације са отпорном· силом 

механичf{а имuеданца (сл. 4.10.а), модула 

(34) 

(35) 

(36) 

(36а) 
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Како је количник комплексних бројева комплексни број чији је модул једнак 
количнику модула а аргумент разлици аргумената, то је 

1 1 lffl _ _!__N 
z = / Z (iQ) 1 - F 1 N - ' arg z=arg F-arg Z=Qf-cr., 

јер је 

пошто је 

Према томе је комплексни број z одређен изразом 

F Ј (Qt-a) i (Qt-a) z=-v- е =Ne 
т А 

Њеrов реални део представља принудну осцилацију ( 17}: 

-+ -+ 
i . Вектори F и z одређују кретање крутог тела 

F;= тоеЛ 2 

·-· . 

се у комплексној равни обрhе.угаоном брзином Q. 

њихових моду ла / F /1/ z / = 1 Z / и разлика фаза а у 
пуности се одређују механичком импеданцом Z (JQ), 
је показано на сл; 4.10. Ь, с. 

i т 

У машинској пракси је чест случај 
нудне осцилације под утицајем 

силе услед придодате масе m0 , (сл. 4.11.). 
зитет ове силе је F, ~-ш~ 0 2, где је Q ... .".~n•rn 

~~~ ----~-
брзина обртања а е ексцентричност. 

с/2 

ција ове силе јесте принудна сила Ft = Сл. 4.11. - Утицај центри-
фугалне силе на принудне • sinOt, па је Р max =Ре= К02, сразмерна~ ........ "..., .. , .. 

осц~лације кружне фреквенције. Сменом h'=K/m 
h == KD 2/m=h'02 . па се овај случај своди 

претходни, те је амплитуда принудне осцилације 

h'Q2 h''o/2 
N'= ~~==~~==~~ = ~====--~====~ 

V(w2-02J2+4o202 Y{l-'o/2i'+4'l'2Ь2 

Динамички фактор износи 
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ПРИМЕРИ 

4.1. Материја.ша тачка месе m=2 грама масе вр-ши принудну осцилацију под 

утицајем силе Р=6 cos t. Одредити закон кретања ако је крутост опруге с=8 gr/crn а 
почетни услови кретања за f=-0 су х0 =х0=0. Колики је динамички фактор? 

4.2. Проста принудна осЦилација је представљена једначином х+4х=Б cos 2!. 
Одредити закон кретања за почетне услове: за t0 =;;0-cy x0 =2cm, x0 =2cmfsec. 

[Резонанса; X=Acus2t+Bsiп 2t+f(Ccos 2!+0sln2t;; А:-=2; ьВ=1; С=О; D= 
=h/2D.= 5/ 4, па је Х=2 cos 2f+siп 2t+ 5/ 4 t sin 2t]. 

4.3. Клип Индикатора парне машине површине 4 cm2 изложен је промеsљивом 
притиску паре р=4+3 sln (21t' f/T) kgfcm2, где је Т време једног обртаја вратила које се 
обрhе једнолико са 180 обртаја у минуту (сл 4.12.). Тежина покретног дела индикатора 
износи 0= lkg. Одредити амплитуду принудних осцилацијз писаљке ако је опруrа кру-
тости c=Зkgjcm. · 

[Овде су: n= 180 ofmin; D.=61t'; D.T=21t'; ro2 =c/m = 
=cg!G; принудна сила је Р (f)=Ap (t)=3A sin бrrf, пошто 
се статички притисак (Ps=4kg,cm2) уравнотежава са те

живом nокретноr дела к липа. према томе је амплитуда 

С= h /(ro2 -Q2)=(3Ag O)/(cg/G-361t'2)~4,5 cm]. 

4.4. На слободном крају челичне конзоле, дужине 
lm, Pelпer-oвor профила, постављен је електромотор, 

тежине 600 kg, чије се врати.цо обрhе са 3000 o/min. Те
жива њеrовог ротора је Or= 100 kg, а његов11 ексцентрич
ност у односу на средиште вратила е=О, lmm. Димен
зионисати конзолу занемарујуhи њену тежину под условом 

да ам1nитуда принудних осuилаuија не пређе величину 
0,5mm. 

А 
s 

[Диф. једначина је my+cy=Mr eQ2 sin Qf, где су _ 
m=G/д,Mr= G,fg, С= 1fcr. 11 =3'13jf3; w2-=cfm=3'l3gj0f3; Q = 
=1t'nj30=100; p.~Mr/M=Gr/0=1/6; h=p.eQ2 ; C=h/(w2-
-Q2J= 1/20 ст, те је момент инерције попреqног пресека 
конзоле lx=0; 3Q 2 (1 +20p.e)f3Eg= 1000 cm4, коме одговара 

Сл. 4.12.- Индикатор парне 

машяне 

профи11 1 Р 24]. 

4.5. Одредити закон кретања ако је х+4х=6 cos 2,lt и nочетни услови кретања: 
за f0=0 су Хо=-;0 =0. 
[х=А cos2t+Bsin2t+Ccos2,lt; А=-С; 8=0; .x=C(cos2,1t-cos2!)=29,26sin0,05t· 
• sin2,05t (i1одрхтавшье); Tp=2~r/0,1=201l'~62,8sec]. 

4.6. Д.иференцијална једначина принудних осцилација масе т има облик "х+4х+ 
+ 8х= 4 cos (2t - 1/3л-). Одредити закон режима пр ин у дно г кретања, динамички фактор 
и њеrову највеhу вредност. 

[N= 1fV5; tga=2; cr.=63°26'; ~~ 123°20'; 11d=2/V5; 

I)dr= J!T!2=0,707;_}'}dp= VБ/5=0,8944; l)max= 1]. 
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, 4.7. Написати диференцијалну једначину кретања масе т обешене о о пругу кру
тости с, која се креhе у отпорној средини тако да се горњи крај кр.еhе по закону 

U=Uo sinQt; ако су m= 1, Ь=4, с=5, и0 =4 V2;Q= 1. 

Одредити закон кретања за почетне услове: эа f0=0 су 'Х0 =0; х0 =0. 

[х+4х+5х=4 V2siп t; Л= -2±1; t= I; 8=2; 

~=32; N= 1; tg ct= 1; ~=З~t/4; 

-2t 
х=е [А cos f+B sin t]+cos (t-З.n/4); 

V2 -2t i 
х== -[е (cos t+sin t)+(sin t-cos t)J . 

2 . ' 

ВЈ ХАРМОНИЈСКА АНАЛИВА 

4.3. t. Фуријеови редови. - Најпростије периодичке функције 

су sint и cost, периода Т=2тс, јер су sin (t+2тc)=sint, cos(t+2rь)= 

= cos.t. Функције sin wt и cos wt су такође периодичке периода Т= 2rcjro, 
јер је sinw(t+2тc/w)=sin(wt+2тc)=sinwt. Функције tgt иctgt су такође 
периодиЧке, периода Т= ть, јер је tg f;= tg {t+1t) = sin (f+1t)jcos (f+ 11:) = 
= - ~in tj- cos f= tg t. Функција f (t) је ilериодичка ако постоји такав број 
Т различит од нуле (Т#О) да је за сваку вредност t задовољена иден
тичност f (t +Т)_:. f (t). Број Т је тада ilepuoд те периодичке функције. 

Како је sin(t+41Ь)=sin[{t+21'C)+21t]=sin(t+2л:)=sint, то је сваки број 
kT; k=O; ± 1; ± 2; ... , такође период те функције. Ако су р и q цели. 
бројеви, онда. је и Т= р Т1 + q Т2 такође пер~Iод периодичке функције~ 
Од свих ових периода онај најмањи се зове ilримитивни ilepuoд функције. 

Слика периодичке функције је талас, те је довољно функцију прика

зати самџ у једном размаку (периоду), пошто је у осталим размацима 

потпуно иста, и добија 'се Шранслацијом у правцу осе Ot. 

Периодичка функција f (t) може се у периоду 2л: најбоље апрок

симиратИ триrонометријским полиномом 

n=s 
Ts (t) = 1/ 2 а0 + ~ (ап cos nt+bn sin nt), (40) 

n=l 

где. су an ц bn константни реални коефицијенти. Овакав се тригоно
метријски полином добија слагањем више хармонијских осцилација 

различитих али самерљивих периода. Број s је ред тригонометријскоr 
полинома. Триrонометријски полином је такође периодичка функција, 

периода 2rc, јер је · 

( 41) ~ 



4. Принудне осцилације 95. 

Када се периодичка· функција f (t) апроксим?ра тригонометриј

ским редом Ts (t) тада се учини грешка f (t) - Ts (t). Апроксимација им:з 
смисла само онда ако се. грешка ~може iipoцeнumu. Како ова разлика 
представља горњу грешку, то се nрема BesseJ-y поставља услов да 

коефицијенти тригонометријског реда (40) треба да буду такq одре
ђени да одређени интеграл 

2n' 

Ј =Js= Ј_ Ј [f (f)- Ts {t)] 2 df 
2тс 

о 

' (42) 

има нај.мању вредност. Он представља средње квадрашно одсmуuање 
iiолино.ма Ts (t) од iiериодичке функције f (t) у датом размаку (0,2тс]. 
у слови екстрему ма су 

- :kьп sin пt] cos nt di=O; 

2тr 

дЈ 1 Ј [ 1 . . Ј . - = -·- f (t) ~ -Оо -~Оп cosn t- ~bn sш nt sш nt dt = 0: 
дЬп П 2 

о . 

Пошто су одређени интеграли 

2n' 2n' 21t' 2n' 

Ј dt= 2~<; Ј sin п/ dl =О; jcos nt dl= О, (n#O); Ј sin mt cos nt d/=0; 

о о о о 

~ ь . 

f cosтtcosntdt=} О, т ::Р, п, Jsinmtsinntdt=} 0• т =ј:. п, (43) 
- л т = n, . л, т = n, 

о о . 

то из горњег усщ:>ва, замењујуhи n са O.l 1, 2, ~ .. , одређујемо коефи
цијенте an, а сличним поступком и ко~~ијенте ~п-; који износе: 

~ ~ . ь 

. 1 Ј 1 Ј 1 ·f Оо-=- f(t)dt; йп=- f(t)cosntdt; Ьп=--;: f(t)sinntdt. 
ј( 7t JL 

(44) 

о о n 

Ово су· ФуријеQви коефицијенти или Ојлерове консшанше. Коефицијент 
1

/ 2 о0 представља средњу вредност функције f (t) у размаку [0, 2тс]. 
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. Из горњег следи да he од свих тригонометријских полинома реда 
s најбоље апроксимирати периодичку функцију 1 (i) у размаку [0, 2n] 
онај полином који има Фуријеове коефицијенте. 

Ако остатак Rs (t) = f (t)- Ts (t) функције f (t), апроксимиране три
гономеtријским полиномом Ts (t), тежи ка нули када n бескrЈначно расте, 
каже се да је функција f (t} развијена у Фуријеов ред 

1 со 
f (t) = - а0 + ~ (а п cos nt+ Ьп sin nt) 

2 n=l 
(45) 

који уствари представља границу збира квадрата Фуријеових коефи
цијената. Овај ред може бити и конвергентан и дивергентан. Међутим, 
ако је функција f (t) ограничена периодичка функција у размаку 
[0, 2rr] и непрекидна у целом размаку осим у коначном броју тачака 
(t) у којима постоје вредности f (т:+ О) :;1:: f (t- 0), као и први извод 
f' (t), или пак изводи f'(т:+О) и /'(т:-0), онда остатак Rs (t) тежи 
нули када n бесконачна расте па је Фуријеов ред конверг~нтан. Овај 
ред џредtтавља функцију 1 (t) у свима тачкама размака у којима је 
она непрекидна, а у тачкама прекидности је 

f(t)= f(т:+O)+f(t-·0) 
2 

како је показао Дирихле ·(G. Р. Lejeune Dirichlet). 

(46) 

На овај начин видимо да је свакој периодичкој функцији придо
дат одређени Фуријеов ред за који накнадно треба испитати да ли је 
конвергентан или дивергентањ Кзо елементарни критеријум за једно
лику конвергенцију реда служе ова· два правила: 

. 1° Тригоhо.метријсн;и ред једнолин;о конвергира ан;о н;онвергира ред 
alicoлym.нax вредности љегових коефицијенат.а (W ~ierstrass), и 

2° Тригоно.метријски ред конвергира једнолшю, ан;о функција f(t) којој 
је Придодат. има _неliрен;идан други извод у раз.ман;у [0,2л ]. 

Ако ј~ Ф:УFiкцијаf{t):;;~~~прекидна у размаку.[О,2.rt].. и ако је 1.(0) 
=f (2n), то ред коннергира једнолико, што значи да свакој вредности 
Ј коју сматрамо као доз~ољену грешку, одговара један број тt, такав 
да ако се у· реду Фуријеа узме n чланова, онда одступање 3бира овог 
реда од функције f tt) не прелази вредност Ј ни у једној тачки размака 
[0,2л]. Коефицијенти · Фуријеовог реда теже нули брзином 1jn2 ако је. 
f (t) непрекидна функција у целом р~змаку, или брзином ljn ако има 
и прекидних тачака~ 



4. Принудне осцилације 97 

Поред облика ( 45), Фуријеов ред може се написати и у другим 
облицима. 

а) Уведу ли се смене an = -г n sin <Х,1; bn =г n cos an, 

биhе Гн"7'-Vа2п lbn2, tgrr а /Ь 
.. ""t- ..... 11 - f'J "' 

па ред ( 45) постаје ред си·нуса 

оо 

f(t)= 1
/ 2 а0 + .2; Гп sin (nf-a 11 ). (45а) 

n=1 

Сменама а"= Г11 cos an, bn =Г п sin an тај ред постаје ред косинуса: 

оо 

f (t) = 1
/ 2 ао+ L Г п COS (nt-- ап)· (45Ь) 

n=1 

Када је функција uериодичка али периода различитог од 2л онда 
се сменом нови uериод Т на оси + Ot uреслшlава у период 2п на новој 
оси + Ot где је уведена нова uро.менљива t. Важнији случајеви периода 
дати су у таблици 4.1. 

"t= 2 .1rtjT 

(2ЈТ/ Т) dt 

т 

Т -::ј:: 2ЈТ 

2 r 2n:rr - 1 (t) cos - t • dt 
т . т 

о . 

2n:rr 
(t) sin - t . dt 

т 

2л: (t- а)ј Ь-а 

2:rr dtjb-a 

ь 

2 r 2n:rr - f (t) cos- (!-а) dt; 
Ь-а. Ь-а 

а 

ь 

2 ·[ 2п~ - f(f)sin -(t-a)dt; 
Ь-а Ь-а 

а 

[ 
2nЈТ 2n:rr '] 

an cos Т (t-a)+bn sin Т (t-a) , 

Т; а=О; Т=Ь-а; a=t:O. 

Када f (t) није uериоличка функција, али се uос.машра са.Аю у дa
mo..tt раз.наку [а, Ь] може се такође развити у Фуријеов ред у истом 
размаку ако се uepuoд upoдy:;tcu. Због тога се у место функције f ( t) 
узима функциЈа 1Ј (t). таква да задовољава услове: 1° да је за а< t< Ь 
и q>(t)=t(t); 2° да је cp(a)=q>(b) 1/ 2 [f(a)+f(b)], ·и 3° да је период 

7 ТеориЈа осцилацща 
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функције cp(t) једнак Т=Ь а. Ако се ова функција cp(t) развије у 

Фуријеов ред онда he он представљати функцију f (t) у унутрашљо
сти размака [а, Ь] у коме се она и посматра. 

4.3.2. Хармонијс:ка анализа. - Под хар.монијско.м анализо~и под

разумева се одређиваље коефицијената Фуријеовог реда придодатог 

некој цериодичкој функцији или непериодичкој која је. периодички 
продужена. Када су одређени ови коефицијенти, . тада је познат и 

Фуријеов ред, који предстq.вља суперпозицију хармонијских осцила

ција. Поједини чланови реда зову се комuоненте или хар.iИоници. Ком

поненте а1 cos t и Ь 1 sin t јесу основни хармоници, док су остале виши 

хармоници, чији је период n пута мањи. од периода основног хар

моника. 

У хармониској анализи примељују се четири методе: а) анали

тичка, Ь) нумеричка, с) графичка и d) механичка. 

а) АнаЈ'lитич:ка метода. - Када је функција f (t) задата анали

тичким изразом тада се коефицијенти Фуријеовог реда одређују 

према обрасцима ( 44). При овом рачунаљу можемо се користити не

ким олакшицама које про истичу из особина саме . функције. 
Олакшице су наведене у таблици 4.2. на страни 99.), 

. Ако је функција f (t) задата различитим аналитичким изразима 

у појединим деловима размака [0,2л] она се ипак може развити у један 

Фуријеов ред само при израчунаваљу коефицијената an и bn треба 
размак поделити на два дела и извршити назначено интеграљеље. 

Фурије* је вршио сваја прва ~спитивања на функцији приказаној на сл. (4.13.) 
за коју је f(t)=/1 (t)= 1/ 4 1t за - 1/ 2 tC<t< 1/ 2 :n: а f(f)=fz(f)=- 1 /4 тc за 1

/ 2 rc<t< 3f'lrc. 
Ова функција је нейериодичтса али се може периодички продужити и у размаку 

t f( t) 

-г·-·-,-·.-·]V~~7%' % ~-
: i : oi ~ ~;;;~ ~ 

-я: -Jrlгi oi · ::л;г :Ј[ ;З/г х :гл 

1 
1 

·-' 

Сл. 4.13. - Прва Фуријеова непериодичка функција 

[ _tj
2 
л, з;2 n] развити у конверrентни Фуријеов ред. Пошто функција има симетрију 

косинусне линије то користеhи опакшицу (6) биhе коефицијенти 

тф 

. 4 Ј 1f 1 
a2n+l=-;-

4 
cos(2n+l) tdt=(-1)n 2n+l, 

о 

о~: "Th<:'~orie de la chaleur". Paris, 1822. 
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Таблица 4 2 .. 
Р. бр. Особина Олакшица 

2тr r.: a+2r.: 
1 f (t+2 rc) = f (t) Jtdt= Ј fdt-= Jtdt 

о -те а 

fC 

bn=O; а n = ~ Ј f (t) · cos n t dt; 

2 
1 ( -f)= f(t) 

о 
Пар на 

1 оо 

f (f)=2 ао+~ an cos nt; n=O; 1; 2 ;· .. 
1 

n' 

f (- t) = - f (t) 
йп-=0; bn= ~Ј f(t)·slnntdt 

3 
неliарна 

о 

оо 

f (t) = ~ bn sin nt 
1 

а2ГI=Ь211=О 
r.: 

. 2 Ј 
f (t + 7t) = ~ f (t) 

a2n+t =--;- f(t) • c~s (2n+ 1) tdt; 

'О 

4 Промена зна/{а !{ада се n' 

аргумент lioвeha за 
ь211+1 ~ Ј f (t) • sin (2n + 1) t dt; 

Т/2 
о 

оо 

f (t)= ~ (а211 + 1 cos (2п + 1) i+b211+1 
sin (2n + 1) t] 

о 

тr/2 

5 !(ј!+ f)=- /(ј!- t) = -! (t) Qn=O; Ь2п =0; b2n4-t = ~ Ј f (t) · sin (2n+ 1) t dt; 
Ј( 

симетрија синусне о 

линије оо 

t (t)= .L ь2,.+ 1 sin с2п + 1) t. 
о 

Jt/2 

f(n+f)=f(тr-t)= -f(t) 
bn=O; a2n =0; a2 n +l = :Ј f(t) cos (2п + 1) t dt; 

6 
симетрија f{Осинусне о 

линије оо 

1 

f(t)= k a2n+i cos(2n+1) t. 
о 
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па је ред косинуса непарних аргумената 

оо 1 1 1 
f(t)="2: (-l)n -- cos(2n+l)f=cost--cos3t +-cos5f-···· 

0 2n+ 1 3 5 

Функција f(t)=l за О<t<ЈТ, f(l)=-1 за -n'<t<O приказанајенасл.4.14.а. 
Како има симетрију синусне линије то користеhи олакшицу (5) таблице 4 2. 

ы А /f f) 

t 

Сл. 4.14. - Апроксимација Фуријеовим редом функције f (t) = ± 1 

биhе 
n'/2 

4 f 4 1 ь2 +1=- sln(2n+1)tdf=---, 
. п ЈТ. ЈТ 2n+1 

о 

па је ред синуса непарних аргумената 

4 00 1 . 4 [ sin t sin 3 t sin 5 t ] 
f(t)=-~-- sin(2n+l)f=- -+ -- + -- + .... 

1r 0 2n + 1 ЈТ 1 3 5 

На сл. 4.14.Ь приказана је апроксимација са nрвИх шест чланова реда. За f=л/2 добија 

се познати Лајбницов (Leibniz) ред 

)"( оо 1 1 l 1 1 ' 
-= ~ (-l)n-- =.....,...-- +--- + ... · 
4 

0 
2n+ 1 1 3 5 7 

Тригонометријски редови се примењују и у Отпорности материјала*. 

Важнији случајеви којИ се cpehy у техни~кој пракси изнети су у таблици 4.3. 

Гибзова појава.- Ка11а се функција f(/)= 1/ 2 (:л'-t) за О< t < 21r, (сл. 4.15.), 
која је прекидна и у тачки f=O има дисконтинуитет Прве врсте, (јер граничне вред
ности функције са леве и десне стране нису једнаке), развије у Фуријеов ред добиhе се 

1r-f ~ 1 sin t sin 2! sin 3t 
--. = ""- sin rzt=-- + _ .. --- + --+ ... · 

2 f'n 1 2 3 · 

Ако се функција f (t) апроксимира у датом размаку коначним тригонометријским 

редом са n чланова, онда је његов збир Sn. У делу размака у коме је функција f (t) 
непрекидна крива Sn (t) све боље апроксимира криву f (t) уколико n расте. Међутим, 

ове криве показују извесна нова својства у близини тачке дисконтинуитета прве врсте; 

наиме појављује се скок функције Sn (t) који је сразмеран величини дисконтинуитета АВ 
и износи приближно 9%. У случају горње функције максимум криве Sп(t) здесна не 

*Чл. 9.9. 
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Таблица 4.3. 

f(t) 

-1 

-л< t <О 

f (t) = 1 

О<f<л 

tj 4 те 

_1/2 < f< 1fz"' 

/(t)=- 1/4n 

1fzn < t < а;2 те 

tјте 

ioi 

Фуријеов ред 

,~ 

_! ~ sin (2n+ 1) li 
л 0 2n+l~ :.: 

f= 1 /zтt Лајбницов ред 

1t оо 1 
-=~(-I)n----
4 ~о _ -----~n±1 

~ n cos(2n+ 1) t 
ЬЈ ( -1} 
0 211+ 1· 

2 оо sfn nt 
-L(-l)n-1--
n: 1 n 

--------------------------------1----------------------------1 
2 
-t 
те 

4 -1Jz1C~f~tfzтe 

2 ( 1- :) 

-----1---------------------------Ј 
1fz те~ t ~ 3fz те 

те-t 

5 2 

О< t < 2п 

-t 

6 
t 

7 

/j(t}=t/ 
77/ 

t 

О< t < 2зr 

8 оо - L (-I)n. 
:rr2 о 

sin (2n+ 1) t . 
(2n+ 1)2 

~-_! .f cos (2n+ 1) t 
2 n: (2n+1)2 

8 

оо 1 
=}:--

0 (2n+ 1)2 

~ sin nt 
те-2 k.l--

1 n 
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f (t) 

_!!_t 
s 

O~t~1 

s~ t~rc-s 

h (1r-t)js 

n-s~ t~n: 

Фуријеов ред 

4 h оо - _L sin (2n+ 1)s. 
:л: s 1 

sin (2n+ 1) t 
(2n+ 1)2 

~- -------------'------1---------1 

1 оо cos nt 
:л:2+4 L (-1)n ----

3 1 n2 

9 
:Л:2 ~ n-1 1 

t=O;-= k/(-1) -
12 1 n2 

6 ' n
2 

-------------------------l--------1·------~·-----

110 

11 

12 

13 

14 

о 

\ ~FZ\ 1\ 
2а . О 

_л_л 
о 

/ / L 
7о 7 

о~ t ~ 2:r 

1 sin t 1 

:п:t 
cos2 -

2a 

Sht 

ht 

kt 

л:2 оо cos nt 
12+ :t~ 

2 4 ~ cos 2nt 
-- -t-1--

:л: rc 1 4n2-l 

СЈ. оо 1 
--2rrL-· 
1r 1 2n 

sin 2 па cos 2 nt . 
_ (4n2a2-n2) 

Shrr ~ n-1 
2 ы(-1) . 

:л: 1 

cos (л-1) t 
n7 +1 

k-h + 2 (h-k) . 

8 rc 

~ cos {2n + 1) t 
'k.J + 

0 (2n+ 1)2 

1 оо , n-1 + (h+k)L с-1) . 
1 

sin nt ·--. 
n 
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тежи вредности 1
/ 2 1r веh вредности 1/2 л+О,О9 :r= 1/ 2 Л'+0,280R. Исто тако и минимум 

најближи вредности t =0 слева н·е Тf'ЖИ вреЈ.ности - 1/ 2 n веh вредности _1/2 n -0,09 n= 
= - 1/ 2 Л'- 0,2808. Ово значи да крива Sn (i) . 
не апроксимира у околини тачке ди

сконтинуитета прве врсте висину скок21 

АВ функције f(t) него дужнну CD= 
=АВ+2 · 0,2808. Ова појава се назива 
Гибзова flojaвa јер ју је открио амери· 
чки математичар Гибз (Josiah Willard 
GiЬbs) 1889. год. 

Ь) Нуrоери~-ща 111.етода. - Про_ 
блем одређиваља коначног броја првих 

коефицијената Фуријеовог ·реда своди се 
на Беселов проблем интерйолације Шри

ГО!lО.лtеШријстси.м nолшюАю . .и: у датом 

координатном систему Oyt задате су 

вредности функције У1= fi, за вредности 

о 

аргумената ti, а треба одредити три го- Г 
Сл. 4.15. - ибзова појава 

нометријски полином који he апроксими-
рати задату функцију f (t) у датом раз-

t 

маку. Размак [0,2 ЈТ] дели се у 2n једнаких подељака, дужине ЈТјn, тако да су за вредно

сти аргумената f=O, f1 =njn, ... ,f2п- 1 =(2n-1)rcfn, f2п=2Л', вредности функције: Уо=/0, 

Y1=f1, · .. ,· У2п=f2п=Уzп=Уо· Затим се коефицијенти · an и bn реда /(f)= 1/2 a0+ 
+а1 cos t+ · · · + an cos nt+b1 sin f+ · · · +Ьп_1 sin (n-1) t, израчунавају из услова да Шри
гонометријски nолшюм Пролази кроз дате Шa•lf{e, тј .. из система линеарних je.zt~a-
чина: 

те су: 

• о ...................... о •••••••• 

1 2n 

Go=- 'L fг; 
n r=l 

1 2n krл 
ak= ~ fr cos -, 

n-r=I . n 

1 2п 

Gп=-- ~ {-1)' /г; 
2n r=l 

1 2n kпr 
bk =- L /г sin ; k= 1, · · ·, n-1. 

n r=l n 

(46) 

Овако израчунати коефицијенти приближно замељују Фуријеове коефицијенте 
израчунате по обрасцима (44). 

У циљу упрошhаваља рачунаља обично се узима да је 2n nаран број дељив са 
4 (обично 2n = 12,24,36 или 72), како би се рачунале само ·четири вредности тригоно
метријских функција синуса и косинуса оштрих углова. Сем тога се рачун спроводи 

Шабеларно, на пример, за случај 2п = 12, по, меШоди Рунгеа (Carl Runge, 1856.-1927) 
у Шри сШеf.ј.енсi. 
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Ј. Сmеаен. 

разлике 

Вредности функције треба написати према схеми и наhи збирове и 

11 12 fз 14 15 !в 
112 !н lto 19 fв 17 

Збир So s1 s2 Sa s4 s5 Sв 

Разлика d1 dz da d4 d5 

2. Стеаен. - Збирове и разлике из претходног степена треба написати према следе-

hoj схеми и израчунати њихове збирове и разлике 

So s1 s2 Sз d1 d2 d3 
Sв S5 $4 d5 d4 

Збир ' ' ' do d1 d2 CJs 01 (ј2 03 

Разлшт Оо 01 oz о' 1 о' 2 

З. Степен. Коефицијент и Оп и bn израчунавају се помоhу схеме 

Коефицијент Коефнцијент:и 

множења 

т 
а п bn 

sin зао} 0,500 -а2 а1 ' 
cos 6а0 

02 <JI 

sin 6ао } а,866 ' о' &' ()1 02 1 2 
cos зао 

' 1 

1- ј~ sin 90°= 1 c:ro+az a1+<Js оо Оо -аз оо Oz а3 dl 

Збир чланова 

колона по-~ 1 II I II I II I 11 I II l li I li 
множених 

са т 

Збир 1 I+II 6а0 6а1 6а2 -
1 

6Ь1 бЬ2 6Ь3 

Ра- 1 
зли ка 

1-II 12а6 6а5 6а4 6а8 6Ь5 6Ь4 

У њој I и П значе зб:ирове коеф:ицијената једне колоне помножене коеф:ицијен

том множења (m) који представља вредност sin зоо, sin 600 и sin soo.* 

* За 24 компоненте види Маш:иностроение Том 1, стр. 268. 
За 48 компоненте види Ј. Р. Den Hartog, Mecl1anical viЬrations, New York, 

1947., стр. 28. 
За 72 компоненте види R. · Stansfield, The Measurement of Torsional ViЬrations 

(The Institution of Mechanical Engшeers, 1942.-43. год.). 
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Пример.- Израчунати коефицијенте тригонометријског полинома помоhу Рунге-

ове методе ако су познате вредности функције: О; 1,060; 0,575; 0,260; 0,080; О; О; О; О; 

-0,020; -0,155; -0,430 и о. 

р 1,060 0,575 0,260 0,080 о о 

о -0,430 -0,155 -0,020 о о о 

(s) о 0,630 0,420 0,240 0,080 о о 

(d) 1,490 0,730 0,280 0,080 о 

20 (а) о 0,630 0,500 0,240 1,490 0,280 

(о) о 0,630 0,340 1,490 0,650 
30 

0,500 0,340 -0,500 0,630 1,490 
-

0,866 0,630 0,810 1,490 0,650 

1 0,500 0,870 о о -0,240 о 0,340 0,280 ј1,4901-0,280 

1 :Е 
1 1 

0,500 0,870 О, 170 0,548 -0,250 

1,370 

-0,370 

0,718 

-0,378 

-0,175 

0,075 о 0,340 1,025 0,701 
1 1 1 

1-0,3401 
1,726 

0,324 

1,290 0,563 1,490 -0,280 

1,853 

0,727 

1,210 

-0,325 

па су: 

а0 =0,228; а1 =(\120; а2=-0,029; Оз= -0,057; 

те је функција, (сл. 4.16.), развије
на у ред: 

. f (t) =0,114+0, 120 cos t

-0,029 cos 2t-0,057 cos 3!-

-0,054 cos 4!-0,063 cos 5t-

-0,031 cos 6t+0,288 sin f+ 

+0,309 sin 2t+0,202 sin 3f+ 

+0,121 sin 4!+0,054 sin 5t. 
Сл. 4.16. - Примена нумеричке ме:юде 

у хармонијској анализи 

с) Графичi<а .метода. - Из обрасца ( 46) види се да су вредности nak и 
. ~ ~ 

ортоrоналне координате вектора Zk једнаког векторскО:\f збиру вектора f r који са 

цисном осам rраде уrлове kГJrjn. Према томе се и графичка метода одређиваља 

јеових коефицијената, када су познате вредности функције за дате вредности -:нн·нн·дтт•r" 

своди на сабираље вектора, (сл. 4.17.а). За случај 2n = 12 биhе лјп =30°. Ако је k= 1 
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-+ 
угпови ci, вектора !г расту у ариm.метичкој upoгpecuju, разлике 30°, (сл. 4.17.Ь); за 
k=2 за 60°, (сл. 4.17.с), а за k=3 расту за 90°, (сл. 4.17.d), па су координате резултују
hих вектора: 

а) 

2:1 

!г 

с) 

fto ft .:С 
r----~а·----

а: .. эоо 

12 

Сл. 4.17. - Примена графичке методе у хармонијској анализи 

6 а1 = 
1
/2 VЗ Ct1 + /11)+ 1/2 Ctz+ /1o)-1/z (/4 7- fs)- 1/2 VЗ(fБ+ f7)+U12- /в), 

6 Ь1 = 
1
/2 U1- /н) +1

/2 VЗU2-!1о)+Uз- /9) + 1/2 V3U4- fs)+ 1 !: Us- /7), 

6 й2= 1/~ U1+ /5+ /7+ /н)-t;2 (/:?+ /4+ fs+ /1о)- Uз+ /9)+(/в+ /12), 

6 Ь2 = 1/2VЗ [(/1+/2+ /7+ fs)-·(/4+ /5+ /1о+ /н)]., 

6 йs=U4+/s+ft2) -(/2+/в+/1о), 

6 Ьз=(/1+/s+/9)-(/з+/7+/н),- · · · 

d) Мехавичl(а метода. - Постоје нарочити апарати звани xap.JtOFШJCKu 
затори помоhу којих се могу одредити механичким путем Фуријеови ю_ )ефнци 
неке функције која је задата графички, на пример, добијена на апаратима за npr·иC'1rnn1нн.;,p 
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осцилаторних процеса (као анализатори Coradi·Henrici, Michelson-Stratton, Mader, Wente-ov 
оптички, електрични West. El. Со, итд.). 

Ови анализатори раде по принципуВатовог регулатора за парне машине и прин

ципу планиметра. 

4.3.3. Харм.онијска синтева. - Под xap.мoFLUJCтcoirt сuнтезо.м подразумева се 

поступак обрнут анализи. Тада се израчунавају вредности функције f (t) при познатим 

вредностима Фуријеових коефицијената за одређене вредности аргумента t. Слично 
обрасцима ( 45), у овоме случају добијамо да су: 

n 

fo= 1/2 ао+ L а,, 
r=l 

n=6 

fп= 1/2ао+~ (-l)Га,., 
r=1 

n n-1 k 
1 """" krn ~ . пr f k= / 2 а0 + .k..J Gr cos n + .k.J Ь, sш n , 

r=l r=l 

те се може применити .метода Рунге-а 

С) СЛОЖЕНЕ ПРИНУДНЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ 

(47) 

4.4. Случај периодичке пореме:liајне силе. - Када је пореме

hајна сила F (t) Перuодичка функција времена (t) тада је можемо раз

вити у ~ФурИ]еоВред' ~ 

оо 

F (t) = 1 /2а0 + L (ап cos nOt + bn sin n Ot) (48) 
n=l 

чије коефицијенте одређујемо према обрасцима ( 44), јер је период про
мене силе Т F = 2xtj0. Диференцијална једначина слоЈ/Сене Принудне 

осцилације без отпорне силе може се написати у облику 

•• оо 

х+ оо2 х= 1 / 2 (a0 jm) + L hп cos (nOt- an), 
1 

(49) 

1f2 
где је hп=Г n!m=(a~ + Ь~) ј т. ПарПЈ.uкуларно решење ове нехомогене 

једначине потражиhемо у облику 

оо 

Хр= (a 0 j2m w2
) + L Сп cos (nOt_:_an)· 

1 

(50) 

Како је први члан a0/2mw2 !Сонета н т ан и представља у даљ~ње од 

равнотежног положаја то се може узети да је а0 =О. Двоструким ди
ференцирањем израза (50) и уношењем у једначину ( 49) добијамо кон
станте 

(51) 
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па је ouшmu интеграл једна чине ( 49) 

со 

х=А cos wt+B sin wt+ ~Сп cos (пйt-а.п)· 
1 

(52) 

Ако су почетни услови кретаља: за (=О, х== х0 и х= х0, онда се 
интеграл горње једначине може написати у облику збиrа трију 
осцилација 

со со 

- L Сп (cos an cos wt+no/ sin a:n sin rot) + 2,; Сп cos (nOt-an), (53) 
1 1 

у коме треhи члан приказује принудну осцилацију 

(54) 

У случају да је кружна фреквенција слободних осцилација 
w= рО, где је р цео број, наступа резонанса р-ог реда При p=/=n ре
/шење (53) се не мења, али ако је р= rz онда је Сп= оо, па се збир 
х2 + х8 јавља у неодређеном облику ОјО. Применом Лопиталовог пра
вила добијамо да је 

+n~ sin a.n sin wt] Ј = h,z . [пt sin (nOt- ct
11
)-

\.V -2n2 0 

па је решење (53) облика 

n . . Ј --sш а" sш wt 
W w=nQ. 

(55) 

Х~ • hп . . 
Х=Х0 cos wi+- sш wt+-

2 2 
SШ an sш wt-

w (Ј) 

-~ t sin (nйt- ап)- 'f' Сп (cos a,i cos w!+ 
2 оо 1 

+ пО sin an sin wt) + i;' Сп cos (n йt- ап), 
(1) 1 

(56) 

где знак ' код збира значи да је изостављен члан индекса р= n. 
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При доста великом t могу се изоставити чланови са тригономе

тријским функцијама, па је закон кретања при резонанси 

hп . ( ) х~- tsш пшf-а.п. 
2ro 

(57) 

Ако у Фуријеовом реду нема неких коефицијената, а баш бу де 

кружна фреквенција слободних осцилација сразмерна индексу тога 

коефицијента онда нема ни резонансе. Тако на пример, ако је функ
ција парна, .онда су коефицијенти bn =О, па резонанса може бити само 
онда када је р= 2; 4; 6;. . . . 

У слу~~1У йринудне ocцuлqqllje са оliШорном силом и uринудно.м llr?:~-

puQ!l.Ц_'!J!Q~ силом, периода Т F = 21t/0, диференцијална једначина кре
тања је 

•• • оо 

x+2ox+w2x= ~hпcos(nOt-a.п), 
1 

па добијамо закон при н у дно г кретања 

оо 

Хр = ~ Nn COS (nOf-a.п- ~п), 
1 

где су амплитуда и померање фазе дати једначинама 

(58) 

(59) 

(60) 

_ Максимална амплитуда сваког хармоника није при резонанси, него 

када је испуњен услов 

4.5. Случај прои3вољне поремеhајне силе. - У случају прои

звољне поремеhајне силе примењује· се __ ~-~~::_~:~~:-~:~~~~~~~-~-"---~::~~::!~~~~!...'~~ 
!COflclliaнallia. * 

~-------=-~'-Ф"'-~'"=-~ л•q,~~ 

У случају uринудне осцилације Ьез ошиорне силе диференцијална 

једначина кретања може се написати у облику 

mx+cx=Ff(t) или x+w2x=hf(t). 

Општи интеграл хомогене диференцијалне једначине је облика 

* Т. Пејовиh - Диференцијалне једначине Il. Београд, 1948, стр. 78 
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где су С1 и С2 интеграционе константе, .које овде сматрамо пр·омен
љивим величинама. Диференцирањем горње једначине добијамо да је 
брзина 

(64) 

па пошто мора бити х= х* то је други члан једнак нули. Поновним 
диференцирањем израза х* и уношењем у једначину (62) добијамо 
систе.л-t једначина _ 

С\ cos ыt+С2 sin ыt =о, - С1 ы sin wt +с~ ы cos oot = lz f(t), 
из кога с.71еди 

. h . 
С1 = --f(t) sш ыt; 

(t) 

Интегралењем добијамо 

t . 

С,= А - ~ Ј fN sin w< dt; 

о 

. h 
с2 =шt(t) cos ыt. 

t 

с,= в+ ~ Ј/(<) cos W< dt, 

о 

(65) 

(66) 

где су А и В интеграционе константе ~ т нова променљива, пошто се 
мења горња граница (t) одређеног интеграла. Према томе је општи 
интеграл једначине (62) облика 

х= А cos wt + В siп ыt + 
t t 

+ ~ [ sin wtJ /(<) cos оп dt- cos rot Ј f( <) sin oot dr Ј . (67) 

о о 

Уводеhи под интеграл изразе са wt који се не Интеграле добија се 
шење и у овом облику 

t 

х=А cosыf+Bsiпыt+ ~Ј f('r)sinы(t t)dt, 

о 

у коме треhи члан представља принудну осцилацију 

t 

Хр = ~ Ј!(<) sin w (t-t) dt. 

о 

Ако су liочетни услови крешшьа такви да су за f=O почетни 
ложај х= х0 и почетна брзина х=х0, онда је и Хр =О, па је А= 
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Диференцирањем израза (69), водеhи рачуна о диференциршьу Под зна
ко.м интеграла када је горња граница Променљива и зависи од Пара.ме

mра (t), док је 1: интеграциона променљива, па је 

dJ= ср ('c,t) dt + { дер (-r, t) dt 
dt dt . дt 

о 

где је ~ (т, t) подинтегрална функција, биhе 

х___.:ш (-А sin wt+B cos wt); B=x0 jw, 

те ј~ партикуларни интеграл за постављене почетне услове кретања 

t 

х= х0 cos шt+ Х о sin шt+ _!!__Ј f (т) sin w (t- -r)d-r. 
(ЈЈ w ; 

(70) 

о 

Израз за принудно кретање (69) представља Паршикуларни инше
грал нехо.могене диф. једначине (62). Међутим, тај се израз може извести и 
фиЗикална на начин како је показао лорд Рели. Претпоставимо да се 

и тело масе т, обешено о опруrу крутости с, налази у почетку крет.ања" 

(t =О) у миру - у . статичком положају - и нека је z0 =О, тада је 

закон кретања z = (z0 jw) sin rot. Нека у почетном тренутку дејствује и 
поремеhајна сила F (t) = Ff (t), чија је промена дата графички, (сл. 4.18.). 
Означимо са т неко Произвољно вре.ме а са t 
време у н: о .ме треба да одредимо закон к ре- 1 i f( t) 

тшьа. За временски размак dt маса т добија 

импулс т dv~2:;~.~·~.~a ~:;;:.мена брзине \!!Ј: ; у}~-~ 
Сматрамо ли ·тренутак t као завршетак 0Ё~5· : 

1 

дејства импулса може се тада dv сматрати ва- t-. ---

ријацијом почетне брзине z0 услед које долази Сл. 4.18. - Физикална изво-
до померања ђење партикуларног интеграла 

dz= dvo · sin w (t 't') 
w, ' 

!!_ f (т) sin w (t-'t') dт. 
ш 

принудне осцилације 

Како импулси непрекидно трају у размаку од О до неке вредности t 
то је померање одређено интегралом 

t 

z= ~ Ј f (-r) sin ш (t-1:) dt' 

о 

који представља закон принудног кретаЉа. 
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Овај је интеграл познат под именом интеграла Духа.иела. 
~-~---· ~ -·-- ··~~ .___,_·.---·~"· -·~--

у случају принудних осцилација са отпорном силом диференци
јална једначина осциловања је 

mx+bx+cx=Ff (t) или 

Општи интеграл хомогене једначине је облика 

где су сада, као и у претходном случају, константе Ci 
Диференцирањем добијамо да је брзина 

-~*=C).1 e).,t +С2Л2ел2t + [С1ел1 t +C\e''2t], 

па пошто мора битн х*=х то је други члан једнак нули. 
диференцирзњем и уношењем релација у прву јеДн&чину (71) 

с1 е 1.tf [Л.~+ 2оЛ.1 +w2
] + C2e1.2t [Л~+ 2о:Л.2+ ш2]+ С1Л1е1.1t + С2Л.2е1.2t =h f(t). 

Како мора бИти задовољена карактеристична једначина хомогеног 

1.~+2оАi+ш2=0, за i= 1 и i=2, то добијамо систем једначина 

из којих одређујемо (\ и С2, па су 

о 

Општи интеграли нехомогене једначине ових осцилација је 

t t 

х= А е1.'' +В еМ'+ А.~А, [Ј!(~) e'-'(t-<J dt- Ј f (t) е1.' <t-<J dt} 

о о 

Решења добијамо у овом облику: 

1° за слабу (о< w) 

t 

х= е-'М ( А1 cos pt+B1 sin pt)+ !!_Ј f (t) е-!) <t-r) sin р (t- t) d-r ; 
. р 

о 
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2° ·за јатсу осцилацију (о> w) 
t ' 

х=е-1" ((А 1 Ch qt + 8 1 Sh qt) + ~ Ј f (<) . е-ы<-<> Sh q (1-;;) dt; (73Ь) 
. о . 

3° за гранични случај аllериодичког нрет.шьа (о~ш) 

t 

x=e-Ot(At+B)+h Ј f(т:) • е~о(l-т)(t-т) d"t. 

о 

(73с) 

4.6. Принудне осцилације греда са једном концентрисаноl\i 
масом. - Ако се на греди, чију масу занемарујемо, налази концен

трисана маса (m), онда слично~ слободним осцилацијама, (чл. 1.7.), могу 
наступити и принудне осцилације Ьfасе. С обзиром на односе поре

меhајне силе и концентрИсане масе разликујемо три карактеристична 
случаја принудних осцилација. 

а) Стална Uоре.меhајна сила. Када на масу (m) која се налази 
на лакој гред'и (М ~ О) дејствује ciliaлнa llope.м.ehajнa сила Р (t) = F · f(t) 
и када је гре да у почетку била у миру (у0 = у0 =О) онда је режим 

. при н у дно г кретања као (69), те је 

·t 

У=Ур= ~Ј f(т:)sinw(t-т:)·dt. 
о 

(74) 

Динамички фактор деформација (угиба) приближно је једнак ди
намичком фактору нормалних напона 

(75) 

где је ls = Ys ст.ат.ички уг и б пресека испод масе а cr5 ст.ат.ички нор
мални наllон. 

Када је Р (t) = F = const, тада је решење 

У= fs (1- COS wt), (76) 

па је Ymax=2fп тј. fld=2, како смо ималИ раније (~л. 1.7. обр. 32). 
Г реда осцилује кружном фреквенцијом· слободних осцилација (w) али 
јој је амплитуда два пута веhа од угиба (f5 =Pjc). · 

Ако је сила Р дејствовала у размаку [0, t1 ] и затим нqг ло llpe
cm.aлa да дејствује, онда можемо сматрати . да се у тренутку пре-. 

станка дејства јавља и сила - F, супротна првој, те је закон осцило
вања после престанка дејства силе: 

У= У1 = fs (1- cos wt)-ls [1- cos w (t- tj)] = fs [cos ro (t- f1)-cos wt]. (77) 

8 Теорија осцилација 
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Ь) Тренутна сила коitачног и.мflулса. - На саму масу (т} која се 
налази на лакој греди дејствује тренутна сила Р коначног импулса 

за врло кратко време (dt = dt). Због тога маса добија убрзање 

а= dvjdt=Ffт, па је прираштај брзине dv = (F dt)/т = Iјт, где је I uм
flyлc силе. Овај nрираштај може се сматрати почетном брзином сло
бодних осцилација масе на греди после престанка краткотрајног деј~ 
ства импулса, .јер за ово кратко време маса остаје непокретна.* Према 
томе је закон осциловања масе После Престашса дејства имПулса 

А . Vo • 1 . . 
у_:_ COS wt+ В SШ rut =- SШ w(=- SШ wf=Ymax SШ wt 

w тw 
(78) 

па је ·динамички фшсЈПор** 

Ild = Ymaxlfs=l cjFтw =w· dt=2тc df/T. (79) 
Када сила F коначног импулса не дејствује на маси {т) него у 

неком пресеку (k) удаљеном за Z=a од ослонца А, онда се она мора 
редунлвати .. Н!l~.љ~есек (i)_Ум~КО~?!Н~.ј~.м~са т. У истом временском раз
·маку обе с~ле даhе·;~nулсе 1 = F dt и .i*·~-f* dt који морају произве
сти исте деформације, па ~леди однос 

Fa;k = F* au ; (80) 

(i) и (k) услед где су a;k и . au утицајни коефицијенти 

дејства јединичне силе у пресеку (i). 

После ове редукције могу се применити претходни обрасци узи
мајуhи силу Р*. 

с) Случај йоiсретног терета. ~ Када се по конзоли АВ, ра~ 
спона !, на чијем се слободном крају налази концентрисана маса (т), 
креhе терет F, једнолико, брзином џ (сл. 4.19.а), тада he изазивати 

а) 
F- ~ v 

т 

в 

Ь) '4t=========== '. F*(t) 

-~. . 1 

принудне осцилације масе. Дејство 

покретног терета на масу може се схва

тити као непрекидно дејство тренутних 

сила коначног импуЛса (Р dt) чије се на
падне тачке непрекидно мењају у 

скоковИма v dt, тако да су све на 

бесконачна блиском растојаљу, на

редне од претходне. Редукцијом силе 

Р на масу т, (сл. 4.19. Ь ), због утицај
них коефицијената 

Сл. 4.19. - Утицај покретног терета на 
осцилације масе на rреди 

k 3!-z 2 a;k=---z; 
6 [3 

* Динамика, чл. 22. 
* * Образац се може применити и у случају коначног временског размакз мањеr 

од 1/10 периода, dt ~ 0,1 Т. 
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биhе 

Р*= F . (3{- z) z2 
• 

2 /8 v----

. Брзина је v, па је z = vt, те, према (74), добијамо закон принудног 
кретаља 

t 

Fv'l г Fv2 [6v 3!. 2 з у= т2 (3/-vt)sinoo(f-t)dt= -i+ t -vt-
2mш/3 

• 2mw2/ 3 w2 

о 

- - (1- cos wt)- - sш шt 6/ • 6v . Ј 
ro2 шs 

(81) 

и брзину 

у= ls- - +6/t 3vt2 - sin wt- - cos шt . · v
2 

[6v · 6/ 6v Ј 
2/s ш2 ш ro2 

(82) 

У тренутку f1 =ljv терет he наuустити конзолу и тада настаје хармо
нијско осциловање према закону 

у= А cos шt+В sin wi, (83) 

где се константе одређују из (81) и (82) а ново време рачуна од 

тренутка f1 = f0 • 

4.7. Примена Лапласових трансформација.- Лапласове тран
сформације се много користе при решавању обичних и парцијалних 
линеарних диференцијалних једначина и сцецијалних интеrралних једнв

чина, које се јављају у осцилаторним пробл~мима. Због тога hемо у 
даљем изнети основе ових трансформација и применити их на конкретне 

осцилаторне проблеме принудних осцилација. 

а) Лаuласова трансформација. - Одређени интеграл 

оо 

Щ!(t)]= Ј e-•t f(t) · dt=F (р)= ~ Q (р) (84) 

о 

назива се Лаuласов (Laplace) интеграл или Лаuласова трансформација 

('{Јслин;а") функције ("оригинала") f (t), реалне променљиве (t), у функ-
. цију (слику) Р (р), параметра р који може имати и копмлексно значеље, 
р= а.± i~~ са позитивним реалним делом Q(p) >О, тако да је горњи 

интеграл за вредност р== а: конвергентан. За функцију f (t) претпоставља 
се да је дата у размаку О< t <+оо а да је f (t) =О за t <О. 

Лапласова трансформација је, дакле, функција свога параметра (р). 
Производ р .2 [f (t)] = Q (р) назива се Сагsоп-овом трансформаЦијом. Она 
је основ оuерационе .методе решавања линеарних диференцијалних једна
чина. 

8* 
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Лапласова трансформација је линеарна, јер за њу важе ове две 

релације линеарности: 

SЗ[kf(t)]=k·E[f(t)], k=coпst и реално; (85) 

Е[! (t)] ==Е [/1 (t)+ /2 (t)] =Е [/1 (t)]+E [!2 (t)]. 

Када је позната Лапласова трансформација F (р) онда се инвер
зијом одређује оригинал 

f (t) =E-1(F(p)]. 

Ако је дата нехомогена диференцијална једначина 

L (х, t) = F (t) 

(86) 

(87) 

онда се применом Лапласове трансформације, према (84), на све чланове 
леве и десне стране једначине, иста своди на алгебарс!Су једначuну 

слике Х (р) оригинала х (t) које је решење предње диференцијалне једна
чине и које hемо одредити инверзијом слике Х (р). 

Ь) Преслшшвшье 'извесних фующuја. Најпростија је функција 
јединична* која се бележи са 1 (t), те је 1 (t)= f (t) = 1 за t >О и 1 (t) = 
= f (t) =О за t <О, (сл. 4.20.а). 

а) ы с) 

/(t) !Ш 

~ Jft)=:1.lt) 1=/ft-TJ > 

о о т о t. 

Сл. 4.20.-- Јединична функција 

Њена Лапласова трансформација је 

со 

d) 

f 

о т 

Щl (1)]= Ј е-•• dt= ~. ; Q (р)=рЩ1 (/)] = 1. (88) 

о 

Ако је f (t)=eat онда се може увести смена р- а= r, па се опет 

добија (84) само параметра р-а. Слично за функцију f =е -at увеш-
hемо смену г~ р+ а. · 

Код експоненцијалне функције f (t)=tn, где је п_> 1, парцијалном 
интеграцијом 

со со 

E[tr.]= { e-pttndt=[-tne-pt/P]~+np-1 Jtn-1e-ptdt 

о о 

* Она се назива и функција Heavlslde-a. 
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добија се рекурзивни образац 

n · nl 
~ [f'1]= -2 [tn- 1 ] = -· . 

р р~+1 
(89) 

Када је f (t) = 1/Vt тада се сменом pt=x2 интеграл (84) своди на 
Лапласов интеграл, па је слика Vлјр. За. функцију f(t) = vfi добија се 
рекурзивни образац. 

с) Теоре.ме Uо.мершьа. - Функција Р (р) је слика оригинала f(t). 
Када се параметар р повеhа на р+а, где је а комплексни број са не

негативним реалним делом, онда је Р (р+а) слика нове функције 

оо оо 6{[ l 
F(p+a)= Ј e-<p+a)tf(t)·dt. Ј e-pfe-atf(t)dt=e-atf(t). (90) 

о () 

Ово померање у параметру ("shift") показује .мно;жење оригинала 
експоненцијалном функцијом e-~t ~ Помоhу ове теореме и с обзиром 
на особину лиџ:еарности трансформације због односа Ch at =(еиt + 
+ e-at)/2; cos at=Ch at i; Sh at= (eat- e-11 t)j2; sin at= i-1 Sh at i, добија
ју се слике хиперболичких и тригонометријских функција. 

Ако је јединична функција f(t-T)=l(t-T)=l ~а T<.t< оо и 
једнака нули за t <Т, (сл. 4.20.Ь), онда he бити 

со т со 

5З [1 (t- Т)]= Ј e-pt ·l(t- Т)· di =Ј e-pt · 1 (t- Т)· dt+ Ј e-pt ·1 (t- Т)]· dt= 

о о т 

со 

=Ј e-pt · 1 (t- Т)· d_t= е-РТ/ р= e-pi 5З [1 (!)]. (91) 

т 

Дакле, множење слике јединичне функције са е_,Рт помера се ори.ги
нал, f (t) = 1 (t) = 1 у смеру +Ot осе за дуж Т. 

Ово се може применити и на друге функције ако се уведе смена 
t=f-T, па he бити 

со со со 

F (р)= Ј ГР' f (t) dt= Ј e-p(f-1) f (t- Т)· dt = ерТ Ј e-pt f (1- Т)· dl 
о о о 

па је 

е-рТ Р(р) =е-рТ 5З[f(t)]=5З[f(t- Т)], (92) 
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Дакле, множење слике (трансформације) 5З [! (t)J експонентом е-рт 
1 

мера се оригинал f (t) за дуж Т у смеру + Ot осе (сл. 4.20.с). 
t 

:За пресликавање извода f=i=dffdt и иитег!>~а <p(l)= f f(t) 
где је сада t променљива граница а t' нова променЉива, користи 
парцијална интеграција. 

Најчешhа пресликавања која се cpehy у техничкој пракси 
су у таблици 4.4. 

F (p)=S3 [/ (t)] 

6. 

7. 

8. n! 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

k F (р} 

F1 (p)+F2 (р) 

1 

р 

р-а 

р+а 

1 -р-1 
р+1 

n 
=-Е ur]-ч 

р 

е_,_ар 

р 

Таблица 4.4. 

f (f) 

kf (t) 

!1 (t)+ fz (t) 

1 (t) 

eat 

et 

e-t 

tn; n >-l 
цео број 

IJVГ 

{OO~i<a 1 t ~а 

sin at 

cos at 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

F (p)=S3 [/ (t)] f (t) 

Sh at 

Ch at 

t 
- sin at 
2а 

1 
- (sin at-
2a 
-at cos at) 

e-at sin Ы 

sin at Sh at 

cos at Ch at 

1 
-(Shat-
2a3 

--sin at) 

1 
at+sin 

1 
-(Chat-
2a2 
-cos at) 

1 
2(Ch at+ 
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Р (р) =Е [ј {t)] f (t) l Р (р)=Е [f (t)] f (t) 

dni 

ln (t+ ~) 1-e-t dttJ 26. 
t 32. pnF(p) 

ако је ((0)= 
= f' (0)= ... = 

27. . ln(1- :) 1-et = j(n) (0)=0 
--

t 1 t 
1 

33. F (р) Ј f(т dт 
1 28. 

р о 
Р (р+а) е- at f (t) 

t 
34. F1 (р)· F2 (р) Ј !1 (т) fz(t-т) dт 

29. pF (р)- f (О) df - :о -
dt 

1 
35. 

(p+a)z 
te-at 

pnF (p)-[pn-1[ (0)+ 

30. +pn-2f' (0)+ ... 
dnf t 
dtn :r Jsin т 

... '+ j(n -1) (О)] 1 -- -dт 36. arctg р 2 'С 
р 

о 

d2f о 
31. p2 F (p)-[pf (0)+ f' (О)] 

dt2 1 1 JCOS'C 37. ln-= -dт 

Р V1 +р2 'С 

оо 

d) Теорема · конволуцuје. - За три функције f (t), ср (t) и t (t) каже 
се да су у конволуцији када између њих постоји следеhи янтеrрални 
·однос 

t t . 

1 с t) =Ј ср ( t- 'r) . t ( ") . d 't' =Ј ср с т) . t ( t- 1') . d" . (93) 

о . о 

Нека су .21 и 2 2 Лапласове трансформације функција / 1 (t) и /2 (t) 
онда се према теореми помераља добија 

·оо 

e-pr 22 =Ј e-pt f2(t.:.. "') dt . 
. О 

Множењем предњег израза са / 1 (т) dr и интегралењем следи 

оо ао ао ао t 

\32 Ј е-р< { 1 (<) d<= Jt, (<) dt Ј e-pt /2 (1-<) dl = Ј e-P'[Jt,(<) f2 {t-<) dt 1 dt, 
о о о Q о 

па се добија теорема конволуције (convolution, Faltung, produit de сот-
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position, свёртка): 
t 

21 [/1 (1)] · 2, [f, (1)] =2[ft, (r)f, (1-r) dr Ј= 2[ Ј f1 (1-~) f, (r) dr Ј- (94) 
о о 

На nример: 
t 

21 [cos t] 22 [Ch t] =[р/ (р2 + 1)] ·[р /(р2 -1)]= р2/ (рС:.. Ј)= 2 [ f cos (t-r) Ch,; d,; Ј= 
о 

t 

=2 [ ~ Ј (e-r + e--r) cos (t- t) · dт ]=2 [(Sh t+sin f)/2] =2 [f (t)] . 
о 

е) Теоре.ма разлагања. - Нека се слика да представит·и у облику 
количника два полинома мт (р) и Nn (р), то јест као. права разломљена 
рационална функција, где је n > т, онда је треба разложити на дели
мичне разломке.* С обзиром на врсту корена: реални прости корени, 

реални сложени корени г-ог реда, и конјуговано комtшексни прости или 

сложени корени разлагање има изглед: 

Непознате коефицијенте одређујемо методом неодређених коефи-
цијената или према следеhем · 

Ak =М (Pk) / N' (Р~<); Bsr = г1 М (Ps) / N<r) (ps) 

где су ' први а (г) извод реда r полинома N (р). 

На пример, за рационалну функцију 

биhе 
M(2)=I'oo; N'(2)=0; N"(2)=2(4+4+2)2 =2·10q, па је 

В = 2 . 1 ОО ј2 · 1 ОО = 1. Даље ј е 

М(х) В 

N(x) (х-2)2 

* Р. Кашанин - В. математика, п..,...књ. I, стр. 16.0; Београд, 1949. 

(96) 
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Пребацивањем на леву страну и делењем са (х- 2) добијамо 

М2 (х) М1 -А (х2 +2х+2)2 х3 +х2 +2х+ 1 Cx+D Px+Q 
__:_=.__~ ___ __:_ = + ---

N2(x) N1 (х) (х~+2х+2)2 х2 +2х+2 (х2 +2х+2)2 

Сада методом неодређених коефицијената добијамо систем једна-
· чина: 

С= 1; 2C+D=1; 2C+2D+P=2; 20+ Q= 1; 
те су 

С==1; D=-1; Р=2; Q=3. 

f'J Јединичне имuулсне фунliције. - Посматрајмо функцију 

/ 1 (t; h)= ljh {за (<~h 
. . о t> h 

(97) 

(сл. 4.21.а), онда шрафирана по

врши на износи h · / 1 (t, h) = 1. 

t,{t,h) 

t 
· Њена Лапласова трансформа

ција биhе 
оо 

~ (ft (t, h)]=J e-pt / 1 (t, h) dt = 

о h о h)i.t~Г 
о а)- ы 

h 

1 Ј 1- e-Ph =--;; e-ptdt= p-h-. (98) 
Сл. 4.21. - Јединичне импулсне функције 

о 

За Н= О је десна страна неодређена, ОЈО, те се за h ~О може да уведе 

гранична функција 

lim Е (11 (h, t)] = ј 1 (t) = 8 (t) (99) 
h~O 

која се назива јединична и.мuулсна фунliција uрвог реда. Она је једнака 
нули за свако t, али је за t =О бескрајно велика, те је Ј 1 (0)= оо~ Она 
С!: назива и Dигас-ова фунliqија и има механичко значење, јер предста

вља. тренутну силу коначног импулса која јединичној маси (т= 1) при 
нултом почетном услову (t =О) даје јединичну брзину (v = 1), пошто 
је сила F=mv0 • ј1 (t), те јединична импулсна функција има јединицу 

ljsec. 
Лапласове трансформације функције (97) дају: 

1 -ph 

lim2[/1(t,h)]=2[lim/1 {t,h)] =2[j1 (t)]= lim -~ =1 
h-+0 h~O h-+0 р 

те су 
t 

2[ј 1 (1))=1; 2[Ј j,(f) dt]=: · (100) 
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На сл. 4.21.Ь је представљена функција 

О< t ~::_: lz 

h < t < 2h 

t <о и t > 2h 

Лапласова трансформација OB(l функције је 

(101) 

(102) 

и за h =0 јавља се у облику ОјО, па се, за h -+О може да уведе гра
нична функција 

(103) 

која се назива јединична имliулсна фушсција другог реда. За' њу важе 
трансформације 

t 

2 [Ј2 (t)J =р; 2 [Ј Ј 2 (t) d t Ј= 1-, (10~) 
о 

·те се види да је Импулсна функција другог реда први извод функ
ције Ј 1 по времену t, те има јединицу 1/sec2• Сила F = mx

0 
·Ј.~ (t) пока

зује да Ј2 {t) представља јединичну силу која јединичној маси m= l 
даје јединично померање х= 1 при брзини v =О. 

g) Примена на осцилације. - Код амортизованог принудно г осци
ловања диференцијална је;дначина је облика_ 

или (105а) 

са почетним условима: за t =О су х= х0 и ~ = х0 • Применом трансфор-
мација према (87) добија се · 

2 [х] + 28 2 [~]+2 [х]= h2 [t (t)] = hF (р), 
или 

односно 

2 [х (t)] =Х (р)=· хо+ (2о+р)х0 + _ h F (р). 
р2 +2ор+ш2 р2 +2ор+ш.2 

(105Ь) 

Инверэијом слике Х (р) добиhемо оригинал х (t), то јест заЈСон !Сретања. 
При томе треба ·искористити теореме конволуције и разлагања и изразе 
подесити за табличне случај еве. Разликоваhемо више. случај ева. 
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1° Када је Ь _О тада. је и о=О, па из (105Ь) следи 

те инверзијом добијамо зцкон кретаља 

• t 

.: • F (р) 
р' w 

. х (t) = Е-1 [Х (р)]=х0 cos wt+ Хо sin wt +!!_Ј f (t) sin (t-т) dr. 
w w 

о 
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(106а) 

( 106Ь) 

Треhи члан на десној страни представља реЈЈсu.м Принудног осциловшьа. 

На пример, за m=l; С=4; F=3; х0 =4; х0 =2; f(t)=sinf; 0=1 

биhе 

х=4 cos 2f+s!n 2t+(sin t-0,5 sin 2f). 

2° Када је F=const, тада на масу у тренутку t =О дејствује кон
стантна сила F=const, па је Ff (t) = F.1 (t) где је 1 (t) јединична функ-

ција. Узмимо нулте почетне вредности х0=0 и х0=0, тада (105а) постаје 

Е [х (t)]=X (р)= __ h __ 
p2 +28p+w2 

(107) 

Да би кретање било nериодичко мора бити а< w, па је тада р= -о+ 
+A.i, то јест 1.2 = w'-82, те је закон кретаља_ 

х (t) = _!!_. [1- e-ot (cos A.t+ 
0 

sin Лt l· 
w2 002_д2 -· 

(108) 

Функција Р (t) =Х (t) назива се Прелазном фующијом овог осцилаторног 
сИстема. 

За 8 ==О добија се образац (76), јер је h/w2 = Fjmw2 =Ffc = f,. 

3° Када је f (t) Произвољна фун!Сquја тада закон кретаља зависи . 
од корена полинома N (р). Резултати су дати у таблици 4.5. 

Када на масу (т) насађену на лаку rреду (М= О) дејствује тре

нутна сила коначног импулса (чл. 4.6.Ь) имаhемо диференцијалну једна

чину 

или (109) 
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Таблица 4.5. 

Трансформација Х (р) и оригинал х (t) 

(р+о) ;0+8х0 /1 
2 [х(!)] =Х (р)= (p+8)2+f.2 Хо + (р+8)2+Ј,2 + {р+8)2+Л2 р (р) 

t 

x(f)=x0e-Ыcos)'-f+ Xo+OXo_e-Ot sinA/ + h I f(т)e-()(t-r)sin1.(/-т)dr 
Л 1. 

о 

р+8 · х0 +8х0 lz 
2 [х {t)] =Х (р)= (p+8)2-qz Х о+ (p+8)Z-q2 + (p+8)2-q'2. Р (р) 

t 

х (t)~х,гЫ Ch ql+ Х,+ Ох, е -ы Sh ql+ h r t (т) е -0 (f-т) Sh q (t~т) dт 
q Q. . 

о 

2 [х (t)J =Х(р)= 
(р+28) х0+х0 /z х0 ох0 +х0 i. 

+ (р+о)2 F (р)= р+о + (р+о)2 + (р+о)2 F (р) (р+8)2 

t 

х (t) =хое -ot +(х0 +8хо) te-ot +lz S f (т)· (t-т) • е.:_8 (t-r) dт 
о 

---~-~-'- -·------------·----------

1 

-~':-.:) ..r;:.; 

-...., 
(1) 

о 
'О 

= с; 

о 
n 
.t= = ~ 
р) 

.t= 

,~ 
1 
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За почетне услове мировања (х0 =О,~ х0 =О за t =О) биhе трансформа
ција и решење: 

х (t) = . h sin wt =Утах sin wt, како је биЛо и раније (78). 
(Ј) 

ПРИМЕРИ 

4.8. Методом варијација констаната одредити. илтеграл диференцијалне једначине 
принудних осцилација 

4.9. Методом варијација констаната одредити општи интеграл једначине 

х+4~+5х=20 cos 3t. 

[х=е-21 (Acos f+B sin t)+ (3 sin Зt- cos 3!)/2]. 

4.10. Методом варијација констаната одредити интеграл диференцијалне једначине 
принудних осцилација 

х+3х+8,5х=(3- 4t) et. 

[ - 3/2t t] 
х=:=е · [А cos 2,5t+B sin 2,5t] + 0,08 (4,6-4!) е . 

оо 

2) Показати да је х=~ [(2n+n) tn]Jn! партикуларна .решење диференцијалне једна
о 

чинех+х-6х=(3-4t)е1 за почетне.услове кретаља: за f=O су Xo=l, Хо=3. 

4.11. На просту rреду, распона l=4m, насађена је маса т, тежине 2t, на уда
љељу а_= 2 m од левог ослонца. Греда је чеЛични носа ч профила I NP 20 •. Занема~ 
рујуhи масу греде одредити динамички фактор осцилација, ако на масу дејствује тре· 

~утна сила коначног импулса F= 1 t у времену df=O,Ol sec; Е= 2,10 • 106 kg/cm2
. 

[ V--;n;3 
Т=2ЈГ. --~0,16sec; 

48~. . 
dt < 0,016; 

4.12. На слободном крају конзоле, распона l = 2m, попречног пресека [, NP 16 
насађена је маса т. тежине 500 kg. По конзоли се креhе терет F = 2t, брзином, 

v = 30 cmfsec. Одредити закон кретаља масе. 

{у=0,056 Ys [ -0,3 t3+6 t2+0,0012t-0,0081 (1-cos wt)--0,0003 sin wt]; ш2 =3~/mf3= 1458}. 

4.13. На средини просте rреде А В, распона- l = 4 m, налази се матор тежине 

0=3,0 t, који је неуразнотежен тако да даје вертикалну компоненту центрифугалне силе 
У с= F sin .Q t, где је F=2 t: Греда је челична, попречног пресека 'I. NP 30. Одредити 
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амплитуду принудних осцилација ·и нормални напон у пресеку под теретом G ако је 
n= 600 ojmin. 

{w2=48Ђјт/3 =702 ; Q=л:n/30 20л:~62,8; IJd=2/(1-'f2)=5,26; 

(G) (F)_ zз . 
Утах= Ys +'I'Jd Ys - 48 Ђ [O+чdFI, 

Ymax=0,56 cm; amax= 1260 kg/cm2 } • 

4.14. На средини просте греде насађена је концентрисана маса (т). Одредити закон 
њеног осциловања ако се по греди креhе терет од левог ка десном ослонцу, брзиноы v. 

[Решегье. - Узмимо приближну једначину еласrичне линије греде у облику 

y=(F!3f48Ђ) sin (rrz/1), 

онда је због z = vt, и cr.11 = !3/48Ђ, а према (80), 

Р* (f) = F sin (л:zf/) = F sin !lt; Q =:= V1rjl; Т'= л:јQ = 1/Р, 

па је закон осциловања масе 

у= Ys [sin Qf-Чt sin wf)/(1-\]t). 

4.15. Одредити закон принудног неамортизованог осциловања масе т ако су 

почетни услови кретања Х0 =х(Т'), х0 =х (Т'), где је Т' период промене поремеhајне 
силе. 

[Решеље. - Из једначина (68) сада добијамо систем јед~;~ачина 

Т' 

Х0 = А =А cos шТ'+В sin ш Т'+- f (т) sin ш (Т'-т) dт; . h г 
(Ј) • 

ь 

Т' 

: ~в~ -А sin wT'+B cos wT'+ 
1
' Ј t (т) cos"' (Т'-т) dт 
о 

из кога одређујемо константе 

A=lz [Cctg(ш1"/2).f-S]/2ш; В= -h '[C-S ctg (шТ'/2)]/2w, 

где су уведене ознаке 

Т' Т' 

С= Jt(т)coswтdт; S= Jt(т)sinroтd-r;. 
о о 

Када познајемо константе А и В можемо написати партикуларни интеграл (70) 
стављајуhи уместо t параметар Т'. 



4. Принудне осцилације 127 

4.16. Код коленасшuх вратила .мотора или парних машина сила се мења тако 
да је сразмерна модулу синусне функције, F (t) = Fc/ sin Qt /, где је Q кружна фреквен
ција поремеhајне силе. Одредити закон принудног осциловања. Специјално за резонантни 

случај (w=Q) и када је w=3,5Q. 

[Решеrье. - График силе је приказан у таблици 4.3. сл. 11._ Пошто је период 
промене поремеhајне силе Т'= n/Q, то према претходном задатку добИјамо вредности 
интеграла: 

C=Q [l+cos (wл/O.)]/(Q 2 -w2); 

S =0. [siп (wл:jQ)]/(Q2-w2). 

За случај t < лј2 закон кретања је 

За ш=Q израз х (t) јавља се у облику OfO, па применом Лопиталовог правила 
добијамо: 

Х= ;~2 [siп oof+ (; -шt) cos wt Ј. 

Дијаграм кретања је Приказан на сл. 4.22.~ 

.:х: а) ЬЈ 
.:х: 

t 
г:rс;я 

Сл. 4.22. - Закон кретаља код коленастих вратила 

За w= 3,5 Q и О ~ t ~ лјQ закон кретања је 

x(t)= -- siпQt- -- sin -Qt-- . 4/z [ 2 V2 ( 7 :rr )] 
45 0.2 7 2 4 

Дијаграм је приказан на сл. 4.22.Ь. 

4.17. Помоhу Лапласових трансформација решити диференцијалну једначину 

ако су nочетни услови: Хо (О)= 1; Хо (О)= х~ (О)= о. 

[Решеrье. Овде добијамо слику 
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односно 

х 
р4+4р3+7р2+5р+6 А Вр+С Dp+E 

1=---------- = -- + -- + ----
(р+2) (р2+ 1) (р2+2р+2) р+2 р2+ 1 р2+2р+2 

где су: 

А =4/5; 8=0; С= 1/5; D= 1/5; Е=9/5. 

Сада је 

4 1 1 1 1 8 
X(p)=5·p+2+s-· р2+1 +5[tp+l)%+J2] +5[(р+ +Р] Ј 

па је оригинал 

4.18. Написати Лаnласову трансформацију (слику) за хармонијски осцилатор из

ложеном дејстау импулса који се понављају за сваки перио11 (Т). 

РешеНЈе. - Диференцијална једначина осциловања је 

где је h = lfm, I је импулс kgfsec а Ј1 јединична импулсна функција првог реда. Ако су 
Почетни услови Хо=Х(О) и х(О)=ХоЈ онда је трансформација диференцијалне једначине: 

(p:g+w2) ·Х (р)- (px0+x0)=h (l+e-pT +е-2РТ +е-зрт + • • ·) =h ј(1-е-рт) Ј 

јер је десна страна геометријски ред са q=e-PT. 



5. АНАЛОГИЈЕ ИВМЕЋУ МЕХАНИЧI<ИХ 
И ЕЛЕКТРИЧНИХ ОСЦИЛАЦИЈА 

У механици смо наишли на читав низ аналогија између појединих физичких 
величина, те су се различити физички проблеми могли интерпретирати истим матема

тичким апаратом. Захваљујуhи векторском рачуну мн~ги проблеми кинематике крутоr 
тела аналогни су проблемима статике крутог тела. Предност Даламберовоr nринципа 

је у томе да се и динамички проблеми могу решавати статиtfком методом, испитујуhи 
"равнотежу сила" за време самог кретања. Због тога постоји и потпуна аналогија 

између линеарних и торзијских осцилација, к9ја се може проширити и на електричне 
осцилације. 

Као што је познато из електротехнике* тренутне вредности електричних 
периодичких функција означавају се малим словима 1 (струја), и (наПон) и е (елек

тромоторна сила), док се великим словима означавају ефективне вредности(!, И, Е), 

тј. оне вредности које мере сами апарати (амперметар и волтметар). Амплитуде ових 

периодиЧких функција су .максималне вредности тих величина (/т, И т, Ет), док је 

кружна фреквенпија ro, а T=2:r;ro период осцилације. Ефективна вредност наизменичне 
струје представља замишљену једносмерну струју, која пролазеhи кроз проводник, 

отпора R, развија, пр:>ма Џауловом закону, исту топлоту као и наизменична струја. 

Према .томе се претвара у топлоту електриqна енергија 

т 

W=R fi 2 dt=R 12 Т, 
о 

па је ефекШивна вредност ftаизменичне струје 

а на исти се начин дефинишу и друге две величине. 

Између амплитуда и ефективних вредности постоје ови односи 

Um=Иff, 

* В. Јовановиh - Основни закони електрицитета. Београд, 1948. 

осцилација 

( 1) 

(2) 
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Нека кроз калем, сачиниоца самоиндукције L, (сл. 5.1. а), пролази наизменична 

струја која ct> мења по закону l=lm sin шf, она производи магнетно поље, флу1<са 
Ф=Ll, услед кога се у калему индукује електромоторна сила е= -dФ;df. Она је, 

премэ. Омовом закону, Ri=и+e=O, 

Сл. 5.1. - а) Индуктанца је аналогон маси 

· ос"цилатора, Ь) Инверзна капацитанца је ана
логон крутости опруге осцилатора, с) Елек

трично осцилаторно хармонијско коло 

супротна напону u, па је "једначина 

равнотеже кола" 

di 
L-=U. 

dt 
(3) 

Према Њутновом закону основ

на динамичка једначина кретања масе 

т дата је једначином тa=md~~jdf=P, 

па се одмах уочава да маси т одго

вара сачинилац самоиндукције L, бр· 
зини v јачина струје i, а сили F 
напон и. 

Претпостави ли се да је l = lm sin ш t, онда из једначине (3) добијамо na 
је напон 

где су 

и=lm L ш cos ш f=Ит sin (ш t+ 1 /2 те), 

Ит=lт L ш=lmRL, l=U/Lro. 

(4а) 

(4Ь) 

Отпор L ш зове се uндyl{muвnu отпор (unдyf{maнqa). Из (4) видимо да напон 

предњачи струји у фази за 1/ 2 те, 

Калем, као што се зна, нагомилава енергију W== 1/ 2 L t2 која одговара кине

тичкој енергији покретне масе Ex= 1!2mv2
• 

Ако се у кo.rry налази кuндензатор, капацитета С, (сл. 5.1. Ь), онда су опте

реhење кондензатора q=Cu и струја i=dqjdt=C (du!df) функције времена t. Ако је. 
ll= Ит sin шt, онда је струја 

па су 

i= С ш· Um sin (ш t+1f2 л)= lm sin (шf+ 1 /2 те), 

Ит=f·Ј.!Сш=(/т Rc); И= f/C ш, 

(5а) 

(5Ь) 

где је 1/Cw /{апацитетни отпор (/{апацитани,~). У овом случају струја предњачи 
напону у фази за 1/ 2 n. 

Као што се зна, кондензатор нагомилава енергију 1/ 2 q2jC која одговара потен

цијалној енергији опруге 1(2 сх2 , па померање (х) одговара оптеrеhењу кондензатора (q) 
а крутост опруге (с) реципрочној вредности капацитета кондензатора (1/С). Због тоrа 
постоји _и аналогија између одређивања крутости еквивалентне опруге групе опруга и 

капацитета групе кондензатора везаних редно или паралtлно . 

. Механичком хармонијском осцилатору одговара eлel{lflpuчнo ocquлamopno h·оло 

:које се састоји из калема и кондензатора, (сл. 5.1. с). Користеhи методу енергије, јер 

немв тер:могеног отпора па важи закон о одржавању енергије 

диференцирањем добијамо 

L (di/df)+(q/C) (dq/df)= L (dtldf) +(1/С) Ј i df=O, 
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пошто је q= .f i dt, те је 

q+(l!CL) q=O. 

Кружна фреквенција и период осцилације uсцилатора јесу 

У случају кола представљеног на сл. 5.2. а диференцијална једначина биhе 

di 
L - +Rl=и= Ит sin rot, 

dt 
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(6) 

(7) 

(Ва) 

па струја мора да изостаје эа напоном за угао <р. Због тога узмимо да је 

i=lm sin (rof-<p); онда се диференцирањем и уношењем у горњу једначину добија 

померање фазе и амплитуда 

шL 
tg<p=- =(RL/R); 

R 
Иm=lm (L ro sin <p+R cos <р). 

Иэ ових једначина добијамо да је амплитуда струје 

И т 
lm= --------

И т И т 

L ro sin <r+R cos ср z 

(ВЬ) 

(9) 

где ј~ Z uривадни omuop кола или електрична имuеданца. У о_вом случају, дакле, 

важи закон 

l=И!Z 

који се зове О.м.ов закон наизменичне струје или Joubert-oвo ilpaвuлo. 

R L с 

i t it l ; 
а) 

и Ь): и 

Сл. 5.2. - а) Електрично коло 

са термогеним отпором 

Ь) Општи случај електрич

ног кола 

У општем случају електричног кола, (сл. 5.2. Ь), једначина је 

di 
1 1 

L - +Ri+ -·- q=и=Ит sin ro t, · 
dt с 

па је решење l=lm sin (ro t-<p), те су померање фазе и амплитуда. 

9* 

1 
Lш- -

Cro 
tg<p= ---R--

Иrn 

z 

(lo) 

(llaJ 

(llb) 
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где је Z имПеданца !{Ола. Представи ли се импеданца као вектор, онда су његове 
координате L ro-(1/C ro) и R (сл. 5.3. а). Прва координата састоји се из индуктивноr 
и капацитетног отпора па с<:: зове и peal{цuja !{ОЛа (Х), док се термогени отпор (R) 

R 

ы ·~ 
~s 

к 

с) 

~Р, 
р 

Сл: 5.3. - а) Импеданца, Ь) Адмитанца, с) Привидна, активна 
и реактивна снага и фактор снаге 

често зове и а!{тuпни отпор !{Ола. Реципрочна вредносr импеданце назива се сла
жена Проводност или адмитанца 

z 
(12) 

Представи ли се адмитаица као вектор, он има две координате: К= У cos ср и S= Ysin ср, 
(сл. 5.3 Ь). Прва се зове а!{тuвна Проводност (!{Оflдуктив!lост) а друга реактивна 
Проводност (сусцептн.вност). На овај се начин у теорији наизменичних струја уводе 
тзв. Параметри кола: R, Х, Z, К и S. 

По1 тренутном снагом nодразумева се израз 

p=tlf= И т Im sin ro t sin (ш f-cp)=Pp [cos cp-cos (2 w f-cp)] (13) 

где је Рр= ИЈ Привидна снага. Величина Р= ИЈ cos ср . назива се а!{тивна снага а 
cos ср је фактор снаге, док се величина Ph =ИЈ sin ср зове реа!{тuвна снага или 
хор.мананција, (сл. 5.3. с). 

Када је у колу, (сл. 5.2. Ь), индуктивни отпор једнак капацитетном, (L ш= 
тада le и ср=О, па наступа напонска резонанса. У овоме је случају период 
ције T=2trlrok=2 1r V-CL, ( Thomson-oвa формула). Кружна фреквенција ових 
нудних осцилација зове се критична учестаност. У случају резонансе за 
важи прави Омов закон, јер је l=И!R. Однос струје при резонанси и 
близини саме резонансе назива се селективност S::;::. 11/

1
• 

На основу изнетог можемо поставити схему (14) аналогија величина при 
арним, торзијским и електричним осцилаuијама. * 

Да би ~~а.югија била потпуна и између механичке и електричне 
неки писци нi;),~ивају механичком импеданuом количник поремеhајне силе и 

s:: 
Z(iO)- -:-. 

z 

* На страни 133. 



Схема аналогија величина механичких и .електричних осцилација 

ЛИНЕАРНЕ 1 ТОРЗИЈСКЕ ЕЛЕКТРИЧНЕ 

т 1 kg sec2/m 1 Ј 1 kgm sec2 
1 L 1 

х 1 т 1 е, ср 1 1; (rad); 1 q =Ј i dt 1 

х 1 mjsec 1 е, ср 1 ljsec 1 i 1 

с 1 kg/cm 1 Ct=C 1 kgm 1 1/С; C=Q/U 1 

ь 1 kgsec/m 1 ь 1 kgm sec 1 R 1. 

28 1jsec 1 2<> 1 1/sec 1 R!L 1 

K=mx 1 kgsec 1 L =Јё 1 kgm sec 1 Ф=LI 1 

F (t) 1 kg 1 illl (t) 1 kgm 1 Е, И 1 

Z=c- m02 1 kg;m 1 c-JO'i. 1 kgm 1 VR2+ Ul·w2 
1 

Z=Vb202+(c-m02)z 1 kgfm v Ь2 QZ + (с - Ј 02)2 1 kgm 1 VRZ+ ( L w- Clw )2 1 

henry (Н) 

couJomb (С) 

ampere (А) 

farad (f) 

ohm (О) 

(14) 

weber (Wb) 

volt (V) 

ohm (О) 

1 
СЈ1 

> ::r: 

1~ 
'"1 :s: 

1 (;)• 
:s: 
~ 

::: 

1& 
::: 

1~ 
~ 

::r: 
:s: 
.с: :::: :s: 
:>-1 

:s: 
(1) 
:::. 

IS 
'"О 
:s: 

IS3 :s:. 
:>-1 

о 

'1 §· 
~ 
~ 

1 ~· 

...... 
CIJ· 
С;.); 
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Пuступајуhи као и у чл. 4.2. добијамо помоhу обрасца (35), модул механичке 
импеданце 

(16) 

На сл. 5.4. приказано је неколико електричних модела за механичке осци~ 
лације. 

Сл. 5.4. - Електрични модели эа механичке 
осцилације 

Аналогије се могу проширити и на системе са випrе степени слободе осци
ловаЊа. Тада је важно да сваком степену слободе осциловањз одговара по једно 
затворено електрично коло како he се доцнцје видети. 



ДЕО ДРУГИ 

ОСЦИЛАЦИЈЕ СИСТЕМА СА ВИШЕ СТЕПЕНИ СЛОБОДЕ 

МеханuчЈШ.Јrt сuсте.мо.м матерuјалнuх тачака назива се скуп мате

ријалних тачака,. код кога је кретаље сваке тачке зависно од положаја 

и кретања осталих тачака. Ако свака тачка система може за време 

кретаља да узима произвољан положај и да има произвољну брзину 

систем се назива СЈ}()~()ЈЈ.СЈН; у противном случају није слободан. Положај 

сшй<:е таЧке· у ·!iростору одређујемо пом~l_i_у I:COPQдl-!J:Iaтa,_xj, те на тај 
начин за систем од N тачака···тре-а·а:~·зzv·кQор,цината. Под броје.н cmeueнu 
слободе система подраЗумева се број .меЬусобно независних скаларних 
~~E.~.~Y!.fll:l јЈ{Q()рдината) потребних за одређиваље положаја матери-
ј(lлноr система. 

Услови који ограничавају слободу кретаља тачака система нззи

вају се веза.Јrtа и ~налитички се изражавају помоhу једначшш или· 
неје/iнач~~~~··аве ЈеДнаЧИн'е~ дају везу између координата и брзина 
т'"аЧа.к<i~ёистема. У случају да се веза мења у току· времена онда 
једначине веза зависе експлицитно од времена. Везе које не зависе 

експлицитно од времена називају се склероно.мне или стационарне везе, 

а ако зависе онда су реоноЈrtне иЈ!и несПlацuонарие~ И једне· и друге 

могу бити или дf:!.C!_E.Ll!.I?C/.'!:.~: .. Ji.C/.~f!J!COl3CJjyhe} или једностране (незадржа
вајуће). У првом се случају изражавају једначина.м.а а у другом 
не једна чuнaJrta. 

Ако ограничењу подлеж~Ј само положаји тачака, тј. ако једна

Чfiна везе . даје _само .. однос иЗмеђу координата тачака, везе се зову 
коначне или гео.меmријсн:е. Међутим, ако ограничењу подлеже и брзине 
тачака систёмi, онда једначине веза успостављају односе између 
координата и брзина те се в'езе зову диференцијалне или f{l1Heмqщuч/{e. 
У практичним проблемима се често.}ављају кинематичке везе које 
линеарно зависе од брзина. Ове диференцијалне везе могу бити и 

интеграбилне, те после интегралеља постају коначне, па се могу 
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убројати у групу коначних веза. Према Херцу везе се д~Јiе. I:J(l_~~~:'ZQ:.=. 
номнл я_в~~Jl11QHQ.Мii~·- У nрве везе спадају коначне и диференцијалне 

"' .. ....... .. . '--··-···~-~······•"щ··"~······· ..... ~ ... ···. 
Jt!!~EQ~.QИдtl.~.J3f:.~~'~Y друге, пак, диференцијалне неинтеграоИлне везе. 
Системи са првим везама називају се холоно.мни системи, а са другим 

нехолономни системи. 

Када на систем дејствују конзервативне силе онда су системи 
!lонзервативни, у противном су случају неllонзервативни. 

Ако се систем састоји из_ N ~a!ePiija~п~~~-!~'9t1!<JlЛZJ,J. 1, _2, ... :, N, 
с~ Н ~ОЛО1fО.l\1НИХ в~за.Л(х(,·tг~·а,· r~eje ђ=I,2, .. . ~·Н, .онДа је. за 
''Q_дређИв~!Ье Положај~. система . ~оТребно 3 N-н= Г1 независних коор
~ д~-на~та,-тё~~сИстем~ ·и-ма п стеиени сло~оде .. llpeш~~a. Ове координате 
називају се--Ген:ејiаЛuсднiГ7:с-б6рдинате с~~mе.Ма (q1) ·и ·.међусобно су ·иот
ауно независне. Између општих Декартових* и ових криволинијских 

координата постоје односи 

Xv=fv (q,, t), V= 1, 2, ... , 3N. (а) 

Кинетичка енергија система биhе 

(Ь) 

Пошто је 

n, дхv • дхv 
~ -q,+-·' 
i=l дqi дt 

Xv= v = 1, 3N 

то уношењем у једначину (Ь) д'Јбијамо да је кинетичка енергија 

~~ дхv дх, · 1/ ~ (дхv) 2 

+ kJ kJ mv - qi + 2 ~ mv -
i v=l дqi дf v=1 дf 

(с) 

одно.сно 

(d) 

г~е су уведене смене 

А - ~ дхv дхv 
ik- kJ mv- ' 

v=l дqi дqk 
~т дхv дхv . с- ~ (дхv) 2 

81= ktl v . , - ~ mv -
v=I дqi дt џ=l дf 

(е) 

при '9ему су коефицијенти A;k, 8 1 и С, уопште узев, функције гене
ралисаних координатр. q1 и времена t. 



6. МАЛЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ ХОЛОНОМНОГ 
I{ОНВЕРВАТИВНОГ СИСТЕМА 

6.1. Диференцијалне једначине система. - Нека материјални 
систем има n степени слободе кретања и нека су q1, q2 , ••• , qi, ... , q" 
!lезависне генералисане координате помоhу којих одређујемо положај 

система. Претпоставимо да су коначне везе сlйационарне, тј. да не 
зависе. експлицитно од времена, а да су диференцијалне везе хомо

гене, јер је само тада могуh положај стабилне .Равнотеже система чије 
мале осцилације око тога положаја испитујемо, онда је систем холо
номан, па су коефицијенти Bi =О, С= О, те се кинетичка енергија овог 
система може написати у облику 

n tl •• 

Ek = 1/2 ~ L Aik qi qk 
i k 

где су коефицијенти Aik = Aki фун!Сцuје гeнepfl.!Jll~J!JJJ.{X~-1f!l2-.Pд!JJi:allJg~ 
'--.....-----~-~~--·~--~-....-·--:- >. ' ··~~ ' '} 

(1) 

По што п осма т рамо :Мf!Лf!-~Е.цил а ц l!l~f!.._B!~@_eм g_ Q_IJJL_:_[Q!l2~JJEC!i.~-E*!!!!!
бuлнe равноте:)!се можемо генералисане координате изабрати тако Да 
cyy-:rOrie-noлoЖafy~c-вe једна/Се нули, q10 =О. Разложимо ли , коефи
цијенте Atk у Меклоренов ред у околини положаја стабилне равно. 
теже, биће 

Због .малих осцuлација можемо се зауставити само на првом члану 
горњег реда, па је 

(2) 

те је кинетичка енергија система 

n n 
Ek= 1/2 L L aik qi qk (3) 

i=l k=l 
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)tвадраШ.на форма генералuсанuх брзина са llO!iCillaнШнuм 1COeфuцujeнillu.мa 
a1k uoju испуљавају услов cu.мempuчнocmu 

(За) 

Они се називају _Ll_'!!P~Чl!:_~'!li_'~f:!~~rf!.~ц.иjeнmu fLJC]Jle.мa .за_дате координат~ q1• 

Према (3) кинетичка енергија биhе 

(3Ь) 

Ако је ~-и.с.r~.IУСЈЕ~fi!!~еватчтзЈ1Н Oliдa сиЈ!.е имају ФYfilll{ujy сила Urqi), 
или потенцијал Е р ( qi), која зависи генералџr;џнuх tioopдuнama. У слов 
равнотеже система мате.риЈаЛнИх .. тачака јесте да је прва варијација 
потенцијалне енергије једнака нули, о Е р= О, што значи да llоmенци-

-~- ,, . .-----~~-·- ··~ •··•·· ··-··~··-········· ..... 

јалтtа енергија система у nоло:жају равноШеЈ1се и.ма стационарно значење 
(maximum, minimиm,·minTmax). Како је прва варијација 

(4) 

то, пошто о q(#O, мора бити извод потенцијалне енергије по гене
ралисаној координати једнак нули; тј. мора генералисана сила бити 
једнаtса нули 

(5) 

Како је потенцијална енергија функција rенералисаних коор
дината можемо је у близини положаја равнотеже развити у Мек
лоренов ред 

Пошто се е~ерг!!Ј~ .. <:!i<:тема одре_ђује ,са тачношhу до адитивне 
константе можемо узети да је (Ер)о =О. Због' !ЈQДQ:l!f§.ј:1 ... ~табилне 
равнотеже и !Јрви збир на десној страни је J~дi:I.(l_~-.IiYлl!: -а-·како 
проучавамо мале осцИЛаЦије система око тог положаја, можемо зане
марити чланове вишег реда, јер су координате и брзине у области 
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стабилне равнотеже мале величине. Према томе се и потfнцијална 

енергија може напи'саtи у облику lCBDдpaillнe фор.ме генералисаних 

!СОордината 

n n 
Ер= 1/2 ·L 2; C;kqiqk, 

i=l k=l 

где су коефицијенти сш константе особине симетричности 

.(ба) 

Ови се коефицијенти називају !Coeфuцujelf.li!U усиос.Щав.ЈQања fiJ!И квазu-
еластичнu !Соефицuјенти. ---

Према (6), дакле, потенцијална енергија биht>. 

.(бЬ) 

Како кинетичка енергија тада није функција генералисаних коор:

дината ~ то су изводи 

дЕ~с _
0

. 
- ' 

дq; 

па су генералисани импулси хо;.югене лuнеарне фор.не генералисшшх 

брзина. ЧЛанови а11с показују- утицај генералисане брзине qk на i-ту 
'кбо~р-:z:iИнату генералисаног. импулса. Сем тоГа су изводи генералисаних 
имnулса по времену линеарне форме генералисаних убрзања. 

Генералисане силе су 

те чланови с;1с q1c показују утицај промене (отклона) координате qk на 
генералисану силу за i-ту координату. 

Пошто кинетичка енергија не зависи од генералисаних коорди

ната Лагранжеве једначине имају облик 

~ дЕ.k + дЕп =О,· 1 i= , .. . ·,n, 
dt д qi дqi 

(7) 
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па дају систем диференцијалних једначина другог реда 

односно 

-~k 
1 
-} 
i 

n 

~ (aik qk + cik qk) =О, 
k=l 

.. 

са константним коефицијентима 

i = 1, 2, ... 'п, 

k=1,2, ... ,n, 

Чланови у којима постоје коефицијенти ai'o i=l=k, називају се 
~l.!.~~~~,-ii!!1JJ1_.МJ!~!!'EE.,JH~.з.Jk а чланови у којима "·Пас·тоје коефицијенти 
c1k, i =l=k, јесу чланови статичких Због тога и осцилације холо
номног конзервативног система можемо поделити у две групе. 

1) Ако су коефицијенти a;k =О за i =l=k једна чине (8) постају 

(9) 

где су au = а1 и qu = qi. Ове осцилације су са статички.м веза.ма 
и представљају осцилације cliperнyllie сила.ма (на пример, линеарне· и 
торзијске осцилације). 

2) Ако су коефицијенти Ctk =О за i =1= k, онда једна чине (8) постају 

--н 
1 

-+-
i (10) 

где су Cu=c~ и qu=q1 • Ове осцилације су са динамичким везама и 
пp~~~1Y-_.Q.f!ll!:l!I!!11!i~?,~ .. ~fifJ.~[l!JlJ!JJi ·-.ЈlЙ/2,3 Ш!!ЈЈ~ а (на п р име р, п о п речне . 
осцилациЈе лаких греда са концентрисаним масама). 
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За n~ 1 биhе диференцијална једначина 

а11 ll1+c11 qt=O. 

За случај хармонијског осцилатора, (чл. t. 2, обр. 15 а), коефицијенти су a11 =m• 
с11 '==с, па је w 2=c11ta11 • Код математичког клатна, (чл. 2. Ј, обр. 1), су а11 =ml2, 

с11 = mgl. Док у првом случају инерциони коефицијент представља масу, у другом 
представља ~омент I:!I:I~PдЩ~ ,~~S~· Квазиеластични коефицијент је у првом случају 
крутост опруге, а у другом је момент силе. 

За n=2 биhе једн~чине 

а11 q~ +а12 llz+c11 q1 +с12 q2=0, а21 q~+ О2а li2+c21 q1+c22 q2=0. 

За случај двогубог математичког клатна, (чл. · 8. 3, обр. 19), биhе коефицијенти: 

Инерциони коефицијенти a1k представљају моменте инерције, а коефицијенти Ctk 

моменте сила. Генералисани импулси 

представљају замахе, а генералисане силе моменте сила 

6.2. Особине инерционих и квавиеластичних коефиције
ната. - За коефицијенте a;k и C;k изв~ли смо да су константе и 
да су симетричнй:~~-Ћ7rй;"~к~~Гко"ёу-~-кИнетИЧка.··и-потейiiијална енергија 
квадратне форме генералисаних брзина и К<?Ордината, то они имају 
још неке особине, пошто се испитују мале осцилације система око 
положаја стабилне равнотеже. Ради лакшег проучавања претпоставимо 

систем са два степена тада ___ ~~ -~~~Е~~ј~: 

(11) 

те су ющдратне бинерне форме променљивих tlc!! _q2 , __ QJJ.!!c:>_cнo q1 и q2· 
-------------------------- ------

Сасвим уопште бинерна квадратна форма променљивих; х1 и х2 може 
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се написати у облику 

Ф (х1 , х2 ) = а 11 х~+ 2 а 12 х1 Х 2 + а22 х~= ( а11 х 1 + а12 х2) х1 + 

(12) 

r де су L1 (х1 , х2) и L 2 (х1 ~ Х2) линеарне бинерне форме истих про
менљивих. 

Детерминанта коефицијената квадратне бинерне форме 

(13) 

која је уствари детерминанта система хомогених једначина првог реда 

добијених помоhу израза 1/ 2 (д Фјдхz) =О, назива се дискри.минанта 
фор~е. Према знаку ове дискриминанте разликујемо трй --врсте форми. 

1) Када је д >О, тада су а11 =Р О, а22 =Р О· и истог су знака. 
~ Формирајмо произв-од 

ф 2 2 2 2 
а11 =ан Х1 + а11 а12 х1 х2 + а11 а22 Xz-:::; 

онда је форма 

Како је. L\. >О то је форма једнака нули када су х3 = х2 =О, или је 

пак различита од нуле и има знак коефицијента а11 (или а22 , пошто 

су истоГ знака). Оваква форма Ф =t:O назива се дефинитна и то пози

тивно дефинитна ако је Ф> О и негативно дефинитна ако је Ф <О. 

Да ,би, дакле, бинерна квадратна форма била Позитивно дефи

нитна морају бити испуљени услови 

(14) 

2) Када је 11<0, тада је а11 Ф>О за х2 =0, а за L1 =0 је 

а11 Ф <О. Према томе форма може бити и позитивна и негативна и 
једнака нули и назИва се индефинитна форма. 

3) Ако је .6. =:О онда је за. а 11 ::рО и Ф =Р О и истог је знака као 

и коефицијент а11 ; Ф= О је само онда када је L1 ==О. У овоме случају 

форма не мења знак а може бити једнака н у .r.и ако истовремено нису 
и х1 =о: О и х2 =О. Оваква се форма назива се.мидефинитна. 
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На исти се начин разврставају и квадратне форме од више 

променљивих xi, i == 1, 2, ... , n. Форма је дефинитна ако је увек 

истог знака и једнака l:I_Y.riИ само за све х{= О. При Ф> О она је 

noзи7iПTiз!«Г-дf!Cj5iiiil1Шнa~; када је Ф< О. тада је негативно дефини.тна. 
Форма је инцефшштн·а ·ако може бити и позитивна и негативна а 
се.мидефшштна ако не мења знак а може бити једнака нули и онда 
ако сви х, нису једнаки нули. 

Пошто је кинетuчн;а енергија увек квадрашна Позuшивна дефИfщШна 

Ф.QR.~JJ_a.,~eнepa~u~alt_~~ -~[JЗLlJiO. ЩсЈ ~юрају инерцuони коефuцијентu зaдo

вo~~.f!.{l_f!l_f!: .. Y~l!~!!~. (1!).· 

На пример, форма 

може да представља кинетичку енергију неког система са дв21 степена слободе кре

тања, јер су услови (14) задовољени. Међутим, форма 

не може да представља кинетичку енергију у реалном подручју, јер није задо

вољен услов D. > О. 

Док је кинетичка енергија увен:_.ЈЈ;ефинитна и позитивна квад

ратна . форма генералисаних брзина, тј. при произвољним qi остаје 
у~век-ПоЗи'Гивна, ·дотле је, уопште узев, ЕР недефинитна кнадратна 
.Ф9.RМаЈ:~нер?лисаr-Iих координата qi. Према томе ·од знака ове ·функ
ције зависи и карактер малих кретања око равнотежног nоложаја 
као и сам карактер равнотеже. При овоме ра.ЗЛИк.уЈе'м() три .. с.Јiучаја. 

1) Ако је у области равнотеже система Е р <О онда потенци 

јална функција има .мтtси.~иу.м а функција силе .мuниму.м, те је полоЖај 
равнотеЖе /Lе~табилан, па се сИстем после добијених малих импулса 
неhе вратит~И. ~-у свој равнотежни положај, те he крет.ањ~ шбити 
аперuодuчка. 

2) Ако је у области равнотеже система Е р> О онда пот~нци· 

јална енергија ~ма .мшш.~нуЈrt а функција силе мaтccu~y~tt_, 1'~ 1e"ЛQЛQ,)l{aj 
равнотеже стабИЛ-ан и мала кретаЉа ·ако овог положаја су асцила
Щорн.ог н:арактера. 

~ ~•''''' .~.~ А~"ш·---···-·--. -~ .. -.,~-

3) Може се десити да је потенцијална .енергија у положају 

равнотеже и позитивна и негативна, па не.ма ни .макси~tум ни .мшш.му.м 

(miпimax), те је положај равнотеже индиферентан. 



"_ ___ 1!111111 _____________ --:------------------·------------··---·-~~ 

144 Теорија осцилација 

У f:лучају .малих ocцuлayuia __ .QJ!Q .. __ I:l_9лo~a.!a. ста~и~не равнотеже 
.мора uоШеfiцијална~м··~н~?ЈТГИја·-··;;7!1аmи ~ .~t_t[lнll_-itY~~ ·иiе је· поз~rпивно д.~Фи-: .. 
н~~filл~a~ ~в~~р;~~;;:··фgр~а··~-~iiн"ера}iЏссцшх 1{00pДUf{ama qi: Због тога, на 
~·Р~~~Р .. у сЛуЧају~ система са два степена слободе морају бити задо-
вољени услови 

(15) 

6.3. Фреквентна једначина. - Решења система диференци. 
јалних једначина другог реда са константним коефицијентима (8 а) 
тражиhемо у облику 

односно 

(lбЬ) 

претпосrављ,ајуhи да све масе врше хармонијска кретања, око поло
жаја стабилне равнотеже, ~:~сте кружне фреквенције и фазе али раз-

личитих амплитуда. 

Уношењем овог решења ·у систем (8) исти се своди на систем 

алгебарских хомогених једначина облика 

односно 

-~k 
1 
+ 
i 

i, k = 1' 2, ... ' п, (17) 

Да би овај систем хомогенИх линеарн-их. j~дll_g_qi:Шa ... ~а n_ ... f!.~I:!Q.: .•• 
зна тих Ak има? о~~--ИД"ен·rиifкбr-·р-еrnе~а· А~==а··-и дру~а стварна 
решеЊ~-м-ора-·де-терминант-а·-·си·сте.ма "бИти једнака нули 

' (18) 
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или ·У развијеном облику 

с ј t - a1t с.о2 . 2 
С12- а12 w С1п- a1n Ф2 

An (w2) = с21 - a2t w2 с5.2- а22 w2 C2n- a2n w2 =0. (18а) 

cl11 - an1 w2 Cп2-an2w2 Сп п- ап" w2 

Ова једначина се назива фре1свентна једначина, једначина фреквенција 
или Лагран.71сева .д~ШefJ.MY!fJ!!illl.CJ. , Она је једначина п-ог степена по 
w2 =л·. Када се развије имаhе n Ј чланова и n кор~на које бележимо 
по реду апсолутних вредности 

' 2< 2 / < 2 < < 2 . illl W2 "-...... · · · W s · · · ОЈ п, ИЛИ (19) 

Ови корени се називају соuствена знаЧеНЈа (Eigenwerte, valeur propre, 
proper value, char.ac1erisTiEБiimber) система и представљају квадрате 
кру:»Сних фреквенција осцилација сисше.ма. Ове фреквенције Ws су 
соuствене яру':ЈЈi~не фреквенције система. 

На пример, ако су енергије Ek=(2 ёЈi +2 q1 q2 + q~)/2; Е р= (3 qf+2q
1 
q2 +q~)/2, 

онда је фреквентна једначина f (1.=ш2)=1.2 -31.+2=0, са коренима 1.
1
= 1; 1.

2
=2. 

Корени ш2 =А фреквентне једначине (18а) имају ове особине. 

1) Сви су FСОрени реални и има их онолико кога је реда једначина. 

2) А ко је .[Lотенцијална енергија сисшема uозитивна дефинитш1 
форма генералисан;х-lс.оордиl-йzfliа q;, онда су. сви корени Позитивни. 

3) Корени су стационарне вредности форме Ф2 = 2:2: cikAi!'k ЈС:Уда 
·~х<~·"·····. ·[ ··k 

је исПуНЈен услов да је форма Ф1 = 2:2: a;k А 1 Ak = 1. Ове се форме 
i k 

добијају када генералисане брзине, односно координате, у изразима за 
кинетичку и потенцијалну енергију смени.ио а.мuлитуда.ма Ai и Ak 
решеНЈа (16). 

Доказ изводимо на овај начин. Означимо сопствену вредност 
детерминанте (18а) са w2 =А и претпоставимо да је А имагинарно> 
тада мора бити 

где су А' и 1." ре~ЈЛни бројеви. Због тога и амплитуде Ak морају 
такође бити имагинарне, ·па је 

10 
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где су А~ И А~ реални бројеви. Унесемо ли ове вредности у ре

шеље ( 17) биhе 

~[cik- а;k(л' +iЛ")] [А~+ iA~]=O. 
k 

Раздвајаљем реалних и имагинарних делова добијамо два система 

једначина за сваку вредно~т k: 

Ако прву једначину помножимо са А7 а другу са -А; и ре
зултате саберемо за све вредности i добијамо, због (За) и (ба),· 
једначину 

(20) 

Пошто су двоструки збирови позитивни, јер представљају квадратне 
позитивне дефинитне форме кинетичке енергије у којима су генера-

лисане брзине замељене вредностима А;, А~, односџо А7, А~, то 
горња једначина може бити задовољена само ако је 

Л"=О, (20а) 

чиме се потврђује реалан карактер свих корена фреквентне једначине, 
а такође и реалност коефицијената Ak. 

Помножимо ли једначину ( 11) са Ai и саберемо за цео систем 

добијамо услов 

(20Ь) 

Пошто су оба збира ове једначине позитивна мора бити и 

Л> О, те су сви корени ilo.зumuвнu. 

Ради доказа треhе особине корена фреквентне једна.чине при
менимо Лагранжеву методу мултипликатора. Узмимо функцију 

Ф= Ф2 - Л Ф1 = ~~ (ctk-1. atk) At Ak, 
i k 

под условом да је задовољен услов стационарности, тада је 

д Ф = д Ф2 - Л д Фt =О 
дА, дА 1 дА, 
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те добијамо 

~(cikA,()-:Л. ~a;kAk=O. 
k k 

(21) 

Упоређујуhи ову једначину са (17) видимо да мора бити мно
жишiц :Л. = ш2, тј. једнак квадрату сопствене кружне фреквенције 
система. Помножимо једначину (21) са А1 и саберимо за све вред
ности i биhе 

те је према постављеном треhем услову, (3), сопствена вредност 

(22) 

заиста стационарна вредност форме Ф2 када је форма Ф1 = 1. 

Као што је познато ~~~~J!!:!!_CZE!li~--~X:f!..lt1:QE'!!:ll1::'<: ~Л:l1H~_IO'!Jill~- ал~~~l!рсиих 
једначина са п. l}elioзнq[[jиx fЬихова реш~!ра1с_РЈЈ:Злuчирlа~()Д .. идентич/tих 
~~;;·~2..~/iefie~~~~~t;·~~Э!_~o~p~~·Б~i!ц~_.tьиxoвч.~i~ifи. · ·1 d·-~;,-·/ЈеШен;~· 
сразмерна иофаиторима једне врсте (ма које) у детерминанти система 

(18). Узмемо ли кофакторе последње врсте (n) онда he бити 

(23) . 

где је С константа. Ако су кофактори последње врсте Кnk једн~ки 

~у :ли. о нд~ !Р~ба б~ра!и ·.·он~ ~рс~~ .IЈ~ји су коф~кт~р~ р~зличити од 
нуЛе~~·дка·· бИ,···пак, кофак'торИ свиi врста бИли једнаки нули онда су 
ЈёДIIЗЧине система међусобно зависне, па се систем своди на једну 
једна чiПiЈТ'~С~а~б·е·з6р-бј-·ЈУеffiеЊа···"Јfа3ЛИЧйтйХ··ад .. н у.тi~.. ·~·~-·· 

Како фреквентна једначина (18 а) има n различитих корена 

w~ = ls, г де је s = 1, 2, ... , n, то за сваки корен добијамо однос 

(23а) 
А \s) A~s) Л~) A~s). 
-- :=: -- = ... = -- = ... = --::aCs, 
K (s) к<s) ,."(s) к<s) 

nl n2 1\.nk nn 

па је амплитуда координате Qk за ту вредност корена 

(24) 
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и партикуларна решење, према (lба), 

(s> А (s) ( ) С к<sЈ ( ) qk = k COS Шsf+as = s ш.СОS Wsf+as, (25) 

где је as почетна фаза осuилациј~. Ако је ш; = wi најнижи корен 
фреквентне једначине (18а) онда су решења 

(25а) 

< > с к0) ( ) qn = 1 rmCOS ш 1 f+а1 • 

Ове једна чине представљају главне. (осноz:н~) осчилаqиi? .и:ли основне 
облшсе (форме) осцилациiа сисlпема.--и~т"о~- З о ог нај ниЖег коре~а ~(,; 
Прве г )lGf!fif!~~~ocцuJzaчu-ie или основне хармоншсе. У овоме се случају, 

ДакЛе: ~све коо-рдинате q1 меЉају истоМ Щ5ужном фреквенцијом w1 и 
почетном фазом а 1 , или се разликује за n, с обзиром да је вредност 

кофактора праhена знаком ( l)n+k уз одговарајуhу субдетерминанту 
п-те врсте и k.:.те колоне детерминанте (18). 

Према томе би ~~-Lд~~!!~~~~Qб .. дик .gсцилација система био 

(2) А<2> ( ) q1 ;:::: 1 cos ш2 t + а2 , 
(2) (2) ( ) q'2 = А 2 cos Ш: t + а;2 ' ••.• (25Ь) 

Решења (25) чине основни · систе.м интеграла једначина (18а). 
Како је према познатом· правилу из теорије система хомогених 

линеарних диференцијалних једначина ·са константним коефицијентима 

и збир рещења ШaiColj~ реU1ење диференцијалне једначине, то је општи 
интеграл ]едначине ( 17). облика ... . . 

n . 

qk = L q~/) = L А~) COS (шs f + СС5 ) = L С5 К~1 COS (шs t+ <!5 )·. (26) 
s=l s s 

Овај интеграл садржи 2 n произвољних константи Ak, или Cs и а5, 

које се одређују из 2 n Почетних услова 1Сретања, да су за f=O· 
почетне вредности генералИсаних коордИната (qk)o и генералисаних 
брзина (qk)o рате. 

Ако је решење претпостављена у облику (lбЬ) онда је 

(27) 
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2 
јер w8 има две вредности. Уводеђ.и смене 

и корИстеhи Ојлерове формуле добијамо решење 

q~s) = R~) COS ( W 5 t + а5). 

На пример, эа енергије 

биhе систем једначина 

односно 

Фреквентна једначина, корени и односи амплитуда су 

1 

3-2.1. 
/(Л)= 

1-.1. 
1-'-1.1 
1-.1. 

A(s) 
l 

A(s) 
2 . ---= 

-(1-.1.~) 3-21.s ' 

=(1-.l-) (2-1.)=0; 

А~1 ) = л&? . 
о 1 

А(2) 
l --= 
1 

А<2) 
2 

-1 

i49 

(28) 

6.4. Ортогоналност главних. осцилација. - Нека су w;= :Л.5 и 
ш~= Л, корени фреквентне једна чине (18а), тада су једна чине ( 17) 
задовољене, те добијамо две једначине 

""' л<s> i · ""' A(sJ k:J C;k k = Лs. k:J G;k k' 
k k 

(29) 

где је Ak#A1. Ако прву једначину·. помножимо са. А~0 а другу са 
А~~> и саберемо за све индексе i и k добијамо два система једначина 

~~с A(r> A<s>- Л ~""'а А~гЈ Acs) 
.kJ kJ ;k l k - s kl ""'-' il! l k ' 

i k i k 

· (29а) 
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па ако их одузмемо следи веза 

Како су корени фреквентне једначине различити Лs =1= Лr то мора 
• бити задовољен услов 

n· n 
~ ~а л<r> л<s>-о 
~~ikl ~с-, 
i=l k=1 

::/=S, (30) 

за сваки пар разлиqитих корена фреквентне једнаЧине. <2.~~ј .Ј~.лов 

се назива услов ортогоналности главних ОСlЈУ:._Л..[l_Цијq, те се 1{9Zf<~ .. д.i:l су 
г лавне-~оЂ.iИЛЩИЈе-~ој; iйогонаliн~.-

. ~,,. ~Ј'~ " ·' .· -~, ·,,_ . '"'·. ,, '" •~;;;;·,~~-e;;;z:;~c·4~<'?:0)::CY~-:"~;~':>::'"''"·~;.;o> 

Како је горњи услов изведен под претпоставком да су коефи

цијенти c,k = Сн;, који. важе само у слуt.Ј~ју __ да_ј~_ џоте}1ц!:f1~-~-на енергија 
ПQ~3~!!!!З.~~=~е:Ф~-~~-!~·з··форма ге·нер_аЛиса~их КООРЈЈ;ИНата, то ~.ч:z!е.и ... ~амо 
•за IСОнзервативне систе.мg, док за неконзервативне не важи. Према 

"'"""'"·~·-•·· ,.,_,_,"-:~.,л~.,, • ~· •,, •, ~· •/"•• ,,. - ',, ,. ~·' - џс;,::;:;;;,:"~"'·'"'~:: _ _;с--'"'-п-,~;-м ~; ,';,'':""' ;.,· ;:,.,'";, ··•-." ·'•' ·-·' •·•··'·~·,,;:~_;,:?.:?::~. ~-~/~? 

томе Је услов оршогоналносши главних · осцилацща IСОнзервџшивних си-

стема осuовно својство ових осцилација и .често се IСОристи ради 

о,qреlјившьа 1Сружuих фре1Сl3енција и у сЛучају Принудних осцилација. 

Потпуно на исти начин добили бисмо и овај услов ортого-

налности 

n n L L Ctk A~r) A~s) =О, r:ps, (31) 
i=1 k=l 

С обзиром на релације (24) услов ортогоналности се може 

написати и у овом облику 

(32) 

У предњем примеру биhе: 

па су 

па је према (32) испуњен. услов 

ко) к(2> к.<t> к<2> к<t> к<2> кт <2> all 21 21 +а12. 21 22 +а21 22 . 21 +а22 22 к22 =0. 
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ј k/ // 
V\~c'6~5. Главне и нормалне координате. - Ако у обрасцу (25) 

уведемо смену 

s= 1, 2, ... , n (33) 

онда је 

(34) 

па те координа~~ -~~~()В~()~~'13~~ј~_~д~-!ф_~Р~!IIЏ~ј~~~уједначину 
·~--~---~-~--... ----~-~-----.;-

.. 2 
~s+w.s~s=O, s=l,2, ... ,n. (35) 

Систем ових једначина може се сматрати CИCLellifpм Ј!аrран~,~ЈЗИХ 
диф~ренцliјалн~,.Ј~l!!!.'!':!I:~!I? .. Ii2~!~-~~-·-s~5~I.~мЈ1,.~·чиј и ]е. ·~ол-о-~а·ј· ·одрёђеli~. 
тИм- новИм~координатама а које имају особину да се систе:м раздваја 
на n са.мостаЈ!!Н!Х таi.Ј~Ка чиј~ су .осциЈ!~Цi-!1~ . . н~cпpe['fi)lilit:?, .. те свака 
т;чк·з··~вр~~ ~ар~?~~Iску <?~ЦI1~iЦнју кру~не френве:liчије. Ws, помераља 
фазеа;~и·~амп~Иту~е с~.·· Координа~е·-~s .. се ~наЗ~вају~_/.::'l.а:вне коррдинате 
СiiсШемЋ·::····с -обЗ.Иром ·на једна чин у (26) relie{laJ;Иcaнe . I{оорр.инате qk 

;огу;ё. ~~pa~!!TJ!~Л91\f()hy_I{O(?pf!ИJШTa ~s л~неарн~;-~-~о~б~наЦнјама:~·· 

~ к<s) '!: (1)!: к(2) Ј: (n) Ј: 
qk = kl nk Ss = Knk 1.::>1 + nk 1t2 + · · · + Knk ":!n, (36) 

s=l 

те су 

K (I)f.: к(2) ~ . к<s> t: ' к<n) ~ . 
q1 = . nl 51 + n1 -:2 + · · · + nl ~s -т- • · · + lll ~n' 

K(l)~:: K(2)r: . K(S}f.: к<n)f.: • 
q2 = ll21t1 + n2 \12 + · '· + n2 c:;s + · • · + n2 SrP (36а) 

K (l) Ј: кt2)!: к<s).. к<n> t: 
qn= nn~t1 + nn~2+ · ·· + пn'r;,s+ · ·· + nn\.an• 

Генералисане координате qk ПредставЈЬају хомогене линеарне 

форме г ЛО,[iНих ~ООЈ!~~ната .• ~.~~.са ко~нстЮiтнИЬГкоефИцијентима јеДiййНiм 
~кофактор~~а~~~по·с'Ле~дње~ТИЛИ! ма које) врсте и k-те колоне 
нанте (18) за вредност корена w 2 =w~= )..

5
• 

Увођеље главних координата система игра важну у ло гу у тео

рији· осцилација, i?P~.~?. .i!:_~.~~?~X-~~l!~ си~{ii~:М: pgз§uj{l .на __ n мaтf[!~[qJ}~":l!~.~ .. 
тачака од uојих сваuа независно једна од друге хармонијсuи осцилује 

оltо-своГ'-реЛаuГiiвноГ""/Ј(iiзiiоШеЖног Положаја одре!)еног /iООрдинатом 
~s. Се .м тога, uинетичuа и потенцијална енергија си сте .ма изражавају 
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се Помоћу ових координата са.мо са члановима који садр:Јiсе квадрате 

брзина (~s) односно координата (~s), док '.мешовити чланови са ~r ~s или 
er ~s отпадају. 

Ако се у израз за кинетичку енергију система (3) уместо гене
ралисаних брзина qi и qk унесу вредности (36) за вредности корена 
Ar и А5 биhе 

Како се индекси i, k односе на кофакторе а не и на главне брзине (ё) 
то је кинетичка енергија система 

Ek = 1/2 ~~ k,s ~r ~s, . (37) 
r s 

где су коефицијенти 

k ""~ к(r) к<s) 
rs = kik..l aih ni nk. 

i k 
(37а) 

· На исти начин одредили бисмо и потенцијалну енергију 

те је 

(38) 

где су коефицијенти 

~"' к(r) к(s) 
Ргs = L..J .k.J cik rzt nk • 

i k 
(38а) 

С обзиром на услов ортогоналности главних осцилација конзерва
тивног система, (31) и (32), мора бити r= s, па су инерциони и квази
еластични коефици]енти за главне координате 

~~ к<s> к(s) йs = kss = ..t...J.k.J Dik ni nk, 
i k 

(39) 

те су кинетичка и потенцијална енергија система 

Тl 

Е р= 1/2 ~ Сэ ~; • (40) 
s=1 
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Лагранжеве једначине дају тада систем једначина 

(41) 

те је кружна фреквенција . 

(41а) 

На пример, за n=2, према (36) и (39), биh.е: 

к(1) 1: кr2) t: 
q1 = 21 ~1 + 21 ':>2' {36Ь) 

_ [К'1']2 2 к(t)кrt> [K(I)J2· 01-all 21 + а12 21 22+а22 22 ' 

а -а [К(2)] 2 +2 а К(2) К(2).+а [К(2)]2· 
2- 11 21 12 21 22 22 2~ ' 

[K I1)J2 2 к(1) г(1) [Кт 2 
cl = cll 21 + С12 21 r\22 + С22 ;;.2 Ј (39а) 

_ rк<2)Ј2+ 2 кr2) кr2> [К(2)]? С2-С11 21 .cl2 21 2.d+c22·22~. 

Треба lipuлшco)rf !СОН!сретног рачуншьа u.мamu у .виду д~}!е.треба 
c!Cpahuвamu чиниоце lio[eдuнux ·врста или тсолона деmер.минанте_.·(lВ}~ ~-

~-~,::~ ~ ~ ~ " ,"_ '«---- "' ',' .·~ 

Ако се уместо главних координата ~s уведу нове координате 

Ьs = 1/Q";;s (42) 

онда су кинетичка и потенцијална енергија система 

(43а) 

па Лагранжеве једначине дају систем једначина 

(43Ь) 

Ове координате Ьs називају се нор.малне !Соординате. 

Проблем одређиваља главних координата своди се на гео
метријски проблем одређиваља r лавних lipaвaqa линија и површина у 
п-мерном еуклидском простору, представљеном квадратним п-нерним 

формама генералисаних брзина, односно координата, ("Hauptaxen
proЬlem(/). Због тога се за случај n= 2 проблем своди на одређиваље 
главних праваца eлalice, јер хомогене форме - кинетичка и потенци

јална енергија - представљају елипсе, будуhи да су позитивно 
дефинитне форме. 
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Сматрамо ли генералисане брзине q1 и q2 Декартовим nравоуглим 
координатама у равни тада форма 

представља у томе систему елипсу са средиштем у координатном 

почетку. Ротацијом координатног система за угао е, 

2 а12 (44) . 

добијамо главне правце . - осе - ели nсе и једначину елипсе у 

каноничном облику 

где су 

и дет~рминанте 

l1 = а11 + G22; 

те је каноничка једначина елипсе 

(45) 

У случају n= 3 пробле.l'Уi . се своди на одређивање главних пра· 
ваца елипсоида. 

На пример, када су енергије 

• 2 . 2 2 
Ek= т (х 1 +х2)2/2; Ер=с (3 х1 - 4 х1 х2+ 3 х2)/2 

онда првојодговара !{р уг, полупречника R = V2 Е, ј т, 
а друго} елиПса. Ротацијом триеnра Ох1 х2 за 

угао е (сл. 6.1.) 

tg 2 е= -4 cf(3 с-3 с)=ос; O=n/4; 

• добијамо везу између старих и нових координата 

--~~----~-----+.~--x~'-
:r.1 · Х1 =V2 (~1-s!)/2; Xz=V2 (~1+s2)/2 

Сл. 6.1. - Главне координате 

система 

па су 

Лагранжеве једначине дају систем једначина 
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Једначине нису више си.«улmане; свака од њих представља просту хармонијску 
осцилацију кружне фреквенције 

Како је фреквентна једначина 

то су, према 36, везе између координата 

те су енергије 

па опет добијамо исте једначине 

т ~·1+с ~1 =0; 
односно 

6.6. Принудне осцилације. - У случају принудних осцилација 

система са статичким везама диференцијална једначина (8) nостаје 

-~k 

~ 
l 

n •• 
~ (aik qk + C;k qk) =Р, cos (Q t +а), 
k=1 

(46) 

где је Р; амnлитуда пореме.~аЈliе силе за координату q1 • Ове једна

чине ·· ПреДстављају сИСтем нехо.могених диференцијалних једначина 

за координате qi. Гf?и?S5~~.<?.~"Q!IЩJ'~" Р.~!Ц~~_е ј~ДН(:1Кqј~ ~()и ру 
}Је!Ц~ња хомогеног система и решења не:хqм:огеног 

систеl\:iа_~? 

Међутим, ако је хомог.~!Ч! ~истем решен, то јест ако су познати 
сви тиnови слободних осцилација система са одговарајуhим кружним 

фреквенцИјама, онда се могу наhи и партикуларна рещења nринудних 

осцилација. Помоhу главних координата, (чл. 6.5.) слободан систем 

с_е Р,азбија . на . поједине материјалне т~ ч~~· које __ З(lС~бно . о~цилују 
о~(Г"':сl;l§ј~~---·р~вноте.)КFfИХ поло.~аја одре.ђених ко-ордината.ма· .Es. Ако 
би на овакве масе дејствовале и поремеhајне силе, онда би се систем 

свео на принудне осцилације n појединих материјалних тачака; 

у томе случају мора између силе и амnлитуде nостојати однос, 

(гл. 4. обр. 10 Ь) 

Р= Ст (w2 - 0 2
). (47) . 
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Због тога, претпоставимо да је закон .принудног кретаља за главни 
облик ( ws) слободних осцИлација, према (26 ), 

(s) с к<s) ((\ t ) qk = s nkCOS .:..~+а, (48) 

где је Q кружна фреквенција поремеhајне силе а а помераље фазе. 
Уносеhи овај израз у ( 46) добијамо 

~ ( ctk- 0 2 .. a;k) С s К~Ј == F,. 
k 

Како је за хомогени систем испуљен услов (8) то поремеhајна сила 
мора задовољавати следеhи услов 

(49) 

аналоган услову (47) за један степен слободе осциловаља. 

Помоhу овог израза може се решити проблем принудних осци
лација развијајуhи Р; у ред 

(50) 

па је принудно кретаље одређено једначином 

!;) (s) COS (О t +а) 
qk = ~ Cs Knk cos (О t +а)= ::Е fs Knk --. --'

2
----'-

s . s ( Ш8 - 0 2) 

(51) 

Коефицијенти ls се лако израчунавају користеhи услов ортогоналности 
слободних осцилација (32). Множеhи (50) са К~} и сабирајуhи за 
цео систем, остају само коефицијенти са s =г, па је 

те је коефицијент 

~Р; к;:; 
i fs=-----

L G;k [КШ] 2 

i 

(52) 

Ове се једначине називају формуле lСОефицијената разлагања силе Fi 
на нормалне lСО.Мйоненте. 



7. ЛИНЕАРНЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ СИСТЕМА 
СА ВИШЕ СТЕПЕНИ СЛОБОДЕ 

7.1. Нехомогени ланци. - Некз се један ланац састоји из n 
материјалних тачака међусобно повезаних опругама различите крутости 

ck, (сл. 7.1.), тако да су и пР,ва и последља маса везане. Издвојимо 

а) 

h) 
~~~'=f!JA~?7-

Xk+f 

с) 

d) 

е> L 

с 

Сл. 7.1. - Нехомогени лзнци, филтри 

из овог нехомоrеног ланца три облuЈЈСfЬе .. масе са двема одговарајуhим 
опругама (сл. 7.1.Ь) и означимо са xk_1 , xk и xk+ 1 њихове координате 

у односу на равнотежне положаје (Ох-1 , Ok, Ok+1). На масу mk 
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дејствују __ Ј:~!!~ .~!3-~-~-Р~~с;r,иту:џ.~q;r~~ c;I1/J:.<~_ сразЈ.wерне релашивни.м lio.мepq: 
њи.ма. саме r.1ace- у односу на два оближња положаја. За изабрани 
координатни систем (+Ох оса усмерена надесно) прва с~ла је нега
тивна а друга позитивна а тежина се поништава са нормалним отпо

ром глатке равни, па је диферен:џ.ијална једначина малих ос:џ.ила:џ.ија 

масе mk по оси Ох: 

или 

(2) 

Према томе је систем диферен:џ.ијалних једначина овог линеарног 

система 

k= 1; 

k=2; 

k=3; 

+ ( с1 + с2) х2 - с2 х8 = О ; 

+ ( с2 + С3) Х3 - С3 х4 =О ; 

оо 

k = n-1; mn-1 Xn-1 - Cn-2 Xn-2 + (cn-2 + Cn-1) Xn-1-CII-1 Xn =О; 

· k=n; -Cn-1 Xn-1 + {cn-1 +Сп) Xn =О; Х11 +1::::::: О, 

(3) 

сличан систему Клаliејронових једпачина трију .момената континуалног 

неоптереhеног носача* уклештеног на крајевима. 

Исти систем једначина добијамо и noмohy .hагранжевих једначина. 
У овоме су случају енергије 

n 1 • 2 
Ek = ~ -mk Xk; 

k=l 2 
(4) 

n 1 
Е р= ~ - Ck-1 (xk- Xk-1)

2 = 
k=l 2 

(5) 

= ~- [со xi + С1 (х2-х1)2 + С2 (xs- Х2)2 + ... + Cn_1 (хп- Xn_1)
2 +Сп х~] . 

Како су инерциони коефицијенти au = mk, a1k =О, c1k #0, то је систем 
са· статички:М везама, па су осцилације clipeгнyme силама: 

* Отпорност материјала, qл, 10.5.1 
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Решење система претпоставиhемо као и раније (16) у облику 

(б) 

претпостављајуhи да све масе -~~"~Јј;L._.синхе2но, _ и,9'2!~ кружним 
фреквенцијама w и помераљима фаза а, али различитим амплитудама. 

Како је ~~ = -ш2 xk, то уношењем у систем (3) добијамо cucllie.м 
алгебарских једначина 

односно 

k == 1; 

k=2; 

k=n; 

(с0 + с1 - m1 w2) А 1 -с1 А 2 =О; А 0 =О; 

-с1 А 1 + (с1 + c2 -m2 w2) А 2 - с2 А 8 =О; 

(7) 

(7а) 

Како све aMfl_J}И~JJ!!~_!!_l:!EY-_i!_.q_f!f}~ef!:_Q_}_€!!.JJ:JJ1ifE_ 'iYJJJ:L~dk_-:::f:;-0, јер не 
би било ни осциловања, то мора де1:~рм~нан:_а ~В?~ Х?могеног система 

бити Геiiнака нули. Она представља фpeli8eн1tiн_y }ед,н-~ч-l1ну 

С0 +С1 - m1 А -.с1 о о о о 

-ct Ct +с2-m2Л. -с2 о 

о с2 + с3-mзЛ о 
(8) 

-с2 . 
A(1.=w2)= ;:: о. 

о о о -Сп-я Сп-!+ Сп-1 - mп-1 А - Cn-1 

о о о о -Cn-1 Cn-1 + С" - mп А 

Развијањем ове детерминанте добија се ~§eн~!JJ!_./lf!:_HJ2~ __ J!:::JdT 
степена по сопственој вредности -у;;: w2-Чнјих n корена представља 
квадрате кружних фреквенција овоГ -осЦИЛаторноr система. Сви су 
корени реални, позитивни и различити. 

Овај обострано везани систем је основни, јер се помоhу (8). могу 
извести и фреквентне једначине за остала два случаја. Када је систем 

uолувезан (везан само на левој страни а на другој слободан) онда је 
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Сп= О али c0 =f;O. У првом случају (сл. 7.l.c) једначина постаје 

о о о о 

о о о 

(9). 

о о о =о 

о о о 

о о о о 

У другом случају када је леви крај слободан ·а десни в~~?.н, биhе 
Со= о и Cn#O, па је први члан детерминанте (9) об.IIИК"~. с1 ._т~ Л а 
последљи + Сп -m,l Л. 

постаје 

с1-m1Л -с1 

- с1 ct·+c2-m21. 

!:1 (Л)= 

о 

о 

=-Ј..· 

m1 

-с1 

о 

о 

о 

о 

m2 

с1 + c2 -m2 Л . 

о 

о 

о 

о 

о 

С0 =Сп =О па детерминанта 

о 

о 

о 

о 

•••• 1 •• ' 

о о 

= о (10) 

о 

-Сп-1 

када се саберу CJHI елементи сваке колоне. У овом случају Л= О није 
корен једна чине те је фреквентни по лином n- 1-or степена по соп
ственој вредности Л. Он има (n 1) корена Л који. су Позитивни и раз
личити. Ово нам показује да систем ry6u један степен слободе осци-
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ловања, па због тога мора бити нека динамичка веза. Када саберемо 

све једна чине- (3) узимајуhи да је · с0 = Сп·= О добијамо услов 
~ .. "'"'d . 
"'-' mk xk = ~ ;- ( mk xk) =О, па је т-соличина кретшьа cucliieJ-ta константна 

dt . 

L mk xk =К х= с= const, те. се . систем .. I<P~!;ie_~lJlRJ1f!.~лqщpgнo као····. круто 
тело. Због тог . динамиЧког~~усЛовас!м~'ЊуЈес~:--'ј(;';;;:" > jeД7~ffie~ 
слободе осциловања система. 

На пример, у случају система као на сл. 7.l.a са с0 =2с, с1 =С2 =с8 =с, m1 =2m, 
m2 =m3 =m, фреквентна једначина (8) биhе: 

3-2u -1 О 

-1 2-u -1 =2и3-1lи2 +17и-7=0. 

О -1 2-и 

Како је f {1)= 1 >О и f (1Ј2)= -1 <О, то је 0,5 <и< 1. По Хорнеровој схеми биhе: 

и 2 -11 17 -7 
i 

Поправка 

1,6 -7,52 7,58 

2 -9,4 9,48 0,58 0,58 
0,8 1,6 -6,24 --=---:0,179 

3,24 

2 -7,8 3,24 

2 -11 17 -7 
0,621 1,242 -6,060 6,794 

2 -9,758 10,940 -0,206 0,206 
--=0036 1,242 -5,288 5,652 ' 

2 -8,516 5,652 и=0,66 

f (и): (~-Q,_6_§}=2и2 -9,68и+ 10,61; 
и1 =0,66; U2= 1,6?,;, и3 ::::3,17. 

. 11 ~~~ . . 
Проба: ~ и; = 2= ~~0,~6"±}.6?:±9·17; u1 l12 +l!!.~r<L±и~_и3 =8,488~17/2 ~.~~~i 

За случај као на сл. 7.l.c и исте вредности маса и опруrа и с3 =0 имаhемо 

3-2u -1 о 
= 2uз-9u2 + 1 О и- 2 =О; 

А (и)= -1 2-u -1 

о -1 1-u и1= 1/4; 

0,25 
1 

2 -9 10 -2 0,031 0,50 -2,125 1,969 --=0005· 

1 

2 -8,50 7,875 -0,031 5,875 ' ' 

0,50 -2 

1 2 -:8 5,875 и1 = 0,245~0,25 

11 теорија . осцилација 
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Међутим, за случај слободног ланца (сл. 7.1.d) било би 

2m т т 2 1 

L1 (2,) = -1. -с 2c-2,m -с -1 2-u -1 

О -с c-J...m ,О -1 1-u 

1 =2u2 -7и+4=0· 
1 . ' 

U0 =0; U 1=0,72; U2 =2,78. 

7.20 Хомогени ланци. - У случају хомогеног ланца све су масе 
међусобно једнаке тi =т а 1акође и крутости свих опруга ci =с, па 
се фреквентне једначине упрошhавају. Уводеhи нову сопствену вред
ност и= т w2 jc за три карактеристична. случаја представљена на сл. 7.1 . 
. добијамо* : 

2-u -1 о 

-1 2-u -1 

О -1 2-u 

о 

о 

2-u 

-1 

о. 

о 

о 

о 

о 

-1 

2-u 

о 

о 

·О 

-1 

-l 2-u 

о 

о 

о· 

о 

1-u -1 О 

-1 2-u -1 

fi~s>(u)= О -1 2-u 

1 1 . 1 
1 2-u -1 
О :--1 2-u 

=-U 

* Т блица 8.1. 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

-1 2-u -1 

а· -1 2-u 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

-1 2-u -1 

О -1 1-u 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

·О 

о 

-1 2-u ~1 

О -1 1-и 

1 
о 

о 

1 
о 

о 

1 
о 

1 

-1 2-u -1 
О -1 1-и 

= (2- и) Ll;i2_1 -

- ~~!-2 = о; ( 11) 

Ь.о=1 

= (1-u) ~~2.1-
л(v) -0· 

-LЈ.п-2- , 

= 

. (12) 

(13) 
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где су ознаке: v за обострано везани лаf{ац, k за једнострано лево 

везани ланац (конз-(!Ј.I1ПСЈ!анаii) ~И s за слободни ланац. Показани .су и 
рекурзивни Обрасци, тако да се детерминанте не морају ни развијати, 

веh се све могу одредити помоhу полинома ва основни случај - обо

страно везаног ланца (v). 

На пример, за n=3 биhе 

2-u 
д_(v)-

3 - -1 

о 

1 

2-u 
д_~V) = 

-1 

2-u 

-1 о 

2--u -1 

-1 2-u 

-1 о 

=(2-u)д.~v) - д_(v) 
1 =О; А0 =1; А1 =2-и= -(и-2); 

л (k) 
L.lз· -1 2-u -1 = (1-u) д_~v) _ д_~v) = - (u 3-5u2+6u-1)=0. 

о -1 1-u 

1-ll -1 о 

-1 2 l1 -1 = ~~v) = и 2 -4и+3=0= -и 

о -1 1-u 

За n=4 биhе 

д_~v) = (2- и) д_~v)_ д.~v>=u4-8u3 +21u2-20u+5=0; 

t::,.~k) = (1-u)д.~v)_ д_~v)=u4-7u3 +15u2 -10u+1=0; 

д.~·) = д.~)= -(u3-6u2+10u-4)=0. 

1 

-1 2-u -1 =0. 

о -1 1-u 

Да би се избегло,~"·одређивање корена фреквентног полинома 

користи се шригономешријска мешода као код једначина са коначни.м 

р__~_злцка.иq._ }ед·н~iЧина (7) у случају хомогеног, ланца постаје 

(14) 

· где· је (Ј)02 ::;:; c/m. к~ад,рат _ кружне фреквенциј~ осцилатора са једном 

. .мас_gм. и_ g~Jiy'r.Oм. (сл~ 1.5. ). Гранични услови зависе ОД наЧина веЗИвања 
ланца на крајевима. За обострано везан ланац (сл. 7.1.а) су А 0 =О и 
An+1 =О, па се решење горње једна чине може представити у облику 

(15) 

11* 
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Леви гранични услов је задовољен А 0 =О за k =О; а за k =n+ 1 
мора бити 

(n+ 1) q>=S1t; s = 1, 2, 3, 4., ... ; 

Уносеhи израз (15) у (14) биhе 

S1t 
q>= --.. 

n+1 

С sin (k- 1) q> "-- (2 -и) С sin k ср+ С sin (k + 1) q> =О 

те следи однос 

Csinkq> [2cosq>-(2-u)]=0. 

Како С=/= О и sin k q> =1= О, јер не би било осцилација, мора бити 

2 cosq>-(2 -и)= О; 
q> mw2 

и=2 (1-cos ~) = 4 sin2 - = --
2 с 

(16) 

(17) 

што представља фреквен.тну једначину. С обзИром на (14) кружна 
фреквенција је 

2 . S1t ус 
w = sш 2 (п+ 1) m' S= 1, 2, .... (18) 

Према (6) и (15) закон кретаља сваке масе је 

. ks 1t ( ) 
SШ -- COS 008 t + as 

n+1 ' 
(19) 

rд~ ... ~Х .. (\.!!~ .. g:s._}:!нтеграционе константе које се одређују из почетних 
услова кретања 

Xk (О) = Cs sin ksтt cos <Xs ·, 
n+1 

· (О) С . ksтc . 
Xk = - s Ws Slll -- SШ as . 

n+1 . 

(20) 

У друга два случаја везивања ланца фреквентна једначина · (17) 
остаје иста али се мељају гранични услови. За. конзолни ланац (сл. 7.1.с) 

је А0 =О али је An+t неодређено, па (15) задовољава први услов. 
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Из (7) други Гранични услов је 

-Ап-1 +(1-и) Ап= -Csin(n-1)q~+C(2cosq~-l)sinnq~ = 
= С [- sin n q~ cos q~ + c'os n q~ sin q~ + 2 sin nq~ cos q~ - sin n q~] = 

= C[sin(n+1)q~-sinnq~]=0. 

Како C=FO биhе услов 

то јест 

. ( 1) . 2 2 n+ 1 . q> О sш n + <р - s ш n q~ = cos 
2 

ср sш 2 = , 

2n+1 2s-1 
2 ср= 2 

n:, 
2s-1 

q> = ---я; 
2n+ 1 

s= 1, 2, ... , n. 

С обзиром на (14) и (17) кружна фреквенција је 

. 2 s :_ 1 л: 1/с 
w = 2 sш 2 n + 1 . 2 . У m · 

165 

(21) 

(22) 

Код слободног ланца су А 0 и An+t неодређени, па вз (7) следе 
гранични услови 

који, с обзиром на (15) и ( 17), постају 

С (2 cos <р -1) sin q>- С sin 2q> =О; -С sin (n -1) q> +С (2cos ~ -1) sinn q> ==О, 

-Csin<p=O; Csinnq> (coscp-1)=0. 

Како С :;С: О, sin ~ =FO биhе услов 

sin n ср= О, 

па је кружна фреквенција 

s 
Cfi=- л:, 

n 

w=2sш--:- · -. -. s л: vc 
n 2 т 

s=1,2, ... ,n-1, (23) 

(24) 

Овај резултат следи непосредно из (18) када се уместо n стави n-1, 
према (13) умањује за један број степени слободе осциловања. 
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На -пример, за n=5 биhе кружне фреквенције 

а) за уклештени ланац према (18) и VCfm=ш0 : 

src ,г2 v-
(j) = 2ш sin - ·-V ( 3-1) ш · о 12 ' 2 . о ' 

-.12 
_V

2
- CJf3 + 1 )ш0 ; 

Ь) за конзолни ланац према (22): 

· 1_ (2s-1) .тr 
ш = 2 ro0 sin ; 0,28468 w0 ; 0,83098 ш0 ; 1,30992 ш0 ; 1,68270 ш0 ; 1,91912 ш0 ; 

22 

с) за слободни ланац nрема (24) 

sя 
ш= 2ro0 sin 

10 
; ш1 =0; 0,61804 ш0 ; 1,17558 ш0 ; 1,61804 ш0 ; ),90212 ru0 . 

. 7.3.- Филтри. - ~омогени ланци (сл. 7.1.) служе и·као .механички 
или електричнu филтри (сл. 7.l.e) који могу да пропуштају одређене 
ф-реквенције или одређене области фреквенција из ·области побудних 
фреквенција. Они могу бити двојаки: нискофреквентни (Tiefpassfilter) 
који пропуштају осцилације у ланцу фреквенције испод неке граничне 

вредности и вuсокофре!свентни (HochpassfiHer) који пропуштају осци

лације са фреквенцијом изнад граничне фреквенције. 

Посматра ј мо хомогени ланац (сл. 7.1.а) претпостављајуhи да укле
штење ниј_е чврсто веh се креhе периодички по закону х0 = А 0 cos О t, 
где је· О uоре.меhајна (uобудна) фреквенција. Све масе he осциловати 
истом кружном фреквенцијом, истом или различитом фазом и разли
читом амплитудом, xk = Ak cos О t. Уместо решења система једначина 
(14), које смо узели у ·облику (15), овде he бити облика Ak= С sin (kcp +а), 
где су С и а константе, које одређујемо из граничних услова· 

А 0 =С sin а, А n+ 1 = С sin [ (n + 1) ср + а ] :::: О, 

те су 

a:=sn-(n+ 1) ср; с= ~ = -------=-----
sin а < ( -- 1 )5 + 1 sil1 (n + 1) ср 

(25) 

па је закон кретања сваке масе 

sin (n + 1 - k) ср 
Xk = А 0 cos О t. 

sin (n+ 1) ср 
(26) 

Динамички фактор за сваку поједину масу је 

Ak sin (kcp+a) sin (n+ 1-k) ср 
11 =-= = 

dk А 0 sin а sin (n + 1) ср 
(27) 
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·За О= О је и ср= О па је овај фактор неодређен llcJk = ОјО те следи 

n+l-'-k k 
llk= . =1--.-

n+l n+l 
(28) 

И представља статички избачај (угиб) сва~е масе услед јединичног 

избачаја левог краја ланца. Овај избачај опада линеарнu са бројем k. 

7.4. Мале трансвер3алне осцилације концентрисаних маса 
на струни. - На струни (нити) АВ, дужине L, чију масу занемару
јемо (М=-= 0), затегнутој аксијалним силама Р= const у крајњим тачкама 
А и В (сл. 7.2.а) насађена је више концентрисаних маса (mk), на међу
собним растојањима lk. КаДа се систем изведе из равнотежноr поло-

1 

1 

1 

:Yk+t 
. 1 

:У .... , l 1 
·Ј 1 1 

----+-·-·-·:-----г--·-··-·-+·-
·1--- lк-t l11 ----1 

Ь) С) 

IYk+t 
1 

Ykl 1 
1 1 
1 1 -,·-·-·-·-·-+·...,. 
Ј---- llt ~-----i 

Сл. 7.2. - Осцилације маса на струни 

жаја Ах у правцу осе Ау и пусти наступиhе трансверзалне осцилације 
око тог равнотежног положаја услед промене правца затезних сила. 

Означимо са Yk ординату масе mk (сл. 7.2.Ь) онда су пројекције резул
танте сила које дејствују на ту масу 

~ xk =р (cos ak~cos ~k-1)~0; 

~ tg. (),k_1)=-."' .р (.Yk+1- Yk _ Yk-:- Yk-t) ·, ""'У k =Р (sin ak- sin ~k-1 ) ~ Р (tg ak г- :::: 
lh lk-1 

јер. су (сл. 7.2.с): 
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Диференцијална једначина осциловања масе mk је 

(29) 

Ова је једн~чина анаЛогна једначини осциловања масе mk ланца (2) 
само је крутост 1 ck = F Према томе све што је изнето у чл. 7.1. 
важи и овде. Peilleњe hемо тражити у облику 

Yk = Ak cos (ro t +а:), 

па је фреквентна једначина обдика (8) 

о 

- с1 с1 +с 2- m21. - с2 =0 

О -с2 c2 +c3 -m9J..: 
(30) 

-Сп-~ Сп-2+сn-1 mп-1А - C-s-1 

О -Сп-1 Cn-1 + Сп-тп:Л. 

Када је систем хомоген тада су све масе једнаке mk =т и сва 

растојаља маса lk=l=Lf(n+1), па је ck=c=Fjl=(n+l)FjL. Сада важи 
све оно што је изнето у чл. 7.2., па су фреквентна једначина, сопствена 
вредност и кружна фреквенција 

sn 
sin (n+ 1) ср=О; q>5 = --; · s= 1, 2, ... , n; (31) 

· n+1 

. ср mw2 т 
2-'-и=2cosq>; и=2(1--соsср)=4sш2 - =-=-Л, 
. 2 с с 

F 
w

5 
= 2 sin sn 1/ с ; 

. 2 (n+ 1) V т 
(n+ 1) F 

с= -·-· 

О дно си амплитуда су 

·L 

Aks _ _ = ---- ... - Cs 
. ksn 
sш 

n+ 

l 

(32) 
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а закон кретања масе mk је 

с . ksn ( ) Yk= sSШ--COS Шsf+as 
n+l 

(33) 

где су Cs и а8 константе које одређујемо из nочетних услова кретања 

На пример, эа n =5 биlнi сопствене вредности и кофактори: 

u1 =2-VЗ; и2 =1; и3 =2; U4=З; U5=2 + у3 
ко>_ 

5k- 1· 
' 

уЗ; 2; уЗ; 1; 

к<2>_ 
5k- 1; 1; О; -1; --1; 

к<а>_ 
5k- 1; О; -1; О; 1; 

к~~= 1; -1; о· 
' 

1· 
' 

-1; 

к<5>_ 
5k- 1; -VЗ; 2; -VЗ; 1. 

ПРИМЕРИ 

7.1. Слободан ланац састоји се иэ четири масе, m1 =m3=m, m2 =m4=2m, и 

опруrа крутости с1=с3 =с, с~=2с (два дублета); Одредити кружне фреквенције 

система. 

Решење. - Према (10) биhе фреквентна једначина 

/(Л)= т 

ј (и) = 

2 

-с 3с-2mЛ 

о 

о 

5-2u 

-2 

-2с 

о 

-1 

3-u 

-2с 

Зс-mЛ 

-с 

2 

-1 

О -1 1-2u 

2 2 

о -1 3-2u 

-с о -2 

c-2m1. о о 

m1. mw2 
и=-.-=--

с с 

= 4и3 -74и2 +35и-14=0; 

/(О) =- 14; f (1)= 1; !(2) = -8; f (0,5)= -2; 

2 

-2 о =о; 

3-и :-1 

-1 1-211 
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7.2. Ланац везан на левом крају носи масе: 4m. Зm, 2m и т а крутости опруга 
су Једнаке с. Одредити Фреквентну једначину. 

f (и) 

Решење. - Према ·(9) за и=т(п2јс биhе 

2-4и -1 о о 

-1 2-Зи -1 О == 24u4-76 u3+ 70u2 - 20u + 1 = О . 
О -1 2-2u -1 

О О -1 1-u 

·1 (и)=и4 -3, 167и3 +2,917и2 -0,833и+0,042=0; 

f(O) >О;. !(1) =- 1 <О; f (1f2)= 1/2 >О; ·f P/s)::: - 11/2, <О; 

U1=0,057; и2 =0,401; U3 =0,918; U4 =1,791. 

7.3. Написати фреквентне једначине за хомогене Ланце са n=5 маса. 

Решење. -

а) д_~v) = (2-u) .6.~v)_ .6.~v) = (2-~) (u4-8u3 +2lu2 -20u+5) -

-(и2-4и+3)= -(u5-10u4 +36u3-56u2 +35u-6)=0. 



8. ТОРВИЈСI<Е ОСЦИЛАЦИЈЕ 
ЛАI<ИХ ВРАТИЛА СА ВИШЕ ДИСI<ОВА 

8.1. Вратило променљивог попречног npeceiea са више разли~ 
~итих дисiеова. - На лако вратило, чију .насу зане.марује.мо, промен
љивог попречног пресека, нэсађе-но је више дискова различитих моме

ната инерције (Jk). Слично поступку код нехомогених ланаца, (чл. 7.1.), 
добијамо за три карактеристична случаја ослањања: слободно вратило 

(сл. 8.1.a),t једнострано уклештено ['вратило,. (сл. 8.l.b), 11;:и обострано 

а) П_1~--л~~--~--~· 
lЈТ1_ГёТ ---u'k ~ 

Сл. 8.1. - Торэијске осцилације даких вратила са више дискова 

уклештено вратило, (сл. 8.l.c), изразе за кинетичку· и потенцијалну 

енергију 
n 

Ek = ~ 1/2 Jk ё2k; 
k=l (1) 

rz-1 !l-1 n 
Ер = ~ 1 / 2 ck (ек+t- 6к)2 ; Ер= ~ 1/2 ен (ek+t-ek)2

; Ер = L 1/2 ck (ек+i- ek)2, 
k=l k=O k=O 

па с~ фреквентне једначине облика: 

а) 11 Ј2 Jg ln-1 Јп 

-с1 с1 + с2-Ј2ш2 о о о 

=0; (2а) 
- Cn-1 

о о о -Сп-1 Сп-1-ЈпШ2 
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Ь) Со+ с1 -Ji w2 о о 

-с1 

=0; (2Ь) 

.-Сп-1 

о -Сп-Ј' Cn-1 -Jnw2 

с) Со+С1 -Ј1 w2 о 

-с~ 

=0. (2с) 

о 

У првом случају систем има n- 1 степен слободе осциловања, јер 
сабирањем диференцијалних једначина сисrема добијамо услов 

ОДНОСНО 

Он показује да је за.мах система константан, те се систем обрhе као 
круто тело, па према томе w 0 =О није корен фреквентне једна чине, 

те систем има n-1 степен слободе осциловања. 
Све особине торзијских осцилација ових система су аналогне 

особинама линеарних осцилација, {чл. 7.1.), само треба водити рачуна 
о аналогијама изнетим у чл. 5. између ових двеју врста осцилација, 
замењујуhи масу (mk) моментом инерције {Jk) а крутост опруге (ck) 
крутошhу одговарајуhег дела вратила ck = G /0 / lk, (чл. 2.7.). 

/Ј 
".,_"'~ </ /р/:; 

··."/8:2. Редуктори. ·- У машинској пракси проблем торзијских 
осцилација се јавља и код редуктора. ·нека се редуктор, (сл. 8.2.а), 

э, 

Сл. 8.2. - Редуктор са два диска 

састоји из дискова, момената Инер

ције Ј1 и Ј3 , насађених на вратилима 

крутости с1 и с2 и пара захваhених 
зупчаника, момената инерције Ј21 и 
Ј22 • Преносни однос пара захваhених 

зупчзника је 

i = _ Ш21 = _ Z22 = ___!_; (З) 
W22 Z21 k 

k је редукциони коефицијент (фшс

тор). Према Willis-oвoj формули 

угаона брзина другог зупчаника је 

(4) 
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Кинетичка и потенцијална ·енергија система биhе 

"2 "2 °2 "2 "2 *'2 "2 Ek = 1
/2 (Ј1 е1 +Ј21 Э21 + J22e22+Js ез] = 1/2 [Ј1 е1 +Ј2 е2+Ј3 ез], (Ба) 

Е р= 1/2 [с1 (е21- et)2 + С2 (Эs- е22)2], (5Ь) 

где ј~ 

(5с) 

реду KO.!!_f!~f!.~ .:!!~f!~~fl~fli. UHf![JЦUje. Q.QJ:J.J!JllJ.ЧaHUKa На йрво J3[JG}Jil{.f!f!, ~. е~2 :::= :- е22/ k 
реДуковани угао обрmшьа другог зупчаника. 

Да би се систем свео на торзијски систем са једним вратилом и 

~три диска, (сл. 8.2.Ь), треба редуковати на прво вратило момент инер

ције треhег диска, угао е3 и крутост с2 , према услову да енергије 

остану непромењене 

Е 1ј Ј е· 2 1/ Ј* (е· *)2 ks = 2 а з.= 2 3 3 , 

~· према обрасцима 

J;=k2 J3 , e;=-e8 jk, C~=k2 C2. (б) 

Кинетичка и потенцијална енергија оваквог редукованог система 

биhе 

'2 * '2 * . * 2 Ek= 1
/,. [Ј1 е1 + Ј2. е2+ Јз (ез) ], 

2· * * 2 Ep== 1/ 2[ct се2-е1) + с2 (ез- е2) ]. (7) 

Лагранжеве једначине дају систем дифере~цијалних једначина 

Ј1 е·1 - с1 (е2 - е1 ) =О, 

Ј~ ё 2 + с1 ( е2 - е1)- с; (е;- е2) =о, 

Ј з ё; +с~ (е; -е2) =О. 

(8) 

Сабирањем ових једначина добијамо услов да је замах система 

константан, (3), те систем има само два степена слободе осциловања. 

Према томе је фреквентна једначина. 

с1-Ј11. -ci о 

!Ј.(1.)= -Cl с1 +с~ -Ј2:Л. -с~ (9) 

о * * * -С2 Cz -Јз1. 

_ 1_. _ ( 11 +Л Ј;+Ј; *) Jt +Ј~ +Ј; * -0 
- * с1 + Ј* * С2 1. + Ј * * Ct С2- • 

Jl Ј2 2 Јз 1Ј2 Јз 



174 Теорија осцилација· 

Она је аналогна једначини lOa линеарних осциЛација, (чл. 7.1.), са 
три масе. Корен Л0 =w~= О није корен. фреквентне једначине. Остали 

корени се одређују на раније изнети начин. 

На исти начин извршили бИсмо редукцИју и у случају редуктора 
приказаног на сл. 8.3.а, ·па су 

Ј;= Ј32 + k2 laa' Ј~'== k2 14, е33 = k eg, е:= -64/k, с;= k2 Сз, 

па су енергије 

а) 

ЬЈ. 

Ј, 

вk.; 1/2 [ Ј1 ei + 12 е~+ Ј; е~+ 14 се:) 2 Ј, 

Е р= 1/ 2 [с1 (62 -61 ) 2 + с2 (93 -92) 2 +с; (е:- 92 ) 2 ] 

Сл. 8. 3. - Редуктор са три диска 

и фреквентна једначина 

( 
11 +Ј2 Ј2+1; 

w
6 

- Ј Ј с1 + Ј Ј* С2 + 
. 1 2 2 з 

ј;' +1: ~·) 4 + * * с;· w + 
· lз Ј4 

...!_(11+12+1;) + , ----- ·С С 

Ј1 12 Ј; 1 2 

На пример, ако су Ј1 =Ј2 =Ј4 =Ј, Ј32 =3 Ј33, J33 =1f24 Ј, с1 =с2 =с, с3=1/3 с, z32 =60 зубаца, 
z33 =20 зубаца, онда је k=3, па су Ј*з = 1/ 2 Ј, Ј~ =9 Ј1 , с~ =.Зс, те су енергије 

~2 '2 .. '2 '* 
Ek= 1/2 Ј (е 1 +€!2+ 1/2 е3+9 (е 4 )2], 

Е р= 1/z с ((е2-91)2 +(Gз-е2)2+3 (е~ - 03)2] 

и фреквентна једначина 

где је ".л.=Ј w2fc. 

Корене ове кубне једначине одредиhемо по Newton-Raphson-oвoj методи*. Како 
. је f (0)= -23 <О а f (0,5)=5,875 >О то се најнижи корен налази у размаку 0<А<0,5. 
ЗбоГ /'(1..)=91..2-'681.+74 за прву п-риближну вредност узим~амо 1.1 =х1 ~23/74~0,3 
Тада су f (0,3)= -3,779 и f' (0,3)=54,41, па је наредна приближна вре~ност 

Х2=Х1- [f (x1)/f' (х 1) ]=0,3+0,0695=0,3695. 

Како је f (0,3695)= -0,1439 и f' (0,3695)=54, 1025, што се лако одређује помоhу 
Хорнерове схеме, наредна приближна вредност корt>на је 

Хз=Х2- [f (х2) / f' (х2)] =0,3695+0,0026.=0,3721. 

* Таблице из Отпорности материјала. Београд, 1965., стр. 111. 
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'Сада су f (0,3721)= -0,037о и f' (0,3721)=49,9432, па је поправка 0,0007, те је приближна 
вредност најнижег корена 1.1~0,3728. 

Делењем полинома овим кореним чиниоцем добија се квадратна једначнна 31.2 -

-32,8816 1.+61,7415=0, те су корени кубне једначине 1. 1~0,3728, 1.2~2,4065, 1.3~8,5540. 
Они задовољавају услов },1 +1.2 +1.3 = 34/ 3 = 11,333. 

8.3 . .х;омогене машине. Примена једначина конаqних ра3лика. 
Ако је на лако вратило, (сл. 8.1.а), насађена више дискова разли

читИх момената инерције, онда је диференцијална једнач.Ина осцилощ1ња 
k-ог диска, (према чл. 7.1., обр. 21), облика 

Jk ёk- Ck-1 (jk-t + (ck-1 +ck) ek-Ck ek+1 = 0 (10) 

и њој одговарајуhа алгебарска једначина 

-ck-1Ak-1+(ck-1+ck-Jkш2)Ak-ckAk+ 1 =0', k=1, ... , n. (11) 

У с~учају хо.могене .машине, тј. када су сви дискови лаког вратила 
истог момента инерције (Ј) и делови вратила између оближњих дие
кова имају исте крутости (с), горња једначина постаје 

Ak-1 - (2-и2) Ak+Ak+1 =О, (12) 

где је и 1Ј ш2јс. Ова је једначина слична Клапејроновој једначини трију 
момената континуалног носача једнаки~ распона и неоптереhеног из

међу трију оближњих ослонаца* а која има облик ill?'k-1 + 4 illtk + 
+ill?'k+1 =0. 

У овоме ·се случају може применити метода једначина коначних 
разлика** другог реда према овој схеми 

у 

Yk-1 

тј. 

Yk+1 

и то од индекса k=2 до k=n-1. 

Претпоставимо решење једначине (12) у облику 

Ak =С e1.k 

онда he бити 

* Отпорност материјала, чл. 10.5.1. 

(13) 

(14) 

(15) 

** Д. Рашковиh. - "При мена методе једначина коначних разлшса код торзиј
сних осцилација вратила са више диско ва". Збор. Маш. фак., 1953. 

~· 
•• ; 
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из које непосредно следи да је 

Ch 1.= 1- 1
/ 2 и2 • (16) 

Према вредности коефицијента и разликујемо три врсте кретаља. 

1 о Ако је 1 и 1 < v2 онда је 1 Ch 1.Ј < 1, ~а је 1. чисто имагинарна 
број.. Ставимо ли да је 1. = i ~, i =-у - 1, биhе Ch i~ = cos f3 = 1 - 1/2и2 , па је 

и=2-2cos~=4sin21/2 ~ (17) 

те је решење облика 

Ak = Cek~i = С1 cos k ~ + С2 sin k ~

Кретање је, дакле, осцилаторноt liapшcmepa. 

(18) 

2° Буде ли 1 и·l > V 2 биhе 1 СhЛ 1 > 1, па је 1. !Со.мliлеЈСсни број, 
1.=a:+if3, те је Ch(a:+i~)=Cha:cosf3+iSha:sin~=1- 1/2 и2 , јер је 
Sh i ~ = i sin ~· Како је десна · страна предље једна чине реална и Ch 1. 
позитиван, мора бити ~ = 1t, па је и 

и = V 2 ( 1 + Ch а:) = 2 Ch 1 ј 2 а:. ( 19) 

Због eni = - 1 решење једна чине (12) биhе-

А"= Cek <а+iл> = (- 1 )k Ceka = (- l)k [ С1 Ch k а+ С2 Sh k а], (20) 

па је кретање aliepиoдuчlior !Capa!Cliiepa. 

' зе За 1 и 1 = v2 биhе гранични случај аПериодUЧ!СОГ !Сретшьа. 
Изложена метрда коначних разлика не може се применити у слу

чају' када је број дискова n+ 2, као на пример, код мотора, где је нулти 
диск замајац а n+ 1 .машина, (сл. 8.4.). Али се у извесним случајевима 
може и ова метода применити, када се познају односи између кру-

о 1 2 k n n+1 

Сл. 8.4. - Торзијски нехомоrени 

систем код мотора 

тости тих делова вратила и 

кружних фреквенција. У овом 

случају напишимо једначине 

(10) за индекс k =О и k= 1 

(Со -Јо w2) Ао-Со А1 =О, 

-со Ао+ (со+ С1 -:-Ј1 002
) А1 -

-с1А2=0; 

из љих добијамо да је Ао= [ с0ј (со..:.. Ј0 ш2)] А 1 • Уносеhи ову вредност 

у другу једначину горњег система добијамо да је 

(21) 

( ' 
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где је 

(22) 

коефиЦијент који за доста велико ш тежи ка Са, па замајац дејствује 
пао у1елештегье. 

Узимајуhи једначину ( 10) за индексе k =n и k =п+ 1 добијамо 

An- 1 _:_[1-и2 +Чпfс)]Ан=0 (23) 
где је 

Сп 
llп=------

1-(cпjCJn+l. w2
) 

(24) 

коефицијент који за доста велико w тежи ка Сп па и uоследгьи дuс1е 
(м~шина) дејствује 1еао yплeшllif!fьe. 

Једна чине (10) за индексе k = 1 и k =n имају облик 

Aa-(2-u2 )A 1 +A 2 =0, А 11 - 1 -(2-и2)Ап+Аn+ 1 О, 

из којих, уносеhи у њих вредности за А 2 и А n-1 из (21) и (23 ), доби-
јама граничне услрве 

Аа+[(Ча/С)-1]А 1 =0, Ап+ 1 +[(Чп/с) l]An=O. (25) 

Претпоставимо ли осцилаторно 1еретагье, из· (18) добијамо за ин
дексе k=O, k=1, k=n и k=n+1 амплитуде 

Аа=С1 ; A 1 =C1 cos~+C2 sinj3; Aн=Ccosn~+C2 siнn~, 
Ап+ 1 = С1 cos (n+ 1) ~ + С2 sin (n+ 1) ~· 

Уносеhи ове вредности у граничне услове (25) добијамо систем 
хомогених једначина 

С, [ 1+ ( ~ - 1 ) cos f3 Ј + С 2 [ ( ~ - 1 ) sin f3 Ј = О, 

С, [ cos (п+ 1) f3 + ( ~" -1) cos n f3 Ј + С2 [ sin (n+ 1) f3 + 

+ ( :· - 1 )sin nf3 Ј =О, 
па је фреквентна једначина 

sin(n+1)f3+ [(~' -1 )+(:" -1 )}innf3+ (26) 

+ (:• -1)(:"-1 )sin(n--1){3=0. 

12 Теорија, осцилација 
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.-за разлику од алгебарске фреквентне једначине (2) ова је јед
начина mрансцендентна и изражена је помо)1у елементарних тригоно

метријских функција. Овим је проблем одређиваља корена упрошhен 
када се познају коефицијенти lla и 11 ,. 

Сличан поступак је и за случај апериодичког кретаља (20); фрек
вентна једначина је тада облика 

Sh(n+1)a- ('~ -1)+(~ -1)Shna+ 

+('~ -1)(~ -1)Sh(n 1)а=0 

и изражава се помоhу хиперболичких функција. 

За три карактеристична случаја, (сл. 8.5.), биhе 

llo == I)n::::;: О, 

па добијамо услове: 

Ча =с, Чп =О, 

sin n~ ( cos ~ · __ 1) =О; 

~=vлfn; 

sin(n+ 1)~-sinn~=O;. 

~ = (:2 v- 1} лј(2п + 1); 

llo = Чп =С 

sin (n+ 1) ~=О; 

~ = vлј(п + 1). 

(27) 

(28а) 

Кружне фреквенције хармонијских торзијских осцилација за ова 

три карактеристична случ~а биhе 

Ј Ј Ј Ј 

аЈ ~=[f~ 
Ј Ј . Ј 

ы~V4Ј 

Сл. 8.5. - Хомогени торзијски осцилатор 

2 1 Гс . v п 
шv= Vi sш п 

1 /с 2v-1 л 
Шv = 2 V Ј sin 2n+ 1 2 ; (28Ь) 

1 Је . v л: 
Шv = 2 у Ј sш n+ 2 . 

Корени су дати у табли

ци 8.1. Они се могу лако од

редити и графичкИ.* 

Због аналогије са линеарним осцилацијама хомогених ланаца, 

фреквентне једначине (чл. 7.2.) су исте као (28.Ь) па за корене вреде . 
исти односи као у таблици 8.1. Услови (11-:- 13, чл. 7.2.), важе и у 
овом случају 

л (s) _ л (и) О. л (k) _ л (и) Р. л (и) -. л (s~ +р л (s) _ 0 
un - Lln-1 = , Lln - t..J.n - &~~n-1 - un-t-1 · un - , (29) 

* Д. Рашковиh - .Једа1-1 начин за одреfуившье 1сружних фре1свенција слободних 
mopзujclcux осцилација хомогених .машина." Машинство и Електротехника, бр. б, 1954. 



8. Торзијске осцилације лаких вратИла са нише дискова 179 

Таблица 8.1. р=с/Ј 

(s) (u) 
(п) 

1.=ш2 ш према (28Ь) 

-
2 1 2р 2р 

3 2 р; 3р V!J; V3p 
! 

4 3 C2-V2) р; 2р; (2+V2) Р v C2-V2) р; у2р ; Vc2 +У2)р 
5 4 0,3819 р; 1,3830 р; 2,6180 р; 0,61804 Р; 1,17558 Vp;J,618o4V!J; 

3,6181 р 1,90212 V!J 

6 5 (2-VЗ) р; р; 2р; 3р; (2+ "'ЈЗ)р ! 1/2 (VЗ -1) V2p; VIJ; ~12р; V3p, 
1/2 сVЗ + 1) V2p 

7 6 0,1980 р; 0,7534 р; 1,5550 р; о,445О4 V/J; о,86782 V/J; 1,24696 VP" 

2, 4465 р; 3,2486 р; 3,8019_'р 1,56358 V!J; 1,во194 V!J; 1,94984 V/J 

8 7 О, 1522 р; 0,5888 р; 1,2346 р; о,39О18 VP; 0.75735 V/J; 1,11114 V/J 

2р; 2,7653 р; 3,4142 р; 3,8473 р V2p; 1,66294 V/J; 1,84776 V:P; 
1,96158 р 

1 

9 8 0,1206 р; 0,4679 р; р; 1,6526 р; о,з47зо V/J; о,684О4 V/J; V/J; 

2,3475 р; 3 р; 3,5319 р; 3,8790 р 1,28558 V/J,. 1,53208 V./J, V3p; 

1,87938 р ' 1 ,96962 Jlp 

(k) (п) 
1.=ш2 ш према (28Ь) 

1 р ]!р 

1 2 1/2 (3 =r V5) Р о,618о4 V/J; 1,6184о Vr 

3 0,1980 р; 1,5575 р; 3,2467 р о,445ооо V/J; 1,24798 VJ7; 1,80186 VIJ 

1 
4 0,12061 р; р; 2,3475 р; 3,5319 р о,3473о V!J; V!J; 1,53208 V!J; 

1 

1,87938 V/J 1 

5 0,0811 р; 0,6905 р; 1,7158 р; о,28468 V/J; о,83098 V/J; 1,30992 V!J 

2,8414 р; 3,6829 р 1,6827о V/J; 1,91912 VJ7 

6 0,0581 р; 0,4747 р; 1,2905 р; o,24llo VJ7; о,68922 V/J; 1,13608 V/J 

2,2400 р; 3,1361 р; 3,7708 р 1,49700 V/J; 1,77092 V/J; 1,94Н~О V/J 

7 0,04378 р; 0,3819 р; р; 1,7909 р; о,2о9о6 V7J; о,61804 V/J; V/J; 

2,6180 р; 3,3382 р; 3,8271 р 1,33R26JI/J; 1,61804 V!J; 1,82710 vp; 

1,95630 V!J; 

8 0,0335 р; 0,2996 р;. 0}8503 р; о,18266 V/J; о,54736 V/J; о,92264 V/J 

1,4529 р; 2,1847 р; 2,8918 р; 1,2os34 V/J; 1,47808 V/J; 1,1оо5о Vr 

3,4702 р; 3,8640 р 1 ,86286 V!J; 1,96598 V/J. 

12* 
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па се јасно види да обострано уклештеЈ-Ье ла!Сог врашила за.мељује у 
uогледу· фреквентне једначине један дие/С слободног вратила. Према томе 
је и у овом случају уклештено вратило основни случај, јер се помоhу 
љегове фреквентне једначине могу извести и једначине за остала два 
случаја. 

8.4. Холцерова приближна метода. - Холцерова (Holzer)* 
метода је приближна метода за одређиваље кружних фреквенција 
основног и виших облика торзијских осцилација система. Ако је на 

лако вратило, чију масу за нема рујемо, насађена више диско ва разли-

mcosf2t 

читих момената инерције и ако су 

· крутости делова вратила између ди
скова такође различити, онда си

стему диференцијалних једначина 

( 1 О) одговара систем алгебарских 
једна чи на ( 11 ): 

Сл. 8.6. - Примена Holzer-oвe 
приближне методе 

Jk ш2 Ak- ck-1 (Ak- Ak-1) + 
+ ck (Ak+1 Ak) =О (30) 

који се може написати у овом облику 

Ј1 ш2 А 1 + с1 . (А 2 - А 1 ) =О, 

Ј2 w2 А 2 - с1 .(А 2 -А 1) + с2 (А 3 -А 2) =О, 
Ј3 w2 А 3 - С2 (А 3 - А 2) + С3 (А 4- А 3 ) =О, 

(30') 

Саберу ли се, за случај слободног вратила, (сл. 8.6.)1 све ове 
једначине добија се услов 

~ Ј k w2 А k = (Ј 1 ш2 А 1 + Ј 2 ш2 А 2 + ... + Ј 11 ru2 А п) = О, ( 31) 
k 

КОји је задовољен када је w кружна фреквенција слободних осцила

ција вратила. Из система једна чи на (30) мьгу се нареди~ амплиту де Ak 
изразити помоhу претходних амплитуда једначинама 

w2 
А2=А1- -Ј1 А1, 

с1 

w2 
А 8 = А 2-- (Ј1 А 1 +Ј2 А 2\ (32) 

с2 
ш2 

А 4 =А 3 - (Ј1 А 1+Ј2 А 2 +Ј3 А 3 ), 
С з 

* Holzer Н. - "Die Bereclznung der Drehschwinguпgeп und ilzre Amverzdung 
im Maschinenbau.". Berlin. 1921, S. 101. 
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Све амплитуде, дакле, зависе од амплитуде првог диска (А 1). 
Уносеhи ове вредности у услов (31) добијамо да и он зависи од ам
плит.уде А 1 и за uроизвољно изабрату њену вредност, на пример, А 1 = 1, 
биће аадовољен са.лю онда ако је w заиста /{ру:Ј!Сна фре!{венција слободних 
осцилацuја система. 

На овоме принципу основана је Холцерова ну.мерuчка .метода 
одређиваља кружних фреквенција система. Треба, дакле, узети да је 

амплитуда првог диска А 1 = 1 rad и претпоставити кружну фреквен
цију w па испитати да ли је задовољен услов (31). 

На пример, у случају слободног вратила са два диска, (сл. 8.l.a), добијамо за услов 
(31) израз 

За А 1 =1 биhе 

одакле следи да је 

Прва вредност није корен фреквентне једначине, зб9г услова (3), а друга се вредност 
поклапа са раније добијеном вредности. 

Рачун се обично спроводи табеларно. Ако услов ( 31) није задо
вољен, тј. једнак нули, онда он представља потребни торзијски м·омент 
који треба да дејствује на последљем диску да би систем вршио при
нудне осцилације са претпостављеном кружном фреквенцијом ш, (сл. 8.6). 
Зависност овог момента од кружне фрек-

венције w може се приказати и графички, 
(сл. 8.7.а), па се вредности кружних фрек- т· 

венција слободних осцилација одређују 
из услова да је 'Ш= О. 

Како је А 1 = l то се помоЬ.у једна
чина (32) могу одредити и амплитуде 

осталих дискова. Оне се добијају непо

средно из саме таблице (колона 4). Када An 

се познају амплитуде, могу се лако од

редити и главџи облици осцилација 

система. 

а Ј. 

(Ј.). 

ЬЈ 

Рачун итеративним путем треба 

поновити све дотле, док се не добије 

кружна фреквенција жељене тачности. 

Сл. 8.7. - Дијаграм промене тор

зијског момента и амплитуде у за

висности од кружне фреквенције 
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У случају вратила које је на једном крају уклештено фрек

венција се одређује из услова да је амплитуда на томе месту једнака 

нули, (сл. 8.7.Ь). 

На пример·., у случају вратила са три диска, рачун је спроведен табеларно са 

почетном вредности w= 60. 

60 
3600 

70 
4900 

80 
6400 

85 
7225 

[1] 

k 

1 
2 
3 

1 
2 
3 

1 
2 
3 

1 

~1 
1 

82,5 2 
6806,25 3 

82 
6724 

1 
2 
3 

[2] 

kgcm secz 

2000 
1000 
1500 

2000 
1000 
1500 

2000 
Ј" о оо 
1500 

2000 
1000 
1500 

2000 
1000 
1500 

2000 
1000 
1500 

[3] 

kgcm 

7,200 
3,600 
5,400 

9,800 
4,900 
7,350 

12,800 
6,400 
9,600 

14,450 

1 

7,225 
10,838 

13,613 
6,806 

10,207 

13.448 
6,724 

10,086 

·6 

Таблица 8.2. 

[4] [5] 

[4]k-l- [3] . [4] 
-[8]k-1 

[6] 

k 
Ј.; [5] 
1 

Jkw2Ak· :L Jkw2Ak • 

rad 

1 
0,280 

-0,267 

1 
0,020 

-0,640 

1 
-0,280 
-1,014 

1 
-0,445 
-1,194 

1 
-0,361 
-1,107 

1 
-0,325 
-1,076 

.IQ-6 ·1 о-в 

kgcm rad 

7,200 
1,008 

- 1,442 

9,800 
0,098 

- 4,704 

12,800 1 

- 1,792 
- 9,734 

14,450 
- 3,215 
-12,941 

13,613 
- 2,4.')7 
~11,299 

13,448 
2,185 

-10,853 

kgcm rad 

7,200 
8,208 
6,766 

9,800 
9,898 
5,194 

12,800 
11,008 

- 1,274 

14,450 
11,235 1 

-- 1,706 

13,613 
11,196 

- 0,103 

13,248 
11,263 
0,410 

[7] 

с· 10- 6 

kgcm 

10 
15 

10 
15 

10 
15 

10 
15 

10 
15 

10 
15 

[8] 

[6] : [7] 

rad 

0,720 
0,547 

0,980 
0,660 

1,280 
0,734 

1,445 
0,749 

1,361 
0,746 

1,3251 
0,751 

Из ње се види, да се приближна вредност нал'lзи између 82 <w< 82,5. Тачна је вред
ност w1 =82,3 добијена решавањем фреквентне једна чине. Истим поступком би се одре
дила и фреквенција другог главног облика осцилација, она износи w 2= 182,2 sec-1. 

Ова метода је нарочито·'логодна у пракси ако има више дискова. На пример, у 
случају машине са пет дискова: (1) осни регулатор, ·(2) замајац, (3) спојница, (4) и (5) 
динамо машине, начин прорачуна за најнижу кружну фреквенцију дат је у таблици 8.3. 

Холцерова методз се може применити и у случају Uринудних mopзujpcux · осцила
ција. Ако на пример, на први диск система са три степена слободе, дејствује поремеhајни 

момент IЈЛ cos О t, алгебарске једна чине биhе 

Ј1 0 2 А1 +с1 (А2-А1)= -iЩ, 

J2 D2 Az-C1 (Az-A1)+cz (Аз-Аz)=О, 

Ј3 0 2 А3-с2 (А 3-А2)=0, 

(33) 
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Таблица 8.3. 

ш [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] 

60 1 1000 3,600 1 3,600 3,600 ' 10 0,360 
3600 2 8000 28,800 0,640 18,432 22,032 35 . 0,629 

3 1500 5.400 -0,029 - 0,157 21,875 25 0,875 
4 3000 10,800 0,9U4 - 9,763 12,112 40 0,303 

·5 2000 7,200 --1,207 - 8,690 3,4:22 

70 1 1000 4,900 
1 

1 4,900 4,900 10 0,490 
2 8000 39,200 0,510 19,992 24,892 35 0,711 

4900 3 1500 7,350 -0,201 1,477 23,415 25 0,936 
4 3000 14,700 1,137 -16,714 6,701 40 0,168 

15 2000 9,800 -1,305 -12,789 - 6,088 

65 1 1000 4,225 1 4,225 4,225 10 0,423 
2 8000 33,800 0,577 19,.503 23,728 35 0,678 

4225 3 1500 6,338 -0,101 -- 0,640 23,088 25 0,924 
4 3000 

1 

12,675 -1,025 -12,991 10,097 40 0,252 
5 2000 

1 

8,450 -1,277 -10,791 - 0,684 

па љиховим сабираљем добијамо услов 

~ lk 0 2 Ak= -ЭЛ. (34) 
k 

Ако је А 1 амплитуда првог диска онда се из прве једначине (33) одређује амплитуда 
другог диска 

Q2 9Л 

Az=A1- Ј1 А1-
с1 с1 

а из друге једначине и амплитуда треhег диска 
Q2 юс 

Аз=Аz- СЈ1 А1 + lz Az) --. 
Cz Cz 

На овај се начин могу све амплитуде изразити у зависности од А 1 • Уносеhи ове вред
ности у (34) добијамо алгебарску једначину по А 1 која се може табеларно решити 
према Холцеровој схеми. Посао је у овоме с.1учају много олакшан, јер су амплитуде 
принудних осцилација потпуно одређене. 

На пример за вратило са три диска, (таблица 8.4.) рачун је спроведен табе.1арно 
за 0=60 sec-1 и IOC1=5tm: 

Та блица 8.4. 

[1] [5] [6] [7] [8] 

k 
~ [5] 
1 

[6]: [7] [3]. [4] 
с 

k Ј h02 At<·10- 6 L.J ,, Q2 А,, ·1 о-в 

kgcm rad kgcm rad rad rad 

2000 7,200 10 0,72А 1 0,05 

2 1000 3,600 0,280Ас0,05 1,008 А 1 - 0,180 8,208А1-0,180 15 0,547 41 - 0,03 
-0,012 

3 1500 5,400 1,442А 1-0,367 6,766А1 -0,547 

Из рубрике [6] добијамо: (6,766 А1 -0,547) 106 = -9Л= -0,5 ·106 ; 

А1 =0,007; А2 =-0,048; А 3 =-0,070. 
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ПРИМЕРИ 

8.1. На челично вратило, пречника d=10 ст, насађена су три диска на једнаким 
растојањима 11 = 12= 1 т (сл. 8.1.а). Крутости су' једнаке с1 =С2 =с. П речник треhег диска 
је 0 3 =50 ст, тежине 200 kg, Ј2 =2Ј3 , Ј1 =3Ј3 , Ј3 =Ј. Одредити кружне фреквенције 

система. 

[РешеFЬе. - Према (21) биhе 

f(u=J, w'jc)= 1-! 2 
2-2и 
-1 

- ~ 1 = зиz- 7 и+ 3 =О; 
1-и 

7=FV13 
и= -6- =0,565; 1,77. 

Крутост вратила је 

с= Glo/1 = Gd4rcf32i = 8 ·105 ·104 • 3,14/32 ·100 = 7,85. 106 kgcm, 

а момент инерције диска износи 
t 

Ј3 = М3 R~/2=03 R~f2g=200 • 625/2 · 981 =63,7 kgcm sec2, 

па je'cfJ=1~,4-104, те су 

а)!.=исјЈ; ш=Vисј.l; ш1=265sес-1 ; ш2 =469sес-1]. 

8.2. Код редуктора (сл. 8.2.) су познате следеhе величине: Ј1 =50 kgcт secz, 
Ј3 =30_ kgcm sec2, ) 21 =20 kgcт sec2, ) 22 =10 kgcш sec2, с1 =6 ·106 kgcт, с2 =4 .Јоо kgcш, 
и бројеви зуб аца z21 = 40 и Z 22 = 20. Одредити кружне фреквенције осциловања редуктора. 

(РешеFЬе. - Пошто су преносни однос /=20/40= 1/2; k=2; то су редуковани 
моменти инерције Ј2*=20+4 ·10=60 kgcт sec2 ; Ј3*=4·30=120 kgcm secz, редукована 

крутост с2*=4·4·106 =16·106 kgcт то је, према (28Ь) фреквентна једначина: 

f(:Л.)=А2 -[6 (50+60)/50·60+ 16 (60+ 120)/60-120] 106:Л.+(50+60+ 120) ·96·1012/50 ·60·120=0, 

ОДНОСНО 

Корени су: 

A=(l86=J=ll6,20) ·104/6, то јест 11,63 ·104 и 50,37 ·104, 

те су кружне фреквенције 

8.3. Одредити кружне ~Фреквенције конзолног хомогеног осцилатора са четири диска. 

[РешеFЬе. - Овде је кружна фреквенција 

ш=2 w0 sin [(2 v-1) rcf9·2], ш0= V~/J, 

, па су вредности фреквенција ·(редо'.r): 0,347 ш0 ; ш0 ; 1,532 ш0 и 1,879 ш0 • 
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СА ВИШЕ КОНЦЕНТРИСАНИХ МАСА 

9.1. Прости статички носачи. - На простој еластичној греди, 

АВ, распона /, (сл. 9.1. а), насађево је више концентрисаних маса на 

у даљењима ai и bi од ослонаца 
А и В. Угиб пресека греде, 

чију масу занемарујемо, испод 

масе mi, занемарујуhи утицај 

смицања и обртање пресека, је 

n 

fsi = У1 = ~ CXifc Fk= 
k=l 

где су aik утицајни коефици-

ы 

А 

f Gi 

Сл. 9.1. Попречне осцилације лаке греде 
са више концентрисаних маса 

јенти, (a.ik = ан), а Fk тежине концентрисаних маса, (сл. 9.1.Ь). 

Решавањем овог система једначина можемо одредити силе F1 

које производе та померања. На пример, за три силе имали бисмо : 

/).2 1 [ ] F 2 = - = - У 1 К 12 +У 2 К 22 +У 3 К а2 , 
6. 6. 
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где су·· детерминанте 

<Хн а;12 СС1з Yt а;12 а;13 сс!1 У1 а1з ((11 ((12 У1 

~ а;21 а;22 а;23 ·8.1= У2 СС22 а2з ;8.2= а;21 У2 а;23 ;~3= а;21 <Х22 У2 

ССз1 <Хз2 ССза У3 аз2 <Хзв <Хзt Уз ССаа ССи <Хв2 Ys 

Изрази Kik су FCoфшcmopu или алгебарски комплементи елемената 
У1 (тј. субдетерминанте са својим предзнаком), док су количници Kik/1::.. 
peдyFCOBQflU !ЮфаFСШОрU. 

Према томе су силе које производе помераља 

Кинетичка и потенцијална енергија овог система су 

па Лагранжеве једначине друге врсте дају систем једначина 

~ mi у~ + ~ Kki Yk = О, 
k 

односно у развијеном облику 

Ь. ПZ1 Y.t + Кн Yt + К21 У2 + Kst Уз = О, 

6. ПZ2 У~ + К12 У1 + К22 У2 + Ка2 Ys = О, 

ь. Пlа у~ + KIS У1 + к23 У2 + Кзз Уз = о. 

(la) 

(1 Ь) 

( lc) 

Када прву једначину помножимо са а11 , другу са а12 и треhу са сс13 
и саберемо добиhемо диференцијалну једначину за прву масу 

Y:t + ССн ПZ1 У1 + ai2ПZ2 У2 + СС1з ms Уз = · О 

јер је према особинама детерминанти* 

ан Кн +а12К12+а13К1з=А; ан К21 +а12 К22+сr.1з К2в=О; · • • · 

Из овога видимо. да се може лако написати диференцијална 

једначина за сваку масу (mi) када се у изразу (1) уместо сила Р k ставе 

силе инерције (- nzk у~). 

* Р. Кашанин, Виша Математика I, Београд, 1949. 
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Тако добијамо систем диференцијалних једначина 

односно 

n •• ; +-+" Yi + :2: a;k mkYk·= О, 
k=l 

.. .. 
У2 + а21 rn1 У1 + а22 rn2 У2 + 
••••• • ••••••••• !:Ј ••• 

.. .. 
Уп+ an1 m1 У1 + an2m2Y2 + 

+ а1,1 т п Уп= О, 

+ а2 n т n у n = О, 

+ ann тп у~= О. 

187 

(2) 

(2а) 

Претпоставимо ли решење овог система симулm.аних диференци

јалних једначинџ у облику 

Yk = Ak cos (шi+ а) (3) 

систем (2) се своди на систем алгебарских једначина 

односно 

(1-ан rn1 ш2) А 1 

; +-+" А;-ш2 ~ a;k т" Ak= О, ii=k, 
k 

a1 n т;Ј ш2 А п= О, 

- а211 m11 ш2 An=O, 

(4) 

( 4а) 

Како су амплитуде Акi=О, мора детерминанта овог система бити 
једнака нули. Она представља .r- фреквентну једначину 

l-a11 m1 Л -а12 m2 Л -а111 rn 11 Л 

flп (Л) - а21 m1 Л l-a22 m2 Л -a2 n тп Л 

-а111 m1 Л -а112 m2 Л 1-апптпЛ 

1- Р11 Л Р12Л -- Р1п Л 

= _Р21 Л 1- Р22Х -p2 n Л =0. (5) 

-рп1 Л -- Рп2 Л 1-РппЛ 

Овде је Л.= w2 соuст.вена вредност док су нови коефицијенти p;k = a;k mk 

који нису симетрични (Pzkif-Pki = ak; m;). 
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Када се горља детерминанта развије добија се фреЈСвентни 
flолино.м 

о 

/(А=(.ЈЈ2 ) = L (-l)r Sr Ar=O. (6) 
r=n 

Он је п-ог .степена по сопственој вредности 1., односно 2п-ог степена 
по кружној фрекв.енцији w. Коефицијенти Sr јесу сЈСалари г-ог реда 
детерминанте коефицијената P;k • 

За два стfпена слободе осuиловања било би 

n=2; f (1.)= ~1-Ри :-
-Р21 .t-

S 0 = 1; 

. л --1 Р11 Р121-- '-'2 ,. S .u u 1=Р11 + Р22 • 
Р21 Pzz 

1. + 1 =О; 

л - Р н P1z P'al! - S . S -1 P2z Pzзl + 1 Рн Р1зl + 1 Р11 P1zl· 
L.1- Pz1 Pzz Рzз~- s. z- - , S1 = Ри+Рzz+Рз~. 

Рзz Рзз Рз1 Рзз Pz1 Р22 
Рз1 Ps; Рва 

Корени полинома (6) су сопствене вредности 1.1 < 1.2 < 1.3 ••• < An 
и њима одговарају главни облици осциловшьа 

A1s А 2 ~ Aks 

K (s) = //(s) = . . . = к(s) = ... 
nl l\.п2 nk 

Ans 
K

(s) = Cs · 
nn 

(7) 

Слично ранијем поступку (чл. 1, обр. 33) мешовити утицајни кое
фицијенти се одређују помоhу инфлуентних функција 

за Просту г реду а",= ak; = : { ~ ·-Н 1 - ( + )2 

- (~Ј]} ; 
Z=Z; < ak=l~bk; b=bk; (8а) 

за ЈСонзолу 

или tюмоhу дефорЈиационог рада 

1 Ј (1) , (1) .• 
aik= ak;= I; ~ Mi Mk dzJ 

zз 
k = 

~' 
(8Ь) 

(8с) 

. где је мјl> момент услед јединичне силе која дејствује у пресеку 
(i) а мZ> момент услед дејства силе Р= 1 у пресеку (k). Знак збира 
показује да треба узети моменте у сваком пољу где се мењају. 
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На пример, нека су на лакој греди АВ само две једнаке концентрисане масе (т) 

на растојањима 1/3 од ослонаца А и В (с.тr. 9.2.а) онда је, због симетрије оптереhења• 

а:11 =а:~2 • Ставимо у пресек (1) је.r.т.иничну силу Р=1 (сл. 9.2.Ь) онда су отпори ослонаца 
2ј3 и 1/3, па је утицајни коефицијент 

Z/3 

а11 ~ а:22 = ~ Ј ( ~ 2 ) 

2 

dz + 
о 

2[13 

+ 2_ r· (2_ z )
2 

dz = ~ 
~ 3 486 

6 

где је k=l3f~ коефицијент гипкости 

греде. 

Да бисмо одредили коефицијент 

а: ik ставимо у пресеке i (1) и k (2) једи
ничне сил~ (сл. 9 2. с, d) и узмимо мо

менте у пресецима (р, q, г) биhе: 

l/3 

a:12=a:z1= 2_{ [2_z. 
2 

zdz + 
~ 3 3 

о 

2!13 

+ r ~ z [ i z - ( z - ~ ) Ј dz + 
l/3 

l/3 

+ r ~ z • ~ z dz } = !!!__ . 
3 3 486 

·о 

Коефицијенти су р11 =Pzz=8mkf486' 
P-.z=p21 =7mkf4.86. Сменом и=т kш2/486 
биhе 

1
1-8и 

1 (и)= -7и 
-7и 

1-8и 

= 15и2-16и+ 1 =0; 
1= 

~ = \ ~ ~ 1 = sz; s1 = 16; 

(Ј)= 1/4.86 и; 
V mk 

Како су према. (7) односи 

A1S=~· 
1-8и' 

7ll 

т т в 

а) d~-. -l;з-----+1--~-----{1-з___"_.,.,-+.....,.. "'' 

. __ !q i' 
l ® 

/) 

Сл. 9.2. - Две концентрисане масе 
на простој греди 

16 =F V 256-60 _ з_ . 
30 ' - .1.-:Ј' 

А11 _ А:г1. 
1 ~ 1 ' 

и2 = 1; 

то су главни облици приказани на сл. 9.2.е, f. Први облик одговара основном хармо

нику, други првом вишем хармонику. У овом случају постоји један чвор (С). 
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За важније случајеве за два степена слободе осцилов_ања резул
тати су дати у доњој таблици. 

Таблица 9. 1. k = 13/Pl 

~-[ Случај оптереhења U.ik w2 1,2 
о.. \О 

т т 486 

uл а.11 = U.zz = 8/4воk 
-- (8 =f 7) 
15 mk 

1 
U.12 = йz1 = 7 

/4s6 k 5,69 22,04 
( w1 = Vmk; wz=Vmk 

... 

' 

24 
т т - (9 =f 7) 

f:!:U ан = U.zz = 9
/768 k mk 

2 
а.21 = О:12 = 7

1768 k 6,93 19,57 
w1 = Vr mk ; Wz=v mk 

' 

а11 = 2
/48 k 

48 
(9 =f У74) 1 . т т 7 mk 

3 l---1;г1 vг=! d.zz = 16
/48 k 

1,65 10,94 
а12 = U.z1 = 5

/48 k [ = Vmk;шz=Vmk 

6 
т т 

t JF ±Ј 
а.и = O:zz = 4/в k (4=t=1)mk 1 

1 

4 
а.12 = U.z·1 = 1 /в k 1,10 1,41 

1 

-l-г-l l (1)1 = V mk ; Wz =v mk 

1 

162 

ti±t а.11 = U.zz = 8/з7 k 
-- (16 =F 11) 
5 mk 

5 
а.12 = а.21 = 11

/z а7 k 12,73 29,57 
l/3 , l!З l!З (.\)1 = v mk ; Wz=v mk 

---

а;11 = 11/·/ k 162 v-

t,~il/3 f ~~'м 
-1 - (31 =F 610) 
3mk 

6 O:zz = 20fa7 k 
8,86 26,34 

а12 = a.z1 = 23/z·з7 k wt = У mk ; wz = V mk 

а11 = 7/з-28 k 12 v-t--1 -~· -- (87 =f 5905) 
13 mk 

7 1--l!гl-11г't 1/Ј O:zz = 8Оfз. 28 k 
3,06 12,30 

а.12 = а:21 =- 12lз·z8 k (1)1 = Vmk; wz=Vmk • 
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Често се ради лтсшег рачуншьа уместо сопствене вредности 

узима њена реципрочна вредност Z,= 1/1., па фреквентни полином (6) 
постаје 

Z-Рн -р12 -P1n 

-р21 z- Р22 -P2n 
f(z= 1јш2) = 

n 
L (- 1 )' S r zn-r = О ( 9) 

r=O 

-Рп1 -pt12 Z-Рпп 

где су Sr скала ри г-ог реда детерминанте коефицијената Pik. Нове су 
сопствене вредности z1 = Zmax > z2 > z3 ••• > Z11. Првој вредности 

одговара основни облик осциловања. 

Н а пример, у случају просте греде оптереhене са три ·~концентрисане масе 

(сл. 9.3.а) због симетрије олтереhења биhе утицајни коефицијенти а:11 =а33 ; а.1 2 =а:21 = 

Применом обрасца (8а) доби-

јам:о коефицијенте 

a:,k 
1 

2 3 /i Pik 
Ь) ~-с_vг _ _...._\1 __ ,;г_~ 

--

9u, 11ll 7u 27zi CXik m с) 

2 11u 16u 11u 38u 

3 ·7u 11и 9и/ 27u d) 
-112{2 ~ -112fг' 

и=k/768; k= f3/'E. Сл. 9.3. - Осцилације три масе на простој греди 

Сменом z= 1jmu2 биhе 

z-9 -11 -7 

f (z= 1 
) = -11 z-16 -11 =z 3-S1 z2+S2 z-S3 =z3-34z2 +78z-28=0; 

muw2 

- 7 -11 z-9 

9 11 7 

D. = 11 16 11 =S3 =28; S 2= 1 ~~ 1 ~ 1 + 1 ~ ~ 1 + ~ 1 ~ ~~ 1=78; S1=9+16+9=34, 
7 11 9 

па су корени 
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и главни облици осциловања (сл. 9.3. Ь, с, d) 

A1S Azs Aas 
= z1) Ј/2/2 : 1 : V2/2; 

..,... 11 -7 Zs-9 -7 Zs-9 -11 z2) +1 :0 : -1; 
Zs-16 -11 -11 -11 -11 Zs-16 

z3) V2/2 :-1 : Ј(2ј2. 

Основни хармоник је без чвора, сваки виши има онолико ч-варава кога је реда 

(uрви један чвор, други д~а чвора). 

Кружне фреквенције су 

1 
w2=--; 

s muzs 
Фs = 1 Ј 768 ; . 

V mkzs 

4,93 
w 1= Vmk ; 

19,6 
Фz = V mk.; 

39,6 
шз = V mk. 

Када се о масе (m,J обесе нове масе (mn+li) помоhу опруга кру

тости ck (сл. 9.4.а), cиcllleм има два иуша више стеuени слободе (2n). 

т, тг тк тп в 

~--~~~~--~~--~----~ 

Сл. 9 4. - ОсцилаЦије система са 2n маса 
и n.oupyra 

На угибе пресека греде испод 

маса mk утичу и силе еластич
ности опруга, тако да је сада 

уг и б 

Стављајуhи уместо силе Fk 
силу· инерције (- mk jjk) систем 
диференцијалних једначина. (2) 
сада постаје 

-ck (Yn+k-Yk)] aik =О; (10) 

mzчk Yn+k = - Ck (Yn+k-.J.'k)· 

Други систем једначина пока

зује да додатне масе, (сл. 9.4.Ь), 

осцилују хармонијски. 

Уносеhи једначине овог система у први добија се 

n •• •• 
Yi + ~ (mk Yk + mп+k Yn+k) aik =О; 

k=l 

- CkYk + CkYn+k + Тlln+kY.n+k= О. 
(11) 
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Претпостављајуhи решење као и у првом случају, (3), добија се 
сложенија фреквентна једначина: 

1-рнА. -р12 ) .. -Р1пЛ. -Р1, !Ј+ј 1. -p1,n+21.: 

-р21л. 1-р22Л. Ј- РппА -p2,n+1 А -р2, 11+21. : 

дп(Л.) = ..... .. ' ....... 
=0. (12) 

-с1 о о (c1-mn+ 1 1.) о 

о - с2 о о (с2- тп+2л.: 

На пример, у случају просте греде са две масе и једном опругом систем једна
чина је 

и фреквентна једначина 

1 1-т1 а:111. -m2 a:1.1AI __ А (1.) = 
-с1 c1-m21.· 

= m1 m2 ан1.2 
- [ с1 (m1 +m2) а;11 +m2] 1.+с1 =0. 

За случај просте греде са једнаким масама, на растојањима по 1/ 3 ! од ослонаца, 
и једнаким крутостима (с), утицајни коефицијенти су 

а11=а22=8и; а:12=а21=?и, и=/3/486 Ђ, 

па је систем једначина 

У1+ Cm1 ј)1 + та у;) а11+ Cm2 _v; + m4 у;) а12 =О; 

У2+ (m1 У.1 + тз у;) а21+ (m2 у; + m4 у~) az2 = О; 

-С1У1 + С1Уз + тз.У.з =О; 

-с2У2 + С2У4 + m4y4 =О, 

и фреквентна једначина 

1-р111. - Р121. -Р1з1. -р141. 

D. (1.) = 
-Р211. 1-р22 2~ -Р2з1. -р24Л 

=О; 
-с1 о c1-ma1. о 

о -с2 о Cz-- m41. 

она је за mi=m, Ci=C, 

+ 2сд 1 (1.) = 1.4-2 ___.:..:___ __ 1.3 + 
m!l 

1+6са 11 +4с2 А 1+2са11 с2 + 1.2 - 2с 1. '+ --=О. 
m2 /l m3 A m4 A 

осцилација 
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Ако би све горње масе биле једнаке нули онда би систем (2с) постао 

Yi + L mп+k_Yn+k aik = о, 
k 

-Си Yk + Ck Yn+k + mn+k Yn+k = о. 
(13а) 

Систем опет има n степени слободе. 

На пример, у- случају просте греде са m1 = О, m2 :;i:O, биhе фреквентна једначина 

~ (1.) = 1 1 
-с1 

тј. 

m2 ( а11 + ~Ј 
где је с* = с1 / (1 +с1 а:11 ) редна веза. 

Обрнуто, ако су све масе m11 + k =О а доњи крајеви о пруга везани 

за непомичну подлогу, (сл. 9.4.с), систем има опет n степени слободе. 
Сада је систем једначина 

(13Ь) 

За горњи пример греде са две једнаке масе биhе 

1

1 +(с- m:Л.) «11 (с-т:Л.) а:12 1 
~ (1.) = =О, 

(с- т:Л.) а:21 1 + (с- т 1.) а:22 

а: н= CX:zz ; СС12 = а21 ; 
~=0:11 а:22 - СС212; 

тј. 

9.2. :Континуални носачи. - У случају да су масе насађене на 
континуалном носачу са више ослонаца, тада приликом одређивања 
утицајних коефицијената треба узети у обзир и утицаје cmamuчlcux 
неПознатих величина - реакција сувишних ослонаца услед јединич

них сила. 

Носач са два распона и три крута ослонца на истом нивоу, 

(сл. 9.5.а), је јед,анuут статички неодре~ен, па претходно треба' одре
дити отпор сувишног ослонца В услед јединичних сила у појединим 

с Fl yl . . 
пољима распона. татичку непознату в = в услед деЈства Једи-

ничне силе Р1 = 1 у првом распону, (сл. 9.5.Ь), одређујемо из услова да 
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је- угиб тога ослонца једнак нули* 

!в= ав1 -авв Yk=O, па је 1 
У в= аВ1Јавв · 

-Утицајни коефицијент у 

пресеку (1) услед силе F1 = 1 и 
статичке непознате Yk биhе 

. yl 
а~11 =ан- а1в в = 

-а - (а1в)2 
- 11 • ( 14а) 

а вв 

Утицајни -коефицијенти у 
пресеку (2) услед ових сила 

износе 

а* 21 = а*12 = а~н- а2в Yk = 

а1в а2в 
= ав1 - --=-с__-=---

аав 

(14Ь) 

На исти начин одредили 

бисмо и статичку непознату 

за силу F2 = 1 у другом рас

пону 

2 
- _ fв=ав2-авв У в :о::: О, 

па је 

тј. 

(14с) 

t 

t) +~---"-- а2 _t r,_г '----+-t F_z= :
2 
f 

А 'т В т С 

~ :t "t ' --t d Ј 1- z;г z;г -,.-L;г -h-l!г · 

А в с 

е) 

/) 

Сл. 9.5. - Осцилације континуалног носача 
са два распона и две масе 

Оваквим начином (различитим од Ти.мошеюса**) избегли смо одре

ђивање статичких непознатих и добили скупне обрасце за утицајне 

коефицијенте. У горњим обрасцима претпоставили смо све утицајне 

коефицијенте izозитивним, а статичке непознате усмереним навише. 

Фреквентна једначина има и даље облик (5) са новим утицајним 

коефицијентима. 

* Отпорност материјала, чл. 10.2. 

** S. Timoschenko - ViЬration ProЫems in Engineering. III ed. New York, page 271. 
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У специјалном случају носача са једнаким распонима и једнаким масама (т) на 
срединама распона, (сл. 9.5.d), биhе: 

a.uc 1 2 в 

9u 

2 7u 9u 

в llu 11u 16u 

Односи амплитуда су 

А1 (s) 

maf2 As 

"' a.ik 1 2 

zз;16u - 9/1вИ 

2 -9/1вИ 23f1вu 

Az(s) 
=-----

1-та.ћ 1.s 

. ..:. 
и=k/3 · 162 ; k=L 3/~ Pik 2 

L = 2! 29/16mu -
9
/ 16mu 

s~ = 14/s mz uz 2 _o;16mu _z3;16mu 

s':': 1 = 23fв т ll 

па добијамо исте главне облике осцилација као и на сл. 9.5. е, f које смо добили кори
стеhи се симетријом греде и оптереhења. 

На исти начин поступили бисмо и у случају континуалног носача 
са четири ослонца и три ра:спона са по једном масом у сваком пољу, 

(сл. 9.6.) .. Носач је двапут статuчЈш неодре&ен, па статичке нЕ!познате· 
одређујемо из услова: · 

те су 

:1 

f в = а вв У~- аве У~= О, 

!с= ас;-- ССс в У~- а.сс У~= О, 

аве 1 , yic = __!__ 1 СЈ.вв аВi 1 , 

асс f1 IУ.св act 

Утицајни коефицијенти биhе: 

"'* .... ii 
i yi Ув-а;с с, 

i = 1, 2, 3 

а вв 

ас в 

(15) 

За случај да су распони једнаки а такође и масе које се налазе на срединама 



9. Попречне осцилације еластичних греда са више концентрисаних маса 197 

распона (сл. 9.6.а), биhе: 

Щk 1 1 2 3 в с 

25u rk 
2 39u 81u yi 

с 

3 17u 39u 25u 

в 38u 69u 31u 64u 

с 31u 69u 38u 56u 64u 

z-84 27 -9 

27 z-66 27 

-9 27 z-84 

о 54 z-93 

о z-66 27 

75-z 27 z-84 

(75--:-z) (z2-159 z + 4680) =О; 

z3 = 120; 

w3 =12,15 С; 

С= V 93jml3 • 

Односи амплитуда су: 

9 

A1s . 

3 -1 

z-66 27 
-27 

z-84 -9 

* (1) (2) (3) fJ..ik 2 3 

29
140 

23
/40 -'-

6
/40 1 84f4oU 

-6/4о 23/4о 29/40 2 _27f4ou 66 ј 4oll 

3 9/4ou _27 /4oU B4f4ou 

ll= k/3. 362 

k= L3 jffi; L=3l; Z= 1 ј(пий.ј40) 

G) т гг, т 

!) 

g) 

Сл. 9.6. - Осцилације континуалног носача 
cu три једнака распона и три једнаке мщ::е 

z-84 27 

27 z-66 
(2) -1 

(3) 1 

о 

2 

Главни облици. осцилација су приказани на сл. 9.6. е, f, g. 
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У случају да је ~_:~~.!Е~ј_ЕI?~~д~ укл§!штен, тр~ба контину(lлни носа ч 

П:E!!!!!!!~qJ!J:!:.I!!~.Jl __ f!.!!.f!_.f!r:J.ll)!, ~ ~p~.~~~~~f!iu Предњи Поступак. 

На пример, у случају конзол~ подупрте на слободном крају и са масом на средини 

распона, биhе: а.11 = 1/24 k, а.в1 = 5/48 k, а.вв= 1 /3 к, а.* 11 = 7/ 768 tc, те добијамо исту вредност 

као у таблици l.l.З.a. · 

За случај да је леви крај греде на сл. 9.5. уклештен биће: 

а.в1-а.вв У1- а.вс У~= О; 

а.с1-а.св У1- а.сс У~= О; 

а.В2-а.вв У1-::-а.вс У~ = О; 

а.с2-асв У1- а.сс Уь = о; 

те одређујемо статичке непознате. Подаци су дати у таблицама: 
."Јо 

O.tk 1 2 в с ( 1) (2) a.·;k 1 2 

2и yi 
в 25/56 43/56 20f5вrz -

0/56u 

2 Ви 54u yi - 3/Бо 22/nв 2 -Ofoвu 38
/56u 

с 

в 5u 28u 16и 

с 11и Blu 40u 128u U=k/6 • 64; k=f3j~; L=21; ma1.f56 = ljz. 

Фреквентна једначина и корени су: 

9
1 = z2-58z + 679=~; Zt=29=F9 у2; ~A 1 =56fmuz 1 ; 1=1; 2. 

Z·-38 ' 

Ако се носачу АВС, (сл .. 9.5.), замене крајњи ослонци уклеште- · 
њима о:н постаје трипут статuчЈсu. неодређен. Претвориhемо га у 

просту г реду А С, па статичке непознате (моменте уклештења и отпор 

средњег ослонца) одређујемо из услова да су нагиби тангенти елас

тичне линије просте греде А С на местима уклепiтења једнаки нули и 
угиб. у пресеку В такође једнак нули. Тако добијамо систем једна-

чина: 

а=О; УАА 9)(~ +. У АС ffi1ic + i 
VАв У в ·=vлi; {m~ -l-"); 

[3 =0;' УсА~~ i Vсв Yk:::::vc;; (9Л~ t ) . (lба) + Усс 9Лс + v' 

fв =0; бвА @~ +·бас 9Л~ + а вв Yk = ав1; (У~ t ) . 

Одредимо ли статичке непознате (9Ј1~, wec, Yk) утицајни коефици
јенти биhе: 

(16Ь) 
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Овде су: g;k, o;k утицајни коефицијенти помераља услед сила, односно 
спрегова, а v;k, Y;k ·утицајни коефицијенти об-ртаiьi ycieДcиiia, односно 
спрегова. Сви су ови коефицијенти позитивни и могу се одредити 

методом деформационог рада, стављајуhи .у пресеку (k) јединични ста
тички Е'лемент 1 * (силу или спрег), како је показано у следеh.ој таблици. 

. Наllомена: 

Таблица утицајних 1\Оефицијената 

. 

м~ значи нападни момент услед силе Р= 1, 

мk !Ј !' !Ј !Ј спрега ·Wl = 1, 

м;. 
!Ј !Ј !Ј !Ј силе F*= 1*, 

мffi1 
'· 

!Ј !Ј !Ј !Ј спрега Юl*= 1*. 

Статичке величине F* = 1 * и 'lll* = 1 * треба увек узети у 

смеру тражене деформације пресека {k). 

· 9.3. Приближне методе. -'- Из изложених примера се види да 

се при веhем броју маса m1 наилази на велике математичке тешкоhе 

при решаваљу фреквентне једначине. Због тога се често у техничкој 

пракси· приме љ уј у приближне методе за одређиваље кружне фрек
венције основног облu!Са осцилација или, пак, и фреквенција виши~ 

хармоника. Метода има много, али hемо изнети оне које се најчешhе 

примељују у пракси. 

9.3.1. Дан«ерлеова метода. - Помоhу ове методе, коју је емпи
ријски открио Дан!Серле* (Dunkerley), 1894. год., одређује се најнижа 

!СруЈtСна фре!Свенцuја система, тј. !СруЈtСна фре!Свенција основног облu!Са 

* Dunkerley S. -- "Orz the Whirfing and Vibraflon о f Shafts". Phil. Trans of· the 
Royal Soc. London, 1894. V0 185, page 279. 
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осцилација. Када се у фреквентну једначину (5) уведе смена 
онда се она своди на алгебарску јед11ачину облика --~·~·-··--~-··-······ 

n 

f(z)=/(Л-1) = L (-1)"S"zn-Y=zn -S1 zn-1 +S2 zn-2 - ••• + 
У=О 

Ако су z1 , z2 , ••• , Zn корени те једначине (16~, то према ос~ооЈr~юЈ.ма 

корена алгебарских једначина, мора бити 

n . n 

L Zs=Z1+z2+ ... Zs ... +Zп=St= :;Е т; а;;, 
s=l i=l 

па је сигурно највеhи корен 

1 n 
Z1 = Zmax =2 < :1: ffl; aii. 

Фl i = 1 

У случају система са једним степеном сЛободе, (чл.1.7.), између 
крутости . с и утицајног коефицијента а11 постоји однос с= 1ја11 , 

па је сопствена }{РУЖНа ~<PJ?~I02.~tl!J!:I1'! .. (!)н == V 1jm~11 , Jq_§p_. 30). t\I<O 
зами~Лимо)iа'се' на""Гр'еiИ ·Ав налази само''· маса Лlt ОНД4! је сопствена 
кружна фреквенција ове масе 

Уносеhи ове вредности у једначину (17) добијамо образац 

1 1 1 1 1 
-2=-z-<L-2 =-2 +-2 + · · · + -2-
Wl Шmin Wu Ш11 Ш22 Ш nn 

(18) 

који представља Данкерлеов образац. Овај нам образац показује да је 

pequlipOЧH(l вpeднo,cff{~-KBQ·~paiijg·=ffGJMдl:JJJ~. кру.?fСНе фреквенције ~~С[[јема 
м_аfа ··~!а;а~-~~и· je)џiaica 8,qj1py p_eqиlipOЧHU.)C. ~pefJflOCтu квадрата co.uc'lfiвeнux 
кру;Ј/Сних фреквенцИја свих ·маса система lipe[[lliocmaвљaj]lhiz да се свака 
маса за себе налази на греди. 

Помоhу ове методе добијају се најниже кружне фреквенције са 

грешком од 3°/0 до 10°/0 од стварне вредности. Та је грешка·још веhа 
у случају континуалних носача. 
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На пример, у случају система са три степена слободе, (сл. 9.3.а), биhе S1=m (а11 +а22 + 

+а33)=34 ти, па је шlдin=4,75 Ylfmk. Грешка (4,93-4,75} ·100/4,93 износи 3,64%. 

Ако би у истом случају биле масе m1=m, m2 =2m, m3 =2m, онда је 

S 1 ='mu (9+64+18) = 91ти, па је Wmin-=2,90Yl/mk. 

У случају представљеном на сл. 9.6.п, са једнаким масама, биhе 81 = 234/ 40 та, па 

је шmin =25,92 V lfmk. Тачна је вредност шшin = Y40fmu Zmax = 36 Yl/mk. Грешка 
износи 27,7% .. 

. 9.3.2. Морлијева методао - Морлијева (Morley) метода се оснива 
на Релијевој методи енергије, само се као upuблuJfcнu основни облшс 

осцилација' узима еласшuчна ,._ . .fЈ.УЈЈУ{Сi·-·[рёД.€.·~-}Гв~--,(сЛ·:О··g~f:):~-.. ко]у····иста 
Добија подутиiiа]ем.терета-f'i = oi = m1 g. 

Према Клапејронщюј теореми потенцијална енергија греде износи 

n n 
Е р = ~ 1/2 О iYi = ~ 1/2 m1 g У 1 

i=l i=l 

где су Yi одговарајуhа померања. Кинетичка енергија је 

Пошто је по претпоставци eлaclfluчнa лu~'!:{С:Z)ЈГUба врло бли~н:q .Qсвов.-
_____ __,_. ·--~~---"-----·~-~-~' 

нам .~tz!!l!:.'!Y осцилацuја, то је померање 
'~~;·-~· ~,.,_,, ____ __ 

Yi = /1 cos шt и у1 = - f; w sin wt, 

na је највеhа вредност ординате и брзине масе m1 

где је !1 угиб. 

Како је у равнотежном положају потенцијална енергија највећа, 

док је у нај у даљенијем положају греде највећа кинетичка енергија, то, 

према Релијевој теореми, изједначујуhи ове две вредности енергија, 

следи 

Ертах = Ek max ; 
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па је квадрат кружне фреквенције 

. g~m;f; 
i 

w2=-----

}: G;/; 
i 

g---
""2 Gj/;2 

i 

(19) 

Овај образац је познат као Морлијев образац*, и своди проблематику 
одређиваља кружне фреквенције основног типа осцИлација на 

вање угиба (!1) греде у пресецима у којима дејствују терети 0 1 = 
Одређивање ових угиба се врши или рачунски, према познатим 
чи~ама еђастичних линија, или rрафички, конструю~ијом 
линије. 

9.3.3. Стодолина метода. - Стодола** оснива. с'вој поступак 
најниже кружне фреквенције на чињеници да су амплитуде маса приликом ОСIЈЯЈ!ација 

неодређене али су одређени г лав ни о~лици осцилација. К ао И р ви г лав ни облик 
лација узима се еластична линuiа греде uод уmицаје.м iiiepeпia 0 1=mt "·.,-~ ........ 
ција еластичне линије обично се изводи графички по методи Mohr-a***, (сл. 9.7.а). 

је размера за дужине ИL=mfcm, а размера за силе О; у плану сила иp=tfcm, ~ 

јање пола Р1 од плана вертикалних сила, мерена у 'Cm, онда је размера """"'.""""" 
им ;= иL up Н1 • Ако се сада дијаграм нападног момента греде узме за ново 

оптереhење" и конструише нови "nлан сила" са растојањем пола Р2 од плана 

"сила" н; Ј (сл. 9.7.Ь), мереним у cm, и ако су ~Фиктивне силе" као површине ттn."тт''"'"' 
у "nлан сила" у размсри и А= cm2fcm, онда је размера угиба еластичне линије 

и3L ир иА 
ИЈ= 100 Н1 Н2 (сmјсщ.), 

Elx 

где вредност Elx=CS треба узети у јединици fm2 • 

Претпоставимо да је ш0 кружна фреквенција осцилација система, онда су у 
удаљенијим положајима маса реституционе силе 

-Pe=Fj=-ma, 

Ако се сада нађе еластична линија греде услед ових реституционих сила добиhе 
нове амплитуде (угиби) Yw , (сл. 9.7.h). Буде ли облик ове еласти'lНе линије 

* Morley А. - • The Calculat/on о f Vibrations and Whirling Speeds" .. En!~in·eer1iШ!. 
vo 88, 1909., page 135. 

** Stodola А. - Dampf-und Gas-Turblnen. 6Auf I. S. 381. Berlin, 1924. год. 

*** Отпорност материјала, чл. 9. и 4. 
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близак облику статичке еластичне линије тада кружна фреквенција нових рести
туционих сила Представља Приближну вредност најниже кружне фреквенције. 

а) 

с) 

dJ 

е) 

!) 

g) 

1: 1 

б ·\ i з.з2··i 5.4\ i 5.76\ i f s.tз б.Об 

Сл. 9.7. - Примена Стодолине методе 

ft 
U.F = 2cm 

Иаједначујуhи обе реституционе силе у најудаљенијим положајима маса . добијамо 
ОДНОС 
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па је 

W=Wo -vr t,J' 
, f w sr 

(21) 

где је (!Ј f w )sr средгьа вредност свих односа амйлиmуда. 

Када је одступање еластичних линија доста велико, тада се врши понављање 
конструкције еластичне линије реституционих сила полазеhи од претходне приближне 
еластичне линије, све до жељене тачности. 

За прву вредност кружне фреквенције ш0 узима се эаокругљена вредност ради 
лакшег рачунања, на пример w0 = 100 sec-"~. 

Рачун се спроводи табеларно. 

У случају да је греда променљивог попречног пресека* треба дијаграм 
момента редуковати према највеhем моменту инерције пресека греде. 

На сл. 9.7. је приказан поступак за ~.:лучај вратила турбине оптереhеног 
вима тежина 0 1 = 1800 kg и 0 2 = 2600 kg. Како је вратило променљивог попречног 
сека, то је редукција дијаграма нападног момента извршена према највеhем .. ,.,.,"",,.,." 
инерције 13 • Размера уrиба еластичне линије је 

иL3 • ир• иА 
Uj= 100 ~ н2 = 0,024 (cmfcm) ; 

Elx3 

Ef:3=2;'2 ·106 ·19850 ·10-7 =4,22 ·103 tm2 • 

Рачун је дат табелароо са w0 =100sec-1 

di ft lз/li о, ft р, fw ti/t w 
- --- ------

20 7850 2,44 1800 0,050 918 0,038 1,31 

21 9550 2,01 2 2600 0,055 1460 0,043 1,29 

25 19180 1,00 

24 16290 Џ8 
(ftff w)sr = 1,30. 

Конструкција еластичне линије сила инерције је изв.ршена са истим размерама. 

Прва приблиЖна вредност кружне фреквенције основног облика осцилација 

Ради добијања тачније вредности поступак треба поновити са овом вредности 
венције. 

* Geiger Ј. - Mechanische Schwingungen. Berlin, 1927., S. 70. 
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ПРИМЕРИ 

9.1. Проста греда оптереhена је трима једнаким масама (т); једна је у средини 

распона а друге су удаљене по 1/6 од ослонаца. Одредити кружне фреквенције и главне 
облике осциловања, 

[Решење. - Утицајни коефицијенти и фреквентна једначина су 

2 3 

z-75 -117 -51 о о 24-z 
75u 117u 51u. 

-117 f(z) = -117 z-243 
2 117u 243u 117u / 

-51 -117 z-75 

-234 z--243 -117 

z-126 -117 z-75 

3 51u 117u 75u 

па су 

11664 
w2 = 

iтk ' 

=(24-z) (z2 -369z+3240)=0 

k 
ll= 

11664
; Z= ljтu w2 ; Zi=360; 24; 9 

w 1=5,691/ 'В ; 
V тfз (1)2 = 22,07 1 1 'В. ; V тtз 

w3 =36,041/ 'В Ј. 
. V тlз 

9.2. Одредити кружне фреквенције осцилација ако су масе на греди (сл. 9.3) 
2m, 3т и m. 

[Решење. - Ставимо tl=~/768 и z= 1јти w~ онда је 

z-18 -22 -14 

f(u) = -33 z-48 -33 = z3 - 75 z2 + 271 z- 168 =О; 

-7 -11 z-9 

z i = 0,78; 2,786; ·71,434]. 

9.3. Обострано уклештени носач, распона 2/, подупрт је на средини ослонцем 

(В) ·и на срединама поља оптереhен масама т и 2m. Одредити приближном методом 
најнижу кружну фреквенцију. 



206 Теорија осцилација 

[Решење. - Због симетрије овде је а.;1 =а.;?. Носач је трипут статички 
неодређен, те статичке непознат.е одређујемо из услова а:=О, ~=0 и fв=О, тј. из 

система Једначина 

1 1 1 '. 128 IO'l:A+64 Ю1с+24 Ув L = 21 L, 

64ЭЯ1 + 128 Юl~+ 24 Yk L = 15 L; 

489Л~+48 Юl~ + 16 Yk L = L; 

А = 12 · 163 L; 

L = 2/ ; k = L 3 /~; 

1 

.~ 

1 25 
9Jl.4 =-

64 

k а ( 31 _ 405 ·) Ј . 
256 g 16 L 

Yk=-2 

9.4. Одредити кружне фреквенције сопствених осцилација симетричне греде 

АВС, оптереhене масама т у :::рединама распона, (сл. 9.5.d). Масу грi:ще занемарити. 

[Решење. - Због симетрије распона и оптереhења систем са два степена слободе 
може се раставити на два cuclliP.иa са По једним степеном слободе. У случају 

си.иетричн.их осцилацuја. (сл. 9.5.е), можемо сматрати да су греде АВ и ВС уклештене 

у В, у случају антисиметричних осцилација да су прост~ греде, (сл. 9.5.!), па су 

кружне фреквенције 

ш2 = 768 ~]· 
2 7 m/3 



10. СЛОЖЕНА RЛАТНА 

10.1. Сферно клатно. - Проблем сферног клатна јесте проб

лем кретаља тешке материјалне тачке ао нeuoкpelllнoj сфери, (сл. 1 0.1. ), 
полупречника R = !, једнако·г дужини· конца, о који је обешена мате
ријална тачка N у центру сфере. 

За rенералисане координате узе

hемо сферне координате R = 1, <р и е па 

је једна чи на сфере R = const, те је R =О 
па брзина има само две компоненте: цир

куларну и меридионалну. Како се кре

таље врши под утицајем теже, то пос

тоји функција силе И= mgz = mgl cos е= 
;;: - Ер, те су енергије 

Ek = 1/2 т [!2 ~2 sin2 ё + 12 62]; 
Ер = - mgl cos е, (1) 

па Лагранжеве једначине друге врсте 

дају систем једначина 

~z 
1 

mg 

Сл. 10.1. - Сферно клатно 

т12ё- m/2 ~2 sin е cos е+ mgl sin е= О, 
(2) ' 

Из друге једначине види се да је координата q> qшсличка и да је 
циклички интеграл 

(3) -

интеграл uовршине у равни управној на Oz осу, те се кретаље врши 
кон-сmан7iГiiом--сеН:w(Јјјсfi:о.М брЗином у тој равни. Искључујуhи овај ин
теграл из прве једначине (2) једначина осциловања је 

/
2 ·е· - h2 cos е z . е , - - -- - g Slll , 

/
2 SiП3 е 

(4) 
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Ова диф. једначина раздваја променљиве, па множењем идентитетом 

2 ё .dt = 2 d е ~-~ интегралењем биhе 

где је С1 интеграци0на константа. 

Ради лакше ЈЈ:искусије боље је увести координату z = l cos е, па 

је z =-!е sin е, те горња једначина постаје 

(5) 

Како је на левој страни позитивна величина то је f (z) позитивни по
лином треhег степена, па се закон кретања може одредити овим ели

птичким интегралом 

z z 

Ј dz Ј dz 
f= ±! Vt(z); q>= ± hl (l2-z2)1/f(z) . (6) 

Zo Zo 

Полином .f (z) =О има шрu реална корена. Како је f( -!) =- h2 <О 

и f (!) = /1 2 < О то се два корена налазе у размаку - ~ < z1 <:: z0 <::: Z2 <: /, 
а треhи корен је z2 > l те нема физичког смисла~~> т~~~а~ -~~_,_.да.К:~~'-· 
~~-~~-У--~-ф~~"~ом~~"д2i.~ЕУ. --~-~~~9.Y .... ~Q.Y~Q}~.~-:; = z_~·;;·.~~--.Л()Ч~'fНИ_l\1" 
положајем z=_z0 , Да ли he оба корена z1 и z2 бити са исте или суп-
р.отнИх стра~а "ёкватора (z =О) зависи од слободног члана полинома 
( С1 /

2
- h2

) ~О. Како су zi, i = 1 ,2, корени. полинома f (z) =О, то је према (56), 

zi =О, што значи да је брзина тачке на тим круговима једнака нули. 
Када тачка дође на круг, тренутно се зауставља па се затим спушта 

или fiО)Ј;Иже до наредног круга zi. Како је ~ = hj/2 sin2 е увек истог 

знака то ~е~_.1::!.:Ш~-~gђрће око Oz осе увек у исто .м смеру. Ако је ~=О 
- --~-~~"'""·~···-~"'--љ-·-~-.-~·--·-

онда из {2) следи да је е+ (gjl} sin = о~ iйi"тачка врши кретање ма-

тематичког клатна у равни меридијана, кружном фреквенцијом V gjl. 

Ако је угао е сталан е= а, онда је ё=е·=О па је ~2 = gjlcos a=h2j/4 sin4 a 
= w2 и v = lw sin а. Тачка врши кретање н:онусног н:латна, хоризонталном 

брзином v и угаоном брзином ш. У томе случају се оба круга ста
пају те је Z 1 = Z 2 = z0 • Тада је корен z0 корен и изво дне јед.начине 

f' (zo) = -6 gz~- 2 С1 Z0 + 2 gl2 = g (/2 - ~~)- Z0 (С~+ 2 gz0 ) == 0. (7) • 
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Из (5) и (6) следи да је h = (!2
- z~) Vg/z0 , па је тада z =О и 

~=Vg/z0 те је Э=a=const.; Э=О, v=lшsin а. 

Конусно l{латно се употребља,ва у маши'нству као Ватов регулатор. Због тога 
проучимо .мале осцилације овог клатна око равнотежног хоризонталног круга. Тада је 
е = а: + в, где је 8 мали поремеhај, па су 

sin е ~ sin а: + в cos а:, cos е ~ cos а: - в sin а:, 

када се узму мале веЛ11чине угла в, sin в~ 8, cos Е~ 1. Због ё. =а· и горњих релација 
(4) постаје 

.. h2 (cosa:-8sina:) g • h v-g-
8-- =--(sina: + scoso:)· Ч'= w=--= --

/4 (sina+ всоsос)2 l. ' f2sin2a: /cosa: 

Како је према рачунању са бројевима блиским јединици· 

cosa-вsina cosa-вsina cosa:(1-etga:) 
------~ ~ ~ 
(sin а+ в cos а:)3 sinз а: + 3 в sin2 а: cos а: sinз а: (1 + 3 8 ctg а:) 

cos а: 1 . 
~ -- [1- в tg а- 3 8 ctg а:] = -.- [sin а: cos а:- в (sin2 а:+ З cos2 а:)] 

sin3 а: stn4 а 

то је 

·;- w2 [sin а: cos а - 8 (sin2 f1. + 3 cos2 а:] =- w2 cos а: (sin а: + в cos а:) 
тј 

~· + w 2 (1 + 3 COS2 а:) 8 = В• + Q2 Е = 0. 

Мале поремеhајне осцилације су хармонијске, периода 

2;r 2:r 11 cos а: 
Т = О = w V 1 +З cos2a: = 2тс У g. 1 + 3 cos2 а • 

10.2. Елиптичко клатно. - Ово се клатно састоји из 
која клизи по глаткој хоризонталној равни, {сл. 10.2.), и масе 
концем, дужине l, за. прву масу, а може 
да осцилује у вертикалној равни око 

осе кроз тачку вешања А. Како систем 

има два. степена слободе кретања, то 

hемо за rенералисане координате узети 
померања х и ср. Брзина масе m2 састоји 

се из преносне брзине v1 =х и релатив
не брзине v21 = l сј,, те је 

~ ~ ~ 

2 2 2 2 
V2 = V1 + V21 ; v2 = Vt + Vzt + v1 v 21 • 

iz 

х 

. cos < 1воо- ~) = х2 + z2 ~2 ~ 2z .х ~ cos <р. Сл. 1 0.2. - Елиптичко клатно 

14 Теорија осцилац:Ија 

(8) 

х 
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Кинетичка и потенцијална енергија су 

. Ek = 1/2 (m1 v~ + m2 v~) = 1/2 [(m1 + m2).x2-

- 2 m2/ х ~ cos q> + m2 f2 ~2], 

Е р=- m2 gz = - m2 gl cos t:f, 
. . 

па Лагранжеве једначине дају систем диференцијалних једначина 

~[(m1 +m2) х- m2 l,~ cos q>] = (m1 + m2) .Х'- m2 1 (i cos' ср+ m2 l ~2 siп q> =О, 
dt . . . 

d~[ m,l(l ~- Х cos <р) )-m,I(X~- g) sin <р= О. 

Пошто је х/v;iшличка координата, јер енергије не зависе од ње, 
прва једн~,4ина даје један циклички интеграл, који показује да је 
ралисани'импулс за ту координату константан: 

Интеrраљењем добијамо да је 

(m1 +т,.) x-m2[ sin q> = с1 f+ с~. 

Alf.O су почетни услови кретања: за t =О, х = О, ср= О, х= О, ~=О, 
онда су С1 = С2 =0, ua је · 

Х= sin ср, ( 11) 
mt+m2 

што значи да се ШеЈFсиште систе.ма креhе По вертикалној Прави Oz. 

Из друге ј~дначине следи да је 

m2 l (!~+х~ siп ср- х cos ср]- m2 l (х~- g) sin ср =l 'сР х cos ср+ g sin ср= О, 

па, с обзиром на (10), постаје 

l [m1 + m2 (1- cos2 ср)]~+ m2 l ~2 sin ср cos <р+ g ( m1 + m2) sin q> =О. (12) 

Ограничимо ли се на мале осцилације ( cos q> ~ 1; siп ср ~ <р), горња 
једначина се своди на једначину хармонијске осцилације 

~+w2 cp =О 

периода 

(13)· 
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Због (11) следи да маса т2 описује елиuсу у вертикалној равни. 

Ако је маса m1 доста велика у односу на масу клатна m2 , ( т1 >т~), 
онда kада т1 -+ оо, период елиптичког клатна асимптотски тежи периоду 
математичкоr клатна 

T-t2nV ~. (13') 

(m1 -* со) 

Из овога следи да се помоhу елиптичког клатна може мељати 

период осцилације клатна не мењајуhи његову дужину, веh само од

нос маса 11 = т2/т1 • 

Нека је маса т1 =М везана за тачку О опругом крутости с и не

ка је маса т2 = т, онда се кружна фреквенција .малих осцилација може 
одредити уэимајуhи да су брзине тачака 

~ ~ ->-
v 1 = х; v 2 = v 1 + v 21; v 2 ~х + l ~о 

па су енергије 

1 . .. 1 . . 1 . . . 1 . 
Ek = - М х2 + - т (х + l ср )2 =-(М+ т) х2 + т l х rp + -т /2 ~2, 

2 2 . 2 . 2 

1 . 1 1 
Ер =- cx21 +тgl (1- cos ср)~- ех~ + - тgl ср2 • 

2 2 2 

Лагранжеве јеДначине дају систем једначина 

'(М+ т) х + т! ~ + ех = О; ml х+ т/2 ~· + тgl ср =О. 

Претпостављајуhи решења у облику 

х~ А 1 cos (wt+o:), ~ = А 2 cos (wt +а) 

добија се систем алrебарских једначина 

[с-(М +т) w2]A 1 -ml w: А 2 =0, -т! w 2 А 1 + (тgl- т/2 w2) А 2 =О 

па је фреквентна једначина · 

(14) 

/(.ы2) = 1 с-_(мw;т) w2 -тfw2 1'= ш4·_ (~ + М+т K)w2+ ~д_=О. 
g-1 w2 М М · l · М l 

Однос амплитуда је 

14* 

At g 
-=- -l. 
А2 ro2 
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На овај проблем своди се и проблем одређиваља кружне фрек

венције малих осцилација масе т обешене о лаки штап АВ, (чију масу 

занемарујемо). Штап је везан за диск, 

У масе М, који се котрља без клизања по 

Сл. 10.3. - Котрљајно клатно са 
два степена слободе 

хоризонталној равни, (сл. 10.3.). Како су 
• • 2 • • • • 

х = R е; е = х ј R; v2 ~ х2 + 2 l х ср + /2 ср!; 

Ј= 1/2 М R2, 

то су енергије 
1 

вk = 1
/2 см х2 +Ј ё2) + 1/2 т (х2 + 2 zx. ~ + 

+ [2 ~2> = s; 4 м х2 + 1; 2 т (.~2 + 2zx ~ + [2 ~2), 
Е р ~ 1 ј 2 тg l ср2' 

па Лагранжеве једна чине дају систем ди

ференцијалних једначина 

(ЗМ +2т) х+2 т l ~=0, x+l~+gcp=O 
из којих на познати начин одређујемо фреквентну једначину 

-w2 [(ЗМ + 2т) (g-lш2) + 2 т! w2
] ==О 

и њене корене 
2 

Wt =0; w~= [1 + (2mj3M)] gjl. (15) 

10.3. Двогубо математичко :клатно. - О средиште С1 мате
матичког клатна, масе т1, дужине /1 , (сл. 10.4. а), обешено је друго 

математичко клатно, масе т2 , дужине /2• Овакво се клатно назива дво

губа или двојно математичко клатно. 

Брзина масе т1 је v1 = !1 ~1 • Маса т2 се налази на крају штапа 
С1 С2 који изводи равно креmшье у равни Oxz па је њена брзина јед

~ 

нака збиру релативне брзине v21 у односу на тачку веш~ња С2 и пре-
-)- ~ -)о ~ 

носне брзr~не v1 саме тачке вешања, те је v2 = v1 + v21 • Како посматрамо 
.мале осцилације можемо сматрати да је угао е врло мали, те је Э ~ О, 

па се може sекторски збир заменити скаларним. Под тим претпостав

кама биhе брзине тачака клатна 

• -)о-+-+ •• 
V1 = !1 С?1; V2 = vt + V21'; V2 ~ V1 + V~н ~ !1 С?1 + l2 '2' (16) 

где су ср1 и ср2 отклона клатна од вертикалних равнотежних положаја 
које узимамо . за генералисане координате. 

Због ових осцилација тежишта маса тi подиhи he се за висине 
h1 које за случај малих осцилација износе 

h1 = !1 (1- cos ср1 ) = 2 /1 sin2 ( ср1/2) ~ 1/ 2 11 cpf; (11) 

h2 = h1 = h21 = h1 + l2 (1-cos Cf>2) ~ 1/s U1 cpi + l2 ср~) 
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где је h21 релативно подизање тежишта С2 у односу на . тежи
ште с1. 

На основу изнетог можемо написати изразе за енергиЈе 

1 2 1. ['"2' 1 . • 
Ek ..:_ .'L 2 тi vi = 2 т1 i <р 1 + 2 m2 U1 Cf>1 + l2 Cf>2)2; 

Е - ~ 1 - 1 2 1 2 2, р - kl - тi ghi - - тi gl1 ~1 + /2 m2 g U1 q>t + l2 СЈ>21, 
2 2 

(18) 

ы с) 

Сл. 10.4.- а) Двогубо математичко клатно; Ь, с) Главни облици осцилаuија двогубог 

математичког клатна 

па Лаrранжеве диференцијалне једначине друге врсте дају систем 

диференција.тiних једначина осциловања 
2 •• •• 

(mt + m2) l1 <Fs + т2l1l2 Cf>2 + (т1 + m2) g/1 <'Р1 ==О, 
•• 2 •• 

m2 l1 12 Ч>1 + т2!2 СЈ>2 + т2 g l2 Cf>2 =О. 

, Претпоставимо ли решења у облику 

fPk=Akcos (wt+a), 

(19) 

(20) 

тј. да обе масе осцилују синхроно али· различитих амплитуда, добија 

се систем алгебарских једначина 

( 1 +р.) (g - 11 1.) А 1 - р./2 Л А 2 = О; р. = т 2/ т 1 ; 

- l1 1. А 1 + (g -!2 1.) А 2 = О; 1. = w2 

па је фреквентна једначина 

(21) 

(22) 
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и њени корени (сопствене вредности) 

Како су односи амплитуда 

то су главни облици осциловања приказани на сл. 10.4. Ь, с. 

Код првог вишег хармоника (другог облика) постоји 'чвор С 
положај одређујемо у односу на доњ у масу m2 дужином 

и= /2 -/1 (sin <p1 jsin ср2). 

Променом односа маса мењају се сопствене вредности па и 

фреквенције. Разликоваhемо два случаја. · 

1° m1 > m2 • У овом случају је 11 мала вешrчина у односу на 

ницу па се може з·анемарити те су сада сви елементи осциловања 

f (1.) ~ 1.2- g 11 + 12 Л+ g" =О; Л= _g_ [(11 +/2) =t= U1 -12)]; 
[1 1: . /1 /2 2/1 /2 

(25) 
11 = gflt; 1.2 = gj/2; А в 1 о= A2s Ј (g,-11 л~); А15 1 (g~l,)'-s) = A2S 1111.1 

где су узети кофактори елемената прве врсте. 

Први облик има однос<: A11/[1-(l2;11 )] = A2t/l те маса m2 не утиче 
на хармонијско осциловање прве масе (сл. 1 0.5. а). Овакав начин к ре-

а) ЬЈ с) d) 

о 

z, 

Сл. 10.5. - Утицај односа маса клатна на облике осцилација 

тања масе m2 може се извести помоhу уређај а приказано г на сл. 1 0.5. Ь. 
Код другог облика је однос А 12/0 = A22/(/1/l2 ). Маса m1 .мирује а маса 
m2 осцилује (сл. 1 0.5. с). · 
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2° m2 '):. m1• - Тада је 1 + 11~11 па су .елементи осциловања 
/('А)=Л2-gр./1+/2 Л+ g2J.L=0; 2;1 = 12 ~gp./1+12; (26) 

/1/2 /1/2 . . 11 + /2 11 12 

Како су' у првом случају амплитуде скоро једнаке то се обе масе 

налазе увек на истој правој (сл." 10.5. d); код другог облика прва маса 
осцилује док друга мирује. 

Код хомогеног н:латна је _m1 = m2 , / 1 = 12 = l, па је 11 = 1, те 
нову сопствену вредност и = l ш2ј g биhе 

уводеhи 

2(1-и) А 1 -ИА 2 =0; 
-- и А 1 + ( 1 - и) А 2 = О; 

f(u)= 1 2~~ -':У.) 1 =: = и2-4и+2 =О; 

На сл. 10.6. приказан је случај специјалног дво

губог математичког клатна, једнаких маса т1 = т2 =т и 
дужина /1 = 12 = !. Масе су причвршhене помоhу опруга, 

крутости с, тако да клатно у равнотежном положају 

заузима вертикални положај. Како су v1 = /~ 1 ; v~= v~+ 
2 . . + v21 +2v1 v21 ; v21 = /ср2 то су кинетичка и потенцијална 

енергија система: 

(27) 

Ек= 1/2 т 12 (2 ~I+2 ~~ ~2+~~], 

Ep=mg (2 fzt+fz2)+ + 1/ 2 cl2 [cpi+(cpt +ср2)2] = 
1/ 2 [тgi (2ЧЈ~+ср~}+с/2 (2ср~+2ср1 ср2 +ср~)] 

Сл. 10.6.- Двогубо мате
матичко клатно 

па добијамо систем диференцијалних једначина 

2 m/~1+2 (тg+cl) cp1 +mt~; +clcp2 =0, 

т/~1 +clcpl+ml ~2+(mg+cl) ср2 =О, 
са фреквентном једначином 

2 (тg + cl-тl щ2)2- (cl-тl ш2)2=0 
и коренима 

са опругама 

Два једнака математичка клатна везана опругом CD на удаљењу h од тачака 

вешања 0 1 и 0 2 представљају Обербе!{ОВО . !{ЛаШно ·("sympatische · Pendel", Oberbeck, 
1888. год.). Означимо са ср и е генералисане координате· (сл. 10.7. а) онда је кине-

тичка енергија 

(28) 
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Потенцијална енергија се састоји из енерГија маса и енергије опруге. ИЗ четвороуr ла 
0 1 CD02 0 1 следи векторска релација 

--~. -+ ;_~ --+ -~ --+ -+ -~ 

О1 0 2 = d = О1 С'+ С' D' + D' О2 = 0 1 С'+ d'- 0 2 D' 

па nројецирањем на Ох осу добијамо 

~ 

d=(d, i)=h sin cp-t-d'cos e-h sinG ~d'+h (sin ср- sin е) 

--+ -~ 
пошто је угао е између вектора CD и C'D' врло .мзли. Издужење опруге биl1е 

А d = d'-d=h (sin О- sin ~р)~ h (0- ср) 

па је потенцијална енергија опруге 

и укупна потенцијална енергија система 

Ep=mg (h1 +h2) + 1/ 2 с (Ad)2= 1/ 2 mgl (-p2
-t-&2) + 1/ 2 ch2 (Э-ср)2= 

= 1/ 2 (mgl+ch2) (cp2 -t-G2)- ch2 ср 9. 

Лагранжеве једначине дају систем диференцијалних ј~дначина 

mf2~"+(mgl + ch2) ср- ch2 е=О; m/2 ё.+ (mgl + ch2
) G- ch2cp ::0. 

па је фреквентна једначина 

mgl+ch2-ml21. 

-ch2 

- ch2 1 mgl + ch2 
= 1,2-2 1. + 

mgl+ch2- m/21. m/2 

.... 
i = с 

h, .... 
т т 

А 7 т ы С) d) 

Сл. 10.7. - Oberbeck-oвo симпатично клатно 

Односи амплитуда су 

па су главни облици осциловања приказани на сл. 10.7. Ь, с. 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 
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Практично се ово клатно може извести као што је показано на сл. 10.7. d._ 
Специјалан је случај када је h = !, тј. ка ца је опруга везана за саме масе. Сме

нама и=lш2јg, а.= cljmg добија се фреквентна једначина 

' 11 +а. -и - а. 1 f (и)= =U2-2(1 +«)и+ (1 +2а.)=0; U=1 + а.(1+1). 
-а. 1 + ct- и 

10.4. Сложено математичко клатно.- Оно се састоји из више 

математичких клатна, различитих дужина l; и маса m;, (сл. 10.8. а). 

2l 

2m 

Ь) с) d) е) ј) 

Сл. 10.8. - Сложено математичко клатно 

Претпостављајуhи мале осцилације онда је брзина i-те масе (сл. 10.8. Ь) 
и њено подизање 

(35 а) 

(35 Ь) 

vt = 11 ср~; h1 = 1/211 <:р~ 

V2 = V1 + V21 = /1 ~1+ 12 ~2; h2 = h1 + h21 = 1/211 tp~ + 1/212 ср~ 

Va = V2 + Vз2 = /1 ~1 + /2 ~2 + 1s ~8; hs = h2+ hз2 = 1/2 (11 ср~+ 12 ~+lз ~~) 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • о 

" 
Vn = ~~k ~k; 

k=l 
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Поступним сабирањем енергија добили бИсмо да је укупн·а 
тичка енергија система 

- 1 [ 2" 2 12. • • 11. 2 "2 1l • • 12 
Ek - -2 /1 <'PI L. mk + 2 /1 l2 <:?1 <f'2Lmk +·/2 С(>2 L mk + 2 11 lг <f>t <:f>з ~mk + 

1 2 2 3 

•• ~. 2·2~ 2·2 Ј + 2 12 la ср2 crs k.i mk + /3 срз ki mk + .... + ln ср12 т п ' 
3 з 

где је n број математичких клатна (ма~еријалних тачака). Истим 
тупком добили бисмо и укупну потенцијалну енергИју 

Е р = g2 l1 cpf L mk + l2 ср~ L mk +- /3 ср~~ т н+ ... + ln <р~ т п • [ 
n 12 n · Ј 

' 1 2 3 . 

За случај трогубог клатна (<;л. 10.8. с) биЬе: 

т 12 • 2 • • • 2 • • ~ • . 2 
Ek =-[16 q>1 + 8 q>1 ср2 + 2 <р2 + 4q>1 ср3 + 2 q>2 ср3 +срз], 2 

mgl 2 2 z 
Ер =- [8 cpl + 2 <f'2+ срз] 

2 

· те 'добијамо системе једначина 

-41.А 1 +(2,k-2Л)А 2-ЛА 3 =0; 

8 ~1 +2 ~2 +~·3+4kcp1 =О; 
4 cPt + 2 ~2 + ~3 + 2 kcp2 =о; 

2 ~~ + ~·2 + ~~ + kcp3 = о; -2ЛА 1 -ЛА 2 +(k-J..)A3 =0. 

Уводеhи нову сопствену вредност и l w2fg биЬе фреквентна 
једна чи на 

f(и) = 
2-4и -2и 

-2и 2-2и 

-и -и 

-и 

-и = и3-6и2 +8 и-2=0. 
1- и 

Пошто су f (О)= -2, f (1/4) = -23/64 < О, f (1/3) = 1 ;27 > О то је један корен између 
1/3 и 1/4 те hемо узети прву приближну вредност и=0,30. По Хорнеровој схеми следи 

0,3 1 -6 8 -2 1. -6 8 -2 
0,3 -1,71 1,887 0,302 -1,721 1,896 

1 -5,7 6,29 -0,113 1 -5,698 6,279 - 0,104 
0,3 -1,62 0,302 - 1,630 

1 -5,4 4,67 1 1 -5,396 4,649 

-0,113 104 
д. ==- = 0,024; U=0,3024 д. = - = о 02· и = о 324 

4,67 4649 1 Ј Ј 
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па су корени 

Односи амплитуда су 

Ats = ~= Aas . 

1 1-u, 2 ( u,-3 + ~;)' 
1 : О,б7б : ' 0,648; 
1:- 0,40б:- 1,788; 
1 : - 3,270 : 3,004; 

главни облици су приказани на сл. 10.8. d, е, f. 
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Код хомогеног сложеног клатна све су масе једнаке а такође и ду
жине (mi =т, l; = l) па се рачун, упрошhава јер се фреквентна једначина 
да свести l!a Јако(}flјеву .. д,е:з::~Л"'!\!~Н~~Л.IУ.~~оја има само дијагоналнн ред 
и два ред'Э."'~Пiр-аЈiеЛна .. ~?са ~-iьим~ Ово се свођење врши овако: треба 
елементе друге врсте одузети од елемената прве врсте, затим треhе 
од друге и тако редом, а потом елементе друге колоне од елемената 

прве колоне и редом треhе колоне од друге, четврте од треhе до 
последље колоне. Ово hемо показати на систему 4 клатна: 

m/2 
· 2 • • . • 2 • • • • 2 • · Е k = - [ 4 Cfl + б ср 1 q>2 + 3 С{>2 + 4 Cf>:t q>3 + 4 ср2 Cf>s + 2 срз+ 2 <р1 <р 4 + 2 ' 

- • . • • '2 
+ 2 q>2 Cf>4 + 2 Cf>a q>4 + q>4]; 

mgl 2 2 2 2 
Ер =- [4 q>1 + 3ср2 + 2 срз+ ср4]. 

2 
8и-8 би 4и 2и 2и-8 б О О 

би би-б 4и 2и 2и 2и-б4 О 
f (и)= 4 и 4 и 4и-4 2 и 2 и 2и 2и-4 2 

2и 2и 2и 2и-2 2u 2и 2и 2и-2 

2 и- 14 б о о 

б 2и-104 О = 
О 4 2 и-б 2 
О О 2 2и-2 

и-7 

3 
о 

о 

3 
и-5 

2 
о 

о о 

2 о 
=о. 

и-3 1 
1 и-1 

За n материјалних тачака добили бисмо детерминанту и фрек

вентни полином 

и-(2п- 1) п-1 О 

f(u)= n-1 и-(2п-3) n-2 . 
О n-2 и-(2п-5); 

" ~ . . . . . . . . . 
:и-5 

2 
: о 

2 
и-3 

1 

о 

1 
и-1 

. = ~ ( - 1)r n! (n) иn-r- О 
(n-r)! г 

(38) 

1 
~ 
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а за фреквентне полиноме важи рекурзивни образац 

/f/ +i- (2n+ 1-u) fп+n2 fп- 1 =О, 
те се детерминанта ?е мора ни развијати. Тако су 

!о= I;· / 1 = и~1 =0; /2 =и2 -4 и+2=0; 

/ 3 =и3 -9 U2 + 18 u-6= О; 

/ 4 = и4 - 16 и8 + 72 и2 __: 96 и+ 24 =О. 
Ови су полиноми Laguerre-oви полиноми.* 

На пример, за n=3 имали бисмо 
-z.,.. ~ 1. ' о u-5 2 

'1 

f(u)= ( 2 '~ .fU~3 1 ·= u8 -9u2 + 18и-6=0; 
т.. о. .,)_. u..::....1 

Ui=0,416; 2,294; 6,290 

Ats = A2s 

- (и_;_Б)/2 (u2-8u+ 11)/2 

10.5. Двогубо фивичко клатно.- Слично двогубом 1\Јf!::!'"'"" 11 "'!::1'Т'ТХ'' 
ком клатну и ово се клатно састоји из два обична физичка клатна од 
којих се прво клати. око осе Оу управне на раван симетрије клатна 
а друго је везано за зглоб W1 те изводи равно кретаље у равни Oxz. 

!Ј.?; 
/ 

l м 

т 

ЬЈ С) d; 
Сл. 10.9.- Двоrубо физичко клатно 

Као генералисане координате узеhемо угловне елонгације ~1 и <р2 
10.9. а) па је брзина средишта првог клатна V1 = s1 ~t где је s

1 
= 

* Д. Рашковиh - Неке карактеристике фреквентних једначина малих v .......... ц..,., 
система са дннамичким и мешовитим везама. Зборник радова Маш. Инст. САН., 
1959., том\LХ, књ. 8. 
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растојање тежишта с1 ОД таqке вешања о. Брзина средишта с2 дру

гог клатна једнака је векторском збиру преносне брзине тачке вешања 

W1 и релативне брзине према томе ~глобу. Како испитујемо мале ос

цилације око положаја стабилне равнотеже то се векторски збир може 
заменити скаларним па су брзине средишта 

~ -+ -+ • • 
V2 = wt + V21; v2~l1 Cf>1 + S2 Cf>2 • (40) 

Кинетичка енергија првог клатна јесте енергија обртања око осе Оу 
а другог је кинетичка енергија његовог равног кретања, па је укупна 

кинетичка енергија система 

1 '2 1 "' 2 1 '2 1 2- 1 '2 
Ek = _:_Jtyq>t + -М2 v2 + -Ј2 Ч>2 = -Mt Vt +- J1qJ1 + 

2 2 2 2 2 

(41 а) 

где су уведене смене 

А =Ј1 + М1 s~+M2 а; ( 41 Ь) 

Овде су Ј( сопствени моменти инерције тела за тежишне осе пара

лелне обртној оси Оу, S; растојања тежишта С1 од тачака вешања 

и М; масе клатна. 

Прво тежиiпте he се при осци~овању подиhи за висину h1 а друго 

за висину h2 = Н1 + h:-1 , где је Н1 висина подизања зглоба Wj а h:a 
релативна висина подизања тежишта С2 у односу на тај зrлоб, па 

he битИ 

( 42) 

те је потенцијална енергија система 
1 2 2 

Ер=М1 gh1 +M2 gh2 = 2[Dч>1+Eq>2] (43 а) 

где су уведене смене 

D=g(M1 s 1 +M2 l1); E=M2 gs2. (43 Ь) 

Лагранжеве једначине и решење (20) дају систем ј~дначина 

В ;;1 + С ~2 + Е q>2 = О; (44) 
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па је фреквентна једначина 

f (1. = ш2) = 1 D- Л А -Л В 1 =(А С- 82) Л 2-
-ЛВ Е-ЛС 

-(AE+DC)1.+DE=a1.2 -bЛ + с=О, 
и њени корени и односи амплитуда 

Ь + V Ь2 -4ас 
л = ----=:---'---

A1s _ A2s 

ВЛs- D-A ls 

(45) 

(46) 

У случају хо.могеног система !iлатна, облика штапова, маса М 
и дужина /, (сл. 10.9. Ь), биЬе 

Ј.= !_М 12 • s1 = _!_ · А-= i_Mz~'· В= _!_ М/2 ; 
i 12 ' 2 3 2 

1 
С= -М/2 ; 
. 3 

D= }_Mgl; Е- Mgl · 
2 - 2 ' 

t( и= ~~) = 1

3
_::-3

8
uu 1 :-; ~~ =7 и2 -14и+3=0; и= 1 'f ~ VT; 

и= 1 =f 0,756; и1 = 0,244; и2 = 1,756; ш1 = 0,86 V gjl; w2 = 2,30 ·ygjl; 

A1S - А25 • -- , 
3 и5 3-8 иs 

Главни облици осциловања приказани су на сл. 10.9. с, d . 

. Ако је први штап врло !ipaтali (М1 ~О) онда би било 
А= М/2 ; B=Ml2 j2; С=М/2/3; D=Mgl; E=Mgl/2 

f (и --1'"21'3 g) -,__1 2-:-6 и - 3 и 1 . 5+ v 19 
ЦЈ = 3 и2 - 1 О и+ 2 = О; и= 

3 . -Зи 1-2и 

Ако је Uрво клатно обли/iа шшаиа, масе М, дужине !, а друго 
.математич!iо liлamнo, масе т, дужине !, (сл. 10.9. d), онда he бити 

• • • 2 2 2 
V1=fcptf2; V2=f(qJt+cp2); -ht=fcpt/4; h'l=/(~t+qJ2)/2, 

. • 2 • • • 2 
Ek = 1/ 6 (М+ 3 т) 12 Cf>i + ml2 q>1 q>2 + 1/ 2 ml2 qJ2; 

Е р= 1/ 4 (М+ 2т) gl ~~ + 1/ 2 mgl <р~ 

3 (1 +2 р.)-2 (1 +3р.) и -бр. и 

t(и =; !;" )= ~ 2 и2 - ( 5 + 12 р.) tl + 
+ 3 (1 + 2 р.)= О, р.= тј М. 

-и ~-и 
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Цр!Свено звоно је комбинација физичког и математичког клатна 

(сл. 10.10. а). Маса звона је М а маса језика (клепала) т, те су енергије: 
• 2 . . • 2 2 2 

Еk= 1/2 [(Ју+та2) ср1+2 та! <р 1 ч>2 +тl2 q>2], Ер = 1 /2 [Ms~ +та) gq>1 + тgl ср2] 
' ' 

па добијамо систем диференцијалних једначина 

(Ју+ та2) ~1 +та! ~2+ (Ms1 +та) gcp1 =О; таZ:р1 + т[2 ·~2 + тgl <р2 =О, 
и фреквентну једначину 

1 

(Мs1+та)g-(Ју+та2) 'л.'_ -та!Л. f (Л:= w2 ) = 
-аЛ g-l'л. 

Звоно неhе звонити када је 

ср 1 = ср 2 , тј. када је однос амплитуда 

једнак јединиц~, (сл. 10.10. Ь). Тада је 

Ats = g-/1. = 

А 2 : а А 

1 =о. ( 47) 

та! А 
---------------------- =1, 
{Ms1 +та) g- (Ју+ та2 ) А 

Сл. 10.10. - а) Звоно, Ь} Маса на танком 
обручу 

па добијамо два односа 

(Ју+та2 +таl) l=(Ms1 +та) g; (a+f) A.=g 

те мора бити 

(а+ l) = Ј У + та (а+!) = lr = _:Ь,_ . 
_ Ms1 +та Ms1 

(48) 

3!3ЬНо неhе звони!и када се тежиште клепала (масе т) поклопи са 
ц~~;ро;~~~осЦИЛов-аЊа -(хаТ~е~~~~и~. центром) физ~чк-ог клатна (звона). 
Као што је познато из Динамике тада се не мења период физичког 

клатна, па маса т додата у Хајгенсовом центру не утиче на промену 

периода- осциловања. 

Једначину (48) можемо лако. проверити и опитом. Нека је клатно у облику хомо
геног обруча, полупречника R, (сл. 10.10. Ь), тада момент инерције за осу кроз тачку веша
ња О износи:Ју=2М ~2, па је редукована дужина клатна 
!, = 2 R. те је центар осциловања на самом обиму обруча· 
Ако се математичко клатно дужине 1 обеси у тежишту 
С обруча, онда је горњи услов··; задовољен и систем he 
осциловати као једно тело. Међутим, промени -ли се 

дужина клатна, или тачка вешања:с, тада:hе осцилације 

система оба клатна бити спрегнуте. 

Иако би услов (48) био испуњен ·ипак може који 
т м т 

пут э13оно и да звони, што зависи од почетних услова Сл. 10.11. - Wilberforce-oв 
осцилатор 
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кретања, али he при томе звонити испрекидано. Због тога се при конструкцији 

увек тежи да се избегне горњи однос. 

Код Wilbertorce-oвoг осцилатора, (сл. 10.11.), који се састоји иэ масе М са ,...""''" ... г••• 
А В, крутости с, и завртња ( Z) са масама т, може се момент инерције маса за веЈDТЕ[калю 
осу мењати. У овоме су случају осцилације сличне као и код возила, тј. постоје 

гнуте осцилације транслације у вертикалном правцу и обртања око вертикалне 

Спрезање осцилација настаје услед тога што се при истезању опруге ствара 

малог момента, а при скупљању настаје и слабо вучење. И у овоме се случају, 

уочити периодичка промена енергије са једног дела система на други. 

Енергије ОЬеrЬесk-овог физичког клатна (сл. 10.12.) облика 
износе 

А в 
1 . . 

Ek = - Mf2 (q>2 + 02), 
6 

Ер = +Mgl(~2 + G2
) + -~ h2 (0-~)2 

те је фреквентна једначина 

f (и = lw
2 

) = 11 + 2 k - 2и -2 k 1·= 
3g -2k 1 +2k-2u 

Сл. 10.12.- Oberbeck-oвo 

физичко клатно =4u2 -4(1+2k)u+(1+4k)=0; k=ch"/Mgl; 

·и1 = 1/ 2 ; и2 = 1/з + 2k; A1s/A 2s = 2kj(1 +2k- 2и) = :q; 

Чt = Ан/А21 = 1; Ч2 = As2/A22 = -1. 

10.6. Сложено фивичко клатно.- Означимо са vi брзину 
шта i-ог клатна а са w1_ 1 брзину његове тачке вешања за предходно 

тно и са V;. z_ 1 релативну брзину у односу на тачку вешања. Нека је 

висина подивања тежишта С1 i-ог клатна а Ht_ 1 висина подизања 

гове тачке вешања, онда, слично сложеном математичком клатну 

јамо брзине ·и подизања тежишта клатна 

па су енергије: 

i-1 

Vi=Wi.;_1+Vi,l-1=Si~i+ ~~k~k; 
k=l 

n 
Ер= ~ M1gh; 

i=l 
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па Лагранжеве једначине дају систем диференцијалних једначина те 
се тиме проблем своди на исти проблем као и код сложеног мате
матичког клатна. 

У случају хо.иогеног сло:Ј!Сеног клатна · облика штапа, све су масе 
штапова једнаке М1 =М а такође и њихове дужине Z; = !, па су цен-

а) _./,.,.., ЬЈ / с Ј dJ 
·а -· 

я· / / 
/ / 

у 

м 

м 

м 

СЛ. 10.13.- Троrубо физичко к.латно 

трални моменти инерције Ј1 = Ml2/ 12. На пример, 
1 0.13. а) имали бисмо 

за трогубо клатно (сл. 

l . l . . 
Vt =- Cf>1; V2 = ~ (2ср1 + Cf>2); 

2 2 

l 2 
h1 = -q>J; ·. 4 

па су енергије 

l 2 2 . 2 
h8 = - (2<pt + 2<р2 + q>з) 

4 

Ek = - - ( ~1 + <р2+<рз)+ - [ <f>l + (2q>1 + Cf1)2 + (2<р1 + 2q>2 + q>s)2] ; 
1 {м Z2 

• 2 · 2 · 2 м 12 
• 2 • • • • • } 

2 12 4 . 

Mgl( 2 2 2 Ed = - 5cpt + Зq>2 + q>з). 
4 

осцилаЦија 

(52) 
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Лагранжеве једначине дају систем диференцијалних једначина 

14-~1 + 9·~2 +З~3 + 15k<p1 =О; 5-14и -9и -Зи 

9~1 + 8~2+ 3~3 + 9k<p2 =О; f(и= :)= 9и 3-8а -За =0. 

з·~1 + з~·2+ 2~3 + 3kcp3 ==О; -Зи -За 1 _;_2и 

Истим поступком као и раније, тј. одузимаљем елемената друге 

врсте од елемената прве В;Јсте, треhе од друге, итд., а затим друге 

колоне од прве, треhе од друге, итд., добија се Јакобијева детер

минанта 

4(а-2) а+З -0 

f(a)= и+З 4 (и-1) u+l =26и8 -12Зи2+112и-15=0. (5З) 

О 1 +и 2и 1 

Може се показати да је уопште· фреквентна једначина 

4[и-(п-1)] и+(2п-3) : 

и+(2п-З) 4[и-(п-2)]: 

.......... -. 
: 4 (и-2) и+З о 

и+З 4(а-1) и+ 1 

о о о а+Ј 2и-1 

и да за фреквентне полиноме важе рекурзивни обрасци 

f n= 4 [ U- (n - 1)] f n 1- [И-/· (2n- 3) ]2 f n- 2 =О 

те детерминанту не треба ни развијати. 

За n = З корени су 

97 _,_ V7849 
и1-= 

52 
0,16; - 1· - 97 + V7849 - з 57 

и2- ' Ив - 52 - ' 

па су односи амплитуда 

(а+1) (а+З) -4(и-2)(а+1) ]6 (и-2)(и-1)-(и+З)2 

=0 (54) 

(55) 

и=и5 • 
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Главни облици осциловања приказати су на сл. 10.13., Ь, с, d, јер су 

А.1 А~и Ав1 
-::--"--=--.; 

1 2,33 4,08 

Ан~ _ А2з _ Азs 
-1- - - 1 - 0,57 . 

10.7. Во3ила.-:- Возило (на пример аутомобил) представља компли
ковани осцилаторни систем. Оно се састоји из три масе: шасије, осо

вина и oilpyгa. Код аутомобила има осам различитих о пруга: четири 

за везу шасије са осовинама ·и четири за везу са путем (точкови са 

гумама). Како свако тело у простору има шест степени слободе кре

тања то аутомоби~л има 18 cтer:r~rri1 ~л?бо~е, па су велliке математичке · 
тешкоhе потпуног ~~реШења·~riр.облема.~ Због тога· се овај ПР9блем yilpo-

шhaвa посматрајуhи само главна кретања: 1) Шранслаmорно креiПшье 

шасије (рама) у вертикалном правцу, 2) НЈuхаНЈе шасије око попречне 

тежишне осе у равни уздужне симетрије и 3) ШранслаiПорно креiПаНЈе 

точкова у вертикалном правцу. 

Основне кружне фреквенције за 

прва два кретања су величине истог реда, 

уопште узев мање од 1 cyps-a, док се 

точкови креhу у вертикалном правцу 

много веhом брзином, и кружном фрек

венцијом 6-10 пута веhом неголи код 

прва два кретања. Због ових односа фрек

венција могу се ове осцилације шасије 

и точкова сматрати неспрегнутцм и по

сматрати засебно прва два кретања а за

себно осцилације точкова, што у многоме 

упрошhава проблем, јер се осцилације 

шасије своде на два степена слободе. 

Нека је М маса возила (шасије, осо
вина) и нека су с1 и с2 крутости опругз 

предњих и задњих осовина (сл. 1 0.14. а)· 
Посматрајмо осцилације возила у верти. 

калној равни и за генералисане кординате 

узмимо помераље тежишта система у вер

тикалном правцу (z) и угао обртања (ср) 

ы 

С) 

d) Рг~ 

Сл .. '10.14 .. - Возило 

око попречне осе управне на вертикалну раван симетрије возила, (сл. 

10.14. Ь), онда је према Кениговој т~ореми кинетичка енергија овог 
равног кретања 

(56) 

15* 
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Ако је положај тежишта система одређен са а и Ь у односу на 

осовине онда су вертикалне силе у опругама FA = Gbjl и Р 8 = Gajl, где 
је 1 растојање осовина те су издужења опруга услед статичког дејства 
·сила {1 = FAfc1 = Objlc1 • / 2 = Р в/С2 = Gajlc2 , те је / 1/{2 = Ьс.јас1 • У равно
тежном положају возила ове се силе поништавају са тежином система 

G, те она не утиче даље на потенЦијалну енергију. Због тога је по
тенцијална енергија система једнака само потенцијалној енергији опруга: 

Ер= 1/2 (с1 z~+c2 z~) = 1/ 2 [с1 (z+acp) 2 +c2 (z-bcp) 2], (57) 

где су Z 1 и Z2 померања крајева А и В рама. 

Лангранжеве једначине дају систем диференцијалних једначина 

м·z+(с1 +c2)z-(c2 Ь-с1 а) q>=O,. 

(58). 

које се, претпостављајуhи решења у облику 

z = А1 cos (wt+a), 9 = А2 cos (шt+а), (59) 

своде на систем алгебарских једначина 

(60) 

Како је Ј= Mi2
, где је i = i, централни полупречник инерције за 

осу обртања, уводеhи смене 

р= (с1 + с2)јМ, q = (с2 Ь-с1 а)јМ, г= (с1 а2 + с2 Ь2)јА1 

фреквентна једначина биhе 

(р- ш2)(r- i2 ш2)-q' = ш4 - (;. +р) ш2 + rp; q• =О, (61) 

па су њени корени 

! 1 ( г ) 'У 1 ( r ) 2 q2 ш 1.2=--:- +р =f .---р +-
2 12 4 i2 i2 (62) 

Из система (60) одређујемо односе амплитуда 

A1s r- ј2 w~ 
Чs=--=----

A2s q 

q 
(63) 2 • 

p-<»s 



10. Сложена клатна 229 

Овде је однос 11 именовани број, димензије дужине; јединице т 
или mjrad. 

Када је q >О тада су / 1 > /2 и 111 >О па су и транслација и 
обртање у позитивном смеру, те· је први облик осцилација представљен 

на сл. 10.14. с. Како је fl 2 <О то су транслација и обртање у супротним 
смеровима, па је други главни облик представљен на сл. 10.14. d. Пошто 
је кретање возила равно, то се може свести на једно обртање око 

· тренутног Пола. У првом случају осцилација пол је РР другом је 
Р2• Њfiхове положаје лако одређујемо из сл. 10.14. с и d, те су 

s1 =z/ч;=111; s2= -z/ч;=ч2; 

што значи да су s1 и s2 супротног знака. 

'2 s1 s~ = -1, 

Ако је а= Ь, онда су q =а (с2 - с1 )/М и r = а2 р, па је квадрат 
кружне фреквенције 

2 _ р (а2 1) =Ј= у р2 (а2 _ · )2 + g:_. 
ш - :т ? + 4 '2 1 ·~ 

l 1 l 
(62 а) 

Ако је q =О, тј. ако је с2 Ь = с1 а, онда систем једна чи на (58) 
постаје 

(64) 

па се систем распада на два система са По једним степеном слободе. 

У овом случају, дакле, осцилације возила нису више сПрегнуте, те су 
и транслаторне и обртне осцилације хармонијске и међусобно неза~ 

висне, са кружним фреквенцијама 

_1/с1+с2 _, 1-. _,jc1.a2 +c2 b2 = 1 Jr. 
w1 - V. М - У Р ' W з - V ' Ј У i2 

Због тога се и коефицијент q назива коефицијент спрезшьа. 

слуqају су угиби опруга једнаки, 11 = 12 • 

(65) 

У овоме 

Код железничког вагона, тежине О, је а= Ь, с== а+ Ь. с 1 =с2 =с 
па су фреквенције 

(62 Ь) 

На овај се случај своди и систем преДстављен на сл. 10.15. а, па су кружне фре-
квенције неспрегнутих осцилација · 

w1 = V2cfJ1.J, w2 = V Cl2/2J. 

Када се маса возила· М замени двема масама т на крајевима гре

де АВ, дужине 2/, чију масу занемарујемо, (сл. 10.15. Ь), добиhемо не
спрегнуте осцилације. Како су у овом случају енергије 

вk = in [z2 + f2 ~2], Е р= с (z2 + f2 ср2), 
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то је систем једначина: 

mz"+cz=O, m~·+ccp=O. 

па су кружне фреквенције једнаке и износе 

ы 
; : ; : 

~" 

w1 =w2 = Ycfm. 

Често шасију можемо сматрати шта

йо.џ, па је израчунавање момента инер

ције једноставно. На пример, за случај 

представљен на сл. 1 0.16. а, спрежни ко
ефицијент није једнак нули и ако је 

а= Ь = !, па су осцилације спрегнуте. Ка
ко. је 

с ; 

At~ 
т 

с 

: 
в 

1=1/џ М (2!)2 = 1
/ 3 М 12 и .z1 =z+lcp, Z2 = z-lcp, 

то добијамо систем једначина 
т 

Сл. 10.15. - а) Шасија возила заме
њена хомогеним штапом. Ь) Два не
спреrнута хармонијска осцилатора 

па је фреквентна једначина 

M,.z + 3cz- clcp =0 , 

- cz + Зс!ср - 1/ з М~~· = О, 

, w4 -12 (с/М) w 2 + 24 (с/М)2 =О· 

Сл. 10.16. - Осцилације греде ослоњене на 

два еластична ослонца 

са коренима 

w2
1,2 = 2 (3 =f УЗ) (с/М); 

. w~= 2,54 (с/М); w~= 9,46 (с/М). 

Односи амплитуда су 

fJ = А 1 = 3 1 _ М [w'!. = 
А2 3 с 

__ c_l_ = (1 ± 2/
8 
УЗ) /; 

3с-М~2 

llt = 2,154!; ЈЪ= -0,154!. 

Положаји тренутних полова приказани су на сл. 10.16. Ь, с, те је: 

St S2= _1/вf2. 

Код Шроосне локомотиве, тежине G, чије се тежиште налази у 

средњој вертикално ј равни на у даљењ у а од вертикале кроз средиште 

задње осовине (сл. 10.17. ), налазе се на свакој осовини по две опруге 
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крутосrи ci. Растојаља точкова су 11 и /2 • Кинетичка и потенцијална 

енергија биhе 

Е k = __!__ М z~ + l Ј . 2 
2 2 q> , 

Е 2 2 2 2 2 2 ( )2 
р = - С1 Zt + - с2 z2 + - с3 Z3 = с1 z + aq> + 

2 2 2 

+ с2 [z- (11 -а) q>] 2 + с3 [z- (!1 -/2 - а) q>)2, 

па Лагранжеве једначине дају систем 

једначина 

Mz+2 (с1 +с2 + с3 ) z+2 [(с1 + с2 + с3) а
-с2 11-Cs (/1 + l2)] q> =О, 

Ј~+2[с1 а-с2 {/1 -а)- Cs(/t+/2 

-а)] z + 2 [с 1 а2 +с2 (!{- а)2 + 
+Св (/1 + /2 - а )2 ] q> = О. Сл. 10.17. - Троосна локомотива 

Осцилације у вертикалном правцу представљају llодс!Са!Сuвшье, 

а обртне гaлollupaFЬe. Помоhу претпоставке (30) добиhемо фреквентну 
једначину и- кружне фреквенције. 

На пример.;:, ако је G=26t, J=220t msec2, c1 =r2 =135 tjm, c8 =148tjm, 11 =12 = 
= 1,8 m, а= 1,6 m, биhе: 

13 z+418gz _ј 107 g:p =0; 110 q;- 107 z + 943 ср= о 

па су 

Односи амплитуда су: 

!Ј1=0,263, 1]2 =- 318. 

У прет~одним излагањима возило је растављено на два система: 

шасију и точкове. Међутим, када точак наиђе на неравном путу на 

неку _препреку наступиhе и· поремеhај осцилација рама. После изве
сног времена на исту препреку i наиhи he и задњи точак, те he и он 
изазвати нове поремеhаје осцилација. Ако се,.возило креhе константном 

брзином v и ако је !J.t време у коме се дешавају ови поремеhаји 

*И. ·В. Мешhерсжи - Збирка задатака из Теоријске механике, 3. издање, 

задатак 3.748. 



232 Теорија осцилација 

сразмерно периодима сопствених осцилација возила, г де су n1 и· n2 

цели бројеви; може доhи до суперпозиције ових поремеhаја па и до 

резонансе. Због тога се мора утицај импулса једног точка на други то

чак отклонити. Проблем осцилације возила свели смо на осцилације 

око тренутних полова Р1 и Р2 (сл. 10.14. с, d), услед момента реститу
ционих сила опруга за ове моментне тачке. Да би моменти ових сила 

били једнаки нули, морају се полови поклопити са крајњим тачю:1ма 

А и В штапа АВ, те у том случају морају бити st = Ь, s2 =а, то јест 

3 1 s2 = - аЬ = i2• Маса М може се разложити на две масе т* А и m*8 у 

крајњим тачкама А и В, према условими: 

М= т~+ т~; т~ а2 +т~ Ь2 = М/2 ; т~= 1\f bjl; т~= М а ј/. 

Означимо са G1 тежину испод опруге точка, (сл. 10~18.), која се, 

непосредно преноси на пут, а са 0 2 = ш2 g 
тежину изнад опруге, онда систем има 

два степена слободе, те за генералисане 

координате узимамо вертикална поме

рања. маса z1 и z2 • Претпоставимо да је 

неравнина пута дата једначином 

z=hsin2 nx=~(1 cos2kt), (66) 
. Л 2 

Сл. 10.18. - Осцилације точка где су k = тrvјЛ, v брзина кретања возила 
. возила по неравном путу 1 _ . 

а 11. шаласна ду:Ј!Сина неравнине пута. 

Како је z = z1 то су брзина и убрзање масе т1 : 

z1 = h k sin 2kt, z 1 = 2 h k2 cos 2 k t, 

па је liритисак Шочка на пут 

F1 = Fst + Fd 1 = 0 1 +2. m1 h k2 cos 2 k t. (67) . 

Док је статички притисак на пут константан, дина.мички се· Притисшс 

.меfЬа и расте са квадрато.м брзине креШаfЬа возила. 

Диференцијална једначина кретања масе т2 биhе 

(68) 

те се своди на нехомогену Јед~ачину 

z~ + ы2 ·z2 = 1/2 ш2 h (1 cos 2 k t) (68 а) 

чије је решење 

(69) 
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Ако су почетни услови кретања: за t =О, z1 = z2 - О, z1 = z2 ==О, 
онда је партикуларна решење 

z2 = !!_ [1 + ( 4 k2 cos w t~w2 cos 2 kt)]. (69 а) 
2 ш2 ...,... 4 k2 . 

Притисак масе m2 на пут биhе 

cos 2kt) 

па је укупни притисак 

F•. F, + Fa= 0 1 + 0 2 + 2hk2 
[ m1 cos 2kl-

w2 ( cos ш l- cos 2 kt) Ј . 
ш2 - 4 k2 

(70) 

Из ове једначине види се да динамички притисак зависи како од 

квадрата брзине кретања возила тако и од сопствене фреi,<венције 

опруге (w). При великим брзинама и глатком путу више долази до 

изражаја утицај тежине m1 g, док при неравнини има великог утицаја 

горња маса m2 , пошто због ње може доhи и до резонансе, када буде 

(Ј)= 2 k = 2 1r. v јЈ.... 

ПРИМЕРИ 

10Ј. У шупљем танком кружном цилиндру, масе М, полупречника R, који се на
лази на непокретној хоризонталној храпавој равни, налази се хомогена кугла, полу
пречника г. Одредити кружну фреквенцију малих осцилација система око положаја 
стабилне равнотеже. 

(СатЬ. Math. Tгlpos, Part. 1. 1899.) 
[РешеFЬе.- Енергије система су: 

Е1.= 1 /3 (Ј1 ё2 +М v~+J2 ;р2+ т v~)=(M+ 7/1o т) R2 Ei 2 + 

+ 7/5mR(R-г)e ~ + 1!1oт(R-r)2~2 ; 

Е р = 1/ 2 mg( R - г) ср2• 

Систем диференцијалних једначина је 

(10 М+ 7 m) R"ё + 7 т (R- г) <р =О, 7 R 'ё + 7 (R - г)·~ + 5 g rp = О, 

па су фреквенције 

w~ = О; w~= (10 М+ 7 т) gf[14 М (R- г)] . .. 
10.2. Хомогена танка полулопта, полупречника R, лежи на храпавој хоризон

талној равни а у њој се налази куглица, масе т. Одредити фреквентну једначину малих 

осцилација система у вертикалној равни. 
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[Решеље.- Како су 

биhе енергије: 
zc= 1!2R, 

Ek= 1/ 2 [Је е\+ М (1/2 R 0)2 + т R2 (О+ ~)2], 

Ер = 1/ 2 (1/2 М G2 + т q)2] g R, 

· па је фреквентна једначина 

4w4-'-(7+6p.)kw2+3k2=0, р.=т/М, k=gfR.] 

10.3. Хомогени танкИ шупљи ваљак, масе М, полупречника R~ лежи на хоризон
тална равни а у њему се налази пуни хомогени ваљак, масе т, полупречника основе Г· 

Ваљци су паралелних оса. Одредити дужину еквивалентног математичког клатна малих· 
осцилација система. 

тј. 

[Ek= 1/2{2MR2 G2 + т[Rё+(R-г)cr]2+1f? т г2 [Rё+(R-г)~Ј2·г-2}= 

= 1/4 (4М + 3т)R2 е2 + 3/2 т R(R-г)e ~ + 3f4 т(R_:.r)2~2; 
Ер= 1/2 т g(R- г) ср2 

( 4 М + 3 т Ј R ·е· + 3 т (1~ - г)·~ = О; 6 М (R - г)·~ + .( 4 М + 3 т) g rp = о, 

3 R ё. + 3 (R- г)~·+ 3.grp = О, 

4М +З т g; !, = 6 М (R- г) ] . 
-ГЈ 4 М+ З т 

10.4. - Призматични клизач, масе М, Вt1зан је за тачку А опругом, (сл. 10.19. а), 
и клизи по хоризонталној равни под утицајем поремеhајне силе Р (f) =Р sin 2 t. У шу
пљини клизача налази се куглица масе т= 1/ 4 М, тежине 980 грама. 

Fsin2t _ 

~ 
а) 

а) Одредити амплитуде малих осuилација 
система око равнотежног положаја ако је г=5 cm, 
а опруга се под утицајем силе F = 100 kg издужи . 
за 2 mm. 

Ь) Који услов мора бити испуњен да би 
клизач био у стању мировања? 

[а) Ek = 1/ 2 [М + т) х2 + т ( г2 ~2 + 2 г х ~)] , 
Е р = 1/2 [ сх2 + т g r rp2] ; 

, .!1(02) =М тг2(04-

------02+-. (М + т) + сг cg) 
Мг Мг ' 

СЛ. 10.19. - а) Осцилаuије'масе У.ШУ- ' 
пљини осuилаторног клизача; Ь} Ос
цилације шупљог ваљка у обешеном 

Р т г02 

А2= ---
~ 

шупљом ваљку 
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10.5. Хомогени шупљи ваљак, полупречника R, обешен је о једну изводницу а 

у његовој шупљини налази се други хомогени шу~љи ваљак, полупречника г. 

Одредити · кружне фреквенције осцилација система претпостављајуhи да нема 

трења између ва.iьака. 

[РешеЈЬе.- Из услова котрљања без клизања, (сл. 10.19. Ь), биhе --рр;= P'N, па је 
г (о/+ e)=R (tp +е), те је о/= [(R- г) е+ R~<р]јг. 

Како је 

то је 

v2 ~ R ~- (R- г) "е, јер су углови ср и е супротног знака. 

Енергије биhе 

Е~с = 1/ 2 [Ју ~2 +Ј1 ~2+my~]=(M+m) R2 ~2+m (R-г)2 ё2, 

па добијамо систем несимултаних диф. једначина 

ср+ (g/2 R) rp=O, ё' + (g/2 (R- г)] 9=0, 

пошто су <р и е г лав не координате система. 

~вадрати· кружних фреквенција су g/2 R и g/2 (R- г)]. 

10.6. Код двојног математи'чког клатна је m 1 =2m=2m2,~ li=l, (сл. 10.4.). Одре
дити кружне фреквенције. 

[РешеЈЬе. - Овде је р.= 1/2 па је из (22) 

D. (ro2)=2w4- 6 kw2+3k2 =0; w2 =(3 + VЗ)k/2; k=gfl]. 

10.7. Исти задатак као претходни само је m1 =т, m2 = 2m. 

10.8. Код двогубог клатна са опругзма, (сл. 10.6.), је m1 =2rn, m2=m; li=l, с1 =с, 
с2 = 2с. Одредити кружне фреквенције. 

па су 

1 

[РешеЈЬе.- Енергије су: 

1 

3(k+u-w2) 

D. ( w2) =" 

-w2+2a 

-w
2 + 2и 1 

=0; k = gjf; U=Cjm]. 
k+2u-w2 
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10.9. Oberbeck-oвo клатно (сл.10.7.) је леве масе 2m а десне т, h l/2. Одредити 
кружне фреквенциЈе осuилација. 

[Решеfье.- Енергије су 

mf2 . 2 "2 mg! 2~ 2 cf2 2 2 
Ek = 

2 
(2cpl +:р2); Е р= -

2
- (2 cpl ' ср;()+ В (cpl-21P1 trz+cp2), 

па су 

1 

8 k +и- 8ш2 

А (ш. 2) =" 

-и 

-и 1 

4 k +и- 4 ш2 . = 
8w4 - (16 k +Зи) w2 + (3 ku+B)=O; 

k=gjf, и=сјm]. 

10.10. Код сложеноr клатна (сл. 10.9.d) је M=3m, 11 =!2 ;".,1. Одредити. кружне 
фреквенције система. 

(Решетье.- Овде су енергије 

• 2 • • 1 ; 2 
Ek=ml2 (ср 1 + Ч>1 cpz+2 rv2); 

па је фреквентна једначина 

1
5-4и 

j(u=lш2Jg)= 
-и 

-2и 

1-и 
= 2u2 - 9u + 5 = О; 9!+ V4I] 

и . 
4 

10.11. У коме односу стоје кружне фреквенuије система прика3аних на сл. 10.20 
ако се у првом случају маса штапа АВС 3анемарује а у другом и3носи 2m? 

А 

Сл. 10.20.- Свођење проблема осцилација на случај во3ила 

[Решење.- Како су генералисане координате 

а) Ь) 

то су енергије 

Ek=m (z2 + f2~2J, Ek = 1/z Ј (~~+~g), 
Ер = 1/ 2 с (2 z2 - 2 1 zcp + /2 ср2) Е р = 1/2 Ci2 [(cpz- ср1Ј 2 + ср~] 
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и системи диференцијалних једначина 

2 т z + 2 с z - с ! ср= О, 

2 т р q; +с l2 у - с l .z = о' 

Фреквентне једначине биhе 

Због Ј= 2/3 т/2 кружне фреквенције су 

Ј ;r·1 + 2 с 12 Cf>1 - cl2 ср 2 =О, 

Ј~~+ с/2 (ср2-ср1)=0. 

237 

ЈО.12. Код железничког вагона тежине 10 тона су а= Ь = 3 m, i = 3 т, с 250 tjm. 
Одредити кружне фреквенције. 

[РешеfЬе.- Према (62 Ь) биhе: со1 = 22,14 sec - 1, ш2 = 31,32 sec-1. 

10.13. ОДредити кружне фреквенције и главне облике осцил-ација трогубог матс
матичког клатна, (сл. 10.21.а), ако су m 1 =m2 =m3 =m, l1 =12 =la=f, k=mgfcl=l. 

р) 
о 

Ь) 
о 

С) d) 

Сп. 10.21.- Трогубо математичко клатно са опругом 

[РешеfЬе.- Кинетичка и потенцијална енергија система су: 
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па се добија систем диференцијалаих једначина 

З m/2 ~; +2 m/2 ~; + m/2 ~·3 + З mgl ср 1 + 2cl2 (2 ср 1 + 2 ср2 + ср3 ) =О, 

2 m/2 ~1 + 2 m/2 ·~2 + m/2 ~-3 + 2 mgl ср2 + 2 с/2 (2 ср 1 + 2 ср2 + Сf>з) О, 

m/2 -~1 + m/2 ·~z + ml2 ~3 + mgl ср 3 + с/2 (2 ср 1 + 2 Cf>2 + Сf>з) =О. 
Фреквентна једначина је 

4+Зk- 31. 4- 2.1. 2-.Л 5k-.1. -2k о 

4-21. -4 + 2 k-2.1. 2-.Л -2k 2k Л-2k =0; 
2-.Л 2-.Л 1+k-.1. о 2-1. 1+k-1. 

k = mg. А= mш2 
cl ' с ' 

те су њени корени (за k= 1) 

(2...:...1.) (.1.2-;- 9.1. + 16)=0, 

Односи амплитуда су 

па су главни облици осцилација приказани на сл. 10.21. Ь, с, d)]. 

10.14. Штап АВ, масе М= 4 m, обешен је концима дужине h о тачке 0
1 

и 
(сл. 10.22.). О тачке С и D штапа обешена су два једнака математичка клатна, 

т, дужине l = 1/ 3 h. Одредити кружне 

малих осцилација система у вертикалној равни. 

[Решење. -Пошто су: v1 =h ~1 , V2 =h ~1 + l 

v3 = h ~ + l ~3 , то су енергије 
• 2 . • • 

Ek 1
/ 2 (М+ 2 m) h2 ср 1 +'Jmhl ср 1 (ср2 + ср3)-+ 

'2 '2 + тf2 (ср2 + Сf>з)]; 

Е р= 1/ 2 g [М+ 2 m) hcp~ + ml ср~+ ср~)], 

ОДНОСНО 

Сл. 10.22. - Сложено физичко и 
• 2 • 2 . 2 • • • • 

Ek= 1/ 2 ml2 [54 ср 1 + ср2 + ср3 +6ср1 ({>2 + 6ср1 Сf>з]; 
два математичка клатна 

Е р= 1/ 2 mgl [18 ср~+ ср~+ср~], 

па добијамо систем диференцијалних једначина: 
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Фреквентна једначина је 

2(1-31.) 

-Л 

о 

и њени корени 

-Л о 

1-Л Л-1 

Л-1 2(1-Л) 

= (1- Л)(2 Л2- 4Л + 1)=0, 
lro2 

Л=
g 

10.15. Одредити кружне фреквенције система као у претходном случају ако се 

систем уместо математичких клатна састоји из физичких клатна облика штапа, дужине 

!, масе т. 

[Реше1-ье.- Енергије су 

па је фреквентна једначина 

4 (1-3 Л) 

-3Л 

-3Л 

-Л 

3 - 21. 

о 

-1. 

о 

3-2Л. 

= (3-2 Л) {9 Л2 - 22 Л. +б)= О; 

10.16. Танка хомогена правоугаона плоча, (сл. 10.23.), ослања се крајевима на 

четири опруге, с1 = с8 с, с2 с4 = 2 с. Под претпоставком да све тачке плоче осцилују 

вертикално, одредити кружне фреквенције малих осцилација плоче. 

[Реше!Ье. - За генералисане коорди-

нате узеhемо z, ср и ,Jt, па су кинетичка и 

потенцијална енергија Плоче: 

Ek= 1/2 (М Z2 + lx t 2 +Ју ~2), 
i=4 

Е р= 1/2~cl zf. 
i=1 

Због крутости плоче мора бити испуњен 

услов z3-z4 = z~ -z1, па између координqта 

Zt пострје везе 

Сл. 10.23. - Оспилације танке хомогене 

плочице ослоњене на еластична~лежишта 



240 Теорија осцилација 

те су 

z1 = z- а cp-b,Jr, .z 2 = z+ а ср-Ь о/, 

z3=z+a ср+Ь о/, z4 -аср+Ь 'V· 
Како су моменти инерције 

1х= 1 /3 МЬ2, Ју= 1/3 Аfи2, М=р4аЬ, 

то су енергије 

Ek = 1f2 (М z2+ 1fз Ь2 Ф2+1fза2 ~2), 

Е р= 1/2 с (6 z2+6a2 ср2 +6 ьz ~2-4 аЬ ср t). 
Лагранжеве једначине дају систем једначина 

М z"+6 с Z=O, 

1 /з М Ь t+6 сЬ t-2 ас <р= О, 
1/ 3 М а ~·+6 ас ср-2 Ьс Чr =О, 

па је фреквентна једначина 

/(1.)= 

6-1. 

о 

о 

о о 

Ь (6- 1/31.) -2а = (6 -1.) (1.2 - 361. + 9.32) =О, 

- 2 Ь а (6 - 1/з1.). 

и кружне фреквенције 

ш2 =С1./М; roi=бc/M .. ш~=12сfМ, w~=24cfM. 



11. МАЛЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ НЕI{ОНВЕРВАТИВНОГ СИСТЕМА 

11.1 • .Карактеристична једначина малих осцилација некон-
3ервативног система. - У чл. 6. испитивали смо мале осцилације 

конзервативног система, тј. система изложеног дејству конзервативних 

сила., које се увек могу изразити парцијалним изводима функције силе И 

(или негативне ·потенцијалне енергије Ер) по дотичној генералисаној 

координати. Битна особина конзервативног система је да важи Зй!{ОН 

о ~државшьу .м.еханич!{е енергије. 

Међутим, у пракси су чести случајеви када на систем не деј

ствују силе које имају. потенцијал, веh које на неки други начин зависе 

од координата или брзина. Овакве силе називамо ):tелонзервативнимтN· 

па су и си~!еМ:.Тr:!."Ј:(~!iРЛ/if!,Rвативни. У техничкој nракси су најважнији 
проблеми-~кре·т~ља систе~а··У~~отn.орној средини. Тада на сваку масу 
система дејствују и отпорне силе, које, уопште узев, зависе од брзине 

кретаља масе, колинеарне су са брзинама али су супротног смера. У 

овоме случају закон о одржаваљу механичке енергије не важи, јер 

долази до расипаља енергије, које је окаракт~~~са!!.~_ .... Рl'-~ll~i~~-.Ј!.ЕЈ
сипшьа. 

Питаље конзервативности или неконз~рвативности неког система 

зависи и од тога како 'је материјални систем изолован ·и подешен за 

проучаваље. Ако у систему има тела која се обрhу великом сталном 

угаоном брзином онда he се јављати и нове силе које зависе од брзине 
и које се називају гz.zpocfioПcкe силе"јер. такво тело ·уствари представЉа 
гирос'i<:бП~ ВерТИкални симетрични гироскоп представља конзервативни 
систем са три степена слободе. Међутим, ако се проучавају мале осцилације 

осе симетрије гироскопа, онда се може једна координата одстранити, 

(угао обртаља око осе), па иста не улази у израз за кинетичку 

и потенцијзлну енергију система, те добијамо гироскоп са два сте

пена слободе. Тада осцилације осе симетрије изазивају силе које зависе 

од брзине, те нису једнаке парцијалним изводима потенцијалне енергије 

по.:дотичној координати. И ове се силе убрајају у неконзервативне, јер 
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су rироскоnске. У суштини су оне силе инерције. У 

једначинама се јављају као парцијални изводи кинетичке енергије 
дотичној генералисаној координати. 

Нека се систем састоји из N материјалних тачака и нека су хо 
лономне везе склерономне, тј. не зависе експлИцитно од времена, 

да је број степени слободе кретаља n. Ако се систем креhе у 
ној средини малим брзинама, онда се могу отпорне силе сматрати 
неарним функцијама rенералисаних брзина, те ј~ отпорна сила за 
генералисану координату 

n . 
Qi =Fv;t=- L bikqk, 

k=l 

где је b;k коефицllјенrп Проllорционалносrпи измеЬу cu:ze и брзине. 
деhи за овакве силе, слично потенцијалној енергији, функцију 
паља, (чл. 3.3), 

n n 

Ф= 1/2L L bik qi qk, 
i=1 k=l 

; ,тпорна сипа је једнака, негативном парцијалном из воду ове 
по генералисаној брзини (q;) 

Q ... р дФ . ~ Ь . 
. i = ·\,·;=- -. =- k-1 ik qk. 
. . д qi k 

Рад отпорних сила_ у је дини ци времена је 

n tz n 

А'=Р= L Q-'~ q;=- ~ ~ bik Cz; qk:: -2Ф, 
i i k 

те је функција расипшьа Позитивгtа дефинитна квадратна фсрма 
ралисаних брзина, јер је рад отщ)рних сила увек негативан. У 

случају коефицијенти пропорционалности b;k задовољавају услов 
метричности, те је 

Лагранжеве једначине кретаља могу се онда написати у 

d д Ek д Ek дФ дЕр --. ----+-. = --. 
dt д q; д q; д q; дqi 

Ако се ова једначина помножи са q1 и све се једначине саберу 
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Како су Ek и Ф хомогене квадратне форме генералисаних брзина, то 

по Ојлеровој теореми о хомогеним функцијама, мора бити 

а како је 

биhе 

Ово показује да функција 2 Ф представља .меру деградације .механичке 
eнepгufl!, (~): 

За случај малих осцилаЦија око равнотежног положаја све три 
функције Еъ Ер .И Ф су позитивне квадратне форме генералисаних 

брзина, Q.ziнocнo координата, па су њихови коефицијенти симетрични 
(aik = akl, b~k:::;;; Бki' c1k= cki). Лагранжеве диференцијалне једначине (6) 
дају систем диференцијалних једначина другог реда 

n 

~ (aikqk+bikqk+c,kqk)=O. (8) 
k=l 

Претпостављајуhи решења овог система диференцијалних једна

чина у облику . 
qk==Akeлt, (9) 

где су· Ak и 1. константе, систем диференцијалних једначина (8) своди 
се на систем хомогених алгебарских једначина 

n 

i +--k 2:;· (аiн.1.2 + bikл + ci/J Ak =О. (10) ' 
k=l 

Да би овај систем хомогених једначина имао осим идентичког решења 

још и друга, мора детерминанта система бити једнака н у ли 

(11) 
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односно у развијен?м облику 

ан1.2+Ьн1.+с11; а121.2+Ь121.+с12; ... ' a1n1.2+b1n1.+c1n 

a211.2+h2t1.+c21; а221.2+Ь221.+с22; ... , a2n1.2-J-b2n1.+c2n =0. (lla) 

Ово је карактеристична једначина система, јер смо решење пр~ет

поставили у облику (9). Она је алгебарска једначина 2n-тor степена 

по сопственој вредности 1.5 која може бити реална или комплексна. 

с . ' A(ks) • б вакоЈ вредности л, одговара амплитуда па Је з ог линеарности 

једначина решење збир решеља 

k= 1, ... , n. 

ПРИМЕРИ 

11.1. Дати су коефицијенти форми 

йf!·, ___ 2_ 

2 1 

2 1 1 2 

1 2 

5 5 
5 8 

(12) 

Испњтати да ли су форме позитивно дефинитне и одредити сопствене вредности. 

[Решење. - Пошто су детерминанте форми позитивне 11 Щk 11 = 1; 11 Ь 1 '< 11 = 7 и 
11 С;к 11 = 15 то су формЕ' позитивно дефинитне, па могу бити енергије и функција 

расипања. ,Према (11 а) је карактеристична једна чин а 

.1.2+.1.+5 1 
=1.4+62~.3+ 18.1.2 +321.+ 15=0 . 

.1.2 +2.1.+8 

Како је 

то је 1.1 = -3 корен. 

Кубну једначину сменом Л=х-1 сводимо на редуковани облик 

ха+рх+q=хз+бх-2=0; L'l=(q/2)2+(p/3)3= 1 +8=9, 

те због ~>0 има један реалан и два конјугована комплексна корена.* 

Овде су 

х=и+v; и3 = -(qf2)+V ~=4; v3= -(q/2)-V ~= -2; 

х= 1,588-1,260=0,328=х1 , 

* Таблице из Отпорности материјала, стр. 109. 
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f (х)=(х3 +6х-2):(х- 0,328)=х2 +0,328 х+6.108=0, 

Х2.3= -0, 1t4±2,466 i. 
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Према томе су корени (iч=Хс-1, i= 2, 3, 4); 1.1 = -3; 2с 2 = -0,672; 1.34 = -1,164±2,466 t. 

Према проширеним Viеtе-овим обрасцима мора бити 

l:t-;=A1 + Az + "-з+1~4 = -6; L:)~i А ј= ! ... 1 (Л.2 +1-з+1.4)+1.z (1.:>+1.4)+1.81.4= 18;_ 

'2:.1. i 1. ј Ak == 1.1 (f.z 1,3 + Az 1.4 + 1.3 2 ... 4) + Az 1.3 1.4 = - 32; 

П Лi==2~1 Л2 1.3 1-4 = -3 • -0,672 · (1,1642 +2,..1662)=15]. 

11.2. Дате су:енерrије и функција расипања 

~· 1 . 2 . • . 2 1 2 2 1 . 2. . . . 2 
Ek=_"2(3q 1+4q1 qz+2.J 2); Ер= 2(4q1+2q: qz+q2); Ф= 2(q1+2q1qz+2q2), 

одредити сопствене вредности. 

[Реше1ье. - Овде су коефицијенти форми 

Q;k 2 b;k 2 Cik 2 
-----

~1 
3 2 

.;•. 

4 

2 2 2 2 2 1 

па је карактеристична једначина 

1

31.2+1.+4 
t (1.) = 

22 ... 2+1.+ 1 1 
=21.4+4).3+81-2+ 71.+3=0. 

21.2+1.+ 1 21 ... 2 +2Л.+ 1 

Једначина f (1.)=1.4 +2 2,3+41.2 +3,51-..+ 1,5=0 см~ном 2~=х-0,5 своди се на 

реду1совани облик 
f (x)=x4+Px2+Qx+R=x4+2,5 х2+0,5 x+9/l6=0. 

Њена Ојлерова резолвента* је 
tз+2Pf2+(P2 -4R) t-Q2 =i3+5f2+4f-0,25=0, 

коЈа се сменом f=y -5/3= у-1,666 своди на редуFсСiвану 1субну једначину 

уз+ру+q=уз- 1
: у+~~~ =0; ~= (~у+ (~у< О. 

Због д <О једначина има сва три реална корена, па се мора применити триrо-

нометријска метода 

па су 

" р3 
г~=- 27; 

q 
cos ср=- 2г ; 

13 .. V13 cosrn=-0,6736·, rn=132°20', г= ----тг- ; "1' 't' 

V
- с.р 

Ji=2 -р/3 со.sз =1,726; 

Yz=2 V -р/3 cos (; + 120°)= -2,Ю3; 

y3 =2V -р/3 cos (;' +240° )=0,582; f3= -1,084; 

* Таблице иэ Отпорности материјала, стр. 111. 

V~=0,245, 

Vt;~2i, 

VТs= 1 ,о4о 1, 
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0,123+ 1,52 i; 

Xz = ~ (J14-V t2-Vi;) · = 0,123-1,52/; 

Хз = _!_ ( -VТ.+Vi;-Vfз)=-0,123+0,961; 2 . 

Х4= 2_(-Vt; -Vt2+Vt;) =-0,123-0,96i; . 2 

1.1 = -0,377 + 1,52 i; 

1.2= -0,377-1,52 l; 

2~3 = -0,623+0,96/ 

1.3 = -0,623-0,96 i 

где је Vfi · V t2 · Vfв= -Q]. 

о 11.3. За масе двогубог клатна везане 
су пригушнице чији-:~ је отпор сразмеран 

првом степену брзине (сл. 11.1.). Одредити 

сопствене вредности осцилаторнпг система. 

[Решење. -Због малих осцилација су 

V1=l1 ~1; ц::;~::vl + V21=l1 ~1+lz ~2; 

x1=l1~1; x2=l1~t+l2~2; h= 1/zlcp2, 

па су енергије и функција расипања 

Jillt-b_г ____ +-----~г------~wmг 
1 2. 2 • . 

Е"= 2 [m1/1 ЧЈ1+m2 U1 ЧЈ1+!2 Ч>2)2]; 

Сл. 11.1. -- Двогубо клатно са 
пригушницама 

Коефицијенти су 

aik 2 

1! 2 2 1 'l) . EI,= 2 [mt/lcpl +m2 (/1 cpl + 2 ср2 ], 

1 2 • 2 . . 
Ф= 2 [Ь1 11 ср 1 +Ь2 U1 CfJ1 +/2 CfJ2) 2

]. 

2 
1-------

Ьzк 
1------- 2 

Cm1 +.m2) li m2 /1 l2 (Ь1+Ь2)/~ b2l1/2 (m1+m2) gl1 О 
2 m2 !1 12 m2 l~ 2 ь2 11 12 bzl~ 2 О m2 glz 

па је карактеристична једначина. 

f -~ (m1+m2) li 1.2 +(b1 +b2)l~ Л+(m1+m2) g/1 mzl1!2Л2 +b2!1 /21. 1 
(1.)= 2 2 =0. 

mzl1lzЛ2 +b2/1 lz1. mz/2 1 ... 2 +Ь:> /2 J...+m2 g/2 

У специјалном случају када је сист~м хомоген m;=m, !1=1, Ьс=Ь карактеристична 
једначина је: 

1 

2 (1.2+2 оЛ+шб) 1.2+2 81. 1 Ь 
f (1.)= 1.2+2 81. ),2+2 8 Ј~+ ш~ =О; 28= т ; 

· .то јест 

2 g 
шо=т· 
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Од корена ове једначине зависи да ли he кретање бити осцилаторно или 

апериодичко. 

Сменом у = (1.2 + 2 8 1.) f ro~ горња једна чи на постаје 

f ( 1') = . = у2 + 4 у+ 2 =о; 1
2(у+1) у 1 

У= -2=F }1'2, 
у у+ 1 

па су сопствене вредности 

1.i=-8=F \
1
82 -(2=F-V2) ub; i=1, ... , 4]. 

11.4. Трајно клатно састоји се из физичкоr клатна облика штапа масе М= 3m, 
и два математичка клатна, масе т. Сва клатна имају исте дужине. За крајеве клатна 

везане су пригушнице, коефицијентз отпора Ь и опруге крутости с. Написати каракте

ристичну једначину система. 

[Реш. ње. - Овде су енергије и функција расипања: 

1 Ј2 • 2 1 1 . 2 
Ek= 2 М 4 cpl + 2" 12 Ml~cpl + 

1 . . 1 . . 
+ 2; т (!срј+ lcp2)2 + 2 т (/<р1 + 'q)2 + 

+l~з)2; 

1 2 1 2 2 
Е р= 

4 
Mgt ср 1 + 2 т gl (ср 1 +•rG)+ 

rngl 2 2 2 . 1 2 
+ -- ( <pl +ср2+срЈ)+ -с [2 cpl + 

2 ~ 

1 \ '2 . 2 :. 1 2 2 
+ 2c(f~cp1+f2cp2) + 2 c(l.cpl+ 

+f2 ср~.+/2 ср~);:.~. 

1 . 2 1 г. • 

Ф= 2 Ы2ср 1 + 2 
b{lcp1 +lcp2)~+ 

1 . . . 
+ 2 Ь (lcp1+l cpz+f ср 3) 2 

re су 

а;н 2 3 bik '2 

Сл. 11.2. - Сложено клатно са пригушни

цама и опругама 

3 2 3 
-----·--

3 т l2 ml2 

т/2 

2 2 

3 ыz Ь/2 7 3 
Ь/'2 1 4mgl + 2 с(!. 

2 2 

ml2 

2 m/2 т/2 

2 
2 Ь/2 

Ьf2 
Ьf2 - 2 mgl+c/2 

2 

т [2 т 12 тЈ'!. 
3 

2 2 2 

fl/2 Ь/2 Ьf2 гпц! 1 
3 -- + -с/2 

2 2 2 2 2 
3 
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11.2. Динамички апсорбер (гушитељ)] осцилацијае 
мички апсорбер се састоји из две масе:~:2-~~~"::~~'=~-~ .. ~~::--~~~~.:_2_:·:~·:~~==-~-~
~:!Ј!ЕЈLа Jr:YE;I~~e~~lљяJ~ су с по ј ен е 
На сваку масу (m;) дејствује поремеhајна сила, амплитуде Р;, 
фреквенцИје О, те су диференцијалне једначине апсорбера 

Сл. 11.3. - Динамички 

апсорбер са две при

нудне силе 

m1 z~ + ( с1 + с2) z1 - с2 z2 = р 1 cos Qt, 

m2 z2 - с2 z1 +с2 z2 = F2 cos Qt. 

Решења овог система симултаних 

цијалних једначина другог реда 

у облику 

Z1 =А 1 cos Q t, 

те се тада предњи систем једначина своди 

стем алгебарских нехомогених једначина 

(с1 +c2 -m10 2)A 1 -с2 A2 =F1 , 

-с2 А 1 + (c2 -m2 0 2 ) А 2 = F2 • 

Решењем овог система добијамо амплитуде ос~иловања 

где је~ д дешермин.ан~а с~~шема. Она је једнака детерминанти 
ног сиСТё~!~f3~м[:~:t~Пfii~"~Ј~~()б?де о~циловаi;Ьа кар;~ се уместо 
вен.ЦИЈе~-слободнИх осцилација. ~ -~тавИ ~фреквенција. riрину дне 

Однос амплитуда слободних осцилација је 

A1s A2s • 
----::::--

A 1s C2 -m2 w2 

1 
. ш2 

1}1=-=----= --
A2s С2 ш~2 
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па ј е о дно с а l\III1J1~J:YJ!'J!"'~!!Plt~R~~ШlHaд~Ji,J~~=~Q)_J~ЉJH1Kл.Ql!!!Q~~Y~ амплитуда 
прИсЛобо*днiм осцилацијама 

А 1 P1 (c2 -m2'02)+F2 c2 11 = - = . = lls • 
А 2 F1 c2 +F2 (c1 +c2 -m1 D2) 

(17Ь) 

,п ре м а том~~У.~l!Р-1-! _Е~~~~~-~Е~.~Е.:7!~~!!,!!.%.2.2ддц!!~ .J!R~.!!X.g;Љ!:!.~ ... ~~.Ц,I:::r~~-~1~ 
исти··као И~главни облици .слободних 

Амплитуд~ А 1 =0 када је Р2 =0 и c2/m2 =D2 =Ш~2, тј. када сила деј
ствује само на горњу масу (.масу машине) и када је кружна фреквен

ција слободних осцилација масе m2 једнака кружној фреквенцији при

нудних осцилација. Ta.LJ;~ .маса ма шине ocmaj~)! :миру а осqилује само 

маса 111L,L.!JLfUCULLo 

Динамички апсорбер се може применити и код торзијс!Сог осqи

лаmора. Главном систему (си Ј1), сл. 11.4., додаје се аТiсорбер (с2 , 12 ), 

који услед поремеhајног момента 'Ш (t) = 
='Ш cos (Qt +а) на првом диску гу ши 

принудне осцилације система. Осцила

ције главног система he се угушити 

када бу де испуљен услов 

с2---Ј2 Q2 =О, 

Сл. 11.4. - Торзијски апсорбер 

који следи непосредно из аналогија међу овим и линеарним осцила

цијама. 

Код торзијских система са доста uромен.тьиво.м. брзином обрmшьа 

мора се кружна фреквенција апсорбера мељати, па се као апсорбер 

Сл. 11.5. - Тејлорово клат1НО 

примењује Тејлорово !Слатно, (сл. 11.5.), код кога се поље теже заме

љује пољем центрифугалне силе. Обично се ово клатно изводи бифи

ларно, (сл. 11.5.а). У случају да нема промене угаоне. брзине машине, 
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кружна фреквенЦија овог клатна је ш= Q V Rjl, (чл. 2, зад. 1 0.). Међутим, 
ако се угао обртаља е меља хармонијски, (е= е0 sin v t), када се вратило 
обрhе угаоном брзином О, онда је за случај малих осцилација танген-

цијално убрзаље клатна (масе m): ат=i~+(~+!)'ё, сл.11.5.Ь, п(једифе-· 
ренцијална једначина кретаља у правцу тангенте 

~ + (Q2R/l)(f( = [(R+ l)/1] v2 ео sin v t. 

Из ове се једна чине види да су за случај ео= О осцилације 
·бодне, у противном (ео# О) су принудне; клатно је принуђено да 
лује кружном фрекв·енцијом поремеhајног момента (v), па је 
горље једначине 

Уносеhи ову вредност у горљу једначину добијамо однос 
плитуда 

ео (02 Rjl)- v 2 
-= --'-----
(!(о {1 + (Rjl)] v2 ' 

Ако је v =w онда је ео= О и за коначну вредност (!(0 . У овоме 
чају, као и код динамичког апсорбера (сл. 11.3.), клатно ствара 
који је једнак поремеhајном моменту само је супротног смера 

Примена динамичког апсорбера без амортизације могуhа је 

(18) 

код машина са констант~им бројем обртаја (на пример синхроних 

шина), па се код машина (мотора) користе allcopбepu са и.миv.шudш'.щ{u.и 

У случају система приказаног на сл. 11.6.а; чији је 

ЬЈ 

Сл. 11.6. -'-. а) Динамички апсорбер са отпором, 
Ь) Електрични модел 

модел приказан на сл. 

енергије и функција 

биhе 
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па Лаrранжеве једначине дају систем диференцијалних једначина 

другог реда 

m1 z'1 +с} z1 - с2 (z2 - z1)-b (i2 - z1 ) = F cos Q t, 

m2 z2+c2 (z2- z1)+ь (z2 -z1) =о. 
(22) ! 

Њихова решења, због отпорних сила, морамо претпоставити у облику 

Z; =А i cos Q t +В; sin Q t, i = 1,2 (23) 

те добијамо си'стем алгебарских нехомогених једн:зчина 

(с 1 + С2- т 1 0 2) А 1 + ьов1 - с2 А2 - bDB2=F; 

-:-ЬО А 1 +(с1 +c2-m1 0 2) 8 1 + bOAjl - с2 В2 =0; {24) 

-с2 А1 -ЬО 8 1 +(c2-m20 2) А 2 + Ь0В2 =0; 

ьо А1. -с2 Bt Ь0А 2 + (с2 - m20 2)B2 =О. 

Детерминанта система (24) је 

c1-m1 Q2 о -m202 о р о -s о 

о с2- m1 Q2 о -m2Q2 о р о -s 
Д(Q)2= 

-r2 -bQ c2-m2 Q2 ьа -с2 г q г 

ьа -с2 -bD~ c2-m2Q2 r -с2 -r q 

где су р, q, r, s константе, или 

(25) 

и биhе 

(2~) 
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Присуство отпорних сила помера фазе између принудних осцила
ција маса и поремеhајне силе. Због тога, а ради Испитиваља промене 
амплитуде главне масе (m 1), уведимо смене 

онда је померање 

(27) 

где су амплитуда и помераље фазе одређени једначинама 

+ r 2 rs2 . 

!Ј. 'tga:1 = r2 (p-s)+q(pq-sc
2

).' 

Однос квадрата амплитуда померања и принудне силе биhе 

(28) 

Уведу ли се раније ознаке и [15 = Fjc1 , статички уrиб масе m1 под 
утицајем статичке силе F, онда је квадрат динамичког фактора 

- 4~2.o/~+(t7-y2)2 - M{32+N. (29) 
- 4~2'}ff(t~- 1 + v.ti>2 + [р.'}!~у2- ('}1~-l)(ti-y2)]2- p~2+Q' 

{3 = bj2m2 ш11 је бездимензиони коефицијент rушења а М, N, Р и Q 
величине које зависе од карактеристика р.= m2/m1 , ·у= ш22/ш11 , \}!1 и \}!2 • 

Познају ли се ове карактеристике и коефицијент ~ може се одредити 
и динамички фактор. За један дати механички осцилатор, с обзиром 

на вредност коефицијента гушења ~, разликујемо три случаја. 

1° Ако је ~=О онда је и Ь =О, па за динамички фактор добијамо 
исту вредност ка·о и у случају динамичког апсорбера, (8). 

2° При ~=оо израз (29) се јавља у неодређеном облику Ој О, па 
диференцирањем добијамо да је 

(30) 
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те1је критична вредност коефицијента~if 1 

(30а) 

зе Бу де ли ~ између rорњих rраничних вредности он,ца динамички 

коефицијент 111 1 зависи од промене тога коефицијента. Да би 11::1 било 
независно од вредности ~ мора детерминанта величина М, N, Р и Q 
бити једнака нули, MQ-PN =О, тј. мора бити задовољен услов 

(31) 

Ако би· се на десној страни rорњег услова узео знак - било би 

Чr1 =О, па би било и Q =О; због тога се мора узети знак +, па се 

добија једначина 

(32) 

односно 

(32а) 

Корени биквадратне једначин~ (32а) су различити Or=J:O~, па. 
претпоставимо ли, да је Dt > Q~ а у= О, (тј. ш22 = 0), корени су Of = 

= 2 wii/(2 +р.), Q~ =О. Када се к ружна фреквенција w22 мења и тежи 
ка +оо мењају се и корени, те oi-+- оо док је Q~ = ыfi/(1 -t р.). Први 
корен постиже минималну" 1 вредност wf1/(1 +р.), а затим расте до +оо. 
Други корен има минималну вредност О, а затим асимптотски расте 

ка вредности ш~1/(1 +р.). Промене корена o/f једначине (32) у зависности 
од промене кружне фреквенције апсорбера w22 приказане су дијаrра

мом на сл. 11.7.а. 

При ~=оо динамички фактори (30), за две различите вредности 

Q~ и Q~ корена једначине (32), односно (32а), постају 

n(l) = 
~ldl 

1 
1 . 021' 
1

1- (1 + p.)-f
wн 1 

n(2) 
~ldl = 

1 

1 

. Q~ 1' 
1- (1 +р.) -2 1 

1 шн 

(33) 
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па Зависе од кружне фреквенције ш:~2 апсорбера. Љихове промене су 
приказане на сл. 11.7.Ь. 

а) Ь) 

Сл. 11.7. - Hahnkamm-oви дијаграми 

Ханка.м. (Е. Hahnkamm) је 1932. год. показао да се најбоља вред

ност lld1 постиже при ч~/= ч~l. Како је от :rt=O~ то изједначењем 
вредности (33) биhе 

- [ 1 - ( 1 + r-) 
0! ] 
ш н 

па је 

2 шi1/( 1 +р.). 

Једначина (32а) је квадратна по 0 2, па је, према Viеtе-овим усло-
вима, 

Одавде изједначењем добијамо најповољнији однос кружних фрек. 
венци ја 

2 
ш н 

l+p. 
= 

wit +(1 +р.) ы~2 
2+р. 

тј. 

и најповољнију вредност динамичког фактора 

(34) 

(34al 

На сл. 11.8. је приказана зависност динамичког фактора f]d
1 
у за

висност·и од односа Ojw11 а за однос р.= m2jm1 = 1 / 4 и различите вред
ности коефицијента ~· Све резонантне криве пролазе кроз тачке Т1 и 'т2 , 
једнаких ордината, у којима постижу своје максимуме. 
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На овоме принципу конструисан је и ФраА10В (Frahm) айсорбер за пригущивање 
осцилација ваљшьа брода, (clil. 11.9.а). Овај се апсорбер састоји из два танка дели-

б 

_4 ~-4--~--~~~~~-+1-~ 

21---+--+----=--(L--++-+-'~~-"t-1 

а) 

Сл. 11.8. -Зависност динамичког фактора Сл. 11.9. а) Frahm-oв апсорбер за гушење 
од односа фреквенција и односа ·маса осцилација брода, - Ь) Lanchester-damper 

мично напуњена водом и са две славине. Горља сланина представља ваздушни вентил 

којим се регулише гушење осцилаЦија брода (главне масе) усЈiед периодичких импулса 
таласа. Примена ових апсорбера је била велика на немачким путничким бродовима, 
(на пример, на бродовима "Bremen• и "Europa"). 

За гушење торзијских осцила
ција код гасних и дизел машина при

мељује се Шорзщски айсорбер са Шре

FЬе.м, тзв. Larzchester damper (сл.11.9.Ь) . 
. Овај се апсорбер састоји из два 

зa.ivt.ajцa (Z) који се могу слободно 

обртати на вратилу, а спојена су 

заЕрШFЬе.м са ойруго.м, (с). Између 

эамајаца су Шарни йрсШенови (t). При 
малим осцилацијама замајци се за

једно обрhу са рукавцем вратила. 

Међутим, теже ли осцилације да по

стану веhе, они услед велике инерције 

маса не следе ове осцилације те. до

лази до трења између прстенова и 

ы 
L, 

с, 

Сл. 11.10. - Аутомобилски апсорбер 

до расипања енергије. Тиме се оrраничавнју амплитуде торзијск~.х: осцилација, и не 

дозвољава се велики пораст тангенцијалних напона. 

У случају аутомобилскоr апсорбера приказаноr на сл. 1 Ј .lO.a, чији 
је електрични модел приказан на сл. ll.IO.b, енергије и функција раси
паља биhе 
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па добијамо систем диференцијалних једначина 

m1 z~ + Ь1 z1 + с1 z1 - с2 (z2 - z1 ) = F cos f.2}, 

m2 "i2 + Ь2 z2 + с2 (z2 - Z1 ) + с3 Z2 =О. 
(35)" 

Представимо ли да су координате Z; комплексни бројеви а поре

меhајну силу узмемо у комплексном облику ff = F eiOt, онда је и решење 

комплексно 

те следи систем једначина 

(c2 +Z1)A 1 -c2 A2 =F; 

-с2 А 1 +(с3 +Z2 ) А 2 =0; 

и амплитуде 

А 1 = (c3 +Z2) Fјд; 

A 2 =Fc2 jl::J., 

где су l; механичке импеданце (сл. 4.10.). 

(36) 

(37) 



12. КРИТИЧНЕ ВРВИНЕ ВРВОХРДНИХ ВРАТИЛА 

12.1. Вертикално вратило са једним диском. - При извесним 
брзинама обртања вратила се показују динамички нестабилним, па 
се могу појавити и велике амплитуде, проузроковане резонансом. 

Тада је. угао на _брзи!Iа обртања вратила ј~д!Iака I{PY}l(HOj фр~кве~цији 
сопствейИi'а-~iiнлаЦија~ Она~:се·шiЗива UfJUillUЧHPJ1 Jif![JЦHOM. вpqmuлa (Ш~). 

,.,-~·~'--'"-~-----"''м---~----

На средини вертикалног вратила АВ, дужине i, чију масу зане-
марујемо, налази сё диск чије се тежиште поклапа са тежиштем 

попречног пресека вратила, (сл. 12.1. а). При обртању вратила) у га о

ном брзином ш, центрифугална 

сила се уравнотежава са силом 

еластичности вратила 

ту w2 ==су. (1) 

Критична угаона брзина вра

тила износи 

· wk = ~ cjm == 1/ 30 it n,<= ю11 ; (2) 

тј. једнака је сопственој круж

ној фреквеннији диска, где је 

с крутост вратила; с= 1ја111 а 
а11 је утицајни коефицијент за 

помераље од силе. 

а) ЬЈ с) 

Сл. 12.1. - а)·Критична брзин(вертикалног 

вратила са једним диском, Ь, с) Лавалово 

правило 

У случају еiСсцентричног дuciCa, (сл. 12.1. Ь), чије се тежиште, 

(С), не поклапа са тежиштем вратиЛа, ( S), услов равнотеже силе 
еластичности опруге и центрифугалне силе 

т (у+ е) w2 =су, (3) 

одређује угиб тежишта попречног пресека вратила 

2 с 
Шk = -. 

т 

(4) 

У ги б постаје у= оо када је = тј. _l{'!дa~:::-}~~::,:~Ef:i,Q!Hl"'%.JiP~!'!~-~~-·--"~" 
ј~~нака кружној фреквенцији сопст,вених осци.ЛаЦИfа:-з·а w·<шk је у> О. 

--~"'-:~~ -"<-~·~~4"?~""~7",~-?;""'~«:с "d."'""'?"'Л'~'..:;;, ,;:;:"''R>-'"'""'""~''''~ 

осцилација 
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Бу де ли cu > w1~ тада је у <О, смшьује се и .мегьа з наЈС, па је 

т (у-е) ш2 =су, тј. (5) 

Када ш расте угиб се с.мшьује и шежи граничној вредности е, 
JCQf{O 'й01сазују и еЈСс'йери.менти, те наступа са.мостабилисагье вратила, 

(сл. ]2.1. с), тзв. Лавалово йравило, 

12.2. Хориаонтално вратило са једним диском. - Нека се z 
оса поклапа са rеометријском осом вратила и нека је оса Ох хоризон

тална, (сл. 12.2. а). Означимо са х и у координате тежишта диска, 

(С), а са ~ и 11 координате тежишта попречног "'rресека вратила, 
( S), онда је r 1 

'%."" 

ср, I1 =У- е (6) 

где је ср= w t. Како је кретаље диска комплано, то за генералисане 
координате узимамо х, у и tt', па су динамичке једначине кретаља диска 

Је~=~ W= Уе cos ср+Хе sin ср, (7) 

-+ ~ 

где су Х и У пројекције реституционе силе F= -сг а Је сопствени 
аксијални момент инерције диска. 

9 

а) Ь) 

~с yty) 
d) 

__ .:_ i 
1 

с) 

~ 
1 

е. 

1 

с 

~ О' 

Сл. 12.2. - а) Критична брзин.1 хоризонталног вратила са једним диском, 
Ь, с) Самостабилисање вратила, d) Критичне брзине прве и друге врсте 

С обзиром на (6) једначине (7) постају 

тх =-с (х- е cos ср;; ту'=- с (у-е sin ср); 

Је~= се (ч cos ср ~ sin ~)=се (у cos ~-х sin ср), 

з: 

.:х:' 
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односно 

mx +ех= се cos ср; ту+ су= се sin <р, 
(8) 

Је·~+ се(х sin ср- ycos <р)= О. 

Ако је угао на брзина обртања вратила константна, ~ = const, онда 

је ·~=0, па мора бити Задовољен услов 

х sin ~-у cos ср = О; 11 cos ср ~ sin ~-=О, (9) 

те је tgcp=yfx=(ч+esincp)j(;+ecosq>)=чl~=tge, па је и ср= е. 

Прве две једначине (8) јесу нехомогене једначине чија су решења 

. е 
х = А cos шk t +В sш шk t + cos ср, 

1- у2 
(lOa) 

и 

. е . 
у= С COS Шk t + D SШ Wk f + SШ <р, 

1-v2 
(10Ь) 

где је шk = V cjm критична угао на брзина и v = шfwk. Због везе (9) 
морају константе у (10) бити једнаке нули, јер је 

(А sin ~-С cos ср) coswk t+ (В sin t:p-D cos ср) sin wk t= О, 
па је 

те елиминисањем угла ~ из горњих једначина добијамо да је 

( 11) 

Ако је ш< шk, тј. v < 1, онда је R >е, па осцилације диска расту 

уколико се w приближава вредности шk, (сл. 12.2. Ь, с). Међутим, 

када 'је w;> a.'k, тј. v ;> 1, тада је 

R= -ej(v2-1) (12) 

па ~~~!Y!I~ ~CJ-11:f!C[JlJ~Ql1ЛlfCШ!!~ l!E~fl!11лa, (сл. 12.2. Ь). 

Угаона брзина обртања вратила је ограничена у размаку 

[1- (e/R0 )] шi <: w 2<: [1 + (e/R0 )] wk 
где је R0 највеhи дозвољени .угиб диска и е< Ro· 

(12а) 

У предњем излагаљу занемарили смо утицај шежине дucFCa. 

Међутим, ако се и она узме у обзир, (mg), динамичке једначине биhе 
.. 

т х+ ех= се cos ~; ту+ су= се sin ср- mg, 

Је~·= се (х sin ср у cos ср). (13) 

'17* 
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Трансл1цијом координатног система Оху у тачку 0', (сл. 12.2. d), 
добија се у 1 =у +(mgjc), па горње једначиие (13) постају 

.. 
mx +ех= се cos <р; my 1 + су 1 =се sin q>; 

Је~= -се (х sin ~-у1 cos <р)- mg е cos <р. 
(14) 

Прве Две једнаgине (14) су еквивалентне првим двема једначинама 

(13), а у тpt:hoj се појављује утицај тежине диска. 

Ак·о је разлика углова ср и е врло .нала, · први члан на десној 

страни треhе једначине ( 14) може се занемарити као мала величина у 
односу на тежину, па је динамичка једначина обртања 

<р= Е COS <р, (15) 

где је. в = mg е ј Је. Интеграљењем ове диференцијалне једна чине 

добија се 
• 2 • 2 
ср - <р о= -2 в sin ср; (16) 

_<р0 = w0 је у га она брзина основног кретшьа. Развијањем ropњer израза 

~ = (ro5 -2 8 sin q>) 112 ~ w0 [1- (вЈw5) sin ср] 

биhе ~ = w0 + 8 sin q> = w0 +в sin w0 t, па се добија 

( 17) 

Како је е мала величина, то су 

sin q> ~ sin w 0 t + ~ (1 - cos w0 t) cos w 0 t; . 
Wo 

cos <p~cos Ф0 t ·-~ (1 ~ cos 000 t) siп <е0 f. 
Wo 

Уношењем ових вредности у прве две једначине (14) 

.. 2 2( 8. 8. ) х+ w" x= оо" е cos oo~..f- - sш wt?t + -- sш 2 w0 t , 
· w0 2 w0 
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2 
s ) wk е 8 - --sin w0 t + ------- sin 2 w0 t; 

Wo , 2 w0 (w~ - 4 w6) 

w~e ( . в ) 
2 2 

SШ Ш0 f + -- COS W0 t -
wk- Wo Шо 

2 
wk е 8 ------- cos 2 w0 t. 2 2 2 w0 (w,, 4 wo) 
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(18) 

. Из ових се једначина види да координате тежишта постају 
бесконачно велике за две вредности крuтичнuх брзина 

(19) 

од којих је друга једнака половини прве. Ова критичнз брзина се 

назива, према Сименс-Сmодоли (Siemens-Stodola), крuтuчном брзином 
·друге врсте. 

Кри;rичне брзине друге врсте показују се и у случају када дејствује iiореме

ћајни .момент. Занемарујуhи тежину диска, једначине (13) биhе 

(20) 

Ако је угаона брзина обртања диска Фи и обртни угао 

(21) 

а момент се мења периодички са временом 

9Л (f) = 9Лk COS k Ши f, (22) 

треhа једначина (20) постаје 

Јф- +се (х sin ср-у cos т·)=9Лk cos k Фи t, Ј=Јс; (23) 

овде је k rou кружна фреквенција промене момента, а · k број промена при једном 

обрту. Претпостављајуhи да је ексцентричност е мала и да је разЈЈика углова ср-9 

такође мала, може се други члан у једначини (23) занемарити, па је 

t = (ill11. /Ј) cos k ro и t 
те Интеграљењем добијамо 
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За мале промене угаоне брзине може се ставити да је cos 'f~ 1, sin t~t. па су 

cos cp~cos Фuf-'-V sin ш~ t, sin cp~sin ши i+'Чt cos ши t, 

те једначине (20) ппстају 

(24) 

С обзиром на познате тригонометријске релације, биhе 

9Л е ш2 
.. 2 2 k k 
x+шkx=ewkcosшuf+ 

2 2 
[sin(k+1)шиf-sin(k-1)шиf]; 

2 k ши Ј 
(25) 

Резонанса се јавља при следеhим вредностима критичне брзине 

1 ши 1 =шн; ши= lk±11 . (26) 

Развије ли се функција 9Л (i) у Фуријеов ред, тада је за више чланове реда 
критична брзина друге врсте 

(27) 

Доња таблица даје однос критичних брзина друге и прве врсте за различите 
вредности k и n: 

шu(шн k=1('!. k=l ~=3/2 k=2 k=3 

n=1 2(з 2 1(2 ос 2(5 2 1/з 1 1(4 1(2 

n=2 1(2 ос 1/s 1 1/4 ,1(2 1/5 1/з 1 ;, 1(5 

n=3 2(5 2 1/4 1/2 . 2(11 217 1(7 1/s 1/to 1/в 

--

12.3. Вратило са више дисковао Код вратила са више 
дисков~ (на пример сл. 9.1.) угиб у,· масе m1 (у пресеку испод силе 
F1=0i) биhе према (9.1) 

(28) 
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па се сменом ljw2 =А добија фреквентна једначина 

а11 m1 -Л а12 m2 а1., тп 

д (1,) = a2t m1 а22 m2- Л <X2n Пln =0. (29) 

an1 m1 с r:2 m2 а.пп т"-Л 

Множеhи сваку врсту детерминанте са V m; а сваку колону са 1/ у m; 
добија се симетрична детерминанта 

Ь.(Л)= =0. (30) 

а" 1 Vm1 m(J а2п V m2 m11 ••• а,щ тп А 

Сопствене вредности Лs представљају реципрочне вредности квадрата 

к р у ж н и х ф р е к в е н ци ј а. Н qj_!:!!:} ЈЈс;_СL_!fЈlУ..ЈlСЈLСLф.реквенцuјл .. је~--ЯР.дШ.и.ч.н.а~~Ј!Lд::. _ 

она б р з~_2_2p_:!:I!_<l.!:_,~_P2I~~~~:.~.~~-~ 
Овим се динамички проблем одређивања критичних брзина свео 

на статички проблем одређивања утицајних коефицијената и ·динамички 

проблем одређиваља кружних фрtквенција попречних осцилација греде 

под утицајем концентрисаних маса. У пракси се често тражи најнижа 
кружна фреквенција, тј. Прва критична брзина, па се примењују При-

б л и ЈЈС н е .м е т од е. Т а к в а ј е ~е fl]S?!J!I_}J Q12~:uJjg§д .... ('i!!.:=~~:2.:~1 .... 2E.f12!3~~-!i~ ·-~~~-~щ 
Релијевој метоДи енергије. Према (12.6) критична угаона брзина и 
Период су:_ 

(31) 

' .где су /; угиби пресека греде испод концентрисани х сила G;. 

За карактеристичне случајеве са једном масом критична брзина 
је дата у таблици 1.1. (страна 21). 

12.4. Тешко вратило са дисковима. - Применом методе енер
гије може се одредити критична угаона брзина тешког вратила чију 

масу узимамо у обзир, оптереhеног концентрисаним масама (диско

вима). При томе се претпоставља да је основни облик осциловања 

:врло близак статичкој еластичној линији у (z) услед концентрисаног 
терета или некој кривој линији која добро апроксимира еластичну 

линију. Ако је q тежина јединице дужине греде (kgjm) онда је маса 
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греде M=ql/g, а елементарна маса биhе dM=(qfg)dz. Сваки делиh 
rреде осцилује по хармонијском закону рачунатом од осе греде 

(З2) 
ду • 

у (z, t) =у (z) [1- cos ro t]; - =у= ю ·у (z) · sin ю t, 
д t . 

па је н~веhа кинетичка енергија целе греде без концентрисаних маса 

l l 

Ekmax = r_!_dM·Y~ax = _!L(J)2 r[y(z)]2 ·dz; 
. 2 2g -

(33) 

о о 

где је у (z) = Ys статички угиб масе d М, тј. ордината еластичне линије 
греде. Ако дејствују и концентрисане масе, онда је према чл. 1.7. 
максимална кинетичка енергија система . 

l 

Ek max = _!ј_ Ю2 Г у2 dz + L __!__ О; f 7 Ю2 

2g . i 2 g 
(34) 

о 

где су /; угиби маса m1 услед њихових тежина О1. 

Максимална потенцијална енергија једнака је деформационом 

раду при савијању. Како је диференцијална једначина еластичне 
линије савијене греде ~у"= -Mf, ~=Elx, то је највеhа потенцијална 
енергија ~авијене греце 

1 l . 
1 ·~ 

Ad1= J--Mjdz= [(y") 2 dz. 
2~ 2. . 

(35) 

о о 

Према Клапејрьновој теореми треба )!()дати и потенцијалну енергију 

усле~ терета, па је укупна највеhа потенцијална енергија 

1 ' 

Epmax = ~.Ј(у'')2 dz+ ~_!_0;/;· 
2 i 2 

(36) 

о 

Изједначујуhи највеhе енергије (34) и (36) Добијамо квадрат кри
тичне угаоне брзине 

Ekmax =Е р max; 

l 

~ Ј (у")-2 d z + "21 qi ~~ 
ю% = g __ o-=---------

L 

q Ј У2 d z ·t- L О; ti 
о i 

(37) 
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Ако је греда променљивог пресека онда је 'В== f (z), па га треба 
увуhи под знак интеграла. 

12.5. Утицај гироскопског ефекта на критичне браине. 
До сада смо разматрали случајеве када су дискови насађени на вра

тилу тако да њихове средње равни задржавају свој стални управни 

цравац на диску и у простору. Међутим, при савијању вратила 

долази до промене средње равни 

диска услед чега се јавља и ње

гово гироскопсl<'о дејство, поготово 

код брзоходних вратила. ' 

Из теорије регуларне преце

сије тешког симетричног гupocкolia 

(чигре, зврка)* познато је да је 

тренутна угаона брзина обртања 

векторски збир угаоне брзине соп

ственог обртања око фигурне ос~ 
( ws) и угаоне брзине прецесије ( Q), 

. ~ -+ -4 

а) 

те је. w = ws +О, па се кретање Ь) 

предста.вља котрљањем без клизања 1 

покретног правог кружноr конуса 

по непокретном кру.)f{ном конусу. 
·~ 

Момент спољашњих сила '2llo који 

у 

је потребан да би произвео ре гу

ларну прецесију дејствује у смеру 

чворне осе (сл. 12.3. а) а њему се 

супротставља rupocкolicкu ( девија
Сл. 12.3. - Гироскопски ефект 

циони) момент који дејствује у негативном смеру те осе и износи 

m. =<llid =-<то=- [Ј· "'• о sin е t Ј,; Ј, o•sin 2 е Ј ' (38) 

где је е угао нутације - између· фи гурне осе и осе прецесије. Гиро

скоп је симетрично обртно тело па је код њега Ј1 = Ј2 =1= Ј3 • 

Код диска насађеноr на вратилу ·угао нутације е једнак је 

нагибу q> тангенте еластичне линије са Oz осам. Претпостављајуhи
сmационарно креШ.аНЈ.е ros =О (тада тачке О, S и С диска и вратила 

леже у једној равни, сл. 12.3. Ь), а како су нагиби врло мали, може 

се ставити cos е= cos q>~ 1 и sin е== sin q>~<p, те је гироскопски момент 

* Динамика, ч'!. 20.5.2. 
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На уrибе и нагибе греде утичу и силе й спрегови, па, овде, 
као и у случај у осцилација маса на греди (чл. 9, о бр. 2) треба · 
ставити уместо сила силе инерције (центрифугалне силе) а уместq 

спрегова гироскопске моменте, те he бити систем једначина 

q>; + F (vik mk у~ + Ytk wgk) =О; 1 Ytk f = 1 oik ,. 

(40) 

Пошто је центрифугална сила Fj= т w2 у и Wg =-С w2 ср, то је за 
случај једног диска (сл. 12.3. Ь): 

ч~у-е=а11 тЛу--о11 С.Лср; q>=v11 тЛу-у11 С.Лср; Л=w2• (41) 

Овај систем има решења 

( 42) 

само у случају када детерминанта система горњих једначина није 
једнака нули 

D. (Л)= 1 ан т 1.-1 
о11 т 1. 

-о11 СЛ 1 

(у 11 СЛ+l) = 

= Л2 
-- (а11т-у11 С) --(а11у11 -он) Ст :т= о. . [1 ' 1 2 ] 

Л2 Л 
( 43) 

Пошто су утицајни коефицијенти а11 , у11 , о 11 увек позитивне всели

чине, јер су силе узете да су позитивне у ,смеру пораста угиба, а 
моменти позитивни у смеру пораста наrиба, то је а11 y 11 -6i1 >О, па 
Је детерминанта 6 увек позитивна величина . 

. Угаона брзина за коју је ова детерминанта једнака нули назива 
се критична угаона брзина гироскоПског дејства диска, и износи 

-4 = __!_(a11 m-y11 С)+ 1 /-(а11 т-у11 С)2 +(а11 у11 -оi1)тС. 
Wg 2 v 4 

(44) 

Из ( 42) види се да када ro -+. оо тада у-~ О и ср-+ О, па наступа са.мо
стабилисшье, као и случају просте критичне брзине. 

Како је 

a 11 m- -4 1
/2 (а11 т +у11 С)- V 1/ 4 (а11 т+у11 С) 2 -оi1тС>О 

Wg 

то је 

1 1 1 . 
анm- -.-2 =-2 --2 >О, 

Wg Wk Шg 
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па је 
( 45) 

ГиросЈСоilско деЈСШво дисЈСа iloвehaвa кришичну вредносш угаоне 

брзине. Како је у овом случају Q = ro, то је прецесија регуларна и 

uрогресивна (" O!eichlaиf"); међутим, ако је Q = - ro, тј. ros = 2 ro, преце

сија је регуларна и ретроградна ("Oegenlauf"). У овоме другом случају 
је гироскопски момент (39): 

'illg = (Ј з+ Ј1) ro2 ср= f D ro2 ср, D = Js +Ј~' 

ца је критична угаона брзина прецесије (за е= 0): 

(46) 

(47) 

Како је похкорена величина увек позитивна, то се за критичну брзину 

добијају две вредности. Због 

(48) а) . ~i 
Једна критична брзина при овој .1 :-----

прецесији је ни:лса а друга је виша од 

ЈСритичне брзине ilpвe врсте диска (не 

узимајуhи у _обзир гироскопско дејство Ь) 

диска). 

Ако је на слободном крају конзоле 

насађен диск, масе т, сл. 12.4. а, онда 

су моменти инерције 

Ј 1 = 1/2 Ј з; С= Ј з - Ј 1 = Ј 1 = т i2
; 

D =Ј 1 +Ј 3 = 3 Ј 1 = 3 т i2 , 

где је полупречник инерције. Како су 

a:11=l3/3~; Y11=lj~; 611=1212~; ~=Eix. 

УнD = 9 и2· 
а;11 т ' С) 

2 
у 11 С = 3 и2 • 6 11 С 

' 2 а;11 т ан т 

9 -u2· 
4 ' 

и= 

Сл. 12.4. - Гироскопско дејство 

диска на слободном крају 

ко н золе 
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то из једначина (44) и (47) добијамо односе 

2 
[~ и2 - 1 + V ( 3 u2 _.:._ 1 )2 + 3 u2 ] ; 

3и2 • 

ю2 2 . 
_г = -- [9 u2 + 1 ± V (9 U2 + 1 )2 - 9 и2 ] • 

00~ 9 и2 

Графичка зависност односа юјюk приказана је на сл. 12.4. Ь, а vv•~H.LJLH 

савиЈене греде за ретроградни случаЈ критичне брзине на сл. 12.4. 

12.6. Сложене торзијске и попречне осцилације. - У .. ...,." .. ""·r• 
је чест случај комбинованих торзијских и попречних 

као на пример код. спреге парне турбине и динама машине. 

је на вратилу АВ насађен диск, масе m1 и аксијалног момента 

ције Ј1 , (као на сл. 9.5.), а вратило је спрегнуто са врати~ом 

коме се налази други диск, масе m2 , аксијалног момента инерције 

тако да спојница (В) не ут~че на попречне осцилације прве масе m1 

Диференција'лне једначине попречних осцилација прве масе биhе 
.. 

m1 х+ ех =се cos ср 1 , 

(49) 

јер је, према (14), узета у обзир и сопствена тежина диска. 

Ако је с12 торзијска крутост дела вратила између маса, онда су 
дифереЋ~ијалне је.цначине торзијских осцилација дискова 

Ј1 ~1 + С12 ( q>1-f2) = mge cos q> 1 - се (у 1 cos ~1 - х sin ~ 1 ~; 

" (50) 

· Решење ових диференцијалних једначина се много упрошh~ва 

када се претпостави* да је угаона брзина обртања вратила константна, 

Ю0 = const .. Уводеhи ознаку ю1 = V cjm1 _ кружне фреквенције попречних 
осцилација, решења једначина ( 49) биhе 

2 

Х= С1 Si11 (I01 f + ctJ) + юl е 
COS ю0 f; 2 2 

(J)l-(J)O 

2 

У1 = с2 sin (ю1 f+ а:2) + ю 1 е sill U>0 t. (51) 
2 2 

001- U>o 

* Hort W. - 1echnische Schwingungslehre. П Aufl. Berlin, 1922., S. 216. 
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Унесу ли се ова pet:ueњa у једначине (50), с обзиром на однос 

cos ro0 t cos rof= 1/ 2 cos (юз- ю) t+ 1/ 2 cos (ю0 +ro) (, 

добија се прибЛижна диференцйјална једначина 

11 ~·1 + С12 ( qJJ - qJ~) = mge cos ю0 t + 0 1 sin [ (ю0 +оо) t + е1 ] + 
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+D2 sin [(ro0 -ro)t+в2 ], (52) 

у којој су 0 1 , 0 2 , е 1 , е 2 константе које зависе од величине дискова 

и вратила. 

Јед начина (50), односно ( 52), nредставља диференцијалну једна
чину принудних осцилација система са две масе, па резонанса 

наступа када је 

(53) 

ПРИМЕРИ 

12.1. Проста греда распона 1 оптереhена је на средини распона масом тежине О. 
Одредити критичну брзину вратила. 

[РешеЈЬе. - Једначина еластичне линије половине греде је 

ча је 

у= f (3u-4u3), и=zfl; f-= /i= Fl3/48 '?В; dujdz= 1!1; dz=l du; 

у"=- 24 fuf !2, 

1f, 

2 .• 242 '?В f2 z-з.r u2 du +о f 
2 о 

wk= g 
1Ј2 

2 q l Ј (3 и - 4 u3)2 du +О f2 

о 

k (0+ 17 0 0/35) 

96g [3 
k= ~; Oo=Mg]. 

Ј2.2. Одредити критичну yraofiy брзину' :вратила из претХQдноr задатка ако се 

уместо еластичне линије узме линија 

где су 

у= f sin (:r z/l)=J sin и, 

и= п Z/1, != оzз;4& '.'?В= Ok/4~. 
[РешеЈЬе. - Овде су изводи 

y'=(dy du) (dU/dz)=(f nf!) cos и; 

у"= -{f ~2!12) sin и; и=:л: z/1; , !u}dz=тrfl; dz=(lfл) du; 

'Л/2 

2 f2 лз k-1 Ј si~z и. du+ Of 
2 О л4+96 

(j)k = g -------...,---- =.. .. ·~----- = 
n12 _2 k (OтJfz Оо) 

2 qf2 / :rr1J sin2 и· du+ Of2 

о 
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12.3. Конзолно вратило носи на крају диск тежине О. Одредити критичну. 

угаону брзину вратила. 

(Решење. - Једначина елас1ичне линије је 

u2 
у =f-(3-u); и=zfl; f=Fl3/3~=Fkf3; F=O; dz=ldu; 

2 
па су 

те је 

l 1 

r(y'')2 dz = 9 f2 J<1-u)zdu= 3 f2 
/3 /3 ' 

ь о 

у"=3 f (1-и)/12 ; 

' l 1 

ry2dz= f2J {и4 (3-u)2 du= ~ / 2 1 
. 4 . . 140 
о о 

2 3/k+ 3/k 6 
wk= -0+33 0 0fl40 =. k(0+33/l40 Оо) Oo=ql]. 

12.4. Исти задатак као претходни само за еластичну линију узети једначину 

y=f(1-cosu), и=яzf2!, f=Ol3j3~. 

[Решење. - Овде су 

z=2lufя; dz=(2lfя)du; y'=f(яj2l)sinu; y''=f(JТ.f2/)2 cosu 

fr/2 fr/2 
f2 rc3 . г . f2 ј(4 2 f2 l Ј 3 ;л:- 8 

cos2 udu= -- · -- (1-cos и) 2 du = -- f2f; 
8 /3 32 /3 ' л 2 ;л: 

о о 

ј(4 +96 ' 
w~= --------- g]. 

k [0+(3 я-8) 00/2ј(] . 

12.5. Обострано уклештено челично вратило носи на средини распона диск 
тежине 0=2 0 0 , где је 0 0 тежина вратила, дужине 1=2 т, кружног пресека, преч
ника d= 10 ст. Израчунати крнтични број обртаја вратила. 

[Решење. - Диференцијална једначина еластичне линије и интеграли су 

у=2 fu 2 (3-4 и); u;:=:zjl; dz=l du; !=013!192 ~= Gk/192; 

у"= 12 f (1-4 и)/!2 ; 

l Ц2 

Ј 2 • 144 / 2 Ј /2 

(y")2dz = (1-4 u)2 du =48- · 
[3 [3 ' 

о о 

1 1/2 

ry2 dz=8 f2f {и4 (3-4 u)2 du= 
104 

f2f; 
. . 35 
о о 

2 48/k+ 192/k 240 g 1400 g 
wk = g 104 0 0!35 + G k (104 0 0!35 + G) = 29 0 0 k sec2 ; 

_Оо=У (d2 ЈС/4) 1=7, 85 • л;4 · 20~124 kg; lx=d4 ј(/64; ~=Elx=2 ;л: J01°f64 kgcт2; 

k=f3/~=256/104 ;л:; g~ 310 ;л:; 

w~ =4557 я2; Wk=67,56 j(=JТ.nk/30; nk=2027ojтin]. 



13.1. Лежен Дирихлеова теорема. - Ако је систем од N мате
ријалних тачака подвргнут k коначним везама онда има n= 3N- k сте
пени слободе кретања. Тренутни положај система може се тада одре

дити са n= 3N-k међусобно независних rеi:Јералисаних координата qi. 
Принцип виртуалних померања се изражава неједначином 

У случају равнотеже система морају генералисане силе бити Qi =О. 
Ако су оне конзервативне и имају функцију силе, која зависи од гене- · 
ралисаних координата q1, онда мора у положају равнотеже система 

та функција да има екстремну вредност, тј. мора бити 

(1) 

·лагранж је први указао на ову теорему коју је доцније дока3ао 
Дирихле (Lejeune Dirichlet, 1805.- 1859.): A!io поло:нсају равношеЈЈсе 

liОН§ЈН!_вативног холо~Q . .МIЈЛ[ __ Qfi!l(Јf!()"номног система -~yнiiЦiz]a .. силе .· има 
.мсшс~мум-71i~-mенЦuТаЛна. функц~ја .мuниЈ.[у.М)~{)нда·fё paвiiдttieJJCa система 
ciilaбiiЛнai·-y~ lipoПiu81t9:.М: Т~·-дабиЛ~d--~~~--~и·а·il-ИнДuференmна. 

У положају равнотеже можемо узети да су све координате qi =О. 
Ако се из тачке О опише у п-мерном nростору сфера. nолупречника р, 

она обухвата област (S) у којој је 1 qi 1 <р. Буде ли р по вољи произ
вољно мала величина таква да се при саопштавању почетних брзина 

(qi)o може наhи ·такав број 11 да је 1 qio 1 <ч и да систем при прелазу 
Из положаја О у 0' не изађе из области S, равнотежа система је 
стабилна, јер је увек 1 qj 1 <р. Како је систем конзервативан и скле
рономан. то важи интеграл енергије, па је 
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Како функција U у положају стабилне равнотеже има maximиm, то је 
U0 - и> О. Дамо ли некој координати q; највеhу вредност 1 qti = 8, 

·док ост~те имају произвољне· вредности. али по апсолутној вредности 

ма.ње од 8, онда разлика и0- и добија различите вредности Р;. Прет
поставимо ли да је Р најмања вредност те разлике онда је сигурно 

U0 - И> Р. Ако су и почетне брзи~е тако мале да је Eko <Р онда је 
Ek = Eko-Р< О. Ово не може бити, јер је Ek увек позитивна величина, 
те и координате q1 не могу достиhи граничн-е вредности 8. Због тога 

систем не може изаhи из области (S), што значи да је равнотежа 

стабилна. 

На осн.ову изнетог , закључујемо да је систем у стабилној равно

тежи када је nотенцијална енергија у екстремуму и то у .мини.«уму. 

Према томе је критеријум равнотеже 

дЕD -О· - ' 
дqi . { 

>о стабилна 
д2Еzр --О индиферентна 

д qi <О лабилна 
(2) 

На пример, у случају хармонијског осцилатора је Е р= 1/ 2 сх2 , па је услов ста

билности д2 Ерјдх2=с >О. 

Код .математичког (и физичког) l{латна је 

dE . 
Ep=mgl(l-coscp); __ Р =mglsincp=O; 

dcp 
-- = mg! cos ср за 
d2 Ep ·t >0 ср=О; 
d ср 2 <0 q>=Л'. 

У слуЧају система са два степена слободе је 

Е р= 1 (х; у)= 1/ 2 (с11 х2+2 с12 ху+с22 i~). 

па је услов екстремума функције 1 (х, у) 

д2 1. д2 1 - (~)2 > о. 
д х2 ду~ дх ду 

Да би функција 1 (х, у) била у минимуму морају бити задовољени и услови 
д2 1 . д2 1 
->0; ->0. 

с, дхz д yz 

Сл. 13.1. - У слов стабилности 
штапа који се ослања на две 

тачке 

Због тога квазиеластични . коефидијенти морају задово
љавати услове 

Критеријум стабилности равнотеже (2) 
примењује се у статич!lи.м uробле.мu.ма. 

Потенцијална енергија хомогеног штапа А ВС, 

чију тежину зан~марујемо, (сл. 13.1.), и њен извод 
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13. Стабилност-кретаља 

Е р =Р z = F ( 1 sin ср- а tg ср); 

дЕр =F(tcoscp--a-) =0, 
д ср cos2 ср 

па је cos3 cp=afl, те је равнотежа нестабилна, јер је ЗF! sin ср< О. 
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У отпорности материјала примењује се мешода енергще (Rayleigh
Ritz-oвa метода) за одређивање критичне силе аксијално притиснутог 

штапа*. У овоме случају као критеријум стабилне равнотеже служи 

израз 

(3) 

где је Adk =Е р деформациони рад (потенцијална енергија) при изви

јању а А рад аксијалне силе (F). 

На пример, за случај стуба АВ, зглавкасто везаног у А чији крај В придржава 

хоризонтална опруга, крутости с, (сл. 13.2.), биhе: 

Е р =Adk~ 1/ 2 с(! ср)2, А= Fl (1-cos ср)= 2Fl sin2 1/ 2 ср~ 1/ 2 Fl ср2 • 

Из обрасца (3) следи услов с/ > F, те је критична сила Р ~с= с!. 

Сл. 13.2. - Одређиваље 
критичне силе притис

нутог штапа 

Сл. 13.3. - Southwell-oвo 
експериментално одређи

ваље критичне силе 

За експериментално одређиваље критичне силе Саутвил (R. V. Southwell, Phil. 
Trans. R. S., London, 1913.) је конструисао модел, (сл. 13.3.). У глаткој шупљој полукугли, 
полупречника R, налази се у најнижем положају кугла, полупречника г, тежине G, 
коју притиска сила F преко игле. Када се кугла помери из равнотежноr положаја за 

угао ср, петенцијална енергија биhе 

- [ R-2r]cp2 

Ep=G (R-r) (1-cos cp)-Fs ~ (R-r) 0-F -,- 2, 

* Отпорност материјала, чл. 12,5. 

18 Теорија осцилација 
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јер су 

(R-r) (1-coscp)~ 1/2 (R-r)'cp2 ; 

S=Г (1-cos e)-(R-r) (1-cos ср)~ 1/г [г 92-(R-r) ср2]. 

Из услqва стабилности 

д2 Ер R-2r 
--=0-F-->0 / 
д cpz r 

следи да је крити~на сила 

13.2. У слови стабилности стационарног :кретаља. - При ста
ционарном кретаљу јављају се цикличке координате али не и неци

кличке брзине. У случају конзервативног система са два степена сло
боде кретаља важи интеграл енергије, па је Е== Ek+EP. Ако је 
генералисана сила која одг.овара цикличкој координати нула, онда важи 
један интеграл, јер је генералисани импулс за ту координату констан
тан. Када се у изразу за кинетичку енергију ставе нецикличке брзине 
једнаке нули а уместо цикличке брзине уведе циклички интеграл, 
онда је ова енергија функција само координата те има обележје потен
цијалне енергије. На овај се начин добија .модифицирана йотенцијална 
енергија система 

* * · Ер=Е,,+Ер, 

која, према Р ауту (Routh - "Essay оп the Stabllity of Steady Motionи, 
1877. год.), за',,ИсПИтИваЊе' стабилности стационарног кретаља има исти 
значај као и потенцијална енергија обичног кретаља. Према томе услов 
стабилности стационарног кретања јесте да је .модифицирана йотенци
јална енергија у .мини.му.му. 

На пример, у случају равног кретаља под утицајем привлачне силе интензитета 
F= k гn, кинетичка и потенцијална енергија су 

гn+I 
Ep=k-- =-И. 

n+1 

Координата ср је цикличка, па из Лагранжевих једначина видимо да важи инте· 
грал површине r2 ~=С. Како је за стационарно кретаље нецикличка брзина r =О, то је 
модифицирана потенцијална енергија 

.,.. 1 С2 гn+l 
Е:р =-т-+k--. 

2 r 2 гz+ 1 
Из услова 

следи да је услов стабилног кретаља rz +3>0, односно n> -3. 
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На исти начин одредили бисмо и услов стабилности обртања диска ако му је 
угаона брзина веhа од критичне, (сл. 12.2. с). Као генералисане координате узмимо R. 
ср и 'V, где је (;)='}!-ср. Тада су енергије: 

') . . . . 
Ek= 1fz (тvc+lc ,jr2)= 1fz т (RZ+Rz cp2+tz о/2); 

Ер= 1/2 cr2 = 1/ 2 с (R2 +e2+2 Re cos е). 

Како је генералисана сила F =-ст, то је ср цикличка координата, па је циклички 
интеграл 

d • • . . • • 
dt [тR2 cp+m12 (cp+0)]=0, тј R2cp+J2(rp+EJ)=h. 

Цикличка брзина биhе 

При стационарном кретању је нецикличка брзина R=O, па је модифицирана 
потенцијална енергија 

в;= 1/ 2 т [R2 ~2 +i2 (ё+~ )2]+ 1/2 с [R2+e2 +2 Re cose] = 1 (R, е). 

Услови екстремума 

дЕ* 
р 

де 
-cResine=O; 

. д2Е* 
__ Р_ =-с Re cos е > о 
д (ј2 

показују да мора бити sin G=O, тј. G=O или G=Л'. Због Лаваловог парадокса је G=Jr 

и ё =О, те је модифицирана пG>тенцијална енергија 

Е;=1/2 т [(R2+Jz)- 1• h2)+1/2 с [R2+e2-2Re]= 11 (R). 

Иэ њених извода 

дЕ* 
д; =т [ -Rh2 (R-1!+12)-2] +cR-ce =0, 

д2Е* 

д R: =- тh2 [(R2+i2)-
2-4 R (R2+i2)-з] +с> О, 

cp(e=n) =ro; шk=Vrfm; v=rofrok, 

следе услови стабилности обртања диска 

У случају тешког си.метричног гироскиflа - зврка, (сл.12.3. а), пошто је елипсоид 
инерције обртни, биhе 11 = Ј2 а како сила G =М g и отпор зrлоба секу фи гурну ос у то 
је ЮС3 =О. Помоhу Ојлерових кинематичких и динамичких једначина 

Ф1 = \~Sin (;) Sin ср+ё COS ср; 

Шz= \~SiП е COS ср-ё sin ср; 
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добијамо интеграЈI, јер је ш3 =О, у облику: 

Ш3 =~+t COS ЕЈ=С. 

Кинетичка и потенцијална енергија су 

'2 '2 . '2 ''} '2 '} • . 2 
Е.= 1/2 (Ј1 ш 1 +Ј2 ш2 +Ј3 ш3 )=1f2 Ј 1 ·(е~+'Чг sin~0)+ 1/2 J3 (cp+,JtcosiЗ); Ep=Mgscose, 

па су координате ср и 'Чг цикличке те добијамо још два интеграла 

11 ф sin2 е+ 13 (~ ++ cos О) cos 0=Н; .fs.(~+t cos е) =Ј3 ·с= В. 

Први показује да је замах система за непокретну ос у · Oz константан, а други 
да је замах за покретну осу О~ такође константан. 

Уводеhи ове интеграле у кинетич~<у енергију, јер је ф- = (Н-В cos 13)fJ1 sin2 е 
добијамо 

Како је за стационарно кре rање нецикличка брзина е= О, то је модифицирана патен 
цијална енергија 

• 1 (Н-В cos Q)2 
ЕР = 

2 
Ј1 + 1/? Ј 3 с2 +М gs cos е. 

sin2 е -. 

Услов стационарности је 

дЕ"" 
р 

де 

(Н'- В cos 0) (В-Н cos 0) 
-----------М gs sin е=О; 

J1sin3 0 

Ј1-Јз М gs 
шs= ---Q cose + --, 

Ј1 Q 

где су уведене ознаке Ф=О, ср шs које представљају константе. У систему коорди
ната Q, шs горња једначина представља систем хиuербола. У случају ца је Mg=O тај 
систем прелази у систем Правих лшшја кроз тачку О. У оба случаја кретање је регу

ларна uреце1 иј а. 

Код гироскопа; у усправном положају, (0 = 0), биhе Н= В= Ј3 с, :па су изводи моди
фициране потенцијалне енергије 

д в; . Ј~ с2 (1-cos 0)2 

-- = ------ -М gs sin е, 
д Э Ј1 sin3 е 

д2 в; Ј~ с2 (1-cos 0) (2-3 cos е+ cos2 0) 
дG2 = ~ sin49 -Mgs cos 0. 

Из услова 

[д2в*Ј __ Р >0 
д 02 е~о ' 

помоhу Лопиталовог правила, добијамо услов стабилности овог гироскопа 

Да би обртање било стабилно мора се гироскопу дати велики замах око фигурне осе. 
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13.3. С~абилност и нестабилност осцилаторног система. -
Код амортизоване осцилације система са једним степеном слободе 

осциловања када је отпор сразмеран првом степену брзине (чл. 3.2.) 
карактеристична једнач·ина је облика (77 а) са коренИма Л1 ,2 = -ђ± 

± "\јђ2-ш2 . У случају када је ђ< ш корени су конјуговано lСО.мПлексни, 
па је кр_етање опадајуhе хармонијско осциловање обл·ика 

х= Re-o t cos (pt- 00). (4) 

Са порастом времена {t) амплитуда опада, па се каже да је кретаље 

сШабилно. У противном када је ђ> w кретање је апериодичко, то јест 
нестабилно. 

За случај осциловања неконзервативног система (чл. 11.) 
форме су 

па добијамо систем дифер~нцијалних једначина (8). Под претпоставком 
решења у облику (9) карактеристични полином је 

ll 

""А '\n-v_o . 
.t.J n-1 11. - •• (5) 

v=U 

Ако је сопствена вредност комплексна, Л= а+ i ~' онда је и вред

ност Л= а- i ~ корен карактеристичне једна чине те је решење 

q =А e2,t =А e<a+i~> t ~ А е а t ( cos ~ + i sin (ј). 

Када t -+(Х) тада he q--+ О само ако је реални део корена негашиван. 

У том случају имамо оПадајуће осциловшье па је осциловање стабилно; 
у противном је, када су корени позитивни или пак конјуговано ком

плексни са~~з~ти~ниl\1 реалним .. де.n:.?м аПериоцuчко, .. тј~ нестабилно. 
Стог~ се п.роблем .. ётабилliости осцИлаторног система своди ·н; испити-
ваље. l{~рена .НЈ~.С~вог .. !i~Ј:рк[[iер~~[[јичн,ог .. ~ол.L[НОМ(Ј~ . .4 К() .. је реални д.ео 
нeraiii'(iвaн· а <~о uнmer:Paл q .\t) .. ie . ·о;ранZ!чен ·па је кpema;iJe сiпабuЛно, 
у пјј'оtt{uвном када је а> О· тада је интеграл q.(t) неограничен те је 
iiiiemaiЬe ·~всmdб~Лно. 

а) Једначина Првог степена. - Ако је полином првог степена 

онда можемо увек изабрати А 1 >О, па за х< О мора бити и А 0 >О. 
Дакле, морају обајкоефицијента А; бити Позитивна А 0 *0, А 1 =t= О. 
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Ь) Квадратна једначина. - У овоме је случају полином облика 

Нека су х1 и х2 корени полинома онда они задовољавају Viete-oвe 
услове· 

(6) 

Пошто је f (х)= О то можемо увек изабрати да је коефицијент А 2 

позитиван, А 2 >О. Друга два коефицијента зависе од корена једна чине. 

1° Оба !Сарена _су .нeгamuвfLa. - Када је х 1 = -а: 1 , х 2 = - а:2 онда · 
Viete-oви услови (6) постају 

па пошто је А 2 >О морају бити и коефицијенти .4 1 и А 2 _ позитивни. 

Решавањем једначине добијамо корене 

(7) 

па да би корени били негативни морају бити задовољени још и ови 

услови 

2° [{орени су !Сонјугова,-tQ !СОМf1.Ле!Ссни. - Узеhемо да је А 2 >О 
и да су корени х1 =-а:+ i~, х2 =-а:- i~, тада, према (6), добијамо 

па морају сви коефицијенти А i бити позитивни. Из (7) следи да мора 
бити поткорена количина негативна, те су услови 

(8) 

На пример: х2+2х+2=0; Х= -1 ±i; 4 < 8; х2-2х+2=0; х= 1 ±1, 

с) Кубна једначина. - Полином је облика 



а корени xi задовољавају проширене Viete-oвe услове 

(9) 

Како је f (х)= О то је увек А 3 >О а остали коефицијенти зависе од 
корена једначине. 

1° Сва три корена су негативна. - Тада су корени xi = - а, <О, 
i = 1, 2, ·~з.·пэи3(9т·следи···· -·-·· 

-(а1 + et:2 +et:3)=- А 2/А 3 <О; А 3 >О; А 2 >О; 
а1 а:2 + а1 аз + а:2 а:з = А 1/ А з > О; А 1 > О; 

-а1 а2 а:з = -Ао/Аз <О; Ао> О. 

Дакле, да би f{Орени били негативни .морају сви f{Оефицијенти Ai 
liолинома бити nозитивни. 

На пример, х3 +6х"+11х+6=(х+1) (х+2) (х+3)=0. 

2° Један f{Орен је негативан, остала два су f{Онјуговано ICOM

liлeh·cнa. - Нека су корени х1 = - а1 , х2 3 = - а2 ± i ~2 , онда из (5) следи 

х 1 + х2 +х3 = -(а1 +2 а2) = -А 2/А 3 <О; А 3 >О; А 2 >О·; 

. Дакле, да би један корен био негативан и реаЛни делови конју
гованих корена негативни потребно је да су сви коефицијенти поли. 
нома позитивни. 

На пример, хз+4х2+6х+4=(х+2) (х2 +2х+2) =0, х1 = -2; Xz,o= -1 ±1. 

Усло!З_..fl_L.>: .. д .. _је.. ... само йоШребагt алигtије дОfЗОЉйЈi йQШЩ()_.Ј,!.?ТУ бu[[iu pea1гtu 
делови l{OMйЛel{cгtux l{Opeгta йозuтивгtu и.ли jeдna}{u нули (тј. чисто имагинар:ш корени)~ 

На при~ер, х3 +х+ 10=(х+2) (х2-2х+5)::::0; х1 = -2; х2 , 3·= 1 ±21; 

х3+2х2+4х+8=(х+2) (х2 +4)=0; х1 = -2; х2 , 3 = -2i; 

Да бисмо дошли до још једног услова поделимо f (х)= О са А 3 , 
онда једначина постаје 

f(x)=x 3 +ax2 +bx+c=(x+p) (x 2 +qx+r)=O, 
где су 

q=a; pq+r=b; pr=c; а>О; Ь>О; с>О; А 1 >О. 
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Формирајмо сада израз 

а Ь- с = q (р2 + р q + г) = q (р2 + Ь ). 

Ако је аЬ- с> О онда је q >О јер је р2 + Ь >О, пошто је Ь >О. 
Због негативног корена х1 = -р мора бити р> О па како је с> О 

мора бити и г> О што значи да је квадратни трином х2 + qx +г са 
позитивним коефицијенти.ма па су му корени или реални или конју

говано комплексни са~негативним реалним делом.t:дак.т.iе, да би коренџ 

!!l~~-{!!,.fl.Ј;;~:!::lЈ!:~-§~у_л,tЈ,~gгqщцвнџ џдцјед,Сi,н. негq[gуЈз_а_н._а.д;;;;:;~~;;/v7:~;;;о··· 
комплексна са негативним реалним дело.м .морају бити исuуњени услови 

На пример, у на~еденим примерима су Ai > О, али је други услов 

1

6 61 =60 >О· 
1 11 ' 

1

4 41 =20 >О· 
1 6 ' 1 ~ ~ 1 =О. 

d) Једначина четвртог степена. Полином је облика 

f (х) = А 4 х4 + А 3 х3 + А 2 х2 + А 1 х +А о = О, 

а корени· xi задовољавају проширене Viete-oвe услове 

х1 (х2 +х3 +х4)+х2 (х3 +х4) + х3 х4 = А 2/А 4 ; 

х1 (х2 х3 +х2 х4 +х3 х4)+х2 ХаХ4 = -А 1/А 4 ; 

х1 х2 х3 х4 А 0/А 4• 

( 11) 

Због f (х)= О увек можемо узети да је А 4 >О; остали коефици
јенти зависе од облика корена једначине. 

1° · Сви корени су негативни. ----: Овде су х1 = -а;, i = 1, 2, 3, 4, па 
из ( 11) следи 

LX;=- ~а;=-А3/А 4 <0; А 4 >0; А 3 >0; 

:L х i х ј = :L СХј СХј = А 21 А 4 > о; А 2 > о ; 
:L х1 х 1 х k = - а1 ( а2 а3 + а2 а:4 + а3 а4)- а2 а3 а4 < О; А 1 > О; 

Потребан је услов да су сви коефицијенти позитивни. 

На пример, х4 +10х3+35х2+50х+24=0; Xi=-1; -2; -3; -4. 
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2° К оре ни су конјуговано комuлексни. - У овом су случају 

х1 , 2 = -a±i~; х3 , 4 = -у 1 iO, 

па Viete-oви обрасци доказују 

LXi=-2(a+y)=-A 3/A 4 <0; А 4 >0; А 3 >0; 

~ х i ХЈ = а2 + ~2 + 4 а у+ у2 + ()2 > О; 
~ xi х1 xk= -2 [(а2 +~2) у +(у2 + 02) а]< О; А 1 >О; 

П xi=(a2 +~2) (у2 +02) >О; А 0 :>0. 
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да морају коефицијенйlи бити позитивни. Овај је услов потребан али 

није довољан. 

Да изведемо други потребан услов поделимо f (х)= О са А 4 , 

онда hемо имати: 

f(x) =х4 + ах3 + Ьх2 +ех+ d = (л 2 + рх + q) (х2 +гх+ s) =О, 
где су 

р+г=а; pг+q+s==b; ps+q(=c; qs=d. 

Како су А i >О то су а, Ь, с, d :>О. Формирај мо израз 

(аЬс -с2 - а2 d) = D =рг [(q-s)2 +(р+ r) (ps+ qг)] = pr [q-s)2 +ас]. 

Ако је D>O мора бити рг>О јер су a>i с>О. Како је рг=г(а-г)= 
=аг-r2 >0, а>О мора бити г>О, па је и р>О. Због d=qs>O 
морају q и s бити истог знака, а како је с= ps + qг >О и р> О, г> О 
мора бити q >О и s >О. Пошто су, дакле, р> О, q >О, г> О и s >О 
то морају триноми х2 +р .х-+ q =О и х 2 +г х+ s =О имати негативне корене 
или конјуговано комплексне са негативним реалним делом. 

Дакле, да би корени једначине. четвртог с[јјеПела ц.ма;щ реалне 

делове н~гативне uoтp~~fi.9)e и цgвољно · /l.a буду иcliyiЬeнu следећи 
услови: 

А 3 А 1 О 

А 4 А 2 Ао >0, 
О А 3 А 1 

(12) 
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На пример, за наведене примере су: 

10 50 о 2 30 01 з 3 о 
1 

А;>О; 1 З5 24 = 12 600>0; 4 27 1 = -768<0; 1 з 2 =0. ! 
о ]0 50 о 2 30 : о з з 

Помоhу ових критеријума можемо одредити услове стабилности 
конусног клашна (сл. 13.4.). ·Нека с~ клатно обрhе око вертикалне Oz 

1 
i 

! 

! 
1 
L __ 

.... ~ ~--- --! 
_cl-. 

Сл. 1З.4 . ....,..... Стабилност конусног 
клатна 

осе константном угаоном брзином 

ш0 онда тачка т има две брзине: 

обимну V1 = R w0 = l w0 sin q> ~ l w0 q>, и 

бочну v2 = l ~. Вектори ових брзина 
су управни, па је квадрат брзине 

2 2 
V2 = V1 -f- V2. 

Према томе- су кинетичка и 
потенцијална енергије малих осци
лација 

2 2 '2 Ek = 1
/ 2 mv2 = 1/ 2 m/2 (wocp + q> ) ; 

Ep=mgl(l cosq-)~ 1/2 mglrJ?2 , 

па Лагранжева једначина даје дифе
ренцијалну једначину 

~ дЬ~k _ дЕk + дЕр= т/2 ~ _ 

dt д(р дq> дq> 

2 2 .. (g 2\ . 
- ml w0 q> + mg l q; = q> + l - шо} q> =О. 

Претпоставимо решење у облику q> =А e1.t онда је карактеристична 

једначина1.2 +k=0. Овде су А 1 =1, A0 =k. За k>O, тј. gfl>ш6, кре
тање је стабилно а .за k < О је лабилно. Гранични случај k =О, тј. 
V gfl = w0 = wk, представља крити·ту угаону брзцну клатна. 

13.4. Routh-oв критеријум. - За карактеристични полином 

n , 

f(x)= L An-vxn-v=AnX11 +An- 1 xn-l+···+Akxk+ 
о 

(13) 
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са коренима Х; важе проширени Viete-oви обрасци: 

~Xt=X1-t-X2 -f- ··· -t-Xn -Ап- 1 /Ап, 
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~Х; Х.ј;::: х1(х2 +х3 + ... +х п) +х2(Ха + ... + Хп) + ... +Xn-tXn = An-2/A", 

L Xt Хј Xk= ~А п-з/А n' ~с~= ( -l)r Ап-r/Ап; 
(14) 

. Пх,=(-l)пАо/Ап, 

па бисмо поступно могли извести услове о стабилности. Један је 

услов сигуран да су сви коефицијенти А; Полино.ма Позитивни, али је 

он са.мо потребан али није и довољан, јер nрема Декартовом Правилу 

из алгебре тада нема .мена · знакова из.меЬу FСоефицијената · liолино.ма 
па не.ма ни Позитивних корена* али могу бити комплексни корени са 

позитивним реалним делом. Због тога се мор~у испитати и ти други 

услови. 

У теорији алгебарских полинома важну улогу игра Stиrm'-oвa 

теорема: "Број корена uолино.ма 1 (х) у размаку [а, Ь] једнаFС је броју 
разлике броја .мена знакова у реду Sturm-oвиx фу11/rција При Појюсту х 
од а до Ь". Нека је f (х)= О полином п-ог редн са реал.ним коефицн

јентима и нека нема степених корена, тј. нека је узајамно прост са 

полиномом 1' (х)= О. На ова два полинома применимо Еуклидов алго
ритам одређивања највећег заједничког делиоца стим што се остатак 

г (х) замењује негативном вредности. Тако he бити 

Функције 

1 (х)= q (х) 1' (х)--11 (х); 
1' (х)= q 1 (х) 11 (х)-1 2( х); 

11 (х)= r1 (х); 

{ 2 (х)= -r2 (х); 

f(x); l'(x); /1.(-У.); .•. ; fm- 1 (x); fт=const, 

(15) 

( 16) 

образују ред Sturm-oвиx функција ; fm је константан број ако су 

1 (х) и 1' (х) узајамно прости, то ·јест ако немају заједничких корена. 

За две вредности х= а и х= Ь треба одредити предзнаке Sturm
oвим функцијама и број мена та и ть па је број корена у томе 

размаку једнак та-ть. 

* Број позитивних корена полинома (13) при An >0 једнак је или за паран број 
мањи од броја промене, знакова његових коефицијената. На пример, f (х)=х3-6х2 + 

+ 11 х-6 =О има три мене знакова ( + +-) па је број позитивних корена 3 или 1. 
Корени су Xr=l; 2; 3. Код полинома f.(x)=x 3-4x2 +x+6=0 има две мене, па је број 

позитивних корена или 2 или О; они су 2; -1 и 3. 
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На пример, за полином f(x)=X3:-Hx2 +38x-40, је f'(x)=;:3x2-22x+38, па је 

f: /'. односно 3 f: /' 

/': /1, односно 11/': 11 

/2: /з или 71 / 2: /з 

Зх2-22х+38 = 
3х3-33х2+ 114х-120 1·--,.....----.:____ 

3х3-22х2+ 38х 

r 1 = -11 х2+76х-120 

!1 = 11 х2-76х+ 120 

33х2-242х+418 

33х2-228х+360 

Гz= -14х+58 

х 

/ 2 = 14х-58=2(7х-29) 

r3= -213х+840 

7 х-29= / 2 

х 

/ 3 (х) =213х-840 = 3 (71 х-280) 

497 х-2059 ~7~х-280= / 3 

Г4= -99 

f 4 = 99 1 99 = f 4 • 

Приликом дељења вршено је множење односно скраhивање јер не утиче на предзнак 

Таблица знакова је 

а f (х) !'(х) !1 (х) fz (х) !а (х) 14 т А 

о + + + 3 
1 + + + з о 

3 + + 2 1 
6 + + + + + + о 3 2 

Између О и 1 нема корена, између О и З има један корен, између О и 6 има три 
кор~tна а између 3 и 6 има 2 корена. Корени су х,= 2, 4 и 5. 

Routh-oв критеријум оснива се на Sturm-oвoj шеореми и разде

љивању корена. Уместо х узмимо комплексну променљиву z онда је 
полином (13): 

n 
W=f(z)=Aпzn+An_1 zn-l + ··· +A 1 z+A 0 = L; An-vZ'1-v=O (16) 

v=O 

где је w функција комплексне променљиве z =х+ iy = ReiCP. Она се 
може апроксимирати само првим члан ом А n zn =А n Rn ein ср. 
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Ако је z -х+ iy онда сви корени морају да леже лево од има

гинарне осе (iy) у полукругу довољно великог полулречника (R). 
Тачки z одговара нека тачка криве w= f (z) =и (х, у)+ i v (х, у). Узме ли 
се та ч ка z = iy, то јест на имагинарној оси, онда је комплексна функција 

W=f(z)_=l(ly)=и+iv=in (A 11 yn- iAn- 1 yn-
1 -Aн_2 yn- 2 t · · ·). 

Како iп = (ein!2)n = ennif2 показује само ротацију, то се uарамеПlарске 

јед начине криве w= 1 (z) могу написати у облику полинома 

и= Р п (у)= А n уп -А п- 2 yn-2 +А n-4Yn-4_· ... ' 
( 17) 

V _р (у)_ А yn-1 1 л· уп-3 А уп -5 + - n-1 -- n-1 -г 11-3 -.n-5 ·•·• 

Увек се може претпоставити да је А n> О, онда при у-+ оо и Р11-+ оо 
а Pn_ 1-+- оо, па је коефицијент А 11-1 >О. Ако се поделе полиноми 

Р п и Р п-ј биhе 

v=P11-1(Y)= -Ап-1уп-1 +Ап-3Уп- 3 -Ап-5У"-5 + ···, · 

Увек се може претпоставити да је А 11 >О, онда при у-+ оо и Р,,,-+ оо 
а Р11 _ 1-+- оо, па је коефицијент An-1 >О. Ако се поделе полиноми 

'Pn И Pn-1 биhе 
А п 

Рп=- --уРп-1 +Рп-2=а11уРп-1 +Рп-2· 
Ап- 1 

Тада мора бити, због горњих услова, и а п< О. Делењем полинома Р n-1 

Pn- 2 биhе 

при у-+оо, Р п _1-+- оо· и Р 11 _ 2-+- оо то мора бити коефицијент 

>О. Ако се продужи делење полинома Рп-2 са Рп- 3 биhе коефи
а11_2 <О, а затим ал- 3 >О, а 11 _ 4 <О, .... Овај закључак пред
Rоиth-ов критеријум*: Да би сви корени карактеристичне једначине 

са uозитивни.м. коефицијенти.ма имала реалне делове негативне 

је и довољно да су uри сукцесивно .м дељењу uолинома Р п, 
, ... , FСоличници за ilозитивно у алт~рнативно ilроменљuвог знака, 

што је ilpвu количник (an) негативан. Количници а1 могу се 

помоhу а; коефицијената At. 

У случају једначине четвртог степена са реалним коефицијентима 

1 ( z) = А 4 z4 + А 3 z3 + А 2 Z
2 + А 1 z + А о = О 

z = iy добијају се полиноми 

* Ј .E.G. Routh - "А treafise оп the stability о f а given state о f moflon"'. ~ondon, 1887. 
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Како при у-+оо и Р4--?-оо, а Р3-+-оо то су А 4 >О и .4 3 >0. Деобом 
ових полинома добијамо да је 

то јест 

Деобом полинома Р 3 и Р 2 добија се 

Како за у -+оо и Р3-+- оо и · Р2-+ -оо то мора 'бити а3 >О, то јест 
-мора бити 

а3 =-А~/(А 1 А 4 -А 3 А 2)>О, то јест А 1 А 4-А 2 А 3 <0. 

Новом деобом полинома Р2 са Р1 добија се 

Како при у-+оо, Р2-:*- оо а Р1-+- оо мора бити: 

то јест 

Routh је ове количнике изразио помоhу схеме 

А4 +А2 Ао Ь1 = -- А 4 А 1 + А 3А 2 ; 
""")' 
/.'\. 

А з -А1 о Ь2= АвАо ; (18) 
ь1 ь2 Ьв с1 = -АвЬ2+Ь1А1; 

с1 с2 С2= -As bs . 
која се назива Routh-oвoм схемом. Помоhу ове схеме може се љегов 
критеријум стабилности овако изразИти: Карактерисiliични uолшюм је 
стабилан ако су елементи uрве колон.е Roиth-oвe схе.ме Позитивни. 

На самој схеми је показан начин одређиваља -коефицијената. Ако 
је неки елемент једнак нули треба узети малу вредност 8 па проду
жити поступак формираља схеме. 
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На пример, код полинома f (х)= .1: 3 + 6х2 + 11 х+ 6 =О су коефяцијенти. пози
тивни (А t > 0), па је ехем а 

11 о 

6 6 о 

60 о о 

360 о 

Коефицијенти прве колоне ехем е су позитивни, па су корени х;= - 1 ; 
-2 и -3, те је. заиста полином стабилан. 

Сменом х са z = iy и дељењем добијамо 

Р1 =-10у 

1 
а3 =-- <О 

6 

6 
02=- >0 

10 
10 

а1 =_- 6 <:О. 

На пример, за полином четвртог с-тепена 

и биhе: 

18 16 о 

6 24 о о 

84 96 о 

1440 о 

-1 о 

Xi=-1±i; -2±21 

f (iy) = (у4 -18 у2+ 16)+i5 ( -6 у3+24у) =P4+i Р3 =0; 

па делењем добијамо количнике 

-14у'+161 

,-16 

y4-18i'+ 16ј-6уз+ 24у 

-6у'+24у 1-14уЧ161 - ~ у 
120 1 6 1 

ту 14у 

49 1 

- 60у 

1 а1 = 
15 >0 Ја>=- 49 <01 а3 =~>О 1 а4 =- ~ <0 . 14 - 60 14 ~ 6 
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13.5. Hurwitz-oв :критеријум. - Huгw:Jtt~Je .коефицијенте ai изразио 
помоhу детерминанти. За једначину четвртог степена биhе 

а4 =-А4 <0; А 4 >0; А1 =А 3 >0; 
Аа . 

~А1 1 О 
а2 <0; AiA 4 --A 1 A 2 A 3 +A 0 A~<O; ~з= А4 А 2 А 0 >О. 

О А 3 А 1 

Hurwitz је ове детерминанте назвао Rоиth-овим детерминантама. 

За полином п-ог степена детерминанте се могу написати скупно 

као једна детерминанта 

Ап-1Ј Ап-31 An-5 
An Ап-2 An-4 

At >О; ~k >О; ~п-1 = Ап-1 Ап-3 (19) 

па Hurwitz-oв* критеријум гласи: Да би liорени кара!Стеристичног Поли

нома u,;.шли негативне реалне делове ilоlйребно је и довоЈЬно да су сви 

!Соефицијенlйи ilолинома Позитивни и да су n-1 Roиth-oвe детерминанте 
Позитивне. 

На прим~р. за полином f (х)=х4 +6х3 +18х2+24х+16=0 биhе 

6 24 о 

At>O; _ll .,..1 =u3 = 1 18 16 =1440>0; А1 =6>0; u2 =84>0. 

о 6 24 

1 25 34 о 
__U 40112 40 

о 
8 12 о 

1 25 34 о 
160 260 о о ll4 = = 102 000>0; 

о 8 40 12 
4320 1920 о о 

о 1 25 34 
102. 103 о 

А1 =8>0; А2= 160>0; А3 =4320>0; Корени су -1; -2; -3; -1±i. 

* А. Hurvitz ·- Mathematische Annalen, (46); 1895. 
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1 4 27 о -1 2 301 о 

2 30 о о Xi = -3 ~з= ~27 = -768<0; 
А;>О; 

-22 54 о 1±31 ' о 2 30 

-768 ~1 =2>0; ~2 =-22<0. 

На пример, за полином шестог. степена 

f (х) =х6 +5х5 +20х4+20х3 +32х2+32х+ 16=0 

биhе: 

~20 321 о о -1 

1 20 32 1. 16 о -2 

At>O; ~s= о 5 20 32 о = -17472<0; Х;= ±21 
----
о 20 32 16 -1± ј 
о о 5 20 32 

~1 =5 >О; ~2=8О >О; ~з=960 >О; ~4= -9984 <о 

20 32 16 

5 20 32 о 

80 128 80 о 

960 2160 о . 
-49 920 

13.6. Стабилност стационарног кретања Ватовог регулато
ра.-:- Средиште кугле Ватовог регулатора има две међусобно управне 

брзине: обимну v1 = г е ;:;: l ё sin ср 
услед обртаља око вертикалне z- z 
осе, (сл. 13.5.), и ' бочну v2 = 1 ~ 
услед подизаља ку г ли. Положај огр

лице (пмуфа") М можемо одредити 

у односу на најнижи положај коор-

динатом z = 080 - 08 = 21 (1- cos ср), 
па је брзина подизаља муфа 

Узимајуhи у обзир масе ку г ли, 

(m), муфа (М), опругу и редуко

вани момент инерције Ј* машине 

на осу регулатора z- z, кинетичка 
и потенцијална енергија и функција 

биhе: 

19 Теорија осцилација 

Сл. 13.5. ~Услови стабилности стацио
. нарног кретања Watt-oвor регулатора 
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(20) 

Е р= 2 тgl (1- cos ср)+ 2Л1 gl (1 cos ср)+ 2 с/2 (1-cos ср)2 , (21) 

Лагранжеве једначине дају систем диференцијалних једначина 

(2 т+ 4 М sin2 ср) /2 ~·- [т ё2 + 2 М ~2] / 2 sin 2 ср+ 

(22) 

+ 2 gl (т+ М) sin ср+ 4 с/2 (1-cos ср) sin ср+ 4 Ь/2 9 sin2 ср= О, (23) 

(2 m/2 sin 2 ср) ~ё +(J*+2т/2 sin2 cp).e=т*. 

Како је координата е цикличка то за случај стационарног обртања 

ставимо да је цикличка брзина константна ё = w0 а нецикличка брзина 

~=о, ср= сро, тада из (23) добијамо да је т*= о и услов 

-т! oo~sin 2 ср0 + 2 g (т+ М) sin ср0 + 4 с! (1- cos ср0) sin ср0 =О, (:24) 

па је услов стационарности 

т*= О; cos ср0 =[(т+ М) g + 2 с!]ј(т оо5 + 2 с)!. (25) 

Ако се стање ·стационарноr обртања поремети услед прираштаја 
мом·ента d т 1 d ср= и онда he се променити и угао ср и угао на брзина 

. оо0 за мале величине w и & 

ср= сро+&, g2 ~о, 

па су 

Како су 
sin ср~ sin ср0 +в cos ср0 ; cos ср~ cos ср0 -& sin ср0 , 

и=dтјdср=дтјs; дт ис.; .i2 ~0; WE~O, 
sin2 ср~ siп2 ср0 + & sin 2 ср 0 ; sin 2 ср~ sin 2 ср0 + 2 & cos 2 ср0 ; 

то Лагранжеве једначине постају 

А Ё.+Ве+ С~-0 w=O; 

Ј0 1V.= -и е, 

где су, с обзиром на услов 'СТационарности (25), константе 

А = (2 т+ 4 М sin2 ср0 ) / 2 ; В = 4 Ь/2 sin2 ср0 ; . 
' 2 
С= 2тооЈl2 (sin2 ср0 - cos2 ср0 ) + 2 gl (М +т) coscp0 + 

+ 4 с/2 ( cos ср0 - cos2 ср0 + si П2 ср0 ), 
D = 2 т/2 w0 sin 2 ср0 , 

Ј о= Ј*+ 2 т/2 sin2 ср0 • 

(26) 

(26') 
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Претпостављајуhи решеља једначина (26) у облику 

биhе карактеристична једначина облика 

Ј0 (А"А3 +В:Л.2 + СЛ)+ D и= А 3 :Л.~+А2 1.2 +А 1 :Л.+Ао= О. 

Како су сви коефицијенти А 1 > О то из Routh-oвe детерминанте 

ђујемо услов стабилности 

6. = 1 ВЈо 
2 АЈо 

Du! 
= Ј0 (BCJ0 -ADu) >О 

СЈо 

у облику 
В> ADujCJ0 

односно 

Ако се занемари маса муфа (М= О) и опруrа (с= О) 

(27) постаје 
т/ ООо U COS Cfio 

Ь> 2 . • 
[Ј0 (g cos cp0 -rool cos 2ср0) sin ср0] 

ПРИМЕРИ 

(28) 

13.1. Тешки штап АВ може да се обрhе око эглоба А~ У тачки В придржава га 
нерастегљиво уже које је пребачено преко малог котура К и на чијем крају виси 

терет 0 2 , (сл. 13.6.). 

Одредити карактер равнотеже штапа. 

[РешеfЬе. - Потенцијална енергија је 

Е р= 1/2 0 1 l cos ср + G2 S= 1/2 0 1 1 cos ср+2 02l sin 1/z ср, 

na су њени изводи 

dEp / d ср= [ -:01 1 sin 1/ 2 ср+02 /] cos 1/ 2 р= О1 

d2 Epfd ср2= _1/z 011 cos21f2 ср-

-1/2 [ -011 sin 1/ 2 cp+02 l) sin 1/ 2 ср. 

Услови равнотеже су: ср=Л или sin(cp/2) G2/G1 • Ако је эадо

вољен други услов, то јест ако постоји равнотежа у нагнутом 

положају штапа, онда је иста нестабилна а вертикални равно

тежни положај је стабилан. Међутим, ако тај·услов није испу

њен, онда је вертикални положај равншеже нестабил.анЈ. 

19* 

в 

Сл. 13.6. - Одређива

ње карактера равно

тежног положаја штапа 



292 Теорија осцилација 
---'-----'----'~--~----~---------------· 

13.2. Одредити стабилни равнотежни положај физичког клатна облика штапа ( ОА), 
дужине R, тежине О, чији је крај (А) везан опругом, крутости с, дужине у нерастег

нутом стању !, (сл. 13.7 ). 

[РешеЈЬе. - Узмимо осу Oz усмерену на

ниже и са 'Р означимо угао који гради штап са 

Oz осам, онда је потенцијална енергија система: 

Ер= -Ozc +с (А/) 2/2=(- OR cos ср)/2+ 

+с (.48-/)2/2=( -GR coscp)/2 + 

+с [2 R cos (ср/2)-/] 2/2; е =ср/2. 

Услови стабилности су: 

dEpfdcp =sin (q;/2) · [cos(rp/2)( -2 cR2 + OR)+c{R] =0; 

d2Epjdcp2 = t( -2с R2+0R) coscp+c R l·cos(cp/2) ]/2~0, 

z 
односно 

sin(cp/2)=0; Сл. 13.7. - Услови ·стабилности 

клатна са опругом 
cos(cp/2) =С! R/(-2 cR2+0R) =clj(2cR-O). 

Дакле, биhе: 

10 за ср=О; c(2R-1) <О (стабилан положај); 

20 за cos(cpj2)=clj(2cR-G); cos<p=2coscp2 (cp/2)-1; 

ср cl 
cos- = < 1; 

2 2 cR-0 
(0-2 с R)2-c2

/
2 >О· 

'2(2cR-G) , О< c(2R-f)] 

13.3 Код Schlick-oвoг uалографа клатно 

О N има променљиву дужину, јер полуга пролази 

кроз обрrни ваљак у тачки О а зглобом С је 

везана са кривајом СО1 која се обрhе око хори

зонталне осе кроз 0 1 ; (сл. 33.8.). 

Одредити услов при коме he вертикални 

равнотежни положај клатна бити стабилан и круж

ну фреквенцију малих осцилација око тога поло

жаја, занемарујуhи тежине делова механизма. 

[РешеЈЬе. - Ако је тачка А положај ста

билне равнотеже клатна онда је потенцијална 

енергија 

Ep=-mg z=-mg · AB=-mg(OB-OA).= 

= -mg [r (1-cos e)-/(1-cos ср)]. 

Како из троугла ОСО1 следи однос 

h/r=siп (rp+9)fsin ср, 
Сл. 13.8.- Критеријум стабилно

сти Schiik-oвoг палоrрафа 



то је за мале углове 

па је енергија 

Њени су изводи 

13. Стабилност кретања 

0=(h-r)cpjr и cos0~1-1/2 G 2 , 

Ер= -(mgf2r) [(lz-r)2-r /] ср2. 

дЕр/д ср = -(inf.!/Г) [(/1-r)2-r /] (р2 , 

. д2Ер/::Ј ср 2 = -(m.R/r) [(h-r)2 -r!J, 

па је услов за стабилну равнотежу 

VГt > h-r. 

Како је кинетичка енергија 

то је кружна фреквенција малих осцилација око положаја стабилне равнотеже 
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13.4. Одредити критеријум стабилности клатна са Еvаns-овим механизмом зане

марујуhи масе полуга, (сл. 13.9 ). 

[Решење. - За I:"енералисану 

углове Чг и G, онда следе релације: 

а cos Чг+Ь sin cp-R sin G=l=a; 

а sin о/+ Ь cos ср+ R cos ~ h = R + Ь. 

Због малих осцилација ставимо да је 

уопште узев 

sin о:~о:, cos о:= 1-2sin2 (o:/2)~1-o:2/2, 

онда горње релације постају: 

-а \]r2/2+ Ь ср= R G; a']r-b ср 2/2= R 02/2; 

-а (R0 2+b cp2) 2/8=R e-brp =0, 

то јест е= Ь (r/R. 
Координата тежишта клатна је 

Zc=Z R cos 0-с cos ср= 

(R-c)+(Rc-b 2
) 

2 /2R, 

Ozc; d EP/d rp = O(Rc-b2)cp/R=0; 

d2 Epfdcp2 = О (Rc-b 2)/R >О, 
јест Rc > Ь2 • 

координату клаhења узмимо угао ср, и помоhне 

А 
tz 

- . -----,---------- .. 
в 

:--l=o---1' 
Сл. 13.9. - Клатно са Еvаns-овим 

механнзмом 

13.5. Енергије и функција расипања једног система са два степена слободе дате 

једначинама 

. • 2 • • • 2'. '.2 • • ' '2 . 
Ek= 1/2 (3x1+4x

1 
х2 +2х2 Ј, Ер= 1/2 (4х 1 +2х1 х2 -гх2 }, 

• 2 • • '2 
Ф=1/2 (х1 +2х1 х~+2х2 ). 

карактер кретања система. 
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[РешеfЬе. - Лагранжеве једначине дају систем једначина 

з.Х~ + 2 .х;+х1+х2+4х1+х2 =О; 
па је карактеристична једначина 

/(1.)=21.4+41.3+81.2+ 71.+3=0. 

Како су Ai>O и Routh-oвe детерминанте .11=4 >О; А2 =28> О; А3 =78 >О то 
имају негативне реалне делове. ;3бог тога што су квазиеластични кеефицијенти Cik > 
н A(Cik)=4-1=3 то је положај Х1 =Х2 =0 положај стабилне равнотеже. Кретање 
дакле, опадајуhа осцилација око тог положаја: 

Због 

f(1.) =2,4+ а1.3+Ь 1.2 + с1.+ d ~ (1.2 + а1.+Ь) [1.2 +(сјЬ) 1.+ (djb)] =О, 

добијамо две квадратне једначине 

1.2+7/в1.+3/в=0 
са коренима 

па су 

1.1,2~-1 ±1 VJ, ),3,4 ~-1/-16 (7=t=i v 47). 

Ове се вредности могу побољшати Њуmново.м. .методом* 

1.=1.1-(f'/f")±[/'2-2//'TI2//"; fU)= j<i) (1.1), ... 

}.1,2 ~-0,76± 1,30/; 1.3.4 = -0,25±0,97 i. 

13.6 Испитати да ли је осцилаторни систем чији је карактеристични "'"'"''""-'"' 

f (х)=х6+9 х5 +38 х4 +90 х3 + 124 х2 +96 х+32=0 

стабилан. Одредити корене полинома. 

РешеfЬе. - Према Rauth-y и Hurwitz-y биhе: 

1 
9 

252 
13 500 

8 326 800 
12 74. 108 

38 124 32 о 

90 96 о о 

1020 288 о 

21 600 о 

3 888 000 

9 901961 о о 
An-t= ~124 32 О =А5 >О 

о 9 92_l 96 о 
о 38 32 

1-------'-
о о 9 90 96 

А1 =9; А2 =252; А3 =13500; А4 =925200; 

Xt=-1; -2; -1±1; -2±21. 

* Th. v. IO:irman - М. А. Biot - Mathematical Methods in Engineering. New 
1940. р. 248. 



14. ОСНОВИ МАТРИЧНОГ РАЧУНАЊА СА ПРИМЕНОМ 
НА ОСЦИЛАТОРНЕ ПРОБЛЕМЕ 

14.1. Врсте и особине матрица. Кинетичка и потенцијална 

енергија осцилаторног система са n степени слободе јесу· хомогене 

квадратне фор.ме rенералисаних брзина, односно координата. Те су 

форме Одређене када Се знају ЊИХОВИ коефицијеНТИ a;k, ОДНОСНО C;k• 
Скуп ових коефицијената може се довести у везу са једним матема

тичким оператором који се нази~а маiliрица и који нема одређене вр,ед

ности али представља одређени начин писања ових елемената. 

Скуп т, n елемената (a1k) поређаних у правоуглој схеми од т 

врста и n н:олона образује, према Sylvester-y,* .матрицу. Њу hемо обе
лежавати овако 

(1) 

Када је т :ј:. n матрица се назива uравоугаоно.м; при т= n она је 
н:вадратн.а. Ове се последње матрице нарочито много користе у разним 

техничn:им проблемима. 

Коефицијенти a1k матрице јесу њени елементи. Када су они реални 

бројеви и матрица је реална. Специјална реална матрица је нула ма

трица, код ње су сви елементи a1k =О. Када су елементи комплексни 

бројеви и матрица је н:омuлен:сна. · · 

Заменимо ли у матрици А= (a1k) врсте колонама добиhемо нову 

матрицу А'= (ak,)· Она се назива iliрансuонована · маiliрица. Код ква

дратне матрице транс.понована матрица добија се пресликавањем еле

мената преко главне дијагонале матричне схеме. Поновним транспоно

вањем добија се опет првобитна матрица, (А')'= А. 

Квадратна матрица која има особину да је једнака својој транспо

нованој матрици назива се симетрично.м. Код ње је, дакле, испуњен услов 

As = A's' (2) 

* Ј. Ј. Sylvester, Phil. Mag. 37., 1850. 
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Квадратна матрица се назива аншисимешричном (кососиметричном) 

ако је једнака негативној транспонованој матрици. Код ње је 

Gu=O. (3) 

Квадратна матрица код које су сви елементи au i=O а сви aik =О 

за i=f::.k, назива се дијагоналном. Она има само елементе дуж главне· 

дијагонале матричне схеме. Дијагонална матрица чији су елементи 

au = l назива се једшшчном матрицо.м. Она у матричном рачун у игра 

исту улогу као јединица у обичном рачуну. Ове се матрице обеле
жавају са 

(а
11 O···········f) 

D = О й22 1 = D (d-) . . l' 
............ ~:~:: а n~ -

Примери. - Наведени типови матрица је~.:у: 

. (1 2 3) 
А= 4 1 2 ; 

3 2 5· (

1 4 3 
А'= 2 1 2 ); 

3 2 5 
As=(~ ~ f); 

5 1 6 

D = (~ ~ 8) =(3 
2 ) . 

о о 4 4 . 

(4) 

( о -2 -4) 
Аа= 2 О 1 ; 

4 -1 о 

Када се у комолексној матрици елементи a 1k = a.ik + i~ik замене 

њиховим конјуговано-комплексним бројевима aik = a.ik- i ~ik добија се 

конјуговано-комплексна матрица А (~k)· 

Оваква се матрица назива хермитском када је задовољен услов 

(Ба) 

Код ње су елементи au= a.u реални, док су елементи aik = aki· Пресли
кавањем преко· главне дијагонале добијају се конјуговано-комплексни 

елементи. Комплексна матрица је кQcoxep.мuliiCica када су задовољени 
услови 

A'k11 = -.Ak11 или A'kh = -Akh· (5Ь) 

Код ње су дијагонални елементи чисто имагинарни бројеви. 

На прим~р, типови комплексних матрица јесу 

А= ( 2+31 1+21); А=( 2-3/ 1-2'); 

2+i 4-2/ 2-i 4+2/ ( 2 2-i) 
А;1= ; 

2+i 3 

A'h=( 
2 2

+
1 )=Ah; 

2--i 3 
( 

21 4+2/) 
Akh= . 

i -·4+2i 3i 
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Свакој реалној квадратној матрици одговара детерминанта састав

љена од њенихелемената. Ред детерминанте det А= D (А)= IA\ је уједно 
и ред квадратне матrице. Детерминанта се назива .иодулом .матрице јер 
представља. одређени број. ррема томе да ли је !А\*0 или је IAI =О 
матрица је несингуларна или сингуларна (особена): 

Детерминанта транспоноване матрице једнака је детерминанти 

прве матрице. 

Примери. -

(
1 2 3 (2 4 о) А= 4 1 2); IAI=IA'I=-12; В= 1 3 2; !BI=IB'I=O. 
3 2 5 \0 1 2 

Свакој несингуларној квадратној матрици одговара рециuрочна или 

инверзна .матрица 

(6) 

Елементи ове матрице једнаки су количницима ко фактора К ki детер

минанте матрице и модула матрице. 

Елементи реципрочне дијаrоналне матрице једнаки су реципрочним 

вредностима елемената прве дијагоналне матрице. Реципрочна јединична 
матрица је опет јединична матрица. 

Примери. -

Матрица код које су елементи аiк =О када је 1 i- k 1 > 1 назива се 
Јакобијева матрица. Она се, дакле, састоји само из три дијагонална 
реда елемената. Овакве симетричне матрицt долазе често у осцила

торниЈУI проблемима. 

Када су елементи матрице такође матрице она се назива суПер

матрица (или матрица матрица). Таква дијагонална матрица је квазиди
јагонална матрица. Ове су ~атрице схематски представљене са 

(7) 

Досадашње матрице састојале су се из врста и колона. Када ма
има само једну врсту она се назива матрица вpcllla а једну ко-



298 

лону онда је .машрица· колона. Ове се матрице доводе у везу 
торо.м" у n-димензионом простору који је одређен скупом 

а1 , а2 , ••• , а п који представљају његове лоординате. Ове hемо 
~ 

обележавати масним словима а или ознаком а иако немају онај 
торски каракте·р као у тродимензионом простору. Овакав вектор 

ставља матрицу колону { ai}; транспонованој матрици - матрици 
(at) одговара дрЈ'rи вектор а': 

li={a}J :: }; а'=(а)=(а1 , а2 , ... , ап). 
· l йпЈ 

Још је важна· једна карактеристика матрице, њен ранг (г). 
несингуларне матрице је ·/А/ :;;60, док је код сингуларне /А/= О. 
се десити да су и минори неког реда детерминанте матрице 

нули или различити од ње. Под ранго.м .матрице (према 

liодразу.мева се ред највишег .минора детерминанте .иатрице који је ра
зличит од нуле. Разлика између реда детерминанте квадратне матрице 
и њеног ранга назива се ексцес или liaд ранга (дефект, нулитет), па је 

е= n- г. Код несингуларне матрице је е= О, тј. r =n. 

Појам ранга се проширује и на правоугаоне матрице: ранг је ред минора најви
шег реда који је различит од нуле. Детерминанта правоугаоне матрице највишег реда 
назива се .мајор матрице. 

14.2. Рачунске операције са матрицама. - Иако матрица нема 
одређене нумеричке вредности ипак се са њом може рачунати. 

За две матрице каже се да су једнаке ако су истог типа (т· n) и 
једнаких истомесних коефицијената, А= В, aik = bik· 

Збир (разлика) двеју матрица истог типа опет је матрица истог 
типа са елементима једнаким збиру (разлици) истомесних елемената 
матрица сабирака 

С=А±В, (9) 

Произвоц .машрице скаларо.м (бројем) Л јесте нова матрица чији су 
сви елементи увеhани· Л пута: 

В =ЛА, (10) 

Ово правило омогуhава да се заједнички сад;ржалац елемената матрице. 
напише испред њене схеме. 
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За сабирање, одузимање и множење матрице скаларом важе ови 

обрасци: 

А+В=В+А; .; А+(В+С)=(А+В)+С, 

Л А +Л В ==Л(А+В); Л А +v А =(Л+v) А. 
(11) 

Свака квадратна матрица једнака је збиру симетричне и антиси

метричне матрице. fЊена транспонована матрица једнака је разлици 

таквих матрица 

(12а) 

Према томе могу се одредити овакве матрице помоhу образаца 

As = 1/2 (А+ А'); (12Ь) 

Примери. - Горње рачунске операције применити на квадратну матрицу 

(
325) 321) А;, 2 4 6 ; А'= ( 2 4 2 ; 
123 563 (3 2 3) 

As= 2 4 4 ; 
'3 4 3 (

. о о 2) 
Аа= О О 2 . 

-2 -2 о 

Под liроизводо.м матрице А типа (m, n). и матрице В типа (n, р) 
подразумева се треhа матрица С типа (m, р; са т врста и р коло1ит. 

Њени су елементи једнаки збировима производа елеменатd i-те врсте 

прве матрице (леве) са елементима k-те колоне друге (десне) ма

трице, (сл. 14.1): 

ll 

АВ =с; C;k = ~ G;s bsk = ai1 b1k + 
s=l 

+ ... + Gm bnk' (13а) 

i = 1,2 ... , т; k = 1,2, . ."., р. 

А в = с 

Елемент C;k резу лтујуhе 

матрице С= А В може се дефи
нисати скаларним производом 

i-тог вектора врсте леве ма

трице (А) са k~тим вектором 

колоне десне матрице 

Сл. 14.1 .. - Схематски приказ 

множења матрица 

Производ матрице и вектора јесте нови вектор 

Ь =с; А { ь} = {с}; ( ан а12 \ {Ь11 = {а11 Ь1 + а12 
а21 а22 Ј ь2 а21 ь1 + а22 

(13Ь) 
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За множење двеју матрица не ваЈЈСU lсо.муШаШuвнu закон, па се 
стога разликују производи матрица "слева" и "~десна". У изузетним 
случајевима тај закон и важи. Дистрибутивни и асоцијативни закони 
ва:же. Степеновање матрица своди се на производ. 

За множење разних типова матрица важе ови обрасци: 

АВ*ВА; (АВ)С=А(ВС)=АВС; (А+В)С=АС+ВС; 

С (А+В)=СА+СВ; 

AI=IA=A; АА-1 =1; (А')-1 =(А-1)'; (АВ)-1=В-1 А-1; 

(14) 

AA'=A'A=I, (АВ)=А В; (А-1)=(А)-1. 

Производ матрице и дијагоналне матрице, слева и здесна, биhе: 

( 15) 

Матрица чији су елементи једнаки кофакторимн детерминанте прве 
матрице назива се адјунгована матрица. За производ матрице њеном 

адјунгованом матрицом важи овај однос 

А*= (Kki), АА* =А*А = IAII = D (/Ај). (16) 

Скаларни производ двају вектора проширује се и на п-дим~нзиони 
простор па износи 

--} -~ 

аЬ =(а, Ь)=а1 Ь1 +а2 Ь2 + ... +апЬп. 

У матричном рачуну под скаларнu.м uроuзводо.м вектора подразу
мева се производ матрице врсте и матрице колоне. У резултату се 

увек добија скала р - број. Према томе биhе: 

· 1@1 l · {а1 } ·n 
а'Ь = Ь'а = (а){Ь} = (Ь) {а}= (а,, ... , an)j}J = (Ь1 , ••• , bn) a~n =~а, ь,. (17) 

. 
Дuaдcf{UM uроuзводо.м двају вектора wазива се производ матрице 

колоне и матрице врсте. Резултат овог множења је правоугаона или · 
квадратна матрица. у овом случају закон комутације не важи. Дакле, 
биhе: 

{а}(Ь)=аЬ'=ја/ }(Ь1 , ••• , Ьп)=( ~I~1 ~1 ~2 
·: ··а1·ь~ )=с (cik); ab':;i:b'a. (18) 

· anb1 ап Ь2 · · а11 bn 
Gn 
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Пример. - За дате матрице проверити напред наведене обрасце: 

1 2 3) А=(412; 
3 2 5 

2 1 4 
В=/321); 

\ 1 3 б 

РiшtеНЈе. - Овде су IAI -12; IBI =29; 

1 2+2. 3+3. 1 1 . 1 +2. 2+3. 3 1 . 4+2. 1 +3. б 
С=АВ=(4.2+1·3+2·1 4·1+1.2+2·3 4·4+1·1+2·б)= 

3·2+2·3+5·1 ,3.1+2·2+5·3 З·4+2·1+5·б 

11 14 24 
= /13 12 29); ICI = -348= IAI·IBI; 

'17 22 44 

(

18 13 28) (18 14 31) 11 13 17) ВА= 14 10 18 ; А'В'=(ВА)'= 13 10 17 ; В'А'=(АВ)'=(14 12 22 ; 
3t 17 39 28 18 39 24 29 44 

(
18 10 22) 

А2= АА= 14 13 24 ; 
2б 18 38 

АА-1= 4 1 2 .- -14 -4 10 = 1 =I; ( 
1 2 3) -1 { 1 -4 1) (1 ) 

3 2 5 12 \ 5 4 - 7 1 

Даље је 

( 1 -4 1) 
А*= -14 -4 10 ; 

5 4 - 7 
(
1 2 3) ( 1 -4 1 АА*= 4 1 2 -14 -4 10)= 
3 2 5 5 4 -7 

(
-12 о о) (1 ) = о -12 о = -12 1 ; 

о о -12 1 

. 1 ( 35 - 1 о - 24 
А-1 8-1=-- б -88 3-t)· 

174 36 52 - 1 ' (1 4 3) 
АО= 4 2 2 ; 

3 4 5 

А а=(~ ~ ~){Н{~)=4Ш; 

(

1 2 3 
DA=824). 

3 2 5 

а'Ь=(а) {Ь) =(1 2 \) \i)=(1:4+3)=8=b'a;"(b){ а) =(1 2 з)(~); 

{а} (Ь) =аЬ'= [~) (123)= (} ~ i} (Ь) {а}; Ь'а=(123) т =8 

Ради олакшања множења матрица оне се могу разделити на суб
матрице (йартиција матрица). Делење се врши вертикалним и хори

зонталним цртама, тако да ширина првог чиниоца (дељеFЬе.м вертшш

ла.ма) буде једнака висини другог чиниоца (дељеFЬе.м хоризонталама). 
матрица има висину првог а ширину другог чиниоца. 

субматрице добијају се према правилу множења матрица. 
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Поступак hемо применити на примеру торњих матрица: 

( 
1 2 1 3 ) ( 211 4 ) ( 1 ] /14 24) 

АВ = 4 1 1 2 3 2 1 = 13112 29 = 
3 2 5 1 1 3 6 17 22 44 

где су 

Са =A11 B11 +A1zB~1 =(l 2) ~~~ +3·1 =8+3= 11; 

(
1 4' C12=AнBtz+A12Bzz=(l 2) 2 1)+3(3 6)=(5 6)+(9 18)=(14 24); 

Cz1=A21B11+A22B21= (ј~)~~~+~~~ ·l=НИ+~~~=Н~~; 

Czz=Az1B12+AzzBzz= (ј~)(~{)+~~~ (3 6)= (~ П)+(1~ ~6)=0~ ~~) · 

14.3. Линеарне трансформације. - Линеарна суuституција или 
Шрансфор.мација дефинисана је скупом линеарних форми 

(19) 

Овај скуп показује да се скуп величина х1 mрансформише у скуп ве
личина у;. Ова је трансформација могуhна ако је детерминанта коефи
цијената a1k, тзв. детерминанта Шрансфор.м.ације (cyucmumyцuje), разли
чита од нуле. Тада је трансформација несингуларна; у противном је 
сингуларна (дегенерисана). Ова се трансформација може прИказати у 

· облику производа матрице коефицијената a1k и Rектора х= {х1}, те је 

Ах=у, или А {х}= {у}., (20) 

На пример 

Ова трансформација има и своје геометријско значење. Замислимо 
да су величине х1 координате тачке М у координатном систему. (х1 ) од 
n димензија. Нека су у1 координате друге тачке N у истом систему. 
Тада једначина (20) показује да се "тачка М" пресликава у "тачку N" 
у истом простору. Права линија дата ве~торском једначином х= а+ Ьt 

или {x}={a}+{b}t пресликала би се такође у праву линију, а паралелне 
праве у нове паралелне праве. Оваква трансформација је афина. 
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Буде ли детерми9анта матрице IAI=i:O, једначине (19) могу се 
решити једнозначно по величи.нама xi,. па је ова трансформација одре
ђена изразом 

х= А - 1 у; {х}= А - 1 {у}, 

где је А - 1 реципрочна матрица матрице А. 

(21) 

На овоме је заснован начин решавања система линеарних једна
чина (19) са n непознатих Xz када су величине Yi апсолут~·ш чланови bi 
система једначина. Тада је 

Х=А-1 ь, 
1 

Xk = IAI ~ hi Kkl· 

Ово представља Крамерово liравило (C~amer), према коме· систем јед

начина (19), са Yi = bi и условом 1 А 1 #0, има само један скуп решења 
xi. Када је систем х~.моген bi =О али је 1 А ј #О, тада су сва решења 
х1 =0. 

Линеарна трансформација (20) осим афиног пресликавања може 

да има и Друго значење. Ако су xi и Yi координате једне "uсте тачке" 
мерене у два различита коЬрдинатна система, онда се трансформација 

изражава са 

х=Ту; {х}=Т{у}, 

где је Т матрица трансформације 1соординаmа. 

(22) 

На прrrмер, формуле трансфорМi'щија координата х1 система Ох1 х2 при ротацији · 
истог за угао· ЧЈ у директном смеру у систем ОУ1 у2 и обратно биhе 

{х}=Т{у}· \x1{=(c?scp -sinrp))Y1(. {у}=т-1{~}· )у1 /=( c?scpsincp))x1l. 
' (х2 ~ sш ЧЈ cos ср lYz\' ' (Yz~ -sш ср cos ср (х2 ~ 

Елементи сваке колоне (k) матрице (1) могу се схватити коорди
натама једног вектора у простору од т димензија, па се матрица може 

да напише као матрица врста чији су елементи ти вектори 

[
fltk) 

А (а. а а а )· {ak}·= a:.2k ,· = 1' 2' • • •' . k' • • •' n , 

Gmk 

k= 1, ... , n. (23а) 

Обрнуто, могу се и елементи једне врсте (i) схватити као координате 
једног вектора у простору од n димензија, па се матрица ( 1) може 
НаПИСаТИ у облику матрице КОЛОНе ТИХ вектора 

А= (23Ь) . 
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Скаларни производ једног вектора самим собом једнак је збиру 

квадрата љегових координата и представља нор.му ве1сШора. Позитивни 

квадратни корен из норме јесте .модул или ду:жuна ве!СШора. Вектор 

· чија је дужина јединица назива се јединичнu вектор. Он је једнак ко

личнику вектора и љеговог модула, па се каже да је вектор нормиран 

у односу на свој јединични вектор е(;. Према томе су: 

(24) 

За два вектора каже се да су ортогоналнu ако је љихов скаларни 

производ је.ч.нак нули, аЬ=(а) {Ь}=О. Систем од n јеДиничних специ

јалних вектора 

_Q. _}. _Q -~I\ jol ~о~ е,- ~ 

1 
, е2 - ~ г ... , е n - . ~ 

чини скуп ортогонашшх и нормuранuх јеДин~чнuх вектора када је испу

љен услов 

за 
i=l=k 

i = k. 
(25) 

У теорији трансформација важну улогу игра ортогонална .матрица. 

Помоhу ње се систем јединичних ортогоналних вектора трансформише 

у исти такав систем веkтора. Ова је матрица увек квадратна а љенИ 
1 

вектори колоне представљају јединичне ортогоналне векторе, који 

задовољавају услов (25). Оваква линеарна трансформација се назива 

ортогоналном и представља чисто обрmање (ротацију). 

Матрица Т при ротацији система координата х у нови систем у са заједничким 

координатним почетком О има векторе колоне једнаке јединичним векторuма другог 

система мереним у првом систему; обрнуто, вектори колоне њене реципрочне матрице 

јесу јединични вектори првог система мерени у другом систему, те су: 

({
cos ср} {-sin ср}) ({ cos ср} {sin ср}) Т=(ј1 Ы= ·.. ; т-·1 =(е1 ez)= ·. . 

. SlП ср COS ср . - SШ ср COS ср 

Код ортогоналне матрице је транспонована матрица једнака реци

прочној, а производ двеју ортогоналних матрица је опет ортогонална 

матрица .. У слов (25) задовољавају и вектори врсте оваквих матрица. 

Детерминанта ове матрице износи ± 1. 
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Примери. - 14.1. Показати особине ортогоналне матрице· јединичних вектора 

просторног ортогоналног система. 

1=(5 ~ ~); l'={-1=(6 ~ ~); 
001 001 

д.-1; e'1 e,~(l О о){8}~1; 

е', е,~(! о О){~} ~о. 
14.2. Матричним путем одредити формуле трансформација координата при рота

цији система у функцији од Ојлерових углова. 

Решеt-Ье. - Правоугли десни триедар (Oxyz) прелази (сл. 14.2.) у исти такав 

три еда р ( O~I)~) помоhу трију узастопних обртања: око прецесионе осе (k) за угао 
прецесије 'ljr, око чворне осе (е) за угао нутације е и око осе сопственог обртања (k') 
за угао обртања ср. Та три обртања могу се представити помоhу ортогоналних матрица 
чији се јединични вектори одређују у~ек у односу на претходни систем: 

о 
cos () 
sin ~ 

rcos ср -sin <р 
0 3= (i'j'k')= \ s~ ср cgs ср 

-si~ е). 
cos е 

јединични вектор u је у равни О х у 

и управан је на е, док је с у равни 

О~ I) и управан је такође на е. 

Трансформација је представљена 

ре.лацијом* 

{ r} =О {р}= О1 Oz 0 3 {р}; Сл. 14.2. - Ојлерови углови 

{
х} (cos t cos ср - sin "t sin ср cos е - cos "t sin <р - sin "t cos ср cos е 
у = sin Чг cos ср + cos -t cos ср cos е - sin 'V sin ср + cos "t cos ср c.os е 
z sin ср sin Q cos ср sin Q 

sin 'ljr sin 0){ ~} 
- cos Чг sin е !Ј · 
. cos е ь 

14.3. Извести Ојлерове кинематичке једначине. 

Решеt-Ье. - Изводи Ојлерових углова по времену падају у правце оса трнедра 
О е k k' па је матрица трансформације Т=(е k k'). С обзиром на основни триедар 
референције (непокретни или покретни) добиhемо* 

{ro}=T {о} 

sin е sin "t). 1 е } 1 ro~ } ( cos ср sin е sin ср 
0 -sin 1) COS 'ljr ~ ; . ~I) = -sin <р SiП 9 COS <р 

cos е <р . (!)ь . о cos е 1 
rox } (cos "t 

:: = s~ "t 

о 

Матрица трансформације није ортогонална; њена детерминанта износи ± sin е. 
-----

:;: Ки:Бематика, чл. 10.3, обр. 187. и 188. 

20 Теорија 9сцилација 
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14о4. I<вадратна форма. - Бинерна хомогена квадратна форма 

може се написати у облику: 

Ф (х1 , х2) = а11 xi + 2 а12 х1 Х2 + а22 х]= х1 (а 11 х 1 + а12 х2) + 
+ х2 (а21 х 1 + а22 х2) = х 1 L1 +х2 L2 , 

где изрази у заградама представљају бинерне линеарне форме. Како 

су линеарне форме производи матрице и вектора · то се\ квадратна 

форма може н;аписати у матричном облику 

Тl 1l 

Ф=~~ aikx;xk =I;x;LaiкX,=X'Ax=(x)A{x}. (26) 
i=l k=l i. " 

Њена матрица А (aik) је симетрична (aik = aki), а њена детерминанта 

се назива дискриминанта фор.ме. Када ·је IAI=FO форма је дефинитна. 
Реална квадратна форма је позитивно дефинитна када су сви главни 

минори детерминанте матрице tразвијени по елементима главне дија

гонале) позитивни. 

14.5. Проблеми са сопственим вредностима. - Сопственом 

вредношhу неке матрице А назива се скаларна величина 1. којој одго
вара вектор х различит од нуле а који задовољава једначину 

Ах=1.х; А{х}=Л{х}; (A-1.I)x=(A-1.I){x}={0}. (27) 

Овај услов показује да се вектор {у} А {х} трансформише у пара

лелни вектор 1. х, где је .л коефицијент пропорционалности. 

Образац (27) представља систем хомогених алгебарских једначина 
са константним коефицијентима aik· Тај систем има решење, сем три

вијалног, ако је детерминанта система једнака нули 

1 А -1.1 1 =0. (28) 

Она представља кдрактеристичну (секуларну) једна чин у матрице А. Она 

је алгебарска једначина реда n по 1.; њеf{и корени јесу сопствене вред
ности а одговарајуhи вектори х јесу сопствени вектори. 

Разликују се три врсте проблема са сопственим вредностима који 

су представљени једначинама 

А {х} = 1. {х}; А {х} :::: 1. D {х}; А {х} = 1. В {х}. (29) 

Треhи случај је општи. Други случај је његов специјални случај, 

а први је специјални случај другог. Погодним трансформацијама општи 

проблем даде се свести на први случај; D је дијагонална а В произ

вољна матрица. 

Сопствене вредности имају извесна карактеристична својства. 

1° Сопствене вредности си.метричне матрице су реалне. 
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Ако су х1 и у1 комплексни бројеви тада се под скала'рним проиЗ
водом подразумева израз 

Х У= (х) {у}= Х1 У1 + Х2 У2 + .. ·+X n Уп= L Х1 Yi· 

Према томе је 

(Л х, у)= л (ху) и (х, л у) =l (ху)~ 
·како је матрица А симетрична биhе 

(Ах, х) (Лх, х)= Л (х х)=). (хх), па је 

2° Сойствени вектори су за две различите соаствене вредности орlПо

гонални. 

Ако је Лr=I=Лs онда су 

(А х'" Xs) =л, (х'~· Xs), (х'" Axs) = As (х'" Xs), тј. (х'" Xs) (Л,-Лs) =о, 

или 

(х'" Xs) =(х,) {xs} =О. 

3е Соаствене вредности ортогоналне .матрице и.иају моду л једнак јединици. 

~ако је (Ах, Ах)= (х х) то је (Лх, Лх) = Л2 (х х), па је Л2 = 1. 

4° Хомогена r.вадратна фор.ма може се ортоГонално.м трансформаци
јом трансфор.мисати у нову фор.му са.мо са квадратни.м чланови.лш. 

Сопственој вредности Лs одговара сопствени вектор Xs који задо
вољава једначину (27). Када се познају сопствене вредности Л3 онда 
се сопствени вектори одређују из услова 

(А -As 1) Xs=O, 1 А -As 1 1 =0, S= 1, ... 'n. (30) 

Ови соПствени вектори образују нову матрицу - матрицу сопствених 

веЈ(тора 

Х= {Х}= (Xks) = ({xi}). (31) 

Ови вектори се и нормирају те задовољавају услов ортогоналности и 

нормираља 

! vfl V=(Vs); {vs}::= V~; 
Vз 

(v r){vs} = за . , {о г =1= s 
1 г= s 

(32) 

Новом трансформацијом координата vf у координате ~~ помоhу 
матрице сопствених нормираних вектора (32), х= V {~}, због х'= (V Ю' = 
== ~' V' = (~) V' квадратна форма (26) трансформише се на облик 

n 2 
Ф =Х' АХ= (х) А {х}= (Ю L {~} = L As ~s (33) 

s=l 

20* 
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где је 

(34) 

дијагонална матрица сопствених вредности. 

У случају општег проблема, када су матрице А и В истог реда 

а матрица В је несингуларна, сопствене вредности овог пара ма

трица биhе 

(А~Л В) {х}={О}; 1 А--Л В 1=0. . (35) 

Оне су реалне као и одговарајуhи сопствени вектор. Овим матрицама 

одговарају I<вадратне форме 

Ф1 =(х)А{х}; Ф2 =(х)В{х}. (36) 

Помоhу трансформација 

V' А V = L, V' В V = 1, (37) 

где је V матрица. сопствених нормираних вектора који задовољавају 

услов 

( v,) В { v s} = за { 
0 Г=/=S 

1 г= s 
(38) 

квадратне форме се трансформишу на облике са квадратним члановима 

(39) 

При:м.ери. - 14.4. Квад~атна тернерна форма 

је позитивно дефинитна, јер су испуњени услови 

Њена карактеристична једначина и сопствене вредности су 

\ А-1. 1 Ј 
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Сопствене нормиране векторе одређујемо из услова 

(A-1.s 1) Vs О; 
( 

3-~ Лs. 
4-1.s 

и износе 

је 

су 

Лако се уверавамо да су они ортогонални, јер су, на пример, 

Како су матрице соп~твених нормираних вектора 

V6 
-2Vtr 

Vб 

-3V2) ( 1 ) 
2~ ~ ; L= 3 6 

14.5. Сличним поступком нашли бисмо за симетричне матрице 

А=(3 1
); В=( 1 1

); 1 ~-1. Ј- 1.1=(1-1.)(5-1.)=0, 1.1=1; 1.2=5. 
1 2 1 2 11-1. 2-21.1 

Сопствене векторе одређујеМ') из услова (35) и (38) 

Квадратне форме које одговарају матрицама А и В јесу 

Ф1 =3 xf+2 х1 х2+2 х~; Ф2 =хi+ 2 х1 Х2+2х~ 

трансформацијом (37) постај~ 

ф1 =~i+5 ~~; 
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14.6. Фреквентна једначина. - Кинетичка и потенцијална 
гија осцилаторног система могу се написати као квадратне 

генералисаних брзина, односно координата 

2Ек=(q)А {q}; 2Ep=(q)C{q}, 

где је A=(a;k) инерцијска матрица а С=(С;н) квазиеластична 
Лагранжеве једначине дају систем једначина 

А {q} +С {q} =О. 

Претпостављајуhи решење у о9лику {q} ={г} eiшt, где је {г} 
fllyднu вe!Cfllop а ю кружна фреквенција, фреквентна једначина је 

{С-ЛА) {г}= {0}; 1 С-Л А 1 =0; 

овде је Л= ю2 сопствена вредност. 

Помоhу ТI?ансформација {q} = V {~}, {q} = V {~}, енергије се 
на облике 

2 Ek = (~) 1 {~}; 2 Е р= (I0 L {~}, 

са· главним координатама ~~ које су уједно и нормалне координате. 

У случају не!Сонзерватuвног cucflle.мa и функција расипања је хо

могена квадратна форма 2 Ф= (q) В {q), где је В матрица отпорних ко
ефицијената, па Лагранжева једначина доводи до система једначина 

А < ёi} +в { q} +с {ч Ј= {о}. (44) 

Решење hемо тражити у облику {q} ={г} е1Ј, па је карактерис-

тична једi:Iачина 
1 Р (Л) 1 = 1 А Л2 +В Л+ С 1 =О, 

где је Р квадратна полиномна матрица са коефИцијентима 

p;k = й;k Л 2 + b;k Л+ C;k. 

(45) 

Ако су матрице А, В, С реалне несинrулзрне матрице са пози

тивно дефинитним квадратним формама кретање је стабилно. Тада је 
сопствена вредност комплексни број ·са негативним реалним делом. 

На пример, ако су матрице 

(
3 1) ("2 1) ( 1 1) 

А= 1 2 ; В=;: 1 1 ; С= Ј 2 ' 

онда је карак1еристични полином 

1

3 А2 + 2 'А+ 1 А z +А+ 1 1 

f(A)= 1 =7А4+9А3 +131.2+7А+3=0, 
А2+А+ 1 2 1-2+1.+2 

па како су задовољени Hurwitz-oви услови кретање је стабилно. 
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Приближне вредности корена су 

Помоhу матричног рачуна могу се .методо.м итерације одредити 

сопствене вредности. Нека је конзервативни систем са статичким ве

зама, (чл. 6.1., о б. 9), и претпоставимо решеf?е у облику (. 6, ч л. 10.3.) 
онда добијамо систем алгебарских једначина облика 

1. = оо:Ј' ( 46) 

где су Ai амплитуде главних осцилација које одговарају сопственој 

вредности 1.. Узмемо. ли да је А n= 1 онДа из једна чине ( 46) можемо 
одредити вредности N1 , N2 , • · •• , Nn. Ако Ai представљају систем ре
шења једначина ( 46) онда мора бити задовољен услов 

(47) 

Узму ли се сада вредности N;/Nn, ... , 1 ~а нове вредности Ai 
и поступак понови добиhе се нqве вредности N/. Ако овај процес кон
вергише то односи Ni/N n конвергишу амплитудама Ai,' а односи Ni/Ai 
сопственој вредности )~_ = оо2 • Овако добијена сопствена вреДност је 
највеfш корен фреzсвентне једначlше (18, ч:л. 6.3.). Рачун се своди на 

множење матрица 

rc С1п) А1 IN1 ~~ 
а1 а Ј at 

=ј . К {A}={N}; (48) 

Cn 1 Cn 2 Сп п 1 . 
l Gn ан Gn Ј А п о;.Nп, 

где је К несиметрична квадратна матрица елемената kik = cik!ai, па 

је kik=l=kki. 

У пракси је чест случај да се тражи нај.мшьи корен фреквентне 

Њега је лако оДредити методом итерације ако се уместо 

К узме реципрочна матрица, па је 

К- 1 {А}= {N}. 

ове матрице одређују се по обрасцима (6). 
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У случају система са дшшмuчкu.м везама из једначина (10, чл. 6.1.) 
добијамо систем алrебарских једначина 

с; А;=Ю2 ~ aik Ak 
k 

па се проблем своди на претходни 

А; _ """'-a.;k А 
- - "'-' -_ - k' 
Ю2 k t с; 

К {А}= {N}, 

те се на овај начин одређује најмања сопствена вредност Л= w2
• 

(49) 

Пример. - 14.6. У случају вратила са три једнака диска (сл. 8.5.Ь) енергије су 

Ek=1fz Ј (~I+ ё~+ ё~); 

Ev= 1/2 с (2 Of-2 01 е2 + 2 е~-2 е? 93 +0~). 

Узимајуhи за сопствену вредност 1. =Ј w2 fc · и прве ,вредности амплитуда 

А1.=2; А2 =-2; А3 =1 

биhе: 

{ 

61
133 } { 

197
133 } 1 08{ 

197
1 108} _75/з = _244/

33 
=- _244ј108 ; 

1. 1О8ј33 33 1 

{ -~::~~~~} = {- ~:~~~~: } ;= 352 {-~::~::~} 
1 352ј108 108 1 

{ 

638
1 352} { 

2069
1 35211145{ 

2069
111451 -7931352 = -25761352 =-- -257611145 ; 

1 1145ј352 352 1 

А1 : А 2 : А 3 = 2069:-2576: 1145= 1,72:-2,24:1 

како је 

то су корени 

1.1 =О, 1981; ),1 = 1,555; · 1.3 = 3,247. 

9/ • 111( 5/111 

2lT' 

{
2~/ 56} 2.83 {

126 
1 283} 4"/ - 227f" • 

156 - 156 183 ' 

227 --- 1146 
{

126
/'283} 1429t

636
/1429 } 

" {233 - 283 {шg 

i\1: А2 :А3 = 836:1146:1429 = 

=0,58:0,80: 1. 



ДЕО ТРЕЋИ 

ОСЦИЛАЦИЈЕ ЕЛАСТИЧНИХ ТЕЛА 

15. ОСНОВНЕ ЈЕDНАЧИНЕ РАВНОТЕЖЕ И ДИНАМИКЕ 
ЕЛАСТИЧНИХ ТЕЛА 

15.1. Еластичне особине тела. - У досадашњим излагањима 

проучавали смо материјалне системе са 1с ~нач1ш.м бpoje.ht степени сло

боде, чији су поједини елементи били крута тела. Јv\еђутим, у природи 

стварно постоје чврста тела која се под утицајем сn.ољашfЬих сила 

дефор.мишу. При овоме разликујемо две врсте спољашњИ:х сила: заёlре:

.минске, које нападају све тачке тела и које су сразмерне маси (на 
пример, тежа, €ила инерције) и површuнске, које дејствују у тачкама 
спољашње површине тела (Притисак течности или гаса, узајамни при
тисак тела). УнуmрашfЬе силе између појединих честица тела, с обзиром 
на закон акције и реакције, немају утицаја. 

Сва чврста тела имају мање више особину еластичности, да се 

по престанку дејства сила враhају у своје првобитно стање, ако су 
деформације мале чија је rорња граница граница еластичности. Када 
деформације пређу ову границу тела постају Uластична. Тело је хомо
гено, ако је, у ужем смислу речи, густина једнака у свима тачкама 

тела; у противном је нехо.могено. Тело које у свим правцима има исте 

особине зове се изотроuно, у противном је анuзотроnно. Прва су на при
мер гасови, течности и аморфна тела; друга, кристали и дрво. Поликри
стална тела (на пример, челик, мермер) могу се сматрати хомогеним 

и изотропним, ако се -ограничимо на испитиваље .делова веhих од 
самих кристала. 

15.2. У слови за равнотежу еластичног тела. - Нека је тело 
(К), напрегнута спољашњим силама (сл. 15.l.a). Замислимо да смо из 
њега издвојили део запремине V1 ограничен површином А 1 , онда уну
трашље силе у тачкама те површине представљају утицај рсталог, 
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одстрањеног дела тела, те имају значај површинских сила. Нека је 
~ 

елем,ент те површине око тачке О са спољашњом нормалом n (а.:, !3, 
Под наflоно.м у ·тој тачки. подразумева се количник резултанте 
трашњих сила које нападају тај елемент и самог површинскоr 

-)о 

'мента. Овај вектор р!2 се у општем случају не поклапа са 
~ 

· површине (n) и може се разложити у две компоненте: у правцу 

а) Ь) с) 

Сл. 15.1. - Напони и деформације еластичног тела 

мале - нормални наflон ( dn) - и у танrенцијалној равни површине 
тачки О - Ш(Јнгенцијални наflон (rп), који се у тој равни може 

разложити у две орrогоналне компоненте. На овај се начин напон 

у свакој тачки · површине А1 да разложити у три међусобно 
правца, па је 

~· -+ -+ -+ ~ -+ -+ 
Pn = dn n + Тпт т + TnN N = Pl1x i + Рпу ј + Pflz k. 

Напрезање тела се познаје ако се знају напони у свакој 
тела и за све равни кроз ту тачку. Узме ли се у тачки О 

запремине у облику тетраедра ОАВС, (сл. 15.l.b), онда се напон 
косу раван АВС може да одреди помоhу девет компонентних 
за координатне равни. Како су, према (1), напони за координатне 

-+ -+ -+ -)- -+ -+ --? -+ 
Рх = dx i + Тху ј + Txz k ~ ру= Т ух i + dy ј + Tyz k ; 

.' ~ ...;. -> 
Р'? - 'izx i + Tzy ј + d: k 

то из услова за равнотежу сила, ~ анемарујуhи запреминске силе, 
јамо векторску једначину 

-+ -> -+ -+ 
Р п ;= Р х а + ру i3 " Pz У · 
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Скаларне једначине се називају Кошијеве · једначине (Cauchy, 1822. год.): 

-+ ~ 

Pnx = (Рп' i) = dx а.+ 1'yxf3 + 'CzxY; a:=COS а, 

~ -~ 

Рпу = (р п, ју = 1'ху а: + бу f3 + 'Czy У ; f3 = COS ~~ (4) 

~ ~ 

Prl2 =(pn,k) 1'xza+Tyz~+dzy; y=cosy. 

Оне нам, дакле, омогуhују да се за сваку косу равну површину кроз 

тачку О одреде компонентни напони помоhу компонентних напона за 

три. ортогоналне равни кроз ту тачку .. Када је тачка О на спољашњој 
nовршини тела а коса раван АВС се поклапа са елементом површине; 

тада се у горљим једначинама уместо компонентних напона појављују 
пројекције сила за јединицу површине (услови на йовришни). 

Да бисмо успоставили везу између напона и запреминских сила 

зеtмислимо да. смо из тела издвојили запремину у облику паралеле-
-+ ~ ~ 

пипеда, (сл. 15.l.c ). Ако су Р х, ру, Pz напон и за координатне равни, онда су 
-~ 

~ ~ ~ -)о -) др у • 

напонизаостале триравнирi ,р~ ,р':: ,где је на пример,р; = ру+--дУ ау. 

~ 

Из првог услова за равнотежу (2: Р;= О) добија се векторска једначина 

~ ->- ~ 

дрх дру + дрz -F>, -·О . --+- -+ v- ' 
дх ду дz 

(5) 

F'v је. сила йо јединици заuре.«ине. Овој векторској једна чини одгова

рају три скаларне ј.едначине 

дбх дrух дrzx х' о +-+- + v = ; 
. дх ду дz 

дtху + дбу + дrzy + 'y'v =О, 
дх ду дz 

дrxz + дryz + дбz + z'v = о, 
дх ду дz 

(б) 

које се зову Навијеове једначине (L. Navier, 1821. год.). 

-+ 
Из другог услова, (m?o = 0), следи да су главни моменти за коор-

динатне осе једнаки нули. Из услова 9Лz =О, занемарујуhи мале вели
чине вишеr реда, добијамо ryx = rxy, па су тангенцијални напони у 
двема ортогоналним равнима једнаки по величини и усмерени ка 
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пресечној ивици тих· равни. Ови напони се називају ЈСон;уговани ниuони. 
Из тога следи да су fxy = 't'yx = 'tz ; 'tyz = t'zy = fx; 't'zx = 't'xz = 'ty, па је стање 
напона одређено са шест компонентних напона: llipu нормална (dx, dy, d:z) 

и три тангенцијална (-rz, t'x, -ry). 

Познавајуhи компонентне напоне можемо пoмoh~~~~!f.JL 
једначина (4) одредити нормални напон . . 

~ ~ 

dп =(Р п, n)= Рпх а + Рпу -~ + Рпz у ~ dx а2 + dy [3 2 + dz у2 + 
+ 2 [тz а~ + Тх ~У + Ту уа:]. 

(7) 

~ 

Ако се из тачке О у правцу орта n пренесе потег r = 1/V cr
11

, онда су 
његове координате ~=га, I) =г~, ; =гу, па из (7) ilовршину 

}-ЈЈ!ЙЯЈЈЈЈ.-

(8) 
која представља eлuilcouд. Узму ли се главне осе елипсоида, горња 
једначина биhе 

(9) 

овде су d1 , d2 , d8 г лав ни нailoнu. Према томе у свакој тачки тела 
постоје три узајамно управне равни за које су укупни напони једнаки 
главним напонима, те су тангенцијални напони једнаки нули. Елипсоид 

чије су полуосе једнаке главним напонима назива се Ла.меов елиuсоид 
Nailoнa. Када су два нап она једнака ( d1 = d2 ) елипсоид је обртни ; за 
d 1 = d2 = d3 биh" сфера, а за d3 =О претвара се у eлuucy наuона (равно 
стшье наilона). 

Како је за главне-осе 

то је 
dn = d1 а;2 + d2 ~2 + dз у2 ' 

Због о.2 + ~2 + у2 = 1 највеhи тангенцијални напон одређује се из 
усл9вног екстремума, те су главни танtенцијални нailoнu: 

., ТЈ= ±1
/ 2 (d2 -dз); ТЈ~=± 1/ 2 {d3 -d1 ); TlJJ= ± 1/ 2 (d

1
-d

2
). (10) 

15.3. Односи иамеђу напона и деформација. Хуi<ов аакон. -
-+ 

При дРформацији тачка N тела, одређена вектором положаја г (х, у, z), 
прелази у положај N', (сл. 15.2.а), одређен у односу на прву релатив"' 
ни.м вe!{lliopoм iloлo;)!Caja - ilo.мepaњt~ ~,;, .. -· 

~ -+ ~ -+ 
s = и i + v ј + w k, 

(11) 
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чије су координате функције координата (х, у, z). Деформацију еле

ментарног паралелепипеда знаhемо ако проучимо деформације његових 
--

ивипа. Због тога посматрајмо промене двеју ивица АВ и АС, дужина 

dx и dy, (сл. 15.2.Ь). Замислимо 

ли ивицу АВ као штап, онда 

he она услед транслације, ро: 

тације и деформације преhи у 

положај А' 8". Прираштај ду-
ди . 

жине АВ износи - dx, када се 
дх 

занемаре мале величине вишег 

реда. Однос овог издужења 

према првобитној дужИни на
зива се сuецифично изду:жеfЬе 

или дилатација, .ех :;::: ди/дх. 

Ивица А'В' заокренула се око 

А' за угао у', те је tg у' = 
~ В' в~; А' в~ = (дvјдх) dx 1 [1 + 
+ (дијдх)] dx ~ дvјдх ~ у~У' ако 

й) 

о 

N' 

ty 
i 
1 

1 

1 

ЬЈ 

В" 

1 А В 
oL·-·-·-·-·-·-·~ 

Сл. 15.2. - Вектор еластичног померања 

се занемаре мале величине у односу 

на јединицу. На исти начин нашли бисмо да дилатација ивице АС 

износи Ву= дvјду, док је угао њеног заокретања tg у"= С" с~' 1 А 1 с~' = 

= (дијду) dy ј [1 + (дvјду)] dy ~ дuјду = у~у. Услед овога прави угао 
код А се мењаза угао Уху=у~у+у;у~(дvјдх)+(дијду) који се зове 
~tлизаfЬе. На потпуно исти начин одрtдили бисмо и треhу дилатацију 

и· два клизања у другим двема координатним равнима, па је деформа

ција одређена са шест компонентних деформација - три дилатације 

И llipи llЛиЗQfЬQ: 

дv ди 

ди 
8х =

дх' 
дv 

8у= 
ду 

дw дv 

- дw. 
8z--' 

дz 
(12а) 

ди дw 
Yxy=yz= - +-; 

дх ду 
Yyz=Yx=- + 

ду дz 
Yzx = УУ = - + -. (12Ь) 

дz дх 

Дилатације се сматрају позитивним при издужењу, а клизања при 

смањењу правог угла. 

Слично површини напона (8) може се добити и J!!!!!E!!!:!!..~~o{l::_ 
1!.9даје_љко се у истој једначини уместо компонентних напона ставе 

компонентне деформације. Како дилатације могу бити позитивне, нега

тивне и једнаке н у ли, то је површина деформације централна повр:. 

шина друг~~Ј'е~а и не мор~=~~~~~~~с~ип.~.9И.д~: Уведе·л·ли·се сИ.стем гЛав-
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них оса добиhе се главне цилатације. Пошто су у овом случају кли

зања једнака нули, то осе главних праваца остају међусобно управне. 

Ако се главни правци деформација узму за главне осе онда је 
промена запремине паралелепипеда 

Однос промене ове запремине према првобитној на~~Ш~ <:~ заuреминска 
Ј{Илатација љ има инваријантну вредност* 

ди дv дw . -+ 
Ev =81 +Е2 +Е8 =Ех+ Ey+Ez =- +- +- == dlV S. (13) 

дх ду дz 

Познају ли се координате вектора померања (и, v, w) тада се 
диференцирањем одређују све компонентне деформације (12). 

Међутим, при обрнутом проблему одређивања. координата в~к
тора померања када су познате компонентне деформације мора се, сем 

интегралења, водити рачуна и о томе да су заиста та помераља 

.могуhна за те деформације. Због тога морају бити задовољеНЈ:сСен Вена-

Ј:Ш§Ј1~У~СдовиАсо.и.дq@цбилЈ:tQСLЈi:,И:.Ј~.аг.flЯr;!:lQ(fl1и) дt;формациј~ .... (SainГ~\Гeiiant, 
1864. год.). Из (12аТ биhе . ·~ 

дехfду. = д2.ијдх ду; д2 Ех/ду2 = д 3 ијдхду2 , д2 Еујдх2 = д 3 vјду дх2 

и сабираљем, с обзиром на (12Ь), следи услов 

(14а) 

Из (12Ь), с обзиром на (12а), биhе 

(духfдх) f-(дуујду)-(дуz/дz) = 2 д2 wјдх ду; д2 Ezfдx ду= д3 w/дх ду дz 

па је 

д ( ду х + ду у - ду z ) = 2 д2 . . 
дz дх ду дz дх ду 

* (1 ± а.) (1 ± ~) ~ 1 ± а.± ~; 

(1 ± а.) : (1 ± ~) ~ 1 ± а. =f ~ ; 

(1 ± a.)n ~ 1 ± n а ; 

. ct<l; ~<1. 

(14Ь) 
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Сличним поступком добили бисмо још четири услова комшiти

билности, те су: 

д2 Ех д2 д2 д ( дух + ду, - ду,) = 2 д2 Ez • 

+ = ' ду2 дх2 дх ду дz дх ду дz дх ду ' 

д2Еу д2Еz д2ух ~( дуу + ду,- дух) = 2 д2 Ех . 
(14с) --+ =--; 

дz2 ду2 ду дz дх ду дz дх ду дz ' 

д2 8, д2Ех д2 ~( ду, + дух- ду,) 2 д2 Еу __ - +-= 
' дх2 дz2 дzдх ду дz д.х: ду дz дх. 

Стање напона је одређено са шест компонентних напона које смо 
извели чисто статичким nутем. Стање деформа_ција је одређено са шест 
компонентних деформација које смо извели геометријско-кинематичким 

путем. Међутим, за конкретно решавање проблема мора се водити 

рачуна и о физичким особиuама тела, те мора постојати нека зависност 

између напона и деформација. Ако између компонентних напона и 

деформација постоји линеарна зависност, онда се такво еластично 

тело назива идеално еластично тело. Таква веза би на пример била 

(15) 
• • • • • • • • а • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • о • 

где су aik. н:оесЈ:ициј_енти еласшичносшu к,ојi:Ј завис~ од координата. Њих 
има ·међутИм,·-~у. сЛучају хомогеног тела ови су коефицијенти н:он-
стантни. Због тога и зм.еђv њих постоји 15 веза, јер су aik = aki , i =i= k, 
те се број коефицијената своди на 21. Из особина изотропности и 

еластичностч тела, а како је утицај компонентног напона на одгова

рајуhу компонентну дилатацију исти, (тј., dx утиче на Еу ·исто тако 
као и dy на Ех), то су коефицијенти а11 = а22 = а33 =-а, а44 = а55 = авв = Ь. 
Ако се промени смер једне осе, на пример у·, онда се нормални напони 

(15) и дилатације не мењају,али клизања Ух и Yz мењају знак, па морају 
бити н:оефицuјенти а14 <= а16 =О. Промени ли се смер осе z биhе и а15 =О. 
Ово нам показује да нормални напони нису зависни од клизања, нити 

пак, танrенцијални юiПонИ од дилатација, те се .,број коефицијената 

своди на 8~ па су једна чине (15) облика: 



320 Теорија осцилација 

Како утицај нормалних напона dy и dz на дилатацију Ех мора бити , 
и~ти као ~ утицај напона d:: и dz на Еу, односно dx и dy на 8z , то су 

а12 = а13 = й:ш , па нормални напони зависе само од коефицијената а и а 12 • 

Ако се у изразу за rx промени с~ .... ер осе х, онда се rx=Tyz и Yx=Yyz 

не мењају, али се друга два клизања мењају знаком, па су а45 = а46 =О. 
На исти начин показали бисмо да су и а54 = а56 = а64 = а65 =О, те једна
чине (16) постају: 

dx=a Ех+а12 (еу+Е1), 

dy:r:::a Еу+а12 (ez+Ex), 

dz =а 8z + а12 (ех+Еу), 

Тх=Ьух, 

Ту=Ьуу, 

Tz=bYz· 

(lба) 

Напони, дакле, зависе само од шри 1Соефицијента. И ова три кое

фицијента нису међусобно независна_. Како смо до сада ротацију оса 

вршили само за 180°, извршимо сада ротацију око z осе за произ

вољни угао <р, онда је, с обзиром на (lба}, напон 

d; = dx cos2 ср + dy sin2 ср + Tz sin 2 ср = а (ех cos2 ср + Еу sin2 ср) + 
+ а12 {Ех sin2 ср + Еу cos2cp + Ez) + byz sin 2ср = ае; + а12 (е11 + 8z). 

Како су дилатације за нове осе 

е~ =Ех cos2 ср+ Еу sin2 ср + 1
/ 2 Yz sin ~ ~' 

то изједначењем добијамо услов 2Ь =а- а12 , те остају само два неза

висна коефицијента еластичности, јер је треhи везан горњом релаци

јом. У техничкој пракси уводе се уместо ових коефицијената Ламеови 

коефицијенти 

а=Л+20 
Е р. 

Л = ___ :.__--'-- = а12; 
( 1 + р.) ( 1 - 2р.) 

Е 
; (17) 

2(1+р.) 

где су Е Јангов .м.одул еласшичносши, р. Поасонов коефицијент а О 

.модул клизшьа, везан са Е обрасцем .О= Е/2 (1 +р.)~ Е/2,6. 
! ' 

С обзиром на ове односе могу се написати једначине које дају 
везе између напона и деформација, односно компонентних померања 

у облику: 

Tz=UYz; 

Е Ex=dx-P. (dy+dz); 

с) Eey=dy-p.(dz+dx); 

Е 8z=dz -р. (dx+dy). 

(18) 
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где је 8 = 8v запреминска дила тација. Ове једна чине изражавају уоп

шrени Хуков закон за идеално еластично тело. 

15.4. Основне диференцијалне једначине равнотеже еластич
ног тела. У проблемима теорије еластичности задато је еластично 

тело (еластичне особине Е, р. или G), спољашље заПреминске силе и 

гранични услови на површини а треба решити Две врс-те проблема : 
1° одреди ши координаше векшора йо.мершьа шачака као функције 

иоордината, при чему треба задовољити услове за равнотежу (6) уз 
грани чне услове ( 4), и 2° одредити ио.мйонентне найоне у фуюсцији од 

иоординаша, при чему треба задовољити једначине (6) и (4), а 

одговарајуhе деформације морају задовољити услове компатибил

ности (14). 

Ради решеља йрвоr· - основног - йробле.ма ·треба успоставити 

везу између координата помераља и запреминских сила. Ако се дифе

ренцирају једначине (18а) и унесу у једначине равнотеже (6) добијају 
се једначине 

(Л+О) д8 +GЬ.и+Х'v =О; (1. + G) д8 + G ~v + Y'v::O; 
дх ду (19) 

д8 
(1. + G) + О ~ w + Z' v :: О; 8 = 8 v , 

дz 

где је !Ј.и=(д2ијдх2)+(д2ијду2) + (д2ијдz2) Лайласов·оuератор. Ове једна

чине јесу основне диференцијалне једначине за равноте:)!Су еластичног 

тела или Ла.меове диференцијалне једначzте. Оне су од основног зна

чаја у теорији еластичности, јер садрже у себи м:ехаричке, геоме

тријске и физичке елементе ·на којима је основана ова научна дисци

плина. Стварно, оне у себи садрже услове за равнотежу, координате 

по~ерања и еластичне особине тела, као и густину р, особину мате

ријалности, те у заједници са граничним условима ( 4) омогуhују 
решеље проблема. ' 

д 
Када су запреминске силе једнаке нули, а како је -!lf(x,yz)= 

дх 

= !l д f, то диференцираљем и сабираљем једначина (19) следи да је 
. дх .. 

Ll8 =О, па је запреминска дила тација хир.монијска функција. Како је 

!l (д8јдх)=д (Ь.8)јдх =О то применом оператора !l на једначине (19) 
следи да су 

!12 и= О, Ь-2 v =О, 112 u,• = О. (20). 

помераља су бихар.монијсие фуниције координата. 

осцилациј а 



322 Теорија осцилација 
----------~------------------------------------------------

Рап.и решењ~ ·другог задатка треба тrовесТ·1 у В"ЗУ услове кnмпатибилности (14) 
са напонима, пoV!ohy Хук·ЈВОГ з.~кона· (IR). Претпоставимо да су запреминске силе јед
наке нули. или констdнrе, и диференцирајмо Лам.еове јt>дначине (19), прву по х, другу 
по z а треЬу по у, па саберимо две последње, тада добијамо 

д2 8 
2 (1.+0) -- + Gllyx=O. 

. ду дz 
(а) 

Због везе између инваријаната деформација и напона (18с), в (1-2J.l) ofE, где 

је o=ox+oy+oz, дилатација Је, према (18u), вх= (ох:-i,в)/20, па, због Ав О биhе 

Авх=Аох/20. Уносе\ш ово у прву једначину (а), с обзиром на (17), јер је 1+J.l= 
= (31.+2 G)/2 (2~ + G), добијамо једначину Aox+[I/(1 +J.l)] д2вfдх2 =О; а цикличком 

пермутацијом још две једначине. Из друге једначине (а), с об';}иром на Хуков закон 

(18с), добијамо једначину 2/(1. + G) (д2вfду дz) +A-rx= О, а цикличtюм .перму'тацијом још 
две једначине. Ових шест једначина 

(1 +11) ~ох+(д2ојдх2) =О, 

(1 + J.lJ до у+ (д2-:Јfду2Ј =о, 

(1 +J.l) Aoz+ (д2оfдz2)=0, 

(1 +J.l) А2rх+(д2оfду дz)=О, 

(1 +J.l) A2-ry+(д2ofдz дх)=О, 

(1 +J.l) A2-rz+(д2ofдx ду)=О, 

(20а) 

јесу познате Б ?ЛП1ра.~иијеве диференцијалне једначине (Beltrami, 1892.). Оне са условима 
за равнотежу (6) чине rютпуни систем једначина за одређиваље компонентних напона. 
Уз ове једначине ·долазе и гранични услови (4). 

Мичел (Michel) је 1900. год. ове једначине проширио на општи случај када 

постоје и эапреминске силе. Његове једначине имају облик: 

л 1 ' д2 (ј ).t -+ дQ' v 
и.бq. + -- +-- div Р + 2 ----0 

. 1 1 + ).l дq; • 1 - J.l дqi - Ј qf = х, у, z 
Q' v = Х', У', Z' (20Ь) 

i =t=·j * k. 

15.5. Дефор'tiациони рад (потенцијална енергија). - Када се 

еластично тело деформише под утицајем сила, тада се · мељају 
нападне тачке истих, те оне врше рад који се претвара у потенци

јалну енергију (деформациони рад). По престанку дејства ових сила, 

ова he се енергија претворити у кинетичку енергију која he вратити 
тело у своје првобитно стање. Као што је познато из отпорности 

материјала специфични деформациони рад при истезању, .·(тј. рад за 

fединицу запр_емине), је А~е = 1/ 2 dxex а при смицању A~s = 1/ 2 ry. Према 
томе специфи1Јни деформациони рад напрегнутог паралелепипеда биhе 

А~= 1/2 (dxex + dyey + d< el + rx Ух+ ry уу· + rz Yz). (21) 

Овај израз представља Кл.zuејронов образац* (Clapeyron). 

"' ОтпЈрност материјала, чл. 9.5. 
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С обзиром на Хуков закон (18) може се специфични деформа~ 
циони рад изразити у функцији или само од напона или са.мо од 
деформација: 

Ad' __ 1 [d2 + ()2 + ()2- (dx+dy+dz)2 + 2(rx2 .+ ry2 + rz2] (21а) 
- - 40 х у z 1 + v-

или 

Парцијални изводи функције (21а) по напонима дају компонентне 

дилатације, а функције (2lb) по дилатацијама компонентне напоне, 

па је на пример: 

1 
20 

што предста:Ј?ља Познате Кастиљанове обрасце (Castigliano, 1873. год.). 

Познаје ли се специфични деформациони рад7 може се израчу

нати тотални деформацuонu рад помоhу обрасца 

(22) 

Специфични деформациони . рад троши се једним делом на 

промену заПремине а другим делом на промену облика. Због тога 
мора бити у првом случају запреминска дила тација 8 v :;i=O, у другом 

је 8v = О. Тада морају у првом случају тангенцијални напони бити 

једнаки нули, а. нормални једнаки и управни на одговарајуhе равни 
као и у случају хидростатичког притиска ( dx = dy = dz == -р). Из ( 18с) 
је ev = 3 (1-2-r.) р јЕ, па је р= -К 8 v, где је К= Е/3 (1- 2-r.) моду л ком- · 
Пресије. Допунски нормални напон и d~ = dx- р;_ d~ = dy- р; d~ = dz- р, 
као и тангенцијални нап они учествују у промени облика (форме -
defiguration). Како је 

и 
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то уносеhи ово у (21 а) добијамо: 

А'= _l_ { l--
2
E:__d2 + __!_ [ (dx-dy) 2 +(dy-dz)2 + (d~-dx'\2 ] + 

d 40 3(1+}1) 3 ~ 

+ 2 (r; + r~ + r; ) Ј . 

Стога су специфични деформациони радови који мењају запремину и 
облик ( Gestaltsaпderungsarbeit): 

A'dv _1 _ __!__=._ 211 d2 = 1-211 d2; 
4 G 3 (1 + 11) оЕ 

(23а) 

_l_ [ (d -d )2 +(d -d )2 + (d -dx)2 + 6 (r2 + r 2 + r2 ) ]. (23Ь) 12 G х У у l '" х У . z 

з'а главне напоне горњи изрази постају једноставнији, јер су 
тада тангенцијални напон и једнаки н у ли. Специфични радови не зависе 

од закона промене напона, веh само од њихових коначних вредности, 

а како не зависе ни од избора координатног система, то су инвари
јантни. 

15.6. Динамичке једначине еластичног тела. - Нека се 
честица тела пре деформације налазила у -положају N, (сл. 15.2.а), 

-;. -;. -;. 

после деформације биhе у N', па је г= г0+ s. Диференцирањем ове једна
-;. -;. 

чине, пошто је помераље s == ~(г, t), добија се брзина честице 

о -;. -;. 

-t d г дs -;. -;. 
г= - = +(Т, v) s; 

dt дt 

први· део је ло!Сални а други сшационарни извод ве!Сшора по.мераt-Ьа. 

Како се проуч~вају .мале деформације у околини тачке N, може се 
-t -;. 

сматрати да је s = s (t), па се може занемарити стационарни део извода; . .. 
-;. -~ -;. -;. 

тада су брзина и убрзање v = s, а== s. 

Основну динамиЧку једначину. еластичног тела можемо добити 
помоhу Даламберовог принципа додајуhи Навијеовој једначрни (5) 

-t -)> 

силу ~нерције, - т а =- т (д2sјдt2), !'!а је 

д2 s 
р-= (24) 
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или у скаларном облику 

д2 и - дdх дrz 1 дrу ' х' . 
Р --+--r-т v, 
; д t2 дх ду дz 

д2 v дrz дdу дrх у' 
р дf2 =-- + -.- + -- + v; 

дх ; ду дz 

д2 ~v . дrу дrх дdz z' 
р-=-+-+-+ V· 
дР дх ду дz 

(24а) 

Пошто при овом извођељ у нису претпостављене никакве везе 

између нап она и деформација, то динамичке једначине добијамо. и из 

Ламеових: једначина ( 19). У векторском облику биhе 

-+ 
д2s -+ -+ 

р дt2 = (Л+O)graddivs+O~s, 

или у скаларном облику 

д2и де д2v ?е , 
р-= (/..+0)- +0.6u+Xv; р-_-= (Л+О)- +0Liv -1-Yv, 
д~ дх д~ ду . 

д2w де ' 
р- =(1.+0)- +0Liw+Zv, 

дt2 дz 

-+ 
јер је запреминска дилатација е= ev = div s. 

(25) 

(25а) 

Како су Ламеове константе карактеристике дотичног еластичног 

тела, то су горље симултане парЦијалне диференцијалне једначине (25а) 
довољне за одређиваље компонентних помераља (и, v, w), уз напред 

задате граничне и почетне услове. 

15.7. Таласање. Таласна једначина.- Када се изазове llope.мehaj 
равнотежног стаља еластичног тела на које не дејствују спољашне 

силе, наступиhе кретаље - треllерење - честица. Оно се преноси 

кроз тело, те настаје таласни llpoцec, који је О!Саршстерисан тиме да у 

сва!СОМ месту еластичне средине влада исто стање llope.~нehaja само са 

задоцн1авање.м фазе. Трепереље ·честица се може извести на два начина: 

1 о када се llopeмehaj изазове у ненаllрегнуlПО.А1. стању и 2° у наllрегну
том стању. Како су :жица и .мембрана неотпорне према савијаљу, то 

могу треперити само у напрегнутом стаљу. Међутим, шиuке, штаuови 

и llлоче опиру се савијаљу, па могу треперити на оба горља начина. 
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Ставимо ли да је F'v= О динамичка једначина (25~, која се приме
љује при проучава~у таласноr процеса, постаје 

~ 

д2 s -+ -t 
р- = (Л.+ G) grad div s + G д s. 

дf2 

-+ 

(26) 

Векторска функција помераља s дефинише сложено вект.орско uоље 
-> -+ -+ -+ ->-

( div s=FO; rot s =FO), али се увек може узети у- облику збира s = s1 + S 2 • 

Прва компонента представља потенцијално или безврт.лоЈЈСно uоље 
-+ - 4 -+ 

(divs1 =F0; rots1 =0) а·друга врm.ложно (соленоидно) uоље. (div s2 =0; 
-+ 

rot s2 =FO). Због тога се може једначина (26) написати у облику 

- ~ 

р --1 + --2 = (1.+0) grad div s1 +G (fi S1 +fis2) = ( 
д2 s д2 s ) -+ -+ -+ 

д f2 дf2 -
(27) 

-+ -+ 
= (1. + 2 G) grad div s1 - G rot rot s2 , 

-+ ~ ·+ -> -+ 
јер је уопште fis = grad div s__:_rotrots=v(vrs)-[v,[vs]]. Ако се (27) 

-+ 
помножи скаларно Хамилтон овим оператором v, а како је \Ј (д2 sjдt2) = 

-+ 
= д2 (v s2)jдt2 =О, јер се операција \7 може као независна заменити 

~ -+ -+ 
операцијом диференцираља по t, и ll s1 = grad div s1 а rot s2 =О, она 

постаје 

те је 

(28) 

Када се, пак, (27) помножи векторским оператором у, а како је 
-+ -+ -+ --> 

rot {д2 s1јд t2) = (д2/д t2 ) rot s1 =О, -и rot tJ. s2 = д rot s2 , то она постаје 

-+ 

р- rot s2 - G д ( rot s2 ) = rot р --2 - G ·д s2 =О 
д2 -+ -> ( д2 s -+ ) 

д~ д~ 
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те је 

(29) 

На оваЈ се начин једначина (~7} распада на две једначине (~8) и (29), 
истог облика, које се разлику] у само константама с1 и с2 • Према томе 

је· та.тiасно кретање састављено из два различита та ла сна кретања. 

Прво кретање је безвртложно (28), те су и таласи безвртло:жни или 

н:о.мuресионu; друго је вртложно (29), па су и таласи врmлоЈЈснu или 

-+ 
еЈсвuволу.мнu, јер је div s2 =е= О, те нема промене запремине. Како је 

однос с1јс2 > 1 то је константа с1 компресионих таласа увек веhа 

од констџнте с2 еквиволумних таласа. 

Једначине обли_ка (28) или (29) представљају mаласне једначuне. 

У специјалном случају када је померање функција само једне lJOOpдu

-+ -? 

нате и времена t, на пример, s = s (х, t), тада из основних динамичких 

једначина (25а) добијамо три таласне једначине 

(30) 

Како су тада и померања и, v, w функције од х и t, простирање 

таласа врши ·се у правцу. осе х. Све честице које се налазе у неком 

тренутку у равни управној на осу· х трепере у истој фази. Због тога 
се овакви таласи називају раванскu, и то лонгumудuнални, дефИнисани 
првом једначином ( 30) и lПрансверзалнu, дефинисани другим двема 

једначинама ·(30). С обзиром на константе С; види се да су лонгиту
динални таласи компресиони а трансверзални вртложни (еквиволумни). 

Док се раванс1ш таласи простиру само у једном пџавцу, дотл·· код ферних 

таласа, изазваних поремеhајем у једној тачки средине, померања зависе од растојања 

тачке од и~вора поремеhаја. У овоме случају је таласна једначliН!'! облика 

д2ср ., 
-- с~Аср, 
дf2 
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па се таласна једначина (31) своди на облик 

· (Зlа) 

те је истог облика као и прва једначина (30) ако се стави да је rcp=u. 

Свака се таласна једначина, дакле, своди на облик 

·. (32) 

Општи интеграл ове парцијалне диференцијалне једначине другог 

реда може се одредити по Дала.мберовој методи (1747. год.), ако се 

уведу нове променљиве 

Тада су 

ди 

дt 

~=x-ct, 11 = x+ct. 

ди = ди д ~ + ди дч = ди + дц ; 
д·х д~ дх дч дх д~ д11 

па се једначина (32) своди на облИк 

(~~) =о 
те је 

дијд~ =ср'(~). 

(33) 
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Оnшти интеграл једначине (32) је облика 

и (х, t)~cp(~)+t(ч)=<p(x ct) + t(x+ct), (34) 

где су <р и t Произвољне функције, које се одређују из почетнuх услова 

кретшьа. 

Нека су ти услови: за f;::..; О, и= f (х), дијдt= F (х), онда из (34) добијамо 

ср C~)+tC~)= f (Ю; 

Из друге једначине интегралењем добијамо 

1 ~ 
Ф(I0-t(I0 =-- rF(z)dz +С' . с 

о 

где је z нова променљива а С=ср (0)-\Jr (0)=0 инт~rрациона константа. Решавањем 

ових једначина добијамо 

~ 

ср (Ю = 1/z f (';)- (1/2с) Ј Р (z) dz; 

о 

~ 

~r (~)=1f2 f (~)+(lj2c) Ip (z) dz, 

о 

па је и 
1) 

те је 

или 

\V (ч)= 1 /z f (ч)+ (1/2с) Ј F (z) dz, 

о 

1) 

1 1 ·г и= -
2 

[ f Ш+ f (11)] + - ·р (z) dz 
2 с • 

~ 

и= 1/2 [ f (x-ct) + f (x+cl)] + 1/, [Ф (x-ct)- Ф (x+cl) Ј; 

Ф (I0 је неодређени интеграЈI функције - (1/с) Р Ш. 

Ако је почетна брзина једнака нули онда је решење (3.5) облика 

и (х, f)= 1/ 2 [ f (x-ci) + f (x+ct)], са ll (х, 0)=1 (х). (35а) 

Када је t (х+ ct) =О, тада функција u =ср (x-ct) представља Перио
дички Процес, јер за х= О, t =О има вредност <р (О) исту као и за слу

чај да је х- ct =О. Сем тога за сваку вредност х ct она такође има 

исту вредност као ср (0), те се крива ср (х) помера дуж осе х, према 

закону кретања х= ct, тј. брзuно.и с. Према томе константа с, која · 
зависи од еластичних особина тела, представља брзину Простиршьа 
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шаласа (фазну брзину). Функција '}!(х+ ct) представља исrи процес 
само у супротном смеру. Први та.тiас (с> О) зове се дире1сmни, други 

је индиректни. Према томе је таласање сл·ожено из двају таласаља 
исте фазне брзине само супротног смера. 

Ако су функције 

q>(x-ct) и 'lt(x+ct) 

просте тригонометријске функције облика 

А cos k (х :t.Cf) 

или 

А sin k (х ± ct) 

решеља се називају чисто liериодичка реше!-Ьа, периода Т= 2лјkс, 
таласне ду:ЈIСuне l =сТ, !сруЈЈсне фреквенције ш= ck. 

Суперпозицијом добијамо таласање облi-~ка 

и=А sin 2 ~(~-___!__)+А sin 2 л (~+_!_)=2 А sin 2л~ cos 2 тr _!_. 
l Т 1 l Т l . Т 

За xjl = nj2, где је n цео број; је и= О те ове тачке, тзв. чворови, не 
осцилују. Растојшье два узастоина чвора једншсо је Иоловини Шаласне 

дужине. Овакви таласи називају се cmojehи таласи. 



16. ОСЦИЛАЦИјЕ ЖИЦЕ 

Под жицом подразумевамо еластично тело влакнастог облика, 

врло малог попречног пресека у односу на дужину. Она се не опире 
савијању па се осциловање (треперење) може извести само у напрег~ 

нутом стању .. При томе ~()ГJ. ___ QI-f'f.l! _Јl,()НТ'_U[il.Удl1налне и [јјраfi_~верза.ЈlН? 

!!_E_qy.лagлif! .. __ Q.вe ~друге су много важније, нарочито у акустици: Сем 
тога осцилације моГу бити слободне, принудне и~амортизоване. 

16.1. Трансвераалне осцилације жице. - 16.1.1. Слободне осци
лације. - Нека је жица дужине l затегнута на крајевима А и В, (сл. 

lб.l.a), онда у сваком попречном пресеку дејствује нормални напон (d) 

кеји пада у правац саме жице. 3§Q!::_I!()"!'J!-Y.!i_~--~-~~!п.:&I1~C!~IИ жлце_тан:
ге~_!li:!1~/ПНf.Н~Ч<:>~и н~--Ј!~јсr_~ују. Ако се жица изведе из равнотежног 

напрегнутог положаја (на пример, 1 +у а) 
ударом или повлачењем) и пусти 1 с ds_D __ _ 

наступиhе трансверзалне осцилације ~~ ~ 
у равни Ayz, па је помераље сваке ' СЈ ----~· z·T·l·-.---·-· · , -'-. 
тачке v = v (z, t) =у (z, t), јер се сма- _ _ _ 
тра да су иста врло мала. Замислимо 

из жице извадили елемент Ь) 
ds. Како је продужење ds = 

+ dz2 )1f2 = dz ( 1 + у'2)1/2 . врло 
незнатне промене напона, 

узети да је ds ~dz, и 
прираштај нормалног 

Сл. 16.1. - Слобщще трансверзалне 

осцилације жице 

(дсrјдz) dz. Како је 
жице, напона у 

тачкама ... елемеliта~ ... Занемарујуhи утицај спољашних сИла, 
ттм.п~·"...,. теже), ко]·~- је--врло незнатан, онда на елемент ds дејствује 

--+- ~ -+ 
Р= а А (Т'- Т), где је cr=d0 почетни напон затезања а А 

HVUIJJLJ.Lr,, ...... попречног пресека жице. Координате ове силе биhе: 

Z=бА [cos (a+da)-cos Y=dA sin 
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Пошто посматрамо врло мале осцилације то су и углови нагиба. врло 

мали, па се може узети да је cos (cr+da) ~ cos а, sin а~ tga=дyjдz те 
је Z =О, па је једина сила која дејствује на елемент жице 

[( ду) (ду) Ј д2у Y=crA - - - =crA-dz. 
дz,п дz'с дz2 

Како је маса елемента dz жице р Adz, гДе је р густина, а д2ујдt2 про-

јекција убрзања, то према Даламберовом принципу добијамо динамичку 

једначину 
д2 д2 

р А _L dz = crA ___z dz. 
дf2 дz2 

Таласна једначина трансверзалних осцилација жице је 

(1) 

где је 

(2). 

бр_ЗЈ!f:f:_f!:_1/ДQСП}ЈЈRЕ!~НЈа Ш!!ЈlЈLСд." Она је, дакле, сразм~рна квадра'Гно~ кор~~~-У 
количника НОQмал.~ог наП()На и густи~е ма~iQЂЈаЛа-)К~ИЦ~~~'----~------~~ 
'---nар~;;у;а-рнИ-·ИiiтеrраЛ једна чин-е (i у·за ~о-~т-~~Љене ;рани чне ус~ов~, 
да је померање у=О за z =О и z=l, и почетне услове, ·да--ТеЗаl~Т) 
помераље y=f (z) и дујдf= F(z), може се извести из општег Даламбе

ровог решења, (чл. 15.), развијајуhи функције ср (х- ct) и о/ (x+ct) 
у Фуријеове редове. ''Међутим, то се партикуларна решење може много 

лакше добити .методом ,Јiартикуларних интеграла Данијела Бернулија 

(Daniel Bernoulli), коју је применио и Поасон у својој "Механици" и 
Фур»је у свом делу "Theorie analytique de !а chaleпr", 1782. год. 

Ово решење тражиhемо у облику производа двеј_у функција 

у = z ( z) . т ( t)' (3) 

од којих свака зависи само од једне променљиве (z, односно t), али 
таквих да свака посебице задовољава граничне услове, то јест да је 

Z(O)T(t)=Z(l)T(t)=O. Уносеhи ову вредност интеграла у (1), парци
јална једначина другог реда своди се на обичну диференцијалну 

једначину другог реда 

Z" Т-с-2 Т" Z=O, (4) . 
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тде Z" и Т" показују изводе тих функција по љиховим променљивим. 
Ова је једначина задовољена ако су једновремено задовољене две 

диференцијалне једначине другог реда облика 

Z" + CZ=O; · (5) 

где је С произвољна константа. На овај се начин проблем интегралења 

парцијалне једначине (1 ), са одређеним граничним условима, свео на 
две обичне хомогене диференцијалне једначине другог реда са констан

тним коефицијентима. Да систем ових једначина заиста одговара парци

јалној једна чини ( 4) лако се уверавамо множеhи прву са Т а другу са 
- Zjc2 и сабирајуhи их. Облици интеграла ових једначина зависе од 

констан'Fе С. Ако је. ~~2Јl_!:!~теграли . обе јед_начине (Б) су . изражен и 
.l!~мohy тригономет~ск.ихфу~к-Ц~]а~~а-за·-~-<о·iј~~-Q~~i·х-ИПер·о·ол.ИЧкИх. 

~-Aкa···je~L';;·a··-6-Иlie~-Z',·~o ·и:·т" ····о, па је. је-дначИна (4) идентИ.чки задо-

вољена. Због тога се ово решење, као тривијалне, мора одбацити. 

с обзиром _.!!l!_постављене граничне услове мора се и вредност с~-0-~ .. ----- ----~-~~""'""'"-~""""м----..,, '• ·''' ,, "'' __ .~_,.-'~'""""'-'' "" """'-""--~ """"-""'"~-""*" '-''""'"""'"~""~?·'"""'~ •·~·'-""'"~--·~'""-·~,~'""'"-· "- _.. 

,_Qдбацити, јер су хиперболич~~ .. lРЈ!:iiКциј~ с:~ Л/ =1= О, Sh Л/ =1= О, те мора 
ј~ноб;;~~-кОнс~;-нт;-с~ПоЗ~тивна; с> о.··.~--~-.-~-----·-····· 

Ставимо ли да је С= Л2 и ш_= сЛ решење једна чине (5) биhе 

Z=C1 cos Лz+С2 sin Лz, 

Т= С3 cos шt+ С4 siп шt. 

(ба) 

(6Ь) 

С обзиром на гранични услов за z=O, у= О, тј. Z =О, из (ба) следи 
да је С1 =0. Како је за z = l такође у= О, тј. Z =0, мора бити и 

С .. siп Л/=0. 

Пошто је С2 О, јер бисмо у противном имали тривијално решење, то 

мора бити· sin Л/=0, или 

п те 
Ап= -; 

Ј 

, птс .П'It vб 
Шп=С =- -

l l р Ј 
(7) 

где је n произвољан позитиван цео број 1 ,2, .... ,. Према томе ј~ парти
куларна решење једнаЧине (1) за вредност Лп: 

где су нове константе 
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Пошто је збир решења хомогене једначине такође њено решење, 

то се сва партикуларна решења једна чине ( 1) могу написати у облику 
збира 

~ ( птс . птс ) . птс у (z,t)= k4 Ancos-ct+Bпsш-ct sш-z. 
n=l l Z l 

Вредности Лп за које постоје решења једначине (1); за постављене 
граничне услове, називају се~ JCapaJClliepucmuчнu~ (~puclliвeнu) бројеви; функ
ције Zn су !C~paJCiд?Ql1C[iiuчнe (9colic[jlвeнe)~ функцuје дате парцИјалне јед
начине. Ове Ф.:Ункције ЗадовоЉавају услов ~ ~~ · 

l 

Ј ZrZs dz= О, Г#S, (9) ' 

о 

па су ор[јlогоналне, щто се лако доказује у3имајуhи, на пример, r= 1, 
S=2. 

На пример, 
l :п: 

·rsin ~ Z Sin 
2л Z dz= 

21 fsin2 U • COS U • du= 
21 [sins и] :п: =0. 

1 l л · 3л о 
6 . о 

Поред граничних услова морају бити задовољени и почетни услови 

кретања. У тренутку t =О жицу изводимо из равнотежног положаја 

тако да добија облик y=f (z), затим је пуштамо и свака тачка има 

почетну брзину дујдt= Р (z) = /1 (z). Из (8) за f= О и диференцирањем 
тог реда, за t =О, добијамо 

оо • птс 
f(z)= ~ Ansш z; 

n=l l 

7tC 00 
• nтс /1 (z)=- ~ пВп sш-z. 

l n=1 l 
(10) 

Ако ове функције помножимо са sin (nтcz/l) и интегралимо у границама 
од О до l, а како је 

l 

Ј sin2 (nn/!) z dz = 1ј2 /, 

добИјамо коефицијенте: 
l 

о . 

An=- f(z)sш--:-zdz; 2Ј . mr 
. l l 

о 

z 
2 ј . nn Вп=- /1 (z)sш--zdz. .. птсс . l 

о 

(11) 

Они су, дакле, коефицијенти Фуријеових редова у које развијамо 

функције f (z) и / 1 (z) за f= О у размаку О< z < l тако да су f' (О)= 
=.f {l)=/1 (О)= f1 (/) = О. Ове функције као и њихови изводи f (z), 
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f" (z) и· f~ (z) морају бити непрекидне функције у .томе размаку. Према 
томе се партикуларна решење може написати и у овом облику 

l 
· 2 оо n1tc . nтcz { . nтr. 
у (z,,t)= __:_ :L cos-tsш- f(z)sш-zdz+ 

l n=1 l · l . l 
о 

l 

2 ~ 1 . плс . П1tZ Ј ( ) . nrc d +-~ ~SШ-'-fSШ- / 1 Z SШ-Z Z. 
тrс n=l n l l · l 

(8') 

о 

Исти партикуларни интеграл (8) можемЈ добити и из Далам
беровог општеr интеграла 

у (z, t)=cp (z-ct)+o/ (z+ct). (12) 

Произвољне функције ср и t морају задовољити граничне и по
четне услове. Из првог граничног услова. (за z =О, у= О) следи 

ср ( -ct)+o/ (ct) =О, '}! (r) = -ср ( --r), где је т:=сt. 

Из другог граничног услова (~а z:; /, у 0), с обзиром на претходни, 
следи 

ср (1-ct)+'lt(l+ct)=O, '}!(р)= ср(р-2-с)= -ср(-р), р=l+т. 

Ако се р повиси за p+z онда се добија да је 

ср (z+2l)=cp (z), 

uериодичка фуюсц_ија, периода 2/ . 

. Из почетних услова кретања, чл. (15.7}, с обзиром на горње услове добијамо 

ср (z)+,Jr(z)=cp (z)-q.> (..:.z)=f(z); 

1 
q>' (z)-,Jr' (z) =ср' (z)-(p' ( -z) =- - !1 (z}. 

с 

Узимајуhи уместо z вредност -z, из горњих релација следи да су 1 и lt неuарне 
периодичке функције 

f ( -z)= -f (z); 

l1 ( -z) = -:-l1 (z); 

1 (z+2l) = f (z), 

f.J (z+2.l)= l1 (z). 

Из дpyror почетног услова следи да и функција Ф, која је интеграл функције 
-(1/с) f1 (Z), мора бити uарна иериодичка функција 

Ф ( -z) =Ф (z) = -с-1 Ј f1 (z) dz; Ф (z+21) =Ф (z). 

Када су ови услови ·испуњени, тада Даламберово решење, (34. чл. 15.Ј, представља 
заиста. партикуларн6 решење и овог проблема: 

(13) 
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Развију ли се непарне периодичке функције f (z) и f 1 (г) у Фуријеове редове онда они 

морају имати облике (10). Коефицијенти редова су тада одређени са (11}. Ако су ове 
функције непрекидне у читавом размаку О~ z ~ 1 онда су њихови Фуријеови редови 
'равно.мерно f{OHBepгcнlflftи. У томе се случају може тај ред интеграл:ити. Како је функ

ција / 2 (z) непрекидна, то интегралењем друге једначине (10) добијамо да је функција, 

м 

n=2~ 

n=З~ 

n=4= 

Ф (z)= -c-1Jt1 (z)dz = i; В п cos (mrfl)z. 
n=l 

Познавајуhи ове вредности и уношењем у (13) 
биhе 

у= 1/ 2 2:An [sin (nяfl) (z-ct)+sin (nn/!) (z+ct]+ 

+ 1/ 2 2:Bn [cos (птс/1) (z-ct)-cos (nrrfl) (z+ct)], 

што се после познатих триrонометријских трансфор

мација своди на једначину (8) добијену помоhу 

Бернулијеве методе. 

За n = 1 добијамо основни хар-

Сл. 16.2. - а) Основни и виши .. моншс (тон), фреквенције ncjl, п~риода 

хармоници жице Т1 =2ljc. За n= 2 добијамо други хар-

моник, кружне фреквенције ro2 == 2w1, 

периода !је, са једним чвором (за z=l/2). За n= 3,4, ... добијамо још 
више хармонике, (сл. 16.2.а и 16.2.Ь). 

Сл. 16.2: - Ь) Октава 
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Бернулијева метода партикуларних решеља tшје ouшma метода 
интегралења парцијалне једначине ( 4) и не може се увек применити, 
јер не даје сва решења, ако унапред 

није доказана §д~а_ј.еди.в~сrli~Ј:!ОС:Ј.:_, 
за постављене 

z Пример. - Нека су за жицу, ду

жине !, почетни услови: за f=O је f (z) при
казана на сл. 16.3. а / 1 (z)=O. Како је f (z)= 
=;=2ynz/l за O~z~ 1/2 l и f(z)=2y 0 (!-zj!) 
за 1ј2 l ~ z ~ !, то је функција неuарна, па 

су коефицијенти В n= О. Међутим, коефи

цијенти An износе 

Сл. 16.3.- Осципације жице са почетним 

па су 

условима кретаља 

lf2 l 

An=- -zsin-zdz+ -(1-z)sin zdz = --sin -, 2 [f2 Уо nrc Ј" 2у0 mr Ј 8 у0 mr. 
l . l l l f n2:rr2 2 

о l/2 

( -1Yz+l Вуо 

(2n-1)2 :<t2 

те је партикуларна решење 

8 оо (-1) п+1 (2 1) (2 1) у=~"" sin п- :rr n- :rrc 
., kl (2n-1)2 l zcos l t. nw n=l 

16.1.2. ·Принудне осцилације. - Код принудних осцилацнја жице разликујемо 
два случаја: 1° Uознато је унаnред f{реШање једне Ша•ше (N) жице на удаљењу а 
од !{раја А, и 2° у нетrој Шач1ш (N) дејствује Иериодuчтса сила. У оба случаја облик 
осцилација мора бити такав да је крива непрекидна линија. 

. . 

Ј. случај. - Нека је кретање тачке N на удаљену z =а од левог краја представ
љено синусном функцијом 

Ун= С sin (Qt+cr). (14) 

Узимајуhи у обзир само стојеће таласе, тако да свака тачка жице има исту кружну 
фреквенцију (Q), решење диференцијалне једначине (1) тражиhемо у облику 

у= Z sin (Qt-a). (15) 

Уносеhи исто у (1) добијамо обичну диференцијалну једначину другог реда у облику 

Z"+(Qjc)2 Z=O. 

Њен општи интеграл је 

Z =А sin [(Qjc) z+~]. (16) 

Граничне услове морамо поставити за два дела жиuе, лево и десно од тачке N. 
За леви део AN биhе: 

за z=O, у=О, за Z=a, 

22 Теорија ос:Цилација 

Q 
у= С, па је ~=0 и С=А sin- а, 

с 
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те је Једначина помераљв. тачака жиuе у овоме делу 

sin [П zjc) 
y=C----sin (Ot+a). 

sin (Q.ajc) 

На потпу ю исти н1чин оДреЈ.I!ЛИ бисмо и помераља за десf!и ~'Ј,еО жице NB: 

sin [О (l-z)jc] . 
у=С . SlП(Ot+:x). 

· sin[O(!-a)jc] 

Амплитуда постnје бесконачна велика !{ада је испуљен услов 

aOfc= nrr, или Q(l-a)jc=nrr, n=1,2, ... ,. 

(17 а) 

(17Ь) 

2. случај - Нека у тачки N (z п) дејствује периодичка си:nа f= F0 sin (Ot+a:), 
чија је ниадна линија увек уп~авна н1 елементу жице. У ов ЈМе случају морају верти
калне компоненте сила (напона) жице да уравнотежавају ову си'лу, па је 

оА [(дv) - (д~) ]= F0 sin (Q.f+a:). 
дz, -s д,;. +в 

(18) 

Уносеhи у ову једначину и 1разе из (17а) и (17Ь) добијамо највеhу амплитуду осцилација 

Према томе су помераља (17а) и (17Ь) дата И1разима 

за z <а, 

за z >а, 

F0c sin [О (1-а)јс] 

у= оАО sin (О/је) 
о 

sin z sin (Of+a:), 
с 

F0c sin (Оајс) О 
у=------ sin- (l-z) sin (О!+ а:). 

оА.О sin (Q.ljc) с . 

(19а) 

(19Ь) 

·Из uвих се једнзчина вiци да је амплl'!туда бескоt1ачно велика у случају када је 
кружна фрекв~нција поремеhајне силе (Q} једнака кружној фреквенцији сопствених 

осциЛација струне (w}:. 

1'rcC ГZJr 0 
0=-=-\/-=(Ј) 

l l f р ' 
n= 1, 2, ... , со 

п,щ п етпоставкпм да сила Р не дејсmвvје у Ч.вору. 
Ако би на жицу 1ејствовало B!lLUe ilpuнvднux сила Fv у тачкама Nv на растоја

њнма а., од левог ослонца А, онда се решење хомлене једначине (8) мтке написати у 

облику 

со 

у= qп sin (rnт.jt) z, (20) 

где су qn генералисапе ТfОординате. 
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Кинетичка енергија жице биhе 

[ l 

Е~< 2_ рА Ј(~~) 2 
dz= рА ·ј~ [ lzп sin mr z Ј 2 

dz= рА! :i: q;. 
2 д t 2 n=l l 4 n=l 

о о 

Како је издужење елемента ds жице 

6 ds=ds-dz 

то је деформациони рад или потенцијална енергија 

јер је 

Ер = оА { (ду)z dz= 
2 v дz 

о 

l 

Ј 
rn sзт ј О 

cos -
1
- z cos z dz = } ј за 

l t 1 
2 l 

о 

r =1= s, 

r = s. 

Помоhу Лагранжевих једначина добијамо диференцијалну једначину 

.. (зтпс)2 2 
qn+ -

1
- qn= ~1ј Qп*; (23) 

овде је Qп*гепералисана npuнyд1ta сила за координату qn. Ове силе одређујемо помоhу 
закона рада сила Fv. Замислимо да смо координати q,1 дали виртуално померање oqn 
о~да he се променити и остале координате 

8qn siп (rz:r/l)a1; ... ; oqn siп (rurjl) av; ... ; \' = 1, 2, ... 'р 

па је рад 

А= Fv siп (24) 
n 

те је генералисана принудна сила 

Q*n= 
пзт 

Fv siп 
1 

аџ. (25) 

Слично као и у случају принудних осцилација система са једним· степеном сло
боде, (ч.л. 4.), добија се партикуларни интеграл принудног кретања у облику 

t 

q~J = · 
2 r Q*п (•) sin [п сл:. и-т) Јdт, 

пспрА . l 
(26) 

о 

па је општи интеrра.л 
t 

qп=Ancos f+Bпsiп f+ Q*п(т)sin-(t-т)dт, 
плс rznc 2 Ј пзтс 

l пспрА l 
(27) 

о 

где је под интегралом уведена нова променљива т. 

22* 
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На пример, ако у среЈ.ини распона (n 1ј2!) дејствује сила константне јачине 

Р=Р0 онда је 

Q*2п =0, 

Нека је жнца у почетку. била у стању мировања, тада су Ап= Bn =0, па је режим 

принудног кретзња (26): 

(р)= 1- cos 
(-1)n-12F/ [ 

qn (2п-1)2 ясрА 

С обзиром на (2) и (20) биhе померања тачака жице 

2Fl ~ (-l)rz-I [ (2п-1)яс 1 . (2n-1)/~ 
у= -- k:J 1- cos ----- t sш z. 

n2oA n=t (2п-1)2 1 _Ј 1 
(28) 

Угиб пресека испод силе је 

2Fl ~ 1 [ (2п-1) :;се Ј 
-- k:J ----- 1-cos t 
n2oA rz=l (2п-1)2 1 

(29) 

и достиже највеhу вредност 

Р! 
Утах (z = 1 /·)) = 2оА , 

јер је 
00 1 :r2 

~ (2rz-1) 2 =В' rz=l 
(30) 

за f= !је, !ЈЗс, !f5c, · · ·, 

Стрела жице услед статичког дejcrtla силе F, због услова sin а.~ tg <i = y0f{!f2) 
и једна чине (21 ), 

износи 

y0=Plf4oA. (31) 

Из (30) и (31} види се да сила приложена нагло у средини распоаа жице про

изводи два пута веhи угиб (стрелу) неголи у случају статичког дејства, тј. када сила 

полако расте од О до вредности F0 • 



17. ЛОНГИТУДИНАЛНЕ И ТОРВИЈСI<Е ОСЦИЛАЦИјЕ 
ПРИ3МАТИЧ:НИХ ГРЕДА 

17.1. Лонгитудиналне осцилације :привм.атичних :rреда.- Прет
поставимо да попречни пресек греде АВ, дужине /,(сл. 17.1.) за време 
ових осцилација остаје раван и да св.е тачке пресека врше кретаља 
само у правцу осе Az, те постоје 

помераља ~v = Lv (z, t). Због велике 
дужине таласа ових осцилација у 

срављењу са висином попречног 

пресека, може се утицај контракције 

попречног ~ресека занемарити. 

А 

__.!,._ 1 

Ако је А попречни пресек гре

де онда је, због CJz = Eez =Е (дwјдz), 
динамичка једначина кретаља 

Сл. 17.1. - Лонгитудиналне осцилације 
призматичне греде 

д 2 w ( дu ) . дб . д:3 w 2:Yi=0; р А dz--." =А б. z+ __: -бz dz =А _z dz =Е A-dz. 
дt\ дz дz д z2 

па је таласliа једначина лонгиту диналних осцилација греде 

д2 w Е д2 w д2 w \/Е 1/Eg [ст] 
д t:J = р = с2 д z2 ; с = У р= V -у- sec · ( 1) 

Брзина простирања таласа иста је као и у случају лонгитудинал
них осцилација жице, те не зависи од попречног пресека него са·мо 
од особина материјала (Е; р). Према томе све што је речено у чл. 16. 
о интеграљељу таласне једначине, важи и овде. Нормална функција 
је облика 

IЏ (z, t) = z (z). т (t); z = с1 cos ). z + с2 sin А z. (2) 

За четири карактеристична случаја: слободну греду, греду осло
љену на два ослонца, конзолу и обострано уклештену греду, гранични 
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Таблица 17.1. 

Случај а) Ь) 

с) 

а) 

Слика 

Ь) 
d) 

Z=O (Ј о Z'=O w=O Z=O tv=O Z=O !V=O Z=O 
(3) 

Z=[ СЈ=О Z'=O 1V = 0 z о СЈ=О Z'=O lV о z о 

с1 :;i=O о о о 

с2 о :;i=O :;i:O =i:O 
-·l\~ 

z С1 cos л z C~sin.~ z с2 ~os '1. z С2 siп 1. .z ...__ 
t (1.) sin '1.! =О sјп1. f =О cos '1.! =о Sill }, f = 0 

А п nrc пп 2п-1 ј'( п;r 

·z 1 2 ~ 

Ако се на rреДи налази и концентрисана маса (т) онда he се 
морати увести накнадни услови. Нека је, на пример, на слободном 
крају конзоле, (сл. 17.2.), насађена маса (т). Искористиhемо ре шеље 
једначине за случај хомогене конзоле, уз промељени гранични услов на 

слободном крају 

Сл. 17.2. - Конзола са кон
центрисаном масом на сло

бодном крају 

u,1 =А siп 1. z sin (ш f+ о:). (4) 

При помераљу масе (m) надесно јављаhе се ље
на сила инерције, а на масу дејствује и сила 
еластичности греде која тежи да" масу врати у 

првобитни положај. Како је дилатација 

s=~l/l=F/9l=д wjдz, 

то је сила еластичности F = 9l (д Lvjдz), па је гранични услов 

т (·д2 w) 
'd f2 

l 

- 9l (д~ ~) ' 
о,:.,. l 

(5) 
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-где је ~=Е А истезна кpymocm (axial rigidity) греде. Како су, из јед
начине ( 4), 

(д w. А' . 
-) = лcosЛ/sш\wt+a); 
д z l 

( д2 w) . . . . . 
.
-.- =-:-А ш2 sш 1. 1 sш (ш t +о), 
д f2

' l . 

то уношењем ових извода у гранични услов (5 , пошто А =F О, доби
јамо фреквентну једначину у трансцендентном облику 

т r-= . 
м 

(6) 

Корени ове трансцендентне једначиЕе најлакше се одређују графички 

као апсцисе пресечних тачака праве у = r- ~ и криве у= ctg ~' где 
је ~=А/, како је пок~зано на сл. 17 .. ~. а. Промене кружн~ фреквенције, 
односно ~=А l ш !(с, шп =с А11 од односа маса 1/r- приказана је на 
сл. 17.3. ь. 

ЬЈ 

у 

4 

з 

г 

7 

Ji 
1.5 г 

т 

Јl=м 

Сл. 17.3. - Дијаграм промене кружне . фреквенције у зависности од односа маса 

Решење је 

со . 

w (z, t) = 2: (А n cos Шп t+ ul! sin ш71 t) sin (kп zjL), 

где је 

k'11 = ],n l И Ш n = С 1-.n = kп {Е А ј 1\!ll • 

Ако су почетни услови да је у тренутку t =О на крају z = l 
дејствовала сила F а затим је штап без почетне брзине остављен да 

осцилује, онда су 

~v iz; О)= Fz!EA; дw (z;O)=O. 
дt 
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Користеhи услов ортогоналности нормалних функција добијамо реш~ње 

4F l ~ sin kпsin (kпz/l)cos W,1 t. w (z,.t) k.J (7) 
ЕА n=l kп (2 kп + siп 2 kп) 

У случају да на слободни крај конзоле дејствује Принудна акси

јална сила Р= Р0 , (сл. 17.4.), најзгоднИје је користити генералисане 

!Соординат.е, које зависе од времена, у облику функција 

1~-м F 
, А · nrcc . птсс 
Оп= n COS -- f + Bn SlП -- f, 
' l . l 

(8) 

па је решење 

Сл. 17.4. Утицај аксиЈ.алне силе 

притиска на осцилвције хомогене 

ко н золе 

00 (2rz-1 it 
I·V= 2; q~n- 1 sin -----z; п= 1,2, 3, .. : 

ll=J 2/ 

Кинетичка енергија греде је 

l 

Ek= р2А Ј(дд~ )' d z 

о 

l 

Ј.[ . . (2rz-1)n ]2 
' ~ q 211-1 sш --2-~-- z d z = 
о 

(9 а) 

Потенцијална енергија је једнака деформационом раду при исте

зању, па је 

Ер = Лdе = ~ fz (д w )
2 

dz = rc
2 
ill Jz [~ (2п- 1) qo

11
- 1 cos (2 n- 1) n z]

2 

2 д Z 812 n '" 2/ 
о о 

:rc2~ со 
=- ~ (2 п-1)2 q22n·;.f··' 

161 !7.=1 

dz= 

(9 Ь) 

Помоhу Лагранжевих једначина добијамо диференцијалну јед:. 

начину 

. . , [( 2rz- 1 )' Тt с ] 2 2 * 
q211-1 -г 

21 
q2n-1 =р А/ Q 2'1-17 

где је Q;п-1 генералисана при~удна сила, коју одређујемо по ме
тоди рада, (чл. 16.25.), па је Q ;,z-l = (-l)n F0 • Слично обрасцу (28, 
чл. 16.) добиhемо закон помераља 

8 1 00 
( -1 У1 

• (2rz -- 1) rcz Г (2rz -1) n~- t] . 
w= 2:; sш -----ll -cos 

тс 2 ~1 n=I (2n 1 )2 2 l 2 l 
( 10) 
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Највеhе померање слободног краја конзоле износи 

. 2F l 
(wн)тах=--=2 (wв),. 

~ 

Из овога видимо да аксијална сила F0 наr ло додата на слободном кра

ју конзоле изазива два аута веhу деформацију неголи ако си.ла исте 

јачине дејствује статички, поступно од вредности О до Р0 • Овај за

кључак смо имали и код принудне силе која дејствује на половини 

распона жице, (чл. 16, об. 30 и 31). 

Ако у тачки z =а дејствује аксијална поремеhајна сила Р (t) = 
= F sin Q t, онда се могу користити Лайласове mрансфор.мације, па једна
чи на (Ј) постаје 

д2 wјд t2-c2 (д2 wjдz2)-= h sin Q t. ј 1 (z а), 

где је /z = F ј р'; р'= р А =у Ajg [kg sec2jcm2 ] лuнujcf{a густина rреде, а 

Ј 1 (z - а). јединична им п у л сна функција првог реда, једи~ице [ljcm ]. 

Решење hемо претпоставити у облику 

w (z, t) = Z (z) sin Q t, 

где је Z (z) форма llринудног осциловшьа. Уношењем ове вредности 
у диференцијалну једначину она се своди на обичну диференцијалну 
једначину другог реда 

Z"+A2 Z = -CJ1 (z-a); C=FjEA. 

Лапласова трансформација даје слику 

2 [Z] =[р Z (О)+ Z' (О)]ј(р2 + f..2 ) -[С; (р2 +А 2)] 2 [Ј 1 ], 
.,, ... · 

па је решење (оригинал) - нормална функција 

Z(z)=Z(O) cos AZ+ Z'(O) sin А z 1 - F sinЛ(z--a). (11) 
А БАЛ 

Наравно да он зависи од граничних услова Z (О) и Z' (0). 

За z <а у. обзир долазе чланови лево од масне црте, а за део 
z >а ·и део десно од масне црте. 

17.2. Тор3ијсi<е осцилације кружних вратила.:--- У машинској 
пракси су нарочито важне торзијске осцилације вратила круЈtсног 

йоuречног upecef{a. Ако је поларни момент инерције пресека /0 , а G 
модул клизања материјала, онда између угла увијања е и момента 

однос е= 'llit ljG/0 • Према томе су угао увијања е на 
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дужини z, (сл. 17.5. а), и љегов извод дати обрасцима 

е_ 9Jit z. де 
- ' 

G /0 дz 

Сл; 17 .5. - Торзијске осцилациЈе кру жног 

вратила 

( 12) 

Зам:ислимо да смо из вра

тила исеК:ТЈЈ. део дужине dz 
онда н~ ·бочним странама деј

_сТвују различити моменти уви
јаља (сл. 7.5. Ь). Ако је Jz ак
сијални момент инерције вра-

~· тила, онда је динамичка јед

начина обртаља елемента dz: 

= дill?t dz. 
дz 

(13) 

Како је dJz р / 0 dz, а с обзи-

ром на други образац (12), горља једначина постаје 

д2 е д2 е 
р 1 о dz- = G Ј 0 dz, 
. дt2 д z2 

(14) 

Брзина простирања таласа је 

. (15) 

она, дакле, зависи само од особина материјала вратила (G; р). 

Ова таласна једначина је слична таласној једна чини лонгиту динал

них осцилација греде,. само се разликује у брзини с. Према томе hемо 

и у овом случају партикуларна решење тражити у ·аблиi{у е= ZT. Соп
с_:~~не функц_иј~ -?' :м:qрџју да з.адов()~ље граничне услове: да су на сла

б о дн()_~~ј{g~iУv.Љ р~ЈИ~а, и л и на кра ј_е_~ I1 ма_ .sлрб од ~о. ?с~. оље~9 г ... I,Зр:атi1 ла, 
моме'Нт-~i 'ув~јаЊа]еДна·к~--нулЙ·~nt·=О, тј. дејдz····ђz/~·о·; ·и·а··~есту укле-
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штењ_~~ -~у yrJIOJЗ.Ii УЈЗлјаi:I?а = Q, тј . . ? = О. На тај су начин гранични 
услови исти као и код лонгитудиналних осцилација (3). На основу 

тога може се дати аналогија између осцилација жице и лонгитудинал

них торзијских осцилација греде, према следеhој таблици. 

Таблица 17.2. 

Осцилације Померање Брзина Маса Сила С. 

1 Трансв. осци.1а- дујдt pAdz-
дv 

Vofp у о А_:_ 

ције жице дz 

2 Лонг. осцила- НЈ дwјдt pAdz о А VE/P 
ције жице 

3 Лонг дЈ.Ј.Ј/дf pAdz 
\ дw 

VE/p осцила- JIJ ЕА-

ције греде 
дz 

(16) 

4 Торзијске осци-
лације круж-

~ 
де 

~IGjp ног вратила дејдt plodz 0/о-
дz 

Ако пстречни nресек вратила није кружни опет важи иста таласна једначина 

. (14) само је брзина простирања таласа 

c=Vk. VG/p, (15 а) 

где је k ..коефицијент об~ика пресека. 

У машинској пракси је чест случај вратилR са насађеним диско
вима. ·У овоме се случају мора водити рачуна о новим граничним 

услови·ма. Нека је на слободном крају 

конзоле А О наса ђ ен ди ск, аксијалног мо

мента инерције Ј1 , .(сл. 17.6;), тада hемо 

искористити једначину (14) чије· је ре
шеље 

е~ ZT = (С1 cqs 1. z+ 

+ С2 sin Лz) ( С3 cos rot + C4 .sfпrot). ( 17) 

Један је гранични услов 8 =·О за z =О, 
па he бити с1 =о. Прет~остављајуhи CTO

jehe таласе добијамо решење у облику 

е = А s in )._ z s iп ( ro t + ~). ( 18) 

А 

d 

Сл. 17.6.- Утицај диска 

на торзијске осцилације 

хомогеног вратила 

При увијању диска на слободном крају торзијски момент ела: 
стичности вратила тежи да диск врати у првобитни поло}кај, па је 
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динамичка једначина обртања диска 

Ј 1 (~) = -'Ш t = -:- G 1 0 ( ~ ). , = - S:: (. ~) . 
д f2 

l \д z. l д z [ 
(19) 

Диференцирањем израза (18) и уносеhи га у гранични услов (19), 
пошто А -=F О, добија се фреf{вент.на једначина у облику 

1.ltg"Al=JjJ1 или ctg~=p.~, (20) 

тј. иста као и (6) само је сада р;= Ј1јЈ. Дијаграми на сл. 17.3. а важе 
и овде само за нови однос р.= Ј1јЈ. 

Ако је Л l ~ ~ мала величина онда . се tg ~ може развити у ред 

tg ~ = ~ -f- ~3 + 2 + 17 ~7 + ... = _1 . 
3 3 . 5 32 . 5· 7 р. ~ 

Зауставимо ли се на другом члану реда добија се биквадратна 
једначина 

чији је корен 

'С = оо 1 = v -3 . у ( 3 )2 3 !.:. :t_ - +-
с 2 ~ 

па је кружна фре_квенција 

V ЗG(-i 4 ) w~ 2р f2 V 1 + 3р. - l . (21) 

Ако се узме само први члан реда добија се квадратна једначина 
~2 ~ (1/р.), па је корен ~=оо !је= V ljp. = VJjJ1 , теје кружна фреквенција 

(22) 

иста као и у случају торзијских осцилација са једним степеном сло;
боде, (чл. 2.7.), када се занемари маса вратила. 

Када су на кр~евима слободног вратила насађени дискови акси
јалних момената инерЦије Ј1 и Ј2, (као на сл. 8.1.. а за n= 2) гра
нични услови биhе 

Ј(~) =- ~ 
2 дf2 l 

(23) 
············· ··-···----~~-·~··~~".,Ј 

јер се врше у супротном смеру. Ако се диференцира ре·-
шење ( 17) и унесе у граничне услове (23), добија се систем алгебар-
ских једначина 
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Ce:v~ тривијалног решења С1 === С;. ===О, постоји решење тога система ако 

је детерминанта једнака нули. Она представља фреквенrну једначину 

==0. (25) 
5:1. 

} 2 ro2 sin Л/-$: Л c6s "А/ 

11 ro2 

12 ro2 cos 1./ + st).. sin ),/ 

Уведу ли се смене 

~=)Ј, ro=lc, !-11 11/1, р.2 =12/1, 1z=Plol=1, st=c2 1/l (26) 

фреквентна једначина (25) своди 

(27) 

а из прве једначине (24) добИја се и однос С1/С2 = -JfJt ~ = -1/r1 ~. 

Ако су ~~' ~2 , ••• , ~'1 корени трансцендентне једна чине (27) онда је 
нормална функција 

Z с ( 
· tn ~ · ~n ) 

11 = n COS--- Z-p.1 Sn SШ -Z , 
l 1 ' 

па је опште решење 

е= }: [Ап cos ffiп t+ Bn sin OOrJ] [cos h Z-p.l en si.n' ~n z], (28) 
rz=1 l 1 

где је ron = c~пfl. У општем случају кретаље није Периодичко. 

С обзиром на односе момената инерције дискова Ј1 и момента инерције вратила 

Ј разликујемо неколико карактеристичних случајева који су важни за праксу. 

1 о Ако су Ji мали у односу на Ј онда су р.1 и р.2 мали бр::>јеви, па се корени ; i 

једначине (27) ближе вредностима 7t, 2n, ... , те се решење (28) приближава општем реше
њу за слободно вратило без дискова. 

20 Ако су .11 велики у односу на Ј, онда су р.1 и )12 велики бројеви, па јед
начина (27) постаје · 

~ tg ~ ~ 1/Р-1 + 1/)12, (29) 

где смо у имениоцу занемарили јединицу као малу величину. 

Како је десна страна једначине (27) мала величина то се може ставити да је 

tg ~ ~ ;, па су приближи и корен и фреквенција 

(30) 
Период осциловања је 

т~2яtffc~1~2nVtcJ1Jz) ft;r(J1+lzJ 

исти као и у случају слободног вратила са два диска (систем са једним степеном 

осциловања.) . 

Пошто су остали корени 

~3 = 2'ТС + - + -- ' 1 ( 1 1 ) 
2 те P·t Р·2 

то су фреквенције високе у поређењу са фреквенцијои основноr облика. 
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3е Ако се tg ~ развије у ред и узму само два прва ЧЈЈана,. онда једначина 

(27) постаје 

односно 

(31) 

Узме ли се сада за ~ први корен (30) и унесе у (31) добија се 

~1 ~ \ /( 1 + 1 ) - 1 ( 1 + 1 -) 
У Ј.11 }tz 3 ft~ Р·~ Р1 ftz 

(32) 

када се занемаре мале величине више~ реда. У овоме случају период осцилације је 

(33) 

редуковани моменти инерције дискова су 

(34) 

И у овоме је случају перио.1 осциловања исти као и у случају слободног вратила са 

два диска на крајевима, (чл. 8.1.), чији су моменти инерције Ј; и Ј;. 

У случају принудних осцилација треба увести у једначину (28) генералисане 

координате Qп, где су ~i корени једначине (27). 

где је 

Кинетичка и потенцијална енергија биhе 

l 

Е;"= plaJ (де)2 d.z + 1 Jt (дG)2 + 
2 ot 2 д t о 2 

о 

l 

(де)2 д t l 

Ep=Adt= ~ Ј(~;у dz = 8~ ~ Dn ~n q~, 
о 

Dn = 2 ~rJ (1 +Р·~;~)- sin 2 ~n (1- ft~ ~~) + 2р.1 ;п (1- cos 2 ~n). 

Лагранжеве једначине дају Диференцијалне једначине 

с2 1':2 4 'i: 
•• "'n r.:,n Q* 
qп+fz CJn=JDn n, 

где је Q~ генералисана сила. 

(35) 

(36) 

С обзиром на аналогију између осцилација, лако се добија закон принудног 

.:ретања, па је опште решење облика 
t 

4 l ~ 1 ( ~n · . ; n ) Ј * C~n · 
(Ј= kJ- COS-Z-ftt~nSIП -[ Z Qn (r)sin f (t-1;)d-r. 

сЈ n=l Dn l 
(37) 

о 



18. ТРАНСВЕР3АЛНЕ ОСЦИЛАЦИЈЕ 
Г РЕДА 

18.1. Слободне осцилације греда са једним. распоном - Прет

поставимо да се осцилације хомогене призматичне греде врше у 

главној равни савијања и да су константни попречни пресеци греде 

мали у односу на љену дужину l, 
(сл. 18.1.)~-~-":д:к-а~-су··-~i"~уг-иби-(По_м_е~----

рања) v~ у такође мали, онда се 

могу одговарајуhе угаоне брзине 

и угаона убрзања занемарити, те 

he бити ds~dz, па је трансверзална 
сила У т= Fт cos cp~F т. Због тога 

прираштаји трансверзалне силе и 

нападног момента (момента сави

ја~) износе 

d ,... дР т d 
rт= ·-- z; 

дz 

7) 

. дМ 

dMj= -clz=Fтdz. 
дz 

(1) 
Сл. ll-:>.1. - Трансверзалне осцилације 

призматичне греде 

Како је једначина еластичне линије савијене греде* 

EfxV"=~y''= -ЈИ_r; V=y, (2) 

г де је ЧЈ = Efx крушосш При савијагьу (flexura1 rigidity), то диференци

рањем добијамо 

дМ! ---- = --·Fт; 
дz 

д2 М"" дFт · 
~уН'=---Ј =--·--=,+q; 

дz'.!. дz 
(3) 

овде је q специфично оптереhење по дужном метру греде. Оса Ау 

је усмерена наниже. 

*.Отпорност материјала, чл. 9.1. 
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Према закону о кретаљу тежишта биhе 

д2 у . . дFт д4 у 
· pAdz-- ;;;dFт= --dz= -~--dz, 

дt2 дz дz4 
(4) 

па је таласна једначuна трансверзалних осцилација греде 

(5) 

с је брзина простирања таласа 

[ cm2]. 
sec 

(6) 

Решење једначине (5) тражиhемо, према Бернулијевој методи 
партикуларних интеграла, у облику производа функција 

y=v=Z(z)·T(t), 

п~ се своди на обичну диференцијалну једначину четвртог реда 

ZT'' + с2 Z 1 v Т= О. 

(7) 

(8) 

Она се расnада на две диференцијалне једначИне, једну другог и 

другу четвртог реда 

Т"+Сс2 Т=0, 

где је С произвољна константа. Уведемо ли нове константе 

M=pAl, 

(9) 

(10) 

(11) 

онда карактеристична једначина диференцијалне једначине (10) има 
корене: k; -k; ki; -ki, па је њено решење 

z == А е kz +В e-kz + С ei kz + D e-i kz' (12) 
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где су А, В, С, D константе. Међутим, с обзиром на односе 

e±ikz = cos kz ± i sin kz, e±fkz = Ch kz ± Sh kz = cos ikz =t= i sin i kz; 

Sh kz = 
1 

sin i kz; Ch kz = cos i kz; 

sin kz = _!__ Sh i kz; cos kz = Chi kz; 
i 

једначина (12) постаје 

Z =А (Ch kz+ Sh kz) +В (Ch kz-Sh kz) +С (cos kz+ 

+ i sin kz) + D (cos lcz-- i sin kz) 
односно 

353 

(13) 

(14) 

где су С; нове константе.· Оне· се одређују из rраничних услова rреде 

(то јест из услова ослшьшьа rреде на крајевима). 

Општи интеграл хомогене једначине (9) је 

Т= А cos ю f+ В sin ю t; (15) 

константе А и В одређују се из йочеmиих услова креmања. 

Према изнетом опште решење једначине (5) биhе 

оо оо 

Y=V= ~ Zn Tn = L Zп(AпCOSWпf+Bпsinrol,t). (16) 
n=l · n=l · 

Облици нормалних (сопствених) · фy~~_AI:!j~l!_~-~lL-~-~~ .. e.и.ce .. oд ... rpa!ii1.Ч~Ii2<: 
услова. Они дају четири једначине првог степена са че~ири кон

сТЭНте- С1 •. · Решење · ових једначина, сем тривијалног· С;==О, постоји 
ако је детерминанта система једнака нули. Она предс!~~.&~.-~ФРе'f-. 

вентну једначину~ __ у_.ШЈ2Ј!Јif.Чен_ЈЈ.ентно:М .. ?б лик~:-. __ rioмofiy--Њё одређујемо. 
кapalдifepuёliiИ;;;;e· вредност~ k~·-:·· -~~·-·:гиме~·· ripe'мa (11 ), и одговарајуhе 
~- . ···••··•···•···• 

кружiiеёј:Јр-еr{t!ПЛ:Гiј.Тiје~Сii>-~}:-ових решења (корена) фреквентне једначине 

има бескрајно много, па he бити бескрајно мноl_'о и сопствених 

функција Zn. 

23 
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Ако су почетни услови кретања: за !=0, v=f(z) и (дvјдt)0 = 
/

1
,(z) =ср (z) онда из ( 16) следе релације 

оо 

f(z)= ~AnZn; 
n=l 

оо· 

ср (z) = I; оо,. В п Z~, 
n=l 

(17) 

из којих се одређују константе An и Bn, коришhењем особине орто
гоналности нормалних функција 

Константе су 
l 

l Jz, Zs dz=O, 
о 

r=:j::.s. 

1 

Ј f(z) Zn dz . 
о 

Ј q> (z)Zn dz 
1 Н п= -_о ____ _ 

OOn l l 

Ј z;dz 
о 

Ј z;dz 
о 

(18) 

(19) 

С обзиром на једначину (13) види се да су решења једначине 
(5) комбинације тригонометријских и хиперболичких функција, те се 
~есто користе· и функције*: 

S (kz) = 1/ 2 (Ch kz + cos kz); U (kz) = 1
/ 2 (Ch kz-cos kz); (20) 

T(kz) = 1/ 2 (Sh kz + siп kz); V (kz) = 1 / 2 (Sh kz -- sin kz). 

Оне имају својства цикличке пермутације до укључиво четвртог 

извода, према доњој схеми: 

f ( kz) 1 f (О) 1 f'(kz) 1 f' (О) lf"( kz +''{(О) 1 /"'( kz) 1 f"' (О+ Ј v (kz) \t Ј v (О) 

s 1 kV о k2 U о k3 т о k4 s k4 
(21) 

т о kS k k2 V о k3 u о k4 T о 

u о kT о k2 S k2 fсЗ V о /(4 u .о 

1 v о kU о ft.2 1' о k3 s fc3 k4 v о 

У овоме је случају решење (12) облика 

Z =А S (kz) + ВТ (kz)+ CU (kz) + D V (ki), (22) 

где су А, В, С и D нове константе. 

* К. Hohenemset - W. Prager, Dynamik der Staбwerke. BerЏn, 1933. 
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Поред функција (20) уводе се и друге функције, које се много примењују у 
проблемима "Динамике конструкција". Те су функције: 

а) А (kz)=2 (ST -UV)=Ch kz sin kz+Sh kz cos kz, 

Ь) В (kz)=2 (TU-SV)=Ch kz sin kz-Sh kz cos kz, 

с) С (kz)=2 (S2 .:._ U2) =2 Ch kz cos kz, 

d) D(kz)::=2 (TV- U2) =Ch kz cos kz-1 =1Ј2 С-1, 

f) E(kz) 2(82 -TV)=l+Chkzcoskz=2+D=1+1J2 C, 

. В Ch kz sin kz-Sh kz cos kz 
g) F(kz) =-kz- = kz , 

D 1-Chkzcoskz 

· V Sh kz-sinkz V 
h) H('kz)=-2kz-=kz =2-F 

D 1'-Chkzcoskz В' 

. . k2 z2 S1 Sh kz sin kz 1 S1 
1) L (kz) =- --- =k2 z2 = -kz-F, 

2 D 1-Ch kz cos kz 2 В 

U Ch kz.....-cos kz U 
ј) N(kz) =-2k2z2 - =k2 z2 = 2kz-B F, 

D· 1-Ch kz cos kz 
(23) 

) R(k) А . Chkzsin.kz+Shkzcoskz А 
k z =-k3 zз- =k3 z3 =k2 z2-F, 

D . 1-Ch kz coskz В 

2 k3 zз Т Sh kz+sin kz 
/) П(kz)= 1-Chkzcoskz =kзzз 1-Chkzcoskz 

2kз z3 T · Т 
---=2k2 z2 -F 

о в- · 

s1 2 kz s1 
т) Ф(kz)=kzв= Cthkz-ctgkz = -k2 z2 FD' 

п) О (kz) = k2 z2 ~ =k2 z2 Cth kz+ctg kz = -kз zз ~ 
В Cth kz-ctg kz FD • 

С 2 k3 z3 С 
о) O(kz)=k3 z3 - = = -k4z4-. 

В tg kz-Th kz FD 

23* 
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Трансцендентна (фреквентна једначина~~има бесконачна много 
корена kп, и позитивних и негативних. Међутим, реше~а која одго. 

варају негативним коренима нису независна од првих, јер се може 

показати да нормалне функције имају особину да је за вредност 
корена k и -k и Zi= -Z~, те је довољно узети у обзир само функције 
Z са nозитивним индексима. 

Показаhемо како се- одређују· фреквентне · једначине за осам 
карактеристичних случајева, (сл. 18.2.), који се примењују fy пракси. 
О ус.ловима на крајевима греде може се реhи ово: за сваки ослонац 

а) 

+ ~=t 

IL-zJ 
е) 

~ Ь)~ 
С) 

Ј) g) 

Сл. 18.2. - Осам карактеристичних случајева ослањања греда 

h) 

је угиб у=О и момент M.r=O, ua су Z=O и Z"=O; ЈСод уклештеfЬа су, 
uaJC, угиб и нагиб тангенте еластичне линије једнаЈСи нули, у= О, у'= О, 
те t~y Z- О, Z' ==О. На слободном ЈСрају су трансверзална сила и 

наuадни мо.мент једнаки нули, то јест Р= О, М1 О, па су Z"' =О, Z" =О. 

1) Проста греда. - Код просте греде, (сл. 18.2. а); услови на 

крајевима су: за z=O су Z=O и Z'':::O, и за z=l су Z=O и Z"=O. 
Из (14), а за наведене услове, Добијамо систем .од четири хомоген~ 

линеарне једначине 

С1 cos kl + С2 sin kl + С9 Ch kl + С4 Sh kl =О; 

k2 ( С1 cos kl- С2 sin kl + С3 Ch kl + С4 Sh. kl) =О. 

Како је k=I=O то из првих двеју једна чин а следи да су С1 = С3 =О 
па друге две једначине постају 

С2 sin kl + С4 Sh kl=O; 

те је фреквентна једначина облика 

Sb kl sin kl =О. (24) 
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Она је задовољена било да је Sh kl =О или sin kl =О. П ва једначина 
има само имагинарне корене, Из друге једначине биhе 

sinkl=O, то јест\ kl=n'lt; \ n=1,2, ... ,и С4 =0. 
Нормална функција има облик 

с . n 'lt- С . n 1t 
Z n= sn SШ Z = n Sln- Z. 

. l l 
(25) 

Кружна фреквенција и дериод осцилације су 

м 

- k2 - n2 п2 у ~ - 2 2\ Ј ~ 
Юп- С- [2 р А -n '1t У М zs ' С-

(26) 

f1:;1 

па кружна фреквенција расте са 

квадратом природних бројева (n). n .. з 

Основни хар.моник се добија за n= 1, 
виши за n = 2, 3, ... , (сл. 18.3.). 

():4 
Таласна дужина је· '.л.' п= 212/тг. n2 • 

Положај чворова се одређује из Сл. 18.3. _ Хармоници просте греде 
услова Zn=O, то јест sin(nnzjl)=O, 
те је z = !јп. Сви пор;аци за прва четири хармоника дати су у 

· таблици 18.1. 

Таблица 18.1. 

1~1 1 2 3 4 

W п 9,8696 v~~ м {3 39,478 V;в!М {3 88,826 V'E/M f3 157,76 V93!M ta 

).'п [Zj(1j2n) / 2/2 n !21(9/z n) / 2/8 n 

:Исту фреквентну једначину добијамо и помоhу функција (~0). 
Из (22), с обзиром на (21 ), биhе: 

А==О, С=О, BT(kl)+DV(kl)=O, Bk2 V(kl)+k2 DT(kl)=0, 

те је фреквентна једначина 

Т2 (kl)- V2 (kl) = 1/ 2 81 (kl) = Sh kl sin kl =О. 
~ 
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Пошто су А п и В п произвољни можемо ставити да. је Сп= 1, 
је опште решење 

( ) ~(А . ) . птс у z,t = k4 nCOSOOпf+BnSШOOпf SШ-Z. 
n=l Z 

(:27) 

За почетне услове (17) добијамо, као и код жице, (чл. 19), 
су константе: 

l l 

2 Ј птс 2 -Ј n 1С Ап=- f(z) sin-zdz, Bn= -- cp(z)sin-zdz. 
/ . f / OOn f 

о о 

Конзола. - Код конзоле, (сл. 18.2. Ь), гранични услови су: за 
Z = О И Z' = О, а за z = l f;.Y Z" =О и Z"' =О. Из (14) 
систем хомогених једначина 

С1 cos kl + С2 siп kl- С9 Ch kl- С4 Sh kl =О, 

С1 sin kl-C2 cos kl+Cs Sh kl+C4 Ch kl=O, 

је фреквентна једначина 

1 + Ch kl cos kl =О. (28) 

ове трансцендентне, једначине одредиhемо најлакше графuчкu 

кривих у= cos ~ и у= - 1/Ch ~' где је ~ = kl, како је пока-

У 

Сл. 18.4. - Графичко одређиваље кружних фреквенција (сопствених 
вредности) фреквентне једначине конзоле и слободне г·реде -

зано на сл. 18.4. Корени једначине (28) и кружне фреквенције дати 
су у таблици 18.2. 
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Таблица 18.2. 

1 2 3 4 5 6 n>4 

1,8751~ 4,6944~ 7,8548~' 10,996 14,137 17,279 2n-1 
~О,бя ~1,49 л: ~2,5л: ~--Л: 

2 

За велико ~ = kl крива ljCh; брзо опада и тежи нули, па је 

cos k 11 l =О, то јест 

kпl= 1 /2 (2n-1)n, за n>4. 

Како је С8 = С1 и С4 = - С2 то је. нормална функција 

Z = С1 (cos kz Ch kz) + С2 (sin kz-Sh k~), 
односно 

Ch z cos kпz Sh z- sin kпz z l1 = с l1 _ ____:.:.__ __ _ 

Chkпl+coskпl Shkпl+sinkпl 

где је Сп н:онстанта. Типови осци· 
лација су приказани на сл. 18.5., те 
се види да се за више хармонике 

облик приближава синусној линији. 

Из . (22), с обзиром на гра-

ничне услове и (21 ), добијамо 11 "' 2 

А=О; 8=0; 

CS (kl)+DT (kl)=O; 

С V (kl) + D S (kl) =О, n=-4 

м 

(29) 

в 

па је фреквентна једначина 
Сл. 18.5. - Хармоници хомогене конэоел 

82 (k/)- V (kl) ·Т (/с/) =·1
/ 2 Е (/с/)= 1/ 2 (1 + Ch kl cos kl) =О, 

иста као и у претходном случају. 

3) Слободна греда. - Код слободне греде, (сл. 18.2. с),· услови 

на крајевима су: за z =О и z = l су Z" =О и Z"' =О, па, помоhу (22), 
добијамо да су С= D =О, и фреквентну једначину 

U2 (kl)- Т (kl) · V (kl) = - 1/ 2 D (/с/)= О, 
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то јест 

- D ( k l) = 1 - С h k l со s k l = О. (30) 

Корени се одређују графички помоhу пресека кривих у= cos ~ и 
у= 1/Ch ~, ; = kl, (сл, 18.4.). За велико ; израз 1/Ch ~ тежи нули, па 
следи услов cos kl О, то јест k/~ 1/2 (2 n+ 1) 7t. 

Корени и кружне фреквенције дати су у таблици 18.3. 

ТабЛица 18.3. 

n 1 2 3 4 5 6 7 

о 4,7300 7,8532 10,996 14,137 17,279 20,420 

Ш п о 22,37зV~! м t3 61 ,669V~! м t3 120,85V~!Mf3 1 99,8БV~; м t3 298,74V~!Mf3 416,902V~; М/3 

Облици осцилација су приказани на сл. 18.6. Овај случај осци

лација среhемо код бродова. 

Сл. 18.6. - Хармоници слободне 

греде (брода) 

4) Обострано уклештенај:.ре
да. -У ОВомё"~сЛучају';-~( сЛ:Т-8~2. ?1), 
~-rрiнИ:чни услови су: за z =О и 
,z = l су Z =О и Z' =О, па из (22) 
следи да су А =8=0 и фрек

вентна једначина 

Ch kl cos kl = 1, (30') 

иста као -и у случају слободне 

греде. 

5) Конзола liодуирша Н(] сло
бодном ~--кра])}.- :.:_ УсЛови на кра-
јевима, (сл. 18.2. е), су: за z =О 
ј е Z == О и Z' = О, за z = l с у Z :;:;; О 
и Z''=O. 

Из (22) следи да су А= В= О и фреквентна једначина облика 

В (kl) = Ch kl sin kl- Sh kl cos kl =О 
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односно 

tg kl = Th kl. (31) 

Корени се одређују графички, (сл. 18.7.). За велико ~ = kl биhе 
Th ~-> 1, па следи tg k/::::::; 1. Корени су дати у таблици 18.4. 

Сл. 18.7. - Графичко одређивање ко~ ена једна чине tg ~= Th ~ 

Таблица 18.4. 

n 1 2 3 4 5 n >5 

~n 3,9270 7,0690 10,210 13,352 16,493 
~ ;:;::) 

,....... 1 

1 

+ ~1 .,...... 
,....... 

+ -.:t<+ 
СТ) 

~ О) 

15,421V5!3/Mf3 49,970V58/Mf3 104,244V5!3/Ml3 178,2BV58/ м zз 272,02V5!3/ м Ј3 '<:!"' 
W n -.:ј< ф 

гt п 

6) ~[l!J!JJCZ.~ .. C?E)lOfЬeнa_,~qJiQ4JHl}g.IJJIJJM.НPдj)l_! - У слови на крајевима, 
(сл. 18.2. f), су: За z ':::::о су z =о и Z" =о а за z = l су Z" =о и Z"' =О, 
па из (22; следи да су А= С= О и фреквентна једначина 

V (kl) S (kl)- U (k/) Т (k/) =О, то јест tg kl = Th kl, 

те је иста као й у случају конзоле подупрте на слободном крају. 
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7) Qбостран.о уllлешшена греда са једним аокрешн.им уклешше

њем. - У ово~е.сЛуЧају услови на крајевима греде, (сл. 18.2. g), су: 
за z =О су Z' =О, Z"' =О, а за z = l су Z =О и Z' =О. Из (22) следи да 
су В= D =О, па је фреквентна једначина 

s (kt) т (kt)- u (kl) v (kl) = 1/,. А (kl) =о, 
то јест 

tg kl + Th kl :::::: О. '(32) 

Корени су: О; 2,365; 5,498; уопште, за n> 2 биhе ~n~5,498+ 

+(п- 2) я. Најнижа кружна фреквенција је ro2 = 5,593 V $fMl3
• 

8) Подуnрта кон.зола са fiof{pemнu.м уклешlllење.м. - У случају 
овога ослањања, (сл. 18.2. h); биhе услови на крајевима: за z =О су 
Z' =О, Z"' =О и за z = l су Z =О и Z" =О. Из (22) биhе В= D =О па је 
фреквентна једначина 

S2 (kl)- U2 (kl) = 1/ 2 С (kl) = 0,' 
то јест 

Ch kl cos kl О. (33) 

Из услова cos kl =О следи да је 

COS kl=O; kпl= 2 n
2
-

1
1t; n= 1, 2, .... ,. 

Сви резултати за наведене карактеристичне случајеве дати су 

прегледно у таблици )8.5. (страна 363). 

Сличним поступком одредили бисмо и фреквентне једначине у 

случају да су лежишта eлacllluчna*. Нека је, на пример, десно лежиште 

просте греде, (сл. 18.2.а), eлacllluчнo, са опругом крутости с1 , онда he 
гранични услови бити: за z =О су Z = Z'' =О, док је за z = l у ги б 
Z = Ујс1 = - F т/С1 = 93Z"'fc1 , јер је, према усвојеним ознакама и (3), тран-· 

сверзална сила на овом ослонцу негативна, и момент Z" =О. Према (22), 
с обзиром шi (21 ), биhе константе А= С= О, па је фреквентна једна-

чин а 

д (~) = 
v (~) 
Т(~)-а U (~) 

т(~) ' 
· = V2 ~T2-a(VS-UT)=0, 

V (;)- aS(~) ·. 

* Отпорност материјала, чл. 10.3. 
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Таблица 18.5. 

Соп.ственаl 

1 
Фр'еквентна 

1 

Гравич. усл.IСлучај 
вредност Нормална функција Zn 

једначина 1 сл. 
~п=kпl Z=l Z=O 18.2. 

1 Sh kl sin kl=O 
л; 2 rc,· · ·, nrc NN NN 

Сп ·sin .:...._ z sin kl=O 11~ ~ -11~ 1 -.::. 
•• ·n:rr - l ( 

S1kl) =0 о о 

-- -

1,8751 ~~с ~ N .................. [Ch kпz-cos kпz 4,6941 ~ ~ 
Сп - l+Ch kl· 

11 11 
:::! ;:, 

о 
7,8548 

...._ N Ch kпl +cos kпl о 
'-' '-' 

• cos kl=O 
~. ~. 

10,996 1 ~ 
14,137 .::!1~ _ Sh kпz-sin kпz Ј Е (kl) =0 ~ ~ 
17,279 ~ ~ Sh kпl+sin kпl 11 11 ~ ~~ ' - '-' о о 

----- '----
о cloo ~ ~ ......._-

[Ch kпz+cos kпz ... 1 

4,7300 ~ ~ 11 11 :::s ;:, Сп - 1-Ch kl· ~~ о ~<::? 7,8532 Ch k 11l- COS kпl ~. 

10,996 1 • coskl=O ~ 

14,137 .:0:1.::! Sh kпz+Sin kпz] D (k/)=0 N ~ - ~ ~ 

17,279 ~ ~ Sh kпl-sin kпl 11 11 ':::! ::s 

"~ о о 

---- ------

~~~ [Ch kпZ'-COS kпZ N N 
;:.;.. ;:.;.. 11 11 ::s ::s Сп - 1-Ch kl· ..._ N Ch kпl-cos kпl о о 

као с) -- ~. 

1 • coskl=O 

1 

,.::; 

~~~ Sh k"z-sin kпz Ј D (kl)~O ~ ~ - 11 11 
::t ::s Sh kпl-sin kпl о 

1 
о 

1 1-.::::; ~ 
-- -

~~~ 3,9270 као под d) или ~ N -----;; 11 11 7,0690 ;::<;- ;;s 
[Sh kпz -sln kпz ~~ ~'::: о 

10,210 с - tg kl=Th kl 
13,352 1 n Sh kпl + sin kпl 

~ 
~ 

16,493 ~~~ _ Ch k,1z-cos kпz Ј B(k/)=0 ~ 
11 11 

21,206 ;:.;.. ~ ;:, ::s Ch kпl+cos kпl о о 
-.::::; N 

---- -

[ sin kz Sh kz Ј 
1 ~ ~ 

11 
Сп --+-.-- 11 о 

sin kl Sh kl tg kl=Th kl о 

' као е) 
~ ~ 

~ 

Сп [ sln kz + Sh kz Ј B(kl)=-0 
~ 11 

cos kl Ch kl 11 о 
о 

---- --·---
о 

[ COS kпZ Ch kпz] 
N ~ 

1 2,365 с - 1 11 11 

n COS kпl . · Ch kпl tg kl=-Th kl 
о о 

5,498 
~ 11,781 

Сп [ cos k·пZ + Ch kпz Ј А (kl)=O ~ N 
14,923 .-: 

11 11 18,064 sin kпl Sh kпl о .9. 
----

-~ --1fz:rr N 

s;2л: као под g) Ch kl cos kl =О 11 11 
о о .... 

[ cos kпZ Ch kпz Ј coskl=O N ~ 
2n-1 Сп + ~ .-: 1~ --:rr cos kпi Ch krrl с (kl) =0 11 2 о о 
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Сопствене вредности одређују се помоhу трансцендентне једначине 

За с 1 =оо биhе S1 (~)=О, случај греде са крутим ослонцима. 

У случају да је ун:лешЩеfЬе н:онзоле еласmично (сл. 18. 2.Ь), биhе 
нагиб Cf1A=ill1Afc1, где је с 1 специфична крутост при обртању*. Гранични 
услови у овом случају су: за z =О су Z =О, Z' = Z"jc1 а за z = l су 
Z"=l"'=O. 

Фреквентна једначина је 

В(~) Ch ~ sin ~-Sh ~ cos ~ 
а=--=-~----

Е (~) 1 + Ch ~ cos ~ 

18.2. Утицај концентрисаних маса на слободне осцилације 
греда. - Нека се на слободном крај~ конзоле, (сл. 18.5.), налази кон
центрисана маса m, онда се гранични услови на liloм н:рају .м.еfЬају уlilолин:о 
ЏllilO mрансверзална сила није више ј'еднан:а нули, већ је fЬена негаuшвна 
вредносlil једнан:а сили инерције масе т, јер lileJJCи, н:ао сила eлaclilичнoclilи 
греде, да .масу вpalilи у upвoбulilнu uолоЈЈсај. Према томе су у овоме 

случ~у гранични услови: 

за z==O су Z=O и Z'=O; 

за z=l су ~Z"', 

јер је 
~у"=МЈ· (34) 

С обзиром на услове на крајевима t34), из (22) следи да су А=В=О, 
па, је фреквентна једначина 

s (kl) T(kl) 
~ (kl)= 

mю2 U (kl)+~k8V (kl) mю2V (kl)+~ k3S(kl) 

која се, због (1 i), своди на облик 

* Отпорност материјала, чл. 10.3. 
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. где је р= т; м.. Према томе се карактеристичне вредности kl одређују 
из трансцендентне једначине 

Е (k/) 
р. k l = --'---

в (kl) 

за дати однос маса ~· 

1 + Ch kl cos kl 

Ch kl sin kl- Sh kl cos kl 

За т= О, то јест 11- =О, из (35) добија се једначина (28). 

Ако је на средини просте 

греде, (сл. 18.8. а), , насађена 
маса т, онда разликујемо два 

слу~аја осцилациЈа: симетрич-

а) т 

1Lz;г ! 
м 

'шх (сл. 18.8. Ь ), и aнmucu- Ь) 

метричних, (сл. 18.8. с). 

У првом· случају су гра-· 

нични услови: 

за z = О су Z = Z" == О, 

)1/2mю2Z=~ 1 ~Z"',l 

ј е р је половина силе инер· 

ције једнака сили еластич

ности. греде. Из (22), с обзиром 
на (36) и (11 ), следи да 

су А = С = О и фреквентна 

једначина 

S(~) 
д (~) = 

која се своди на облик 

= р.::::: тј М. 

С) 

Сл. 18.8. - Хармоницм просте греде са 

концентрисаном масом на средини 

распона 

u (~) 

. 4 
или tg~-Th~=-

11-~ 

(35) 

(37) 
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С обзиром на (22) и треhи услов (36) биhе константа D 
= -.ВS (~)/U (~), па се после свођења добија нормална функција 

Zп=Cп[Shkпz _ sinkпz]. 
Sh~ cos s 

Главни облици су приказани на сл: 18.8. Ь, na се види да 

високе хармонике маса т скоро остаје у м-иру. Када n_". .оо тада 

у~ О, те маса дејствује као уклештење. 

Ако је маса т мала у сравњењу са М, (т< М), то јест ако је р. мало а ~ 
много велико, онда из (37) следи да tg ~ -t оо, па је ~ ~ 1Ј2 (2 n -1) я. Ово је 
симетричног осциловања просте греде, распона 1/ 2 !, (сл. 18.8. с). У овоме се 
дакле, може утицај масе (m) занемарити. 

Када је, пак, маса греде М мала у односу на т, (М< т),, онда је и 

страна 'једначина (37) 3а мале вредности ~ такође мала. Да би се одредил~ ове 
вредности разложимо у ред функције 

1 2 17 1 2 17 
tg ~= ~+ _~з + _ ~5 + _ ~7 + ... · Th ~ = ~- _~з + _ ~5 __ !:7 + ... 

3 15 315 ' 3 15 315 - , 
тада је 

2 2·17 2( 17 ) tg ~-Th ~~_~з + __ ~7 + ... ~ _ ~з + _ ~7 
3. 315 3 105 

па је 

ако се эадржимо на четвртим члановима горњих редова. Сменом 3/р.=и и ~4=и+ 
+ au2+ ьиз+ ... , методом неодређених коефицијената, добијамо поступно коефицијенте 

па је 

Кружна фреквенција основног хармоника биhе 

ш1 = \ / 48 <:В [ l _ 17 ( М ) + 6 • 172 ( М )2 _ .... ] . 
у т [З 35 т 35 m 

(38) 

За М =0, из (39), добија .се кружна фреквенција слободних осцилација масе т на 

средини распона просте rреде, (чл. 1.7.). 

Проблем антисиметричних осцилација своди се на осцилацИје 

двеју простих греда распоюi 1/ 2 1, те маса т дејствује као непокретна 
лежиште. Фреквентна једначина у овоме случају је 

S1 (Е)=2 Sh ~ sin~=O, 

иста као и (24) само је ; два пута мање. 
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На потпуно исти начин одредили бисмо и фреквентну једначину 

осцилација обострано уклештене греде са масом (т) на средини 
расрона; она има облик 

(39) 

18.3. Утицај инерције обртз.ња пресеl(а и трансвервалне силе на по
пречне осцилације греде. - У чл. 18.1. претпоставили смо да је попречни пресек 
греде мали у односу на њену дужину, те смо узели да је Ч>~ О,. (сл. 18.1.). Међутим, 

поред транслације попречни пресек врши и ротацију за угао нагиба тангенте елас

тичне линије ((р). Сем тога на угиб пресека утиче и трансверзална сила. Због тога се 
таласна једндчина (5) мора допунити члановима који изражавају ове утицаје, а који 
су знатне вредности у случају кратких а дебелих греда. 

18.3.1. Утицај инерције обртаља пресеl(а. - Како је нагиб тангенте елас
тичне линије греде tp ~ дv/дz то су угаона брзина и угаоно убр·зање при обртању 

пресека око попречне главне це_нтралне осе инерције (х): 

дер д2 v д2 tp дЗ V 
-= 
дt дz дt дј2 = дz дf2 ; V=y. 

Динамичка једначина обртања пресеi{а елемента греде dz, око х осе, биhе 

•• дЗ V . 
dJxtp=plxdz -- =-diOC=-dMJ, 

дz дt2 

па је укупни прираштај момента савијања 

д Mf ( дзv ) dMJ=--dz= Fт-Plx-- dz, 
д z дz дt2 . . 

Због тога динамичке једначине транслације и обртања пресека биhе 

дМ ј ( дЗ v ) --dz= Fт-plx-- dz. 
дz дzдР 

Диференцирањем једначине (Ь), с обзиром на (3), биhе 

д2 МЈ д4v дР т д4v 
-- =-){3-- = ---pfx --, 
дz2 д z4 дz дz2 дt2 

па се елиминисањем 'трансверзалне силе из (а) и (с) добија таласна једначина 

(а) 

(Ь) 

(с) 

(40) 
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где је lx полупречник инерције попречног пресека )rреде за х осу. Једначина (40) се 
разликује од (5) чланом на десној страни који показује утицај инерције об!ртања 

пресека на слободне осцилације греде. 

18.3.2. Утицај травсвервалне силе (смпцања). - Деформациони рад еле

мента савијене греде услед трансверзалне силе је* 

= F~dz Ј Ј (~)2 d А= xF~ dz y;=v 
2 О lx ~ 2 ОА · ' 

(А) 

где је х смuцајнu 1Соефuцuјент (Schubverteilungszahl). Нагиб тангенте еластичне линије 
услед смицања је t=x Fт/GA, па је укупни нагиб 

дv 
дz =qt+\)1, 

те су нападни момент и трансверзална сила 

дер 
МЈ=-~-; 

дz 
Fт = Of1_v= QA (~-ср). 

х .· х дz 

Уносеhи ове вредности у једна чине транслаuије (п) и ротације (Ь) добија се 

Р А .д2 v = дР т = ОА ( дzv _ ~) 
дf% дz х dzз дz ' 

- ~ д2ср = GA (~-ср) -pfx д2ср. 
д~ х дz дР 

'дко се из ( f) одреди вредност 

дер д2 v р х д2 v 
дz = дz2 - О д f'l. ' 

и диференцир~ по z и ~ биhе 

д3 ср д4 v рх д4 v дЗ ср д4 V р% д4 V 

· д z3 = дz4 - О дz'l. дt2 · ' дz дt2 = дz2 дt2 - О дi4 

Диференцира ли се једначина (g) по z 

* Отпорност материјала, чл. 7.6. 

(d) 

(е) 

(/) 

(g) 

(h) 
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и у њу унесу вредности из (/z) добија се таласна једначина у облику 

. 2· 
д2 v д4 v 2 [ . Е Ј д4 v i х д4 v 
дf2 +с2 дz"' .=ix 1 +х G дz2дf2 - рх О д f4 . (41) 

у КОЈОЈ .чланови на десној страни представљају утицај~ инерције обртања пресека и 

трансверзалне силе {смицања"). За случај да је х=О, добија се једначина (40) у којој 
је узет у обзир само утицај инерције обртања пресека. 

Ако се решење једначине {41) потражи у облику (8), где је функција Т (t) 
облика (15), па је T(IV)= ш4 Т онда се она распада на две диференцијалне једна чине 

облика 

(42) 
где су: 

Карактеристична једначина друге обичне ·диференцијалне једначине четвртог 

рез. а ( 42) је облика 

(43) 
са коренима 

(43а) 

где су уведене смене:. cr.=a2j2c2, ~=Ь2јс2 • -Беличине р и q биhе реални бројеви ако су 
испуњени услови: (l-b2ro2) >О и а'> 4Ь2с2 ,, то јест [1-(хЕ/0)]2 >О, па је q увек 

реалан број, док је р зависно од материјала греде. 

На пример, за. челик је 0=8.105 kgjcm2, х= 1,1+1,2; у=7,8 ·10-3 kgjcm3, 

g=9,81 mjsec2 па је ro < 2,89 • 105/ix, где је ix мерена у ст. Овај је услов у пракси 

обично зг.довољен. 

Решење једначине (43) је облика (12), односно (14), то јест 

Z = С1 cos qz+C2 sin qz+Cs Ch pz+C4 Sh pz, 

па се·фреквентне једначине одређују на исти начин као и раније 

'(44)-

Ако се у обзир узме само утицај инерције ·обртања пресека али се занемари 

утицај смицања, онда фреквентне ј~дначине остају исп· само су због Ь =О и····ч =lx 
корени фреквентне једначине (43) ·, 

р . 
!2-Е ' 
•. '·· 

(43Ь) 

Из овога се види да инерција обртt.~ња попречног пресека греде и смицање 

c.мaltJ·ett•e кружне фреквенције сопствених осциЈшција хомогених греда. 

осцилација 
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На пример, за челичну греду правоуrаоног попречног пресека, односа h/l = 1/5. 
дужине l= Im, х= 6/5 добијају се за првих пет карактеристичних случајева, (сл. 18.), 
снижења кружних фреквенција за 1,940fo, ~ 0,10fo; 5,850fo и 2,050fo. За случај Ь=О биhе: 

1,630fo, ~ ODfo, 5,040fo и 1,950fo. 

18.4. Принудне осцилације. - У случају принудних осцилација 
греде најбоље је н;ористити генералисане координате, као и код жице, 

(чл. 16.). Како оне. зависе од времена (t), то је, према (16), 

оо оо оо 

у= V=~ Zn Tn= ~ (AпCOSШпt+Bпsinwпt)Zn= ~ qпZn. 
n=l n=1 n=l 

. (45) 

Кинетичка и потенцијална енергија греде биhе 

l l 

Ek=- - dz= -~ qп Zn dz; р А Ј (ду)2 рА оо • 2 Ј 2 

2 д! 2 n=l 

(46а) 

о о 

l l 

Е = ~ Ј (д
2

у)
2 

dz= ~ ~ 2 Ј (Z")2 dz Р 2 д 2 2 ~ qп n ' 
Z n=l 

(46Ь) 

о о 

пошто, с обзиром на ортогоналност нормалних функција ( 18), отпадају 
производи координата различитих индекса. 

Услов (18) се користи ради израчунавања горњих интеграла·. 

Нормалне функције морају да задовоље диференцијалне једначине 
{iOb), па he за две различите вредности k, ·и ks бити 

l 

Ј Z, Zs dz=O; r:#-s; z~V -kiZ,=O; ziV -k~ Zs=O. 
о 

Ако се прва једначиаа помножи са Zs а друга са Z,, одузму и инте
грале биhе 

l l 

Ф=(k:-ki) Ј Z,Zsd~= J(z,z~v -ZsZ~v)dz= 

~1 

о о 

Z Z", - z z'" z' z" r s s г+ s r (47) 

јер је израз на десној страни за ма какве граничне услове на краје

вима (то јест за z=O и z=l) једнак нули, па је услов ортогоналности 
(18) задовољен. 
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Интеграл ( 46а) не може се директно израчунати помоhу (47), јер 
се исти, због r=s, јавља у облику 0/0. Због тога морамо применити 

Лопиталово правило. Означимо са Ф ·десну страну једначине (47) 
онда је 

(4Sa) 

У функцији Ф фигуришу изводи по z, међутим, та функција зависи од 
k5 , јер су нормалне функције Z функције аргумента kz. Због тога озна
чимо ли са ~=k,z и са ч= k5z, биhе изводи: 

Z~= dZ, (k,z) = k,Z~ (;); 
dz 

па је функција* 

Z ' _ dZ!I (ksz) -k z' ( )· 
s- dz - s s 1) , 

,, 2 " 
Zs =ksZr (ч); 

Ф (k:~) = 1 k~ z, (;) z;' (rJ) -k; Zs (ч) z~' (S) + ks k;z~ (ч) z~ (~)-
l 

3 ' !: " 1 - kгks Zr (~) Zs (Ч) (48Ь) 
о 

где су сада са ' означени изводи по ~' односно Ч· 

Диференцирањем функције Ф до k5 , будуhи да Z, не зависи од 

ks и да је dl)jdks= z, а за вредност ks= k" добијамо 

- = kгZrZr +kгZZr -kгZrZr- kгZZrZr + [дФ] /3 2 "' з 112 2 , ~~ 2 3 ' ", 

дks ks=k, 
L 

+ k~zz~ 1 
(48с) 

. о 

јер је, према (lOb), 
/V . 4 4 IV 

Zs =k s Zs=ks Zs (ч), те је 

Изграничних услова за осам карактеристичних случајева (таблица 18.5.) 
види се да је на крајевима увек Z Z"' =О, и Z'Z'' =О, па ове изразе 

тр.еба из једначине {48с) одстранити, те остају само чланови помножени 

са z. Како за z =О израз ( 48с) постаје једнак нули то је 

д Ф/д ks = k~ 1 [z;- 2 z~z~' + (Z~)2 ],, (48 d) 

* Крылоь А. Н. - О некоторых дифференциалных уравнениях математической 

приложение в технических вопросах. АН .. СССР, Ленинград, 1933· 
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·па је одређени интеграл 

(49) 

где знаци ' значе изводе по 'g=k, z, узете за вредност z=l. 

За осам карактеристичних случајева, (сл. 18.2.), вредности ових 
интеграла дате су у таблици 18.6. 

Таблица 18.6. 

Сл. 18.2. а) е) h) Ь) с) f) d) g) 

z =0 
Z=O 

z =0 Z' =О IZ =0 Z" =0 z =0 z ,Q Z' =0 

Z"=O Z' =-0 Z"'=O. IZ' ,Q zm=o Z'' =0 Z'=O zm=o 

Z=f 
z =0 z =0 z. =0 iZ" ,о Z" =0 Z" =0 Z-=0 z =0 

Z"=O Z''=O Z" =.0 IZ"' '0 zm =0 Z'''=O Z'=O Z' =0 

l 

·Ј Z2
dz [ - 1/2 1 Z' (I0Z"'(I0] 1 [1/4 1 Z2(I0J z Р/4/ (Z'' (;) )2]z 

о 

l 1 

IJI dz k4j Z2 dz 

.о о 
~ 

Ради израчунавања интеграла ( 4бЬ) помножимо једначину 

са Zn и интегралимо у границгма распона греде, биhе 

па је 
l l 

Ј (Z~)' dz = k: Ј z~ dz = k~ 1 
[ z~- 2z~ z~' + (Z~ )'Ј; 

о о 

где су на десној страни означени изводи по 'E:,=kz, а за ... !-' ........... ", .... 

(50) 
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На овај начин се, дакле, могу добити к~нетичка и потенцијална 

енергија ( 46а, Ь),па Лагранжеве једна чине дају систем једначина 

l l 

р А ёiп I z~ dz + ~q n Ј ( z~ )2 dz = Q~ ' (51) 

о о 

где је Qи* генералисана liринудна сила за координату qп. Њу одређујемо 

по методи рада, па је 

(52) 

За случај lipocllie греде нормална функција и њени изводи по 

~= kпz биhе: 

Zn=Sinkпz; Z'==COS~п; Z"=-sin~п; Z111=-COS~n; kп=n~fl 
па су интеграли (50): 

l 

Ј z: dz= [-' ~ Z" (~ .. )z~' (Ц1 ='/.1 cos• k.l '= 1/ 2 1, 
о 

l 

I (Z~ )2 (jz='/.k: 1 [ - 2Z~ (Џ z~' (Ц ] = 1/, k~ 1 = п• n4j213• 

о 

Лагранжева једначина (51), с обзиром на (6), облика је 

2 2k4 
Ш п= С n, (53) 

па је њено опште решење према методи варијација констаната* (чл. 4.5.): 

(54) 

t 

* "q+w2q=f (!); q(P)= ~Ј f (r) sin ro (t--c) dt. 

о 
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18.4.1. Утицај периодичi\О променљиве силе. -:- На просту греду А В, 
(сл. 18.9.), дејствује периодичка сила F = F0 siп О t у пресеку на растојаљу а од 

левог ослонца. ·Замислимо да координата q11 до

F = FosinJ2t 
бије мало помераље 8q 11 , тада је,· према (45), угиб · 
пресека (z== а) 

Сл. 18.9. - Утицај периодичко 

променљиве силе на осцила

ције просте греде 

By(z = а)=2.8 qп sin (п rr:ajl), 

~а је прираштај рада пертурбационе силе 

оА=( F0 sin О t) оу= 

sin О t sin (n 1r ajl) оqп7 Q~ о qп 
те је генералисана сила ~· 

Q~=F0 sin (n 1r ajl) sin О t. (55) 

Унесе ли се ова вредност у треhи члан једначине (54) добиhе се закон 

режима принудног кретаља: 

q<P>= 
2 F0 sin n1ra [--

1
--sin Ot-

160 sinwпt] (56) 
n М · l w~ -02 n2 n2 с (w~ -02) 

а тиме, с обзиром на (45), и облик нормалне функције Zn. Помераље је 

со 
2 F0 L 1 те пп 

у -v- sin-asin-zsinOt-
p- р-М w2 _ r-.2 l l 

n=l n ~., 

со n1r nJt 
~ sin -

1
- а sin -l- z sin wпf= У2+ У1· 

n=l n2 (w~ -02
) 

(57) 

Први члан ове једна чине представља "чисше Принудне осцилације" услед периодичког 
дејства силе F, а други слободне осцилације услед исте силе. После дужег времена, 
услед отпора, изумреhе слободне осцилације, Па је режим "чистог" принудног кретаља 

2F 
0 

со Tl1C n1r 
yp=Vp==V2=-м ~ ----sin-asin-zsinQt. 

w;-Q2 L l 
(57 а) 

Када се амплитуда силе F меља полако, то јест ако је кружна фреквенција пер_и
одичке силе О врло мала, тада се величина 0 2 може занемарити, па добијамо 

2F0 l3 00 1 . n1r . mt · 
yp=Vp~---~ -sш-astп-z=fs(z=a) 

~ я4 1 n4 l l 
(57Ь) 

статички уrиб пресека испод силе. 

На пример, за а= 1; 2 l овај ред конвергише врло брзо и биhе 

-
2 F

0 
zэ };оо (-1)n-1 (2n-l)n 

f sin z 
s - ~ л4 

1 
(2 n- 1) 4 l 

(58а) 
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па је 

2~~ 2~Р ~~ 
fmax~--(1+0012+002)~--~--. · <s л:4 ' · ' <s л4 48,7 <s (58Ь) 

Да бисмо испитали однос динамичког и статичког угиба греде уведимо однос 

кружних фреквенција принудне силе и основног облика слободних осцилација, 

'V=Dfw 1 =D. l 2/СЈТ.2• Уносеhи овај израз у (57 а) биhе 

2 F0 13 С/ј 1 nn mr 
УР= Z: sin - а sin - z sin О t, 

<s n4 n=1 n4 'V2 l l 

па, према (57Ь), добијамо однос угиба 

(59) 

На пример, за a=lf2 l биhе 

па заустављајуhи се само на првом члану реда, с обзиром на (58а), добијамо 

/d 1 
Ijd~-=--. 

ls 1-ч2 

Када је о11 =3 Q, тада је 'V=1f3 , па је IJd= 1,125, то јест /d је за 12,5°/~ веhе од fs. 

У случају више концентрисаних периодичких сила укуПно померање се Добија 

методом суперпоэиције. 

18.4.2. Утицај покретног оnтереhења. 

стантне јачи не (Р= F0) креhе по простој 

брзином v1 = с1 од левог ка десном 
ослонцу (сл. 18.1 О.), онда она врши 
рад. Ако је у почетку кретања 

(t0 =О) терет био у ослонцу А (z ::z О) 

онда he· у тренутку t преhи пут 

s = z = c1t, па је прираштај рада силе 

- Када се сила кон

rреди АВ, једнолико 

F 

с3 А =F ·ду= Р· o(qпsin kпz)= Q~дqп (60) 

те је генерали сана пр ин у дна сила 

Сл. 18.10. - Утицај покретног терета 
на осцилације греде 

Q~ =Р sin !сп z =Р sin kп с1 t = F sin Оп t, (61) 

где је Оп кружна фреквенција промене генералисане силе, Оп= kп с1' · 
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Унесемо ли ову једначину у треhи члан једначине (54) добиhемо 
закон принудно г кретања: 

t 

(р) 2 F f2 [ . n . ( ) d · qп = , SШ :;,.~n 't' SШ OOn f-'t 't', 
n2 л2 М с. 

(62а) 

о 

па је, према ( 45), помераље закон режима принудног кретања: 

2 F /3 оо 1 
Yp =Vp = -- ~ ----sinkпzsinOпt-
. 4 т kJ 2 ( 2 R2) n :v n=l n n - t' 

2 F /3 ~ оо 1 
~ sin kп Z Sin ОО п t, 

тс4 ~. n=l n2 (n2- ~2) 
(62Ь) · 

где је уведена смена ~ = l c1/n с. 
Први збир горњег израза nредставља u чисте Принудне осцилације" 

услед дејства покретне силе константног интензитета (F), а други 
слободне осцилације услед дејства ове силе. 

За с1 =0 добија се статички уrиб оптереhеноr пресека (s=a). 

Буде ли брзина кретања терета с1 =n cjl, то јест ~ = 1, тада је 
време прелаза целог распона греде tk = ljc 1 == 12/rt с= Тј2, где је Т 
период осцилације греде при основном хармонику (n= 1), па се збир 
првих чланова у (62Ь) јавља у неодређеном облику 

sш - С:~ t- t-' sш оо1 t stn z. 1 [ . 1t R • ] • 1t 

1 - ~2 . l l 

Применом Лопиталовог правила, због д ~јд с1 :;:: lj1t с, би:hе 

--- -t cos-c1 t- -sш оо1 t 1tC [ 1t 1С f . ] 
2 ~ f / f . 'ЛС ~=1 

па је померање 

Р 12 с1 • 1tC1 . n 2 F /3 ~ 1 . . n 
Ур=- t sш-tsш-z+--.- ~ sш kпZSШ:!:..~nt. 

1t8 ~ l l 1t
4 'В n=l n3 (n + 1) 

(62с) 

Узмемо ли у овом случају, а за z = 1
/ 2 1, само први . члан реда 

добиhемо 

па је динамички фактор 
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Динамички угиб на средини распона греде веhи је за 57°/0 од ста

тичког угиба на истом месту. 

Када терет стигне на крај греде (В) настају њене слободне осци

лације. Тада су, дакле, за f= ljc1, брзине свих тачака једнаке нули, па 

је за t > ljc1 приближан закон слободi:Iих осцилација 

УР~-- SIП- Z COS -- f-1t . F [З . . 7t r 7t с 1 ·Ј 
тс3 ~ l L l 

(63) 

Осцилације нису више опасне за греду, поготову што се исте врло 

брзо амортизују услед отпора трења. 

Када. се терет креhе врло лаrано; тада је с 1 мали број, na је и ~ 

мали број, ({3 ~- 0), те је закон кретања 

2 fl 3 оо 1 . 
Ур~ n4 ~ "Јd1 п4 sinkпzsinO~t. (64а) 

У овоме се случају могу занемарити силе инерције, па се динамичка 

еластична линија поклапа са статичком еластичном линијом. 

Ако је брзина терета таква да је {3 мали број који се не зане-. 

марује (случај преласка терета преко моста), узимајуhи само прве 

члан ове редова добија се закон принудно г кретања 

УР~ sш kп z sш- t-t' sшw1 t . 2 F/
9 1 . [ . ncl R • Ј 

1t4 ~ 1- ~2 l 
(64Ь) 

За z= 1/ 2 l, УР се мало разликује од статичког угиба. 

Ако је маса греде (М) мала у сравњењу са масом п.окретног терета (т= Ffg) 
онда се иста може занемарити, те добијамо случај принудних осцилација лаке греде 

са покретном константном масом. Тада је диференцијална једначина 

ту= F -(у/ап) 

где је crzz=Z2(l-z)2!3 ~ l утицајни Iюефицијент у преџку испод силе. Ставимо ли 
.. 2 z=c1 t, због у= с 1 у", где је z нова променљива, горња диференцијална једначина 

постаје 

y"=cr-[13 y;(lz-z2)2], 

2· зm zp2 где су уведене смене cr = glc 1 ; ~ == :и g 1 ·с 1 . 

Стоке (Stokes) је ову једначину око 1860. год. интегрално помоhу редова, док 

је лорд Келвин показао да се може интегралити и квадратуром. 

СложенијИ је случај произвољно променљивог оптереhења F (z, t). 
Тада се једначина (5) помоhу Лапласове трансформације своди на алге
барску једначину слике, а помоhу инверзне трансформације добија 

се оригинал - то јест закон кретања. 
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18.4.3. Утицај аRсијалне силе на трансверsалне осцилације 
греде. -· Услед аксијалне силе константне величине F, (сл. 18.11.), 
наступа промен·а дужине греде (скраhење) 

l l 1 

/::,. s = Ј d s - d z = Ј [ v 1 + сд у 1 д z )2 
- 11 dz ~ 1/ 2 Ј сд у 1 д z )2 dz, < 65) 

о о о 

под претпоставком да је дујдz мала 

величина у односу на јединицу. 

. Сл. 18.11. - Утицај аксијалних сила 

притиска на осцилације просте rреде 

У овом случају, према (25) и 

( 45), укупна потенцијална енергија 

(деформациони рад) услед притиска 

(компресије) и савијања износи 

~ л4 со . р n2 оо 
--- ~n4q2 ___ ~n2q2. y=v, 
- 4/8 ~1 n ' 4 l ~1 n ' 

док· је кинетичка енергија 

Лагранжева диференцијална једначина је 

где је 

па је њено решење 

оо 

у= v = ~ (Ап cos Оп t+Вп sin Оп t) sin kп z; 
n=l 

овде је кружна фреквенција 

Оп=ООп V (1- (k/n) 2 • 

. (66) 

(67) 

(68) 

(69а) 

(69Ь) 

(70) 

Она је .маfЬа од кружне фреквенције слободних осцилација. За k =n 
биhе једнака нули. Тада је аксијална сила Р једнака Ојлеровој кри

тичној сили аксијално притиснутог штапа, Р= n2 ~ л2ј/2 = F". 
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У случају аксијалних сила зашезшьа, решење је истог облика 

као (69Ь), само је кружна фреквенција 

О n =·ОО n -{ 1 + ( k /n )2 • (71) 

Она се iloвehaвa у односу на фреквенцију слободних осцилација. 

Ако је k велико, (на пример, случај жице, јер је њена крутост ~ 
мала), може се у изразу (71) занемарити јединица према kfn, па је 
тада кружна фреквенција Q ~ nck тr.2/l2 и решење (69Ь) постаје 

оо -- --
у== V= L А п cos (kп VPlfM) t+Вп sin (kп VPljAf)t] sin kпz. 

n=1 

l{онтинуални носа чи. - Изложена~~мет.ода .. мо.же се приме., 
нити и на носаче са више раСЈ]она. У СЈ1учају носача са 
два распона та се метода доста·л·ако· ·прИ.меЊ.у]е,-а.Л~·је. тешка у слу
чају носача са више распона, те се, као и у отпорности материјала*~ 
примењује .метода трију момената (слична Clapeyron-oвoj методи). 

1 

Нека је носач променљи-

вог пресека ослоњен на три 

к~ута ослонца на истом нивоу 

а различитих распона, (сл. 18. 
12а). Поставимо координатне 

n ~:~т к е 'f .. Ј!~ ВИМ ОСЛ()Н~ИМа.СВg ~ ... · 
ког расl1она и лрименимо ре

шење (22) за сваки распон 

z, = Ar s (k, z,)+Br т (k, Zr) + 
+С, U (k, Zr) +D,V (k, z,); r = 1,2 

(72) 

А--------х-~-------,.С 

а) ~f--· ~z, t z,~, 
Yt--z, z2 

ЬЈ ~---~--~---~-~ 

~ с) ~----~a-~.i в 
А В d) ' -- -- - -.- - - - - ~ - ---- -- - - -- ~ 

Сл. 18.12. - Основни облици осцилација 

хомогене греде са два распона 

имаhемо две једначине са оса.м консlliанти. Њих hемо одредити из 

[раначних Y.E!lQIJ.д.JJ.(lJif2!!:i~!!J!:.~{lГP .. e.JI.g_ч1J.ccJ:t,g.Q.yo.cлoндy, !:ЈОшто је еластична 
л'ИнИГа не.iiретшдна линија. Гранични услови су: 

''~"' -г~~--'-'"~~·~ ~""' ~"---'···-~ ~"''~"~"-*•'"'"'--•''*''-''•-<Г"'<-" '>Nw'~<k'--"•-''W~~~ 

(1) за z1 =О, Z1 =0; (5) за г 
Z2='2' Z2 =0; 

(2) за z1 =О, Z~=O; (б) за Z2=/2, z"-o· 2- ' 
(73) 

(З) за z1 == 11, Z1=0; (7) за z1 = 11, } z~ == z;; 

(4) за Z2 =0, Z2 =0; (8) за Z2=0 z~' =Z~. 

материјала, чл. 10.10. 
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С обзиром на особине функција (21 ), из услова (1 ), (2) и ( 4) следи 
да су константе 

Остали услови дају систем једначина 

81 Т (~t) + D1 V (~1) 

k1 8 18 (~1 ) + k1 D1 U (~1 ) -k2B2 

-k~ с2 

=0; 

=0; 

=0; 

в2т (~::)+ c2u с~2) + D2 v с~2) =о; 

в2 v (~2) + с28 с~2) + о2 т с~2) =о, 

из којих добијамо фреквентну једначину у облику 

т (~1) v (~1) о о о· 

s (~1) u (~1) и о о 

ь. (~;)= v (~1) т (~1) о -и2 о 
81 (~!) 

+И s1 (~2) =о, 
(74) 

в (~1) в (~2) 
о о т (~2) u (~:z) v (~2) 

10 о v (~2) 8 (~2) т (~2) 

где су уведене смене и=k2/kt; ~;=k; l;. 

За случај да је 11=12 и Elx = ~ = const, горља једначина биhе 

8 1 (~) ·В(~)= sin kl (tg kl- Th kl) =О. (75) 

Услов В (kl) =О односи се на симеmричне осцилације, (сл. 18.12.Ь). 
Овај је услов једнак услову датом на сл. 18.2. е, те можемо сматрати 
да је носач распона L = 2/, (сл. 18~2.с), уклештен код другог ослонца. 

Услов 8 1 (kl) =0 односи се на антисиметричне осцилације, (сл. 18.2.d), 
те можемо сматрати да се носач састоји из двеју простих греда, 

(случај а, сл. 18.2.). 

Према томе су корени фреквентних једначина: 

7t; 3,9270; 2rr; 7,0690; Зл; 10,210, ... ,. 

У случају да је леви крај_ греде са два распона у!слешfi!-ен а ра

спони су различити, као и крутости греда, (сл. 1_8.13.а), гранични услови 
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су исти као (73) само се мења други услов и износи: за z1 =О биhе 

z; ==О. Тада су А 1 =81 = А2 =О па је фреквентна једначина: 

u (~1) v (~1) о о о 

т (~1) u (~1) -и о о 

А(~Ј= s (~1) т (~1) о -u2 о =В (~1) B{~z)-D (~1) 81 (~2) = 

о о т (~2) u (~2) v (~2) =0. (76а) 

о о V (Е 2 ) S (Е 2) Т (Е2)/ 

За једнаке распоне и крутости, (сл. 18.13. а)~ добијамо фрек-
вентну једначину 

В2 (kl} --о (kt) S1 (kt) =о. (76Ь) 

У случају да је и десни ослонац н;руmо ун;лештен сличним 
поступком за случај да је 11 =12 , и=1, (сл. 18.13. Ь), добили бисмо 
фреквентну једначину 

D (kl) ·В (kl) =О. (77) 

Први услов D (kl) =0 односи се на cuмellipuчнe осцилације, (сл. 18.13.Ь) 

а други В (kl) =О на aнlliucuмellipuчнe осцилације, (сл. 18.13.с). У првом 
случају, дакле, носач растављамо " 
на две обострано уклештене греде, а) 4~~o _____ ""7r1 _____ .."2 

у другом на две конзоле подупрте А~ f 8 f 
на слободним крајевима. y.,---L--+--~---1 

Симетрија греде много олан;- Ь) ~ 

шава одређивање сопствених вред

ности, јер се исте своде на основне 

случајеве, (сл. 18.2.). Само у овом 

случају морамо посебно испитати с) 

сваки случај осцилација. Када и 

немамо потпуну симетрију греда 

ипак можемо користити основне 

случајеве. На пример, када у слу

чају представљеном на сл. 18.13. а 

Сл. 18.13. - Основни облици осцилација 

хомогене статички неодређене греде 

не бисмо имали десни ослонац, онда бисмо добили фреквентну једна-
чину у облику: 

(S2
- U 2

) (TU- SV) =ВС= (tg kl.- Th kl) Ch kl cos kl =О. 

Први услов одговара случају представљеном на сл. 18.2. е, а други 
на сл. 18.2. h: 



,....----------------------~------

382 Теорија осцилација 

Греда са три расuона- представљена на сл. 18.14. а симетрична 

је у односу на средину распона, па се може раставити на две греде 

једнаких распона L = /1 + 1/ 2 !2 • За оба облика осцилација гранични 

услови и фреквентне једначине су: 

Сл. 18.14. - Облици осцнлација хомогене греде 

са трн распона 

а) за симетричне осцилације, (сл. 18.14.а): 

(1) ~ { z1 =о; 
z1 =0 

(2) z~ =0, 

{ 
' ' Z1=-Z2, 

Z"- z" 1- 2, 

Ь) за антисиметричне осцилације, (сл. 18.14.Ь): 

(78а) 

гранични су_ услови исти као я у· претходном случају само се 

мењају четврти и пети услов (за z2 = О јесу Z2 = О, z; =О) па је 
фреквентна једначина 

(78Ь) 

Једначину (78Ь) могли смо добити и непосредно из (78а) сменом 
парне функције С непарном S1, (23), и А са В. 
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Континуални носа ч са n распона и n+ 1 ослонаца на истој 
n-l пут је статич!Си неодређен, (сл. 18.15. а), па можемо 
теореми трију момената из отпорности материјала, п'оставити 

~ 
о 2 r-1 

а) 
r n-2 n-1 

с) 

d) 
т, 

Fr,,,,"., Fr,r,r-1 

Сл. 18.15. - Примена динамичке једначине трију момената 

383 

висини 

слично 

и дина-

~ 
n 

мичку једначину трију момента. Нормална функција (22) за распон 
!, има облик· 

Z,=A, s (r,,)+B, т (ь,)+С, u (ь,)+D, v (r,,), (79а) 

где смо, краткоhе ради, означили r,, = k, z,. За греду са n распона 
имаhемо систем од n оваквих једначина и 4 n !Сонстанти ЈСоје .мо~ 

рамо одредити из услова ослшьшьа греде и неuреЈСидности еластичне 

линије исте. 

С обзиром на односе {21 ), (2) и (3) изводи нормалне функције 
по променљивој z биhе: 

Z~::::k, [А, V(ь,)+B,S(r,,)+C,T(r,,)+D, U(r,,)].;;<p, 

z; = k; [А, U (r,,)+B, V(r,,)+C, S (r,,) +D, Т (r,,)]= -т;~,, 

z;' = k~[A, Т (r,,) +в, U (r,,) +с, V (r,,) + D, S (r,,)] = -Fт/~,, 

(79Ь) 

где су: т реактивни момент над ослонцем, Fт трансверзална сила 
а ~r крутост тога распона греде. 

Замислимо · да смо из континуалног носача издвојили два 
оближња распона, (сл. 18.15. Ь), онда утицај осталог дела греде 
морамо заменити реактивним моментима над ослонцима (г- 1) и (г+ 1). 
Из граничних услова на левом (г-1), и десном (г), ослонцу pacnoga 

.. 

: 
1 

1 
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l, добијамо односе: 

(1) Z,=O { 'Z,==O 

(2) z~ = ср,-1 

(З) z, = l, { Z: =О 

(4) . Zr = Cf'r 

осцилација 

А,=О, 

k, В,= Cf>r-p 

B,T(~r)+C,U(~,)+D,.V(~,)=O,. 

k,[B,S(~г)+C, T(~,.)+D, U(~r)]=cp,, 

(79с) 

где је ~r = k, !,. Решавањем овог система једначина, с обзиром на 
функције (23) и детерминанту система двеју последњих једначина 

А= U2 - VT = - 1/ 2 D, добијамо: 

Cr =с- _!_2r [cpr-1 f (~r) +cpr Н (~r)]' 
~r . . 

Dr = ~[(j)r-1 L (~,) + (/)r N {~r)]. 
~r 

(79d) 

Унесемо ли ове константе у другу једначину (79 Ь) добијају се 
реактивни моменти над ослонцима: 

z,=O; 'Шr-t = -~, k; С,= ~г [cpr-1 F (~,) + (/)r Н(~,)], 

'Ш, == ~r [ 'Pr-1 Н (~')+(ј) г F (~r) ], 

где је ~г= PJ,jl, реду1еована савојна кpymocm греде. 

(79е) 

(79/) 

Замислимо ли да смо из греде исекли само средњи ослонац (г) 
онда су реактивни моменти са обе стране ослонца једнаких интен
зитета али супротних смерова, то јест они су супротни спрегови, 

па је њихов збир једнак нули: 

'Шr, r- 1 +'Ш,, r+1 =О. (80) 

Момент .9Лr, ,_
1 

је реактивни момент греде распона lr на десном 
ослонцу али са његове леве стране, док је 'ill,, ,.+1 момент над тим 
ослонцем али са десне стране; Према. обрасцима (79,е, f) за те 

моменте добијамо вредности . 

'Ш,, r-1 =~г [cpr-1 Н (~,)+(ј) г F (~r )], (80а) 

(80Ь) 

Уношењем тих вредности у услов (80) добијамо динамйчку једначину 

трију .момената у облику 

а,' r-1 (j)r-1 +а,, ср,+ а,' r+1 (/)г +1 =о. (81) 
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Њени коефицијенти износе: 

а,, r-1 = ~r Н'(~,); 
(82) 

Овим се llостуuком Проблем свео на реШавшье система алгебар
ских једначина (81) оа константним коефицијентима. У свакој се 
једначини llојављују са.мо llo три неllознате, као и у случају статичке 
једначине трију момента. 

Када су крајеви носача слободно lloдyllpтu, тада су реактивни 
моменти над тим ослонцима једнаки нули, те прва и -последља 

једначина система (81) имају само по два члана. Систем једначина 
тада има облик 

Г= 1; 

Г=2; 

Г=3; 

r=n-1; 

а а ср1 + а12 ср2 
a2i ср1 + а22 ср2 + а2з срз 

=0, 

=0, 

Коефицијенти за други и претпоследњи ослонац износе 

(83) 

а11 = ~1 ф (~1) + ~2 F (~2); Gn-1, n-1 = !Зn-1 F (~п-Ј+ ~n Ф (~п)• (84) 

У случају крајњих уклештених ослонаца систем једначина (81) 
узима се од индекса г= О до. индекса г= n, те има n+ 1 једначину, 
али су тада, због уклештења, сро= срп= о~ 

На пример, за случај Просш.е греде, (сл. 18 2. а), из прве једначине (83) следи 
да је d11=0. Како је sz=O, то је, према (82), Ф (kl)=O, то јест 81 (kl)=O, односно 
sin kl =О. 

За случај !{Онзоле подупрте на слободном крају, {сл. 18.2.е), имаhемо систем 
једначина: 

Због qJ0 =0 биhе а01=а10 =О, па је а11 =0, то јест F (kl)=O или В (kl)=O. 

За случај греде.са два расuона, (сл. 18.12.а), из (83) следи услов а11 =0. Како 
је ово лежиште једновремено друго и претпоследње то из услова (84) следи да је 

Овај услов, с обзиром на (23), лако се своди ца раније добијени (74). 

У случају да је леви крај уклештен, (сл. 18.13.а), систем једначина (83), узи
мајуhи фиктивни распон /0 =О, биhе: 

25 Теорија осцилација 
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а11=Р [F (kl)+Ф (kl)]=O, 

који се своди на фреквентну једначину (76). 

18.6о Приближне методе. - Као и код система са 

бројем степени слободе осциловања (ч.п. 9) примељују се 
методе и у случају осцилација хомогених греда, односно жица. 

многобројних метода изнеhемо оне које' се најчешhе примењјју. 

18.6.la Релијева метода енергије*. - Приликом бочних 
лација греде јавља се центрифуrална сила елемента dz и 

dFt =у w2 dm, где је у (z) померање а ю кружна фреквенција. 
ова сила расте од нуле до максималне вредности то је рад 

кинетичка енергија целе греде 

l 

Ekmax - 1
/2 002 У2 dm = 1/2 ю~ Ј р А у2 d z. 

о 

Потенцијална енергија или деформациони рад греде биhе 

l l 

А Е 1ј Ј м} dz - 1/ Ј т ( ")2 d d! = р max = 2 ~ - 2 ;и У z. 
о о 

(86) 

Потенцијална енергија је највеhа у најудаљенијем положају греде 

а кинетичка је највеhа у положају равнотеже, јер, је брзина v = ro у 
тада највеhа, па су највеhе вредности ових енергија једнаке тоталној 

механич~еој енергији, (чл. 1.5). Изједначењем . тих енергија добијамо 

круЖну фреквенцију трансверзалних осцилација: 

Ekmax = Ер max ; 

[ 

Ј~ (у")2 d z 
2 о 

OOk = -----.:
l 

JpAy2 dz 
о 

(87) 

Обично ~се Претпоставља да греда осцилује у обли~еу статич~ее 

еластичне линије, v =у у (z), или у обли~еу не~ее !iриве линије ~еоја задо

вољава граничне услове а добро аliро~есимира и стварни облrш осци-

* Ј. W. Strutt baron .Rayleigh, Theory of Sound, Т. 1. 1879. 
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лацuја, (као функције у= fs cos ro t или у= fs sin ro t, где су ls највеhе 
амплиту де). Ако би облик осцилација зависио од неког параметра, 

на пример, у= у (1.) · sin ro t, онда и кружна фреквенција (87) зависи 
од истог параметра, па се екстремна вредност кружне фреквенције 

добија из услова 

drok =О. 
d:Л. 

(88) 

Због тога је Релијев принцип енергије upuнцufl _.A-fЧf!И.tfYMН:.,. јер 
деформацqQНКЈlQд слободних осцилација греде има ;иг;;и~;:у·:м<:·· · ~- · ·· . 
--"''---~~~ _,,_, ~'-"''·"'~'·"'·~-~..;-::;:_,_~--'•'"-сfс,"С~-,··~·-ш"''''''' ,_, __ :;,С>=;~;~~-'""''=-""~ ,,,,,_о•,, ~-%"'0 ,*,$•< "~"-·'-v.-~- •• ''"''' ~-- ""''-•••-·~-~~-'"*"'-""''''-'~-~-:'-~-*к•*"' 

Ако би на греди било и концентрисаних маса (mi) онда кинетичкој 
енергији (85) треба додати и енергије ових маса, те· је кружна 

фреквенција 

l 

Ј~ (у")2 dz 

ш~ = -1.,.-----о _____ _ 

Ј р Ау• dz+ t, т, f~, 
о 

где су fst статички угиби греде испод дотичних маса. 

(89) 

С обзиром на односе (2) и (3) може се показати да је за случај 
континуалног оптереhења греде q = q (z) деформациони рад једнак 

раду терета*: 

1 l 

AdJ='/2>3 Ј (y•)•dz = 1
/ 2 \В {fy'y"j- Ј у' у"' dz} = 

о о 

l l 

='1• \В {[У' Y"i- [у y"'i + Ј У y'v dz } = 
1

/ 2 Ј у · q (z) • dz (90) 
о о 

ла се образац (87) може написати у облику 

l 

w~= [Ј у · q (z). dz Ј ј [Ј рА (z) . у2 dz Ј, (91) 
о о 

који је погоднији за рачунање. 

111 Отпорност материјала, чл. 9.5. 

2Б* 

·. 
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У г·орњим обрасцима занемарили смо деформациони рад услед 

концентрисаних сила и концентрисаних момената. Узму ли се у обзир 
и rи радови образац (91) постаје 

l . 

Ј .у· q (z) · dz+~ Fi lsi+~Юlz C{)i 
l l 

(92) 

-ј рАу2 dz+ ~ mi f~i 
о 

Овде су fst угиби услед концентрисаних сила а C{)i нагиби услед 

спрегова. 

Кружне фреквенције одређене по овој методи увек · су нешто 
веhе од стварних кружних фреквенција израчунатих директни.м .методама. 

Овако израчунате најниже кружне фрек13енције представљају 

уједно и лритичне угаоне брзине хо.могених вратила. 

За четири карактеристична основна случаја, (сл. 18.2.), вредности 
кружних фреквенција добијених овом методомдате су у таблици 18.7. 

Ова се метода згодно искоришhава у случају хо.могенuх греда 

ouтepehe!f.UX концентрисани.м .масама, јер се uроблем "редукцијом масе 

греде на концентрисану .масу" своди на један cmeueн слободе осцuло
.вшьа. Тада се узима да је нормална функција оваквог осцuловшьа јед-
начина статичке еластичне лшiије концентрисаног терета. 

На пример, ако је проста греда оптереhена масом т на средини распона, (сл .. 
18.8.а), онда је једначина еластичне линИје* 

у= V= fs (3u-4u3); fs=Ff3/48'13; U=Zf/. 

Применом_ обр.асца (89) добијамо најнижу кружну фреквенцију 

Ф2=48 'S/[m+17/ 35 М]/3 =48 'S/m*l3
• 

Проблем се, дакле, свео на један степен слободе, (чл. 1.9. ), са редукованом_ масом 

m*=m+17f85M. За m=M редукована маса се повеhава за око 48,50fo. Исту вредност 
добијамо и методом изнетом у чл. 18.2. ( обр. 38а) заустављајуhи се на другом члану 

реда. 

Из услова да је енергија целе греде са концентрисаном масом 

једнака енергиј_и редуковане масе можемо ту масу лако одредити 

* Таблице из отпорности материјала, VI - VII. 

'-.. 
t 
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Случај (сп. 18.2.) а) Ь) 

1 

d) е) 

чл. 18.1. 1 ruml• 9,8696VF з,515VF 22,37зVF 
1 

15,421VF 

1 

ј_ (3u2-5a3+2u4) Ел. f (u-2u3+u4) f u2(6-4u+u2
) f u2 (1-u)2 

линија V=Y 2 

tВ 
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....... 
х 
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обр.асцем 

Теорија осцилација 

1 . 

т* = т + М Ј [ср (и) ]2 
• du; 

о 

и= zfl, (93) 

где је у= fsff> (z), а /s је угиб пресека греде испод концентрисане силе. 

На пример, за обострано. уклештену греду оптереhену масом (m) на средини 

распона биhе* 

y=v=fs [4и2~(3-4и); fs= f'l3/192 ~' 

па је 
lf2 

m*=m+32 М Ј [u4 (3-4u)2]du~nz+ 13/35 M. 
о 

у случају концентрисане масе на слободном крају конзоле, због y=1f2fsuz (3-u), 
fs= рzз;з~, добијамо т*= m+~3/щ, М .. 

Не мора се увек узети за нормалну функцију једначина статичке 
еластичне линије греде услед концентрисане силе веh и нека друга 
функција, која, дакле, мора задовољити граничне услове. Погодним 
избором о~лика те функције може се. постиhи боља тачност. 

На пример, узме ли се за нормалну функцију конзоле 

у= V= !s [1-cos 1/21tul; fs=Fl3/3~; U=Zjf, 
1 

онда је m*=m+M [3/ 2 -(4/;r)] =nz+0,226 М, док је раније било m*=m+0,236 М. 

Ову методу можемо применити и у случају трансверзалних осци

лација хомогене жице. 

На пример, нека је у= v= [1- (2 zjf)n] cos Ф f, -1f2 l <·z < 1
/ 2 1, где смо претпо

ставили стојеhе таласе, онда су екстремне вредности енергија 

Ekmax=ro2 Mn 2j(n+1)(2n+l); Epmax =2 n2 o Ajl(2n-1) 

2 (n+ 1)(2 n+ 1) о 
wZ~ -. 

2n-1 р/2 

те је 

За n= 1 биhе w2= 12 k, где је k=ofp 12• Како је тачна вредност, (према чл. 16.1, 

обр. 7), ro::::mrVk =1tYk, то је грешка мања од lOOfo. За n=2 биhе w
2=10 k па је 

кружна фреквенција веhа за 0,64% од тачне вредности. Користеhи образац .(86) . 

добијамо n== 1/
2 

(1 + V6):::::: 1,72475, те је w2 =9,899G k, па је кружна фреквенција 
само за 0,149% веhа од тачне вредности. 

1 

Ф~ Таблице из отпорности материјала, VI-VII .. 

1 
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У случају греде liроменљивог liolipeчнoг lipeceкa мењају се по
пречни пресек и момент инерције пресека, па су А =А (z), lx = lx (z). 
Диференцијална једначина ( 4), односно (6), сада постаје 

~(Elx д
2

у) + рА д
2

у =0; v=y. 
дz2 дz2 . д f2 

(94) 

l' 

У овим се случајевима најнижа кружна фреквенција одређује 
помоhу методе енергије, применом обрасца (87). стим што су у њ~му А 
и lx функције од z. 

На пример, за случај конзоле променљивоr 

кружноr попречноr пресека, (сл. 18.16.), узеhемо А 
координатни почетак на сЛободном крају (В) 

па добијамо*: 

где су АА и /Ах попречни пресек и њеrов 

момент инерције на месту уклештења. Како у 

Сл. 18.16. - Осцилације хомоГене 

конусне кружне конзоле 

овоме случају морају бити задовољени следеhи rранични услови: 

d 
за z=O, '?В Z"=O; -('?В Z")=O, за z=l,. Z=O, Z'=O 

dz 

то hемо решење тражити у облику 

у=С (z-!)2 sin w t. 

Како је маса rреде M=1f2 р АА !, то,применом обрасца (87), добијамо кружну фреквенцију 

w2=28'iВA!Mf3; ш=5,2915Y'iВAfMI3 ~4,5826RZ- 2 Y Е;р. 

Овом методом можемо одредити и утицај аксијалних сила на 

трансверзалне осцилације хомогених греда, (чл. 18.4.3). 

На пример, нека. је конзола распон а l оптереhена на слободном крају аксијал
ном притисном силом F. Према обрасцима (66 и 67) екстремне вредности енергија 

износе 
l 

Ek max = 
1/z р А w2 Ј у2 d Z=

52
/ 405 М f; w 

2 

о 

1 l 

Ер max = 1/ 2 'iВ Ј (у")2 dz+ 1fzF Ј (у')2 dz = 1 /5М g /s [1 + 5/14 (Fl2/'iВ)], 
о \ о 

* R. Юrchoff, » Ober die Transversalschvvingungen eines Stabes von veranderlichem 
Querschnitt". Berlin, 1879; Leipzig, 1881. 
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јер је једначина еластичне линије конзоле услед континуалног оптереhења 

y=1f3 fs u2 (6-4и+и2); fs =дf4/8'13; и= zfl; у'= (dyfdu)ff. 

Према овој методи добијамо. најнижу кружну фреквенцију 

ro = 3,5264 v'l)g ( 5 pzz) 
zz 1+ -- . 

q 14 '13 

у случају континуалног аксијалног оптереhења (q') рад ових сила износи* 

l 

A= 1/ 2 q' Ј (l-z)(y')2 dz, 

о 

па, слично горњем поступку, добијамо 

ro2 ~8lg [l +(q' fs/q)J/52 fs. 

18.6.2. Данкерлева метода.- Ова се метода, (чл. 9.3.1.), може 
. применити и у случају хомогених греда само треба одредити утицајни 
коефицијент. Замислимо ли да у неком пресеку z=a од левог ослонца 
.дејствује јединична сила Р= q dz = 1 (сл. 18.17~). тада је реципрочна 
вредност квадрата најниже 1Сружне фреквенције 

Сл. 18.17. - Примена 

Dunkerley-oвe методе 

l l 

1 1 Ј qf· -2- = -z.= azz dm= -- azzdz' 
Wmiтz Фk g 

о о 

јер је маса dm=q dzjg и М= Ojg. 

(95) 

Кружна фре1Свенција одређена овом методом уве!l је маНЈа од 

стварне вредности. Греш!lа се !lреће до 10°/ 0 • 

За четири карактеристична случаја, (сл. 18.2.), резултати су дати 
у таблици 18.7. 

У случају када је греда оптереhена и llGi-Щентрuсаним масама 

предњи образац постаје 

(95') 

* Отпорност материјала, чл. 12.5, слика 256. 
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На пример, када је проста греда масе М оптереhена на средини распона масом 
т, основна кружна фреквенција биhе 

Ова се вредност разликује од (38) и у другом члану реда. 

18.6.3. Рицова метода. - Рицова (Wa1ther Ritz) .метода* је уоП
штена Релијева .метода енергије. Основна је Претпоставка да су таласи 

стојеhи, те да свака .материјална чесШица греце врши хармонијско 

осцилдваюе исте кру;жне фреквенције w, то јест, да је у (z, t) = Z cos w t. 
Кинетичка и потенцијална ~-енергиЈа мењају се у току времена. Прва 
је највеhа у равнотежном положају греде (за cos ш t =О, то јест за 
t = n Т/4), док је потенцијална енергија највеhа у нај у даљенијем 
положају. Њихове екстремне вредности су једнаке Ek max =Е р max а 
како је кретање конз~рвативно и нема расипања енергије то су ове 

енергије једнаке укупној механичкој енергији. Из услова једнакости 
тих енергија одређује се, према методи енергије, најнижа кружна 

фреквенција осцилација (87). 

Риц Претпоставља нор.малну функцију Z (z) у облику збира функ
ција ({>1 (z) 

n 
z = с1 q>1 (z) + с2 q>2 (z) + ... + Cncpп(z) = L ck CJ)k(z), (96) 

i=1 

које Појединачно задовољавају граничне услове греде, (геометријске 
услове за деформације - нагибе и угибе) док су С; Произвољне кон
станте. Да би се добила што боља апроксимација квадрата кружне 

фреквенције (87) ове константе морају бити тако одређене да израз 
(87) има екстремну вредност и то .мшш.му.м. Тај услов постаје 

1 

д 
Ј~ (Z'') 2 dz 
о 

=о. (96') 
дС; l 

I р А Z 2 d z 
о 

* W. Ritz-Ober eine neue Methode zur Losung gewisser VariatioпsproЬieme der 
mathem. Physik, Ј. fйr und angw. Math. Bd. CXXXV, 1910. 
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Диференцирањем 

l l l l 

fp А Z2 d z. _д_Ј~ (Z")2 d z- r~ (Z")2 dz. _д_fр А Z2 d z =о, 
д~ . д~ -

о о о о 

с обзиром на једнакост (87), добија се услов· 
l 

_д_Ј[~ (Z")2 -ш2 р AZ2 ] dz=O. 
д~ . 

о 

(97) 

Израз (97) може се написати и у погоднијем облику. Из (96) 

следе изводи: 

дZјдСi==ср;; Z"==~ Ckcp~; дZ"јдС; =ср~, 

па уношењем у (97) добијамо 
l l 

2J[~z" дZ" -ш2 рZ дZ ]=2J[~~Ckcp~]cp;'ctz-
дCi . дС; 

о о 

l 

-oo'l р А Ј[~ Ckcpk] ср; dz. 

о 

Када су А и ~ = Elx константин биhе услов 

-~k 
1 

..ј, 
i 

ш2 А М 002 

'А=---=---
~ ~[ 

где су коефицијенти уз непознате константе Ck: 
1 

Ј " "d . aik= cpi cpk z, 

о 

l 

bik === Ј cpi cpk dz. 

о 

(98) 

(99) 

Када се одреде коефицијенти a;k и bik помоhу одређених инте
грала, онда систем (98) постаје систем хомогених алгебарских једна
чина са непознатим Ck. Одбацујуhи тривијално решење Ck~O -јер је 
тада Z:=O, детерминанта система представља фреllвентну једначину 

(100) 

Њених n корена по сопственој вредности 1, односно ш 2 , дају при
ближне вредности кружних фреквенција. 

Са математичког гледишта проблем је једноставан, али је тешкоhа 
у правилном избору функција cpi (z). Међутим, како се према Вајер-
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штрасу свака непрекидна функција може у ограниченом размаку 

добро апроксимирати полиномом, то се за ове функције обично 

узимају полиноми. 

За n= 1 ова се метода своди на методу ~енергије (један степен 

слободе осциловања). 

Рицова метода се може применити и у осталим осцилаторним 

nроблемима, и њена је предност у томе што се могу одмах добити 
и фреквенције виших хармоника. Тачност зависи од броја узетих 

чланова реда (96). 

Метода се може применити и у случају греде променљивог 

пресека, тада су А== А (z) и ~ := ~ (z), па су коефицијенти и соп

ствена вредност 

l l 

Jrn " "d . a;k= "(.) cpi cpk z, b;k = Ј А ср; Cf>k dz; Л== рш2• 
о о 

Фреквентна је једначина облика (100). 

На пример, у случају хомогене конзоле, (сл. 18.2. Ь), нормалну функцију узе

hемо у облику реда 

Z=C1 (6 и2-4 и3 +и4)+С2 (20 и 2 -10 и3+и5 ), и=z/l 

јер свака функција ср 1 задовољава граничне услове: за и= О, Z == Z' =О и за и= 1 
су Z"=Z"'=O. Како је d Z!d z=Z- 1 • (d Z/d и), због р А!Ђ=с-2 и смене 1.=Ф2[4fс2, 

услов (97) своди се на облик 

После извршених операција интегралења добијамо систем алгебарских једначина 

(144/5- 104/451.) C1+(104-2644/s1s1.) С2=О, 

(104-2644fз1s1.) C1+(2640f7_21t2Bf6sз1.) С2=0. 

Како су С; =1= О мора детерминанта система бити једнака нули. Она представља 

фреквентну једначину. Корени су 

С обзиром на тачне вредности (таблица 18.7.) грешка у првом случају износи 

само 0,03°/0 а за фреквенцију првог вишег хармоника је ~3.4°/0 • 
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За жицу, дужине !, (сл. 16.3.), са координатним почетком на половини распона, 

претпоставиhемо померање у облику реда функција 

y::::Z=C1 (1-u2)+1f2 C2 lu (1-u2)+Cs (1-и2)2+ • • ·, 

где је u==2 z;l. Узме ли се само први члан реда добиhе се енергије 

па је, према (87), квадрат IСружне фреквенције wi=10 (о/р 12
). Грешка износи 0,640f0. 

Када се узме само други члан реда добиhе се кружна фреквенција првог вишег 

хармоника w2 ~ ~,48 ( ofp !2) 
112

, са rрешком 3,14%. 

Када се узму први и треhи члан реда !Ј-Обијају се енергије 

и фреквентна једначина 

Њени су корени 1.; =0, 15423, 1.2 = 1,59617, па су кружне фреквенције 

w2 ~ 10,107 Vofp !2 , 

са грешком 0,0005°/0 , односно 7,230fo. 

Клин је променљивоr попречног пресека (сл. 18.17.) 

~------~.z--------~ 

Сл. 18.18. - Осцилације клина (гибња) 

Гранични су услови: 

а) геометријстш: за Z=l је Z=O и Z'=O; 

А=2 yb::::;Am Z/l=Am ll, 
јер су 

И ОДНОС 

то јест 

Ат= Amax=2 bh 

y/Z = h/l 

U=Z/f=y/h . 

. И момент инерције је променљив 

lx=b (2 у~3/12=2 by3/3=lm и•, 

где је 

lm=lmax=2 Ьh3/3; ~=~т u3• 

Ь) динамичтш: за z=O је Z"=O. и Z"'=O, 
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па је нормална функција 

Пошто су. изводи: 

<р~ =-2(1-и); rp;' =2; rџ; =3и2 -4и+l; <р"=6и-4; 

д <pfdz= (d rpfd и)· (d U/d z)=(d <p/d и)/1; d2 rp/d z2=(d2 'f!/d и2)ff2, 

па су коефицијенти 

а11 =4 5Вm l Ј и3 d и =5Вт l; 
о 

1 

a1z= а21 = 25Вml Ј(6 u-4) и3 d и= ~ 5Вт !; 
о 

1 

а22=5Вm l Ј (6u-4)2 и3 du = ~ 5Вт l; 
о 

1 

[ 
Aml 

b11 =Am Ј и (1-и)4 d ll= 30; 
.О 

Увеш;hемо нову сопствену вредност 

A=pw:! Ат 1!5Вт l=3 pw2/Eh2 ; p;;;;yjg, 

па је фреквентна једначина 

1. 

30 

2 1. 

5 105 

2 1. 
---
5 105 

=51.2-16381.+42336 =0. 
2 1. 
---
5 280 

397 
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Сопствене вредности и к ружне фреквенције износе: 

2ч=28,2; 299,4;. Фs= V As·'Em/P Ат ; 

ro1 =5,319 k; w2= 17,3 k; k= V 'Ет/Р Ат. 

18 6.4. Галерi<инова метода.* - Ова је метода основана на 

принципима варијационог рачуна.** Када се уместо тачне нормалне 

функције Z узме приближна онда неhе бити задовољена релација (87), 
то јест неhе се тај израз идентички свести на н у л у. Због тога га 

можемо написати у облику одређеног интеграла 

l l 

W =Ј[~ (Z'')2-ю2 р AZ2
] d z =Ј Ф (z, Z, Z', Z") dz (102) 

о о 

где је са Ф означена подинтегрална функција. Претпоставимо да се 

осцилације врше само у једном правцу (трансверзалном), онда мора 

прва варијација овог интеграла на директном путу да има . стацио
нарну вредност једнаку нули 

l 

oW= foФ(z,Z,Z',Z")dz==O. (103) 

о 

Прва варијација функције Ф износи 

оФ= (дФјдZ) oZ + (дФјдZ') oZ' +(дФ/дZ") oZ". (104) 

Заобилазни (суседни) пут мора бити тако изабран да су прве 

варијације функције о Z на границама размака [О; l] једнаке нули. 

Методом парцијалног интегралења добијамо 

l l l 

Ј дФ , [ дФ .1 I д дФ Ј д дф -oZ dz= --BZ - --. -oZdz===- - --oZdz, 
дZ' дZ' дz дZ' дz дZ' 

о о о 

l l 

Ј дФ о Z" dz= Ј~ дФ 8Zdz, 
дZ" дz2 дZ" 

о о 

* Галеркин Б. Г. - Упругие тонкие плиты. Москва, 1932. 

** Динамика, Додатак Ш. 
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те је прва варијација интеграла 

l 

fj w = - - - -- + -- о z. d z ==о. Ј ( 
д Ф д дФ д2 дФ ) 
дZ дz дZ' дz2 дZ'' 

(105) 

о 

Слично Рицовој методи нормална функција узима се у облику 
реда функција (96), па је њена прва варијација 

Уношењем ове вредности у (105), а пошто се константе бирају тако 
да су њихове прве варијације 8 С1 =1= О, мора бити задовољен систем 

интегрално-ди ференциј ал н их ј е дна чин а 

l 

Ј (_дФ. _ј_ дФ + ~ дФ )ср· (z) d z ===О, i = 1, 2, ... , n (106) 
_ дZ дz дZ' дz2 дZ" ' 

о 

за сваку вредност i == 1, 2, ... , n, где је n број константи у реду (106). 
Када се изврше назначена диференцираља у овој једначини, с обзи
ром на (87), израз се може написати и у облику диференцијалне 
једначине осцилација .за стојеhе таласе 

l 

л::. ($Z") -ro2 pAZl'P• (z)·dz=O, i= 1, 2, 
о -

n. (107) 

Када су А и ~ = Е/ liОнстантни тада се услов (107) може 

написати у облику 

где су коефицијенти 

l 

aik = r ср; cp{V dz; 

о 

l 

ьik =Ј C{)i C{)k d z. 

о 

(109) 

Ако је греда uроменљuвог uоuречног upecelia па се површина 

пресека и момент инерције мењају према законима 

А =Ат f (z); lx=lm 'о/ (z); ~=~т 'о/ (z), (110) 
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где су Ат и Irn (односно- <iВт) највеhе вредности тада су коефици

. јенти a 1k и bik и сопствена вредност: 

l 

a;k = ({:11 (t" ({:lk + 2 t' ({:lk +t ({:lk ) d z; Ј " "' IV 

о 

l 

b;k =Ј({:~; ({:lk f d z; 1.=р002 Ат/ <iВm. 
о 

Фреквентна једначина има исти облик као (108). 

(111) 

Пробле.и се; датсле, своди на одређившье FСонсшанши С1 uо.моћу 

одређених интеграла (106) или (107), ua се добија систем од n алге
барсFСuх линеарних једначина. Детер.мина~-~:та овог система (због услова 

ci t- О) uредставља фреFСвентну једна чин у а юени !СОрени uредстављају 

'квадрате FСру;;Јсних фреFСвенци;а. Битна разлuFСа између Рицове и ове . ~, 
.методе јесте у то .ме што· се FСод uрве FСонстанте одређују .методом 

диференцира1Ьа, (97), а FСод друге uo.мohy одређених интеграла, (106). 

На пример, за случај трансверзалних осцилација жице са координатним почет

ком на средини распона диференцијална једначина за стојеhе таласе, V= у= Z (z) sin rot, 
према (чл. 16.1 , обр. 1), јесте Z" +(шјс)2 Z =0. Узме ли се функција у облику реда 

где је и=2 zj!, добија се 

Уносеhи ову вредност у (107) и интегралеhи у размаку од -1 до + 1 а за 

индексе i = 1, i = 2, добиhемо систем алгебарских једнаЧина (n = 2), па је фрек
вентна једначина 

1 

71.-70 
!:::..(1.) = 

91.-84 

61.-56 1 

1 

:=:}.2 -1121.+1008=0, 
81.-96 

и њени корени 1.1 = 9,86976, Л2 = 102,13024. Кружне фреквенције основног и другог 

вишег хармоника јесу 

С обзиром на ранију таблицу грешка износи 0,00090fo, односно 7,2°/0 • Добијене 

кружне фреквенције су веће од стварних. 
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На пример, нека се попречня пресек и момент инерције пресека просте греде, 
распона !, :мењају по законима_ A=A 111 [1-a(1/ 2 l-z)2 ]; l=lm[1-b(1j

2
l-z 2 J, где 

су Ат и lm вредности на Половини распона, и узмимо функцију Z=C sin (лјl) z, онда 
из једначине (107) добијамо услов 

1 

Ј с [\]г" Z'
1+ 2 \V1 Z"' +')г ziV -Л. f ZJ С(> ј d Z=O; A=ro2 р Am/Elm, 

о 

где су А= Ат f (z); Ј= Im \V (z). После извршеноr интеrралења добиhемо кружну 
фреквенцију основног хармоника 

(1)1~- --
л2 у 12-Ь/2 v Elm 

. / 2 / 12 - tл 12 . р А т . 

18.7. Спрегнуте трансвервалне ЈИ[ тораијСI<е осцилације. - Досадашњи 
случајеви осцилација хомоrених rреда посматрани су под претпоставком да попречни 
пресек греде има две равни симетрије и да је оптереhење гџеде у равни симетрије 
и главној равни инерције. Међутим, у случају греда чији попречни пресек има само 
једну раван си.метрије, или само центар симеШрије, мора се узети у обзир и 
увијање. Оптереhење греде дуж њене аксијалне осе можемо редуковаши на осу 
смицаfЬа која пролази кроз центар с.мицаfЬа а паралелна је оси греде*. Том редук
цијом добијамо оптереhење дуж те нове осе (~) и момент увијања по јединици 
дужине греде једш1к -qe, где је е растојање оса. Услед спрега наступа и обртање 
пqдвезяца профила (на пример I пресека) те исте добијају бочна померања x=t/

2 
h G 

Како је д 3 ујдz3 = 1/2 h G"', где је h висина пресека, то се јављају силе у подвезицама 
F=d Mjdz=93y у"' које изазивају допунски момент увијања 

'ЈЛ~ =- Fh =- 1/2 93у lz e1v, 

где је 93}· савојна' крутост у вертикалној равни савијања. С обзиром на чл. 17.2, обр. 12, 
момент увијања на дужини d z греде дуж осе смицања износи 

1 де д3 е 
9Лt='! ~-'!1 д~3 ; '!=Glo; '!1= 1/zCJЗyh 2 , (1 1 2) 

где је '! Ш.орзијска круШ.ост а '!1 уllредна круШ.ост (warping rlgidity). 

Овим поступком добијамо односе између оптереhења и момената савијања, односно. 
увијања: 

1 д2 е д4 е 
93х ylV=q; 'lЛt= '! дЬ:В- '!t д~4 ~-qe. 

Ставимо ли у горње изразе уместо оптереhења силе ин·ерције и моменте сила инерције 
добијамо· диференцијалне једначине спреrнутих осцила~ије греде 

д4у д2 

93х д~4 =- рАдјЗ(у+еЭ); 

(113) 

* Отпорност материјала, чл. 7.4. 

26. Теорија ос:цилација, 
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Претпоставимо ли решење у облику 

y=Zsinwt, IЭ=E>sinшt, 

rорње се једна чине своде на две симулmане диференцијалне ;едначине четвртог реда: 

~х ziV -р А ш9 (Z+e Е>)=О; 

st Е>''-- st1 е/ v +р Ае ш2 (Z +е Е>)- р/0 w2 Е>= О. 

Нормалне фующf!је l и е морају Задовољити rраничне уr.,юве греде. 

На примео, за просту rреду rранични услови су: 

за z=O и z=l су у=IЭ=д2 ујд~2 =д2 ејд~2 =0, 

те су нормалне функције 

Z=Csiпkr,, E>=Dsink~.· k=n:rrjl. 

Једначине Q14) своде се на систем алrебарских једначина 

('iDx k4 - р А ш2) С- р Ае ш2 D=O; 

р Ае ш2 С+(р Ае2 ш2 -р /о ш2-st k2 -st1 k4
) D=O, 

из којих одређујемо квадрате кружних~ фреквенција. 

(114) 

з о б . . 2 2 2 t>2 • • 
а е= до ИЈВЈУ се вредности ш 1 = ш 0 , ш2 =~~ коЈе одговараЈу неспреrнутим 

трансверзалним и торзијским осцилациј&ма просте rреде. 

Сложенији су случајеви када пресек не"иа ниједну раван CUhteШ.puje. Ови се 
јављају код турбинских дискова, осцилација авионског крю1.а и пропелера. 



19. ОСЦИЛАЦИЈЕ МЕМВРАНА 

19. lo Таласна једначина мембране. - Претuоставља се да је 
ме.мбрана врло ташса и lloтuyнo савитљива, те се не опире савијшьу 
услед сила ЈСоје дејствују По ____ обод,у--ме.мбраiiе и које рачуна.мо на једи-
ницу дуЈ1сине, cr' [kgjcm]. Ако су ови напони константни онда је мем
брана једнолиЈСо напрегнута, у противном је неједнолиЈСо наllрегнута. 
Даље се llретuоставља да је llовршина .ме.мбране у недефор.мисано.м 
стању раван Оху и да су uо.мерања -- угиби - тачаЈСа ме.мбране (w) 
врло .мали у llopebeњy са иоиречним димензијама, исшо шаЈСо да танген
цијална раван .ме.мбране у тачЈСи (х, у, w) гради врло .мали угао са 

о 

Сл. 19.1. - Осцилације мембране 

хоризоншално.м равни Оху, (сл. 19.1. а). Може се узети да је транс
верзална сила елемента мембране dx dy, (сл. 19.1. Ь), вертикална 

Р Tz = Z т = F т COS q> :=::::::::; F т . (1) 

.. На странама елемента dx dy мембране, (сл. 19.1. Ь), дејствују 
напон и 

Щl fie се мељати и помераља ако се изврши прираШтај елемента за 
dx и dy 

w; 

26* 

дw w+ -·-dx; 
дх 

дw 
w+-dy. 

ду 
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Пројекција елементарне силе а'х dy (која_ дејст~ује у х-х правцу) на 
нертикални правац биhе ----

б'х dy cos (90°-<р)=б'хdу sincp 
дw 

dytgcp=a'xdy--. 
дх 

Пројекција резу лтанте ових сила на z правац износи 

Z
1
= с>'х+ --dx -- w+--dx dy- б'х-- dy, 

( 
д б' х . ) д ( д w ) ( д w ) 
дх дх дх дz 

односно, ако се занемаре мале величине другог реда, 

z1~ cr'x--+---- dxdy~-- cr'x-- dxdy. 
( 

д2 W дб' х 'д W ) д ( д 1V ) 

д х2 д х д х д х д х 

(2) 

(2а) 

На потпуно исти начин одредили бисмо и пројекцију на z правац 
резултанте сила које дејствују на елемент dx dy у у- правцу: 

д ( д w·, 
Zfl::::::::. -- CS

1
y --) dx dy. 

ду ду 
(2Ь) 

Како је маса елемента .мембране dm=p" dx dy, где је р" повр
шинска густина, р"= у" ј g, у" специфична тежина (кgjcm2) и убрзање 
д2 wјд t2, динамичка једначина кре:rања тежишта елемента у правцу 

z осе биhе 
д2w [ д ( дw) д (. дw)· ] · p''dxdy-=Z

1 
+Z

2
+q"dx dy = - б'х- +- cs'y- +q" dxdy; 

д t2 д х д х ду ду 

овде је q" сuецuфuчн.о оШliерећет-ье ме.мбран.е uo једuн.uцu т-ьен.е uовршин.е 
(јединице кgjcm2). Таласна једначина мембране је 

,, дllw . " д ( , дw) д ( , дw) Р -=q +- О'х- +·-бу-. 
д t~ дх дх ду ду 

(3) 

Са довољном тачношhу може се узети да су напони cs'x и а'у 
·једнаки напону на ободу (а'), па таласна једначина (3) постаје 

д2w (д2w д2w) 
-=Со" + с2 - + -
д t2 дхв д у2 ' 

где су 
c0

2 =q"/p", с2 =о'јр" 

брзине простирања таласа. 

(4) 

(5) 
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Уведе ли се Лапласов оператор 

д2 д2 
д=-+

д х2 д у2 

таласна једначина (4) постаје 

405 

(6) 

(7) 

У случају да мембрана није оптереhена rорња једначина биhе 

(8) 

Помераље w је функција од променљивих х, у и t. 

За w= w (х, t) добија се таласна једна чи на трансверзалних осцилација жице. 

'19.2. Правоугаона мембрана.- а) У случају једнолико напрег
нуте (а'= const) а неоптереhене (q" =О) правоугаоне мембране, 
страна а и Ь, (сл. 19.2), таласна једначина 
има облик (8). 

Слично општој таласној једначини, 
решење једначине (8) тражиhемо, према 
Бернулијевој методи партикуларних ин
теграла, (чл. 16.1), у облику производа 
функција 

w (х, у, t) = W(x, у)· T(t) (9) 

од којих прва зависи од х и у а друга 
само од t, али таквих да су задовољени 
rранични услови. Уносеhи (9) у (8) ова 
једначина постаје 

W=O 

<: W:JO W=O 

о 
,.----- а ----! 

W Ти=с2 Тд W. (10) Сл. 19.2.- Правоугаона мембрана 

Ова је једначина задовољена ако су једновремено задовољене две 
диференцијалне једначине 

односно 
Т"+СТ=О; с2 д W+~=O, 

T"+w 2 Т= О, 

где су уведене смене 

C=w2
; k2 = Cjc2 =w2j(a'jp"). 

(11) 

(12). 

(13) 
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Гранични услови мембране јесу да су уrиби тачака на ободу 
(рубу) једнаки нули: 

за х=О,х=а, у=у јесу w=O, W=O; 

за у=О, у= Ь, х= х јесу w=O, W =0. 

Ове услове задовољава функција · 

( 14) 

W (х, у)= sin (тлја) х sin (nлfb) у, т . 1, 2, ... ; n~ 1, 2,.... (15) 

Унесе ли се ова функција у прву једначину (12) биhе 

- (ттсfа)2 W- (nnfb) 2 W+ kr. W= О, 

па, се с обзиром на (13), добија фреквентна једначина 

(тлја)2 + (nтcf!J)2 - (<Р2/с2 )__:__.0 

те је кружна фреквенција 

Ы.nп = С 1t ~:: + ~: = 1> ~~'"(:.' + ~:) 

(16) 

( 17) 

сразмерна квадратном корену напона којим је напрегнута мембрана. 
Решење друге једначине. (12) је облика 

Т = А cos ю.t + В sin оо t, (18) 

где су А и В произвољне константе. ПерИод осцилације је 

2тr 2 
Ттп=-.-,.- = --====== 

OOmn с~ (m/a)2 + (nj!J)?. 
(19) 

Како ј~· и збир решења једначине (8) такође њено решење, то 

је опште решење талас не једна Чине (8): 
оо оо . . . . тл . nn 

~v (х, у, t)= ~ ~(Ат,. cos Wm,..t + BmnSШ Wm,l t) sш-х sш-у, (20) 
m=l n=1 а ь 

гДе су Amn и Bm
11 
константе које се одређују из почетних услова 

кретања. 

r'~ Из (20) .се види да се осцилација мембране састоји из збира 
бесконачна много 'нормалних осЦилација којима одговарају нормалне 
(couclflвeнe) функције (15). I_<:ако у општем случају две кружне фре
квенције Wmn и Wpq нису самерљиве, то и кретање представљено једна-
чином (20) није уопште узев периодичко. 
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Као и код жице, поред граничних услова морају бити задово
љени и Почетни услови. Ако су они 

о ( дw) ( О< х <а w(x,y,t= )=f(x,y); - =!1 х,у), , 
. д f , t=O 0 < У < Ь (21) 

онда за i=O једначина (20), с обзИром на (21), даје однос 

"'\:"" ~ . ттс . пп t ( ) 
k4 k4Am,1 SШ -XSlП-y= х,у. 
m n а Ь . (22а) 

Диференцирањем једначине (20), с обзиром на (21), добија се 

Као што се функција од једне променљиве f (х) може у размаку 
О< х <а. развити у тригонометријски ред сину са, (чл. 5. 4. 1.), 

оо ттс 
f (х)= L Ат sin -х, 

m=l а 

где је 
а 

2 { . m1t~ Ат =- f (~) SШ -. - d~, 
а • а 

о 

тако се исто и функција двеју независно променљивих f (х, у), од
носно / 1 (х, у), може у размацима О< х< а, О< у< Ь, развити у 
двоструки mригоно.метријски ред, те су коефицијенти: 

а Ь 

4 Ј . т 1t~ Ј . П1t11 Атп=- sш--d~ f(~, I)) sш--dч; 
аЬ а Ь 

о о 

(23) 
а Ь 

г ·m 1t~ r · П1tl) sin -- d~ ср (~, fJ) siп -- di). 
аЬ Wmn Ј а . ь 

4 

о о 

Свакој нормалној функцији (15) одговара један нормални облик 
осцИлација мембран:е, при коме све њене тачке врше хармонијске осци
лације различитих амплитуда али истих кружних фреквенција Шrn 11 и 
фаза. Све тачке мембране пролазе једновремено кроз равнотежни 
положај (z =О, w= 0). У овоме су положају брзине тачака највеhе, 
а у најудаљенијим положајима од равнотежног оне су једнаке нули. 
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Површина мембране је подељена у т· n једн·аких правоугаоника, страна 
ajm и bjn у којима су помераља наизменично позитивна и негативна, 
(како је показано на сл. 19.3. за случај т= 4, n= 3). Правоугаоници 
су одељени чво~ним линијама чи је тачке не осцилују (w =О). За 

w>O 

Сл. 19.3. - Чворне линије правоуrаоне мембране 

m=n = 1 добија се основни облик осцилац,uја, сви остали су виши 
хар.монuцu. Једино при основном облику нема чворних линија, изузев 
контуре где је такође w-.: О. 

Ь) У случају неједнолико напре.rнуте правоугаоне мембране, a::f:Ci;, 
када су напони константни, диференцијална једначина (8) постаје 

(24) 

где су (25) 

Решење једначине (24) може се опет узети у облику (9), па је 
прва једначина (12) облика 

д2W 2 д2W 
с2-- + С2 -- +00

2 W;:Q, 
1 0 х2 д у2 

Како су гранични услови исти, то је нормална функција облика 
( 15), па је кружна фреквенција 

U>mn == 1t V ci(m/a)2 +с~ (n/b)2
• (26) 

19.3. l{вадратна мембрана. - За случај квадратне мембране је 
а=Ь, па је, према (17), кружна фреквенција 

(27) 
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иста за два различита облика осцилација. Ако се претпоставе cmojehu 
таласи онда је закон кретаља за ова два облика 

с . mтr. • n11: . 
W= Wmn + Wnm = тп SlП- Х SШ- У SШ ООтп f + 

а а 

с . П'Тr. • mл. . + r.m SlП- Х SlП -у SШ ООпт l= 
а а 

= Стп SШ -Х SШ -·-у+ nm SШ- Х SШ -у SШ ООтп f. 
· ( . ттс . птс С . n:rr . m:rr ) . 

а а а а 
(28) 

Кретаље је, дакле, у овом случају, uериодичко. Најнижа кружна. фре
квенција добија се. за m=r7= 1, па су, 

тсс 1/-Њн=- 2, 
а 

2тс а
Т11 =-=-1/2. 

(Ј)11 с 
(29) 

Из услова w= О, а за произвољну вреднос г t, одређује се једначина 
. чворних линија. Према томе из (28) следи да је за квадратну мембрану 

. тл. . пя . nn • mrt 
0 чпsш-хsш-у+sш-хsш-у=, 

а а а а 
(30) 

где је I}d = Стп/Спт однос амплитуда који се може да меља од- оо до 
+оо. 

Разликоваhемо неколико карактеристичних случајева. 
а) Ако је I'}d = -1 онда је једначина (30) идентички задовољена, 
(m=n), па је у свима тачкама ·w= О, тј. мембрана се налази у 
uоло:.нсају paвнolii.eJJce. 

Ь) Случај т= n. - Из (30) следи да је 

sin (ттсја) х sin (тл.ја) у= О 
па су 

mxfa=k1 ) myfa=k2, где су k,= 1,2 ..•. , (m-1) 
те су 

х= ak1 jm, y=ak2/m. 

Мембрана има, дакле, m-1 чворних линија паралелних оси Оу и т- 1 

Сл. 19.4. - Чворне линије квадратне мембране за случај т= n 

паралелних оси Ох, како је показано на сл. 19.4. за m=2, m=3 .... , m=5. 



а) 

Ь) 
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с) Случај m = 2, n= 1. - У овоме случају се из (30) до.бија 

I)d sin (2тсја) х sin (пја) y+sin (тr.ја) х sin (2теја) у== 

= 2 sin (те/а) х sin (те/а) у [Чd cos (те/а) x+cos (тсја) у]= О. 

Прва два решења одговарају контури, а израз у загради даје једна
чину чворних линија за различите односе ГЈd=С21/С1 2 : 

f!d cos (те/а) x+cos (тс/(1) у= О. 
Чворне линије су nретстављене на сл. 19.5.а; све пролазе кроз средиш те 

мембране (хс= ај2, У с= ај2) које се назива Пол. 

Сл. 19.5. --: а) Чворне линије квадратне мембране. за случај т= 2, n= 1 
~ Ь) Чворне линије квадратне мембране за случај т= 1, n =3 

d) Случај m=l, n=3. - У овом случају из (30), развијањем израза 
sin (Зтсхја) и sin (3'Луја), одбацујуhи услове на контури, добијамо 
једначину чворних линија 

lld [ 4 cos2 ( тсја) х- 1] + 4 cos2 (тr.ја) у- 1 =О. 

Чворне линије су приказане на сл. 19.5.Ь. Оне пролазе кроз четири пола 
који се налазе у теменима квадрата са средиштем у средишту мем-

бране, страна 1
/ 3 а. 
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На сл. 19.6. приказане су компликован~је чворне линије (тзв. 

Сл. 19.6. - Хладнијеве линије 

Хладнuјеве линије). Као што је познато из физике оне се могу експе
риментално показати помоhу песка или ситних опиљака, (сл. 19.7.). 
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19.4. }{ружна мембрана. - Парцијална диференцијална једна
чина (8) примењује се и код кружне мембране за коју важе исте 

претпоставке као и за правоугаону 

мембрану. Овде. је само згодније 
уместо координата х и у увести uо

ларне координате г и ср. Како су 

r2=x2 + у2; tg ср== L; 
х 

дr х дг у . 
-= -=COSq>;-= -=SШ ср; 
дх г ду г 

дер =-Lcos2 ср=- sin ср; 
дх х2 r 

Сл. 19.7. - Експериментално ·извођење 
Хладнијевих линија 

дер cos2 ср cos ср 
-=--==-·--
ду х г 

и изводи дw дw дг дw дер дw· 'дw sin ср 
-=- - + - -=- cos ср-- --. 
дх дг дх дер дх дг дер г ' 

дw =дw sin ср+ дw sin ср ; 
ду дг · дер r 

дw sin ср cos ср + - ----"----'-
дер r2 

дzw д2w . д2w . д2 w cos2cp дw cos
2

cp 
--= -- sш2 ср+2--sш<р cos ср+-----+-----
ду2 · дг2 дr дер дср2 г дг г 

_ дw sin ср cos ср 

дер r2 

то је Лаиласов ouepamop* (6) за поларне координате у равни 

д2 1 д 1 д2 
д (х,у)=А (r, ср)==-+--+---

дr2 r дг г2 дср2 

* Кинематика, Додатак III, обр. 322. 

(31) 

(32) 

(33) 
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па је Пlаласн.а једн.ачина 

д2w (г, <р, t) 3 ,. ( ) 
-------=---'-=С ~w г, <р. 

дf2 (34) 

Решење ове једначине тражиhемо у облику производа функција 

w= W (г, ср) · Т (t) (35) 

па се једначина (21;4) раздваја на две једначине 
\'-·~'; 

дW+~2W=д2W+_l дW+~ д2W+k2W=O; (36а) 
дг2 г дг r2 дср2 

Т" +оо2Т= О; (36Ь) 

овде су k и ro везани релацијом (13). 

Решење једначине (46Ь) је исто као и (18). Међутим, једначина 
(46а) је хомогена парцијална једначинама са променљивим коефици-
јентима. Због тога hемо и њено решење тражити у облику производа 
двеју функција 

W (г, ср)= R (f) · Ф (ср), (37) 

од којих свака зависи само од по једне променљиве. Уносеhи (37) у 
(36а) биhе 

Ф R . . 
ФR"+- R' +-Ф"+k2 R Ф=О. 

г r2 

Ова се једначина такође своди на две једначине 

Ф"+n2 Ф=О; R"+r-1 R'+((rojc)2 -(njr)2 ] R=O. 

Решење прве једначине је 

Ф= С cos n cp+D sin n cp=S sin (n qн-е), 

где је n цео позитиван број, јер је Ф периодичка функција~ 

Друга једначина, сменом 

X=k Г=ОО rjc, 

своди се на Беселову* диференцијалну једна·чину 

R" (х) 1 
R' (х)+( 1- n

2 )R (х)=О. 
х х2 

Решење једна чине ( 42) је облика 

R (х)=(ап х"+ап+ 2 х"+2 + ап+4 xn+ 4 + .. . )= 

_ 1 [·1 (Х ј" -А--
· п! 2 

1 ( х )п+2 . 1 ( х )n+4 Ј 
(n+l)! 2 + (n+2)!2! 2 ~- ... · 

* Friedrich Wilhelm Bessel, 1784. - 1846. 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

.Ј /(_43) 
/f/ 
IV / 
\"-_/ 
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Израз у загради ове једначине назива се Беселова* или цилин

дрuчна функција llpвe врсте п-ог реда или инденса, те се краhе обеле-

жава са 

(i ~г 
Јп (х) =(Е_)" ~ , 

2 m=O (n + т) 1 т! 
(44) 

где је i = V -1, а n> О цео број. Овај је ред униформно ковергентан за 
конаЧне вредности х. Сем горњег облика ова функција може се напи

сати и у облику 
~ 

Ј eix cost cos nt dt, 
-~ 

(45) 

.те је периодичка функција времена t, периода [-n, -rt]. Она је реална 

за свако х. Како је n цео број, позитиван, н у ла или негативан, то вреде 
ове релације и рекурентна формула: 

ј Ј .. Сх) 1 <: 1; Јо (0)= 1; lп(U)=O; n> 1; l_п(х)=( -l)nJп(x); n= 1,2,3, .. , 

2n · 
ln+! (х)=- Јп(х)-lп-i (х). 

х 

(46) 

Обрнутим поступком може се лако доказати да Беселова функција 

( 43), односно ( 44), задовољава Бесе лову линеарну диференцијалну је
дначину другог реда ( 42), јер се диференцирањем и парцијалним 

интегралењем добија 

Ј". (х) ~ Ј'. (х) + ( 1 - :.) Ј. (х)= О. ( 47) 

За случај clliojefшx таласа померања тачака мембране одређена 

су једначином 
оо оо 

. ~v (r, q>, t)= ~ ~ Спт ln (wпm гје) sin Пq>·Sin Юпт t. (48) 
n=O m=l 

Једна чине чворних линија Добијају се из (36) стављајуhи W= О. 
За 9=0, би~е услови 

1l ср= р тt, Јп (Wпm гје)= Јп (Хпv) =~0, 

где је Xnv један од корена функције Јп. Како је и ;nm такође корен 

Беселове функције, то је 

* Р. Кашанин - Виша математика II-2 књига. Београд, 1950. 
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па су једначине чворних линија 

ср=р тсјгz; р=О, 1, 2, ... , n-1, (49) 

г F (Хпv/~пт)~; v = 1, 2, ... ' т-1. (50) 

Једначина ( ~9)~представља сноп правих линија -- пречника -
а једначина (50) систем концентричних кругова. Пр~ма томе мембрана 
има n чворних линија - liречника, под углом срр, и т 1 чворних кру.;. 

гова~ не рачунајуhи ободни круг. Полупречници ових кругова се лако 

одређују из (50) узимајуhи v = 1, 2, ... т - 1, где су Xnv и ~nm нуле 
Беселове функције Јп (х); прве су у унутрашљости контуре а друге 

на самом рубу. 

Када се знају корени Беселове функције Јп (х) онда се кружна 

фреквенција и нери0д осцилације одређују обрасцима 

(51) 

Сваком корену одговара по један нормални облик осцилација. 

К ружне фреквенције за случај да је n= О износе 

ю01 = 2,405 (сја); Ю02=5,520 (сја), ... . 

Сл. 19.8. - Чворне линије кр.ужне мембране 

Прва три облика осцилација су приказана на сл. 19.8.а., Остали карак
теристични случајеви су приказани на сл. 1 ~.8.Ь.с.На њима су означене 
зоне у којима су померања истог знака. 
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На прИмер, за n=4 и m=3 чворне линије су четири пречника и два концентрична 
круга, односно три, узимајуhи и ободни круг. Из (49) а за р=О; 1; 2; 3 добијамо 

уг лове 

Како је 

то су 

х41 = 7,588, х42 = 11,065, 

па су, према (49), полупречници чворних кругова 

7,588 
r1=-- а=0,527а, 

14,372 . 

како је и уцртано на сл. 19.8. 

11,065 
r 2=-- а=0,769а, 

14,372 

Као и у случају правоугаоне мембране можемо и код кружне 

применити Ritz-oвy методу. Претпоставимо да је деформисана повр

шина мембране симетрична у односу на вертикалну осу кроз њено сре

диште, тј. да су чворне линије само концентрични кругови, тада је n=O, 
па је, према ( 40), Ф= С, те је W функција само од г. Због тога је 

а 

(дд:у + (дд ~)
2 

= (дд ~)
2

, Ј Ј dx dy =2" Ј r dr, 
(А) О 

па су, према (39), највеhе вредности кинетичке и потенцијалне енергије 

а а 

Ekmax=--002 W2 гdг; 2n р'' { 
2 . 

2 '1Сб1 Ј (д W)2 
EPm«X = -

2
- дг Г dг. (52) 

о о 

Функцију W(г) претпоставиhемо у облику реда 

'Л.Г 3 'Л Г 
W =С1 cos -+С3 cos --+ ... , 

2а 2а 
(53) 

и узимајуhи само његов први члан, према обрасцу ( 42), добијамо 

а 

. д Ј[ (1t)2 1tГ 1СГ] - ci - sin2 - -1. (.t)2 С1 cos2 - 2 1t г dr=O 
д с1 2а 2а 2а (54) 

о 

одакле следи да је кружна фреквенција основног облика осцилација 

-~~1t2 +2 2,415~-cr' OOot- --1.= -- -' 
2а п2 - 2 а р1' 

(55) 

те је за 0,5°/0 већа од рачунске вредности оо01 • 



20. ОСЦИЛАЦИЈЕ ПЛОЧА 

20.1. Таласна једначина пдоче. - Плоча може да врши уздуж
не и трансверзалне осцилације, али су ове друге у пракси много важ
није те hемо их изнети. 

Сл. 20.1. - Извођење таласне једначине плоче 

Пpelfliloclliaвљa се да је Плоча, (сл. 20.l.a), од еластичног, хомогеног и 
изolflpoilнoг материјала, и да јој је. дебљина h мала у односу на друге две 

27 Теорија осцилација 
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ди.мензије. Координатни систем Oxyz узеhемо у тежишту. плоче, тако 
да се раван Оху поклапа са њеном сред~-Qом равни; оса Oz је усмерена 
наниже. У след деформаЦије средња раван прелази у криву површину 
- еластичну uовршину. ·лко се претпостави да нека тачка средње 
равни N

0 
(х; ·у; О) прелази (сл. 20.1.Ь) за време деформације у тачку 

N~ (х; у; w
0

) тако да је дуж N0 N~ паралелна оси Oz, онда се може за
кључити, као и у теорији савијања греда, да је еластична йовршина 
ненаllрегнута (crx = cry = 't'xy = 0), те је једновремено и неутрална йовршина. 

Замислимо да смо из плоче исекли паралелепипед, запремине 
h dx dy, (сл. 20.l.c), и претпоставимо, йрема Кирхофу, да боЧне стране 
остају_ равне и управне на неутралну површину, али да се окреhу 
око неутралних о~а· n- n. Означимо са R1 и R 2 главне полупречнике 
кривина неутралне површине који леже у равнима Oxz и Oyz,· онда 
нека тачка N на растојањ у z од ове површине има дилатације: 

z д2 W0 Z д2 W0 

Вх= R-, =·-Z дх" ; Еу= R
2
=-Z ду" (1) 

Пошто је наnрезаље равно (сл. 20.1 ~d, )" то су дилатације 

Вхх=Бх=(с:Јх- р; Оу )јЕ; Буу=Бу=(- (.1 бх + бу)јЕ 

па су нормални напони 

Ez ( 1 · 1) -Ez ·(д2 W0 д2 W0 ) 

O'x=·l-p.2 R1+p.R2 =l-џ.2 дх2+Р. ду2; 

Ez ( 1 1 ) - Ez (д2 w0 д2 W0 ) 

cry= l-p;2 R'J. +р; Rt =l-p.2 ду2 +р. дх2 ; 

dz=O, 

(2) 

где је w
0 
координата померања у z правцу - уrиб - тачке N0 (х; у; 0). 

Вертикално влакно, (р), пресека паралелног равни Oxz, (сл. 20.1.Ь), 
заокренуло се у положај (р') за мали угао ср који можемо заменити 
њеrовим танrенсом, па је ср ~ - дw0јдх. Истовремено се јавља и наги,б 
у правцу осе Оу, те су компонентна померања тачке N (х, у, z) : 

. . д Wo ,1;. д Wo 
U=ZSШcp~Zcp=-Z --; V~Z-y=-Z-дy. ; W, 

дх 

па је клизање 
ди д V д2 W0 

Yxy=Yz=-+-= -2 Z --, 
ду д х дхду 

(3) 

и одговарајуhи тангенцијални напон 

д2 Wo Е 
·t'xy='fz=O Yxy=-20z .--; 0= ---

дх ду 2(1 +р.) 
(4) 
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Из (2} и ( 4) види се да су нап они fix, О'у, txy сразмерни апликати z, 
те је распоред напона у унутрашљости плоче линеаран, због тога су ови 

нап они у тачкама неутралне површине једнаки нули; екстремне вред

ности достижу у тачкама основа плоче. 

Нормалним напонима (2) одговарају нормалне силе на бочним 
странама паралелепипеда које се своде на спрегове - моменте caвu

jaњtl - и које рачунамо за јединицу дужине ивице, (сл. 20.1.е), 

те износе 
h/2 

м' М' Ј d (д2 Wo д2 Wo) 
fx = х=- О'у. Z Z=-~ ду2 +р. дх2 (5) 

-h/2 

h/2 

Мју =А-1;= Ј crx. z dz=~ .(д
2 

Wo +р. д
2 

Wo), 
. д х2 д у2 

-11/2 

где је уведена ознака 

(б) 

која представља ,'lpym.ocт llлvчe (flexural rigidity of the plate). 

Тангенцијалним наhонима ( 4) одговарају .моменти увијаља такође 
рачунати за јединицу дужине ивице паралелепипеда 

h/2 ' , Ј · ) д2 
W0 

'illtx=illlx=- Txy·Z dz=- (1-р. ~ -.-, 
. дхду 

. -h/2 

h/2 . 
' д2 Wo 

illly = Јтух. z dz = (1- р.)~--
дхду 

-h/2. 

(7) 

док танrенцијалним напонима t'xz = 'tx и 'tyl =ту одговарају трансверзалне 

силе за јединицу дужине ивице 

ћ/2 

-Z~=-Jt'xzdz; 
-h/2 

hi'J, 

z; = -Ј "'z dz . 
-h/2 

(8) 

Када се пређе са координатних равни Oxz и Oyz на паралелне равни 

на растојањима dx и dy промениhе се напони (сл. 20.1. f, g) па he се 

променити трансверзалне силе, моменти савијања и увијања. 

27* 
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Према закону о кретаљу средишта плоче биhе динамичка једна

чина (сл. 20.1.!) 

ph dx dy д:~·=[(z~+ дg~ dx)-z~J dy+((z~+ д:; dy )-z;] dx +qdx dy, 
где је q специфично оuтереће!Ье llлоче, односн·о 

(9) 

Због Ј.Уiалих угаоних промена .мо:ЈЈСе се занемарити угаоно убрза!Ье; 
тада моментне једначине за осе О х и О у, (сл. 20.1.!), дају систем 

једначИна: 

[-М~+( м;+ д д~;dу) Ј dx + [-W;+ (w;+ д ~; dx )] dy-

- [( z;+ дд~;dу)сtх] dy--:-0; 

[м;- (м;+ д д~; dx) Ј dy +[w;- (w;+ д :; dy)] dx+ 

+ [( z;+ дд~;dх)сtу] dx=O, 

јер сила z; се че осу О х а сила Z~ осу О у. Своlјењем добија се 

. тј., . 

-~м; д m1; + Z~=O, тј., i'- дм~+ д\lll~ 
дх ду у- ду - дх . 

(10,) 

Диференцирајуhи изразе (10), с обзиром на односе (5) и (7) 

добијамо 

дZ~--СЈ)[д4wо+ ~~1--- 1- ~ ~~. дх - дх4 Р. дх:~дуz Ј ( р.) дх2ду2 ' 

дz;=-Ф[д"wо+ д4 Wо ]-(1- )С5)~~. 
ду ду4 Р. дх2ду2 Р. дх2dу2 · 

Ако се ове вредности унесу у једначину (9) тада lllaлacнa једначина 

uлоче постаје: 

(11) 
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где је уведена ознака дуnлог Лаnласовог ouepamopa 

Llll=Ll2=~+2 д
4 

д4 
. (12) 

дх4 дх2ду2 ду4о 

Буде ли лева страна једначине (11) једнака нули, тада се добија 
диференцијална једначина еластичне nо в р шине савијене nлоче*: 

(13) 

која се може применити и за контуална и концентрисана оптереhења. 

При q=O таласна једначина (11) постаје 

(14) 

где је уведена смена 

а:4 =Ф/р h. 

На овај се начин проблем трансверзалних осцилација плоче свео 
на интегралење линеарне парцијалне диференцијалне једначине чет
вртог реда (14). 

Решење ове једначине тражиhемо у облику производа функција 

w о (х' у' t) = w (х' у) . т ( t) 

па се једначина (14) раздваја на две једначине 

где су уведене смене 

С- w2
; k4 = Сја4 = оо2 phjf}). 

Друга једначина (16), због особина Лапласовог оператора, 

А д W- k4 W = ( д д- k4 ) W = ( д- k2 ) W · ( д + k2 ) it11 = О, 

(15) 

( 16) 

(17) 

распада се даље на две парцијалне диференцијалне једначине другог реда 

(18) 

* Lagrange 1811.; Sophie Germain; 1815. 
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које смо имали и код мембрана, само је прва са негативним предзнаком 
уз W. Овде је у т специфична тежина материјала плоЧе. 

Решавањем ових· једначина, уз задовољење граничних услова, од
ређују се кружне фреквенције осцилација Wтn· Ако је ивица (s) плоче 
у!Слештена онда морају у свима тачкама ивице бити помераља једнака 
нули а такође и нагиби тангенцијалне равни на еластичну површину 

морају бити једнаки нули 
И/(s) =О; (д Wjдn)(s) =О. (19) 

Ако је плоча дуж ивице слободно ослољена онда је уг'иб у свима 
тачкама те ивице једнак нули. Како се плоча моЖе обртати око те 
ивице то мора бити једнак нули и момент савијања око ње, те су, 

дакле,rраыични услови: 
Wcs) = О; M(sJ = О. (20) 

Буде ли једна страна плоче uollluyнo слободна, тада дуж ње нема 
· . ни момента савијања, ни момента увијања нити трансверзалне силе, те 

постоје три грани ч на услова М~= .О; illl:O =0; Z(s) = О. Међутим, Кирхоф 
је показао да се друга два услова своде на један, тако да има само 

два гранична услова 

M(sJ =О, (uрви Кирховљев услов) 

( 
д illl') Z'- -- = О, (други Кирховљев услов), 
дп s 

(21) 

односно 

[~о+ (2-р.) дз Wo] =.0; [д3 1-\;'о+ (2- р.) дв Wo] 
д х3 дх2 ду х д х3 дхду2 у 

КИнетичка енергија осциловања плоче је 

Ek = 1/
2 
Ј Ј Ј р( д ;:• У dx dy dz = 1/ 2 р h Ј Ј(~~·)' dx dy. (22) 

(V) (А) 

о. 

Како су тангенцијални нап они t'xz и t'y: врло мали, то су клизања у xz ~ 
~ у yz =О, па се проблем· своди на равно стшье напрезшьа, те је по-
тенцијална енергија 

E,=Ad = 1/. Ј Ј Ј ( Clx Вх +d, Ву+ <ху Уху) dx dy dz, 

(V} 

која се, с обзиром на (1), (2), (3) и ( 4), може написати и у овом облику 

Ер = 1) ff((~)2 + (д2 Wo)z + 2р. д2 Wo д2Wо + 2 (1-р.)(д2 Wo)2 ]ctx dy. (23) 
2 д х~ д ii! д Х2 д у2 дх ду 

(А) 
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20.2 • .l{ружна плоча.- Као и кQд кружне мембране, (чл~ 19.3.), 
увешhемо пола р не координате r и ср, па диференцијалне једна чине ( 18) 
постају 

д2 w 1 д w 1 д2 w --+- -+- -- ± k2 W= О. 
д r2 r дт r2 д ср2 

(24) 

Решење ових једначина узимамо у истом облику као и код мембране, 
W= R(r) Ф (ср), па се једначина (24) распада на две једначине 

1 ( n2) Ф"+ n2 Ф= О; R" +- R' + ± k2 ..:... - R = О. 
r · r 2 

(25) 

Како за r =О, Нојманова функција има бескрајно велику вредност то 
у обзир долазе само Беселове фунFСцuје Прве вpcllie, али се због вред
ности ± k2 морају узети ове функције и са реалним, Јп (х), и са иl\4а
гинарним аргументом, ln (х), где је х= kr. Функција 11~ назива се .моди
фицирана Беселова фунFСцuја lipвe врсте, реда n, па је, 

n 

f n (Х) = ( i) -п Ј n (1.i) (- 1 )n Је-:х cos t cos nt dt. 
2n . 

(26) 

Она је реална када је n цео број. 
-n· 

Ова функција задовољава другу диференцијалну је~начину (25) 

1~ +Ј_ 1~- ( 1 + n2)fп =О, 
Х• х2 

стављајуhи уместо х вредност xi. 

Према томе је решење једначине (25) облика 

Ф= Csin (пер+ 9); R(r) = Јп(kпr)+К ln (kпr), (27) 

те је закон померања тачака еластичне-неутралне- површине плоче 

w, (г, 'Р• t) = п~О ~~ Cnm [Јп (knm г)+ к nт In. (kпm г) Ј sin n<p siп (l)nm t. (28) 

У случају uomuyнo слободне !Сружне Плоче Кирховљеви услови, 
(21 ), постају 

[ L\ w+ 1-р. д2 ~Ј =0; [!__ L\ w+ 1-:р.Dд22(д w- ~)Ј =о, (29) 
р. д r r=a д r . r дер д r r r=a 

па се из њих могу одредити вредности kпm . и К nm· Чворне линије су 

концентрични кругови (m) или пречници (n). 
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За различите вредности n и т LатЬ и Southwell* дали су у таб
лици 20.1. зависности величине 4 ра4 ro2/Eh2

, при р.= 0,3, од n и т. 

Таблица 20.1. 

о 2 3 

о о 10,61 56,97 

29,67 154,3 443,9 1040 

577 1222 2624 4285 

2983 5266 8574 13287 

Најни:Ј/Са !Сру:Ј/Сна фре!Свенција' и фреквенција виших ха р мо ника (по 

Кирхофу) износе: 

...,., = ~ ~' v 10,61 :; kпm = 2: (n+ 2 т). (30) 

У случају ilomuyнo у к лештене ilлоче гранични услови (19) постају 

(д w)- о 
д Г (r=a) 

(31) 

па су вредности kпm у зависности од n и т дате у таблици 20.2. 

Таблица 20.2. 

~п т' 
1 2 3 

1 

4 

'~ 
о 3,1961 6,3064 9,4395 12,577 

1 4,6110 7,7993 10,958 14,108 

2 5,9056 9,1967 12,402 15,579 

3 7,1433 10,537 13,795 

Кру~не фреквенције можемо добити и по Рицовој методи**. Уз
мимо да је функција 

( 
,2 2 ( r2 з ( г2)~ 

W (г) = С1 1--) + С2 1--) +Са 1 -- + ... , 
- а2 . а2 . а2 . 

* Lamb: Н.-R., V. Southwell- The ViЬration of a'Spinning Disk. PRSL. 1921. 
** Галеркин Б. Г. - Упруrие тонкие плиты. Москва, 1923. 

(32) 
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само функција од. г, тада су, 

д2 W d2 W dW sin2 'q) 
--=--cos2 cp+---; 
д.х2 dг2 dг г 

д2 W d2 W . dW cos2 ср 
--=-.- sш2 ср+---=-
d у2 dг2 dr r 

~И' = _!_ (d2 W-_!_ d W) sin 2ср, 
д х ду 2 d г2 г d г 

те су максималне енергије, (22) и (23), 

а 

Ekmax = 1
/2 р h. 21t w2 Ј W2 г dr; 

о 
а 

Ертах = 2- Ј { W +-;:-W -2 (1-р.) Г Г dг. . 21t 1) [ " 1 '] 2 W' W" } 

о 
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(33) 

Заустављајуhи се само на првом Члану реда (32), изједначењем мак
сималних .Вредности енергија, (33), добија се најнижа кружна фреквенција 

Ако се узму два члана реда (32), онда се добија услов: 

~[ 32 (С~+ 3/2 с1 С2+ 9/1оС~)- 1._ (1/1оСf+ 1/в с1 С2+ 1/нС~) Ј =0 
дСi 3 а2 а2 · 

где је 

{3 = р h а4 ro2 jCJ). 

Он се своди на две алrебарскеједначине 

Сј (64/з-1 /5 {3) + С2 (16- t/в ~)=О; 

С1(16-1/в~)+С2(96ј5- ј/7~) =О, 

па су фреквентна једначина и њени корени 

{3 2 -1958,4 ~+ 193 536 =О; ~ 1 = 104,3; ~2 = 1854, 

односно кружне фреквенције 

.10,21 v~ 
~ОЈ =Q2 ph; 
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Тачније вреДности се добијају из таблице 20.2. те је 

·. _ k;ma2 v~ .. W 10,215 v ~ ,· 
0002 

39,7_71 v ~ ' 
Wnm - 2 -h ' 01 2 h 2 h а р · а· . р а р 

јер су kg1 а= 3,1961; k02 а= 6,3064. 

20.3. Правоугаона плоча . .....: 20.3.1. Слободне осцилације. - Ако 
је правоуtаона плоча, ивица а и Ь, слободно ослсЈFьена, (сл. 20.2. а), 

Сл. 20.2.-Гранични услови за слободно ослоњену и уклештену плочу 

гранични услови (20) ·постају: 

о о м. ' _ д2 Wo · д2 Wo _ О. 
за х= ; х= а; W 0 = ; х- +р. - , · 

д у2 д х2 

(34) 

о ь о м'- д2 Wo ' д2 Wo- О 
за у= ; у= ; Wo = ·; у---т р.--- . 

д х2 ду2 

Ти су услови задовољени када се функција W (х, у) узме у облику 

производа функција 

W(x,y)=sin (mnfa)xsin(n7t/b)y; m=1,2, ... ; n=1,2, ... , (35); 

који смо имали и код правоугаоне мембране. Ако се ова вредност 

унесе у другу једначину (16) добија се 

(а.4+2 а2 ~2 +~4) W -k4 W=O; a=mnja; ~=nnfb; 

па је фреквентна једначина 

k2 тn=1t2 [(m2ja2) +(n2fb2)] (36) 

и кружна фреквенција 

Wmn=1t2 [(m2/a2)+(n2/b2
)] V~/ ph. (37) 

Према (15) решење је облика 
00 се • ттс . nrr [ . Ј 

W 0 = ~ ~ SШ- ХSШ- У Атп COS Wmn f+B тп SШ Wmn f , 
m=l n=l а ь 

(38) 
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где су А и В. константе које треба одредити из почетних услова 

кретања. 

Уопште, кретање представљено законом (38) није uериодичко; само 
ако је однос страна' ајЬ рационалан број (а/Ь=рјq, где су р и q цели 

бројеви), тада је периодичко, на пример, код квадратне плоче. 

Чворне' линије се добијају из услова W=XY=O, те су W= 
=sin (те/а) х sin (тсјЬ) у; W =Sin (2пја) х sin(2пjb) у; W =sin (nja) х sin(2rc/b) у. 

У случају uouiйyнo уклештене uлоче на свима ивица.лш, (сл. 20.2.Ь1 , 

најбоц,е је применити Ritz-oвy методу. Функција облика 

г 

задовољава гранИчне услове ( 19) да су дуж контура 
дW . 

за х=О и х=а; W=O; -. -=0, 
дх 

зау=Оиу=Ь; W=O; дW =0: 
ду 

Како су интеграли 

Г f (д2 

W)
2 

dx dy=83,22 .!!_ С2 ; 
.Ј дх2 as ff (дtW)2 · а 

-.- dx dy=83,22 - С2 ; 
ду2 ьs 

(А) (А) ' 

ff 
д2W д2W 
----· dx dy= 
дхя ду2 

-· - dx dy=23,78-; ff( д2w)2 с2 

дх ду а Ь 
(А} (А) 

Ј Ј W 2 dx dy=0,1651 аЬ С2 , 
(А) 

то изједна.чењем максималних енергија (22) и (23), 

_Е_ h ш2 .0,1651 С2 = ~ с2 [ 83,22 (!!_+$_)+ 4?,
5
6], 

2 2 а 8 Ь8 аЬ 

следи да је најiш:Ј!Са кру:жна фреквенција 

22,45 \ј ь: а2 1 j.p~h . 
{1)11=-;;ъ у а2 +7)2 + 0,571 v 

(39) 

(40) 

'. 

(41) 

За случај квадратне uлоче (а= Ь) најни:Ј!Са кружна фреквенција биће 

(42) 
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Из (37) следи да је за а= Ь најнUЈiса т-сруЈЈсна фрет-свенција слободно 

ослтьене т-свадратне uлоче 

(43) 

Упоређујуhи ове две вредности види се да је најнижа кружна 

фреквенција уклештене квадратне плоче за 82,3% ве!ш од најни~е 
фреквенције исте плоче када је она слободно ослољена. Ут-слештеrье, 

дакле, uовеhава брзину осqиловаrьа uлоче. 

За уклештену квадратну плочу Jguchi* је одредио ове вредности: 

ш а2 vhp 3,646 7,437 10,965 13,393 16,717 24,631 -
л2 ~ 

а за слободну квадратну плочу Ritz :** 

24,68 52,80 71,46 

Ако је правоугаона плоча сЛободно ослољена по двема супрот
ним ивицама (х= О) и (х= а), док су на осталим двема ивицама uро

извоЈЬнu гранични услови (сл. 20.2. с), гранични су услови 

за х= О и х= а су W= О и д2 Wјдх2 =О. 

Решеље једначине · (16) претпоставиhемо у облику реда 

W (х, у)=~ У т (у). sin (ттсfа) х, (44) 
т 

где је У (у) непозната функција. Уношељем у (16) ова се Једначина 

своди на обичну диференцијалну једначину четвртог реда са констан

тним коефиц~ентима 

y1v_2 (ттсfа) У" +[(m1rja)4 -k4] У= О. (45) 

* Iguchi S. - Die Biegesechwingungen der vierseitig eingespannten rechteckigen · 

Platte . Ing. Arch. 1937. 

** W. Ritz. - Ann. Physik. Vol. 28., р. 737, 444 (1909). 
S. Tomatika - Phil. Mag. ser. 7, Vol. 21. (1936). 
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Њена карактеристична једначина је облика 

1.4-2 а2 Л2 + (a.4 -k4) = u2 ,_2 а2 и+ (а4 - k 4) =0; а= mrr.ja, 

са коренима 

1.1 = - 1_5 = [ а,2 .:.__ k2] 1/z; 1_
2 
__ 1_4 = ( а.2 + k2Yis. 

Непозната функција је облика 

Ут(У) =Ат ShЛ1y+BmCЫ~1Y+CmShЛ2y + DmChЛ2Y· (46) 

Интеграционе константе Ат, В т' Ст и Dm одређују се из граничних 
услова на другим_ двема ивицама. 

На пример, када је плоча ивицом у= О слободно ослољена а иви
цом у = Ь уклештена, услови су: 

за у= О је W= О и М~= О то јест д2 Wјд у2 =О; 

за у = Ь ј е W = О и д W ј ду = О, 

те су константе А =С= О. Друге две једна чине су 

Како ове константе не могу једновремено бити једнаке нули, јер не би 
било осциловања, то мора бити задовољен услов 

(47) 

који представља фреквентну једначину. 

Код осцилација плоча Ritz је за функције <pk узео нормалне фунk
ције хо.могених греда. 

На пример, ако је плоча уклештена само по једној ивици (у=О) 
а слободна на осталим странама, узеhемо за нормалне функције функ
цију код конзоле (Х) и функцију за· слободну греду У= 1 (сл. 20.2.d.), 
па је због У'= f!' =О и W= Х"У =Х", те су екстремне вредности енергија 

а Ь 

Ekmax =0,5 ph ш2 I Ј Х2 У2 dx dy= 1,8556 р h ш2 аЬ/2; 
о о 

Epmax =0,5 ~ Ј Ј Х"2 У dx dy =_22,933 D Ьј2а 3 , 

где је Х=А S (~)+В Т(~)+ С U (~)+D V (~); ~=kx. Изједначењем енер
гија добија се најнижа кружна фреквенција ш1 = 3,52 а- 2 [~/р h]1/2. 
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Дакле, дужина uлоче (Ь) не ·утиче на кру:жну фреквенцију uлоче. 

Код uomuyнo слободне uвадратне uлоче Rayleigh је узео за чворну 
линију функцију W= W22 =Xy. Према томе су , екстремне вредности 

енергија (сл. 20.3.а) : 

а 

с)_ 

.~ 

1 

а 

а 

а 

а а 

phw
2 

Ј Ј Е kmax =2? х2 у2 dx dy= 

о о 

phw2 а6 

= -2-.144; 
(48) 

а а 

Е pmax = 2(1- }1) ~ Ј Ј dx dy=~ (1-}1) а2, 
о о 

па је најнижа кружна фреквенција 
w=12 а-2 [2 ~ (1-р.)/р h]1

/2; 

ш=14,64 К за р.=0,25 и ш=13,8 К за p.=l/3, 
где је К= а-2 [~/Р hГ'•. Међутим, Ritz је нашао 

- вредност w== 1~,10 К. 

Када дејствују и концентрисане масе 

може се примени!и метода енергије или 
Ritz-oвa метода. У овоме су случају (сл. 20.3.Ь) 
енергије: 

phw
2 Ј Ј mw

2 

Ekmax =-
2

- . W2 dx dy+-
2

- ~Wi2 ; 

(49) 
Сл. 20.3. - Квадратна плоча 

Epmax = ~ Ј I (~ W)2 dx dy. 

Функцију hемо узети у облику 

W (х, у)=Х (х) У (у)= sin а х. sin а у; a=rcfa, 

те из услова једнаких екстремних вредности енергија следи 

р _h_w_2 _а2_+ _m_w_2 • _4 ·_1 = _~п_4 • 

8 2 4 2а2 ' 

те је најнижа кружна фреквенција 
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Код потпуно уклештене плоче (сл. 20.2. Ь) узеhемо нормалње 
функције обострано уклештених греда 

Х= А 1 S (~) + В1 Т(~)+ С1 U (~) + D1 V (~); 

Y=A 2 S (ч)+В2 Т(ч)+С2 U (ч)+D2 V (ч); ~=k1 х; .fl=k2 y, 

па пошто је Gauss-oвa кривина једнака нули 

(д2 Wјдх2) · (д2 Wјд у2)-д2 Wјдх ду=О, 

биhе екстремне вредности енергија: 

а -ь 

Ekmax = 0,5 р hw2 Ј Ј Х2 У2 dx dy; 

' о о 

а Ь 

Epmax = 0,5 ~Ј Ј( А W)2 dx dy. 

о о 

Овде су 

W=XY; W 11 =X"Y+XY"; (дW)2=Х"2 У+2ХХ" У''+Х2 У", 

а пошто су интеграли 

биhе 

а 

Ј Х2 dx = 1,0359а; 
а 

а 

Ј Х'' Х dx · -12,l75ja; 

о 

ь 

Ј У2 dy= 1,0359Ь; 
о 

а 

Ј Х112 dx=518,52ja 01
, 

о 

002= ~' [ 518,52 (2_+__!_)+2 ( 12,775 )
2 

1 ] 
ph 1,0359 ,а4 Ь4 _ 1,0359 · а2 Ь2 . • 

За квадраlliну уклештену i1лочу (сл. 20.3.с) биhе најнижа кружна 

фреквенција . 

При примени Галеркинове методе имаhемо 

Ј Ј (~6.6-W-ph ro2 W) oW. dx dy=O, (51) 
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па се добија систем алгебарских једначина и детерминанта 

(52) 

са коефицијентима 
(53а) 

(53Ь) 

20.3.2. Принудне осЦилације. У случају принудних осцилација 
потпуно слободно ослоњене плоче користиhемо генералисане координате 

w0=qmп sin (m1tja)x sin (n1tjb) у, 

те су енергије, (22) и (23), 

pabh 

8 

оо оо 

L 
m=l 

3 а Ь 1t
4 ~ i; ~ (m: + п:) q2 т 11 

2 h3 m=1 . n=l а ь 

па Лагранжеве једначине дају једначину 

.. 12 2 4 Q* 
qтп+зООтпqтп=-Ьh mn, 

h р а 

(54) 

(55) 

(56) 

где је Q:п генералисана аоре.мећајNа сила за координату q т п која се 

одређује по закону рада. 

За случај концентрисани х сила F v које дејствују у тачкама 
Nv (~v, 1lv), управно на средњу раван плоч.е, добијамо као и код мем

бране, генералисану силу 

Q* Р • mn ~: . пп ( ) 
. тп= ~FvSШ -c."vSШ- J:)v=cp f , 

v=1 а . а 
(57) 

па је партикуларна решење - режим принудног кретаља -

t 

q(p) 
т п 

4 r Q:n ('r) Sin OOmn {f-'C) dt. 
pabhOOmn • · 

. о . 

(58) 
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Нека је плоча у тренутку f=O била у равнотежи и изложена дејству континуалног 
променљивог опте.реhења р=р0 sin О t, тада је генералисана сила 

Ь а 

Q ~n=f dy Ј р sin ттс х sin nn у dx= 
·а Ь 

о о 

Ро аЬ sin О t 1 ° 
=------ (1-cos ттс) (1 .....:соsлтr)= 

т п 4 р0 аЬ sin О t 

тс2 mn 
па је режим принудног кретаља 

(за т или n 
парно) 

(за т и n 
непарно) 

q Фтп sin О t-0 sin Фтп t . (р) _ 16 Ро [ Ј 
тп- р h тс2 т n Фтп (w=mn- 0 2) 

Уносеhи ово у (54} добија се 

Wo = 16р0 [ ~ 
я2 рh ki 

m=I,3,5, •• n=1,3,5, .. 

оо 

1 mrc nтс Ј ------sin- х sin- у sin О t-
mn (оо2 mп-02) а Ь 

16 Ро О ех:> 00 

л4 V рhФ L L ---------- sin- х sin -у sin Фтп t. 1 тrс пя ) 

тn (;: + ~:){ш2 тп-02) а Ь m=1,3,5 .. n=I,3,5 .. 

Буде. ли у неком члану ових збирова кружна фреквенција О= Ф т п тада наступа 
резонанса, па је период поремеhајне силе Т р =2лј0 једнак периоду једног нормалног 
облика осцилација. 

20.4. Торвијске (увртне) осцилације плоче променљиве 
дебљине*.- Нека се дебљина плоче h мења у зависности од г по за-

h 

: ,~ ; 
1 1 
1 1 

~Ј-~ , r 1 
\ .• 1 

\..Џ а)' 

~ 
·' 

1 

ЬЈ с) L /, ---+-.....____ 

Сл. 20.4. - Торзијске осцилације плоче променљиве дебљине 

кану h = f (г), (сл. 20.4.а), онда је момент инерције елементарног 
прстена за· осу Oz: 

(59) 

* Grammel R. - Drillung und Drilluпgsschwingungen von Scheiben. Z. М. А. А., 1925. 

28 Теорија осцИ.тrадија 
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На унутрашњој страни пр стена, (сл. 20.4.Ь ), јавиhе се тангенцијални 
напон коме одговара торзијски (увртни) момент 

sm,= f Јг dA=f f f г. hг. d0=21tf h г2 ; 

на спољашњој страни прстена дејствује такође увртни момент 

* ·д 'illt 
'lllt = 'illt + -.- dr, 

дr 

па је основна динамичка јед:начина обртања прстена 

.. * д 'illt г 
dlz е = 'illt -'illt =-- dг=2 'lt- (-r h г2) dr. 

д г дr 
(60) 

С обзиром да постоји помераље само у циркуларном правцу (v=r9) 

то су клизаље и тангенцијални напон, 

r=Yxy=~ г~; <=<ху 'оуху=Gг ~ . 
.. :r .(} г " де д r . . д г 
{)f ~![~-"') .J .. :~v 

Уносеhи ову вред~оtт Ђtу (60), "Fобзиром на (59), добија се таласна 
једиачина торзијсиих осцилација плоче 

Р h ,s д2е =о~ ( ,s h де). 
д t2 дг д r 

(61) 

Решење ове таласне јед.начине тражиhемо у облику производа 

функција R (г) и Т (t), те је за стојеће таласе 
е (r, t)=R (r) · Т (t)=R (r) · sin ((!)t +а). (62) 

Уносеhи ово у једначину (61) добија се диференцијална једначина 

- r3 /z - + k2 r3 h R =О , d ( dR) 
dr dr 

(63) 

са уведеном сменом 

У пракси је важан случај промене дебљине плоче по закону 

h=Cfrn, C=const, (64а) 

те се у томе случају, због h' =-n hjr, једначина t52) .своди на Беселову 
диференцијалну једначину 

R''+ 3 -n R'+k2 R=0. (64Ь) 
r 
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Њено решеље је облика 

R=гv [А Ј..., (kг)+В Nv (kг)]; V= 1/
2
n-1 

где су Jv, Nv Беселове и Ној.манове фунFСције_ v-ог реДа. 

За различите вредности n решења су облика: 

n=O R= ~ [А 11 (kr)+B N1 (kr) Ј; 

n= 1 R= ~ [А cos kr+ В sin kr Ј; 
R=AJ0 (kr)+B N0 (kr); 

n=3 R=A cos kr+B sin kr, 

n=4 R=r[(AJ1 (kr)+BN1(kr)]. 

Ова решења морају задовољити· граничне услове. 

435 

(65) 

(66) 

20.5. Осцилације обртних дискова. - Код диска насађеног на 
вратилу, које се обрhе угаоном брзином О, разликујемо три врсте 
осцилација: трансверзалне (осцилације савијаља), торзијске и издужне. 

Трансверзалне (савојне) осцилације. - Према Soиthwell-y* кружна 
фреквенција обртног диска може се одредити обр~сцем ш2=w~ +ш; 
где је w0 кружна фреквенција трансверзалних осцилација истог диска 
када нема обртаља; ш5 је кружна фреквенција услед самог · обртања. 
Прва фреквенција се одређује према чл. · 20.2, а друга се може 
одредити помоhу методе енергије, ако је дебљина диска мала према 
љеговом пречнику. Међутим, за случај дисFСа једнаFСе дебљине може се 
та фреквенција одредити и на начин који су дали Lamb и Soиthwell. · 

Означимо са w компоненту помераља у аксијалном правцу, тада 
су нагиби тангенте на еластичну nовршину плоче у радијалном и 
циркуларном правцу_и љихове промене 

дw 

дг ' 
_Е_ дw dr. дw . i_ (_!_ дw) dep 
д г д г ' г дер ' дер г дер . 

Ако се из диска и се че клин, површине г dг dep, (сл. 20.5.а ), онда 
су силе које дејствују на бочним странама у оба правца: 

(67) 

Fcp = бер h d Г ; Р~= acphdг+d(aephdг), 

* Lamb, Н.- R. V. Southwell - The VЉration of а Spinning Disk. Р. R. S., (1921). 

28* 
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па су љихове пројекције у аксијалном правцу 

дw 
lcp =crrp h dr - ; 

г дер 

* ' д 
Zr = Zr + - (Zr) dr; 

дт 

Стога је основна динамичка једначина : 

д2п,· * * 
phr dr dcp- =-Z,+Zr -Zcp +Zcp. 

д f2 

При h=const таласна једначина ових осцилација uocmaje: 

(68) 

(69) 

у, љој се јављају као непознате величине} нормални напони у ради
јалном и циркуларном правцу (cr, и crcp ) . 

б, г h dtp + d ( б,rhdrp) 

Ь) 

Сл. 20.5. - Радијални и циркуларни напони код диска 

С обзиром на дејство центрифугалне силе при обрта љ у, основна 
динамичка једначина за радијални правац је : 

d (11, r h d<р)-бср h dr d<p+P 0 2 r2 h dr d<p=O,. 
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односно 

(70) 

Означимо са и и v поларне координате вектора померања. Ако 
је и померање стр;з.не AD елемента ABCD (сл. 20.5.Ь), онда је 
[и+ (дијдг)] dг померање елемента ВС, па је радијална дилатација 
е,= дијдг. На циркуларну ди.тЈатаnију утичу оба компонентна померања. 

~ 

;услед радијалног померања дужина лука AD мења се од гdер на 
~ "........... ~ 

(г+и) dep, па је дилатација в~=[d AD-AD] ј AD=иjr. Радијална поме-
раља страна АВ и DC биhе v и v+ (дv ј дер) dep, па је дилатацији е;= 

= (дv ј дер) dep ј гdер = (1јг) (дvјдер). Према томе су компонентце дилатације 

ди и 1 дv 
Ег=-; Scp =-+- -. , 

дг г г дер 
(71) 

Елемент ABCD после деформације npehи he у положај A'B'C'D' 
Страна AD заокренуhе се за угао (1/г) (дијдер), а страна АВ за угао 
дvјдг, у коме је садржан угао обртања vјг и угао деформације, тако 
да је клизање 

1 ди дv и 
у,ср =- -. -+---. 

r дер дг r 
(72) 

Веза између напона и дилатација за ова два управна nравца дата 
је овим једначинама 

(73) 

Елиминисањем померања и из (71), јер је за овај случај v =О, добија се 
веза између компонентних напона 

( дсrср дсr,) · 
г --р.- .+(1 +џ.) (crcp-Cf7)=0. 

дг дг 
(74) 

Када је дебљина диска константна (h = const) тада једначине (70) 
и (7 4) постају 

d~ 2 
г ~+e>,-Cfcp =-р 0 2 г ; 

(75) 

( дСЈср дСЈ,) 
Г --р.- + (1 +р.).( бcp-t:S7) =0. 

дг дг . 
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Њихова су решења 

бr = А + В г-2 - а. 0 2 r2 
; 

г де су А и В константе и 

а.= 1fs Р (З+р.) ; 

~ = 1/ 8 р (1 + 3 t-t). 

Како је за r =О, бер =О то је. В~ О, и за r =а, crr =-О то је А== 
==а. 02 а2 , па су компонентни напони 

(76) 

те таласна једначина (69) постаје 

(77) 

За cmojehe таласе њено решење hемо претпоставити у овом облику 

оо .оо ( r )т w= ~ ~ Ст - cos n ср cos Шs t' 
m=l n=l а 

(78) 

где су т и n цели бројеви који представљају бројеве чворних .преч
ника (n), односно чворних кругова (т). Када се унесе (78) у (77) 
добијају се помераља и кружна фреквенција осцилација, коју изража-
вамо следеhим односом 

р (wsfO,) =а. [(2 ·т+n)2 + 2 (2 т +n)]-~ n2. (79) 



ДЕО ЧЕТВРТИ 

21. ОСНОВИ НЕЛИНЕАРНИХ ОСЦИЛАЦИЈА 

У првом делу проучили смо осцилације система са једним степе
ном слободе претпостављајуhи да је деформација опруге линеарно 
зависна од дејства силе, то јест да је реституциона сила била _:ех, 
што значи да је деформација била у складу са Хуковим законом 
(сл. 21.1. а). Исто смо тако углавном посматрали и амортизоване осци
лац~tје када је отпор сразмеран првом степену брзине. У овим сл у-· 
чаЈевима се проблем осцилација дао математички приказати хо.моге.ном 
или нехомогеном диференцијалном једначином / другог реда са FCOH
clliaнlliним FСоефицијентима. Међутим, у пракси се cpehy и случајеви 
са нелинеарним коефицијентима, као код математичког и физичк()г 
клатна коначне амплитуде, где је карактеристика опруге крива 

- синусна линија. У другим случајевима су криве линије параболе 
вишег реда. 

Док су се у случају линеарних осцилација м0гла наhи тачна 
решења дотле се у случају нелинеарних осцилација могу срести инте

грабилни и неинтеrрабилни случајеви. Општа метода рада је интегра
лење помоhу редова, односно нумеричка и графичка квадратура. 

21.1. Слободне нелинеарне осцилације. - У случају слободне 
нелинеарне осцилације основна динамичка једначина биЦе 

(1) 

где је а инерциони коефицијент а· Fe (q) peclliиlliyцuoнa сила која зависи 
од генералисане FCoopдинallie q. Ова се једначина може написати у 
облику 

(2) 

где је k коефицијент пропорционалности такве димензије да једначина 
буде димензионо задовољена, на пример ако f(q) има димензИју коор-
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динате q онда k2 има димензију [Т-2]. У случају да је f (q) = q, биhе k 
једнако кружној фреквенцији слобоДне хармонијске ли·неарне осцила
ције (w); у сваком другом случају разликује се од ње (k=Fro). Сила 
- Ft (q) представља реституциону (еластичну) силу осциџатора а њен 
извод по деформацији d Fefd q круто ст опруге овог осцилатора. Код 
хармонијског осцилатора она је линеарна, међутим, када се при пове
hању деформације повеhава крутост она је јака (сл. 21.1. Ь) . па је 
и осциловање јако. Обратно, када се при повеhању деформације сни
жава крутост онда се каже да је ·слаба, па је и осциловање слабо 
("меко"). Крутост ·може бити сu.лLеШри,чна (сл. 21.1. а, Ь, с) и несиме
mрична у односу на равнотежни положај (сл. 21.1. d). 

. а) 
с) 

Fe. 

С.л. 21.1. - Крутости опруга нелинеарних система: 

а) линеарна, Ь) јака, с) мека, d) несиметрична 

сј) 

Једначина (2) раздваја променљиве Пq се множењем са d q = q dt 

може извести прва квадратура 

q 

q2 = v2 = - k2 Ј 2 f (~) d ~' (3) 

qo 

где је q
0 
амплитуда за коју је v =О а ~ је ншщ променљива. Из једна~ 

чине (3) следи да је први интеграл 

q(q)= v(q)= 'f k V 2[Јю d~. (За) 
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Поновном квадратуром, због v = q, добијамо да је 
q q 

1(q)= Ј~= _1_ f dч , 

f> о V(ТЈ) kl/20 1/ Ј!(~) d~ 
. I] 

(4) 

где је узето да је t =О када је и q =О, а fJ је нова променљива. Ако 
се време рачуна од тренутка t =О када је q = q

0
, онда је 

q 

t(q)=-J dч . 

•• k '{2 v l 1 (~) d ~ 
(4а) 

Знак минус показује да координата q опада када време t расте. 
Како се у овом случају добија зависност t(q) то се ~нверзијом добија 
закон кретања q = q ( t). 

Када је функција f (q) дата аналитичким изразом, што је чест 
слуЧај, тада се интеграл под кореном у једна чини ( 4) може лако 
израчунати, јер је 

па је време 

Qo 

Ј f(~)d~=J(qo)-J(ч), 
I] 

q 

t(q)= ~Ј dч . 
kl/2 l/J(q0)-J(ч) 

о 

(5) 

(б) 

С обзиром на могуhност интегралења интеграла (5) разликују се инте
грабилни и неинтеграбилни случајеви. У овом другом случају приме
њују се или ну.меричке или графичке .методе. 

На пример, код Праволинијског хар.монијског осциловшьа је f (q) = q= х, па је 
k=w=Jfcjm. Тада, према (5), добијамо 

Х о 

Ј s d s= 1/2 сх6-112). 
I] 

па је, с обзиром на (6), закон кретања 

х 

1 Ј di] . 1 х 
t = - "'' = - arc sin- , 

w У х~-112 Ф Хо 
о 



~ . 
1 

1 
1 ј 

442 Теорија осцилација 

21.1.1. · Синусна карактеристика (клатна). - Код математичког 
и физичког клатна, (чл. 2.1. и 2.3.), карактеристика је синусна~ линија, 
коју смо за мале амплиту де заменили тангентом у координатном 
почетку. Генералисана координата је угао ср, па је, према (6), 

ср 

t=-1-J сtч 
k v2 1Ј cos !) - cos сро ' 

(7) 

о 

где је k2 = gjl; l је дужина математичког клатна или редукована дужина 
физичког клатна (l, ). Како је cos а:= 1- 2 sin2 

( ај2), то се смена ма 
. 1ј . 1/ J.i.,. \, SШ 2 ср0 = 8; . SШ 2 ср= t.~Щ.'l\~' 

__ СЕ/~·.; 

интеграл (7) своди на нормални елиишичн:и иншеграл 

е 

1 Ј cte 1 
t;;;. k у 1-e.2 sin2 e = k р (в; е), 

о 

модула е и амплитуде е. 

Период осцилације је 
rt/2 

4 Ј cte 4 Т= -k Vl <> • 29 = -k К (е.; 1j'l.n); 
-е.~ Sl11 

о 1 

uрве врсте: 

(7а) 

(8) 

К (е.; 1 /
2 
л) је uomuyнu елиuтичн:и интеграл uрве врсте, моду ла е. и ампли

туде 1/
2 
л. Период осцилације зависи, дакле, од моду ла е. 

2 л [ 1 1 2 9 · 4 25 4 Ј ( ) т = k + 4 е. + 64 е. + 256 е. + . . . = f е. • 
(8а) 

Однос периода Т и nериода Т0 када је карактеристика права 

линија (случај .малих осцилација) износи 

(9) 

па су зависности kT/4 и !:::.. од амплитуде ср0 приказане на сл. 21.2. а. 

Закон кретања изражава се помоhу Јакобијеве елиптичке функQије~: 

ср= 2 arc sin [е. sn kt]. 

Облици осцилација показани су на сл. 21.2. Ь. 

* kt= F (в; 8)=И, 
sin 8=sin am kt=sn kt; 

f= f (8); 8=8 (t)=am u=am kt; 
cos 8=cos am kt=cn kt; dn kf=(l-;k2 sn

2 
kf)lf2. 
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21.1.2. Параболич«а «араi<теристиi<а. - У овоме случају су 
карактеgистике дате као параболе вишег реда, те је 

f (q) = (sign q) q2P; f (q) = q2P+1, р= О, 1, 2, ... , (11) 

па су једначине кретања 

q + (sign q) k2 q2P =О, q + k2 q2P+1 =О. 

Ь) 

гл 

31( 
г 

!lr 

1( 

г 

~ 

о 1r 

Сл. 21.2.- а) Утицај коначних амплитуда на период осцилација физичког клатна, 

Ь) Облици осциловања: ј јако, т слабо, h хармонијско 

Пошто се кретаље посматра само за четвртину периода, то се једна
чина може написати у облику 

(12) 

Према (б) биhе 

t()=l_Vn+l 
q k 2 n-1 qo 

( 13) 

где је уведена смена 'Ь=ч/q0 • За n=O, n=1, n=2 и n=3 проблем 
се своди на обичне или елиптичке интеграле. 

Период осцилације је 

1 

4 1 [y· n +
2 

1Ј( d ь Ј 4 1 Т= k Vqg-1 о. VJ-t;nн =у· 'iqg-1 >/!(п). (14) 
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Вредности функције 'f (n) и интеrрали дати су у таблици 21.1. 

за вредности од n= О до n= 3. 

Таблица 21.1. 

n о 1 2 3 

- qfqo q/qo 

1 v-t ~-q) 1 q 1 ~т Ј d~ V2 Ј d~ 
t (q) k 2q0 \1- 1- qo 

arc sin-
k qo k 2qo vгт~ kq0 у1-~4 

о о 

'V (n) у2 ЈС/2 1,714 1,8541 

На елиптичке интеrрале своди се и случај симешричне картсте
ристике у односу на координатни почетак (сл~ 21.1. Ь, с). У овоме слу-
чају је диференцијална једначина 

aq +c
1
q+c

3
q3 =0, односно (j+k2 (q+aq 3

) О. (15) 

Због тога што је 
q q 

J(q)= Ј f(~)d~= Ј (~+a~B)d~=1/2(q2+1f2aq4), 
о о 

(16) 

1 rq dч 
=т. V(q~-rћ[l+1/~a(q~+ч2)]. 

о 

Уводеhи смене ч/q0 =Ь, qjq0 =Z, 6=aq6, горњи интеrрал своди се на 

елuпmички интеграл Прве врсте 
z 

t=_!_f dЬ - . 
k V(l-Ь2)(1+2е-1+Ь2),1Ј2е 

о -

(16а) 

У случају општијег параболичког закона карактеристике приме

љује се метода аuроксимација, а најзrоднија је Л~!!(lll!JlJ~ШC!.Б_(l_______,~~Шo_[{!!_:: 
Нека је диференцијална једначина облика --- -- -

(17) 

* Линдстедт, Мемуары С. - ПетербургскоИ Акад. Наук, 1883. год. 
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онда се може написати и овако 

(j+k2 (q+a1 q2+a2 qs+ ... ) =0, 

где су коефицијенти а= Cv+1/c1• Уведе ли се нова променљива 

r= t k v1 +р, 
која представља "бездимензионо време," а р константу, тада једначина 
(17 а) постаје 

d2 q 
. (1 +р)- +q= -(0:1 q2+a2 qs+ ... ). 

d r 2 (1 

Ако је q0 највеhа амплитуда, за f=r=O и;dqjdr=O, о-нда се поме
рање q може развити у ilollleнцujaлни ред облика 

2 --. 3 г: . 

q=qo~1(r)+qo~2 (t)+qo~s(r)+ ... , (20) 

где су ~ (r) функције, које због датих почетних услова задовољавају 
нове услове 

~1 (О) о; 1; 

~1 (О)= О; 
~2 (О)= О; 
~2 (О)= О; 

~s (О)= О; ... ; 

~3 (0)=0. 
.::. d ~ 
1;=-. 

dr 
(21) 

Да би се добила само ilериодичка решеНЈа, узимамо и константу у 
облику реда 

Р=Р1 qo+P2 qб+рз qБ+ · · · . (22) 

Унесемо ли (20) и (22) у (19), тада сравњењем коефицијента уз исте 
степене од q0 и с обзиром на (21), следи систем диференцијалних 
једначина: 

~~ +~1 =0; 
•• •• 2 
~2+~2= -р1~1-а;1 ~~; ' 

·"%'? • • •• • • :!r\ 
~s +~в= - Р2 ~1- Р11·~2- 2 а1 ~1 ~2- а;2 ~('; 

(23) 

... •• .. .. 2 2 4 
~4 +~4 = - Ps ~1- Р2 ~2-Р1 ~з- а1 ~2- 2 а1 ~1 ~з-3 а2 ~~ ~2- аз ~~-

Прва једначина има решење ~1 = cos r. Да би решење ~2 било 
периодичко, то јест да не би било резонансе, мора на десној страни 
друге једна чине отпасти ·члан са cos r, те мора бити р1 =О. Због тога 
је решење 

~2 = - 1
/ 6 а1 (3-2 cos r- cos.2 r), 

па .је треhа диференцијална једначина: 

.. 2 2 2 
~з+- ~s = - 1/з а1 +СР2+ 5 / 6 а1- 5/4 а2) cos !-1/ 3 а1 cos 2 r-

-- (1/4 а-2+1/6 cos 3 r. 
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Да би се опет/ избегла резонанса треба ставити да је вредност ••'-'11-'U.''"" 

уз cos т једнака нули, те је константа 

и решење 

' р 2 ==- s 14 а 2 -
516 ar 

~а= _1/ з ai + (29 /144 a.I- 1/ S2 а2) cos ! + 119 ai cos 2 ! + . 

+ (1/48 а~+ 1 /s2 СЈ.2) cos 3 !. 

Уношењем ових решења у (20) добија се закон кретшьа 

q == { - 1/2 а1 q5 - 1/ а а~ qg + · .. } + 
+ { qo + 1/s а1 q6+ (29/144 ат - 1/s2 а2) qg+ .. . } cos t+ 
+{ 1/ 6 а1 q6+ 1/ 9 а1 q~+ .. . } cos2 т+ 

+ {1 /48 ai + 1/ s2 а2 + · · . } qg cos 3 ! + .. · 

Период осцилације је 
Т= 2лјk V1 +Р· 

За другу апроксимацију, према (22), биhе константа 

Р = ( 3/4 а2 - 5/6 а ђ qб, 
па како је мала величина у односу на јединицу добија се приближна 
вредност периода 

(2ба) 

За два карактеристична случаја карактеристика симетричних у 

односу на почетак и на ординатну осу 

а q+ct_q+c3q3 =0; а ci+c~ q+c2 q2 =0, 

биhе периоди и кружне фреквенције 

Т= 2 л ( l - 318 а2 q~) / k; 

(!) -== __ lf_f1±.!/ 8~2 q~);_ 

Т= 2n (1 +5/ 12 ai qб)/k; 

ш= k (1- 5 /12 a.i q5). 

На пример, за математичко клатно биhе једначина 

q;+ k2 sin ср= ~+k2 (ср-1/6 <ra+ 1f1zo <ps± ... ) =О, 

(25Ь) 

те су k~=gfl, а.1 =0, а.2 =- 1/6 , а.8 =0, а.4 = 1/ 120, т=2rctjT, па су период осцилације и 

закон кретања 

Овом методом можемо решити и друге неинтеграбилне спучајеве. 
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Диференцијална једначина амортизованих ОСЦИЛЗЦија са Oflillopoм 

сразмерним квадраmу брзине (Fw = - Ь х2 sign х) при кретању налево 
(х< О) има облик х - 1/2 о х2 + k2 х= о. Почетни услови су: за t =о, х= Хо, 
х0 ::;;; О. Узимајуhи смену (18) горња диференцијална једначина постаје 

(1 +р) х+ х;::: 1/2 o(l +р) х2 =а (1 +р) х2 ; ~= dxjdr 

са условима: за r =О су ~1 = 1, ~1 =О, ~~==О, ~~=О. за i = 2, 3, . . . . 
Помоhу (20), за q =х и q0 = х0 , и (22), задржавајуhи се до степена х~ 
добијамо систем једначина 

-~1 +~1 =0, ~1 =cost, р1 ==0, ~1 =-sint, 
•• •• • 2 '2 
~2 + ~2= -р1 ~1 +а ~1 = u ~1 = +а sin2 т= 1/ 2 а: (1-cos 2 т), 
•• ;:· '2 •• • • •• • • 
~3 + ~3= -р1 <;: + Р1 а ~1- Р2 ~1 + 2 а ~1 ~2 = - Р2 ~1 + 2 а ~1 ~2· 

Према предњем поступку биhе: 

~2 == А 2 с о s т + В 2 sin r + 1/ 2 а + 1 ј 6 а со s 2 т = 1/ 6 а: [3 - 4 cos т + cos 2 т], 

·~3 + ~3 = - 2
/ 3 а2-+ (1/3 СС2 + р2) cos т+ 2/ 3 а2 cos 2 r- 1/ 3 а2 cos 3 т, 

1ј 2 Р2 = - s о:, ? 

~s = 2
/ 9 о.2 + -61

/ 72 а2 cos r- 2/ 9 а.2 cos 2 r+ 1/ 24 а2 cos 3 т, 

па је 

х~ (1
/ 2 а xg- 2

/ 9 а2 xg) + (х0 - 2
/ 3 а: х~+ 61

/ 72 а2 х6) cos т+ 

+ (1
/ 6 а х5 :- 2

/ 9 а2 х~) cos 2 т+ 1/ 24 а2 xg·cos 3 т. 

За r=n је х=О; тада је амплитуда 

х1 ~ -- :Хо+4/3 а xg--16/9 а,2 xg+ . . . . 

За сс=О је х=х0 cos т, х1 = -х0 • 

Време првог хода (од х= х0 до х= х1) износи 

Т= njk V 1 +р= :rcjk V 1-1/ 3 а2 х6 ~n (1 + 1/ 6 а2 хб)/k. 

21.2. Приuудне нелинеарне осцилације. - У случају просте 
принудне нелинеарне осцилације без отпорне силе чија је диферен

цијална једначина 

aq+Pe(q)=Q(t)=Q sinOt (26)_ 

може се приближно решење одредити помоhу · Duffing-oвe методе.* 

* Duffing G. - Erzwungene Schwingungen bei veranderlicher Eigenfrequenz und 
ihre technische Bedeutung. 1918. 
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Нека је карактеристика опруге симетрична у односу на коорди

натни почетак, онда је диференцијална једначина 

а q + с1 q + с3 q3 = Q sin О t 

па је 

где је h = Qfa. 

Ако се решење претпостави у облику 

q= Csin Ot 

онда уношењем у (27 Ь) биhе 

q=[h-k2 (C+ 3/ 4 a 2 C3)] sinOt + 1
/ 4 k2 a 2 C3 sin 30t. 

Двоструким интегралењем добија се прва апроксимација 

(27а) 

(27Ь) 

q""' ~~ [ h-k2 с - ~ k2 
"• c•1sin Qt- k;p ~'sin 3 ш. (29) 

',/ 

Изједначењем израза (28) и (29) следи однос између кружне фрек
венције принудне силе, амплитуде и кружне фреквенције слободних 
осцилација 

(02 -k2 ) C+h= 3/ 4 k2 a 2 J; C=qo. 

За h =О. добија ~е вредност (25 Ь ). 

Закон кретања је 

q =С sin О t- 1/ 36 (k/0)2 а2 С3 sin 3 О t. 

У случају резонансе. амплитуда постаје 
3 

С = V 4 h/3 k2 а2 

па је за а2 <О негативна 

(30) 

(31) 

(32) 

Амплитуде се могу одредити и графички. Нека је карактеристика 
симетрична у односу на О, (сл. 21.3. а), онда се из (26), а према (28), 
добија зависност амплитуде од_f!iЛе 

1----~---'~ 

\ f (С) ;:: h + 0 2 С. (33) 

Ако се из О пренесе вредност h и из повуч.е права коефицијента 
правца 0 2 , она he сеhи линију карактеристике (крутости) у трима 
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тачкама чије апсцисе одређују амплитуде С принудних осцилација. 

Промена амплитуде у зависности од фр-еквенције приказана је на 
'сл. 21.3. ь. 

а) t 
iFc 
i 
.i 
! 

с Ь) 

qs 

t5 г 

С.л. 21.3. - Графичко одређивање амплитуда за случај 
симетричне карактеристике 

Ј2 

У слов за кружну фреквенцију може се одредити и помоhу 
закона рада. Интегралењем једна чине . (26) у границама од q =О до 
Ь =С добија ое 

с с с 

Ј а q d q = Ј Q sin Q t d q Ј Pe(q)dq, (34) 

о о о 

а према (28) биhе 
с 

QC+a02 (?-2f Ре (q)dq=O. (35) 

о 

Назначени интеграл се може израчунати рачунским или графич~ 
ким путем. 

На приме~, за случај симетричне карактеристике, (27), биhе 

(Q2-k2) C+h=11"l а.2 k2C3. 

За h =О добија се вредност 

ro = k У 1 + 112 а.2 С2 ~ k ( 1 + 114 а.2 С2) 
која се разликује од (25 Ь). 

У случају просте принудне осцилације са oililiopнo.м силом која 
није линеарна функција брзине 

а (z+ Ф (q) + cq = Q sin Q t, (36) 

29 Теорија осцилација 
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проблем се своди на просту принудну осцилацију са линеарном отпор

ном силом ако се одреди, према Jacobsen-y,* модифицирани коефици
iент отпора ~* из услова једнакости рада отпорних сила за 1

/ 4 периода 

осциловања: 
тс/2 nj2 

I ~*qdq= Ј Ф(q)d_q. (37) 

о о 

У случају када је . ..V\,. 
Ф(q)=bq~ (38) 

тада су, с обзиром на (28), интеграли 

о о 

где је Г гама функција:/;* 

Г (р) = Lim (n- 1) 1 пР 
n-+ оо р (р+ 1) · .. (р+ n- 1) 

* Jacobsen L. S.- Steady Forced ViЬration as Influenced Ьу Damping. ASME, 1930. 
** Неке особине гама функција јесу: 

n/2 

Ј sinP-1 xcosq- 1 xdx = 

о 

г(~) г(~) 
Г(.t+1)=хГ(х); Г(2+n)=(n+1)Г(n+ 1); 

2Г (p;q) 
'Jt/2 

Ј cos11 + 1х d х= 
о 

г (~)г (1+ ~) Г (2_) =y' n; г (х+_!_) = y!r Г(2х) ; 
2 2 22х-1 Г (х) 

2r(~) 
\ 2 

Г (l+ ~). = yn Г(1+п) 
. 2 2n Г ( l;п) 

тсј2 

Ј cosn+ 1 х dx 

о 

п; 1 Г (п; 1) = Г ( п;з) ; 
Vn Г(2+n) 

1[ 

2n+2 

2 ( n+З) (п+1)·--Г -.-
. n+1 2 

Г(2~) 

r (2+n) . 

~ ( п;3)' 
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Изједначењем ових вредности добија се модифицирани коефици-

јент отпорне силе 

~*:::: ь;vсп-1 Qn-1, 

где је 'о/ коефиЦијент који зависи само од експонента n. 

Промена овог коефици

јента од експонента n прика-
зана је на сл. 21.4. 

Даље рачунање своди се 

на поступак изнет у чл. 4.2., 
о бр. 20, па је амплитуда 

C=N= 
h 

(39) 

О, 5 .,__ _ _.__ _ ___.__ _ _._ _ ___._ _ ___.~~n 

21.3. Примена Галерки
нове методе. - У случају 

нелинеарних осцилација може 

се такође применити Галерки

о г з 4 

Сл. 21.4. - Графички начин одређиваља 

модифицираног коефицијента отпора 

нова метода, (чл. 18.6.4.). У овоме случају једначина (110)опомену-

тог члана постаје 
т 

Ј[ а {ј+Ф (,j)+F, (q)- Q (t) Ј <р, (1) di= О. 
о 

а интегралење треба извршити за један цИклус кретаља. 

( 41) 

На пример, за случаЈ осцилације представљене једна чин ом (27 а) 
узеhемо да је q =С sin Q t па уношењ~м у ( 41) добијамо алгебарску 

једначину 

Узмемо ли 

q= ci sin Q f+ с2 sin 3 Q t, 
" 

добили бисмо две алгебарске кубне једначине помоhу којих можемо 

одредити ·константе С; када се знају параметри k, Q, а2 и h. 

У случају просте принудне осцилације са отпорном силом једна

чина ( 41) постаје 

т 

Ј [ Х"+2б X+k' (х+а2 х')- h cos Q t] <р1 dt= О. 
о 
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Претпоставимо .ТЈи, због гушења, решење у облику 

2 
Х=~ ck <f>k=C1 cos о t+C2 sin Q t Ncos (Q t-a), 

k~ . 

. 2 2 
N2 =C1+C2; tga=C2/C1, 

где су N и а амплитуда и померање фазе, једначина ( 41) постаје 

' 21t 

( { [ (k2 -D2) С1 +26 о С2] cos е+ [(k2 - 0 2) С2-2 а о С1] sin е т-
,Ј 

о 

+k2 а2 [С~ cos3 е+ С~ sin3 е]+З k2 а2 С1 С2 (С1 cos е + С2 sin е) sin е cos е-

-h cos е} q>1 (9) cte=O, е=о t. 

Интегралењем добијамо систем алгебарских једначина 

[(k2-02) + 8/ 4 k2 а2 N2] С1 +2 6 Q С2 = h; 

-2 а о с1 + [(k2- 02) + а;4 k2 а2 N2) с2 =о, 

из којих одређујемо амплиту ду и померање фазе обрасцима 

'(h/N)2 =д.; tga=26D/Vд-462 Q2; 

д. = [(k2-Q2) + з/4 k2 а2 N2]2 + 4 {)2 Q2. 

За а2 =О добијају се познати обрасци (чл. 4). 

21.4. Метода хармонијског баланса. - Ова је метода* у ствари 
специјалан случај методе Ritz-a и Галеркина а у теорији ре гу лисања 

позната је као метода оаuсне функције ("das Verfahren der BesclнeiЬ~ 
ungsfunktion "). Њу hемо приказати на једноставном проблему осцило
вања вођеног диференцијалном једначином 

т х + t (х, х) = т х+ t (х, v) = а, 1) = х. 

Претпоставиhемо да је закон осциловања хармонијски, 

х= R cos ы t, х·= v = - R w sin ы t. 

(42) 

(43) . 

* · Крылов Н. М. - Боголюбов Н. Н. - Введение . в нелинейную механику· 
АН УССР, Киев, (1937). 
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Ове изразе унеhемо у функцију f (х, х) и развити је у т_е_~~?нометриј-
ски ред, стављајуhи да је · 

-------~-----

!(х, х)= f (R cos w t; ~ R w sin оо t) = а1 cos w t + Ь1 sin w t = 

~ ~ х - !!Ј_ ; = с* х + Ь* х 
R R ·. 

где су с* и Ь* нови коефицијенти 

2!1' 

с*= -1 Ј f (R cos rp, -R w sin rp) cos rp d rp ; 
:rrR 

о 

21t 

Ь =2Jt(R cos cp,-Rwsinrp) siпrp d rp; 
:rrRw 

о 

rp =w t. 

(44) 

(45) 

Овим се диференцијална једначина ( 42) свела на "линеаран" облик 

т х+Ь* х+с*х=О или х+2о* x+k*2 х=О 

где су сада коефицијенrи Ь* и с* функције амплиrуде (R). 

ПримениtvЮ ову метод~ на van 1der Роl-ову једначину 

х- (а-~ х2) х +х= О; 

С обзиром на ( 43) овде he бити функција 

t (х, х) = R cos rp + R w (а-~ R2 cos2 rp) sin rp; rp =w t; 

па пошто су интеграли 

2:rr 2:rr 2rc 2rc 

(46) 

(47) 

Ј sin2 <р d <р= Ј cos• <р d <р=";- Ј sin <р cos 'Р d 'Р= Ј sin 'Р cos3 'Р d 'Р= О ; 
о о о о 

21t 

ј cos2 rp sin2 rp d rp = :rrj4 

о 

то су коефицијенти с*= 1, Ь* = (~ R2 -4 а)/4. Из ( 46) добијамо коефи
цијент гушења и фреквенцију 

о- ~R2.....:.4a. w= -у l-o2. 7 
- '8 т ' 
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21.5~ Метода лагано променљиве амплитуде. - Ова се метода 
примељује за непериодичн:е Процесе, !ia hемо је применити на једначини 
на коју је први пут применио ову методу· van der Pol. Претпостави
hемо \ решење у облику ( 43) али са променљивом амплиту дом, те следи 

х= R (t)' cos ср; х= R cos cp-R w siп ср; 
(48) 

х·= R cos ср- 2R w sin ср - R w2 cos ср; ср= w f. 

Главна замисао ове методе ј.е у томе да је функција~ R (t) таква да се 
врло споро меfЬа са временом, те се може ставити 

k <, R w; R <, R ш2 ; х= R (t) cos ср; .Х~- R со sin ср; (49) 
;;~ -2 R w sin cp-R w2 cos ср. 

Ако се сада функција f (х, х) апроксимира Фуријеовим редом 

тада се добија 

(50) 

Пошто ова једначина мора бити испуњена за свако t, то морају 
изрази у загради бити једнаки нули, те he бити 

а1 = R w2 ; Ь1 = 2 w R. (51) 

Када се релације ( 49) унесу у једначину ( 47) биhе 

f(x, x)=x-(a-px2)x=Rw[a-(R2 P/4)]sincp+Rcoscp

-(R3 ы ~/4) sin 3 ср; cp=w t, 

па се обзиром на (50) и (51) добијају вредности 

a
1
=R; b 1 =Rы[a:-(R2 ~/4)]; w2 =1; R=R[a:-(R2 ~/4)]j2. (52) 

Када је R= О тада 'је амплитуда стационарног режима Rst = 2 Vafp. 

Сменом у= R2 , у= 2 RR, последња једначина (52) своди се на 

АЬеl-ову диференцијалну једначину 
7 

у= dyjdt =а у:_(~ у2ј4) 

чије је решење у= R2
, те су 

У= 4 ај~ [1- (1- 4 ој~ у0) е~]; R (f) = Rst/V 1-[1- (Rst/R0)
2

] e-at' (53) 

где је R0 почетна амплитуда за f=t0• 

За а< О амплитуда R асимптотски тежи ка нули када t-н:ю, а за 
а>О тежи асимптотски вредности Rst, па било да је R0 >Rst или Ro<Rst· 
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21.6. Фаане криве. - За геометријско предочавање осцилатор
ног процеса много се користе фазне криве, поготово у теорији нели
неарних осцилација. 

Кинематичке једначине хармонијског праволинијског осцилатора 
су (сл. 1.1): 

x=Rcosшt; х= Rшsinшt; ·Х= -ш2 х; (xjR)2 +((/Rш)2 =1. (54) 

Последња једначина приказује дијаграм брзине и пута; он је елипса, 
Полуоса R и R ш (сл. 21.5.а). 

а) 

1 
·1 

1 
1 
1 1 

Ь---ь 

N~ 

1 
1 1 

1 

1 1:·• 
1 1 
1 1 

l l ь 
О N' No 

d) 

Ь) 

х 

. yt ( 5x+i)jp 
. 1 

1 

Сл. 21.5. - а) Фазне криве; Ь) фазне трајекторије и линије енергије; с) фазна трајек
торија осцилација са трењем; d) фазна трај<:кторија слабе амортизоване осц-илације; 

е) фазна трајекторија јаке амортизоване осцилације 

Пошто је стање осцилаторног процеса одређено величинама х и х 

(елонгаци}рм и брзином) то овај дијаграм (х, х)· Има велике прак

тичне важности. раван Охх у којој узимамо координатне осе Ох (елон
гације) и Ох= Оу (брзине) назива се. фазна раван а координанте х и 
х= у јесу фазне ЈСоординате. Покретној тачки N' на правој Ох (сл. 1.1.) 
одговара тачка (х; х= у) у фазној равни Охх. Она се назива репрезен
тативна тачЈСа или лиЈС покретне тачн:е. Док се тачка N' креhе осци-

латорно од почетног положаја N0 до конјугованог положаја N0 и 

натраг, дотле се лик 91 (х, х) креhе по елипси, полуоса R и R w, па 
се она назива фазна крива или фазна трајеЈСШорија. 

Пошто су енергије и крутост опруге 

Ek =т х 2ј2; Ер = сх2/2; с= т ы2, 
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то уношењем ових вредности у последљу једначину (54) следи инте

грал енергије 

Ek +Е р= cR2/2 =Е== const; Е= (т х2 +с х2)/2 =Е (х, х) (55) 

гда је Е тотална механичка енергија. 

Код једног осцилатора је (1}2 = cjm = const, (пошто је исти материјални 
систем и исти облик поља сила), те се променом кинетичке енергије 
мења и фазна крива. Овде би се добила фамилИја концентричних 
елип.си, где је О центар те фамилије фазних кривих. Скуй (фамилија) 
свих фазних кривих назива се фазни йортрет осцилаторног система, 
јер он одређује стшье осциловшьа (кретања) система. 

Док се тачка N' креhе по својој путањи, дотле се тачка 91 (х; х) 
креhе по елипси у смеру кретања сатне назаљке, пошто х расте за х> О, 
а опада за х< О. За период Т тачка N' he преhи пут 4 R а за исто 
време описаhе тачка 91 елиптичну путању. 

Слично брзини кретања тачке дефинише се и фазна брзина. Она 
је брзина репрезентативне тачке на фазној mpajeкmopиju, па је вектор 
који пада у правац тангенте на фазну трајекторију а има координате 

ffix =х= у= - R w sin ro t; 

и интензитет 

ffi = R w "Vsin2 ш t+ w2 cos2wi, 

.који. се мења у границама од R (!} до R w2
• 

из- (55а) следи да су изводи 

(56Ь) 

x=y=dxjdt; x=dyfdt==-(1}2 X; y'=dyfdx=-(1}2 X/Y (57) 

па је овај систем једначина аутономан, јер време фигурише у облику 
диференцијала (dt). Интегралењем следи 

у dy = - оо2 х dx; (у2 + оо2 х2)/2 =С= R2 оо2ј2, (58) 

јер је за х= R брзина х= у =·о. Овим, дакле, добијамо· једначину (55). 
Различитим вредностима тоталне механичке енергије одговарају разли-
чите ели псе, сличне једна другој са средиштем у тачки О (х= О; х= 0). 
Фазне криве могу се сматрати као интегралне криве диференцијалне 
једначине (57). Кроз сваку тачку фазне равни пролази .по једна фазна 
крива, изузев центра I<Оји је сингулариа тачка. 

Слично· предходном поступку код хармонијског осциловања и 
амортизована осциловања приказујемо кретаљем репрезентативне тачке 
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91 (х, х) у фазној равни. Тотална механичка енергија је функција фаз
них координата 

E=Ek+Ep= 1
/ 2 (mx2 +cx2)= 1/ 2 (my2 +cx2)=E(x,y), (55') 

па се може у фазној равни за сваку вредност Е== h = const нацрта ти 
фамилија !iривих линија енергије. Пошто се помераље х налази у обла-

. сти минимума потенцијалне енергије, (Ер> 0), то he те криве линије 

бити затворене, (сл. 21.5.Ь), и окружавају коqрдинатни почетак (О; 0). 
Уколико h расте утолико се криве ен~ргије удаљавају од средишта О. 
Ове криве линије не представљају фазне трајекторије - путање ре
презентативних тачака 91 (х; }'), јер енергија није константна. Према 

томе he се фазне трајекrорије сеhи са линијама енергије. 

Да би се испитао пресек ових фамилија кривих, тј. да ли трајек-
. ~ 

торије секу линије енергије споља.- унутра, или обратн.о, означимо са N 
орт нормале линије енергије у пресечној тачки и усмеримо га у смеру 
пораста скалара h. Овај орт гради са координатним осама углове а. и 
~ Косинуси ових углова биhе 

д Е/д х дЕ/ду 
cos Cl= ---; cos ~= ' 

А А 

где је 

(59) 

Како фазна брзина пада у правац тангенте на трајекторију то he 
у пресечној тачки бити њене ко.ординате ~х= х= у, ~У= :Х:= у. Извод· 
тоталне енергије Е по времену t, према (55) и горњим координатама 
брзине, износи 

dE дЕ· дЕ · · · · 
-=-х+ у=А (х cos а +у cos ~)=А (~х cos а+~у cos Р,)=А ~N' 
dt дх ду . 

~ 

где је Юн пројекција фазне брзине на. правац нормале (N'. Та је про-
јекција негативна и износи 

~N=-2ФјА, 

где је Ф дисипативна .Функција. 

Ова особина пројекције фазне 6рзине на праваЦ орта нормале 
линије енергије показује да фазна трајекторија сеЧе линију енергије 
сuоља-унуШра, прелазеhи од кривих вeher скалара .h ка кривима са 

мањом вредности h. При t-+ оо мора и Е= h-+ О, тј. тежи положају 

равнотеже О. (х; у). Због тога се овакав положај равнотеже назива 
acu.мumomcliи стабилан. 
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Уопште узев, фазне координате не морају се узети у облику 
х и х·:::: у, веh их треба бирати тако да једначина трајекторије добије 
што простији облик. Такав случај имамо баш код осцилација са отпор-

ном силом. 

а) Осцилације са шрегье.м. - У случају осцилација са Кулон,овим 
трењем као фазне координате узеhемо· х и у= х ј ro. За случај кретања 
налево из једна чине осциловања за кретање налево х+ ro2 х= 11 g, 

добијамо 
х- s = А 1 cos ro t, у== xjro = -А 1 sin ro i, 

па елиминисањем времена t из горњих једначина следи једначина фазне 
трајекторије 

(х- s) 2 + у2 = AI = (х0 -- s)2
• 

(60а) 

Према томе је фазна трајекторија полукруг, полупречника А 1 , са сре
диштем у тачки А 1 (s; 0), сл. 21.5.с. За случај кретања надесно, слич· 
ним поступком, добијамо из. једначина x'+ro2 х= -v- g, да је једначина 
фазне трајекторије 

(х+ s)2 + у2 =А~= (х0 - 3 s)2
, 

(60Ь) 

тј. полукруг, полупречника А 2, са средиштем у А 2 ( -s; 0): 

И остале трајекторије су полукругови описани из тачака А 1 и А~' 
полупречника који се смањују у аритметичкој прогресији, разлике 2 s. 

Линије енергије имају једначину 

E=1f
2 

(m х2 +с х2)= 1/2 с (х2 + y2)=h, (61) 

па представљају централне кругове, полупречника R=l/2hjc,(cл.21.5.c). 

Пошто је извод енергије по времену 

dE дЕ· дЕ· -=-х+ -у=А (~х cos а+~у cos ~)=А ~N= с R S!JN= 
dt дх ду 

=с(хх+суу), 

где је, према (59), А= с R и х= у= -ro2 x-g (sign х), то, уношењем у 
горњи израз, добијамо да је извод 

dE . . 
- =-с s ro у sign у= -с s ro 1 у 1 =с R ~[\·, 
dt 

па је 
(62) 
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Пошто је пројекција фазне брзине на правац нормале линије енергије 
негативна, то фазна трајекторија сече ове линије ciloљa-yнympa, прибли
жујуhи се асимптотски равнотежном положају. 

Ь) Слаба осцuлација. -:-- Из једначина осциловања добијамо 

х= R e-ot cos (р t- е0); Х=-[~ х+ р R е-Ы sin (р t- Э0 )], 
па као фазне координате узимамо 

с~ х +х) 
х= х; у= --р-· 

Уводеhи поларне координате 

х= r cos ср= R e-ot cos (р t- еа); у= r sin ср= R е-Ы sin (р t-e0 ), 

елиминисањем времена t =(ср+ е0)јр, добијамо Да је 

r = R е-о ccr+eo),'p = С е-о ср;р. 

(63) 

(64) 

Према томе је. фазна трајекторија логаришамс!{а cilupaлa, јер r-+0 када 
ср-+оо, (сл. 21.5.d). Пол О зове се ciliaбuлнa :Ј/СUЖа. 

Линије енергије имају једначину 

E=1/2m(x2+cx2)=1/2m(x2 + ю2х2) =1f2.m[(py-~x)2+ro2x2]= 

= 1ј2 т [(ю2 + ~2) .х2-2 р~ х У+ р2 у2] = h, (65) 

те су елипсе, осе нагнуте за угао е према оси Ох, чији је 

-2 -р tg 2 е = ------''---
ro2 + ~2-р2 ~ 

Спирала се че ове криве ciloљa-унутра. 

с) Ailepuoдuчl{u крет.ање. - Према једначини овог осци.Јiовања биhе 

Х= Ce-Ot Sh (q t+t0 ); Х=-~ x+q С е-Ы Ch(q t+t0 ), 

Па фазне координате узимамо у облику 

1
/ 2 (11- ~)=х= Ce-Ot Sh (qt+ to) ; 

1
/ 2 (ч+~)=(~ х-!- x)jq =С е-ы Ch (qt+ о/0). (66) 

Д'ељењем горњих једначина, затим, степеновањем и одузимаљем, доби
јамо систем једначина 

Th (q f+ '1to) = Th о/= (ч- ~)/(ч+~)= (1-е--2~ )/(1 + e-2'Jr ); 
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односно 

ј_ = e-2'Jr; ~11 = С2 e--28f, 
11 

Уводеhи ознаку k = ojq и ·елиминисањем 

система добијамо једначину трајекторија 
k-1 

11= D ~!c+l, 

(67) 

времена t из горњег 

(68) 

где је D константа, коју одређујемо из почетних услова кретања, те је 
k-1 

·~ = (~)'+'. 
Трајекторије су криве сличне гранама парабола које додирују осу С11 
у координатном почетку, (сл.21.5. е). 

Линије енергије имају једначину 

Е = 112 т (х 2 + ro2 х2) = 112 т { ю2 . 11"' ( 11 - ~)2 + 114 [ q (n + ~) - о (ч-~)] 2} = 

= 114 т [о (о + q) ~2 - 2 (1)
2 ~ 11 + о (о- q) !)2

] = h' ( 6 9) 

те представљају елиuсе, нагнуте под у~ лом е према оси О~' чији је 

tg 2 е= -ю21о q. 

Фазна трајекторија сече ове криве споља-унутра и тачка се 

приближава координатном почетку, који је стабилни чвор. 

21.7. Метода изоRлина.- Диференцијална једначина осциловања 

т х+ f (х)= О (70) 

сменом y=v=x=dxldt, због ·x=dxldt=(dxfdx)l(dxldt) =х dxfd:x = 
= v d vldx =-'у у', своди се на диференцијалну једначину првог реда 

у'= d vld х= [- f (x)]jmv = [- f (x)]jmy =Р (х, у). (71) 

Њен општи интеграл 
ср (х, У. С)= О (72) 

где је С интеграциона константа, представља фамилију интегралних 
кривих, једначине (71). Свакој вредности С одговара цо једна инте
грална крива која представља партикуларни интеграл једначине (7Ј). 
Када се у (71) стави на десној страни константна вредност 

а0 = F (х, у)= у' онда се добија крива линија (сл. 21.6. а). Кроз сваку 
тачку М криве (а0) пролази по једна интегрална крива (С) једначине 
(72) чији коефицијент правца у тој тачки (М) има вредност а0 • За 
разне вредности .константи ai- добиhе се разне криве (ai) које пред-
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стављају iloљe ilраваца интегралних кривих једна чине (71) у равни Оху. 
Кроз сваку тачку једне криве (а) пролази по једна интегрална крива 
(С) чији коефицијент правца (тангенс нагибног угла са +Ох осом) 
има дату вредност а. Криве (а1 ) које 

спајају тачке интегралних кривих (С) а) 
са једнаким правцима зову се изоклине. 

На пример, када је у~= х тада су инте

rралне-(фазне) криве у=х2/2+С (параболе) а изо

клине су праве х= а 1 паралелне О у оси За у'= у 

интеrралне (фазне) криве су експоненцијалне криве 

у=Сех па су изоклине праве у=Ь1 паралелне 
Ох оси. 

Интегрална ( фазна) крива може 

се одредити графички помоhу методе 

Lienard-a. поготову у ·случају када је 

познат график функције f (х). У равни 

Оху нацртајмо криву [! (x)]/m (сл. :гl.б. Ь). 
Нека се у тачки N (91) треба да одреди 
правац фазне криве. Права повучЕ:на из 

ове тачке управно на Ох осу сече прву 

криву у тачки М а осу у тачки Р. Обо
римо тачку М на осу Ох у тачку А 
онда је троугао !:l РА N правоугли, 
те следи 

. tg а= N Р/ Р А =у ј М Р= 

= myf[f(x)] = ~ lfy', (73) 

а4 

а, 

~ 
у i :с 

1 

1 

1 

! 

о 

Ь) 

"А 
Сл. 21.6. - Изоклине 

те је правац фазне криве управан на праву А N. Повезујуhи овако 
одређене правце може се конструисати интегрална крива, односно 
фазна крива. 

При анализи нелинеарноr динамичког система важно је испитати 
облик равнотеже, то јесТ испитати оно стање када су брзина и убр-

зање једнаки нули (.х=х=О; ~=у=О): Тај положај дакле, одговара 
оном положају тачке 91 {х, х) на фазној кривој у којој је фазна брзина 

- једнака нули (56 а). Како се многи нелинеарни проблеми осциловања 
своде на једначину 

x+f(x, х)=О; х=у, у'= -f(x, у), (74) 

она се може уопштити и биhе \ј\' 1 { ' \ 
\ ..__, ~- ...... \ ' ' 

у=х=Р(х,у); .V=x=Q(x, у), (75) 
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па је диференцијална једначина фазних t<ривих 

dyjdx=y'==[Q (х, у)]/[Р(х, у)]. {76) 

Када функције Р и Q не зависе .експлицитно од времена тада се 

каже да је систем аутономан, у противном је неаутоно.ман. 

Ф а зна брзина је једнака н у ли у оним тачкама на фазној кривој 
у којој су једновремено Р(х, у)=О и Q (х, у)=О. Тада је у'= О/О, па се 
каже да су те тачке сuнrуларне тачн:е једначине (76), јер се у њима не 
испуњавају Саuсhу-јеви услови о јединствености решења диференцијалне 
једна чине. Пошто :је важан случај равнотеже у положају х= О и у= О 
то hемо за функције Р и Q узети опште линеарне функције, па је 
једначина (76) облика 

y'=y=dyjdx=(ёx+dy)j(ax+by), где је (ad-bc)~O. (77) 

Овде су а, Ь, с и d константни коефицијенти. Уведимо смене коор

дината х и у у главне координате ~ и ч тако да су 

~=ах+~у; ч=ух+оу; ~=1.~; ч=v-11, 

онда диференцирањем, обзиром на (77), биhе 

односно 

~ = а х+~ у = а (ах + Ь у)+~ (ех+ dy) = 1. (ах+~ у); 

~l =ух+ о у= у (ах+ Ьу) +о (ех+ dy) =р. (ух+о у). 

[а (а-1.)+ ~с] х+ [а Ь + ~ (d-1.)] у= О; 

[у (а-р.)+о с] х+[у Ь+о (d-p.)] у =0. 

(78) 

Из ових једначина добијrамо четири алгебарске једначине, па пошто 
коефицијенти а, ~, у и о нису једнаки нули, морају бити детерми-

нате система: 

1 

а(а-1.)+~с=0; 

ab+~(d-1.)=0; 

1 

у (а-р.)+ос=О; 

у b+o(d-v.)=O; 

Ll. (1.) = 1 а ~ 1. 

LI.(J1)= ~а~ )1 

с 1 = 1. 2 - (а+ d) 1. + ( ad- Ьс) = О; 
d-Л 

с 1 ' 

1 

=p.2-(a+d)p.+(ad-bc)=0. 
d-p. 

Обе једначине су једнаке, те су и корени једначине 

a-r с 1 Ь d-rl =r2 -(a+d)r+(ad-bc)=r2 +pr+ц==_~;- p=a+d; 
(79) 
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У заВИСНОСТИ ОД корена једначине (/9) зависе И облици инте
rраЛНИХ кривих у равни О ~fJ и Оху како. је показано у доњој таблиц~ 
(21.2) и на слици 21.7. 

Таблица 21.2. 

Корени реални 

r1 и r2 негативни 1 позитивни 

Врста чвор 

син гу ларитета стабилан нестабилан 

Интегралне . 
криве а; Ь с; d 

сл. 21.7. 

а) С) 

.r. 

IP 1ка 

седла 

е; f 

е) 

конјуговано-комплексни 

9l (r) >О 
1 

ffi <0 

жижа (фокус) 

нестабилна 

1 

g; lz 

х 

/) 

стабилна 

g) 

ј 

h) 

Сл. 21.7. - Врсте сингуларних тачака фазних кривих 

На сл. 21.8. зоне стабил

ности и нестабилности прика

зане су на дијаграму (!Сарти 

· стабилности) у равни Oqp. 
Шрафиране површине прика

зују зону стабилности а крива 

6. = р2 - 4 q =О дели жиже (F) 
од чворова (С). Када су криве 
затворене онда је сингуларна 

тачка центар (средиште), као 

на пример. код елипси. 

s 

р<О .. 
с 

Сл. 21.8. - Карта стабилности 
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Нека је тачка (х0 , у0 ) сингуларна ТdЧКа. Љапунов је показао да 
је равнотежни положај сШабилан, ако се око дате тачке може за 

узету област (е) увек наhи одговарајуhа област D (в) таква да репре
зентативна тачка померена у почетном тренутку у ту област не би 
никада достигла границу области (е). 

Означимо са ~ и ч координате које карактеришу одступање 

(п омер нье) репрезентативне тачке од њеног равнотежног положаја, 
онда су формуле трансформације 

У=Уо+Ч· (80) 

Разложимо функције Р (х, у) и· Q (х, у) у околини равнотежног поло

жаја (х с, у0) по степенима отклона ~ и 11, онда he бити 

Р (х, у) = Р (х о, У о) + ( д Р јд х )о · ~ + ( д Р/ дУ )о · 11 + R ( ~' ч) ; 

Q(x, y)=Q(xo, Уо)+(дQјдх)о·~+(дQ/ду)о·ч+S(~.ч). 
(80') 

Како је у равнотежном положају тачка синtуларна, то су Р (х0 ; Уо) =О 
и Q (х0 ; у 0 ) =О, и занемарујуhи више члан ове k (~, ч) и S (~, ч), добија 
се систем линеарних једначина првог реда 

~ = а ~ + Ь ч; 1; с ~ + d ч, (80") 

где су а, Ь, с и d константни коефицијенти који су једнаки парцијал
ним изводима на месту х0 , .на пример а= (д Рјд х)0 • Ове се једначине 
називају једначине uрве аuртсси.мације ("систем линейных уравнений 
первого приближения"). 

Карактеристична једначина система (80") је 

L\. (г)= 1 а; г d~ г 1 = г•- (а+ d) г+ (ad-bc) =О. (79') 

Љаuунов је доказао да је равн.ошеЈtсни uoлoJtcaj стабилан., ака оба 
корена и.иају реалне делове негативне, а н.естабилан. ако и.мају реалне 
делове· uозитивн.е. А ко су реални делови оба по р ен. а једнаки н. у ли или 
је један. једнак нули а други негативан једначин.е uрве аuрокси.мације 
н.е .могу дати .одговор о uитшьу стабилности. 

У пракси се обично јављају просте сингуларне тачке, те су 

корени једначине (79) различити од нуле. 

Н а пример, за у'= уЈ2х интегралне криве су пара боле у2 =С х, а изоклине праве 
у=2 k х. Тачка О (О; О) је сингуларна и то чвор, јер је једначина (79) r2 -3r+2=0 са 
коренима 1 и 2, па је чвор нестабилан. 
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21.8. Интегралење помоhу редовао - И у случају линеарних 
и нелинеарних осцилација претпостављали смо да су квазиеластични (с) 

и отпорни коефицијенти (Ь) константне величине, независне од времена 
(ђ, али су реституционе и отпорне силе биле линеарне или нелинеарне 
функције променљиве q (односно х или ср). Међутим, има_ у пракси 
случајева када и ови коефицијенти произвољно зависе од времена (t). 
Овакве осцилације називају се реолинеарне (реономне) осцилацИје.* 
Општи облик једначине слободних реолинеарних осцилација је 

х_·+ Р (t) ·х+ Q (t) · х= О или т~·+ Ь х+ ех= О, 

где су Р, Q, т, Ь, ·С непрекидне функције променљиве t. 
(81) 

Општа метода решавања оваквих диференцијалних једначина је 
интеграле.ЧЈе uомоћу редова,** јер је класа диференцијалних једначина 
које се могу интегралити помоhу квадратура врло уска. 

На пример, када се квазиеластични коефицијент с мења линеарно 
са временом, тада је диференцијална једначина слободних осцилација 
без амортизације 

(82) 

Решење ове једначине тражиhемо у обл11ку Маклореновог реда 
оо 

X=Ao+A1t+A 3 l2 + · · · +Antn+ · · · = L Avfv (83) 
v=O 

чији су коефицијенти Av константе које се морају тако одредити да 
задовољавају једначину (82). Ако се ред (83) два пута диференцира по t 
и унесе у (82) а затим, после свођења сличних чланова, изједначе са 
нулом коефицијенти.уз исте експоненте од t, добиhе се сви коефицијенти 
реда (3) у функцији од 11 првих коефицијената А 0 , Ан · · · , An-t· 
Унесу ли се ови коефицијенти у (83) добиhе се решење једначИне (82) 
само у том случају ако је добијени ред н;онвергентан у извесном 
размаку око координатног почетка (О; 0). 

Пошто су изводи 
оо 

Х = А 1 + 2 А 2 f + 3 А 3 f2 + · · · + 11 А n tn-1 + · · · = L V Av [V-1 ; 

v=1 

•• оо 

!- =1·2A2+2·3A 8 f+ .. · -l-11(n-1)Aпtn-2 + ... = L v(v-l)Av/~2 ; 
v=2 

.;: Die parametererregte Schwingungen. 

** Т. Пејовиh: Диференцијалне једначине II, Београд, 1950. 

30 Теорија осцилација 
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то изједначењем коефицијената добијамо 

А sv = (- 1 )'' . А о . . 
(2 · 3) · (5 · 6)· .. [(3v-1) · 3v] 

А 3V + 1 = (- 1 )" А . 
(3 · 4) · (6 · 7) .. ·[3 У· (3 v+ 1)] 

Општи интеrрал једначине (82) биhе 

x=A 0 p1 (t)+A 1 p2 (f), (84) 

где су А 0 и А 1 интеграционе константе а р 1 (t) и р2 (t) партикуларни 

интеграли 

[3 [6 f3V 
р 1 (t) = 1- + - ... + ( -l)v · + ... ; 

2·3 2·3·5·6 . 2·3·5·6 .. ·[(3v-1)·3v] 
(84а) 

f4 t7 [3v+1 
p2(t)=t-- + . - ... +(-1)') + .... 

. 3·4 3·4·6·7 3·4·6·7· .. l3v~(3v+1)) 

На исти начин поступили бисмо и у случају слободних аморти

зованих осцилација 

чије је опште решење 

и партикуларна решења 

f2 f4 . f2П -1; 
Pt (t) = 1- - + - - ... + (- 1 )n + ... =е 2 

t
2

; 

2 2 · 4 2 · 4 · .. 2n 

f3 f5 • f2п-1 
P2(t)=t-~+ - ... +(-1)n + .... 

3 1 · 3 · 5 1 · 3 · 5 · · · (2n - 1) 

Случај интегралења помоhу редова имали смо и код Беселове 
једна чине. Само у случају када је n= v + 1/ 2 она .се могла интегралити 

помоhу елементарних функција.* 

Оnшт,ији \је случај интегралења помоhу Тејлоровог реда 

· · (t- f0) 2 • • ( f- f0 )n 
X=Xo+(t-fo)x0+ X0 -t- .. ·+ x&n>+... (85) 

21 n! 

конвергентног у извесном размаку симетричном према тачки t = f0 за 

коју су задовољени почетни услови кретаља, х= х0 , х= х0 , ••• , • 

* Gray, Mathews, Мас Robert - А Treatise оп Bessel Functions and their Applica

tion to Pћysics. London, 1931. 
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На пример, ако је дата диференцијална једначина слободних осцилација 

:;+t2 х=О, 

са почетним условима кретаља: за f=O су х=х0 , х= x0=v0 , онда су изводи 

хь4k) = ( -1)k 1·2·5·6· · · (4/с-3) · (4/с-2) Хо, 

(4k+1) . • 
х0 =(-1)"2·3·6·7··· (4k-2)·(4k-1)·x0 , 

па је интеграл представљен конвергентним редом 

[ 

[4 f8 f4k 
Х=Хо 1-3·4+3. 7·8+···+(-l)k ______ _ 

3·4·7·8 ... (4k-1). 4k 

. [ f5 fO + х0 t - + + ... + ( -1) k 
. 4·5 ·5·8·9 

__ f_4'_' _+_' ____ + . . . Ј . 
4. 5 ·8 ·9·. ·4k. (4k+ 1) 

уз задовољеље почетних услова кретаља. 

467 

(86) 

(87) 

21.9. Mathieu-oвa ди:ференцијална једначина. - Нека се тачка 
вешања А ма1ематичког клатна, (сл. 21.9. а), креhе хармонијски у вер-

а) Ь) F 

Сл. 21.9.- а) Математичко клатно са покретном тачком вешаља, Ь) Математичко клатно 
променљиве дужине, с) Осцилације жице променљивог напона 

тикалном правцу по закону 11 =а cos Q t онда за изабрани непомични 

координатни систем Оху следе односи: 

х= - l sin ср; у = 11 + l cos ср = а cos Q t + l cos ср, 
па су 

х= ~-z~coscp, у= -(aOsinOt+/~sin(J)). 

Кинетичка и потенцијална енергија биhе 

Ek = 1
/ 2 т (х2 + у2) = 1/ 2 т [!2 ~2 + а2 0 2 sin2 Ot+ 2 а l о~ sin Ot sin ср], 

Е р= - тgl cos ср, 

30* 
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па Лагранжева једначина за координату 9 даје диференцијалну . 
једна чин у 

q;+ ( ~ + а~· cos ot) sin '1' =0. (88) 

Претпостављајуhи мале осцилације и уводеhи смене 

sinq;::::::::~; Оt=т; 1.=_gjl02 =ro2f0 2 ; y=afl; ~=02 d2 q;fdr2, (89) 

iедначина (88) своди се на Mathieи*-oвy (Mallljeoвy) диференцијалну 

једначину другог реда за променљиву т: 

d2q; 
- +(Л+у cosr)q;=O. 
dr2 

Уобичајени облик ове диференцијалне једначине је 

х + (1. + у cos t) х = о ; 

(90) 

(90 а) 

:Л. и у су њени Пара.метри. Опште решење једначине (90 а) је облика** 

х= AeP.t р1 (t) +Be-N р2 (t), (91) 

где су А и В интеграционе константе које морају задовuљити почетне 

услове; р. је "каршстеристични eкcnoнeнlll" а Pi (t), i = 1, 2, периодичке 
функције од t, периода 2 :тr. Због тога се решење (91) може написати 
и у облику реда 

со со 

х= AeP.l ~ aeiV t + ве-Р.t ~ beivt. (91а) 
-со -:ю 

Експонент р. функције Pi (t) не зависи од почетних услова кре

тања веh само од параметара Л и у једначине (90 а). Нумеричка 

решења ове једначине .су позната а нарочито се исдитује проблем 
стабилности односно нестабилности кретшьа с обзиром на вредност 

експонента р.. Разликују се три карактеристична случаја: 

1) p.=i~; ~=1= 1/2 n; гl(е је n цео број.- У овоме случају решење 
(91) може се написати у облику 

х= С р1 (t) · cos ~ t + D р2 (t) ~ sin ~ t, (92) 

па је за ма какве велике вредности t амплИтуда, х ограничена. 

Кретање је, дакле, стабилно. 

П) p.=a+i~, ~= 1/2 n. - У овоме случају; због хиперболиЧких 
функција, кретање је нестабилно, јер са рашhењем времена ампли

туда х не остаје ограничена. 

* Е. Mathieu - Cours de Physique Mathematique. Paris, 1873. 
** Floquet - Annales de l'Ecole Normale. 1883. 
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Решење је у овом случају облика 
' 

х= А Рв (t) +В [t Pз(t)+p4(t)], (93) 

где су p3(t) и p4{t) периодичке функције, периода 2n, односно 41!, 
према томе да ли је n urrpaн] или нейаран број. Функција p

3
(t) зове 

се Mathieи-oвa функција i1рве 

врсте; док је t [p3(t) + p4 (t)] функ
ција друге врсте. Због фактора 

t у једначини (93) кретање је 

такође нестабилно. 

Области стабилности и 

нестабилности графички су од

редили Ince и Strutt за разли

чите вредности параметара А 

и у. Оваква графичка пред· 

ставка зове се lnce-Strиtt-oвa 

Јсарта*, (сл. 21.10.). 

Ова је карта симетрична 

у односу на ОА осу, па је 
довољно цртати само једну 

1 

7.5 

5 

~5 

о 

-25 

-5 

-zs 

половину, изнад те осе. Када с 21 1 о I s·t tt 
л. . . - псе- гu -ова карта 

је у= О једна чи на (9U) постаје 

А 

ср"+ Лср =О, то јест хомогена једна чин а са константним коефицијентима. 

За Л>О решења су периодичка, кружне фреквенције w= V 1:, па су осци
лације стабилне. У овој карти њима одговара ОЛ.. оса. Када је 1. < О 
тада нема осцилација, веh је кретаље апериодичко са експоненцијалним 

функцијама· реалног експонента V/}.1 r. Ова су решења нестабилна 
(део карте лево од Оу осе). Шрафиране области припадају положајима 
стабилности (I случај) а нешрафиране нестабилности (II случај). Гра
ничне криве припадају треhем случају (нестабилности). У белим пољима 
цифрама 1 и 1

/ 2 означене су фреквенције 1/2. Q или О. 

Врхови нестабилних подручја додирују се на ОЛ оси у тачкама 
А= (n/2) 2

, где је n= 1, 2, ... ,. Ширине ових подручја опадају са раш
hењем индекса n. 

* М. Ј. О. Strutt - Lamesche, Mathieusche und verwandte Funktionen in Physik 
und Technik. Berlin, 1932. 

Е. L. Ince - Proc. Roy. Soc. Edinbourgh. 52.-1931/32. 
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Да бисмо одредили услов нестабилности кретања клатна којеје 

представљено једначином (88) уве'димо смене т:= 1/ 2 Q t; Л 2 = 4gjl0 2
; 

у= а02/ g, онда та једначина постаје 

(88а) 

Претпоставимо да је кретање тачке А клатна , .мале а.мuлитуде, онда· је 
Х мала величина. Проблем се тада св.оди на то да се одреде две уза

стопне вредности параметра 1. за које горња једначина има два пери
одичка решења са периодом 2л, тј. два пута веЬим од периода промене 

квазиеластичног коефицијента. Због тога претпоставИмо да су 

2 '2 "1 2+ '2 2"1 2+ ср= ({)о+ уср1 +У CF2 + · · · ; л =ло У лt +у л2 .•• 

при чему морају параметри 1.i бити такви да су· cpi (т:+ 2л) = cpi (т:), за 
i=O; 1; 2, .... Ставимо ли rорње вредности у једначину (88а) и изјед

начимо коефицијенте уз исте степене од у добиЬемо систем ј~дначина: 
•• 2 
({)о+1о ~Ро =О; 
•• 2 2 2 
ср 1 +Ло ср1 =-)ч CFo-1\ocp0 cos 2 т:; 

Општи интеграл прве једна·чине је ср0 = R siri (т:+ а0), јер је 1.0 = 1, 
због периода 2n. Друга једначина постаје 

.. 2 . 
({)1 + ср1 = - R [Л1 sin (т:+ а0) + sin (т:+ а0) cos 2т:] = 

= -R [ЛI cos a0 -1f2 cos а0) sin т:+{1.Isin а0 + 1 /2 sin а0) cos т:+ 

+ 1/ 2 sin (3 т:+а0)]. 

Да би решење било периодичко, морају отпасти чланови са sin т: и 

cos т: те добијамо да су ЛI= 1/2 , 1.I= - 1/ 2 , па је1:2 = 1 + 1/2 у или 1- 1/2у. 
Критеријум нестабилности је 

(1-1/2 у)< 4gjfoo2 < 1 + 1/2 У 

или 

' 0 2 [1-(a02j2g)]<4gfl<02 [1 +(a02j2g)]. 

Mathieu.,oвe једначине примењују се и у овом облику 

d~ d~ 
- +(k-2qcos2т:)x=0; - +(k-2'h2 cos2т:)x=0, (94) 
d т:2 dт:2 

које постају из (90а) сменама 

f= 2т: ±л, 
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· Диференцијална једначина облика 

(1. +у cos t) х+ х= о, х+ ф ( t). х = о, (95) 

која карактерише променљивост инерционог коефицијента назива се 
НШ-ова (Хилова) диференцијална једначина. Решио ју је А. Weigand.* 

На ову · једначину наилази се често у машинским Проблемима. 
Нека се вертикално вратило обрhе око своје осе угаоном брзином Q 
а на средини распона насађен је диск чији главни м:оменти инерције 

нису једнаки (на пример, елиптички Аиск или диск са зарезима). Узмимо 
осу Оу за хоризонталну осу и нека у љеном смеру дејствује сила 
У= Р, онда је у ги б пресека диска у Оу правцу: 

fy=/1 coscp-/2 SШ<p= -- -- + -- , f=fs, ' . У /3 (cos2 ср sin2 ср) 
4() Е 12 11 

где је ср= Q t. Крутост вратила износи 

У 48Е 48Е 2 
с = - = -- = --------'--=-----

[у /3 /1cos2cp+/2sin2cp zs· 11+12+(11--12)cos2Qt 

па је диференцијална јецначина осцилација 

my+cy=O, или m(1+kcos2Qt)y+c0 y=0; 

Со= 96/1/2 Е/13 (11 + /2), k= U1- /2)/(11 + /2)· 

Сменама тјс0 = ro2
; ro2/02 = ~; у= ro2jk 0 2 ; Qt =т, она се своди на 

облик Hill-oвe једначине (95) 

(Л+ у cos 2т) у'+ у= О. 

Разли-кују ли се мало гла~н~ моменти инердије(/1 ~ / 2) може се ста:, 
вити 1 + k cos 2т =(У:.:.:.. k cos~ 2!)- 1 . 11а се добија Mathieu-oвa једначина (90): 

у"+(Л+усоs2т)у=0; Л=rо2/02 ; у= -kl. 

Диференцијална једначина облика 

_1/2 л:< t< 1ј2 л: х+ (Л ±у) х= О 
1j2тr<t<s/2n 

је Meissner-oвa диференцијална једначина.** 

.(96) 

Диференцијална једначина (81), где су Р и Q функције од t, сменом 

х = ~ и (t) (97) 

* Weigand А. - Einfiihrung in .die Berehnung rheolinearer Sch\vingungsvorgange. 
D. Luftfahrt, 1945. 

** Meissner Е. - Ober Schiittelerscheiningen in System mit periodisch veranderlichen 
Elastizitat. Schweiz. Bauz. Vol 72, 1918. 
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своди се на једначину 

Uz+ (2 iJ +PU)z + (Й +PV+ QU) z=O. (98) 

Ако се функцИја U ( t) изабере тако да у (98) отпадне члан са извод ом 

z биhе 
2 U+P U=O; 

па уношењем у (98) добијамо Hill-oвy једначину ( 95) 

z + с Q - 114 Р2 - 112 ?) z = z. + Ј U). z = о; 

израз Ј (t) назива се инваријанта једначине ( 81 ). 

(99) 

На пример, једначина х+ (2/f) х+ х= О, због P=2Jt, Р= -2jt
2

, има И= ljt, па је 
инваријанта Ј (f)= 1, те се своди на облик z+z=O. Њено је решење Z=A cos f+ в sin t, 
па је х f=A cos f+B sin t. 

Једначина амортизоване осцилације са променљивом крутошhу 

х'+ 2 о х +О (Л+ у cos О t) х ==О, (Ј ОО) 

сменом О t = r своди се на облик 

d2 х 2о dx - + -- +(Л+у cos r) х=О. 
d r 2 Q dr 

Како су P=2of0, Q=Л+ycosr, то-је /=[Л-(o2102 ,]+ycosr=k+ 
+у cos r, па се једначина своди на Mathieu-oвy једначину променљиве r: 

z +(k+ycos r) z=O. (lOOa) 

Када се дужина маше.машичкоr клашна периодички мења са 
временом, (сл. 21.8.Ь), тако да је l = /0 (1 +s cos О t),. диференцијална 
једначина малих осцилација је 

d . 
- (m 12 ср) +mgl ср= О, 
dt 

(101) 

Сменом Q t = r rорња једначина постаје 

ср"+ 2 _!__ ср' + _L ср = о . 
l 0 2 l ' 

(lOla) 

изводи ' су узети по riроменљивој r. Како је Р= 2 l'll то је инваријанта 
Ј (t) = (g/02 1) -- (l"fl), па се једначина своди на. Hill-oвy једначину (15). 

У случају да је код трансверзалних осцилација ЈЈСице нauon Про
менљив са временом, (сл. 21.8.с), d = d0 +d1 cos О t, тада диф~ренцијална 
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једначина (чл. 16.1. о бр. 1 ), постаје 

д2 у > д2 у 
р- ={d0 +d1 cosйt)-. 
д t2 . д z2 

. Претпостави ли се решење у облику производа функција 

y(z, f)=Z(z)·T(t) 

473 

(102) 

(103) 

онда се диференцијална једначина (102) распада на две обичне дифе
ренцијалне једначине другог реда 

Z"+k2Z=0; Т"+ k
2 

(d0 +d1 cosйt) Т=О. 
р 

(104) 

Прва једначина има решење 

z = с1 cos kz+ с2 sin kz. 

Како су гранични услови: z (О)= z (!)=О, ТО су с1 =О, с2 =i:O, 
sin kl =О, kl = тт. С обзиром на овај однос и смену Q t = r друга једна
чина (24) јесте Mathieu-oвa диференцијална једначина за променљиву r 

1" +(/~.+у cos r) Т= О, (105) 

.где су параметри 

d 22 d d 'Ј = 1 n л =__!А.=_!_ w-
y Р [22 f2 do do Q2 

t106) 

Диференцијална једначина 

х+ (k- 2 h2 cos 2 t) х= о (107) 

има велике примене у теорији потенцizјала. За дато h и услове х (О)= 

=х (2 л); х (О)= х (2 л) могу се одредити сопствене функције и соп
ствене вредности k. 

Сопствене функције су облика: 

оо 

C2n+1 = L A211+1,2m+1 cos (2 т+ 1) t; 
n=O 

оо 

оо 

с2ГI = L A2n, 2m cos 2 тt, 
m=O 

(108) 

S2n-l-1 = L 8211 +1,2m-l-1 sin (2т + 1) t; s2't = L S2n,2m sin 2 тt; n= о; 1; 2 ; ... ;. 
m=O m=l 

Узимајуhи, на пример, .функцију S2 ,.. +1 и уносеhи је у (105) добија се 

- (2т + 1)2 S2n+1 + (k-2 h2 COS 2 t) S2n+l =О. · (109) 

Користеhи триrонометријске односе 

sin (2 т+ 1) t cos 2 t = 1/ 2 [ sin (2 т+ 3) t + sin (2 т- 1) t], 
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за различито ni, упоређујуhи вредности уз исте величине siн t, sin 3 t, 
sin 5 t, ... , добија се бесконачни систем алгебарски-х једначина 

(k--:- 1 + h2
) B2 n+1•1 

- h2 B2n+1,1 

-h2 В2n+ћ3 

+ (k-9) B2n +1,3 - hz B2ni-1,5 

........................ 
8 О 8 V 8 О D 8 • • 8 8 8 8 8 • О 0 О 8 D 8 

;:: о, 
=0, . (110) 

Пошто коефицијенти B2 n+ 1,m=i=O мора бити једнака нули беско
начна детерминанта 

k _с_ 1 + h2 -h2 о о 

-/z2 k-9 -h2 о 

6.= о -h2 k-25 -h2 =0. (111) 

о о -h2 k-49 

Сопствене вредности могу се тада одредит~ итеративним путем 

помоhу верижног разломка* 

h4 
. k= 1-h2+-------------

На пример, за /z = 1 биhе: 

h4 
k-9--------

h4 
k-25------~---

k-49-, 

k3= -0,110249. 

(112) 

Десна страна израза (112) може се приказати и графички, па 
остале вредности -k тражити интерполацијом, с обзиром на добру 
конвергенцију верижног разломка. 

* Collatz L. - Eigenwertaufgaben mit technischen Anweпdungen. J .. eipzig, 1949. 
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АПАРАТИ 3А РЕГИСТРОВАЊЕ ОСЦИЛАЦИЈА 

22. МЕХАНИЧRИ АПАРАТИ· 

Са развојем модерне технике машина упоредо је растао и љихов 

број обртаја а тиме и утицај динамичких напрезаља, те се nриликом 

конструисаља мора водити рачуна и о осцилаторним процесима као 

и при испитиваљу готове машине. Иако су прорачуни основани на 

математичком делу излагаља теорије осцилација, ипак се машине про

веравају, да би се утврдили основни еластодинамички елем_енти~ За овај 

циљ служе uнсшруменшu, било .м.еханuчкu или елект.ро.м.еханuчкu, 

односно ко.мбuнованu. 

Обично се мере фреквенције, амплитуде, промене принудних сила, 

убрзања, угиби (помераља). 

У даљем hемо изложити само основне принципе конструкције 

ових инструмената, јер се данас у пракси наилази на велики број 

оваквих инструмената, које израђују најбоље светске фабрике. 

22.1. Фреквентом.етри. - Ови апарати служе за мереље фре

квенција. У пракси се много употребљава Фра.мов* (Frahm) m.axuмem.ap 
који је основан на принципу резонансе. Он се састоји, (сл. 22.1.а) из 

а} Ь) 
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више еластичних челичних ламела, различитих дужина коЈе су уклеш

тене на једном крају. Обично се ламеле праве у групама по четири 

комада, са разликом у фреквенцијама до пола осцилације у секунду. 

На слободном крају сваке ламеле, (сл. 22·1.Ь ), налази се метални ши

љак, масе т, те на тај начин свака ламе.i:rа представља конзолу, дужине !, 
оптереhену континуалном масом i'J и концентрисаном масом т на сло

бодном крају. Период осцилације је, (чл. 1.9.), 

Т= 2 л V (М+ 3 т) /3 1 9 Е 1 х • (1) 

Када се израчунају периоди осцилација свих ламела, тиме су познате 

и кружне фреквенције, па се уцртавају, (сл. 22.l.c), на траци. Када се · 
тахиметар стави на машину, чија се фреквенција испитује, онда he она 

Сл. 22.1. - с) Трака тахиметра 

ламела која је у резонанси са машином показивати на траци фреквен

цију. На тај се начин може одредити и број обртаја машине (на пример, 

турбогенератора). 

22.2. Индикатори. - Индикатор служи за одређиваље промене 
притиска у цилиндру парне машине, компресора Или пумпе. (сл. 22.2.). 
Из добијених дијаграма може се даље обрачунати и снага машине· 

Он се састоји из стублине S, (сл. '4.12.), везане са парним цилиндром. 
У стублини се. налази клип (К), а на крају клипњаче је писаљка (Р). На 
клипњачи се налази опруга, крутости с. 

Притисак паре у цилиндру машине је променљив; p=f (t). Ова 
функционална зависност је врло сложена али се може, са довољном 

тачношhу за праксу, узети да се мења по закону р=р0 +Р о sin Qf. 
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Ако је G тежина покретних делова индикатора) А површина његовог 
клипа, онда је диференцијална једначина кретања 

т у.= - G- с (у+ fs) +А Р о ( 1 + sin Q t), (2) 

где је fs издужење опруге услед тежине. Како је cfs = Ар0 - G, то је 
динамичка једначина принудних осцилација 

у +ы2 у= h sin Q t; ы~ = cjm; h = Ар0јпz, (3) 
и њено решење 

y=C1 cos0t+C!sin0t+ ћ sinQf= h (sinOt-'1-rsinыt), (4) 
. . (1)2- Q2 (1)2 - Q2 

Сл. 22.2. - Индикатор 

Реституциона сила опруге је су, те је грешка мерења индикатора 

!1 = су-Ар0 sin Q f= А Ро ('1-r2 sin Q t-'1-r sin ы t). (5) 
(1- \}12) 

Та грешка зависи од односа '-}! = Ојы, па је утолико мања уколико је \}! 
мање, тј. ы веhе. Обично је однос t мањи од 0,05. Број осцил~:щија 
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у минуту индикатора са опругом (на пример фирме 1\llaihak) је. око 
30.000; код прецизног индикатора са осетљивом опругом је око 43.000. 

22.3. Виброметри и акцелерометри. - Виброметрц и вибрографи 
служе за испитиваљ(: и регистроваље различитих осцилација. За мереље· 

а) 

СЈ1. 22.3. - Виброметар 

осцилација .у вертикалном прав-

цу употребљава се виброметар 

схематски приказан на сл. 22.3.а. 
Он се састоји из оквира о који 
је обешена маса (m) помоhу 
опруге, крутости с. Ако се апа

рат стави на машину онда he 
тачка вешаља опруге вршити 

осцилације по закону 

па је динамичка једначина кретаља масе (m): 

(б) 

односно 
(7) 

Амплитуда принудних осцилација је 

сА А 
С= =---

c-mQ2 1-t2 
(8) 

она зависи од односа кружних фреквенција \}!. 

Апарат уствари мери релативно .помераље масе т у односу на 
оквир, тј. разлику у= у2 -у1 , па како су обе осцилације хармонијске 
то су закон кретаља и амплитуда: 

y=Rcos Q t; 
1 

'\Ј2 
R = С- А= -

1
-_-\}1-

2 
(9) 

те се амплитуда осцилација машине (А) може лако да одреди помоhу 
измерене амплиту де R, ако се знају односи фреквенција. Када је ш 
мало, тј. када је крутост опруге мала, тада се однос '1-' ближи једи
ници, па се може узети да је R ~ А. 

Релативно помераље се региструје на покретној траци, па се ова

кав виброметар назива виброграф .. 
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На сл. 22.4.а је приказан познати немачки ручни виброграф типа 

"Askania". Он је величине 8 · 14 · 25 (cm), тежине око 1,7 kg. Границе 

мереља: амплитуде од 0,05 mm до 4 mm, фреквенције до 250 Hz. 

Сл. 22.4. - а) Askania виброграф 

Повеhаље 1, 5, 20 и 50; папир шир ине 25 mm, креhе се брзином 
40 mmjsec. Тастер (pickup, штифт) се приљуби. уз машину која се 
испитује а апарат држи у руци (сл. 22.4.Ь). 

· На истом принципу се оснива и шсцелерометар, апарат за мершье 
убрзаfЬа. Однос између амплитуда А и R у овом случају је 

Чr2 A=R(l-\lt'l), тј. 02 А. (1-\lt2)Rы2 • (10) 

Ако инструмент има велику сопствену кружну фреквенцију (ы) онда 
је \V врло мало, па се може узети да је 0 2 A~R ы2• 

Незгода овога инструмента је баш у томе што је кружна фрек
венција ( ы) ·доста велика те може доhи до резона н се при вишим харм о· 

1 .. ницима. Због тога се уграђује у апарат и гушитељ, (сл. 22.3.Ь ). У 
овоме случају је диференцијална једначина кретаља масе (m): 

(11) 

Како је релативно померање у= у2 - у1 и закон кретаља У1 =А cos Q t 
то уношељем у горњу једначнну следи да је 

(12) 
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Према чл. 4.2. обр. 25, због h = 0 2 А, амплитуда ових осцилација је 

.те је 

(13) 

Сл. 22.4. - Ь) Примена Askania вибрографа 

Вредности корена на десној страни горње једначине зависе од 

вредности коефицијената · t и Ь = ojw. Неке карактеристичне вредности 
дате су у таблици 22.1. на стр. 481. 
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Таблица 22.1. 

"" о О, 1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
V> 

"" .... ?'"' 

-.:t' 

+ 0,6 1 0,9972 0,9895 0,9786 0,9675 0,9605 0,9633 0,9827 1,0253 1,097 "" .......... 

~ 
1 0,7 1 0,9998 1,0000 1,0027 1,0096 1,026 1,056 1,105 1,176 1,274 

1::::-
1 

1 
~ ,. 

1 

Ако је, дакле, ~ = 0,6 онда за О<'}!< 0,8 разлика износи само око 4°/
0

; 

за ~=0,7 и О<')!< 0,4 разлика износи свега око 1°/
0 

у односу на 
јединицу, те се за ове вредности може узети да је 0 2 А ~ w2 N. 

За велике вредности амnлиту де А 
(случај виших хармоника) амплитуда ре
лативног померања (N) је врло· мала, те 

се може измерити апаратом. 

На сл. 22.5.а приказан је схематски 
Oeiger-oв виброграф* за хоризонталне а на 
сл. 22.5.Ь. за вертикалне · осцилације. У 

а) 

првом случају је кретање чисто хармо- Ь) 
нијско а у другом принудно, те су 
једна чине 

а) 

Ь) 

Ј ~+(l;+ О I)·cp=O; 

c+G Z 

Ј 
(14) 

Ј ~+с <р= :_т Гz·= т! 0 2 А sin О t; 

= т! '}121 

•
4 . sin О t. 

<р Ј (1-'}12) 

Овакав вмброrраф за регнстровање 
осцилација темеља машина има клатно 
тежине О, (cJi. ·22.Б.с), које спирална о
пруга, крутости с~ држи ' нагнуто под 

углом а: .дрема вертикали. Како су 
енергије 

(15) 

G 

G 

Сл. 22.5. - Geiger-oв виброграф 

* Geiger Ј. - Mechanische Schwingungen. Berlin, 1927., S 219. 

31 Теорија осц:Илација 
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то је перио·д осцилације 

Т'"' 2" ~ _с_-т_· __ s_c_o_s_a._ 
(16) 

На принципу вибрографа основани су и сеизмографи за регистра
ваље Земљиних потреса. За случај регистроваља хоризонталних Зем
љиних помераља примељује се хоризонтална клатно, као специјални 
случај косог клатна*. 

· Један сеизмограф са тасте ром (pickup) приказан •је на сл. 22.6. 
Када је сандук на растојаљу х онда је маса т на растојаљу у од

равнотежног положаја па је 
а) Ы релативно nомерање z = у

--х. Ако је, закон потреса 

Земљине к оре х= А cos Q t, тада 
се добија диференiщјална је-

с 

г 

Сл. 22.6. - Сеизмограф 

а) 

х. 

Сл. 22.7 ·-:-а) Схема Schlick-oвor палоrрафа 

ничним зуп~аницима (z), тако да се 

дначина 

тz.+bz+cz =А т 0 2 sinO t, 

то јест истог облика као 

(12), па је амплитуда пред

стављена са (13). Када је о
пруга мека ОЈ< Q тада је N';:::;:;A 
а фази и угао између z и. х 
износи а.= 180°. Међутйм, када 
је о пруга јака (w> О) тада је 

N~A Q 2/w2 ; w2 =cfт. 

На принципу сеИзмоrрафа 
је конструисан и Schlick-oв lla-. 

лограф**. Овај се апарат са

стоји из хоризонталноr клатна, 

тежине G, (сл. 22.7.а), обешеног 
о две полуге (р) које су у вези 

са вратилом I .. Полуге (р) при
државају криваје (k), дужине 
R, које могу да се обрhу око 
непомичне осовине~П. Вратило 
I има преносаи уређај са ко, 

може мењати висина h. 

* Динамика, чл. 17, страна 261. 
** О. Schlick. - On Apparatus for Measuriпg апd Register1ng the ViЬrations of 

Steamers; 1893. 
Die Untersuchung der ViЬrationserscheinungen von Dampfern. Berlin, 1903. 
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Сп. 22.7. - Ь) Schlick-oв папоrраф 

Сп. 22.7. - с)_ Schlick-oв папограф 

31* 
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Узмимо координатни систем у тачки О, онда су координате сре

дишта клатна 

Хс= R sin cr+ l sin е; Ус = R cos <р -1 cos е, (17) 

па су динамичке једначнне кретаља средишта 

М х с= -Р sin е; Му0=- G+F cos е, (18) 

где је Р сила у полузи (р). Елиминишуhи F из ових једначина, с обзи
ром на једначину (17), добија се 

Како је из тригонометријских односа 

tg 8 = R sin ::::::::: 
h-R cos ср 

Rcp 
h-R 

то се за мале осцилације добија једначина 

.• h . g 
ср -' - ср <р2 + - ср :=:: о 

н н 

где је H=h+l-R. 

(19) 

:::::::::е, 

(20) 

Једна чин а (20) сменом ср== р; ~ =р ( dp Jdcp) ;;-:.р р', своди се на 

облик 

(21) 

па интегралењем добијамо 

(22) 

Како је за t=O, ~=0, ср=ср0 то је С=- ge-hч>2ofН, те је 

~ "' "'= ~ ~ [1- е" (<Р'- <r,'!/H Ј • (23) 

Пошто је за највеhу негативну амплитуду - ср2 такође ~=О, она се 
може лако одредити из тога услова; 
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Ако се предљи израз (23) развије у ред и узме само први члан 
реда добија се 

(24) ~=w= .1/ hgeu { Hh ( 2 · 2). h
2 

( 4 4) + 1/ g · 
у сро-ср + Н2 сро-ср .•. ~ у Неи ' 

hcp2 
U= __ о' 

н 

па је период осциловаља 

(25) 

Овај период није изохрон, јер зависи од амплиту де ср0 и дужине Н. 

22.4. Торзиометар. - Торзиометар и торзиограф су основани на 
истом принципу као и виброметар, само служе за одређиваље ампли~ 
туда и фреквенција торзијских осцилација. Често се један исти апарат 
може употребити и као виброметар и као торзиометар само ако се 
промени маса (т). Због тога се ова 

маса назива сеиз.мичfСu део апарата, 

јер је основни .принцип љене при- 1 

мене сеизмограф. 

У примени је и Amsler-oвmop
зuo.мemap који омогуhава да се угао 

торзије чита помоhу светлосног у
ређаја, а затим се лако може одре
дити и торзијски момент када се 

зна крутост вратила. Поред овог' 

торзиометра често се примељује 

Oeiger-oв lliopзuo.мemap. Он се_ са
стоји из једне ременице, (сл. 22.8.), 
која је чврсто насађена. на вратилу 
апарата. Ременицу покреhе главно 

вратило каишним уређајем. На оси 

апарата налази се замајац са спирал

ном опругом крутостИ с; тако да 

између неравномерног обртаља ре
менице и замајца постоји релативно 
кретаље. Ово се релативно кретање 
помоhу специјалних полуга прео
браhа на радијално и аксијално кре
тање које омогуhава регистровање 
осцилација. 

Сл. 22.8. - Geiger-oв торэиометар 
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На сл. 22.9. приказан је Сох-ов Шорзиограф који представља мо
дерну верзију Geiger-oвoг торзиографа. Кривајни уређај преобраhа 

Сл. 22.9. - Сох-ов торзиограф 

Сл. 22.10. - Светлосни тракастн 

осцилограф 

релативно угаоно помераље између сеиЗ
мичке масе и точка у линеарно кретаље 

nреносног вратила. 

22.5. Осцилографи. Светлосни 

тракасти осцилатор је основни и најоп
штији апарат за мереље осцилаторних 

карактеристика. Његова принципска схе

ма приказана је на сл. 22·10. Два провод
ника (L) везана у петљу (Р) налазе се у 
по љ у врло јаког магнета (М). У след тока 
струје и дејства магнета јављају се две 
силе које дају момент за обртну тачку 
петље (Р) за коју је везана опруга. На 
пет љи се налази огледало (О) које се 
због дејства спрега сила обрhе, те скреhе 
одбијени светлосни зрак (S) који се ре
гиструје на бубњу (R). Скретаље овог 
зрака је мера ја чине nроnуштене струје. 



22. Механичкн апарати 487 

Као извор светлости раније се примељивао светлосни лук а сада 
лампе. 

Диференцијална једначина осциловаља ј,е 

у'+ 2 о у+ оо2 у= h i (t), h = const (26) 
коју смо имали и код акцелерометра (12). 

Сл. 22.11. - а) Електронски осцилограф 

Електронсllu осцuлограф (сл. 22.1l.a) служи за лабораторијска ис
питиваља. Траг светлосне мрље види се на екрану, па се мож,е и 
фотографисати, (сл. 22.1l.b): 

На слици је приказан импулсни осцилоскоп који се може, због 
калибрисане осетљивости и времена трајаља временске базе, употре
бити и као мернu инструмент. 
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правци 153 
Гран:Ични услови 353, 379, 426 

геометријски 393 
динамички 390 
накнадни 342 

Греда, проста 351, 356 
са еластичним ослонцима 362 
слободна 359 
уклештена 362 

Грешка 95 
Гринове функције 19 
ГуШитељ 248 

Даламберов принцип 324, 328 
Данкерлеова метода 199, 392 
Деградација енергије 75· 
Дејство 326 
Декремент осцилације 70 
Детерминанта, Лагранжева 145 

Раутова 288 
система 145 
трансформацџје 302 
Хурвицова 288 

Дефект матрице 298 
Деформација 317 
Деформациони рад 20, 322 
Диадски производ 300 
Дивергенција 318 
Дилатација 317 

главна 318 
запреминска 318 
линеарна 317 
попречна 317 
уздужна 317 

Динамичка једначина трију момената 
379, 384 

Динамичке једначине кре·rања 137 
Динамички апсорбер 248 

притисак точка 232 
фактор 81 

Дирихлеова теорема 96, 271 
Диск ексцентрични 257 

центрични 257 
Дисконтинуитет прве врсте 95 
Дискриминанта форме 137, 306 
Диференцијална једначина, 

Беселова 413 
Мајснерова 471 
Матјеова 467 
таласна 326, 421 
Хилова 471 

Дифере'нциј алне једна чине, 
Белтрамијеве 322 
Лагранжеве 43, 51, 75, 109, 139, 145, 

158, 186, 207, 226, 421 
Ламеове 321 
система 137 

Дужина редукована клатна 47 

Евансово клатно 293 
Експонент карактеристични 468 
Екстремум, дејства енергије 13, 274, 

274 
интеграла 274 

Ексцентрични диск 258 
Ексцес, ранга 298 
Еластичност 313 
Електрични осцилограф 487 
Елементарни рад 7 
Елипса, енергије 154 

напона 154 
Елипсоид енергије 154 

Ламеов 316 
н·апона 316 

Елиптичка осцилациј а 55 
Елиптичке функције 442 
Елиптички Интеграл 442 

потпуни 442 
Елиптичко клатно 209 
Елонгациј а 1 
Енергија, ·кинетичка 6, 137 

модифицирана 27 4; 
потенцијална 6, 138, 274 
тотална 6, · 137, 386 

Епитрохоида 32 
Епициклоида 32 
Еријево клатно 58 
Еуклидов алгоритам 283 
Ефект гироскопски 2.65 
Ефективне вредности 129 

Жива сила 6, 19, 137 
Жица 325, 331 
Жуберово правило 131 

Закон о одржању енергије 6 
Омов 130 
осциловања слободног 2 
принудног 155, 370 
Хуков 14, 316 

Запреминска густина 313 
Звоно 223 
Зврк, тешки симетрични 275 
Звучна виљушка 58 



Ивица плоче, с.Јюбодiю ослољена 426 
уклештена 427 

Идеалне везе 135 
Идеално тело 319 
Извод вектора, локални 324 

стационарни 324 
енергије 7 
рада 7 

Изоклине 461 
Изохроност 44, 45 
Импеданца, механичка 82, 91 

електрична 132 · 
Импулс силе 114 
Инваријанта 320 
Инверзна матрица 297 
Индикатор 93, 476 
Индуктанца 130 
Ince-Strutt-oвa карта· 469 
Инструмент за рег. осц. 480 
Интеграл, векторски 6 

Диамела 112 
елиптички 442 
енергије 7 

Интегралење помоћу редова 465 
Интегралне криве 460 
Инфлуентне функције 19 

Јакобијеtв интеграл 297, 442 
Јакобијева матрица 297 
Јакобијеве функције 442 
Јангов модул 320 
Јединица имагинарна 3 

комплексна 3 
Ј единична матрица 296 

функција 116 
· Јединичне импулсне функције 121 
Ј единични у:rиб 17 
Једнакост матрица 298 
Ј едначина, А бел ова 454 

Белтрамијева 322 
Беселова · 413, 466 
карактеристична 306 
коначних разлика 163, 175 
Кошијева 315 
Мајснерова. 471 
Матјеова 468 
Навијеова 315 
прве апроксимације 464 
секуларна 306 
таласна 326 
трију момената. 158, 383 
фреквентна · 144, 306, 394 

rедначине, 
динамичке 4, 324, 383 
диференцијалне кретања 4, 324, 

383 
Лаrранже:ее 43, 75, 109, 139, 145, 

186, ·226 
Ламеоое 321 
Мичелове 322 
Ојлерове 305 · 
пр:Ве апроксимације 464 

130 

Теорија ОСЦИЈiiЩИЈа 
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Карактеристика 130 
клатна 43 
опруге 6 
параболичка 443 
симетрична 444 
синусна 442 

Карактеристична вредност 334, 353 
једначина 277, 353 

Карактеристични број 334 
експонент 468 
пелином 277 

Карсонова трансформација 115 
Карта стабилности 469 
Кастиљаноо образац ·323 
Квадратна форма 139, 306 
Квазидијагонална матрица 297 
Квазиеластични коефицијенти 139, 439 
Кенигова теорема 212 
Килоцикл 2 
Кинематичке једначине 2 
Кинетичка енергија 2, 6, 43, 51, 75, 109, 

145, 186, 207 
Кирховљеви услови 422 
Клапејронова теорема 158, 322 
Клатно, астатичко 60 · 

двогубо математичко 212 
физичко 220 

Евансово 293 
елиптичко 209 
Еријево 58 
идеа.~г::по физичко 47 
конусв~Ј 207, 282 
косе 47, 59 
котрљајно 47, 212 
лабилно 60 
математичко 43 
мултифиларно 52, 249 
Обербеково 215 
реверзибилно 47· 
са опругом 292 
Саразеново 60 
секундно 44 
симпатично 215 
сложено математичко 217 
сферно 207 
Тејлорово 60, 249 
трогубо 225, 247 
Физичко 34, 59, 225 
физичко комбинооано 238 
хоризонталне 59 
циклоидно 44 

Клизање 63 
Клин 396 . . 
Коефицијент, амортизације 68 

гипкости греде. 19, . 
rушења t'S8 
еластичности 320 
инерцијски.,138, 439· 
квазиеластични 139, 439 · 
отnора 66 
отпора, модифиц. 450 
ра~иnања 68 
смицања 368 
спрезања 229 
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Коефицијент трења 60 
успостав,љања 139 
Фуријев 95 

Коксов торзиоrраф 486 
Коленасто вратило 126 
Колинеарне осцилације 26 

· асинхроне 30 
синхроне 26 

Количина кретања 161 
Комплексна, јединица 5 

матрИца 295 
Конволуц:Ија 119 
Кондуктивност 132 
Конзола 358 
Константа опруге 7 
Континуални носачи 194 
Конусно клатно 207 
Координате, генералисане 136, 338 

главне 151 
нормалне 153 
цикличке 210 

Коса клатно 47 
Котрљајно клатно 47 
Кофактор 147 
Кошијеве једначине 315 
Крамерово правило 303 
Кретање, амортизовано 68 

апериод:ичко 68 
изохроно 2, 43, 44 
квази-периодичко 34 
конзервативно 6 
нестабилно 277 
опадајуhе · 69, 277 
осцилаторно 6, 69, 277 
принудно 79 
сложено 79, 107 
стабилно 277 
стационарно 265, 274 

КрИI:=;:Е! енергије 457 
КрИ}Вина Гаусова 431 
Критеријум, Вајерштрасов 96 

нестабилности 272, 470 
Раутов 286 
стабилности 272, 470 
ХурвИЦОIВ 288 

Критична брзина 
гироскопског де ј ства 266 
друге врсте 261 
прве врсте 257 

Ојлерова сила 378 
Круг, енергије 154 

Моров 154 
фреквенција 154 

Кружна, учестаност 2 
фреквенција 2 

Кружне фреквенције инкоменеура-
билне 33 

коменсурабилне 33 
несамерљиве 33 
самерљиве 33 

Кружно клатно 43 

Крутост, аксијална 343 
истезна 343 
јака 440 
мека 440 
опруге 7, 17 
коничне 17 
цилиндричне 17 

плоче 419 
редукована 16 
савојна 19, 351 
торзијска 9, 51 
увојна 50, 401 
упредна, 401 

Кулиса, Волфа 6, 85 
Кулисни механизам 6 

Лавалово правило 258 
Лагранжева детерминанта 145 

метода варијације констанатна 109 
мултипликатора 1!15 

Лагранжеве једначине 43, 75, 109, 139, 
145, 186, 226 

Ламеов елипсоид напона 316 
Ламеове једначине 321 

константе 320 
Ламеови коефициј енти 320 
Ланац везани 164 

слободни 165 
хомогени 164 

Лапласов интеграл 115 
оператор 115, 321 

Лапласова једначина 402 
трансформација Ј15, 345, 377 

Лежен Дирихл·еова теорема 96, 271 
Лежиште, еластично 362 

круто 351 
са опругом 362 

Лик покретне тачке 455 
Линеарна, супституција 302 

трансформација 302 
форма 139, 302 

Линије Хладнијеве 411 
чворне 303, 408 

Лисажуове фигуре 56 
Логаритамска спирала 70, 459 
Логаритамски декремент 70 
Локомотива 231 
Лонгитудинална осцилација 341 
Лук на три зглоба 39 

Мајор матрице 298 
Максвелов коефицијент 17 
Мале осцилације систеЈ.Vi:а, са једни;м 

ст. сл. осц. 1 
више ст. сл. о~ц. 135 

Математико клатно 43 
Матјеова једначина 468 

Функција друге врсте 469 
прве врсте 469 

Матрица, 295 
адјунгована 300 
антисиметрична 296 
·вектор 289 
врста 297 



МатрИца, дефект 298 
дијагонална 296 
ексцес 298 
инверзна. 297 
Ј акобијева 297 
јединична 296 
квадратна 295 
квазидиј агонална 297 
колона 297 
комплексна 295 
косохермитска 296 
мајор 298 
модул 297 
несингуларна 297 
нула 295 
нулитет 298 
ортогонална 304 
пад ранга 298 
партиција 301 
правоугаона 295 
ранг 298 
рачунање 298 
реална 295 
реципрочна 297 
симетрична 295 
сингуларна 297 
сопствених вектора 307 
транспонована 295 
трансформације 303 
хермитска 296 

Мегацикл 2 
Мексвелови дуални коефициј енти 238 

утицајни коефицијенти 

за померање 245 
обртање 245 

Мембрана, 325 
квадратна 408 
кружна 412 
кружно-прстенаста 410 
правоугаона 405 
таласна једначина 403 

Ме.тацентар 50 
. Метацикличка висина 50 
Метода, апрокс:Имација 100, 444 

Бернулијева 332 
варијације констаната 109 
Галеркинова 398 
Гаусова 104 
rрафичка 178, 441 
графоаналитичка 19 
Даламберооа 328, 332 
Данкерлеова 199, 392 
деформација 19 
Дуфингова 447 
енергије 12, 24, 273, 386, 395 
изоклина 460 
итерације 311 
Клапејронова 379 
лагано променљиве амплитуде 454 
Лагранжева 109 
Лиенардова 461 
Линдштетова 444 
Љапунова 164 

32* 

Метода Мизесова 82 
· Морлијева 201, 263 

најмањих квадрата 104 
нумеричка 181, 441 
Њутн-Рафсонова 174, 294 
операциона 115 
описне функције 452 
партикуларних интеграла 332 
приближна 180, 386 
Птоломејева 32 
Релијева 12, 273, 386 
Рицова 273, 393, 416, 424 
Рунrеова 103 
тригонометријска 163 
трију момената 379 
Фур иј ео ва 95 
хармонијскоr баланса 452 
Холцерова 180 

Механизам кулисни 6 
Wolf-oв 6 

Механичка, аналогија 136 
импеданца 82, 91 _ 

Механички апарати 475 
инструменти 475 
сИстем 135 

Минутни број обртаја 2 
Множилац, Лагранжев 195 

резонансе 81 
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МодИфициран коеф. отпора 445, 450 
Мод:Ифицирана потенц. енергија 274 
Модул, вектора 304 

еластично"сти 320 
клизања 30, 320 
компресије 
матрице 297 

Модулација 34 
амплитудна 34 
фреквентна 34 · 

:Момент, поремећајнИ 259 
Са/Б иј ања 20 
увијања 35 

Морлијева метода 201, 263 
Моров круг 141 
Мртва зона 67 

Навијеова једначина 315 
Напон, главни 113, 314 316, 

нормални 113, '314 
тангенцијални 113, 314 

Непериодички процес 454 
Нит 167 
Нормалне координате 153 
Нормални елептички интеграл 442 
Носач, континуалан 194, 379 

прост 185 

IЬихање брода 49 
ЊуТН:ова метода 174, 294 

ОбербеК:оiВо клатно 215 
Образац, Данкерлов 200 

Кастиљанов 323 
Клапејронов 322 
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Образац Морлијев 202 
Рел:Ијев 386 
Рицов 393 

Обртни вектор 3 
Одстуnаље 
Ојлерове, једначине 308 

константе 95 
Олакшице 99 
Ојлерова критична сила 378 

резолвента 245 
Оквир 40 
Омов закон 129 
Оnадање, механичке енергије 75 

осцилације 68, 277 
Оnруга екв.ивалентна 11 

карактеристика 7 
конична 9 
сnрезање 10 
цилиндричка 9 

Оператер Лаnласов 412 
дуnли 421 

Хамилтонов 326 
Опружна вага 60 

оптерећење 19 
Оригинал 115 
Ортоrонална, матрица 304 

трасформација 304 
Ортогоналне, осцилације 54, 149 

асинхроне 55 
синхроне 54 

функције 149, 325 
Ортогоналност главних осцилација 149 

Оса, осциловања 30 
смицања 388 

Основни облици осцилација 148 
систем интеграла 148 

Осцилација, амплитудно модулирана 

34 
асинхрона 26, 34 
допунска 34 
елиптичка 55 
јака 54, 72 
криволиниј ска 43 
опадајућа . 34 
основна 34 
праволинијска 4 
nринудна 73, 107, 155 
nуна 2 
растућа 35 
синхрона 54 
с.лаба .68 
фреквентно модулирана 35 
хармонијска 1 
цела 2 

Осцилације, амортизоване 63, 277 
ан•гисиметричне 365, 380 
греде, лонгитудиналне 341 

попречне 351 
трансверзалне 351 

жице 331 
лонгитудиналне 341 
принудне 331 
слободне 331 

' Осцилације, нелинеарне 439 
несиметричне 365 
обртних дискова 435 
nлоче 417 
принудне 155, 370, 432 
рама 40 
реолинеарне 465 
реономне 465 
симетричне 365; 380 
сnреrнуте 401 
течности 38 

Осцилатор, вертикални 7 
Вилберфорсов 223 
спирални 53 
торзијски 50, 62, 178 
увртни 50 · 
хармонијски 6 
хоризонтални 6 

Осцилограм 488 
Осцилограф, 486 

електрични 487 
светлосни 487 

Отпор, активни 132 
индуктивни 130 
капацитетни 130 
привидни 131 
сразмеран 1. ст. брзине 63, 24::;, 

2. 447 

Пад, осцилације 70 
ранга матрице 290 

Палограф 292 
Шликов 292, 482 

Параметри, кола· електр. 132 
Матјеове једначине 468 

Партиција матрица 301 
Период бијења 35 

подрхтавања 35 
примитивни 94 
осцилације 2 
поремећајне силе 80 
функције 80 

Периодичка функција 3 
Перла 167 
Плоча, кружна 423 

квадратна 427 
правоугаона 426 

Поасонов коефицијент 320 
ПоврШина, еластична 318, 418 

неутрална 418 
Подрхтавање 35, 85 
Плоча 417 
Подскакивање 231 
Покретни терет 114 
Поље безвртложно 327 

вртложно 327 
потенцијално 327 
соленоидно 327 

Померање 316 
вектор 316 
фазе 2, 85 



Попречне осцилације, греде 17, 185 
мембране 325 
плоче 426 

Поремеhајна сила 113 
Поремеhајни момент 115 
Потенцијална енергија 322 
Правило, Декартово 283 

Кр_амерово 303 
Лавалоtво 258 

Прва варијација интегра.ла 399 · 
функције 398 · 

Предводни угао 2 
Пресликавање функциј-е 116 
Прецесија, прогресивна 267 

· регуларна 267, 276 
ретроградна 267 

Приближне методе 180, 386 
Примитивни период 94 
Принцип Даламберов 324, 328 

минимума 387 
Хамилтонов 326 

Принудна осцилација, проста · 79, 337 
сложена 107 
торзијска 182 

. чиста 394 
сИла 79, 107, 339, 373 

генералисана 339, 373 
Проводност, активна 132 

. реактивна 132 
сложена 132 

Прои318од диадски 300 
матрица 298 
скаларни 300 

Процес, непериодички 454 
периодички 329 
таласни 325 

Пулзација 2 
Пут заобилазни 398 

суседни 398 

Равнотежа, лабилна 27 4 
стабилна 27 4 

Рад, виртуални 339 
деформациони 20, 322 

специфични 30, 322 

Рам 40 
тотални 20, 322 

Ранг матрице 298 
Раутов критеријум 285 
Раутова детерминанта 286 

схема 286 
Реакција кола 132 
Регулатор Ватов 289 
Редукована дужина клатна 47 

крутост 14, 384 
маса 14 

Редуктори 172 
Редукција, крутости 16, 384 

маса 15 
момената инерције 173 

Редукциони коефицијент 172 

Режим осциловања 
принудног 87 
слободног 2 

Резонанса 81, 89 
критична 132 
напонска 132 

Релијооа метода енергије 386 
Реолинеарне осцилације 465 
Реономне осцилације 465 
Репрезентативна тачка 455 
Решење, чисто периодичко 330 
Рицова метода 273,. 303, 416 
Рунгеова метода 103 

Савојна крутост 19, 351 
Самостабилисање вратила 259 
Светлосни осцилограф 487 
Седла 463 
Сеизмички део апарата 482 
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Селективност 132 
Сила, активна 63 

атрактивна 2 
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501 

·генералисана конзервативна 138 
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ASPEKTI PROUCAVANJA RAVNOG KRETANJA TELA 1 NJIHOVA 
PRIMENA NA RESAVANJU PROBLEMA IZ TEORIJE OSCILACIJA 

REZIМE - Ovaj rad predstavlja pokиSaj da se sa nekoliko aspekta sagleda i 
proиci proЫem ravnog kretanja tela (ili ploce). I i II aspekt tumacenja navede
nog proЫema sи dobro poznati iz Mehanike II3 dok III aspekt3 koga smatram svo
jim skromnim doprinosom и rasvetljavanjи istog proЫema3 predstavlja prodor и 
oЫast slozenog kretanja. III aspektom sи tretirane male oscilacije ploce и ver
tikalnoj ravni3 а tri primera3 koji sи prilozeni па krajи ovog rada3 ilustrujи 
mogudnost njihovog resavanja sa III aspekta proиcavanja proЫema ravnog kreta
nja tela. 

UVOD 

Kinematicki uslov ravnog kretanja krutog tela је da su brzine 

svih njegovih tacaka za sve vreme kretanja paralelne jednoj stalnoj 

,ravni. Ukoliko se nekom drugom ravni, paralelnoj datoj stalnoj rav

ni, presece.;telo kroz njegoxo tezist~, onda se kreFanje tela moze 

proucavati posmatranjem kretanja njegovog pre~seka t1 toj presecз:t,<;l 

ravni. 

Presek tela nazivamo plocom (р). 

Kretanje ploce (р) poznajemo ukoliko znamo kretanje jedne nje
ne duzi АВ, koju nazivamo stapom АВ. 

Komplano kretanje ploce (р) је moguce sa nekoliko aspekta ras

tumaciti i s tim u vezi na nekoliko nacina matematicki ga opisati. 

I ASPEKT 

Iz kinematike ravnog kretanja је poznato da ploca (р)· u ravni 

Оху ima tri stepena slobode kretanja: dva translatorna u pravcima 



о 

osa diedra Оху i obrtanje oko ose Oz. Ovo nат pokazиje da se plo

ca (ili stap) moze prevesti iz jednog :polozaja и ravni и drиgi sи

sedni polozaj sa dva kretanja: jednom translacijom za dиzinи (s) 

iz polozaja АВ и medjиpolozaj А~Б' i jednom rotacijom za иgао (ф) 

iz medjиpolozaja А~В' и sиsedni .polozaj А1В 1 , (slika 1). Pri tome 

ро zakonи krиtosti ostaje da је АВ = А'Б' = А1В 1 = ~. 

Slika 1 

Postoji beskonacno mnogo parova translacija + rotacija da se 

ploca (р) na ovaj nacin prevede и sиsedni polozaj, no medjи njima 

biram оnи translacijи koja dovodi do·poklapanja teziste ploce (С) 

sa njegovim narednim polozajem (с 1 > i zatim rotacijи oko tezista 

kojom се stap iz medjиpolozaja А~В~ biti doveden и polozaj А1В 1 • 

U stvarnosti se оЬа ova kretanja dogadjajи istovremeno, te iz.;.. 

vedena analiza premёstanja ploce iz pocetnog и konacno Ьlizak su

sedni po.lozaj odstиpa od realnosti. svoj pиni fizicki smisao iz

vedena analiza zadrzava jedino ako se radi о premestanjи ploce iz 

pocetnog и beskonacno Ыizak sиsedni polozaj, jer se tada elemen

tarna komponentna kretanja mogи posmatrati odvojeno. U tom slиса

ји dogodice se za elementarno vreme (dt) translacija ploce za ele

mentarnи dиzinи (ds) i rotacija ploce za elementarni иgао (dФ), 

slicno kao na slici 1. 

Prema tome se тоgи definisati trenиtna translatorna brzina 

ploce (р) koja је zajednicka za sve tacke ploce, ра· i za samo te
ds ziste (С) kao: VC dt i trenиtna иgaona brzina rotacije ploce 
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oko tezista: 

(t) • 

w = З! dt ф, jer one vaze za jedan vremenski trenutak 

Kineticka energija ploce u posmatranom trenutku vremena (t) 

sastoji se iz dva dela: kineticke energije elementarne translacije 

ploce Ее = ~ Mv~ i kineticke energije elementarne rotacije ploce 

- 1 2 Er - 2 Је w , ра је ukupna kineticka energija ploce Ek: 

(1) 

pri cemu је: 

М - masa ploce 

Је - sopstveni polarni moment inercije ploce 

Ovo је analiticki izraz Kenigove teoreme (Samuel Konig) za 

ravno kretanje ploce (ili tela) • 

II ASPEKT 

Moze se isti stap sa slike 1, prevesti iz polozaja АБ u suse

dni А1в 1 i samo jednom rotacijom za ugao (ф) oko jedne tacke u ra
vni kretanja i ona se zove obrtni pol (О) • 

Na slici 2а је prikazan nacin prevodjenja stapa jednom rota
cijom iz polozaja АБ u polozaj А 1в 1 • 

Obrtni pol (О) se nalazi u preseku simetrala (na) i <nь> po
vucenih na duzi АА1 i вв 1 • Ugao izmedju pravaca ОА i ОА1 predstav
lja ugao rotacije ( АОА1=ф). Ugao (а) izmedju pravca ОА i duzi АБ 
jednak је uglu izmedju pravca ОА 1 i duzi А1в 1 zbog krutosti ploce. 

Ako se kroz tac11;1. (Т) preseka pravaca АБ i А1 в 1 ~ovuku para
lelno preneseni p:ravci ОА i ОА1 , kao na slici 2Ь, onda se ugao iz
medju pravaca АБ i А1в 1 lako odredjuje prema jednacini: 

АТА1 = (ф - а) + а ф 

Dakle ugao izmedju pravaca,AБ i А1в 1 jednak је uglu rotacije 

(ф). Ovo је izraz Saljove teoreme (Michel ehasles): 

"Svaka ravna figura (tanka ploca) moze se iz jednog polozaja 

prevesti u drugi oЬliznji komplani polozaj obrtanjem oko odredjene 

tacke - pola - za ugao koji proizvoljna prava figure cini u оЬа 

polozaja 11
• 
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u slucaju da је susedni polozaj ploce neizmerno Ыizak pocet

nom, onda se ploca moze premestiti iz poc~tnog u susedni polozaj 

rotacijom za elementarni ugao (dф), slicno kao na slici 2а, oko 

obrtnog pola koji vazi samo u tom vremenskom trenutku (t) i naziva 

se trenutni pol (Р) • 

~) 

в 

Slika 2 

Elementarna rotacija se dogadja u toku·elementarnog vremena 

(dt), ра se trenutna ugaona brzina rotacije oko trenutnog pola mo
dф • 

ze definisati kao: w = dt = ф • 

Trenutna ugaona brzina (w) је jednaka trenutnoj ugaonoj brzini 
. . 

ro~acije ploce oko tezista iz 'I aspekta razпiatranja ravnog kretanja 
рГосе. 

Dokaz lezi u cinjenici da se u оЬа slucaj~ za elementarno vre

me (dt) ploca obrne za ugao (dФ) koga zaklapaju pravci АВ i А1в 1 . 

Posto se radi о samo jednoj rotaciji, trenutna kineticka ener

gija ploce iznosi: 

1 Ј w2 
2 р (2) 

pri \emu је: 

ЈР- polarni moment inercije ploce za tacku trenutnog pola (Р). 

Obzirom da se kroz dva razlicita aspekta proucava ravno kreta-
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nje iste ploce и istorn vrernenskorn trenиtkи (t), vrednosti za dobi

jene kineticke energije ploce (~k) bi rnorale biti jednake, izrazi 
(1) i (2). 

Dokaz: 

jer је prerna stajnerovoj teorerni (Jac.Steiner): ЈР = Је + Мr~. 
(rc) је rastojanje od trenиtnog pola (Р) do tezista ploc~ (С). 

III ASPEKT 

Ploca (р) ili stap АБ sa slika 1 i 2а se rnoze iz pocetnog po

lozaja prernestiti и sиsedni polozaj А1в 1 i pornocи dve rotacije 

slika За. Prvorn rotacijorn oko obrtnog pola (01) za иgао (ф) stap 

se prernesta iz polozaja АБ и rnedjиpolozaj А;В;. Drиgorn rotacijorn 

oko obrtnog pola (02) za иgао (6) .stap se prernesta iz rnedjиpoloza
ja А;В; и sиsedni polozaj А1в 1 • 

а) 

Slika З 
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Prema Saljovoj teoremi (Midpel Shasles) vazi: 

в~т2в 1=е (slika ЗЬ). 

Iz trougla дт 1т2т sa slike ЗЬ moze se konstatovati da је 

Ф = Ф + е (З) 

Napomena: Uglovi (ф i е) nose svoje predznake. Predznak ugla је 

(+) ako је smer njegovog porasta istovetan sa izaЬranim smerom 
porasta ugla (ф), u suprotnom predznak ugla је (-). Dokaz se pre
pusta citaocu. 

U stvarnosti se оЬе komponente rotacije dogadjaju istovreme

no, te slicno kao kod prvog aspekta. proucavanja proЬlema, izvede

na analiza premestanja ploce iz pocetnog u konacno Ьlizak susedni 
polozaj odstupa od realnosti. svoj puni fizicki smisao izvedena 
analiza zadrzava, jedino ako se radi о premestanju ploce iz pocet
nog u beskonacno Ьlizak susedni polozaj. u tome slucaju dogodice 
se za elementarno vreme (dt) rotacija ploce oko trenutnog pola (Р 1 ) 

on odgovara obrtnom polu (01), za elementarni ugao (dф) i rotaci

ja ploce oko "pokretnog" trenutnog pola (Р 2 ), on odgovara "pokret

nom" obrtnom polu (02), za ugao (de). Slicno kao na slici За. 

Za trenutni pol (Р2 ) upotreЬljen је izraz "pokretni", zbog 
toga sto se on zajedno sa plocom obrce oko trenutnog pola (Р 1 ). 

Moguce је sada pokazati fizicko tumacenje jednog ovako shvace
nog kretanja, tako sto se moze zamisliti da se pokretna.ruleta plo
ce (р) kotrlja bez klizanja ро nepokretnoj ruleti ploce nosaca (n), 
koja se opet preko svoje.pokretne rulete kotrlja bez klizanja ро 

nepokretnoj ploci {z), slika 4. 

Ovo је prakticno slucaj slozenog kretanja. 
Kotrljanje~·po nepokretnoj ploci (z), ploca nosac (n) saop

stava prenosno kretanje ploci (р) , koja se istovremeno kotrljanjem 
ро ploci nosacu (n) ~elativno krece u odnosu na nju. 

Pokazana kretanja su u stvari rotacije ploce nosaca (n) oko 
trenutnog pola (Р 1 ) i ploce Р oko "pokretnog" trenutnog pola (Р 2 ) 

u datom vremenskom trenutku (t). 
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Prethodno izvedena veza izmedju: 
- ugla ukupne rotacije (ф), u daljem tekstu nazivace se uglom 

apsolutne rotacije, 



- ugla komponentne rotacije (ф), u daljeni tekstu nazivace se 
uglom prenosne rotacije, 

- i ugla komponentne ·rotacije (6), u daljeni tekstu nazivace 
se uglom relativne rotacije, 

vazi u potpunosti i u elementarnom oЬliku: 

dФ = dФ + de 

naravno uz istu napomenu о predznacima. 

Kako se sve ove tri elementarne rotacije dogadjaju u toku is

tog elementarnog vremena (dt), gornja jednacina dace vezu izmedju 

ugaonih brzina, ako se ista podeli sa (dt) : 

w = w 
р 

+ w r 

(z) 

Slika 4 

(з') 

Preseк S-S 

(~) 
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pri cemu је: 

w = dф ф - apsolutna ugaona brzina, 
dt 

w 
'dф 

ф - prenosna ugaona Ьrzina, 
р dt 

de 
е - relativna brzina. w dt ugaona r 

Napomena: U jednacini ugaone brzine (wp i wr) nose svoje predznake, 

pri cemu је predznak ugaone brzine (+) ako је njen smer istovetan 

sa izaЬranim smerom ugaone brzine (w), u suprotnorn predznak ugaone 

brzine је (-). 

Kvadrat ugaone brzine (w) iznosi: 

(З") 

Napornena: Znak ispred rnesovitog clana је (+) ako su ugaone brzine 

(wp i wr) istosrnerne, а (-) ako su iste suprotnosrnerne, pri cernu u 

jednacinu unosirno apsolutne vrednosti ugaonih brzina. Doka је lak. 

Na slici 5 је prikazana ploca (р) u pocetnorn polozaju i neka 

Slika 5 
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taj polozaj ploce odg.ovara istom pocetnom polozajи ploce (р) sa 

slika 1 i 2а. Naglasavam da se radi о istoj ploci (р) i istom nje

nom kretanjи 1 koje је vec proиcavano иnиtar prethodna dva aspekta. 

Intenzitet prenosne brzine tezista ploce (С) iznosi v =aw 1 
р р 

а intenzitet njegove relativne brzine vp=bwr. 

(а) i (Ь) sи rastojanja trenиtnih polova (Р 1 ) i (Р 2 ) od tezis

ta (С) 1 dok (с) predstavlja rastojanje izmedjи trenиtnih polova. 

Kvadrat brzine tezista (vc) iznosi prema kosinиsnoj teoremi: 

v 2 + v 2 + 2v v cosy 
р r р r 

Sa drиge strane iz troиgla дР 1Р 2с moze se (cosy) izraziti pri

menom kosinиsne teoreme kao: 

cosy = --1- (а 2 + Ь 2 - с2). 
2аЬ 

Ako se vrednost za (cosy) uvrsti и izraz za kvadrat brzine te

zista1 i sprovede analiza о иtiсаји rasporeda polova (Р 1 i Р 2 ) и 

odnosи na teziste (С) и komЬinaciji sa smerovima (wp i wr) 1 dobija 

se: 

(4) 

Napomena: Napomena data иz izraz (З") vazi i ovde. 

Kineticka energija ploce (Ek) је nezavisna od aspekta prouca

vanja proЬlerna 1 samo se drugacije izrazava 1 i idgovara brojcano 

izrazima (1) i (2) 1 jer se radi о istoj ploci (р) i istom njenom 

kretanjи. 

Da bih izveo:izraz za kinetickи energijи ploce (Ek) sa treceg 

aspekta proиcavanja proЬlema·, polazim od analitickog izraza Keni

gove teoreme (Samиel Konig) za ravno kretanje ploce - izraz ( 1). 

+ ~ Ј (w 2 ± 2w w + w2) 
2 С. р р r r 
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=.!(Ј +ма2)(1)2 +!(Ј +МЬ2)(1)2±.!.\2Ј +М(.а2+Ь2-с2) \w w 
2 С р 2 С r 2 С · ,р r 

= ~ JP1w~ + ~ JP
2

w; ± ~\2ЈС+М(.а2+ь 2-с2 ) 1 wpwr , 

jer је: 

v2 a2w2 + b 2w2 ±(a2+b2-c2)w w prema izrazи (4) 
с р r р r 

w2 w2 
р 

± 2w w 
р r 

+ w2 prema r izrazи (з 11) 

Ј р Је + ма2 

1 prema stajnerovoj teoremi (Јас. Steiner). 
Ј р Је + МЬ2 

2 

Dakle, izraz za kinetickи energijи tela (ili ploce) (Ek) 
posmatranom trenиtkи vremena (t), sa treceg aspekta nrnucavan 

ravnog kretanja tela, izgleda: 

pri сеmи sи: 

ЈР i Ј - polarni momenti inercije tela za trenиt. 
1 р2 

pol. (Р 1 i Р2 ) 

wp i wr - prenosna i иgaona brzina rotacije oko tr.pol. (Р 1 i Р2 ) 

Је - sopstveni polarni moment inercije tela 
М - masa te.la 

а i Ь - rastojanja trenиtnih polova (Р 1 i Р2 ) od tezis.tela (С) 

с - rastojanje izmedjи trenиtnih polova (Р 1 i Р 2 ) 

Napomena: Znak ispred mesovitog clana и izrazи za (Ek) је (+) ako 

sи ugaone brzine (wp i wr) istosmerne, а (-) ako sи iste sиprotno
smerne, pri сеmи и izraz иnosimo njihove apsolutne vrednosti. 

Obzirom da се trecim aspektom proucavanja ravnog kretanja 
tela Ьiti tretirane njegove oscilacije oko ravnoteznog polozaja, 

potrebno је ukazati na odredjene aproksimacije koje se uvode da 
Ы se proЬlem pojednostavio i sveo na slucaj linearnih oscilacija 
tela, koje sada morajи Ьiti male, jer se jedino kod takvih oscila
cija moze tolerisati greska koja se javlja zbog linearizovanja 
problema. 
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1) za vreme kretanja ploce polovi (Р1 i Р2 ) menJaJu svoja me

sta, ра se menjaju i rastojanja (а, Ь i с). }1e.djutim, za slucaj 

malih oscilacija, smatramo da је: 

а "' const. Ь "' const. 

2) Sa promenom rastojanja (а i 

se i polarni momenti inercije (ЈР 
1 

cilacija smatramo: 

i 

с "' 

Ь) za 

Ј р ) 1 

2 

ЈР "' const. 
1 

const. 

const. 

vreme kretanja, menjaju 

·no u slucaju malih os-

Kada se radi о oscilacijama sistema: ploca (р) - ploca nosac 

{n), slika 4, u vertikalnoj ravni, onda se one mogu javiti u dva 

vida i to: 

1) Oscilacije sistema sa dva stepena slobode. Uglovi (ф) i 

(е) su medjusobno nezavisni (е ~ kф). 

2) Oscilacije sistema sa jednim stepenom slobode. Uglovi (ф) 

i (е) su medjusobno zavisni (е= kф). 

Unutar оЬа vida izrazavanja oscilacija, razlikuju se dva slu-

саја: 

1) Ploca nosac (n) је realna (Mn > О). 

2) Ploca nosac (n) је fiktivna (Mn =О) • 

Dakle, postoji ~etiri nacina oscilovanja sistema • 

. Potrebno је da se postavi jedinstveni izraz za potencijalnu 

energiju _sistema (Е ), koji bi vazio za sva cetiri nacina oscilo
Ps 

vanja. 

Do jedinstvenog izraza se moze doci, tako sto се biti postav

ljeni izrazi za (Е ) za sva cetiri nacina oscilovanja i biti is
Ps 

pitani usiovi za postizanje minimuma za (Е ) u ravnoteznom polo
Ps 

zaju sistema tj. (ф=О; е=О). 

Uopstavanjem kasnije dobijenih izraza za (Е ), s obzirom na 
Ps 

uslov postojanja minimuma u ravnoteznom polozaju, dobija se jedin-

stveni izraz za (Е ). 
Ps 

Evo kako bi tekao postupak za izvodjenje izraza za (Е ) za 
Ps 
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prvi nacin oscilovanja (е#kф; Mn>O) •. 

Pote.ricijalna energija siste.rna (Е ) u izve.denom polozaju u 
. ·Ps 

odnosu na ravnotezni polozaj izriosi: 

pri cemu је: 

дh - visinska razlika izvedenog polozaja tezista (С 1 ) ploce 
(р) u odnosu na njegov ravnotezni polozaj (С) 

дhn - isto to samo za plocu nosac (n) • 

Prema slici б, visinska razlika (дh) se moze izraziti kao: 

дh дh1 + дh2. 

Slika б 

Da bi lakse odredili visinsku razliku (fih), stap cemo premes

titi iz ravnoteznog Р 2с u izvedeni polozaj Р 2 с 1 prema prvom aspek-
1 

tu (translacija + rotacija). 

Stap је iz ravnoteznog polozaja Р2С translirao do medjupoloza

j а Р 2с ", а onda је rotirao oko trenutnog pola (Р 2 = Р 2 ) za ugao 
1 

(ф=ф+6) do izvedenog polozaja р2 с1. 
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Visinska razlika izmedju tacaka (С') i (С) jednaka је visin

skoj razlici izroedju tacaka (Р 2 ) i (Р2 .:р 2 ) , jer se radi о tran-
1 

slaciji stapa iz polozaja Р 2С u polozaj Р2С', i iznosi: 

c(cosa-cosacosф+sinasinф) 

Posto је rec о malim oscilacijama, tj. malom uglu (ф), moze 

se izvrsiti aproksirnacija: cosф!:<l- ~Ф 2 ; sinф!:<ф i posto se ove pri

Ыizne vrednosti za (соsф) i (sinф) uvrste u izraz za (~h 1 ), konac

no se dobija: 

Visinska razlika izmedju tacaka (С 1 ) i (С'} iznosi: 

~h2 Ьlcoss - cos(S+ф+e) 1 = 

Ьlcoss cosscos(ф+e) + sinssin(ф+e) 

Ugao (е) је takodje mali ugao, te se moze izvrsiti aproksima

cija: соs(ф+е)!:<l.:..~(ф+е) 2 ; sin(ф+e)!:<ф+e i posto se ove priЫizne 
vrednosti za соs(ф+е) i sin(ф+e) uvrste u izraz za (~h 2 ), dobija 

se: 

~h2 = ~ь 1 {ф+е) 2 coss + 2 (ф+е) sinS 1 

Visinska razlika (~h) i~nosi: ~h=~h 1+~h2 , ра је: 

~h = ~с (ф 2cosa+2фsina) + ~Ь 1 (ф+8) 2 cos/3 + 2 (ф+8) sinS 1 

+ (c•sina + bsinS)ф + (bsinS)8 

Visinska razlika izvedenog polozaja tezista ploce nosaca 

(Cn ) u odnosu na pocetni polozaj tezista (Cn) , imaju6i u vidu 
1 

aproksimacije u vezi sa uglom {ф), izn~si: 
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Potencijalna energija sistema је: 

!2 [Mg(c•cosa+bcosB) +м g(dcoso) [Ф 2 + 
fl 

gde 

+ ~Mg ЉсоsВ)е 2 + _Мg(ЬсоsВ)Ф.е + 

+ [Mg(c•sina + bsinB) +М g(dsino) [Ф +. Mg(bsinB)e 
n 

Dakle: 

su koeficijenti: 
А Mg(c•cosa + bcosB) + Mng(dcoso) 
в Mg (ЬсоsВ) 
с Mg (Ьсоsв> 
D Mg(c•sina + bsinB) + Mng (dcoso) 
Е Mg ЉsinB) 

Uslov minimuma u ravnoteznom polozaju (Ф=О i 6=0) daje: 

.ЭЕ 
___Е о АФ + се + D о => D о Эф 

ЭЕ 
___Е = о ве + Сф + Е о => Е о эе 

э 2 Е э 2 Е э 2 Е 2 
____Е ____Е - ( We) 
ЭФ 2 эе 2 'f 

АБ - с 2 > о 

.Э2Е а 2Е .. э 2Е 
~ = А > О ;: . ~ = В .> О ; ---:Е. = С 
эфz эеz Эфэе 

Iz uslova. (Е=О} sledi da је· ( В=О) ili ( B=1r) sto odgovara i 

uslovu (В>С) za (ф i ё) istosmerne ili (ф i ё) suprotnosmerne. 

Ostali uslovi daju vezu izmedju ugla (а) i (о) koji moze biti 
bilo koje vrednosti u raVпi oscilovanja. 

Ako se isti postupak sprovede i kod preostala tri nacina 

cilovanja, zakljucice se da i ugao (В) moze uzimati bil~ koje 
dnosti te jedinstveni izraz za (Е ·) glasi: 

Ps 
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Za nas је interesantan samo deo potericijalne energije sistema 

koga akumиlira ploca (р), te ako se iz izraza za (Е ) izdvoje cla
Ps 

novi koji ne sadrze (Mn)., dobice qe: 

ЕР ~Mg(c•cosa + ЬсоsВ)Ф 2 + ~Mg(bcosв>e 2 + Mg(bcosB)фe 

Sa slike б se vidi da је: 

c•cosa + bcosB bcosB 

Uglovi (а i В) тоgи иzimati bilo koje vrednosti, pri сети, 

istovremeno, иglovi (ф i е) mogи da rastи и istom smerи ili и sи

protnim smerovima. 

Kada ~е proanalizirajи sve mogиce komЬinacije rasporeda polo

va (Р 1 ) i (Р 2 ) и odnosи na polozaj tezista (С) и sprezi sa karakte

rom porasta иglova (ф i е), dobice se jedinstven izraz za (Е). 
р 

Potencijalna energija tela koje oscilиje и vertikalnoj ravni 

samo pod иticajem sile sopstvene tezine iznosi: 

pri сети је: 

Е 
р 

М - masa tela 

g- uЬrzanje Zemljine teze (g = 9,81 ~) 
sec2 

(б) 

н 1 i н 2 ~ visina trenиtnih polova (Р 1 ) i (Р 2 ) и odnosи na te

ziste teia (С) и ravnoteznom polozajи tela 

Ф i е - иglovi prenosne i relativne rotacije. 

Napomena: Znak ispred mesovitog clana и izrazи za (Е ) је (+) ako 
р 

иglovi (ф) i (е) rastи и istom smeru, а (-) ako isti rastи и sиpro-

tnim smerovima, pri сети и izraz иnosimo njihove apsolиtne vredno

sti. Visine (Н1 ) i (Н 2 ) и izraz иnositi sa predznacima. Predznak 

visine је (+) ako је odnosni trenиtni pol iznad tezista (С), а (-) 

ako је isti ispod tezista tela (С). Dokaz se prepиsta citaocи. 
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Za slucaj da se ·za sve vreme kretanja trenutni pol (Р2) р о-

klapa sa tezistem ploce (С) - р2 - с - onda је: Ь=О; н2=О; а=с, 

р а se izrazi (5) i (6) uproscavaju i postaju: 

Ek 
1 

Ј р w2 +.!. Ј w2 Jcwpwr (7) 
2 ± 

1 
р 2 с r 

1 н ф2 ( 8) Е 2 Mg 
р 1 

Napomena: Napomene date uz izraze (5) i (6) vaze i ovde. 

PRIМERI 

Svi prilozeni primer1 се biti reseni sa treceg aspekta pro

ucavanja ravnog kretanja tela. 

Slika 7 

1) Oko kruznog cilindra poluprec-

nika (r) osciluje tanak kruzni 

prsten mase (М) , unutrasnjeg 

poluprecnika (2r) i spoljasnjeg 

poluprecnika (4r), slika 7. Od

rediti period malih kotrljajnih 

М oscilacija bez klizanja. 

Resenje: 

Ploca, и ovom slucaju tanak kru-

zni prsten, је iz ravnoteznog 

polozaja АБ premestena u izve

deni polozaj А1В 1 , tako sto је 

obrnuta oko trenutnog pola (Р 1 ) 

za ugao prenosne rotacije (ф) 

do medjupolozaja А'Б', а potom 

је obrnuta oko trenutnog pola (Р 2 ) tj. svoga tezista (С) za ugao 

relativne rotacije (8) do izvedenog polozaja А1в 1 , slika 8. 

Izmedju uglova (ф) i (8) postoji veza (8=kФ), jer ploca ima 

samo jedan stepen slobode kretanja, te za generalisanu koordinatu 

biram ugao (ф). 

Vezu i"zmedju uglova {ф) i (8) daje uslov kotrljanja bez kli

zanja, ра moraju odgovarajuci lukovi da budu jednaki АА' = А1А', 
. te је: 

оо 



2re = rф 

-----
Slika 8 

=> е = .!. Ф 
2 

--

' 

/ 
/ 

/ 

" '\. 

/ 
/ 

\. 
\ 

/ 

\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
1 
1 

Ј 
1 

1 
1 

1 
1 

Obzirom da је и ovom slucaju (H 1=r) i (Н 2=О), kineticku (Ek) 

potencijalnu energiju (Ер) odredjдjem prema obrascima (7) i (8): 

Ek 
1 

Ј р w2 + .!. Ј w2 - JCwpwr 2 1 р 2 с r 

Је .!. М 1 ( 4r) 2 
2 + ('2r) 2 1 = 10Мr 2 

Ј р Је + мr2 10Мr 2 + ~1r2 1H1r 2 
1 

wr 
~ 1 

w ф 2 
р 

Ek 
1 11Мr 2 Ф 2 + .!. 10Мr 2 (.!ф) 2 10Мr 2 ф(.!ф) 2 ~1r2ф2 2 2 2 2 4 

Е 
1 
Mgrф 2 

р 2 
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Unosenjem ovih vrednosti za (Ek} i (Е } . u Lagranzevu jedna-. р 

cinu (J.L.Lagrange) Il vrste, dobija se diferencijalna jednacina 

oscilovanja, а роtош i trazeni period oscilacija. 

7 .. 
2 Мr 2 Ф + Mgrф = о => 

Slika 9 

2) Homogeni stap АБ duzine 

( 4/З R) . 1 . tak L = --3-. osc~ uJe о 

sto krajem (А} klizi ро 

unutrasnjoj strani glat

kog polukruga, poluprec

nika R, prolazeci stalno 

kroz pokretljivo - obrt

no - leziste (D) na obodu 

polukruga (slika 9) • Odre

diti period malih oscila

cija stapa АБ. 

Resenje: 

Kotrljanjem pokretne rule-

te, za koju smatramo da је vazan stap, ро nepokretnoj ruleti, stap 

prolazi kroz sve svoje medjupolozaje pri njegovom premestanju iz 

pocetnog u konacno Ьlizak susedni polozaj. 

Rulete definisu kretanje stapa i treba ih pronaci. 

Prema slici 10 koordi~ate apsolutnog trenutnog pola (Р} u 

nepokretnom (x;z) i pokretnom (~;~) koordinatnom sistemu, jesu: 

Rcos2a i;p 2Rcosa 

Rsin2a r;:p 2Rsina 

Eliminacijom ugla (а} iz koordinata apsolutnog trenutnog pola 

(Р}, dobijaju se jednacine pokretne i nepokretne rulete (Кр i Kn). 
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Slika 10 

Rulete su krugovi poluprecnika (R) kod nepokretne (Kn) i po

luprecnika (2R) kod pokretne rulete (К ) • 
р 

Sada se prema tre6em aspektu moze zamisliti da se pokretna 

ruleta (Кр) prenosno kre6e obrtanjem oko pola (Р 1 ) za ugao ( ) , а 

posle relativno, obrtanjem oko pola (Р 2 ), tj. svoga geometrijskog 

centra, za ugao ( ) • 

Vezu izmedju uglova ) i ( ) daje uslov kotrljanja (К ) ро 
р 

(Kn) bez klizanja (R =2R ), te је: 

1 
2 

Na pocetku је potrebno odrediti ravnotezni polozaj stapa, tj. 

ugao ( ) pri kome nastaje ravnoteza. 

u ravnoteznom polozaju teziste stapa (С) nema vertikalnu kom

ponentu brzine, jer u suprotnom to i ne bi bio ravnotezni polozaj. 

Posto teziste stapa (С) ima brzinu horizontalnog pravca, onda se 

apsolutni trenutni pol (Р) u ravnoteznom polozaju stapa moze na6i 

samo na vertikalnom pravcu koji prolazi kroz teziste (С) i to iz-
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nad njega. Dakle: 

~ cos а - Rcos2a = Rcos2a 

Ako uvedemo smenu (cos2a=w), gornja jednacina se transformise 

u kvadratnu jednacinu ро nepoznatoj (w) : 

6w2 - w - 1 = О 

sa jednim fizickim prihvatljivim resenjem: w= cos2a = !. Sledi: . 2 
а=ЗО0 • 

Rastojanja (а, Ь i с) iznose: 

. а2 R2 (~) 2 
2R ~ cos30° = + -2 2 

!L· 1 
а= 4 , Ь = 2L; 

Momenti inercije su: 

ЈС _!_ МL2 12 

с = 

_]_ МL2 
48 

Јр = Ј + МЬ2 
2 с . 

L . ЗОо 1 L 
н2 = 2 s1.n = - 4 

R 

1 L2 
16 

lL 
4 

Kineticku i potencijalnu energiju izracunavam prema obrascima 

(5) i (6). 

Е = -
2
1 Ј ф 2 +!Ј ё 2 -! I2J +М(а2 +Ь 2-с2 ) јфе"= (ё =-2

1 ф) 
k р1 2 р2 2 с 

Е ! Mg(H ф 2 + Н ! 2 - 2Н2ф8) р 2 1 2 
(8 1 ( 5 2 2 16 MgL)ф 
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Diferencijalna jednacina oscilovanja је: 

ф + 1 s· _g_ Ф = 0 4 L 

о 1. .1_ МL2 
12 

Period oscilacija stapa је: 

т 
4L 211' ,- -

у 15 g 

Slika 11 

м 

З) Homoge.ni suplji valjak, poluprec

nika R, okacen је preko nepokret

nog kruznog cilindra, poluprecnika 

r1' а u njegovoj supljini nalazi 
se drugi homogeni suplji valjak, 

poluprecnika r (slika 11). Odre

diti kruz'ne frekvencije oscilaci

ja sistema, pretpostavljajuci da 

nema trenja izmedju valjaka i da 

је kotrljanje bez klizanja. 

Ovaj sistem osciluje se dva ste

pena slobode. 

Za koordinate.oscilovanja biram uglove (Ф 1 ) i (Ф), slika 12. 

Veliki suplji valjak saopstava prenosno kr~tanje malom sup

ljem valjku tako sto se obrce oko trenutnog pola (Р 1 ), dok mali 
suplji valjak vrsi relativno kretanje obrcuci se oko trenutnog po

la (Р 2 ) unutar velikog supljeg valjka. 

Kineticku energiju velikog supljeg valjka. (Ek ) izracunavam 
prema drugom aspektu: 1 

pri cemu su: 

J(l) 
р1 

Ј (1) 
с 

ф = 1 Ф1 - 61 

+ МR2 = 2МR2 

1 
R(R-r1)1j11 

M(R-r .) 2 ф 2 
1 1 

polarni moment inercije velikog 
supljeg valjka za trenutni pol (Р1) 

apsolutni ugao rotacije velikog 
supljeg valjka, jer је: R 1 = r1 1 
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Slika 12 

Kineticku energiju malog supljeg valjka (Ek ) ~zracunavam 

prema trecem aspektu, obrazac {5) . 
2 

.!. Ј { 2) ф 2 + .!. Ј ( 2) ф 2 + .!.1 2Ј { 2) + m {а 2 +Ь2 ~с2) 1 ф ф 
2 р1 1 2 р2 2 2 с ·. . 1 2 

m{R-r1) 2 Фi + m{R-r) 2 ф 2 

pri cemu su polarni momenti inercije malog supljegvaljka: 

Ј{2) mr2 
с 

Ј{ 2 ) Ј( 2 ) + m(.2R-r) 2 = 2m'{2R2-2Rr+r2 ) 
р1 с 

Ј(2) Ј(2) + mr2 = 2mr2, 
р2 с 

ugaone brzine komponentnih rotacija: 
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posto је: Ф 2 Ф+ Ф. 
1 

Ovo dolazi otиda, zato sto је иgао izmedjи pravca С 1Р 2 i nje

govog narednog polozaja С{Р2 jednak prema Saljovoj teoremi (Michel 

Shasles) иglи apsolиtne иgaone rotacije velikog sиpljeg valjka 

(ф 1 ), jer posmatramo samo prenosno kretanje malog sиpljeg valjka. 

Prema slici 12 је 

Potencijalnи energijи velikog sиpljeg valjka (Е ) odredjиjem 
р1 

prema trecem aspektи, obrazac (8}: 

gde је: f~ 1=R-r 1 - visina prenosnog trenиtnog pola (Р 1 ) и odnosи na 

teziste (с 1 > velikog sиpljeg valjka и ravnotez

nom polozajи. 

Potencijalna energija malog sиpljeg valjka (Е } se ne moze 
р2 

odrediti prema obrascи (б}, jer и obrascи ne figиrisи parametri 

geometrijskih karakteristika pokazanih rиleta na slici 4. Drиgim 

recima, obrazac (б} vazi .. samo za specijalni slиcaj, kada sи nepo

kretna ploca (z} i nepokretna rиleta ploce nosaca (n) geometrijske 

tacke na osnovи izvodjenja obrasca (б} prema slici б: 

Stoga се potencijalna energija malog sиpljeg valjka (Е } biti 
р2 

odredjena na osnovи sledeceg rezonovanja: Vracanjem sistema iz iz

vedenog и ravnotezni polozaj, izlomljena linija ОС{С2 poklapa se sa 

vertikalnim pravcem ос 1с 2 , slika 12. 

Otиda visinska razlika malog sиpljeg valjka iznosi: 
ffl 



Potencijalna energija malog suplj~g valjka (Е ) iznosi: 
р2 

mgдh = l mgl (R-r )ф 2 + (R-r)Ф 2 1 2 2 1 1 

Kineticka i potencijalna energija sistema iznose: 

(M+m) (R-r ) 2$2 + m(R-r) 2 Ф 2 
1 1 

Kada se vrednosti za (Ek) i (Е ) uvrste u Lagranzeve jedna-
. р 

cine II vrste (J.L.Lagrange), dobija se sistem nesimultanih dife-

rencijalnih jednacina: 

Ф + 2(R 
9 

r) Ф = 0 

Kvadrati kruznih frekvencija su: 

g 
2 (R r) 

Ako se dozvoli da (r 1 -+О) , onda bi to prakticno znacilo da 

veliki suplji va;I.jak osciluje oko svoje izvodnice. Ovaj slucaj је 

resen u primeru 10.5 na st~anici 235. udzbenika Teorija oscilacija 

od D. Raskovica. 
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Kvadrati kruznih frekvencija Ьi onda Ьili: 

.я... 
2R 

g 
2(R - r) 



ZAКLJUCAK 

ProЬlemi iz oЫasti malih oscilacija ploce (р) u vertikalnoj 

ravni se mogu resavati sa sva tri aspekta. ravnopravno. 

Medjutim, putevi do resenja konkretnog proЬlema koje· nudi 

prezentirani aspekti nis_:и uvek isti, zbog cega је veoma vazno pra

vilno izaЬrati aspekt sa koga се proЬlem Ыti resavan. 

III aspekt, koga sam pokazao u ovom radu, moze Ыti od prak

ticne koristi, jer olaksava resavanje odredjenih tipova proЫema 
iz oЬlasti malih oscilacija tela. 
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