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GLAVA 1

Kvazikonformna preslikavanja

1. Uvod

Oblast konformnih invarijanti je imala klju¢nu ulogu u razvoju geometrijske
teorije funkcija tokom proslog veka. Neke prekretnice ove teorije su pionirski radovi
Greca i Tajhmilera izmedju dva svetska rata kao i rad Alforsa i Bjorlinga [AhB|
iz 1950. Ova dostignuéa su rezultirala u dalekoseznim primenama i stimulisala su
mnoga kasnija istrazivanja. Gering i Vaisala [G3|, [V1] su, na primer, izgradili
teoriju kvazikonformnih preslikavanja u R”, koja se oslanja na pojam modula famil-
ije krivih, uveden u [AhB].

U prvoj glavi ove disertacije nas cilj je da izu¢imo dve vrste konformno invari-
jantnih ekstremalnih problema, koji se u specijalnim sluc¢ajevima svode na probleme
Greca i Tajhmilera. Ova dva klasi¢na ekstremalna problema su ekstremalni prob-
lemi modula prstenastih domena. Grecovi i Tajhmilerovi prstenovi su ekstremalni
prstenovi za ekstremalne probleme sledesleg tipa, koji su prvo postavljeni za slucaj
ravni. Od svih prstenastih domena koji odvajaju dva data zatvorena skupa F; i Es,
E; N Ey =0, nac¢i onaj sa najve¢im modulom.

U opstem slu¢aju ovi ekstremalni problemi vode do konformnih invarijanti Ag(z, y)
i pg(z,y) definisanih za domen G C R" i z,y € G'. Osnovno je da su Ag(z,y)/—™
i pe(z,y) metrike. Prateéi ideje razmatrane u [Vul| i [Vu2]| izuc¢avamo tri prob-
lema: (a) geometriju metrickih prostora (G,d) kada je d jednako Ag(z,y)"=™) ili
pe(z,y), (b) odnose ovih metrika sa drugim metrikama i (c¢) ponaSanje kvazikon-
formnih preslikavanja u odnosu na neke od tih metrika. Glavni rezultat je prosirena
verzija tabele sa strane 86 iz [Vul]|, koja uzima u obzir i kasnije rezultate, kao $to
su [H]|, [HV], [Vu2].

Zatim predstavljamo primenu na geometriju lopti u ovim metrikama. Kao speci-
jalan sluc¢aj posmatramo A metriku u B?\ {0}, nastavljajuc¢i rad [H].

Sledece pitanje koje razmatramo je: ako je preslikavanje f : (G;,mg,) —
(G, mgy) uniformno neprekidno (i = 1,2), da li je onda i preslikavanje (G, mg) —
(G',m¢) uniformno neprekidno (G = G; U Gq, G' = G} U GY)?

Prva glava zavrsava se procenama odstupanja K-qc preslikavanja koja su iden-
titet na granici domena G, od identic¢kog preslikavanja.

U drugoj glavi mi razmatramo koje dodatne zakljucke o K-qc preslikavanjima
mozemo izvesti ako pretpostavimo da su i harmonijska. Takva preslikavanja nazi-
vamo hqc-preslikavanja.
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U slucaju n = 2 pokazujemo da hqc preslikavanje ima isti tip modula nepreki-
dnosti na D kao na 9D.

Sli¢an rezultat, za LipSicov slucaj, dokazujemo na lopti B". Konac¢no, za n = 2,
pokazujemo da je svako hqc preslikavanje bilipsicovo u kvazihiperboli¢koj metrici.

2. Ekstremalni problemi Greca i Tajhmilera

U delu koji sledi, mi ¢emo usvojiti standardne definicije pojmova vezanih za
kvazinkonformna preslikavanja iz [V1].

Za E,F,G C R" neka je A(E, F, G) familija svih zatvorenih krivih koje povezuju
E sa F unutar G. Preciznije, putanja v : [a,b] — R" pripada A(E, F, G) ako i samo
ako v(a) € E, y(b) e Fivy(t) e Gzaa <t <b.

Ako je G pravi poddomen od R”, tada za =,y € G takve da = # y definiSemo

(2.1) Ao(z,y) = inf M(A(Cy, Cy; G))

gde je C, = ,[0,1) i+, : [0,1) — G kriva takva da je v,(0) = z i 7,(t) — OG kada
t—1,z2=uay9.
Za x € R"\ {0,e1}, n > 2, definiSemo

(22) pla) = inf M(A(E, F),

gde se infimum uzima po svim parovima kompaktnih povezanih skupova £ i F' u
R"sa 0,e; € £, z,00€ F'.
Za pravi poddomen G od R" i za sve x,y € G definig§imo

(2.3) pe(z,y) = gg M(A(Cqy, 0G; G))

gde se infimum uzima po svim kompaktnim povezanim skupovima C,, takvim da
je Cuy = 7[0,1] i v je kriva sa v(0) =z i y(1) = v.

Koristimo oznake B"(x,7) = {y € R": |z —y| <r}, S" z,r) ={y e R": |x —
yl =r}, H* = {(z1,...,z,) € R": x, > 0} i skra¢enice B"(r) = B"(0,r), B" =
B™(1), S*1(r) = S™1(0,r) i Sm1 = S7L(1).

Neka su (X, d;) i (Y,dy) metricki prostori i neka je f : X — Y neprekidno
preslikavanje. Tada kazemo da je f uniformno neprekidno ako postoji rastuca
neprekidna funkcija w : [0,00) — [0,00) sa w(0) = 01 do(f(x), f(y)) < w(di(z,y))
za sve z,y € X . Funkciju w zovemo modulom neprekidnosti od f. Ako postoji
C,a > 0 takvo da je w(t) < Ct® za sve t > 0, kazemo da je f Helder neprekidno
sa Helder eksponentom «. Ako je o = 1, kazemo da je f LipSicovo sa LipSicovom
konstantom C' ili kra¢e C-Lipgicovo. Ako je f homeomorfizam i f i f~* su C-
Lipsicova, tada je f C-bilipSicovo ili C-kvaziizometrija i ako je C' = 1 kazemo da je
f izometrija. Ovi uslovi vaze lokalno, ako vaZe za svaki kompaktan podskup od X .

Poseban slucaj ovoga su izometrije.

Neka su (X1,d;) i (Xa,ds) metricki prostori i neka je f : X; — X5 homeomor-
fizam. f zovemo izometrijom ako je da(f(2), f(y)) = di(z,y) za sve x,y € X;.

U ovom odeljku uvodimo pet tipova metrika:
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(1) Sferna (hordalna) metrika g.

(2) Kvazihiperbolitka metrika kg na domenu G C R™.
(3) Metrika ji srodna metrici kg.

(4) Seitenrantina metrika d.

(

Prva je definisana na R” = R™ U {oc}. Druga na B", ili na gornjem poluprostoru
H™. Poslednje dve su definisane u proizvoljnom pravom poddomenu G' C R™ i obe
su uopstenje hiperbolicke metrike (na B™ ili H™) na proizvoljan pravi poddomen
G C R". Ako je G = H", onda je kg = p.

2.4. Sferna metrika.
Metrika q je definisana

|z =y
, T F#00F#£Y,
V1+zPy1+ [y
1

VAN
Dvorazmera uredjene ¢etvorke a, b, ¢, d razli¢itih tac¢aka u R” se definige
q(a, c) q(b, d)
q(a,b) q(c,d)

Sada uvodimo jg-metriku. Za otvoreni skup G C R", G # R" definiS§emo
d(z) =d(z,0G) za z € G i

(2.7) Jo(,y) = log <1 * ming;c(;)f/c‘i(y)}>

(2.5) q(z,y) =
Y = 0.

(2.6) la,b,c,d| =

za x,y € G.
Za neprazan A C G definiSemo jg-diametar od A kao
ja(A) = sup{je(z,y) =,y € A}.

Za otvoren skup G C R™, G # R", i neprazan A C G takav da je d(A,0G) > 0
definiS§emo

d(A)
A = — .
() = g2 06
Ako je p(x) > 0 za z € G i ako je v rektificibilna kriva u G, onda definisemo

lp(7) = /Wpds.

Euklidska duZina krive v oznacava se sa (7).
Takodje, za x1, x2 € G definiS§emo

(2.8) dp(:c,y) = inf lp('Y)a

gde se infimum uzima po svim rektificibilnim krivama koje povezuju x; sa xs.
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Lako se pokazuje da je d, metrika u G.

Sada ¢emo uzeti proizvoljan pravi domen G C R” i staviti da je p(z) = m.

Odgovarajuc¢a metrika, oznacena sa k¢, naziva se kvazihiperbolicka metrika
u G. Kako je,

1 1

za euklidsku izometriju ¢,

kG’(xlvy/) - kG(‘ray)v gde je G = SO(G)7 x' = 90(33)7 y, = go(y)

Sada uvodimo prirodan, Mebijus invarijantan analog js metrike, takozvanu
Seitenrantinu metriku d¢ [Se|. Za otvoren skup G C R™ takav da je cardoG > 2
stavi¢emo

mG(xay>: sup ]a,x,b,y[
a,bcdG

5G(‘Ta y) = log(l + mG(x7y))

za sve T,y € G.

Primetimo da ako su a ili b u supremumu jednaki beskona¢nosti, onda dobijamo
ta¢no jg metriku. Ovo povlac¢i da uvek imamo jg < dg.

Takodje ¢emo koristiti Apolonijevsku metriku izucavanu od strane Berdona
[B2], (takodje videti [AVV, 7.28 (2)|) definisanu u otvorenim pravim podskupovima
G C R" sa

ag(z,y) = sup logla,z,y,b| zasvez,y € G.
a,b€dG
Ova formula definie metriku akko R™ \ G nije sadrzano u (n — 1)-dim sferi u R".

Uopste uzev, metrike hiperbolickog tipa se mogu podeliti u duzinske metrike,
definisane vrednoScu integrala tezinske funkcije kao i metrike rastojanja tacaka.

Druga grupa se dalje moze klasifikovati po broju tacaka na granici koje se koriste
u definiciji. Tako na primer, 7 metrika je one-point metrika, dok je Apollonijevska
metrika two-point metrika.

2.9. DEFINICLIJA. Domen A C R” je prsten, ako C(A) ima taéno dve kompo-
nente, gde C'(A) ozna¢ava komplement od A C R™.

Ako su komponente od C(A), Cy i Oy, oznacicemo sa A = R(Cy, C), By = CoNA
i By = ;N A. Svakom prstenu A = R(Cy,C}), pridruzujemo familiju krivih
L'y = A(Bo, B1,A) i modul od A koji definisemo sa mod (A) = M(I'4). Dalje,
kapacitet od A je po definiciji capA = w,_1( mod A)".

Komplementarne komponente Gre¢ovog prstena Rg,(s) u R” su B i [s- ey, oc],
s > 1, dok su kod Tajhmilerovog prstena Ry, (t)to [—e1,0] i [tey, 00], t > 0. Tre-
bac¢e nam dve specijalne funkcije v,(s), s > 11 7,(t), t > 0, da odredimo module
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familija svih onih krivih koje povezuju komplementarne komponente Grecovih i
Tajhmilerovih prstenova u R”, tim redom.

’yn(s) = M(FS) = 7(‘9)7 Fs = FRG,n(S)a
Ta(t) = M(A) = 7(t), Ay =Try, (1)

Ove funkcije su povezane funkcionalnim identitetom |[G1, Lemma 6]
(2.10) Yn(s) = 2717, (5% — 1).

2.11. DEFINICIJA. Za dato r > 0, neka je RW,(r) skup svih prstenova A =
R(Cy, C1) u R™ sa slede¢im osobinama:

(1) Cp sadrzi koordinatni pocetak i tacku a takvu da je |a| = 1.
(2) Cy sadrzi oo i tacku b takvu da je |b] = 7.

Tajhmiler je prvi posmatrao sledeéu veli¢inu u slu¢aju ravni (n = 2):
To(r) = inf M(T4) = inf{p(x) | |x| = r},

gde je infimum uzet po svim prstenovima A € RV, (r). Slu¢aj n > 3 proucavan je
u [G1].
2.12. TEOREMA. [V1, Theorem 11.7| Funkcija 7, : (0,00) — (0,00) ima sledece

osobine:

(1) 7, je opadajuca,

(2) im0 7, (1) =0,

(3) lim, o 7 () = o0,

(4) T,(r) > 0 za svako r > 0.

Stavise, T, : (0,00) — (0,00) i Yy : (1,00) — (0,00) su homeomorfizmi.
Iz definicije 7, i iz konformne invarijantnosti modula , dobijamo sledeé¢u procenu:

2.13. TEOREMA. Pretpostavimo da je A = R(Cy,Cy) prsten i da a,b € Cy i
c,00 € C1. Tada vazi

|c —a
M) =271 — ).
> (=g
Jednakost vazi za Tajhmilerov prsten kada je a = 0,0 = —ey,c = tey,t > 0, i
Co = [—e1,0],Cy = [ser, ).

2.14. TEOREMA. Neka je C C B"™ povezan kompaktan skup koji sadrzi 0 i x,
pri éemu je |x| < 1. Tada je kapacitet prstenastog domena sa komponentama Cy =
C, Cy = {z : |z| > 1} ne manji od fyn(ﬁ) Ovde jednakost vaZi za prsten sa
komplementarnim komponentama [0, |z|ei] 1 R™\ B".

Ove teoreme opisuju ekstramalna svojstva Tajhmilerovih i Grecovih prstenova i
njihovi dokazi su bazirani na teoremi simetrizacije u [G1, Theorem 1].
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3. Moduli neprekidnosti

U ovom odeljku razmatramo module neprekidnosti identic¢kih preslikavanja idg :
(G,p) — (G, d) gde su p i d izabrane iz skupa posebnih metrika definisanih na G
(poput kvazihiperbolicke metrike k, modularne metrike p itd.).

Dakle, zanimaju nas rezultati tipa

(3.1) d(z,y) <{(p(z,y)), z,y€q.

Dac¢emo nekoliko procena ovog tipa ,a zatim ¢emo prikazati ove rezultate u tablici
na kraju ovog odeljka.

Napomenimo da u tablici imamo )\51, kao i u nejednakostima tipa (3.1); med-
jutim citalac treba da ima u vidu da u op$tem slucaju /\51 nije metrika. Zapravo

Ay " je uvek metrika. Vige detalja o ovome nalazi se u [Vu4.
Poznato je da je jo(x,y) < ka(z,y), dakle (5(t) = t.

3.2. LEMA. Za x,y € G

fo(o) > log (14 B0 ) > ()

gde je m(z,y) = inf{i(v) | v je kriva koja povezuje x iy u G}.

PROOF. Mozemo pretpostaviti da je 0 < d(z) < d(y). Izaberimo rektificibilni
luk 7 : [0, s] — G od = do y, parametrizovan lu¢nom duZinom:

10) ==z, A(s) =y
oCigledno je da je s > |z — y|. Za svako 0 < t < s imamo
d(v(t)) < d(x) + t, (klju¢no razmatranje),
dakle,

lp(7) = /Os d(a:C;tth = log d(;;()x—; > IOgW = ja(z,y).

O
Obrnuta nejednakost nije ta¢na u opstem sluc¢aju; domen G takav da postoji

konstanta ¢ > 0 za koju je kg < ¢ jg naziva se uniforman domen, pa u tom slucaju
imamo (y(t) = ct.

3.3. LEMA. [Vul, Lemma 2.21| Neka je G pravi poddomen od R"™. Ako x € G,
d(x) =d(z,0G) iy € B"(z,d(x)) = By, x # y, tada je

3.9 alo.) > An (o0) > o (L)

gde je ¢, pozitivan broj iz [V]. Postoji strogo rastuéa funkcija hy : (0,400) —
(0,400) za koju je limy_o, hy(t) = 0 i limy_, 4o hy(t) = 400, koja zavisi samo od n,
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takva da je

3.5) o) < (L)

zax,y € G, x#y. Akox € G iy € B"(x,d(x)) = By, x # y, tada je
d d 1-n
(3.6)  pg(z,y) < pp,(z,y) = capRg ( () > < Wpoq (log ( (z) )) :

lz — | |z —y

Iz (3.6) dobijamo pug(z,y) < v ( d(@) ) zax € Giy € B,. To je ekvivalentno sa
Yy

lz—yl
po(a,y) <7 (1) gde je r = 24
Mozemo izraziti jg(z,y) u funkciji od r: 7 = ¢/ — 1 i dobijamo

MG(%?J)SV( ! )

el —1

Ovo nam daje G3(t) =7 ().

3.7. LEMA. [Vul, Lemma 2.39] Za n > 2 postoji strogo rastuéa funkcija ho :
[0,400) — [0,400) za koju je ha(0) = 0 i limy o ho(t) = +00 sa sledeéim
osobinama.

Ako je E zatvoren i« F' komapaktan u R™ tada je

(3.8) M(A(E,F)) < ho(T); T = min{jgm\p(F), jr\r(E) }-
Specijalno, ako je G pravi poddomen od R", tada je
(3.9) pa(z,y) < ha(3ka(z,y))

za sve x,y € G. gtavis?z, postoje pozitivni brojevi by, ba koji zavise samo od n takuvi
da je

(3.10) pe(r,y) < bika(z,y) + by
za sve x,y € G.
Iz (3.9) imamo (7(t) = ha(3t).

3.11. LEMA. |Vul, Lemma 2.44| Ako su E,F C R" disjunktni, kompaktni i
povezani skupovi, onda je

M(A(E, F)) > ¢ min{jrm\pg(F), jro\r(E) }
gde je ¢, pozitivan broj koji zavisi samo od n.

3.12. POSLEDICA. [Vul, Corollary 2.46] Ako su E i F disjunktni, kompaktni i
povezani u R™ 1 oo € F, onda je

M(A(E,F)) > cpjrmr(E).
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3.13. POSLEDICA. [Vu4, Lemma 6.23| Neka je G C R™ domen G # R" sa
povezanom granicom OG. Onda

(314) /’LG<CL7 b) > anG(av b)
vazi za a,b € G. Ako je, dodatno, G uniforman, tada je
(3.15) pc(a,b) = Bkg(a,b)

za sve a,b € G.

Prvi deo korolara daje (9(t) = =t ako je G povezan. (3.15) daje (1o(t) = ct

_cn

ako je OG povezan i G uniforman.

3.16. LEMA. [AVV, Corollary 15.13|Neka je G pravi poddomen od R™, = iy
razlicite tacke v G i m(z,y) = min{d(z),d(y)}. Tada je

|z —yl
3.17 Aa(z,y) < V2r ( .
(347 ) m(z,y)
Iz (3.17) ponovo koriste¢i r = e/ — 1, r = n'f(;?ﬁ), imamo

V2r(e? —1) > Mg,

i odavde s obzirom da je 7 opadajuca ¢/ < 771 (f‘/—%), a odavde

1
J <log (1+Tl (—_>>
V205!

Iz ovoga dobijamo (13(t) = log (1 + 77t (ﬁ))

3.18. DEFINICUJA. Zatvoren skup £ u R™ naziva se c-QED skupom, ¢ € (0, 1],
ako za svaki par disjunktnih kompaktnih povezanih skupova Fy, Fy CR™\ E vaZi

(3.19) M(A(Fy, Fo; R\ E)) > cM(A(Fy, Fy)).

Ako je G domen u R" takav da je R" \ G c-QED skup, tada G zovemo c-QED
domenom.

3.20. TEOREMA. [Vu3, Theorem 6.21| Neka je G c-QED domen u R™. Tada je
(3.21) Aa(r,y) = er(s +2s8) = 27 "er(s)

lz—y|

gde je s = i dtm) )

[z prve nejednakosti u

A=

(3.21), uzimajuéi da je s = ¢/ — 1, dobijamo
1 < 1 1 1 1

A eT((s+1)2—1)  c71(e¥ —1)

Ovo daje (4(t) = L ==}

c 7(e2i-1)"
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Kombinujuéi (5 i (4 procenjujemo )\51 u zavisnosti od kg, dakle (g = (40(5 = (4.
Ustvari imamo
et < L
¢ Ter(e¥—1) " er(e*t —1)
Polja (12, C14, (15 se dobijaju na isti nacin kao (g, naime kao kompozicija odgo-
varajuc¢ih funkcija ¢;. Koristimo sledece nejednakosti. Za (i2 imamo

NS S D
¢ Ter(e¥—1) CT(G% —1) er(ebr —1)

Za (14 imamo

1
ko <cjo<clog|1l+77 [ ——
@ g( (ﬂAJ))

za (15 imamo

1 1 1
HG<7<+) < =7 —F—F
el —1 og( 147- L R [ —
61 g<1+ 1<\/§/\E;1>> _1 T <\/§)\51>

3.22. TEOREMA. [Se, Theorem 3.4] Nejednakosti jo < 6c < 2jg vaZe za svaki
otvoren skup G C R™.

Dakle, zaklju¢ujemo da je (11(t) =t i (15(t) = 2t (u 8 x 8 tablici).

3.23. TEOREMA. [Se, Theorem 4.2] Neka je G C R" konveksan domen, tada je
Je < ag.

Iz ovoga dobijamo (3(t) =t (u 8 x 8 tablici).

3.24. TEOREMA. [Se, Theorem 6.2] Neka je G domen uR", za koji je card 0G >
2 1 0G je povezan. Tada, za razlicite tacke x,y € G, imamo

pe(z,y) 2 7 <;) :

eda(zy) — 1

Resavajuéi po p i koristeéi ¢injenicu da je 7,, opadajuca, dobijamo:

_ 1
T (6(@:9) < Soam

i odavde

1
da(z,y) < log (1 + m) '

Dakle, Cso(t) = log (1 + W) (u 8 x 8 tablici).

1
Tn

3.25. TEOREMA. [Se, Theorem 6.5| Neka je G C R™ domen sa card 0G > 2.

Tada je
Aa(z,y) < 7 (M) :
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Ako izrazimo g preko dg dobijamo:

a odavde

5@(1’

ede

AG(%Q) < Tn (

,y) < log (1+27n1<

)
o))

Zaklju¢ujemo da je Gss(t) =log (14 27, (7)) (u 8 x 8 tablici).

Ispod je prikazana 4 x 4 tablica.

Ja kg el A
1 2 3 4
Ja Cao(t) = ct
G - unifor- Ga(t) 1 Gt) = 1
G(t) =t man ~ ( . 1) 4(l) = cr(e? —1)
Ga(t) = (1) GGB_ G — -QED domen
G — ¢ domen y *
5 6 7 8
kq Gs(t) =t Go(t) =1t Gr(t) = ha(3t) 8 =4
9 10 11 12
%] 1 G2 = Gg o (4
Go(t) = - t Clo(t)‘f: c-t o) =t G -  c¢QED
n 11 -
O0G povezan gdl Eb%%%n domen
0G povezan
13 14 15 16
pyp= Cia = (130 G2 = o
¢ Gia(t) = | G uniforman 15156 Bfls G Gie(t) =t
log (1 + 7! <ﬁ>>

Funkcija (3 moze biti napisana na drugi nacin koriste¢i procenu za vy funkciju.
Funkcije @ i ¥ definiSemo kao u [Vu2, 7.19] sa

(3.26)

(3.27)

() = wn-1(log(®(s)))" ",

7a(t) = w1 (log(T(t)))" ",

s>1

t>0.

3.28. LEMA. [Vu2, Lemma 7.22| Za svako n > 2 postoji broj A, € [4,2e"1),
Ao =4, takav da je

(3.29)

(3.30)

t+1<U(t) <AL+ 1),

t < D(t) < At

t>1

t>0.
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Iz (3.27) imamo w,_1(log(A\2(t + 1)) < 7,(t) < wno1(log(t + 1))
Iz (3.26) dobijamo
Wn—1 (log )\nt)l_n < /Yn(t) < Wn—1 (IOg t>1_n ) t> 1.

Koriste¢i desnu nejednakost dobijamo

1 | 1 1-n | 1 1-n
Y et — 1 < Wn—1 0og et — 1 < Wn—1 0og ; .

Ovo nam daje (3(t) < wy_1 (log (%))1_n

4. Inkluzije za lopte

Svako tvrdjenje o modulima neprekidnosti ima svoj analogon u terminima inkluz-
ija lopti. Naime, ako za neke metrike d; i dy vazi

dl(ajay) <t= d2(xay> < C(t>7

tada vazi
Dd1(x7t) - Ddz(*ra C(t))
Namece se pitanje naci, za dato x € G i t > 0, minimalno ((z,t) takvo da je

Ddl (ZE, t) - Dd2<xa C(*/Ea t))
Ovo je problem opisane lopte za fiksirano x € G.
Kvazihiperboli¢ka lopta Dy (z,7) je skup {z € G |kg(x,2) < r}, kada x € G i
r > 0. Iz [Vu2, (3.9)], imamo sledece inkluzije
(4.1) B"(z,rd(z)) C Dg(z, M) C B"(z, Rd(x)),

gdejer=1—eMiR=eM -1,
Dokazano je u [AVV, 15.13] da ako je G pravi poddomen od R" i ako z,y € G
sa x # y, tada je

(4.2) Aa(z,y) <

(Arm g3 (2, ) < V27, (min{g(;)igt'i(y)})

4.3. TEOREMA. [H, Theorem 6.11| Neka je G pravi poddomen od R™ i neka je

inf
z€0G

t > 0. Oznacimo sa ¢c; = (1+—T;11(t/—\/§))’ cy = % ics = 7, (t/V2), tada
inkluzije

(4.4) Dy-1(a,t) C {z € G|d(z) > crd(a)},

(4.5) Dy-1(a,t) D B"(a,ced(a)) D Dg(a,log(cy + 1))

1

(4.6) Dy-1(a,t) C B"(a,c3d(a)) NG

vaZe za sve a € G. Ako je dodatno, t > /27, (1), imamo da je
(4.7) B"(a,cs3d(a)) C Dy(a,log(1/(1 —c3))).
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Da bi smo dokazali inkluziju (4.6), primeni¢emo (4.2) kako bi dobili

2 = al
A < V2T, .
G(CL,Z) \/_T ( d((l)
Uz pretpostavku t < \g(a, 2), odavde sledi |z — a| < 7,1 (t/v/2)d(a).
Kako je Dy-1 C G, inkluzija (4.6) vazi.
Inkluzija (4.7) sledi direktno iz (4.1), ako primetimo da uslov t > /27, (1) povlaci
da je c3 < 11 da je lopta B"(a,c3d(a)) podskup od G.

4.8. TEOREMA. |H, Theorem 6.18| Neka je G pravi poddomen od R™ i pret-
postavimo da G ima povezanu, nedegenerisanu granicu. Neka je t > 0 i oznacimo
di =71, )/(1+7,71(t), do = 1/, 1(t) i ds = 1/7,7 (t). Tada, za sve a € G, vaZe
sledeée inkluzije

(4.9) D,(a,t) C {z € Gld(z) > did(a)},
(4.10) D,(a,t) D B"(a,dsd(a)) D Dy(a,log(ds + 1))
(4.11) D,(a,t) € B"(a,dsd(a)) N G.
Dodatno, ako je t < 7,(1), onda

(4.12) B™(a, dsd(a)) C Dy(a,log(1/(1 — d3))).

Brojevi dy, dy @ d3 su optimalni za sledeée inkluzije.

Dokazacemo (4.10) jer ¢e nam biti potreban kasnije.
Pretpostavimo da a,z € G i da je |z — a| < dyd(a). Tada, zbog 7, '(t) > 1,
imamo d(z,a) < d(a). Posmatrajmo sledece familije krivih.

Ly= A(JaZ7 0G; G):
' = A(Joz, 8" H(a, d(a)); B(a, d(a))),

i
(4.13) I = A([¢, +00), S" 1, R"\ B"),
d(a)

o—a]
(4.14) pa(a, z) < M(T'y)

i kako je I' < I, dobijamo M(T';) < M(T").
Koriste¢i Mebijusove transformacije, dobijamo

(4.15) M) = M(F) = %( dla) ) ,

|2 = al

gde je 2/ = e1. Kako je J,, je kontinuum koji spaj a i z, imamo

i kako je |z —a| < dyd(a) i v, strago opadajuéi homeomorfizam, sledi da je

() < (2)-
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Kombinujuéi ove nejednakosti dobijamo
,uG(aa Z) <t,

sto dokazuje levu stranu od (4.10). Desna inkluzija sledi iz (4.1).
Teorema 4.3 ((4.6) i (4.7)) daje

4.17. TEOREMA.

1 1
A a,b) < = = k(a,b) < log —7~, Zat> V27,(1)
1
A a,b) < s = k(a,b) < log T
1 1

W)=y S Ve

Takodje dobijamo N\~ '(z,a) < I = |z —a| < csd(a) < diam(G)cs(1/t) i odavde
Coa(t) = 77 1(1/(v/2t)) diam(G).

Iz teoreme 4.8 izvodimo

4.18. TEOREMA. U domenu G sa povezanom nedegenerisanom granicom vazi:

(4.19) D,(a.t) D Dia,log(dy +1)), dy =

i w(a,b) <t ako k(a,b) <log(dy+1).
Takodje je (7(s) = v(1/(e® — 1)). Ako je

o (i +1) 0 mamo ¢ < 1= 1= (1)
S=10g\\ ———< , tmamo ¢ — 1 = ———, =7 B .
0 0 1

4.20. TEOREMA. [Se, Theorem 3.8] Ako je G C R™ otvoren, x € G it > 0 tada

je
Dj(z,t) C B"(x, R)
gde je R = (¢! — 1)d(z). Ova formula za R je najbolja moguéa izraZena samo u
funkeiji od t i d(x).
Stoga, koristeci d(x) < diam(G), dobijamo (o) = (' — 1) diam(G).

4.21. TEOREMA. [Se, Theorem 3.10| Ako je G C R" otvoren skup, x € G it >0
onda je Ds(z,t) C B"(z, R) gde je R = (e' — 1) d(x).

Kao i ranije, dobijamo da je (14(t) = (¢! — 1) diam(G).
Iz leme 3.7 imamo da je
Gr(t) = h(3t).
Sada na osnovu [H, Lemma 2.30] mozemo izabrati (slucaj n = 2)

2 1
h(t):La for t < i

log%7
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Odavde imamo da je

Gr(t)

2T

———, for
log ()

1
t< —
12
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(vazniji slucaj)

9
a =max{1l,v} 7:§10g2> 1 a=xy

U drugom slucaju, gde je

h(t) = 3683t

imamo da je h(3t) = 3240mt?, t > 5.

ﬂ—max<1,%> =1

1
fort > —.
or 4

1
Cr(s) = 3247t?, for t > 3
Sada imamo poboljSanu 4 x 4 tabelu:
Ja kg e v
1 2 3 4
JG G(t) =ct _
G _ uni- C3(t) ) n -
G(t) =t formno W1 (log (_))
G- e |\
G — ¢ domen ocalno
5) 6 7 8
ke Gr(t) = (ﬁ)
G(t) =t G(t) =t 0G  povezan, (s = G4
nedegenerisan
9 10 11 12
Ha G2 =Coo s
Co(t) = cn -t Cuo(t) = c-1 () = 1 G~  ¢QED
] 1) =
OG povezan g;dlrﬁlg%%%n domen
0G povezan
13 14 15 16
A C14 ) =
Gua) — | o8 ey | L0 Golt) = ¢
log (1 + 7t <ﬁ>)§ < IO

4.22. PRIMER. Za G C R" izaberimo zo € 0G, niz x, € G takav da je x, — 2.

it niz Yy € G takav da je

(4.23)

|y — 20| <

|z —

k
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Jasno je da je |zi — yp| — 0 i
1

(4.24) |2k — yr| > |2 — 20| — lyk — 20| > |2k — 20| (1 - E) .

Ali

k

. T — 1—%
Jja(zk, yk) = log <1 + H) > log <1 + — k) = log(k) — +o0.

Dakle, id : (G,|-|) — (G, j) nije uniformno neprekidno. Iz istog razloga,
odgovarajuca polja u tabeli su prazna.

Takodje, za fiksirano malo d > 0 mozemo naéi z,y € G takvo da |z —y| =d i
d(x,0G) bude po Zelji malo.

Tako dobijamo kg(x,y) proizvoljno veliko, pa ne postoji procena za kg(x,y) u
terminima od |z — y|.

Sa druge strane, funkcija (39 je dobijena iz:

i ds | — y|
ho(w,y) 2 /0 Gam(G)  diam(G)

Odavde dobijamo da je (30(t) = ¢t diam(G) moduo neprekidnosti od id : (G, k) —
(G,]-]) (gde je G ogranicen).

Sve ostale vrednosti u poljima 8 x 8 tabele dobijene su kao kompozicije gornjih

modula neprekidnosti.
Konac¢no, imamo 8 x 8 tabelu:
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At

ag da Jo kg q [ ]
_ t)=ct Gs(t) = Go(t) = 1 1
- Gt =2t Gl =t G o L. Gr(t) =(zE Gs(t) = e
ag || Gt) =t G convex & convex G convex, (e* — 1) diam(G) (e* — 1) diam(G) G convex, F%m:% G -QED, oohadx
uniform G convex G convex
Gl = () =) () = ==
5 . _ _ _ ct ot 1Y ot 1V di Cis(t) =v(g= G6(t) = grom—y
da || Golt) =t Go(t) =t Cu(t) =t ¢ i Gs(t) = (¢' = Ddiam(G) | u(t) = (e ~ D diam(G) | locally G -QED
form
) Coo(t) = ct ) ) =~ -1
jo || ety =2t Gis(t) =2t Golt) =t o o Gt = (e — 1) diam(G) | Can(t) = (¢! — 1) diam(C) wuﬁmwa;& m&.ﬂmmmx =
‘ _ _ _ _ L L () =7 () .
ko || Gos(t) =2t Gos(t) =2t Gor(t) =1t Gs(t) =1t Coo(t) = t diam(G) Gao(t) = tdiam(G) 5C connected Ga(t) = o
Gs(t) =
q Does not exist Does not exist Does not exist Does not exist M Does not exist Does not exist
bounded
[*1 || Does not exist Does not exist Does not exist Does not exist Gas(t) =t Cao(t) =t Does not exist Does not exist
Co(l) = Go(t) = Cealt) = 1
1 1 s (t) = £ Ga(t) =ct diam(G) (56 = oy
ne _.om AH + Q::v log T + ;\_Sv ) =< G uniform 0] Cos(t) =t G ¢-QED domain
9G  con- 9G  con- G connected G connected G con- G connected
nected nected nected nected
o) Co3 =
60 =
AGh || Gr(t) =log (1427, 1(1/8)) | Gos(t) =1log (14 27,71 (1/8)) | Goo(t) = log (1 + 7,7 (1/(V21)) | elog (14 7" (1/(v2E))| Gor = 7o H(1/(48)diam(@)) | Goz = 7, (1/(41))diam(G)) | ¥ A|1_ A__1vv Cea(t) =1t
G uniform yeB v
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5. Uklanjanje tacke

Neka je M familija metrika na domenu G C R"i B,,,(z,T) = {2z € G : m(z,2) <

T}, m € M. Neka je

rr =sup{r >0 : S"Yz,r) C By(z,T)},

Ry =if{r >0 : S" Yx,r)N B,(z,T) = 0}.
Pitanje je mozeli se na¢i donja granica za rp i gornja granica za Rrp.

Evidentno je iz definicije A\¢ da dodavanje novih tacaka, ¢ak i izolovanih, na
granicu od G uti¢e na vrednost Ag(z,y) za fiksne tacke z,y € G. Proucdi¢emo ovaj
fenomen u sluéaju kada je G = B?\ {0}.

Nadjimo gornju granicu za polupre¢nik opisane lopte, gde je m = AZ'.

Koristicemo notaciju

B)\(Jf,t) = {Z eC: Ag(z, 1) = T_l}.

Neka je h(z) = ¢ inverzija u odnosu na jediniénu loptu. Posto je i : By — By
(h je izometrija za A metriku), imamo

Aa(1,2) = Aa(1, h(2)).

SLIKA 1. Poluprec¢nik opisane lopte

Iz [SolV, (3.3), (3.22)] imamo

(5.1) p(2) el

a log M (22 — 1)’ 2 € CA{0. 1}



20 1. KVAZIKONFORMNA PRESLIKAVANJA

21 K (sin 2) X (cos ?)

5.2 log M (2% — 1) = 4 47
(5.2 B M( ) %(sin ¢) + %(cos £)
Ako stavimo z = € imamo

, %2 (sin ¢) + %%(cos ¢
p(ezﬁ) — ( 4) ( 4)

% (sin 2) 5% (cos &)

Kada je |z| =1, onda je Ag(1, 2) = p(2).

Izaberimo 6 tako da Sing = %. Odavde je # = 2 arcsin %. Sada, ako stavimo
K(sin) 2 0
imamo
, 1 1
0\ .
p@)—y+y 7

Interesuju nas reSenja za koja je y < 1, poSto Zelimo da bude # < 7. Odavde je

Y= H\/%W' Posto iz (5.3)

0=4 arccos(;fl(%y))

imamo
2T

1++v1—4T7?

Dakle, poluprec¢nik opisane lopte je

7T

5.4 0=4 -1(Z —_——
(5.4) arccos(p (2 1_'_@)

)) = darccos(p™ ( ).

0 1
Rr=2sin—-, T e€(0,=
T 27 ( 72)7
Izu¢imo sada slede¢u situaciju: G C R” je domen, a € G, G' = G\ {a}. Da
li je Ag(z,y) = Ag/(z,y) tatno pod nekim dodatnim pretpostavkama, kao $to je
pretpostavka da je x,y blizu 0G?
Razmotrimo specijalan slucaj kada je G = B" i a = 0.

6 iz (5.4).

(>

SLIKA 2
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U [LeVu, Lemma 2.8] dokazano je da ako je I'g = A([0, z], [y, z/|x|]; B), gde je

7§ = %x i ako stavimo |q;| =, |g| = s, onda vaii

o ()
Dalje, iz [Vul, (2.6)] imamo da ako je Ay = A([—%, —x], [z, %];B) i ako je

_m’

|z| = r kao ranije, onda vazi

SLIKA 3

1 472
M(Ay)) =7 ——=|.
2 =57 ()
Takodje, koris¢enjem Mebijusove transformacije 7, : B> — B? T(r) = 0 moZemo
preslikati familiju krivih Ay u familiju krivih A, gde je A, = A([—%, —7l, [0, z]; B)

Znamo da je
p(—S, O) = p(—T, _t)>
gde je r i s kao ranije i —t = 7.(—s). Dalje, to je ekvivalentno sa
Lts _ [14tl-r

5.6 1 - .
(5.6) Bl s T B 41 er

Resavanjem (5.6) po ¢ dobijamo t = 5.
Sada imamo

i) =)= () = ()

Prva jednakost vazi jer je T, konformo preslikavanje, druga sledi iz (5.5) a trec¢a
iz izraza za t.
Sada, ako u poslednjem izrazu stavimo da je r = s, dobijamo

M(A) =7 (G“_L:)Q> .
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TI’
/—\
" (>
-1 -1

SLIKA 4

Pitanje je kada je M (A1) > M(Ap). Drugim refima, kada je

(5.7) r<<i:)2) 2%7 <%)?

Primenjujuéi formulu [AVV, 5,19 (5)]:

%T(t) >7((Vi+vVi+1)t —1).

Zat = 4r*/(1 — r*)? imamo

() (7).

Tada je (5.7) ekvivalentno sa

(1+r)2 - 8r(r? +1)

1—r -t

posto je 7 opadajuce. Poslednja nejednakost je ekvivalentna sa

rt— 8 —2r2 — 8 +1<0.

Ova nejednakost vazi za r > 0.12. Ovo daje odgovor na pitanje: Za koje vred-
nosti |z| imamo

Mz, —x) = M(A(E, —E; B)),

gde je A= B>\ {0}, E = [z, 7

Rezultat povezan sa ovim moze se na¢i u Heikalinoj disertaciji [H, Theorem
7.3]. Zapravo, razmatra se opstija situacija: Ako su x i y udaljene tacke onda je
Agmjoy (T, ) = Apn(,y). Stavise, u specijalnom slu¢aju dijametralno suprotnih
ta¢aka imamo bolju konstantu (stavljajuéi 6 = 2|x| u teoremi 7.3 i ; = |z| dobija
se jednacina r} + 72 — 1 = 0, a njen realan koren je veéi od 0.75 i samim tim veci
od 0.12).
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6. Uniformna neprekidnost na uniji dva domena

6.1. DEFINICIJA. Neka je {mp : D C R"} familija metrika. Reéi éemo za
ovu familiju da je monotona ako Dy C Dy povlaci mp,(x,y) > mp,(x,y) za sve
T,y € Dl.

6.2. LEMA. [Vub, 2.27| Neka su G1,Go domeni u R™ sa G1 NGy # 0, Gy #
R™ # Go i pretpostavimo da postoji ¢ € (0,1) takvo da je
(63) d(l’, aGl) + d(l’, 8G2) > Cd(l’, (9(G1 U GQ))7
za sve x € G =G UGs.
Pretpostavimo da je f : G — fG neprekidno, fG C R"; da je {mp : D C R"}
monotona familija metrika i da je
mye, (f(2), f(y) < wjlke,(z,y))

za x,y € Gj i j=1,2. Tada postoji w : [0,4+00) — [0,400) takvo da je
<

(6.4) my(f(x), f(y)) < w(ke(z,y))

i da limy_oy w(t) = 0 povlaci im0+ w;(t) =0, j =1, 2.

Razmotrimo sada sli¢an rezultat sa j metrikom umesto k metrike. Ne mozemo
viSe da koristimo geodezijske linije, kao $to je moglo u dokazu prethodne leme.

6.5. LEMA. Neka su G1,Gy domeni u R" sa Gi NGy # 0, Gi # R™ # Gy i

pretpostavimo da postoji ¢ € (0,1) tako da je
d(JT, OGl) + d(l‘, 6G2) Z Cd(ﬂf, 8(G1 U Gg)),

za sve r € G = G1 UGGs.

Pretpostavimo da je f : G — fG neprekidno, fG C R"; da je {mp : D CR"}
monotona familija metrika i da je

mra, (f(l’), f(y)) < wj(jGj (l’,y))

za x,y € Gj i j=1,2. Tada postoji w : [0,400) — [0, 400) takvo da je

(66) mfG(f(I)7 f<y>> < w(jg(l’, y))

i pritom limy_o4 w(t) = 0 povlaci lim; o4 w;(t) =0, j =1,2.

Dokaz: Razmotri¢emo dva slucaja. Neka je d(z) = d(z, 0G).

Slucaj A: jo(z,y) <log(l + c/4).

U ovom slucaju |z —y| < § min{d(z),d(y)}. Mozemo pretpostaviti d(z) < d(y).
Na osnovu pretpostavke (6.3) leme postoji i € {1,2} tako da je d(z,0G;) > %d(az),
tj., B"(x,cd(z)/2) C G,. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je ¢ = 1.
Tada je

y € B"(x,c min{d(x), d(y)}/4) C B"(x, %d(ac, aG)).

| . R
Je (2,y) = log <1 + min{d1($);d1(y)})

Vazi
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gde je di(z) = d(z,0G:). Na osnovu prethodnog ra¢una, |z —y| < 3 di(x) odakle je
di(y) > 3 di(z). Poslednja nejednakost sada daje

2 _
jG1 (l’, y) S log (1 + M)

di ()
4 .
< Ej(;(x,y).

Zakljucak:
u slu¢aju A imamo

07 mpelf(o).£0) < myc, (o). ) < nticn (o) < (et

gde je takodje koris¢éena monotonost familije {mp}.
Sluc¢aj B: Na osnovu uslova, uzimajuci d = % > 2 dobijamo nov uslov d(z, 9(G; U
Gs)) < d max{d(x,0G,),d(x,0G1)} za sve x € G1 N Gs.

Sada pretpostavimo da je z € GG;. Tada imamo

[z — y 1 [z =y 1, [z —y
tos (1 T min{d(), d(y)}) > los (1 T dmin{dy (2), d1<y>}) > '8 (1 T in{d @), d1<y>}>

Odavde imamo

de(ZE,y> >jG1<flf7y), %?JEGI-
Sada imamo lanac nejednakosti

a0, ) < My (). ) < (i) < o (o))

Konaéno, zeljena funkcija w je definisana na sledec¢i na¢in w(t) = max{w; (4t/c),wq(4t/c)},
t € (0,1og(1 + ¢/4)].

w(t) = max{wi(2t/c),ws(2t/c)}, t>log(l+ c/4).

6.8. PRIMER. Prikaza¢emo primer, za koji je zasluzna /v Z. Ferand. Posmatramo
dva domena G1,Gy C C, Gy, Gy # 0 i analiticku funkciju f : H — C, H = G1UG,
tako da

(1) f je w-normalna u Gy i Go.
(2) f nije normalna H.

Stavimo G; = C\{p+iq : p,q € Z} i Gy = C\ ({0} U{p+1/2+1iq : p,q € Z}).

Napomenimo da je GiNGy # 01 G1UGy = H = C\{0}. Definiimo f(¢) = ™.
Ovo je cela funkcija.

Lako se vidi da je f(G1) = f(Ga) = f(H) = H. Zapravo, f(Qx) = H, gde je
O ={z+1iy : k <y < k+1}. Kvazihiperbolitko rastojanje u H ima osobinu

(69) k’H(wl,’LUg) = o infz |Zl — 22’.
e*l=w1y,e*2=wsy
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. . o . . 1 . .

Takodje, za i = 1,2 vazi d(£, 0G;) < 1/2, tako da gustina metrike AT prevazilazi
v/2 i samim tim (integracijom)

(6.10) ke, (61,6) = V206 — &l.

Sada, (6.9) nam govori da je f : G; — H Lip8icovo u odnosu na euklidsku metriku
na G; i kvazihiperbolicku metriku u H, i na osnovu (6.10) f je takodje LipSicova u
odnosu na kvazihiperbolicku metriku na H i G;.

Ali, f nije uniformno neprekidno kao preslikavanje (H,ky) — (H, ky). Za-

pravo, imamo
. +1
lim ky(n,n+ 1) =log n =

n—oo

0,

dok je
. 4dmn
Tim kg (f(n), f(n+1)) = log () — AT
Napomenimo da nasi domeni ne zadovoljavaju uslov (6.9) iz [Vu5, Lemma 2.27
|. Zapravo, za velike |z| imamo

d(z,0(G1 U Gy)) = |z

d(z,0G) + d(z,0Gs) < 2% V72,

tako da ne postoji ¢ € (0,1) tako da vazi (6.9).

7. Kvazikonformna preslikavanja sa identi¢kim vrednostima na granici

Za domen G C R", n > 2 neka je
Id(0G) = {f : R* — R” homeomorfizam : f(z) =z, Vr<cR"\G}.

Ovde R" oznacava Mebijusov prostor R” U {oo}. Uvek ¢emo pretpostavljati da je

card{R" \ G} > 3. Ako je K > 1, onda klasu K-kvazikonformnih preslikavanja u

Id(0G) oznatavamo sa [dx(0G). Kroz ovaj tekst usvajamo notaciju i terminologiju

iz Vaisaline knjige [V2|. Posebno, K-kvazikonformna preslikavanja su definisana u

terminima maksimalne dilatacije kao u [V2, str. 42| ako se drugacije ne kaze.
Predmet ovog istrazivanja je prouciti slede¢i dobro poznat problem:

7.1. PROBLEM. (1) Dati sua,be G i f € Id0G) sa f(a) =b. Naéi donju
granicu za K(f).

(2) Dati su a,b € G. Konstruisati f € 1d(0G) sa f(a) = b i dati gornju
granicu za K(f).

O. Tajhmiler je proucavao ovaj problem u slucaju kada je G ravan domen sa
card(R? \ G) = 3 i dokazao je slede¢u teoremu sa oStrom granicom za K (f).

7.2. TEOREMA. Neka je G = R?\ {0,1}, a,b € G. Tada postoji f € Idx(0G)
takvo da je f(a) = b akko
log(K(f)) = sa(a,b),
gde je sg(a,b) hiperbolicka metrika od G.
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7.3. TEOREMA. Ako je f € Idxg(OB"), onda za sve x € B™

me@%@<k%1;% a = pyra(l/V2)?

gde je Yin kao u (7.15).

7.4. TEOREMA. Ako je f € Idx(OB™), onda za sve x € B",n >2 i K € [1,17]
vazi

(75) 7(x) ] < S (K —1).
Zan =2 imamo
(7.6) f(x) — 2| < S(K —1), b<A438.

Teoriju K-kvaziregularnih preslikavanja u R",n > 3, sa maksimalnom dilataci-
jom K bliskom 1 detaljno je proucavao J. G. ReSetnjak [R| pod nazivom "Teorija
stabilnosti". Na osnovu Liuvilove teoreme ocekujemo da kada je n > 3 fiksirano i
K — 1, K-kvaziregularna preslikavanja se "stabilizuju", postaju sve sli¢nija Mebi-
jusovim preslikavanjima, i u tome lezi dubina glavnih rezultata iz [R| kao $to je |R,
str. 286]. Mi ne znamo da li teorema 7.3 sledi iz ReSetnjakove teorije na jednostavan
nac¢in. V. I. Semenov [S] je takodje znac¢ajno doprineo ovoj teoriji. Za slu¢aj u ravni
P. P. Belinski je dosao do o$trog rezultata.u [Bel].

Konacno, izgleda da je otvoren problem kada vazi nova vrsta stabilnog pon-
asanja: Ako je K > 1 fiksirano, da li preslikavanja Idx(0B™) teze identitetu kada
n — oo? Nasi rezultati ne odgovaraju na ova pitanja. Ova vrsta ponaSanja je
anticipirana u [AVV, Open problem 9, p. 478|.

7.7. LEMA. Za x,y € B" neka je t = /(1 — |z[2)(1 — |y|]?). Tada 2a x,y € B>
vazi

ppn (2, y) |z —y|?
7.8 tanh? = ,
(7.8) o 2 |z — y[? + 2
n 2l —

4 Sla—yP 2+t

gde jednakost vazi za T = —y.

Dalje, razmotrimo opadaju¢i homeomorfizam g : (0,1) — (0, 00) definisan sa

_ ) gy [ el
(7.10) wr) =5 x(r)’ x(r) /0 V(L= 22)(1 —r22?)

gde je X(r) Lezandrov potpuni elipticki integral prve vrste i’ = /1 —r2 zasver €
(0,1). Hers-Flugerova funkcija distorzije je rastuéi homeomorfizam ¢g : (0,1) —
(0,1) definisan sa

(7.11) o (r) = p " (u(r)/K)
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za sve r € (0,1), K > 0. Zbog neprekidnosti stavljamo ¢x(0) = 0, (1) = 1. Iz

(7.10) vidimo da p(r)u(r’) = (%)2 i odavde mozemo da izvedemo niz osobina od

k. Recimo, na osnovu [AVV, Thm 10.5, p. 204] vazi
(7.12) er(r)? + o)’ =1, r=v1-12

zasve K > 0,7 € (0,1).

7.13. Grecov i Tajhmilerov prsten Prstenasti domeni Greca i Tajhmilera
Rg(s),s > 11 Rp(t),t > 0 su dvostruko povezani domeni sa komplementarnim
komponentama (B, [se1,00)) i ([—ey, 0], [ter, 00)), tim redom. Njihovi kapaciteti
capRg(s) 1 capRr(t) ¢e se u nastavku Cesto koristiti. Grecov kapacitet 7,(s) =
capR¢(s) je opadajué¢i homeomorfizam ~, : (1,00) — (0,00) vidi [Vu2, str. 66],
[AVV, Section 8|. Tajhmilerov kapacitet 7,(t) = capRr(t), je opadajué¢i homeo-
morfizam 7, : (0,00) — (0, 00) povezan sa 7, identitetom

(7.14) Tu(t) = 27" (V1 4+ 1), t > 0.

Dati su E, F,G C R". Koristicemo oznaku A(E, F; G) za familiju svih krivih
koje povezuju skupove E i F u G i M(A(FE, F;G)) za njihove module, vidi [V2,
Chapter I|. Tada je 7,(t) = M(A(E, F;R")) gde su E i F' komplementarne kompo-
nente Tajhmilerovog prstena i sli¢na relacija vazi za 7,/(s).

Koristi¢éemo standardnu oznaku

(7.15) rin(r) = ——

Yo (EKyn(1/7))
Tada je ¢k, : (0,1) — (0, 1) rastu¢i homeomorfizam, vidi [Vu2, (7.44)]. Posto

je 12(1/r) = 27 /p(r) na osnovu [Vu2, (5.56)] sledi da je ¢ 2(r) isto kao ¢k (r) u
(7.11).

7.16. Klju¢na konstanta. Prethodno uvedene specijalne funkcije imaju klju¢nu

ulogu u onome $§to sledi. U cilju lakog pozivanja, dajemo neke dobro poznate iden-

titete izmedju njih, koji se mogu nac¢i u [AVV]. Najpre, funkcija

L= oyral/VIHE?
1rn(1/V1+8)?2

definige rastu¢i homeomorfizam 7k, : (0,00) — (0,00) (iz [AVV, p.193]). Kon-

stanta (1 —a)/a,a = ©1/x,(1/v2)% u (7.5) se za K > 1 moze izraziti kao

(7.18) (1—a)/a=mnka(l) =7, (u(1)/K).

Dalje, na osnovu (7.12) vazi

(7.17) N (t) = 7, (1a(t)/ K) =

>0,

82

7.19 t) = ——
(7.19) Ni,2(t) =2

kao i
(7.20) Ni2(1) € (e"E= PE=D)y

s = pra(VE/(1+1))
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gde je b = (4/7) X(1/y/2) = 4.376879... Napomenimo da je konstanta A\(K) u [AVV,
10.33] isto §to i nx2(1).

Za dokaz leme 7.29 koristimo donju granicu za @1,k ,(r) . Konstanta A, se zove
konstanta Grecovog prstena, vidi [AVV].

7.21. LEMA. ([Vu2, 7.47,7.50]) Zan > 2, K >1,i0<r <1

(7.22) e1/ra(r) = A PP g =KV,
(7.23) MNP > PO > o= K =K

7.24. LEMA. (1) Za sve m,n > 1 postoji M > 1 tako da
(7.25) log(2m* ™™ — 1) < (2mlog2 + 2n)(z — 1)

vaZi za x € [1, M] sa jednako$éu samo za x = 1. Stavide, uzt = (mlog2 —
n)/(2n), M moZe biti izabran kao

(m —1)log2+ log <1 + M)
n
(2) Neka je p(x) = log(2m*~ ™1z — 1), q(z) = (2mlog2 + 2n)(x — 1) i neka
vazi prethodna simbolika. Neka je ag = M i aniy1 = p~'(q(an)) zan > 1.
Tada je niz a, rastuci i ogranicen. Ako je a = lim,_, a, onda nejednakost
(7.25) vazi za x € [1,a] sa jednako$éu akko x € {1,a}. Zam =3 in =2
je a > 1T7.

M = +12 —t.

PROOF. Neka je
u(z) = (mx—m+1)log2+nzlogz, wv(z)=log(e"™ —1) = log(2me ™z _1).

Tada imamo

V'(z) = (10g<6“(x)‘1))":(M)/

eu@) — 1

(0 (@)e" ™ + (o () P () — 1) — (1) "))

(") =12
eu(z)
= m . ((u”(f) + (u’(x))z)(eu(gﬁ) —1) — (u'(x))Qe“(x))
eu(:t)

= oo W@ET -1 - @E)):

Odatle je
V"(2) <0 & u(x)(e"@ —1) < (v (z))2
Posto je

eu(z) — 2mzfm+1 nx

" ' (x) =n+mlog2+nlogr, u”(x):ﬁ)
x
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vazl
" n mr—m-+1_nzx 2
V() <0 & —(2 2" —1) < (n+mlog2+ nlogz),
T
odakle je v"(x) < 0 za x > 1 ekvivalentno sa

2m$—m+1 nr _ q

x éf(n+mlog2+nlog1‘)2.
n

Neka je f(z) = 2m*—m*lgne _ 1§ g(x) = (n+mlog2 + nlogz)?. Obe funkcije f i
g su rastuce na [1,4+00) i f(1) < g(1) jer je
1 1
f(y=1<n=—-n*<—(n+mlog2)* = g(1).
n n

Na osnovu neprekidnosti funkcije f mozemo zakljuciti da postoji M > 1 takvo da
je f(M) < g(1). Za takvo M je

fl@) < f(M) <g(1) <g(z), xell,M]
Odatle sledi da je v konkavno na [1, M] i samim tim
v(z) <v(l)+ (1) (x—1), xell,M]

to jest
log(2m=~ ™ g™ — 1) < (2mlog2 + 2n)(x — 1), =z € [1, M].
Nejednakost f(z) < g(1) je ekvivlentna sa

log 2)?
(7.26) (mx —m+ 1)log2 + nzlogx < log (1 + w) .
n
Posto je
(7.27) (mz —m+1)log2 + nzlogz < (mx —m+ 1)log2 + nx(z — 1)
nejednakost (7.26) je posledica nejednakosti
log 2)?
(7.28) (mz —m+1)log2 + nz(r — 1) < log (1 + w) :
n

U (7.27) jednakost vazi samo za x = 1. Zbog

(n + mlog?2)? n?

1+ >1+—=14+n2=>2
n

n
nejednakost (7.28) je stroga za x = 1. Iz istog razloga, veéi koren kvadratne jed-

nacine 5
log 2
(mz —m+1)log2 +nz(x — 1) = log (1 + w)
n

je ve¢i od 1. Ako ga oznafimo sa M nejednakost (7.26) vazi za = € [1, M] sa
jednakos¢éu samo za z = 1. Prvi deo leme je dokazan.

Dokazimo sada drugi deo leme. Obe funkcije p(z) i ¢(x) su rastuce i neprekidne.
Samim tim r(z) = p~!(z) je rastuce i neprekidno. Zbog

pla1) = q(ao) > p(ao)
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koris¢enjem monotonosti p(z) mozemo zaklju¢iti da je a; > ag. Sada, indukcijom i
na osnovu monotonosti funkcije » mozemo zakljuciti da je niz a,, rastu¢i. Sada za
T € [ay, apy1) imamo

p(x) < plant1) = qlan) < q(2).
Odatle p(z) < q(x) vazi za x € |, [an, @ns1) = [ao, a) 1 koriSéenjem veé dokazane
nejednakosti, p(r) < q(z) vaziza l <z <a. Zax > lvazimzr—m+1> 11
™ > 1 odakle je

p(z) = log(2m* ™1™ — 1) > log(22™ — 1) = nxlogx.
Posto je p(x) > nxlogx > (nlogx)(z — 1) nejednakost p(c) > q(c) vazi za ¢ takvo
da je nlogc > 2mlog 2+ 2n. Lako se vidi da je to ta¢no za ¢ = 2% e2. Odatle sledi
da je a konacan (na primer, a < 22%62) i a, ogranicen. PuStanjem da n — oo u
p(ans1) = q(ay) 1 koriséenjem neprekidnosti obeju funkcija mozemo zakljuciti da je
pla) = q(a) . O

7.29. LEMA. Ako je a = ¢y1/k.,(1/V2)? kao u teoremi 7.3, onda za M > 1 i
pell,M]

(7.30) log (%) <log(N2F=128 _ 1) < V(n)(B —1)

sa V(n) = (21og(2A2))(2X2)M=1 § za K € [1,17],

n

(7.31) log(1;a> < (K —1)(4+6log2) < 9(K — 1),

sa jednakoséu samo za K =1. Zan =2

l—a) _ pra(1/V2)?
(7.32) log< - ) = log (gpl/K,g(l/\/ﬁ)Q) <K —1)

gde je b= (4/7)%(1/v/2)? < 4.38.

PROOF. Za 3 € [1, M] na osnovu (7.22) imamo

1—
log <—“> < log(\2(B=D28 _ 1)
a
Dalje, imamo
log(A2P" D28 — 1) (2a2)P-1 1
<2
g—1 g6—1
Druga nejednakost sledi iz nejednakosti log(t) < t—1, a tre¢a iz LagranZeve teoreme

i monotonosti funkcije (2log(2A2))(2A2)*~!. Ovo dokazuje (7.30).
Iz (7.23) sledi da konstanta a zadovoljava nejednakost

a Z 22(1—K)K—2K<1/\/§)2K

< (210g(222))(2X2)M .

kao 1
a <2852 K* 0 K > 1.
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Na osnovu leme 7.24 imamo
log (2382 K25 — 1) < (44 6log2)(K — 1)
za K € [1,17] sa jednako$¢éu samo za K = 1. Sada iz
l1—a
a

< PK2RPR 1 K> 1
mozemo zakljuciti da je
1 —
log (—a) < (4+6log2)(K —1) < 9(K —1).
a

U slu¢aju n = 2 mozemo primeniti identitet (7.19) na nejednakost u (7.20). O

SLIKA 5

7.33. Dokaz teoreme 7.3. Fiksirajmo x € B™ i neka T, oznacava Mebijusovu
transformaciju od R™ uz T,(B") = B" i T,(x) = 0. Defini§imo g : R* — R"
stavljanjem g(z) = T, 0 fo T, (z) za z € B" i g(z) = z za z € R*\ B". Tada
g € Idg(0B™) uz g(0) = T,(f(x)). Na osnovu invarijantnosti pg» u odnosu na
grupu GM(B™) Mebijusovih atumorfizama od B" vidimo da za x € B™ va7i

(7.34) ppn(f(2), ) = ppn(Te(f(2)), Tu(x)) = ppn(9(0),0),
Izaberimo z € 9B" tako da g(0) € [0,2] = {tz : 0 <t < 1}. Neka je B/ = {—sz :
s 211, I" = A([g(0), 2], ER") i I' = A(g~'[9(0), 2], g7 E'; R™).



32 1. KVAZIKONFORMNA PRESLIKAVANJA

Sferna simetrizacija sa centrom u 0 na osnovu [AVV, Thm 8.44] povladi da je
M(T) > (1) (=2"7"7(V2))

posto je g(z) = x za x € R™\ B™. Dalje, na osnovu nacina na koji je I izabrano
vidimo da je

1+ 19(0)]
M) =1, (
1—1g(0)]
Na osnovu K-kvazikonformnosti imamo da je M(I') < K M(I"), §to povladi
1+ 19(0)] _1-a
7.35 exp(ppn(0,9(0))) = — 4 < 7, K .

Poslednja nejednakost sledi iz (7.18). Kona¢no, (7.34) i (7.35) kompletiraju dokaz.
0

7.36. Dokaz teoreme 7.4. Imamo

[f(z) —2| < 2tanh (M) < 2tanh <—10g (4177“>>

< 2tanh ((K— 1)(424— 610g2))
< (K—1)(2+3log2) < g(K— ).

Prva nejednakost sledi iz (7.9), druga iz 7.3, trec¢a iz leme 7.29 i poslednja iz nejed-
nakosti tanh(t) <t zat > 0.

Za n = 2 imamo ista prva dva koraka kao u planarnom slucaju leme 7.29 da
izvedemo nejednakost

f@) el < (K —1). O

Donja granica, koja odgovara gornjoj granici u (7.5) je data u sledec¢oj lemi.
7.37. LEMA. Za f € 1d(0G) neka je

O0(f) =sup{|f(z) — 2] : z € G}.
Tada za f € Idg(0B"), K > 1,a = K'/(=7)
(7.38) 5(f) > (1—a)a0-2 = L _ o).

e
PROOF. Radijalno istezanje f : B" — B",n > 2, definisanosa f(z) = |2]*7' 2,z €
B", (0 < a < 1) je K-kvazikonformno sa a = K'Y= [V2, str. 49]|i f € Idx(0B").
Sada imamo
f(z) =zl = |lz[*T e =2 = [r* =7, |2 =7
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Dalje, vidimo da

6(f) = sup (r* —r),

o<r<1

1
gde se supremum dostize za r =71, = (é) =1 pa je

3(f) = (1 = a)a™/t=.

Gruba, ali jednostavna ocena je

5(f) > (1/e)® — (1/e) = % (eall _ 1) _

SLIKA 6

7.39. TEOREMA. Neka je f : R — R K-kvazikonformni homeomorfizam sa
f(oo) =00 @ B"(m) C f(B™) C B"(M) gde je 0 <m <1< M. Tada je

1+ 2]\ _ M+ |f()]
W“(rwogm—mm

kao 1
m—+ |f(x 14+ |x
s (L
M — [f(z)] 1 — ||
za sve x € B" gde je nin(t) = 7, (1o (t)/ K).
Posebno, ako je m =1 = M, onda imamo

1+ |z L+ |f(z)] 1+ |z
m““(rﬁﬂ><1—u@n<m“(1—m0'

PROOF. Dokaz je slican dokazu teoreme 7.3. Fiksirajmo x € B" i izaberimo
2 € df(B") takodabude f(z) € [0,2']i[f(x),2) C f(B") ifiksirajmo z” € df(B")
tako da su 2,0, 2" na istoj pravoj, 0 € [2/,27],i {—s2” : s > 1} C R"\ f(B"). Neka
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z

SLIKA 7
jeI" = A([f(x), ], B RY), B = {=s2" : s > 1}iT = A(f7[f (), 2], [T ESRY).

Tada je
: m+ | f(z)]
e <5 (575

dok primena sferne simetrizacije sa centrom u koordinatnom pocetku daje

1+ |z
MT) > 1, )
™ T(l—m)

jer f'E’ povezuje B™ i co. Tada nejednakost M (T") < K M(I") povlaci

() = (i)
=G (T2 2 T i

m + |f(2)] 1+ ]
i s < (1)

Donja granica povlaéi da ako primenimo slican argument na f~! i donju granicu

) 2 (S5
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7.41. Napomena. Stavljaju¢i x = 0,m = 1 = M u (7.40) na osnovu (7.18)
dobijamo za K-kvazikonformni homeomorfizam f : R® — R” sa f(o0) = oo i

f(B™) = B" vazi
1£(0)| <1—2a,a=¢ixa(1/V2)*.
Dalje, ako koristimo donju granicu (7.23) iz leme 7.21 dobijamo da je
|£(0)] <1 — 21 Fgl- K2k
U specijalnom slucaju kada je n = 2 imamo
1£(0)] <1 — 280K K=2K < (2 4 310g2)(K —1).
Napomenimo da poslednja nejednakost vazi bez pretpostavke da f € Idx(0B™),
ve¢ uz koriS¢enje samo pretpostavke teoreme 7.39.

7.1. Preslikavanja cilindra.

7.42. TEOREMA. Neka je Z = {(x,t) € R* : |z| < 1,t € R}, f € Idx(0Z).
Tada kz(0, f(0)) < ¢(K) gde je ¢(K) — 0 kada je K — 1.

\
o

0) 1(0.1)

SN

\

0,0)

1) K

—~
=<
S)
~
= \
S
g

/A "

SLIKA 8

PROOF. Neka je f(0) = (y,t), E' = [w, f(0)], F' = {w+ s(y,0) : s < 0} gde
je w = (y/ly|,t), w = (—y/|yl,t). Tada su E' i F’ komplementarne komponente
Tajhmilerovog prstena i zbog toga pisSemo IV = A(E’, F’;R"™) odakle imamo

1
M) <7 ( + ’y|> .
1 -yl
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Moduo neprekidnosti familije ' = A(E, F;R"), E = f'E', F = f~'F’' moze biti
ocenjen koris¢enjem sferne simetrizacije sa centrom u 0. Napomenimo da je £ = F’
jer B' CR"\ Zi f € Idxg(0Z). Na osnovu [Vu2, 7.34] imamo

M(T) = 7,(1).
Na osnovu K-kvazikonformmnosti M (I") < K M (I") implicira

fo)—, (00

SLIKA 9

Sada ¢emo oceniti t. Fiksirajmo najpre z u {w € 07 : w, = 0} tako da |f(0)—z|
bude maksimalno. Onda izaberimo tac¢ku w na pravoj koja prolazi kroz f(0) i z tako
dabude |z—w|=11i[z,w] C R*"\ Z. Neka je ' = [z,w] i F' = {f(0)+t(f(0)—2) :
t > 0}. Tada su E’ i F’ komplementarne komponente Tajhmilerovog prstenal i uz
A= A(F', F';R™) imamo

M(A') = 7,(1£(0) = z]).

Primec¢ujuéi da je E' = f~'E’ zbog f € Idx(0Z) i primenjujuci sfernu simetrizaciju
sa centrom u z vidimo da ako je E = f~'E'| F = f~'F’ onda je

M(A) = 1,(1), A=A(E, F;R").
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Na osnovu K-kvazikonformnosti imamo

L+ <If0) =2 <7 (T"(1)> -

K
Nejednakost trougla za kz daje

kZ(Oa f(O)) < kZ(0> (07 t)) + kZ((O’ t)? (ya t))
= t+ kB"_l(Ovy) < |t‘ + 2/03"_1(07 y)

2
<y (B0) i ( (m2))
< VeBE-D 1+ 18(K —1).

Poslednja nejednakost sledi iz (7.18) i leme 7.29. O

8. Distorzija kvazikonformnih preslikavanja normalizovanih sa dve tacke

Neka je n: [0,00) — [0,00) rastu¢i homeomorfizam i D, D’ C R™. Homeomor-
fizam f: D — D’ je n-kvazisimetrican ako je
o) ) S0 (o)
£ (b) — f(c)l |b—c|
za sve a,b,c € D ic # b. Iz [V2] K-kvazikonformno preslikavanje celog R" je

Nk.n- kvazisimetricno sa kontrolnom funkcijom 7g,. Definisimo optimalnu kon-
trolnu funkciju sa

Mien(t) = sup{|f(2)[: |z] <t f € QCk(R"), f(y) =y za y € {0, €1, 00}}.

Vorinen [Vu2, Theorem 1.8| je dokazao gornju granicu za n}7n(t), koja je kasnije
popravljena od strane Prausa [P, Theorem 2.7] za K < 4/3 u slede¢em obliku

N (D@ n(t), 0<t<l,
1
\ 1 K-11 L t=1,
(8.2) mieat) < 1O <( ) log 77— 1) t
1
Nign (1) ———, t>1,
ol i)

gde je
(8.3) Micn(1) < exp((4V2 — log(K — 1))(K” — 1)).

Takodje ¢emo uvesti jednostavniju procenu za 7y (1) iz [AVV, Theorem 14.8]
(8.4) Nin(l) < exp(dK(K +1)VK —1).

Grublja gornja granica za 7j,(t) moze [Vul, Theorem 7.47| biti napisana u
obliku
. MDA, “t% 0 <t <1,
. < '
85 tia(®) < { et S
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gde je a = K17 i 3 = 1/a. Nadalje, mozemo [Vul, Lemma 7.50| proceniti
(8.6) Moo <ol VKR N8 < ol K =K,

1. STAV. Neka je K € (1,2], f € QCk(R"), f(z) = 2 za v € {0,e1}, o =
KY0= i 3 =1/a. Tada je

1

—[2]? < |f(2)] < csla]®, ako 0 < [a] <1,
C3

1

—[a|* < |f(@)] < eslal?, ako [a] > 1

C3

za c3 = exp(60v K —1).

PROOF. Kako je f kvazikonformno ono je i 0y -kvazisimetri¢no i birajuci a = z,
b=0ic=e u(81)imamo |f(r)| < nj,(|z]). Slicno, izbor (a,b,c) = (e1,0,7) u
(8.1) daje |f ()| > 1/nk,(1/|z]). Otuda vazi

1
(8.7) —— < (@) < ()
e (L/12]) o

zasve € R\ {0}. Odavde zbog (8.5) imamo

1

Llaf < [f@)| S calel”,  ako0<af <1,

2

1

. <|f(z)| < nx,(1), ako |z| =1,
PG |f(@)] < ne (D) ||

1
c—|$|a <|f(x)| < colzl?,  ako |z| > 1,
1

za ¢ = N (AT 1 c2 = nj,(1)AL 7. Mozemo proceniti max{ci,c2} < ¢3
exp(60vV K — 1) za K € (1,2].

Posmatra¢emo K- kvazikonformno preslikavanje R° — R takvo da je f (y)=vy
za y € {0,e1,00} i nas cilj je da nadjemo gornju granicu za |f(z) — x| ili sli¢ne
veli¢ine u zavisnosti od K i n, kada je |x| <2 1i K > 1 dovoljno malo.

Fiksirajmo € R™ \ {0,e;} i pretpostavimo da je |z| —e < |f(z)] < || + € i
|z —e1| —e <|f(x) —e1]| < |z —e1] +¢zacee (0,min{|z|, |z —e|}). Sada je

diam (A
(8.5) (o) — o] < T
gde je
A=A, |z| +¢,|z] —e)NAler, |z —er]| +¢,]z —e1| —e) N{z € R*: z3 = 0}

ool

A(z,R,r) = B"(z,R)\ B"(2,7).
Sada ¢emo pronaci gornju granicu za diam (A).
8.9. TEOREMA. Zae <1 i A ix kao u (8.8) vaZi
diam (A) < ved(min{|z|, |z — es|} + 1).
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SLIKA 10. The set A.

PROOF. Pretpostavimo da je |z| < |z — e;|. diam (A) je maksimalan kada je
|z — e1]/]x| maksimalno. Zbog toga moZzemo pretpostaviti da je z = —s, gde je
s > 0. Ozna¢imo y = S'(0, |x| +¢) N S*(ey, |x — e1| — €). Povrdina trougla Ae;0y je
(Imy)/2 i po Heronovoj formuli je

““Ty = Voo~ D)(p— |2] —e)(p+e— |z - 1),

gde je p = |z| + 1. Iz (8.10) i pretpostavke da je £ < 1 imamo

Imy = 2/(|z] + 1)|z|(1 — ) < 2v/E(|z| + 1)
i tvrdjenje sledi s obzirom da je diam (A) < 2Im y.

(8.10)

8.11. TEOREMA. Neka je A kao u (8.8), |z| < 2, |v — ey < |z] i £(1,0,2) >
w > 0. Tada je

diam (A) < ¢ (1 + E)
w

z2a

. { 1+ |z —e1] — || |x|+|x—el\—l}
e <minq 1, :

2 ’ 2
PROOF. Oznadimo sa y presek S*(|z| +¢) i S*(ey, |z — €1]) u prvom kvadrantu.
Trouglovi A(0,1,z) i A(0,1,y) daju na osnovu kosinusne teoreme

|z — 1)* = |z|* + 1 — 2|z| cosy

ly = 11* = [y|* + 1 — 2|y| cos,
gde je n ugao £(1,0,z) i £ ugao £(1,0,y). Odatle je
o2 +1— |z — 1]

8.12 —
(8.12) cos i
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i
P +1—ly— 12  (z[+e)®+1— |z -1
2ly] 2(lz| +¢) '

(8.13) cosd =

Iz Zordanove nejednakosti sledi

52
| cosy — cosd| = cosd — cosy = 28iﬂ5+ﬂysinﬁy 0 > —(y+9)(y—9)

2 2 72
i po pretpostavci
2
8.14 -l < — — )
(8.14) [v = 9] < 5[ cosy = cos ]
Iz nejednakosti trougla, Zordanove nejednakosti, (8.14), (8.12) i (8.13) dobijamo
-0
|z —y| < e+ 2|z|sin |72 |
2|z
< e+ MI“Y ad
T

x|mw
< e+ ——|cosy — cos{|
w

lz|mre(1+ |z — 112 + |z|(Jz| + ¢€))
w 2|z|(|x]| + €)
me(l+32+2(2+1))

w  2(1/2+40)

ole

= e+ —.
w

Oznacimo sa z presek S'(|z|+¢) i S'(e1, |z — 1| + &) u prvom kvadrantu. Ako
je d > w/2, tada dobijamo
zlmelly — 11> — [z —1]| _ 19¢

—_qyl < < —.
v =yl = w 2(|z| + ¢€) T w

Sada je
70e

diam (A) < |z —z| < |z —y|+|ly—z2| <e+ —
w
i tvrdjenje sledi. U

8.15. LEMA. Nekajen >2, K >1,a = KY0™ 3 =1/aicy = exp(60vV/K — 1).
Zat e (0,1)

8
(8.16) cst® —t >t — —

C3
tzat>1

ta
(8.17) csth —t >t — —.

C3
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PROOF. Da bi dokazali (8.16) dovoljno je da dokazemo da je f(t) > 0, gde je
ft) = est® + LtV = 2610 < t < 1. Zato 5to je

Jim f(t) =0,
dovoljno je da dokazemo f'(t) > 0za 0 <t < 1, tj.
1
(8.18) acgt®™ !t —1/0)=1 9>,

acs
Koriste¢i nejednakost izmedju aritmeticke i geometrijske sredine, zakljucujemo da
vazi ]
acg + — > 2
Qcs
. Drugim recima,
1

lim f'(t) = acs + — —2>0.

tHH1H— f ( ) acs Qcs -
Zbog ovoga da bi dokazali nejednakost (8.18) dovoljno je dokazati da je f”(t) <0

za 0 <t <1tj.
1

1
ala — 1)egt®™? + «—¢l/@=2 <
acs

ili ekvivalentno
1 q 3 2
ta " < a'cs.
Poslednja nejednakost sledi iz
1< a’cs.
Prva nejednakost vazi jer je 0 <t <1i+—a >0 (0 <« < 1). Sada ¢emo dokazati
a?c > 1 kako bi kompletirali dokaz. Ovo je ekvivalentno nejednakosti
K3/ 120VE=T >
ili
e40(n—1)u > U2 +1
za u =+ K — 1. Kako je u > 0, koristec¢i Tejlorov red za e mozemo zakljuciti
(40(n — 1))?u?

0= > 1 4 40(n — 1)u + 5 > 1+’
Nejednakost (8.17) je ekvivalentna sa
toc—l
(8.19) et/ 4 ——— > 2
C3

Nejednakost (8.19) vazi za t = 1. Da bi dokazali (8.19) za t > 1 dovoljno je dokazati
da je izvod leve strane nenegativan. Imamo sledeéi niz ekvivalentnih formula:

1 1
¢s <— _ 1> a2 &7 Tge2 5
« C3

(6 T c3
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o > 2
€3
Poslednja nejednakost je tac¢na zbog
e >1> =
C3

i tvrdjenje sledi.
8.20. LEMA. Neka je € > 0. Tada je

2] —e < [f(2)] < [z[ + ¢

1 1\?
1<K§max{<%) +1,2}.

PROOF. Oznaéimo sa [(z) = c3 ' max{|z|%, |z|°} i u(z) = c3 max{|z|, |z|*}.
Prvo ¢emo razmatrati slucaj 0 < |z| < 1. Iz leme 8.15 imamo

z2a

mac {afel* = ol b = 1al?}
C3

cslz]” — |z

exp(60vV K — 1)|z|* — ||

exp(60vV K — 1)|z|YE — ||

exp(60vVK —1) — 1.

max{u(z) — |z, [ — I(z)}

VAN VAN VAN

Sada je exp(60v/ K — 1) — 1 < ¢ ekvivalentno sa
1 1))’
(8.21) K< (w) +1.

Ako je |z| =1, tada je
max{u(z) — |z], x| = l(z)} = s — 1
i zbog toga exp(60v K + 1) — 1 < e za K € (1,2], §to je ekvivalentno sa

(8.22) K < (%)2 +1.
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Posmatrajmo najpre slu¢aj 1 < |z| < 2. Iz Leme 8.15 imamo

1
mx{u(o) ~ fo o] = 160)) = max {eofal? = ol ol =~}

cslz]” — ||
exp(60VE — 1)]a]” — |z|
exp(60vVE — 1)|z|% — |z|
] (exp(60vK —1)|z|*~* — 1)
2(exp(60vVK — 1+ (K — 1)log|z|) — 1)
2(exp(60(K — 1)%2 —1).
Sada je 2(exp(60(K — 1)*>? — 1) < ¢ ekvivalentno sa
2/3

(8.23) K< (%) ey
Kombinujuéi (8.21), (8.22) i (8.23) dobijamo

2] —e < [f(2)] < fa] + €

(VAN VAN VAN VAN VAN

zZa

i tvrdjenje sledi. U
824. LEMA. ZaO0<a<1l,c>114t>0

Clog*(1+1t), 0<t<1,

a 41l/a
log(1 + cmax{t*, ¢'/*}) S{ Slog(1+1), t>1.

PROOF. Pretpostavimo prvo da je t > 1. Tada je max{t®,t'/®} = '/ i iz opste
Bernulijeve nejednakosti imamo
(1 +t)c/a Z (1 + Ct)l/a Z 1+ Cl/atl/a Z 1+ Ctl/a

$to povlaci log(1 + ct'/®) < c¢/alog(1 +1).
Pretpostavimo sada da je 0 < ¢t < 1. Tada je max{t®,t'/*} = t* pokaza¢emo da
je funkcija
c
f(t) =log(1 + ct*) — o log®(1+t)
nepozitivna. Lako dobijamo

act®™t clog® (14 t)
2 "(t) = — .
(8.25) F'(®) 1+ ct 141

Kako je « — 1 < 0 i log(1 + t) < t dobijamo
(8.26) 7t <log® (1 + 1).
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Zbog ¢ > 1 > t17% i odatle

(8.27) ct® > t.
Na osnovu (8.25), (8.26) i (8.27) f'(t) < 0 je ekvivalentno sa (1 — a)(1+¢) > 01i
odatle je f(t) rastu¢e. Sada imamo da je f(t) < f(0) = 0 i tvrdjenje sledi. O

8.28. TEOREMA. Neka je G = R"\ {0}, f € QCk i f(0) = 0. Tada postoji ¢(K)
tako da vazi

.]G(f(x)u f(y)) < C(K> max{jc(x,y)o‘,jg(x,y)},
gde je a = KV j ¢(K) — 1 kad K — 1.

PROOF. Zbog simetrije mozemo pretpostaviti da je x = ey i |y| > 1. Sada je

|fly) = fle)]  [f(y) — (@) eyl N _
] _lf(O)—f(el)|§”<|o—61|)—”(| )

|f(y) = fle)]  [f(y) = f(=)] lz—yl\  [lz—1yl
W) ‘Wﬂw—fwﬂg”(W—m)‘”( 9] )'
Otuda na osnovu leme 8.24 vazi
|f(x) = f(y)] >

J(f(x), f(y)) = log (Hmin{yf(a:)l,\f(y)!}

_ mgO**“X%My‘“””(m@ﬁ0}>

log(1+n(ly — e1]))
log(1 + c3max{|y — e1]%, |y — elll/a})

2log®(1+ly—e), 0<ly—e| <1,
Slog(l+ |y —eil), |y—el >1

Birajuéi ¢(K) = ¢3/a imamo ¢(K) — 1 kad K — 1 i teorema je dokazana. O

kao i

IN

IN



GLAVA 2

Harmonijska kvaziregularna preslikavanja

Dobro je poznato da ako je f kompleksno vrednosna harmonijska funkcija defin-
isana u oblasti G kompleksne ravni C, onda je |f|P subharmonijska za p > 1, i da
u opStem slu¢aju nije harmonijska za p < 1. Ipak, ako je f holomorfna, onda je
| f|P subharmonijska za svako p > 0. U ovom radu razmotriéemo k-kvaziregularne
harmonijske funkcije (0 < k£ < 1). Reéi ¢emo za harmonijsku funkciju da je kvazireg-
ularna ako je

0f(2) < klof(2)],  2€G,
gde je

- 0 0 0 0
6f(z):%<£+za—£) i 0f(z):%(8—£—za—:];), z2 =T +1y.

Dokazac¢emo da je | f|P subharmonijska za p > 4k/(1+k)* =: ¢ kao i da je eksponent
¢ (< 1) najbolji moguéi (see Theorem 1.1). Cinjenica da je ¢ < 1 omogucava nam
da dokazemo da ako je f kvaziregularno u jedini¢nom disku D and i neprekidno na
D, onda &(f,6) < const.w(f,d), gde @(f,d) (respektivno w(f,d)) oznacava moduo
neprekidnosti od f na D (respektivno dD); vidi teoremu 2.1.

1. Subharmoni¢nost od |f|P

1.1. TEOREMA. Ako je f kompleksno vrednosna k-kvazireqularna harmonijska
funkcija definisana u oblasti G C C, i q = 4k/(k+1)?, onda je | f|? subharmonijska.
Eksponent q je optimalan.

Za neprekidnu funkciju v definisanu u oblasti G C C reé¢i ¢emo da je subhar-
monijska ako za sve zg € G postoji € > 0 tako da

2m
(1.2) u(zg) < i/ u(zo + re) dt, 0<r<e,
2 Jo
Ako je u(z29) = |f(20)|* = 0, onda vazi (1.2). Ako je u(z) > 0, onda postoji okolina
U od zj tako da u pripada klasi C%(U) (po$to su nule od u izolovane), i onda mozemo
dokazati da je Au > 0 € U. Tako se dokaz svodi na dokazivanje da je Au(z) > 0
kad god je u(z) > 0. Da bismo to u¢inili, izra¢una¢emo Au.

Lako se dokazuje da ako je u > 0 jedna C? funkcija definisana u oblasti u C, i
a € R, to onda vaze sledeca dva tvrdjenja

(1.3) Au®) = au® tAu+ ala — 1)u* 2| Vul?,
45
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(1.4) (Vul? = 4|0u)* i Au = 400u.
1.5. LEMA. Ako je f = g+ h, gde su g i h holomorfne funkcije, onda je
(1.6) A(LfP) = A(g P + 1 P).

PROOF. Pogto je |f|*> = (g + h)(g + k), imamo
A(If?) = 40(R' (G +h) + (g + h)g)
A(W'h + gg')
A(lg'1 + |W').

1.7. LEMA. Ako je f = g+ h, gde su g i h holomorfne funkcije, onda
(1.8) IVUSP)E =419’ + )| + 8 Re(g'h' £2).
PROOF. Imamo
V(£ = 4lo( 7)1
= 4/0((g + h) (3 + h))I*
=Alg'f+ fH?
= 4(lg'* + [W'[*)| f* + 8Re(g'' f?).

1.9. LEMA. Ako je f = g+ h, gde su g i h holomorfne funkcije, onda
(1.10) A(F) = (g P+ NP2+ 20(p — 2)|f 7~ Re(g'h' )
gde je f #£ 0.

PROOF. Stavicemo a = p/2, u = |f]?, a onda koristiti (1.3), (1.6) i (1.8) da
dobijemo rezultat. U

Dokaz teoreme 1.1. Treba da dokazemo da je A(|f|?) > 0, gde je p = 4k/(1+
k)?. Posto je p — 2 < 0, iz (1.10) dobijamo da je
A(SP) = p*(lg'P + NP+ 20 = 2)LF P g'] - W] - 1
= Rl + DL+ 200 — DN Pl

= plg' P12 (1 +m?) +2(p —

2)
gde je m = |I'|/|¢'| < k. Funkcija m — p(1+m?) 4+ 2(p — 2)m ima negativan izvod
(jer jep < 1im < 1), iz Cega sledi da je
(L+m*)p+2(p—2)m > (1+k)p+2(p — 2)k.
Sa druge strane je (1 + k?)p + 2(p — 2)k > 0 ako i samo ako p > 4k/(1 + k)?, §to
dokazuje da je |f|? subharmonijska funkcija. Da bismo dokazali da je eksponent g
optimalan stavimo f(z) = z + kz. Na osnovu (1.10) je

A(IfP)(L) = p*(1+ &)1+ )P + 2p(p — 2)(1 + k)P 2k

ml,
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Posto je A(|f|?)(1) > 0 ako i samo ako je
p(1+k*) +2(p — 2)k > 0,
Sto je, kao Sto je pomenuto, ekvivalentno sa p > ¢. Ovim je dokaz teoreme 1.1
zavrsen.
2. Moduli neprekidnosti u euklidskoj metrici

Za neprekidnu funkciju f : D — C koja je harmonijska u D definisemo dva
modula neprekidnosti:

w(f,0) =sup{|f(e”) = f(e")]: ]e” —e"| <4, t,0 €R}, §>0,

O(f,0) = sup{|f(z) — f(w)| : |z —w| <6, z,weD}, 6>0.

Jasno, w(f,0) < @(f,0), ali treba da vazi obrnuta nejednakost. Da bismo to videli,
razmotrimo funkciju

f(re®) :Z( J'r" cosn , re’ € D.

n2

n=1

Ova funkcija je harmonijska u I i neprekidna D. Funkcija v(0) = f(e), |0] < =, je
diferencijabilna i vazi

dv = (=1)"sinnd
a0 n
n=1
0
= 5, |9| < Tr.

Ova formula je dobro poznata i moze biti proverena izracunavanjem Furijeovih ko-
eficijenata funkcije 0 — 6/2, || < 7. Odatle sledi da je

F(e?) = Fle)] < (x/2)|0 —t, —m<bt<m,
i odatle w(f,0) < Mé, § > 0, gde je M apsolutna konstanta. Sa druge strane,
nejednakost w(f,0) < CM§, C' = const, ne vazi jer iz nje sledi da je |0f/0r| < CM,
Sto nije tacno posto

n—1

0 0 = r
Ef(re ):Z — zal=m 0<r<l.

n=1

Stavise, kao §to su dokazali Rubel, Silds i Tejlor [RST], i Tamrazov [TA], ako je
f holomorfna funkcija, onda je @(f,d) < Cw(f,d), gde C ne zavisi od f i 9. U ovoj
napomeni mi proSirivanje ovog rezultata nankvaziregularne harmonijske funkcije.

2.1. TEOREMA. Neka je [ k-kvaziregularna harmonijska kompleksno vrednosna

funkcija koja se moze neprekidno produzit na D, onda postoji konstanta C' koja zavisi
samo od k tako da je &(f,0) < Cw(f,?).
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Da bismo ovo izveli iz teoreme 1.1, potrebne su nam neke jednostavne osobine
modula w(f,d). Neka je
wo(f,8) = sup{|f(e”) — f(e")] : 10 — 1] <4, 1,0 € R}.

Lako se proverava da je
(2.2) Clwo(f,8) < w(f, 8) < Cuol(f,0),
gde je C apsolutna konstanta, kao i da je

wO(f751+52> SWO(f)(Sl)—i_wO(f?(SQ)a 517 52 ZO

Stoga je wo(f,2"9) < 2"wy(f,0), i odatle wo(AJ) < 2Awp(d), za A > 1,6 > 0. Iz ovih
nejednakosti i (2.2) sledi da je

(2.3) w(f,A0) < 2C w(f,d), A>1,0>0,
i
(2.4) w(f, 01+ d2) < Cw(f,d1) + Cw(f,d2), 1,2 >0.
gde je C apsolutna konstanta. Kao posledicu (2.3) imamo da za 0 < p < 1 vazi
(2.5) /OO ”(f;t)p ar < B2
" t x

gde C zavisi samo od p. Na kraju, treba nam slede¢a posledica harmonijske Svarcove
leme (vidi [ABRY]).

2.6. LEMA. Ako je h harmonijska funkcija, ogranicena u jedinicnom disku, uz
h(0) = 0, vazi |h(§)] < (4/m) |||, 20 & € D.
Dokaz teoreme 2.1. Dovoljno je dokazati [ f(2) — f(w)| < Cw(f, [z —w|) za sve
z, w € D, gde C zavisi samo od k. Najpre pretpostavimo da je z =7 € (0,1) i |w| =
1. Onda po teoremi 1.1, funkcija (§) = |f(w) — f(€)[% gde je ¢ = 4k/(1+k)* < 1,
je subharmonijska u ID i neprekidna na D, dok je
1 / (1 —7)e(Q)
r) < — ———222 (.
elr) 21 Jop ¢ —[? %
Posto po (2.4) vazi
p(¢) < (w(f, [w—r[+[r—(]))*
< qu(f7 |w - r|)q + qu(fa |T - C|)q7

mamo Cr (L= lf )
o(2) < Ol —rly+ 5o [ S =S
' ™ (1 — 2 _ Lit\q
= Clw(f, |W—T|)q+g/_ ( T’e):uﬁ‘z‘z <) dt.

Ali jednostavan rac¢un pokazuje da je

= e’ = (1= )2+ drsin®(t/2) < 1= r 4]t (0<r <1, || <),
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odavde, iz (1.2) i (2.5) sledi da je
T (1 _ g2 _ it T (1 — 1—
ey SRR ELET

et — 7|2 (1—r+1t)?

—Cl/ / 1—r1_iiz)r+t) ”

gCg(w(l—r))q—i-Cz(l—r)/l_ wdt

S C(3 (w(f7 1- T))q

< Oy (w(f, Jw = 2[)".
Dakle, |f(w) — f(2)] < Csw(f, |w — z|) povlaci da je w € D i z € (0,1). Rotacijom
i na osnovu neprekidnosti, mozemo produziti ovu nejednakost na slucaj kada je
weIDizeD.

Ako je 0 < |w| < 1, razmotrimo funkciju h(§) = f(§w/|w|) — f(Ez/[w]), [€] < 1.

Qva funkcija je harmonijska u D, neprekidna na D i A(0) = 0. Na osnovu harmonijske
Svarcove leme, nejednakosti (1.2) i prethodnog slucaja vazi,

|f(w) = f(2)] = [h(|w])]
< (4/m)wl |7l
< Cslw|w(f, |w/|w] = z/|w] )
< Crw(f, [wl | |lw/|w] = z/[w]])
= Crw(f,|w —z|),

—T

¢ime je dokaz zavrSen.

3. LipSic neprekidnost do na granicu od B"

Poznato je da, ¢ak i za n = 2, Lipsic neprekidnost funkcije ¢ : T" — C', gde je
T ={z € C:|z| = 1}, ne povlaci Lipsic neprekidnost funkcije u = P[¢].
Za ma koje n > 2 je

POl = [ Ple.o(@)do(e), v € B

gde je P(z,€) = = |§\|” Puasonovo jezgro za jedini¢nu loptu B” = {x € R" : |z| < 1},
do, je normahzovana mera povr§i na jedini¢noj sferi S™ 1 i ¢ : S — R" je
neprekidno preslikavanje.

Nas cilj je da pokazemo da se Lipsic neprekidnost ¢uva pri harmonijskim pro-
duzenjima, ako je produzenje kvaziregularno. Analogno tvdjenje vazi za Helder

neprekidnost bez pretpostavke o kvaziregularnosti.
3.1. TEOREMA. Pretpostavimo da ¢ : S" ! — R™ zadovoljava LipSicov uslov:
6(€) — o] < LIE—n|, &ne s



50 2. HARMONIJSKA KVAZIREGULARNA PRESLIKAVANJA

i pretpostavimo da je u = P[¢p| : B® — R" K-kvazireqularno. Tada
u(z) —uly)| < 'z —yl, =,y€eB"
gde C" zavisi samo od L, K in.

D. Kalaj je dobio rezultat koji je povezan sa ovim, ali pod dodatnim pret-
postavkama za C'* regularnost od ¢, (vidi [KA]).

Glavni deo dokaza je procena tangencijalnih izvoda od w i da kvaziregularnost
ne igra ulogu. Izaberimo zg = ré, € B", r = |z|, & € S"!. Neka je T = T,,rS™ !
n — 1 dimensional tangentna ravan u zo na sferu rS"~!. Zelimo da dokazemo da je

(3:2) 1D (ulr)(zo)l| < C(n)L.

Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je £ = e, i xg = re,. Jednostavnim
racunanjem

0 —2x; x;—&
A P(r,6) = 2 —n(l = 2] 05
dz; |z =& |z — &+
Dakle, za 1 < 7 < n vazi
0 &
—P =n(l — |zo|*) —L—.
axj ($07€) n( |x0’ )‘xo . f‘n'i'z
Vazno je pomenuti da je ovo jezgro neparno po € (u odnosu na refleksiju (&,...&;,...,&,) —
(&1,...,=&,...,&)), §to je tipi¢no za jezgra dobijena diferenciranjem. Ovo razma-

tranje i diferenciranje pod znakom integrala daje da za ma koje 1 < j < n vazi

au = N —TQ —5] ag
Sem) = n(1=r) /S o€ ()

n—1 |£L‘Q - 5

%w(a) ~ B(E0))da().

= n(l—1r2
( ) Snfl |(L’0—

Koris¢éenjem elementarne nejednakosti |&;| < [€ — &), (1 <j<n, € S )i
Lipsic neprekidnosti funkcije ¢ dobijamo

ou g ic — &l
grtm)| < mn(—v?) [ SE S

2
< Ln<1—r2)/sn_1 ,glf_—gizdd(f)-

Da bismo procenili poslednji integral, razlozi¢emo sferu S"~! na dva podskupa
E={¢esS ! |t-¢& <1—r}iF={e€ S :6-&| >1—r} Posto
|€ — xo| > 1 — |xo| for all £ € S ! imamo

€ — &l
/Emdg(f) < (1—-r?) /|§ Eol*do(¢

S (1_7,)n / 2n2dp
0

2 (1)

<
- n+1
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Sa druge strane, | — &| < C,|€ — xo| vazi za ma koje £ € F, tako da je
1§ = &ol?

P o — &|"+2

do(§) < Cp*° Flé—éo\’"da(ﬁ)
2

o / p P 2dp
1—7r
< (-7t

IN

Kombinujuéi ove dve nejednakosti dobijamo

ou
a—(Io)

Lj

< LC(n)

za 1 < j < n. Zbog rotacione simetrije ista procena vazi za svaki izvod u bilo kojem
tangencijalnom pravcu. Odatle procena (3.2). Kona¢no, K-kvaziregularnost daje

[ Du(z)|| < LKEC(n).

Sada, teorema o srednjoj vrednosti daje LipSic neprekidnost funkcije w.

4. BilipSicova preslikavanja

Bilipsicovo svojstvo harmonijskih kvazikonformnih preslikavanja na jedini¢nom
disku proucavano je u [MAT|. Drugadiji pristup sledec¢oj teoremi dat je u [MIAT1].

4.1. TEOREMA. Pretpostavimo da su D i D' pravi domeni u R%2. Ako je f :
D — D' K-kvazikonformno i harmonijsko, onda je ono bilipSicovo u odnosu na
kvazihiperbolicku metriku na D i D'.

Dokaz: Posto je f harmonijsko, lokalno imamo reprezentaciju

f(2) = g(2) + h(2),
gde su g i h analiticke funkcije. Tada je Jakobijan J;(2) = |¢'(2)]*—|h/(2)|? pozitivan
(napomenimo da je ¢'(z) # 0).

Dalje,
R’ (2)[? 2 2
Jz:g/z2<1—— = |4'(z 1—|w(z ,
7(2) = 1g'(2)] POk 91 (1= |w(2))
gde je w(z) = 2:8 analiticko i |w| < 1. Sada imamo

1 ! 2
log 55 = ~2log|g' ()] ~ log(1 ~ (=)

Prvi ¢lan je harmonijska funkcija (dobro je poznato da je logaritam modula anali-
ticke funkcije harmonijska funkcija svuda izuzev tamo gde se ta analiticka funkcija
anulira, ali ¢’(z) # 0 svuda).
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Drugi ¢lan moze biti prikazan u vidu reda

z’“

i svaki ¢lan je subharmonijski (napomemmo da je w analiticka funkcija).

Dakle, —log(1— |w(2)]?) je neprekidna funkcija prikazana kao lokalno uniformna
suma subharmonijskih funkcija. Odatle je i ona sama subharmonijska.

Dakle

|2k

(4.2) log je subharmonijska funkcija.

1
J(2)

Napomenimo da je reprezentacija f(z) = g(z) + h(z) lokalna, ali da je dovoljna
za nas uslov (4.2).
Na osnovu definicije iz [AG, Definition 1.5| vazi

1
ayr(z) = exp (g(log Jf)B(Z)) ,
gde je
1
1 =—— [ 1 d B. = B(z,d D)).
(log J¢)B m(B)/BOng m, . (z,d(z,0D))

U slucaju n = 2 vazi

1 1 1 1
(4.3) o) = exp (im(Bz) /BZ log 7;(0) dm(w)> )
Iz (4.2) sledi
—/ log dm(w) = log Jfl(z)-

Kombinujuéi ovo sa (4.3) imamo

i odatle
Jp(2) Z ay(2).

Sa druge strane, imamo teoremu [AG, Theorem 1.§]
Pretpostavimo da su D i D’ domeniu R". Akoje f : D — D’ K-kvazikonformno,

onda je
1d(f(z),0D") d(f(x), 0D")
—— " < ay(z) <c—————+
¢ d(x,0D) d(x,0D)
za x € D, gde je ¢ konstanta koja zavisi samo od K i n.
Iz prve nejednakosti iz ove teoreme imamo

1d(f(z),0D'")
(4.4) T 2 = ey
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Napomenimo da je

Je(2) =1g' ()" = W (2)]* < |g/'(2)]?

i na osnovu K-kvazikonformnosti funkcije f vazi |h'| < k|¢'| za 0 < k < 1, gde je

_ 1+k
K= .

Ovo daje J; > (1 — k?)|¢'|*. Dakle,
Ve =g =g+ W] = [1F I

Kona¢no (4.4) i prethodna asimptotska relacija daju

[ ey NS )

Za obrnutu nejednakost ponovo koristimo J¢(z) > (1 — k?)|¢'(2)|%, tj.

(4.5) VIr(2) 2 V1= kg (2)]

Dalje, znamo da za n = 2 vazi

ap(z) = exp <B% /B log 1/ 7, () dm(w)).

Koris¢enjem (4.5) dobijamo

1
—/ log \/J¢(z) dm(w) > 7, log\/l—k2+10g|g'(w)|dm(w)

= logVv1—k2%+ —/ log |¢' (w)| dm(w)

= logv1—Fk?+loglg'(2)].

Sada, na osnovu harmonic¢nosti funkcije log|g’| dobijamo

ap(z) = exp <B;Z/B log / J¢(x) dm(w))
exp(log v'1 — k? + log|g'(2)|)
= V1-kg(2)l
VIR (g + K
V1—k2
2

v

Y

Ponovnim kori¢¢enjem druge nejednakostiu [AG, Theorem 1.8]

1711 < /o) < cagle) < TR o)
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Iz svega ovoga je
d ,0D'
17l = A

Ovaj rezultat, koji vazi tacka po tacka, integracijom duz krivih, lako daje

kp/(f(21), f(22)) X kp(21, 22).
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