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GLAVA 1

Kvazikonformna preslikavanja

1. Uvod
Oblast konformnih invarijanti je imala klju£nu ulogu u razvoju geometrijske

teorije funkcija tokom pro²log veka. Neke prekretnice ove teorije su pionirski radovi
Gre£a i Tajhmilera izmedju dva svetska rata kao i rad Alforsa i Bjorlinga [AhB]
iz 1950. Ova dostignu¢a su rezultirala u dalekoseºnim primenama i stimulisala su
mnoga kasnija istraºivanja. Gering i Vaisala [G3], [V1] su, na primer, izgradili
teoriju kvazikonformnih preslikavanja u Rn, koja se oslanja na pojam modula famil-
ije krivih, uveden u [AhB].

U prvoj glavi ove disertacije na² cilj je da izu£imo dve vrste konformno invari-
jantnih ekstremalnih problema, koji se u specijalnim slu£ajevima svode na probleme
Gre£a i Tajhmilera. Ova dva klasi£na ekstremalna problema su ekstremalni prob-
lemi modula prstenastih domena. Gre£ovi i Tajhmilerovi prstenovi su ekstremalni
prstenovi za ekstremalne probleme sledes1eg tipa, koji su prvo postavljeni za slu£aj
ravni. Od svih prstenastih domena koji odvajaju dva data zatvorena skupa E1 i E2,
E1 ∩ E2 = ∅, na¢i onaj sa najve¢im modulom.

U op²tem slu£aju ovi ekstremalni problemi vode do konformnih invarijanti λG(x, y)
i µG(x, y) de�nisanih za domen G ⊂ Rn i x, y ∈ G . Osnovno je da su λG(x, y)1/(1−n)

i µG(x, y) metrike. Prate¢i ideje razmatrane u [Vu1] i [Vu2] izu£avamo tri prob-
lema: (a) geometriju metri£kih prostora (G, d) kada je d jednako λG(x, y)1/(1−n) ili
µG(x, y), (b) odnose ovih metrika sa drugim metrikama i (c) pona²anje kvazikon-
formnih preslikavanja u odnosu na neke od tih metrika. Glavni rezultat je pro²irena
verzija tabele sa strane 86 iz [Vu1], koja uzima u obzir i kasnije rezultate, kao ²to
su [H], [HV], [Vu2].

Zatim predstavljamo primenu na geometriju lopti u ovim metrikama. Kao speci-
jalan slu£aj posmatramo λ metriku u B2 \ {0}, nastavljaju¢i rad [H].

Slede¢e pitanje koje razmatramo je: ako je preslikavanje f : (Gi,mGi
) −→

(G′
i,mG′i) uniformno neprekidno (i = 1, 2), da li je onda i preslikavanje (G,mG) −→

(G′, mG′) uniformno neprekidno (G = G1 ∪G2, G′ = G′
1 ∪G′

2)?
Prva glava zavr²ava se procenama odstupanja K-qc preslikavanja koja su iden-

titet na granici domena G, od identi£kog preslikavanja.
U drugoj glavi mi razmatramo koje dodatne zaklju£ke o K-qc preslikavanjima

moºemo izvesti ako pretpostavimo da su i harmonijska. Takva preslikavanja nazi-
vamo hqc-preslikavanja.
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4 1. KVAZIKONFORMNA PRESLIKAVANJA

U slu£aju n = 2 pokazujemo da hqc preslikavanje ima isti tip modula nepreki-
dnosti na D kao na ∂D.

Sli£an rezultat, za Lip²icov slu£aj, dokazujemo na lopti Bn. Kona£no, za n = 2,
pokazujemo da je svako hqc preslikavanje bilip²icovo u kvazihiperboli£koj metrici.

2. Ekstremalni problemi Gre£a i Tajhmilera
U delu koji sledi, mi ¢emo usvojiti standardne de�nicije pojmova vezanih za

kvazinkonformna preslikavanja iz [V1].
Za E, F, G ⊂ Rn neka je ∆(E, F, G) familija svih zatvorenih krivih koje povezuju

E sa F unutar G. Preciznije, putanja γ : [a, b] → Rn pripada ∆(E,F,G) ako i samo
ako γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ G za a < t < b.

Ako je G pravi poddomen od Rn, tada za x, y ∈ G takve da x 6= y de�ni²emo
(2.1) λG(x, y) = inf

Cx,Cy

M(∆(Cx, Cy; G))

gde je Cz = γz[0, 1) i γz : [0, 1) −→ G kriva takva da je γz(0) = z i γz(t) → ∂G kada
t → 1, z = x, y.

Za x ∈ Rn \ {0, e1}, n > 2, de�ni²emo
(2.2) p(x) = inf

E,F
M(∆(E,F )),

gde se in�mum uzima po svim parovima kompaktnih povezanih skupova E i F u
Rn sa 0, e1 ∈ E, x,∞ ∈ F .

Za pravi poddomen G od Rn i za sve x, y ∈ G de�ni²imo
(2.3) µG(x, y) = inf

Cxy

M(∆(Cxy, ∂G; G))

gde se in�mum uzima po svim kompaktnim povezanim skupovima Cxy takvim da
je Cxy = γ[0, 1] i γ je kriva sa γ(0) = x i γ(1) = y.

Koristimo oznake Bn(x, r) = {y ∈ Rn : |x− y| < r}, Sn−1(x, r) = {y ∈ Rn : |x−
y| = r}, Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn > 0} i skra¢enice Bn(r) = Bn(0, r), Bn =
Bn(1), Sn−1(r) = Sn−1(0, r) i Sn−1 = Sn−1(1).

Neka su (X, d1) i (Y, d2) metri£ki prostori i neka je f : X → Y neprekidno
preslikavanje. Tada kaºemo da je f uniformno neprekidno ako postoji rastu¢a
neprekidna funkcija ω : [0,∞) → [0,∞) sa ω(0) = 0 i d2(f(x), f(y)) ≤ ω(d1(x, y))
za sve x, y ∈ X . Funkciju ω zovemo modulom neprekidnosti od f . Ako postoji
C,α > 0 takvo da je ω(t) ≤ Ctα za sve t > 0 , kaºemo da je f Helder neprekidno
sa Helder eksponentom α . Ako je α = 1 , kaºemo da je f Lip²icovo sa Lip²icovom
konstantom C ili kra¢e C-Lip²icovo. Ako je f homeomor�zam i f i f−1 su C-
Lip²icova, tada je f C-bilip²icovo ili C-kvaziizometrija i ako je C = 1 ka¹emo da je
f izometrija. Ovi uslovi vaºe lokalno, ako vaºe za svaki kompaktan podskup od X .

Poseban slu£aj ovoga su izometrije.
Neka su (X1, d1) i (X2, d2) metri£ki prostori i neka je f : X1 → X2 homeomor-

�zam. f zovemo izometrijom ako je d2(f(x), f(y)) = d1(x, y) za sve x, y ∈ X1.
U ovom odeljku uvodimo pet tipova metrika:
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(1) Sferna (hordalna) metrika q.
(2) Kvazihiperboli£ka metrika kG na domenu G ⊂ Rn.
(3) Metrika jG srodna metrici kG.
(4) Seitenrantina metrika δG.
(5) Apolonijevska metrika αG.

Prva je de�nisana na Rn = Rn ∪ {∞}. Druga na Bn, ili na gornjem poluprostoru
Hn. Poslednje dve su de�nisane u proizvoljnom pravom poddomenu G ⊂ Rn i obe
su uop²tenje hiperboli£ke metrike (na Bn ili Hn) na proizvoljan pravi poddomen
G ⊂ Rn. Ako je G = Hn, onda je kG = ρ.

2.4. Sferna metrika.
Metrika q je de�nisana

(2.5) q(x, y) =





|x− y|√
1 + |x|2

√
1 + |y|2 , x 6= ∞ 6= y,

1√
1 + |x|2 , y = ∞.

Dvorazmera uredjene £etvorke a, b, c, d razli£itih ta£aka u Rn se de�ni²e

|a, b, c, d| = q(a, c) q(b, d)

q(a, b) q(c, d)
.(2.6)

Sada uvodimo jG-metriku. Za otvoreni skup G ⊂ Rn, G 6= Rn de�ni²emo
d(z) = d(z, ∂G) za z ∈ G i

(2.7) jG(x, y) = log

(
1 +

|x− y|
min{d(x), d(y)}

)

za x, y ∈ G.
Za neprazan A ⊂ G de�ni²emo jG-diametar od A kao

jG(A) = sup{jG(x, y) |x, y ∈ A}.
Za otvoren skup G ⊂ Rn, G 6= Rn, i neprazan A ⊂ G takav da je d(A, ∂G) > 0

de�ni²emo
rG(A) =

d(A)

d(A, ∂G)
.

Ako je ρ(x) > 0 za x ∈ G i ako je γ rekti�cibilna kriva u G, onda de�ni²emo

lρ(γ) =

∫

γ

ρ ds.

Euklidska duºina krive γ ozna£ava se sa l(γ).
Takodje, za x1, x2 ∈ G de�ni²emo

dρ(x, y) = inf lρ(γ),(2.8)
gde se in�mum uzima po svim rekti�cibilnim krivama koje povezuju x1 sa x2.
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Lako se pokazuje da je dρ metrika u G.
Sada ¢emo uzeti proizvoljan pravi domen G ⊂ Rn i staviti da je ρ(x) = 1

d(x,∂G)
.

Odgovaraju¢a metrika, ozna£ena sa kG, naziva se kvazihiperboli£ka metrika
u G. Kako je,

ρ(ϕ(x)) =
1

d(ϕ(x), ∂ (ϕG))
=

1

d(x, ∂G)
= ρ(x),

za euklidsku izometriju ϕ,

kG′(x
′, y′) = kG(x, y), gde je G′ = ϕ(G), x′ = ϕ(x), y′ = ϕ(y).

Sada uvodimo prirodan, Mebijus invarijantan analog jG metrike, takozvanu
Seitenrantinu metriku δG [Se]. Za otvoren skup G ⊂ Rn takav da je card∂G > 2
stavi¢emo

mG(x, y) = sup
a,b∈∂G

|a, x, b, y|

i
δG(x, y) = log(1 + mG(x, y))

za sve x, y ∈ G.
Primetimo da ako su a ili b u supremumu jednaki beskona£nosti, onda dobijamo

ta£no jG metriku. Ovo povla£i da uvek imamo jG 6 δG.
Takodje ¢emo koristiti Apolonijevsku metriku izu£avanu od strane Berdona

[B2], (takodje videti [AVV, 7.28 (2)]) de�nisanu u otvorenim pravim podskupovima
G ⊂ Rn sa

αG(x, y) = sup
a,b∈∂G

log |a, x, y, b| za sve x, y ∈ G.

Ova formula de�ni²e metriku akko Rn \G nije sadrºano u (n− 1)-dim sferi u Rn.
Uop²te uzev, metrike hiperboli£kog tipa se mogu podeliti u duºinske metrike,

de�nisane vredno²¢u integrala teºinske funkcije kao i metrike rastojanja ta£aka.
Druga grupa se dalje moºe klasi�kovati po broju ta£aka na granici koje se koriste

u de�niciji. Tako na primer, j metrika je one-point metrika, dok je Apollonijevska
metrika two-point metrika.

2.9. Definicija. Domen A ⊂ Rn je prsten, ako C(A) ima ta£no dve kompo-
nente, gde C(A) ozna£ava komplement od A ⊂ Rn.

Ako su komponente od C(A), C0 i C1, ozna£i¢emo sa A = R(C0, C1), B0 = C0∩A
i B1 = C1 ∩ A. Svakom prstenu A = R(C0, C1), pridruºujemo familiju krivih
ΓA = ∆(B0, B1, A) i modul od A koji de�ni²emo sa mod (A) = M(ΓA). Dalje,
kapacitet od A je po de�niciji capA = ωn−1( mod A)1−n.

Komplementarne komponente Gre£ovog prstena RG,n(s) u Rn su B
n i [s · e1,∞],

s > 1, dok su kod Tajhmilerovog prstena RT,n(t)to [−e1, 0] i [t e1,∞], t > 0. Tre-
ba¢e nam dve specijalne funkcije γn(s), s > 1 i τn(t), t > 0, da odredimo module
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familija svih onih krivih koje povezuju komplementarne komponente Gre£ovih i
Tajhmilerovih prstenova u Rn, tim redom.

γn(s) = M(Γs) = γ(s), Γs = ΓRG,n
(s),

τn(t) = M(∆t) = τ(t), ∆t = ΓRT,n
(t).

Ove funkcije su povezane funkcionalnim identitetom [G1, Lemma 6]

(2.10) γn(s) = 2n−1τn(s2 − 1).

2.11. Definicija. Za dato r > 0, neka je RΨn(r) skup svih prstenova A =
R(C0, C1) u Rn sa slede¢im osobinama:

(1) C0 sadrºi koordinatni po£etak i ta£ku a takvu da je |a| = 1.
(2) C1 sadrºi ∞ i ta£ku b takvu da je |b| = r.

Tajhmiler je prvi posmatrao slede¢u veli£inu u slu£aju ravni (n = 2):

τn(r) = inf M(ΓA) = inf{p(x) | |x| = r},
gde je in�mum uzet po svim prstenovima A ∈ RΨn(r). Slu£aj n > 3 prou£avan je
u [G1].

2.12. Teorema. [V1, Theorem 11.7] Funkcija τn : (0,∞) → (0,∞) ima slede¢e
osobine:

(1) τn je opadaju¢a,
(2) limr→∞ τn(r) = 0 ,
(3) limr→0 τn(r) = ∞ ,
(4) τn(r) > 0 za svako r > 0.

�tavi²e, τn : (0,∞) → (0,∞) i γn : (1,∞) → (0,∞) su homeomor�zmi.

Iz de�nicije τn i iz konformne invarijantnosti modula , dobijamo slede¢u procenu:

2.13. Teorema. Pretpostavimo da je A = R(C0, C1) prsten i da a, b ∈ C0 i
c,∞ ∈ C1. Tada vaºi

M(ΓA) > τn

( |c− a|
|b− a|

)
.

Jednakost vaºi za Tajhmilerov prsten kada je a = 0, b = −e1, c = te1, t > 0, i
C0 = [−e1, 0], C1 = [se1,∞).

2.14. Teorema. Neka je C ⊂ Bn povezan kompaktan skup koji sadrºi 0 i x,
pri £emu je |x| < 1. Tada je kapacitet prstenastog domena sa komponentama C0 =
C, C1 = {x : |x| > 1} ne manji od γn( 1

|x|). Ovde jednakost vaºi za prsten sa
komplementarnim komponentama [0, |x|e1] i Rn \Bn.

Ove teoreme opisuju ekstramalna svojstva Tajhmilerovih i Gre£ovih prstenova i
njihovi dokazi su bazirani na teoremi simetrizacije u [G1, Theorem 1].
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3. Moduli neprekidnosti
U ovom odeljku razmatramo module neprekidnosti identi£kih preslikavanja idG :

(G, ρ) −→ (G, d) gde su ρ i d izabrane iz skupa posebnih metrika de�nisanih na G
(poput kvazihiperboli£ke metrike k, modularne metrike µ itd.).

Dakle, zanimaju nas rezultati tipa
(3.1) d(x, y) 6 ζ(ρ(x, y)), x, y ∈ G.

Da¢emo nekoliko procena ovog tipa ,a zatim ¢emo prikazati ove rezultate u tablici
na kraju ovog odeljka.

Napomenimo da u tablici imamo λ−1
G , kao i u nejednakostima tipa (3.1); med-

jutim £italac treba da ima u vidu da u op²tem slu£aju λ−1
G nije metrika. Zapravo

λ
1

1−n

G je uvek metrika. Vi²e detalja o ovome nalazi se u [Vu4].
Poznato je da je jG(x, y) 6 kG(x, y), dakle ζ5(t) = t.

3.2. Lema. Za x, y ∈ G

kG(x, y) > log

(
1 +

m(x, y)

min{d(x), d(y)}
)

> jG(x, y).

gde je m(x, y) = inf{l(γ) | γ je kriva koja povezuje x i y u G}.
Proof. Moºemo pretpostaviti da je 0 < d(x) 6 d(y). Izaberimo rekti�cibilni

luk γ : [0, s] → G od x do y, parametrizovan lu£nom duºinom:
γ(0) = x, γ(s) = y;

o£igledno je da je s > |x− y|. Za svako 0 6 t 6 s imamo
d(γ(t)) 6 d(x) + t, (klju£no razmatranje),

dakle,

lρ(γ) >
∫ s

0

dt

d(x) + t
= log

d(x) + s

d(x)
> log

d(x) + |x− y|
d(x)

= jG(x, y).

¤

Obrnuta nejednakost nije ta£na u op²tem slu£aju; domen G takav da postoji
konstanta c > 0 za koju je kG 6 c jG naziva se uniforman domen, pa u tom slu£aju
imamo ζ2(t) = ct.

3.3. Lema. [Vu1, Lemma 2.21] Neka je G pravi poddomen od Rn. Ako x ∈ G,
d(x) = d(x, ∂G) i y ∈ Bn(x, d(x)) = Bx, x 6= y, tada je

(3.4) λG(x, y) > λBx(x, y) > cn log

(
d(x)

|x− y|
)

gde je cn pozitivan broj iz [V]. Postoji strogo rastu¢a funkcija h1 : (0, +∞) −→
(0, +∞) za koju je limt→0+ h1(t) = 0 i limt→+∞ h1(t) = +∞, koja zavisi samo od n,
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takva da je

(3.5) λG(x, y) 6 h1

(
min{d(x), d(y)}

|x− y|
)

za x, y ∈ G, x 6= y. Ako x ∈ G i y ∈ Bn(x, d(x)) = Bx, x 6= y, tada je

(3.6) µG(x, y) 6 µBx(x, y) = capRG

(
d(x)

|x− y|
)

6 ωn−1

(
log

(
d(x)

|x− y|
))1−n

.

Iz (3.6) dobijamo µG(x, y) 6 γ
(

d(x)
|x−y|

)
za x ∈ G i y ∈ Bx. To je ekvivalentno sa

µG(x, y) 6 γ
(

1
r

)
gde je r = |x−y|

d(x)
.

Moºemo izraziti jG(x, y) u funkciji od r: r = ej − 1 i dobijamo

µG(x, y) 6 γ

(
1

ej − 1

)
.

Ovo nam daje ζ3(t) = γ
(

1
et−1

)
.

3.7. Lema. [Vu1, Lemma 2.39] Za n > 2 postoji strogo rastu¢a funkcija h2 :
[0, +∞) −→ [0, +∞) za koju je h2(0) = 0 i limt→+∞ h2(t) = +∞ sa slede¢im
osobinama.

Ako je E zatvoren i F komapaktan u Rn tada je
(3.8) M(∆(E, F )) 6 h2(T ); T = min{jRn\E(F ), jRn\F (E)}.
Specijalno, ako je G pravi poddomen od Rn, tada je
(3.9) µG(x, y) 6 h2(3kG(x, y))

za sve x, y ∈ G. �tavi²e, postoje pozitivni brojevi b1, b2 koji zavise samo od n takvi
da je
(3.10) µG(x, y) 6 b1kG(x, y) + b2

za sve x, y ∈ G.

Iz (3.9) imamo ζ7(t) = h2(3t).

3.11. Lema. [Vu1, Lemma 2.44] Ako su E,F ⊆ Rn disjunktni, kompaktni i
povezani skupovi, onda je

M(∆(E, F )) > c̄n min{jRn\E(F ), jRn\F (E)}
gde je c̄n pozitivan broj koji zavisi samo od n.

3.12. Posledica. [Vu1, Corollary 2.46] Ako su E i F disjunktni, kompaktni i
povezani u Rn i ∞ ∈ F , onda je

M(∆(E, F )) > cnjRn\F (E).
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3.13. Posledica. [Vu4, Lemma 6.23] Neka je G ⊆ Rn domen G 6= Rn sa
povezanom granicom ∂G. Onda
(3.14) µG(a, b) > cnjG(a, b)

vaºi za a, b ∈ G. Ako je, dodatno, G uniforman, tada je
(3.15) µG(a, b) > B kG(a, b)

za sve a, b ∈ G.
Prvi deo korolara daje ζ9(t) = 1

cn
t ako je ∂G povezan. (3.15) daje ζ10(t) = c t

ako je ∂G povezan i G uniforman.
3.16. Lema. [AVV, Corollary 15.13]Neka je G pravi poddomen od Rn, x i y

razli£ite ta£ke u G i m(x, y) = min{d(x), d(y)}. Tada je

(3.17) λG(x, y) 6
√

2τ

( |x− y|
m(x, y)

)
.

Iz (3.17) ponovo koriste¢i r = ej − 1, r = |x−y|
m(x,y)

, imamo
√

2τ(ej − 1) > λG,

i odavde s obzirom da je τ opadaju¢a ej ≤ τ−1
(

λG√
2

)
, a odavde

j 6 log

(
1 + τ−1

(
1√

2 λ−1
G

))
.

Iz ovoga dobijamo ζ13(t) = log
(
1 + τ−1

(
1√
2 t

))
.

3.18. Definicija. Zatvoren skup E u Rn naziva se c-QED skupom, c ∈ (0, 1],
ako za svaki par disjunktnih kompaktnih povezanih skupova F1, F2 ⊆ Rn \ E vaºi
(3.19) M(∆(F1, F2;Rn \ E)) > cM(∆(F1, F2)).

Ako je G domen u Rn takav da je Rn \ G c-QED skup, tada G zovemo c-QED
domenom.

3.20. Teorema. [Vu3, Theorem 6.21] Neka je G c-QED domen u Rn. Tada je
(3.21) λG(x, y) > cτ(s2 + 2s) > 21−ncτ(s)

gde je s = |x−y|
min(d(x),d(y))

.

Iz prve nejednakosti u (3.21), uzimaju¢i da je s = ej − 1, dobijamo

λ−1 =
1

λ
6 1

c

1

τ((s + 1)2 − 1)
=

1

c

1

τ(e2j − 1)
.

Ovo daje ζ4(t) = 1
c

1
τ(e2j−1)

.
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Kombinuju¢i ζ5 i ζ4 procenjujemo λ−1
G u zavisnosti od kG, dakle ζ8 = ζ4 ◦ζ5 = ζ4.

Ustvari imamo
λ−1

G 6 1

c

1

τ(e2j − 1)
6 1

cτ(e2k − 1)
.

Polja ζ12, ζ14, ζ15 se dobijaju na isti na£in kao ζ8, naime kao kompozicija odgo-
varaju¢ih funkcija ζj. Koristimo slede¢e nejednakosti. Za ζ12 imamo

λ−1
G 6 1

cτ(e2j − 1)
6 1

cτ(e
2µ
cn − 1)

=
1

cτ(ebµ − 1)
.

Za ζ14 imamo
kG 6 c jG 6 c log

(
1 + τ−1

(
1√

2 λ−1
G

))

za ζ15 imamo

µG 6 γ

(
1

ej − 1

)
6 γ


 1

e
log

(
1+τ−1

(
1√

2 λ−1
G

))

− 1


 = γ


 1

τ−1
(

1√
2 λ−1

G

)

 .

3.22. Teorema. [Se, Theorem 3.4] Nejednakosti jG 6 δG 6 2jG vaºe za svaki
otvoren skup G ⊂ Rn.

Dakle, zaklju£ujemo da je ζ11(t) = t i ζ18(t) = 2t (u 8× 8 tablici).
3.23. Teorema. [Se, Theorem 4.2] Neka je G ⊂ Rn konveksan domen, tada je

jG 6 αG.
Iz ovoga dobijamo ζ3(t) = t (u 8× 8 tablici).
3.24. Teorema. [Se, Theorem 6.2] Neka je G domen u Rn, za koji je card ∂G >

2 i ∂G je povezan. Tada, za razli£ite ta£ke x, y ∈ G, imamo

µG(x, y) > τn

(
1

eδG(x,y) − 1

)
.

Re²avaju¢i po µ i koriste¢i £injenicu da je τn opadaju¢a, dobijamo:

τ−1
n (µG(x, y)) 6 1

eδG(x,y)−1

i odavde
δG(x, y) 6 log

(
1 +

1

τ−1
n (µG(x, y))

)
.

Dakle, ζ50(t) = log
(
1 + 1

τ−1
n (t)

)
(u 8× 8 tablici).

3.25. Teorema. [Se, Theorem 6.5] Neka je G ⊂ Rn domen sa card ∂G > 2.
Tada je

λG(x, y) 6 τn

(
mG(x, y)

2

)
.
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Ako izrazimo µG preko δG dobijamo:

λG(x, y) 6 τn

(
eδG − 1

2

)

a odavde
δG(x, y) 6 log

(
1 + 2τ−1

n

(
1

λ−1
G (x, y)

))
.

Zaklju£ujemo da je ζ58(t) = log
(
1 + 2τ−1

n

(
1
t

))
(u 8× 8 tablici).

Ispod je prikazana 4× 4 tablica.
jG kG µG λ−1

G

jG

1 2 3 4

ζ1(t) = t

ζ2(t) = ct
G � unifor-
man
ζ2(t) = ϕ(t)
G � ϕ domen

ζ3(t) =

γ

(
1

et − 1

)

y ∈ Bx

ζ4(t) =
1

cτ(e2j − 1)
G � c-QED domen

kG

5 6 7 8
ζ5(t) = t ζ6(t) = t ζ7(t) = h2(3t) ζ8 = ζ4

µG

9 10 11 12

ζ9(t) =
1

cn

· t
∂G povezan

ζ10(t) = c · t
G uniforman
∂G povezan

ζ11(t) = t

ζ12 = ζ9 ◦ ζ4

G � c-QED
domen
∂G povezan

λ−1
G

13 14 15 16

ζ13(t) =

log
(
1 + τ−1

(
1√
2 t

))
ζ14 = ζ13 ◦ ζ2

G uniforman
ζ15 = ζ13 ◦ ζ3

y ∈ Bx
ζ16(t) = t

Funkcija ζ3 moºe biti napisana na drugi na£in koriste¢i procenu za γ funkciju.
Funkcije Φ i Ψ de�ni²emo kao u [Vu2, 7.19] sa
(3.26) γn(s) = ωn−1(log(Φ(s)))n−1, s > 1

(3.27) τn(t) = ωn−1(log(Ψ(t)))n−1, t > 0.

3.28. Lema. [Vu2, Lemma 7.22] Za svako n > 2 postoji broj λn ∈ [4, 2 en−1),
λ2 = 4, takav da je
(3.29) t 6 Φ(t) 6 λnt, t > 1

(3.30) t + 1 6 Ψ(t) 6 λ2
n(t + 1), t > 0.
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Iz (3.27) imamo ωn−1(log(λ2
n(t + 1)))1−n 6 τn(t) 6 ωn−1(log(t + 1))1−n.

Iz (3.26) dobijamo
ωn−1 (log λnt)

1−n 6 γn(t) 6 ωn−1 (log t)1−n , t > 1.

Koriste¢i desnu nejednakost dobijamo

γ

(
1

et − 1

)
6 ωn−1

(
log

(
1

et − 1

))1−n

6 ωn−1

(
log

(
1

t

))1−n

.

Ovo nam daje ζ3(t) 6 ωn−1

(
log

(
1
t

))1−n.

4. Inkluzije za lopte
Svako tvrdjenje o modulima neprekidnosti ima svoj analogon u terminima inkluz-

ija lopti. Naime, ako za neke metrike d1 i d2 vaºi
d1(x, y) < t ⇒ d2(x, y) < ζ(t),

tada vaºi
Dd1(x, t) ⊂ Dd2(x, ζ(t)).

Name¢e se pitanje na¢i, za dato x ∈ G i t > 0, minimalno ζ(x, t) takvo da je
Dd1(x, t) ⊂ Dd2(x, ζ(x, t)).

Ovo je problem opisane lopte za �ksirano x ∈ G.

Kvazihiperboli£ka lopta Dk(x, r) je skup {z ∈ G | kG(x, z) < r}, kada x ∈ G i
r > 0. Iz [Vu2, (3.9)], imamo slede¢e inkluzije
(4.1) Bn(x, r d(x)) ⊂ Dk(x,M) ⊂ Bn(x,R d(x)),

gde je r = 1− e−M i R = eM − 1.
Dokazano je u [AVV, 15.13] da ako je G pravi poddomen od Rn i ako x, y ∈ G

sa x 6= y, tada je

(4.2) λG(x, y) 6 inf
z∈∂G

(λRn\{z}(x, y)) 6
√

2τn

( |x− y|
min{d(x), d(y)}

)

4.3. Teorema. [H, Theorem 6.11] Neka je G pravi poddomen od Rn i neka je
t > 0. Ozna£imo sa c1 = 1

(1+τ−1
n (t/

√
2))

, c2 =
√

τ−1
n (2t)

(1+τ−1
n (2t))

i c3 = τ−1
n (t/

√
2), tada

inkluzije
(4.4) Dλ−1(a, t) ⊂ {z ∈ G | d(z) > c1d(a)},
(4.5) Dλ−1(a, t) ⊃ Bn(a, c2d(a)) ⊃ Dk(a, log(c2 + 1))

i
(4.6) Dλ−1(a, t) ⊂ Bn(a, c3d(a)) ∩G

vaºe za sve a ∈ G. Ako je dodatno, t >
√

2τn(1), imamo da je
(4.7) Bn(a, c3d(a)) ⊂ Dk(a, log(1/(1− c3))).
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Da bi smo dokazali inkluziju (4.6), primeni¢emo (4.2) kako bi dobili

λG(a, z) 6
√

2τn

( |z − a|
d(a)

)
.

Uz pretpostavku t 6 λG(a, z), odavde sledi |z − a| < τ−1
n (t/

√
2)d(a).

Kako je Dλ−1 ⊂ G, inkluzija (4.6) vaºi.
Inkluzija (4.7) sledi direktno iz (4.1), ako primetimo da uslov t >

√
2τn(1) povla£i

da je c3 < 1 i da je lopta Bn(a, c3d(a)) podskup od G.
4.8. Teorema. [H, Theorem 6.18] Neka je G pravi poddomen od Rn i pret-

postavimo da G ima povezanu, nedegenerisanu granicu. Neka je t > 0 i ozna£imo
d1 = τ−1

n (t)/(1 + τ−1
n (t)), d2 = 1/γ−1

n (t) i d3 = 1/τ−1
n (t). Tada, za sve a ∈ G, vaºe

slede¢e inkluzije
(4.9) Dµ(a, t) ⊂ {z ∈ G | d(z) > d1d(a)},

(4.10) Dµ(a, t) ⊃ Bn(a, d2d(a)) ⊃ Dk(a, log(d2 + 1))

(4.11) Dµ(a, t) ⊂ Bn(a, d3d(a)) ∩G.

Dodatno, ako je t < τn(1), onda
(4.12) Bn(a, d3d(a)) ⊂ Dk(a, log(1/(1− d3))).

Brojevi d1, d2 i d3 su optimalni za slede¢e inkluzije.
Dokaza¢emo (4.10) jer ¢e nam biti potreban kasnije.
Pretpostavimo da a, z ∈ G i da je |z − a| 6 d2 d(a). Tada, zbog γ−1

n (t) > 1,
imamo d(z, a) < d(a). Posmatrajmo slede¢e familije krivih.

ΓJ = ∆(Jaz, ∂G; G),

Γ = ∆(Jaz, S
n−1(a, d(a)); Bn(a, d(a))),

i
(4.13) Γ̃ = ∆([z′, +∞), Sn−1;Rn \Bn),

gde je z′ = d(a)
|z−a| e1. Kako je Jaz je kontinuum koji spaj a i z, imamo

(4.14) µG(a, z) 6 M(ΓJ)

i kako je Γ < ΓJ , dobijamo M(ΓJ) < M(Γ).
Koriste¢i Mebijusove transformacije, dobijamo

(4.15) M(Γ) = M(Γ̃) = γn

(
d(a)

|z − a|
)

,

i kako je |z − a| < d2 d(a) i γn strago opadaju¢i homeomor�zam, sledi da je

(4.16) γn

(
d(a)

|z − a|
)

< γn

(
1

d2

)
= t
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Kombinuju¢i ove nejednakosti dobijamo
µG(a, z) < t,

²to dokazuje levu stranu od (4.10). Desna inkluzija sledi iz (4.1).
Teorema 4.3 ((4.6) i (4.7)) daje
4.17. Teorema.

λ−1(a, b) <
1

t
⇒ k(a, b) < log

1

1− τ−1
2

(
t√
2

) , za t >
√

2τ2(1)

λ−1(a, b) < s ⇒ k(a, b) < log
1

1− τ−1
2

(
1√
2s

) ,

ζ14(s) = log
1

1− τ−1
2

(
1√
2s

) , s <
1√

2τ2(1)
.

Takodje dobijamo λ−1(x, a) < 1
t
⇒ |x − a| < c3d(a) < diam(G) c3(1/t) i odavde

ζ62(t) = τ−1
n (1/(

√
2t)) diam(G).

Iz teoreme 4.8 izvodimo
4.18. Teorema. U domenu G sa povezanom nedegenerisanom granicom vaºi:

(4.19) Dµ(a, t) ⊃ Dk(a, log(d2 + 1)), d2 =
1

γ−1(t)
,

i µ(a, b) < t ako k(a, b) < log(d2 + 1).
Takodje je ζ7(s) = γ(1/(es − 1)). Ako je

s = log

(
1

γ−1(t)
+ 1

)
, imamo es − 1 =

1

γ−1(t)
, t = γ

(
1

es − 1

)
.

4.20. Teorema. [Se, Theorem 3.8] Ako je G ⊂ Rn otvoren, x ∈ G i t > 0 tada
je

Dj(x, t) ⊂ Bn(x,R)

gde je R = (et − 1) d(x). Ova formula za R je najbolja mogu¢a izraºena samo u
funkciji od t i d(x).

Stoga, koriste¢i d(x) 6 diam(G), dobijamo ζ22(t) = (et − 1) diam(G).
4.21. Teorema. [Se, Theorem 3.10] Ako je G ⊂ Rn otvoren skup, x ∈ G i t > 0

onda je Dδ(x, t) ⊂ Bn(x,R) gde je R = (et − 1) d(x).
Kao i ranije, dobijamo da je ζ14(t) = (et − 1) diam(G).
Iz leme 3.7 imamo da je

ζ7(t) = h(3t).

Sada na osnovu [H, Lemma 2.30] moºemo izabrati (slu£aj n = 2)

h(t) =
2πα

log 1
2t

, for t 6 1

4
.



16 1. KVAZIKONFORMNA PRESLIKAVANJA

Odavde imamo da je

ζ7(t) =
2πα

log
(

1
6t

) , for t 6 1

12
(vaºniji slu£aj)

α = max{1, γ} γ =
9

8
log 2 > 1 α = γ

U drugom slu£aju, gde je

h(t) = 36βπt2, for t >
1

4
.

imamo da je h(3t) = 324βπt2, t > 1
12
.

β = max
(
1,

1

γ

)
= 1

ζ7(s) = 324πt2, for t >
1

12
.

Sada imamo pobolj²anu 4× 4 tabelu:

jG kG µG λ−1
G

jG

1 2 3 4

ζ1(t) = t

ζ2(t) = ct
G � uni-
formno
ζ2(t) = ϕ(t)
G � ϕ domen

ζ3(t) =

ωn−1

(
log

(
1

t

))1−n

localno

kG

5 6 7 8

ζ5(t) = t ζ6(t) = t
ζ7(t) = γ

(
1

et−1

)
∂G povezan,
nedegenerisan

ζ8 = ζ4

µG

9 10 11 12

ζ9(t) = cn · t
∂G povezan

ζ10(t) = c · t
G uniforman
∂G povezan

ζ11(t) = t

ζ12 = ζ9 ◦ ζ4

G � c-QED
domen
∂G povezan

λ−1
G

13 14 15 16

ζ13(t) =

log
(
1 + τ−1

(
1√
2 t

))
ζ14 =
log 1

1−τ−1
2 (1/(4s))

s < 1
4τ2(1)

ζ15 = ζ13 ◦ ζ3

y ∈ Bx
ζ16(t) = t

4.22. Primer. Za G ⊂ Rn izaberimo z0 ∈ ∂G, niz xk ∈ G takav da je xk → z0.
i niz yk ∈ G takav da je

(4.23) |yk − z0| < |xk − z0|
k

.
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Jasno je da je |xk − yk| → 0 i

(4.24) |xk − yk| > |xk − z0| − |yk − z0| > |xk − z0|
(

1− 1

k

)
.

Ali

jG(xk, yk) > log

(
1 +

|xk − yk|
|yk − z0|

)
> log

(
1 +

1− 1
k

1
k

)
= log(k) → +∞.

Dakle, id : (G, | · |) −→ (G, jG) nije uniformno neprekidno. Iz istog razloga,
odgovaraju¢a polja u tabeli su prazna.

Takodje, za �ksirano malo d > 0 moºemo na¢i x, y ∈ G takvo da |x − y| = d i
d(x, ∂G) bude po ºelji malo.

Tako dobijamo kG(x, y) proizvoljno veliko, pa ne postoji procena za kG(x, y) u
terminima od |x− y|.

Sa druge strane, funkcija ζ30 je dobijena iz:

kG(x, y) >
∫ |x−y|

0

ds

diam(G)
=

|x− y|
diam(G)

.

Odavde dobijamo da je ζ30(t) = t diam(G) moduo neprekidnosti od id : (G, k) −→
(G, | · |) (gde je G ograni£en).

Sve ostale vrednosti u poljima 8× 8 tabele dobijene su kao kompozicije gornjih
modula neprekidnosti.

Kona£no, imamo 8× 8 tabelu:
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α
G

δ
G

j
G

k
G

q
|·|

µ
G

λ
−

1
G

α
G

ζ
1 (t)

=
t

ζ
2 (t)

=
2t

G
con

vex
ζ
3 (t)

=
t

G
con

vex

ζ
4 (t)

=
ct

G
con

vex
,

u
n
iform

ζ
5 (t)

=
(e

t−
1)

d
iam

(G
)

G
con

vex

ζ
6 (t)

=
(e

t−
1)

d
iam

(G
)

G
con

vex

ζ
7 (t)

=
γ
(

1
e

t
−

1
)

G
con

vex
,
lo

cally
ζ
8 (t)

=
1

c
τ
e
2

j
−

1
G

c-Q
E

D
,
con

vex

δ
G

ζ
9 (t)

=
t

ζ
1
0 (t)

=
t

ζ
1
1 (t)

=
t

ζ
1
2 (t)

=
ctG

u
n
i-

form

ζ
1
3 (t)

=
(e

t−
1)

d
iam

(G
)

ζ
1
4 (t)

=
(e

t−
1)

d
iam

(G
)

ζ
1
5 (t)

=
γ
(

1
e

t
−

1
)

G
lo

cally
ζ
1
6 (t)

=
1

c
τ
e
2

j
−

1
G

c-Q
E

D

j
G

ζ
1
7 (t)

=
2t

ζ
1
8 (t)

=
2t

ζ
1
9 (t)

=
t

ζ
2
0 (t)

=
ct

G
u
n
iform

ζ
2
1 (t)

=
(e

t−
1)

d
iam

(G
)

ζ
2
2 (t)

=
(e

t−
1)

d
iam

(G
)

ζ
2
3 (t)

=
γ
(

1
e

t
−

1
)

G
lo

cally
ζ
2
4 (t)

=
1

c
τ
e
2

j
−

1
G

c-Q
E

D

k
G

ζ
2
5 (t)

=
2t

ζ
2
6 (t)

=
2t

ζ
2
7 (t)

=
t

ζ
2
8 (t)

=
t

ζ
2
9 (t)

=
t
d
iam

(G
)

ζ
3
0 (t)

=
t
d
iam

(G
)

ζ
3
1 (t)

=
γ

(

1
e

t
−

1

)

∂
G

con
n
ected

ζ
3
2 (t)

=
1

c
τ
e
2

j
−

1

q
D

o
es

n
ot

ex
ist

D
o
es

n
ot

ex
ist

D
o
es

n
ot

ex
ist

D
o
es

n
ot

ex
ist

ζ
3
8 (t)

=
ctGb
ou

n
d
ed

D
o
es

n
ot

ex
ist

D
o
es

n
ot

ex
ist

|·|
D

o
es

n
ot

ex
ist

D
o
es

n
ot

ex
ist

D
o
es

n
ot

ex
ist

D
o
es

n
ot

ex
ist

ζ
4
5 (t)

=
t

ζ
4
6 (t)

=
t

D
o
es

n
ot

ex
ist

D
o
es

n
ot

ex
ist

µ
G

ζ
4
9 (t)

=

log
(

1
+

1
τ
−

1

n
(
t)

)

∂
G

con
-

n
ected

ζ
5
0 (t)

=

log
(

1
+

1
τ
−

1

n
(
t)

)

∂
G

con
-

n
ected

ζ
5
1 (t)

=
t

c
n

∂
G

con
n
ected

ζ
5
2 (t)

=
ct

G
u
n
iform

∂
G

con
n
ected

ζ
5
3 (t)

=
d
ia

m
(
G

)

τ
−

1

n
(
t)

∂
G

con
-

n
ected

ζ
5
4 (t)

=
d
ia

m
(
G

)

τ
−

1

n
(
t)

∂
G

con
-

n
ected

ζ
5
5 (t)

=
t

ζ
5
6

=
1

c
τ
(
e

b
t
−

1
)

G
c-Q

E
D

d
om

ain
∂
G

con
n
ected

λ
−

1
G

ζ
5
7 (t)

=
log

(1
+

2τ
−

1
n

(1/t)
)

ζ
5
8 (t)

=
log

(1
+

2τ
−

1
n

(1/t)
)

ζ
5
9 (t)

=
log

(1
+

τ
−

1
n

(1/( √
2
t))

)

ζ
6
0 (t)

=
c
log

(1
+

τ
−

1
n

(1/( √
2t))

)

G
u
n
iform

ζ
6
1

=
τ
−

1
n

(1/(4t))d
iam

(G
))

ζ
6
2

=
τ
−

1
n

(1/(4t))d
iam

(G
))

ζ
6
3

=

γ

(

1

τ
−

1

(

1
√

2
t

)

)

y
∈

B
x

ζ
6
4 (t)

=
t
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5. Uklanjanje ta£ke
Neka jeM familija metrika na domenu G ⊂ Rn i Bm(x, T ) = {z ∈ G : m(x, z) <

T}, m ∈M. Neka je
rT = sup{r > 0 : Sn−1(x, r) ⊂ Bm(x, T )},
RT = inf{r > 0 : Sn−1(x, r) ∩Bm(x, T ) = ∅}.

Pitanje je moºeli se na¢i donja granica za rT i gornja granica za RT .
Evidentno je iz de�nicije λG da dodavanje novih ta£aka, £ak i izolovanih, na

granicu od G uti£e na vrednost λG(x, y) za �ksne ta£ke x, y ∈ G. Prou£i¢emo ovaj
fenomen u slu£aju kada je G = B2 \ {0}.

Nadjimo gornju granicu za polupre£nik opisane lopte, gde je m = λ−1
G .

Koristi¢emo notaciju
Bλ(x, t) = {z ∈ C : λG(z, 1) > T−1}.

Neka je h(z) = z
|z|2 inverzija u odnosu na jedini£nu loptu. Po²to je h : Bλ −→ Bλ

(h je izometrija za λ metriku), imamo
λG(1, z) = λG(1, h(z)).

Slika 1. Polupre£nik opisane lopte

Iz [SolV, (3.3), (3.22)] imamo

(5.1) p(z) =
2π

log M(2z − 1)
, z ∈ C \ {0, 1}
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(5.2) log M(2eiθ − 1) =
2π K(sin θ

4
) K(cos θ

4
)

K2(sin θ
4
) + K2(cos θ

4
)
.

Ako stavimo z = eiθ imamo

p(eiθ) =
K2(sin θ

4
) + K2(cos θ

4
)

K(sin θ
4
) K(cos θ

4
)

.

Kada je |z| = 1, onda je λG(1, z) = p(z).
Izaberimo θ tako da sin θ

2
= RT

2
. Odavde je θ = 2 arcsin RT

2
. Sada, ako stavimo

(5.3) y =
K(sin θ

4
)

K(cos θ
4
)

=
2

π
µ(cos

θ

4
)

imamo
p(eiθ) = y +

1

y
=

1

T
.

Interesuju nas re²enja za koja je y < 1, po²to ºelimo da bude θ < π. Odavde je
y = 2T

1+
√

1−4T 2 . Po²to iz (5.3)

θ = 4 arccos(µ−1(
πy

2
))

imamo

(5.4) θ = 4 arccos(µ−1
(π

2

2T

1 +
√

1− 4T 2

)
) = 4 arccos(µ−1

( πT

1 +
√

1− 4T 2

)
).

Dakle, polupre£nik opisane lopte je

RT = 2 sin
θ

2
, T ∈ (0,

1

2
), θ iz (5.4).

Izu£imo sada slede¢u situaciju: G ⊆ Rn je domen, a ∈ G, G′ = G \ {a}. Da
li je λG(x, y) = λG′(x, y) ta£no pod nekim dodatnim pretpostavkama, kao ²to je
pretpostavka da je x, y blizu ∂G?

Razmotrimo specijalan slu£aj kada je G = Bn i a = 0.

Slika 2
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U [LeVu, Lemma 2.8] dokazano je da ako je Γ0 = ∆([0, x], [ỹ, x/|x|]; B), gde je
ỹ = |y|

|x| x i ako stavimo |x| = r, |ỹ| = s, onda vaºi

(5.5) M(Γ0) = τ

(
(s− r)(1− rs)

r(1− s)2

)
.

Dalje, iz [Vu1, (2.6)] imamo da ako je ∆0 = ∆([− x
|x| ,−x], [x, x

|x| ]; B) i ako je
|x| = r kao ranije, onda vaºi

Slika 3

M(∆0) =
1

2
τ

(
4r2

(1− r2)2

)
.

Takodje, kori²¢enjem Mebijusove transformacije Tr : B2 −→ B2, T (r) = 0 moºemo
preslikati familiju krivih ∆1 u familiju krivih ∆′

1, gde je ∆1 = ∆([− x
|x| ,−ỹ], [0, x]; B)

i ∆′
1 = ∆([− x

|x| ,−ỹ′], [−x, 0]; B).
Znamo da je

ρ(−s, 0) = ρ(−r,−t),

gde je r i s kao ranije i −t = τr(−s). Dalje, to je ekvivalentno sa

(5.6) log
1 + s

1− s
= log

|1 + t|
|1− t|

1− r

1 + r
.

Re²avanjem (5.6) po t dobijamo t = s+r
1+sr

.
Sada imamo

M(∆1) = M(∆′
1) = τ

(
(t− r)(1− tr)

r(1− t)2

)
= τ

(
s(1 + r)2

r(1− s)2

)
.

Prva jednakost vaºi jer je Tr konformo preslikavanje, druga sledi iz (5.5) a tre¢a
iz izraza za t.

Sada, ako u poslednjem izrazu stavimo da je r = s, dobijamo

M(∆1) = τ

((
1 + r

1− r

)2
)

.
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Slika 4

Pitanje je kada je M(∆1) > M(∆0). Drugim re£ima, kada je

(5.7) τ

((
1 + r

1− r

)2
)

> 1

2
τ

(
4r2

(1− r2)2

)
?

Primenjuju¢i formulu [AVV, 5,19 (5)]:
1

2
τ(t) > τ((

√
t +

√
t + 1)4 − 1).

Za t = 4r2/(1− r2)2 imamo

1

2
τ

(
4r2

(1− r2)2

)
= τ

(
8r(r2 + 1)

(1− r)4

)
.

Tada je (5.7) ekvivalentno sa
(

1 + r

1− r

)2

6 8r(r2 + 1)

(1− r)4
,

po²to je τ opadaju¢e. Poslednja nejednakost je ekvivalentna sa

r4 − 8r3 − 2r2 − 8r + 1 6 0.

Ova nejednakost vaºi za r > 0.12. Ovo daje odgovor na pitanje: Za koje vred-
nosti |x| imamo

λA(x,−x) = M(∆(E,−E; B2)),

gde je A = B2 \ {0}, E = [x, x
|x| ]?

Rezultat povezan sa ovim moºe se na¢i u Heikalinoj disertaciji [H, Theorem
7.3]. Zapravo, razmatra se op²tija situacija: Ako su x i y udaljene ta£ke onda je
λBn\{0}(x, y) = λBn(x, y). �tavi²e, u specijalnom slu£aju dijametralno suprotnih
ta£aka imamo bolju konstantu (stavljaju¢i δ = 2|x| u teoremi 7.3 i r1 = |x| dobija
se jedna£ina r3

1 + r2
1 − 1 = 0, a njen realan koren je ve¢i od 0.75 i samim tim ve¢i

od 0.12).
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6. Uniformna neprekidnost na uniji dva domena
6.1. Definicija. Neka je {mD : D ⊆ Rn} familija metrika. Re¢i ¢emo za

ovu familiju da je monotona ako D1 ⊆ D2 povla£i mD1(x, y) ≥ mD2(x, y) za sve
x, y ∈ D1.

6.2. Lema. [Vu5, 2.27] Neka su G1, G2 domeni u Rn sa G1 ∩ G2 6= ∅, G1 6=
Rn 6= G2 i pretpostavimo da postoji c ∈ (0, 1) takvo da je
(6.3) d(x, ∂G1) + d(x, ∂G2) ≥ c d(x, ∂(G1 ∪G2)),

za sve x ∈ G = G1 ∪G2.
Pretpostavimo da je f : G −→ fG neprekidno, fG ⊆ Rn; da je {mD : D ⊆ Rn}

monotona familija metrika i da je
mfGj

(f(x), f(y)) ≤ ωj(kGj
(x, y))

za x, y ∈ Gj i j = 1, 2. Tada postoji ω : [0, +∞) −→ [0, +∞) takvo da je
(6.4) mfG(f(x), f(y)) ≤ ω(kG(x, y))

i da limt→0+ ω(t) = 0 povla£i limt→0+ ωj(t) = 0, j = 1, 2.
Razmotrimo sada sli£an rezultat sa j metrikom umesto k metrike. Ne moºemo

vi²e da koristimo geodezijske linije, kao ²to je moglo u dokazu prethodne leme.
6.5. Lema. Neka su G1, G2 domeni u Rn sa G1 ∩ G2 6= ∅, G1 6= Rn 6= G2 i

pretpostavimo da postoji c ∈ (0, 1) tako da je
d(x, ∂G1) + d(x, ∂G2) ≥ c d(x, ∂(G1 ∪G2)),

za sve x ∈ G = G1 ∪G2.
Pretpostavimo da je f : G −→ fG neprekidno, fG ⊆ Rn; da je {mD : D ⊆ Rn}

monotona familija metrika i da je
mfGj

(f(x), f(y)) ≤ ωj(jGj
(x, y))

za x, y ∈ Gj i j = 1, 2. Tada postoji ω : [0, +∞) −→ [0, +∞) takvo da je
(6.6) mfG(f(x), f(y)) ≤ ω(jG(x, y))

i pritom limt→0+ ω(t) = 0 povla£i limt→0+ ωj(t) = 0, j = 1, 2.
Dokaz: Razmotri¢emo dva slu£aja. Neka je d(x) = d(x, ∂G).
Slu£aj A: jG(x, y) ≤ log(1 + c/4).
U ovom slu£aju |x− y| ≤ c

4
min{d(x), d(y)}. Moºemo pretpostaviti d(x) ≤ d(y).

Na osnovu pretpostavke (6.3) leme postoji i ∈ {1, 2} tako da je d(x, ∂Gi) ≥ c
2
d(x),

tj., Bn(x, c d(x)/2) ⊆ Gi. Bez gubljenja op²tosti moºemo pretpostaviti da je i = 1.
Tada je

y ∈ Bn(x, c min{d(x), d(y)}/4) ⊆ Bn(x,
1

2
d(x, ∂G1)).

Vaºi
jG1(x, y) = log

(
1 +

|x− y|
min{d1(x), d1(y)}

)
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gde je d1(z) = d(z, ∂G1). Na osnovu prethodnog ra£una, |x− y| ≤ 1
2
d1(x) odakle je

d1(y) ≥ 1
2
d1(x). Poslednja nejednakost sada daje

jG1(x, y) ≤ log

(
1 +

2|x− y|
d1(x)

)

≤ log

(
1 +

4|x− y|
c d(x)

)

<
4

c
jG(x, y).

Zaklju£ak:
u slu£aju A imamo

(6.7) mfG(f(x), f(y)) ≤ mfG1(f(x), f(y)) ≤ ω1(jG1(x, y)) ≤ ω1

(
4

c
jG(x, y)

)

gde je takodje kori²¢ena monotonost familije {mD}.
Slu£aj B: Na osnovu uslova, uzimaju¢i d = 2

c
> 2 dobijamo nov uslov d(x, ∂(G1∪

G2)) ≤ d max{d(x, ∂G1), d(x, ∂G1)} za sve x ∈ G1 ∩G2.
Sada pretpostavimo da je x ∈ G1. Tada imamo

log

(
1 +

|x− y|
min{d(x), d(y)}

)
> log

(
1 +

1

d

|x− y|
min{d1(x), d1(y)}

)
> 1

d
log

(
1 +

|x− y|
min{d1(x), d1(y)}

)

Odavde imamo
d jG(x, y) > jG1(x, y), x, y ∈ G1.

Sada imamo lanac nejednakosti

mfG(f(x), f(y)) ≤ mfG1(f(x), f(y)) ≤ ω1(jG1(x, y)) ≤ ω1

(
2

c
jG(x, y)

)
.

Kona£no, ºeljena funkcija ω je de�nisana na slede¢i na£in ω(t) = max{ω1(4t/c), ω2(4t/c)},
t ∈ (0, log(1 + c/4)].

ω(t) = max{ω1(2t/c), ω2(2t/c)}, t > log(1 + c/4).

6.8. Primer. Prikaza¢emo primer, za koji je zasluºna /v Z. Ferand. Posmatramo
dva domena G1, G2 ⊆ C, G1, G2 6= ∅ i analiti£ku funkciju f : H −→ C, H = G1∪G2

tako da
(1) f je ω-normalna u G1 i G2.
(2) f nije normalna H.

Stavimo G1 = C\{p+ iq : p, q ∈ Z} i G2 = C\ ({0}∪{p+1/2+ iq : p, q ∈ Z}).
Napomenimo da je G1∩G2 6= ∅ i G1∪G2 = H = C\{0}. De�ni²imo f(ξ) = e4πξ.

Ovo je cela funkcija.
Lako se vidi da je f(G1) = f(G2) = f(H) = H. Zapravo, f(Ωk) = H, gde je

Ωk = {x + iy : k < y < k + 1}. Kvazihiperboli£ko rastojanje u H ima osobinu
(6.9) kH(w1, w2) = inf

ez1=w1,ez2=w2

|z1 − z2|.
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Takodje, za i = 1, 2 vaºi d(ξ, ∂Gi) 6 1/2, tako da gustina metrike 1
d(ξ,∂Gi)

prevazilazi√
2 i samim tim (integracijom)

(6.10) kGi
(ξ1, ξ2) >

√
2|ξ1 − ξ2|.

Sada, (6.9) nam govori da je f : Gi −→ H Lip²icovo u odnosu na euklidsku metriku
na Gi i kvazihiperboli£ku metriku u H, i na osnovu (6.10) f je takodje Lip²icova u
odnosu na kvazihiperboli£ku metriku na H i Gi.

Ali, f nije uniformno neprekidno kao preslikavanje (H, kH) −→ (H, kH). Za-
pravo, imamo

lim
n→∞

kH(n, n + 1) = log
n + 1

n
= 0,

dok je
lim

n→∞
kH(f(n), f(n + 1)) = log

4πn

e4π(n+1)
= 4π.

Napomenimo da na²i domeni ne zadovoljavaju uslov (6.9) iz [Vu5, Lemma 2.27
]. Zapravo, za velike |x| imamo

d(x, ∂(G1 ∪G2)) = |x|
i

d(x, ∂G1) + d(x, ∂G2) 6 2
1√
2

=
√

2,

tako da ne postoji c ∈ (0, 1) tako da vaºi (6.9).

7. Kvazikonformna preslikavanja sa identi£kim vrednostima na granici
Za domen G ⊂ Rn, n > 2 neka je

Id(∂G) = {f : Rn → Rn homeomor�zam : f(x) = x, ∀x ∈ Rn \G}.
Ovde Rn ozna£ava Mebijusov prostor Rn ∪ {∞} . Uvek ¢emo pretpostavljati da je
card{Rn \ G} ≥ 3. Ako je K > 1, onda klasu K-kvazikonformnih preslikavanja u
Id(∂G) ozna£avamo sa IdK(∂G). Kroz ovaj tekst usvajamo notaciju i terminologiju
iz Vaisaline knjige [V2]. Posebno, K-kvazikonformna preslikavanja su de�nisana u
terminima maksimalne dilatacije kao u [V2, str. 42] ako se druga£ije ne kaºe.

Predmet ovog istraºivanja je prou£iti slede¢i dobro poznat problem:
7.1. Problem. (1) Dati su a, b ∈ G i f ∈ Id(∂G) sa f(a) = b. Na¢i donju

granicu za K(f).
(2) Dati su a, b ∈ G. Konstruisati f ∈ Id(∂G) sa f(a) = b i dati gornju

granicu za K(f).
O. Tajhmiler je prou£avao ovaj problem u slu£aju kada je G ravan domen sa

card(R2 \G) = 3 i dokazao je slede¢u teoremu sa o²trom granicom za K(f).
7.2. Teorema. Neka je G = R2 \ {0, 1}, a, b ∈ G. Tada postoji f ∈ IdK(∂G)

takvo da je f(a) = b akko
log(K(f)) > sG(a, b),

gde je sG(a, b) hiperboli£ka metrika od G.
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7.3. Teorema. Ako je f ∈ IdK(∂Bn), onda za sve x ∈ Bn

ρBn(f(x), x) 6 log
1− a

a
, a = ϕ1/K,n(1/

√
2)2,

gde je ϕK,n kao u (7.15).
7.4. Teorema. Ako je f ∈ IdK(∂Bn), onda za sve x ∈ Bn, n ≥ 2 i K ∈ [1, 17]

vaºi

(7.5) |f(x)− x| ≤ 9

2
(K − 1) .

Za n = 2 imamo

(7.6) |f(x)− x| 6 b

2
(K − 1), b 6 4.38.

Teoriju K-kvaziregularnih preslikavanja u Rn, n ≥ 3, sa maksimalnom dilataci-
jom K bliskom 1 detaljno je prou£avao J. G. Re²etnjak [R] pod nazivom "Teorija
stabilnosti". Na osnovu Liuvilove teoreme o£ekujemo da kada je n ≥ 3 �ksirano i
K → 1, K-kvaziregularna preslikavanja se "stabilizuju", postaju sve sli£nija Mebi-
jusovim preslikavanjima, i u tome leºi dubina glavnih rezultata iz [R] kao ²to je [R,
str. 286]. Mi ne znamo da li teorema 7.3 sledi iz Re²etnjakove teorije na jednostavan
na£in. V. I. Semenov [S] je takodje zna£ajno doprineo ovoj teoriji. Za slu£aj u ravni
P. P. Belinski je do²ao do o²trog rezultata.u [Bel].

Kona£no, izgleda da je otvoren problem kada vaºi nova vrsta stabilnog pon-
a²anja: Ako je K > 1 �ksirano, da li preslikavanja IdK(∂Bn) teºe identitetu kada
n → ∞? Na²i rezultati ne odgovaraju na ova pitanja. Ova vrsta pona²anja je
anticipirana u [AVV, Open problem 9, p. 478].

7.7. Lema. Za x, y ∈ Bn neka je t =
√

(1− |x|2)(1− |y|2). Tada za x, y ∈ B2

vaºi

(7.8) tanh2 ρBn(x, y)

2
=

|x− y|2
|x− y|2 + t2

,

(7.9) |x− y| 6 2 tanh
ρBn(x, y)

4
=

2|x− y|√
|x− y|2 + t2 + t

,

gde jednakost vaºi za x = −y.
Dalje, razmotrimo opadaju¢i homeomor�zam µ : (0, 1) −→ (0,∞) de�nisan sa

(7.10) µ(r) =
π

2

K(r′)
K(r)

, K(r) =

∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− r2x2)

,

gde je K(r) Leºandrov potpuni elipti£ki integral prve vrste i r′ =
√

1− r2, za sve r ∈
(0, 1). Her²-Flugerova funkcija distorzije je rastu¢i homeomor�zam ϕK : (0, 1) −→
(0, 1) de�nisan sa
(7.11) ϕK(r) = µ−1(µ(r)/K)
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za sve r ∈ (0, 1), K > 0. Zbog neprekidnosti stavljamo ϕK(0) = 0, ϕK(1) = 1. Iz
(7.10) vidimo da µ(r)µ(r′) =

(
π
2

)2 i odavde moºemo da izvedemo niz osobina od
ϕK . Recimo, na osnovu [AVV, Thm 10.5, p. 204] vaºi
(7.12) ϕK(r)2 + ϕ1/K(r′)2 = 1, r′ =

√
1− r2,

za sve K > 0, r ∈ (0, 1).

7.13. Gre£ov i Tajhmilerov prsten Prstenasti domeni Gre£a i Tajhmilera
RG(s), s > 1 i RT (t), t > 0 su dvostruko povezani domeni sa komplementarnim
komponentama (B

n
, [se1,∞)) i ([−e1, 0], [te1,∞)), tim redom. Njihovi kapaciteti

capRG(s) i capRT (t) ¢e se u nastavku £esto koristiti. Gre£ov kapacitet γn(s) =
capRG(s) je opadaju¢i homeomor�zam γn : (1,∞) −→ (0,∞) vidi [Vu2, str. 66],
[AVV, Section 8]. Tajhmilerov kapacitet τn(t) = capRT (t), je opadaju¢i homeo-
mor�zam τn : (0,∞) → (0,∞) povezan sa γn identitetom
(7.14) τn(t) = 21−nγn(

√
1 + t), t > 0.

Dati su E, F,G ⊂ Rn. Koristi¢emo oznaku ∆(E, F ; G) za familiju svih krivih
koje povezuju skupove E i F u G i M(∆(E, F ; G)) za njihove module, vidi [V2,
Chapter I]. Tada je τn(t) = M(∆(E, F ;Rn)) gde su E i F komplementarne kompo-
nente Tajhmilerovog prstena i sli£na relacija vaºi za γn(s).

Koristi¢emo standardnu oznaku
(7.15) ϕK,n(r) =

1

γ−1
n (Kγn(1/r))

.

Tada je ϕK,n : (0, 1) −→ (0, 1) rastu¢i homeomor�zam, vidi [Vu2, (7.44)]. Po²to
je γ2(1/r) = 2π/µ(r) na osnovu [Vu2, (5.56)] sledi da je ϕK,2(r) isto kao ϕK(r) u
(7.11).

7.16. Klju£na konstanta. Prethodno uvedene specijalne funkcije imaju klju£nu
ulogu u onome ²to sledi. U cilju lakog pozivanja, dajemo neke dobro poznate iden-
titete izmedju njih, koji se mogu na¢i u [AVV]. Najpre, funkcija

(7.17) ηK,n(t) = τ−1
n (τn(t)/K) =

1− ϕ1/K,n(1/
√

1 + t)2

ϕ1/K,n(1/
√

1 + t)2
, K > 0 ,

de�ni²e rastu¢i homeomor�zam ηK,n : (0,∞) → (0,∞) (iz [AVV, p.193]). Kon-
stanta (1− a)/a, a = ϕ1/K,n(1/

√
2)2, u (7.5) se za K > 1 moºe izraziti kao

(7.18) (1− a)/a = ηK,n(1) = τ−1
n (τn(1)/K) .

Dalje, na osnovu (7.12) vaºi

(7.19) ηK,2(t) =
s2

1− s2
, s = ϕK,2(

√
t/(1 + t))

kao i
(7.20) ηK,2(1) ∈ (eπ(K−1), eb(K−1))
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gde je b = (4/π) K(1/
√

2) = 4.376879... Napomenimo da je konstanta λ(K) u [AVV,
10.33] isto ²to i ηK,2(1) .

Za dokaz leme 7.29 koristimo donju granicu za ϕ1/K,n(r) . Konstanta λn se zove
konstanta Gre£ovog prstena, vidi [AVV].

7.21. Lema. ([Vu2, 7.47, 7.50]) Za n ≥ 2, K ≥ 1, i 0 ≤ r ≤ 1

(7.22) ϕ1/K,n(r) ≥ λ1−β
n rβ, β = K1/(n−1),

(7.23) λ1−β
n ≥ 21−βK−β ≥ 21−KK−K .

7.24. Lema. (1) Za sve m,n > 1 postoji M > 1 tako da
(7.25) log(2mx−m+1xnx − 1) 6 (2m log 2 + 2n)(x− 1)

vaºi za x ∈ [1,M ] sa jednako²¢u samo za x = 1. ²tavi²e, uz t = (m log 2−
n)/(2n) , M moºe biti izabran kao

M =

√√√√(m− 1) log 2 + log
(
1 + (n+m log 2)2

n

)

n
+ t2 − t.

(2) Neka je p(x) = log(2mx−m+1xnx − 1), q(x) = (2m log 2 + 2n)(x− 1) i neka
vaºi prethodna simbolika. Neka je a0 = M i an+1 = p−1(q(an)) za n > 1.
Tada je niz an rastu¢i i ograni£en. Ako je a = limn→ an onda nejednakost
(7.25) vaºi za x ∈ [1, a] sa jednako²¢u akko x ∈ {1, a}. Za m = 3 i n = 2
je a > 17.

Proof. Neka je
u(x) = (mx−m+1) log 2+nx log x, v(x) = log(eu(x)−1) = log(2mx−m+1xnx−1).

Tada imamo

v′′(x) = (log(eu(x) − 1))′′ =
(

u′(x) eu(x)

eu(x) − 1

)′

=
(u′′(x)eu(x) + (u′(x))2eu(x))(eu(x) − 1)− (u′(x) eu(x))2

(eu(x) − 1)2

=
eu(x)

(eu(x) − 1)2
· ((u′′(x) + (u′(x))2)(eu(x) − 1)− (u′(x))2eu(x))

=
eu(x)

(eu(x) − 1)2
· (u′′(x)(eu(x) − 1)− (u′(x))2).

Odatle je
v′′(x) 6 0 ⇔ u′′(x)(eu(x) − 1) 6 (u′(x))2.

Po²to je
eu(x) = 2mx−m+1xnx, u′(x) = n + m log 2 + n log x, u′′(x) =

n

x
,
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vaºi
v′′(x) 6 0 ⇔ n

x
(2mx−m+1xnx − 1) 6 (n + m log 2 + n log x)2,

odakle je v′′(x) 6 0 za x > 1 ekvivalentno sa

2mx−m+1xnx − 1 6 x

n
(n + m log 2 + n log x)2.

Neka je f(x) = 2mx−m+1xnx − 1 i g(x) = x
n
(n + m log 2 + n log x)2. Obe funkcije f i

g su rastu¢e na [1, +∞) i f(1) < g(1) jer je

f(1) = 1 6 n =
1

n
· n2 <

1

n
(n + m log 2)2 = g(1).

Na osnovu neprekidnosti funkcije f moºemo zaklju£iti da postoji M > 1 takvo da
je f(M) 6 g(1). Za takvo M je

f(x) 6 f(M) 6 g(1) 6 g(x), x ∈ [1,M ].

Odatle sledi da je v konkavno na [1,M ] i samim tim
v(x) 6 v(1) + v′(1)(x− 1), x ∈ [1,M ]

to jest
log(2mx−m+1xnx − 1) 6 (2m log 2 + 2n)(x− 1), x ∈ [1,M ].

Nejednakost f(x) 6 g(1) je ekvivlentna sa

(7.26) (mx−m + 1) log 2 + nx log x 6 log

(
1 +

(n + m log 2)2

n

)
.

Po²to je
(7.27) (mx−m + 1) log 2 + nx log x 6 (mx−m + 1) log 2 + nx(x− 1)

nejednakost (7.26) je posledica nejednakosti

(7.28) (mx−m + 1) log 2 + nx(x− 1) 6 log

(
1 +

(n + m log 2)2

n

)
.

U (7.27) jednakost vaºi samo za x = 1. Zbog

1 +
(n + m log 2)2

n
> 1 +

n2

n
= 1 + n > 2

nejednakost (7.28) je stroga za x = 1. Iz istog razloga, ve¢i koren kvadratne jed-
na£ine

(mx−m + 1) log 2 + nx(x− 1) = log

(
1 +

(n + m log 2)2

n

)

je ve¢i od 1. Ako ga ozna£imo sa M nejednakost (7.26) vaºi za x ∈ [1,M ] sa
jednako²¢u samo za x = 1. Prvi deo leme je dokazan.

Dokaºimo sada drugi deo leme. Obe funkcije p(x) i q(x) su rastu¢e i neprekidne.
Samim tim r(x) = p−1(x) je rastu¢e i neprekidno. Zbog

p(a1) = q(a0) > p(a0)
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kori²¢enjem monotonosti p(x) moºemo zaklju£iti da je a1 > a0. Sada, indukcijom i
na osnovu monotonosti funkcije r moºemo zaklju£iti da je niz an rastu¢i. Sada za
x ∈ [an, an+1) imamo

p(x) < p(an+1) = q(an) 6 q(x).

Odatle p(x) < q(x) vaºi za x ∈ ⋃∞
n=0[an, an+1) = [a0, a) i kori²¢enjem ve¢ dokazane

nejednakosti, p(x) < q(x) vaºi za 1 < x < a. Za x > 1 vaºi mx − m + 1 > 1 i
xnx > 1 odakle je

p(x) = log(2mx−m+1xnx − 1) > log(2 xnx − 1) > nx log x.

Po²to je p(x) > nx log x > (n log x)(x − 1) nejednakost p(c) > q(c) vaºi za c takvo
da je n log c > 2m log 2 + 2n. Lako se vidi da je to ta£no za c = 2

2m
n e2. Odatle sledi

da je a kona£an (na primer, a < 2
2m
n e2) i an ograni£en. Pu²tanjem da n → ∞ u

p(an+1) = q(an) i kori²¢enjem neprekidnosti obeju funkcija moºemo zaklju£iti da je
p(a) = q(a) . ¤

7.29. Lema. Ako je a = ϕ1/K,n(1/
√

2)2 kao u teoremi 7.3, onda za M > 1 i
β ∈ [1,M ]

(7.30) log

(
1− a

a

)
≤ log(λ2(β−1)

n 2β − 1) ≤ V (n)(β − 1)

sa V (n) = (2 log(2λ2
n))(2λ2

n)M−1 i za K ∈ [1, 17],

(7.31) log

(
1− a

a

)
6 (K − 1)(4 + 6 log 2) < 9(K − 1),

sa jednako²¢u samo za K = 1. Za n = 2

(7.32) log

(
1− a

a

)
= log

(
ϕK,2(1/

√
2)2

ϕ1/K,2(1/
√

2)2

)
6 b(K − 1)

gde je b = (4/π) K(1/
√

2)2 ≤ 4.38 .

Proof. Za β ∈ [1,M ] na osnovu (7.22) imamo

log

(
1− a

a

)
≤ log(λ2(β−1)

n 2β − 1) .

Dalje, imamo
log(λ

2(β−1)
n 2β − 1)

β − 1
6 2

(2λ2
n)β−1 − 1

β − 1
6 (2 log(2λ2

n))(2λ2
n)M−1.

Druga nejednakost sledi iz nejednakosti log(t) 6 t−1, a tre¢a iz Lagranºeve teoreme
i monotonosti funkcije (2 log(2λ2

n))(2λ2
n)x−1. Ovo dokazuje (7.30).

Iz (7.23) sledi da konstanta a zadovoljava nejednakost
a ≥ 22(1−K)K−2K(1/

√
2)2K

kao i
1/a ≤ 23K−2K2K , K > 1.
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Na osnovu leme 7.24 imamo
log(23K−2K2K − 1) 6 (4 + 6 log 2)(K − 1)

za K ∈ [1, 17] sa jednako²¢u samo za K = 1. Sada iz
1− a

a
< 23K−2K2K − 1, K > 1

moºemo zaklju£iti da je

log

(
1− a

a

)
6 (4 + 6 log 2)(K − 1) < 9(K − 1) .

U slu£aju n = 2 moºemo primeniti identitet (7.19) na nejednakost u (7.20). ¤

Slika 5

7.33. Dokaz teoreme 7.3. Fiksirajmo x ∈ Bn i neka Tx ozna£ava Mebijusovu
transformaciju od Rn uz Tx(B

n) = Bn i Tx(x) = 0. De�ni²imo g : Rn −→ Rn

stavljanjem g(z) = Tx ◦ f ◦ T−1
x (z) za z ∈ Bn i g(z) = z za z ∈ Rn \ Bn. Tada

g ∈ IdK(∂Bn) uz g(0) = Tx(f(x)). Na osnovu invarijantnosti ρBn u odnosu na
grupu GM(Bn) Mebijusovih atumor�zama od Bn vidimo da za x ∈ Bn vaºi
(7.34) ρBn(f(x), x) = ρBn(Tx(f(x)), Tx(x)) = ρBn(g(0), 0).

Izaberimo z ∈ ∂Bn tako da g(0) ∈ [0, z] = {tz : 0 6 t 6 1}. Neka je E ′ = {−sz :
s > 1}, Γ′ = ∆([g(0), z], E ′;Rn) i Γ = ∆(g−1[g(0), z], g−1E ′;Rn).
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Sferna simetrizacija sa centrom u 0 na osnovu [AVV, Thm 8.44] povla£i da je
M(Γ) > τn(1) (= 21−nγn(

√
2))

po²to je g(x) = x za x ∈ Rn \ Bn. Dalje, na osnovu na£ina na koji je Γ′ izabrano
vidimo da je

M(Γ′) = τn

(
1 + |g(0)|
1− |g(0)|

)
.

Na osnovu K-kvazikonformnosti imamo da je M(Γ) 6 K M(Γ′), ²to povla£i

(7.35) exp(ρBn(0, g(0))) =
1 + |g(0)|
1− |g(0)| 6 τ−1

n (τn(1)/K) =
1− a

a
.

Poslednja nejednakost sledi iz (7.18). Kona£no, (7.34) i (7.35) kompletiraju dokaz.
¤

7.36. Dokaz teoreme 7.4. Imamo

|f(x)− x| 6 2 tanh

(
ρBn(f(x), x)

4

)
6 2 tanh

(
log

(
1−a

a

)

4

)

6 2 tanh

(
(K − 1)(4 + 6 log 2)

4

)

6 (K − 1)(2 + 3 log 2) 6 9

2
(K − 1).

Prva nejednakost sledi iz (7.9), druga iz 7.3, tre¢a iz leme 7.29 i poslednja iz nejed-
nakosti tanh(t) 6 t za t > 0.

Za n = 2 imamo ista prva dva koraka kao u planarnom slu£aju leme 7.29 da
izvedemo nejednakost

|f(x)− x| 6 b

2
(K − 1). ¤

Donja granica, koja odgovara gornjoj granici u (7.5) je data u slede¢oj lemi.
7.37. Lema. Za f ∈ Id(∂G) neka je

δ(f) ≡ sup{|f(z)− z| : z ∈ G} .

Tada za f ∈ IdK(∂Bn), K > 1, α = K1/(1−n)

(7.38) δ(f) ≥ (1− α)αα/(1−α) >
1

e
(1− α).

Proof. Radijalno istezanje f : Bn → Bn, n ≥ 2, de�nisano sa f(z) = |z|α−1 z, z ∈
Bn, (0 < α < 1) je K-kvazikonformno sa α = K1/(1−n) [V2, str. 49] i f ∈ IdK(∂Bn) .
Sada imamo

|f(z)− z| = ||z|α−1z − z| = |rα − r|, |z| = r.
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Dalje, vidimo da
δ(f) = sup

0<r<1
(rα − r),

gde se supremum dostiºe za r = rα =
(

1
α

) 1
α−1 , pa je

δ(f) = (1− α)αα/(1−α) .

Gruba, ali jednostavna ocena je

δ(f) ≥ (1/e)α − (1/e) =
1

e

(
1

eα−1
− 1

)
=

1

e

(
e1−α − 1

)
> 1

e
(1− α) .

¤

Slika 6

7.39. Teorema. Neka je f : Rn −→ Rn K-kvazikonformni homeomor�zam sa
f(∞) = ∞ i Bn(m) ⊂ f(Bn) ⊂ Bn(M) gde je 0 < m ≤ 1 ≤ M . Tada je

η1/K,n

(
1 + |x|
1− |x|

)
6 M + |f(x)|

m− |f(x)|
kao i

m + |f(x)|
M − |f(x)| 6 ηK,n

(
1 + |x|
1− |x|

)

za sve x ∈ Bn gde je ηK,n(t) = τ−1
n (τn(t)/K).

Posebno, ako je m = 1 = M , onda imamo

η1/K,n

(
1 + |x|
1− |x|

)
6 1 + |f(x)|

1− |f(x)| 6 ηK,n

(
1 + |x|
1− |x|

)
.

Proof. Dokaz je sli£an dokazu teoreme 7.3. Fiksirajmo x ∈ Bn i izaberimo
z′ ∈ ∂f(Bn) tako da bude f(x) ∈ [0, z′] i [f(x), z′) ⊂ f(Bn) i �ksirajmo z” ∈ ∂f(Bn)
tako da su z′, 0, z” na istoj pravoj, 0 ∈ [z′, z”], i {−sz” : s > 1} ⊂ Rn\f(Bn) . Neka
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Slika 7

je Γ′ = ∆([f(x), z′], E ′;Rn), E ′ = {−sz” : s > 1} i Γ = ∆(f−1[f(x), z′], f−1E ′;Rn).
Tada je

M(Γ′) ≤ τn

(
m + |f(x)|
M − |f(x)|

)

dok primena sferne simetrizacije sa centrom u koordinatnom po£etku daje

M(Γ) > τn

(
1 + |x|
1− |x|

)
,

jer f−1E ′ povezuje ∂Bn i ∞. Tada nejednakost M(Γ) 6 K M(Γ′) povla£i

τn

(
1 + |x|
1− |x|

)
≤ Kτn

(
m + |f(x)|
M − |f(x)|

)
,

τ−1
n (

1

K
τn

(
1 + |x|
1− |x|

)
) ≥ m + |f(x)|

M − |f(x)|

(7.40) m + |f(x)|
M − |f(x)| 6 ηK,n

(
1 + |x|
1− |x|

)
.

Donja granica povla£i da ako primenimo sli£an argument na f−1 i donju granicu

M(Γ′) ≥ τn

(
M + |f(x)|
m− |f(x)|

)
.

¤
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7.41. Napomena. Stavljaju¢i x = 0,m = 1 = M u (7.40) na osnovu (7.18)
dobijamo za K-kvazikonformni homeomor�zam f : Rn −→ Rn sa f(∞) = ∞ i
f(Bn) = Bn vaºi

|f(0)| ≤ 1− 2a , a = ϕ1/K,n(1/
√

2)2 .

Dalje, ako koristimo donju granicu (7.23) iz leme 7.21 dobijamo da je

|f(0)| ≤ 1− 21−β41−KK−2K .

U specijalnom slu£aju kada je n = 2 imamo

|f(0)| ≤ 1− 23(1−K)K−2K ≤ (2 + 3 log 2)(K − 1) .

Napomenimo da poslednja nejednakost vaºi bez pretpostavke da f ∈ IdK(∂Bn) ,
ve¢ uz kori²¢enje samo pretpostavke teoreme 7.39.

7.1. Preslikavanja cilindra.
7.42. Teorema. Neka je Z = {(x, t) ∈ Rn : |x| < 1, t ∈ R}, f ∈ IdK(∂Z).

Tada kZ(0, f(0)) 6 c(K) gde je c(K) → 0 kada je K → 1.

Slika 8

Proof. Neka je f(0) = (y, t), E ′ = [w, f(0)], F ′ = {w + s(y, 0) : s 6 0} gde
je w = (y/|y|, t), w = (−y/|y|, t). Tada su E ′ i F ′ komplementarne komponente
Tajhmilerovog prstena i zbog toga pi²emo Γ′ = ∆(E ′, F ′;Rn) odakle imamo

M(Γ′) 6 τn

(
1 + |y|
1− |y|

)
.
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Moduo neprekidnosti familije Γ = ∆(E, F ;Rn), E = f−1E ′, F = f−1F ′ moºe biti
ocenjen kori²¢enjem sferne simetrizacije sa centrom u 0. Napomenimo da je E = E ′

jer E ′ ⊂ Rn \ Z i f ∈ IdK(∂Z). Na osnovu [Vu2, 7.34] imamo
M(Γ) > τn(1).

Na osnovu K-kvazikonformnosti M(Γ) 6 K M(Γ′) implicira

exp(ρBn−1(0, y)) =
1 + |y|
1− |y| 6 τ−1

n

(
τn(1)

K

)
.

Slika 9

Sada ¢emo oceniti t. Fiksirajmo najpre z u {w ∈ ∂Z : wn = 0} tako da |f(0)−z|
bude maksimalno. Onda izaberimo ta£ku w na pravoj koja prolazi kroz f(0) i z tako
da bude |z−w| = 1 i [z, w] ⊂ Rn\Z. Neka je E ′ = [z, w] i F ′ = {f(0)+ t(f(0)−z) :
t > 0}. Tada su E ′ i F ′ komplementarne komponente Tajhmilerovog prstena1 i uz
∆′ = ∆(E ′, F ′;Rn) imamo

M(∆′) = τn(|f(0)− z|).
Prime¢uju¢i da je E ′ = f−1E ′ zbog f ∈ IdK(∂Z) i primenjuju¢i sfernu simetrizaciju
sa centrom u z vidimo da ako je E = f−1E ′, F = f−1F ′, onda je

M(∆) > τn(1), ∆ = ∆(E, F ;Rn).
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Na osnovu K-kvazikonformnosti imamo

1 + t2 6 |f(0)− z|2 6 τ−1
n

(
τn(1)

K

)2

.

Nejednakost trougla za kZ daje
kZ(0, f(0)) 6 kZ(0, (0, t)) + kZ((0, t), (y, t))

= t + kBn−1(0, y) 6 |t|+ 2 ρBn−1(0, y)

6
√

τ−1
n

(
τn(1)

K

)2

− 1 + 2 log
(
τ−1
n

(
τn(1)

K

))

6
√

e18(K−1) − 1 + 18(K − 1).

Poslednja nejednakost sledi iz (7.18) i leme 7.29. ¤

8. Distorzija kvazikonformnih preslikavanja normalizovanih sa dve ta£ke
Neka je η : [0,∞) → [0,∞) rastu¢i homeomor�zam i D,D′ ⊂ Rn. Homeomor-

�zam f : D → D′ je η-kvazisimetri£an ako je

(8.1) |f(a)− f(c)|
|f(b)− f(c)| ≤ η

( |a− c|
|b− c|

)

za sve a, b, c ∈ D i c 6= b. Iz [V2] K-kvazikonformno preslikavanje celog Rn je
ηK,n- kvazisimetri£no sa kontrolnom funkcijom ηK,n. De�ni²imo optimalnu kon-
trolnu funkciju sa

η∗K,n(t) = sup{|f(x)| : |x| ≤ t, f ∈ QCK(Rn), f(y) = y za y ∈ {0, e1,∞}}.
Vorinen [Vu2, Theorem 1.8] je dokazao gornju granicu za η∗K,n(t), koja je kasnije

popravljena od strane Prausa [P, Theorem 2.7] za K < 4/3 u slede¢em obliku

(8.2) η∗K,n(t) ≤





η∗K,n(1)ϕK,n(t), 0 < t < 1,

1 + 600

(
(K − 1) log

1

K − 1

)
, t = 1,

η∗K,n(1)
1

ϕ1/K,n(1/t)
, t > 1,

gde je
(8.3) η∗K,n(1) ≤ exp((4

√
2− log(K − 1))(K2 − 1)).

Takodje ¢emo uvesti jednostavniju procenu za η∗K,n(1) iz [AVV, Theorem 14.8]

(8.4) η∗K,n(1) ≤ exp(4K(K + 1)
√

K − 1).

Grublja gornja granica za η∗K,n(t) moºe [Vu1, Theorem 7.47] biti napisana u
obliku

(8.5) η∗K,n(t) ≤
{

η∗K,n(1)λ1−α
n tα, 0 < t ≤ 1,

η∗K,n(1)λ1−β
n tβ, t > 1,
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gde je α = K1/(1−n) i β = 1/α. Nadalje, moºemo [Vu1, Lemma 7.50] proceniti
(8.6) λ1−α

n ≤ 21−1/KK i λ1−β
n ≤ 21−KK−K .

1. Stav. Neka je K ∈ (1, 2], f ∈ QCK(Rn), f(x) = x za x ∈ {0, e1}, α =
K1/(1−n) i β = 1/α. Tada je

1

c3

|x|β ≤ |f(x)| ≤ c3|x|α, ako 0 < |x| ≤ 1,

1

c3

|x|α ≤ |f(x)| ≤ c3|x|β, ako |x| > 1

za c3 = exp(60
√

K − 1).
Proof. Kako je f kvazikonformno ono je i η∗K,n-kvazisimetri£no i biraju¢i a = x,

b = 0 i c = e1 u (8.1) imamo |f(x)| ≤ η∗K,n(|x|). Sli£no, izbor (a, b, c) = (e1, 0, x) u
(8.1) daje |f(x)| ≥ 1/η∗K,n(1/|x|). Otuda vaºi

(8.7) 1

η∗K,n(1/|x|) ≤ |f(x)| ≤ η∗K,n(|x|)

za sve x ∈ Rn \ {0}. Odavde zbog (8.5) imamo
1

c2

|x|β ≤ |f(x)| ≤ c1|x|α, ako 0 < |x| < 1,

1

η∗K,n(1)
≤ |f(x)| ≤ η∗K,n(1), ako |x| = 1,

1

c1

|x|α ≤ |f(x)| ≤ c2|x|β, ako |x| > 1,

za c1 = η∗K,n(1)λ1−α
n i c2 = η∗K,n(1)λ1−β

n . Moºemo proceniti max{c1, c2} ≤ c3 =

exp(60
√

K − 1) za K ∈ (1, 2]. ¤
Posmatra¢emo K- kvazikonformno preslikavanje Rn → Rn takvo da je f(y) = y

za y ∈ {0, e1,∞} i na² cilj je da nadjemo gornju granicu za |f(x) − x| ili sli£ne
veli£ine u zavisnosti od K i n, kada je |x| ≤ 2 i K > 1 dovoljno malo.

Fiksirajmo x ∈ Rn \ {0, e1} i pretpostavimo da je |x| − ε ≤ |f(x)| ≤ |x| + ε i
|x− e1| − ε ≤ |f(x)− e1| ≤ |x− e1|+ ε za ε ∈ (0, min{|x|, |x− e1|}). Sada je

(8.8) |f(x)− x| ≤ diam (A)

2
,

gde je
A = A(0, |x|+ ε, |x| − ε) ∩ A(e1, |x− e1|+ ε, |x− e1| − ε) ∩ {z ∈ R3 : z3 = 0}

i
A(z, R, r) = Bn(z, R) \B

n
(z, r).

Sada ¢emo prona¢i gornju granicu za diam (A).
8.9. Teorema. Za ε < 1 i A i x kao u (8.8) vaºi

diam (A) ≤ √
ε4(min{|x|, |x− e1|}+ 1).
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Slika 10. The set A.

Proof. Pretpostavimo da je |x| ≤ |x − e1|. diam (A) je maksimalan kada je
|x − e1|/|x| maksimalno. Zbog toga moºemo pretpostaviti da je x = −s, gde je
s > 0. Ozna£imo y = S1(0, |x|+ ε)∩ S1(e1, |x− e1| − ε). Povr²ina trougla 4e10y je
(Im y)/2 i po Heronovoj formuli je

(8.10) Im y

2
=

√
p(p− 1)(p− |x| − ε)(p + ε− |x| − 1),

gde je p = |x|+ 1. Iz (8.10) i pretpostavke da je ε < 1 imamo

Im y = 2
√

(|x|+ 1)|x|(1− ε)ε ≤ 2
√

ε(|x|+ 1)

i tvrdjenje sledi s obzirom da je diam (A) ≤ 2Im y. ¤
8.11. Teorema. Neka je A kao u (8.8), |x| < 2, |x − e1| ≤ |x| i ](1, 0, x) ≥

ω > 0. Tada je

diam (A) ≤ ε

(
1 +

70

ω

)

za
ε < min

{
1,

1 + |x− e1| − |x|
2

,
|x|+ |x− e1| − 1

2

}
.

Proof. Ozna£imo sa y presek S1(|x|+ ε) i S1(e1, |x− e1|) u prvom kvadrantu.
Trouglovi 4(0, 1, x) i 4(0, 1, y) daju na osnovu kosinusne teoreme

|x− 1|2 = |x|2 + 1− 2|x| cos γ

i
|y − 1|2 = |y|2 + 1− 2|y| cos δ,

gde je η ugao ](1, 0, x) i ξ ugao ](1, 0, y). Odatle je

(8.12) cos γ =
|x|2 + 1− |x− 1|2

2|x|
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i

(8.13) cos δ =
|y|2 + 1− |y − 1|2

2|y| =
(|x|+ ε)2 + 1− |x− 1|2

2(|x|+ ε)
.

Iz �ordanove nejednakosti sledi

| cos γ − cos δ| = cos δ − cos γ = 2 sin
δ + γ

2
sin

γ − δ

2
≥ 2

π2
(γ + δ)(γ − δ)

i po pretpostavci

(8.14) |γ − δ| ≤ π2

2ω
| cos γ − cos δ|

Iz nejednakosti trougla, �ordanove nejednakosti, (8.14), (8.12) i (8.13) dobijamo

|x− y| ≤ ε + 2|x| sin |γ − δ|
2

≤ ε +
2|x|
π
|γ − δ|

≤ ε +
|x|π
ω
| cos γ − cos δ|

= ε +
|x|π
ω

ε(1 + |x− 1|2 + |x|(|x|+ ε))

2|x|(|x|+ ε)

≤ ε +
π

ω

ε(1 + 32 + 2(2 + 1))

2(1/2 + 0)

= ε +
51ε

ω
.

Ozna£imo sa z presek S1(|x|+ ε) i S1(e1, |x− e1|+ ε) u prvom kvadrantu. Ako
je δ > ω/2, tada dobijamo

|x− y| ≤ |x|π
ω

ε||y − 1|2 − |z − 1|2|
2(|x|+ ε)

≤ 19ε

ω
.

Sada je
diam (A) ≤ |x− z| ≤ |x− y|+ |y − z| ≤ ε +

70ε

ω
i tvrdjenje sledi. ¤

8.15. Lema. Neka je n ≥ 2, K > 1, α = K1/(1−n), β = 1/α i c3 = exp(60
√

K − 1).
Za t ∈ (0, 1)

(8.16) c3t
α − t ≥ t− tβ

c3

i za t > 1

(8.17) c3t
β − t ≥ t− tα

c3

.
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Proof. Da bi dokazali (8.16) dovoljno je da dokaºemo da je f(t) ≥ 0, gde je
f(t) = c3t

α + 1
c3

t1/α − 2t i 0 < t < 1. Zato ²to je
lim

t→0+
f(t) = 0,

dovoljno je da dokaºemo f ′(t) ≥ 0 za 0 < t < 1, tj.

(8.18) αc3t
α−1 +

1

αc3

t(1/α)−1 − 2 ≥ 0.

Koriste¢i nejednakost izmedju aritmeti£ke i geometrijske sredine, zaklju£ujemo da
vaºi

αc3 +
1

αc3

≥ 2

. Drugim re£ima,
lim

t→1−
f ′(t) = αc3 +

1

αc3

− 2 ≥ 0.

Zbog ovoga da bi dokazali nejednakost (8.18) dovoljno je dokazati da je f ′′(t) ≤ 0
za 0 < t < 1 tj.

α(α− 1)c3t
α−2 +

1
α
− 1

αc3

t(1/α)−2 ≤ 0,

ili ekvivalentno
t

1
α
−α ≤ α3c2

3.

Poslednja nejednakost sledi iz
t

1
α
−α < 1 ≤ α3c2

3.

Prva nejednakost vaºi jer je 0 < t < 1 i 1
α
−α > 0 (0 < α < 1). Sada ¢emo dokazati

α3c2
3 ≥ 1 kako bi kompletirali dokaz. Ovo je ekvivalentno nejednakosti

K3/(1−n)e120
√

K−1 ≥ 1,

ili
e40(n−1)u ≥ u2 + 1

za u =
√

K − 1. Kako je u ≥ 0, koriste¢i Tejlorov red za ex moºemo zaklju£iti

e40(n−1)u ≥ 1 + 40(n− 1)u +
(40(n− 1))2u2

2
≥ 1 + u2.

Nejednakost (8.17) je ekvivalentna sa

(8.19) c3t
(1/α)−1 +

tα−1

c3

≥ 2.

Nejednakost (8.19) vaºi za t = 1. Da bi dokazali (8.19) za t > 1 dovoljno je dokazati
da je izvod leve strane nenegativan. Imamo slede¢i niz ekvivalentnih formula:

c3

(
1

α
− 1

)
t

1
α
−2 +

α− 1

c3

tα−2 ≥ 0

(1− α)c3

α
t

1
α
−2 ≥ 1− α

c3

tα−2
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t
1
α
−α ≥ α

c2
3

.

Poslednja nejednakost je ta£na zbog

t
1
α
−α ≥ 1 ≥ α

c2
3

i tvrdjenje sledi. ¤

8.20. Lema. Neka je ε > 0. Tada je

|x| − ε ≤ |f(x)| ≤ |x|+ ε

za

1 < K ≤ max

{(
log(ε + 1)

60

)2

+ 1, 2

}
.

Proof. Ozna£imo sa l(x) = c−1
3 max{|x|α, |x|β} i u(x) = c3 max{|x|α, |x|β}.

Prvo ¢emo razmatrati slu£aj 0 < |x| < 1. Iz leme 8.15 imamo

max{u(x)− |x|, |x| − l(x)} = max

{
c3|x|α − |x|, |x| − 1

c3

|x|β
}

= c3|x|α − |x|
≤ exp(60

√
K − 1)|x|α − |x|

≤ exp(60
√

K − 1)|x|1/K − |x|
≤ exp(60

√
K − 1)− 1.

Sada je exp(60
√

K − 1)− 1 ≤ ε ekvivalentno sa

(8.21) K ≤
(

log(ε + 1)

60

)2

+ 1.

Ako je |x| = 1, tada je

max{u(x)− |x|, |x| − l(x)} = c3 − 1

i zbog toga exp(60
√

K + 1)− 1 ≤ ε za K ∈ (1, 2], ²to je ekvivalentno sa

(8.22) K ≤
(

log(ε + 1)

60

)2

+ 1.
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Posmatrajmo najpre slu£aj 1 < |x| < 2. Iz Leme 8.15 imamo

max{u(x)− |x|, |x| − l(x)} = max

{
c3|x|β − |x|, |x| − 1

c3

|x|α
}

= c3|x|β − |x|
≤ exp(60

√
K − 1)|x|β − |x|

≤ exp(60
√

K − 1)|x|K − |x|
≤ |x|(exp(60

√
K − 1)|x|K−1 − 1)

≤ 2(exp(60
√

K − 1 + (K − 1) log |x|)− 1)

≤ 2(exp(60(K − 1)3/2 − 1).

Sada je 2(exp(60(K − 1)3/2 − 1) ≤ ε ekvivalentno sa

(8.23) K ≤
(

log(ε/2 + 1)

60

)2/3

+ 1.

Kombinuju¢i (8.21), (8.22) i (8.23) dobijamo
|x| − ε ≤ |f(x)| ≤ |x|+ ε

za

K ≤ min

{(
log(ε + 1)

60

)2

+ 1, 2,

(
log(ε/2 + 1)

60

)2/3

+ 1

}
=

(
log(ε + 1)

60

)2

+ 1

i tvrdjenje sledi. ¤
8.24. Lema. Za 0 < α < 1, c > 1 i t > 0

log(1 + c max{tα, t1/α}) ≤
{

c
α

logα(1 + t), 0 < t < 1,
c
α

log(1 + t), t ≥ 1.

Proof. Pretpostavimo prvo da je t ≥ 1. Tada je max{tα, t1/α} = t1/α i iz op²te
Bernulijeve nejednakosti imamo

(1 + t)c/α ≥ (1 + ct)1/α ≥ 1 + c1/αt1/α ≥ 1 + ct1/α

²to povla£i log(1 + ct1/α) ≤ c/α log(1 + t).
Pretpostavimo sada da je 0 < t < 1. Tada je max{tα, t1/α} = tα pokaza¢emo da

je funkcija
f(t) = log(1 + ctα)− c

α
logα(1 + t)

nepozitivna. Lako dobijamo

(8.25) f ′(t) =
αctα−1

1 + ctα
− c logα−1(1 + t)

1 + t
.

Kako je α− 1 < 0 i log(1 + t) ≤ t dobijamo
(8.26) tα−1 ≤ logα−1(1 + t).
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Zbog c > 1 ≥ t1−α i odatle
(8.27) ctα ≥ t.

Na osnovu (8.25), (8.26) i (8.27) f ′(t) ≤ 0 je ekvivalentno sa (1 − α)(1 + t) ≥ 0 i
odatle je f(t) rastu¢e. Sada imamo da je f(t) ≤ f(0) = 0 i tvrdjenje sledi. ¤

8.28. Teorema. Neka je G = Rn \{0}, f ∈ QCK i f(0) = 0. Tada postoji c(K)
tako da vaºi

jG(f(x), f(y)) ≤ c(K) max{jG(x, y)α, jG(x, y)},
gde je α = K1/(1−n) i c(K) → 1 kad K → 1.

Proof. Zbog simetrije moºemo pretpostaviti da je x = e1 i |y| ≥ 1. Sada je
|f(y)− f(e1)|

|e1| =
|f(y)− f(x)|
|f(0)− f(e1)| ≤ η

( |x− y|
|0− e1|

)
= η(|x− y|)

kao i
|f(y)− f(e1)|

|f(y)| =
|f(y)− f(x)|
|f(y)− f(0)| ≤ η

( |x− y|
|y − 0|

)
= η

( |x− y|
|y|

)
.

Otuda na osnovu leme 8.24 vaºi

j(f(x), f(y)) = log

(
1 +

|f(x)− f(y)|
min{|f(x)|, |f(y)|}

)

= log

(
1 + max

{
η(|y − e1|), η

( |x− y|
|y|

)})

= log(1 + η(|y − e1|))
≤ log(1 + c3 max{|y − e1|α, |y − e1|1/α})
≤

{
c3
α

logα(1 + |y − e1|), 0 < |y − e1| < 1,
c3
α

log(1 + |y − e1|), |y − e1| ≥ 1.

Biraju¢i c(K) = c3/α imamo c(K) → 1 kad K → 1 i teorema je dokazana. ¤



GLAVA 2

Harmonijska kvaziregularna preslikavanja

Dobro je poznato da ako je f kompleksno vrednosna harmonijska funkcija de�n-
isana u oblasti G kompleksne ravni C, onda je |f |p subharmonijska za p ≥ 1, i da
u op²tem slu£aju nije harmonijska za p < 1. Ipak, ako je f holomorfna, onda je
|f |p subharmonijska za svako p > 0. U ovom radu razmotri¢emo k-kvaziregularne
harmonijske funkcije (0 < k < 1). Re¢i ¢emo za harmonijsku funkciju da je kvazireg-
ularna ako je

|∂̄f(z)| ≤ k|∂f(z)|, z ∈ G,

gde je

∂̄f(z) =
1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
i ∂f(z) =

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
, z = x + iy.

Dokaza¢emo da je |f |p subharmonijska za p ≥ 4k/(1+k)2 =: q kao i da je eksponent
q (< 1) najbolji mogu¢i (see Theorem 1.1). �injenica da je q < 1 omogu¢ava nam
da dokaºemo da ako je f kvaziregularno u jedini£nom disku D and i neprekidno na
D, onda ω̃(f, δ) ≤ const.ω(f, δ), gde ω̃(f, δ) (respektivno ω(f, δ)) ozna£ava moduo
neprekidnosti od f na D (respektivno ∂D); vidi teoremu 2.1.

1. Subharmoni£nost od |f |p
1.1. Teorema. Ako je f kompleksno vrednosna k-kvaziregularna harmonijska

funkcija de�nisana u oblasti G ⊂ C, i q = 4k/(k +1)2, onda je |f |q subharmonijska.
Eksponent q je optimalan.

Za neprekidnu funkciju u de�nisanu u oblasti G ⊂ C re¢i ¢emo da je subhar-
monijska ako za sve z0 ∈ G postoji ε > 0 tako da

(1.2) u(z0) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reit) dt, 0 < r < ε,

Ako je u(z0) = |f(z0)|2 = 0, onda vaºi (1.2). Ako je u(z0) > 0, onda postoji okolina
U od z0 tako da u pripada klasi C2(U) (po²to su nule od u izolovane), i onda moºemo
dokazati da je ∆u ≥ 0 ∈ U. Tako se dokaz svodi na dokazivanje da je ∆u(z) ≥ 0
kad god je u(z) > 0. Da bismo to u£inili, izra£una¢emo ∆u.

Lako se dokazuje da ako je u > 0 jedna C2 funkcija de�nisana u oblasti u C, i
α ∈ R, to onda vaºe slede¢a dva tvrdjenja
(1.3) ∆(uα) = αuα−1∆u + α(α− 1)uα−2|∇u|2,

45
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(1.4) |∇u|2 = 4|∂u|2 i ∆u = 4∂∂̄u.

1.5. Lema. Ako je f = g + h̄, gde su g i h holomorfne funkcije, onda je
(1.6) ∆(|f |2) = 4(|g′|2 + |h′|2).

Proof. Po²to je |f |2 = (g + h̄)(ḡ + h), imamo
∆(|f |2) = 4∂(h′(ḡ + h) + (g + h̄)g′)

= 4(h′h + gg′)

= 4(|g′|2 + |h′|2).
¤

1.7. Lema. Ako je f = g + h̄, gde su g i h holomorfne funkcije, onda
(1.8) |∇(|f |2)|2 = 4(|g′|2 + |h′|2)|f |2 + 8 Re(g′h′f 2).

Proof. Imamo
|∇(|f |2)|2 = 4|∂(|f |2)|2

= 4|∂((g + h̄)(ḡ + h))|2
= 4|g′f̄ + fh′|2

= 4(|g′|2 + |h′|2)|f |2 + 8 Re(g′h′f 2).

¤
1.9. Lema. Ako je f = g + h̄, gde su g i h holomorfne funkcije, onda

(1.10) ∆(|f |p) = p2(|g′|2 + |h′|2)|f |p−2 + 2p(p− 2)|f |p−4 Re(g′h′f 2)

gde je f 6= 0.

Proof. Stavi¢emo α = p/2, u = |f |2, a onda koristiti (1.3), (1.6) i (1.8) da
dobijemo rezultat. ¤

Dokaz teoreme 1.1. Treba da dokaºemo da je ∆(|f |p) ≥ 0, gde je p = 4k/(1+
k)2. Po²to je p− 2 < 0, iz (1.10) dobijamo da je

∆(|f |p) ≥ p2(|g′|2 + |h′|2)|f |p−2 + 2p(p− 2)|f |p−4|g′| · |h′| · |f |2
= p2|g′|2(m2 + 1)|f |p−2 + 2p(p− 2)|g′|2|f |p−2m

= p|g′|2|f |p−2[p(1 + m2) + 2(p− 2)m],

gde je m = |h′|/|g′| ≤ k. Funkcija m 7→ p(1 + m2) + 2(p− 2)m ima negativan izvod
(jer je p < 1 i m < 1), iz £ega sledi da je

(1 + m2)p + 2(p− 2)m ≥ (1 + k2)p + 2(p− 2)k.

Sa druge strane je (1 + k2)p + 2(p − 2)k ≥ 0 ako i samo ako p ≥ 4k/(1 + k)2, ²to
dokazuje da je |f |q subharmonijska funkcija. Da bismo dokazali da je eksponent q
optimalan stavimo f(z) = z + kz̄. Na osnovu (1.10) je

∆(|f |p)(1) = p2(1 + k2)(1 + k)p−2 + 2p(p− 2)(1 + k)p−2k.
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Po²to je ∆(|f |p)(1) ≥ 0 ako i samo ako je
p(1 + k2) + 2(p− 2)k ≥ 0,

²to je, kao ²to je pomenuto, ekvivalentno sa p ≥ q. Ovim je dokaz teoreme 1.1
zavr²en.

2. Moduli neprekidnosti u euklidskoj metrici
Za neprekidnu funkciju f : D 7→ C koja je harmonijska u D de�ni²emo dva

modula neprekidnosti:
ω(f, δ) = sup{|f(eiθ)− f(eit)| : |eiθ − eit| ≤ δ, t, θ ∈ R}, δ ≥ 0,

i
ω̃(f, δ) = sup{|f(z)− f(w)| : |z − w| ≤ δ, z, w ∈ D}, δ ≥ 0.

Jasno, ω(f, δ) ≤ ω̃(f, δ), ali treba da vaºi obrnuta nejednakost. Da bismo to videli,
razmotrimo funkciju

f(reiθ) =
∞∑

n=1

(−1)nrn cos nθ

n2
, reiθ ∈ D.

Ova funkcija je harmonijska u D i neprekidna D. Funkcija v(θ) = f(eiθ), |θ| < π, je
diferencijabilna i vaºi

dv

dθ
=

∞∑
n=1

(−1)n−1 sin nθ

n

=
θ

2
, |θ| < π.

Ova formula je dobro poznata i moºe biti proverena izra£unavanjem Furijeovih ko-
e�cijenata funkcije θ 7→ θ/2, |θ| < π. Odatle sledi da je

|f(eiθ)− f(eit)| ≤ (π/2)|θ − t|, −π < θ, t < π,

i odatle ω(f, δ) ≤ Mδ, δ > 0, gde je M apsolutna konstanta. Sa druge strane,
nejednakost ω̃(f, δ) ≤ CMδ, C = const, ne vaºi jer iz nje sledi da je |∂f/∂r| ≤ CM,
²to nije ta£no po²to

∂

∂r
f(reiθ) =

∞∑
n=1

rn−1

n
, za θ = π, 0 < r < 1.

�tavi²e, kao ²to su dokazali Rubel, �ilds i Tejlor [RST], i Tamrazov [TA], ako je
f holomorfna funkcija, onda je ω̃(f, δ) ≤ Cω(f, δ), gde C ne zavisi od f i δ. U ovoj
napomeni mi pro²irivanje ovog rezultata nankvaziregularne harmonijske funkcije.

2.1. Teorema. Neka je f k-kvaziregularna harmonijska kompleksno vrednosna
funkcija koja se moºe neprekidno produºii na D, onda postoji konstanta C koja zavisi
samo od k tako da je ω̃(f, δ) ≤ Cω(f, δ).
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Da bismo ovo izveli iz teoreme 1.1, potrebne su nam neke jednostavne osobine
modula ω(f, δ). Neka je

ω0(f, δ) = sup{|f(eiθ)− f(eit)| : |θ − t| ≤ δ, t, θ ∈ R}.
Lako se proverava da je
(2.2) C−1ω0(f, δ) ≤ ω(f, δ) ≤ Cω0(f, δ),

gde je C apsolutna konstanta, kao i da je
ω0(f, δ1 + δ2) ≤ ω0(f, δ1) + ω0(f, δ2), δ1, δ2 ≥ 0.

Stoga je ω0(f, 2nδ) ≤ 2nω0(f, δ), i odatle ω0(λδ) ≤ 2λω0(δ), za λ ≥ 1, δ ≥ 0. Iz ovih
nejednakosti i (2.2) sledi da je
(2.3) ω(f, λδ) ≤ 2Cλω(f, δ), λ ≥ 1, δ ≥ 0,

i
(2.4) ω(f, δ1 + δ2) ≤ Cω(f, δ1) + Cω(f, δ2), δ1, δ2 ≥ 0.

gde je C apsolutna konstanta. Kao posledicu (2.3) imamo da za 0 < p < 1 vaºi

(2.5)
∫ ∞

x

ω(f, t)p

t2
dt ≤ C

ω(f, x)p

x
, x > 0,

gde C zavisi samo od p. Na kraju, treba nam slede¢a posledica harmonijske �varcove
leme (vidi [ABR]).

2.6. Lema. Ako je h harmonijska funkcija, ograni£ena u jedini£nom disku, uz
h(0) = 0, vaºi |h(ξ)| ≤ (4/π)‖h‖∞|ξ|, za ξ ∈ D.

Dokaz teoreme 2.1. Dovoljno je dokazati |f(z)−f(w)| ≤ Cω(f, |z−w|) za sve
z, w ∈ D, gde C zavisi samo od k. Najpre pretpostavimo da je z = r ∈ (0, 1) i |w| =
1. Onda po teoremi 1.1, funkcija ϕ(ξ) = |f(w)− f(ξ)|q, gde je q = 4k/(1 + k)2 < 1,

je subharmonijska u D i neprekidna na D, dok je

ϕ(r) ≤ 1

2π

∫

∂D

(1− r2)ϕ(ζ)

|ζ − r|2 |dζ|.

Po²to po (2.4) vaºi
ϕ(ζ) ≤ (ω(f, |w − r|+ |r − ζ|))q

≤ Cqω(f, |w − r|)q + Cqω(f, |r − ζ|)q,

imamo
ϕ(z) ≤ Cqω(f, |w − r|)q +

Cq

2π

∫

∂D

(1− r2)ω(f, |r − ζ|)q

|ζ − r|2 |dζ|

= Cqω(f, |w − r|)q +
Cq

2π

∫ π

−π

(1− r2) ω(|r − eit|)q

|eit − r|2 dt.

Ali jednostavan ra£un pokazuje da je

|r − eit| =
√

(1− r)2 + 4r sin2(t/2) ³ 1− r + |t| (0 < r < 1, |t| ≤ π).
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odavde, iz (1.2) i (2.5) sledi da je
∫ π

−π

(1− r2) ω(f, |r − eit|)q

|eit − r|2 dt ≤ C1

∫ π

0

(1− r) ω(f, 1− r + t)q

(1− r + t)2
dt

= C1

( ∫ 1−r

0

+

∫ π

1−r

)(1− r) ω(f, 1− r + t)q

(1− r + t)2
dt

≤ C2 (ω(1− r))q + C2 (1− r)

∫ ∞

1−r

ω(f, t)q

t2
dt

≤ C3 (ω(f, 1− r))q

≤ C4 (ω(f, |w − z|))q.

Dakle, |f(w)− f(z)| ≤ C5ω(f, |w− z|) povla£i da je w ∈ ∂D i z ∈ (0, 1). Rotacijom
i na osnovu neprekidnosti, moºemo produºiti ovu nejednakost na slu£aj kada je
w ∈ ∂D i z ∈ D.

Ako je 0 < |w| < 1, razmotrimo funkciju h(ξ) = f(ξw/|w|)− f(ξz/|w|), |ξ| ≤ 1.

Ova funkcija je harmonijska u D, neprekidna na D i h(0) = 0. Na osnovu harmonijske
�varcove leme, nejednakosti (1.2) i prethodnog slu£aja vaºi,

|f(w)− f(z)| = |h(|w|)|
≤ (4/π)|w| ‖h‖∞
≤ C6|w|ω(f, |w/|w| − z/|w| |)
≤ C7 ω(f, |w| | |w/|w| − z/|w| |)
= C7 ω(f, |w − z|),

£ime je dokaz zavr²en.

3. Lip²ic neprekidnost do na granicu od Bn

Poznato je da, £ak i za n = 2, Lip²ic neprekidnost funkcije φ : T → C, gde je
T = {z ∈ C : |z| = 1}, ne povla£i Lip²ic neprekidnost funkcije u = P [φ].

Za ma koje n ≥ 2 je

P [φ](x) =

∫

Sn−1

P (x, ξ)φ(ξ)dσ(ξ), x ∈ Bn

gde je P (x, ξ) = 1−|x|2
|x−ξ|n Puasonovo jezgro za jedini£nu loptu Bn = {x ∈ Rn : |x| < 1},

dσ, je normalizovana mera povr²i na jedini£noj sferi Sn−1 i φ : Sn−1 → Rn je
neprekidno preslikavanje.

Na² cilj je da pokaºemo da se Lip²ic neprekidnost £uva pri harmonijskim pro-
duºenjima, ako je produºenje kvaziregularno. Analogno tvdjenje vaºi za Helder
neprekidnost bez pretpostavke o kvaziregularnosti.

3.1. Teorema. Pretpostavimo da φ : Sn−1 → Rn zadovoljava Lip²icov uslov:
|φ(ξ)− φ(η)| ≤ L|ξ − η|, ξ, η ∈ Sn−1
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i pretpostavimo da je u = P [φ] : Bn → Rn K-kvaziregularno. Tada
|u(x)− u(y)| ≤ C ′|x− y|, x, y ∈ Bn

gde C ′ zavisi samo od L, K i n.
D. Kalaj je dobio rezultat koji je povezan sa ovim, ali pod dodatnim pret-

postavkama za C1,α regularnost od φ, (vidi [KA]).
Glavni deo dokaza je procena tangencijalnih izvoda od u i da kvaziregularnost

ne igra ulogu. Izaberimo x0 = rξ0 ∈ Bn, r = |x|, ξ0 ∈ Sn−1. Neka je T = Tx0rS
n−1

n− 1 dimensional tangentna ravan u x0 na sferu rSn−1. �elimo da dokaºemo da je
(3.2) ‖D(u|T )(x0)‖ ≤ C(n)L.

Bez gubljenja op²tosti moºemo pretpostaviti da je ξ0 = en i x0 = ren. Jednostavnim
ra£unanjem

∂

∂xj

P (x, ξ) =
−2xj

|x− ξ|n − n(1− |x|2) xj − ξj

|x− ξ|n+2
.

Dakle, za 1 ≤ j < n vaºi
∂

∂xj

P (x0, ξ) = n(1− |x0|2) ξj

|x0 − ξ|n+2
.

Vaºno je pomenuti da je ovo jezgro neparno po ξ (u odnosu na re�eksiju (ξ1, . . . ξj, . . . , ξn) 7→
(ξ1, . . . ,−ξj, . . . , ξn)), ²to je tipi£no za jezgra dobijena diferenciranjem. Ovo razma-
tranje i diferenciranje pod znakom integrala daje da za ma koje 1 ≤ j < n vaºi

∂u

∂xj

(x0) = n(1− r2)

∫

Sn−1

ξj

|x0 − ξ|n+2
φ(ξ)dσ(ξ)

= n(1− r2)

∫

Sn−1

ξj

|x0 − ξ|n+2
(φ(ξ)− φ(ξ0))dσ(ξ).

Kori²¢enjem elementarne nejednakosti |ξj| ≤ |ξ − ξ0|, (1 ≤ j < n, ξ ∈ Sn−1) i
Lip²ic neprekidnosti funkcije φ dobijamo∣∣∣∣

∂u

∂xj

(x0)

∣∣∣∣ ≤ Ln(1− r2)

∫

Sn−1

|ξj||ξ − ξ0|
|x0 − ξ|n+2

dσ(ξ)

≤ Ln(1− r2)

∫

Sn−1

|ξ − ξ0|2
|x0 − ξ|n+2

dσ(ξ).

Da bismo procenili poslednji integral, razloºi¢emo sferu Sn−1 na dva podskupa
E = {ξ ∈ Sn−1 : |ξ − ξ0| ≤ 1 − r} i F = {ξ ∈ Sn−1 : |ξ − ξ0| > 1 − r}. Po²to
|ξ − x0| ≥ 1− |x0| for all ξ ∈ Sn−1 imamo∫

E

|ξ − ξ0|2
|x0 − ξ|n+2

dσ(ξ) ≤ (1− r2)−n−2

∫

E

|ξ − ξ0|2dσ(ξ)

≤ (1− r2)−n−2

∫ 1−r

0

ρ2ρn−2dρ

≤ 2

n + 1
(1− r)−1.
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Sa druge strane, |ξ − ξ0| ≤ Cn|ξ − x0| vaºi za ma koje ξ ∈ F , tako da je
∫

F

|ξ − ξ0|2
|x0 − ξ|n+2

dσ(ξ) ≤ Cn+2
n

∫

F

|ξ − ξ0|−ndσ(ξ)

≤ C ′
n

∫ 2

1−r

ρ−nρn−2dρ

≤ C ′
n(1− r)−1.

Kombinuju¢i ove dve nejednakosti dobijamo
∣∣∣∣
∂u

∂xj

(x0)

∣∣∣∣ ≤ LC(n)

za 1 ≤ j < n. Zbog rotacione simetrije ista procena vaºi za svaki izvod u bilo kojem
tangencijalnom pravcu. Odatle procena (3.2). Kona£no, K-kvaziregularnost daje

‖Du(x)‖ ≤ LKC(n).

Sada, teorema o srednjoj vrednosti daje Lip²ic neprekidnost funkcije u.

4. Bilip²icova preslikavanja
Bilip²icovo svojstvo harmonijskih kvazikonformnih preslikavanja na jedini£nom

disku prou£avano je u [MAT]. Druga£iji pristup slede¢oj teoremi dat je u [MAT1].
4.1. Teorema. Pretpostavimo da su D i D′ pravi domeni u R2. Ako je f :

D −→ D′ K-kvazikonformno i harmonijsko, onda je ono bilip²icovo u odnosu na
kvazihiperboli£ku metriku na D i D′.

Dokaz: Po²to je f harmonijsko, lokalno imamo reprezentaciju
f(z) = g(z) + h(z),

gde su g i h analiti£ke funkcije. Tada je Jakobijan Jf (z) = |g′(z)|2−|h′(z)|2 pozitivan
(napomenimo da je g′(z) 6= 0).

Dalje,

Jf (z) = |g′(z)|2
(

1− |h′(z)|2
|g′(z)|2

)
= |g′(z)|2 (

1− |ω(z)|2) ,

gde je ω(z) = h′(z)
g′(z)

analiti£ko i |ω| < 1. Sada imamo

log
1

Jf (z)
= −2 log |g′(z)| − log(1− |ω(z)|2).

Prvi £lan je harmonijska funkcija (dobro je poznato da je logaritam modula anali-
ti£ke funkcije harmonijska funkcija svuda izuzev tamo gde se ta analiti£ka funkcija
anulira, ali g′(z) 6= 0 svuda).
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Drugi £lan moºe biti prikazan u vidu reda
∞∑

k=1

|ω(z)|2k

k
,

i svaki £lan je subharmonijski (napomenimo da je ω analiti£ka funkcija).
Dakle, − log(1−|ω(z)|2) je neprekidna funkcija prikazana kao lokalno uniformna

suma subharmonijskih funkcija. Odatle je i ona sama subharmonijska.
Dakle

(4.2) log
1

Jf (z)
je subharmonijska funkcija.

Napomenimo da je reprezentacija f(z) = g(z) + h(z) lokalna, ali da je dovoljna
za na² uslov (4.2).

Na osnovu de�nicije iz [AG, De�nition 1.5] vaºi

αf (z) = exp

(
1

n
(log Jf )B(z)

)
,

gde je
(log Jf )B =

1

m(B)

∫

B

log Jf dm, Bz = B(z, d(z, ∂D)).

U slu£aju n = 2 vaºi

(4.3) 1

αf (z)
= exp

(
1

2

1

m(Bz)

∫

Bz

log
1

Jf (w)
dm(w)

)
.

Iz (4.2) sledi
1

Bz

∫

Bz

log
1

Jf (w)
dm(w) ≥ log

1

Jf (z)
.

Kombinuju¢i ovo sa (4.3) imamo
1

αf (z)
≥ exp

(
1

2
log

1

Jf (z)

)
=

1√
Jf (z)

i odatle √
Jf (z) > αf (z).

Sa druge strane, imamo teoremu [AG, Theorem 1.8]
Pretpostavimo da su D i D′ domeni u Rn. Ako je f : D −→ D′ K-kvazikonformno,

onda je
1

c

d(f(x), ∂D′)
d(x, ∂D)

≤ αf (z) ≤ c
d(f(x), ∂D′)

d(x, ∂D)

za x ∈ D, gde je c konstanta koja zavisi samo od K i n.
Iz prve nejednakosti iz ove teoreme imamo

(4.4)
√

Jf (z) ≥ 1

c

d(f(x), ∂D′)
d(x, ∂D)

.
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Napomenimo da je
Jf (z) = |g′(z)|2 − |h′(z)|2 ≤ |g′(z)|2

i na osnovu K-kvazikonformnosti funkcije f vaºi |h′| ≤ k|g′| za 0 ≤ k < 1, gde je
K = 1+k

1−k
.

Ovo daje Jf ≥ (1− k2)|g′|2. Dakle,
√

Jf ³ |g′| ³ |g′|+ |h′| = ||f ′(z)||.
Kona£no (4.4) i prethodna asimptotska relacija daju

||f ′(z)|| ≥ 1

c

d(f(x), ∂D′)
d(x, ∂D)

, c = c(k).

Za obrnutu nejednakost ponovo koristimo Jf (z) ≥ (1− k2)|g′(z)|2, tj.

(4.5)
√

Jf (z) ≥
√

1− k2|g′(z)|
Dalje, znamo da za n = 2 vaºi

αf (z) = exp

(
1

Bz

∫

Bz

log
√

Jf (x) dm(w)

)
.

Kori²¢enjem (4.5) dobijamo
1

Bz

∫

Bz

log
√

Jf (x) dm(w) ≥ 1

Bz

∫

Bz

log
√

1− k2 + log |g′(w)| dm(w)

= log
√

1− k2 +
1

Bz

∫

Bz

log |g′(w)| dm(w)

= log
√

1− k2 + log |g′(z)|.
Sada, na osnovu harmoni£nosti funkcije log |g′| dobijamo

αf (z) = exp

(
1

Bz

∫

Bz

log
√

Jf (x) dm(w)

)

≥ exp(log
√

1− k2 + log |g′(z)|)
=

√
1− k2|g′(z)|

≥ 1

2

√
1− k2(|g′|+ |h′|)

=

√
1− k2

2
||f ′||.

Ponovnim kori£¢enjem druge nejednakostiu [AG, Theorem 1.8]

||f ′|| 6 c
√

Jf (z) 6 c αf (z) 6 c
d(f(z), ∂D′)

d(z, ∂D)
, c = c(k).
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Iz svega ovoga je
||f ′(z)|| ³ d(f(z), ∂D′)

d(z, ∂D)
.

Ovaj rezultat, koji vaºi ta£ka po ta£ka, integracijom duº krivih, lako daje
kD′(f(z1), f(z2)) ³ kD(z1, z2).
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