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YBOIO

Y reopuju puepeHnujaJHUX jeHAUYMHA LPOYyYaBajy ce, LOpej OCTAJIOr, JIBe
kjace npobsema rpanudan n moderan. OHEU Cy O/ CYIITHHCKOT 3HAYAjA MPUIHKOM
MOJIeTUParba pa3InduTux (PeHOMEHa KOjU Cy MpeIMeT MaTeMaTu4dke (pusnke u cpoJi-
HUX HAYYHUAX JUCHUAILITHA.

['panmynu npobiaeM 3a 3amaty AudepHIUjaJHy jeJHAYuHy n—TOr pea, Koja
je nedunucaHa Ha HEKOj 00JacTH, CACTOjU ce Yy ojpehuBamby cBHX pelierba Te je/-
HaYWHe, KOja 3ajeJIHO ca W3BOMMa J0 pefa n — 1 3aJ0BO/haBajy 3ajiare ycJoBe
y TadkaMma T'paHuie rnmoMeHyte obdsactu. lIperusHuje, TpaykW ce ja HEKHX N JIH-
HeapHUX KOMOHMHAIMja pelllelba U IMOMEHYTHX IHeTOBHX M3BOJA MMAjy Ha I'PAHHUIA
obs1acTu 3ajare Bpeanoctu. Ca apyre cTpane, TOYeTHH MPOOJIeM 3a MOMEHYTY jeJI-
HAYUHY CACTOJU ce y oapehuBamy cBHX pelllerma Te jeJHATNHe KOja, 3ajeTHO Ca CBUM
U3BOJAUMa JI0 peja n — 1, uMajy 3ajare BPeJHOCTU y jeJIHO] (DUKCUPAHO] TAUKHU
u3 yHyTpamnmocTu obJiactu jedunucanoctu jegnauntue. Haszup ,,mouernu’ joJia3u
OJ1 TOTA MITO Ce y TEOPUjH JUHAMUIKAX CHCTEMa HE3aBUCHO MPOMEH/bUBA (jeHO/M-
MeH3HOHAIHA) WHTePIPETHPa Kao ,,Bpeme”, ma moMeHyTa GbUKCHpaHA TadKa jecte
,,JIOUeTHH TpeHyTak y KOMe 3al0Udibe JUHAMUYKH Iporec. llpurom ce y Tom
MOYEeTHOM BPEMEHY 33/1ajy BPEIHOCTH HEMO3HATOT PENeha U CBUX HerOBUX M3BOJA
JIO peJia KOju je 3a jeJlaH Mabu OJ1 peJia Jgate Judepeniyjaite jeJHadnHe; u UCIUTY]e
ce Jla JIM TU MOYETHHU IOJANK Y HOTIYHOCTH ojpelyjy mmiTa he ce jemasaTu ca pe-
IemheM V JIa/beM TOKY BpeMeHa — TOKOM eBOJIyIIHje (beHoMeHa KOju ce MOJIeTupa
TUM TOYETHUM MPOOJIEMOM.

Ha npumep, y3mMumo 3a HE3aBHCHO POMEHJBUBY Bpeme t Koje y3uMa BPeTHOCTH
u3 3arBoperor uareppasa [0, 1]. I'pannanun npobaem 3a jeqnaduny apyror pena 6mo
ou 3amar BpegnocTuMa dbyuknmje y(t) y taukama t =0 u ¢ = 1, 10K 61 moveTHNU
npobiem 6mo 3azxar Bpeanoctuma y(t) u y'(t) y nouernom spemeny t = 0.



Jajemo npumep rpaHmIHOr rmpobsema. Heka je, pernumo, jara jeHaunHa
' () +y(x)=0, =z€(0,1).
Tpeba nahu perreme y = y(x) Koje 3a10BoJbaBa IPAHUTHE YCJIOBE
y(0)=1, y(1)=e".
3HaMO Ja je OTIIITe PEIlerhe OBe jeTHAUYNHE
y(r) = Cre® +Cy, 1,04 €R.
N3 3aiamux rpaHUYHUX YCJI0BA JOOUjaMO CHCTEM JIUHEAPHUX aarebapcKux je JHaunHa

Ci+0Cy=1
Cie ' +Cy =e!

onaxJie ciaenu 1a je Cp = 1, Cy = 0 ¥ CXOHO TOME pelllerhe TOCTaB/beHOT TPAHHTHOT
1pobJsiemMa je
y(x) =e "

Y Teopuju maprujadHuUX AudEpPeHIjaTHHX jeJHAYNHA MPOydIaBajy ce U T3B.
MermoBaTH rpaHndan npobaemn. Ped je o oapehuBamy pemema u = u(t, r) mapiu-
jasme jeqaaunne (pexa n > 2) koja je medunucana y obractu (a,b) x G C R xR",
e je G n—auMeH3uOHAJHA, 00J1aCT; MPUTOM Ce TPAZKH 2 PEIIeHhe U HEKH HHerOBH
napiyjagHy u3BoaAn (M0 TPOMEHJ/BHBO] ) 3a10BOJbaBajy y Tadkama rpanuie OG
M3BECHEe YCJIOBe (IpaHHYHH YCJIOBH), W TO 3a cBaku t € (a,b); Takolje, Tpaxu ce na
BPETHOCTH PEIlerhba U HEroBAX MAPIUjATHAX U3B0ja (IO MPOMEH/BUBO] X) 110 pejia
n — 1 Oyuy jeanaxe, y Hekoj dpukcupanoj rauku tg € (a,b), 3agarum dyHKIEjama
npomensbliBe x € G (mMOYeTHH YCIOBH).

[Tpuimkom mozesoBama (puswaknx mnporeca AudepeHInjaTnuM je HaTnHaMa,
Hajuenihe ce 1M0jaB/byjy MENIOBUTH I'PAHUYHM HPOOJEMHU 3a HaplHjaJaHe jeTHATHHE
JIpyror peia. AKo TakBa MaplujagHa jeHAYHHA T03BOJbaBa YIOTPeOY TaKO3BAHOT
QDypujeoBor Meroja pa3/Bajarma IIPOMEH/bUBUX , OHJIA Ta] METOJ, y BEJUKOM OpOjy
caydajeBa JOBOJM 0 TOTpede pernaBama jeJHOT IPAHUYHOI mpobJjema 3a jeaHy
nocebHy KJIacy oOWYHWX JupepeHlrjaJJHuX jeJHAYNHA APYToT pega. 1o cy T3B.
Hlrypy—JlnysumoBu rparndad mpobsemu. FbUX0oBO peliaBame TOBOMH /10 Pellema
MOJTA3HOT MEIIOBUTOT MpobyeMa. Y OBOM pajy mpoydaBahemMo yIpaBo Te TpaHUIHE
npobsieme. KacHuje TokoM m3aarama yBuaeheMo 1a aHaan3a THX MpodeMa 3aXTeBa,
oapebuBame concrsennx ¢ynknuja n3BecHUX OOMYHHUX JJUDEPEHIIjaJIHUX OIlepa-
TOpAa, Tj. 3aXTeBa W3BECHE CETMEHTe CIEeKTPaHe Teoprje Tux omeparopa. Takobe,
norpeOHe Cy W U3BeCHe UWeHUIe u3 (DYHKIMOHAJIHE aHAIU3e, TeopHhje Mepe u
TeopHuje KOMILIEKCHUX (DYHKIIH]ja.

[IperxomHO WIyCTPYjeMO THIUYHUM TPUMEPOM U3 MaTeMaTwdke (pU3UKe, KOju
Tpeda J1a MOCAyKH Ka0 MOTHBAILK]A 33 /1a/be MPOyUYaBakhe TPAHUIHUX ITPOOIeMa.
Bubpupame Xxopu3oHTaHE YKUIE jJeJMHIIHE 1Y KUHE MOYKE Ce OIMMCATHA FheHUM ToMe-
pajem (Tj. yIa/bemeM O paBHOTe:KHOD moioxkaja) u(t,x) y Taukun z € [0,1] u
TpeHyTKy t € [0,00). JenHaumHa KpeTarma 3a 0Baj CHCTEM je jeJHOJAUMEH3HOHATHA
TajIacHA jeTHAYHNHA
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rje je a Op3WHa IpPOCTUpama Tajgaca Kpo3 kuily. llpernocraBuhemo ja je kuia
¢urcupana y cpojum Kpajepuma, 1j. Baxu u(t,0) = u(t,1) =0 3a t € [0,00) u na
cy 3agaru nogeran nomepaj f(z) = u(0,z) u nmogerna 6p3mna g(r) = g—;‘((),ac)7
rie = € [0,1].

Jakite, 3a1aTax je qa oapeaumo Hekonctantay Gynkuujy u : [0,00) x [0, 1] — R
koja y obnactu (0,00) x (0,1) C R? jecre pememe naprujaiue jeguadnne (0.1) u
KOja 3aJI0BOJbaBa I'PAHUYIHE YCI0BE

(Vt € [0,00)) u(t,0) =wu(t,1) =0, (0.2)
KA0 U HOYETHE YCJIOBE
(Ve € [0,1]) u(0,2) = f(z), %(O,x) =9g(z), (0.3)

npu gemy ¢y f:[0,1] = R u g:[0,1] - R nare nenpekuue dbyHKIHje TakBe 1a
F(0) = £(1) =0 1 g(0) = g(1) = 0.

[Ipumerumo ja je y nuTamy Hapigjaina gudepeniyjaana jeqaadnna. [lokyimaj-
MO JIa PEIuMO Ty jeTHAYUHY Tako mTo hemo u(t, x) mpeacTaBuUTH Kao MPOU3BOI JIBE
dyHKIM]je o KOjUX CBaKa 3aBHUCH O]l CAMO jeJIHe MPOMEH/bUBE:

u(t, z) = w(t)y(x).

OBaj mocTymnak mosHat je Kao PypujeoB meTos pa3aBajamkba NPOMEH/bUBHX.
YKOJHMKO CBe YBPCTHMO V TAJacHY jeITHAYMHY W TpebaImMo u3pase 3aBUCHE O/ ¢ Ha
JIEBY U M3pa3e 3aBUCHE O/ T Ha JIECHY CTPaHy, PECIIEKTUBHO, HAJIA3MMO

L o)  y'(x)

= — =

a> w(t)  y()
OBIe cMO KOPUCTHJIM TadKe Ja YKazKeMO Ha W3BOJ IO ¢, ¥ MPUMOBE 3a U3BOJ, 1O X .

Cana, ako Ou OBa jeHAYNHA BAyKWUIa 32 CBe © M T, KOJTUIHUIN O OWIH jeJHAKN
KOHCTAHTH —A\ (MHHYC HCIpeJ, KOHCTaHTe W3abpaH je W3 TeXHHYKHX Pa3Jora, ja
OHCMO KacHUje UMAJU jeIHOCTABHUJH 3aIKC) , IITO HAC JOBOIY JIO jeTHAUNHE
I .
— = W(t) = Aw(t)

a?

u 10 caejeher epanuvroz npobaema:
—y'(@) = y(x), y(0)=y(1)=0 (0.4)
KOjH ce JIAKO pelnaBajy. Pememe nppe jeanadunne je (pyHKIIHja
w(t) = ¢; cos (aVAL) + ¢ sin (aV/At)
a pelrerse Apyre jeaHavunne je pyHKImMja
y(z) = e3 cos (VAz) 4 ¢xsin (VAz)

KoOja jormr mMopa ja 3a,10Bo/bH U rpanudne yeiaose y(0) = y(1) = 0. Ipsu y(0) =0
je 3a70BosbeH ako c3 = 0, a Apyrum moBAaYN

sin (V) =0
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mro Baxku ako A = (mn)?, n € N. Cpeykyuuo, 106ujamo dpaMuiujy perierba
u(t,z) = (¢ cos (anmt) + cosin (anwt)) sin(nmzx), n €N

Crenmjano, KUNa 49uju Cy KpajeBu npuuppinheHn Moyke BHOpHDATH CAMO OJIpe-
herum dukcupannm ppexpenmujamal

Hanmomumemo j1a ako je A\ HeraTHBHO, OHJIa TpUTOHOMETpHjcKe (byHKIHje Tpeba
3aMEHUTH ojroBapajyhum xunepbosmdkuM anajoronuma. Illtasuie, ¢ 063upom 1a
ce sinh(z) monmmrasa camo y = = 0 me m00HjaMO HUKAKBA JOJATHA PEIlerha.

[Tponamnuin cmo damuiinjy periema Koja 3a/J0BO/baBajy I'DaHUYHE YCJIOBE, aJiu
JOII yBEK HHCMO pa3MaTpaJju moderHe ycaose. Kako je maira jeanaduna JimHeapHa,
CcBaKa KOHAYHA JIMHeapHa KOMOMHAIM]ja Perierha jecTe Takohe periermne Te jeJHadnHe.
[[Trasurre, momTo nMamMo OECKOHAYHO MHOTO pelllema, MoKa3zahe ce Ja MOXKeMO pa-
3MaTparu OecKoHadHe JIMHeapHe KOMOMHaIje y3 ojAropapajyhe mpeTmoctaBke 0 Ko-
edulmjenTuMa; TaYHUje MOKEMO TPAZKUTU Pelllehe Y O0JIUKY cyMe (pyHKIHOHAJIHOT
peja, 0 YeMy roBopH HapeHo TBpheme.

JIema. IIpemnocmasumo da Hu306U C1, U Cop 36$00680.6060JY

D o
anlcm\ < 00, Zn2|02,n| < 00. (0.5)
n=1 n=1

Tada

u(t,x) = Z(Clm cos (anmt) + ¢, sin (ant)) sin(nrz) (0.6)

n=1

jecme us xaace C*(R x [0,1]) u 3adosomasa manacny jednauuny, Kao u epanuyme
yeaose u(t,0) = u(t, 1) =0.

Zoxas : Pazmorpumo ciegehe Konadte cyme

N
un(t,z) = Z(Cl,n cos (anmt) + ¢, sin (anmt)) sin(nrz)
n=1
N
un(t,z) = Z<CL” cos (anmt) + co sin (anmt)) nw cos(nmz).
n=1

Kopucrehn wamty npermnocrasky (0.5), u3 BajeprrpacoBor Kpurepujyma J00HjaMo
Jla peIoBU YHje Cy MapIlujajHe cyMe Uy H Uy KOHBEPIHUpPajy paBHOMEPHO Ka Helpe-
kugauM byakmnnjama u(t, ), v(t,r) pecnekTHBHO. Y3 TO, Kako je vy(t,x) =
%UN(t,x), HATa3uMO Ja u(t,r) WMa HeNpeKUIAH TMAPIUjaTHA U3BOI MO MTPOMEH-
wuBoj x aar ca u(t,z) = v(t,z). Cianuno ce noKasyje IOCTOjatbe IPEOCTAINX
uzposia. Oryna u npernocraske (0.5) (tamo croju n? | jep cy HaM HOTpeGHU HApIH-
jasTHE W3BOIM JpYyror pena), aa 6ucMo mo BajeprurpacoBoM KPUTEPHjYMY HMAJTH
PaBHOMEDPHY KOHBEPIeHIIH]Y Koja 00e36elyje HenpeKHIHOCT cyMe ojropapajyhux
GYHKIHOHATHUX PeloBa, Kao0 U MOIyHHOCT 1a Te penoBe AUdepeHIupaMo WIAH II0
gnan. JlomaTHO, YMILEHUIA J1a je Uy Peleme TaJacHe jeHaAYNHEe W J1a/be BaXKH
HAKOH MpeJacKa Ha JUMeC. ]



Jabe, mox 1ocaallmbuM IPeTIOCTaBKaMa, J0Ka3 MpeTXoaHe JIeMe Takohe moka-
3yje ma Ha cermenty [0, 1] Baxke cieneha paznarama

o a o0
u(0,x) = Z 1 sin(nme), au((), x) = Z anmcy , sin(nrx) .
n=1 n=1

[Ipumerumo ja cyme Ha JECHOj CTpaHU UMajy OOJUK, JIO Ha u3re] Koedu-
nnjenara, OypujeoBor cuHycHOr pena. llogceTnMo jga TPUTOHOMETPHJCKH CUCTEM
{sin(nnx) | n € N} obpa3syje mormnyH oproronaanu cucteM (byHKIHMja HA HHTEP-
sany [0,1] . Tlom oapeljennm ycioBuma, gata GyHKIHja MOXKe ce PA3IOKUTH Y
TAKaB PeJl, KOju paBHOMEpPHO KoHBeprupa na [0, 1].

Pazsujmo noverne dpyukinuje y Oypujeose CUHYCHE PeIOBE

flz) = Z fosin(nmz),  g(z)= Z gn sin(nmx)
e 1 1
folz) = 2/0 sin(nrx) f(x)dz,  g.(z) = 2/0 sin(nmx)g(x)de.

Buaumo na je perrerse narier npob/ieMa, 1moj, npernocraskoM ga OypujeoBu Koedu-
NWjeHTHN 3a10B0baBajy

> 0| fal < o, > nlgal < oo, (0.7)
n=1 n=1

nato y obmuky (0.6) 3a ¢, = f ¥ 2, = 2. Moike ce g0Ka3aTH Ja cy ycaoBd

(0.7) ucnymenn ykouko dbyHkIuje f u g 3a50BosbaBajy ciejelie:

feco.1],  f0)=f"(0)=0 f(1)=f"(1)=0,
g€ C?*0,1],  g(0) =g(1) =0.

Jlakje, nmperxojHU IpuUMep IOKa3yje Jla ce pellaBarmbe MeIIOBUTOr IIpobjieMa
(0.1)—(0.3) moxe cBectn, momohy PypujeoBor Meroa, Ha PENIaBAE jeHOINMEH-
suoHaJHOr rpanndHor npobiaeva (0.4). Ilpw Tome, o1 OCHOBHOT 3Havaja GUIIO je
nocrojame Huza 6pojesa A, = (mn)? (concmeenuz epedrnocmu upobiema (0.4)) u
uza byskumja y,(r) = sin(nrz) (13B. concmsenur @ynkyuje Tor npobdiaeMa) ca
caegehum cBojerBuma: IIpBo, cBaka pynknuja us ojgpehene kiace pyHKImja MoxKe
ce pa3BuTH y ojarosapajyhm @ypujeoB pejl, KOju paBHOMEPHO KOHBEpPrHUpa Ha Cer-
menty [0, 1] ka Toj dyukuuju. Ipyro, ako ce noeelia riaTkocT passujete byHKIHje,
OH/IA Ce Taj peji MOXKe JiBa IyTa JudepeHnupar 4iaH 110 4jiaH, u J00ujeHn pejioBu
paBHOMEDHO KOHBeprupajy (Ka ogrosapajyhmv mssomnma novenyTe ByHKIH]E).

Kao miro je Beh pedeno, oBaj paj nmocsehen je mmpoKoj KJiacu TPAaHUYHUX MPO-
ostema kKoju ce 30By LTypm—/luyBuiioBr rpanndnu mpobjaeMu; Beli HOMUIbaHU I'pa-
auaan npobsem (0.4) jecre jenan cnenujainu ciaydaj. CBaku TakaB nmpobiem reHe-
pumte oarosapajyhu IlTypv—JIuysuioB andepeHujaInn onepaTop U y Be3d ca
TAaKBUM OIlePaTOPOM OJI OCHOBHOTI' 3Hadvaja cy cjejgehu npobiemu:

(I) Oapeautn concTBene BpeAHOCTH (ONIITHjEe — cnekmap) 1 oarosapajyhn ckyi
COTICTBEHUX (PYHKITH]ja TOT OIIePATOPa, UCITUTATUH OCHOBHA CBOjCTBA TUX (DYHK-
NMja; W CHeujajHo, YCTAHOBATH CBOJCTBO KOMILIETHOCTH — IOTIYHOCTH
ckyna tux pyHknuja y oiaropapajyhem XuiabepToBoMm mpocTopy PyHKIH]A.



(II) Axo je cucrem concrBeHux (GpyHKIHja KOMILIETAH, OH/A UCIIHTATH PABHOMEDHY
KoHBepreumnujy oarosapajyher @ypujeonor peja 3a HyHKIMje U3 TOMEHYTOT
IPOCTOPA.

(11I) Ucnurarn moryhHOCT ABOCTPYKOT AudepeHIiparha (UIaH M0 4IaH) TTOMeHY-
tor @ypujeoBor peja 3a hyHKIMje u3 ojapehene Kiace PyHKINIja, 1 TOHAITAHE
npoandepeHIuPAHIX PeI0BA.

Y oBoM pajy, 6auhiemo ce nmpobsemuma (1) u (I1) u npukazahemo ocHOBHE pe3yii-
tare. Ilpobaem (III) Beoma je cynTwiaaH, mpejMeT je GPOjHHX CaBDEMEHUX H-
CcTpaskKuBara M OCTaje BaH JIOMalllaja HaIler paja.

3a Kpaj oBOI YBOIHOT JeJa MIpeICTaB/baMo KpaTak IMPUKa3 caJapKajHe CTPYKTYpe
paja. Paj je nogesben Ha 4 jena — morsiabiba.

[IpBu meo mocsehen je morpedbHUM CerMeHTHMA CIEKTPAJIHE TeOpHuje JIMHeAPHUX
KOMITAKTHUX OMEPaTopa y Mmpeji-XnjadepToOBOM TPOCTOPY .

Y apyrom jzeny pasmarpajy ce pemema 13B. ITypm—/Inysuiose audepeniu-
janmHe jemHadwmHe. JlokazaHe cy KJlacmdHe TeopeMe O HyJaMa THX pelrema. Ha
TUM TeopeMaMa Oa3MpaHa je BayKHA TEOPHja OCHMJIATOPHOCTH (YUjH Cy OCHOBHU
pe3y/aTaTH MPUKa3aHi y OBOM JIeJy ), Ka0 U M3BECHA CBOJCTBA COMCTBEHUX (DYHKITH]ja
[Mrypm—/IuyBuaoBor oneparopa.

Y 1pehem noryas/py npoydasa ce Kiaacuduu IITypm—/InyBuIOB rpaHudHE IIPO-
ostem. Taj mpobaem geduHUCAH je T3B. pa3/BOjeHIM I'PAHUYHUM YCJIOBUMA U Pa3Ma-
Tpa ce caMo peryJapHu caydaj. lIpumkazanu cy OoCHOBHU pe3yaTaTH KOjU ce OHOCE
Ha crleKkTap u corcrBeHe dyHkmuje oarosapajyher Iltypy—JInyBusosor oneparopa,
Kao u Ha moHamamke PypujeoBux pesoBa (KOHBEPreHIHja MO HOPMH W PABHOMepHA
KOHBEPIeHIInja).

[Tocnenme, KpaTko TorIaB/be OTHOCH ce Ha peryiaapae [Typm—/InyBuiiose rpa-
HUYHE NpobaeMe, JepUHUCAHE TPOU3BO/HbHIM CAMOKOH]YTOBAHIUM IPAHHIHUM YCJIO0-
BUMa. ¥ 3aBUCHOCTHU OJ] cBojcTaBa Koedunujenara [Itypm—JIuyBuiose jesnadnne
u 071 oCceOHOr THIA IPAHUYHHUX YCJIOBa, omucaHa cy (6e3 JoKaza) MpOIHperma i
YOIIITEHhA pe3yJITaTa U3 MPeTXOIHOT MOIJIaB/ba.

ZKejieo 6uX J1a ce 3aXBaJIUM WIAHOBHMa KoMucuje — mpod. ap lamko Jommh
(penosru tipodecop), ap Credan Munomesuhi (gouenr), ap Bophe Kprunuh (mo0-
IIEHT), HAa CBUM CMEDHUIIAMA U CABETUMA IIPUJINKOM MHCAba OBOT (MacTep) paja, Kao
U Ha TEJOKYIHO] Capabil W AHTAZKOBAEKY TOKOM MOT J0CAIAITEHEr YHUBEP3UTET-
ckor obpasoBamba. [locebny 3axBajnoct jgyryjem npod. ap Hebojmmu Jlaxkeruhy
3a 0JIabUpP TeMe U BeoMa aKTyeJHe JuTeparype, OpHK/bUBO Ipahieme HAIIpeTKa Ha
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1. EaemenTtm Teopuje npena-XmnjadbepToBux
InmpocTopa

Y oBOM jiesly NMPUKa3yjeMO HEKe CEerMeHTe MaTeMaTHYKe TeopHje MpocTopa ca
cKaJlapHuM TTpou3BojioM. [ln/b oBe TUiaBe je Ja OmuIIeMO KOMIAKTHE CHMETPUYHE
onepatope. HajBaxKHUju pe3yaTar je clleKTpaJiHa TeopeMa 3a OBY KJacy OlepaTopa.

1.1. IIpen-XuabepToBu NpPOCTOPU 1M OPTOTOHAJITHOCT

[IpermocraBumo 1a je v BeKTOpcKH mpoctop Haj mosbeM C KoMmIiLieKcHHX Opo-
jeBa. IlpecnukaBame (-,-) : v X v — C HasumBa ce cecksuauneapha Gopma axo je
AHTUJIMHEAPHO 110 IPBOM U JIMHEAPHO I10 APYTOM apryMeHTY, Tj. BayKu

(arfi+aafe,9) = Oéf<f1u9> + 04:<f2>g>,
(f, 0191 + azg2) = ar(f, g1) + a2(f, g2),

rie o3HavYaBa KOMILTEKCHY KoHjyranujy. CeckBuwimHeapHa (opma Koja 3a10BO-
JbaBa yCJIOBe

ap,ay € C (1.1)

9%

(i) (f,f)y>03a f#0  (nmosurusHA HeUHATHOCT)

(#) (f,9)= (g, f)*  (cumerpuumocr)

HA3MBA CE YHYMPAULI6Y NPOU3G00 WA CKAAAPHU NPoussod. IIpuMeTnMo na axo ce
NPETTIOCTaBY Jia Baxku (i1), OHJa je J0BOJbHA caMo jeaHa o jeanakoctu (1.1).

CBaKOM CKaJAPHOM IIPOU3BO/LY MOYKEMO IIPHAPYZKUTU OAroBapajyhy HOpMy Ha
ciaegehn HavwH

L= VAF 1) (1.2)

CaMo 1oKa3 HejeTHAKOCTU TPOYTJIA HUje CACBUM TPUBHjaJIaH W OH CJeIu U3 Hejel-
naxoctu Kommu-IIIBapia.

[Map (v, (-, -)) HA3UBA Ce NPOCTOP €A CKANGPHUM NPOU3B0JoMm uin nped-Xurbep-
moe npocmop. AKo je Vg KOMILIETaH y OZHOCY Ha rope nedUHHCAHY HOPMY, OHIa
ce HasuBa XwmabeproB mpocrop. CBaku npea—XmjibepToB TPOCTOP MOKE e
U30MOP(MHO YTOIUTH Y HEKH XUJI0EPTOB MPOCTOP, KAO IerOB CBYJA I'YCTH IOTIIPO-
crop. (Ped je 0 T3B. KOMILIETHPAY TOT MPeI—XUI6ePTOBOT TPOCTOPA. )

IIpumep. Bexmopcku npocmop C" ca yobunajHuM CKAAAPHUM NPOU3E000M

n

(a.b) =3 a; b, (1.3)

J=1

jecme (Konounodumensauonasar) nped-Xuabepmos npocmop.
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Bekrop f € vy HasuBa ce nopmuparu uian jedunuwnu eexmop ako je || f|l =1.
Bekropu f u g cy opmozonaanu nian wopmaany (y osnamm f 1 g)akoje (f,g) =0
OJIHOCHO napaseart ako je f = ag 3a weku o € C\ {0}.

Axo cy f m g mopmanuum oHja Baxku Ilmraropmaa Teopema:

If+gll =N+l fLg. (1.4)

[IpernocTaBuMo 7@ je u jeaunudnu BekTop. Tajia ce mpojekiuja BeKTopa [ Ha
JINHeaJI BeKTopa u jgecdunuire jepanaxomhy

fii = (u, flu (L.5)

a BeKTOp f| , KOju je medpunucan momohy
fJ_:f_<u7f>u> (16)

jecre mopatan ma u jep (u, 1) = (u, f — (u, fu) = (u, f) — (u, f){u,u) = 0.
YanMmajyhu HeKH IPYTH BEeKTOp MapajesaH ca u JAKO je YBUJETH Ja BayKu

If = aul* = || £+ (fy = aw)|* = | f]” + [(u, f) = of (1.7)

H 0Baj M3pa3 JOCTUZKe MHHEMYM TadHO 33 o = (u, f). [laxme, f| = (u, f)u jecre
jeIMHCTBEH BEKTOP IapaJeaH ca u KOju je Hajosrmku f .
Kao npBy nocienuity mobujamo nejeanaxkoct Komu-IIIBapr-BymakoBCKor :

TEOPEMA (Komu-IlIsapu-Bymakosckn). Heka je vy npocmop ca crasaprum
npouseodom. Tada 3a ceaxa dea f,q € vy 6ascu

[(F ol < flllgll (1.8)

nPU HeMYy Ce JeIHAKOC JOCUNCE AKO U CAMO AKO CY 8eKMopu f U ¢ NAPaseAH.

okaz: [loBoJbHO je pasmorputu ciyuaj kaj ||g|| = 1. Kopucru ce uiaenturer
f =19, f)g+ fL. Tana rpaxena nejennaxocr cremm w3 || f1*> = [(g, f)I* + | fol* >
I{g, f>|2, IpHU YeMy jeJIHAKOCT BaKu ako u caMo ako f; = 0. ]

Hanmomenumo na w3 mejennaxoctu Komu-IIIBapna mpousmiaszm ja je cKajgapHu
IpPOM3BOJ, HENpeKuaaH mo oba aprymenra, tj. ako f, — f um g, — ¢, Tama

(frs gn) = (£,9) -

Kao jomr jemmy mocmenmity HaBoauMo 1a mpecankaBame ||| @ vg — R jecre
HOPMa Ha IPOCTOPY Vp: TO CJACIH U3
2 2 2
1f+ gl = 1717+ (fr9) + (g, /) + Ngll” < (IF11+ gl (1.9)

Jlasbe, YOI THMO TI0jaM MPOjeKITrje Ha JTUHea I MPOU3BOJHHOT CKyTa BeKTopa. CKyn
BekTopa {u;} je opmonopmupan axo (uj,ux) =0 3a j#k u (uj,uj) =1.

Jlema. [Ilpemnocmasumo da je {uj}?zo opmonopmupan ckyn eexmopa. Tada ce
cearu [ € 1y Modce HANUCAMU KAO

n

f=Fhi+rfo fi=) (P, (1.10)

J=0



ede cy f| u fL opmozonarnu. Ilpu mome je (uj, fi) =0 3a cee 0 < j < n.
Cnevyujanno,

AP =D W P+ I1F2 I (1.11)
j=0

~

Ocum moza, ceaku sexmop [ u3 auHeana cxyna {uj};”zo 3adosonasa HejedHarocm

Lf = Fl = e (1.12)

npu Yemy jedHarxocm 6antcu aKko je f = fi. Apyzum pewuma, f| je jednosnauro
odpeher Kao 6eKMOp U3 AUHEGAG CKYNG, {uj}?zo Koju je wajoruscu eexmopy f .

Aloka3: Henocpenan pauyn jgaje na (u;, f—fj) = 0 nupema Tome fj u fi = f—
fii cy nopmasnn. PopMysa 3a HOPMY CJe[d BHIIECTPYKOM IpuMeHoM lluTaropume
Teopeme.

Cana, pukcupajmMo BEKTOP

f = ZOéjUj.
=0
renepucan ca {u;}"_,. M3spauynaBameM HaTa3uMO
A 2 A2 2 ~A 2
LF = A1 =W+ o= A1 = WL+ 1Ly = Sl
2
= I+ ey = (s P
=0

O
U3 jenqnakocru (1.11) mHanasumo ja Baku BecesroBa HejesqHAKOCT
2 2
> Kug, AP <1, (1.13)
=0

MPH YeMy jeJIHAKOCT BazK! aKo H caMo ako je f BekTop u3 juHeana ckyna {u;}i_g.
3 oo
Y ciydajy 6eCcKOHAYHOT OPTOHOPMEpDAHOT CKyna {u;} 720 Takohe Bazkn becemnosa
HejeTHaKOCT

> u AP < ISP
n=0

3a cBakmu BeKTOp f € 1. Ta Hejeanaxoct nupekrro ciaeau u3 (1.13). C um y Besu je
u crenehn ocroam mojan. Opronopmupanu ckyn Bektopa {u;}i, (N € NoU{oo})
HA3UBA CE OPMOHOPMUPAHG 6a3a AKO

IFIF = > 1w, )P (1.14)

3a cBe f € vy. OBa gedunuimona jegnakoct 3oBe ce IlapceBaoBa jeHAKOCT.

AKo yBememMo 03HaKy
n

fn = Z<Uj,f>uj7 (1'15)

J=0
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onya u3 jeanakoctu (1.11) caequ f—f, — 0 kax n — N, ma npeMa TOMe jeJHAKOCT
(1.14) exBuBajeHTana je ca

N
F=> {u, fu (1.16)
=0
3a cBe f € vy. (IIpumernmo aa je MpeTXOHO PE30HOBAME CYIMITHHCKH CAPIKAJHO Y
caydajy N = 00.)
3a Harre jajbe W3aarame 07 OCHOBHOT 3Hadaja Cy caMo MpedpojuBe OPTOHOPMH-
pame 6aze. Y TOM CJIy4ajy pej Z;’;()(uj,ﬁuj 30Be ce DypujeoB pex Bekropa f
y omnocy cucrem {u;}32,, a 6pojesu (uj, f) (j = 0,1,2,...) jecy @ypujeosn
KoeuIMjeHTH TOr BEKTOPA.

1.2. KoMIakTHU CUMETPUYHHN ONepPaToOpu

Jluneapru onepamop je JMHEAPHO NPEeCNKaBaHe
A:D(A) — 1wy, (1.17)

rie D(A) BeKTOPCKH HMOTIPOCTOP O Vo KOjU ce HasuBa domer OpeciukaBama A .
Jluneapnu oneparop A Ha3WBa 6 CHMETPHYHH KO IHETOB JIOMEH jecTe CBYJIa TyCT
CKYT (Tj. 3aTBOpEHE JOMEHA jeIHAKO je MEeJOM CKYIY Vo) U BasKH

(9, Af) =(Ag, f), f,g€D(A). (1.18)

Bpoj A € C wnasusa ce concmeena epednocm omeparopa A ako mocToju HeHyJIa
BekTOp u € D(A) Tako na
Au=du . (1.19)

Bekrop u na3zuBa ce onroapajyhu concmeenu eexmop y oBom caydajy. CKyr cBUX
COIICTBEHHMX BEKTOpa KOJU 0JIroBapajy 6pojy A IpOIIUpeH ca HyJa BEKTOPOM Ha3UBa
Ce CONCMeeHy, nomnpocmop

Ker(A—X) ={ueD(A)|(A—Nu=0} (1.20)

Koju ofrosapa 6pojy A. Osje cmo kopuctuwin ckpaheny noramujy A—\ 3a A—\I
rie je I waenrtnaku oneparop. CoOICTBEHA BPEIHOCT j€& NPocma aKo UMa CaMo jelaH
JINHEAPHO HE3ABUCAH COMCTBEHU BEKTOP.

TEOPEMA. Hexa je A cumempuuan onepamop. Tada cy cee wezose con-
cmeere 6pedHocmu PEGAHE, & CONCMBEHU GEKMOPU KOJu 00208aPajY PASAUMUINUM
CONCMBEHUM BPEIHOCTNUMA CY OPMO2OHAAHUL.

Jlokaz: llpermnocraBuMo jia je A COINCTBEHA BPEIHOCT KOja OJI'OBapa HOPMHUPa-
HOM COIICTBEHOM BekTOpy u. Tama A = (u, Au) = (Au,u) = A\*, mrro nokasyje na
je A peamno. OcuMm Tora, axo je Au; = A\ju;, j = 1,2, nmamo

(A = Xo)(uq, ug) = (Aug, ug) — (uq, Aug) =0,

YHUMe je TOKa3 3aBPIIeH. O
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HazkasiocT oBa TeopeMa He TOBOpH HAM HHINTA O HOCTOjalby COICTBEHUX BPEJI-
HOCTU. Y CTBapH, y ONINTEM CJIY4Yajy CUMETPUYHU ONEPATOPH HE MOPAjy YOIIIITe
UMAaTH COICTBEHUX BPEIHOCTH, IITO je UIYCTPOBAHO cJejieNuM MpUMEpPOM.

IIpumep. HHocmampamo onepamop A dedunucan ca

Af(z) =z f(z)

na npocmopy dynxuuga vy = L*([0,1]) ca ckaraprum npouseodom

(f,9) 3:/0 f(x)g(x)dz .

Ouuenedno saocu (g, Af) = (Ag, f), f,g € vy, odakae 3akmyuyjemo da one-
pamop A jecme cumempuua.

Concmeena epednocm N mpeba da sadosowasa jednawuny Af = ANf, wmo
npema dedpuruyuju onepamopa A snauu da jednarocm xf(x) = Af(x) mpeba da
saorcu 3a, ckopo cee x € [0,1]. Kaxo ne nocmoju maxas 6poj A, saxwyuyjemo da
cumempuuny onepamop A wmema concmeeHuxr 6pedHocmi.

Jla 6mcMo u3bersin npeTxoHy CUTYaIln]y, MOpaMO HaMeTHYTH JI0JaTHE 3axTeBe
3a onepaTop A;y TOM IM/bY, YBEIUMO jOIII HEKE TTOjMOBE.
Jluneapuu oneparop A nedunucan Ha D(A) =1y je orpaHHYIEH axo je 6DOj

|A]l = sup [|Af]| (1.21)
Flsl=1

KoHadaH. Huje Temko yBuAeTH /1a je TO 3alpaBO HOPMa Ha IMPOCTOPY OTPAHUYEHUX
JIMHEApHUX oneparopa. V3 nperxomne aedpuHUIE]e CIeId 1 je JHHEApHH OllepaTop
JIunmui HenpekuiaH, Tj. BaxKu

[ASIF< TTATIA (1.22)

a CAMUM THM jecTe W HempeKHIaH.

Jluneapuu oneparop A, nedunucan na D(A) = 1y, Ha3uBa ce KOMHOAKTaH
aKO 3a CBakW orpaHudenn Hu3 (f,), u3 jgomena omeparopa, Hu3 camka (Af,)
caJIpKu Oap jelaH KOHBepreHTHH mojuu3. CBaku KOMIIAKTAH JIUHEAPHU OLEpPaTOpP
je orpaHMYeH W HPOU3BOJ, OIPAHMYEHOr U KOMIIAKTHOT OIePaTopa je KOMIIAKTaH.

[Ipobaem mocrojama opTOHOPMHEpaHe 0a3e MPOCTOpa Uy, CacTaB/beHe O] COIl-
CTBEHUX BEKTOPA JIATOI KOMIIAKTHOI OllepaTopa, 0/ OCHOBHOT je 3Hadvaja 3a Halle
uznarame y Tpehoj raasu. (Hamame mpermoctaBbamMo, 6e3 yMamermha OMIMTOCTH, 1
je mpe-Xui6epToB npocTop 1y GeckoHawHOAMMeH3noHa aH ). [IpBr Kopak y 1oka3y
OCTOjarha TaKBe Oa3e jecTe Jla ce YCTAHOBU IIOCTOjarbe 6ap jeIHOT COICTBEHOI BEK-
TOpa.

TEOPEMA. Komnaxmuu cuMempuuny ONepamop uma COnCmeeny epedHocm
ap koja 3adosomasa |og| = || Al .

Joka3z: Crasumo o = ||Al| u npernocrasumo ma « # 0 (1j. A # 0) Ge3
yMamema onmroctu. Kako je

JA|I> = sup |[Af]> = sup (Af,Af) = sup (f, A%f),
filfll=1 f:Alfll=1 filfll=1
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TO 1I0CTOjU HU3 HOPMHUDAHUX BeKTOpa (U,) Takas ja

lim (u,, A%u,) = o .
n—o0

Kako je A KommakrtaH, Ge3 orpanmuer-a MoxKeMo npernocrasura ga (Au,) Kon-
BEpPrUpa, PemuMo

lim A%u, = o’u.

n—oo
Haspe,
2 2
1(A% = a®un[|” = [|A%u, " — 20%(un, A%uy) +
< 2% (a® — (up, A%uy)),
(oBre cvo kopucrmmn ||A%u,|| < |JA|||Auall < ||A|P|unl| = o?) wro nosmaun

lim,, 00 (A%u,, — @?u,) = 0, ma camum TUM BaxXu u lim,, .o u, = u. JlogaTHo, u

je Hopmupanu concrsenu Bektop oneparopa A% jep je (A% — o?)u = 0. Pacras-
majyhu nocaenmwy jennaunuy Ha (A —o)u=v u (A+a)v = (A+ a)(A — a)u =
(A? — o®)u = 0 mokasyjemo jia i je v # 0 CONCTBEHM BEKTOP KOjU OJroBapa
Bpegnoctd —a win v = 0, nma npema Tome u # 0 jecTe CONCTBEHU BEKTOP KOjU
0JITOBapa COTICTBEHO] BPeTHOCTH « . 1pazKeHa BpeTHOCT COIICTBEHA BPEIHOCT Qq je
yIpaBo «, Tj. Qg = (v. [

Hanomumemo 1a orpanudenu oneparop A He MOyKe HMATH CONCTBEHE BPEIHOCTH
Koje ¢y mo amcoaytnoj speanoctu Belie ox ||A|l, Tj. cKym comcTBeHHX BPEIHOCTH
orpanmdet je ca ||A].

Pazmorpumo caja KOMIAKTHE CHMETPHIHE OTIepaTop A ¢a COMCTBEHOM BPETHOTII-
hy oy (kao rope) u oxrosapajylinmM HOpMHPAHUM COTICTBEHUM BEKTOPOM g . Taja
MOZKEMO YCTAHOBHUTH TOCTOjarhe OPTOHOPMHpaHe 6a3e cacTaBJbeHe O]l COTCTBEHUX
BEKTOpa, UMHUTHpajyhu J0Ka3 3a KOHAYHOAUMEH3HMOHAJaH ciaydaj. I[locMmarpamo
CKYTI

vi? = {f € w|(uo, f) = 0} (1.23)
(1)

IIpumernmo fa je v’ 3aTBOPEH BEKTOPCKH MOTHPOCTOP W CAMHM THM IIPOCTOD €A
CKaJIaApHUM TPOM3BOIOM. PecTpuKIja npecainkaBama A Ha V((]l) jecTe TIpecanKa-
Bambe y Taj mormnpocrop. To ciaemnu m3: ako je f € Vél), to he ouru (Af, ug)
ap(f,ug) =0 u Af € 1/(()1). Osmaunmo oBy pecrpukumjy ca A;. Jacno je na ce
Hacaehyjy cBojcTBa cHMETPpHYHOCTH M KOMIAKTHOCTH omeparopa A. Jlakmie, Bu-
MIECTYKOM IIPUMEHOM IPETXOJHEe TeopeMe JI00MjaMO HHU3 COLCTBEHUX BPEJIHOCTU «;
1 oAroBapajyiux HOPMUpPAHHX COICTBEHHX BekTOpa u;. lllTaBuime, o KOHCTPYK-
UUjU, u; je OPTOrOHAJAH HA CBe Uy 33 k < j, IIa IpeMa TOMe COICTBEHH BEKOTDH
{u;} umue oporoHOpPMEUpAH CHCTEM.
Yeeanmo osnaxy Ran(A) = {Ag|g € vo}.

TEOPEMA (CuekrpaJina Teopema 3a KOMIIAKTHE CHMeTPUIHH otiepaTop). IIpem-
nocmasumo da je vy nped-Xuabepmoe npocmop u A i vy — Vg KOMNAKMHU CU-
mempuuru onepamop. Tada nocmoju wus peasnuxr concmeenur epedrocmu (o)

koju Konsepeupa ka 0. Odzosapajyhu Hopmuparu concmeeny sexmopu u; 0opasyjy
OPMOHOPMUPAH, cucmem y npocmopy vy u 3a ceaku [ € Ran(A) eascu da je

f= Z(Ujafﬁlj : (1.24)

J
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Axo je ckyn Ran(A) ceyda eycm, onda ckyn c6uUT concmeenur exmopa obpasyje
opmonopmupary 6a3y npocmopa v .

Jloka3: Ilocrojame colnCrBeHUX BPEJHOCTH «; M OJArosapajylux concrsBeHux
BekTOpa u; Beh je ycraHOB/beHO. AKO COLCTBEHE BDEJHOCTU He OM KOHBeprupaJe
. . 71 .
Ka HYJIM, TIOCTOjao Om orparmten moauns (vy) JAedunncan ca vy, = o uj, 3a Koju
. 2 2
(Avy) Hema xomBeprenTan moxnus jep ||Avy — Auyl|” = [Juj, —u;,||” = 2.
Hame, vexka je f = Ag € Ran(A). CraBumo 1a

n n

fn= ZWJ'? g, 9n = Z<ujvg>uj
Jj=0 §=0
141 HpI/IMeTI/IMO Ha
In = ZWJ’AQWJ - Z<A“ja9>“j = Z%’(Uj,g)uj = Agn.
Jj=0 j=0 §=0

Jaxkue,

1f = fall = 1ACg = gn)ll = 1 Ans1(g — g)l| < lansalll(g — ga)ll < lanialligll,

jep g — gn € V(()"H) . Onmarne cieqn na f, — f, Kaag n — oo, mro gokaszyje (1.24)

y caydajy na f € Ran(A).

Hame, Heka je [ € 1y TPOM3BOHAH BEKTOD U MPETIOCTaBEMO na je Ran(A)
cBysa rycr. 3a dukcnpano € > 0 nocroju f. Tako ga ||f — fo| < 5. Hlrapumre,
npeMa MpPeTXOTHOM JIeTy TIOCTOj! f’e reHepucan ca {u;}7_, 3a HeKO JOBO/HHO BETKO
n raxo na || f- — fo| < S . Ipema towme, ||f — f-| < € u kako je npema nenm f,,
Hajb0sba allpOKCHManyja regepucana ca {u;}7_q , mmamo ga je || f—fo < If—rf| <
£ 3acBaku n > m rae m € N HeKd JOBOJBHO BeJaukd 6poj. Tume je peranuja (1.24)
JIOKa3aHa y OIMIITeM CJIyYajy. O

OBo je ce mro he Ham OuTw MOTPEOHO W TPEOCTaje Jla MPUMEHUMO JI00UjeHe
pasyiatate Ha IlITypMm-J/ImyBunose onepatope.
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2. IIrypm-JInyBujoBa jegHaunHA

Kenumo na npejcraBumo kiaacuune [1ITypMose TeopemMe 0 HyJ1aMa pemierha, JTu-
HeapHe judepeHIujaj He jeJlHaunne JApyror pega cruerududynor obanka. Jlakie,
ropopulieMo o TBphemuMa 10 Kojux je dppanmycku maremarudap Hlaps Hlrypm
nomao y nepuoay 1833-1836. rojwHe n KOju Npe/icTaB/bajy MpBe Pe3yaTaTe Y TaKo-
3BaHOj, KAKO OMCMO TO JIaHAC Ha3BaJ/U, KBAJUTATUBHO] Teopuju JudepeHiujajiHuxX
jennaunna. buhe peun u 0 KjaacuuKaIMju THX jeJHAYMHA TPEMa TIOHAIIABY HY/RA
BUXOBUX perierma. lloMmenyTe Teopeme pasmarpahemo y JIyXy caBpeMmeHe Teopuje,
y3 MEUHUMAJIHE TTPETHOCTaBKe 0 KoeduIujeHTnMa JudepeHnjaTHuX je/THaInHA.

2.1. IlocTrojame u je IMHCTBEHOCT peEIermha

[Tpenu3upajMo npBo 00JIMK JUHEApHE AU epeHIrjaane je/IHadYune Apyror peia
kKoju hemo pasmarparu. Ilohumo oj omnmrre jegHadunne

a(z)y"(x) + b(z)y () + c(x)y(z) = 0,

ca HeMpeKUuIHUM KoedunujeHTuMa, nemHHCAHIM Ha HEKOM HHTEPBAJIY peaJiHe mpase,
npu demy je a(x) # 0 Ha Tom naTepBasy. MHOXKehin MPeTXO/AHY jeIHAKOCT HHTErPATIU-
oM daxropom el b@)/a@)dr yopa jennaunna no6uja 06IHK

(efb(z)/a(x) da:y/(‘,ﬂ))/ + C(I’)@f b(z)/a(z) da:y(gj) —0.
Jaxe, o/ HaBeICHAM yCIOBUMA, MOIA3HA jeTHAYIHA MOZKe Ce IIPUKA3ATH Y OOJIHKY

—(p(z)y' ()" + q(x)y(x) =0, (2.1)

e je p(x) = —elP@/a@de y g(g) = ¢(z)el M@)/a@dr  Oparno, ako ce nobe o
jennauanue (2.1) y k0joj je byHkImja p wHenpekuaHo gudepennujabuina, a GyHKImja
¢ HENMpEeKuIHA HA WHTEPBAIY J1e(DUHUCAHOCTH jeIHATMHE, OH/Ia Ta jeJHAUNHA, ,,/TAKO
J001ja” moJIa3HU ONIITH OOJIMK.

Jenuaunna (2.1) 3oBe ce IlTypm-JInyBuioBa jegnaduHa.

Pasmorpumo 1pBo 1mpobjieM mnocrojama peliemha HeXOMOreHe Bapujante Jude-
pennujasre jennaunse (2.1). YV caydajy takse jegnadune, modernu (min Komujes)
npobJiem nedunnire ce Ha caenehu vauna: OapeanT OHO perrere TudepeHIrjaaHe
jeTHATMHE

—(p(2)y' ()" + q(z)y(x) = f(z) na mnreppany J (2:2)

KOja 33JI0BOJbaBa MOYETHE YCJIOBE

yle)=nh, (py)(c)=k, ceJ, hkeC, (2.3)
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e je
J={(a,b), —coc<a<b<oo, 1/p,q,f:J—C. (2.4)

Jla 6ucMo MOMEHYTH IOYeTHHU HpobJjieM MOTIJIK Jia pa3MaTpaMoO Y HAajoOIIITH]jOj
MOryhoj cuTayIuju, yBeJIIMO MPeCTHKABAILE

(Vy € C*([a,b],C)) (Va € [a,b])  L(y)(z) = —(p(2)y'(2)) + q(2)y(z),

OpU YeMy TIPeTIOCTaB/haMo /1a je (DYHKIMja p HeNpeKuIHO jJudepeHIjaduaHa Ha
cermenTy |[a,b], a dyHKUMja ¢ HempekwugHa Ha TOM cermenty. Tama L mpej-
craB/ba JiHeapHo Ipecjnkasaibe 1pocropa C%[a,b] y upocrop Cla,b]. To npe-
caukaBame 30Be ce ¢popmasiau IlItypm—JInyBuioB augepeHujaaHu ome-
parop npuapyzxen audepeniujannoj jennaunan (2.2) W OH ce TpoydYaBa y ,,Kja-
cuanoj” teopuju mudepennujanuux jegpnadnna. Mehyrum, dynkmuja L(y) moxke
JIa UMa ,,caJp:KajHo 3Hademe” M Kajga (pyHkmwja p Huje audepeHnujabuiaHa, a
dyHKIMja ¥y HEMa KJIACUYHU JApYyId u3Bo/. /la ducMo To nocruriiu, yBeumo cjejiehe
bynkuuje

(@) =p)y (@), ¥ (2) = q@)y) - ")

(OBe dyHKIHMje 30By ce pesoM KBa3u—H3BOJ HYJITOT, IPBOI H JAPYIOT peaa QyHKIIje
y.) Pynakuuja y[” je n1obpo nedunncana ako je pyHKIM]ja i arncoJyTHO HENPEKHTHA
Ha CBAKOM IOJICEIMEHTY cerMeHTa |a,b|, a dynkumuja y? je mobpo medbunncama
ako je ¢yuxumja yl! amconyno HempekmIHA Ha CBAKOM IOICETMEHTY HOMEHYTOT
cermenTa. [loj uperxoanum upernocraskama, dbyukinuja L(y) sedunucana je ckopo
cBysa Ha cermenty |a,b], npu uemy je L(y)(z) =y (x).

Caza MozkeMo 12 yBeneMo mojam perersa [1ITypym—JInysusose jeanadnne (2.2), a
tuMe u ojrosapajyher Kormujesor mpobdjema, y NpeTxo Ho OMUCAHOM ,,YOIIITEHOM”
CMUCITY.

yO(2) = y(x), vy

Hedbunuumja. [Tod pewerem ITmypm-Jluysunose jednauune (2.2) nodpasymesa-
mo dynxuugy y - J — C maxey da cy y u yM = py' ancoaymmo nenpexudne
Pynruuie HA CBAKOM KOMNAKMHOM NoJuHMePsasy unmepsana J u da je jednavuma
3adosomena ckopo ceyda Ha J .

[IpeocraJio je na oape Mo Koje yejaoBe Tpeba Ja 3a/10B0/baBajy byukmnuje p, q, f
na 6u mperxonHa Aedunuimja Ouaa Komimterupana. To hemo yumnutn y dhopmy-
ganuju caejaehe Teopeme, a 3a To HaM je nmorpebHa jomr jegHa KJjaca QyHKIIHja.
3a kommutekcHy GyHKIH]jy aeduHUCAHY Ha HHTEpBALy J KaykeMo 12 je JIOKAJTHO
(/Ieber) murerpabmiana axo je ona MepspbuBa u muTerpabmina (y Jleberosom
CMUC/IY) HA CBAKOM KOMIIAKTHOM WHTEDPBAJIY cajpKaHom y umHTepBasy J. Kiaca
TakBUX (DYHKIHja 03HATABA ce cuMO0IoM Ly (J, C) .

TEOPEMA. Ilpemnocmasumo da

1/p,4, f € Lioe(J, C). (2.5)

Tada cearu nowemmnu npobaem (2.2)-(2.4) uma pewerve deunucarno 1a 4esom un-
mepsaay J u 060 pewere je jeduncmeeno. Cneuujaaro, axo cy dywkyuje p,q, f
peasre u ako je h,k € R, onda nocmoju jedurcmeeno peasno pewerve dehuHucamo
Ha unmepesany J .
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Jloka3: Vlckopucruhemo no3nary Besy Jia je JuneapHa JudepeHiujaina je JHaanHa
JPYTOr pejia eKBUBAJEHTHA CHCTEMY TPBOT PeJia KOjU ce CACTOjH Ol JiBe jeTHaumHe.
TadHuje, Ta Be3a y pasMaTpaHOM CJIydajy je caeneha: jennaquna (2.2) eKkBuBaJeHTHA
je cucteMy

Y'=PY +F wna J (2.6)

3aIMCAHOM y BEKTOPCKOM OOJIUKY TJie

pP= {2 lép}, F = {_?f}, Y = {EZJ . (2.7)

JacHo je Ja 3a mpom3BOJBHO perierbe Yy jegHaqube (2.2) ektop Y nmedunucan y
(2.7) jecte pememe cucrema (2.6); u o6paTHO 3a TPOU3BO/BAH BEKTOD Y KOjHU je
pererse cucreMa (2.6) merosa roprba KOMIIOHEHTa ¥y je periembe jenuaqdnne (2.2).
Jakie, 10BOJBHO je Ja joKazxeMo na cucreM (2.6) uma jeJMHCTBEHO DEIerbe.
Mebhyrum, To je mupekTHa nociaemuia omirre Bapjante [lukap-/lungenedose Teo-
peMe 0 MoCTojarby jeJIMHCTBEHOT Periemha MoYeTHOT TpobJieMa, Y KOjoj ce 3aXTeBa Jia
CBH 4JIAHOBH MaTpuuHuX dhyHKIMUja P u F jecy jiokajaHo uHTerpabuine GpyHKIyje,
ITO je Y HaIlleM CJIy4Yajy UCIHYHeHO. O

SaHIMJ/BHUBO je 7a je JokaaHa Jleber HHTerpOmIHOCT KoeduiujeHaTa je THaTnHe
HE CaMO JIOBOJHAH HETO U HEONTodaH YCJIOB 33 MOCTOjAIbe jeMHCTBEHOT DPerrera
novYeTHOr npobjieMa. Y TOM CMHUCJY CY YCJIOBH 3a KoepUIUjeHTe HAjMUHUMATHUU
Moryhu, Tj. He MOTry ce jnogarHo ocabutu. llpema Tome, mozxkeMo pehu jia je oBaj
001uk dpyuaamentasine [ukap-JIungenedose TeopeMe Haj60bH jep je MOOOJBIIAH 10
KpajIbuX IpaHulla H J1aje YCJIOB THIA ,,aK0 U CAMO aKo’ .

TEOPEMA (Heonxogau ycioB). Axo nouemnu npobaem (2.2)-(2.4) uma jedun-
cmeeno pewerbe Y okoAuny mavwke ¢ 3a cee ¢ € J u ceaxu nap h,k € C, onda
yeaosu (2.5) saoice.

OBa TeopeMa je JUpEKTHA TOCJTEIUIA pelpe3eHTanuje jeanaqdune (2.2) mpexo
CUCTEeMa IIPBOI' pejia, TY Be3y KOHCTPYHCAJIU CMO y JIOKa3y IPETXO/He Teopeme, U
caeseher TBphema.

Tsphewe: (Esepur-Pejc) Hexa P :J — M,(C) u F :J — M,1(C) 2de je J
KOHAUAH UAU GECKORAYAH 0MEOPEHY UHMEPBas peaare npage. AKo 3a NpoussonaH
u € J u npoussonne suneapro nezasuche Koncmanmue eekmope Cy, ..., C, , ceaku
NOYEMHU NPobAEM

Y'=PY+F Yu=0C;, i=1,...,n,

uma jeduncmeseno pewerve Y; na J , onda P € My, (Ljoe(J,C)) u F € M, 1(Lio(J,C)).
Ocum moea, axo ceaxo pewere Y; npunada kaacu C', onda nocmoje mampuune
dynuxuyuje P u F wxoje cy nenpexudne na unmepsary J .

Zlokaz: Pa3sMoTpuMoO MPBO XOMOTeHH CHUCTeM, Tj. caydaj Kajga je ' =0 ma J.
Heka je Y; BexTOp-peremse Koje 3agoBobasa Y;(u) = C; u Heka je Y marpuna 4duja
je i—ra koyona Y;, 1 =1,...,n. Taga je Marpuyno peiieme Y HECUHIYJIAPHO Y
HEKO] okoyimau [N, TadykKe U, Na HA TOj OKOJUHU BayKU jeIHAKOCT

P=Y'Y .
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Heka je K komnaxThu nounaTepBai of J . Kaxko orBopenn nokpusad {N, : u € J}
ckyma K wMa KOHAYHU TMOTIMOKPUBAY, MOYKEMO 3aK/byduTH 11a je Y jeqnHCTBEHO
jgedbunucan u unBeprubmiran Ha K . IlomTo je Y Henpekujian ¥ HHBePTUOMIAH HA
K , cienn na je Y ! menmpexusan u nmpema ToMe orpannder Ha K . Takobhe, Y je
uHTerpadbuaan Ha K momTo je Y amcogyTHO HelmpeKHuaaH Ha K 300T YUbeHuIe J1a
je pememe na J. Omarie ciemu ja je marpuna P, uHTerpadmina’ Ha KOMIAKTY
K , mrro 3naum na P € M, (L,.(J,C)).

Jla 6ucMo yTBpIMIN 1 HEXOMOTEHH CIy4aj, Kaja F' Huje uAeHTHIKN Hysa Ha .J ,
Heka Y Oyze BekTOp-pelnewse jeqnaunne Y = PY + F xoje 3amo0BosbaBa Y (u) = 0
1 u3abepuMo perrerbe Z oBe jenHaunHe TakBo 13 Z(u) = C uHekaje V =27-Y.
Taga V' = PV u V(u) = C. Ilomro oBo Bazxku 3a npou3Bo/bHo C', MOKEMO
3aK/bydnTH 3 Beh gokasHor, cnenujagHor ciaydaja, qa P € M, (Li.(J,C)). Cana
F=V'—=PV € M, 1(Lio.(J,C)) . Ipyro TBpheme Teopeme cIean n3 came CTPyKType
OBOT' JIOKa3a. ]

Y Teopuju rpaHuIHUX HPOOIEMA CNEKMPAAHY NAPAMEMAP A U MEHCUHCKE HYHK-
Yuje W Cy OJi CyIITHHCKOT 3HAa4aja; CXOHO TOME, TaKohe MmpoydaBamMo U jeTHAUUHY

—(py) +qy = wy wa J, XeC, (2.8)

rie
1/p,q,w € Lip.(J,C), J=(a,b), —o0<a<b< . (2.9)

Teopeme u3 oBOT Jiej1a MOTY Ce jeITHOCTaBHO IPUMEHHUTHU U HA OBA] CJIy4a] YKOJIUKO
y3amemo da f =0 u 3aMeHEMO ¢ ca ¢ — A\w y jeanadnnn (2.2).

2.2. IIIrypmoBa Teopema o0 pa3JaBajaiby

Kao mro cmo majaBmim, ucnuruBaheMo TOHAIAE HY/IA pPeliemha jeTHauYnHe
(2.2). Bugehemo ma cy Hyje OpOW3BOJGHOI HETDHBHjATHOL DEIera, y3 J0JaTHY
HPETIOCTABKY O MO3UTHBHOCTH Koeduigjenra p, ,,puno” pacrnopeherme yHyTap nH-
tepBaja J. Takohe, mHTepecyje HAC U MOHAIIAE TUX HYJIA, KAO U CAMHUX Pellleba, Y
OKOJIMHAMa KpajeBa mHTepBaJja. lIpeTxomHo, yBeanmMo MojMoBe U pa3sMOTPUMO HeKa
TBphema Koja he nam 6Gutn HeomxoHa.

Hedbununuja. Hexa je J = (a,b), —oo <a <b<oo. Pasmompumo jednaruuny
(2.2) ca ycaosuma (2.5). 3a aesy kpajrwy mauky a uwmepeasa J kascemo da je
pe2yAapHa axo je

1/p,q. f € L((a,d),C)
3a nexo d € J, unaue kascemo oa je cunaysapna. Cauuno, 3a decny wpajrey maury
b unmepsana J Kascemo da je pezyiapra ako

1/p,q, f € L((d,}),C)
3a nexo d € J, unaue je cureyrapHa.

[IpumeTrnmo j1a yKOJIMKO YCJIOBH U3 IIPETXO/HE JedUHUIMje BazKe 3a HeKO d € J |
OHJIa OHU BazKe 3a cBako d € J.

SHava] Hape/HE TeopeMe OrJyieja ce y TOoMe MTo omoryhasa ja ce KOPEeKTHO
nedwunuITe TpaHndHA Tpobiaem 3a [typm-J/InyBunoBy jennaquny.
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TEOPEMA. Hexa saoicu 1/p,q, f € Lioe(J,C) . Tada:

(1) 3a ceakxo pewerwe y jednauune (2.2) u me206 K6a3u-u3600 yW, eparumne
spedHocmu

y(a) = lim y(t),  y"(a) = lim y1(t)

t—at t—at

0be nocmoje u Konaure cy axko u camo axo cy yeaosu 1/p,q, f € L((a,d),C)
ucnyrenu 3a nexo d € J .

(i1) 3a ceaxo pewerwe y jednavune (2.2) u wez06 weasu-uzcod yl, aparumne
epedHocmu

y(b) = lim y(t), yU(b) = lim y"(2)

t—b— t—b—

0be nmocmoje u KOHauHE CY aKo U camo ako cy yeaosyu 1/p,q, f € L((d,b),C)
ucnyrenu 3a nexo d € J .

Jloka3 nperxojHux TBphemba NPOU3u/Ia3u U3 TeopeMe O HEOIXOHOM YCJIOBY, KO
U U3 HapejHe TeopeMe O HENPEKHUTHOM IPOYKEy pellerha MaTpudHe jaudepen-
IMjajIHe jeJlHaunHe Ha KpajeBe mHTepBasa jaeduHucanocTu. [IpeTxoaHo HaBOIMMO
jeTHy ONIITY BapwjaHTy ['poHBOJIOBe JleMe KoOja ce KOPHCTH Y JIOKa3y TeopeMe O
POy KEHY .

JIema (I'ponBosoBa mejenuaroct). Hexa je J = [a,b]. IIpemnocmasumo da je
g u3 kaace L(J,R) npu wemy je g > 0 ckopo ceyda u [ peaano-epedrocna u
nenpexuona na J .

(1) (,,0ecna” I'ponsonosa nejednarocm) Axo je y nenpexudna, peasno-epedrocha
u 3000605064,

v < S0+ [ gouis)ds, a<i<

onda

y(t) / f(s exp(/jg(u)du)ds), a<t<h.

Cneyuganno, kada je f(t) = c, xoncmanma, dobujamo
t
y(t) < cexp (/ g(s)ds), ted
Cneyuganno, kada je [ neonadajyha na [a,b] dobujamo

y(t) < f(t)exp (/atg(s)ds), a<t<hbh.

(i7) (,,ne6a” I'ponsoaosa nejednarocm) Axo je y Henpexuona, pearno-6pedHoCHa
U 3600806060

b
y(t) < F(t) + / g(s)y(s)ds, a<t<b,

onda

y(t) / f(s)g(s)exp (/tsg(u)du>ds>, a<t<h.
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Cneyuganno, kada je f(t) = c, xoncmanma, dobujamo

y(t) < cexp (/tbg(s)ds), ted

Cneyujaano, xada je [ nepaacmyha wa [a,b] dobujamo
b
y(t) < f(t)exp (/ g(s)ds), a<t<hb.
t

TEOPEMA. Hexa je J = (a,b), —o0o < a <b<oo. [Ipemnocmasumo da
P e M,(Li(a,c),C), F & M, (Lie(a,c),C).
(1) Hexa dodammno sastcu u
P e M,(L(a,c),C), F e M,,(L(a,c),C).

3a nexko ¢ € (a,b). 3a nexo u € J u C € M,ynm(C) nexa je Y peweroe
Y'=PY+F

novemHoz 1 06./L€MCL HA UuRMMEPBaAN J
P Y(u)=C, ueJ, C € Myn(C) oty

Tada eparuvrna epednocm

Y(a) = lim Y (¢)

t—at
nocmoju U KOHAGYHA Je.

(17) Hexa dodammo sasrcu u
P e M,(L(¢,b),C), F € M, (L(c,b),C).
3a nexko ¢ € (a,b). 3a nexo u € J u C € M,n(C) nexa je Y peweroe

Y'=PY+F
no4emHoe TLpOﬁ./LeMCL Ha uHMEpPBANY J
Y(u)=C, uweJ, Ce M, (C)

Tada eparuvrna epednocm

Y(b) = lim Y ()

t—b—
nocmoju U KOHAGYHA Je.

Zloka3z: Jlokaxkumo TBpheme 3a ciaydaj jiecHOr Kpaja b, JoKa3 3a JieBU Kpaj a je
HOTHYHO aHajoran. M3 ekcraunrHor obyuka KorrjeBor pernrema npuMenom ['pon-
BOJIOBE JieMe J00HjaMO OIeHy

() < (] + / 1)) exp / Pl), a<t<b

u3 Koje caenn na je |Y| orpammdeno na [c,b) 3a ¢ € J, peruMo HEKOM KOHCTAHTOM
B. Hexa je {b;} mpousBopan cTporo pactyhn uu3 koju Texku ka b. Tagaza j > i

HaJIa3HUMO
b
b;

bj
V) -yl =1 [ PYi<E [P

OjiaB/ie Ha OCHOBY AIICOJIyTHE HENPeKUJHOCTH JleberoBor mHTerpaa ciein jaa je
{Y(b;) : i € N} Kommujes nu3 u npeMa ToMe T€KH KOHAYHO] IPAHUTIHO] BPETHOCTH.

]

Bparumo ce cajsa nmysiama pemiema [Itypm—JInysunose jennauune. Hapeana
JieMa OIHCYje TJIoDAJHHU ,,pacriope’ TUX HyJa y 00JacTH JeUHUCAHOCTH pPelllermha,
a Takohe omoryhasa kKacHUjy KJacudUKaINIjy THX peliermna, Be3aHy 3a (DeHOMEeH 0c-
YUAGTOPHOCTIVU.
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Jlema. Hexa je dama jednavuma
—(py) +qy = wy na J, NeER, (2.10)

npu “emy

1
];,q,wELlOC(J,R), J=(a,b), —c0o<a<b< (2.11)

u npemnocmasumo da je p > 0 cxopo ceyda wa J. Tada cy wysre ceaxoz nempu-
sujasnoe pewera y jednawune (2.10) usorosame y yHympawrocmuy unmepsana J .
AKO HEMPUBUJAAHO PEULEIbE Y UM HYAY Y DELYAAPHOM KPAJY unmepsaira J , mada
nocmoju odzospajyha jednocmpana oKoAURG 02 KPAJE Y KOJOJ Y HeMa OPpYuxr HYAQ.

JlakJte, jeinHO CHHTYJIADHU Kpaj WHTepBaJa J MOyKe OUTH TavuKa HArOMUJIaBamba
HyJIa HEKOT HEeTPUBHUJAJHOT pelera y jeanadnte (2.10).

Joka3z: TIpso mokasyjemo na ako y uma ysacrtonse Hyme ¢, d € (a,b), ¢ < d, onja
(py')(h) =0 3a meko h € (c¢,d). Hobujamo

o:mw—ma=[fy:[fgm®=@ywwlﬁ-

p

npeMa TeopeMu O cpeioj BpeaHocTn 3a Jleberos nurerpan. (ITomcehamo na je py’

nenpekuana va J.) daxie, Baxu (py')(h) = 0 win fcd% = 0, amm 0BO Jpyro Om

JaJo ga % = 0 ckopo cByzma Ha (¢,d) MWTO je y KOHTPAJAUKIHJUA ¢A TPETHOCTABKOM

na je p >0 ckopo cyma Ha (a,b).

Caza ma 6ucmo jroka3anm TBpheme npernocraBumo ga nocroju wus {t, € (a,b) :
n € No} rakaws ga t, — to u y(t,) = 0, n € Nyg. Tana y(ty) = 0 nomro je y
HENPeKNIHA U Ha OCHOBY MPBOT JieJia JoKa3a gobujamo Hu3 {h, : n € N} npu gemy
h, — to Takas ga (py')(h,) = 0. Homto je y!!l mempexmana ma (a,b), caemm aa
yW(ty) = 0. Am y(to) = 0 m yM(ty) = 0 moBTaum 7a je y WICHTHYKH jegHAKO
Hysin H& J 3001 jeIMHCTBEHOCTH pellemha noYeTHor npobsiema. Ha ocnoBy jobujene
KOHTPAJIUKITH]E, 3aK/byIyjeMO Jia TBpheme BazKu. O

Caza Moxkemo j1a (OpMY/IUIIEMO U JOKaxkKeMo HpBY of caaBuux [ITypmoBux
TeopeMa.

TEOPEMA (IlltypmoBa Teopema o pasasajamy ). Hexa koeduuujenmu jednauune
(2.10) sadosomasajy ycaose (2.11) u wexa je p > 0 cropo ceyda na J. Axo cy y u
2 AUHEAPHO HE3ABUCHA Peulea jednadune (2.10), onda z uma wyay usmeby ceaxe
dee Hynae peuwerva 1 .

Joka3: Tlpernocrabuvmo na y(c) = 0 = y(d). Tomro ¢y y m z JauHEapHO
He3aBUCHU HUjeIHO O] BbUX HUje TPUBH]ATHO Pelllehe W HeMajy 3aje JTHHIKUX HYJIa.
[Tpema mperxomHOoM TBphemy MOKeMO MPEeTHOCTABUTH & ¢y ¢ U d y3acTOIHEe HYJIe
pemema y u jga je ¢ < d. Jlame, 3amemyjyhu y ca —y, YKOJHKO je HEOIXOJIHO,
MOZKeMO MpeTHocTaBuTH aa je y > 0 Ha orBoperoM mHTepBasty (c,d). Tana

Ww@—%@z/%@ﬁ

Oso nosaaun na (py')(c) > 0. Muaue, nomro je py' wenpexuana u (py')(c) nuje
HyJ1a, npernocraBka qa (py')(c) < 0 moenadwm Ja je py HETaTUBHO Y HEKO] JECHO]
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OKOJIMHH Ta4dKe C, & OBO jeé y CYHPOTHOCTH €A TOPmOM jennadnaoM. CamdaHo mo0u-
jamo ma (py')(d) < 0.
Cana MHOXKehW jeTHaUWHY 32 Yy ca 2 W JeJHAYUHY 3a 2 ca Yy W ofay3mMmajyhn
ux, 1001jamMo
0=2z(py) —ywz") = [(py) —y()]" .

WNaTerpammjoM HAJIA3AMO 1A

2(d)(py')(d) — z(c)(py')(c) =0 .

IIpernocraBumo 1a z mema uyna y (¢, d). Axo je z > 0 na (c,d), onga je aeBa
CTpaHa TOPIHE jeHAYMHE TO3UTUBHA MITO Jaje KOHTPaaukiujy. CauaHo KOHTPanK-
nujy gobujamo u 3a cay4aj z < 0, aume je j0Ka3 3aBPIINEH. ]

Insb cnemeher nmpumepa je jga wiaycTpyje ja mpermnoctaBka p > (0 CKOpo CByIa
Ha J He MOxKe OMTH M30CTaB/beHA.

Ipumep. Jednauwuna

—(py/) =0 ma (0,1) Z% = #2sin(3), 0<1<1
uma pewerva u(t) =1, v(t) =cos(1), 0 <t <1 na (0,1). Pewewe u nema nyaa
na unmepsaay (0,1), dox je pewerve v OCUUAGMOPHO Y HYAU, M. UMG DEKOHAUAN
O6poj nyAa Yy npouseonno] decroj okosunu mauke 0. Kpajwa mauka 0 je cumney-
aapra. Pazmompumo osy jednawuny na unmepsany J = (g,1), 0 < e < 1. Tada
pewerve U Hema HYyAa na J U 3G Npoudeosan no3umuear Ueo 6poj no MoACEMO
usabpamu £ do6OHHO MaA0 MaKo Ja Pewere Vv UuMaG N HYAQ Y urmepsany J .

2.3. IIItypmoBa Teopema o mopehemy

Dpasa pewerve dupepenuujarte JeOHAUURE je 0CUUAGMOPHO Y 0aMO] MAUKU KO-
PUCTH Ce Y CUTYAIMju KaJia IOMEHYTa Ta4yKa jecTe Ta4Ka HarOMHJIaBaha CKYIIa HYJIa
TOr perierba ( B. TPETXOAHN mpuMep). IIpema JieMu U3 IpeTXOIHOT OJIe/bKa, PEIeHe
audepennujanne jegunaanne (2.10) Moxke GUTH OCIUJIATOPHO CAMO Y CHHIYJIAPHOM
kpajy maTepsajia J. Ca apyre crpane, u3 [lItypmose Teopeme o pa3aBajamy Ciean
Ja Y CHHTYJIAapHOM Kpajy WM CBa pellierha Te jeJHadnHe jecy OCIUIaTOPHA I HU-
jenso Huje. C TUM y Be3U jajeMo ciefiehe nedbuwHUIMje Vv cay4dajy AudepeHnjaTHe
jeTHATIMHE

—(py) +qy=0 na J=(a,b), —oo<a<b<oo, (2.12)
nupu gemy je 1/p,q € Lioe(J,R) u p >0 ckopo cByna na J.

Hedbunnumja. (i) Kpaj a (xpaj b) nasuea ce ocuyusamoprum ako nocmoju
pewere u jednawune (2.12) xoje uma bap jedny wyay y unmepsary (a,c)
(y uwmepsary (c,b) ) 3a ceaxy mauky c € J.

(i7) Kaorcemo da je dupepernyujarna jeonawuna (2.12) ocuyuaiamopna y mauky a
(y mauru b) axo je mawka a (maura b) ocyuramopha.
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Ha ocuosy IlItypmoBe Teopeme o pasjBajarmby 3aK/by4dyjeMo Ja Cy CBa HETPUBU-
jaJTHA pernTerha OCIMUJIATOPHA, y CHHTYJIAPHO] TAYKHW jeJHAYNHE WJIH HUJeITHO O] HhHX
HHje OCIUIaToOpHO. Jlakie, OCIHIATOPHOCT Y JAAaTOM CHHIYJIApPHOM Kpajy je CBOj-
CTBO caMe jeJHaYWHe, KOje He 3aBHCH O] MapTUKYJapHOT pelrema. lIpema Tome,
HpeTXoaHa JeUHUIN]A je KOPEKTHA.

Yeeaena gedunnimja omoryhasa /a cse jeqaadune tuna (2.12) pazspceramo y e
JHCjyHKTHE Kiace Koje hemo osnadaBatn ca O (ocumaaropre) u NO (Heocummia-
Topre). OBa kiaacudukanmja BaxKu y CBAKOM CHHTYJIADHOM KPajy W HaPABHO MOKe
ce pa3/IMKOBAaTH y KpajeBuMa a,b onarosapajyher mnrepsasa .J .

Caga ce 6aBumo IlITypmoBoM TeopemoMm o mopeherby Koja je Beoma ODUTHO cpei-
CTBO 3a JI0OMjambe JI0OBOJBHUX YCJ0BA 3a OCIIUJIATOPHOCT.

TEOPEMA (Illtypmosa Teopema o nopehemy). IIpudpyorcumo dudeperyujarno]
jednavuny (2.12), ya mamo nasedene ycaose 3a Koedurujenme, nopedbeny jedna-
UMY

(PZ')+Qz=0 na J. (2.13)

IIpemnocmasumo da  1/P, Q € Lio(J,R) u da je 3adosomero
Q>q, 0<P<p na J (2.14)

Axo je y mempusujasno pewerve jednawune (2.12) xoje zadosomasa y(c) = 0 =
y(d) sa mexe c,d € J, ¢ < d, onda ceaxo pewere jednauune (2.13) uma nwyay y
aameopenom unmepsany [c,d) .

Zloka3: IlomTo cy Hy/le pelieha y U307J0BaHe IpeMa JIeMHU U3 TPeTXOIHOT O/1e/bKa,
MOYKEMO TIPEeTHIOCTABUTH Jia Cy ¢ W d y3acTOMHE HyJie peliema Y. JaMemyjyhu y
ca —Y, YKOJUKO je TO HEeOIXOJHO, MOYXKEeMO Takohe mpermoctaBuTu ja je y > 0 Ha
(¢,d) . TlpermocTaBuMo Jia je 2z HETPUBHJATHO pellierse nopeabere jennaunue (2.13)
Koje HeMa HyJa y [c,d]. Tama AupeKTHHM, Maja 3aMOPHHM, PAYYHOM JTOOHjaMo
Tako3BaHu [IMKOHOB HIEHTUTET:

/ N\ 2
[%(py’z — Py =(Q — )y’ + (p— P)y” + PW : (2.15)

MHTETPAIIjOM T0JA3UMO 10

/Cd(Q -y’ + /cd(p —-P)y” = - /ij : (2.16)

~2

ITpernocraska (2.14) nosaaun ga yz' — 2y’ = 0 ckopo cByua Ha [c,d]. Onarie je
f=y/z=0 unocnennuno je y = 0 Ha [c,d]. Ha ocHOBY Teopeme 0 jeIMHCTBEHOCTH
peniema 3a MOYeTHU NMpobJIeM CJIeId Ja je i TPUBHJaJIHO penieme Ha J W OBOM
KOHTPIMKIIAJOM je JTOKa3 3aBPIIeH. ]

2.4. OcnujaTopHOCT peIlrema

KemmMo 1a y 0BOM Jiesly TPOTTUPUMO W MOAPOOHUje OMUIITEMO KOHIIENT OCI[U-
JIATOPHOCTHU yBeJeH Y MPETXOTHOM OJIeJbKY. Y TOM IUJBY, 3a MOYeTaK IMPeIcTaBuMO
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[Mrypm-/IuyBuioBy jeanadnny y obJIMKY KOJU je HOTOJAH 38 TEOPHUjy OCIIUIATOPHO-
cru. 3HaK ,,MHHYC’ WCIpej riaBHOr diaHa audepennujaane jenHaunue (2.12) ox
3Ha4aja je y cuekTpasnoj Teopuju LLtypm—/IuyBuiosor oneparopa, 10K ce y Teopuju
OCIIMJIATOPHOCTH TPOYYaBa jeTHATMHA OOJIIKA

My={py)+qy=0 na J=(a,b), —oo<a<b< oo, (2.17)
IpU 9eMy IIPeTIocTaB/baMo Ja KoepUIInjeHTH 3a,/10B0/baBajy
1/p,q € Lise(J,R), p>0 ckopo cByna Ha J. (2.18)

IIpu ToMme, cBe 70 cajla YCTaHOB/beHe UHMIHLEHUIIE, Be3aHe 3a OCIUIATOPHOCT, OCTajy
Ha CHa3W W Y OBOM cay4ajy. /lake, mpema Jiemu u3 ofesbKa o [HITypmMoBoj Teopemu o
pas/Bajarby HUjeJHO HETPUBHUjAHO pernerse jeanaqunte (2.17) He MoKe uMaTH TauKy
HArOMUJIaBaIba HYJ1a Y YHYTPAITHOCTH UHTEPBaia J HUTH y peryJgapHoM Kpajy Tor
nHTepBajga. Hyse, ako WX mMma, CBAKOI HETPHBHjAJTHOT perierha jenHaunte (2.17)
yHyTap mHTepBasa J cy m3osoBaHe. Ilpema Tome, camo KpajeBum mHTepBasia J
MOTY OUTH TadyKe HATOMUJIABaHa HYyJa HETPUBHUJjAJHOT pelierba jegHaqdune (2.17) u
TO Ce MOZKe JIOTOJIUTH CAMO y CHHI'YJIADHOM KPajy.

Hedbunnumja. Hexa cy u,v peaana pewera jeonawune (2.17). Tada
® U Ce HA3UBA UCMAKHYMO PEWEHE Y MAYKY 4 (KO

(1) u(t)#0 3a t € (a,d umnexo deJ,

(17) ceako pewere y jeduauune (2.17) Koje nuje ymmoorcar 0d u 3ado60.0a6a
uw(t)/y(t) = 0 kad t — at. (Hpumemumo da y(t) # 0 sa t y Hexoj
dectioj okoauny mauke a, npema IHImypmosoj meopemu o pasdeajarvy.)

® U CE€ HA3UBG HEUCMAKHYMO pewere Yy mavku a akKo

(1) v(t)#0 sa t € (a,d] umnexo deJ,

(19) v Huje ucmakHymo pewerve Yy Mauky «a .
Hemarrnymo u weucmarnymo pewere y mavwky b depuruiwy ce na anaso2an HaYUH.

Jla 6ucMo TOjeTHOCTABUIN H3Jjarame, IITO je y Kpajiboj JUHUJU U Yy MaHUPY
nperxojne jgeduHUNMje, Y HACTaBKY (OPMYINUITEMO CBe HCKa3e 33 JIeBY KpPajiby
tauky. [lormyno anajorte jeduHunyje U TBPAbE BaXKe U 3a JECHY Kpajiby TauKy.

JupektHa nocaeauna jgedbununuje je ciaegehe repheme:

Jlema. Axo jednawuna (2.17) uma ucmarnymo pewerwe u Yy mauky a, onda C6aKy
HEHYAG PEGAHU YMHONMCAK 00 U jecme marohe ucmakHymo pewere u Hema dpyaux
PeWerba K0ja CY UCMAKHYMA Y Ma4KY a .

[Ipema mpeTxoHO] JIeMU HCTAKHYTO pelllelhe U y Kpajikbo] TauKu, YKOJIUKO IMO-
CTOjH, JeINHCTBEHO je 10 Ha MHOXKeHhe peaJHOM KOHCTaHTOM. HemcTakHyTa pernrema
HUKaJIa HUCY jeTMHCTBeHA; n3 caeaeher pasmora: ako je v HEMCTAKHYTO pPeIlerhe U U
HUCTAKHYTO perienhe, 06a y UCTOj KPajiboj TauKu, OHJIa U+ Cu je TaKohe HenCTaKHyTO
penieme 3a cBako ¢ € R. JegHocraBHW NnpuMepH MOKa3yjy Jia jeJIHO MCTO peNiermhe
MOKe OUTH MCTAKHYTO Yy jeJHOj Kpajib0o] TAUKH, JIOK je Y JIPYroj HEUCTAKHYTO.
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Y nperxoHOM 0JIe/bKY YBEJIU CMO MOjaM OCIMJIATOPHUX U HEOCITMJIATOPHUX je/I-
naunna. Mcnurajmo cajla KakBa je lbUX0Ba Be3a €a HOBOYBEJIECHUM MOjMOM HCTAKHY-
TOI' OJHOCHO HEHCTAaKHYTOI' pellema. JacHo je oaMax Jia ce HUCTAKHYTa OJHOCHO
HEUCTAKHYTa pellleha He MOTY HOJaBUTH Y OCIMJIATOPHUM KPajeBUMA.

Ako je jennaumna (2.17) peryjaapHa y TaukKu a, OHJA 33 MPOU3BOJGHO DEIIerhe
y dbyskumje y u py Mory OUTH HENPEKUHO MPOJLYKEHE JIO TAYKEe G W UCTAKHYTO
perieme u MOCTOjH 1 3a70BosbaBa noderHe ycaose: u(a) = 0, (pu')(a) # 0. 3a
CBaKO HEHCTAKHYTO perierhe v y Tadku a Mopa Bakutu v(a) # 0.

Cras. Jeduauuna (2.17) je Heocuyursamopna y maswky a ako U camo aKO NOCMoju
UCTMAKHYMO PEUWerve Y MaAuKy a .

Cueniehu pesynrar jgaje Kapakrepusalujy HCTAKHYTHX U HEUCTAKHYTHX PEIICHha.

Tepheme: [Ipemnocmasumo da je jednavwuna (2.17) neocyuramopra y mawku a .
Hexa cy u,v peaana pewerva xoja 3adosonasajy u(t) # 0, v(t) #0 sa t € (a,d] u
nexo d € J. Tada

(1) w je ucmarnymo pewerve Yy Mawky a aGKO U CAMO GKO

/d dt
—_= ()O’
o DUA(H)
(i1) v je meucmaxHymo pewerve Yy Mauky a aKO U CaMO GKO
/d dt
— m7
o DPU3(1)

(130) aKo je u UCTAKHYMO pewere U U HEUCTNAKHYMO Pewere Y mavky a, onda
nocmoju ¢ € R, ¢ # 0, maxso da

u(t) = U(t)/ pv%(s)ds’ a<t<d,

(1v) axo je u UCMAKHYMO pewere U U HEUCMAKHYMO Pewere Y Mawky a, 0HOQ

lu(t)v(z)| < Ju(z)v(t)] 3a a<t<z<d.

Cazna hemMo mOMEHYTH HEKOJHMKO KJIACHYHUX KPUTEPUjyMa 34 HCHUTUBAIHE OC-
IMJIATOPHOCTH jefHaqnHe y Tauku oo . Jlakie, Heka Baxe (2.17) u (2.18) npu gemy
je J monynpasa, 1j. J = (a,00) 3a HeKku a, 1 < a < oo u p= 1. [Ipumenuhemo
[MITypmoBy Teopemy o nopehemy kopuctehu jenadnny ca KOHCTAHTHUM KOEMUIIH-
JjeHTHMA

y'+dy=0

3a nopehemwe. Hastazumo ja Baxku ciiejehe
(i) ako q(t) > 0 > 0, oHga je jeqHadNHA OCIUIATOPHA,

(17) ako ¢(t) <0, oHja je jenHAYNHA HEOCIUIATODHA.
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[Mpazawra w3mehy 0 m O ocraB/ba MPOCTOpP KOju MOXKe OUTH CyzKeH Kopucrehm
OjnepoBy jeaHATNHY

1

=0

12”
Kao nopejioeny jejHaduny mro je yaunno Kuaecep 1893. rojune:

y// ‘I’

(1) axo q(t) > 14725, OHJIA je jeHAYMHA OCHUJATOPHA;

(i7) axo q(t) < 15 , OHIA je jeqHaunHa HEOCIUIATOPHA.

KnecepoB kpurepujym Mozke ce 1mo00/bIIaTH KOPHUIITEHEM cjiejeher mporiu-
pema Ojaepope nmopeadbeHe jeHATINHE:

1 c

! - -
V't am?

y=20.

(17i) Ako ¢ > 1, oHJa je jemHAUNHA OCIUIATOPHA;

(1v) ako ¢ < 1, oHma je jemHAYMHA HEOCIHIATODHA.

OBaj mporec MoKe ce HaCTaBUTH Ja 01 ce 100mo Hu3 jaunx pesyararta. Ciemeha
nopejabeHa jeHaduna je

1 n 1 Y+ c
42 a2’ T Atn(ine))?

Y+ ( y=0.

(v) Ako ¢ > 1, onma je jeqHAYMHA OCIUIATOPHA;
(vi) ako ¢ <1, oHja je jeHAYNHA HEOCIIUIATODHA.

N Tako naspe mporec ce MoyKe HACTAB/baTH...
Cana nokaszyjeMo jean o1 HajOO/pUX Mel)y MO3HATHM KPUTEPHjyMa KOjU YKIBY Iyje
oba KoeduujeHTa jeJHAYMHE U MO3HAT je IOJ HA3UMBOM HHTEIPAJIHU TECT.

TEOPEMA. Hexa saoice (2.17) u (2.18).

/Cb]%:oo H /qu(t)dt:oo

3a nexo ¢ € J, onda je jednavuna (2.17) ocuuaamopua y mauxu b.

/:]%:OO u /acq(t)dtzoo

3a nexo ¢ € J, onda je jednavuna (2.17) ocyuramopna y mauxu a .

o Axo

e Axo

Jlokaz: J/lokazyjemo TBpheme camo 3a JIeCHY Kpajiby Tadky b, J0Ka3 33 JeBH
Kpaj a je mornyHo aHojoraH. IIpeTmnocTaBuMo HEOCIUMJIATOPHOCT Vv TaYkn b 1 HEKa
Cy U,V TO3UTUBHO MCTAKHYTO U HEHMCTAKHYTO Delllerbe, PecleKTHBHO, Ha [d,b) 3a
Heko d € J. Osnavasajyhu ca ¢ = —(pv') /v wa [d,b) u npumemyjhn napuujanany
UHTErpanujy j10o6mjamo

/d (pv’)’(s)ds _ (pv’)(t) ~ () () _/d pvf—_v’(s)ds _ () () — (pv') ()

v v v V2 v v




t 1 1\2 t
+/ _(pv2) (s)ds = —/ q(s)ds - —oo wam t—b.
a P v d

Haxme, (pv')(t)/v(t) - —oco kam t — b u pv’ je merarusno 6aumsy b. lakme, v
je omagajyha y JieBoj OKOJIMHE Tadke b u mpeMa TOMe MMa IPDAHUYHY BPEJIHOCT b,
peruMo,

v(t) - L xag t—0b, 0<L < oo.

U3 oBora ciean ja, 3a neko h € [d,b) u meko £ > 0 uMamo

1
> 5
v3(t) T L2 +e

v (t) < L* + ¢, d<h<t<b.

OBo nosjaun j1a

t t
/ ds 1 /ds, d<h<t<b
p pv*(s) — L2 +e Ji p(s)

OBo u mpeTrmocTaBKa 3ajeHO J1ajy Ia

/b dt
g OO 3
h pv2(t)

IITO je Yy KOHTPAJUKIUJU ca TAaYKOM (ii) MpeTXoJHOr TBphema ¢ 063upoM jaa je v
HEUCTAKHYTO Pelllehe Y Ta4Ku b. O]

2.5. Jleraspuuje o Be3u IlITypm-JInyBuioBe jeana-
YuHE U MPHUAPY2KEHOT CHCTeMAa IIPBOT pejia

Y 0BOM 0Jie/bKY pa3MaTpaMo jeJlaH OJ] OCHOBHHX pe3yJjaTa W3 TeopHje CHCTeMa
JIMHeapHUX JudepeHIujalnux jeIHaunna, Koju he urpaTu BaxKHy yJaory y ciejehoj
rJ1aBH, a Be3ad je 3a LlTypm—/InyBusioBy jeHaYnHY ca CIIeKTPAJTHUM HAapaMeTpOM,
Tj. 3a jeTHAYNHY

—(p(2)y") +(g(z) = w(z))y =0 wa J = (a,b), —co <a<b<oo, AeC. (2.19)
IIpuTOM TIPeTIOCTAB/HAMO JIa CY UCIYHeHH caenehin yeaoBu:
w,q € C°([a,b],R), p € C'([a,b],R), p(x),w(z)>0, xca,bl. (2.20)

[Ton HaBeneHUM ycaoBUMa, 3a jeaHaunny (2.19) kaxke ce ja je peryaapHa.

[Tpumernmo na nox yeaosuma (2.20) cBako pememe jegnadune (2.19) npunasa
kiaacu C?(J,C), a cama jegnaunna (2.19) ekpuBajienTHa je cucremy JucepeHijal-
HUX jeTHAYWHA TTPBOT pejia

T ) (2.21)



re z(x) = y(z) = p(x)y/(x). Jdaxie, BuauMo ja HOCTOjH jeMHCTBEHO pEIIeH:e
axo cy p(z)™!, q(z) m w(z) nenpexumue na J. [pema panuje pa3sBujeHoj Teopuju,
HCTH 3aK/by9aK Baxkd U aKO CE€ CaMO HPETIOCTABH Ja Cy nperxogne QyHKnuje
JIOKAJIHO MHTerpabusIHe Ha uHTepBay .J .

DyngamMeHTanHa MaTpuIa cucreMma (2.21) mara je ca

B c(\, z, ) s(A\, x, x0)
(N, z,x) = ( p@) Oz, 70) p(x)s' (N, 70) ) , A e C, (2.22)

rae je ¢ = c(\, x,xy) pememe jegnaunue (2.19) Koje 3370BOJbaBA MOYETHE YCJIOBE
c(\x,xg) = 1, p(xo)d (N, z,20) = 0, a s = s(\,x,79) je pelmeme Koje 3a10BO-
/baBa modetHe yciaoBe S(A,x,z9) = 0, p(xg)s' (A, z,z9) = 1. Ilpurom je zy € J
pON3BOJbHA (PUKCHUPAHA TAYKA.

U3 nperxomnuor xa je II(\, x, xy) HempekuHA y OJHOCY HA T W T, AJIH Y OTHOCY
Ha A Baku MHOro jaum pesyntar. llomcehamo ga ce dyHKNnja Ha3MBaA I[€Jsa ako je
aHAJTUTHUYKA Yy 1es10j KommaekcHoj pasau C.

Cazia MoxKeMo J1a hOPMYJIUIIEMO OCHOBHH PE3Y/ITAT KOJH CMO MOMEHYJIH Y YBOLY
OBOI' Ojie/bKa. Iberos J0Ka3 M30CTaB/haMO, jep jé BeOMa CyNTH/IAH M U3J1a3d U3
JIOMEHA OBOT' PaJia.

Jlema. @yndamenmanna mampuya I\, x,x0) je yeaa Pynryuje y odnocy Ha
npomennuey \ 3a cee gurcupane (x,xq) € J X J.

Ha xpajy oBor ome/bKa HaBOJIUMO jOII HEKe MO3HATE UUHEHUIE W3 TEOpHje CHU-
cTeMa JuHeapHux JudepeHijaanux jeinaunna; one he nam ouru norpedue y cieje-
hoj rimaBu.

[Ipro, mpema no3uaro] Jlnysurosoj dopmynn, MoaudUKOBaAaHU BPOHCKHjaH ,

We(u, v) = u(z)p(x)v'(x) — pla)u'(z)o(z), (2.23)

Hezapucan je on x ako cy u(x) m v(x) pemema jeauauune (2.19) 3a duxcupano
A € C. CrnenujasHo BaXKu jeTHAKOCT,

det TI(A, 2, 9) = W(e(A, -, x0),s(\, -, 20)) = 1. (2.24)
Jpyro, pemieme HEXOMOI'eHe jeJHATHHe 00JIHKA,
—(p(@)y') + (a(z) — Aw(z)) = g(z)w(z) (2.25)
jecre dyHKIM]ja
y(x) = y(zo)e(\, z, x0) + y'(x0)s(N, z, x) + / s\, x, t)g(t)w(t)dt . (2.26)

Tpehe, ako cy wu,v JuHeapHO He3aBHCHA pelema jenaHadnHe (2.19), oHga Baxke
JeTHAKOCTH

u(z)p(2o)v' (o) — p(xo)u' (z0)v(7)

C()\, x, xo) — W |
(u,v)
S()\ T 170) — U(:E)'U(;EO) - U(ﬁﬁo)v(l’) ‘ (2.27)
o W (u,v)

JacHo je na cy obe dyHKIHje perniema, a MOYETHH YCJIOBH Ce TPUBHjAJHO MPOBe-
paBajy. Hamomwumemo jorr jga (dbyHKIHMje w,v 3aBuUce W O MapaMeTrpa A @ U =
u(A x), v=uov(\x).
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3. Peryaapuu IllTtypMm-JInyBujioB rpaHn4dHu
npobJieM: pa3aBOjeHU I'PAHUYHHI YCJIOBU

Y oBoj rmaBu pazmarpamo cappemeny Bapujanty [Itypwm-J/InyBuioBor rpanudasor
npobsiema. Taj mpobisiem pedpunucan je IItypm-JluyBuioBom gudepeHiujasnom
jeTHAYMHOM (HA KOHAYHOM HHTEPBAJY) W T3B. PA3/BOjeHUM IPAHUIHUM YCJIOBHMA.
3a oxrosapajyhu [typm-/InyBunos audepeHnujajnu onepaTop peliaBajy ce mpo-
osemu tuna (1) u (1) koju cy dopmyucanu y YBojy.

Knacuuna BapujanTa nomenyTor mpobJiemMa mpBu myT (OPMYJINCaHa je U IpoyYa-
BaHa y caaBHOM 3ajeanndakom pasy [HItypma n 2Koseda JInysuiaa u3 1837. roaune.
Pasn ce ociama Ha nperxoane 1IITypmoBe pesyiarare o pememuma jeqnadnne (2.1)
(mpuKazaHe y IPETXOIHO] IJIABH) H Y HeMy Ce Mpoydasa MOTYRHOCT Ja ce eJleMeHTH
jeaue mupoke kiaace dynkinuja passujy y dyuxnuonasnnu pex (Pypujeosor tuna),
reHeprcaH mMoceOHUM HU30M pellierba Te jeJHaunHe. '1aj paJi mpejcTaBba KNIy U3
KOje ce pa3BuJia caBpeMeHa CleKTpajaHa Teopuja andepeHIjaJIHux omeparopa.

3.1. IIItypm-J/InyBujaoB oniepaTop u rpaHUYHHA YyCJIOBU

OcHoBHE pe3ysiTaTh OBe TyIaBe Ouhe mokazanu momohy npea-Xuabeprope Teopuje,
KOJYy CMO TpHKa3ajd y MPBOj IJIaBu. 3a TO he Ham OuTH moTpebaH jegaH TaKaB
,,pajgan” npocrop. Heka je vy := C([a,b],C) npoctop cHabieBeH CKaJapHUM MPOH-
3BOJIOM KOjU je JepUHUCAH PeJIAIldjoM

(f.9) = / f(@)*g(z)w(z)dz | (3.1)

Pazmarpamo criekrpasiau o0uk [HItypm-/IuyBusiose jeiHadrHe Ha TPOU3BO/HHOM
cermenty |a,b] C R, 1j. jennaunny:

—(p(x)y) + q(z)y = Mw(z)y, I eC, (3.2)

DU Y€MY MPETHOCTAB/BAMO J1a KoebUIUjeHTH jeJHAYNHE 33/10B0baBajy yeaose (2.20).
Ve10B TO3UTUBHOCTH TeyKUHCKe (pyHKIHje oMoryhaBa Jla ce OBa jeTHAYNHA HAITHIITE

y 00JIMKY
1

w(z)

(—@@MW+QWM)=A9 (3.3)

JleBa crpana jennakoctu (3.3) nedwunuiie jegan dopmanun audepenHnujagn ome-

parop L:
1

ATy

(—@@w7+qu) (3.4)
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Ogaj oneparop — andepeHIujaann u3pa3 AejcTByje Ha ABa IyTa HEIPEKUIHO aude-
pennujadbuine pyHkmuje u ,,mpedamnyje”’ ux y venpekuaae dyukiuje. [Tomohy anude-
peHIrjatHOr m3pasa L meduHuiremo ,upapu’ audepeHnujaaHn oneparop L yBo-
bemem cieehier BeKTOPCKOr MpocTOpa;:

D(L) = {f € C*([a,b],C)|BC,(f) = BCy(f) = 0}, (3.5)
rie je

BCa(f) = cos (a) f(a) — sin(a)p(a) f'(a),
BCy(f) = cos (B)f(b) — sin(B)p(b) f'(b) .

Kao mrro hie 6uru mokaszano Huzke, 0Baj (MOT)IPOCTOP je CBYJA IYCT y mpea-Xuabep-
TOBOM IpocTOpy Vg . Hedunummmo oneparop L : D(L) — C([a,b],C) momohy

(Vf € D(L))(Va € [a,b]) L(f)(x) = L(f)(x).

OBaj onepatop 30Be ce IITypm-JInyBuioB gucdepeHIiujaaHu oneparop.
Jla je obyact medpmHECAHOCTH TOT OllepaTopa I'ycTa y MPOCTOPY Uy MHOKazyje
caejiehe TBpheme.

(3.6)

Jlema. Ckyn dsanym dupepenyujabusnius GYHKUUIE ca KOMNAKMHUM HOCAUEM
C?((a,b),C) je ceyda eycm y vp .

Joxkasz: Hexaje P(z) =30 [ y*(y—1)*dy = 23(62>—152410) . Hanomumenmo 1a
je Mo KOHCTPYKIHUju P( ) Monorono pacryhia om0 mo 1 (cmenmjamuo 0 < P(x) <1
3a 0 <x <1)uobedynkuuje P'(r) kao u P"(z) amyaupajy cey t=0u o =1.
Crasumo P(z)=03a <0 u P(zr)=1 3a x> 1 ga 6u 6uro P(z) € C*(R)

Hame 6upavo f u3 C([a,b],C). Kako je f paBHOMEPHO HENPEKHIHA MOYKEMO
mahu 6 > 0 3a cBako ¢ > 0 Tako ma |f(z) — f(y)] < € kag rog |z —y| < 0.
YMmamyjyhn §, MoxkeMo mpeTmocTaBuTu j1a je b —a = nd 3a HeKHu 1eo Opoj n u
0 <e. Cana craBumo z; = a+ jo, 0 < j <n u gebunumumo

n—1

fs(x):f(gcl)P(a:—a,—5/2>Jr (%H x]))p(x_éasj)

j=1

.

e 0p(Zh ).

Tana f. € C¥((a,0),C) u maxey o, 4 |f(2) — fo(z)| < e. Hakune,
If = f-|” < 8M?R%* + 2R*(b—a) < e(8M? + (b — a))R?,

e M = maxgeop | f(2)], R = maxgepy |7(x)| onakne repheme cie/n. O

Huje remko mokasatu ga ucro Baxu y caydajy C>((a,b),C).

Bparumo ce cajia na rpanuune upooseme. IIrypm-/InyBujioB rpaHudan 11po-
os1em nedpunmine ce Ha ciaegehn nauwa: OApenuTH CBa perema y audepeHImjaine
jennauanne (3.2) Koja 3a/10B0JbaBajy I'PAHUYHE YCIOBE

BC.(y) =0, BGCyy)=0. (3.7)
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C ob63upom ma oba Kpaja cermeHTa |a,b] jecy perymapHa y CMHCIY TO3HATE
nedbuHnImje, 32 0Baj rpaHUdHE Mpobiem (Kao u 3a caMm omeparop L) Kazxe ce na je
perysmapaH. Kako cy ycioBu Koje pelllerbe U BeroB IPBU U3BOJ Tpeda Ja 3a/10BO-
JbaBajy JaTh moceGHO y Ta4Ku a W moceGHO y Tadku b, yeaosu (3.7) HasuBajy ce
pazaBojenu rpaHudHU ycjaoBu. CrennjaaHo, ako Cy caMO BPEIHOCTH DeIlemha
y KpajeBHUMa CerMEeHTa je/IHaKe Hy/iu, OHJa je ped o JIupuxjseoBUM rpaHUIHAM
YCJIOBHMA; aKO TO NCTO BayKU CaMO 33 BPEIHOCTH M3BOIHE (DYHKITHje, OH/IA Ce paIn
o HojmanoBuM rpaHUIHUM yCJIOBUMA.

MozKe ce IpeTnocTaBuTH, 6€3 OrpaHnYerha OMIITOCTH, ja je a € [0, 7) y rpaHud-
HuM yeaosuma (3.7).

Ha kpajy, nanomenumo ciaegehe: Jennaunna (3.3) nokasyje ga perabambe 3a/1a-
tor I[rypm-/IuyBuioBor rpanudsor npobjeMa jecre eKBUBAJICHTHO oJpehuBarby
CKyTIa CBHX COINCTBEHUX BpeJHOCTH oAropapajyhux corncrsennx ¢pynkmuja IlTypm-
-/ImyBmtoBor oneparopa L .

3.2. CaojctBa IlITypm-JInyBujgoBor ormeparopa :
Jlarpan>koB maeHturer, I'pmHOoBa dyHKIH]ja,
pe30JIBEHTa

3a ucnuTaBame creKTpaanux cpojctaBa LLTypm—/InyBuaoBor oneparopa L Ko-
puctuhemo Beh npukazany mpei—XuadoepToBy Teopujy. [lakie, mpBo 6u 6UJIO MOXKe-
JbHO YCTAHOBHUTHU /2 je Taj OIepaTop CHMeTpHUYaH U TO je YUHIbeHO y ciaeiaehem
uzjaramwy. Kopucrehu ppamyT naprujainy unrerpanujy aobujamo JlarpaH>koB
HIEHTUTET

d d
t/ MLfﬁuwr:IVJ%f?—leaf)+?/(LMfwdx (3.8)

3a f,9 € C*([a,b],C) m a < c<d<b. Yromuko crasumo ja (c,d) = (a,b) u
3aMEHHMO ¢ €a ¢*, I0JA3UMO JI0

<ngf> :Wa(g*7f)_Wb(g*7f)+<Lg7f> (39)

OBo je MeCTO TyIe CMHUCA0 IPAHUIHEX YCJI0BA JI0JIa3H JI0 u3pazxKaja: Ako f u g 3aJ10-
BOJbABAJY IpaHUYHE yciaoBe (3.7), oHe cy 00a ropmha BPOHCKHjaHA jeJ[HAKA HYJIH.
3auncra, IOMEHYTH I'PAHUYHH yCJIOBU Ja]y j€IHAKOCTH

0 = BCo(f) = cos (a)f(a) — sin(a)p(a) f'(a),
0 = BCu(g) = cos (a)gla) — sin(a)p(a)g'(a). (310)
IIpema (2.23) Baxu
Wa(f,9) = fla)p(a)g'(a) — p(a)f'(a)g(a). (3.11)

Paznmukyjemo nBa ciay4aja. IlpermocraBumo na je o = 0, oHZla U3 OpBe jeTHAYNHE
(3.10) mobujamo f(a) = 0, ok u3 gapyre jeanaqune (3.10) mobujamo g(a) = 0.
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Umamo f(a) = g(a) = 0, onakie mupektro upema (3.11) suguvo na W,(f, g) =0.
Heka je cana o # 0. Tama u3 (3.10) namazumo

Kama nobujene pesanuje ysperumo y (3.11) manasumo W, (f, ) = f(a) ctg (a) g(a)—
ctg () f(a)g(a) = 0. Hakme, y cBakom ciaydajy mopa outu W, (f,g) =0 (mormyno
ce aHAJIOTHO Jo0uja pa3ynrar u 3a Tadky b). Ha ocHoBy Tora u3 (3.9) mobujamo

{9, Lf) = (Lg, [), [,9€D(L), (3.12)

MTO MoKa3yje Jaa je L cumempuyan.
MeljyTtum, Taj onepaTop HUje KOMIIaKTaH, jep HUje 9ak HU orpaHntdeH. OBO 1pyro
yTBphyje ce caegehum npumepom.

IIpumep. [locmampamo ITImypm-JTuysuros onepamop L = —;‘2—22 HG UHMEPBANY

J = (0,7) ca Jupurareosum 2parusnum Yciosuma. Youumo wus Gyrruuja
{fn} ede f.(z)=sin(nzx), n € N,

Henocpednom nposepom yowasamo da f,(0) = fo(7m) = 0. Jaxae, dynruyuje f,
sadosomasajy nomenyme Jupuxieose epanuume Ycaose, mavnuje jecy u3 00MeHa
onepamopa L. 3a maj nu3 dynxyuje saxcu

(Ll T sin (ne) - n2sin (na) - da
Ifall \/fOW sin (nz) - sin (nz) - dz

=n? =00 Kad n— o0,

na onepamop L ne mootce bumu o2panuen.

PekJjio 6u ce j1a miaeMo morpentHuM myreM, MehyTum, moKymajMo ca cjejehnm:
HHBEP3 01 L MOZKe 6I/ITI/I KOMITIaKTaH, IIa Ha bera MOKeMO IIPUMEHUTHU CIIeKTpPaJIHy
TeopeMy.

Kako 6poj 0 mMozxke jma Oyme collcTBeHa BpPEeIHOCT olleparopa L, Taj omepaTop
He MOpa OUTH MHBEPTUOWIAH. 3aTo heMo pa3MOTpuTH omeparop L — z, 3a HEKH
dukcupan 6poj z € C. 300r cumeTpuaHOCTH OonepaTopa L , IPeTXOAHH OLEepaTop je
naBepTubmIan. /la 6ucmo oxape i naBep3 o1 L —z Tpeba ja perrmMo HeXOMOTeHy
jemwaunny (L — 2)f = g, mro ce moxke ypajgutu kopucrehu (2.26). V3 1o f
je pememe mudeprimjante jennaunue (L — z)f = g, ma mMopa GUTH W3 JIOMEHA
omepatopa L, Tj. Mopa 3a/I0BoJhaBaTH T'PaHUUYHE ycjoBe. llpema Tome, MopamMo
u3abparu Herno3nare KoHcTanTe y (2.26) Tako ja ¢y rpAaHuYHU YCJIOBH 33/[0BOJHEHH.
Y tom numy uzabpahemo jiBa perema u, U U, XOMOTeHe jejHaudnHe, KOja he butn
npuIaroljeHa HaliM IPaHUYHUM yeIoBuMa 1 Kopuctrhemo (2.27). YV oBoM ciydajy
(2.26) MOKEMO MUCATH KAO

_ wp(z, )

1) =55 <01+ / I%(z,t)g(t)w(t)dt)

Uq(2, )

#2224 [ttt
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IIITO IIOBJIa4Y1

"(z _ W(z7) c xu 2 w
r@) =2 e+ [ e na@uon) .
ul (2, ) b '
e (c2+ / ub(z,t)g(t)w(t)dt) .
OBae cMmo ckpaheno 3anucaJin
W(z) = W(up(2),uq(2)) (3.15)

IIITO He 3aBHUCH O] T Kao IITO je paHuje MOMeHYTO y jucKycuju o Be3u LTypm-Jlmy-
BIJIOBE jeJHAUWHE W MPUJIPYZKEHOT CHCTEMA.
Caga mzabepumo ¢; = 0. Taga f(a) = cua(z,a) u f'(a) = cu,(z,a) (vae

02+<ub(z)*79>

1a je BC,(f) = 0. Canuno 6upajyhu c; = 0 n wp(z,x) Tako na BCy(up(z)) =0
sak/pydyjemo na je BCy(f) = 0. Aaum ga jim MokeMO 0BO yBek ypaantu? Pernnmo
na kopucrelim modeTHe ycaose

c= ). Ako mzabepemo u,(z,z) Tako ma BC,(u.(z)) = 0 3aksmydyjemo

uq(z,a) = sin («), p(a)ul(z,a) = cos (a),

uy(2,b) = sin (3), p(b)ul,(z,b) = cos (B), (3.16)

J106ujamo JBa pererha TpazKeHOT THIIA, /10 Ha YHFHeHNILY 1a BpoHCKHjar W (z) Moxke
outn jennak myu. Casa heMo BUJeTH 3aIITO €y TOJIUKO 3HAYAjHE HYJIe BDOHCKHjaHA.

JIema. Bponckujan W(z) = W(up(2),uq(z)) je ueaa dynruuja xoja ce anyaupa
camo y concmeenum epedrnocmuma onepamopa L .

Jlokaz: Tlpe cera, W (z) je nena 3ato mro 10 jecy u,(z,) n up(z,x) (Kao u
uxoBH H3Boau 110 x ). Llrapumre, W(z) = 0 moBra4dn na cy uy(z) u u,(z) TuHEAPHO
3aBHCHU, Tj. Up(2,2) = c(2)uq(z,x). Haxne, BC,(uy(2)) = ¢(2)BCy(uq(2)) = 0
1IOKa3yje JIa je Z COLCTBEeHA BPEIHOCT KOja ojAroBapa coucrsenoj pyukuuju uy(z, ) .

[

Cuenujanno, cge nyiae W(z) mopajy 6utu peasme n Kako Hyse meie dbyHKIHje
He MOTY MMATH TAYKy HATOMIJIaBamba Koja je KoHauHa (10 TeOpeMH jeTUHOCTH U3
KOMILJIEKCHE aHAJIN3€), MOKEMO 3aK/by9UTH Ja Cy COINCTBEHe BPEIHOCTH OMEPATOPA
L nuckperne.

Hanomumemo j1a

* _ *

Uo(2, )% = uo (2%, 2)  w(z,2)* = up(2*, 2), (3.17)

mro nosiaun W(z)* = W(z*). Crennjanno, oba pemersa cy peanma 3a z € R
(mpermocrasrbajylin mpuTOM, OBJIe U ¥ OCTaKy OJe/bKa, Ja 6p0j z HHje CONCTBEHA
BpeguocT omeparopa L ). Hammmmmo caga (3.13) y obsuky omeparopa f(z) =
R (2)g(x) yBomehu oneparop (pesosBenra oneparopa L )

Ru(2)g(z) = / Gl 2, )gwB)dt, g€, (3.18)
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e je

G(z,z,t) =

1 { up(2, v)ug(2,t), x>t (3.19)

W up(z, thug(z,x), x <t,

I'punoBa ¢pyuknmja 3a oneparop L. Hanomumemo jga je G(z,x,t) mepomopdua
dbyuknuja y onnocy Ha z € C ca nojiopuMa TadHO y HyJaMa BpoHCKujaHa W (z) u
3aJI0BOJhaBa

G(z,z,t)* = G(z*,z,t) G(z,2,t) = G(z,t,x) . (3.20)
Tajsa, no koucrykuuju, umamo Rp(z) :vy — D(L) u
(L—2)Rr(2)g=9g, g€uw. (3.21)
[IpeocTano je ma TpoOBEPUMO jeTHAKOCT
Ru(=)(L—2)f=f [eDL), (3.22)
onakse 6u ciaeauio na je Ran(Rp(z)) = D(L). Ha 6ucmo Bumenn ma (3.22) Baxu,

HACTaB/baMO Kao y JIOKa3y JlarpankoBor ujaeHTuTera

Ri(z)(L = 2)f(x) = / Gz, 2, t)((L = 2) f(t))w(t)dt
up(z “

, )
W(z) / ua (2, 1) (L — 2) f(t))w(t)dt

ug(z, ) [°
IC;I(/(;)>/ up(2, 1) (L — 2) f(t))w(t)dt
g (2, 2)Wo(up(2), f) — up(z, )Wy (ua(2), f)
W(z)

. (3.23)

= ().

Osue cmo kopucrmiau Jlarpamxos uiaenrer (3.8) u W,(u,, f) = —BC.(f) = 0,
Wy(up, f) = —BCy(f) = 0 y tpehem xopaxy.

Hpyrum peunma, Rp(z) je maBep3 og L — z. Cneneha sema nokasyje aa je
R (%) KOMIaKTaH.

Jlema. Onepamop Rp(z) je xomnarxman. Axo je z € R, maj onepamop je cu-
MEMPUYAH.

Joka3z: ®ukcupajmo z u npumernmo na je G(z, -, ) HenpekuHa Ha [a, b] X [a, b]
na mpeMa TOMe W PaBHOMEDHO HepeKuIHA. 3aTo 3a cBaku & > () Moykemo Hahm
d > 0 rmako ma |G(z,y,t) — G(z,z,t)| < e xagron |y —z| < 0. Heka je f(x) =
Rp(2)g(z). Tana Baxkn

b
l9(z) — g(y)| < / |G (2, y,1) = Gz, 2, D) f(1)[w(t)dt

b
< / FOlwot)dt < 1151,

kag rof |y — x| < 6. (OBae cmo kopuctuin wejennakoct Komu-ITIBapma y mocses-
BeM Kopaky.) Jlakie, ako je f,(z) orpanuden Hu3 y v, oHga g,(x) = Rp(z)fn(x)
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je eKBUHENPeKuIaH U UMa, PABHOMEPHO KOHBEPIEeHTAH IIQIHU3 10 TeopeMu Apie/ia-
-Ackonnja. Anm paBHOMEDHO KOHBEPIeHTAH HU3 je Takohe u KOHBEPreHTaH y HOPMHU
KOja je MH/IYKOBaHA CKaJapPHUM IIPOU3BOJOM, IIITO CJIE/IA U3

b
HfH:\/ / |f(t)!2w(t)dt§\/xs€uapb]|f 0 [ wteyie = i sup 1760

Ha ocHOBY mpeTxomHOr 3aKjbydyjemMo ja je onepatop Rp(z) KoMmakTaH.
Ako je A € R, umamo G\ t,x)* = G\ z,t) = G(\ x,t) u3 gera 360r
cumerpuje omeparopa Rp(z) ciaemn:

w0 = [ o ([ a0 ns0uoa)uta
:/ (/bg PG, ) (a)de) £ (B(e)de

/ (/bG A, t)g()w(w)de ) * f(Eu(t)dt = (R (2)g, f),

YuMe je TOKa3 3aBPIeH. O

3.3. OcHoBHa Teopema o criekTpy llITyp™m-JInyBusoBor
oriepaTopa

Kao nmocsieuiy gocamanimer u3jiarama, IPUMEHOM CIIEKTPAJIHE TeOPeMe U3 [pPBe
riaase J0oujamMo

TEOPEMA. Pezyarapru IlImypm-Jluyeunros npobaem uma npebpojuco mHo20
PEANHUT U NPOCTIUL CONCMEBEHUL 8PEJHOCTNU N, KOje Ce HAZOMUNMIBATY UCKDYHUBO
oko mauakxa 0o uau —oo. Odeosapajyhe Hopmupane concmeene GyHKUUje U, MO2Y
ce uzabpamu mako 0a O6Yoy pPearro-8pedHOCHE U “UHE OPMOHOPMUPAHY ba3Yy Npo-
cmopa vy, mj. 3a ceaxy dynruujy [ € vy 6astcu jednarocm

o0

f(x) = (un, fun(z) (3.24)

n=0

no nopumu npocmopa vy. Ocum moea, sa f € D(L) osaj ped je pasromepro
Koneepzenman na ceemenmy |a, bl .

Joka3z: Wzabepumo A € R rako ga Rp(\) wmocroju. [Ipema cuekrpasinoj teo-
peMHE 3a KOMIAKTHE CHMeTprudHe oneparope Ry (\) uma npeGpOjuBO MHOTO DeAJTHHX
CONCTBEHUX BPEIHOCTH (v, TAKBUX Ia v, — 0 W y3 TO OPTOHOPMUPAH CUCTEM OO
Bapajyhux comcreennx dyukmuja wu,. Ocum tora, kKako je Ran(Rp(\)) = D(L)
CBYJIa TYCT, CONCTBeHe (DYHKIMje YAHE OPTOHOPMUPaHy 6a3y.

Mrasure, Rp(A)u, = oyu, ekBuBageHTHO je ca Lu, = (A + )un, IIITO
nokasyje ja A\, = )\—l—t jecy comncTBene BpegHocTn oneparopa L ca O,ZLFOBapaJth/IM
concTBeHUM (DYHKIUJAMA, Uy, .
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Jlaxkusie, nupBe aBe TBP/IHE Cy JOKA3aHE, OCHUM YUIHEHUIE J1a Cy CONCTBEHE BPEI-
Hoctu mpocre. Jla 6ucmo 0BO jJoKazaju, MPUMETHMO Ja ako Cy U, W U, JBe pa-
31nauTe concTBeHe (DYHKIMje Koje oAroBapajy A, , ouga BC,(u,) = BC,(v,) =0
nosnaun W, (u,,v,) = 0 u nmpema tome wu, u v, cy JuHeapHo 3aBucHu. Creru-
jamHo, u,(x) je yMHOXKAK U,(A,, ) U mpeMa ToMe MOKe ce u3abpaTu Tako 1a Oye
peaJiaH.

[Mokazkumo na pes (3.24) kouBeprupa pasuomepto 3a f € D(L). Taxa je f =
Rp(\)g 3a Hekn g € v, ma 3aT0 BayKe jeTHAKOCTH

F(@) =) (un, flun(e) =Y anfun, ghua(z).

Ocum Tora, nejeanakoct Kommu-IIIBapra nokasyje ja paBaoMepHO Ha cermenty [a, b]

BazK1
2 n n
2 2
<Y Wy )P loguy ().
j=m j=m

3a cBaka JiBa mnpupojna opoja m < n. Cajma, Ha ocnoBy I[lapceBajioBe jegHakocTH
HAJIA3UMO Jla Baxkn ) [(uj, 9)|> = |lg]|*, na mpema Tome, mpBa cyma Ha ecHOj
crpanu jecre Kommjes ojcedak KoHBepreHTHOr OpojHOr pejga. pyra cyma Ha JeCHO]
CTPaHW MOJKEe Ce OIEHHUTH Ca TOPEhe CTPpaHe He3aBUCHO o1 & € [a,b] 3aT0 mTo Baxke
jeTHaKOCTH

Z aj{uj, g)u;(x)

apun(x) = Rp(Nu,(z) = / G\, z, t)u,(H)w(t)dt = (u,, G\, x,t,-))

OJIaKJIe CJIeN Ja je
n n b
D lagus (@) < Y [(un, GOt ) = / GO\ 2, ) Pw(t)dt < MO,
j=m j=m a

e M(A) = max, icfqp |G(A, z,t)|, nonoBo npema (1.14).

Ha ocnoBy mnperxojsor pasMarparba 3ak/bydyjeMo, Kopucrehu Kommujes kpu-
TepujyM paBHOMEpHe KOHBepreuuuje, Ja yHKunoHagunu peia (3.24) KoHBeprupa
paBHOMEpPHO Ha [a, b] . a

Pacmope 1 concTBennx BpeHOCTH oneparopa L MOKe ce J0JaTHO TPeru3upaT,
IITO je cajpxkKaj caejeher TBpherba.

Jlema. Concmsene spednocmu pezyaaproz Lmypm-JIuysurosoe npobaema oeparu-
yene cy 0003do, na ce mozy ypedumu Ha caedehn navum:

Llpu mome, saosrcu Pejau-Puuyos npuruyun

(f,.Lf). (3.26)

0= min
fED(L) | f]I=1
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Ha xpajy, nammomeHnMo 1a ce MOZKe /0Ka3aTh Ja 1 cBaka dpyHKnmja [ u3 Kjace
JIE0 TI0 JIe0 HeNMpeKuaHO audepeHmjabuannx QyHKIMja Ha cerMenTy [a, b, Takpa
ga je f(a) = 0 ako je a = 0 u f(b) = 0 ako je § = 0, Moxke GuTH Pa3BU-
jeHa y paBHOMepHO KoHBepreHTaH PypHjeoB pejl, reHepuCcaH CUCTEMOM COTCTBEHUX
dyukimja onaparopa L.

IIpumep. Ocmompumo Lmypm-/Iuysuroe npobaem koju ce nojasuo y jedHom
00 PAHUJUT NPUMEDQ.

d2

L:_@a D(L):{fECQ([()?l]vC)‘f(O):f<1):0}7

2de cy odzosapajyhu npocmop u crasGpPHU NPOU3BOd damu ca
1
w=C(0.1.), (f9) = [ f)glw)ds .
0
Qdzo0sapajyhe concmeene epedrocmu U HOPMUPAHE CONCMBEHE PYHKUUIE CY

A = (mn)%, un(z) = V2sin(nmz), neN.

LImasuwe, ceaxa dpynkuuje [ € vy moorce ce passumu y Pypujeos cunycruy ped

F= Yt o= [ worsia)ds.

KOJU je KOHBEP2EHMAH i 00HOCY HA 08G] CKAAAPHU NPOU3E00J. AK0 NPemnocmasumo
da je f deo no deo nenpexuono dugepenvyujabunna npu wemy f(0) = f(1) =0, ped
he wax Konsepamu pasHomepHo.
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4. Perynapuu lLltypm-JInyBujoB rpanuviHmn
IpobJieM: OIINITH CAMOKOH)yTrOBaHU
rPAaHUYHU yCJIOBU

Y oBom geny pasmarpamo ommtu Ltypm—J/InyBuiaoB rpanuanu mpobiaeM. 3a
DPAa3JIMKy O/ KJIACHIHe BapujaHTe TOr MpolseMa, KOjy CMO pa3MaTpasi y MpPeTXo-
HOj IJ1aBH, caja ce upernocras/ba ja Koedunujenru [Hrypm—JInyBuiiose jejna-
YUHe jecy camMo MHTerpabu/HM Ha JIaTOM WHTEpBaJy, Ja MOIY Ja Memba]y 3HaK U
Jla TPAHUYHH YCJIOBM UMajy OOJUK ONIITHX CAMOKOHjYTOBAaHWX YCJIOBA, YUjU jeJaH
CHeIUjaJHi CJIy4daj jecy Pa3/iBOjeHN TPDAHUYHU YCJIOBH. Y 3aBUCHOCTH O] THIIA
IPAHUYHUX YCJIOBA YCTAHOB/HABA]Y CE€ CBOjCTBA CHEKTPa W COICTBEHUX (PYHKIHjA
oarosapajyher IITypv—/luyBunoBor gudepeHnujaTHOr olepaTopa.

4.1. Camokonjyrosauu llltypm-JInyBusiioB npobdjem

Camoxkonjyroparn LlItypm-/InyBuaos nmpobsieM Toapa3yMeBa pellaBaibe CHMe-
TpudHe audepeHIjaane jeTHaunHe

—(py) + qu = wy ma J = (a,b), —00 <a<b< oo, (4.1)
YHju KOeDUIIHjeHTH 3a10B0O/bAaBAjJY YCI0BE
r=1/p,q,w € L'(J,R); (4.2)

IpU YeMy pellierha Te jeTHaunHe Tpeba /1a 33J10BObaBajy IPAHUYHE YCIOBE

AY(a)+ BY(b) =0, Y = Li,} , (4.3)

rie je

0 -1

- (4.4)

A, B € My(C), AEA* = BEB*, rank(A:B)=2, E= {

Hanmomena: Ilpumernmo ja HemMa orpaHuvera 3a 3HAK HUjeIHOT 0 Koedulnje-
nara r,q,w . Takohe, cBaku oI IbUX MOKe OUTH HACHTHYKH jeHAK HYJIH HA HEKOM
MOIUHTEPBAJIY WHTepBaaa J .

Hedbununmja. ITod mpusujarrum pewerwem jednauune (4.1) na nexom unmepsany
I nodpasymesamo pewere y Koje je udenmuuku jednaro nysu Ha I u wuju je
K6a3u-u3600 z = py maxohe udenmuury jednar wysu Ha I .
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Hedbununuja. 3a peasro-epednocuy meprusy pynkuujy frasrcemo da mera
3Hax Ha unmepsary I ykoasukro yauma no3umueHne epedHocu Ha CKYNY NOSUMUGHE
Jlebezose mepe u maxohe ysuma HezamusHe 8pedHOCTIU Ha CKYNY nosumuene Jlebe-
206€ MEPE.

[Tpema pasmarparmuMa U3 Apyre riaBe, mpernocraBke (4.2) o6esbehyjy ma rpa-
HugH yeaoBu (4.3) 6yay KOPeKTHO JedWHUCAHU TONITO CBA PeIlermha W HHXOBH
KBAa3U-U3BOAU MOT'Y OUTH HENPEKHJIHO ITPOAYKEHHU JI0 KPajIbHX Tavyaka WHTepBaJa.
OBo BaxKu 3a OrpaHWYeHe W HeorpaHudeHe wHTepBate .J .

Bparumo ce cajia Ha ucnuTHBame conctBennx peganoctu [1ITypm-JIuyBuaosor
oneparopa Koju je onapeljen jeguaunuom (4.1) u rpanmganm ycaouma (4.3) 3a Koje
ce 3axreBa jia Baxu (4.4). Hamernyhemo nomathe yciose 3a Koeduiujente jena-
quHe J1a OGueMO M30erin MATOJIONIKe CIydajeBe Koju ce jaBibajy Kajga je r = 1/p
U w WIACHTUYKU jeHAKO HYJIU Ha ofroBapajyhem muTeppaay J Kao u ciaydajeBe
ca COINCTBEHMM BpeJIHOCTUMA KOje Hucy peasne. [lokasyje ce ja 4ak u y Kjaacud-
HOM cay4ajy Kajga p > 0, aan w Mema 3uak Ha J, [lITypm-JluyBusios omeparop
UMa COIICTBEHE BPEIHOCTH KOje HHUCY peaJiHe, Yak u ca JIupuxjieoBUM rpaHUYIHHM
yenoBuma. [akie, npernocrasuhiemo ga Baxku (4.2) my3 ro w > 0 nwa J. Yciaosu
3a KoedUuIujeHTe w U p KOJU Cy HABEJEHU Y HAPEIHO] TEOPEMH MOTY Ce I0JIATHO
OCﬂa6I/ITI/I. HaHOMI/IH)eMO Aa ¢ MO2KE 6I/ITI/I IIO3UTUBHO, HETATUBHO WJIW MEIbaTH 3HAK.

Caenehe tBpheme mokasyje ma concrBeHe (DYHKIMje U KOje OAroBapajy Cofl-
CTBEHUM BPEJIHOCTHMA KOje HUCY peajiHe He MOTry OWTH HOpMHpaHe y CKJIJIy ca
3aXTEBOM JIa BaxKH

/ab lu(z)w(x) de = 1.

TEOPEMA. Hexa saosce npemnocmaske (4.1)-(4.4). Axo je X concmsena eped-
nocm npobaema (4.1)-(4.4) xoja nuje peanna u neka je u tena odozosapajyha con-
cmeena ynkyuja, mada

/ u(z) Pw(z) dz = 0. (4.5)

Hanomena: J[ludepennujanna jeqaaunna (4.1) medbununte dbopmaanu audepeH-
nujagHn oneparop obsnka (3.4), Koju 3ajelHo ca rpaHudHUM ycaoBuMma (4.3) ompe-
hyje IIrypm—/Inysunos mudepennmjanaau oneprop L : D(L) — L*(J,w). Ilpm
Tome, KoMmILiekcHa dyHknuja f npunaga D(L) ako je

f.pf € AC.(J), f, L(f) € L*(J,w)

u ako f 3agoBospaa rpanmune yciaose (4.3). Ouge AC.(J) jecre BekTOpCKH
npoctop GyHKIHja KOje €y alcoJIyTHO HeMpeKUJIHe Ha IOJCErMEHTHMAa WHTepBAJa
J,a L?(J,w) jecre Xunbepros npocrop L*(J) ca ckamapuum npoussogom (3.1).
ITornpocrop D(L) je rycr y mpocropy L*(J,w), a ycaosu (4.2) ob6esbelyjy cume-
TPUYHOCT oneparopa L.

Marpuunn yciaos (4.4) obesbelyje ma oneparop L jecre caMOKOHjyroBaHu
JUHEeapHU OIepaTop, 1ITO 3Ha4u, 1m0 JedUHUNN]U, Ja je jeHaK CBOM KOHjyIoO-
BaHOM oneparopy L*. 3aro ce 3a rpanudne ycioBe (4.3) Kazke Ja cy CaMOKOHJyTO-
Bamm, a 3a rpammanu npobiem (4.1)—(4.3) ma je caMOKOHjyroBanum rpaHumdIHU
mpobaem. Yciosu (4.2) o6e3beljyjy perynaproct kpajeBa uHTepBasia J, na mome-
HYTH I'DAHUYHU 1IPOOJIEM jecTe peryJsiapa.
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Ha kpajy, ako je A = [ajjlaxa 1 B = [bij]ax2, onga marpuuanu ycaos AEA* =
BEB* jecre eKBUBAJCHTAH jeHAKOCTHMA

a11G22 — 12021 = b11b2g — b12bay ,
a11G12 — 12011 = b11b12 — b12byy )
A21T23 — Q22021 = ba1bag — basbay )

A22G11 — G1Q12 = bagbyy — ba1bys .

4.2. KaHoHCKH 00JIMK CaMOKOHjyroBaHUX I'DaHUY-
HUX yCJIOBa

Jacno je ga rpammunu ycsosu (4.3) ocrajy HEHPOMEHEHH LUPU MHOZKEbY De-
ryJjapaoM mMarpuioMm. Jla 6ucMo HCTpazKuan KaKo e COICTBEHE BPEIHOCTU MeHmajy
3a pa3/IM4YuTe THIIOBE TPAHUYHUX YCJI0BA, Pa3MaTpaMO KaAHOHCKH OOJTUK CAMOKOH]Y-
rOBaHUX I'PAHUYHHUX yCJIOBA.

3a narre morpede MOXKEMO pa3BPCTATH CAMOKOHjYrOBaHe I'PaHHYHE YCJIOBE Y TPU
MeDycoOHO IUCjYHKTHE KJace U KOPUCTUTH caefeny KaHOHCKY pelpe3eHTallljy THX
KJ1aca:

(1) PazaBojeHn caMOKOHjyroBaHW rpPAHUYHH YCJIOBH

Ary(a) + As(py')(a) =0, A, Az € R, (41, 42) # (0,0),
Bly<b) + Bg(py,)(b) = 0, Bl7 B2 - R, (Bl, Bg) 7é (0, O)

OBu pa3npojeHn yCJI0BH MOIY Ce apaMeTpu30BaTh Ha ciaenehum HaunH:

cos(a)y(a) —sin(a)(py')(a) =0, 0 <a<m,
cos(B)y(b) — sin(B)(py')(b) =0, 0<B <.

(i7) PeasHm ynapeHu caMOKOHjyrOBaHH IDAHUYHU yCJIOBU
Y(b) = KY(a), Y = { J ]
rie K € SLy(R), 1j. K 3anosospara

Jra LaiE , ki €R, det K = 1.
k21 k22

(1i1) KomniekcHu ynmapeHu caMOKOHjyrOBaHU IDAHUYHU yCJIOBU

Y(b) = e"KY(a), Y = {(pi//)}

rie K € SLe(R) w —m <y <0 mm 0 <y <.
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Cueneha jema mokasyje jia ¢MO HAIPABWIN A00PY KJIACH(PUKAIM]Y TPAHUIHUX
yCJIOBA.

Jlema. Hexa je dam epanuvnu ycaos (4.3), npu wemy mampuye A, B 3adosonasajy
(4.4). Tada je maj epanuyuny Yycio8 eK6usaAeHMaH Mawho jedHom 00 pasdeojerur,
PEGNHO YNAPEHUL UAU KOMNAEKCHO YNAPEHUT 2PAHUNHUL YCA08a KOJU cY 20pe dedu-
HUCAGHU.

4.3. Teopema o cieKTpy camMOKoHjyroBaHor LIITypM™m-
-JImyBuJjioBOr orneparopa

Cana dbopymysnunieMo TeopeMy Koja je TJIABHU pe3yaTaT oBor mena. Kako je
HajaBJHEHO y YBOJHOM Haparpady, oHa ONIHCYje CONCTBEHE BPEJHOCTH U CONCTBEHE
dyukiuje camokonjyrosanor [HItypm-JInyBuiosor oneparopa y 3aBUCHOCTHU O] KJIACE
IPAHUYHUAX YCIOBA.

TEOPEMA. Pazmompumo pezyaapuu HImypm-Jluysuros npobrem xoju ce ca-
cmoju 00 jednavune (4.1) ca woeunyujenmuma xoju 3adosomasajy (4.2) u eparu-
wHUT yeaosa (4.3)-(4.4). Ipemnocmasumo da je p peasno-spedrocta Gyrkyuja Ha

J u da
w >0 ckopo ceyda Ha J.

(ITpumemumo da nwema oepanuuera 3a 3uak koeuyujenma p u q.) Tada:

(1) Cse concmeene spednocmu cy peasne, u3oao8are, 63 KOHAYHE MAYKE HA20MU-
AABAE U UMG UL DECKOHAYUHO QAU NPEOPOJUBO MHO20.

(17) Axo p merwa snak na J , onda concmeene epednocmu nucy ozpanuiere 000300
HUMU 000320 U MO2Y CE YPeoumu maxo 06 6axHCU

<AL <A < A<M << (4.6)

npu vemy A, — 00, A_, — —00 kad n — oo. Csaka concmeena epednocm
MOHCE OUMU NPOCNA UAU DBOCTPYKA AU He 6AICE J6E Y3ACMONHE JEOHAKOCTIU
y (4.6) (nowmo 3a nposusosno \ jednauuna (4.1) uma mauno 0sa AuHeapHo
HE3A6UCHA PEULETHA,).

(i11) Axo p mera snak na J U 2panuUNHY YCA0BU CY Pa3dojen, 0HOG 8adCe CMpPO2E
nejednaxocmu y (4.6).

(v) Axo p >0 na J uepaHuHY YCA08U CY PEAARY U YNAPERU, OHIG CY CONCMBEHE
epedHocmu o2paruyere 000300 U Mo2y ce ypeoumu makxo 04 3640060646071y

—00< A<M < <. A, =00 Kam n— 00 . (4.7)

Ceaka concmeena 6pedHOC je NPocma st 080CMPYKA GAL HE 8adce 06e Y3a-
cmonme jednaxocmu y (4.7) nowmo 3a npouseonmno A jednawuna (4.1) uma
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dea auneapro nezasucha pewera. Hanomuremo da je N, dobpo dedpurucano
36 cee n € Ny, aau nocmoju Hexe NPou3BoLHOCTIU Y UHIEKCUPAHY CON-
cmeenuT GyHKuuja Koje 00208apajy 080CMPYKUM CONMCINEERUM SDEJHOCTIUMG ;
NOWIMO CEAKO HEMPUBUJAAHO PEWEHE JeOHAUURE 30 MAKEY CONCMEEHY 6pPel-
Hnocm jecme concmeena dynkyuja. 3a damy marsy wemy uHdeKcuparsa, HeKa
je u, peasno-epeduocra concmeena pynryuja 0d A\, (K) 3a peasne ynapene
2paHUHE YCA08€e, onda Opoj nysa PyHKyUje U, Y OMEOPEHOM UHmMepsary J
je 0 uau 1, axo je n =0 odnocno n—1 uau n uau n+1 axo je n > 1.

(v) Axoje p >0 U 2paHUMHU YCAOBY CY KOMNAEKCHO YNaperl, OHOG CY CONCMBEHE
epedrocmu npocme U cmpoz2a wejednaxocm eascyu ceyede y (4.7). IlImasuuwe,
axo je u, concmeena Pynkyuje 00 \,(v,K), 0 <y<m, —m <y <0, onda
je 6poj nwyaa dynryuje Rew, na [a,b) jednax 0 wau 1 axo n =0 odnocro
n—1 uw n uiu n+1 ako n > 1. Hemu saxnvyuar easrcu 3a Imu, .
HImasuwe, u, wema wyaa y [a,b], n € Ny.

(vi) Axo je p > 0 u epanuunu ycaosu cy pazdeojenu, onda cmpoza HejedHarocm
saotcu ceyede y (4.7). HImasuwe, axo je u, concmeena dynkyuja 0d N, , onda
je u, jeduncmeena 00 HG MHONCEWE KOHCMAHMOM U UMG MAYHO N HYAL Y
omsoperom unmepsary J, n € Ny.

(vii) Axo je p > 0, onda 3a NPOU3BONHE CAMOLOJYHZOBAHE 2PAHUYHE YCAOBE: PA3-
dsojene, PEaNHO YNAGPEHE U KOMNAEKCHO Ynapere, sastcy caedeha acumnmom-
cka popmyna:

et ([ ) w0 s

(viit) Axo p mewa SHa%' u pt(z) = p(x) sa p(x) >0 u 0 unave kao u p~(x) =
—p(x) 3a p(x) <0 u 0 unaue, mada (4.8) nonpuma obauk:

%%‘” / p+é)> e /md)

Kad n — 00 U Kad N — —00 PECNEKMUBHO.

[IpeocTano je ma jonr W3 OBe ONINTe HMEPCIEKTHBE IOrJIeaMO Ha pe3yaTare U3
nperxojiHe ryiase. Tume g00ujamMo jgo/aTHA TPEIU3UPaba U JIOIYHCKE nHdOopMaliuje
O THUM Pe3y/JITaTUMA.

Pazmorpumo IItypm-JIuyBuiaos npobiaeM Koju ce cacToju O jelHaYNHe

—(py") + qy = Mwy na (a,b), —oo < a <b< oo, (4.9)
3aje/THO ca Pa3/BOjeHNM I'DAHHUYHUM YCJIOBUMA

Aly(a> + AZ(py/>(a) = 07 Alv AQ € ]Rv (Ala AQ) 7& (O’ 0)
Bly(b) -+ Bg(py/)(b) = 0, Bl, BQ - R, (Bl, Bg) 7é (0, 0)

1 KoedUIIjeHTUMa, KOJH 330BO/HaBA]y

p,q,w: (a,b) =R, 1/p,q,w € L(a,b), p>0, w >0 ckopo cyaa Ha (a,b).
(4.11)
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TEOPEMA. Hexa sasice npemnocmaere (4.9)-(4.11). Tada

(7)
(é4)

Cse concmeene Gpednocmu CY peanHe u npocmne.

LHocmoju beckonauro aau Hajsuwe NPedPOJUBO MHO20 CONCMBEHUT 6PEIHOCTIU
{An:n € Ng}, one cy ozpanuuene 0003do u mozy ce ypedumu maro da 3ado-
60.6aA8aJY HEJEOHAKOCTIU

—00 < AN < AT <A< A3 < -
u Y3 mo A\, — 00 kad n — 00.

Axo je u, = un(+,\,) concmeena dynryuja xoja odzosapa concmsenoj epeod-
HOCTNYU N, , OHOG Uy, UMG MAYHO N HYAQ Y omeoperom unmepsany (a,b).

Hsabepumo o € [0,7) maro da

_ [ arctg(—A2/A1) A #0
«= 7T/2 Al =0

cauuno uzabepumo B € (0, 7] maxo da

_ J arctg(—B/B1) Bi #0
B - 7T/2 Bl =0

Tada je ceaxa concmeena epednocm N, JEOUHCMBEHO pewere A = N, jeoHa-
YUHE
0(b,\) = +nm, neNy,

2de je 0 pewere jednavune 0 = pLcos?f+ (Aw — q)sin®6 na J odpehero
nouwemmnum ycaosom 0(a, \) = a 3a cee A € R.

Hus concmeenux dynxuyuja {u, = u,(-,\,) : n € No} wmoorce ce nopmupamu
da 6yde opmonopmupar nus y nped-Xuabepmosom npocmopy H = L*(J,w),

IIpema mome, opmonopmupary nusd {u, = u,( -, A,) :n € No} je komnaeman
y H, mj. 3a cearo [ € H sastcu penpesenmauuja

o b
F= D cntm e / F (@un(@yu(z) dr

y odnocy Ha nopmy npocmopa H .
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