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IIpenrosop

XapMOHMjCKa aHAJM3a Ha JOKAJHO KOMHIAKTHUM AOejloBuM rpymama je
obyacT KOja je mouesa na Ce pa3BUja TPUACCETUX TOAWHA TPOIIOT BEKA.
WNsmebhy ocrasor, nneja je ouna ma ce pesdyaratu Pypujeose ananmse Ha R
mpeHecy ¥ Ha JApyre JOKAJHO KOMmakTHe AbGesoBe rpyme. Y TpubIMKHO
NCTOM Ilepumonmy, Iodesja je na ce pasBuja teopuja (o HojmanoBux
aarebpu. Yerpmecer romuua kacHuje cy Tarkecaku, a morom u Ban laeme,
y CBOjUM panoBUMa MOKA3aJiM M3Pa3UTy CIOHY oBe aBe obmactu. U mamac,
cuMOMo3a OBe nIBe 00JacCTU, KOja yKbYydyje U Apyre 00JacTU MOMYyT TEOPUje
penpe3eHTanuja, OMIITe W ajredapcke TOMOJOTUje U KOMIIJIEKCHE aHaJu3e,
IpencTaB/ba jedHy O TJIaBHUX TeMa KOjoOM ce DaBe MaTeMaThdapu y cepu

OIIepaTOPCKUX aJaredpu.

Pan ce cacTtoju on yBoma m meT morJiaBJsba, KOja Cy HPUPOTHO HOMEJ/HEHA Y
oBa mOejia - IpBa TPU Ce OMHOCE HA XApPMOHUjCKY AaHaJU3y Ha JOKAJIHO
KOMIAaKTHUM AOeJ0oBUM rpylaMa, OOK Ce IMOCHeNma ABa OMJHOCE Ha HEHY

npuMery y ¢oH HojmanoBum anredpama.

Y yBonmy je maT KpaTak Ipura3 JepuHUIMja U TBphema u3 (QyHKIMOHAIHE
aHaJim3e, Teopuje Mepe m DbaHaxoBux aJjredbpu Koje HUCY H3ydyaBaHe ¥
OKBUDY €JEeMEeHTapHUX KypceBa, a HEONXOMHM Cy 3a mnpaheme ocrarka

MaTepujatia.

Y mpBOM MOTJaBJ/bY Cy YBEIEHM OCHOBHUM IMOJMOBU 3a Paj ca OUTHOM KJIIACOM
TOMOJIOMIKUX TI'pyHa - JOKAJHO KOMIIAKTHUM TpyIaMa. ITokazana je
er3UCTEHIja TPUPOTHO TPUIAPYKEHE, TPAHCIATOPHO MHBApUjaHTHE XapoBe
Mepe Ha mwuMa. Ha mocieTky je maTro u u3jlarame O KOHBOJIYIUJU -

onepanuju MHOkeHa Ha Banaxosoj aarebpu L'(G).

Y OpyroMm morjaBJ/by Cy IIOCTaB/LEHU CTyOOBU XapMOHUjCKE aHAJM3e Ha
JIOKAJIHO KOMIIAKTHUM T'pyliaMa y BUAY TEOPUje YHUTAPHUX Pernpe3eHTalln]a,
a TIMOTOM ¥ ITpWKa3aHa HBHUXOBA HEPACKUAMBA Be3a ca (yHKIMjaMa
MMO3UTUBHOT  TUIA. [IpousBom Te Be3e je BpPJIO  3HAUYAjHA

I'emdpann-PajroBiseBa Teopema.

Y cpemmeM TOraaB/bY CMO Ca TEOPHUje O ONIITUM TIpylnama, IpEenid Ha



KOMYyTATHUBHE I'DyIe, a HOTOM AeGUHUCATIN [OjaM AyaJiHe I'pyIe. 3aTuUM CY
moKa3aHe kKjaacuune Teopeme PypujeoBe amamuze kao mro cy bBoxHeposa,
[InammapenoBa, IlourpjarmnoBa Teopema o ayaanoctu u PypujeoBa

TeopeMa WHBEP3Uje, YUMe je 3a0KPY/KeHa Mpuda O IPBOM JeJIy Pala.

Y dJeTBpTOM TOrJaBJ/by MnaT je ngetasbaH mnpumra3 Tomwumra-TakecakujeBe
Teopuje, jemHe OJ Haj3HadajHUX Teopuja y oOkBupy ¢or HojmanoBux

aynredpu.

Y mnociemmeM, IEeTOM TMOIJaB/BY, MOaT Je OCBPT Ha TeXMHE Ha (YOH
HojmanoBum anrebOpama, a 3aTuM je neduHUCAHA jenHa OJN Haj3HAYAJHUX
dor HojmanoBuUX airedbpm - YKPIITEHU TPOU3BOIL. Kpyny oBor pana
mpencTaB/ba TEOPEMa O AYAJHOCTU 3a YKPIITEHU MPOU3BOI, KOja je, MO:Ke
ce pehu, nacraBak IlouTpjaruaoBse Teopeme o myaJsiHocTu. Ha camom kpajy,
moka3aHa je Besa Tomura-TakecakujeBe Teopuje ca TeRMHAMA W OaT APYTU

morJieq Ha YKPIOTEHUW IIPOM3BOI.

Ha «&pajy kemeo OumMX ma ce 3axBajJuM CBOM MEHTODPY, Hpodecopy
Hparomydy Keuruhy, koju Me je 3amHTEpecoBao 3a 00JaCT OIEPATOPCKUX
anredbpu u mao uaejy 3a m3pamngy oBor pama. lakobe, :kemeo OUX MCKPEHO
[a ce 3aXBaJIIM UM 4JaHOBUMa KoMucuje, npodecopuma bopbhy Kprunnhy u
Munomry ApcenoBuhy, KOju Cy CBOJUM AUCKyCHUjaMa y TOKY CEMUHApa u
cyrecTmjaMa NOPUINKOM YUTalkha palla, 3HAYAJHO YHAIPEAWJIN KBAJIUTET

CTOr.



IIormaBane O:

YBoI

Y yBomy heMo KpaTko natu Ae@UHUIUjEe U TEOpeMe KOje He cMaTpamo
eJeMeHTapHUM, OMHOCHO OHE KOje Ce HHCYy Hu3yJyaBajle TOKOM OCHOBHUX
crynuja. OHe cy mone/beHe Yy CeKIuje MO objacTuMa U IPEACTABIBA]Y
HEONXOMHA Hpea3Hama 3a Aajhe m3ydaBame pana. C ob3upom Ha 0b6uM,
MHOTre TeopeMme he Outum nare 0e3 nokasza. IbuxoBm morka3m, Kao u €0
Teopuje Koju Huje obyxBaheH yBOmOM, MOIYyT HEOTPAHUYEHUX ONEpaTopa u

CIIEKTpaJIHE Teopuje, MOke ce Hahu y HaBeNeHOj JUTepaTypu.

0.1 <PyHKOMOHaJIHA aHAJJIM3A
Teopema 0.1. [BaHaxﬂ-AJIaorJIyOBzﬂ teopema) Heka je V okosuua myse y
TOTOJIOMKOM BeKTOpCKOM mpoctopy X. Tana je mena noaapa

Ve ={pe X*||lo(x)] <1 3acsexeV}

cnabo® KoOMIAaKTaH CKYII.
Joxas: Iloraz ce mosxke nahu y (Rud9l)). [
Hera je X BexkTopcku mpoctop u () € X KOHBEKCAH CKYII.

Hedpuaunmja 0.1. Tauka a € () Ha3uBa ce Kpajma Tauka ckyna (), ako u3
bce @, 0 €[0,1]] ua=0b+(1—0)c, cnetu a =b = c. Taunuje, kpajwe
TAYKe KOHBEKCHOT CKYIa Cy CBe OHE TaudKe KOje ce He MOTY MPEICTABUTU Kao

KOHBEKCHa KOM6I/IHaI_[I/Ija HEKUX APYTUX TadYakKa TOI' CKYIIa.

3Hayaj KpajlbUX Tavyaka orjaena ce y cienehoj BpJIo 3HAYAjHO] TEOPEMU,

KOjy hemo yecTo KOpUCTUTHU Yy pauy.

Teopema 0.2. [Hpej}ﬂ-MMJIMaHOBaﬁ teopema) Heka je X romnosomku
BEKTOPCKM TPOCTOpP TakaB mna X* pa3mBaja tauke. Hera je K < X
KOMITAaKTaH KOHBEKcaH Ckym. Axko je K Hempasan mormpocTop, Tana je K

3aTBOpPEmE KOHBEKCHOT OMOTava CKyIa CBOJUX KPajHbUX TadaKa.

Uoxaz: Hokas ce rakobe moxe Hahu y (Rud9l)). n

!Stefan Banach (1892-1945.), mossckm MaTeMaTIaap

2Leonidas Alaoglu (1914-1981.), rpukm MaTeMaTugap

3Mapk I'puropuesuu Kpewn (1907-1989.), coBjeTckn maTemaTmdap

4 Nasun Husxycosua Mumvan (1912-1982.), COBjeTCKM U M3PAEICKA MATEMATIYAD



0.2 Teopuja mepe

[TonpazymeBahemo 3Hama ca eIeMEHTAPHUX KypCeBa U3 Teopuje Mepe,

Behuua morpebuux npemsuama Mory ce nahwu y (ADJ12). IToceGro mecto y
oBOM pany he dutu HaMewmeHO PamnoHoBuM MepaMma, TaUHUj€E jeTHOM MOCEOHO]
KJIACU - XapoBUM Mepama. Y yBOAy heMo M3JIOKUTU OePUHUNN]Y U OCOOUHE
PanonoBux mepa, mok hemo XapoBuMm MepaMa MOCBETUTHU 3HAYAjAH €0 IIPBE
rJIaBe.
Herka je X mokamnno koMmmakran Xaysanop@oB mpoctop, i bopenoBa mepa HaA
X, a F Bopenos noackyn npocropa X. IlpernocraBuhemo momaruo na je X
0—KOMNAaKTaH, Tj. Oa MOCTOjU MPeOpOjuBU MOKpPUBAY IpocTopa X, KOju ce
cactoju on kommnakTaux ckynoBa. Ca B(X) osmaummo BopenoBy o—anrebpy
Ha X.

Heduaunmja 0.2. 3a Mepy [ KakeMO Oa 3aI0BOJbaBA CBOjCTBO CHOJHAIIHHE

perysapHocTu Ha F ako je
p(E) = inf{u(U)|U = E,U orBopes}.

Heduuunmja 0.3. 3a Mepy p KaxkeMoO Oa 3aI0BOJbABA CBOjCTBO YHYTPAIIHE

perysiapHocTU Ha F ako je
pu(E) = sup{u(K)|K < E,K komnakras}.

Ilepuaumnmja 0.4. Mepy p, KOja je KOHaAYHA HA CBUM KOMIIAKTHUM
CKyIOBUMA, 3aI0BOJbaBa CBOJCTBO CIOJbAIIH€ pEryJapHOCTE 3a CBe
noackynose wu3 B(X), um CBOjCTBO yHyTpallike pPEeryJjJapHOCTH 3a CBe

OTBOpEHE MOJACKYyNOBe, HazuBaMo PanmoHoBOM MGPOME] Ha X.

Hanomena 0.1. Ta 6u cBojctBa PamonoBe Mepe Baskmyia u y CiIydajy Kama

X HUje 0—KOMIAKTaH, TOTPeOHO je M3BPIIUTY IPOMEHY caMe ne(PpUHUIUjE.

Teopema 0.3. [PI/ICOBaﬁ TeopeMma o penpe3eHranuju| Heka je X sokanaso
KoMmakTan Xay3mopdoB mpocrtop.  Osmaummo ca M(X) mpocrop cBux
roMmIIekcHux PanonoBux mepa Ha X. Hera je 3a pe M(X) u f e Cy(X) I,
$pynrmmonan nepumucan ca [,(f) = { fdu. Tana je mpecamrasame p — I,

n3oMmerprurn nzomopouzam m3mehy M(X) u Co(X)*.

oxas: oraz ce mosxe mahu y (Fol99). [

®Johann Karl August Radon (1887-1956.), aycTpujcku MaTemaTudap
Frigyes Riesz (1880-1956.), mabhapcku maTemaTwdap



Teopema 0.4. [PI/ICE]-TOpI/IHOBaﬂ nHTEepnosanmuosa teopema] Heka cy
(X, M,p) u (Y,N,v) mBa mpocTtopa ca MepoM # pg,P1,q0,¢1 € [1,0]. 3a

t € (0,1) mepuaummmo p, u g ca

11—t ¢ 11—t ¢

Y

Pt Do p1 qt q0 q1

Heka je T numeapuo mpeciukasame, T @ LP(u) + LP*(u) — LP°(v) + L% (v),
raxeo ma e [Tflay < Molflp 38 coe f € I(a) m |Tfle < Milflp 28 coe
fe 1P (). Tama je |Tfl, < MM fl, 5a cve fe P (), 0 <t < 1.

Joxas: Heraman nokas ce moxe Hahwu y (Fol99). |

0.3 DBamaxose anredpe u I'esspannmoBa Teopuja

Banaxose anrebpe cy jeman on IeHTpaJHUX obOjekaTta y oba mena
pana. Y mpBOoM Cy HapouyumTO MecTO Hamuie kKon PypujeoBe
TpaHCopMaIyje, a y APYroM ey ce NPpUMERnY]y 3Hama IpBOr Oam y
wuMa. OBnme he y majrpahwmm mpramMa OuTH M3JI0KEHA OCHOBHA TeOpHja O
BUMA. IlerasmaNje O ®HUMa, KAO U O HIP. CHEKTPAJHO] TEOpUju,
HEOTPAHUYEHUM OIepPaTOpMMa U TEH30PCKOM TPOM3BOLY, CE€ MOKe
npountatr y (Mur90), (Dix1l), (KR97b), (KR97a), (Tak03), (Jonl5) u ma

nameMm jesury y (Kecl§]).

Heoumuunuja 0.5. BamaxoBa aJsrebpa je amarebpa A HaL TOJmEM
KOMILJIEKCHUX OpojeBa ca HOpMoM TakBoMm na je A BamaxoB mpocrtop y

ONHOCY Ha Wy W Oa 3a CBako T,y € A, Baskm |zy| < |z]|y].

Iedmuunmja 0.6. Banaxosa anrebpa A je yHmTasmHa axko y A mocroju

HEyTpaJ.

Heduuunuja 0.7. MaBosynuja sa anrebpu A je antu-ayromopduzam Ha A

pena 2, Tj. mpeciaukaBame T — r* 3amoBoJbaBa cienehe jeqHAKOCTH

* *%

(z+y)*=a*+y*. (A)* =¥, (ay)* =y*2*, 2™ =z,

3acBe v,y Au \eC.

*

Anrebpa Ha K0jOj je mepumHMCAHA MHBOJIyLUUja Ha3MBa ce *—aJjreodpa.

"Marcel Riesz(1886-1969.), mabapcku MaTemMaTudap
8G. Olof Thorin (1912-2004.), mBeaCKM MaTeMaTHIAD



Iedpuannmja 0.8. BanaxoBa *—anrebpa A, Koja 3aI0BOJbaBa YCIOB
|z*z| = ||z|?, 3a cBe z € A, (0.1)

HasuBa ce C*-asreopa.

Hamomena 0.2. IIpumerumo nma oOBIe He 3aXTeBaMO Oa WHBOJIYIIN]ja

3amoBosbaBa ycaoB |z*| = |z|. To je maunmo 3a C*—aurebpe, jep je
|z]> = Jz*z| < |o*||z], ma saxmyuyjemo |z| < [z*[, a cavmm TEM je m
Jz* ] < o] = |-

Hapenumo cana tpu npuMmepa banaxoBux anredbpu koja hemo HajBure

U3y4daBaTu y pamay.

IIpumep 0.5. Hera je X xommakran Xaysnopgos mpocrop. Tanma je
IPOCTOP CBUX HENPEKUIHNX KOMILIEKCHO-BPEIHOCHUX (yHKIUja Ha X, y
ossanu C(X), ymuransma DBamaxoBa asrebpa y ONHOCY Ha CTaHIapHEe
omepanuje cabupama ¥W MHOXEHa y Tadkud W YHUGOPMHY HOPMY.
[pecnukaBame f — f je maBomymmja, na je C(X) C*—anrebpa. Cmuuno je,
3a X morasHO KOMmakTan Xay3mnopdpos npoctop, Co(X) je C*—anrebpa, anu

OHA HUje YHUTAJHA.

IIpumep 0.6. Hera je H XunbeproB mpoctop. CKyn CBUX OrpaHUYEHUX
auHeapHux omeparopa Ha H, B(H), je yuuramna C*—amarebpa ca
OIepaTopCKOM HOPMOM U mHBOJyIMjoM 1" +— T™ mpu yemy je T™ amjyHrOoBaH.
Tokaxumo ma sazkn csojcrso 0.1} Ipso, |T*T|| < |T*||T| = |T|*>. O6pryra
Heje THAKOCT ce mobuja Ha ciaemehm HAUMH. Y 3MUMO TPOU3BOJLAH jeTUHUYHU
BekTop u € H, |T*T|| > (T*Tu,u) = {(Tu,Tuy = ||Tul|?*. Cana, ysumajyhmu
CympeMyM IO CBUM u, mobujamo Tpaskeno. IIpumerumo Ttakobe ma je cBaka
nonasrebpa aarebpe B(H), koja je 3aTBOpeHa y ONEPATOPCKO] HOPMU U

3aTBOpeHa 3a anajyHroBame, C*—amarebpa.

IIpumep 0.7. Ilpoctop L'(R) je DamaxoBa ~aarebpa ca MHOMKEHEM

nepurncannm kao (f +g)(z) = { f(y)g(z — y)dy m maBomymmjom f*(x) = f(—x).
R

Omna umje C*—aurebpa, jep He 3amoBosmasa ycios [0.1, amu 3amoBossasa

cnabuju ycmnos |f|| = |f*|, 3a cee f € L'(R), a Take aarebpe ce Ha3uBajy

uHBONYyTUBHUM. [Ipumerumo na L'(R) muje nHu yHuTasza aaredpa.
Heka je cama A xomyraruBHa yHUTajJdHa bamaxosa.

Hedmaumnmja 0.9. Henyna xomomopomzam mz A y C hemo naszsuBatu
MYJATUIUIMKATABHU  (YHKIIMOHAJI. Cryn cBUX MYJITUINIUKATUBHUX

¢yurmmonasa Ha A ce masuBa cmekrap asrebpe A u o3mauasa ca o(A).



Basxku cnenehu cras.

Cras 0.8. Hexka je he o(A). Tana je: (1) h(e) =1, rue je e meyrpan y A.
(2) Axo je z maBepTHOMIaH exemenT anrebpe A, tana je h(z) # 0.

(3) |h(z)| < |z|, 3a cBe z € A.

Loxaz: (1) ¥Yamumo = € A, Tako na je h(z) # 0 (oBakaB x mocroju jep je h
menysa xomomopdusam). Tana je h(e)h(x) = h(ex) = h(z), na je h(e) = 1.

(2) Axo je x umBeptubunan, tana je h(z~')h(x) = h(e) = 1, na je h(x) # 0.
(3) MpernocraBumo na mocroju x Ttakas ma je |A| := |h(z)| > ||z|. Heka je
¢ € R takas ma je h(z) = e|h(x)]. Tana je 3a y := e%x, A\ = h(y) > |y|| = |z
Onpna je h(A—ye) = 0, ma u3 (2), \—ye Huje uaBeprubunan, na npunaia o(y).

Ho, u3 cBojcraBa cuekrpa enemenra, Basku \ < |y|. Kourpanukuwuja. [ |

Uz Crasa [0.§(3), sakmyuyjemo na je o(A) moackym 3arsBopene
jemuanune Jgonte By A*. Cuekrpy o(A) 3arum mamMo CTPYKTYpY
TOIOJIOMIKOT MMPOCTOPa, y3uMajyhu Ha memy ciaady* Tomosorujy nacaebheny
u3 A*, koja je Tauka mo Tauka ronosoruja a A. Kako cy ms Crasa [0.§(1),

ycaosu h # 0 u h(e) = 1 ekBuBajgeHTHH, TO je
d(A) ={he B | h(e) =1 u h(zy) = h(z)h(y) 3a cBe x,y € A}.

Kako ce oba ycioBa uyBajy mpu Tauka [0 Tadka Jumecuma, 1o je o(A)
3aTBOpeH moickyn ox B y caaboj* romomorumju. Ilo Banax-AimaoyrioBoj
teopemu, o(A) je kommakran Xay3aop$oB NpocTop.
Hepuanmumo cana I'emparnoBy Tpanchopmanmjy.

Ba z € A, nepunumunvo ¢yuruujy T zHa o(A) ca

dyurrnuja T je menperumna Ha cuerrpy o(A), jep je romomoruja ua o(A)

TOTOJIOTHja TayKa MO TavyKa KOHBepreuiuje Ha A.

Hepumannumja 0.10. Ilpeciaurasawe = — T u3 A y C(c(A)) nasusa ce
TesmpanmoBa Tpancpopmamuja wa A.  OBO mnpeciaukaBame ce UYeECTO
o3navaBa ca [' umm [y, Tj.

' =Tz =17.

Haennmo caenehy rteopemy 6e3 moraza (oH ce moxke mHahwu y (Folld)).



Teopema 0.9. Heka je A komyraTtusHa yauTas Ha Banaxosa aarebpa u x € A.
Tana:

(1) Tesmpannosa rpancpopmanuja je xomomopousam usmeby A u C(o(A)) u
BaskU € = 1, rue je ca 1 o3maveHa QyHKIUja KOja je KOHCTAHTHO 1;

(2) x je uaBepTubunan akko T uuje murge 0;

(3) Cnuka QyHKIMjOM T je cmekrap ejleMeHTa T, o(T);

(4) 7] <[]
Axo je A *—asnrebpa mocTaB/ba Ce TUTAHKE 1a JIU BAKU

—~

x* =2, x€A

OBo y ommreMm ciaydyajy HHje TadHO, a YyKOJIWKO jecte, A ce Ha3uBa

CHMETPUYHAIOM aJredpom.

CraB 0.10. Hexka je A xomyratuBaa Danaxosa *—anrebpa. Tana:
(1) A je cumerpuuna aKKO je T peasHO-BPEIHOCHA (YHKIUja 3a CBe T = T
(2) Axro je A C*—anrebpa, Taga je A cuMeTpuyvHA;

(3) Axo je A cumerpuuna, tazna je npocrop I'(A) rycr y C(o(A)).
Hoxas: Horaz ce moxe mahu y (Foll5). [

Ilo cama cmo um3yuaBaJsmu camo yHurajgHe ajrebpe. Curyanuja 3a
HeyHUTaJHe ajredbpe je mocra cauvHa, mpoiecoMm yHurasausainuje. O cBemy
ce meTtaJjpbHUje MOke mpoHahu y Beh HaBeIEeHUM KibUraMma.

3a kpaj, HaBeaMMO TaaBHY Teopemy [esbpanmoBe Teopuje.

Teopema 0.11. [IIpsa I‘eJLd)aH,zL-HajMapROBzﬂ teopema) Hera je A
romyTaTuBHa (C*—ajnrebpa ca jeoUHUIIOM. Tanma je ' wmsomerpuuku
*—u3zomoppuzam u3z A y C(o(A)), upu uemy 3uamo na je o(A) KOMIaKTaH.

*

Yromurko A Hema jemmuwuily, tana je ' mzomerpuurkm *—wmzomopduzam uz Ay

Co(0(A)) n 0(A) je IOKAIHO KOMIAKTAH.

Loxaz: Hokaz ce moxke mahu y (Follb)) nun y (KeclS). |

0.3.1 <®on Hojmanose anredpe

ledpuaunuja 0.11. Pon HojMaHOBﬂ anrebpa je C*—anrebpa omeparopa
Ha XMIJIOEPTOBOM IIPOCTOPY, KOja CAAP:KU je AMHUILY U 3aTBOPEHAa je y cjiaboj

OepPaTOPCKO] TOMOJOTHjN.

9Mapk Apomosmu Hammapxr (1909-1978.), coBjeTckn mMaTemaTmdap
John von Neumann (1903-1957.), mabapcko-amepwukm MareMaTudap, (Us@Yap u
nHGOpMaTIIAD



Heka je M < B(H) npou3BosbaH MOACKYI ajrebpe CBUX OTPAHUYEHUX
oneparopa Ha XwuiubeproBoM npocrtopy H. Tana mepunmmemMo KoMyTaTaHT

ckyna M ca
M ={TeB(H)| ST =TS 3a cee Se M}.

JemnocraBuo ce mposepaBa ma je M’ yuuramma anrebGpa koja je caabo
3aTBOopena. Ako je momataHo M 3aTBOpeHa 3a ajyHrOBame, OHAA je TaKBa U
M. Narkne, M’ je jenna ¢pou Hojmanosa anrebpe. 3arum MoxkeMo oTuhu
KOpakK masbe, MOKEMO MOCMATPaTu KoMyTanT komyTanta (M” = (M')), koju
hemo HaszBaTm OmkKOoMyTaHT, OH je HapaBHO (oH Hojmanosa anredopa. Ilpwm

yBeIEHNM O3HaKaMa, Baku cieneha ¢yHmaMeHTAIHA TEOpeMA.

Teopema 0.12. [$orn HojmamoBa teopema o 6mkxomyrtanty| Heka je M
IpPOM3BOJLHA HelereHepucana *—mnonanarebpa aarebpe B(H). Tana:
(a) M je ryct y M” y jakoj omeparopckoj TOMOJIOTUjU.
(6) Cuenehu ycioBu Cy eKBUBAJIEHTHU:
(1) M= M"
(2) M je ¢por Hojmanosa anreGpa;

(3) M je 3aTBOpeHa y OQHOCY Ha jaKy ONEPATOPCKY TOIMOJOTH]Y.



IToraasdbe 1:
Tomosomke rpyme, XapoBa Mepa u

KOHBOJIYIIVja

Y oBOM morsaB/by yBemhemMo CTaHZApAHE IOjJMOBE HEONXOIHE 3a
npoyJyaBame aHaJu3e Ha JOKAJHO KOMHOakTHUM AOGesoBUM Tpynama.
Hajope, pamnhemo na rpymnu (G KOja je IPUTOM TOIOJIOIIKA M Ha KOjOj je
neunrcana Xaposa Mepa. MonynapHa QyHKIUja CIIy:KA Kao moMoh 3a pan
ca XapoBuMm Mepama (Tj. 3a OTHOC JIeBe W IeCHEe Koje hemo meduHuUCcATH Y
HACTABKY ). Ha xpajy mnormaBma pmato je wm3narame O KOHBOJIYNIUjU,
npoussony Ha Bamaxooj #-aarebpu L'(G), jemnom on menTpassux objexara
XapMOHUjCKe aHasuse, kao u Ha M(G), mpoctopy PamoHOBUX KOMIIEKCHUX

Mepa.

1.1 TomoJsomke rpymne

Ha nmoueTky oBe cexknmje dbuhe nepuHrICaHe TOMOJIIKE I'PyIe, KOje Cy Kao
ITO UM CaMO MMe KaKe Ipyle, Ha KOjuMa je Oe(UHUCaHa TOIOJIOTHUja KOja
3amoBosbaBa onpebena cBojcrBa. /[lokazahemMo oCHOBHA CBOjCTBa Be3aHa 34
BUX, a KaKO hemo y neysioM pany pPaIuTh Ca TOIOJOIKUM IpylaMma, KUCTa

hiemo gecto KOPUCTUTH. 3alo4YHuMO M3JIarame ca ,I[e(bI/IHI/ILII/IjOM TOITIOJIOIIKE

rpyme.

IIpumep 1.1. HaBoaumo map OCHOBHUX IpUMEPa TOMOJOIIKUX TPYIA:

(1) Cse Jlujese rpyme, Koje IPUTOM UMAajy U CTPYKTYPY MHOTOCTPYKOCTH, CY
ronosomke rpyne. akmne, To cy GL,(R), SL,(R), O(n), U(n) n MmaOTE OpYyTe;
(2) AmuruBre rpyne DanaxoBux mpocTopa cy Tomojomke rpyme. Hmop. To
cy R", LP(X,u), Co(X) m Co(X);

(3) IIpomsBosbHA Ipyla ca AUCKPETHOM TOIOJOTHUjOM.

Hedwmuumnuja 1.1. I'pyna G je TomoJsomka Trpymna yKOJIUKO je OHA

cHaDmeBeHa TOIOJIOTHjOM Yy OMJHOCY Ha KOjy Cy omepaluje MHOXKeHa

1

(z,y) — 2y u3 G x G y G u uaBeproBama = +— =+ u3 G y G Henperuaue.
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Hajope yBemumo crnenmehe crammapame o3make. Heyrpasanu emement

rpyne G o3maunhemo ca 1. Ako cy A, B< G u x € GG, onna je
Av={yx |ye A} , zA={xy|yeA}

Alt={yt|yedl , AB={axy|xeAyeB} , A*={2*|zeA}.

Hamomena 1.1. I[Ipumerumo ma mocrToju ouursenHa pasiauka usmebhy AA um
A?, 1j. oumrnenso je A? ¢ AA, anu MHKIy3HUja MO¥e OUTH CTPOTa.

3a monckyn A rpyme G kaxeMo ma je cuMeTpuduaH ako Baxkum A = AL
Taxobe, npumernmo na je A N B = & exBuBaJieHTHO ca 1 ¢ A™!B.

Cana mpebumo ma wu3Boheme HEKMX OCHOBHUX OCOOMHA KOje Bake 3a

TOIIOJIOIIKE I'pyIIe.

CraB 1.2. Hera je G Tomosomka rpymna, © € G u A, B,U < G uHenpa3uu.
Tana:

(a) IpecaukaBama y — Ty, y = yr U T +—> T '

CYy XOMeOMOP(U3MU.
Cnenujanuo, (G je uHBapujaHTHA Yy OMHOCY Ha TPAHCIANU]Y Y MHBEPTOBAE.
(6) Axo je U orBopewn, tana cy u AU u UA orBopeHu.

(B) 3a cBary oromuny U, 1 € U, nocroju cumerpuuna okosuna V, 1 € V,
takBa ga je VV C U.

(r) Ako cy A u B roMmmakrau, Tana je 1 AB KOMIAKTaH.

Jlokxas: (a) Haemena mnpecaukaBama Cy HEOPEKUAHA MO0 AeYUHUNMUjU, a
oumMriienHo u OuWjernmje uUMja Cy UWHBEpP3HA IIpPECIVKaBama Takobe
menpexkunna. Omarie OoHA YyBajy OTBOPEHOCT, Tj. ako je U OTBOpEH CKyT,
ouga cy Taksu u xU,Ux u UL,

(6) IIpumernmo na Baku AU = | J U n UA = | Uz, na tBpheme quperrTHO
€A €A
caemu jep cMmo y (a) mokaszanum orBopenoct ckymnosa xU u Ut.

(B) Hajope, npumerumo na cy ckynosu AA™' u An A™! cumerpuunn un ako
1 € A menpaszuu. Cana, u3 menperumnoctu ¢yurnuje (r,y) — zy y (1,1),
moctoje orBopenu ckymoBu V) 31 m Vo 5 1, TakBu na je ViV, € U. Tana je
Vi n'Vy orBopen u canp:xu 1. Tpakeny oroauny V onma mobujaMo Kao
V=WVinWV)n(VinV) L

(r) Hocnemmwu meo craBa cienu u3 uumeHure na je A X B koMmakras y
G x G m 1a je ciamka KOMIAKTHOI CKyIa HEMPEKUIHOM (GyHKUujoM (x,y) — Ty

KOMIIaKTaH CKYII. [ |

Cagna hemo mocMaTpaTy HOArpyIe TOMOJOMKUX Ipyna u oarosapajyhe

KOJMYHNUYKe rpyne. IlpumermMo na je cBaka moArpymna TOMIOJIOUIKE TPYyIIe
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Takobhe TomoJIomKa rpyima.

CraB 1.3. Heka je H moarpymna tomosomke rpyme G. Tana je:

(a) H noarpyna ox G.

(6) Csaku orBopen nonackyn H rpyne G je UCTOBPEMEHO U 3aTBOPEH.

(B8) Aro je G XaysmoppoB m H JIOKATHO KOMIAKTAH CKYIl Yy DPEJIATHUBHO]

ronoaoruju naciaehenoj us G, rama je H 3arBopen y G.

Jlokas: (a) Awo z,y € H, tama moctoje mpesxe {r,} u {ys} y H &oje
KOHBeprupajy ka x, ogaocuo y. Kako je H momrpyna ox G, To z,ys € H u
r-' € H 3a cBe mHIeKce, TIa U3 HENPEKMIHOCTH nobujamo ma zy,r ' € H, ma
je H nonrpymna on G.

(6) Kako je H orBopen, to cy orBopenu u cBu rH mo npomaom Crasy.

Tana je G\H = |J «H orBopeH CKym Kao yHMja TakBUX ogdakie je H
zeG\{1}
3aTBOPEH.

(8) U3 smokasnne rommaktHoctu H, mocroju ckyn U 3 1 orBopen y G, mpu
yemy je U n H canp:kaH y HEKOM KOMIAKTHOM ckynmy K < H. Y3Mmummo cana
IPOU3BOJLHY MpeRY {T,} € H Koja KOHBeprupa ka HeKOM T € G U TOKaKUMO
na r € H. Tama xz,' — 1, na nocroju unnekc [ Ttako na xazgl e U, 1j.
x € Uxg. Uzp je OTBOPEH U CAIPX.M T, Ila MIOCTOJU ¥, TAKO Aa U3 Y < (v cllenu
o € Uxg, 1j. o € Urgn H = (U H)xzg € Kzg. Kxp je KOMIaKTaH u3
HEIPEKUIHOCT MHOXeHma, na u3 Xaysmopdosoctu (G, ciuemum na je Kug

3aTBOpeH y G, ma limz, = v € Kog € H, mro cMo n XxTemm ga nokaxkemo. M

Kana numamo noarpymy H Tomosomke rpymne (G, Taga mMaMO U KAHOHCKY
npojekuujy 7 : G — G/H, n(xr) = vH, na uanykyjemo nHa G/H KOIUYHULKY
TonoJsorujy cragaapano: ckyn U € G/H je orBopen akko je m ' (U) oTBOpeH
y G. Y onmreMm ciydvajy, KAHOHCKA MPOjEKINja je HEMPEKUIHA, ajIi HE MOPa

OUTU OTBOPEHO MpecaukaBame. Vmak, 3a TOMOJOIIKE IPyMe U TO BAKU.

CraB 1.4. Heka je H moarpyma romojomke rpymne G. Tanma je xaHoHCKa
MPOjeKNnrja T OTBOPEHO NMPECTUKABAKE N BAKU:

(a) Ako je H 3arBopen, tana je G/H Xay3nop¢os.

(6) Aro je (G jmOKaJHO KOMIAKTaH TpoOCTOp, Tama je u G/H JsoKaIHO
koMmakTaH. Tarkobe, ako je G u Xay3nopdon, a H 3aTBOpeH, Tana 3a CBaKU
komnakran F < G/H, mocroju kommnaktan ckyn K < G rTakaB nma je
m(K) =FE.

(8) Aro je H mopmanua noarpyna ox G, rana je G/H Tomosomka rpyna.

Joxasz: Y3mumo npousBosbal oTBopeH ckyn U y G. Tana je 7 ' (n(U)) = UH

koju je Takobe orsopen ckyn no Crasy [1.2(a). Tana je u 7(U) orBoper mo
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NeGUHUNN)N KOJUYHAYKE TOIOJIOTHUje, Tj. T jeé OTBOPEHO IPEeC/IMKaBaHEe.
(a) IIpernmocraBumo na cy T = m(x), ¥ = 7(y) pasnuuure tauke y G/H. Kako

je H 3arBOpew, To je m xHy™!

zarBopen nmo CraBy (a) KOjU, TIPUMETUMO,
me caapxu 1, ma no Crasy [1.2|() mocroju cumerpuuna okomuua U 3 1 3a
kojy je UU naHy' = @. Kako je U = Ul u H = HH, a Takobe nu
UnaxHy 'U?' = @ u 1 ¢ UxHUy)' = (UzH)(UyH)™', Baxn
(UxzH) n (UyH) = @, na cy n(Uz) n 7(Uy) nucjyHKTHE OKOJMHE OX T W Y, 1a
je G/H Xay3nop$os.

(6) ¥Ysmmmo npoumssosmHy Ttauky xH € G/H, na rako je G JOKaJHO
KOMIIAKTaH, TO MOCTOju KoMmakTaH ckyn K 3 1, a ouma je m(xK) roMmmakran
ckyn (Kao HENpPEKUOHA CIMKA KOMIAKTHOT) KOju caap:xku rH, a To 3HAUM na
je G/H noramumo romnakran. Cana mera je G jom m Xaysmopdos, a H
s3arBopen u F € G/H koju je kommakrad. Tanma mocroju U okonuHa 1, Taksa
na je U wommakrtam, a m3 (a) smamo ma je G/H Xaysmopdpos ma je FE
3aTBOpeH. Kako je ™ OTBOpEHO mpeciukaBame, a F KOMIAKTaH MOKEMO ra

MOKPUTU Ca KOHAUYHO MHOTO ckynosa 7(zU),i = 1,2,...,n, nupu uyemy z; € G.
n

Tpasenu ckyn K mobujamo xao K = 7 '(E) n |J 2;U, a oH je 3aTBOpeH Kao
i=1
Ipecek ABa 3aTBOpEHA CKyma (7 je HempekumgHa, a F 3aTBOpeH), TO je OH
n

3aTBOpen moiackyn kommaktHOr ckyma (| z;U je xommakTam), ma je cammm
TUM ¥ KOMIIAKTaH. =

(B) 3uamo ma 3a mopmauny rpyny H Basxku na je tH = Hz, (Vx € G) u na je
G/H rpyna ¢ nobpo medpuuucanumM omepaimjama Muoxkewa (rH,yH) — xyH
u uaBeproBama rH — 7 'H. Cse mTo oHma y cTBapu Tpeba Oa IOKAAKEMO
na cy HaBeneHe omepanuje Henpekunue. Heka je W orkommua xyH. Tana je
7Y (W) okonuna on Ty, Ta U3 HENPEKUAHOCTU MHOkewma y G ciaemu na
noctoje okosure U u V Takse ma je UV < 7 1(W). Kako je m Ha n
xomoMop¢usam rpymna, to je w(U)m(V) € W, na moxemo yzeru m(U) x w(V)
3a Tpaskeny okouuny (xH,yH) KOjoM IOKa3yjeMO HEIPEKUAHOCT MHOKEHa Y
G/H, a ciuunO ce MOKa3yje U HENPEKUTHOCT MHBEPTOBaWA, YMME je IOKA3

3aBPIIEH. [ |

Hapenuu cras mam omoryhaBa ma 6e3 HEKUX MOCEOHUX PECTPUKIINA]A

MOYKEMO IPETIOCTABUTHU 12 je TOMOJIONKA Ipyna Xays3aopdona.

Cras 1.5. (a) Heka je G T1 npocrop, Ttana je G Xaysmopdos. Aro G Huje
T1, omna je m 3aTBOPEHa HOPMaJHa NOArpyna 1 G/m je Xaysmopdosa
TOIOJIOMKA IPYIa CACTABJILEHA O CKyHoBa {x},z € G.

(6) Hepuuumunvo B(G) rao damunujy BopesoBux CKymoBa Te€HEPUCAHUX

13



orBopeHuM ckymoBuMa y (. Tana je cBaka DBopen mepsmuBa ¢yHEIUTjA

f: G — C roucranra Ha {z}, rue je x npousBosbaH eseMeHT u3 G.

Joxaz: (a) Ako je G T1 mpocrop, oHma je Tauka 3aTBOpEH CKym, ma je {1}
HOpMaJIHA 3aTBOpeHa moarpyma ox (G, ma je mo mperxomuom Crasy G/{1}
Xaysnopdosa tonosomka rpyna u kako je m : G — G/{1} orBopeno, To je
OHO 1 XxoMeoMop¢pu3aMm. Karo xomeomopduzam gysBa Xay3goppoBOCT, TO je 1
G Xaysmopdos. Axo G muje T1 npocrop, onna je {T} 3aTBOPEHAa IIOATPyIa 0
CraBy (a). Heka je z € Guy € {1}. Tana korcranTan xu3 1 KOHBEprupa Ka

Vo zya™t 1j. 1 — ayxt.

Y, Ta U3 HEIPEKUIHOCTU MHOKEeHma MMaMo aa rlr~
Onarie 3uaMo xa zyxr ' € {1} 3a cBe € G OHAKIE CIEAM HOPMAIHOCT, & TYME
u Bpbheme. Komauno, mpumermvo ma je G/{1} = {z1|z € G} = {T|x € G}, mro
cjleu U3 MPOCTe UYMHLEHUIE Oa je TPaHCJaIrja XoMeoMepdusam, dyuMe CMO Y
MOTIYHOCTU [OKA3aJIM MIPBU €0 CTaBA.

(6) 3a gpyru meo, MPETIOCTABUMO CYNPOTHO, Tj. Oa MOCTOju Hajupe x € GG
u f: G - C Bopen-mepmuBa ¢pyHKIUja KOja HUje KOHCTAHTHA HA m 3a
nponsBosmHO z € C u3 ckyna BpeaHocTu $pymknmje f Ha {z}, cryn f~1(z) n {1}
HEIIpa3aH MEpJLUB CKyI, CTPOrO caapkaH y {x}. ILOKaKMMO Aa He IOCTOju
TakaB ckyn. [IpyMeHMMO cTapmapaHy mAejy 3a TeOpujy Mepe - Ie(pUHUIINMO

damunujy ckymosa § Ha G Kao
F={AcGAn{z} =2 wm {z}c< A}

Jlako ce Bumu na je § o-aarebpa. Ilokaskumo ma § caap:kyu CBe OTBOPEHE
CKymOBe, a TuMe u CcBe bopesn-MepsuBe, Onakje OUPEKTHO CJEAU 1a He
IIOCTOjU Hempa3aH MEePJbUB CKYI CTPOTO CAAP:KAH Yy {7}} IITO MOBOIW IO
kouTpamuknuje. Heka je U mempasan orBopeHn ckyn y G. Aro x ¢ U, Tana
IUPEKTHO U3 Oe(UHUIUje 3aTBOPEHA CJenu {$_} NnNU =9, 1j. Ueg§. Y
apyrom ciydajy kana x € U, Hajupe IPUMEHNMO Oa IO MPETXOTHOM CIYYajy

u o (a) cmemn G\U = |J {y}. Aro 6u 6uno {z}\U # @, rama 6u mocrojao
yeG\U

y € G\U TakaB na je {I_} N {7} # @, mro Huje Moryhe us mena mon (a) ymme

CMO 3aBPIIMJIU OOKA3 Y HOTIYHOCTH. |

On cama hemo cmarparu na je Tomojomka rpyna Xay3nopghosa
(moxemo pamutu ca G/{1} ymecro ca G). Ilakie, oA JIOKAIHO KOMIAKTHOM
rpynoM cmarpaheMo TOHNOJOMKY Tpymy dYwnja je TOMOJOTUja JIOKAJHO

KOMIIAKTHA U KOja je mpuTtoM Xay3nopdosa.
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CraB 1.6. Csaka sokaano kommakTHa rpyna (G mma moarpymy Gy kKoja je
OTBOpEHA, 3aTBOpeHa u o-koMnakTHa. (CnemnujasHo, ako je G moBe3aH CKYTI,

ouna je G 0-KOMIIAKTaH.

Zloka3: Heka je K KOMHIakTHa W CUMETPUYHA OKOJIMHA, TakBa ma 1 € intk
(oBO MOskeMO mpernocTaBuTu jep je (G JIOKaJHO KOMIAKTHA U Xay3a0pQoB).

Hedurnmumo cana uu3 ckynosa K = K, K, = KK ... K (rme ce K nonasma

+00

n myra). lepunummmmo rana Gy = |J K,. Tazna je Gy rpyna (To je rpymna
n=1

remepucana ca K) koja je orBopeHa jep 3a mpousBomHO = € Go, x € K,

3a Herko n € N, ma je z intK € 2K < K,.1 € Gy, Tj. x intK je orBOopena
orkosimua caap:kana y Go. Ilo Cray (6), ouna je Gy u 3aTBOpEH, a IO
caMOj CBOjO] KOHCTPYKIMJU je O-KOMIIAKTaH, Ia Cy UCIYHEHU CBU 3aXTEBU.
Cremnujamno, ako je (G moBe3aH, OHIA je jeAWHU HENMpPa3aH CKYI KOjU je u
OTBOPEH W 3aTBOPEH, a MOACKym je G yopaBO OH caM, a KaKO IpeMa yIpPaBo
peYeHOM TapaHTY]eMO HETOBY €r3UCTEHINV]Y W 0-KOMIIAKTHOCT, TO je IOKa3

3aBPIIEH. ]

Ha kpajy oBe mnoncekumje, ne@uUHUIMIMNMO JIEBU U OECHU OIEPATOP
TpaHciaanuje ¢yuruuje f koju he HaMm wmrparm OWUTHY yJIOry Y MHOTUM
HapenHUM pa3MaTpamuMa y pany. Heka je f ¢yHKnmja Ha TONOJOIIKO]
rpymu G u y € G, Taga cy JeBU, OMHOCHO MOECHU, ONEPATOP TPAHCJAIN]e

nepuHUCAHU Kao

Lyf(z)=fly~'2) . Ryf(x) = f(zy).

Passnor 3amTo kopuctumo y 'y Ly, ay y R, je na 6u npecaurasama y — L,

OJHOCHO Yy — R, Ouiam xoMOMOp(U3MHU I'DyIa, OJHOCHO Ha OM BaKMUIO
L,=L,L, , R, =R/R..

Tana MokeMo meduHHCATH aHAJOTOH YHU(OPMHE HENPEKUIHOCTH (YHKIN]jA.
Hauwme, kaskemo na je f j1eBO yHM(GOPMHO HempeKuaHa (IeCHO yHUPOPMHO
HEIIPEKVJHA) AKO BAaKU ilg} |Lyf—flloo =0 (zj. il_rg |Ryf—flw =0). Kornauso,
MOKa;KUMO TBpDeme Be3aHO 3a HaBeIeHe OllepaTope Koje heMo KOPUCTUTU Y

OaLeM pamy:

CraB 1.7. Axo f € C.(G), Tama je oHA W JIeBO U MOECHO YHUDPOPMHO

HEMPEKUIHA,.

Loxas: Jahemo nokas necHe yHU(GOPMHE HENPEKUTHOCTH, HOK Ce€ 3a JIEBY
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nokasyje anaJsiorno. Heka je K kommakran HOcay (yHEIUje [ U Heka je

¢ > 0 mpousBo/man. Kako je f mempermmHa, TO 3a cBaku x € K, mocrtoju

oxkomuua U, om 1, rakBa ma je |f(ry) — f(z)] < § 3a cBako y € U,. Omnna

jemHOCTaBHO TMOCTOjU U CUMeTpuYHa OKoJuHa V, 3 1 tako ma je V.V, € U,.

Tana ckyn {zV.|r € K} nokpusa K, ma mocroje zi,...,x, € K Taksu na je
n n

K < uz;V,,. Cama nepunumummvo V rao V. = (| V,,. Huwmn mam je ma
j=1 j=1

noraskeMo [|R,f — f|o < € 3a cBe y € V. Hajuope, u3 nmokpusaua 3HaMO Ia 3a
npou3BobHO * € K mocroju j Tako gma je ch_lx e V., ma

Ty = :L‘j(l‘;l.’f)y € 2;U,;. Tana je

[f(xy) = (o) < [f(zy) = fz)| + |f () = flo)] <

Axko je cama xy € K, aHaJOrHUM MOCTYIKOM HOJIA3MMO OO MCTOI 3aKJbYYKA.
[Mocnenwmu cayuaj je curyamuja kaga oba r u f(xr) = f(ry) = 0, yume je mokras

3aBPIIEH. [ |

1.2 XapoBa mepa

Y Opyrom mesy OBOT MOTJaBJ/ha MaKikby NeMOo MOCBEeTUTU XapOBOj MEPU.
[Tocebmno, mokazahemo ersmcreHnujy, Ha KOjy je cTaBJ/beH mocebaH HATJIACAK,
a IOTOM U jeaH OOJIUK je IMHCTBEHOCTU XapOBe Mepe Ha JIOKAJIHO KOMIIAKTHO]
rpymu G. Osy mepy je yseo Aunppen Xap [Ty csom pany (Haa33).

Hexka je G nokanno koMmnakTHa rpyna. lepuunmmmo cana ckyn CF(G) kao:

CHG) ={feC(G)|f =20, f#0}.

Ouurnenso, muaeapuu omorau ox CF(G) je Co(G).

Heduannmja 1.2. JleBa Xaposa mepa (oquocHo necHa Xaposa mepa) aa G
je menyna PamonoBa mepa p Ha G kKoja 3amoBomasa jequaroct: pu(rE) = u(E)

(omuocuo u(Ex) = p(FE)) 3a csaku Gopenos ckyn F € G u 3a cBaku x € G.

IIpumep 1.8. JleGeroBa mepa Ha amuTuBHO] rpynu R” je OCHOBHU mpuMmep
JeBe u necue Xapose Mepe. [obOpo je mo3HaTO Ha je oBa Mepa TPaHCJIATOPHO

MHBAPUjaHTHA.

Hapenuu craB HaM naje jemaH pesaTUBHO OIIITU HAUWH 33 HAJAKEHE

XapoBe Mepe Ha TOHOJIOMIKUM I'DyIaMa.

1 Alfred Haar (1885-1933.), mabapcku MaTemaTudap
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CraB 1.9. Heka je (GG sorasHO KOMIAKTHA T'pyHa Koja je XoMeoMop¢Ha
orBopeHoM noxackyny U ckyma R", takBa na ako muertuguryjemo G ca U,

JeBe TpaHcHanuje cy apuHa IpecauKaBama, OMHOCHO, xy = A.(y) + by, rme

je A, numeapua Tpanchopmamnuja Ha R", a b € R". Tana je mdaj JjeBa
XapoBa Mepa Ha G, npu uemy je dxr JlebGerosa mepa ma R”.
Jloxas: Heramwu ce mory mahwu y (Foll5l). [ |

W3 oBor craBa ce Kao mociiequna MOTY M3BYy U HapeIHU TPUMEPH.

IIpumep 1.10. (1) ﬁ je XapoBa Mepa Ha MyatunaukatusHoj rpymu R\{0};

(2) Axo je (G MyaTUNIMKATUBHA Tpyla HEHyJIa KOMIUIEKCHUX OpojeBa

obnuka z = r + 1y, Tana je ﬁd:pdy Xaposa Mepa Ha G

(3) Ako je G = GL,(R), rana je mdfl U JleBa U JecHa XapoBa Mepa Ha

G, npu uemy je dA JleGerosa mepa ma R™*";
(I ] A

1 =y

(4) Hera je G =< |0 1 2|: =,y,ze R} rmana je dedydz u neBa u necua

0 01

XapoBa Mepa MakKo Tpylna HUje KomMyTaTuBHa. Hawmme, maeHTHOUKYjMO

T

eieMenT u3 (G ca eleMeHTOM y | 3 R3. Tana je

z
x U r+u U
gyl |v|=|owtry+o| =4 | v| T bwy,
z w z+w w
1 00 T
rae je Aqzyz) = |0 1 z| n |y|, ma je mo nperxomrom Crasy 1-d(z,y,2) =
0 01 z

dxdydz neBa Xaposa mepa Ha (. CandHO ce MOKake Ha je OHA U JeCHA.

Basxku jemnocraBaH cTaB:
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CraB 1.11. Heka je ;o PamonoBa mepa Ha JOKaJdHO KOMHOAKTHOj rpynu G u
nepuaummno fi(E) = p(E~'). Tana je:

(a) pu meBa XapoBa Mepa akko je I mecHa XapoBa Mepa.

(6) u je nesa Xaposa mepa akxo je L, fdu = § fdu 3a csaxu f € CF(G) u 3a

cBaku ¥y € G.

Jlokas: (a) Axo je L JIeBa Xaposa Mepa, Tana je
B(Ez) = p((B2)") = p(zE~) = p(E~) = J(E), 7j. 7 je mecua Xaposa
mepa. Canuno ce mokasyje m obparan cmep.

(6) Hajupe npernocraBumo na je p aeBa Xaposa mepa u y € G. IIpumernmo

Hajupe na je L,xp = Xyr. Tama 3a mpocre ¢yHEKOUje s = Y, ¢Xp, ¢ = 0,
i—1
“MaMO z

fsdu =Y ep(E) = > cip(yEy) = JLysdu
=1 =1

Kako je { fdu = sup{{sdu|s mpocra u f > s}, Tana 3a cse f € CF(G) Baxn
§fdu=1SLy,fdp.

O6patro, Heka je { fdu = (L, fdu 3a cee f € CHG) u 3a cBe y € G. Tana
HaBeleHa jeqHAKOCT Mopa BaxkuTtu u 3a cBe f € C.(G), jep cy oHe iuHeapHe
koMbOuHanuje ¢yurmuja n3 CF(G), ma tBpbeme cremu nprmenom Pucose

TeopeMe O pempe3eHTAIl]ju. [ |

Ha ocuoBy mesma monm (6), MOMKEMO 3ak/pbyduTu Ja ce XapoBa Mepa
HOTIIYHO peKoHcTpywuie u3 unrerpata ¢pyukmuje f € C.(G).
[leurpanau moka3 Be3aH 3a XapoBY MEPY jecTe ersucTeHlrja NCTEe Ha

JIOKAJTHO KOMIIAKTHUM I'pynaMa Koje hemo m3ydaBaTu.

Teopema 1.12. Heka je G noranno komnaktHa rpymna. Tanma mocroju (1eBa)

XapoBa Mepa u Ha G.

/oxas: Ilorka3za oBe TeopemMe wuMa Beauku OpPoj um BehwHA Cy mocrta
KOMIUIMKOBaHu. Mwu hemo oBme matu jemaH om MOryhux, 3a Koju je 1o
MUIIJBEHY ayTopa MOTpebHO HajMame mpen3Hame. [locTtoje mokasm Koju cy
camu 1o cebu kpahwu, kao HOp. mMOKa3 kopumhemeMm Mapros-Rakyranujese
Teopeme o (urcHOj Tauku npukaszan y pany ([z2z92), amu tpaske yBobeme
HOBUX IIOJMOBA.

[Tpebumo na mora3. 3a mpoussosne f, ¢ € CF(G) nepurnmmmo

n n
Cig = {Z cilneN,cr,e9,...,0 > 0,21, 29, ..., Ty, f < Z ¢j Ly, 8},
j=1

J=1
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a 3aTUM U
(f : @) :=1nf Cj,.

Hajope moraxumo nma je Cf, Hempasax 3a cse f,¢ € CF(G) u ma je tume

no6po mepunucan (f : ¢).

Jlema 1.13. Hera cy f,¢ € CF(G). Tana nocroje 1, xs,...,x, € G Tako na je
£ 1o
< 2515 2ijo1 Ley ¢
Jokaz: Hedpmanmumo orsopen ckyn U = {z € G|¢(z) > %} O=H je rarobe

u HempasaH jep je no medpununmju ||¢lle > 0. Tana je {xU},cc je mokpuBame

supp f, ma Kako je OH KOMIIaKTaH, TO IOCTOje T1,Ta,...,T, € G TakBu ma je
n

supp f< U z;U
j=1

BayeUuxe G umamo na je f(x) < 2%¢(y). 3a z € z;U nmamo na xj_lgg eU

. 151
fx) < 20727 Ly (),
[l
ma je f < é— Z Ly,¢, mTO nokasyje HABENEHU IUJD. [
Takobe jacuo je ma Bazku 0 < (f : ¢) < QnH(J;Hw, rae je n 6poj u3 mpomuie
IeMe.

Cana hemo mokazaty GuTHaA 1 3a Hajby NOKa3 KOPUCHA CBOjcTBa (f @ @).

Jlema 1.14. Hera f,g,¢0 € CH(G) u ¢ > 0. Tana 3a (f : ¢) Baxe cuaenehe

ocobuHe:

n n
f < 2 Cjij¢ = La:f < Z Clefj$¢7
j=1 J=1
na Baxnu Oy < Op te. OOpaTan cMep clenn U3 UMIIMKAINje

L.f < i cily, 0= f < i CjLy, o1
j=1

j=1
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(2) Hpumernmo na u3 f < Y] ¢jly,¢o uw g < ), djL, ¢ cnemn na je (f+g:
j=1 5=1

&
N

n m

>, ¢+ 2, dj, mTO mOKa3yje APYro CBOjCTBO.
=1 j=1

(3) ExBuBanenuuja

n n
F<Y ejLad = cf <) cciLy0,
j=1 J=1
nmoka3yje tTpehe cBojcTBO.

n n
(4) Hexra je f < g. Hexa » c; € Cyy. Tama je f < g < ) cjL,,¢ 3a nexe x;j,
j=1 j=1
na Baxu Cy 4 S Cf 4, MTO DOKA3yje UETBPTO CBOjCTBO.

n
(5) Heka Y, c¢; € Cty. Tama mocroje z1,...,z, € G, taksu ma je f(z) <
2. ¢ile,p(x) < D cjlé|e 3a cBe z € G. Cana no medunmmmju | - |, HOpMe
j=1 j=1
n
BaxkN | [ < D, ¢|¢]|le, Omarme caemu mero cBojcrso.

j=1
n

(6) Heka je f < Y ¢Ly,gu g< ) djL,,¢. Tana je
j=1

i=1

<) idiLy,y, 0,

i=1j=1

n m
na Y. >, c¢dje Cpy. Kako cy ¢; u d; mosurusau, To je
i=15=1

(f:0) < ZZCz‘dg‘ = (Z Ci)(z dj),

IIa KaKO OBO BayKM 3a IIPOU3BOJLHE C; N dj, TO je NCIIYEHEHO M IIOCJIe e

CBOjCTBO. [ |

Cana ¢urcupajmo fo € CH(G) n nedpuaummmo

(f:¢)
(fo:¢)

. +
() = foe )

V3 npBa uyeTupu CBOjCTa JIeMe 3aKbydyjeMo Oa je ¢yHruuoHas I
JIeBO-UHBAPUjAHTAH, CyOaIUTUBAH, XOMOI'€H cTelleHa 1 u MoHOoTOH. M3 meme

1.14{(6) cnenu na je
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Buno 6u nemo ga je I, nuHeapaH (yHKIMOHAJ, HAKAJIOCT y CBOjCTBY (2)
IpeTXonHe JeMe Basku HejemHakocT. Mmak, Hapemna jgeMa e HaMm moka3aTu
Ila YKOJIMKO ¢ MMa IOBOJBHO MaJjli KOMIAKTaH Hocad, [, ce MOKe JIMHEApHO

AIMPOKCUMUPATH.

Jlema 1.15. Hexka fi, fo € CH(G) n ¢ > 0. Tana nocroju okonuua V 31y G
TakBa na, ako je supp ¢ €V, rana Is(f1) + I,(f2) < Ip(f1 + f2) + €.

Joxas: Purcupajmo g € CH(G) Tako na je g = 1 ma supp(f; + f2) u Hera je §
nosutuBan 6poj. Heka je h:= fi+ fo+0g u h; := %(2 = 1,2), ca manomMeHoM ma
je hi =0 rme ron je f; =0 (makme wesezano na au je h =0). Tana h; € CFH(G),
na 1o [1.7| nocroju oxommua V e 1y G rako ma je |h;(z) —hi(y)| <6, 3ai=1,2
uy 'z eV. Hera je supp ¢ € V. Axo je h < 2.¢jLy, ¢, Tama je

filw) = h(@)hi(w) < ) eio(x; a)hi() < Y eid(x; o) (hi(a;) +6),

jep je |hi(z) — hi(x;)| < § ranm ron x;lw € supp ¢. Kako je mo mepununujn
h1+h2<1, TOje

(fr:0) + (fa: 0) < Y e5(alz) +8) + X ¢s(halay) +8) < D es(1+ 20).

Y3umajyhu wmapuMym mo cBum cymama ».c¢; u mo (1.14)(2) wu [1.14)3)

3aKJbYUyjEMO:

1s(f1) + I(fa) < (1 +20)15(h) < (1 + 20)(Io(f1 + f2) + 614(9))-

Tpaskeno MoskeMo mOOUTH y3uMajynu 0 HOBOJBHO MaJO Oa je

25(f1 + fo: fo) + 5(1 + 25)(g : fo) < g,
jep mo jemuaroctu [I.1] mmamo

Is(fr) + 1s(f2) < (14 20)(Ls(fr + f2) + 016(9))
< (L+20)(Lg(fr + f2) + (g : fo))
< ]¢<f1 + f2) + 25(f1 + fg . f()) + 5(9 . fo)) < ]¢(f1 + fg) + €.

Cana MOKeMO Ja KOMILUIETUPaMO IOKa3 er3ucTeHnuje Xapose Mepe. 3a
ceaku f € CFH(G) ca X; osmaummo murepsaxn [(fo : f)~' (f : fo)] n mera je

X := || Xy. U3 jemmarocru [1.1| 3mamo na I, € X 3a cBe ¢ € CF(G). U3
feC (@)
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TuxonoBmeBe Teopeme, X je KOMITAKTaH.

3a cBaky okoauny V 51, nepmHUINIMO

K(V):={ls € X|p e CHG),supp ¢ < V}.

[TokaskMMO nma je Mpecek KOHAUHO MHOro ckynoBa wu3 (amuauje K (V)

n
menpaszan. Heka cy Vi, Vs, ..., V, orBopere okomuue 1. Tama 1€ (| V;, na je
i=1
OH OTBODEH HeIpa3aH CKyI. lazma mo Y pPHCOHOBO] JIEMU MOCTOjU (PYHKIVja

¢ € CH(G) rarsa ma je supp ¢ < (| Vi. Tama Iy € K((\V;). Ounrnexmuo je
i=1 i=1

-

n
K(V;), na je m () K(V;) Hempazam mTO CMO M XTeau ma
OKa;KeMO. -

1 i=1

(2

Kako je cama {K(V)} ¢amuauja 3aTBOpEHUX CKyHOBa Ca NIPETXOIHUM
csojctBoM, TO moctoju I € (| K(V). Kopucrehu nedpmaunumjy K(V), xao u
neUHUNN]Y  TOIOJIOTHje VHa IIPOM3BOLY, 3HaMO  gOa  3a  CBe
fis foy. .oy fun € CHG) n 3a npoussosmro ¢ > 0 mocroju ¢ € CF(G) Tako ma je
supp ¢ €V u |I(fi) — Is(fi)| <ezai=1,...,n.

Sanajmo € > 0 u ¢urcupajmo f,g € CF(G). 3a cBakn z € G, MO TPETXOTHOM
nocroju ¢ € CF(G) rakas na je |I(f) — Is(f)| < § u [I(L.f) — Is(Lof)| < 5.

Karo je Iy cybamuTuBaH 1 JIeBO-UHBapUjaHTAH, TO je

[I(f) = (L )l < [1(f) = Lo ()] + [To(Laf) = I(Lef)] < €.

Opnasne je 3a cBe x € G I(f) = I(L.f).

Ananorno Basxku na je 3a ¢ >0 I(cf) = clI(f).

Hokaxxumo na je [ amutuBan. M3 neme m nocToju okosmHa V 3 1 TakBa
na je

16(f + 9) = Lo(F) = Lol9)| < =
u supp ¢ < V. Hlrasume, ¢ € CF(G) moxkeMo omabpaTy Tako ma Bayku
L(f +9) = Ls(f + 9)l < 5 m [L(f) + Ls(g) — L(f) — I(g)] < 5. U3 mejemmarocrn

TpOyrJia 3aKJbydyjeMo
I(f+9)—1(f) —1(g)| <&,

omarne je I(f +g) =I(f)+ 1(g).
[Ipoumpumo cana ¢pyrrnnonan | Ha C.(G). Hajuope crasumo [(0) := 0. 3a
f € C.(G) roja je peamno-spensocua, nedpununmemo [(f) = I(fT) — I(f7)

(TpuBUMjasHO je ma He 3aBucu on u3bopa), ok 3a npoussosan f € C.(G),
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I(f) = I(Re(f)) +il(Im(f)). [ je rtama HeHyJa, HO3UTUBAH, JMHEADAH
¢yurmmonan Ha C.(G), ma mo PucoBoj Teopemu 0 penpeseHTAIUjU IOCTOjU

jemuucTBeHa Panonosa mepa g tako na je I(f) = { fdu, 3a ce f e C.(G).

Kako je §fdu = I(f) < #+ > 0, o je pu memyna mepa. Taxobe, rako je

(fo:f)
S fdp=I(f)=I(L.f) =\ L.fdu 3a cBe x € G, na je mo Crasy i Xaposa
Mepa, YMMe je T0Ka3 KOHAUHO 3aBPIIeH. |

Cama kama 3HaAMO Oa MOCTOju XapoBa Mepa, IHeHa jeAUHCTBEHOCT je
JIOTUYHO TUTamke Koje ce mocTaBsba. Mmak, Hajupe MOKa:KUMO jeTHO TBpDheme
kKoje heMo KopuCTUTH Yy NOKa3y jeIUHCTBEHOCTH, AU KOje je m caMo 1o cebu

3HAYAjHO.

Cras 1.16. Axo je pu nmeBa Xaposa mepa Ha G, tanma je u(U) > 0 3a cBaku

menpaszan orsopet ckyn U u § fdu > 0 3a csaxu f € CF(G).
a

Jloxaz: Heka je U 0oTBOpEH U HeIpas3aH U IpeTnocTaBuMo cynpoTHo, u(U) = 0.
Tana je u(xU) = 0 3a cBaku x € G. Kako ce cBaku komnakran ckyn K Moske
IPEKPUTH Ca KOHAYHO MHOro rtpanciaara on U, mmamo ma je p(K) = 0 3a
cBakM KOMIakTaH ckyn K. V3 yHyTpamme peryjiapHOCTU MepPe [i, CIeqU 11a je
u(G) =0, te je p =0, mro je kourpamurnuja, na je u(U) > 0. Cunenehie, uera
je f e CHG), crabmmo U = {z|f(z) > 3|f|x}, KOju je oumrmemno oTBOpEH.

Tana je § fdu > § fdu > | f|lep(U) > 0, mro je n Tpebano nokasaTu. |
G U

Teopema 1.17. Heka cy A u p sneBe Xapose mepe Ha (. Tama mocroju
¢ > 0, tako ma je u = c)\, Ttj. XapoBa Mmepa Ha (G je jeIUHCTBEHA OO HA

MYJATUIINIMKQATUBHY KOHCTAHTY.

Joxaz: VI3 mperxomHor craBa, TBpheme ma je [ = CA je €KBUBAJEHTHO
. d\
YMHEHUNY 12 j€ KOJUYHUK §;_du uctu 3a cBako f € CH(G). ¥Y3mumo Heke nse

npousBosbhe ¢yuruuje f,g € CF(G). Hera je V| cumerpmyna KOMOAKTHA
okosmHa 1 (OBO HAPABHO INOCTOJU HA OCHOBY JIOKAJHE KOMIAKTHOCTH).

Ilepuaumumo Tana

A = (supp f)Vou Vo(supp f) , B = (supp g)Vp u Vo(supp g).

Tana cy A n B KOMIaKTHI Ka0 YHUja JBA TakBa. 3a CBAaKO Y € Vj, KOMIIAKTHU
vocau ¢yuruuja f(xy) — f(yr) m g(zy) — g(yr) ce manasu y A omuocuo B
pemoM, e HaBeleHe (YHKIMUje MOCMaTpaMoO MO TPOMEHJLUBOj z. 3aaajMo

€ > 0. Ilo CraBy 1.6. mocroju cumerpudya orkoauna V < V|, rauke 1, TakBa na
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je |f(zy) — fyx)| < e m |g(zy) — g(yz)| < € 3a cBako x, kama je y € V. ¥Y3mumo
h e CH(G) Ttako ma je h(x) = h(z™') m supp h = V. Tana je:

fhdu f fdX\ = H h(y) f(x)dX H fyz)d\(x)du(y),

U3 JleBe TpaHCJAATOpHe MHBapujantocTu Mepe A. Kaxo je h(z) = h(z™!), To

nmMaMoO:

fhdAffdu H )dp(y)
_ f f Ry~ 2) £ (y)d\(x)du(y)
_ J J h(x™"y)f (y)du(y)dA(x)
H Flenduly H Flay)d(@)du(y).

OBzme cMO KOpUCTWJIM joml U cMeHY z 'y = y u ®ybunujeBy Teopemy, Koja
CBAKaKO Ba)KU jep MHTETPAJJMMO IO KOMIAKTHUM CKYIOBHMA, Tj. CKYIOBUMA
KOHAUHE Mepe.

W3 mperxonna aBa pasMaTpama A00UjaMo:

' | nax [ rau— | hduffdx‘ ‘ I F(y)d (s )du(y)’

A(4) f hdp.

Ha mornyno mctu Haumu nodujamo:

‘ Jhd)\fgd,u - Jhdufgd)\ < eA(B) Jhdu.

Ilememem oBux Hejemparoctu pemom ca §hdu( fdu ommocro (hdp§gdu, a

3aTUM BUXOBUM cabupameM, 3aK/bydyjeMo:

SfdA_SgdA‘<€<A(A) AE)y
Sfdp Sgdp| =\ fdu  Sgdp/’

Karko cmo € Oupanu mpoms3BOJbHO, a y 3arpaiy je KOHayaH m3pa3, TO NEeCHA
crpana Texu 0, ma je pazMaTpaHU KOJUYHUK UCTU 3a f U g KOje cMO Takobe

IIPOM3BOJLHO OMPAJIM, & TO CMO U XTEJHM M4 IIOKAKEeMO. [ |
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1.3 Monynapaa ¢pyHKIIja

Monynapua ¢yHEIUja je pyHENUja KOoja Ha onpeheHm HauymH moBesyje
JeBy m mecHy XapoBy Mepy. ¥ BehwmHu ciaydajeBa, Mu hemo ce OaBuUTU
AbenoBum rpymama, ma Ou mesia IpuYa ca MOIYJIAPHOM (YHKIMjOM MOTJIA U
na ce npeckoun. Wmnak, 300r HEKMX OUIITUX pe3yJjiaTaTa, ayTop Ce OIJIYyYUO
[a y KPpaTKUM I[[pTaMa OIUIIe HeKa OCHOBHA CBOjCTBA MOIyJapHe (yHKIU]E.
O06jekaTr KOju U majbe HAPABHO MMOCMATPAMO je JOKAJHO KOMIakTHa rpymna G
ca jgeBoM XapoBoM MepoM A. 3a cBako z € (¢, mepunumemo \,(E) = A(Ex)
(mecua crpana je u3pa3 Koju ¢urypuiie y neGuHUNUjU gecHe XapoBe Mepe).
Tana je A\, omer seBa Xaposa mepa, jep je A\, (yE) = M(yE)x) = My(Ex)) =
AN Ez) = A\ (F). Ilo Treopemu o jemuucTBeHocTu (j1eBe) XapoBe Mepe, UMaMO
na nocroju 6poj A(x) > 0 rakas ma je A\, = A(z)\ u na A(x) He 3aBUCU OX

MOYEeTHOT M300pa A.

Hedumanmmja 1.3. Pyuruujy A(x) : G — (0,00) mepunucany Ha yIpasBo

ONKCAaH HAYWH, HA3MBAMO MOIyJiapHa ¢yHKInuja Ha G.

Cana hemo n3BecTH HEKOJIMKO BPJO jeIHOCTABHUX CBOjCTABA MOIYyJIAPHE

¢yHKIUTjE.

CraB 1.18. A je memperkmmuu xomomop¢uzam n3 Gy MyJITUIIUKATUBHY
Ipyny TMO3UTUBHUX peatuux Opojesa R,. Illtasume, 3a caku f € L'(G)

BaiKNM:

fRyfd)\ = A(y™) ffd)\.

loxasz: Ha je A xomomopduzam n3 Gy Ry cienu m3 ummeHune na je 3a cBe
r,2yeGu EcC G

Alay)NE) = A(Exy) = A)A(Ex) = Aly)A@)A(E).

[IITo ce TUuYe HENPEKUIHOCTU U JApPYror mAena TBpbhewa, OHM ciene u3

creneher pasmarpama. Hajope, kako je xg(2y) = xp,~1(2), umamo ga je:

f ye(zy)dMz) = MEy™) = Al ME) = Aly™) f ye(@)dA(@).

OBo mokKa3yje ma je jemHaKOCT KOjy KeJuMO Ha MOKa:KeMO TauHa y CJydajy
na je f = xg. Y ommreMm ciaydajy, jeAHAKOCT CJIEeOU W3 AIPOKCUMAIIA]je
¢yurmuje [ mpocTuM (yHKIIjaMA. Kako je y +— R,f Hempexmmao

npeciurasame u3 Gy C.(G) no Crasy [1.7, 10 je y — §R,fd\ menpexunuo
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n3 G y C, ma menmperkmmHocT MomyinapHe ¢yHkuuje A ciaeam w3 mDOKa3aHe

jeTHAKOCTMU. |

Cana hemo mnpurazatu caMo jemaH MaJjJo Apyraduju, Yy HEKUM
caydajeBUMa MOTOMHUjU OOJIMK MOKa3aHe jeTHAKOCTH.
Axo y jemmaroctu (R, fd\ = A(y™')§ fd\ craBumo yo = y~! u cmeny z = zyp,

nobujamo:

A(yo Jf YdA(z foyo YA (z Jf YdA(zyo),

IITO HAC IOBOIU OO OOJJIUKA
dX\(xyo) = Ayo)d\(x)

Hedbununuja 1.4. I'pyna G ce HazuBa yHHMOIyJIapHA YKOJIUKO je A = 1,

Tj. YKOJUKO je JeBa XapoBa Mepa yjemIHO M IecHA.

AGesoBe rpyme ca KOjuMa MU Hajuemihe W paamMO, KaO W OUCKPETHE
rpymne cy yuummonyiaapue. Hawmme, 3a AGenoBe rpyrme je OBO OUMUIJIEAHO, a
KaKoO je KoJI auckpetHe rpymne (G, npousBoJbHA Tauka T € (G OTBOPEH CKYII, TO je
mena Mepa Behia ox 0. Bes ry6isema onmroctu, Heka je u({x}) = 1, npu yemy
je u Xaposa mepa Ha (G KOja je jeIMHCTBEHA MO HA MHOMKEHE KOHCTAHTOM.
N3 Tpancnaropue muBapujantaoctu je ouma u u({y}) = 1, 3a csaro y € G.
Kako je G rpyma, TO cy J€BO M OECHO MHO:KEHE CI00O0MTHA OejCTBa, OJaKJIe
cjlenu YHUMOIYJIApHOCT IMCKPeHTuX rpyna. Mmak mocrtoje jom Heke Kiace

MOOyJIapHUX I'pyma, 0 yeMy cBemnoue cieneha TtBpbhema:
Cras 1.19. Axo je K 6uno koja komnakraa noarpyna ox G, tana je Alg = 1.

Joxas: Kako je K wommakTHa moarpyma, a A Hempekuzasa, 1o je A(K)
KOMIaKTHa moarpyna oxn R, , a jemuna taksa je {1}, omakie cienu TpaskeHO

TBp heme. [ |
HuperTna mocaenuna je ciaeneha:
ITocaemama 1.20. Axo je G xkommakrHa, Tana je G yHUMOmyJIapHa.

Ilahemo cama jom jemmy kJgacy yHuMonmyJgapHux rpyma. Cerumo ce
nojMa u3 ejJeMeHTapHe ajrebpe, Tako3BaHOT kKomyTarTopa y osnamu |GG,
KOjU TpeACTaB/ba HajMamy 3aTBOpeHy mnoarpymy oxn (G remepucany
eremenTuMa obauka [r,y] = xyr~'y~'. [G,G] je u mopmasna moarpyma, jep

3a cBako z € G Baskm z[z,ylz' = [2xz7!, zyz7t].
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Cras 1.21. Axo je G/|G, (] komnakTHa rpyna, tana je G yHUMOLyJIapHA.

JNoxas: Karo je A([x,y]) = [A(z),A(y)], a nupu Tom R, rome mpumana osaj
enemenT Abenosa rpymna, to je A([z,y]) = 1 3a cBe z,y € G. Kako je mo
ycaoBy 3anatka G/|G,G]| kommaktHa 1o je 1 = A(G/[G,G]) = A(G), upema

IPETXOMHOM 3anakamy, na je G yHUMOIyJIapHa. |

1.4 KouBouymnuja

Y mocnenmeM neny OBOT MOTJIaB/ba, ycpencpennheMo ce Ha BEPOBATHO
TJIABHU IIOjaM y XapPMOHU]CKOj aHAJIWU3UW - KOHBOJyIUjy. Kao mrTo 3HamMO u3
eJIeMEeHTapHUX KypceBa, KOHBOJIYIja je MHO:KeHme Ha baHaxoBoj *—aJaredbpu
LY(G). Osge hemo mampasuTu omarosapajyhy mnapaJgenay y OAHOCY Ha
IPOCTOP KOMILIeKCHUX PanoHoBux Mepa.

Heka je M(G) mpocTop CBUX KOMIUIEKCHUX PamnonoBux Mepa Ha Bopesosoj
oc—anrebpu B(G). 3a Te Mepe Hajupe 3HAMO Ja Cy KOHAUHE. Y 3MUMO
npousBossue ,n €  M(G). Hepmanmumo nuHEapHM (QYHKIMOHAJI

I: Cy(G) — C na canenehu nayun:

I(¢) :f o(xy)dp(x)dn(y).

Ouwnranenno Basku |I(¢)] < ||o|o|p] 0], ma I € Co(G)*, a omma mo Pucosoj

TEOPEMU O PENpe3eHTAlljU TOCTOjU je IMHCTBEHA KOMIIJIEKCHA PamoHoBa Mepa

je+n Taxsa na je I(¢) = §od(u=n).

Ilepmaumnmja 1.5. JenquHCcTBEeHY KOMIJIEKCHY PamoHoBYy Mepy p * 17 KOja

samosomasa §¢(xy)du(x)dn(y) = §¢d(p *n), 30BeMo KOHBOMyIUjOM Mepa
u .

HaBenumo cBojcTBa KOHBOJIyLHjE. Hajope mpumermmo npa je ona

acoyujamuena. Axo cy p,n,0 € M(G) n ¢ € C.(G), Tana je

| et e o)) = {[ otanydutaratn o)
- [|[ stavrdutrintyyast)
= J<byz (p =) (y)do(z J<f>d pxn) o),

J

rie cBe jemqHakoCTu Baske mo mepununmju. Onasne je pux* (n=o) = (u=n)*o

Jloruuno hemo ce 3ammrTaTu ga U BaxKu kKomymamusrocm. VIMamo ma BasKu
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p=n = n=p axkko je G ABenosa rpymna (Mmu hemo umaru cpehy mna pamumo Gair
ca TakBuM). Ako je G AGenoBa onma TBpheme Jako Baku MO IePUHUIMUU U
u3 ¢(zy) = ¢(yzx). Y cympoTHOM CMepy, OCMATPAjMO MePy CKOHIIEHTPUCAHY

y jemuoj tauru x, 0, € M(G). Mmamo na je

| 06, +5,) = [ ote21a8.03,() = o(av) = [ o5,

na je 0y # 0y = 0gy. Omariie je aHAJOTHO 0y * 0y = Oy, 1A je Oy * 0y = 0y * 0, AKKO
je xy = yr, Tj. KAKO CMO mcTe Oupaau TPOU3BOBHO, Kama je G Abemnosa.

M (G) nma meyTpas 0 = d;, Tj. Mepy CKOHIEHTpUCaHy y 1, jep:

| 6610 = [[ otan)is@rants) = [ otwauty) - | oan

omakJye je § * (1 = [i, & CIUYHO CE TOKa3yje U L+ 0 = [

Hame, u3 came neduHUNM]e KOHBOIyIHM]je, 3akpbydyjemo aa je |u=n| < |ul |7/,
na je M(G) Banaxosa anreGpa.

Ha mo0j MokeMO mepuHMCATH W WHBOJIYIW]Y Ha CTaHZApIAH HAYUH (L — u*
ne¢unucano ca p*(E) = p(E-1), j. {odu* = { (v 1)dfi(z). Ha je oso 3aucra

WHBOJIyIIAja, TTOKa3yje ciaenehm HU3 jeTHAKOCTU:

| eate = ot = [[ ol ana)anty)
- [[ ¢t s dmtayamty
~ [ vt @yant ) = | oatr + ),

J

na je (u=n)* =n*«p*. V3 cBera mo caja IPUKA3aHOT, 3aKbYUYjeMO Ia BayKU

caenehe tBpheme:

Cras 1.22. Muoxkeme uva M(G) nato npexo KOHBOJIYIMje Ha ONUCAHU HAUVH,
naje na M(G) crpyrrypy Bamaxose*-anarebpe ca jemuaunom. Y ciaydajy na
je G AbGenosa rpymna, tana je M(G) komyraruBaa Banaxosa*-anrebpa ca

jeIUHUIIOM.

[Toncerumo ce cana kousoaynuje Ha L'(G) ®ojy cMo medurMCadn jorm y

OKBUPY OCHOBHUX CTyIVja Ha cjienehu HAUYMH:

= Jf (y)g(y™

Osne nako unz Pybunmjese Teopeme mobujamo na f + g € LY(G) u na Baxn
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mejemmaxoct |f« gl < [flilgl, jep:

|[ st aidsay - ([ 17wt )dsdy = 171:lgls

rae CMO y IPBOj jeOHAKOCTU KOPUCTUJIU JIeBYy WHBAPUjAHTHOCT Mepe dx.
[Ipumervmo cama ma ce oBa JOedpUHUNONMjA KOHBOJYNMje IIOKJAIa Ca
nepUHUONjOM Ha IMOYETKY OBOT OJeJbKa AaKO CTaBUMO WACHTUDUKAIW]Y
dyrrmmje f € L'(G) ca mepom f(x)dr. OBo m dpopmanno ciemu usz caeneher

HM3a jeTHAKOCTU:

J o(yx) f(y)g(z)dady = chb g(y~'z)dedy = qu « g)(z)dz.

I[Ipsu wm3pa3 je ogxarosapajyha pedopmynanuja mnpBe aeduHUANNI]je
KOHBOJIyIIje, a IpBa jeJHAKOCT ce No0HWja KOpUIINemeM CMeHe T = y 'z u
CBO]CTBa MHBAPUJAHTHOCTU MeDpe.

Wusonynuja va L'(G) je mpecaukapame f — f* Takso na je 3a cse x € G,
fAx) = flzY, 1j. na M(G), pecrpukoBano na L'(G),
f*(x)dz = f(zYd(z™"). Canma xomauno Mmomemo cxsarutu L'(G) kao
*—nomanrebpy on M(G).

f = g(x) MOkeMO M3pa3UTU HA HEKOJUKO PA3IUYNTUX HAUMHA:

frgla)=| fgly " z)dy

’ (1.2)

= | flzy g Aly)dy,

Ipy 4yeMy HaBE€IOCHE je,ZLHaKOCTI/I ciaene cMeHaMa T = Yyr, OJHOCHO T = I’il.

Hanomenumo na kana je G yaumomynapua, uaan A(y~') ce ry6wm.

[IpumeTuMmo na omatiie Baku u ciaenehum HU3 je THAKOCTU:

frg= Jf(y)Lygdy = fg(y‘l)Ryfdy.

Takobe, mako ce mokKa3yje ma ce KOHBOJIyINHMja y OMHOCY Ha JieBe, Tj. IeCcHe

TpaHCHaHI/Ije IIOHaIIa Ha C.HG,ZLGI’_II/I Ha4YlMH:

Lo(fg) = (Laf)xg,  Ro(frg) = [+ (Rag).
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Cana semuMo na kxomsoaymujy ca L'(G) mpomupumo ma LP(G) mpocrtope.

Hoxraxxkumo Hajupe ciaenehe tBpheme.
Crag 1.23. Heka je 1 <p < w0, fe LYG) u ge LP(G). Tana Baxu:

(a) f =g je nobpo mepuuucano u f =g e LP(G) u Baku HEjeJHAKOCT

1= glp < [ Fllglp;

(6) Axo je G yHUMOAIyJIapHa, UCTU 3aK/byYak BAKU U Kana f g 3aMEHIMO ca

g*f;

(B) Ako G uuje yuumonynapua, u namne Baxku na g+ f € LP(G) rana f € C.(G).

Joxas: (a) Cuyuaj p = o0 je TpuBujasaH, A0k 3a 1 < p < 00 U3 HEje THAKOCTU

Munkosckor u TPpaHCJIaTOPHE I/IHBapI/IjaHTHOCTI/I BaiKN

17-aly = ( [| [ sonstaran pdx);’

< J (J If(y)g(y‘lw)lpdx) ;dy

- [ 11 [ gt do)iay = 1 11gl

(6) Ako je G yHumomyiapHa, MOHOBO NMPUMEHUMO HejeqHAKOCT MUHKOBCKOT

Ha YeTBPTU MHTerpas y jemsaxoctu [1.2], y3 3ameny f u g

< J\IRy—lnglf(y)!dy = lgllol £l
p

9+ = | [ By gt st

unme je mokaszano (6).

(B) Hera je K = supp f koMImakTaH, ma MOHOBUMO CJIMYAH PAYyH

o 11y = | [ Byag(o) 50080y

p

< j IRyl | F () AG)dy

< gl j FW)IAG )y
K
< Clal,If1h,

1_
rme cmo ca C osmaumtu C = sup A(y)r . |
K

CraB 1.24. Heka je G yaumomynapua. Axo cy 1 < p,q < o0 TakBu ma je
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+3=1mnfel?(G), aqeL!G), Tana f+ge Co(G) u |f * gl < | flplgls-

1
P
Zoxas: Herka je x € G mpousBosman. Tana u3 XeamepoBe HEjeTHAKOCTU U

TPaHCJIATOPHE MHBAPUJAHTHOCTU BaKU:

|fxg(x)| < J\f(y)g(y‘lw)dy\

< (J\f(y)!pdy);(J\g(y127)\qdy)é
::(JUPQO;(JWWM);=ﬂMmm

na je |f*glew < |f],lgls Horammmo jom ma je fge Co(G). Hpumernmo na
3a f,g € C(G) Baskn na u f + g € C.(G). Cana 3a npoussosmre f € LP(G) n
g € LU(G), raro je C.(G) rycr y muma, uzabepumo HU30Be {f,}tnen U {Gntnen
y C.(G) rako ma f, — f y LP wopmu, Tj. g, — g y L? sopmu. Tana 3a

IIPOU3BOJbAH T € G no IpeTxXoqgHOM MMaMO:

| (% gn) () = (f * 9) (@) = [(fa * (g0 — 9)) (@) + ((fu = f)  9) ()]
= | fallolgn = gllg + [ fn = Fllplgla,

na f,*g, — f*g yaupopmuo, na rako je C.(G) ryct y Co(G) tume je TpaxkeHO

AJOKa3aHO. B

OBaj cTraB He Basku y ciaydvajy Kana je p = 1 waum o0, jep f = g HE Mopa
na ce anynaupa y 0eckonaunoctu. Unak, f*¢g je n name HempekumgHA, a BaKu
Yak u BUme. Y TOM IUAJBY, & U Y NUJ/bY AOKA3MBAMKa CTABA KOjU JOJA3U MOCTE

TOra, IPUMETUMO A BaKU:

CraB 1.25. Arko je 1 < p < w u [ € LP(G) rana je lirr% |Lyf — fl, = 0m
y—)

lim | R, f — fl, = 0.

y—1

Aoxaz: Horaxumo uajupe tBpbheme 3a g € C.(G). Hera je V rommnarraa
okosmua 1. epuanmunvo K := (supp ¢)V u V(supp g). Tama je K
KoOMIakTaH u Hocauum L,g u R,g cy canpxann y K rama y € V. Tana je
|Lyg — gll, < |K\%||Lyg — gllw, rme je ca |K| o3mauena mepa ckyma K
(ropucTuhiemo paBHOmpaBHO U O3HAaKY A(K) Kaa HarizamasBaMoO Mepy ) Ia
nymramem jumeca y — 1, mo Crasy [1.7, mo6ujamo tpaseno. Ilpyra
jeMHAKOCT BayKW aHAJOTHO.

Heka je cama f € LP(G). Tana je |Lyfl, = |fl, =
IRy fl, = A(y)_%Hpr < C|fll, 32 y € V. 3amajuo ¢ > 0. Tanma moxkeMmo
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nzabparu g € C.(G) rarko ma je |f —g|, < € ma je rama (oBor myra pann

PABHOIPABHOCTU NOKa:keMO 3a R,, a aHAJOTHO Baku 3a L)

|Ryf = flo < [By(f = 9o + [Ryg = gllp + g = Flp < (C+ De + [ Ryg — g,

rIe CMO KOPUCTUJIU HEjeTHAKOCT TPOyrJja, IPU YeMy U3 IMPEeTXOMTHOT 3HAMO
Ioa m3pa3 ca JecHe cTpaHe HejemHakocTu jaexnd ka 0 kama y — 1, umme je

JOKa3 3aBPIICH. [ |

Cras 1.26. Axo je fe LY(G) u ge L*(G), Tana je f*g neso, a g+ f mecHo

YHU(YOPMHO HEIPEKUITHA.

Jloxas: Ilo Beh onucanom cBojcrBy, Basku fa je L,(fxg)— fxg= (L.f— f)=*g
u Rx(g*f)_g*f:g*(R:vf_f)u Haje

|Lo(f = 9) = f * gl < [ Laf = flillgllec

|Be(g # f) = g% flloo < lglecl Baf = fl1,

na no CraBy n3pasu c mecHe crpane Texxke 0 kanma y — 1, omakise cienu

Tpa:KeHo. [ |

Y cayuajy na je G muckperHa, Tamga 3a QyHKIU]y 0 KOja je mepuHUCAHA
Trako na je 6(1) = 1, a unaue je 0, Basku f =9 = = f 3a ce f. Kana G uuje
OUCKPETHA, OBaKBa (YHKIMja HE MOCTOju, Ia heMo Kao 3aMEHy 3a HeyTpaJs

KOPUCTUTU TAKO3BaHY AIIPOKCUMATUBHY j€IUHUILY.

Iedmuunmja 1.6. Heka je U npousBospHa Ga3ua okonumua 1 € G 1 HEKa je 3a
caku U € U medunucana QyHKIUja Yy TaAKO Oa:

(1) supp ¢y je rommakran u supp ¢ < U,

(2) Yu=0m Sy =1,

(3) Yu(z) = Yu(z™).

Tana mpexa (Uy)yey 30BEMO AaPOKCUMATUBHOM je€QUHUIIOM, DU YeMy je

ycMepeme nato ca Yy < vy <= V cU.

CranmapHa KOHCTPYKIMja ampOKCUMATUBHE jenuHuie je ciaemeha: 3a
U e U y3ammumo cuMeTpuyry okoauay V 3 1, tako ga je V € U u meduHUIIIMO
Yy = \VIIXV’ rae je ca |V| osnauena mepa ckyna V. Kopumhemewm Y puconose
jieMe, MOYKeMO MOCTUNY U fa je 1y HenpeKuIHa.
[Tpebumo cana wa cras kojum heMo 3aBpUIMTU OBO MOTJAaB/LE (& OH je caMo

jemaH om MHOTMX y KOjeM NheMO KOPUCTUTU anpOKCUMATUBHY j€IUHUILY ).
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Cras 1.27. Heka je (Yy)yey anpokcumarusHa jemuauna. Tana je | f =y —
flp — 0, kama U — {1}, 3a 1 <p <o u fe LP(G), omHOCHO 3a p = 0 Kaua je
f mecuo yaupopmuo senpekunua. Illrasume, |¢y = f— f||, — 0, kama U — {1},
3a. 1 < p<owwu fe lP(G), onHocHo 3a p = o0 Kama je [ j1eBO yHUDOPMHO

HEIIpEK JHA.

oxas: Kako je {1y =1 u ¢y(z) = ¢y(z~!), To Momemo 3anucarn
Fevol) = £6) = | Fyopola o - £0) [ do(a)da
- [(Rerty) - £ v (a)ds,
ma je mo mejemmarocT MUHKOBCKOT
I <0 = flo < [1Ref = Flybota)ds < sup | Ref = 7,
ma je | f « by — fl, — 0 mo Crasy [[.25} ommocno y cayuajy p — o u3 mecHe

YHU(YOPMHE HENPEKUIHOCTH.

Hpyru neo tBpbhema ce morasyje aHaJOTHO, y3 IpuMendy maa je

Goly)« f— fly) = j (Lof(9) — F)Wu(@)dz.

33



Ilornassse 2:
YHUTapHEe penpe3eHTanuje 1 (QyHKIUje

IIOBNTMBHOI' TUIIAQ

Y oBoMm moryiaB/by OaBmheMo ce Hajupe ajredapCKuM, ajau MOKAA U
KJbYYHUM [eJIOM 3a HACTaBaK UCTPaKUBAHA - VHUTAPHUM
penpe3eHTajaMa, a IIOTOM ONUCATU HBUXOBY TECHY Be3y ca (yHKIUjaMa
MO3UTUBHOI Tuna. Kao pe3yaTtaTr Te Be3e, MOrjaaB/he NeMO 3aBPIIATU BPJIO
ouraoM l'emdann-PajroBmeBom Teopemom. Tarobe, y mornasmy he msameby

HaBeJCHA IBa JeJa, OUTU pedun u o penpeseHTanujama Ha L'(G).

2.1 YwuurapHe penpe3eHTAINje

N3znarame hemo 3amoueTrn OCHOBHUM TOjMOBUMA Teopuje (yHUTAPHUX )
penpeseHTanuja, a 3aTUM NeMO IOKa3aTyW HEKe OCHOBHE TeopeMe KOje Barke

3a BUX, a Koje he HaM OUTHU OJ U3Yy3€THE BAKHOCTU KACHU]E.

Hedmaunmja 2.1. Hera je G nokadHO KOMHIAKTHA Trpyna. Y HHATApHA
penpe3enramuja Ha G je xomomopduzam 7 : G — U(H,) Koju je Hempekunas
y OOHOCY Ha jaKy omepaTopcky tomoiorujy, rae je U(H,) rpyna yHUTapHUAX

ormepaTopa Ha HEKOM HeHyJa XujabdbepToBoM mpoctopy H,.

Haxmre, umamo na 3a m Baku 7(zy) = m(z)n(y) u m(z7!) = 7(z)~! = n(z)*

u r — 7(r)u je menpekumuo u3z Gy H, 3a cBaku u € H,. Ilpu tom, H,
HA3MBAMO IIPOCTOP pelNpe3eHTaluje 7T, a HeroBy IUMEH3W]y AMMeH3uja
I CTEIEH PEeNpe3eHTALnje T.

OBme cMO 3axTeBajy HEIPEKUAHOCT Yy ONHOCY Ha JaKy OIepaTOPCKY
TONOJIOTHUjY, aJid HUIITA Apyradyuje He Om OMiIo HU Kaga OW 3axTeBain
cnaby HENPEeKUTHOCT, Tj. TPaKWIN Aa je mpecaukasamwe = — (m(z)u,v)

menperunuo u3 Gy C 3a cBe u,v € H; jep Ba:ku cienehe:
Cras 2.1. Jaka u cnaba onepartopcka TomnoJsioruja ce nokiaanajy na U(H,).

/loxas: Jaka cBakako moBjauu caady KoHBepreunujy. Jlokasxmmo obOpaTHO.

Heka je {T,} mpexa yHuTapHuUX omepartopa Koja KOHBeprupa ciaabo ka 7.
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Tana je 3a cBaku u € H,
|(To = T)ul* = | Toul® = 2Re((Tou, Tw) + [Tul* = 2ul* — 2Re((Tou, Tu)).

Hpyra jemuakoct Baxku jep cy T, m T yuurapuu. Wzpasz 2Re((Tyu, Tu))
rouseprupa ka 2||Tul? = 2|ul?, na |(T, — T)u| — 0, tj. T, jako xKomBeprupa

ka 1. [ |

IIpumep 2.2. HajocHOBHUju TpuMep pempe3eHTaluje je JieBa peryJjiapHa

penpeserranuja 7, : G — L?(G) nedunucana ca

[72(2)f(y) = Lo f(y) = f(z"'y).

Hedwmuunuja 2.2. Axro cy m u my, yHUTApHE penpeseHtanuje (G, Tana BHUXOB
mHTeparyjyhu omeparTop jecte orpaHUYEHO JIMHEAPHO NpeciukaBame 1 :
H, — H., takso ga je Tm(z) = mo(z)T 3a cBako z € . CKyI CBHX TaKBUX

omeparopa o3navaBamo ca C(my, Ts).

Cana yoummo jemaH crmenujajad ciaydaj nperxomsor. Os3maummo ca
C(r) = C(m,m), Tj. OpOCTOP OrpaHMYEHUX omepaTopa Ha H, koju
KoMyTupajy ca w(x) 3a cBako x € G. OH ce, JIOrMYHO, HA3MBA KOMYTAHT
wiv meHTpamu3aTop penpesenramuje w.  Quuraemno je C(w) anrebpa
3aTBOpeHa 3a ciabe JaumMece, a Takobhe je 3aTBOpeHa M y OIHOCY HAa
vasoayuujy 1T +— T* Tj. 3a. T € C(r) m 3a Vr € G Bakn
T*r(z) = [n(z"")T]* = [Tx(zH]* = #(z)T*. Opmarae je C(r) jemna ¢pou
HojmamnoBa asnrebpa.

Ilahemo jom HEKOJIWKO YBONHUX aAedUHWNM]a Be3aHUX 3a YHUTApHE

penpe3eHTaNuje.

Hedbuannuja 2.3. 7 u Ty cy YHATAPHO eKBUBaJIeHTHU ako C (7, my) caap:Ku

-1

oneparop U, takaB ma je mo(x) = Um(z)U~" 3a cBako z € G.

Iedumuunmja 2.4. Hexka je M 3arBopen morupoctop on H,. M ce nHaszuBa

VHBapUjaHTaH MOTOPOCTOP 3a 7 ako je m(x)M < M 3a cBako x € G.

Axo je M wumHBapujaHTaH U HEHyJa, Tala peCTpPUKIUjy m Ha M

M

O3HAYaBaMO ca 7’ W HA3UBaMO je cyOpempe3eHTamuja o1 7.

Hepuaumuja 2.5. Penpesenranuja 7 ce Ha3uBa HEPA3JIOKUBA WA
VpeaynmuOMJIIHA aKO HEMa WHBAPUjaHTHUX MOTIPOCTOPA OCUM TPUBUjATIHUX

({0} u H;), a nnaue ce Ha3uBa peayHUONIIHA NN CBOIJHUBA.
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Hepuannuja 2.6. Arxo je {7}y GamMunuja yHUTAPHUX peENpe3eHTAlN]a,
Tala BUXOBA NUPEKTHA cyma (P m; jecre peunpesentauuja m Ha H = @ H,

nepurucana ca m(x)(Dlv;) = D w(x)v;.

IIpumerumo na je y oBoM ciydvajy H, WHBapMjaHTHU IOTIPOCTOPU Y
OMHOCY HA T U Ja je CBaKa T; CyOpempe3eHTanuja O .

Hoxraxxkumo canma jemHocTaBHO TBpbheme:
Cras 2.3. Axo je M uHBapujaHTaH y OJHOCY Ha T, Taja je Takas u M.

Jlokas: ¥Y3ymumo mpousBosbHe v € MYt wm o ou e M. Tana je

(m(x)v,u)y = (w,n(z"Hu)y = 0, jep v € ML, a w(z~Hu € M momro je M
. H J_

vHBapujanTad. Kako oBo Basku 3a cBaku u € M, to m(x)v € M-, mro cMoO u

XTeNIn Ja MOKaKeMO. |
TpuBujanua mocjaeauiia OBOT CTaBa je ciemeha:

IMocnemuma 2.4. Axko 7™ mMa HETPUBHUjaJaH WHBAPUjAHTAH TOTIPOCTOP M,
. 1
taza je m mupexTHa cyma Y uw mM°,

Y HapemHuM paszMaTpamuMa Omhe HaM 4yecTO 3HAUYAjHU cjaenehu mojMOBU.

Hedwmuunuja 2.7. Arxo je m yHUTApHa penpe3eHTaIlrja, Tana ce 3aTBOPEHU
muaeapHu omorady M, ckyna {n(z)ulr € G} y H, HasuBa IUKJINYHUI

MOTIIPOCTOP TeHepucan ca u € H,.
Ouursnensno je M, MHBapujaHTaH y OTHOCY Ha T.

Hedmuunmja 2.8. Yromuro je M, = H,, oHZa ce u Ha3UBa IUKJINIHU
BeKTOp 3a 7. PempeseHranuja 7 je MAKIMYHA, YKOJWKO MOCTOJU IUKINYHUA

BEKTOD 3a T.
3Hauya] MUKJINYHUX penpe3eHTanuja ce oryena Beh y ciaemehem crasy:
CraB 2.5. Cpaka yHUTapHA pempe3eHTanurja 7 je IUPEeKTHA CYyMa NUKIUYHUX.

Joxas: Vneja je crapnapana. [ocmarpajmo makcumanny dpaMunnjy { Mg }aca
MeDHycoBGHO OPTOTOHANHUX MUKJINYHUX NOTIpocTopa on H, (oBakBa dpamuauja
nocroju u3 lloprose seme). Ako mocroju Henyna u € H, OpToronajgan Ha CBe
M,, Tana je n3 crasa [2.3] LMKINYHM DOTHPOCTOP IeHEpUCAH ca U Takohe
OPTOrOHAJIAH HA CBe M, MTO je y CYIPOTHOCTU Ca MAKCUMAIHOCTU { M, }aca-

Omariae je Hy = P M, u Bazku 7 = @ 7™, mro cMo u xTeau na mokaKeMo.
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Cana ce ocBphemo Ha jemaH o1 OUTHUjUX HEJIOBA OBOT MOTJAB/bA, TIE
npe cBera mucauMo Ha [llypoBy nemy. Y ®HOj onmmcyjeMo Be3y omepaTtopa U3

C(m) ca cBOJCTBOM HEPA3JIOKUBOCTU PENPE3EHTALN]e T.

CraB 2.6. Heka je M 3arBOpen mormpoctop on H, u Heka je P mpojekrop

wa M. Tana je M unBapujanTan y omgHocy Ha m akko je P € C(m).

Joxasz: Axo je P e C(r) m v € M, rana je w(zx)v = w(x)Pv = Pr(z)v € M,
rie mocJenma jeJHAKOCT CJequ yIPaBo U3 yCJOBa, a OBO HOKa3dyje na je M
VHBAPUjAHTAH jep CMO y3eJau NPOou3BOJsaH v u3 M. Y cympoTHOM cMepy,
ako je M unBapujanran u v € M rtazna je m(x)Pv = w(x)v = Pr(x)v, Kok ako
je v e M' omma je w(z)Pv = 0 = Pr(r)v rae mocnemma jeTHAKOCT CJCIA 13
unmeHune na je mo CraBy n M* unBapujanTan y omsocy Ha m. OmaBze je

7(z)P = Pr(x), a To 3Haun na je P € C(n), mwro cMo u xrenn na nokazxemo. M

Teopema 2.7. [IIlypoBa memal]
(a) YuurapHa pempeseHTanuja T je HepassuoxkuBa akko C(7m) camp:Kum caMmo
CKaJIapHE YMHOIIKE MICHTUTETA.
(6) Heka cy m u 7y Hepasnoxkuse yHUTapHe pernpesenrtanuje Ha G. Ako cy
Tl U Ty YHUTAPHO ekBuBajieHTHE, Tana je C(mwp,my) jeanomuMmeH3voHagan. Y

cynporaoM je C(my, m) = {0}.

Jloxas: (a) Hajupe mpermocraBumo na je 7 pasnoxkuBa. Tama m cagp:ku
HeTpUBUjaJiaH WHBapujantad mornpoctop M. Tama npema mperxomHoOM
CraBy y C(w) mocroju uerpuBmjasHa upojeximuja P € C(w), a ona Huje
CKAJlapHU YMHOKAK WACHTUTETEe, YnMe CMO nokasanu upBu cmep. Cana
npernoctaBuMo na nocroju T € C(m) takaB ma je T # cI. Tama cy m
A= 3T+T*) u B = (T —T* us C(r) u3 npoctux cBojcTaBa (OH
HojmanoBe anrebpe. Bap jemam ox mux Huje ckajapHu yMHOKAK [ jep Ou
ouna 1" 6mo TaxkaB. Hera je mup. A # cI. A je camoanjyHroBsaH, ma CBakU
omepaTrop Koju KoMyTupa ca A, a cumenujajHO CcBakyd 7(T), KOMyTHpa ca
ceum upojernujama Yg(A),E € R (oBo je mo3HaTO CBOJCTBO Oa YKOJMKO
omeparop rkomytupa ca T u T*, omma romytupa u ca cBakuMm f(T') roe je f
Bopenosa, a xg jecre taksa). Tama C(7) canp:ku HeTpUBHUjaJIHE TPOjeKuUje,
ma je omer mo mperxomuoMmM (CraBy 7 penynuuOuUIHA, YMME CMO TOKA3AJIU U
APYyTU CMep.

(6) Ako T € C(my,ma), Tama T* € C(mq, ™) jep je

T*my(x) = [ma(a™ )T = [Tmy(a™h)]" = mi(2)T™,
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rje cpelma jeIHAKOCT ciaenu u3 unmenune na je T € C(m, m). Onparne Basku
ma T*T € C(m) u TT* € C(m), ma KakO ce paad O HEPA3IOKUBUM
penpesentanujama, u3 (a) caemnu ga je T*T = cl u TT* = ¢I. Oparue, niau

je T'=0 unu Baxku na je 2T VHUTapaH, jep je
(c_%T)*c_%T = T*c2c 2T =c el = I,

jep je ce R. OBo nokasyje ma je C(m,m) = {0} Gam onma kazma m U Ty HUCY
VHUTADHO  eKBHBaJeHTHH (jep wumHade ¢ 21  omoryhasa mwuxoBy
EKBUBAJIEHTHOCT). Y KOJIMKO OHU jecy yHUTapHO ekBuBajentuu, C(m, 7o) je
jemnomumensuonasnan, jep ako T1,Ty € C(m,m) (HamomenmMo ma CMO
OPETXOIHUM pa3MaTpamuMa [JOOUaM ma Cy OHU YHATAPHU) Tanua
Ty'Ty = T3T, € C(my), ma omet m3 (a) smamo ma je Ty, 1) = cl, tj. Ty = cTy,

na je dimC(my, ) = 1, mro HaM je m 6GUO UK. |

Kako pamumo ca AbGesoBuM rpymnama, HapemaHa Mocjeauia he HaMm outu

O B€JIMKE BAaKHOCTU:

Ilocnemuma 2.8. Arko je G AbGesnoBa rpyma, OHIa je CBaKa HEPA3JTOKUBA

penpesenranuja © on G jenHOIMMEH3MOHAJIHA.

Joxas: Kako je G Abenosa rpyma, 1o omeparopu 7(x) cBu Mebhycobuo
KoMyTupajy, na npunanajy C(r). Kako je m mepasnoxkusa, To je mo meay (a)
u3 mpouwor crasa w(x) = ¢,/ 3a cBaku r € G. AKO y3MeMO IpOU3BOJLAH
jemHomMMeH3MOHAJIaH moTnpocTtop M on H,, u3 KOHKpeTHOT o0JuKa 7
BuauMo na je M wmmBapujanTan y omHocy Ha w. Tama npema Crasy [2.0]
npojekrop Ha M, Py € C(m), a kako C(m) camp:Eum caMO yMHOIIKE
ngenturere, 1o je bam Py = I, 1j. M = H,, na je dim H, = 1, mrrto cmo u

sKeJIeIn Oa IOKasKEeMO. [ |

[Iperxonuo m3narame je OUIO MOMPUIUYUHO OETAJLHO jep Cy YHUTAPHE
penpe3eHTanuje CTyOOBU XapMOHUjCKE aHAJNM3€ HA JOKAJHO KOMIIAKTHUM
rpymamMa. & OBOM TPEHYTKY, jOII yBEK He 3HAMO Oa JIM YOIIITE IOCTOje
HEpAa3J0oKUBE penpeseHtanuje Ha rpymu G ocum TpuBumjasHe w7 = [. Kao
KpyHa OBOTI' IOrJaBjha cBakako croju l'emdpann-PajkoBmeBa Teopema, Koja
HaM Kaske na He caMO Ja IOCTOje MpenynuOuIIHe penpe3eHTallrje, Hero UX
UMa [OBOJLHO na pa3iukyjy Taure. HMnak, ma Ou ce CTUIJIO [0 OBOT
pesynarara, Hajupe Tpeba yBecTH HEKe HOBE IOjMOBE U MOKAa3aTu TBPphema

Be3aHa 3a BUX, KOHKPETHO, (pyHKIM]e IO3UTUBHOI THUIIA.

38



2.2 Penpesearanuje L'(G)

I[Ipe Tora hemo ce wumak no3abaBUTU  HeIereHEPUCAHUM
*—penpesenranujama L'(G) m mokaszatu ma mocroju 1-1 kopecmomennuja
UCTUX Ca yHUTApHUM pemnpesentanujama Ha (. Takobhe hemo mapemma
pa3MaTpama KOpUucTutu y Tpehoj riaasu.

*—amarebpa y OZHOCY Ha KOHBOJIYIU]Y

[Toncetumo ce na je L'(G) Banaxosa
naty ca (f «g)(z) = § f(y)g(y~'z)dy. IIpurom je mHBOMYIHMja nepuHUCAHA Ca

f*(z) = A(z7Y) f(z71), rme je A monynapHa (yHKIM]a.

Hedumaunmja 2.9. Cpaka yrurapua penpedenrtanuja 7 Ha G onpebyje
penpesenranujy 7 ua L'(G), rme je T orpamuden omeparop Ha H;

neUHUCAH Kao
i) = [ f@rds 1e1'G)

Hanomena 2.1. Haname hemo ymecto o3Hake 7 ynorpeb/baBaTu m, OTHOCHO
KOpUCTHNEMO WCTY O3HaKy 3a pemnpeseHtarujy rpyne G m penpe3eHTanujy
npoctopa L'(G).

OBaj wuHTErpaJ WHTEPIPETUPAMO KAO OMNEePATOP-BPEOHOCHU WHTETDAT Y
cnaboM cMucity (OBAKAB KOHIENT M YMHE€HUIE BE3aHEe 3a Hera NemMo 4JecTo
KOPUCTUTH, HAPDOUYUTO y APYILOM Hedy pana), Tj. 3a u € H,, nedpuHUmEBAMO

crkastapau npousson 7(f)u ca mpousBossHUM v € H, ca

<ﬂﬁw@=fﬂ@@@ﬂwﬂw (2.1)

Kako je x — (m(x)u,v) orpannuveHa HempekumHa (GYHKIUja, UHTEIPAJI CAa
JlecHe CTpaHe je HUIMTa APYro mo umHTerpat ¢yrrmaje usz LY(G).

Hamomenumo jom gmBe oumrsnense umibenune. Ilpso, {(n(f)u,v) 3aBucu
AUHEApHO on u u anTuauHeapno ox v. pyro, [{m(f)u,v)| < | fl1|u||v], ma je

7(f) orpannuen nuHeapan omepartop Ha H, 1 Baxku

I (< 1k (2.2)

HajjenmnoctaBHuju mpuMep KOju ONMCyje IPETXOMHO pa3MaTpame je ciaenehu:

IIpumep 2.9. Heka je m;, 7neBa perynaprHa penpe3enrtanuja va G, Tj.
nr(x) = L,. Tama u3 ocobune mckazaHe y TPETXOMHO] TJIABU y HOTJIABILY

KouBouynwuja, 7 (f) je Humra Apyro g0 KOHBOJIYIMjCKO MHOMKEH€ CIEBa Ca
f:
m.(f)g = Jf(y)Lygdy =/f*g
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Iloka:KUMO cana fa ce paju O HelereHepucanoj — penpesentanuju Ha LY(G),

IITO je 1 OuJIO HajaBJ/LEHO MPBOM PEUEHUIIOM.

Teopema 2.10. Heka je m yuurapua penpezenranuja rpyne G. Tama je

*

npeciaukasame [ — w(f) menmeremepucanma *—penpesenrtamuja L'(G) ma H,.

Hltasume, 3a x € G u f € L'(G) Bakn

m(@)n(f) = n(Lof),  w(f)m(x) = Ale™)m(Re f).

loxas: [ — w(f) je oumrsemHo nuHEAPHO. Ila ce pamu O jemHO]
* —penpeseHTANjU, CIEON U3:
N

m(f*g) = f FW)gly z)m(x)dyda

J

= Lpf (W) g(@)m(yx)dedy
= Lpf(y)g(m)ﬂ(y)ﬂ(fﬂ)dmdy =7(f)m(g),

Ipu YeMy APYTY jeTHAKOCT Ao0MjaMO CMEHOM I = yx, U

n(f*) = | Al ) f(@)n(z)dz

J

IpU YeMy je y APYTroj jemHakocTu kopumheHa cMeHa x = z~ L. JIBe mpeocraJe

TpasKkeHe jeTHAKOCTU CJIee U3:
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IPY YeMy CMO KOPUCTWJIM CMEHY Yy = 'y, n

= Az Jf(y:v‘l)ﬂ(y)dy = Ala™ ) (R ),

r7e CMO y OBOM HeJy KOPUCTUIU CMEeHy Y = yr .

Kao mTo mpumehyjemo,
KOpUCTUIN CMO na omepatop 7(z) moske yhwm omaocHo m3ahu u3 unTerpasa,
ITO jeé UMIbEHUIA KOjy heMo 4ecTo KOPUCTUTH, HAPOUUTO Yy APYTOM AEy
pana, ma Buile HeheMoO HATOMUIHATU HABEIEHY OCOOUHY.

Ocrano je jom gma TmTOKaxkeMO [nga je y T[UTalmy HeJZereHeprucaHa
penpe3eHranuja, ma y Ty CBpXy, yamummo u # 0 € H,. Wsabepumo cana
KOMOakTHy okoauny V 31y G (koja mocrtoju 300T jake HENPEKUAHOCTU T),
tako ma je |m(z)u —u| < |u| 3a x € V, u mepunumwumo f := 3y TAC je A
XapoBa Mepa Ha JIOKaJHO KoMmmakrHoj rpynu GG. Tana je

< [,

() —u] = ﬁ” [rton = was
1%

IpU YeMy CMO KOPUCTUIIU O3HAKE Y CKJIALY Ca Je(PUHUIN]OM VI HAITOMEHOM
Koja caemu mocie wme. OBo cmemujasno 3uauu na je w(f)u # 0, ma je w

HeJereHeprucaHa penpe3eHTaluja, YuMe je MoKa3 3aBPIINEH. [ |
Cama moxkemo ma nmpebhemMo Ha HAjaBJHEHU HOKA3 KOPECIIOAECHIIA]E.

Teopema 2.11. Heka je 7 Henerenepucana =—pemnpesentamuja L'(G) Ha
XunbeproBom mpocropy H. Tama m morwue on jeaIuHCTBEHE YHUTapPHE

penpesenranuje rpyne G ma H nepunncane y [2.1]

Jloxas: Heka je crammapmuo {¥y} anpokcumarusra jemuuuna y L'(G). Tana

aro f e LYQ), sawu Yy = f — f y LY(G), ma no cBOjCTBY KOHBOJyIMje

y LY(G) 3a cBako x € G, na u3 n(f *g) = n(f)n(g) u jake HemperumHOCTH

penpe3eHTanNnje T, BaKU:

7(L,Vy)m(f)v — n(L.f)v, (2.3)
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3a cBe v € H. Heka je £ nuueapan omorau ckyna {r(f)v|f € L'(G),v € H}.
Axo je u L L, tana je 0 = (u,n(f)v) = (w(f*)u,v) 3a cBe v u 3a cBe f, na
KaKO je m HemereHepumcana, u = (0, omakie 3akmpydyjemo na je L ryct y H.
N3 penanuje cnemu na 7(L,Vy) rouBeprupa jako Ha L Ka omepaTopy
7(xz) : L - L mnedunncan kao 7(z)n(f)v := n(L,f)v. Hajupe, 7(x) je mobpo
nepunrcan n3 cienehe nvmmmkanuje (y3uMamo IPON3BOJbAH eJIeMeHT u3 L

kKoju je jemuak 0 m moka3syjemo na My je ciauka 0)

Zw(fj)vj =0= Z?T(foj)’l}j = limz (L V) (f;)v; = 0.

Us onene [2.2] szakmyuyjemo ma je |n(L,Uy)| < |L,Py|i = 1. Tama no Xan-
BanaxoBoj TeopeMu mpomupuMo 7(x) Ha je IMHCTBEH HAYUH [0 OlepaTopa Ha
H 6e3 nopehama nopme, Tj. Tako na je |7(z)| <1 u 7(x)n(f) = (L. f).

Hwum vaMm je ma morazkeMo ma je 7 yHUTapHa penpe3enrtanuja rpyme G. Hajupe

MOKaKUMO Ja je T XOMOMODP(uU3aM

T(@wy)m(f) = 7(Layf) = m(LaLyf) = T(x)m(Ly f) = 7(2)7(y)7(f),

omakie je w(zy) = 7(x)7(y) va £ na camum tum u Ha H. [lo medununuju je
7(1) = I, na je # xomoMmop¢uzam u3 G y rpyny MHBEPTUOUIHUX OMEPATOPA

va H. IIpebumo cana Ha mokasuBame na je ™ yHUTapaH. Kako je
Jull = 7@ 7(x)u| < [7(2)u] < ul, we H,

na je 7(x) m3oMerpuja M TUMe yHUTapaH omeparop. Komauno, Tpeba
nokazaTu HemperunHoct. Heka r, — x y G, tana L, f — L.f y L'(G) 3a

ceaku f € L'(G). Onatne je

T(@a)m(f) = 7(Ley f) = 7(Laf) = T(x)7(f).

Tana je 7(z,) — 7(r) jako ma L, ma xako je ||[7(x,)| = 1 3a cBako «a, Tama
jeIHOCTABHO ampOKCHMANMjoM ejgeMeHTuMa u3 H (mpumeHoM 5 apryMeHTa)
cnemu na w(x,) — 7(x) jako ma H, na je T Hemperumas.

[Ipeoctaje mam ma nokaxkemo na je w(f) = 7(f) 3a f € LY(G), rae je 7(f)
nepuHMCAH TIPEKO 7 Ha HauuH omucad y jemmaxoctu 2.1} ¥Y3mummo cana
npoussosre f,g € L'(G). Tana je us mpumepa [+ g = § f(y)L,9dy, na xako je

T OrpaHUyYeHo JuHeapHo npeciukasame u3 L'(G) y B(H) Baxu nomenyTu
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yJiaa3ak/m31a3ak M0 UHTErPal

Haxne, 7(f) = n(f) va £, na camum tum u uHa H.

Ha kpajy, ocraje mam mga DOKa;keMO jeaMHCTBeHOCT. Heka je T Heka apyra
yHUTapHa penpeseHTanuja rpyne G tako na je 7(f) = m(f) 3a cse fe L'(Q).
Tana u3 jennaxkocTu cnemu na je (7(x)u,v)y = (7(x)u,v) 3a cBe x € G u 3a
cBe u,v € H, na je camum tuMm 7(z) = 7(z) 3a cBe x € GG, yuMe je mOKa3aHa

JEIMHCTBEHOCT 1 MIOKAa3 y HMOTIYHOCTHW 3aBpIIEH. |

3a kpaj, moBe;kuMO mobujene pesyarare ca C*—anrebpawma.

Hera je m ymurapua pemnpesenramnuja rpyne G. Axko je G muckperHa,
Tala MpuUApy:keHa penpesentammja Ha L'(G) canpsu pempeseHTtamuje rpyrme
G. Hamme, ouurnenso je m(x) = m(0,) (y cruaany ca mepurnnumjom 2.9)), rxe
je ca 0, o3HaueHa (YHKIUja KOja Yy T MMa BPETHOCT 1, a y OCTAJIMM TadvKaMa
Bpenunoct 0. Ca mpyre crpame, ako (G HHje OUCKpeTHa U 7 je OECKOHAUHO
mamvensuonanna, m(G) n 7(LY(G)) ce mory mompuamuno pasmuroBatu. Mmak

Basku cieneha Teopema:

Teopema 2.12. Hera je m yuurapua pemnpesentarnuja rpyne G. Tana:

(a) C*—anrebpe remepucane ca 7(G) u n(L'(G)) mmajy ucto 3aTtBopeme y
jakoj m caaboj onmepaTopcKoj TOMOJJIOTHU)H.

(6) Orpannuen oneparop T € B(H,) npunazna C(r) akko je T'n(f) = n(f)T 3a
cse fe LY(G).

(B) 3arBOopen momckyn M < H, je uHBapuWjaHTAH y OIHOCY Ha T AKKO

7(f)M = M 3a cee f e L'(G).

Jloxas: (a) Hajupe noraskumo na ako g € C.(G), (g) je jakm nmumec Pumanose
cyme Y = >, g(z;)m(x;)|E;|, roe je E = {E;} roHAaUHAa mapTUNNja KOMIAKTHOD
HOCaua supp]g n ;€ F;. Banajmo € > 0 1 y3MUMO IPOU3BOJBHE Uy, ..., U, €
H,. FKarxo je mpecimuraBame = +— ¢(2)m(x)u,, yHUPOPMHO HENPEKUITHO, TO
moxxemo nporahwm naprunujy E = {F;} KOMOAKTHOr HOCAYa Supp ¢ TAKO Oa je
lg(@)m(x)um — g(y)T(Y)um| < e, 3a m =1,2,...,n, kaga x,y nexe y ucrom ;.

Tana Baxku na je | D pUm — 7(g)um| < elsupp g| 3a m =1,2,...,n. Tanga cBara

43



jaka okosmHA 7(g) CAIPEA CYMY ., OJAKIE CIEIA TParKEHO.

Cana, axo je fe LY(G), f je L' mumec ¢pyrrmmja us C.(G), na je «(f) numec
y HOopMu omneparopa 7w(g), rae g € C.(G). w(g) je jakm numec Pumanosux
cyMa 1 OBe cyMe cy y anarebpu remepucanor ca w((G). O6parno, u3 gokasa
reopeme [2.11| ciemn na je w(x) jakm anmec 7w(L,Vy) rama U — {1}. Tana
anrebpe m(G) u w(L'(G)) umajy mcro jako 3aTBOpEHmE a CAMUM TUM U UCTO
c1abo 3aTBOpEHE.

(6) Ako T € C(w), rama T ounriie IHO KOMyTUPAa Ca CBAKUM €JIEMEHTOM CJIabor
3arBOpema anrebpe rerepucane ca 7(G), ma camuMm TUM U ca cBakuM 7(f) u
obpaTHO.

(B) Hoka3 caenu u3 (6) u crasa (Tj. meroBe aHaJIOTHE PENPE3EHTAI]e
LY@)). [

2.3 <PyHKOUje MO3UTUBHOT TUIIA

Cana omumwumvo Beh  HajaBmeHny Be3dy  aurebpe  (yHUTApHUX

penpesenTanuja) n anaan3e (QyHKIUja TO3UTUBHOL THUIA).

Hedpmraunuja 2.10. PyHKIMjOM MO3UTUBHOT TUMA HA JOKAJIHO KOMIIAKTHO]
rpymu G 30Bemo ¢yurimmjy ¢ € L*(G) TakBy ma oHa JeQUHUINE TO3UTUBHU

nuHeapHU (QyHKIMOHAT Ha Bamaxosoj *-anre6pu L'(G), 1j. na Bamu:
f(f* +f)p =0 3acse felL'(G).
Kaxo je f*(z) = A(z71)f(z™1), To je

[ e 010 = [ A TG0 )o@y = (| T oot dyda,

jemnoctaBHOM cMeHoMm y ! = y. Cama, MemameM penociena MHTerpanuje u

CMeHOM y 'z = x, nobujamo ma je PyHKIMja ¢ MO3UTUBHOT TUIA AKKO je

Hf(l’)mﬁﬁ(y_lx)dydx > 0.

Kacuuje hemo mokazatm na ce cBe (QyHKNMje HO3UTMBHOI TUIIA IOKJIANajy
ca HENPEeKUTHOM (YHKIMjOM CKOPO CByZa. Y OBOM TPEHYTKY MIAK OajeMO

cnenehy nedpuuuyMjy:

Hedumaunuja 2.11. Cryn cBUX HEIPEKUIHUX (YHKIMja IO3WTUBHOI TUIA HA
G osmauasahewmo ca P = P(G).
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I[Ipebumo cana ©Ha wu3BOobheme ocobmHA KOje Bake 3a (yHKOUje

MO3UTUBHOL TUIIA.
CraB 2.13. Ako je ¢ ¢yHEIUja TO3UTUBHOI TUIA, TAala je W ¢ TakBa.

Zloxas: 1lo mperxonuom u3Bobhewy,

[+ 03 = || s T@et ey

- || T@ o aaye = [[7+ 710> 0

a TOCJeNmU MHTerpas jecTe HeHeraTuBaH 3a cBaku [ € LY(G) jep je ¢
MIO3UTUBHOI TUIIA, IIa je U KHeTOB KOHjyraT HeHeTaTUBAaH, UMMe CMO IIOKa3aJIu

TBp heme. [ |

[Toctoju TecHa Be3a m3ameDy ¢yHKNMja MO3UTUBHOT THUIA U YHUTAPHUX
penpesenramnuja. Cana hemo norkazatu HuU3 TBphema y mumby na Ty Be3y U

OIINIIEeMO.

CraB 2.14. Axo je 7 yuurapua penpesenranuja G u v € H,, Tana ¢yHKIUIja

¢ 3amara kao ¢(zr) = (r(x)u,u) jecre n3 crymna P.
Jloxas: ¢ je HempekmaHaA O NedUHUNN]U YHUTAPHE penpe3eHTanuje m. Kako

je o(ylx) = (x(y m(x)u,u) = {w(x)u, 7(y)u), na je 3a cearo f e L'Y(G)

|| 1@ Tt w)dedy = {[<s@r@u, sw)mtoydady = (sl =0,

Tj. ¢ € P. [ |

~

IMocnemuma 2.15. Axo je f € L*(G), mepumumumo f(x) = f(z~1). Tana
f+feP.

Joxasz: Hera je m neBa perysapHa penpe3eHTanuja KOjy CMO OMUCATIUA Y
nprMepy 2.2. ¥ OPUMEHMMO IpeTrxomHo TBpheme Ha f (Tj. 3ameHuMoO u ca

f). Tana je 3a cee z € G
w@)f 1y = [ Ha 9wy = 7o)

Opmatrie je f* f € P nupekTHO M3 TpETXOMIHA OBA CTABA. [ |

Cnemehn mmi HaM je na HOKakeMO nOa Cy CBe HeHysa (QYyHKIUje

no3uTuBHOr Tuna obmnmka kao y Crasy [2.14] Kpenumo on meke ¢yukmuje
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¢ # 0 NO3UTMBHOT TUIA U IPUMETHMO [a OHA JAe(pUHUIIE CeMU-Ie(GUHUTHY

xepMuTcky ¢popmy Ha L'(G) mary ca:

Soapo= [0+ 020~ [[ rergoty oydsdy

3a Kij, I BUIIE€ HET'O OYMIJIECOHO BarKM

[KF Dol < 1loll flI1lg]s-

Heka je cxyn N medumucan xao N = {f € LYG)f, [ = 0}. WUs
Komw-Isapuose mejenmarkoctu, f € N arro je {(f,¢), = 0 3a ce g € L'(G).
Onna ¢opma (-, ), WUHIYKYje CKaJapHA I[OPOM3BOA HA KOJIUYHUUKOM
npoctopy L'(G)/N, koju hemo, ma He KOMIUIUKYyjeMO 3allC HOBUM
O3HaKaMa, omer o3HaunTu ca (-,-)s. O3HauumMo cama XuiabepToB IPOCTOP
koju je xommierumpame L'(G)/N ca Hy. Taxobe, 03HAYMMO KOJIMYHUYKO
npeciukasame ca L(G) — LYG)/N ca f +— f. Huje Temko yBepuru ce na
je 3a f,g € L'Y(G) mobpo neduHMCAH CKAJapHU NPOU3BOL <f, Do = {f, 9)s-
Tarobe, osmaummo ca | - |y, wHopmy ma Hy. V3 mperxomme mejemmaxocTn,

3aMeHOM ¢ = f mobujamMo OIleHy:

1Flm, < I6121£1:. (2.4)

Cana KoHCTpynmmMO penpe3eHTanujy rpyne G Ha npocropy H,. Younmo na

3a JIEBU OII€EpPAaTOP BayKM Cﬂeﬂehei

(Lof, Laghs = Uf<x1y>g<xlz)¢<zly>dydz
- j f F)aDé((w2) " (ey))dydz = (f, gde,

rae cy f,g€ L'(G) u x € G. Cnenujanano, MoxkemMo npuMetuTu aa je L,(N) =
N. Omarne je onepatop L,f := Ly [ no6po aepunncan na L'(G)/N u 3a mera

npeMa IPeTXOTHOM Bpean

<La:f7 Lx§>¢ = <f7§>¢7
Tj. Ew je m3omerpuja, a Takobe je m mzomopduszam, jep je L, mzomopduzam
na LY(G). Ilakme, L, je yHWTapaH oIepaTop Ha LY (G)/N, xoju ce

jemuHCTBeHO mpomwmpyje Ha H,, ©a KOHAYHO MOXkEMO JAepuHUCATH
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penpeserTanujy m, rpyne G Ha mpoctopy Hy:

mo(@)f = L., feL'(G).

Hamomenumo wa kpajy ma ce Jako OIpoBepaBa MOa je oaroapajyha

penpesenranuja L'(G) na Hy nara ca:

ms(f)g=[f=*g.

Teopema 2.16. Heka je ¢ ¢ynrnmja nosmruBHOr tuna Ha (G. Y3 mperxonHe

O3HaKe, IOCTOJU LUKJIMYHU BEKTOD € 3a Ty TakaB ma je my(f)e = f, 3a cBe
f e LYG) n ¢(x) = {mys(x)e, &) 3a cropo cee z € G.

Joxas: Herka je U mpouwsBosna Gasua orxosnuua jemuuune y G u (Vy)pey
anpokcumaruBHa jenuHuna. Tana (V] )pes 3amoBossasa cBojcrBa (1) m (2)
U3 JeUHUIMjE alpPOKCUMAaTUBHE jeAUHUIE (,HOK tpehe c¢BOjcTBO
3a/0BO/baBa caMo kama je G yEumomynapua), ma 3a cee f € L'(G) Bawkn
U« f - fy LYG), omarue je ((Uf = fl¢ — (f¢. Exsusasentro,
{f,Py)s — (fo, a omarue je {f, \TIU>¢ — {f¢. Cana u3s mejemmarocTu

ciaenu

~ 1 1
1Volm, < lolxIYulh = lo)%.
Cana kako je mpeska (Vy)pey OrpaHnYEHA U KAKO lign@, U )y IOCTOJU 38 CBAKO

ve Hy, TO \TJU KoHBeprupa cnabo y H, eremernty ¢. Onmarie je:
(f,e)g = 1igl<f, Uy = J fé, 3a csaru fe LY(G).
Tana je 3a npoussomne f,g€ L'(G) u ye G:
G20 = ol 3.9 = (L1920 = [ gly)ola)de = [ g@)oly a)da,
a takobe je:

G Foo = 0. Do = || 9@ Tl 2)dady = [ @ 7s0)e)s TGy = . )b

IpU 4YeMy TOCJHEIHU PEN CIeAU MO AePUHUIUjU U3 TPETXOMHOT ONEJbKA -
penpesenranuje va L'(G).

Onatie je ]? = 74(f)e 3a ce f € L'(G). Tlpebumo cama ma mokas mpyre
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TBpawme. [locmarpajmo:

| matwerFidy = tim [ motw)e Tty
~ lim(@y. foo = & D = T2 = | 30) Tl

a Kako oBO Bawku 3a cBaku [ € L'(G), To je:

(mp(y)e, €)¢ = (&, Ts(y)e)s = d(y) = (),

3a cropo cBako y € G. OcTajo je jour ga DOKaKEMO Ha je € MUKINYAH BEKTOP,
IITO je eKBUBAJIEHTHO YMILeHHNU na je ckyl {my(x)e|r € G} cByma rycr y H,.
3a To je MOBOLHO MOKasaTy ma ako 3a f € L'(G) samu (f, ms(x)e)s = 0 3a cBe
ze@, oumaje f=0,1j. feN. Am raxo je (f, )y = S<f, To(1)e)gg(x)dx, Tj.

~

£ je MUKINYAH aKKO je <f, s = 0 3a cee g € L'(G), a To nosnaun na je f =0,

IITO CMO U XTeJU Aa IOKAKEMO. [ |

Canma cMmo mokazanau ma CBaka (yHKIUja ¢ MO3UTUBHOI Tumna Ha G mMa
06k ¢(x) = (my(z)e, €) 3a cKOPO cBe T € G 1 HEKU MUKJINYHY BEKTOD €, & KAKO

je ImecHa cTpaHa HeNpeKuIHa (QYHKNMja, TO BayKU jeJHOCTaABHA IOCJIEANIA:

IMocnemuma 2.17. Cpaka ¢(yHKIMja TO3UTUBHOI THUIA HOAyZapa ce ca
HEIIPEeKUIHOM (QYHKINJOM CKOPO CBYIA.

HaBomumo jom jemny mocienmiry:
IMocnemuma 2.18. Axo ¢ € P, tana |¢), = ¢(1) u ¢p(z7') = ¢(x).

Loxaz: Nmamo na je ¢(x) = (my(x)e, €) 3a HEKYy YHUTAPHY DEIpe3eTaIujy g
m BexTop €, ma je [§(x)| = [(my(2)e,€) < [e]* = (my(1)e,e) = (1) m3 Komm-
HIsapuose nejemnaroctu u ¢z~ ') = (my(z ), e) = (e, my(2)e) = ¢(x). |

Cama cmo ycmoctaBuau Be3y wu3MeDy [UKIWYHUX — YHUTAPHUX
penpe3eHTanyja ¥ QYHKIUja TO3UTWBHOI TUNIA KOjy cMO HajaBuiau. [la Oum

VOKBUPUWJIU OBY HOPUYY, OCTAJO je JOm na IMOKaKeEMO JeIMHCTBEHOCT KOja

cJien W3 HapemHOT CTaBa:

CraB 2.19. Herka cy m u p mnBe nukiauvbe pemnpesenranuje rpymne G ca
[UKJINYHUM BEKTOpUMa u 1 v TakBu na je {(m(x)u,u) = {p(r)v,v) 3a cBe x € G.
Tana cy m u p yHUTApHO ekBUBaJieHTHU. llpenmsnuje, mocToju yHUTaApaH

T € C(m,p) TakaB na je Tu = v.
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Aoxas: 3a cBe x,y € G Baxku caenehu HU3 je THAKOCTU:

(m(x)u, w(y)uy = (m(y ' z)u,uy = (p(y ™ x)v,v) = {p(x)v, p(y)v).

Hedurnmumo cana T (m(x)u) = p(x)v, 3aTuM ra no JIUHEAPHOCTU IPOIIIPUMO
no mszomerpuje ca ckyna {m(r)ulr € G} ma ckyn {p(x)v|r € G}, a rako cy
oba rycra penoMm y H,, omsocHO H,, IpOmMUPUMO UX IO HEIPEKUITHOCTHU 0
yautapuor 1T : H, — H,. JemaocraBHOM 3ameHOM T = 1, mobujamo Tu = v.

Hoxrasxkumo jomr na T € C(m, p). Karo je

p()T ((x)u) = p(yz)v = T (7 (y)m(x)u),
to je p(y)T = T'w(y), a kako TO Basku 3a cBe y € (G, mokasanuu cmo Tpazkeno. M

Kao jemmocraBma mnocsnemunia oBOr TBpbhema jecTe jeAUHCTBEHOCT
(YHKIVje TO3UTWBHOT TUNA y OAHOCY Ha IUKIUYHY pempe3eHTanujy OO Ha

VHATAPHY €KBUBAJEHTHOCT, T]. BaKU:

ITocaemuma 2.20. Ako je m nukauuHa penpeseHtanuja Ha G ca MUKINIHAM
BektopoM u u ¢(x) = (m(r)u,uy, Tama je pempeseHTAUU]ja T YHUTAPHO
CKBUBAJICHTHA Ca Ty, KOjy CMO AepUHUCAJU y OKBUPY OBOI IIOTJIaBJbha.
Hedbunnmmmo canma jom map mOjMOBa KOju he HaM OWTH OX WM3y3€THE
Ba;KHOCTH 3a JaJbll Pal, a CBe y Uy MNOoKasuBama [emdann-PajkoBmene
TeopeMe.

IIpumernMo HajOpe na je CKYI CBUX HEIPEKUIHUX (QYHKIUja IO3UTUBHOT
tuna Ha (G, OMHOCHO CKym P, KOHBEKCAH KOHYC, a 3aTUM Ae(QUHUIINMO IBA
meroBa mocebGHO 3HaUajHa CKyma (jeIHAKOCTU ca mecHe CTpaHe ciene U3

nocJeaure [2.18))
Pr={¢€eP| o =1} = {p € Plp(1) = 1},

Py={6eP| |0l <1} = {dP0 < (1) < 1},

Kako cy oba oBa ckyma orpaHnyeHa ” KOHBEKCHA, MOKEMO IIOCMaTpPaTU
BUXOBE Kpajibe Tauke. CKyIoOBe HBUXOBUX KPAJjHBUX TAUYKU O3HAYUUMO PEIOM
ca 5(7)1) u 5(7)0)

Caenmeha Teopema HaMm je oI MOCEOHOT 3HAUAja.

Teopema 2.21. Axro je ¢ € Py, tana ¢ € £(P1) akko je pempe3eHTANUja Ty

HEPA3T0XKUBA.
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Jlokas: IlpernocraBumo na ¢ € £(Py), anu ma je m, penyuubmnaa. Tana
IIOCTOjU HeTPUBUjaJlaH, MHBAPUjaHTaH y OJHOCY Ha 7,4 moTnpocTtop M u Hy =
M@ ML, Tlo Jlemn je onna u M’ mEHBapWjaHTAaH HOTIPOCTOP y OTHOCY
Ha Ty. Kako je € MUKIMYHM BEeKTOD pelpe3eHTallje Ty, OH He MOKe OUTH y
M uwm y ML, na nmocroje a u 8, a3 # 0 u jenuEMYHEU BekTOpU U € M 1
v e Mt rako ma je € = au + Bu. Iedpunrumunmo tama Py (r) = (my(r)u,uyy un
Po(x) = (my(x)v,v)p. Tana raro cy u n v jemuanynn, ouna je ¥1(1) = (1) = 1,

ma Y1, € Pi. Ilpumerumo ma u3 fv L au u obparHO, ciaenu ga je

1 1
(mgla)e. u = 5v) = (@) ~ o).

. 1 1 .
Capna Kako je € NIUKJINYIHU BEKTOP U o U— 5V PA3IMIUTO Of 0 (uraue npunamajy

CTOM MOTIPOCTOPY), TO je 11 # 1. Tarobe Basku na je

$(x) = (my(x)e, €)= a*(my()u, w) + B(my(x)v,v) = a*h1(7) + F*¢a(2),

u o®+ % =¢(l) =1, na ¢ auje Kpajma Tauka.
Y CYIpPOTHOM CMepy, IPETIOCTaBUMO Ja je Ty HECBOIJbUBA PEIPE3CHTAIN]a
U 7a ce ¢ MOKe MPEACTABUTHU KAao ¢ = Y1 + 1Y, 3a HeKe Y u P, u3 P. Tana je

3a cse f,g € LY(G) Ttauno

s oun = o = s Foun < s P

a ouna n3 Komu-IlIBapnose HejenmunarocTu

Kf, | < CF 2a b3 < <F D2g, )3

Tana npecnukasame (f,g) — {f, g)y, mRepunnme xepMuTcry Gopmy Ha H,, ma

IOCTOjU OrpaHWYeH caMoanjyHrosan omeparop 1 Ha H, TakaB ma je 3a cBe
f,9€ LNG)
<f7 g>’¢11 = <Tf75>¢

Tana Baxku caenehu HU3 je THAKOCTU

(Trg(@) [, 306 = (T(Lof)s Do = Lk goun = {fs Lo 19D
= (Tf, Lo 19)p = (Tf, m(z NP = (mg()T F, o,

na T € C(my). Onma us Ilypose neme 3uamo na je T = cl u {f, gy, = {f, 9)s.

Omatie je y cmuciy wiaacudde peduniumje ) = cp u Py = (1 — ¢)¢, ma je
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OYUTJIETHO ¢ Kpajiha Tadka, YUMe CMO JOKa3aJu TPasKEHO. |

Ouuraenso ce ycuos {(f* = f)¢ > 0 Ha ¢ uyBa npu crabum* mumecuma,
na je Py caabo* 3arsopena sonta y L*(G) (tj. myany ox L'(G)). Barum je
n3 DBawmax-AaraorayoBe teopeme, Py caabo* KoMmakTaH, a OHIa U3
Kpeju-MunmanoBe teopeme je caabo™ 3aTBopeme KOHBEKCHOI OMOTava
IErOBUX Kpajmux tavarka. Vako P; Huje cinabo® 3aTBOpEH, 3aKbydar U3
Kpeja-MunmanoBe teopeme m masme Basku. Hajompe moraskmmo ciaemehe

nmomohuo TBpheme.
JIema 2.22. Tlpu crapnapaaum o3nakama, Baku E(Py) = E(Pr) u {0}.

Lokaz: Y3amumo ¢1,¢09 € Py u A\, Ay = 0 TakBe nma je A\ + Ao = 1. IIpso
IPETIOCTABUMO Ia je A1¢1+ Aoy = 0. Crasmajyhu x = 1, nobujamo ;¢ (1) +
Aooo(1) = 0, omakme je ¢1(1) = ¢o(1) = 0, ma je mo mociemunu ¢ =
¢o = 0, omariue je 0 kpajma Tauka, tj. 0 € E(Py). Ca mpyre crpane, ako
je M1 + Xy = ¢, Tme je ¢ € Py, Tama omer eBaayupajyhu y 1 mobujamo
na je ¢1(1) = ¢o(l) = 1, ma ¢1,¢9 € P;. Tume cmo moraszanum ma axo je ¢
Kpajlba Tavka y Pp, OHIA je oHa Kpajwa u y Py. Komauno, mpermocraBumo
na nocroju exement ¢ € E(Py)\(E(P1) u {0}). Oumro, cBaru eneMeHT CKyma
Py je romBekcHa koMOumuanuja (0 u HEKOT eJeMeHTa W3 CKyma P, ma je ¢
HY’KHO €JIEeMEHT CKyma Pp, mTo je kourpamuknuja ca ¢ € E(Py)\E(Py) momro
je Pr < Py. [ |

Cana DOKaKUMO W CaMy TeOpeMy:
Teopema 2.23. Kousexcuu omortau £(P;) je ryct y Py y cnaboj* ronosoruju.

Lloxasz: ¥Y3vmmmo nponsBosbHO ¢ € Pp. Ilpema nmperxonuoj Jlemu n nuckycuju,
3HAMO Ia BaKU Ha je ¢ cuaabu® mumec mpeske QyHKRUUja (Py)aca, TAE 32 CBE
a € A Basku ma ¢, nmpunaiga KOHBeKCHOM omotauy on £(Pp), Tj. obauka je
M1+ -+ Ay + A0, e Uy, .., € E(Pr), py wemy je A, ..., Ay =0
u A+ -+ ANy = 1. Karo je |¢)o = 1, 10 je |¢pa]|o < 1 m momro je cryn

{feL®(G)| |flo < 1—e} cnabo* komnakran no Ganax-AnaoriayoBoj TeopeMu,

Pa
¢a(1)

10 Basku lim ¢, (1) = lim |¢ulle = 1. Aum omma axo o3maummo ca ¢, =
(0% (e

nMaMo na je

1
Pa(1)

1
3a(1) 3

¢, = ANy Aj =
=1 =1

da(l)
ou(l)

Tana ¢, npunanga KOHBeKCHOM oMoTauy ckyna £(P;) u Baxu ¢ = lim ¢/, mro
[0

HaM je 1 Ouo IUJb. [ |
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Ham mapenau nwms jecTe na MOKasKEMO BPJO BasKHYy UUILEHUIY Oa Ce
caaba® Tomosoruja ma P (macaebena m3 LP(G)), mokaama ca TOIOJOIH]OM
YHU(GOPMHE KOHBEPIeHIUje Ha KOMIAKTHUM CKymoBuMma y (G, mian kako hemo
je xpahe y ocrarky pazxa oO3HAYAaBATH, TOIIOJIOTHjOM KOMIIAKTHE
rouBeprexmnuje. IloxcerrMo ce ga y 0BOj Tomosoruju Oa3HY OKOJIMHY

GyHEIUje ¢y medUHUIIEMO Kao

N(¢o; e, K) = {o] [o(x) — do(2)] < € 3a cBe v € K},

rae je ¢ > 0 u K umne mo komnakTHuM ckynoBuma y (. Hajope mopamo

MMOKAa3aTN HEKOJUKO MOMONHUX TBphema.

Jlema 2.24. Hera je X BanmaxoB mpocTtop m B MOACKyN DyaJHOT TPOCTOPAa
X* ma xome je Hopma orpanuvena. Cmaba®* romosoruja na B, mokaama ce ca

TOIIOJIOTMjOM KOMITAKTHE KOHBepTeHIuje Ha X .

Jlokas: Cinaba* TomoJjoruja je TOMOJIOTHja Tadyka IO TAYKa KOHBEPIEeHIU]je
Ha X, Ma je cBakKako cJjabuja OJ TOIOJIOTHje KOMIIAKTHE KOHBEPTEHII]E.

O6partHo, HeKa je \g € B, ¢ > 0 npoussomno, K € X rommakran, C' = sup ||\
AeB

m 0 = z=. Tama mocroje &i,...,§, € K TaxBu na ymumja sgontu B(E;,0)
nokpuBa K. Ako y3memo Hero A € B u € K rako nma je |{ —&;| < J 3a mHero

J, Tama je:
IAE) = M) < [AE =&+ 1A = 20) (&) + [ho(& — &) < % + (A= 20) ()],

n

na je craba* oxommma [|{A | [(A = Xo)(&)| < 5} Ao campwama y oxomumHn
j=1

N(Xo;e, K) Tomosnormje KOMIAKTHE KOHBEDPLEHIMje, YUMe CMO IOKA3aJu U

CyIpOTaH CMED. |

Jlema 2.25. Hexka je ¢y € Py u f € L'(G). 3a npoussosmno € > 0 u cBaku
koMmnakTaH ckyn K € (G, noctoju cnaba® orkonuna ¢ ¢pyuruuje ¢y y P, Tarsa
na je |f=o(x) — f+¢o(x)] <ec3acBe pedPuurekK.

Jlokas: Hajupe npuMeTtuMo ma ¢y MOMKEMO IOCMATPATH KAO €JIEMEHT Iyaja
LNG), nedpummcan xao ¢o(f) = § fgo. W3 mocmenwmme , 3HaMoO na je f =
o) = § Fay)oly )y = §(Los )b, ma je f+6(x) = (Lo ). Kaxo je mo
CraBy npecaukaBame T — L, f menperkunno uz Gy L'(G), To je cryn
{L,~1 flx € K} xomnakran y L'(G). Komauno, mpuMmeHOM OpPETXOIHE JeMe,

mobujamo caaby® okosnmny ¢ dysrmuje ¢y (kKoja je MCTOBPEMEHO U OKOJIMHA
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y TONOJIOIMjU KOMIIAKTHE KOHBEPIEHIUje), TakBy na je 3a c¢cBe p € D uz e K

|0(Lo—1f) — do(La—1 f)| = |f = d(x) — f = do(x)] < &, umme je moka3 3appmen. M

Jlema 2.26. Axo ¢ € Py, Tana Baxku ouena |¢(z) — ¢(y)]* < 2 — 2Re(p(yz™1)).

Joxas: 3uamo na je ¢(x) = (w(r)u,u) 32 HEKY YHUTAPHY DENPE3EHTALU]Y T U

jenuHUYHU BeKTOp u € H,, jep ¢ € Py, na Basku cienehn HU3 jeiHAKOCTH:

|6(x) — o(y)|* = K(r (@) — 7(y)u, wl* = [Cu, (w(2z7h) — 7 (y~"))w)l?
< (@™ u = 7wy~ ul?
=2 — 2Re({m(yz ™ "u, u))
=2 — 2Re(d(yz ")),

npu yemy cMmo kopuctuau Romu-IlIBapmoBy Heje IHAKOCT U YUHHLEHUILY Oa je

Jul = 1. .

Jlema 2.27. Heka je ¢p € P; m § > 0. Tama mocToju KOMIAKTHA OKOJWHA
VG, 1€V ucnaba® okonmuaa ®; on ¢g vy P1, Tako ma 3a cBe v € G u cBe
¢ € &y Bawm |xy * ¢(x) — AMV)d(z)| < 2A\(V) V6, rae je yy KapakrepucTwdHa
¢ynrnuja ckyna V', a A Xaposa mepa.

Zoxaz: 3a V y3MuUMO KOMIAKTHY OKoJuHy jemuuurie y (, TakBy ma je
|po(z) — 1| < § 3a cBe z € V (mro moxkemo u3 Henperugaoctu). Oxronuny g

neGUHUIEMO Kao

D) = {gzﬁe'Pl <c5/\(V)}.

6(xv) — doxv)| = ‘ [

Karo yy € L, To je ®; cnaba* okomuna ¢y. Ako je cama ¢ € ®;, Tamga mmamo

Jo-ol=[Jo- e+ [ia-o

nupexkTHo u3 u3dbopa V u ®,. Cana mponeHnMo

na je

(1 — ¢o) < 26\ (V),

v = bla) — A(V)(a)]| = \ [ow1a - ¢<x>>dA<y>\ < [ 16010 - 6N

Cana u3 meme [2.26], 3atum XesnmepoBe HejeIHAKOCTU U mpebhalnme TpoIeHe,
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BaiKN

v+ 6la) = AV)o(a)| < [(2 - 2Re(ol)) )
V[ (2~ 2Re(6(1)))aA(y fw)%
o
V2 BVIVAV) = (V).
S — .

Cana KOHAUYHO NOKAKUMO yHAIIPEeI HajaBJ/bEHY TEOPEMY.

Teopema 2.28. Ha P; cmaba® Tomosormja ce MOKJama ca TOIOJOTUjOM

KOMIIaKTHe KOHBepreuuuje Ha G.

Jloxas: Axo ysmemo npoussomto f € LY(G) u € > 0, Taga nocToju KoMoakTan

ckyn K € G Takas ma je | |f| < £ (oBo 3mAMO M3 CBOjCTBa yHyTpammbe

1
G\K
peryanaproctu Pamonose mepe). Cama, ako cy ¢, ¢y € P; TakBu na je |p(x) —

oo(z)| < 2HfH 3a cBe r € K (Tj. mMaMoO KOMIIAKTHY KOHBepreunujy Ha (), Tama

je:

6(f) — 60(f |—Uf¢ 130)

f|f||¢ oo + | 1110 - o

G\K

<|fhs7r (1 +1) =

2HfH

ma 3akpbydyyjeMo na KOMIAKTHA KOHBeprennuja Ha (G moBmaum cuaaby™
kKoHBepreunujy (Ha Pi).

Ob6patHO, y3MuMo ¢g € P1, € > 0 u K € (G xKommakTad npoM3BOJLHO. Harm
b je na mabemo ciaaby* okommny © (om ¢o y P1) TakBy ma je |¢p — ¢o| < €
Ha K kan ¢ € . 3a mato 6 > 0, mo Jlemu [2.27], mocroju cnaba* okomuua P4
on ¢y u komnakTHa okosmHa V', 1 € V| TakBa ma je 3a cBe x € G u cBe ¢ € O
Ixv * o(z) — A(V)o(z)| < 2A(V) V6. U3 neme nocroju caaba* oromuua Py
(om @9 y P1) TakBa nma je |xv * ¢(x) — xv * ¢o(x)| < OA(V) 3a cBe ¢ € Py 1
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x € K. Tanga oznaunmo & = &1 N P,. Onna je 3a cBe pe P ure K

|0(x) — ¢o(x)] <

< L(IA(V)cb(l“) —xv * o()| + [xv = (& = do)(@)] + [xv = do(x) = A(V)do(2)])

< W(zx(mﬁ 6+ 2MV)V3) = 6 + 4.
Y3MuMo cama § HJOBOJLHO MaJjio, TaKo na je § + 44/6 mame on yHaIpen
3aJaTor £, OnakJe 3akmbydyjemMo u obpatrHo TBphewme, ma caaba®

KOHBEPreHIja Ha P; MOBJIAaYM KOMIAKTHY KOHBepreunujy Ha G. [

[Ipe camor nokaza l'emdann-PajkoBmeBe Teopeme, MOKaKUMO jenaH

3a0CTaJI Pe3yJITaT, KOjU Ce U MHAYe YeCTO KOPUCTU.

CraB 2.29. Hera je S cryn cBuUX JIMHeapHUX KOMOMHamuja (GyHKIAja U3
C.(G) nP(G). Tana S canpsxu cse dpynrmmje obnura f =g, rae f,g € C.(G),
ryct je y LP(G)(1 < p < w), y L? wopmu u rycr y C.(G) y sup —HOpMHI.

Joxasz: VI3 nociaenune 3HAMO Ja S caIp:Ku CcBe (QyHKunuje obiaura f * f,
f e CG), rae je f(z) = f(—=z). Ipumernvmo na ma C(G) x Cu(G) nmamo
nepuHUCAH ceckBuimHeapan ¢yukmmonan B(f,g) = f * g, ma mo

IIOJapU3allMOHOM MIACHTUTETY BaikKN

B(f,9) = =(B(f+g,f+9)—B(f—g.f—g)+iB(f +ig, f+ig) —iB(f —ig, f —ig)).

g,

Omnarae S canp:xu ce ¢pyuruuje obaura B(f,g), f,g € C.(G), na Basku npsu
neo tBphewma (y3mumo g = §). Ipyru meo tBpbema camna mako ciaemnu u3s
YnEeHuIe Ja noctoju anpokcumaTtusHa jequauna y C.(G), u npurom je C.(G)
rycr y LP(G). [

W rkomauno, 3a Kpaj OBOT INOTJIaBJ/ba CJIEOVW TeOpeMa KOjy CMO ITaBHO
HajaBUJIM KAO HAIl Wb, ajd je OWIo mMOTpebHO mokaszaTu mJocTta TBpbhema

KOje IpeTxone HOj caMoj.

Teopema 2.30. [I‘eJLd)aH,EB-PajROBJLeBa Teopema) Aro je G JOKAIHO
KOMIIAKTHA Tpyma, Tala HECBOMJLMBE yHUTApHEe pemnpe3enranuje Ha G
pa3aBajajy Tadke, Tj. aKO Cy & U ¥y aBe pasauuure Tauke u3 (G, Tama

[OCTOjU HECBOIJbMBA penpe3eHTanuja m Taksa na je w(x) # w(y).

2Ycpaen Mouceesuu Tendann (1913-2009), coBjeTckn MaTeMaTudap
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Jloxas: VI3 ¥Ypuconose sneme, moskemo onabparu ¢yurunjy fo € C.(G) TakBy
mna je folx) # foly). Ilo mperxomumom CraBy, Mo:xkeMO OyHKIuy fo
YHU(QOPMHO aIpPOKCUMUPATH JWHEApHUM KOMOWHamujama (QyHKIUja U3
C.(G) nP(G). Crora, ako y3memo na je f nuHeapHa KOMOMHANUja (QyHKIHUja
n3 C.(G) n P(G) takBa ma je y CBakKOj Tauku ynaJbeHa OXA fy 3a HajBUIIE

|—f°(x);f°(y)|, raga umamo na je f(x) # f(y). Kako cBaku enement uz P

m
MOMKEMO HOpMUpATH Tako ma Oyme y P, Tama je f = >, \f;, rme
=1

1=
Xi € C, fi € C.(G) n Py. Cana u3 reopema u ciemu ma je KOHBEKCHU
omorau £(Py) ryct y P; y TOmOJOTrUju KOMIAKTHE KOHBepreumuje. Kako je
CKyn {z,y} KOMIDakTaH, CBaKMA f; MOKEMO YHU(POPMHO AIPOKCHMUDATH HA

crymy {r,y} pyHEIUjOM ¢; KOja mpunamza KOHBeKCHOM omorauy ckymna &(Pi).

Axo craBumo ma je g = > Ngi u |g:(2) — fi(2)] < >— 3a cBe i u z € {z,y}

i=1 2 |Ail
i=1

nobujamo na je |g(z) — f(2)] < D) |Nlgi(2) — fi(2)| < d. Aro cama ysmemo ma
i=1
je &0 < w, mobujamo ma je g(x) # ¢g(y). Karo je cBara aumeapua
KoOMOuHANMja (QyHKIUja U3 KOHBEKCHOr omotada ox &(Pp) yjemHo wu
auHeapHa kKoMOmHanuja ¢ysruuja muz E(Pp), umamo ma je g = . pi¢;, rue
i=1
peCu ¢ e &(Pr). Karo je g(x) # g(y), To je 3a 6ap jeman i, ¢;(x) # ¢i(y).
Tana je onroBapajyha pempeseHTamuja 7, U3 TeopeMe upenynubuiIHa

mo Teopewmu [2.21| u Basku:

<7T¢>z‘ (3;')5, €> = ¢z<x) 7 ¢z(y) = <7T¢¢ (y)€75>7

Ia je KOHAUHO Ty, () # Ty, (y), WTO je u Tpebaio moKa3aTu. |
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IlormaBine 3:
AHagm3a Ha JIOKAJIHO KOMIIQKTHIM

AOesioBUM rpymama

Capna mpena3uMo Ha MEHTPAJHO moriassbe y pany. lum mam je ma mro
bome onumemo PypujeoBy TpaHchopManujy Ha JIOKAJIHO KOMIAKTHUM
rpymamMa ¥ TIOKaKeMO HeKe 3HadajHe Teopeme monyT boxHepose,
[InanmapenoBe u IlonTpjarmuoBe TeopeMe O OyaJHOCTU. Kpos3 mneno
norsaibe GG e HaM o3HavyaBaTU JOKAJIHO KOMIakTHy AGenoBy rpymy. Kako
ce pamu o A0GenoOBOj rpymu, MHOre cTBapu he OuTy mpocruje, aaum he
HAPaBHO BAKUTU U ONIITUJU PE3yJITATU KOje CMO AOOUJIM y TPETXOTHUM
noryiaBjhuMa. HamomeHMMO caMO HEKOJMKO YMHL€HUIA KOje Baske y Ciydajy
AGenmoBux rpyma: JeBa U JOeCHa TpaHcaamuja ce mnokaamajy, G je

YVHUMOyJIapHa, KOHBOJIYIja je KOMyTaTUBHA, UTI.

3.1 Ilyamnna rpyna

Heka je G noramno rommakrtHa AGenoBa rpymna. W3 mocienure
3HAMO na cy cBe HECBOIJbUBE pernpeseHTaIyje rpyume G
jemHomuMensmoHasiHe. Tama ako youmMo Heky penpesenranujy m Ha H, = C,
saamo na je m(x)(z) = £(x)z, 3a z € C, rme je £ HenpeKRUAHN XOMOMOD(dH3aM
n3 G y T (MyaTuniaukaTuBHA Tpylna KOMIUIEKCHUX OpojeBa momyda 1 ca

CTaHIAPAHOM TOIOJIOTHjOM ).

Hedumuumnuja 3.1. Xomomopduzam ¢ : G — T maszmBa ce raparrep. Ckyn

cBUX Kapakrepa Ha (G o3HauaBamo ca G.

Kako je w(z)(1) = &(z), 1o je &(x) = (m(x)l,1). W3 crasa u
unmenure na je {(1) =1 mobujamo na je G cagp:xan y Pi(G). llrasume, mo
TeopeMu , G je ckyn kpajmux tavaka Pi(G). Kapakrep £ € G neduHuIIe

jemny Hemeremepucany *-pempesentamujy L'(G) ma C:

£(f) = j £(@) f (o),
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npu uemy cmo nouctosetusin B(C) ca C. Ob6parno, ako umamo Hekn @ € (L)*,
meMy oxrosapa ¢ € L*, rako nma je ®(g) = {¢(x)g(x)dx, 3a g L'. Tana je 3a
cee f,ge L',

@Uﬁh@mmw=¢0@@=¢Uﬂﬂ=ﬂ¢@ﬂw*mwmw

- [ 2. pg(was
Onatne je ®(f)p(z) = ®(L,f) nokamno 3a ckopo cako x. Y3mummo f € L
tako na je P(f) # 0 (TakaB cBakako mocToju), na KeGUHAMNAMO ¢(T) = %

3a cBako x. Tanma je ¢ HempekunHa 1 Kaja 3aMEHUMO T ca xy, a f ca L,f y

rOpHO0j je AHAKOCTU, AOOMjaMo:

(@) ®(f) = ®(Layf) = P(LaLyf) = o(2)P(Lyf) = d(x)o(y)P(f),

na je ¢(zy) = o(x)o(y), a omarime ¢(z") = ¢(x)" 3a cBaro n, ma MOWTO je ¢

orpanuves, 1o je |¢(x)| =1, 1j. ¢ : G —> T. Tume cMo nokazanu ma:

Teopema 3.1. G ce unentTuduryje ca cuekrpom anrebpe L'(G) momohy

£(f) = §&(x) f(a)da.

G je ounrnenno AOenoBa rpymna Kama MHOXKeHme Te(PUHUANIEMO TAYKa 110

TayKa - HEYTPAJIHN €JeMeHT je KOHCTaHTHa (QyHKOuja 1, IOK je mHBEP3:

Tomonorujy =Ha G yBEIMMO KaO TOIMOJOTU]y KOMIAKTHE KOHBepreumuje Ha G.
Ha ocuoBy Teopeme OBa TONOJIOrMja ce IOoKjJama ca ciaabom™
tononorujom kojy G maciebyje rao moackym ox L*. Kako je G U {0} ckynm
cBux xomomopduszama m3 L' y C, mTo je HOACKYN 3aTBOpEHE jeIUHUIHE
goure on L* wm ouursemuo ciaabo® 3aTBOpeH, ma je ciaabo® KoMIaKTaH IO

Banax-AsraoriyoBoj Teopemu. Jlakie, 3armbydyjemMo:

CraB 3.2. (G je nokanuo komnakTHa AOesioBa rpyna, KOjy Ha3UBaMO OyaJIHA

rpyna ox G.

Canma hiemMo ce 3a TpeHyTak yCpeIacpeanTH HAa KOMIAKTHE U IUCKDETHEe
rpyne G (kKoje cy OHma W JOKAJHO KoMmmakTHe). Ako je G KOMIAKTHA rpyla,
rana je G < L*(G) < LP(G), 3a cBe p = 1, jep je XapoBa Mepa KOMIAKTHOT

CKyIla KOHa4YHa.
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CraB 3.3. Ako je (G KoOMIakTHa 4 ako je XapoBa Mepa TakKBa Oa je Mepa

cryna G jemmaka 1, tanma je G opronopmupan ckyn y L%(G).

Jlokas: Y3ummmo mpoussoinHo & € G, Tama je €2 =1, na je [£]| =1. Ban #¢&,

nocroju ry € G tako ma je &(xo) # n(xo), Tj. En~H(xo) # 1. Tana je:

e = f = f e (x)de = f e~ (woy o) de =
=5n—1<xo>f5n—1<xalx)dx=§n f&n 2)de = ey~ (o f e,

ma je Séﬁ = 0, ynMe CMO TOKa3aJi1 OPTOHOPMUPAHOCT. [ |

Cras 3.4. Axo je G muckpersa, tana je G koMmakTHa u obparHo, ako je G

KOMITaKTHA, Tana je G AuCKpeTHA.

Jloxas: Ako je G muckperna, tana L'(G) uma jemununy (pyHEmIjy koja je
jemnaka 0 csyma ocum y 1). Tana je cmexrap aarebpe L'(G) (koju cmo
[OUCTOBETUJIA Ca @) KOMITAKTAH.

Axo je G koMmakTHa, Tala (YHKIUja UACHTUUYKU jemHaka 1 mpumana L'(G),
na je ckyn {f € L® | |{f] > 1} cnabo* orsopen. Ilo Crasy (mapaBHO,
MOKEMO IPETIOCTABUTH fHa je Mepa ckyma G jemmaka 1), (£ = 1, ako je
£=1, a ¢ =0 unmave. Omarne je cryn {1} OTBOpEH y G ma je U CBAaKu
jemmounan ckyn y G oTBopeH, a omaTie je G AUCKpEeTHA, mMTO je 1 Tpebaso

IOKAa3aTH. ]

Cana hemo ce mocBeTuUTH pavyHamy MOYAJHUX I'PyIa 3a HEKe OCHOBHE

JIOKAJTHO KOMMIaKkTHe ADesoBe rpyte.

Teopema 3.5. (1) R = R, npu gemy je kapaxrep obmuka &(z) = 2™,

(2) T = Z, upu uemy je kapakrep o6auka n(a) = a”.

(3) 7 ~ T, npu uemy je rapakrep obuuka a(n) = a™.

(4) Z; ~ 7 (Zy, je amuTuBHA rpyna neiaux 6pojeBa mo momyiy k), mpu yemy

je n(m) = e>™%" .

2milx

Joxas: (1) Hajupe, ounrsienso je na cy ¢pyHEUUje ob6auKa x — e eJIeMEeHTH

rpymne R. ObpatHo, y3MuMmo £ € R. Tana je £(0) = 1, ma mocroju t > 0 Tako

t
na je {&dx # 0. Onpga je:
0
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t+y
§ &(z)d=

na je {(y) = —~ , Ta je & mupepeHnnjabuina u Baku
§&(z)dx

E(y) (@) — 1)
§ §(x)dx

§'y) = = C¢(y),

rane je C' Heka KOHCTaHTa. Pememe oBe mupepeHnujaaHe jemHaunHe IpU
yeaosy £(0) = 1 jecte £(y) = %Y, ma raxo [£(y)| = 1 3a cBe y, C' Mopa 6utn
uMarvHapas, Tj. £ je TpaskeHor obOJuKA.

(2) Kako je T =~ R/Z no unentupuranuju o = ¢**@ € T, na cy kapakTepu Ha
T ynpaBo rapakrepu Ha R koju cy tpuBujasnu Ha Z. Pe3syarar orma omMax
caemm u3 (1).

(3) Ako ¢ € Z, tama a = ¢(1) € T ma je d(n) = ¢(1)" = a™.

(4) Kapakrepu Ha Zj cy kKapakrepu Ha 7Z KOjU Cy TpuUBHUjaJHU HA kZ, Tj.

obmuka ¢(n) = o™, rae je a« k—Tu KOPeH U3 jeIuHUIE. [ |
OBaj pe3syarar BpJIO JaKO MO:Ke Oa Ce IPOIUpU Ha ciaemehwu HauwH.

CraB 3.6. Axro cy Gy,...,G, m0ramHO KOMIakTHE AOenoBe rpyme, Tanga je

—~

(Glx---xGn);é\lx---xGn.

Joxas: ¥Y3vmumo unpomsBoman § = (&,...,&,) € Gy x -+ x G,. Tana on

ne¢purue kKapaxkrep Ha G X -+ x Gyt

(@1, wn) = &u(a1) -+ Guln).

o —_

Ca mpyre crpane, ako y3memo & € [ [ G;, ouma 3a i =1,2,...,n neduHUIIIMO
i=1

51(1’1) = 5(0,0, ce ,O,a:i,O, e ,0),

npu yemy je & oumraenso kapakxrep Ha G;. Tana je
E(xy, 0y, Tp Z 5 0,2;,0,...,0))

%

ﬁg 5 0,2;,0,...,0)
§1(z1)8a(Ta) - - - §nlTn),

[y

@
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OJAaKJIEe CJIeau TPaKeHO. |

ITocnemuna 3.7. Rn =~ R™, Tn ~ 7", Zr ~ T u G =~ G sawu 3a CBaKy KOHAUHY

AbenoBy rpymy G.

3.2 <@®PypmujeoBa Tpanchopmanuja

Cama hemo yBecTM NeHTpaJHU I[OjaM XapMOHHUjCKE aHAJU3e -

~

dypujeoBy tpancpopmanujy. KRapaxrepy £ € G npuapy:RuMo (GyHKIMOHAT
f = &f) = (&) f(x)dz. Temdpanmosa tpamchopmamuja na L'Y(G) tazma

~

nocraje npecaukasame u3 L'(G) y C(G) nepunucano ca:

FIE) = fle) = j @) f (x)de

~

HMe¢punaunuja 3.2. [Ipecimrasame F : L'(G) — C(G) roje cmo ympaso
nepuHMCaIN, Ha3uBaMO PypmjeoBoM TpaHCHOPMAIMLjOM.

*

CraB 3.8. ®ypwujeoBa Tpanchopmammja je

*—amrebpu L'(G) u Cy(G) (mro je C(G) ako je G KOMIDAKTaH) HOpME Mame

—xoMoMmop¢uzaM DBamaxoBux
on 1 (|F|] < 1). Caura L'(G) ®ypujeosom TpaHCchopMammjoM je TycT
OTIPOCTOP O CO(@).

Jloxas: IoBOBHO je mMpoBepuTH Ha je cauka anrebpe L'(G) cumerpuuna, Tj.
na v U3 YdmbeHune ga Baxku f = f* caemm ma f ys3uma camMo peaJjiHe

Bpennoctu. lakie, 3uamo ma je f(z) = f(z7!) 3a cBe x € G, na je:

flo) = | @it @e = [ ela ) fa)de = [ €
- | F@ea)s = | @@ f@)de = 7o)

Cana cpauynajmo nBa cBojctBa PypujeoBe Tpanchopmanyje koja hemo

YeCcTO KOPUCTUTH.

—_—

L) = f @)y ) = f o) f(a)da = ERIE), yeC,

rie CMO y JAPYTOj jeOTHAKOCTW KOPUCTHIM CMEHY T <> YT U TPAHCIATOPHY

WHBAPUjaHTHOCT XapoBe Mepe.

~ ~

7 (E) = f EDn(@)f(@)de = For'€) = L, 7€), ned.
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®dypujeoBa TpaHCchopManuja MOKE ce IPOMMPUTU HA KOMIJIEKCHE PanoHoBe
mepe wa G ma caemehwu mauun: axo je p € M(G) komminekcua Panonosa mepa,

mena Pypujeosa TpanchopMmanmja je orpaHndeHa HENPEKUAHA OYHKIM]a [ HA

)= | E@duta)

[lomerkan ce 3a oBaj Buxm PypujeoBe Tpanchopmanuje KOPUCTU HA3UB

G ne¢uHUCAHA KAO:

dypuje-CtunrjecoBa Tpanchopmanuja, na Ou ce OHE pa3amKOBaJe. Kako
Cy CTBapu MOTIOYHO WCTEe KOA e, MU NeMO KOPUCTUTUA jeTHOCTABHU)U
TepMuH - PypujeoBa Tpanchopmanmja.

Hajupe younmo ma je gpopmyna §od(u v) = (§¢(xy)du(x)dv(y) rauna 3a cse
orpaHuveHe HenpekunHe ¢. lIpBo, oHa je mo medmHUIMjU 1 * V TAYHA 33 CBE
¢ € Cy(@), ma ocraje Tauna u 3a CBe OrpaHUYEHE HENPEKUIHE ¢, jep [t U V
MOKEMO ANpPOKCUMUPATU Yy HOPMHU Mepama Ca KOMIAKTHUM HOCAYEM.
OpaTie MOKEMO 3aKJbYUUTHU [a U Jajbe BPedu [i+ U = IV, jep Baxu ciaemehn

HU3 jeTHAKOCTU:

& - || E@miinte)avy) - [ @E@an@ ) - mewe)
Tana G MOKEMO CXBATHTH KaO €0 cuexkrpa Danaxose anrebpe M(G), a [i
kao pecrpuknujy lemdanmoe Tpanchopmamnuje mepe [ Ha G.

Hapenna mmeja je ma cawmdHy KOHCTPYKIMjY CIpoBemeMo ca mepama Ha G.

Ako mmaMo HeKy KoMIuiekcHy Mmepy i € M(G), medpuHUmUMO OrpaHUYeHy

- j £(2)dp(€)

Ilo cama HMCMO mmcCaaW IO YeMy Cce BPIIM MHTEerpanuja, jep je TO yBek Ouio

HEIPEKUIHY QYyHKIN]Y

mo rpynu G. Y HapemHOM TEKCTy hemo decto mHTerpasut u no G u 1o

G, amu heMo ocTaTy mOCeqHU AOCANAIIHL0] HOTAIMjU - Ouhe yBeK jacHO 1O

JyeMy ce MHTerpaJu, na Ty mHpopmanujy Hehemo nmcartm.

Cras 3.9. IlpeciukaBame [t ~— ¢, je OTpaHUYEH JIWHEAPDHU WHjEKTUBHU
omeparop HOpMe HajBumie 1 u3 npocropa M(G) y mpoCTOp HENPEKUTHUX

orpaHumveHnx ¢GyHrnuja Ha G ca yHH(POPMHOM HOPMOM.

Jlokas: OuurienHo je na je y muTamy OrpaHUYeH OomepaTop HOpMe HajBuIe 1,
IOK HemperuaHocT ciaenu u3 Apieina-AckonujeBe Tteopeme. IlokaxkuMo cana

VHjeKTUBHOCT. [IpermocraBumo na je p € M(@) rakas ma je ¢, = 0. Tazna je
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3a cee f e LY(G) pamm:

O:f¢“(x) dx_fjg z)dp (€ d:c—Jf du(§),

nma kako je F(L') rycr y Co(G), To Mopa Gutu p = 0. |
Hapenno tBpbheme je jeman on raaBHUX pe3yaTaTa OBE TEOPHUjE.

Teopema 3.10. [BOXHepOBaE teopema) Aro je ¢ € P(G), rtama mocroju

jemuHcTBeHA mo3uTHBHA Mepa p € M(G) TakBa ma je ¢ = ¢,,.

Jlokas: 300r mpeTXOmHOr CTaBa, MJOBOJLHO je HJOKaszaTH Hda je [ — ¢,

cypjexmuja va P(G). Heka je u € M(CA;) no3utuBHa Mepa. Tama je 3a cBe

feLlG)

|[ s Tty ytnay - [[[ s T dedy = [ [FRE)dul6) >

na je ¢, QyHKIVja IMO3UTUBHOT TUIIA.

Yamumo cana ¢ € P(G). 360r XOMOIE€HOCTH MOMKEMO IPETIOCTABUTHU 14 je
o(1) <1, 1j. na ¢ € Py. Heka je My ckyn mO3UTUBHUX Mepa [t € M(é’) TAKBUX
na je u(@) < 1. Tama je My xkommakran y caaboj* Tomonoruju ma M(CA?)
Heka je {{,} Mpesxa y My KOja KOHBEprupa Ka [i y OBOj TOIOJOTHUjU, TAIA 38

cee f e L! muamo ma je

| r@)6n,@)e = [[ e)gte)dae)n
— | 7€ dnale) — [ Fie e
- [ re@n©d = | s@on

Tume cmo nobumnu na ¢,, — ¢, y caaboj™ ronomoruju va Py < L. IIpyrum
pednMa, IOKa3aal CMO Ja je IpeciIuKaBame [ — ¢, Henpexuano us My y Py,
a je \mEeroBa CJIMKA KOMIIAKTAaH, KOHBEKCAH MOACKYI Py. Y3umajyhu na je u
Mepa CKOHIIEHTPUCAHA y MIPOM3BOJBLHOM KapakTepy &, moOujaMo na CIIMKa
OBOT' TIPECIUKBAIA CAIPIKUA G. Canuno, y3umajyhu ma je pu = 0, mobujamo
na ciammu npunana u 0. Ilomro cy mo Teopemn n Jlemn 0BO
Kpajme Tauke Py, To u3 Kpeju-MunmanoBe Teopeme caenu ma je CIUKa OBOT

IpecinKaBamba YUTaB CKyIN Py, YMMe CMO TOKa3aju TBpDheme. [ |

13Salomon Bochner (1899-1982.), amepudyky MaTeMaTrdap IMOJHCKOT TOPEKITa
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I[Tomohy DLoxzHepoBe Teopeme MOXKEMO y MOTIYHOCTU OIMCATU WM3TJIEN
CIIMKe OIlepaTopa [t — ¢, ca JOMEHOM M(CAJ), jep cBe eJeMeHTe M3 TOr CKyIa
MOKEMO MPEACTABATA KAO JUHEAPHY KOMOWHAIM]Y MO3UTUBHUX, KOHAUHUX
PanonoBux mepa Ha G. Cazma MomeMo YBECTU TMPOCTOPE ca KojuMa, hemo y

HACTaBKy 4ecTo GapaTaTu.
B(G) = {ou|p e M(G)} = {iuneapue komGunanuje enemenara us P(G)};

B (G) = B(G) n LP(G),p < .

ITo Crasy saamo na B(G) canpsxu cBe (yHKnuje obauka f * g, TOe cy
f,9€ Ce(G) u na je B°(G) rycr y LP(G) 3a cBe p < 0.
YBeIUMO O3HAaKy ¢ — [i; 3a WHBEP3 IpeciaukaBama [ — ¢,. Tanma 3a cse
¢ € B(G) Baxnm ¢, = ¢ u 3a cBe j € M(é) je pe, = 1.
Hapemau nmusm mam je ma objacuumo PypujeoBy ¢opmynay wuHBep3Uje 3a

dbysrmmje uz Bl. Jloka:kuMO Hajupe je[Hy TeXHUUKY JeMy:

Jlema 3.11. Axo je K c G xommakTaH, Taga mocToju f € C.(G) NP TakBa nma
jef}OHaCA?MJ?>OHaK.

Jokasz: Yaummo h € C.(G) Takso ma je h = ({h =1 u Hera je g = h* « h.
Tana je g = |h\2 ng=>0wug(l) =1, na nocroju okonuua V 3 1y G taxsa
ma je g > 0 ma V. Kako je K KoMmakTaH, MOKEMO I'a HOKPUTUA CA KOHAYHO

muOro tpanciara ox V, penmmo K < [ J&;V;. Hera je f = (X &)g. Tana
j=1 j=1
13 MoKa3aHuX cBojcraBa PypujeoBe Tpanchopmaruje nmamo ma je f(§) =

> L'q\({]_l{), ma je fA> 0 va K m f} 0 ma G. Ilo Hocnemumu [2.15| 3ramo zxa
j=1

g € P, na cnemu na u f € P (ounraenuo je na f € C.(G)). Haume, 3a cBe
e LNG), ¢eGuure pakn

£@)(6 f £()b(y) Bz D dy
_ j ) o) Er Dz Dy = (€0) = (£6))(x),

mna je

| oo fZ@gdmb =2f (66)") = 0

Hapenna smema, mako jemnocraBHa, Omhe HaM HOCTa 3HA4YajHA:

64



JIema 3.12. Axo cy f,g e B!, rana je fd,ug = gdpuy.

Zoxas: Bumumo ma cy obe mepe fdug u gduy n3 M(@) ~ C’O(CA?)*. Cuaemu na je
3a BUXOBE jeIHAKOCT, u3 ummenune ga je F(LY(G)) rycr y C’O(CA?), JIOBOJLHO
IIOKa3aTU Ja Cy HBUXOBU MHTEIDAJU jeAHAKU Yy ONHOCY Ha (YHKIUje /l{, h €

LY(@). ¥Y3mumo npoussomuo h € LY(G), Taga umamo

| s = || e h@)adus() = [ b s = 1o ),

3amenumo cana h ca h*g u f ca g y oBoMm m3paay, ma 3aKbydyjeMo:
| Ry = (g1 0) = (o 2 90) = | Ry

Onarnae OUPEKTHO Ciieau TPasKeHO fd,ug = gduy. [

Teopema 3.13. [I[Ipa ®ypujeoBa popmyna nasepsuje] Axo je f € B, rana
je ]?e Ll(@). 3a cBaky XapoBy Mepy dr Ha G, MokeMo uzabpaTtu XapoBy
Mepy d€ Ha G TakBy ga Basku djs(§) = f(f)df. IToce6no,

f(x) = j £(@) Fe)e.

Jloxas: Tpaxkeny wmepy d§ hemo mobutm Tako mTO heMO KOHCTYUCATHU

A~

NpUNaIHY TO3UTHBHYM JuHeapHn $yakmonan na C.(G). 3a ¢ € C.(G), mo
Jlemu nocroju f € L'YG) n P(G), Takas ma je f > 0 ma supp v.

IlepuammuyMo cana TpaskeHN QYHKIUOHAJ [ Kao:

1w - | %duf.

supp ¥

Ako y3memMo O6uiio KOjy ApYyry QYHKIU]Y ¢ KOja 3aI0BOJbaBa yCJIOBE Kao u f,

Ha ocHOBY JeMe [3.12] nmamo

J%\dﬂf = J%adﬂf = J%fdﬂg = J%dug,

JymMe CMO moka3aau na [ 3aBucu camo on v, a He on m3bopa (yukmnuje f.

AKO y3meMo ¢, 1) € CC(C:’) u «, f € C, 3arum nabemo pyuruujy fﬁoja je cTporo
NO3UTUBHA HA YHUjU KOMIAKTHUX CKYIOBa Supp ¢, supp ¥ u supp (a¢ + [),
Taga JUHEAPHOCT (GyHKnmoHassa [ Jako cienud, Kama TPUMEHUMO YIIPaBO f

y me¢uuunuju . Takobe, jacwo je ma je I(¢p) = 0 rama je ¥ = 0, jep us
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BoxrepoBe teopeme 3uamo na je puy =0, jep f e P(G). Onparae 3HamMo na je
I mosuruBan guHeapaH ¢yHkmmonas Ha npoctopy C.(G).
Cana hemo mokasaTtu ma je | HeTpuBHjaJaH U 1a je UHBAPUjAHTAH y OMHOCY

Ha TpaHCJamuje. Y 3MMMO IPOM3BOJbaH ¢ € B, Tama us geme IMaMO:
v
I(gy) = Agduf = ?fdug = | Yduy,

Ia 3BOT WHjeKTUBHOCTU INIPECIMKaBama ¢ — [ig, MOKEMO u3abpaTu g m 1 €
C.(G), Tarse na je {¢du, # 0, ma je I # 0.
Ila OucMmoO moKazaau TPAHCIATOPHY WHBAPUjAHTHOCT, IPUMETUMO HAajIpe aa

saneGu feC(G)nP(G) paxn

| etardngn) = [ ct@rdnste) = W@ (2) = @)

na 0O OMjeKTMBHOCTH KopecmomeHuuje f — pr 3akmydyjeMo na je dug(né) =
dpms€.  Ilpumerumo ma je, mpema moxasy meme [3.11], 7f mosurmsror rumma
(aHAJIOrHO KAO y TOM HOKa3y 3a ¢ U f, oBme 3HAMO Oa je [ MO3UTUBHOT TUIA,
a7 e @) 3HAMO Ia BayKU U ﬁ}(f) = ]?(7]5), ma ako y3MeMo [, TaKBO na je

f =0 momaTtHO Ha supp ¥ U supp L1,

- w 715 r(€) = J ¢ £ (6)

supp Lqn¢ supp ¢

- ﬂ g (€) = 1(0),

nf ()

supp ¢

rae Apyra jeaHaKOCT ciaenu cMeHoM & = n&, a mocienma u3 Beh mokaszaHe
He3aBUCHOCTU ¢QyHKnmoHanxa [ ox f. Tume cmo mnokazanu npa je [
TpaHciaaTOpHO uHBapujantaH. Opnarne ciemun na je ¢yskumonasa [ 3anar
MHTErpaIUjoM y ORHOCY Ha Heky Xaposy Mmepy d€ ma G, Tj. I(¥) = §¢(&)d¢

Panuje y mokasy cMo mokasamu fa 3a f € BY(G) u ¢ € C,(G) Basu
| vef€ras = 1w = [ vay

a 3aKbydyjeMo na je f(g)d& = dps(§). Omarne u u3 unmeHune na je dis

KOMILICKCHA, IIa CAMUM TUM U KOHAYHA Mepa, Bawu aa | € LY(G) u f(z) =

§€(x) f(€)dE. m

Hamomenumo na hemo y caemehoj rmaukm mokaszaru na Pypujeoa
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bopMmyna wumHBepsuje ocTaje TauHa ako yciaos [ € BYG) szamenumo ca
fel'(G)u feL'(G).
Canma HaBemuMO jemHY TOCJHEOWIy KOja cjeanm IUPeKTHO u3 boxmepose

Teopeme n PypujeoBe popMyse MHBeP3UjE.

Hocaemuua 3.14. Axo f e LY(G) nP(G), Taza je f = 0.

~

Joxas: VI3 ®ypujeose popmyite uaBepsuje nmamo na je f(£)d = dus(§), a us

)
Boxumepose Teopeme 3namo na je puy = 0, na nupextro ciremu na je f=>0. W

Heduaunmja 3.3. XapoBy wmepy df Ha G KOja 3amnoBosboBa PypujeoBy
Gopmymy umHBep3uje, Tj. 3a KOjy je dus = Adf, 3a cee f € BYG) 3oBemo

nmyasHa Mepa Xapose mepe dr Ha G.

IIpumep 3.15. Kao mTo Beh 3namo, y3 unearupuramujy (r,&) = ™z e R,
e I@, paku R =~ R. Y tom cryuajy, JleberoBa mepa je cama cebu ayaiaHa u
3a cBary (ymrmujy f € L'Y(R), TakBy ma J?e Ll(f&) Baske (Gopmyiie
fle) = [emiepwie . @)= [ e fies
R R

rae cy dr u d§ Jleberose mepe Ha R, omHOCHO R.

Jloxas: Ila ©Oucmo mnokazanau npa je Jleberoa mepa cama cebu agyaJtiHa,

JOBOJHHO je MPOBEPUTH na Ju Baku PypujeoBa popmMyiaa MHBEP3Uje 3a HEKY

KOHKpeTHY ¢yHKmujy. OuekuBano, mocmarpajmo ¢g(x) = e~™" . Tana je
§(&) = (et dy.  Hamamemem mssoma g(§) (mpecwounmhemo merame
R

3aI1TO MOYKEMO M3BPIIUTU CAMO AEePUBAIM]y U3Pa3a MOA KOPEHOM) J00ujaMo

(3(6)) = ~27i [ ze 2t .
R

OpaTie, HapOujaJHOM WHTETpDaIMjoM, IpU dYeMy je u = e 272 g
2 .
dv = {ze ™ dz, nobujamo

G(6)) = —2n¢.

PemaBameMm oBe mudpepennujanne jenHaduse, 3akmpbydyjemo ma je g(§) = c-

e~ mro y3 ycuaos 9(0) = Se*”ﬁdx = 1, komauno gaje c =1, tj. g = g. Cana
R

u3 mapuocTu Gpyukmmie g, caemn g(z) = § ™ dE 3a ce x € R, mTo HAM

R
je 1 6uo 1ub. [ ]
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Omner umamo, cana Beh soruvyan, ONmITA PE3yJITAT:

CraB 3.16. Heka je G kommakTHa rpyma m XapoBa Mepa dr HA HOj TaKBa
na je mepa G jemmaka 1. Tanma je myaama mepa d€ Ha G Opojauka. Basxku u
obpatHO: Heka je (G muckpeTrHa U XapoBa Mepa dr Ha HOj Opojaura. Tama

je myanHa Mepa df Ha G TakBa ma je mepa G jemnaka 1.

/loxas: Hera je G kommakTHa. Tama 3a kapakTepucTuyHy (QYHKIU]Y Yg = 1
n ¢ € G paEn xa(&) = (&(@)de = 1,812, na mo Crasy BAKM 1A je
X = xqy- Kako je x¢*X& = Xa» Xa € P(G), MOeMO 8 IPUMEHUMO (pOPMY LY

dypujeose unBep3uje 3a v € G:

1 =xg(x) = Z £(x)x 1y (§)dE,

£eG

ma d¢ jecte Opojauka mepa.
[IpernocraBumo cana ma je G muckperna m dr Opojaura mepa. [Ipumerumo

na je Tana

WO = [ Ehds - ED - 1
ma KakoO je Xy} HO3UTUBHOr TuHIa 300T X{i} * Xf{“l} = X}, mo Pypmjeosoj
dpopmynu umHBep3uje nobujamo xqy(z) = {&(z)dé. Yepermmo cama v = 1 m

nobujamo na je mepa G jemHaka 1, mITo CMO M XTeJIU 13 HOKAKEMO. [

Canma cMo mommm n0 meHTpadHe Teopeme y L2 Teopuju ®PypujeoBux

TpaHCcopManuja:

Teopema 3.17. [HnaﬂmapeHOBﬂ reopema) Pypujeosa Tpanchopmanmja je
nobpo mepunucana Ha L1(G) N L*(G) u Moske ce jeIMHCTBEHO NPOUMUPUTH 11O

A~

yHUTapHOT m3omopousma uz L*(G) y L*(G).

Jloxas: Heka je fe LY(G)nL*(G). Tana je f+f*e LY(G)nP(G) no nocaenumm
2.15 ma mo ®ypujeoBoj GopMysu MHBEDP3Uje U YNHCHUIMU Ia je f/*F‘ = ]ﬂz
UMAMO

f f@)Pde = f = f5(1) = f@@(g)ds _ f .

Opnarie 3akmpbydyjeMo na je f € L2(CAJ) u na je mpecaukaBame F @ L'(G) n
L*(G) — LQ(CA?), raenajyhu Ha ob6a mpoctopa L? mopme, msomerpuja. Kaxko
je LY(G) n L*(G) ryct y L*(G) jep canpwu C.(G), F MoEeMO NPOIUPUTI

A~

no uzomerpuje L*(G) — L*(G), na mpeocTaje ma MOKa:KeMO CyPjeKTUBHOCT.

4Michel Plancherel (1885-1967), mBajuapckn MaremMaTadap
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Ipernocrasumo xa je ¢ € L2(G) oproronanan ma cse f, rae f € LY(G)nL*(G).

Tana je mo cBojcrBuMa PypujeoBe Tparchopmanuje

0= [oLi7 - |E@e T
Kaxo ¢, f € L*(G), to qb?e LY(G), na qﬁ(f)%df e M(G), mro o3naummMo ca v.
Tana mmamo pesanujy 0 = {&(x)dv(€) 3a cse z € G, 1j. ¢, = 0. Ho, rako je
[ — ¢, Oujexnuja M(C:') — B(G), To je v TpuBmMjasHa Mepa, na ¢ = 0, mTo

CMO M XTEJIU Oa OOKaAKEMO. |

Crnenu jemsa naka mOCJEAUIA KOja YIOTIYEYje cTaB O KOM je Beh 6uio

peun.

IMocnemuma 3.18. Axko je G kommakran u Mepa Ha (G TaKBa na je Mepa CKyIa
G jemmaka 1, tana je G opToOHOpMUpaHa Oa3a.

A~

Jloxas: ITo cama 3HamMo na je G oproHOpMupaH ckym. Axo je f € L?
OpTOrOHAJIaH Ha CBe & € @, tama je 0 = { f€ = f({’) 3a cBe &, ma je f =0 u3

[InanmapesoBe Teopeme. [ |

dypujeosa Tpanchopmanuja je caga medurucana va L'(G)+L*(G). Axo
je pe[1,2], Tama je LP < L' + L?, ma mosxkeMmo mepunucaTu fsafelP(@)n

Basku cieneha OuTHa TeopeMa KOjOM 3aBpIIaBaMO OIeJbaK:

Teopema 3.19. [Xay3mop¢-Janrosa mejemuarxoct| Heka cy p e [1,2] u ¢ €
[2, +00] TakBu ma je §+% = 1. Tama 3a f € LP(G), Bpemu fe Lq(@) u

1y < 1£1-

Jloxas: Hokasz cnemu mupertHo u3 Puc-TopunoBe Teopeme, 3Hajyhu ma je

[floo < |fl1 v |fl2 = |fllz n3 Inanmapesose Teopeme. [ |

3.3 IloHTpjarmHOoBa TeopeMa O OyaJIHOCTU

o cama cMO y TpPEeTXOMHOM ONeJbKy MMAaJIM PEe3yJITaTe CaMoO y jeTHOM
cmepy. Hmp. KoMmaxkTHOCT, OIHOCHO OWUCKpeTHOCT rpyme (G moBIaywn
OUCKPETHOCT, OMHOCHO KOMIIAKTHOCT AyaJiHE TPYIIe C:’, ajiui TO jOII YBEK HE
3HAYM Ja Baxku o0bOpar. Y TOM CMUCITy, YIOOTIyHUNheMO pe3yarare
IPETXOMHOT OMEeJbKa KJbYUYHUM pe3yaraToM - [loHTpjarmHOBOM TEOpeMOM O
IyaJIHOCTH, KOja caMa Imo cebu mpencTtaB/ba BEPOBATHO U HAjOUTHUjU
pe3yaTaTr mpBOT neja paja.

~

Ilo cama cmo mocmarpasu eigemente (G kao kKapakrepe Ha (. AHAJIOTHO,
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MOYKEMO MTOCMaTpaTU KapakTepe Ha G. [Ipenusuuje, cBaku x € G nedunume
kapakrep ®(z) Ha G ca ®(z)(€) = £(z). P je ounrnenno npecaukasame u3 G
y G. Hnm vHam je nma morakeMO Jna je y CTBApM TO WM30MOpQU3aAM
TOIIOJIOMKNX T'pyna.

3a mouerak hemo mokasaru Iap HOTp66HI/IX TEXHNYKNX YUILCHUIIA.

Jema 3.20. Axo ¢, ¢ € C.(G), Tama je ¢ x1p = h, tae h € BY(G). Onatae je
F(BY(G)) ryer y LP(G) 3a cse p e [1,0).

,ZZO’ICGS‘ HMepuammumo Ppyurmmje f(z) = [E(x)p(E)dE, g = (&(2)y(§)dE m

) = JE@)(¢ *§W¥%MﬁWWBUJ®¢%¢¢GU@ Taza
Sf% n (gk wmvajy cvmemra sa csako k € LYG) n L*G), ma mo

Kommu-IIIBapuoBoj Hejemqnakoctu u [lmanmapenoBoj TeopeMu BasKu:

1| | [[ceroriac - | o}

ma npuMeHOM obpara XeamepoBe HeEjemTHAKOCTU, 3akbydyjeMo na [ u

[@lla %15 = [@ls %],

amasorao g npunanajy L?(G). Cana nokammumo na je h TpakeHna (pyHKIuUja.

0) = || eten yomande = [[ entwoieyvmazan - f)gta).

na h € L'Y(G). Tomro nmo mepununuju h € B(G), To h € BYG), na us
dypujeose ¢opmyne wunBepswuje, h(xr) = Séxﬁ )d€. Ho, Tana wus3
OUjeKTUBHOCTU IIPECIUKABama [l —> ¢, CIeIU h = ¢ = 1. Ilro ce Tuue

apyror gena Jeme, 1o ®PypujeoBoj ¢opmynu wumsepsuje, F(BY(G)) je
caup:KaH y Ll(@), a 3HAMO na je m'y LOO(CAJ). Opariie je campskaH U y CBUM
LP(G),p € [1,0]. Yumenuna xa je F(BY(G)) rycr y LP(G) nokasyje ce na

cragnapnad u Beh Buben maunn (mornematu Cras [2.29)). |

Cunemu jemua TomoJsomka jgema, kK0jy hemo kopuctutu y [lonTpjarunosoj

TEOpeMU O AYAJHOCTU KOja CJIequ OaMaXx IOCJe Ihe.

Jlema 3.21. Heka je G mokaano koMmmakTHa rpyna u H mena moarpymna. Ako

je H norkamHO KOMHIAKTHA y peJIATUBHO] TOIOJIOTWjU, Tana je H 3aTBopeHa.

/oxasz: Rako je H JOKRaJIHO KOMIAKTHA Yy PEJATUBHO] TOMIOJOTHUjU, TO
nocToju orBopena orosuHa U 3 1 y G TakBa na je 3atBopeme ckyna U N H y
H, xoje hemo ozmaumtu ca K, xommakran ckyn y H. Amnu omma je K
KOMIIAKTaH, a TuMe u 3aTBopeH y (G, ma je K 3arBopeme my G crkyna U n H.

Yamumo cama mposumBomHO ¥ € H. Tama moctoju mpesa {r,} y H koja

70



KOHBeprupa ka x. WM3abepumo cumerpuuny okoauny V 3 1 y G tako na

VV < U. Kako je H moarpymna, To 2~ ' € H, ma je Va=' n H # @. ¥Y3mumo

ogma y € Va!

N H. Moxkemo omabpartu z, Tako ma npumnanga zV, ma
yr, € (Va=1)(2V) = VV < U. Illrasume, yr, € H, jep oba npunanajy H, a
KaKo YT, — YT, To yr € K © H. Anu onna komauno z =y '(yr) € H, na je H

3aTBOPEH. [ |

Teopema 3.22. [Ilonrpjarmaosd”| reopema myamsocru| llpeciukasame P :

G — ( mepunMUCaHO ca

je m3omMop(dm3aM TOMOJIOMIKUX I'PYyIIA.

Joxas: Kako je Tomosoruja wa (G TOMOJOTMWja KOMIAKTHE KOHBEPIEHIIUje, TO
KOHBEPreHIMja y O] [MOBJAYM M KOHBEDPreHIMjy mo Tadkama, ma je P(x)

HenperuaHa 3a cse r € G. Ako cy &, 1€ G, Tana je

O(x)(&n) = (En)(x) = E(x)n(x) = (2)(§)P(x)(n),

na je ®(x) xomomoppuzam rpyna G u T. Ocrano je makiae ma ce mokaxke Ia
je ® OumjerTmMBaH XOMOMOp(dU3aM Ipyna KOJjU je YjeIHO U XOMeOMOpP(uU3aM.

[MTpumernmo m na 3a cBe z,y € G u £ € G Baku

D(xy) () = E(xy) = £(2)E(y) = B()(§)P(y)(E),

na je ¢ xomomopdmzam rpyma G u G. Ilokamumo caza UHjeKTUBHOCT.
Yaunmo z,y € G tako ma je P(z)(&) = P(y)(§) 3a cBe & € G. Tana je
&(x) =&(y) 3a cBe € CAJ, ma je r =y, jep Kapakrepu pasasajajy Tauke Ha G
o ['empann-PajkoBmeBoj TeopemMu, ynMe CMO ITOKA3aJM UHjEKTUBHOCT.

ITa ducMmo mokrazanau ga je ¢ xomeomopdusaM HA CBOjy CIUKY, TOBOJHHO je
na mDOKaskeMo na cy ciaeneha derupu ycioBa €KBUBAJEHTHA 3a MPOU3BOJLHY

MpeXRY T, y G-

(1) 2o — ;
(2) f(za) —’f( ), 3a cBe fGBl(G)
(3) (&(za)f d§—>§§ £)d¢, 3a cse f e BYG);

(4) @(z0) — @(2) v G,
1) = (2) caemu TpuBHMjaJHO TO HemperkumHocTu ¢yrkmmje f € BY(G).

Ob6patHo, mpermocTaBUMO na T, — x. OHZAa TOCTOju OTBOPEHA OKOJUHA

15JTes Cemuionosuu IorTpsarun (1908-1988), cosjeTckn mMaremMaTmuap
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U 3z u monmpexa xg ¢ U. U3 crasa 2.29] MoxeMmo y3eTu Hempexkummmy
bynrmujy f € BYG) raksy ma je f(x) # 0 um suppf < U. Kaxro je omnma
f(zg) = 0, To f(xp) - f(z), ma cmo morazamu (2) = (1). (2) < (3) Baxkn
mupekTHo u3 Pypujeose dpopmyrne muBepsuje. Ilpmmerumo canma na je (3)
S(I)(IL‘O&)]?H S@(m)f 3a cee f € B'(G). Kako ma ®(x) u ®(x,) MoskeMO Tienatu
kao Ha esnemente LP(G)*, a mo Jlemm F(BY(G)) je rycr y LYG), o
cnemu exBuBaseHuuja (3) u (4) u na je ¢ xomeomopdusam.

[Tpeocraje jom ma moraskemo cypjexkruBuoct. Cana smamo u ga je ®(G)

JIOKAJIHO KOMMAakTaH, na je mo Jlemu [3.21]| 3aTrBopen y G. IlpermocraBumo ma

IOCTOjU T € CAJ\CID(G) N3zabepumo onma cumeTpuuHy OKoJuHY V 3 1y A(A}’
takBy na je xVV N ®(G) = g u nuzabepumo HeHeraTuBHE, HEHYyJIA ¢, 1) € C’C(@)
npu vemy je supp ¢ < zV um suppy < V. Omnma je ¢ =1 HeHeraTuBaH u
pasnuuut ox Hyaa, supp (¢ =) N P(G) = &, na je mo Jlemn Q1) = fAL,
rae je he BY(G). Taza je

0= h(@(y ) = f D(y) (E)h(€)dé = j E()h(E)de

3a cBe y € (G, ma no BoxuepoBoj teopemu crnemu ma je h = 0. To
KOHTpaauknuja ca ¢ = = h # 0. Konauno, onga umamo na je ®(G) = G l
IIpema [TorTpjaruHOBO]j TeopeMu o) IOyaJHOCTH, MOYKEMO

nnenrudurosary G ca G u macaru &(z) = 2(€).
Cana moxxeMo nokaszartu Beh HajaBmeHy npyry Beps3ujy Pypujeose popmyne

UHBEp3Uje.

Teopema 3.23. [IIpyra ®ypujeoBa popmyiia uasepsuje| Heka je f € LY(G)

u f € Ll(@). Tana 3a ckopo cee x € G Bazku f(z) = f(z7!). Aro je f

Hempexumna, Taga f(z) = f(z~!) Bamu 3a ce z € G.

Jloxas: Kako je

= J@f{x)daz = ff(x_l)f(x)dx = ff(:v)f(x_l)dx = Jx(f)f(a:_l)dx,

ouna je [ € BYG) um y3 osmake u3 DoxHepoBe Teopeme, Bayku

dus(z) = f(z7)dx. W3 upse PypujeoBe GopMyse MHBEP3Uje MMAaMO
flz~ ) J?( Ydx, Tj. f(z7!) = ]?(x) 3a CkOpo cBe ¥ € G. [ je HempekumHa 3a
cBe felL LY(G), ma ako je nomaTHO M f HENpEKUAHA, TALa je jeJHAKOCT TadHA

3a cBe € (. [ |
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ITocnemumna 3.24. [Teopema ®PypujeoBe jemuucrBeHOCTH| AKO Cy [,V €
M(G) u i = U, Tana je pu = v. Iocebro, ako cy f,g € L'(G) n fz g Tana je
f=y

Zoxasz: Y3 o3nake u3 boxuepose Teopeme, y3 3ameny mecta G u CAJ, nobujaMo
na 3a ce € € O pau 6,(6) = §2(©)du(x) u 6,(€) = [(€)dv(x), na je 6,(E7) =
) = v(€) = ¢,(67). Tlo GujekruBrOCTH U3 Boxmepose Teopeme, ommax

caemu L = V. |
IMocaemuua 3.25. M(G) nu L'(G) cy nonynpocte Banaxose aaretpe.

Cana mosnaszmmo mo Beh HajaB/meHOT obOpaTa TeopeMe U3 MPEeTXOMTHUX

oneJbaKa.

Cras 3.26. Axo je G komnakTHa, oHza je G muckperHa. Ako je G muckperHa,

ouna je G KOMIAKTHA.

Jlokas: OBoO je cama BPJIO jeAHOCTABHA IOCJEAUIA 3aK/bydaKa U3 CTABA u
[TonTpjarunoBe TeopeMe O TyaJTHOCTU. [ |

Cras 3.27. Axo f,g € L*(G) tana Baxu j@ = f=xg.

Joxas: VzBenumo moka3 noctynno. Hajnpe mpernoctasumo na f,g € L*(G) n
F(BY(@)). Tama je f(x) = d(a™") m gx) = ¥(x7"), npu weny ¢,¢ € LA(G) n
BY(G). Cnmuno kao y Jlemn m

o) = [ e@aten mnds = rwpgte).

[Ipumewyjyhu npBy PypujeoBy Gopmynry uHBEpP3Uje, ©MaMO 1a je ¢ = f u
Y = g. Mraume, ¢p+p e L'« L' <« L' u fge L? - L? c L', na npumemyjyhn
npyry ®ypujeoBy ¢popMyny MHBep3uje noOmjamMo

[ ——

F*0(6) = =€) = b= P(€Y) = Fgl6).

Ilakne, noka3ayy cMO GOPMYILy 3a HEIITO Malmy KJIacy (QyHKIUja, cana Tpeda
na cKkJIoHUMO ycaoB f,g € F(BY(G)). Y Tom numy, 3a npoussonte f,g € L*(G),
o JIeMu nocroje vuzosu {f,} u {g.} y L2(G) n B(G) koju xomBeprupajy
Ka fugy L2 Tana ns Komu-IllBapunose mejemgakoctu fng, — fg v Ll(G),

mna j{n-g\n — fg yaupopmuo. Tana je mo llnanmapenoBoj Teopemu fn — f u
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gn— gy L*(G), ma 3a cse £ € G 1o Komu-IIIBapnoBoj Heje THAKOCTU BasKu

~

’ [uter g - Fenaemnn

A~

< j Fuenr g (m) — Fen™)am)dn

<|fa = fl2lgnlz + [ 2]gn — 2,

na f, * ¢, — [ *§ yHupOpMHO, omakie cienu TBpheme 3amaTka. |

HoBu mumm KOME TeXRMMO jecTe mOa TOKAKEMO MOyaJHOCT wusMeby
3aTBOPEHUX MOATPyIa ¥ KOJWYHWUUYKKAX Tpyna rpyme G. 3a 3aTBOpEHY

nonrpyny H on G meduHUIIMIMO
H' = {¢ € G|¢(x) = 1,3a cBe x € HY.

Owunrnenao je H' 3arBopena moarpymna rpyme G.
Cras 3.28. 3a cBaky satBopeny moarpyny H onx G Bazu (H)t = H.

Jlokas: Heka je z € H. Tama je 3a cakm & € HY, £(x) = x2(€) = 1, Tj.
r e (HY)t. O6patro, ako ca T 03HAUMMO KOJIWYHUIKO TpecimkaBame ca G
y G/H m mpermocTaBuMoO CymnpoTHO, ma noctoju v € (HY)Y\H. Tlo Iemdanz-
PajkoBJbEeBO] TEOpEMM IOCTOJU 1) € (7/?] rakaB na je n(m(z)) # 1. Tana je
n(r(y)) = n(H) =13a cee ye H, ma now € H-, ma onna z ¢ (H)*, mro je

KOHTPaIUKIN]a. [ |

Teopema 3.29. Heka je H sarBopena momrpyma on G u 7 : G — G/H
KaHOHCKa TIPOjeKIUja. Tanma cy mpecaumkaBama ® : G/H — H't n
U :G/H* — H nedunucana ca

O(m)=nom , V(EH)=¢n,

U30MOP(PU3IMHU TOIOJIOMIKUX I'PyIa.

Joxas: Tpusujamuo je mokasaru ma je ® momomopdumsam rpymna G/H — H*.
3a cypjexrusrocT y3mumo & € HY. Tana je £ = 1 ma H, ma mo cBojcTBY
KOJIMUYHUYKAX IPOCTOPA, MOCTOjU HENPEKUIHO mpeciukaBame 1) : G/H — T

tako na je £ =nomw. Tana 3a z,y € G Baxkn

n((zy)H) = {(zy) = £(x)€(y) = n(zH)n(yH),

ma 17 € @7{ u ®(n) = €. Y3MuMo cama MPEKY 1, Y Cj/?l, TaKBy 14 7o — 1)
y G/H n mera je K wommakran y G. Tana je m(K) rommakran y G/H, na
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No — 71 YHU(POPMHO KOHBeprupa Ha K, omarie 1, 07T — 1) O T YHUPOPMHO
kouBeprupa #a K, 1j. ®(1n,) — ®(n) y G. OOGpHYTO, Y3MUMO MPEKY 1)y O T Yy
H*' xoja xomBeprupa xa norw e Ht y G u Hexra je F < G/H rommnakran. Tana
no Crasy [1.4(6) nocroju romnarxran K € G rako na je m(K) = F, na rako
N © T — nom yaupopmuo Ha K, 1O 1, — 1 yHUPOpMHO Ha F', ma KOHAUHO
Uy —NY CF]T—[ Twume cmo mokazanmu na je & xomeomopdmzam, ma TuMe u
n30MOppu3aM TOHOJOMIKUX I'pyna.

Tpusnujanuo ce npoepasa na je ¥ nobpo mepuHMCAH XOMOMOP(U3aM I'PyIA.

Samerumo G ca G u H ca Ht IpaBo JoKa3auu msoMopdusam O, a zatum
)

MCKOPUCTUMO TPOULIU cTas (3.28 CA}’/HL ~ (H+)* = H. Komxkperno, 3a v € H

oarosapajyhu ememeHnT 1) Ha C:’/HL je mat ca

n(EH") = ().

[lonTpjarnHoBa  Teopema O  OyaJqHOCTH  Jdaje  HaM  HU30MOpdu3aMm
—_—

CAJ/HL = @/HL = I;T, TO je y CTBApU PECTPUKIMja IpecinkaBama VU Ha
H. |

N3 cypjekTuBHOCTUM  TIpecaukKaBama V¥ mobujaMo  HEKM  BUL
Xan-BanaxoBe Teopeme 3a JIOKAJHO KOMHIakTHe AOesoBe Tpyme KOjoM

3aBplIaBaMO OBO IIOTJVIaBJLE:

Ilocaemama 3.30. Arko je H 3arBopena moarpyma on (G, Tamga ce CBakKd

kapakrTep Ha H Moke nmpomuputu 00 kapakrepa Ha G.
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IlormaBine 4:

TomMmura-TakecakujeBa Teopuja

Y morsmaB/by KOje ciaenu, U3JNIOKUNEeMO TpUYy O jemaHO] O
Hajmo3HaTujux Teopuja o ¢on HojmamoBum asnrebpama - TaKO3BaHY
Tomura-TakecakujeBy (MOmyJIapHy) TEOpPUjy. Cama Teopuja HaA 0OpBU
morJie]] HeMa HUKAaKBe Be3e ca NMPeTXOMHUM m3naramuma. Klmak mocroje nsa
BPJIO UBPCTA pa3Jjora 3allTo je OHa HAIljIa cBoje MecTo oBrae. lIpBu je ma je
cama 1o cebu BpJIO 3HAYAjHA TeOopUja y OIEPATOPCKUM ajredpama.
Haj6omu mokazatess Tora jecte UMILEHUIIA M4 je OHA OOUTPAJIA MOKIA U
HajOuTHUjy ynory y teopuju paxropa tuna III, 3a kojy je, uameby ocramor,
Anan KOHEGI nobuo PunmcoBy menasmy. pyru je mTo camMo m3jgarame uMa
OTPOMHY MNPHUMEHY KAaKO y 3aCHUBAKBY, TaKO U Yy MOOKA3WMBaWmy Teopuje y
HapemHOM TIOTJIaBJbY, KOja JecTe TpUMeHa caMe aHaJm3e Ha JOKAJHO
roMmakTHuM AOGesoBuM rpymnama. Ilum oBor morsaB/ma je ma ce yBemy
MOjMOBM KAao0 IMITO je jJeBa XuiabeproBa aiaredpa, koju he BUIMECTYKO OUTU
kopumhenu y ciaenehoj riaBm, Kao W Oa Ce IOCJE OETAJBHOI M3JIArama
norkaske Tomurmua teopema. Camy Teopujy mokasao je TOMI/ITBE] 1967.
romuHe, aju jy je YHOTIyHHMo Heros ydenmk, Macamuunm Taxecaxdd, u
objaBuo Tpu rommue kacumje y (Tak70). IIpuanun wsnarama omrosapa
TakecakujeBoM, jep ce BPJIO CAWYAH KOPUCTU U y HapemHoj raaBu. Tpebda
HAIIOMEHYTH J1a MOCTOjU U APYTU MPUCTYI IPEKO IUKJIWYHOT, pa3aBajyjyher

BEKTOpa Koju je yBeo AsdoHc BaH ﬂaﬂeﬁ y csom paxy (Dae74).

4.1 JleBe u necue XuadbepToBe ajreodope

Hedumaunmja 4.1. VuaBonyruBna anarebpa 2A wan C, ca wuHBOIyHIUjOM
EeA— & e A (ommocHo & € A £ € A), ce HA3UBA JeBa (OJHOCHO HECHA)
XwunibeproBa anredpa (KOpuUCTH ce U mojaM MOIyJiapHa ajaredpa), ako je
na A nepuHMCcaH ckamapHu npoussBon -, -) ca ciaemehum cBojcrBuMA:

(1) 3a cBakm ¢urcupan ¢ € 2, omeparop JIeBOr (JECHOr) MHOMKEHA

16 Alain Connes (1947-), ¢panIyckn MaTeMaTIdap
1"Minoru Tomita (1924-2015.), jamaucku MaTeMaTHgap
18Masamichi Takesaki (1933-), jamanckm MaTemaTudap
19 Alfons Van Daele, Genrujcku MareMarnyap
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m(&) :neA—E&ned (ommocuo m.(§) :neA—ne) je orpanmyen Ha AU
(2) €0, €)= (,€%C) (ommocmo (€0, ¢y = &, CiPY);

(3) UuBoaynuja & € A # € A (ommocno & € A — & € A) je 3arBopusa;

(4) Ilonmanrebpa Koja je JNMHEAPHO I'€HEPUCAHA CBUM MOIYHUM IPOU3BOIIMA
&,m € A, osmauena mpuponuo ca 2A* je rycra y A y oIHOCY Ha CKaJapHU

ITPOM3BOI.

Hamomena 4.1. YKOJMKO je MHBOJYyIMja HaA JeBO] XuiabepToBoj aaredbpu 2
uzomerpuja, Tana je 2A takobhe m mecuma XwuibeprToBa aJjaredbpa. Y TOM
caydajy, EKaxkeMo gna je 2l yHUMomysnapHa XwuabeproBa asarebpa u
WHBOJIYIIN]Y O3HaUaBaMmo ca & — &*.

Kao mpBu nmpuMep oaMax HaBOAMMO Be3y Ha KOjoj hemo 3acHUBATU IPUMEHY
XapMOHM]CKE aHaJM3e Ha JOKAJHO KOMIAKTHUM AOeJoBUM rpymnama y

oIepaToOpPCKUM aJjiredpama.

IIpumep 4.1. Hera je G JOKAJHO KOMIIAKTHA Ca JIEBOM XapOBOM MepoOM dr
n wmoayaapHoMm ¢ysrnujom  A(z). Bekropcku upocrop C.(G) cBux
HEIPEKUAHUX (YHKIMja ca KOMIAKTHUM HOcadyeM Ha G je meBa XwuiubeproBa
asrebpa y ODHOCY Ha MPOU3BOMI, WHBOJYIA]Y W CKaJApHA ITPOU3BOI

neduHVCAH Ha cienehm HauwH:

(n)(x) = j E(y)nly"z)de:

¥ (r) = A(e™E(), e
&y = | s
G
Hanomena 4.2. Axo 6ucmo medurucamu uasoyuujy £ (x) = £(z~1), Taga 6u

C.(G) 6una mecua XuuabGeproBa anrebpa.

Jom jenan mpumep he mam OuTH 3HAUAjaH y caMOM pamy:

IIpumep 4.2. Heka je M < B(H) ¢on HojmanoBa anrebpa ca IUKIMYHUIM
n pasmsajajyhum exkropom () (tama je om nukmuuan u 3a M’). Heka je

A = MQ u mepuHATIIMO TPOU3BOL U UBOJIYIU]Y KAO
(@) (y2) = 2yQ, z,y € M;
(zQ)* = 2*Q,
IOK je ckasapuu npousBon Ha A Haciaehen uz H. Tana je A smeBa XunbeproBa
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agrebpa, y kojoj je () jenuuuna, ma je y nuramy jeqHa YHATAJHA XUJI0epTOBa

ajarebpa.

ITpumep 4.3. Heka je M ¢pon HojmanoBa anredbpa u ¢ no3uTHUBAH JUHEAPAH
¢yurmmonas. Hera je 2 konmumuamukm npoctop ¢pou Hojmamose anrebpe M
ca mornpocTopoM {z € M|p(z*x) = 0} u n, npojexktuja M na A. Tama je 2A
neBa XmubepToBa anarebpa ca muBOMymujoM 7,(z)% = n,(z*) n cranapauM

npousBooM (1,(7),1,(y)) := p(y*x).

[Tocmarpajmo canma ¢urcupany XwuabeproBy aaredpy 2A m 03HAYMMO
IeHO KOMIJIETHpaml€ y OIHOCY Ha CKajJapHu npoumsBon ca §). Tana wus
cBojctBa (1) m3 mepununmje , cBakoM & € 2 oaroBapa jeIUMHCTBEHU
omeparop m(§) u mpecaukaBame m : & € A — m(§) € B(H) je jemna
*_penpesenranuja uHBOJyTUBHE aarebpe 2. I[Ipu Tom, y mnuramy je

HeereHEePUCAHA Pelpe3eHTaluja, MTOo 3HaMO u3 ocobuHe (4) meduHunumje

(4.1

Jepunuaunuja 4.2. Pon Hojmanosa anrebpa remepucana ca m(2l) ce nasusa
seBa ¢pon HojmanoBa anredbpa u osznauasamo je ca R (A). Hakme, Ry (A) =
m(A)".

Hapasno, anamoruo hemo nepunucaru necny ¢pon HojmanoBy anredpy.
Heka je cama 2 mecna XunbeprToBa aaredbpa 1 MOHOBO §) HbEHO KOMILIETUPAHE.
Tana je cBakom 7 € A npuapysken omepartop 7,.(n) u npuroMm je m, : n € A —

7-(n) € B(H) je antu*-penpesenranuja y cMuciay ga je m.(mne) = m.(no)m ().

Heduannmja 4.3. Pou Hojmanosa anrebpa renepucana ca m,.(2) ce Ha3usa
necna ¢pon Hojmanosa asre6pa u oznauasamo je ca R, (2A). Ilakre, R, (A) =

()" (oBme je, nHamomenumo, A necua XunbeproBa anredpa).

Y pmamuM u3naramuMa hemo 0e3 HarjamBama I[TOCMATPATH  JIEBY
XunbeproBy aarebpy A. Osmaummo ca Sy mEBOIymujy & € A — &F e 2A.
Tana u3 ocobune (3) mepunurmje jJeBe Xuabeprose ajiredbpe 3HAMO 14
je Sy 3arBOopmB. O3Haummo ca S 3aTBOpeme omeparopa Sy, a ca D7 Hmeros
nomen. Yecro hemo y tekcty mucaru &7 ymecto S¢. Cana ma D7 MomeMo
na meUHUIMIEMO CKAJapHU TPOU3BOA UM HOPMY HA HAYWH yoOuWdYajeH 3a

HEOTPAHUYEHE OIePATOpPe:
Emyg =&y +(Sn, S, &neD¥;

1€l = /1€l + [.5€]-
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[IpumeTuMmo ma y omHOCY Ha CTaHZapAaH 3aluC, IMIOCTOjU CaMO jemaHa MaJja
pasnuka. Y NPBO]j jeOIHAUWHU je y APYTOM CAOUPKY OKPEHyT penocien 360r
AHTUCUMETPUYHOCTHU orepaTopa S.

Cana hemo yBecTu morpebHe TepMUHE U HOKA3aTU CBOjCTBA KOja 32 HUX BaKe
rexkehu ka mpBOM UMby, a TO je na nponabemo mnecuy XunbeproBy anredbpy,
3a kojy he mena mecuna ¢on HojmanoBa anrebpa Outu jemHaka KOMYTaHTY

3anmate yneBe o Hojmanose anredpe.

Jlema 4.4. (1) Hera je £ € 9, Tana & € D% axko mocroju Hu3 {Eylneny v A
takas ma je lim |&, — & = 0 u {7 },en je Komujes vu3 y §. Y Tom cayuajy
3HAMO U J1a ]:;;Ifl/l:
¢# = lim &F
n—ao0

(2) D% je KommIeTAaH y OAHOCY HA HOpMY MHIyKOBany ca (-,-)4 u 2 je TycT
y D7,

Jowaz: (1) Hera & € D% tana (£,5¢) € H @ $H npunana rpadpury S. Tama
nocroju HU3 {Eplneny y A, Taro ma (&,,EF) € AD A rexu wa (£,5€), na je
IEIC}O &, — €|l = 0 m lim ||€7 — S¢|| = 0. Camum Tum je Huz {7}y Kommjes.
66paTHO, yamumo na Hu3 13 A {E, ey Teswu € u na je mus {£7},cn Komujes.
Tana je aus (&, 7) Komujes y rpaduky nHBOIyIUje, Ta KOHBEPTUPA K& HEKO]
Tauku U3 rpapuka npeciaukaBama S. Tanma npsa KoopauHara &, KOHBEPrupa
ka £ € D7 a U3 ycaoBa 3a APYTy KOODAMHATY 3akbyuyjemo &7 = lim &F.

(2) ¥Y3mumo npoussosman Kommujes uus {,},en v OqHOCY HA H%?)OIS/.[Y |- ]
y ©7. Kako je mo camoj me(pUHUIM]U HABEICHA HOPMA HE MAaHa OJ HOJA3He
HOpMe Ha §), Tana je Ttaj Hu3 KomujeB m y OOHOCY Ha MOJA3HY HOPMY, Ta
TUMe KOHBeprupa ka HekoM & € $). U3 nedumHUNMje ckamapHOr IPOMU3BOIA je
In#]| < |nlly 3a cBe n € D#, na je {#},en Takobe Komujes. Cama nupexTHO
M3 IIpBOT gesia mMaMo ma & € D7, um korauyHo je D7 KOMIIeTaH y OTHOCY HA

|- |4. Opyru meo tepbema je Tpusmjamnam, jep je Arycry H u A< D%, A

Cama hemo morkazaTu HMU3 CBOjcTaBa OJ KOjUX heMO MHOTa YeCTO

KOPUCTUTHU y HACTABKY.

Jlema 4.5. (1) S =51

(2) IMocroju anTMIMHeapaH TrycTO neduHUCAH 3aTBOpeH omepatop F ca
nmomenoM ©° Tako Ia je

(a) D = {ne Hl¢ e DF — (n, SE) je orpanuyen};

(6) (S&,m) = (Fn, &), 3a cee £ € D%, ned.

(3) F=F'.
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(4) A = FS je nuHeapaH NO3WUTUBAH HECUHIYJIapaH CaMOAaljyHNOBaH
omepaTop Takas ga je D(Az) = D#,
5) IMocroju anTunuueapua uzomerpuja J Ha £ Tako na:

a) (JE Iny =, &), & neH;

Jloxas: (1) 3 nperxomue neme je jacHo ma je SD# = D#. Hexa je S¢ = 0,
3a £ € D7, Ha ocmoBy mcTe seme mocToju HU3 {&, ey v 2l KOjU KOHBeprupa
Ka £ U BaKU lilgoff =S¢ =0 €A Aro oszmaummo ca 1, := EF, Taga {N,}nen
KOHBEPTUPA ;HOpMI/I ka 0 1 {n7}en = {&n}nen je Kommjes (xomBeprupa ka
0), ma je jom jemnmom mo mperxonuoj Jlemu 0 = 0% = 11}010 &, = €. Opatae je S
nHjektuBan, ma nocroju S~'. Kako je Sy = Spt, S gI/IjeKTI/IBHO ciuka D7y
D% n A rycr y D7, To je S = S7!, mro je u 6uo muib.

(2) Omneparop F' je anmjynrosam omeparop omeparopa S. Cama u3 ocobuna
aljyHrOBaHOT HEOTPAHUYEHOr omeparopa (HapaBHO y3 UumbeHuly xa je S
AHTUJIMHeapaH) 3HaMO na je F rycro meduHuMcan, 3aTBOpEH U Oa My je
noMeH Gam kao y 2(a).

(3) Caemu u3 (2) u yumenune ma je S = S~1.

(4) Heka je A := FS. Tana je A nwecunrynapan jep cy S u F' uaseprubusau
Y JuHeapaH Kao KOMIO3WIMja [Ba AaHTUJIMHEAPHA IIPECIAUKABambAa.

Hpumerumo na je D(A) = {€ € D#|S¢ € D°}. 3a npoussoman & € D¥ Bawu

(AE, &) = (F5¢,6) = (5¢,5) = [[5¢] = 0,

ma je A mosutuBaH. Kako je oumrsmemno A < A*, 1o je A cumerpuyan.

[IpernocraBumo cana na (&,, AE,) — (&,m0). Tana je

HSgn - SanHZ = <S(§n - §m>7 S(gn - fm)>
< A = &n)I€n — &mll,

ma Kako cy oba HU3a KOHBepreHTHa, TO je {S&, },ey Komujes. Tana je no Jlemn
4.4/ & € D7 u lim SE, = S&. Omma (S&,, AL,) = (S&,, FSE,) — (S&,n) na u3
n—aoo

3arBOopuBOCTH F mMmamo ma je 1y = F'S§ = A&y, nma je A 3arBopeH. 3HaMO

na je 3aTBOpeH cuMerpuuaH omeparop A camoamjyrroBan ako je ker(A —
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i) = ker(A+1i) = 0. Ilokazahemo ma je TO UCIyHEHO. Y 3MUMO TPOU3BOJLAH
¢ € ker(A —i)\{0}. Tana je A{ =i n

|AE]* = (A, AE) = —i(AE, &),

Kaxo je A mecunrynapasn, To je |AE|? # 0. Y3 nosutusroctu A je (AL, €) € R,
ma u3pa3 cjieBa y MOCJIEAkOj jeIHAKOCTU je MMO3UTUBAH OpOj, a 3[eCcHa YUCTO
MMarvHapaH, ITo Aaje KoHTpaauknujy. Camvno ce moka3yje na je ker(A+i) =
0, ma je A camoanjyurosan. KoHauyno, u3 mosapHOr pasjarama OMeparopa
S m mpeMa NMpeTXOAHOM pavyHy, IOCTOjU aHTUAMHeapHa (jep je Takas u S)
uzomerpuja J, Tako na je S = JAz. Onatie ciemu ma je @(A%) = D%, mTo
je 1 TpebaJio MOoKa3aTu.

(5) Heka je J rao y (4). Beh 3mamo ga je J amTmanHeapHa m3oMeTpHja Ia

Bakn (a). Kako je S =571 To je
JAT2 ] = JST = JS = J2A,

. . 1 1.
Karo je A mosutuBam m camoanjyHroBaH, TakBu cy um Az u JA 2] L
JemuucTBEHOCT MONAapHE MeKoMTo3unuje HaM Aaje jennakoctu J2 = 1 (mTo je

neo (6)) u JA"2J L = A2, U3
S=81=A7z2J'=A"2]
nobujamo (r). Kako je J* = J~! = J, To Basku
F = 8% = (JAZ)* = A2 J* = Az,
na Basku npsu neo (m). Ipyru meo crnemu n3 F = F~'. Komauno, (B) Bakun

u3 (r) u (n)
JAJ = JA2AZ] = SF = A3 JJA"2 = AL,

(6) Cnemu u3 jeAMHCTBEHOCTU TOJAPHOT PAa3Jjiarama. [

Hedbuuunuja 4.4. Oneparopu A um J medpunucanm y uperxonuoj Jlemwm
Ha3UBajy Ce pemoM MOMYJIAPHU OmepaTop X MOAyJIapHA KOHjyrampja Ha

neBoj XunbeproBoj anredbpu 2A.

Ilepuaunmja 4.5. BexTop 7 € §) je orpaHnYeH 34eCHA aKO

sup{|m(&)n| | & €A, €] <1} < +eo.
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CkyIl cBUX BEKTOpa OrpAaHMYEHMX 3IECHA O3HauaBaMo ca ‘B'.

Ouwursenno, n € B’ akko nocroju a € B($)) Tako ma je a = m(§)n 3a
cBe £ € A. Kaxo je a jemumncrtBeHo onpeben ca 7, To MOkeMO meduHUCATU
onepatop 7,.(n) := a. [Ipumerumo ma je B’ nuHeapan HOTHPOCTOP OX ), KOjU

HUje HYKHO 3aTBODEH, U Oa je T, JUHeapaH.

Jlema 4.6. (1) B’ je uuBapujanTan y oxsocy Ha R;(A)';
(2) n. :=7,.(B’) je neBu unean anredbpe R;(A)" u

m(an) = am.(n), a€R(~A)',ne B
Joxas: Hera je a € R(A), €A unePB'. Tana Bakn:

m(§)(an) = am(§)n = am.(n)§,

rje npBa jemHakocT Baxku jep a € Ry (), a apyra no mepununuju 7,.. Kako je
lam. (M| < |lal|m-(M)[l€]l, 3axmyayjemo na an € B', unme cmo moraszamu (1).
Taxrobe, n3 nperxomsor pazmarpama nMamo ma je m.(an) = am.(n). ¥Y3mumo

cama npousBorHO ( € /. Tama mmamo:

T (n)m(§)¢ = 7 (n) (&) = m(§Q)n = m(§)m(Q)n = m(&)m(n)C,

na 7,.(n) € Ry(A). Komauno, (2) caenu u3 oBOr 3aK/byUKa U JIUHEAPHOCTU T,

(npumerumo na cmo y (1) mokasanu na je n,. nesu uneaa anarebpe R (A)). M

Canma MOkeMO ma TpOMUPUMO MHOKEHe ca 2 Ha mmpy KiIacy Ia

O3HaYMMO:

En=m()n, E(eAnen,
En=mm)¢, &EeHneB.

Hamomennmo  nga  mpommpeHO  MHOKEHE€  OCTaje  acONMjaTUBHO U3

rkomyTaTuBHocT M (A) u 7, (B'):

(&m = (m(§))n = m(n)(m(§)C) = m(§)m(n)¢ = &(m(n)¢) = &(Cn),

roe £ € A, e H,neB. IlonceTumo ce ma Moxkemo mucaru 7 ymecro SE, 3a
€ € %, ma medummmumo 1’ := F, 3a ne ®°. Hajasumo na he ounrienso oso

OVTU MHBOJyLMja HA HAIIO] AeCHOj XUI0epPTOBOj anredbpu m neprHUIMIIMO:
A =B N D
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Y3 mpeTxoaHy HOTaIU]y, Baxku ciaeneha yema:

Jlema 4.7. (1) 7. (B')*B < A';

(2) (m(m)* ) = 7o (1) *m1, 38 10,70 € B
(3) A" szamoBosmasa ycuose (1),(2),(3) mepununuje necme XwnubGeprose

ajareope.

Jloxas: Heka cy n1,m2 € B’ u ozmaunmo n = m,.(n)*ne. V3 nperxonue meme
suamo na je B M(2) umBapujantan m ma w.(n)* € R(A). Omarne (u3

nuBapujanTaoctu) 1 € B’. 3a npousBomuo £ € A BasKu:

EF oy = &F  mp(m) ey = (mp(m)EF ma) = (i (€7 )m1, m2)
= (m(&)*n, m2) = i, m(§)n2)
= (1, T (02)€) = {mr(m2)* 71, §),

ma Kako je mocaemsmu wian orpammden ca |n||¢], To ne D, ma Bamu (2), jep

je = mi(n2)*m.
Kako je A’ < B, ycuos (1) mepununuje nupertHo Basku. Baskeme ycaosa (3)

je jacHo, jep Beh 3HaMO ma je mHBOJIynUja 3aTBOpUBa ca 3arBopemeM F. M

Jlema 4.8. Heka je n € ©° ¢uxcupasHo um Heka cy omeparopu ay u by ca

nomenoM 2 neduHUCaHU Ha ciaenehu HaYWH:

aok = m()n, bl = m(E)n’, EeU

Tana:

(1) ap m by cy 3aTBOpPUBU M Basku ag C b u by < ag;

(2) Axo je m.(n) == a* u 7.(’) := b, Tama cy 7.(n) u 7,(n’) npumpyenH™
R(A) y cvucry ma caku yamrapan y Ry (2A) komyTupa ca m,.(n) u m,.(7).

momena 4.3. KO HE M BaKUTH T HE M IOCTOjaTU U
Hamomena 4.3. Kako me mopa Ba eV, € MOpa TOCTOoja

TuMe je yBobheme ay HEeOmxomHO.
Joxas: (1) ¥Y3mumo npoussosmne £, ( € A, Tana umamo:
(a8, €) = (m(€)n, ) = mm(§)*C) = (. £ C) = (e O* ")
= (P&’ = & m(On’) = (& bo0),

na je ayg < b, a omarae by < aj. Kako cy ayp m by rycTro nmedpumHMCaHU, 3HAMO
na cy aj,bj 3aTBOpeHm, Ia M3 NPETXOTHOI 3HAMO na Cy ap 4 by 3aTBOpUBH,

IITO CMO M XTeJU OJa IIOKarKeMO.
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(2) Ipumeruvo na je nepurucame m,.(n) u m,.(1°) Kao y JTeMu, camMo Apyrauuju
HAUWH [a Ce UCKazke Oa je 7,.(1) 3aTBopeme omepaTopa ay u T.(1’) 3aTBOpeme

omeparopa by. Ilpumerumo na je 3a matm ymurapas u € R(A), uad*u* =

*

(uafu*)*, ma je moBoJHO MOKa3aTU Ha je af nupuapyskes R (A) (mo cumerpuju

he mcro BaskmTy 3a bi*).

Y3amumo crora npousBoibHO ( € D(af) n &1,& € A. Tana:

(m(&)aiC, &) = (ag¢, §F &) = (¢, ao(€F &) = (¢ m(EF &)y
= (m(&)C m&2)n) = (m(&1)C, anse) = (agm(&1)C, €2),

na m(£)¢ € D(ay) n ajm(&)¢ = m(&)ai¢. Canma y3amMuMO TpPOU3BOJLHAH
yuurapa u € R (2A) u wera je {m({,)} Mpeka Koja KOHBeprupa jako kKa u.

Tana u3 ynpaBo M3BENEHOr padyHa, 3HAMO Ia 3a ( € D(a)) Baku

UGSC = horén Wl(&a)agc = hC{n ag’/rl(goz)Ca
na u¢ € D(ay) n uai¢ = aju(, YuMe CMO HOKA3aIU TPAKEHO. |

Jlema 4.9. Hera je C.(0,+0) asrebpa CBUX HENPEKUIHUX (YHKIUjA ca
KOMOAakTHUM HocaueMm Ha (0, +00). 3a ¢ukcupano n € D meka je
7-(n) = uh = ku neBo m mecHo monapuo pasznarame. Axo f e C.(0,+w), Tana

cy f(h)n’ u f(k)n orpaEudeHu 3MECHA U BaKM
o (f(h)ir) = hf (h)u* € Ru(A)’

T (f(k)n) = kf(k)u e Ry(A)'
Joxas: ¥Y3mumo npoussossro & € 2A. Kako je m.(n) mpuapysxen Ry () mo
nperxonuoj Jlemu 3Hamo na h (mosurtwBan) u m(€) KOMyTUpPajy (UCTO Basku

HapaBHO 1 3a k). Omnatie je:
m(€)f(hyn® = f(ym(E)n’ = f(h)ym ()€ = f(R)m()*€ = f(M)hu*€ = hf (hyu*¢

m(&)f (k) = f(R)m(&)n = f(R)me(n)§ = f(k)kug = kf(k)uE.

Kako je w mapuujanmma wusomerpuja, a hf(h) u kf(k) orpamuuenu mo
dynEmIonasHOM pauyry, To cy hf(h)u* u kf(k)u orpamugenu, ma cy f(h)n’
n f(k)n mecHo orpaHuYeHM ¥ Bajke HaBexeHe (OPMyJe U3 IIOCTABKE

jaeMe. |

Jlema 4.10. 2 u A? cy obe rycre y ©° y ommocy Ha mOpMy | - [, Koja je
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nepurHUCaHA Cca

[l := A/l + ]2, ne D,

Cnemnujanano, obe cy rycre y ), na je ' mnecaua Xunbeprosa anarebpa.

Joxas: Ia cy oba A u A? ryctu y § cnemulie IUPEKTHO U3 UYUHEHUIE A2
cy omu ryctu y ©° y mopmu || - |, 6yayhu ma je mopma Beha mim jemmaka on
cTapmapaHe u dynmennme ga je ©° rycr v ). Takobe, apyru meo crmerwmjasnsor
rBpbhema cienn nako, jep Beh 3mamo ma A’ 3amoBossaBa yciose (1),(2),(3)
necHe XunbepTose anrebpe, ma ummeHnna ga je A2 rycT y §) mMImmammpa aa
je o ryct m y A, ynme mokasyjemMo u cBojcTBO (4).

[Toacernmo ce ga cmo gedpururcanu n, := m,.(B’) (HapaBHO KOPUCTUMO U CBY
IPETXOMHY HOTALU]Y ).

Y3mumo nponssosmao 1 € D°. Kopucrehn na je uh = ku momapro pasiarame
(1), ma Tume m hu* = u*k (a omarime m camuna tBphema 3a f(h) u f(k))

mobujamo ma 3a cse f € C.(0,0) Baxku (KOPUCTUMO U MPETXOIHY JIEMY ):
hf(h) = u*uhf(h) = w*kf(k)u = u*m(f(k)n) = m(u” f(F)n) € n,,

kF(k) = wukf () = uhf (W) = ur, (F(R)) = 7 (wf(R)) € n,,

npu uemy u* f(k)n u uf(h)n npunanajy B’ u3 npouure reopeme (TO CMO TaMO
MOKa3aJu caMo 6e3 u 1 u*, anu u je mapiujajHa u3oMeTpuja).

Yamumo cana g € C.(0,00) Takso ma je f(A) = Ag(A),\ > 0. Tama f(h) =
hg(h) € n, u f(k) = kg(k) € n,. Canma yamumo fi, fo € C.(0,00) TakBe na je

FA) = filN) f2(N) 3a A > 0, Tana
f(h) = fu(h) fa(h) e wing o f(K) = f1(R)* fa(k) € niny.

Uz neme [4.8(1) sramo ma nin, < 7,.(A), na tume f(h), f(k) € m.(A). Tama
nocroje 1y, € A raxsu na je f(h) = m.(m) u f(k) = m.(n2), na je rana
f(R)yn = nmy u f(k)n’ = . Kako je ©° 3aTBOpeH y omHOCY Ha MHOMKEHE,
to f(h)n, f(k)n’ € ©°, ma cy tume u y camom 2, jep cy mo mperxomuoj Jlemu

orpanndenu 3necHa. Canga mo gopMmynraMa u3 OPeTXOgHE JieMe n00ujaMo

T ((f(k)n)) = m(f(k)n)* = (kf(k)u)* = u*kf(k)* = hf(h)*u* = m.(f(h)*),

OJaKJIe CcJieau
(f(k)n)” = f(h)n.

[pmverumo Takobe ma f(k)n u f(h)n’ mpumanajy ()%
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Yamnmo canma nosurtuBad pactyhwu mHus {f,}lneny y Ce(0,00) rOju KOHBEprupa
ka 1 3a A > 0. Owmngpa sumsosu {f,(h)} u {f.(k)} rkomBeprupajy jaro ka
IpOjeKTopuMa Ha CJIUKY, O3HAUYMMO UX ca p U ¢, omeparopa h m k, pemom.
[TomceTrMo ce Ha OBOM MECTy [a je MNpPOJEKTOP Ha CIUKY OlepaTropa
A € B(H), upojekrop Ha 3arBopeme {A(x)lx € H}. Kako je

*

m-(n)* = (uh)* = hu*, To ce mpojexkrop Ha caury m,.(n)*

HoKJama ca p u
CIAMYHO, TPOJEKTOP Ha CJaWKy omeparopa m.(n) ce mnokmama ca q.

[IpernocraBuMo cana 3a TpeHyTak aa je gn =n u pn’ = 1°. Tana {fu(k)n}nen

kouseprupa ka 1 u  {fu(h)n’}.en  KoHBeprmpa ka 7). Kako je
(falk)n) = fu(R)*n” = fu(h)’, To he onma ma {f,(k)n}inen xoHBEprUpaTH KA 1)
y ommocy Ha || - |, Hopmy, ma he ()% 6uru ryct y ®° mTo 1 jecTe Ham MUD.

IIpeocraje maM camo ga OOKa:keMo na qn = n u pn’ = n’. Jla 6ucmo TO

yumann, nokazahemo na n e ¢f) u 1’ € p$HH. Hexa je {m(&,)} mpexa y m(A)

KOja KOHBeprupa jako ka uuenturery y R, (). Tana je:

1 = lmm(§a)n = limm, (1) € ¢9,

1 IIOTIIYHO aHaJOI'HO,

0 =limm(&)n’ = limm(1)*& € p9,

JyrMe je MOKa3 KOHAYHO 3aBPIIEH. [

[Topen oBe Bpio BaskHe jeme (3akmyunan cMo ga je A’ jemna mecHa
XunbeproBa asrebpa), UEHTPAJIHU Pe3yiaTaT NOPBOT Oeja OBe TLJaBe je

caemeha teopema kKojy hemo HaAKOH CBUX OBUX JieMa OpP30 MOKA3aTH:
Teopema 4.11. R;(A) = R,.(A).

Joxaz: 3uamo ma je m.(A') < Ry(A), ma je R.(A) = 7. (A")" < Ry(A), unme je
IIOKa3aH jellaH CMep.

O6patno, ummenuna na je (A)? rycr y $ mnosraum gna je m.(A)
Helerenepucana *—noxaiarebpa ox R (A). Ownna je mmenturer y R, (A),
nneHturer y B($), ma moxkemo mponahum orpammdeny mpexy {a;} < m,. (')
koja kouBeprupa ka 1. Tanma 3a x € R () umamo na je x = limafra;. Annm

afra; € nin, < m.(A'), na z € R, (A') unme je morazam u APYru cmep. |

Hapemua smema nmokasyje na je ' y cymruru u Haj6omu u360p.
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Jlema 4.12. (1) 22 je ryct y {D%,| - |4}. OBo uMmaumupa na axo 11,7 € 9

3a710BOJbABA]Y

& lm) =2, &5 &), &,& e,

Tanga N € D’ u N = n,.
(2) 7. (A') = n.nn¥ (rme je, noncerumo ce, n, = 7,.(B')), 1j. 7,.(A') je ckyn cBux
orepaTopa JeCHOT MHO:KEHa, YMjU je aljyHIOBaH omepaTop Takohe omepaTop

JE€CHOI' MHOKEHA.

Loxaz: (1) ¥Y3mmumo npoussossso & € 2A. Hera je {7, (1,)} Mpexa y m,.(A) roja
KOHBeprupa jako ka 1 (oBo moskemo 6upartu jep je m,.(2') Hemeremepucas).
Tana je £ = limm.(10)6 = limm(€)n,, ma tume & € m(£)$H. DBes rybmema
ONIITOCTH, MOMCEMO HpeTHOC’gaBI/ITI/I na je |m(§)| < 1. Hepurummmvo cana

¢yHEIUjY P, : R — R xao
pu(t) :=1—(1-—0)".

Tana n3 GYHKIMOHAJIHOT padyHa, 3a omepaTtop a 3a koju je |a < 1, p,(a*a)
KOHBEDPIMpa Ka MPOJeKTOPY Ha CIUKY OIlepaTopa a KOjy heMo o3HAXuTH ca
p(a). Tana je uz nperxomanor nacyca p(m(€))€ = & u cauano p(m(E7))EF = €7,

Omnna Baske cienehe jemHakocTu:
€ = p(m(€)E = lim p,(m(Em(E)*)E = lim p, ()¢

€% = p(m(eF))§" = lim pu(m(€)m(67)")E* = lim p,(FE)E
= lim ¢¥p,,(¢67) = lim (p,(667)8)",
IpU UeMy Ce HOCJHENhe ABE HejeTHAKOCTU MOy HOOUTH PAUYHOM, 3aMEHOM
y u3pa3 3a p,. OBum cMo nokazamu na je & aumec enementa u3z A% y | - |4

HOPMU.

Capna, 71 u 7, 3a10BOJbaBAjy €KBUBAJEHTHY j€IHAKOCT

<S(§§E§1)Jh> = <772, 5;#51%

na ako je |¢F&| < 1 rama je [(S(&F€),m)| < || U3 ynpaso moxasamor
tBphema (3mamo ma je A% rycr), 3mamo ma je € D’ u Fiyy = 1] = 1, mTO je
1 TpebaJio MOKa3aTH.

(2) Ypmwenuna 7,.(A') < n, Bawn mupexrao n3 nedpuuunuje A'. Ila Gucmo
nokazaau ma Basku u 7,.(A) © n', mpumerumo ma 3a 1 € ©° Baxm T.(n) =

m.(n)** = m.(°)*, omaxme mobujamo u m,.(A') < n¥.
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O6parno, npernocraBumMo na m.(1;) € n,An, 3a n; € B’. Tana nocroju 1, € B’

Tako ga BaxkU T.(1m)* = m(n2). 3a &,& € A rana mmamo

(& &,m) = (&, m(E)m) = (&, m(m)é) = (e ()&, &)
= (T ()2, &) = (mi(&a)m2, &) = (o, D),

na o mexy (1) n € ®°, a camum tum 1, € A u ) = 1. Tume cmo mokazaau

U Opyru cMep, Tj. na je n, nnt < m.(A'), unme je mokas 3aBpIieH. [ |

Cana maBomumo nyasnHe mnepurunuje u geme (OBor myTta 6e3 mokasa, jep

Ce U3BOJC CJIMYHO KaO 1N HpeTXOILHe).

Hepuannuja 4.6. (Hyanna nedpuunnuju [4.5) Berrop & € § je orpanmuen
cjeBa aKo

sup{||m(n)¢llln € A', ] < 1} < +oo.

Ckryn cBUX BEKTOpa OTPAHUYEHUX CJIeBA O3HAYaBaMo ca ‘B.

Ouurnenno je A < B u 3a cBaku £ € B mEros oArosapajynu orpanuyex

oneparop m(§) Ha §) je onpeben ca:

m()n =mm)E, £eB,neA.

Jlema 4.13. (Lyanua Jlemu [4.6) (1) B je naBapujanrtan y ogaocy za R (2A);
(2) 0y :=m(B) je neBu unean ox R;(2A) u

m(a) = am(§), aeRA),EeB.

Kao u panuje, mpommpyjeMo mpou3BOL Ha BEKTOpe U3 §) Ha yoOuUajeH

Ha4Y1H

67] = 771(5)777 56%;7765-

Caga MOkeMO na Je(UHUIIeMO CKYI
A" = B N D7,

Tana he ce amamoruo npeTxomHUM AOKa3MMa, moka3aTu ga je A’ jemma jiesa
Xunbeprosa anrebpa npu vemy je A < A’ ma je R(A”) = R,.(A') = R,(A)".
Kako ce osme pamu o ¢pon Hojmawosoj anrebpu, to Bazku ma je Ry(A") =
R, (A). Taxkobhe Baxu u

Jlema 4.14. (Lyamna Jlemn [4.12](2)) m(2") = w, N n}.
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AKo HacTaBMMO OBaj Impolec ayaJju3anuje nqobuhemo
Ac A" =AW =

A A" =qB) =

Ilajemo cana jemHy mepuHUNMA]Y:

Iepununuja 4.7. Raxxemo na je smeBa XunbeproBa anrebpa 2 myHa ako je
A = A”". 3Ba gBe aese Xwuiubeprose aarebpe 2A; um Ao KakeMo ma Cy

eKBUBaJIeHTHe akro cy U] m 2 nzoMeTpudrm *—n30MOpPHE.

Hamomena 4.4. Kako 3amena 2 ca A" ve yruue na pon Hojmanose anreGpe
R(A) u Ry(A), moskemo Ge3 rybuTKa ONINTOCTU IPETIOCTABHATA Aa j€ JIEBa
XunbeproBa aaredopa 2 myHa.

HaBenumo 3a kpaj oBOr HM3a AyaJaHUX AehUHUNUjA U jJema ciaenehy

Jlema 4.15. (Iyanna Jlemu [4.8) Heka je n € D% u mera cy omepaTtopu ap u

by ca momenom 2’ mepuHUCAHU Ca:

agn := 7. (N)&, by =7 (n)EF, neA.

Tana:
(1) ap u by cy 3arBOPUBEM U BaKU ag C b) u by < ag;
(2) Axo je m(€) == at* u m(n™) := bi*, rana cy m(&) u 7, (%) npunpysxenu ca
R (A) .
Cana cienu HA3 U3PA3UTO TEXHUYKUX JIEMa y [MUJbY MOKA3UBAHA HAIIET

rJaBHOI pe3yJjarara - loMuTuHE TeopeMme. Y mUMa ce Kopucte, msMebhy

OCTaJIOT', 1 OCHOBHHM PE€3YyJaTaTU KOMIIJICKCHE aHaJM3€C.

JIlema 4.16. 3a cBaku w € C\R, medpunummmo

1

W) = 2(|w| — Rew)’

Tana BaKu:
(1) (A—w)y A cAn

Im (A =w) ')

N

Y w)lm ), neA.

(2) (A —w) AW u

[ (A7 = w) O < v(@)m(E)], e
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Jloxas: Norazahemo camo (1), a (2) mobujamMoO AHAJOTHUM MOCTYIIKOM.
Yamumo nmpoussoman ) € A u gepurumummo ¢ = (A — w) "'y pamm nakmer
3amuca (IpUMeTUMO Ia je TO u3pa3 ca JeBe cTpaHe y 3arpamm). Tama je
ounrsnenao & € D(A) « D#. Hera cy m(€) = uh = ku neBa u mecHa moJapHa
NEeKOMIIO3UIja Kao 1 panuje. Tanma mo myaJnHoj jgemu Jleme f(k) e 3a

cBaro f € C.(0,00) u Baxku

(f(R)E) = f(n)*€¥,  feCe(0,).
Tarobe Basku caenehiu Hu3 (me)jennarocTu:

2(Jw| — Rew)[hf (R)e7|* = 2(Jw| — Rew){hf (R)*hf(R)EF, &%)
= 2(|w| = Rew){(kf(k)*kf(k)E)*, €7)
= 2(|w| = Rew){AE, kf(k)*kf(K)E)
< 20w[ |k f(R)AEL[[Ff(R)E] — 2Rewlkf (R)AE, kf (K)S)

N3 AT mejemmakocTu MMaMO 1a BarKu
2\wllkf(R)AE] |k f(R)EN < [Bf (k)AL + w]? |k f (R)E]?,
ma HaCTaBJ/bAMO MaJonpebammby HUA3

2(Jw| — Rew)|hf(R)E* < |k f (R)AE]* + [wl*[kf (k)E]* — 2Rewdk f (k)AS, kf (k)€

(
(

= [Ef(R)(A = w)E|* = |kf (k)n]* = |1 (k)kn]*
= [[f(R)uwkn|* = || f(R)um(€)*n|* = | .f(&)um (&¥)n|*
= || f(k)um, (n)€* | = |, (n) f(R)ue® |* = |m, (m)uf (R)E¥

< [l (mIP1f (g7 2.

OpmaBne 3aKbydyjeMoO 18 BasKU:

|nf (¥ < v(w) e (m)[1.f (R)EF -

Y mapennoM nesy hemMo KOpUCTUTHU ITap CBOjCTaBa ClieKTpaJHe mepe. Hajupe,
a0

meka je h = [ AdE(\) cmerkrpasmma mekommnosummja omeparopa h. Tanma ce
0

IPEeTXOAHA HEJeTHAKOCT MOKE 3alrCcCaTh y ODJIUKY:

f AFOIAIENER] < ¢ f FOVAIENER],
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rae cMo ca ¢ ozHaunan y(w)||m.(n)||. OmaBme 3HaMO na je HOCAY CHEKTpaAJHE
mepe d||E(N)EF|| campswan y [0, c], ma je E([0,c])&# = £#. llpumerumo na Kako
je h mpunpy:xen R;(2A), ro F romyrtupa ca R(A) = R, (A'), na umamo na je

E([0, c])m(€)*¢ = B([0,c))m(&%)¢ = E([0, ), (¢)*
=1 (QE([0, )" = m ()" = m(€7)C,

rae Tpeha jemHakocT ciemu M3 yOpaBO MOMEHYTOT apryMeHTa. J3aTuM, U3

creneher Hu3a jenHakocTu yrBpbhyjemo ma je 7 orpaHudeH cieBa

Im()¢l = 1E([0, eDm(&)*¢l = IE([0, ch)hu*c]| < e|u*c] = ¢[¢].

Haxne, sasxu onena |m(%)(| < c. Amu omna je u cam £ orpaHuyen cieBa u

Ba)KU TPasKeHa HejeTHAKOCT

Im((A = w) )| = Im©)] = lm(©)* = lm(E")] < v(w)|m ().

Hapenna smema je umcTO TEXHUUKA.

Jlema 4.17. 3a npoussosman 1 € A, Hera je £ = (A + s)7'n, 3a mHeko s > 0 n
€€ D(A). Tama 3a cBe (1, (€ D(A2) N D(A™2) Bamm hopmya

(me(0)Cr, ) = (Tm(€)* TAT3E, A2Gy) + s(Im(€)* JAZE, A73().

Jlokxasz: hu hemo ropak mo kopak. Hajnpe mpermoctaBumo ma cy (1,(s €
1 .
AN D(A™2), Tj. mpermocraBbaMO ma Cy OHM IOAATHO OTPDAHUYEHU CJIEBA.

Tanga npuMeHOM YKMCTOr padyHa 3aKJbydyjeMo

(T ()1, G = (M), &) = (. (T Gy = (A + 8)E, &)
= (FSE TGy + 56, ¢ &) = (T 61, SE + 5(GiE, &)
= (1, GEF) + sUEFCT, Go) = (G, (€GN + sUE# ), &)
= (C1, 9m(£)SC2) + s(Sm(£)*SC1, )
= (1, A2 Im () JA2G) + s(A™ 2T (€)* TA2(y, (o)
= (A2, Im(E) T ARG + s(Tm(€)* AT, A2 ()
= (Im(€)* TAT2E, AT G) + s(Tm(€)* JAZE, AT3,).

Tume cMmo moOKa3aam ga Ipu OBOM JOJATHOM yCJIOBY Ba:KU HaBeIeHa GpopMyia.

Kako cy o0e cTtpane TpaskeHe popMyJe ceCKBUIUHeapHe (GopMe Ha @(A%) N
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o)

1 .
(A72) (ropuctumo ummenuny na & € 20 u3 mperxonHe jeme crasibajyhn

. 1
= —§), MOBOJLHO je Ia MOKasKeMO Ja MOzkeMo anpokcumupatu ( € D(Az) N

€

D(A~2) mm30M {(p}ney 13 A N D(A™2) y cvmery aa
Tim ¢ =Gl =0, lim [A2(¢—=G)] =0, lim [A72(C =G| = 0.

Kaxro je ' ryct y $ u Kako je J aHTUIMHeapHA U30METpUja, TO je U A=z =
JFA = JA rycr y $. Tana 3a maro ( € DD 3 nocroju Hu3 {1, }nen ¥y A
TakaB na je

(A2 + A"2)¢ = lim A2y,

n—aoo
Hepuaumumo ¢, := (1 + A)~'n,. Tana mo nperxomuoj Jlemu 3mamo na (, €
AN D(A™2) mraro je A~2(A2 + A72)L = (1+ A)~! Bamnm

(= (A2 +A"2)"" lim A~ zp, = lim (1 + A) "', = lim (.
Nzpa3s (A%+A’%)_1 MOKE [1a 3aMEHU MECTO Ca JIUMeCOM, jep (, € QImCD(A*%) c
D(A2) N D(A™2). Cama DOKAsKUMO IPEOCTale ABE UNbeHNILE.

A3C = AR(A2 + A73)TH A2 + A7) = A1+ A)7! Tim A3y,

n—o0

— lim AZ(1+ A) 'y, = lim AZ(,;

n—00

ATEC= ATE(AT + A7) THAT + A7) = (1+ A) 7! lim A™ 3,

n—0o0

— lim A72(1 4+ A) "'y, = im A3,
n—ao0

YyrMe je MOKa3 3aBPIIEH. |

Cana hemo morasatu Tpu jgeme Be3aHe 3a PypujeoBy amaamsy Ha
ancrpakTHuM DbamaxoBuM aJjareOpama, y KojuMa hemo, kKao mTo je Beh

HajaBJLeHO, KOPUCTUTU MaXOM KOMIIJICKCHY aHAJIN3y

Jlema 4.18. Heka je A yuurasna Bamaxosa amrebpa. Heka je {u(a)|a €
C} rommiekcHa jemuonapamerapcka noarpyna rpyne GL(A) uasepTubuaaux

enemenaTta y A, TakBa ma je
u(a+ B) = u(a)u(p), apfeC.
[Tpernocrasumo u na je C 3 a — u(a) € A xomomopdua u na je
sup{|u(t)|[|t e R} = M < +oo0.
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. _s ; s ]
Tana je 3a cBe se R, e 2u (—%) +ez2u (%) UHBEPTUOUIAH U BaKU

. i AN R

oxaz: 3a ¢purcupano s € R nepurHUmUMO OyHKIN]Y

—isa

fla) = eme_ﬁu(a), aeC.

Tana je f mepomopdra A—BpemHocHa (YHKIHMja ca TPOCTAM IMOJOBUMA Y

s st ,—isr

a =in, n € Z. Arxo je a = r + it 3a r,t € R, Tama je e~ = ¢ee u

u(a) = u(r)u(it). Ilo ycmoBy u3 popmyannje Baku ouneHa

1 .
| f(a)] < MBSthU(Zt)H-
3a R > 0, meka je C'r kpuBa Koja orpanuvaBa obJacT

1
{aetlire(@)] < R m(e)] < 3.
opy YeMy y3mMaMO OPUjeHTAlWjy y CMepy CYIPOTHOM OJ Ka3aJbKe Ha CaTy.
[Ipumernmo ma 3a cBako R, Cr camgpxm camo jemaH moia ¢yHkuumje f,
rauanje o = 0. Omena om03ro HaMm 3a (GUKCUpaHO ¢ = i%, Kana |r| — o0, maje
7| f(c)] — 0. Tanma mapemun mHTErpas Mo)keMO u3padyHaru (KopumhemeM

7KoprmanoBux mnema) kao:

+oo . +o0 '
[:—I%i_r)réoﬂgf(a)d&— Jf(r—%)dr— Jf(r%—%)dr.
Cr —00 —o0

Ca mpyre cTpane, Jako je cpadyyHaTu

lim af(a) = i,

a—0 21

Ia HaM TeopeMa O Pe3unyyMuMa naje

I =2milim af(a) = 1.

a—0

ri%) +

) — +ie” ™. Tana

D=

IIpumeTnimMo u na je e”( = 4+¢e™ | aHaJIOTHO —e_”(r
p J
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nMaMO Oda BaikM

+00 . i +0 . i
. e~is(r=3%) i omis(r+3) i
i=1= - —u|r—=)dr— - —u|r+=|)dr
) e’ﬂ'(?“—i) i e—ﬂ'(?“—é) 2 ) ew(r+§) _ €—7r(1"+§) 2

. .+ , . +a0 ,
e 2 1 e v e2 1 e
= —— _— dr — —u | = _— d
—1 “ ( 2) f e 4 e*’”“u(m " 1 “ (2) f e 4 e*’”“u(r) "
o0 o0
. . +00 .
s 7 s 7 e T
1P - 3 - - d
z{e u( 2) +e u(z)} J e”T—i—e—”Tu(T) r,

oaKjae 3aMEeHOM 71" ca t mobujamMo TpasKeHO. [ |

Hanmomena 4.5. Pesyarar oBe sneme hemo 3amucatu y €KBUBAJEHTHOM

o6nuky koju he mam 6uty noromuuju 3a ynorpeby (nmpomupyjyhu paszmomaxk

ca ezu (—1))

—1st

edu <—%> (w(—i) + e) L = T —C _u)dt, seR.

€7rt + €—7rt

Opmrosapajyha jemmomapamerapcka yHUTapHa Trpymoa Ha KOjy hemo
IPUMEHUTU TIpPeTXonHy Jemy jecte A, Nnak, uywumenuna mga je A
HEOTPAHUYEH OTeKaBa NUPEKTHY NMpUMeHy, nma he O6utu moTpebHE jomn Heke

[0 0aTHE ITOIIPpaBKe.

Jlema 4.19. 3a moaynapau omepatop A Ha TyHOj JeBOj XuabepToBOj

aarebpu A BasKu:

s 1 ¢ e_iSt .
eSAT(A +e°) ! = J — " Adt, seR.
e7rt + e—ﬂ't
—0

e}
Joxas: Hera je A = {AdE()\) cnekrpasna nekommosunuja omeparopa A u
0
mexa je E, := E([%,7]) 3a r > 1. Tlpumennhemo pesynarar m3 HamoMeHe
Ha ynuTanaHy BamaxoBy anrebpy A = B(E.$) u ma u(a) = (AE,)* a € C
(upumerumo na je AE, orpanuuen, mosutusan omneparop Ha B(E.$), ma cy

3aJ0BOJLEHN YCJIOBM Ja Ce€ paau O jeJHomapaMeTapcKoj, XOJOMODPQHO]
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noarpynu GL(B(E,$))):

671't + e—7rt

oo
—ist
S (A (AR, + )1 = J " (ARt
—Q0

[Mymrajyhu aumec ram r — o (E, Texku jako ka 1) mobujamMo TparkeHO

TBp heme. [ |

Ioka:xkmMo cana 1 MOCAennhY YV HU3Y TEXHUYKUX JIeMa ITOHOBO KopucTtehu

pesynarar u3 manomese [£.5]

Jlema 4.20. Heka je A momynapHm omepartop 3a MyHY JE€BY XUJIOEPTOBY

anarebpy 2A. Ako x,y € B($)) u s € R 3anoBomasajy cienehu ycioB 3a cBe

(G e D(AZ) N D(A2):
(2C1, G) = (WAT2C, AZG) + Xy ATl AT36),

Talda BaKN

< efist o "
s, 7 —1q
e’y = J pETarp—— e—”tA xAT"dt.
-0

Joxaz: 3a r > 1 mera je E, mcto Kao y mOKa3y MpPETXOMTHE JieMe U HEKa
je A = B(B(E.$)) n pepuaMmmMO jeqHOIApPaAMETAPCKY XOJOMOP(HY TPYILY
u(a) = 0, THE jE

oo(z) = AzAT™, e B(E.$).
Taﬂaa jep Ergh ETCQ € ©<A%> a Q(A_%)v Barkn
<ET$ET'C17 C2> = <xE7'C17 E7'C2>
= (YATRE, G, AT E,G) + (YA B,.(, A E,G)
= (ATEyA R E (L G) + XA EyAIEGL ()
= <[0-—%(EryEr) + GSU%(ET?JET)]CM C2>

Opatne je

E.xE, = (0_i + €’0:)(E.yE,) = (e’ga ez

i i
2 2

V(e EyE,).

Cagna mo Jlemu 4.19. BpmmMo wHBEpTOBaMkE U O00OUjaMO

o0
—ist
e EyE, = J & A'BaE At
-0

e7rt + e—ﬂ't
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[Iymrajyhu aumec xkanm r — 00 mnodbujaMo TpaKE€HU Pe3yJsITaT. |

Hamomena 4.6. [la GucMmo onakmaiau HOTauujy, aedpuHumwuMo ps @ B(H) —
B($) 3a se R ca:

e7rt + e—7rt

< e—ist ] )
ps(z) 1= J —_AMgpATtqL,
—a0

Konauno cMo momiu no TpeHyTKa Kada he ¢cBe IpeTXOMHE JieMe NO0UTH

CBO] MOTIIYHN CMMCAO U MOEHTY.

Teopema 4.21 (Tomuruna Teopema). Hera je 2 nesa XunbGeprosa anrebpa

ca mMomynapHuM omneparopom A m Momysnapuom koHjyramujom J. Tana je:

(1)
J%KQ[)J = %l<2[>/§

JRRA)T = Ry (A);
Aitml(ﬂ)A_it = ERl (91),
A“ERZ(Q[)’A_” = ERl(Q[)', teR

(2) Jemmonmapamerapcka yautapaa rpyna {A"[t € R} menyje ma A" u A xao
ayromop¢duzam, a moxayaapua koujyramuja J cauka A”(ommocuo 2A') Ha

A’ (ogrocHo A”) aHTU-U30MOP(HO Y CMUCIY & BarKW

J(En) = (In)(JE), &Eme.

Joxasz: Jlema IOKa3yje na je yCIOB U3 JeMe 3aI0BOJLEH 3a & = T,(1)
uy=Jm((A+e)'n)*J, na je (y cknany ca mamomenowm [4.6)

e2 Jm((A + ) )T = ps(me(n)), neW,seR.

Y3amumo npoumssompro ¢ € A, Tama uz Jleme [.19) (kojy npumemyjemo y

NOCJIeMH0] jeMHAKOCTU) U uumeHune aa je J2 = 1, umamo

Tps(m () JC = e3m((A + ") ™'n)*¢ = e (S(A + %) 7)¢
= eim () JAT(A + €)™y

+00 -
e ts

— At
O

—00
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na, noacehajyhu ce medpunnnuje p,, 3aKbydyjeMo

+00

e—ist . y i
f oy o= AT () AT C = () JATn)dt = 0.

—0Q0

W3 jemunctBenoctu PypujeoBe Tpanchopmanuje, 3akbydyjeMo na 3a cBe t €

R Baxu .
e—zst

eﬂ't + efwt

(JA T, ()A=IC — m,(C) JATy) = 0
Tj.
JA 7, (AT = 7.(¢) JA™y.

Onna je |m(Q)JA™| = [JA"m, (n)ATIC| < [JA™m (n) AT T[C], ma je JA™y

OIPAHUUEH CJICBA U BayKU
m(JA" ) = JA"m,(n) A" .

Kako je F = AzJ, JO' = D(Az) = D#, 1o JApe A’. Crapmajyhut =0y
JA%n e A" nobujamo JA' < A" u

m(Jn) = Jr.(n)J, neA.

OBo noBnauwm na je J antu-xomomopdusam ua A’ jep
(JE(In) = m(JE)In = Jm(§)JIn = Jrp(§)n = J(€), & meA.

ITo cumeTpuju mobujamo ma JAUE € A, zatmm JA < A’ u

7. (J€) = Jm(€)J e,
Tako 3akmpydyjeMo ma BaKuU

JQ[” — 91/ JQl/ — 91//

Tarxobe, u3 JAn € A" canemn ma A¥n e A, a omarne je AYA' < A'. Ila
BajKU jemHAKOCT, mobujamo 3amenHoMm t ca —t. IloHoBo cumerpujom mobujamo
u A" =", Tume cmo morazanu na Baxu (2).
N3 unmennne na je R(A) = R,.(4'), nena nox (2), cumerpuje u jerHAKOCTU

m(JA"y) = JA"m,.(n)A~"J, cnenu neo mox (1), uume je MOKa3 3aBpUIeH y

MOTIYHOCTH!. [
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3a kpaj oBor mesa mahemo jom jemHy Jemy kKoja HaMm Ouwmke ompebyje

MOHAINAIE eJIeMeHATa Y JIEBUM XUJI0epToBUM ajredpama.

Jlema 4.22. Heka je 2 nyma JseBa XwuabeproBa ajarebpa, Tamga CBaKd
neHTpasHu eaeMeHT a € Ry (2A) (Tj. ereMeHT Koju IPUTOM KOMYTHPA Ca CBUM

enementuva u3 R;(2A)) ocraBma D# u D’ MHBAPUjAHTHUM U MPUTOM BaKK
(@) = a*¢?, £eD7;

(an)’ =a*n’, ned.

IIIraBumre, Baku

JaJ =a*, A%A " =a teR.

Jloxas: Karo a € Ry (A) "R, (~A)’, u3 neme [4.6|u moj nyamne 3HAMO Ja je N,
nesu uneas on R, (A), a n; neBu nnean ox R, (A). Omarne je a(n.Nn¥) < n.Nn’
u a(n, nn¥) < n, nnf. Cana no Jlemn [4.12|(2) u moj nyamnnoj 3HAMO na
arm,.(A") < m.(A") u am(A) < m(A). Tana 3a npoussomuo 1 € A Baskn

*

m((an)’) = m(an)* = (am,())* = m(n)*a

t = a*ﬂr(nb) = 7rr<a*77b)a
Tj.

E)

(an)’ = a*y’.

13 unmenune na je A rycr y ©° cremu ma je ©° mHBApUjaHTAH y OJHOCY HA
a ¥ ma BaskM HaBemeHa GopMyaa. 1o cuMeTpuju, ncTo Baxku u 3a D7 u Baku
(a€)* = a*€*.

[IITo ce mpyror mena tBpbhema THUUe, IPETIOCTABUMO 1a je @ = U yHUTaPaH,
ma 3aMo0 u3 nperxonHor ga je ud = A u uA’ = A'. Taxobe, 3a £ € D7 Baxn

Sué = u*S¢. Omarne je uSu = S, na je
1 1 # Al
JA2 = uJA2u = uJuuA2u.
W3 jenuHCTBEHOCTHU MOJapHE MEKOMIIO3UINje 3aK/bYUdyjeMo mIa je
1 # AL
J=uJu, A2 =u*A2u.

OpmaBme cnemn ma je Ju = u*J m A" = u*A%u, mTo Cy exBUBaJeHTHE
jemmakoctu ca tpaskeHuMm. Kako je PR () n Ry (A)' remepucan nuHeapHUM
KOMOMHANMjaMa yHUTApHUX, TO TBpheme Baskm 3a cBe a € R(A) n Ry (A),

yuMe je MOKa3 3aBPIIeH. [ |
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4.2 TomuTuHe ajredpe

Uneja y oBoM omemKy jecTte na ce Ae@UHUIIE CAMOAjyHTOBaHA
nonanarebpa 2Ap ox A u A’ mcroBpemeno raxsa ma je A’ = AF n A = Aj u na

je Ha BOj A mena ¢yHEIHUja.

Heduaunmja 4.8. Jlea XunbeproBa anredbpa 2 ce nazuBa TommurTmHa
asredpa axko 2 [103BOJbABA KOMIUIEKCHY jeTHOMAPAMETAPCKY T'PYILY
{U(a) | a € C} ayromopduzama (koju He Mopajy Outu *-ayromop¢usMu), ca
caenehumMm ocoburama:

(a) ®ynrmmja C s a — (U(a)é,n) je nena;

(6) (U(a)O)* = U(@)s*;

() Ula)g,n) =& U(=a)n),ae C,&ne;

(r) &%) = U(=i)n, &)

I'pyna {U(a)|a € C} ce nasuBa MomysiapHa rpymna ayromop¢usama Ha 2.

3a Kpaj OBOr' TOrJaB/ba HABOAUMO TeOpPeMy KOjOM HajeMo jemaH O
npuMepa Tomutune anrebpe. Hben mokas je ciamyaH IPEeTXOMHUM, aJU OIET
TEeXHUYKN 3aXTE€BaH, Ia Ta HA OBOM MecTy m3ocraBibaMo. Jloka3 ce moske
nponahu y (Tak03).

Teopema 4.23. (1) 3a pmary nyny aeBy XwuuabGeproBy aurebpy 2 ca

MOIYJIAPHUM OTepPaTopoM A, aKO O3HAYUUMO

Ao = {E € [ | D(A")|A"E € An € Z},

nez

tana je 2y Tomutuna anredbpa y omaocy Ha {A™ | a € C}, npu yemy je
A" =A, Ay =2A,  JAy = Ap.

Crenujamano, 3zamo na Baxnm Ry (Ag) = Ri(A) 1 R, (Ay) = R(A)'.
(2) Aro je A Tomurumra aarebpa, Taga ca HOBOM WHBOJLYIIjOM
€ = U(—i)¢#,€ € A, A je mecma Xunbeprosa amarebpa u Ry(™A) = R, (A).

Irasume, moxynapau oneparop A je 3arBopeme oneparopa U(—i).
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IIormaBine 5:
Y KpHITEHU MIPOM3BOIL - MOYAJHOCT W

TERNHE

[locnenme morsmaBbe mnpencraBba, KAO IMTO je Yy HACJIOBY pana
HAjaBJHLEHO, MPUMEHY aHAJU3€ HA JOKAJHO KOMIAKTHUM AGeIoBUM rpyrnaMa
y omepaTopckuM ajredbpama - y oBoM ciaydajy ¢orH Hojmamosum. Hajupe cy
YBEICHU TOTPEOHU TEPMUHU, a 3aTUM M AOKa3aHa MAyaJHOCT 34 YKPIITEHU
IIPOM3BOJ, YMMeE je MOCTUTHYTa HOTIIyHA Be3a IPBOI ca APYTUM IeJIOM pala.
Ha xpajy je ocrBapena Be3a ca Tomwura-TarkecakmjeBoM TeOPHjOM IIPEKO
TeXUHA Ha yKpHITeHOM npousBony. Mako ce mojaBmyje y camom 3auehy oBe
obiactu, Tj. y pagoBuMa Mapeja@ u ¢on Hojmana, yKpmTeHr Ipon3BOL U
maHac TpeAcTaB/ba TEMY KOja Ce OOoCTa u3ydaBa. Y HapPEeIHOM TEKCTY,

nokymaheMo ma mpukaskeMo 0ap 1e0 Te BPJO MHTEPECAHTHE TeMaTUKe.

5.1 Texwune Ha ¢dorn HojmanoBOj anredpm

[Tornasmwe hemo mouerm meUHUIMjOM HEHTPAJHOT IOjMa KOjUM heMmo

ce ODaBUTHU y HACTABKY.

Hepmaunuja 5.1. Texxkmaa wa ¢on HojmanoBoj amrebpu M je

npeciaukaBame ¢ : M, — [0, +o0] 3a Koju Baske caeneha nBa cBojcrBa:

(1) vz +y) =)+ oy),z,y e My;
(2) e(A\x) = Ap(z), A = 0.

YKOIUKO 3a CBako T € M Basku ma je

*

plex®) = p(a”z),
Tajza ce ¢ Ha3uBa Tpar.

Hanowmena 5.1. Kopuctuhemo roupennujy 0 - oo = 0.

Hedpunnmuja 5.2. Kaxemo na je TexuHa ¢ HOJyKOHAUHA aKo P, = {T €

M |p(x) < o0} remepume M.

20Francis Joseph Murray (1911-1996.), amepuuku MaTeMaTudIap
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Hedpununuja 5.3. Kaxemo na je Texxuna ¢ BepHa ako p,(r) # {0} 3a cBakn

HeHyJa T € M.

Hedpuannmja 5.4. Kaxxemo na je TekuHa @ HOPMAaJHA ako je p(supz,) =

sup ¢(Z,) 3a CBaKy OTDAHUYEHY MPERY {Io} y M.
«

Jlema 5.1. Hexka je p mpom3Bo/baH KOHBEKCAH MMOAKOHYC KOHyca M, , Tj. CKym
3a KOjU BayKU:

ptpcp, ApcpA>0;
nl<y<az rzep=yep.
Tana je:
(1) n={x e M|z*z € p} neBu nnean y M;
(2) m = {> yizi|z,. .. xn, Y1, ... Yo € n} x—momasrebpa anrebpe M taksa na

je mnNn M, = p, npu yemy je CBAKM €JEeMEHT M3 M JUHeapHa KOMOuWHAIja

ejleMeHaTa U3 P.

Joxas: (1) IlpBu meo je TpuBmjasan. Y3MuMO IpousBosbaH a € M, x € n.
Tamna Baku:

az)*ar = r*a*ax < ||af*z*x €
(az)* la] p.

jep je Ap < p, A > 0, ma u3 tpehe ocobune moakouyca p, ciaenu ax € n. Ia
6ucmo mokaszanu (1), mpeocraje HAM caMoO ma TPUMETUMO 14 je N aIuTUBAH

U3 Heje THAKOCTU

(x+y)*(x+y) <2z + y*y),

Tj. n je seBu umeas y M.
(2) Ha je m jemna =—nomasrebpa caemu u3 (1). Takobe, us nonapuzanuonor

UIEHTUTETA

3
Z (z + i*y)*(x + i*y),

3aK/byUyjeMO Ja je m JWHeapHO reHepucaH eneMeHTuMa u3 p. Hexa je canma

*
a:ZijjemmM+, T1yeves Ty Y1y - e vy Yp € M.
j=1
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Kako je a = a*, To 13 mpeTxoaHOT MOJaPU3AIUOHOT UIACHTUTETA UMAMO

(a+ a¥)

Ool»— N

Z (2 + iy;) (2 + i"y;) + (=) (2 + Fy)* (25 + i*y;)]

IJ + y] l‘] + y]) ( Ty — yj)*(l‘j - yj)]'

2]
Il

»-bl’—‘

n
Axo ca b obenexxmmo 1 Y (z; + y;)*(z; + y;), Tama je OH OUMIIENHO U3 P U

0<a<b mawuaep OOpHYyT CMep je TpUBUjaAJAH, [Ta j€é TUME TPAKEHO

IIOKA3aHO. [ |

Crnenujanno, Hama he nperxonna nema tpebatn y caydajy p = p,. Tana

KOPpUCTMO 1 O3HaKE:

n, = {z € Mlp(z*z) < oo};

. * _ *
m, 1= nin, = {Z xiyi|Ti, Y € "so} )
i

Purcupajmo cana teswuny . Tana je N, := {z € M|p(z*x) = 0} meBn mnean
y M campxaH y N, Ia MOMEMO IOCMATPATHA KAHOHCKY IPOjeKIu]y
g4, : n, — ny,/N,  JepmHUMNMO CKaJapHU LOPOU3BOL Ha (y,(n,) Kao
{qy(), 9, (y)) := (y*z). Hexra je $, xoMmmaeTupame mpocropa ¢,(n,). Tana
me¢uHUIIEMO penpe3eHranujy 7w, : M —  DB(f),) unpupomHo ca
T,(a)g,(x) = gy(ax). OBz mOjMOBE Cy HOBOJLHE & MCKAKEMO TEOPEMY KOJjy
hemo racuuje kopuctutu. Ha oBoMm mecty, Hehe OuTu mat meH OOKa3, ajaud

ce o moxe Bugern y (Tak03).

Teopema 5.2. Ilpen-XunGepros mpocrop A, = ¢,(n, N n,) je rycr y H,.

I[IputoMm cy mHBOJNyIUja ¥ TPOU3BOLA AEe(PUHUCAHU CaA

[40(2)]" = ao(z"),  qo(2)as(y) = gp(2y).

3a & € Ay, nepunummmo Ha §), omeparop jaesor mMHOxkema 7(§). Tana cryn

CBHUX OIl€paTOpa JIEBOI MHOMKEHa reHepuite m,(M).
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5.2 MomaymapHu yCJIOB 32 TEKUHE

Heka je D = {A € C|0 < Im(\) < 1} u osmaummo ca A(D) ckyn cBux
OrpaHMYeHNX  (yHKIUja, HENmpeKugHuX Ha [ ©u  XOJOMOPQHUX Yy

yHyTpammoctu D.

Iedumaunmja 5.5. Heka je ¢ BepHa, HOpMaJHA, MOJYKOHAYHA TEKUHA HA
¢on Hojmanosoj anre6pu M u Heka je {«; | t € R} jemmonmapamerapcka rpyna
ayTomoppuzama va M. Tana ¢ 3a10Bo/baBa MOIYJIAPHU yCJIOB(OH CE YeCTO
naszuBa u Ky6o-Maprusr-IIIsuarepos, unu kpahe KMC ycioB) y oxmocy
Ha . ako Baske cieneha mBa cBojcTBa:

(1) Texkuua @ je MHBaApUjaHTHA y ONHOCY HA (@ Y CMUCIY Ja je ¢ = @ 0y 3a
cBako t € R.

(2) 3a cse r,y € n, nn} nocroju F,, € A(D) roju 3amoBomasa TpaHUIHE

ycJioB 3a cBako t € R, Tj.

Foy(t) = plai(x)y),  Foylt +1) = pyau(z)).

BaskHnocT oBOT ycaoBa mckazaHa je y caenehoj teopemu:

Teopema 5.3. Heka je M ¢om HojuanoBa anrebpa um Heka je ¢ BepHa,
HOpMAaJiHa, MNOoJyKoHauHa TexkmHa Ha M. Tanga je rpyma momgymapHuX
ayromoppusama {07}, rme je of(xr) = AU%rA™"®  jenuncTBeHa
jemHomapameTapcka TIpyna ayroMopdumzama Ha M Koja 3amoBosbaBa

MOIYJapPHU YCJIOB Yy OTHOCY Ha .

Iloka3 oBe Teopeme 3axTeBa yBOoDheme HOBUX TepMUHA, IIa HA OBOM MECTY
Hehe OuTu u3nOkKeH, anm xohe mEroBa jeIHOCTaBHA MOcCeauiia Koja he ce u

KOPUCTUTU y HACTaBKY.

Ilocnemuma 5.4. Heka je ¢ BepHa, HOpMaJIHA, MOJyKOHAYHA TeKUHA Ha M

u 0 € Aut(M) npoussoman ayromoppusam. Tana je
ot =07 oo¥ 0.

Jloxas: I3 of mmBapujanTHOCTU (IPBU YCJIOB MOMIYJIAPHOT YCJIOBA) TEKUHE

¢, 3a cBaru T € M™T Baskn
00007 0 0F 0 0(x)) = w0 0f 0 0(z) = 9 0 (),

na je pof, 071 oof o0 uaBapujanTHa. AKO T,y € Moy = 0*11180 1 aKo Fy) ey €

A(D) 3amoBosbaBa rpaHUUYHU YCJIOB (APYTM YCJIOB MOIYJAPHOD YCJIOBA) 3a
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0(x),0(y) y omuocy ua {o¥}, rana je 3a cse t € R
Fyay0)(t) = (07 (0(2))0(y)) = ¢ 0 00707 (0(2))(y)),

Fyo)(t + 1) = 9(0(y)of (0(x))) = 00 0(y6~ o7 (6(x))),

na Fy,) e 3a00BOJbABA TPAHUYHE yCJIOB 3a &,y y omHocy Ha 6 10¥f. Kako
Cy 3aI0BOJbeHA 00a MOAyJapHa yCJIOBa, U3 jeAUMHCTBEHOCTU (U3 MPETXOIHE

. 0 _
TeopeMe) 3armyudyjemo of = 60"logf of. [ |

5.3 KRoHcTpyKnuja yKpIITEeHOT HPOMU3BOIA

Hepuaunuja 5.6. 3a gary rtomosomky rpyny (G, HEOPEKUIHO IIEjCTBO «
rpyne G Ha ¢or HojmanoBy anredpy M je xomomopomsam a: G 3 g — o4 €
Aut(M) TakaB ma je 3a ¢urcupan xr € M, npecnuraBame G 3 g — a4(z) € M
HEIPEKUITHO y o—jakoj* tomosmoruju. Ilpurom ce Tpojra {M,G, a} Hasusa

KOBapUjaHTHU CUCTEM.

IIpumep 5.5. Herka je M < B($)) pou Hojuamosa asrebpa u mera je U

VHUTApHA penpe3eHTanuja Ttomnosomke rpymne G Ha §) TakBa na je
U(gIMU(g)* =M, geG.
Tana je onpebeno jenno menperumuo nejcrBo G Ha M nepumHuUCaHO ca
ay(z) =U(g)zU(g)*, xzeM,geG.

[Tocmarpajmo cana ¢ou Hojmanosy anrebpy M < B($) ma kojoj je
3aaTO HENPEKUAHO MOejCTBO « JIOKAJHO KoMmakrHe rpyme G. Ha
Xunbeprosom npoctopy L?($);G) (momcetumo ce ma HAM OBO O3HAUaBa CBe
L*-unterpabunne ¢ysrmuje u3z rpyne Gy XuabepTos mnpoctop §))
nedpunrcahieMo nBe M3pa3uUTO BarkHE Pelpe3eHTaluje Koje heMo BPJO YecTo
KOPUCTUTU y HAPETHOM TEKCTY - penpeseHranujy 7w, ¢or Hojmanose

anrebpe M u A\, penpesenrtanujy rpymne G:
(Ta(2)€)(h) = a3, ()€(h), zeM,heG Ee L*(H:G)

(M9 (h) = &(g™"h),  ge G, e L*(H:G).
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Mosxe ce mokazaTu na je T, HOpMaJiHA BepHa penpe3eHranuja. [Ipurtom Baxu:

(M9)ma(2)A(9)*E)(h) = (ma(2)A(9)"E) (9™ N)

= a,, (2)(Mg)*€)(g~'h)

= ap-1(ag(2))€(h) = (malay(x))E)(R),
Tj.

Mg)Ta(2)N(g)" = Ta0ay(x), e M,ged. (5.1)

Yonmreno, ako map {7, A} 3amoBomaBa jemmaxoct (5.1, om ce wnHasusa
KOBApMjaHTHA penpe3eHTamuja KoBapujanTHOor cucteMa {M, G, a}.
Hepunnmumo cana mojaM yYKpHITeHOr IpousBona 3a ¢oH HojmaHose
anredbpe. Muauye, oBaj mojaM MOCTOjU U y Pa3HUM APYTUM OOJIUIUMA, & Y

camuM (o HojmamoBuMm anredbpamMa je M maHac jemaH O BPJIO YECTUX

00JIaCTU UCTPaAKUBAILA.

Hedbnuaunuja 5.7. Pon Hojmanosa asrebpa remepucana ca mo,(M) u A(G)
na L*($;G) ce mazuBa ykpmTeHu mpousBon Gpor Hojmamose anrebpe M u

JIOKAJHO KoMmakTHe rpyne Gy ogHOCY Ha IejCTBO v M 03HaUaBa ce ca Mx,G.

Yunu ce ma yrpmrenu npousBon M x, G 3aBucu onm XwuibGepToBOr
npocropa §). Hapenuu cras nmokasyje ma aiarebapcka CTPYKTypa YKPIITEHOD

IIpOn3BOOda UIIaK HE 3aBUCHU O f)

CraB 5.6. Heka cy M < B($) u N < B(R) mse ¢pon Hojmanose asreGpe
HA KOjUMa MOCTOje HENPEKUIHA NejCTBAa (v U [J JIOKAJIHO KOMOAKTHe rpyne G

pemom. Ako moctoju mzomopdusam ¢ uamebhy M u N Tako ma Bazkmu:

¢Oagzﬁgo¢7 gEG7
Taga TOCTOjU M30MOPdU3aM ¢ mameby M x, G u N xg G TakaB Ha je

50 B(x) = ¢ o ma(2), 7 € M;

¢(AM<Q)) = /\N7g € G7

IpU YeMy CY Ta, A, Tg, A penpesenranuje M, G, N, G penom, kopumrhene y

KOHCTDPYKIMjU YyKpmTeHux npoussona M x, G u N x5 G.

Joxas: Iloras ce moske npornahu y (Tak73)). [
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5.4 lyasHOCT 3a YKpPIOTEHU IIPOMU3BOI

Y oBoj cernuju heMo moka3aTu IyaJHOCT 3a YKPIITEHU IIPOU3BOJ (DOH
HojmanoBe anarebpe ca morasao koMmakTHOM AGenoBom rpymom. Osme he
ce HajBUIIE BUAETU MPUMEHE XapPMOHU]CKE aHAJIM3E HA JIOKAJIHO KOMITAKTHUM
rpynama. (G he HaMm o3HAYABATU JOKAJIHO KOMIAKTHY T'PYILY, G HEeHY IyaJIHy
rpyny, dg je ¢umrcupana Xapoa mepa #Ha G, a dp Ha G TakBe ma BaEm
[InarmapemnoBa Teopema |3.17|
Heka je M < B($)) ¢or HojmanoBa anrebpa ca HEIPEKUIHUM IEjCTBOM (v HA
G. Ha moueTky oBOr ome/bka heMoO HABECTU CTAB KOjU HAM KajKe Aa IMPOCTOP
L? vaTerpabumnux QyHKIIja Koje ciukajy rpymy Gy XuiabepTos HpoOCTOp
$), y osmanu L?*($);G), MOkeMO TPUPOTHO UACHTUPUKOBATHA Ca TEH30PCKUM
npoussoaom §H ® L*(G).

Cras 5.7. Ilocroju uzomopduszam U mpoctopa ) @ L*(G) u L*($;G) rakas
na je

(U ® f))(9) = f(9)&;
3a cBe €9, ge Gu feC(G).

Joxas: IToras ce moske nahwu y (Dae78). [

HacraBuhemo cTtaBOoM KOju je mpuUpoOIdaH HACTABAK MPUYE O YKPIITEHOM

MPOU3BOMY, & YeCTO NeMo ra KOPpUCTUTU y TBphewmuma Koja ciemne.

Cras 5.8. Heka je a : ¢ — a4 jako HEIPEKUIHA YHUTAPHA DEIPE3C€HTANN]ja
rpyne G ma XunbepTtos npoctop H, Taksa na je ay(r) = agra) 3a cee v € M u
g € G. Hedurnmmuno ma L*($; G) yaurapan oneparop W ca (WE)(g) = a,&(g)
3a £€ C(9H;G) u ge G. Tana Basku:

To(z) =W (xz @ L)W

A(g) = W(ag @ Ag)W.

[Tocebno, yrpmreru unpomsBox M x, G je uzomopdan ¢or Hojmanosoj

aarebpu y H ® L?(G) koja je remepucana onepaTopuMma
{r®1,a,@ N\, | 1€ M, g€ G}

Hoxaz: Oneparop W je oumrsnenno modbpo mnepurucan m yaurapas. [Ipurom

je (W*€)(g) = aié(g). Canma 3a v € M pedurmmmnvo oneparop T ma L*($);G)
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ca (T€)(g) = 2&(g) 3a v € Ce($H;G). Tama 3a £ =4 f, rne e H u f e Co(G)

BayK1

w€(g) = ©f(9)60 = [(9)€0 = (25 ® [f)(9)-
Opnatie je T = x®1 u 2®1 cauka C.($; G) y camor cebe u ((x®1)£)(g) = z€(g).

Tana Baskwm ciienhu HU3 je THAKOCTMH:

(W (z @ )WE)(g) = ay((x @ HWE)(9) = agz(WE)(g) = agrag(y)
= ag1(2)é(9) = (ma(2)€)(9),

na je m(z) = W*(x @ 1)W. Takrobe je u ((a; ® \j)E)(h) = a,&(gth), na je

(W*(ag ® A)WE)(h) = aj((ag ® A)WE)(h) = ajag(WE) (g~ 1)
= ap-14a,-1,E(g 7 D)
= &(g7'h) = (Mg)E)(h),

tj. W*(a, ® \g)W = A(g), mTO CMO 1 XTenu na MOKAKEMO. |

Bunehemo y mactaBKy ma je mocra Jakiie na paadMO Ca TEH30PCKUM
MIPOU3BOIOM, HETO Ca CAMUM pelpe3eHTanurjaMa \ U T,.
YBemumo penpesentanujy v rpyne G ma Xunbepros mpoctop L*(G). 3a

purcupano p € G, NeUHUIMMO yHUTApHU omepartop v, Ha L*(G) ca:

(pf)(9) =p(9)f(9), g€G,feC(G).

A

Karko je momosorumja ma (G Tomosormja KOMIAKTHE KOHBEPTEHIMje, TO je
p — v,[ HemperuaHo npecaukasame 3a cse f € C.(G), ma je v: G — U(L*(G))
HelpeKuaHa penpeseHTanuja ayasane rpyme G. Jlokaxkumo cama ciaemehy

IeMy.
Jlema 5.9. 3a cBe ge G u cBe p€ G Bakn VpAgly = P(g)Ag-

Jlokas: 3a upoussomre f € C.(G) u h € G umamo na Baxku

(A, f)(R) = p(h)(Agvy f)(R)
= p(h) (v, f)(g~'h)
= p(h)p(g~"h) f(g~"h)
= p(9) (A ) (R),
mTo je 1 Tpebayo mokaszaTu. [

Jlema 5.10. 3a cse pe G u z € M, Basxn (1 ® vp)Ta(2) (1 ®@ 1p)* = T4 ().
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IIpood. 3a mpoussomro & € C.(H;G) (y3 crapmapaHy WICHTU(GUKAIM]Y
[2($;G) = H® LX(G)) n g € G Bamn (1@ 1,)¢)(9) = p(9)é(9). Tana je

(T®vp)ma(r)€)(g9) = p(g9)ag-1(2)&(g

oJakJie cjaeau Tpa:keHo TBpheme. |

Hepuannuja 5.8. lepunnumumo npeciukaBame 0,(T) = (1Q1,)T(1Qv,)*, npu
uemy T € Mx,Gupe G. Kaxro je yrpmrenu npousBon M x, G remepucan ca
To(z),z € Mu Xg),g € G, tana nz Jlema [5.9u[5.10] cnemn na &,(%) € M x,G.
Oxarie je & HENPEKUHO A€jCTBO OyanHe rpyne G HA yKPCTEHM IPOU3BOL

M %, G. IlejcTtBO O ce Ha3UBa MyaJHO NEjCTBO.

Cras 5.11. Heka cy M u N ¢on Hojmanose anrebpe m 7 m3omopdusam,
7: M — N. Heka cy a u  menpekugna nejcrsa rpyne G ma M u N, pemowm,
rakBa ga je T(ayz(x)) = By(7(x)) 3a cBe g€ G uxr e M. Tana je T =7 x1
je m3omopduszam yrpmrTeHnx npoussoaa 7 : M x, G — N x5 G takas na je
F@,(%)) = B,(F(¥)) 3a cee Te M x, Gupe .

Cauuno Kao Yy OpeTxoagHOM OOE€JbKY, IMMOKAKMMO HEKM BU I HE3ABUMCHOCTU

NyaJIHOT NEjCTBa (4 O IejCTBa (.

Joxaz: Tlo Crasy [5.6 3mamo na je 7 m3oMopdusaM yKPIITEHX IPOU3BOIA
M x,Gu N xpG. lpecaurBame T je Takobhe nepunucano na M x B(L?*(G)),

IIa MMa CMMHCJIa 3all1CaTHU

~

(@(7)) = T(1 @ wp)T(T)T(1® 1)

Il

Am 7(1Q®v,) = (7®1)(1®v,) = 1®v,, na je onaTie OYUrIETHO
H@p(@) = L@@ O,)" = 5,(F(@),

mTo je u Tpebasio moKa3aTu. [

Y namem Tekcty hemo mocmarparu ykpmreru npousson (M x, G) x4 é,
Tj. YKPUITEHU NPOU3BOJ IO cana crasgapaaor M x, G (koju je yjemuo u ¢hon
HojmanoBa asnrebpa) u myasine rpyie G y OOHOCY Ha OyaJHO nejcTBo a. To
je ¢on Hojmanosa anrebpa na Xuabeprosom mpoctopy $H @ L2(G) ® L2(G).
N3 Crasa uMaMo 1 Ja je T ® 1 ® 1 usomopdusam (M x, G) x5 G 1
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(M x5 G) xp G

Ham cnenehu nusm, a caobomgao moskemo pehu u Hajsehu nusb oBOr pama, jep
[OBe3yje CKOPO CBa MPEeTXOAHA 3HAKA, jecTe 1a mokaskeMo na je (Mx,G) xa@
uzoMopdan TeHzopckoMm mpoussony M ® B(L*(G)). Oso hemo ypamutu y
HEKOJIMKO KOpaka, y KpajibeM y cTBapu mokazasmm na je (M x, G) % G

uzomoppuo M ® B(L?*(G)) ® 1.

JIema 5.12. Osmauumo ca My = (M x, G) x4 G u MIPETIOCTABUMO 12 je
a: g — a, HEIPEKUIHA yHUTApPHA penpeseHTtamuja rpyne G Ha XuabepTos
mpocTop §) TakBa ma je au(r) = agra; 3a ce g € G mux € M. Tana je
M, nzomopdro porn Hojmanosoj anredopu M; y H ® L*(G) ® LQ(@) Koja je

reHeprCcaHa OIepaToOpPUMa
(21®1®1,0,00, 1,101, ®\, | 1€ M,ge G, pe G},

Ipu YeMy je \,, CXOIHO IPETXOIHUM O3HAKaMa, JE€Ba TPAHCIAIN]a €JIEMEHTOM
p~! ma L*(G).

Jlokas: Ipema Crasy [5.8, My je msomopdua ¢por Hojmanosoj amre6pm

TeHEPUCAHO] ca
(FRL1IQU,®\, | Te M x,G,pe G}, (5.2)

Cagna mo mcrom crasy, W(M x, G)W* je remepucana ca {x®1,a, @\, | x €
M, g € G}, roe je W mepurucano ca (WE)(g) = az&(g), € € C.(H:;G). Ha
CIMYaH HAYMH Kao IITO CMO HOKa3alIu Ia 7, (r) u 1 ® v, KoMyTupajy, Moxe ce
nokaszaru na koMmyrupajy u W u 1 ® v, na nemoBameMm omneparopom (W ® 1)
cieBa, a 3atuM oneparopoM (W*®1) 3necua na remeparope u3 , nobujamo

TpaskeHo TBpheme. [ |

Jlema 5.13. ®on HojmanoBa anredbpa M; je m3omopdrua ¢por Hojmanosoj
anre6bpu My vy 9 ® L*(G) ® L?(G) renepucanoj ca

(z®1®1,0,0\,®1,101,Qv, | te M,ge G, pe G}.

~

Jloxas: Heka je F : L*(G) — L*(G) yautapau nszomMopdusam KOju IpoOmUpyje
®ypujeosy Tpanchopmanujy ca L(G) n L2(G) (0Bo MOKeMO na ypamsuMo 1o

[Mnanmapenosoj teopemu [3.17] u IlonTpjarmHOBOj TEOpEMU O HYATHOCTU
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3.29). Taza je 3a cBe f ¢ C’C(@)

Ila ©ucMmo mokazanu JieMy, HDOocMaTpajyhu OpeTXomHy, [OOBOJBHO je na
norazxkeMo nma je FAF* = v, 3a cBe q € CAT', jep OucMO MHOKEHE€M CJIeBa Ca
(1®1®F), a 3arum MHOKeHmeM 3mecHa ca (1 ® 1 ® F*) omeparopa koju
regepumy M, mobujamo omepartope koju rerepumy Ms. 3a TpoU3BOJLHO
fe CC(@) je Tana

(FAf)(g) = Jp_g)(kqf)(p)dp = J@f(qlp)dp = JMf(p)dp

G

=3 | P9 W) = T F)(9) = (7 o).

oJlakJjie MHOKemeM ca J* 3mecHa nmobujamo tpaskeno. Ha kpajy Ou Tpebdaio
IPOKOMEHTAPUCATU Na CMO Ha IOYETKY M3JIarama MOPAIN V, Oe(PUHUCATHA Ha
L*(@G), a ve camo na C.(G) Koju je cByma rycT y mewmy, jep F [ npunana L?(G),

anu y ommreM ciydajy He mopa outu y C.(G). |

Jlema 5.14. Anrebpa Ms je mzomopdua o Hojmanosoj anrebpn Ms®1 ma
npoctopy HR® L*(G)® L*(G), rae je M3 dpon Hojmanosa anrebpa y HQ L*(G)

reHepUCaHa, OIepaTOpPUMa
{r®1,a, @\, 1 Q1 | xe/\/l,geG,peCA}}.

Jloxas: Hajnpe npumeTumMo ma MozkeMo umentupurosaru npocrope L2 (G x Q)
ca [*(G)®L?*(G) na cnenehu nauun: enementy f®g, f,g € C.(G) npuapyssumo
pyurumjy (s,t) — f(s)g(t) y C.(G x G), a 3arnm rako je C.(G) cByma ryct y
L*(@), npomupumo uzoMoppusam a0 oArosapajyhux mpocTopa.

Cana nmedpurumummo ymutapan omepatop U ma L*(G x G) ca (Uf)(g,h) =
f(gh,h). Jlako ce Bumu ma U caura C.(G x G) y camor cebe u na je y IATamy
U30MEeTpUja.

[TocmaTpajMo cama Kako v, @ v, u A, ® 1 menyjy ma L*(G x G). Bagn

(v @) f)(g, h) = p(g)p(h) f(g,h)

n (A ®1)f)(g.h) = f(r'g,h),
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roe r,g,h € G, p e G u feC. G x G). Onmarane mobujamo na Baske cuaenehe
jeTHAKOCTH!

(U*(p @)U f)(g,h) = (1, ® 1)U f)(gh™, h) = p(gh=1)p(h)(U f)(gh™", h)
=p(g)f(g,h) = (1, ®1)f)(g, )

(A @ DUf)(g:h) = (A @ WU f)(gh™ k) = (Uf)(r~"gh™", h)
= f(r7lg,h) = (A @1)f)(g, h).

Haxine, norazamau cmo ma je U*(v,Q1,)U = 1,®1 u U*(\,®1)U = A\, ®1, na aro
nmeayjeMo Hajupe caeBa ca (1QU*), a 3atum 3xecHa ca (1®U) na omeparope

Koju remepurry My, mobujamo omepatope koju remepuiny Mz ® 1. [ |

[Ipe mero mro mobhemo mo mociaenmer KOpaka, JOKAKUMO jeIHy TOMONHY

jeMy.

Jlema 5.15. ®oun Hojmamosa anrebpa remepucana ca A\(G) u I/(CAJ) ma L*(G)
je meo mpoctop B(L*(@)).

Zlokasz: Y myxy mapyre riaBe, 0O3HAUYMMO UCTUM CJIOBOM PEIpPE3eHTall]jy IPyIe

~ A~

LYG), v: LYG) — B(L*(G)) mary ca

u(f) = f F(p)vdp.
G

Tana ce ¢pon Hojmamoa anrebpa remepucana ca v(G) mokmama ca (OH

A~

Hojmanosom anre6pom remepucanom ca v(L'(G)). Ilpumerumo na je Tana
sa fe LY@),¢ e L2(G)
W1 = [ £owtdn = | swmedy - e
G G
na je v(f) HUmMTA APYrO IO MHOMKEHE Ca f Kaxko je ckym {f| Ll(é’)} CyCT y
Co(G), a Cy(G) ryct y caaboj oneparopckoj Tonosaoruju y L*(G), To MOkeMO

A~

3akmyunTy 1qa je pou Hojmanosa anrebpa renepucana ca v(G) ynpaso L*(G).

Kako je L*(G) A6enosa ¢pou Hojumanosa amrebpa, To je

(AG) U V(@) < LP(G) N MG)'.
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Anu ako f € L*(G) menmyje rao omeparop wmuHOkema U(f) € B(L*(G))
dynrmujom f, Tama 3a cse £ € L*(G) u he G

AP (FINEN(R) = (D(F)NE) (g™ h) = flg h)(N&) (g™ h) = fg™ " h)E(h).

Axo 7(f) € M(G)', tana Basku f(h) = f(g~'h) ckopo cByna, ma f mopa Gurtn
koncranra. Omarie je LP(G) n A(G) = C, ma je xomauno (A(G) u v(G)) =
B(L*(@)). |

Jlema 5.16. Anre6pa Msj je usomoppua M ® B(L?*(G)).

Lloxas: Ilocmarpajmo nonoBo yaurapuu oneparop W nepunmcan ca

(WE(9) = agé(g), &€ Ce(;G).

Nz craa [5.8] smamo ma je ¢om Hojmamoa amrebpa W (M x, G)W*
reHepucafa ca r® 1 u a;, ® Ay, rne v € M u g € G. Cunenehu numn je na
nokaskeMo na je WM ® L*(G))W* = M ® L*(G).

Hajmpe, 3a x € M, € H R L*(G), g € G Bawm:

(W@ DHW*E)(g) = (W2ra(2)W*2E)(g) = aj(ma(x)W*E)(g)
= af]ag_l(x)(W*Qé’)(g) = a3a9_1(:c)a;25(g)

= agayra,a,7(g) = ag(2)8(g)-

Onatie je 3aye/\/l’1/1pe@

ag(x)yp(9)€(9)
(y@vp)(W(x @ 1)W*)E](9),

[(W (@ )W) (y ®1,)¢](9) = ay(2)[(y ® 1,)€](9)
= (Y@ vp)(ay(x)€)(9)

rme ¢cMo y oba HM3a jeQHAKOCTM KOPUCTUIM Bell TPeTrxomHo moKa3aHe
npenturere (M y APYrOM YUWEEHUIy Oa Yy KOMyTupa ca cBum u3 M). U3

U3BEACHOI MOMKEMO 3aKbYUYNUTU A
W(z®1)W* e (M @ L?(G)) = M® L*(G),

re CMO KOPUCTUIINM IPETXOJHY JIeMYy U BPJIO BaykHy UMeHUIY (KOjy, JOIyIIe,
HUCMO moKasaun) na je (M Q@ N) = M'® N'. Ca apyre crpane, 3HaMO na je
W*(x @ )W = m,(z), na je 3a cee ye M',pe G.ceh ® L*(G) Ttauno

[7a(2)(y @ 13)€](9) = ay-1[(y ®vp)E](g) = ag-1yp(9)€(9)
= (Y ®vp)ay-1£(g) = [(y ® vp)ma(w)E](9),
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na je W*(z® )W e M ® L*(G). Komauno, karo je W*(1® v,)IW = 1Q v,
nobujamo ma je

W(M® L(G)W* = M® L*(Q).

Cana, raro je W*(a, @ \))W = 1® Ay, To je W*(ay, @ \g)yecW = €@ A(G).

[Ipumenom mperxonue jgeme, mobujamMo ma je
W*MzW = [M® L*(G) u CRNG)]" = M® B(L*(Q)),

IITo CMO M XTeJaM Ja JORaKEMO. |

Ha kpajy, kombuuoBamem iema [5.12H5.16] u Crasa [5.8 mobujamo

TeopeMy KOja je KpyHa OBe IjaBe.

Teopema 5.17. [Teopema 0 AyaIHOCTU yKPIITEHOT MPOM3BOAA] Y KPIITEHN

npousson (M x,G) 4G je M30MOp(aH TEH30PCKOM IPOU3BOLY M®®B(L*(Q)).

5.5 IlyasHe TeKuHE

Y oBowm, mocienmmeM ey pamga, mpukaszahemo jom jemny Tomuruny
anredbpy, wu3 Kkoje hemo wu3BecTH jemHy UACHTU(PUKAIW]Y YEPIITEHOT
IpOM3BOJA, & HMOTOM U NePUHUCATU TEKUHY Ha HWeMy, Koja he Outm, y
OUMIJIETHOM CMMCIY, OyaJHa TexuHu Ha GoH HojmanoBoj anredpu.

Hera je ma ¢om HojmanoBoj anrebpm mara TeRUHA (p KOja je HOPMAJIHA,
OJIyKOHAUYHA " BepHa. KRopucrehum o3Hake ca modyeTkKa rJyaBe, HeKa je §)
KOMILIETUDpame N, U 1) yrarame n, y §. Fcnocrasmpa ce, mMTo je HOTIYyHO y
CKJIamy ca TeopeMoM [5.2] Ka0 M UYMIeHWIaMa M3 IPETXOLHOI [OrJIaBjba A
je A = n(n n n*) nyna nesa Xuuabeprosa anrebpa rtaksa ma je M = R ().
Nnak, mosxkemo nmpounahu u oaroBapajyhy Tomutuny anredopy 2y. Hboy umnm
CKyT CBUX aHAJIUTUYKUX ejnemenata y 2 y omaocy Ha {A" | t € R}, Tj. cauka
CBUX aHAJUTUYKAX eJeMeHaTa y N n* y ommocy Ha of . Ilomcermmo ce ma je
of(z) = A"zA™ x € M,t € R u npupomgro Bazku A'n(z) = n(of(z)),z € n.
Hakne, 3mamo na je M = (). Ose uumenune hemo kopucturu 6e3
nybser 3anaskema y IOKasze Koju ce, BpJo merassHo, mory Hahu y (Tak03)),

aJi ca CBUM O3HAaKaMa M YUH-€HUIlaMa KOje 3HaMO, Heyjy CKPO3 IIPUPOITHO.

Hamomena 5.2. Y oBoMm meay heMo KOPUCTUTH HOTAIMjy TOE€ je Omeparuja
npencTaB/beHA Kao cabupame, a He KA0 MHOKeme. Pa3sior 3a oBy OmIyKy je
’KeJba Jla ce NMPUKaKe Ia HoTaluje OYKBAJHO HE MeWajy HUIITa, MaKO Ce Yy
KOMYTaTUBHOM CJIydYajy CBe demrhe KOPUCTHU IJIYC HOTaIllja, Kao IITO je TO U
y pany (Tak73).
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Hebpumannuja 5.9. Texuna ¢ (mpm TOM moApazyMeBaMo [a je y IUTamy
BepHa, MNOJYKOHAUHA, HOPMAJHA TeKMHA) Ha M ce Ha3uBa PEJIATUBHO
WHBAapMjaHTHOM Yy OIHOCY Ha [nejctBo « Ha rpymu (G ako TOCTOju

HEIPEKUIaH MO3UTUBAaH XoMoMopduzam x : G — R, Tako ma Bakwu:

poay=x(9)p, geG.

[IpernocraBuMmo cana na je ¢ pelaTWUBHO MHBAapUjaHTHA TeskuHa HA M. Kako
Cy OUWIJIEeTHO T'PyIe MOAYJAPHUX ayToOMOp(U3aMa IPUAPYKEHUX ¢ U X(g)p
ucTe, Tama rpyna MOLyJapHUX ayToMop¢uszama {o;} KOMyTUpa ca IejCTBOM

a rpyne G. To caenu u3

o _ x(@p _ _poag _ _—1 _ ¢
of = o, =0, =a, oofoa,, geQG,
IpY YeMy TOCTIe A jeJHAKOCT cienu u3 nocaemune [5.4) mpumemene Ha 0 = ay.

Cazna hemo 3a cBako g € G nepunucaru oneparope 1(g) u U(g) na n, ca:
T(g)n(x) = no ag(z);

U(g)n(z) = x(g)"Fno a,(z), xen,.

Omneparope T'(g) u U(g) 3aTuM OpoOmmMprMo A0 OrPAHUYEHUX OllepaTopa Ha §)
npy yemy heMo 3aIp:KaTy UCTY HOTAIM]Y.
[Tpumerumo na cy mpecaumkasamwa U : G 3 g — U(g) u T : G 2 g — T(g)
Hempekuane penpesenranuje G Ha ) u npuroMm je U yHUTApHA.
M3 masonpe mokaszaHe KOMyTaTUBHOCTHU {0} } u mejcrBa rpymne G o mmaMo na
je
T(g)A™ = A™T(g);
U(g)A" = A"U(g), geG,teR,

mTo heMO KOPUCTU y map HapeIHUX MOKa3a.

*

[MIraBume, ¢ ob63upoMm ma je anrebapcku *—ayrtomopdpuzam uma A, T(g)

KOMYyTHPa ca OmeparopoMm S NeGUHUCAHUM y UYETBPTOM IMOTJIABJLY, 14 TUME
. . 1
1 ca yHUTapHOM uMHBOJynujoMm J Ha §) (momcermmo ce ma je J = A2S) ma

Baske jomr nmBe ocobuue Koje hemo Takohe KOpUCTUTU Y JOKA3UMA:
T(g)J = JT(g);

Ulg)J = JU(g), g€G.
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Opnarme, T(g), a camum tum u U(g) ocraBmajy Tomuruuy anrebpy
WUHBAPUjAHTHOM.

Toxkom oBor morsaBma hemo ce HaBUTU TPOCTOPOM HENPEKUITHUX (YHKIM)a
n3 JoraJgHO kKommakTHe AOGenoe rpyme Gy Tomwurumy asnarebpy 2y ca
KOMIaKTHUM HocadeMm u o3nauaBahemo ra ca C.(2y;G). Tomuruny anrebpy
2Ap cHabmehemMo  JOKAJIHO  KOHBEKCHOM  TOIOJIOTHjOM  WHIYKOBAHOM
pamunujom cemmuopmu Ha g {px|K mposasu cBe KOMIAKTHE NOICKYIOBE

C} medunucanom ca:
pic(§) = sup{AZE] + [m (AT + [m(AZE)[} € € Ao.

Ha C.(y; G) medpuummemo crajgapHu Npou3Bon Ha cienehn nauwmn:

<am=J@@»mmwm & e Co2: ).

[Ipumernmo na rkommierupame C.(Ao; G) mHuje mmmra npyro mero L*($);G)
(kopucTuhiemMo HOTaNUjy TAe NPBUA NPOCTOP O3HAYABA KOJOMEH, a APYTHU
mOMeEH). Y HapegHOM TeKCTy heMo ce GaBuTU anrebapCKOM CTPYKTYPOM Ha

C.(p, G) rOjy mepumuumemo momohy:

@m@wiﬂT«mag—mmwmm

G
§#(9) = T(—9)¢(—9)*;
[Aw)€](g) = x(9)°A%E(g),w e C.
Cana OYUIIIEeTHO BaXKU

A(W)Co(Ao; G) = C(Ug; G),w € C;

Ce(o; G)* = Co(Ao; G).

3aTBOPEHOCT MHO¥KeHma Ipu ynpaso mepurucanum oneparmmjama y C.(o; G)

nokasyje ciaeneha mema:
JIema 5.18. Ako cy &,m € C.(;G), rana je u npousson &n € Co(Ag; G)

Joxas: Hepmuumunmo &,(g) = AYE(g) n n,(g9) == An(g), rme w € C,g € G.
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Tana je

€n)(9) = [[T(m)A®eg — m)An(h)1dh
— [1a%T(m)etg - mA“n(R)dn

&
_ f A[(T(~h)E(g — h))n(h)]dh
= A¥ J[T(—h)f(g — h)In(h)dh = A*(En(g)),

G

IpU YeMy TPEeTIOCIenmha jeIHAKOCT BAKU U3 3aTBOPUBOCTU omeparopa AY.
Omatie £n(g) € ©(A¥) 3a cBe g € G.

Canma 3a cBakum rommakradn ckyn K < C (uecro hemo mnpeckakaTu
o0Opa3iokema KOja ce TUYY OCHOBHE Ne(PUHUIMjEe JOKAJIHO KOMIAKTOI CKYyIla

G), osHaunmMo ca:
c(9) = sup [ m(€uly — 1) moa(h))
Tama 3a cee (€A u we K,
7€) 9) = 7 (0) [Tl ~ Wl
R (OIT (&g = W)

m(T(=h)&w(g — h))mi(n.(h))Cdh

|
— Qe— O%—

o o m(En(g — h))m(m(h))dh]é,

na je (KOpUCTUMO M MPETXOIHU PavyH)

|7 (A%En(9)) ] < vx(9)[<]-

Omnasme je A¥¢n(g) orpanmuen ciesa 3a csako w € C. Twume cmo morazanu
na &n(g) € Ay 3a cBaro g € G.

Canma HaAM je mpeocTasio na MOKaxkeMO na &7 HempekuOHa (yHKIUja ca
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KOMIIAKTHUM HOcadveM. Jla mMma KOMIIaKTaH HOCAY je TPUBUjAJIHO U CJIEIU U3
cBojcTBa KOoHBoayuuje. Jloraskumo ma je ¢ymrmuja G 3 g — €En(g) € 2Ap

HEIIpEeKuIHa. Y 3MUMO IIPOU3BOJLHE ¢, g € G. Tama je

sup [A(&1(g) — &n(go)) | = sup [€un.(9) = &t (90)

= sup | | [T(=h)A%(E(g = h) = &lgo = h)][A"n(h)1dR|

< sup j m(A%(E(g — h) — E(go — W) A“n(h) | dh
G

weK

< f prc(€(g — ) — £(go — W))prc(n(h))dh,
G

a IIOCJe O M3pa3 TEERAU 0 xama g — go. CauuHoO ce ImOKaske da 1 IIpeocTaJia

IBa M3palda Koja yUYecTBY]y y depuHUIMjU pr Texe ka 0 kama g — go, Tj.

lim sup |m(A%En(g)) — m(A“En(go))| = 0;

9790 weK

lim sup |7 (A%En(g)) — m-(A¥En(go))| = 0,

9790 weK
YyMe CMO IOKa3aJId [1a je TpaskeHa QYHKIUja HeIpeKUIHA, a TUMe U NOKA3aJIu

na je C.(2p; G) 3aTBOPEH 3a TPOU3BOLI. [ |

Jlema 5.19. 3a cBe &,1,( € C.(p; G) Bazxu (En)¢ = £(n¢), rao u &n, () =
n,67C).

Zoxas: Hora3 cienu npumenom PybuHUjeBe TeopeMe. [
OBumMm cmo morasanu ga je C.(2y; G) uaBoayrtusHa anrebpa uan C.

JIema 5.20. 3a ¢urcupan & € C.(y;G), oneparop seBor MHOKewma m(§) :
C.(p; G) 3m— &n e Co(Up; G) je orpanmyes.
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Jloxas: 3a npoussomHo 1 € Co(Up; G) Bakm:

K@(N:U{ﬁTemag—mmmwmqwmg

<[;MTFMﬂg—MMM%amme

Q
X
> Q@

gf'am%ﬁw—mmwwawMMh

<f|m@@—m>mwwameh

IpU YeMy CMO y YEeTBPTOM peny yHOTpebumam cMeHy ¢ <> g + h m kopuctuiu
TPAHCJIATOPHY WHBAPUjAHTHOCT XAapoBe Mepe, HOK CMO y HapPEeIHOM peny
uckopuctuau Romu-IlIBapnoBy mejemnaxkoct. V3 u3BemeHOT padyyHa, UMaMO
na je

n@||gpmno||mfwl 9)ldg,

yrMe CMO TIOKa3auu na je m(§) orpanuyeH omeparop. [ |

Jlema 5.21. 3a npoussomnny ¢yarmmjy f € C.(G) u 3a cse £ € L*($);G), Heka

m=ffm—maMM
G

Tana Baxke caeneha tpu TBphema:

je

(1) f =& je H-Bpennocna L? naTerpabusina HenmpekumHa GpyHknuja Ha G
( )3&CB€§€C(Q{0, ) f §EC<Q’[07G>
( ) 3a cBe 57 ne Cc<m0> G)

(f=&)xm=Ff=(&n), (f=&m =& fFn),

rae je f* nepunucano Ha crammapnad HauuH f*(g) = f(—g).
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Joxasz: Hera je {,}neny HU3 y Co(2; G) Taras ma je lim | —&,| = 0. Tana je:
n—aoo

|f = &(g) = f *&aly £ (g = WI[E(h) = &n(h)|dh

1< [
(lvg hldh) (flf e )Hth)
(!

Fh th) €&l =0,

rae apyra #HejegHakoct caenu u3 Rommu-IIIBapiiose nejeqaakocTu, a mociaenma
jeMHAKOCT U3 TPAHCJIATOPHE WHBAPU]AHTHOCTU.

Opnarie je f*¢& yaupopmun aumec {f * &, tnen, A KAKO Cy OHE HENPEKUIHE, TO
je u f+& menperknana. L? maTerpabumHocT f*§& moOMjaMO Ha OCHOBY CJIMYHOT
pasmarpama kao y nperxonuoj Jlemu. Tarobe, (2) je ouurmenno, a (3) je

OYEKMBAHO OUPEKTHA nmpuMeHa PyOuHUjeBE Teopeme. [

JIema 5.22. Ckyn cBux npoussona &7, npu uemy cy &,n € Ce(2do; G), je cByna
ryct y L*($);G).

Zoxaz: Y3MuMO TpPOU3BOJbAH €JIEMEHT ( € LQ(,G‘);G) OpPTOrOHAJAH HA CBE
&n,&,me Co(Uo; G). To 3naum na je

J<§n (9))dg = 0,&,m € Ce(Uo; G).

Cana no nperxomuoj Jlemu umamo na je 3a cse f € C.(G)

En, [+ =<(f"=En, ¢) = 0.

Yamumo cama mpousBomHe f1, fo € C.(G). Kako ¢ynrnmuje

ge G~ filg)llg) = (fi)(g) m g € G — fag)n(g) = (fon)(g) mpunanajy
C.(o; G), rama &n € C.(Ap; G), 1O je

(R (o). f O = j LHOUFm) (@), (f » Og))dg

- j £1(9 — W) o (W)AT(=)Eg — W)n(h), (f = ) (g)ydgdh

GxG

_ j j £1(9) Fa (YT (~R)E()(h). ( = C)(g + h)>dgdh.

GxG
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Kako cmo f; u f; Gupanu Tpous3BOBHO M KAKO je (yHKIH]ja

G x G 3 (g, h) = (T(=h)E(g))n(h), (f =g+ h))eC

HEMPEKUIHA, TO je

(T(=h)E(g))n(h), (f xC)(g +h)) = 0,Yg,h e G.

IToceGuo, 3a h = 0 mobujamo (&(g)n(0), f = ((g)) = 0 3a cBe g € G. Kaxro ce

Bpennoctu enemenara u3 C.(2p; G) anynupajy y QUKCUPAHO] TAUKU HA IEIOM

%y, 10 je (&n, [+ C(g)) = 0 3a cve &, e u ge G, maje fC(g) =0 3a cve
g € G. Cana 3a cBaky roMmmakTHy okoiuHy K y G omaGepemo fx € C.(G)

raxo ga je § fx(g)dg = 1. Tama mpexa {fx = (} xoEBeprupa y HOpMHE Ka (.
G
Twume je
¢ =lim fg = ¢ =0,
JyuMe je MOKa3 3aBPIIEH. [

JIema 5.23. 3a cee we C u &,n e C.(Ap; G) Baskm:

Aw)(&n) = (Aw)E)(Aw)n);
(A(w)&)* = A(-w)¢?.

Zoxasz: IlpBo tBpheme cienu u3 caeneher HU3a jeTHAKOCTU:
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Hpyru neo tBpbhema je moka3aH OIET YUCTO PAYUYHCKU:

YyyMe je MOKa3 3aBPIIEH. [

JIlema 5.24. 3a cse &,n € C.(2A;G) Baskn

A ny = (&),

Zoxas: ITora3 oBor TBphema je MOTIYHO PAUYHCKA U MOKa3aH je ciaenehwnm

jemHaKOCTIMAa

*, &%) = [T (=g)n(—9)". T(~9)&(~9)*)dg

(X(9) 72U (=g)n(=9)*, x(9) 2 U(=9)&(—9)*dg
X(9) U (=g)n(=9)*, U(=9)&(=9)* )dg
X(9) 7 n(=9)*, &(=9)*)dg

X(9) 7 (A&(=g),1(~9))dg

I
[
[
[
I
M

X(9){AE(9), n(g))dg = (A(LE, n)

J
G

Capna, ¢ 063upoM Ha OUUIJIENHY YMHEHULY Oa je (YHKIN]ja

C 3w AW, = j (E(9)°A%€(g), n(9))dy,
G

neaa 3a cse &n € C.(p;G), KA0O M Ha OCHOBY IEJOKYIHOT IPETXOIHOT

n3Jjarama 3aKbydyjeMo:

121



Teopema 5.25. Asrebpa ca wmuBOoaymujom C.(p;G) je jemma Tomwmrnaa

ajaredopa.
Omumumo u oarosapajyhy uaBoxynUjy J.

Jlema 5.26. Ilpunpy:xena yaurapua unBoxynuja J ma L2($);G) je mara ca

JE(g) == U(=g)JE(—g) = JU(=9)&(—g), &€ L*(H;G).

Jloxas: 3a npoussoman £ € C.(p; G) pauyHamo

(TE)(0) = (A()E¥) () = x(9) AEH(9) = X(0) AT (~g)é(~g)*
= U(—g)A:AT2JE(—g)
= U(—9)J&(—g) = JU(=9)&(—9),
mTO je u Tpebayo moKa3aTu. [ |

HajBaskuuju pesynrar oBor omeska, nopen uumenune na je C.(2g; G)

TomuTuua anredbpa jecTte HapemHA TEOpEMa.

Teopema 5.27. Jlesa ¢ou Hojuanosa anrebpa R;(C.(p;G)) Tomwurune

anrebpe C.(p; G) moknama ce ca yrpmreHuM npoussonom M X, G.

Jloxas: Heka je £ npousBoman enement u3 C.(2g; G). 3a cBaku g € G, HeKa je

2(9) = agm(&(g)) € M;

x = Jﬂa(a:(g)))\(g)dg eMx,G.
G
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Tana 3a npoussomne 7, ( € C.(Up; G) mmamo

(e, ¢ = j (ma(@(@)) M), O)dg

B JW {ag (@ (9))n(h — g), C(h))dhdg

- JW {ag Ly om(&(g))n(h — g), ¢(h))dhdg
- i( {T(g — n&(g)In(h — g),¢(h))dhdg
- ff (T (=9)s(h = g)In(g), ¢(h))dhdg

= &n, ¢ = {m(§)n, O)-

Omasne je m(§) = x, nma camum tum 7(§) € M %, G, a kKako cMmo £ Gupaun
npousBosbHO, TO Baku R (C.(™p; G)) € M %, G.

Ilokaskmmo cama m obparan cmep. Crpateruja kojy hemo je kopuctutu je
cnemeha: morazahemo ma m,(x),x € M u A(g),g9 € G KOMyTUpPAajy Cca JEeCHOM
¢ou Hojmamosom anrebpom Tomwurune anrebpe C.(2g;G), omakne he
npunanaru JyeBoj ¢oH HojmanoBoj anredOpm, mTo Ou DOKA3aJI0 CYIPOTAH
cmep. Hera je z = m(§) € M (oBo 3mamo mo gedurnnuju Tomwurune
amrebpe 2lp), mpu uemy je & € 2y TPOU3BOJLAH. 3a TpomM3BOJHAH

ne C.(A; G), dbyurnmja
G 39— (ma(z)n)(9) = ay (x)n(g) = (T(=g)&)n(g) € Ao

je HempekuIgHa y OTHOCY Ha JOKAJHO KOHBEKCHY TOMOJOrujy Ha 2y KOjy cMO

mepuHUCANIM UM UMa KOMIAKTaH Hocad (IpocTo, 1 je Taksa), ma
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To(z)n € Co(™Uo; G). 3a npoumssosman ( € C.(Ag; G) Bawu:

() ma(@)n)(g) = ((Tal@)m)O)(9)
~ (1P h)(ral@ym) g — W)

_ f[T(—h)([T(h — 9)éolnlg — W)IC(h)dh
G

_ JP(T(—Q)fo)(T(—h)U(Q — B)C(h)dh

- 0, (@) [ (@(-hng ~ W<k}

G

= (ma(2)(1€))(9) = (ma(2)m: () (9),

Ipu dYeMy CMO KOPUCTHJIM OCOOMHE U3 MPETXOIHO M3BENEHOr u3pa3a 3a
To(x)n. Hobumnu cmo na m,(r) komyTtupa ca m,.(£), & € C.(Up; G), ma komyTUpa
u ca npecuoMm ¢ou HojmamoBom asrebpom R, (C.(Ap;G)), ma camum TuM
npunana R (C.(Ap; G)). Karo m(2y) remepume M (IOHOBO KOPUCTUMO
cBojcrBo Tomurune anrebpe 2g), 1o je 7, (M) canpxano y R(C.(Ap; G)).

[MIto ce tuue A(G), npunnun je umcrtu. Y3MuUMO mpousBoman g € G u

npoussosmre &, € C.(Up; G). Tana je

(Alg)me(m)€)(h) = (mr(m)&)(h —g) = (En)(h — g)
[T(=5)&(h — g — k)]n(s)ds

[T(=5)(Mg)€)(h = k)]n(s)ds

I
= QA A—

Ag)&)n)(h) = (m(n)A(g)€)(h),

re CMO KOPDUCTUJM CaMO OCHOBHE HeduHuUnuje omeparopa. Tume cMmo
nokazanu ga A(g) u m,.(n) komytupajy, na tume u A(g) € R(C.(™Uo; G)). Karo
R (C.(Ag; G)) canpsku rereparope porn Hojmanose anrebpe M x, G, \(G) u
Ta(M), 1o Bazku M x, G < R (C.(Ap;G)), ymMe CMO KOHAYHO HTOKA3AIN
TpayKeHo, Tj. HOa je

M x, G =R (C.(o; G)).
[ |

IMocnemuna 5.28. $ou Hojmanosa anre6pa (M x, G) (koMyTaHT yKPUITEHOT
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npousBona) je remepucana omneparopuma 7' (y),y € M’ u X (g9),9 € G roju cy

ne¢rHUCAHU Ha cienehu HAYMH:
(7' (W)€ (h) = y&(h);

N (9)E)(h) == U(g9)&(h +g), €€ L*($:;G),hed.

Zoxasz: Ilpema nperxonnoj Teopemu u KpajmeM pe3yITaTy IPETXOIHE TJIaBe

(Teopemu [4.21)) 3namo na je
J(M x4 G)J = (M x4 G).

Omarie je (M x4 G) remepucan ca Jra(M)J n JA(G).J. Tama je mo mMamompe

M3BeeHO] mepuHUIMjU oneparopa J, 3a MPOU3BOBHO T € M

rae je y = JoJ € M’ (moHOBO mpema pe3yiaTaruMa U3 MPETXOOHE TJIaBe).

3a Opyru meo mMamo

yuMe je MOKa3 3aBPIIeH. [
Canma MOskeMO Ha OPUPOAAH HAYMH AepuHUCATUA TEXRUHY @ HAa M X, G.

Hedmuunmja 5.10. Kanoncka rexuna ¢ za M X, G npuapyxera ToMuTuHOj
anre6pu C.(2ly; G) Ha3uBa ce myasiHA TE€KWHA Yy OMHOCY Ha TEXUHY @ Ha M.

Hyamna TexxuHa @ nata je GopMyIoM

€l ako je x = m(§)*m(E), e,
@(r) = :

400, nHAUE
rae je 2 myna nesa XunGeproBa anrebpa (C.(Ap; G))".
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Heka je A MomymapHE omepatop Ha L*($;G) npunpyswen C.(Ag; G).
Takobe, o3maummo ca {07} MomynapHy Ipyly ayroMoppuzama Ha M X, G

IPUAPYREHY OYaJHO] TeKUHU ¢. Tana Baku caemehu cras:

Cras 5.29. Monyaapsaa rpyna ayToMopdusama {07} nenyje na mo (M) u M\(G)
(umMe ommcyjeMo mejCTBO M HA YKPIITEHOM Ipou3Boay) Ha ciaemehwu mauwn:
of omy(x) = a0 0f(x) x e M,;

af (A(9)) = x(9)"Mg), geG,teR.

Jloxas: Honcerumo ce ma je (A™€)(g) = x(g)"A"(g), 3a & € L*($;G). Tana
je:

(0 o ma(2)€)(9) =

JyuMe je MOKa3aH MPBU Oeo TBphema.

Ilpyru meo omet cieny M3 jeTHOCTABHOT pPavyHAa:

oJakJe je

mTO je u Tpebayo moKa3aTu. [ |

[Tormemajmo cama Kako MOyajdHO HEjCTBO (O TPAHCHOPMUIIE NyaHY
re:xxuay @. Hajupe, nokasxmmo na je u(p) :=1Qv,, pe G *—ayToMopduzam
Tomurune anrebpe C.(2; G). Ouuraenuo je na je pu(p)C.(o; G) = C.(Ap; G).
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Tana 3a npoussosmue &, n € C.(Ap; G) umamo na je

r

[(1(p)E) (u(p)n)](g9) = ] [T(=h)(u(p)€)(g — h)](p(p)n)(h)dh

I
[ | S—
3
S

|
=
=

=
~
<

|
3/
=
S~—
=,
=

U

>

Tj.

Tume cmo mokaszamu na je u(p), p € G *—ayromopduzam Tomurune amarebpe
C.(o; G), KOju Takobhe uyBa cramapHu HpousBox jep je yaurapad. Omasne
je,

dpom(§) = m(u(p)€), pe G Ee (U G).

Omarae, Takohe MOKEMO 3aKBYUYUTU 18 BAKU:

Cras 5.30. IlyaJgHO mejcTBO (O AyaJiHe IpyIIe G ma YKPIITEHN TTPOU3BO,I

M %, G ocraBiba OyaJHy TEKUHY @ WHBAPUjAHTHOM.

Moxe ce mokaszatu mna je IOyajiHA TeXWHA BepHa, HOPMAaJHA WU
nmonykoHauHa. Wnmak, ma Oum ce TO ypaamio, mOTpebHO je yBecTu HOBE
KapaKkTepu3aluje HaBeIEeHUX MOjMOBa, a caMO M3BOheme je mocTa 3aXTEeBHO.

Heramu ce mory nporahwn y (Tak03).
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3akdpydak

[Mum oBor macrep pana 0OMO je mda ce M3JI0KU Teopuja JOKAJTIHO
KOMIAaKTHUX AOes0BUX Ipymna, aju ca MOCeOHUM OCBPTOM HA H-€He MPUMEHe
y omepaTopcKuM ajrebpama, KOje IpPencTaBibajy o00JIaCT MHTEpecOoBama
ayTopa. Rako cy obe obmactu u3pas3mTo Besuke u came 3a cebe, ocTaso je
[IOCTa MaTrepujasia Koju 300r OrPAaHUYEHOCTU HUje HaIlao CBOje MECTO Y
pamy. Hajope, y mnpBoM mesy HUje IOKa3aHa aHaJU3a Ha JOKAJHO
KOMIIAKTHUM TIpynaMa, npe cBera uyBeHa llurep-BejmoBa Teopema, rao u
penpesenranuje Jlujesux rpyna koje ce mory npouahwn y (Foll5).

[IIto ce Twuue gpyror mgena, YKPIITEHM NOPOU3BOL je Y OIEepaTOPCKUM
ajrebpaMa ¥ JaH maHAC jeAHA O HajaKTyeJdHMjux TeMa. HapaBHO, Mu cMO
OBJIe TOKA3aju MaJiTeHe caM yBOJ (3a MHOTO IEeTAJbHUJU ajld U OOUMHU)U
npura3 noriaenatu (Tak03)) u To camo 3a ¢or Hojmanose anrebpe, mok
HapaBHO HCTO MOKe Ha ce yuumHu u y ciaydajy C*—amnrebpu. Mounepna
cuMbro3a OBUX 00JACTU Cy MOKJIa JIOKAJIHO KOMIIAKTHE KBAHTHE T'PYyIEe KOoje
cy yBemam 2000. Stefan Vaes m Johan Kustermans y paxy (VKO00). Mnoru
ACIICKTN OaJbel’ UCTPaskrMBalka MOTY CeE HpOHahI/I Y BUXOBUM paaoBUMa, KaO
n HOp. Yy pamoBuma Ami Viselter-a, a mocebGan ocBprt Ha ¢on Hojmanose
anredbpe Moske ce mpoHahu y pamoBuMa ABa BPJIO 3HAUYAjHA WUMEHA Y OBO]

obmactu: Sorin Popa u Adrian Ioana.
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