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Uvod

Matematika je oduvek bila prepletena sa ostalim prirodnim naukama i �en znaqaj

u mnogim drugim disciplinama je oqigledan. Opxte je poznato i da su pojedina

podruqja matematike u potpunosti ili delimiqno razvijena kao odgovor na zah-

teve biologije koja je jedna od disciplina u kojoj je matematika naxla xiroku

primenu.

U ovom radu razmotri�emo procese ra�a�a i umira�a kao i �ihovu primenu u ge-

netici. Ova vrsta procesa, sa nekim jednostavnim dodacima, predstav	a prirodan

i formalan okvir za modelira�e xirokog spektra bioloxkih procesa, kao xto

su dinamika populacije, evolucija genoma, somatiqka evolucija kancera i sliqno.

Modeli ra�a�a i umira�a dozvo	avaju postav	a�e mnogih pita�a formulisanih

u pogledu verovatno�e sta�a procesa, stacionarne raspodele, raspodele vremena

prvog ulaza u odre�eni skup sta�a, verovatno�e izumira�a (ekstinkcije), itd.

Rezultati dobijeni ovim modelima se mogu uporediti sa empirijskim podacima,

xto dozvo	ava sprovo�e�e velikog broja statistiqkih testova na osnovu kojih

smo i doxli do velikog broja rezultata.

Svi pojmovi koji se pojav	uju u radu �e biti formalno opisani, kako matema-

tiqki tako i oni koji se tiqu genetike. Ipak, fokus rada je na matematiqkom

pristupu a vixe deta	a o objax�enim bioloxkim elementima mo�e se na�i u

navedenoj literaturi.



1 Osnovni pojmovi 2

1 Osnovni pojmovi

1.1 Uvod u teoriju sluqajnih procesa

Na samom poqetku kroz par osnovnih definicija podseti�emo se osnovnih pojmova

iz teorije verovatno�e i teorije sluqajnih procesa. To su i pojmovi koje �emo

nada	e koristiti u tekstu.

Definicija 1.1 Neka je dat prostor verovatno�a (Ω,A, P ), i neka je (R,B) par

qije su komponente skup realnih brojeva i Borelova σ-algebra podskupova skupa

realnih brojeva. Funkcija X : Ω→ R zove se sluqajna veliqina, ako je mer	iva u

odnosu na sigma algebre A i B, tj. ako za svaki Borelov skup B ∈ B va�i:

X−1(B) = {ω : X(ω) ∈ B} ∈ A.

Neka je X : Ω → R sluqajna veliqina definisana na prostoru verovatno�a

(Ω,A, P ) i neka je PX : B → R definisana sa

PX(B) = P{ω : X(ω) ∈ B} = P (X−1(B)). (1.1)

Lako se proverava da je funkcija PX nenegativna, σ-aditivna i normirana jedi-

nicom, drugim reqima da je verovatno�a.

Definicija 1.2 Funkcija PX : B → R definisana pomo�u jednakosti (1.1)

zove se raspodela verovatno�a sluqajne veliqine X.

Definicija 1.3 Neka je dat prostor verovtno�a (Ω,A, P ), skup indeksa S i

familija sluqajnih veliqina

{Xν : Ω→ R | ν ∈ S}

definisanih na datom prostoru verovatno�a. Sluqajne veliqine date familije

su (potpuno) nezavisne, ako za svako k ≥ 2, svaku k-torku (ν1, ν2, ..., νk) indeksa

iz S i svaku k-torku (B1, B2, ..., Bk) Borelovih skupova na realnoj pravoj va�i

jednakost

P

( k⋂
j=1

{Xνj ∈ Bj}
)

=
k∏
j=1

P{Xνj ∈ Bj}
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Definicija 1.4 Familija sluqajnih elemenata {Xt, t ∈ T} definisanih na

nekom prostoru verovatno�a (Ω,A, P ), gde je T beskonaqan skup zove se sluqajna

funkcija.

Skup T naziva se parametarski skup. Ako je T ⊆ R, onda se parametar t ∈ T

najqex�e interpretira kao vreme, a sluqajna funkcija {Xt, t ∈ T} zove se sluqa-
jan proces. U zavisnosti od toga da li je T neprekidan ili diskretan skup sluqa-

jne procese delimo na neprekidne ili diskretne.

Definicija 1.5 Pri fiksiranom ω ∈ Ω funkcija Xt(ω), t ∈ T zove se trajek-

torija sluqajnog procesa {Xt, t ∈ T}.

1.2 Markov	evi lanci

Centralna tema ovog rada su procesi ra�a�a i umira�a. Oni se mogu analizirati

sa vixe razliqitih stanovixta. Kako su po svojoj prirodi procesi ra�a�a i

umira�a ustvari lanci Markova u neprekidnom vremenu, u ovom poglav	u �emo

skrenuti pa��u na osnovne karakteristike ove vrste procesa, kako diskretnih

tako i onih sa neprekidnim vremenom. Tako�e, ovde �emo se podsetiti i Puasonovog

procesa, a da	e u radu �emo skrenuti pa��u na �egovu vezu sa procesima ra�a�a

i umira�a.

Definicija 1.6 (Markov	evo svojstvo) Za proces {Xn, n ∈ N0} ka�e se da

ima Markov	evo svojstvo ukoliko va�i jednakost:

P n,n+1
i,j = P{Xn+1 = j | Xn = i}

= P{Xn+1 = j | X0 = i0, ..., Xi−1 = ii−1, Xn = i}, i0, ..., i, , j ∈ Z,
(1.2)

pri qemu se pretpostav	a da su obe uslovne verovatno�e dobro definisane. Ver-

ovatno�a P n,n+1
i,j (da se Xn+1 na�e u sta�u j ako je Xn = i) naziva se verovatno�a

prelaska za jedan korak.

Definicija 1.7 (Markov	ev lanac) Markov	ev lanac {Xn, n ∈ N0} je sto-
hastiqki proces qiji je skup sta�a S = {0, 1, 2, ...} konaqan ili prebrojiv skup i

koji poseduje Markov	evo svojstvo.

Neka je Xn sluqajna veliqina koja oznqava sta�e sistema u momentu n. Rea-

lizacija i, i ∈ S te veliqine je sta�e Markov	evog lanca u tom momentu.
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Notacija koju koristimo nam govori da verovatno�e prelaska, u opxtem sluqaju,

ne zavise samo od poqetnog i kraj�eg sta�a ve� i od trenutka u kome se taj pre-

laz dexava. U sluqaju kada pak, te verovatno�e nisu zavisne od vremena pixemo

P n,n+1
i,j = Pij. Uobiqajeno je da se ove verovatno�e ure�uju u matricu oblika:

P =


P00 P01 P02 · · ·
P10 P11 P12 · · ·
P20 P21 P22 · · ·
...

...
...

. . .


,

koja se naziva matrica verovatno�a prelaska za jedan korak.

Ovakav proces naziva se homogen Markov	ev lanac. Ukoliko nije drugaqije nag-

laxeno, nada	e �emo raditi sa takvim lancima. Za pomenute verovatno�e va�e

slede�e relacije:

Pij ≥ 0, i, j = 0, 1, 2... (1.3)

+∞∑
j=0

Pij = 1 (1.4)

Relacija (1.4) nam govori da proces mo�e ostati i u neprome�enom sta�u.

Proces je u potpunosti odre�en kada su verovatno�e (1.2) poznate i kada se zna

raspodela sluqajne veliqine X0. Sada �emo to i dokazati.

Neka je P{X0 = i} = pi. Dovo	no je pokazati kako se izraqunavaju verovatno-

�e

P{X0 = i0, ..., Xn = in}. (1.5)

Prema definiciji uslovnih verovatno�a va�i:

P{X0 = i0, ..., Xn = in} =P{Xn = in | X0 = i0, ..., Xn−1 = in−1}
· P{X0 = i0, ..., Xn−1 = in−1}

(1.6)

Po definiciji Markov	evog procesa va�i:

P{Xn = in | X0 = i0, ..., Xn−1 = in−1} = P{Xn = in | Xn−1 = in−1} = Pin−1,in . (1.7)

Zamenom (1.6) u (1.7) dobijamo:

P{X0 = i0, ..., Xn = in} = Pin−1,inP{X0 = i0, ..., Xn−1 = in−1}. (1.8)
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Nastav	a�em istog postupka dolazimo do jednakosti:

P{X0 = i0, ..., Xn = in} = Pin−1,inPin−2,in−1 · · · Pi0,i1pi0 (1.9)

Primer: Svaki gen sastav	en je od odre�enog broja me�usobno nezavisnih jedini-

ca -nukleotida). Neka je taj broj N . Kada se �elija koja sadr�i taj gen sprema za

deobu, svaka podjedinica u okviru gena rastav	a se na dve da bi obe polovine po-

de	ene �elije primile isti broj tih podjedinica. Pri podeli mutirana jedinica

deli se na dve mutirane, a zdrava na dve zdrave, pri qemu se nakon deobe jedini-

ce nastale od iste �elije ne moraju nu�no na�i u razliqitim �erkama �elijama.

�elimo da pratimo jednu liniju spuxta�a gena. Da bismo to uradili razmotri-

mo Markov	ev lanac sa skupom sta�a 0, 1, 2, 3, ..., N . Gen je u sta�u i ukoliko se

sastoji od toliko mutiranih jedinica.

Objasni�emo kako se raqunaju verovatno�e Pij. Pretpostavimo da se rodite	s-

ka �elija nalazila u sta�u i. Nakon deobe u �oj se nalazi 2i mutiranih jedinica

i 2N − 2i zdravih. Svaka �erka �elija nasledi�e po N "sluqajno"dode	enih jedi-

nica. Prema zakonu hipergeometrijske raspodele va�i:

Pij =

(
2i
j

)(
2N−2i
N−j

)(
2N
N

) .

Sta�a j = 1, 2, ..., N −1 nazivaju se mexovita sta�a, a 0 i N qista. Sta�e 0 znaqi

da se odre�ena �elija vixe ne�e deliti na jedinice koje sadr�e mutacije, a N da

su u odre�enoj �eliji sve jedinice mutirane.

1.3 Matrice prelaska vixeg reda

Markov	ev lanac je u potpunosti odre�en ukoliko su poznate verovatno�e prelas-

ka u jednom koraku i raspodela verovatno�e procesa u poqetnom momentu. Analiza

Markov	evih lanaca prete�no podrazumeva izraqunava�e verovatno�a mogu�ih

realizacija procesa, kako u jednom tako i u vixe koraka. Sada �emo objasniti

kako se raqunaju verovatno�e prelaska u n koraka:

Pij(n) = P{Xm+n = j | Xm = i} (1.10)
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Matrica prelaska u ovom sluqaju oznaqava se sa P (n).

Markov	evo svojstvo dozvo	ava nam da prethodnu verovatno�u Pij(n) izrazimo

preko Pij. Na koji naqin vide�emo na konkretnom primeru u sluqaju procesa ra-

�a�a i umira�a.

Ako oznaqimo pj = P{X0 = j}, j = 0, 1, 2..., tada je verovatno�a da se proces

na�e u sta�u k u n-tom koraku data sa

p
(n)
k =

+∞∑
j=0

pjPjk(n) = P{Xn = k}. (1.11)

Osim toga, qesto se razmatra asimptotsko ponaxa�e verovatno�e Pij(n) kada n→
+∞. Da bi se ono lakxe izuqavalo potrebno je upoznati se sa klasifikacijom

sta�a Markov	evih lanaca.

Teorema 1.8 Za proizvo	ne prirodne brojeve n i m va�e jednaqine Qepmen-

Kolmogorova:

Pij(n+m) =
∑
k

Pik(m)Pkj(n).

Za matrice prelaska va�e jednakosti:

Pn+m = PnPm, Pn = P (n),

gde je P (n) n-ti stepen matrice P .

Dokaz: Za doga�aje A, B i C takve da je P (BC) > 0 va�i jednakost: P (AB | C) =

P (A | BC)P (B | C).

Koriste�i tu jednakost i Markov	evo svojstvo dobijamo da za verovatno�u P n+m
ij

va�e jednakosti:

Pij(n+m) = P{Xn+m = j | X0 = i}

=
∑
k

P{Xn+m = j, Xm = k | X0 = i}

=
∑
k

P{Xn+m = j | Xm = k,X0 = i}P{Xm = k | X0 = i}

=
∑
k

P{Xn+m = j | Xm = k}P{Xm = k | X0 = i}

=
∑
k

Pik(m)Pkj(n)
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Jednakosti Pn+m = PnPm, Pn = P (n) su jednostavne posledice. �

1.4 Klasifikacija sta�a lanaca Markova

Definicija 1.9 Neka je {Xn, n ∈ N0} Markov	ev lanac sa skupom sta�a S. Za

sta�e j ∈ S ka�emo da je dosti�no iz sta�a i ∈ S ukoliko je Pij(n) > 0 za

neki nenegativan broj n. Ukoliko je i sta�e i dosti�no iz j ka�emo da sta�a

me�usobno komuniciraju i pixemo i↔ j.

Koncept me�usobne komunikacije je relacija ekvivalencije:

• i↔ i (refleksivnost) posledica je definicije P 0
ij =

1, i = j

0, i 6= j
.

• Ako i↔ j onda i j ↔ i (simetriqnost) po definiciji me�usobne komunika-

cije.

• Ukoliko i↔ j i j ↔ k onda i↔ k (tranzitivnost).

Dokaz tranzitivnosti: Iz predpostavke i ↔ j i j ↔ i sledi postoja�e brojeva

n i m takvih da Pij(n) > 0 i Pjk(m) > 0. Prema teoremi (2.1) i jednakosti (2.2)

zak	uqujemo da va�i: Pik(n+m) =
∑+∞

r=0 Pir(n)Prk(m) ≥ Pij(n)Pjk(m) > 0.

Sada mo�emo skup svih sta�a S razlo�iti na klase ekvivalencije. Jednu klasu

ekvivalencije qine sva sta�a koja me�usobno komuniciraju.

Definicija 1.10 Neka je E podskup skupa svih sta�a. Skup E je zatvoren ako

je verovatno�a da se iz sta�a koje pripada skupu E pre�e u sta�e koje nije u

skupu E jednaka 0. Ako zatvoren skup sadr�i samo jedno sta�e za �ega ka�emo

da je apsorbuju�e. Skup E je nerazlo�iv ako proizvo	na sta�a i, j ∈ E me�usobno

komuniciraju.

Definicija 1.11 Najve�i zajedniqki delilac d(i) brojeva koraka posle kojih je

sa strogo pozitivnom verovatno�om mogu� povratak u sta�e i zove se period

tog sta�a:

d(i) = NZD{n : P n
ii > 0}.

Sta�e i je periodiqno ukoliko je d(i) > 1, odnosno neperiodiqno ukoliko je d(i) =

1.
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Definicija 1.12 Neka je {Xn, n ∈ N0} Markov	ev lanac. Za sta�e i ka�emo

da je povratno ukoliko je P{Xn = i za neko i ≥ 1 | X0 = i} = 1. U suprotnom

sta�e nazivamo prolaznim. Povratno sta�e i je nul-povratno ukoliko je oqeki-

vano vreme do povratka u sta�e i pri uslovu da se u poqetnom trenutku sistem

nalazio u tom sta�u, jednako beskonaqnosti.

Na kraju pomenimo da ako svaki element nekog skupa sta�a ima odre�eno svojstvo,

onda ka�emo da taj skup sta�a ima to svojstvo. Na primer, ako su sva sta�a iz

skupa E periodiqna, tada i za skup E ka�emo da je periodiqan.

Teorema 1.13 Neka sta�a i i j me�usobno komuniciraju. Sta�e i je prolazno

(povratno) ako i samo ako je sta�e j prolazno (povratno).

Dokaz: Ako sta�a i i j me�usobno komuniciraju, onda postoje prirodni brojevi

m i n, takvi da va�i Pij(m) = α > 0 i Pji(n) = β > 0. Na osnovu jednaqina

Qepmen-Kolmogorova dobijamo da je:

Pii(m+ k + n) ≥ Pij(m)Pjj(k)Pji(n) = αβPjj(k),

Pjj(m+ k + n) ≥ Pji(n)Pii(k)Pij(m) = αβPii(k).

Ako sumiramo prethodne nejednakosti po k, dobijamo da redovi
∑

k Pii(k) i
∑

k Pjj(k)

istovremeno konvergiraju ili divergiraju. Tvr�e�e sada jednostavno sledi iz na-

redne teoreme.�

Teorema 1.14 Sta�e i je povratno ako i samo ako
∑+∞

n=1 Pii(n) = +∞.

Dokaz ovog tvr�e�a mo�e se prona�i u k�izi [1].

1.5 Markov	evi lanci u neprekidnom vremenu

U prethodnim paragrafima bilo je reqi o Markov	evim lancima u diskretnom

vremenu, tj. o procesima koji zavise od diskretnog parametra i koji uzimaju vred-

nosti u nekom prebrojivom skupu. Me�utim, mnogi procesi po svojoj prirodi mo-

gu me�ati vrednosti u proizvo	nim vremenskim trenucima. Takvi procesi opi-

suju se familijom sluqajnih veliqina {X(t), t ≥ 0}, koje zavise od parametra

t ∈ [0,+∞) i koje uzimaju vrednosti u nekom skupu S. Skup S mo�e biti kako

prebrojiv, tako i neprebrojiv, a sam proces mo�e a i ne mora imati Markov	evo
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svojstvo, analogno svojstvu (1.1).

U ovom paragrafu razmotri�emo sluqaj kada je skup S prebrojiv i pretposta-

viti da proces ima Markov	evo svojstvo.

Primer: Posmatra se izvesna koliqina radioaktivnog radijuma Ra. Neka je n

ukupan broj atoma. Svaki od ovih atoma raspada se posle vremenskog interva-

la sluqajne du�ine τ , koja ima eksponencijalu raspodelu sa parametrom λ > 0,

tj. P{τ ≤ t} = 1 − e−λt, t ≥ 0. Parametar λ povezan je sa poznatom konstan-

tom poluraspada T0 i matematiqkim oqekiva�em sluqajne veliqine τ , slede�om

jednakox�u:

E(τ) =
1

λ
=

∫ +∞

0

λte−λtdt =
T0
ln 2 .

Neka su atomi numerisani brojevima 1,2,. . . , n i neka je τk trenutak raspada k-tog

atoma. Predpostavimo da su sluqajne veliqine τ1, τ2, . . . , τn nezavisne. Oznaqimo

sa T1 < T2 < . . . sluqajne trenutke u kojima dolazi do raspada atoma. Sluqajna

veliqina T1 = min{τ1, τ2, ..., τn} predstav	a vreme qeka�a do pojave prve α-qestice
i ima E(λn) raspodelu. Oznaqimo sa X(t) broj α-qestica emitovanih u intervalu

[0,t]. Na intervalu [0, T1) sluqajni proces X(t) uzima vrednost 0, u trenutku T1

dolazi do skoka na novu vrednost X(T1) = 1 i zadr�ava tu vrednost na intervalu

[T1, T2), u trenutku T2 dolazi do novog skoka, itd. Raspodela verovatno�a sluqajne

veliqine T2 − T1 ne zavisi od toga koji se atom raspao u trenutku T1. Odredimo

P{T2 − T1 > t | T1 = τn}. Za svako t ≥ 0 dobijamo

P{T2 − T1 > t | T1 = τn} = P

n−1⋂
k=1

{τk − τn > t} |
n−1⋂
k=1

{τk > τn}

 = e−(n−1)λt.

Dakle, sluqajna veliqina T2 − T1 ima eksponencijalnu E((n− 1)λ) raspodelu.

S obzirom da nam je poznato xta Markov	evo svojstvo predstav	a za diskretne

procese pre�i �emo na prirodno uopxte�e ovog svojstva kod neprekidnih procesa.

Neka je {X(t), t ≥ 0} sluqajan proces sa prebrojivim skupom sta�a S.

Definicija 1.15 Sluqajan proces {X(t), t ≥ 0} ima Markov	evo svojstvo, ako

za sve prirodne brojeve n, proizvo	ne i1, i2, ..., in−1, j ∈ S, i sve trenutke t1 < t2 <
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... < tn va�i jednakost:

P{X(tn) = j | X(t1) = i1, ..., X(tn−1) = in−1} = P{X(tn) = j | X(tn−1) = in−1}
(1.12)

U tom sluqaju {X(t), t ≥ 0} zove se Markov	ev lanac u neprekidnom vremenu sa

prebrojivim skupom sta�a S.

Primeri Markov	evih lanaca u neprekidnom vremenu su mnogobrojni, a nama �e

u fokusu biti Puasonov proces, proces qistog ra�a�a, kao i proces ra�a�a i

umira�a. Ove tri vrste procesa bi�e deta	no razmotrene da	e u radu.
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2 Procesi ra�a�a i umira�a

2.1 Puasonov proces

Ovu vrstu procesa razmatramo da bismo skrenuli pa��u na �egovu vezu sa pro-

cesom qistog ra�a�a.

Puasonov proces mo�e biti posmatran iz vixe razliqitih uglova. Mi �emo ovde

odabrati pristup koji nam najvixe odgovara za da	e razmatra�e procesa ra�a�a

i umira�a. Za empirijsku pozadinu ovih procesa mo�emo uzeti raspad qestica,

dolaze�e telefonske pozive, raspad hromozoma pod dejstvom xtetne radijacije i

sliqno.

Pretpostavimo da su svi doga�aji iste vrste, �ihov broj u intervalu du�ine

t oznaqimo sa X(t) i pretpostavimo da je proces koji posmatramo homogen Mar-

kov	ev proces.

Oznaqimo sa:

• En - doga�aj da se u intervalu du�ine t dogodilo taqno n promena sta�a

posmatranog procesa,

• Pn(t) = P{X(t) = n} - verovatno�u doga�aja En.
Pomenuta verovatno�a mo�e da se interpretira i kao verovato�a da proces

koji se u trenutku s nalazio u proizvo	nom sta�u Ej u intervali (s, s + t)

pre�e u sta�e Ej+n.

Podelimo sada vremenski interval na N podjedinica du�ine h = N−1. Verovat-

no�a skoka u bilo kom od ovih intervala je 1 − P0(h). Oqekivani broj intervala

u kojima se desio skok h−1(1− P0(h)).

Intuitivno shvatamo da �e kada h→ 0 ovaj broj konvergirati ka oqekivanom broju

skokova unutar proizvo	nog jediniqnog intervala pa je prirodno pretpostaviti

da postoji λ > 0 takvo da

h−1(1− P0(h))→ λ.

Fiziqki posmatrano, mogu�i direktni skokovi su samo iz sta�a Ej u susedno

sta�e Ej+1, xto implicira da oqekivani broj podintervala du�ine h koji sadr�i

vixe od jednog skoka te�i 0. Prema tome, mo�emo pretpostaviti

h−1(1− P0(h)− P1(h))→ 0.
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Posled�a dva izraza ekvivalentno mo�emo zapisati u slede�em obliku (redom):

P0(h) = 1− λh+ o(h), P1(h) = λh+ o(h),

gde je o(h) uobiqajena oznaka (h−1o(h)→ 0 kada h→ 0).

Prethodno razmatra�e mo�emo formulisati kao postulate Puasonovog precesa

i to na slede�i naqin: Proces kre�e iz trenutka 0 i sta�a E0.

(i) Direktan prelaz iz sta�a Ej mogu� je samo u sta�e Ej+1.

(ii) Za proizvo	no sta�e Ej i proizvo	an vremenski trenutak t verovatno�a

skoka u kratkom vremenskom intervalu (t, t + h) jednaka je λh + o(h), dok je

verovatno�a za realizaciju vixe od jednog skoka o(h).

Iz prethodno navedenog pokazuje se da va�i

Pn(t) =
(λt)n

n!
e−λt

Da bismo dokazali ovu jednakost pretpostavimo da je n ≥ 1 i da se u trenutku

t+ h sistem nalazi u sta�u En. Verovatno�a ovog doga�aja je Pn(t+ h) i on mo�e

da se dogodi na tri razliqita naqina:

Prvi, da se do trenutka t sistem nalazi u sta�u En, nakon qega i ostaje u tom

sta�u u intervali (t, t+ h). Verovatno�a ovakvog ishoda je:

Pn(t)P0(h) = Pn(t)(1− λh) + o(h).

Druga mogu�nost je da se u trenutku t sistem nalazio u sta�u En−1, a da se u

intervalu (t, t+ h) desio skok u En. Verovatno�a u ovom sluqaju jednaka je

Pn−1(t)λh+ o(h).

Bilo koje drugo sta�e, osim navedena dva, u trenutku t zahtevalo bi vixe skokova

izme�u t i t+ h, a verovatno�a takvog doga�aja je o(h).

Prema tome, va�i

Pn(t+ h) = Pn(t)(1− λh) + Pn−1(t)λh+ o(h)
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Ova relacija mo�e biti zapisana i u obliku

Pn(t+ h)− Pn(t)

h
= −λPn(t) + λPn−1(t) +

o(h)

h
.

Kada h→ 0 posled�i qlan te�i 0. S obzirom da limes na levoj strani jednakosti

postoji va�i

P ′n(t) = −λPn(t) + λPn−1(t).

U sluqaju kada je n = 0 verovatno�a ostanka u tom sta�u jednaka je

P0(t+ h) = P0(t)(1− λh) + o(h),

xto nas dovodi do

P ′0(t) = −λP0(t).

Iz posled�e jednakosti i predpostavke P0(0) = 1 zak	uqujemo da je P0(t) = e−λt.

Zamenom P0(t) u jednakost P
′
n(t) = −λPn(t) + λPn−1(t) za n = 1 lako dobijamo da je

P1(t) = λte−λt. Nastav	aju�i isti postupak, pokazuje se da je u svim sluqajevima

Pn(t) =
(λt)n

n!
e−λt.

Puasonov proces mo�e se definisati i na slede�i naqin:

Definicija 2.1 (Puasonov proces) Sluqajan proces {X(t), t ≥ 0} nazivamo
Puasonovim procesom ukoliko ima slede�a svojstva:

(i) X(0) = 0 skoro sigurno

(ii) Sluqajan proces X ima nezavisne priraxtaje, tj. za sve prirodne brojeve

n i sve realne brojeve t1, t2, ..., tn, gde je 0 = t0 < t1 < t2 < ... < tn, slede�e

veliqine su nezavisne:

X(tk)−X(tk−1), k = 1, 2, ..., n.

(iii) Postoji neopadaju�a funkcija µ : [0,+∞) → [0,+∞) koja je neprekidna s

desne strane, µ(0) = 0 i takva da za proizvo	ne 0 < s < t va�i X(t)−X(s) ∈
P(µ(t) − µ(s)). Funkcija µ zove se funkcija sred�e vrednosti Puasonovog

procesa.
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(iv) Skoro sigurno trajektorije Puasonovog procesa neprekidne su sa desne stra-

ne za t ≥ 0 i imaju levu graniqnu vrednost za t > 0.

Postoje i druge ekvivalntne definicije ovog procesa ali ih sada ne�emo navodi-

ti. Koja od od mogu�ih definicija se koristi pri radu zavisi od potreba. Dakle,

Puasonov proces nam govori o broju doga�aja iste vrste u odre�enom vremenskom

intervalu. Grafiqki prikazano, jedna trajektorija ovog procesa mo�e imati ob-

lik:

2.2 Proces ra�a�a

Proces ra�a�a predstav	a prirodno uopxte�e Puasonovog procesa. Ovim proce-

som mogu�e je opisati doga�aje kod kojih broj realizacija u odre�enom vremenskom

intervalu (t, t+ h) zavisi od broja realizacija do trenutka t.

Kao i Puasonov, i proces ra�a�a je neopadaju�i proces. Formalno, definixe-

mo ga na slede�i naqin:
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Definicija 2.2 (Proces ra�a�a) Oznaqimo sa {λk} niz pozitivnih brojeva.
Proces ra�a�a definixemo kao proces Markova koji zadovo	ava slede�e uslove:

(i) P{X(t+ h)−X(t) = 1 | X(t) = k} = λkh+ o1,k(h), h→ 0+,

(ii) P{X(t+ h)−X(t) = 0 | X(t) = k} = 1− λkh+ o2,k(h),

(iii) P{X(t+ h)−X(t) < 0 | X(t) = k} = 0, k ≥ 0,

(iv) X(0) = 0,

pri qemu su o1,k(h) i o2,k(h) me�usobno razliqite funkcije za koje va�i h−1oj,k(h)→
0, h→ 0, j = 1, 2

Ovako definisan proces govori nam o broju ra�a�a u odre�enom vremenskom in-

tervalu. Drugim reqima, sluqajna veliqina X(t), t ≥ 0 predstav	a broj reali-

zacija procesa u vremenskom segmentu [0, t].

Pretpostavimo da je X(0) = 0 i definiximo verovatno�u Pn(t) = P{X(t) = n}.
Na isti naqin kao kod Puasonovog procesa mogu se izvesti slede�e diferencijalne

jednaqine:

P ′0(t) = −λ0P0(t),

P ′n(t) = −λnPn(t) + λn−1Pn−1(t), n ≥ 1,

pri qemu su poqetni uslovi

P0(0) = 1, Pn(0) = 0, n > 0.

Ukoliko je h > 0, n ≥ 1, tada korix�e�em zakona potpune verovatno�e i postulata

(iii) dolazimo do slede�ih jednakosti:

Pn(t+ h) =
+∞∑
k=0

Pk(t)P{X(t+ h) = n | X(t) = k}

=
+∞∑
k=0

Pk(t)P{X(t+ h)−X(t) = n− k | X(t) = k}

=
n∑
k=0

Pk(t)P{X(t+ h)−X(t) = n− k | X(t) = k}

Kada je k = 0, 1, 2, ..., n− 2 va�i

P{X(t+ h)−X(t) = n− k | X(t) = k} ≤ P{X(t+ h)−X(t) ≥ 2 | X(t) = k}
= o1,k(h) + o2,k(h)
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ili

P{X(t+ h)−X(t) = n− k | X(t) = k} = o3,n,k(h), k = 0, 1, 2, ..., n− 2.

Prema tome, verovatno�u Pn(t+ h) mo�emo zapisati u obliku jednakosti

Pn(t+ h) =Pn(t)(1− λnh+ o2,n(h))

+ Pn−1(t)(λn−1h+ o1,n−1(h))

+
n−1∑
k=0

Pk(t)o3,n,k(h)

odnosno,

Pn(t+ h)− Pn(t) = Pn(t)(−λnh+ o2,n(h)) + Pn−1(t)(λn−1h+ o1,n−1(h)) + on(h),

gde je,

lim
h→0

on(h) = 0,

jer je on(h) ograniqeno sumom
n−2∑
k=0

o3,n,k(h)

koja ne zavisi od t. De	e�em navedene relacije sa h i prelaskom na limes kada

h→ 0 opravdavamo va�e�e diferencijalnih jednaqina

P ′0(t) = −λ0P0(t),

P ′n(t) = −λnPn(t) + λn−1Pn−1(t), n ≥ 1,

gde se, preciznije, na levoj strani nalazi desni izvod. Na slqan naqin, ukoliko

posmatramo interval (t−h, t) mo�emo pokazati da verovatno�e Pn(t) imaju i levi

izvod koji zadovo	ava prethodno navedene diferencijalne jednaqine.

Jednaqina P ′0(t) = −λ0P0(t) se lako rexava i va�i P0(t) = e−λ0t > 0.

Definiximo sa τk sluqajnu veliqinu koja oznaqava vreme izme�u k-tog i (k + 1)-

vog ra�a�a.

Pn(t) = P


n−1∑
i=0

τi ≤ t <
n∑
i=0

τi

 .

Veliqine τk nazivamo vremenima qeka�a.
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Trenutak (momenat) k-tog ishoda (ili trenutak k-tog ra�a�a kako ga jox mo�emo

nazvati) oznaqimo sa

Sk =
k−1∑
i=0

τi.

Ve� smo videli da va�i P0(t) = e−λ0t. Na osnovu definicije funkcije raspodele

P{τ0 ≤ z} = 1− P{X(z) = 0} = 1− e−λ0z,

dolazimo do zak	uqka da je je τ0 eksponencijalno raspode	ena sluqajna veliqina

sa parametrom λ0. Sliqno se iz postulata (i)−(iv) mo�e pokazati da τk, k > 0 ima

eksponencijalnu raspodelu sa parametrom λk, kao i da su veliqine τi me�usobno

nezavisne (deta	an dokaz mo�e se na�i u k�izi [2])

Karakteristiqna funkcija sluqajnih veliqina Sn sada se mo�e zapisati u ob-

liku

ϕn(ω)
def
= E(eiωSn) =

n−1∏
k=0

E(eiωτk) =
n−1∏
k=0

λk
λk − iω

.

Odatle, u sluqaju Puasonovog procesa gde je λk = λ za sve k zak	uqujemo da sluqa-

jne veliqine Sn imaju gama raspodelu reda n i sred�e vrednosti n
λ
.

U sluqaju kada su λn ≥ 0, sistem jednaqina

P ′0(t) = −λ0P0(t),

P ′n(t) = −λnPn(t) + λn−1Pn−1(t), n ≥ 1,

mo�emo rexiti pomo�u inegracionog faktora eλnt, odakle dobijamo

Pn(t) = λn−1e
−λnt

∫ t

0

eλnxPn−1(x)dx, n = 0, 1, 2, ...

pri qemu je jasno da je Pn(t) > 0.

Me�utim, jox uvek postoji mogu�nost da je
∑
Pn(t) < 1. Da bi va�ilo

+∞∑
n=0

Pn(t) = 1,

za sve t ≥ 0 faktori λn moraju zadovo	iti slede�i uslov

+∞∑
n=0

Pn(t) = 1⇔
+∞∑
n=0

1

λn
= +∞.



2 Procesi ra�a�a i umira�a 18

Dokaz ove relacije mo�e se na�i u k�izi [3] a mi ga ovde ne�emo navoditi. In-

tuitivan argument za ovaj rezultat je slede�i: Vreme τk izme�u uzastopnih reali-

zacija je eksponencijalno raspode	eno (xto smo i pokazali), sa parametrom λk.

Stoga, zbir ∑
n

1

λn

predstav	a oqekivano vreme pre nego xto populacija postane beskonaqna. Ukoli-

ko je taj zbir konaqan, onda je oqekivano vreme da populacija postane beskonaqna

konaqno, a tada je za sve t > 0 verovatno�a da X(t) = +∞ pozitivna.

2.3 �ulov proces

Jedan od osnovnih primera procesa ra�a�a je �ulov proces. Ovaj proces ima xi-

roku primenu i �ega �emo deta	no razmotriti.

Pretpostavimo da je poqetni broj qlanova populacije X(0) = N . Neka je vero-

vatno�a da svaki od qlanova populacije u intervalu du�ine h da novog qlana

βh + o(h), (β > 0). Ukoliko ne postoji interakcija izme�u qlanova populacije,

odnosno ukoliko su me�usobno nezavisni va�i

P{X(t+ h)−X(t) = 1 | X(t) = n} =

(
n

1

)
(βh+ o(h))(1− βh+ o(h))n−1

= nβh+ on(h),

pri qemu je u ovom sluqaju λn = nβ. Sistem diferencijalnih jednaqina

P ′0(t) = −λ0P0(t),

P ′n(t) = −λnPn(t) + λn−1Pn−1(t), n ≥ 1,

u sluqaju N = 1 postaje

P ′n(t) = −β(nPn(t)− (n− 1)Pn−1(t)), n = 1, 2, ...

Pod poqetnim uslovima

P0(0) = 1, Pn(0) = 0, n = 2, 3, ...

rexe�e ovog sistema je

Pn(t) = e−βt(1− e−βt)n−1, n ≥ 1.
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Funkcija generatrisa u ovom sluqaju definisana je na slede�i naqin

f(s)
def
=

+∞∑
n=1

Pn(t)sn

= se−βt
+∞∑
n=1

[(
1− e−βt

)
s

]n−1
=

se−βt

1− (1− e−βt)s
.

Vratimo se na sluqaj kada je X(0) = N (N je broj qlanova populacije u poqetnom

trenutku). Kako smo pretpostavili �ihovu me�usobnu nezavisnost na ovu popula-

ciju mo�emo gledati kao na zbir N nezavisnih �ulovih procesa, pri qemu svaki

poqi�e sa 1 qlanom. Stoga, ukoliko je

PNn(t) = P{X(t) = n | X(0) = N},

i ukoliko je

fN(s) =
+∞∑
n=N

PNn(t)sn

va�e slede�e jednakosti

fN(s) = [f(s)]N

=

[
se−βt

1− (1− e−βt)s

]N

= (se−βt)N
+∞∑
m=0

(
m+N − 1

m

)
(1− eβt)msm

=
+∞∑
n=N

(
n− 1

n−N

)
(e−βt)N(1− e−βt)n−Nsn,

pri qemu smo iskoristili

(1− x)−N =
+∞∑
m=0

(
m+N − 1

m

)
xm.

Uzimaju�i u obzir dobijenu jednakost, kao i da je

fN(s) =
+∞∑
n=N

PNn(t)sn
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zak	uqujemo da koeficijent ispred sn mora biti PNn(t), pa va�i

PNn(t) =

(
n− 1

n−N

)(
e−βt

)N (
1− e−βt

)n−N
, n = N,N + 1, ...

Primetimo slede�e: �ulov proces jako podse�a na Puasonov, ali ta dva proce-

sa nisu ista. Razlika je u intenzitetu:

Kod Puasonovog procesa intenzitet λn = λ = const.. Sa druge strane kod �ulovog

procesa λn = nβ odnosno zavisi od n.

2.4 Procesi ra�a�a i umira�a

Jasna generalizacija procesa ra�a�a koje smo prethodno razmotrili je da doz-

volimo da vrednost X(t) osim xto mo�e da raste (xto tumaqimo kao ra�a�e),

mo�e i da opada (umira�e). Svakim novim ra�a�em broj qlanova populacije se

pove�ava za 1. Svakim novim umira�em broj qlanova populacije se sma�uje za 1.

To znaqi da proces koji je u momentu t bio u sta�u n mo�e promeniti sta�e i u

n+ 1 i u n− 1.

Definicija 2.3 (Postulati procesa ra�a�a i umira�a) Predpostavimo da pos-

matramo sluqajan proces {X(t), t ≥ 0} sa mogu�im sta�ima 0,1,2,... i verovat-

no�ama prelaska Pij(t) gde je

Pij(t) = P{X(t+ s) = j | X(s) = i}.

Dodatno, pretpostavimo da verovatno�e Pij(t) zadovo	avaju:

(1) Pi,i+1(h) = λih+ o(h), h→ 0, i ≥ 0

(2) Pi,i−1(h) = µih+ o(h), h→ 0, i ≥ 0

(3) Pi,i(h) = 1− (λi + µi)h+ o(h), h→ 0, i ≥ 0

(4) Pij(0) = δij, δij =

1, i = j

0, i 6= j

(5) µ0 = 0, λ0 > 0, µi, λi > 0, i = 1, 2, ...
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Veliqina o(h) u svakom od navedenih sluqajeva mo�e da zavisi od i.

Matrica oblika

A =



−λ0 λ0 0 0 · · ·
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 · · ·
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 · · ·
0 0 µ3 −(λ3 + µ3) · · ·
...

...
...

...
. . .



naziva se infinitezimalna matrica (ili infinitezimalni generator) pro-

cesa. Parametri λi i µi nazivaju se, redom, intenziteti ra�a�a i umira�a.

U postulatima 1 i 2 pretpostavili smo da ukoliko proces kre�e iz sta�a i

tada su verovatno�e da do�e do promene sta�a u jako malom intervalu vremena

proporcionalne du�ini tog intervala.

Kako su Pij(t) verovatno�e va�i Pij(t) ≥ 0 i
∑

j Pij(t) = 1. Koriste�i Markov	evo

svojstvo procesa mo�emo izvesti jednaqine Qepmen-Kolmogorova:

Pij(t+ s) =
+∞∑
k=0

Pik(t)Pkj(s).

Ove jednaqine nam govore slede�e: Da bi se proces pomerio iz sta�a i u sta�e j u

vremenskom intervalu du�ine t+ s, X(t) treba prvo da se pomeri u neko sta�e k

za vreme t, a potom iz sta�a k u sta�e j za preostalo vreme s.

Za sada smo pomenuli samo verovatno�e prelaska Pij(t). Tako�e, qesto je od inte-

resa i verovatno�a P{X(t) = n}, a da bi smo �u izraqunali moramo precizirati

raspodelu verovatno�a poqetnog sta�a. U tom sluqaju va�i

P{X(t) = n} =
+∞∑
i=0

qiPin(t),

gde je

qi = P{X(0) = i}.
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2.5 Du�ina vremenskog intervala qeka�a procesa ra�a�a

i umira�a

Uz pomo� prethodnih pretpostavki mo�emo odrediti raspodelu verovatno�e sluqa-

jne veliqine τi, i = 0, 1, 2, koja predstav	a vreme qeka�a (do promene sta�a)

sluqajne veliqine X(t) koja se nalazi u sta�u i. Neka je:

P{τi ≥ t} = Gi(t).

Korix�e�em Markov	evog svojstva, kada h→ 0 dolazimo do slede�ih jednakosti

Gi(t+ h) = Gi(t)Gi(h) = Gi(t)(Pii(h) + o(h)) = Gi(t)(1− (λi + µi)h) + o(h)

ili, drugaqije zapisano

Gi(t+ h)−Gi(t)

h
= −(λi + µi)Gi(t) + o(1).

Zbog toga va�i slede�a jednakost

G′i(t) = −(λi + µi)Gi(t).

Ukoliko iskoristimo uslov da je Gi(0) = 1 rexe�e ove jednaqine je

Gi(t) = e−(λi+µi)t,

xto nam govori da sluqajne veliqine τi imaju eksponencijalnu raspodelu sa sred-

�om vrednox�u (λi + µi)
−1. (Primetimo da navedeni dokaz nije kompletan jer je

korix�ena intuitivna pretpostavka Gi(h) = Pii(h)+o(h), qiji se formalan dokaz

mo�e na�i u k�izi [4].) Prema postulatima 1 i 2, u vremenskom intervalu du�ine

h prelaz se dexava iz sta�a i u sta�e i+ 1 sa verovatno�om λih+ o(h), i iz sta�a

i u i− 1 sa verovatno�om µih+ o(h),xto nas dovodi do slede�eg zak	uqka:

Ukoliko se u momentu t desio prelaz, verovatno�a tog prelaza u sta�e i+ 1 je

λi(λi + µi)
−1, a u sta�e i− 1 je µi(λi + µi)

−1.

Evolucija procesa X(t) mo�e se opisati na slede�i naqin: Proces boravi u sta�u

i odre�en vremenski period. Du�ina tog vremenskog intervala modelira se sluqa-

jnom veliqinom koja je eksponencijalno raspode	ena sa parametrom (λi+µi). Kada

napuxta sta�e i proces mo�e pre�i ili u sta�e i+ 1 ili u i− 1 sa verovatno�ama

λi(λi + µi)
−1 i µi(λi + µi)

−1 redom. Ovakvo kreta�e je analogno sluqajnom luta�u

sa tim xto se za razliku od sluqajnog luta�a promene sta�a mogu desiti u bilo
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kom momentu.

Tradicionalan naqin konstruisa�a procesa ra�a�a i umira�a je definisa�em

parametara ra�a�a u umira�a {λi, µi}+∞i=0 . Realizacija procesa odre�uje se na sle-

de�i naqin:

Pretpostavimo da je X(0) = i. Jedinka provodi odre�eno vreme u sta�u i na-

kon qega se sa verovatno�om λi(λi + µi)
−1 pomera u sta�e i+ 1, i sa verovatno�om

µi(λi+µi)
−1 u sta�e i−1. Da	e, jedinka provodi odre�en vremenski period u novom

sta�u nakon qega pre�e u neko od novih susednih sta�a. I tako da	e... Na proces

mo�emo gledati i na slede�i naqin: posmatramo vrednost t1 iz eksponencijalne

raspodele sa parametrom (λi+µi) koja predstav	a vreme provedeno u inicijalnom

sta�u i. Potom, bacimo novqi�. Neka je verovatno�a glave pi = λi(λi + µi)
−1. Uko-

liko se pojavi glava prelazi se u sta�e i+1. U suprotnom prelazi se u sta�e i−1.

U sta�u i+1 posmatramo vrednost t2 iz eksponencijalne raspodele sa parametrom

(λi+1 + µi+1) koje oznaqava vreme provedeno u novom sta�u, i+ 1. Ukoliko qestica

nakon prvog prelaza pre�e u sta�e i−1, analogno posmatramo t′2 iz eksponencijal-

ne respodele sa parametrom (λi−1 + µi−1). Nakon zavrxetka drugog qeka�a, istom

logikom prelazi se naredno sta�e itd.

Za fiksirano ω ∈ Ω ishod prethodno opisanog procesa mo�emo zapisati na sle-

de�i naqin:

X(t, ω) =



i, 0 < t < t1,

i+ 1, t1 < t < t1 + t2

i, t1 + t2 < t < t1 + t2 + t3,

. . .

,

gde su t1, t2, ... realizovani trenuci promene sta�a sistema. Na ovaj naqin odgo-

varaju�im uzorkova�em iz eksponencijalne i binomne raspodele dobijamo jedno-

stavnu realizaciju ovog procesa. Sada je mogu�e dodeliti ovom skupu realizacija

procesa verovatnosnu meru na takav naqin da Pij(t) zadovo	ava uslove

+∞∑
j=0

Pij(t) = 1

i

Pij(t+ s) =
+∞∑
k=0

Pik(t)Pkj(s).
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Prethodna konstrukcija procesa je od k	uqnog znaqaja zato xto infinitezimal-

ni parametri ne moraju jedinstveno da odre�uju stohastiqki proces za koji va�e

posled�e dve jednakosti i postulati procesa ra�a�a i umira�a.

2.6 Diferencijalne jednaqine procesa ra�a�a i umira�a

U sluqaju Puasonovog procesa i procesa ra�a�a verovatno�e prelaska Pij(t) zado-

vo	avale su sistem diferencijalnih jednaqina koji je poznat kao obrnut sistem

Kolomogorov	evih jednaqina. Kod procesa ra�a�a i umira�a jednaqine su date

sa:

P ′0j(t) = −λ0P0j(t) + λ0P1j(t),

P ′ij(t) = µiPi−1,j(t)− (λi + µi)Pij(t) + λiPi+1,j(t), i ≥ 1,

pri qemu je poqetni uslov Pij(0) = δij.

Jednaqine u ovom sluqaju dobijaju se na slede�i naqin:

Pij(t+ h) =
+∞∑
k=0

Pik(h)Pkj(t)

= Pi,i−1(h)Pi−1,j(t) + Pi,i(h)Pij(t) + Pi,i+1(h)Pi+1,j(t) +
∑
k′

Pik(h)Pkj(t),

pri qemu posled�a sumacija ide po svim k 6= i − 1, i, i + 1. Koriste�i postulate

1,2 i 3 procesa ra�a�a i umira�a dolazimo do slede�ih (ne)jednakosti:∑
k′

Pik(h)Pkj(t) ≤
∑
k′

Pik(h)

= 1− (Pi,i(h) + Pi,i−1(h) + Pi,i+1(h))

= 1−
[
1− (λi + µi)h+ o(h) + µih+ o(h) + λi(h) + o(h)

]
= o(h),

pa je,

Pij(t+ h) = µihPi−1,j(t) + (1− (λi + µi)h)Pij(t) + λihPi+1,j(t) + o(h).

Ukoliko prebacimo Pij(t) sa leve strane i podelimo jednaqinu sa h takvim da

h→ 0, dobijamo slede�u jednakost

P ′ij(t) = µiPi−1,j(t)− (λi + µi)Pij(t) + λiPi+1,j(t).
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Obrnut sistem Kolmogorov	evih jednaqina izveli smo razlaga�em intervala

(0, t+ h) na dva dela

(0, h) i (h, t+ h),

gde je h pozitivno i malo, i ispitivali svaki period zasebno. Kod procesa ra�a�a

i umira�a do rezultata dolazimo razlaga�em vremenskog intervala (0, t+ h) na

(0, t) i (t, t+ h).

Ovim gledixtem, pod nexto stro�im uslovima mo�emo izvesti i slede�i sistem

diferencijalnih jednaqina

P ′i0(t) = −λ0Pi0(t) + µ1Pi1(t),

P ′ij(t) = λj−1Pi,j−1(t)− (λj + µj)Pij(t) + µj+1Pi,j+1(t), j ≥ 1, (2.1)

sa istim poqetnim uslovom Pij(0) = δij.

Ovaj sistem poznat je pod nazivom direktan Kolmogorov	ev sistem.

Pre nego xto pre�emo na neke od primera, prodiskutujmo ponaxa�e verovatno�a

Pij(t) za veliko t. Mo�e se pokazati da graniqna vrednost

lim
t→+∞

Pij(t) = pj

postoji, da je nezavisan od polaznog sta�a i, kao i da va�e jednaqine

−λ0p0 + µ1p1 = 0,

λj−1pj−1 − (λj + µj)pj + µj+1pj+1 = 0, j ≥ 1. (2.2)

Primetimo da je ovo u stvari prethodni sistem jednaqina sa nuliranom levom

stranom. Konvergencija sume
∑
j

pj sledi iz toga sto je
∑
j

pij(t) = 1. Ukoliko je∑
j

pj = 1 tada niz {pj} nazivamo stacionarnim verovatno�ama.

Uvo�e�em slede�ih oznaka

π0 = 1, πj =
λ0λ1...λj−1
µ1µ2...µj

, j ≥ 1,

dobijamo jednakost

p1 = λ0µ
−1
1 p0 = π1p0.
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Ukoliko pretpostavimo da je pk = πkp0 za k = 1, ..., j va�e slede�e jednakosti:

µj+1pj+1 = (λj + µj)πjp0 − λj−1πj−1p0
= λjpjp0 + (µjπj − λj−1πj−1)p0
= λjπjp0,

i konaqno

pj+1 = πj+1p0.

Da bi niz {pj} definisao verovatno�e mora da va�i
∑
j

pj = 1. Ukoliko je
∑
k

πk <

+∞ va�i

pj =
πj∑
πk
, j = 0, 1, 2, ...

Ukoliko je
∑
k

πk = +∞ tada je pj = 0 za sve j = 0, 1, 2, ... i u tom sluqaju nemamo

stacionarnu raspodelu verovatno�a.

2.7 Procesi ra�a�a i umira�a sa apsorbuju�im sta�ima

U ovom poglav	u �emo razmotriti procese ra�a�a i umira�a kod kojih je λ0 = 0.

Ovaj uslov nam ka�e da je nulto sta�e apsorbuju�e. Kada se desi prelaz iz sta�a

1, jedinka se pomera u sta�e 2 sa verovatno�om λ1/(λ1 + µ1), ili se "zarobi" u

sta�u 0 sa verovatno�om µ1/(λ1 + µ1). Va�an primer ovakvog procesa je linearan

proces sa imigracijom koji �emo uskoro deta	no razmotriti.

Verovatno�a apsorpcije u nulto sta�e:

Od znaqaja nam je izraqunava�e verovatno�e apsorpcije u sta�e 0 iz nekog sta�a

i. Ovo nije siguran doga�aj jer se sta�e sistema zauvek mo�e kretati izme�u sta�a

1,2,3,..., ili te�iti beskonaqnosti.

Neka je ui (i = 1, 2, 3, ...) verovatno�a apsorpcije u sta�e 0 iz inicijalnog sta�a

i. Mo�emo izvesti rekurzivnu formulu za ui razmatra�em mogu�ih sta�a nakon

jednog prelaska. Znamo da prvi prelaz podrazumeva pokrete

i → i+ 1 sa verovatno�om λi
λi+µi

,

i → i− 1 sa verovatno�om µi
λi+µi

.

Odatle direktno dobijamo slede�u vezu

ui =
λi

λi + µi
ui+1 +

µi
λi + µi

ui−1, i ≥ 0.
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Drugi naqin da dobijemo isti rezultat je prelazak na sluqajno luta�e koje je

povezano sa datim procesom ra�a�a i umira�a. Specifiqno za procese ra�a�a i

umira�a je da ih ispitujemo samo u momentima prelaska iz sta�a u sta�e. Neka je

{Yn}+∞n=0 lanac Markova kod koga je Y0 = X0 inicijalno sta�e, a Yn (n ≥ 1) sta�e

nakon n-te promene. Matrica verovatno�a prelaska za jedan korak u ovom sluqaju

ima oblik

P =


1 0 0 0 · · ·
q1 0 p1 0 · · ·
0 q2 0 p2 · · ·
...

...
...

...
. . .


,

gde je

pi =
λi

λi + µi
= 1− qi (i ≥ 1).

Verovatno�a apsorpcije u nulto sta�e za dode	eno sluqajno luta�e ista je kao za

odgovaraju�i proces ra�a�a i umira�a jer oba procesa imaju identiqne prelaze.

Vratimo se na odre�iva�e verovatno�a ui, pri uslovu da je u0 = 1 i 0 ≤ ui ≤
1 (i ≥ 1):

ui =
λi

λi + µi
ui+1 +

µi
λi + µi

ui−1, i ≥ 0,

pa je

(ui+1 − ui) =
µi
λi

(ui − ui−1), (i ≥ 1).

Ukoliko definixemo vi = ui+1 − ui dobijamo slede�u vezu

vi =
µi
λi
vi−1, (i ≥ 1).

Iteracije posled�e relacije dovode nas do formule

ui+1 − ui = vi =

( i∏
j=1

µj
λj

)
v0, i ≥ 1.

Sumira�em ovih jednakosti od i = 1 do i = m dobijamo

um+1 − u1 = (u1 − 1)
m∑
i=1

( i∏
j=1

µj
λj

)
, m ≥ 1.

Kako je um po svojoj prirodi ograniqeno sa 1, vidimo da ukoliko je

+∞∑
i=1

( i∏
j=1

µj
λj

)
= +∞
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tada mora biti u1 = 1 i um = 1 za sve m ≥ 2. Drugim reqima ukoliko va�i

posled�a jednakost tada je apsorpcija u nulto sta�e skoro sigurna, iz bilo kog

poqetnog sta�a.

Pretpostavimo da je 0 < u1 < 1; Tada je, naravno,

+∞∑
i=1

( i∏
j=1

µj
λj

)
< +∞.

Oqigledno, um je opadaju�e po m jer prelazak u sta�e 0 iz sta�a m zaheva vixe

me�uprelaza xto je m ve�e.

Vratimo se na jednakost

um+1 − u1 = (u1 − 1)
m∑
i=1

( i∏
j=1

µj
λj

)
, m ≥ 1.

Ukoliko pustimo da m→ +∞ mo�emo izraziti u1:

u1 =

+∞∑
i=1

(
i∏

j=1

µj
λj

)

1 +
+∞∑
i=1

(
i∏

j=1

µj
λj

) ,
a potom i um+1 :

um+1 =

+∞∑
i=m+1

(
i∏

j=1

µj
λj

)

1 +
+∞∑
i=1

(
i∏

j=1

µj
λj

) , m ≥ 1.

2.8 Oqekivano vreme do apsorpcije

Sada �emo razmotriti problem odre�iva�a oqekivanog vremena do apsorpcije po-

laze�i iz sta�a m. Predpostavimo da va�i uslov

+∞∑
i=1

 i∏
j=1

µj
λj

 = +∞
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odnosno da je apsorpcija izvesna. Primetimo da u ovom sluqaju ne mo�emo da se

prebacimo na razmatra�e adekvatnog sluqajnog luta�a iz razloga xto je vreme

provedeno u nekom sta�u relevantno za naxu kalkulaciju.

Neka je ωi sred�e vreme apsorpcije polaze�i iz sta�a i. Uzimaju�i u obzir mo-

gu�a sta�a prelaska i qi�enicu da je je sred�e vreme qeka�a u sta�u i (λi +µi)
−1

zak	uqujemo da va�i slede�a jednakost

ωi =
1

λi + µi
+

λi
λi + µi

ωi+1 +
µi

λi + µi
ωi−1, i ≥ 1,

pri qemu je ω0 = 0. Uvo�e�em smene zi = ωi − ωi+1 dobijamo slede�u relaciju

zi =
1

λi
+
µi
λi
zi−1, i ≥ 1.

Iterira�em uvedene smene dolazimo do narednih veza:

zm =
1

λm
+
µm
λm

1

λm−1
+
µmµm−1
λmλm−1

zm−2,

odnosno

zm =
m∑
i=1

1

λi

m∏
j=i+1

µj
λj

+

( m∏
j=1

µj
λj

)
z0.(

Proizvod
m∏

j=m+1

µj/λj interpretira se kao 1.

)
U terminima ωm imamo

ωm − ωm+1 =
m∑
i=1

1

λi

m∏
j=i+1

µj
λj
− ω1

m∏
j=1

µj
λj
, m ≥ 1. (2.3)

Navedena relacija se mo�e preformulisati uvo�e�em naredne veze:

m∑
i=1

1

λi

m∏
j=i+1

µj
λj

=
m∏
j=1

µj
λj

m∑
i=1

ρi,

gde je

ρi =
λ1λ2...λi−1
µ1µ2...µi

.

Sada (2.3) mo�emo zapisati kao

 m∏
j=1

λj
µj

 (ωm − ωm+1) =
m∑
i=1

ρi − ω1.
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Primetimo da nam ovaj izraz ka�e da ako je
∑+∞

i=1 ρi = +∞ onda mora biti i

ω1 = +∞. U stvari, evidentno je da je ωm < ωm+1 za sve m i ovo svojstvo bi bilo

naruxeno ukoliko bi pretpostavili suprotno, da je ω1 konaqno.

Sada pretpostavimo da je
∑+∞

i=1 ρi < +∞. Kada m→ +∞ va�i

ω1 =
+∞∑
i=1

ρi − lim
m→+∞

( m∏
j=1

λj
µj

)
(ωm − ωm+1).

Mogu�e je dokazati da va�i (vixe deta	a u k�izi [3].)

lim
m→+∞

( m∏
j=1

λj
µj

)
(ωm − ωm+1) = 0

i tada je, u stvari

ω1 =
+∞∑
i=1

ρi.

Prethodnu diskusiju mo�emo formulisati u obliku slede�e teoreme:

Teorema 2.4 Pretpostavimo da su parametri procesa ra�a�a i umira�a λn i

µn, n ≥ 1, gde je λ0 = 0, tako da je 0 apsorbuju�e sta�e. Verovatno�a apsorpcije

u sta�e 0 iz inicijalnog sta�a m je

+∞∑
i=m

( i∏
j=1

µj/λj
)

1+

+∞∑
i=1

( i∏
j=1

µj/λj
) , ∑+∞

i=1

(∏i
j=1

µj
λj

)
< +∞

1,
∑+∞

i=1

(∏i
j=1

µj
λj

)
= +∞

Sred�e vreme do apsorpcije je
+∞,

+∞∑
i=1

ρi = +∞,

+∞∑
i=1

ρi +
m−1∑
r=1

( r∏
k=1

µk
λk

) +∞∑
j=r+1

ρj,
+∞∑
i=1

ρi < +∞

gde je

ρi = (λ1λ2...λi−1)/(µ1µ2...µi).
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2.9 Veza izme�u Puasonovog procesa i procesa ra�a�a i

umira�a

Naredni dijagrami govore o odnosu prethodno obra�enih procesa. Homogen Puaso-

nov proces je proces qistog ra�a�a, a proces qistog ra�a�a je podsluqaj procesa

ra�a�a i umira�a.

1. Homogen Puasonov proces:

λi = λ, µi = 0 ∀i ≥ 0

2. Proces ra�a�a:

µi = 0 ∀i ≥ 0

3. Proces ra�a�a i umira�a
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3 Primer procesa ra�a�a i umira�a

3.1 Linearan rast sa imigracijom

Proces ra�a�a i umira�a naziva se linearnim procesom ukoliko je λn = nλ+a i

µn = nµ pri qemu je λ, µ, a > 0. Ovakav proces prirodno se pojav	uje u biologiji,

gde se qesto koristi za modelira�e evolucije populacije (broja jedinki popula-

cije u odre�enom vremenskom trenutku). Ukoliko je trenutna brojnost populacije

n tada je sred�i rast populacije λn+ a. Sliqno, verovatno�a da se veliqina po-

pulacije sma�i za 1 u nekom malom vremenskom intervalu je µnt + o(t). Faktor

λn predstav	a prirodan rast populacije, uzimaju�i u obzir �enu trenutnu veli-

qinu, dok parametar a mo�e da se interpretira kao eksterni faktor koji utiqe

na veliqinu populacije (na primer imigracije). Komponenta µn koja predstav	a

intenzitet umira�a ima jasnu interpretaciju.

Zamenimo vrednosti parametara λn i µn u Kolmogorov	eve diferecijalne jed-

naqine:

P ′i0(t) = −aPi0(t) + µPi1(t),

P ′ij(t) = (λ(j − 1) + a)Pi,j−1(t)− ((λ+ µ)j + a)Pij(t) + µ(j + 1)Pi,j+1(t), j ≥ 1.

Ukoliko sada, pomno�imo j-tu verovatno�u sa j i sumiramo dobijamo slede�u

oqekivanu vrednost

EX(t) = M(t) =
+∞∑
j=1

jPij(t)

koja zadovo	ava diferencijalnu jednaqinu

M ′(t) = a+ (λ− µ)M(t),

sa polaznim uslovom M(0) = i ukoliko je X(0) = i. Rexe�e ove diferencijalne

jednaqine je

M(t) = at+ i, λ = µ

M(t) =
a

λ− µ
e(λ−µ)t − 1 + ieλ−µt, λ 6= µ.

Drugi momenat ili disperzija u ovom sluqaju mogu biti izraqunati na sliqan

naqin.

Interesantno je primetiti i da M(t) → +∞ kada λ ≥ µ, dok je za velika t u
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sluqaju kada je λ < µ sred�a vrednost veliqine populacije pribli�no

a

µ− λ
.

4 Modeli populacione evolucije zasnovani na

procesima ra�a�a i umira�a

Populaciona genetika bavi se prouqava�em genetske strukture populacije, odnos-

no analizom uqestalosti gena u prirodnim populacijama. Pre nego xto pre�emo

na konkretne primere (o kojima se vixe deta	a mo�e na�i u [5] i [6]) upoznajmo

se sa osnovnim pojmovima koji �e se nada	e koristiti.

Definicija 4.1 Gen je fiziqka i funkcionalna jedinica nasle�iva�a koja pre-

nosi naslednu poruku iz generacije u generaciju. Qini ga celovit deo DNK pot-

reban za sintezu jednog proteina ili jednog molekula RNK. Gen za odre�eno svo-

jstvo uvek se nalazi na istom mestu (lokusu) na hromozomu.

Definicija 4.2 Razliqiti oblici jednog istog gena nazivaju se aleli. Geni

koji obrazuju alele nazivaju se polimorfni geni.

Definicija 4.3 Skup gena koje sadr�i jedna �elija naziva se genom.

Definicija 4.4 Hromozomi su tanke zavojnice gena (nosioci genetiqke infor-

macije).

Definicija 4.5 Mesto na hromozomu gde se nalazi gen naziva se lokus.
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Definicija 4.6 Spareni par hromozoma iste du�ine veliqine i funkcije na-

zivamo homologim genima.

Definicija 4.7 Heterozigodnost je prisustvo razliqitih genskih alela na

istom lokusu na paru homologih hromozoma

Definicija 4.8 Mutacija je kvalitativna i/ili kvantitativna promena u

genetskom materijalu. Organizam sa mutacijom naziva se mutant.

Definicija 4.9 Kada se u populaciji ne dexavaju mutacije, svaki alel mo�e

ili da potpuno izumre, ili da se fiksira odnosno uspostavi 100% frekvenciju

u popilaciji xto nazivamo fiksacijom. Proces izumira�a ili fiksacije alela

u jednom populaciji nazivamo genetiqkim driftom.

Na slici iznad, mo�emo videti primer fiksacije gena za boju kod va	kastih

crva. U poqetku u populaciji se pojav	uje 5 razliqitih boja dok se nakon odred-

jenog vremena 4 boje izgube a jedna, plava, fiksira.

4.1 Moranov model - Osnovni oblik

Jedan od glavnih ci	eva teorijske populacione genetike jeste istra�iva�e pro-

mena u genomu populacije pod uticajem razliqitih evolucionih faktora kao xto

su selekcija, mutacije, migracije i sliqno. U osnovi teorijskih istra�iva�a

qesto se nalaze deterministiqki i stohastiqki matematiqki modeli. Determini-

stiqki modeli su primen	ivi kada je veliqina populacije veoma velika, a kada se

konaqna veliqina populacije ne mo�e ignorisati, treba iskoristiti stohastiqke

modele. Pored toga, odre�eni problemi mogu biti rexeni samo upotrebom stoha-

stiqkih postavki.

Za da	e razmatra�e pretpostavimo da radimo sa sistemima koje imaju slede�e

karakteristike:
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• Veliqina populacije je konstantna, jednaka N ,

• Svaki lokus mo�e imati dva tipa alela, A i a,

• Jedinke sa razliqitim alelima mogu se razlikovati po prilagod	ivosti,

tj. neke jedinke imaju selektivnu prednost nad drugim.

Neka od najqex�ih pita�a na koja populaciona genetika pokuxava da da odgovor

tiqu se evolucije/ponaxa�a nekog fiksiranog genskog alela. Od interesa su:

• Verovatno�a da se u trenutku t u populaciji nalazi taqno n ∈ N jedinki sa

posmatranim alelom,

• Verovatno�a da posmatrani alel izumre,

• Verovatno�a fiksacije posmatranog alela,

• Oqekivano vreme do izumira�a ili fiksacije,

• Stacionarne raspodele posmatranih sistema...

U osnovi ve�ine radova koji daju mogu�e odgovore na prethodno navedena pita�a

nalaze se dva stohastiqka modela:

• Vrajt-Fixerov model koji se kostisti za opisiva�e populacija sa diskret-

nom, sezonskom reprodukcijom pri qemu se svaka jedinka u procesu razmno-

�ava�a mo�e \podeliti\ na m ∈ N jedinki.

• Moranov model koji je najprimen	iviji za populacije sa neprekidnom re-

produkcijom i preklapaju�im generacijama, kod kojih se u procesu razmno-

�ava�a jedinka deli na taqno dve nove.

U oba modela promen	iva koju posmatramo jeste broj jedinki u populaciji ko-

je imaju posmatrani alel. Oba modela ponaxaju se sliqno, i daju iste rezultate

kada N → +∞. Kada je veliqina populacije konaqna ova dva modela znatno se

razlikuju. Nada	e, u tekstu, deta	no �emo opisati Moranov model. Nakon toga u

narednim primerima vide�emo neka od mogu�ih uopxte�a.

Moranov model je va�an iz dva razloga: prvo, nasuprot Vrajt-Fixerovom modelu,

mo�e se primeniti na organizme sa preklapaju�im generacijama. Drugo, mnogi

rezultati koji mogu biti dobijeni samo pribli�no u Vrajt-Fixerovom modelu,

u Moranovom modelu se mogu taqno izvesti. Moran je za svoj model rekao da je

jednostavniji jer se iz bilo kog sta�a sistem mo�e pomeriti samo u susedna, xto
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olakxava matematiqku analizu modela.

Jedna od mogu�ih formulacija Moranovog modela predstav	a neprekidan proces

ra�a�a i umira�a, sa nelinearnim intenzitetima i konaqnim prostorom sta�a.

Definicija 4.10 (Moranov model) Pretpostavimo da se populacija konstan-

tne veliqine sastoji od N me�usobno nezavisnih jedinki. Svaka jedinka u popu-

laciji mo�e imati jedan od dva tipa alela A ili a. �ivotni vek svake jedinke

je sluqajna veliqina sa eksponencijalnom raspodelom i oqekiva�em 1 za a i 1 + s

za A. Nakon izumira�a, svaka jedinka se obavezno me�a novom. Zamena se vrxi

sluqajnim odabirom neke od jedinki iz populacije (uk	uquju�i i onu koja umire).

Svaka jedinka ima istu verovatno�u da bude odabrana.

Posmatramo sluqajan proces {X(t), t > 0}. Neka je X(t) broj jedinki populacije

koje imaju alel a u datom momentu. (Proces se mo�e definisati i ka[o broj

jedinki u populaciji koje su tipa A pri qemu se zbog simetriqnosti nixta

suxtinski ne�e promeniti.)

Definicija 4.11 Vrednost s ∈ (−1,+∞) iz prethodne definicije naziva se

koeficijent selekcije i predstav	a prednost koju jedan tip alela ima u odnosu

na drugi.

Promen	iva koju posmatramo je broj alela tipa a u populaciji. Recimo da ima n

kopija alela a i N −n kopija alela A i da je �ivotni vek svake jedinke u skladu

sa prethodnom definicijom. S obzirom da je model koji posmatramo proces rad-

ja�a i umira�a, prvo �emo definisati intenzitete ra�a�a i umira�a. Oznaqimo

ih sa λn i µn, redom. Jedan bioloxki sistem se mo�e opisati kroz nekoliko pa-

rametara, kao xto su veliqina populacije, trenutni broj jedinki koje nose alel

a, selektivna prednost a nad A (ili obrnuto) i sl. pa tako i mi �elimo da naxe

intenzitete λn i µn, izrazimo preko ovih veliqina. Va�e slede�e formule:

λn = (1 + s)(N − n)pn, µn = n(1− pn), (4.1)

gde je pn verovatno�a da izbor rezultira sa a ako postoji n kopija ovih alela u

populaciji.

Objax�e�e formula:
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• λn je intenzitet prelaska iz sta�a n u sta�e n+ 1. Da bi proces iz sta�a n

prexao u sta�e n+ 1 jedna jedinka tipa A mora da umre i da se zameni sa a.

U populaciji ima N − n jedinki tipa A, sve su nezavisne i �ihov �ivotni

vek je sluqajna veliqina sa eksponencijalnom raspodelom. Oqekivano vreme

do izumira�e prve takve jedinke je (minimum nezavisnih eksponencijalno

raspode	enih sluqajnih veliqina) (1 + s)(N − n).

• µn je intenzitet prelaska iz sta�a n u sta�e n − 1. Da bi proces iz sta�a

n prexao u sta�e n− 1 jedna jedinka tipa a mora da umre i da se zameni sa

A. U populaciji ima n jedinki tipa a, sve su nezavisne i eksponencijalno

raspode	ene. Oqekivano vreme do izumira�e prve takve jedinke je 1 · n.

Na poqetku smo pretpostavili da se nakon izumira�a svake jedinke nova bira u

skladu sa uniformnom raspodelom. Ukoliko pretpostavimo da u okviru popula-

cija nema mutacija, tada je verovatno�a pn = n/N . Ako pretpostavimo da stopa

mutacije iz a u A jeste v , a iz A u a jeste u, onda va�i:

pn =
n

N
(1− v) +

N − n
N

u.

Prvi deo formule odnosi se na sluqaj kada je sluqajno odabrana zamena tipa a

koja ne mutira (ostaje a) a druga polovina formule odnosi se na sluqaj kada je

zamena inicijalno bila A je u momentu odabira mutirala.

Ako je v 6= 0 i u 6= 0, mi se susre�emo sa procesima ra�a�a i umira�a sa reflek-

tuju�im granicama. To znaqi da �e se zbog mutacija proces ne mo�e zadr�ati ni

u sta�u 0 ni u sta�u N . U tom sluqaju λ0 6= 0 i µN 6= 0. Prisustvo takvih sta�a

znaqi da postoji stacionirana raspodela koja se lako numeriqki izra�ava. Vixe

deta	a o tome u narednom primeru.

Ako pretpostavimo da nema mutacija, onda je λ0 = 0 i µN = 0 xto znaqi da

su granice apsorbuju�a sta�a. U ovom sluqaju, mo�emo izuqavati sudbinu poje-

dinaqnih mutacija. Jedno od glavnih pita�a u ovoj situaciji jeste verovatno�a

fiksacije, tj. verovatno�a da se nova mutacija proxiri kroz qitavu populaciju.

Matematiqki gledano, ovo mo�e biti izra�eno kao verovatno�a dostiza�a apsor-

buju�eg sta�a N pre dostiza�a apsorbuju�eg sta�a 0. Verovatno�a da se sistem

na�e u sta�u N (verovatno�a fiksacije) ako na poqetku postoji samo jedno a, jeste

Pfix =
1

1 +
∑N−1

i=1

∏i
n=1

µn
λn
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Navedena jednakost dobija je jednostavnim rekurzivnim raqunom.

Koriste�i jednaqinu (4.1) sa pretpostavkom u = v = 0, s 6= 0, lako se dobi-

ja

Pfix = ρ(s) =
1− (1 + s)−1

1− (1 + s)−N
≈ 1− e−s

1− e−sN
(4.2)

Ako je s = 0, Pfix je graniqna vrednost prethodnog izraza kada s → 0, tj. Pfix =

1/N .

4.2 Moranov model - uopxte�e

Upravo opisani model podrazumevao je da je �ivotni vek svake jedinke ekspo-

nencijalne raspodele sa oqekiva�em 1. Uvedimo sada malo opxtiju pretpostavku.

Neka model model koji posmatramo ima slede�e karakteristike:

• Populacija se sastoji od N qlanova pri qemu je svaki qlan ili genetskog

tipa a ili A,

• Sta�e sluqajnog procesa X(t) predstav	a broj a-individua u trenutku t,

• Verovatno�a da se sta�e promeni u vremenskom intervalu (t, t+h) je λh+

o(h), a verovatno�a da se dogode dve ili vixe promena u datom intervalu

o(h).

Posled�a pretpostavka je ono xto se razlikuje u osnosu na prethodni primer.

Ona nam govori da �ivotni vek pojedinaqne jedinke nema oqekiva�e 1, ve� λ
N
(za

neko λ ∈ R).

Promene u strukturi populacije dexavaju se na isti naqin kao u prethodnom

primeru:

Individua se zame�uje drugom, izabranom na sluqajan naqin iz populacije.

Neka je X(t) = n. Tada je u sluqaju kada nema mutacija verovatno�a da se a-

individua zameni n/N , dok je verovatno�a da se A-individua zameni 1− n/N .

Da	e, ra�a�e se odvija po istim pravilima kao u prethodnom primeru.

Oznaqimo sa u verovatno�u da a mutira u A, a sa v verovatno�u da A mutira
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u a. Ovako opisan stohastiqki proces je proces ra�a�a i umira�a qiji su inten-

ziteti ra�a�a i umira�a dati slede�im jednakostima:

λn = λ

(
1− n

N

)[
n

N
(1− u) +

(
1− n

N

)
v

]

µn = λ
n

N

[
n

N
u+

(
1− n

N

)
(1− v)

]
, 0 ≤ n ≤ N.

Navedeni intenziteti izgledaju priliqno komplikovano, ali s'obzirom da pred-

stav	aju uopxte�e intenziteta iz prethodnog primera i objax�e�e za �ih je

analogno prethodnom objax�e�u.

U primeru iznad videli smo kako se izraqunava verovatno�a fiksacije. Analogno

se izraqunava i verovatno�a izumira�a. U ovom primeru vide�emo xta se dexava

sa stacionarnim verovatno�ama {pk}Nk=0 kada veliqina populacije N → +∞, a

verovatno�e mutacije u i v te�e 0, pri qemu je

uN → k1, vN → k2, 0 < k1, k2 < +∞.

Transformiximo skup sta�a procesa na interval [0,1], definisa�em novih stan-

ja n/N . U narednim koracima �emo prvo izraziti verovatno�e πk gde je k = bxNc
a x, 0 < x < 1 fiksirana taqka. Ove verovatno�e inicijalno su definisane u

delu 2.6. Nakog toga do�i �emo i do stacionarne raspodele {pk}Nk=0.

Imaju�i u vidu navedene relacije va�i

λn =
λ(N − n)

N2
(1− u− v)n

(
1 +

a

n

)
,

pri qemu je a konstanta koja iznosi

a =
Nv

1− u− v
,

i gde je

µn =
λ(N − n)

N2
(1− u− v)n

(
1 +

b

N − n

)
,
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pri qemu je

b =
Nu

1− u− v
.

Tada va�i

log πk =
k−1∑
n=0

log λn −
k∑

n=1

log µn

=
k−1∑
n=1

log

(
1 +

a

n

)
−

k−1∑
n=1

log

(
1 +

b

N − n

)
+ logNa− log(N − k)k

(
1 +

b

N − k

)
.

Sada, koriste�i izraz

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− ...

mogu�e je zapisati
k−1∑
n=1

log

(
1 +

a

n

)
= a

k−1∑
n=1

1

n
+ ck,

gde je ck konaqan kada k → +∞. Stoga, koriste�i asimptotsku relaciju

k−1∑
n=1

1

n
∼ log k

imamo da je

k−1∑
n=1

log

(
1 +

a

n

)
∼ log(ka) + ck

kada k → +∞. Na sliqan naqin dobija se i relacija

k−1∑
n=1

log

(
1 +

b

N − n

)
∼ log

(
N b

(N − k)b

)
+ dk

pri qemu je dk je konaqan kada k → +∞.

Koriste�i prethodno navedene relacije imamo

log πk ∼ log

(
Ck
ka(N − k)bNa

N b(N − k)k

)
, (4.1)
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kada k → +∞, gde je Ck = ck + dk i te�i C kada k → +∞. Primetimo da a → k2

i b→ k1 kada N → +∞. Kako je k = [xN ] za N → +∞ va�i

πk ∼ Ck2N
k2−1xk2−1(1− x)k1−x. (4.2)

Sada, iz prethodno navedenog zak	uqujemo da va�i

πk ∼ aCkk
a−1
(

1− k

N

)b−1
.

Odatle,

1

Na

N−1∑
k=0

πk ∼
a

N

N−1∑
k=0

Ck

(
k

N

)a−1(
1− k

N

)b−1
.

Kako Ck → C kada k te�i ka +∞ primetimo da je desni deo relacije Rimanova

suma od

k2C

∫ 1

0

xk2−1(1− x)k1−xdx.

Tako je

N∑
i=0

πi ∼ Nk2k2C

∫ 1

0

xk2−1(1− x)k1−1dx,

pa je rezultuju�a raspodela na [0,1]

pk =
πk∑
πi
∼ 1

N

xk2−1(1− x)k1−1∫ 1

0
xk2−1(1− x)k1−1dx

∼ xk2−1(1− x)k1−1dx∫ 1

0
xk2−1(1− x)k1−1dx

jer dx ∼ 1/N .

Ovo je beta raspodela sa parametrima k1 i k2.

4.3 Modelira�e horizontalnog transfera gena

Definicija 4.12 Prokariotska �elija je �elija koja nema jasno odre�en region

koji sadr�i DNK (nemaju jedro).
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Definicija 4.13 Eukariotska �elija je �elija koja ima jasno odre�en region

koji sadr�i DNK (jedro).

Definicija 4.14 Haploidne �elije su �elije koje sadr�e samo 1 set hromozoma.

Primer haploidne �elije je polna �elija. Nasuprot �ih postoje i diploidne sa

dva seta hromozoma od kojih jedan potiqe od \oca" a jedan od \majke". Diploidne

�elije su na primer telesne �elije. Na slici levo primer diploidne �elije, na

slici desno primer haploidne �elije.

Definicija 4.15 U procesima razmno�ava�a (bespolnog ili polnog) genetiq-

ki materijal rodite	a se predaje potomstvu tzv. vertikalnim prenoxe�em.

Me�utim, postoje mehanizmi prenoxe�a genetiqkog materijala sa jednog geno-

ma na drugi, a da se pri tome to ne odvija direktno u procesu razmo�ava�a. Taj

proces naziva se horizontalno prenoxe�e gena. Nekoliko je razliqitih mehaniz-

ama kojima se mo�e vrxiti ovaj transfer me�u prokariotama. To su konjugacija,

transformacija i transdukcija.

• konjugacija-koja se odigrava putem neposrednog kontakta dve �elije- jedne

koja predaje drugoj genetiqki materijal.

• transformacija-uzima�e slobodnih molekula DNK iz �ivotne sredine.

• transdukcija- koja se odigrava posredstvom bakterija i virusa

Veliki broj sprovedenih istra�iva�a pokazao je da se bez sum�e, horizontalni

transfer gena (HTG) dexava u brojnim sluqajevima, a najqex�e je pristutan u

evoluciji prokariota i jedno�elijskih eukariota. Me�utim, rigorozan kvalita-

tivan raqun udela horizontalno trensformisanih sekvenci u genomu neke popula-

cije je jako te�ak, razliqiti pristupi kroz istoriju dovodili su do razliqitih

rezultata a to ka ogromnim razlikama u mix	e�ima o ulozi HTG-a u evoluciji.

Od koncepta da HTG u potpunosti oblikuje genom prokariota do rezervisanih

vi�e�a HTG-a, kao relativno malo znaqajnog faktora evolucije.
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Prve evoluciono-teorijske analize horizontalnog transfera gena u mikrobiolo-

xkoj populaciji osla�ale su se na Moranov model. Kasnije je Moranov model malo

pomalo nadogra�ivan da bi smo dobili \Opxti model horizontalnog transfera

gena\, koji je i danas aktuelan. U tom pristupu, naroqito su izra�eni pokuxaji

da se identifikuju uslovi pod kojim horizontalno transferisana sekvenca mo�e

biti fiksirana ili barem uneta u znaqajan deo populacije.

Opis modela:

Pretpostavimo da se populacija sastoji od N jedinki, od kojih svaka pripada

jednoj od dve grupe- inficirane ili neinficirane. Broj elemenata u populaci-

ji je fiksan. To znaqi da svaki put kada se neka jedinka razmno�i (podeli na

dve) istovremeno neka druga jedinka u populaciji izumre. Pretpostavimo da se

jedinke u populaciji mogu inficirati ili deobom inficirane jedinke ili ho-

rizontalnim transferom gena. Proces {X(t), t > 0} koji posmatramo nam ka�e

koliko je inficiranih jedinki populacije u datom trenutku.

Model uk	uquje pet parametara: stopu u skladu sa kojoj postoje�e jedinke po-

pulacije mutiraju - u (inaktivaciona stopa mutacije), koeficijent selekcije

s, stopu invazije za koju smatramo da je konstantna i iznosi Nγ (stopu sa

kojom jedinke populacije dobijaju novi gen iz druge populacije- intra populacio-

no inficira�e), stopu unutarpopulacionog horizontalnog prenosa infekcije po

zara�enoj jedinki θ i veliqinu populacije N .

Intenziteti prelaska za ovako definisan model su

λn = [(1 + s)(1− u)n+ γN ]
N − n
N + 1

+ Θ
n(N − n)

N

µn = [N − n+ u(1 + s)n]
n

N + 1

Iz navedenih jednaqina , zak	uqujemo da radimo sa procesom ra�a�a i umira�a

sa konaqnim prostorom sta�a i reflektuju�im granicama. Ovo znaqi da postoji

stacionirana raspodela za koju se mo�e na�i dobra aproksimacija. Izvo�e�e sta-

cionarne raspodele pokazano je na prethodnom primeru pa ovde ne�e biti deta	no

obra�eno.
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Objax�e�e parametara tranzcije:

• λn:
Proces prelazi iz sta�a n u sta�e n + 1 ukoliko se inficirana jedinica

podeli (i ne desi se mutacija), ili ukoliko do�e do upada neke nove infici-

rane jedinice u populaciju. U tom sluqaju veliqina populacije je N + 1 xto

znaqi da jedna jedinka mora da se odstrani. Jedini kandidat nalazi se me�u

neinficiranim jedinkama kojih ima N − n. Druga mogu�nost je da se jedna
od neificiranih jedinki kojih ima N − n inficira unutarpopulacionim

prenosom, a kako postoji n inficiranih jedinki stopa po kojoj se infekcija

dexava je Θn.

• µn:
Proces prelazi iz sta�a n u sta�e n − 1 kada se neinficirana jedinica

podeli na dve, ili kada se inficirana jedinica podeli ali jedna od �erki

podlegne mutaciji. U ovom sluqaju, iz populacije se mora izbaciti infici-

rana �elija. Verovatno�a za izbaciva�e inficirane �elije u ovom sluqaju

je n/(N + 1).

Neki od zak	uqaka do kojih je do�eno opisanim modelom:

1. Ako su stope ovih procesa nezanemar	ive, horizontalno transferisane sek-

vence se zaista fiksiraju ili bar opstaju u znaqajnom delu primalaca populacije

tokom du�eg vremena

2. Fiksacija ili trajnost horizontalno transferisanih gena u populaciji mo�e

biti postignuta razliqitim putevima: ona se dexava ili usled visokih stopa

invazije ili visokih stopa infekcije, ili znatne selektivne vrednosti.

Uopxteno, modelirani rezultati su u skladu sa predstavom da HTG mo�e bi-

ti k	uqna sila u evoluciji, barem kod prokariotskih organizama. Vixe o tome

mo�e se na�i u radovima [5] i [6].
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4.4 Stope i obrasci duplikacije gena i evolucija multi-

genih familija

Definicija 4.16 Duplikacija je vrsta promene u genomu koja podrazumeva ud-

vaja�e delova hromozoma. Ove promene su vid	ive pod mikroskopom za razliku od

mutacija koje se ne mogu uoqiti.

• Tandem duplikacija predstav	a vixe promena jedne pored druge na jednom

hromozomu.

• Blok duplikacija promena koja je zahvatila ve�i broj gena.

Definicija 4.17 Multigena familija je kolekcija istih ili sliqnih gena u

pogledu funkcije nastala od jednog zajedniqkog pretka-gena. Multigena famili-

ja nastaje u procesu duplikacije i broj gena u �oj mo�e dosta da varira.

Definicija 4.18 Paralogeni gen je gen nastao duplikacijom gena pri qemu je

u procesu nastanka mutacijom dobio neko novo svojstvo.

Dakle primarni gen koji se duplirao je najqex�e taj koji ima selektivnu prednost

i ostaje neprome�en u smislu funkcije dok je duplikat (paralogeni gen) pod-

lo�an qesto i ve�em broju mutacija.

Definicija 4.19 Pseudogeni su nefunkcionalni srodnici gena. Nemaju sposobnost

prenoxe�a informacije. Tako�e nastaju u procesu duplikacije.

Definicija 4.20 Filogenija je dugoroqni razvoj vrsta, od momenta kada su

nastale pa kroz evoluciju.

Filogenetika je nauqna disciplina koje se bavi prouqava�em odnosa razliqitih

grupa organizama (kroz evoluciju). Taj odnos se najqeq�e prikazuje u vidu fi-

logeneckog drveta gde se na svakoj liniji nalaze organizmi koji su srodni (u

genetskom smislu imaju nexto zajedniqko).

Jedan od glavnih mehanizama evolucije genoma je udvaja�e gena. Naroqito je iz-

ra�ena kod vixe�elijskih organizama qije �elije poseduju formirano jedro, kod

kojih taj mehanizam podstiqe razvoj brojnih multigenih familija. Naqin evo-

lucije gena sa multigenim familijama tema je mnogih teorijskih i empirijskih

istra�iva�a.
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Udvaja�e gena u ovom primeru razmatra�emo na sluqaju paralogenih gena. To su

geni nastali u procesu duplikacje. S obzirom da nisu originali, ve� duplikati

nekih drugih sekvenci relativno su nestabilni, odnosno podlo�ni su raznim mu-

tacijama, koje mogu biti kako negativne tako i pozitivne za �eliju.

Prvi pokuxaji da se pomenuti fenomen objasni poznati su pod nazivom dogovore-

na evolucija. Ova teorija uzima u obzir ideju o postoja�u korektivnog mehanizma

koji xiri mutacije me�u paralogenim genima u multigenoj familiji, xto se mo�e

uzeti kao taqno. Me�utim, dogovorena evolucija pored toga zagovara i stanovixte

da se qlanovi multigene familije ne razvijaju nezavisno jedan od drugog (zavisni

su). To se u praksi pokazalo kao netaqno i ova teorija je brzo otpala.

Nakon dogovrene evolucije predlo�en je evolucioni model ra�a�a i umira�a.

Pod ovim modelom, paralogeni geni su stvoreni razliqitim mehanizmima u pro-

cesu duplikacije. Neki od duplikata mutiraju i funkcionalno se razdvajaju dok

drugi gube svoju funkciju (postaju pseudogeni) i na kraju se izobliquju do ne-

prepoznat	ivosti. Kraj�i rezultat ovog naqina evolucije je multigena familija

koja se sastoji od mexavine divergiraju�ih grupa gena, sa jako sliqnim sekvenca-

ma unutar grupe i znatnim brojem pseudogena. Glavna razlika izme�u evolucionog

procesa ra�a�a i umira�a i dogovorene evolucije je, da je kod dogovorene evolu-

cije, geni u multigenoj familiji evoluiraju zavisno jedan od drugog. Rezultati

filogenetskih studija mnogih drugih familija gena dosledni su predvi�a�ima

evolucionog modela ra�a�a i umira�a.

Evolucioni model ra�a�a i umira�a multigenih familija, iako prvobitno teo-

rijski, dozvo	ava upotrebu klasiqne teorije procesa ra�a�a i umira�a u proceni
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intenziteta duplikacije i gubitka gena (treba napomenuti da se duplikacija gena

ide zajedno sa procesom gubitka - delecija. Da bi se na jednom hromozomu neki

deo duplirao on mora biti preuzet od nekog drugog hromozoma koji taj deo gubi.

Iz tog razloga ova dva procesa stalno idu zajedno); naroqito je takva analiza

izvedena za evoluciju kiqme�aka u zad�ih 500 miliona godina. Ovaj problem je

blisko povezan sa problemom rekonstrukcije filogenije.

Poqetna pretpostavka u filogenetici je obiqno ta da u kratkom vremenskom raz-

maku, svaka postoje�a linija ima istu verovatno�u da se rastavi na dve ili izumre

kao i svaka druga linija. Pod pretpostavkom da su intenziteti ra�a�a i umira�a

za svaku liniju konstantni, ovaj model je proces ra�a�a i umira�a sa neprekid-

nim vremenom i linearnim intenzitetima tranzicije:

λn = λn, µn = µn

Model ra�a�a i umira�a povezuje broj postoje�ih linija X(T ) i broj linija X(t)

u trenutku t > T , koje pre�iv	avaju ili imaju bar jednog potomka u trenutku t,

xto je prikazano formulom

X(t)

X(T )
=

λ− µ
λe(λ−µ)(T−t) − µ

Ako filogenija mo�e biti rekonstruisana iz dostupnih podataka, onda je mogu�e

crta�e grafika broja pojedinaqnih linija naspram vremena. To omogu�ava pro-

cenu intenziteta ra�a�a i umira�a linija, npr. metodom najma�ih kvadrata.

Do�i do rezultata iz ovog primera nije nimalo jednostavno. On zahteva malo

ozbi	niju analizu. Vixe deta	a mo�e se na�i u literaturi [5].
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5 Zak	uqak

Matematiqko modelira�e oduvek je nastojalo da na�e kompromis izme�u jednostav-

nosti postupka i zahteva realnosti. Sa jedne strane imamo jako slo�ene bioloxke

sisteme, moramo ih formalno opisati, xto mo�e voditi do veoma kompikovanih

matematiqikih proraquna, a sa druge strane te�imo xto jednostavnijim mate-

matiqkim modelima. Jedna od takvih pogodnih klasa modela su procesi ra�a�a

i umira�a koje smo u ovom radu prikazali kroz upotrebu primera iz nekoliko

razliqitih oblasti biologije.

Korisnost teorije procesa ra�a�a i umira�a proizilazi iz �ene dve k	uqne

karakteristike. Prvo, xiroki opseg osnovnih bioloxkih procesa mo�e biti opi-

san preko elementarnih doga�aja, koji se mogu poistovetiti sa doga�ajima ra�a�a

i umira�a. Ovde spada aktuelno ra�a�e nove jedinke, �elijska deoba, mutaci-

ja, duplikacija gena, horizontalni transfer gena iz jedne jedinke u populaciji

na drugu (ili iz jedne populacije u drugu), pojava novih linija (npr. vrsta) u

genealogiji i ostalo. Drugo, ova matematiqka teorija je dobro prouqena, rela-

tivno laka, mnogi rezultati su poznati, a tehnika je fleksibilna i lako se mo�e

intuitivno shvatiti. Jox jedna od pogodnosti ove vrste procesa ogleda se u �iho-

voj mogu�nosti nadogra�iva�a i generalizacije xto otvara vrata opisiva�u jox

ve�eg broja razliqitih procesa u genetici. Jedno od takvih proxire�a je proces

ra�a�a i umira�a sa inovacijama koji je razvijen u svrhu analize evolucije fa-

milija gena.

Qini se da �e sa veoma brzim razvojem nauke, koja prikup	a sve vixe i vixe

podataka i informacija o genskoj ekspresiji, interakciji izme�u gena, o regula-

tornim mre�ama i sliqno, uloga matematiqkog modelira�a u novoj integrativnoj

biologiji biti nepohodna i rastu�a u budu�nosti. Veruje se da �e procesi ra�a-

�a i umira�a obuhvatiti suxtinski deo matematiqkog okvira za ovu novu vrstu

biologije.
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