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YBOT,

MartemaTnKa je o/IyBeK OUJIa MpeIieTeHa ¢a OCTAJIUM IPUPOIHUM HayKaMa 1 HeH 3HAa4aj]
Y MHOTHUM JIPYTHM JUCIUAILIHHAMA je ounraegan. OMITe je MO3HATO W Ja Cy MOjeaInHa
nopyvja MaTeMaTuKe y NOTIIYHOCTH WJAN JAEJUMUYHO pa3BhjeHa Kao OAroBOD HA 3aX-
TeBe OMOJIOTHje KOja je jeaHa OJ ANCHHUILINHA y KOjO] je MaTeMaTHKa HaIIa MTHPOKY

HpUMEHY.

Y oBoM pajy pazMmorpuhemo nporece pahama n ymMupama Kao U tbUXOBY IPUMEHY Y T'e-
merunu. OBa BpCTa MpoIeca, ca HEKUM jeTHOCTABHIM JIOAINMAa, TIPEJICTAB/ba, ITPUPOIAH
1 GopMaTaH OKBHP 3a MOJEIHPAIbe MUPOKOI CIIEKTPa OHOJIOMKHX MPOIeca, Kao IITO
Cy IMHAMHUKA IOILYJIallKje, €BOIYIHja TeHOMA, COMATHIKA €BOIYIHja KaHIepa U CJIUIHO.
Moyiesin pahama u ymuparma J103B0/baBajy 1OCTaB/bahe MHOIUX HTaha (POPMYJIUCAHUX
y TOTJIey BepoBaTHONe cTarba MpPOoIeca, CTAIMOHAPHE PacIoese, PAcIoaese BpeMeHa
npBor yiasa y oapeheHu cKyl cTama, BepoBaTHONe m3ymuparba (eKCTHHKIHjE), WTI.
Pesyararn mobujeHH OBHM MOIEIAMa Ce MOIY VIIOPEIHTH Ca eMIIUPHjCKHM IOJAIKNMA,
IIITO 103BOJbaBa CIPOBOhEmE BEIMKOT Opoja CTATHCTUYKHX TECTOBA HA OCHOBY KOJUX

CMO U JIOIIIN JI0 BEJIUKOT Opoja pe3ysrara.

CBu moOjMOBE KOjU ce TOjaBJ/bYjy vV pajay he outu (HopmaHO OMMCAHU, KAKO MaTeMa-
TUYKHA TaKO W OHU KOjU ce TU4Uy remeruke. Mmak, ¢pokyc paga je HA MaTeMaTHIKOM
HPUCTYILY a BHINE JleTa/ba O ODjalllibeHUM OHMOJIONIKUM €/IEeMEHTUMa MOKe ce Hahu y

HaBeJIEHO] JUTEPATYPH.
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1 OcHOBHU T1OjMOBU

1.1 VYBoja y Teopujy ciydajHuUX IIporeca

Ha camom moderky Kpo3 nap OCHOBHUX jJeduHUIT]ja TI0AceTHNEeMO ce OCHOBHUX MOjMOBa,
U3 TeopHuje BepoBaTHOhe W TeopHuje CaydajHuX Ipoieca. 1o cy u mojMoBH Koje hemo

HaJa/be KOPDUCTUTH Yy TEKCTY.

Hedununuja 1.1 Hexa je dam npocmop seposammoha (2, A, P), u nexa je (R, B) nap
wuje cy Komnowenme ckyn peaanur 6pojesa u Bopenosa o-aneebpa nodckynosa ckyna
peasrur bpojesa. Pynrxuuja X : 2 — R 306e ce cayuajna seauvuna, arxo je mMepousa iy

0dnocy na cuema anszebpe A u B, mj. axo sa cearxu Bopenos ckyn B € B saocu:
X 'YB)={w : X(w)eB}ec A

Heka je X : Q — R ciayuajua Beanunna AedUHUCAHA HA HPOCTOPY BepoBaTHONA
(Q, A, P) n meka je Py : B — R nedunucana ca

Px(B) = P{w : X(w) € B} = P(X"}(B)). (1.1)

Jlako ce mpoBepana Ja je dyHknuja Py HeHeraTuBHA, 0-aJUTUBHA U HOPMHUpPAHA jen-

HHUIIOM, JIDYTUM pedYrMa Jia je BepoBaTHONA.

Hedbunaunmja 1.2 Pyuxyuje Px : B — R defunucana nomohy jednaxocmu (1.1)

306€ ce pCLCTLOdG./LCL Gepoeamﬁoﬁa c./Ly%ajHe seaunure X.

Hedbununmja 1.3 Hexa je dam npocmop eeposmuoha (§2, A, P), ckyn undekca S u

GaAMUNUIA CAYUATHUT BEAUNUHA

{X, : Q=R | ves}

dedpunucarur Ha damom npocmopy eeposamnoha. Cayuwajne sesunune dame damuije
cy (nomnymno) wesasucke, axo sa ceaxo k > 2, ceary k-mopxy (v1,va, ..., ;) underca
us S u ceaxy k-mopky (Bi, B, ..., Br) Bopeaosur ckynosa Ha peasnoj npasoj 6asicu

jednarocm

P(é{xyj € Bj}> = li[lP{ij € B;}
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Hedbunnunuja 1.4 Pamuasuja caywajnuxr esemenama {X;, t € T} dedpunucanuzr wa

nexom npocmopy eeposamuoha (2, A, P), ede je T' Geckonauan ckyn 3068e ce CAYAJHA

dyrruuja.

Cryn T nasusa ce napamemapcku ckyn. Axo je T C R, onda ce napamemap t € T
najuewhe unwmepnpemupa kao epeme, a caysajna Pynryuja { Xy, t € T} 308e ce cayua-
jar npouec. Y zasucrocmu 00 moea da au je T nenpexudan uau QUCKpeman CKyn cAy4a-

JHe npouece 0eAuMo Ha Henperxudne uat Juckpemme.

Hedbununmja 1.5 IIpu gurcuparom w € Q dynxuyuje X (w), t € T sose ce mpajerk-
mopuga caysajnoz npoyeca {X;, t € T}.

1.2 MapkoB/beBHU JIAHITA

[Hentpamna Tema oBor paja cy npornecu pahama n ymupama. OHE ce MOTY aHAJIM3UDPATH
ca BHIIE PA3JMIUTHX CTAHOBHINTA. Kako cy 10 €BOjOj IPHUPOAM Hpoliecd pahama u
YMHUPamha YCTBapH JaHIu MapkoBa y HEIpPeKHIHOM BpPEeMeHY, ¥ OBOM MHOTJIaB/by hemo
CKPEHYTH MaKiby Ha OCHOBHE KAapPaKTEPUCTUKE OBE BPCTE IPOIEca, KaKO JUCKDPETHUX
TaKO M OHUX Ca HelpeKuIHuM Bpemenom. Takobhe, osjie hemo ce nojicerutn u [lyaconosor
nporieca, a Jia/be y pajiy heMo CKpeHyTH HaxKiby Ha HeroBy Be3y ca IpolecuMa pahamba

U yMHUDPamba.

Hedununuja 1.6 (MapkosibeBo cBojcTBo) 3a npouec {X,,n € Ny} xasrce ce da
uma Maproeme6o c60jcmeo YKoAuKo 6axHcU JeOHAKOCT.:
P = PIX, =5 | X, =i}

I (1.2)
= P{Xn+1 :j | XO - iOu ---7Xi71 = Z'iben = Z}7 7:07 "'7i7 7j S Z7

npu uemy ce npemnocmasna da cy obe ycaosue seposammohe dobpo dedpunucane. Bep-

n+1
J

osammoha P; (da ce X, 1 nabe y cmawy j axo je X,, = i) naszusa ce seposammuohia

NPEACKa 30 JedaH KOpak.

Hedbununuja 1.7 (Mapkossbes nanan) Maproswes aaray {X,,,n € Ny} je cmo-
racmuuku npoyec wuju je ckyn cmarwa S = {0,1,2, ...} xonauan uasu npebpojue ckyn u

xoju nocedyje Maprosmeso ceojcmao.

Hexa je X, cayuajna eesuvuna xoja 03nuasa cmarve cucmema y momenmy n. Pea-

ausayuja v, 1 € .S me seaunune je cmarwe Maprosmesoz AGHUG Y MOM MOMERTY.
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Horanuja kojy KOpucTUMO HaM roBOpH Jjia BepoBarTHohe Hpesiacka, y OIIITeM CJIy4ajy,
HE 3aBUCE CAMO OJ] MOYETHOT W KPajiber CTaimha Beh W 0J TPeHyTKa y KOME Ce Taj mpe-

Ja3 Jlemasa. ¥ cIydajy KaJa Mak, Te BepoBaTHoOhe HUCY 3aBUCHE O BpeMeHa MUIIeMO

Pn,n—‘,—l

i = ;. Yobuuajeno je ma ce ope BepoaTHONe ypelyjy v Marpuiy obmuka:

Poo Por Pyo
p_ Py P P
Py Py Pa

KOja Cce Ha3WBa MATPHIA BEPOBATHONA Mpesacka 3a jeJaH KOpPaK.
OBakaB mporiec Ha3WBa ce XOMOTeH MapKoBJ/beB JaHAI. YKOJIUKO HUje Apyradmje Har-
JIAIIeHo, HaJla/be eMo pajuTH ca TaKBUM JAHIIMa. 3a HOMEHyTe BepoBaTHOhe Bazke
ciiejiehe pejatuje:

P; >0, 7, =0,1,2... (1.3)

+oo
> pi=1 (1.4)
=0

Penannja (1.4) HaM roBOpH J1a MPOTEC MOYKE OCTATH M Y HEMPOMEEHEHOM CTAIbY.

IIporec je y mormynoctu oapehen kajga cy pepoBaraohe (1.2) mosHare u Kaja ce 3Ha

pacnogena cayuajue senuanne Xo. Caxa hemo To n goKa3arTu.

Heka je P{Xy, = i} = p;. JloBo/bHO je TOKa3aTh KaKO Ce M3pavyHaBajy BepPOBATHO-
he
P{Xo=1ig,...., Xpp =i} (1.5)

ITpema nedunuimjn ycjoBHuX BepoBaTHOha BayKu:

P{Xo - 7;0, aXn - Zn} :P{Xn - Zn | XO - 7;0, ...,Xn_l - in—l}

. . (1.6)
: P{XO = 19, "'7Xn—1 = Zn—l}
ITo nedburunuju MapkoB/peBOT TIPOIECA BAYKI:
P{Xn — Zn | X() - i(), ...,Xn_l — Z.n—l} — P{Xn — Zn | Xn—l - in—l} — Pin—lyi’n. (17)
Bamenom (1.6) y (1.7) gobujamo:
P{Xy=ip,.... X =i} =P, i, P{Xo=10,...; Xpo1 = ln_1}. (1.8)



1.3 Marpune npejacka BHUIIET peia )

HacraBsbambeM ncTor mocrynka J10J1a3uMo JI0 jeITHAKOCTH:

P{XO - iOa >Xn = 7’71} - Pin—hinpin—z,in—l e Pio,ilpio (19)

IIpumep: Caku ren cacraBibeH je o ojapehenor 6poja meljycobHO He3aBUCHUX je TUHU-
na -aykyreornsa). Heka je taj 6poj N. Kana ce hennja Koja cagpzku Taj red cnpema 3a
Jieo0y, cBaka IHOJje/IMHUIA Y OKBUPY T'€Ha pacTaB/ba ce Ha JiBe ja Ou o0e 10JIOBUHE 110-
Jespene hejpuje npumusie uctu Opoj Tux noajeaununa. [Ipu mojgenn myrupana jeIuHUIA
JleJIA ce Ha JIBe MYTHpPaHe, a 3/IpaBa HA JIBe 3/IpaBe, IPH YeMy ce HAKOH jieobe jeTmHu-
e Hactaje ox ucre heuje He Mopajy HyzKHO Hahu y paznuuautum hepkama heaujama.
Kenumo na mpaTumo jeiHy JUHUjY COYITama rena. /la 6memo 1o ypaauanm pasMoTpu-
Mo Mapkorsbes Janar ca ckynom crama 0,1,2,3,..., N. ['en je y cramy ¢ yKOJHUKO ce

CaCTOj! OJ TOTUKO MYTHUPAHUX jeTUHATIA.

ObjacuulieMo kako ce pauynajy seposaTHohe Pj;. IIpermocraBumo Ja ce poauTesbe-
ka hejuja Hasa3mia y cramwy ¢. Hakon jeobe y 10j ce Hajaasu 29 MyTUPAHUX jeJUHUIA
n 2N — 27 3apasux. CBaka hepka henmja nacienuhe mo N ” ciydajuo” nofae/beHnx jean-

Huma. [Ipema 3akoHY XumepreomeTpujcke paciojiesie BaKu:

() )

(V)

Crama 7 = 1,2,..., N — 1 Hazupajy ce memonura crama, a 0 u N ancra. Crame (0 3HaUH

Py =

Ja ce ojapehena hesmja Buiite nehe geuTH Ha jeUHUIE Koje cajipke MyTtanuje, a N ja

cy vy oapehenoj heuju cBe jeguHUIEe MyTHPaHE.

1.3 Matrpuriie npeJsiacka BHUILEr pejia

MapKoB/beB JAHATIL je Y TOTIYHOCTH oJpeljeH yKoInKo ¢y mo3Hare BepoBaTHOhe mpesac-
Ka Yy je/THOM KODAKy M PacIiojfiesia BepoBaTHONe mporeca y mo4eTHoM MOMEHTY. AHaan3a
MapkoB/peBUX JTaHAIIA TPETEKHO TOJAPa3yMeBa M3padyHaBame BepoBaTHOhA MOTyhmx
peajm3alyja mporeca, Kako y jeJHOM Tako u y Buiie Kopaka. Cama hemo objacHuTn

KaKO Cce padyHajy BepoBaTHOle Mpenacka y n Kopaka:

Pij(n) = P{Xmin=17 | Xpn =1} (1.10)
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Marpuna Iperacka y 0BOM Ciiydajy o3nadasa ce ca P,
MapkoB/bEBO CBOjCTBO [03BOJbABA HAM Ja IPeTXOAHy BeposarHohy FPj;(n) m3pasmmo
npeko ;. Ha xoju nauun ujehemo na KOHKpeTHOM IIpUMepy y ciydajy Ipolieca pa-

bama u ymuparba.

Axo osmaunmo p; = P{X, = j}, j = 0,1,2..., Tana je Beposarnoha ma ce mporec

nahe y cramy k y n-ToM KOpaky Jara ca
+oo
ps? = piP(n) = P{X, = k}. (1.11)
j=0

OcuM Tora, 4ecto ce pasMarpa aCHMITOTCKO HOHaImame seposaruohe P;(n) kaxa n —
+00. /la 6u ce OHO JIaKIle W3y4YaBaJO MOTPEOHO je yIMOo3HATH Ce €a KAACUPUKAINJOM

crama MapKoBJ/beBHX JaHalA.

Teopema 1.8 3a npoussomne npupodne b6pojese n u m easice jednavune Henmen-

Koamozoposa:
z] n + m Z sz: Pk]

3a mampuye npeaacka 8astce JedHAKOCMU:
Pyim = P,P,, P,=P",
2de je P n-mu cmenen mampuue P.
Jlokas: 3a morahaje A, B u C rakse ga je P(BC') > 0 Baxu jegnaxocr: P(AB | C) =
P(A | BCP(B | C).

Kopucrehu 1y jennakocr m MapkoB/beBO CBOjCTBO /100MjaMO Jia 3a BepoBaTHONY P”+m

Bayke jeTHAKOCTH:
Pij(n+m) = P{Xym =7 | Xo=1i}
=Y P{Xpim =4, Xpn =k | Xo =1}
k
= P{Xppm =j | X =k, Xo=i}P{X,, = k | Xp = i}

k
:ZP{XHm:j | X = k}YP{X,, =k | Xg =1}

= szk m)Pyj(n
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Jepnakoctu Py, = P, P,, P, = p® cy jeanocrapue nocseuie. Ml

1.4 Kuaacudwnkamnuja crama Janama MapkoBa

Hedbununmja 1.9 Hexa je {X,,n € Ny} Maproswes aanay ca ckynom cmara S. 3a
cmarve j € S Kasrcemo da je docmuoicno usz cmarea i € S yroauko je Py(n) > 0 sa
HEKU HeHe2amusar 6poj n. YKoauko je u cmarbe @ dOCMUNCHO U3 ] KAHCEMO 04 CMAILA

MEDYCOOHO KOMYHUUUPATY U NUWEMO T <> 7.

Konment mehycobne komyHuKaIuje je peJalnja eKBUBaJIEHIIHje:

1, 1=y
e i< i (pediexcuBnoct) nocemuna je gebunuimje P = J
0, i#]
e AKO i > j OHZA W j <> i (cuMerpuaHOCT) 1O AedbuHuIMjn MeljycoOHe KoMyHIKa-

nuje.
e VKOJHKO i > j U j <> k oHza i <> k (TPaH3UTHUBHOCT).

Zokxas mpansumusrocmu: VI3 mpeanocTaBke ¢ <> j U J <> 1 CJAeJIU MOCTOjare OpojeBa
n n m takBux ga P;(n) > 0 u Pj(m) > 0. [Ipema reopemu (2.1) u jeanaxoctu (2.2)

3aKsbydyjemMo aa saxu: Pi(n +m) = ;;08 P, (n)P,.(m) > Py;(n) P (m) > 0.

Caja MOYXKeMO CKYTI CBHX CTama S Pa3jIoKUTH Ha KJace eKBUBAJEeHIHje. JelHy Kaacy

eKBHUBaJICHIje YHHE CBA CTamba Koja Mel)ycoOHO KOMYHHUIUPA]jy.

Hedbunumnuja 1.10 Hexa je E nodckyn ckyna ceux cmara. Ckyn E je 3amsopen axo
je seposamnoha da ce uz cmarwa Koje npunada ckyny E npehe y cmarwe xoje nugje y
ckyny E jednaxa 0. Axo sameopen ckyn cadpoicu camo jedHo Cmarbe 3a He2d KaHCemo
da je ancopoyjyhe. Cxyn E je Hepasoscus axo npousdsonsha cmara i, ] € E mehycobro
KOMYHUUUPE]Y.

Hedbununmja 1.11 Hajsehu sajednunku deaunay d(i) b6pojesa kopara nocie Kojux je
ca cmpo20 noaumusHom eeposamuohom mo2yh nospamax y cmaree i 308e ce Nepuod

moz cmara:
d(i) = H3/[{n : P} > 0}.

Cmare i je nepuoduuno ykoauko je d(i) > 1, odnocno nenepuoduuno yroauko je d(i) =
1.
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Hedbununuja 1.12 Hexa je {X,, n € No} Mapkoswes aanay. 3a cmare i Kasrcemo
da je nospamno yroauro je P{X, =i sa nexoi > 1 | Xo=1i} = 1. ¥V cynpommnom
cmaree Ha3ueamo npoaasnum. Iospammno cmare i je HYA-NOSPATIHO YKOAUKO J€ 0UEKU-
6aMO epeme 00 NOBPAMKA Y CMAre i NPu Ycaosy 0a ce Yy novemmom mpenymry Cucmem

HAAG3UO Y MOM CMaIY, jedHaKko 6ecKonawHOCU.

Ha kpajy nomenumo jia ako CBaKu e€JIEMEHT HEKOI' CKyTla CTaiba UMa ojipeheHo ¢BojcTBO,
OHJIa KayKeMO Jla Taj CKYIl CTama MMa TO CBOjcTBO. Ha mpumep, ako cy cBa CTamba U3

ckyma [ mepmogmvHa, Taja W 3a CKyI F KaxkeMo Ja je MmepuouvdaH.

Teopema 1.13 Hexa cmawa © u j mehycobro xomynuyupajy. Cmaree i je nposasno

(nospammo) ako u camo aKo je cmarbe j npoaasno (nospammo).

Jokas: Axko crama i m j MeljycoOHO KOMYHHIIUPAjy, OHIa MOCTOje TIPUPOTHU OpPOjeBH
m u n, TakBu ga Baxku FP;(m) = a > 0 u Pj(n) = f > 0. Ha ocuoBy jenmaunna
Yemnmen-Koamoroposa jgobujamo j1a je:

Pi(m +k +n) > Pij(m)Pj;(k)Pji(n) = aBP;;(k),

Fij
Pij(m +k+n) > Pji(n)Pii(k)Pij(m) = af Py (k).

AKo cyMHEpaMOo IPeTXOIHe Heje THAKOCTH 10 k, mobujamo na pexosu »_, Pi(k)u ), P;;(k)
UCTOBPEMEHO KOHBEPIrupajy win auseprupajy. Tepheme caga jeHOCTaBHO CIeay U3 Ha-

peane Teopeme.ll
Teopema 1.14 Cmare i je nospammo axo u camo aKo Zz Pii(n) = +o00.

Jokas oor TBphema Moxke ce nponalin y kwusu [1].

1.5 MapkoB/beBu JIAHIIA Yy HEMIPEKNTHOM BPEMEHY

Y mperxonnum naparpadguma 6mI0 je peun 0 MapKOB/beBUM JIAHITUMA Y JIUCKPETHOM
BPEMeHY, Tj. 0 POIeCHMa KOjU 3aBUCE O] JUCKPETHOT MapaMeTpa U KOju y3uMajy Bpe-
HOCTHU y HEKOM mpebpojuBoM ckymy. MehyTum, MHOTH IPOIECH 1O CBOjO] MPUPOJINA MO-
Iy MeHhaTH BPETHOCTH Y TPOU3BOPHUM BPEMEHCKHM TPEHYIUMAa. TaKBU MPOIECH OIH-
cyjy ce davmmmjom cayuajuux Beqnmuuna {X(t),¢ > 0}, xoje 3aBuce oj mapaMerpa
t € [0,+00) u Koje ysumajy BpegHOCcTH y HeKOM cKymy S. Ckym S Moxe 6uTH Kako

npebpojuB, TAaKO U HENPEOPOjUB, & caM MPOIEeC MOXKe a U He Mopa umMaTu MapKoB/HEBO
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CBOjCTBO, aHaJI0THO cBojerBy (1.1).

Y oBoMm maparpady pasmorpuhemo caydaj Kajga je ckym S mpeOpOjuB W IPeTIoCTa-

BUTH Jla Nporec nMa MapKOB/beBO CBOjCTBO.

IIpumep: ITocmarpa ce m3BecHa KOJIMYHHA PaIMOAKTUBHOT pajaujyma Ra. Heka je n
ykymaHn Opoj aroma. CBaku 0 OBUX aToMa pPaclaja Ce MOocje BPEMEHCKOT WHTePBa-
Jla cAydajHe NMYKUHE T, KOja MMa eKCIIOHEeHIIHjaJy pacIojeny ca mapaMerpoM A > 0,
1j. P{T <t} = 1 —¢e* t > 0. [lapamerap \ noBe3an je ca I03HATOM KOHCTAH-
TOM nojiypactaja Ty 1 MareMaTuIKUM OYEeKHBAaIbH-€M CJIydajHe Bejudune T, cjiejgehom

jennakormihy:

+o0 T
E(r) ==~ = / Ae Mdt = =L
0

In2.

Hexka cy aromu mymepucanu 6pojeBuma 1,2,..., n 1 HEKa je T TPEHyTaK paciajia k-Tor
aroma. [IpenmocraBumo j1a cy caydajHe BeJTUIUHE Tq, To, ..., T, He3aBucHe. O3HATIMO
ca Ty < Ty < ... caydajHe TpeHyTKe y KOjuMa JI0J1a31 J0 pacnaja aroma. CiydajHa
pennanra T) = min{7y, 7, ..., 7, } IpecTaB/ba BpeMe YeKamba J0 M0jaBe MIPBe (-YeCTHIIe
u uma E(An) pactnogery. O3naunmo ca X (t) 6poj a-TecTura eMUITOBAHUX ¥ WHTEPBATY
[0,t]. Ha uarepsamy [0,7}) cayuajuu nponec X (t) ysuma spemuocr 0, y TpeHyTky T}
J0J1a31 J10 cKoka Ha HOBY BpenHocT X (77) = 1 u 3aap:kaBa Ty BPEIHOCT Ha WHTEPBAJLY
[T1,T5), y TpenyTky Ty 10J1a30 JI0 HOBOT CKOKa, uTi. Pacnomena BepoBaraoha ciydajHe
Besununne 1o, — T He 3aBUCH OJ1 TOra KOJU ce aToM pacnao y TperyTky 11. Omapemnumo
P{T, — T, >t | T, =7,}. 3a cBako t > 0 gobujamo

n—1 n—1
P{T2 - T]. >1 ’ Tl = Tn} == P m{Tk — Tn > t} ’ ﬂ{’]’k > Tn} = e_(n_l))‘t'
k=1 k=1

Jakae, ciyaajna Bemunna Ty — T nma excnonennujanany £((n — 1)) pacnogeny.

C o63upoM j1a HaM je HMo3HATO mTa MapKoB/bEBO CBOjCTBO MPEICTaB/ba 3a TUCKPETHE
nporiece mpehn hemMo Ha MPUPOIHO YOIIITEHE OBOT CBOjCTBA KO HEIIPEKUTHUX IIPOIeca.
Heka je {X(t),t > 0} cayuajan mporec ca mpeGPOjUBEM CKYTIOM CTarba S.

Hedbunuaunuja 1.15 Cayuajarn npouec {X(t),t > 0} uma Mapxosnweso ceojemso, ako

3G c8e NPUPodHe bPojese N, NPOUIBOHLHE 11,19, ..., In_1,] € S, U cee mpenymre t1 < ty <
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o < t, sastcu jednarocm:
P{X(tn) :] ’ X(tl) = i1, “'7X(tn—1) = Z.n—l} = P{X(tn) :j ‘ X(tn—l) = in—l}
(1.12)

Y mom cayuajy {X(t), t > 0} s0s6e ce Mapkoswes aanay y HeNPeKuoHOM 6PEMEHY Ca

npebpojusuUM CKYNoM cmara S.

[Ipumepn MapKOB/beBHX JIAHAIA Yy HENPEKHIHOM BpeMeHY Cy MHOroOOpojHH, a HaMma he
y dokycy outu Ilyaconos mporec, mporec ductor paharma, Kao U Ipolec pahama u

ymupama. OBe Tpu Bpcre mpoieca buhe gera/bHO pasMOTpeHe j1a/be y pay.
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2 IIponecm pabama m ymupama

2.1 IlyaconoB mporec

OBy BpCTY Tpoleca pasmarpamMo j1a OMCMO CKPeHY/IN TayKiby Ha HeroBy Be3y ca Ipo-

1ecoM 4ucTor pahama.

[Tyaconos nporec Moxke OUTH MOCMaTpaH U3 BUIIE pa3induTux yrjaosa. Mu hemo oBje
o/abpaTu MPHUCTYI KOju HAM HajBUINE OJroBapa 3a jla/be pa3Marpare mnpoieca pahama
U yMHparba. 3a eMIHPHjCKY MO33aIUHY OBHX ITPOIEca MOXKEMO Y3eTH pacliaji YeCTHUIIa,
noaasehe Temedoncke MO3MBE, Pacla XpoOMO30Ma IO J€jCTBOM IITEeTHE pajujaluje u

CJIMYHO.

[IpernocTaBuMo j1a cy cBu jiorahaju mcre BpCTe, IHUXOB OPOj y MHTEPBAIY JIy2KIHE
t osnaunmo ca X (f) ¥ mpeTmocTaBUMO JIa je MPOoIec KOjH mocMaTpaMo xomorexn Map-

KOBJbEB IIPOIIEC.

Ozrauumo ca:

e [, - norabaj na ce y mHTepBaJy JyKHHE ! JOTOIUIO TAYHO N IPOMEHA CTAaIba

OCMATPAHOT IIpoIieca,

e P,(t) = P{X(t) = n} - BepoBarnohy jorabaja E,.
ITomenyra Beposarnoha MOXKe [a ce HHTepHpeTHPA U Kao BepoBaToha 1a mporec
KOjH Ce y TPEHyTKY S HAJIa3HM0 y IPOU3BO/BHOM CTamy L y unrepBamu (s,s + t)

upebe y crame Fji,.

ITomenuMo cajia BpeMeHCKH uHTepsaa Ha N momjeamnuia xy:xune h = N1, Beposar-
Hoha ckoka y 6mwi0o koM oj oBux unrepsasa je 1 — Py(h). OuekuBanu 6poj unrepsasia
v Kojuma ce jiecuo ckok h (1 — Py(h)).

WNutryutusHO cxBaTamo 1a he kajga h — 0 oBaj 6poj KOHBeprupaT Ka 0O9eKHBAaHOM OPOjy
CKOKOBA YHYTap HPOU3BOJBHOI jeJUHUIHOI HHTEPBAJIA IIa je MPHPOIHO ITPETIIOCTABUTH

Ja nocroju A > 0 TakBo Ja
Rt (1 — Py(h)) — A

Pu3nuku nocMaTpaHo, MOryhu JUPEeKTHH CKOKOBH Cy caMO U3 cTama [ y cycejino
crame i1, IITO UMILIHIUPA Ja OUeKHBaHU Op0oj HOAUHTepBaJIa AyzKuHe /L KOjU caapKu

BUIIE O] je,THOT cKOKa Texkn (. [Ipema ToMe, MOXKeMO ITPeTIOCTaBUTH
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IMocneama aBa U3pa3a eKBHBAJCHTHO MOXKEMO 3amucaru y cieaehem obiuky (pegom):
Py(h) =1—Ah+o(h), Pi(h)=Ah+o(h),
ryie je o(h) yobuuajena oznaxa (h~to(h) — 0 kana h — 0).
ITperxomHo pasmaTpame MoxKeMo (opmynncatu kao nocrynare IlyacoroBor mpereca
u To Ha caejehu nauwn: [ponec kpehe u3 rpenyrka 0 u crama Fy.
(¢) Hdupexran mpesa3 u3 crama £ moryh je camo y crame Ej .

(i1) 3a npomsBosbHO Crame Ej W HPOU3BO/HAH BPEMEHCKH TPEHyTaK t BepoBarHoha
CKOKa y KPATKOM BpeMeHCKOM mHTepBauy (f,t + h) jemnaka je Ah + o(h), 1ok je

BepoBaTHONa 3a peasju3anujy Buire of jeaHor ckoka o(h).

N3 nperxoHo HaBeIeHOT MOKa3yje ce J1a BayKu

Pn(t) — ()‘t)ne—)\t

n!
Jla 6ucmo Joka3aam OBy jeJHAKOCT MPETHOCTABAMO 1a je n > 1 u ja ce y TPeHYTKY
t + h cucrem Hasasu y cramy F,. Beposarnoha osor morabhaja je P,(t 4+ h) u oH MOkKe

Jda ce JO0TroJu Ha TpHU Ppa3/IMYHUTa HadHrHa:

IIpBu, na ce n0 TpeHyTKa t cUCTeM Hajla3u y cTamy F,, HAKOH 4Yera M OCTaje y TOM

cramy y wHTepBaan (t,t+ h). BepoBarHolia oBakBor mcxona je:

P.(t)Py(h) = P,(t)(1 — ARh) + o(h).

Jpyra MoryhHocT je jia ce y TPeHYTKY ¢ CHCTeM HaJa3uo y cramwy F, 1, a ga ce y

unrepsasy (t,t+ h) gecuo ckok y E,. Beposaruoha y oBom ciyuajy jeanaka je

Py ()M + o(R).

Buso koje apyro crame, ocuM HaBeJeHa JiBa, Yy TPEHYTKY ¢ 3aXTeBas0 OU BUITE CKOKOBA

usmely ¢t u t + h, a BepoBaTHohia TakBoOr forabhaja je o(h).

[Ipema Tome, BaxKu

P,(t+h) = P,(t)(1 — Ah) + P,_1(t)\h + o(h)



2.1 Ilyaconos mportec 13

OsBa pesanuja Moke OUTH 3aIUCaHA U Y O0JIUKY

—AP,(t) + AP,_1(t) + @

Py(t+h) = Py(t)
) _

Kana h — 0 nmociaenmu wian texku 0. C 063upoM J1a TuMec Ha JIEBOj CTPAHH jeIHAKOCTH

MOCTOJW BarK1

PL(t) = —AP,(t) + AP, _1(t).

Y caydajy kaga je n = 0 BepoBaTHOhA OCTaHKA Y TOM CTamy jeTHAKA je
Py(t + h) = Py(t)(1 — Ah) + o(h),

IITO HAC JOBOAU IO

Py(t) = —APy(t).

U3 nocneame jenmakoctn n npeanocraske Py(0) = 1 saxmydyjemo na je Py(t) = e .

Bamenom Py(t) y jenmakocr P (t) = —AP,(t) + AP,—1(t) 3a n = 1 nako pobujamo 1a je

Py(t) = Me . Hactab/bajyhin ucru mocrynak, nokasyje ce Jia je y CBEM CJ1ydajeBUMa

py(1) = O

ITyaconos nportec Moxke ce aedpuHUCATH U HA Cjegehn HaYuH:

Hedunnunuja 2.1 (ITyaconos npouec) Cayuajarn npouyec {X(t),t > 0} nazusamo

Ilyaconosum npoyecom yrkoauko uma caedeha ceojemea:
(1) X(0) =0 ckopo cueypro

(17) Cayuajan npouec X uma mesagucne npupawmaje, mj. 3a ceée npupodne 6pojese
n u cee peaane bpojese ti,to, ..., 1, 2de je 0 =ty < t1 < ty < ... < t,, caedehe

GECAUMUHE CY HE3ABUCHE!

X(tk) - X(tk,l), k= 1,2, o, n.

(i73) Iocmoju neonadajyhia Pynxyuja p : [0,4+00) — [0,+00) xoja je nenpexudna c
decne cmpane, 11(0) = 0 u maxea da 3a npoussonne 0 < s < t saocu X (t)—X(s) €
Pu(t) — p(s)). Pynruuja p 306e ce gynryuja cpedwe spednocmu Iyaconosoez

npouveca.
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(1v) Cropo cuzypro mpajexmopuje Ilyacornosoe npoyeca nenpexudre cy ca decre cmpa-

ne 3a t > 0 u umajy sesy epanuuny epednocm 3a t > 0.

[Tocroje u apyre ekBuBaJiHTHE jieDUHHIjE OBOI MPOLEca all UX caja HeheMo HaBOIuU-
tu. Koja o o1 Mmoryhux jpedunnimja ce KOPpUCTH IIPHU pajLy 3aBucu oj norpebda. /lakie,
ITyaconos mporec Ham roBopu o Opojy morahaja ncre Bpere y oapeheHOM BpeMeHCKOM
unrepsBaay. 'padpudku npukasano, jegHa TpajeKTOpHja OBOI' IPoIeca MOXKe UMaTH 00-

JINK:

X(t) 10—

2.2 Ilpomnec pahama

IIpomec pabama npeacrap/mba IpupoaHO youmremke [lyaconoBor nponeca. OBUM mporie-
com Mmoryhe je onucaru jgorahaje Ko Kojux Opoj peannsanmja y onpeheHoM BpeMeHCKOM

untepBaay (t,t+ h) 3aBucu o 6poja peasusainuja 10 TPEHYTKA L.

Kao u Ilyaconos, u nporec pabamwa je neonajajyhu mpormec. Popmalino, jedunuiie-

MO Tra Ha caegehm Haumm:
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Hedunrnunuja 2.2 (IIpouec pabamwa) Oznavumo ca {\;} nuz nosumuenuz 6pojesa.

IIpouec paharoa dedhunuemo xao npoyec Maprosa koju 3adosomasa caedehe ycaose:
(i) P{X({t+h)—X(t)=1]| X(t) =k} = Nh+o01,(h), h— 0,

(i1) P{X(t+h)—X(t)=0| X(t) =k} =1— X Neh+o0ax(h),

(tii) P{X(t+h)—X(t)<0]| X(t)=k}=0, k>0,

(iv) X(0) =0,

npu wemy cy o1 (k) woak(h) melycobmno pasauwume dynryuje sa xoje sastcu h™ro; x(h) —
0, h =0, j=1,2

OBako meduHECAH Ipolec TOBOPpH HaM O Opojy pahama y oapeheHoM BpeMeHCKOM HH-
tepBaiy. pyrum peunma, caydajua Beqmanna X (t), t > 0 mpemctaBiba 6poj peasu-

3anuja nporeca y BpemMenckom cermenty [0, t].

IIpermocraumo fa je X (0) = 0 u gedunumunmo seposarnohy P, (t) = P{X(t) = n}.
Ha uctu nauun kao ko IlyaconoBor mpoiieca Mory ce u3BecTu ciaejehe gudepeHiyjatHe
jeaHauunne:

P(;(t) = —)\opo(t),
P/ (t) = =\ Po(t) + N\io1 Pa(t), n>1,

IpHU 9eMy Cy TOYEeTHH YCJIOBH

Py(0) =1, P,(0)=0, n>0.

Yroymko je h > 0, n > 1, taga kopuihemeM 3aK0HA TOTILYHE BEPOBATHONE U OCTYJIaTa
(1i1) mosmazumo 1o caeaehux jeTHAKOCTH:

Pu(t+h) = f Pt)P{X(t+h) =n| X(t) =k}

=Y P(t)P{X(t+h) = X(t) =n—k | X(t) =k}

:Zn:Pk(t)P{X(t+h) —Xt)=n—Fk| X(t) =k}
Kana je k=10,1,2,...,n — 2 BaxKu
P{X(t+h) —X{t)=n—k|X@t)=k} <P{X({t+h)—X({t)>2]X(t) =k}
= 017k(h) —|—027k(h)
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nJjim
P{X(t+h)—Xt)=n—k | X(t)=k} =o03,x(h), k=0,1,2,...n—2.
[Ipema Tome, BepoBarnohy P,(t + h) MokeMO 3anucaTu y 00JUKY jeTHAKOCTH

Po(t + 1) =P,(t)(1 = Ah + 03,0(h))
b P00 ah + 0101 (8)

n—1
+ Y Pi(t)osni(h)
k=0

OJIHOCHO,

Pu(t+h) — Pu(t) = Pu(t)(=Auh + 02.0(1)) + Poo1 () Mnrh + 0101 (1)) + 0n(R),

rae je,
lim o,,(h) = 0,

h—0

jep je o,(h) orparmyeno cymom

n—

2
03,n,k(h>
k=0

KOoja He 3aBucu o t. /le/bermeM HaBeJeHe pesaluje ca h U MpejackoM Ha JIMMEC Kajia

h — 0 ompaBigaBaMo Bazkerbe JudepeHIujaTnuX jeiHaYnHa,

P(;(t) = _AOPO(t)7
PL(t) = —AuPa(t) 4+ Ay 1 Paa(B), n > 1,

r7ie ce, MpeNu3Huje, Ha JeBOj CTpaHH HaJa3W JeCHH U3BOJ. Ha ciovaH HaYWH, YKOJIHUKO
nocMarpaMo uaTepsad (t — h,t) Moxkemo mokazaTu na Bepopatnohe P, (t) umajy u Jesu

U3BOJL KOJU 3a/10B0J/baBa, PETXOHO HasedeHe audepeHnujajine jeHadmHe.
Jennauuna Pj(t) = —\gPy(t) ce nako pemasa u paxu Py(t) = e~2! > 0.

Hedunummumo ca 7 caydajuy BeTHIWHY Koja o3HadaBa Bpeme uzmely k-tor u (k + 1)-

BOor pabarba.

n—1 n
P(t)y=P{> m<t<> 7
1=0 =0

Bennunne T Ha3MBaMO BPpEMEHHMa Y€Kakbha.
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Tpenyrak (Momenar) k-tor ncxoia (mim TpeHyTak k-Tor paljama Kako ra jomr MOzKeMo

HA3BATH) O3HAYHMO Ca
k—1
Sk = E Ti-
i=0

Mot Ha ocnoBy jnedununuje GyHKIHje pacioiese

Beh cmo Bugenn na Baxku Py(t) = e
P{ro <z} =1-P{X(2) =0} =1— e %,

JOJA3UMO JI0 3aKJBY9Ka JIa je je Ty €KCITOHEHINjaJTHO paclojie/beHa CayvajHa BeJTuInHa
ca mapameTpom \g. Ciimano ce u3 nocryaata (i) — (iv) Moxke HoKazaTh 1a 7, k > 0 nma
eKCIIOHEHIIHjAJTHY PACIIOJIeIy ca IapaMeTpoM A, Kao U Jia Cy BeJudune 7; MehycobHo

He3aBUCHE (JeTasbaH JIoKa3 MoxKe ce Hahu y Kibu3u [2])

Kapakrepucruana ¢pyHkIumja caydajHux BeJwdawHa S, €aJa ce MOXKEe 3anucaTh y 00-

JINKY
n—1 n—1 A
def iwS, WT k
n :E n pu— E k pu— —_—.
ool & B =TT pem) = 152

Opnarite, y cayuajy IlyaconoBor nporeca e je A\, = A 3a cBe k 3aK/bydyjemMo 1a CIyda-

. . n
JHE BeIMYUHE S, HMajy TaMa PaCIoNeNy pelia 1 M CPeiibe BPEJIHOCTH ¥ .

Y caydajy kKaga cy A, > 0, cucteM jeHavumHa
Pé(t) - —Aopo(t),

P/ (t) = =\ Pu(t) + N\io1 Pa(t), n>1,

An

MOZKeMO pemuTy noMoly mHerpanumonor dakropa e!, omakie n06ujamo

t
P,(t) = )\nleA"t/O e Py y(x)dr, n=0,1,2,..

npu gemy je jacHo ja je P,(t) > 0.
Mebyrum, jomn yBek nocroju moryhnocr ga je > P,(t) < 1. Ja 6u Baxwmio

+oo
Y Pit) =1,
n=0

3a cBe t > 0 dbaxkTopu A, MOpPajy 3aJ0BOBUTHU cienehn yeaoB

“+oo +oo 1
Y Pit)=1 @ZA— = +o0.
n=0 n=0""
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Jokas oBe penaruje Mmoxe ce vahu y xmusu [3] a mu ra opue nehemo nasopuru. V-
TYUTHUBAH apryMeHT 3a OoBaj pe3y/rar je ciaejaehu: Bpeme 7, nuzmehy y3acronnux peajiu-

3aluja je eKCIOHEHIMjaHO PACIOIe/beHO (IITO CMO M MOKA3aJHu), Ca HapaMeTpoM Ag.

1
2.5,

Ipe/ICTaB/ha OYEKMBAHO BpeMe IIpe Hero MITO IOIyJIaluja IocTane beckoHavHa. Y KO-

Crora, 36up

KO je Taj 30up KoHAadyaH, OHJA je OYeKMBAHO BpeMe Jia MOIyJIallKja ocTane becKOHAYHA,

KOHAYHO, a Taja je 3a cse t > 0 BepoBaTHOha ma X (t) = +00 mo3utusHA.

2.3 IlymoB mporiec
Jeman on ocHOBHEX IpuMepa mporeca pabama je Ilyiaos npomec. OBaj nmporec uma Iim-

POKY TIDUMEHY U Ihera hemo JeTa/bHO Pa3MOTPHUTH.

[IpermoctaBumo ga je modernu 6poj wianosa momyranuje X (0) = N. Heka je Bepo-
BaTHONA JIa CBAaKM OJ 4/JAHOBa IOIyJIaldje y MHTEpBaJy JyKuHe h Jjia HOBOI' dYjaHa
Bh + o(h), (6 > 0). YKoJuKO He MOCTOjH WHTEpaKIuja u3Mely daaHOBa TOIyJIaluje,

OJIHOCHO YKOJIMKO ¢y Mel)ycoOHO He3aBUCHU BaKu

P{X(t+h)—X{t)=1|X(t)=n}= (T) (Bh +o(h))(1 — Bh + o(h))"*
=nBh + o,(h),

U 9eMy je V OBOM caydajy A, = nf. Cucrem maudepeHINjaTHIX jeTHATHHA
Fy(t) = =X P (1),

Pl(t) = =M\ Po(t) + M1 P (t), n>1,

y caydajy N = 1 nocraje
Po(t) = =B(nPu(t) — (n = 1)P,a(t), n=12,..

Ilox moveTHUM yCJI0BUMA

perTeme OBOT CHCTEMA je
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QyHKIMja reHeparpuca y OBOM Cjydajy jeduHnucaHa je Ha cjiejehn HadImH

F(s) =D Pa(t)s”

“+o0o n—1
= se Pt Z [(1 — e’ﬁt> 51
n=1
_ se Pt
Sl (1—eBt)s

Bpatumo ce Ha caydaj kaga je X(0) = N (IV je 6poj wiaHoBa MOMyJIAIKje Y TOYETHOM
TpenyTKy). Kako ¢cMo npermnoctaBuiu \BUXOBY MeljycoOHY HE3aBUCHOCT HA OBY HOIY/Ia-
Ujy MOYXKEMO rjieJlaTu Kao Ha 30up N Heszapucuux [lymoBux mporeca, npu 4yemy CBaKu

nounme ca 1 ananom. Crora, YKOJIUKO je
Py, (t) = P{X(t)=n| X(0) =N},

1 YKOJUKO je
fn(s) =Y Prn(t)s"
n=N

Bazke cJesehe jegHakocTn

n(s) = [f(s)]Y

N

B se Pt
1= (1—ePt)s

“+00
N -1
— (se‘ﬁt)N E (m + )(1 — eﬁt)msm
m
m=0

X n-1
_ Z (n - N) (e—ﬁt)N(l _ €_Bt)n_NSn,
n=N
IIp1 9eMy CMO HUCKOPHUCTHJIH

(1—a2) ™ = f (m+g_1)xm.

m=0

Yanmajyhu y 0063up 100ujeHy jeTHAKOCT, Kao U Ja je

fi(s) =Y Pralt)s"
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3aKJbydyjeMo ja Koedunujent ucupes s" mopa ouru Py, (1), na Baxu

—1 N n—N
Pt = () () (=) ey

ITpumernmo caenehe: Ilynos npomnec jako mojceha wa IlyaconoB, ajam Ta jBa mpoIe-
ca HUCY ucTa. Pa3iuka je y nHTeH3UTeTy:
Kox IlyaconoBor mponeca uaTen3urer A, = A = const.. Ca apyre crpane koj [lysoBor

nporeca A\, = nf OJHOCHO 3aBUCHU O 1.

2.4 IlIponecu pabama m ymupama

JacHa remepasmzaigja mporeca pabhama Koje ¢cMO IIPETXOIHO Pa3MOTPHIN je Ja J103-
BOIMMO Jla BpejgHoct X () ocuMm 1mro Moxke jga pacre (IITo TymMadnmo kKao pabare),
Moxke n ga omaga (ymuparme). CBakum HOBHM pahamem Opoj 4IaHOBA IMOIMYJIAIMje Ce
noehaBa 3a 1. CBakuM HOBUM yMHUpameM OpOj WIaHOBA IMOIyJallnje ce cMamyje 3a 1.
To 3Haum ma mporec Koju je y MOMEHTY t OO y CTamby N MOyKe HPOMEHUTH CTarbe Uy

n+lunyn—1.

Hedbununuja 2.3 (ITocmyaamu npoyeca pahiara u ymuparsa) [pednocmasumo da noc-
mampamo caysajar npovec { X (t), t > 0} ca mozyhum cmaruma 0,1,2,... u seposam-

noliama npeaacra Pjj(t) 2de je
Pj(t)y=P{X(t+s)=7 | X(s) =1i}.
Lodammno, npemnocmasumo da eeposamnohie Pi;(t) sadosomasajy:
(1) P iy1(h) =Nh+o(h), h—0, i>0
(2) Pj—1(h) = pih+o(h), h—0, i>0
(3) Pii(h)=1— N+ p)h+o(h), h—0, i>0

1, i=j

Py(0) = b, 6 =
(4) Pi(0) = dij, 0 0, i4;

(5) ﬂOZOa A0>07 :uiv)‘i>0a Z:1a2)
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Beauuuna o(h) y ceaxom 0d nasedenur cayuajesa moorce da 3a6ucu 0d i.

Mampuua obaura

—Xo Ao 0 0

pr — (A ) A 0

A= 0 M2 —(>\2 + ,LLQ) )\2
0 0 13 —(Ag 4 p3)

HA3UBA CE UNPUHUMESUMAAHG MAMPUUG (UAU UHGUHUMESUMAARY 2eHEPAMOP) NPOo-
ueca. Hapamempu N; u p; Hasusajy ce, pedom, uHMeEH3UMEMU pPaharea U YMUPaHQ.
Y nocmysamuma 1 u 2 npemnocmasuist cmo 06 Ykoruko npouec kpehe uz cmaroa 1
mada cy seposammohe da dohe do npomene cmaroa Y jaKo MAAOM UHMEPBANY GPEMEHT

nponopyuoHatHe dnyCUHU moe uHmepeana.

Kaxo cy P;;(t) seposarnohe sazku P;;(t) > 0u ), P;(t) = 1. Kopucrehn Mapkos/beso

CBOjCTBO IIPOIEca MOXKeMO U3BecTH jegHadnHe Yemmen-Koamoroposa:

z] t—i‘S ZRk ij

OBe jenqnaunne HaM TOBODe cienehe: Jla 6u ce mporec moMepHo U3 CTama ¢ y CTalbe J Y
BPEMEHCKOM WHTepBasy ayxkune t + s, X (t) Tpeba mpBo Ja ce TOMEPH ¥ HEKO cTambe k

3a BpeMme t, a IoTOM M3 cTama k y crame j 3a IIpPeocTaso Bpeme s.

3a caga cMo noMeHyan camo BeposarHolie mpernacka P;(t). Taxobe, wecto je omx unre-
peca u Beposatnoha P{X(t) = n}, a na 6u cMO by U3padyHATN MOPAMO MTPEIT3NPATH

pacrojiesly BepoBaTHOha MOYETHOT CTama. Y TOM CAydajy BayKn

P{X _n} ZQ’L m

rie je

— P{X(0) = i}.
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2.5 Jly>kKwHa BpeMEeHCKOT MHTepBaJia YeKama Ipoiieca pahama
U yMUupama

V3 nomoh npeTxoaHuX NPeTIoCTaBKE MOXKEMO OIpeJIMTH PACIO/e/y BepoBaTHOLe Cyda-
jue Bemmumne 7;, ¢ = 0,1,2) Koja mpejcraB/ba BpeMe ueKara (10 MPOMeHe CTarba)

caydajue peauanne X (1) Koja ce Haja3m y cramy i. Heka je:
Kopumhemem MapkoB/beBor cBojcTBa, Kajga h — 0 gosazumo 1o ciaejgehux jeanakocTu

Gi(t +h) = Gi(t)Gi(h) = Gi(t)(Piu(h) + o(h)) = Gi(t)(1 — (X + pi)h) + o(h)

Wjid, Jipyraduje 3almcaHo

Gi(t+ h) — Gi(t)
h

= —(Xi + 1) Gi(t) +o(1).

30601 Tora Baku caegeha je THAKOCT
Gi(t) = —(Ni + 1) Gi(1).
VKOJIMKO UCKOpucTuMo yciios ja je G;(0) = 1 perieme oBe jejnadune je
Gi(t) = et

IIITO HAM T'OBOPH JIa CJAy4YajHe BEJTMUYMHE T; HUMajy eKCIIOHEHIIUjaTHy PACIIOIeIy ca Cpe/l-
mwom Bpeuonthy (\; + ;)L (IIpuMernmo Jia HaBeJeHH JIOKa3 HUje KOMILIETaH jep je
kopumifiena naryutusHa npernoctaska G;(h) = Py;(h) 4 o(h), auju ce bopmanam 1oKa3
mozke Hahinm y ksu3n [4].) [Ipema mocrynatuma 1 v 2, y BpeMEHCKOM HHTEPBAILY JIy ?KUHE
h upesias ce jemasa u3 crama iy crawme | + 1 ca BepoBaraohom \;h + o(h), u u3 crama
iy i — 1 ca BepoBarHohoMm p;h + o(h),mro Hac qoBoau 10 caexeher 3ak/bydKa:
VKOJIUKO ce Yy MOMEHTY t JIecuo IpeJia3, BepoBaTHOhA TOr mpeja3a y crame ¢ + 1 je
Ai(Ni + i)~ ay crame i — 1 je (N + )
Esoaymnuja nporeca X (t) moxke ce omucatn Ha ciaenehin maunn: [Ipomec 6opasu y cramy
i onpehen BpeMeHCKH mepuo. JIyzKuHa TOr BpeMEHCKOT HHTEPBAJIa MOJEJINPA Ce CJIyda-
JHOM BEJIMYIMHOM KOja je eKCIIOHEHIMjaJIHO pacnojiesbeHa ca mapamerpom (\; + ;). Kaga
HAIIYIITA CTAIbe ¢ IPOIeC MOXKe Ipehn mim y crame ¢+ 1 unn y ¢ — 1 ca BepoBarHohama
A+ )7t m (N + )7t perom. OBakBO KpeTarbe je aHaIOTHO CIyYajHOM JIyTarby

ca THM IITO Ce 3a PAa3/IUKy O/ CJYy4YajHOI JIyTalba IPOMEHE CTakha MOTY JICCUTH y OuJio
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KOM MOMEHTY.

Tpaagunuonaan HAYNH KOHCTPYHUCAHa nporeca pahama n ymupama je neduHHCAHEeM
napamerapa pahama y ymupama {\;, i; };-% . Peammsanuja npoueca oxpebyje ce na cie-
nehu Ha4yWH:

[Tpermocrasmmo na je X (0) = i. Jeaqunka npoBoan ompelieno Bpeme y cramy i Ha-
KOH 4era ce ca BeposarHohom \;(\; + p;) ™' nomepa y crame i + 1, u ca Beposarnohom
wi(Ni+pi) "ty crame i— 1. Tasbe, jejunka 1poBojiu opeheH BpeMeHCKH TIepyuosl y HOBOM
cTarby HAKOH Yera Ipehe y HEKO 0OJ HOBHX CyCceJHHUX cTamba. I Tako maspe... Ha mpornec
MOZKEMO TJIeJIaTH U Ha cjaeJehn HauMH: IOCMAaTpaMoO BPEIHOCT t; U3 €KCIOHEHIIHjaTHe
pacrojesie ca mapamerpom (A; + f;) Koja IpecTaB/ba BpeMe IPOBEJACHO Y HHUINaTHOM
cramy 7. [Torom, Garumo nopuuh. Heka je seposarnoha riase p; = \;(\; + ;). Yko-
JINKO Ce TI0jaBU IJIaBa MPeJIa3u ce y cTame ¢+ 1. Y CyIpOTHOM Ipesia3u ce y cTame ¢ — 1.
Y cramy 1+ 1 mocMaTpamMo BPEIHOCT to U3 €KCIOHEHIHjaIHe PACIIOIeIe ca MapaMeTpoM
(N1 + fir1) KOje 0O3HAUABA BPEME LIPOBEJIEHO Y HOBOM CTamby, ¢ + 1. YKOJUKO YecTuna
HAKOH IIPBOT Ipesa3a npehe y crame ¢ — 1, aHAIOIHO MOCMATPAMO t) N3 €KCIOHEHIIN]aJI-
He pecroiesie ca napamMerpoM (N1 + j;_1). HakoH 3aBpImeTka JApyror dekama, HCTOM

JIOTUKOM IIpeJla3u € HapeJHO CTaibe UTHI.

Ba dukcupano w € () UCXO MPETXOIHO OMUCAHOT IPOIEca MOYKEMO 3alHUCATH Ha, CJIe-

nehyu HAYNH:

1, 0<t<ty,
Z+1, t<t<ti+ts
i, fidty <t <t +tytts

rje ¢y tq,to, ... peAJIM30BAHN TPEHYIH IIPOMEHE CTama cucreMa. Ha oBaj HaYMH OJAr0-
BapajyhuM y30pKOBameM U3 eKCIOHEHIHja/IHe U OMHOMHE paciojese J00ujaMo jeHo-
CTaBHY peasm3aliujy oBor mporeca. Cana je Moryhe f01euTH OBOM CKYIy Peanu3allnja

IIpolieca BePOBATHOCHY Mepy Ha Takas HadwH ja Pj;(t) 3amoBosbaBa ycaose

“+o00
> Pyt =1
§=0

Py(t+s) =) Pu(t)Pey(s).
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[Iperxo/Ha KOHCTPYKIIHja HPOIECca je O/l K/byUHOI 3Ha4aja 3aT0 1ITo uH(pUuHUTE3nMAJI-
HU TIApaMeTpU He MOPAjy jeMHCTBEHO Jia oApehyjy CTOXacTHYKHU MPOIeC 3a KOjU BayKe

HOCJIe/IIbe JIBE jeIHAKOCTU U IOCTYJIATU Ipoiieca pabhama u ymMuparba.

2.6 JIndepeHnmjajiHe jegHAYNHE IIpolleca pahama M yMHupama

Y cryuajy [lyaconosor npomeca u nponeca pahama BepoBaTaohe npenacka Pj;(t) 3amo-
BOJbaBaJIE Cy cuUcTeM jupepeHInjaj HuX jeHaAYNHa KOjU je TMO3HAT Kao OOPHYT CHCTEM
KomomoroposipeBux jeqnaunna. Kop nponeca pahama n ymupama jeJJHaUYWHE Cy j1aTe
ca:

Py(t) = =X Po;(t) + Mo Pry(t),

P(t) = piPio1 () — (N + i) Py (8) + AP (1), i > 1,

nupu deMy je modernu yciaos Pi;(0) = J;;.

JeqHadnHe y oBOM ciy4ajy 100ujajy ce Ha ciaegehn HadwH:

zg t + h Z -sz Pk:j
= i,i—l(h)Pi—l,j (t) + Pii(h) Pij(t) + Pz (h) Py j(t) + Z Pir(h) Py (1)

IpU YeMy MHOCJIe/Iba cymanuja uiue o csum k # ¢ — 1,41 + 1. Kopucrehu nocrymnare

1,2 u 3 mporeca pabama u ymuparma maoga3uMo 10 ciaeaehux (He)jeqHakocTu:

> Pu(h)Py(t <2Pm
Pr

=1—(Fi(h) + Pii-1(h) + Piiya(h))
=1—[1— N+ p)h+ o(h) + ph + o(h) + Xi(h) + o(h)]
= o(h),

na je,

Yromuko npebanumo Pj;(t) ca jeBe crpaHe n HMOAEJNUMO jeJHAYHHY ca h TAaKBHM Ja

h — 0, nobujamo ciaesgehy jeHAKOCT

P(t (1) = P j(t) — (N + i) Pig (t) + NPy 5(t).
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OGpuyT cucreM KoiMOropos/beBHX jejHauMHA H3BEIM CMO Da3jlaratbeM HHTepBaJla
(0,t + h) Ha aBa gena
(0,h) u (h,t+ h),

rje je h HO3MTUBHO U MaJIO, U UCIUTHUBAJIN CBaKHU epuoj 3acedno. Koa npoieca pahama
U yMupamba JI0 pe3yaTaTa J0Ja3uMo pasiarameM BpeMenckor uatepsana (0,t+ h) Ha

(0,¢) u (t,t + h).

OBUM TJIeUIITEeM, IO/ HEIITO CTPOZKHUM yCJIOBUMA MOYKEMO M3BeCTu u cjiejgehn cucrem

JubepeHnujagHuxX je THaaInHa
Pi(t) = =XoPio(t) + 1 P (t),

Pi(t) = Njo1Pijoa(t) — (A + py) Pij(t) + pya Py (t), 5 >1, (2.1)

ca ucTUM 1odeTHUM ycsosoM Pj;(0) = ;5.

OBaj cucrem MO3HAT je 101 HA3UBOM JupekTan KoaMoropos/beB cucreM.

IIpe mero mrro nmpehemo Ha HeKe OJ1 HpUMepa, MPOJUCKYTYjMO MTOHAIIaIe BepoBaTHOha
P;;(t) 3a Bestuko t. MoxKe ce MOKa3aTH Ja TPAHUIHA BPEIHOCT
lim P;(t) =p,
B (1) = pj

MOCTOJH, Ja je He3aBUCaH O] MOJIa3HOT cTama ¢, Kao W JIa BayKe jeTHAYNHEe
—Aopo + p1p1 =0,

Njoapi1 — (N + 1)ps + pipapi =0, j > 1 (2.2)

[Ipumerumo jia je 0OBO y CTBApW HPETXOAHU CHCTEM jeJHAYNHA CA HYJUPAHOM JIEBOM

crpanoM. KonBeprennmja cyme Y p; ciaeam u3 tora cro je » p;;i(t) = 1. Ykomuxko je
J J

> p; =1 Taga uu3 {p;} HazHBaMO cTarEoOHApHEM BepoBaTHONAMA.

J

YBobhemem ciienehux o3Haka

A1 A
7.‘—0:17 szu7 ]217
M-

J1001jaMo je THAKOCT

P1 = Aoy 'Po = T1Po.
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VKOJIMKO HPETIIOCTaBUMO JIa je pr = TP 38 k = 1, ..., 7 Baxe cjejehe jegHakocTu:

HitiPitr = (N 1)Tipo = Ajamjiapo
= \jp;po + (175 — N\j—17-1)Do
= \jT;Po,

¥ KOHAYHO
Dj+1 = Tj+1Po-

Ja 6u nu3 {p;} nedunucao sBeposarnohe Mopa na Baxku »_p; = 1. YKoauKO je Y mj, <
j k

J
+00 BaKUI

¥

p; = Z 7T,I<;7
Yrosuko je Y m, = +oo raga je p; = 03acse j = 0,1,2,... 1y TOM ciIydajy HEMamo

k
CTAIMOHAPHY PACIIOEey BepoBaTHONA.

i=0,1,2,..

2.7 Ilpomnecu pahawba u ymumpama ca arncopoOyjyhum cramuma

Y oBOM MoIVIaB/by heMo pa3MOTpHUTH IIpoliece pahama u yMmupama Ko Kojux je Ao = 0.
OgBaj ycjoB HAM Kazke Ja je HyJTo crame ancopbyjyhe. Kaga ce gecu npesaz u3 crama
1, jemuaka ce momepa y crame 2 ca BepoBaTHOhoM Aj/(A; + fq), man ce "3apobu” y
cramy 0 ca BepoBarHONOM f17/(A1 + p41). Bakan npumep 0BAKBOT MPOTIEca je JHHeapaH

HpOIeC ca UMUTPAITjOM KOju heMo yCKOpO JeTa/bHO Pa3sMOTPUTH.

BepoBaTHoha amncoprmiiuje y HYJITO CTame:

Op 3Havaja HAM je m3padyHaBame BepoBaTHONe amcopriuje y crame 0 m3 HEKOT cTama
. OBo HEje curypas jmorahaj jep ce crame cucTeMa 3ayBeK MOYKe KpeTaTu u3Mehy cTama
1,2,3,..., WK TeXKUTH OECKOHAYHOCTH.

Heka je u; (i = 1,2,3,...) BepoBarHoha ancopunuje y crame 0 U3 HHAIMJATHOD CTAbA
1. MoxkeMoO u3BecTn pekyp3uBHY (OpMyJIy 3a u; pa3zMarpameM MOTyhuX cTama HAKOH

jeJIHOr mpejacKka. 3HaMo Jia IPBH IIpeJia3 Ioipa3yMeBa IOKpeTe

i — i+1 caBepoparnohoMm i
it

1 — 1—1 ca BepoBarnohom £,
it

Oparie qupekTHO mobujamo caeaehy Be3y

Ai 4 M
Uy = ——U;
Nt T N+

Ui—1, 1 Z 0.
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Jlpyru HavuH Jja j00MjeMO UCTH pe3y/aTar je Hnpesia3ak Ha CJIy4ajHO JiyTame Koje je
MOBE3aHO Ca JaTuM mIporecoM pabama n ymupama. Crnenndudno 3a nporece pahama 1
yMUpama je 13 UX UCIHTY]jeMO caMO Y MOMeHTHMA IIpeJlacka U3 cTama y cTame. Heka je
{Y,,}.52% maman Mapkosa ko kora je Yy = X, ununumjaano crame, a Y, (n > 1) crame
HAKOH N-Te mpoMene. Marpuna BepoBarHoha mpesacka 3a jeaH KOpaK y OBOM CJIydajy

nMa 00uK

1 0 0
p_ @1 0 pr O
0 @ 0 po
rie je
Ai 1 (i>1)
i = = — (; 1 =~ .
P Ai + 1

Bepopatnoha aricopiiuje y HyJITO CTambe 3a J0/Ie/bEHO CJIYUAJHO JIYTaIbe UCTa je Kao 3a

ojarosapajyhu mpoiec pahama u ymupama jep oba mpoleca UMajy HJIeHTHYHE IHpeJiase.

Bparumo ce na oapehuBame BepoBaruoha wu;, npu ycioBy ga je ug = 1 n 0 < u; <
1(i>1):

/\i 7
U; = U; -+ i—1 ) 2 0,
>\z + Hi +1 >\z + 7 !
na je
Hi .
(Uiyr — u;) = /\_(Uz —ui1), (i >1).
YKOJIHUKO JTleUHUIITEMO v; = ;1 — U; Jo0ujamo ciaenehy Besy
i .
Vi = T Vi1, 1> 1).
S, (2 )

Hrepanmje moceame pemanuje 10Boje Hac 10 (popmyiie
i "
s — ) — 7J ;
Ui41 uz_vz—(H)\j>U07 121
7j=1
CymupameM OBUX jeIHAKOCTH Of ¢ = 1 10 ¢ = m go0ujamo

um+1—u1:(u1—1)2( %), le
i=1 “Nj=1"Y

Kako je u,, 1o ¢B0joj Ipupo/ il OrpaHuIeHo ca 1, BUAUMO Ja YKOJUKO je

(1)

i=1 Nj=1

i
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Tajla Mopa outu u; = 1 u u, = 1 3a cege m > 2. Jpyrum peynma yKOJHUKO BayKu
MOCJIe/IFha jeTHAKOCT TaJjla je alCopPIInja Y HYJITO CTaike CKOPO CUT'ypHAa, U3 OWJI0 KOT

IIOYeTHOI' CTalba.

ITpernoctaBumo ma je 0 < uy < 1; Tanma je, HapaBHO,
+o0 % 1
> (IT5) <+
, LA
=1 7j=1

Ouurreivo, U, je omamajyhe mo m jep mpenasak y crame 0 U3 cTama m 3axeBa BHUIIE

Mehynpesnasa mrro je m Behe.

Bpatmmo ce ma jeHaKOCT

um+1—u1:(u1—1)Z(H%>, m > 1.
j=1""7

m
=1

YKOJIIKO IIyCTUMO Ja 1M — +00 MOZKEeMO HU3Pa3UTH Ujq.

a MOTOM U Upy41 -

2.8 OuekuBaHO BpeMe 10 aIICOPIIAje

Cajta hemo pa3zMoTpuTH IIPodJIeM oapehuBama 09eKHBAHOT BpeMeHa JI0 allCOPIIIUje IIo-

snazehun u3 crama m. [IpegnocraBumo j1a BaxKu yCJI0B

+oo % 1
Hit) =
21: Jl:[l y +00

1=
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OJIHOCHO JIa je alicopiiiuja u3BecHa. [IpumerumMo jia y 0BOM Cjydajy He MOXKEeMO Jia Ce
npebanuMo Ha pasMarparbe aJeKBaTHOr CAYYAjHOT JIyTalba M3 pa3Jjora IITo je BpeMe

IPOBE/IEHO Y HEKOM CTalby PeeBaHTHO 3a HaIlly KaJKyJIalujy.

Hexka je w; cpenme BpeMme amcopiiije mojaazehn u3 crama ¢. Y3uMmajyhu y o03up Mo-
ryhia crama Tpesiacka U YHIeHUILY J1a je je CPeJlibe BpeMe Yekarba y cramy i (\; + ;)
3ak/bydyjemMo jga Baxku ciaejeha jemnakoct

N CE T Ai =+ i

Wws

npu uyeMy je wy = 0. YBohemem cmene z; = w; — w1 godujamo cienehy penamujy

1 i .
Zi:——l-—Zi,, 221
PV Vi

WrepupameM yBeJieHe CMeHe JT0JA3UMO /10 HApeJHUX Be3a:

1 Hm 1 Mo om—1
m = N I + m—29
- )\m * /\m )\m—l )\m)\m—l - 2

OITHOCHO

N——

m
(HpOI/IiSBO,ZL [I #;/\; narepuperupa ce xkao 1.
j=m+1

Y TepMUHUMA W, UMAMO

Wm — Wmt1 :Z)\— H y—wl r, mz 1. (23)
i=1 7" j=i+1 7Y j

Hageena pesanuja ce Moxke npedopMyancaTu yBohemeM Hape He Be3e:

rie je

Caza (2.3) MOKEMO 3aIUCATH KA0
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IIpumernMo fna HaM OBaj M3pa3 Kazke 13 ako je » . | p; = +00 OHAA MOpa OHTH K

wy; = +00. Y cTBapH, €BUJCHTHO je JIa je Wy, < Wyl 33 CBE M U OBO CBOJCTBO OM 6UI0

HAPYIIIEHO YKOJHUKO O MPEeTIOCTABUIN CYIPOTHO, Ja je wp KOHAYHO.

CaJta IpeTmocTaBuMo Ja je Z;;Of pi < +o00. Kama m — 400 Baxu

“+o00 m
. Aj
w1 = E_l pPi — ml_lgloo (H —j> (wm - Wm+1)-

j=1 M

Moryhe je gokazarn ja Baxu (BHIle JeTaba y KIbH3M [3].)

. iy
(1) o

U Taja je, y cTBapu

+o0
w1 = E Pi-
i=1

[Tperxoauy auckycujy moxkemo (popmyncaru y oOJuKy ciiejgehe Teopeme:

Teopema 2.4 IIpemnocmasumo da cy napamempu npoueca paharea u ymuparba X\, U
tn, 1> 1, 2de je \g = 0, mako da je 0 ancopbyjyhe cmarve. Beposammnoha ancopnuugje

y cmarve 0 U3 UHUYUJGAHO2 CMGHG T je

( +o0

Z (Huj/&') |
s w1
> ([T wi/N)

i=1  j=1

+oo 7 L
L, i=1 (Hjl l,\_j) = 100

< 400

N—

\
Cpedrwe speme do ancopnuyuje je

(

+o0
+00, Z Pi = +00,
+o00 m—1 I m +o00 Ei-:cxl)
ZPz‘FZ(H)\—k) Zpgy sz‘<+00
L =1 r=1 k=1 j=r+1 i=1

2de je
pi = (Mg Aic1) [ (pa i pi)-
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2.9 Beza u3mely IlyaconoBor mporieca m mporieca pahama u

yMupama

Hapeanu qujarpamu roope o ojHoCy perxoano oopahenux nporeca. Xomoren [lyaco-
HOB ITPOIIEC je Tpolec unctor pahama, a mporec ducror pahama je mojcaydaj nporeca

pabhama 1 ymupama.
1. Xomoren Ilyaconos nporec:

SHE HOG

2. Ilponec pahama:

Ay M Mot A

3. IIpomnec pahama n ymupama

A M

At Ay
D N °°° -
M

H1 Ha M+
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3 IIpumep mpoiieca pahama m ymupama

3.1 JluHeapan pacT ca mMHUIpPAIUjOM

ITponec pahama 1 ymupama Ha3uBa ce JTUHEAPHUM MPOIECOM YKOJHUKO je A\, = nA+a u
[y, = Ny TpHU deMy je A\, p, a > 0. OBaKaB mporec IPUPOIHO ce TMOjaB/byje y OUOJIOTH)H,
e Ce YeCTO KOPUCTH 33 MOJeUpame eBoayIuje momynanuje (6poja jeuHKa TmomyJia-
nHje y oapeljeHoM BPEMEHCKOM TPEHYTKY ). YKOJIUKO je TPeHYTHA GPOJHOCT MOIyJIarje
n Taja je cpeamu pact nonyaanuje A\n + a. Candro, BepoBaTHOhA J1a ce BEJIMYNHA, 110~
ImyJamuje cMamby 3a 1 y HEKOM MaJioM BPEMEHCKOM uHTepBany je unt + o(t). ®axrop
An mpejcTaB/ba MPUPOJAH PACT TOMyJIanyje, y3uMajyhu y o63up meHy TpeHyTHY BeJlu-
YUHY, JOK [apaMeTap a MOXKe Jla Ce HHTepIpeTupa Kao eKcTepHu (haKToOp KOju yTude
Ha BeJMYNHY nomynanuje (Ha npumep uMurpanmje). KommoHneHTa pun Koja mpeacraBba

UHTEH3UTeT YMUPakha UMa jaCHY UHTePIpeTalIujy.

3aMeHuMO BpPEJTHOCTH TapamMerapa A, u i, y Kosmoropos/beBe mudepenujaine je-

Ha4YHHe:

Fio(t) = —aPio(t) + pnbu (t),
Fj(t) = (AG =D +a)Fija(t) = (A +w)j +a)Py(t) + p(G + DE (), j=1

VKOIMKO cajla, MOMHOYXKUMO j-TY BepoBaTHOhy ca j u cymupamo jobujamo cjejehy

O4YCeKHNBaHY BpeaHOCT
+o00
EX(1) = M(1) = Y jPy(1)
j=1
KOja 3a/10BOJbaBa JTUQePeHInjaaHy jeTHATUHY
M'(t) = a+ (A= p)M(1),
ca nosasauM yeaosom M (0) = i ykonmko je X (0) = i. Pemteme oBe nndepennmjaise

jeTHAYMHE je

M(t)=at+i, A=up
_a
=3

Jpyru MoMeHAT WM JUCIEP3Uja Y OBOM CJIYYajy MOTY OWTH W3pAadyHATH HA CINYAH

M(t) P 1 i, N #

Ha4I1H.

Unrepecantro je npumerutu u ga M(t) — +oo Kaga A > u, 0K je 3a Bequka t y
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caydajy Kajga je A < [ CPe/iiba BPEIHOCT BEeJIMYUHE OIMYJIaIuje TPUOInKHO

4 Mopgeau 1oIIyJialiioOHE €BOJIyIIMje 3aCHOBAHM HAa
nporiecuma pahama m ymMupama

[Tomyranuona reneruka 6aBu ce 1pOyvYaBabeM 'eHETCKE CTPYKTYPe HOIyJIaluje, OJHOC-
HO aHAJU30M yYeCTaJOCTH T'eHa Yy NPUPOJHUM momyaarujama. [Ipe #ero mro npehemo
Ha KOHKpeTHe mpumMepe (0 KojuMa ce BuIie jaeraba Moxke Hahm y [5] n [6]) ymosnajmo

ce ca OCHOBHHM IIOjJMOBUMA KOjH he ce HaJa/be KOPUCTUTH.

Hedbuanmnuja 4.1 len je pusuvka u Gynryuonaita jedunuya Haciehusaroa xoja npe-
HOCU HACACOHY NOPYKY U3 eeHepayuje y 2enepavugy. Huwnu 2a yesosum deo DN K nom-
peban 36 cunmesy jednoz npomeuna uay jednoz morekysa RNK. I'en 3a odpehero ceo-

JEMB0 YBEK e HAAA3U HA UCTNOM MECY (A0KYCY) HA TPOMOZOMY.

Hedbunaunmnuja 4.2 Pasauvumu obaunyu jednoz ucmoz zena nasueajy ce anesu. lenu

K0Ju 00pasyjy anese HaA3UBATY Ce NOAUMOPPHHU 2eHU.
Hedbunumnuja 4.3 Ckyn 2ena koje cadpotcu jedua heauja Has3usa ce 2eHoM.

Hedbunnunuja 4.4 Xpomozomu cy manke 3a60jHUYE 261G (HOCUOUL 2eHEMUYKE UHPOD-

mavuge).

Kpak
XpOMO30Ma

Xpomaruia- [HenTpomepa

Kpak _|_
X[)()Ml) 30Ma

Hedbunrumnuja 4.5 Mecmo na xpomosomy 20e ce narasu 2em HA3UBA CE NOKYC.
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Hedbunrumnuja 4.6 Cnapenu nap rpomozoma ucme dyscume sesunune u GyHryuje Ha-

3UueamMo TOMOAO2UM 2EHUMA.

Hedbunrumnuja 4.7 Xemeposzuzodnocm je npucycmeo padsudumur 2eHCKUL ANt Ha

UCTNOM AOKYCY HA NAPY TOMOAOSUTL TPOMO30OMA

Hedbunnunuja 4.8 Mymayuja je k6aiumamuena u/uit KaGHMUMAMUEHE NPOMEHA Y

eenemckom mamepujanry. Opaanuszam ca MYyMAUUJoM HA3UBA CE& MYMAHM.

Hedbunumnuja 4.9 Kada ce y nonyarauyuju ne dewasajy mymavuje, C8GKY GAEA MOHCE
wau da nomnyHo usympe, uau 0a ce durcupa odnocro yenocmasu 100% dpereernyujy
Y NONUAGUUJU WMo Ha3usamo Purcayujom. Ilpoyec usymuparoa uay dukcayuje anen

Y JEOHOM NONYAGUUIU HA3UBAMO 2EHEMUYMKUM OPUPDMOM.

0 1 2 { 3 4
< i( J— —I—

Ha courum n3nam, MozxkeMo BujeTu npumMep ¢pukcaiuje reia 3a 00jy KoJ Ba/bKaCTHX
npBa. ¥ mMovYeTKy y MOIYJIalnju ce TojaBbyje b pa3andauTux 00ja J0K ce HAKOH O/Ipe-
jenor BpeMena 4 60je u3rybe a jejiHa, 1maaBa, (PUKCHPA.

4.1 MopasaoB mozaes - OcHOBHU 00K

JelaH o/ TIaBHUX IUJbeBA TEOPUjCKe TOMYJIAIMOHEe TeHEeTHKE jecTe HCTPAYKUBAbEe TTPO-
MEHA y TEHOMY TOITyJIAIije MO/ YTUIajeM Pa3/JnduTiX eBOJIYIUOHNX (DAKTOPA KA IIITO
Cy ceJieKInja, MyTallfje, MATPAIKje U CJUIHO. Y OCHOBH TEOPHUjCKUX MCTPaAKHUBAHA
YeCTO ce HaJla3e JeTePMUHUCTHYKA U CTOXaCTUYIKUA MaTeMaTHIKu Mojesu. [leTepMunu-
CTHYKHU MOJICJIH CY IPUMEH/bUBU K12 je BeJIUINHA HOIIY/IAIFje BeoMa BeJIHKa, a KaJja ce
KOHAYHA, BEJIMYMHA [OIIYJIalje He MOYKE UIHOPUCATH, TPeOa HCKOPUCTUTHU CTOXACTHIKE
mojese. Topes Tora, ojpehenu pobieMu MOry OUTH PeIllleHH caMO yIoTpeOdOM CToxa-

CTUYKUX TTOCTABKMU.

3a 7gabe pazMaTpambe MPeTHOCTaBUMO Ja PaIuMO ca CUCTeMHMa Koje mMajy ciaeiehe

KapaKTepUCTHKE:
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e Besmuuna nonysanuje je KoHCTaHTHa, jejHaka N,
e CBaku JIOKyC MOXKe UMATH JIBa THIIA ajena, A u a,

L] Je,ZLI/IHKe Ca Pa3/JIMYUTHUM aJleJIMMa MOI'y Ce€ pa3J/IMKOBaAaTU 110 IIPpUJIArOA/bHUBOCTH,

Tj. HEKe jeIUHKEe NMa]y CeJIeKTUBHY NMPETHOCT HAJ APYTHUM.

Hexka oy najuenthux nurama Ha KOja HOIYJIAIMOHA TeHETHKA MOKYIIABA JIa J1a OJI'0BOD

THYY Cce eBOJIyIHje/TToHaImamka HeKor (bHKCHpaHOT TeHcKor anena. O wHTepeca cy:

BepoBatnoha na ce y TpeHyTKYy ¢ y HomyJaluju Haja3u Taduo n € N je JuHKH ca

MOCMaTPaHUM aJIeJIOM,

e Beposarnoha jma mocmarpaHu aJies u3ympe,

BepoBatnoha dukcanuje nmocmarpaHor aJjeJa,

e OdYekuBaHO Bpeme 10 U3yMuparma nin (puKcanumje,

Cramuonapue pacrojese MocMaTpaHuX CHCTeMA...

Y ocuoBu BehmHe pajoBa Koju aajy Moryhe oiroBope Ha IIPeTXOIHO HaBeJAeHA MUTAMHA

HaJia3€ Ce ABa CTOXaCTHU4YKa MOAeJia:

e Bpajr-QuiepoB MoJies KOjU ce KOCTUCTH 3a OIUCUBAIbLE IOILY/I1aluja Ca JUCKPEeT-
HOM, CE€30HCKOM DeNpOAYKIHjOM IIPH YeMy Ce CBaKa jeJIMHKa y MPOIeCcy Pa3sMHO-

JKaBama Moxke “nojgenuta’ Ha m € N jeIuHKH.

e MopaHoB MOJIe/1 KOjU je HAjUPUMEH/bUBUJU 3 LOILYyJIalUje Ca HEIPEKUJHOM pe-
MPOAYKIMjOM U TpeKJianajyhuM rexHeparujama, Ko KOjuX ce y IPOIEeCcy pa3MHO-

JKaparba jeJMHKa JIeJIN Ha Ta9HO JIBe HOBE.

Y oba Mojiesia IPOMEHJBUBA, KOjY TOCMaTpaMo jecTe OpOj jeIMHKU y TOIYJIaluju KO-
je mMajy mocmarpanu anen. Oba Mozesa TOHAIAJY ce CJIUYHO, M Jajy UCTe pe3yarare
kaga N — +oo. Kama je BelmunHa momyalnuje KOHATHA OBa JBa MOJea 3HATHO Ce
pa3aukyjy. Hagasbe, y Tekcry, gerasbuo hemo onucarun Mopanos mojesnr. Hakon Tora y

HapeJHUM IIpuUMepuMa BuaeheMo HeKa 0 MOryhuX yoIITema.

MopanoB MojieJT je BaxKaH U3 JIBa pa3Jjora: NpBo, HacynpoT BpajT-PunrepoBom Mojienry,
MOKE Ce HPUMEHUTH Ha OopraHu3Me ca lpekJainajyhum renepanujama. /Ipyro, muoru
pe3yjaraTu Koju Mory Outu Jgobujern camo npubiauzkuo y Bpajr-PuinepoBom Mojeny,
y MopanoBoM Mojesy ce MOry TavHO u3BecTn. MopaH je 3a CBOj MOes pekao jJa je

JEeIHOCTABHUJH jep ce U3 OUJI0 KOI' CTalba CHCTEM MOYKe IMIOMEPUTH CaMO y CYCeIHa, IITO
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OJIaKlIaBa MaT€MAaTUYKY aHaJIU3y MOJeJIa.

Jeana o moryhux dhopmynaiuja MopaHoBor Mojesa Ipe/cTaB/ba HEPEKHIaH IPOIEC

pabama 1 ymMupama, ca HeJIJMHEADHUM HHTEH3UTETHMa U KOHAYHUM IIPOCTOPOM CTalba.

Hedunnunuja 4.10 (Mopauos mozen) IIpemnocmasumo 0a ce nonysuuja KOHCMAH-
mue seauvune cacmoju 0d N mehycobrno wesasucrux jedunru. Ceaka jedunkra y nony-
Aauuju Mosce umamu jedar 0d dea muna asena A uau a. Kusomnu eex ceaxe jedurke
je CAYUAIHG BEAUMUNG CA EKCNOHEHUUIAAHOM PACNodesom U overusarvem 1 3a a u 1+ s
sa A. Haxon usymuparea, ceakxa jedunka ce 00G6€3HO Mera HOB0M. 3AMEHG CE SPULL
cAyuarum 00abupom Heke 00 jedunku usd nonyaseuuje (yrsyuwyjyhu u ony xKoja ymupe).

Csaxa jedunka uma ucmy eeposamuohy da byde odabpana.

Ilocmampamo cayuajar npoyec {X (t), t > 0}. Heka je X(t) 6poj jedunku nonyrayuje
Koje umagy asen a y damom momenmy. (IIpouec ce moorce dedpurnucamu u xafo 6poj
jedunru y nonysayuju xoje cy muna A npu wemy ce 3602 CUMEMPUYHOCTIU HUULING

cywmuncky wehe npomenumu. )

Hedbununmja 4.11 Bpednocm s € (—1,400) uz npemzodne dedunuyuje nazusa ce
Koeuyujenm cesekyuje u npedcmasna npedHocm Kojy jedar mun aieiq uma iy 00HOCY

Ha dpyeu.

[IpomensbuBa KOjy mocmarpamo je 6poj ajgena THIA @ y MOIyJanuju. PerumMo jga uma n
Komnuja ajnena a u N —n Konuja ajuesa A u J1a je >KHBOTHH BEeK CBaKe je/INHKE y CKJIAJLY
ca nperxognom gedununujoM. C 003upoM 1a je MoJes KOjU IMOCMAaTpaMo IIPoIec paJi-
jama u ymupama, upo hemo jpedunncaru uarensurere pahama u ymupama. O3Ha4uMO
UX ca A\, U [y, peioM. Jejgan OUOJIONIKY CUCTEM Ce MOKe OIMCATH KPO3 HEKOJIUKO Iia-
pamMeTapa, Kao IITO Cy BeJWYWHA TOMyJalnje, TPeHyTHN OpOoj jeINHKN Koje HOCe aJies
a, CeJIEKTUBHA TPETHOCT a Hajl A (Maw OOPHYTO) M CJI. TTa TAKO U MU ZKEJHMO JIa HAIIIe

UHTEH3UTETE \, U [i,, U3PA3UMO MPEKO OBUX BeamdmHa. Bake ciaenehe dbopmyire:

A=+ 8) (N =n)pn,  pn=n(l—pn), (4.1)

rjie je p, BepoBaTHoha ja u300p pe3yaTHpa €a a aKo IIOCTOJH 71 KOIHja OBHX ajieja y

HOIYJIAIM]U.

Objammeme popmymna:
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e )\, je HHTEH3UTET IpeJacKa U3 cTama n y crame n + 1. /la 6u nponec us3 crama n
Hperrao y crame n + 1 jejiHa jenaka tuna A Mopa Ja yMmpe U Jia ce 3aMeHH ca, d.
Y nonynanuju uma N — n jequnku tuna A, cBe cy He3aBUCHE W IbUXOB KMUBOTHU
BeK je caydajHa BeJTUIUHA Ca eKCIMOHEHIINjaJHOM pacrnoaenoM. QUeKuBaHO BpeMe
JI0 M3yMUpame MpBe TakBe jeJuHKe je (MUHUMYM HE3aBHCHUX EKCIOHEHIIHjATHO

pacnogesbennx ciaydajunx seinunna) (14 s)(N —n).

® /i, je MHTEH3UTET LpeJlacka U3 crama n y cramwe n — 1. la 6u uporec us cramwa
n Mperrao y crame n — 1 je/iHa jeIMHKa, THIA, ¢ MOpa, Jia YMPe U Jia ce 3aMeHH ca
A. Y monynanuju uMa n jeIMHKA THUIA 4, CBE CY HE3ABUCHE W EKCIIOHEHIIH)AJTHO

pacnoje/bene. OUeKUBaHO BpeMe J0 U3yMHUpPae NpBe TakBe jeaunke je 1 - n.

Ha moueTky cMo0 mpeTnocTaBu/In Jla ce HAKOH M3YMHPama CBaKe jeJJMHKe HOBa Oupa y
CKJaIy ca YHU(MOPMHOM PACHOAETOM. Y KOJUKO MPETTIOCTABUMO JIa ¥ OKBUPY MOMYJIa-
nuja HeMa MyTailuja, Taja je BepoBarHoha p, = n/N. Ako upernocraBumo Jja croia
MyTamuje u3 a y A jecre v, amu3 Ay a jecre u, OHIa BayKu:

n N —n

N(l —v) + ——u.

Pn N

[IpBu 1eo dpopmyse ogHOCH ce Ha cJIydaj KajJa je caydajHo omadbpaHa 3aMeHa THUIA @
Koja He MyTupa (ocTaje a) a Japyra moJoBuHA (DOPMYyJe OJHOCH Ce Ha CJydaj Kaja je
3aMeHa WHUIIjaJHO Ouaa A je y MoMeHTy omabupa MyTHpasa.

Axo je v # 0 m u # 0, mu ce cycpehemo ca mpornecuma pahama n ymupama ca pediek-
TyjyhuM rpanunama. To 3naun jga he ce 360r MyTanuja npolec He MOXKe 3ap:KaTh HU
y cratby 0 Hu y cramy N. ¥V ToM cay4ajy A\g # 0 u puy # 0. [IpucycTBo TakBUX cTama
3HAYU JIa IOCTOjU CTAIMOHUPAHA PACIIOJE/Ia KOja ce JIAKO HyMEpPUYKK n3pakapa. Buiie

JleTajba O TOMe y HapeJHOM IIpUMeDY.

Ako mpeTmocTaBUMO Ja HeMa MyTanmja, oHga je A\g = 0 u puy = 0 mrTo 3HaYM Jia
cy rpanuie aincopbyjyha crama. Y 0OBOM CJydajy, MOXKEMO H3ydaBaTu CYJA0MHY 110je-
JIMHAYHUX MyTallija. JeJHO o/l IJIaBHUX IUTalha y OBOj CUTyallMju jecTe BepoBaTHOhA

dbukcanmje, Tj. BepoBaTHOhA Ja ce HOBA MyTalyja MPONMUPH KPO3 IUTABY MOIYIAIN]Y.

MareMaTUIKy TIeJaHO, OBO MOKe OMTH H3parkeHo Kao BepoBaTHONA J0CTH3ambha ancop-
oyjyher crama N npe jpoctusama ancopoyjyher crama 0. Beposarnoha ma ce cucrem

nalje y cramy N (BepoBarHoha dukcaiuje) ako Ha MOYeTKY MOCTOJU CAMO jeJTHO a, jecTe

1
Priz = N—1 17
1+ Zi:l n=1 l;_n
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Hagejsiena jesnakoct j1o0uja je je JHOCTABHUM PEKYP3UBHUM PAYYHOM.
Kopucrehiu jennauuny (4.1) ca npermoctaBkom u = v = 0, s # 0, jako ce 106H-
ja

1—(1+s)!  1—e
1— (145N 1—esN

Ppriz = p(s) = (4.2)

Ako je s = 0, Py, je TpaHNYHA BPeJHOCT IPETXOTHOTr U3pas3a Kaga s — 0, Tj. P, =
1/N.

4.2 MopaHOB MOieJ - YOTIHITeHe

VipaBo onucanu MoOJE MOAPA3yMeBao je Jia je YKUBOTHH BEK CBaKe jeJMHKE €KCIIO-
HEHIIUjaJTHe PACcHojese ca oOueKnBarmeM 1. YBeJInMo cajla MaJjio OMIITH]Y MPEeTHOCTaBKY.

Hexka momesr Mojies1 Koju mocMaTpaMo uMa, cjejelie KapakKTepucTHKe:

o Tlonynrauuja ce cacmoju 00 N 4AGHO8G NPU YEMY J€ C8AKU YAUGH UAU 2EHEMCKO2

muna a uasu A,
e Cmame cayuajnoz npoyeca X (t) npedecmasna 6poj a-undusudya y mpenymxy t,

e Beposammoha da ce cmarve npomeny y epemencrom unmepsany (t,t+h) je A\h+

o(h), a seposammuohia da ce dozode dee uru suwe NPoMeRG Y 0GMOM UHMEPBAAY
o(h).

[Tocsieirba MpeTIocTaBKa je OHO IITO Ce PA3JHKyje y OCHOCY Ha IPEeTXOJHU IIPHMEp.
OHa HaM TOBODH Jia KHBOTHI BeK II0jelMHAYHE je[lHKe HeMa OdeKuBatbe 1, Bell & (3a
neko A € R).

[Ipomene y cTpyKTypu mOmyJaluje AelaBajy ce Ha MCTH HAYWH KA0 Y IPETXOTHOM
npuMepy:

NnauBuiaya ce 3aMembyje JApyroM, n3adpaHoM Ha CIydajaH HAYWH U3 MOIYyJIaluje.
Heka je X(t) = n. Tama je y cayuajy Kaga HeMa MyTanuja BepoBaTHOha ma ce a-
uHuBHAya 3amenu n/N, 10K je BepoBarHoha na ce A-unaupuya 3amenn 1 —n/N.

Jame, pahame ce o/iBUja 10 UCTUM TPABUJIMMA KAO Y MPETXOIHOM ITPUMEPY.

Oznaunmo ca u BepoBatnohy 7a a mytupa vy A, a ca v BepoBarHohy ga A MyTupa
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y a. OBaKo onucan CTOXaCTUYKH IIPOIEC je nporec pahama 1 yMUpama 9iju Cy HHTEH-

3uTeTu pahama n ymMupama JAaTh cjejaennM jeJHaKOCTHMA:
n n n
A=A(1——= ) |[=(1— 1— —
(- 5) [0+ (-5

,un:)\% %u+(1—%)(1—v} , 0<n<N.

HaBejienu mHTEH3UTETH W3T/IE/1a]y NPUIMIHO KOMIJIMKOBAHO, aju ¢ 003UpOM Jia 1pe/-
CTaB/ba]y YOIIITEHe MHTEH3UTETAa U3 IPETXOAHOr HMpHMepa ¥ O0jallibelbe 3a IbHX je

AHAJIOTHO MPETXOTHOM O0jalllmhemy .

Y npumMepy uW3HaI BUAEIH CMO KaKO Ce m3pavdyHaBa BepoBarHoha dukcarnuje. AHAJIOIHO
ce m3pavyyHaBa M BepoBaTHONa n3yMupama. Y OBOM Ipumepy Bujehemo 1irra ce jernraBa
ca cTalMoHapHUM BepoBaTHOhama {p;}Y_, kaja pemumna nomynamuje N — 400, a

BepoBaTHOhe MyTanuje u u v Texke 0, Ipu Yemy je
ulN — ki, ovN — ko, 0 <k, ky < +o00.

TpanchopMITIIIMO CKYT CTalba Tporeca Ha uaTepsas [0,1], redunncamem HOBUX cTaH-
jan/N.V napemaum kKoparuMa hemo npBo u3pasutu BepoBaTaohe 7y rae je k = |z N |
ax, 0 <z <1 duxcupana rauka. OBe BepoBaTHOhe WHUIHjAJIHO Cy jieDUHUCAHE Y
neqty 2.6. Hakor Tora mohin hemo u 1o cranmonapue pacnogese {py .
Nwmajyhu y Busy nHaBejene peJialuje BazxKu
AN —n) a
AMm=——1-u—-vn(1l+—-),
" N? ( ) n

pHu 9eMy je a KOHCTaHTa KOja U3HOCH

u T7e je

un:M(l—u—v)n(l—l— ' )
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npu gemy je

Tama Baku

k—1 k
log 7, = Zlog An — Zlogun
n=0 n=1
k—1 a k—1 b
;og(-i-n) ;Og<+N—n>

+log Na — log(N — k)k(l + L)

N —k

Caja, kopucrehu uspas

2?2

log(l+a) =2 — = 45
og(l+z)=ux 2—1—3

Moryhe je 3anucaru
k—1 k—1
a 1
5 log|14+— | = g — + ¢,
n=1 ; ( n) ’ n=1 n *

rjie je ¢, KoHadan kaja k — +o0o. Crora, kopucrehn acuMnTorcky pesanujy

k—1

Z%wlogk‘

n=1

MMaMo 13 je

k-1

Zlog (1 + ﬁ) ~ log(k®) + cx
n

n=1

kasa k — +oo. Ha cimyan Haunn gobuja ce u peanuja
k—1
b N°
1 1+ —) ~1 —_ d
Zg( * ) ~oe ()

npu ueMy je dj je KoHadaH Kajga k — +00.

Kopucrehu nperxoino HapejeHe pejaluje mMaMmo

k(N — k;)bNa)

log 7 ~ log <C’k NO(N — Bk
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Kaga k — +o0o, rae je Cp = ¢, + dy m Tesxkn C' kama k — 4oo. [pumernmo na a — ko
ub— k kaga N — +oo. Kaxko je k = [xN] 3a N — +00 Baxu

T ~ Chy NP1k =1 (1 — )=, (4.2)

CaJta, U3 NpeTXOIHO HABEICHOI 3aKJ/bYyUyjeMO J1a BayKu

Lk b—1
T ~~ aCkk:“’l <1 — N) .

Opnartire,

N—-1 N-1 a—1 b—1
1 a k k
Na ”k”NZC'f(N) (1_N) -

Kako C), — C kamga k Texxu Ka +00 NPUMETHMO JIa je JeCHH Jeo penannje PumanoBa

cyMa off
1
kQC/ g7 (1 — 2)
0

Taxko je

N 1

Zm ~ Nk2k:20/ P71 — 2)

i=0 0

na je pesyaryjyha pacnogena na [0,1]

T 1 ok (1 —g)kt ok2=1(1 — z)~ldy

> Nfol k2= 1(1 — z)kh—ldy fol ah2=1(1 — z)kh—ldy

DPr =

jep dz ~ 1/N.

OBo je Dera pacrojena ca napamerpuma ki u Ko.

4.3 Mopenupame XOPU30HTAJIHOT TpaHcdepa reHa

Hedbunaumnuja 4.12 Ilpoxapuomcka heauja je heauja xoja wema jacho odpehen peauon

koju cadporcu, DN K (nemajy jedpo).
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Hedbunaumnuja 4.13 Eyxapuomcra heauja je heauja xoja uma jacto odpehen peauon
koju cadporcu DN K (jedpo).

Hedbunumnuja 4.14 Xansoudne heauje cy heauje koje cadporce camo 1 cem xpomodoma.
Hpumep zansoudne heauje je noana heauja. Hacynpom wux nocmoje u dunaoudue ca
dsa cema Tpomoszoma 00 Kojux jedan nomuue 0d “oua” a jedan 00 “majre”. lunioudne
heauje cy na npumep meaecre heauje. Ha cauvyu aeso npumep dunaoudue heauge, na
cauyy deco npumep ransoudne hesuge.

Hedbununuja 4.15 V npouecuma pazmroscasarsa (6ecnosnoz uat noinoz) 2eHemui-
KU Mamepujas podumena ce npedaje nomomemesy mas. SEPMUKAAHUM NPEHOUEHbEM.
Mehymum, nocmoje MELGHUIMU NPEHOWETILA 2EHEMUYKO2 MAMEPUJAAA €4 JEOH02 2EH0-
MG Ha Opy2u, ¢ 0G ce npu Mome mo He 008uja JuPexmmo y npoyecy pazmoscasaroa. Taj
NPoUec Ha3UBH CE TOPUIOHMANHO Nperouerve 2ena. Hexoruro je pazsusumur Mexarus-
aMa KOJuUMG ce Moodtce spuumu 08aj mparchep mehy npoxapuomama. To cy xonjyeauuja,

MPAHCPHOPMAUUIQ U MPAHCIYKUU]A.

® KOMJY2aUuja-KOJa ce 00uLpasa nymem Henocpednoz konmaxma dee heauje- jedwe

Koja npedaje dpy20] 2eHEMUNKY MAMEPUIQN.
o mpanchopmavuja-yaumaroe caoboonur morexysa DN K us orcusomme cpedune.

o Mmpancoyryuja- Koja ce 00uzpasa nocpedcmeom baxmepuja u upyca

Benuku 6poj cupoBeeHUX HCTpazkKuBarba MOKa3ao0 je jia ce 6e3 CyMIbe, XOPU30HTATHI
rpancdep rena (HTG) nemaa y OpojHEM ciydajeBuMa, a Hajuemilie je nNpucTyTaH y
eBOJIYIHjU TIpOKapuoTa u jegnohenmjckux eykapuora. Mehyrum, puropozan kpaiuta-
TUBAH PAYYH Y€1 XOPU30HTAJIHO TPEHCHOPMUCAHUX CEKBEHIIM Y T€HOMY HEKe TOIyJIa-
IAje je jako TeykKaK, Pa3JIUIATH TPUCTYIIH KPO3 HCTOPHU]Y JOBOJWIN CY A0 PA3THIATHX
pe3ysITaTa a To Ka OFPOMHUM pa3jImKaMa y MUTLbemuMa o yiao3u HT'G-a y eBoaymnuju.
On xounenra ga HT'G y normyHocTn 00/IMKYje T€HOM IPOKAPUOTA 0 PE3ePBUCAHUX

Buhema HT (G-a, Kao pesaTHBHO MaJIO 3HAUAJHOT (DAKTOPA €BOJIYIIH]E.
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IIpBe eBOIyIMOHO-TEOPU]CKE aHAJIM3E XOPU3OHTAJHOI TpaHcdepa reHa y MUKpPoOOHOJI0-
IIIKO] oMy Ialuju ocamale cy ce na Mopanos mojest. Kacuuje je Mopanos Mozesn maJjio
nomMaJio Hajorpahusan jga 6u cMo jodomwan “OnmTu Mojesa XOPU30HTAJIHOT TpaHcdepa
resa‘“, KOju je W JJaHAC aKTyeJaH. Y TOM HPUCTYIY, HADOUHUTO CY W3PAKeHU MOKYIIajn
na ce uaeHTUUKY]Y YCIOBU MO/ KOJUM XOPU30HTAIHO TpaHchepucaHa CeKBEHIIA MOYKE

ouTn pukcupana uau dapeM yHeTa y 3HA4YajaH JIeo MOIyJIalluje.
Omuc mozgena:

IIpemnocmasumo da ce nonyirauuja cacmoju 0d N jedunku, od xojur ceaka npunada
jednoj od dee epyne- unpuyupare uasu neunduyupane. Bpoj eaemenama y nonyiau-
ju je durcan. To snauu da cearxu nym kada ce mexa jeduHka pazmuoccy (nodeau Ha
dee) ucmospemeno nexa dpyza jedunka y nonyaayuju usympe. Ipemnocmasumo da ce
jedunke y nonysauuu mo2y uHpuuupemu uiu deobom unduuupare jedunke Ul xo-
pusonmasnum mpanchepom eena. Ipoyec {X(t),t > 0} koju nocmampamo Ham Kasrce

KOAUKO Je UHPUUUPGHUT JeduHKU nonyaayuje Yy 0amom mperymxy.

Modes yrwyuyje nem napamemapa: cmony y ckaady ca kojoj nocmojehe jedurre no-
nYyAGuUje MYMuUPajy - U (UHGKMUBAUUOHG CMONG MYMayuje), Koepuyujenm ceaexyuje
S, Cmony uneasuje 3a KoJy cmampamo da je kowcmarnmmua u usnocu Ny (emony ca
Kojom jedunke nonysayuje dobujajy Hosu 2en u3 dpyze NonysaUUje- UHIMPa NONYAAUUO-
HO UHPUUUPAtsE), CTNONY YHYMAPTONYAGUUOHO2 TOPUSOHMANHOZ NPEHOCH UHPERKUUTE O

sapastcenoj jedunru 0 u seauvuny nonysayuje N.

WNuTensureTn npeJacka 3a OBaKO jebuHHCcaH MOJIEN Cy

A= [(1+8)(1 - u)n+’yN]]]\\;17; + @”(NN_ n)

L =[N — 1
fin = [N =+ u(1 4 s)nl " —

N3 napenenux jeHadmnna , 3aK/bydyjeMO J1a PAIUMO ca mporecoM pabama u ymupama
ca KOHAYHHUM IIPOCTOPOM cTarmba U pediektyjyhum rpanumnama. OBo 3HAYH Jia TOCTOJU
CTAIlMOHUPaHAa paclojieia 3a Kojy ce Moxke Hahu j1o0pa anpokcumaiyja. Mzpoheme cra-
HUOHAPHE Paclojiesie IIOKA3aHo je Ha IIPETXOHOM [IpUMepPY 1a oBje Hehe 6utn JlerajbHO

obpabeno.
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Ob6jammeme apamMeTapa TpaH3Iuje:

o )\,
ITporec npenasu u3 cramwa n y crame n + 1 yKoJuKo ce nHMHUIMpaHa jeuHuIA
noiesin (M He JIECH ce MyTallija), UIn YKOJUKO jobhe J10 yrnajia Heke HoBe nH(bUIH-
paHe jeJIMHUIIE Y MOMYJIAIHU]y. Y TOM ciaydajy BeJndmHa nonyianuje je N + 1 mro
3HAYM JIa jeTHa jeJIMHKA MOpa Ja ce OJCTPaHu. JeIuHn KaHauaaT Hajda3u ce Mehy
nenHpumpanum jegunkama kojux uma N — n. pyra moryhrocr je ja ce jegHa
o/l HeuuIupanux jeIMHKN Kojux nma N — n unduUIupa yHyTapHomyIarnoHuM
HPEHOCOM, & KaKO MOCTOjU N NH(PUIUPAHUX jeIMHKU CTOIA IO KOjoj ce HH(MEKIH]ja

Jemasa je On.

® /i,
[Ipomec npesasu u3 crama n y crame n — 1 Kaja ce HemHpUIIPaHa jeInHHUIA
noJie/Iu Ha JBe, WU Kaja ce WH(MUIpaHa jeJUHUIA TOIeTN au jeHa 01 hepKu
MoJjijIerHe MyTaluju. Y OBOM CJAy4ajy, U3 MOIyJaluje ce Mopa u3danutu napuim-
pana hesmja. BepoBarnoha 3a uzbamnuBame nndunupane hejinje y oBOM CJIydajy
jen/(N +1).

Hexn o1 3ak/byvaka JI0 KOjuX je JOhHeHO ONMCaHUM MOJIEIOM:

1. Ako cy crome oBHX TpoTeca He3aHEMAPJbUBE, XOPU3OHTATHO TpaHchepucane cek-
BeHIle ce 3aucta pukcupajy win 6ap oncrajy y 3HavdajHOM JieJIy HPpUMAJIAIa oIy Ialnje
TOKOM AYy2Ker’ BpeMeHa

2. QuKcalnyja Wil TPAajHOCT XOPU30HTATHO TpaHC(HEPUCAHUX MeHa Y HOIYIAIUjH MOKe
OUTH TOCTUTHYTA PAa3IMIUTHM MYyTeBUMA: OHAa ce JelllaBa WM ycJes] BUCOKHX CTOIa

MHBa3Uje WM BUCOKHMX CTOIA MHQEKIMje, UM 3HATHE CeJIEKTUBHE BPEIHOCTH.

Yommrerno, MoJAeaINpaHd Pe3yJaTaTH Cy y CKJIaLy ca npegctaBom ga HTG moxke On-
TH KJ/bY4YHA CHJIa Y €BOJIYIHUjH, OapeM KOI IIPOKApHOTCKUX OpraHm3ama. Buime o Tome

Mozke ce Halim y pamgoBuma [5] u [6].
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4.4 Crome u obpacnu AyILIMKAaIlje TeHA U €BOJIyIHja MYJITH-

reHnx paMmuianja

Hedbunumnuja 4.16 Jyniukayuja je epema npomere Yy 2eHomy koja nodpasymesa yo-
sajarve deaosa rpomozoma. Ose npomere cy sudsuse nod MUKPOCKONOM 30 PA3AUKY 00

MYMAUUIG KOJE CE HE MO2Y YOUUTTIU.

o Tundem dynaukayuja npedcmasna ule NPoMena jedne noped 0pyze Ha jedHom

TPOMO3OMY.

e Lok dynaukayuja npomena Koja je zaxsamuna eehu 6poj 2ema.

Hedbuaunuja 4.17 Myamuzena Gpamuruja je KOAECKUUIG UCTIUL UAY CAUMHUL 2eH Y
noeaaedy dynkuuje nacmana 00 jednoe 3ajednunroz npemra-2ena. Myamuzena pamusu-

ja nacmaje y npouecy dynaukayuje u 6poj 2ena Yy woj Mootce docma da sapupa.

Hedbunaunuja 4.18 Ilapanozenu 2en je 2en HACMAO OYNAUKGUUIOM 2EHA NPU YEMY €

Y NPOUECY HACMAHKG MYMAUUIoM 000UO HEKO HOB0 C80JCMEO.

Zaxne npumapru 2en xoju ce dyniupao je najuewhe maj Koju UMa CeACKMuUEHY npedHocm,
u ocmaje nenpomeren y cmucay Pynkuyuje dox je dynauram (napanozenu 2em) noo-

A02HCAH wecmo u eehem b6pojy mymavuja.

Hedbunumnuja 4.19 Ilceydozenu cy nepynkyuonasru cpodnuyy eena. Hemajy cnocobrocm

npenowerva ungopmavyuje. Taxohe nacmajy y npoyecy dynaurayuje.

Hedbunrumnuja 4.20 Quiozeruja je dyzopounu pa3soj epcma, 00 MOMeHMa Kada cy
Hacmane na Kpo3 e8oAYUUIY.

Dunozenemura je nayura OUCUUNAUNG Koje ce 06U NPOYUaABatbeM 00HOCA PA3AUMUMUL
epyna opeanusama (kpos esosyuugy). Taj odnoc ce wajuewhe npukxasyje y eudy $u-
A0zeHeyKoe dpeema 20e ce Ha C6aK0J AUHUJU HAAA3E OP2AHUSMU KOJu Yy cpodru (y

2EHEMCKOM CMUCAY UMAJY HEULMO 3ajednu"Ko).

Jejlan o1 TJIABHUX MEXaHH3aMa €BOJIyIHje TeHOMa je yiBajame rena. Hapouuto je ms-
pakeHa KoJ, BuIleheInjcKuxX opranusama 4uje henuje mocenayjy (popMupaHo jeapo, Ko
KOJUX Taj MeXaHH3aM IOJCTHYe pa3Boj OpojHUX MyaTHTeHHX (bamuanja. Haduun eBo-
JIyLHje TeHa ca MYJTUreHuM (haMuainjaMa TeMa je MHOTMX TEOPHJCKUX U €MIMPUjCKHUX

ACTPaKNBarba.
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YnBajame reHa y oBOM MpuMepy pasmarpaheMo Ha caydajy mapaJoreHnX resa. 1o cy
TeHW HACTaIu y mporecy aymaukaije. C 003upoM Ja HUCY OpUTHHAIU, Beh AyTImKaTu
HEKHX JPYIrux CeKBeHIU PEJIATUBHO CYy HeCTa6I/IJ'IHI/I7 OJHOCHO IMOAJIO?KHU CY Pa3HUM MY-

Tanrjama, Koje MOTy OMTH KaKO HeraTWBHE TaKO W MTO3UTHBHE 3a hemujy.

[IpBu mokyImaju 1a ce moMenyTu peHoMeH 00jacHU MO3HATH CY IOl HA3UBOM JOTOBOpE-
Ha eojiynuja. OBa Teopuja y3uma y 003up He]y O MOCTOjalby KOPEKTUBHOT MEXaHU3Ma,
KOjU IIHPHU MyTaruje Mehy napasorenumM renuMa y MyJITUTeHO] (DaMUINjU, TIITO Ce MOZKe
y3eTu Kao TagHo. MehyTum, moroBopera eBoJiyIuja mopes Tora 3aroBapa U CTAHOBHUIIITE
JIa ce WIAHOBU MyJITHTeHe (haMUnje He Pa3Bhjajy He3aBHCHO jeJlaH O APYTor (3aBHCHE

cy). To ce y nmpakcu 1moKazajgo Kao HETAYHO M OBa Teopuja je Op30 oTHaJa.

Hakon jorospene epoJiyniuje TpeJ/IOYKEH je eBOJyIUOHU Mojes pahama u ymuparba.
Iloa oBuM MoOe0M, TAapajoOreHn F'eHN Cy CTBOPEHH Pa3JIUYATUM MeXaHU3MUMa Yy MPOo-
necy aymmmkainuje. Heku on aymimkara MyTupajy u GyHKIIHOHATIHO Ce PA3/IBajajy J0K
apyru ry6e cBojy dyHKnujy (mocrajy nceymoreHu) W Ha Kpajy ce u300Mdyjy A0 He-
npeno3HaT/buBocTH. Kpajibu pe3yarar oBOor HAYNHA €BOJIYIHje je MyJATurena pamMuinja
KOja ce CacTOjH OJI MelllaBuHe JTUBeprupajyhux rpyia rema, ca jako CJIMYHUM CEKBEHIIA-
Ma YHyTap Tpyle U 3HATHUM OpojeM Tceynorena. [maBra pasnauka m3mely eBoxymuoHor
nporneca pahama 1 ymMupama u JOIOBOPEHe €BOJIYIIHje je, Jia je KOJ, JOrOBOpeHe eBOJIy-
1Mje, reHn y MyJTHTeHO] haMuInji eBOJYHPajy 3aBUCHO jesaH o jpyror. Pesyiararu
duoreneTcKux cTyAMja MHOTUX APYruX (paMuanja reHa J0CAeTHU Cy IpeaBuhamuMa

eBOJIYIIMOHOT Mojiesia paharba U yMHuparba.

EBonynuonu mozen pahama u ymupama MyJATHTeHHX (aMUITja, HAKO MPBOOUTHO TEO-

PHUjCKH, JIO3BO/baBa YIOTpedy KaacudHe Teopuje mporeca pahama n yMupama y IporeHu
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HHTEH3UTeTA JIyIIHKaNuje u IyOuTKa resa (Tpeba HAIIOMEHY TH Jia ce JAyILUIMKAIHja [eHa
nJie 3ajeJIHO ca MpolecoM ryomTka - jesernuja. Jla Ou ce Ha jeJTHOM XPOMO30OMY HEKH
Jle0 AYILUIEPAo OH MOpa OUTH Mpey3eT OJf HEKOT JAPYTOl XpOMO30Ma KOJU Taj /1e0 T'yOH.
13 Tor passora oBa JiBa MpOIeca CTATHO WY 3ajeJ[HO); HAPOYUTO je TAKBA AHATH3A
U3BeJIeHa 3a €BOJIYIHUjYy KuuMemaka y 3aamux 500 Muinona roguna. OBaj mpobsem je

OJICKO TIOBE3aH ca MpobJAeMOM PEKOHCTPYKITUje (PUIoreHuje.

[TogeTHa mpeTnocTaBKa y (bUIOTEHETHUIN je OOMTHO Ta 3 Y KPATKOM BPEMEHCKOM pa3-
MaKy, cBaka rnoctojeha tuHmja nMa ncty BepoBaTHONY Ja ce pacTaBy Ha JBe WU U3YMpPe
Kao U cBaka Jipyra jimauja. [log mpermnocraBkoM Ja cy nnTen3nreTu pahama n ymupama
3a CBaKy JIMHUJY KOHCTAHTHU, OBaj MOJIEJ je nporec pahama u ymMuparma ca HeNPEKU/i-

HUM BPEMEHOM U JIHHEAPHUM MHTEH3UTeTHMa TPaH3HUIUje:
A = ANyl = N

Mogen paljama n ymupama mosesyje 6poj mocrojehiux mmnuja X (7') u 6poj munuja X (t)
y TpeHyTKy ¢t > T, Koje mpeKuBJhaBajy WU UMajy Oap jeTHOT MOTOMKA Y TPEHYTKY t,

MITO je IMpuKa3aHo GopMyIoM

X(t) A— i
X(T) AeA—p)(T'-t) _ W

Ako dusorenuja Moxke OUTH PEKOHCTPYHUCAHA M3 JAOCTYIHUX MOAATaKa, OH/IA je Moryhe
)
nprame rpaduka O6poja mojeIMHaAYHUX JIMHUja HAcupaMm Bpemena. 1o omoryhasa mpo-

1eHy WHTeH3uTeTa pahama n yMupama JIMHUja, HIP. METOIOM HajMambUX KBaIpaTta.

Jlohu 1o pesyarara m3 OBOr IpUMepa HHje HUMAJIO jegHocTaBHO. OH 3aXTeBa MAJo

030u/pbHIjy aHaaM3y. Buire meraba Moxke ce Hahu y smreparypu [5].
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5 3akJpydak

MareMaTHIKO MOJIeIMpaIbe OJIYBEK je HACTOjaJIo da Halje KoMIrpoMuc uaMehy jeiHocTan-
HOCTH MOCTYTKA U 3aXTeBa peaaHocT. Ca jeiHe cTpaHe IMaMo jJaKo CJI0ZKeHe ONOJIONTKe
cucremMe, MOpaMo uX (pOpMaJIHO ONMHUCATH, IITO MOYKE BOJIUTH JIO BEOMa KOMITMKOBAHUX
MaTeMaTHINKNX MPOpadyHa, a ca Jpyre CTpaHe TeXKUMO TITO jeHOCTAaBHUJUM MaTe-
MATUIKIM MOJeTnMa. JeTHa o] TAKBUX MOTOJHUX Kjaca Mojesa cy mnporecu pahama
U YMHUpama Koje CMO Yy OBOM paJIy TPHUKA3aJd KPo3 YHoTpedy mpuMepa U3 HEKOJIUKO

pazimuuTux obJsiactu OuoJioruje.

Kopucnoct Teopuje mporeca pahama u ymMuparma HPOU3UIA3H U3 IbEHE JBe KJbyJHe
KapakTepucTuke. [I[pBo, MUPOKHU omcer OCHOBHUX OMOJIOMKHUX IIPOIeca MOXKe OMTH OIH-
caH MPEKo eJieMeHTapHuX Jorahaja, KOju ce MOTY MOMCTOBETUTH ca gorahajuma pahama
n ymmpama. OBre cmana akTyeaHo pabame HOBe jemuuke, henmjcka meoba, MyTaii-
ja, DyTIAKalnija TeHa, XOPU30HTAIHN TpaHcdep reHa w3 jegaHe jeJInHKe y TMOIMYJIaInju
Ha Jpyry (Wiu U3 jejHe TOMyJIaldje y JPYry), HojaBa HOBUX JIMHHja (HIP. BPCTA) ¥
reHeaJIOruju u octajo. pyro, oBa mMareMaTudka TeopHja je m00po ImpoydeHa, peJia-
TUBHO JIaKa, MHOTH PE3Y/ITATU Cy MO3HATH, & TEXHUKA je (hIeKCHOUIHA U JIAKO C€ MOYKe
UHTYUTHBHO CXBATUTH. JOTIT je/THA O/ MOTOHOCTH OBE BPCTE MPOIECa, OTJIea Ce Y FHIX0-
BOj MoryhnocTu HajorpahuBama 1 reHepaJm3alnje mTo 0OTBapa BpaTa OIMMCHUBAILY jOII
Beher 6poja pa3IuaUTUX Ipolieca y TeHeTUIH. JeaHO 0/ TAKBUX HPOIIHPEIha je MPOoIeC
pabama 1 ymuparma ca MHOBaIMjaMa KOjU je Pa3BUjeH y CBPXY aHaJM3e eBojyluje da-

MUJINja TeHa.

Yunu ce ga he ca Beoma Op3uM pa3BojeM HayKe, KOja HIPUKYIL/ba CBE BHIIE U BUIIE
nomaTaka u nHOpMalinja 0 TeHCKO] eKCIIPeCcHju, nHTepaknuju usMehy rema, o perysna-
TOPHUM MPeyKaMa M CJIUYHO, yJI0Ta MaTeMaTHIKOT MOJE/JNPaha Y HOBOj MHTErPATUBHO]
ouosioruju OuTH HemoxonHa U pactyha y oyayhuoctu. Bepyje ce na he npomecn paha-
Iba U YMUPambha 00YXBATUTH CYIITUHCKH €0 MATEMATHIKOI OKBHPA 33 OBY HOBY BPCTY

ouoJoruje.
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