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NNPEOTOBOP

Oroj yudenux ,,EnemeHTapHe reomerpuje’, koju Tpeba na cuyxu Cry-
NeHTAMa MaTeMATHYKHMX HayKa, HAacTao je Ha TeMelby MCTOMMEHOI Tevaja, KOjn
CaM MOYe0 NMPENaBATH Ha DeorpaackoM yHHBep3utery ronwme 1938, Ha Tana-
weM @unosopckoM daxyntery, oa kora ce noclne onapojuo ITpuponro-mate-
MaTuyky akynrer. OCHOBa 3a u3pany OBe KwmuTe OHIM CY ME JuTorpaducann
TaDamm, w3natv 1948 m 1950 ronume*.

Jemia onm ryapwuX pasnmka M3Mehy THX Tadaka K OBe KHBUIre je T4 LITO
reoOMeTPHja y NPOCTOPY cCalla HMja H3JIOXena 3acebHo, mocie reoMeTpuje y
paBuy, Hero obe ynopeno, Bpahajyhn reomerpHji BeHO jeauHcTBO. CeM TeopHjcke
BPE[HOCTH KOjy NpYyXa OBaKap Paclopef] M3Ndrasa, CIOMHEEM NPAKTHYHY
OKOJTHOCT Ha €& THME NOIMPHHOCH Cy3OMjamy JeAHOCTPAHOr MPOYYaBamha IUAHH-
METpHje H 3anocraB/bama crepeoMerpuje. llITo ce Teopujcke npegHocTH THYE,
TpeDa AMaTH Ha yMy 12 ce OIUTE y3eBLIM CafApXa] eJIeMEHTAPHEe reoMeTpHje MOo-
ke H3JIOKHTH NPEMa rpynaMa axcHOMa U I'EOMETPHjCKHX TeOpHja Koje ¢¢ HA
OBC Irpyme Han0Be3yjy, B MOXe ce Takolje M3NoXHTH NpeMa Dpojy NKUMEH3Hja,
obpabyjytint npBo reoMerpHjy- Ha TNpaBoj, 3aTUM Yy PAaBHH U Haj3aln (axo He
HAECMO Has/be OO TPH OMMeH3Hje) Yy IIPOCTOPY. AKO Ce yCBOjH NPBHM pacnopen —
Ka0 IUTO je YTME:EHO Y OBOM Teyajy — pa3yMJBMBO je IUTO Ce JAPYrHM pacmopen
He MOXE BHIUE OAPXATH JOCHEOHO W LUTO je, mpeMa Tome, O0Jbe HAIyCTHTH
ra cacBMM. AJd, Suno Om omparnaHo Takolje M3HETHM IPBO CBe OHE aKCHOME M
HBUX0BE MOCHENHLE, KOJe Ce OJHOCE HA jeqHOMMEH3UOHY SYKIIMACKY TeOMETDH]Y,
3aTHM YYHHHETH HCTO 32 JABOJMMEH3MOHY EyXKJIMACKY TeOMETpHjy, Ma 3a TPOAH-
MCHIWOHY MT/I.

CucreM akcHOMa, KojH caM 3a Teyaj m3abpao, Huje XunSepros. Ilpu
u3bopy je mpecymna Susa Tekma ja Ce CIYLLAOUHMA MPYXH CHCTEM FeOMETDHjE
INOBOJEHO CTpOr M jemHocTaBaH. Ca akCHOMATUMKOr CTAHOBHIUTA He MODPa 5poj
OCHOBHHX IIOjMOBa OHWTH MHHMMANaH. Xundepr y3uwMa, CeM Tadke, NpaBy H
DABAH 3a MOJasHe NojMOBe, (32 ,,eleMeHTeé reoMeTpuje’”) Ma na ce wHamp. U
paBaH Moxe IetpEuMcaTH moMoly Tavaka ¥ mpapuX. CMarpam fga IeOyKTHBHA
METOa, y CAYJIaCHOCTM C AKCHMOMATHYKOM, [OJIA3H YHMCTHje N0 M3paxaja Kal
ce Dpoj MONIA3HUX eJleMeHATa CBefie Ha MWHHMMYM -— Ha CaMy TauyKy — a IpaBa
H paBad peduHuHLly, pasyme ce, noMohy mojrasgor oguoca ,mamely”’. Vwmecto
OBOr OJlHOCA Morna ce¢ Takohe W3adpaTH HOyx 3a OCHOBHH IMoOjaM, HaKkjie 3a
JPYTd TIONa3HM ,,ejleMeHT NPOCTOpPa; THME OM HACTA0 AKCMOMATHYKA NIOTITY-
HO EKBHMBAJICHTAH CHUCTEM.

350r pa3nmke y rieAMIUTHMa NOTPeOHO j¢ MOXJAAa NOAMPHYTH IHTAEE,
ITa je yomuTe eJleMEHTapHa IeoMeTpHja, Mm mta TpeDa nHa Oyme y Haule
BpEMe, OCODMTO Kal je pey O jeJIHOM YHMBED3HTETCKOM Tevajy. CXmaTame Ha je

* M. Papojuvh, Enemenrapua reoMeTpuja (OCHOBE M e1eMEHTH EYKIIHECKE TEOMETPYjE).
), T, Hayuna xsura, Beorpam (1948/50).
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&fleMCATAPDHA TeOMETPHja OHAj IeO0 reoMeTpyje y KOJM Me yjaze OeCKOHavHH
HU30BM Tj. FPaHMYHO NOCMaTpame, Aakye HH obpalla HEMPeKMIHOCTH, 3aCTaAPeIo
je jolI opf BPemMeHa Kai Ce YBHIEJO Ja ce De3 akCHoMa HeNpeKMITHOCTH MOXeE
U3rpajJiuTH CaMO OCKydaH OAJIOMaK reoMeTpHje. MHUCHIUM f1a je HajompaBaaHMje
CMATPATH efieMeHTADHY reoMerpPujy OHOM OCHOBHOM TIpaHOM FeomMerpHje, Koja
32 pas/IUKy OJ1 OCTANHX CAAPXH OCHOBHA YyYema O eyKIIMACKOM (eyKJIHAOBCKOM)
npoctopy, pnosonehn yjenno mo packpiiha na xojuma ce TOYMIBY O[BajaTH IIy-
TeBM Yy pa3He BPCTe FeOMeTPH)a, KaO INTO jJC aHANMTHYKA CeOMETPHja M Kao
IITO €y pa3He ,Buile”’ TeoMeTpHje (HANpP. HEEyKIMJCKa reoMerpuja). AKCHO-
MaTCKO TIPOyYaRaHe OCHOBa reoOMeTpHuje HHCMO YHeNd y OBaj Teuaj, WU3y3HMa-
JjyiH OHO IUTO je HEONXOAHO pajd pasyMeBarba JIOTHYKe CTPYKTYpeE elleMelTapHe
reoMeTpHje. Vocraliom, Decymmbe na M oIl crerieHa passuhia reoMerpuje, M
MaTeMaTUKC yOILITe, 32BMCH 1LuTa hie Ce CMATPaTH OCHOBHHUM ¥ ejleMelTapHUM.
O1yn eneMelnitapHa reoMeTpHja He MOXKe HMUKall Buiue Butm mcroBetHa ¢ Eykim-
JIOBOM TEOMETPHJOM, H3M0XKeHOM Yy EerosuM ,,Erementuma’.

Kao mto ce uz osor yndeHWka BHAY, OBAaKaB YHUBEP3MTCTCKH Teva)
eJieMEHTapHe TreoMeTpHje pa3zfidKyje Ce 3HAaTHO OJi CPEME-OIUKOJICKMX Tedaja
reomerpyje. Hakne, duno O norpellHo MECIUTH jga je efleMeHTapHa FeoMe-
TPHja ,,eJIeMEHTAPDHA™ Yy CMMUCJY jeHOCTABHOCTH, WIH ga oOpaljyje mMerommxy
reoMeTprje. OBo mocineniwe Ou takohe Mopano sanumatTy Oynyhe HacTaBHMKe
MaTeMaTHKe, alli HUje OpedMET OBOI Tcuaja. JeOHA On CBpXa OBOr YHHBED3M-
TETCKOr TeyYaja je npomylibaBame CPEAROLIKOCKOr 3HaFha W YOTIITe 3HAKA
reoMeTpuje, Ka0 ¥ NpUIpeMame 32 Teyaje BMiue reomerpuje (Koju ce takohe
onpxapajy Ha IIpmpomHo-mateMaTudkoM dakynrery). Caobpasno toMme, moka-
3UBakbe TCOPeMa je BehHMHOM IIpeUM3HMje HEro IUTO je Y CPelElHM IIKOJaMa

noTpeDHO M OHNpaBOAHO, 4l MECTMMMYIO jé Ta CTPOrOCT CHWXXeHa — 8 HeKH
CTaBOBM, IIITaBHIIE, CIIOMeHYTH Oe3 fokaza — ya Ou Ce cMaBmMna OIMUMPHOCT
KBHre.

On Tewrkoha y u3bopy Ha3uBa, ¢ KOjuma HMa na ce DOpYM KO rojx Ipe-
Jaje TeOMEeTpHUjy Ha CPIICKOM je3nky, cnoMeilyhy (M oBaj MyT) caMo jemly, Koja
ce THIe noBpu (plohe, dbpaniycku ,,surface®, eHrjiecku ,,surface®, HeMayku
,Eliche) u moBpWIMHe (PpPaHIyckM ,aire, eHrJNeckH ,area‘‘, HeMAuku
,,Flicheninhalt). Maza ce y OBOM mnMTamy Ol M AaHaC HOHEKH HACTABHHK
He ycylyje na yeene nBa pa3ia Ha3HWBa, HErO My NOBPILUMHA 3HAYM 4ac jedso,
Yac Apyro, Wiu mnpuderasa HOpHBUIHOM pelliewy, (kKao Kaj Ce IIOBPLU Ha3yBa
NOBPIIMHOM, & MOBPIIVHA BeJIMYUHOM MOBPLUUHE) CMATPaM MCHPAaBHUM J1a Ha-
CTaBHM Xocazamy ynorpedy peuw ,,JIOBpi‘‘ K , TIOBPILU¥MHA‘‘, KOja je YrRaBHOM
Beh ycBojeHa.

Hexyn yubenvuM kot OM ce MOIJIM YHOpPENHTH C OBYMM, YcBajajy XHI-
BepTOB CHCTEM aKCHOMa XKaO HajIIO3HATHMjH OJl CBMX HOBMjUX cucteMa (Tako G.
B. Hulsted, Rational Geometry). Mima nak HOBRjux yuDeHmka y kojpmva je dpoj
axcioMa miosehaH, Jia DM ce ynpocTwio y noderky ussoljeme craBoBa. Tako
gunu panp. H. Thieme, Die Elemente der Geometrie (1909), na u M. Zacharias,
Elementargeometrie der Ebene und des Raumes (1930).

H3rpahusajyhn cBOj Teuaj Ciy)MO CaM Ce NOHAjBHILe OBUM HOCIEMEBIM
yubeMKoM, HO BEJHMKH €0 CAfp)Kaja OBe KIbMre HAMUCaH je He3ABUCHO OfI
ADYIHX ayTopa.

Nito ce THye Haymia xako Tpeda CTYMEHTH Aa cc CiyXe OBUM YIOEHMKOM,
KOjY Iipe/iajeM jaBHOCTH, BaXHO je NCTaliM na cBak¥ KOjM yuu Tpeda la ma )k Jb U B O
U CHCTEMATCKM npelje ueny OBY XIBUIY, HE 3aT0 Aa OWM HayyYMO HamnaMeT
CBE TeOPEME M [0Ka3e — jep MECTMMHYHO je NOBOJBHO 3HATH CaMo HajOMTHRje
clleMeHTe Y DOJeUHAM TeOpMjaMa eJieMeHTapHe TeOMeTpMje — Hero pa ou
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CTEKa0 CaMOCTAJIHO 3Hame M Ja OHM ce HayyHO JIOrMYXM eKCaKTHOM H3pHLARY
reoMeTpujckux nedMHHIIMja M CTaBOBA M M3BOery MmOKa3a, M ga OM THMe
CTeKao, Takopehd, crnetHpHIHy CMOcoDHOCT KOja je ocoduTo moTpebHa cmakom
OynylieM HacTaBHMKY MaTeMaTHKe Yy CpeqEBHM MIXoNama, Inae Ke CBoje 3Hame
€/IEMEHTAPHE TEOMeTpH]e HEIIOCPENHO NMPHUMEHHBATH Y HACTABH.

IlojemuHyM rnasaMa OBOr YIDeHMKa NONATH Cy 3ajalM 3a BexDame. Bpoj
THX 3aflaTaxa HHje BeNMUKH, ajll MOXe HOTIPHHETH JoJbeM YCBajalby Caapkaja
H NOTPeDHOM pa3BoOjy CMOCODHOCTH y AOKA3MBABY reOMETPHjCKHX CTABOBAa M
peliaBaky KOHCTPYKTHBHHX 3apaTaka. 3a u3dop mennmke BehiMHe THX 3amaraxa
3axsajpyjeM Jparomupy Jlonawnamhy, acMcteHTy 3a reoMerpujy Ha Ilpuponwo-
MaTeMaTHYKOM aryaTeTy.

3axmaspyjeM Takxohe Bojum Pamojumh, puru. mar.,, Ha obmwixoj nomMohu
KOjy MH Je NPYXIWIa NPUAMKOM MUCTIpaBlhamba M NeGUMHMTHBHOT NpHNpeMARa
PYKOMHCa 32 IITAMIIAK:E.

Beorpan, 12.6.1959. M. P



INPUCTYID

1. O IIPEOMETY_TEOMETPUJE.

Axo je yorrre moryhie pelint y TpR pedd LITA je FeoMETpHja, Pexiu ducmo:
Hayke O IIPOCTODY. Kao meo MatemaTHke, reoMeTpHja oDyxXBaTa pasHe M ODUMHE
‘MaTtemaTryke Teopuje. Ceyrme je ped o IPOCTOPHUM OTHOCHMA, CBerJe ce moJia-
31 01 IPOCTOPHMX WPETCTABA, Ia M OMAA Kal Ce IpercTase Hanyirrajy. YV reo-
METPUJM C€ NPOYYaBaJy OCODMHE Tesia, NOBPIIM, JHHMWjA, KakBuX Do reome-
TPHJCKUX JIMKOBA, a KOje CE OMHOCE HA WHUXOB™ IONO0XKaj, ODJMK, BeJIUIMHY.
Tlpu ToMe ce y reoMeTpuju He ITOCMAaTpa KpeTame Yy TOKY BpPEMEHA, MNa HU
ocrayie ocobuHe Tena y CBETY, Ka0 INTO Cy HAMP. TODNIHHA, eJJACTHYHOCT MTH.
Hctrna, nowekan ce My reoMeTpuji TOBOPM O KDETaky, 4K TO je CAMO palu
NOCOMHUjer OIMCHBAEKa YMCTO TeOMETPHJCKMX OJTHOCA, KA0 IUTO je HOAYAapHOCT.
Ancrpaxyje ce nakiie on BpeMeHa B OJ pa3HMX npyrix ocobuma, kojmMma ce,
HaNpOTUB, Bapn ¢Quswka n Apyre TPHPORHE Hayke H FHXOBE MATeMaTHYKe
TEO pHje.

Kapg xaxkeMo Hamp. na je y OparoYrJioM TPOYIiy KBamgpaTHa NOBPOI Haa
XUIIOTEHY30M jemHaKa 30Mpy KBafpaTHMX IOBPIIK Hag obeMa kateTaMa, ancTpa-
XyjeMO oI OKONHOCTH [a Cy TPOYTJIH, KOje HAJIa3¥MO, OPTAMO DL IPATAMO Y
CBETY, O PasHOT MaTepHjajia M y pasHUM Dojama, Aa Cy HANpP. HANPTAHU
KPeOM Ha IMIKONCKOj ILJOYM, X fa jeé TAMHOCT KOjOM Cy OCTBAPEHH YBCK OTpa-
BHYeHa, UTO. YNBeHmle MCKYCTBA ynase y DCOMCTpH_]y Mucaouo Inpepahene.
Craka Hanprada Ta¥ka MMa CBOjy BEIHYFHY H HHje ,,TEOMETPHUJCKZ Tayka‘‘, O
KOjO] TIPETHOCTABIbAMO Aa YOTIUTe HeMA BenuuuHe. PaBaH Hekor crojya je orpa-
HMYeHa PYDOM CTOJIA W paBHA jeé CAaMO ROK Ce OBJAINHO NOCMATpa, 2 ,,[eOMe-
TPHJCKY PaBaH‘* 3aMMIUBAMO HEOTPAMMUEHOM M CABPIUCHO DPABHOM.

Homajmo na ce y reoMerpujH, WITaBHIile, YECTO AaINcTpaxyje M OX CaMuX
reoMeTPHjCKUX CBOjCTaBa UPHPOMHOr MpocTopa, Paspalyjyhu pasme Bpcre reo-
METPHja, KOje BWILE He ONTOBAapajy HAIUMM IPOCTOPHMM HpPETCTaRaMa.

2. MHAVKTHMBHA METOJIA V TEOMETPUINL

Kako uwnmeHHIe MCKyCTBA ynase yreoM eTPHjy MucaoHO npepalene m pas-
pabene, d1o je y mpommoctTi Ayr myT N0 TEOMETpHje KaO JIOrH4YKe, MaTeMa-
THYKe Hayke. AKO MOTPAXKMO KaKO Ce TOKOM HCTODHjé YOBEUAHCTBA pa3BHjala
reoMeTprja, Hahn ieMo fa je Ayro Npmia CBoja Ca3HamLa HENMOCPETHO M3 MICKYCTBa.
TakBa je duna reomerpuja crapux kysrypa Mecomotamuje v Erunra, npe I'pka,
Makie Of DovYeTaka HCTOPHje MO OTHPWIMKE CeOMoOr croyelia Ope Halle epe.
Hrje ce Moxaa HR MUCITWIO Ha TO Jla C€ ylle0 HOCMATpama pasiiydl on YIeJa
pasMMUIBaRa M BOhCTBO Tipefla caMOM pasMunubamy. Tajna Sellle reoMerpuja
NPBEHCTBEHO WMCKYCTBeHa, emiuupujcka Hayka (rpukn: éumewple = uckycrBo), OHa

’
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je ypoauna y cBoja casHama (KOja Cy CBa Mame BUIIE ONINTEr kapakTepa)
poyadehy on DojenMHMX YMICHHIA IIOCMaTpama (Koje Cy yBeK NoCeOHOT Kapak-
Tepa). JHaxye Ouna je yjenHO uHgykiliuena nayxa (aTWHCKH: inducere = yBOAMTH).

ITocmaTpajMO Hamp. craB IpeMa KOME Ce TPW CEMETpalle CTPaHuIa jeHOr
TpoyrJa ceKy y jenHo) TadkM. Y TayHOCT OBOT MOXEMO €& YBEPMTH CaAMOM
.koHcTpyKimjoM. HanprajMo kaxae Suno Tpoyrao. 3aTuM OapeMMO CpeayLITa
BErOBHX CTpaHHIa. AKO je YPTEX ZIOBOJBHO Ta4yaH, BMyecheMoO HemocpeynHo TO
wto cTaB TBpAU. OBO je IyT HeMOCPEeJHOr ONaXaka, UCKycTBa. Morno du ce
pehin ma cMo uprameM WIBDUIHIM jeflaH TIeoMeTpHjcku orien. ITyr je uHupyk-
THBaH, jep M3 )ENHOI KOHKPEeTHOr c¢hydYaja (M3 CIMKE) 3aKibydyjeMO Ja CTap
BaXH y CBUM cnydajeBumMa. CTpoxmje y3eTO, WHAYKTMBHA MeTofa OW 3axTe-
Bajla J2 MCTy KOHCTPYKLMjy NOHOBUMO BHIIe myTa, Supajyhm Tpoyrne pasHux
oONMKa M BeNHYMHA M Ja T€K Ha OCHOBH CBHX THX ,,0TJiefa‘“ 3aXJby4YUMO Ja

je OoInuTH CTaB Ta4ddH.

CTporo ysesmy, HHIYKTUBHAZ METOIZ He Jlaje JOBOJbZH NOKa3 OHOra IUTO
ce TBpaM. CamMo MCKYCTBO He Ka3yje 3allITO je OHako Kao IUTO C¢ TBPAM HHU
3a1ITO HE MOXe OMTH JpykaMje. TayHOCT CBAKOT uprexa je yoCTaJIoM OTp2aHH-
Yen2a W JIeIaB2 Ce, PelrMO, [2 Ce y CJIMUM TpHM IpaBe He CeKy Y jeHOj T2YKM
M2 12 ce Y MCTHMHH ceKy. JIOrMYxu poxa3 jenMHH je NOoy3JaH M, LITasHIIE,
JioBOJbaH. ¥ moysmaHoctw ¥, Tako pehu, nmotmyHoM pazjanmemy, kKOjy Npy-
Xajy JIOTWIKH JIOKA3W MOXEMO BHAETH jelaH OJl MOTHBa KOjHM Cy jOLI y JaBHa
BpeMEHa TOHWIM JpyZie a IeOMETpHjy M3Ipajie y JIOLMYKY HAayKYy.

Jomr panac, ocoduTO y LIKONaMa, IeOMETPMjH Ce INpUCTyna Kao 30MpLu
Mame BWINEC OYHMIJIENHMX YHMHIEHHN2, ydehM NpBO Kako a2 ¢ M3 TOjeIMHMX
onaxama obpa3yjy WHAYKTUBEMM MNyTeM ONIITH TIeOMETPHJCKH 32akJbyylm. To
je y HacTaBH onpaBpaHo. Ila m pgonsuje, cBaxy IreOMETPHUJCKY CJIHKY KOjy CMO
Hanprami Ja OucMo ce Jlakime CHAlM Yy pel2Ba¥y HEKOT IeOMETpHjCKOr

. 3anaTka, MOXeMO CMaTpaTH OCTaTkOM HWHOYKTHBHe, eMEWpMjcke MeTone. Csaka
TeOMeTpHjCKa cIMK2 je (K20 INTO PekocMO) reoMeTpujckm orjen Kao
UITO ce Hamp. Yy eKclepMMeHTaliHoj ¢uauMum yTBphyje ApXMMeZOB 32KOH — Na
TeJIO y TEYHOCTH Iybn ofl CBOje TeXMHe OHOJIMKO KOJIUKO je TeUrka MCTUCHYT2
TEYHOCT — THME UITO Ce M3BeAe JOTMYHM OIJIEMl, 2 HE HH3OM JIOTMYKMX 3aKIhy-
yaka (o je Takohe moryhe, anu je npeaMeT TEOPMjCKe, MATEMATHUKE (PH3NKe)
TaKO Ce y FeOMETPMjH MOXEe HaupTaTH ClIVKa UIH (Y CTepeOMETPHjU) CarpaiMTH
Mozes, Ba OM ce Jakule yBHOEN2 HEKa reoOMeTpHicka MCTMHA. CiMKa M MOAeIn
Cy mocebHN, KOHKPETHH NpPSAMETH, 2J0d Hanle pacyhuBame MMa ONIITE
3Haueme. CBaKM IeOMETPHUJCKM CTaB MCKA3yje jeAHY ONINTY YMILEHHMIY, KOja ce
OKO Hac ocTBapyje Oe3bpoj myTa, i OM ce Morjla OCTBAapWTH, Ha pa3He
HayWHe, ca MAaBOM WIM BehioM TayHourhy.

3. NEAYKTUBHA METOJA V T'EOMETPHUIM.

Bufic na ce Bpno maBHO noYeno HachyhuBaTH, Na reoMeTpHjcKe HUCTHHE
CTOj¢ Y HAPOYHTO]j y3ajaMHO] 3aBUCHOCTM, KOj2 C€ OTKDHBZ Na)XJLHBOM pacy-
hupamy. IlornenajMo Hamp. TaxO3BaHH ,,APYTH‘‘ CT2B O NOAYA2PHOCTH TpO-
yrioga: ,,JIsa Tpoyrna Cy NOAyJapHa aKO MMAjy NOAyAAPHe NO jenHy CTPaHHUY
¥ oba yrma, Hajerjla Ha Ty cCTparuny‘‘. MOXeMO Ce YBEPHTM y TayHOCT TOT
CTaB2 M HeNOCPeNHO, akO KOHCTPYHIIEMO, PenuMO OO XapTOHa, ABa TPOyria
Ha XOJMMAa CY OCTBapeHH YCIOBHM CT2B2, Ma IIpeHeceMO jelaH Ha NPYTH Tako
Ja ce MOKJIOTE eSIEMEHTH KOjH €y MO MpeTnocTaBOU monmynapuu. Tana Ce Hello-
cpenHo BUAM ya ce ofa TPOyrila MOTHYHO TNOAYyn2pajy. Vsppiuew je y CrBapH
OIJIEA W CT2B je BAME OOTHyHO noTepheH. ITOCTYNak je eMIMPHjCKH, MHIYK-



TdBaH, — Ho yMecTo Tora MoxeMo ce yBepUTH Yy Ta¥HOCT OBOT CTaBa M IyTeM
koji #ac ocnodafja morpebe na HauMHMMO NBa TPOyIJla Ha ONMKCAHM HA4YMH na
Ia HX YPEHOCHMO jelaH Ha OPYIH, ajdu noXx YcJIOBOM A2 cMo Beli YTBpIHIR
TaxO3BaHM ,,IPBU‘ CTaB O MOZYyHapHOCTH TpoyrjoBa. Ha ocHoBu Tor ,,nmpBor
CT2Ra MOXEMO, HauMe, Ha NO3HATH HAYMH OOXa3aTH CaMUM JIOTHYKHM pacy-
huBameM ,,Apyru‘‘ cTaB 0 WOAYZapHOCTU Tpoyriosa. (CTpoXMje TOCMAaTpPaHO,
TpeDa NMPeTNOCTAaBUTM JOIN H3BeCHe CTaBOBe, aAJIM 3aCaj MOXeMO HMATH Y BHAY
ynpoinfieR oxa3 kakaB ce yvH y cpexmMM 1ukoyiama.) Haxse, ,, Apyrd‘‘ craB o
NOXYAaPHOCTH TPOYTJIOBE Cliedyje JIOTMYKM M3 ,,IDBOT’ CTaBa O IOAYAapHOCTH
rpoyrnora. Vlcto Tako Morao Sm ce caMmuM pacyhuBameM IOKa3aTH M , npBH‘
CTaB 0 NOAYJAPHOCTH TPOyIJloBa XaJ DU Ce MOLNIO ok ,,Apyror< crapa. Mamehy
0Da CTaBa WOCTOjU y3ajaMHA JIOTMYKA 3aBHCHOCT. TakBe JIOTH4YKe BE3€ IOCTOjeE
Melly CBUM CTaBOBMMA reOMeTDHje, UPOCTH]EC WIM CIIOXEHMjE.

'V m3HaNaxehy Te JOTMYKE NOBE3aHOCTH CacTOJH Ce TakOo3BaHa MeTona
A0IuNKe pegykyuje y reoMeTpuju, Tj. cBohema jenHor CTaBa Ha Apyre, HOKa3u-
‘BAFEM HA TeMeEJbY THX JHOpyrux craBoBa (NaTuHcku: reducere=cpojyury). Ho
- JIOTMYKa PeAYKWUMja KapaKTepHIIE FeOMETpHjy TE€K aKO C¢ M3BOJHM CHUCTEMATCKU,
Tako Ja Ce CTaBOBM TreOMETpHje NOCTaBe y M3BCCTAaH HM3 U Y TOM HHU3Y CBaKM
CTaB JIOKaX€ HA TEMEJby PpaHHjMX CcTaBoBa Tora Hu3a. Kan ce Taxo reome-
TPHjCKH CTABOBM H3BOME JOrMYKHM pacyfuBameM JjeOHA H3 NDYTHMX, HOUHMjK
M3 DaHHjHX, MAyfiM M3BeCHMM penoM, TeoMeTpuja WOCTaje gegyKiliusHa HayKa
JNaTHHCKM: deducere = M3BOAMTH).

, Tex y crapoj rpuxoj KyJTYpH, y CpasMEpHO KPaTKOM BpeMeHY, YIJIaBHOM
ol 6. o 4. croxeha npe H. €., reOMETpPHja Ce jaBHO pa3BHyAa Yy JEAyKTHBHY
. HayKy, KOja Cc Ca CBOJHUX TeMe)ha NOJIDKE CAMOM JIOTMYKOM Hyxuowuhy. Ilenyk-
| THBHA METOJNa je OHO IUTO BMINE OJ CRera Jpyrora kapax"rcpmuc He CaMo Teo-
MeTpH_]y, HEro M2TEMaTHKY YONIITE. -

4. VJIO'A CJINKE N MOJEJIA. HE3ABMCHOCT
O] FTEOMETPUICKUX ITPETCTABA.

AMM reoMeTpHja je Xao JIOTMYKa, MaTeMATHYKaA Hayka, U3HAN CIHKE
U Mopema, a CIyXd ce ¥WUMa (0coDNTO CiiMkaMa) CaMoO kKao TOMOhHHEM
CPencTBHMA, XOja MOrYy XODHUCTMTHM, aNM HE CMejy peMeTMTU NOMMYKM TOK
ROKA3WBaFa. YCJel OuMINENHOCTH Hexor TBplema mMorna OH ce, HauMme, mpe-
BUJeTH notpeba 1a ce 7o TBpheme mokaxe. Jloxa3 Ou MOrao NIpecKOYUTH H
HEKy TOjeIMHOCT, He HM3nBajajyhm je youmTe u3 FeHOT CKJIONA, MaTOr Hero-
CpeIHOM oXaxamky M TpeTCTaBlbaBby. Tako_je _Hamp. TeK Y XPOUIIOM ctonehy
OTXpHBEH2 JIOTMYKa XoTpeba Xa ce¢ y TeOMETPHjM NOCTaBe NOCTYNIATH M Teo-
peme o HenpekMAHOCTH. IeoMeTpu ¢y u paHMje 3HAIU JAa Cy Hamp. Opasa H
KPYT HECNPEKMOAHM IEOMeTPMjCKH JIMKOBH, alll Yy TOMe He Oexy 3aUaswnu 3ace-
DaH reoMeTpujcki npobiem. He Sexy Moxia HE CIYTWIM fa ce TY CKpMBa
LeNO jefHO MOIJIABIbE reomeTpuje, Xoje Tpeba Tex pa3BuTH, a De3 Xora reo-
MeTpHja OCTaje JIOTMYKHM HENOTIyHA.

Crora, ma &1 ce reoMeTpHja M3rpaiia [OCNEOHO CBOJOj METOMH, KAO
CTPOTO NENYXTMBHA HAYKa, FeHO HaNarame TpeDa na Dyne He3aBHMCHO OJ HALMX
TreOMETPUjCKUX npeTcTapa., Hben cagpxkaj Tpeda ma ocTaHe Ha CHa3HM M aKo ce
OJIDCKHEMO TFOTHYHO MNPOCTOPHHX JIPETCTaBa M 3aIpXMMO jeIMHO ,,NpasHe*
JIOYMMKE OJHOCE, CaJpXaHe y FheHUM CYNOBMMA M 3aKJbyqyLuMa. 1O je BHIM
CTeneH amcTpakildje OX OHOTa Ha XKOMe ce, Joaylue, OXpUYEMO KOHKPETHOCTH
IpeaMeTa y NIPOCTOPY, aJM JOII ce APKHEMO TeOMETPUjCKMX mnpercTaBa. lbume
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ce OIUIMKYje akCHOMATWYKO H3jarame reomeTrpuje. — MR ce y oBOM Teuajy
HeheMO OIpHUATH MEOMETPHCKHX MpeTCTaBa, Ta HH CIHKa, alu hiemo y 1ocTa-
BJbAKY OCHOBA M Y W3HOLUCKRY IPajHBa YCBOJMTH Y M3BECHOj MEDH CaBpPEMEHY,
ARCHOMATHYKY CTPOIOCT IeOMETPHjE.

;}.*OCHOBHI/I Y M3BENEHM U3PA3M U ITOTMOBIL .

Kaxo ce y reoMeTpHji M3paxaBaMO YIpE CBera PeYHMa, Ielia IeoOMeTprja
je, Taxopehu, ¥McnymeHa FeOMEeTPHjCXHM HM3pa3sMMa KOJU €€ Cactoje
U3 jenHe MM BHIE peuM. Pasyme ce, Y FEOMETPHIH, Ka0 M Y OPYrUM MaTte-
MaTHYKMM HayKaMa, TOBODHM M3PasH C& YeCTO 3aMEBYjy NMCARMM CUMOONIHMMA
¥ MOTY cg€, INTaBHLIC, CacTOja8TH U3 cumMbona (To dwBa Beh kaga Tayke obele-
%ABAMO CIIOBMMA), AN €4l j¢ OCOOHTO P4 O TOBOPHUM M3pazrMa.

V reomeTpju Kao neAYKTHMBHO] HAyuM TIEOMeTPHjCKM M3pa3M ce YBOJIE
HApOYMTOM BPCTOM WCKa3a, Yy KOjHMa C& CBakKM HOB H3pa3 JOHOCH pany NOrom-
HHUjEI M3paXkaBama, YMECTO HEKOr APYIor, MOXpa MIyXer, paHHje YBCACHOT,
naxne Beh wosmator wu3paza. Tako HAUp. YBOMIMMO peY ,,TPOYraos, YMECTO
¥3pasa ,,yKYTHOCT TpHJY NYXH Koje cnajajy Tpu pa3se Tauyke, kKay OBe He IPH-
Najajy jemHoj TMpaBoj*.

Hckaze kxojuma yBOAMMO HOBe M3paze, onpelyjyhu mixoBy ymoTpedy,
HasuBaMo gegunuuyjama (atuucxu: definitio=opnpenda).

MWBH&HG}BBM TOBODHM 3HAK 3a M3BEETAH
NO0jadM Hallel MUIUbeHbE, _I_:g:OMeTpH_]'éﬁmW

pyl AT

AXO cMO caJl y IDBY Max TOBODHJIM CaMO O M3pa3XMa 2 He O BUXO-
BOj MHCAaOHO) caJIpXHHH (0 TOJMOBMMA) TO & 3aTO IUTO Yy AKCHOMATHYROM
H3NlAramy reoMeTpHje Tpeda, Kam TOA Ce ykaxe noTpeba, ancTpaxoBaTH O
TeOMETPHJCKMX NPETCTABA, HAKJIZ OA 3HAYeKWa MOojeIMHMX pedu M uipasa. Kana
TaKO 4YHMHHMO, CBEJIX CMO IeoMeTpMjcke wu3pase Ha cumbose Oe3 onpelhenor
3HavYema (Ka0 LITO Hanp. cioBa a u b y obpacuy a+b=>5b+a remajy onpelhe-
HOI 3Hayela W MOIY NPeTCTaBJLaTH Heke uene OpojeBe, HNH Ma KaXBe PpealiHe,
WIHM KOMIUIecHe Opojese, MAM Tak BEKTOPE HTI.).

AXo, nakne, xenuMoO [a TEOMETPHJY H3NaKeMO aKCMOMATHYKH, MOPaMO
medyHALME CMATpaTH CTaBOBKMMZ2, KOjHUMa C€ yBOZIE, Npe CBera, HOBH rcoMe-
TprAjcx p3pasu. CaMmuM THM yBOme Ce M oarobapajyhH mnojMoBM, YKOSMKO
XeJIMMO fla OPXUMO Y MHCIAMA 3Haueme THX M3pasa.

V cpaxoj meburmuid oxpehyje cc HEKH HOBH ICOMETPMjCKM H3pa3 —
Jaxie W nojaM — momolly Ipyrux, pamMje yCBOjeHHX H3pa3a, OOHOCHO YIOjMOBA.
IIpeMa TOME, Ha TNOYETKY reoMeTpHje, npe npee peduHmLMje, Mopa ce 3a Heke

W( MOB€) NPETNIOCTaBHTA  Ja_Cy HAM YHanpes TIO3HATH.

“TW u3pa3n ce [akne He JeQHANINY. 30BEMO MX HOAG3HUM IV OCHOGHUM

“S3pasuma, a 1oj 03 ¥ TUM W3DPasiMa;—SORY € #0Aa3HU YUUA OCHOBHU
uojpMoeu. Y13 OCHOBHHMX TNIOJMOBa H3BOJE C€ OCTANIN TEOMETPH]JCKH
MOJMOBH.

‘_______—-—-, . .

Taxo mamp. y3mMa ce OOMYHO 18 je ,,Tayuxa‘‘ niona3aH H3pa3, NojaM Tayke
YONMA38H YIOjaM, Jaxne Aa ce Taj XojaM He oppehyje medmmmumjoM, rnomohy
JpYTHX TreoOMETpUjcKux nojMosa. Op nojMa Tauke Y0Ja3aMo, NpeTrocTassbajyhu,
yoCTANOM, N2 HAM je HNOBOJGHO TIO3HAT. \

Cey_reoMeTpuyjcky ¥M3pasyt ¥ HOJMOBU KQJH HHCY OCHOBHH 30BY C€ u3se-

gww. Hanp. ,,Tpoyrao* mmm ,,tHpammaa‘
Cy PEHOBHO F3BEACHM NOJMOBH.




V w3bopy ocHOBHMX IOjMOBA NOCTYHaMo y cyIUTHHM ciobomno. He mopa
ce, PeuxMO, NojaM paBHM M3aDpaTH 32 jedaH OJ OCHOBHMX IIOjMOBA: PaBaH ce
Moxe ¥ nedpumycaTu. Ho y m3bopy momaszuux IOjMOBA MMaMO Yy BULY H3BECHE
3axTeBe, ka0 IUTO je Taj ja y ussoljiemwy reoMerpMje Tpeda na mMzabepeMo MITO
JeMHOCTaBHMje TeOMETPM|CKE JIMKOBE M OJHOCE 32 NOMNa3He MOjMOBE U 1A JHHXOB
Opoj Tpeba ma Dyme TO MamM, HO WIAK AOBOJbAH Ja OM ce Mornu nedvhu-
CaTM CBH NOTPeDBU NOjMOBM TEOMETPHjE WIHM OHE HeHE IpaHe XKOjy MMaMo Yy
BUAY. AKO }¥MaMO MOBOJPHO OCHOBHMX TIOjMOBa ma OucMo, noiaszefid oX muXx,
PasBIUTH TEOMETPH]Y, KaXeMo Na ca'm}baBajy UodiyH cuctiieM OCHOBHUX HojMo8a.
Pasyme ce, OCHOBHM 110]MOBM HE CME]y LNOBOIUTH OO JIOTHMYKE IpOTHBPEYHOCTH
*PEGa fa ODpa3sy]y Hefpoiuuspenar cuctdeM. AKO_JE OpOj OCHOBHHX NOJMOBa
mﬁm& a TO 3HauM fia_ CE_HMjeNan_WE MOQXe:
—AeqHNCATH IOMORY OCTANMX, Xa¥CMO Ja CY_OCHOBHH HH NOJMQBHY Mehy cobom.
“JOWYKL Hesaeuchu. ANM TEOMeTpM Ce He Apxe crporo opor Tpeher ycnoea y
Hasof)e}by reomeTpuje, Beh M cTOra mTO OM 3rpaja TeOMeTpMje NOCTANA Y
CBOJHM TOYeLMMa CYBMIUE CJIOXEHa ¥ M3ryDmia Ou cacByM CBOj KJTACHYHH JIMK-

Hanac Hajno3HaTHjU CUCTEM I'eOMeTpMje, KOjH notude ox X uadepTa, caipxH
WeCT NOJNA3HMX j

~

I%OCHOBHI/I M U3BEJEHM CTABOBMUL.

FeoMeTpujcke MCTHHE ce Y TcOMETPHJH JIOrMYKM yTBphY]y goxazysareem.
V n0kaly ce Heka HOBa TEOMEIPW CKE UHIGEHHLA M3BOOM M3 JPYTHX, paHuje
yTBphieHHX reoMeTpPUjCKMX HumeHuua. Jlakie, Ha TOYETKY reoMeTpHje, Ipe cBa~
KOI JI0Ka33, MOpajy cTojaTH Bch HEKM reOMETPHjCKM CTaBOBM, -KOj€ YHAIPEN
yceajamo De3 Hokasa. Te reoMeTpUjcKe CTaBOBE HASHMBAMO HOAG3HUM WY OCHOSHUM
W@Mma (rpuky &flwpa = OHO MITO Ce MOIITYje, y IITO
wa.)_ﬂawgﬂm CTaBOBA HOKA3Y]y Ce CBH OCTalld IeOMe-
TPUICKM CTABOBHU.

Taxo ce Hanp. y3nma obuuHo na je craB: ,,Kpos ape Tauke IIpojasy yBEK
Jema npasa‘“ — ocHOBAH cTaB. Taj cram ce He nokasyje, Beh ce on mera (u
JOlI HERWMX CTaBROBA) TONA3W Y HOKa3MBa¥ey, npernocrabBbajyhu mnpebyrHo na
Cy OCHOBAM CTaBOBU HENOCPEOHO JACHH.

CBE reoMeTpHMJCKM CTAaBOBH KOju Ce JIOKa3yjy 30BY Ce wu3degeru cila-
606y, KpATKO CiHQ606u, WIM YaX upoiiosuyuje (NAT.. propositio = NocTaBka,
NIPETCTARKA).
==V n3bopy OCHOBHMX CTaBOBa IOCTymaMo y cylutuHy cnobomno. He Mopa
CE HAUp. NPETXOAHO CMOMCHYTHM CT4B Y3E€TH 3a OCHOBHM, HETO HEKH JIpYTH, &
npBu Tala JoOKaszaTH. MoxeMO OTNoOYeTH W3BOfjcEbe TeOMETpHUje OX pasHUX
CHCTEMA OCHOBHMX CTABOBA, M3 KOJHX Tada NpOM3Jase MOKa3yBAReM CBU OCTAJM
crapopu reomerpuje. Ho m y ToM u3dopy MMaMoO y BHIY M3BeCcHe 32XTeBe, Kao
WTO je OOMYHO Taj, N4 CHCTEM OCHOBHHMX CTABOBA CaJpXu IUTO jeAHOCTABHMjE
H OogurneHdje reoMerpHjcke uHmeHuue. IIpe cBera, ocHOBHU c?n%lygl{giy_
JOBOJIATH JO JIOTMYKRMX npOTHBpeHHocrn‘"Tr mpa“mm Tyhie Oa ce 13
OCHOBHMX CTAaBOBZ M3BENy LBa CTABA KOjd HENOCD €qc_jenaH Apy-
ToMe. [ paxyuMo 3aTHM H Jia Opoj ocmanona—@ne IITO Maky, HO MIaK
TOBOJbAH A OM ce Ha TeMelby ILMX MOTNA HMArpajRTM Ieja 3rpala reoMeTpHje
KOjy mpoyaBaMo. AKO HMAaMO JOBOJbaH Opoj ocHOBHHX CTaBOBa, KaXeMO Na
OHU CAuMEbaBajy uOMUYH CcuciaeM OCHO8HuxX cidagosa. AKo ce Bpoj OCHOBHHX
CTaBOBa He Mome-'mmm‘n—mm%ﬂme‘ “axo HHje moryhe na ce jenaH on
OCHOBHUX CTaBOBa, WM MaKap CaMO jellaH FLerOoB N€0, NOKaXE Ha TEMEJbY
OCTAJIMX OCHOBHHUX CTaBOBA HCTOI CHCTEMA, KaXeMO Na Cy OCHOBHM CTaBOBM




Mely coDOM soruuxu nezasuchu. [eoMeTpH ce Y U3BOBetby reoMeTpHje He Apxe
OOHYHO HM TOT YCJIOBa, Ma OM YNPOCTWIM H3Nirame.

VYV TOM cMUCITy TOBOPH Ce U O Mame CIPOrOj, paciopegHoj He3a6UCHOCTIU
KOja Ce cacTO)H Y TOMe IUTO H3jaxyhu reoMeTpujy, H3HOCUMO OCHOBHE CTa-
poBe oxpelieHHMM peooM H 3aXTeBaMO Jla HM jellaH KacHUje H3BEACHU CTaB HE
Syne mocrnemyua paHHMjE ~ H3HECCHUX OCHOBHMX CTaBOBa. la HE32aBHCHOCT, Y
onpelleHOM NMOPETKy, je OCODUTO BaXKHa Yy OOHOCY HA MOjeMUHE TPYIe OCHOBHHX
craposa. Hanp. y XunDcpToBy CHCTeMy reOMeTpHje OCHOBHM CTaBOBH Tpehe
rpyne (OODyZapHOCTY) He MOTy Ce AOKA3aTH Ha TeMeby OCHOBHMX CTaBOBA
NPETXOOHMX HOBEjy rpymna (Bele M pacnopena), any Kajg OM ce MO0 OO OCHOBHHX
cTaBoBa Tpelie Tpyme MOrmu OM Ce HEKM PaHMjH OCHOBHM CTABOBM JIOKa3aTH.
_He3aBHCHOCT OCHOBHMX CTABOBA KOja OCTa_]C NpH Ma KOM MOpeTKy KOjuM OM.
“Ce Ti CTABUBM HOHOCWIIM 30BE CE GHICOAVIIHA RE3d6ucHocid, — V1 y HallleM Tevajy
" HE3ABHTHOCT MOCTOJM CaMO y W3JIOKEHAOM nochxy aKCHOMA. :

—-—

7. AKCUIOME U TEOPEME, TIOCTYJIATU U TIPOBJIEMMU.

CTaBOBH TEOMETpPHjeé MOTY HMATU Da3He obamxe. Tako MOXEMO pasim-
KOBATH CTABOBE y KOJUMa Ce TBPAHM A& TOCTOJH M3IBECHA IEOMETPMJCKA WHHC-
HMIIA H CT4BOBE y KOJHMa C¢ 32XTeBa A4 C€ U3BpUIM M3BECHA I'eOMETPMjCKa
ROHCTPYKIMja KT CaMO TBPIM 1a Ce H3BeCHA KOHCTPYKIDMja MOXE H3BPUIUTH.
CraBope Y KOjUMa Ce TBPAM A2 MNOCTOJM M3BECTAH TCOMETDHCKHM JIIK _L'raqlce

, npaBe ATH.) Ha3uBaMoO BKCHCWEHI{HDWM LUiaso8UMQ CTaBOBE Y KO {UMa je

0 TEOMETPHjCKHM xoncrpyxumama HA3VIBAMO KOHCURPYKYUOHUM _CUAQBOBUMA.

OBMM HOBEMZ BpCTaAMA I'COMCTPHJCICP[X CTABOBA OITOBapajy Hba HAYEJIHO
pa3Ha CTAHOBMINTA y IeoMeTpHjH. MOxeMO, HauMe, MpEeTIOCTABHTU A2 34 CBakKe
JiBe TAYKe INOCTOjM NpaBa KOja T¢ Tayke CAIpPXHM, Ja 33 CBake TPH Tavdke, Koje
HE NpPUNanajy jCHHOj NpaBOj, MOCTOjH pPaBaH KOja Te TPH TAYKE CAAPXKM, OA Y
CBAKOj PaBHHM TOCTOJH KDYI Ca HATHUM CPEAUINTEM U JIATHM IMOILYIPCIHUKOM
UTR. Y1 MOXeMO, HANPOTHB, MPETIOCTABUTH A2 je OpOCTOp, Takopchu, mpasaH,
anK fia ce yBEK MOTY, HEOTPDAaHMYEHO BPIIMTH EJIEMEHTADHE reOMETPHjCKEe KOH-
CTPYKIIMje, OO YCJIOBOM J& He TIPOTHBPEYE OCHOBHMM CTABOBUMZ, — Kal MUITO
je YOCTaBJbake Tayaka I'me rof xXoheMo, noBladesse NpaBHX Ma KPO3 KOje JBe
Ta4kKe, MOCTARJLAK:E PABHH Ma KPO3 EOje TPH TauKe, KOHCTPpyMCake Kpyrosa Yy
CBAKO] DABHM Ca OATHM CPEAHULITEM M NONYyOnpeiHMKOM, uTh. [Ipo cTaHOBUIITE
MOXEMO Ha3BATH CeKCUCICHYUOHUM, 8 LPYrO KowrcuipykuuonuM. BEyxima ctoju y
cBOjuM ,,EnmemMeHTHM2‘ BHIDEG HA KOHCTPYKUMOHOM CTaHOBUIITY M HpPEMa TOMeE
Beh HeKM HErOBHM OCHOBHH CTABOBH MMajy ODIMK 3axTeBa fa Ce M3BeCHA KOH-
CTPYKIMja MO H3BPIIMTH, & MHOTH (LEeI'OBH M3BEACHM CTABOBU HMAjy OORMK
KOHCTPYKTUBHHX 3ajaTaka. XWiIOepTOB CHCTEM IeOMETpHje, HINTOKEH Y HerOBUM
»»OCHOBAMa TreOMeTpHje’ OAroBapa HAOPOTUB EKCUCTEHINHOHOM CTAHOBHIUTY.
Taxea je eeh npea meroea akcuoma: , Kakse ronm Sune nse pasHe Tauke,
NOCTOjU mnpaBa Kojoj Te OBe Tayke mpunanajy‘. U mm y?ijyg_y_gggm_
Tedajy eKCHCTEHIOHOHO CTAHOBMUITE, aM He APWHMME-Ta—ee—YBEK CTPOTrOy Pajay
JEAHOCTABHM]ET H3DaxaBatbd. (HANpD. pehw NeMo Ha Tt NosMjenap MOXE pa-

< 3JTOXUTH HA Ierpae_@

H3peneHM CTAROBM Yy KOjMMA Ce 3aXTCBA M3BPLICHE M3BECHE TE€OMETPHJCKE

- KOHCTPYRINMje 30BY ce ipobaemu (mpbflnuct = pT, 3adpexa, TeXakK 3amaTak).
Taxsm cy mamp. ctaBoBM: U3 Tauke A, KOja je M3BaH Ipase p CIYCTHTH Ry
ynpaBHy Ha NpaBy p. — Komprncam JeNHAKOCTPAHMTAH TPOYrao KOme ie
gata jemma crpaEuMma. — KOHCTpYHCATH KDYT KOjH TIPONA3sM KPo3 TeMEHa
jeHOT Tpoyria. .




W ocHOBHM CT2BOBM MOTry TIpHNaZaTH OBO) BRCTH CTaBoBa. Taksa cy
npea TpM ocHOBHa crara y Eyxmunosum ,,Enementnma‘‘, xoja y ciobomnom
npeBofly Tsiace: 3axTeBa ceé Jia je Moryhe, On CRake Tayxe 1O CBAKE JPYTE Tauxe
nosylix nyx, M CBaKy IyX NMPOMAyKaBATH HEOIPaHUYEHO, ¥ H3 CBaKe Tadxe Kao
cpeMiuTa OoMmucaTH (Y NIaTOj paBHM) KPYT AATOr NMONYOpeyHMKa. TakBU OCHOBHH
CTABOBM 3a,w[y1<yjy, BMLIEC ONl JIPYTHMX, Jla e 30BYy iiocifiyAaidu (TATMHCKH: POS-
tulatum, rpukn oltpe — 3axTeB, Monba; OBaXO Ce W 30BYY 5, ENEMCHTAMA ).

AKOIOME TY Y CTBapH F OCHOBIN ¢ CTadJK.y—KQjHM&ce HE TpaXM M3BpLUEHLE
l‘eOMeTpM_]C}CC KOHCTDYKIH)E, M)E, HETO T¥ _TBPAM Jia IOCTOM H3BCCHA | reoMETRH]cKa
Wctura. TaKea je Hanp CTiOMEHyTa akcuoma: Kakee rof omie ,mae pa3He Tauke,
MOTTOjM TpaBa Kk0joj Te JBE TadKe NPMUAZAjy. T
———JA5BemeHyN _CTABOBM Y KOJUMa ce TBp)IH na NIOCTOJM U3BCCHA I'€OMCETDH[CKA
HMCTMHA 30BY. C& Weopeme _(Vewpvpo = TIPH3OP, NOCMATPaHO). TakBM cy Hanp.
ctaBoBu: Kaxas ron duo tpoyrao ABC, MOCTOJM KPYr KOjH JonMpyje CBe TpH
merose crpatvue. — Cpe TpU BUCHHE jcm{or TpoyrJjia Cexy ce y JeTHO) TAYKH.

Hecto ce _npernocraBka ceM TOra Aa je TeOPEMa CTaB KO Ce DOKA3Yje, .

%wmmwpﬂ XONBUX HA3WBaly C¢ NOCHCAMLAM3
Tu nemama (\upe = TIPHUMJBEHO),

8. O OHOME LITO CE V TEOMETPHIN IIPETIIOCTABIJBA,
A IITO HE CITAJA V IBEH ITPEOMET.

CeM reomeTpMjcxux u3pa3a (MojMOBa) U CTapOBa jaBJbajy Cce Yy TIeoMe-
TPMjH M APYIHM CJEMCHTH, HEONXOAHM Y ®BEeHO) Jioruykoj 3rpagu. To cy, mpe
CBera, M3BECHH ITOJMOBM M CT2BOBHM apuitiMeitiuxe W aniebpe, kao MTO Cy IPH-
ponHY¥ OpojeBM M BUXOBO cabupame, ONy3MMaAme HTH., 3aTHUM OCHOBHU H
eJIeMeHTADHY CTAaBOBHM OITIITE apuTMeTHxke (HMamp.: ,,ako ¢y a4, b, ¢ mMa xaxma
Tpu Opoja u axo je a=b u b=c, Taxohe je a=c). To cy 3aTUM HajeNEMEH-
TApHM)M (CBAKOME MO3HATH) TIOJMOBM illeopuje MHowiHasa (CKyNOBa), TIPE CBEra
CaM MNojaM MHowiliéa W3BECHUX IpenMeTa, KOjU Ce HA3UBA)y edeMeHuMa MHO-
wrBa. Ylonasehu opn Ttadaxa, — AyXH, OpaBe, KPYroBM WTA. cy Y cTBapu Hecxo-
HAYHA MHOLUTBA Tadaka. LJIEMEHTM THX MHOMITaBa ¢y Tauxe. WU axo (Hamp. no
"Xundepry) Tolero—on—Fa4axa, NPaBUX M DPaBHU Kao ,,eNeMeHaTa IpOCTOpa,,
NPUXBATAMO, HANp. ¥ nepMHMIMjH Xpyra, fla je Kpyr u3BecHO DecxoHavHO MHO-
wreo Tadaxka. Ca aKCHOMATMYKOT CTAHOBMUITA alCTpaxyjeMo of CaJpXWHe
reOMETPHjC¥MX TIOJMOBA U THME CTajeMO YIPaBO Ha CTAHOBHUITE TeOPpHje MHO-
wrasa M2 XaXBUX (ReonpeheHo XOjux) eyiemeHaTa, Meby kojumMa mocToje
ancTpakTHH ONHOCH M3PECYEHM y aKCHOMama.

CeM TuX mnojMosa Tcopnje MHOLITaBa ¥ HEXHX HPYIHX EJICMGHTapHUX
nojMoBa MaTeMATHKE, KOJU HUCY YEOMETPHCKH, IPETIIOCTaBibajy ce Yy IeoMe-
.TPHjM ¥ HEKM NOJMOBH De3 KOJUX je Hemoryhe H3pUUATH normnce CyJI0BE H
3a1<myq}ce. Mnc.nmwo Ha TIOJMOBE M3PAXEHE _Hamp. pewumMa ,,CBAKU*, | HEKH,

)’,_[ﬁDMCIpﬂjﬂ, _HUTH UX CMaIpaMoO_OCHOBHMM TeOMEeTPMICKMM NOJMOBUMA, Jcp
Hucy reomerpujcku. tbuma pe yocranom, ca MATEMATHIKOL CTAHOBMIITA Gapy
HdyKa_0_OCHDGaMa Maikieptiguice (T38. MATEMATHIKZ JIOTMXa WUTH METallOrMKa).

.,CaMo**, ,;ax0", ,,HHJC“ ,,_]CCTE‘_‘__ urA._Hu te rojMmose, H Hgga.B,u.Q,_He.JlmanumeMO

4 9. TIOT'JIEJ V UCTOPUIV TEOMETPHUIE.

a) FeoMeTrpuja npe crapux I'pxa. — Mebhy apxeormowrxum Ha-
nasmMa y Erumry m MeconotamMuju ¥Ma cTapMx nammpyca ¥ DIMHEHMX MloYa
¢ MATEMATHYKUM caapxajeM. V3 mUX IMO03HAjeMO H TCOMETPUJY TaMOUIBMX
APEBHUX KyNTypa. MaTeMaTHka Cce KpO3 MHOIe BEKOBE Tpajaka THUX KyJiTypa



cacTojasa M3 JoveTKa apuTMeTHKe M Teomerpuje. I'eoMeTpyja je Tama jou
TIPETEXHO MHAYKTHBHZ HAYKa, Y HAJYKO] BE3W Ca CBOJUM JIOPEKJIOM H IIPUMEHAMA
y acTpOHOMH]H, reonesuju, rpaljesHuapctsy MTa. [lo Mummemy XepomZoTa,
IpYKOT MCTOpHMYapa H3 5. Beka npe H. €., reoMeTpHja je moTekna u3 Emmnta,
OJ CTaJlHe NoTpedbe Ha ce &p30 M TOY3HAHO U3MEPE TIpaHMIe MNOJeIMHMX 3e-
MJbMIITA nocie norurase Huma, jep Boxa je Opucana rpamuyne 3nake. Ho y
MeconoTaMiji ¢y moveus reomerpuje Sap Tonmuko crapu xao y Erunty. Beh
oko 2000 rommme npe H.e. uManu cy CyMepM cpa3MEpHO BHCOKO pa3BHjeHYy
MaTeMaTHKy. VI3 apXeoNOIIKOr MaTepujajia 3axbyvyjeMo A4 Cy YyBapd 3Hatba
(ceemTeHyuIM) y THM JiBeMad 3¢MJsaMa TO3HaBaiiM Beh OJABHO HANp. HM3BECHE
CTABOBE © TPOYINKMMA, IPOYYaBAM TOBPIIMHE TIPABOYTAOHWKA, NPHOIHXHO
M3pavynaBaii ODHM M IOBPINMHY KpYra, 3aIpeMHUHY KYTIC M NOJYJIONTE, a TaiyHO
3a0peMMHY MU3BECHHMX JNHpaMuua, 3apydisennx nHpamuna urh. Ha rmunenum
maoyaMa Cymepa ualieno je M pemasarwe M3BECHUX 33JaTaka O ,,AYXKHUHHU
»ITHPMHM® M ,,TIOBpIIMHU KOje je MCTOBETHO C pEllaBaFheéM KBajapaTHHX, Na ,,
KyOHMX jenHa-THHA.

b) Teomerpuja cTtape I'puke. — Kax je Boncha ynora y xynrypu
npeuura va Xenewe (I'pke), MaTematuka je AoOusia HOBE NOTCTPEKE, HOB MHpa-
BAIl pa3Boja M HOB, joln HesUheH mosieT, KOjd je OCOSHTO IeOMETpHjy MOaMIao
Ha BHCHHY Ca KOje je OHA LlapeBaiia Kpo3 Jyrd Hu3 Bexoma. ¥V I'pukoj je caspeo
CMHUCA0 3a TEOMETPH]Yy KaO HAY4HY TCOPHjy, Koja ce uarpabyje caMocramio, y
U3BECHO] HE3ABUCHOCTH OJi NMpHMEHa, HO na &u y Tonmuko MohHuMje 3axsaTana y
cBoje Muorobpojie npumeHe. Ynpaso y reome'rpnl nojaBMNa Cy ce y aHTHYKHX

I'pka nBa BEnNHKa Havela Hayrce. CECT'EMaTcxo MBHOUIGE:C rpa)lnaa

¥ ROCICHOCT Y ClipOBohery jemne, HeAyKTHBHE _MeToaec. Can Taj yoroH
TpyKe TEOMETpHje Tpajao je y THaBHOM caMO TpU cTOTHHE romuma: ox VI 1o
O croneha npe H. ¢. IllTo ce 32 TO BpeMe y TEeOMETPHjU CTBOPMIIO HHCY HH
IBe XMWibaje KaCHMJUX FOOWHA MOYJIE y3OpPMAaTH.

Konuko 3HAMO, HNCAYKIWBHE METOAA OTHOUMKLE- Y. TCOMET MjH C2 1IKOJIOM
nUTaropejala, Kojy je y 6. BeKy npe H. €. OCHOBAO Bao [Tuiagiopac. VI 5erop caBpe-
MEAWK, NO3HATH (bmoam—ﬁ‘éme OCHOBAO CBOJy INKOJY, Y KOjoj ce Takohe
HEroBaja reoMETpHja; OH je CBAKAKO MO3HABAO H3BecTaH OpOj CTaBOBA, AU MX,
BEPOBATHO, HHje AOKA3WBAO HUTH HM380 Y JIOIHYKE HM30Be. [lMTaropm cy mak
IPHIMCHBAITH IJIABHH J[E0 OHOTa INTO cafapske NpBe JBe KmUre EykauuoByux
,,EneMeHaTa ‘. I'lmarope_pm Cy ce $aBHUIM Hanp. M npodiieMoM HECAMEPJEUBUX
BEJIMYMHA, Tj. TAKBMX KOJUMAa DU MEpEHY HE OArosapa MO TagakweM HOJMY
Opoja Huxaxan Mepru 8Spoj. JokasalM cy JOrMMKMM IYTEM Jid HECAMEDJBHBE
AYXM 1OCTOje, na je, Ipe CBera, CTpaHHlla KBANPATAa HeCaMEpsbHBA [HjaroHasli
(pasMmepa je, xako 3uamo, 1:}/2).

JenaH on Haj3HawajHMjux IpykuX reomeTapa je Xuiokpaitiec ca Xuoca (5.
BEK Mpe H. €.). Kaxy na ynpaBo on mera MHOMHILE ,,XBaJheHa IPYkAa CTPOrocT
y reoMetpuju. OH OpmwxsbuBo pelja NpeTNocTaBKe Ha OCHOBH KXOjux Tpeda
JIOKA3AaTH HEKM CTaB, 3aTHM H3BOAM KOHCTPYKLH}y, oarosapa Ha moryhe npm-
roBOpe, HaBOAM cBakM HOMOKHM CTaB KOjU My je Yy nokasy moTpeDaH MTA.
(MeTona penyximje). Taxkas MOCTYnak HaBoOH caMm cobOM Ha TO Ha ¢¢ CTABOBU
CHCTEMATCKM HAaHMXy Tako Ja OM MCIped CBAKOT CTaBa CTajali OHHM CTaBOBM
U3 KOjuX ce oBaj u3sonM. IIpBO TaKBO neJjio Hammucao je, kaxy, Xunokpat. Ho
BeroBn , EneMeHTH** MMCY RO HAC JOCHENM, aiM CY CBakako OMIM y3op
reoMeTpHMa mnocie mera, rma pepoBaTHOo M Eyknuagy npu micamy wweroeux
s EIeMenaTa‘“.

N otkpuhe reOMeTpn_ud MOQry NOjeIHHH EJEMEHTH, OCOBUTO Tauke
obcnexxaBaTH CNOBHMA, NpHIaia BepoBaTHO IluTaropejckoj uwkomH. lapac Ham




je TO cacBHM OOMYHO, anm Mopa OMTH Ja M Jlo fora oTKpuha Huje oAMAax
nolwio. HO BaXXKHOCT TOI MpakTHYHAOr HaveNa je BenMka, jep Kaj Su ce ymecto

CIOBHMA CBE MOPANO OMHCHBATH pednM&a, MHOTH CT4BOBH, & OCOOMTO MOKa3H,
TelKo &M ce CXBATWUIM M jOII Texe Wckazanu., UMHM HaM ce na XHMOokpaT jour
He Ocuie pouwao y ToMe JHO Ka,cm{]e Kpatkohe, jep Hamnp. Kaxe: ,,Tauka Ha
X0j0j j€¢ ¢roBo A%, ,.npapa Ha K0jOj je 3adenexeno B, rae HucMo MaHAC KA3ANMU:
Tauka A, npaed B.

Ha pa3soj reoMerpuje 3HaTtaw yTulaj umao je Iaaiion (429 — 348 npe
H.e.) Peun: ,,Hexa HMxo We yna3sM oBaMO axo He 3HA TeOMETPHjy*, — Koje
cy, xaxy, Oune wanncaHe Ha ynaly y ¥GEroBy IIKONY, ,,AKaneMHjy‘‘, cBenode
KONIAKO c¢ y TOj IIKONM TeoMeTpHja cMaTpana TeMeJheM HACTaBe H 0Opa3opayba
U KOIMKO € y HI0OJ, decyMme, U odpahnsana reomerpuja. Kaxy na ce ITnaton
SH.BHO 0CcOBHTO cUCTEMATICAFhEM ¥BLHOra rpaliBa 1 UCIIHTHRAYEM HSHUX OCHOEA,
Te na on BErTa. 10THYC TIOCTARIRAILE WOCTYJaTa H. a&cﬂoma. Ha‘EJQ_KCOMcme
"TlowTo je cBakm CTAB CBCO Ha IPETXONHH AOCHEO je, Xaxy, HAIIOCIETKY JI0
JeunMITja, TIOCTYNATa U AKCMOMA.

InaToHoe caepeMenmk Eygoxcoc (410 — 356 npe H. e.) panuo je ocoduto
Ha M3y9aBaky reoMeTpHjckux nponopuuja, Becymme meroea je T3B. MeTOna
_ew (Mcnpaxmwasamwa), y cTBapn TpaHuyHOr npuﬁnuxcana}bg_’l;a_w)ga_
MoKa3ajda OCOONTO IDIONHOM 'y'n*ﬁ(?fﬁiﬁﬁ:y 0dNUX YEeoMETPHUJCKUX JIHKOBA.
“Eynokcy ce IPUIIMCY|e M TJaBHH JE0 callpxaja TIeTE€ KWBUTC LyKIMaoBKx ,,Ene-
"MemaTa~. VI EyIOKG Oellle OCHOBAO HAYYH [Hy THKONY, M ¥eros yyeHux Mexoexmoc
Jje HamMcao, Kaxy, TPBW HEA0 O KOKYCHNM TIPECEIUMa .

2 Jaiiexo wHajmo3HaTHje, HAjYMTAHMje M HAJyTULIAJHIje AeN0 M3 TreoMeTpuje
Hamicao je Eyxaeugec (otmpisike 365 — 275 npe w.e.)_ydewuk Ilnaronos
KOl H OCHUBAY reOMeTpMjcke Mikone y Anecanfpuju. Hberoso neno ,.CToum-
Xema“, Ha JJaTHHCKOM ,,Elementa‘*, wanucaHo oko roauHe 325 mpe ualne epe
CANPXM CHCTEMATCKM M3JIOKEHO, NERYKTHBHO MH3BENEHO Tajalbe OCHOBHO, efe-
MEHTapHO 3HAIE U3 IeOMeTpHje. HM_]C y TOM Aeqly Canpxaro CBE IWITO C& Tala
y reomerpujn 3nano. Cam Eyknun je Hamucao jomr Hexe Clice, JeldaH O XOHY-
_CHUM TIipecerma. Vmuaj Eyxnunosux ,,EmeMenata na KynTypy YOBEUAHCTBA
Je BennKM, jep W3 TOT fena JbYOM Cy ¢ cTojiehuma, cBe 10 HOBHjEr BpeMeHa
YUK — He caMoO reoMerpyjy, Beh mnpexo w2, yonurre, TOri4kKoM _p_gxljmaa}by
¥ HAYYHO] METOIM. 110 TOM Ameny rhedalti ¢y MHOTH y TeOMeTpH]y Xao Yy ca-
~BPIICHCTRO Ca3RATa M Hayke. — AJM HM To neno HWje caspuiedo. Ilrapuiie,
Beh y CTapoM Beky OTHoOYENno je KpMINYHO pasmatpame Eyxminosux ,,Eneme-
wata“. Tako je Beh Apxumegec (287212 mpe H. e.) 320a3HO0 HENOTIYHOCT CITNACKA
Eyxm1iosnx MocTynaTa U N0Aa0 meT A2JbMX TIOCTYNaTta Koje je CMAaTpao To-
TpeGHUM 3a Teopujy Mepema. JeIHoM o TUX TIpUAaje ce B AaHAC 3Hava] IoCTynaTta.

Hpyro cnaBHO neno rpuyke reometpuje cy ,,Konuka* (1j. ,,Kowychu npe-
CELU), Koje je HAmMcao BENNKH Tpykd reoMetap Aiosonuoc (oTnpuiuke 260 —
200 ppe n.e.). ITocae Tora nena CMaTpano Cc Hexkala Jla ¢ O KOHYCHMM mpe-
celuMa Hema 1mTa za popa. Heno camgpxn oxo 400 craBopa y ocaM KEMIa.
BbuMma ce AnonoHmje jaB/ba U Kao TPETXOAHMK [POJEKTHUBHE I€OMETPH]eE.

Opo c¢e jomr mpe Moxe pehH 0 KACHOM aJIeKCAHADH]CKOM IeOMET py Haiocy
(ompymm(c 250 — 300 H. e.). OH je OTKpHMO ABOpasMepy, MHBOIYI[Y, Hafla-
JKEERE YETBPTE XapMOHM_]CKC TayKe IIOMONY NOTTYHOI YeTBOPOYria MTA.

¢) TeoMeTpHja HOBRjuX BpeMeHa. — I[IoWITO je mOTOM, CTONE-
huma, pa3Boj reoMeTpuje S50 y M3BECHOM 3aCTOjy, CEM LITO cy Apamn, Heryjyhu
HayuHo Hacaehe Crapor Bexa, noupunesmt passuhy anrebpe v pazpalun T p u-
TOHOMETpHU]Y, Aonwio je y Taxy 16. n 17. croneha npoHunamke reoMetpuje
amredbpoM. Hajswauajuuju je y tom morneny Frangois Viéte (Buer, 1540 —
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1603), xoju je yjenHo jenaH oJ TBOpaua Haiue aimedpe, u y3 mera Mapun le-
inanrguk (1568 — 1626), paspaausluiv npUMeHy alredpe Ha reoMeTpujy, Xoja ce
CacToji y peLIaBAsY TEOMETPHMjCKMX 3afaTaka IyTeM anredbpe. To jont Hmje
aHaJIMTUUYKA TEeOMETPH|a, jep CE jOII He OCHUBA HA KOOPJIMHATHOM CHCTEMY.
Wneja XoOpOWHATHOT cucTema je Crapa, ajiu Tek je¢ René Descartes (,Z[exap'r
1596 — 1650) cxBatno CBY JAJIEKOCEXHOCT METOLE Koja Y I‘COMCTpPI_]l/I HacTaje
yBohelmeM KOOpPAWHATHOr CHCTEMA, JRELOB_KpaTKK Ccnvc ,, L eoMeTpuja’ (1637)
JI0OHOCH CBETYy BEJMKO OTKpuhe T3B. aHANMUTHMUKE reomerpuﬁf"——‘_

— 'Wﬂonehy Isaac Newfon (FbyTH, 1642 — 1727) M He32BUCHO
on wera G. W. Leibniz (JIajoumt, 1646 — 1716) mpoHauum audepeHimjanuu
M MHTEIPAIHW DayyH, NPOHAIUNM CY CAMBM THUM M ILeroBy TpPHUMEHY Ha pelua-
BaIS reOMETpUjckUX TpobiiemMa (npobiem TanreHTe, pexTUUKALMja, KBAApaTypa
uTh.) Tako ce ananuTH4YKa reOMETPWjad TIPOUIMPWIIA y ieoMeildpujy mavieMaiuuyxe
axaause, ¢a CBOJOM ONIITOM TEOPUjOM KPUBMX ITMHMjA U TIOBPLLM.

~ 'V 17. cronehy jaBibajy c€ M HOBH IOYEUM #pojexiuugHe leometupuje, CTABOM
ulecHaecToromyinmer Pascala (Ilackan, 1623 — 1662), nosuatum kao [Tackanos
cTae, 1 ocobuTo jemauM croicom Desarguesa (Besapr, 1593 — 1662). Ho Tek
on woyetka 19. croneha paseuna ce npojekTMBHA reoMeTpMja kao 3acedma
rpana reoMmetrpuje. Hbenu ruaeuu TBOpPUM cy J. V. Poncelet (Iloncne, 1788 —
1867), M. Chasles (Ilan, 1793 — 1880), J. Steiner (IUtajuep, 1796 — 1863).
Mobius (Mednyc, 1790 — 1868) u Staudt (Urayr, 1798 — 1867).

Jo npyror Befukor pa3poja reoMetpuje y 19. crtouyeliy mowno ce na
nyTy KpUTHAIKOr TNpoyuaBamka FeHUX ocHosa. Hukam, jomr on Apxumena, He
Oewle MOTHYHO YTpHYJla TeXHa Oa CC HeJOCTAlM 3ama)XeHd y ocHoBama Byxim-
nosux ,,EneMmenata‘ ucnpare. Ho tex y 19. cronehy pa3lsmina ce oTyX HEe-
YXJHUOZOBCKAa TEOMETPUWja U TIOTOM, YONUITe ‘HAyKa O OCHOBAMA
reoMeTpuje (na u mMaTeMaTuke yomure). — Hajsuine, u jorr og Crapor Beka
IPUBNAYWIO je NaXI:y NUTame: Moxe JIi ce neTv EyxymIoB NMoCTynaT y me-
rosum ,,Enementuma‘ — KojuM ce yTephyje mocTojame camMQ jemHE ymopease
[IaTO) MpaBoj M Koja IIpoNia3d Kpo3 [ary TauKy — [OKA3ATH moMohy ocTanux
BCropyx nocrynara ¥ akcuoma? Ilocie w X ayropa, 06jasuo
-je H. Jlobauescku (1793 —— 1856} npen cmic (1829). Y_KQMe pa3Buja HeeyKITH/I0B-

" CKy T€OMETPHJY, KOja ce . paNnKyje Of Halle €YKJIKRAOBCKE FeOME TD i[j_e, Tj.
Waxﬁénmumo y Eyiunoenm , EneMenTMMa®, THME WUTO je Y HOj
¢ EyXJmzioB TIETH YIOCTyJIaT 3aMeYseH npyrm MCTO BDEME [IolIao0 je O MCTOL

“ortxkpuha 7. Bolyay (Bomaj, 1802 — 1860).” Jolil MHOro_ Jiatke y. _ociobahamy
-'*on—eymzrmreeme’rpuje “oTtnwao j€ B Riemann (Pumvan, 1826 - - 1866)_» xaz,
_|e Je (18547 y jenuom KpaTROM TACMIITERY A3NOKUO _H- Juumenanorry " TeoMeTpHjy
“Bpiic ONILTEr KapakTepa, 3BaHy Rlemann-ova reoMeTpHja.
——Jé@Ha oI TJIABHWX IpaHa reoMeTpHje, Koja ce Takolhe pa3BHUNa ol MOJOBMHE
npouuior ctonefia, j¢ Tomonoruja. V TONONOIMjH ce HUCIUTY]y OHE TeoMe-
TPMjCKE OCODHMHE KoOje ¢ He MeHajy TpM Ma KaKBUM HENPEXHIHIM  TPaHC-

tbopmaumama Ha mpumep, mosHaTy O_]nep0B CTaB O nom{_]enpuma Koju kasyje
fla je HAa ToAMjenpy 3OUp 6p0Ja' TeMeHad M SpOJa nypocHY Behy 3a f8a of Spoja
VBULE, MOXE Ce CMATpaTH CTaBOM TONOJOIMje, jep OCTaje Ha CHA3W _Kaia
NoNujeNap Ma Kako llC(l)OpMP[LUCMO He Hapymaxajyhn |_HeNpEeKIIHOCT.

TTTUVUKPUTMYKOM YpOyu4Baly OCHOBA IcOMETpMje [OLUIO €& YIpe CBera 1o
odpa3oBama IMOTIMYHHX CUCTeMa axcuoMa. Mopaljio ce YBUACTH Jd, CYNpOTHO
OoueKkMBaBYy, Opoj AKCHMOMa HWje Mamu, Hero Befin Ho y Eykmuna. ITocne panosa
y TOM YpaBlly, Koje Cy TIPEABOIMIIM TeoMeTpu kao urro cy Pasch (ITaw, 1863 —
1930) u Peano (Ileano, 1858—-1932) noctasma David Hilbert (1862—1943) npsn
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TOTIYBH CHCTEM aXCHOMa H IIOXasyje MyTeBe aKCUOMAaTHKe, KOja XapaxkTepmiuc
HCTpaXxuBamwe OcHoBa reomeTpuje (,,OcHore reomerpuje, 1899),

32 caBpeMeHM pa3BOj IeOMeTpHjc OMTHA jC, CEM AKCHOMATHYKOI CTaHO-
BHLITA Yy KPHTHYKOM MCIIUTHBAlLY OCHORA IeOMETPHjC, ylora TEoOpHje MHO-
mTasa (Ckynosa) m TeopH)e rpymna. Teopuja MHOIUTABAZ je HoBela [0
oOpa3sopama W INpoyYaBarba BpJO ONIUTHUX, 4ANICTPAKTHHUX TeOMETpWja, Y XOjHMA
ce 3anpXkaBajy CcaMO IIOHEKAd KapaKTepHUCTHYHA CBOJCTBA OOMYHOI NPOCTOpA
(TakeH cy Hamp. OMIUTH TOIOJIOLUKH MPOCTOPHM, JIMHEAPHU NPOCTOPH, METPHYKM
npoctopH). Teopuja rpyma je max omoryhiuna pa ce. nponybm, mnpolunpy H
yjemHo cpemy Hale TeOMETPHJCKO 3Halbe, cxBaTajyhu BpcTe reomeTpuje kao
TEOPHje Koje cc DaBe YUIbEHHLAMA HHBAPHJAHTHMM (HEMPOMEHILUBUM) Y OOHOCY
Ha M3BECHY IpyITy Tpancopmaunja. Tako MoxemMo Hanp. pefm 1a_eyXJIAcKa
reoMeTp Hja _1p 0y}aBa o ocodbuHe npochPa 'KOJC cy\"pmzm'ﬂe TipéMa €K BW-

.popMHHM TpaHC(popMaH}{jaMa, T). OHUM ¥Oj¢ ofpXaBajy OONMK "(Takse ¢y

ey e — e . —— T

MOAYRAapHOCT W_CJMYHOCT). T pyna ~TpakchopMallidja, "G ~XGjc CE Monasm, Tex
yHocu oppeheny CTPYKTYDy y HHaye amopuu anctpaxruu mpocrop. — Ca Ttor
CTAHOBHINITa, ODPA3OBATH JEAHY I[EOMETPHjy 3Ha4YM: AATH MHOIUTBO H3BECHHX
eNeMEHATa M TpyIy TpaHchopMalpja Tora MHOIITBE, W LPOyYaBATH HYMICHIULE
Koje cy MWBapHMjaHTHe npema TAM TpaHchopmaumjama. Ha Ta) Hauu ce W
pa3sHUM ApYrMM rpaHama MaTeMaTHKe MOXEe [AaTH TeoOMeTpHjcKa CTPYKTYpa, jep.
NO HayellMMa aKCUOMATUKE, MCIpakibeHW MOJMOBH, HEBC3aHU 3a TpcTCTaBe, JO-
Tywrajy pa3He WHTepnperaiMje, — OBMM NpexnaaMo OBaj) KpaTKd Nperies
passpha reomeTpuje, KOje Tpaje, K&0 M y APYrMM Haykama, ¥ AaHac.

‘\

0. O EVKIIMIOBUM ,EJEMEHTVIMA™.

Lleno ce cacTOjH U3 TpuHaecT ,kmHura’. Kmwure I — VI oBpalyjy rura-
numerpyjy, xmwhre XI — XIII crepeometphjy, a xmwure VII — X, y crBapy,
elleMcHTe 2aTebpe W Teopuje OpojeBa y TreOMeTpHjCKOM obimky, rosopefiu o
nyxuMa U npyTiM JukoBuma. Ha mojesunum MecTHMa cToje peduHULMie OHUX
FeOMETPU)CKHX 110JMOBA O KOJUM& Ce TOCie TOra ToBOpM. Tako YUTaMO Ha
TOYETKY [pPBE KEBHLE: .

1. Tayxa je OHO 9HjU DEO je HMILTA,

2. JpnMja nax nyxuHa De3 umpHee,

3. xpajeBn JIMHHjC TAX Tauke,

4. upaBa JIMHHja j¢ OHa, KOja je MOJjeDHAXO TIOCTABJLEHA Yy OOHOCY Ha
cBOje TaYyKe,

5. mospLI je maxk OHO MITO MMa caMO AYXHHY W LUMPUHY,

6. XpajeBu NOBPIIK Tax J'H/IHHJG

7. paBHAa TYIOBpII )¢ o”Wa KOja je MOMjeHHAKO MOCTABJbEHA Y OAHOCY Ha
CBROj¢ MpAaBe,

8. yrao y paBHU je y3ajJaMHH HAarud xBejy JIMHHja y PABHH, KOje ce CTUYY
K KOje HC Jlexe y HCTOj TIpaBoj,

9. axo cy JiMHMje koje oOpasyjy yrao mpase, yrao ce 30Be [PaBOSMHHJCKH,
wr* ;

Kao mTo ce omMmax BHIOM, TO HUCY cTpore AedpUMHULM)E, HETO CaMO KpaTka
oDjaurmera OOTHYHHX TreoOMeTpUckuX nojMmosa. Ilta je u wita 61 cBe Morio
duty ,,0HO 4Hju je neo Huwura’?.JleduHuumja NuHuje, ¥ xam OM Dwia ucpaBHa,
TIPCTTIOCTABJbA MMOJMOBE MYXXHHC M LIHPMHE, nakjie M3BecHe TeOMETPHjCKe MOjMOBE,
xoju Hucy medWHMCaHH, a HHCY HM jaCHWjM OR OOjMa JIHHH]e, HTI. 3aTO JjaHac

* Bumu n npeson Eyknwaoewx ,,Enemenarta™ on A. Bunumosutia (C. A. H., Knacuunu
Hay4HB cmucH, beorpaxn, 1949 — 1957).
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O/Iy4yjeMO TIpBO KOJe fAeMO reoMeTpujCcKe NOJMOBE OCTABHTH HexedUHuCaHe,
Tj. xoje heMO u3abpatv 3a TosiazHe MOJMOBE, a 3aTUM NeDHHUIIEMO HA TeMe-
JbY ILHX CBE OCTaAJle.

Wsa ,,pedmuvunja” cnenyjy y Eykmnosoj npsoj xmusM, ,,I0CTysaTu’,
32TUM  ,akcvioMe’’  (koje Eyxnupm Hasusa odwitiuM flojmMosuma, TPUKH xouven
ewowr). TlocTynaru rnace:

[. 3axTeBa ce (ma je mMoryhe) om cpake Tauke /0 cBake tavke Tmosyhu
NpaBy JIMHU]y, -

II. n orpanuyeny mpasy, clemyjyhu mbeH npasall, HEIPECTAHO MPOLYXABATH,

IIl. u ca.ceakum cpeamIITeM U PasMakOM ONMCATH KpyT,

IV. 1 na cy cBM apasu yriioBH jemHaku Mehy cobom,

V. n ako jemHa mpaBa TagHe Tpeko NBe NpaBe U YYWHU na Cy yHYTapwu
YIJIOBY C HCTe CTpaHe Maybi OJ 1183 TpaBa, Te ABE Mpase, IPOMYyXaBaHe HeOrpa-
HUYCHO cacTajy ce € OHe CTpaHe Ije Cy YrjoBW Mawku On OBa IIpaBa,

VI. u pa mBe mpaBe He cagpxe TPOCTOPA.

8 Kao wmwro Bugumo, TU NOCTYNATH U3pUYy H3IBECHE
TeOMETPUjCKe UCTUHE: OHe Ox kojux Eykawa NoNaiu, Koje
OpeTnocTaBlba a He xokasyje. Ilpema nocrynaty I, kakse,
rog BSune mBe Tayke, yBeK TNOCTOjU IlpaBa KOja Te Tayke
cnaja. Ilpema moctynaty II, cBaka myX ce Moxe Ha oDe
A\ Crpane mponyxapatu. Jaxne, ako cy A u B npe Tauke Ha
jenHoj mpawoj, MocToju yBek Tauka C Tako na je Tadka B
usmeby A4 n C. Tloctynar V je HajBulle MOMUILAHW TIOCTY-
naT o mapanensoctd. V3 wera cneayje pa aBe mpabe MOry
BuTK ynopeaHe camo kaf je 3OMp MOMeHyTA MBA YHYTpAlNba yrja jeaHak 3bupy
nBa MpaBa yTfa, a OTyx Cleldyje X4 C¢ KPO3 JeOHy Tauyky BaH jefHe TpaBe MOXe
nosyhu camo jepna ynopegna mnpasa. Ilpema mocrynaty VI pgpe npaBe He

Canpxe HMKAna NeO DaBHH, T}. KPO3 [ABE TAYKE NPOJA3N CaMO jeJlHA TpaBa.

Eyxnupose ,,axcuomMe‘‘ riace:

. OHO WITO je jenHAKO HeYeMy, jedHako je U Mehy coBom,

2. U aKO Ce jeIHAKOM jeflHAKO NONa, leJIHHe Cy jeaHaXe,

3. B ako ce jemHAKOM Omy3Me jeaHAaKo, OCTALY CY jemHaKH,

uTa.

7. 4 OHO LUTO Ce MOXe IOKJONMTH jenuako je Mehy cobdom,

8. u nesmHa je Beha om Hema.

VIma ocam TaxBuX akcuoma. (V u3BeCHUM mnpernucuma ,,Enemenara' mno-
crynmat VI jaBma ce xao mesera akcuoma.) Kao wro Bummmo, akcmoMe Tpeda
Ia cajipxe ONIITe, OCHOBHE MCTUHE YWja MpPUpOJa HWje, ceM akcuoMe 7, €aMo
reOMeTpUjcKa, a Koje ¢y taxohe ﬂOTpCSHc y NOKa3UBa¥y reOMeTpHJCKUX CTaBOBA.
Jlaﬂac ce y u3Narawy IeOMeTpHje He HaDpajajy TakBe »»AKCHOMe“, Hero ce
NocTaBlbajy aKCUOME TIOLYNAPHOCTM W CeM TOTra IpETIIOCTaBIbajy M3BEeCHE ene-
MEHTApHE YUHCHUIIE W3 OCHOBHHX TpaHa MaTeMaTHKe, Kao uITo _]C PEYCHO
y Opojy 8.

ITocne Tux ,,akcnoma‘ pehajy ce y ,,EneMeHTMMa‘ cTABOBM W CTABOBUMA
yCNOBIbEHE KOHCTpyKUMje ¥ jpokasd. ITo ¢BOjoj mpuponud jemHW crasoBu Cy Npo-
dneMu, a npyrm Teopeme.

Cn. 1

It. HATIOMEHE O 'EOMETPUICKUM 3ANALIMMA.

TToctoje mBe BpCTe reOMETPHJCKUX 3amaTaka. Y jeaHuma tpeba RokazaTH
nisecuo Tapherse y mpyruma Tpeba U3BpUIMTH U3BECHY TeOMeTPHJCKY KOHCTPYKUM]Y,
¥, pasyme ce, ODpassioXuTu je JOKa30oM. ¥V pelmasamy 3amaTka 3a BexDame
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(xoju ce Hamaze W HA Kpajy TIOjEIMEHMX [JlaBa OBe KibMIe) Tpeda 3aKIby4YMBaTH
Ha TeMeJby aKCHOMA M3PEYEeHMX M Teopema JI0Ka3laKMX Npe NOTHYHE YpyTie 3aIATaKA
koje Tpeda pewnTH. PelnaBake Tpeba H3BPLUMTH IMMCMEHO, pe4uMa, y3 ynotpely
caMO Heomxoguux cumOona, Hacrojehw nma poxaa Oyme JIOTMMKM M IpaMaTHYKH
TavaH, KpaTak ajmv ucupnad, wiberasajyhu nemortpebHe peud, aqu HE W30CTaBILa-
jyhu morpebre enemeHTe nOXa3a.

Pelnaparse KOHCTPYKLIMOHMX 3afjaTaka cacToju ce 1) u3 ommca KOHCTPYK-
nyje, 2) M3 NOkaza, KOJUM Ce KOHCTpyKuMja obpasnaxe W 3) u3 gucKycMje,
kOjoM Tpeda oOyxBaTuTuU cBe Moryhe cnydajee. O KOHCTPYKLWMjUM Yy paBHU
NPETIIOCTaBBa CE (AKO Ce UIPUYUTO HE KadXe NPYKYU)e) ma Ce CACTOJU U3 KOH-
CTPYKLIEje TIpAaBUX NUHMja U KPYroBa Y pPAaBHEY, KAaO LITO C€ LPTAHEM BpUIYU
noMofiy JNemMupa W LeCTapa, a y NMPOCTOPYy KOHCTPYKUHjOM (ODHYHO CAMO 3aMH-
UUBbAHWX) NPABAX, PaBHM, KPyrosa, jontu utA. EneMeHTapenM reOMeTPHjCKIM
KOHCprKLlHjaMa cMaTpaMo 1) KOHCTpyKLHjy npase xola Campxy ABe JaTe Tauke,
2) KOHCTPYXLM]JY PaBHM KOja_CANPXKM TPH Tayke XOje He NpUOANAjy jemHoj Tpa-
BOj M 3) KOHCTPYKIM]y XKpyra y Haroj paBHH, ca DATHM  CPEIMIITEM W JATHM
TIONYTIpeYHUKOM. Moxe MM ce nogatu: 4) KOHCTPYKIIMja YIDABE Kajd CaJlp¥H
JaTy Tauxy M yrnopeasa je matoj npasoj. OBO ce nOCTHXe y PaBHU TpPOYTAOHUM
JIEBUPOM, TIPHCIOWBEHEM Y3 jeJaH IPYTH JiewsUp, anM YIopenHe ce MOIY KOH-
CTpyHCATH M TIOMONY caMO jeJHOT JiehUpa W ulecTapa, Haklle IPBOM ¥ TpehioMm
CIIEMEHTAPHOM KOHCTPYKUMjoM. MoOXe ce roBOpuUTH U O ,,KOHCTPYKLHMU‘‘ Tauke,
Ma rJle y TNpoOCTOpY, MM y N4TOj PaBHM, WJM Ha O4TO) OpasBoj.



I'JIABA TIPBA

V3AJAMHH IIOJIOXKAJ TAYAKA U JIMKOBU ‘3ACHOBAHU
HA VZAJAMHOM [MOJIOXAJY TAYAKA

%OCHOBHI/] N3IPA3N M TPYIIE OCHOBHMX CTABOBA.

oMeTpHJCRA Uspash Cy: dauka, usmehy W u'oqvqapna—i/ImaMo [AXIE ceera TPH
OCHOBHZ TEOMETDH|CKA W3pasa M OPeMA TOMe TPH OCHOBHA MOjMA.

Ca cTaHOBHIITZ AXCHOMATMKE 3aMUULJBAMO Ca0Dpa3HO TOME MHOIITBO
,JpeaMeTa’ KOje HA3MBAMO iaukama, oApuYyhim ce cBake IIpeTCTaBeé KOJy pey
,,TAYKa‘‘ cBOjuM 3HAvYerbeM Oyau. O Taykama 3a/pxaBaMO 'y MHUCIIHUMa CaAMO TO
la Cy eNeMEeHTM M3BeCHOI MHOLITBA, 3a KOJe CY HCNYHmEHM OCHOBHU
crasosn. Kao ,,npenmeTru’’, Tauke cy ocnosHu upegmeinu. OOesiexaBamMO Mx
BEIIMKHM JNATHHCKUM cnoBuma, A, B, C,.

Meby Tauykama w Mehy u3BecHmM MuomTeuMa Tavaka (Mehy my»xuma)
T110CTOJe, TIPpe CBHX APYrUX, OJHOCU M3PAXKEHM PEUHMA, ,,u3Mehy“ u ,,uogygapHo.
OBo cy ocHosHu feomeiipujcku ogrocy. imamo makiie n'Ba OCHOBHA TeOMETPM|CKa
0JTHOCA.

TavyHy u ca CTAHOBHINTA AKCUOMATWKE HOTHOYHY, UMIULRMTHY HednHunujy
OCHOBHKX TNOJMOBa ,,Tayka‘’, ,u3mMehy* u ,,ogynapHo‘ majy OCHOBHU (I TO-
Na3HW) CTaBoBM MJIM aKCUOME.

e an

NMaMo cBera mMecHaecT akcMOMa M pacnopelyjeMo ux y meT Tpyna:

I axcwomMe paciiopega (5 axcwoma),

II axcwome iiputiagarea (3 akcpoMme),
Il axcuoMe fiogygapHocidu (5 axcuoma),
IV axcuome neiipexugnocidu (2 axcuome),
V axcuoma yuopegrocitiu (1 akcnoma).

<

Iipexo axcuoma [ ymasu y reomerpu)y pacmopen Tadaka, NpeKO axcyoma
11 ynase w3BecHe Be3e waMmelly Tavaka, mpasux M PaBHY, npexo akcuoma I ynasu
MOMyRapHOCT (KOMIDYeBuyja), npexo axcuoMa IV HenmpekwgHOCT (KOHTHHYAJN-
HOCT), 2 Hpeko akcuoMe V yrnopeprocT (NapajenaocT).

[Ipema oROMe MITO cMO Beh pekiy, y eJieMEHTapHO] TeoMeTpuju MocMa-
TpaMoO MHOLUITBO Tayaka 3a koje Cy mcmymene akcuoMe | — V. MuowTso (cBMx)
Ta9aKa 32 KOje Cy WCIYEbeHE Te AKCHOME HA3ZWBAMO #pociliopoM (TayHuje: TpOmi-
MEH3VOHWM eyXJIMIOBCKMM MPOCTOPOM). AJsiu 0BO TBphewe He cMaTpaMo gedu-
HUIMJOM TNPOCTOpa y HauwleM cucTeMy pnedwHulmja. (Jeman om paanora je Taj
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WTO O 0BakBO] nmedmiduuju NpaBO MECTO DWIO TeK IIOCNEe CBWUX akcuHoMa, Ha
Kpajy u3nararwa reomerpuje.) ¥V § 8 nonasu oHa meduuuunja mMpocropa xo)y
yCBAJAMO Y OBOM W3JNIATatby. — Taqxa _]e eneMeHidl Ipociiopa.

2. MICTOBETHOCT M TOKIJIAJTABGE

——

[Tpe HO WTO TNOYHEMO MIHOCHTH TEOPEeMe ICOMETpHje, y KOjuMa €& OIu-
Cyjy reoMeTpujcku omHocm Mehy Taukama M MHOLUTBMUMA Tadaka, 3ayCTABUMO CE
HA YUCTO JIOTUYKOM OJHOCY MCTOBETHOCTM (UACHTUYHOCTH) H TEOME-
TPUJCKOM OJIHOCY NMOKJIaraka, Koju My je ODMYHO eKBuUBANCHTAI,

1. Axo jemny Tauky IIOCMaTpaMO ABOCTPYKO ¥ ODEJIEXNUMO J€, Peummo,
jemannyT cnoBoM A, Apyrv nyr cnoBoM B, T1). axo ¢y A u B wcida Tayxa,
KaxcMo Takohe ma cy Tauke A W B uciiosemine (ugentauure).

AXO npe Tayxe HUCY WCTOBETHe, KAXXeMO Jda Cy TO ABC pa3He Tayke.

Axo je y nmBa MHowTBa Tayaka, M u N, cBaka Tayka MHoOLUTBa M ucTo-
BETHA ca U0 jeRHOM Taykqm MHoINTBa N ¥ cBaka Tayka MHoluTsa N HCTOBETHA ca
[0 jeIHOM Ta¥YkoM MHOWTBa M, xaxemo na cy Muowtea My N ucitiogetita.

AKO JiBa MHOINTBA Tayaka HWCY WCTOBETNA, KAXEMO Na cy TO JIBA pasHa
MHOLLUTB&.

Aro ¢y MBOIsTBA M u N pcroBeTHa nuiemo M=N. Axo HHCY, NUILEMO
M#£N.

OmHOC WCTOBETHOCTH MenywaBa ofipeheHe axcuome, O KojuMa je pey y
JIOTMLM ¥ JOIMUYKUM OCHOBamMa MatemaTuke. Ilo jedHO) Ofl Tux axcuoMa je
M=N, no Ipyroj us3 M —-M cryenyje Mq—Ml, no tpeho] w3 M;=M, u
M;: .M, crnenyje M,=

2, Ilo cBomM cagp)ajy mojaM NOKJanara CC palzNMKyje Of MOJMa WCTOBET-
HoCcTHM. IlokKnaluawme Tayaka W MHOWTABA TA4YaKA je TEOMETPUJCKU OIHOC.
Hanp. ako je X ma xoja Tayka Ha Ayxu AB, ta Ttayka mMoxe OUTH usMely
Au B, unu ce noxnamatyun ca 4 wiud ¢ca B. Kag du ce Tayka P xperana,
onucyjyhu wexy nwmujy u xaa ou A, B, C Bule Tauyke Ha TOj JUHUU, Tayka P
Om ce y pasHuM TpeHyuuMma nokiamnana ca taykama A, B, C.

Kan ce NocMaTpa KpeTare Tpeda Pa3umMKoBATY NOKJANAE O HCTOBETHOCTU:
4Ny Xaj ce ancTpaxyje OO BPEMEHA W KPCTayba, KAO UITO YUHWMO Y FeOMETpPUju,
painuka u3Mehy noxyanamka W UCTOBESTHOCTH Ce OOwyHO rydu, Tako jia 3a OBa
KA xOja Ce Mokxjarnajy MOXeMmo, ceM u3y3eTHO. pefiu f1a cy WCTOBeTHa, 1 OOpar-
HO, 32 [Ba MCTOBETHA JIMK& fJa Ce IOKIamaj}y.

Haxne, nowianame ycBajaMo, CeM H3y3€THO, Ka0 APYTrHM HaYMU K3 pa-
KaBarwa Kal Cy Tadke UCTOBeTIle MMM MHOIUTBA Tayaxka ucroBeTHa. OTCTy-
nufieMO Of TOr CTAHOBWIUTA CAMO Kan OyaeMO OpOINMPHIIM 110jaM yrsia Ha
IPOY3BOJ/BHO Benuke yryose (§12).

MoryhHoCT Ja ce UCTOBETHOCT U TIOKJANahe CMATpA JEMHUM UCTUM TeMeTbH
Ce Ha CaMHM aKcuomMaMa nokxJamnatha, Jep OBe Cy HCTOBETIIE ¢ AKCHO-
MaMa MACHTUYHOCTU. AKO 3a YIOKNamalbe yoTPeDWMO WCTH 3HAK K40 34 HMCTO-

BETHOCT, dHa3HadeHe AKCUOME MCTOBETHOCTY MOXKEMO CMaTpaTu Tal(Obc aKCuo-
MaMa TIoKJalawba.

3. TAYKA, IIPABA 11 PABAH V TIOBECTU. U3PA3 ,ISMEBY“.

1. IlojMoBn Tayke, NpaBe u PaBHK Cy jolI O JIABHUHA TOTCTULAJIM
reoMerpe Ha pasmuubame. ITuTaropac je, Kaxy, pekao fa je Tayka ,,jeduH-
CTBO KOje uMa mnonoxaj”’. V ,.EneMentuma” Eyxneuna nahocMo gma je Tauxa
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,,OHO u¥jy je neo Huirta”. Kao 1UTo pexocMo, Huje TO Y JIOTMYKOM CMMCHy Aedu-
HUIja, HEeTO CaMO Heko objammberse. Jolr Hejachuje ¢y EyriewaoBe Repuamimje
NMpaRe ¥ paBHY: NIpPaBa Je IO IbeMy OHA JNuHuja ,,K0ja je MOAjJeJHAKO IOCTaB-
JbeHA Y OMHOCY Ha CBOJE Tayke‘, a paBaH je TOBPII ,,KO0ja je MOAjEHAKO WO-
CTaBJpelld Yy ONHOCY HAa CBoOje npase’”. V3 1o Tpeba wMaTh Ha yMy na ,,yipasa’
reoMerprMa Crapor Beka Huje, CTpOro y3eBlim, OeckpajHa (aKTyalHO Seckpajna)
HEro KOHa4yHa (IOyX), 411 TakBa Jila Ce yBeK MOXe IPOAayxXaBaTh (IOTEHIH-
jamo Oeckpajua). O TOMe HaM jacHO cBefnoyd EyknewjoB HOpyrd TOCTYJAT
(va ctp.12).

WM wocne Eyxiewna mokywaBagd Cy pasHM reoMerpy na nedyHULIY npaBy
n pasaH. Cepxa THX ue(buﬂnun_}a je duna Ta pa ce TM nojMoBmR ofjacHe moMohy
APYIMX, HAOKO TMPocTHjMX mnojMosa. Tako je chor—r AIICKC&H;IpHJCKH
(oxo rouuue 100 mpe H.e.) meduHHCAO mpaBy ka0 NUHMjY KOja He MeKa CBOJ
-TIOJIOX4] XaJ, Ce BPTM OKO IBe CBOje HElIOMMYHO OpXaHe Tavyke. Ta medpuHHIMjA
IpeTIocTaniba Melhy ocTanmum nojam umasecHor Kperawsa. ApxuMenec (287
—212 npe H.e.) nedyHMUIe TUpPaBy ¥ao Hajkpalily JNuHM]y IUTO croiaja pgBe Tauke,
HO THMeE MPTOOCTaBba ynopehusarse nuuuja mo xyxunn. V Hosom Bexy bpan-
uyckn Matemaruuap A. M. Legendre (1752—1833) npeysuma Ty neduuu-
urjy. Hemauyxm mMatemarmuap m ¢unozodp G. W. Leibniz (1646—1716)
JedHuHUIlle TIPaBy KAO TeOMeTPHJCKO MECTO Tayaka jelHAKO YAaJbeHUX O TpH
tauke A, B, C, TakBe na je AB< AC+ BC. TIlojMOBY KOjU C& TaXO OPETIOCTAB-
Jbajy HMCY jeDHOCTABHHjH OJ CaMOT TojMa TNpaBe, Koja je Decymrbe jeman on
KajTPOCTHjUX TEOMETPHjCKUX JIMKOBa. TO je jemaH opn pa’zfora 3alUTO Y HOBHje
BpeMe MHOIM NpaBy He NMeUHHLIY, Beli y3umajy Kao TonalaH Mojam.

IITo ce tvwye pamrun, Txeon CmMmupucku (1. cronefie H.e.) nedunymie
je Kao TOBPII KOja CAAPXM CBaKy OpPaBy LITO C HOM MMa [Be 3ajedHUYKE Tauke,
Ilo Leibnizu paBan je reoMeTpMjcko MeCTO TaYaKa jeAHAKO YHNAJbEHMX OJI
mBe Tauke. ®pamnyckn Matemarmuap J. B. Fourier (1768 — 1830) nedmunine
paBaH KaoO IeOMeTPHjCKO MECTO CBMX MPaBUX KOje Cy y MaTO) TaykW maTe MpaBe
ynpaBHe Ha TOj Ipasoj. Ja bu osa meduunumja Bpepena Tpebasio OU mpeTxomHo
LepUHUCATH YOPaBHOCT neejy TMpaBMx, Aakje Mpas yrao W YIIOBe yomLITe, HE
ocnamajyhu ce o mojam pasuu. HeMaukn matematidap Crelle (19. cronehe)
fedunpllle PaBaH Kao l'eOMeTpH_}CKO MECTO MpaBHX KOje ceky jensy npasy AB,
a Tiponade Kpo3 jeMHy Tauky C, koja je Bau npaBe AB. Ho Tako nedmuucana
paBaH He caapxu OHY cBOJ)y mnpasy kpo3 C, Koja je ymopenna npasoj AB.
Crora du ce Ta gedurmmja MOpaJla yNOTIYHUTH MOCMATPakeM HellPEKHIHOCTH.
Wcapasny neduauuyjy pasHM /1a0 je y TOM CMUCHTY TanMjaHcku reometap _G.
Peano (1858—1932) y CBO_]HM ,,Haqem(Ma Téomerpujes (1889), cxsaTaJyFm
paBaH KaO_ yKyNHOCT MpaBHX xo_|e crajajy csaky on Tpu Tauke A,B,C, _Koje He
npnnan_ajy Jennoj ucroj l'IpaBO_l, ca TAavyKaMa HACTIPAMHUX HyXH BC CA, AB
(Buaa cn. 5). YcBo_]MheMo Ty AeduEMI]y.

’ 2. B0 ma ce cBa TPH WOjMa HNM M3pa3a (Tayka, NpaBa M paBaH) W
caMO HeKM on ¥wwWx M3abepy 3a OCHOBHe W3pa3e, DOTPeDHM Cy CBakako joll
HEKM OCHOBHH M3pa3W, HO KOJH HHCY WUMeHHIe, HEro APYre BpcTe peud. Taxas
u3pas je ped ,,u3Mmehy. Cse no 19. croneta reomerpm Hucy obpahanm HOBOILHO
DaXie Ha Ta) TIojaM, HUTH Cy oOpasnaranu weroBy ynotpedy, jep y Tom
nornefly He Dexy ce ocioSomunn ouurmenHocTd. ' Hpje ce nosormsHo cxsarana
noTpeda nace M Taj mojaM medpuHMUIe Wi yOpoju y MoNtasHe mojMose. HeMauxw
MateMatvyap C. F. Gauss (1777 —1855) npumehyje sehi 1832 na M wexe
NpOCTHje CTABOBe O pacuopedy Tayaka HA MpPaBOj M y PaBHM Tpeba ycBojuTH
Kao akcMoMe ¥ pOa nojam ,m3Mely“ tpeba crporo dopmynmcate. Ho Tek je
HeMayku reoMmetap M. Pasch (1863—1930) y ceojym ,,IIpemaBarmuma o




17

HOBUjO] reoMeTpujn‘‘ (1882) nocraBMo cucTem akcHoma 3a Taj opHoc, ¥V Hil-
__tg:/rlg;um ,»OcHoBama reomerpmje’‘ (1899) ,,mamehy‘ jc monazam mojam.

Kag waxemo na je Tauka B Ha mpasoj a usmely 4 u C, onpeben je
THME M3BecTaH pacnopepn Tauaka A, B, C na npaBoj. Tana mMoxemo nedu-
HUCATH Ny Kao YKYITHOCT JBe]y Tadaka HeKe MpaBe M CBUX Tadaka kKoOje Cy
u3zmeby oBe mBe Tayke. AKO mak y3MeMO ,,JIyx‘‘ 3a OCHOBaH u3pa3, Kao UITO
je yuunno Pasch, Moxemo umipas ,u3mehy* nebumnucatu: B je wamelly A u C
ako npunaga nyxu AC a Be NokJlalla ce C ¥eHUM kpajeBnMa. Ann axo Hehemo
Ha CMaTpamo ,,yX‘ OCHOBHHM M3Da30M, mOpamo mohd o4 u3pasa ,,u3Mehy*.
JloHeksle Tako TOCTYNHO je amepuuku MaTeMatuyap O. Veblen* (pob. 1880),
nonasehu ox ,,npasonMuujcke nopeBanux Tpojkw Tawaka‘“

XwnidepT je TP TOME y3eo nNa cy oba nojMa, ,npasa‘‘ n ,,thby“,
OCHOBHH TIOjMOBN, a TO 3HAYW fa je MojaM ,,M3MeBy“ y3eo HE3ABUCHO oy
nojMa Tpase. 3aMCTa, P2y ,,M3Mehy“ Moxe O3HAYABATH pa3Hc OJJHOCE M OJHO-
CUTH ce Takohe Ha Tayke KOje TIPUITANA]y HEKO] OTBOPEHO]
kpuBoj muumju. Hanp. 3a Tpu passe Tayke Ha mnapabom M
Moxe ce yBek pehn ma je jerma uamelhy octane pse. Peu
,,mmeljy“ He MOpa Ce yoniuTe ONHOCUTY HA TPHU Tadvke, Hero
Hanp. Ha TPU JIMHHje ¥ PaBHM, KOje HeMaJy 3ajeHIYKUX Taya-

Ka M 32 Koje Du ce y M3BeCHOM cMmucnly Morno pehun pa je
jenna, petimo k' uamely npyre nse muumje, k u k' (ci. 2).
Ay, xako y EmeMeHTapHO] reoMeTpUju HE INOYUIEMO C
MAaKAXBUM JIMKOBMMa, HEro ¢ HajIpocTtujuMa, Melly kojuma
IOMa3N Ha IPBOME MECTy IIpaBa, HUje MOTpedHO, HUTH ca Cn. 2
CTAHOBUUITA JENYKTUBHE METOJXE OIPABLAHO TOCYABUTH HAj-
ONMWITHJH TI0jaM ,,u3Mehy™ Ha 4Yeslo eneMeHTapHe rcome‘rpme. Tpeba maxie
YHanpen MpeTmMOCTABMTHM 1A ce L2A3Mehy“ omocu ¢ caMo Ha Tayke

e e e

kkn

1/1' TO na T&'—lKCJCJIHC HpaBQ.

ITpeMa TOME, Kad XaXeMo Ja je 'raqlca B Hamehy Tayaka A n C, TOo Tpeba
Befi ma 3pagm nma cy 4, B, C Tpu Tadke Ha je gHOj nmpasoj. Ako ,,usmely*
CXBATHMO T2KO MW Y TOM CMHCIy CMAaTPaMO OCHOBHHMM MOjMOM, MOXEMO HA TOM
OCHOBHOM IOjMYy TEMEJBWTM He caMo nepuHuLMjy myXHn, Bsh M caMe mpase u
pehH na je mpaBa yKynrROCT Tavyaka, Koja Ce cactoju u3 ABe Tayke A, B, c¢BuX
Tadaka wuaMmehy A » B m ceux Tavaka C TakBux na je A usmehy B v C win
B wm3mehy A n C. Axo nouHuje Dyme TOTPeSHO Zma ce mocMaTpa M pacnopen
Tayaka Ha OTBOPEHOj KPUBOj JIMHUM, nojaM ,»2waMeby¢ duhe npyru (wwupw) n
yBemthe ce 3acebnoM meduuuimjom, kojom he ce YTBpAMTH LITa 3Ha4YW KaX ce
Kaxe Jia je Tauka B wusmehy Tauaka A u C Ha HEKO)] OTBOPEHO]
KpuBoOj, Ha TOM CTAHOBHIUTY CTOJHMO M Y OBOM TeYajy W NPeMa TOMe OCHOBHM
MOJMOBU C KOJ¥Ma TNOYHE,EMO jecy 3acall caMo IBa MOjMa: aaurka v u3znely.

4. AKCMOME PACITOPEJA.

AxcroMe pacriopefia M npunanaxkba OehUHUILY y CYUITHHH MMILIMLUTHO
Tayky H opaHoc ,,uamMeljy’“ m Hdajy THMe OCHOBY 3a NpoydaBarme pacropela
TaYaKa Ha TNPaBoj, Y DPABHM M Yy TPOCTOPY M YOIIITE y3ajaMHOT [IONOXAja
Tayaxa, MpaBMX M paBHY. Pa3iikyjeMo MeT akcMoMa PAcnopsja.

* O. Veblen. A system of axioms for gecometry (Transact. Amer. Math. Scc. 5, 1904)-

2 EneMeHTaTHA TCOMETPHA



18

AKCHOMA 1 1. Ako je mauxa B usmehy imavaxa A u C, wauxe A, B, C
¢y Wpu pasme imauxe u ibdauxa B je inarxobe usmehy wavaxa C u A (cn. 3).

JED — oo AKCHUOMA 1 2. Axo je iwaauxa B usmehy iua-

A 8 c uaka A u C, wauka C nuje usmehy wauaka A u B.
Cr. 3 AKCHUOMA 1 3. drxo cy A u B gee pasne

taure, tocwmoju wauka C imaxo ga je wauxa B usmehy iwauaka A u C,
AKCUOMA 1 4. Iocinoje najmarse wipu pasve avxe c

0g Kojux Hujegna Huje uszmehy ociianse gse. AN
AKCHOMA 1 5. Axo ¢y A, B, C w@pu pazre waure v \‘)43

0og Kkojux Hujegna Iuje usmely ociiase gee, D idaura E/"r” N

uamehy B u C, E wgauka uameby A u D, illaga #ocitioju 200 N\

inauxa F usmeby A u B inako ga je E usmeby C u F (cn. 4). AO“' ----- ,{z—-------\s

UnmeHMy na je Tayka B mamely Tavyaka A m C
obeyexasahemo 3HakoM A—B—C. Cnyxehn ce Tum Cn 4
3HAKOM, TPBMX TIET aKCUOMa IMILY Ce OBAKO:

I 1. Axo je A—B—C, Ttauke A, B, C, cy Tpu pa3He Tayke u Takohe je C— B~ A.

L 2. Axo j¢e A—B—C, wuje A—C—B.

I 3. Axo cy A u B nBe pa3He Tauke, noctoju Ttavka C raxo na je A—B-C.

I 4. Tlocroje, Hajmame, Tpw paine tauke A, B, C, taxo na umje uu A—B—-C
Hu B-C-A vu C-A-B. )

IS5 Axocy A,B, C Tpu pasHe Tayke M ako wuje HM A—B—C HH
B—C—A u C—A—B, amu axo je B—D—C u A—F—D, nocroju F Taxo
na je A—F—B n C— E—F. ‘

HanoMmewna. JomajMo mexomuxo peud koje he naMm ynanpen oupratu
CMHC20 THX IeT akcHOoMa. -

Axcroma I 1 mckasyje HemoryhivocT na ce y ogHocy A— B—C Heke oX

X Tayaka TOKJaNajy, a 3atum YTBphyje ,,CUMeTpUYHOCT TOor omHoca. M3

\::MZ crieflyje wanp.: Axo ¢y A4, B, C Tauke Ha jeAHOj OpaBoj, camo

JemHa on BmUX MOXe Dutu uwsMmely octane ase. Y3 akcmome 1 3 cnemyje Hanp.

Ila ce cBaKka AYX MOXE TIPOAYXaBaT, Tj. Ja je NMpaBa HeorpaHWveHa OTBOpeHA

mmmauja. U3 akcnoMe I 4 crenyje ma Tawuxe, pase W paBHM nocrtoje. M3 akcnome

I 5 crnemyje Hamp. 72 npara xoja mpunana pasHu Tpoyriia ABC u xoja cede

jelHy CTpaHHIly TOT TpOYIJa, peliuMO cTpaHy AB, cede jolI jeHY CTPAHMILY,
BC vnmu CA wnu pponasm kpo3 HacnmpamHo Tteme C.

Pagx nakuler wWapaxapathba CIIYKMMO Ce 4YecTO, YMECTO jJeJHUM H3pa3oMM,

HEKMM EbEMY PABHONPABHUM M3PA3oM. W
A n C“ rosopumo Takofie ,,C je W3a B, auo u3 A“—Hamp.
ARCHOMA 1 1 Tolacl MM pedumMa 08ako: Ako Je C uza B, mocMatpaHo w3 A,
TO CY TpM pa3He Tayke u Takohe je A mza B, nocMarp®ho usz C.

/5. JE@VHNINIA XYW, TIPABE Y PABHIL. AKCHOME [TPUTIAJABbA.

1. Ta ©u ce akcMoMe Npunalama MOrJie JeAHOCTABHO WCKa3aTM U A OM
Cc OeNO TpajMBO TIeOMeTpPWje MOIJI0 W3HOCKTHM MOrOJBEMM M ofropapajyhwmM
peyuMa, norpebro je nedunmcaTm nyx, npasy W paBadt.

Hepmmmmja 5.1. VxynuoeT mpejy Tawaka A U B u cBux Tauaka uamMehy
A u B zoBeMo gyx. Tauke A ¥ B Ha3sMBaMO KpajesuMa, a ocTajle Tadke Te
IOy>XXW ECBHM YHYWpauwirbum tdauxama. '
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3a nyx kojoj cy xpajesu A u B pehn hemo u pa cmaja tayke 4 u B.

Jeduuanmja 5.2. Vkyrmoct neejy tavaka A M B, cBMX Tadaka wMiMeby
A u B U cBUX TayaKa KoOje cy uia B, mocMarpano uz 4, U u3a A, nocMarpaHo
u3 B, aopeMmo tpasa. O Ttaukama 4 u B kaxemo na ogpelyjy Ty TpaBy.

AKO je Heka rTauxka P jc):[Ha Ol Ta4vaka H3BecHe npase, pehm heMo (cao-
Opasno uapaxaBaiby y TEOpWJU MHOLITaBa) W A To]
TIpaBoj, VAW A3 T2 NpaBa_ca AP kW Tayry P, a Takohe u na Je Tauka P
Wa npaB0j, WM [a MpaBa M P OJl @ 3 M KPO3 TY TAYKy WTA. AKO Tauka He

npunana npasoj pehu hemMo » nma je w3 B a H mpame. Ucto Tako ce “3paxa-
BAMO O IyXM. 3

Ayxn u npase obenewxaBahcMO MaIMM JATMHCKMM CIOBMMA a, b, c,
[Tpasy oapeheny Taukama 4 u B obenexasalieMo w 3HakoM AB; u gyX ¥ojoj
‘cy xpajesu A u B obenexasahemo 3HakoMm AB.

Jdepumupja 5.3, Hexka cy A4, B, C Tpy Tayke O KOjUX HUjeAHA HMje
ysmely octane ape; YKYINHOCT NpaBUX IHTO TpoJiase

Kpo3 Tauky A W Tauke nyxu BC,

Kpo3 Tayky B n Tauke ayxu CA,

xpo3 Tauxky C U Tauke pyxu AB *
3oBeMo pasgad. O Taukama A, B, C kaxemo na
ogpebyjy Ty papaH (cn. S).

AKO Je Heka Tavuka P jeaHa On Tavyaka WiBe-
cHe paBHy, pehim hemMo u ga Tavka P npunapga
TOj PaBHH, WM Na Ta PaBal ca O P X M Tauky P,
a Takohe na je tauxka Py TOj paBHu, WIM na paBaH
mpomnasun KpoO3 Ty Tayky WrA. AKO Tauka He
NpUNAafa paBHY, KaXeMO M 1A je W3 BaH Te paBHU.

PasHn hemo obenexaBaru MAaUM TIpYKUM

crosuMa o, P, v. ... Pasanm onpeheny Taukama A, B, C obenexarahemo u
3HakoM ABC.

2. Umamo Tpu akcnome npunapgamwa. OHe rrmace
AKCUOMA 11 1. [Jise pasne tipase umajy najauwie jegHy 3ajegHutKy Wiauxy.

AKCHUOMA 11 2. llocidoje, HujMmaree, ueiliupu wiquxe xoje Me iipuiagajy
jegHoj pashu.

AKCHOMA 1I 3. Ao geée pasme pasmu umajy jegHy 3ajegHuuxy wauxy,
uMajy jow HajMaree jegHy 3ajegHuNKy THAuKY.

Hamnowmene. M3 akenome Il | cnenyje namp. na xpoi ABC Tavke
nponasu caMo jefHa Npama; u3 akciome Il 2 pa mpoctop uMa  BUIIE ON_JBE
auMeH3dje; w3 akcuoMe Il 3 pma ce JiBe p__B'H‘ﬁ CeKy IO [eTHOJ] IPARO], d M Aa
NpOCTOp HeMd BHIUE ON DU - IMMeH3H Je.

AXCHOME MpuIlafiarbad TOBOPE HETOCPEHO O MPpUMagawy Tayaka HOPABHM,
paBHUMa M NPOCTOPY. AJIn mOjaM [PMNafarba Huje y OBOM u3aramy 3acedaH
NON43ay NojaM [eOMETPHW]E, HETO TNOjaM TEOpMje MHOLITAaBa, KOJU CMATPaMo
yHanpes noszsatumM. IIpaBy m paBaH ne@uHUCaJld CMO ¥aO MHOIITBA Tauaka,
Ha TeMelby OJHOCA ,,3MEhY™'. IIpEMa TOME, akCuOMe [punanawa, ropopehm
“® NpaBuM, B DaBHUMA, TOBOPE Y CYUITHHW O pacriopenly Tavyaka, jgakie YIOT-
TIYIBY]y UMTUMIMTHO ne(UHiCarse m3pasa ,,1dauyka” U .Mamchy. Msberasajyhu
Peun ,,) ,,npa.na“ ,,paBaH‘, oBe DU ce akcHomc w™Morye ulpehn ¥ Tako pa ¢
NOTIYHO H3JeAHAYe C aKkcuoMama pacnopepa. Tako OM ¢z Ha MECTO axkcuoMe
IT 1 mMorna mocraButTH cieneha akCHOMA pacnopejia:

1

2%
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Hexa cy A, B, C, D vetupn pasrae Ttauke. Ako je jenHa ox Tavaka A.
B, C wamely ocrane gse U jemAa oR tauyaka A, B, D wamelly ocrane nse, Tama
je Takobhe jemHa om Tayaxka A, C, D uamelly ocrtane gee.

AxcroMe pacriopena W akCMOMe NpuIaaaiba (WIH Beze) HazupaHe cy 3ajeTHO
NpojekKTURHHUM akcuomamMa. Moxemo pehu u na rosope cge
O y3ajaMHOM TIOJNOXA4]y Tayaxa, IpaBMX M PpaBHM U HA3BAaTH WX Takohe
akcvMoMaMa mojnoxaja.

IIpnMetufieMo na je akcuoma ynopegHoctv (V) HajOmwka 1O CROJO] IpPH-
poru axcuomama I u II. U ta akcuoma OM ce Moryia, Ha OCHOBM meduHWIM]A
npase M papHH, Hapehu kao akcuoma pacnopena. IIpema tTome Suto Hu onpas-
NaHO NOHETH aKCHOMY YNOPEIHOCTH NpPBY NOCie akCHoMa I u Il. Anu, na 5u
ce HANOKHO NPRO or{aj JleO0 eyKJIIMIOBCKe TeoMeTpHje, KOj{i He 3aBUCU Ol OBE
akcuome (3Dor 3Hayaja TAKBOI TOCMATpAYbd TIO HCEYKIIUIOBCKY — XUTMepOonmny —
reOMeTpHYjy M TIO Pa3BOj TeOMETPMje YOILUTE) HW3HOCHMO AKCHMOMY YTIOPEIHOCTH
HAIIOCJIETKY.

3. CaBpeMeHO XPHTMYKO CXBATaWke€ [EOMETPHje CIPOBEIEHO je TIPBU IIYT
y memry F. Pascha: ,lIlpenapawa o HOBHUjo] reomerpuju, 1882. On ce
NpBY APKAO CTPOTO HayeNla nOa ce ,,CBe LITO Criana y JIOTMYKO 3ACHUBARE CTa~
BOBa Mopa Oe3 u3y3erTKa cajpXKaBaTWu y OCHOBHMM CTaBOBMMAa (akcHOoMama)‘‘.
IMTaur mouume ca CHCTEMOM akcuMoMa IOJNOXaja, Koje OH HadMpa Npoje k-
TUBHUM WIH T pacb MY kMM akcuomama, To cy, Haume, akcHome Koje
M3pUYy OHe TIeOMeTpMjcke OCODMHe, Koje jpoNlase JO M3pa3a CAMMM ,,CTAB-
JbAEM*‘ TAYaKa, IOBJIAYEHEM NPABUX U NOCTABILAKHEM PAaBHH, De3 MKaKROT Tpe-
HOLEkhA OYXH, Nakjie De3 MOAYNApHOCTH M Mepelka, Hanp. yumenHMn@ na Kpoa
IBe Tayke NPOJIa3M YBeK CaMO jefqHa Npasa, ha o4 TPM TaykKe Ha JeHOj MPaBOj
MOXe camo jenHa dutu uamehy ocrasie OBe, na ce aBe npaBe mory cehu camo
y JemHO] TAYKM — HCKa3dyjy YpojexTuBHe (rpaduuke) ocobuHe. YV oBuMa ce joul
He JaBiba jeMHAKOCT WIM HejeTHAKOCT LYXH, YIJIOBA WUTH., HITH BMXOBO MEpemt
(T3B. MeTpHuke —MepHE— OCODMHe), Hero ¢aMoO OHO 1UTO ce U Oez Mepewa U
noaynaprocT™ mMoxe yTpauTH. (['pana reoMerpHje Koja ITPoOyyaBa IMPOJEKTUBHE
ocobuHe Oe3 MeTpUYKHX je TpPOjeKTHBHA IeoMeTpHja.)

Ilocne Ilawrora nena jaBipania Cy ce M Apyra y KojMMa je CIIPOBeNeHO
caBpeMeHO cTapoBMirTTe. Hapouur 3navaj mmajy mely wima cneneha: G. Peano,
IIpwamyny reoMerpuje Joruyku wanoxerw (I principii di geometria logica-
mente esposti, 1889); G. Veronese, Ocnope reomerpuje (Fondamenti di geomet-
ria, 1891); D. Hilbert, Ocrnose reomerpuje (Grundlagen der Geometrie, 1899).
— BebneHoOB cucTeM axcHOMa IOJIOXaja (pacrnopena) je pa3znuyuT Of Hauler U
CANIPXM TEBET aKCHOMA.

6. TIPABA.

V orpoM mnaparpady H3BOOMMO IIpBE TeOpeMe KOje ce ONHOCE Ha IpaRry
M Ha reoMeTpujy na npaBoj. IIpn Tome je noTpedHO mMocMmarTpaTH M Tayke Koje
He WpHMIaaajy jenHoj IpaBoj.

1. HokazyjeMo mpso crenehy TeopeMy O IOCTOjarky H3BeCHMX Ta4daka,
PABHX ¥ PABHM.

Teopema 6.1. Tauxe, gyxu, fipase u pasuu ioculoje.

I o k a 3. Tlo axcuomu I 4 noctoje Dap Tpu Tayke. Hexa ¢y A u B
ma koje nse. Heka je @ ykynHoct Tavyaka A u B v cBux Tayaka wamehy A u B.
IIo nmeduruumju 5.1 a je nyx AB, oBa nakie mocToju. — Heka je p ykymrocT
Tayaka A M B ¥ CBUX OCTAJIMX Tadaka Koje Hasomu nedurmmja 5.2. Ilo 710j
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nebuHUNWN p je mpaBa oxpehena Tavkama A u B, nawie mpasa p NocTOjM. —
Mo axcromu 1 4 mocroje Bap Tpm Tauke A4, B, C, Tako Oa HUjenHa HHje
usmehy octane ase. Heka je « ykymHoct Tauaxa A, B, C, u CBUX OCTajuX Koje
nasoay nedunyruja 5.3. Tlo Toj mepunmmin « je pasan onpelena Tauykama
A, B, C, nakiie paBan o TocTojy. THMe je oBa Teopema HoOKa3aHa.

JIOKaxuMOo_cafa TPU TeOpeMe O NpaBoj, MUjH je 3Ha4aj OUMTJICHAH.

Teopema|/6.2) Kaxse iog buse gse inauxe A u B, @tociioju iupasa kojoj
we gee mauxeNipliiagajy.

Hoka3. Hexa cy 4 u B nse Ma xoje (pasHe) Tayke. IlocTtom ykym-

HOCT Tayaxa koje HaBogu neduuvmja 5.2, Tj. mocroju mnpasa AB xojy Te
nBe Tauyke oapelyjy ¥ k0joj, MpeMa TOMe, OHE TPUIIATA]y.

2,/ Teopema Kaxse iog bune gse idauxe A u B, ne uociioju 6uiue oy
JjegHe upase kojOf uwie geée uwiauxe upuiiagajy.

O o x a 3. Kanm O6u mocrojane nBe mnpase Tako Ra obdema mnpunanajy
Tayke 4 U B, Te nBe mpaBe DM WMMane OBe 3ajeXHMYKe Tayke, a OBO ce IIPO-
TUBY aKCUOMU 1. .

(.~ Teopema Ma xoje gse wauxe jegne tipase ogpehyjy uly upasy.

JHoxa3sz. Hekacy M u N Ma xoje nBe pasHe Tayke Heke IPABE p.
Kanx ©ou mpasa p um mpaBa MN, opnpeljera Tauxkama M u N, Duse pnBe pasue
npasee, obema ou npumajane Tauke M m N, a TO ce mpoTMBM TeopeMu 6.3.
Jaxne mpaBa p _je UCTOBETHA C UpaBOM Koja je oapeheHa Tauykama M u N.

Y Csaxa @ipasa cagpxu MHajMaree geée tHauke.

. Ilpema meduumuuju 5.2 mpaBa je YKynmHOCT HOBE)y Tayakxa,
peuumo A u B, 321MM cBMX rayaka uamehy A4 u B, cBux Tavaka wia B, no-
cMaTpaHo w3 A, M CBUX Tadaka uiza A, mocMatpawo w3 B. Tauke A ® B
Npunanajy TOj Mpamoj, Tj. CBaka IpaBa CampXM HajMaree JBe Tauke. '

HanoMmena. Jowr HHCMO Ooxasaium ma OyX M Mpasa cagpxe decko-
HAYHO MHOIO Tayaka, a Tek U3 aKCUOMa HeIPEeKWIHOCTHM clenosalie Hempexm-
JHOCT IpaBe M MOyXH. 3acajq 3HAMO €amMoO TO 1a CBaKa HOYyX H CBaka NpaBa
campxM HajMarbe e Tauke. Jyk AB caapxn nawme csoje kpajeee A U B, a
npasa AB cagpxu Tauke A U B xoje ogmpehyjy Ty upaBy. Tek mourro AOKa-
XeMO Ja usMelly cBake mBe Tavke mocrojy Tpehia, MoxeMO ROKa3zaTu nma Iyx
cagpxu beckpajHo MHOro Tavaka (teopema). LUTo ce Tmue npaee, Beh momohy
axcnome 1 3 crenyje ma mpasa canpxi OecCKpajHO MHOIO Tadaka.

JoKkaxuMo [IBe TEOPEMe Y KOJUMA Ce He OrPAHHYABAMO HA JeJHY NpaBy,
HO XOje Cy HaM [ortpebHe paau paokasuBama JHajbMX TeopeMa O TpaBoj. Te
TeopeMe WMajy M caMe N0 ceDM OCHOBaH 3HAY4].

Teopema 6.6. FH3san csaxe #ipase ifiocHioju HajMarse jegha mayxa.

Hoxasis. INo gepmunumjn 5.2 u axcuomn 1 4 wocroje Dap TpH Tauke
A, B, C xoje He npunagajy jennoj npasoj. Heka je ¢ xoja Suso mnpasa. Cse
Tpu T1avyke A, B, C ne Mory OuTM Ha g, jep Te Tayke He INPMIANajy jemHOj
npaBoj. Jlakie HajMare jegHa On Te TPW TayKe je WMaBaH Tpase a. TuMe je
TEOpeMa HOKa33H4. :

Teopema 6.7. Ako je mauxa C ean ipase AB, iuauxe A, B, C cy ilipu
pasHe ulquxke 0g Kojux Hujeglia Huje usmehy ociiase gee, u 0bpailino: axko cy
A, B, C igpu pasne wiauke 0g kojux Hujegna nuje usmeby ociiase gee, RauKa
C je ean iipase AB.
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Hoxas. Axo je Tauka C BaH mpase AB oxpehese Taukama A u B, u3
nedvuvmuje 5.2 crnepyje wemocpenno na C HHje HCTOBeTHA HH ¢ A HHM € B,
wuth je A—B—C, mutn A—C—B, wutu C— A — B. ObpartHo: ako ¢y 4, B, C
TpU pa3He Tauke O} KOjUX HMjemua wuje u3Melly ocTalie nme, tauka C HMje
ucToBeTHA HU ¢ A HH C B, uutH je A—B— C, vutn A--C— B, rmtu C—- A— B,
naxne mo gedpuvuunjr 5.2 C He npunana IpaBoj AB.

2. Cnenehe npe Teopeme, 3atM teopeme 6.11, 6.14, 6.15 u 6.16 yTBp-
hyjy H3BeCHe OCHOBHE WYHIHEHHWIIE O pACHOpedy TAYaka Ha IpPaBoj, KOje HHCY
FCKa3aHe akCHOMama pacropefia. 3a pacuopel TPHjy Tadaka Ha IpaBoj OCOOUTO
Cy 3HayajHe OBe ABE TeopeMe:

Teopema 6.8. Og Ma xoje i@pu wauxe na jegHo] #ipasoj, jegha u camo
JjegHa je usmelhy ociiare gese.

Jdoxas. Hexa cy A4, B, C tpu Tauke Ha npasoj a, [lpema Teopemu
6.3 a je jemna TpaBa Kojoj Upumanajy tauke A H B, gakje HCTOBETHA je C
npasoM AB, onpelenoM TaukamMa A W B, Tj. Mo redmHumu 5.2 MMaMo
A—B—Cwmu A—C—B wmu C—A—B. Axo je A—B—C, no axcuomu 1 2
ume A—C—B, and mo axcuomu 1 |1 je C—B—A, pakne, no akcuomu I 2
Huje 'u C— A-— B. To 3Haum: ako je Tauxa B mimehy A u C, muje AU C
“uamely A u B, in A wamelly C ¥ B. Jeguno je tauka B m3mMmelly ocrane ase.
-Hcro To Bpenm U Yy ocTana 7Ba ciiyyaja, kanx oum duno A —C—Bwm C—A—B,
jep Ta aBa ciydaja NpOM3NAa3e M3 IpBOra caMo 3aMeHoM ciosa A, B, C.
Jlakne yeek je caMo jeAHa Tadka HM3Mely ocTtaye nape.

Teopema 6.9. Axo cy A u B gee pasne iwhauxe, nociuiofu uajma}be Jjegna
inauxa C uzmehy A u B.

Hoxa3. Ilpema teopeMu 6.6 nocrom paH npase AB Tauka D (ciL 6),
a npemMa akcuomM 1 3 tauxa E taxo na je A—D—E. Ilpase ABu AD cy nse
pa3fe npabe ca 3ajeyEakoM TaukoM A. Ilo axcmomu I1 1 A4

K je jemua 3ajefAMdKa Tauka THX JBejy TpaBMX, fakne B H E

. Cy IBe pa3He Tadke.

\‘,\\‘\\ £ INo akchomu I 3 mocroju Tauka F tako na je B—E— F.
‘.‘ \ 7\‘ Ilpase AB n BE cy paBe pasHe OpaBe Ca 3aJCOHHIKOM Ta4uKoM
“ ) LN B. Ilo akcuomu Il 1 B je jenuna 3ajeNHHYKA Tauka THX Ipa-

\

g‘._.g,_.---_;, BUX, naxje A M F Cy [aBe pa3He Tayke.
C B Tauxa F je, naxne, usBan mpase AB. Ilo Teopemu 6.7
Cn. 6 RUjeTAa on Tavaka A, B, F muje wamMehy ocranme mse. Kako je
) B—~E-—~Fu A—D—E, no akciomu I 5 moctojm Tauke C Tako ga
je A—C—B u C—D — E. JTakne nocroju tayxa C u3mely 4 u B.

3navajHa je u ciepeha teopema. Iben apyru aeo ykasyje Ha UHB-CHHLY
Ja je NipaBa O TB O p € H a JIHAH]A.

Teopema 6.10. Tauxa uipase AB, roja ne fputiaga gyxu AB, Hasasu ce
wiu usa B y ognocy ma A, uau usa A y oguocy na B. Axo je uza B y ogHocy
Ha A, nruje usa A y ogHocy Ha B, u obpaiumo.

Jdokas. Hexa je C xoja dwio tpeha Tauxa mpase AB. Ilo TteopeMn -
68je A—C—B, wiu A—B—C wm C—A—B, na xako no pedmmmgu 5.1
uuje A — C—B, nocToju jenan on nsa Apyra opHoca, Tj, C je WU u3a By
onHocy Ha A, wum H3a A y omHocy Ha B. Ilpema teopemu 6.8 mocToju caMo
jenan oy Ta ABa OJHOCA.

/
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3. V teopemr 6.11, a 3atim y TeopeMama 6,14, 6.15 u 6.16 mocMaTpajy
ce YBEK WO YeTWPH Tadyke U Ha TeMelby JBa OOHOCA M3paxeHa IOMORY pewn
> ABMERy* 3akJpydyje Ce Ha YIOCTOje jolu IBa TaKBa OJ(HOCA.

Teopema 6.11. Axo je tmauxa B _usmehy itavara A e
uCamaumCusmebymauamBuD tauxce B u C —~ \

cy usMehy inguaka A u D, Y \

JJokas. Kako je A~-B—C uB--C—D (cn. 7), f
Tauke A u D npuoamajy no meduHuMmEjm 5.2 mpasoj
onpeheroj Tauxama B u C, MaKJc CBE WETHPH TadKe A,
B, C, D npumanajy jeanoj mpaBoj a. ITo akcromn | 1 u Cn. 7
TeopeMd 6.10 TO cy deTHpM palHe Tauyke.

Ilo akcuomu 1 4 moctoju Tauxka E BaH mpase a (ci. 8), & mo akcuoMu

I 3 mocroju tauxa F taxo ma je E— C— F. Tauka C je o akcuomu II 1 jemmna
3ajeJHUYKa Tavyka npasux a W EF, maxne. tauxa A

E je man mpase CF. Jlakne A4, E, F cy mo TeopeMH

6.7 TpH pasHe Tauke Of KOjUX HUje/IHA HHje H3IMely

G ocrane nee. IIpema Tome, kako je E—C—F u

H A—B—C, noctojy mo axcnomu ¥ 5 tauyka G tako

PO 3 ov— ona je A—G—E u F—B—-G.
\/ b Tauke D, F, G cy HCTO TAKO TPH pa3HE TAYKE

o kKojux HujenHa Huje u3Mely ocraine nse. Ilpema

TOMe, kaxo je B— C— D u F— B— G nocTojy 1o akcH-

omu 15 tauyxa H taxo na je F—C—~Hwu D—H-G.

Ci 8 Tauke A, D, E cy, HCTO Taxo, TpH pa3He

Tagxe O l(OjH.X uujeqHa ®HMje M3Melly octane mme.

Kaxo je A-G—Eu D-H-G, mocToj¥ no axcuomu 1 5 ma mpaBoj g Tauka T

Taxo na je A~T—D u'E—H—T. Tauxa T je aajcmm!nca Tayka IpaBUX g H

EH, na kako je EH ucroeetHa ¢ mpaBoM EF, a C je jequHa 3ajeqHAMYKA TAYKa
npasux a w EF, taaka T je uctoeetHa ca C W npeMa ToMe je 4—C—D.

Hlcro Tako HOkasyjeMo, 3amemyjyhu y noxasy y3ajamHo B m C na je u

A—B—D. TuMe je TeopeMa HOKa3aHa.

4. [IpenasuMo cajla Ha NB2 CTaBa Koja oOpasyjy 3ajerHo ¢ akchomom I S
TpH cpomna crtasa. [locMatpajyfm, kao y I 5, Tpu Taixe A4, B, C ox xojux -
HMjenHa HUje u3Melly ocraye nmse (cn. 4), MOXeMO 3aXJbyUUTH:

1) uy3 B—D—-C u A—E—D pa nocroju Ttausa F Ttako na je A—F—B
u C—E—F,

©2) 1{3 B—D—-Cu A—F—B pna nocroju Tauxa E Tako na je A—E-D

u C—E—

IIan cras je m3abpan 3a akcuomy 1 5, a npyrm je cras 6.13. [la ou
ce TAK OBaj MoKa’ao NoTpedaH je cpoyiaH cram 6.12, y xomMe us A—F—B u
A—E—D nopyme He MOXEMO 3aKJPyYWMTH ja OOCTOjH, &HAJNOTO, TayKa Kao
mTo je C, amu ce MOXEe JOKA3aTH A2 He OOCTOjHU H3BECHA Tayka, na cg,
RawmMme, DpaBe EF u BD me cexy uamelhy B u D. Taj cras Om ce Mmorao mspehu
OBMM peuMMa: AKO HeKa IpaBa Cede JBe CTPAHMIEC jJEAHOr TpPOYIJIa, OHA He
ceqe Tpehy merosy crpammiy. Hucmo ra Tako wu3pasmnm, jep joII HHCMO
nedmHpcau TpoyTao.

Pany jerHOCTABHHjEr W3paXkasarsa JOHoCHMO mpeo clefchy nedmaminjy:

Jebunmmja 6.1. Axo nBe npape MMajy 3ajeqHMUKY Taduky EKaXeMo na ce
cexy y T0j Taski. M ako myx U mpasa, WM nBe AYKE UMajU 3ajeIHHYKY TauKy,
KOja C¢ pa’liMKyje OXl KpajeBa T& JYXU, KAXEeMO Zla ¢ OHE CeKy Y TOj TAIKM.
Ty Taixy HasuBaMo fipeceveHoM wauKoM.

\
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% Teopema 6.12. Axo ¢y A, B, C, tipu pasmne auxe og Kojux HujegHa Huje
usmelhy ociiase gee u axo upasa p ceue upasy AB usmehy A u B u apasy AC
usmehy A u C, wmaga upasa p me ceue #ipasy BC usmehy B u C.

Hdoxas. Hexa cy D u E T1auke y Kojuma p ceye mpase AB mn AC
(cnn. 9). Ilpasa p He ceye yommrre TNpaBy BC M je cevye y jeHo] Tavku F
(mo axcuomm II 1). Tpeda noxasatw ma uumje B— F—C. . I

Tauke D, E, F cy TpU pa3He Ta4ke Ha LPaBoj p, nakne Mo TeopeMi, 6.8
JemmDFEmDEann/E_—DF N

VaMumo na je D— F—E. I/13A D—Bu D—F—F (cn. 10)cne;ry_]crlo
axcmomu I 5 nma noctoju Tauka L Tako na je B—F—~L u A—L—E. Kako je

E
(=
¢ F
€
A D\ 8 A D B
Cn. 9 Cn 10

L Tauka y kojoj ce ceky npaBe BF um AE, ucroserHa je ca taukoM C, Tj. UMaMo
A—C—FE. Anu 1o npeTnocTaBIM Hanle TecopeMe je A — E— C, nakie no akCuoMu
I 2 ve mMoxe Sutu D—F—E. -

Vamomo na2 je D—E—F. I3 A—D—~B w D—E—F (cn. 11) cremyje no
akcnomMu [ 5 pna moctojm Tauka M Tako mga je A—E—M uw B—M—F. Kaxo
je M Tauka y ko0joj ce cexy mpaBe AE u BF, ucroBerna je ca C, Tj. yMamo
B—C—E, naxne mije B—F—C.

Vimmmo na je E—-D—F. U3 A—E—C u E—D—F (cn 12) cnenyje no
akcuomu I S na moctoju Tauka N Tako na je A—D—N u C—N—F. Kako je
N Tauka y kxojoj ce cexy npase AD u CF, McToBeTHa je ca TadkoM B, Tj.

C
F
£ -
M
E A S
A D B
Cu 11 Cn. 12

uMamo C-—B—F, nakne umje B—F—C. .
Twme cMO nOKazayW A2 HM y jemHoM O nBa jemuHo Moryha cnyvaja
HUje B— C—F.

Teopema 6.13. Axo cy A, B, C wpu pasne inauxe og Kojux Hujegna Huje
usmehy ociiane gee, D wauxa wamehy B u C, F wauxa usmely A u B, fiocitoju
tauca E usmehy A u D u usmeliy C u F.
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JNoxa3s. IMo mpzmnocraBim j¢ A—F—B u B—D—C (cn 13), Tpeba

noka3atu na je takohe A—E—D u C—E—F. Ilo akcuomu 1 3 moctojm Tayuka

Ttaxo Aa je D—B—G. U3 B—D—C, 1. C—D—B, vy D—B—G cnenyje uo
Teopemu 6.11 na je C—D—G u C—B—G (cn. 14).

Kako je mo teopemn 6.7-Tauka A BaH mpasBe BC, a npasa EC je ucto-
BeTHa ca CG, tauka A je pan npaBe CG, makie no teopemu 6.7 4, C, G cy
TPU pa3He Tauke ON Kojux Hujemna muje Mamehy octayic ase. Kako je A—F—B
U C—B—G, no akcvomu I 5 noctoju tauka H tako na je C—F— Hw A—-H—G.

C

.

.“ . D

\\ /h\.\

SN
S S
A 13 B

Cn. 13 Cn. 14

Tauke A, D, G cy, ucto Tako, Tp4 pa3HC TadKe OJ KOJUX HHjemHa HUje
m3amelhy octane nse. Kako je D—B--G m A— F—B, no axcuomn 1 5 mocroju
Tagka J Tako na je D— F— Ju A—J—G. Kako je C—F—H u D—F—J],

mpase CH m DJ cexy ce y Ttauku F, xoja uM je npema II 2 jenvHa 3ajen-
HHYK2 Tauvxa.

Tauxa J je u3BaH mnpase CG, nmakne Tauke B, C, J cy Tpu pa3He Tauke
on Kojmx HujenHa wuje M3Mmelly octasne nse. Kako je B—D—-C u D—F—J. no
akcuoMut I 5 mocrou Tayka K Tako ma . je C— F—K u B—K—J.

Kaxo je A—H—G 1 A—J—G u kako cy H w J nBe pa3dne Tauxe, A4,
H, J cy Tpy paszde Tauxe Ha jeHO] IpaBOj, nakjc je NOpema Teopemu 6.8
jenHa ox Tpn Tauke A4, H, J usmelly octane ase, 1j. mMaMo A—J— H wm
A—H—J wm J—A—H.

Kan o duno J— A — H, umat ducMmo ycnen A— H— G npeMa TeopeMM
6.11 pa je J—A—G. Ho 10 ce no TeopeMu 6.8 TNpPOTHBH MUIEHMIM ha Je
A—J—G. Jlakne ve moxe duth J—A—H,

IIpetnioctasumo na je A — H—J (cn. 15). Kaxo je J K
BaH npasBe AB, Tauke A, B, J cy Tpu pa3He Tauke OI KOjuX
HUjemHa uMje MaMelhy octayie mee. IlpaBa FA ceue TpaBy
AB naMehy A u By Ttauku F un npasy AJ uamehy 4 u J,

ma Kako ceve ¥ mpasy BJ y taukm K, mo Teopemu 6.12 , F B

opaBa FH nve cede npasy BJ wiMelly B u J, Tj. He MoOxe

outm B—K—J. Ho MM cmo nokasanu za je B— K —J. )

Haxne mpetnoctaBka na je A— H —J norpeuna je, T).

umamMo A—J— H. J
AG n CG cy npe pa3He npase, Jakie Tauwke A, D, H Cn. 15

Cy TPM pa3He TayKe Of] KOJMX HW jelHa Huje Mamehy octaie

nee. Kako ¢ A—J—H u D—F—J, no akcuomu | 5 mocroju Tauka E Tako
na je H—F—E w A-E—-D. /

Hajzan 4, B, C cy Tpu pasue Tauxe OJ KOJUX HMjeaHa Huje u3Mchy ocrane
npe. Kaxo je B—D—C uw A—E—D, no akcuomu 1 5 noctoju Tayka 7 TaKo
na j¢e C—E—Tw A—T—B. V T ce cexy upass AB u CE. Ho wmamoC—F—~H
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u E—F— H, paxne u3z gedmnonpge 5.2 € g E cy mse (pa3ue) Tauke HA MPABOJ
FH, C, E, F, H cy Tayxe Ha jemHoj npaBoj, M mo Teopemu 6.4 npasa CE je
vctoBeTHa ¢ npasoM CF. axne y taukm 7 ce cexy npaBe AB u CF, Tj. Tauka
T je ugroBetna ca F. Jlaxne nokazayst cmo na je C— E—F w A—F—B.

. Can MOXEeMO HaCTABUMTU ca TeopeMaMa O pacnopelly Tadaka Ha npaBoj.

Teopema 6.14. Axo je dwauxa B uzmehy iwauaka A u C u ifiauxa C usmelhy
wavaka A u D, iuauka C je usmehy B u D, u iwmawxa B je usmehy A u D.
Hokas Kako je A—B-C u A—C—D (cn 16)
/N~ Tauke B w D mnpunanajy npasoj oApelenoj Tadkama A u
G?Q»C:b C, naxie cee uetmpu Tauke A, B, C, D mpunapajy je-
A‘-__f/ €77 D mioj npasoj a.

g Mo avxcuomu 1 4 moctoju Tauka E (cn. 17) Ban

Cn. 16 mpase a, a no akcuomu I 3 moctoju Tauxa F Tako ma je

B—E—F. Tauxa B je no axcuomu Il | jemuua 3ajemem-

MKa Tavyka mpasvx a U BF, makne A, C, F cy Tpu pa3HC Ta4yKC OO KOJMX HH-

jenHa wije w3Mmehy ocrane npe. Tpema Tome, kaxo je A—B—C n B—E—F,
noctom no akcuomM I 5 Tayxa G tako ga je C—G—Fwnw A—E—G.

Tauka A4 je jermna 3ajenuuyka Tadka TpaBUX a W AE, mawne Taiuke A,
D, G cy Tpy pasHe Tauke OI KOjuX hujemua Huje usmehy ocrane mse. Ilpema
ToMe, Kaxo je A—C—D u A— E—G, noctojm no teopemu 6.13 Tauxa H Tako
naje C-H—-Gwn D—H-E.

N tauxe B, D, F cy Tpu pasue Tauke on
KOjuxX HujemHa HMje M3mehy octane nse. Ilpema
TOMe, Kako je B—E—F w E— H— D, nocroju
no axcucemu I 5 tauxka 7 1axo na je B—7—D
M T—H—-F. Ho C je no akcyiomu II 1 jemuHa
3ajelHUYKa Tauka NMpaBux a v FH, pakie Tayka
T je uctoBerHa ca C M npema Tome je B— C— D. €

U3 A—B—C u B— C- D cnegyje no Teo- H
pemu 6.11 ma je u A—B—D. a

Teopema 6.15. Axo ¢y B u C gse pasme A B ¢ D
uaure, obe usmehy fmavwaka A u D, iuauxa B je
usmehy A u C, a C uamehy B u D, uau je iua-
yka C usmely A u B, a B usmehy C u D.

Hoxas. Tlo akcuomu 1 | Tayke B 1 C ce e mokianajy mu ¢ A wi C
D, naxne A, B, C, D cy yerupH pasre tauke (cn. 18). ITo medmmumunm 5.2

Tadke B u C npunanajy npasoj AD, maxne A, B, C cy

Cn. 17

o~ TPH pasHe Tauke jemue npaee. Ilpema Teopemu 6.8 piu
:'§—~=‘5;/ BN je A—B—C wiu A—C—B, vnu C— A—B.

N v
A "\"._Ba”,".C‘~_—" D
LN R

Kan &u Smnmo C— A—B, no teopemd 6.11 du w3

e C—A—BwA—B—D cnenosaio na je C—A—D, a 10

Cn. 18 je mo Teopemu 6.8 Hemoryhe, jep je A—C—D. Jlakie,

wm je A—B—C, a tapa je 3dor A— C— D, 1o TeopeMu

614 u B—-C—D, v je A—C—B, a T1ana je 30or A—B— D, no TeopeMn
6.14 v C—B— D. TuMme je TeopemMa JOKazaHa. '

Teopema 6.16. Axo cy C u D gee pasne imauxe u axo je wauxa B usmehy
iaauaka A u C u usmeby tuavaxa A u D, wauxa C je uamehy A u D u usmehy
B u D, uau je wmauka D usmehy A u C u usmely B u C.

Jdoxkas. ITo pedmummmyu 5.2 C u D ppumapajy npasoj AB. Ilo Teo-
pemn 6.8 je A—~C—~D wm A—D—C wm C—A—D (cn. 19). Kag Su duno
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C—A—-D, i3 A—B—D du mo Tteopemu 6.14 cnegpopano B—A—C, a 10 ce
no akcuomu I 2 kocu ¢ omocoM A—B—C. akne nuje C—A—D wu npema
ToMe je wm A—C—Dvwmi A—D—C, a otya je no teopemu 6.14w B— C— D,
onHocso B—D—C.

6. ITomohy teopema 6.11, 14, |5 mMoxemo moxa-
3atu cnepehy, koja MMa Takohe OCHOBAH 3Hayaj 3a pa-
criopell TaYaka Ha TpaBoj:

Teopemz 6.17. Yewmupu ma kxoje inauxe Ha jeghoj
tipagoj Moty ce ysex osuawuidu caosuma A, B, C, D ma-
ko ga byge wmauxa B usmehy A u C u usmehy A u D u ga Cn. 15
byge wayxa C usmehy wavaka A u D u uamehy B u D.

IOoxa3. YouuMo ma xoje TpM OO 4HeTMpM nocmatpade Tauke. [lpema
TeopemMd 6.8 jenHa oA TpH Tauke je usMmelly octane nBe: O00EnREXUMO TY TauKy
cnopoM (), octane nBe cnosuma P u R, a werspty cnoeom S. [locroje ope
MoryhiHocTH |

1. P~ 0—Ru P—R—S. Axo Tagma ymecro P, O, R, S nuiiemMo peaom
A, B, C, D, umamo A—B—C 1 A—C— D, pnaxkne no teopemu 6.14 Taxohe
B—C-D n A—-B—D — xaxo 3axtepa TeopeMa Kojy, A0Ka3yjeMO.

22 P—-Q0—R v S—P—R. Axo ymecto R, Q, P, S mnuemo penoM A,
B, C, D, wamMo C—B—A u D~ C— A, maxkne no akcuomi 1 ' A—B—-C u
A—C—-D, te oner umamo no TeopeMd 6.14 M octana mpsa onHoca, Kao 1UTO
3axTeBa TOCTABIbEHA TCOpEMA.

3. P~Q—R u P—S—R. IpeMa teopemu 6.15 Tana je w P—Q—-Sn
OQ—S—~Ruwm P-S—-Q u S—Q0—R.

V npBoM cnyuajy mmuemo ymecto P, Q, S, R, penom 4, B, C, D. Tapa
je A—~B—C w B—C— D, nakne no teopemu 6.11 takohe A—B—-D v A—C—D.

V npyroM cnywajy nuuiemo ymecro P, S, O, R pemom A. B, C, D.
Tana je ometr A—~B—-C n B—C—D, paxne mo Teopemd 6.11 Taxohe A-
B—-Dwu A-C-D.

IMaxsie, y ceaxoM cnywajy je A—B—C, A—B-—D, A—C—D n B-C—-D,
a THME Je TeopeMa [0Ka3aHa.

Cneneha Teopema je yoniuTelwe NpeTxXOARe :

Teopema 6.18. Ma xoju époj n, echu og wpu, pashux wauaxa jegre upase
MOxe ce yeex obesexuinu smayuma A, A,..., A, waxo ga iuauka A, dyge

usmely A, c jegue citipane u Ay A, ...., A, ¢ gpyie cilipane, ga Ag byge
usmelhy Ay, Ay ¢ jegne ciapane w Ay Ag, ..., A, ¢ gpyie cilipane uilg. u Haj-
3ag ga Ayq byge usmehy Ay, A, .. .., AL, € jegre ciupare u A, ¢ gpyle ciupare.

Joxa3 ope Teopeme HehieMO MeO M3BECTH, HETO CaMO N0Ka3aTH Xako TeYe:

[TpetnocTaBMMo na je 3a M3BeCcTaH Dpoj » Tawaka OBa TCOpeMa TayHa M
JokRaxumMo je 3a n+ | tauky. Hexa cy Py, P,,...., P, Tux n Tadaka, obee-
HKEHMX Caodpa3zHo Teopemu M meka je S (n+ 1)—Ba Tauxa. IToctoje mpe ceera
TpH Moryhwoctu: S—Py—P,, P;—S— Py, P,—Py—S. V nppom ciyyajy NHIIEMO
Ay, Asy ..., Anyy penom ymecto S, Py, Py, ...., P,y IPyrom ciyuajy mHILIEMO
ycro, penoMm, ymecto Py, S, Py, ...., Py
‘ V TpcheMm cnywajy, kaxo je Py —P,— P,, no teopemu 6.16 j¢ Py—S—Ps
w P —~8§5—P; wms P,—P;—S u P\—P;—S. V npBoM on OBa 1Ba Cly4Yaja 00
vieMo Ay, Ay, ...., A,y penoMm ymecto P, Py, S, Pg,...., P,, a y npyrom
caydajy, kako je Py—Py—P, mo Teopemu 6.16 je Py—S—P, u P,—S—P,
wm Pg—P,—S u P,—P,—S. ¥: npBoM oX oOBa B2 ciydYaja NHINEMO PEAOM
Ay, As...., Apyq yMecTo Py, Py, Py, S, Py, ...., P, Uin:
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Obenexapamwe 3HaIWMa A;, A,..., Ayy, 3aJ0BOIbABA CBakKM TIyT CBE
ycjioBe Haile Tteopeme. [lakie teopeMa je Tayna M 3a k+ 1 Tauky. AnM 1O
TeopeMn 6.17 Tauna je 3a n=4; gaxJie TayHa je 3a CPako M.

Jlako ce poxasyje cinemehia Teopema, KOjy moHOCMMO §e3 noxasa

Teopema 6.19. Ako cy iuauxe A, A,, ..., A, jegne tpase obeaesxelte cao-
bpasno upemxogrnom culacy, da axo ux obeaexumo pegom znauyuma By, B,_q, ...,
B,, e @auxe cy ouew obeaesxene caobpasiio upemxogom cimacy. Iocioje csela
wia gea HaYUHA ga ce KOHOYHO MHOWWIGO iauakn obesexu caobpasHo peinxog-
noM Ciiaesy.

V nocMmarTpamy MHOLUTAaBa Tauyarxa Ha JEGHOj TpaBoj IOTpeDHO je uecTo
pauTMKOBATH Ha Jv M3Mely nBe Tayke jeJHOI MHOINTBA nOCTOoju Tpeha Tauka
McToI MHouITBa MM He. Crora yBommmo criiemehy neduHMLHGY:

Hedummnmja 6.2. Axo u3meljy OBe TayKe H3BECHOI MHOLITBA Tayaka Ha
JenHoj MpaBoj He mocroj Tpeha Tauka WCTOT WMHOINTBa, pehu heMo na cy TO
JBe cycegne TavuKe TOTa MHOUITRA Tayaka.

7. Crenehe uetHpu Teopeme ORHOCE Ce Ha LKYXM.

Teopema 6.20. Axo je wouxe B usmehy wmauaxa A u C, gyx AC ce ca-
ciioju uz geejy gyxu AB u BC u B je jeguna 3ajegnuuxa tiauxa ihiux geejy gyxu.

Joxas Hexa je M xoja duno Tauka pyxu AB (cn.

™ N 20). Axo ce Tauka M noknana ¢ A W B po gehuHyimin
S8  C 5. npumama n pyxu A4C. Ako je pasimmukta on A u B,
wmamo A—B—C w A— M —B, pawie no teopemu 6.14 je

Cn. 20 A—M—C, 7j. u Tana je M tauxka ayxu AC. Victo Tako, ako

je N xoja Swno Tauka Qyxu BC, Takohe je M Tauka oywu AC.

O0parno: uexa je M xoja Sumo tauxa aysxum AC. Axo ce Tauka M ro-
knama ¢ 4, B wnu C, no mepunmupiu 5.1 mpunana myxu AB umi BC. Axo je
pa3nduMTa ol A, B, C, umamo A—B—-C u A—M—C, nakne no Teopemu
615 A—B—M vw B—M—C yunv je A—M—B u M—B—C. V npsom cay-
yajy no gedvnmpyu S.1 Tauka M npunaga gyxu BC, y gpyroM cnyuajy ImpH-
nafa gyxu AB. Tume je Teopema 6.20 y uenocty AOka3aua.

Teopema 6.21. Axo cy C u D gee pasne idauxe na gyxu AB, gyx CD
je cagpxana na gyxu AB.

HNoxas. Mpema pedpurngm 5. je A—C—B u A—D—B, pakne uno
TeopemMH 6.15 je A—C—D wim A—D—C. Petumo ma je A—-C—D. Heka je
M xoja duno tauka nyxu CD. Axo ce M mokgana ca C wm D, npunaga 1o
npernoctapuu jayxu AB. Ako ce M pasmxyje ox C u D, o pedunmmju 5,1
je C—M—D. Kako je takohie A~ C— D, no teopemu 6.14 je A—M—B, Tj.
Tauka M npunana oysa AB. Jlaxne uena nyx CD calpxana je Ha Hyxd AB.

Axo je A— D — C, 1oXa3 NIpOMCTHYE U3 TPETXOAHOra pasMeHoM crnora C 1 D.

Teopema 6.22. Jlse gyxu AB u BC ca jegunom sajegnuuxom thauxor B
u Koje fiputiagajy jegHoj tipasoj, cauureasajy gyx AC.

HNoxa3s. Ho teopemu 6.8 jemua onm Tpu Ttauke A, B, C je uamehy ocrane
mee (cn. 20). Kag ou dwio 4A— C—B, npema reopemu 6.9 nocrojaina OH Tauka
N namelly B v C, a no Teopemu 6.14 duno &u w A—N—B, pakne u N du
Owna Tauxa 3ajennmuka Oyxmma AB y BC, 1WTo je NPOTHMBHO MPETIOCTaBLM.
Hakne wije A— C—B. Hcro tako ce mokasyjeena mje C— A —B. Ilpema TomMe
je A—B—C. Tlo teopeMu 6.20 nyx AC cactoju ce U3 mmely myxm AB u AC.
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Teopema 6.23. Ceaxa gyx cagpsu HeckOHAUHO MHOIO BAYAKA.

Hoka3. Heka je AB Ma xoja ayx. IMo teopemu 6.9 mocrtoju rtauka C,
usmelly A u B, 3atum Heka Tauka C, uamelly B u C,, 3atum C; usmelly B u
C, wrp. Taxo podwjyamo Oeckpajum HM3 Tayaka Cj,

Cy.... (cn. 21). Hokaxumo ma cy cee mehy codom ]
pasyuuuTe ¥ Aa cy cee uamehy A u B. A ¢,C,C, B
Tauxa C; je uamely 4 u B.
Tauxa C, je usamehy B u C;, nakne nmo akcuomu 1 | Cn. 21

pasnmiunta je oA C;, a mo teopemu 6.14 je nuamehy A u B.

Tauxa Cg je usmehy B u C,, pakse pasmyMTa je on C;, a no Teopemu
6.14 je namehy B n Cy, nawie pazmiyuta je 1 on C,. Kal(o je C; usmelly B
u C; mo teopemM 6.14 je u usmehy A4 u B.

Hacrtasrpajyhin oBako, Se3rpanuyHo, Ooka3yjeMoO 3a CBE TAUKE TOMEHYTOL
Hu3a Ha cy usMely 4-u B, 1j. no pebuumipijn 5.1 Ha Oyxu AB u pga cy cme
mehy cobom pasnuumre. Jlakie nyx AB wma OeckpajHo MHOro Ttauaka.

\

7. PABAH

V oBoM maparpady OokasyjeMo TeOpeMe KOje C€ OMIHOCE Ha PaBaH M Ha
reOMETPHjy Y paBHH.

1. V pedurmmipyu 5.3 paran ABC je medunucana iromofly npaBux Koje,
u3paxapajyliy ce ouMriefHo, NOXpUBajy Leny paBaH. To IoxpuBaibe je y Tpo-
yriy ABC urraBuing tpoctpyko. CTora je noTpebHo nmokasaTh Za cy OHe Tauke
Koje cy uaMelly A u yHyrapmux tauaka ayxu BC wuctopetrHe ¢ taykama uamelhy
B u ynyrapwmvx Tauaka Oyxu AC u c raukama usmelly C M yHyTapm¥x
Tadaka jgyxu AB. .

Teopema 7. 1. Csaxa wauxa pashu ogpehene inauxama A, B, C, koja je 3
usmehy thauxe A u jegne yHyiiapree itiauxe gyxu BC, wuaxohe je usMmehy iiauxe
B u jegne ynyiuapwe iuauxe gyxu AC u, ithaxobe, u3Mehy Wauxke C u jegHe
yiyiiapree nauxe gyxu AB.

O ox a3 Heka je E 1auka koja je usMehly A M Heke YHyTapme Tayke

D pyxu BC (cn. 22). Kako je B—D—C w1 A—E—D, no akcuomu [ 5 nocroju
tayka F Tako pa j¢ A—F—C u B—E—F, 1. Ttauka E

C Je Takolie u3melly B u Heke Tauke F pyxu CA. Ucto

Tako ce gokasyje ja je E usmelly C u Heke Tauke nyxn AB.

F 0 ' 2. Pags nampx mocMarparha noTpedHO je RedunmcaTH
Tpoyrao '
. . i . .

Tlepuueuuja 7. 1. VkymuocT Tpujy AyxH u1To crajajy - |

A G @ TPU Tauyke KOJc He npMilanajy MCTO] DpaBoj Ha3uBamo * '
Cn 22 supoyisoM. Te TpM ny*y HasHBaMO ciupeHuuama, a Te TPH

Tavuke ileMenuMa Tpoyrna (ci. 23). 3a Teme Tpoyraa U He-

TFOBY CTpaHMIly Koja He CaipXH TO TeMe KaXemo Aa Cy JeOHO Hachpam Bpyrora.

Tpoyrao xoMe cy temena A, B, C obBenexapamo 3uaxoM ABC wmt AABC

(32 pasmiky on pasEu ABC). Tpoyrimu ABC, ACB, BCA wta. cy npeMa jedn-
Hm® 7.1 jenaH ®WCTH TpPOYTAO.

3a paBar ABC xaxeMo Takohe na je paraun Tpoyrna ABC.
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HNepunmumja 7.2. 3a Tauke paBuu ABC, xoje cy u3mely Tauke A4 K HEke
yHyTapme Tauke fyXH BC miny usMehy Tadyke B M Heke yHYTapme Tauke ILYXH
AC nm wamehy Tauke C v Heke YHyTapie Tayke RyXd AB KaxeMo Ja cy

y Tpoyriny ABC. 3a Ttauke pasiu ABC, xoje ne mpumanajy
C Tpoyrily ABC WWTH cy Yy BEeMy KaxeMo 0a cy u38a# Tpo-
yrna ABC.
Honajemo nedyumumly TpoyraoHe MOBPUIN.

Hedmuummja 7. 3. VXymHOCT Tavaxa JefHOT TpoOyrJja
ABC u cBuX Tauyaka Koje Cy Yy TOM Tpoyriy HasupaheMo
wpoyianioM pasHoM itogpuiy UK Kpahe, wpoylaotiom Hospuiu.
A B Tpoyrao ABC wa3upahemo pybom, a 1ayke y TOM TpPOYIIy

Co. 23 Yuyidaproum aYkama TE TPOYraoHe NOBpIM. VYHyTapme

TayKe cauyMmbaBa)y YHYIUPAWrOCT TPOYraoHE TOBPILU.

TpoyraoHy mnoepi uuja TeMena cy A, B, C obeyiexasahemo 3uakoMm (ABC)
unn A(ABC).

3. Honocumo npe csera crenmehy Teopemy, Koja ciefyje HENOCpenHO M3
nebumilja, a 3atuMm hemMo HOKa3aTy TpW TeOopeMe O Npunajaly TpPaBUX pak-
HUHU jeRHOr Tpoyrna.

Teopema 7.2. Tpoyiao ABC u iupoyiaona itospw (ABQC) ipusiagajy pasnu ABC.

IlpaBe AD, BF, C(G, cnomeHyTe y gepunuimjv -7.1, npunanajy pasnu ABC
no camoj toj acpvrmumin. Ho u cepaxa mpasa Koja ceue KBe ON TPHJYy NpaBUX
AB, BC, CA, npunana paeiu ABC. To &u ce mMopano noxazam. JlokasahemMo
Yy CTBapn ODINTHJy TEeOpeMy : Aa je CBaKa MpaBa Koja MMa ABE Tauke 3ajeIHHYKe
C jemHOM pagHH, CaApXaHa Yy TO] paBHu. AJM, pamy OayeMx JAOKa3a morpedue
cy nam uetupu cnenche Teopeme o Tpoyriy. JloHocumo ux y cTBapM Xao
noMmohme crtasope.

Teopema 7.3. Hyx xoja ciiaja Ma xoje gee fiauke wa gseMa CilpaHUuaMa
nexol wipoylaa lpuitaga pashu ol poyina.

Jloxas3. Heka je D tauxa ctpanune AB u E Ttauka ctpavuue AC Tpo-
yrna ABC, 3atum F xoja Suno Ttauka ayxwu DE (cn. 24). Axo ce obe Tauke
D n E noxnanajy ¢ teMenuma Tpoyrita ABC, nyx DE
Cce ToKiana ¢ JEIHOM FETOBOM CTPaHWUL(OM U TEOpEMa C
je wenocpenHo Mo neduHUIpM 5.3 Tauna. Ako Huje
Tako, Tauke A, C, D nucy HuKaa Ha )egHOj IIPaBo),
Jaxye po akcuomu I 5 Tayka F npunapa u gyxu CG
koja craja teme C ca jemHoM TaukoM G crparmye AD
Tpoyrna ACD. Ilpema TteopeMu 6.20 Tayka G npm-
nana ayxu AB, 1). F je na nparoj CG xoja cuaja C c
TaYkoM Ayxu AB. Jlawie no gepummnujy 5.3 F npunaga G D 8
paBin ABC. Tyme je oBa TeopemMa ROKa3aHa. Cn 24

% Teopema 7.4 Axo je D iwmauxa iipase BC, no san
ciapanuye BC dupoyina ABC, idpasa AD tpuiiaga pasnu ABC.

Hoxa3sz Wm je B—C—D unu C—B-—-D (cn. 25). Heka je nanp.
B—C—D. Tayke A w D npase AD npunagaj)y no pedubunmju 5.3 parnu 4BC.
Heka cy E, F, G Ma xoje apyre Tauke mpaBe AD, 3a koje j¢e A—E—-D, F—
A-D n A—D —G. TloxaxuMo Ra ¥ Te Tauke npunanajy pasuu ABC.

Hocmatpajmo npeo tpoyrao ABD. Kako je A—E—D n B—C—D, mno-
CTOju 1o 1eopemu 6.13 Ttauka L Tako na je A—L—-C w B—L—C, nakne E
npunana upasoj BL, a oea npunana wo gedpunmmiu 5.3 pasuu ABC. Tlpema
Tome E mpumapa paBHu ABC.




INocMatpajMo 3atiM  1poyrao BDF., Kako j¢ F—A—D
noctoju mpema Teopemu 6.13 tauka M Taxko nma je A—M—B
nakne F upvmana npaso) CM, koja mpumama paBuu ABC.

HocMmatpamo Hajzax tpoyrao ABC. Kako je A—
—D—G n B—C—D noctom no akxcuomu I 5 taurka N
Taxo ga je A—N—B n G—C— N, paxre G npumapa
npaBo] CN, koja nmpunana paBuu ABC. Ilpema ToMe u
G npunajna paBuu ABC.

= o
?m
<0
[

nE

) TymMme je ngokazavo Ra cse Tawyke npase AD npu-
nama)y pasHu ABC.

Teopema 7.5. Ilpasa xoja cewe gee ciipanuue wpo-
yina ABC apunaga pashu ABC.

I oka3 Heka je @ Ta mpaBa ¥ Heka ceye Hamp.
ctpauuny AB y Tauxun D u crpawmny BC y Tauku E Fp—~
(cn. 26). Ylpema teopemp 7.3 nyx DE mpunana paBHW
ABC. Jloxaxumo pa v ocTaie Tayke Ipase DE mnpuna- Cn. 25
0a)y TO] DaBHIL

Heka je F Tauka 32 Kojy je D— E—F. Ilocmatpajmo 1poyrac ABF. Kako
je A—D—B uw D—E— F nocroju no akcomu 1 5 tayka M T1axo pa je A—M — F
m B-~F—-M. YIpema Teopemu 6.16 je B—M—C wm B—C—M. Axo je
B—M—C, F je npema neduunipjm 5.3 y pasuu ABC xao Tayka npaee AM.
Axo je mak B—C—- M, 1ayuxa M Je y TpPORYXEHy
ctpanuue BC, nakne npasa AM mpunana no ‘reopemMu
7.4 paBun ABC, pa u To pa tauka F npunajga paeBHU
ABC. laxne F je csakako y paBuu ABC.

Heka je G Tayka 3a xo)y je E— D —G. AHaynorsum

nocMartparmeM Tpoyrnia BCG Rpoxasyjemo ga U G npmu-
g [fana paBHu ABC. Trme je HaBeIleHa TeopeMa [OKa3aHa.

4. 3a paBaH }Ma OCHOBaH 3Ha4a] OBa TeopeMa.
{

Teopema 7.6. Ma xoje supu iiauxe wexe pagHu,
Cn. 26 Koje He upuuagajy jegnoj upasoj, ogpebyjy uly uciuy
pasait.
Hoxa3 oMo y TpH nena.

1. Hexa je D tauka usmehy B u C. [okasyjeMo MpBO Na Cy paBHU
ABC w ABD ucroBetHe. — JlokaXuMO Tpe CBeTa [a jeé cBakKa TavyKa paBHH
ABC yjemno Tavyka paBHu 4BD (cn. 27). IlocMarpajMo
pegoM mpase paBuu ABC, xoje ce moMuwy y neduHu-
HuijM S . 3.

FIpaBa koja mpona3u Kpo3 A ;M KpO3 HEKY Tauky
Ayxy BD ppunajga no gepuHmimjy S.3 paeuu ABD.
ITpaBa koja nponasm ¥po3 A M Heky Tauyky nyxu CD
npunaga no teopemu /.4 paBum ABD. [laxme cse mpabe
paBH ABC xoje mpomnaze kpo3 A wu Tayke Ryxu BC
npnnafla]y paan.n ABD, R 5 /K BN

paBa ko)a nponasy Kpo3 B v Heky Tauky E nyxm /
CA ceye nyw AD npema Teopemu 6.13 y Heko] Tauykn Cn. 27
F, Taxonaje A—F—D u B— F—E. Jlaxyie ¥ Ta npapa
npunafa no nebyHumju 5.3 paBHu ABD. Mcro Taxo u mpaBa xoja IpoJa3u
kpo3 C u Hexy Tauky G ayxu AB ceuye myx AD mnpema TeopeMu 6.13 y Hekoj

»
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Tayky H, 1axo na je A—H—-D u C— H~-G. Tlo Teopemu 7.5 npunama M Ta
npasa paBHU ABD. [axine u cee npae paBHu ABC xoje nponase kxpo3 B U
kpo3 7ayke nyxu CA u cse npase pasHi ABC xoje nponase xpo3 C M Kpo3
tagke nyxun AB npunanajy pasnn ABD. Cpaka Tauka paBuu ABC je Haxse
yjerHO Ta4ka paBuM ABD,

Joxaxumo A2 je M oDpHYTO, CBaxa Tayka paBHu ABD yjeqHO Tayka paBHH
ABC. TlpaBa ko0ja nposa3u Xpo3 A M Heky Tauky Iyxu BD npumana, oHurieRHo;
paBin ABC. IlpaBa koja npojiazu kpo3 B M Xpo3 Heky Tauky ayxu DA, ceue
nyx AC, npema axchioMu I S, y weko) Taukn E, Tako na je A—E—Cu
B— F—E, paxne npunaga papuu ABC. Hajsan npaBa xoja Tiponasu kpo3 D MU
Heky Tauxy E nyxu AB, npunana, npema Teopemu 7.5 pabau ABC. Tume je
NpBW €0 NOKa3a 3aBpUIeH.

2. Heka je D xaxBa Buno uyerBpta Tauka paBHu ABC, xoja He mpunaia
npaBoj AB. Joxaxumo Ha cy paBHu ABC ABD HcTOBeTHe.

IMpema pedunuimjn 7.2 Tayka D npunana tpoyriy ABC, MaH je y beMy,
WM u3BaH mwera. Ho cBaxako mpunana Hexoj NpaBoj Koja NMPOJIA3U XPo3 JENHO
Teme Tpoyrjiia ABC M Hexy Tauyxy HacnpamHe CTpaHHLE.

Heka je, npso, D y Tpoyrny ABC (cn. 28). Ilpema teopemu 7.1 D je
Ha nyxu AE xoja cnaja A ca HekoM TawukoM E cTpanuue BC. [lpema TIpeTXORHO
noxadasome pasaH ABC wucToseTna je ca parwM ABE, a osa ca paBuM ABD,
nakJie pasuk ABC m ABD cy HcTOBeTHE.

C

Cn. 30

Cn. 28

Hexa je 3atum D ya npasoj AE, ami uspaun nyxu AE (ci1. 29). Onet je
IpeMa OHOMe IUTO cMo mpetxomto (moX 1) noxasamu, pasad 4BC ucToBeTHA
ca pasud ABE, a osa ca paBuM ABD, naxne papun ABC u ABD cy ucToBeTHE.

Hcro Tako pacyhyjemo xaa je D Ha npaBoj xoja mponasu xpo3 B u xpo3
peky Tauky F ctpabuue CA, u To usBay npyxu BF (cn. 30).

- Hexa je, Hajzan, D Ha npaBoj CG, X0)a NpomasH xpo3

C C U Bexy Tauky G crTpannue AB, u To usBan ayxu CG
(cn. 31). IlpemMa oyoMe IUTO CMO J0Ka3anw moa 1, paBaH
ABC je uctoseTHa ca pasHM ACG, osa ca pasun ACD, oba
max ca paBEM ADG, a oBa, Haj3an, ca paBHH ABD. Hakie

a B
pasHH ABC u ABD cy ucrtoBeTHe. TuMe je U HpYTH Ieo
() IlOKa3a 3aBpllicH.
Cn. 31 3. Hexa je ABC nata paBaH, u L, M, N Tpu mMa xoje

IbEHE Tayke KO)e HE yipunaXajy jeaHoj Mcroj npasoj (e 32).
Kaxo Tauxe L, M, N we npunajgajy cee Tpu IpaBo) AB, Heka je HampHmep
L Ban AB. Ilpema npeTxofHo poxa3anome paBay ABC je HCTOBETHa Ca PaBHU
ABL. Kaxo M m N ne upunagajy obe npasoj AL, uvexa je wamp. M u3san
AL. IlpeMa owoMe wTO CMO nop 2 paoxasamu, paBaH ABL je UCTOBETHA ca
paBan ALM. Ilo mpermoctasuM N He Npunaza npasoj LM, nakie oneT, IpsMma
OHOME TITO CMO WO} 2 noxazanu, pasay ALM je uctoseTya ca paBuu LMN.

IIpema ToMme paBnu ABC u LMN Cy HMCTOBETHE.
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Tume je Teopema 7.6 Hoxa3aHa.s

5. IlpetxonHa Teopema onrosapa TeopemMd 6.4 o Npaso] U jemHa je on
HajOCHOBHUJHX TeopeMa o pabHH. Ciomuie 1mo 3paua)y cy criepehe teopeme. Ilpse
nBe oprosapajy TeopeMama 6.2 u 6.3 o mnpasoj,

Teopema 7.7 Kaxse iog dune i@pu tdauke xoje
ne uputiagajy ucidoj upaeoj, ilocidoju pasaH KOjoO]
e idpu wauke upuiiagajy.

Hoxa3. Kakse ron dune Ttpu Tauxe A, B,
C, xoje He TpHUmamajy MCTO] paBHW, MOCTOJU YKy-
nHOCT Tadaka M3 aedurmumje 5.3, Tj. moctoju pa-
BaH XOJy T€ TpM Tadke onapelyjy M xo0joj, mpema
TOME, OHE+«TPHIIAAa}y.

Cn. 32

Teopema. 7.8. Kaxee iog duse iGpu ihauxe koje He fpuiiagajy uciioj upa-
60], He UOCIOjU 8ulue 0g jegHe pasHu KOjoj tHe wWpu Wmauxe udpuilagajy.

Aoxa3. Papau ABC xojy oapehyjy tpu Tauke A, B, C, je YKYITHOCT
CBHMX Tayaka waBeOeHMX Yy HedMpHMUMjuM 5.3, Naxne MOCTOJH camo jerna paBaH
Kojy Te TpM Tauke onpelyjy. Kan Ou nocrojasia Hexa apyra paBaH K0joj OM
Takole mpunanane Ttauke A, B, C, To nakye He Ou duna paran ABC, Hero npyra
paBaH, onpeheHa TpumMa ApYyTMM Tawkama, peiivo L, M, N, Xoje HUCY MCTO-
Betne ¢ A, B, C. Tauxe A, B, C, bu npunanase paBuu LMN. Ho oo Teopemu
7.6 Ma Koje TPHU Tavyke HEXe DaBHH, KOje He NpuIaldajy MCToj npaBo), onpehyjy
Ty pasaH. Jlaxne M Tauke A, B, C onpehy)y pasan LMN, Tj. pasan LMN
je ucroserna ca paBuM ABC. [lakne, OBO je jerMHa paBaH K0joj npunajaajy
Tauke A, B, C.

Teopema. 7.9. Kaxsa iog busa jegna épasa u jegna thauka eawn ihe iipase,
uociuoju jegna u caMo jegna pasar Koja cagpXxu iy upasy u wy ilayxy.

Hdoxas. Hexa je To mpasa p M tauka P. Ilo nedummpgu 5.2 moctoje
Ha MpaBoj p nse pa3He Tauke A u B. Tauxe A, B, P Be nppma,[(ajy jeado] mpa-
BOj, IakNie MpemMa TeopeMama 7.7 u 7.8 mpumnagajy jenHoj M caMo 3611]—{0_] DAaBHH,
a mno ncdmmmujn 5.3 Ta PaBaH CaJpXH NpaBy p-. JlakJjie MOCTO)M jenHa M ¢amo
jenHa paBaH Ko0joj NMpHUanajy mpaBa p M Tavka P.

Teopema 7.10. Kaxse iog buse gee ilpase koje ce cexy, fiociioju jegHa
U camo jegna pasan Koja cagpxXu e gee ipase.

Jdoxas. Heka cy To npase p H g, 2 S wmUXOBa
3ajemauuka Tavka. Ilo mepuMHMIMIM 5.2 mocToju Ha p
jomt jemuHa Tayka P u cimyvo Q Ha ¢g. Ilo akcuomm
II 1 S je jenuna 3ajemHMYKa Tayka NpaBux p U g,
naxie tauke P, Q, S Re npunanajy jemnwoj Npasoj.
IMpema Teopemama 7.7 ¥ 7.8 MOCTOJM jenHa M CaMo
jenwa paBaH koja caapxu tauke P, Q, S. Ilo nedpubu-
IMjM 5.3 T4 paBaH CapXHM IpaBe p M ¢. Jaxjie DocToju
jeoHa M camo jenHa paBaH Koja CaApXM Npase p U 4.

Cn. 33 y Teopema 7.11. Axo #ipasa uma gee iuauke 3aje-
GHUMKE €Q HeKOM pasHu, oMa iipuilaga woj pashu.
Hoxa3. Heka cy Tto paBan ABC m mpasa MN (cn. 33). Jemna on Ta-
yaxa A, B, C cBakako HMje Ha mnpaBoj MN, Hamp. Tauxka A, gakiie M TAauxe
A, M, N oppebhyjy pasan. Ilpema Teopemu 7.6 pasuu ABC u AMN cy ncro-
BeTRe. Ho mpasa MN npunapa pasuu AMN no peprmyumjm 5.3, naxie npu-
mafga ¥ paBHu ABC.

3 BreMeHTApHa TeOMeETpHja
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._X 6. Cneneha teopema cagpXu y cedbu nosnaty Ilainosy Teopemy, Xoja je

T&M\ﬁ@mﬁﬁﬁﬁaﬁﬁj‘z‘ﬁ TeM?’T‘EUMt‘I‘pﬁjm cwoMa{akenoME Iy §9).

copema 7.2 Ao upasa, xoja iipuiiaga pdenu Hexoi iapoyiia, a he iipo-

AA3U MU KPO3 JegHO 1el08o WeMe, ceue jegHy Cilpanuyy ol Wpoying. oHa ceve
Jjow jegny u camo jegHy relosy culparuyy. -

Hoxa3s. Heka cy To Tpoyrao ABC u npasa a, H HEKa @ ce4e HAIp. CTpa-

may AB y Tauxu P. [lokasafiemMo nma a ceye joul jemHy CTpaHMIly y W3BECHO]

Tayku Q. IlpaBa o npumapa, npema Teopemu 7.11 pasHu ABC, nDakne 4 ma
Koja mweHa Tauka F, pasnuuumra on P, nipwnana pasun ABC (ci. 34).

Tauyka E je va crpaniuama AC unu BC Tpoyrna Unu je npema peduxu-

UMM 7.2 y TpOYrJly WM M3BaH kerda. AKo je Ha CTpaHUIiaMa, Teopema je
JlOKa3aHa.

Axo je tauxa E 'y Tpoyriy, npunana no gehumuuuju 7.2 gyxu xoja crnaja
C ca HexoMm TaukoM F nyxm AB (cn. 35). Kaxo npaBa a pe nponasu kpos C,
Tayka P je paznmuyuTa ol F, makie
Kao Tauyka IOyxHu AB, F npunana
npema Teopemu 6.20 caMo jemHO)
on nBejy nyxu AP u PB, paxne
je A—F—P wm P—F— B. Axo je
A—F—P, nocMartpajMo Tpoyrao
ACP. TIpema axcuomu I 5 nocroju
Tayxka Q Taxo na je A—Q—C u
P—FE—Q, Tj. npaBa a ceye nyx
AC y tauxu Q. Axo je P—F—B,
nocmaTtpajmo Tpoyrao BCP. Tlo
akchomu I 5 je B—Q—C u P—E—-Q, Tj. a ceye nyx BC y raukm Q.

Axo je E san Ttpoyrta ABC, no nchpmuuumjama 5.3 u 7.2 E mMOXe BUTH:

l. Ha npaBoj wTO Nposlazu kpo3 A M Hexy Tauky F nyxu BC, M TO Taxo
na je A—F—FE yvom E—A—F (cn. 36). Axo je A—F—E, nocMatpajMo Tpo-
yrao ABE. Kako je u A—P—B, nocroju no teopemu 6.13 Taska Q Tako Ina

Cn. 34

\ Cn. 36 Cn. 37

je B-Q—Fu E—Q—P, 7). a ceye nyx BF, naxne u gyx BC y Tauxu Q.
Axo je E— A--F, nocmatpajmo Tpoyrao BEF. Kako je v A— P—B, umamo no
akcuomMud I 5 B—Q—F u E—P—(Q, 1j. npaBa a cede mZyx BF, paxjie MU ayx
BC y Ttauxku Q.

2, Tauka E moxe OMTUM M Ha npaBoj IUTO NPoSa3u Kpo3 B M HEXY Tauxy
nyxu AC. Jloka3 je UCTH Kao Yy INpeTXONHOM CJyuajy. Tanma npasa a cede
nyx AC.
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3. Hajsan, £ Moxe Dutu Ha npasoj wTo nposasy Kpo3 C u Heky Tauky G
ayxu AB, v 1o Tako pa je C—G—F wm E—C—-G (ci. 37). Kako cy G u P
NBE pasHe Tauke nyxu AB, umamo no teopemu 6.15 A—-P—G wm G—P—B.
Axo je C—G—FE n A—P—G, nocmatpajmo Tpoyrao ACE. Tlo akcuomu I 5
nossoju Tayka @ Tako na je A—Q—C n E—P— Q, Tj. npaBa a ceve myx AC
y Hekoj Taukn Q. Axo j¢e C—G—FE u G—~P—B, 3axibyuyjemMo Ha HCTH Ha49MH
na a ceye nyx BC. — Axo je E—C—G u A—P—-G, npema TeopemMu 6.13
noctod 1ayka Q tako na je A—Q—C w E—Q—P, Tj, a ceye nqyx ACy
Tayku Q. Ako je E—C—G v G—P—ZL 3akjpy4yyjeMO MCTO TakKo na a ceue
nyx BC.

Jakne, npaBa a cedye CBaKako jemHy oX nHeejy ctpavuila AC u BC Tpo-
yraa ABC y wssecyo] Tadxu (. Tauke P M {J Cy JEAWHE 3a]cOHUYKE TAYKE Npase
‘a W Tpoyiiia ABC, jep axo mpaBa cede NBC Cipauuuc Ttpoyrna ABC, TpeMa ——
“Teopemu 6.12 Hé Moxe CeRM Tpeny CTpanniy. — 1HMe je Teopema 7.12 uom——“

7. Cneneha Teopema clellyje HenoOCpPEIHO M3 TIPETXOMHE :

Teopema 7.13. Ilpaea koja tipuilauga pasHu Hekol ikpoyina, d mHe #Hpoaa3zu -
Kpo3 Ibeiosa THeMeHa U He ceue gee weioée Cuipauue, He ceue Hu iwupehy
relogy ciipatuyy.

Pamu mouHuje NpuMeHe MOTpeSHa e, HAj3aJ, M OBa TEOpeEMa '

Teopema 7.14. Ilpasa a y pasuwu wpoyisa ABC, xoja #ipoaasu kpo3 wmayxy
M cagpxary y iliome ipoyiay, uma c¢ rwuMm geée 3ajegHuuke twauxe P u Q izaxo
. ga je M usmehy P u Q.

J oxas. IlpernocTtaBuMo NpBO I1a NpaBa a IIpo-
sla3® xpo3 JedHo Teme Tpoyriia ABC, permMo xpo3s C
A (en. 38). Kaxo je M y Tom Tpoyriy, no pnebuHu-
uujn 7.2 noctojM Tauyka D TaxBa na je B—D—C M 0.~ @
A—M—D. llpasa AD je HUCTOBETHA C a, HaKJje Tauxe M
A n D 3ap0BoJbaBajy ycJioBe IIOCTaBJbEHE Taykama P \
U Q y TeopeMH kOjy ROoXa3yjemMo, Tj. Teopema je noj A B
TOM NPETIOCTABKOM JOKA3aHA.
AXO mpaBa a He NMpoNa3M HMU Kpo3 jeano Teme Ca. 38
Tpoyrna ABC, mexa je oner D Tayka 32 KoOj)y je B—
~D—-Cwu A—M—D. IlocmatpajMo Tpoyrsie ABD w ACD. TlpaBa a cede mu-
XOBY 3ajefHMuKy cTpanmny AD, Hakje no Teopemu 7.12 ceue u crpamuuy AB
wy BD jepwor Tpoyrna M yjenHo crpanuny AC wim CD nppyror Tpoyrna, Tj.
c npaBa q cede Tajld JBe ¥ Camo IBe
2\ ¢ ,a on T™MX nyxu: AB u AC wm AB
9 u CD wm BD u AC (cn. 39).
Q Axo a ceye nyxu AB u AC
M peuHMo Oa cede npsy y P, npyry
\\ y O, 1j- na je A~P—Bwu A—
A P\ B s 8 —O—C (cn 39). Ilpema Teopemu
\ ] 6.12 npaBa a e ceue nyx BC.
Cr. 39 Ci. 40 Kaxo je M y Tpoyrity ABC, mo-
croju Tauxa E Taxo na je A—E—C
w B— M—EFE. Tlpasa a ceue crpalmue AB u BE tpoyrna ABE y Tauxkama P U
M, naxne npema Teopemu 6.12 He ceye cTpanuny AE, ma xako je A—Q—C
HA E—C, npemy Teopemu 6.15je A—E— Q. )IaKneJeA —P—~Bu A—E—Q,
a OTyR cneny]e no teopeMu 6.13 pa je P— M—Q, 1j. 1paBa a uma ¢ TPOY-
rnoM ABC 3ajemmuuxe Tauke P M O caodbpa3vo TeopeMu KOjy HoOXa3yjeMo.
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Axo a ceye nyxu AB w CD, Heka cy omer mpeceyHe Tayke P u Q, T).
A—P—B un D—Q—C (cn. 40). Umamo B—D—C u D— Q—C, pakre no Teo-
pemu 6.14 je B—D— Q. U3 B—P—~A u B—D—Q cnenyje nax 5o TeOpeMM
6.13 P-M—Q, 1j. m 32 Taj cnydaj Hallla TeOpeMa Je JOKalaHa.

Axo a ceye nyxu AC v BD, OIHOCU Cy MCTH K20 Yy MPETXOJHOM CITyuajy.
Jaxre yBex nmpaBa a mMa c TpoyriioM ABC nBe 3ajenHuuxe Tauke, P u Q Taxo
na je P— M — 0, xao WTO je Tpedasio NOKa3aTH.

8. IMTPOCTOP

1. 3a usrpafjusame reoMeTpuje Yy HOPOCTOPY HAPOYMT 3Hayaj MMajy Tpo-
ctopre akcuome npunagama II 2 u I 3. Cee Teopeme koje cMo Jocad M3HENU
ORHOCE Ce Ha ToJIoXaj Tauaka HA MpaBoj M Tayaka M mpaBuxX y paBHu. Cana
HNOKaXVMO MNPBO HEKOJMKO TeopeMa O y3ajaMHOM NOJNOXajJy Tauyaka, NpaBuX M
PaBHH, Kal CBM TH ,,JIAKOBM® HMCY CaipXaHW y jenHoj paehu. ITpso, Teopemu
6.6 Mo X0)0j U3BAH CBaKe IMpaBe NOCTOJM HajMalbe jeiHa Tayka, OAroBapa ciieneha:

Teopema 8.1. H3zean ceaxe pasnu tiociioju HajMaibe jegna HAuKa.

J ox a3 Hexa je @ xoja dano pasan. Ilo akxcmomu II 2 nocroje Oap
YeTMPH Tayke Koje He TPHUIANajy jefHO] pPaBHH, axJic HAJBHIUC TpH OF THX
TaYakKa MOrY NPUNANATH PaBHM o, Tj. MOCTOJH HajMame jelHa Tadxa W3BdH PaBHU o.

Teopema 8.2. ¥3 ceaxy pasan #lociaoju upasa xoja He fipusiaga @oj pasHu.
Y3 ceaxy iipasy uoctuoju gpyia #upasa xoja ¢ iipgoMm Hema 3ajegHunkux idavaxa,
HUIHU Je cagpRand € rbOM 3ajegho y jegHoj pasHu.

J oxa3. Heka je « xoja dwio pasan. ITo pedmrmomju 5.3 mocroje y «
Tpu Tauke A, B, C on Kojux HMjegHa HMje W3Mehy ocTane nBe, a IO TEOPEMH
8.1 mocTtoju w3BaH paBuM o Tauka D. ITo pepumummju 5.2 opasa AD nocrtojy,
aTd He Npunafa PaBHH o,

Heka je PQ Ma kxoja npapa. Ilpema Teopemu 6.6 MOCTOJU BaH T€ Npabe
Tayka R, a no teopemu 7.9 mocroju pasan PQR. IMpema Teopemu 8.1 moctoju
Tauyxa S u3BaH paBHu PQR, a RS je npaBa Koja HMje canpkaday paBEu PQR.
Ilpaee PO u RS HeMajy 3ajelHUYKE TadKe, jep Xad Ou Mmalie 3aje/{HUYKY TaqyKy
npunapaie oM mpema Teopemd 7.10 jenHO] paBEM.

Teopema 8.3. Axo vemupu wauxe A, B, C, D Hucy cagpxane y jegnoj pashu,
waga og Wux wayaxa Huxag wpu Hucy cagpixaxe Ha jegHoj upasoj.

Joxa3s Ilo Teopemu 6.6 u3Ban npase AB NOCTOjU HAJMABE jeAHA
tayka. Hexa je 7o 1auxa E. YIlo medununmju 5.3 tauke A, B, E onpelyjy pasaH.
Kan 5u ce detupm Ttayke A, B, C, D upumamane mpasoj AB, mo nedHRUIMU
5.3 npunanane ou pasuu ABE, mpotuBHO npernocTaBud. Ilpema ToMe, HajMame
jenHa on Ttawsaxa C, D He mpumaga mpaBoj AB, perumo Tauka C. Jlakie Tayke
A, B, C onpehyjy pasan. Kag 8w Tauxka D mpumanana npasoj AB, npemMa npedu-
HumMm 5.3 cee yerupm Tauke 4, B, C, D du npunaanane paBeu ABC, NpOTHBHO
NPETIIOCTABLIM,

IIpema Tome 1 C v D He npumanajy mpaBoj AB. VcTo Tako mokasyje
ce na HM octalie o luecr npasux AB, AC, AD, BC, BD, CD He cajgpxXe BHIlE
on nme mehy Taukama A, B, C, D.

2. Tlpehumo cam Ha Tpeceke NBEJy PaBHM M NpPECccK IIpaBe U PaBHH.

TeopeMa 8.4. Axo gse pasme pasnu umajy jegny 3ajegnuyky iBauky, OHe
uMajy 3ajegruyxy #paey, Koja #poanasu Kpo3 iy 3ajegHuuKy TRAYKY.
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Jd oxas Heka cy e M3 Te paBHU, A 32jeiHuyka Tauka. IlpemMa akcuomu
IT 3 « u B umajy jowr jenHy 3ajempudxy Tauky B. Ilo Teopemu 7.11 npabna
AB je cagpXara y paBHM o M, TAXO MCTO, Y paBHM B, Haxje AB je 3ajemHnuka
npapa THX paBHU. Ta mpasa npoyasu kpo3 A.

Hedmmmmja 8. 1. Axko nBe pa3He paBHV MMAJy 3ajelHMYKY MpPaBy KaXEMO
na ce ceky no Toj npapeoj. Ty npaBy HazsuBaMo ipeceyHoM UpasoM.

Teopema 8 .5. Jlee pasru ce cexy uau HeMmajy 3ajegHUNKUX haqaxd.

Joxa3s. Jlse paBHM HEMajy 3ajetHUYKHX Tadaka MM MMAJy HajMare
JermHy 3ajenHMUKy Tadky, 2 Taja ce npemMa TeopemMu 8.4 ceKy no jemHoj npasoj.
Haxne, nBe paBHM C€ CEKY WJIM HeMajy 3ajelBUYKMX TAYAKA,

Teopema 8.6. [se pasnu koje ce cexy Hemajy Hujegne 3ajegnuuxe wauxe
8aH iipage HO KOjOJ ce cexy.

Hoxas. Hexacy Pu Q 1Be Tauke Ha NpaBoj 10 KOjOj CE paBHM o U  CEKy.
Axo ®w, npoTMBHO TeopeMM, o M [ Mmalne BaH nmpase PQ HeKy 3ajeOHUYKY
Tayky R, Taga OH mno TeopemMu 7.8 paBHM « M P Ouie uctoeeTHe. [lakse a U
B Bemajy BaH npeceyHe NpaBe HHUjEHHE 3ajeHUYKE TavKe.

Teopema 8.7. Posan u iipasa xoja He Hpuilaga tHoj pasHu umajy jeguy uau
Hijegny 3ajegHuuxy idauxy.

M ok a3 Heka cy To paBan « M mpaBa a. Axo DM paBaH o M NpaBa a
uMajle OBe 3ajelHUYKe Tauke, npema teopemd 7.11 mpasa ¢ Ou mpunagaia
paBHM o. J[akjle paBaH o W NpPaBa g MOTY MMaTH CaMoO JEAHY MIH HHjeIHy
33jeqHMYKY TAYKY.

Jednuunuja 8. 2. Axo mnpapa M paBad MMajy CaMO jeOHY 3ajeHHYKY TauKy
K2aXeMO Oa TpaBa fipogupe Kpo3 paBaH N Aa paBaH ceye NpaBy. 3ajelfHHuKY
Taqyky Ha3WBaMO i4auvKoM Upogopa UM upecexa.

3. Kao 1mTo cM0 y mpoydaBamy paBHH TIOCMATpaM TpOyrao. Taxo fiemo
call y Upoy4aBamy IpOCTOpa IOCMATpaTH TeTpaenap.

Jedmmmuja 8.3. Heka Ka Ccy A, B, C, D Hetvpu Tauke Koje He _npunagaly _)%
_MCTOj paBHH. VxynHoCT Tpoyraocinx nospum (ABC), (ABD), (BCD), (CAD)
nasusahieMo wewpaegapckom Ho8pwu. Te YeTHpHU Tpoyra-

"OHETIOBPINM HasuBalleMo cidipanasa WU #b0CHUMa, 9ETH-
“puTauke” A, B,” C, D imemenuma,” a UIeCT NyXH KOJ€
““cnajajy no” ABa TeMeHa ueuyama TeTpaefapeke NoBpIUH
(cn. 41).

Tetpaenapcky mnospir umja cy TemeHa A, B, C, D
odenexanatiemo 3HaxoM (ABCD).

JNepmmmuja 8.4. 3a Tauxe xoje cy usmely Tauke
A M Hexke yHyTapme Tauke Tpoyraose nospiuu (BCD) umm
usmelly B M Heke YHyTapme TadKe TpPOYraoHe HOBPLIH
(CAD) um uaMebhy C M Heke YHYTapme Tadke TPOYraoHe Cn. 41
noppo (DAB) wiv usMehy D U Heke YHYyTapme Tayke
TPOYTraoHe HOBPLUM (ABC), kazahemo pa cy ¥ TeTPaeHapeckoj NOBPIIH (ABCD).
3a Tauke Xoje HE NpUNanajy TeTpaciapckoj MOBPITH HUTH cy y mo0j kazahemo
Ia Cy U3BAH e,

3a Teme TeTpaenapcke NOBPIUM M FETOBY CTpaHy Koja HE caapXH TO TEME
kazahemo Oa cy jemno waciipam Rpyrora. VI 3a nBe HBMLE TETPacOapCKe IOBp-
I, Koje HeMajy 3ajenHUukux tauaka (AB u CD, BC u DA, CA v BD) ka3a-
heMo pa cy nacilpamue.
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JAedanmuja 8.5. VkynnocT tavaka TeTpaenapcke MOBpPLUUW W CBUX Tavaka
KOje Ccy y B0j HasuBahemo iweidipuegpom. CTpane, WBHMLE H TeMeHa TeTpacHap-
CKe DOBpUIM HazuBaheMo cilipaHama, usuyama U WeMeHuMa TOT TETpaenpa.

VxyuHocT Tayaka koje cy y TeTpaedapcko) noBpWU HazuBahieMO pHyupaiu-
roowhy, a yKYNMHOCT Tavaka Koje Cy W3BAH e Ciloamquirowhy TeTpaenpa.

Tetpaenap unja cy temena A, B, C. D obenexaraMo 3nakom ABCD.
4. JloxaXMMO TeOopeMy KOja OIroBapa TeopeMH 7.2 O paBHM:

*- _ Teopema 8.8. Axo cy A, B, C. D ueiqupu iaure xoje ne upwiagajy uciioj
pasku, c8aKA WAYKA Koja je
usmely iaauxe A u Hexe yHyuipawurse igayxe upoyiaone uospuu (BCD)
iiaxole je
uzmeby imauxe B u wexe yHyilipausse itiauxe wpoyiaone nospiuu (CDA)
u iuaxobhe .
usmehy iwauke C u Hexe yHyuwpawrse wauke wmpoyiaone uospuiy (DAB)
u waaxohe
usmehy iwauxe D u nexe yuyiapawrse inauxe iwpoyiaoue uospwu (ABC).

Joxas. Heka je P Tauka usMmehy A 1 Heke yHy-
Tapme Tauke E Tpoyraowe mospuin (BCD) (cn. 42). [o-
KaxuMo Ha je P Takohe usmelly B u Hexe yHyTapme
Tauke F TpoyraoHe noepum (CAD).

Kakxo je E y Ttpoyrmy BCD, npeMa nedyruumin
7.2 noctoju Ha ayxu BC Ttauka K Ttaxo ma je D —E—K.
Tauxa K npunana pasuu BCD, a Tauka A je npema npet-
NocTaBlld BaH TE paBHM, naxne W BaH npase DK, Ti.
Tayke A, D, K cy Temena Tpoyrna, ma kako je D—E-—

Cr. 42 —K v A— P—E, nocroju npema akcuon ) 5 Tauka H
) Tako pna je A—H—Kn D—F—H.

Karo e A—H—K v B—K—C noctoju npema UCTO] axcuomu Tauxa L
Tako na j¢e A—L—C w B—H—L. Kako L npunaga pasuu ACD a B je no
NIPETTIOCTABLM BaH T€ paBHM, Tayke B, D, L cy TeMeHa Tpoyria, Ia Xaxo je
B—-H—-L u D—P—H, noctoju Tayka F Tako na je D—F—L w B—P—F, Tj.
P je uamelly B m Heke ygyTpaluwe Taike Tpoyraowe noppiid (CAD).

Hcro ce Taxo poxasy)y octajia nBa TBphema
y teopemu 8.8, Tume je T1a Teopema JoKa3aHa.

‘
1
]

)

1
)
]

5. Pagun ofjamumema uayher minarama npu-
METMMO 12 Y€THUPM paBHH Koje caJpXe CTpaHe
JEIHOr TeTpagmpa HeJIe FIpoCTOp Ha MNEeTHaecT He-
noea. Hexn on TMx meyoBa cy y cmuiM 43 ucta-
KHYyTH THME IUTO Cy €€ IOMEPHIIM MaJlo U3 CBOT
nonoxaja. TMX NeTHaeCT NEJIOBA jeCy: YHYTPAIUBbOCT
TeTpaelpa, Nd YHYTPALIKOCT 4eTMpH porisa, XKao
mTo je y chumm 43 oHaj ¢ TeMeHOM D)) (#eroBo
TeMe je y UCTHHU D), 3aTUM YeTHPH OOJIACTH Koje
JUde Ha TPOCTpaHe 3apyOibeRe mupamuie (Y clMuu
je MCTaxHyTa jemHa, ¢ TeMeHuma A,, B, ()); Haj- Cn. 43
33 LIECT OONacTH CJWYHE KPOBOBMMA Ca CJieMe-

HoM (y CJIMIM je MCTaxHyTa jenHa opakBa oOJiacT, ¢ TeMeRuMa A, u D).
Ha ocuosu § 10 To ce MoXe Jlako NMOKa3aTH.

3acan nomumeMoO TO 34TO, Ha Ou ce NAKWIC yBHJIENO, MAa C& Tayke TIIpo-
CTOpa Hallaze OWJIO Ha TPaBUM Koie NpoJiaze Kpo3 NojefMHa TeEMEHa TeTpaejapa
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Y Ta4YKe HACMPAMHHX TPOYTraOHAX NOBPLUY, OWJIO Ha mpaBUM KOje Npofiaze Kpo3
Tayke HA MAPOBMMA HACIPAMHHUX FelOBHX MBUIZ (OBE ToCHedme Npofia3e Xpo3
obractd nocneamwe BpcTe). OBY YMKeHULY KOPUCTUMO Jia DUCMO HPOCTOP
JieHHUCANM CSTHYHO Xao INTO cMO AeMHUCANM paBaH. VY Halloj, TPOAUMEH3HOHO)
reoMeTpyM NMOCTOJH CamMo JeaH NPOCTOP, HOK MMa OECKOHAYHO MHOLO pPABHU.

-_'-\}Iedmnmmja 8.6. Hexa cy A, B, C, D HeTmpu Tauke Koje He Opuiagajy
UCTO) PaBHH, YKYMHOCT CBMX TPaBMX KOJE MpoJiase

Kpo3 Tayky 4 M Ma Kojy Tadky Tpoyraowe nospuu (BCD),

Kpo3 Tauxy B W Ma Kojy Tadxy Tpoyraone mospmud (CDA),

Kpo3 tayky C U Ma KOjy Tayky TpoyraoHe mospmum (DAB),

Kpo3 Tayky D M Ma Kojy TayKy Tpoyraowe MOBPIIH (,_ciBC),
3aTUM

KpO3 M4 KOjy Tayky Ayxu AB u ma Koy Tawky ayxu CD,
Kpo3 Ma Kojy Tayky OyXu BC u ma koJy Tauky nyxu DA,
Kpo3 Ma Kojy 1auxky nyxu CA w Ma Koly Tauky nyxu BD
Ez_m_aaﬁcmo Upocuiop.

) O Taqxama A B C D pebu hemo na ogpebyjy Ttaj npo crop

6. Cnenehy TEOpEMY ,Z[OHOF/IMJ paau poka3a Teopeme 8.10.

%{eml 8.9. Axo ¢y A. B C.M, N wia igauarae og xojux Hukakee
ueiupy I lipuilagajy jegnoj pasuu, waga paeiu AMN, BMN, CMN cexy paean
ABC #io t@ipuma pasnum Gpasum 0g Kojux Hajmaree jegHa ceue Hexy Ciapanuyy
wpoyira ABC.

J ok a3 Kako weTHpu oa JaTHX NET Tayaka He OPUNAAajy jemHOj paBHH,
3akibydyjemo~a cy pasuu AMN, BMN, CMN Tpu pasHe paBHH (cn. 44). Onre
mwajy ca paBuu ABC no jenny
3ajeNHUYKY TayKy, HaWMe, DPEroMm
A. B, C. Jlaxne nmpeMa TeopeMu
8.4 npBe TpM paBHH CEKy paBaH
ABC o u3BecuuM TpaBuM a, b, c,
Koje mpoJsase penoMm kpois A, B, C
u mehy codboMm cy pazsdumTe, jep
Kalx &M ce mBe MOKJONUIE, NOKSIO-
nune oW cc M nBe OXN NPBHX TpHJY
pasuu. Tume je mnpBo TBpheme
OBOT CTaBa AOKa3aHo.

Pasnu AMN, BMN, CMN
ceky U paBaH ABN mo u3pecHMM
npasuM a,, by, ¢,, Koje nponase xpo3
I ieAHUYKY TavyKy N CBHX THX 4e- Ci. 44
TUPH paBuu. W To ¢y Tpu pashe
npase, jep kag OM Ce JBe MNOKIONMIE, IOKJNONJE OU ce M IBE OJf TIPBUX
TPUJy paBHM, CYNpPOTHO MPEeTNOCTABILM.

Hexa je K Tauka Ha c¢;, pazmuiuta o N u 3atuM (mo akcuomu I 3) L
Tayka Ha c;, tako na je N uamely K u L. Axo ce nipase AB M ¢, cexy, npet-
noctasuMo na ¢y K u L paznuuure on NpeceaHe Tauke. Tagka C je BaH INpase
¢y, Jep ¥an Oun duna Ha ¢;, Swia M y paBi ABN, cynpoTHO TNpETNOCTaBIM
Ja on HAaTHX NeT Tadaka YeTHPU HHCY Yy jeaHoj pasuM. Jlakse nocroju Tpoyrao
CKL. Tipaa MN cege weroBy cTpanuny KL y Tagku N, pnaxse npema TeopeMM
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7.12 ceye jolu JelHy M camoO jeIHY BeroBy cTpaHuuy. PemiMo na cede crpauuuy
CK, Tj. ma He ceye cTpanuny CL.

Kako Tayxa L nuje Ha nparoj AB, tauxe A, B, L onpelyly paBan mHcTo-
Be1Hy C paBHK ABN, nma kaxo je Tauka Ny TOj paBHM. HAjMare jellHa O] MPaBUX
AN, BN, LN (1j. a, by, ¢;) cede mnpema npepuvHMUMid 5.3 cTpaHuuLy Tpoyria
ABL. JJoxaxuMo Ia y CBa TpM OBa Cjydaja jenHa ox TpMjy npasux a, b, ¢ cede
jendy ctpanuny Tpoyria ABC. TlocmaTpajMo peoMm Tpu moryha clyyaja.

1. Hexa a, cege crtpanuny BL tpoyriia ABL y usBechoj Tauxu D;. Tauxa
C Buje y paBHu ABN no npeTnocTaBmM, Aakie WU Ha npaBoj BL, paxie moctoju
Tpoyrao CBL, a Tauka D, jc Ha meroBoj cTtpavhuu BL. Passu CBL u AMN
Cy IBE pa3He paBHM, Jep Caapike CBUX NeT NATHX Ta4yaka, a Tauyxa D; mMm je
3ajelHMuKa, NaKJe Te ABE PaBHU CEKy C¢ IO U3BECHO] npaeoj d. V paBuu CBL
npasa d ceye cTpanHuny BL tpoyrnia CBL y Tayxu D, a pe nponasu kpos C,
jep Tauka C je BaH pasHM AMN, xoja canpxu npasy d. dakie npeMa TeopeMM
7.12 npara d cede u jemuy on nBejy crpavMua BC u CL tpoyrna CBL.

Axo by mpaBa d cexna ctpanuily CL y wzBecnoj Tauku D, opa &1 Tayka
Dwra Kako y paBum CMN Tako W y paswv AMN, naxje na upaBoj MN. Oso
ce TIPOTUBM JpeTnocTaBiy na mpaBa MN He cewe nyx CL. Hakpe upasa o
ceue crpayuny BC tpoyrna CBL y wu3secHoj Tasku D. Kako Tawka D npu-
nana pasbuma AMN u ABC, npuuamga npasoj a. [axne mpaBa a ceye cTpaHHny
BC tpoyrna ABC, caodpasno TBphemy mOCTaBibeHe Teopeme.

2. Heka b, cewe crpanruuy AL Ttpoyrna ABL y wexoj tauxku E,. Ilocma-
TpameM Koje je aHANoro TpeTXOAHOM A0Ka3yjeMo Ja Taja YipaBa b ceue CTpagMlly
AC Ttpoyrna ABC y mexoj Tauku E. (V mperxomxome Tpeba camMo M3BpIIMTH
onrosapajyhe pasmene ciiosa.)

3. Heka ¢; ceue ctpanuuny AB Tpoyrna ABL y usBechoj Tauku F. Kako
Je ¢; y paeku CMN, Ttayka F npunana pasHuMma ABC v CMN, Tj. npasoj c.
Ilpema Tome npapa ¢ cewe crpaumny AB Tpoyriia ABC.

Time je y cBa Tpu moryha cnydaja moka3aHo Oa jefHa OX TpPMjy NpaBHX
a, b, ¢ ceye ctpanuny Tpoyriia ABC, a oBuM j¢ Teopema 8.9 poxasana.

7. Tlomohy npeTXomHe TeopeMe MOXeMO [oxa3zaTH ciaenehy, koja uma
OCHOBaH 3Hauaj 32 rojaM MpocTopa.

Teopema 8.10. Kaxas iog buo
wuemipacgap ABCD, cee iaayxe ca-
gpXRaHe cy y upociuopy xoju je ogpe-
bhen mauxama A, B, C, D.

Hoxas. Hexa je P ma koja
Tayka (MHOWUTRBA TayaKa IUTO MPOY-
9aBa O0Ba rEOMETPHIA).

Axo je Ttayka P y pasuun ABC,
npaBa AP ceue npema nedpMHUUMIK
5.3 nyx BC, unu npasa BP ceue Iy
CA, wmt npaBa CP cede nmyx AB,
[lakJle, INOCMAaTpPaHO MWCTHM PenoM,
npasa AP npomazu Kpos Tauxy Tpo-

Cn. 45 yraowe ynoppiv BCD, mnu npasa BP

NpoJjiasM Kpo3 TauyKy TpoyraoHne NnoBp-

um ACD, wau npasa CP npoJia3u Kpo3 Tayky Tpoyraowe nospiud ABD. Jlaxne no
nebuumipgyn 8.6 Tavka P npunaya npocTopy KojM je onpeheu ‘Taukama A4, B, C, D.

VicTo Tako Toxa3yjeMO ha je Py TOM IpOCTOpy ako je y' paBHu BCD
wiu CDA wnu DAB.
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IMpernocTaBuMO yia je Tayka P BaH YEeTUPH PaBHU XOJUMa NpHOALAjy
cipane Terpaeapa ABCD, paksne na on net tasaka A, B, C, D, P Hukaxse
4eTHPH HMCY Y jemHoj paBHM. YO4UMO KoOjy Ouno crpauy Tterpaeapa ABCD,
peinmo ABC (cn. 45). Tlpema Teopemu 8.9 Tpu pasuu ADP, BDP, CDP cexy
paBvu ABC mo Tpuma pa’yum npaBuMa a, b, ¢, Koje Tiponase peloM Kpo3
Tayke A, B, C. u HajMam2 jemHa o4 TUX TPH]Yy TIpaBMX CEYe jJEOHY CTPaHMIly
1poyrita ABC.

Hexa wanp. npapa a ceue nyx BC y u3BecHoj rauyku E. FlpaBa AD wma
npema Teopemu 8.7 ca paun ABC camMo Tauky A 33)enHUMKY, NAKNE HE CaapKu
tauxy E. Tlpema tome A, D, E oampelyjy paBaH Koja je MCTOBCTHA €A PABHU
ADP. Tlo nmedunuumju 5.3 nmpaBa AP ceye myxx DE wnu npasa DP ceye nyx
AE wiu npaBa EP ceue nyx AD.

Axo mnpasa AP ceue pyx DE y uexoj) Tauyku F (cn. 45), oBa Tagxa je 1o
nepmuuumin 7.2 'y Ttpoyrmy BCD, naxie Tauka P je Ha IpaBOj Koja IIpoOJIasH
¥xpo3 A ¥ xpo3 Tauxy TpoyraoHe mnoepumy BCD. Axo mnpasa DP ceye nyx AE
y Heko) Tavyku G, osa Tauxa je y Tpoyrnmy ABC, nakne Ta4yka P je Ha MpaBoj
Koja mponasyu kpo3 D M Xpo3 Tauky Tpoyraouwe noBpmu ABC. Axo mpasa EP
ceue nyx AD y wekoj taukv H, Tadxa P jc Ha npaBoj KOja Mpena3u Kpo3 Tadyke
E w H Ha nacnpamuuM uBHuamMa BC u AD Terpaenpa, V cpa TpM ciyuaja
Tayka P npvmnana no pepuunumju 8.6 npocTopy koju je onpehen Taukama A, B, C, D.

Ucto Tako ce nokxasyje u ako npaea b ceye jgyx CA wau TaK npasa ¢
ceye nyx AB. Vmex Tauxa P npumana TmpocTopy KOjM je onpeheH Taukama A,
B, C, D. Tume je Teopema 8.10 -nokasana.

8. Can w3somumo nako ciepehe Teopeme, xoje Bpene camMo y TPOJIHMCH-
3HOHO] TeOMETPUjH.

Teopema 8.11. Csaxe uetwupu itdauxe Koje He iputiagajy jegHoj pasHu,
ogpehyjy jegau ucidu apociiop.

Hoxa3 Hexa cy A, B, C, D yeTupu TayKe Koje HE NpHNanajy jeaHoj
paBHH, 3aTum A', B, C', D' pgpyre ueTupu TaxBe Tayke. Ilpema npeTxonuoj
TEOPEMH CBE Tauyke Cy Kako y mpocTopy koju je oxpelen Taukama A4, B, C, D,
Tako y NMPOCTOPy KOjU je onpeher Tayxama A’, B, C', D’. Jlakne, cBe Tadke
KOje ¢y Yy npBoM JpocTtopy, Takohe cy y mpyroM. n obpatHo. Ilpema Tome
oda 1MpocTopa cy UCTOBETHA. -

Kao werocpensy mocnemuuy ose Teopeme uckasyjemo cienehy:

Teopema 8.12. V osom uzsohery ieomeduipuje dociuoju camo jegar Gpociiop.
Moxemo noxazat W cnenechy Teopemy:

Teopema 8.13._@gc1?op Je yKyaHocui ceux wmavaxa.

HNoxkas. Ilpema geduumumju 8.6 npocTop je u3BeCHA YKYNHOCT TAYaKa,

a mpeMa Teopemu 8.10 Ta ykymHOCT cafdpXu cpe Tayke (MHOIUTBa IUTO [pOY-
yaBa OBa reoMmeTpuja). Jlakiie nmpocTop je YKYyIHOCT CBUX THX Tayaka.

Hoka3 cnepehe TeopeMe NpenyiTaMo YHTa0Ly.

Teopema 8.14. Kaxas iog éuo wmeiupaegap ABCD, upocidop je ucitioseiiaan
¢ yxyurowhy pasnu xoje cagpxe uo jegny usewyy theiwpacgpa ABCD u jegny
tdauxy Hacipamwe ueuue.

HanomMerna Cnuuno nocmaTpame Hanasu ce Bseh y cnumcy Ulypa ,,0
ocHoBaMa reomerpuje*, IIpocTop OM ce morao neHMHMCATH W KAaO MHOLITBO
CBUX Tayaka 3a KoOje Cy MCIyH:eHe AKCHOME pacmopena W canpXapamwa. Tana
On Tpedano Nokazatu u3Melly ocranor u cnenehy Teopemy:

* Mathem. Annalen, 55 (1902).
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Kakas ron Ovo terpaenap ABCD, ceaka rauka P (nmpocTopa) je Owio Ha
npaBo, KOja NMpoJya3u KPo3 jenHO TEME TOr TeTpaenpa ¥ Kpos ma KOJy T44Ky Hbe-
robe HACIpaMHe CIpaHe, DMIIO Ha TpaBOj KoOja NpoNiasy Kpo3 jpe Tauxe HaA
IBeMa HacnpaMHWM UBHIIAMAa TOT TeTpaeapa.

Hedwrvumja 8.6 mpoctopa, nonasehn ox TeTpaelpa, aHanora je ne@mn-

umjn 5.3 pasry M 3ampxana OM CBOJy BPEAHOCT 'y YeTBOPOIMMEH3NOKO] IMa W

BUIIENMMEH3NOHO] EYKITMIOBCKO] TEOMETPMjH, TOe BHILIEAHMMEH3MORM NPOCTOPH
caipxe DeckpajHO MHOIO TPOIMMEH3HOHHX NPOCTOpA.

V nokazyma Teopema 8.9 m 8.10 dutHa je ynora axcuome Il 3 mocpemno
npexo TeopeMe 8.5 mpema X0joj ce IBe pPaBHY, KOje HMMAjy jelHY 3djelHMYKY
Ta4YKy, CeKy MO Tpaso]. ¥V 4YeTBOPOAMMEH3HOHOM NPOCTOPY JBE PABHU MOIY,
HampoOTUB, UMATH CaMO jellHY 3ajennMukxy Tauxky, IIpexo Teopeme 8.5 axcmoma
I1 3 omoryhyje 3ak/by4yak pa TpPOAMMEH3IHOHM Npocrop, oapeben kojum Opuro
TeTpaeApoM ABCD, canpxe cBe Tauyke, HOaklle Jda TPOCTOP KOJH FNPOYy4aBaMo
HEM4 BUIUE OJl TPM AMMEH3HJE.

9. MNocye gepuHUuMje MpocTopa MOXemMO u3pehu neduuyLMjy reoMeTpuj-
CKOr JMKa cnenchum pevunma:

- Hedpunmmja 8.7. CBako MHOLITBO Tavyaka y WpocTopy HasupafieMo feome-
fipujekum aukom MM, xpahe, suxkom MM Guiypom.
© ITpeMa OBOj OMIUTO) JNeDUHMUMUJH MK CE MOXKE CACTOJATH M3 KOHAYHO MM
n y3 DeCKOHaYHO MROTO Tawaka. Harpumep, Tpoyrao je JIMK, a M YKYNHOCT
Tpujy Tayaka je JIUK. Tayka je y HalleM M3BOhewy reomMeTpuje OCHOBHMU UK.

9. O XWIBEPTOBHMM AKCHMOMAMA BE3E U PACIIOPEJA.

l . XundepT y3znma y CBOM TO3HATOM J¢ay Ocuope re0MeTpme“ wayxy,
iipas g6gH 33_OCHOBHE NOJMOBE. Jlakie MpaBy n paBaH He NepUHHINE, 2ITH
3aT0 je Bpoj akcmoma Mpunajamwa (y cTBapu: Be 3e) y mera Belim Hero y
Hac., YMeCTo ,,excruMuuTHUX neduHMnvja’ mpase w pasHu Mopajy, HammMe, Nohu
onrosapajyhe ,amruivuktHe nebuvimumje’. Ha nmpumep Teopema: ,,Kakse iog
buse - gee iuaquxke, véex ilocilioju iipasa Kojoj fue gse iuauxe ipuidagajy’ (Mnn.
»,koja iie gee wmauxe cagpxu) y Xunbepta je axcvoma. Peuw ,canpxu‘‘ (mmm
,.JIDHIIafd*") He O3Havyje cala BMILE NOjaM TeopMje MHOLUTAB4, jep He MoJa3zmMo
BMILE Of NpaBe Ka0 Ofl MHOUITBA TYauaka. Y moueTky XunbeproBa H3JNaramba
IpaBa Ce HC OJHOCM TpeMa TAYKM Ka0 W3BECHO MHOINTBO NMpeMa CBOM eJie-
MenTy. HbeMy Ccy M mpaBe M paBHY €JIeMEHTM NPOCTOPaA.

V crBapH, akcyoMe npunaiara Ha3uBajy ce Mo Xuadepry akcMoMe Be3e
(HCMa‘{KM Verkil fn*xfg)) JEp_TE_ThMMA YCIQCTARIRA W3BECHA ,,Be3a‘¢ HBMeby

— s

y _cMucny. TEOpUje_MHOILTARZ.

Xundept pasznukyje o0 ¢ a M akcvoMa Bese. MckasyjeMoO MX HELITO APYTHM
peunma Hero XwidepT, TakoO Ja C€ WCTAKHE YNOra OCHOBHOT OIHOCZ, 34 KOju
ynorpebibasamo (CaodpaszHo HalueM je3uky) ped mpumnagaTu*. Axkcmome Bese
JepuHMITY  UMIUTMUMTHO (Y3 Tayxy, NpaBy W DPaBaH) Ta] OCHOBHH TIOjaM.

1 X. 3a gse mauxe A, B iiocisioju yeex ipasa a kojoj iHpuitaga ceaxa og
obejy mauarxa A, B.

4

* Tayumju npeBoj THX akcuOMa MOXe ce HWahu Ha ctp. 4 nmesa: JI Xusbepid, OcnoBe
reomerpuje (Beorpan, 1957). Bugu w H. B. Jegpumoe, Bua reomcrprja (bBeorpap, 1949),
c1p. 39, 40, mperena M. Jajoeub.
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I 2. 3a gse wmauke A, B ne iiociuoju euwe og jegne Upase rojoj fipuuaga
csaka og obejy wmavaxa A, B.

1 3. 3a csaxy ipasy uociioje, najmaree, gee imauxe koje joj tpuiagajy.
llocuioje, HajMmarve, Wpu iauke Koje ne ifpuiiagajy jegnoj #pasoj.

I 4. Ma 3a koje iupu wmauxe A, B, C, roje ne #puiiagajy uciioj iipasoj,
Hociioju yeexk pasan o. KoOjoj dpuilaga csaka og wpujy wavaka A, B,
C. 3a ceaxy pasan nociuoju, HajMaree, jegna iGauxa Koja joj #puiiaga.

1 5. Ma 3a koje fwupu imauke A B, C kroje ne upuningajy uciaoj tipasoj, ue
Hoctuc;u euwe og jegne pasHu rojoj iiputiaga ceaxka o0g fpujy @ayaxa
A, B C.

I 6. Axo gee tnauke A, B, #@ipase a lipuiiagajy pashu o, csaxa idauka upage
a Upuaaga pasHu o.
Axo jegna viauxa A fpuiiaga geema pasHuma o, B, UOCTIOjU HAJMEIbC.
Jow jegna wmauxa B roja dpuiiaga obema pasnuma o, f,
L 8. llocioje, najmarve, wetdupu uwiauke xoje nme #puniagajy ucidoj pashu.
Tawmnje npeBeneno. Xunbeprt nonasy oa wspasza ,gnagarv 3ajeiHO* (Zusam-
EEQEWMOM(& BE3e INacy NOCNOBHO: ,,Kaxse iog buie
%W@giw%inmjeguo Cd C6GKOM 0g (haxaxa
, B. V pamuM akcuoMama Be3e CNyXMH ce PVIVM H3paxaBameM. [akKo Yy
Tpeho] axcuomyu crojm: , Ilocoje, najmalse, tdpu Hlauke Koje Ne JaeXe Ha jegHej
upasoj‘‘ yMecCTO: ,.K0je Me cuagayy 3ajegro ¢ jeghom fpasom*. Ilomasuu onHoc
M3paXeH pevynma ,,CrajaTy 3a)e)mo“ JE y JIOrM4KOM TMOIJIeNly CHMMETPUYAH
ONHOC, Jep KA Je Tauka Ha NPaBoj, MOXE CE y CMMCIY ‘(nnﬁep‘ra pelin ,,Ta4xa
cnaja 3ajefiHO Ca MpaBOM’, a MCTO TAKO ¥ ,,MpaBa Crnafa 34jeHo ca TAYKOM®,
OpHoc npvmanara je OOMYHO HecUMeTpMdYaH ORHOC (,,TA4Ka Npurand IpaBojc),
2. XunleproBe axcmoMe pacnopena nedHHUILy WMITULUMTHO OCHOBHM
nojam ,,u3mely‘‘ w rnace:
11 1. Axo imavka B rexu usmehy mavaxa A u C, A B C
iwaga cy A, B, C ypu pazune iliauxe jeghe
upage u B aexuy wuarohe usmehy Cu A (cn. 46).
Il 2. Kaxse iog obute gse iaawxe A u C, ysex dociioju Hajytore jzgha
tuauva B wua #pasoj AC, iaaxo ga C sexu uzmehy A u B (cn. 47).

II 3. Og ma xojux wpujy Mauaka tpase He fociwioju guaue

Cn. 46

—K—E——”‘é__ 0g jegn: koja aexu uimehy owe gpyie ¢ee.
Cr. 47 _ I1 4. Hexa ¢y A, B. C wmpu ifnauke roje ne nexe Ha

JjegHoj upasoy u nexa je a upasa y nasHu ABC, koja
ne #ponazu nu Kpos jegHy og wmauaka A, B, C; aro iwaga tipasa a fiposasu
kpo3 mauky gyxu AB, ona mopa uposozuiiy kpo3 tdauxky gy.xu AC wm kpo3
taauxy gyxu BC.

Kaga y ™M axcuomama CTOJH na Tauxa TeX¥ wa mnpasoj, WM a4
npaBa nmpojya3yd Kpo3 Ta’gKy, TO _]C CaMO JOpyrvu HauvyuH mpaﬁcaBa}ba 3a
Wcka3: Tauka nmpunayga npaboj. CaMo ,,u3Mely‘‘ je HOB OCHOBaH Tojam.

_MWWOBOM axcyomMoM, Henpelx
Te aKCHOME PT JIOHOCH nepUHAILM]Y Ryxu. ITlpumerumo aa ‘pew ,,min
HeMa Y TOj AKCHMOMM JIMCJyHKTUBHO 3HauYeme, Tj. 0De MOryhnocTn, na npasa a
ceve ayx AC wm ayx BC, TOM 2KCHOMOM He JNCKJbydWyje ce y3ajaMHO. LRpu
ce CaMO Jla NpaBa 4 cedye BMUIE Ofl JEHE CTpaHMuUEe TPO a He
MOXE Celii CBE TpP¥ CTPAHMLE, MOXE WWW‘
T3 Xundeprose akcioMe 1 u 11 jecy MIM MCTOBETHE C HAIMM 4KCHOMAMA
I u I nnu ce M3 OBMX MOTY M3BCCTM, M 0oDpaTHO: Hawe axcHome I u Il jecy
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WK uctoBeTHe ¢ XundeprosuMm axcuomama 1 u Il Mim ce M3 OBHX MOTIY K3BECTM.
Haxne cBe TeopeMe KoOje ce MOry JoKa3aTH W3 XundeproBuXx akcyoma I w Il
MOry ce goxasary M u3 pawux akcioMa I um II, u obpartso.

Kan nocrojy opakae oanoc msmelly B2 CUCTCMA OCHOBHMX M3pasa (O

i —— e g an v -
o~

“foee alccuome Iy II M Hame a'KCMOMe [ u Il oSpa.ay_]y _3ajedHo c om'oaapajy-

"KM OCHOBHMM [ M3pa3uMa lma eKBuBaneHTHa cucreMa

e —— R

3a)lp)l(HMO CE Ha aKCMOMaMa

Ilpe ceera, Xundeprose akcvome I 1 ¥ I 2 mcroreTne cy ¢ HammMM Teope-
MaMa 6.2 u 6.3. IIpeu neo Xwrdeptome axcMome I 3 cnemyje Hemocpeano M3
unaule gedunuiMje Npase 5.2 a Apyrd A€O0 je UCTOBETaH € BamoM akcuomom I 4.
IIpeu peo XwumbepTtoBs akcuomz | 4 UCToBeTaH je ¢ HauwioM TeopemoM 7.7, a
OpPYTH [eo chneiyje HemocpenHo w3 Hawe aedunMuuje pasHu 5.3. Xyudeprose
akcvome [ 5, 1 6, 1 7 n 1 8 ucroeserne cy ¢ nammm teopeMama 7.8 n 7.11
1 HamuM akcuomama IT 3 u IT 2. XundeptoBe akcuome 11 1 u IT 2 mcroserne
cy cuwamumMm [ 1 u I 3, ceM wro ce y XwunbeprosuM NpeETIOCTaB/ba J1a TpH
rayxke A, B, C npwnanajy jenHoj mpaBoj, a y Bac je TO CyBMILIHO, Caodpa3smo
nedpunnumiu npare 3.2. Hajzan, Xundeprose axcuome I1 3 u Il 4 cy campxkane
y HamuMm Teopemama 6.8 u 7.12. Maxye cBe Xundeprose axcuome I u II jecy
WM UCTOBETHEe € HamlmM akcuoMama I u Il vnm ce M3 oBMX MOry M3BECTH.

Obpatno: Hamue axcuome I 1 w1 2 cnenyjy Henocpemuo M3 Xundeprosux
II' I w Il 3. Hatwre akcuome I 3 u I 4 ucroserne cy ¢ XsuibeproeoMm 11 2 u ¢
Apyrum nenoM merope akcuome I 3. Hauwe axcuome I 5 m II 1 c.ne)lyjy U3
Xundeprosux 11 4 m 1 2, a nawe axcrome I 2 n I 3 wcroserne cy ¢ Xun-
Seproeum 1 8 m 1 7.

Haxne cse Hame axciome 1 m I jecy unu ucroBernHe ¢ XmwibepTosuM
axcuomama I u I1 unu ce w3 OBUX MOTY WM3BECTH.

Tauno odpasznaramwe CBMX HaBeOeHMX oaHoca u3Mehy mojemuux Xundep-
TOBUX M HAIUMX aKCMOMa W TeopeMa IpelyliTaMO YHATAOoMy.

ﬁfno.rw TIPABA, TIOJTYPABAH, ITOJIVITPOCTOP.

IMocMaTtpajyhu pacnopen Ttayaxa Ha TMPaBOj, Y paBHM M Y IIPOCTOpY NOT-
pedHO je pasnuxoBATH Ha JIM Cy ABE Tayke Ha NpaBoj C WICTE CTpaHe MIU ca
pPa3sHHX CTpaHa M3BECHE Tauyke, Za JIM Cy Y PABHM C WCTE MJIA Ca pa3HUxX CTpava
M3BECHE MNpaBe, U Jlda M CY Yy JIpOCTOpPY C UCTE MM Ca pa3HMX CTpana M3BEeCHE
paBuu. Te oanoce Tpeda nedunucary, a y Besu ¢ TUM rakobe nonynpasy,

nonypaBaH M TONYyNPOCTOP. T
1. TlocMarpajMoO FIpBO mpaBy.

$& Jedumumuja 10.1. Ako cy O, A, B TpH pasHe Tauyke Ha BEKO] MNpaBoj a
M axo je O uaMmehy A u B, xaxkeMmo na cy tauke 4 M B Ha NpaBoj a ¢ pasuux
ciupana wauke O (cn. 48).

Ako cy O, A, C Tpu pazHe Tayke Ha TIpaBOj a M

A C g ako O uuje msmehy A u C, xaxemo na cy tauke A u C
0 °—  Ba IpaBoj a ¢ ucte crpane tauke O.
Cr. 48 Ako cy Tauke A M B mpase g ¢ MCTE CTpaHE Tauke

O xa3ahemo ‘raxoke na jgrddika A ¢ HCTE cTpaHe
Tauke O xao Tauka B; ako cy Taike A u B c paspux crpana Tavke O ka3a-
heMO Takofe na je Tauka A c oHe cTpaHe Tayke Q ckoje HUje Tauka B.

" lokasyjeMo mpBo ciienchy Teopemy:
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eopeMa 10.1. Ako ¢y na ipasoj a suauke A u B ¢ pasHux cuipana vdauke
wiakohe A u C ¢ pasnux ciapama mauxe O, a B u C gse paswe wiaure, waga
cy wdauxe B u C ¢ ucie cuipare inauxe O.

Axo ¢y na upasoj a wauxe A u B ¢ ucime ‘ciupane imayxe O, u iuakohe
A u C c uciue ciipane taauke O, a B u C gee paswe iliauke, iiaga cy u
tiguke B u C ¢ uciie ctipane inauke O.

Axo cy ua upasoj a wauxke A u B ¢ uciue ciapane wauxe O, a A u C
¢ pasnux cupana iaauke O, aga cy B u C ¢ pasnux cidpana wavke O.

Hoxkas. Ilpeo pokaxumMo npeBu aeo teopeme. [lpema peduvumtju 10.1
nMamo A—O—B u A—O—C, nakne npema Teopemu 6.16 je O—B—C wm
O —C—B, naxne no nedbunmumju 10.1 taike B u C cy ¢ ucte crpade 1ayke O.

Jlpyru neo teopeMe nokasyjemMo cymuno: Ilo medymuuum 10.1 umamo
O—A—B ywm O—B—A v takolie O—A—C wim O— C— A. Axo je O—A—B
U O—A—C, npema teopemu 6.16 je u O—B—C wm O—C-—B, 1j. B un C
cy ¢ ucre crpaic Tayke O. Axo je O—A—B u O—C— A4, no teopemn 6.14
jem O—C—B, T1j. oner ¢y B u C ¢ ucre crpave Tauke O. :

Mcto T1axo ce pokasyje momohy teopema 6.14 u 6.16 n y ocrayja aBa
cinyyaja. — W tpehn neo TeopeMe ce moxasyje CIMYHO.

M3 teopeme 10.1 cmenyje 3a cBe Tauke Ha NpaBoOj 4, XKOjeé Cy C WUCTe
crpave Ttauke O kao Heka Tauka A, ma cy u y MehycodHom onmHocy C ucte
crpane Tayke O. Tako ce MOXe OBODMTH O MHOIITBY Tayaka Koje je Ha
DpaBo} C MCTeE c‘rpaﬂe Tauxe O To HaC BOMU CJEAcho) ﬂetpmmun_]n

74 2 I[e(buﬂumua 10.2. VxynHoct Tayaka I(O_]C Cy Ha NpaBoj a ¢ jem{e MCTC\

CTpaHe _]eﬂlle WeHe Tauke O Ha3mBanMo uo.aw daiky O ]-bE:HOM uoue-

oM WauKom (HOuellKoM, ucxoguuilieM WA Kpajem; cil. 48). -

HonynpaBe, Kao U npaBec odeyexaBaMoO MaJIMM J1a THHCKUM CIIOBHMA, HaIID.

p, Wi, ako je O moyerak a P Tadka nojdynpase p, Taxohe m 3HaKkoM Op uiIu
OP (a He PO).

I{oxango cnenehy TcopeMy
* i Teopema 10.2. Axo je O Mma xoja thauka ipase a, Hlocidoje Ha a gee #o-
Ayilpage xojuma je iauxka O 3ajeghuuxo ucxoguuiilie ¥ nuje Cy RAuKe Ca PAIHUX
ciapana wauxke O. Ilpasa a ce cactiioju u3z Wauxe O u u3 iwux gaejy floayipasux.
Hoxa3 Heka je A jenHa Tauka npaee a,

pasmdHMTa on O, a P Ma Koja Tayka IipaBe g, pas- A P B P
wta on A M O (cn. 49). Ilpema teopemu 6.8 0 A o
je wmi O—A—P wit O~P—A wmu A—O—P. V

nocneAmbeM cayuajy micahemo P’ ymecto P. — Ilo Cn. 49

Nedpunnuuin 10.1 y npea nsa cimydaja tadke A u P
Cy € HWCTe CcTpaHe Tauke O, naxie A4 w cBe Tauke P cauuBbarajy no me-
¢omrmmju  10.2 jenuy nonmynpaBy npaBe a@; oOOeNieXMMoO OBY C p.

V 1pehem c¢ayyajy sHexa cy P’y w P’, nBe pa3He Tauke P’ 3a Koje je Jakie
A—O—P1u A—0O—P', Ilpema teopemu 6.16 umamo O —P';—P', wt O—
— P’y —P’,, naxne rauke P’y u P’y, 1j. cBe Tauke P’ jecy c wmcre crpade Tavke O
U cauMmanajy no gedurmijy 10.2 onmer jendy mnonympary; oBeJiexumo je ¢ p'.

ITomynpaBe p u p’ cy ZBe TioNMynpaBe Ha IpaBoj 4, kojuma je O 3ajeqnu-
Yy moverak. Kako mMa 3a xojy Tauky nosnynpase p’ umamo O—A-—P’, naxye
n PP—O0—A, a Ma 32 Kojy Tauxy nonynpase p O—A—P ywm O— P — A, umamo
opeMa TeopeMu 6.11 opaH. 6.14 P'—O—P, T). Tauke NonympaBuX p U p’ cy ca
pasHux cTpaHa Tauxe O,
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Anu cBaka Tauka npase a. paznuuudTa o O, MM je ueka Tayka P nnu
HEKZ Tauka P’ fakje npaBa a Ce cacToju u3 Tauxe O W j[Bejy TOJNYNpaBUX p
U p’. — TuMme je oBa TeopeMa moKasana.

HMedwmmja 10.3. Axo cy a u &' nse monynpase ¥oje npunaiajy jemHoj
npaBo) U axo j¢ Ttauka O BUXOB 3ajefIHHYKU TIOYEeTaK, KaXeMo na Tauka O
pa3yaxe Ty MpaBy wa Te JBe TOMynpabe.

~—— Cpaxy o IBE)Y TOJMYNPaBUX HA KOJE je Pa3NoXkena jeqHa NpaBa Ha3MBaMO
UpogyxkeroemM OBe Npyre TOIynpase.

Hexa je AB nyx Ha npaeoj a. IlomympaBy Ha mpaBoj 4, KOjOj je Moyerak
Tauka A4, a He npunana jo] Tauka B, HasuBahemo #“pogyxerem pyxu AB
H3a Tavyke A.

IMpema Teopemu 10.2 csaxa iliauka wmexe fipase paszaaxe iy fipasy Ha
gee uoayupase.

Ha tememy pedummimyja S.1 m 5.2 umamo crenehy Teopemy :

Teopema 10.3. Axo ¢y A u B gee pasme imauxe na nekoj iipasoj, iia éipasa
ce caciuoju u3 gyxu AB, upogyxera gyxu AB usa A u dpogyxera gyxu AB
usa B. Osa iipu auxa HeMajy 3djegHuqKux HHanaxa.

HUpyhe nee Teopeme noBojie y Be3dy HOBO AEhMHHCAHE TMOJMOBE Ca Ay XKUMa
¥ KUXOBMM TPOJYXEHHMA.

Teopema 10.4. Ma koje gee iuauxe Ma HWekoj #pasoj, ca pasHux cCilipana
ussecne auxke O e upase, ogpehyjy gyx roja cagpxu iwmawxy O. Ma koje gee
pasxe ilauke Ha wioQj Upaeoj, ¢ uciie cuipaHe TQUKe O ogpehyjy gyx Koja He
cagpxu iaauxy O.

Jdoxas. Ako cy taike A m B Ba mpaBoj @ C pa3HHX CTpaHA BEHE Tayke
O, nyx AB caapxu no pepunvimju 5.1 cBe Tauxe wusmehy 4 M B, paxie 1o
npesoM neny nepunumvje 10.1 canpxn m Tauky O. Axo cy A u C nse pasHe
Tayke Ha @, C MCTe cTpaHe Tauke O, mo npyrom peny medurmndje 10.1 nuje
A—O—-C, auti ce A wm C moknana ¢ O, nakiie no gebummumuiy 5.1 myx
AC me cagpxu tauky O.

Teopema 10.5. Axo je tnauka C wma tipogyxery gyxu AB uza A u iaauka
D nua upogyxery gyxu AB usa B, tauxe C u D cy

A B ¢ pasHux cipama wmauke A u iauxe B.
c D Hoxa3. Umamo C—A—Bu A—B— D (cn. 50),
naxye npema teopemu 6.11 mmamo C—A—D u C—
Cs. 50 —B—D, T1j. no nedpurmuyiu 10.1 C v D cy c¢ passmx

cTpaHa tayke A U Tauke B.
2. IlpehuMo can wa onrosapajyhe omHoce y paBHM.

% & JHepmwsmnuja 10.4. Axo je a mpaBa y HEKO] paBuM «, 3aTiM A U B pmBe
pa3He Taukeé paRKM «, M aKO TpaBa @ MMa Tauky u3mehy A v B, xaxeMo Ia cy
Tatuke A U By paBuy o ca pasuux cidpana #ipase a (ci. 51).

Axo cy A u Cy paBHM u JBE pasHe Tauke W3BaH ¢
MpaBe ¢ U aKO Tpasa a HeMa Ttauke H3mMelly A u C, xa- A
xeMo na cy Tauke A u C y DaBHU o ¢ ucilie clipane
ilpase a.

Axo cy Tauxe A B B paBuM o C MCTE CTpaHe Npage \ a
B

a kazatieMo Takohe na je Tauka A C MCTe CTpaHe

npasBe a ¥xao Tauka B; ako cy Tauke A u B ¢ pas-

HUX cTpaHA Mpase a ka3zaheMo u J1a je Tayka A ¢ OHe Cn. 51
cCTpaue MpaBe & C Xo0je Huje Tayxa B. — Axo

nmpasa a CaapXW TONylpaBy MIH RYyX, kadaliemo taxohbe na cy tauke 4 u Bc
(ICTe CTpaHe WiK C pasHUX CTpasa Te MOJIYNpaBe WM Te JAyXH.
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’

> Teopema 10.6. Axo cy y pasHu « iuauxe A u B ¢ pasnux ciupana ipage 2
u uaxohe iaauxe A u C ¢ pasnux cidpana upase a, a B u C gse pasme inauxe,
waga cy wauke B u C ¢ uctue ciupane ipase a.

AKo ¢y y pashu o. iiauke A u B ¢ uciiie ciipare fipase a u iwaxkohe A u C
¢ uciie ciupane ipase a, a B u C gse pasmne wauxe, Haga cy u B u C ¢ uciue
ctipare fpase a.

Axko cy y pasHu o wiauke A u B cMciue ciupane upase A
a, a A u C ¢ paznux ctipana tpase a, thaga cy B u C ¢ o
pasHux ciipaHa upase a. 5
Hoxas A, B, C cy y csa Tpu ciy4aja TpH pasne C
Tayke. HpeTHOCTa.BHMO NpBO 12 Cy CBe TPH Ha je,Z[HO_] npa- 8

BOj, Tj. na je C Ha mpaBo) AB. V npeoMm ciyuajy (cn. 52)

nocrojy no xepwnuomjy 10.4 va a Tayka M Tako na je Cn. 52
A—-M—-B v A—M—C, 1. no pebunvunjy 10.1 4 u B, a

Takohe A u C cy Ha AB c pa3Bux crpaHa Tauxke M. Haxkne mpema rTeopeMiu
10.1 B u C cy c ucre crpase Tauike M, ma cy nmo pepunnomyu 10.4 ¢ ucre
CTpaHe Npase a.

V npyrom ciyyajy cy npema pnedummmju 10.1 u 10.4 4, B, C va AB ¢
ncte crpave tayke M, maxne mo medymmmmaju 10.4 B u C cy ¢ ucre cTpaHe
Tipase a.

V tpehem cnyuajy cy A u B ¢ ucre crpane, a 4 u C ¢ pa3HuUX cTpaHa
Tagke M, naxne B u C cy C pasHuWX CTpaHa IIpaBe a.

Axo Tauka C wvHje Ha NpaBoj AB, nocToje y IPBOM
cnyya)y npeMma aedurmouju 10.4 na npaso) a Tauke M
U N tako na je A—M—B u A—N—C (cn. 53). Tauke
M u N cy mpeceux npake @ ca crparmuama AB u AC
M N Tpoyrna ABC, naxiie npema Teopemu 7.12 npaBa a we

5 ceue crpamuny BC, 1j. mo nepnuumujun 10.4 Tayke B M
¢ C cy c ucTe cTpaHe mnpage a.
V npyrom ciydajy He nocroje Tauxe M u N, T).

npaBa g He cede crpanvne AB u AC tpoyrna ABC, naxie

Cn. 53 oo Teopemu 7.13 Be cede mm crpanuny- BC, T1j. Tauke B
K C cy ¢ ucre crpaHe mpage 4.

V tpellem cnyuajy npaBa a He ceue cTpaHumy AB, amM ceue CTpaHuny

AC Ttpoyrna ABC, naxne no teopemu 7.12 ceye crpanuny BC, Tj. Tauke B n

C cy ¢ pasHHX cTpaHa IipaBe 4. — Tme Je J10Ka3 oOBe TEOpEME 3aBpIIeH.

Opa mocnema a Ce TOBOPM O MHOIUTBY Tayaxa Koje
Cy CBE, BE 10 JiBE, C UCTE CTpaHe ] ]cm-lc nHe npage. [akie MoxeMo AedHHMCATH

,I[eq)immmja 10.5. karmocr CBHX Tauaka KOjJe CYy Y PaRHM. & C iegm

IMTonypaBhHu oSenexcaBaMo, K40 U paBHH, MAJMM TPYKKMM CJIOBYMMA, HAIp.
n. Axo je a pyD mosypaBHM m, oDeJjiexkaBaMO Takolje M 3HAKOM am.

Honocumo jow crenehy Teopemy:
Teopema 10.7. Axo je a ma koja iipasa pasnu o, Hocuioje y oj pasHu gée

HoNypasnu Kojuma je a 3ajeguuuku pyd u uuje wayke Cy € pasHux ciipana ipa-
6e a. Pagan o ce cacigoju u3 tipase a u u3 wtux geejy woaypasnu.

Hoxas Heka je 4 Tayka y paBuy «, Bad Npase @, a P Ma Koja Opyra
Tauka y «, BaH a (cn. 54). [IpaBa a ceye nyx AP WIM HEMA C BOM 3ajCIHH-

YKMX Tayaka. Y IpBoM Ciyyajy Imcaliemo P’ ymecro P; pawkie a ceue ayx AP'.

]
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Axo a veMa ¢ nOyxu AP 3ajedHMUKMX Tayaka, HEMa Ha @ HU Tauke
K0ja Bu Bmna mamehy 4 u P, nakie A u cBe TakBe Tayke P jecy mo jnedm-
vunjd 10.4 ¢ ucre crpase npase a v no pedyuuumjy 10.5 caummapajy nomy-
paBaH. Obene’xumMo OBY C m.

Ako a ceue nyx AP', veka cy P’y u P’y npe

A pasHe Tauke P’. Kako cy A u P'y, a ucto taxo A u P’y

C pasHuX cTpaHa mpase ¢, npema teopemu 10.6 Tauke

P’y u P', cy ¢ ucre crpase Tipaee g, 7). CBe Tayke P’

§ Cy C MCTE CTpaHe TpaBe @ M CauMBbaBajy IO JedWHM-
) umpt 10.5 oner noisypasan. OBerexamo oBy c 'rt'.'

;I M N 7T U ©' Gy JIBE TOJIypaBHM Yy paBHM «, KOJUMA je a

)

!

]

3 3gjenyuaka NpaBa. Kaxo cy 4 u P ¢ ucTe CTpaHe Npase
a, a A u P’ cy ¢ pa3sBHX CTpaHa TpaBe 4, peMa Teo-
P, o pemu 10.6 Tauxe P u P’ cy C pa3HuX CTpaHa NipaBe a.
Ho cBaka Tauka paBHM &, XOja je BaH npage 4,
jecre wtH Heka Tauka P wid Beka Tauxa P’, nmaxie
P paBan « CacToju ce M3 MpaBe ¢ M ABEjy NOIYpaBHU Tt

Cr. 54 v w. — TuMe je nesla TeopeMa HOKa3aHa.

Hedummmja 10.6. Axo je a npaBa y jellHO] pas-
HU, a ¢ U Y obDe monypasHM xojuMa je a s3ajemHuuxy pyS, pehu hemo na
je Ta paBaH pa3/0xeHa TIPABOM 4 Ha TMOJYpaBHU ¢ M Y.

Ha tememy Te medmummpuje teopema 10.7 Moxe ce uspehu oBuM peunma:
Caaxa iipasa y jegnoj pasnu paszaaxe wly pasan HA gee UOAYPASHU.

JIBe riolypaBHM y jeqHOj paBHW MOTLY WMaTy nsa pas’da pybda. To cy nase
npaBe Xoje ce CeKy WM Koje ce me ceky (cin. 55 « u b). O npeBoM cnyyajy
Subhe peun y § 11. ITocmaTpame Ipyror cnmyyaja octaBjpamO HMTaOoNy. PapaH
je Tama monesbeHa HA TPW nesia: ABE MONlypaBHU M jemHy Tpaxy. (MajMo Ha
YMy Iia joll HUCMO NehHMHUCATM NapajiesiHe ITpaBe).

3. Hajzag nocmarpajMo onroeapajyhe omHoce y npocropy.
¥ b HNepummmja 10.7. Axo je « Heka pamal, 3atuM A u B aBe pa3He Tauke
J3BaH PaBHM o« M aKO paBaH o UMa Tauky usMmelly A4 u B xaxeMo na Cy Tauke
Ay B ca pasnwux cupana pashu o (cl. 56). .

Axo cy A u C pBe pa3ke Taiyke M3BaH paBHM o M aKO pPaBaH « HeMa
Tauke uaMehy 4 u C xaxemo na cy tayke A u C ¢ wucide cidpane pasHu «.

S // “—T
. /
[~/ P
(a) (b) 8

Cn. 55 Cn. 56

Axo ¢y A:u B ¢ ucTe crpane paBHM « kazaheMo M Ja je Tauka 4 ¢
UCTE CTPaHe PaBHH o xao0 TaukXka B, ako cy Tayvke A W B c pasumx
CTpaHa paBHU o KalzahemMo W na je Tauyxa A ¢ OHE cTpaHe PaBHH o
c koje Hmje Tayxa B.



49

-

* * Teopema 10.8. Axo cy iauxe A u B ¢ pasnux cilipana pasru o u itaxohe
wmauke A u C ¢ pasnux ciipana pasny o, a B u C gee pasne iauxe, onga cy
B u C ¢ uciue ciipane pasru a.

Axo ¢y wauke A u B ¢ uciae cilipane paswu o u iliaxobe wauke A u C c
ucuie cuipane pasnu o, a B u C gee pasue giauxe, wmaga cy u B u C ¢ uciae.
ClipaHe pasHu o,

Axo cy mauxe A u B ¢ uciue ciupane pasmu o, a A u C ¢ pasnux cthpaHa
paenu o, tiaga ¢y B u C ¢ paswux ciupana pasnu .

T Hoxas, 4, B, Ccy y cBa TPH cnyqa_}a TPM pa3HE TauKe. Axo cy cae

© TPH Tayke Ha Je[HO] MNpasoj, Heka je f ma koja pasaH koja CafipXH Ty TpaBy.
Axo’ cBE TpH Tauke HHCY Ha jeNHOj mpasoj, Hexa je 8 “pasan ABC.

Axo cec paBBu « W P He cexy, paBaH o He cede nyxu AB, BC, CA, nakne
npema pebummunin 10.6 umamo apyrm cnydaj teopeme 10.8.

Axo ce parHM o H 3 ceKy, Heka je a mpeceuHa npara (o 57). Tama cy y
npeoM, apyrom n TpelieM crywajy Teopeme 10.8 mcnyweHM penoM YCIIOBK MPBOT,
apyror m tpeher cmyuaja reopeme 10.6 y oxHocy Ha pasau @, Ha Tauxe 4, B,C
¥ Ha npasy a. Jaxye Bpene 3axseyyum Teopeme 10.6 a tmme M Teopeme 10.8,

Hexa yHTaNan H3Belle noapoduMije oBaj mokas, nocmanajyhn 3acefHO
TIOjeNMHE CIIy4ajeBe.

Lan _MoxeMmMo pedmRMCATH TOIYNPOCTOP, jep Ha OCHOBH Teopeme 10.8
w MHOHITBY Tauyaka XOJE Cy cCBE, JIBE IO MQBe, C HCIe
“Ccrpane pasuu «. ,_\

)

* Hedpmunmja 10.8. Viynuocr Tayaka l(Oje cy ¢ jelHe WCTe CTpaHe Hexe
paBHU o BazuBahemo FoayilpociiopoM 2 PaBaH o H:e]:[OM 108 puii.

- " llonynpocrope 00eJleXaBaMO BEJDIKHM TI'PYKAM cnoeuma, manp. I1, a Ta-
kobe, ako je o noBpm nosynpoctopa II, sHakom all.

Cn. 57 Cn. 58

Teopema 10.9. Axo je a ma xoja pasan, udcuioje gea nioayupociiopa Kojuma
Jje o 3ajegnuuxa nioépws u wuje iauke cy ¢ pasmnux ciipana paswu o. Ipocitop
C¢ caciuoju U3 pasuu o. U U3 ida géa UOAYUpOCIOpa.

Hoka3s je cnuyan noxasy teopeme 10.7 W mpowanasuy M3 OBora kaj ce
YMECTO TpaBe @ nocMaTtpa pasaH o (ci1. 58).

Y 3a DONYpaBHA Bpele HallOMeHE C/IMYHG OHMMA KOje CTOje M3a JOKasa
Teopeme 10.7.

Jepmmmuja 10.9. Axo cy ® u ¥ oba noxynpocropa kojuma je paBaH «
3ajemiyxa mospml, pehu fieMo ma je mpocTop passoxern ToM paBHM Ha MONy-
npoctope ® y W,

Ha TeMersy Te nedwmmunmje Teopema 10.9 ce mMoxe mapehm osako: Céaxa
pasan_pasaaxe fpociiop. Ha gea #oayipociiopa. -
! el aniuitd

4 BnemeHTapHa reoMerpmjs °
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11. VTAOHA JIMHMJA.

1. Pasun reomerpd Cy JAeduAMCANM yrao BpNO Pa3jIM4MTO, Tiad HU Caj jOIm
HE IOCTOJM CarJIACHOCT, He caMo y nauduHy jedumimvja, HETO HU Y CaMOM nojMy
yrna. Ilo Eyxneuny ,yrao je Mehycobru marub Jejy nuHmja y PaBH¥, Koje
ce cactajy M He Jiexe y uctoM mpasuy‘, Kaxo ce peu ,,narub“ obge jaBma y
»BJleMEHTMa'Y TIpBM IIyT, OBOM AedyHyMmUjoM 1uje mojaM yrna cBelee Ha Behl
YCBOJEHE MM ofjammeHe mojMobe. CeM Tora, y Toj nedMHUIMjY je ped O JIMHH-
jaMa roje Bu Moryle BUTH K KpuBe, a y MATEMATHIM j€ JOBOJAHO NOCMATPATH
MPaRONHHM|CKE YTJIOBE, jep YMSCTO yIJia o0pa3’oBaHa [OBEMa KPHBHM MOXE CC
YBEK TIOCMATpaTd Yrao o0pa3oBaH AMpPKAMa THX KPUBMX Y HBUXOBO] 3aje/HHYKO]
Tauki. Legendre npedurmuie yrao kao pasnuky jsajy mnpasalia (EnemeHTn
reometpuje, 1794). E. Bézout (Bezy) y ceoMm ,,Teuajy matematuxe* (1812) nedwu-
HYIDE YIao Kao ,,BE/IMYMHY OKpeTamwa, Koje OOBOAM jeflaH Kpax y IIOJIOXaj
npyrora‘“. Hu ope nBe nédpuHUnHMje HE MOXEMO YCBOJUTH, jep WPBAa Cce OCHHKBA
Ha HE)aCHOM IIOjMY pa3iiyke MBajy NmpaBana (Wi, TaudHHje, CMEpOBa), a Apyra
Ha HeNedwHMCaHO] ,,BenmumHM oOxperama‘’. Cem Tora, besyosa pnedmuvinuja,
K40 M HEKe JpYTE, CJIM4YHE, HE OAroBapa HACTOjakby JIa FEOMETPHJY M3TpaluMo
K40 HayKy O IIpOCTOpY, Y KOjOj ancTpaxyjeMo Ol BpeMeHa, Aakje U o KpeTama.
Hankel (Xauxn) y cBojoy ,,Teopuju xomiuiekcuux dpojeBa‘ (1867) nedunmnre
yrao kKao ,,iUK Koju oDpasyjy nABa rony3paka kKoOju ToJjlaze M3 jJemHE TaukKe ‘.
Hilbert (Ocuose reomerpuje, 1899) ycBaja y cywrmunu uCTy AepHHMIMY K
nedUHMILE YyTa0 Kao ,,CHCTeM JIBE]y MOJIyIIPABMX‘ KOje ,JloNlaze U3 jenHe Tayvke
a npHmanajy pasHum upakuM“. L. Bertrand (BeprpaH) nedmHHIIE Y CBOM -
neny ,,Hoso passulic ejeMeHTapHOr nena Marematnxe (1774) yrao xao peo
PaBH} ,,KOJM j€ 3ajeHUYKX HOJTypaBHUMa KOje Cy OrpaHHYeHe H-eTOBHM Kpammuma‘’.
G. Veronese (Beponese) npennaxe y ceojuM ,,OcHoBamMa reOMe‘rpMje“ (1891)
Jia ce yrao nepUHMHINEe KA0 YKYIHOCT [ONYIPABHX Y pamm Koje cy ,,u3mMehy‘
JBEjy NOJIyUpaBHX Ca 3ajCLHMYKHM IOTETKOM.

IpeMa neeMa nocienmBuM nePUHHMMjaMa yrad je TIOBpII WM odmact,
OTpaHWMYeHA [BEMA TIONYIPABMM, 2 IP2Ma ABEMa ned)mﬂmnjma Koje ¢TOje Uchpen
IUX YTAO CE CacTOju M3 JIBEJY NONYTIPaBUX M E-MXOBA 3a_1e111m‘=n<0r rouetka u
y CTBapH je K3BSCHA H3JIOMUbEHA JIMHMja, KOja MMa CaMO jedHO TeMe. AXO yrao
CXBATHMO Xao M3JIOMJbEHY JTMHHMj)y HeMaMO MOryhHOCTH Ia pa3iiuKyjemMo yay-
OmeH m HenynyeH yrao. OBO MOXeMO CaMO 4ko yrao ne)HRIIEMO Kao MOBPIIL.
W y3 apyrux pasnora notTpz0Ho je FOBOPUTH O yrily Kao O IOBpUIM. ¥ CTBapH
norpebHa cy oda nojMa. TpzSa camo u3abpaTh 3a BHX IBa pa3Ha Ha3Hea. Taxo
MOXeMO TMOMEHYTY M3JIOMIbeHY JIMHUjY HA3BATH yTAOHOM JIHHHJOM, a NOK
YyLJIOM IOApPasyMeBaTH JicO PABHU, OTPAHKWHEH YraOHOM JIMHWIOM; MJIE mMOXKe-
MO Ty JIMHHJY Ha3BaTW YrJoM, a oarosapajyhm neo paBHM YyraoOHOM I O-
Bpmu (M4 yraomom oSmawhy pasmn). — Vcepajamo ono wmpeo. To
yuHuMo Beli M cTora IITO ONTOBapa BuWllle ODUYEO] YNOTpeSH pedu ,,yrao.
Hanp. kax ymopehyjeMo yrjioBe mo BeJMYMHH K jenaH yrao Hasosemo BeluiM onl
Jpyrora, He ymopehyjeMoO yraoHe JIMHUjE, HEro NEJIOBE paBHH, KOJH Cy HBHMA
orpavuiehu. M kan cabupamo yrnose, cabupamo ,,yTaoHe MOBPOA‘, a He caMe
mje. YIcTo je xag yrioBe MepHMO.

, Ilpema ToMe, hpBo heMo NedwHUCaT YT aOHY JIHHH]y H O EOj M3HETH
HeKe OJi HajelleMeHTapHMjUX TeopaMa. 3atum hemo y § 12 mpehu ua npoy4apame
yIJa Kao paBHe NOBPILIK. _

» YTIIOBu** KOjH uMajy mpsxo 360° Hucy yomniute JIMKOBH y paBHM Y Obu-
YHOM CMMCNY pewdl. MoXeMo MX CXBATHATH Kao [eNloBeé W3BeCHHX (JIorapuTaM-
cxux) PHMaHOBHMX NOBPLIM, palIMpeHMX ,,Mpeko’ papuu (Bumu §. 12, 8).

2. Vcpajamo crefiehy neburmuujy yraone JniHMje:
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Hepunmmma 11.1. JIuxk _Koju ce cacroiu w3 jempe Tauke O W JBejy noy-
NpaBUX p U_g Koijuma je O 3ajepM9IKM noueTak, a Koje NpuIanajy ABeMa Pa3HuM
Irpasmu, HasupaheMo yTaOHOM JmnM)OM. layky (O wHaswpalieMo #@iemenom, a.
TIOJIYNIPABE p M g Kpauyuma Te yraoHe nuuuje (cj. 359).

Vraony smumjy ¢ TeMeHomM O M XpaliMa p, ¢ HJIA C

kpawima OP, OQ obesnexasahemo 3vakoM pg wm POQ. 9
JoHocumMo mipe, cBera, OBE TeopeMe:
Teopema 11.1 Csakxa yiaona aunuja je cagpxana y ]egHO_]

ogpehenoj pashu, 0 PP
Hoka3. Kaxo obe momympase koje oOpasyjy yraomy Cn. 59

JIMHU]Y TIpMnanajy ABeMa pasHUM INPaBUM Koje ce CeKy y Te-
MeHY yraoke NIUHNje, ]'lOCTO_]M peMa TeOpeMH 7.10 Je,uﬂa U CaMO jeoHA paBaH
X0JO) Te nBe Mpase INMpHMaTaj)y, Nakie KOjoj mpunazajy u obe momympabe.

Teopema 11.2 Axo ce geée ipase cexy, ruxosa tpeceuna wauka je sajeg-
HUYKO itldeMe 3a weldupy YiaoHe auMuje uuju €y Kpayu cagpXanu Ha wuM UpasuM.

HMoxas. Heka cy a u b gse mpaee koje ce Ceky y Taukd S (cm. 60)
IIpema Teopemu 10.2 Tauka S pasyaxke HNpaBy g Ha [IBe I[OJYTNpaBe p M p’' |
pa3naxe mpaey b Ha nBe noiynpase ¢ B ¢. [To nedm-
- 9 manmju 11.1 nocroje 4eTvpy pa3He yraoHe JFHUjE: pq,
rd, p'q. p'q.

S a 3. AKo yraosa JIMHHja MMa 3ajeIHHUKMX Ta4aka C
p’ p  JemHOM AYXW MM DPAaBOM, Cafp’KAHOM Y PaBHH T€ YraoHe
JMHMje, MOXeMO Yy U3BECHMM CllyyajeBuma pehu ma ce
, MpaBa U yraona JMHHja ceky. To nHebemo pehu Hanp. y
9 crny4ajy Xazg TpaBa OPOJla3H KpOo3 TEME YTaoHe NUFIEe a
Cn. 60 oBa meHa Kpaka cy € HcTe cTpaHe Te mpape. JoxasyjemMo

npe CBera OBY TeopeMy:

Teopema 11.3, Heka je yiaona sunuja pq cagp)xan‘;z y pasnu o. Ta yiaona
MHja U Gpasa cagpRana y pasHu « u KOja He CAgpRU Hujegan FeeH KpaK Moiy
umaiiu, najsuwe, gee 3ajegnuuxe tiauxe. AKo
Jje 3ajegnuuxa iliauka ilieMe yiaone aumuje, oba
Kpaxa yiaone aunuje cy'c uciie cilipane iae
Upage uau ¢ pasvux cidpana e ipage. Axo
uMajy gee 3ajegnuuke idauxe, ylaoma AuRuja je
c obejy cuipana ile upase.

Hoxa3s. Ipema axcmomu IT 1 npasa a,
CAllpKAHA Yy PaBHU « M KOja He CaIpXH TOJy-
TpaBY p WIM §, MOXE HMATH Ca CBaKOM Off
JBEjy NMpaBHX KojuMa TNPHANAfajy MOIympase
P M ¢ HajBMIle NO jeOHY TaduKy 3aje/THUYKY,
faxjie MOX€ HMaTH C YTaOHHM JIMHWjOM pg
Hajmmte JBE 3ajemm-n<e Tauke (a1 61). Ako
je Teme O yraoHe JTMHH[C pg ujenﬂﬂqxa TaYyKa,
npaBa a cede obe mpaBe KoOjuMa TNpUTanajy
noyynpaee p 1 ¢ y Tayk O. Hexka ¢y A u p
LOJYpaBHU PAaBHM 0, Yujd pyd Je npasa a. Cepe
Ta4xe TNOJyNpaBe p €Y y A WIH Yy @; HCTO Cn. 61
BpenM W 3a Tavuke rnonynpase g¢. Jlaxne mony-

Opage p 1 g ©Yy 00 y A WM y @ WUIK jedHa je Y A, ApYra y p, Tj. p U g CY.
C HMCTe CTpaHe TpaBe a MM C Pa3sHMX CTpaHa Te IpaBe. AKO je jeNlHa Tayka

4%
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.HAa p MK Ha ¢ 3ajefHMYKa Tayka yraoue JIUHHje ¥ TpaBe a4, OB4 TpaBa Ceve
MOJNYTpaBy p WM ¢, JaKje YTaoHa JMHWja pq jo ¢ obejy CTpana mpaB: a. Tume
Je OBaj loxa3 3aBpIICH.

Caobpa3so oBoj Teop:Mm mocTaBikaMo cliefichy nedurunujy:

Jdebmmumja 11.2. Axo je npasa mam nyXx AB canpxaHa y paBHU KOjo}
npruana yraoHa JMHMja pg M aKO MMAa CaMO jeAHY WIM aBe 3aje/IHUYKEe TauKe
C yraoHoM J/IMHMjOM pg, T4KO Ja je Ta Yraona JIMHM]a ¢ pa3uix CTPaHa mpaBe
AB, pehu Bemo na c¢ nmpaBa wmm nIyX AB W Ta yraoHa JIUHMja CeK).

' JIokaxmMo Cal TeopsMy O HIpSCeKy TPOYIJId YT20HOM JIMHMjOM, Koja oAro-

papa IlamoBoj Teopemu (7.10).

Teopema 11.4. Axo ylaona aunuja pq, cagpxana y pastu i@poyira ABC,
. ceue jegHy relo8y Clupanuyy y jegHOj wauku, d He cagpxy HY jegho reioso iueMe,
tda yiaoHa aumuja ceue Cidpanuye WOL WPOyina Y HAJMGree jow jegHoj QK.

Joxas. Heka je a mpaea xojoj mpumaga kpak p, a b mpapa kojoj npu-
nana Kpak g yraone JuHuje. AKo Ny AB ceye yraoHy JMHM]y Yy ABeMa Tad-
Kama (cn. '62a), mpzputoXena TeopeMa je Ha ocHoBU TeopeMe 11.3 Beh mokaszana.
Hexa nakne nyx AB ceue caMoO jemaH Kpax yraoHe JIMHM)Ee, PeuMMO p, Y M3Be-
cHoj tavku P. ITo teopemu 7.12 mpaBa @ npona3zu xpo3 C wm ceuye jeaHy of
myxu AC m BC, peimmo nyx AC y ussecnoj Ttauky D. Kaxo yraoHa JymHMja
He mpoyiasu xkpo3 C, ImOCTOje oBa TpM Clydaja:

Cn. 62

1) Tayka D ce mokjama ¢ TeMmeHoM O yraoHe Jmuuuje (cit. 62 b). Tagma
npaBa b ceue crperuny AC tpoyrma ABC y Teuku O, Nakne, 110 Teopemu 7.12
ceye U Weroby cTpayuny AB wm BC y u3pacHoj Tauky Q. AKO je IOMynpaBa ¢ ¢
omue cTpase npase AC ¢ Koje HYje Tauxa B, nolyrmpage p ¥ g cy no teopemu 10.6 ¢
PasHUX CFpaHg, Npape AC, jep cy p u C ¢ ucTe CTpase T€ IpaBe. Naxie Tajfa yra-
OHa Jumu_]a cede crpasuiy AC y tauxu D. Axo je TOJyNpaBa g C OHe CTPAHE MpaBe
AC ¢ xoje je Tauka B, Tauxa Q npumnaja NpaBoj ¢, AAKIEC YraoHa JIMHUJA Cede
y Tauxu Q crtpamuny BC tpoyrna ABC. Crparmany AB He Moxke cehm mo nper-
nocrasi. Haxne y mocMarTpaHoOM Ciyuajy IpeJJIOXeHa TeopeMa je AoKa3aua.

2) Tayka D npwmaya nonymnpagoj p (¢ 62 ¢). Tapa je D Ttauxa BaH 4B,
3ajequEuka Tpoyrnmy ABC W TONYynparoj p, Hakjle TeopeMa je ORET NOKa3aHA.
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3) Taaka C, omHocHo D HHje Ha momynpasoj p, Tj. Tayxe P u C oxmn.
Py D cy nHa a ¢ pa3HuxX cTpaHa Tauke O, HakJie NMoJynpaBa p UMa ¢ TPOYTJIOM
ABC camo Tauxy P 3ajenpmuxy (cn. 62, d u €). JlokxaxuMo npBo Jna je Taja
Ttayka O y tpoyriy ABC.

Ako je P—O—C, Taura O _|e y Tpoyrny ABC no neduEmpy 7.2. Ilper-
noctayMo na je P— O — D. Kako je takohe 4— P— B, no akcuomu I 5 nocroju
tauka E 1ako pa je B—O—-E v A—E—D. U3 A—D-—-C u A—E—D <rnenyje
mo Teopemu 6.14 A—E—C, 1j. O je uaMehy TemMena B M YHyTapwe Tauke F
crpanume AC tpoyrna ABC, naxie no aebummnugu 7.2 O je onet y Tpoyrily ABC.

- Kako mnpasa b nponasu kpo3 Tauxy O cajppxkaHy y Tpoyriy ABC, 1no
TeopeMrt 7.14 uma ¢ MM TpoymioM [IBe 3ajedHEUKE Tayke, peruMmo 1 R, Tako
pa je Q—O—R, 1j. jemHa oA TMX Tayaxa, petmmMo O mprmaia NOJTYNIpaBoj q.
Haxne u y oBoM Tpehem cnyyajy yraoHa JIMHH)A pq ¥Ma C TPOYITIOM ABC, ceMm
Tauke P, jomr jemy sajepruuky Tauky Q.

Ocraje na mocMarpamo cnydaj xax, caobpasso nedpurumdyu 11.2 myx AB
caapxu teme O yraode JTMHKM)E 2 KpaO¥ p K ¢ Cy C pasHuX cTpama OpaBe AB
(cr. 62 f). Hexa je g c ome crpame mpase AB ¢ xoje je Tauka C. Ilpasa b,
Koja caJlpXu IOJynpaBy g, ccye crpal-muy AB 1poyrna ABC, nakne mpemMa Teo-
peMu 7.12 mponasu Kpos C WM cede jOoII jemHy CTpaHuuy, perumo BC y Taukw
0. Kaxo cy C u O c ucre crpaHe npase AB, H To ¢ OHE C Koje je g, mony-
npasa g cagpiawm Tauky C, ognoco Q. Tume je Teopema u y OBOM cCIyu4ajy,
Jakjle y JuenuHM Joxalata.

4. HedpurmmmmMo 1ro Tpeda [a 3HaWM y yraoHoj
NUHMJK 6aH YTaoHe JIKBMje ¥ Ha yTaoHoj aHmuju. On
pasuux Moryhux nedpuuMuymja yceajamo cienchy :

}qu)uanJa 11.3. Hexa kpax p yraoHe NHHWje
pqQ UpMIana IIpaBoj a a Kpax ¢ npaeoj b. 3a Tauxy y
PaBHM TE yraome Imx-mjc Koja jJe C OHe CTpaHe Mpase
'a C KOje je Kpak g W Yje[iHO C OHe CTpame npaps b c
'1<01e je kpax p, pehu heMo na je y yraosoj U
HEjU pq.

3a TauKy xOja TPWIIaTa CaMoOj YraoHOj IJTHHEjH Cn. 63
pg,’ pchr hemo w na je na Toj yraouo_] JIRHUJK, a 3a
Ta9Ky KOja AMje HM Ha YraoHoj NUHUWJU pg HM y B0) pehim hemo )la je usean
TE yraoHe JIMHUjeE (c.n 63).

Y cienehM TeopeMaMa IpUMebYjy C¢ M3pa3n ,,y” M ,,BaH'’ yTaoHe JIMHHA]E

~Teapema 11.5. Hexa xpax p yiaone aumuje pq idpu-
élaga ipagoj a, kpax q iHpasoj b. Tauxe xoje cy ussan uie
Yiaone auwnuje jecy uau ¢ OMe CuipaHe Upaee a ¢ Koje Huje
Kpak q uau ¢ oHe cidpane iipase b ¢ Koje nuje Kpax p.

Hoxas. Tlo pedmavumjm 11.3 Tayka xoja je W3Ban
) P’ yraoHe uHuMje pg HMje YjenHO ¢ OHe CTpaHe IlpaBe a C
XOoje je ¢ MU ¢ oHe cTpaHe mnpase b ¢ Koje je p, Maxie WM
QX . je. ¢ ome cTpane mpaBe @ C Koje HUje § WM C OHE CTPaHe
npase b ¢ xoje Huje p. .

Ci. 64 Teopema 11.6. Ilpogyxera xpaxosa 'jegue Yiaone

AUHYje Jecy u3leawm iue ylaowe auHuje.
Hoxas Hexa ¢y ¢ u b npaBe xojuMa TpUnanajy peioM KpamH p ¥ g
yraone muHyje pg (¢ 64). Te npase ce cexy y TemeHy O yraoHe JuHuje. Axo
‘Je Q Tauka Ha Xpaky g, a Q' Ha Beropy mnpomyxewy ¢, O je uameby Qu @',
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naxne Q w Q' cy c pasHHX CTpaHa MpaBe d, Tj. ¢’ je ¢ OHe cTpaue Ipase a

¢ xoje Imje g. UcTto Taxo mponyxeme p' Kpaka p je ¢ OHe CTpaHe Fpabe b c

‘KOje HHje xpax p. Nakne, 1o pepwmaumuju 11.3 npozxyxceEa p’ U p’ cy uzmaH

yTaoOHE JIMHH]E pq.

Teopema 11.7. Iloayapasa v koja wonasu uz iiemena O yiaone mmuje pg
U cagpxana je y ilioj YiQoHoj aunuju, ceue ceéaxy gy Koja ciiaja jegry thauxy

Ha P C jegHoM WLayKoM HA (.

Obpaiuno: Axo uoayupasa r, xoja tonazu uz O, ceue gyx xoja cigja
uU36eCHy THauKy HA P € U36ECHOM TUAYKOM HQ (, UoAYUpasa 1 je y YIQoHO] AuHUju PQ.

Jdoxa3s JloKaXuMo WpPBO JXa IONYNPaBa

q canpxafa y YraoHOj JNHHAJE pg, cede INyx AB

8 RT KOja cnaja TauKy A Ha p ¢ TaukoM B Ha g (ci

65). Hexa je s mpaBa Kkojoj mpEnNana r, 3aTHM

R Tauka Ba r, a R’ Tauka Ha npoayXemy IOJy-

TpaBe r, Tj. Tako ma je R—O—R. Kaxo je ry

e yraoHo] nuswjm pg, Tauke 4 ® R ¢y C HeTe

cTpane mpaBe b, K0joj npunama g, Hakie mpaBa

b we ceve nyx AR. Mcro Taxo mpaBa a He ccue

Iyx BR. Ho npama b ceye crpammuy RR Tpoy-

ma RR'A y taukn O, pnakje, Kako He cede

Ci. 65 cTpagmny AR, To Teopemm 7.12 cede cTpaHMIYY

ARy m3BecHo] Tauxu B’. [Ipasa a mak ceve

crpanany RR’ Tpoyrna RR'B y tauxm O, pakJe, XKaKo He cede cTpaRmuy BR,
no Teopemu 7.12 ceve crpawmy BR' y m3BecHo] Taukm A’

Harne mmamMo A—B’— R’ u B— A'—R’, a oTtyn no teopeMu 6.13 nocroju
Tayka m3Mmehy 4 m A" m m3mehy B w B'. OBo je Tavxka O, Haxje HMaMoO
A—0O—A u B—O—PB'. Kaxo je B—A'—R v A—0O—A', tauxe B A4 cy ¢
HcTe CTpaHe mpaee 5, a 4 m A’ cy ¢ pa3zumx CTpaHa Te npase. JHaxne o Teo-
pemu 10.6 A m B cy c PasHEX CTpama mpase §, Tj. no pedrrmrnmy 10.3 npasa
s cede nyxX AB y wuspecHo] Tadku C.

Kako je A—C—B, tauxe B ¥ C ¢y ¢ HCTe CTpade mpave 4, JaKne C je
C OHe CTpaHe IpaBe a c koje je g. Hcto Tako C je ¢ oHe CTpane mpape b ¢
koje je p. Maxne C je y yraoHoj JMHMjE pg @ TpemMa TOMe Ha WOJYTIPAaBOj f,
Tj. r cede xyx AB.

Hoxaxumo y npyru neo Teopeme. Hexa momympaBa r cede xyx AB xoja
craja TauKy A Ha p ¢ TaykoM B Ha g, y u3BecHoj Taykm C. Tawxe B m C oy
€ WcTe cTpaHe Opase g, nakie C je ¢ oHe cTpaHe mpase a € Koje je ¢ ¥, BCTO
Tako, ¢ OHe CTpaHe upase b c koje je p, makne C je y yraono_| IH/IHM]!I j 272
Kako je uena momynpasa r ¢ HCTHX CTpaHa UpaBEX g M b c xojux je C, oro

" ICTO Bpemd 3a r, Tj. Honyupa.sa r je y yraoHoj nusmjm pg. — Tume je Teo-

7y

peMa yoxasana.

Teopema 11.8. Axo ¢y A u B gee ituauxe y yiaonoj sunuju pq, uesa gyx
AB je y woj yiaonoj aunuju. Axo je A ma kpaxy p, B ma xpaxy q, ceaxa ymy-
wiaprea wauxa gyxu AB je y ylaowoj maugu -pq.

Axo ¢y A' u B’ uszean yiaone aunuje pq, gyx A'B’ jé usean ime yiaome
AuHUJe UAU ceue 06a FbeHa KPAKa, umu CagpXu Feeno ideMe WAKO ga cy joj Kpauu
P u q ¢ ucitie ciupane tipase A'B’.

Axo je thaauxa A" y yiaonoj sunuju pq, a B” itiauxa usean we, gyx A''B"’
ceue jegam u camo jegau 1weio8 Kpax umu uax ceue ytaony Mminyjy pq uponaschu
KpO3 FeeHO ideMe.
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Hoxas Axo ¢y A B B Tayke y yraoHoj Jomwjw pq, Taja ¢y A m B c
OHE CTpaHe NpaBe @ C Koje je g M C OHe CTpaHe mpaBe b c koje je p.
Ha Tememy nepuumnige 11.3 To Bpenm 3a cBaky Tadky nyxH AB, 7). nyx AB
je y yraomoj JsmeMjE pg (ci, 66). Axo je Tayka A Ha Kpaky p, a B Ha ¢, Ha
Temesby Jeburmumje 11.3 cBaka yHyTapma Tauka AyXE AB je ¢ OHe cTpaHe
npase b ¢ Xoje je p M C OHe CTPAHE MpaBe @ ¢ KOje j€ ¢, T). Y YTAOHO] JIMHMJH Pg.

Axo ¢y 4 w B m3paH JuHHje pg, npema Aedwmunujm 11.3 mocroje ome
MoryhsocTH: 1) OBe Tauke A m B cy ¢ ose CTpaHe NpaBe ¢ C Koje HMje g
WIK Cy C OHe cTpPaHe mpase b c xoje HEje p (Ha coumm 66 Tadke A4, B). 2) Camo
Jemna on Tauaka A4, B je ¢ oHe cTpaHe mpaBe a C Koje Huje g, a caMO JApyra
¢ OHe cTpare mpaBe b ¢ xoje E@je p. V mpBoM ciayyajy nema nyx AB je ©
HOTHYHE Je[HE WCTE CrpaHe mpase g Wi b, naxie u3BaH yraose murije pg. Y
OpyroM caydajy Hexka je A ¢ oHe CTpaHe ‘TpaBe @ ¢ Koje Huje g, a B ¢ one
crpaHe npaBe b ¢ Koje Hmje p. Kako je mpm ToMe A4 ¢ oHe crpaHe mpaBe b ¢
Koje je p, 2 B je ¢ oHe CTpaHec mpaBe @ C Xoje je ¢, Tauke A 1 B cy ¢ pazHux
cTpafda mpaee @ v mpase b. Heka cy P m Q Tauke y kojuma nyx AB ceue
npasy g ofH. b (ci. 67).

Cn. 69 , " ocn70

Ako ce P u Q mokyamajy ¢ TemMeHom O YraoHe JIMHHW]E pg, XKpalud p W g
¢y ¢ ucTe crpane mpaBe AB. Kan 6w Haume Omie ¢ pasHHMX cTpaHa Te Npase,
oBa Om cexna m3secry xnyx LM (cn. 68) xoja cmaja Tagky L nHa p C TauykoM
M wHa ¢ w TO y jemHoj Taukm N, pakiie mojynpaBa Ha upaBoj AB, xoja caapxu
Tauky N a wonasy m3 O buna 6@ mo Teopemu 11.7 y yraoHoj JWHME pg.
Kaxo va npapoj AB jemna on obdejy momynpaBuxX C HOYETRKOM y O campxu
Tauky A4, apyra Tauky B (jep je A—O—B), jenHa on Tadaka A u B Omyma om
.Y Pg, CynpoTHO MpeTHocTaRiM. Jlakne xpami p B g Cy © MCTe CTpane npane AB,
Kao IITO ce Yy ITpEeJUIONEHOj TCOpeMM TBPHA,
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Hexa cy P m Q passe Tauke. Axo je P na xpaky p (ci. 69), tauke B m
P cy ¢ pasHux crpaHa mpaSe b, naxne Tauka Q y xojoj myx AB ceve mpasy b
je usmely B m P, Tlpema ToMe B u Q ¢y c Hcre crpase Tauke P, paxie c
wcre crpahe mpase a. Ho B je c one cTpane rmpaBe a ¢ Koje je g, naxse Ta4xa
Q je Ha g. Ilpema Tome, ako je P wa p, Q je ma g, Tj. nyx AB ceve oba
Kpaka JMHB]C prg, W He ceYe HMU _]CﬂaH THIVIC Jeu )Ipym HOEO TCOpPEME OOoKa3ay.
Hexa je 4 y yraosoj nuuujg pg a B Ban Te jmuuje. Tana je Tayxka B c
OHe cTpaHe NpaBe a ¢ Koje HUje XKpaK g, WIH je (yjemHo WIH He) ¢ OHe cTpaue
mpaBe b ¢ xoje Huje xpak p. IlperniocTasEMo na je oo mpeo. Tana cy An B
C pa3HEX CTpaHA WpaBe a, Tj. a cede OyX AB y mieecnoj Tadkm P (cn. 70).
Axo cy mpu TomMe A 1 B ¢ mcre crpase mpase b, Tj. C OBe ¢ koje je p, AyX
AB cevye kpak p y P, a we ceye mpasy b, nakne HuTH Xpak g. IIpema Tome
Ay AB ceye caMO Kpak p yraode JIMHEE pg.
Axo cy A m B yjenso c pasHux cTpaHa npaee b, nyx AB ceve M mpamy
b y m3BecHoj Tawkn Q. Akp ce P H Q nomanajy ¢ temeHoM O (ci. 68), myx
AB canpxm 1auky O. Kako je TIOJTyIpaBa OA y yraonoj NEHMJH pg, npema
Teopenma 11.7 ceue _]any nyx LM xoja cnaja Tauky L ‘mWa nosrynpasoj p ¢
. TauxoM M Ha nosynpaBoj g, mMpeMa Tome L m M cy ¢ pa3HMX cTpasa mpase
AB, naxne p'm g cy Takohe ¢ pasuEx CTpaHa. Jlak e, mo mebuupnym 11,2
-Oyx AB cede yraody JMuujy pg y. O.
Heka cy P m Q passe Taike. Kako cy obe ga myxot AB, mpema TeopeMa
6.15 je A—P— Q vy A—Q-—~P. Axo je A—P—, Tauke A m Q cy C pa3HHX
crpasa mpase a (on. 70), ma kako je 4 C OHe CTpaHe Npase a c Xoje je q,
Tauka Q je Ha npozxy)xcrby kpaka ¢g. Ho kako je A—P— Q, tauka P je c oHe
cTtpade mpase b c xoje je A, Tj. Ha Kpaky p. Ako je mak A— Q—P, nokasyje
cé HCTO Tako pa je P Ha mponyxemy Xpaka p, a O Ha Xpaky g. [Hakie y oda
oBa ciy4aja nyx AB cede camo jeman Kpak yraoHe JIMHEJE pg.
Teme je Teopema 11.8 y nemm Hokazana,

_ Ocnamajyhm ce o npe’rxom-ly TeopeMy, Hokasyjemo cuesehy, oSpHyTy
. Teopemy. .

Teopema 11.9. Axo gyx AB ne ceue yiaowy- mumujy pq, widiiu je Ha Fojs
tiauxe A u B cy obe y toj yiaowoj auruju, umi obe uzsan.we. Axo gyx AB
cewe yiaowy mumujy pq y jegHoj ilauxu, jegna og iuauaxa A, B je y inoj yiao-
Hoj aunuju a gpyia usean mwe. Axo gyx AB ceuwe yiaony mumujy pq y geema
Hauxama, wauke A u B cy obe uszean iue yiaome aunuje.

Jdoxas. Hexa myx AB He cevye yraoHy JmHmjy pg. Akxo Tauxe A u B
He bm OSuie obe y yraoHo_] TMHUM pg MN¥ obe BaH Te yraoHe Jwiuje, SHia
OM jenHa y YTaoHO] NMHMjM pg, a Apyra Bay H;C, paxye, npeMa Teopemu 11.8
IyX AB Dm cexjla yraoMy JIMHW]y pg Y jemHOj Tauki, npom.nno FIPETIIOCTABIM.
Cnuvro ce nmoxasyjy m ocrana mapa TRphema. )

5. Vraona IIKHM_]Z, pasnaxce, - CJIEYHO MpaBoj, paBaH Ha IBa Jleya: Ha
YKYIHOCT TaJaKa Koje CYy Y YraoHoj JIEHEjM ¥ Ha OHe KOje Cy M3BaH Be. 32
JilBe Tadke, cafpXaHe Y PaBHM -je[He Yraowe JIMHHje, a Koje He npRuanajy moj,
MOXKEMO Ta.xoljc nedpHHECATH M3pase ,,C WCTEe CTpPaHe” H »C PasHHX cTpaHa‘
yraoHe JIMHH)E, -Ka0 10TO0 cMo neduHMcAH y oaHocy Ha ¥pasy. Hedmamingy
TIOCTaBJbaMO He3aBHMCHO o pedpmHuje 11.3.

< ,Zleqnmmm]a 11.4. Axo cy A u B nBe Tauke'y PaBHA yraone JRHYyje pq,
KOje HHCY Ha H:O_], ¥ 4X0 MocTOPE y Toj parHM Tpeha Tauka C Tako Oa Iy
AC u BC meMajy 3ajefJHMUKMX TAYaKa C YTaOHOM JHHHWjoM pg, pehu hemo nma
cy A v B ¢ ucitie cilipahe yraoHe NHHWUjC pqg.
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Axo He mocroju TakBa Tayxa C, pehm hemo na cy tauxe A4 u B ¢ pasnux
cidpana yraoHe JNuUHu]je pg. -

CnommemeMo npBo ciiciehy Teopemy :

Teopema 11.10. Axo gyx AB, cagpxana y pasnu yiaowe aumuje pq, Hema
sajegruNKux Wavaka ¢ oM YiaoHoM aunujoM, tauke A u B cy ¢ ucitie ciipane
ue yiaone suHuje.

Noxkas. Heka je C ma xoja Tauka m3melly 4 u B. Kako myx AB Hema
3ajeIHMYKMX Tadaka ¢ pg, Hemajy Tpema TeopeMu 6.20 mu nyxu AC u BC
3ajcMEMYKMX Tavyaka C pg, nakyie no gepuumumjm 11.4 4 u B cy c mcre cTpaHe
yraoHe JMHMje pq.

V meema cnepefium Teopemama LoBoxe ce y Be3y H3pasu ,,y“ u ,,Bar‘
yraome JIiBMje ¥ H3pa3¥ yeesieHw Achuummmjom 11.4.

Teopema 11.11. Axo cy A u B gse .iliguxe ¢ ucilie ciipane yiaoHe auHuje
pq. obe cy y pq uau cy obe uszéan pq. Axo cy mauxe A u B ¢ pasnux cupana
Yyiaone auje pq, jegHa je y pd, gpyia uzem Ppq.

Hoxas. Heka je ¢ npaBa Kojoj NpuIrama noJsy-
npasa p, 2 b mpasa Kojoj npunana mosynpasa g. Ako
cy A ¥ B Taike C_MHCTEe CTpaHe yraose JIHHWE pg
(cn. 71), mpema peduEEMH -11.4 nocrojm Tauka C
Taxo ma ayxu AC » BC Hemajy Tawaka 3ajeqHHYKUX
c pq. Haxne, nmpema nepurmmajm 10.4 Tauke A u C
Cy C MCTe CTpaHe HpaBe 4 M Tako wcrto Ttadke C m B,
nakne mpemMa TeopeMu 10.6 Tauxke A m B cy ¢ HCTe
crpane mpase a. Meto Tako cy Ttauke 4 m B C wcTe
crpase npase b. [akne, A m B cy c oue cTpaHe rpaBe Cn T
a c Xoje je g ¥ c OHe cTpaHe npase b € Koje je p, a
Tafla ¢y 4 m B npema pepwrnmdiz 11.3 obe y yraowoj munujm pq. M cy
-Tayke A w B ¢ OHe cTpaHe TpaBe a C Koje HUjE g, H C OHE CTpaHe mNpase
b ¢ xoje ruje p, a Tana cy npema pepmuupnm 11.3 Tauxke A m B m3BaH
yTaoHe JMHEjE pq. :

Axo cy A n B ¢ pasHEX. cTpaBa YraoHe JIMHHIC pg

(cn. 72) He moctojm TakBa Tauka C. = JlpernocTaBEMO
na je Tauka A y pg M HOKaXHMO 12 je Tada B M3BaH
pq. Kan &®, maume, m Tayka B Omna y pg, Swie &u
mpema naepuunmiy 11.3 Tauke A wm B ¢ uCTe cTpaHe
Ipase ¢ W C HCTE CTpaHe npase b, hakjie mpema pedn-
wmujd 10.4 gy AB He DM MMaia 3ajeHHUYKHX Tayaxa
Cc a u b, nake HU C yraoHoM JmHMjoM pg. Ilpema Teo-
peMu 11.10 tauxe 4 m B Ouiye 6w c wucrTe cTpane yraoHe
Cn. 72 Jmnn_]c pg, ‘WITO Ce TIPOTHBH npcmocTaBuK Haxute Tauka .

B je BaH yraose nmm]e pg. :

*  AKo je Tauka A M3BaH pgq, noxasy]e ce a”anoro Ja je Tauka By yraoHoj
JMHRJY pg.

Teopema 11.12. Axo cy A y B gee inauxe y yiaoroj aunuju pq uiu uzear
pa, iaga cy A u B ¢ uciie cidpane ilie yiaowe avruje. Axo je A"y pq, a B
usean pq, thauxe A u B ¢y ¢ paswux ciupana e yiaowe aunuje. Axo je Ay
pq wm eéan Ppq, a B na pq, uocitioju y paswu the yiaone mumuje miauxa C uiaxo
ga -gyxu AC u BC HeMajj) cem idauxe B zajegruurux- wiauaxa ¢ wioM yla-
OHOM AUHUJOM.
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JAdoxa3. Ilpeuu gpyru neo TeopeMe cnefyjy HenocpenHo u3 teopeme 11.11.

AKo je Tauka A y yraoHoj JMHWJH pg, & B Ha TOj yraoHOj JMHHjU, AYX
AB je, ceM Moxna Tauke B, Ha ocHovy nedubumumje 11.3 y yraowoj JuHujm pg.

Ako je Tauxka A BaH YTaoHe JMHUJE pg, PEUMMO Na je¢ Tauyxa B Ha Kpaky
p (cx. 73). Axko je Taga A ¢ oHe CTpaHe npaBe a C KOje HEje g, NyX AB uma
C XpakKOM p camoO TauyKky B 3ajefHHUYKY, & HeMa 3ajefITHHYKE
Tayke ¢ g, Bakje cBaka Tauka C usMmehy A U B 3anoeo-
/jpaBa ycJoBe TBpheBma Koje pokasyjeMo. Ako je A ¢ oue
CTpaHe IpaBe a C KOje je g, a ¢ O¥e CTpaHe mpare b ¢ kxoje
HHje p, Heka je C Tayka Ha Npoayxemy Kpaka g. Tana
onetr AC u BC HeMajy, ceM Taukxe B, 3ajeqHHYKEe TAUKEe C
yraoHoM JmMeEHjoM pg. Cmu4HO je ako je Tauka B Ha 4.
AKo ce B nokmana ¢ taukoM O, nyxk AB je, cem Tauke B,
3ajeTHO ¢ TAYKOM A ¢ OHE CTpaHe NpaBe a ¢ KOj€ HHjE p,
nakine nyx AB je, ceM Tauyke B, Leja M3BaH yraoHe JIMHHjE
Cn. 73 pg. Tume je W 1pehu Zmeo Teopeme NOKA3AH.

~

12. YT'AO.

1. Ha Temessy u3paza ,, HCTC CTPaHE YraoHe JMHHje‘ TpYKa HaM Ce
ppocta OedyHumija yrJjia Kao paRHe MOBPIIK, ¥ MOryBHOCT fga pasJiHKyjeMo
ynydmeHe, mcoyn4YeHe M onpyxeHe (WM paBHE) YyTJoBe.

OnpyxeH yrao hemo nedurucatd Kao YXyNHOCT jEOHE MOJYDPARHM M IIpaBe
KOja je WmeH pyb, anM jendy TayKy Ha T0j mpasoj HasueahieMo TeMeEHOM, a obe
NOJIynpase p H g, Ha KOje je Ta npaBa pa3jioxeHa TeMeHOM O, Kpaluma Tor
onpyxeHor yria. Ilpary paznoxeny.Ha nonyupaxae P % g obBenexasaheMo mpm
TOMe 3HAKOM pg, KaO0 M YTaoHe JIMHHjE. .

w Jepmmunja 12.1. Hexa cy p m g y M3BeCHO) paBHM o JiBe YIOJNYNPaBe Ca
3ajeTHUYKHM Mo4yeTkOM O M KOje cavdMibaBajy, 3ajedHO C TauxoM O, yraony
JIUHHJY MM IpaBy pg. -

VKynHOCT Tauaka Te YraoHe JIMHHMjE MM T€ NpaBe pg U CBHUX Ta4aka
Pa8BHM «, KOJ€ Cy C jegHe HCTEe CTpaHe T¢ yraoHe NUMHHjE MM Te IpaBe, Has3u-
BaliemMo yiao.

3ajequRyuKH MIOYETAK HOJYNpasux p W ¢ uasusahiemo idemenom TOr yria,
MONYNpPaBe p U § WETOBUM Kpayuma, a YTaoHy JHMHH]Y HJIH [paBy pg BeEro-
BHM pydom. '

3a Tauke yryja koje ue mNpunanaly
Beropy pydy, pehn hemo npa cy_y yriy, a

32 TaYkE KOjE CY ca CYympOTHE¢ CTpaHe pyda d i q

pebu hemMo na cy wuzegy yrna. VkymHoct //

Tayaka Koje cy y yrily uaswBalieMo Bero- o

BOM YHyiupawireouhy, a ykyIHOCT Ta4aka Koje

Cy M3BaH yTNa, BEYOBOM Cilosauirbowhy. o < o =

HMakne, yrao ce cacroju H3 CBoOje ,
YHYTPaIl®OCTH M CBOra pyda () (b)

Vinope hemo obenexasati MamuMm Cn. 74
TpYKMM CJOBHMa (K20 W PaBHM M nOJypa-
BHHM). AKo je O TeMe, a p ¥ g, wm nak OP u OQ kpaug, yrao hemo obere-
’)K8BaTH M 3HAKOM < pg omH. <L POQ. OBMM 3HaIIMAa yrao HHje jEIHO3IHAYHO
onpeheH, jep MocToje ABa yrjia ¢ KpauumMa p U g. Kan rox ce mapountio He
NCTaKHe, mox yrioM << POQ ce noapasymepa yaybibeH yrao.



59

V cmumu 74a yrao « je Ha3HaYeEH ,,0CCHIYEHMM'' NEJIOM PaBHH, 4 y CITHIM
74b Ha mpyry, 4ecTo MPUMEBWBAHM HA4YWH, TJ. JyKOM Kpyra ca cpemyiuTeM Y
TeMeny O M Kojm craja Tauke Ha Kpaluuma p H q.

JOKaXimMO npe CBETA OBY TEOPEMY :

Teopema 12.1. Viao xome je pyb yiaona mumuja Pq cacuoju ce uz we
yiaoHe AuMuje u ceux iauaxa Ko;e Cy Y o] YIQOMO] AUHUJU uAu Koje €Y U38aH
e ylaone nunuje. Yiao xome je pyb fipasa pq, cachioju ce Uax u3 ile upase u
Jegne Honypasnu Kojoj je wa upasa pyo.

Hoxas. Axo je pyd yrila yraoua Jomemja pg, npema nebwrvnmju 12.1
yrao < pg C& cacTOj@ H3 YraoHe NEHuje pg M U3 CBMX Tayaka. KOje €y © jemHe
HCTe CTpaHe Te yraome JIMHMje, a upeMa Teopemu 11.11 To 3Haum Ja ce cacToju
H3 Te¢ yraoHe JIMHWje H K3 CBHX Tadaka Koje Cy y TO] YraoHoj JMHMJH MU KOje
Cy'HM3BaH Te YTaoHe JuHHje. Ako je pyS yrna mpasa pg, no pedwsvoumje 12.1
yrao <pg ce CacTojE ¥3 T¢ IpaRe ¥ H3 CBUX, Taaka Koje Cy C jeaHe HCTe
cTpare Te mpase, a 1o Aedrrmmmjn 10.5

To 3HAYH Xa CE CacTOju M3 TE JIpaBe H M3 ‘
Jemwe monypaBH®M Kojoj je Ta WpaBa pyo. q\}‘

) )
ITpemMa npeTXoHHO] TeOpEMM Ppa3y- R
KyjeMo ynydibeHe, HcmynmueHe M OIpYXeHe 0 (1) qQ 0 P
yIIIOBE. u M
A Hednarmmja 12.2. Yrao xojm ce cacro- (a) (b)
_Ju W3 Ta€axa Ha je;HO] YTA0HO] JIMHWM K
"y B0) HasuBaheMo ygybmerum unu_xouxa- i Cn. 75

Wﬁmom ce € _CacToj W3 Tadaka Ha

jenuoj yraonoj | JMHEjY ¥ BaH Fe HaMBahemo ucilyirerum A KOHEEKCHUM ;2 YTAO
KOJU Ce caciojy ¥3 HONYPAEHH W menor pyda HasmsaheMO O#pysxeHuM YIIOM.

Y cmnm 752 A je ynayOiseH, p HCIOYN4YEH yrao, a y CIHLM 75D A M @ €y
ONPYXXECHH YTJJOBH.

Hanowmena. Yuybiben yrao je y crBapm MCNYIMEH HEO DPaBHM, & MCIYII-
9eH yrao-je ynydiseE neo paBHH. Kan umax roBopuMO O yAYO/BEHHM H O
MCIYTI4eHUM YINOBHMA, 3aMMIIUbaMO Kao Na NOTHYHY YTAOHY JIHHMJY MOCMaTpaMo
y oda ciydaja M3 YHYTPaIBOCTH AOTWYHOT YTJA.

’ Jokaxumo cama IpBO OBe TDH TeOopeMe:

Teopema 12.2. Hexa cy a u b tpase xojuma iipuiiagajy pegom Kpauu p u

' q ygybmenol yina I pq. Vuypauireocin whioi yina <LPpq cacidoju ce u3 Ceux

lauaxa Koje ¢y ¢ OHe CiupdHe Upase a ¢ Koje je Kpax q u € OHe ciupane upaee
b ¢ roje je xpax p.

Hoxas. Tlpema pepunmumjm 12.1 ywyrpanmsocT yayDdieeHor yrila <Xpg
cacToj¥ ce M3 Tavaka koje €y y yraoHoj Jumju pg. Ho no pedumeumjuz 11.3
TEYKe y TO] YraoHO] JIMHWM jecy C OHE CTpaHe IpaBe a C XOoje je § M € OHe
cTpane wpaBe b c koje je p. Haknme yHyTpaumocT yria <{pg CacToju ce M3
Ta4aka Koje Cy C OHe cTpaHe mpaee @ ¢ Koje je ¢ K ¢ OHe cTpade mpase b ¢
xoje je p-

Teopema 12.3. Axo je A inauxa na xpaxy p u B imauxa na xpaxy q ygy&—
aeHol yina A pq, cee wauxe usmehy A u B u camo e whiauxe ipase AB jecy .
y oM yiay.

Hoxa3s. Hexa je O-teme yrna, C tauka wsmehy 4 u B (cn. 76). IIpema

pedmmmuin 10.3 tauke B u C cy ¢ wcre crpade upase OA, paxine C je ¢ oHe
crpade ¢ koje je g. HMcro tako, C je ¢ oHe crpane upase OB c koje je p.
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Hakne mpema teopemu 12.2 C je y ymybmenoM yrity <X pg. OOpHyro: ako je
C na AB, y yriay Xpg, Tana je C, npeMa TeopeMy 12,2 ¢ oHe cTpane npase
OA c xoje je ¢ ¥ ¢ oue cTpane mpase ‘OB c Koje je p, T¢ Ha OCcHOBY Aedu-
mamje 10.4 mje B—A—C, vt je A—B—C, paxne je A—C—B.

Teopema 12.4. Axo uosyupasa t wosazu ui suemena ygybmenoi yira <L pq
u cagpxana je y wiom yiy, waga ¢y u ygybrmenu yinoeu <Xpr u <Lqr cagpxa-
HU Yy 4oM yisy.

Cn. 76 Cn. 77

Hoxa3 [Hokakxumo pa je Ma Koja Tayka A, Koja je cagpxaHa y yAay-
. BIneHOM yriy <(pr, cajpxkaxa Takohe y ynyS.meHOM yry X pgq. Hoxamo
npBO 12 je A c ome crpaHe mpase b, Koja canpxu MOJyIpaBy ¢, C KOje je Ma
koja Tawka P ya nonympasoj p. Kan Ou, wanporms, Taike 4 u P dwie
pasHMX cTpana mpase b, mocrojayia Ou Ha b Tawka .Q Tako ma Ou Owro A—
— Q—P. Ho mpema teopemn 12.2 Tauka A je c OHe cTpaHe mpaBe a, Koja
canpxu MOJIyNpaBy p, € KOje je mosiynpaka ¢, a mo pedpwswumju 10.4 Tagxe A
" Q cy c Hcre cTpane mpase &, Aakie Tayka O je Ha IOJYIpasoj q.

Kaxo je Tauka P Ha momynpasoj p, a Q Ha g, NOJNynpasa r, Koja je y
yayOlseHOM yrny < pq, cede mpemMa Teopemu 11.7 nyx PQ y W3BECHO] Tawku
R, 1j. nmamo P—R—Q, na kaxo je P—Q—A, npema Teopemu 6.14 je Takohe
P—R—A. axie npema 1eopemu 12.3 Ttauxa A HHje y yAySmeHOM yriy <Lpr,
CYNPOTHO NPETHOCTABLUA. Twve je ;(oxasaﬂo pa je Tauxka 4 c OHe CTpaHe mpaBe
b, c xoje je mosympasa p.

CeM Tora, Tayka A je mpeMa Teopems 12.2 ¢ oHe cTpaHe NpaBe g C Koje
je moyympasa r, jep je y yaybibenoMm yrimy <Xpr. Ho r je y yayOmeHoM yriry
< pg, Daxne Cc OHe CTpaHe Mpase .g C ¥oje je mosynpaea g. Jakie mpema Teo-
pemu 10.6 Tauka A je c oHe crpaHe mpaBe a ¢ XOj€ je IONynpaBa g.

Kako je tayka A ¢ oHe cTpaHe IpaBe 4 C KOje je § U C OHE CTpaHe
_npase b ¢ Koje je p, Tauka A je mpema Teopemu 12.2 y yaySmenom yrimy < pg,
ma Kako je A Ma xoja Tadka y YAYOJeEHOM YOIy <(pr, YHYTPalUEmOCT OBOT
yrnd < pr je canpxata y yayOibeHoMm yrmy X pg. CeM Tora, Kpaum p - r cy
canpXxaHH y TOM YNNIy <pg, Aakje Ieo - yaydiheud yrao {pr capxaH je y
. YAyDIJbeHOM yriy <X pg.

2. Heke TeopeMe 0 TAaYkaMa y YraoHoj JMHMjH M BaH Fhe LHPEHOCE Ce He-
TOCPENIHO 'Ha Yrao. Hehemo ux cse naBoputH. J{okaxumMo Hanp. caenchy teopemy:

Teopema 12.5. JJee apase xoje ce cexy ogpelyjy ueiupu ygybrena yira
yyju Kpayu upuiiagajy thum upasum. Ceaxa mmauxa pasHu, Koja je 6aw iGux upasux,
upuilaga jegnoM U CaMo JjegHoM. 0g taa uéiiupu yiia. '

. Hoxa3s Hexa ¢y ¢ w b Te npase, O Tayka nopeceka, p pasaz. Ilpema
Teopemu 10.2 Tauxa O pa:maxce Upaey g Ha Jipe LONyOpase p X p's a opasy b

\
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Ha npe noynynpase ¢ M ¢~ llpema pepwrumvju 10.6 ppasa a pasnaxke pasan p
Ha fBE MOJIYPaBHM A M A\ H TO, PEHMO, A CaJIpXH NOJYNpaBy @, A’ NONynmpasy
¢, WCTO Tako mnpaea b paznaxe paBa o wa ppe MONYPABHH p M ' M TO,
PelMO, . CAAPXKH ITONYNPaBy p, v’ monympasy p’ (cn. 78). Tlpema Tome, cee
Tauke PaBHM p, KOje CYy BaH MpaBux a U b, Mory ce . _
DOJIENMTH Yy YETUPH IpYyHe: y Tauke 3ajeAHnyKe Io-
NYpaBHWMMA A H [, 3aTHM MNOJypaBHHMa A H ',
3athMm ' H X M Haj3an nosypasHuMa ' M A. Ipema
peburmumjamMa 11.3 u 12.2 T0.Cy yHYTpallmoCTH
yetupy ynybmena ymna: < pg, Xpq, <p'qd; ¥ q'p.
Haxne nocroje Ta uyerTupm ynybsweHa yria.
Vryrpamme Tauke ABajy pasHMX yrioba jecy C pas-
HHX CTpaHa Opase a WIH mNpaese b, HOakne cBaka
Tayka paBHM, KOja je BaH & M b, mpunana camo
JeOHOM OJl Ta YEeTHPH YIJA.

Ha teMemy cnepehe Teopeme Moxemo nedu- Cs. 78 3
HMCATH pa3fiaratwe paBHM YraoHOM JIHHHjOM.

Teopema 12.6. V pashu o yiaone aunuje pq Uocilioje géa yina, jegax ygy-
Omen, gpyiu ucuyiuen, Kojuma cy p u ( 3ajeguuuxu Kpawu, a yiaona muHuja Pq
3ajegnunku pyd. Ta gea yinra wemajy ean ylaouwe aunuje Pq sajegruukux Haiaxa,
a pagayt o ce cacwo;u us wia gea yma

Hokas. ITo pedmumumjm (1.3 paban « ce cacTojH H3 T494Ka Yy YTaoHO]
A pg, HA TOj yra.ono; JMHUjH U BaH Be. Ilo ,uedmnuuﬂjn 11.6 Tauke Ha
YTaoOHOj JIMHIWJH pg M y TOj YraoHoj THHEJE cauME-aBajy YAyObeHm yrao < pg,
a Tayke HA pg M BaH pg caymibaBajy MCIyNYEHH yrao < pg. Jlakie nocroje ABa.
yIJia 0 XojuMa roBOpM OBa TeopeMa, a pasaH « ce cacTtoju W3 T4 IBa YyIjia.
Kako no pedmrvrgju 11.3 Tagxa KO_]a jey yraono; JMHUJH Pg, HUje H3BaH e,
uHTH je oDpatHOo, 00a T4 yrna "emajy BaH pg 3ajeNHMYKHX TAYaka.

Hlepmammja 12.3. Axo je pg yraoHa JIMHMja y jeHO} PaBHH KM aKO CYy A
U [~ YIJIOBH KojuMma je pq 3ajemHyuku pyd, pehu heMo Aa je Ta paBaH pasiosxena
YTaOHOM JIMHHJOM pg Ha YIJIOBE A M .

Can MoxeMo Ha OCHOBY TeopeMe 12.6, 2 3aTMM nedpuHmge 10.6 u Teo-
peMe 10.7 u3pehn cnepehy teopemy:

Teopema 12.7. Ceéaxa yiaona aunuja paszaake pasan Kojoj uputiaga Ha gea
yiaa, jegan ygybmen u jegam ucityiiuen. )

Csaka tipaea y jegHoj pasHu, pa3foxenda jegHOM CE0joM fauKoM Ha gee
fionyiipage p u (, pasamxe Wy pasan Ha gea oupyxena yira Kojuma cy p u q
3ajegHuMKU Kpayuy.

3. VrnoBu Mory mMati ysajaMﬂo pasHe monoxaje. [locMaTpajy ce Hapo-
YUTO B2 YIJjia y JedHOj PAaBHM, KOjHMa je TeMe 3ajeAHHYKO, M DasninkKyjy npe
cBera CycelHH, HANOPEAHH H YyRAKDCHH YTJIOBW Hehemo 3axTte-

BaTH fla 7IBa cyceflHa yriia dyamy oda ynybiena. Crora Je npe aeduHUIyi)e MO-
TpeOHO HOKA3aTH OBy TEODEMY:

'* Teopema 12.8. Hexa cy y jegnoj paénu p, q, T fpu #ionyipase ca 3ajeg-
HuukuM HoveigxoM. Ilocilioju caMo jegaw yiao ca xpayuma p,  u camo jegaw
yiao ¢ kpayuMa qQ, I Waxko ga Wa gea yisa HeMajy 8aH 3ajegruskol Kpaka
3ajegnunkux Gauaxa. -

J ok as. Ilpema 1eopemu 10.6 w 12.6 nocroje nma yrnma ¢ Xpaiuyma p
U g, dwio ja p M q. mpumanajy jenHoj mpabBoj wm He. [lomympasa r HeMa
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32jelHMMKUX Tavaka ¢ p, ¢ ¥ npema JAepuammpu 10.2 He cagpxu Tagky O,
JlaKRe, ako p v ¢ npm‘ra)lajy _|e)1Ho_| npano_l, r Je y jenHoj oA ABe)y HONYpaBHH,
aKO MaK p U ¢ He NpPHIAfajy jeJHo) npasoj, r je npeMa Teopemn 11.9 y yraonoj
JIMHMJU pg WM BaH we. Jlakie r je npeMa z(e(bpmmnjn 11.8 y jemHoM ox Ta
nea yrna. Heka je. o omaj y Xome je r. Hocro;e HCTO
Tako NBa yrJla C KpauMMa ¢, r; Heka je f OHaj y KOMeE
Hje p (o 79).
Vrnosr o un  mMajy 3ajeuky xpak q. Heka je
A yHyTpailllba Tayka yrjia «, a P 1agka Ha Beropy Xpaky
p- Tlpema teopemu 11.11 mocroju y paBuM TOr Tpoyria
Tayka C Tako ma ayxum AC u PC uemajy, ceMm P, 3ajen-
HUYKHX TaYaka C YTaOHOM JHHMjoM pg. Kako je A y yriry
®, Te AyAM cy nmpeMma TeopeM 11.9 pesie y «. Ho xako
jer, uspan «, myu AC u PC uemajy 3ajeNHHYKAX ‘Tagaka
Cn. 79 M C r, Aakyie HM ¢ yraoHoM JmuHjoM gr. Ilpema TtoMe,
oo teopemu 11.11 4 u P cy 0de y yraouoj JIMHMH qr
W cy obe BaH Te yraoue mrﬂnje na Kaxo je P Ban f, m A _]C BaH B. OBo Je
THM Mpe aKO P U g NPANA/ZA]y je/IHo] NPAaBOj WIH aKo ¢ M r MPUNIANgajy jeHoj Npasoj.
Haxne cpaxa Tauka A KOja je y yHyTPaIUBOCTH YyrJia o, Hajasd ce H3BaH
ymna B, Tj. « M B HeMajy 3ajerHMYKUX Tagaka BaH Kpaka ¢.
Hexa je cam o’ oHa) yrao ¢ xpauwma p B g y koMe je kpak r. Kaxo o
M oDa yrja ¢ xpalliMa ¢ ¥ r MMajy 3ajefHM9Ky He. caMo noJiynpaey ¢, Beh u
r, o’ He HCmy m:apa_ycJioBe OBE TeopeMe, Haklie o je jeAMHH yrao ¢ Kpauuma p
H ¢, XOJH HCIyHaBa Te ycioee. Mcro Tako je f jemmum yrao c Kpaumma g H r
KOJH HCny¥saBa Te ycsioBe. — THMe je 0Ba TeopeMa AoKa3aHa.

}Iedmmmn]a 124 _Ba yrma ¢ jemyMM 3ajedHUIKMM KPAakOM H XKOJH Bad
Tor ¥paka HCMa_ly 38._]6}1111{'{[(1/0( Tauska, 3BaheMo cycegnuM yiiosuma.

TV cnmmm 79 o ¥ B cy nBa cycemma WMW

Cy N0 CBOJOj MPHPOAY yAyDJbEHM YIJIOBH M 3aTO MX MOXEMO Je(HHNCATH OBAKO:
‘ﬁ—

HMebmmmja 12.5. JIpa cycemna yAyO/b€HA yITia KOjMMAa oOna JBa Kpaka
Koja HHCY 3ajequMyka, NMpHNanajy jenHoj nmpaBoj, 3BalieMo HaiopegruM YinosuMd.
—

JlBa ynybimena yrna, Koja WMa]y CAMO TCME JajcIHUNKO, A Kpafuy ARa IO
IBa, oOpa3yjy Ape mpase, 3BahemMo yraxpcrum yirosuma.

V crmim 80a & pg m <X gr cy cycenuu yryoBu (<X pg M < pr cy Taxobe).
V crmanu 800 <X pg u <X gr cy HanopenHu YTIOBM (<X pgq w <X pr wicy). V ciIHUK
B0B < pg M < rs cy yHakpcHH YINOBH (<X gr B < ps &Y Taxolje).

p 0 P (o] r ro ‘ 0\ p
« \f S

Cn 80—-a2-5-B

Kako pey ,,ylopemHo 3Ha4y ,,IApasle)THO®, MOTpedHo je, na Ou ce M3derymu
HECNIOpa3yMH, HA3BATH YTJIPBE y MPBOM JIEJTY J:(eq)m{mmje 12.5 apyrim Ha3EBOM—
HAITOpEeHUM YTJIOBHMA.

Cnegehia nepuunnmja Kopucmhe HaM y XacHHjeM M3Jiaramy.
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HAedummmia 12.6. Heka ¢y py psy - - -y Pw Pnta (n=3, 4, . . ) mpase
€a 3ajeAHHYKHM NOYETKOM, cajpXaHe y JelHOj] paBHM M Hexa Cy al, aﬂ, e, Oy,
YFAOHE TIOBPIIM WHjx Cy KDAUH DCAOM Py M Py, Py H Poy - - - » Pa¥Pmsy (o 81).

AKO TH YIJIOBH HEMajy 3ajeHHMKUX Ta4aka, CEM I0TO Cy &y M oy, 3aTHM oy M
ag, ATA. W HAj3al &,_, M &, MAPOBH CYCEOHMX YrJioBa, HA3UBAMO MX OCHOBHUM
yinoeuMay MHOILITRY CBUX OHMX yIJIOBA KOjHMa
Cy Kpaluud M[OJympaBe H[aTor HuU3a.

3a cycemHe yrjioBe JOKOKHMO OBY TEOPEMY:

Cn. 81 . Cn. 82

: %a Teopema 12.9. Hexa je r #osyipasa xoja tiorazu uz weMena yisa o ¢ Kpa-
yuma p, q u cagpxana je y o yiay. Taga ce yiao o caciaoju us gea cycegha
yina, jegnoi ¢ kpayuma D, ¥ u gpyloi ¢ Kpayuma q, I. .

I ok as3. Ilpema TeopemMama 10.6 u 12.6 mocrtoje nsa yria < pr, pemimo
A M), mBa yr.na X gr, peruMoO p M @', B BAa yriia < pg, jelaH «, a ApyrH
oﬁcnemmo c a' (cn. 82). .

ITpema Teopemu 12.4 camo nBa on npea 4YeTupu yria cy cycenna. Hexa
Cy TO AU .. AKO p M r He r[plma)lajy jenuoj npaao;, Kpak g je y yruy < pr
WIM BaH Bera, Aakjie caMo jeflaH on yrioBa A B A’ caipxu xpak g. OBo je
THM Npe ako p W r Tpunanajy jeqHoj npaeoj. Ho A ¥ g wMajy no nedwHunmju
12.4 camo Kpak r 3ajenHuuky, Jakne A He caapXH Kpak ¢. Mcro T1ako p He
caapxu kpak p. JokaxmMmo Aa ce o cacTOJH M3 A M p.

IIpema Teopemn 12.8 mocToje camMo ABa cycenmHa yryia < pg M <L pr ca
3ajeHHYKMM KpakoM p. TIpBU HMjE «, jep « cajapXXV M Kpax r, a JAPyru Hije
A, jep X' canmpxku m kpak g. Jlakie, « ¥ A cy hBa cycenua yena. HcTo Tako
cy « u p. Jlaxne, no gedpmHmupiju 12.4 A ¥ p HeMajy BaH KpakoBa P W g
3ajeNHMYKUX Tadaka c-yryioMm a'. ITlpema ToMme, mo medpymmumjama 11.3 u 12.1
VIJIOBH A M [ CY CapXaHW y YTy .

HoxaxumMo nma u obpaTHO, cBaka Tauyka A, CaapXaHa Y yriy «, npunana
yrry A wiH p. To je 3a TayKy Ha r jacHo, hAakije Heka A rm_]e HA r. I'Ipcmo-
CTaBMMO Na JiB¢ O LONYNpPaBMX P, g, r He nplma):[ajy jenHoj mpasoj (3a cirydaj
[a TIpHARajy jeJIHOJ npasoj AOKa3 je NMPOCTHjM M MPENyLITaMO ra YUTAOLy).
Hexka je L Ma koja Tauyka caapxada y A. IIpemMa nperxosHoMm HeJly OBOT HOKa3a
Ljeya Kakocy A u L y «, npema Teopemu 11.10 noctoju Tauka C Tako
Jga nyxu AC u LC uemajy 3ajcm~nmlcux Tayaka ¢ yrJioM <X pg. AKO HEMajy
HHM C r, HEMajy HU C YraoHoM J'Im{l{jOM pr, Rakje cy 4 v L mpema TeopemH
11.12 ¢ ucte crpaHe yraowe nmrMje pr, Tj.obe cy y » win y . Ho L je y A,
nakine u A je y A

Axo obe myxn AC u LC umajy 3ajeqHMuKy TadKy € r @ 4KO TPHIANA)Y
jeaHoj npasoj, Oyx AL wema 3ajeruuyke Tayke C F, JaKJie ONET HEMA HH C
YraoHOM NMHMJOM pr, U Kao TIPETXOOHO 3aKkJbydyjeMo Oa je Ttavka A4 y A Ako
obe nyxu AC u LC cexy r, aJiy He NpUIIaAgjy jeAHOj Npasoj, NpeMa TeopeMMu
7.12 (TlamoBoj) hnyx AL we cede moOJynpaBy r, AaKjie HEMA HH 34)eJIHHYKE
Tayke C YraoHOM NHMHM)OM pr, H OLET 3aKIbyuyyjeMO Ha MCTM HAYMH Ja je Ay A
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Axo camo jenua oA myxu AC u LC ceye r, caMo Ta jeflHa cedye IPamy
KOjOj IpHTIana r, jep cy Te HOYXH Yy YUy «, a Npomyxeme Kpaka r je BaH o.
Heka je R tauka wa r. IlomynpaBa LR ¢ nouerkoM y L ceye Kpak g y HEKOj
“Taykd O WM ra He ceye. Axo ra ceye, Heka je M Tagka ma LR Taxko na je M
mwMmely R u Q; ako ra He ceye, Heka je M xoja Do Tayka Ha TOJYIPaBOj
LR. V oba ciyuaja nyx LM cede r y Tauku R, a He cede g, OJakiie IMpeMa
Teopemu 11.9 L u M cy ¢ pasHuMx cTrpaHa yraoHe JmHuje pg. Kako je L y A,
a A M P HeMajy BaH r 3ajenHuaxux Tavaka, L je Bad p, makne M jey yrny p.

. Ho nyxu AL v ML cexy r, natsie npema Teopemu 11.9 tauke A u M cy
C JCTe CTpaHe yraoHe JMHUje gr, ma xaxo je M yyry p, 1 A je y ToM yriy.

TuMme cMo Iokasaym jAa je cBaka Ttaika A, koja je caapxaHa y «, Takohe
canpxcaﬁa Y AHIH Yy M.

- Caz MoXeMO [0Ka3aTu U OBy TEOpeMY:

Teopema 12.10. Ako toayiapaee r u s Hosnze uz WeMena ygydmenol yira < pq u
cagpyrare cy y oM yiay, waga je u ygybreenu yiao <L 1s cagpxan y oM yiny <X pq

q P B
S A R
S
: ¢ s\ D
P 0 ]

) Q
Cn. 83 Cn. 84

O o x a3 Kako je r y nocMaTpaHoM yriry < pg, npema Teopemu 12.9 r
padnaxe Taj yrao < pg Ha JOBa cycenHa yria <X pr u < gr, Koja cy Inpema
TeopeMy 12.8 00a ynybiwena. Kako je ¥ s y <X pg, § je Oakjie y jeAHOM O
Ta /lBa Yrna, pemuMo y yriy < gr (c. 83). .

Hakse npema Teopemu 12.8 yXyOIbeHH yrao < rs. je canpxaH y y;lyﬁ.mcﬂom
yrry X gr. Ho oBaj je y ynydmetHoM yray <X pg, IDakie yuyﬁfbenn yrao < rs
je campxad y yayOJbeHOM yTiy <X pg.

Kana y jemHoj paBHM npaBa ceue OBe Ipyre UpaBe, HaCTajy M3BECHU
YIJIOBH (CBera ocaM), KOju HMajy OBHMYHO ofpelieHe naswne.

Jedpwnmpmja 12.7. Axo y jemHo] paBuH mpaBa PQ ceue ABe xpyre npaBe
AB u CD pepom y Taukama R u S, npasy PQ xoja ceue Jnpyre [Be mpase
3palieMo iwiupeunuyom WM Gpanceepzasom (ci. 84). VnyOmene yrnose < ARS,
+ X BRS, < CSR, v X DSR, xojuma cy jemay Xpauu TojdynpaBe mpasux AB
U CD, a apyru xpamu nmpunagajy npasoj PQ H caapxe MO jeHY OJ IPeceyHHx
Tayaka S ogH. R, HaswBaheMo ymyiiaproum yinoeuma, a yriose <X ARP, X BRP,
X CSQ, < DSQ, xojuma cy jedHH Kpaluu uHonympase npasux AB w CD a npyru
Kpauu npunanajy npasoj) PQ M He caapxe npecedHe tauke R W S uHasupakiemo
CllOA U UM Yin08uUMa.

JBa -Hecycequa yaybimena yrja ca 1o jeJHHWM KpakoM C HCTe CTpade
nonpeyyune PQ, Xan je jenan yrao YHyTapykM W jeNaH Crolballlbp (Kao 1UTO .
cy XARP u X CSR wnu nmax XARS u <X CSQ) HasmsaheMo cairactum yiro-
auMa, a Kaj cy 00a yria yHyrapma WiH oda crnospallilba (xao mTo cy < ARP
H XCSQ mwm nak L ARS u X CSR) nasupaheMo cyipotunum yiroeuma.
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, .
JlBa Hecycenna yayOibeHa yria ca MO JeTHMM KPAaKOM Ca CBake cTpase
npase PQ, kan cy oda yria yHytapma WM 0da Cnospalliba (Kao 1o ¢y <X ARS
H XDSR wm XARP u DSQ) uasupalieMo HausMeHuyHuM yiaosuma.

4. V najmeM nocMaTpakby KOpPHCTHHREMO 4ME-CHHILYy Ja €€ CBakyl MCITYyT4eHH
yrao Moxe pa3nOXHTH Ha nBa yayorsewa. Crora AoHOCHMO cienehy nedu-
HHIJY M 32 BOM TEOpEMY.

Hedyummja 12.8. Ako ce yrao o CacToju M3 [OBa CyceaHa yrna A W .y,
pchu hemo fna je yrao o pazioxer va yriiose A H (.

Teopema 12.11. Cgaxu ucilyiuen yiao Moxe ce pasAoxuiliu Ha gea ygy-
omena yina.

JToxas. Heka je o HCTIynueH yrao, a yraoea JIHHHja
pg Bero pyd. Ha ocHoBH TeopeMe 12.7 yraona nvsHyja
pg pasiiaxe paBaH Ha JABA yIJia, Ha MCOYIYeHM o H yAyO-
JbeH, koju olenexumo ca « (cn. 85). Hexa je m xoja
Omwro mpaBa Koja TiposasH kpo3 TeMe O yrja U cede ra,
Tj. p ¥ ¢ €y ¢ pasHuX cTpaHa npaBe m. Tauka O pa3s-
JaXe OpaBy m Ha OBe MOJYIPAaBe: jeNHY Y YraoHO] JIMHHJH _
P4, IPyry BaH Te yraoHe JmHMje. OBy mnoclieamy odere- Cn. 85
xuMo ca r. IlpeMa pedwrmmju 12.2 r je y «.

VaySieenn yrnoBu <X pr M <X gr AMajy Kpak r 3ajeJHM4kH, a ocTajle BUXOBE
TaYke Cy ¢ pPasHMx cTpaHa npase m. Ilpema pedpurmmmiu 12.4 1o Cy IBa cycenHa
yrna, a mpeMa Teopemu 12.8 yrao « ce cactoju M3 Ta aBa yria. Jlakne npema
nedpramyy 12.8 yrao o je pasyioxeH NONYNpaBoM r Ha ABa yAyOIibeHA yTia,
a 10 je ¥ TpeDaso AORA3aTH. .

5. Honajmo seke mojMmoBe o yriopuma Tpoyria. Kan ce Tpu mnpaBe ceky
y TpM Tauke HacTaje Tpoyrao. Heku Taxo HACTanmM yrjioBW, 4YWja Cy TeMEHA Yy
y TeMeHmMa TOT TpOYrja, MMajy ofipeheHe Hasuse.

Jebsnmnmija 12.9. VaySren yrao ymju kpaus caapXke CTpaHdne jemHor
TpOyrJjia 30Be ce yuyulapreu yiao wid, kpahe, yigo wupoyisa. Oba mamopemda
yriia TOT yrJia 30BYy ‘Ce€ Clomawrbu yIioeu iupoyisa.

Hopajemo jom jenmy nedueMngjy o crpakmmaMa H YIVioBUMa Tpoyria:

Jebnommmja 12.10. 3a znBe cTpauuue Tpoyria, caapXxage Ha KparmMa
JEQHOT FHEroBor yIJia KaxeMo Na Cy Haueise wa iaaj yiao. 3a Tpehy crpanmny
KaxeMo JAa je nacipam ioi yisa.

C 3a na yrJja TpOYINa, Ha KOje je HANErNa jefHa HeroBa
CTpaHMIa XAXEMO Na je Hacipam ille ciapanuye.
E O yrnoBEMa Tpoymjja INOCTOjé Hanp. OBE JBE TEOpEME:

_Teopema 12.12. Cse itiauke Koje cy y jegHoM wpoyiay,

A § cagpxane cy y céakoM Uiy i@ol wgpoyisd.

Co 86 HNoxas. okaxamo na je Ma koja tagka D, xoja je y
Tpoyriry ABC, canpkadRa y EerosoMm yriry XBAC (cu. 86).
ITpema Teopemyt 7.2 m pepurmmjy 7.2 Tauxka D je m3mehy Tauke 4 H Hexe
yHyrapme Tauke E myxu BC, pawie je Ha nonynpasoj AE koja noyasm u3 A4
u cede ayx BC wro cpaja Tayke B u C wa kpaimmMa yrina XBAC, 7). mpema
nedymumagy 12.1 Tagxa D je y yrny XBAC.

TeopeMa 12.13. Ceaxa wauxa kxoja je cagpxana y gea yina jegrol iupo-
Yiua, cagpxana je u 'y wipeheM yiay ol tupoyira u Haaiasu ce y WOM WUpoyiny.

5 EneMOETAPES FeOMCTDH)R



Hoxas. Heka je tayrka T cagpxana y yrnospMa <CBAC u < ABC tpo-

yrna ABC (cn. 87). Ilpema aepwrmuumjn 11.3 tauxa T je ¢ oHe CTpaHe TIpaBe

AB ¢ xoje je Taaka C, ¢ OHe CTpasic NpaBe AC ¢ xo;e Je B

C H ¢ oHe CTpaHe mnpase BC c koje je Tayka A, nzucne jeRy
yriy <X BCA TPOyTJI2.

E D Hoxkaxamo ga je T y tpoyriy ABC. Kako je T y ymy

2 <X BAC, nocroju mpeMa Tteopemu 11.7 msmely B m C Tauka

D Ttaxo na je T Ha monympasoj AD, a kaxo je T y <XABC,

A B nocroju msmehy 4 m C tayka E Taxo aa je T Ha NoJynpaBoj

’ Cr 87 BE. TIpema teopemu 6.13 myxu AD u BE mMmajy 3ajeJIHMUKy

Tauky, a To je Tayka 7, tako na je A—T—D u B—T—E, 1j.

nmpema pepuumpjy 7.2 Tauxa T je y TPOyTJTY ABC. — Tume je oBa Teopema

IoKasasa.

6. Kao nrro je HeonXoAHO MOCMATPATH Yy TEOMETPHjH pacmopen Tayaka Ha

* OpaBOj, 3aCHOBAH OIOHOCOM ,u3Mehy*, Tako je l'IOTp65H0 nocma'rpa.m K pac-

mopesl y jeMHOj paBuM, NOJMYNPABHX Xoje MNoJsiase H3 jeaHe tauke. Ho 3a 1pu

pasHe moyynpase a, b, ¢ xoje mojlase U3 jemHe TaUKe HE MOXeE ce PA3IMKOBATH

b

Cin 88

xoja je ,,m3Mehy* ocralle nBe, jep MCTHM NPaBOM KOJUM OHM ce PEeKjo Ja je moJy-
upara b m3mehy a W ¢, morno ou ce pefim u na je nomynpasa ¢ u3Mely am b
W A2 je a a3Mmelhy b u ¢ (cn. 88a ). .

OnpeljeH- pacopel TOyNpaBAX OKO FUXOBA 3ajeTHWYKOr moyetka O vy
jeanoj paBHM MOXeMO NedMHHCATH TeX aKo NOCMAaTPaMo HajMarbe YETHPH MONy-
mpage, pemuMo 4, b, ¢, d. 3aucra, u3 cimxe 885 BHMMO J1a OKpeTame NMoJynpase
a oxo O He MOXeMO [OBecTH OBy A0 NOKJAIAama ¢ noxympasom b a nma He
npefeMo Mpexo Mysynpase € WM Upexo noxynpase d. Mcro Tako He MoxeMo
OOBECTM TONympasy b Ao mnokmamawma ¢ a, a jja He mpefjeMo npexo ¢ W d,
HUTH OONympase ¢ U d no MelycoSHor noxiamama a na ue npeljeMo IpeKo
a mm b.

Kaxemo 5a ce napoBH nomynpasux a, b H ¢, d pasapajajy. Axo
€€ mak mapoBH a4, b ¥ ¢, d pasnsajajy, naposH a, ¢ H b, d MCTHX XONYIIPABUX
ce He pa3nBajajy, HATH TapoBH 4, d M b, ¢ nakie OOHOCOM pa3fiBajama YTBp-
hyje ce oapelien pacmopea nonynmpasHX OKO 3ajeqHHYKOr MoyeTka. Taj ogHOC MMa
33 TaKBe MOJIympaBe WCTH 3Hayaj xao ,u3sMmehy* 3a Tayke Ha mpasoj.

INonasymo paxne on cne,nchf: JAehuHuIAje:

Jepummnmja 12.11. Heka cy y jenHoj paBEH a4, b m ¢, d nBa mapa moxy-
MpaBAX Ca 3ajeOHEYKEM OOYeTKOM. AKO je jemHa OJ MoJympaBeX ¢, d Y jeIHOM
a apyra y OpyroM yrily 94j¥ 3ajenqpeukd xpamw cy a4, b, pehn hemo ma map
ODONynNpaBHX @ b pasgeaja map toayipaeux c, d..

OcHoBan 3Havaj umajy cagnehe Ame Teopeme:

TeopeMa 12.14. Axo wiap Hionyupasux a, b pasgeaja éiap #oayipasux c, 4,
tkaga u obpaiuno, Hap c, d pasgeagja iiap a, b.
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Hoxas. Ilpema medrimmju 12.11 ¢ M d cy y ABa pa3Ha yrina ¢ Kpa-
wma ¢ v b. Hexa je o oHaj OO THX yIJioBa y XOMe je ¢, a B OHaj y KOME je
d (cn. 89). ITpema Teopemmnt 12.9 « ce cactoju w3 [OBa
yTJia, _]em{or ¢ KpaiuuMa ¢ ® ¢, Apyror ¢ kpauuma b u c;
HEKA je IPBH o, JPYrH o,. Hcto Tako B ce cacroju M3
ABa yryia, jeIHOT C KpaluMa a U d, OpYTor ¢ Kpaluma
b v d; Hexa je npeH ﬁl, npyru (.

Vrnoen «, 1 $,"UMajy Kkpak a 3ajeiHITIKI, a op M B,
kpax b sajenupuri. Kaxo o ¥ f HeMajw BaH g W b 3ajen-
HUMKMX Tavaka, & yrao «, je cagpxaH y « H B, y B,
YIUIOBE @, H f, cy -npema pedurmpgu 12.4 cyccm-m Cr. 89
Ucro 1ako cy U «3 H By CyCeIHH YIJIOBH.

Heka je y yrao c xpamuMa ¢ W d M KOjH CaJpXH NONynpasBy 4, a & yrao
C ACTHM Kpan@mma xoju canpxw monymnpasy b. Ilpema Tteopemm 12.9 y ce ca-
CTOJU M3 JiBa Cyce[lHA YIJia, jeqHOT ¢ KpalliMa 4, ¢ M ApPYror ¢ KpaumMma a, d,
‘a npeMa- TeopeMH 12.8 nottojm caMo jemaH TaxkaB map cycefnux yriopa. Kako
Cy @y ¥ B, Takea JBa CyccfHA YIJIa, Y CC CaCTOJH M3 oy H B,, maie, 3ajenHM-
YK KpaK OBa IIBA yTJia CaApXaH je y Y.

Hcro Tako ce 8 cacTojd M3 o, U [y, Jakie 3ajeMHUYKHM Kpak Mocneama
JBa yrna caapxad je y 8. Ho «;, ¥ oy, Hemajy BaH ¢ 3ajeqHMYKHX Tayaka, JakJe
Y U 3 ce He noxna.najy, Hero cy To ABd pasHa yTJia ¢ kpauyMa ¢ H d. A
nonynpasa a-je y y, a b y 3, paxie nmpema gmedummumin 12. 11 nap ¢, d pas-
IoBaja nap a, b.

Ha TeMersy mpeTxo/He TeopeMe MOXEMO 32 JiBa Napa MoJdyNpaBuX, Of KOjuX
Jeman pasnBaja Opyrd pehnm W jJa ce y3ajaMuO pa3zaBajajy.

Criepeha Teopema ogrosapa Teopemyt 6.8 o oamocy ,, M3mehy“ 3a Tagke

Ha NpaBoj.

Teopema 12.15. Yeinupu paswe iiwaylipase y jegroj pasHu u xoje iioiase u3
utille fiauxe, Moiy ce yéex Ma jegaw jeguwu Hauuw Ipyiucaimiu y gea flapa koja
ce ysajamwmo pasgeajajy.

Jdoxa3 moHockMo ykpaTko. IIpeo Tpeda mokasatw na cey jenHoj pa.nah
YeTUpPH pasde mnonympase a, b, ¢, d ca 3a)efHAYKHM HCXOIMINTEM YBEX MOTY
rpymicatd y JiBa mapa Koja ce pasmeajajy. Heka cy ¢ u ¢ oba yrna ¢ kpamuMma
an b Axo je on monyupasux ¢ M d jeqHa y ¢ 'a Apyra y ¢, Haposm 4, b M
¢, d ce pa3nsajajy. Ako cy Iak ¢ ¥ d'y jeIHOj QA Ta JBA YIJia, HEKa CY PEIMMO y ¢

Kako ce ¢ cactoju W3 MOBa CyceoHa yria, jJedHOr « € KpaliMa g H .
u gpyror o cxpammabuc nonynpasa d je y o WM Y «'; PELUMO Jia je Y
o, Kaxo je o canpxado y ¢, a ¢ W ¢ HeMajy BaH a M b 3aje/uriKHX Tavakd,
HO o' M ¢ MMajy 3aje/THUYKH Kpak b, oBO Cy IBa cyceHa yrJia.

Hexa je p yrao ¢ xpanuMa ¢ H ¢ ¥ KOjH Ce CacTojd M3 o u ¢, Jaxie
Koju canpxm nosynpasy b. ITomynpase d u b cy nmakne canpxaHe y mBa pa3Ha
ya « H f ca 3ajeNHHYKMM Kpaupma d M ¢, Tj. IapoBu 4, ¢ U b, d ce pasnpajajy.

Hoxaxwumo. joir pa ce nosaynpase a, b, ¢, d Mory caMo Ha jenaH HaYuH
IPYIDICATH Y jBa mapa Koja ce pasaBajajy. 3aucTa, Te HeTHUPH MNOJYHPABE MOryY
. Ce HA CBera TpH HayMHA IpynwcaTy y fBa napa: ) ¢, bnc, d, 2)a, cnb, qd,
3) a, d m b, c. IlpetnocrasuMo na ce napoeu a, b ¥ ¢, d pasnpajajy. Heka cy
o« ¥ B oba yrma ¢ xpammMa a, b ¥ Heka je mosyupasa ¢ y &, a 4 y f.

INonmynpasa ¢ pasznaxe yrao « Ha JABa CycefHa yI7ia, jejaH y C KpaliMa
a, ¢ B npyr® ¥’ ¢ xparmMa b, ¢. Vrniosu f u v’ cadumarajy yrao 8 ¢ xpanuma
a M ¢ ¥ Xojd ce He nokyana c y. Ilpn Tome cy monynpaee b m d ode’y yriy

=
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3 c. kpanuma a | ¢. Jlakne mnapoBM a, ¢ v b, d ce He paspsajajy. — Hcro
TAKO Ce HM NMapoBH 4, d m b, ¢ He pa3gsajajy. — Time je Joka3 JIOBPIIEH.

7. Axo ce y mocMaTpamy TONMYNPABMX ca 3ajeMHHYKAM HCXOMMINTEM, CaAp-
XAHEX y JeAHO] PABHM OFpPaHHYAMO HA MNOIyNpaBe CalpxaHe y JeOHOM YIiTy
qije TEME je TO 3ajeAHMYKO MCXOAMIUTE, MOXEMO 33 EMX AeUHHCATH M OLHOC
MCTHEX OCOOMHA Kao IITo MMa oaHOoC ,u3Mehy“ y mocMaTpamy Tayaka Ha
mpaBoj. 3a oBaj) HOBH OAHOC ynoTpedulieMo WMcTy ped ,,u3Mehy*, a redmroium)y
MCTHYCMO HA OCHOBM pa3[Bajaika mapoBa MNOIYIIPABHX.

Hepmmmaja 12.12. Axo Cy p, g, r TPH pa3He MNOJyNpabe, w):(pmaﬂe y
yrily « ¢ KpalumMa a ¥ b M Koje moJsiaze U3 FbEroBa TEMEHA M
aKo ce MapoBU 4, g U p, r pa3fBajajy,
uay ce Napoeu b, ¢ K p, r pasasajajy,
WD ce p MNOKjala ¢ @ ¥ r ¢ b,
pehu heMo ga je y yrany o« monynpaBa g usmehy TMOJYNpaBUX p K F.
IMpumerrMo na mo oBoj nedpwHviugu a, b, p, g, r MOTy JuTM IieT pas-
HUX DoJynpasux (ci. 90) m ma ce TaKOlje jeagHa on MOJNyNpPaBHX p, ¥ MWIM 00e
MOry MOKJanaTd ¢ xpanuma a M b.

AKo je y yTiy o nomynpasa g usMely nonynpasux p u r micaieMo p—g—r.
U3 pepmuunmje 12.12 cremyje HenocpemHo:

Teopema 12.16. Axo je y yiay o doasyipasa q usmeby
Uoayupasux p ¥ r, idaga cy p, q, T idpu pasHe ioayiupase
u inaxche je q uzmely r M p.

OBa TeopeMa MMa MCTH OOMMK xao akchoma I 1.
Vomure, CBH OQHOCH pacnopena, Koju mocroje Mely Tau-
XaMa Ha jelHO] HYy>XHM, nocroju M mely nocMaTpaHUM
NoNyrnpasHM y jeauom yriy, Te teopeme Hehemo wu3HO-

Cn. 90 g5 cumw. Ho mHasemumo Hamp. ciemehy Teopemy Koja ciie-
ayje Hemocpepuo H3 Aepuuuue 12.12:

Teopema 12.17. Axo cy p, q gée paswe oryupaee, cagpxawe y yiay o c
Kpayuma a u b u xoje ce He @iokaaRajy ¢ WM KpayuMda, u axo ce iaposu a, q
u p, b paszgeajajy, y yiay o je p usmeby a u q, a q je usmehy p u b. Cem
oia p u q cy usmeliy a u b.

Crnenehe nBe Teopeme ycuocrasibajy BPJO IPKCEY Bedy m3mely oBor omaoca
,,nsmeljy“ 34 MOJyTpaRe W MCTOMMEHOr OJHOCA 3a Tadke Ha JIyXH.

Teopema 12.18. Hexa cy p, q, r @ipu ilonyipase cagpxane y ygybrenom
yity « ca kpayuma a u b, a ¢ ucxoguwiilieM y ileMeHy (Q0i yira, U Hexa Cy
A u B duauxe na kpayuma a u b, a P, Q,Rupeceuu
gyxu AB ¢ p; q, t (cn. 91). :

Axo je wuauxa Q usmeby imavaxa P u R, taaga je
y yiny a Hoayiipaea q usMmehy tioaydpasux p u I; U odpaiiro:
axo je y a q wuamehy p u r, tiaga je Q uzmehy P u R,

Hoxkas. Axko cy a4, b, p, g, r mer pa3Hux noyy-
npaspx, A, B, P, O, R cy neT pa3HuUX Tadaka M IpeMa
reopemMn 11.7 mmamo A—P—B, A—@—B w A—R—B.
Axo je # P— Q— R vmamo Takohe 4—P— Q, pakje no
TeopeMH 11.7 momynpama p je y yoyGibeHOM yriy <X ag. Cn. 91
. Ho monmynpasa r je Bam Tor yria, jep je R BaH Bbera.

Haxmne, npema nedummmmmjy 12.11 mapoBm g, ¢ ® p, r ce pa3nsajajy, Tj. Opema
Redmmanmn 12,12 y'yry « je p—q—r.
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Ucro ce mokasyje u ako ce,p WIH r Noknamajy ¢ ¢ wiv b. ODpHYTH neo
TeOpeMe MOXe ce JOKA3ATH WHIAPEKTHUM AOKA30M.

Teopema 12.19. Hexa cy p, Q, r tapu uosyipase cagpxxane y uciyiuvernom
yiry 8 ¢ kpayuma a u b, a ¢ usxoguwusiueM y iuemeny ilol yiia u HeKa je,
3awuM, Waj yiao pasaoxen uoAyupasom ¢ Ha gea
ygybmena yira Yxac u Xbe (cn. 92).

Heka cy A, B, C iuauxe pegom ma xpayu-
Maa, b, c, a P, Q R upeceuy gyxu AB u BC
pegom ¢ p, q, 1

Axo je ucayroen JegaH og caegeha uemiupu
flapa ycrosea:

1) Ha gyxu AC je P—Q—R,

2) na gyxu BC je P—Q-—R,

3) na gyxu AC je A—P-Q, a na gyxu
BC je B—R—C,

4) na gyxu AC je A—P—-C, a na gyxu Cn. 92
BC je C—Q—R,
iaga je y yiny B doayipasa q uszMely uoasydpasux p u r, u obpaiuno.

J oxa3 npenyliramMoO 4MTAOLY. '
Ha ocHOBE mpeTxojiHEe ABe TEOpeME CBE TeOpeMe O Pacuopedy Tauaxa Ha

JENHOj NyXM TWpeHoce ce JIaKo HA TeopeMe O PACNopeAy NOMYIPABHX OKO _]C,E[HC
Tayke, CaJpPXaHWX Y. jeJHOM YIJIy.

CriomennMo jow camo cnexehy TeopeMy, Koja oarosapa Teopemu 6.18
O TagkaMa Ha JeHO] TpPanoj.

Teopema 12. 20. Ma xoju 6poj n, eehu og 2, pasnux woayiipasux cagpxra-
HUX y jegHoMm yiny u Kojé fionaze u3 iveloéa WeMeHA Moxke ce Y8eK odenexuiliu
a2 Dy, Pg --.-, DPn HaKo ga pg byge uszmehy P1 € jegme ciupane U Pg, Pgs - - - »
Pn ¢ gpyie ciupane, ga pg byge usmehy p, u p, ¢ jegne cilipane u Py, Ps, - - -
Pn ¢ gpyle cilipane, uillg. U ga Haj3ag p,_; Oyge usmely p,, Pgs « -5 Pn_g C jegue
u pn ¢ gpyie ciupane.

Hdoxas. Heka cy Te momympaBe caapxaHe y jeqHOM yriy o. AKo je TO
yayoibed yrao M ako ¢y A W B Tayke Ha WL.ErOBHM KpalliMa g H b, CBHX n
TIOCMaTPaHAX MOJYIPaBUX npona:;e Kpo3 Tayke nyxm AB. ObenexmMo Te Ta4dke
caobpasHo teopemd 6.18 ca Py, P,, ..., Py a nmonympasy Xoja Nporna3m Kpo3
Py (v=1,2, ..., n) ca pv. Ouurnenno, oBo obeyexapame THX NONYIPABHX HCIy-
BaBa Ha 'DCMCJLy Teopeme 12.18 ycnoBe TeopeMe KOjy OOKa3yjeMo.

Axo je yrao o HCIymyeH, ¢ NOJyNpaBa KoOja ra pasmaxe Ha aBa yAyDIneHa
yria u ako cy A, B, C Tauke Ha a, b, ¢ pegoMm, Heka m (< 1) nocMaTpaHHX
noNynpasux TpoJjiase Kpo3 Tauke AyXH AC; Ttana WX HMa B—m KO)€ NpoJase
Kpo3 Tayke AyxM BC (udysepmm Ttauky C kxoja je ypadyHata y Ayx AC).
ObenexMO DpBO OHE TOJyIIpaBe Xoje Mposiaze Kpo3 Tauyke gyxu 4C caodpa-
3H0 Teopemu 6.18 ca p,, pg, ...y Pmy, © TO TaKo pga §€ TPHPOOHH pacnopel
nat auM3oM 4, Py, P,, ..., Pm (yxoymko ce P, He mokjama ¢ A) 3aTHM HOJy-
npaBe Koje mpoyiase xpo3 Tauke nyxu BC (usyseB Tauke C) €& Ppiy, Pmisp

., Pn ¥ TO Tako JAa je npupoauu pacnopen Aar wu3oM C, Py Pprgs «--»
Pyn. Jlako je mokasatu ja OBO obeliexaBame HCIMYmaBa ycJioBe TeopeMe Kojy
JoKasyjemo, Ha Temesry Teopeme 12.19.

8. V3 pasnux pasniora, kao Hamp. 3aTo Jjia OM ce Morao oGpa3oBatyi 3GHup
Ma KOjuX YIJioBa, TOTpeDHO je NpOIMHPHUTH mojaM yrya. To je moryhe
HaTyTameM, Oap y OBOM IlOCMaTpamy, CTAHOBHWITA KOje CMO YCBOJHIIM Ha
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nogeTKy (y § 2) m no xoMe je NOKJIanmame JIMKOBAa HCTO IINTO FHXOBA MCTOBET-
HocT (WMaeETMuHOCT). Tpeda HOmMycTMTH Na ce 1Ba JmMXa NOKJIANAjy a Oa MIax
HYICY MCTOBETHA, HEro Na Cy IBa pa3Ha Juka. Tada je, pasyme ce, HOKJIa-
name 3acedan, y OOHOCY H2 Tayke OCHOBAH TE€OMETPMJCKM OLHOC,
KOjM je IMIWDAIMTHO onpelieH TpHMMa akcMOMaMa JOKIATAA:

1. Axo ce mauxa A ioxnaiia ¢ wiauxom B, iunaxobe ce iiauxa B toxaaiia
C auxom A.

2. Axo ce imguxa A Woxadiia ¢ ihauxom B a iwauxa B ¢ waukom C, idaga
ce wauxa A uoxaatia u ¢ wmaukom C, s

-3. Csaxa iliquxa ce iloxaaila ca camMoM cO60M.

Hedpmmmja. 32 1Ba JMKa KaxeMmoO Ha ce MOKJNIanajy ako Ce cBaka Tauka
jJeHOT JIMKa MOKJIATZ C JEOJHOM TA9KOM APYTOT JKa, M OBpaTHO.

Ine roxn ce, crojehn Ha cCTaHOBHIUTY a2 je NMOKJIAUAEKE HCTOBETHOCT, X23alI0
32 JBe TavKe fla Cy pa3He TavuKe WM YOIuirTe 3a JBa JIMKa Ja Cy nBa pa3Ha
JMKa, TO je 3HAYWIO Ja ce Te JBE Tayke WIM Ta [IBAa JIMKA HE mOKJamajy.
Can mEmje Tako. V TOM CMUCITy OB ca HOBOr CTaHOBMIITA Tpedasio W3IMEHUTH
cBe HOCal WCcKazawe nedyMIMje, Teopeme M Hokase, ma w cee oyayhe. To
vehemMo wumATH, ceM kKan Oyae pev O MpOLLMPEHHM YTHOBHMA.

M3 axcHoma’ mOKJIamara cliefiyjé Oa ce CBAKM JHMK, KOjU ©e CacToju M3
Tauaka xoje ce mehy coboMm mokiamnajy, noxiamna ca jeqHOM jeIMHOM TAYKOM.
Kaxo ce y akcmomMaMa M y OpBMM AeMHHOAjaMa TPETHOCTABJHANO Ja C& Tauke
He NOKJlamnajy, JIMK KOJA C& CacTojM M3 Tawdaka koje ce Mehy cobom moxnamajy je
y creapu jegHa tauxa. O€HINIENHO, NMpOCTOpa M [eOMETpH)e Y NMPaBOM CMHCIY
peYd HeMa JOIOX He TIOCMATPaMO TayKe M JIMKOBE KOJH Ce He MOKIIAnajy.

Uz nedunumdje noklanama M3BOAE c& TeOpeMe Kao IITO Je Hanp. OBa:

Teopema. Axo ce auxosu A u B idoxadiiajy v auxosu A' u B' loraaiiajy,
Waga ce/u aux xoju ce cacimioju us A u A' fioknaiia ¢ auxom xoju ce caciioju
u3 auxoea B u B’ w, waxo uciiio, sajeguuurxu geo Auxosa A u A’ fioxaaiia ce ca
3ajegHudKUM geaoM AuKoea B uB.

Ilon 3ajemmMM IelioM JvxoBa M u M’ noApaizymeBamMo OBJIi¢ YKYITHOCT
OHHUX Tauaxa Koje c¢ NOKJanajy Xaxo ¢ TaIkaMa Jimka M Taxo W ¢ TaukamMa Jimka M.

Hebwurnmmo nmpeo B2 cycenwa OmMpyxe-
_Ha yrna (cim. 93).

Hedprmrmuja 12.13. Hexka ¢y y paBHM « <Xpg M
<L gr ABa OIpPYXEHA yIia ca 3ajeHUIKMM TemeHoM O
,‘ /W 3ajCAHAIKMM KpakoM ¢, M KOjUMa Cc Kpauu p M r

TIOKIaNajy aly HHCY jemaH APYTOM HCTOBETHH.

I
Axo cy YyHYTpaumsoCTH THX ONpYXEHHMX YIIIOBa
€3 pa3HWX CTpaHa nOpaBe HA KOJO] CY EBWUXOBM Kpalld,
HasuBaleMo Te OnMpyxkeHe YIJIOBE cycegHuM.

IIomohy cycemHmx ONpPYXeHHX YIJIOBA MOXE CE
Cn. 93 . nedmHMcarM MY H yrao M 3atuM YyIJioBM -pehm of
MyHOI' YTJIa.

Jepmmmmja 12.14. VRynHocT zBajy CycemHMX ONpPYKEHHX yrjopa <pq 4
X gr ca 3ajeTHUIKIM KpakoMm ¢ HasmeaheMo éywum yisom. FhExope Kpake p M
r (xoju ce noxwanajy) naswealemo kpayuma TOr WYHOT YINA, a FHUXOBO
3ajeHAYKO TEME ieMenoM TOr TYHOT Yrja.

OBa xpaxa myHOr yria 3ajelH0 ¢ TEMEHOM HasnnaheMo BEroBuM pyboM,

a 3a CBaKy Jpyry Tadky OyHor yria pehm hemo na je y TOM MYHOM YTJy.
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Ompyxene yriiose I pg M <L gr M3 KOJUX Cé CACTOjM Taj NMyHHW yrao HaswBaheMo
BETOBHM KpajrouM OUpYIREHUM -YIN0BUMA.

Ilyn yrao hemo obermexapaTn ka0 w HocCamame YIJIOBe, Jakie < pr O3Ha™
WaBa IyH Yrao XKOMe cy Kpalli p M r.

Ha By ce mMana KOHKPETHYja MPETCTaBa O lIyHOM YIJIy 3aMRACIIIMO Jia je
paBaH 3acedeHa MO jeOHOj JIOJYIpPaBOj M Ia Cy p M ¢ pybosm Tako pacedene
paeru. (To je mpercraBmeno y cimm 93.) .

Ilasehn ma 32 Ta%Ky WIH 3a MHOWITBO TAYaKa KAkeMO Ha NpPpHIana
OAKYy WM J1a CY CaAPpIXKAaHM y BeMy CaMO axo je T2 TauKa MCTOBETHa MM
TO MHOIUTBO Ta29aKa ACTOBETHO CA M3BECHOM TAYKOM WUIA ¢ M3BECHHM MHOIUTBOM
TAYaka TOra JIMKa, MOXEMO AOKa3aTH Hamp. cieAchy teopeMy:

Teopema 12. 21. Axo cy a u b gee fwayipase cagpxane y uynom yity
<L pr, koje uosase u3 reelosa wieMeHa w He UOKAQUQfy ce, Wwaga je caMo OHaj og
geajy yirosa ¢ xpayuma a u b cagpxxan y yiny <L pr, Koju He cagpixu doayipagy
xoja ce uokaaua ¢ p u T.

- Hoxas. Heka je « pasaH nynor yrna <Xpr. [Ipema Teopemm 12. 6
NoCTOje Y ParHM o Apa yrna ¢ kpanuma a U b (cin. 93). Ilomynpare p m r cy
cafipXaHe Yy jeJHOM OJi BMX, a M3Ban apyrora cy. Ilpeu om Ta mBa yriia Huje
campXal Yy IyHOM YTIIy Xpr, jep p ¥ r HHCY WO ):[equ-wmqn 12.14 y yoy
Xpr, & npyru je y yroy <Cpr, jep cBe Tauke paBHH &, KOje He IpHIanajy pydy
TOT YTJIa jecy Y BeMy.

Hasusajyhn ,,yrag“ KOJH C€ CacTOju W3 [Ba WIA BMILE ONPYKEHHX YTIOBA
»BHIECTPYKO ONpPYXEHMM YIrJIOM®, a yrao KOJH ce CacTOji H3 [Ba WIH BMILE
nyHEx yriaoea (KOjM Ce JBa MO [OBa MOKJIAmAjy) ,,BmucCprxo MYHUM YTJIOM®S,
NOCTaB/baMO OBe IB¢ JH(DHHHALM]E: .

. Nepmmmmja 12.15. Axo je ¥pgy, X1 Lo - - - » L7 =23,...),
HM3 ONPYXEHHX YTJIOBA Y JEAHO] paBHH, TAKO Oa Cy MAPOBM YTJIOBA

IPG M L4yG5 XDds ¥ LGpGy -5 Ldngdn1 B LGny?

[IAPOBM CYCETHMX ONpYXEHMX YIJIOBa, YKYIHOCT THX ONPYXCHHX YIJIOBa HAa3MBa-
hemo suweciupyxo *oupyxenum yinom. Kpaxe p M r HasHBaMO kpayuma OBOT
»YIJ2Y, a 34jelTHNYKO TeMe CBHX THX ONPYXECHMX YIIOBA FETOBUM illeMEHOM.

Oba xpaka 3ajeqHO ¢ TeMEHOM HasmBalieMo pybdom oOBOTr ,yTia‘, a 3a
CBAKY JPYTY TauKy BMILECTPYKO ONpyXewor yria pehufieMo 1a je y meMy. Onpy
XKEHE YINOBEe <L pgy Vi Ppyr HasuBaheMO ECTOBMM KpajrouM OfpyXeHuM YyidoeuMa

3a pasue ppennOCTH Opoja n paim-
KYjeMO geociiipyko, Wipociipyko, ..., n-iio-
ClpyKo OLPYXEH Yyrao.

3a obenexaBame BpeAy HCTAa HAHO-
MeHa Kao MaJl0 Ope O NMyHOM YIIIy.

V cnmm 94 je mpercTtaBihel, pamm
OYENIEAHOCTH, YeTBOPOCTPYKO  OOPYXeH
Yrao < prXao Jia ce CacTOjy U3 IBa ,,JIcTa‘

KO)a CE He TNoKJanajy rnornyHo (ymopend C ‘ Ci. 94
micToprMa PUMaHOBAX TTOBPIUM).
IpyMeTHMOo 2 €y TIONYDpaBe gy, gg - - -5 Gn-g Y JIPETXOJHO) JehMHMIAJH

cagpXkaHe Yy youurteHOM yriy <(pr.

HedmanmeMo 3acebno BHIIECTPYXKO NMyHEe YriIoBe:

Jedrmmmuja 12.16. Axo je dpo) ompyxkeHHX YIJIOBa M3 KOJHX ce€ Cacroj
BHILECTPYKO- ONpYXeW yrao mapa¥ ¥ jenHak 2m (m=1, 2, ...) Hasmsaliem
Taj Yrao 6uwectupyko (m-iiociupyxo) fAynum yirom.



72

BrIeCTpyXo ompyxeH yrao < pr ,,OKpuBa“ 3a n > 2 Bap jenan on npa
BEropa Kpajiba OlpyxeHa yrya pwue myra. llpso 1peba nedmmucamm 2 MU e-
CTPYXO TOKPHBAWKE PAaBHH HEKMM PaBHMM IJTUKOM.

Jepnmnnuja 12.17. Axo ce cBaka Tadxa jeMHOT paBHOI JIMKa MOKJana ¢
p-1 npyrmx Tasaka MCTOr JMka (p=2, 3, ...), mpu uyeMy je Opoj p 3a cBaky
TauKy TOI JMKa ¥CTH, pebm heMo na Ta] MUK uoxpuea paBaH p nyrTa.

Can ce moxe m3pehu opa Teopema:

Teopema 12.22. Viao m-iiociipyko @yn (m =23, ...) floxpusa ueay pasau
m fiyiia, ceM y maikama Ceojux Kpaxosa, ige toxpusa pasaw m+ 1 uyui, u'y
céome iemeny, ige je ilokpusa camo jeganliyii.

Yiao <X pr, n-u_joczﬂpyko oilpyen, ige je n=2m+1 (m=1, 2, ...) do-
Kpuea omy fonypaean Kojy fioKpueajy relosu Kpajru ofpyxeHu ylioeu %(pql
Xqny t m+ 1 ayiu, a gpyiy tionypasan m uyiia.

Jdoxa3s. 3agpxasajylin pamuje olemexaBame, NyH yrao Koju ce cacToju
npemMa nedpuvmimiama 12.15 n 1216 u3 X pg, v <X g,q, NMOKpUBA LENYy pPaBaH,
ceM Y MOMEHYTUM Taukama, jeflarmyT. Kako cy yrnoem <(g1g; ¥ <(¢,gs CycenHy,
npemMa aebvmju 12,13 yHyTpallBOCTM YTNOBa <Lpg; U <L geds CY C JCTE
CTPAHE NIpaBe pg;, AAKIe TPOCTPYKO orrpymcml yrao < pgs TOKpHBA NOTATHY
TIOJIypaBaH [BAIYT.

HIcTO Tako, YETBOPOCTPYKO ONPYXEH YT40 <L pg, MOKpHBa obe HONypaBHH
IBAIlyT, METOCTPYKO OMNPYXKEH Yrao <pg, TOKpHBA OHY MOJYpaBaH KOjJY IIOKPH-
Bajy BErOBY Kpajibl ONpPYXEeHH YIJIOBW, TPHITYT, a ApYyry TIONyPaBaH JIBAMYT, WL

UctiM nocMatpameM HOKalyjeMO M TBpliewe O NOKpHBaBmY OCTAJHX
TadaKa DaBHH.

BinuecTpyko wyHu YIiioBH Onakiuasajy ASHAHULMAJY NPOLMPEHOT YINA 9HjH

Ce Kpalli MOKJamajy Ma C KOje MBS NIOJNyHNpase Koje Ionase M3 jedHe Tayke.
Vraoee Behe on mywmx HasppalieMo NpeXOODYyHMM YTJNOBMMA.

HJedwmammja 12.18. VKynmHOCT OMPYXEHHX yrioBa <Lpgi, <LG1Gss - - - -
gc In1Gn (n=2,3,...), XOjM caTA®aBajy BMILECTPYKO OIPYXEH YTao <(pg, M
Mnmmm&ﬁ YIIY X qn 3 Gmw Ba3V-
—pBalieMO #pexoilyHum YinoM. T -
U ose yrjose obelrieXkaRaMO Xa0 LWITO CMO JOCAll YIIIOBe ODesIeKAaBAJIH.
[Ipexomyn yrao < pr uperxomue nebwHMUHje cagpXaH je y n+ l-ctpyko
ONPYXEHOM YNy X PQnty, KOM CaNpHM BH3 OLNPYXEHUX YIJIoB2 <L pgy, L19
ooy LGGniy
Vrnoee ysenene nedpwmunujoMm 12.1 HasusaheMo yitosuma y yxem cMucAy,
a_Te yIIoBe 3ajefiR0 ¢ NYNEM A TPERONYHM YINOM HasMBaheMO yitosund v
wupeM cMucay. ¢

JIako je moXa3aTy HAUp. OBE JIBE TEOpEME:

Teopema 12.23. Hexa je <X pp,41 BUMeCTIpYKO OlpysxeH yiao, xoju ce
caciioju us oupymenux yio6a APiPy LPPy---» LPiPats U HeKA Us Weiosa
ileMena #ionase gee pasne fioayiipase a u b, oayiupasa a cagpxana y oupyxre-
HOM Yiny X PiDi4y; @ Hoayipasa b y oupyxenom yiay LpkpPk+1, 1 <1Lkn

Taga dociioju yeex jegar ogpeben yiao <Xab y wupem cmucay, Koju je
cagpxrar y yiny <A Py Pp4y U kKoMe ¢y Kpayu au b. Taj yiao ce, sa i< k caciaoju
uz yisosa

Xapiyys LPryr Pitgs s LPr1 Prs LPib-
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Teopema 12.24. Hexa je < PyPaty SUMeCTupyxo oupyxen yiao, Kofu ce
caciiioju u3 Oupymenux yii08ad ¥ P,Pss LPoPgs---> LPaPnty ¥ Hexka cy Xab u
<X bc gea yina, cagpxana y yiry <Xp,Ppty-

Axo je uciyreen jegan og caegeha wetiupu ycaosa:

1) Xab u Xbe cy gsa cycegha yisa, cagpxana y <XPiPi+1s

2) yiao <Xab je cagpxan y- Xpipiy1, @ yiao <Xbc ce cacioju u3 yisa
¥ bpiyy, Koju je cycegan yiny <Xab, a 3aiium us yiroea <XpiiyPi+g, - - -
L Pk—yPks LPKE,

3) ylao <Xab ce caciuoju uz yiroea <Xapiiy, LPiyy Pigas---5 LPkb, @
Yiao Xbe je cagpxar-u <LPx Pky1 U cycegan je yiry <X pkb,

4) yiao < ab ce cacifioju u3 yiroea <Xapiyy, LPiyy Pites-- s LPk— Pk,
"Xpkb, a yiao ¥bc us yisa Xbpxyy, Koju je cycegan yiny <Xpkb, a saium u3
yia06a@ <X Pkyy Pkygs---» SPC (I Li<k<])

waga yirosu <YXab u <bc Hemajy eam 3ajegnuuxol kpaxa b u ilieMena,
3ajegHuuKUX fuauaxa,

Ha He OHMcMO noHaBIBAJIM MCKa3 OPETXORHE TeopeMe, H3pelNAMO clichchy
JepUHIIAjy KpaTKo :

Hedummuia 12.19. Axo zpa yrna < ab u < bc, caupkaHa Ha BHIICCTPYKO
OLPYXEHOM YTIY <Py Dniys UCIYBaBajy YCIOBE UPETXOJHE TCOPEME, HA3HBa-
hemo MXx cycegnum yisoeuma (y WHpeM cMECTY).

Tlocite oBux TeopemMa M nehHHEIAja MMaMo Moryhﬂocr ,ua y §26 pedn-
HHIIEMO 30Mp MaxojuX YIJIOBa, IITO MaM je OMO jeman OA CJNABHHX pazIora
3aIITO cMO TE€ TeopeM¢ M medHHUIHjEC MIHEITH.

13. JTMIEJAP.

1._Vrony, ka0 JMKY V paBHH, onronapa y npocTopy ITH Je):(ap (maon.mo-
Tﬁﬂm@ Kao mTo cMO pasiKOBAH YIao- - ? KQ :

'\ CaZla AEjcIap ¥ EerOBY MOBPLI: zuuegapclcv DORD I

*,I(edmnmja 13.1._Jimk koju ce cacToju M3 jemHe
‘| npaBe a u meejy uo.nypamm ¢ H T KOJAMA j€ d 3ajcHHn-
{61 pyo, a xoje mprlIanajy IBeMa pasHEM paBHEMa 3ba- T 8

heno gujegapera_uoepu. Tlpa.ny a HazmBahemo UBUYOM S
T2 TQTypaBHE ¢ M %~ Cid #mocnura
napcke mopmH (ci. 95). Al

[~ mjenapciy nospru ca crpasama ¢ 1 * obeexarahieMo
3HaKOM ot. Ako je AB mBHUA nujeapa ot, S Tauka y o, a T Ciu. 95
y 7, obenexkapalieM0 Ty mHjenapcky mnoBpi M 3HaxoM SABT.

ABajiorHja Koja NOCTOjH U3Melhy yraoHe JMHHje W JHjeJapCke NOBPIOK
npoTexe ¢ M Ha Heke nedMHMIMje H TeopeMe, NA M HA MHOre AOKAa3e THX
Teopema. Mely mpeuM TeopemMaMa moctoju Hamp. ciepneha:

Teopema 13.1. Akxo ce gse pasmu cexy, muxosa ipecewna #ipasa je 3ajeg-
Huuka ueuya 3a uellipu gujegapcke HOSpwiu Yuje cy cidpaHe cagpXaHe y UM
PpasHuma.

Jdoka3s je cacBAM aHaynorad nokasy Teopeme 11.2.

2. Ceueme pHjemapcke MOBPIIM jCIHOM PARHEA MOXeMO nebHHHCATH CHUYTHO
Kao ceucwme yraoHe JIMHMje mpasoM. Ho mpe nedwmmMumje MmMaMo TeopeMy:

*Teopem: 13.2. Mujegapcra fi06puL U PASAR KOja He cagpiu HujegHy FeHy
U/c00ar, MOIy UMQU 3djegHuuKy jegﬂy usu gee fipase umu jegHy YIGOHYy nuHujy.
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Ako je 3ajeghuuka ipaca usuya gujegapcke iuospuu, obe HUMOCHU gujegapcye
foepwu cy ¢ uctie ciipane e pasHu wiu ¢ paswux’ ciipana ide pasnu. Axo
umajy gpyly jegny uau fiok gee 3ajegnuuxe fipage uau Jegmuy YiGoHy AUHUY,
gujegapcka uoepui je ¢ pasHux cillpana tie pasHu.

Hoxa3s. Ilpema reopemm 8.6 paBaH «, KOja HE CaupXM HHjeNHY IUbOCAH
I¥jejapcke MOBPIIM 6T, MOXEe MMATH Ca CBAKOM OJl JIBE PaBHM KOjHMa NpHNa-
Ziajy JONypaBHM ¢ M T HajBMILE MO jeAHY OpaBy 3ajefHMYKy. AKO AaKJe paBaH
o HeMa 33je/JHMYKE TavKe C WBHIOOM § HHjenapcke MOBPIIM or, OHA MOXE MMATH
C TOM TNOBpLIM HAJBMILE [BE 3ajeIHHMYKE IIPABE.

AXO paBaH &« cede MBMIY § Y M3BECHO] Tauku O (cia. 96), OHa tede paBHH
KOjUMA NpUnanajy IVbOCHE ¢ M T 1O JBeM2 IIPABHM Koje ce cexky y O, paxne
/ .PaBaH o ce¥e NOJIYPABHH G M T IO JIBEMA TOIYUpPaRIM
‘ Koje nomna3de M3 Tauke O, Tj. paBaH a ceue TAma IOHje-
IApCKy HOBPIN oT IO JETHOj YTaoHO) JIMHHJH.

AXO je WBHMIIA § 3ajenHMaka TIpaba PaBHH & Ca OT,
paBaH « cede obe paBHM KOj¥Ma NpUOanajy NONYpaBHU
¢ H T 1o npasoj 5. Hexa cy @ u. ¥ nonympocropyn umja
je noppur a. [Jonyparan o je y ® wmm y ¥'; ucro epenu
32 7. Haxje nonypaBev ¢ m T ¢y ode y @ wmy ¥ mwin
jenHa je y O, npyra je y ¥, Tj. ¢ H 7 cy C uCTe cTpaHe

. PaBHH ¢ WM C PasHHX CTPaHa T€ pPaBHM. .

Ci. 96 AKO PaBaH &« ¥Ma'ca ot 3ajeHWYKY HEKY mpaBy a

NOJypaBHM © WIM HEKYy TipaBy b nQiypaBHM T, WIH 0be

TaKBE TNpaBe, PaABAH « CEY€ T€ NONYpABHH, JaKiie OUjeJApcKa JIOBpUI ot je C

odejy crpaHa PaBHH o Axo paBaH a cede MBHIYY §, OBA2 MBUIIA, J4KNE W AOHje-
IapcKa moppll ot je ¢ oDejy cTpaHa paBHH c.

Hedmuvmuja 13.2. Axo paBaH WMa ¢ ije;lapoxom NOBPUIM CaMo jemay
HJIM ABE Ipape 3ajeqHMuKe, Wi jenHy yTaoHY JIMHMjy, TakO Ja je Jlnjenapcxa
noppul ¢ pa3HNX crpaRa Te paBHH, pehu heMo Ja ce 7a paBaH M Ta Iuje-

JlapcKa TOBpUI ceky. <

IIperxonHy TeOpeMy MOXEMO canl napefm oBako: Ako paBan £ He canpixd
HHJENHY CTpaHy OWjenapcke INOBPIIXM oTt, OHA CeYe Ty MOBPLI IO JEIHO] YUIM
JBeMA TIDaBHM, MWIH YO jefTHO] YTaOHO] JIMHMjW, WM je max He cede, a Taja
HEMA ¢ BOM 3ajcAHMYKEX Tavyaka WIX CaapXH HMBUOY Mjeapa Tako ha cy
E:EroBe TULOCHH C WCTEe CTpaHe Te paBHH.

3. Uspase ,,y* mMjenapckoj NOBPIIA W ,.B aH mijemapcke noBpom nedm-
HMIUEMO CIIEYHO KAO HCTE H3pa3e Y ONHOCY HA YraoHy JIMHH]Y.

. Jejmmmmja 13.3. Hexa mwbocHu o, © OWjenapcke NOBpLUH o, NMPHNAnajy,
npBa paBHA &, Apyra pasHd B. 3a Tauxy Koja je ¢ OHEe CTpaHe PaBHU & C Koje
Je TJbOCaH T U € OHe CTpame paBHM [ ¢ koje je mbocaH ¢ pehu hemo ma je y
OVjenapckoj MOBpIUR 67,

3a tavky Koja mpunajsa camMoj mujenapcxoj mospum ot pehn heMO U na
je ma B0j, a 32 Tauky Koja HHje HM Ha JWjenaptkoj MOBpIIM oT HM Y BOj pehm
hemo na je wu3san OmjeNapcKe NOBPIIH oT.

. TeopeMe y xopMa je ped O TaukaMa Yy YraoHOj JIHHUJU M BaH e MOTY
ce NMPeHeTH Ha JN@jedapcke MOBpIIM. AKO MONypapaH, kOja MMa C JaTOM NOJy-
paBHY o 3ajenwMyKH pyd U cayvmaBa ¢ BOM H C THM pyoOM LeJTy paBaH,
HA3BAMO DPOIHPEHEM IOJYypaBHHM ¢, MOoXeMo mipehm cmenehwm pednma Teo-
peMy koja omropapa teopeMd 11.6: .
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" Teopema 13.3. Ilpowupersa obejy cilipara jege gujegapcke iiospw jecy
uzsan ile dospruu.

Jdoxas Hexa cy « m P pasHyu kojEMa MpMIanajy peioM CTPaHe 6 M T
Jujenapcke MOBPIIH ot. Te paBHM Ce CEKy NO UBMIIH @ Te€ TNOBpWM. AKO je S
Ta9ka y 6, a S° Yy BEeHOM DNpommMpemy o, Tadke S M S’ Cy y paBHM o ¢ p2a3HMX
CTpaHa TIpaBe g, Jlakjie U C PasHMX CTpaHa paBHH [, Tj. ¢’ je ¢ OHe cTpaHe
paBAEK B ¢ koje Huje o. McTo Tako mMpoImpeme T CTpaHE 7 je C OHE cTpaHe
paBHH « ¢ KOje Huje 7. Jawuye, npema nedwrvmpjy 13.3 npoumpema cTpaHi o
R T CY M3BaH JMjepapcke TNMOBpLIM o©T.

VmMecto teopeme 11.7 ymamo can oBy:

Teopema 13.4. IHHoaypasan p xojoj je pyb usuma a gujegapcxe ilogpuu ot
u cagpxana je y oj @oépwiu, cewe C6axy gyXx koja cudja jegHy wauKy na uony-
DUBHU & C jegHOM THQUKOM HaQ HOAYpASHU <.

Obpaiano: axo oaypasar p, kojoj je pyd ueuya
a ceye gy Koja cuaja u3eecHy tiiquky y uoaypasHu
G € U3BECHOM 1WAYKOM Yy UOAYpasHu T, HoAypaéan p
je Yy gujegapckoj uoepuiy cv.

HDoxas Hexa j¢ 4 Tauka y o, a B y T,
3atuM O Tadka Ha a (cn. 97). PaBan ABO uMma ¢
IMjeNapCcKOM TOBPLIM ot 3ajensydke nosynpase OA n
OB, paxyie cewe Ty MOBpII fi0 yTaoHo] ymwHun AOB.

Papan ABO wm monmypaBaH p uUMajy T124xy O
3ajETHNYKY, JaKjle CeKy C€ TNO M3BECHO] NMOJYNPaBoj
r. Kaxo je ¢ y mujenapckoj-nospum ot, no nedm- ' Cn. 97
nanuju 13.3 je ¢ oHe crpaHe TNIONypaBHH © C xoje
je T, makige M r je ¢ MCTeé CTpaHe, 7Tj. C OHe CTpaHe NONYpaBHU o C KOje je
nomynpasa OB. Ho r m OB cy y parHu ABO xoja ce cede ca ¢ NO MNOJynpa-
Boj Od. NTakie r v OB ¢y y paeuu ABO ¢ ucre crpare nomynpaee OA.

CTO Tako HOKazyjeMo.na ¢y noaympase ru O A ¢ Mcre cTpaHe noJiynpase OB.
Haxne no nedwmsumimm 11.3 nonyopaea r je y yraovoj muamju AOB u npema Teo-
peMu 11.7 cege nyx ABy wiasecHo) tauke C. VI nonypasaH p, koja CaApXH TOJY-
npaBy r, ceue ayx AB y tauskm C. — Twume je mpsu neo teopeme 13.4 pokaszan.

Awajioro poxazyjeMo (mpema Aokaly Teopeme 11.7) ¥ pgpyrm JAceo Teo-

v peMe 13.4.

Hcro Tako yMaMmo Teopeme anajtore Teopemama [1.8 m 11.9.
4. Anvayoro pedummmmju 11.4 pedpurmmueMo wuspase ,,c HMCTE CTpaHE“ M’

,»>C PA3HAX CTpana~ JenHe INICO4ApCKC TOBPIIT: )
 Jledpnumnnja 13.4. Axo 3a ;e Tavke 4 M B, Xoje He TpUNAAajy AMjenap-
ckoj moppumm ot nocroju Tpeha Tauxa C, tako aa myxm AC u BC Hemajy 3ajen-
HUYKEX TAYAKA C OMjeapckOM ToBpum ot, pehm hemo ga cy A m B ¢ mcre
CTpaHe NHjefapcke MOBpLIM ot. AKO He NOCTOjU Taksa t1avka C, pehm hemo na
cy Tauke A M B ¢ pa3sHHX cTpaHa ndjefapcke TNOBPIIA o7

" Batum 6u ce Morne wspebM M JOKazaTH TeopeMe kbje omrosapajy Teope-
mama 11.11 m 11.12. M3pumawse TEX TeOpeMa M N0Ka3a MPEmylliTAMO SATAOLY.

S. l],u]e):[ap ).Ied)]{H}IﬂICMO aHajoro yriy:
)Ie(bmmmq]a 13.5. Hexa ¢y ¢ n 7 zmBe monympase ca_3aje[IHUYKUM _byBom.

u I(O_]C o0pasyjy nmjenapcky TOBPII wIM paBaH or.
Vkynsocr wmxe NOBPLUM MJTH TE€ PABHH 0T ¥ CBUX Ta¥aKa KOje
oy € j’emiemre CTpame 7€ Jijenapcke TIORPIIM WK paBHM, Hasusahemo gujegpom.
WK PaBhM, HasMBANCMO gujegpoM.

-

-
[]
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3ajemnmuku pyd TONYpaBYL ¢ H 7 Hasnsahemo uew;ou TOr AM)ENpa, mosTy-

PaBAH o7 FHETOBOM tiospuiu.
3a Tayke nmjeapa XOje He Npunanajy 1heroBoi-feBpui, pehu hemo ma cy

y MAJENpY. a 3a Tadke KOje Cv ca CYNPOTHE CTPaHe T¢ MNOBPIUM pehu hieMo na <y .
—uIBOH_nMenpa. 3a Tadke XOje NPUNAfaly NOBPUIH JMjEipa xaXeMo W Jha Cy TG

ﬂm&py VKYyIHOCT Tayaka koOJe Cy y AMcApPY HA3MBAllcMO_IberoBOM VHYIING-
wHouhy, a YKWWW
JMjenpe mMoxeMoO OOCIeXRaBATH BEJIMKMM IPYKMM CJIOBMMA. AKO CY 6 U =
CTpaHe JujeApa, WIH nak AB yeuua, S Tayka y TOJYPaBHH o, a 7 y TONypaBHHU
T, Taj mujenap hemo obenexasaTH M 3HAKOM <X ot win A SABT.

Ha tememy nepmummmja 13.4 u 13.5 noctoju crmenehia teopema:

Teopema 13.5. Hujegap xome je iiodpw gujegapcxa tiospwi o<, caciioju ce
uz e gujegapcke ilospwu u Ceux Wauaxa upociuiopa Koje ¢y y idoj gujegapcxoj
llospwu usu Koje cy usean e gujegapcke uospwu. Hujegap xome je ilospus pa-
ean ox, cacidoju ce fia¢ uz e pasHu u jegrol #oayipociiopd KoMme je iospuu
ua pasar.

Joxa3. mpemymitaMo 4MTaony.

. O npecery mujeapa jenHOM PaBHM NOKa¥MMO cienehy TeopeMy W 3aTHM
U3peIMMO JedUENRM]y MpPpEeCeYHOoT yria.

Teopema 13.6. Pasan Koja ceve usuyy jegroi gujegpa, uma ¢ W@uM gujegpom
sajegruuxu jegan yiao xome je pys ona yiaona auwuja fio kojoj ia paean ceue
uospw Wol gujegpa, a xoMe ce YHYIBpQuireOCil caciiofu u3 ynyupawrsux waiaxa
gujegpa, cagpxanux y ioj paswu.

Hokas. Kao mro je y Teopemn 13.2 noxasano, pasaH o koja cede
HMBHNY IUjenpa <Lo¢¢, cede nn_]enapcxy MOBPHI ¢ MO M3BECHO] YTaoHO] JIHHHH
Pq- Ilpema nc«bmun_]u 13.5 mmjenap XY ce cacTo)jm W3 IMjeNapcke IOBpLIA
@y M CBHX TaYaka KOjeé ¢y C WiCTe cipaHe Te mnoepuw. Jlakne paBaH ¢ MMa ¢
'THM AMjedpOM RajefHHYKY YIaoHy JIMHA)Y Pg M OHe Taukxe Yy o, KOje Cy ¢ HOTH-
yde CTpaHe AMjeNapCKe IOBPIUM ¢, NakKyie C MCTe CTpaHe yTaoOHE JIHHHjE pg.
To je jemaH opm yrynoBa <Xpg, M TO OHAj KOME C¢ YHYTDAIIBOCT CACTOJH H3
YHyTpallBMX Tadaka AHMjeaApa.

Ilpema To) TeopeMn mocTamibamo cienehy neduHUIjy:

~ Jedunvmpja 13.6. Yrao Koju ce cactofn M3 Tataxa 3ajeTHMURHMX JEIHOM
IUjenpy M JEZHOj paBHU KOja cede HBUIY TOr NMjeApa, HASWBAMO HpeceuHuMm
Yyisom TOT IMjeOpa M Te PaBHM.

\ . ]
CrmayHO yriloBMMa, pasyivKyjeMo yAyDbIbeHe, UCTyMaeHe W UCTIPYXEHE JUjenpe.
Jedurrmmuja 13.7. [Injenap KOju ce cacToju M3 Tayaxa Ha jeHOj OHjenap-

CKOj TIOBpIUM M Y B50j HasuWBahemo ygydmeHum WMIIM KxoHKA8HUM, OHAj AUjenap
KOJA Ce CacTOjM M3 Tagaxa Ha jemHoj AMjenapckoj JIOBPIUIM ¢ BaH He HasHBa-
fieMo wucayiiuenum WA KoHgeKCHuM, & OHA] KOJM C& CACTOJA M3 MOJYyIpocIOpa M
FLETOBE TIOBPIH  OUPYIRENUM.

CoomeHnmo Hanp. cienefly TeopeMy, aHajlory Teopemu 12.6, wuju je
JloKa3 KpaTax.

Teopema 13.7. Axo je ot ma xoja gujegapcka iélospu, fiociioje gea gujegpa,
jegan ygybmen, gpyiu uctiyiiuen, KojuMa cy ¢ u T 3ajegHudke ciipane, a@ gujegap-
cxa togpws 3ajegHuuka #ospuws, a ean e gujegapce HoBpuiY HeMQJy 3dajegHUMKuUX
inguaxa. Ilpociiiop ce cactuoju us wa gea gujegpa.

Q@
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Ha ocHOBR T¢ TeopeMe MOXemo feduAucaTd pasjarame NpocTopa
jenHoM AHjeNapCKOM DOBPIHK, arayoro pedurammjm 12.3.

Teopema 13.7 3Ra9H Na ceaxa gujegapcra tioepu pasaaxe Upocwiop Ha gea
guiegpa: jegan ygybmen u jegan uciiyiuen.

V nornyroj avayormjm ¢ medmramujoM 12.4 w 12.5 mmamo cnepehe:

Aeumnnpzja 13.8. HApa jmHjenpa © jemHOM 3ajeNHEYKOM CTPAHOM H KOjH
BaH T¢ CTpaHe HEMAjy 3ajeHHIKNX Tadaka, 3BaheMo cyceghum gujegpuma.

I[ed:nnngtnlja 13.9. [Ipa cycenma ynySibeHa MEjCApa KOjEMa OHE JBE CTpAHE
KOje HACY 3ajelmuvke NPMNanajy jemuo) pasum 3paheMo Hallopegnum gujegpuma.

Jpa ymybibeHa mujempa KOjH EMajy caMO HBHLIY 3ajCHUYKY, a CTpage,
JBE MO HOBE, oﬁ_pa_ayjy ABe pasHH, 3palieMO YHaXpCHHM IOHJCOAPHMA.

J
AR TSNV

a)
Cm 98

V cmoE 98a mpercrambeHa ¢y msa cycepHa majenpa @ m ¥, y commm
98b npa nauopeana ngjenpa ® w ¥ a y comamm 98¢ aBa ymaxpcHa gHjenpa I' m A.
_ W octamm campxkaj §12 MOXe ce Jaxo YIpeHETH Ha )mje,npc O Ttpuje-
mpuma je pea y §16.

14. CMEP HA TTPABOJ H OKO TAUKE V PABHH.

1. V reoMerpMjM ce TOBOPH O cMepy Tpe CBETa Y WOCMAaTpamy IpaBHX.
Kag je Ha DpaBoj oapelieH cMep To 3HaiH Ia Cy EeHe Taqke mopehane Ha
ocodut Hagud. Ta nopehamocr Mmoxke ce necbmmcam uomohy nojMa ,,ma3Mehy*,

alA _TOTPeOHR Cy “HPS CBera M3BCCHA TOJMORBH H3 Teopuje ypehernx MuEOIITABA,

[MonasuMo o5 OCHOBHOT ImOjMa U pe H KaXeMO 32 HEKO MHOMTBO Ja j¢
ypeheR O WM Na CY BETOBH €lIEMeETH nOpelhaH K, axo je 3a chaka meroba
mBa pazHa eneMeHTa onpelieHO KojH on BHX A0Ja3d N pe Hpyrora. Ako Cy X,
y Ma kOja OBa ejleMeHTa jefjHor ypelleEOr MHOINTBA M 2KO X AONA3W L pe y
mame ce x-<y. Tama kaxeMo Taxolje Ja y NMONAH TOCJe X H NMAMEMO J—X.

Vpemurr y TOM CMHCIY jeJHO MHOIOTBO 3HAYH, BAKJC, Y CYINTHHH, nOCMa-
TPATH CBE EErOBe cjeMeHTe y BpPeMeHy m3BeCHEAM peloM. OCHOBHH YCJIOBH OBOT
ONHOCA Cy HeCHMMETPHja ¥ TPAaH3IUTHBHOCT. TO WCRasyjy IOBe AKCH-
oMe O ypelleHAM MHOmITBMMA, KOje riace:

(@). Axo cy x, y eremeniiiu ypehenol Muowiisa u axo je X 4pe Y, nuje y upe x.
- (). Axo ¢y X, y, z enemenitu ypehenoi Muowiliea u axo je X .dipe y, a'y
‘upe z, Waga je itiaxokhe-x iipe Z. .

MBHOmTBO CBEX NEJMX,, MJM PALMOHATHWX, WIH PEAHHX JpojeBa, mOpe-
Darux mo ceojoj penmumHM (Tj. @ < b ako je a<b) jecy mpEMmepH ypeherux
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MuowTaBa. CBako MHOLITRBO, Nla H OBO, MOXE €& YPCHUMTH M Ha De3dbpoj mpyrix
HauMHa (Hamp. axo je |a| < |b| aner ako je nmak |a|=|b| Ho a< 0, b > O, cmaTpa-
hemo za je a < b). A

U Tauxe Ha mpaBoj Mory ce mopehaTu Ha pasHe maumme. OCHOBHY 3H243j
MMa T3B. MPUPOMHM HITU HOPMAHM pacnopel, kan cy nopelane y jenHom
onpeheHoM cMepy. AKO Ha OpaBoj TIOCMATpaMoO CaMO KOHA4YHO MHOILO Tayaxa
u mopehaMo MX Yy HH3 OHaKO ka0 INTO Xasyje Teopema 6.18, mopelhaim cmo HXx,
OYATJIENHO, Y jenHoM cmepy. Ho moTpeDHO je MocMaTpaTH Tako M OeckpajHa
MHOIIITBA Ta4aka, NMa U CBE& Taduke HA JeHHO) NMPaRBoj.

2. JHedunmcaheMo mnpeo oMep Ha TOJIYNpPaBOj a 3aTMM Aa upaeoj. Ho mpe
THx pebuHALMja noxazaheMo NBe Teopeme.

Teopema 14.1. Vxyunocin inauaxa ilosyupaee p ¢ ucxoguwinem O Mmoxe
ce ypeguiuu taxo ga Ma og Kojux geejy rsenux uiauaxa A u B og kxojux je A
usmehy O u B, mauxa A gosasu Mpe iaquxe B, um udx waxo ga taauxa B
goaazy O pe imauxe A.

Aoxasa. INokaxumo mMpBO n1a ce p MOXE YPEJUTH TAkO Ja Ma O KOjuX
IIBejy EbeHHEX Tavaka A W B op kopx je A miamelly O um B, Tauxa A nonazm
npe B. — Hexa cy M u N ma Xoje Iipe pasHe Tadure
o A B Ha p (cn. 99). Ilpema gelbm{m]n 10.2 j¢ O—-M—N
5 wH O—N—M. Axo je O— M—N xazaliemo na je
M npe N, axo je mak O—N— M xazahemo pa je N
Cr. 99 npe M. Ha Taj Ha9MH je 3a cBake JBe Tayke Ha Ipa-

BO] p onpeheHO Kkoja A0Jia3H mpe Koje.

. Tpeba jom noxasata na cy ucnymene axcaome (I) u (II). Permmo na je
M npe N. Tama je mpema nperxomEoMe O— M —N, nakne Huje O—N—M, u
npeMa Tome Huje N npe M. Heka cy 3atim L, M, N Tpu pa3zHe Tauxe Ha p,
Tauka L mpe M, a M npe N. Umamo naxne O—L—-M u O~ M— N, nawie
npemMa teopemu 6.14 j¢ taxolle O—L—N, T1). L je npe N. Twme je mpeu neo
TeOpeMe JIOKa3aH.

Jpyra neo teopeme nokasyje ce MCTO Tako, cramibajyhu ma je M npe N
axo j¢ O—N—M u na ¢ N upe M ako je O— M—N. .

Ha Tememy oBe Teopeme oupabjaHa je cnepeha pedwruim)a.

Hepmmouja 14.1. Heka je p nomympasa ¢ ucxonmwteM O. AKO cy cBe
Tayke Ionynpaese p mopefjane Taxo jJa o Ma KOJUX JBeJy TaKBHUX Tayaka A M
B Tauka A4 nonasu npe Tauke B Kan ron j¢ 4 wsmehy O m B pehn hemo na
ic Ha momynpaBoj p onpelien cmep og ucxogwwitia O.

AKO Cy maK ¢Be Tayke monynpape p nopehaHe Ttako na Tayka B nojasy
npe Tayke A kag ron j A vamely O w B, pehu hemMo na je Ha nosrynparoj
p onpelien cmep iipema ucxoguwidy O.

[ S

M

2z

TeopeMa 14.2. Hexa je fipasa a passoxena sdauxom O na iloayidpaee p u
Q. Vkyunocw iuguaxa #ipase a MOXe ce ypeguilin Waxo ga Ka {oAYiipasoj p
dyge ogpehen cmep xa rwenod ucxoguwigy O,
a Ha uoayupasoj q cMmep 04 rbeHol ucxoguuila

O u ga ceaxa wauxa wa P gorasu iipe ceaxe X — 2
‘tauke Ha Q u uUpe wauyke O, a wauxa O o o — q
fipe ceaxe iiauke Ha q.

Joxas. Caobpazno Teopemu 14.1 u Cu. 100

mebpammm 14.1 nopehajMo ce Tayke mOIy-
npase p Tako na Ha p Oynme ompebeH cmep kxa O, a CBe Taduke NOJIYIpaBe g
Tako ma Ha q Byne onpeheH cmep on O. 3a e Tayke Ha p WM NaK Ha ¢
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onpeheHo je aMMe KOja JIOJa3sHM MCHOpex Koje. AKO IBE Tayke IIpaBe a He
oprnanajy obe moJlympapoj p MIIA NOJYAPABO) ¢ WOCTOje CAMO OBA TPH CJIYIaja:

1) Jenua Tauka je Ha p, a Apyra ce nokynana ¢ O; Taga ysumamo Ha
Oppa NOJa3M Mpe JIpyTe.

2) Jenna Tauka je Ha ¢, a Apyra ce nokjnagd ¢ O; Taga ysgMaMo Ja
Opyra nonasy mnpe rnpgee.

3) Jenra Tauka je Ha p, a ApyTa Ha g; Talda y3UMaMoO J1a TpBa NOJa3M
aope apyre.

Tume je 3a cBake NBe Tauke HA MParoj a oapebedo koja monasm mpe koje.

Tpeba Nnoka3aTh na cy 3a YKYIIHOCT Tadyaka IpaBe g MCIYE:eHE H aKCHOME
(I u (I). 3aucra, Bexa cy X, Y Ma Koje npe Tauke Ha g U X < Y (cn. 100).
Axo cy obe Tauke HAa p YUIM Ha ¢, Taaa caodpasHo nepunmnuju 14.1 cmepa,
KOjM j& yBelleH Ha p M HA ¢, He Moxe dutm X > Y. Axo Tauke X m Y Hucy
obe Ha p WIH 'Ha ¢, noctoje Habpojara Tpm ciaydaja. V nmpBoMm ciyuajy X je
HAa p, a Y=0, y npyroM je X=0 a Y je Ha ¢, y TpeheM je X Ha p a Y Ha
g, NaKie IpeMa 3aXTeBHMa TOCTAB/LEHHM Y Ta TPH Cilyyaja He Moxe butu Y —X.

Haj3an, nera cy X, Y, Z Tpu Tauke Ha a M Heka je X < Y, Y < Z.
AXO Cy CBE TPM TAYKe HA p WIH Ha g, Taja je caodpasHo nedmrumaju 14.1
mrcoljc X <Z. Axo Tayxe X, Y, Z HHACy cBe TpM Ha p WM Ha g, Taaa X
" HMje Ha ¢, a Z HMje Ha p. 3amcra, Kaa Ou. Tauka X Guna ma ¢, W3 X < Y Ou
CNefoBallo Ha TeMesby 3aXTepa OCTABJLEHHX Y ApYyroM | TpelieM” on TpM
HaDpojaHa ciyyaja, na je @ Y Ha ¢, 2 HCTO Tako na je u Z Ha q. Kan Bu
nak taska Z Suwna Ha p, M3 Y < Z OH cienoBaio, HA TeMEJpby 3aXTeBa IO-
CTaBJheHHX, y OpBoM H TpeheMm ox Habpojarmx cnywajepa, na je ¥ Y Ha p, a
- 0Ty, HCTO Tako, pa ic ¥ X Ha p.

Hakye, nocroje caMo oBe TPpH MoryhHocTH:

1) X je Ha p, a Z=0,

2) X )e Ha p, a Z Ha g,

3) X=0, a Z je Ha q.

Ipema 3axTeBHMa Ko_]e CMO TIOCTABWIH Y paHMje HaBeeHa Tpn cny4aja,
yBex je X <Z. — Tume je TeopeMa noka3aHa.

Can ce moxe mipehn cnencha pedpwmmIpLa;

Jebmaumuja 14.2. Heka je mpaBa ¢ pasnoxeHa TaukoM O Ha TIONYnNpase
p B g. AXO cy cBe Tadke IpaBe a4 JNopeljaHe Taxo jna je Ha NMOXyDpaBoj p oape-
hern cmep Ka meHOM TogeTkKy O, a Ha DONYNPaROj ¢ CMEp O 1 HeHOr MoueTKa
O U Taxo na cBaka Tadka Ha p JOJAa3H Tpe CcBake Tayke Ha § U Ope Tavuke
O, a Tatka O mpe cBake Tauke Ha g, pehn hemo na je va @ oppebhen cmep
og p tipema q.
Axo cy mpu ToMe 4 U B aBe Ma Koje Tayke HA MPABO] d M aKO A AOJIa3M
- 1pe B, pchn hemo 'raxobe na je Taj cMep oapeher oxn A mpema B
Kan je Ha mpasoj onpeher cMmep, kasahemo Takohe na Je mpama (Kao
MHOMITBO Ta4aka) ypebheHa y jenHOM CMepy WM ja je TpuponmHoO
Wwig BopManHo ypelena, WIH na je ycMepeRa (OpHUjeRTHCaN ), WIH
mak sa cy CBe HeRe Tayke nmopehame y jemmom cmepy. Hero Taxo
TOBOPMMO 33 MOJYIIPAaBy.
Morno &m ce pehiv na je cMep mpase ypejeHOCT MHOLUTBA HEHHX
Tagaxa caodpasHo nepmHAIHA 14 2.
VmMecto ,,4 nonasm npe B kaxe ce Takole ,.4 je wcnpen B wm , B je
n3a A“. (OBo je otobHTO ompamnaHO Kaj cy Tauke Ha npasoj nopehaue y jegHoM
cMmepy. Tama peu ,ucrnpen nobHja cBOje KOHKDPETHO IeOMETPMJCKO 3HAYER:E.)
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3. JloxaxuMo pa je cMep Ra Npaeo), ysenen xeduHummjoM 14.2, He3aBH-
can ox H3dopa Tauke O.

Teopema 14.3. Axo je #ipexo pasraiarea fipase a imauxom O Ha gee iHory-
fipase ogpehen Ha a cMmep og A ka B, ua axo ce Hpexo pazsaimba iipase a
Ma xojoM gpyioMm reerom Wauxom O’ Ha gee fionyipase ogpegu oiieid Ha a cuep
og A kxa B, iliguxe upase a ¢y oba @ywa iiopeharne nA uciiu Hauum.

H o x a 3. HazoenMo ypelieme npase

P A o B Q 4 KOje Tionasd ox Tayke O YKpaTKo

5 2 jr-"—g.—"‘”—'—'q-— NpBHUM ypebhemeM, a OHO Koje Momazw

on tagke O' npyruM ypelemenm. OBe-

Ci. 101 JIOXHUMO HOJNYIpaBe Ha Xoje je Npasa a

pasnoxena taukoM O cloBMMa p M g,

a MoJjynpase Ha Xoje je pa:moxcena TaakoM O’ 3HampiMa p’' M g, Tako Jja y

nppoM ypebemy cMep on A4 xa B Syne no nebmrmmmy 14.2 ucToBeTad ca cMepoM

ON p k& g ¥ ja y ApyroM ypehemy cMep o 4 Ka B Byne MCTOBETaH ca CMepoM
on p’ xa ¢'. Tauka O’ je Ha p win Ha g¢; pen¥MoO .1& je Ha p (ci 101).

Kako je cBejenHo koje Cy JiBe Tayke Ha a4 y3eTe 3a A W B, 10y yCJIOBOM
na je A < B, npetnoctaBuMo 12 je A Ha p H na j¢ A—O'—0, a B ma gq.
Tana cy A m B ¢ pasuux cTpaHa Tauke O, hakie jemna je Ha p’, Apyra Ha ¢,
Oa Kaxo je u y npyroMm ypehemy 4 < B, nonynopaea p’ je oHa Ha k0joj je A, a 4
OHA Ha x0)oj je B. Ilpema ToMe p M ¢ MMAjy 3ajeNHMYKY Tadky A4, na Kako
je A—-O'—0, a O’ je va p, nonynpaea p’ je cafgpxana Ra p. Hcro Tako gm
q vMajy 3ajefHAUYKY Tadky B, M MOJYIpaBa ¢ je CcanpxaHa Ha ¢

Hexa cy X, Y Ma xoje nse Tayke Ha a, Tako z1a je X < Y y opeom
ypehemy. Jloxaxmumo na je m y ApyroM ypehemy X < Y.

Ha tememy neduumnyye 14.2 noctojm met MoryhHoctn: 1) X u Y cy Ha
P,2) Xjeuwap,aY=0;,3) Xjenap,aYmH g 4 X=0 a Y je na g,
5) Xu Y cy na q.

" Axo cy X n Y Ha p, uMaMo TPM Clydaja:

I)XH Ycymap u X—Y—0', nakne va p’ je X <Y y cMepy ka
O', a otya je npeMa pepuuuumy 14.2 X < Y ¥4 y OpyroM ypehemy. .

2) X je ma p’, a Y=0, gawne npema gebpnmmmm 142 je X <Y mw y
ApyroM ypelhemy.

) Xjemapun X-0-Y (0—-—Y-0), nawie Y je Ha g, T). omer je
npeMa Uctoj pedHMHHEOMH U Yy JApyroM ypelemy X < Y.

Ako je X Ha p, a Y= O, UMaMo0 OIeT TPH ClIy9aja:

1) X je Ba p’, ma xako je O Ha 4, Y je Ha ¢, Tj. omeT je nmpeMa ne¢n-
HUIMjA 14.2 u y apyroM ypehemy X < Y.

2) X=0', na xako je Y Ha g, oneT je X < Y m y ApyroM ypebemy.

3) O'—X—0, 1. O—-X—-Y, naxie X u Y cyHaguto- X <Yy
cMepy o O, a oTyn je m y ApyroM ypebewy X < Y.

Axo je X B2 p, a Y Ha ¢, TOCToje oneT TPH Cliydaja:

1) X je na p’. Kako je Y Ha ¢, 2 monynpaBa ¢ je caapXaHa Ha ¢, Y
je Ha ¢/, narne nmpeMa pedwnonpgm 14.2 imamo X < Y m y npyrom ypebesy.

2) X=0, na kako je Y Ha ¢, onet je mpema ne¢umyum 14.2 u y npy-
roM ypehemy X <.Y.

3) O'—X—0, na gaxo je Y Ha g, imMamo O'— O — Y, nakie npemMa Teo-
pemd 6.14 O'—X—Y, 1j. Ha ¢ je X < Y y cmepy on O', makne je X < Yn
y ApyroM ypehemy.
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Axo je X=0, a Y Ha ¢q, Tauke X' u Y cy obe Ha ¢ v kmMam0 O'— X —Y
Kao NPeTXONHO, nakje je X < Y u y npyrom ypehemy.

Ako cy X u Y Ha ¢, umMamo O — X — ¥, na kaxo je 0oJiynpasa g caapxaHa
Ha ¢, X1 Y cy va ¢. Ho O' je Bau ¢, paxne mmamo O'—0—X, a otyn,
opema TeopeMu 6.11 O'— X~ Y, T1j. onmer je X <Y m y npyrom ypehemy.

" [Jaxje, npeTnocTaBUBIIM A4 je O Ha p, xan rox je y mpesoM ypehemy

mpase 2 XY, yBek je u y apyrom ypehemy X < Y, 7). oba ypelicma cy ncroBersa.

Axo je mak O’ Ha ¢, Tama je O Ha p’ M YCJOBM ce W3jenHadyjy C
NpeTXOAHMM ako yMecto O, p, q muemo O, p’, ¢' u obpatHO. Jlakiie ako O y
npyrom ypehewy dumiio Y —< X, duiio B DO MpeTXOOHOM 3aKJbyykKy H Y IPBOM
ypeben.y Y <X, cynpotHo mpernoctasimy. Ilpema ToMe, W axo je O na g, Kan
ron je y mpeoM ypehemy X < Y, To je ®m y mpyrom ypcljen,y — Trme je
* HOKa3 3aBplIIeH.
Teopemy 14.3 mMoxemo uipelin U OoBUM pedrmMa: CMep Ha fipasoj ne 3aeucu
. og usbopa tuayxe O KojoMm ce fipasa pasiaxe HA gee uoayipase,

4. Kao w70 €& HAa [OJyNpaBoj MOIy OAPENUTH IBA CMEpa: CMep O X
BCHOT MOYETKA M CMEP MpeMa IO9eTKy, TakO MOXEMO M Ha IpaBoj oApe-
JATH nBa (M caMo IBa) cMepa. AKO Jeé IpaBa 4 Pa3loXeHa Ha IBe NONYIpaBe
p W g, jenaH je cMep on p npeMa ¢, a APYTM ON ¢ UpeMa p. Axo cy nak A u
B npe Tauke Ha mpaBOj 4, jelaH ON Ta ;Ba cMepa je cMep ox A mpeMa B, a
mpyri ox B mpema A. Omsoc usMehy oba cMepa, Kako Ha uonynpaBOJ TaKo H
HA npaBoj HckasaH je y cienchuM nsema TeopeMama: Ilpea cremyje HemocpemHo
U3 pgepurmmmje 14.1.

Teopema 14.4. Axo cy X uY ma Koje gee idauxe Ha Honyipasoj Op u
axo je iiauka X ucupeg wiaquxe Y y cmepy og ucxoguwwia O, Waga je tuauxa
Y ucipeg thauxe X y cmepy tipema ucxoguwuiny O. :

Teopema 14.5. Axo ¢y X u Y ma koje gee tuauxe na upasoj a, pasnoxe-
HO] Ha wWonylpase p u q U axo-je wiauxa X ucipeg iwauxe Y y cmepy og P
upeMa q, wmaga je wmauka Y ucipeg iwauxe X y cMepy og q iipema P.

Jdoxas. Kaxo je X <Y y cmepy ox p nmpeMa g, mpeMa AedhHHHINGH
142 je ma p X <Y y cmepy xa ucxomamty O obejy nosynpaBMx, WIH je
Ha g X <Y ycMmepy on O, wm je X va p a Y=0, wum je X ma pa Y Ha
gwm X=0 a Y je na q. Haxne, npema TeopeMu 14.4 M mpemMa ne¢pHMHMOM A
14.2 je, uamemBmM pejy MocMaTpama; Ba ¢ Y < X y cMepy xa O, WM je Ha
pY—<XycMmepy on O, wyid je Y Ha g a X=0, wiu j¢ Y Ha ¢ a X Ha p,
Wi j¢e Y=0 a X H2 p, a To 3Ha9d mpeMa ne¢uHumujd 14.2 ma je ¥ <X y
CMEpy OA g mnpeMa p.
* Bynyhu pa ce ycnen mpoMsHe cMmepa ogHoc X — Y obphe y omHOoC Y — X,
Moxemo M3pehu cnenchy nedmunnmjy:

Hepummmja 14.3. Ha npapoj, cMep o MCXOOMIUTAZ M CMeEP Ka UCXONWILTY
HaswsalieMo cyupowmnum (W oDpHYTUM) jeman npyrome. U na mpamo) cMm:p
on p npema g (MnM on Tauke A mpeMa Tayk®k B) W cMmzp ot ¢ mp:Ma p (OAH.
on B mpeMa A) Ba3usaheMo jenad npyroMe cyupoilnuM (WM 05pHyTI{M)

Ha temewy nepmmnmja u TeopeMa 14.3 14 5 nocTojH, OYHIIECOHO,
cneneha TeopeMa:

Teopema 14.6. Cse itiauxe na jegnoj tipasoj Moiy ce 1a gea u caMo gea
nauuna uopehaiiu 'y jegrom cmepy. Axo cy A u B gee iiauxe Ha iloj tipasoy,
wa gea cMepa cy, cmep og A xa B u cyupowmnu cmep, og B ka A.

5. Omuocu ,,uaMehy* | ,,Mcipen croje y Hemocpennoj sesu. Ilonasehnm
ox ommoca ,m3Meljy H ox HEKMX YOJjMOBA M3 TgOopHje ypebeHmx MHoIITaBa,

& EneMeRT4pRE2 reoMeTpyja
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aeduHnCcAIM CMO NOMﬂpH]CKH ONHOC ,,MCTIpen’, npuMsyjyhn ra camo kajx cy
Tayke Ha npasoj nopehaHe y jenHoM oxpebeHoM cmepy. Morno Su ce McTo
Taxo nohm On onHOca ,MCIpPel“ KA0 OCHOBHOI I'EOMETPHjCKOr MojMa n nedn-
HUCATH ,u3Meby‘, peunmMo, oBako: AKO je Ha mparoj a y jemuoM oxpeheroM
cMmepy Tayka A4 dcnpen Tauke B, a oBa mcnpen Tagxe C,. kazaheMo na je Tauka
B usmelhy Tasaka 4 w C (wm mak Tadaka C m A4). V TaksoM u3pohery
reoMeTpHje Jipapa ce He Ou npeduHmHcana, a 0 cM2py OM Cce rOBOPWIO OX TO-
gyeTKa M3JIarama.

Cnenche mse TeopeMe yrephyjy Besy mamely omxoca ,,y3mely* u ,ucopen.

Teopema 14.7. Axo cy A, B, C iwpu inauxe na jegnoj ipaeoj u axo je y
jegrnom ogpehenom cmepy na iwoj fipaeoj A uciipeg B, a B ucupeg C, iaga je
thauxa B usmehy wavaxa A u C.

Obpnyitio: axo je wauxa B usmehy wiauaxa A u C, iiaga je A uciipeg
B, a B ucipeg C unu je dak A usa B u B uza C.

Hoxa3. Ilperooctasmmo na je Ha npaeoj a A <B u B < C. Ilpema
TeopeMu 14.3 cBejerHo je KOjoM ce TadxoM O TpaBa a paszyiaxe Ha MOJyIpaBe
p n g. Usabepimo O=A u obenexnnmo obe moynpase CAOBMMa p M ¢ TAKO
Ja cMep on A ka B Byne cMep on p mpeMa q. Tama je npema nedpHHHIMU
14.2 B Ha gq. Kako je u 4 < C, 1auka C je Takohe Ha ¢, a kaxo je B < C,
Tauka B je mpema ne(bnmmujn 14.1 yiamehy 4 7 C.

-ObpayTO, Heka je Tauka B wsmely A w C. Hopeljajmo Tayke Ha a4 y
JEIAOM cMepy, pasNOXHBILKM je Ha OBE noyynpaBe TaukoM A. Ilo nedbunHvmummn
14.2 nonynpaBa AB ¢ ucxomumuteM A je ypelema y cMepy on 4 uMmM y cMepy
npema A. YV upBoM caydajy w3 nedwpmumje 14.1 cnenyje B < C, y mpyrom
cayaajy C < B, pmaxne B> C. Ilpema pebmuvumju 14:2 je y mpBoM ciyuajy
Taxohe 4 < B, a y npyrom A > B.

Teopema 14.8. Hexa cy ‘A, B, C itpu iiauxe Ha Jegnoj Apasoj u Hexa je
B wsmely A u C. Axo uocitioju jegan og iapu ogroca: A je ucipeg B, umu B
‘je uciipeg C, uru A je ucipeg C, illaga uociioje cea iapu ogroca.

Joxa3s. Tlpema npyrom nemy nperxonHe TeopeMe je A < B < C wm
A> B> C. Axo je A < B, He Moxe OMTH OpyrH OX OBa IBA JBOCTpyKa
ogHoca, nakne je A < B < C. Hcru je 3akipyyak axo je B <C wm 4 <C.

6. Camum THM INTO Cy CBE Tagke Ha mpaBoj mopehane y jeHOM ofipe-
hesoM cMepy, mopehaHo je M CBako, MHOLUTBO Tadaka HA IpPaBoj, KOja Campiku
bap nmse Tadxe. MoxeMo u3spehu omy nedurvuigjy.

Hepmmmmja 14.4. Heka je M Ma koje MHOLITBO Tayaka Ha NpaBo] 4
(xoje caapxu Sap mBe Tauke) 3atuM X, Y Ma koje 1Be Tayke TOra MHOILUTRa,
a tayke A, B mak Ma Koje npe Tavke Ha a. Pehu hemo na je y MHEOIUTBY M
wavaxa Xucﬂpeg inauxe Y y cmepy og A xa B ako je Ha mpaBo] a X
Beopen Y y cMm:py on A ka B. Tana hemo pehm m jpa je MHomTBo M
ypebero y cmepy og A xa B.

Ha mnpumMep, KOHaTHO MHOLUTBO Tayaka, Kojeé cy npeMa TeopemH 6.18
nopehaHe y a3 A, A,, ..., A, TopehaHe cy camMuM THM Yy jenHoM oApelieHOM
CM2py, HaBEME y cMepy on A1 Ka A, (OmUITHje y3eTo: on A; Ka A, 1< k).

Moxe ce, rauMe, AokalzaTH ciaeneha TeopeMa:

TeopeMa 14.9. Axo je xonauHo MmHowitieo wauaxa jeghe flpaee a obenesretio
sHayuma A,, A,, ..., Ay (n > 3) ddaxo ga je A, usmeby A, c jegne ciupare u
A Ay ..., A, c gpyle cilipane, ga je A, usmehy A,, A, ¢ jegne citpane u
Ay Ag ..., Ay € gpyle ciipane uiig. u ga je Aoy usmefy A, A, ... App
c jegne u A, c gpyie ciupane, Waga je ifio MHOWIEO hauaxa ypeheno y jegrom
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ogpelierom cmepy, Haume y cmepy og A, xa A,. Ceaxa hauxa iHoia nhusa, og
dpee go uocregree, cilloje Ha a ucupeg caegehe iauxe uctiol nusa.

Hokxas. Pa3noxuMo NpaBy ¢ Ha JIB¢ NOJIYNPABRE p M ¢ HaNp. Ta9koM A,
¥ Heka je ¢ OHa KoOja canpxH Tayky A4,. IlopehajMo cBe Tauke Ha a y cMepy
on A, xa A4, Tlpema nepummmiu 14.2 Tatuke Ha ¢ cy nopehaHe, pakie, on
weHor ¥cxommuuta 4,. Kako je 4, —A,— Ay, npeMa neburmpgu 14.1 je 4, < Ay;
Kako Je A, — A3 — A,, MIMaMQ UCTO Tako Ag—<A,; ATA. Haj3an, kako je 4; — A, _—
— Ay, MaMo A, —<A,. TuMme je DoOka3zaHO Ia cBaka Tauyka QOCMATPAHOT HH3A,
CBE IO NpEITIOCIEaILE, CTOM Ha a Heupen cieache Taukg MCTOr HR3A.

Ha ocHoBy nedpmnmumje 14.4 To MHOIUTBO Tayaka je ype]jeno y cMepy
on A, xa A,.

.7. O cMepy ce y I'¢OMETpHjH roBOPY OCODMTO jol M KaJl ce NOCMATPAjY
novynpase y jeHO) paBHHM, KkOje NoJiade H3 jedHe 3ajequudke Taake. 3a Te mony-
mpaBe MOXe ce peduHucaTH KpyXaH (UMKJIUYAH) pacnopein a Cao-
OpasHO TOME M CMep, Ha TeMelby y3ajaMHOT pa3lBajamka Jfaposa
noxyopaeux (§ 12, 6).

Ho SynyhM na cMo 3a mosynpaBe caapxaue y jeQHOM yrny pedrmscaim
OfHOC ,M3Mehy‘, MoOXeMO M Ha TeMelby TOr OjHoca ,M3mMehy* ne(buuucam
CMep 33 MOJYIIpaBe y jeoHOM yIy. Ha Ta] HayAH C€ HaJarame MOXe Haj-
BHITIE YIPOCTHTH.

8. Ilpe Hero mWITO HCcKkakeMO NEQMHMIDL]Y noxaaahemo TeopeMy Ko_]a onaro-
Bapa TeopeMu 14.1. V woj 3e ped O DONYNpaBMM a W b, CafpXaHuM y jenHoM
YIIIy C Kpauuma p H ¢ M Xoje moJyiaze M3 merosor TemeHa O. TpeSa wmMatH Ha
YMy Na Ce€ TP TOME a MOXe TIOKJIOMHATH ca p, a b ca g, a na Ttpeda odyxma-
TATH CBe ClyyajeBe kaja ce MOxe pehid Na a jonasw npe b y M3BECHOM CMepy.
Haxne, Tpeba nomycTWTH na y TOM yriy Oyne He caMo p—a—b M a—b—g,
Hero Taxohe a=p M a—b—q WM mak b=¢ M p—a—b M, wrasuine, a=p
H b=g ncrompemeHo. Ilpsa TpM ciydaja obOyxeahena cy, ouMryiegHo y JBa
ciepeha: p—a—b u a—b—¢q. Ctora majeMo TeopemMHd oOBaj OOyHK:

Teopema 14.10. Hexa je ¢ yiao ¢ xpayuma p u q u ¢ wbemenom O. Yryi-
HoCW Wonyupasux cagpxkanux y ¢ U xoje donraze uz O moxe ce ypeguitiv idaxo
ga Ma og xojux gaejy wmakeux Hoayupasux a u b, og kojux je a uzehy p u b
wiu tax b usmelhy a u q, doayupasa a goaazu upe b; a Moxe ce ypeguitu u
axo ga tioayupasa b gosazu iipe iosyupase a.

Hoxas. )Z[oxcammo NpBU 0E0- Teopeme, He ynazelin y cee nO_]CI!HHOC'l‘ﬂ
Heka cy x, y mMa koje nBe pa3He Tosynpase y ¢ ¢ ucxonvuiTeM O H Xoje ce
He OOK/Iamajy ¢ p Tana je Ha Temesby nedumume 11.12 pP—X—yUM p—y—X
(cn. 102). Axo je p—x—y xasahemo na je x mpe y, axo je mak p—y—X, Kada-
heMo na je y mpe x. AKO ce m M n He TOKNIANajy € g, aJM
jelHa ol THX NOJYUpaBHX Ce OoKjana € p, HUMaMO NaK qQ
m—-n—g WM n—m—gq. Axo je m—n—gq xasatieMo na je n
m mpe n, axo je n—m—q xa3zaheMo na je n mpe m. [lpu-

METUMO J2 je nakiie- p npe cBake OONyINpaBe y YTy o, m
pazamuuTe on p U ¢, a oBa mpe ¢q. Hajsan, crasmamo p ’

ope g. TAMe je 3a cBake NBE NOJNYNPape MOCMATPAHOI MHO-
mTBa oxnpelieHO xo0ja JoJasu mpe Koje.

Tpeba nmoxaszatn ma cy mcoymeHe W akcuoMe (I) m (II) Cn. 102
ypehernx MHowTapa. PerMo na je m upe n. AKO HHAje m=p
H n=g, UMaMO p—m—n WM m—hn—gq. Jlaxjie AHj¢ BU p—H—m BLH h—m—q
M peMma ToMe HHWje n nipe m. Hyje ®¥i g mpe p, jep CMO y3€JIHM HETOCPENHO
na je p ope g. Haxne, akcuoMa (I) je mcoymeHa.

0 D



Hexa cy I, m; n Tpn pasHe monynpase, / mpe m a m Hpe n. AXKO ce He
NOKJ2N2 W jemHa ¢ p WMamo p—l—m ® p—m—n, nawie taxobe p—I-n, 1.
I je ope n. Ako c¢ jemHa o THX TPHM)y NONYIpPAaBEX TOKNAma ¢ p, To je l,
paxnie I je mpe cpake NONyIpaRe y ¢ pasimumTe OX /M g, mpema TOMe M upe n.
Haxne m axkcmoMa (IT) je mcenymeHa.

JIpyTH neo TeopeMe jnOKasyje ce MCTO TaKoO. )
9. Can ce Moxe m3apehm cnepeha nedurmiuja:

Hednammja 14.5. Hexa je ¢ yrao ¢ kpawiMa p 4 ¢ ¥ C TeMeHoM O

(cn. 103). Axo cy cBe IONyNpaBe, Cafpxane y ¢ M KOje Iojase M3 TeMeHa 0,

nopelja}le TAKO J1la M2 o1 KOjUX IBejy TAKBHX NOJIYNIPABMX & M b Tonynpasa a

nonasM npe moyympaBe b Ran roxn je y p DOJyNpaBa a

q b n3mely nonynpaeRx p W b, WM noyynpasa b wameby

/ , HOIyNpaBHX @ W g, WM C¢ @ Nokjama ¢ p a b ¢ g, pehn

hemo ma je y yrny ¢ onpelhen cmep og p fipema q.*

AKO Cy mpW. TOME 71 M n IIB&€ Ma XOje TONyTipaBe

~ DOCMaTpaHOT MHOINTB2 H aKO /m JONa3H Npe N, MOXE-:

.0 P Mo pehn Taxohe na je y yrny o o;xpeljeH cMep on m

Cn. 103 npemMa n.

- Kasahemo M 13 je yTao — kao MHOUITBO THX IOJNYy-

OpaEAx — ypelieH y je/HOM cMepy WM Ja je MpMpPOAHO WM HOp-

ManBo ypeleH, MM, jeHOM ped, yCMepeM, UM Na Cy meroese mony-
npase nopehanme y jeaAnoM cMmepy.

VMecro JomynpaBa g OoNasd mpe morynpase b momxemo pehm Taxohe
»aje ucupen b wm ,b je miza a“

W 3

- 10. Kao wro ce Ha IpaBOj MOTY OAPEMHTM JIBa CMEPR, TaKO 'U Y YTy
MOXEeMO OXpPEeOMTH OBa cMepa. .

Teopema 14.11. Axo ¢y X u y Ma koje gse ioayipase y yiasy < pq u
koje tonase w3 wenoi eMena O u axo je X uciipeg y y cMepy og p HpeMa q,
uaga je y ucupeg X y cMepy 0g q iipeMma p. n

Jdoraz. Axo je y Yy <(pg x Uclpen y y CMepy ol p npeMa g. npeMa
nedweuonE 14.5 je p—x—y WIH x— y—¢ W x=p, y=¢g, Tj. NPyTEM peJOM
HamicaBo g—y—x WIH y—X—p HIA je y= g, X=p, & OBO 3HAYA J1a je mpemMa
. dedunymaa 14.5 y wcmpen x y cMepy of ¢ mpema p.

Jepmmmmja 14.6. V yry <(pg cMep on p mpeMa g U CMep OX § IpemMa
p HazHpaheMo jenmar npyroMe cyipoiinum (A4 OO PHYTHM). :

11. IocToje M TeopeMe Koje cy amajorHe TeopeMama 14.6, 14.7, 14.8
® 14.9. 1 mMxXoBW Ji0Ka3W cy aHayoram. HasomuMo camMo ‘rcopeMy KOja Oaro-
Bapa Teopemm 14.9,

- Teopema 14.12. Axo je xonauno MHowiBeo z‘t(myﬂpaeux cagpranux 'y yiay

- Xpq u Koje wonase us weioeol heMena, obesexreno 3HayuMa a, a..., a (n>3)

wano ga je o, usmely p ¢ jegne.cilipane u a,, a,, ..., a, U q ¢ gpyie ciupane,
ga je 2, usmely p u a, ¢ jegHe cilipane u ag, a4, ...,8, U q C gpyle ciupate
my u ga je a, uMehy p, 21, 2, ..., 8, C jeghe cilipare u q ¢ gpyie cipa-
, daga cy cee ide uoayipase dopehane y yiay A pq y jegrnom ogpehenos came-

py, Haume y cMepy og p xa q. Ceaxa itoayiipasa nru3a p, 8;, 8y ..., 2, q 0F
iipse go upemuoc/zeg;be, cifloju y yiry <X pq ucipeg caegehe iiosylpase uciiol nusa.
“Morao €& YMECTO TOr OmAOca ,JH3MeBy ynoTpebutH U OffHOC y3ajamEOr pmp;aajan,a

Y ReduREOHN pehu na je Y yroy < pgq x ucipeg y y cMepy 0g p npema g aKo.ce napoms
a, y u b, x pazgrajajy wm je x=a wa y=p.

- i
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12, V mperxonHoM DocMaTpamy CMEpad OrpaHMYMIIM CMO CE Ha NOJIympaBe
caapxaHe y jemioMm yriny. Ho cMep ce ysoum 3a cBe MoJympaBe ca 3ajemHud-
KEM TIOYETKOM, cajapxkaHe y jeaHoj papun. JloHOCMMO nedHBEMLMjy Kakpa‘ ce
Moxe wm3pehm Ha Tememy mperxomux. Ho xao mro je nedwomamja 14.2 mper-
xondna teopeMu 14.2, Tako OBOj NEDWUHMIMM NPETXOIM dHANOra TEOPEMa KOjy
moHOCHMO He3 noxa3sa:

Teopema 14.13. Heka je pasan o passoxena yiaoHOM AUHUjOM Pq Ha gea
yina @ u . Vryunocia ionyipasux y ioj paswu, Koje ionase w3 idemena O
ux yinoea Moxe ce ypeguiiu iako ga y ¢ Oyge ogpehen iGume cMmep og p
upema ¢, a y Y cMep og q #Hpema Pp. u WO MAKo ga céaxa uoryipasa u ¢
gonasu iupe ceake ionyupase y & — uzysumajyhu y oba Hocaegra cayuaja
lionytipasy p.

HNedumunuja 14.7. Hexa je paBan « pasnoxeHa YraoHOM JIMHHAJOM pg Ha
npa yrna ¢ M ¢. Ao Cy CBE NOJYNpaBe y TOj PaBHM, XOje UTOJIaze U3 TEMEHA
O 1EX yrioea, nopehane taxo ma je y yriy ¢ oanpeher cmep om p mpema g,
y yriy ¢ cMep OO g TpeMa p M TakO 12 CBaka MOJIyIpaBa Yy ¢ NOJasM upe
cBake nosynpaee y § — Mckipydyjyhu y oba nocnepwa ciyyaja ROIympasy p
M3 nocMartpama, pehu hemo na je y pasRAy onpeheH cMep oko Taure O,
nonazeh® ox moymnpare p.

AKO cy m M n Ma KoOje TOJIynpaBe MCTOT MHOINTBA, PA3NUYMTE OO p, U
ako m poyiasu npe n, pehn fiemo 3a nedmErcany cMmep na je cMep ol m upeMa n.

IlpaMeraMO na je y Tako ypeheHoM MHoOmMTBY MOSYNPaBAX WONYOpasa p
¥CNpen CBAX IPYIMX MONYNpasWx rora MuomTsa. Hasmsamo je noxazHOM
monynpabom. Ounurnenso, cBaka NoJyipaBa TOra MHOIITBA MOXE CE H3a-
OpaT¥ 32 moJia3Hy noympaBy. TuMMe ce MeBa BHxoBa ypeherocT. Kanx y xaxsoM
ouno ypeheHOM MHOINTBY TMOCTOjM NOYETHM (TPBM) €JIEMEHT, TO MHOIITBO ce
HasyBa nodpo ypeheHuMm.

Kaa je oxo jenue Tauke oapehieH Tako cMEp, XaXeMO U na jé MHOIITBO
THX noJyynpasux nodpo ypehexo y jenHomMm cMmepy OKo 1auke O.

3atumM, MorJio By ce noxazatd pa je mopelhiaHocT mONynmpaeMx, caodpa3Ho
me¢urAmmjn 14.7, HezaBvcHa ox W30opa TONYNpaBe ¢ M Aa nocje W3dopa noJy-
npaBe p TOCTOje JBa Ha4YMHA Aa ce cse NoJiynpase oxo O mopehajy y jemsoM
onpeheHoM cMepy (mBa cympoTHa cMmepa). Hajsan, Mmorno 5u ce nocmarparu
K2aKBO OWMJIO MHOIITBO TMOJNYNPABMX Ca 33jeTHAYKMM HAcxomumreM O, y PaBHU o
¥ nepuHMCATH 3a TO MHOIMTBO cMep, nojlazehu ox p. — Cpa Ta M pOpyra
nocMaTpama M30cTaBbaMo. IbHxoBo M3narame He npyXa 7temkole WM y@Tanain
MoXe payy Bexde NMOCTaBMUTH M JOKa3ai¥ HEKE O THX TEOpeMa.

15. MHOI'OVTJIA.,

1. Hajonustyje BpcTe H3NOMIBEHMX JMHHja W MHOTOYTJIOBE IpPOYIaBajy ce
y TeopMju MHowTaBa. Kaxo DM Hac TO npoydaBawhe OXBEJIO NPEAANCKo, IOYH-
BEMO C JeTHOM JaedMHMIUMjOM HIJIOMIbeHE JIMHMjE, KOJOM OrpaHMdYaBamMo -OJ
noueTKa CBOje LOCMaTpame, HO kOja jolu yBek OOyxBaTa BpJIO IIMPOKY KJacCy
TUX NHMHYjE, ¥V TOj AehMHUIMjY, Xa0 M Yy NOCMATPamby KOje 3aTHM NOJasH Nojla-
3UMO O HH3a Tauaka W JYXH, NPeTiiocTaribajyhH, xao Ao capa, zia je nojaMm
wy3a nmo3nat. (VY TeopW)¥ MHOLITaBa Hu3 ce nedmHule Xao M3BeCHO ,,JI00pO
ypeheHo* MHOLIITBO.) OrpaHAYaBaMo Ce Nax Ha KOHAYHE HM30BE, H TO Ha HHU30Be
IyxM, a He KPUBMX JIMHUja, ¥ CEM TOra MCKIbydyjeMo MoryhEocT na ce npa
TEMEHA M3NIOMJbEHE JIMHMje noknanajy. Vcesajamo yakne ciezehy nebmuunpjy,
3a XO)JOM JIONa3e ocTane.
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Hedmmuuja 15.1. Hexa je A4y, A, ..., 4, (n=3,4, ...) KOHa4YaH Hu3
Tayaka, pasrux Mehy coSom, cem mro ce A, U A, Mory noxnonuTn. Hu3s ayxm
Ay Ay, Ay Ay, ..., Ay Ap, YMjM KpajeBM cy Mo mBe Y3aCTONIHE TavKe TPBOT

HU3a M y KOME JIB€ y3aCTONHE NYXW He NMPHUANajy jemHO} mpasoj — cmaTpa-
jyhu y cnyuajy xan ce 4, ¥ A, moknanajy na cy M ayxH An_y Ay m A; A, y3a-
CTONHC -— HASUBAMO U3JIOM/bEHOM AUHLJOM MM U3MOMsberoM upiioM. Te nyxu

HasARaMo ciipamuyaMa H3NOMJbEHE NUHMjE, a CBAKH 3ajeJHMYKM Kpaj IBejy
. CTPaHWMUA wuleMeHOM M3NIOMBeHe JHHUje. J[Ba TeMeHa Ha jeflHoj CTPAHMIIM 30BEMO

Cn 104 . Cn. 105

2

cycegruM emenuma, a IBe CTPAHALE Ca 3ajeOHMYKMM TEMEHOM CyCegHuM Ciipa-

Huyama. Vrao WUji Kpand Cafpxe IBe CycelHe CTpaHWLE 30BE CE yiao uU3NoM-
J/bEHEe autyje, .

CAxo je Ay Apiyy cons Apgy 1 KM < mtrn, DeIMMMMaH HU3 y3a-

» cToMux r+ 1 Tavaka pator wmia A;, A, ..., A, pehu heMo na Ha TO]j

U3TOMIEHO] NUHUJM MMa r—1 Teme usmehy TeMeHa A, H A,.

Jedmampja 15.2.. Ako Ce UIIOMJ/bEHA JIMEM)A CACTOjM W3 OYXKU A Aj,
AyAy ..., Ay A, M ako cy A; N A, OBe paszHe Tauke, 30BeMO je oidsope-
HOM U3A0OM/bEHOM AuHujoM; Tauke A, ¥ A, 30By ce BEHM Kpajesu a ocTan® Tauke
H3NOMJbEHE JIMAMje YbeHe yryiapree tauxe (ci. 104). Axo ce Tauke A; u A,
NMOKJI2anajy, M3JIOMJbEHY JIMHM]Y 30BEMO 3QiUBOPEHOM U3AOM/bEHOM AUHUJOM WU
R MHOIOYinoM MIM_uosuionoM (cn. 105 m 106).
~— JIyX Koja c¥iaja IOBa HeCyCeflHa TEeMEHa MHOTOYIJIa 30BEe C& gujaionaa.

IIpeMa Bpojy TeMeHwa MHOrOYIIa palMKyjeMo #loyite, ueitiopoyire,
weiuoyise WTH. M YONLITE R-idoyide.

TIpeMa npeTxofnuM HedHHHOMjaMa TpPOYrao, KOjM CMO pajd pPaHHMX
mocMaTpama AetuEmACATIA 3acedHO y § 7, je MHOroyrao.

OTBOpEHY M3NOMSBEHY JIM-
HMjy ca crpamuuaMa A4, A,
Ap, - - .y Ay A, 0besrexxaBahemMo
3HakoM Ay A, Ay ... A, A, AIH,
kpahe, jemviM ‘MamMM JATHH-
CKMM CJIOBOM.

Hanomena. HManomme-

Ha JIIHM)a. je Y CTBapH ,,M3JIOM-
BeH2 OyXK“ 3a passiMKy o
Cn. 107 , " ,,M3JIOMJbEHE KpMBE® (HANP. unje

CTPaHUNE CY KPYXHU JIyKOBH) H

3a pasn¥Ky on ,,U3NOMIbEHE IOJYNIPABE* M ,,MINOMILEHE IIpaBe*, Koje Ou campxane
JemAy HMJA IOB€ nonynpase. Yrao OM OMO H3INOMJbEHE NpaBa ¢ jely UM TeMe-
HOM (cii. 107). \ ‘ '




87

Hepummmuja 15.3. Axo cy TeMeHa HM3JIOMIbeHEe JIMHM)E CamgpXaHa cBa Y
jemRoj paBHE, HAa3UBAMO )€ pPAGHOM U3AOM/EHOM AUHUJOM, AKO HMICY HA3ZMBAMO
je UpOCiiopHOM U3AOMBEHOM AuKUjoM. AXO je H3NOMIbEHZ JIMHM]a 3ATBOPEHA
HASUBAMO je y TIPBOM CJIy4a]y paénum MHoioyiaoM, a Y JPYIOM cIyyajy Mpo-
CHUOPHUM MHOIOYINOM.

Jebummuja 15.4. Axo cTpanulle M3IOMIEEHE JIMHMAjE HEMAJy JPYIHX 3ajell-
HMYKMX TAYaka, CeM INTO CyCeNHe JBe CTpaRune MMajy 3ajeHirdKo TeMe, H3JIOM-
JbeRy JIMHEM)Y Ha3MBAMO @pociioM ussoMsmenoM aunujom (cu. 105), a y npotus-
HOM CNyHajy CA0XKeHOM u3aoMmeHoM aunyjom (cin. 106).

Axo je m3momibeHa IBHMJA 3aTBOpeHa, Ha3MBaMO j€ Y NPBOM Ciy4ajy
upoctaum MHOIOYIAOM, @ Y OPyromM CIIyuajy CAOXKEHUM MHOIOYIAOM.

Jedmmmmja 15.5. Ako Cy y OAHOCY Ha CBaKy IIpaBy Xoja CaapXd jeny
CTPaHMIy paBHOI MHOIOYIJIA CBE OCTAJIE TAYKEe TOI MHOrOYyTJa CalpkKaHe ¢
JeAHe MCTe CTpaHe Te JIpaBe MHOroyrao (JOJUIOH) 30BeMO uciyiuuenum (KoH-
sexchumM). AXO HMje TAKO 32 CBAKY TaKBY NpaBy, MHOrOyrao HasEBaMo ygyd.we-
HuM (KOHKABHUM).

2. V noxasmpamy TeopeMa orpamMyHhemo ce ma mpocte paBHe MHOTOYTJIE
KOjA MMajy Ma KOJMKH Opo) TemeHa. JemHa OX1 CBpxXa HAM je Ta Jla JOKAXKEMO
Jla Je CBaKMM TakKBHM MHOTOYIJIOM Iberoba paBaH mnoJeJhéHa Ha [Ba JeNa: Ha
YEHYTPAIIBOCT U HA CNOJLAITHOCT MHoroyrna, Ceaku fieo je ,, @3 jeAHOT
KOMa12“ (Do Be3aH)y cMHACTY TeopHje MHomTasa. Tana hemo mMohm na nedu-
HHIIEMO MHOTOYTaoOHY NOBpHL Jom jenHa cBpxa HaM je a4 JOKAXKEMO
MoryhinocT pasnaraima cBake TIpOCTe PaBHE MHOIOYraoHe TMOBPNM Ha TPo-
yraode noepimi. Ho pa &4 ce pmedpummija yHYTpamsmoCTA M CIOJBAIIHOCTR
MHOTOYTNI2 OlpaBlalia, Tpeda mnpeTXOAHO mOKazaTH cienelie Ase TeopeMe.

Teopema 15:1. V pasnu pasroi muoloyina Ay, A, . . . A, flocilioiu lioayiipaea wuju
uovewiax He fpuiiaga MHoioyiny u Koja He CagpyXu HujegHo rvelo3o’ tileme, a uMa
¢ MholoyinoM duao taparn bpoj 3ajegruukux wavaxa uny wujegry, O6uno ueilapaw
opoj 3ajeguuuxux wuauaka.

Hoxas. Hexa je P taika Ha MHOroyriny, peitiMo m3amehy 4, M 4, B a
Ipaea y PaBHW MHOIOyrja, kxoja cede OyX A, 4, y P u He mporasy¥ HM Kpo3
jemso Teme Muoroyria (cm. 108). Kaxo je Spoj mpa-
BHX XOje MpoJiaze Xpo3 P M Kpo3 TeMeH& MHOIOYIJIA
KOHAYaH, NpaBa a cBakako noctojd. Hexa je O tadka
Ha @, X0ja He mpuOana MHOrOYrioy M p LOJynpasa C
nouerkoM O M xo0ja npomnasd xpo3 P. Opa nosrynpasa
ceue HajMaBe jeIHy CTpaHMuy MHOTOyria, Hawme A,
A, y P. 3ajesiHyrike Tauxe OBe TIOJTYIIpaBe ¢ MHOTOYIJIOM
cy TIpeceuHe TauKe C HeroBMM crpaHmuama. Hekxa je
m Bpoj TEX Tavaka. Kako je P jenHa OXO HHX, BMaMO Cn. 108
-m > 0. Heka je O’ Tadka Ha p X0Oja He NPHNAAa MHOIUTBY
¥ Takea je pa mMyx OO’ cagpXM caMo jelHY npeceyHy TauykKy ¢ MHOTOYTJIOM,
Haume P. (Axo je P’ Ma koja npyra mpeceuHa Tayka Ha p, yBek je P—O' —P’).
Iomyupasa p’ xoja je canpkaHa Ha p a modetax joj je¢ O He campxm Tauky P,
aKie Opoj MpeceYHHMX TAYaka IonynpaBe p' ¢ MHOroyriioM je m—1. Tlpema
TOMe, aKO je Opoj m TpeceyHHEX Tayaka TONynpage p C MHOTOYIJIOM THapal,
Opoj mpeceyHMX Tayaxa NOJynpabe p' je HemapaH; ako je Taxk Opoj m Henapa,
oBaj ApyrM Opoj je mapaH MM Hyna. — THMe je oBa TeopeMa JOKa3aHa.

Teopema 15.2 Hexa je y pasnu Ma xaxeoi paenoi mmoloyisa O wauka koja

He upullaga WoM MHoloyiAy, 3aiduM a doayiupasa koja toaasu uz O u He iiposasu
4 o i — T Ing - :

MU Kpo3 Jegno ieMe Mroloyira. Ako uoaylipasa_a uma c¢ MHoloyinoMm Hapak 6poj
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SqjegHUNKUX WayaKa uau HujegHy, wWaga ceaxa waxea iloayipasa xoja Hoaa3u u3
O uMa ¢ muoioyisom Hapan bpoj 3ajegriuuxux wawaxa um HujegHy. Axo uax
Uozyupasa a uMa ¢ mHQloyinom ‘metiapan bpoj 3ajeguuuxux tawaxa, taga ceéaka
inakea UOAyupasa uma ¢ MHOIOYLAOM Heuapar Opoj 3ajegHuuxux wWaHaKQ.
Jdoxas. Heka je TO MHOTOYTao P M HEKA CY &y, O, ..., dp noJTynpase-
KO)e ToJase H3 O u mponase Kpo3 TeMeHa MHOIOYria, nopehame y jemaoM
cMeEpY, nonasefiu ox ay;, M To y cMepy OR &, Opema.
a, y- CMMCJTy ncdmrmnn]e 14.7 (cn. 109). Kako je mo-
JyopaBa 4 y JeNIHOM oJi OCHOBHMX yIJioBa <X&)di44
(i=1, 2,..., m, a,,,=a,) oOpazoBanuXx HM3OM THX
g Vomynpasux (nedunnmnja 12.6), mpermoctaBuMO na Je
— % ay yrny <a,a, TIpeHyMepaudjoM TIONYTPABHX MOXE
________ ce ymex moctmhm fa Syme Tako. AKo je g Tonynpasa
C MoYeTKOM -y O M cajpxaHa y jeqHOM o5 OCHOBHHX
.yrioea, Heka k(g) o3HauaBa Opo] ODpeceyHHX Tayaka
ToNyTpaBe g ¢ MHOTOYTJIOM p.
Axo je &’ jom jexma nosynpasa y yIiiy < a,dg, MMaMo k(a')=k(a), 3aMcTa,
ako je § Koja OWIO CipaHMua MHoroyrna kojy ceye a, mpema Tteopemu 11.7
cede Ty CTpaHANy M 4’, jep JAyX S MMa YO jeOHy TaYKy Ha CBAKOM Kpaxy
| yIa <Xa,a,, M oOpaTHO, ako je §° CTpaEvua
Kojy ceqe a’, »y ceue U g (cn. 110).
Axo je &' momynpaBa y CyceTHOM OCHOB-
HOM yriy, uMaMmo yomute k(a')=k(a"). Io-
KaXHMO na je pasmuka k(a”) —k(a’) nap¥a
WM HyJIa.
Hexka ]e ONeT s CTpaiuua MHOTOYTJ1a p,
Xxojy cede a’. PaznmkyjeMo cepam cnyyajesa’:
1) Ako s HeMa Xpajwy TauKy Ha 4,, OBa
TONynpaBa ceue CTpaHMIY S, Ta Kako ce Y
yroy <a, a4 Be HAJa3¥ HEjeOAO TeMe MEHO-
YOoyrIiia, cede ¥ a4’ cTpammmy S, JakJie CBaKOM
OBaKBOM MPECEKY MEOTOYINIA C MONYNPaBOM Cn. 110
a Onropapa mpecek H ca TONyOpasoM
Axo je, HampoTHs, Ha ay jenna kpajma 'ralnca CTpamuLE s, TO Je TeMe MHOTO-
yrna y-KoMe ce cacTaje s ca CYCefHOM crpammona s'. Tana pa3iHKyjeMo
Jajba YeTHPH ciiydaja: -
. 2 C’I'paHHIIC S W s’ ¢y ¢ pa3HMX CTpaHa nomynpase 4, Taga xao mWTo
a cede §, Tako a” cede s, paxie H y OBOM CJy4ajy DOpeceKy MHOIOYIna ca
TNOJIyIpaBRoM a’ onronapa apecek H ¢ NONympasoM & -

3) Cycenne CTpaHHAIE § U s’ cy c MCTe cTpame monynpaBe a,. lama a’ ceqe

S M §; HO y yroiy <(a, ag HeMa mpeceka C THM CTpaHHMIIAMa, Aaxne OBZiE fBaMA
nmpecenMa MHOTOYIJIA ¢a & He onaroeapa HujenaH mpecek ca a’’

Moxe s UpUnajaTh noynpasoj a,. Tapa™ yoynmo mxyhy cTpanmmy s

cycendy crpammiu s. Ilpema nedwmmipgu 15.1 s vmje Ha a, nakie nocTo_;e
aee Moryhroctu:

4) s je c oHe cTpaHe monympaBe a, ¢ Koje je @’ M cede ¢e ¢ a’’, mawie
opeceKy MHOTOYINIZ2 ¢ HONYNPaBOM ¢ onroeapa npecek W ca o'’y M

5) &' je ¢ oHe cTpaHe mnonyupase 4, ¢ Koje je ¢’ M cede ce ¢ a’, makie
JABaMa MPecenAMa MHOIOYINa ca a’ He ojroBapa HUjeIaH MPECEK ca a’,

, Ioctoje jom nBa ciryvaja:

Cn. 109
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6) Mee cycemue cTpaHHme MHOTOYTIIR, § H. 5’ Mory OMTM ¢ mcre crpase
NOJYNIPABE g, H TO C OHEe ¢ koje je &'. Tama mBaMa TpeceNMa MHOroyria
¢ d’ HEe oarosapa HMjemaH INpecek ¢ 4.

7) Jemgaa crpamuna s je HA 4, a JBEe EbEHE CYCeOHE CTPaHMIE § M &
€y ¢ OHe CTpaHe TIONyINpaBe 4, C Xoje je 4’. Tana je 3akibyyax HWCTH,

VoyrMO YKYIHOCT NpPEeCEYHHX Tadgaka MHOTOYIN2 p ¢ @ M YKYNHOCT
TpecedHux Tadaka ¢ 4”’. AkO A3 DOPBOr MHOMTBA M3MBOJMMO TaYKe KOjeé Ce
JaBJRAjy y ciyvajeBdMa 4) B 5), a OHe Hoyade y TapoBHMa, NaKIle HMa ¥X,
pemumo, 2h, (h=0,1, 2, ...) octaje k(@) — 2K npeceyAWX Tadaka. AKo H3
LpyTOr MHOIUTBA H3JIBOJHMO Tayke KOje Ce jaBibajy y ciay4ajeBmMa 6) m 7) u
¥oje poliaze Takolje y napoBMMa, Jakiie WMa Mx, peuumo, 2h” (B'=0,1, 2,...)
ofTaje y oBoM MHomTBy k(z') — 2h” Tavaka. Ho ppeocrane rtauxe oda Mmq-
1IIBa Cy OHE KOje C¢ jaBipa)y y ciydajeBuma 1), 2) u 3), vy xo_]nma cBaKoj
Opecednoj Taykd ¢ 4’ oAarobapa mpecewHa Tadka © a'’ oBbocrpano jenHo3BaqHO.
Haxne /

k(a')-—2h’=k(a")—2h" wi k@N)-k@)=2 (' —h"),
Tj. pa’3Mka oda Opoja k je nmapaH WA HyJa. A

IIpeTxonHM 3aK/bydax, KOjH Ce OJHOCM HA MOJympaBe ' W a’’ Y OCHOB- .

HEM YITIOBMMA <(&; Q3 M L d; Gy, Bpe/M OUAIJIENHO 32 MONYIpAse y Ma Koja
Ipa CycenHa OCHORERZ yIiTa: axo je a''‘monympasa y %ca,, a, k(@™ —k(d9je
napay Spoj waym Hyna; a=n. Ylpema ToMe, ako je &* monmympaBa Ma y KoM
" OCHOBHOM yrny, paiymka Kk (a*) — k(a) je mapam Opoj mma =yma. Kaxo je-
CBEjeTHO KOJe TeMe MHOrOYIjia c€ obelleXw ¢ A;, Moke <X a; 4, UPeTCTABIBATHA
'CBAKW OCHOBHM yrao, Tj. pasimka OpojeBa kK Ma 3a Koje HBe moJympase Kao
- OITo je @, je mapan OSpoj minA Hyna. Jlaxe, aKo je k Opoj mapam WwiH Hyia
34 jemHy OJi MOCMATPa#MX IOJYNpPaBHAX, napaH je HJIP, Hylla 3a CBE Te nony-
mpaBe Koje MoJiase M3 ucte Tadke O, ak0 je Dax HemapaH 3a jeOHY, HEIAapaH j¢
3a cpaxy. Teme je oBa TeopeMa JOKa3dHa,

_ HanoMeHa: Iperxomne IBe TeopeMe Bpefie  HE CAMO 38 NPOCTE HErO
Ma 33 KakBe paBHe MHoroyriobe. Ama cnencha ,r.(e(,’pmuuja THYE CE€ caMo
OPOCTHX MHOTOYTJIOBA. .

3. TIpeMa TEOpeMH 15.2 mapwoct iz HCIIB.pHOCT Spoja k(a) npeocmx
‘Ta4aKa, ¢ MHOrOYIJIOM je 0coOMHa koja 3aBHCH op Tauke O (oI BeHOT MoNoKkaja) a
He 3aBHCH oj M3Dopa noxynpase a. Moxkemo nakire nocTasrTH cnenehy medbrEAuH)y:

,I[e(]mnmm]a 15.6. Hexa j¢ y paBHA upo’«::’ror PaBHOT MHOTOYTJIa P
TauXa KOja He OpHIaja TOM MHOTOYIJY, 4 M2 KOja HOJympaBa KOja MOJA3H A3
P @ He DpoNas# HA KpO3 jeNTHO FerOBO TeMe. AKO HONYNpasa g ce9¢ MHOroO-
yrao y HemapHoM Opojy Tadaka, peiu hemo ma je Tauka P » TOM MHOro-
YIJIy; KO ra cede y HapHOM Opojy Tayaxa Wi HA y jenHOj, pem{ hemo
ma je P u36axn TOr MHOTOYTIR.

, ViyoHOCT Tadaka paBHM, KOje €y Y MHOTOYINY HA3HBAMO FHAXOBOM JHp-
dpausvowliy, & yKYOHOCT TAa9aka KOjc Cy H3BaH Eera HA3HBAMO BeroBOM
cliowawrsouihy. A

4. Ha ocHoBu crenehe TteopeMe MoOXe Ce TOBODHTA O pa3iaramy

paBHH MHOTOYTHOM.

Teopema 15.3. Céaxum dpociium paeHud MHOIOYIAOM pasar KOjoj 064j
upvilaga fiogemena je Ha Wipy MHOWTESA THAYAKA! HA Wwelo8y YHYUIP@UrGOCHU,
1€i08Y CUOAHQUISOCIE U HA caM tHnj MHOI0YIAo.

Vropemn: Van der Waerden, Logische Grundlagen der euklidischen Geometrie, -1937.
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Hoka3: V paBHH jemHOr MPOCTOT MHOroyria Heka je P xoja Bumo Tayka
KOja He npunaga MHOTOYNNIY M @ koja Owio mnojynpasa ¢ noyetkoM P M koja
He CcaApXM HHJemno TeMe MHoroyria. IIpasa @ wmMa ¢ MHOTOYTJIOM OWIIO HEma-
paE Spoj 3ajemmMuxux Tavaka, OWIo NMapan Opoj, MJIM HUjemHy, Tj. No Jedsmu-
e 15.6 Tauxka P je y MHoroyrily WM wi3BaH mera. Ilpema Tteopemu 15.1
UOCTO)e M Tayke Koje ¢y Y MHOTOYIJIYy M Tauke Koje Cy M3BaH mera. Jlakie, cee
Tauke PABHU MOTY Ce€ NONEJHTH Yy TPHM MHOIUTBZ, K40 INTO C& TEOPEMOM TBPIH.

HJedmammja 15.7. Axko je p MPOCT MHOrOYrao, cajpXaH Yy jeJlHO] DPaBHH,

pehu hemo 3a Ty pasan”na J€ p3%okeHa MHOTOYILJHOM p Ha FEEroby YHV-
TPALIBOCT W ¥ETOBY CLOJLATITHOCT:

Teopemy 15.3 mMoxemo can wuspehu omaxo: Ceaxus Upociuum pasnum
MHOIOYINOM pQBaH je pa3poReHa HA YHYHUpauIroCid U Ha CUOBAUIOCUL 1ol
MHOTOYITE, - - ——— '

3acag ¢y HaM YHYTPaUIROCT H CIOJbAIOROCT MHOTOYTNA CaMo MHOLUTB2
Tayaxa y pasuM. Tex y Op. 10 omor naparpada notim hemo 10  HHXQBHX
OCHOBHMX. OCOOWHA.

S. Ilocne pedumimmje 15.6 MoxeMo yBecTH MHOTOYraoHY INOBPIL
Taxo heMo HasuBaTH mpe CBEra NEC PABHM KOjU jé OrpaHMyeH JENHMM XPOCTHM
MHI'OYTIOM — § CTBApY YHYTPALIKBOCT IMPOCTOr MHOIOYTNa ~— KOjOj JOIAjeMO
M caM Ta] MHoroyrao. Kao neo parum, MHOroyTaoHa NOBPUI je nakie odamact
pPaBHH, OrpaHMYeHa MPOCTHAM MHOroyrioM (MHOToyraoHa odmacT).

OmurtMje DoCMATpaHO, MHOTOYTaoH2 ODJACT, Na Jaxjie M MHOTLOYTaoH2
TIOBPI1 MoXe OMTH orpaHWYeHa BHIUE HEro jeIHUM HpOCTHMM MEHOroyriioM. Tama
KakeMo 2 je suweciipyxo uosezara. HbeH pyd ce Moxe cacTojaTH M3 jBa HiM
Bume muoroyriosa (ci. 111). Axo ce pyd cactojm m3
N MHOroyTII0B2, NOBPII HasusaMo IN-wocilipyko fiosesa-
HOM MHOTOYTA0HOM nobpum. IloBpiu orpakmyeHa caMo
JeTHAM MHOTOYTIIOM j€é npeMa TOME JegHOCIUpyKo inse-
3ana wmuoroyraowa mnoepm. IIpeo hemo ce Oamputm
jeAHOCTpYKO IOBE3aHWM MHOTOYTAOHHM JIOBPIIMMA H
ctora noHocymMmo mpeo ciaenehy nedurimy:

Hedmummuja 15.8. JIMx koM ce cacTojd H3 mpo-

. . S— - )
CTOr §paB: OYIJIA M _BCIOBE —VHYPPHIUTISOCTH—
Ha3MBaMO jegHOCTipyKo 108e3aHOM pasHOM _MHOIOYInOWOM uo8pwiu (a HEKM 1nyT

"W Xpahe” MHOIOYWdoRoN U8pwil). CaM MHOTOYrao HasHBaMo pyboM MHOTOYrabHe

R O N2 |€ oMehéeHa CBOJUM PyOOM.
Ceu HasMBH KOJU Cé THYY MMOTOYTIA NPEHOCE CE& M HA TAKBY MHOLOYTa-
OHy TIOBPLI. — MHOroyraoHe MOBPLIM 0DeIeXapaMo MAJMM TPYKMM CIIOBHMA.

Mruoroyraony mnospnr ompehery MHoroy- -
oM p Wit A, 4,, ... A, oBenexapaieMo u 3Ha- ;
KoM (p) wmH (A4, . .. Ap)-

HanomMena. TloBesaHOCT paBHUX M IpY- -
X oSJacTM M TOBPLIM IPOYYaBa HAPOYHTO
Tomonoruja. Opge ce OrpaEMvaBaMoO CKOPO
VICKJBYYHBO HA JEQHOCTPYKO TIIOBE32aHe IIOBpILM,
orpauuyeHe MHOIrOYTJIOM.

IlpuMeTuMO na paBHa MHOTOYTAaOHA MOBPLL
MoOXe TOTMpaTH M y Geckonaynoct (ci1. 112). Tana je orpaniuena npocTEM OTRO-
PCHMM MHOTOYTAOHUM JIMHMjaMa, Koje Hemajy (y KOHaYHOMe) 3aBPUIHMX Tadaxa.
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6. IlpenaswmMo can Ha pas3nmaraB € JEOHOCTPYKO TOBE3ane MHOTO-
yTaoHE MOBpUIM Ha MCTE TaKkBe MHOTOYraoHe YIOBPLUIH ¢ MamAM OpojeM CTpa-
mna. Pama tora HaMm je mpe ceera morpeSHa nedummiugia, xojy HM3puyeMo 3a
NOBPIN KOj¢ OMIIO IOBE3aHOCTH: -

Hedumummja 15.9. Kaxemo na je MHOTOYTaoHa NIOBPLU Tt Pa3A0KeHa Ha

MHOTOyTAOHE MNOBPMIH 7y, Ty, ..., T, (M=2, 3,...) WIM na J€ caoxeHa U3
BHX, aKO J¢ CBaKa YBYT4pma Tagka MHOTOYTaoHE MOBPIUM 7, Koja He MpHMaxa
pyOOBUMA MHOTOYTAOHKX TOBPIM Ty, Ty ..., T VjeflHO YHyTapB:2a Tauka jemte

M CaMO jemie MHOTOYTAOHE NOBpLIM OBOT HYW3a W AKO je CBAKA YHyTapa Tauka
© CBaKe O]l OBHX MHOTOYTaOHHX IOBPUIM YjeZHO YHYTapia Tauxa MHOIOyTaoHe
NOBPINH 7. ‘

[IpAaMeTHMO 12 ce MHOTOYyTrao MOXE pasJIOKUTH Ha AYXH M Ha
OTBOPEHE H3JIOMJBCHE JIHMHMje M3 KOJHMX €6 MHOTroyrao Cactoj, a HJa ¢€ caMo
MHOTOYTa0OHA T OB PIN MOXE PasiOXMTH Ha obBnacT y paBHM, oMeljeHe Tpoy-
[JMMa AIH MHOTOYTJMMA, Tj. HA MHOTroyTaoHe MOBP M.

Axo je MHOroyraoHa MOBpPLU 7 CIOXEHA M3 MEOTOYTa0HHX nonpum P H
$y, $o..-» ¢p pehnm hemo -Takohe pa ¢y MEOroyraoHoj NOBPUIH ¢ pojaate
noBpumM 4)1: 4’2) s 4)1‘

Pamm pamer nocMatpama notpeSHa HamMm je m cnemeha nedmuwunmja:

Jedmumuja 15.10. drjaronanry mpoctor paBHOT MHOTOYTJIa, KOjoj Cy caMo
KpaJlbe TauKe 3ajeJHUUKE C MHOTOYTIOM HA3MBAMO UPOCTHOM gyjaionasom. Axo
Cy CBe YHYTapme Tayke Ha §pocTo) ijaroHaJm cajpXaEe y MHOTOYIIY, 30BEMO
je YHYWapreoM. gujaionaloM; axo cy joj cee yHyTapme Tayke M3BaH MHOIOYTJia
30BEMO J€ CillO/BHOM GUjaloHaAoM.

7. NoTpeSre cy HaMm Npe cBera oBE JIBE TEOpeME:

Teopema 15.4. V pasnu iipociior pagrol MHotoyma \ilocidoju upasea kxoja
cagpxu bap gea mweldea iheMena u ifHiaxea je ga cy' cea rweiosa ilieMeHa ¢ jegHe
ucilie cipawe e upase, ceM OHUX KoOJu Cy Ha iioj Bpasoj.

Moxas. Hexa je p nocmatpamu MHO-
royrao, h mpasa y BEroBO] PaBHM M Xoja
ceye HAMAMmE _]em{y E-CTOBY CTDAHUIY 2 He
npojia3d HW KPO3 jeTHO ¥beroBo TeMe (CIL.
113). IlpaBa h ceve cTpaHMIE M [AMjaroHale
MHOTOYIJIa Y HM3BECHOM KOHAYHOM MHOIITBY
M Ttavaka. llopehajMo HX Mo mPpHPOAHOM
pacnopeny (§13, Op. 10) u Heka je H noderHa
Ta4yka Tako TMopehaHor MHOWTBA.

Tauxa H je Ha W3BeCHOj CTpaHHLFA MJIH
nyjarorans AF maoTOyrna p. Heka je g npasa
AF., Bbome je paBad mofeJheHa Ha [B€ IONY-
papHH; Y jeAHO] je caapkaHO MHOLWITEO M, Cn. 113
ceM Ttayke H (x0ja je Ha g). !

C ome crpale mpaBe g rme M HeMa Tayaka HE TOCTOJM HH jeIHO TEMe
MHOLOYINI2, Jep Kai & TakBo Teme 7' mocTojalio, mpasa h, koja ceye nyx AF,
cexna O crtpamuny AF Tpoyrma AFT, nakie mpema Teopemu 7.12 cexna
joll jefHy FPeroBy CTpaHMIl y M3BecHO] Tauku. Opa OW Ouna Ha h ¢ oHe cpaHe
opase g rae M Hema Tadaka, nawusre ¢ one ctpane tauxe H rne M HeMa Tavaka,
a To je HeMoryhc. IlpemMa ToMe Cra TeMeHa MHOroyria, ceM OHHUX KoJa Cy Ha
npagoj g, Jecy ¢ jemme Mcre crpaHe mpase g. Opa mak CampXH ABa TEMeHa A
_ ¥ F MHoroyrna.

’ - -



92

Teopema 15.5. Csaxu upocii paean MHOIOYIao ca ewwe og Wipu cuiparuue
uMa MajMaree jeguy uHyiaapry gujaionany.

Hoxas Heka je g mpaBa y paBHH MHOIOYTIIA p; O KOjoj C& TOBODM Y
npeTxXomHoj TeopeMu, A TeMe Muoroyria Ha g M B, C oba cycepna TeMeHa
" (cn. 114). Kako oy cBa TemMeHa MBOTroyria Ipe-
Ma Toj TeOpeMH y jemHOj MoJypaBHH oMelheHo)
OpPaBoOM g, YHYTPAWEOCT yAyOiseHor yria <LBAC
je y-Toj nonypaeHe. ITocMarpajMo Tpoyrao ABC.
Kako MHOroyrao uMa BHLIE€ Ol TPM CTPaHHLE,
nyx BC je mujaronana. Axo HM y Tpoyrny ABC
w1 Ha BC wsmely B v C Hema Tauaxa MHEOTO-
yoa p, nyx BC je npema pedpwmoimmu 15.10
npocTa mujaroHana. ¥V cympoTHOM clly4ajy moCTojH
Sap jemna merosa crpaHMlA Sy, KOja AMa Tadgaka
y Tpoyriy ABC wm Maxap camo usmely B M
C. Ta crpammLa je canpxang Ha IMjaToOHaJH
BC wm opy ceue MumM je mena y tpoyrity ABC.
V cBa Tpu ciyuaja Sap jenam kpaj AyxH 5y, 2
Ca. 114 TO je Teme MHOTOYTJIa, je Ha BC wiHd y Tpoyrity

ABC. Hexa je to Teme D;.

Axo mmeby Au D HeMa Tauaka MHoroyrna, nyx AD, je mpocTa maja-
roHaja. AKo mak mlvxeljy A B D, uMa THX Thyaka, Hexa je E, oHa Of THX
TRYaKa Koja je cycemna Taykm A.. Tauka E, je Teme Mrmoroyria, nakme AE,
je mpocra nwjaroHana, wiu E, npumaja jeABoj CTpanMIM S, MHOTOYria, KOja
ceve miaroHany AD;. Kaxo npapa koja caiupxu s, uMa mpema Teopemy 7.14
ca tpoyriioM ABC nee 3ajemruake Tagke, Sap jenna je ma AB wm AC. Osa
Tayka HE ppUOaga MHoroyriy, naxie uaMely me H Tadke E, je jemaH xpaj
TYyKU Sy, Tj. jeMHO TeMe MHOToyIr/a, koje je makie y Tpoyrny ABC. Hexa je
1o TeMe D,. Ilpumernmo na je D, uspan Tpoyrna ADGE,.

Axo m3amehy A u D, yeMa Tayaxa / MHOTrOYTI4, Iyx -AD, je mpocra
mujarovana. Axo pak usmelly 4 @ D, mMa TRX Tauaka, Heka je E, omer oHa
xoja je cycenna taykda A.' Tauka E; je Teme mHoroyrna, naxne AE; je npocra

mgjarosasa, wn E, IpHI2fa jemHOj cTpaHmIM S; MHEOTOYIJIA, KOja ceye mujaroHalry
ADQ. Kako mpapa koja cajpxu s, cede ctpammy AD, Tpoyrna AD,E, npema
TeOpemu 7.12 wma Taxohe 3ajemmuaxy Tauky ¢ AE, wm D.E,. Opa Tayka He
NpUOaja MHOYOYTAy, nakie usmehy me u Eg u npeMa ToMe Y TPOYTTy ADQE2
HalasH c¢ jelaH OJ kpajeBa NyXH Sy, Tj, JEOHO teMe MHoroyrna. Heka je 7o
TeMe D, Kaxo je D; BaH Tpoyria ADzEz a D, na wemy, Dy, Dy, Dy cy Tpu
Pa3Ha TeMeHa.

Axo wsmehy 4 M Dy HeMa Tadaxa Mﬂoroyrna,, b1 (2.3 AD3 je npocrta zmja-
rosana. Axo nmak mMa TuX Tayaka H3mehy A u D, Hexs je E; oreT Oxa xoja
je cycemna Taaxd A. Utn.

Taxo hnodmjamo mu3 rtemena D,, D,, ..., D, MHoroyrnia, pasaux mely
codbomM, ma xaxo je §poj TeMeHa MHOTOyTHAa KOHA4YaH, Taj HM3 je Taxolje xoHa-
9al, JIAKJIC 3aBpIIABa Ce H3BecHMM TemeHoM Dy (k=1,2,...), TakeuM Ja namely
A v Dy MHOroyrao HeMa Tayaka, Tj. QyX AD, je mpocta IHjaroHANA.

Tume je moka3aHo Na M3 TeMeHa A IONA3d CBaKako jefHA IpocTa AHja-
jaromana d mEoroyria p.* Jlokaxmmo jomu na je d yHyTapma AWjaroHana.

¥ Taj pokas je yxpatko wanox¥oo B. Kerdkjdrid y xwuan: Vorlcsungen iiber Topolo-
gie, 1, S. 21 (Die Grundlehren der math. Wissenschaften in Einzeldarst.,.Bd. VII).
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Bwio na je seh jyx BC mpocTa mujaronana d, 6o pa je to Tek AD;,
Heka je P yHyrapma Tauxa Te OWjaroHane (ci. 115). [losymumo cee nonympabe
Koje momasze W3 P WM npoiase Xpo3 TeMeHa
mHoroyriia. Kaxo cy temena B u C ¢ pas-
HMX cTpaHa npaBe AP, uMa THX HOXynpa-
BHX ¢ 0D€jy CTpaHa Te IpaBe. ‘
. Hexa je PL c jepne 1| [Apyre cTpaHe
Te NMpasé OHA Yy MHOIUTBY THX MONYIPaBHX
Koja je cycemua moympaBoj PA. V ynySise-
HOM YyFy <X APL HeMa naxJire JajbUX TeMeHa.
IIpeM2 Tome, ako Heka CTpaHHOa MHOIO-
yI7la MMa Tayaka y TOM yIJIy, HMa 3ajel-
HHUKE Tauke ¢ oda meromsa kpaxa Taxea
je crpaunua AB c jenie W AC ¢ ppyre
crpane mpase AP. Kaxg Ou nocrtojana join
jeiHa TakBa CTpaHWIla, MMana On paxje
3aje/THUYKY TayKy c nomympasoM PA uiMehy
A v P wmm c oHe cTpaHe Tauke A C Koje
maje Tayka P. Ilpeo jJe wemoryhe 3aTo
wro wimely A u D MHOrOoyrao HeMa Tayaka, a AYpro 3aTO INTO ¢ OHe_ CTpaHe
npaBe g ¢ Koje HMje Tayka P, naxie u c OHe ¢TpaHe Tauke A ¢ kxoje Huje P,
MHOTOYTa0 HeMa Tagaka. Ilpema Tome, AB omn. AC cy jepsiHe Takse CTpaHHIE.
Haxyie, xoja Ouya noyympaBa a y yoydsmeHoM yriy <L APL, ¢ moYeTrkoM
P, He mpoJyia3¥ HM Kpo3 jenHO TeMe MHOTOYTIIA p M cede cAMO jeIHy IberoBy
' crpammmy. Maxite, upema nedummmy 15.6 P je y MHOTOYTIY p, a npeMa mehu-
mamas 15.10 npocta majarowana BC omua. AD; je yHyTapwa IdjaroHajia. ~—
TaMme je Teopema HokazaHa. .

8. Paanarame MEOTOYTraOBEMX JIOBpIUH neduHMca cMo y aeduHYNHM
15.%.(’ O pasnaramy rnocTtoje, mpe ceera, cienche nBe Teopeme:

Ca. 115

Teopema 15.6. Ceaxa mHoioyiaona #ospws ca eutue oy Hipu ileMena pazso-
xeHa je ceaxom . Ceojom YHYIApIbOM GUjaionaaoM Ha gee MROIOYIaoHe uospuu.
Hee um ewue osux gujaionara, Koje ce mehy codom He CeKy, pa3axy #ax MHO-
foylaony w0epw Ha WpYU Uau éumie MHOIOYIQOHUX HOBPUIU.

. Epoj iwieMena ceaxe Hose mHoioyiaoHe Hospwu — Koja ce goduja pazaaiareeM
jegre og upetxogHux — MarU je og dpoja iemena e HpexogHe MHOIOYIG-
OHe HDBPULL.

Joxa3. Heka je mpocT papan MHoroyrao A4, A, -..A, (=p) pyd MHO-
ToyraoHe mospiud =. Ilpema Teopemu 15.5 nocTom yHyTapea aMjaronana d
Koja cmaja 7iBa HecycemHa TeMeHa A; M Ay (1< i + 1<k  n). Jonasmu muja-
roBanmy d H3JIOMSbeHMM JMHMjaMa A;A;, ... Ax=L u A, ... A, 4y ... A; Ha-
CTajy ABa DpPOCTa paBHa MHoroyrina, HauMe A Ad; i, ... Ax=p, U Ax ...A, A
... Aij=p,, J€p BHWXOBEe CTpaHVNe M. IOWjaroHana d= A, Ay, HeMajy Apyrux 3ajen-
HMYKAX Ta9aka, CEM IUTO J{BE Y3aCTOIHE CTPaHMNe MMAjy 3ajeAHHYKO TeMe U
oo mapoB¥ Aj Ay, ¥ Ay A, na Ay, Ar B Ap A, 3atiM ApApyq M Ap A; na
Ay Ay | A; A, ¥Majy 1o jenHo 3ajenEMYKo Teme. Heka cy wy ® 1, MEOTOYT2OHe
MOBPIDH C pyOoBMMA p; M p,. '

JIokaxuMo HNa je MHOTOYraoHa mOBPIN 7= PAa3fOXeHa HA 7y M Ty,

: Hexa je P ma Koja Tavyka mospum n. Ilpema nedwrmipgm 15.6 P je Ha
MHOTOYTIIY p MM Y BbeMy.. Y OpPBOM CIy4yajy jé Ha JeqHOM H camoO JeJHOM Of
MHOTOYIJIOBA p; H Py, CeM ako je P—=A; mym P=A, jep Tana je sa oda
MHOI'OYTJIA. »
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Axo je Tauka P y MHOrOyIJly p, MOXe OHUTH Ha YHYTApEOj IH]ATOHAJM
d, a Tana je Ha oba MHoroyria p, H p,. AKO je Y p a HMje Ha A, Ax, Heka
je @ Ma xoja moXyiipaBa y paBHH THUX MHOLOYIJIOB3a, Koja ToJjasd u3 P, ue
CaaipX¥ HHUJETHO TeMe MHOroyrsia p, HUTH ceye nyX d. Ilpema pedMHWumju
15.6 a cede MHOroyrao p, Tj. M3nOMIbeHe JUHHje ], M [, 3ajelHO y HEMAPHOM
Spojy rtavaka. [lakie, ako cewe M3INMOMIBEHY JIHHH)Y ) y ®BenmapHoM Opojy
2r+ 1 Tavaka, ceye L, y mapHoM Opojy 25 Tauaka, u obpatHo. Kako a He cede
IvjaroHany d, MCTH 3aK/byyak Bpeld 3a py M p,. Crnenyje nma je Py MHOTOYyTIY
Py, a M3BaH p, Wi, oOpaTHO, M3BaH p; & Y Ps.

TyuMe cMO fokasanmM [a je MCITyE:CH TNPBU YCIOB NEeHUHMIDIjES 15 5.

Heka je cam P Ma koja Ta4ika noppum =n;. Axko je P wma p,, npvma,ua
pydy p moBpum w MM AMjaToHaud d, a Taga je y p. Axo je Py p;, Heka je
b nmomynpasa u3 P ¥ Koja He TpoJia3d Kpo3 TeMEHa MHOTOYTJIOBA, HHATH CEYe
mijarorany d. Ilpema peduumumju 15.6 b cede p,, naxie M MITOMIbEHY JIHHHjY
I, y venapuom Opojy 2r+ 1 Tavaxa.

Kan M nomynpapa b cexna M H3NOMIBCHY NMHW)Y [, nakie W p,, y He-
napeoM Spojy 25«1 Tayaka, cexna Su p y mapHOM Opojy Tasaka. ITokxaxinvo
Ia je oo HeMoryhe. Heka je b’ nmonyopaea Mcre Bpcere kKao b, HO Koja ceye
Injaronany d. Ilpema Tteopemm 15.6 M b’ ceye w p; M p, y HemapHoM Opojy
Tayaka, pakie M 4 M-I, y mapuoM Opo)y Tavaxa wm HM y jemHoj. Hexa ceye
mMjaroHany d y Tauwxv Q M Heka je b’ nojyopaea ¢ nouetkoM Q M kxoja je
cagpxana Ha b. Kako b” ceye u | m l, y HemapHOoM Opojy Tadyaxa ( jep npecex
ca Q He mocto BAWe), b’ cevue p y mapHoM Opojy Tayaka, Tj. O je u3Bax p,
MPOTMBHO NPETIIOCTABIM J2 je d yHyTapma I¥jaroHaja.

Haxne, axo b ceye M3 TIOMIEEHY JMEMyy Ly HENapHOM 6p01y Tavaka, ccue
Iy y OapHOM Spojy Tauaka, Tj. 2Kk0 je Taura P y Dy, TAIA_je M3BaH ps. Ucto
Tako, ako Je Py p,, Tana j¢ uspaH p;. .

TuMe je poxasano Ia je HMCUyReH H apyra yc.uoa y ne(pmmnum 15.9,
NaKle MHOTOYTAOHA MOBPIN 7@ jé PAaxIoXeHa Ha 7, M 7, Kako cBa TeMeHa
MHOTOYTJI2 p HUCY TEMEHA MHOrOYINd p; WIHA p,, OPOj TEMEHa CBAKOT OJl OBHX
MHOLOYTJIOBA J€ MaBmM On n.

Ako Maxap jeaHa oJf MHOTOYTaOHMX MNOBPIIM T, Ty, PEIMMO wy, MMa
BMILE OJ TPH TeMeHa, MoXe Ce, MpeMa OBOME IUTO CMO Calid NoKa3alli, pa3lo-
XHTH Ha J(Bé MHOrOYTaoHe MOBPLIM 7y M Ty CBaka Tayka MOBPUIM w NMpUTIazna
nakiue I-Ia_lMaEbC jendoj on MHOTOYT20HMX TIOBPIIH Ty, Tg, ..., T Tagxa cajp-
Xana y my, je M3BaH m,, Na Kako je y m,, Takole je m3sanH m,. HcTo Taxo je
Tauka CajpXaHA Yy T, M3BAH 7y M 7y CaMMM THM je ¥ Tayka caJpxaHa y
T, M3BAH Ty M Ty, OTyna ce NoKa3yje na cy MenymeHa oba ycsioBa JierinH-
mje 15.9, Tj. MHEOTOYTAaOHA NIOBPLO T PA3JIOKEHA je HA TP MHOTOYTA0He MOBPLIM
Ty, Tyg Tp. — BPOoj TEMEHA MHOTOYTAOHMX TOBPL 7y, M 7, jE& MamU Of
Opoja TeMeHa MHOTOYTaoHe INOBPLIM 7y, Jakjie Takohe magu on n.

OBo mocMmaTpame ce MOXE IOHABILATH HOroA MNpPeocTajeé MHOTOYraOHUX
MOBPIUM Ca BHIOE OA TPU TeMEHAa. THMe je Teopema XOKalawHa.

Teopema 15.7. Ceaxa mHoloylaona nospw ca 6uwe og Hpu WeMeHa MOXe
ce pasaoxuiliu Ha came apoyiaove LoBpuu.

HMoxas. Ha ocHOBM IpeTXOLHE TEOPEME, KaKo C€ paiyiaramke MOXe HacTa-
BUTM HOTOA DpeocTaje MHOTOYraoHa MOBPI Ca BHILE Off TPM TEMEHA, KAaKO ¢
CBaKHM JaJbEM pa3narameéM Jooujajy nse MHOTOYraoHE NOBPIIM ¢ Opojem
TEMeHA MalkbHM Hero INTO je Opoj TeMeHa HeNoCPemHO paijioXeHe MHOTOYTaoHe
[OBPINY, pa’jarame ce MOXe HACTABUTH CBC OOK CBE MHOLOYT4a0HEe IOBPIIH
Tora pa3jarama He JyAy TPOYraoHe NOBpIUM.
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HanomMeHs2a. Axo y cBaxo) TpoyTaOHO] MOBPLIM YIOCKE pasjiaraa u3abe-
PeMO jenHy TaukKy M CTIOJMMO Tauke CYCE[THMX TDOYTaOHHX MOBPILH, jEIHOM IyXH,
EACTAje yomwuTe MHOWITBO AyXM (T3B. IpBO) Koje C& CacTojH M3 MPOCTHX
anoMmibeHux nunuja. INonmaszehy opn jemne TaxkBe NMHMWjE W ponajyhum joj mocre-
IEHO OCTaJle, MOI'Y C€ JIako W3DpojaTH TpoyTaoHe NOBPILUM. Moxe ce pnokasaTH
Ia ¥M je Spoj n—2, nipd yYemy je n Opoj cTpaHHna paTor MPOCTOT MHOIOYIA.

9. On pgea yrma XBAC ymju kpauu cy nBe cycenne-crpamwdue AB m AC
jemHe MHOTOyYraoHe HOBPIIH, jeJaH yrao MMa OCODMHY na ¢y y ONM3MHH Eero-
BOr TeMeHa A CBe Tayke Koje ¢y Y EeMY YjeHO y TO} MHOrOYT20HO] MOBpLIH,
a3a IpYTd yrao cy, ,HalpoTHB, CBE Tayke 5J'IP!‘3y TeMeHa A, Koje cy y meMy
YeIHO M3BaH T€ MHOTOYIZOHE NOBpILM. AXO je MHOTOYTA0HA MOBPUI UCTTYT4eHa,
OKOJIHOCTM Cy jeOHOCTABHMjE. Il€J1a MHOIOYTaoHa TIOBpINI je CaApXaHa y yayo-
meHoM  yriy <X BAC. — Ilpema ToMe, Np8H yTao Ha3UBAMO yTrJjiOM JOOTH-
yHe MHOIOYTaoHe NMOBpLUIM (WM AOTHYHOI MHOroyrna). Ha ducmo mouumt no
oarosapajyhie nedwHuINIje OOTOMHO j€ MOhU OR pa3znarama MHOTOYTAOHE NMOBPIIH
Ha TpOYraoHe TOBPLIM, W noXa3aTh Teopemy 15:8. Panu naxier uspaxapama
yesajaMo mpe ceera cnenchy nedwmnmjy:

Hedummmmmja 15.11. Jse MHOroyTaoHe NMOBPIIM THJH PYOOBH MMAjy HajMame
jemHy 3ajeIHMYKY OYX, ¥ Koje HeMajy 3ajeIHMTIKHX Tayaka BaH,CBOJUX pyDoRa,
HadmBaheMoO CyCemHHMM MHOTOYIAOHMM JOBPIIHMA.

Teopema 15.8. Hexa cy AB u AC. gse cycegue ciiparuye mHoioyiaoHe
fospuu w (cn. 116), pasroxene na whipoyiaore wospwu. Taga jegan og yinosa
XBAC cagpxu Huz tux wwpoyiaonux uospwu 8;, 8, ..., & iwaxo ga AB
iipuiiaga nospwy 8, AC tiospuu ), a 8, u 8, u 8, ..., 8y u 8, cy uaposu
.cycegrux:. wipoyiaonux iospuu. Oeaj Hu3 ce Moxe cacilojaiau u3z camo jegHol
urara (3a k=1). Youenu yiao <XBAC je ucitiu 3a céa pasziaiawa uopuiu Ha
wpoyiaote HoBpUiU.

Toxas. Axo je &, Tpoyraoxa mospui (BAC)

mMamo k= 1. Ako Hnje Heka je Py Tpelie Teme Tpoy-
raoke nopum &y, 7j. 8= (BAP,). Kaxo jyx AP, yje
CTpaHMIIA MHoroyraox-Ie MOBPIIM 7, TO j€ 3ajeTHMYKA
CTp2BMIIa ABEjy TPOYTAOHWX NOBPIOIM NOCMATPAaHOTr
pasnarama. JemHa je 3,; Heka je 3, npyra. Ml je 8;=
(F,AC) n Tapna je k=2, vim Heka je P, Tpehe Teme
ofl 8, T). 8p= (P;AP,). Kaxo myx AP, Huje cTpaHuNa
MHOTOYTraoHe NOBPIIM T, TO je 3ajeAHHYKA CTPAHHIA
JBejy TPOYraoHMX NOBpPIIM HCTOT pa3jarama Of
Kojux je 3, JemHa, Hexa je §; apyra, mto. Kako je
Opoj Tpoyrmoma y CBAKOM pa3jiarayy KOHa4aH, Tako Ca. 116
IOTIA3UMO 10 HU32 &y, 8y, . . ., O C H3PEHCHIM OCOBM-
HaMa, NMPH YeMy je Sk_ (Pr_3AC). Kaxo nyxu ABu AC npnna.na]y €aMo Tpoy-
TA0HMM TIOBPIIHMA 3; M 3y, CBMX X TPOYTaoHMX nonpmn cazpxane ¢y y Je;u-mM ()14
sa yrna ¢ kpampiMa AB u AC; obeneXumo oeaj yrao CIOBOM «. AKO je ozlro-
Bapajyhid HE3 TpoyTAaOHMX NOBPLIM y HEKOM NPYToM pasyaramy &', &, ..8/,
3, oHa xoja campiH jyx AB, TpoyraoHe mosplm 3, ¥ &, HUCY C paamtx
cTpaHa npaee AB, jep Oyx AB je ya pydy MHoOroyraoHe noespum . Jlakme Ha
TeMerby OBOT NPYror pajnarama HOJIA3UMO OO0 MCTOI YIiia o Kao yria KOju
CampX¥ CBE TPOoyraoHe NIOBpurH §,’, 8,', ..., 8 . Tume je TeopeMa nokaszaHa.

[TpeMa ToMe Moxe ce u3pehm cnemeha pedyrummja:

Jedumumaja 15.12. Hexa cy AB u AC nBe cycenue CTpaHHIE MHOTOYTAOHE
nonpum (p), paznoxene Ha Tpoyraoume mnoepmu. OHaj om msa yrna <LBAC
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KOJH CaIpX¥ TpoyraoHe HOBpLUH, &y, 8,5, ..., & (k>1) Tor pasnarama, Taxo
Ja AB mpumana nospiid 8, AC moepuwi Sk, agmacy 3 » &, 8 m 3, .
Bgey M By DAPOBH CYCE/IHUX TPOYTAOHNX HOBPINA, HA3MBAMO YLIOM Nmoroyrna
p WA MHOroyraoHe IOBPIIH (p).
Craxo 1eMe MHOroyraoHe MOBpPIIM j& Jaxie TeMe jemHOr E-eHOI YIJIA.
JIOKa3kxAMO O YIJIOBMMa MHOIrOyrjia ¢amMo cne,uehy TeopeMy, koja hie Ham
outH noTpedEa y § 47.

Teopema 15.9. Axo cy gea cycegna yira XABC u {BCD #ipocitoi pagHol
Mroioylia oba ygybmena uau oba uchyiuena, twemena A u D cy ¢ ucide ciapare
iipage BC. .

,_Horcaa. Hexka je p mpocr pasaH mHoroyrao. Ilpema medummuajn 15.11
TIOCTOJH NIpH KOMe OHIIO pasjlarasky MHOTOYITE0HE NOBPIIM (p) Ha TPOYraoHe
TOBPINH:

.. I) nus Tpoyraomux mospum 8, 8, ..., 8 (k>1) Tako me cTpamrua BA
MHOTOYIJIA OpuUnaga TOBpILH 3, C'rpa_Hn:ua BC HOBpIIN 8y, 2 N4 cy 3, H S,
S M 8, ..., 8, ¥ 8, NAPOBHM CYCEHMX TPOYT2OHMX NOBPIIU;

2) Hu3 TPOYraoHMX HOBPLIH & wm &, ...,
8/ (l} 1) tako na crpammua CB npunanaa. Tpoyra-
OHoj rioBpmiH 8,’, ctpanmia CD noepum 3), a ga
cy &' m 8, &' m 8, ..., 8/, ud/ napoen cycen-
HEX TpOyraoHux mospmti (cn. 117). ~

Kaxo y jenoM passiarawy MOCTOjE CaMo jenHa
TPOyTaoHa mOBpPII Kojoj je jenHa crpasuna BC,
Tpoyraoke noepind &, W 8,’ cy ucroserHe. Heka je
P tpehe teMe Te mospum, T). 8,=8,' = (BCP).

Vrao X ABC MHOroyrja p caapxM Tauky P,
jep campxm noaynpary BP, a yrao <XBCD wmMxoro-
yrna p caapxu Tauyky P, jep caapXE mnonynpary
CP. Am ¢y nakne oba ta yrna ynydibena, suxoen kpami BA u CD cy npema
TeopeMu 12. c ome crpave npape BC c xoje je rauika P, makne Tauke A n
D cy ¢ ncre crpare mpase BC. Axo cy mak Ta JBa yrna oda MCOyIYeHa,
kpatu BA u CD cy ¢ oHe ctpame mpase BC ¢ koje HHje Tavka P, naxie omer
. cymweAnDcm:’rem-paHeupaBeBC

10, Cnegnehe 'reopeMta ytBpbyjy ma ce MHOroyraoHa MOBpII, & HCTO TaXO
¥ BEHA CHOJBAINEOCT CACTOM ,, M3 jexHor komana“. CrolallllocT M YHYTpa-
DIBOCT ¢y nak Mehy codom pazmsojeHe HOTHIHEM MHOIOYTIIOM.

Teopema 15.9. dxo cy 8 u & Ma xoje gée iupoyiaohe Hogpuu jeghol pas-
naiea gaille MHoloyiaoHe #OpwU KHa mpoymone, flocthoju -Huz 3, 82, R
imux wWpoyiaonux floepuu iaxo ga cy 81 & u by O uld, ..., 8, “ &
Uaposu cyceguux Wipoyiaonux uospiuu.

Hoxas. Kako cy TeMena TpOYraoHNX NOBpLIM passarama yjemso TeMe-
Ha MHOroyraoHe mospmu w(=A;. A, ... A,), Heka je Teme A; Mmoroyrma =
Ha 3, a A, Ha &. ODenexasame 3Hauma 8 m & Moxe ce WIBPIUIMTH yBeK
Tako na byne i<<k<n.

Kako je cBaxa cTpaHUIa MHOTOYraoke HOBDUIM 7 YJeIXHO CTPRHMIA jeIHe
Ofl MHOTOYTaOHMX MOBPUIA Ha KOje j& NIpM pasiarasy NPeTXONRA MHOrOYTaoHa
NOBPII Pa3jioxKeHa, CBaka CTPAHANA MHOrOYraoke NOBPINA T je yjeqHO CTpaHHna
jenHe on TPOYraoHUX MOBPLIM KOHAYHOI pa3jaramba. <

Axo cy 8 u & cycemHe TpoyraoHe UOBpIIH TeOpeMa je Aokasama. Axo
HHCY, aJH ako je i=k, 8 u & wmMmajy camMo teMme A4; 3ajegnmsko. Tana focrojm
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joul jenWa TpoyraoHa WOBDIH, &, CANPXaHA y YIIIy MHOIOyraoHe MOBpINM, T,
KoMe je TeMe A;, a CcycenHa NOBPIN 3.

INocmatpajMo 3, B & Xao IUTo CMO mMpeTxomHo mocMarpany 8 m &. Hm
cy 8 v & cycemHe M TeopeMa j& HOKa3aHa, WIM NOCTOjH TpOYT2oHa NOBpII §,
CycelHA MOBpLUM &8, a ca 3ajemHUMKHM TeMeHoM A;. Hactarsmajyhin osako mosa-
3uM0 no BM3a 8, 8, ..., 3, KOjU WMa OCODHHE M3peucHe y OBOj TEOPEMH M
THME je Nnoxas 3applleH.

Axo je i< k, Heka je y,; TPOYraoHa IOBDIN AaTOr pasnarama, KO]O_] IpH-
naja CrpaHMIla A; Ay, mEOroyrna. Kako 8 m y mmajy teMe A; 3ajennmdko,
HeKa je mpema NperxXonHome 3, 8,, ..., §,; HU3 TPOYraoOHHX MOBPIDE TaKO Na
cy napoeu 8 u 8,, & u 8, ..., 8§, n vy cycemne mospmm, Axo je i+1=k, y
H 8 uMajy Teme A, 32jeTHIYKO, Hakjie NOCTOJM MCTH TAKAB HU3 8,41, - - » Ops
3a y m &', naxye 3§;, 8, ..., 8,4 je Tpaxenn Hu3 32 & M ¥ u reopeMa je JokazaHa.

Axo je i+1 < k, Hexa je y, TpPOYraoHa NOBpII KOjOj MpHNAaja CTpaHuIla
Aiyy Aipo. Ha vicTH HauyMH Hanasumo opnrosapajyhu Huas 3y, 3, ..., 8,5 32 8 @
Ye, MTHA. Taxo gmmazpMo CBakako o Hm3a &y, 8, ..., §,, 32 8 u 3. — 'Ime
je oBA TeopeMa DOXA3aH4.

WTeopema Axo ¢y P u Q iuauxe y dpociliom paeuou MHoioyiny
p v Ha remy, uoauo;u gy uau upocwa UusAOM/BEHA /!qu{]a c Kpa]eeuua P u
Q wje cy cee yMyiuapre idauxe y muoloyiny p.

Hoxa3. Heka cy 3 m 8 TpoyraoHe NOBpIIM jeTHOI palllarama MHOrO-
yraoHe TOBpmM (p) Ha TPOyraoHe, Tako ja P m Q mnpumagajy penoM Imosp-
miMa 3 v 8. Axe bm bmno 8=3, P u @ Om mpunanane uUCtoj TPOYTAOHO)
moBpuK H ayx PO Om ncnymarana yciose TeopeMe. Ako ¢y 3 m 3 cycemme
NOBpILH, Heka je P; yHyTapma Tauyka HUXOBE 3ajefTHHYKRe CTpaHune (YHYTap®a
mijaroHana). Cee yHyTapme Tauke HIOMIBeHe JukHje PP, 0O, cem Tauxe P, cy
y 8 1 &, nakine cse yHyTapme Tauke JiuHuje PP,Q cy y p.

Axo & w &' HHcy cycenme TpoyraoHe NOBPIUH, MpemMa Teopemu 15.8 mocroju
3 8y, m 3, , S Heka cy Tama Py, P, ..., Py, PeIOM YHyTApEE TAYKE
3QjETHIIKIX c1'pa11m1a napoBa 3 u 3y, 8, mdy, ..., 3, n &'. Manombera nummga
PP,P,...P,,Q je mpocta M3JIOMJb¢HA JIMHHja, ]ep npeMa nedrHamMja 15.9 npe
OO THX Tpoyraounx MOBPINTH HeMajy OPYrHX 33jelNHHYKHX Tayaka, ceM HajBHINe
IO jenHy CTpaHuily, xaxkjie HM nyxu PPy, PP, ..., P,Q Hemajy 3ajeqHUYKHX
Tajaka CeM JIBe y3aCTOomHe AYXKH 3aje[HUYKH Kpaj. CBe yHyTapme Tadke JIMHHje
PP\Py...P,0 Cy naK y THM MHOIOYTAOHHM TOBpIIMM2 HJH Cy TO YHYTapBe
TagKe yﬂyrapmm( JMjaroHaNa, Nakie cBe ¢y y MHoroyrny p. — Tume je opa
TeOpeMa HOKa3aHa.

Pam pamer mocMatpama Tpeba mpBo nokazath cienehy Teopemy.

Teopema 15.11. Ma 3a koju ygybremu wmnoioyigo p flocifioju jegha
ogpehena uchyiiuena Mwoloylaoma #loepui, uuja ileMeHa <cy u3eecha iliemeHd
MHOIOYIAG D U Koja je MHOIOYIAOM P pasncxeNa Ha Foeiosy YHYWPMUWOCE u Ha
Jow nexe mmoioyiaone #ospuu. _

I oka3a. Heka jey pasiu yaybieHor MHoroymia p (= A, A, ... Ap;-ciL 118),
h mpaBa Koja ceye HajMame jelHYy EEIOBy CTPABHENY, a He IpoJia3u HH Kpoa
jemo meroeo Teme. Ilpema reopemu 15.4 mocToju mpasa gy, Koja CAIPXKH Dap
Ba TEMEHAa H TaKpa je Ja Cy CBa TeMeHa Koja HMCY Ha g C jelHe MCTe CTpaHe
te mpase. IlopehjajMo CBa TeMeHa Koja cy Ha g, y oapecheHom cmepy B odene-
¥AMO ¢ B, n B; npso B DOCTEABE TEMe.

Iopehajmo 3atmM y jemHOM cMepy CBe HOJynpase Koje monase M3 B,
¥ mpoJiaze Kpo3 TeMeHa MHOTOYTJIAa M Heka je dz OHA OJ THX HOMyNpaBHX Koja
¢ nparoM B,B, onpehyje yayOsmseH yrao KOJU CANpPXKM CBE OCTANE MOJNyIpaBe TOT

7* EnemeHTADHA MCOMETDMR
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muowTea. Heka je g, mpaBa K0)0) mpumaua a,. IlopehajMo cBa TemeHa MHOIC-
yria -p ‘koja ¢y Ha g, y onpeherom cMepy. Kako je jemHa on kpajmux Tayaka
Tor HM3a (pBa HJIM MNOcCHensa) Tadka B, Heka je B; Apyra Kpajsa Tadkd.

ITopehajMo 3aTuM y ofpeleHOM CMEpy CBE MOJTympare Koje nojase U3 By
M NpoJiase Kpo3 TEMEHa MHOIOYTINIa M HEKa je @3 OHa Koja C mojynpasomM BgB,
olpebyje yoyOibeH yrao Koju Caapxe CBE OCTajle MOJYNpase TOI MHOLUTBA MTIH.

Ha T1aj HawvH nodwjamo wu3 myxu B,B,, B,B;, ..., By B, ..., TaKkpEx
Ja Cy CBé Tayke MHOroOyrjla p, Koje RHCY Ha Ko0joj OMIIo of BHX, ¢ jenHe
HCTE CTpaHe Te JYXKWA.

Horox cy By, B,, ..., By Melly coboM pa3He Tauke, DOCTOJA NaJkE TIONY-
npaBa a, Na Tauka B, ¥TO. HO Kako Cy OBO TeMeHa MHOrOyINa p, Opoj
pa3HMX TaYaka OBOI HKW3a je xoHagaH. Heka je B;.+y TpBa KOja Ce mMOKIAUA ¢
Jjemnom on Tadaxa By, B,,..., B, [loxaxmmo ma je B,+1 = B,. Kax ©mu, Hampo-
THE, Snno By, =B;, i>1, npocte minomiene ywunje B, B B,...B; u B, B;
B;,,...B,_, Dwre Ou ¢ WCre cTpade npase B, B,. +1, JAKJE C T HcTe C'IpaHe Ouire
om no.nynpanc BB, m B;B,,, n nmpema TOME jefaH OX YyAyOBEHMX YrIORa
XB,B)B;,_, n XB,BB;,, buo Du caapkaH y JpyroMe, Haup. OpPBH Y IPYTOME,
a Tamxa Om Ttauke B, m By, , ODmne ¢ pasHux ctpaka mpase B, , B,. Oso ce mpo-
TUBM NPETTIOCTABIM A2 je B;_, B; jelTHa OB MPABUX g, - - ., & Hakie je B =5

Mruoroyrao By B;... B, koju oDejleXXuMo ¢ ¢, j¢ NpeMa AeOUHAIMM
15.5 mcnymyeH, jep CBa HEroBa TEMEHA KOja HECY Ha M2 KOJjOj FeroBoj cTpa-
HMLY jeCy C jelHE CTpaHe mMpaBe Koja caJipXH Ty crpawwny. M3 noxasa mpous-
ya3M Ja je ¢ jeOMHA MHOIOoyrao Te BpcCTe.

JokaxnMo Ha je MHOroyraoHa mnoBpLI (g)
pasiioXeHa MHOILOYTJIOM p Ha noBpll (p) M HA
joml Hexe MEoroyraokwe mnosBpiud. Jloka3 IOHO-

oimo ckpaheno. — Temena B,, B,,..., B, MHO-
royrna p, (cn. 118) xoja ce Hanase peroM Ha
IPaBHM &y, &, . -., 8» MOXEMO YBCK NPEHyMe-

pucaty Tako nma Oyme B, = Ay, By= A, ...,
Bi=Aym I << ip<...< i, <n. ITowro Te-
MeHa MHOroyria p nopet)aMo Ha g, y onpehenoM
CMEpy, MMaMO peaoM Ha g TeMeHa Ay, Apg,

A=B A A ASB Ajioy ..., Ay Hexe on IDyxu Koje cmajajy ysa-

CTOITHE Tavyke TOr HH3a Cy JnMjaroHaie, AKoO je

Cn. 118 Hamp. 4;, Aj; I¥jaroHana, NOCTOjH NPOCT MHO-

royrao All A,'1+1 A11+2 v Aj]_‘l' Tako 3a CBaKy

majarovany, d,, dy, ..., d,, caapXaHy Ha CTpaHMI@Ma MHOIOyria ¢ 1oCTOj
npoct MBoroyrao. Heka cy TO MHOIOYIIH py, Po, - .., P,

Kakxo monynpaBa Koja Doya3d HS YHYTPAIDE,OCTM MHOIOYTNIA p, U CEYe
IRjaroHany d,, He ceye g, naxje HMY p; y APYTHM TauykaMa, M YOUUITE He CeYe
P, YHYTP2IIBOCT MHOIOYIJNIA p; j€ M3BaB MHOrOyIJa p, H MHOLOYIJIOBA Py, . . .,
Pr» 2 CaIpXaHa je Y MHOTOYrIy g. ABaJoro BpeIM PEAOM MHOIOYLNE Pg, ...y
Dr- TloBIayemeM mnonynpabe Koja NOJa3M K3 YHYTPAIDEOCTH MHAOrOyriia p M
Ceue g y caMO jeZTHOj Tayku AOKa3yjeMo Ji2 je M YHYTPalDBOCT MHOIOyIjia p
cazpxasa y g. TMMe je HOKa3zaHO na je MHOTOyraoHa MNOBPII (g) pasyokeHa
Ha MporoyraoHe moplit (p) B (py),..., (p,)-

" Teopema . Axo ¢y P u Q inauke usean upocitol paswoi mroioyina p

uau Ha reemy, uocwo;u gy} uau Hpociia usAoM/meHa nuRuja ¢ Kpa_;eeuua PuqQ,
yuje ¢y cee yHywiapree wauxe u3saK MHoloyira p. ;
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Joxa3 norocmMo ckpaheH.. Heka je MHOTOyrao p HUCIyImyeH, AKO JyX
PQ mema 3ajenHMYKMX Tauaka ¢ p, mo pehurAIME 15.6 TeopeMa je orienno
TayHa. Ako Oy PQ canpxm caMo jeoHO WM JBa TEMEHa MHOroyrja, Tako
Ja ¢y OcTajlda TeMeHa ¢ jengHe crpaHe npase PO, Heka je R tauka c OHe CTpaHe
TE OpaBe C KoOje HeMa TeMeHa MHoroyria. ManoMisena
mEMja PRO HeMa 3ajeTHAYKUX TAYAKA C MHOIOYIJIIOM,
ceM MoxJga P u Q, pakiie TeopeMma j¢ ONeT TadHa.
Axo npasa PQ cede MHOroyrao p, myx PQ mMoxe
MMaTH JBE 3djenHAYke Tadke ¢ p. Brie He Moxe,
Jep Kpo3 oMy Kkoja je usmelly ocraye Be npoia3wia
&1 cTpaidia MEOTOYrNa p H OBa) OH BHO ynyOiLeH.
Hexa pakne npasa PQ ceue nBe CIrpasAme, pelMo
Ai Ay M Ap Apyy (i+1 < k) mHOTOYrNA p. U3abepn-
MO, a OHMCMO MMAJH OBE Tauke Koje ¢y CBaKako BaH
p, Ba mpasoj PQ Tauxe M w N (cn. 119) taxo na je

M-P-Q n N-Q-P U Ha JIONYnpaBHM A A, Cn. 119
Ay Al+2{- -+ Ar—y Ay 10 jepny TAYKY, By, B, ..., By
Tako na je A;— Ay —By, Aiyy—Aiyos—By, ..., Apy— Ar—By. Jlako je noxa-

3aTH na cajn M3NoMibeHa nuuWja PMB, B, ...B,NQ 3a10BOJbaBa HOCTBJLEHY.

TC$W .
TeopeMa. Axo je P inauxa y ubpocudom pashom muoioyiay p, a Q
WaYKe u3ean wWeld, uocioju gy)x uau Upocila uSA0MbeHa AUMUja ¢ Kpajesuma
P u Q, Koja uma ¢ mHoioyiioMm camo jegHy Sajeghuyky HauKy.

JAoxas. Heka je R Ma koja tavka MEoroyrna p. Ilpema teopemama 15.10
¥ 15.12 nocTojE myX MM WRJIOMIbeH2 JuMja [, koja cmaja P 1 R wm umje
YJHYTApRE Tauke Cy Yy MHOroyrily p, M H3JIOMbeHa IJIMHMja UM RyX l,, koja
cmaja R 1 O w umje yHyrapse Tayke cy X3BaH p. M3noMibeHa NhHMja Koja ce
cacToju U3 };, W I, je J1MEAJa O KaxBOj rOBOpPH OBa TEOpPEMA.

11. Jloxazane TteopeMe O MPOCTEM MHOIOYIJIMMAa WJIM MHOI'OYTaOHHMM
NOBPLBAMA BpEZle, pasyMe «£€, U 3a Hucmynmyede MHoroyriie. Heke ox Tux Teo-
pema nodujajy Tana jeIHOCTABHU)H OOIHK:

Teopema 15.14. Ilpasa y pashu uciiyiiueHol MroOIOYiAa MOXe UMM € UM
Hujegny, jegHy uau Hajéuwe gee 3qjegHuuke ulauke.

Hdoxka3s. Heka je 4, Ay... 4, (= p) BCIyITMEeH
MmHoroyrao. Ilpema nedppmEMmujr 15.5 cBa TeMena,
ceM A, u A, cy c HCTe crpase mpasBe A; A,.
Heka cy P, 1 P, tayke Ha npaBBM A, A, u A, A
(ca. 120) taxo pa je Pp—A,— A, W Py—A,—A,.
Kako cy A; m A, c wcre crpaHe mpase A, A,
Tayke P, m P, cy oDe ca cynpotHe crpalc mOpabe
A, A,. Haxne npema pebpmnmuaje 10.3 Tauke A4,,
Ay, a Taxofie m A, A, Cy c WMCTe cTpaHe mpase
P P, Kan bu rauxa A, Omna ca mpyre crpaue,
Owna Ou m ca gpyre crpame mpaBe A; 4,. OTO je
. Hemoryhe, jep je MEoroyrao ucnymie. Ilpema Tto-

Cn. 120 Me B A, je c mcre crpade mpaee P, P; kao m 4,,

Ay, Ay, Mlero Tako ce mokasyje Aa Cy CBa OCTala

TEMEHA C -MCTC CTpane npase P, P,. [laxne mpaesa P, P, HeMa 3a)}eTHUIKHX
Ta4yaka ¢a MHOIOYLJIOM pP.

Kako cy cBa TeMeéHa MHOIOYrjia p ¢ McTe crpaEe mpaee A, A, kao A,
M ¢ HCTe cTpaBe mpaBe A; A, kao A;, cBa TeMeHa, ceM 4,, 4y, A, ¢y IpeMa

9%
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TeopeMu 11.5 y ymydmerom yriry <X A, A, A,. Heka je g npasa xoja Imponasu
Kkpo3 A, Tako na ¢y A, m A, ¢ UCTe cTpaHe T¢ IpaBe. lana Cy CBa TEMEHA
MHOroyrna p ¢ Te HCTe CTpaWe MpaBe p, NAKIE NpaBa g WM4 C p CaMmo jemsy
TauKy 3ajeIAnYKY.

Heka je @ M2 XOja NpaB& y DPABHM MCHYDYEHOLD MHOIOyTNa p, Koja ¢ p
AMa 3ajemnuakux Tavaxa. He Moxe OHTH BMIIE of fABe 32jenHUYKE Tauke. AKO
du nax noctojana Tpeha, Heka cy 10 Taukxe A, B, C
u Hexka j¢ O—A—B u A—B—C. Hexa je Tana b
npaBa KoOja MpoJia3M Kkpo3 B W cagpikm crpaHdny
MHOIOYIJI2 p Ha K0joj je Tauka B. Tapa Tayke A M
n C MEOIoOyria p cy € pa3HHX crpada Nnpase b, a 10
je npema pedunnuymju 15.5 . HCmymueHOr MHOIOyria
HeMoryhe.

Hexa cy A m B Ma xoje IBe Tauke Ha p, KOje
HUCY TeMeHa W He OpMnajajy MCToj cTpaHMIM. Tana
Cn. 121 npara AB ¥Ma ¢ MHOIOYrJIOM p TauHO IBe 3ajeHHuke

Tauxe 4 m B. — Twume je oBa TEopema AOKazaHA.

Teopema 15.15. Iloayipasa y pasHu uciiyiuernoi Mroioyina, Koja #01a3u u3
wauke cagpsxalie 'y rveMy, umMa ¢ GuM MHOIOYIAOM CaMO jeghy 3GJEgHUYKY {HauKy.
Hoayipasa koja fiorasu u3 wauke eam uchyiiuenoi Muoloyina uMa ¢ WuM MHO-
ioyinoM nujeghy, jeghy uiu gee 3qjegHuyiKe iiauke.

Hoxaas. INpemMa neduruimju 15.6 nomympasa r, xoja mojasm B3 Fauke R
campixane y MCHYnMYeHOM MHOIOYINly P, a HE HPOJIazl Kpo3 TemMme, cege ra y
HeflapHOM Opojy Tadaka, Jakjie mpema rteopema 15.14 camo y jenso) Tauxi.
M axo r mponasH Kpo3 TEMeE, HMa ca p CaMO TO TeMe 3ajefHHYko, jep ODu
MHavYe mpasa KOja CAApXH r EMaja € p Bulle Oon NBE 33jeNHHYKE Tavke, —
IMoyynmpaBa s, koja moyasm M3 Tayke S BaH p, HMAa HAK C MHOIOYLJIOM p
HUjeENHY HIM JABe 3ajelHUYKe Tauke, jep BHIOE Oon IBE He MOXe HMATH.

Teopema 15.16. Cse gujaionase ucityituenoi MHoloyisa ¢y yHyHpaUre
gujaionane,

Joxas. AKO MHOIOYrao p uUMa AHMjaroHayly Koja HHje MPOCTa, mo Jaedu:
mamje 15.10 mva ¢ mum Bap Tpu 3ajemMuke Tauke, Jaxie OpeMa TeOpeMH
15.14 muoroyrao p HHje ucnymyed. Heka je MN npocra,

41 CHOJballEa JujaroHana (cn. 122) HcnymyeHor MHO-
royrna p. Taga je Ma koja tayka O mamely M u. N M
H3BaH p, HaKie ako je 4 Tadka Ha p, TakBa Ja MOJIy-
upara OA4, xoja mnonaszm m3 O, He HPONa3d HE KpO3
jenHo TeMe MHOrOYIJIa, MO ,ne(bmmnnjn 15.6 Ta noiy- ©
OpaBa UMa € p jol jepHy 3ajefHHYKY Tauky B. Moxe
outu O—-A—B wn O—B— A. Hexa je vanp. O —A4—B.
Ta,ua TpaRa 4, KOJa CaupXM CTpaHyiiy MHOrOyrjla Ha

K0jOj je Tauxa A, cewe nosynpasy Od, Jakie CTpasWiy N D
OB Ttpoyrina OBM y taykl A, a orya no Ilamosoj
. TEOPeMH mnpoNiazd kpo3 M Wi ceve crpankuy OM wim Cn, 122

BM. Cywio je m y omuocy Ha Tpoyrao OBN. Cem

TOra, aKO mpaBa & NpoJla3H kpo3 M M ako cede ctpawuny OM, ceve m
ctpanuuy BN; axo mnponasn kpo3 N, Mum axo ceye crpanuuay ON, cede B
cTpanuy BM. V cBakoM ciyuajy mpasa a cede crpasmumy BM wiu BN T1j. Tadxe
Bu M wm nak B N jecy ¢ pasHUX CTpaHa Npase 4, ITO je 1o Jethuru-
MM HCnmynueHor Muoroyrna Hemoryhe. Iakime npernocraska Ha TOCTOE CIO-
Jpallltba NUJaroHANl2 je morpenHa. — TuMe je Teopema noOKa3aHa.
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Teopema 15.17. Hcityiuena mmoioyiaond iio8pw je ceaxom ceojoM gujaiova-
A0M DA3A0KEHa Ha gee uchyiriene MHoioylaowe U08pMu ca MarbuM bpojeM wWieMeHa.

Noxaa. Heka je 4, A4,... A,(=p) Achymies MHoroyrao obeiexeH Tako
na yoieHa mWjarosHana noyasum u3 A,. Hexa je 1o mujaronana A, A4;. Kako je
cBaka NMjaroHama mpemMa teopemH 15.16 mpocta, MHoroyru A; A,...A;(=p;)
U Ay, 4, Aoy ... A, (=p’) on xojux MPBH wmMa camo i a OPYTH n—i-+ 2 TeMe-
Ra, cy npoctu. Kaxo je 2<i<n, uMaMo Takofhe 2<n—i+2<n, nawie oda
OB MHOTOYITIZ MMA)y Make Ofl n TeMeHa,

Jokaxumo ga je mMHAOroyrao p; ucnynyeH. Kako je marm MHoroyrao p
HcnynYyeH, CBa TEMEHA MHOTOYria p; ¢y C jelHe HCTe CTPaHEe CBake OJ EEerOBMX
crpanbua A, A,, A, A, ..., Aiq, A;, ceM, paszyme ce, OHMX TeMmeHa Koja Cy
Ha NOTHYHO] cTpanIM. Tpeba pokasaTy ma MCTO BPENM M Y OJNHOCY Ha CTpa-
wury Ay 4, MHOroyrsa~p; 3aumcrta, xaag HeDw OBmno Tako, mocrojano OM j<i
Taxo na du temera A,, A, ..., A, Duina ¢ jenHe crpane nmpaee A, 4,, a Aj
¢ JIpyre CTpaHe, makjne crpanMua A; A;;, du cekna npaby A; 4,, 1j. oBa npasa
OM MMana BUIIE Of JBE TauKe 3aJCHWYKE Ca MHOIOYIJIOM p, HITO je IO Teo-
pemn 15.14 memosyhe. [axye, cBa TeMeBa MHOTOYIIa p; CYy € jexHe MCTe CTpaHe
CBaKe HErOBE CTPAHUNE, CEM OHHUX ABAjy TeMeHa KO0ja Cy HAa TOj CTpaHWUM, Tj.
Taj MHOIOYrao je WCIymn9eH.

Hcto Tako ce gokasyje Ia je¢ M MHOroyrao p’; MCNyITyeH.
p

MEHoroyriu ps ¥ p’; cy mak ¢ pa3HHX CTpaHa mpase A, 4;, ceMm, pasyme
ce, cTpanule 4; A;, jep kxag To He du Buwio, TemMeHa A, W A buna dbm c Hcte
cTpaHe npase A, A;, nakye wm OH TemeHa A; u A, dwna ¢ pa3sHEX CTpaHa
npase A; Ay Wi OH mak TeMeHa A, M A, Gwie C pasHMX CTpaHa Mpaee 4, A,
mTo je Hemoryhe, jep je MHOroyrao p MCIyn4eH.

Cnuuno kao y nokazy Tteopeme 15.6 nokasyje ce ma je cBaka Tayxa y
MHOrOyraoHOj IOBPLIK (p) yjenHo y. jenHoj wospim (p;), (p'i), m obpaTtHo.
Haxne, npema nedpuumIMjm 15.9 nara MHoOroyraoHa MOBpII je pa3iioXeHa IMja-
ronanom A; A; Ha Te IBe HCIYNYEHEe MHOIOYraoHe MOBPIUH.

Kao mrro ma TeMeipy TeopeMme 15.6 cienyje TeopeMa 15.7, Tako can Ha
Telvxe.rby Teopeme 15.17 mvamo crnepehy.

Teopema 15.18. Csaxa uctiyiuena wmmoioyiaona uospw ca 8uwie o0g wUpu
WeMera MoXe ce gujalonasama Koje Uonase us jegol wenol tleMena pasnoxutdy
Ha tUpoyiaocke RospiuY.

Hoxas. Heka je (4, 4, . Ay) ucmymdeHa MHOroyracHa moBpIll. Hs
CBAKOI' BhEHOI' TEMEHa IoJlaze #n— 3 mijaronane. Hanp. n3 4; Ionase nmja-
ronane Ay Ay, A, A, ..., A, A,,. Csaxa on n—2 tpoyraore nospinu (4, 4,
Ag), (A, A3 A)), (A1 A, AE), covy (A A,y A,) je U3BaH CBake JIpyre TpoyraoHe
NOBpPUIM HMCTOI HM3Aa. 3aHCTa, HeKa ¢y (A, A; Aiy) U (4, Ak Ars) (I<k) Ma
Koje mBe OR THX mnospwm. Muoroyrne A, Ay, -.., Ai w Ap A Ay .-, Ag
cy opeMa teopemu 15.17 ¢ pasmMx crpaHa mpase A, A, cem 3ajeqHIYKE CTpa-
Hule A; A;, paxne, T™iMm upe, Tpoyrid A, A; Appy, B Ay Ax Ay €y © pasHUX
crpasa npaee A, A;, ceM TeMeHa A; M MOXIa BAXOBE S3ajegHMYKE CTPAHHIS
A, A, TIpema Tome Te aBe TpoyraoHe NOBpLUM Cy jemHa H3BaH appyre. Cimdno
ka0 y nokasly TeopeMe 15.7, HO jemHOCTamHMje AOKa3yje ce pOaske Ma j& nata
MHOIrOyTaoHa HOBPII pas’NOXeHA HA [OCMATPAHE TPOYraOHe MOBPILH.

Teopema 15.19. lIy;x Koja cilaja Ma Koje geée iiauke y ucnyiueHOM MMOIO-
Y1y uau Ha meMy, a4 He upuilaga uciitoj reeiosoj CHlpanuyu, cagpxaHa je cem
MOXKga MeNUX Kpajesa, Y wWioM MHOIOyiiy.
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3a csaxe gee iauxe Kkoje cy eaMm ucliyiuenoi MHOIOYINQ wAU HA beMy Uo-
cilioju éipociua usA0MmeHa AuMuja Kojoj cy e gee ilauke Kpajeéu u Kojoj cy
. C8e fUayxe uzean ol MHOIOYIAQ, ceM MOXXga caMux ithux Kpajeéd.

Hokas.

Axo cy A H B 1avuke y WM Ha UCIYITYEHOM MHOTOYIJIYy p, Ay

HE Ha HCTO] CTpaHMuM, npaBa AB mma ¢ p npema teopeMu 15.14 nse 3ajennm-
9Ke TAavyKke, jep obe NONYNpaBe C NOYETKOM A X Koje cauMmbasa)y mnpasy AB
¥MMajy MO jemHy TauyKy 3ajeuAvky. Te 3ajemHmJKe Tauke HUCY naMeI}y A u B
Tume je pRM Jeo TeopeMe HOKA3I2H.

Jpyra neo Teopeme Joka3dyje C& CIMYHO Kao Yy Jokazy Teopeme 15.12

HO JeIHOCTAaBHAMjE.

Cxpaherie 7oka3e NOpPETXOMHUX TEOpPEMa MOXe 4UTANAIl M3IBECTH, PaiM

BeKDam2, BCUpIHuje.

12. IlokaxuMo nak kako ce momohy TeopeMe 15.18 moxe jenHocrabHHjE
Hero y Op. 2 o 9 moxasaTi g2 ce M cBaka ynyDikeHa MHOroyraoHa mOBpMHI
MOXeE Pa3JIOXHTH Ha TPOYTraoHe HOBPIIH. AJiM pasjarame HE BpIUE CaMO yHy-
Tapwe JjaroHaine. J{okaxmmo mpso cnexehe:

Teopema 15.20. Csaxa ygydmenwa wmmoloyiaona ii08pu Moxe ce HOMOhy
Upasux xojuma tpuiiagajy wuxose ciupanuue pa3noxuitiy Ha uciyiyere mholoyid-

OHe Loepiuu.

Hoxas,
MHoOroyrna A, A, .

ITocMaTpajMoO MpaBe Koje CampXe peioM CTpaHulle yAyOJseHor
s A, (cn. 123). OfenexumMo ra xpaTko cioBoM p. Ilpema

JebuHunmim 15.5 MHoroyrao mMma CROjuX TeMeHa ¢ oDejy cTpaHa Dap jeaHe oJ

THX npasux. Axo je Taksa mpaga A4; A,, HeKda Cy Hamp.
A, n A, c pasHux ctpaHa ose mpape. VanoMineHa Ji-
wgja Ag 4, .., An 3<m<n) vma c npasoM A4, 4, dap
JemHy 3ajefHMUKY Tauky, nakjie npasa A, A, MMma Bad
crpanuue A, A, 3ajeNHHYKMX Tavaka ¢ MHOTOYIJIOM p,
KOJHX UMa, OYMIJIeNHO, Malse onm n— 3, Te Ttauke onape-
hyjy Ha mpaBoj A4, A, m3Becran Opoj nyxm, uMje Tadke
Cy Yy MHOrOyriy p wm Ha weMy. Kako je 3a cBaky npasy
K2jO C2ApXW jelHy CTPaHWlly MHOTOyrjia Opo] THX JyWH
CBAKAKO KOHA4aH, YKyNaH Dpoj THX OyXu 3a CBE CTpaMulle
je xoHayaH. ObenexmMo CIOBOM d M2 KOjy ONl THX JyXA.

Cn. 123 HoxaxnMo na je ykymHomhy THX Jy)¥ MHOIOyra-
OHa TNOBPII p Pa3JioXKEHa Ha HCIYNYEHE MHOrOyraoHe
nospnu. — Hexa je P Ma Koja Tayra, caapXaHa y TOj NospioM (p), a Koja

HE Ipunaja AyXKAMa d ¥ HEKA je & HOJympasa Koja DOJiasy M3 P W He mpo-
JIa’E KPO3 3ajeHHYKe Tagke CTPAHMIA MHOroyria p mely coboM, Wi myxHs d
Mebhy cobom, mim mpeEx ca apyrima. ODenexmMo cBe Te 33)emHMYKE Tayke

CJIOBOM S.

ITorazehn w3 P, nosynmpasa g uMa no jpepuauumja 15.6 ¢ MHOIOYIJIOM p
Hemapas Dpoj 3ajeMHHYKHX Tavaka, Jakiie dap jeHy. YOUMMO 3ajeIHHYKE Tagke
monynpase a ca Ayxuma d ¥ Heka je O oHa OJl THX MNBejy BPCTA 3ajeJTHAYKHX
Tayaxa, koja je Hajbnmxka tadxm P. Tauka O nmpunmaga caMo JeHO] CTPaHHIH
MHOIOyrja p Wm camo jejEoj IOyxu d. Heka cy Tauke S’ m S Ha p OmH.
Ha 4 oHe oj TaYaka S koje cy Hajbixe Taukm Q.

VourMo yxymHOCT AyxE S'S’’ m yaydmenux yrmosa X S'PS”. Obenexumo
jemny om T™X myxu ca S;S,. CBm ocraym mapoeu tauaka S’ m S’ Cy BaH TOT
yojia, jep TauykKe Ha cBako) nayxH S'S” cy Hajdnmke Ha NOJYNpaBUM a Koje
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nonase u3 P. Heka cy S, Sy .-., Sp (m>3) cBe Te Tauke, nopehame Tako
na cy moxympase PS;, PS,, ..., PS; nopehase nomas on PS, y cmepy on
PS, xa PS,.

nymloc'r JTyRU 8185, Se8g, .., S5, odpasyjy mmoroyrao S,S, ... S,,,.

Osaj je npocT, jep Kalda TO Hebm 6140 JIBe EEroBe CTpaHMIe, mMane OH 3ajel-
HHYKy TAa4Ky W fBa OA YyOydsweHwx yriiosa <LS\PSy L8PS, ..., LS.PS
uMat OM 3ajeHMYKHX YHYTAPEHX Tayaka, JiaKiie Kpo3 TAKBY Tauky IpOJiaiia
61 w3BeCHa MOJIyNmpaBa @ Koja OM cexna JiBe HecycenHe CTpaupme MHOTOYria
S1Ss ... Spp CYNPOTHO -IIPETIIOCTABIH IO KOJOj Cy Te IpecedHe Tayke HajDimxe
Taukg P o CBMX 3aje/HUYKHX Tayaka [MOJYIIpaBe @ C jellHe CTpaHe U JMuHja
p ¥ d ¢ npyre crpaHe.
: HokaxaumMo Ja je MHOroyrao $,S; .. .S, ucmymued. Kap, HanpoTtus, He bn
ono ucnymuen, nmpema Jepmmuuvin 15.5 yvmao Ou cBOjx TeMeHa c oDejy cTrpaHa
OpaBe Koja Cafp¥H jeAHYy E-ErOBy CTpaHMIy, peiwmmo S1S,. Hexa je, naxie, Sy
JeHO EErOBO TeMe ¢ OHe CTpaHe npase S,S, ¢ koje HHje Tayxa P. Ilpama S.S,
cewe nyx PSy -y u3ssecHoj tayx# 7. OBa Tadka je y MHOrOYriy p, jep je m3Mmehy
P n Hajdymke Tauxe S, MHOTOyrjia p WM HOyXH d, xoja je Ha monymparoj PSj.
Ho xaxo je Tauka T Ha mpaBoj §,S,, XOjJa Tpurnana MHOTOYIJIY p WUIA OyXUMa
d, Ta Ta¥yka M cama NPUNAAA MHOLOYIIY p WIH nyxuMa d, Aakie S, AHje Haj-
Onuxa Tawka. OBO cé IPOTHBH Impernoctasiy. [Jakne, mHoroyrao §yS; ...S,,
je McuymveH.

Bpoj pa3sHnXx OBaKBHMX MHOIOYIJIOBa je KOHa4YaH, jep YKynmaH Opoj BHXo-
BAX TeMeHa je koHayaH. Heka cy zaxie p,, ps ..., px CBH TH HCIYINYEHH MHO-
royrnM. Ilo nperxomnoM poka3y cBaka Tauka P KOja He mpumaZia Oykuma d,
MM je y MHOrOyrjly p, Takolje je y jemHOM OX MCHyIYeHMX MHOILOYLIOBA py
((=1,2,..., k) 1 caMO Yy TOM jEITHOM.

ObpatHo: V cBaROM MHOIOYINIy p; MocTojd Dap jemHa Ttadka P, xoja je
TaKohe y p, jep OX TAaKBHX Tavyaka P cMO molULIH y ogpehMBamy MHOIOYFIIOBA pi.
Haxne, ako je P; Ma KOja IOpyra Tauka y p,, NOJYIpaBa @ KOja NpoNasu Kpo3
P; pa3moxeHa je OBOM TaYKOM Ha Oyx PP, H Ha M3BeCHY moxynpasy a’. Kako
NONyNpasa a WMa ¢ P jelHy 3ajeIHMYKY TauKy, 4 Ta Ta4ka HEje Ha Nyxu PP,
JEP MHOrOyrao p HeMa Tavaka y p; NOJNyNpasa &' ¥Ma C p; JeOHY 3ajeIHEMKY
Tauxy. Jakye, W tauka P; je y MHOTOYriay p, Tj. CBaka Tadka Koja je y pi,
Taxohe je y p.

TvMe je HOKa3aHO Nla je JlaTa MHOIOYTdaOHa MNOBpIU (p) pa3ljloxeHa Ha
KCTIYTI9eHe MHOroyraose mospuu (p;), i=1, 2,

Can MoxeMO NaKo IoKasaTH Teopemy 15.7:

Teopema (15.7). Csaxa muoioylaona #iospui ca euwe 0og TWpu HeMeHa MOXe
ce Pa3NORUAU Ha poyiaote HoepuiiL.

Hoka3. Axo je MHOTroyraona noapm UCITYITYeHa, Heka je Ha OCHOBH
Teopeme 15.18 pasnoxeHa je wa TPOyraoHe MOBpPIUM. AKO je MHOIOYraoHa
nospw yayDdibeHa, FeKa je NMPBO IpeMa MPEeTXOQHO] TEOpeMuU paslioxkeHa Ha
HCOYIMEeHe MHOrOyraoHe NOBpIIA; CBAKA Off OBHX je, mo Teopemu 15.18 pas-
JIOXEHA HA TpPOYraoHe IOBpIM.

13. OcppurMO ce joul Ha BHIMECTPYKO NMOBEe3aHE MHOTOyraoHe
moppumM. 1o HaMm je M moTpeDHO panM mpoyyaBama nojujenapa. M3 cnenehe
TEOpEME CJIEMyje 7la TAKBE MHOIOYraoHe IOBPILH HOCTO}E.

Teopema 15.21. Hexa ¢y Py, Pgs --.» D, Upocidu pasHwu MHoioyiiu Koju
HeMajy 3ajegnuukux Havaxa, a cagpxanu €y 'y UpociioM pA6HOM MHoloylay P,
U Heka je cearxu Muoloylao Hu3q pl, Pos. - - -+ P, U38AH C8aKOI gpYIOI MHOIOYINQ

uciiol Husa.

«
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Taga #oculoje y o] paswu wauke cagpxane y MMoioyiay p, Q u3eau
MHOIOYLI08G Pys Py - -5 Py

Joxa3s Heka je g mpasa y paBHM MHOIOYIJIOBA, KOja He NPOJIA3M HU
KpO3 jemHO EHXOBO TEME, & CeYe MHOIOYrao p y M3BeCHHM Taukama, Xoje nope-
have y jemHom cmepy obpa3syjy uus P/, P,
... P® (cn. 124). Ma xoja Tauka Q usmeby P,
u P’ je y muoroyriy p, jep nomympasa QP ce-
e p camo y P’,a Q je U3BaH CBakor MHOIO-
yrna p;, jep noiympaBa QP’ Hema 33jeXHMYKHX
Tayaka ¢ p;. Jakine DOCTOjM yKynHOCT Tayaka
KOje CY Yy p a U3BAH CBUX p;.

Ha Ttemeny oBe TeopeMe MMaMo cienchy
nepurmiin)y.
© Hedmwmuja 15.13. Heka cy p,, ps--., Pr
(r=12,...), IPOCTM paBHH MHOTOYIJIH KOjJU He-
Majy 3ajeJHHYKMX Tavaxa, a CAOPXAHU CY Y YHY-
TPALIbOCTH MPOCTOr PABHOI' MHOIOYTNa p, M HEKa je CBAKM MHOroyrao HM3a

P1s Doy ---, Dr H3BAH CBAKOI IPYror MHOIOYrfa UCTOr Hu3a. JIUK KOju ce CacToju
M3 MHOFOYIJIOBA p, pi, Py, ..., Py M U3 CBMX Ta9aK2 KOje Cy y MHOLOYIJY p a
H3BaH MHOIXOYIJIOBA py, fsy ..., Py HAZUBAMO 6uUMleCiUpyKoO iloee3anoM pasHom

MMOIOYIQDHOM UOBDUIL.

Bpoj r ce 30Be Hpoj fvsesarnociuu. KaxemMo M 1ia je Ta NOBPUI r~HOCTUPYKO
NoBe3aHa.

Mnuoroyrie p, py,..., p, Ha3UBaMO pyboéuma T€ MHOrOyraone TOBDLUM:
MHOIOYIao p CcilosohuM pyboM, a py, Ds,.... p, YHYWaphuMm pybosuma; CBe
pyDoBe 3ajemHo Haswpamo pyfoM MHOTOYraoHE MOBPINM. 32 OCT2Jie Tauyke Te
MHOTOYTaoXe HNOBPITH KaxeMo Ja Cy Y TOj MOBPION (yHyilapre Mauke).3a Tauke
Yy PaBHH, KOj¢ He NPHIANajy MHOIOYraoOHOJ TOBDINM, KaXEMO Ha Cy u36aH ¥se.

ITox nMjaroHanaMa MHOrOyraoHe IOBPINHM noApasymMeBalieMo M LyxXH koje
Crnajajy TeMeHa JABajy pasHMX MHOIOYINIOBA EeHor pyba.

HAdedunmmja 15.14. Hdyx koja cmaja gBa TeMena Ha pydy BHILECTPYKO
DOBE3aHe MHOIOYIraoHE MOBPIDH M HE MOKJAna ¢€ Hu € jeTHOM CTPaHULOM
TOra pyda HA3UBAMO gujaioHaroM MHOIOYIGOHe UOBpWIW.

HmjaroHany ko0joj Cy caMo Kpajie Tayke 3ajemHmyke ¢ pyboM Ha3HBAMO
upoctioM gujaioMasoM. AKO W CBe YHYTAPHE TAYKE Ha I[pOCTOj IMjaroHaM
npunajajy MHOIOYraoHOj TOBPITM, NPOCTY JHJArOHANTy 30BEMO YHYIAAGDIOM guja-
fonasoM, aKo Cy JOj cBe YHYTapm€ Taike M3IpaH MHOIOYraoHe HOBPIOH, HA3ABaMO
je cilomawrvoM gujaionarom. ’

TIpuMeTMO a2 ¢y YHyTap b e IMjaroHale yHyTapmux pyboea y omHocy
Ha MHOrOYraoHY MOBPII CHOJbHE AW)aroHave.

Jlaxo je noxazatm cnemehy TeOopeMy, KOjOM ce YCOOCTaBJ»d DBE3a ¢a
IeouHnumjoMm 15.6. ‘

Teopema. 15.22. Ako je P iuauxa y euseciipyko #o8e3aH0j MHOIOYIQOHO)
#ospwiu =, Hoayiipasa xoja uoaasu us P u e cagpxu tGemena iue uospuu, ceve
ren pyd y uellapuom bpojy ihauaxa. Axo je Q imauxa usean =, ogiosapajyha
tionyipasa xoja worasu uz Q ceue pyd y wapHnoMm Opojy Wauaxa uAu Hu Y jegHoj.

ITocTymRKOM KOjUM je noxasaHa TeopeMa 15.5 nokasyje ce mak H creneha,
OMUTHja TEDpEeMA : .

Teopema 15.23. Csaxa jegnoctupyxo usu suwecilipyxo uosesana pasha MHoioy-
iaoka tiospwu ca suwe og Tpyu cllipanuye uMa HAjMaree jeghy yuyiuaprey gujaionany.
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Wnyhu HECTUM MyTeM Kao KaJl CMO IIOCMATPAIM JEXHOCTPYKO MOBe3aHe MHO-
FOYraoH¢ MOBPLIA, JOJIASAMO JO pa3Jlaramka BHIIECTPYKO NOBE3AHHX NOBPIIM.
Hedurmiprja 15.9 3ampxaBa BPEIHOCT H 3a BHINECTPYKO [OBE3aHE MHOIOYIAOHE
moBpuM, a TeopeMa 15.6 Moxe ce ¢ MamuM H3MeHaMa H3pelin 3a MHoroyraole
MOBDIIK KOj¢ OHJIO NOBE3aHOCTH:

Teopema 15.24. Csaxa mwoloyiaona iiospui, koje dbuno uoeesanociiu, a ca
6uwe og wpu tdeMeHd MOXe e JegHOM UAY geema CEOjuM YHyidaprsuM guja-
lonaraMma, Koje HeMajy sajegHuuKux THAYaKaA, pasAOXutiu Ma gee MHoioylaoMe
uospwin. [ee uiu suwe osux gujaionara, Koje ce mehy codoM He ceKy, paznaxy
ilax Muoloyiaory fiospw KA dipu uau suwue MHOIOYIQOHUX TUOEpMU.

EBpoj temena ceaxe roee MHoioyiaone ospuu Maru je 0g dpoja ieMena upeii-
XogHe, a bpoj reHe UDBeIAHOCHIY jegHak je wuau Maryu 0g Opoja f0ée3aROCHU
MHKOloylnoHe HOBpWU HujuM Je pasziaiarbeM Hacdiaaa.

. Ha teMeby OBe TeopeMe 3akJjbydyjeMO Naxk Ja W teopsMa 15.7 Bpenu 32
MOBPIIA KOje OFIO MOBE3aHOCTH:

Teopema 15.25. Csaxa MHoloyiaona #ioepw, xoje buio uosesarociiu, a ca
6uue og wpu iemera MoxXe Ce pasaoxxuidu Ha thpoyiaone tioapiiu.
Hcto Taxo Bpene TeopeMe 15.8 m 15.9 m medmmmunmje [5.10 m 15.11.

Teopeme 15.10 mo 15.13 Tpeda N2k caoDpa3sHo M3MEHWTU M NOKa3aTH, IITO He
py%a ocodutux rtelkoha.

16. POTJBEBH.

3

1. Tlocroju u3BecHa awanormja H3melly pormeBa M MHOoroyriosa. Kao
WTO ¢ MHOrOYTao CaCTOjM M3 HM3a JIyXHW, TAKO C¢ porajb CacrojM W3 HM3a
YraOHHX NOBDIUW, IPH 4eMy /Ba y3aCTONHA yria MMajy jefaH 3aje/THHYKA KpakK.
O'rDOpeHOI M _3aTBODEHO] MANOMIREHO] WWHYIM ONFOBapa OTBOPEHA W 3AT-
BOpEHa ,H3JIOMJbEHA YraoHa MOBPIN‘. V TOM CMUCITYy porajk by Omo ..3ar-
BOpPeHa—HSfOMIbCHA Yra0Ha HOBpIT", 1O Ja OHCMO CKPATHJIM [OCMATDAEhE
_nonasumMo on crneache nedHHMIMjE porba.

-~ Jepummmja 16.1. Heka je SA4,, SA4, ..., S4, n=3,4,...,) KOHauaH
HY3 NOJNyOPaBMX, pasHHX Mely codoM M ca 3ajefHHYKUM HOYeTKOM S. VKYTHOCT
onpelierrx yrioBa <X A, SA,, X A3 S4y, ..., XA, SA,, XA, SA,, VYU Kpaly
Cy IO faBe y3acCTONHE IOJIyIIpaBe IPBOI HHU3a M y KOMe
OBa y3aCTONHAa yrja He MNpuMaaajy JexHoj paBHH —
cvaTpajyhe y3acTOMHUM W yriioBe X A,S4, 1 X A; S4,
— Ha3BaMoO poiseM.

~ 1€ ToNyTpaBt_Ha3@BaMO LEUuaMg DOIjba, EMXOB
3gjeMAMYKM TOYETAK ideMeHoM WA 6DXOM__POLJbd, A Te
YrIOBE (1= JT20HE NOBPINK) cidpaHaMa WIW _@mOCHUMA.

W&@iw_%mw
Ma, 8 OBE TUHOCHM €A 32)eHHYKOM UBHIOM cCyceg-
Talb KOJH ¥Ma n CTpaHa (HJIM HBHLA) 30BE CE

B-TOCTpalM porals. TpocTpaHH poYralb 30Be Ce ipujegap.

Poram Kome jé BPX S & WBANE PeaOM SAS7s;

, SA, WA maR @, &, ..., @, & KOME Cy MIJBOCHH PENOM 0y, U, ..., O

obenexxaBaMo oMoty IULOCHA 3HAKOM o4 &, . .., O FJDA NOMONY HBMIlA 3HAKOM

@ a, ..., a, Wi nomMohy ravaxa 3HakoM SA; A4,. ..., A, WM caMO jemmuMm
MEJIAM TPYKMM CJIOBOM. :

S
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HanmoMmena: Kako cy npe ysacTomxe nosynpase Hu3a SA,, ..., SA,
Kpaly [Baj)y yrioBa, porasb HAje oapeleH camym HM30M CBOJEX MBHIA.

HNedpmmja 16.2. ARO cTpave poriba HeMaj)y 3ajeTHMYKUX Tayaka BaH
BpXa pOT/bd MW CEM IUTO JIBE CyCeIHe CTpA¥e ¥Majy 3ajenHUNKY MBHIY, porajs
Ha3UBAMO HPOCIIUM poisbeM, a Kafl HMje TAKO CAOKeHuM poimeM.

Jedmnmpia 16.3. Ako Cy CBe IUBOCHH poriba
¢ jellHE HCTE CTpaMEe W3BECHE DPABHM KOja CapXH
BEros BpX, HA3HBAMO POTath jegHOCHPgHO paul-
perys, AKO He DOCTOJH TaxBa paBaH Ha3HBAMO
Y& HejeqHOCHIpaHQ pawiuperum porjbeM. AKo cy
cBe TUBOCHM pOrjba ¢ O0De€jy cTpaHa cBake
PaBHM KOja CapXV KErOB BpPX, Ha3HBaMO Ia
obociipano pawvperuM poribeM (ci. *126).

Axo cy y omHOCY Ha CBaKy paBad Koja
CanpXu jemHy ITUBOCAaH NPOCTOTL porjba CBe

Cn. 126 OCTaje FeroBe IULOCHH, CEM CaMHMX KpaKosa Te

jenHe TUBOCHM, C jefHe WCTe CTpaHe Te paBHH,

porajb 30BEMO ucuyliuenum (xorneexchum, clt. 126). Axo HMje TAXO 38 CBAKY
IUbOCaH, porale 30BEMO Ygydmenum (koHkasnum,; ci. 127).

Axanorv)a uaMehy porsbesa M MHOrOYIjoBa OJA3H 10 u3paxaja u y
TeopcMaMa. MHOTe Te€OpeMe O MHOroynMMa MOTY C& ¢ MMM H3MeHaMa
npeReTd Ha pormese. To, pasyme ce, He Bpefld 3a CBE TEOPEME.

(a)

Cn. 127

2, Ilmocan porma mMoxe OHMTH M3Y3€THO ONpyXeH yrao. A/ nocio
cneneha Teopema, noTpedHa n pamy Ookasza HMAYHHX TeopeMa.

Teopema 16.1. Axo je jegna umocan poima Oupyxen Yiao, mwoj cycegHe
UBOCHU HUCy OUpYIKeHU YLI06U. =

Hoxa3 Hexa je y porsmy Sa; @y ...a, ibocaH X @, a, HCIIPYXEH yrao,
jaxne HEKa Cy a; W a, NONympaee jefHe HcTe mpaBe. Kko Ow M cycemHa TUbo-
cad <a,a; OWid ONpyXeH yrao, MBULlA @; OW C& NOKJIOMIA C &, WITQ je
npemMa pedwrmmmju 16.1 memorylie. — Tume je oBa Teopema goxa3zana.

3. OrpaxyuaparkeM Ha MCIyIMueHe pOribeBe, IMpOYYABa¥se pOribeBa OuBa
3HaTHO mpocThje. Tako mMamo cruenehe TpH TeopeMe.

Teopema 16.2. Csaxa umocan ucuyivenoi poina je ygybmen yiao.

Joxkas Heka je Sabc...,m porass ¢ TemenoM S W ubBunama'a, b,
¢,.... m (cim. 128). IlpetnoctaBamo ga je mmocar <Cab uenymieH yrao. Heka
je b’ npasa xojoj opunazae weuma b (cx. 1292). PaBau o 1 § xojuMa npunanajy
cycemne IWbocEM L ab w A be He noxnanajy ce mpema zebunmumjn 16.1 pakne
ceky ce mo npasoj b'. Kakxo je yrao <Xab mMcuymueH, no gmedrromum 12.2 n
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TeopeMM 11.6 MMa y paBHM « CBOjMX Tayaka ¢ obejy crpaHa mpase b, Jaxse
y mpocropy misocaH <Xab uMa Tayaka ¢ oBejy crpana pasmu f. Ilpema medu-
oy 16.3 porask HYje HCIMYyITHIEH.

Axo je bocam <Lab ONpyXeH yrao, wBMIE g -H b cauMmapajy jemHy
npasy p (cxn. 129b). Ilpema Teopemnm 16.1 cycemna mubocaB <L bc HHje ONpPYXEH
yTao H ceye paBaH Ha o OpBe IULOCHM <Xab mno mpaeoj p. Kako je porasn
HCITYITiEH, CaB je C OHe CTpaHe paBHM B Apyre WLOCHH <L bC C Koje je IbocaH
<ab. Naxe 1 nayha uenna 4 je ¢ were crpaHe paseu . Kako je pasan vy
IWhOCHU <Ccd pazMiNTa On PpAaBHH P, a Npecex OBHX JBE]Y PaBHM je TYIpama
KOja CafpXW NOJyNpasy ¢, paBaH y cede mnpaBy p y Tauku S. [IpemMa Tome
MBUIE ¢ M b Cy C pa3sHUX CTpaHa PaBHH Y, HAKJIC pOrayb HH)e MCMYITYEH.

A5\ g

b a
V‘l .
Cn. 128 Cn. 129 !

IlpemMa TOME, aK0 j¢ pOFraJb YCIyN4YeH, MbOCaH <Xab, mawie W CBaka
BEroBa [UbOCAH j¢ yaybiseH yrao, a To je M Tpedano JOoKa3zaTH.

U3 nperxomEe TeopeMe cienyje ma je NpocT porass Ha KOME je Makap
jeOHa IUBOCaB' UCTYNIYEH HIIA OIpYXeH yrao, yayoiseH porass. Ho Moxe ce
JOKA3aTH Jia j& TaKaB porass LITABHILE HEJENHOCTPAHO PALUMPEH.

Teopema 16.3. Axo je maxap jegna dmocan poima oupyxeH yiao, poias
je Hejegnocuipano pawupeM. Axo je Maxap jegHa #dmocaH ucilyiuer yiao, poias
Je, wiasuwe, 0bOCIUparo paruupen.

Hoxa3s. Axo je mubocay <Lab pormwa Sabc... m ONPYXKEH yrao, HBHIE
a u b cawumanajy jendy mnpasy p (ci. 130). Csaka pasaH ¢ Koja Opoya3sy
Kpo3 S, cagpxM UBULE a M b UMM Dax cede mpasy
p, a Tafia ¢y a U b c pasHMX cTpaHa paBHM o.
Jlaxne a v b HuWCy HUKaj ¢ MCTe CTpPaBC PARHH o,
npeMa TOME poOrajb je¢ HEJCOHOCTPAHO paNpEH.

Axo je wwocaH <(ab UCIymYeH yrao, HEKa je
@' mpaBa kojoj mpunapa usHna a (cin. 129). Cpaxa
paBaH ¢ Koja Npoyasé Kpo3 S caipxa npaey a’,
I2Kje M Kpak g, W NaKk cede npasy @', a Tana
CYy Kpax & M ECFOBO IpOmyXeme &'’ ¢ pasHuxX crpa-
Ha pasHH o. Kako je mbocan <Cab ucmynyera, a’’
opunmaga npema medumaum 12.2 u teopemu 1.6
TO] IJLOCHH, Hakjle mpocaH <Laeb wWMa Tayaxa C
odejy CTpaBa paBHH ©, T). porask jeé oDOCTpaHO
PABAPEH.

W3 mpetxonHe Teopeme clieOyje HENOCPEIHO:

Teopema 16.4. Csaka timocan jegnociipano pawupenoi poina je ygybren yiao.

4. Cincneha TeopeMa TyMaYd AHAJIOTH]Y kOja NOCTOjM M3Meby ucmymuyeHHX
pPOIsbEBa M MCHIYNYERAX MHOFOYTIIOBA: '
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Teopema 16.5. 3a cearxu ucityauenu polas uociuoju pasaH kxoja ceve cee
rweiose usuye u umocuu. Taj upecex je ucuyimern mmoioyiao.

HAdoxa3. Heka je SA4, A, ..., A, HcuynueH porak ¢ TeEMEHOM S U HBy-
uamMa S4,, S4,,..., SA, (cn. 131). IIpernoctasamo ma je <X A4, SA4, jenHa oxn
ILBOCHY TOL POFJba, KOJA HHjE ONpYXeH
yrao. Ilpema medurmmnu 16.3 cee merose
MJbOCHH, CeM IUbOCHM <L A, SA, cy c jenne
HCTE CTpaHe paBHU A, SA,, gakie y jenHoOM
on oba nojnynpocropa, pewmMo I, koju
onpehyje Ta pasan. ITonypasmn A; 4 A,,
Ay Ay Aygy ..., Ay Ay A,, KOJAMaA je 3ajenHH-
uKa Mepua npasa A, A, ¥ KOje cafipke peoM
Tauke Az Ay, ..., A, canpkane cy y Il u
onpebyjy 3ajemno ca nonypasEM 4, A, S,
K0joj je uBMnma A, A, ¥ KOja Cagp¥M TayKy
S, HHM3 JUfjefrapa kojiIMa je HoNypaBan A,
A, S 3ajenHuyka CTpaHa, a OpYre CTpaHe Cy
UM penoM TIonypaBHU A, AxA,, i=3,4,..,n

Craka nonypasar A, 4, 4; Haas3u ce
Cc OHe cTpaHe nonypasnu 4, 4, S ¢ Koje je
cBaka apyra nonypasaH A, 4; A;. Axo ce M3BecHa nosrypasaH A, A, A; He noOKJIaNa
¢ OOJypaBHN A, 4, A;, Baja3u ce ¢ OHe CTpaHe paBHH A; Ay A, C KOj€ }e noiy-
paBan Ay 4, S, unu ¢ Apyre crpade Te paBHH. Ako je A, A; A; ¢ OHe cTpaRe
paBEn A, A, A; ¢ xoje je A, A,\S, nonypapan je npema nedmmmumju 13.3 y
Jujenpy SA, 4, Ag.

Axo mocro nonypasaH A, A, 4; canpxana y gujenpy SA, Ay A, Hexka je
Ay Ay A JemHa on mux. AKO 3aTUM y adjeapy SA; A, A;; NocToj noyypasan
A; Ay A, Beka ye A, Ay Aj, jemsa onx wux. HacrasuMmo osako. Kaxo nonypasan
Ay Ay A; Huje Y nujenpy S4; A; Ag, wutu cy Ay Ay Ay m Ay Ay Ay Y nMjenpy
SA, A; A;; ATn., nodujaMoO HHU3 OHjemapa 3a KOje ce CMamyje Opoj CampiKaHMX
nonypaseu A; A; A,. Tlpema ToMe moctoj nujenap A, A, .Ax y XOMe HHje BHIIE
HUjenHa On THX DOJIypaBHHU.

"~ Cpe nomypasHn A4, A, 4;, i=3,4,..., n, ce paxne noknamajy c¢ A; As A4y
HIIM Cy C OHE CTpaHe paBHM A; A, Ar c. koje ¥Wje Tauka S. Haxie, S M cBe
Tauke A;, i# 1, 2, k, jecy ca cynporHux cTpada paBEM A, A, Ay, Tj. nocroju
Tayka A’; Ba ceakoj nonynpamoj SA4; i 1, 2, k, rne osa nponype xpe3 paBaH
Ay Ay Ar. Obenexwimvo oBy paeaE ca . Kako u monympase SA4,, SA,; SA,
NPOoIMpy XpO3 paBaH T, CBE MBHIE OATOT OHjeApa IpOOMpY Kpo3 .

Kako je nocMmatpand porajs HCOymyeH, npeMa TteopeMu 16.2 mnubocaH
X A4, S4; je ynydmen yrao, makne nyx A; A, npunana TOj WHOCHM, 2 FeHA
npoayXema jo) He mpMuazajy, Tj. Npecek IUbocHM <L A4; SA, ¢ paBHM © je AyX
A, A,. Kako TO BpellM 3a cBé MJbOCHM pOrjbd, a MBHIE POr/ba UPOAVPY KpO3
paBaH T y Taukama Al, Ay A's,..., A’,, TIDECEK pOrJba TOM paBHH je MHO-
royrao Al AgA g- "

Kako cy cee tauke 4'g, 4'y,..., 4’, ¢ ACTe cTpane papHu A, SA,, Takolje
Ccy ¢ ucre crpaHe npase A, 4,. Vomurte, cBa TeMEHA MHOroyTJNIa A Az A'5. .
A, cyc jCII.HC CYpase y OfHOCY Ha DpaBy KOja canpH Ma KOjy FBEropy crpa
HUIY, T]. T4] MHOIOYrao je& WCIIyIT¥cH.

5. Ilocne mpeTxoyHEe TeopeMe MOXE Te Nako AokasaTu cruepeha:
Teopema 16.6. Hciiyiven poias je jegHOCTUpaHO pawuupeH.
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Jdoxa3. Heka je ma TeMesry NpeTXOLHE TEOPEMe T PaBaH Koja CeYe CBE
IUbOCHU MCITyMYeHOr porjba Say ds ...a, IIpecek je MCIymYeH MHOLOyrao A,
Ay...A, Hexka je y pasuu 7 § NpaBa KOjJa HEMa 3ajeNHUYKHX TA4aKka C THM
muoroyrioM. Taga paeal o, Koja campxd BpX S porjsa M INpaBy 5, HEMa
- 3ajeAHMYKMX Tayaka C pOribeM, CeEM Tauke S.

3aucra, Xan OM paBaH o UMajia C POIJbEM JOLI JEJHY 3aJCAHHYKY TAuKy,
peurMO R, Tayka R OW mnpurnanana jeaHoj IJBOCHH pOrika, PeluMo <L a, do.
Kaxo je monmynpasa SR ¢ noyerkoM y S cagpxama y <La;a, OBa IIOJIyIpasa
Su mpuanana OpeceKy porka PABHMHOM G Ho nonymnpasa SR DU cexyia Jayx
AlAﬁ y u3BecHoj Taukn T, nakne 7 Owm duna 3ajepHUYKa TauKa paBFHHA 6 M T,
Tj. mpasa § BM cexna Muoroyrao A, A,... A, y 7, cymnpoTHO TpEeTIOCTaBLIA.

Kaxo je ueo poram, ceM spxa S, ¢ jemuse CTpase pasRu o, Ta] poran
je jemHOCTpaBEo pamiHped. — THME je OBaj HNOKA3 3aBplieH.

Mocroji M noHexNe oSpHyTa TeopeMa, umpa Ofn Teopeme 16.5.

Teopema 16.7. 3a ceaxu jegnociupano pawuper poias uocihoju pasan xoja
cene cee yweiose usuye u iwochu. Taj upecex je pasam muoioyiao. Axo je poias
upocil, wiaj muoioyiao je ipocia.

Hoxas. Heka je SA; 4,... 4, NOCMaTpauy porass, ¢ TéMeHOM S W MBU-
naMa SA;, S4,,..., SA, ¥ Beka je npeMa nepuuMIMm 16.2 ¢ paBaH Koja
TIpoNasy xpo3 S Tako Ha je LesH porasp
y JeNHOM HOJyIpocTopy KoMe je ¢ Mmeba

(cn. 132). Hexka je p mpaBa y o, KOja

He caapx® S. IlocmatpajMo nonypasHu

PS, pAy, pAs, .- ., pA, ca 33jeTHUYKMM y ';ﬂ‘\

PYOOM p M KOjeé campie MOTHYHE Tayke. ,'/’/.' AN
A

Cse 1e noxypaeHM, ceM pS, jecy ¢ Ucte
CTpaHE PaBHM o.

[locMarpajmo yuoySisese mmjenpe
Ca 3ajeTEAYKOM CTPaHOM pS M CTpaHa-
Ma pA,, pAs, ..., pA Kao Y 1OKa3y
Teopeme 16.5 nokasyjeMo ma je jemHa
O OBYX JIOJNypaBHM, pelmMO pAg, ca-
IpXaHa Y CBMM OBHM QOUjeApAMa, YKO-
JEKO MM C€ jeflHa CTpaHa He IOKJala C
pAy. Tauxe Ay, i=1, 2,.,., n, cy cBe Cn. 132
H3BZH THUX IUjenapa M YKOJMKO HHCY Yy
HONIypaBHH pA; (Kao mTo je caMa Taika A;) Hallase Ce ¢ OHe CTpaNe DaBHA
pAx ¢ koje mumje Tauka S. OBenexmmo oy paBaH ¢ 1. Hekxa je A’y Tauyka y
K0joj AyX SA; mpoauMpe KpoO3 paBaH T, a YKOIHKO je A; y 7 Heka je A'j= A

Papanm T ceye cpe MBMIE Jartor porssa y Tadkama A4’ i=1, 2,..., n
Kako cy npema teopemu 16.4 TULOCHH jeqHOCTPAaHO PALMPEHOr poriba YAYOIheHn
YIJIOBM, TIPECCK DABHH 7 CBAKOM IULOCHM je IO jenHa AyXK, T]. paBaH T cede
poraje o MEoroyrny A4'; A’y... A’y

Axo je porajb NMpOCT, ¥WErOBe IUROCHY HEMajy 3ajeiHHMIKiX TauaKa BaH
S, ceM LITO [0 JBe CyceaHe IULOCHM HMajy 3ajeHMUKY HBHIYY, MNaKjie B Y
paBHH T HEMAjy CTPaHMIIE TOTa MHROrOYIia' 3ajelHMYKMX Tadaka, ceM WITO IO
IIBE CyCEHE CTpAHMIlE MMAajy 3ajemuMyko TEME, Tj. MHOIOYrao je IPOCT. —
TeMme je TeopeMa JOKa3aHa.

Ha ocroBM Teopeme 16.7 Moxe ce neHMHHCATH jeqHOCTABHO HMj enap
IPOCTOT JENHOCTPAHO PALIMPEHOr poriba.
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Hedmmmja 16.4. Hexka je SA4,A,... A, TPOCT jemHOCTPaHO panmper
poray, Ay Ay... A, DpOCT MHOIOYTao MO KOME ra ceye H3BecHa pasand. [uje-

Jlap 1dja WBALA canpxud ueuny SA; porssa (i=1, 2,..., n) 2 udje WKLOCHU Cy
NOJYpaBHH koOje campye obe TIBOCHH pOrssa ca 3ajeOHHMYKOM MBHLOOM SA4; M
y KOMe je canmpkaH yrao MmHoroyrna A, A,... A, ca TeMeHOM A; — Ha3WBa-

hemo gujegpom poiva SA; A,... A,

Kako cy Ha TteMmessy TeopeMe 15.18 YyrioBH HCIIyIMEHOT = MHOIOYTJa
yoyOreeH|, NaKo ce HoKasyje MCTO 32 AMjelpe HCIYIMHNEHOr porvba.

Teopema 16.8. Vistosu ucilyiiuenoi mHuoioyisa cy ygydmeru.
Hdoxa3 OopenylitamMo YMTAOHY. \

6. Axo je jEeNHOCTPaHO palMpeH INPOCT MHOTNOYTrao WCIYIYEH, IMpPEecex
JemHOM PaBHH KOja CeYe CBe EbETOBE MBMIE je IpeMa TeopeMM 16.6 ucmymyeH .
MHOTOYrao. AKO ) JeqHOCTPaBO paludpeH NpPOCT porak ymyOrbeH, mpecek Je
yoydisen MHOroyrao. MIMamo, Hamme:

Teopema 16.9. Axo pasan ceue cee usuye jeghociBparo pawuperoi ygybrpe-
Hol poina, Upecek poineM je ygybrmen mmoioyiao.

Joxas Heka je T paBaH Koja ceye CBE HBHANE pOrjba Saydy... 4, ¥
Taykama A;, Ag,..°, A, Ilpema Teopemu 16.4 BOCHU jeMHOCTP2aBO paruMpe-
HOT pOTJba Cy YAYOJLEHR YIJIOBH, HAXJle ¥BUXOBH IpECceIM ca T CY Nyx#A A, A,,
Ay Agy ..., Ay A; B 1npeMa TOMe IIpecek porma je MHoroyrao A; A,... A,
Taj MHOTOyrao j€ HpOCT, j€p je porajb IPOCT, JAaKJE EEroBe TUBOCHM HeMajy
3ajeIHUYKUX Tayaka, CeM Cycempe IUTO MMajy 3ajemAamdky meuny. Ho kaxo je
porajk yoyOieeH, DOCTOjH paBaH «, KOja CagpXH jefHY BeroBy TULOCAH, PEITHMO
*Xa, a5 ¥ Koja uMa Bap ¢ jJemHOM HECYCENHOM TIJBOCHM, penmmo ca X a; G495
3ajeTHAYKY HOJyNpaBy. Taza y pasEM T M mpaBa A4; 4, MMa 3ajefHUYKY TAYKY
ca crparmoM A; A;;, IPEceTHOr MHOrOYFla, Nakjie oBaj je ymaydssem.

7. Cneneha TeopeMa je y U3BECHOM CMHUCIY oOpHyTa TeopeMaMa 16.5 1 16.9.

Teopema 16.10. Axo je S tuauxa uzéan pasmu o fipociioi MHoioyina, iiociioju
Jegrocitipano pawuper iipocid poias koMme je S epx, a pasan o Ia cewe o oM
MHOIOYiNy. AKO jJe ilaj MHOIOYIao ucuyuyeH, poias je ucuyiueH, axo je MHOLOyido
ygybren, poian je ygydree.

Hoxa3s. Heka je To MHOroyrao p = A; A,... A, Ilomynpase SA4,, SA,

, S84, c noyetkoM S cy npeMa peduEmumMin 16.1 yemMue porssa, jep cy

pasne Meby coSoM, a kako IBe CyceIHe CTp2HWIEe MHOTOYFNa p He npunanajy

jenHoj mpaBoj, TPM Y3acTOIHe MBHLE, xo;e Mpojiaze Kpo3 Kpajese TMX CTPaHHWHA
HE OpUNAanajy jemHOj parHu.

VouEMO oHgj porajb A ¢ THM HBHIAMa, KOME CY TUBOCHM yIYyOILeHM
yrnosd <X A; SA, XAy SAg ..., AA,SA;.

Kaxo crpagmue MHOroyrjiia p HeMajy 3ajenHiuKMX Tayaka, ceM CyceOHe
CTpaHMI¢ 3ajelHMYKO TeMe, HeMajy HM oArosapajyhe IJLOCHE pOrsba 3ajeTHWu-
KMX Tayaka, CeM cycelNHe NJbOCHH 3ajeqHuYKy WBMIYY, T|. POrajb je IOPOCT.

AXO je MHOroyrao p HCIYIMMEH, CBa EbEropa TeMeHa, ceM 4; m A, cy ¢
UcTe cTpaHe npase A4, A, HakJie ¢y A CcBe MBHUE porjka A, ceM Tauke S
u usulla SA, n SA, c¢c WcTe crTpaRe paBHH A4;.SA4,, a WpeMa ToMe CYy U CBH
yoyomerM yrioBd <X AgSAs .. , XA,SA4, ceM mBuma SA4; M SA,, ¢ HcTe
crpade Te pasHH. OBO BpeoH Kako y ONHOCY Ba paBaH Ay Sds, TaKo y oymocy
HA PaBaH CBaKE TUBOCHHM porma A, Jaxie npema pedpmaumuim 16.3 A je chyn
YeH pOrasb.
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Axo je MHOrOyrao p ynydsneH, NocTo)M CTpaHuna, petumMmo A,4,, Tako ga

mpaBa A4, UMa ca HeCyceJHOM CTpaHunoM A;4;,,; 3ajeHMYIKy Tauky. Taga 1 pasan

. SA; A, ¥Ma ca TUBOCHU <L ApSA; 4, 3ajeIBUKy TOJIYTIpaBy, Oakje porab je ymayOIbeH.
8. Tpujenap re Mopa &uTH ucmyieH porases. [locToju HanmpOTHUB OBAa TEOpEMA:

Teopema 16.11. Tpu iwosylipase ca 3ajeghuuxum tloueilikosm u koje He Upuiagajy
jegnoj pasuu jecy usuye jegroi ucilyiuenoli u iupu ygybmena tipociia upujegpa.

HDoxa3s. Heka cy a, b, ¢, Te Tpn nomynpase. Ilpema nmedpmionmju 10.8 ¢
je ¢ jenne crtpame parEM ab monympaeux a M b. ITocMaTpajMO Tpujempe Kojuma
CY IULOCHHM YOYOJBCHH YrJIOBU <Lac- M <Lbc. VHYTpaIllmOCTH THX YIYyDJBECHHX
ymiosa cy npeMa teopeMy 12.2 ¢ oHe crpaHe paBHM ab ¢ KOje je IoJympasa c,
JaKie Teé IULOCHH €y € Te jeaHe CrpaHe pasHM ab, ceM caM¥X NOJyOpasux
au b. Axo je u mIbOcaH <(ab ynydireH yrao, oaroba-
pajyhn 3axsmyyax spemu vy ojHOCY Ha pasHu be M ca,
jawste npeMa aebnHmgy 16.3 Tprjenap je Hcmymuen.

Cpaxu npyrH mOpocTH TpHjelap MCTHX MBHIA
je mpema Teopemu 16.2 ynydieeH. jep je Dap jenma
EBEroBa Iypocay McrnymaeH yrao (ci. 133).

H axo je mpocan Jab vcnynyen yrao, a gcra-
Ja gBa Cy yAyOJeeHa, T€ OBE IUBOCHU Cy C JeIHE
. ICTe CTpaHe pasBHM ab, makJie MBbOCZH <Xab UMma ¢
oCcTaIMM JIBEMA IUBOCHEMA CaMO WBHUE @ M b 3a-
JeOAUYKe, a T€ jJB€ TUBOCHH CaMO MBALY ¢ 3aje/HMYKY,
T). TpUjemap je npoct. AJM mpeMa TeopemMu 16.2
HEje UCIYDeH, jEp My je jenHa IUBOCAK WMCIYITYeH Ca. 133
yrao. Kaxo ymecto yria <Xab moxe 1wnocar <Xbc
W nax <Xac SurH MCnymdeH yrao, Wma TpM OBakBa yAyOseeHa TyHjenpa.

Axo DH nBe IUBOCHH TpUjeripa OMJIE WCIYITHEHW YTJIOBM, JIAKO je Jioka3aTy
oa TpYjemap HMje MPOCT porass, jep.Ce nBa ymybiseHa yrma npecenajy. Jawie
TIOCTOje crera TpH ynydOineHa TpHjempa € maTUM MBMTamMma a, b, c.

9. Ilocroju amanorkja usMmelly jemHOCTPaHO paLMpeHUX TPOCTHX POTJbERA
H mpocTux MHOroyrnoea. Bpahajyhu ce Ha mpecedHHM MHOroyrao jeHOCTparo
PaIFpEROr NPOCTOr POrJba jeNHOM PaBRHH, MOXe Ce 33 CBAKY TEOPEMY O TIPOCTOM
Mmuoroyriry mipehist u mokasary oxrosapajyha reopema o porssy Ilpema roMe, cpa
TocMaTpama y § 15 0 npocTAM MHOTOYIMa MOrYy ce TpeHEeTH, OAHOCHO IpH-
MEHHTH Ha pOYJBEBE.

VHYTPaW®mOCT ¥ CIOJBAUIBOCT jEOHOCTPAHO PALIMPEHOr IIPOCTOI POryba
Moxemo neduuHcaTH HOMORy paBHM KoOja. Tpecela CBe FLerose WBHNe, Ha
crepehn Hayuy:

Hedurummja 16.5. Heka je Saaq, . ..a, NpOCT jeNHOCTPAHO paLLMpEN poras
M FEKa je T paBaH koja ceve Taj poralk NO -MPOCTOM MHOFOYIIy p. 3a tayky
T pehubemo pa je y pormy Sayas...a, ako noaynpasa S7, Koja monasu m3 S,
MpoEpe KpO3 paBaH T Y Ta49k¥ KOja je y MHOrOynjy p.— AKO Tavyka HEje Y
porJby HMTM mpmEnana meMy, pehinheMo na je uzean mera.

VKyuHOCT Tauaka Koje cy Y pOrjby Sa,a,...a, Ha3uBaMO HEIOBOM JH)-
wpawreowhy, a YKyIHOCT Ta4yaka KOje Cy M3BaH FhEra H-eTOBOM Cilo/bauirbouihy.

ITpema TOMe, ako mosrynpasa SU mpoaupe Kpo3 paBaH T Yy TadykH Koja
Je HM3BaH p, MJIM aKO YomiuTe He NpoAMpe Kpo3 T, Tauka U je M3BaH porsa.

Ha ocroBn Teopeme xoja je aHayora Teopemu 15.3 MOXeMO TOBOPHTH O
pasaaiarey tipoctiopa OBaKBUM pOTJBEM Ha BHETOBY YHYTPAUIKHOCT H COIBANIFLEOCT
W NepuHUCaTH Wes0 poina WIR jegropoinaciio tiesd XKao yKYNHOCT Tayaka Koje
Cy Ha NMpOCTOM je[HOCTPAHO DPaIlAPEHOM POIJbY HJIH Y BeMy.
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3atHM Ce MOXe IpOYYaBaTH pasiaiare jegHopoinaciliol uieia, Kao UITO
CMO NpPOYYaBaJiH pa3narameé MHOIOYFaOHMX KOBpUIH.

Cepako jJenHOPOILACTO TENO Ca BHIUEC OX TPH HMBYIE Pa3ljOXeHO je CBa-
KOM CBOJOM YHYTpaIloOM IHjAFOMAaSIHOM TOBPUM Ha nBa Takea teja. Cpako on
T2 Ba Tena MMa MamkH OpOj MBULNA Of NpBOora. Tako ce jemMHOPOIJLACTO TEJIO
Ca BMIIE OJ TPH HBHLE MOXE pa3JIOKUTH Ha TpMjenapcka Tena, Kao IUTO ce
MHOTOYTAOHA MOBpII MOXE Pa3sNOKHTA HA TPOYraoHE NOBPILH,

%POI‘JBACTA TEJIA.

1. Ilog nosmjenpom mnoppasymeBa ce HEKM LYT 3aTBOPERa TIOBPLI KOja _
_ce catro_m M3 MHOTOYFaoHnx I noapum (rusocnn uomuenpa), a HEeKM byT TeJlo
“Koje jé OrpAHAYEHO TAKBOM mospuit. My fieno non monMjeapom (MHOrO-
nmocmmom) nonpaaymenam TEJNO ¥ Haansa-m ra Taxohe p‘O'I‘JLMT HMTENOM,

e T S )

PasHOBpCHOCT NoOJMjeqapckax uonpum je jomwr mmoro seha 011 pa3HoBp-

CHOCTH JIIOJMIOHA H pormpesa. Kaxo mpoydaBaMo €amo Hajjem-loc'raBHBje reo-

~ METpH|CKE ITHKOBE, orpannynheMo ce, Mame BUIE, Ha HajjepHOCTaBHMjE [OJIH-
. jemapcke mompum.

Kako ce obuyrio M y3uMa, porijpacta NHOBpLU je HM3BECHO MHOWITBO
PaBHAX MHBOroyraon . (Aux o ,,16 M2
“BW. ce MONIo rosOpuTH W K47l OM IULOCHM ODHJle KpuUBe HOBPIM, a HBHNOE Kpuse
mmn_]e) 3a MHOIUTBO MRAOTOYTa0HHX OBPLILKQje ODpa3y)y porisacTy NOBPIL SUTHO
je TO nma jé y CKucHy Tonolloivje Nopeaano. PasnakopaheMO OTBOPpEHE
i 3aTBOpDEHE poIjbacTe NOBPIIY (Hamp. OMOTA4YM THpaMHAE M TPU3ME CY
OTBOPEHE pOrsbaCTeé MWOBPLIM C JeHUM, ONHOCHO C nBa pySa) Au y reome-
TPUM ce TOCMaTpajy ¥ OTBOPEHE MOBPLUM XOjé Ce He cacroje camMoO M3 MHoro-
yraoHux noepuni, Beh ¥ B3 Oe3koHawEMX pnenora paBHy, oMeheHUX NPaBOIMHH]-
CKA (Kao DITO CYy YrJiOBW). 'Iama je ®aop. porajs.

IMonajerpn ce HazMsajy M pOrJbacTHM TENHMa, jep Ce FHHXOBe INHOCHHA
MOTY UpOLUMPUTH TaKO ma OOpalyjy pormepe. V TOM CMHECIY, CBe IUBOCHH €
jemsM 3ajeqHUYKHM TeMeHoM oxpelyjy mwwocem jemsor porma. AJIE OTBOpeHA
,POTJbACTa MOBPHI He MOpa MMATH HHjEIHOT porssa (Hanp. gyjemap M YKyMHOCT
JiBejy TPOYT2aOHMX MOBPIUM C JEMHOM 32jeTHAYROM CTPaHMIOM M KOje mpHianajy
neeMa paBHEMa), Cam pora/b jeyOTBOpeHa pOrjsacTa COBPIL C jEAHHM POrIbEM.

Cn. 134 Cn. 135

2. Ilpso Tpeba JmedmmyicaTm 1MITa je MOBE3AHO MHOINTBO MHOIOYTaQHWX
TOBPIIA. Honaamo oz ne(i)mmuuje 15.12 npema k0jO) NBE MOJUTOHCKE NoBpIL,
KOje MMajy HajMame jeaHy ayX 3ajeqHHYKY, a BaH CBOJUX pyGosa Hemajy 3a3en-
HYKYX TadaKka, Ha3UMBAMO CYCeNHMM MOJIMTOHCKMM IOBpPUIHMA.
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V cmanu 134 npercraBibeHe Cy NBE CyceHé MHOTOYraoHe HOBPIIM Y jeIHO]
paBMH C3a OBeMa 3ajefHMukuM crparunaMa. Cimka 135 mperctapiba nse cycenHe
MHEOIOYraoHe LOBpPXUM Y IOBEMZ Da3HAM DPaBHUMA; CBE FbHXOBE 3ajeAHMdKe TaiKe
OpHIanajy - Npece1Hoj Opanoj odejy pasyu.

Hedmammja 17.1. 3a Mmoo mosmronckux noepum pehm hemo pa je
fiosesano' ako AM2a cienehy ocoduny:

Ma 3a KOJ€ [iB€ HeCyceAme IOJIMIOHCKE MMOBPUIM T W 7 TOra MHOIITBA
TIOCTOJA KOHAYAH HM3 Ty, T, ... T, (Mm=1,2,...) DNOJNMIOHCKMX HOBpIUU HCTOra
MEONITBA, TAKO Ja CY T U Ty, Ty U Wy, Ty A Mg, ... , Ty U T naponu cycen-

HEX DOJIHIOHCKAX LOBPLUM.
3a HII3 7:1, TH W, .., T, XaXeMo na obpasyje Aanay, a 32 0Baj KaXeMO_

Ia ciaja = U .
" HanoMéna. Ilose3aHo MHOLITBO MOJHMFOHCKAX TOBPIUM MOXe OHTH
eanpado y jemHoj pasHu (ci. 136). Kag MBOMTEO oDpasyje nomeg_@ggxy

//

TIOBpILI, AB€ Ma KOJe CYCEIHE WO OACKE ///
TOBPIIA TOI MHOINTBA Npunajaly JBeMa. 7 / Ynt
-paSHuM paspuMa. Kan Ou, RawmMe, nmBe W///t‘;y %
Cycenme 1JEOCHY npMnajane jeiHo] pasHY, / . /;
" )
BeR JIeTIoR B // //////////, %"‘ ) ,//7
3. Pajgu naxuer n3pagyHaBama Tpeba /////// // f/,’fgf}lh/ ///‘
meQiIECaTH 1UTA 3PAYM KAJ CE KaXe Ja J ﬂ/! 7
YIOJIMTOHCKE TMOBPIMK (I/bOCHH IIOJIHjENpa) "ll/,// / O
‘*Teopema 17.1. 4xko ¢y = u m™, ™ U Cn. 136
T --«» Tpy U Ty U Haj3ag T, U 7, Uaposu
cycegrux foAUIOHCKUX H08PWIY Y KO C8aKU Bap umMa iio jegHy 3ajeghuyry ciupamnuyy,
iako ga cee e ciiparuye waajy jegar sajegruuku Kpaj, Waga tocilioju p oia s
ciliparaaie, a uuje BnOcHU Cy YiA08U Koju pegoM Apuiagajy UoAuToHCKuM H06pIUMA
T Mgy sees T
Hoxas. Heka cy pénom S4,, SA4,, ..., S4,—,, SA, 3ajenrmurire cTpa-
HALIC NOJMIOHCKHX MOBPNME Ty H Tg, Wg H g, +.., TNp—y U T T, 1 |y, 3aTHM
Iajy peroM DONMIORCKHM LOBPIIMMAE Ty, T, ..., T, (OebuAmumja 15.11).
Hpema neburumAjn 16.1 ykymHOCT THMX yrioBa je porass SA;Ay... A4,
ViMamo cnemelly medvrmmujy:
}( Jedprammja 17.2. Akocy ® ¥ ®,, ®p M Ty, ..., M,y A T, M Haj3aQ
jemAy 3ajeHEuKy CTpaHHMIly TAKBY [a CBE T€ CTpaHMIe HMAjy jedaH 3ajeTHMIKH
Kpaj, TakO 32 poralJb uuje TEMe je OBaj 3ajefHMuKM Kpaj, YMje MBHLE Campxe
PEAOM Te 34jemHAYKE CTPAHMIE 2 YWHje IUbOCHH CY YIJIOBH XOJH UpPHIAnajy
PEAOM MOJIMPOHMCKMM NOBpLIAMA Ty, Ty, ..., T, KaXeMO na je ogpehen THM
4. Cmarpajyhu jpa porssacra noapm MOX€ OWTA M OTBOpEHaZ NOBpII,
HOCTABIBAMO cnenehé jrerbmi-s;aje L
% JéPunn) MHOLITBO MOJIMTOHCKAX TOBPIIM HA3HBAMO
ion eQapcmM WIH poubmizm-“uwpmu'éko ncrrymaBa crenchia nima ycnona.
1. crika Jiyx Ba CTpaHMUM jejHe TIGAHUTOHCKEe NOBPLIN MoOXe OHTH YjemHo

¢ DACMO WX CMATpasy PasHiM ILULOCHNMMA,
(/

oapehyjy poram. Ilpero 1peda pokasaru:

Yuje UieMe je 08aj 3ajegHUuKU Kpaj, Wuje usuye cagpe pegoM ille 3ajegHuuxe
Hexa cy yriosd <X A,SAy, XAS4y, ..., <A, 1SA, 0NN YTIOBH KOjM OpHma-
T, 4 T, OAPOBH CYCEIHUX MOJHTOHCKMX MOBPLIM M aKO CBaKM @Hap HMa OO
HE3OM IIOJIMFOHCKMX I[IOBPLUM.

Ha CTpaBdIE joII caMo jeaHe (Cycemue) MOJMIOHCKE MOBPIIM TOT MHOIUTRA,

8 RuemeaTapEs reomMsTpRja
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2. craxe jfBe cCyceqHe TONMTIOHCKE NOBPIMA OpUUAndjy JBEMa pa3ENM
paBHEMA.

Te noyAroncke MOBpPIUY HASUBAMO UbOCHUMA NIA cidparama poribacre
OOBPLIM, BHXOBE CTPaHMLE 46éuiaMmad, a YKYOTHOCT OHUX Tayaka Ha CcTpaHMUaMma,
KOj¢ HHCY 3ajcJIHAYKE NBEMA IUOCHAMA HA3HMBARO pydoM pOrJbacTe NOBPIUML

TeMeHa M YrJIOBe NOJEAUMHHX IUBOCHM HA3HBAMO ileMenuMa (BPXOBHMA) M
yiLi0éuma PpOIJbaCTE IIOBPHIH, 2 POIJBEBE KOJM Cy ODpa3zoBaHM HHE3OM IBOCHH
KOjUM2a je jeIHO TeMe 3ajenHyMYKO Ha3MBaMO poiseéumda pOrjbacte MOBPLIH.

X Hegunmmja 17.4. Axo pormmacrta nospw Hema pyba, Taga je HasHBaMO

3qilieoperoM. Poripact je_3aTBOpEHA HA3ZUBAMO OIUGODEHOM.
ciepehiuM nedrHMIMjaMa ¥ TeopeMaMa OTpaHHYaBaMoO Ce Ha 3aTBODEHE
pormbacte noppmM. Crora He kKaXeMoO yBeR HM3PHYMTO Aa Cy 3aTBOPEHE.

Hedurmumja 17.5. Axo TWBOCHM 3aTBOpEHE DOLJBACTE IIOBPUM HeMaJy
- 1} »
OpYIVX 32jeMHAYKUX Tayaxa, CeM IUTO |€ CBaKa CTpaHHUua jexAe IIOJIMIOHCKE

TOBPUIH YjeqHO CTpagMOa joul CaMO jenHe OOIMIOHCKE TOBPIUH M INTO j& CBAKO
“TeM€ JEAHEC TIONWTOHCKE NOBPIIN J4JEAHMYKO Te€Me TPH]Y WJIM BUINE NOIMIOH-
TRUX woBphiu, koje onpelyjy caMo jenas poratb, 3aTBOPEHY LOBPII  HAIWBAMO
Slpocwioy poilsaciioM lioepidt. Y OPOTHBHOM CITYYajy HA3UBAMO j€ CAOXKEHOM
POILACHOM UOSPUIU. .

Cnrka 137 npercTaBiba IpPOCTY 3aTBOPEHY MNONIAjenapCKy TNOBPIU, a CJHKa °
138 ciioxeHy 3aTBOPEHY NOJMjenapcky mOBpLU ca JeBeT IUHOCHA (OBa je HacTajia
U3 NOBPIUM KBaApa THME LITO je JOra IJBOCAH 32aM IbeHa OMOTa¥eM HETBOPO-
CTpaHe nMpaMmje, a O8aj OMOTay IpOaKpe KpO3 FOpBY IUBOC2ZH KBazpa M TUME
Jo0MjaMO ¢ mome CTpaHe ynyOibeHy noOxHjenapcky NOBpLI, koja caMma cede

> Cn. 137 Cn. 138 Cn. 139

IlpumMeTHMO na IWBOCHE pOIJBACTE MOBPIIM MOry OWMTA M BHMIUECTPYKO
nome3aHe MHoOroyraoHe nospuir (§15.5). 3aTAM TeMe jeaHE IUBOCHM HE Mopa
ontu teme mpyre rpocHd. CiMrka IIPETCTaBJba TPOCTY 3aTBOPEHY  POIIBACTY
NOBPII KOj2 je Hacraja THEMe INTO jeé KBajapy O3r0 mojaTa OCMOCTpaHa nMpa-
MHIa, a C Opeame GrpaHe OJiy3eTa MCTa TakBa MMpaMupa. TMME Cy Of ropme
M Openre CTPaRe KBajipa Opeoctalie MBOCTPYXO NOBE3aHe IJ/LOCHH HOBE 3aTBO-

" pepe porybacte moppm. — Jedmmmmje 17.3 mo 17.5 momyurra)y opBy OKOII-
HOCT, jep HOA TNOJMIOHCKOM MNOBPIIH MOXEMO 3AMMIUBATH M BHIIECTPYKO
IoBe3aHEe NOBPIIH. J(pyry OKOJHOCT JONyIUTa CaMO akKO ¥ HeKe YHYTaphs
Tauke Ha CTpaBMLaMa [OJMIOHCKE TOBpIUH CMAaTpaMO MIXOBHM TeMeHUMMa
(maxyie ako M30CTABUMO Y neMHHLHM oyrsia YCIOB Ja cCycenHe CTpaHHLe
He Npunanajy jeaHoj IpaBoj). Am oODMYHO ce MpeToocTamba Ja CY IIBOCHK
JEMHOCTPYKO IOBE3aHE M @ C& TeMe jenHe IULOCHM He MOKJiana HUKAJ ¢ YHyTap-
BOM TAaYKOM CTP2HAMNE IpYre MIBOCHH.

1 %
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3a mpoyuaBame OPOCTHX POFJbACTHX NOBPLIM HOTPEDHO je meduBycaTH

UOBPATHM NpeCeK MHa TEMEmY Hera p 0 _pormacte niospun, Hocmarpa-
Y Kaxie BURO NpOCTE, OTBOPEHe Ml SATBOPEHE HOBPI, CBaKA GPOCTA 22TROPC-
Ha JMAN]a, X0}a HMTJie He HOJa3y 10 pyda noBpIuM, Ha3uBa Ce OBPATHHM MIPECEKOM.

| anpHMep, CBAKM HOBPATHI i B
npecek I nonre pasyaxe JIOONTY HA
OBa KOMaJa, a IOBPaTaH IPecex

UTopyca He MOpa pPa3NIOXMTH TOPYC
Ha pea jena (cin. 140 a u b). Amm
IBa NOBpatHa npeceka (Haop. Iu 1)
KOja HeMa ]y 3ajeqHH4YKHUX Taya-
Ka, pasNaxy TopyC, OYMIJIETHO,

yBEK. %@ﬂ&% (@) (b)
BpaTHHX _IT Ka Ha mOBpIUY, K
%I fmm B ) Te ! '
N ora je poma 0, Topyc

Poza L, "a Hanlp. 34TeOpena HoBpL (c)
ca_Tpu ,.0ponaza‘“ (cij. 140 c¢) je Cn. 140
pona 3.

——J0oBOJLHO je Ha TaKBUM DOBPUIHMA HAOPTATH MPEXY KPHBOIMHHJCKHX MOH-
TOHa, ja OM ce BHOENO A2 MPOCTe poIjbacTe MOBPIIM MOry DMTH Kora duno poxa.

Ipoyuasajyhn 3aTeopeHe porssacre IOBpum, neduuucahemo nOpBo mospa-'
THE Tpeceke, a 3aTUM pas3llaTame pOrjbaCTHX NOBPIUM TAXBHM IpeceudMa.

Ilpe cBera, u3a pepummnuja 15.1 w 154 u pmedwrmmmja 17.3 u 174
cneyje HenocpemHo ciencha Teopema:

Teopema 17.2. Ha #pociioj poimacitioj tiospwu nu3 iemena Ay, Ag, . . .,
A, (r>2), paznux mehy cobom, cem wilio ce Ay u A, Moiy HoxaouuiGu, u THaKeux
gacy Ay Ay, Ay Ay ..., A, A, usuye iue poinacille uospwu, ogpehyje
fpocily uznoMmeny aunujy Aq Ay ... A, Kkojoj ¢y cilipanuye ille usuye.

_* Hedmmmmja 17.6. Axo je npocra H3IOMIbEHA JHEHU]A, YMjeé CTPaHULE Cy

HEHIIE jeiHe peHe pOLJbACTE JIOBPLUK, 3aTBODEHA (Tj. aKO je OpOCT
MHOfOYTa0) HasHBAMO e HogpailimuM #pecekoM Te pOTJbacTe MOBPILM.
PEMETMMO f[a jé TAaKaB NMOBPATHH NpeceK OOWUYHO NpPOCTOpaH IOJAIOH.

. 6. Moryhe je nma jemaH muM BMIE DOBpPaTHUX Ipeceka pa3yoXe Ino-
mujeaapcky oospul. To pasnarame nedMHMIIEMO OBAKO:

K JNebwmmmia 17.7. Hexa cy py, Po » . « . » )y TOBPaTHM IPECeLy HpPOCTE
3aTBOpEHE POrJbacTe NOBpIM -p. AKO TOCTOje Ha TO) MOBPIUM 1BE FseHe IULOCHHU
7 W 7 TAaKO Ja CBaKHM JIaHAI] F-EHAX YULOCHM, KOJH Craja m M =', caapXd Dap
IBe cycenne IUbOCHM HOJAMA je 3ajemHuvka CTPaHUOA jeyHA CTpagHOa THX MO-
BpaTHHX Tipeceka, pehx fieMO fa TH HOBpAaTHH IPSCELM PA3NIaXy TOJMjeIapcKy
OOBpII ¢,

Ilocroju 1pe cBera oBa Teopema:

Teopema 17.3. Axo je nioépaifinum tpecexom. p 3ailiéopera poinacita Hoepui
¢ pasAoxReHQ, pA3AOXEHA je Ha geéa U0Be3aHa MHOWINEA UOAUIOHCKUX UoBpuiu
Koje ¢y umocHu poimaciie Hospuiu ¢.

Hoxa3s Heka je ® xoja 8o MBOCAH NOJHMjemapcke NOBPINH ¢, a 7t
Ma KoOja [pyra mbocal Ucre nosidjemapcke nospmu. Ilpema nmedwwumuu 17.3
TIOCTOji YBEeK JIaHall IUBOCHY, KOjH chaja w M ='. Heka je ¢; ykymHocT OHHX

(N
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IUEOCHH 7' 32 KOjé CBAaKM JIaHAU CAOPKR HBE CYCEAHE IUBOCHH KOjHMA je jemHa
CTpaHUOA MHOTOYIJIA p 33jefmydKa, 2 3 YKYOHOCT OCTAJAX IUBOCHM POTihacTe
NOBpUIH . : ) -

Axo je 7' y {p, DNOCTOjM fmaRye NAEAN IUBOCHM, KOJM Craja = ca 7’ H KOjU
HE CaJpXM¥ [Be CyCellHe IUROCHH KOJAMA je jeHa CTpaHyIa MHOIOYTJia p 3ajef-
yEvka. Jaxne, ¢Be WHOCHK TOr NaHNA npunajajy ykyrmsoctd ¢, Ilpema nedu-
EaugjE 17.1 ¢, je makiie MOBe3aHO MHOWITBO NOJIHIOHCKMX TOBPIIH.

Heka ¢y n’ ¥ n” Ma koje Ape mibocHM Yy ¢,. VOUMMO jenan Jamam KOju
cuaja ©# M 7' M jemaH Koju coaja © u ', Heka je wf,my ..., Bk i - ..,
7, OpPBH JIaHAn H HEKA =; M T;); HMajy HM3BecHy crpamMuy P’'Q’ mMHoroyrna p
sajeymmuky. MeTo Tako Heka je xy, 75, ..., 7, 1 ..., % JPYIH JaHaN
H HeKa w M 7y BMAJy H3iBecHy cTpaumny P @' MHoroyrna p 3ajemHuuKy.

Axo je P’ Q'=P” Q", navan =, w1, ..., % Gt ) T2, -0 -0 T
cnaja =’ ® =’”’, a campXaH je y mMHomTBy ;. AxQ ¢y P'Q’, P”Q"” mse pasne
CTpaHWIOE MOJMTOHA p, Heka je P'Q'RiR, ... R, P’ Q" winoMibeHa JIAHEjA cajp-
XaHa y p, oOpa30oBaHa y3aCTONHHM TeMeHHMa TOor nojnroHa. Ceaka cTpandia
JwaEje Q'R\R, . .. RyP” je 3ajemuuxa 3a JBe IULOCHH, OA KOJEX jeIHA NpH-

naga mHOmTBy ¢, Heka ¢y TO mwbocHM w7’/ 'n:é", c ..y 1. AXO Cy JBE y3a-
cr’c,)m-re JUBOCEM TOT FH3a C}”C&,Il'ﬂe, JAHAN T, T8, —qy « - « 5 Tohals Tl s s v« s Thil,
TN 1, Ty2s « - - s T COAja © 77, ‘

AXO JBE y3aCTONHE IUBOCHU HHBE Tigg, 71 s - - - » Thils 7141, PEIEAMO Trx4g
U 7§’ HH3y CyCEXHE, OOCTOJH JAHAL 701 \Tt3 s » - « o 70" XOju cnaja myyg Uy’ U

KOjA je cagpXaH Yy HH3Y CBUX IUBOCHH €2 3ajeHAYKAM TeMeHoM O (Tj. ¥
JOTHYHOM pOTJbY), & KOJH Ce CACTOJ¥ U3 MJBOCHH CANPKAHUX Y .

VkpaTko, y CBaXOM Cly4sjy NMOCTOJM JIaHall IUBOCHW CaApXardX y ¢, H
KOjd chaja ' W ='’. Jlakjge W MHOLITBO ¢, je MOBE3aHO.

7. ITocToju M OoMIITHja TeopeMa:

Teopema 17.4. Axo je Gospaium fipeceyuma py, Pg, <. .. Pst1 KOJU HeMajy
sajegruuxux tavaxa, poinaciia floepur ¢ pA3AOKEHd, a ospatlinuM iipeceiyuma
P1> Pg--.s Ps HUje pasioxeHa, ilaga je pasaoixena ilospainum upecekoM Pqiy
Ha gea Uoee3arRa MHOWIMBA AOAUIOHCKUX T06pIULL.

Jdoxaz. Kako Hu3 py,..., p, HE pa’axe porhacTy OOBpmM ¢, Ma 34
'KOje IBe BeHE IUBOCHM 7 M 7’ IOCTOJH JIaHAN BeHHX IULOCHH, KOjE chaja = M
= W He CaJp¥W JBe CycelHe H/BOCHM KOjHMA je jeJTHA CTpaHHWma Ma KOjer Of
TAX MHOIITABA Py, ..., Py 33jemHnadka. Ho KakO je HM30OM p,,..., Deyy POIJb2-
CTa DOBpLI ¢ Pa3iOXeEHa, MOCTOjE IUBOCHU 7 W 7' TaKO Na CBAaKM OJ DpETXOA-
HUX JaHalla, KOjH cpaja 7 M m' CanpX® Jipe CyCEmHe IUbOCHHKOjHMa je jenHa
CTpaHHNa TOJMIOHA P,y 3ajemHmYKa. OTys, HCTEM DOCMATPAEEM Ka0 Y AOKa3y

IPEeTXOHE TeopeMe, AOKAa3yjeMO OBy TEOpeMy.

Cax MoxemMoO neduHMCATH P OJ{ DOIHjeIpa.

Hedumanmja _17.6. Hajpehu moryhu Spoj nospart-
HAX Mpecexa IpoCcTe 3aTBOPEHE POrspacTe JORMINTL

KOJU HeMajy 32]cTHAYKHX Ta4aka M KOJU HE PasJaxy
IV POrbacTy moBplil, Ha3EBAMO H-CHUM D OgoM.
Ccn 141 Jakne, axo CBaKM NOBPaTHH LPECEK pa3jiaxke

TOJIHjeZIapCKy HOBPILL, Ta TOBpIN HMAa pOJ HYXY.

Pox mormjenapcke MOBRpILIA DpPETCTABIL¢HE y ciwmd 137 je myma. Ha coanm
141 npercrarpeEa je mpocTa 3aTBOpeHA TOJHjeAapcka nospim poaa 1. ITocroje,
OYMITIENIHO, WOMAjeAapCKe MOBpINY WHju POA je Ma. KOju HPHpOAaH Opoj.

L
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8. PasmukvicMo Menyn4yene W _ynyOSsmeHe mpocre 3aTBOPEHE POIJha-
cre nmospum. IocMmarpabieMo ocobwTo uchviryerne. Ho -Ipe CBera NOTPEOHA (e

cneneha peduHANM]a:
Jepunmmja 17.9. Aro ¢y y OIDHOCY HA CBaky paBaH KOja CaAapXH jemHy
IUBOCAH TPOCTE 3aTBOPEHE POIJRACTE HOBPINA CBE OCTANIC BeHE TaUKe CallpXame

¢TjeHe WCTe CTpaHe TE€ DaB OOBPII Ha3uB ucuyiy -

dexcHoM). ARO FHje O, 3a CBaKy TaxBY pas y_OOBpIN HA3ZABAMO
YGyomerom (KOHKQBHOM).

TBE OKOJIHOCT Koje ce THIy IPOCTHX NOJHjENAPCKMX IOBPIIM 3HATHO €€
yopowfiaBajy Kax €y T€ NOBPINH HUcIyndeHe. JOKAaXMMO OPBO YCTHDH TEOPEME
O HCNyIYeHMM 3aTBOPEHHM PpOTJbaCTMM NOBPIGIMA.

Teopema 17.5. Iwocku uciylivene polmwacilie fiospwm cy ucilyiiueHe ibau-
IoHcke nospuiy. ‘

Hoxa3s. IlpernocrasuMo 51a je, HATPOTHB, JLOCAH T KCIYIMEHE POrba-
cre moppuww § yaybibeHa UM, LITaBHOIE, BHUIECTPYKO LOBE3AHA MHOTOYTraOHA
nospil. Tana DOCTOJH jemna CTpaHKUA TULOCHA =, pemuMoO 4B, Tako na = mMa
y paBHH o y KOjOj j¢ =, Tayaka ¢ obejy cTpama mpase AB. Hexa je »’ cycemma
IUbOCAH, KOja € 7 EMa 3ajenemixy ayx- AB. Ilmocam =’ je y npyroj paeHd, «'.
Kako ce a W « Cexy, Tayke TULOCHA 7, KOjé Cy C pa3HHX CrpaHa npase AB
Takohje Cy C pasHAX cTpasa paBHH « . Jlakie, mo mepwrmurjm 17.9 porsacrta
noppil £ HWje HenymyeHa, Jlaxie, TWROCHM Henyn4eHe pOTJbAcTe OOBPI CY
UCITyITIeHe MHOTCYTAaOHE TMOBPIIN. ' - i

Teopema 17.6. Poiwesu uciyiiuene poimaciiie wospuiu Cy uciyiuenu.

HAoxas. Hexa wbocHA 7y, Ty ..., T, MMajy TeMe A 3ajeHHMYRO H Heka
MUy, Ty U Ty, ..., T, A 7, AMAJY OO jeTHY 3ajeHHYKY HBHLY, pemoM AA,,
AA, ..., AA,. Kako cy mhOCHH HCOYOIEHOT pOriba HCIYITJEHE MONHTOHCKE
IOBpILY, IULOCAH T, je caap:kaHa Y yaybsbeHOM yriy <L A,AA;, m y yXydmeroM
yriy ¥XA;AA, atn. [Ipema pedpunmmujn 17.9 cee Tauxe porssacte IOBPIME KOje
HHCYy Ha NSBOCHH, jecy C jeJHe cTpaHe paBHE A,AA,, naxie TO Bpemu mocebHO
33 IUBOCHH Ty, Ty, ..., Ty M OPEMa TOME 33 CBE IULOCHH YO4EHOT poOriba, CeM
3a XA;AA4,, Tj. cBE TAUKE TOr POrjba, C&M OHMX KOj¢ DpHIANAjy IUbOCHH
S A,AA, jecy € jegne CTpame paBHH T¢ IULOCHE. Kako TO Bpemd y OAHOCY Ma
Ha KOjy IUbOCAH POTJhA, OBZj je HCTYyI4YeH.

e% Teopema 17.7. Ilpasa xoja He fipuilaga pasHu Hexe fmOCHU u3geCHe uchyi-
Y poimaciiie uospwiu, HeMa ¢ woM polmacilioM tospwiu 6uwe og gee sajeg-
Huyke iHguke. )

Hoxkas. Ilpermocrasumo, HanpoTHB, 1A Opasa g ¢ede ACTYImYEHY por-
JhACTy OOBpLI y HajMame Tpd Tadke 4, B, C, m na je taska B mamely- A u C

‘(cn. 142). Kpo3 Te Tpu Tayke O mpo-

JIa3WJIE TPH pas3He IUbOCHMA T€ POrIbacTe
nospim, naxiue Tavke 4 u C Oune om
C pa3gEx CTpaHA OEE IUBOCHA KOja ca-
JIpXH Ta4ky B, a TO je mpoTusHO medwm-
EAnRjE 17.8 Wcnyniyere porykacre mo-
BPILIL

* Teopema 17.8. Ceaxa pasar witio
ipoaasu Kpos gee imauxe uciyituene poi- Cr. 142
macuaie iogpuiu, Koje upuilagajy geema
PAasHuM Hb0CHUMA, A He Upoadsu>HU Kpos jegHo {leme, teve ity poimacidy #oepw
tio useecHoM ucilyituenoM itoauiorny. Ilospw itoi fioauiona ogpepyje ¢ gaiiom poi-
sSaciioM tlospul gee Hose ucityiyere poimacilde tloepiuil.
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Jloxas. Hexa pasaH o MMa ¢ JATOM pOIJbacTOM TOBPIIM £ 3ajepmmyuke
Tauke A m B, xoje mpumazajy mwsocHAMAa A E A’ (ci. 143). Pasan « je pasnwaura
O PpaBHU ILUROCHH A, jep xan &m Owia ¢ wmoM mcroeerHa, mo aepununmmju 17.8
He DM MMaja 3ajeTHAvYKe TaYke €a IUROCHU A

Papan o« H paBaH IbOCHU A CeKY Ce IO jeOHO] OpPaBoj 4, Koja ceue IUbO-
caH A mo jemroj myxu PP, jep mpema TeopeMr 17.5 TUBOCHM Cy MCIymueHe
noymroncke noppind. Kako To HuCy TeMeHa porjbacTe noppld, P, je yHyTap-
Bba Tayka jemHe IeHE UBMIE, Koja je 3ajeqAddka IUbOCHH m H jOIN jegHOj TUBO-
‘cEM 7. Kako Ta HBHIA OpoAwpe KpO3 «, paBaH IUBOCHH T; Ce4e PaBaH @ WO
jensoj mpaBoj a,, KOja ce4Ye IONUTOH IUBOCHM 7; MO U3BECHO] mm P, P,
Hacrasspajyhn Ha MCTH HAYMH H4jasuMoO HU3 7,, T, ... IJLOCHM, KOje obpasyjy
naHan, W FH3 ayxm® P P, PP, ...

Kaxo monujefgapcka ODOBPIN MM2 KOHAYHO MHOIO IJBOCHM, CAMO KOHATHO
MHOTO TULOCHM Cy Y TOM HHE3Y pa3He Mehy coSOM, PEOUMO Ty, T, ..., T DA
¢y B ojrosapajyhu wpeceim PPy, PyPg, ..., PPy, nyxm, KojuMa Cy caMo
RpajeBH OBa N0 JB2, 3aje/HAYKH, CeM P u Pk+1 Kaxo ce ., IOKJIAna ¢
jemioM paHuJOM IJLOCHM YOHeHOT HM3a, Tauyka P, je Ha pydy Te pamuje
IUBOCHY, HAXJIE je TO IBbOCaH 7, a P, =P. Hpema TOMe nyxd PP, P,Pg, ..
PP, PP, ca-m}bana_]y PaBaH NOJIUIOH PP\P, ... P, ¥ npecex papHH ¢ poma—
cToM mospuX £ je Taj mosmroH. ObejexuMo ra CIOBOM p.

Hera je s Ma xo0ja cTpaHmua moJmroHa p. OHa MPHNAZA H3BECHO] IUBO-
cAd . Cpe Tauxe porsba, OCHM p, Cy C MCTE-CTpaHE paBHM OBE [UBOCHH, JAKIIE
Cy cBe TauKe NOJMIOHA p, CEM CTpaHMIe S, ¢a HCTe CTpaHe Te paBHH, a THMeE
¥ C MCTe CTpaHe mpaBe KOjoj Npumajga CTpaHMua ¢. TOo 3Ha4M Aa je HOJMIOH
P WCITyITieH.

Papag a« pasmaxe mpocTop Ha mpa momympocropa IUV m I1. ¥V IT” mory
OMTH cappxxane HM3BeCHE TULOCHH POTJbAaCTe TIOBPMIA §, PEOUMO Mg, «.-, Au
Kako a« ce4e MLOCHH &, ™ ..., 7 O NOJEIWHAM AYXKHEMA, pasliaxe AX [peMa
Teopemn 15.14 EHa wucnyndeHe noywroncke mopprii. Heka cy pemom =, =o'y,

.., T, OHe xoje cy canpxane y II'.

VOUYEMO YKYNMHOCT HONUTOHCKHMX HOBPIOM A, Rgy -~y Ry Ty Ty's - v e,
7, ¥ nonajMo joj wmcmymueHy moymrorcky noepm (p). To MHOIITBO mONUTOH-
CKHX TOBPIIM CauMm-ABa HM3BECHY pOIJbACTy TOBpIn £', 3aWcra, HM3BAaH « CBaxa
CTpaFFANa TUX IOBPUIM je yjeIHO CTPAaHHTIA jeNHe H CaMO JeaHe CYCeAHe TOBpIM,
jep Ta CTpaHANA je MBHANA WM Ae0 MBHIE pOrbacTe moppu §; y a je Nax
CBaKa CTPaHWLA [OJHIOHCKE HOBPLIM (P) YjEIHO CTPAHUNA jelHE M CAMO jeJHE
on mospu =’y 7', ..., 7’ B 0OpaTHO. JlaKJyie mPBH YCIOB AchUEMIMjE pOrba-
CTé mOBpLIE jé HCITY¥CH.

AHajoro ce pOokasyje Ia je MCTIYE:H M HOPYTH YCJIOB. 3aapXkuMMO CE €amMo
Ha JIOKA3y fia j¢ MHOIITBO MOJMTOHCKAX IOBPIIM IOBE3aHO, caodpa3Ho nedu-
Bumdju 17.1. Ceaka moppin Eu3a «’, 7,’, ..., 7 je cyceaHa moepinu (p), Aakie
Ma 3a KOjé ABe NOBPUIA TOra HHM3a YCOOCTAaBJba ¢ Mpeko NospiM (P) JNaHan
no ﬂc(bmummu 17.1.

Heka je )y Ma KOja OOBPIN HE3A Ay, Xy, ..., A, Ha pormactoj NoBpIIH
E mocroju JNaHam, pPemuMMO Py, Mo .- ., M, KOJU CO2ja IUbOCHM N w 7. Heka je
W OpB& IJBOCZH TOI HHU3A, £o0ja Je HCTOBETHA € jeAHOM OX IJbOCHH T, 7,

.s T peIAMO C . Taja mospuoHA N, by, P, ---» Rji—1» T HEMAJy 3ajes-
AMYKAX TayaKa ¢ «, CeM JOyx# PP, xoja je y «. Jaxne Ha &' mIbOCHE p, ps,
-+s Wy-y ODpasyjy manam xoju cmaja N B 7.

Kako Ha &' pocrojum ¥ naHan 32 «) ¥ Ma KOjy mOBpWI 7/, ..., T, TIOCTOJH
Takolje JlaFanm 3a A, H Ma KOjy TOBpIN OBOr HM33, a OTYN ¥ JaHal Ma 32 Koje
Jse mbocHE ). Tame je moxasamo na je &' mopesaHo MHOINTBO.
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Kaxo je porinacta moBspin § MCIyIlMEHZ, a CBE Ta4Ke poribacTe Iospum &',
Koje HUCY ¥ &, jecy ¢ MCTE CTpaHe paBEM «, W §' je HCOyNYEHA porbacTa NOBPII.

Hcto Tako moctoju y mosnynpocropy II omropapajyba menymdena porssa-
cra mospmt &', Tlpema pedwruumjn 17.7 porspacrta noepino § je pasioxeHa Ha
porbacre moepumd & w £,

9. AHaNOTO Kao y Npoy<9aBalmy MHOrOYTJIOBA HepHEMINEMO TIPBO Kaja
TpeDa pehw na je Heka Tayka y 3aTBOPEHO] pPOIJBACTO] MNOBPLIM, & Kajaa -fa ]e
u3BaH Be. AiM npe. 16 AchHHEAUMjE Tpeba pokasatn cjiepehy Teopemy, xoja
onropapa Teopemu \15.2:

Teopema Hexa je n saiueopena upociia poimaciia ioeput u Hexa je
O 'flaura Koja Wje na rb0j, satium a Ma Koja koayupasa koja wosazu us O u
HeMa 3ajegHuUYKUX AYAKa C eHUM usuyama. Axko @oayilpaéa a uMa C poinwa-
cidoM Uospuwu T uapaw Opoj 3ajegHuuxux HAUAKA usu HUjegHy, Waga ceéaxa idaxea
uoayipasa uma ¢ oM poimaciioM #Ho8pwiu Gapan b6poj 3djeghuukux THQYAKa uUau
Hujegry; axo iigxk foayipasa a uma ¢ polwaciioM iloepuiu T hedapan 6poj 3ajeg-
HUYKUX Wauaka, Waga céaxa tuaxea uoayupaea uma € oM #HOBpHUU  Hetlapakr
opoj sagjegnuuxux idavaxa.

Joxa3 norocumo ckpahen. — Heka je ¢ Ma xoja npyra nosynpaea
koja mona3n ¥3 O M Heka je a paBaH Koja CaapAM mOJynpase a ¥ 4.

JoxaxnMo na B @' MMa C = HemapaH Opoj 3ajeHAYXMX Tauaxa. AXO
, PaBaH o CaipX® Makap jemHO TeMe porsbacTe MOBPIWHA 7, UOCTABMMO OpPBO
IBe paBHM, jeIHy KOja cajpXM MOJIYNIpasy 4 M APYry KOja CAOPXU MNONYTIPABY
a’, Taxo Aa Te OBE pPaBHH HE CaapXe HHJEHO TEME TE pOIJbacTe TOBPIIIM.
Hexka je 4’ jemna ox IBejy moNympaewWx Koje monase W3 O, 2 NpHmanajy mpe-
CeKy THMX JBejy paBRH. Taja JIOKaKMMO MpBO Jia ¢’ WMa ¢ = HenmapaH Opoj
3ajeEMUKMX Tayaxa, & 3ATHM, OAATINE, MCTO 33 &',
MoxeMO pakjie OpeTnOCTABUTH XA o He CAAPXKU HMjeqHO TEME PpOrIjha-
CTE DmOBPINU. .
Heka cy A,, A,,..., Ay, Upu veMy jé k HemapaH Opoj, 3ajeqHMHKe Ta4RE
OoilyopaBe a4 ca . Tarma Ay je mHa mBeCHOJ IJBOCHE (p;) POTIHACTE NOBPIIH,
Jaxie paBaH a cede TY IUbOCaH MO jemHOoj AYXH By By Ko;a canpXn Tadxy A,
AXO TIONIUTOH p, HHje HCIYIHeH, MOTY « H (p,) MMATH joLU 3ajeAHHMKHAX Ta4aka,
amu yoummo caMo By B,. Kpajesd Te nyxu ¢y Ha MBHIlaMa PoOIJbacTe TOBPIUH.
Haxne B; je Ha mpeccky PaBHH o €A U3BECHOM CYCeOHOM TIULOCHE (pg). Kaxo
paBaH o He CAagpXH TeMeHA DOIJbaCTe NOBPIOH, IUbOCAH (p,) je jeaHa ompe-
bera mwmwocan. Hexa je B,B; AyX TOora mpeceka OO HOBE HBHIIE POIJbacTe
TOBPIIM ¥ JIO Npeceka paBHE o €2 JNAabOM IULOCHM (py), MTH. Jako pnobujamo

U3OMILEHY JIMHH]Y B\B>B, . x01y obenexumo ca b, m KoOja je 3aTBOPCHE,
~Jep e, CBaKO EbeHO JeMe Ha _]emaq MBHIE POTIEACTE HOBPUIM HA KOjOj Ce ca-
crajy

0B by Je TpOCT, Jep porjbacTa MOBpIO 7 J& IpOCTa.
b CBH Mc%y CODOM "PA3IMuUUTA NOMIORA  Kad 1ITo
je monmuron b, w xo_m ccxy mOJNYmpaBy 4 Y TauykaMa Ay, dg..., Ap Axo
PaBaH @ MMA C POIIBACTOM MOBPUIA T 3aje[HHYKHMX Ta9aka KOje HE OpUUANAjy
TAM NOJWTOHEMA, Hexa je C, Taxsa Tauwka. Ilonasehm om C; ka0 MITO CMO
DOLUTY oAl Tayke A,, HaNa3uMO /14 IIOCTOJ| jOoIl jelaH MPOCT OOJIAIOH, PEIIMO ¢y,
KOJH je 3aje/IHAYKY NOJMjenpy = ¥ paBHH «, HO KOjU He ceve nojynpasy a. Heka
CY €, €g ..., C; CBU OBaKkBA HOJrOHW. Tayka O je H3BAH OBHX IOJHMIOHA.
Honurowu b, u ¢ (1—12, oy j=12,..., 5) BeMajy 3ajeqHUYKAX ' Ta-
yaka, jep je ® IpOCTa Mmo/ujelapcka MOBPIIL
Tauka O mMoxe OMTH y HEKMM OJ LONHIOH2 b; u pema HedwRADUjH
'15.6 monynipaBa g cede craxm y HemapHOM Opojy Tauaxa, a CRe 3ajeflHO, peIlUMO,
Ao anal : .
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y k Tavaka. Bpoj kX je napaH WM HenmapaH, mpeMa TOMe Ja JIH je SpOJ TUX _
TIOJIATOHA napaH WIH HenmapaH. Kako je Tayka () H3BaH OCTANAX OoJIvIOHa b,
“HOMyNpaRa a WX CCYE CBE 3ajefHO y OAPHOM DpOjy MMM HH Yy jemHoj, PemuMo
y 2! tavaka. IIpeMa Teopemut 15.2 cede M nomympaba 4’ CRakd OX IIOJIATOHA
y ¥ojuma je Tauxa O y HemapHOM Opojy Tayaka, Ma kaxko je &poj TMX mnoJsiu-
TOHA HMCTM 32 @ W @', Ceue WX YKYNHO Yy M3BeCHOM Opojy k' Tavaka, koju je
napal ako je Opoj k mapaH, a Heuapan ako je Opoj k Henapan. Csakm o
OCTaJIX DOJIMIOHa b; H CBaKH OX NIONHUIOHA ¢; Ce4e MOJynpaBa a’, TpeMa Teo-
peM 15.2 y maproM Opojy Tauaka wim HH y jemHOj, jep je Tagka O wu3saH
THX NOJMIOHA, Jakjle YKYITHO, PEeLMMO, y 2/' Tavaka.

IlpeMa TOMe, ako je ykyuas Opoj k+2/ Tavaka y KOjEMa DOJyNpaBa &
OPOAMPE KPO3 POTHacTy HOBpIN T Hemapas, onrorapajyhu Spoj &'+ 2I' 3a nomy-
npasy 4’ je Takole HemapaH; ako JM je OpBM OpOj NIApaH, H APYTH je IapaH.

Can moxeMo redwrHCATH H3pase ,y“ W ,,BaH'‘ pOrsbacTe No NOBPIIY.

Hedunmuja 17.10. Hexa je P Tauka rco_la He NpHUSIA H3BECHOj 3aTBOpE-
HoL_rlgo_c_l-QJ_pomac-rol nbnpmn d Ma Koja NoNynpaBa_Koja 1oyasu ¥3 W

~ HEMA 3ajelHMVKUX Ta4YaKa C IeHHM WBANAMa. Axo uoJypaBa 4 ceve porma-

~CTy WOBpLI § HeﬂapHOM Bpojy Tauaxa, pehu hemo na j€ Tauka Py T0]

———— ——

pc‘ﬁn*fremo-na Je Tma.—P “@38an” Te_POrikacte iloBpium
“VkynfoGT Taudka mpocTopa, Koje ey y por.u,ac*ro; noepind HasmealiemMo

EBCHOM ~PHympawrsowiiy; ~a YRYNHOCT Ta4yaka Koje C > _CY_ W3BAH HEC HE-CHOM ciio-
" BaursOURY J

10. 32 ucmymieHe pOTJBPACTE HOBpIOM IOCTOJH, rocedna, ciepehia reopema:

Teopema 17.10. IHoayiipasa koja fionasu u3 yMyilpawreociliu ucilyilueHe
poinaciie iioepuiu uMa ¢ HoM foepwu caMo jegHy 3ajeguuuky auxy.

Jdora3. Heka monympasa ¢ monasu W3 Tayke S KOja je Y WMCIYm4eHO]
pOrJbacToj DoBpLOM &, M Heka je § xoja OWIO Jpyra OOJyOpaBa KOjad IIOJIA3YU
3 S M HeMa 3ajeTHAYKUX Tayaxa ¢ MpunaMa mospum ¥ Csaka moyympasa
koja monasu M3 S, uMa ca £ npema pedvummuje 17.10 Hemapar Spoj 3ajemuu-
ukuX Tavaka, Jakjue ode moJynpabe MMajy 3ajenHo Oap Zse.

Heka je @ paBaH koja canpX® mnogynpase ¢ M s. [Ipema Teopemu 17.8
paBaH o ce9e POIbAaCTy OOBpM § IO M3BECHOM HcOydeHOM MHoroymyy p. Ho
Tauka S je y MHOroyriay p, jep mnolynpaBa a WMa ¢a £, nakie M ca p, Hena-
paH Opoj 3ajeHA4KUX Tauara. Jlaxne, npema Teopemu [5.15 momynpae a, AMa
ca M]-loroyrnom p, 1 npeMa ToMe Takohe ca &, TayHO jeHy 3ajeHHYXY TavuKy.

3a ucoynueHe pOrshacTe NOBPINM BAXKHA
JE B OBa TeopeMa:

Teopema 17.11. Pog uciiynuene polmaciiie
floépuiu jegnax je Hyau.

Hoxka3 pgonocuMo ckpahen. — Kax 6u

’*Ae poJ HemynueHe porisacte nosprmd § Guo sehu

ON Hylle, NOCTOj20 OH mNOBpaTaH Mpecek p =

AAAy. .. Ay xopa He pa3flaxe Ty OOBpLO, Tj.

aKO Cy ™ U 7' HCHE IJBOCHU Ca 3AjeNHMYKOM

Cn. 144 uBHIIOM AA4,, mocTojao Sm JlaHell [IbOCKY, Ty,

T3 ++., T KOJH CHEja 7 M ', JIA HeMa 3a-

jeNHMMKMX CTpaHMHA © p. Yo4rMO DOJIUIOR XOjH CC CacTOjU M3 c-rpanmxa noje-

JIMBUX TUROCHH TOT JIAKOa W OpOoJia3H kpos A. !-an je q=AB\B,. .. B, Taj mpocTA

poymroH (ci. 144). N

i . ! g
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TlipocHu n npmmaza Oyx AB; am, periMo, H3NOMILCHA JuAHja AB\B,
..B; TOr mnoONHroHa, NpBOj IULOCHW, 7; JaHNa NpHOAAa OyxX By By, wim
H3NOMIbeHa TUHUja By Biy4q - ..Bjs, OPYroj TUbOCHH, 7, MpANana OyXK BBy
WIM oneT M3JIOMJbCHa NMHHjA, MTA. A0 B;, m Harpar y A.

INonmynpabe AA;, AB;, ABy, ..., AB;, cy MBANle POFJba A, uHje WJHOCHH
cy yayomeHn yrioBd <X A;ABp, XByAB, ..., XB,AA,. Poram 1\ je jemmo-
CTpaHO paLIMpeH, jep CampXad je y porisy nNoJFjefiapcke MOBPIIH § ca TeMEHOM
A, a oraj je mpema Teopemu 17.6 wHcmynyeH, Hakie npema TeopeMu 16.6
jemHocTpano pammpeH. Porams A\ je ceMm Tora mpocrt, jep Kag He M Omo, zBe
Erose MMBOCHH OH MMalle 3ajeAavdKy jeHy monynpaBy Aa, xoja Du cexiia obe
JYXH MIY H3NIOMIbeHE JMHMJE, AEJIOBe HOJMIOHA ¢, 4 XOjM Ipunanajy Tum
ApeMa IUBOCHMMA, K TO Yy OBeMa pasHMM Tavkama. Jlaxne noxyapasa a On
AMaNa C g TPH 3ajeOHMYKe Tayke H NpeMa TOME monujenapcka mospi & He On
Suna mcmymacHa.

\360r HCMYITECHOCTH TOBPIIN E, cBe BCHE Tayke KOje HHCY Ha TUBOCHAMA
3 O canpxaHe ¢y y Jvjenpy 4uMja HBENA je mpasa AA,, nawie Teme Aﬁ je
y TOM adjenpy, Aaxide W y porissy i. Hamporms, TeMe A, je H3BaH A, jep
[jenap KoMe Cy CTpaHe IUBOCHM Ca 33jelJHUMKOM MBHIIOM AA; caapXH 0eo
poram A, ceM Herosa TeMeHa A.

Otyn 3axkibydyjeMo Ja U3NOMIheHA Jvuuja Ay A, . . . A, KOja chaja
Ta4ky y A ca T2a49KOM BaH A, WMa ¢ A Bap jenny mauxy C 3ajermmixy. Opo ce
n2Ko Aoxa3yje oMoy mpecexa porsba A W nonynpase AA, jemgoM PpaBHU.
Hajsan, monynpapa AC ceye 0Da mosmroHa p M ¢ y IBeMAa pasHUM Tadkama,
nakne npasa AC MMa € NOJHjeNPOM TPM 3ajegHUYKE Tayke, Tj. NOJMjenapcka
DOBpII HHje HCUYNYeHa, IITO je MPOTHBHO MIperuocTaBmi. — THMe je TeopeMa
JIOKA32HA.

11. Kao wro ¢MO pa3lIuKoBalld MHOrOYIrao O)i MHOroyraoHe MOBDINH,
Tako pA3THKYJEMO NOJMJENAPCKY YJIH, POTISaCTY—TUBPIY O4 po I Jb acTor
~TEJ4 JJIH NOJIH])CApa. YISHCCUMO NPBO YKPaTKO HEKE OA Hajocnommmx

“TIOjMOBA O MOJIAJEIPUMA.
monpﬂwena KOHaYaH JeO IIpocTopa, Orpa-

HMYCH jeHOM, mBeMa wmd BefimM OpojeM 3aTBOPEeHMX pOIJbAcTUX IOBDIOH.
3a Te moBpmMM NPETTIOCTABIGAMO [a HEeMajy HpPOCTMX 3ajcNANUYKMX Tayaka. AKO
HM Jé OpOj BehH Of 1, KakeMo Oa je NOJIHjeJap BHIMECTPYKO noBe3aH. AKO
My Ce UIOBpIN CacToji M3 N pOrbacTiX MOBpINH, Ha3nsamo Ia N-TOCTPYkO
nosezaEAM. TlpeMa TOMe monwjeHap KOjH WMa 32 MOBPIO CAMO jEOHY pormaCTy

TIOBPIII HA3UBAMO JCAHOCTPYKO LOBEIAHMM,
TONIONOTHjU C¢ NOCMAaTpajy TeJla OrpaHm4eHa

KakBEM OmWio (HempekMaHMM) nospliMMa. Te mnoBpH
Mory OutH pona Hyna wm eeher oxm Hyne. Ako ce ase
Tauke A ¥ B Ra nBeMa pasHEUM MOBpIIMMA 6 U ¢’ jeNHOT
Tena, Koje HeMajy 3ajeaHudKHX Ta4yaka, CIoje NpoCcTOM
JIBHUjOM (pEAMO WM3JIOMIECHOM) THjC Cy YHYTapHe Tagke
y ToM Temy — axo ce, tako pehn, Teno mpobome on A
no B (c.u 145) oSpazyjyhn y3auy ,,UeB“ AB, I8¢ MOBPLUA
cUu o Ccy crro_]ene y jendny H® 5p0_] IOBE3aHOCTH TEN1a
cMamyje ce 32 jegumuny. Axo je, gaxie, Teso N Cn. 145
-TOCTPYKO MOBE3aHO, HajMamHd OpOj TakBUX ,mpoboma‘,
noTpeSHEX Na DU ce CBe Mmerose OJBOjeHE TOBPIIH CIOjMIIE y jelHY je, OYH-
rienHo, jemHAK N. -

Jlobparay npecek wa jermoj o mospumn w3 xojux ce cactoju pyS jemmor

TeJI2 Je py0 OTBOpeHMX MOBPIUM (pemuMMO POTJLACTHX) XO{HMa CY OCTajle Tadike
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y ToM Teny. OpaxBy OTBODEHY LOBPIN Ha3MBaMO JeAHOCIABHMM DNPECeKOM TOT
poribacror tena. Hajselim Moryhu &poj jegHOCTaBHHX npeceka, Kojuma ce Teno
He pacnana (WM HE pa3iiaxe) Ha [BR2 HKIH BMINE KOoMaja je Opoj kxoju cMo
JeUHMCATH Xa0 P O JIOTWYHE POrJHacTe MOBPILM.

ITorujenpr Mory 3aTHM OHTH KOHa9HM MiH DecxoHavAM. KOHAYRM Cy OHM
‘YHje Ta4ke Cy CAApPXAHE CBE Yy KOHAYHOM HENy NMpocTopd, HECKOHAYAM OHM 34
KOje Taxap KOHAYaH JeO YPOCTOpa HE YIOCTOJH.

3aycTaBEMO ce Ha KOHAYHWM, JeAHOCTPYKO MOBE3AHHMM POITHACTHM TEIIMMA.

12. Vcrajamo cnenehy nedurmmajy jeaAHOCTPYXO DOBE3aHOI POrJBACTOr Tea:

Hedummmja 17.11. JIux xOjH €& €acToju M3 YPOCTe 3aTBOPEHE POrJHLACTE
TOBPIIM H ELEHE YHYTPAIELOCTH HAZHBAMO jegHOCUIDYKO #08€3aHUM pOLbaCuM
' ieAOM WU jegHOCIUpyKO iiogezanuMm uoaujegpomM. CaMa Ta PpoOrjbacrta HNOBPLY
Ha3UBa C¢ Hospus Hoaujegpa M Xaxe Ce Ja je NoJmMjenap oipaHuier CBOjOM MOBPLIH.

Temena, wBRUE, WHOCHM M POTJHEBE POrJBACTMX JIOBPIITH HA3WBAMO idene-
HUMa, UusuyaMa, UmOCHUMA Y poilsesuma Tor noaujenpa. Pom porspacre
TIOBPIIA Ha3WBAMO pOogoM MONHU]jenp a. Axo je noiMjenapcka TOBPLI HCMyN-
YeHa WIH ynybibeHa, kaxeMO M 3a MOJMjenap Aa je uciyilvenw OJHOCHO ygyOsveH.

Kakxo HeheMo mpoydaBatm BHMIIECTPYKO NOBE3aHe mONMjenpe, Ha3mealiemo
jJemHOCTPYXONOBE3aHE XKPaTKO nonujenpnma B POTJLACTHM
TenumMma.

IlpeMa 5pojy NJHOCHH, TIONMjenap c4 YeTMpPH IUEOCHH HA3WBA ¢ TETpaenap
(3eTBOPOIJBOCHHUK), €2 MET YULOCHM HeHTaemap (MeTOIUbOCHHK) HTA. — IPYKUM
Ha3MBHMA. \

Tonujenpe BieMo 0SenexapaTH BEIMKAM TPUKAM CIORMMA KM, 2KO je T1oNM-
jeApy moBpm w, 3RakoM (=), MM Dax nomoly meroemx Temesa, Hanp. ABCD.

IIpro Ile(})mmmuMo pasnarame DONEjenpa.

Hedmmpja 17.12. Pebim fiemo na je uom{]enap I1 pa3110)1c‘6‘H Ha IOJNHjenpe
M, M, ... 01, wm pa je croxen M3 EBHUX axo je Caka YHyTapBa Tauyka
no:m_]enpa II Koja He mpumana NOBPIIMMA nom_]enapa n, m,..., I,,
yjenHo YHyTapra Tavka jegHOT M caMO jeQHOr MOOJMjeénpa OBOT HM3a M aKo
je cmaxa yHyTapma Tayka CBaKOl OO OBMX YOIHMjeAapa YjenHO YHYTapBa
Tayka no.rmjc;rpa I1.

Axo je r[om{]enap IT cooxern wu3 uonn]enapa OuvY, VY,... Y, pehn
hemo Takohe nma cy momjenpy @ gogaiiu nomueupn Y, ¥,... ¥,

Hoxaxnmo ypBo cnemelly TeopeMy, xoja omromapa Teopewm 15.20 o
ACTYYIYEHMM MHOTOYTIIHMA.

Teopema 17.11. Cearu ucityituer iosujegap ca éuwe 0g ueiliupu iheMena
MOXe Ce pasnoxuuiu wa iueiipaegpe.

Hoxa3. Heka _|e S Ma kxoja Tauka y nonmjenpy (), JHja nonpm ™ Je
vcoymuena. Heka ¢y 7y, g, ..., Tom TULOCHH moiujémpa (7). Ayxu xoje cuajajy
TavKy S ca temMeEmMa, peuumMo A;, A,, ..., Ay, IUBOCHH T, jeCy MBHIE YIOJH-
jempa kome ¢y Tauxe Ay, Ag, ..., Ay ¥ S TeMEHd, a MHOroyraoHa MOBpLI 7ty
M TpPOyTaoHe TORpHM (AyAgS), (AzASS), ooy (AnA;S) ¢y My wsocHm. Hexa je
(oy) Taj nomjenap.- Kaxo je mpema Teopemm 17.5 wrwocan =, MCmymicHa, cBa
TeMeHa nonmjenpa (o;) €Y C jenHe CTpaHe CBAKE On n, DPaBHH A;A4,S, ApA3S,

, A,A,S, ceM Tpu TeMeHa Koja cy y moTuuHoj pauu. Kaxo je cem Tora S
JenMHO TeMe BaH IUBOCHHA T, yonHjenap (o) je mpema Aepuuwumniy 17.9 ucmyn-
seH. Mcro Taxo cy mermyr™enu W yomujenpH (o), (o3),---, (6,), KOJAMZ Cy
3ajeJHAYKE MIBOCHU C (TT) PEIOM Ty, Tgy ..., Tp

Hexa je P ma xoja Tauka y (w), pa3mayuTa oA S, H XOja HMje HA YIOIA-
jenpuMa (o;). Ha ocuosm nedwmemnmje 17.10 u T1eopeMe 17.7 nosympasa SP
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Opopupe Kpo3 jeSHYy OX IJROCHU norm_]eupa ™ Yy H3BeCHO] Tauku 7, nakie
moNynpasa cajipkana Ha 0BOj NOJYNPaBOj H Koja Mojas® M3 P yMa ¢ ™ camo
Tayky 7 3ajemrmuky. Jakje Tadxa P je y JeMHOM M CaMO Y jeDHOM HOJHjeApY
(c;). OBpatHO, axo je P Tayka y jeqAOM OX THUX TIOJMjelapa, MONYNOpaBa Cajap-
WaFa Ha DoaynpaBoj SP, u xoja moyiasm m3 P nponupe NOTHYAY TJEOCAH MOMH-~
jempa (n) y m3BecHoj Tauku 7, paxie mo nedwmuuujm 17.10 Tauxa 7 je vy
noaxjenpy ().

Haxkne nomjenap () je mo medumuuuju 17.12 pasmoxen Ha nommjeape (o).

Hexa je mpema Teopemn 15.18 mmocan m,, Tj. mwbocan (A4, Ag, ..., Auy),
pa3noxeHa Ha TPOYraoHe IOBPIM, peupMo Ha (AyAyAg), (A1 AzAy), ..., (AyA,—
A,;)- CIM9H0 Xa0 TIPETXOXMHO NOKA3yje ce na je momijenap (m,) - pasnoXeH Ha
TeTpaepipe AlAzAsS, A, A3A,S, ..., AyApy1AnS. — Taxo je ceakm noJidjenap
() (i=1,2,..., m) pa3noxeH Ha TeTpaeckpe.

TrMa je patu nomjenap (w) Pa3noKeH Ha TeTpaenpe, Kao IITO cne,uy]c
ommax 13 aedpunauumje 17.12. — Twume je aoka3 3aBplOeH.

Capg MoOXeMO Ia HOKaXeMO HUCTY TEOpeMy Ma 34 KakBe jeHHOCTPYKO
NoBe3aHe NoNMjeape, any NPETROLHO Jokaxumo cieaehy teopemy:

Teopema 17.12. Csaxu ygybrenu tioaujegap moxce ce iioMohy pasru xojuma
upuiiagajy meiose U/bOCKU, pA3A0RUMIU Ha ucuyuyeHe uoaujegpe.

Hoxa3 je aHarnoraH jnoka3y teopeme 15.20 w 3aTO ra QOHOCAMO CXpa-
Beno. — ITocMaTpajMO pPaBHHM KOJAMA PEIOM NpPHIajajy IUbOCHH IaTe porjha-
cre noppum 7. Cpaka Taxksa paBaH MMa ca mnoawjedpoM (m) M3BEcTaH Jpoj
3ajeJHAYKEX NOJUITOACKAX mnoppim. ObenexmMo cnosoM 8 Ma Kojy om TuX
TIOJIMTOHCKMX HOBPIIN.

Joxasyjemo na je yxyrmHouthy Tux nospuid 3 monmjenap (r) pasnoXxeH Ha
HCOyIeHe moJijeape (aHaioro mokasy rteopeMe 15.20), pexumo na (), (),
. (7). 3aTM ZoKa3yjeMO Ma 3a Kojy Tadky P Koja He npumafa UOJIATOF-
CKMM moBpmpMa 8, aymu je.y (xn), na je Takohe y jemHoM H ¢aMo jeZHOM O
HemymueHuX nondjemapa (w) (i=1,2,..., k) 4, obpatHo, ga je cBaka Tauxa,
k0j)a je y (w;) Takolie y (x). — TuMe ce noxasyje pa je maTH nommjenap ()
pasNiokeH Ha MUCNym4eHe noJmjenpe (m).

- TeopeMa 17.13. Csaxu floaujegap ca euwe og ueiliupu iliemeHa Moxxke ce
pasnoxkuiy Ho iletipaegpe. '

Joxa3s je y3 npuMcHy NpeTXoAHe TeopeMe, NOTIYHO aHalloraH XPYyroM
jaoxa3y Teopeme 15.7 (ma ctp. 94).

13. ITocToje Teopeme xoje yTephyjy omHoce camMo m3Melly 6poja TemeHa,
WBHUA ¥ IUBOCHU jeJHOT moJmMjeApa. VI Te TeopeMe Cy TONOJIOINKE IO CBOjO)
nprpoan. HezaBucHe cy y Tonmkoj MepH OX OOJIMKa NONHjeApa, 7ia OCTajy Ha
CHA3M ¥ Kaj C¢ TOJMjelap Ha KOjH OMno HauuH HenpexuarHo HedopmMuiie, HE
Mewajyin My pon. (Te teopeme Bpene M 3a ,ionMjepe’ KojUMa ILLOCHU HUCY
paBHe, HUTH HBMWIE TpasojmHEjcke.) Mmamo, Taxo, ciemehe nse TeopeMe:

Teopema -'ﬁ./IS Tpociipyku bpoj themerna, Kao u @pociipyru 6poj imocHu
Upociiol voauje uje nuxag eehu og geociupyxol Opuoja relosux ueuua.

Aokas. Heka je bpoj TemecHa ¢, Spoj msocHu p, bpoj mewuia i Kako ce
y CBAKOM TEMEHY cacTtajy Sap TPH HUBMIE, 8po) 3t je jemmax WM Mamha On
ABOCTPYXOT o6poja meuma, Tj. om 2i, jep CBaka HBHIIA AONA3A ARBAIyT Y oSanp
jenaRmyT DOCMaTpajyhd ka0 TemMe jenaH BeH Kpaj, APYTH TYT HeH Kpaj.
Haxne uMamo

3t<2{

-
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Kako cpaka IULOCAH MMa §ap TPH WBHIE K20 CTDAHMIE, opoj 3p je, ucro
Takd, jeNHak MM Mawu Of HBOCTPYKOr Opoja MBUIA, Tj..HEMamo

- 7‘\ 3p<2U
Teopema {17.16. \Bpoj yiroea csaxol fiosujegpa je geaiyii eehu og bpoja
relosux usuya. .- \

JHoxkas. Bpoj yriioa cBake HONUIOHCKE IIOBPLEM, IUROCHM NONHjeapa
jemHax je Opojy mweHHX CcTpammua. Jaxime, Opoj csux yriopa jegEak je Opojy
CBHX CTPaHHU2 HA CBHM IUBOCHMMa, NMpH 4YeMy Tpeda cBaxy HBHIY NOnMjespa
padYyHaTH ABANlyT, jep TpuUIIafa JBEMa .CYCETEHM IUbOCHEMa. Jlakie, Opoj cBHX
YTJIOBa jenHax je JBOCTPYKOM Opojy CBHX HBHUA.

—_

- 13. Unyhia Teopema je mo3zmata OjnepoBa TeopeMa O UOJOMje-
apuma (Leonhard Eeuler, 1707—1783). Ty T je _npe Ojnepa ' npoBa-
Juao Descartes, a Ojnep je, BepoBaTHO, IpBH HoKa32o. Mu hemo Ty TeqpeMy

¥ MCKa3aTH M JOKA3aTH 3a NPOCTE 3aTBOpeHe HONMjeApe YW]d poX je HyJa M ‘uje
“TUBOCHM Cy jeTHOCTPYKO mOBe3aHe. Tana WM3Mehy Opoja TeMeHa f, 0poja HBHLNA
~75p0ja IULOCHH p TNONHjEOPA NOCTOJM YBEK OIHOC:

t—i+p=2.

HauvoMenra., OmuTuju omHOC 3a MpoOCTe 3aTBOPERE NOJMJEAPE Ma KOT
poma r (¢=0, 1, 2, ...) rmacu:

t—i+p=2-2r.
- 4 .
AKo mnoBpin Huje 3aTBOpeHa, Hero WMa k pybosa, obpasanm je
* (—i4p=2-2r—k.

Axo OpojeBe TIOBe3aHOCTH MOjeTHHAX TUHOCHH, YMalheHe 3a jeamHHLYy, ¢abe-
PEMO OpPero CBMX IUBOCHM W Taj 30up obenesamo ca s, Tajda je

t-—i+p 2—2r—k+s.
Bpoj t—i+ p je mcTm 3a cme ToJmjefipe MCTOT pofia M ¢ MCTHM SpojeM

pySoBa u 30Be Kapaxidepuciiuxa joaujegpa. A
Teopemag Viyitan bpoj twemerna u @m0cHu Gpociliol woaujegpa Hyaoi

poga, ca jegroc liosesaruM lmocHuMa, je 3a gea eehu og bpoja rveiosux usuya.
Hoxa3. Obenexmeua Hpoj TemeHa, HBHLA ¥ IUBOCHM PelIOM CIIOBHMA

!, i, p, OLPEEMO BpPEOHOCT KapaxTepACTHKe noymjenpa: z=1¢—i+p. YV Ty CBpXy

PA3JNOKAMO _NPREO- CBAKY IUBOCAH HOINHMjeApa Ha TPOYraoHe HOBPLIH, CaoBpasns

Teopemd 15.7 (wm ommTEjo] Teopemu LS. 24). Paznarameé ce BpIE Ha .TeMeJsy
Aeopeme. 156 (6mn: “1523)73atronnm PASIATZBCM | noméhy YBYTapmuX ndjé-
__Topana. Rkl
Cpaka yHyTapma m‘qaronana pa3nake jeJTAOCTPYKO. IOBE3aHY IOJATOHCKY
yioBpil Ba pBe. Jlakie, axo YHYTapH:O0M AMjarcHaJIoM d pa3jIOXEMO jefHY RIbO-
CaH Ha JB¢ HOJIATOHCKE MOBpIM, Opoj TeMeHa I C¢ He Mema. AJIM akKO y MBHLE
.ypadynamo m nHjaropany d, &poj i ce moeehao 3a 1. Cxsatajylim m Opoj
TUBOCHH p KaO TEJIOKYDHH Opoj MOJHATOHCKAX HOBPLIM, HANa3EMO Ja ¢¢ U 5poj
p uorehao 3a 1. Jlakne Opoj z ce TMM pa3narameM He "Mema. IIpemMa ToMe,
HA Kalla yoYeHy IUbOCAH Ppa3jiOXWMO HA TPOYraoHe MOBpIM, N4 HH Kajga TO
YIMAEMO ca CBHM IUBOCHMMA NOJEjeapa, Opoj) z ce He Mema. Bpojesn i m p
cy ce mopehama 3a mctE meo Opoj, ma HMaMo oreT {—i+p=2z.

Ha SneMo oxperpym Spoj £ mocMaTpajMo H3BECHHM peloM MHomTBo M
 TPOYTaOHMX HOBpIM Koje CMO foDWnu paznarameM, Oe3 0D3Mpa HA TO KOJUM
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TULOCHEUMa npmnana)y. Heka ux je ceera m. Cpaxa CTpaHMHa TPOYTaoHe NOBPLON
je cTpaHHOa joil jemHE W CaMO jeHe TPOYTAOHE TOBPIIIH.

Hexa je 7, koja Smio Tpoyraoma poepun MuowTea M. Hlro ce tuve Spo-
jeBa ¢, i, p, 3a caMy Ty noBpul HMaMo (=3, i=3 p=1, nakne z=1.

Heka je 7, cycemna tpoyraona mospiu (cn. 146). JlomasameM Te HOBPIIM
bpoj t ce noseha 3a 1, Opoj i 3a 2 a Opoj p 3a 1, makye, omet je z=1.
/Ofe_mospum_sajefro_cavyanaiy, axe NpENANajy jemxoj passm,
“YeTBOPOYraOHY WJHM TPOYraoHy WOBpOI; ako He NPHUAAA]y UCTOj
"PaBHM, caWmaBajy OTBOpEH HONMAjeNap Ca ABe IUBOCHH, WA PYO

je IpocTopaH 9ETB . -
@”;;z;‘mo HOBy TpOYTAaOHY WOBPII 74, CyCeaHY IPETXOM- ‘
HnMa. IlocToje 1iBE hHocTH: 73 ¥UMa caMo jegHy crpalmny

3ajeJHAYKY Ca T; U Ty, WINM ABe HeHLe 3ajegHmEake (ci. 147, a Cn. 146

b). V mpsom cmywajy ¢ ce noseha 3a 1, i3a 2,ap3a l;y npymM CIIy%ajy

t ocraje mero, i ce moseha 3a 1 w p3a 1. V oba ciyuaja je omer z=1.
4

Cse TPY NOBPIIH 3ajemao o0pasyjy y omuTeM
Cliyuajy moldjemap Ymjd Pyo je mpocTopaH IETOpO-
yrao.
HacrasaMo fofiapare NOjeqVHEX TPpoyrao-
HHX NOBPUIM, TaxO Ja MHOIITBY TPOYTAaOHMX IIOBp-
T /A I Ty, Tg ..., T Kkoje cMO Beh oSpasoanlz ;!
- Koje 0OenexnMo ca a, (1 << M) I0AaMO Ma XOjy TPoy-
ra0Hy Hospll osor MHoinTea. lera je 7,4, HOBA
Ci. 147 oospur.  OBo je, ouurnemno, Mmoryle noroa ce o,
He cacrojn U3 CBHX eJieMeHaTa MHoWTBa M.

TIlospin o, je 32 n=1,2, 3, monujefap wAjE pyd Je jemaH TPOCT DOJNHTOH.
U najbeM OONABAKY eroymormx OOBpIIM 6, OCTdje uonujenap, jep nopa-
BAEM JEMIHE - TIOBPIIA MHOLITBY 6,, koje je mpema medusu-
maju 17.3 poBe3aHo, TO MHOLUTBO __OCTaje NOBE3AHO. BpojeBe t, i, p ¥ z 32

OOBpII o, OBETERIMO cat, i, p, ¥ Zr

PPN

Tntl nocro_|c cremene MOWCTH
1. 7,4, HMa ca o, CaMO jenHy CTpaHEILy 3ajJeqHHYKY. Tana ce AoraBakeM
TPOYraoHe NOBPIM 7,4, Opoj i cTpawwna noseha 3a 2. Kaxo cy l(pa._]eBH 3ajesi-
HHYKe CTPAaHULE ABA TEMEHA MORPIOH Ty, Ta JIRa TeMeHa NPHNajajy ¥ UOBpIIH
»- 1pehe TeMe TOBpIM t,., MOXE Ce NOKJIANATH W4 He JIOKJANATH C TeMe-
HHMa OOBpL o, (RKao 3a n=1 u 2). [IpetnocTaBuMo na ce He nomana Tana
ce Bpoj t TeMeHa IONaBameM LOBPIUH T,y; moBehasa 3a 1. Kako cefu,Opoj p
mwsocHR mopeha 3a 1, @Mamo Zp41 =2
2. T,4y ¥Ma C o, OIeT CaMo jemHY 3ajeJAUIKY
cTpanany, any Ipehie TeMe TPOyraoHe MOBPITHU T,y
OOKJIana ce ¢ jeNHMM TeMEeHOM MHOBpIIA o, Taja

dpoj ¢ ocraje moti. Kako ce i moseha 3a 2, ap 3a
1, mmamo 2, =2z,— 1,

V oBoM exyuajy, axo je AB 3ajenuHuxa cTpa-
HHIla OOBPUIA 6, H 7,4, (cil. 148), Tpehie TemMe C
TPOYraoE€ TIOBpIIM <,,, HYje Ha pydy nospum o,
cycenHo fre'iwe TeMeny A wima B. Kan Ou, HamMe,
TeMe C OHNO Ba o, CyCeHO TEMEHY A, CTpaHMOa
AC bu Owia 3ajeqHHYKA MOBPIIMMA G, M T,yq, & KaJl O Ha o, TeMe C &mio
CycenHo TeMeHy B, crpammua BC ou Ouna 3ajenHEMYKa, MPOTHBHO IPETIOCTABIM. .

Ci. 148
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Haxne Taukama A, B, C pyd moepumuM o, je pa3jioxkeH Ha AyX AB u Ha
IIBe NpocTe U3NOMIkeHe JmHuje A...M...C u B...N...C. Pyd nospmu
Op41=0n+Tpnyy CaACTOJU Ce NaKyle M3 ABa npocta MHOroyriia A...M...C¥u
B...N...C, ca 3ajenpuuxkoM Taukom C.

3. 1,43 MIMa ca o, ABE CTPaHMIC 3ajeAHHYRE, AAKJIC CAaMO jejIHa CTpaHMLa
je HoBa,  Tj. Bpoj i ce noseha 3a 1, xao u Bpoj p. Bpoj ¢ ocraje mcTH, Iakie
ONET j€ Zyyy=2,. .

4. 134, MMA Ca o, CBe TPH CrpaHMIle 3ajemuuuke (ci. 149). Tana ce dpo-
JEBH [ W i He Memajy, ma Kako ce p vmoseha 3a 1, yMaMo z,,=2z,.4 "\

. %

. OV

Bunfimo ma¥te npa monmaBaieM HOBE TPOYHaoHE'
nospmu Spoj z ocraje UCTH y chyvyajeBuMa 1 ® 3, a
NMPOMERN Ce¢ Y cnydajeBMMa 2 ¥ 4. AKo, HauMe, ZO-
laBameM TPOYraoHe NMOBPINM 3Mja CBa TP TEMEHA (a
He CBE TPU CTPAHUIE) NPUTIANAJY DNOJHJENAPCKO] MOBPIIM
6,y OpPOj WPOCTHX MHOIOYIJIOBAa KOjU caudmaBdjy pyod
noJiijeiapcke HNOBpUIA 6, HapacTte oA 1 Ha 2, dpoj z

Cr 149 ce cMamHd 3a l; axo ce Nak JIOHaBakeM TPOYraoHe
. NOBpLUM FHje CBE TPM CTpaHUIle NMpWIafajy NMoNMjeAap-
CKOj MOBpUTH o6, Opoj THX MHOroyrioBa cmawyM 3a 1, dpoj z ce moseha 3a 1.

Osaj 3akibymak Bpegd ¥ Kag ce pyd moBpum o, HE CacTOji caMo M3
jemHOr npoctor MHEoroyrja. 3a cxydajese 1, 3 W 4 To je jacHO, jep y HOTH-
YHUM NOCMATpPamMMa HHje ped o DOpojy npocTux MHOro-
yriaoBa u3 KOJHX Ce cacToj¥ pyd monujesapcke NMOBpIIM
o, ¥V cCiyyajy 2 HCcka je mak crpamMiia AB TpoyraoHe
NOBPIIM T, CTPAHHL@ NPOCTOr MEOroyria /=AB... M
...A4 Tora pyba. Tama je Tpehe TemMe C DOBPILA Tpiq
TeMe HCTOr MHAOTOyIria /. -

. IlpermocraBuMoO, HamMc, Ha TteMe C npunana mopy-
TOM OpocToM MHoroyriay !’ pyba nonMjerapcke NOBpPINA
o, (cn. 150). Tama je nyx AC 3ajegEuMMEa CTpaHMIR
DOBPIUK T, M CcyceaHe Tpoyraome moepmu (ACD), xoja
umMma Takole TemeHa Ha oba moymroHa I u !, WcTo Tako,
AD je 3ajenrvvka crpapmia nospum (ACD) u woj cycenme
NOBPIIY, KOja HMa MCTO CBOjcTBO, WrA. CBaka cTpaMuua moysirosa / je yjemno
CTpaHHALIA TPOYraoHe MOBPIUH KOja MMa TeMe 3ajenHuiko ca I, m obpartHo.

Kaxo je ® npe JfopgaBaka TPOYTaoHE MOBP-
MK T,y DOJMjeAapcka @OBpWI G, @OBE3aHO
MHOWITBO TPOYraOHMX TOBPIOR, NOJMjEHaApCKa
MOBpIN KOja HacTaje OOAaBAHWEM CBHX TpPOYTao-
BYX DOBpUM ca crpapmuama / u I’ MMa CBOJCTBO
Ja ra oomuroH / (a B cto Tako M ") He paing-

xe. Ilpema nedumuumiu 17.6 ! v I’ cy noppaTHH
fnpmmm,_iﬂ
178 oBa) Huje HyJTOr pola, NPOTHBHO LPETIO-
CTaBOA TEOPEMeE KQjY. JIOKAIWEMO. ‘

Hakie, Tpehe Teme C TpoyraoHe OOBpIIY
Th41 J€ TEME MCTOr MHEoroyrna 1=A4B...M... A
CL 151 (koMe mpEmama y crpanuna A4B), B8 Koje HHje
cycenno TemeruMa A M B (ci 151). Haxue,

JOJAaBAEM NOBPIA T, JODMjaMO HAMECTO OBOI MHOIOyrjia ABa HOBa, A...M
...C m B...N...C. Ilpu. ToMe je, 3aucTa, 2,.,=2£,—1, ka0 y ciydajy 2.
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TlocMarpajMoO jom jeHOM HU3 NMOJMJENAPA Gy, Gy, .., Gp, CBUX Y MHOIOTBY
M. 32 npBe wiaHOBE TOr HM3a, PCIMMO CBe IO o, PyD noimjenpa ce cacroju
M3 jeIHOT OpocTor moJrona. MiMamo
Ly=Zy=...=2z=1.
3atiM moctoje naBe MoryhHOCTH:

) ;=m—1, T1j. npeocraje JOII CaMO jeHAa TPOyraoWa MOBpUI, 2 Tajaad
je To Tpehu ciyHqaj, naxie z,=2z,+ 1=2;

2) 32 fJamM HU3 WIAHOBA, Guj41, Otz ---» Ong PYO C cacroju M3 npa
npocta nomurona. Kao mro ¢cMo Aoxa3aii, Taga je

Zm+1= Zn142 = - - =an=21— 1.
3aTuM nocroje omer ABe MOTyYhHOCTM:

1) Jenam npoct muoroyrao pyba NOJIHIENPA Gy j€ TPOYrao, d Tpgyy MMA
Taj Tpoyrao 3a CBOj py6 Jakjie mOpeMa ciyuajy 4 J& zZygi1 =2z, + 1=2, a o6,
HMa Cajl OmeT caMO jefaH MHOTOyrao Ha pybdy,;

2) ©poj NMpOCTUX MOJMroHa Ha pPydy HONMjeOpPa o, je Behu 3a 1, T).
caj je 3, a OpH TOMe je, mpeMa CIy9ajy 2, Zmyy=2Zm— 1 =2,

Vkpatko, xap rox Spoj k OpocTux ponuroHa Ha pyby nonm_gaggx}{x

noppitd o, Hapactc 3a 1, 6po_1 z onajmEe 3a 1, a Kan roj Opoj k omajaHe 32
1, Spoj z Hapacre 3a 1. AKO y TOKy OOJABama TPOYrAOHHX MOBPLIM T, OpOj
. MPOCTHX HOJMroHa Ha pydy mospum o, Syme k (=1,2,...), umMamMo gakiue
z,=2,—k+ 1 =2—k. Kaxo Hamocnetky 6poj NpOCTUX NOJMroHa Ha pydy omagHe
Ha l nma Ha 0, HMaMo yBeK Zz,,==2. Kaxco je y- noqe“rxy OBOr JI0Ka3a yTBpherHo,

TEOPCMA NOKa3aHa.

Hanomena. Hezsaraum JOMyHAM2 y MOpPeTXOZHOM JOKa3ly JIako je JOKa-
3atu OjepoBy TeopeMy 3a TOJMjeipe Ma KOI poJa, na U KaJ mOJMjeIpH HUCY
3atBOpeBM. OBO ce npenymura YHTaoLy.

15. Tlomohy OjnepoBe TeopeMe MOXEMO HAOKAa3aTH jOI HEKE O SpojeBumMa
£, i ¥ p IPOCTMX 3aTBOPEHNMX NOJMjeapa KOjUMa Cy IUbOCHH jeTHOCTPYKO NOBE3aHe.
Teopema '17.18. V ipociuom s3aiieoperoM nonujegpy ca jegHociipyko uoée-

30HUM UAOCHUMA KaKo 3a Opoj themena t, itiako u 3a 6poj UnoCKU P, Y OgHOCY
Ha 6p01 usuya i iiocitoje pesauuje:

. i+6<<3t<,
i+6<<3pg2
Taxobe je
t+4<2p
u obpaitno
p+4<t.

Hoxa3s. Ilpema Teopemu 17.14 je 3p << 2i, 2 u3 TeopeMe 17.16 cienyje
p=i+2—t¢, pakne 3i+6-—3t<< 2, a otyA

. ’ - i+6 3t (D
Ilpema Teopemu 17.14 je Takobe 31<2i, 2 oTyn clleayje Ha clWdal HAYMH

i+6<3p. Y
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Axo y HejerHaumEy (1) CcTaBMMO NpeMa TeopeMHd i=p+ !~ 2, HaJNa3HMO
PHt+43tg2p+2t—4.

W3 IncBe HejenHauMHe chaenyje p+4<2t, 2 U3 neceEe t<2p—4, 1j. 1+4
< 2p, — Tume je uena TeopemMa HOKa3aHA.

Teopema 17.19. Hema ipociiioi saiieopeHol uorujegpa ca jegHOCUIpyKo 10 6e-
SaHuUM #/bOCHUMA, Koju Ou UMao Mare 0g Wechl usuya, HUillu ca cegam USUUd,

Hoxa3s Vourmo jenny mbocaH. Ako joj je pyd Tpoyrao, mocroje jour
HajMake TpM MJajbe HWBHIE, Y CBAKOM TEMEHY TPOyria MO jeaHd, JAKJIE CBEra
HajMake IecT MBMIA. AKO je pyd mnpse NIBOCHH YETBOPOYrao, MOCTOje jOI
HAjMaEbC 9eTHpH NaJbe MBUIIE, 2KO j€ HEeTOyrao, jolll HajMame meT, uTA. Jlakie,
bpoj wBHMUa moyMjenpa He MOXe OUTU Mamwy Of IHECT.

Bpoj mBulla He Moxe OHTM cemaM, jep Ou M3 mpBe ,zmocrpyxe HejeHa-
qvHe y Teopemu 17.17 cneposano 13 3¢ 14, 1. 13 /3t & 14/ 3, nakne ¢
ue du Morao HuTE meo Opoj.

Teopema 17.20. ¥V ilpociiom saitisopenoM ioasujegpy ca jegrocuipyko iiose-
30RUM H/BOCHUMA He MOIY (8e UMOCKHU UMaiu upexo Heid culpanuua, Huildu ce
MOy Yy c8uM polmbeeuMa cacilajaiiv Uupexo tew w/aOCHU.

Hoxa3 Kap Bw cBe mwhOCHM WMMajie BUINe OX IeT CTpapMua, duo Ou
~ mBocTpyx Opo) wmumma Oap 6p, T). 6p<2i, a otyn 3p<i. To ce mpotusu
HejemHayney i+ 6 < 3p y Teopemu 17.19.

Kon &4 ce y CBHM poOrneBEMA CACT2ja)I0 BMILE OX IeT UBWO2, DHO Du
JeocTpyk Spoj mBMua Dap 61, 1j. 62 < 2i, a oTyR 3p < i. To ce MpoTHBHU Hejen-
Ha4nHM i+ 6 <31 y Teopemu 17.17.

3AJAIIM 3A BEXBAWE®*.
. n -
1. [loxa3aT ga Kpo3 » TauaKa OpoJia3e HajBHILE (?) MpaBAX KOje Ca-

OpXe HajMamke MO ABE OJf THX TAYAKA.

2. V xonuko Tayaka Mory ce y jemaoj paBEm cehw a) Tpu mpase, )
YeTHpM npaBe, B) n IpaBux (n=23,...).

3. MNoeyhr y jemnoj pasEA HajMamM Moryhm Opoj mpaBux Tako jga ce .y
m Tavaka CEKy IO TpH mpaBe a) 32 m=1, 2, 3, 4, 5, 8) 3am=6,B)3a m=7,
r) 3a m>7 Komuxm je Opoj TEx mpaBux? V KOMMKO Tadaka MOry Cé CBakM
nyT ceh®, ceM Tora, UO Jpe Opabe?

4. Ilopylim y jenno} pasHM BEajMamM Moryh® 5poj IpaBHX, TAKO Ja ce ¥
m Tadaka CeKy mo § mpaBmx (s=4, 5,...) 3a m=1, 2, 3,... ,

5. V kommko mnpaeux Mory ce celiv m pasmm (m=2, 3,...). V KonEko
Tadaka CeKy ¢e Taja OO TPpM WM BHIle pPaBHK T

6. KoHcTpyncath HajMamud Moryhm Spoj paBHR Taxo A2 ¢e Y m Tavaxa
CeKy MO YeTHPH PABHH.

" 7. KoHcTpyucatd HajMamH Moryhu Spoj paBHA Tako Xa Cé y p OpaBHX

ceXy mO TPU paBHH. ¥V KakBOM TOJNIOXKAjy Tpeda pma Byay Te mpase?

8. HloxasaTd na cBe IpaBe Koje chajajy jefHy Ta9kKy BaH jeMHE Opase ca
TAYKAMA Te MPaBe, NPHOANAJy jemHO] PABHH.

9. JlokasaTw fa IBe NpaBe Koje HACY CaipxaHe y HCTO_] paBHE Hemajy
3a)eTHAYKAX Tavaka. i

T ¢ Bump Bupm prcryn, &p. 11.
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10. Axo paBam o canpx¥ Opany g W paBaH 3 nmpaBy b M ako0 paBHA «
H f wmMajy 3ajeniEIKy Tayky P BaH a M b, a Opase @ ¥ b 3ajefHUYKY Tauky
0O, IoKa3aTH Na ce Taga o H B cexy no mpasoj PQ.

11. Hokazarm na nocroje §ap TpH OpaBe Koje MMy 3ajeHHYKY TadKy
'a He NpHEMajajy MCTOj PaBHE.

12. Hoka3aTH na mnocroje Hap dYeTHpH paBHA KoOje ce ABe MO JiBE CEKy.

13. )Z[oxaaa'm Aa Kpo3 CBaKy TauKy nposia3e Dap TpHU mpabe Koje He Ipu-
nanajy MCToj pPaBHH.

14. [loxasaty jga kpo3 cBaKky Ta4Ky npona3e Oap TpE paBHM.

15. Jloka3aTd ga je cBakxa mpaBa TpecedHa Impapa Sap ABEjy paBHU.

16. Ilorcaaa’m Ma KpO3 CBaKy TavyKy jenue pamm nponasy bdecKoHagHO
MHOI0 NpaBHEX KOJ& Ccy CaIpXaHe Yy TOj paBHM.

17. Axo cy A, B, C, D, E Tauke TaKkpe Ha je CmMeljy A u B, D uzmehy
A ¥ C, E waméhy B u C, nokazatk na je C usmelly D u E.

" 18. Axo cy Kpajesy P u Q jemme gyxu y Tpoyriay ABC, moxasaTH nia je
cBaka TavKka Ayx® P(Q y Tpoyrimy ABC.

19. Heka cy 4, B, C ma Koje TpH Tauke KOje He UpPWNANajy jeHO} mpa-
-BO] M HeKa je p npaBa koja ceve mpasy AB usmehy A4 ¥ B, 2 ne ceye BC
usmehy B m C, sutu AC m3mely 4 u C, mumi cagpxna 1adyky C. Jloxa3aTtm
Ja npaBa p HMje y paBHu ABC,

20. Axo HmjenHa opn TpM Tadke A4, B, C muje usMely ocraye 1ase M HU-
_Jemma om Tpu Tauke 4, B, D HHje u3Mely ocTanle HBE X HHjefHA OJl TPK Tadke
A, C, D nmje m3mely ocrasie nse, Tama Takohe HHjexHa Ox TpH Tauke B, C,
D Hmje w3mely ocrane nse.

21. AXo cy A m B pBe Tauke Ha TpaBOj @, AOKa3aTH na Ayx AB wm IBe
DONylpaBe WCTe TMpaBe, jelHa €. KpajeM 4 M koja He caJpx: Tauky B, U gpyra
¢ KpajeM B xoja He caipxu Tadky A4, caapXe CBe Tauke LpaBe 4.

22. Ako cy A M B pmBe Tauke Ha NPaBOj @, JOKAXVMMO JAa HONYNpaBa
mpase g, ¢ mcxonmiuTeM A W KOja CaOpX® TadKy B, canpkM Uely ayx AB.

23. Axo Ttpoyrimu ABC m A'B’'C’' mpunanajy aeeMa pa3HUM paBHUMA B
ako ce mapoB¥ npasBux AB H A'B’, BC v B'C’, CA u C’'A’ cexy, goka3aTH pa
ce mpase AA’, BB, CC’ Wi He CeKy MJIK CBE TPM CeKy Y je/IHOj TASKH.

24. Axo Tpoyrima ABC u. A’B'C’ npunanajy OBemMa pasHMM paBEMMA U
axko ce npase AA4’, BB', CC’' cexy y jenuoj Tayky, Taja o NapoBM npasux AB
u A'B', BC m BC, CA u C'A umi ceKy y TaukaMma HPeccYHE NpaBe IBEjy
pasEn ABC u A’B'C’ una ce He cexy.

25. Axo Tpoyrit ABC wm A’'B'C’' upunapnajy jelHO] paBEM U 'ri)oyrao
A”B"C" npumaga npyroj pasEv B 1) axo ce mapoeu mpasux AB u A”B’, BC
B B'C", CA u C’A” cexy m npase AA", BB"”, CC" cexy y jemnoj 'ra'nm.
2) ako ce naposm mnpasuXx A'B° u A'B"”, B'C’ u B"C”, C'A' u C"'A"” cexy
u mpase A'A”, B'B”, C'C"” cexy y jeuHO] TasKM — JOKA3ATH Jia ce TaAa M
naposu npasux AB m A'B’, BC n B'C’, CA u C'A’ cexy, a npase AA’, BB,
CC’ ce uNm HE CeKy MUIM ce CBe TPHM CEKy y jeaHOj TayKH.

26. Axo Tpoyrim ABC w A’B'C’ npunaJajy jeaHOj paBHH M aKO Ce MapOBU
npaBux AB u A'B’, BC u B'C’, CA u C’'A’ cexy y TaykaMa jellHe npase, JOKa-
3aTu ;a ce Tapa mpase AA’, BB', CC' wym He ceKy WIH CBe TpH CeKy y jeHO}
Taukd ([e3zaprycoe crab). _

27. Axo Tpoymm ABC u A’B’C’ npunmanaajy jeJHOjJ PaBHM M aKO Ce MpaBe
AA’, BB, CC’' cexy y jemHOj Ta9kM, OOKA3aTH Aa C¢ Taja NMapoBH OpabBHX AB

9 ENeMeETSDHA re0MeTPRIA
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m A'B'’, BC n B'C', CA u C’A’ cexy y Tayxkama jeJlHe TpaBe, WIH C€ TpaBe
Bap jemaor o Ta TPH mapa He Ceky.

28. Axo cy ABCD u A'B'C’'D’ mBa TeTpaeapa u ako ce mpabe A4’, BR',
CC', DD’ cexy y jenHO} Tawku, JOKa3aTU Ha ceé TalJa IpaBe KOjAMA NpHIALAjy
oxropapajyhe MBUIE OBHMX TeTpachapa HE CEKy BaH Tauaka jeJHE PABHH. VKOJIMKO
,CBHX IIeCT NPECCHHMX Ta4aka TOCTOje, CApmpXaHe Cy Ha YETHpH iIpase.

29. Axo ce meT napoBa TNpaBUX Koje canpxe omrosapajyhe msulle apejy
TeTpaciapa ABCD u A'B'C'D’ cexy, nokasaTH Ja Ce M IIeCTH Nap NpaBuX
xoje cajpxe oproBapajylie mBe uBMIe ceve, U Ja NpecedRe Tayke MpHNanajy
jenuoj paBHM.

30. Ako ce omrobapajyha Temema Tpujy Tpoyrnoba A,ByCy, A4:B,C,, Ay
B,C; Hanaze Ha NpaBEM KOj¢ IIpoJa3e Xpo3 HCTY Ta4Ky S IPOCTOpa H aKO
PaBHU THX TpPOYITIOBa CEKY MABE 110 B, AOKa3zaTW MHa Ce Te Npccedre NpaBe
WIH He CeKy HJHM CeKy Yy jeAHO] TajKH.

31. Hata cy npa Tpoyrna A,B,C, u A4,B,C, u paran o. KoHCcTpyHcaTH
Tauke X; M X, TakBe JOa ce mpane A, X, m AX,, B X; u BX,, CiX; n CX,
CeKy y TavKaMa pPaBHU o©.

32. Mata cy mea Tterpaeapa A,B,C,D, u A,B,C,D, Taxpa na npase A;4s,
BB,, C,Cs, DD, nponaie Kpo3 MCTy Tauky. Jloka3aTu Ja ce OpaBe KojHMa
npunanajy oxropapajyhe HMBHOE OBUX TeTpaemapa HE CEKy saH TadaKa jeAHE
paPmL. AKO ce OBé mpaBe CeKy, OOKa3aTH Oa Cy TpH IO TPH IpeceuHe TagKe
canpxabe Ha 4eTHpU mpape,

33. Jokazatu pga ce gujarorane AC m BD ucniymyeHOr PaBHOT HeTBOPO-
yriia ABCD cexy. VickazaTu craB OOpHYT OBOME H JIOKA3aTM TAa.

34. JloxazatM Ja Cy Tauke y KOjHMA Ce CEeKy IMjaroHalie HCNYmH§eHOT
PaBHOT METOYrNla TeMeHa HCIYITMEHOr NEeTOYINa KOJU je CaapikaH y HpaoMe.



T'JIABA OPVTA

HOAVAAPHOCT
18. JIOXYIJAPHOCT ¥V IIOBECTH.

Peu_, moayrapeo HnM _, KOHTpyeHTHO*, omHocehMm ce Ha JUyXM, jenaH je 0)1

OCHOBHMX H3pa3a Halllel' U3J1aramba.

° V Eyxminosum ,,EnemMenTiMa’® NOXYAAPEOCT C& OCamba O Be. Bykm-
RWtWWWhrm%m
cobom®. Tume je Eykmua XxTeo pehy: reoMETPHJCKA JIEKOBM KOJH Ce MpeHomie-

eM JefHOra Ha APYIUM MOI'Y HOKIONATH (YUIE NOTYIApDATH), HOAYAAPHA CY Mehy
codoM. [laxyie, Ta akCHOMa Ceé MOKE CXBATMTH M Ka0 HEKakBa HAepHEMIUIA
OONYIEpHOCTY, noJyiazehu of KpeTama UM DOKjanama JIMKoBa. 3atam, Beh y
9eTBPTOM CTaBy OpBe KbHre ,EneMmenTn EyximJ HoOKa3yje TaXO3BAHU IPBU
CraB 0 NOAYAAPHOCTH TPOYIJIOB2, NPEHOLUECH-EM JEANOI TPOYTJA Ha IpYIM, Tako
ma ce oba TBOYrNa moxione. O caMoM KpeTamy Eykimujl ce He u3jaInmbabBa, HATH
ra nebuHnIme, HUTH HKEroBy yJory objaumnsaps KakO OHIIO Y TeOMETPHjH.

Taqmt_]e IIOCMAaTpPaHo, Byxmm noJjiasv y ,,EBiieMeBTHMA CTpOJK];IJPIM IyTeM,
ama HE MIe BHUME 0 Kpaja. . I{;eMy*cy”uomsﬂn“uomonz HE CaMO Tavka M
rpaBd; Hero M KpyT (Wmja-pedUBUNAja je meTHaecTa
_ Y rpynd noya3HMx AedMHMLM}A) U Y CBOja NpBa TPM
crapa (upodyemMa) Jaje y pPaBHM KORCTPYK-
LHEjy AYyX M Ma KOT molioxaja M Koja je
f€nHaka naroj Ayxu, cayxehm ce NeBHPOM
W mecTapoM. 1a KOWCTpYKIMja ceé yRpaTKO CACTOjU
y cnenehieM: Hexa je mata nmyx AB wm mnomynpasa
p ¢ noietkom A’ (cim. 152). [la &u ce wHa mouy-
OpaBoj p KOHCTpyMcajyla Oy A'B’ Koja je jenHaka
IOyXn AB, KOECTpyWIIE Ce ONNCHBAEM KpYyroba
ky, n k, jennaxoctpan Tpoyrao AA'C, a 3atAM y
npecexy nonynpase CA ¢ xpyroM kg, omicaduM u3 A
nomynpedHuxom AB, onpenu ce Tauka D, a oTyn ks
Ha monynparoj CA, womohy kpyra k,, OIHMCAHOT Cn 152
n3 C, tauka E. V npeceky monynpaee p ca Kpyrom
ks, omicarmam n3 A’ moaynpeumrikoM AE jc Tauka B'. Ouwrnemso AB=AD =
=A'E=A'P.

Tgwgrworyhana cTpory ,T.(e(l)HHHlll{_]y NONYAAapHUX
LAY XU, HE ocnaﬁ,ajyfm ce O KpeTamwe, caMo ImTo Eyxman HMje OBO IOCMaTpane
nponmpno Ma Ba Koje RYXH Yy mpOCTCPY, HETH je Iedimmjy r3pekao. Moxnaa
pasd jeMHOCTABHOCTE NpEKWHYO jeé TO u3Jaralbe€ ca CTaBoM 3 M IIpelnao Ha
TOBpINAH JI0Ka3 OPBOI CT2RA NOAYINARPHOCTE TPOYIJIOBA, OCNamajyhd ce o mome-
HYTy akcHoMmy 7.

Lad
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Jlpa cy m3na3a: Wik Tpeba yCBOJUTH MojaM KpeTama K0 jeflaH Of OCHO-

. % BAEX NOJMOB3 M YCTaHOBHTH “aKCHOME Koje"yTBphyjy OCHOBEA CBOjCTBA M YIOTY
\ prcrafba y reoMeTpujM, Wum Tpeda OTCTpaHHTl{ (Makap camo y MO9ETRY, marafba)

[IpeuM nyreM nomao Je Hale y Hemaukoj ﬂelmho]tz y ¢BOjoj pac-
opaen ,,0 ynpbeHMIAMA Ha KojuMa ce TeMesnM reoMerpuja’ (1868) yceajajyhn
YeTHpPH aKCHOME WM XHMIOTe3e, KOje Bpe/ie 3a IPOCTOP Ma OJf KOJMKO NAMEH-
suja. No Helmholtz m3BOgM camMo apaIMTMYKY TeoMeTpMjy. — HampoTus,
Merayy <I>pa1-mycxo_] y cBojoj xmu3u , OB eneMenTd. reomerpuje’ (1874),
U3BOIH TeOMETpH]jY KOHCTPYKTHBHO, HOWI2BIIA Ol M3BeCHAX aKCHOMA KpeTama.
IbeMy cy OCHOBHH NOJMOBH IPOCTOP, MHp U KpeTtame. OH TOBOPH O NpeMeINTamby.
Ilapanemio moMmepame B OKpeTalke Cy ABC BpCTe OpeMelliTama, Koje 3aJ0BO-
JbaBajy U3BECHMM aKCMOMAMa M Ha KOje Ce CBako IpeMELITakse CBOMM. — Cpoana
nocMaTpama M3naxy Peano, Schur, Borel i drug1

Ha Jipyro craHQE A 3

- 1882), 3a1uM c : s
reoMetpuije, 1899). Ho HIOK ce Hllbertove aKCHOMe OMHOCE Ha noayHapHe IyXHd
A Ha DoAYAApHe yITIORe, OpBa ABOJMIIA MOJJa3e CAMO O IO Ay AapHUX OIY XM,
Tj. He AGPMHMITY HM3PMIMTO IUTA Cy MNOAYA2pHEe AYXHE, Beh HOCTaBIBAj)y O BHAM2
aKCHOMe, 2 IITa Cy DOAYAApHM YIJOBHM JieumEniny. Ha TOM CTaHOBHINTY CTOIMMO
M MA Yy OBOM 3acHMBabky mnomyHapEocty: Ilpema toMe . momymapro” Ham je
OCHOBAH DOjaM CaMOKaJi ce OJHOCKH Ha NYXH, 2 IUTa Cy NOAY/IaPHK

N2

yrnonn, TPOYILIOBH HTH. neqmumncMo

Pasw

* 19. AKCUOME I1OIYIAPHOCTU,

Nmamo me T akcuoMa nogyaapuoct. Ose HaM oxpeliyjy mojam ,ronyaap-

1-10“ M TO 32 RYXH, 4 HA OCHOBM TOr HOjMa NehUMHHEIIIEMO OOy JAapHOCT
W32 M 32 JIPYré TeOMCTPHjcKE Nukope. Ja_TONYJaphe AYIKA M _YLJOBE KakeMO
T Taxot)e o cy JCMHAKH, 33 CBE ocTaJie TeOMETPH]CKe JIUKO-

- a
/ BE noaynapae KaxXeMo caMo N2 Cy NORYJAPHU -(Wia_KQH-
8

X “pjernn. |
_ ar AKCHOMA III 1. Axo cy A u B gse iiauxe na iipasoj a,
A B sgimuM A’ tuauxa ma ucilioj usu uexoj gpyioj upaeoj a’', Waga

fiocitioju na a, ¢ gaitie ciupane ihaguxe A’ mauxa B’ faaxo ga
Jje gyx AB dogygapra gyxu A’ B’ (cn. 153). )

IlonynapHOCT, K2aKO IYyXM TaKO U APYruX reOMETPHJCKEX TBODEBHHA 0be-
JNIEXaBaMO 3HAKOM =<, a caMO y Cllydajy JIOMyNnapHOCTR XYW H yriosa (Xan
roBopHMO O Eux0Boj | EEHARACTYL TAKOHE W SHAKOM=". J(axiie, DIBeHALy
na je nyx AB mopyllapHa HH xnnaxa ayxu A'B’ u3paXaBaMo HaLAMA:

ABNA'B' wm AB=A'B.

AKCHOMA M 2. Axo cy geée gyxu A'B’ u A"B" iogygapre mpeho;
gyxu AB, iaxobe je u gyx A'B’ iogygapna gyxu A”B", wj u3

A'B'—=AB n A"B"=AB

Ci. 153

*TTonyaapHOcT ce ofenexara ¥ 3HakOM = (Hanp. y Xunbeprta), kojuM ce obDemexasa
OBHYHO BCTOBETBOCT (HASHTHYHOCT), nalmc H DOKNamage; crora HeheMO MOAYAAPHOCT 0Oeie-
XaBaTH THAM 3HAKOM.
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cieftyje
AIBINA”BII
AKCHOMA I 3. Hexa ¢y AB u BC gee gyxu na tipagoj a, xoje HE.Md]y
Sajegrirsux )mywapfbux inauara u wexka cy A'B’ u B'C' gee gyxu na ucitiof usu
Ha gpylo_] pasoj a’, koje axole HeMajy 3ajegruukyx YHYILAPIUX TANAK] (c(.u 154)
Axo Jje :

AB=A'B’ u BC=B'C’.

twakobe je .
AC=A'C.
! oy o

~ ) _a
A B8 c

a‘
A ﬁ'et I g A B.

. Cn. 154 : Cn. 155

AKCUOMA III 4. Axo je ABC ihpoyiao y pasru o, saisum A'B’ gyx y
ucitioj usu gpyioj paenu o', fiogygapna gyxu AB, ifuaga uwcitioju y o' ¢ goite
cilipane upase A'B’ jegna u camo jegna iiauxa C' itaxo ga je gyx AC iogy-
gapha gyxu A'C' u gyx BC #dogygapna gyxu B'C’ (cn. 155), wj. axo je

AB=A'B’,
@ociioju y iloj dosypasku jegna u camo jegna thauxa C' idaxo ga je
AC=A'C u BC=B'C'.

AKCAOMA I 5. Hexa cy ABC u A’B'C’ gea fapoyira y ucidoj umu y
paauuu pasruma, saidum D thauxa iioryipase

0 AC ¢ xpajem A, pasmumuiaa og A u C, u D’
c c taauxa uoayapase A'C’ c xpajem A’ (cn. 156).
Axo je -
) AB=A'B’, AC=A'C’, BC=B'C,
AD=A'D’,
A 8 a B’ p '

iaga je tiaxobe
Cr. 156 ' BD =B'D’.

Axcuoma III 1 3mawm na ce cBaka AYX MOXe ,,IPEHETH Ma Ha KOjy mpasy,
Ma ONl XOje Tauke Ha TOj fpaBoj, Ha 2Ty crpady. M3 axcuome III 2 cnemyje
IpPaH3ETUBHOCT_NOAYNAPHOCTA AyXH, M3 axcuome III 3 cnenyje a am-
THRBHOCT nyxu AxcuoMe IIT 4w 1ITS omoryhyjy nonynapﬂocf'mj'@(
JAKOBA Y PDaBRHR H IPOCTODY.

' . Axcuome III 1—3 W3paxkaBajy nOAYAapHOCT HA NpaBuM [JAHeapHE
akcroMe -ReAyranaocTd), a akchoMe IIT 4 B 5 m3paxaBajy no.rwﬂapﬂocr Yy pPaBHH
(paBHe aKcHOMe NOJVIRDHOCTR).

H y Xmnbeprosam ,,OcHOBaMa reOMETPHje aKCHOME MOAYAAPHOCTH Ca'H-
Bapajy Tpehy rpymy akcuoma. VMa ux Takofe mer. Ilpse Tpm Cy HCTOBeTHe
(ceM He3HATHAX CTHMICKHX pa3fMka) ¢ Haumm akcmomMaMa III 1—3 octane nBe
rnace (D0 OCMOM HW3AARY TOT HENa):




134

III 4. Hexa je gaii ylao <X hk y pasnu o u iipasa a’ y paswu o' xao u
ogpebena ciipana pasnu o« y oghocy Ha 2'*. Hexa h' osnauasa fionyipasy ipa-
ée a’', xoja tionrasu us idauxe O'. Taga tHiocwioju y paenu o' jegna u eamo jegha
sioayiipasa k' waxo ga je yiao X hk fiogygapan uru jegrax yiry X h'k’ u ga
yjegHo ceée ymyiapre Hiauxe yira X h' k' sexe na ggitioj ciipanu og a’ wiiio
heMo osnavuiiu o6axo: ,
’ < hk = < h'K.

Ceaxu yiao je cebu camoM ftiogygapaw, iaj. yeex je

< bk =~ & hk
I 5. Axo 3a gea tupoyina ABC u A'B'C’ iocifioje #iogygaprocitu:
AB =~ A'R, AC =~ A'C’, & BAC =~ & B'AC,
ilaga nocidoju ysex u ipgygapHocii ’
< ABC == < A’'BC.

20. HOHV}.IAPHOCTI KVKIL
1. JoxasyjeMO TpBO Heke TeopeMe y KOJjMMa je ped O mOAYNapHOCTH
cCaMuX XYKW. .
Teopema 20. 1. Cesaxa gyx je tiogygapna cebu camoj.

JAoxas JIOKaXHMO na je Ay AB nmoxynapua cebm camoj. Heka je o’
Koja Suno mpasa M A’ Tauka Ha ®oj (ci. 157). Ilpema

A B . .
— &, axkcaomu II1 1 mocrojg Ha o, ca mate cTpame Tauke A’ Ta-
A B gxa B’ Tako ga je AB == A'B'.
. ¢ ‘ '
Y v Axo cafa Tadky A obenexmMo 3HakoM A", a Tauky B
Cr. 187 3gakoM B”, nyxn AB m A”B” cy HCTOBeTHe, Aaxiie M3

nonynapHocTn AB &~ A'R ciemyje A”B” = A'B’.
Kaxo je 4B =2 A'B' u A”B"” =2 A’'B, npema axcromu III 2 je
 AB == A"B", ij. AB == AB.
Teopema 20. 2. Axo je gyx AB uogygapna gyxu A'B, iuaxobe je
obpaiino: gyx A'B’ dogygapna gyxu AB, @j. us
AB = A'B’ caegyje A'B’ = AB.

‘Hoxas. Ilpema Teopemu 20. 1 je A'B' = A’B’ na xaxo je AB = A'B/,
HMaMo mpema akcpomu I 2 A'B’ = AB. '

Teopema 20. 3. Ao je gyx AB ilogygapna gyxu A’B’ a oea siogygapna
nyxu A’'B”, imaxolie je u gyx AB ilogygapna gyxu A”B’ igj. us

AB = A’'B’ u A'B' = A”B”
caregyje /
o . AB — AIIBII‘ . ) y

Hoxka3s. Kaxo je AB= A'B', a m3 A'B’ = A”B"” cnenyje npeMa TeopeMH
20. 2 A”B” = A’B’, mmamo no akcuom: IIl 2 AB = A”B”.

HanmoMmeHa 3a KojH GHIO OHOC KOJAM C¢ JOBONE Y Be3y HBa eye-
MEHT2 HEKOI MHONITBA KAXEMO 2 je PedNEeKCHB2H aKO je TayaE Kaj|

* Tj. nonypasan -- HAOM. [HECOA.
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ce BHUMe J0Bene y Be3y jellaH eJIeMEHT ca caMAM codboM. Hamp. jemHakocT y
anrebpm je peduercupEa jep y aireOpu je a=a.~ 3a ogHOC KaxkeMO Ja je
CMMeTpHYaH aKO MOXEMO Pa3MEHUTH eleMeHTe KOjH CTOje Yy TOM OIHOCY.
Jenpakoct y amredpu MMa M Ty ocoOMHY, jep M3 a=b cnenyje b=a.—3a oIHOC
KaXeMO J1a jé TPaHCUTHBAH aKO M3 YHE:CHHIA Jla ROBOAK Yy Be3y jelaH eJeEMEHT
ca Opyr¥M M Taj npyry ca rtpehmmM cnenyje Ha JOBOAM y Be3y M HENOCPEHHO
opeu ca TpehuM. JeaHAKOCT y ajnredpH Mma M TY OcObMHY, jep M3 a=b u b=c
cnenyje a=c. Hery ocobuHy MMa M OOHOC ,Mame®, jep U3 a< b ub<ce
cnenyje a<c. Hanpots, onHOC ,,Mame’ HMje HU peduickCHBAH HH CHMETPUIAH.

Teopemama 20.1, 2 u 3 yrepheEaje pedPNeKCUBHOCT, CUMETPHUY-
HOCT UM TPAaHCHTMBHOCT nNonyJapHocTH. Ha TeMesby BeHe TpPaHCH-
TUBHOCTH MOXeEMO yMecTO ,.ayx AB je momymapra ca nyxu AB¢ pehm n na
cy ayxu AB m AB nogynapHe Mehy coSom. '

Teopema 20.4. V pasnu igpoyisa ABC, ¢ one cidpane iipase AB ¢ kxoje je
tayka C He uwocwmoju Heka gpyia wauxa D waxo ga je AC=AD u BC=BD.

Adoxas Ilpema akcuomu IIl.4 moctojw y paBam ABC, ¢ OHe¢ CIpaRe
npase AB ¢ koje je Tagxa C, jemsa jenumna Tawka D (cn. 158) Taxo na je
AC=AD, BC=BD. Ho npema Tteopemu 20.1 je AC=AC u BC=BC, Tj.
C je Beh jemna TakBa Tadka D, nakie je M jenwHa. He moctoju Tayka D, koja
ce He moxyana ca C, a mcoymaBa ycnose AC =~ AD, BC ~ BD.

A B A 8’
VAV
C c’

Ci. 158 Can. 159

Teopema 20.5. Kaxee iog duse gee wiauxe A u B, ma upasoj AB ne @ocitioju
c one ciupane hauke A ¢ koje je inauxa B, jow wnexa iuauka B, pazuuuinia og
B dmaxo ga je

AB =2 AB,.

H o kx a 3. Heka, HampoTHB, mOCTOjU Ha MpaBOj AB, C OHe CTpaHE Tadke
A ¢ xoje je Tauka B, Takea Tauxa B, nma je AB =~ AB; (cn. 159). Kako cy A4,
B, B, Tpu pa3He Tauke, jenHa je uaMely ocrtajie XBe, na Kaxo ¢y B u B; ¢ Mmcte
crpane taixe A, mmamo A—B—B, wmt A—B,—B. TlpetmoctaBuMO Hamp. Ja
je A~-B—B,.

Tpema axcuomu III 1 mocroju Ha Kojoj Gmwiio mpasoj HyXx A’B’ Taxo na
je AB~= A'B’, npema axcuomu I 4 mocroju Tauka C pan npaBe AB, a mpema
akcuomu III 4 mocroju Tawka C' Ban mpaBe 4'B’ Taxo ga je AC=A4'C'm
BC=B'C’. Hexa je B, Tauka mcToBeTHa 0 B'. Kako je Tawka By Ha moJympasoj
AB ¢ xpajeM A, tako 5na j¢ A—B—B,, a B; Tauka monympase A'B’ ¢ xpajeM
1A' M Kako je

AC=~=A'C', AB~ A'B’, CB=~ C'B’, AB, == A'B’,,
npemMa akcnomu 1II 5 taxobe je

. CB, ~C'By, 1. CB =CB.
Haxne ymaMo
CB~C'B m CB =CPH,
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a otyn upema axcwomd Il 2 CB= CB,. Ilpema Tome B u B, by durne gse
pa3He Ta4Kke C KCTe CTpase Tadke A, Jaxkje H € HCTe C'rpaﬂe npase AC,
TaKee Ja je

AB=~AB, w CB==CB,

a to je mpema axcuomu III 4 Hemoryhe. Mcru je mokas axo je 4—B;—B.

Can moxeMo AayhoM TeopeMoM YmoTnyHMTH akxcuomy T 1 tephemem
Ia je y B0j Tauyka B’ jemina oBaxsa Tauka:

t/Teo ma 20.6. Axo ¢y A u B gee wauxe Ha upaea] a, samum A’ auxa Ha
_ gpylo] upasoj a’, iuaga uociioju Ha a’', ¢ gaiie cidpane wuauxe A’
jegna u camo jegrna wawa B inaxo ga je gyx AB dogygapra gyxu A'B’.

v Tokas. IpetnocTaBHMO, HanpoTuB, I OOCTOjU ceM B’ joml jemna Taxea
Tauka By, U3 AB=A'B' v AB=A'B’, cnenyje npema Teopemd 20.2 1 akcHOMHA
Il 2 A'B'=A'B,, a 10 je mo Teopemn 20.5 meMoryhe. Jlaxiue B’ je jeawna
TakBa Tauka. .

Teopema 20.7 Hexa cy na upaéoj a, AB u BC gee gysxu Koje nemajy sajeg-
Huukux yHyiiaprwux tuavaxa u Heka ¢y A'B’ u B'C' gee gyxu Ha ucitioj uru
Hexoj gpyioj tpasoj a’, koje waxohe wemajy 3ajegHuuKux yHYHIgpreuX tauaxa. Axo je

AB=A'B’ y AC==A'C,
iaaxobe je u
BC=B'C'.

Hoxas3. [IpetnocrasmMo na ruje BC —~ B'C’. Taga mocToju npeMa akxCHOMM

- II1 1 Ha @', c oHe cTpanme Tadke B’ ¢ koje je C’, Tauka D’ pasnuaura oA C’, Tako

o 5 5 Ja je BC=B'D (cm 160). Oyxu -A'B’ u B'D’ Taxohe

A B C  memajy 3ajenMAUXTX yHyTApESHX Tasaka, Jakje TpeMa
axcuomu 111 3 je AC = A'D’.

g—b-——-*l—o.
a' B’ c D Kako cy Tauxe C' m D' ¢ ucre crpaHe Tadke B,
Cn. 160 a A’ je ca ppyre crpare Tauke B’, Tauke C' u D’ ¢y

npeMa neqmmmnju 10.1 ¢ ucre crpane Tauxe A’. V3
T0 je 1 AC=A'C'u AC=A'D’, a 10 je npcma Teopemu  20.6 memoryhe.
Hakyne umamo BC=B'C’.

Teopema 20.8 Axo je gyx AC uogygapra gyxu A'C’ u axo je tauxa B
usmely A u C, #iocilioju jegna u camo jegna iauka B’ usmely A' u C
waKo ga je

AB™NA'B w BC=~ B’C’.

Joxa3s. Ilpema Teopemu 20.6 wmocroju (cit. 160) Ha mpaBoj A'C’ ¢ ORC
crpane Tagke A’ ¢ koje je C’ jenHa u camo jeaHa Tadka B’ Tako pa je AB=X A'F’.
3aTuM, ¢ OHRe cTpaHe Tadke B, ¢ xoje mMje A’ nocroju ma npapoj A'C Tauka
D' Taxo ma je BC== B'D". Kaxo cy ceM 1ora A u C ca pa3HUX CTpaHa Tadke
B, a A’ u D' ca pasEuX cTpaEa Tauke B’, umamo mpema akcuomm III 3 u
AC> A'D'.

Tayke B’ u D’ cy c ucre crpare Tagke A’, a B’ je ¢ OHe CTPamE Tauke
A’ ¢ xoje je €', mpaxne C' @ D’ cy c ucre crpade Tadke A’. Cem Tora je mo
opeTnoctaBin AC = 4'C’ u, ka0 urro cmo goxaszamm, AC A'D'. I[ame opeMa
TeopeMu 20.6 Tauxa D’ je ucroBerra ¢ TaskoM C' W, mpemMa ToMe, B’ je m3meby
A’ u C’ v nocroju jenmakoct AB~A'B' u BC=B'C'.
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2. 3aBpnmMO OBO pacMaTpame NOAYTAPDROCTH IOYXH yBOhemeM je_}mor
Ra9MHA WM3PaXaBaka, KOJU je YecTo moromaH. Ped je o IBema IykuM2 KOJe HE
MOpajy MpHNIaJIATA HCTOj OPaBo).

Jlehwnmmmja 20.1, Axo cy mse Aysat AB u AC ca 8
3ajeTHUYKHM KpajeM A JeIHake, KaXeMo /[a Cy TadkKe
B u C jegnHaxo ynajbere O Tadke A.

Cierieha TeopeMa W3paxaBa TPAHCHTHBHOCT CUMET-
pUH4HOr OJ(HOCA , jeiHake yhAabeHocTR . Cajpikana je y Teo-
pemu 20.3.

Teopema 20.9. Axo cy tmauxe Bu B’ jegnaxo yganene Cn. 161
og mauxe A u axo cy wauxe B' u B jegnao ygamene
og iauxe A, onga cy u wauxe B u B jegnaxo ygamwene og iuguxe A (cn. 161).

21. YIOAYJAPHU VIJIOBU.

1. JlonynaprocT yraosa aepruuniemo cneachom nedpunmnujom, EenocpeaHo
XKa0 CUMETpHYax ogmoc: e 30

Hedmnmuja 21.1. Hexa cy <Lpg u _x
Q"  Xp'q nea ynybmeHa Uni OBa_ MCMyN- )
Q" “ueRa yrmia, O u Q' BUXOBa-TEMEHA (CIL. _
"162). Axo mocToje Ha KDaEEMA- P, g, _

p’s q peaoM Tatke P, Q. P'. Q" Tako
CmlEe

OP=0'P, 0Q=0'Q, PQ=P'Q

OI

"Kaxemo Nia Cy Ta B3 ynyG/EeHA MWLM TA
/Ba MCITYTTMEHa yriia <L pg M < p'q’ NONyfapHa Wiv jeaHaka. VispaxeHo 3HAIMA je:

Apg = <Ap'qg wm <Apg=<Lpq.
JIOKaXHMO cafi HEKOJHKO TeopeMa O MOAYMApPHOCTH YIJIOBA.

“Teopema 21.1. Axo ¢y yimeu Xpg m <Xp'q’ ¢ iwemenuma O u O’ iogm "}(
gapru u axo ¢y A, B, A', B’ iuauxe pegom na xpayuma p. q, p’, Q' axo ga je

OA=O'A’ u OB=O'B,

Cn 162

waxole je u
AB=A'B'.

J oxa 3. Ipema pedurmwmaju 21.1 wocroje Tadxe P, O, P, Q' peAoM Ha
Kpanama p, g, p’, ¢, Taxo ma je OP=0'P’, 0Q=0'Q', PQ=P'Q" (cn. 163).
Kako j¢ OA=0'A’, u a .

< A___ IAI

- Jpuveramo fa je Teopema 21.1 - o 5 reE s & a3

cafpXana y TAKO3BEHO] NPBO) TEO-_
“peEMH 0 NOOYAapHOCTH __ TPOYIJIOBA Cn 163
(teopeMa 275).
«— _ CHeneha Teopema je HcTOBeTHA ¢ XwideproBoM akcmoMmom 1T 4. _¥

Teopema 21.2. Axo je Xpq ygybren wau uciyiiuen yiao y paeuu o, 3aiGuM
P’ swsyupaea y uciboj um gpyioj pastu o iHaga docihoju y o, ca gaiie ciupane
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OHe #ipaee Kojad cagpxu noayupasy D’ jegna u camo jegna wosyiupasa q fhwaxo ga
Jje ygybmenu, ogn. uciyuuenu yiao <Xpq dogygapan ygybmeHOM, OgH. UCHYUHEHOM
yiy Xp'q’.

Hoxas3s Heka je & pg yayomeR yrao y paBHHE «, O EBCroBO TEME
(cr. 164) n p’ nonynpasa y pasAA o', ¢ ¥pajeM O'. Hexa je A Tauka Ha p, B
Ha ¢, 3aTUM Ha Temelby Teopeme 20.6, A’ jenuma
Tavka Wa p’ Taxo faa je OA=0'A’. IIpema axcuOMH
11T 4 nocToju y &', ¢ AaTe CTpaHe mpaBe KOja CafpiXH
[OJIYTIpaBy p’, jeAHa jennHa Tawka B’ Tako na je
OB= OB’ u AB=A'B’. Axo je ¢’ monynpasa c Kpajem
O’ n xoja cagpxm Tayky B’, mmMamMo mpemMa Jedu-
HauMjE 21.1 X pg= A p'q.

Honynpaea ¢’ je je n¥MHAa TakBa NONyNpaBa,
jep kana Ou mocTojayia jour jemama, g, TakBa Aa je
Apq=<<p'q’, nocrojana 5w ma Boj Tauka By’ Taxo
Ia je OB=0O’'B/, a 1aga 6u npema Teopemu 21.1

Cr. 164 Suno AB=A'B,’. Ilpu Tomc Su B’ B B,’ dune nse

pa3ne Tadke, 2 TO je npema axcuomu II1 4 memoryhe.

Axo je mak yrao < pg HCUOyOUCH, OpeMa TeopeMR 12.6 B:eroBM Kpauy

p U q onpebyjy ¥ jenau ynybimeH yrao, a mo OPETXOJHOME IOCTOJM jeAHa M |

caMo jeiHa moJiynpaBa ¢ y «, ¢ AaTe CTpaHe NpaBe INTO CaIp¥u p’, TAKO

ma je yanydmeEN yrao <Xpg momymapaE ¢ YAYSmemruM yriom <Xp'q.

HMaxne nocroju upema Teopemu 12.6 jemaH H caMoO jedAad HCIyMIEH yrao < p’q’

Taxo A2 je UCIymdeRH YTa0 X pg NOANYAApPaH HCOYUUYEHOM yriuy <xp'q.

%" Teopema 21.3. Axo cy gea yia Xp'q u Xp''q"’ uogygapna tupefiem yiny
I pq wwaxohe je u ywo Xp'q’ uogygapan yiny Lp’'q"’, wj. us

Xp'q =<pq u Lp"'q’ =< pg

cnegyje

Xp'qd=<xp'q".

I oxa3. Hexa cy penom 0,0°,0” TeMmeRa Tux yriora, 3atuM A,B,A",B', A" B"”’
Tayxe Pe,[[OM HA Kpanmpiq:p',q’:p”q"; Taxo Ja je OIAI =0A, ouAu _ OA, OIBI —
= OB, 0" B’ =0OBu, npema axcuomu I1I 2 taxole je O'A’'=0"A" u O'B' =0"B".
[IpeMa Teopemm 21.1 je Taxohe A4'B = AB, A”B'’=AB u, no axkcuomu Il 2,
Takofie je A’'B'=A"B’. Ho w3 O'A'=0"A",0'B=0"B",A'B =A"B" cnenyje
mpeMa Aeummuaju 21.1 < p'g’=<p”q”.

Teopema 21.4. Ceaxu yiao je niogygapan ca camum coboM.

Hoxa3s., JlokaxuMo ga je yrao <Xpg moxymapad ca cammmM cobom. Heka
My je O TeMe, A Heka npyra Tauka Ha p, B Ba g¢. Ilpema teopemn 20.1 je
OA4A=0A, OB=0B, AB= AB, naxyie npema acdpununujy 21.1 je <Xpg= A pqg.

Teopema 21.5. Axo je yiao < pq itogygapan c yiwm X p'q’, a oédj iivgygapan
¢ yirom < p"q", wmaxobe je yiao <X pq uwogygapan ¢ yirom <Xp’'q”, #j. us

Ipq=<Xp'qd u Ip'q'=<xp’q”

caegyje
{pq — {pllqll‘
Hoxa3. Kako je Ipg=<p'q’, a u3 Jp'q = Ap’'q’ cmenyje Ha OCHOBH

Teopeme 20.2 u pedpumuumje 21.1 Xp’’g”’ = Ap’q’, maxne mpeMa Teopemu 21.3
UMaMO <(pg=<Ap''q’.
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2. [loka®¥MO A3 CY HANOPeOHH YTNIOBM W YHAKPCHH YTJIOBM jEJUHAXMX
yINIOBa jENHAKH.
Teopema 21.6. Hauwopegnu yiiweu jegnaxux yirosa cy Jegraxu.
Moxas Hexa cy <pg u <p'q mea jemHaka q
yayOIieeHa yIyia M ReKa cy r U ¥ TponyXema Kpakopa B
p u p’ (cn. 165). HMoxazaheMo na ¢y M Ranopemgd yT-
JoBH Xgr uXq’r’ (aetummmja 12.5) jeanaxu.

Hexa cy A, B; C Ma xoje¢ Tauke Ha p, g, r, pas- f P
magure of O U Heka cy upema axcuomm IIT 1 A’, B’, '
TpH Tavke pefoM Ha p’, ¢',r', Tako ma je OA=0'A’,
OB=0'B’, OC=0'C’. Kako je Xpg= <Ap'q’, npeMa
Teopemu 211 je @ AB=A'B’. Tauke A u C cy ca
Pa3HAx crpaHa Tagke O u Tauke A’ u C’' ca pasHMX
crpana Tagxke O°, paxne nyxua 40 u CO umMajy caMo
Taiky O v nyxu A'O" u C'O’ camo Tauky O’ 3ajen-
HHIKY, N2 Xako je OA=0'A" g OC=0'C’, no ax- Co. 165
caomu 11 3 je Taxohe AC=A'C.

Haxne umamo AB=A'B’, AO=A'Q', BO=B0’, AC=A'C, a otyn je no
akcuomi NI 5 Taxohe BC=B'C’. Kako je u OB=0O'F, OC=0'C’, vo pedu-
i 21.1 je <Xgr= <xg'r. -

Teopema 21.7 Vuaxpchu yinosu cy jegrnaxu. .

" Hoxa3 Heka cy SXAOBu XCOD ppa yHakPcHEA yIiia, TAKO Oa KpauM
OA u OC caurmaBajy jenHy npasy, a kpamx OBu OD npyry

3] A (ci. 166). Voydmernu yrnoeu <XAOB u {BOC umajy xpax
OB 3ajequuaxy, 2 xpald OA4 u OC cadumaBajy jeauy OpPaBy,

naxie no pedurmijy 12.5 To ¢y ABa HamopenHa yrna. Mcrto

(0] TAaKO JIOKA3yjeMO Ja Cy W ynaybrseun yriosd X BOC u < COD
HANOPCIHA.
O%a yrna X AOB u L COD cy naxjc HanoOpeoHA YTIy
¢ D X BOC, xoju je nax npema- TeopeMu 21.4 jegnax cebu caMowm,
C11. 166 a TipemMa TeopeMH 21.6 HANOpPENHH YTJIOBH JE[HAKWEX YTJIO

cy jemuaxm. Jlaxye yrinosd <XAOB u XCOD cy jenHaku.

3. OcroBaH 3Ha4aj wMajy M cienelie TpY TeopeMe:

Teopema 21.8 Axo je ygyé'/benu yiao Xpq Y pdsHu o jeghax ygydmeHom
yity Xp'q.y pasnu « u axo je v dpayiaphsa cagpxana 'y yiry <Lpq u c KpajeM
y meiogy ieMeHy, faga Hociioju jegHa u caMo jegha Q
floayiupasa v’ cagpxana y <p'qQ’ U ¢ xpajem y ide- B
Mmery o6ol yisa, udaxo ga Hocitoje oée uogygapHocuiu
Ygyorenux yisosa:

Ipr=<XptT u Aqr=Aq’r. 0

Hoxas3s Hekacy (cn. 167) A @ B Tauke
pemoM Ha p U g, palymyHTe o O M Heka Cy Ha
TeMeJpy akchome II1 1 A’ u B’ npe Tauke Ha p' U
¢, Taxo paje OA=0'A" m OB=0'B’. Karxo je
U Ipg=<Xp'q, npema Teopemu 21.1 TaxoBe je
AB=A'F, Cn. 167

Ilpema Teopemu 11.7 nyx AB cewe monynpaBy r y ussecnoj Tadka C.
Ilpema Teopemu 20.8 nocroju jemsa u caMo jenna tawka C' wmamely A’ 1 B
Taxo pga je AC=A'C’ u BC=B'C’ u npemMa ToMe jenHa M ¢aMO jelHA IOJy-
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ompaea r’ ca kpajem O’, xoja mponmazy kpo3d C’, paxjie, npema Teopemu 11,7
canpxana j€ y yry <Xp'q.

Kaxo je A—C-— B, tauka C je ma nomympaBoj AB c kpajem A. Hcro
taxko C' je Ha wosynpasoj A'B’ ¢ kpajem A’. Cem 1ora je OA=0'4’, OB=0'F’,
AB=A'B u AC=A'C’, paxiic no akcuomu II 5 je u OC=0'C.

IIpema ToMe yMamo )

‘0A=0'4", 0C=0'C’, AC=A4'C
u Takobhe
OB=0O'B', OC=0'C’, BC=PRUC'.
Ho upse Tpu UOAYAApHOCTH 3Ha4Ye Mpema pedpmunm 21.1 ):la je Apr=xp'r
a Jpyre TpH Ja je <gr=<Lq'r’.
\ Teopema 21.9 Axo ¢y Xpq u Xqr gea cycegra ygybmena yira y pasHu o u
P'qQ" u Xq't’ gea cycegna ygybmena yisay ucitoj umu gpyioj paenu o' fia axo je
; Xpa=<p¢ ¥ <Iqr=<q'r,
yirosu Xpr u AP'v, xoju cagpxe wHoayapase q u q', waxohe cy jegnaxu idj.
Ipr=<Ap’r. .

Jloxas Hexa je O 3ajemuuvks noueTak TONYOpaBuX p, g, r, a O
3aje/IHMYKH MOUeTaKk nonympasux p’, ¢, r’. Ilomynpase p ur ce noknamnajy, jep
KaKo Cy YrjoBum <Lpg U <Xgr ynyOmenm, mpeMa Aedpunumju 12.4 cy ¢ pa3Hux
CTpaHa npase KOjOj WpHOaja rionynpasa ¢. Jlakne p ¥ r ¢y Ame monynopase Ha
Koje je TadkoM O Da3NoXeHA JeyAA upasa, WA Cy p U r Kpamu yrma <pr.

IIpernocTaBAMO mOpBO Ha p U ¥ upnnanajy jeIFOj mWpaBOj W AOKAXWMMO

na Taga p’ W r upunazajy Takole jemoj

qQ g npaBoj, koja je TadukoM O’ pa3nomeHa -

/ Rra Te Ape nouympaee (cit. 168). Hexa je

/ / s’ npoOyxeme Onoiympase p’. VrioBu

S JIpg A <Lgr cy RANOPEAHHU, W YIIIOBU

J 0 P v o) P' Jp'qd u Jqg's’ cy ranopemEn. Kako cy
Cn 168 . YIIoBH <Xpg W <p'q’ jeoHAKH Ipema

TeopeMH 21.6 ymoBH <Xgr m <Ag's’ cy
waxobe jennaxu. Ho yriosu <Xgr ¥ <(g’r’ cy jeHakM maxie M yrioBH <g'r’ u Xg's’
¢y jennaxd. Ilpu Tome cy p” u ¥’ ¢ pa3sgEx crpaHa Tadke O, auw p' B s’ cy ¢
Pa3sRUX cTpaHa Tayke O’, jep Cy ¢ pa3HUX CTpaHa OpaBe KOjoj UpHOaja DOy-
npasa g. Jlakne r’ u & cy ¢ HCTe CTpaHe IpaBe KOjOj MPUIaza monyunpaea g'.
IIpema Teopemu 21.2 monympase r’' K §° ce TOKJIANajy,

'Tj. 7’ je nponyXemwe monynpase p’. r

IlpetnocraBEMo cajila oa p U r He OpUUATAjy q
JeMHO] OpaBOj, HETO fAa CY XpAaO¥M YTaoHe JIMHHje pr.
Hexa je ¢ nponyxeme momynpase q. IIpema Teopemn
11.8 jenma on NONYNpaBHX ¢, g _]C y YTaoHO] JAHHjU
pr. Y3MHMO IIPBO A3 je ¢y yraoHoj fsumuju pr (ci. 169),
makye y ynyoibeRoM yrimy <Xpr.

Hm p’ m r Be npuoanajy jeanoj upaBoj, jep
OpeMa OPETXONHO JOKA3aHOM AEJNly OBE TeopeMe HOJIy-
opaBe p M r OM TpMmanane Tana jeAHOj mpasoj. J[oka-
XHMO fla cy ynyOiheRM yriosu <Lpr.@ Xp'r’ jemEaku.
IIpema Teopemu 21.2 mocToju, ¢ OHE CTpaHE HOJy-
npaee p’ ¢ koje je ¢’ jemHa jeAmHa wonympasa s' Koja Cn. 169
monasy U3 O°, Takea Ja ¢y yAyOJseRM yTIOBE <Ipr
u Ip’s’ jemmaxu. Ilpema teopemu 21.8 mocroju y yriry <Xp’s’ jemHa jeguna
nojyopasa ! xoja uojasd u3 O' M Takea 13 je <Apg=<Apt H Aqgr= <Lty
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Kako je ¢ vy <p’s’, mo Teopemm 11.5 ¢ je ¢ oHe cTpane nosaympase p’
¢ xoje je s’. Ho & je ¢ oHe cTpame momymnpase p' ¢ kKoje je ¢, maxie ¢ | t
¢y ¢ ucre crpase monmynpase p’. Ilpa Tome je <(pg=<Xp'q’ u <Lpg=<p't,
nmaxne mpema Teopemu 21.3 Xp'q = Xp't’. Tlpema Teopemu 21.2 nosympase g’
H f ce moxuamajy.

Otyn cuenyje ma je g y yrny <Xp's’ m fa je Xpg=Yp'q' u Agr=Lqg's’".
Ho < gr=<Jq'r’, naxne Ag'r’'= Lqg's’. Ilpy Tome cy p’ u v’ mpema nmepuAUIMH
_11.4, ¢ pasRiX cTpPaHA UpaBe KOjo) MpHmama g'; MCTO Tako p’ W s, jep g’ ce
moxmaria ¢ ¢’ a ¢t je y yrmy <Xp’s’. Jlakne r’ M s’ cy c McTe CcTpade npaBe
KOjoj mpumiaja ¢’ ¥ ceM Toraje Xg'r' = Jg’'s’. TIpema Teo._
peMu 21.2 ¥ u 5’ ce Taxofje moxnanajy. [akne < pr=<xp'r’
ImTo je Tpedano goxal’aTH.

Axo je, HaIPOTHB, LOJyTIpaBa g y yrily <(pr, Heka
je ¢’ upomyxeme NONynpase g' U Heka je s’ mojympaea |
C OHe cTpaHe moiympaBe p' ¢ koje je ¢, Taxsa ga cy
yayDIbeHY yrIoBA <Xpr U X p's’ jemuaxy (cn. 170). Hacras-
majyhi [OKa3 kao IPEeTXOOHO, A0ka3yjeMO Ja ce HOoIy-
OpaBe g M t UOKNamajy, a OTyA ometr na ce r u s
NOKJANAjy ¥ Jd Ccy paxie ygmySibeHH yrioBu <Lpru <Xp'r’
jemaxn. Ho kako ynySieeHH yrao <(pr cafpXH HOJIylpaBy
g, UCTyIGHH yrao <(pr CajJipXy# HONynpaBy ¢, a kako
yaySibeER yrao <Lp'r’ caJpXA LONYNPaBY g, MCIYTYCHH
yrao <p'r’ cagpxu noyynpasy ¢ . U3 pedurmuje 21.1 cue-
nyje Yaxk HEUOCPEOHO, aX0 Cy yOyOJseHH YTJIOBH <(pr U
Lp'r jenuaxy, na cy Taga W UCIYImHYeHM YTIIOBH <L pry < p'r’
jemuaxy. TH ucmyudYeHM yriloBH CaApXe AAKJE PEAOM KPAake ¢ ¥ ¢ M jeHAKHA
cy. — Tmme je mama Teopema y cBa TpM Moryha ciydaja jmokasasa, :

Teopema 21.10. Axo cy yiweu Xpq u <XqQr gea cycegra ygybreHa yira y
pasnu oo w Ap'q’ @ Xq'r’ gea cycegna ygybmena yira y uctuoj usu gpyioj pasmu
o', #a axo je )

C. 170

IApq=<Xp'q u <XLpr=<Xpr,
tdaxobe je .
Xqr=<xq'r.

J o x a 3. IIpetoocraBuMO Jia TeopeMa HHje TadHa. Tana mocToju mpema
TeopeMi 21.2 y o’ ¢ ORE CrpaHe HOJynpase g ¢ Koje HHje p’ APyra HOJyupaBa
s’ Tako fa cy yRYOJseHM YIrIIOBU <Xgr U <Xg's’ jemuaxn VYayDibeHH yTIIOBH
<p'qd ¥ Yq's’ cy naxne Takolje CycenHm, jep Cy MM Xpam® p’ M s’ ¢ pa3HHX CTpaHa
noNyopaBe ¢’, ma Kaxo je Xpg=<Ap'q u Lgr=<xg's’, npeMa Teopemu 21.9 je
<pr=Lp's’, mompaszymesajyhyu yriioBe XOjH Cagpxe peAOM HOXyNpaBe g U g .
Ho Xpr=<p'r', npa Yemy ® yrao <pr’ caapxu wo gedpumwdaumju 12.4 pony-
npary ¢'. Jlaxie je mpeMa teopemu 21.3 w Xp'r'= Ip's.

Vrnosu <Xpr v <Ap's’ cy no pedpummugju 21.1 0Sa ynySibera, wWcIynieHa
Wi ucnpyxena. Oba canpxe noaynpasy g¢'. J{axie, axo ¢y yIyDibeRH, BHXOBH
Kpal@ 7 ¥ s’ ¢y ¢ OHe CTpaHE moOJynpaBe p’ ¢ Koje je g', Tj. ¢ MCTC CTpaHE
nonyupase p’, Ilpema Teopemd 21.2 xpauu r' H s’ c¢ OOKIANajy, a2 M CaMHE
YIIOBE <Ip'r u Xp's’ cc moKiamajy.

AXO Cy TH YIJIOBH . HCIYITMCHY, THHXOBU Kpamu r’ M §' Ccy C OHe cTpaHe
mogynpase p’ ¢ Koje HMje ¢, HaKJEe OWNET CYy € HMCTe CTpaHE HONympaBse p’ W
HoKJauajy cc, Da B CaMH YIJIOBH <p'r’ M <p’s’ ce mornanajy.
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Axo cy TH YTJIOBH OIPYXEHH, ONET C& Kpai® r' H S noknamajy, jep cy
IpooyXema UCTE Nonynpase p’, ma kako oba Ta yrya caapXe ¢, HOKJAmajy ce
¥ Ta JBa yria.

Haxie, xako je <Cpr= <p's’, MMaMo L pr— & p'r’, WiMe je AOKa3 3aBpLIEH.

@HOAYAAPHOCT TROVIVIOBA U1 MHOTOYIJIOBA.

1. V oBoM mnaparpacdy HnpoydaBaMo MOAYHNAPRE TpOYIJic H MHOTOYIJIE H
TO CaMO 10 TPaHul@a rAe NocTaje yBoljeme mpasor yIJa M YNPaBHUX (HOPMAJHUX)
OpaBUX NOTPeDHO.

Jedansmuja 22.1. ARo cy cTparmue 4 yrioBd Tpoyrna ABC pegoM nony-
" JapHM CTpaHMilamMa M yrjoBuMa Tpoyria A'B'C’, Tj. axo je

AB=A'B’, AC=A'C', BC=B'C’,
IBAC=XBA'C, <XABC=IA'B'C', <XACB=<A'CP,
xaxeMo Ha cy Tpoyrim ABC w A’B'C’ uollynapHM ¥ THIIIEMO

ABCE A'B'C'.
3a B¢ TPOYragge MOBPUTY KaXeMO H3.CY JONVIADHE 3KO CY MM

puBo8H nonyNapEM TDOPRIH.

Kaxo je "@nyx(a@ﬂom Ee@n CRCHBHA, CHMCTDHYHA M TPANCHTHBHA Kaj ¢
THIC JYXH ¥ YITIOBa, UCTO BpemM, HA TeMeJby JAcpHHMIAJE 22.1 RENOCpelHO W
3a Tpoyrne, a kao luro he mpowsuhu u3 aedpummnuje 22.3, Bpenche ma 32
kakBe MHoroyrie. To ¢y y creapu ommire ocoSHHE HONYNapHOCTH, KOj¢ Kapag-
TEPUILY TPYHOYy Yy CMMCIy Teopuje rpyna. Jlakie, mmMamMo HAOp. TEOPEME:

TeopeMa 22.1. Ceaxu iipoyiqo je wiogygapan cebu camom.

Teopema 22.2. Axo je apoyiao ABC uogygapan wmpoyiry A'B'C’ inaxobe je
wpoyiao A'B'C’ wwgygapan wipoyizy ABC. _
: Teopema 22.3. Axo je wpoyiao ABC togygapan tapoyiry A'B'C’' u tapoyiao
L A'B'C’ dogygapan dupoyisy A”B’’'C" iGaga je inaxobe wapoyiao ABC aogygapan
u‘poyl/ly AIIBIICII
_ Kako Te TeopeMe cnenyjy HemocpemHo w2 ncpwmuumje 22.1 u oIrosapa-
JyRHX TeopeMa o AyXmma K yriloBuma, H3HOCHMO KX Oe3 Nokasa.

2. lokakuMo UPBO TPH TEOPEME O HONYNAPHOCTH TPOYIJIOBAa, DO3HATC
Ka0 NpBH, JPyrd ¥ Tpchu CTaR 0 NOAYNapROCTH TpoyriioBa. M3 HawMHa Kaxo
CMO 3aCHOBAJIM HNOIYOAPHOCT AYXH H UOXYAapPHOCT YIJIOBAa HMPOM3JIasH fa Ham Ha
OPBOME MECTY CTOJM Tako3BaHH TpehM CTaR 0 NOLYOAPHOCTH TPOYINOBA.

)A\ *Teopema 22.4 — 1 cras o moayAaprocTH Tpoyriosa. — J[ea wpoyita cy
uogygapua axo cy iipu ciuparmue jegroi Wpoyiia pegoM jeguaxe iupuma  Clipa-
HuyaMa gpyiol wupoyina.

Hoxas3 Heka cy ABCu A'B'C’ ta nBa TpoyIjla W Hexa je AB A'R,
AC=A'C’, BC=B'C". Ilpema gedurumaju 21.1 je m XBAC=<XB'A'C), jep ua
BUXOBAM KpannMa AB, AC S A'B’', A'C' cy Tawxe B, C, B’, C’, TakBe na j¢
AB=A'B', AC=A'C’ a cem ToTa je BC=B'C’. Ucro Taxo je XABC= <X A'B'C' u
XACB= < A'C'B’, nakne, nupema nebusHmaiy 22.]1 Ta ABa TPOYINIA Cy NOLyNADHA.

.5(_ *— Teopema 22.5. — I craB o nMOAYNApHOCTH TpOyTJIoBa. — Jleéa fmpoyisra cy
uogygapHa axo cy pegom gee ciuparuye u 3axsahenu yiao jeguol upoyiia jegHarxu
geemMa cilipamuyama u 3axsaheroM yiLty gpyiol iipoyisa.
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Hoxa3 Heka cy ABC u A'B'C’ Ta n8a Tpoyria u mexa je AB=A'B’,
AC=A'C’, LA BAC=<B'A’C’. llpema Teopemu 21.1 taxohe je BC=B'C’, naxie,
npema TeopeMd 22.4 Tpoyrosmm ABC n A'B'C’ cy monynapru.

'* TeopemMa 22.6. — Il cTaB 0 HOXYOAPHOCTH TPOYIJOB4. — Hea wpoyina *
Cy UOGYQapHa axo Cy pegoM jegHa Ciipanuia u HaA FRoOJ Hdaeinu yiweu jegHot
apoyiaa jeghaxu jegnoj cllpanuyy u Ha re0j HaaseinuM yiroéuma gpyiol idpoying.

s Joxa3s. Heka cy ABC u A’B'C’ ™a tpoyrnu (ci. 171) u hexa je AB=—
=A‘B' XBAC=B'A'C’, S ABC~= X A'B'C'. llpenoctaerMmo na auje AC=A'C’.
Tanma mocroju npeMa axcuomd IIT 1 ma xpaxy AC yria
XBAC npyra tagka C'' Taxo na je AC=A'C”. Tlpema c
TeopeMu 22.5 Tpoyrim ABC u A'B'C"” cy monymapaH,
naxne je XABC= < A'B'C".Ho XABC=<A'B'C’, pakne
JA'B'C =X A'B'C”, Kaxro je C” na noJsynpasoj 4’ C’ xoja
nonasu u3 A’, Tayke C' u C"’ ey c ucte cTpaHe upaese A'B'.
Jaxue, npemMa teopemd 21.2 nonynpase B'C' u B'C”
¢e poxsamajy, 1. C” je me camo Ha mparoj A'C’, seh u
Ha B'C’ u moknama ce ¢ muXosMM IpecekoM C’, mrmo je
CYIIPOTHO HPETIOCTABIIH,
Jaxye je AC=A'C’, na xako je AB=A'B'n {BAC
=B A'C’, tpoyrma ABC u A’B'C’ cy npema TeopeMu Cn. 171
22 S momynapHH. -

3. V norneny ma nonynaprocT Melly cTpaHumaMa M) yrMOBEMa jeOHCT
HCTOT TpOyrja HocToje nBe MOryhHOCTM: MM Cy [BE CTPAHHLE JEJHOT TPOyTJia
M:hy coBom jenHaxe, MIM Cy CBe TpU CTpamuie Melly coboM .jenmHaxe.

Jedunmmija 22.2. Tpoyrao xome cy mee cTpaHuue melly coboMm jenHake .)f
Ha3WBa Ce ﬂgmomwmwmxrmm
PEMETy KOME Ce cacTajy Xpalln Hasuba ce 6px, a Tpeha CTpamuLa ocHosuya
JEHAKOKPAXOT TpOyria.

;I‘_Bgﬁgg_&m Cy_ cBe TpH_cCTpaHmEne Mmehy coSOM jemHaxe Hasusa_ce
Jegnakocaugauuuan TPOYIO.

-_Tpoyrao KoMe Cy CB¢ TpH CTParHue Meljy coSOM ne]eJmaKe HA3UBA Ce
paawggggrmuan TPOYTao.

JlokaxpmMO MPBO Ja MOCTOJE jeOHAKOKpaku Tpoyrid. IlocTojame jemBako-
CTPAaHWYHHX TpoyrjoBa Molir hemo pdoka3aTH Tek moMolly Ipyre arcuomMe
HETPEKHATHOCTH.

Teopema 22.7. Iociuoju jegnaxoxpax tHpoyiao xome ¢y Kpayy jeguaxu gaiuoj
gyXu, @ YIGO UpU 6pXy jegrax gaiioM pisy.. S

Hoxa3 Heka ]e yrao <{pg Ma xojd yrao, C Bcroso teme. Ilpema
axciomna TIT 1 uocm_]c Ha KpamiMa p H ¢ PpefoM Tawuxe A v B Taxo pa cy
nyxa CA u CB jennake xojoj ©wio natoj myxu. Kaxo Tagxe A4, B, C He npu-
Dangajy jeIHoj OpaBoj, YXymHocT TpHjy Dyxd AB, AC, BC j¢ npeMa JednuEALHEM
7.1 Tpoyrao. [Ipema pedpruuumjn 22.2 Tpoyrao je¢ jelHAKOKPAX M UCIyRaBa yCIIOBE
OBE TeopeMe.

Teopema V_jegnaxoxpaxom ilpoyity cy yia0su HAcUpaM jegHaKuX 7\4\

cilipanuya jegnary

Horocimo Tpu pasma joxaza. [[pyrd je CIM9aH NpPBOM, anmd je xpahu u
OCHWBZ C¢ Fa HOAYNaPHOCTH HCTOBETHMX HyXW K yriosa. Tpebm ce manazu y
ByxmnosuMm , EieMerTrMa ‘.
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Hoxa3 1. Heka cy y jemHakokpaxoM Tpoyriy ABC (cn. 172a) crpanuile
AC m BC jennaxe. N3abepuMo y BeKO] DaBHM o Npasy & M HA B0), mpeMa
axcuomn III 1 tauxe A’ m B’ Tako ma je AB=A'B’, 3aTuMm npema Teopemu 21.2
¢ jemue crpame mpaBse &' yrao XB'A’C’ Takxo
a2 je XBAC= 4 B’'A’C’, naniocneTKy, Ha KpaKky
A'C’ rauky C’ Taxo pma je AC=A'C'".
IIpema Tteopemu 22.5 Tpoyrim ABC u
A’B'C’' ¢y nonymapuu, nakne je @ BC=B'C’,
JXB=<XPB, XC=<C’. Ilpn ToMe TeMCHHEMA
A, B, C oxgrosapajy peaoM TeMcHa A’, B', C'.
C nmpyre crpane, us AC=A'C' u AC=
BC cnenyje, mpemMa axcuomu III 2 4'C’ = BC.
Cn. 172a Hcro taxo w3 BC=B'C' vy BC=AC cnenyje
B'C'=AC. Cnuygo m3 <SACB=<XA'CB u
<IACB X BCA cnenmyje, no Tteopemu 21.3 <XA'C'B'=BCA. Taxo wMaMo
cnenehe MooynapHOCTH:
AC'=BC, BC=AC, <SAC'B =<XBCA,
nakyue, npeMa TeopemH 22.5 tpoyrau A'B’'C’ m BCA cy nopynapru. IIpu Tome
TemeanMa A’, B', C' onroBapajy penom teMera B,A,C. Hakne je m <A’ = JB.
Ho umamo <X A’= <A, naxne, mpema Teopemm 21.3 Takobe je L4 = <B.
-Moxa3s 2. Heka cy y tpoyrny ABC crpamuue AC u BC jensaxe. Kaxo
je upeMa Teopemu 20.1 AB=AB, AC=AC, BC=BC, tpoyrao ABC je mpema
Teopemn 224 nmonymapaR cebu camom. Ilpu ToMe CBakOM TeEMEHY OAroBapa TO
ucro TeMe., Ho kako je u AB=BA, AC=BC, u BC=AC, tpoyrima ABC u BAC
cy Taxolie nonymapeHM, a mpu ToMe TeMermMa A, B, C oxnroeapajy peaom
Temera B, A, C. Jlaxne cy npema nedmuminjm 22.1 n OJIlIOBapa_]th Y AOBY
JemHaKH, N2 Kako yriy <A oaroeapa yrao <XB, Ta JBa yIja cy jeIaHAXa.
Hoxas3 3. Axo cy y tpoyrny ABC crpanune AC u BC jemnaxe meby
coboMm, Heka je D Tauka ma mpaBoj AC Tako nma je A
mwsmeby C m D, u Hera je E Tauka Ra opaBoj BC Taxko c
na je BE=AD u pa je tauxa B usmely C u E (cn. 1725).
Tana, je nmpema axcaomu II 3 m CE=CD. Tpoyrss BCD
n ACE ¢y nonynapun, jep je BC=AC, CD=CE u <BCD
=ACB. Jlakne je u BD=AE a otyn cy A Tpoyrid ABD
d BAE nonynapuy, jep je AD=BE, BD=AE u.  AB=BA.
Jlaxne je u < BAD =< ABE, a otyn cy npema Teopemu 21,6 & 8
¥ yrioea XBAC n X ABC jeanaky Kao RanOpeaHu yrioBH
jeAHAKuX yrnoea.
Joraxumo cax oDpHYTYy Teopemy: D 13

Teopema 22.9. Axo cy y iupoyiny gea yira jegHaxa, jeg- Cn 1726
Haxe Cy u HacupamMHe ciupaHuye, ilj. tpoyiao je jegraxoxpax.

Jl ok a3 Xoju HOHOCHMO OXroBapa Joka3y 1. mperxojmxe TeopeMe. —
Hexa cy y Tpoyriny ABC yryosu X4 M < B jempaxm (ci 172a). Mzadepumo y
Hekoj parHH o mnoayAapaH Tpoyrao A'B'C’ (xao y mpeTxomHOM Aokady 1) Tako
oa je AB=A'B’, BC=B'C’', AC=A'C', A=A, IB=<PB, IC=<C".

Tpoyrac A’'B’'C’ noaymapau je tpoyriiy BAC upn deMy Temenuma A’, B,
C’ oxaroBapajy peaoM TtemeHa B, A, C. 3aucra, mmamo AB=A'B’, AB=BA,
maxiie je # A'B’ =BA, 3aTuM mMaMo LA = X A’, JA,=<IB, nakne je @ LA’ =
= XB. Hajsan umamo IB=<IB', XB=<XA, naxie u < B = 4.

Kaxo je A'B’=BA, XA’'=< B, B = <A, tpoyrao A'B’C’ je upema T€O-
pemu 22.6 NONYyNapaH ‘TPOYIIIy BAC y peyeHoM cmuciy. IIpeMa ToMe je u

A'C’=BC, na xaxo je A'C’ AC ymaMo AC==BC

C
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4. llopymapHocT Ma KakKBHX PaBHHX MHOIOYTIIOBa MOXKEMO AchHHucaTH
ka0 H NOAYAAPHOCT Tpoyryiosa, Ba cneaehiv Haquu™:

HMepmumunja 22.3. Hexa Meljy TeMeRMMa W CTpaHullaMa AB3a paBEa MHO-
royrna A,Ay ... A, v BB, ... B, (fi=> 3) cafpxanmy-y ABCMa PRIHAMO IR jENHO]
"P&BHH NOCTOJH ODOCTPAHO _]e;mosnaqaﬂ _OIHOC, Tako Ja TeMeHHMa Ay, Ay s
A, jemior MHOroyrna opro_gggguy /_pEeloM _TeMeHa _B,,‘ 9 - - B _IOpyror MHO-
TOyINa W Aa CTPAHUIM KOja Cmaja pa TeMeHa jemHOr MHomyrna OAroBapa oHa
CTpaHMIA IPYrol MROTOYINa, KOja crraja “nBa’ oaropapajyhia Temena.

Axo cy onronapajyhe crpanuue TUX MHOIOYIJIOBA JEAHAKE U HUXOBH
oarosapajyhu yrioBM jequakM, KaxeMo fia cy-Ta ABd MHOTOYINa #ogygapha.

Osa pedunuimja obyxeaTta u Tpoyrsie (n=3) B y TOME CAydajy c& CBOJM
Ha gebwruumjy 22.1, caMo IITO y OBOj HHjC H3PHYHTO CHOMEHYT 0S0CTpPaHOo
jemEO3HayaR omHOC Melly TeMCHMMA M CTpaHulaMa [ABa OOAYyOApHA TpoyTja.

On muormx MoryliMx Teopema O IOAYNapPHOCTH MHOTOYTJIOBA CIIOMHFBEEMO
caMo npe:

Teopema 22.10. ¥V gea uogygapra muoloyira gujaionare koje cudjajy ogio-
sapajyha Wemena cy jeguaxe.

Hoxas Hexa cy A4, A,... 4, n B, B, ... B, narm Muoroyrii, Tpoyriu
A, Ay Ag n B,B,B, ¢y npeMa TeopeMu 22.5 monynmaprH, jep je A, Ay, = BB,
Ay Ag=By;By a u XA, Ay Ay =
X B,B,B,, jep cy TO IBa OAroBa-
pajyha yrma THX MHOroyrJjosa.
Jaxne u majaronane Ay Ay v BB,
Cy jemHaxe.

N Ttpoyrnu 4,434, u B,ByB,
Cy UORYZApHH. 3aKcra, Kako je
X AqA3Ay= X B.B.Bu L A AgAy=
XB,ByB;, a xpau AzA; u ByBy cy
FICTOBPEMCHO Y yrioBuMa XAy AsA,
ofH. X B,ByB, UM Ccy u3BaH BHX, .
umamo XA 4zA, = <LB\ByB,. Ho Cn. 173
AAy = B\By, AgA, = ByB, naxne
npeMa Teopemy 21.5 Tpoyrim A,A4;4; w B,ByB, cy noxynapuu. IIpeMa ToMe u
nmjarorane AyA, u BB, cy jennake u yrnosu <XA,4,4; u X B,B,B; jemuakd,

Ha wscTy BaYgR fAokasyjeMo Hake Ha' ¢y Tpoyrm A;A,4As u B B,B;
jenHaxu W yonmTe na cy cBH Tpoyrim A,A;A;, B By B;Bi4, i=23...n—1,
o,lmonapa_]yhu Meby cobom Je,unam IIpema ToMe Ma Xoje Ose o;u"onapajyhe
mujaronane A,A; m B,B; cy jenuaxe.

Hcro tako moxasyjemo fa cy jenHake Ma Xoje¢ nBe oprosapajyhe aujaro-
Hajic KO)e mojase M3 A, ofH. B, 3aTAM u3 A, omu. By WiA. TeMe je noxa3aHO
Jia Cy JBe MjaTOHAJC KOje CUajajy Ma Koja mea U BHMa oprosapajyha TeMema
jenHaxe.

Teopema 22.11. Axo Mmeby ieopemama u cipamuyaMa gea Mwoipyira ilo-
ciloju obociipanp jegnosnavan ogHoc u axo cy ogiveapajyhe ciipanuye jegnaxe u
oglosapajyhe gujaionare jegnaxe, wia géa MHoloyira cy uogygapha.

Hoxa3s. U3 jennaxoctn oproBapajyhux crpamwna m omrosapajyhux muja-
rosana Jsa MHoroyrna AgA,... A, u BiB,...B, cnenyje 1a ¢y cBH TPOYIJH

[

* V § 29 nahe ce Apyra pebsHUNYja 32 DOAYAAPHOCT Md KAKBHMX JIHKOBA. v

\/ 10 EneMeETapra reoMerpuja

L
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OOCMATPaHH y OPETXOMHOM JOKa3y NOOYHAPHH, Aakiie M oxrosapajyhn yrioeu
TEX TPOYTIOBA CYy jeHAXHW, a OTYX C¢ HOKa3yje aa ¢y M oAropapajyhu yriioem
JaTHX MHOTOYIJIOBA, JBa W IBa, jeAHaKH.

‘23. VIIPABHOCT ITPABHUX K PABHIL

1. Ilpeo Mopamo pedunncat® mpapr yrao. To MOXEMO Ha OCHOBH
HOAYJAPHOCTH YIJIOBA, jep TpaB yrao je OHaj XOJM je CBOMEe HAMOPENHOM

yrily jemHax.
)F, Jedpumnnmja 23.1. Viybiber yrao jegHak CBOM HANOpPEeIHOM YLy Ha3nBa
ce upas yiao. -_

p—

"

ITpas yrao fhemo obesiexxutu coBoM R. AKo je yrao < pg npas, nucahemo

¥pg=R.

A’

Ha ocHoBu mpaBor yrsia Moxemo AeUHUCATH OMITADP U TYN yrao.
Hedmmumuja 23.2. Hexa je y paBHu YINA. <Lpg. X NOAYNPaBa_KOja C XPAKOM

b romm,_c:wwwmaka Pp_C X0je”
Je KpaK—g—

(a)

Cn 174

A pg HA3UPaA Ce

Axo je Xpax g y npaBOM yray Xpr, yrao

TIPABOT yTIa <(pr, yrao @:Eq Ha3MBa ce Uiyl yiao.

Tyn yrao <pgq.

YrJIOBMMA.

Cn. 174a npercraBiba oumiTap, a ciimka 174b

V caemeliuM TeopeMaMa pey je O TNpaBUM

XTeopem 23.1. Axo je jegan og yinoea xoju je
obpazoéan geema ftipaeuM Koje ce cexy, #paé yiao,
cea weiliupu ygybmewna yira wilio e iipase odpasyjy jecy upasu yisoeu.

Hoxa3. Hexa cy 1o upase @ u b, xoje ce cexy y Taukn O (cm. 175).

Hexa cy p u p’ 0de moyynpaBe 1ITO cavyHMBb-apajy Opasy a W momyase u3 O, a g
M g 08e MoJympase UITO CauMmbaBajy mpaBy b m nonase M3 O, v Heka je Jpq
npaB yrao. Ilpema gedwmummju 23.1
jenar oI HamoOpeIHHX YTJIOBA Yria <(pg
jenmax je camoMm yrmy <(pg, peuuMO

Xpq = Xp'q. Kaxo je Taxole yrao < pg Q
RanopeflaH yriy <p'g,
je npema nedpwmummju 23.1 upas yrao.

H yrao <p'q b

Amu w Xpg u Y pg cy mpa HamoperHA 3

yria, nakie je M <pg mpaB yrao u, P
Hajsal, Lpqg u Ip'q cy Taxohe npa Bano-
pemHa yria, naxkije u <p’q’ je npas yrao el

j‘\ Teopema 23.2 Ilpasu yirosu cy
Jegrarxu Mely cobom.

Cn. 175

Q
P 0 P
ql
P 0 P’
Cn 176

Hoxas. Heka je dpg upaB yrao u <p'q’ Ma xoju yrao jeJHax TOM
ApaBoM yTiry (CJ 176) JloxaXmnMo 5a je W yrao <):pq’ npag yrao.

Hexa ¢y p, u p'; oponyxema nosynpasux p u p’. Kaxo cy npema TeopeMHU
21.6 pamopenHM yrsioBM Jennamx yrioBa jeMHAKH, MMaMoO <Ip,g = <Xp’ 1q
Ho mpema pedummnuju 23.1 je <pg = <kAp,'¢’, naxme mmaMo Xpg = Xp'yq’,

a TIO MPeTNOCTaBIM je <Apg =
¥p'q’ je mpas yrao.

Xr'q’, nmakne je p'q =

<p'qg’, T§. n yrao
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* Teopema 23.3. Csaxu yiao jegnax fipaéoM yiry je thaxobe upas yiao. ﬂ(’
I[mcas Heka je <Xpq mpaB yrao, <p'q’ meMy jemHax yrao W Heka cCy

Py u p'y Tpolyxera ronynpaeux p u p'. Kam <pg mwe Bu ouo je,:max yray

xp ‘g, mocrojasia Ou y PaBHM YIJa <)Zp ¢', ¢ OHe cTpaHe monyupase p’ ¢ Koje

je ¢, nosynpasa r;, pasnpuMTa oL ¢, HO KOja HOJA3d M3 TeMeHa yrna <Xp'q,

Tako Ja je <Ipg=Ap'r. Honynpana r' je ¢ jemme WM Opyre Crpate IpaBe

EOjO] UpHOajfa noJynpasa ¢, Xakie je

y Sp'g w 'y phg. Peumonajey 9 N (-

Py r ez
Kaxo je yrao < pg mpap, mpema ne- ! N

dwrgiu 23,1 jemmax je yrny <p,g, a VN

Kako Cy mpema TeOpeMm 21.6 HanopemHn ) 0 B D o p:
YTJIOBH je[HAKWX YIJIOBA jeHHAKH, MMAMO
Spg=<Ap'r. Haxie, npcMa Teopemu 21.3
AMaMO IIa Je <(pg— Xp'y

I{hxo Cy YTJOBH %Ep g W Ap'yq" npeMa nebuwomin 23.1 jenHaky, a uony-
npasa ' jAy <Xp'q’, moctoju y yrmy Xp,’q’ monympasa r’; Taxo ma je xp'r
=<'’y ¥ XgT = Yq'r'y. Ho Apg=<p’r’, makne <Apg=p,ty, na xaxo je
taxobe Lpg=xp'y’, wmamo L p'yr' = <xp'yry. Mpn ToMe cy r' W r'y (pa pazma
Kpaka, C BCTe CTpaHe NpaBe XOJOj IIpUIaja Kpaxk p’; a TO je IpeMa TeOPEeMH -
21.2 nemoryhe. ;

Hcro Tarko moxasyjeMo (axo yMecTo p M p’ OuweMo p, M p’y, 1 05paTHO)
e r He Moxe OuTH y yrny <Xp’,q. ,}Iax.nc NpeTIOCTABKA A yTao <Lpg Huje
JenHax yray <(p’'q’ morpemmna je. — TwMe je Teopema JIOKa3aHa.

O omTpoM M TYmOM YTIY AOKA3YjEMO CaAMO c.nenehy TeopeMy:

Teopema 23.4. Og gea nailopegna yiia jegaw je owiliap, gpyiu wWiyi, usu
¢y oba yisa upasa.

Hoxas. Hexka cy Apg m <Xgr pmsa HaloOpeAHa YTJA Ca 3ajeHUYKUM
KpaxoM ¢ (ci. 178), a Y pn mpaB yrao XOME je Xpak 1 ¢ OHC CTPaHe Opase WTO

campXu p M r, Cxoje je kpak ¢. Kpax ¢ je uim McToBeTaH

a ca n KM TaJa Cy yriioBM <Xpgq W <Lqr OpaBH YIJIOBH, WIH
Je Kpak.q y yriy <(pn umuy <{m. Axo je y Jpn, npema
nedyaunuju 23.2 <Ipg je omTap yrao, a <(gr Tym yrao. \<
AXo je Xpax gy <rn, Tana je < pq Tyl a < qr OIITAP YTAO.

Cn. 178 2. Ilpena3zymmo HA He(UHULAJY ¥ TIPBE TEOpeMe O
YOPAaRHMM (HOPMANHMM) OpaBUM. \7é
%I{edmnnmua 23.3. Axo jpBe IpaBe, YOJyNDaBe WJIH AYyXM g M b wMajy
3ajeJHAMKY Ta9Kky W OOpa3y]y NpaB yrao, pehM heMo 3a BHX Ja CY yiapaéHe AgA
"THOpMaNHEZ APyroj, snamama a | b.
— 3ajelNYKa Tadka 30Be C& YeCTO HOGHOXje.

On mpyrvx Had#Ha KakO H3pakaBaMO YUPABHOCT jelHe JYXH MIYM DOJIY-
npaBe n HA OpYyroj mpaBoj, NOJYNPAaBO] WM AyXH a, CioMeHyheMo caMo u3pas:
IOy n je ynpasBHa COyILITeHAa Ha ¢ M3 H3BeCHe TayKe BaH mpaRe g, WIH
HNOJIylipaBa 1 je yopaBH2 TOOUTHYTa M3 jeOHe TadKe NpaBe @. 3ajeJHAYKA
Tayka o0ejy mmuja Ha:uma ce Tajga 'nonno;xjeM OYXH WIA TIOJIynmpase 7.

Cn. V77

n

opaBoj 4.
’ Kpos _TauKy H3BaH jenHe mpase MM XpO3 Ta4YXy HA jEOHO] 'npgg_g_t_lp_q_-
Ja3u TBEK JEOHA & TO CaMO_JeAHA Mpap3, YOPABHA HA NPaBo). 10 IOKA3YyJeEMO

y cnefiehuM mBeMa TeopeMama, 23.5 H 23.7.
i~

L]




’@ %a Teopemal 23.5; Kpos ceaxy wiauxy- uzean gaille upase upoasasu jegHa u camo
' ] upaea xoju~je yiupaena Ha WoOj gaiioj upaeoj.

Jloxa3. Heka cy 170 Tayke A M mpaBa a (ci1. 179). U3abepumo Ha mpa-

BO] @ paee Tayke P u Q. u y paBuu APQ oxpenuMo mpeMa teopemu 21.2
yrao XA'PQ jemmax yriy XAPQ, ¢ TemeHoMm P, ¢ jen-
HUM KpakoM PQ a Jpyrum xpaxom PA’ ¢ oHe ctpane
mpaBe 4 C XO)e HUje Ta';{xa A. OnpeiMo peMa aKCHOMK
"Il 1 na Kkpaky PA! Tauky B Taxo na dyme PA=PB.
Hoxaszakemo na je mpama 4B ynpasna Ha a. Ka-

X0 je Tavka B c oHe crpaHe npaBe a ¢ XOje Huje A,

Q TpaBa a ceue TIpaRy AB naMeby A u B y u3BecHO]
tayxu O. bap Jemia ox Tauaka P u Q je pasymMyHTa OX
O, pennMo na je P pasmmauura oa O. IlpeMa TeopemMu
22,5 tpoyrmm APC u BPO ¢y nonymapHHM, jep MM je
ctpada PO 3ajemaudka a npemMa teopeMmu 20.1 je PO =
PO; 3ataM je AP=BP u <JAPO= <BPO. Naxne je
B JXAOP=<BOP. Ho 10 Cy nBa HaOpelHA yrJja jep
uMajy xpax OP 3ajenmmaxu a xpaiu AO W OB caup-
BaBajy OpaBy AB; maxiie To ¢y mpema He$HEWIMjW 23.1
ABa NpaBa yIflas U OpeMa 7ToMe 00 Jebumuumju 23.3

cn. ]:’9 npasa AB je ynpaBHa Ha npaBoj o. Ta ynpasHa mpaBa

npojyasu xpo3 A.
JoxaxumMo na je AO jemvna ympaBHa HA TpaBO) & M KOja OpPOJIA3u Kpo3
Tauxy A. Hexa je AC Ma xoja ynparHa, kKOja Ceve NpaBy a Y M3BECHO) Ta9KH
C. Tauke O u C Igy C MCTe CTpaHe Tayke P UM HUCY. AXO HUCY, MOXEMO

m3abpatn Ha a 32 P taxsy Tawxy na Syny O m C c ucte crpane Te Tauke P,

Onpemumo na AC Tauky D c oHe crpane Tauke C C xoje HHje A, Tako
ma je AC=DC. Tpoyrnm ACP w DCP cy nonymaphd, jep kako je <XACP
npae yrao, {DCP mweMy HanopehaH Yrao, OBHM YIJIOBH Cy jeJHAKH, 3aTHM je
AC=DC u PC=PC, na je n AP=DP u S APC= < DPC. Ho umaMo X APC=
= I BPC, pmawjie npema TeopeMn 21.3 je <X BPC= < DPC. Amu 1O Cy ABa yrna
ca 3ajepHUMIMM KpakoM PC M C HCTe CTpaHe mpaBe a, Jakjle IpeMa TeOpeMH
21.2 xpatm PB wn PD ce noxinamajy. Ilpema Tome Tauka D je Ha xpaky PB.
Ho AP=BP u AP =DP, jaxne BP=DP, T). Tauxa D ce noknana ¢ B u npema
TOME 'IpaBa AD ce nokiana ¢ npasom 4B, Tj. AB je jemmma ynpasHa Ha Dpa-
BOj] @ B KOja OpoJa3H Kpo3 A.

i

Teopema 23.6. Ilpas yiao iiociioju.
Hoxas. IlpemMa Teopemm 23.5 KPO3 Tauky W3BaH jeJHe NOpaBe APOJa3u
npaBa KOja j¢ Ha 1Oj ympaBHa, Jakjie Koja OpeMa nedurmMjn 23.3 oSpazy]e
C OpBOM upancirrx upae yrao. [Jlakie mpas yrao mocTojd.

Heopema @/7) Kpo3s csaxy hauxy wa jegnoj upasoj vpo- '\ a
4au\y paenu Koja cagpxu iy @paey jegha u caMo jegHa tipaea AN
Koja je yupasna Ha ipeoj ipasoj. N s

Aoxas. Hexa je To (cin. 180) Tauka O mpase a y paBHM 55T, 5

o W HEKA CY p E p, HOJyOpaBe mpaBe g, KOjuMa je moycrak O. \
IIpema Teopemu 23.4 mocToju TMpaB yrao® <Lmn, a OpemMa Teo- AN
pemu 21.2 TIOCTOjU Y PaBHHU «, C JAT€ CTPaHe TpPaBe @ MONY- .
opaBa g Tako Jda je yrao <pg jemHak yrimy < mn. MHaxie, Cn. 180

opeMa TeopeMd 23.3 m yrao < pq je mpas. IIpema mebuBMIMjU
23.3 nipapa b xo0joj ¢ MpANana, yupasHa je Ha mpasoj a. CeM Tora canpxu Taiky O.
HokaxamMo Jia je mpasa b jeluHa XpaBa koja Iiponasu kpo3 O K ympasHa je Ha a.
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Kan ©m, maumMe, ¢ OHnd jow jemHa ympaBHa 0paBa Y «, KOja NPOJIa3H
Kpo3 Tauky O Ha HpaBo) a, HEKa je r NOJYIpaBa Te¢ TpaBe, C MCTE CTpaHe IpaBe
a ¢ xoje je g. I Yyrao <Xpr je mpaB yrao, nakye <pg u <Xpr Cy OBa TNpasa’
yrila 4 npema Tteopemut 23.2 jecmmaxm cy Mehy codoM. Ho 0b6a muxopa xpaka
g W r ¢y C WCTe CTpaHe mpaBe &, Hakje mpema TeopemH 21,2 HUCTOBETHH CY,
CYNIPOTHO NPETHOCTABIM Ma ¢y b M ¢ gBe pasde npase. Jlakue b je jemuna
ApaBa ynpaBHa Ha NpPaBoOj ¢ M KOja Yy PaBHM o Yporna3y kpo3 Tayky O.

3. Tlomolly ympaBHMX JpaBHX MOXKEMO J0KAa3aTH Jia “CBaka IYX HMa
jemHo oapefiend cpeXUIITEe MW CBAKA yrao jeany ompeheHy mnoJynpaBy koja
ra NOJIOBY, Tj. PACHOJOBHM LY. Y3 TO IOKa3yMO TPH TeOpeMe O JeNHAKO-
KP4KOM TPOYIJy, 2 NPETXOHHO AajeMo Aeuuunmje.

Hepnammja 23.4. yka_ NywH AB, TaxBa na je AC=BC,

KaxeMo Oa tauka C nanoru (pacnoloBIpVie) ayx AB. Tagka C ce Ha3yma cpe-
AMurTe Oyxxu AB.

Redmunmaja 23.5. Ako je r monynpasa cajipxaha Yy M3BECHOM yrily <L pg,
nonaszehy w3 w W_aKO CYy YAyOIbeHM YIJIOBM <Xpr M <L gt JBa
jenFaka yria, Kaxe c¢ Jia MOyynpasa,r udoaoeu (paClONOBIRYJE) yrao L pq.
-Honyﬂpam—v—cc—mmm-pmﬂomw—(ﬂucexq:ma)—w:mm

b X Teopema 23,8 Cédru_yigo uMg_pacuo/zoewuy -

Hoxas Hexa je ¢ Ma Koju yrao ¢ C KpaildMa p U g-B C Temenom O.
Ilo necbm-mw«jama 12.1 v 12.2 yrao ¢ je ynysmeﬂ, HCITyNIYeH WM OTpYXKEeH.
Heka je mpBo ¢ y,quJ'beH yrao A u B nBe Tavke
Ha Kpaky p, Tako Ja je Hamp. B usmehy O u A4, u
Aeka je A’ Tauka Ha Xpaky g Tako na je OA= OA'.
Ilpema Teopemr 20,8 mocToju m3mely O u A’ Tauka
B’ taxo na je OB=0B’', AB=A'B’ (ca. 181). Hakne
npasa AB’ cewe cTtpanMny OA’ a He cede CTPaHMuUy
OB tpoyria OA'B w mnpema TeopeMn 7.12 ceue
crpaaMuy A’'B y Hexo] Ttaukm C, Tj. imMamo A’ —
~C—B. Ucto taxo wmamo A —C — B'. Tlpema Teo-
pemd 12 C je y yriy <pq. Hexa je r noiympasa Cn 181
¢ ycxomMurreM O ® koja mpoJa3M xpo3 C. )

Tpoyrao OAA’ je jepHaxokpak, jep Je OA= OA’, maxne npemMa TeopeMu
22.8 je XOAA'= X O0A'A. Tpoyrim OAB’ v OA’B cy noaynapuy, jep je OA4 = 0OA’,
OF = OB, X AOB = < A'OB, naxne je u XOAB = < OA'B, na xaxo je XOAA’
=<XOA'A a oBa IiBa yrna cafipXe OPETXONHAa [P yria, TO je OpeMa TEOPEMM
21.8 XBAA = {BA’A )Ialmc npeMa TeopeMm 22.9
Tpoyrao A'AC je jennaxokpax, 1j. AC=A'C, HauocneTxy,
Tpoyrmt OAC u OA’C ¢y monynapm, jep je AC=AC,,
OA=0OA'vm XOAC=<XO0A'C,paxknejen XAOC= xA'OC,
J}. pr=<Lqgr., fakie r je PACHOSIOBHMIIA Yyria <Ipq.
q Axo je « WuCIymieH yrao c xpamyMa p u g (cn. 182),
npeMa MeTXoONHOMe Y Ay OJb e HH yrao <(pg HMMa CBOjy
pacnionoBuuuy r. Hekxa je nomynpaea s mpoayxeme NOIy-
‘page rgKaxo cy Tauke noayupaBuX r.M § OpeMa AepUHH-
umjul0.2 ¢ pasHux cTpaHa reMeHa O, jegHe Cy HpeMa
: teopesmt 11.10 y yraoHoj ARAM)H pg, Opyre: BaH kbe, Na
Kako j¢ r y pq, s JA BaH pg, Tj. Yy WUCNyMYeHOM yniy «. Ho ynySimeHH yrioBH
<pr u <ps cy AsagjanopegHa yrna, YgTo Tako M y;xysmenu yrIOBM qr® Xgs,
na Kaxo jc <Lpr==<Lqr, NpeMa ’r‘é&/ﬂl 21.7 je u Aps= <xy¢ys. Haxye sJe
PacnoJIOBHMIIA yryia o. g

~
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Axo je, Haj3ax, yrao « ODPYXEH HEeKa je n NOJYNpaBa KoOja mOoNnasu |3
TeMeHa O ¥ ynpaBHa je HA merOBHMM xpanuma. IlpaBu ymiosBu < pn U <gn cy
mpeMa TeopeMHU 23.2 jemwaky, IOAXKJE M je paClOJIOBHANA ONPYXEHOI yria o.

TuMme je moka3aHo Ha CBakH yra0 Mma pPacnoNIOBHHUY"
JIokaxuMO cayia TpH TeOpeMe O jeJHAKOKPAKMM TPOYIIIMMA.

Teopema 23.9. Paciionoenuya yira tpu 6pxy jegnaxoxpaxoi iupoyisra #ioso6u
OCHOBULY U Yipasna je Ha 1v0j.

HOoxa3s. PacrmosiorHmua r yrna <X ACB Tip¥ BpXY jeXHaKOKpPaxor TPOyIja
ABC ceve, peMa Teopomy 11.7 ocHopully AB y uspecHoj rawku D (ci. 183).
c Tpoyrmu ACD w BCD cy nonynapeM, jep je AC=BC,
CD=CD, < ACD=<BCD, paxne je AD=BD, T1j. r
nosnioBu ocHopuiy AB. I3 mogymaproctu tpoyrniopa ACD
u BCD cyenyje m na je XADC= {BDC IIa Kako ¢y
TO HBa Hanopensa yrna, yrao <XADC je mpas, maxne r
je ynpasna Ha AB. <

Teopema 23.10. Ilpaea xoja cuagja epx jegHaxokpaxoi
fipoyina ca cpeguwitieM Heloée OCHOGuue, YiHpasHa je Ha
A [} 8  ocHosuyu u iioso6u yiao upu epxy. ~
f . Hoxas. ‘Heka je To jemmakokpakn Tpoyrao ABC
Cs 183 (cn. 183), AB ocroBunta D cpepumte ocHoBHIe. Hakie mma-
Mo: AC= BC, AD = BD v nnpema Teopemu 22.8 {A= B,
Haxne mpema Tteopemu 22.5 tpoyrmu ACD w BCD cy nomynaph¥, Te je
XACD= X BCD, 1j. CD je pacnonosumna yriua X ACB. Cem Ttora je XADC
=<BDC, na xaxo Cy TO HBa HalopenHa yriia, TO ¢y no Hebunummju 23.1
JBa mpaBa yrsa, 13. CD je ympapHa Ha AB.

aTeopema 23.11. Vupaewma ciyuduena u3 epxa jegnaxoxpaxoi ipoyiia na
Relosy OCHOBULY, I0/06U OCHOBUYY U YIdo Wpoylid Upu 6px)y.

Hdoxas. 3agpxasaMO ucTO odenexaBame. 1poymm ACD w BCD cy
nonymapuy, jep je AC=BC, CD=CD w XADC=<BDC, xa0 npaBH YIJIOBH,
a oryn je » AD=BD. Jlaxne, npeMa Teopemu 23.10 mpasa CD mHonoew #
yrao X ACB.

Teopema 23.12. Ceaxu ylao uMa camo jegry pactionoenuyy.

Jdoxr3. Heka cy Ha xpamumMma ynyDibeHor yria X AOB Tauxe A U B
TakBe J1a je OA=O0B (cn. 184). Kan &m T3] yrao uMao [Be pacnoOJIOBHWLE,
r W 5, MOpaJie 5H npeMa Teopemu 23.9 obe Swru ynpasHe Ha mpaBoj AB, a To je mpe-
Ma TeopeMu 23.5 HeMoryhe. Jlaxie, ynyDIbeH yrao UMa CaMo jeiHy PaclOSIOBHALY.

PacniosioBEHIa MCIYITHEHOr YIJia je TPOAYXeBHe PACIOJIOBHMNE YIYOIheHOr
yIJi2 XOjH HMa McTe Kpake, A XKako je[AHa nojynpaBa MMa CaMo jeHO MPONy-
KEbe, M MCOYIIYeH yrad0 WMa caMo
jensy pacnosnopumiyy. Haj3an, mpema
TeopeMH 23.7 B CBakM ONPYXEH yrao
MMa CaMO jefHY pacuONOBHHUY.

Teopema 23.13. Ceaka gyx uMa .
cpeguuiiiie.

NMoxas Heka je AB nyx u
Heka cy AD w BE ynpasre Ha AB
y tagkaMa A B B. M3abepumo Tauxe
D u E c wucre crpave mpase AB u 10 1ako ma je AD= BE. Ilpase AD w BE
ce He CeKy, jep Xaja OM ce cexie, Dmie DM TO [OBe ympaBHe Ha AB M3 jemue

Cn. 184 Cn. 185
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UCTE TaYke, a To Je npema Teopemu 23. 5 memoryhe. TIpeMa Tome Tauka E je
c OHe cTpanRe mpase AD ¢ koje je Tawka B, na xaxo je U ¢ OHe CTpaHe OpaBe
AB c xoje je D, tauka E je npema Teopems 12.2 y mpasom yriny <X BAD.
Jaxie u neyna nonynpasa AE je ToM yrmy, Te mnpema teopemu 11.7 cewe ymk
BD y y3BecHO} Tauku F.

Tpoyrrmu ABD m BAE c¢y noaynapuu, jep je AB=BA, AD=BE u
XBAD = Y ABE, maxne je n X ABD = J BAE. Ilpema Tome Tpoyrao ABF je npeMa
Teopemu 29.2 jemmaxoxpax ¥ AF= BF. Ilpema teopeMu 23.8 MOCTOM pacHOJIOB-
HKIa Beroeor yria XAFB, a mpema TeopeMu 23.9 Ta pacIOSIOBHMIIA ITOJIOBM
nyx AB y usBecHoj tawku C, xoja je cpepMiie Te IyXH.

Teopema 23.14. Csaxa gyx uda camo jegHo cpeguuiilie.

Hoxas. Heka je nata nyx AB. IlpemMa Teopemu 23.13 Ta Ayx uMma Sap
jenno cpemuTe, pelUaMo S, ¥ Hexa je C Tauka BaH npase AB, Ha YMPaBHO)
nomuruytoj U3 S Ha AB (cn. 186). Tpoyrnmu ACS um BCS

cy moaynapEy, jep je AS—BS, CS—=CS, XASC— & BSC, <.
naxie je ¥ AC~=BC, Tj. Tpoyrao ABC je jemHakOKpak.
Kan du nyx AB wmMana jomwr jenmo cpexuurre 7, mpeMa
Teopemu 23.10 1 m npae CS u CT 0be OGune ynpaBHe Ha
AB, a 1O je mpeMma TeopeMu 23.5 HeMoryhe. Iaxne S je
jenMHO cpenMuuTe ADYRM AP.
4. Jloxaxumo Haj3a] TEOpeMy O pacIOJOBHMLAMA i 8
TPUjy yrjosa jeAHOI TPOYTNA. Cr 186
JL
M Teopewa 23.15. Pacuosvenue iapujy _yisosa jegnoi \

ipoyina cexy ce y jegHoj wlauku. Vipasre gyxu cilywildene u3 e wlauke Ha cée
Wpu Ciliparuye tuol iapoyina jegnaxe cy Mehy cofoM..

Hoxas. Hexa cy p, g, r p2nom pacrionoruurie yrnosa <LA4, <(B, <<C Tpoyria
ABC (cn. 187). Kako je npema neuHuiMja 23.5 paCnOJIOBHULIA CANpIKAHA Y
YTJIy KOJU HOJIOBM, MOJNyNpasa p je y yray <XBAC,
faxne npema teopemd 11.7 cewe y M3BeCHOj Tauky
A, myx BC, xoja cpnaja Tauke B 41 C ¢ KpawiMa
Tor yrna. Hcro Tako je Iomynpasa g Yy yTay
X ABC, naxie ceve y W3BeCHO] Tauk® S ayx AA,
Koja cmaja Tauke A ¥ A, Ha XpauyMMa OBOr YITA.
Kakxo je A4; ua nonymparoj p a A—S— A4;, B Tauxa
S je ma monympasoj p, Haxie je na obeMa pacno-
JIOBHHLlIaMa p ¥ 4.

Hekxa cy SL m SM ynpaBHe OyH COyLITEHE
u3 Tauxe S peaoM Ha kpake AB m AC yrna S BAC. Ilpasoyrim Tpoyrma ALS.
U AMS cy nonypapEM, jep MM je crpaHuua AS 3ajenrMyxka a yroBd <XLAS
U ILMAS jepHaxy, Hakije HMaMo H SL=SM.

Hexa j¢ SN ympasHa ayx caymitcHa M3 Ttayke S Ha xpax BC yrana ABC.
Kaxko je myx S& ynpasHa Ha Xpaky BA Tor yrna, takohe je SL=SN. Oryn je
u SM=SN. :

Tpoyrst CMS u CNS cy npaBoyrnu, jep ¢y uM Ayxu SM u SN ynpas-
H¢ Ha kpaumma yrna XACB. Kako MM je crpandna CS 3ajeARMYKA, a CTpaHMLe
SM u SN jenHake, 'u Tpoyrm cy noaymapmau. OTyn je IXMCS= INCS,
1j. nonynpara CS je pacnoyiosmnunua yrna ACB, naxne AcToBeTHA je C r. LlpeMa
TOMe CBE TPU PacClOJIOBHHLE p, ¢, I, CEXy Ce Yy jefHO] Tayku S.
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24. VITPABHOCT ITPABHUX U1 PABHU V ITPOCTOPY,

1. O ceqerwy npaBe ¥ paBHM (MPORMPABY NpaBe KpO3 paBaH) M CCYEHY
JIBejy paBHu Ouio je roeopa Beh y § 8. Cana je pedy 0 nmpaBHMM Xoje €y
yNpaBHEC Ha PABHHMAa U T¢e Yy3aJaMHO YyNpaBHHM paBHuMa. Hpso
AehUHUIIUMO YIIpaBHOCT MpPaBe M PaBHU.

Jebwwmmyja 24.1. Axo mpaBa, roJlynpasa WMJIH OYX MMA TAYKY 34jETHUMKY
C JeOAHOM pDaBHM M yOopaBHa je Ha CBMM NPaBYM TE€ PaBHU KOjeé Tponase Kpo3
TY 3ajemHMuKy Tadky pelu Hemo na je Ta nmpasa, noxynpaBa WM Ay X
Yyiipasna WM HOpMaana Ha TO] PABHH, WM Ia je Ta PaBaH YHpaeHa Ha TOj
MpPaBoj, NOJYNIPaBOj MJM AYXH. Tayky mponopa HasHBAMO 4YeCTO ¥ HOGHORjeM.

Axo0 mnpaBa, MNONynpaBa WIH OYyX OpOIUPe KPO3 paBaH a HUje HA B0
ynpasHa pehn hemo ma je cnpam Te pasHRm xoca.

V 10j nedumunMju 3aXTEBa ce 32 YNpaBHY IPaBy BMILE HErO LUTO jé HEOm-
XOmHO na Om Ouna yopasHa Ha paBHUW. Ilocroju, HamMe, cnepefia Teopema, 3a
kojy je moxa3 pao Cauchy (1789 — 1857):

oW vthiTeopema 24.1. Ilpasa koja upogupe KpO3 paeaH u YipasHa je Ha geemMa
upasum ide paeHu, Koje Uposaze Kpd3 waduxy Upogopa, YupasHa je Ha o] pasHu.

Joxa3s Heka je n mpapa xoOja NpOOMPE Xpo3 paBaH o y TaykH P,
ynpaBHa Ha ABeMa npasuM AP w BP paBHM o 1 Hexa je A’ Tauka Ha AP Taxsa
na je A—P— A’(cn. 188). Ma xoja npaea
n g Y PaBHH «, KOja mponasd xpo3 P u HHje
ucrosetHa ca AP m BP, ceye mpeMa TeEo-
pemu 7.12 nyx AB nwnm nyx A'B. Ilpet-
IIOCTaBMMO NPBO Ja MpaBa g ceue nyx AB
y Hexkoj Taukw E M noka)kuMo fa je mpasa
Q YUpaBHa Ha n.

Hexa cy C n D Tauke Ha n, pas3nu-
upte on P, Taxee na j¢ C—P—Du CP=
DP. Tapa ¢y tpoyria APC n APD nony-
DapHu, jep je AP=AP, CP=DP, a yrnoeun
X APC n I APD cy jenHaky, kao IBa yrjia
OA XOjMX je jepaH KpaB a APYTH WeMy Ha-
nopenal, naxie Tdkohe mnpas. Otyn je m
AC = AD. Vcto Taxo cnenyje U3 noxyaapHo-
ctu tpoyrnoea BPC v BPD na je BC=BD.

Cn. 188 Haxne tpoyrmu ABC u ABD cy no-

nynapwy, jep je AC=AD, BC=BD, AB=

= AB. IlpeMa ToMe je XBAC= X BAD, na xaxo je AC=AD, AE= AE, Tpoyrin
ACE n ADE cy Taxole moaynapuu n npemMa toMe je CE=DE.

V3 CE=DE, CP=DP, EP=EP cnenyje na cy n tpoyrim CPE n DPE
nomynapHu m mpemMa ToMe je X CPE= < DPE. Amm 08O Cy OBa HamnopeaHa
yrna, paxne oba cy nmpaea, Tj. IpaBa ¢ je ynpasHa Ha TpaBoj h.

Tve je moxazaHO 5a CBaka TpaBa ¥ a, KOja ceue nyX AB, cToju ympaBHO
Ha n. Mcro Tako ce Noka3yje ha je u CBaka YIpaBa y &, KOja ceue - Iyx
A’B, ynpasHa Ha n. Jakie, ¢cBe npaBe y o, kOj¢ Tpoyase kpo3 P ympaBHe
cy Ha n.

Teopema 24.2. Cee fipase koje cy yipasHe Ha jegHoj upasoj, y jeghoj reeroj
taauxu, upuilagajy jegroj pashu. Ta pasan je y wioj @Wauku yilpasHa HA Wof ipaeoj.
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Doxas Hexacya, b, c TpH M2 KOje mpape Koje cy y Tauxu P Ipase
p yopaeHe Ha p (ca. 189) u Hexa je « pasan ojpeljeHa MpaBAM a u b. Jloka3s
XHMO I1a mpaBa ¢ IpHuala paBHH «. TIpaBe p W ¢ oAape-
byly m3BecHy pabam y. Kan npasa ¢ mre dm upuiiagana
PaBHY «, pa3NMKOBAJIa- OM.Ce OJl IPeCeEa PaBEH o H Y;
Taj npecex 6@ Swo Hexa npyra mpama ¢’. Bymyhm na je
TpaBa p yupaBHA Ha g R b, mpema Teopemu 24.1 &urma
Ou v mpasa ¢’ yunpasEa Ha p, Aakie OW y paBHU y fO-
cTojayie e ympaspe ¢ B ¢’ Ha p y ucroj tadku P. Opo
je upeMa Teopemu 23.7 memoryhe, makijie npaBa ¢ NpHIaa
paBEM « W mMpeMa TOMe CBe mpaBe koje Cy y Taykm P
yOpaeHe Ha p NpROANajy JEXHO] PaBHH, YOPAaBHO)j Ha p.

8] YUPaBHOCTH NpaBe ¥ DABEM OCHOBAH :ma‘iaj uMajy H cne,uehe YeTHPHU
TeopeMe.

b 4 Teopema/ Kpos ceaxy wauxy jeghe uipase uposasu jegha u camo jegﬂa
pasax xoja je yipaeHa Ha o] #pasoj: .-

Jdokas. Hexa je P tauka npape p. J[okaxumMo NpRo na HOCTOJU paBay
YOpaBHA Ha p M KOja TipoJyiasd kpo3 P (ci. 190). IIpema TeopeMn 6.6 moctoju
Tauxa A BaH mpaBe p. Heka je « paBdH Kkoja cagpxu Tauky A B npasy p.
IIpema Teopemu 8.1 mocToju Tauxa B Bam pasAM o. Hexa je B pamad Xxoja
canpxM Tauyky B u npaBy p. I[IpemMa TeopeMu 23.7 y pasHM a nOCTOJY Opasa a
Xoja mponasd kKpo3 Tawky P M ympaBHa je Ha npasoj p. Mcro Taxo moctoju y
ﬁnpaBablco_}anponaaurcpoaPnynpaBHa]eHap IIpase a, b @ p cexy ce
y Taukpy P. Hexa je v pasanu Hpanmtanb Kaxo je npanapynpanﬂay‘ram
P ua wparpM @ m b, ynpaBma je- Ha paBHH V. )laloxe Vv je paBaE Koja je ynpasHa
HA p- ¥ NpOJasm Kpo3 TaTKy P.

Jloxaxmamo Ja je v Jemma Talma paBan. Kan
Ou, HampOTHB, NOCTOjaNa jOIN je/pia TaKBa paBaH v,

, paBHA v H V' Dn ce cekyie npeMma Teopemu 8.4 mo,

il @ ER jensoj MpaBoj xoja Wposasym - kpo3 Tawky P. Kako

_4__;_,__;____ Ta NpaBa He MOXe SUTA y obema pasumma o H B,

o ‘.\ /’: ° npe’rnomaﬂmo Ja HAje Y o, ,name Ja Cc PpaBHA

K- A " 5 o M v CeKy MO H3BeCHO] NPaBOj a’ Koja Hﬂ_le‘BCTO
(X v BeTHa ¢ a. Kaxo je pasa¥ v’ YOpasHa Ha p, ynpasna

, je mpema pebunmmajr 24.1 Ha npasoj o, Hakne

V . npeMa TeopeMu 24.2 Tipunajia pasm v, Tj, v Vv

- CeKy Ce IO mpasoj 4, IPOTHBHO NPETHOCTABIM.

V [Ipema TOMe He mOCTOju paBaH V' PA3TUTHIA OX V

M Koju 6m y Tagxu P Omia ynpasHa Ha p. — Tnme

\ Ca 190 Je Hena TedpemMa JI0Ka3aHa.
Téopema 24.4. Kpos ceaxy ituauxy sam gaiue fipase fposnsu jegHa u.camo
jegna pasaM xoja je yipaena Ha o] 6paeoj.

Jdoxas Heka je Q Tagxa BaH JaTe Opase p. V pasHM KO)a CAAPRY
Tayxy QO M UpaBy p HOCTOJM OpeMa TeOpeMH 23.5 jemHa M caMo jexHa TipaBa
Koja je.ympaBHa Ha p. Hexa je P meH npecek ca p. Ilpema Teopemu 24.3 no-
CTOjM paBaH v KO)a jJe YOpasHa Ha p M mponasm xpo3 P. Ta pasaH canpxa
Bp mebuemigu 23.1 npasy PQ, nakne Tatky Q. IlpeMa TOMe v je paBanp
KO} OJIa3u Kpo3 Aary Tauky ¢ ¥ ynpaBHa je HA HNATOj NMpaBoj p. ,

bu mocrojayia M paBaH £, pa3NHEYyATA OX v, KOja NponasE kpo3 Q
H yNpaBHa je Ha p, Heka je X meH mpecek C p. [1o meduaunuju 24.1 npasa XQ
Su buna ympaBra Ha p, makie PO u X(Q Duse OM mBe pasme gpaBe KOje Ipo-

-
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naze xpo3 v ynpaBlic Cy Ha p, a TO j¢ mIpeMa TeopeMu 23:7 Hemoryhe.

Haxne ~ je jenvBa TaxkBa paBaH, yOpaBHAa Ha IPaBOj p.

,{{ M:opema 24.5. Kpo3 csaxy iaauxy y gawmioj paeéHu HpoAasu jegua u caMo
Jegna tpaéa Koja je Yiupasna Ha HOj pasHU. ~

Hexa je P Tayxa y pasHW « (cm. 191). JlokaxuMo na nOCTOM paBa Koja

npojlazau kpo3 P u ynpasua je Ha o. — Hexa je @ xoja Omno mpama y pasHM

. U xoja canpxu tauky P. IlpemMa TeopemMy 24.3 moCTOjM paBaH v XOja IpOJa3u

xpo3 P m ympasHa je Ha mpasoj a. Hexka je b mpaBa WO X0joj Ce Cexy DaBHY

® W v, &y DaBHH v HEKa je n mpaBa xoja npoJiask kpo3 P n ympasHa je HA

-mpaBoj b. Kako je mpaBa n y paBrm v, NpeMa netbmmrmju 241 yIpaBHa je u Ha

NnpaBoj a, Hakjle YOPaBHA je Ha PaBHH «, 'lj n je npaBa

KOja mpona3u Kpo3 Tauky P uynpaBMa je Ha paBHU .

Joxaxumo na Je n Jemrﬂa TaKBa @OpaBa. Kan
ou, HanpoTys, IOCTOjaNa joII jegHa Takpa Dpasa ',
npaBe # K n° OM ce CekNie y Tayku P ¥ mpumazgane
Ou jenroj paBHM o, KOja DM ce cekiia ca paBHH « IO
H3BecHO] npaso) s. IlpaBe n U n° dune Om y ¢ npemMa
nedurnnujn 24.1 obe ynpaBHe Ha npaBoj s, 4 TO j&
npema Teopemu 23,7 nemoryhe. IIpemMa ToMe He nocrom
opaba.n’ pas’IMUMTa OO N M XOja dw y Tauxm P dmya
ynpaBHa Ha «. — Tume je lena TeopemMa JOKasawHa.

Cn. 191

Teopema ’I(pos ceaxy .wauky 6an gavie paénu Upoaasu jegna u caMo
YgHa iUpasa KojO~J¢ yupasHd Ha i4oj paeHu.

Hoxas. Hexa je A Tauka u3BaH Jate PagHU o, 3aTUM & Ma KOja Ipama
y ¢, a U paBaH KOja CAAPXW Tauky 4 W mpaBy a (csi. 192). Tlpema TteopeMu
23.5 mocTojE y paBHM ¢ NPaRA XOja MPOJIa3M KPo3 Tavyky A M ympapHA Je Ha
npaBoj a. Hexa je Tagxa B mpecex Te ympaBHe IpaBe ¢ IpaBoM 4. 3aTUM [pema
TeopemMu 23.7 Heka je b y paBHW o mpaBa XOja TpOJia3d Kpo3 B M ympaBHa je
Ha o. [Ipase AB u b cexy ce 'y B u oxapchy]y pasaH. Heka je mpeMa TeOpeMH
23.5 nmpaBa y TOj paBHH KOja IPOJsia3k Kpo3 Tauky A u ynpasHa je Ha npasoj b, a N
TauKa IPO/IOpa IPaBe 1t KPO3 pasa «. JIOKaXuMo 13 je pasaH n ynpasHa Ha PABHM «.

ITpema axcwomu III 1 pocroju ®Ha npaBo] a4
Tatka C tako nma ¢y ayxu BC u AN jemsake. Tana
cy Tpoyrii ABN w CNB noxynapum, jep crpaunne AN
u BC cy jennake, BN je 3ajemmuuka, a 3axsaheHu
yrnoeu <LANB u <X CBN cy jemuaxu, jep cy oda yriua
OpaBa, 4 OpaBH YIJIOBM Cy npema TeopeMH 23.2 jen- .
Hakd. Makne, otyn je @ 4B CN.

U 1poyrnu ABC u CNA cy nonydapHd, jep
je AB=CN, BC=AN, a crpanumna AC je 3ajenAnvka.
Haxse w yrnosu <CABC w <LANC cy jenmaxy. Ho
yrao <X ABC je mpaB, Oaxje u yrao XANC je npas, Cn. 192
TJ. mpaBa n je ynpaBHa Ha npaboj CN.

Kaxo je mpasa » ynpaBAa Ha AseMa npasiM BC u CN paBHR «, XOja
[poJfa3nA KPo3 BeHO NOJHOKje N mpasa » je o TeopeMH 24.1 ynpaBHA Ha PaBHM «&.

HoxaxwMO Ia je n jeyHa mpaBsa ympaBHa HAa ¢ W KOja nponasu Kpo3 A.
Kan &y, manpoTus, mocrojana jour jenwa Taxea yupaBHA n’, mpaBe n M p’ Ou
nprnazae jennoj paBHHM o, XOja OM cckyia paBafl o TO W3BECHO] HIPABO) n
¥ n’ Oune OW NBe pa3He IpaBe yIpaBHE Ha § H koje Uponase kpo3 Taudjg A.
Kaxo je oBo mpema TeopeMy 23.5 HeMoryhe n je jenMHa npaBa Ko_]a npoJIa3n
Kpo3 A B ynpasHa je Ha o’. — Tume je HOka3 3aBpLIeH. \r-*
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Crnencha TeopeMa DO3HAaTa j¢ XaO TeOopeMa O TpHUMA HOPManama.

Teopema 24.7. Axo je iupasa p yupaséna Ha paéHu a y tauxu P wenoi
upogopa u axo je Q uogHoxje yiupaene usz P na mnexy upaey q y o, Koja He
upoaasu xposz P, ilaga je w upasa wilio chiaja Ma Kojy idauxy ipase P ¢
aayxom Q ytipasna na q.

Hoxas. Heka je A Tayka Ha @paBoj p, -

. Pa3NM¥ETA OX Tadxe P, 3atuM B Tauka Ha ¢,
TakBa A2 je BQ= AP (cn. 193). Ompa je Tpoy-
rao APQ nonynapaxn Tpoyriy BQP, jep je AP=
=BQ, PQ=QP u X APQ= X BQP, naxne je u
AQ=BP. IIpeMa ToMe je u Tpoyrao ABP nony-
JapaR Tpoyriny BAQ, jep j¢ AB=BA, BP=AQ,
AP=BQ. HNakne je u <X APB= < BQA, na Kaxo
je X APB npas yrao, u yrao << BQA je mpas,
Tj. wupasa AQ je yopasHa Ha gq.

2. [IpenasuMo cala Ha nocMaTpame mely Cn. 193
co0OM YNpaBHMX pasHH.

Teopema 24.8. Jee pasne ipase yapaene Ha HexOj paéHu uapuilagajy obe
Jjegnoj uctiioj pagu.

Hoxas. Heka cy AB u CD jpe ynpasHe HA paBEM o Y Tayxama Bm D
T¢ paBHH M Hexa je v « DE yOpaBHa Ha BD (cn. 194). Tana je mpeMa TeOpeMH
- 24.7 npasa AD yopasha Ha DE, 1j. yrao <X ADFE je npas. Cee Tpu npase DA, DB, DC

A c Cy Iakje yupasHe Ha DE, Te ipeMa TeOpeMH
G 24.2 npungaajy jemuoj paskm B, Kaxo cy 4 u B
N \ Ta¥uKke y paBHM P, mpumnana M npasa AB paBHM

B, makne ymparHe AB w CD mpunanajy jemso)
RCTO) PapHH. A

Teopema 24.9. Cse ilpase koje cy yupasne
5 Ha jegHoj pasHu u tipoaase xpo3 ilauxe Ha jegHoj
F B / _ Menoj Hpaeoj, upuiiagajy jegroj pasnu.

- “Jloxa3s Heka je p upasa y paBHU o M
Heka je m Npapa yUpaPHA HA « H KOja UpOJia3n
Cr. 194 - Kpo3 u3pecHy Tauky M mpase p. Ilpape m

u p onpebyjy misecRy pasam f.

Hexa je » mpaBa ynpaBHa Ha « B KOja NpOJIasM Kpo3 Ma xo_]y Apyry
Tadky N mpase p. IIpeMma Teopemu 24.8 upaBe n B m upHNAnajy jetHO] paBHH,
Jaxije PaBHA .NpaBAX m M p, Tj. paBHH B. I[IpemMa TomMe ©Be mpaBe ympapHe Ra
« ¥ KOje mpojiade Kpo3 Ta9ky HpaBe p, YIpPaBHe CY Ha «.

HJOKa®HAMO can TeopeMy KOja je Y M3BECHOM CMIMCIYy ODpHYTa MpEeTXOMHO].

Teopema 24.10. Axo ¢y o u B gee pashu ffia-
ko ga pasan P cagpxu Jjegny wpaey yipaexny Ha
pasHu o, wmaga je ceaxa #ipasa y passu B, xoja je
yiupadna na upecexy obejy pashu & u B yipaena u.
Ha pasHu «.

HMoxas. Heka je m npaea cagpkaHa y pas-
HA B M ¥Oja je ympaRHa Ha «, 3aTHM p IIPEceK
paBHH o« M [ ¥ Heka je » Ma Koja Apyra IpaBa y
B, xoja je yopaena ma p (cx. 195). Jokaxumo na Cn. 195
je Tipasa n yopaeHa Takohe Ha PABHH cx.

Heka je N Tawka y Kk0jOj cc DpaBe n M p Cexy. Axo npasa n He OM
Su.ua yIpaBha Ha o, Kpo3 Tayxy N O mponasunma xpyra npasa A’, koja OM GHIe
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yrpaeHa Ha o. [Ipema Teopemu 24.8 mpasa n’ Oy npunajajia pasHM KOJa Canpxu
npasy m u Ta4ky N, 1j. pasum . Kako m rn npunana paesm B, dane Su n u n’
Iipe _pasHe mpase y B, xoje cy ynmpasHe Ha Mp&aBOj p ¥ MpoNiazHie OH KPO3 TAYKY
N. To je npema Teopemu 23.5 wemorylie, naxne npasa n je ynpaBHa Ha o —
Tume je oBa Teopema HOKa3aHa. .

TpeTxonué TeopeMe onpaBnasajy cieaehy neduHuiIM]y:

Jedummmaja 24.2. Axo ce ABe paBHM CEKy Tako Aa CBaka Tpasa, koja je
ypasHa Ha bUXOBY MPECeKy, a Ccajpiana je y jenmoj on THX pDaBHH, yIpaBHa
¥ Ha npyroj passy, pehu hemo na ¢y Te nBe paBH U yipasne jenHa HA NPYTOj.

Teopema 24.11. Paean roja cagpxu jeguy ilpagy yupaeHy Ha jeghoj pashu,
YupaeHa je Ha o] paeHu.

Aoxkas. Heka je m mnpasa ynpasna Ha paBHM o M Heka je B Ma koja
pasan KOja canpXu 0paBy m (cn 195). Axko je p mpecex odejy paBHu, a n Ma
KOja npaBa Y PpaBHY, B, xoja je ympaeya Ha nparoj p, mpema TeopeMu 24.10
OpaBa n je YNpaBHAa M Ha paBHH o, fakie Xpema JedMHMuMju 24.2 pasad {
Je ynpaBHa Ha PaBHM o.

3navajya je m cnemeha teopema:

Teopema 24.12. Axo cy gee paenu xoje ce cexy, yupasne na ipehoj pasnu,
"Ylpasean je u rwuxoe iupecex Ha tioj spehoj paenu.

Hoxas Hekxa cy B u vy (c_n 196) ympaBHe Ha paBHM & M HEXA CEKy o
no npapuM b M ¢, a Hexa Ce y3ajaMHO ceky mo npapoj n. Kap npasa n we bm

Oumna yopaBHa Ha @, OHa ycnex Teopeme 24.1 ne du
Ouna yopaeHa Ha oba upeceka b m ¢. [lakne axo je ny
ynpasHa y paeHA $ Ha mpasoj b ¥ koja mponasm xpo3
A, a n, yIpaBHa y y Ha DpaBoj ¢ M KOja NPONA3H Kpo3
A, bap jemwa on TRX yopaBHEX Ouna O pasnmuMTa o4
n, pakjge n; W n, owne OM ppe pasme npase. Jlakne npa-

L Ba n je ympaBHa Ha o.
l Teopema 24.13. Axo je o koja buso paean u a xoja
buno iipaea, xoja Huje yilpasna Ha pasuu o, ocilioju jegHa
Cn. 196 U CAMO jegHa pasdx Koja cagpxu @pasy a u yupaena je

Ha pasHu o.

Hoxa3 Hexa je P xoja buno Tauka npase a (Y paBHU o MJIM BaH ),
3aTHM 7 OpaBa Koja NponasM kpo3 P W ynpasra _]e Ha « (ci. 197). Kako cy
a ¥ n IBc pasHe npaBe, OHE oApelyjy pasaH v xoja .
je mpema Teopemu 24.11 ynpasBHa Ha &, jep CaJpxH
TpaBy n, YIpasHy Ha o.

. Kan 5u mocrojaya jow jemua pasan v/, kxoja &u

caapxana npaBy p m OwWna ympasHa Ha «, npeua Teo-
pevu 24.12 paBEm v m v Su ce cexne MO Ipasoj
YOpaBHO] Ha paBHM o, Tj. MpaBa p By Ouna ynpasHa
Ha &, CyNpoTHO InpeinocTaBly. Jakme v je jenuHa
paBaH koja 3a710BOJbaBa YCJIOBE TeOPEME.

3, JonajMoO HMeKoJIMKO TiojaTaka O ynpaBHOj - Cn. 197
(HopManHOj) mMpojexUMjH Ha jeORY paBaH.

Hebmmmja 24.3. IlogHoxje ympaBHEC CyluTeHe H3 Tayke A Ha pasaH
Ha3HBAMO YiIpasHoM (HOpMaaHoM) HpojexyujoM Tauke A Ha PaBaH .

AkO NpaBa @ HMje YNpaBHA Ha paBHM o, MpaBy MO KOjO] paBaH, koja
CaZipXW NpaBy 4 ¥ ynpaBHa je Ha &, Ce4e paBaH & HA3HBAMO YUpashoM (Hop-
Ma/HOM ) upo_;em;ujou npaBse a Ha paBaH o.
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Vonmre, nEK KOJA ce CaCTOjM W3 yNpaBHE LpOjeKIMje MA Kaxpor Jmka 2 ma
paBaH o Ha3UBaMO YipasHoM (HOpMainoM) upofexyujoM Nuka  Ha paBaH &

O ynpasHuM mpojexijama JOROCHMO CaMO jeHY TeopeMy:

Teopema 24.14. Vipasne iipojexuyiije lavaxa
Jjegue upase jecy na yupasnoj upojexyuju ilie iipase. .
Hoxa3. Heka je 4 Tayka Ha DOpaBol p,
3atM A’ ynpaBHa mpojexumja Tauke 4 H p’
opojekumja upase p (e 198). Kakxo je npaea
AA' ynpaBHa Ha o, M paBaH KOja CaApXH MpaBY .
p ¥ Tauky A’ ynpaBHa je Ha «, [aKJie TO j€ A AP C y
paBan koja campxu npasy p'. IIpema rome mpo-
jeximja ,.4' je HA mpojexumin p’. Cn. 198

25. YIOPEBHBAKE VXKW W VIJIOBA Mo BEJMYHMHMU.

1. AkO_CBe Tauke OyXH a npnﬂﬂnajym XaXemo, NPYIHM PeyHMa [1a
AYX @ npumana NyXW b A b, WM 11a_je caZpxaHa

Ha Jiyx# b. AkO cBe Tauke yrna g npemanay yeny £, a Temesa ¢y uMm 3a)eTHAY-

Ka, K&X(EMO HCTO Ta.KO OHa yrao o npvmana yray  wm fa ]e Jeo yria E,

A MAK ) na je campxaH y yray p.

Ho y TeOMeTpmju je moTpedHO ynopehumamwe myxu melly coboM H yrnosa
Mehy coBoM M OHNA Kald HMCY CAIp)KAHHW jeAHM y OPYr¥Md. VEKOIKO ABe
Oy)M WV OBa yUJIa HUCY NOJAYNADHH, IMOTPeOHHM IOCTA]y TOJMOBHM O3HAa IEHU
peunMa ,,Befie“ u ,,Mame*.

IlIra 3ma4YM fa je jeaHa Ayx Beha Ofl Apyre NyXu WM Ha jé jefaH yrao
Makd OJf Apyror yria tpeda mpso nedrmucatn. Peun ,,gelie u ,,Mame 03KHa-
yyjy Tana M3BecHe reome'rpujcxe onuoce. Te peuu ce yumpeﬁmaaajy M y apuT-
MeTHIM M Ofifie’ MpeTCTaBbajy apaTMeTHuke nojMose. Cap je ped O reOMETpH)-
CKUM MOjMOBEMA ,,Behe* B ,,Mame®. TlomTo he Ha TeMemy crenehmx nedpnHanKja
OYXH U YTIJIOBM TeK HODUTH 0cobuHy Jia Oyny sehn wnu mMamn, nocrahe Tex
cal BEJMYUHE: reoOMeTPHjCKe BEJIUMHE.

IHocras/mamMo ope nAse neduUHUUMje :
Jepmmnmja 25.1. Axo je Tauka @ wiMelly Tayaka P M R (ca. 199) u

axo ¢y AB W CD nBe ayxw Tako na je AB=PQO u CD=PR xaxeM0 na je

<

)
?
C °
/.ﬁ*p S
A .
(=Y

- Ci. 199 Cn. 200

nyx AR wmarwa wn kpaka on nyx® CD ywm ya je nyx CD seha wim -

"gyxa Of_ 1y XK AB. 3HapymMa:
AB<CD, CD>AB
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Jedbruunuja 25.2. Axo cy p, ¢, r TpH noJiynpase ca 3ajenHIMIMM [0 HYETKOM,
Ipg v Ypr npa yoia ¢& KpayMa_p, g, F, yrao <)qu canpXaH y yrily <{pr
(€. 200) u axo ¢y <):ab M <Jed . ma xo_]a OBa yria Tako—pd je  <Xab= Y pq,

~Xcd="<ypr,KaxeMo na je yrao %l:ab Mmbu oi'yma s’(cd WM 1a Je yrao
f<ch 8Phﬂ' o;r*y—r wa —écub “3mpgmuMai

Aab<Jed, Fed>Yab.

2. J10xaXHMO HEKOJIMKO HaJOCHOBHH_)EX TeopeMa O ynopehuBamy OyXU M
YIJIOBA TO BeJiHYHAH. [Ipsa TeopemMa cnenyje HenocpenHo n3 nedunuimje 25.1.

Teopema 25.1. Axo je mauxa B usmehy iwauaka A u C umamo AB< AC.

Teopema 25.2. Kaxee iog buse gee gyxu AB u CD, ysex hocitioju jegan
u camo jegan og tupu ogxoca: AB=CD, AB<CD, AB>CD.
J ok a3 HNzabepumo Ha wWexoj mpapoj p mpBo Tauky P (cn. 201), 3atum
onperMo mpema axcuomu 11T 1 mpyry tauky Q Taxo
P e} R 2 na je AB=PQ, 3aruM ¢ MCTE CTpaHe Tadke P ojpe-
o P naumMo Tayky R Tako pa je CD~=PR. Kako ¢y Tadke
Cr. 201 Q@ ¥ R c ucte crpane Tauke P, oHe cy npema gedu-
’ Hmmju 10.1 ucroserne, wn je P— Q- Rwm P-R-Q.
OBa Tpu cinyuaja ce y3ajaMHO HCKIbY4Yyjy. Ilpema Teopemu 20.1 y mpBoM ciuy-
4ajy je AB=CD, npeMa medwmummu 25.1 y apyrom cuydajy je AB<CD, a y
Tpehem AB> CD. -
Teopema 25.3. Axo je AB<CD u axo je CD=EF uw CD<EF, iaaga
je AB<EF.

Ao xa3 M3adepumo Ha nexo) npasoj p npso Tauky P (ca. 201) 3atem
O Ttaxo na je AB=PQ, 3atuM ofpeovMO C HCTe cTpaHe Tauke P tauxe R H
S Tako ga je CD=PR w EF=PS. Kaxo j¢ AB<CD, npema gedunmmiju 25.1
j¢e P—Q—R. Axo je CD=EF, npema Teopemn 20.6 cy R u S jenma wcra
Tauka, JAakjae AMaMo P— Q— S, 1j. npema aednmvuajn 25.1 AB<EF. Axo je
CD<EF, npeMa aepunvmmujr 25.1 je P— R— S, paxiie npema Teopemy 6.11
je P—Q0—S, 1j. AB<EF.

Teopema25.4. Axo je AB>CD uaxo je CD = EFuau CD >EF, itiagaje AB > EF.

Hoxa3. Hsabepumo omer P u Q Tako na je AB=PQ, 3aTdM OJpeauMO
c oHe crpaHe Taukec P ¢ Koje je Q Tauke Ru S Tako Xa je CD=PR u EF=PS.
Kaxo je AB>CD, npema pehmuymmajn 25.1 je P—R— Q. Axo je CD=EFF,
mpeMa TeopeMu 20.6 cy R ¥ S jemHa ucTa Tawka, Hakie je ¥ P—S—Q, Ti.
AB>EF. Axo je CD>FF npema pepmupunju 25.1 je P—S— R, nakie rpema
TeopemH 6.14 je P—S— Q, 1). AB>EF,

3. U3 nedunungmje 25.2 cnenyje HenocpemHo OBa TeopeMa O YrOBHMA:

Teopema 25.5. Axo je yiao <pq cagpxax y yiry <Xpt a fpu wome cy q
u r gee pasume uoayipaee, uMaMmo <Lpq << <pr.

N (
Teopema 25.6. Kaxea iog bura gea yira <Lab u Jcd, a
yeex idociuoju jegan u caMmo jJegan og iipu ogHoca: <Lab =
= Xcd, Yab< Yed, <rab > Xcd. s omemmm )
Joxas. H3abepumo y Hexo] paBHM o« HpBO NOJIY- Cn. 202

npaBy p, 3aTAM IpeMa Teopemu 21.2 kpak g Tako na je

Xab = Y pg, 3aTMM OnpPENMMO XpaK r Tako ma je <Xcd = Lpr, © na dyne

yrao <(pg caApXaH y yriiy <Xpr mmd <pr y <pq. Ilocroje cnenehy cmyvaju:
1. Spg u YLpr ¢y ynydmmeHm yrioBu. Tana cy ¢ M r ¢ MCTe CTpake mpabe

wTo canpxe p (cn. 202). Kpaun g u r cy Bnn WCTOBETHM M Taja je Tpema

reopemu 21.4 <):ab Xcd, WIH HACY, & Taja Cy p M r C MCTe CTpaHe HpaBe
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IUTO CaipXM ¢ MJIA C Pa3HHMX CTpaHa . AKO Cy C WCTe CTpaHe, TOJyIpasa r je
C OHe CTpaHeé mnpaBe INTO CaApPXH DONYNPaBY p C KOje je ¢ H ¢ OHE CTpaHe
mpaBe WITO CAAPXKMA IMONYNIPaBy ¢ C XOje je p, pakie npema TeopeMH 12.2 r je
y yriy <(pq ¥ Opema TOME <Xpr je Yy YTy <(pg, nakne npeMa JAemmdmiju
25.2 Xab > Xcd. Axo cy € pasHMX CTpaHa, NONYNPABE p U ¢ Cy C HCTE CTpaHe
MpaBe 1ITO CAOPXH F, JlakJie peMa Teopemy 12.2 nonynpasa
g je y yriy < pr ¥ npéMa ToMe Xpgy <Xpr, T). Xab < Ycd.

2. JenaH om yrmoBa <Xpg M Ypr je ynydibeH Ipyru J
onpyxeHd. Heka je <Jpg ynmybibeH, a < pr onpyxker (ca 203), ~
M Heka je noyynpaea g y yriy <Xpr. Tama je I pg caapxan \
y <Xpr, na je Xab < Yed Axo je yrao <pr ynydmen a T _ p
yrao (pq OUpyxeH TaAa HA UCTH HAYMH NOJIA3AMO L0 OJHO- Cn 203
ca Jab> Xcd.

3. Oba yrma <pg ¥ <Apr cy ONPYXKEHH, NMpeMa TOME Cy jeIHAKM, AAXIE
" <Xab= Xcd. ‘

4. Jepan yrao je yaydibeH, a ApyTM ucnyndgeH, Axo je <(pg ynydswen, a
Xpr AcoynyeH (cna. 204), monynpase ¢ M r CYy C pa3sHMX CTpaHa IpaBe UITO

q caupxu noaynpasy p. Ilpoayxeme p’ monympabe p je y

Xpr, nakie Ipqg je u Lpp' ¥, TMM npe, y yry <Lpr,
‘Tj. Xab < Xcd. Axo je < pr yaydibeH a < pg MCNYMYCH
yra0 UMamo <Xab > <X cd.

5. Jenan yrao je onpyxeH, Npyr¥ McOym4eH . Ako
je <X pg onpyxer a Xpr ucoymued (cn. 205), yrao <pg
cazpky OHY IONYpaBaH kOja He caapxM r. Tanma je Apq

C y yony <Xpr, gakie <ab < cd. Ako je <Xpr onpyxeH
a. 204
a <J(pg ACNyOuYen yrao, mMaMa <Xab > <Lcd.

6. Oba yrna cy mcmymueHa-(cj. 206). Tana ¢y p u » c BcTe CTpaHe mpase
IIT0 caApXH nomynpaBy p. Kpauy ¢ M » Cy WM HCTOBETHHM, 4 Tala Cy yrjiosu
Xpg u L pr jemnaxd, na je Yab= Ycd, WIH HUCY HMCTOBETHM, a Tala Cy p M r
C HCTe CTpaHe mpaBe INTO CagpXH MONYIPaBy ¢, MW NaK C Pa3sHHX CTpaHa.

Ca. 205 Ciu. 206

Axo ¢y ¢ HCie cTpaHe, NONynpasa r je Tafa mpemMa Teopemd 122 y
yAyO/beHOM YIITy YHjH Kpali Cy p M ¢, HAaKNe BaH yrija <(pg U KaKOo ce I pg
cacTOj® M3 yrjioBa <pp’ U <Ap'q a Ipr w3 yrnora < pp’ U < p'r, nojynpasa r
je BaH yrma < pg, yrac <(p'q je y <p’r B OTYA <Xpq y yoIy <(pr, Hakie
Xab > cd.

AXO Cy p M r C pasHMX CTPaHa npaBe MITO CaIpXH
g, Toynpasa r je y yrny <p’'q, makne <Xpr je 'y ¥pg,
Tj. <ab > JXcd.

' Jlakne, y cBakOM cirydajy je wim <Xab= <cd, pnma
Yab < Yed wm <Xab > Ycd. Opu opmuocu ce Mmeby
CODOM MCKIbYMYjy, ka0 IUTO CE€ MCKIbY4YY)y oAropapajyhm C e 207
onHOcu Mebhy yriosuMa Ipg B L pr.

Teopema 25.7. Axo je Xab < <Xcd u aro je Xcd = Xef ww Fed < Lef,
waga je Yab < Jef.
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Joxka3s. Mzabepumo y paBHm o kpake.p W ¢ Tako na je <xab= Apg
(cn. 207), 3aTMM ompeIMMO Kpak r Taxo na je <Sed= Xpr ¥ pa je npema
nebmHAmMA 25.2 I pg canpxaH y <L pr, 3aTUM W3abeprMO Kpak § TAako fa je
Xef= <ps v pa je <pr MCTOBeTAm C <Lps WM cagpxan y <Ips. V oba
cyvaja je yrao <(pg caapxaH y yriy <(ps, Iakie npemMa achpHAaIMiN 25.2 je
Xab < Xef.

Teopema 25.8. Axo je <xab > Xcd u axo je <Xcd= <):efwzu Xcd > <Jref,
inaga je Yab > Jef.

Jdoxa3. W3adepumo nonympase p U ¢ Tako Ja je @:ab= JIpgq, 3aTuM
OLpEeIMO Kpak ¥ Tako Jia je Xcd= <pr M Oa je yrao <L pr caapXaH y yriuy
X pg, 3aTHM Kpak § TakO a je <Yef= <Ips W fa je yrao <L ps WUCTOBETAH C
yrioM <Xpr wiy caapxaH y yray <pr. ¥V oba ciydaja je yrao <ps caapxkaH
y yoy <Xpg, nakne npema aeduHmwuny 25.2 je Xab> JXef.

4. 3a mcoynueHe, omnpyXeHe, yAyDieeHe, Tyme, HpaBe M OIOTPS YIJIOBE
Bpene cienehe Teopeme.

Teopema 25.9. Vgydren yiao maru je og otpyxenoi ywa a uciyuiyen yiao
eehu je og oupyxeHol yira.

HJoxa3. Hcka je <ab ynybmer yrao a <Xcd xoju DAIO OMPYXeH yrao
M HeKa Cy y PaBHM & YIJIOBM <(pgq M <(pr Taksu Aa je YXab= A pg, Xcd= L pr
W Oa < pr caipkd NOJypaBaH y k0joj je kpak ¢, (cn. 208). Ompa je yrao

Q <Ipq cagpxad y <(pr, JakjJ¢ npeMma ﬂecbmmxm]u 25.2
j¢ Xab= Xdd.

Hexa je Jef NCOYNMYeR yrao, a <Lps yrao y paBAu
o« TakaB na je <ef=<ps H Aa ONpYXEH yrao <(pr He
calpu IOoJlypaBaH Yy koOjoj jc kpak s. Tana je mpema

r P Teopemm 12.2 kpak r Bam yaybimeHOr yrma < ps, Aaxie

< Yy McOymYeROM YTNY <(ps, Te je yrao <(pr Cajp¥ad y
HCIYMYeHOM yrny <Xps, 1. Xef > Xcd.

Ci. 208 Teopema 25.10. Csaxu ouwdtiap yiao je Maru o9

apasol yina, a céaxu wiyu yiao je eehu og upaeoi yiia.

Jokas. Hpema nepmummin 23.2 Kpak g OmTpoT yrna <pq je y npasom
YTy < pr, KOME je Kpak r C OMe CTpaHe Kpaka p ¢ xoje je xpak ¢ (cn. 209).
IMpema nedwmauuju 23.2 npas yrao <pr je
yaybreeH, paxsie mpeMa TeopeMu 25.9 canpixu
Kpak ¢, a OTYA CaapX¥ M ynyOieHH yrao qQ
A pq. HMakne, npema nepwHuipgym 25.2 omrap
je MaEBM OJff MpaBa yTJA.

IIpema pedurmumjn 23.2 xpak g Tyrnor
yrna <(pq je Bad mpaBor yrma < pr, KOMe je P
KpaK r C OHe CTpaHe Kpaka p € Koje je Kpax Cn 209 Cn. 210
g (cn. 210). Ho kxaxo cy g M r C Ucre CTpane , '
Kpaka p, YRYDieeH yrao <pg, caapXy npema Teopemu 122 kpax r, a oOTyX
caapX®| mpeMa TeopeMu 11.5 W mpas yrao <pr. )lalmc npeMa nHepHEMLUjH
24.2 Tyn yrao je Beh®m on mpasor yrna.

5. Crnenehe maqajne TEOPEME ONHOCE Ce Ha TPOYIIE.

XTeopema 25.11. Csaku ciiomaursu ymo HeKOI WL

- __HecycegHol yfaa iliol iupoyiira.

Joxas JoxaxuMo aa je y Tpoyriy ABC (cn. 211) manp. < CBD>
X ACB. Hexa je BD mponyxeme M3a Tauke B cTpamutie AB, xoja He CaapkA
TEMEHA youeHUX fyrnopa. Heka je E cpemumte nyxu BC um Heka je Ha 1pasoj
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AE, ¢ oHe cTpame Tauyke E ¢ Koje wmje A, Tauyka F Taksa na je AE= EF.
Tpoytiu CAE w BFE cy npema TeopeMm 22.5 TNOAyaapmM, jep, je AE= FE,
CE=BE u X CEA-= <BEA, bynyhu na cy To yHakpcHu yrjosn. OTyx je o
X ACB= XCBF.

Kako je A—FE—F, tauke E m F cy mnpeMa C F
nebunmmgu 10.4 ¢ ucte crpane npase AB. ITocma-
tpajmMo Tpoyrao ADF. Kaxo je A—E—F n A-—
—B—D mnpasa BC ce4ye merope IBe CIPAHMLE, ‘
nakne mpeMa Teopemu 7.12 He ceye Tpehy, TI. ‘
D n F cy ¢ mucre cTpame npase BC. Jlakne  a 8 D
F je ¢ ome crpawe mpaBe AD c xoje je C m ¢
one ctpane mnpase BC c xoje je D. Otyn je Cn. 211
npemMa Teopemu 12.2 Fy yrny XCBD WA npema
ToMe xpak BF yrna X CBF je y yrny <XCBD, 1j. yrao <X CBF je caapxaH y
yrny XCBD. Kaxo je <<CBF= X ACB, npema pebwrmumju 25.2 jc X CBD>
X ACB. Kaxo jc SCCBD wma KO_]H cIoJsaAnimY yTao, a X ACB Ma Koju Hecycemm
YVHYTPAIllbM yrad, TEOpeMa je HOKa3aHa.

Teopema 25.12. ¥V apoyisy Mosxe 5uum caMmo Jjegaw yido wmyii um ipas, a
HajMawe gea yiia y iupoyisy cy owipa.

I okas. Axo je yrao XA Tpoyrna ABC Tyn win npas, npema TeopeMm
25.11 meroBM cnokallby YyrjoBd npu TeMerema B u C cy Behu on <A,
maxne Tymy. IIpema TOMe, Kako cy YHyYTpaumby yrjiosH <LB m < C nHano-
penHM YrIOBM OAroBapajyhux chnoJ/ballibUX YTJIOBA, OHU CY, peMa TeopeMH 23.4
amrpy, Tj. Tpoyrao ABC uma ¢aMO jemaH Ty HIH Npas yrao.-

Ha-TeMelby npeTxonHe TeopeMe Moxe ce m3pehm cnegeha pedurmmmja :

Hedpmummja 25.3. Tpoyrao xome je jcJiaH yraO TIpAB 30BE CC #pgsoyiiu
tpoyiao. CTpaHHul2 HacnpaM [paBOr VIJIA 30BE CC Xutiowlenysd, a OCTalle OBC
CTpaHMLEe 30BY Ce Katdeiue.

Tpoyrao koMe je jegaH yrao Tym 30Be ©¢ iBytioyisu iapoyiac, a TpOyrao
KOMe Cy CBa TpM YIJIa OLITpa 30BE Ce owiipoyim idpoyiao. OMITPOyrmM u Tymo-
yIIM TPOYTJIM 30BY CE€ M xocoyiiu iipoyiau.

V §22 cM0 nokasasim TpHM TeOopeéMme O NMOAYAapHOCTH Tpoyriosa. ILoCcTOjH
CBEra MET TeOpeMA O TIOIYAAPHOCTH Ma KakBWX Tpoyrnosa. To cy:

?) TeOpeMa KOja IPETIOCTaB/bA jeIHAKOCT CBUX TpHjy crpatmma (III cras
o l‘{O)ly,IlapHOCTH TPOYIJIOBA — Hadla 1eopeMa 22.4),

2) TeopeMe KkOjeé MpPeTIOCTaBIbajy jeAHAKOCT HBE CTPaHMUEC M JEOHOT yrna,

Jakyie 3AXBaNEROT VT, HOCTH TPOYTJIOBa —— HaINa TeOpeMa
.9), Wm Hesaxeahenor yryia (V ctaB 0 NOAYIAPDHOCTH TPOYLJIORA),

3) TeopeMe KOj iy jemHaxocT jefiHe CTpaHWIE H [LBa yrila,
Haxie IBe. Halerya OCTH TpPOYLJIOBA — HAIlA TEeOpema _
; , WIA JeIROF HAJEIJIOr M jeaHor HACTIDAMHOT yoia (V. ctas o nonymap-
Hocﬁl-i'poyrnona)

To ¢y, ounrnedso, csu Moryhin cnyuyajesd. Joxaxmmo caa IV g V Teopessy—

o ﬁO TH TPUYIJIUBA. _
‘* Teopema 25.13. B O NOOYmapHOCTH TPOYTIIOB —dr' wpoyiia
¢y uogygapna axo cy Jjegna ciapa egar Haneiin HacupaMHy yiao

JegHot'wpoyina jégrarxu-pegom jegroj ciliparuyy, jegnoM HAAeIN0M yiay U HacupamHoM
yiay gpyioi, iipoyisa.

1 Buemennp‘aa TCOMeTPH}E
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Hdoxa3s Hexka je y Tpoyriima ABC u A'B'C' AB=A'B', A=A’
B IC=<C (cn 212).

ITpetnocraBuMo na HHje AC=A'C’'. OppenuMmo Tapa Ha kpaxy A'C’ yrna
XA TauKy D’ 1axo na je AC=A'D’. Tpoyrim ABC u A'B'D’ cy nonynapwm,
jepje AB=4'B’, AC=A'D' n SBAC= B A'D’. [lakne mmamo < A'D'B' = X C.
Ho {C X', paxne SXACB= X A'D'B'n MpeMa TOMe je XA'C'R' = <XA'D'B.
Ho 10 je mnpema Tteopemm 25.11 nemoryhe, JCp L A'D'B’ je cmosmsHU yrao
Tpoyriia B'C'D’, a S A'C’'B’ HecycenmaH yAyTapmM yrao Mcror Tpoyria. Jlaknie
je AC=A'C’, na xaxo je u AB=A'B' u A=A 1poyrmm ABC u A'B'C
cy mpema TCOpCMH 22.5 nonynapHM.

¢ o

Cn. 212 Cn. 213

Teopema 25.14 — V craB o nogymapeocT! TpoyrioBa. — JMHsa tupoyisa
cy uUogygapHa axo cy gee CulpaMuye u yiao Hacupam jegHe 0g Fux 'y jegHoM
Wapoyiny pegoM jegHaxu géema Cilipanuyama U yiry HacupaM ogioseapajyhe cilpa-
Huye y gpyioM lpoyiny, u axo je yiao HdciipaM gpyle ﬂo;uenyu‘ze ciiparuye 'y
gpyioMm wapoyisy owidap, upas-uasu yy, upeMa woMe ga Au je yiao Hacupad
ogiosapajyhe ciipanuye upeoi wipoyira pegoMm oulinap, upae uau idyu.

Hdoxa3s Heka je y tpoyrnuma ABC n A'B'C’ (c.r[ 213) AB= A’B’
BC=B'C",L A= A A" 1 Heka ¢y yryios.<XCu XC' oba omtpa, npapa WA TYIa.
Kan He oy Swio AC=A'C’ nocrojama Ou, mpema axcHomy III. 1 Ha npasoj
AC, ¢ oHe ctpaxe Tauke A ¢ koje je C, Tauka D Taxo ma je A'C'= Alﬁ)'_:[a.qa\

2.5 'rpoymua ABD v A'B’'C’ bunu nonynapHy, jep Om duo
=BRC.
Vl'IpcMa TOMe Kako _]e BC= B’C' Snﬂo ou BC =BD, paxne bm Tpoyrao BCD

Sdo jenHakKokpak U mpeMa Teopemu 22.8 X BCD = <):BDC

Kaxo cy Tauxe C ¥ D c wmcTe crpaHe Tauke A, mpema aeguuuumjn 10.1
je A~D—C ume A—C—D. Axo je A—D--C, L{ADBuY {BDC cy HanopefHK
yrnonn K npsMa TeopeMu 23.4 jelad je omITap, Apyru Tyn WM ¢y oba ITpaBa.
Axo _|c A—C—D, XACBwu BCD cy HANOPEAHYM YIJIOBH, M 3aKIby4aX je UCTH.
Kaxo Je <X BCD= {BDC, y IpBOM cnyqajy cy XADB n <BCD, y -IPYroM
cnyllajy S ACB n IBDC, T1j. y 0da ciuyuaja XACB n <X ADB oba npapa WA
jenad je omrap, OpYrd Tyo yrao. Ay ofa me Mory OMTH Hpasa, jep IpeMa
TeopemMu 23.5 u3 TemMeHa B ce me mory crnyeTuty ase ynpaswe Ha -AC. Ho
X ADB= X A'C'R’, naxne on yrnosa X ACB 8 X A'C'B’ jeman Ss-Gmo onrrap,

. JpYr¥ Ty, CYOpPOTHO NPETHOCTAaBIM ‘fa CY oda omrpa mnr 1yma. IIpemMa Tome
je AC=A'C’, naxne Tpoyrmu ABC v A'B'C’ cy mnonynapuwu.

OcHoBaH 3Ha9aj MMajy M cicaehe npe Teopeme:

N
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,){i Teopema 25.15. ¥V ceaxom wpoyiny je nacipam éehie cilipanuye 8ehu yiao,
a HacipaM Maree citipanuye Marsu yiao, u odpHywdo: Hacupam eehel yina je eeha
cilpanuya a HaclipamM Marsei yina je Marea cilipanuua.

Hoxkas3 Hexa je y Tpoynty ABC (cn. 214) C
AB> AC. )onaxcumo ma je XACB> < ABC. Onpemmo
Ha npaBoj AB, c oHe CTpﬂ.He Tayke A ¢ KOje je Tauka
B, tauky D tako na je AC=AD. TIpema nedpmumpiju
25.1 je A— D~ B. Tpoyrao ACD je jemiakokpaxk, jep je -

AC=AD, paxne upema Teopemu 22.8 je XACD= , A 8
= X ADC. Kaxo je A—D—B, kpak CD yrma S ACD :
je npema Teopemd 11.7 y yrmy X ACB, ¥ npcMa ToMe Cn. 217

yrao XACD je cappxan y yriiy XACB, 1j. XACB> -

><JXACD. Ho XACD= é:ADC Jaxne npeMa Teopemit 25.8 XACB> X ADC.
C npyre cipane, yrao XADC je cniosbammsy yrao Tpoyria BCD, a oTya npeMa
Teopema 25.11 xADC> I ABC. I[ax.ne npema TeopeMH 25.8 je X ACB>< ABC.

JpyrH Heo TeopeMe ClieMyje HeMOCPENHO M3 NpROr OeJa.

% ‘Teopema 25.16. quomenyaa upasoyisoi mpoyu:a Jje eefia og ceare reioce
xawieiue, e e
—Moxaa IlpeMa TeopeMd 25.12 y mpaBoyrioM TpOyrily jeiaH yrao je
npas, Apyra JBa Ccy oIOTpa, a mpema reopemu 25.10 mpae yrao je Behw on
owrpor yrna. Ho y MpaBOYrJIOM TpOyrily XMIIOTeHy3a je HacmpaM TpaBoT YIJia,
4 KaTeTe Cy HacOpaM OLUTPHX YUJIOB3, [axJyie npeMa Teopemu 25.15 xumoreHyza
je Beha on o8ejy kaTeTa.

6.- IIpe wckaspBama Teopeme 25.18 moronHo je yBecTm U3pa3le ,,Oivke’’
U ,,Jajbc’’ 3a Tayke.

eq)mmlm]a 254. Axo ¢y AB u AC ppe nyxm ca 3a_|em-1mmuM KpajemM
A n axo je myx AB mama on PNZS AC xaxeMo ® ma je Tauyku A dmuwxra
Tayka Bopn rauke C, mmpa je Taaxku 4 ganva Tauka C on Ttauke B

A ) KaxeMo Takohe na je Tauka A Dnuxa TavykH
8 c B mero tauka C wmm ga je nama oA Tadke C
Hero Tavka B (cn. 215).

IocToje TeopeMe Ka0 Hanp. OB4, xoja je caapxana
y TeopemH 25.3:

A . Teopema 25.17. Axo je whauxa A bauxa ilauxu B

. neio wauxuy C, a wauku C bnuxa weio itauxu D, tusu

Cn. 215 ako ¢y C u D jegnaxo ygawene og wiauce A, inaga je
mauxa A 5/mx<a inauxu B neio wauxu D,

)IorcameO crnepehy Teopemy:

Teopema 25.18. Axo je P iliguxa useéan jegne tpage a, tiaga je og ceux
imauaxa upaee a wuauxu P najbruxe siognoxje N yupasne cuywitene us iliauxe
P na a.

Og geée Ma xoje ilguxe upase a, Hejeghaxo ygamene og wauxe N, tuguxu
P je émuxa ona xoja je bauxa wauku N, a gama ouna xoja je gasa og Wavuxe N.

Tauxe tpase a koje cy }eﬁmxo ygamene od N, jegHaxo cy ygamene u og
iuauxe P, u odpaiizo.

Ho ka3 Heka je A ma xoja TauKa npase g, padjumanra on N. V TpoO-~
yrny ANP (cin 216) yrao X ANP je npas, makyie-AP je XunoTeHy3a ¥ TNpemMa
Teopemu 25.16 je AP > NP.

1H*



164

_ Axo cy A, M A, nse pa3ne Tauke Ba NpaBoj a4, Tako na je NA;= NA,,
Tauka N je cpemminre ayxd A,A,. Ilpasoyrmu Tpoyrimi PNA u PNA cy Taza
mogynapHu, jep je NA;=NA,, PN=PN, <PNA,=
P = XPNA,. Otyn je 1 PA =PA,, Tj. Tauke Ba npaBoj
a, Koje cy jemHako ynalkeHe of N, jedHako €y yna-

beHe B on P.
Axo cy A, m A, npe Tauke Ha OpPaBO] 4 TaKO
a na je NAy < NA,, OpBo NpeTnocTasyMo na cy A4, M
A N A, A, Ay © ucte crpade Tauke N. Kako je AN < AN,
npema pedurMmuju 25.1 Tayka A4, je uamehy A, m N.
Cn. 216 Vrnoen IPAN u <XPA A, cy HamopeaHw, a yrao
XPA,N je yrao ppasoyrior tpoyrmna PAN, nakie
ouwrrap. Otyn je npeMa Teopemu 23.4 yrao <(PA;4; tyn yrao. Ho u yrao
X PA,A; je omTap, jep je TO yrao npasoyrnor Tpoyrna PA,N, naxie mpema
Teopemn 25.10 mmamo <XPA,A, < IPA;A,, a oTyn je mpeMa TeopeMm 25.15

PA; < PA,.

Axo cy mak A, m A, ¢ pa3RMX crpaHa Tadyke N, youmMo Tauky A, xoja
je ¢ ome crpane Tauke N c xoje je Ay, m 3a Kojy je NA,=NA",, Ilpema npet-
xonHoM je Taxolje PA,=PA’;,, naxie, npeMa TeopeMu 25.3 je PA, < PA,.

TvnMe je noxazano nga je Ompxa Taukn P oOHa Tayka mpaBe @ KOja je
Smwxka TawkM N. Ako je mak NA, > NAs, Tana je NA; < NA,, naxne npema
NPETXOZHOME Jje PA2<PA1, a oryn PA, > PA,, 7). pama je Tayku P OHa
Tayxa UpaBse a, RO_}a je mama on Tauke N.

Ha_]aa,n JIOKAXMMO fia, OOpaTHO, M3 PAI—PA,t cnenyje NA; = NA,. 3aucra
Taaa Buje HM NA; < NA4,;, nm NA; > NA,, jep onaspe by, nmpeMa OBOME MITO
CMO Mallo mpc pokasangm, cnepopano PA, < PA,, omn. PA4; > PA,, mto je
CyOpoTHO UpeTmOCTaBUA na je PA, =PA, Haxne je NA,=NA, — Tume je
yeNa TeopeMa HOKa3aHa.

7. 3Ha4ajHe Cy ¥ OBE JBE TEOPEME O TPOYIIIKMA.

TeopeMa 25.19. Axo cy gee citipanuye jegnoi iipoyira jeghaxe pegoM geema
cilipanuuama gpyiol iupoyisa u axo je zaxsahenu yiao wpeoia iupoyira eehu og
saxeahéroi yiia gpyioia, tpeha cidpdnuya iipeoi Wpoyisa je eehd og dpehe
ciupanuye gpyjor iupoyiia.

Hoxkas. Hexa cy ABC uw A'B'C’ ppa Tpoyrna (ci. 217) u Heka je AB=
=A'B, AC=A'C' ¥ XA > JA'. Hokazahemo ma je BC > B'C’. Kako crpa-
me AB w AC mory OuTH jegmake UM He-
jenHaxe, NMpeTnoCTaBUMO na je AB<< AC.

Hexa je AD moiympaBa C TOYETKOM Y o ¢
TaykH A, y pasan ABC, c OHe cTpaHe mpaBe
AB c xoje je Tauka C ¥ Tarko na je A(BAD=
=Y A’. Kako je BAC > A, 70 je upema,

Iepmaroajn 25.2 yrao <):BAD CaagpXaH Yy

yroy <XBAC, T1j. xpak AD je y ynydsmenom g8 A B
yrory XBAC n npeMa TeOpeMH 11.7 ceue Cn. 217

ayx BC y mu3BecHO] Tauku E.

Vrao X AEC je cunomamrmsA yrao TpoerIa ABE, naxyie npeMa TEOpeMH
25.11 je XAEC > X ABE. Ho AC> AB, nakje mpeMma Teopemu 25.15 B Teo-
peva 22.8 je XABEZ= X ACB, 1e je X AEC > X ACB, naxjie mpemMa TeopeMu
25.15 je AC > AFE, na xaxo je AC= AD, npeMa teopeMmu 25.3 je AD > AE,
Tj. no pebmmunmjm 25.1 je A—E—D. Ilpema Tcopemm 11.7 rauka E je y
yayoserom yrny <XACD, naxne wm xpax CE yrma <BCD je y yrny XACD,
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Tj. mo nedpummnuju 25.2 je XBCD << ACD. Ho Ttpoyrao ACD je jenpaxo-
kpak, crorg je XACD= SADC, na je npema teopeMu 25.7 LBCD < XADC.

Kako je B—F—C, Ttauxe B v C cy ¢ pa3Hux crpasa mpaese AD, naxne
u yrnosn XADB m S ADC cy ¢ pasHux crpasa npase AD M npeMa TOME TO
Cy J(Ba CycedHA yrjla W cavdmbasaly yrao <LBDC. Haxye, mpeMa aeuHMIMjH
25.2 je XADC < ¥BDC, na xaxo je XBCD < XADC, npema Teopemnz 25.7
je XBCD < ¥ BDC, nakne, mpema Teopemu 25.15 y tpoyriy BCD je BC > BD.
Ho xako je BD=B'C’, umamo BC > B'C'.

IToctoju M OdpHyTa Teopema:

. Teopema 25.20. Axo cy gee ciliparuye jegroi uipoyinra jegnake pegoM géeMma
ciliparuyaMa gpyioi wipoyiia, a tapeha ciapanuya wpeoi tupoyira eeha og iupehe
clupanuye gpyiol dipoyisa, ylao wacipam uipehe cidpanuye upéoi ipoyiia eehu
Jje og yuia racupaM iupehe culpanuue gpyioi idpoyiaa.

Hoxas. Hexa cy 10 Tpoyriim ABC u ‘A'B'C’ m Hexa j¢ AB=A'F,
AC=A'C’, aym Heka je BC > B'C’, paxjie Hexka Cy TH HACIpPaMHM YIJOBH <LA
u XA. Tlpema Teopemu 25.6 wim je IA=IA, umm A4 < JA, wm
XA > XA. Axo je IA=<A’, npema Teopemu 22.5 je BC=B'C’, axo je
A< XA, mpema Teopemu 25.19 je BC < B’C’, nakyie 0ba oBa 3akiby4ka CY'
CYUpOTHa mpeTniocTaBly ja je BC>B'C’. Nakne jemiHo MoxXe DHTH XA > <L A’.

26. CABUPABLE U OAV3UMABE AViKHU U VIJIOBA.

I. Cabuparke u oxy3mMarme XYXM MAK YrioBa Tpeba pa3mMxoBATH OA
calupama M ONy3MMarba HMXOBHX Mepa. Mepe cy OpojeBu M BUXOBO cabm-
pame H OAy3VMame JepMHMUIE ce Y apuTMETHUM. 3a cabdpame M oay3MMambe
Oykd K YrjioBa, ma M 32 MHOXEHE U [eNere AYXKU M YrioBa, MOTpedHe cy
3aceDHe, reoMeTpHjcke nedHHUIIAje.

Hedbmunmja 26.1. Akce ¢y Py, Py, ..., Py (n=2, 3,...) Tadke Ha jeqHOj
nysu PQ, Taxee ga je

P_-\PI_P25 PI_P2"P3-'“" Pn-g_Pn.]__Q>

nasusahemo nyx PQ sdupom gyxu PPy, PPy, PyPs, ..., P, 0.

Heka cy a;, a5, ..., 4,y (n=2, 3,...) Ma xaxBe AyXHE, a Py, Py, ..., P,y
Tauke H2 M3BecHO] AyX¥ P, TaxkBe Ja je oBa myX 30up nyxu PPy, P\P;,,..,
P, 40 v na je

a,=PP,, ay=P\Py, ..., a,=Pp,0.

Axo J€ M3BecHa AyX S jemaHaka .qyxu PQ, pehu hemo na je ayx s
jenHaka 30upy gyxu a;, 4, ..., a, K Trcahemo

) - S=@+a+t...+a,
Axo cy xBa 30upa ayxM jenHaka jeaHo) Mcroj Ayxu, pelim hemo w na
cy Ta ABa 30upa gyxu Mehy cobom jegnaka.
Ao jc jenad 30Mp nyXm jegHak jeAHO] DYk, APYTHM 30Mp HpPyroj my>KM
M ax0 je MpBa O Te JBe JYXM Mama on japyre, pehu hemo nma je mped 35w p
Maisy O] Ipyror 30« pa, MM jAa je JpYrM eehu on mpBor 30Mpa.

Jebmnmmmja 26.2. Axo ¢y y JenHO] PaBHM Py, Po.---, Puq (N=2, 3,...)
ToJiynpaBe CcaapXaHe y JeDHOM YINy <{pg U KOjHU MOJA3E M3 BHEroBa TEMEHA
Tako aa je

P—P1—Pys Pr—Pe—P3---5 Pno—Pny— 4,
HasuBahemo yrao <pg s3bupom yimea <Lpp,, XPi1Pss LPoP3s---> LPnrd-
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Hexa cy o, oy,..., a, (=2, 3,...) Ma KaKBH YIJIOBH, TaKBH Aa TNOCTOje
TOJYNPABE Py, Pa,- - -5 Ppy CRIPXAHE Y JEMHOM YIIY™ <(pq, TakBe Ja je 0Baj
yrao 30Wp YrJ0Ba <(ppy. XPyPp---> SPnad U D2 Je

= <LPPys G2 = ILP1Poy -+ &= LPn1g-
AxO je u3BecTaH yrao o jcﬁHaK yray <(pq, pehn hemo na je yrao o
jeodHaK 30upy yinoea a,, oy, ..., o, ¥ oucahemo
c=oy +oy+...Fa,.
AKO cy paBa 30Hpa YrjoBa jeaHaka jelTHOM WCTOM yray, pehu hemo u aa
cy Ta nBa 36upa yiroea mely cobowm jegraka.

Axo je jeman 30mp yrioBa jelHak jeAHOM yrily, APYyrd 3DMp APYTOM H
axo je OpBH O Ta JBa yrja Mamu oX Xpyror yrna, pet Bemo na je mpsm
30Mp yIJioB2 Maru OX OpYror 30Hpa yrjiosa, MJM Xa je OpyrH 30up Belin
OJl MpBOI 30Upa.

Hanmomede. Kako _je ceaka gyx jenmaxa cedu CaMO_] M CBaxM yrao
jemdak cebu camMoM, MoxemMo W 3a nyx PQ pehu ga je jeaumaxa -30upy
nyxa PPy, PyP,,..., P,yQ W mwcaT

PQ:PP1+P1P2+4«-+P"_1Q. R
"V comu 218 j¢ AB=PQ, .CD= OR,

e - EF=RS, GH=ST u MN = PT, nakye
- . — .
_E F G H . AB+ CD + EF+ GH= MN.
P ; ‘ : ' .
Q R S T Hcro Tako 3a yrao <Lpg moxemo pehu
Cn. 218 a je jenuHak 30Hpy yrmosa < pp,, <LpiPe

-+ LPn3g W YUCATH

Apg=<APpy, ¥ PP+ - . .+ <APnag.

V uspuuamwy # NOKa3uBAfy TeOpema TOTOJHO je MONYCTHTH fa C€ 36prp
Jly’U MJM YIJOBa CacTOJ M3 CaMoO jEJHOr ‘UIaHA (AyXM HJM yIja).

2. IOHOCHMMO TIPBO HEKOJIMXO TeopeMa o calupamy myxu. 3HauajHO je
mpe CBera TO ja Ma O)f KOT KOHAYHOT MHOIITBAa AYXU MOXeMO 0OpasoBatu
30Up WD, KAKO KaXeMoO, Te AYXM MOXEMO caDHpaTH.

Teopema 26.1. Ma xaxee ga cy gyXu ay, ag ..., 8, (=2, 3...) tiocilioju
gyx Koja je jegnaxa ruxosy 36upy.

Hoxas. Hexa je p noJIynpasa, P 1eH moveTax. IIpema axcuonu IJI 1
MOCTOJ® Ha p Tadkd P, Taxo Ja je PPy=a,, 3aTHM C OHe CTpaHe Tauk¢ Py ¢
xoje HWje Tauka P mocroju Tadka P, Tako Ra je P P,=a, MTO. M Haj3aj, C
oHe crpane Tauxe P,, ¢ Koje HWje Tadka P, , DOCTOjM Tayka Q Tako Xa je
P, ,0=a, Tama je npemMa nepunmju 26.1

PQzal+a2+. B .+l1,.,
Tj. mocToju nyx PQ KoOja je jemuaxa BUXOBY 30mpy.

3a yrnose, He IIOCTOJA OjroBapajyha TeopeMa [OTOx ce APXAMO KedHHu-
nyje 26.2, x0ja ce OHHOCH Ha YTJOBE Yy yXeM cMuciy. Tex y3umajyhu y oO3up
NpoLUUpeHe yINIOBE, MOXEMO W 32 YIJIOBE JIOKA3aTH AHAJIOLHY TeOpeMmy.

Teopema 26.2. Axo cy géa Sbupa gyxu jegnaxa iupeheM 36upy gyxu,
iaga cy apeéa gea sbupa u Meby coboM jegHaxa.
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Hoxas Hexa je npeM 35up (XpaTko O3HaueHno) X, npyru 30mp y, Tpehm
z. IMamo x=z u y=z. Tlpema pedpmaummu 26.1 nocroju myxu MN u PQ,
TaKBC Oa je X=MN u y=PQ. U3 x=z u y=z cnenyje z=MN v z=PQ,
nawie npema pedwrmmy 26.1 j¢ MN—=PQ wm npema tome 00a mppa 35upa
cy jenHaxka nyxu MN, nakne jemBaxa cy M Mely coBom.

Teopema 36up geejy gyxu a u b He 3aéucu og pega xojum ce ilie
gYxu docmaiupaly, ij. . _

a+b=>b+a.

Hoxas. Hexa cy ¢ m b ma xoje nee ayxu. Ilpema agxcuomu III T
noctoje tadike P, Q, R Taxo na je P—Q—Ru a=PQ, b= QR. Tana je npeMa
ne¢unwumjy 26.1 a+b=PR. Ho xaxo je ¥ R— Q—P uMamMo ¥ b+a=RP=
= PR, paxne b+a=PQ u npema pebpmuuimjm 26.1 je

atb=>b+a.

Teopema 26.4. Axo je 3bup gyxu a u b jegnax gyxu p, a 3bup gysu b
U C jegnox gyxu q, idaga je 3dup gyxu p u C jegHax 35up_y gyxua uq Wy uz

-~ a+b=p u b+4c=q
caegyje
ptc=a+q
unu, gpyKuuje Hauucaro,
@+b)+c=a+(b+c).

Hoxas. Hexa cy P, Q, R, S Tauxe Ha jenHoj OpaBoj, Tako Oa je P —
—Q—R, Q—R—S v na je PQ=a, QR=b, RS=c. Kaxro je a+b=p, b+c=
=g, npeMa nebpHEmM 26.1 Taxohe je PR=p, OS=gq.

N3 P—-Q—R u Q—R—S8 cuenyje takofie P—R~S u P— O §, maxye
mo pebuHmIiu 26.1 je ¥ p+c=PS u a4 g=PS, maxne v p+c=a+q Wi,
kopMcTehd ce 3arpajgamMa y MO3HATOM CMHCIY,

(a+b)+c=a+(b+c).

Teopema 26.5. dxo ¢y X, y, Z 30uposu gyxu u aKo je X >Y, @ Y=Z Uiu
Yy >2, waga je u X> z. . :

Hoxa3s. Tlpema pedumumunju 26.1 mocroje Tauke P, R, S Tako na je
P-R—S u pa je x=PS, y=PR. Axo je y=2z, umano z=FPR, pnaxjie, npema
neduHnuin 26.1 je x>z, Ako je y>z mocroju Tauka ( Taxo na je P—Q—R
M aa je z=PQ. Tanma je P— Q—S, na je x>z

Teopema 26.6, Axo ¢y a4, a,,-.., 8, U by, by, ..., b, géa nusa gyxu u axo je
alébli a‘2§b25 sy anébm
waga je .
\ ay+a,+.. +a,<b,+by+...+b,,
ceM y caynafy caMux jegraxociuu, -jep wdaga je
al+-82+...an=b1+b2+-.-+bn.
Ioxas. Heka cy Ha jenHoj mpasoj Tauke P, Q, R Takee ga je P—Q—R
A PQ=a,, QR=a,, 3aTHM Ha Mcroj mpaBoj P’ W R’ Take Taduxe na je P'—

—Q—R u PQ=b, QR =b, Ilpema ne¢pwrnumju 15.1 je P'—P— Q wim P'=P
¥ O—R—R wm R=R.V cnyqajy uenmoxnanama u3s P—Q—R u P —P—Q
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cienyie PP—Q—Ru P —P—R,aus P—Q—Ru Q—R—R caenyje P—R—-R'.
U3 PP—P—R un P'—R—R cnenyje max mupema pedpunanuju 25.1 PR< P'R<
P'R’, 1j. PR<P'R.

Kako je PR=a,+a,, P'R'=b +b, mvmamo pnakne a,+a,<b,+b,- Ha
HCTM HayMH, ami xpahe, mokasyjemo ma je y chay4ajy moknafmama tadaxa P u P’
wm R u R, a;+a, <by+by, a y cnyuajy oda noxnanawa a; +a,= b1+b
Time je Teopema, 32 1= 2 joxasaHa.

Heka je a,” myx jemHaxa 3bupy a,+a, a b’y myx jemHaka 30upy b, + bs.
INocmaTpajyliv ka0 TMpeTXOOHO AyXM ay’, ag, by, by HOKA3yJeMO yxpaTko Ja je
a; + ay<by' + by, T).

. ay+ay+ ag<b,+by+ b,
3a Ma KOje 7 H0Ka3YjeMO "“TEOpEeMY MOTHYHOM HWHAYKIMJOM.

Hexa cy a, u b, my%u TakBe ma je a,+a,+ ... +a,=a, m b1+b2+
. +b,=b. IIpermocTasymo 1ia je Teopema TadHa 32 TO A, Tj. naje a4,/ <b,.
Tazxa 3axmyqyjeMo Ha MCTH Ha9¥H Jia je ca )OI JBeMa” AyxXHMa, a,,+1$b,,+1,
Taxobe a, +a,41<b, + bpyy, T). Teopema je TagHa M 3a n+ 1. Ho yeopema je
TayHa 3a n=2, 3, NaKie TadHa )e 32 CBako n.
3. Teopemama 26.2 no 26.6 oxarorapajy o YIrIoBAMa ciefeliux mer Teo=
peMa, xoje ce J0Ka3yjy &Halioro:
Teopema 26.7 Axo ¢y gea 3bupa yimwea jegnaxa wapehem 36upy yiacsa,
waga ¢y nipea gea 3bupa jegnaxa u Melhy cobom.
Teopema 26.8. 36up gea yina o u B He sasucy og pega Kojum ce iiu
Yisosu HocMmaiupajyy, dj.
‘ a+B=P+a.
Teopema 26.9. Axo je 3bup yisosa o u P Jegnax yiry ¢, a 36up yirosa
B u vy jegnax yiny ¢, inaga je sbup yiroea ¢ u vy jegnax 3b6upy yisosa o u ¢, Hij. u3
g atB=qg u f+y=4¢
caegyje
e+y=at+y
uau, gpyKuuje nagucaro,
(a+B)+ty=a+(B+Y).

Teopema 26.10. Axo cy'x, y, Z 3buposu yiroea u ako je X>y, a Y=Z
wau 'y >7, waaga je u X>7. .

Teopema 26.11. Axo cy o, Og,....0, U By, Bo...,B, gsa nuza yiréa
u ako je
a']_gﬂ]_: aggﬁzn‘--» an gﬁnl

o togt .o o, S By +Bt . + B

YKOMKO ia gea 3bupa wocitoje.

Teopeme 26.3 n 26.8 m3puay xoMyTaTHBHM 33KOH, & TeopeMa 26.4 M 26.9
- acOUMjaTHBHM 38KOH 32 cabmpame MyXM ® YIJIOBa.

4. IToTpedro je Aeq)mmcam M pa:r.unxymac]y AYXH WM HOBa Yria.
Ilpe nedpuHmmMje pazimke ABe)y AyXH Hoxasyjemo cienehy teopemy:

Teopema 26.12. Axo cy a u b gee gyxu, upea seha og gpyie, HocHioju
gyx d faxko ga je a=b+d. .

Axo je &' jow jegna gyx, 3a xojy je a=b+d’, gyxu d u d' cy jegnaxe.

‘Hoxa3s. Kako je a > b, npema nedpurmumu 25.1 nocroje tauke P, O, R
Tak0 1a j¢e P—Q—R ¥ a=PR, b=PQ. Hexa je d ma koja nyX jemHaxa QyXH

idaga je u
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QOR. Tlpema pmedmmmmjn 26.1 je a=b+d. daxae pyx d nocrom. Ako je d' jour
jenmHa nyx 3a xojy je a=b+d', npema nedumrvuyju 26.1 je 4’ = QOR, naxne d=d’.
A Jepummnuja 26.3. Axo cy a ¥ b mBe AyxkH, npBa Beha oa Apyre M axo

Je d Ma KOja Iy TAKG DA B o= T, HyR W—HIIMLMO—PIsmKoN BEH €
Ay KW 2 ¥ Mame NYXUW b, U nAmMEMO:

d=a—b.

o

Kan cy nyxm:-a u b jenHaxe, mwHXOBE pa3nuke nema. Tlucahiemo Taja
cumdonnaHo: a—b=0. Kaa ror pazmxa rrocro_]u, nucahemo g—b>0. Cmaro
MOXEMO TIMCATH H 32 YIJOBe.

Cneneha Teopema je anHanorHa Teopemu 26.12, caMo ce ogHOCH Ha yIJIOBe.
Hoxa3s je Takohe cimuan MpeTXOLHOM JHOKa3y.

Teopema 26.13. Axo cy « u B géa yma iipsu sehu og gpyioia, vdocidoju
yiao 8 iaxo ga je a=B+43.

Axo je & jow jegan yiao 3a xoju je o.=P-+¥, yirosu 8 u 8 cy jeguaxu.

HNedyrnimja ananorHa nedmummyu 26.3, a koja ce OAHOCM Ha YIJIOBe
rnacu: .

Hedmuja 26.4. Axo cy o« M B xsa yrja, mpBM BehM oj xpyrora,.u
aK0 je 3 Ma XOju yrao Tako Ja je a={+3, yrao & Hazupamo pazmxom Beher
yriia o« K Mamer yrida £ u mamemMo

S=a—p.
Jlonajemo AeMEMIM]Y KOMIUIeMEBTHHX W CYIUIEMEHTHHX YrJIOBA:

Hebnmmmja 26.5. Axo je 30Mp XBa yrja je[Hax OPaBOM YINY, KaXeMO
N2 cy [ra NBa yrna xoMfiieMeniana. Axo je 3DMp [Ba YENa jeqHax OIPYXKEHOM
yrily, XaxeMo Ja Cy T2 HBa yIla CyiiAeMeHuiHa.

HamomMmena. Ilpema t10j medwmumygu npa wamopeiaHa yrjia cy cyrie-
MeHTHa, alli ODpHYTO He MOpa DUTH: [ABAa CYNJIEMEHTHa yrlla Be Mopajly Outn
yrope .

5. Cnepehyym pedmmuimjaMa yuallAMO n-TOCTPYKY LYX H 7-TH 1€0 LYyXH,
Ma 32 KOjH DPHUPOJaH Bpoj m, 3aTAM WCTO 3a YTJIOBE.

Jqu)mmm]a 26.6. Arco 1€ AYyX p jemHaxa 30mpY on n w

ecHo] Jyku _a (n=1, ..), KaxeMO Ja je JYX p JelHAKA N-FAOCTApYKO]
gyxu G YOIA Ja j& n uyida eeha OR JYXU g M TMHIIEMO
p=na.
JIyX p HasHMBAMO M YEUMECTIpYHEreM (MyNTUIUYMOM) TYXH_4.
3a AyX 4 XaXeMO a Je h-idy_geo IAYXV _p LN 12 le_n_gyma Mara OX
AYXY p, ¥ TIMIIIEMO
a=2
n
o — .
32 n=2, 3,... n-TH JAe0 HOyXHA HAa3HUBAMO H WLEHOM #0N06UHOM, Tlpe-

hurom wTH.

Nedwmawja 26.7. Axo je yrao @ jeliHak 35Mpy ON n YIJIOBA jeOHAKMX
U3BECHOM YIY a (n=1, 2,...), xaxeMo ma je yido ¢ jeqHak n-HOCUUpYKOM Yiny
o WM Ha je n uyuwia éehu o yria o M NUIIeMO

p=Rnao.
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Vrao ¢ Ha3uBaMO W yauwecilipyuersem (MYJITUIUTYMOM) YIja co.

3a yrao o xaXeMO Tiak [a j¢ n-TH He0 yiJla ¢ HJIH J1a je n TMyTa MamH
O ¢ M THIIEMO

3a =2, 3,... n-TH €0 yrila Ha3UBAMO U WCLOBOM #HO/08UHOM, WWipehu-
HOM HTA.

ITocToju Hanp. cieneha Teopema:

Teopema 26.14. Axo cy gee gy)ku Jegraxe, jeghaxu cy u N-idu geaoéu ux
gyxu (n= )
Hdoxa3s Heka cy AB u CD mBe jeaHake IyXH. IIo rebrErmuu  26.6

NpeTHocTaB/ba ¢e Ja MocToje Ha AB Tauke My, M,,..., M,_, u na CD Tauke
N,, N, ...,N,_,, nopehaHe Taxo Y NPUPOJHOM PpaCIIOpe/ly U 3a xOje je
AM[ZMI.MQ—T-. P "_lB, CN1=N1_N2:. « .='Nn_1D.

IIpeTnocTéBHMO na je AM,<CN,. Tana jé npemMa TeopeMu AB<CD, CyNpOTHO
npetuocraBi. Mcto Tako, axo je AM; > CN, umamo AB>CD Jlakne je AM, =
CN;, a THMe je Teopema IOKa3aHa.

ITocroju oxrosapajyha Teopema 3a yrnose:

Teopema 26.15. Axo cy gea ylna jegnaxa, Jegnaku ¢y U D-iu genosu ux
yinosa.

W3 Teopeme 26.! cnentyje HemocpenaHo Ha 32 CBaKy HYyX @ U CBAKM IIPH-
pojiaH Opoj n mocrojn n-myTta Beha myx p. ITpeHomeweM HAYXH a Ha jeIHY
opaBy, AYX p Ce MOXE JIak0 W KOHCTpyHcaTH. IlocTojarse n myTa Mame JAYXH
mohu he ce mokaszaTH NaKk NMPYMEHOM AaXCHOME HENPEKUIHOCTH, & HPUMEHOM
aKCAOME TApaNeNHOCTH MOWW he ce M KOHCTpYMCAaTH TakBa IyX. 3a yriose
aHajorvja HMje TMOTNYHA.

YuTaony npemyuiTaMo Ja HOKaXe OCHOBHC 00061]]:[6 OBEX TIpPOM3BOIA U
KOJIUYHVKA K20 HAaIp.:

1. m ‘(n a)=(m n)a
2. ma+nb=(m+n)a

3. _l‘(i )-—— ! a
m\n mn

1 1 m+tn
4. —a+—a= a
m n mn
5 ma —
n n

N n n
PUTH Ha CBe TMO3UTUBHE panMOHallHe DpojeBe.

m - .
Axo nedvmEuIEMO: =— @, MOXeMO OPOW3BOX XYXW OPOjeM MPOILH-

6. Lar+lp-"(a+b)
n n n

HUcro Bpeau ™ 3a yrnose.
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6. Ja Ox ce Ma 332 KONHKO Ma XaxkBHUX yrjosBa Morao xeduuucaiu 30Mp,
NOTpeSHO je NPUMEHMTM yrao y UMpeM CMACKTy, yseneH y §12,8. Tama ce
nepunmpja 26.2 MOXE HENOCPEHO YPEMEHHTH Ma Ha koje yrose. Kaxo
HucMO HedHMHMCAM ONHOC ,,M3Mely 3a IOnympase Y NYHOM W NPEROITYHOM
yory, neduMHALM)Yy HCKa3zyjeMO Majo IpYyriM pedMma.

Jedpuommja 26.8. AXO CY py, Ps .- -s Pn—y(n=2, 3,...) nonynpaee caap-
XaHe y JeHOM yriy <Lpr (y WHMpEeM CMMCIY) M KOJE ToJia3e W3 EeroBa TeMeHa
TAKO [a CYy ITAapOBY YIJIOBa

Xppy M LPyPa, EP1Ps U I PoPa Dol LPn—oPr—1 ¥ LPu_1T

CANpXaH¥X Ha YIJIy <pr, IapoBM CycenHux yrnosa (Hedunmipja 12.17), nazu-
Bahemo "yrac <lpr 35upaM Yino8a <LppysLPiPss - - s LPn_1r-

Hexa cy o) oy, ... > oy (n=2, 3,...) Ma kakBy YITIOBH, & Py, Py« -+ Pn
monynpase CajpXaHe Y JeJHOM YIIly {pr TakBe J1a je OBaj yrao 30Hp yriosa
PP, Py Pos - -+ s LPuyr ¥ J4 JE

oy = LpPy, %= PP - -+ > %= LPnyl- ‘

Axo je M3BecTaH yrao ¢ jenHax yray <Ipr, pehm hemo na je yrao o
Je AH ax 36upy yiroéa a; o, ..., a, ¥ micahemo

C=aygd-ag+. .t a,.

Axo cy pBa 30Mpa yrjopa jemHaka jegHOM HcTOM yrjay pehd hemo M na
cy Ta nBa 3bupa yiroea Mely col oM jegnaxa.

Axo je jelaH 30Mp yriosa jeoHax jeMHOM Yrjy, JApyru- 30Mp npyrom u
a0 Je mpBH OX T3 JBa yriia mamM ox xpyrora, pelm hemo nxa je mpem
30Hp yrnosa Mamu o}l ApYror 3oupa yriicea WM 12 je npyrd 30MPp yriosa
sehu oXl npsor 30mpa. -

Cse TeopeMe 0 30Mpy M pasjHu¥ yYriiosa, xo_|e cMO Y 6p 3 u 4 oBor

naparpada u3wesm, mory ce can mipehu Ma 3a xoje yrmose. Illrasuiue,
cajJl MMOCTOJU U TeopeMa Xo0ja OAroBapa TeopemH 26.1 3a myxm:

Teopema 26.16. Ma «xareu ga cy yirosu oy, o, ..., o, (n=2, 3,.,.,)
#oculoju yiao Koju jé jegnax 1vuxo6oM 36upy.

HNoxa3 je awanoran foxasy TeopeMe 26.1.

Cne)leha TeopemMa je Taxohe 3HavajHa:

Teopema 26.17. 3bup ma xaxeux yinosea ay, o, . . ., o, (=2, 3,...,) jegnax
- je 3bupy uzeecnoi bpoja wpasux yisoéa u, Moxga, jow Jegroi owwpot yia.
JLo x a3 npemyinramo “ATaoNy.

7. JIOBOCHMO TpPHM TeOpeME O TPOYIJHMA Y xo;n-
M8 c¢ KOPHCTH 30UP YIJIOBa M .30Mp IYXK M O KOJMUYX
CYy UpBe NIBe OCODHTO 3HAYajHE.

Teopema 26.18. 30up gea yisa jegnoi tupoyino
Maru je og 30upa gea ipasa yiaa.

I oxab. Jokaxwumo faje y Tpoyrny ABC (ci. 219) A 8 D
30Mp yrnosa <X B u < € MawH on (kojer Buno) 35upa . Cn. 219
,u.Ba rrpaBa yrna. Heka je BD nponyxemwe nyxm AB

B. Tlpema nedbwnnimje 26.1 je 30mp <X ABC4 X CBD jenHaK  OmpYXeHOM

yrny {ABD a npeMa JeUHHOM)H TIPaBOT yIjia, OOPYXEH yrao je jelHak 35pr
JIBa MpaBa yriaa, Aakie N

X ABC+ <& CBD=2R. ‘ Y

C

-~




172

IMpema Teopemu 25.11. je mak X CBD > ACB, na je npema Teopemu 26.6

XABC+ X CBD> < ABC + 4 ACB,
a OTylL HMaMo
X ABC+ <X ACB+ < < ABC+ < CBD.

Hakne, ycnen jemuakoctut (1), uMamo
JABC+ X ACB< 2R.

Teopema 26.19. 36up gsejy ciuparwa iapoyisa echu je og idpehe cidpanuye.
Pasauxa geejy ciupanuya ipoyisa (Maree og éehe) Marva je og pehe ciaparnuue.
C I o xa3. [loxaxumo aa je y Tpoyriy ABC (cn. 220)

AB+BC > AC.

Hexa je D Tayka y npoxyxewy cTpaHuue AB,

usa Tagke B, Taxo na je BC=BD. Tpoyrao BCD je

jemRakokpak, naxne je X BCD= & BDC. Kaxo je A—

A B p —B— D, tauka B je npema Teopemu 11.7 y ynybdseeHOM
Cn. 220 yray X ACD. nakne xpak CB, ma m yrao < BCD,
caipXau je y <LACD, T1j. npema peduHEMuIMA 25.5 je

JSACD> < BCD, na xako je <BCD= <BDC, vMaMO npema Teopemu 26.6
JACD > ADC u npema teopemd 25.15 AD > AC. Ho umamo jerHakoct

AD= AB+ BC,
Jaxjie ripeMa teopemu 26.5 je

AB+BC > AC.
Heka je vanp. AB > BC. [oxaxXuMo Ha je

' AB—BC < AC.

Ilpema nperxoyom je

AB < AC +BC.
Axo je

AC+BC=MN,
npeMa achuHumm 26.3 je

MN—BC=AC,

na kaxo je AB < MN, ymamo
AB—BC < MN—BC=AC,
Tj. AB—-BC < AC.
TuMe cy nokasana 0ba mena TeopeMe.

Teopema 26.20. Ha fpasoj AC, xoja cagpxu xpax jegnaxokpaxoi iapoyira
ABC rwe doctdoju wauka D pazawyuina og C, Waxo ga ¢y -AD u BD xpayu
gpywi jegnaxoxpaxoi whpoyisa ABD.

Hoxa3s. Kan dm mocrojana taxBa Tauka D, Suno Om
A—-D—-Cuwm D—A—-C wm A—C—D. V upsoM ciyyajy
je mpema Teopemu 11.7 tauka D y yaybseeHoM yrny < ABC,
naKie mpeMa Jepummmmjm 26.2 je X ABD < S ABC, na xaxo
16 LXABC= X BAC=<XBAD, umamo <X ABD < <BAD. Ipe-
Ma ToMe Tpoyrao ABD Huje jeamakokpakx ¢ BpxoM D, Tj.
HHje AD-=BD.

Axo je D— A~ C, yrao <BAD 1poyrna ABD Suo ou Cr. 221
Tyn, Aakié Faj TpOYrao ONeT HMuje jeIHAKOKPak C BpXoM D,

Tj. nuje AD=RBD, jep xan O TO OWIIO, WeroBa MBa yTriia OpH OCHOBMIM, <L BAD
u XA4BD, buna Bu 0ba Tyna, a TO je mpema Teopemu 25.12 wemoryhe.
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Axko je A—C—D, w akxo bu Ouno AD=BD, Tpoyrao ABD ©®u 0uo
jemHaxokpak, jakne (pasmeHoM crmoBa C m D) yvanu ducMo oneT NPBH CILy4a)j,
npeMa TOMe He bu dmno AC=BC, a 10 j¢ TPOTHBHO npermocraBi. Jakye

mmaje Hu can AD=BD. — TuMe je TeopemMa Hoka3zaHa.

8. INorpedHo Ham je jom cremehe DocMaTpame ODMMa WMCIYIYEHHX
MHAOroyrnosa. Kako je npema nedummipgju 26.1, 30Mp o4 [Be WM BUINE OYXM
omet ayx, mehumicaieMo W ODMM MHOIOYrii2 kao HyX.

Hedpmanmmmja 26.9. 30up cBAX cTparMna jeAHe M3JIOMJbCHE JIMHUJE Ha3HBa-
heMO obuMom Te M3INOMIbEHE JIHHHjE. AKO je M3NOMIbEH2 JIMHMja MHO-
royrao, ¥eH obuM j¢ obuM Muoioyiia.

3HavuajHa je Tpe CBEra OBa TEOpeMa:
Teopema 26.21. Obum ceaxe usioM/beHe Mutyje, wuje Kpajroe hauxe cy Kpa-
Jjesu jegue gyxu, sehu je og iie gyxu.

Hoxa3s Heka cy A u B xpajime TRYKe M3JIOMIbEHe JHEHjE AP,P,...
..P,B, n=1, 2,... (cn. 222). IlpeMa Teopemu 26.19 je AP, + PPy >AP,. Axo
je Tauka Py Ha npaBoj AP, W ako je A— P,— P,
UMaMoO AP, + PPy = AP, Kan ron umje A —P,— P,
a npeMa teopeMHM 26.17 ¥ kxam rog P, HMje Ha
npapoj AP,, ysex & APy-+ P, P, > APg. Ucro Taxo
j¢c AP+ PyP, > AP, uTn. u Haj3ax AP,+ P,B > AB
Ho U3 EBejeHakocTH

APy, + PPy > AP, n APy+ PPy > AP,
enesiyje
(APy + PyPy) + PyPy > APy + PyPy,

Jakye npema TteopeMM 26.5 umamo
AP, + PPyt PPy > AP, Cn. 222
V3 HejeHAXOCTH
AP, + PP, + P,P, > AP, u AP, + PyPy > AP,

cleyje WCTO TakKo

AP, + PyP, + PPy + P3Py > AP,
ATA. 1 Haj3a.1
' AP, 4+ PPy +...+P,B > AB.

TuMe je oBa TeopeMa AOKa3aHa.

Crneneha nepuemumja je ocobuTo moTpebHa y mocMaTparwy MHOGOYTOBA
YIIMCAHEX Y KPYT M OYIHMCAHUX OKO Kpyra.

Hedpmmmpja 26.10. Axo cy p 4 ¢ nBa Npocra MHOTOYIJ2 Y jeZNOj paBHH
H aKO cy CBe TA4YKe MHOTOYrJa p CajpXaHe Y MHOTOYIJY g WIH Ha HhEMY,
pebn hemo ma je MHOTroyrao p obyxeakert MEOTOYIJIOM ¢, a J1a MHOIOyrao g
odyxeaitia MHOTOYrao p.

HanoMena. Oudriaefso, MEOroyra0 p je cajpXaH Ha MHOIOYTaOHOj
noepom (g), a He MOopa OHWTH caiapxaH 1ieo y MHoOToyray g. Oba MHOroyrna
MOTy MMaTH W 33jeHMYKAX TEMEHa M CTPaHMIa, & W3Y3eTHO MOy C& W CACBUM
TIOKJIAMATH.

Hokaxumo caenehy Tcopemy, Koja Je norpebHa Hamp. y onpehusamy
oduMa xpyra.
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Teopema 26.22. Obum uciyiivenoi Mmoioyira xoju je obyxeahen gpyium
UCUYU4eHUM MHOIOYIIOM, Malvu je og obuma wola gpyioi Muoloying.

Hoxas. Hexa je P=Ay4s ... Ay oDyxpahienyt muoroyrao a g=B,8B;... B,
OHaj KOJM ra oﬁyxsaTa Kaxo je M]:[OI'O)II‘aO g MCIyITieH, CBaka ripaBa KOja ¥Ma
C MM JEAHY 3ajeIHUYKY T49KY, a HE caupncu HHUjeHY HeroBy crpaHuly, ¥Ma
C WHM JIpEM2 TEOPEMH 15.14 jous caMo jemAy 3ajEHUUKY TadKy, a CBAKA MOJIy-
npasa K0j2 TNOJIA3M U3 je/iHe Tauke Y MHOTOYyIJy, WMa C HWHAM Camo jenHy
32JeIHMYKY TavKY-

IlocMaTpajmo PeloM CTPaMMIC MHOrOYINia p W TOsynpase A145, A3Ag,

o> Apeyy A,y Andy, XOje canpxe T¢ cTpanuue (YBEK Y TOM ODenexanamy NPBO

CIOBQ ' 00eJyieXaBa HCXOOMIOTE T€ mOAynpa-
Be). BMo na je Tauka A, y MHOTOYIIIY g HJIH
Ha g, momynpaBa A,A, (xoja monasu W3 A,)
UMa ¢ MHOTOYTJIOM ¢ €aMo jeOHy Tauky 3a-
jenpmaxy , pewnmo Cp, MITH je caipxada Ha
Jjenoj CTpaEMmM MHOIOyria g (Ci. 223). Ka-
KO A, HMje H3BaH ¢, He MOXe dutH A;— C,—
—Ag, nakyne je A;—A,—Cy wmu Cy=A4, V
oba ciuydaja je AyA, < A,C,. .

HNetiM nocMaTpamkeM HaJla3uMo-3a CBa-
Ky crpavuily AvAv,, MHOIOyria p, axo je
Cv4y OAroBapajyha Tayka Ha ¢, penanujy

Cy. 223 AvAvi < AvCuyy, v=1, 2,..., m.

[Mpu Tome je A1 =4y, Cry=C,. Hakse uMaMo Av—=Avy1— Cvyqyv=1, 2,.
m—1, ¥ Haj3an A,—A,—C,. — Tauka Cv, v=1, 2,..., m ce Mmoxe
noxc.uanam He camMO ¢ A, Bch M C M3BECHMM TEMEHOM Mﬂoroyr.na g.

Heka je U Ma xoja Tauxa y muoroyrmy p. Kaxo je mMHoroyrao p ucoyn-
yen, Tauka U je mpeMa pedummnuju 15.5 ¢ oHe crpaHe cBake HEroBe CTpaHMIe
c X0je Cy cBa ocraja TeMeBa MHoroyrma p. Jlaxyie 3a Tauky kOja HMje y MHO-
rOyrJy p TIOCTOJU y OmHocy Ha Oap jexpuy crparMuy Avdv,, wiM A,A4;, 10 jAa
HYje C OHE CTpaHe Te CTPaHMUE C KOje Cy OCTajla TEMEeHa MHOIOYINIa p M C
koje je Tadka U. Ilpema’ Tome, caobpasno aAedwuwumu 26.10 Tadke MHOro-
yrna g Bucy ¢ OHE crpage mpaBe AvAvy, (v=1, 2,..., m) c xoje je Tayka U,

Hexa je av monypapaH yMmje Tauyke HMCY C o
oHe cTpaHe mpaee AvAvy, c kxoje je U. Ose s
TIOJIypaBHU C€ HejlOM TNOoKJamajy: MHoJypaBaH
ovyy C€ CACTOJU M3 Ta4daka Koje cy YjeoHo Y
TIOJIYPaBHM o ‘M M3 T29aKa KOje Cy C OHE CTpaHe
opase AvAdvyy € kxoje je U (cn. 224), T1j. koje
cy y yaybmeHom yray fvy, WIH Ha FeroBy
Kpaky AviyAvys. TlpeMa ToMe yKymBOCT Tadaxa
PaBHA, ‘KOj¢ HHCY Y MHOTOYTJY p, CACTOJH CE M3
yrnoea By, Bs, ..., B, ¥ BHUXOBHX KpakoBa AyA,,
AgAds, . .., ApA,. Jdaxne y MHOHITBY THX YTJIOBa
M KpakoBa CaZipkAaH je MHOroyrao 4.

[TocMaTpajMO Ta4Yke MHOrOyria ¢, xoje cy
y yray Bv v Ha meémy. Tawxa C) je Ha nojy-
‘npasoj A,A4; a3a v=2, 3,... je Cv Ha monynpaBoj Av_j Av. Haxne taixa Cy
‘ce noxsama ¢ Av HIM je Ha jemHOM xpaxy yria fv. Tagka Cvy, C€ He IOKJIANA C
Av, Hero je ypex Ha kpaky AvAvy, yraa Bv. AXo y yriy Bv HAJC HHjEOHO
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TeMe MHoroyriia ¢, tauyke Cy B Cy,, IPHIOAAA]y jeAHO] HEroBOj CTPaHWIH, a
YKYIHOCT Tayaka MHoOroyrnia g, caapxaHux y B« je myx CvCyy,, 0DenexnsImH
je 3HakoM by, umaMo CvCyyy,=bv. Ako cy mak'y yriay v M3pecHa TeMeHa
MHOTOYIJIa g, YKYITHOCT Tayaka MHOTOYTJIa ¢, caAipXaHuX Yy Bv je H3BECHA M3JIOM-
JbeHa NUHAjA k0joj ¢y kpajesr Cv m Cv,,, ODeNexxmMo oBHM Te H3NOMIbEHE
nunmje oner 3HakoM bv. Tapa je CvCyyy < bv. Axo ce Cv mownana ¢ Ay,
npeMa TeopeMH 26.21 je y npBoMm cnydajy AvCyvyy=bv, a y apyroM AvC.v
<bv. Axo ce Cv B Av He noknamnajy, mvaMo AvCviy < Av-Cv + CvCy iy, NARIE
™M npe AVCV+1 < AvCv+ bv. :

Axo ce Avyy v Cvyq TMOKJANIA)y AMAMO Makne y IpBa OBa ciyyaja

AVAV.-'.]_ < bV’
a y tpehem
A\'A\'+] < AVC‘\' + bv.

Axo ce Av, B Cv, Henoxinanajy uMaMo AvCv 1 =AvAv 1+ Av1Cvyy,
Jakyie y nmpea ABa ciyyaja

AVAV1-1 < bV’_A\’+1Cv+1,
a y Tpehem
AvAv << AvCyv+ bv— Av.,_‘le +1-

Cabupamem NepdX ¥ JeCHMX CTpaHa OBMX penaimja 3av—1,2,..., m noGH-
jaMo Ha neBoj CTpaHHM OOMM MHOTOYrjia p, & Ha HecHoj cc cBaka HOyx AvCyy
KOja ce Ty jaBJpa, jaBJba OBanNyT, 002 IyTa ca CYNMPOTHMM 3HAIMMA, AaKJe CBe
Te NYXH ce NOHMINTABAjy M octaje 30Up obuma by, Tako Aa HMaMo

- Ay Ag+ AgAy+ ... + A A <by byt ... +b,,

Tj. OOHM MHOroyriaa p je MawH o ODmMa MHoroyrna gq. — Tume je oBa
TeOpeMa IOKa3aHa.

27. IOAYIAPHOCT AUJEJIAPA.

. LV § 13 cmo nedpwrmcaH OpeceyHH Yrao nujenpa jemHoM pasau. Fipe Ho
mro hemo nocmarpaT calla noAYHAAPHOCT nujelapa KOPHCHO je NedMHANCATH Yrao |
npeccka AMjeapa jeQHOM PaBHH KOja je yIpaBHA Ha HeroBOj UBHIH. ¥V TY CBPXY

'\T?ia opBo nokaszatm ciefehy Teopemy, kojoj Iakiic NMpHNaja OCHOBHH 3Havaj.

Teopema 27.1: Viaosu iio xojuma pas-
HU YyupaeHe Ha UGHN jegHol gujegpa ceKy
aj . gujegap, jecy ceu jegunaxu.

v~ _Hoxas. HW‘/
jemap X e¥ yayoseeH. Hexa cy 4 m A" ma

KOje JBe pa3He Tayke Ha HeroBOj MBMIM
s (cn. 225), zateM v | V', pelloM, paBHY
yNpaBHE Ha S B xoje npoJiaze xpo3 A H
A’. Hexa cy B um B’ gpe Tayxe Ha moiy-
MpaBMM MO KOjAMa Ce paBHY v B V' Ceky
¢ noJrypaBue ¢, -a C m C’' mBe oparomapa-.
jyhe Tauke y mosypaBHH ¢ M Hexa je AB=
=A'B, AC=A'C'. Tpeba nokazatu na cy
yayOsment yriiosk XBAC m X B'A'C’ jen- Cn. 225
Hakn, T]. na je BC=RB'C’. ,

Hexka cy T, U, V penom cpemamrta nyxu AA’, BB, CC'. — Kaxo je
AT=A'T, AB=A'B" a yrinosn XBAT u <B'A'T cy npasn, tpoyrim BAT n
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B'A'T ¢y nonynapem, naxyne BT=B'T. Kaxo je u BU=B'U, TPOYTIH BTU n
B'TU cy Takole nomy,ua'prm, nakne yrinou <XBUT m I B'UT cy jenBaxE H -
opeMa TOME NpasH, Tj. npaee BB’ m TU cy ynpasse. — Hcro Taxo cy mpase
CC’' n TV yupasHe.

U3 noaynapHOCTH Tpoyrnosa BAT n B'A’'T cnenyje X ABT= X A'B'T, a g3
noxymapEocT™d TpoyrioBa BTU m B'TU cnenyje XTBU=TB'U. Ho Tauxa T
je y ynybiseruM yriioBEMa <L ABU m X A'B'U, naxie npema teopemu 21.9 je
XABU=~ < A'B'U. Kaxo je Ttaxoje AB=A'B' m BU=B'U, tpoyrimm BAU u
B’'A'U cy unonynapgem, Jaxie AU=A'U. Jlaxne, xaxo je B AT= A'T, TpOoyrimm
ATU u A'TU cy DOMyNapHM M MOpEMA TOME YIJIOBH JATU n S A'TU ¢y
no/lynapHA, Aakiae npae®, T{. mpaBa 7U je ympaBHa Ha mpaeoj s. — Mero
Tako je mpaBa TV ynopardHa Ha s. Jakie, npema Teopema 24.1 mpapa s je
ynpapHa Ha papEE TUV. Hera je 1O paBaH o. .

Hoxaxmmo na ¢y A mpaee BB, CC’ ynpapBe Ha pasHH c. — Hexa je
n npaBa Yy o, KOja npoyasd kpo3 T M ynpaksHa je Ha Ipasoj] 7U M- HEka j¢
N Ma koja Tadka Ha n, ‘padmamara on 7. Kako je mpaBa s ympasBa HA o,
yopaBHa j¢ W Ha n, Jaklic OpaBa n j¢ yOpaBHa Ha s M Ha TU, makie YOpaBHA
je B2 monypaBEM ¢. Kako je y ¢ mpasa BB’ ymnpasea Ha npaeoj 7U, npema
Teopemu 24.6 mpasa BB’ je ympamHa M Ha NU, fnawie ympasHa je Ha PaBHH o.
-HcTto Tako moxasyjeMo Ia je m mpapa CC’ ynpaBHa ‘Ha o.

Kaxo ¢y mnpase BB’ @ CC' 00e ymparHe Ha paBHR .G, upema TEOPEMM
24.7 npwmamajy jeMHOj pPaBHH, OGENEXHMO OBY CIOBOM [ )onaxamo ma ce
myxu BC’ m B'C cexy Ha nparoj UV y usBecHoj TauxH M.

Tipe cmera, BA, B'A’,’u UT ynpaBRe Ha s ¥ ¢, He CEKY Ce, maxie A ®
+ B ¢y c ncre ctpase npase UT, m Taxo mcro A’ m B'. Jlawie, Kkako ¢y Tadke
A m A' ¢ pasaux cTpaEa npase U7Z, Tawxe B u B’ cy TaxoBe ¢ pa3mMX CTpana
npape UT, pakne ® ¢ pasmux crpada Tayke U, a OTyA M y paBBH p € Pa3HEX
ctpaHa mpare UT. — Hcero Tako ¢y Tawke CH C'. ¢ pa3uux crpaHa npase UV.

Kaxo cy tauke B m A c Hcre crpane npape UZ, Te mBe TRYKE Cy H €
AcTe cTpaHe papHH o¢. McTo Tako cy M Tadke A M C ¢ HCTe CTpaHE PamMH o,
nakne tauke B H C cy ¢ HCTC CTpaRe paBHM o, JNAKJIE W ¢ HCTe CTpPaHC mpabe
UV y pasad p.

Kako cy 1auke B m C ¢ Hcre crpase, a C u C’' ¢ pa3HAx cTpaHa mpaee
UV, taike B m C’ cy ¢ pasHux ~CTpana obe upa.ne Hcro Tako ¢y Ta4dke B’ ®

C ¢ pa3sHHEX CTpaHa mpase ,UV.

Hexa je M npecek nyxm BC' B npase Uv. Tpoyr.rm "MBU w MB'U cy
nonynaprn, jep je BU=B'U, crpaEmia MU je sajenwutixa, a yriopd X MUB
A XMUB' cy npamm, “naxne  jemHaxd. OTy,Z[ je m MB=MB' n {UMB—
= X UMB', S MBU="<MB'U.

U Tpoyrnmu MCV u MC’V cy noaynapmm, jep je CV=C'V, CTpaHHTA
MV _]c 3ajemEmEdka, a Yrinmoem XMVC m I M VC’ Cy npaeH, ,naue JeaHAKH.
" Ofyn je MC=MC' n {VMC=XVMC'. _

Vrnoer S UMB 1 XVMC’ ¢y yHaxpcHm, Haxie _]C,Il;BaKB Ho %cUMB-
= JUMEB, JAVMC = X VMC, pakne u yrinoea X UMB’' u X VMC cy jennaxwu,
ma OTyX YHaKpCHH.. Jlaxie, mpase MB n MC ce nom;auajy, Tj. M AYX B’
cede mpasy UV y Tadxm M.

Kako je MB=MB' n MC'=MC, a M _]C mmMeliy B 1 B’ u mamehy C M
C’, mpema akciomu I 3 je BC'=B'C. Tipema Tome Tpoyrma BCB' m CBC”
Cy mONYmapHH, jep EM © H CTpaEmna BB’ zajenmmuxa, a ceM Tora <LMBU=
<~ IMBU, a XMBY=yBBC, S<MBU=<BFC, naine <):B'BC XBB'C.
W3 nonynapeOCTE THX iy OyTioBa ciieayje BC= BC. .
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V ynybsmenmm yriopyMa <XBAC m IB'A'C’ je nakne AB=A'B’, AC=
=A'C’, BC=B'C’, nakse npema TeopemMn 21.1 Ta mpa yrna cy jeanakxa. Tume
je Hamra TeopéMa OOka3aHa 3a yOyOJbeH mRjenap.

Axo je mujenap <X ¢¢ HCITYITYEH, NOCMATpaMoO YIOyOEEH AWjeNap ¢ WCTHM
mwsocHuMa. Kaxo ¢y 32 ymyOiseH nOujenap CBM YOyOJbeHM YIJIOBM FbETOBHX
yOPAaBHUX Tpeceka jeNHAKH, jSIMHAKW CY U HCNYITYEHH YIIIOBH C UCTMM KpailaMa,
Tj. YIJIOBY YNPAaBHUX Ipeceka OaTOr UCHyMmieHor Axjeapa. THMe je cTaB HoKasaH.

Kaxo cy npemMa Np2TXOAHO] TEOPEMM CBH YIJIOBM NIO KOjUMa PaBHH YIIpABHE
Ha MBUIM JeOHOT [Mjenpa ceky Taj Adjemap, Meby cobom jedAHakH, CBaKOM
IMjenpy OAroBapa TakaB Yrao, HE3aBHCHO OI MeECT2 TOI YIPABHOT IIPECEKa.
Oryn MoxeMo nocrasutH cienchy meduHmmiy:

Jebmmmmja 27.1. Yraé, no KOME€ Ma_ KOja pasaH YOpaBHA HA HBHLMK

jenHor mujeNpa_ceye TA] jyjefap, HA3UBAMO ViAOM yiipasHoi upecexa gujegpa,
"V Kpahe, yiaom gujegpa.

Kao mrTo u3 Teopeme 27.1 cnenmyje na CBaKH JAMjemap WMa CBOj yrao
YIIpaBHOT MpeceKa, TaKO NOCTOjU H OOpPHYTad Teopema:

Teopema 27.2. 3a ceaxu yiao #ocidoju gujegap xoMe wWiaj yiao upunaga
Kao yiao wWoi gujegpa. ' .

Hdoxas. Heka je w yrao ¢ xpauma m B n B TemMecHom O. K