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1 Uvod

Da bismo dosli do saznanja o kompleksnim brojevima koja su nam do-
stupna, pa cak i do njihovog izjednacavanja po znacaju sa realnim brojevima,
a kasnije i povezivanja sa geometrijom, bilo je potrebno da prode puno godina
napornog rada mnogih matematicara.

Danas su kompleksni brojevi i polinomi zastupljeni u tre¢oj godini sred-
njih skola, a zadaci iz ove oblasti su Cesti na prijemnim ispitima za fakultete.
U okviru kursa Skolska praksa na masteru, upravo ovu temu sam prezentovala
ucenicima. Pripremajudi se za cas, istrazujuci, primetila sam da nema puno
izvora i tu se javila ideja i zelja da upravo polinomi nad poljem kompleksnih
brojeva budu tema master rada koji je pred vama.

Nepravedno zapostavljeni, na neki nacin, polinomi su zasluzni za na-
stanak kompleksnih brojeva. Problem koji je inicirao otkri¢e kompleksnih
brojeva u 16. veku, sa kojim su se susreli italijanski matematicari Tartalja i
Kardan, je resavanje kubne jednacine, a reSenja te jednacine su upravo koreni
odgovarajuceg polinoma.

Zato ce stranice koje slede biti posveéene polinomima, pocev od samog
uvodenja polinoma nad poljem kompleksnih brojeva, osnovnih pojmova, de-
ljivosti, preko raznih primera, do osnovne teoreme algebre, teoreme o faktori-
zaciji, Vietovih formula, da bismo dosli do polinoma sa realnim koeficijentima
i resavanja gore pomenute kubne jednacine.



2 Polje kompleksnih brojeva

Nec¢emo previse detaljno zalaziti u algebarske strukture, uvodenje skupa
kompleksnih brojeva, jer su to opSirne teme same za sebe. Prirodno je da
pre same price o polinomima nad poljem kompleksnih brojeva napravimo
kratak osvrt i podse¢anje na samo polje kao algebarsku strukturu, a zatim i
na konkretno polje kompleksnih brojeva.

Definicija 2.0.1. Uredena trojka (S, *,0) je polje ako vazi:
1) (S, %) je komutativna grupa,

2) (S'\ {0},0) je komutativna grupa

(0 je neutralni element u S u odnosu na *),
3) (Va,b,c € S)(ao(bxc)) = (aob)x(aoc).

Podsetimo se, komutativna ili Abelova grupa je zatvorena, asoci-
jativna, ima neutral, svaki element ima inverz i vazi komutativnost.
Vazan primer polja je svakako polje realnih brojeva R, pomoc¢u koga intui-
tivno dolazimo i do drugog vaznog primera polja, a to je polje kompleksnih
brojeva C.

Dakle, dobro poznata pri¢a o neresivosti jednacine 2?> = a, za a € R
u skupu realnih brojeva vodi do toga da je najmanje polje u kojem data
jednacina z? = a ima reSenje za svaki realan broj a upravo polje kompleksnih
brojeva.

Poznato je da skup kompleksnih brojeva C mozemo predstaviti i kao
skup uredenih parova realnih brojeva C = R x R i to na sledeéi nacin.
Kompleksan broj z = a + i predstavljamo kao (a,b), imaginarnu jedinicu
kao (0,1). Neutralni element u odnosu na sabiranje je 0 = (0,0), u odnosu
na mnozenje 1 = (1,0). Definisane su i binarne operacije:

1) 4 (a,b) + (c,d) = (a+b,c+d),
9) -t (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
kao i unarne:
1) = —(a,b) = (—a,-b),
2) 7" (a,0)7" = (@t — ) (a,0) # (0,0).
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Kada smo definisali binarne operacije i njima odgovarajué¢e unarne, odnosno
suprotne i inverzne elemente, dolazimo do sledeceg tvrdenja.

Teorema 1. Algebarska struktura (C,+,-) je polje.

Dokaz. Za vezbu, po definiciji polja, proveravanjem ispunjenosti svih uslova.
m

Pre nego sto definiSemo polinom nad poljem kompleksnih brojeva, po-
trebno je da pomenemo i odnos prstena i polja. Za pocetak, podsetimo
se definicije prstena.

Definicija 2.0.2. Uredena trojka (S, *,0) je prsten ako vaZi:
1) (S, %) je komutativna grupa,
2) (S,0) je polugrupa,
3) (Va,b,c € S)(ao(bxc)) = (aob)x*(aoc).

Drugim re¢ima, prsten je struktura u kojoj su definisane asocijativne
binarne operacije + i -, vazi distributivnost - prema 4+, + je komutativna,
ima neutral 0 i za svaki element x iz prstena postoji suprotan x’ iz prstena
tako da vazi x + 2’ = 0.

Ako ovo uporedimo sa definicijom polja, primeti¢emo da vazi isto, sa
tim Sto za polje zahtevamo postojanje neutrala i inverznih elemenata i za
operaciju -, kao i komutativnost operacije -. Laicki re¢eno, u polju zahtevamo
mogucnost deljenja i komutativnost mnozenja, pa joS mozemo i primetiti da
je svako polje ujedno i prsten, a da obrnuto ne vazi.



3 Definicija polinoma i operacije

3.1 Polinom nad poljem C

Ukoliko dobro poznajemo definiciju polinoma i osnovnih operacija nad
nekim prstenom K, a koristec¢i zapazanja iz prethodnog odeljka, ne¢emo imati
poteskoce u definisanju polinoma i operacija nad poljem kompleksnih brojeva.

Definicija 3.1.1. Polinom po promenljivoj x nad prstenom K je izraz
p(z) = apr™ + ap_ 12"+ -+ agr +ag = Z apx”,
k=0

pri cemu jen € NU{0} i ag,ay,...,a, € K. Ako je a, # 0, broj n se naziva
stepenom polinoma p(x), sabirak a,x" se naziva najstarijim élanom,
sabirak ag slobodnim élanom, a koeficijent a, majstarigim koeficijen-
tom tog polinoma.

Polinom ¢iji su svi koeficijenti jednaki nuli, p(z) = 0, naziva se nula-
polinom i njegov stepen se ne definiSe. Stepen polinoma oznacavamo sa
st(p(x)) ili krace st(p).

Gore navedena definicija je uopstena, K moze biti prsten celih brojeva Z ili
polje racionalnih @Q, realnih R ili kompleksnih brojeva C.

Sada mozemo definisati polinom nad poljem C koristec¢i prethodnu, uopstenu
definiciju.

Definicija 3.1.2. Polinom po kompleksnoj promenljivoj z nad po-
bem C je izraz

n

_ e

p(2) = a2 +ap 12" P+ a1z +ag = E ap?”,
k=0

pri cemu jen € NU{0} i ag,aq,...,a, € C. Ako je a, # 0, brojn se naziva
stepenom polinoma p(z), sabirak a,z" se naziva najstarijim élanom,
sabirak ag slobodnim élanom, a koeficijent a, majstarigim koeficijen-
tom tog polinoma.

Jos jedan nacin za uvodenje polinoma nad poljem C jeste pomoéu pre-
slikavanja i to na sledeci nacin.

Definicija 3.1.3. Neka su ag,aq,...,a, € C. Preslikavanje p : C — C
koje broju z dodeljuje broj anz™ + an_12""1 + -+ + a1z + ag, definisano sa
p(2) = ap2™ + 12"t + - + a1z + ag naziva se kompleksni polinom.
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Ako je p(z) = 0, za neko z € C, tada kazemo da je z nula polinoma ili
koren polinoma p(z).

3.2 Jednakost polinoma

Ako bismo polinome p(z) i ¢(z) posmatrali kao funkcije, neformalno bismo
mogli re¢i da su dva polinoma jednaka ako za svaku vrednost promenljive z

vazi p(z) = q(2).

Definicija 3.2.1. Neka su p(2) = a,2" + ap 12" 14+ a1z +ag i q(z) =
b2 +bp_ 12" - bz + by dva polinoma. KaZemo da su oni jednaki ako
su istog stepena, st(p) = st(q), i ako vazi ay = by za sve k,0 < k < st(p).

Primer 1. Polinomi p(z) = 23 — 2z + 11 q(2) = 2% — 22 + 1 su jednaksi.

3.3 Sabiranje polinoma

Zbir dva polinoma je takode polinom.

Definicija 3.3.1. Neka sup(z) = apz" +ap_12" '+ -+ a1z +ag i q(z) =
by 2™+ b1 2™ 4 - b2+ by dva polinoma. Pretpostavimo, bez umanjenja
opstosti da je st(p) > st(q). Tada je zbir:

p(2)+q(2) = a2+ an_ 12" T+ a1z +ag by 2™ by 1 2™ by 24Dy
p(2)+q(2) = anz"++ -+ amp1 2™+ (A + b)) 2™+ -+ (a1 +b1) 2+ (ap+bo).-

Primetimo da je st(p + q) < max{st(p), st(q)}. Neutralni element za
sabiranje je nula polinom, a suprotni polinom polinoma p(z) je —p(z). Zato
ne definiSemo oduzimanje polinoma, ve¢ ga posmatramo kao sabiranje.

Primer 2. Izracunati zbir polinoma p(z) = 23 +222+3iq(2) = =22 — 23+ 2.

p(2) +q(2) = (2% +22° 4 3) + (22" — 2° + 2)
p(2) +q(z) = =224 + (1 —1)2° + 222+ 243
p(z) +q(z) = =22 + 222 + 2 4+ 3.



3.4 MnozZenje polinoma

Proizvod dva polinoma je takodje polinom.

Definicija 3.4.1. Neka su p(2) = a,2" + ap 12" 1+ + a1z +ag i q(z) =
by 2™+ by 12™ 4 b2+ by dva polinoma. Pretpostavimo, bez umanjenja
opstosti da je st(p) > st(q). Tada je proizvod:
p(2)-q(2) = (an2"+an_ 12" - tarz+ag) (b 2™ +bm_12™ L+ - 41 2+by)
(2) - a() = (@' 3 b))

i=n j=m
(2) -a(

Primetimo da je st(p - q) = st(p) + st(q).

p
D 2) = Apbp 2"+ -+ aghy.

Primer 3. PomnoZiti polinome p(z) = 2> =3 i q(z) = z +1.
p() - a() = (22— 3) - (2 +1)

p(z) qz) =222+ 2% —32—3
p(2) - q(z) =23 + 122 — 32 — 3.

3.5 Deljivost polinoma

Definicija 3.5.1. Za dva polinoma a(z) i b(z), takva da je b(z) # 0 jedno-
znacno su odredena dva polinoma q(2) i r(z) tako da je

a(z) = b(2) - q(z) +r(z), pri cemu je st(r) < st(b). KaZemo da je polinom
a(z) deljiv polinomom b(z) ako je ostatak r(z) = 0.

Kod sabiranja i mnozenja smo definisali operacije nad nekim polinomima
p(z)1¢q(z). Uobicajeno je da za koliénik dva polinoma koristimo polinom ¢(z),
a za ostatak r(z), pa otuda malo odstupanje u oznakama od prethodnog.
Algoritam deljenja polinoma nije komplikovan, Sto ¢emo prikazati na primeru
koji sledi.

Primer 4. Odrediti kolicnik q(2) i ostatak r(z) pri deljenju polinoma a(z) =
P — Bt z+1sabz)=22+2+1.

Najstariji ¢lan polinoma a(z) delimo najstarijim ¢lanom polinoma b(z) i
dobijamo najstariji clan koli¢nika, ¢(z). Sada, najstarijim ¢lanom koli¢nika
mnozimo ceo polinom b(z) i potpisujemo ispod a(z), zatim menjamo znak,
potpisujemo, sabiramo i nastavljamo isti postupak (za polinom a'(z) = 2* —
223+ 2+ 11 b(z)) sve dok ne dodemo do ostatka.



(=2 4241 (P+z+1) =22 —-22—2+42

4254 24423
23 241
Tt F P F 22
— B4+ 241
T2 T2 T2
2224+ 2241
+222 4+ 2242
—1

Dakle, kolicnik je ¢(z) = 2% — 22 — z + 2, a ostatak 7(z) = —1.

3.5.1 Bezuova teorema

Slika 1: Etjen Bezu

Teorema 2 (Bezuova teorema). Ostatak koji se dobija pri deljenju poli-
noma a(z) sa (z-c) jednak je a(c).

Dokaz. Neka je a(z) = ap2™ + ap 12" '+ +a12+ag i b(z) = 2 — c.
Koristeci definiciju deljivosti mozemo zapisati:
a(z) = b(z) - q(z) + r(z), odnosno
a(z) = (z —c¢) - q(z) + r(z), sada ako posmatramo z = ¢ dobijamo sledece,
a(c) = (¢ —¢) - q(z) +r(c), sto je dalje,
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Posledica 1. Polinom a(z) deljiv je sa (z-c) akko a(c)=0.

Primer 5. Polinom p(z) pri deljenju sa z — 1 daje ostatak 3, a pri deljenju
sa z — 2 ostatak 4. Koliki je ostatak pri deljenju sa (z —1)(z —2)?
p(z)=(z—1) - q(2)+3ip(z) =(2—2) q(z)+4

p(z)=(z—1)(2—2) - q3(2) +az+b

al2—1) =1
=L =1 .2+ _ 24
2— 2—1 2+ 5
21;1 + b=23
__ 16—
~ 5
Konaéno, trazeni ostatak je r(z) = %Z + %.

Kod ovakvih zadataka vazno je napomenuti da stepen traZenog ostatka
mora biti mangi od stepena polinoma kojim delimo.

Primer 6. Odrediti brojeve p i q tako da polinom a(z) = 23 + p22 + qz + 1
bude deljiv sa b(z) = 2% — 32 — 4.

(2) - Q(2),

b
a(z) =2 +pP +qz+1=(2>-32—4) (az — ),
B4pt+qz+1=a2®—(8+3a)22+ (38 — 4a)z + 48.

a(z) =2 +pPt+qz+1=23—(B+3)22+ (38 —4)z+4p

2Z2ip=—-B-3
z:q=33—4
1=48= =1

r(c), a to je i trebalo dokazati, ostatak koji se dobija pri deljenju jednak je a(c).



4 Nule polinoma

Nule polinoma su od velikog znacaja za teoriju polinoma. Nule, ili kako
se jos nazivaju i koreni polinoma, se mogu posmatrati i kao resenja polinomu
odgovarajuce jednacine. Ako je polinom p(2) = a,2"+a, 12" 1 +---+a;z+
ap, njemu odgovarajuéa jednacina je an,z™ + ap_12" ' + -+ + a1z + ag = 0.
Sada jo$ jasnije mozemo uvideti da su nule ili koreni polinoma upravo one
vrednosti za koje se polinom anulira.

Definicija 4.0.1. Ako je p(a) = 0, za neko a € C, tada kaZemo da je «
nula polinoma p(z).

Ovde je pravi trenutak da pomenemo Bezuovu teoremu o kojoj je bilo reci
kod deljivosti polinoma. Ako je z = a nula polinoma p(z), pomo¢u Bezuove
teoreme mozemo zakljuciti da je polinom p(z) deljiv sa polinomom (z — ).
Otuda polinom p(z) mozemo zapisati i na slede¢i nacin p(z) = (z — a) - ¢(2),
gde je polinom ¢(z) stepena manjeg za jedan od stepena polinoma p(z). Sada
nulu polinoma mozemo definisati i na slede¢i nacin.

Definicija 4.0.2. a € C je nula polinoma p(z) akko je p(z) = (z — ) - q(2).

Primer 7. Odrediti bar jedan polinom c¢ije su nule oy =1 1 g = 7.

p(z) = (z—1)-(2=17)
p(z)=22=T2—12+ T
p(z) =22 = (T+12)z + T

Sada pogledajmo obrnut primer.

Primer 8. Odrediti nule polinoma p(z) = 2* + 22% — 142 + 22 — 15.
Ako bismo krenuli da reSavamo kao jednacinu p(z) = 0,
odnosno z* +223 — 1422 + 22— 15 = 0, ne bi bilo nemoguce, ali bi bilo znatno

komplikovano u ovom trenutku.

Zato pokuSagmo da se dosetimo drugog nacina, koristeéi da mora da vazi
p(z) = 0. Za pocetak izracunagmo p(1), p(—1), p(2) i p(—2).

10



p(1)=14+2—-14+2—15=—-24 #0, dakle 1 nije nula datog polinoma.
p(—1)=1-2—-14—-2—15= —32 # 0, ni -1 nije nula.
p(r) =1—204+ 14+ 20 — 15 = 0, nasli smo jednu nulu.

(=

P )—1—1-22—1—14—21—15—0 1 —1 je nula polinoma.

Primetimo da je —1 kompleksan broj, konjugovan broju 1. QOvome ce biti
posvecena teorema u odeljku Polinomi sa realnim koeficijentima.

Koristeéi posledicu Bezuove teoreme, znamo da (z — 1) deli p(z) = 2% +
223 — 1422 + 22 — 15, a isto vaZi i za (2 +1), pa ée otuda i njihov proizvod

(z —1)(z + 1) deliti dati polinom.

(224223 — 1422422 —15) : (22 + 1) =22 +22—15

—z* + 22
223 — 1522 + 22— 15
—223 + 2z
—152? —15
F1522 F15

Ostalo je jos da nademo dve nule resavanjem kvadratne jednacine
22 4+22-15=0.

23 =28 = 5z =

—2+8 _
5 5 = 3.

Konaéno, nule polinoma p(z) = 2* + 223 — 142% + 2z — 15 su:
=1, 29 = —1, 23 = —D 1 24 = 3.

Kroz prethodni primer smo na delu videli kako se prozimaju deljivost
polinoma, posledica Bezuove teoreme i nule polinoma.
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4.1 ViSestruke nule polinoma

Kao sto kod realnih polinoma postoje visestruke nule, analogno postoje i
kod kompleksnih polinoma.

Definicija 4.1.1. a € C je nula k-tog reda polinoma p(z) ili k-tostruka
nula, ako (z — a)* | p(2) i (z — a)* 1 1 p(2).

Primer 9. Odrediti bar jedan polinom ¢ija je dvostruka nula oy = 1 @ druga
nula oy = 1.

a(z) =(z=1)-(z=1)-(z =)

a(z) = (2 —1)* (2 —1)

a(z) = (22—22+1) (z—1)
z) + 122 — 22% — 220+ 2 — 1, kada malo lepse zapisemo:

a(z) =22+ (1—-2)22— (21— 1)z —1

Primer 10. Da li je z = 1 dvostruka nula polinoma p(z) = 2% — (2 —1)2* +
(1—21)z+17

p(1)=1—-24+14+1—2+1=0.

Da bi nula bila dvostruka, potrebno je da prvi izvod v z = 1 takode bude 0,
zato Sto ako je o dvostruka nula, polinom se moze zapisati u obliku p(z) =
(z — a)?q(2). Diferenciranjem dobijamo p'(z) = 2(z — a)q(2) + (z — @)?¢(2),
odnosno p'(z) = (z — @)[2¢(2) + (z — a)¢'(2)], odakle se vidi da je o nula
prvog izvoda polinoma.

Proverimo.

P(z) =322 —222—2)+1—2
P(1)=3—-4+21+1—-20=0.

2 =1 jeste dvostruka nula polinoma p(z) = 2% — (2 —1)22 + (1 — 20)z + 1.
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5 Osnovna teorema algebre

Vecini je dobro poznat ”skolski” pristup prosirivanju skupa prirodnih bro-
jeva uvodenjem suprotnih do celih, celih deljenjem, ta¢nije razlomcima do
racionalnih, pri¢a o v/2 i © koja nas vodi do iracionalnih, da bismo najzad
sve obuhvatili realnim brojevima. Tu dolazimo do onog sada ve¢ ¢uvenog da
jednacina 2% + 1 = 0 u skupu realnih brojeva nema resenje i da resenje, tog
nazovimo problema, lezi upravo kod kompleksnih brojeva.

Complex Numbers

Real Numbers

~onal Nu,
onai Bum,
& S
Irrational
Numbers
rs

Slika 2: Skup kompleksnih brojeva

Ako bismo ovu pri¢u povezali sa realnim polinomima, primeti¢emo da
realni polinom p(z) = 2% + 1 nema nule. Logican sled je da se zapitamo da
li tako nesto vazi i kod kompleksnih polinoma? Odgovor na to pitanje nam
upravo daje osnovna teorema algebre. Osim Sto je teorema, nosi i epitet
osnovne ili fundamentalne, i tako nam govori o svom znacaju. Kako to biva,
najcesce je formulacija ovakvih teorema izuzetno jednostavna.

Teorema 3 (Osnovna teorema algebre). Svaki polinom p(z) = a,z" +
12" P+t ajz+ag, gdesua; €C,i=0,1,---,n,a,#0,n>1, ima
bar jednu nulu u C.

Postoji vise dokaza ove teoreme. Algebarski, topoloski su samo neki od
njih. Naravno, ovde ¢e biti re¢i o kompleksnom dokazu, koji je mozda i
najjednostavniji.
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5.1 Liuvilova teorema

Slika 3: Zozef Liuvil

Kompleksni dokaz osnovne teoreme algebre ¢e biti na neki nacin posledica
Liuvilove teoreme. Zato pre samog dokaza treba nju spomenuti.

Teorema 4 (Liuvilova teorema). Svaka cela, ogranicena po modulu funk-
cija f je konstanta.

Podsetimo se, funkcija je analiticka u nekoj tacki, ako je diferen-
cijabilna u nekoj njenoj okolini, a cele funkcije su analiticke u svim
tackama konac¢ne ravni.

Napomena: Rec je o kompleksnim funkcijama kompleksne promenljive i o
kompleksnoj diferencijabilnosti.

Dokaz. Funkcija f je ograniCena, otuda postoji M > 0 tako da za svako
z € Cvazi |f(z)| < M. Neka je a« € Cip > 0 proizvoljan broj. Koristedi
Kosijevu nejednakost:

M M
[ < —=F<—.
p = p
Kada pustimo da p tezi beskonacnosti dobijamo f’(a) = 0, a kako smo «
uzeli proizvoljno, sledi da je f/ = 0 na C, odnosno da je f konstantna. O

Sada mozemo dokazati osnovnu teoremu algebre.
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Dokaz. Neka je p(z) = an2™ + ap_ 12" + -+ a1z +ap, n > 1.

Pretpostavimo da je p(z) # 0 za svako z € C, tj. da polinom nema nulu.
Sada ¢emo definisati funkciju f: C — C sa f(z) = zﬁ'
Kako je p(z) cela funkcija, onda je i f(z) cela funkcija.

Bez umanjenja opstosti mozemo posmatrati za a, = 1, jer iako nije 1,
mozemo podeliti ceo polinom sa a,, i dobiti da je najstariji ¢lan 1.

a, =1
1f(2) = 5 = T
[p(2)] [z +an—12""14-Fa1z4ao|
1f() = or e e
|| |1+T+"'+ZT|
Kada |2 — 00, - —0,%=1 ... @ 40 4 1 4
| | ’\z|" ’ oz ) ) Zn ) |1+un71+“'+:70»|

Dakle, lim|.|,o | f(2)| = 0 = f je ogranicena.

Sada se pozovemo na Liuvilovu teoremu, f cela i ogranicena = f je kon-
stantna. Dobili smo da je f(z) konstantna odatle je i p(z) konstantna, to je
u kontradikciji sa n > 1.

Polazna pretpostavka da polinom nema nulu nas je dovela do kontradikcije,
stoga zakljuc¢ujemo da polinom mora imati bar jednu nulu. O

Slika 4: Alber Zirar
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Zanimljivo je pomenuti da je proslo gotovo dvesta godina od intuicije
nekih matematicara (u nekim izvorima se spominje da je sliénu teoremu
prvi formulisao francuski matematicar Alber Zirar) da zaista vazi osnovna
teorema algebre, do prvog potpunog dokaza kojeg nam je dao Gaus, 1815.
godine.

Slika 5: Karl Fridrih Gaus

Na osnovnu teoremu algebre se prirodno nadovezuje faktorizacija polinoma,
negde kao njena posledica, negde kao posebna teorema . Ovde ¢e joj, kao
teoremi, biti posvecena posebna sekcija, upravo zbog njene velike primene
kroz razlicite zadatke, sto ¢e biti prikazano kroz primere.
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6 Teorema o faktorizaciji polinoma

Faktorizacija predstavlja razlaganje nekog elementa, odnosno njegovo po-

jednostavljenje na polazne elemente. U slucaju faktorizacije polinoma govo-
rimo o rasc¢lanjenju polaznog polinoma na proizvod nerasclanjivih, u ¢emu
nule polinoma igraju znacajnu ulogu i vazno je napomenuti da su faktori,
nerasclanjeni polinomi, manjeg stepena od polaznog.
Postoji nekoliko uopstenih metoda za faktorizaciju polinoma, poput trazenja
najve¢eg zajednickog delioca i koris¢enja distributivnog zakona, grupisanje
slicnih oblika, prepoznavanje poznatih obrazaca (kvadrat binoma, razlika
kvadrata, zbir ili razlika dva kuba, ili dva n-ta stepena...).

Primer 11. Faktorisati polinom p(z) = 2% — z.

p(z)=z2(z2=1)=z(z—1)(z +1).

Ovaj polinom ima tri nule, zy = 0,20 =1 1 23 = —1.

Prethodni primer, prilicno jednostavan, ilustruje upravo tu situaciju kada
mozemo da prepoznamo neki poznati obrazac, u ovom slucaju razliku kva-
drata. Cesto su ti primeri sa prepoznavanjima, grupisanjima zastupljeni u za-
dacima, naravno i medu njima ima komplikovanijih primera. Poput sledeceg.

Primer 12. Faktorisati polinom p(z) = 2* + 23 + 22 + 32 — 6.

p(z) = (22 +3)(2*+2—-2)

p(z) = (22— 22+ 32-3)(2 +2)

p(z) = (2 —1)(2* + 22 + 32+ 6)

p(z) = (2* +3)(z — 1)(2 +2)

Ovaj polinom ima cetiri nule, 21 = —1V3,290 = 1W3, 23 =11 z4 = —2.

Prethodni primeri u sebi sadrze samo zahtev da se dati polinom faktorise.
Tezi zadaci povezuju vise oblasti, pa tako mozemo objediniti nule polinoma,
Bezuovu teoremu, osnovnu teoremu algebre kao i gore pomenutu teoremu o
faktorizaciji polinoma koju ¢emo formulisati i koja ¢e nam i dati kredibilitet
da koristimo nule polinoma za faktorisanje.
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Teorema 5 (Teorema o faktorizaciji polinoma). Svaki polinom P(z) €
C n-tog stepena moZze se na jedinstven nacin predstaviti u obliku proizvoda n
linearnih faktora.

P(2) = ap2"+a, 12" '+ Farz+ag = an(z—a1)(z—ag) - - (2—), a, £ 0
ag, -, a, € C su nule polinoma P(z)

Vazno je napomenuti da se moze desiti da su neki od aq,- - , o, jednaki
medu sobom, pa se navedena faktorizacija iz teoreme moze zapisati i u malo
drugacijem obliku:

P(2) = apz"+an 12" '+ arztag = ap(z—ap) 1 (z—an)?? - (2=, )P,
gde su ay, - -, a,, medusobno razlicite nule polinoma P(z), a ki, -+, ky, su
prirodni brojevi, takvi da je njihov zbir ky + ko + -+ + k,, = n = stP(2).
Ovakva faktorizacija se naziva kanonska faktorizacija polinoma.

Dokaz. Prema osnovnoj teoremi algebre, P(z) ima bar jednu nulu. Ozna¢imo
tu nulu sa «q, a P(z) ozna¢imo sa P,(z). Prema Bezuovoj teoremi P, (z) je
deljiv sa (z — ), pa odatle sledi:
P.(z) = (z— 1) - Q(z), sada Q(z) oznac¢imo sa P, _1(z) koji prema osnovnoj
teoremi algebre, ima bar jednu nulu as, nastavljamo analogno.
Pn(Z) = (Z — Oél) . Pnfl,
P.(2)=(z—1)(z — ag) - P2,

P.(z) =(z—a1)(z — ag) -+ (2 — ay), §to je 1 trebalo dokazati.
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7 Vietove formule

Slika 6: Fransoa Viet

Vietove formule povezuju nule polinoma sa njegovim koeficijentima. Po-
sebno su znacajne za polinome visih stepena, jer je izracunavanje nula tu
znatno komplikovano, pa neretko Vietove formule budu i jedine koje daju
informacije o nulama. Kada je re¢ o polinomu stepena dva, nule racunamo
dobro poznatom formulom, pa tu Vietove formule i nisu toliko znacajne, ali
svakako pomenimo ih.

Za kvadratni polinom, P(z) = a2 + a1z + ag, ap # 0, gde su z; i z njegove
nule, vaze sledeée formule:

ai Qo
21+ 29 = ——,Rk1% = —.
5] a2

Za polinom treceg stepena, P(z) = azz® + a22% + a1z + ap, a3 # 0, gde su
21, 22 1 23 nule datog polinoma, ako primenimo teoremu o faktorizaciji poli-
noma i zapiSsemo malo drugacije, imamo sledece:

P(2) = a3z® + a2 + a1z + ag = az(z — 21)(z — 29)(2 — 23)
= a32® — az(21 + 29 + 23)2% + az(2122 + 2023 + 2321)2 — a3212923.
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Iz ovakvog zapisa mozemo da primetimo:

a2
21+22+Z3: -,
as

aq
2129 + 2923 + 2321 — —,
as
Qo

Z1R9R3 — ——.
as

Sliéno se moze pokazati i za polinome veceg stepena.

Teorema 6. Brojevi z1, 2o, - + , 2, Su nule polinoma P(z) = 2"y 12"
<o+ a1z + ag,a, # 0 ako i samo ako vaze Vietove formule:

it zt et 2 = — ;

2129 + 2123 + -+ Zn_12n = ,

Ap—3
212023 + 212024 + -+ Zp_9Zn_1%n = — ;
ap

n 20

2129+ 2z = (—1) "

Sada, koristec¢i teoremu, lako mozemo zapisati, na primer, kako glase
Vietove formule za polinom ¢etvrtog stepena:

P(2) = agz* + asz® + ax2® + a1z + ag, ay # 0,

as
Zl+22+2’3+24:——,
Qy
a2
2129 4+ 2123 4+ 2124 + 2923 + 2924 + 2324 = —,
Qy
a1
212923 + 212024 + 212324 + 202324 = ——,
(2]
Qg
Z1R923%24 — —.
aq
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Primer 13. Resiti jednacinu 223 — 22> — Tz + a = 0, ako se zna da je zbir
dva resenja z1 + zo = 1.

Iz Vietovih formula je z1+2z9+23 = %, pa iz uslova zadatka dobijamo z3 = —%.
Trazimo preostala dva resenja.

Iz Vietove formule zyz9 + 2123 + 2023 —%, dobijamo z1z9 = —3.

a
2

Koristeci Vietovu formulu z12023 = —2 1 prethodne rezultate,
dobijamo a = —3.
Iz z1 + 20 = 1 dzrazimo z; = 1 — zy, worstimo u 2125 = (1 — 29)29 = —3

1 reSavanjem kvadratne jednacine po zo dobijamo preostala resenja:

1 Vi3

21 2 )

1++13
5

z9 =
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8 Polinomi sa realnim koeficijentima

Nakon price o polinomima nad poljem kompleksnih brojeva, treba po-
menuti jos neke vazne primene koje je najlakse predstaviti pomocu odgova-
raju¢ih primera. Radi se o nekim karakteristicnim slucajevima.

Teorema 7. Ako je z koren polinoma p(z) sa realnim koeficijentima, onda
je i z koren istog polinoma.

Dokaz. Posmatrajmo polinom p(z) = a,2" + a,_12" ' + -+ + a1z + ap. Na-

ravno, agp, i, -+ ,a, € Rip(z) =0.
Tada p(z) = 2"+ ap 12" 1+ + a1z +ag = 2" + ap 12"+ - +
a1z + ag = p(z), odavde zakljuéujemo da je i p(z) = 0. O

Kada su a 4+ b2 i a — bv koreni polinoma, korisno je izvesti (iz Vietovih
formula) sledece:
(z—a—W)(z—a+h)=2%—az+ 2zt — az + a* — aby — iz + abs — b*?,
(z—a—0)(z—a+ ) =2>—2az + a® + b*.

Primer 14. Odrediti realne brojeve a i b kao i druga dva korena polinoma
p(2) =2 +224+az+0, ako je z1 = —3 + 1.

Ako je jedan koren zy = —3 41, drugi je njemu konjugovan, zo = —3 — 1.
P42 +az+b=(z+3-1)(z+34+1) Q(2)

= (2462 +10)(z — m)

=23 —22m + 622 — 6z2zm + 10z — 10m

=234+ (6 — m)2% + (10 — 6mz — 10m)

6 —m =1, odavde je m =5
(10 — 6m) = a, odnosno a = —20
—10m = b, odavde je b = —50

Posto su nam dva korena polinoma p(z) = 23 + 2% — 20z — 50 veé poznata,
treci, z3 = 5, nalazimo pomocu Vietovih formula.

Teorema 8. Ako polinom p(z) = ap,2" + ap_12"" 1+ -+ + a1z + ag, a, # 0
sa celobrojnim koeficijentima ima racionalnu nulu g, peEZ, qeN, pigq
uzajamno prosti, tada plag i qla,.
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Dokaz. p(%) = anfl’—: + an_l‘;% +-- 4 a1§ + ao,

pomnozimo obe strane sa ¢",

¢"p(2) = anp" + qan1p" "t + - + ¢ rarp + ¢"ap.

Svi sabirci, osim mozda prvog su deljivi sa ¢, slicno,kada poslednju jednakost
pomnozimo sa %, svi sabirci osim mozda poslednjeg su deljivi sa p. Prema

tome ¢|p™a, i p|q™ag, posto su p i ¢ uzajamno prosti, sledi tvrdenje. O

Primer 15. Ispitati da li polinom p(z) = 2° + 2z + 3 ima racionalne nule.

Kandidati za racionalnu nulu, z = %, takvu da p|3 i q|1 su: —3,—1,1,3.
Lzracunavanjem p(—3),p(—1),p(1),p(3) dobijamo da je samo z = 1 racio-
nalna nula.

Jos jedan karakteristican slucaj je kada su koeficijenti polinoma ra-
cionalni brojevi, a jedan njegov koren iracionalan broj, na primer
a+ b\/§, onda isti taj polinom ima i koren a — b\v/2 . Zadaci u kojima
se ovo koristi su ¢est na prijemnim ispitima, pa evo jednog primera.

Primer 16. Jedno resenje jednacine 2> + 41 = 14z + % je 2 —+/3. Odrediti
ostala resenja.

Pre samog resenja mala digresija, vazno je napomenuti da kao Sto kori-
stimo izraze polinom 1 koren ili nula polinoma, ako polinom posmatramo
kao jednacinu mozZemo govoriti o korenima kao o resenjima jednacine, otuda
ovakva formulacija primera.

22441 =14z + 1—3, PTYO Prosirujemo sa 2,

Znamo da je drugo reSenje zo = 2+ /3.

P4 4lz —1422 - 10 = (2 =2 +V3)(z — 2 — V3) - Q(2)
(22 —42—1)- Q(2)

Koristeéi teoremu o faktorizaciji, pomnoZimo sa (z — a)

= (22 — 4z — 1)(z — a), poznat nam je slobodan clan
= (22 — 42— 1)(z — 10)

Dakle, z3 = 10 jos jedno resenje date jednacine.
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9 Algebarske jednacine treceg stepena

Dugo sam razmisljala da li da uvrstim ovo poglavlje. Sa jedne strane,
otkud sad odjednom algebarske jednacine, pa jos samo treceg stepena, a sa
druge, u uvodu sam pomenula da su upravo ove jednacine inicirale otkrice
kompleksnih brojeva, jer su njena resenja zapravo koreni odgovarajuceg kom-
pleksnog polinoma. Dodatno, rad pocinje i zavrSava algebrom, pa ¢e ovo biti
simboli¢ni pokazatelj da se ni jedna grana matematike ne moze izdvojiti bez
prozimanja sa nekom drugom i tu se na delu vidi lepota matematike.

Za pocetak definisimo algebarsku jednacinu treceg stepena.

Definicija 9.0.1. Jednacinu oblika a3z + az2® + a1z + ag = 0,a3 # 0, gde
su as, as, ar, ag € R njent koeficijenti nazivamo algebarskom jednacéinom
treceg stepena ili krace kubnom jednacinom.

Slika 7: Scipione Del Fero

Mozemo da primetimo da je ta jednacina oblika P(z) = 0, gde je P(z)
kompleksni polinom treéeg stepena sa realnim koeficijentima. Opsta
reSenja ove jednacine su objavljena tek u 16. veku u Italiji, Sto naravno ne
znaci da se o njima nije polemisalo i znatno ranije.

Del Fero, italijanski matematicar, je prvi resio jedan tip kubne jednacine, ali
je to drzao u tajnosti i tek na samrti preneo svome uceniku, Antoniju Mariji
Fiori.
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Nikolo Fontana Tartalja, jos jedan italijanski matematicar, Fiorin savreme-
nik, izaziva ga na matematicki dvoboj u resavanju kubnih jednacina. Ka-
snije je zapisao: “UloZio sam svu svoju snagu i umece da bih nasao pravilo za
resavangje kubnih jednacina. Zahvaljujuci blagonaklonosti sudbine, to mi je 1
uspelo osam dana pre zakazanog dvoboja.” Tartalja odnosi pobedu, koja ¢e
zainteresovati jos jednog matematicara, Diraloma Kardana.

Kardano od Tartalja dobija smernicu u stihovima, pomocu koje, buduéi da je
bio skolovani matematicar, izvlac¢i metod za reSavanje algebarske jednacine
trec¢eg stepena.

Slika 8: Nikolo Fontana Tartalja

Kada su kub 1 stvar zajedno

Jednaki nekom konstantnom broju
Pronadi druga dva koja se za taj razlikuju.
Tada ces usvojiti ovo kao naviku

Da 1m proizvod treba uvek biti jednak
Tacno kubu trecine od stvari

Ostaje onda kao opste pravilo

Da ¢e razlika njihovih kubnih korena

Biti jednaka toj osnovnoj stvari

(Ovim je stihovima Tartalja odao Kardanu formulu).
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Slika 9: Dirolamo Kardano

Danas su formule za resavanje kubne jednacine poznate pod nazivom
Kardano-Tartaljine formule.

Jednacina azz® + a9z + a1z + ag = 0 je ekvivalentna jednacini

P 4a4+bz+c=0,
(05} aq ao
—,b=—,c=—.

a3 as a3

a =

Uvedimo nepoznatu ¢ = z + £, odakle je z =¢ — 2.
Jednacina 23 + az? + bz + ¢ = 0 sada postaje:

a? 2a¢®  ab
B+ b——=)t+=———+c=0
-t gy g Fe=0
t*+pt+q=0,
p=b-Fig=% —F+ec

Sada pretpostavimo da je t = u + v, gde su u i v nove nepoznate.
Zamenom dobijamo (u + v)® + p(u+v) 4+ ¢ =0,

u? +v° 4+ 3uv(u +v) + plu+v) +q =0,
w4+ 0% + (3uv 4 p)(u+v) + ¢ = 0.
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Zahtevamo 3uv + p = 0 i time jednacina postaje:

u? +0v° 4+ q =0,

Za u i v vazi:
3,3 _ _p° 3 3 _
UVt = =5, uT U7 = —q
Znajudi Vietove formule, primec¢ujemo da kubovi nepoznatih u i v predsta-
vljaju reSenja kvadratne jednacine:

s — (u® + v3)s + udv® = 0, odnosno

3
32—|—qs—p—:0.

27
Resenja ove jednacine su:
3
2 p
3 —qt t;{-&-42—7__g 72 P
3
2 p
. S Ve A RN oIS U
S2 =V = D) =72 a7

Dalje, odredivanjem realnih ili kompleksnih brojeva ¢iji su kubovi jednaki
nadenim resenjima, dobijamo:

3 2 3 3 2 3
R N (N

Primetimo da na ovaj nacin dobijamo devet resenja, a znamo da moramo
odabrati tri reSenja posto se radi o kubnoj jednacini.

Prema osnovnoj teoremi algebre, znamo da mora imati bar jedno resenje,
kao i da ako je jedno resenje kompleksan broj resenje je i njemu konjugovan.

9.1 Diskriminanta algebarske jednacine treceg stepena

Prisetimo se za trenutak kvadratne jednacine i diskusije o njenim resenjima
u zavisnosti od diskriminante. Primenimo slicno. Diskriminanta algebar-
ske jednaéine treéeg stepena, ili kubne jednacine je D = —4p3 — 27¢2,
otuda opste resenje mozemo i zapisati:
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: -D : -D
e

Na koji na¢in sada mozemo da nadjemo tri reSenja?

Ako sa U i V oznacimo resenja, koja zadovoljavaju uslov UV = —£, jedno
resenje je t; = U + V.

Ostala resenja nalazimo koristeéi neprimitivni kubni koren jedinice (na
primer o = —3 + Z‘/Tg)
to=Ua+Vait;=Ua?+ Va? .
Upravo je ovaj momenat vazan, jer se u njemu ogleda ta potreba za
kompleksnim brojevima, koja je i dovela do njihovog otkrica.

9.2 Priroda reSenja algebarske jednacine treceg
stepena u odnosu na diskriminantu
Kako se ponagaju resenja u odnosu na znak diskriminante?

Za D < 0 mozemo uzeti za prvo reSenje da su U i V realni, t; = U +V, a
ostala dva ¢e biti konjugovano kompleksni par.

-U-V U-V
t2: 9 + 1 5 \/g,

-U-V U-V
ts = — .
3 5 1 5 V3

t, = 2U,
t2 - _U7
ty = —=U.

Sva reSenja su realna.

Za D > 0 sva tri reSenja su realna i razlicita.
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Primer 17. Resiti jednacinu z* — 322 +92 — 5 =10
Pratimo Kardanove korake i za pocetak uvodimo smenu.

z=t—3= —%3:25—1-1
(t+1P=3t+1)2+9(t+1)—5=0
B+32+3t+1-3t2—-6t—34+9t+9—-5=0
tB+6t+2=0

p=6,q=2.

D = —4p® —27¢> = —4-63 — 27 - 22

D=-4-216-27-4<0

D < 0, imacemo jedno realno i jedan par konjugovano kompleksnih resenja.
Sada trazimo resenje u obliku t=u+v koristeci:

u = \3/—% + 14/ % + 12’—:;, odakle je, zamenom vrednosti p 1 q,
u= 2

[¥]

3

— 3 _a _ q- p”
U_\/z T T2
v=—v/4

Moramo da proverimo uslov: uwv = /2 - (—\S/Z) = —V/8=-2=—

tl:\?)/é_\a/z 35, 3 35, 3
—wov g guu /3y, — =V2EVE L VR4VEL /3
ty = —u2—v . Zugv\/g

3 3 3 3
PO 18, QR 15 L W

wis

~
no
I

Vratimo smenu z =t + 1 ¢ dobijamo konacna resenja.

2’1:\?/?—3\3/4_1-}-1 3 3
2y = —ﬂzx/@ﬂ +z\@2m/1\/§

3 3 3 3
—\/5-2\/1-&-2 _ Z\/E;r\/i\/g

zZ3 =
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10 Primeri

Primeri koji slede su sa raznih matematickih olimpijada, i ovom prilikom
¢estitka svim nasim mladim matematicarima koji su na istim poneli najsjaj-
nija odlicja.

Primer 18 (Pripreme za MMO - Beograd, jun 2016.). Odrediti sve realne
polinome P, takve da vazi P(z*) = P(z + 1)(z — 1), za sve x.

Jedini takvi konstantni polinomi su P=0 1 P = 1.

Pretpostavimo da P nije konstantan i posmatrajmo njegovu nulu ¢ sa najveéim
modulom.

Zamenom x = ¢ * % dobijamo da su i (c £ %)Znule polinoma P, pa je
(% 12 < el

Medutim, kako je (c + %) — (c — 3)? = 2¢, ovo je mogule jedino ako je
(c+3) —cz( 3)? = tj. ¢ = 3.

=~

Sledi da su +31 nule polmoma P, pa z? + 3| P(z).

Stavljanjem P(x) = (a72+%)Q(x) u polaznu jednacinu, dobijamo da i polinom
Q zadovoljava uslove zadatka.

Na ovaj nacin induktivno dobijamo da su jedina resenja zadatka P = 0 i
P=(2+1)", zaneN,.

Primer 19 (Dodatno izborno takmicenje za ucesée na 33.BMO i 57.MMO).
Niz polinoma P,(z) je odreden uslovima
Py(z)=2%—4x i Poyy = P,(1+2)P,(1 —x) — 1.

Dokazati da je polinom Psgi(x) deljiv polinomom x*°1°. (Dusan Pukic)

Zan > 1 iz rekurentne veze sledi da je polinom P, paran, otuda

Pyio(x) = (P,(2+ 2)Py(—2) — 1)(P,(2—2)P,(z) — 1) — 1

Poio(x) = P2+ 2)Py(2 — 2)P2(2) — (Py(2 4+ ) + Pu(2 — 2)) Pu(2), odavde
Py | Poso.

Polinom P,(2+ x) 4+ P,(2 — x) je deljiv sa x ako x — 2 | P,(x).

(Biée deljiv i sa x* zato $to je paran. )

Dakle, ako x*(x —2) | P,(x), za neko k > 2, onda x*2(x — 2) | Poya(z).

Kako je Py neparan polinom,
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odavde z*(x — 2) | Po(z).
Dalje jednostavna indukcija daje x"(x — 2) | Py(x), za 2 | n, n € N.

Primer 20 (57.MMO,Hong Kong, Kina-ponedeljak, 11. jul 2016.). Na tabli
je napisana jednacina

(x—1)(x—=2)---(x—2016) = (x — 1)(x — 2) - - - (x — 2016),

sa po 2016 linearnih faktora na svakoj strani. Koja je najmanja vrednost k
za koju je moguce obrisati tacno k od ovih 2043 linearnih faktora tako da na
svakoj strani ostane bar jedan faktor i da pritom dobijena jednacina nema
realnih resenja? (Rusija)

Posto nijedan faktor ne sme da se pojavi na obe strane jednacine, moramo
obrisati bar 2016 faktora. Da bismo pokazali da je 2016 dovoljno, obrisacemo
sa leve strane faktore x — k sa k mod 2,3(mod4), a sa desne strane faktore
x—1 sal mod 1,4(mod4).

Dobijamo jednacinu A(x) = B(x), gde su
503

Ax) = Zl;[g(x —do—1)(x—4d—4) i
B(z) = Eﬁ%(aﬁ — 41— 2)(z — 42— 3).

i=0
Tvrdimo da ova jednacina nema realnih resenja.

1) Zax=1,2,---,2016 jedna strana gornje jednacine je nula, a druga nije.
2) Za2k—1<x <2k, zanekok =1,2,---,1008, onda je A(z) < 0 < B(zx).

3) Neka je x < 1 1li x > 2016 ili 4k < x < 4k + 1, za neko k = 1,2,--- ,503.
Tada vazi:
O<(z—h—-1D(z—h—-4)<(xr—4h—-2)(r—4—-3),2a1:=0,1,---,503,
a mnozZenjem ovih nejednakosti dobija se:

0 < A(x) < B(x).

4) Neka je 4k +2 < x < 4k + 3, za neko k =1,2,--- ,503. Tada vazi:

(x —1)(x —2016) < (x —2)(z —2015) <0 ¢

(x—d)x—4—1) > @—-—d+1)(z—4—-2)>0i¢=01,---,503, a
mnozenjem ovih nejednakosti dobija se:

A(x) < B(z) <0.

Ovim su svi slucajevi ispitani. Odgovor je 2016.
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Napomena: Ako je A(x) # B(z) za sve x € R, lako se vidi da izmedu
svake dve nule jednog polinoma ima paran broj nula drugog.

Primer 21 (Dodatno izborno takmicenje za MMO, Beograd, 16.05.2012.).
Neka je P(x) polinom stepena 2012 sa realnim koeficijentima, takav da za
sve realne brojeve a,b, c, za koje je a + b+ c =0 vaZi:

P(a)® + P(b)* + P(c)® > 3P(a)P(b)P(c).

Moze li polinom P(x) imati tacno 2012 razli¢itih realnih nula? (Milos Milo-
savljevic)

Iz identiteta z° + y® + 2° = 3wyz = s(x+y+2)(x —y)* + (y — 2)* + (2 — )%,
sledi da je x3 + 1> + 22 > 3xyz ako i samo ako jex +y+2z>0idlix =y = 2.
Prema tome, uslov zadatka je ekvivalentan sa:

P(a)+ P(b) + P(c) > 0 kad god jea+b+c=0. (*)
2011

Dokazimo da polinom P(z) = [[ (x — 1 — 555), koji ima 2012 realnih nula,
k=0

zadovoljava uslov (*).

Zax <1liliz>3% je P(x) > 0; §tavise, za x < 0 je P(x) > 1.
Zal<wz<3wazilv—1— 5| <3 200< k<1, te je P(z) > — 5t

Ako je a + b+ ¢ = 0, bar jedan od brojeva a,b,c, recimo a, nije poziti-
van, te je P(a) > 1, i odatle
P(a) + P(b) + P(c) > 1 — 3313 — zm1z > 0.

Napomena: ReSenja primera nisu autorska, preuzeta su zajedno sa pri-
merima sa sajta www.imomath.com.
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11 Zakljucak

Ovaj rad je nastao iz zelje da obradim temu koja je slabije zastupljena a
meni licno zanimljiva i koja omoguc¢ava predstavljanje za nijansu drugacije
matematike i na nizim nivoima obrazovanja. Povezivanje kompleksnih po-
linoma sa ve¢ poznatim realnim polinomima, prikaz dokaza vaznih teorema
koje se u nastavi ne dokazuju baca novo svetlo koje medu mladim ¢itaocima
moze pobuditi zelju za daljim proucavanjem matematike.
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