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INTRODUCTION

Dans le présent travail nous donnons une construction axiomatique
de la théorie de I'espace-temps de la Relativité Restreinte, en partant
d’un systéme particulier d’axiomes et en atteignant la transformation de
Lorentz. Nous ne dépassons pas le cadre indiqué par ces mots et n’exa-
minons donc pas, d’un point de vue plus large, les différentes structures
des espaces-temps ou espaces cinématiques possibles, ou méme seulement
la structure de I’espace-temps de la Relativité Générale. Nous nous
limitons donc (& des exceptions prés) & une structure donnée, pour en
déduire, jusqu’a un certain point, la théorie qu’elle implique. Dans cette
déduction nous ne nous bornons pas toujours au strictement nécessaire
pour atteindre la transformation de Lorentz, car les régions que nous
traversons et qui se trouvent donc a la base de la Relativité Restreinte,
nous paraissent assez intéressantes aussi par elles-mémes.

En ce qui concerne le choix des axiomes, notre point de vue était
de satisfaire, non pas uniquement aux principes de l'axiomatique, mais
aussi, autant que possible, au principe d’exprimer par ces axiomes, en
ce qui concerne leur interprétation naturelle en Physique, des faits aussi
simples et intuitivement clairs, que le sont les axiomes de la géomé-
trie élémentaire. Alors, par exemple, le fait paradoxal de Pinvariance de
la vitesse de la lumitre dans le vide devient une conséquence logique
de ces faits simples. C’est pour ces mémes motifs que nous avons accepté
deux espéces d’éléments non définis, les ,,événements instantanés‘ et les
spoints matériels® (ou ,,particules*), bien que ceux-ci puissent &tre
définis au moyen de ceux-13, ce qu’on accepte de préférence. (Une cir-
constance analogue se produit en géométrie élémentaire, ou les points
peuvent figurer comme seuls éléments de Pespace, les droites et les plans
pouvant étre définis au moyen de points; et pourtant on considére d’or-
dinaire les droites et les plans également comme éléments primordiaux).

En élaborant ce travail auteur a repris un théme dont il s’était
occupé encore en 1933 et qui aboutit alors & la publication d’un travail
dans lequel il partit des mémes éléments et relations non définies et
dont le contenu a beaucoup en commun avec les quatre premiers cha-
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pitres du présent travail.! Dans ’ancien travail, comme dans le présent,
Pun des buts principaux est d’atteindre dans la déduction la transforma-
tion de Lorentz. Ceci ne lui réussit alors que d’une maniére incompléte,
dans le cas de ’espace-temps de deux dimensions. En outre, dans Pancien
travail Pauteur s’est tenu a la formulation classique, verbale, des propo-
sitions et démonstrations, tandis que dans le travail actuel il profite des
avantages que présente le symbolisme des théories axiomatiques modernes.

La construction axiomatique de la théorie de ’espace-temps de Ia
Relativité Restreinte a intéressé les mathématiciens depuis la création
de celle-ci. La liste des travaux sur les fondements axiomatiques de la
Relativité, et surtout de la cinématique relativiste, est assez longue et
les conceptions des auteurs différent beaucoup entre elles. Nous ne
mentionnerons donc ici que certains travaux dont les idées nous semblent
assez proches des nodtres, malgré les différences.

A.A. Robb publia déja en 1914 une oeuvre remarquable ou il
exposa sa ,théorie du temps et de I’espace‘‘, basée sur 21 axiomes et
contenant plus de deux cents théorémes.? Il remarqua qu’il eut déja
en 1902 PIidée de construire sa théorie et que, pendant qu’il tichait de
s,resoudre le probléme‘, il ,,entendit parler pour la premiére fois de
Poeuvre d’Einstein® (qui parut en 1905).3 Le systéme de Robb a des
traits communs avec le ndtre. Les différences s’expliquent en envisageant
les points de vue qui ont déterminé le choix des axiomes. Robb donne,
en analogie avec la géométrie élémentaire classique, une construction
directe de la géométrie & quatre dimensions de Minkowski, en partant
de ce que nous appelons ,,événements instantanés“ comme éléments ponc-
tuels de 'espace de Minkowski, et des relations ,,avant et ,,aprés* du
temps, pour définir ordre (qu’il appelle ,,conique’) et pour introduire
ensuite les droites, les plans et les sous-espaces (,,optiques‘, ',,de sépa-
ration* etc.). ‘

H. Reichenbach, dans une oeuvre de valeur surtout phénoménolo-
gique* remarqua que dans son systéme d’axiomes ,,la métrique de Pespace-
-temps de la Relativité Restreinte est définie uniquement au moyen des
signaux de Ilumiére. — ,,Ainsi résulte une géométrie de lumiére.. .
L’idée d’Einstein se laisse alors formuler en disant que la géométrie de
lumiére et la géométrie des corps [rigides] sont identiques.“®> Ces paro-
les s’appliquent également 4 notre systéme; or 'oeuvre de Reichenbach
manque de rigueur.

1 M. Radojéié (Radoitchitch), Grundlegendes zum axiomatischen Aufbau der
speziellen Relativititstheorie, I et II (Publications Math. de 1’Univ. de Belgrade, t. II
et III, 1933 et 1934).

2 4. A. Robb, A Theory of Time and Space (C.U.P. 1914). — The absolute
relations of Time and Space (C.P.U. 1921). Voir aussi ’exposé préliminaire: Optical
Geometry of Motion, A new view of the Theory of Relativity, 1911.

3 A. A. Robb, The absolute relations etc., pages V et VII.

4 H. Reichenbach, Axiomatik der relativistischen Raum-Zeit-Lehre (Vieweg,
1924). Voir aussi la traduction, The philosophy of Space and Time (Dover Publ., N.Y,
1958).

S Ibid., pages 10 et 17,
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K. Schnell, dans sa thése de philosophie, donna aux idées de
Reichenbach une forme logique plus précise et fit usage de certains
symboles de la logique symbolique.®

A. G. Walker, dirigeant ses recherches dans le sens de la ,,Rela-
tivité cinématique* de E. A. Mi'ne, donna des dévéloppements axioma-
tiques qui ont des traits communs avec le nétre.” Ses éléments non
définis sont les ,,instants, tandis que les ,,particules* sont définies comme
ensembles ordonnés d’instants.

G. Szekeres donna un systéme d’axiomes pour lespace-temps de
Minkowski, qui différe beaucoup du nétre, mais on y trouve aussi des traits
communs. Il part des ,événements comme éléments non définis et des
lignes d’univers comme ensembles ordonnés d’événements, homéomorphes
a4 la droite. La géométrie euclidienne de espace associé résulte également
de ses axiomes.8

R. 1. Pimenov examine dans une oeuvre détaillée les structures
possibles auxquelles on peut arriver dans la construction des espaces
cinématiques (purement topologiques ou aussi métriques), leurs éléments
étant les ,,événements“. La fin du travail est dédiée a la fondation de la
cinématique de la Relativité Générale.®

La nature des phénomeénes physiques qui sont a la base des systémes
axiomatiques tels que nous les dévéloppons, exige qu’on opére avec des
»éclats de lumiére, appelés parfois ,,signaux‘, et qui se transmettent
d’endroit en endroit par rayonnements et réflexions.

Ces éclats doivent étre des événements instantanés et ces endroits
des points. Nous appellerons donc ceux-ci ,,points matériels*, pour souligner
qu’ils impliquent la présence de corps matériels (ou particules), et
ceux-la ,,événements instantanés‘‘, en sousentendant qu’il s’agit d’émissi-
ons instantanées de lumiére (c.-a-d. d’ondes éléctromagnétiques ou pho-
tons), et nous supposerons toujours qu'elles se propagent comme dans
le vide, en faisant abstraction de linfluence que pourrait exercer un
milieu matériel ou autre sur le chemin d’un rayon et sur la vitesse,
Points matériels et événements instantanés sont les deux espéces d’éléments
que nous admettons sans définitions explicites. On dira aussi tout court,
points et événements. Dans le paragraphe 8 il sera admis que les événe-
ments instantanés sont les seuls élements non définis explicitement.

Tout événement instantané ,,a lieu en un point matériel et il
5»est percu‘“ en d’autres points matériels. En outre, deux événements
instantanés peuvent étre pergus d’un méme point matériel en deux instants

¢ K. Schnell, Eine Topologie der Zeit in logischer Darstellung (Miinster 1938,
Théses).

* A. G. Walker, Foundations of Relativity, I et II (Proceedings, Roy. Soc. Edin-
burgh, 1948). Axioms for Cosmology (Studies in Logic and the Foundations of Maths.,
Amsterdam 1959).

8 G. Sazeketes, Kinematic Geometry, An axiomatic system for Minkowski’s
Space-Time (J. Austral. Math. Soc. 1968).

* P. H. ITumeros, TlpocTpancrea Kunematwdeckaro tuma (Espaces du type ciné-
matique; 3anucH HayuH. CeMMHApoB JICHMHIpP. OTA. MaTeM. HHCTUTYTOB, 1968).
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différents, I’un ,,avant“ PPautre. Conformément, nous aurons trois rela-
tions primitives: avoir Leu, étre percu et avant.

Pour plus de simplicité, nous supposerons que tout événement instan-
tané est percu de tout point matériel et que tout point matériel existe
pendant toute la durée infinie du temps.

La définition exacte et compléte des deux espéces d’éléments et
des trois relations primitives est donnée implicitement par 27 axiomes,
que nous repartissons en neuf groupes comme suit:

I 1—4 axiomes indépendants de la relation du temps,
II 1—7 axiomes de préordre du temps,

III 1—5 axiomes de coordination entre plusieurs points et événe-
ments,

IV 1—2 axiomes de continuité,
V 1—4 axiomes de position,
VI axiome des paralleles, .
VII 1—2 axiomes de congruence,
VIII axiome d’existence d’un espace permanent métrique,

IX axiome de déplacement.

A partir de ces axiomes et des cing termes non définis, mentionnés,
la géométrie euclidienne de Pespace associé & espace-temps et la cinématique
de la Relativité Restreinte s’érigent & partir d’une classe. particuliére
d’ensembles de - points matériels, qui jouent le rble fondamental des
corps solides, mais que nous définissons indépendamment des corps so-
lides, au moyen, d’événements instantanés: nous dirons qu’ils sont ,,mé-
triques conformément a la lumiére‘“. Alors, aprés avoir fondé Pédifice
de la cinématique, nous introduirons (dans le chapitre IX) les ,,corps
solides’* comme une classe additionnelle d’objets non définis, ainsi qu'un
axiome supplémentaire (I'axiome X) qui énoncera Pidentité des ,,corps
solides* avec certains ,,corps définis & partir des ensembles de points,
métriques conformément & la lumiére.

Remarquons que la non-contradiction du systéme des axiomes admis
“se démontre de facon simple sur le modéle de Minkowski, consistant
d'un espace euclidien de quatre dimensions et dans lequel les droites
renfermant un angle donné, soit de 45° avec une direction fixe ont un
role fondamental, attribué & la lumiére. On montre facilement que nos
axiomes satisfont a ce modele, dont la non-contradiction est celle de la
structure des espaces euclidiens. Quant 4 P'indépendance de nos axiomes,
des raisonnements plus détaillés sont nécessaires. Elle est absolue pour
le systéme partiel des axiomes I 4 IV, V 4, VI, VIII et IX (ainsi que
X), mais non pas pour le systéme entier,
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Le traité comprend sept chapitres. Le premier donne la base dis-
créte de notre. systeme La continuité n’y étant pas encore, il ne peut
y étre questiod ni d’un temps continu, ni d’un espace continu. Nous
les construisons ipar définitions successives en vertu des deux axiomes
de continuité. Ajnsi naitront au fur et 4 mesure la géométrie élémen-
taire (chapitre et la cinématique relativiste (chapitre VI).

Je profite enfin de Poccasion pour mentionner que ce travail a été
effectué avec le concours du Centre National de la Recherche Scienti-
fique (Paris).

Thonon-les-Bains, le 7 septembre 1971.



NOTATIONS

Pour raccourcir on écrira:
x, y€ E au lieu de x€ E A y€E,

(Vx,y) au lieu de Vx A Vy, (Vx,ye E)=Vx Vy [xe E AN ye€E],

et de méme maniére avec 'opérateur 3.

{x] <D (x)} ensemble des x qui satisfont a lafonction propositionnelle ®.

{xy ) couple ordonné
x-—>a X converge vers a
f: XY ou y=f(x), x€X, ycY: application de X dans Y.

y application dont les valeurs sont y. Ainsi, surtout pour rédu-
ire le nombre des lettres, §: X —Y et y =7 (x).

Définition
ou
Notation :
Pq Iévénement « a lieu au point P
} au paragraphe 1.
aQ Pévénement o est pergu du point Q

M, = P'ensemble de tous les points, Pensemble de tous les
événements ... Not. 1.1
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2., X9 lensemble des événements qui ont lieu en P, respec-

tivement, qui sont pergus de Q Not. 1.1
w, o événements impropres — au paragraphe 1
IS IS ) S ... Not. 1.2
< > < avant, aprés, simultanément .. Déf. 2.1
alPp B se rattache en P a o ... ...  Déf. 3.1
AaBpCy, | A, ) s etc., chaines de points et d’événements Déf. 3.2
M, ensemble des points ordinaires ... ... Not. 3.1
(A = B)a coincidence de 4 avec B a Pinstant de « ... Déf. 4.1

{A«BB)Cv alignement de A, B,C, percu de C a l'instant de v  Déf. 4.2

@ < B e ... Déf. 6.1
(s B)p intervalle ouvert ... ... Déf 6.2
Ap intervalle ouvert ... ... Not. 6.1
P signifie P« en sousentendant la lettre grecque ... Not. 7.1

« <@, «->B: aestavant B, o atteint § — au paragraphe 8 (a).

V() voisinage ouvert de o« — au paragraphe 9.

3, oI, ... Déf. 10.1
Ses Spq ... Déf. 10.2
[ Pensemble des temps continus de P ... Not. 11.1
P&, EP, etc. ... Déf. 12.3
(P = Q)A coincidence constante dans A, de P avec Q ... Déf. 12.4
{PQ> RA, alignement constant ... Déf. 12.5

P = Q, <POR ... Not. 12.1
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(@, B)p:g» Ap.o intervalles maximaux de non-coincidence de P Déf.

(“’ B)P:E’
JP:Q
JP:E

(o B)e

avec Q

AP ‘B

Pensemble des intervalles A,., pour P et Q donnés
Pensemble des intervalles A, pour P et E donnés

réunion d’intervalles en non-coincidence,

et Not.
Déf.
Not.
.Not.

Def.

A, ¥/ («, B) ensemble des ensembles en non-coincidence, ou

S

(PeA)g

(B C A)(, B)s; (A =B)(x,f)a

(P¢ A,
(A—*"Q)&
e(fp:q)
Briq

d (=, B)

Z,
z’.P:E

4synt

53, GB (ld

pP-X

de ceux en non-coincidence sur («, f)g
Pensemble des («, f)g pour E donné

etc. P est situé dans A’a Pinstant de o, etc.

etc,et Pc A, B¢ AJA=B

Pélément métrique de f € Gpyq
I’ensemble des temps en P, métriques par rapporta Q
distance de « 4 B

Pensemble des fonctions périodiques et continues
d’une variable et de période a

Pensemble des temps en P, métriques par rapport &
tout point de E .

@ synchrone a ¢

’

, B) I’ensemble des temps communs de E, et des temps
communs sur E en non-coincidence entre « et f _

distance basée sur un temps ¢ € GpE

Not.
Not.

Déf.

Not.
Def.
D,
Not.

Déf.
Not.

Déf.

Déf.

Not.

Déf.

12.6
12.2

12.7
12.2
12.3

12.8

12.4
12.4

12.9

... Déf.12.10

12.5
13.2
14.1
14.1

14.2

14.2

14.3

15.1

16.1

17.1



XI1v

d(X,Y) ou XY distance basée sur un temps commun Déf.

et Not.

M, # (¢, B) Pensemble des ensembles L-métriques, ou des

ensembles L-métriques sur («, B)g ... ... Not.
A, .. .. Not.
PeA)r, (BEA:L etc. ... ... Déf.
PeAT,(BCA)T etc. .. ... Déf.
(4-B-C)(a, B), A-B-C triples rec'tilignes' de points ... ... Déf.
et Not.
Ry (2. B), 'ensemble des triples rectilignes, définis sur («, 8) Not.
R (o, B), 2 ensembles rectiligﬁes de points ... ... Not.
(S € (P, Q)¢ S s’intercale dans (P, Q) a linstant de ¢ ... Déf.
P-So-O A s’intercaie entre Pet Q a linstant de ¢ ... Déf.
(S € A)p S s’intercale dans A 2 Pinstant de ¢ Déf.
SE (P, ODAs, (S & A)A, etc. e e el .. Not.
B & A)a, B), (A = B)a, B) .. ... Déf.
et Déf.
A, # (x, B) ... ... Not.
(4, B)g etc. intervalles ... Déf.
f 2, Ag réfléxion d’un ensemble rectiligne en A4, d’origine 0,
et image par réflexion ... Déf.
ﬁ, b, . droites permanentes th.
Va (P), V intervalles ouverts de a ... ... Not.

2, ensemble des droites permanentes ... Not.

17.1
171
17.4
17.6

18.1
18.1
18.1

18.2
18.3

18.3

18.4
18.3

18.5
18.6

18.5

18.8

19.1
20:1
20.1

20.1
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[A’ B]., (AC‘)“ th. e “es e n“.’ aes Déf. 20.6
' et Not. 20.2
%, % (d) ensembles des applications fondamentales continues Not. 20.3
%> €, (8) ensembles des applications fondamentales métriques Not. 22.1
P¢a, P¢h ... ... Not. 23.1
et Not. 234

T e J4 ensemble des triples triangulaires, ensemble des
quadruples tétraédriques ... ... Not. 23.2
et Not. 23.5
A,AzAs, s, t,..., ab etc. plans permanexits ... Not. 23.3
A, A,A.A4,, A, B etc. espaces permanents ... ... Not. 23.6

#,, #, ensemble des plans permanents, ou des espaces per-

manents ... ... Not.

et Not.

allb, ajlh etc. ... Déf.

et Déf.

AXB A et B secoupent ... ... Déf.
&, &y, £3 'ensemble des droites, ou plans, ou espaces per-

manents L-métriques . ... Not.

AP.., aP.., hP. .. ... Not.

fe» P& ... Déf.

' et Déf.

Waq g  application de propagation de lumiére instantanée Déf.

(SEAYD, (SEA)YD S est en repos, -ou § se déplace dans

A, sur ensemble ¢ « DEf.
9 application de situation (:epos ou déplacement) de § Déf.
a . application de déplacement - e ... Déf.

R A Pensemble des surjections de déplacement - ... Not.

233
23.6

27.1

27.2

29.3

30.1

311
31.2

314
31.1
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(SEA) T, (SEA)T, ... D&, 32.1
ds ‘ application de situation de S en termes d’un
temps de S : o Déf. 32.1
(SEA)T, (SEA)T Déf. 32.2
b application de situation de S en termes d’un temps
commun Déf. 32.2
(PCAT, (PCA)Tetc.. .. ... Déf. 331
: et Déf. 33.2
fs application de mouvement de S Déf. 34.1
1, d0e(0) Déf. 34.2
| Déf. 34.3 :
(SEE)T3, (SEEW Not. 34.1
(A‘hA')t quasi-intersection ... Déf. 36.1
(A X A')t A et A’ secoupent i Pinstant ¢ ‘Déf. 36.2
(AXA)e .. Not, 36.1
(a |} &) Déf. 36.3
al|a, aXa . Not. 36.2
@] ¥)e etc. ... Déf. 36.4
al|h’ etc. . Déf. 36.6
n "1 a etc. Déf. 36.7
[PQ] =¢ [R’' §'] segments égaux - ;- Déf. 36.8
EZE  espaces normés entre eux Déf. 36.9
727  temps communs, normés entre eux Déf. 37.4
4 ' lensemble des ensembles L-rigides Not. 38.1
@*  Densemble des ensembles de L-rigidité intermittente Not. 39.1
& . Pensemble des corps solides au paragr. 39.



CHAPITRE I
BASE DISCRETE DE LA THEORIE

Deux possibilités se présentent suivant qu’on accepte deux espéces
d’éléments, que nous appelons ,,événements instantanés‘ et ,,points ma-
tériels‘, ou bien une seule espéce, les ,,événements instantanés‘, puisque
les points matériels peuvent é&tre définis - comme certains ensembles
d’événements instantanés. Nous suivrons dans ce chapitre d’abord la pre-
miére possibilité, puis, au § 8, nous donnerons un exposé concis de la
voie qui s’ouvre a la seconde, et nous établirons son équivalence avec

_la premiére. La seconde présente une structure axiomatique plus simple,
“mais la premitre a l’avantage d’étre, en quelque sorte, plus proche de
son interprétation en Relativité. Le reste de ce travail se rattache aussi
bien 4 la seconde voie qu’a la premiére, bien qu’elle suive au fond, la
premiére.

1. LES AXIOMES INDEPENDANTS DE LA RELATION
DU TEMPS

Nous admettons sans définitions explicites deux espéces d’éléments:
les événements instantands, notés par des lettres grecques, «, B, v, ..., €t
les points matériels, notés par des majuscules A, B, C,... Nous appelle-
rons tout court les premiers des événements et les seconds des points.

Entre les événements et les points nous nous donnons les relations
binaires externes: avoir lieu en et étre pergu de. L’expression «o a lieu
en P» sera notée Pux, et ’expression «o est per¢gu de O», «Q.

NOTATION 1.1. Les ensembles d’événements seront notés par des
majuscules grecques, I', A, &, ..., et les ensembles de points par des
majuscules romaines grasses, A, B, C, ...



On notera

M Jl’ensemble de tous les points,

2 Pensemble de tous les événements,
T, Pensemble de tous les événements qui ont lieu en P,

¥? Pensemble de tous les événements qui sont pergus de Q.

Nous posons les deux axiomes suivants:

AXIOME 1 1. Vo3P [Pg)].
AXIOME I 2. Yo VP [Py = ¢P].

Notons les trois théorémes suivants, qui résultent des deux axiomes
précédents.

Théoré¢me 1.1 T,.CZ’.
Théoréme 1.2 Vo IP [oP].
Théordme 1.3 Upcm Zp = =, UpemZF = Z.

L’ensemble T contient deux événements instantanés exceptionnelss
distincts, que nous appellerons événements impropres et noterons et '.
Ils satisfont en premier lieu aux deux axiomes suivants:

AXIOME I 3. (3w, )[0#o A YP[Po A Pa'll.

AXIOME 1 4. Vo [VP[Pg] = ¢€(n,0'}].
NOTATION 1.2. On notera:

T=Z\ 0, o), ZF=FP\ |0, o), Zp=3p\ {0, o’}

Remarques. Les relations ,avoir lieu en® et ,é&tre perqu de*
sont définies par les sous-ensembles de X M:

Upem X (P)) et Upem B X(P}).



2. LES AXIOMES DE PREORDRE DU TEMPS

Nous admettons dans I’ensemble XX M des couples ordonnés (g, P)
la relation binaire étre avant (ou avant) notée . L’expression

(& Py < (&, P)

se lit: Ko, P> est avant (B, P).
On a d’abord les deux axiomes suivants, avec «, B, P et O quel-
conques:

AXIOME II 1. («, P) <<{B,Q) => P=0Q.
AXIOME II 2. <&, P) < (B,P> = oP A BP.

En d’autres termes, la relation « n’existe qu'entre les couples
{9, P> qui contiennent le méme point P, et qu’avec des événements qui
sont percus de P. Elle est définie sur Pensemble

Urem (Z° % (P)).

DEFINITION 2.1. Soit «P et BP. Lorsque {B,P) « {(«,P), on écrira
aussi {a, P) »= {B, P), et lira: {a, P) est aprés {B,P).

Lorsque «P et BP, mais ni {a, P) < <{B, P> ni {a, P> > {B,P), on
écrira {a,P) <X (B, P) et lira: {a,P) est simultané & {B,P).

En vertu de Paxiome II 2 nous posons la définition suivante:
DEFINITION 2.2. «P < BP % (a, P> < (B,P),
aP >8P & («, P) > (8, P,

aP < BP & (o, P) < (B, P).
On lira, respectivement: & est pergu de <P avant que B soil per¢u de P, ou

plus court: « est percu de P avant B; o est percu de P aprés B; o et B
sont percus de P simultanément.

Remarquons que: «P PP < P> aP,
aP<XBP < BP < aP.
Quels que soient «, § et P, on a les axiomes:

AXIOME I 3. «P < 8P = non (8P < «P).
AXIOME I 4. P <P ABP <YP = aP <yP.



AXIOME II 5. aP<BP A BP <X YP = aPX<YP
. -Par conséquent:

Théoréme 2.1. La relation < est une relation de préordre au sens
strict, et la relation >< est une équivalence.

Remarques. Soit E un ensemble quelconque et soient deux re-
latlons binaires, définies dans E, ’'une de préordre au sens strict, notée
«,y et lautre une équivalence, qui n’est pas nécessairement Pidentité,
notée ~ 1% Nous dirons alors que E est doué d’un préordre, par les
relations =< et ~. Lorsque P’équivalence est identité, le préordre est appelé
ordre, et E est un ensemble ordonné. Lorsque 1’é quxvalence n’est pas
Pidentité, nous dirons-que E-est muni d’un préordre au:sens strict. Lorsque

(V% y€E) [x <y V.x->y V x~yl,

le préordre et [Pordre sont dits toraux. S’ils ne sont pas totaux, ils sont
dits partiels.

Remarquons que «P < §P n’implique pas « =B, et que
(aP X< BP) = [aP A BP A non (aP < BP) A non (aP > BP)}.
En appliquant ces termes, nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 2.2. Quel que soit” ‘un point P, Vensenible T*X(P) des
couples (¢, P) est muni, par les relatzons ,avant“ et ,,simultanément*’, d’un
préordre total.

DEFINITION 23. «P <8P % aP < P \/ «P < BP,
<P > B!

p & aP>ﬁPV anpP

: ‘En limitant les relations <'et < a T X{P}, nous posons la dé-
finition suivante:

DEFINITION 2.4. Pa < Pp &f ({a, PY < (B, PY) A P« A PB,
Pa < PB %F (¢a, Py < (B, PY) A Pa A PB.

A

® D’ordinaire on définit le préordre et ’ordre sur E par la relation ., mais
nous préférons partir de 1a relation < de ,,préordre au sens strict*s, c.-a-d. antisi-

métrique 2»au sens strict*s (x < Yy = non (y < x), ou x, y eE) et trans1t1ve, qui est
donc aussi non-réflexive.
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On dira respectivement: « @ lieu en P avant B, et: « et B ont simultanément
lieti en P.

Nous admettons encore les deux axiomes du-temps, suivants:
AXIOME II 6. VP (Vu,B)(3y e Z)[Px < PB => Pa< Py« PB].
AXIOME Il 7. VP (Vo e Z)[Po A Po APo’ = Po < Py < Po’).
Enfin, on a les relations mixtes:
DEFINITION 2.5. P < BP % Py A (uP < BP),

Po<BP %l Pa A («P3<BP),

‘aP < PB & («P < BP) A P,

aP< Pg & (aP<BP) A PB.

On dira respectivement: « a liew en P avant que P soit pergu de P; « a

leu en P et B est percu de P simultanément; etc.

3. CHAINES DE POINTS ET D’EVENEMENTS.
POINTS ORDINAIRES ET POINTS EXCEPTIONNELS

DEFINITION 3.1. «Pp %f 4P Pp,

On lira: B se rattache & « en P.
DEFINITION 3.2. L’expression

Ky Ar«'r A c('r-‘{4"1'4-]‘7‘1'4‘}. A Kty Ar+2 Lyt Aes A ey Ac“:’

ou plus court,

Arsn=<s %y An Lo

ot rs (r,seN) ainsi que la méme expression prolongée indéfiniment
(r > —o00 ou 5 0) sera appelée une chaine compléte, finie ou infinie, de
points er d’événements, et sera notée:

Oy Ay Ay 0,41 ... A,w,  lorsque la chaine est finie,

A a Ao, etc.  lorsqu’elle est infinie,
g1 Vgl LA Vg



6
ou bien plus court,
gy (Apea)rs (A, 0)-w, etc.
On dira que cette chaine est supportée par la suite de points

(An)rSaSa » Ou (A,,),,s, s €tC.

La partie d’'une chaine compléte a laquelle I’élément initial ou final
manquent, sera encore appelée une chaine, incompléte, pourvu que celle-ci
ne se réduise pas a moins de deux éléments.

Remarques. Par exémple
Ape, Ay 0ppy ... o A=A, %) 4,

est une chaine incompléte. — Puisque «PB est une chaine, «P et PB
le sont aussi.

Nous- ordonnons les chaines dont le dernier point est le méme,
suivant I’ordre du temps du dernier couple d’éléments:

DEFINITION 3.3. Soient A et B deux chaines dans lesquelles
le dernier point est le méme, soit P, et soient «, B les éléments de ces
chaines, qui précédent P. Alors,

A.<B def oP < BP,

AxB & «P=<pP,

et on dira respectivemznt: la chaine A termine avant la chaine B (ou, B
termine aprés A), et les chaines A et B terminent simultanément.

Ainsi, par exemple,
(A )y Po < (B, B PY < (A, )3 Po A (B,B,): Py A Pp < P,
AuBf X oPYQ <> AaBB A 9PYQ A B X ¢Q.
Donc on a:

Théoréme 3.1. L’ensemble d’s chaines dont le drnier point est le méme,
est muni d’un préordre total par les relations ,,avant et ,simultanément .



Remarque. Dans les  cas simples on peut avoir recours a des
schémas tels que fig. 1 (a), qui représente une chane A«BBCyDS, ou
bien (b), qui représente la méme

chaine par la ligne brisée afy3,

D 5 M N les points matériels 4, B, C, D
Y 5 étant représentés par des lignes
2 de I'Univers. Fig. (c) représente
3 d. une chaine supportée par les deux
ints M et N.
AN 3y POIm
B RcdR'D d
(b) (@

(@)
Fig. 1

DEFINITION 3.4. Un point 4, tel que pour tout événement ¢ de
T un événement ¢, de I, existe, qui se rattache & 9, et qu'un évé-
nement ¢, de X, existe, auquel ¢ se rattache, sera appelé un point ordi-
naire. Tout point qui n’est pas ordinaire sera dit exceptionnel.

NOTATION 3.1. L’ensemble des points ordinaires sera noté M,.

Remarque. Dans leur interprétation .
en Physique les points exceptionnels sont w
ceux qui se déplacent par rapport & un re-
ptre galiléen avec des vitesses approchant
celle de la lumiére lorsque le temps tend
vers le passé ou l’avenir infinis, de telle
sorte que certains événements ne sont jamais
pergus en un tel point, ou bien que certains
événements ne se rattachent 4 aucun évé- e
nement qui aurait lieu en un tel point.
La fig. 2 représente schématiquement un o<
point exceptionnel P, tel que parmi les évé-
nements qui ont lieu en un point X, seu-
lement ceux-ci sont per¢gus en P, qui ont X
lieu avant =, et que seulement les événe- @
ments qui ont lieu aprés B, se rattachent a N
des événements qui ont lieu en P (Bo et yo Fig. 2
représentant des asymptotes de la courbe P).

o  On

4. COINCIDENCE ET ALIGNEMENT INSTANTANES
DES POINTS

Etant donné que nous construisons une théorie dont Pinterprétation
principale doit étre en Physique, et que les rapports entre les points
matériels doivent étre fondés sur la ,,Jumiére, nous allons définir au
moyen des événements instantanés deux relations entre les points, qui

v




joueront un role fondamental: la coincidence instantanée de deux points,
et I’alignement instantané de trois points 11,
DEFINITION 4.1. (4 = B)a %! 4aBBAo.

On dira que A4 coincide avec B a Pinstant de .

DEFINITION 4.2. {4aBBYCy &' A4«BBCy A AaCy.

On appellera la suite des trois couples (A4, x), <{B,B)>, <C,v) un aligne-
ment instantané d’origine A, a Pinstant de o, et dira que la suite (A4, B, C)
est en alignement instantané percu de C a Pinstant de v. On dira aussi
que Pensemble (A, B, C| est en alignement instantané, sans préciser Pordre
des points.

S’il n’est pas (A=B)«, ou (B=C)B, ou ni ’un ni Pautre, on écrira
respectivement

{A«-BBY>Cy ou <{AuBf->Cy ou {(A«-Bp->Cy.

Dans le dernier cas on dira que c’est un alignement propre.

Deux alignements, {Ax-BB-> Cy et {Ch-Bu->Av, dans lesquels 1’un
seulement des événements est le méme (par exemple P=u) seront dits
tnverses ’'un i ’autre.

5. LES AXIOMES DE COORDINATION ENTRE PLUSIEURS
POINTS ET EVENEMENTS

AXIOME I 1. (VA, B) (Yo, B € 3) [AaBBAw = «—p].

AXIOME III 2.
(V4, B) (Va, ', B, 8" € E) [AaBB ) Aw' BB’ = (A< Aa’ <> B3<BB)].

AXIOME IIT 3.
(V4, B,C)(Va, B e X) [4aBB A «C A BC = AaBBC = A«C].

AXIOME IMI 4. Quels que soient A,B,C,D et o,B8,v,8€ I, on a: ‘

{Aa-BB-)Cy A {Bg-Cy-)Dé = {Aa-Cy-)D3;

!t Dans mes travaux antérieurs la coincidence fut appelée union et 1’alignement
conjonction, empruntant ce dernier terme i 1’astronomie.

R 1




(Ax-BB->Cy N\ (Aa-BB-YDS A y#5 =
= {A«-Cy-)D8 \/ {Aa-D3->Cy;

(An-BBSDS N\ (Aa-Cy-3D8 \ By =
= (Aa-BB-YCy V {Aa-Cy->BB;

{Aua-Cy-)DS A (BB-Cy-yD3 A\ a #B =
=> (Aa-BB-)Cy V {BB-Aa-)Cy.

AXIOME I 5. Quels que soient P, Q, on a:
(Ve, B, 9 € 2) (3P € X) [PaQB A Po < Pa = PoQl].

(Vo, B, b € ) (Tp € Z) [P2O3 A Qb > OB = PoQy].

Remarques. On peut appeler III 1 Paxiome d’identité d’événe-
ments, IIT 2 P’axiome de monotonie, IIT 3 ’axiome du triangle,*2. III
4 P’axiome d’alignement, III 5 P’axiome d’existence dans le rattachement
des événements. — Le r6le de ’axiome III 1 est de simplifier la structure;
IITI 2 exprime le fait bien élémentaire, que les événements qui ont lieu
en un point dans un certain ordre de temps, sont per¢us en tout autre
point dans le méme ordre de temps, et inversement; IIT 3 et 4 expri-
ment, interprétés en Physique, des faits élémentaires de la propagation
rectiligne de la lumiere, et III 5 assure D’existence d’événements qui se
rattachent & d’autres événements, ainsi que d’événements auxquels
d’autres événements se rattachent. Remarquons que les événements o et
o’ ne sont pas envisagés dans les axiomes III 1 a 5.

6. LENSEMBLE DES EVENEMENTS INSTANTANES QUI ONT
LIEU EN UN POINT MATERIEL

Notons tout d’abord la conséquence suivante de P’axiome II 3 et
de la définition 2.1:

Théoréme 6.1, «P <BP = a#f.

aP = oP.

12 Voir l'axiome équivalent III*3 du § 8.
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En vertu des définitions 2.4 et 2.5 on a:
Théoréme 6.2. Px<PB = non (PR < Pa).
Pe<PB8 = a#8.
Po > Pa, Po < aP, oP = Pa.
En vertu de ’axiome I 2 et des définitions 3.1 et 3.2 on a:

Théoréme 6.3. Po = aPx A PaP A (Pa)i (neN).
Théoréme 6.4. Pou <P = a=§.

Démonstration. Suivant la définition 2.4 on a aP<XBP A Pa A PB,
donc, suivant la définition 2.5, aP<XPB et Pua<fP, d’oll BP < Pa.
Dongc, selon la définition 3.1, «PB et BPax.

Par conséquent, Px A aPB A BP«, donc selon la définition 3.2,
PePBPa, d’ou selon Paxiome III 1, en y posant A=B=2P,

PaPBPax = a=f.
Il en résulte suivant la définition 2.1:
Théoréme 6.5. Pau A PR /\ «#B = Pa<PBV Paxs Pp.
Théoréme 6.6, VP [Pw < Pw'].
Démonstration. Suivant Paxiome I 3, Po et Pw’. Comme o # o',
on a donc (théoréme 6.5) Po’ <Pw ou Pu < Pw’. Sl était Pw’ < Pw,
on aurait (axiome II 6)

3y € 2) [Po’ < Py < Pu]},

d’ot P’ <Py. Or, suivant Paxiome II 7, Py <Pw’, donc il n’est pas
Po’ < Py (axiome II 3) et par conséquent ni P’ < Pw. Donc Pe < Puw’.

En séparant dans Paxiome II 6 les trois cas «,f€X, =0’ et
@ =w, on obtient:

Théoréme 6.7. VP(Va,BeX)(@yeZ)[Pa<PB = Pa<Py=<Pgl.
VP (Vee XY By e ) [Pe = Pa<Py].
VP(VReZ)@Avye D[P = Py<Pg].
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Démonstration. La premiére proposition est 'axiome II 6 réduit a
a, B X. La seconde résulte lorsque 8=w’, car alors

Py <P’ = Pa<Py=<Pw.
Or, selon I'axiome 1 3, VP(Pw’) et selon 'axiome II 7
VP (Ve e X)[Pp = P¢ <Po].

donc les relations Px < Po’ et Py < Po’' peuvent étre omises, et on a
Po = Py < Py.—La troisiéme proposition résulte de II 6 lorsque a=w,

Du théoréme 6.6 et de ’axiome II 6 découle:

Théoréme 6.8. VP (3¢ € X)[Pop].

Comme X,C 3%, Pensemble I, X (P} posséde en vertu du théoréme

2.2 une structure de préordre total, induite par celle de TP (P). Gréce
au théoréme 6.4 C’est un ensemble totalement ordonné, la simultanéité y
étant Pidentité.

It est parfois préférable d’envisager lordre sur X, méme, lequel
est ,,projeté par Pordre établi sur Z,X{P}. Nous posons donc:

DEFINITION 6.1. « <p %! Py < PB,
P

«>B def Pa > PB.

P

Théordme 6.9. L’ensemble T, des événements qui ont lieu en un
point P est totalement ordcmné par la relation ,,avant.

En vertu du théoréme 6.6 et de Paxiome II 7 on a le théoréme
suivant:

Théordme 6.10. Quel que soit P, Pordre total, défini sur Pensemble
X,, est dense, et il existe un premier et un dernier élément, o et o'.

Comme X, est totalement ordonné, on y peut définir les inter-
valles:

DEFINITION 6.2. Soient «,B€ X, tels que « < f. Nous appellerons
I’ensemble F

(:8)r & (Ela<E<p)
P P
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un .intervalle ouvert d’événements. Si «# w et fp# o', c’est un intervalle
borné, autrement il est dit nom-borné. Si a=w, § < ', nous Pappellerons
intervalle commengant, et si B=0', « >, nous Pappellerons intervalle
terminant. En ajoutant «, B on obtient les intervalles fermés et mixtes,

[« 3]? 3 {“s ﬁ).o , etcC.

NOTATION 6.1. Les intervalles ouverts d’événements seront souvent
notés A (soit Ap C Zp).

DEFINITION 6.3. Le préordre et Pordre totaux, définis sur Z¥X (P},
T, X{P} et X, seront dits: préordre ou ordre du temps.

7. CONSEQUENCES DES TROIS GROUPES D’AXIOMES, I, 11
ET III

La proposition suivante compléte Paxiome IIT 2.3

‘ Po<PB < o <pO
Théorédme 7.1. PuQ A PRQ =3 Pa<XPp < aQ=<B0
PusPB < aQ B0

Le théoréme suivant est une conséquence des définitions 3.1, 3.2,
3.4 et de Paxiome I 1. :

Théorédme 7.2

AeM, < VYX(NVoeZy) (3% e )Xo = Xo AP, A Ad, Xel.
Théoréme 7.3.

B¢M, = IXA9eIp) (Wi, €5, [Xo = Xo By, V B, Xo).

NOTATION 7.1. Lorsqu’il n’y aura pas d’équivoque nous omettrons
les lettres grecques, en les substituant par des points; soit par exemple

A B ou (4.} au lieu de AuBv ou {4, a,);.

13 J,es démonstrations des théorémes ne seront données que dans la mesure odl
elles nous paraitront nécessaires. L'opérateur V sera souvent omis.
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Théoréme 7.4 Les deux chaines
AaBC... e ...C B Ax

existent, quels que soient les points A, B,C,...€ My, et Pévénement o, qui a
liew en A, supposé que ces points et « existent.

Régle pratique. Suivant le théoréme 7.1, lorsqu’on a par exemple

(a.n A M PaQ < B'N'PBQ,
alors: ’ ‘

1° on peut écrire Q' au lieu de Q (soit, A°M'PxQ’) et une ma-
juscule peut é&tre ajoutée, a condition qu’elle soit la méme des deux
cotés de la relation, soit

' A'M-PaQ'R < B'N'PBQ'R;

2° la derniére majuscule peut étre supprimée, soit O dans (7.1),
des deux cOtés de la relation a la fois, 4 condition que Pavant-derniére
soit la méme des deux cOtés;

3° en procédant du coté gauche dans chacun des deux membres
de (7.1) indépendamment, on peut retrancher ou,. au contraire, ajouter
une ou plusieures lettres munies de points, soit XY -M-Pa < PB.

Dans les théorémes 7.5 a4 7.16 la coincidence ou non-coincidence
des points joue un rdle essentiel.

Théoré¢me 7.5. (VP, Q)Va[Pax A Qu <« (P = Q)al.
Démonstration. Selon le théoréme 6.1 on a aP« et «Qa, donc
Pa A aQo A aPu,

et selon la définition 3.2, PocroPoc, donc d’'apres la définition 4.1,

(P Q).
Théoréme 7.6. (YP,Q)[(P= O)o A (P = 0O) o).
Théoréme 7.7. (A= B)p => (B = A)p.

La relation de coincidence instantanée étant symetrxque, nous di-
rons aussi que A ‘et B coincident a Pinstant de o.



14
Théoréme 7.8. (4 = Blp = AoB AX Ag.
(VA,BeM,)[non(d = Blp < ApB-A> Agl.

Démonstration. La premiére partie du théoréme résulte de la défi-
nition 4.1, puisque A9 <X Ae. Quant a la seconde partie, on a suivant
PYaxiome IIT 3 ApB'A = Ag.” Si AeB Agp, on aurait selon la définition
4.1 (A= B)p. Donc ApB-A > Ag.

Théoré¢me 7.9. aAd; A, ... A, A A, VA,eM,.

Théoréme 7.10. AuBEC < AC = Au< Ah;
AeC =< BBC = o«B = BB, VBeM,.

Théoréme 7.11. (4 = B)x = (VCe& M,)[{4aBa)C' A {BxAx)C].
(B=C)p = (VAeM,)[<{4BE>CB A (A CB)BE].

Théordme 7.12. (A=B)p A (A=C)p = (B=C)gp.

NOTATION 7.2. Une chaine finie ou infinie, supportée par deux
points, soit par exemple

Mo, NB, Moty y NByyy ... Mo, NB,,
sera notée
{Ma, NB,J7 ou bien {(M'N');

On admet: — 0 < p < g < ©.

Par exemple, la chaine AaB'(M'N')]iS'T" contient une partie sup-
portée ¢ fois par M et g fois par N.

Désignons par I', et I'y les ensembles des événements de la chaine
(A'B'}=_, qui ont lieu en A4, respectivement en B.

Théoréme 7.13. S’il w'est pas (A = B)xy pour un aye€X,, alors il
west ni (A= B)a, ni (B= AP quels que soient ey, pely, et Ton a:

(1.2) (ABud <|AB)"2 A4 et (AB)u=<|AB) (VneZ).
Démonstration. En vertu du théoréme 7.8

Avg < (A B |*e Ang < [A'B) 2 Aty B' A" < (A'BY23' 4,
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donc [A4'B")®., Aug < [A'B"}®t 4', d’ol1, de la méme maniére, en gjoutant
des lettres suivant la  Régle pratique:

[A'BoL < (4B, (4B A <{ABYE 4,  etc.,
et en retranchant des lettres,.

[A'B )", < {A'B )3, (A'B)'4 < (AB|®. 4", etc,
donc on a (7.2). La premiére partie du théoréme résulte de la seconde

partie du théoréme 7.8.

Théoréme 7.14. Si Aa <X Ar < AaB A, alors, guel que soit ), on a’
non(4 = B)e = non(4 = B)A\.

Théordme 7.15. S A,CZ, est le plus petir intervalle owvert qui
contient I',, on a:

(Fa, e Ty) (VA e Ay [non(A = Bz, => non(d4 = B)A].
Théoréme 7.16. Soit (A= Pa, (A== QB et An < AB. Alors
«Q = PaQ < OB.

Démonstration. Aa < Ap = AaQ < ABQ. Or on a aussi Pz, donc
AeQ < PeQ, d’oll PeQ <ABQ. D’un autre cté ABOBAB, donc ABQ < OB,
par conséquent, PxQ <08,

Remarque. Ceci signifie dans Pinterprétation en Physique: Si le
point matériel A part de P & linstant oll « a lieu en P, et si a est
percu de Q, alors = est pergu de Q avant que A arrive 4 Q.

Dans les sept théorémes suivants on considére les alignements
des points.

Théoréme 7.17. (AxBE)Cy A [(4=Cla V (C= AN} =
=D (A=Ba AB=Ca A (A=ClaA (a=p=y).

Démonstration. On a AaBBC < AaCy (définition 4.2). Si (4 = Ck
on a A«CyAx (définition 4.1), donc e=vy (axiome III 1). Si (C= A)y
on a CyAxCy, donc a=<vy. Par conségquent, dans l'un et l'autre cas
AeBBCx, d’oul a=f (axiome III 1) et (4= B)x. Donc on a a=f=vy
et les trois coincidences.
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Théoréme 7.18.
{A«-BBY>Cy V {(AaBB-»Cy = non(d = C)x A non(C= A}y A «#¥.
Théoréme 7.19. (A«Bg->Cy => V3 [non (BB-Cy>A3].
En d’autres termes: (AaBB)Cy A {(BBCy»>A3 = (B=C)B A B=¥.
Démonstration. Supposons d’abord qu’il ne soit pas (A4 = B)x. Si
I3[ (BB-Cv) A3],

on aurait ou bien (C = A)y et d’aprés-le théoréme 7.17 aussi (4 = B)a,
contrairement a ’hypothése, ou bien

(Aa-BB->Cy A {(BB-Cy->Aj3,
donc, selon la premiére proposition de l’axiome III 4,
(Aa-Cy-YAS c.-a-d. AaCr AS A AxAS,

d’ott & =38 et AaCy Ax, donc (4= C)a, et par conséquent (A = B)a,
contrairement a I’hypothese. Donc il n’est pas (BB-Cy)As.

Soit (A = B)a, donc aussi a=p, et supposons que (BB-Cy)>AS,
donc BBCv A3 < BBAS. Selon la définition 4.1 et ’axiome III 1, on a
aussi BRAR, donc 3=8 et BBCyAB, d’ou BRCyABBB et BRCYBB, donc
(B = C)B, donc ce n’est pas {(BB-Cy)A3, ni lorsque (A4 = B)«.

Théoréme 7.20. Lorsque {(AaBpYCy A {(BBAx)Cry,
ou {CyAx)BB A {CyBg)Aax,
) ou (AaCy)BB N (BBCy)Ae,
alors (A = B)t. Dans le troisiéme cas on a aussi (A= C)a et (B = G)a.
Théoréme 7.21.

(Ax-BB-Y>Cy A {(Aa-Cy-YD5 < (Au-Bp->DS A (BB-Cy->D?.

Théordme 7.22. L’axiome IIT '4 et le théoréme 7.21 restent vrais
quand ) ' o

(A= B)x ou (B=C) ou (C= D).
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Théoréme 7.23. S¢ dans [laxtome III 4, ou dans le théoréme 7.21
il west pas a la fois

(A=B)x et (B=C)3 et (C= D),

alors il n'est ni (A = D)o, ni (D= A3, et 1l est donc oy et A+#D.

Le théoreme suivant est une conséquence de 'axiome III 5.
Théoréme 7.24.

O¢M, = B9 Zp) Vo (FbeZy) [ (P = Py, =
= PpQo) N (Pe<Pyp, => PpQi)].

PeM, < @eZ)V(FecZy)[(Q<Qyy =
= PoQd) A (Qy>0Q4y = PoQd)].

Remarque. Il est possible que (Vo€ ) [Pe Qw'], et que
(VyeZy) [Po QY.

8. L'ORDRE FONDE SUR L'ENSEMBLE X SEUL 1

Ce furent d’abord 4. 4. Robb et plus tard A. G. Walker'* qui
choisirent les événements comme seuls éléments d’un systéme axiomatique,
en les appelant des ,,instants‘, Lexposé de ce paragraphe ne suit pas
ceux de ces auteurs, ou d’autres, mais indique une mamere de traiter le
sujet, et de rejoindre les chapitres suivants. B

B0 5 | (a) Les termes primitifs.

Nous admettons une seule espéce d’éléments, les dvénements instan-

tanés, notés «, B,..., et désignons par T P’ensemble de tous ces événe-
ments. Entre les événements nous admettons les deux relations: étre avant
et déclencher. L’expression «o est avant P» sera notée o < B, et I’expression
«y déclenche & sera notée vy ~ 3. On peut écrire aussi f >, ce qui
se lit: «3 est aprés o, et de méme 3 « vy, ce qui se lit: «3 est declenché
par y»18

14 4. A. Robb, A Theory of time and space, C. U. P. 1914. 4. G. Walker,
Foundations of Relativity, I et II, Proc. Roy. Soc. Edinb., 1948.

15 Dans linterprétation de cette relation en Physlque, I'événement instantané y
produit un rayon instantané de lumiére, qui ,atteint’ le point ou § a lieu, 3 I'instant
de 8§ méme.

2
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(b) Les axiomes d’ordre du temps. Points matériels.

Il n’y a aucun axiome indépendant des deux relations < et ~.
Nous commengons donc par les axiomes d’ordre du temps, et y distin-
guons les trois axiomes suivants.

AXIOME I0* 1. ,,Etre avanr est une relation d’ordre au sens strict,
par lagquelle Uensemble 3 est muni d’un ordre partiel.

AXIOME II* 2. (Va,p)Iv[e<B = e <y <]

L’ensemble X contient deux événements dits impropres, notés o»
o', qui satisfont ’axiome suivant:

AXIOME II* 3. (Ao, o) Voo <o o' A oo’

Remarques. «=<f signifie o « B ou «=p. Selon Paxiome II* 1
on adonc: 1. (VaeD)[axa], 2. axPABKYyY = ax7 3. axXBA
A B<Xax = a=f, — Les propriétés de =, qui figurent parmi les axi-
omes de Robb, et non pas parmi les notres, sont démontrables dans
notre systéme d’axiomes I &4 VIII. Tel est par exemple le fait que T
est filtrant & droite et & gauche:

Ve, Ao e <o AB<9] et (Vo,B)IY[P<a A $=<pl
Envisageons les parties totalement ordonnées de X.

DEFINITION 8.1. Nous appellerons les sous-ensembles de 3, totale-

ment ordonnés par la relation ,étre avant®® et maximaux dans X, points
matériels, ou simplement points (ou particules) et nous les désignerons par
les lettres majuscules, 4, B, ...

Remarque. Un sous-ensemble 4 totalement ordonné, d’un en-

semble E qui appartient 3 une certaine classe d’ensembles, est dit
maximal dans E §’il n’existe aucun x€ E, tel que x¢ 4, et que A U [x}
soit encore totalement ordonné par la méme relation d’ordre.

NOTATION 8.1. L’ensemble de tous les points de = sera noté M.

DEFINITION 8.2. Soit P € M.
Pe ¥ e P.

On lira: « a lieu en P.
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DEFINITION 83. Pu<Pg & (¢,8 € P) A a <B.
On dira que « a lieu en P avanr B.
On écrira aussi: PP > Pu et dira: B a lieu en P aprés o

Pour que les chapitres suivants puissent se rattacher aussi au présent
paragraphe, nous désignerons un point matériel P aussi par Z,.
En vertu de la définition 8.1 et des axiomes II* 2 et 3 on a:

Théoréme 8.1, Tour point matériel est un ensemble d’événements, dense,
et dont le premier élément est o ot le dernier est o'.

Théort¢me 8.2 Vo 3IP[¢ € P], VP3Iyp[p € P}

Le téoréme suivant est une conséquence du théoréme de Zermelo:*

Théoréme 8.3. Quel que soit un sous-ensemble O totdlement ordonné de z,
un point matériel P existe, tel que P C P.

(¢) Les axiomes d’ordre de la lumiére.

sDéclencher est une relation réflexive, antisymétrique au sens
strict, mais point transitive, si non dans un sens plus large. Il n’y est
question d’ordre que dans un sens élargi. Elle est définie par les sept
axiomes suivants:

AXIOME MI* 1. Vo[« ~ o].

AXIOME II* 2. (@~ 8) A (B ~ %) = a=.

AXIOME HI* 3. (s ~B) A (B~ Y) = (@~ ¥) V (@ =<¥).
AXIOME MI* 4. (o~ B) V (8 ~ @) = non (« < B).

AXIOME III* 5. Si «,8 € P et L, € O (P, Q € M), alors
@ "NAB~w) = (e<B = A<
A la place des définitions 4.1 et 4.2 on a les deux suivantes:
* Voir par ex. Kuratowski, Introduction & la Théorie des Ensembles et 3 Ia

Topologie (Genéve 1966, p. 94).

2%
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DEFINITION 8.4. (4= B)x * « € ANB.

On dira que les points matériels A et B coincident a linstant de «.

DEFINITION 8.5. {a,B>r %X (w ~B)A (B~ Y) A (¢~ ¥).

On dira que la suite (&, B, y) est alignée. Si a %8, ou B+ v, ou 'un et
Pautre, on écrira:

{a-Bd>y ou <(af-)y ou <«-f-)v.

Si ac A4, peB, vyeC on notera aussi {AaBp) Cy et dira que la suite
(A, B, C) est en alignement instantané, percu de C a Pinstant de v.

AXIOME IIT* 6. (a-B->y A {f-y->8 = {a-v-)3;
a=B->y A La-B-)8 A (v #3) = {a-y-)8 V {a-3-)v;

etc., en analogie avec Paxiome III 4.

AXIOME III* 7. Quels que soient P=13, et Q=§Q, on a les deux
propositions sutvantes:

(Vo,0 € Z)(VB e BV e Z)la "B Ao <a = o~ ().
(VeeZp) (VB beZ)@oeZp)[a~BAY>B = ¢~ ]
DEFINITION 8.6. «P %L (3pe P)[« ~ B].

On dira: « est percu de P, ou bien de maniére plus compléte, en écrivant
aPpP: o est percu de P & Pinstant de B, ou: « déclenche P en P, ou encore:
B se rattache & « en P.

NOTATION 8.2. L’ensemble de tous les événements qui sont pergus
de P sera noté XF.

DEFINITION 8.7. «P < BP o3, ufalPr A BPe A A<,

aP =< 8P %L 3%, u[aPr A BPu A (A =p)],

«P<Pp ¥ an[Pr A PBAG<B)],

etc., en analogie avec la définition 2.5.

Théordme 8.4. Quel que soit un point P, Pensemble XF est muni
par les relations ,avant™ et ,,simultanément®, d’un préordre total.
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Démonstration. Soient a,BeXf, et A<p, AS>pou A=g. On a sui-
vant la définition 8.7 respectivement «P <BP, «P > BP ou aP<pP.
Suivant la définition 8.1 l’ordre sur ’ensemble P est total. Comme < est
d’aprés la définition 8.7 une équivalence (et non pas I’identité), Pordre

sur =¥ est un préordre total.

Les définitions 6.2, 3.2 et 3.3 des intervalles, des chaines et de
leur ordre, restent les mémes. Terminons par la suivante:

DEFINITION 8.8. Un point P tel que
(VaeZ)@p,d € P)[o - a - §]

sera appelé point ordinaive. Tout point qui n’est pas ordinaire sera dit
exceptionnel.

(d) L’équivalence des deux systémes.

Désignons le systeme axiomatique des paragraphes 1 4 6 par A, et
celui du paragraphe 8 par B. Il y a 16 axiomes dans A ét 10 dans B.
Les événements sont éléments dans A et dans B; les points, éléments dans
A, sont dans B introduits par la définition 8.1. Les relations ‘avosr lieu
en et érre pergu de, fondamentales dans A, sont définies dans B par les
définitions 8.2 et 8.6. La relation ére avant, entre deux couples, soit
{ay, PY < (B, Py, ainsi que «P <BP, fondamentale dans A, ést dans B
contenue dans la définition 8.7; la relation érre avant entre deux dvéne-
ments, fondamentale dans B, est dans A introduite par la définition 6.1
et notée <, elle implique Po et PB dans B aussi bien que dans A,

grice a 1’ax1ome II 2. La relation déclencher, fondamentale dans B; est
dans A équivalente & «aPB de la définition 3.1; elle implique PB aussi
dans B, car VYBIP[PB] selon les définitions 8.1 et 8.2.

En conformité avec cette correspondance entre les symboles définis
implicitement ou explicitement, le systtme des axiomes de A est équi-
valent 4 celui de B. En effet, Paxiome II*1 de B est exprimé dans A
par le théoréme 6.4; les axiomes II*2 et 3 résultent de la définition 6.1,
de IT 6 et de I 3, I 4 et II 7; ’axiome III*1 résulte du:théoréme 6.1;
III*2 se retrouve dans III 1 de A; III*3, 5, 6 et 7 se retrouvent
dans III 3, 2, 4 et 5 respectivement; III*4 résulte de I 1, IT 1 et
IIT 1. Ainsi tous les axiomes de B sont vrais aussi dans A.

Inversement, Paxiome I 1 de A se retrouve dans le théoréme 8.2
de B; les axiomes I 2, II 1 et II 2 de A résultent directement des
defmmons 8.6 et 8.7 de B; I 3 et 4 résultent de II*3 et de la dé&finition
8.1; les axiomes II 3, 4 et 5 de A sont contenus dans le théoréme 8.4
de B; II 6 et 7 résultent de II*2 et 3, et de la définition- 8.1 1II 1,
2, 3, 4 et 5 de A se retrouvent dans B dans III*2, 5, 3, 6 et 7
respectivement. Ainsi tous les axiomes de A sont vrais aussi. dans B.

Par conséquent, les paragraphes 1 4 7 et les chapltres ‘suivants se rat-
tachent également au systtme B, bien qu’en premier lieu ils. se
rattachent au systéme A.



CHAPITRE II

CONTINUITE

9. TOPOLOGIE SUR I,

Quel que soit un point P, nous définissons sur X, une topologie
en associant a tout xc X, la base des voisinages de «, constituée par
tous les intervalles ouverts contenant «. Ceux-ci seront notés Vp(«).

En vertu du théoréme 6.7 X, est un espace séparé, donc tout
filtre sur X, a au plus un ,,élément limite‘*. Pour préciser les idées,
énongons la définition suivante:

DEFINITION 9.1. La suite (#,)men> o0 Vm[p,, € Zp], sera dite con-
vergente lorsque X, contient une suite décroissantel® d’intervalles fermés
[0 Bl (e N), telle que

-]
n"=1 [“n) Bn]
ne contient aucun intervalle, et que

VuAdmVr [t+r € [, Ba) 1-

Si Ny [«,B,0=(¢), on dira que ¢ est Pévénement limite? de
(Bmdm e n €L QUE cette SLite converge vers @, ce qu’on notera: y,, — @ (m-»00).

10. LES AXIOMES DE CONTINUITE ET QUELQUES
CONSEQUENCES

Pour fonder la continuité il suffirait d’admettre le théoreme 10.1
comme axiome. Celui-ci impliquerait ’axiome II 6 (ou bien II*2). Or

18 Dite aussi ,suite d’intervalles emboités<.
1 Nous sommes obligés de distinguer les ,,événements limites* des ,,points
limites®, qui sont des points matériels.
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les deux axiomes suivants sont indépendants des axiomes d’ordre du

temps. Le premier fait de I, un ensemble séparable,’® Je second a la
forme de P’axiome dit de Cantor. Ils se rapportent a 'ensemble des évé-
nements qui ont lieu en un point et font (grace aussi aux axiomes I 3
et II 6) de cet ensemble un continu linéaire.

AXIOME 1V 1. L’ensemble EP des événements qui ont lieu en un
point P quelconque, contient un sous-ensemble dénombrable ©p, tel que tout

intervalle ouvert (non vide) de T, contient un élément de Op.

AXIOME 1V 2. Soit P un point quelcongque et (Y,),en une suite dé-

croissante d’intervalles owverts de Zp, telle que Nn=1 Y, ne contient aucun
intervalle.

Alors
Je[ee Ny X1

Remarques. Dans ce qui suit nous envisageons la continuité,
en nous limitant 4 Pensemble ouvert . Comme X, n’a pas d’intervalles
ouverts vides, il contient selon P’axiome IV 1 un sous-ensemble dénom-
brable dense, donc il est séparable. En vertu du théoréme 6.5 et des
axiomes IV 1 et 2 on a donc:

Théoréme 10.1 Quel que soit P, ensemble X, totalement ordonné
par les relations ,,avant et ,,simultanément*, est homéomorphe & Uensemble
des nombres réels.

DEFINITION 10.1. 28 & (0| Po QU A 9 €, A bEZ,).
PEe E (W[ PeOb A oD, A de Ty
Théoréme 10.2. (VP, O)[PeM, = Z¢—Zl.

(VP,Q)[QeM, = ZF=3,].

Théoréme 10.3. 22 est un intervalle ouvert commengant, et pig €St un
tntervalle ouvert terminant.

18 Par conséquent ¢’est, strictement parlé, un axiome topologique. Nous le met-
tons au nombre des axiomes de continuité, en prenant celle-ci dans le sens plus large
qu’on retrouve dans la géométrie élémentaire, ot P’axiome dit d’Archiméde est un
s,axiome de continuitéss,
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Démonstration. Si ¢ € Z3 et Po’ < Py, alors selon l’axiome III 5
on a aussi ¢ €28, 11 en résulte que =2 est un intervalle commengcant.
Soit « son bout supérieur. Si a=’, on a 219:2,,. Si Pa< Po' et
PaQOB, on a B=o'. En effer, si au contraire OBf < Qw’, alors selon
Paxiome II 6

3 e Z)[0p < O8]

et d’apres Paxiome I1I 5,
(32" € Z) [P” OP'),

donc, selon l'axiome III 2, Px < Po/, contrairement & I’hypothése que
a est le bout supérieur de I’intervalle. Par conséquent, Px Qo’, d’ol1 o ¢ =3
donc Zgz(w, «), et c’est un intervalle ouvert.

On montre de la méme maniére que X, est un intervale terminant,
ouvert,

E étant un ensemble quelconque, notons E? son ensemble dérivé,
Théoréme 10.4. Soient P,Qc M, DCEp, et YTy, tels que
W={{|PeQy A g€ D).

Alors,
(Ve € Z8) (VB € ,Z0) [PaQB = (ze D! = pe¥)].

Démonstration. On a
Q »
DcXp, YcX,.

Soit a e @7, tel que awe I2. Alors existe Be pZ,, tel que PuQp. Soit
(415 4s) C p2g un intervalle quelconque, contenant B, et soient g, ¢, tels

que ¢, Oy, 9,00, D’apres le théoréme 7.1 ae (9,9 C 2. Comme
ae D un ¢’ € @ existe dans (g, @), ¢ 7 . Soit { € ¥, tel que ¢'QY’,
donc ¢’ #B. Or ¢ & (¢, ¥,) donc Be 2.

L’inverse se prouve de maniére analogue.

Si P,QeM,, le théoréme précédent obtient la forme plus simple
suivante:

Théoréme 10.5. Soient P,QeM,, PCZ,, e¢ YCZ,, tels que

¥ = (4| PeQY A ¢ € D).
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Alors
(Vo, B)[PaQB = (e D? < BeV9)].

Théorémei‘ 10.6. Soient P,QeM, (P=Q)a e (VuneN)[P¢, O]
Alors ’

Pp >0 > Yy >

Démonstration. Soit (9,), cn=PL, Y en=Y. On a ®?=(a), donc
selon le théoréme 10.4

3B ¥=(8))
et PeQB. Or (P = Q)«, donc B =«

Soient P, Q deux points quelconques. Dans Pexpression ¢Qt, a
tout ¢ € ¢ correspond un Y€ X,, donc si ces ensembles ne sont pas
vides, elle définit une application que nous noterons s, .

L’expression PopQ¢ définit en vertu du théoréme 7.1 une applica-

tion biunivoque de 2 sur rZg, pourvu que ces ensembles ne soient pas
vides; nous la noterons sp,.

Posons donc la définitinn suivante:

DEFINITION 10.2. 5,: 3% ¥g & ({5, ¢>|0Qb A €2 A P € Z).

X L def
Spg - Z?’ Fp2y = [ <% ¢>] PoQb A g€ ZI(g NYE PZQ}'
Remarque. Généralement, s,,7#sp,"", puisque ¢7#¢ dans
PoOUPy . ~On a spo = so/E8, c.-a-d. 5., est la restriction de s, 2 )y’ 3

Théordme 10.7. Quel que soit Q, s,: L%+ X, est une surjection. Si
PeM,, spo: Egl—-»ZQ est une surjection.

Démonstration. (VU € £y) [Od O], donc sgq: By 2, est une surjec-
tion. Mais s54,=5,/Z,, donc s, aussi est une surjection de Z? sur X,

. ) ~ 1 3
Si Pe My, spo:E8r> ,5o=5, est sclon le théoréme 10.2 une
surjection.

Théoréme 10.8. En supposant que 2 e plq Me sont pas vides, Spq
est une surjection biunivoque, bicontinue et croissante (conservant Pordre du
temps) .

Lorsque P,QeM, on a spu:2Z,—Z,.
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Démonstration. En vertu de la définition 10.2 sy, est une surjection.
Grice au théoréme 7.1 c’est une application biunivoque, croissante, et
il résulte du théoréme 10.4 qu’elle est aussi bicontinue.

1l. TEMPS CONTINU

L’ensemble 3, étant pour tout P homéomorphe 4 R, on peut dé-
finir sur un intervalle ouvert quelconque de X, une fonction numérique
continue et qui joue dans linterprétation intuitive de la théorie le réle
d’un ,temps local** continu, non métrique.

DEFINITION 11.1. Soient A,C Z,(PeM) et (a,5) C R deux interval-
les ouverts. Toute application

fiAprs (a, b),

biunivoque, bicontinue et croissante, de A, sur (a,b) sera appelée un
temps numérique continu de P (ou: en P) défini sur Ap, ou tout court, un
temps continu de P. On dira aussi que f est une application fondamentale
du temps, définie sur A,.1°

Les valeurs de f seront appelées des instants du temps f.
Grice au théoreme 10.1, A, étant homéomorphe i (a, ), on a:

Théoréme 11.1 Des temps continus existent en tout point P, sur tout
intervalle ouvert A,

NOTATION il.1. Quand les valeurs d’un temps continu seront
désignées par exemple par 7, alors suivant la table des Notations, Pap-
plication fondamentale du temps sera souvent notée 7. Si pel, et
t=f{g), nous écrirons donc aussi £=?(<p). De méme cp=$(£), et on
notera P<p=P; (#)=P: (¢). On écrira (P= Q)¢ pour (P = Q)o.

L’ensemble des temps continus de P sera noté &,.

Théoréme 11.2. Soit A, CcZ, et f,gctCp,
fiAp—(a, b), g AL (d,b).
Alors
g-f1:(a, b))~ (a’,¥")
est une application biunivogue, bicontinue et croissante.

% f:E> F est dite croissante (au sens strict) lorsque E et F étant totalement
ordonnés, on a (Wx, vy BE)[x<y <« f(x) < f(») ]
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Démonstration. f et g sont des homéomorphismes, et il est également
clair que Papplication g.f~' est croissante.

En vertu du théoréme 10.4 et de la définition 11.1 on a:

Théorédme 11.3. Soit A, Cc X, et AgC Xy ont
Ag={¢|Po Qb A 9 €A,

er soit f€EGp, §ETG f:Ap—(a,b), g:Ap—>(c, d). Alors
g spe-f71 1 (a, ) (¢, d)

est une application biunivoque, bicontinue et croissante.

12. RELATIONS NON-INSTANTANEES

A partir de ce paragraphe les considérations seront basées sur des
relations qui ,,durent pendant des intervalles du temps continu.

DEFINITION 12.1. Une relation quelconque sera dite instantanée si
elle est définie pour un instant, soit en parlant d’un événement (telle la
coincidence ,,4 I’instant de a‘), soit d’'un temps continu.

DEFINITION 12.2. Si une relition instantanée a lieu a tout instant
d’un ensemble @ d’événements, elle sera dite non-instantanée; si @ est
un intervalle A d’événements, ou bien un intervalle (¢,1,) de valeurs
d’un temps continu, nous dirons qu’elle a lieu constamment dans A,
respectivement dans (¢, t,); une telle relation sera dite conszante dans A,
ou bien dans (¢;,2,). Si A n’est pas un intervalle limité, mais (o, "),
nous dirons simplement que la relation a constamment liew; une telle
relation sera dite permanente.

Si une relation n’a lieu 4 aucun instant de A ou de (¢,1,), nous
dirons qu’elle n’y a jamais lieu.

Toutes ces relations peuvent se rapporter aussi bien a des inter-
valles fermés.

DEFINITION 12.3. Soit ® C Xp. Alors P® & (Vo € D) [Pop), et on
dira que Pensemble ® a lieu en P.

Soit EC X, Alors EP £l (VEcE)[EP], et on dira que Pensemble
E est pergu de P.
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Soit EC X%, WCZ,. Alors ZQY £ EQ A Q WAY =5(8), et
on dira que ¥ se rattache en Q & D.

Soit ® CZ,, ¥ I,. Alors POQY & PO A DOY.
Théordme 12.1 EQV <« ¥ =s,(E).

PD Q\P < Y= SPQ(q)).
Théordme 12.2. (P, Qe My) [PE, Q%]

Théordme 12.3. Soiz PDOQY. Si D est un intervalle ouvert, ¥ auss
est un intervalle ouvert, et inversement.

DEFINITION 124. (P = 0)A, ¥ Vo[oeA, -> (P = Q)ol.

On dira que P et Q sont en coincidence constante, ou qu’ils coincident
constamment dans Pintervalle Ap .

fnon(P = Q)]1A, 9 Vo [ eA, = non(P = 0Ol
On dira que P et Q sont en non-coincidence constante dans Ap.
Remarques. (P= 0, =« (Q=P,.

mon{P = Q) 1A, doit &tre distingué de non[ (P = Q)A,].

DEFINITION 12.5. (POYRA, % Yo[oeA,= (PO Ryl

On dira que la suite (P, O, R) est en alignement constant, per¢u de R, dans
Pintervalle A, de Z,, .

Marquant par un trait que deux points ne coincident jamais dans
cet alignement, on écrira par exemple {P-Q) RA, quand [pnon(P = Q)]A,.

NOTATION 12.1. Si les intervalles sont sousentendus ou si les
relations sont permanentes on écrira simplement P= Q et {(PO> R.

Plus précisément, (POODR=(PA, QA RA,, ol PA,QALRA,
(définition 12.3). Mais on pourra écrire aussi (PA, Q>R ou (POADR.
La non-coincidence des points, étendue aux intervalles maximaux

ou elle a encore lieu, joue un rdle important, ce qui justifie les défini-
tions suivantes,
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DEFINITION 12.6.

(o Bro & @8 A P=Qu A (P= QB A Vel e(ap)y =
= non{P = Q)pl.

On appellera (o, B)p.q un intervalle maximal de non-coincidence de P avec Q.

NOTATION 12.2. Au lieu de (w, B)p:o On écrira aussi Ap., sans noter
les limites. L’ensemble des intervalles Ap, pour P et Q donnés, sera
noté Spg . '

DEFINITION 12.7. Soit Pec M et EC M.

£
(% B)rg = Az e (7 {6 B) pix -
On appellera («, 8)pp un tntervalle maximal de non-coincidence de P avec E.

NOTATION 12.3. Au lieu de {«, B)p.g On écrira aussi A, . L’ensemble
des intervalles A, pour P et E donnés sera noté S, .

Remarque. En d’autres termes, («, 8),.g st un intervalle («,8)p:x »
qui est maximal de non-coincidence de P avec tout X € E\{P] 2 la fois.

DEFINITION 12.8. Soit Ec M et
EXCAY) (VXecE)[Xa A XB A (o B)x €S xgl-

Nous dirons que E est un ensemble de points en non-coincidence entre o. et .

(2 B &t Uxer (@ Bxe

sera appelé réunion d’intervalles de non-coincidence (simultanée). On dira
aussi que E est en non-coincidence sur lensemble (w,B)g, entre « et 8.

NOTATION 12.4. On notera 4" (o, B) ’ensemble de tous les ensembles
de points qui sont en non-coincidence entre « et B, et 4" la réunion de
tous les A" («, B). L’ensemble des (x, ) pour un E donné sera noté Sg.
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Remarque. On a en d’autres termes,

X£X
(ats ﬁ)E = UxXxecg (% Bx:x's
ou encore:

(“s B)E = { (0‘: ﬁ)x I XeE A (“: B)X EJX;E A (VX’ € E) [X(“-, B)x X'(“, B)x'] )

D’aprés le théoréme suivant, lorsque ’un des deux intervalles A,
A, se rattache 4 Pautre et que 'un ou Pautre est un intervalle maximal
de non-coincidence, alors tous les deux sont des intervalles maximaux
de non-coincidence, et ils se rattachent 'un & lautre.

Théoréme 12.4. PAP QAQ /\ AP ejP;Q <> QAQPAP /\ AQ EjQ:p s

PA QMG A DAgEFgp <> OAGPA, A ApESpg.

En outre, a, B existent tels que Ap=(a,B)p, Ao= (a:B)q e (P=Q),

P=0)08.

Démonstration. Soit Ap=(o,B)p, Ag=(a,B)e, les extrémités des
intervalles pouvant étre aussi o et o' (définition 2.4). Notant &, 4", #,%
les quatre membres de la premiére proposition du théoréme dans leur
ordre respectif, le théoreme s’écrit:

A NA = BNZL, ANL <> BNA.

Montrons d’abord que o AKX = # N L.

Soit donc PA, QA, et ApeFpy. Ona Pp Qb , d’oll peAp, YA,
Ona(P=Q)xet (P=Q)B, car dans les cas contraires on aurait en vertu
de la définition 12.6 Ap¢SF..,; donc a=7y et f=35. Par conséquent,
Ag=(u;B)g, d’0ll AgeSFgp.

Soit Pp Oy Po’ et PAp QAL PA,. Comme Ap€Spq et 9E Ay, On a
¢’ € Ap (théoréme 7.10) d’olt A'pC Ap. Dong, en appliquant la conclusion
précédente,

DAp€Fpq  Do€Fgr ANpEFmgs

par conséquent A'p=Ap, d’oll QA PA,. Donc & NA = BNZL.

On montre de maniére analogue que &/ A% = B AA. Les im-
plications inverses résultent en permutant P et Q. Le reste du théoréme
est évident.
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Le théoréme suivant est une généralisation du précédent.
Théoréme 12.5 Soient X,, X, X’ €eEcM. &

X (VXA X [(XpBye XAx V XA X Bx) N (Bxe€EFx0x V Az EIxizo) ]
et
VX(VX #X)[[non (X = X')] Al
alors
VXWX #X)[ XA XA N (DyeFrx)].
En ourre,
Ae, VX [Ax=(x,B)x] e VXVX#X[(X=X)a A(X=X)8l
Remarque. L’axiome III 5, ainsi que la majorité des théorémes

du paragraphe 7 sur les coincidences et alignements instantanés, restent
valables en les appliquant aux relations non-instantanées.

Ajoutons les deux définitions suivantes, qui introduisent la relation
sétre situé*s. La premiére s’applique aux ensembles de points quelconques,
la seconde aux ensembles en non-coincidence.

DEFINITION 12.9. Soit Pc M et Ac M. Alors:
(PEA) £ (@pe %) @XeA)[(P= X)gl,
on dira qu’a Uinstant de ¢ le point P est situé dans Pensemble A.
PeEAD E ADCcE,) (Voe D) [(PEAY],

on dira que le point P est {constamment) situé dans DPensemble A, sur
Pensemble © d’événements.

DEFINITION 12.10. Soient A,Be& A (a, B). Alors

(BCA) (s & (VXeB)[(XEA)(x Byl

on dira que sur Uensemble d’intervalles (., B)p ['ensembles B est constamment
sttué dans ensemble A.

A=B)(%pa = AEB) (@84 A BCA) (%P8

on dira que sur Uensemble d’intervalles (w,B)a les ens:mbles A et B sont
constamment situés Pun sur Pautre.
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DEFINITION 12.11. (P¢A)e & non (P& A)g,

(PEA) (2, 8)r & (Vo e (o B)r) [(PEA)e). Erc.

Lorsque Yintervalle du temps est sousentendu ou que les relations sont
permanentes, on écrira aussi plus court: PEA, BC A, A = B, etc.

Notons les deux propositions suivantes:

Théoréme 12.6. (PcA)e —> (P& Agp.
(PeA)D — (P&EA)D.

Théoréme 12.7. (ACB)(x, 8)a > (ACB)(x B)a .
A-B > A=B.

13. TOPOLOGIE LOCALE DANS LES ENSEMBLES DE
POINTS MATERIELS

Les temps ,,locaux‘‘ étant liés aux points matériels, on peut bien,
déja ici, introduire les points (matériels) d’accumulation, et d’autres
notions concernant les propriétés topologiques des ensembles de points
matériels, en se limitant au voisinage d’un point pris séparément. Les
propriétés topologiques qui se rapportent aux ensembles de points en
général, pourront &tre traitées seulement aprés avoir défini une relation
appropriée entre les temps des différents points d’un ensemble de points
matériels.

DEFINITION 13.1 Soit ECM, et Qe M, {eX,. Nous appellerons
Q un point d’accumulation de E & Pinstant de ¢ lorsque V({) Cc Z4 étant
un voisinage ouvert de &,

VWo(©) @PeE)@a,BEZQ)[QuP OB A %, BE V()]

Soit SEE et £E€X,. Nous appellerons S un point isolé de E a
Vinstant de & lorsque

Vs O (VPEE)(Va, e Z) [Sa P SE = «, B¢ Vs (8)].

DEFINITION 13.2. Soit { un événement qui a lieu en un point Q-
Nous appellerons Q un point limite d’une suite de points (P,),cn & Pin.
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stant de { lorsque V4 (§) C Z,étant un voisinage de {, deux suites d’événe-
ments, (o), en> (Bulsen €Xistent telles que

Wo@3mVnln>mA Qu, PyOB, = B, eVe(D].

On écrira: (P, > Q)C et (Q=lim P,)X.

n— 00

Remarque. Les définitions 13.1 et 13.2 s’expriment aussi bien
en termes d’un temp t€&,:Le point Q est un point d’accumulation de

Pensemble E & Pinstant ty, du temps t lorsque Vi, (z,) C (a, b) C R étant un
voisinage ouvert de 75, on a

YV () @PeE)A, 1" €(a,b))[Q ()P Q (&) AN t,1" €Ve(ta)],
et Q est un point-limite & instant t,, d’une suite (P,),cn lorsque
YWo(t)Im(Yn >m)[Q (t,) P," O (£,) = 1,1, €Vq(to)].

On écrira (P, -~ Q)t, et (lim P,=Q)¢,.

I =00

Théoréme 13.1. Soit (9,),enC Zg, @, > VE X, , ef soit une suite de
points (P,),en > telle que

Va[Qe, P, O] ou bien Vr[Q¢ P, Og,].
Alors n— oo = (P, — Q).

Théoréme 13.2, (VmeN)[(n>o0 = (P,—=>0O)t,) A (m—> 0 =
= 1, 1)] = >0 = (P, )zl

Démonstration. Soit (t,).en —> L, . Selon la définition 13.2 existent

(Zm, n) nE€N et ([(m, n)nE N

pour tout me N, telles que
Q () Py Q7 (£, )
Prenons m=n. On a
Q ) ([n, ﬂ) Pn ) Q ’ ([,n, n)) V[‘

Comme 1,,,-—>1t, et ', ,->1y, cela veut dire selon la définition 13.2
que (P, > 0)z, .

3
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Théoréme 13.3. non [n—> 0 = (P,— Q] =

= Vo) (VyeVy(@))[non[n-—> w0 = (P,— 01l

Nous aurons besoin du théoréme suivant sur la ,,convergence uni-
forme® d’une suite de points dans un certain intervalle de valeurs d’un
temps continu.

Théoréme 13.4. Soit (P,),cry une suite de points, qui converge vers
un point Q constamment dans un intervalle (t', t'") c (a, b), d’un temps continu

t de Q, dont (a, b) est Pintervalle des valeurs. Supposons que
Im(Ve>m)[Q° ()P Q (VYA Q VP, Q (") = v,,t",€(ab)].

Alors les fonctions f, () définies par

(13.1) Q- @OP,Q [+, (D)

convergent uniformément vers zéro dans tout intervalle fermé, contenu
dans (v, t").

Démonstration. Q' (£) <Q - [t+f,(¢)] pour te(t',,t") et n>m, donc
£ (@) >0 dans (¢,¢’) (définition 11.1). Si le théoréme était faux, il
n’existerait aucune suite (¢,),cn de nombres positifs et convergeant vers
zéro, telle que f, (¢) < e, pour tout € [t'y, "ol C (', ¢"). On pourrait tou-
jours extraire de (f,) une suite (f, p)”eN telle qu'on aurait f, (¢,)>h

pour un certain 2 > 0 et (z,) convergeant vers un f,€ [t',¢’]. Soient
alors k,! des nombres positifs, tels que

<t —1t'y, I<k<h e [I<h-kF
Pour p assez grand |t,—1,| < I, donc
ty <tot+l et 1,+f, (tp) > to—I—h,

puisque Jap (tp) > h. Or <1y, B<t' —1y, d00 [+ y+R< ),

donc z,+ke (t'; "), par conséquent (P, ),en converge a linstant fo+k

vers Q. Donc, en vertu des définitions 11.1 et 13.2 deux suites (¢',)
et (¢,) existent, convergeant vers z,+ k& et telles que

(13.2) Q- ()P, Q (1), VpeN.
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On a t, <+l <ty+k<<ty—I1+h, d’oir pour p assez grand,
L<ttl<<t,<t',<ty—Il+h,
donc
(13.3) t, <t <t <t+f, (2).

Ceci est impossible, car t, < t', entraine Q' (¢,) < Q" (¢',), donc en vertu
de (13.1) et (13.2)

O [ty + £, G)1 < Q" (¢",),

dotr ¢, > 1, + f,,(t,), contrairement a (13.3), par quoi le théoréme
est démontré.

3*



CHAPITRE 111
i+ METRIQUE s :

14. TEMPS METRIQUE

Deux points matériels P et O étant donnés, envisageons les cou-
ples {«, B) d’événements de A, C Z,, tels que PaQ PB, et supposons,
pour expliquer les idées, que P et Q soient en mouvement rectiligne
uniforme par rapport & un repére galiléen. Si la distance de P 4 O est
alors constante, celle de « 4 B, qui exprime une durée, est comme fonc-
tion de « également constante, et vice versa. Or, dans notre dévélop-
pement axiomatique la distance entre les points n’ayant pas été définie,
on ne peut parler ni de [’égalité des distances entre les éléments des
couples {«,8) - sauf dans le sens élargi suivant: Soient P, Q quelcon-
ques. Nous dirons par définition que la ,distance” de « a B est dans
Pintervalle A, «constante par rapport & O» lorsque

VaIp [, e A, = Pa PB].

Il existe alors un temps continu de P, soit r=f(9), ol ¢ €%, tel qu’il
y a proportionnalité entre ces distances des événements et les longueurs
des intervalles dans I'ensemble des valeurs de ce temps. Nous appellerons
celui-ci un «temps de P, métrique par rapport 4 O». Il se trouve 4 la
base des relations métriques dans le systéme que nous construisons. Du
point de vue intuitif il s’agit d’une métrique fondée sur la lumiere.

DEFINITION 14.1. Soit Apy (P# Q) un intervalle maximal de non-
-coincidence de P avec Q, ou bien, si P=Q, soit A, un intervalle A,
quelconque et T un intervalle de R. On dira qu’un temps continu de P,

Fidpo— T,
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défini sur Ap, est mérrique par rapport & Q lorsque
(Vo1 92 € Ap: q) [P(P1Q PCP?. :> f(@z) f(<P1) a=const.].

On appellera a Pélément métrique de f, ce qu’on notera a=¢e( fp o)

Remarque. Sict=f(p) et P#Q, on a donc V[P (t)QP(t+a}},
ainsi que a>0. Si P=Q ona a=0.

NOTATION 14.1. L’ensemble des temps continus en P, métriques
par rapport a Q sera noté p.,.

DEFINITION 14.2. Soit = f(ép) un temps en P, métrique par rapport
a4 O, défini sur Ap., et soient «, € Ay, . Nous appellerons

d(eB) = |f 0@
distance, ou durée, de o a B, basée sur le temps métrique f.
En excluant le cas trivial quand a=0, on a les théorémes suivants:

Théoréme 14.1. L’intervalle des wvaleurs d’un temps métrique est R.

Démonstration. Soit t €& p.y, défini sur Ap.y. En vertu du théoréme
7.11 les événements de T, de la chaine (P, Q"}2. définie a partir d’un
événement quelconque de Ap.,, sont contenus dans A, . Donc, suivant
la définition 14.1, on a pour Vme N

Py@P(t+a)Q... P{(t+ma)
et ' o »
P—-ma)QP{t—(m—1a)Q... P(1).

Donc, ¢ étant un temps continu, Pensemble des valeurs ¢ est R.

Théordme 14.2. Soit G Pias defzm sur Ap.o. Alors, si a :e(;p:e)

et %€ Apy, ol f(a) =0, le temps t a pour tout o, € Apo(neZ) pour
lequel ‘

wP' Q)i Pa, si n>0, ou bien o« PO Pxy, s n<0,

ainsi que pour n=_0, la valeur*

2 TYaprés nos notations, si n=1 on a o;,{P'Q'ﬁ Py = w, P'Q‘Pal?\PaoQ'Pal,
et en général: oco{P'Q'}'{Potn\f\ PocoQ'(P'Q'}',"lPoc" . ’
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(14.1) t(a)=na.

La fonction t=t(p,) est pour tout o, € (g, o) continue, croissante et d’ail-
leurs quelcongue, vespectans la continuité dans [og, o). Sur tout autre (o, ,
%41) 0% @

(14.2) t(p,) =2 (o) +na,
d’ott @, € (o, ,x,.4) est tel que

0o (P'Q)i Py, pour n>0, ou bien o,(PO).'Pe,  pour n<O.

Démonstration. Indiquons-la pour #>>0. On a «, (P Q') Pa,, et d’au-
tre part

P@QP(+a) = POQP)IXP(t+na),
donc, pour =0, P(0) X Pay, P'(na) =< Pa,, d’olt (14.1}. En outre
90 (P Q)i Py, ,
et d’autre part
Pt (ool {QP i X Pt (0n))

d’olr (14.2). D’aprés la définition 11.1 ¢ est dans [otps 2] une fonction
continue, croissante quelconque.

Remarque. En d’autres termss, ¢ est déterminée aprés le choix
de sa restriction /(g ay) € @ p.

Théoréme 14.3. A, et a>0 drant donnés, un temps métrique t,
défini sur Ap.g existe, tel que a=e(tp:q).

Démonstration. Définissons une fonction z=f(p) sur A, de la
maniére suivante:
Soit g€ Apye; posons  f(ap)=0.

Soit «oP Q') Px, (neN) ou bien «, [P-Q')y ' Pay (—neN); posons
fley)=na (nez).
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Soit @, € (g @) €t # un temps continu, défini sur («g, a;) de tell:
sorte que

lim 4 (g,) =0, lim 4 (¢y)=a;
Po = O Po — o1

posons f(pg) =i (o).
Soit o, € (a,, «,4,) tel que
n>0 et ¢(P'Q)iPp, ou bien. n<0 et ¢ (PO Py ;
posons f(g,)=f(¢,)+ na.

Alors, suivant les définitions 11.1 et 14.1 t=f(p) est un temps
métrique en P par rapport 4 Q.

NOTATION 14.2. Désignons par &, I’ensemble des fonctions perlo-
diques et continues d’une variable et dont la période est a. Il va de soi
que &, est I'ensemble des constantes.

Théoréme 14.4. Sozent te@',,q et v E&p, définis sur le méme in-

tervalle AEJPQ Pour que % Ebp.g, tl faur et 1l suffir que £or-1 soit une
fonction continue et croissante de t, de la forme

(14.3) ' U=kt +h(o),
ot he&F, e aze(tﬂ,,:q). En outre k=a'la ou a'=e(;'P:Q).

Démonstration. On a P (t)Q'P:(¢t+ a) (définition 14.1) et de méme,
si 2 €0y g P (£)Q P (¢' 4 a'). Pour les couples <z, ') tels que P:(¢) <X P(¢")
posons ¢ =g(t). On a donc ¢ +a' =g(t+a), d’ou Péquation g(t)+a =

=g(t+a), dont la solution est g(f)= h(t)+-—t, ot A(t+a)=~h(t), par

conséquent A #,. Pour que -1 soit continue et croissante il faut et

il sufflt, en vertu du théoréme 11.3, que % soit continue et que g soit
croissante.

!

Inversement, si ¢ =g()= 2y h(t), ot a’>0etheF,, h étant
a

telle que g soit continue et croissante, g est continue et croissante
aussi, et

gt A - R.
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Mais, g«;= 7, donc ?e@',,. Soit P-(¢)Q P (ty). On a
=g{t+a)= —a—(t+a)+h(t+a)=t’+a’,
a

donc t'€Gpq et a =e(lpy).

Remarqu e. Suivant le théoréme 14.4. €@ Pig s amm que 1’é1é-

ment métrique de ¢ € G p;q étant donnés, on peut définir ¢ de telle sorte
que dans (14.3) k=const. Alors, et alors seulement, si o, €Ay et

si d(«, B), d'(a, B) sont les distances basées sur ¢ es sur ¢, on a

(Yo, B) [d' (s B) =k d(a, B) 1.

Le théoréme suivant se démontre de maniére analogue, grice au
théoréme 11.3.

Théordme 14.5. Soit 1€ Gpq défini sur AE Ipq, e GET, di-
fint sur A’y tel que PAQA'. Pour que €@ qp, 1l faur er il suffzt que

wt—1 soit dans Pexpression P (t)Q (u) une fonction continue croissante de
t, de la forme:

=kt +h(z),
ou k>0, heF, et a=e(;P:Q). En outre k="bla o b=e(iyp).

En supposant qu’un temps continu de P peut étre a la fois mé-

Iy

trique par rapport a deux ou a plusieurs autres points, voir méme i
tout point d’un ensemble Ec M, nous posons la définition suivante:

DEFINITION 143. Gpg = N xegCrx -

Si t €&, nous dirons que le temps r est métrique par rapport a
Pensemble E.

Remarque. Pour quun temps ¢ de P, métrique par rapport a
un ensemble E, existe, il faut qu’il existe un intervalle A€ S,

Theoréme 14.6. Soient 1 € Gpior € ¢ €ETp, définis sur A€ I ponr).

Pour que % € Gp:(q,m)> U faur et il suffit que tor1 soit une Sfonction continue
croissante de t, de la forme:

=kt +h(),
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ot k>0, heF,, p étant le plus grand commun diviseur de a=e (tp,q) et
b=e(tp.,) ou bien, lorsqp’un tel wexiste pas, h— constante. En outre

k=a'la=b[b et afb=a'lb,
ot a' =e (¢ pig) | et B =e(lpp)
Démonstration. Soit 1€ Gp.(gn> [ €T et ' =f(). On a
P-(0)O P (t+a), et en termes de ¢, P [f(10 P [f(t+a}].
Si f’e-@},:ge, m> on aaussi PYOQO P +a) dolx
(14.4) Fa+a)=f()+d.
Notant f(t)=ke+h{z), (14.4) sécrit R(i+a)+h(+a)=k+h{)+d.

Pour que cette équation soit satisfaite il faut que ka=a' et heF,.

D’autre part on a P(Q)R'P(¢t+b), d’ou il résulte de la méme ma-~
niere kb=0b" et he #,. Par conséquent, k=a'la="b'lb, et hEF, p étant
le plus grand commun diviseur de a et b.

Inversement, si ¢’ =f(t)="Fkt+ h(¢) satisfait aux conditions du thé-
oréme, alors
CPIf@IQPIfeta)]l = Ple+h@IQP [kE+a)+h(E+a)l,
ou f(B)=kft+h(t)]=t" et

f@+ra)=k(+a)+h(t+a)y=kt+h{t)+a =1t +a,

donc P (t)YA'P({ +a). De méme P (YRP({/+b), par conséquent
t'e ap:(Q’R].

Théordme 14.7. Soit 1€ G, défini sur Ay, ainsi que
(145) P@QPI=PORP] et POQPI<PORPY

a tout instant t. Alors kil > mn.
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Démonstration. Si, au contraire, 2/l <m|n, la seconde relation (14.5)
entrainant

P QP < P@) (RP,
on aurait nk < ml, donc

P@) (Q P <P (@) (RP".
Or, la premiére relation (14.5) entraine

P @) (QP )" =P @ RPI,

donc k[l > min.

Théoréme 14.8. Soit [ EGp(q, p défini sur Dpyqr» 6

a=ce(tpg), b=e(tp:r)s
ainst que

P {Q P> P @) (RP)

a rtout instant t. Alors k[l > bla.

Démonstration. P-(£) (Q'P')f <X P-(t+ka), P() (R P} < P-(t+1b)-
Or,

PO P)i>P@®(RP),

d’ou P:(t+ka) > P(t+1b), donc t+ka > t-+1b, donc k[l > bla.

15. TEMPS SYNCHRONES

Les fonctions fondamentales du temps étant associées séparément
4 chaque point matériel, nous allons admettre qu’il existe une relation
entre ces fonctions, qui permettra, entre autres, une définition simple
de la simultanéité en des points différents. Les temps ,,locaux‘* formeront

ainsi un systéme, qui s’étendra a tout un ensemble de points (plus tard
méme a tout un espace euclidien & trois dimensions). On parlera donc



43

\

d’un ,temps commun‘ a cet ensemble de points, ou dun ,,temps-
coordonnée‘“ (paragraphe 16).

Envisageons d’abord deux points P et Q, et en revenant au point
de vue de la Physique, supposons qu’ils soient fixes par rapport a un

repére galiléen ¥, et que ¢ et # soient leurs temps locaux. Si un rayon
instantané de lumiére part de P au moment #, et revient & P au moment
t, apreés avoir été réfléchi en QO au moment w, on pose avec Einstein:

_ Lt

(15.1) 5

quel que soit %, et on dit que le temps en Q étant une fonction du
temps en P, est ,,synchrone au temps en P. Nous retiendrons cette
définition pour P et Q quelconques, et dirons que le temps # de Q est

synchrone au temps ¢t de P quels que soient P et Q, dés que la condition
(15.1) est constamment remplie. Alors, deux événements «, B, tels que

Po, OB, auront par définition ,,simultanément* lieu lorsque t(x) =1(B).

DEFINITION 15.1. Soit PA,QA, et €6, #€6,, définis sur A,
et Ay ; soit ensuite ApE,.5,.y, Ay € Fops ou bien (P=Q)A,.
Si dans Pexpression P (¢) Q (u) P (t,)

L1+ 1y
2

U=

quel que soit le couple {f;,t,> des valeurs du temps z, nous dirons que
% est synchrone a t, et noterons: 4 syn t.

Remarque. La cas de la coincidence dans la définition 15.1
étant trivial, nous ne considérons dans les théorémes suivants que les
ensembles E en non-coincidence (E € .4").

Théoréme 15.1. Soit PA,QA, et t€G,, 4E€F,, définis sur A,
et Ag. Alors

VA VI u[Ap€ Frg => @t syn £).
Le temps 1 est unique, et Uintervalle des valeurs de t et de @ est le méme.

Démonstration. Suivant le théoréme 12.4 on a dans PA, QA,PA’',
aussi Ag€ Fg.p et AL € Fpg, donc Ap=A’p. Suivant le théoréme 10.4
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Spq €t Sgp sont des homéomorphismes, ainsi que f:A,—D,, ou D,CcR
est lintervalle des valeurs du temps z=f(¢). Donc fy=f.(s¢p/Aq) €t
fo=F(spq 1) sont aussi des homéomorphismes de A, sur D,. Soient

91,9 EDp et P EA,, tels que P, Q¢ P, . Notons z,=f(¢y), t=1(a)s
u=(t;+1)/2. Comme t;=f;(}) et r,=f,(}) sont des homéomorphismes
de A, sur D,, la fonction

=f———-1_f2 A D

“ >

oi D, est lintervalle des valeurs u, ’est également. En outre, tous ces
homéomorphismes sont des fonctions croissantes. Donc on a g€y, et
suivant la définition 15.1, « syn .

Pour montrer que D,=D,, désignons-les, ainsi que A, et A,, res-
pectivement par (a, b), (¢, d), (o, B) et (v,3). On a
W—=v) = (> A gg—>a) = (@ etit,—>a) = (u->a),

donc ¢=a. De méme d=5b.

Remarque. La relation syn n’est pas symétrique. Mais on a les
deux théorémes suivants.

Théoréme 15.2. Soir PAL QAy, Ap€ Fpget re Gp, RET,, définis
sur Ap et Ay . Alors

t€Gpy N fisynt = dE€Gep, A L syn d.
En outre e (tp:g) =e (fhg:p).

Démonstration. Comme t € &p.q €t 4 syn ¢, on a avec un certain a>0
(définitions 14.1 et 15.1) et VeeR:

POQ@P(+a) et u=t =,
donc aussi Q'[t+ —‘21—) P(r+a) Q'[H— -35), c.-a-d.

O (w) P'[qu %) O (u+a), YueR.

Par conséquent A€ Gy, et tsynd. L'élément métrique de r etdedesta.
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Théordme 15.3. Soir PAp QAg, ApESpq et te@'PQ, défini sur Ap.
Alors un 4€Gq.p, défini sur Ay, existe tel que

tAsynﬁ et dsyn ‘.
Démonstration. Soit e(;,,:q)=a. On a
(15.1) V[P () O P(t+a)l.

Suivant le théoréme 14.3 un temps # existe, d#€Gqy,p, avec e(fg.p)=b
quelconque; donc soit b=a. Alors, d’aprés le théoréme 14.5, u =1t h(z).
La fonction % doit satisfaire les conditions du théoréme 14.5, ce qui
est sirement le cas lorsque V¢, A(r) =af2. Ainsi, u =1t + a/2, donc en vertu
de (15.1)

Ve [P (1) Q‘[H %] P(e+a)l,

par conséquent # syr t. Suivant le théoréme 15.2, ¢ syn 4.

Théoréme 15.4. Soit PA,QAy, N\, =F ., et 1€G,, 4E€F,, définis
sur Ap et By . Alors

~ -~

syt N dsynt > 1CEGpe N BEDGp.
En outre, e(tp.q) =e(lig.p).

Démonstration. Posons P(¢) Q'(u) P+(t)) Q'(w). Comme t syn 4 e
4 syn t, on a (définition 15.1)

t+1t , u+tu
U= R t' = R

2 2

d'oth ' —t=2wm~1), ' —u=2("—u). Comme &r' est une fonction
biunivoque et bicontinue de ¢ (théoréme 11.3), @ ¢~'(z) —r=f(cr) sont les
valeurs d’une fonction f continue, et on a

u=rt+f(), r'=t-+2f(1), u' =r+31(),
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d’ou

(15.2) L POOLHfOIP L +2f @10 +3f@)]. ..

D’aprés le théoréme 3.2 cette chaine est infinie dans les deux sens. En
substituant ¢ par z-+2f(z) on obtient

(15.3) PR 2fOIQ e 2f @+ e+ 2f @) ...

d’oli, en comparant les termes de (15.2) et (15.3),

(15.4) fle+2f®O1=f .

En substituant dans (15.2) ¢ par ¢t—2f(z), on regoit de méme maniére

(15.5) fle=-2f@0 1=/ ®;

et de (15.4) et (15.5), pour tout neZ,

(15.6) fle+r2nf(@)]1=1().

D’aprés le théoréme 11.3 1, < ¢, entraine w; <w#,, donc -+
+f(t)) < t3+f (£5), o1, en désignant par A¢, Af les différences, Af/At > — 1.
De méme, ¢, < t, entraine t,—f(t;) < 1,—f(z,), dolt Af/Ar < 1. Donc

(15.7) Ef_(fl) @) | _

L—t, |

pour Ve, 5, €R, 1,51,

L’équation fonctionnelle (15.6), accompagnée de (15.7), n’a qu’une
solution: la constante,?? soit f(¢)=a/2 (a > 0). Donc

P (DO [z+ %]P-(zm)g- [c+ %] ,

par conséquent, €&y, #EG,p, leur élément métrique étant a.

22 Une démonstration de ce fait, due a J. Karamata, se trouve dans mon tra-
vail: Grundlegendes etc., II, p. 104, cité sous 1.
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Remarque. L'inverse du théoréme précédent n’est pas vrai.— Le
théoréme suivant est une généralisation du précédent, et il en résulte
facilement.

Théordme 15.5. Soit E un ensemble d’au moins deux points, en non-co-
incidence. Soit Ay € Fy.g pour tour X € B Pintervalle de cette non-coincidence,

et 1y €G 5 défini sur Ay. Alors

VX, X' €E)[ty synty] = VX [txEFyx].

Crice aux temps synchrones on peut définir la simultanéité, ainsi
que les relations du temps qu’on appellera encore ,,avants et ,,aprés® et
qui se rapportent aux événements percus de deux points différents.

NOTATION 15.1. Si « et P étant quelconques, « est pergu de P a
un instant du temps t€&,, cetinstant sera noté ¢ (xP).

DEFINITION 15.2. Soient «P, B0, et €&,, ¢ €6,. Supposons que

t"synt et rsynt.
Alors

«P=< B0 & 7(aP)=7(8Q),
«P < B0 ¥ 7(«P) < 7 (BQ).

On dira respectivement: o er B sont pergus simultanément, « de P et B de Q,
et: a est percu de P avant que B soit per¢u de Q (ou bien: B est pergu de
QO apris que o soit per¢u de P, ce qu’on notera BQ > aP).

Si Pon a, de plus, Px ou OB, on s’exprimera de maniére analogue:
o et B ont lew simultanément, o en P et B en Q, etc.

Remarque. Par cette définition une relation binaire, qu’on
noterait encore =, est établie entre les couples (¢, P> de Iensemble
TP [P} d’une part, et les couples ({, 0> de Pensemble £¢X Q) d’autre
part. Clest une relation dans LXM, un élargissement de la relation
primitive d’ordre du temps (du paragraphe 2).
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16. TEMPS COMMUN A UN ENSEMBLE DE POINTS

Soit donné en chaque point X d’un ensemble ECM un temps

continu zX de telle sorte que tous ces temps soient synchrones les uns
aux autres, et par consequent aussi métriques (théoréme 15.5). L’ensemble

des valeurs de chaque zy étant R, nous pouvons considérer tous les rx
comme une seule variable et parler d’un ,temps commun® i tous les
points de E.

DEFINITION 16.1. Soit E un ensemble de points en non-coincidence
entre deux événements « et B (définition 12.8), donc sur une réunion
d’intervalles

(o B = Uxer AX:E;

et soit en chaque X e E un temps continu t,, défini sur A, g de telle

sorte que tous lesz, soient synchrones les uns aux autres. Une fonction
t=f(¢), définie sur la réunion (,B)g sera appelée un remps commun,
associé @ E, ou temps commun & E; ou aussi: temps-coordonnée, de E,

}orsque pour tous les éléments ¢ de («x.B)g pour lesquels les sX ont
la méme valeur, soit t, et quel que soit 1€ R, f posséde cette valeur r.

Tout rY, étant la restriction f/(a, 8)x de f aux événements de (cx, B} ©
sera appelé remps en X, constituant de f, ainsi que restriction de f a X
Remarques. Quel que soit € R, 4 tout sous-ensemble
D (ploeAre A Iy(e)=t A X€E
de («, B)g correspond la valeur ¢ de f, et il est manifeste que

t#L, = DPENDE =

et que chaque valeur r est une image de g par f.

En d’autres termes, Pf est une classe d’équivalences, qui forment
q
une partition de («, f)g, associée & la relation d’équivalence numérique:

VX, X' € E) [ty =14] entre les temps aX de E.

Soit PeE, o9& («,B)g, et soit tout d’abord la partition de E en
classes d’équivalences

={¢'X¢>J\P@ AN XeE} Vo €(x, B)p.
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Si t—1,(p), elle est identique 2
(D;;:‘(lbl;X(q"):t /"\ XEE}, VZER.

Soit («, B)g/>< ,l’ensemble quotient de («,B)g par la relation < de la
définition 15.2 2. Alors, Papplication numérique

fi(e P/ =X - R,
4 savoir

z =f(q)lt2)s

est un temps commun associé a E.

NOTATION 16.1. On notera &g (a, B) ensemble des temps communs
4 un ensemble de points E en non-coincidence entre o et f, et &g
Pensemble de tous les temps communs a E.

DEFINITION 16.2. Nous dirons qu'un temps { commun & un en-
semble E est miéiriqgue en un point X€E par rapport & un autre point
Y €E, lorsque la restriction de ¢ 4 X est un temps métrique par rapport
ay.

Nous dirons qu'un temps ¢ commun 3 un ensemble E est un
temps métrigue de E lorsqu’il est en tout point de E métrique par rapport
a tout autre point de E. En d’autres termes:

(VX, Y € E) [/(e) B)x € Txir)-
En vertu du théoréme 15.5 on a:

Théoréme 16.1. Tour temps commun & un ensemble B d’au moins deux
potnts est un temps metrigue de E.

Théordme 16.2. Soient t, ;’EE{P,Q; deux temps communs a Uensemble

(P, Q), définis sur le méme ensemble d’événements. Alors t'st™ est une fomc-
tion biunivogue, bicontinue et croissante de t, de la forme

(16.1) ' =ke+h(D),

ot he F, et a=e(lpg). En outre k=a'la oit @' =e(f pg).

* Donc (Vo € (@ B)p) [PE ¢ (x, Be/x<)

4
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Démonstration. Suivant le théoréme 16.1 1,1’ €&, d'oll résulte
notre théoréme en vertu du théoréme 14.4.

Théordme 16.3. E dtant un ensemble de points en non-coincidence sur
un ensemble (a,B)g d’événements, soient t,t' € &g, définis sur («, B)g. Alors
t'st=1 est une fonction biunivoque, bicontinue, croissante de t, de la forme:

t' =kt +h (),
oft R=a' yx'laxx', en notant

(16.2) agw=e(txix)y @xx =)y VXX [X, X' €E A X#X,

(b ne dépendant pas du choix de X et X') et ot heF,, p étant le plus
grand commun diviseur des ayy' . Si un tel nexiste pas, on a p=0, donc h
est une constante.

Démonstration. Soient X, X,, X;€E, donc, suivant la définition
16.1,

LU EB,, x>  Bi=1,2,3.
D’aprés le théoréme 16.2 on a donc (16.1), ol k2 a les valeurs

7 r ’
ko= a5, xol0x, x2 kia=a x, x5/0x; xs kos = @' xy x3/@xs x5 -

On a suivant le théoréme 14.7 kyp=~Fk,, et by =kyy. Or ky =k, suivant
le théoréme 15,4, donc kyz=Fk;3=Fk, et en général k=a'yy/ayy , ne
dépendant pas de X et X'. Tous les ay, sont d’aprés les théorémes
14.7 et 16.2 des périodes de h, donc si les ayy- ont un plus grand
commun diviseur p, c’est la période fondamentale de k; si non, p=0,
h = const.

17. ENSEMBLES DE POINTS, METRIQUES CONFORMEMENT
A LA LUMIERE

Supposons pour expliquer les idées, que P,Q, R soﬂient trois points
fixes dans un repére galiléen. Un temps-coordonnée ¢ (dans le sens
usuel du terme) étant défini, les nombres positifs @ et b dans les expres-
§ions P(t)Q'P(t+a) et P(t)RP(t+b) sont des constantes, le temps
¢t est donc métrique en P par rapport 4 Q et & R. Inversement, si P, Q, R
sont trois points quelconques, la circonstance qu’un temps existe en P,
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métrique par rapport a Q et & R, peut servir comme base pour définir
le rapport constant entre les ,,distances’ PQ et PR, dans un sens élargi.

Cette remarque indique en quelque sorte le rdle du temps métrique
— donc aussi du temps commun a un ensemble E (car un tel est métrique
en tout point de E)—dans la définition des distances entre les points,
ainsi que dans celle d’'une classe d’ensembles de points, que nous appel-
lerons ,,ensembles métriques conformément & la lumiére** ou, plus court,
s L-métriques. Si P, Q, R sont trois éléments quelconques d’un ensemble
de points E, et si constamment P(r) Q'P*(z+a) et P'(t) R P (¢+b), ou
en d’autres termes, a=e(tp.q) €t b=-¢ (tp.5), on pourra écrire PQ:PR = a:b,
et considérer E comme un tel ensemble L-métrique, en généralisant
ainsi les corps rigides et en embrassant tous ceux dont la ,,forme* est
constante. Les droites, les plans et les espaces & trois dimensions, eucli-
diens, que nous définirons plus tard, seront de tels ensembles de points.

Nous donnons d’abord une définition de la distance entre un point
P et les points d’un ensemble F, lorsqu’un temps existe en P, métrique
par rapport & tous les points de F. Généralement F n’est pas un espace
métrique dans le sens de la théorie des ensembles métriques. Pour que
ceci ait lieu il faut se tenir a la définition 17.2.

DEFINITION 17.1. Soit PeM, FcM, et supposons qu’un temps
métrique tE T, existe en P. Alors

p-x & %e(fp:x), VX€EF,

ol ¢ est un nombre positif fixe, sera appelé distance de P ¢ X, baség
sur le temps mérrique t de P.

DEFINITION 17.2. Soit E un ensemble de points en non-coincidence
sur un ensemble (x, B)g d’intervalles, et supposons qu’un temps commun
t € G existe. Alors, ¢ étant un nombre positif fixe,

(17.1) d(X,Y) &t % 'e(;X:Y)s VX,Y€E,

sera appelé distance de X a 'Y, basée sur le temps commun t, et défini sur
E. Le nombre ¢ sera appelé facteur fondamental.

Tout couple [X,Y)CE, tel que d(X,Y)=1 sera appelé éralon de
distance.

DEFINITION 17.3. Un ensemble E de points, sur lequel un temps
commun, soit € («, B), existe et une distance basée sur t est définie,

4%
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sera dit métrique conformément a la lumiére, ou plus court, L-métrique,
sur (o, B)g.

NOTATION 17.1. L’ensemble des ensembles L-métriques sur tous les
ensembles d’intervalles dont les bouts communs sont « et @, sera noté
M (a, B). L’ensemble des ensembles L-métriques sera noté . Au lieu
de M (v, ') on écrira plus court .

Au lieu de d(X,Y) on écrira aussi XY.

Remarques. Ladistance d de la définition 17.2 est une appli-
cation de E X E dans Rf. Donc, si elle existe sur un ensemble E, la
,,distance® de la définition 17.1, en tant qu’application, quel que soit
Xe€E, de lensemble {X)XE dans R*, existe aussi, étant la restriction
de d 4 cet ensemble, c.-a-d. (VY EE)[X-Y=d(X,Y)].—-Si (X,Y) est

. ~ 2 . .
un étalon, on a e (ty,y) = e Un étalon peut ne pas exister dans E.

Théoréme 17.1. Pour qwun ensemble E soit L-métrique sur un certain
ensemble (o, P)g d’événements, il faur et il suffit que E posséde sur cet

ensemble un temps commun t € &g (a, B).

Théoréme 17.2. Tour ensemble E L-métrique sur un ensemble (a, B)g
est un espace métrique, ott la distance, qui définit cet espace, est pour

VX,YeE, XY= %e (Fyor)-

Démonstration. Montrons que XY est une distance dans le sens
de la théorie des ensembles métriques.

1. XY=0 < X=Y, puisque les points de E sont non-coincidents.

2. XY =YX, suivant le théoréeme 15.4.

c —_—
— P, 7 = —

, 2 2
Suivant les définitions 14.1 et 15.1 on a

3. Soit Z€E, et notons XY = gy XZ = 7.

5
xorle: L)xon

d’oll nous retenons X'(r) Y'(t+ %] De méme

Y'(t)Z'[t+ 12] et X z[%]
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Or, XY Z =X @Z, donc

X'(t)Y'(tJr- —‘;]Z'[H— g + —;—] > X() Z'[H %],

d’olt p+g¢ > r suivant la définition 11.1. Donc XY +YZ > XZ. Ainsi
toutes les trois conditions qui déterminent la distance dans un espace
métrique sont remplies.

Théoréme 17.3. Soient P,Q,R, S (R#S) quatre point d’un ensemble

L-mérrique E. Le rapport entre les distances, soit PQ/[RS, est indépendant du
SJacteur fondamental ¢, ainsi que du temps commun sur lequel les distances sont
basées.

Démonstration. Selon 17.1 PQ/PR est indépendant de c¢. Soient
t,t E g, defxms sur le méme ensemble (cx., B)E. Dé81gnons les distances

basées sur 7 par XX', et celles basées sur ¢ par XX’y . On a selon la
définition 17.3, en retenant la notation du theoréme 16.3:

PQ 0, QApq
P t _'a 3 RS :—-a #0 donC —e—_— = —
Q PQ 5 RS v RSt Gng’

et de méme avec ', en se servant de la notation analogue:

PQ= _c_a,PQ RSy = Y Rs#O donc PQ‘ ‘i";“ .
2 2 S,'. @ ps

>U

Or, suivant le théoréme 16.3, a'pylapg =R, @'ps/ars=k, d’0lt

’
Are _ 9ro

, donc- —I—J:—Qf—= ;’_Q-'-.
a'ps Qps RSy RS,

Théordme 17.4. Soir A un ensemble contenant plus d’un point. Alors
VAVE[ACE A Ec#(a.p) = A (a,f) ]

Théoréme 17.5. Soit E c.# (a, B),Ateé'g e X, YeE quelconques
Soit XoY{y avec Vo € (a, B)x. Alors t((p) et 1(y) dran: les instants de t ot
et § ont lieu, on a t(cp) < (¢), a savoir '

(17;2) ' | X7=c[?(¢)‘~tf(ép)].‘ -
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Théoré¢me 17.6. Soit E €.# («, B), et supposons que E contient au moins
un point d’accumulation constante dans («, p)g. Alors, quels que soient t,t' € G,

définis sur (a, B)g, 0n a

t'=kt+h, VeeR,

ou k, h sont des constantes.

Démonstration. Si Q €E est un point d’accumulation en un instant
¢ € (o, P)gN Zy, il Pest constamment dans («, B)g, et il existe une suite

(Pn)n eEN"T Q

de points de E, donc OP, —» 0 quand n — 0. Par conséquent le théoréme
16.3 s’applique et on a agp, — 0. Donc les ay, n’ont pas de plus grand
commun diviseur, 2 est donc une constante.

Les définitions suivantes se rattachent aux définitions 12.9, 12.10.

DEFINITION 17.4. Soit A€, tEG,, ¢ une valeur de 7, et BCM,
quelconques. Alors

(PEA) & 3AXeA) It [(X=P)i],
B¢ A)e & (VY eB)@X€EA) I [(X= T4,
(AcB): & (VXeA)@YeB) I [(X=Y)4],

(A=B): ‘1i—f (AcB)t A BCA):.

Nous dirons respectivement qu’a Vinstant ¢ du temps ¢ de A, le point
P est situé dans A, Uensemble B est situé dans A, A est situé dans B, et
que A et B sont situés Pun sur Pautre, ou qu’ils coincident & Pinstant t.

La relation (B ¢ A)r définit une application de B dans A, &
savoir:

DEFINITION 175. f, & ({(V, X> |(VYeB) @X c A) [(¥ = X) 1.

Nous appellerons f, application de situation instantanée de B dans
A i Pinstant ¢ du temps ¢t de A.
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DEFINITION 17.6. Soit A€.#, t€%,, T un intervalle des valeurs
de r et Bc M, quelconques. Alors

(PeEA)T X (veeT)[(PE A,
BcA)T & (vieT)[(BCA) 1,
AcCBT ¥ (VvieT)[(AEB),
A=B)T & (vie T)[(A=B)1].

Si T=R, on écrira simplement P A, BC A, AcBet A= B,

En supposant que r€@,, on a par exemple les théorémes suivants:

Théordme 17.7. (PEA): = (PEAe A 1=1i(q).

BCEAT = BEA) (P A T=1((xB)-

Théoréme 17.8. (B¢ A): = (VYeB)[(Y & A)4,

(AEB): = (VXeA)[(XEB)i,

Théordme 17.9. BC A): = 3A'[A'CA A (B=A'):l.



CHAPITRE 1V
ENSEMBLES RECTILIGNES DE POINTS MATERIELS

18. ENSEMBLES RECTILIGNES ET ENSEMBLES S’INTER-
CALANT DANS LES ENSEMBLES RECTILIGNES

Il s’agit ici de certains ensembles de points matériels en non-coinci~
dence sur une réunion donnée d’intervalles maximaux de non-coincidence
(définition 12.8). Soit E un tel ensemble, en non-coincidence sur («, Bg.
Rappelons que

(o Pp= Uxeg Ax»
ol AX=<°" Bz € FxE -

DEFINITION 18.1. Soient 4, B, C trois points en non-coincidence sur
(o5 B) 4, By C e

(18.1) (A-B-C) (2, B) & (A4-B-YC (0, 8)y A {C-B-YA (%, B)a-

L’ensemble {4, B, C} sera appelé un triple rectiligne de points, défini sur
(s B) (4, 5, c}» €t On dira que B est entre A et C, constamment dans («, B).

NOTATION 18.1. L’ensemble de tous les triples rectilignes de points,
définis sur des réunions d’intervalles aux mémes bouts « et §, sera noté

Ry (@, B). — Si la relation (18.1) est permanente ou si («, ) est sousen-
tendu, on notera simplement 4-B-C.

DEFINITION 18.2. Si A€ A (a, B), et si

VX, Y. Z € AX,Y,Z] € Ay (as p)];
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on dira que ’ensemble A est rectiligne sur («, B)5 » Ou que c’est un ensemble
rectiligne de points, défini sur (a, B8)p. Si (a, B) = (0, »’), 'ensemble recti-
ligne sera dit permanent.

Remarque. En d’autres termes, A est un ensemble de points en
non-coincidence sur une réunion d’intervalles maximaux de non-coinci-
dence, aux mémes bouts « et B, tel que trois points quelconques de A
forment un triple rectiligne de points, défini sur («, B).

NOTATION 18.2. « et § étant donnés, i’ensemble de tous les ensem-
bles rectilignes de points, définis sur des réunions d’inter alles aux
mémes bouts o, B sera noté Z(«, 8). L’ensemble de tous les ensembles
rectilignes sera noté Z.

Notons les deux théorémes suivants:

Théordme 18.1. Tour sous-ensemble B d’un ensemble rectiligne A, et
qui contient au moins trois points, est également un ensemble recriligne:

BcAcZ(p) = BeA(ap).
Théoréms 18.2. (4, B,C] € #;(«, ) < [4,B,C}) € Z(x B).

La relation suivante est essentielle dans [’étude des ensembles
rectilignes. Nous abordons d’abord la ,,position rectiligne® d’un point

Y

par rapport a un couple de points.
DEFINITION 183. Si un point § satisfait a l'instant de ¢ € T, (ou

a Pinstant t,=1t(p) d’un temps ¢t €&,) 'un des trois couples d’alignements
suivants:

(P-Q>Se A (SeQ->P,
(18.2) (SeP->Q" N (Q-P)>Sy,
(P-So->0Q° A LQ-Se->P,

nous dirons que S sintercale a Pinstant de ¢ (ou a linstant t,) dans le
couple |P.Q), ce que nous noterons:

(SePQl)e ou (S € (P Q)1

Pour le troisiéme couple d’alignements (18.2) nous dirons aussi que S
Sintercale a Pinstant de ¢ (ou a linstant r,) entre P et Q, et noterons:

P-So-0Or ou P-S (20)-0O.
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Remarque. Les deux alignements de chacun des trois couples
de relations (18.2) sont inverses 'un a l'autre (définition 4.2).

DEFINITION 18.4. Soit A € £ (a,p). Si

(VP,Q € A)[(S € (P,Q)) 9]

et si dans (18.2) les événements sousentendus dans P et " appartiennent
3 («,B)a, nous dirons que le point S s’intercale dans A a Pinstant de ¢
(ou a Pinstant t,) et noterons:

(SE€EA) ou (SEA),.

Si alors (3P, Q € A) [P-S¢-0'], nous dirons aussi que & Pinstant de
¢ (ou a Pinstant ty) S s’intercale dans A entre P et Q.

NOTATION 18.3. Si S s’intercale dans (P, Q) constamment dans un
intervalle Ag, on notera (S & (P, Q})As.

Si § s’intercale entre P et Q constamment dans Ag, on notera
P-SAs-Q.

Si § s’intercale dans l’ensemble rectiligne A, défini sur («,B)a >
constamment dans Ag, on notera (S & A)Ag.

Si ces relations sont permanentes, ou si l'intervalle Ay est sous-
-entendu, on notera simplement S € A et P-S-0Q.

Les trois théorémes suivants sont des conséquences immédiates des
définitions précédentes.

Théordme 18.3.
(4,B,C} € B3 (@, B) = (A€ (B,C))(wPs N (AE (4, B,C))(xB)a-

Théordme 18.4. (4-B-C)(x,p) <> A-B («, p),-C.
(4-B-C) (w, ") <= A-B(w,«’)-C = A-B-C.
Théoréme 18.5. (VS e A)[A e Z = Sc Al
Théordme 18.6. Soizt A € Z(«,B) et S € M. Alors
@AP,0 € A)Ip(VX,Y € A)[(Se (PO = (SEIX,Y)e = (SE A)gl.

Démonstration. (S € (P, Q}) ¢ implique selon la définition 18.3 Pune
des trois propositions (18.2), par exemple

(18.3) P-Q0Se A (SeQ->P.
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D’apres la définition 18.2 VX [{P, O, X} € %3 («, B)], donc
(18.4) P-Q-X V P-X-Q V X-P-Q sur («B)rex >
soit par exemple (P-X-Q) («,8), ce qui veut dire

P-X-3Q (0, B)e A Q-X-DP (% B)r»
et en particulier
(18.5) (P-X-50 AN LQ-X-DHF
avec les mémes événements en P et O, que ceux de (18.3). En vertu de
Paxiome III 5 les propositions (18.3) et (18.5) impliquent {(P'-X')>So,
donc selon la définition 18.3 (SE{P,X))¢. Il en est de méme dans
tous les autres cas de (18.2) et (18.4), et par conséquent

SEPQNe A [‘PAQ:X}EQZS(%B)] = (SePX))e.

En répétant le méme procédé on obtient (S € {X,Y]})¢. La seconde
implication du théoréme exprime la définition 18.4.

Théordme 18.7. Soit A € #(«,8) et S € M. Alors
(Vo € (P (SEM e = (SEA)9]

Démonstration. Selon la définition 12.9 AP € A)[(P = S) 9], ce qui
signifie PpSePyp (axiome III 1). Soit Q € A, P#Q. Sclon la définition
18.2 il est non(P = Q) ¢, donc en vertu du théoréeme 7.11,

(SePyp->Q° N <KQ'-Pe)So,

ce qui veut dire (SE {P,Q))9. Or ¢ € (x,B), et par conséquent il est
dans Q¢ aussi ¢ € («, B),. Donc, par la définition 18.4, (S &€ A)e.

Théoréme 18.8. P-Qy-R = R-O¢-P.
P-O-R = R-Q-P.

D’aprés les définitions 18.1 a 18.3 on a:
Théordme 18.9. Soient P,Q, R trois points distincts de A. Alors,

AcRwp) = PO-R V Q-RP V RP-Q.
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Théoréme 18.10. P-Q-R = non (Q-R-P).

Démonstration. En vertu du théoréme 7.19 on a pour ¢’ quelconque
(Pe-Ox->Ry = non<{QOx-Ry-)Pe’,
donc aussi, pour ¢’ quelconque,
{R{-Qx-3Pp = non {(Qx-Py-)RY,
quels que soient ¢,x, ¢ € («, B)4 . Donc, selon la définition 18.1,
(P-Q-R) (%5 B) tp, @, r1 = non (Q-R-P) (%, B) (r, ¢, &l >

d’otr le théoréme.

Théordme 18.11. Parmi trois points distincts quelconques de A € R(x, B)
Pun et un seul est emtre les deux autres, et cela constamment dans («, B).

En vertu de 'axiome III 5 et du théoréme 7.21 on a:

Théoréme 18.12. Soient A, B,C, D € A € %(«, ). Alors

A-B-C A B-C-D = A-C-D,

A-B-C A A-B-D = A-C-D VvV A4-D-G,
A-B-D A A-CG-D = A-B-C v A4-C-B,
A-C-D A B-C-D = A-B-C VvV B-4-C,
e¢ A-B-C AN A-G-D = A-B-D A B-C-D.

Théordme 18.13. Quel que soit (P, O, U, Vie 4 (a,pB), on a:
P, OEU V(B irma <= UVERO) (B w-

Démomstration. On a (PE({U,V})e pout V¢ € (¢,B)p, et
(Q € (U, V})y pour V¢ € («,8)g. Donc, selon la définition 18.3 on a
un couple d’alignements pour P, et un autre pour (. De ces deux
couples résulte suivant laxiome IIT 5 et le théoréme 7.21 un couple
d’alignements avec les points P,Q et U, donc (U € (P, Q})x, pour
V% € (&, B)y. Par conséquent on a (U€ (P, Q})(«,8),. De la méme
maniére on a (V € {P, Q) («, B)y -



61

Théoréme 18.14. Quels que soient (A, P, Q, U, V} € N (a,B) et

94 € (a,B)4s On a:
(AE{P’Ql)CPA A (Psgé{U’V})(“’B)(P,Qi = (AE{U’V})CPA

Démonstration. Selon la définition 18.3 un couple d’alignements est
supposé¢ pour 4 avec P et Q a Pinstant de ¢4, et un autre pour P,
et de méme pour Q, avec U et V, dans tout Pintervalle («,8). D’aprés
le théoréme 18.12 on a également un couple d’alignements pour U avec
P et Q dans tout Pintervalle («, ), . Il en résulte suivant Paxiome III 5
et le théoréme 7.21 d’abord un couple d’alignements pour 4 avec P

et U a linstant de ¢4 et ensuite un couple pour 4 avec U et V au
méme instant, donc 4 € (U, V]e,.

DEFINITION 185. Soit A € Z(«,B), et B tel que

(VY € B) [Ya A Y8l
Alors
BEA) (0,8 L (VY eB)[(YEA)(x8),].

On dira que Pensemble B s’intercale dans Pensemble rectiligne A, constam-
ment sur la réunion d’intervalles (a,P)m .

DEFINITION 18.6.
A=B)(%p) L AEB)(®8) A BEA)@P).

On dira que les ensembles rectilignes A et B s’intercalent Pun dans Pautre.

NOTATION 18.4. On écrira également (A 5 B)(a,B) au lieu de
(B C A)(«x,p). Si la réunion des intervalles est sous-entendue ou si la
relation est permanente on notera tout court B ¢ A, etc.

Le théoreme suivant résulte du précédent.

Théoréme 18.15. Quels qui soient P, ¢ et A,B € #(2,8), on a:
A=B A (PeAo A 9€Z NP = [PEB)y.

Théordme 18.16.
AeR(@B) A BEA @B A BedS (1,8 =
= BeZ(pB) A (AcCB)(Pp).

Démonstration. Soit (X, X,, X;} € B. Selon la définition 18.5 on a:

(vn e (1,2,3)) VX,[X, € B = X,&A]
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donc, d’aprés le théoréme 18.6,
(VP, Q € A) [(Xn € {Ps Q}) (0‘3 B)X”]-
Selon la définition 18.3

(X, € (P, Q) (0B)x, et (Xy€{P,0)) («P)x,

signifient qu'on a & la fois quatre alignements tels que (18.2), par
exemple

(18.6) Xy P50 AN Xy P50,

constamment dans («,B)e, ainsi que les deux alignements inverses. Mais
de (18.6) et du fait que B € A (x, B) résulte

X=Xy HP vV Xy-XyHP,

ainsi que les alignements inverses, constamment dans («, B)p, donc

(18.7) (P E (X1, X)) (% B)p>» VP e A,
De méme
(18.8) (P EX1,X5)) (B> VP € A.

De (18.7) et (18.8) résulte par un raisonnement semblable,
(X; € (X5, X5)) (o, ﬁ)xl > VX, € B.

Comme B € A (a, B), il en résulte d’apres la définition 18.2, B € #(«, B).

_ Dans (18.7) et (18.8) ona VP € A, donc selon la définition 18.2,
(AC B) (e B).

Comme £ («,8) C A (a,B), on a:
Théordme 18.17. (B & A) (%, 8) A B € Z(x,8) = (A B)(xB).
Théoréme 18.18. Soient A, B €'% (a, 8). Alors

@P,Q € A)[(POEB)(®P)] = A=B)(x8).

Démonstration. En vertu du théoréme 18.6 on a pour VU,V € B,

(P € {U’ V]) (“’ B)P A (Q € {U’ V})(“: B)Q’
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donc d’aprés le théoreme 18.13,

UEWPRQ) Py A (VEIPQ)) (B,
et d’aprés le théoréme 18.6,
w € A) @By A Ve A) (a, By s

ayant lieu pour VU, V € B. Donc, d’aprés la définition 18.5 (B ¢ A) («, £).
Par conséquent

@P,0e A[(P,QeB) (P = BCA)(P]
Donc (WU, VeB) [(U,V & A)(a, B)] et on a de la méme maniére
@Au,veB) (U, V € A)(p) = (Ac B) (“: Bl

par conséquent (A = B) («, B).

Notons les deux théorémes suivants:

Théordme 18.19. Soir PeM et B Z (a, B). Alors

PeB = PcB.

Théoréme 18.20. Soient A, B € Z («, B). Alors
AcB = AcCB, A=-B = A=B.

Les théorémes 18.8 a 18.12 suffisent pour établir un ordre total,
basé sur la relation ,,entre®, sur tout ensemble rectiligne de points.
Donc:

Théoréme 18.21. Tout ensemble A € R peur étre totalement ordonné
de telle sorte que

(18.9) (VX,Y,Ze A)[X<Y<Z = X-Y-Z].

DEFINITON 18.7. Soit A € #. L’ordre total défini par (18.9) sera
appelé ordre naturel, et ’ensemble A sera dit orienté.

oy
NOTATION 18.5. Si A est orienté on notera parfois A. L’ensemble
R (o, B) dont les éléments sont orientés sera noté Z («, B).
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Théoréme 18.22. Si A c 9_27, on a
VX, Y, Z e A) [XY-Z = X<Y<Z v X>Y>Z.
En vertu de la définition 18.7 on a:

Théoréme 18.23. L’ordre opposé & un ordre naturel, défini sur un en-
semble rectiligne, est également un ordre naturel.

Un ordre naturel, défini sur un ensemble rectiligne, et Pordre qui lui
est opposé, sont les seuls ordres naturels dont un ensemble rectiligne peut étre
muni.

DEFINITION 18.8. Soient A,B € E € #(a,B) et A <B selon 'un
des deux ordres naturels. Nous appellerons I’ensemble de points

(4, Bg & (X

XeE A A<X<B)

un intervalle ouvert de E, borné dans E et les ensembles
(—, g (X|X e E A X<4),
B, - (X|XecE A B<X),
ainsi que E méme, des intervalles ouverts de E, non-bornés dans E.

En ajoutant A, B on obtient les intervalles fermés, soit [A4, B], et
les intervalles mixtes.

On fera aussi abstraction de Porientation de E. Alors

(4, B)E= (B: A= {Xl A'X"B}'

19. IMAGE PAR REFLEXION D’UN ENSEMBLE RECTILIGNE

Pour introduire la continuité dans les ensembles rectilignes de
points matériels, le chemin le plus simple parait étre celui d’appliquer
un tel ensemble, soit E, dans I’ensemble des événements qui ont lieu en
un point quelconque de E.

DEFINITION 19.1. Soit 4 € E € #Z(a,B), 6 € («, B)4, et soit un
ordre naturel défini sur E. L’application

ngEHEA,
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définie par:

fg = {<X,7\>|X EE A A€E (B4 A
AXSA = DXA) A (A<X = AXA)),

sera appelée une réflexion de E en A, d’origine 6. 1’ensemble fg (E) des
valeurs A de cette application sera appelé image par réflexion de E en A,
d’origine 0, et noté plus court A9 .
Théorédme 19.1.
(VE € #(o,8)) VAVO [A € E A D€ (B = Af C (2Bl
Démonstration. En vertu des théoremes 7.13 et 7.14 on a

(VX € B)[AAX'A40 = A € (« Bl
ainsi que

(VX € E)[48X'Ar = % € (a B)al.

Théordme 19.2. Quels que soient E € R (o, B), A € E, puis trots
points distincts X,Y,Z€ E, et 0 € («,B)4, o1 a

(XY-Z) (0, B) = fIX) <A <f3@) v f§X) >r9¥) >18(2),
en y sousentendant Iordre naturel du temps.
Démonstration. Selon la définition 18.2 X-Y-Z signifie:
(19.1) (VC € (o, B)z) KX -Y"-> 28] A (VE € (a, B)y) [KZ-Y-)XE].
Suivant la définition 18.7 et le théoreme 18.22 on a
XY-Z «» X<Y<ZV X>Y>2Z.
Supposons que X <Y < Z. Les quatre cas suivants se présentent:

(19.2) X<Y<Z<A X<Y<A<XZ X<A<XY<Z,
AX<Y<Z

Dans le premier cas on a d’une part, en vertu de la définition 18.2,

(19.3) (V8 € (0, B)a) KY'-Z-A0] A (V1 € (2, 8)y) KA-Z-DV),

5
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et de ’autre, selon la définition 19.1, pour V0 € («, B)4,
Af(X)XEAD A Af)Yqdd A Af(2) 2249,

ol les indices de f ont été omis. Donc on peut écrire en vetru de (19.1),
(19.3) et de la définition 4.2,

Af(Z)Z740 A Af(YV)ZUYnZCAD A Af(X)ZC'Vy' XEYnZLAD.

Dans la chaine Y%'XEY% on a Yy < Y, car non (Y = X)y (puisque
1 € (a, §)y), donc

Af(X)Z0'Yy <Af(Y)ZUYw, dou Af(X) <Af(Y).
Dans ZUY%Z{ on a ZU <Z¢ car non (Z = Y)¢, donc
AfNZY < Af (Z2)Z%, dou  Af(Y)<Af(2).
Par conséquent, dans Pordre naturel du temps sur £, on a

X)) <f3E=<) 142

La démonstration est analogue dans les trois autres cas (19.2). Si on
suppose X > Y > Z, on obtient ordre du temps opposé.

Les deux théorémes suivants sont des conséquences immédiates de
la définition 19.1 et du théoréme 19.2.

Théoréme 19.3. La réflexion S, en tamt que surjection de E sur AS
est une application biunivogue.

Théordme 19.4. La réflexion f‘?l fait correspondre & Uordre naturel
défini sur E, Pordre du temps sur AAQ. En d’autres termes:

(V4,X,Y € E) (V0e (0, 8)) [X<Y < fI(X)<fAW)]
En vertu de la définition 18.4 on a:
Théoréme 19.5. Soit E € & (a, B). Alors

(V4, B, 0 € E (V) € (48§ [(4, Blel = A (B) n (FYA)f} (B)al.
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Remarques. Soit 4 un ensemble totalement ordonné quelcon-
que, et B Cc A. Si B n’est pas borné supérieurement ou inférieurement
dans A4, il est dit non-borné dans A. Si B n’est borné dans A ni supé-
rieurement ni inférieurement, en d’autres termes si

(Va € 4) (Ax,y € B) [x <a <y,
B sera dir nullement borné dans A.

Soit Pe M, ® c 3,. Si @ est non-borné, supériecurement ou
inférieurement dans X%,, on a

supy, P=«’ ou bien infy, ®=0.
En vertu du théoréme 19.1 on a:

Théoréme 19.6. A8 éiant Pimage par réflexion d’un ensemble E €
R (ay B), on a:

supy, A§ <B, e infy, AY > .

Par conséquent:

Théoréme 19.7. Soit E € # (x,B). St A € Eet 0 X, existent tels
que AY est nullement borné dans T4, on a « = w et B =

Les images par réflexion d’'un ensemble rectiligne, soit Af, sont
pour les différents points P liées entre elles par les applications spq.

Théoréme 19.8. Soient P, Q€ E € & (a, B) et ¢ € (s B)ps ¥ € (a5 B)q-
Alors, S

P<Q A PeQy = QAYPAY < A} = s (AY).

Démonstration. Soient A € Af, p € Aq‘ et X € E, tels qu’on ait
suivant la définition 19.1 dans f§ ‘

M X<P = PMXEPy ou 2] P<X = PoXEP)
et dans fg

Bl X<0Q = QuXi0b ou [4 Q<X = OYXiQu.

P
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Comme P < Q, les trois cas suivants sont & distinguer:
X<P A X<0, P<X<0Q, P<X A O<X,

et par conséquent on a [I] et [3], ou [2] et [3], ou [2] et [4]. Puis-
qu’il est également PoQ¢ et que E € 4, on a:

1 A Bl = (X=PVXP-Q) A PrXtPo A QuXiEQ) =
=  QuPAXEPoQY,

21 A B8] = P-XQV X=0) A PpXEPLr A QuXEQY =
= PeXEOy A QuXEPA X QuPi

21 A4 = P-O-X A PeXEPn A QUXEQu =
PoOYXEQuPA.

Dans tous les trois cas on a dans les relations finales QuPA, donc
QAYPAL, d’otr AR = sqp(AY).

Dans le théoréme suivant il est nécessaire que E ¢ M,.

Théordme 19.9. Soit E € # (0, ') et E ¢ M,. Alors

(34 € E) (VP € E) (V8 € 2, (Vo € Z)[A (B) = =, = AR(E) - =,

Démonstration. - Soit A <P dans Iensemble orienté E, et soient
6 € X4, ¢ € T, tels que A0Pp. D’aprés le théoréme 19.8 on a

; Ag = Spgq (Ag), donc X4 = Spy (A}g)

Comme 4, P € M, l'application sp, est selon le théoréme 10.8 une sur-
jection biunivoque de X, sur X,, donc

VPVo [AR ~ Z,].

La démonstration est analogue lorsque A4 > P.
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20. TOPOLOGIE SUR LES ENSEMBLES RE(“TILIGNES
DROITES PERMANENTES

DEFINITION 20.1. Soit E € & (o, §). Sipour VP € Eet Vo € (a, p),»
Pensemble Af (E) est borné supérieurement ou inférieurement dans ¥, on
dira que E est borné supérieurement ou inférieurement. De méme, si Ag (E)

est borné, non-borné, ou s’il est nullement borné dans X,, on dira
que E est borné, non-borné ou bien qu’il est nullement borné.

Remarques. Il est bien possible que l'image par réflexion,
Ag (E) soit par exemple bornée pour un couple (P, ¢)> et nullement

bornée pour un autre. Ceci est exclu dans la définition précédente.

Les points d’accumulation instantanée ayant été introduits par la
définition 13.1, soit Q € E un point d’accumulation de E € # («.B) a
Pinstant de T. Pour que Q soit un point d’accumulation de E en tant
qu’ensemble rectiligne, il faut que C € («,B)g- On peut donc énon-
cer en ce qui concerne une topologie ,,locaie“ dans E, la définition
suivante: ‘

DEFINITION 20.2. Soit E € & («, ), et QO € E un point d’accumu-
lation de E & Pinstant de {. Lorsque { € («, B)g, nous dirons que Q est
un point d’accumulation de Pensemble rectiligne B a Pinstant de ¥.

Si Q € E, mais non pas un point d’accumulation de E i Pinstant
de { € («, B)g, nous dirons que c’est un point isolé de Pensemble rectiligne
E & Pinstant de €.

Soit (4, B)g un intervalle de E € # (%, 8), et P € E tel que

P & (4, B)g. Nous dirons que (4, B)g est un voisinage ouvert de P dans
Pensemble rectiligne E.

Les définitions suivantes caractérisent ceux des ensembles rectilig-
nes, qui tiennent la place des ,,lignes droites®.

DEFINITION 20.3. Soit E € £ (w,0’). Lorsque Pimage par réflexion
Af de E est Z, quels que soient P et ¢, en d’autres termes, si

(VP € E) (Vo € %) [AR(E) = I,
nous appellerons E ensemble rectiligne compler.?*

DEFINITION 204. La topologie sur un ensemble rectiligne complet
E, dont la base (des voisinages ouverts) consiste de Pensemble des in-
tervalles de E ouverts sur E, sera appelée ropologie naturelle de E,

DEFINITION 20.5. Tout ensemble rectiligne complet, muni de la
topologie naturelle, sera appelé droite permanente.

2 Ne pas confondre avec les ensembles métriques complets.
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NOTATION 20.1. Les droites permanentes seront notées par des let-
tres italiques grasses: a, b,... Si 4, B sont deux points distincts d'une
droite permanente, on désignera celle-ci aussi par AB.

- L’ensemble des -droites permanentes sera noté ;. L’ensemble des
droites permanentes qui ont deux points, 4, B communs, sera noté
P, (4, B).

Un intervalle ouvert d’une droite permanente a, voisinage d’un
point P de a, sera noté V, (P), V(P), ou simplement V.

On a par exemple les théorémes suivants:

Théoré¢me 20.1. V AB(VX € AB) [X-4-B V A-X-BV A-B-X V
VX=4V X = B]

Théoréme 20.2. La droite permanente est un ensemble rectiligne nulle-
ment borné.

Démonstration. Si a € ?, on a (VP € a) Vo [Af = %], donc a
est selon la définition 20.1 nullement borné.

Théoréme 20.3. Soit E € Z (0, o) et E € M,. Lorsque

(34 € E) (v0 € Iy [AJ(E) = 2],

E est un ensemble rvectiligne complet, donc, s’il est muni de la topologie natu-
relle, c’est une droite permanente.

Démonstration. En vertu du théoréme 19.9 on a
(VP € E) (Vo € Zp) [A} (E)=Zp],

donc, suivant la définition 20.3, E est un ensemble rectiligne complet,
et suivant la définition 20.5 E € £,.

En vertu du théoréme 19.5 on a:
Théoréme 204. S7 a € Py, alors

(V4, B, Q €a) (V§ € Zo) [£3 [(4, B)el = (F4(4), f3(B))].

On a, d’aprés le théoréme 20.1, en désignant la base des voisina-
ges de A € X, par %o (M)

Théoréme 20.5. S7 a € &, alors
(VP,Q € a) (Vb € SOV Va(PI[[E(P)=2r = fE[Va (P)] € By W]
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En d’autres termes: Dans la réflexion fg: ar Xg les bases. des voisi-
nages de a er de 2,(VQ € a) se correspondent.

Par conséquent, suivant le théoréme 19.4 on a:

Théoréme 20.6. Si a € P,, alors, quels que soient Q€a et (€ X,
la réflexion fg: at—> X, est un homéomorphisme, qui fait correspondre a I’ordre
naturel défini sur a Pordre du temps sur Z,.

On a donc, en vertu du théoréme 10.1:

Théoréme 20.7. Toute droite permanente est homéomorphe & Pensemble
des nombres réels.

Démontrons le théoréme suivant:
Théoréme 20.8. (Vac2,) (VSeM) (Vo € Z,) [(SEa)e = (S&a) ql.

Démonstration. Soient A, B € a. Selon les définitions 18.3 et 18.4
on a S € {4, B)e, donc, par exemple,

(A-BYSe A (SeB-)A'.

Ecrivons alors

(20.1) (Ae-B'>Sp A (SeB->Ax\

et considérons f%(a). On a de (20.1)

(20.2) AaSeAr A AaB SeB A,
ainsi que
(20.3) A <A A AaBA < A4

Comme A% (a)=2, (définition 20.3) et «,A € T4 onaa, A€ A% (a), donc
@P € a)[A = f2(P) 1.
Selon (20.3) Aax < A\, donc AaP'Ax (et non pas AAP'Aa), et de méme
AaB A < AaP A,
donc AaB'P'B A\ (puisque P € a). O peut donc écrire

AcPYAN et AaB-PYB Ax,
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ou en d’autres termes,

(20.4) {Au-B>Py et (PyB-)>Ax.

De (20.1) et (20.4) résulte selon I'axiome III 4:
{Au-B)Sp A {Aa-BYPy = {Aa-PYD>Se \/ {Au-SodPY,
(SeB-YAN N (PYB-YAN = (PYSe-DAr V {(SePy->An.

Si (Au-PY)Sp et (PPSe-)Ar, on a (P = S)¢ et ¢ = ¢ (théoréme 7.19).
Si (Au-PY)Sp et (SpP{-)A\, donc PYSe et SpPy, de nouveau (S = P)o
et ¢ = ¢. Si {Aa-Sp)dPY, la conclusion est la méme.

Si a la place de (20.1) 'un ou Pautre des deux autres couples de
relations (19.2) a lieu, la démonstration est analogue. Dans tous les cas
(S = P)¢, donc (S € a)e.

Les théorémes suivants s’ensuivent,

Théoréme 20.9. (VS € M)(Va € #)[SE€a = SE&al
Théoréme 20.10. (VA C M) WVaec @) [ACa = -AC¢al].
Théoré¢me 20.11. (Va,b e 2)[acb = a=b].

Démonstration. On a (théoréme 18.20) aCb = a C b, d’ou (the-

oréme 18.16) b C a, donc (théoréme 20.10) b ¢ a, par conséquent a = b.

On a d’autant plus:
Théoréme 20.12. (Va,b € #)[acb = a=b].

Théoré¢me 20.13. (Va,b € ) (VP,Q € a)[P# Q A
A PQeEb = a=bl.

En dautres termes: Si deux points distincts d’une droite permanente a
sont constamment Situés sur ume droite permanente b, alors ces deux droites
sont constamment situées Pume sur Iautre.

Démonstration. On a (théoréme 18.19) P,Q € b, donc (théoréme
19.18) a=:b, et d’autant plus a ¢ b, d’ou (théoréme 20.10) a ¢ b et
méme (théoréeme 20.11) a = b.

Théoréme 20.14. Deux droites permanentes distincres, qui ne sont ja~
mais situées Pune sur Pautre, ont au plus un point de Pune, situé constamment
sur Pautre.
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La définition suivante se rattache & la définition 18.8.

DEFINITION 20.6. Soient A, B € a € #,. Faisant abstraction de
Porientation de a et notant conformément a la définition 18.8, on
appellera [A4, Bla un segment de droite permanente, et (AC-)q (oi1 C est
élément du méme ensemble) une demi-droite permanente, A son origine.

NOTATION 20.2. On notera plus court: [4, Bl, = [ABl, = [AB],
et (AC-)q = (AC-). ‘

Remarquons que [AB] = [BA].

Enongons la définition suivante des coordonnées numériques conti-
nues d’une droite permanente:

DEFINITION 20.7. Soit d € £, (a,b) C R, a < b, et soit un ordre
naturel défini sur d. Toute application numérique

f:d—(a,b)

de d sur (a,b), biunivoque, bicontinue et croissante?® sera appelée une
application numérique fondamentale, continue, de d.

Pour tout P € d la valeur f(P) sera appelée coordonnée continue de

P. La droite orientée d, munie de coordonnées continues, sera appelée
un axe des coordonnées.

NOTATION 203. Si x = f(P), o P € d, nous écrirons aussi x (P)
et x,. L’ensemble des applications numériques fondamentales continues
sera noté¢ €, et I'ensemble de celles de la droite d sera noté € (d).

Suivant les théorémes 11.2 et 20.6, ¢ et % sont biunivoques, bi-
continues et croissantes, donc:

Théord¢me 20.15. Soird € #;, A € det O € 3,. Alors, £ Y - (a, b)
étant un temps continu de A, et 18 la réflexion de d sur T4, Papplication
composée

2.8 d (a, b)
est une application numérique fondamentale, continue, de d.
Théoréme 20.16. Soit d € 2, 2, € &, et
x:dws (a, b), x:d—(a, b).

% Voir ¥ au §11.



74

Alors

x'x-1: (a, b) > (a', b")

est une_application biunivoque, bicontinue et croissante.

21. ENSEMBLES RECTILIGNES L-METRIQUES

Les trois théorémes suivants expriment des conditions suffisantes
pour quun triple rectiligne soit L-métrique, et fixent les rapports entre
les distances.

Théordme 21.1. Soit |4, B, C} € %y(a, B) et
(4-B-C) (¢, B); A-B = h(4-C)

(définition 17.1) o (nécessairement) h € (0,1). Alors {4, B, C} € M («, B
et on a ,

A-B = h(A-C), C-B—=(1—k)(C-A), B-A= ?_h";l (B-C).

Démonstration. Suivant la définition 17.1 on a, en y posant
E = {A, B: C}’

c
et A4-C=-—r,
1 2

oll g = 6(2.4:3) et r=e(;A:c) sont les éléments métriques dans un temps

métrique ¢ € & 450, C.-2.-d. tels que dans («, B), d’aprés les définitions
14.1 et 14.3,

(Vie RY[4 () BA (t+q)] et (Ve e R[4 (CA (+1]
Donc
A-B q

=" =
L1 4c -

Prenons comme temps continus en B et C les applications

Fmfa@ et £ —fol) ob o€y $€ g
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telles qu’on ait dans A°(¢) B' (¢) et A () C (¢'), par exemple,
f =1+ L et l”=t+L,
2 2
donc
A (1) B [: + %] et A@()C [z + —;—] d’oit Vi € R.
Alors

A @B [z + %] A(t+q), A@C (t n %) A@+r),
et par conséquent
(21.2) B@A [z v —;—] B(t+q), C@A [z + %] C(t+7).

Ceci veut dire que ces temps en B et C sont des temps métriques par
rapport & A4, qui satisfont la définition 15.1 des temps synchrones avec ¢.

Comme A-B-C, on a C (A C <X C(t)B' A BC, donc en termes
plus précis:
(21.3) ‘ :
C'(t)A'[t + %] C:(t+7) = C()B (A [z + %) B (z + 112“—’] C(t+7)

ol t, =1t + %, puisque B’ (A’ (t + -%] selon (21.2). Donc, en

remarquant que C'(£)B'(z;) et en substituant dans les deux derniers ter-
qg+r
2

mes de Pexpression (21.3) ¢+ par ¢, on obtient:

(21.4) C(0)B’ [z + ’—;-q-] ,  B@OC [z + ’;‘-’ ]

d’ou C'(t)B'C'(t+r—gq). Par conséquent les temps ¢’ et ¢’ sont métriques
aussi par rapport 4 C et B respectivement, et synchrones entre eux.
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Or, d’aprés (21.2) on a C(1)4C*(t +v), donc, suivant la définition 17.1,

CB _r—q _ 1—h,
C-4 r

c-a-d. C-B = (1-h)C-A.
On a bien A > 0, mais aussi 4 < 1, car A-B-C implique
A@OBAG+g  AOCAC+),
d’olr g < .

Des relations (21.4) résulte également B'(9)C (t + i:zi} B(t+r—gq).
Or, d’aprés (21.2), B(e)4'B(¢+¢g), donc

B-C r—q 1-A

c.-a-d. B—A%—L(B-C).
1-h

Puisque les temps ¢, ¢, sont métriques et synchrones entre eux,
ils constituent un temps commun de Pensemble {4, B, C}, qui appartient
donc & J# («, B).

On démontre de la méme maniére le théoréme suivant:

Théoréme 21.2. Soit (A, B, C} € %5 (a,B) et
(4-B-C)(a, B), B-A=Fk(B-C),
d’oir k € (0,00). Alors {A, B, C} € M (a, B) &t on a:

B-A—k(B-C), A-B——F_(4-C), C-B——— (C-4).
1+k 1+k

Le théoréme suivant est la conséquence des deux précédents.

Théordme 21.3. Soit (A4, B, C} € %#y(w, B) et b, € (0,1), k €' (0,00),
tels que (A-B-C) (a, B) er

A-B=h(A-C) ou B-A=k(B-C) ou C-B=I(C-A).
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Alors {A,B,C} € M (a, B) et on a:

AB=hAC, BA=kBC, CB=ICA, ou k= et I=1—h.

Il en résulte:
Théoréme 21.4.
{4,B,C} € #5 A A-B=h(4-C) = (A,B,C)e#M. N AB=h AC.

Théoréme 21.5. Soit E € ® (o, '). Alors

(V4,B, X € E)[A'X —const. = (E EMa N

AX )
— == COnst, .
5 :

Théoréme 21.6. (4, B, C)e ;N M. = (A-B-C <> AB+BC=AC).

Démonstration. (A, B,C) € #Mw = @k € RY)[AB=HEAC],

et d’aprés le théoréme 21.3,
[A-B-C A AB=hAC] = [E/‘l =-l—";'ic A CB=(1-h) C_/i].

Par conséquent,

AB+BC-hAC+ - —" AB_hAC+ (1 — k) AC = AC.

Inversement, soit {A, B, Cl € M., donc £ un temps commun,
¢ € G4, 5, c)» €L Supposons que AB+BC=AC. On a pour Vi € R:

N o r r
A(t)B[t+2], A(t)C(t+2 s B(t)C(t+ 2),
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oli ¢, v, ¥ €R*. Or, d’aprés la définition 17.2, A_B=-%e(EA;B)=%q, et
de méme AC = —;—r, BC=4§—r’, donc ¢+ =r, et par conséquent,
A@WB e+ Lo+ L+ L) < awc [0+ =
2 2 2 2

quel que soit z. Ceci implique {(A4-B-)>C (®», ©’). On montre de la méme
maniére que {(C-B->A4 (v, o). Donc 4-B-C et par conséquent {4, B, C} € R,.

Théoréme 21.7. Soient P, Q, REE € Mu. Silensemble |P, Q, R) est
en un alignement instantané propre, alors il est comstamment (P, Q, R)
€ A (0, o).

Démonstration. D’apres la définition 4.2, si (P, Q, R) est en aligne-
ment instantané, Pordre des trois points P, O, R y est arbitraire. Soit
par exemple {(Pp-O-)R'. Comme E € .#, un ¢ € Gg existe, ainsi que
trois nombres positifs p, ¢, 7, tels que selon les définitions 14.1 et 15.1
on a pour tout r eR:

PO [t +%] P (t+r), P (DR (t +—;—] P (t+q),
0 ()P [z ; 7] O +r, OO [r n %] O (t+p)

ce qu1 veut dire: PQ kr, PR= kg, QR kp, ol k est un facteur de pro-
portionnalité. Si L‘(cp)—to, on a donc, puisque {Pe-Q->R-,

. . LR Y-S r_o?io p . 4
Pr(2,)0 (z0+ 2]R (,t0+v2 + 2] = P(ty) R (t0+ 2].

Par conséquent r+p=gq, dout PR=k(r+p)= PQ+QR donc, selon le
théoréme 21.6,

{P, O, R} € %3 (0, o).

Le théoréme suivant exprime ,I’extension® infinie d’une droite
permanente par rapport a la ,,lumiére®,
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Théoréme 21.8. Sort- E un ensemble rectiligne L-métrique, EC M, et
soit A€E, t € Gg et t, une valeur quelconque de t. Alors

(21.5) Ec?, = (t|XeE A [(X<4 = X040 V
A<X = A0 X @) =

Demonstratum En vertu des déflmtlons 14.1, 15.1 et 19.1 Pimage
par ¢ _de Pensemble Ae (E), donc ¢ [A6 (E)), est l’ensemble des valeurs

t de oo 9 4> donné par Pexpression:

f[Ag(E)] = {totu | Xe€E N [(X<4 = 4@+ X [to+—§]/1' (20)
(21.6) :
V(A<X = A@)X [zo+-’2‘—]A-(:o+u))]],

ol z,=1(8) et t=1t+u. (Dans (21.6) on a d’abord #<0, puis u>0). Si
E € #,, on a selon la définition 20.3, .

(Vo e X, A% (B) = =4,

donc Pensemble des valeurs ¢ est ;(ZA) = R. Donc R est pour tout iz,

. u , .
aussi ’ensemble des valeurs ¢, + -2— dans (21.6) et par conséquent aussi
des valeurs ¢ dans les expressions

(21.7) X<A4 = X@OA@) et A<X = A ()X @),

contenues dans (21.5).

Inversement, si tA[A6 (BE)]=R, on a dans (21.7) respectivement z<¢,

et ¢ > 1,, quelconques, pour tout ¢, donc pour tout 6 on a Ae (E) 2,
et par conséquent, d’aprés le théoréme 20.3, E € 2.

22. DROITES PERMANENTES METRIQUES

Ceux parmi les ensembles rectilignes L—métrlques, qui sont des
droites permanentes, donc qui appartiennent a3 £, N 4., ont les pro-
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priétés des lignes droites de la géométrie élémentaire. Ce sont les droites
permanentes L-mérriques, que nous appellerons aussi tout court, droites.

La distance AB entre deux points 4 et B d’une droite sera
appelée aussi longueur du segment [AB] de cette droite.

DEFINITION 22.1. Soit & une droite permanente L-métrique, orientée,
O € a. Toute application numérique

(22.1) f ¥ (P,x)|Peca AxeR A (OLXP =
= x=0P) A (O-P = %=- OP))
sera appelée application fondamentale métrique de a.

La valeur x = f(P) sera appelée coordonnée métrique, ou cartésienne,
du point P de a. La droite a orientée, munie d’une application fonda-
mentale métrique, sera appelée axe des coordonnées cartésiennes. le point O
origine des coordomnées.

NOTATION 22.1. L’ensemble des applications fondamentales métri-
ques des droites sera noté %,, et 'ensemble de celles de la droite a sera
noté %, (a).

Théoréme 22.1. Toute application fondamentale métrigue d’une droite
permanente métrique est un homéomorphisme dont Pensemble des valeurs est R.

Démonstration. Soient O, P € a € &, N #«, et soit dans la défi-
nition 22.1 d’abord O <X P. En termes d’un temps métrique commun,

t € Ga, on a O )P [z+ g} ot (définition 14.1) p = e(z,p) et

% (P)=OP= fzi’ .
.  f P p . Sepy_ CP
Lorsque O > P, on a également O (¢) P |t + EX; mais x(P)= — o

En exprimant la définition 19.1, appliquée a f3: ar> 3, en ter-

mes de la restriction du temps métrique commun ra Eo, on y doit écrire,
en substituant X par P,

PO = O (a-p)P (za - —’2’—] O (1)
et

P>0 = O ()P (za + L;] O (ty + P)s
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ol p = e(igr). Donc fE(P)=h =g, ol t=1,=p (et p>0),
suivant que P> O ou P O, et ol g désigne Pinverse de la fonction

fondamentale du temps, ¢ en O. Donc
t =ty & p = tof&(P).

Mais x(P) = + 2 suivant que P> O ou P =< O, par conséquent
- c -
xP) = - [£of5(P) — t4].
Or, f&:ar Zp est un homéomorphisme {théoréme 20.6) et ‘: o R
Pest également (définition 11.1 et théoréme 14.1), donc ¥ :ar> R est un

homéomorphisme,
Comme P<P = Xx(P) < x(P'), l'application est croissante.
Théoréme 22.2, Soir a € P, N\ M. et X € €(a). Alors,

£eb,(@ = (YPQeal|x®) -2(Q]=PQ)
Démonstration. On a d’aprés  la définition 22.1 % (P) = OP;
% (Q) = OQ. Supposons que O<XP<Q, donc O-P-Q. Selon le thé-

oréme 21.3,
OP = h0OQ = OP = kPO, ou,k=1—}£—z,
donc
b= ~O_P zf(P)’ doir l—hzx(Qz-x(P)’
oo x(Q h x(P)
et d’autre part
e 1 — B

par conséquent

PO =3(Q) - 2(P)=|2(P-%(Q].
Si P<O<Q ou P<Q<0, ainsi que dans le cas ot Q<P,

la démonstration est analogue.
Inversement, supposons que ¥ € ¥ (a) et

PQ=%(P)-%(Q, VPQEa.
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Comme %(0) = O, on a OP = |% (P)}. D’aprés la définition 20.7 % est
une fonction croissante sur a orientée, par conséquent

O<P = %(P)>0, donc z(P)= OP,
O>P = Z(P)<O0, donc %(P)= — OP,
ce qui est conforme a la définition 22.1; donc x € %, (a).

Théordme 22.3. Soient ¥ € %, (a) et X € €(a), définis sur la méme
droite a. Pour que x € €, (a), il faut et il suffit que X soit une fonction
lindaire de x, soit x' = ax + b. En symboles:

(Vae 2, N M) (VX € 6,(a)) (VX € ¥@) [¥ € €,(a) < x' = ax + b].
Démonstration. Soient P, O, R € aet P<Q <R. Comme ¥ € %, (a),
on a selon la définition 22.1 x, < xy << x5, et selon le théoréme 22.2,
Xo — %Xp = B(xz — x5), Ol k=—{)—~g—.

PR

Si ¥ € ¥,(a), on a de la méme manidre ¥’ < ¥y < X'z, et

X' — x'p = B(x'y — x'p).

PQ

La constante % est la méme, car selon le théoréme 17.2 —=
PR

est indé-

pendant de la distance unité.
Par conséquent,

xl‘e —_ le fo _ le
= === a’
xq - xp xR - xp

oll a est une constante positive. Il en résulte ¥ = ax + b.
Inversement, comme selon le théoréme 22.2,

| x%p—x4|=POQ, VP.Q € a,
et que x'=ax+b, on a
|%'p—%"g|=aPQ,

ce qui se réduit & un changement de distance unité. Donc %’ € €,(a).



CHAPITRE V
GEOMETRIE DES ESPACES PERMANENTS

23. PLANS ET ESPACES PERMANENTS

La Variété que nous construisons devant étre celle de la Relativité
Restreinte, Pune de ses quatre dimensions sera celle du temps, et les
trois autres appartiendront 4 P’espace au sens strict du mot (espace as-
socié). La géométrie d’un tel espace peut étre congue de deux maniéres:
ou bien comme structure d’un aspect ,,instantané* de la Variété, donc
en considérant la quasi-totalité des points matériels 4 un ,,méme instant®
d’un temps supposé commun, ou bien comme la structure permanente
d’un certain sous-ensemble continu de points matériels, qu’on appellera
espace, et qui embrassera donc la Variété dans toute sa durée, les rela-
tions géométriques étant alors des relations permanentes. C’est la seconde
possibilité que nous allons développer. En Géométrie Elémentaire on
fait abstraction du temps; ici les relations du temps se trouvent, au
contraire, 4 la base de la Variété et par- conséquent de la Géométrie.

Nous commengons par poser les fondements de la géométrie pro-
jective d’'un ,,espace permanent projectif“, en nous limitant 4 P'espace
projectif ouvert, sans introduire les éléments 4 'infini. Plans et espaces
permanents seront des ensembles de point matériels en non-coincidence
permanente et satisferont & certaines relations permanentes. Les droites
permanentes, introduites dans le chapitre précédent (définition 20.5)
sont de tels ensembles, et c’est au moyen d’elles que nous allons définir
les plans et les espaces permanents.

NOTATION 23.1. Lorsqu’un point P n’est jamais situé sur une
droite permanente a, nous écrirons P¢a. En d’autres termes:

Péa ¥ (Vo e 2,) [non (P & a)gl.

o*
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DEFINITION 23.1. Soient A4,, A,;, A;€ M. L’ensemble {4, A,, A;},
tel que

34145 A3 Ay, Ay A €Py) N Ay¢ Ay Ay N Ay Az Ay N AsE Ay A4y,

sera appelé un riple triangulaire. Alors, I'ensemble des trois segments de
droites [A4,; A,], [A2A3), [A3A,) sera appelé un rriangle, noté AAd; A, A,.

NOTATION 23.2. L’ensemble de tous les triples triangulaires sera
noté 7 ,.

DEFINITION 23.2. Soit {4, A;, 4s) €77,. Tout ensemble de points

[PIPEXYEP, A [(X=4, A YE[dd3]) V (X=4; A YE[AAD
V (X=43 A Ye[4,4.])1)

sera appelé un plan permanent, noté A; A, A,.

NOTATION 23.3. Les plans permanents seront désignés aussi par
les lettres 4 doubles traits: m, s, t,... Si a, b sont deux droites dis-
tinctes d’un plan permanent, celui-ci sera noté aussi par ab. L’ensemble
de tous les plans permanents sera noté 2,

DEFINITION 23.3. Le sous-ensemble U[XY] du plan permanent
A, A, A, ot X,Y sont tous les points notés ainsi dans la définition
précédente, sera appelé région triangulaire et noté [A4, A, Aj].

NOTATION 234. Lorsqu’un point P n’est jamais situé dans un
plan h, nous écrirons P¢h. En d’autres termes:

Péh=(NopeZ)[non(Pc h)pl.

DEFINITION 234. Soient A4,, A4, A;, A, € M. L’ensemble
{4y, Az, As, Ay), tel que

A 4,4y, A1 AsAs AiA Ay A Ay € P A
Ay ¢ Ay AsAs N AgE AyAiAy N AsE A Ay A Ay¢ A A4y,

sera appelé un quadruple tétraédrique. Alors, Pensemble des quatre régions
triangulaires [A,4,45], [d4:4,), [4:1434,), [A:A4:4,] sera appelé un
Iétraédre, n()té AAIAgASA,p AR
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NOTATION 23.5. L’ensemble de tous les quadruples tétraédriques
sera noté 7.

DEFINITION 23.5. Soit {4,4,434,} €7 ,. Tout ensemble de points

[PIPEXYeP, A [(X=4; A YeE[dded]) V (X=4, A
Y € [4,4.4,1)

V (X=4; N YE[AA4,4)]) V (X=4, A Ye[dd.4])
V (Xeldids]l A YE[ded)]) V (Xe[d 4] N Y e[4:4,))
V (Xe[4d) N YE[4:4:D])
sera appelé un espace permanent, noté A,A,A,4,.

NOTATION 23.6. Les espaces permanents seront désignés aussi par
les majuscules 4 doubles traits: A, B, ... L’ensemble de tous les espaces
permanents sera noté %,

24, LES AXIOMES DE POSITION ET LEURS CONSEQUENCES

Remarque. La géométrie de ’espace permanent que nous avons
en vue, doit étre euclidienne, donc il nous suffirait d’énoncer s1mplement
Paxiome suivant:

AXIOME DE GEOMETRIE. — Tout espace permanent L-métrique
est isomérrique & Pespace euclidien de trois dimensions.

Dans cette isométrie les points matériels d’un espace permanent
L-métrique E sont les images des points de espace euclidien. On
démontrerait alors que les droites et les plans, permanents, de E sont
les images des droites et des plans de P’espace euclidien.

Les axiomes V 4 et VIII compléteraient alors le groupe des ,,axiomes
de géométrie®. 7

Or, nous préférons que le systétme d’axiomes que nous choisissons
soit indépendant de toute géométrie; qu’au contraire, la géométrie, celle
de Pespace permanent (et qui doit étre euclidienne) soit érigée sur les
fondements axiomatiques du ,,monde‘ des points matériels et événements
instantanés. ’

Nous établirons donc de maniére indépendante dans l’espace per-
manent L-métrique la validité d’un systéme complet d’axiomes connus
de la géométrie élémentaire, ce qui demandera Pintroduction de certains
axiomes élémentaires (V 1—4, VI, VII 1—2 et VIII) et la démonstration
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de quelques théorémes qui correspondront & certains axiomes de la géo-
métrie élémentaire (euclidienne).

AXIOME V 1. (VEe€#,) (VA, BEE)[A#B =
- AABe#)[ABCE]l.

En d’autres termes: Quels que soient dzux points distincts Pun espace
permanent, au moins une droite permanente de cet espace existe, qui contient
ces deux points.

AXIOME V 2. (VEe ;) (VA,B,G,D,EcE) [{4.B,CleT; A
N A-D-C A B-E-D = (AFe€E)[4A-F-B A C-E-Fl].

En d’autres termes: Soit in triple triangulaire {A, B, C), contenu dans
un espace permanent. Si D, E sont deux points du méme espace, D entre A
et C, et E entre B et D, alors un point F du méme espace existe entre A
t B, tel qgue E soit entre C et F.

AXIOME V 3.
VEe?)(Vh,gcE)VA[dehng = 3AB[4A#B A Behngll

En d’autres termes: 8% deux plans d’un espace permanent ont un point
commun, tls ont au moins encore un point commun.

AXIOME V 4. (VEe#,) [M ¢ E]}

En d’autres termes: Quel que soit un espace permanent, la totalité
des points matériels y est constamment situde.

Remarques. Onreconnait dans les axiomes V 1—3 certains axi-
omes de la géométrie élémentaire: dans V 1 et 3 deux axiomes d’inci-
dence, dans V 2 Paxiome d’ordre dans le plan. L’axiome V 4 exprime
que M est situé {non pas contenu) dans tout espace permanent. Il s’agit
dans tous ces axiomes de la ,,position permanente de certains points
et ensembles de points.

Les axiomes V 1—3, ajoutés a ceux des groupes I a IV, suffisent
pour développer dans un espace permanent ['image du fragment de la
géométrie élémentaire, qui découle de ses axiomes d’incidence et d’ordre.

Comme 2, C % (0,0, les théorémes sur les ensembles rectilignes,
tels que 18.8 a 18.11, ainsi que les définitions, telles que 18.7, de
Pordre naturel, s’appliquent aux droites permanentes. Ceci est également
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vrai en ce qui concerne les théorémes du paragraphe 20, d’apres lesquels
on a par exemple (théorémes 20.10 et 11) lorsque a, be Z;:

achb = achb = a=b,
ainsi que (théorégme 20.13):
(Va, b) (YP,Q € a) [P0 A P,OQEb = a=»b]

Démontrons les théorémes suivants:

Théoréme 24.1.
VE(NVA,B,CeE) [{4,B,Cle 7y = (YacE) ({4, B,C)¢ajl.

En dPautres termes: St rrois points d’un espace permanent font un
triple triangulaire, tls wWappartiennent pas & une méme droite permanente de
cet espace.

Démonstration. Selon la définition 23.1 ABe &;, donc 4 # B. Or,
A,B e E, donc (axiome V 1) une droite a de E existe, telle que
A,B € a. Donc AB = a (théordme 20.13). D’aprés la définition 23.1
C¢ A4B. Or

C¢é¢AB N AB=a = Cé¢a,

et d’autant plus, C¢ a, d’ou le théoréme 24.1.

Théordme 24.2, VE (VAcE)(YVBCcE)[4¢BC = (4,B,CleJ.
Démonstration. Si on avait (B € CA)f au moins pour un @, alors
FQoeCA)[(B=0Q)B].

Comme CA €A, 'un des trois points A4,C, O serait d’aprés la définition
18.2 entre les deux autres, par exemple C-Q-4, et alors (C-Q >4,
donc

3o [(C"-QB-) Ao,

d’out C'-BB-yAa, donc (A € BC)x, ce qui contredirait & 'hypothése.
Il en est de méme si Q-4-C ou bien A-C-Q. Par conséquent B¢ CA.
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On montre de la méme manidre que Cé¢ 4B. Donc (définition 23.1)
(4,B,Cle T .

Comme les droites permanentes sont homéomorphes 3 ’ensemble
ouvert R (théoréme 20.7) on a:

Théoréme 24.3. (VacE)(VA4,Bea)[d#B = (ICea)[4-B-C]].

Le théoréme suivant présente une inversion dans P’axiome V 2.

Théoréme 24.4 VE(VA,B,C,D,FEE)[{4,B,CleT; A
A A-D-C A A-F-B = (3E<E)[B-E-D A C-E-Fll.
Démonstration. Elle s’appuie¢ sur la définition 20.3 de la droite
permanente et le théoréme 18.11 (ordre linéaire), ainsi que sur les dé-
finitions 23.1 et 2, Paxiome V 2 et les théorémes 24.1 4 3. En outre,

la démonstration suit de prés celle du théoréme analogue de la géo-
métrie élémentaire.?® Nous la donnons donc en raccourci.

Comme (A4, B,C}€J,, on a aussi (3 AB, BC, CA), D€ AC, Fe AB.
D’aprés le théoréme 24.2

(3G e AC) [D-A-G].
Comme B¢ AC, on a B¢CG, d’ou (théoréme 24.3) (B,C,G}e 7, Par
conséquent (axiome V 2) 3H [C-F-H A B-H-GI.

D’une mani¢re analogue on conclut {B, D, Gje &, d’ou
37 [D-F-J A B-J-Gl.

puis {4,C,J} €T, d’out 3K [C-F-K A A-K-J]. On montre ensuite que
B-J-H, et puisque {B,D,H}eJ,, on a

iE{H-F-E A\ B-E-D].

* Voir par ex.: ,,Géométrie Flémentaire — Fondements et &iéments de la géo-
métrie euclidienne® de P’auteur. (Manuels universitaires, Belgrade 1961. En serbe.).
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Or,
A-D-C A B-E-D = 3IP[4-P-B A C-E-P],

donc {P}= ABQOCE. Enfin, comme H-F-E A H-F-C, on a FeCE.
D’autre part FE AB, donc P=F et par conséquent 3E[B-E-D A C-E-F].

Rappelons qu’en vertu de la définition 18.2 &, c A (o, 0’) et dé-
montrons que c’est également vrai pour les plans et espaces permanents,
Droites, plans et espaces permanents sont des ensembles de po-
ints matériels en non-coincidence permanente; toute coincidence y est
identité.

Théordme 24.5. Z,C A (0,0") e P;C 4 (0,0

Démonstration. Soit ABC e #,. Dans la définition 23.2 deux droites
XY distinctes, soit X;Y, et X,Y,, n’ont en vertu du théoréme 20.10
qu'un seul point commun, les autres points de Pune d’elles n’étant
jamais situés sur Pautre, et réciproguement. En effet:

1. Si X,=X,=4 et qualors Y, Y,e[BC], Y,#Y,, le point A
est le seul point commun, tandis que les autres points de 'une de ces
droites ne sont jamais situés sur P'autre droite, car autrement on aurait

XY, =X,Y, (théoreme 20.10). La conclusion est la méme lorsque
X1~X2 B ou C,

2. Si X1#X, (par exemple X,=4, X,=B, et si par conséquent

Y,€[BCl, Ye[CA]) on a d’aprés le théoréeme 24.4, en négligeant les
cas triviaux,

JE[X,Y,NX,Y,=|E]],

les autres points de l'une de ces droites n’étant jamais situés sur Pautre
{(théoréme 20.10). Donc, ABC € 4 (09, »’), et par conséquent P, C N (w, o).

Pour démontrer que 2, C A (o, "), on considére de fagon analogue,
dans ABCD e #;, deux droites XY, soit X,Y; et X,Y,, contenues dans
la définition 23.5, et distingue trois cas:

I. X,=X,€(A, B,C, D)},
2. X;#X, (par exemple, X,=4, X,=B), et X;Y,NX,Y,=0
3. X1 #X, et IE[X,Y1NX,Y,={E}].

Dans tous ces cas il n’y a, non plus, grice au théoréme 20.10,
aucun point de 'une de ces deux droites, qui serait jamais situé sur
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Pautre. sauf leur seul point commun (cas 1 et 3). Donc, ABCD € A4 (v, &),
et par conséquent Z;C A (0, o).

Théoréme 24.6. VE(Va,bcE)(VA,B)[A#B A
Ad,Beanb = a=»b].

En d’autres termes: Quels que soient deux points distincts d’un

espace permanent, il existe au plus une droite permanente du méme espace et
qui contient ces deux points.

Démonstration. Selon le théoréme 20.10 a = b, donc (définitions
18.1—4 et 18.7—38)

(VPe a) (Vo eZp) (A0 D) [(P = Qo).
Or a,bCcE, donc P, QeE. Mais Ee A" (théoréme 24.5), donc

P=Qp = P=Q = a=b.

Théoréme 24.7. VE(A,B,CeE)[{4,B,Cle T, =
= (A4ABCe%,)[ABCCE]].
Démonstration. Puisque (A, B,C)eJ,, et que selon laxiome V 1
toutes les droites de la définition 23.2 existent, le plan ABCcE existe

aussi.

Par conséquent:

Théoréme 24.8. VE(VA, B,C€E)[|{4,B,CleT; =
— @hcE)[4,B,Ceh]l.

En d’autres termes: Quels que sotent trois points d’un espace perma-
nent et qui forment un triple triangulatre, au moins un plan permanent de
cet espace existe, qui Ccontient ces trois points.

Théorédme 24.9.

VE(V ABCCE) (VL, M, Ne ABC)[|L, M,N)e Ty =
= @LMN A ABC=LMN)].
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Démonstration. Ici encore la démonstration suit de prés celle du
théoréme analogue de la géométrie élémentaire,” en s’appuyant sur les
axiomes V 1 et 2. Contentons nous de noter les trois lemmes qui
précédent la démonstration que nous avons en vue, et les principales
étapes de celle-ci. Ce sont les lemmes:

1. VF,G[4-F-B N A-G-C = 3[FG]c ABCl.
2. VH[B-C-H = 31AHcABCl.

3. VF,G[A-F-B A A-G-C = 3FGcABC).

Nous démontrons ensuite:
a) VD[B-D-C = ABC=A4BD],
b) VD{DeABC AN D¢é¢AB = ABC=ABD],
¢) le théoréme 24.9 dans sa forme générale.

Le théoréme suivant est une conséquence évidente du précédent.

Théordme 24.10.
VE(Vh,geb)(v4,B,CeE)[(|4,B,CleF; A [4,B,CjcC

chng) = h=gl

En d’autres termss: Quels que soient trois points d’un espace perma-
nent er qui forment un triple triangulairve, il existe au plus un plan perma-
nent du méme espace et qui contiemt ces trois points.

Théordme 24.11.
VE(VacE) (VhcE) (VA, BeE)[(A#B N A,Beanh) = ach].

En d’autres termes: 8¢ ume droite permanente d’un espace permanent
a deux points distincts en commun avec un plan du méme espace, cette droite
est contenue dans ce plan.

27 Jbid., théorémes 7.3 a 7.6.
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Démonstration. Soit h=LMN. Comme (L, M,N}J€Z,;, au moins
Pun de ces trois points, soit L, n’est jamais situé sur a (théoréme 24.1),
donc {4, B, L} € T3 (théoréme 24.3), et A4, B, Le h. D’aprés le théoréme
24.9 ABL=h, donc ABc h (définition 23.2), donc a C h (théoréme 24.6).

Comme VE[(EC M)Z], on a en vertu de Paxiome V 4:
Théorédme 24.12. VE[M = E].
VAVE[ACE]

VE, F[E = F].

Théordme 24.13. V E [Ec M,].
VE(VACE)[Ac M

Démonstration. D’aprés la définition 20.3 toute droite permanente
fait partie de M,. Or, tout espace permanent est une réunion de droites
permanentes, donc il fait partie de My; par conséquent toute partie d’un
espace permanent est contenue dans M, .

Ajoutons le théoréme suivant, concernant les événements instantanés
et les points d’un espace permanent.

Théordme 24.14. (VE€ P,) (Vo € ) AP ) [Pol.

En d’autres termes: Quel que soit un espace permanent [E, tout événe-
ment instantané ¢ a lieu (aussi) en un point de [E.

Démonstration. Suivant 'axiome I 1, Vo 3S [Se¢]. Or, en vertu de
Paxiome V 4, VE[(M ¢ E) X], donc (S € E)p, ce qui signifie

Vo @PEE) [(P= S)ol,

d’otr 3P [Po].

25. PARALLELISME

Nous formulons la définition des droites paralléles comme il suit:
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DEFINITION 25.1. Soit E un espace permanent et a,b deux droites
de E.

a||b=3heE)[a,bch A (anb=g V a=b)].

On dira que a et b sont paralléles. Lorsque a||b, mais a#b, on dira
que a et b sont paralleéles au sens strict.

DEFINITION 25.2. a||h=(a,hcE) A (anh=@ V ach).

hilg=(h,gcE) A (hng=0 V h=g).

On dira que a et h, respectivement h et g sont paralléles. Lorsque
afNh=g et hNg=0, Cest le parallélisme au sens strict.

Notons le théoréme suivant sur Pexistence des droites paralléles,
et qui précede I’axiome des paralléles.

Théoréme 25.1.
VE(VhcE)(Vach)(VPeh)(@bch)[Péa A Pcb A anb=g].

En nous tenant a la formulation usuelle, nous énongons I’axiome
des paralleles comme il suit:

AXIOME VI. VE(VhCE)(Va,b,cch)[(a||b A a#b) A
A (@|le A as#e) A bNe#o = b=c].

Par conséquent:
Théoréme 25.2.

VE(VhcE)(Va,b,cch){bNc#o A an®Uc)=g = b=c].

Insérons ici la définition suivante, concernant deux sous-ensembles
quelconques d’un espace permanent, et par laquelle nous introduisons
le signe X (& distinguer du signe X du produit cartésien):

DEFINITION 25.3. Soient A,BCcE€ %;.

AXB ¥ AnB#g A A#B.
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Nous dirons que A et B se coupent.
On a par exemple:

Théoréme 25.3. (VhcE)(Va,bch)[aXb V al|b].
(Vh,gcE)[hXg Vv hl|gl
Théoréme 25.4. aXb — 3IP[anb=Pr).

hXg — 3Jalhng=al

26. CONTINUITE DU PLAN ET DE L’ESPACE PERMANENTS

La droite permanente est continue par définition, et homéomorphe
a R (théoréme 20.4). La continuité permanente du plan et de I’espace
permanents en résulte. Pour l'introduire, nous y définissons des coordon-
nées continues.

DEFINITION 26.1. Soit he#?, et d,.d,, X,y €%;. Supposons que
vh(vd,,d,, x,ych)3O(VPeh)[xNy=0 A d;Nd,=P A
A di]|x A dp]y]

et soient f;:x— R, f,:y—R des applications fondamentales continues
(définition 20.7) des droites permanentes x et y. Alors le couple ordonné
des axes des coordonnées, {X,y) sera appelé repire sémi-affine plan, et
les valeurs

x(P) =fi(xNdy), F(P)=/f(yndy

seront appelées les coordonnées continues de P dans le repére {X,¥).
L’application g:h— RXR, telle que

x(P), 9 (P)>=g(P), VPeh,
sera appelée application fondamentale continue du plan  permanent

h sur R2.
Normalement, x(0) = $(0)=0.
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On montre facilement que g est biunivoque.

Pour munir h d’'une topologie, on peut partir de la topologie de
R* ol on a pris pour voisinage d’un point {x,y)> les domaines ouverts,
homéomorphes au disque (contenant ce point et limités par des courbes
fermées simples). Désignons par P’ un point {x,y)» quelconque de R2, donc
P’=g(P). Soit alors U (P) un tel voisinage de P’ et V(P)=g1 (U(P")).
Soit %, cette base de topologie de R2. Alors I'image g! (%, sur h, de
la base 4%,, et que nous noterons %,*, peut étre choisie pour base de
topologie de h. En effet, grice 4 ce que g est biunivoque, on montre
facilement 28;

Théoréme 26.1. Limage B,* sur h, de la base B, de topologie de
R2 est une base de topologie de h.

Théordme 26.2. La bijection g est bicontinue.

Démonstration. Soient E et F deux espaces topologiques quelcon-
ques. Une application f de E dans F est continue dans E si pour tout
voisinage Y de la base de topologie de F, f~1(Y) est un ouvert dans E.
Or, pour tout Ue %, on a V=g"1(U) e #,*, et V est un ouvert dans
h. Inversement, pour tout VE%* on a U=g(V)E%,, et U est un
ouvert dans R2.

Comme g est bicontinue et biunivoque, c’est un homéomorphisme,
donc:

Théoréme 26.3. Par la base B, de topologic de R® et la base B,*
de topologie de h, tout plan permanent h est homéomorphe & R2.

Une considération analogue s’applique aux espaces permanents.

DEFINITION 26.2. Soit E€2; et h,g,s, hy, Go S¢ €%,. Supposons
que

V E(Vh, g, s, hy, @o, S, CE)AO(VPEE) [hyNgeNs,=O A hnNgns=P
A bllhy A gllge A s]|sol,
et soient, en désignant hy N gy, g,N sy, s,Nh, respectivement par x, y, z,
fiix—R, fzzyHR; [z R

* Voir par ex.: M. Zamansky, Introduction 4 P’algebre et ’analyse modernes,
p. 124.
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des applications fondamentales continues. Alors le triple ordonné des
axes des coordonnées, {%,¥,Z) sera appelé repére semi-affine dans Pespace,
et les valeurs

X (P)=fi(xNns), F(P)=fo(yNh), 2(P)=f3(zNg)

seront appelées les coordonnées continues de P dans le repére (&,¥,2).
L’application 2:E— RXRXR, telle que

KE(P), 9(P), 2(P)>=h(P),

sera appelée application fondamentale continue de E sur R3.
Normalement, % (O) =9 (0)=2z (0)=0.

On montre ensuite que Pimage %;* sur E, de la base #; de to-
pologie de R3, formée par les boules topologiques, est une base de topo-
logie de E, et que % est un homéomorphisme. Donc,

Théoréme 26.4. Par la base &, de topologie de R3, et la base %B*
de topologie de E, tout espace permanent E est homéomorphe a RS,

NOTATION 26.1. Les repéres {x,y> et {x,y,Z) seront notés aussi
par Oxy et Oxyz.

Remarque. Les coordonnées continues qu’on vient d’introduire
sont, pour ainsi dire, semi-affines, puisqu’on a fait usage du parallélisme.

27. PLANS ET ESPACES PERMANENTS L-METRIQUES

La droite permanente L-métrique ayant été introduite dans le § 22,
il nous reste a considérer le plan et Despace permanents L-métriques,
éléments de PN A et de 3N M.

NOTATION 27.1. On notera: &,=Z, N M. (n=1,2,3).
D’aprés le théoréeme 17.4 on a:

Théoréme 27.1. VE(VacE)[EEd; = acdl.
VE(WVhcCE)[Eed; = hed,l.

En désignant par d les distances L-métriques, on a:
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Théoréme 27.2.

(VE€&,) (VACE) (YA, B,CcA)[Ac P, A A-B-C <>
< d(4,B)+d(B,C)=d(4,0)].

Théoréme 27.3.

(VEc€ &3)(VA,B,CeB)[|4,B,CleTs < d(4,B)+
+ d(B,C) > d(4,0C)].
La distance entre deux points 4 et B d’un ensemble L-métrique

ayant été donnée par le définition 17.3, I’égalite des segments de dro-
ites peut étre définie:

DEFINITION 27.1. Soient A, B, A’,B'€ E€ &;. Si d (4, B)y=d(A4', B),
on dira que le segment [AB] est dgal (ou congruenr) au segment [A'B’].
En d’autres termes:

[AB] = [4’ B'] *f (d(4,B)=d(4',B')].

NOTATION 27.2. On désignera ici une demi-droite (AP —) dont
Porigine est A et dont P est un point quelconque (définition 20.6), plus
court par AP.., un demi-plan dont la frontiére est la droite a et dont
P est un point quelconque, par aP.., et un demi-espace dont la fron-
tiére est le plan h et dont P est un point quelconque, par hP... D’apres
les définitions: A¢ AP.., a¢aP.., h¢ hP...

On a les trois théorémes suivants:

Théoréme 27.4.
(VE€&,) VAP.., AP ..cEY(VBe AP.)(AB' € A' P'..)[[4B] = [4' B']1].

En d’autres termes: Quelles que soient deux demi-droites AP.. et
A'P'.. de E et quel que soit un point B de AP.., un point B’ et un seul,
de A' P'.. existe, tel que [AB] =~ [A’ B'].

Démonstration. Comme Eec#., il existe un temps commun, soit
feby, et Pon a d(4 B)= % a, ol a=e (1,,;) (définition 17.3). Il faut

montrer que

(27.1) (AB' € A'P'.) [e (ty.p) = al.

7
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Envisageons AP, A'P'cE. On a suivant la définition 19.1:
Vd. [Aﬁl (A’P’) = EA,]

(c.-a-d. Pimage par réflexion de la droite o’ en A’, d’origine a« quelconque,
est la totalité des événements ayant lieu en 4’). Donc (définition 19.1):

(Vo A €Z)AX' €A'P.)[Aa< AN = & (X)=r =
= AaX"A.
De plus
Vadr 3 [£ () =1 (o) +al,

puisque z: X4 — R est un homéomorphisme qui assigne 4 tout t€ R un 2,
donc aussi & ¢=1t(«)+a. Par conséquent

Ve 3X'[A (@) X A"t +a)],

donc 31X’ [e(&':xr)=a]. En notant X'=B" on a (27.1) et il en résulte
d(4', B) = —02—a, donc [4B] = [4'B].
B’ est unique, car si B'€ A'P'.. et [AB] = [4’'B"], on aurait
fa. (B")=fa (B,
et comme f%, est un homéomorphisme, B =B'.

Le théoréme suivant est évident en vertu des définitions 17.3 et
27.1.

Théoré¢me 27.5. Soient A, B, A',B', A", B" € Ee€&;, quelconques.
Alors

[A'B]=[A4B] A [A"B"]=~[AB] = [A'B]=[A"B"].

Théoréme 27.6. Soienza,a’' cEe€ &y et A,B,C€Ea, ainsi que A', B,
C’' e a’, quelconques. Alors

A-B-C N A-B-C’' A\ [ABl=[A'B]1 A [BC]=[BC] =
= [AC] = [4'C).
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Démonstration. Comme E€ &5, on a suiva& la définitigl_f_ﬁ.!iten
revenant a la notation de la définition 17.3, 4AB=A'B’ et BC=B'C..

D’aprés le théoréme 17.2 on a AB/BC=k, d’ou ke R*. Il résulte alors
du théoreme 21.2:

— f
AB= mAC,
donc aussi
D k 2
A'B' = l——kA c,
et par conséquent
AC= LZ—k}TB; l%fA'B’=A'C’,

d’ou selon la définition 27.1 [AC] = [4'C].

28. LES AXIOMES DE CONGRUENCE ET L’AXIOME D’EXI-
STENCE D’UN ESPACE PERMANENT L-METRIQUE

Les théorémes 27.4, 27.5 et 27.6 ont méme forme que les trois
axiomes linéaires de congruence, tels qu’on les trouve chez D. Hilbert 2°.
Pour que 'espace permanent L-métrique satisfasse & tous les cinq axi-
omes de congruence de la géométrie élémentaire (euclidienne) il faut
ajouter deux axiomes de ,,congruence dans le plan®. Nous n’admettons
pas I’égalité des angles comme relation primitive et donnons donc'a ces
axiomes une forme qui provient de P. Veronese .

AXIOME VII 1. Soit E€ &, aP.., a’P'..cE, A,Beca, A B ca,
quelconques. Alors

(VCeaP.)(AC' €a’P'.)[[AB] == [A'B] = [AC]=[d4'C] A
A [BC]l == [B'C]].
En outre C' est unique.

2 D. Hilbert, Les fondements de la Géométrie, 1899.
3% P, Veronese, Eléments de Géométrie, 1891.

T
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AXIOME VII 2. Soit E€ &3, AABC, AA'B'C' CE et D, D' € E, quel-
conques, sauf que : ‘

DeAC.., D'eAC.. D#C, D #C).
Alors

[AB]=[A'B] A [AC]=~[A'C'] A [BCl~[BC1 A [AD]|=~[A'D] =
= [BD]=[B'D.

L’axiome suivant assure lexistence des espaces permanents L-mé-
triques, et entraine celle de tous les ensembles d’événements et de points,
considérés dans ce travail.

AXIOME VIII. JEcé&,.

29. REALISATION DE LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE DANS
L’ESPACE PERMANENT L-METRIQUE

Les axiomes d’incidence et d’ordre de la géométrie élémentaire, ol
»points®, ,,droites* et ,,plans‘‘ ont été remplacés par ,,points matérielss,
»,droites permanentes® et ,,plans permanents®, sont valables dans tout
espace permanent. Pour fixer les idées, envisageons les groupes I et II
des axiomes du systéme bien connu des ,,Fondements de la Géométrie
de D. Hilbert. Nous les désignerons, ainsi modifiés, par H I et H II.

H I | est identique a notre axiome V 1, et H I 2 au théoréme
24.6. La premiére partie de H I 3 résulte de la définition 20.3, la
seconde de l'axiome VIII, en vertu de la définition 23.5. La premiére
partic de H I 4 est identique au théoréme 24.8, grice au théoréme
24.1; la seconde partie résulte de la définition 23.2. Ensuite, HI 5 est
identique au théoréme 24.10, H I 6 au théoréme 24.11, H I 7 a Paxi-
ome V 3. L’axiome d’existence H' I 8 résulte de P'axiome VIII et de la
définition 23.5.

La premiére partie de H II 1 (disant que A, B,C sont trois points
distincts) résulte de la définition 18.1, la seconde partie (disant que
A,B,C sont des points d’une droite) résulte de la définition 18.2, de
Paxiome V 1 et du théoréme 24.6, et la troisiéme partie du théoréme
18.8. Ensuite, H- II 2 est identique au théoréme 24.2, H IT 3 résulte
du théoréeme 18.6, et H II 4 résulte de I’axiome V 2 et des théorémes
24.4, 24.11 et 18.3.

Par conséquent, la partie de la géométrie élémentaire, qui découle
des axiomes d’incidence et d’ordre, est réalisée dans tout espace
permanent.

Comme nous Pavons constaté au §28, aprés l’addition de nos axi-
omes VII 1 et 2 les axiomes de congruence de la géométrie élémentaire
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(groupe III de Hilbert) sont également satisfaits dans tout espace permanent
L-métrique. L’axiome des paralléles est identique 4 notre axiome VI, et
puisque la droite permanente est continue par définition et homéomorphe
a R, l'axiome dit de Dedekind, donc aussi les deux axiomes du groupe
V, de Hilbert, sont eux aussi satisfaits. Ainsi la géométrie élémentaire
est réalisée dans tout espace permanent L-métrique.

Entre autres, nous pouvons introduire de la maniére usuelle des
reperes cartésiens orthonormés dans le plan et dans Pespace permanents
L-métriques. En partant de l'application fondamentale continue, les dé-
finitions peuvent s’énoncer comme suit:

DEFINITION 29.1. Supposons que dans la définition 26.1 de Pap-
plication fondamentale continue d’un plan permanent h les axes %, ¥ soient
perpendiculaires entre eux, et que f), f, soient des applications fonda-
mentales métriques quelconques, des droites x et y. Alors le repére
Oxy (ou <X, y>) sera dit cartésien orthogonal. Lorsque les étalons de
distance sur x et y sont ceux du plan h méme, et par conséquent égaux,
le repére sera dit orthonormé, les coordonnées continues x(P), y(P) d’un
point P quelconque de h seront appelées coordonnées orthonormées de P,
et Papplication g:h R?, telle que :

&P, §(P)>=g(P),
sera appelée une application fondamentale métrique du plan permanent h.

DEFINITION 29.2. Supposons que dans la définition 26.2 de Pap-
plication fondamentale continue d’un espace permanent F les axes %, V. Z
soient perpendiculaires entre eux, et que fi, f,, f; soient des applications
fondamentales métriques quelconques, des droites x,y,z. Alors le repére
Oxyz (ou <X,y,%)) sera dit cartésien orthogonal. Lorsque les étalons de
distance sur ces trois axes sont ceux de E méme, et par conséquent
égaux, le repére sera dit orthonormé, les coordonnées continues %(P), 5(P),
2(P) d’un point P quelconque de E seront appelées coordonnées orthonormées
de P, et l'application %:Es R3, telle que

CE(P), $(P), &(P)>=h(P),

sera appelée une applicarion fondamentale métrique de Pespace permanent .
P q

On démontre facilement;

Théoréme 29.1. Pour rour plan et pour tout espace permanents méiri-
ques existe une application fondamentale métrique.

En analogie avec le théoréme 22.1 on a:
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Théordme 29.2. Toute application fondamentale métriqgue d’un plan ou
d’un espace permanents métriques est un homéomorphisme dont Pensemble des
valeurs est R?, respectivement R3.

Soit E€#,. A tout événement ¢ correspond un point P de E et

un instant ¢ de tE€ &g, de telle sorte que Po et r=1(p). Il est clair que
cette relation entre les ¢ et les couples ordonnés <z, P) est biunivoque,
et on peut montrer que c’est un homéomorphisme. On a donc:

DEFINITION 29.3.

fe & (@ 6LPYY|0ES A t=1g) A t€Te A PEE A Pg).

Nous appellerons fr: X+ R X E bijection fondamentale de T sur R X E.
Les deux éléments de (¢, P> seront appelés coordomnées intrinséques de
Pévénement ¢ dans Pespace E. L’ensemble R X E des couples {z,P) sera
appelé temps-espace ou espace-temps.

Puisque {t,P)=fg(¢), ainsi que (définition 29.2) <{x,y, 2> =h(P),
sont des homéomorphismes, ’application

@ =f|!5—l [z, Kt ( <x’y’ 2) ) ]’

et que nous noterons de fagon plus simple:

=g (L, %, ¥; 2),

est aussi un homéomorphisme.

DEFINITION 29.4.

oe X ((Bxy, 2 0d |t =Ho) A 1€Te A (63,2 =h(P) A
A PEE A Pp A 9€X).

Nous appellerons ¢ : R4— X bijection fondamentale de R* sur Z, et les
éléments du quadruple ordonné <z, x,y,2) coordonnées lorentziennes de
Pévénement o dans Pespace permanent L-mérrique E.

En ajoutant au repére orthonormé Oxyz, par analogie aux axes
des coordonaédes des espaces permanents, une droite orientée ,,abstraite¢,
munie des valeurs de ¢, et que nous appellerons axe du temps, nous
définissons un repére, noté Owxyz et appelé repre lorentzien. Nous dirons
que Orxyz est lié a Pespace permanent E.

Remarques. L’homéomorphismz %:E+> R? permst de remplacer
R X E par R?* et d’appeler Pensemble des quadruples {t, x,y, 2> également
temps-espace ou espace-temps, dans un seas indirect. —Des définitions
analogues aux deux précédentes peuvent s’énoncer pour les plans perma-
nents I-métriques.



CHAPITRE VI
CINEMATIQUE

30. PROPAGATION DE LA LUMIERE

On peut distinguer deux espéces de ,,mouvements‘: ceux des po-
ints matériels ou ensembles de points matériels, et ceux qui s’expriment
en Physique comme propagation de la lumiere, ou plus exactement, des
ondes électromagnétiques (ou émission des photons). Quant a la lumiere,
c’est dans notre systéme axiomatique la perceprion d’un événement instan-
tané, ou d’'un ensemble d’événements, qui se ,,propage dans un ensemble
de points matériels, soit par exemple sur une droite, dans un plan ou
dans un espace permanents métriques. En conséquence des axiomes et
des définitions, cette propagation s’effectue avec la vitesse ¢ égale au
ssfacteur fondamental. Dans Pinterprétation de nos considérations en
Physique, C’est la vitesse de la lumiére dans le vide, donc (comme il a
été dit dans Plntrocuction) nous faisons abstraction de Pinfluence du
milieu matériel ou autre sur la propagation de lc lumiére.

Considérons d’abord la propagation de la perception d’événements
instantanés.

DEFINITION 30.1. Soit AeM, a€X,, Ec M. L’application

Ryq,g: E— 2,
définie par

Wi g = ((P,¢)|AxPy A PeE),

sera appelée application de propagation dans E, de la perception de «, ou
application de propagation dans B, de lumiére instantanée.
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On dira aussi que la perception de o se propage dans E, ou que la
tumiére instantanée se propage de A et « dans E, et on appellera {4, )
origine de la propagation, A point-origine et a événement-origine.

Si E est une demi-droite AB.. d’origine A4, Papplication Rsq, 45..
sera appelée rayon de la propagation sur AB.., de la perception de e, ou
rayon de lumiére instantanée.

Remarques. D’aprés la définition 30.1, & chaque P€E corres-
pond un ¢ et un seul, donc Wy g est bien une application de E dans
Y, eton a

¢ =Wyq, g (P).

Soit Wy, g (E)=®. Lorsque E€ A (0, "), alors R, g: Er> D est
une bijection, et on a aussi Wy, gl : O E.

Soit E€£;3. On a

NAtx,|E= UBGE“Aa, AB.. *

Remarquons enfin que Wyu, ¢ est la restriction Wy, m/E .

Considérons la propagation de la perception d’un événement « dans
un ensemble E L-métrique, et soit t € ¢ un temps commun.

Notons t°=tA(oc) et t=;(<p), ot P et ¢ sont tels que A«Pp. Rappe-
lons que Aa=A(z4). Comme

To¥yy g B> DR,

on peut énoncer la définition suivante:

DEFINITION 30.2. Soit Ec #, A€E, a€X, et t€Tg, fo=t (a).
L’application

ot g = ToWyy g= [P, )| A'(t) P(1) A PEE)

sera appelée application de propagation dans E, de huomiére instantanée, en
termes du temps. On appellera (A4, toy origine, A point-origine et 1, instant
-origine de la propagation.

Remarque. Généralement ¥, g:ErH (& ,0) n’est pas une
surjection.

Théoréme 30.1. Soient P.P €Ec # (P # P') quelconques dans
R, e, g € Lt les instants quand un événement instantané d’origine {A, to)
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est pergu en P et en P'. Alors, ¢ érant le facteur fondamental, on a

AP
=c
t—t,
et
(30.1) LA

suivant que P,P’' sont les points d’une méme demi-droite d’origine A, ou
qw’ils ne le sont pas. S’ils le sont, et si A-P-P'y on a, plus précisément,

PP’

Démonstration. Si P’ € AP.., on a A-P-P’ ou A-P’-P, et alors, d’aprés
le théoréme 17.5,

PP'= |AP'—AP| = +c[t —1]

respectivement, donc

PP
|7 ]

c.

Si ce n’est pas le cas, on a

PP’ > |AP'—AP|=c|t —¢t]|,
donc
PP’

r—:

DEFINITION 30.3. Soient 4,P,P'cEe€ #, A-P-P', et t, t les in-
stants quand un événement instantané d’origine {(A4,t.» est per¢u en P
et P’. Le quotient

PP

t'—t

sera appelé vitesse scalaire de la propagation de la perception de I’évé-
nement instantané d’origine {4, t.», dans lensemble L-métrique E, ou
simplement vitesse de lumiére dans E.
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Lorsque P, P’ € E, sont quelconques, le quotient

_PP

t'—t

sera appele vitesse scalaire moyenne, entre P et P, de la propagation dans
E de la perception d’un événement instantané d’origine (A, .>.

Théoréme 30.2. La vitesse de la lumiére dans tout ensemble L-mérrique
de points matériels est égale a la constante fondamentale ¢ de cet ensemble.

Considérons la propagation W, ¢ de la perception d’un événement

« dans un espace permanent L-métrique E, et soit t€4; un temps
commun de E. Soit Oxyz un repére cartésien orthonormé, dans E. A
tout P€E correspond une valeur :=W,.,g(P), ainsi qu’un triple de
coordonnées, <{x,y,z)=h(P) (définition 29.2), et on a suivant le théoréme
17.5

AP=c(t—1,).
La géométric de E est euclidienne (théoréme 29.1) donc:

Théoréme 30.3. Soit E€ &, , ;EG’E et Oxyz un repére cartésien or-
thonormé, dans E. Si A,P€el,

o =Ry.ye (4), t=R,.q e (P),
et

h(A)=<x°:yO> 2 h(P)=<x:y’ 2>,
alors, quel que soit P,
(30.2) (= %)+ (¥ —Yo)2+ (8 —20)2 =2 (t — )2

DEFINITION 30.4. Nous appellerons (30.2) équation (en coordonnées
orthonormées) de la propagation de la perception d’un événement instantané
(ou: de lumiére instantanée) d’origine (A4, t.), dans l’espace permanent
métrique E.

31. DEPLACEMENT D’UN POINT MATERIEL DANS UN EN-
SEMBLE DE POINTS MATERIELS. L’AXIOME DE DEPLA-
CEMENT

Nous nous rattachons & la définition 12.9, en nous bornant pour
plus de simplicité aux ensembles de points en non-coincidence simultanée.
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DEFINITION 31.1. Soit SEM, A€ A (¢, B), P ZsN(x Ba-
(SEA)D & @PeA)[(S=P)D];
nous dirons que S est en repos dans A, sur ensemble D.
(SEA)D L (SEA)D A non(SEA)D;

nous dirons que S se déplace dans A, sur Pensemble D.

Lorsque (S € A)®D et que P est un intervalle de 3, nous dirons
aussi que S est en mouvement dans A, sur Uintervalle D.

Théoré¢me 31.1. (SEA)D V (SEA)D < (S€A)D.
Remarque: Puisque
(SEAD = (WoedD)@APcA)[(S=P)]

et que A€/, a chaque ¢ correspond un seul P, donc une application
de @ dans A est définie par !4, que nous noterons 0.

DEFINITION 31.2. Soit SeéM, A€ A (a, B), ® 5N (x, B)5. L’appli-
cation dy: P> A, définie par

(31.1) 0s & ((p,Py|loEe®@ A PEA A (S=Py)

sera appelée application de situation du point S dans l’ensemble A. On
appelera @ ensemble des événements de situation de S, et dira que S est
situé dans A selon Papplication 0.

Lorsqu’en particulier (S’ A) @, on appellera 05 application de repos
du point S dans A; on appellera D ensemble des événements du repos de
S, et dira que S est en repos dans A selon 0.

Lorsque (S € A) D, on appellera 05 application de déplacement du
point § dans A; on appellera @ ensemble des événements du déplacement
de S, et dira que S se déplace dans A selon 0.

Si dy est une surjection dans le cas du déplacement, on appellera
A ensemble-trajectoire du point S, et dira que S se déplace sur A, ou que
S parcourt A selon la surjection 0Jg.

Remarque: & est totalement ordonné selon lordre du temps,
puisque ®cCX,. Par 13 méme, si Js est une surjection, A aussi est
ordonné selon ,,Fordre du temps* par Pordre induit de & sur A.
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Le théoreme suivant présente une restriction essentielle a4 laquelle
sont assujetties les applications de déplacement. Il découle du théoréme
7.16 et contient, dans l'interprétation intuitive, le fait qu’un point ma-
tériel S parcourt son ensemble-trajectoire A d’une maniére plus lente que
la lumiere.

Théoréme 31.2. Soit ScM, Ae N (a,B), D CZsN («,B)a. Lorsque
05 : D= A, alors

(31.2) (VK9 P, (9P €05) [91 <92 = Py Py <Pyo,].

Inversement, si un sous-ensemble de @ X A satisfait 4 la propo-
sition (31.2), un point S existe, pour lequel ce sous-ensemble représente
Papplication de déplacement. C’est ce quaffirme Paxiome de déplacement,
suivant, qui est le dernier dans notre syst¢me d’axiomes. Nous lui fai-
sons précéder la remarque suivante, et deux définitions.

Remarque. La relation Py ¢, P, <P, ¢, précédente est la restric-
tion de la relation binaire ¢P <P{ (définition 2.5) 4 un sous-ensemble
D de (x,8)s. Comme la relation ¢P <P} est en général une relation
sur X, d’ordre au sens strict, elle établit sur («,B)s, avec P <Py, un
préordre partiel. Donc, des sous-ensembles de («,P), existent, sur les-
quels ce préordre est un ordre toral (déja (a,B)p, VPEA, est un tel
sous-ensemble, car P <P¢ se réduit alors & Pp < Py). On peut donc
énoncer la définition suivante.

DEFINITION 31.3. Soit A€ A (a,B) et P C(a,B)s, A ainsi que @
contenant plus d’'un élément, et supposons que P soit totalement ordonné
de telle sorte que

(Vo 92 € PY(VPL, P, e A)[Proy A Pogy N 91 <9y, =
= Pyo1 Py < Py ¢,].

Alors nous appellerons ® un ensemble d’événements de déplacement dans
A, et son ordre total, ordre du temps.

DEFINITION 31.4. Soit AeA (a,B) et ®C(a,P)a> A contenant
plus d’un élément et P étant un ensemble d’événements de déplacement
dans A. Alors Papplication 0:®+ A définie par

0 % {(p,P)|9ed A PEA A Pyp)

sera appelée application de déplacement dans A. Si 0 est une surjection,
on appellera A ensemble-trajectoire.
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NOTATION 31.1. L’ensemble de toutes les surjections de déplacement
sera noté 2.

AXIOME IX. (Voe 2)3Se M) Ve, P> [{p,P) €0 = (P=3S)g]

En d’autres termes: Quelle que soit une surjection de déplacement 0, il
existe un point matériel S qui se déplace selon 0.

Remarque: En termes brefs: VoIS [0=249g].
Théoréme 31.3. Si d5 est une surjection, alors Vo [0g € D).
Démonstration. Selon la définition 31.2 0, satisfait a
Ve 3P [(S = P)e],
et suivant le théoréme 31.2 également &

(V<915 P, {93, P €05) [91 < ¢y = Py 9P, <Py 9,].

Donc, selon les définitions 31.1 et 31.4, d; est une surjection de dépla-
cement, dq€ 9.

Par conséquent, tout ensemble-trajectoire d’un point S est aussi
un ensemble-trajectoire selon la définition 31.4, et tout ensemble d’évé-
nements de déplacement de S, est aussi selon cette définition.

L]

La continuité¢ de tout ensemble ¥, (VP M) wyant été introduite
par les axiomes IV 1 et 2, on peut énoncer la définition suivante:

DEFINITION 31.5. Lorsque dans 0g: P> A lensemble totalement
ordonné d C X, selon P'ordre du temps, est un intervalle de g, alors
05 sera appelée application de mouvement de S dans A, et & sera appelé
intervalle des événements du mouvement de S dans A. Selon la définition
31.1 S est en mouvement dans A, sur lintervalle .

Lorsque 0y est une surjection, A sera appelé trajectoire de S.
Soient ¢, ,d,€ D, ¢, <{,, et

Y=(plepe®@ A <o,

Soit alors P; =05 (Y,), Py=05(¢s), B=05(¥). On dira que B est la rra-
Jectoire de S, de Yy a ¢,, ou de P, & P,.

Théoréme 31.4. Toute surjection de mouvement est continue.
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Démonstration. Soit 0g: @+ A une surjection de mouvement, D
étant un intervalle de X;. Soit ¢, € @, et E,c P un intervalle ouvert,
voisinage de ¢, . Soit

((Pn)n €N c D

une suite quelconque, convergeant vers ¢, , donc
(31.3) VEgImIAn[n>m = ¢, E.
Soient P, ,P,€ A, tels que
(31.4) (Ps = 8o, « (P, = S)y, .

Nous envisageons séparément les deux cas: (1) ¢o < ¢, €t (2) 9o > @,.

(1) Suivant le théoréme 31.20n a P, 9, P, <P, ¢, . Comme (P, = S)o.,
on peut écrire aussi

So. P, <P,¢,.
Donc o1 a, notant les évéiements en question par 8,,
Spo Py’ SB, <P, 9, S, »

d’olt SB,<S¢,. En oﬁtre, So. X SB,. Or 9, € Eg, donc

(31.5) PP, EEy = PB,EEg.

(2) Suivant le théoréme 31.2 ona P, ¢, P, <P, ¢, . Comme (P, = S)o, ,
on peut écrire aussi

Soa Py ¢, Po < P; 0.
Donc, notant les événements en question de nouveau par B,,
S(PnPn anPO < SﬁnPn.Po Qo »
d’ol1 (en rayant Jles termes analogues des deux c6tés selon la Reégle du
§7) Seo,<SB.. En outre, SB, < S¢,, donc on a encore (31.5).
Par conséquent, si dans les deux cas envisagés — donc dans tous

les cas, — @, — 9o, il résulte de (31.3) et (31.4), grice au théoréme 31.1,

VEsImVnln >m A (SeoP,'SB, V SB,P.So.) = o,B,€Eg).
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Or, suivant la définition 13.2 (en y posant «,=¢.), ceci signifie que
(P, — S)po. Puisque (). ey €St autrement quelconque, Papplication o
est continue pour tout ¢, € D.

32. DEPLACEMENT D’UN POINT MATERIEL EN TERMES
DU TEMPS
Considérons d’abord le déplacement d’un point S dans un ensemble

A quelconque, (S € A) D, et soit z3€G5. Notons Tg=1z4(P). Comme zg
est biunivoque, on a aussi ’application

dgots: Tyt D+ A.
DEFINITION 32.1. Soit d5: DA, ACM, 13605 et Tg=15(D).
(SEA)Ts=(SEA) D A Ty=1,(D);
(SEA)T=(SEA)D A Ty=rg(D);

on dira respectivement que S est en repos ou que S se déplace dans A,
sur Pensemble Tg d’instants. Alors

bs = Ogorst={ (s, PY|ts€Ts A PEA A (S=P)i)

sera appelée applicarion de situation, et en particulier, de repos ou de dé-
placement, du point S, en termes du temps tg de S.

Remarques. Si d5 est une surjection, pg l’est aussi, et alors
A=bs (TS)' -

Supposons que A est L-métrique, A . (a,p), et soit €&, . No-
tons T=¢(P). Suivant la définition 16.1 7: («, B), > R. Or, 7 tant défini
sur (x,B), et puisque D C(«,B),, la restriction de ra D,

[P : DR,

est ce méme temps commun £, congu comme application de @, ou bien
comme surjection,

E/CDZ‘I)I—-)T.

Puisque P C Xy, nous montrerons (théoréme 32.3) que ¢/P est également
la restriction d’un temps continu de S.
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R Théoréme 32.1. Soit 05: P—A, DPc(a,pP)y, AeM(x,p) et
t€G,. Notons 3 :

tP(e) =1, HD(pg) =1,
Alors

(Vo1 € P)[Sp, < Sy <> 1, <1y,

En d’autres termes: t/dD est une application croissante de Pensemble
totalement ordomné D dans R.

Démonstration. Suivant la définition 31.2 soient P;,P, tels que
(8§ =Py, (S=Py)gp,. Dapres le théoréme 31.2 P, ¢, Py’ <P, ¢,, en d’au-
tres termes

Py (8) Py (2) < Py (2),

d’out on conclut (définition 11.1) ¢ < t,. En vertu du théoreme 17.5
t, <t"”, donc 1, < t,. Comme '

Se1 X Sps = ¢1=¢s = =1y,
on a aussi linverse, t; <t = S¢, < S%v.

D’aprés ce théortme /P est monotone croissante. Montrons qu’elle

est aussi continue sur . Pour simplifier, supposons que D =D, et
tenons-nous a la définition suivante:

Soient E, F deux espaces topologiques, ® C E, quelconque, et ¥,
Q des intervalles ouverts, ¥ c E, Qc F. Soit f: ®+— F. Lorsqu’on a, pour
xe D,

VQIY[f(x)eQ = f(PnY)cQ,

Papplication f est dite continue en x («au point x»). Lorsque f est con-
tinue pour tout x € D, elle est continue sur D.

Théoréme 32.2. Soit d5: D> A, Ac.H (a,B), L€ My et T=t(D).
La surjection

t7<I>:d>|—>T

est continue sur D.

3t ;/CID(cp) étant la valeur de 7/D en P-
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Démonstration. 11 faut prouver que V étant un intervalle ouvert de
R, ¥ un intervalle ouvert de X5 et ¢ € d, on a pour tout ¢

VVIY O eV = d(@N¥)cV].
Supposons qu’au contraire, pour un certain ¢,

(32.1) YV I¥ [f/DW eV = D (DPNT)¢V].
Alors '
V¥ (39 DN Y) [t/P(p) ¢ V].
On pourrait donc extraire une suite (p,),en de ces ¢, telle que ¢, N ¢

dans Xg. Or, ce sont aussi des éléments de («,B),, donc P,,P,€ A exi-
stent, tels que

Va[(S=P,)e,] et (S=Po)y.

‘Dés1gnant par %, > B, les évenements qui figurent dans P, a, Pg, P, B, €t

en écrivant, pour simplifier, ¢t a la place de t/CD (les deux comc1dent sur
®D) on a

Ko~ i) = = PoF,
(32.2)

tchn)_g(d‘n = %PoPna

puisque A€ # et re Gy
D’aprés le théoréme 10.3,

>y = x> A B4

Or, «,B,¢€Zp , donc, comme la restriction de ¢t & X, est un temps
continu de P, (définition 16.1), on a

£ (o) —£($) >0,
@)~ ($) 0,
et en vertu de (32.2), P, P, - 0, donc

£ (w) — 2 (n) = 0.
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Par conséquent,

2 (@) — £ () = [2 (pn) — £ () 1+ [£ (o) — £ ($) ] ~ O,

donc
1D (9,) — /D (§) O,

contrairement a (32.1), donc le théoréme est démontré.

En vertu des théorémes 32.1 et 32.2 on a:

Théoréme 32.3. Soiz 05: P> A, A€ M (x,B) et ;e&'A. Si D est
un intervalle de g, la vrestriction t/® det @ D est un temps continu de S.

Comme ¢ est 'application d’un ensemble («, ), notons

a=inf £[(%B)al,  b=sup £[(xB)al;
et supposons que: a#® = a¥* —®, =0 = b#c0. Alors I'appli-
_cation z/d étant croissante et continue, elle posséde d’aprés un théoréme

de Tietze, généralisé et appliqué aux fonctions monotones 32 une extension
sur g, croissante et continue, qui représente donc un temps continu,

défini sur g, soit ' €&s. Donc:

Théordme 32.4. Soit 05: D> A, A€ .M («,8), 1ET, et

a#w = inf. £[(a,B)a]l > — o, B#w = sup. [(xPB)al < co.
Alors
AL €T : SR A D =1]D].

Comme la surjection inverse (t/d)™! est une application de T = (D)
dans ’ensemble d’intervalles (a, )5, on peut énoncer la définition suivante:

DEFINITION 32.2. Soit ds: DA, AE M, 1€G,, et T=4D).
Alors,
(SEAT Y (SEA) P A T=HD),
(SEAT XL (SEA)DP A T=1(D),

32 Voir par exemple, K. Kuratowski, Introduction & la Théorie des ensembles
et 4 la Topologie (Genéve, 1966) p. 146.
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et nous pOSOI’lS s
*“f%ou¢v4—KaPMteT/\PeA A(s P)t).

On appellera p¥ application de situation, et en parncuher, de repos
ou de déplacement, du point S en termes du temps commun tde A.

Théoréme 32.5. Soir pX:T— A, T—z((I)), ot 1€ EA, et soient
L eT, t <t e P=p}(t), P'=df (). Alors,
PP
(32.3) P— <.
-z

Démonstration. Soient t~—t(<p), t ~t(<p) On a (S=P)p, (S= P)cp,
et suivant le théoréme 32.1 S¢ < S¢’. D’aprés le théoréme 31.2 PoP’ < Py’
ou en d’autres termes,

P-@P"(") < P"(¢),

d’out z < 1" <¢'. Or, on a (théoréme 30.1) PP’ =c (¢ — 1), _puisque ¢ est

percu en P et en P’ aux instants ¢ et ¢”’. Par conséquent, PP’ < c(t' —1t),
d’out (32.3).

Supposons qu un point S soit s1tue dans un ensemble A € .4, sur

Pintervalle T de teé’s, ou bien de re Ga. En vertu de la defmmon
31.1 on a:

Théoréme 32.6. Le point S est en repos dans un intervalle ouvert T’
de T si, et seulement si la valeur b () est constante dans T'.

Le pomt S est en mouvement dans un intervalle T de T si, et seu-
lement si S west pas en repos aans T'.

DEFINITION 323. On dira qu’un point S est en repos ¢ Dinstant
teT, lorsque S est en repos dans un mtervalle ouvert de T, qui con-
tient r.

On dira que S est en mouvement constamment dans Pintervalle T' c T,

lorsque S n’est pas en repos dans aucun 1ntervalle ouvert contenu
dans T'.

On dira que S est en mouvement & Pinstant t de T, lorsque S est
constamment en mouvement dans un intervalle ouvert qui contient :.

Remarque. Soit T’ l'ensemble des instants de T ot S est en
repos et T celui ol S est en mouvement. En vertu de la définition
précédente T et T" sont des ensembles ouverts, et leur frontiére commune

consiste des instants ol S n’est ni en repos ni en mouvement. Evidem-
ment,

TUT' =T'UT"=T.- *

8*
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33. MOUVEMENT D’'UN ENSEMBLE DE POINTS MATERIELS
DANS UN ENSEMBLE L-METRIQUE, EN TERMES DU TEMPS

Dans les défmmons et théorémes suivants on suppose: A,PCc M,
A€ A, te&'A, quelconques, et T un intervalle quelconque des valeurs
de ¢.

DEFINITION ‘(33.1.' (PECAT & (v{/ eP)[(Y € A)T],
(ATP)T & (VXeA)[(XEP)T],
. A=EPT T (ATP)T A PCAT.
On lira: P e’st ‘on "replos' dans A, sur Pintervalle T, etc.
DEFINITION 33.2. (PC A)T & (vYeP)[(Y € A)T],
(ACP)T & (vXeA)[(XEP)T),
ASP)T L ACP)T A PCAT.
‘On liraf P esi: e!nb mouvement (ou se déplace) dans A, sur Pintervalle T, eté.
- Remarque. Lorsque Ac («,p), ona (P C AR, car alors T=R.

NOTATION 331 ‘Lorsque T=R, on notera simplement: S€ A,
SEA PCA, PCA etc. \

Théoréme 33.1. PCA)T = (EBCA)[B=P)T].
| (PCAT = (VieT)@BCA)[(B=P)i.
Théoréme 33.2. (SEA)T V (SEAT <« (S€AT,
PCAT V PCAT < (PCAT,
(AZP)T V ACP)T < (ACP)T,
(AZP)T V A=P)T <« (A=P)T.

En d’autres termes: St dans un intervalle T du temps commun de A
le point S, ou bien un ensemble de points P, est situé dans A, alors S, res-
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peczwement P, est en repos dans A, ou bien il se, de'plada dans A etc., et
tnversement . : P

IR S R

Théordme 33.3. (PCA)T A (ACP)T = (ACPHT.
(PCAT A (ACP)T = (ACP)T.

Démonstration. Suivant la définition 33.1 on a 3Q, € P)[(Q, € A)T},
donc e e ;

(Vi e T)@AP, P,e A)[(Qy = Py, /\‘ (Qz*Pz)tz /\ P1¢P2]-

Comme P,#P,, on a t,#t,; soit t;, <, Or, (ACP)T, donc (P,éP)T
et en partlcuher (P, € P)t; et (P, € P)t;. En effet, (P2 =Q1) t2 , et soit
0,€P, tel que (P, = Q,)¢t,. Alors

(33.1) (Pe=0)ty A (Pa=0Qy)ty.

Comme P,#P, et A€, on a non [(Py=Py)¢], mais. (Q; =P)t, et
(Qy = Pyp)r,, donc Q,#0Q,. Par conséquent, en vertu de. (33.1),

Vi, € T)(A01L, Q€ P)[(Pa= Qo) t; A (P Ql) tz /\ Q1¢ Qz]a

donc 3AP,€ A)[(P, € P)T], dot (AT P)T, et ensuite (A= P)T.

34. MOUVEMENT D’UN POINT MATERIEL DANS''UN ESPACE
'PERMANENT L-METRIQUE

SRR VRITRVES

. . Soaatin sy

Soit E€ 85, t€Gr, SEM et dg:T—E, ensemble T des instants
du mouvement étant un intervalle de R. Supposons que. Oxyz soit dans
E un repére cartésien orthonormé, ] ‘

ST

Tout d’abord, la restriction du temps commun’ 7 a/ 25 peut étrc
considérée comme un temps de S. En effet, on a comme ‘conséquence du
théoréme 32.3 le suivant:

Théoréme 34.1.

(VSe M)(VE€E &) (Vi€ T (SEE)Z; = {55 € Byl

Remarque. On peut aussi omettre le coté gauche de Iimplica-
tion entre crochets. oo L

PRI Y
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DEFINITION 34.1. Soit E€ &5, t€ &, T un intervalle de R, AcE
et ds: T A la surjection de situation de S dans A. Soit ensuite
k : E— R® une application fondamentale métrique de E, définissant un repére
cartésien orthonormé, dans E (définition 29.2) et h, = A/A sa restric-
tion a A. Alors P'application

fS = hAobS : THRa,

ou en d’autres termes,

fs = (61Dt €T A (5,9,2) RS A (6,3, 2> = haods(®) ),

sera appelée application du mouvement de S dans I’espace permanent E,
en coordonnées lorentziennes (définition 29.4). L’équation

(34.1) (xy v, 2> = fs(2), Vi e T,

sera appelée équation de mouvemen: du point S, dans lintervalle T, par
rapport au repére Oxyz, ou bien, par rapport au repére lorentzien Otxyz.

Le triple ordonné <{x,y,z) implique les trois projections de s sur
les axes de Oxyz, soit

X = fsz([)> Yy = fSy(t)S g = fsz(t)>
qui déterminent les coordonnées du point S & Plinstant t, dans Oxyz.

Remarques. Notons que fy; n’exclut pas le repos de S dans
E, ou en d’autres termes, fs(t) = const..

En introduisant le vecteur lié # = OP, VP € E, dont lensemble
est homéomorphe 4 [E et dont les composantes scalaires constituent le
triple (x, y, 2), léquation de mouvement (34.1) peut s’écrire dans la
forme vectorielle, soit

F = &), Ve e T.

Théoréme 34.2. Quels que soient t,,t, € T, t; < t,, la variation totale
de fs dans Pintervalle (t,, t,) est bornée.

Démonstrarion. En vertu du théoréme 32.5 |Ag/Ar| < ¢, donc la
variation totale est inférieure a c (¢, —1,).
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DEFINITION 34.2. La variation totale de {s (ou de &) dans un inter-
valle (t,,2,)CT, ou f; <t,, sera appelée longueur du chemin (ou de la
trajectoire) du point S dans lintervalle (z,,t,), ou bien de r,d¢,, et
notée I

Si s posséde pour un certain t€ T. une dérivée D, gy, celle-ci

sera appelée vitesse instantande de S a Pinstant 7, dans E (ou par rapport
a E) et notée Fy. ().

Si s posséde pour un certain ¢ une seconde dérivée D2 &, celle-ci
sera appelée accélération instantanée de S a Pinstant ¢.

Remarque. Si T’ est la partie de T ol & est différentiable, on a
D,Fs = J5.g: T —>R3,
De méme, si T est la partie de T’ ou D, est différentiable, on a
D2 : T +— R3,

DEFINITION 34.3. Soit t,€T et To={t|{teT A ¢>1t). Nous
posons:

L=, |teTo A s=I,).

(Donc I; est une application qui donne la longueur du chemin de
S, de ¢, fixe a t.)

Théoréme 34.3. I est une fonction non-décroissante de t.
En vertu de PPaxiome IX on a le théoréme suivant:

Théoréme 34.4. Soit E un espace permanent L-métrique. Quelle que
soit une ligne L de [k, rectifiable emtre deux de ses points quelconques, et
guelle que soit ume surjection continue

f:TeL,

ou T est un intervalle du temps commun t de E, un point matériel S existe,
dont L est la trajectoire et dont f est la surjection de mouvement —a condi-
tion que

(V¢ € T)(VP,P' e L)[P = f(£) A P" =f(t") =
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- Démonstration. Pour que f soit une surjection de mouvement il
faut envisager suivant la définition 32.2 la restriction z/d de r, de
sorte que /D : DT et que

~

f=0e(|DP) : T DL,

ol 0 doit satisfaire la définition 31.3. Donc, en termes de z, il faut
avoir, en notant dans cette définition

)?/d) (p0) = 13, E/CD(%) = Iy,

et en y posant A = L et
d = 30 (z/D),

d={&P)|teT AN PeL A
(34.3)

N (Vs Py (s Py €D) [ <2y, = Py(zy) p, {Pz'(tz)]’-

Par conséquent il faut montrer que (34.3) implique (34.2).

En effet, dans P;'(z;) Py(¢') on a suivant le théoréme 30.1

P1P2 = C(l’——t).
Mais suivant (34.2)

PP, <c(ty — ty),
donc

c(t' — 1) < ¢ty — 1),

d'ol t'<t,, donc
Py (6) Py (') < Py (1),
en accord avec (34.3). Par conséquent p est une application de situation,

en termes du temps, et suivant l'axiome IX un point S existe tel que

b—_‘bs-

En vertu du théoréme 32.5 on a:

Théoréme 34.5. L’ensemble des éléments de T, pour lesquels vs g (O)=c,
west nulle part dense dans T.
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Théoréme 34.6. (Vi T)[ds.c (1) =const. = g, g(t) < c].
Comme |Afs| < ¢ Az, on a: | |
Théoréme :34.7. L’application §s est um)‘"orme’rkent continue.

NOTATION 34.1. Lorsque (SEE)T et que S se déplace dans E
avec la vitesse constante @, nous noterons

(SEB)TS.
Lorsque T =R (mouvement permanent) nous noterons simplement
(SEBT.

Soit S un point en mouvement sur une droite a d’un espace per-
manent L-métrique E, avec une vitesse constante . On a les trois thé-
orémes suivants (le premier en vertu de la définition de 9):

Théoréme 34.8. (S€Ea)d = d||a.

Théoré¢me 34.9.

(Sea)d = (BPoéaj(VteR)(E!Pea)[(PéS)z /\P—:Pz'z?t].
(SEay = @P.ca)(YPea)@eR)[(P=S)t A PP=t1.

Démonstration. On a S € a, donc
(VeeR)@Pea)[(P = S)1,

donc, pour ¢=0, un P, existe tel que (P. = 8)0. En vertu du théoréme

—>
34.8, P,P||%, et comm: ¢ est constant, on a en vertu de la définition
34.2, :

=,
P,P=t.
Ceci existe pour tout Pea, d’ou la seconde proposition du théoréme.
p p :

Théordme 34.10. (VacE) Vi3S [d]la A v<c = (SEa)dl

En d’autres termes: Tous les mouvements rectilignes permanents des
points matériels existent dans E, quelle que soit leur vitesse constante de mo-
dule v < c. ' ' ' :
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Démonstration. Posons dans le théoréme 34.4 L=a et f:Ri—a,
—_
telle que P=f(¢) soit défini par P,P=&:. Notons

Pl ___f(tl), PII =f (t”), VI’, t’l.
—> — —
OnaP.P' =3t, P.,P’"=31¢", donc P'P"=39("—1), d'ou

PP
Ter=r] —~

Suivant le théoréme 34.6 v < ¢, donc on a (34.2) et le théoréme 34.4
s'applique.

Théoréme 34.11. (VQeM)(VEE ;) VI[(QEE)T = QeM,,

En d'autres termes: Tout point Q qui se déplace dans E avec unme
vitesse constante U, est un point ordinaire.

Démonstration. Soit ¢ € Z. Selon la définition 6.1 il faut prouver que

Vo(VXeM)F1,40) [Xo = QU Xo A XoQdy]

Comme M=E)R (théor‘eme 24.12), on a
Vo VX (3PeE)[ (X = P)ol,
donc X¢ <> P¢ et il suffit de montrer que
(34.6) Ve (VPEE) @1, da)[Pe = Q¢ Po A Po Qi
Comme Q est en mouvemént permanent dans E, on a également,
(34.7) (VYeZ)AP' e (P = Q) 4],
donc (Q = P’){, et par conséquent il faut montrer que
(VPEBE)@1,92)[Pe = PP A PePiy).

Or, c’est évident, puisque selon le théoréme 24.13, Ec M,.
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35. MOUVEMENT D’UN ENSEMBLE DE POINTS MATERIELS
DANS UN ESPACE PERMANENT L-METRIQUE

On a en vertu de l'axiome V 4:

(VACM)(VEE&)[(A ¢ E)R],

d’oll, en vertu du théoréme 33.2 et en omettant R (notation 33.1):

Théorédme 35.1. (VACM)(VEES,)[ACE v ACE]L

Théorédme 35.2. Quels que soient A, L, re Cg et T, on a:

—>

(VACEY = (VPeA)(VieR)@A,€E)[(A:=P)x N Ao.A,=71].

Démonstration. On a (P € E)R (définition 32.2). Pour t=0 on a
34, [(P = 4,)0)]. Alors, soit ac E, a||d, tel que A, €a. On a (théoreme
34.9):

—>

Vi@Ad,ea)[(P=A) A A.A,—=71].
Théoréme 35.3. Quels que soient A,E, t€ Gy et ¥, on a:
(ACE3 = (YP,0€A)[f/Z€Fpgl.

En d’autres termes: Si P er Q son: deux points quelconques d’un en-
semble A qui se déplace dans un espace permanent L-méiriqgue E avec une

~

vitesse constante (par rapport & E) alors la restriction t|Zp, d’un temps commun
t de E est un temps de P, métrique par rapporr ¢ Q.

Démonstration. D’aprés le théoréme 34.1 on a t/Z, €& p; nous écri-

rons simplement z. Soit Oxyz dans E un repeére cartésien orthonormé, tel
que ’axe des x ait la méme direction que . Notons A4,, B, les points

de E, qui coincident avec P et Q & Plinstant ¢ de ¢, donc

(4, = P)t, (B, = Q).

_)
Selon le théoréme 35.2, A.A,—B.B,—#t, ou Ao—A, et Bo—B, pour
t=0. Conformément a la définition 34.1,

{xp (), yp (), 20 (8)) = <x4, sVa, s zAt> =h(4),
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et de méme avec Q et B,. Alors,
(35.1) X4, =%p (L) =0t + Py, th=xe(t)=vt+p2, VieR,

ojx P1=xp(0), py=x, (0), tandis que Ya, Yy Bap 2p, N dépendent pas
de r. Désignons par p,q,r les constantes

(35.2) P=pPs—P1=Xp,—X4,, q=Yp,—Ya,» T=Z2p 24

s
Désignons par ¢/, ¢”/ les instants de ¢ pour lesquels
(35.3) - POQ@)P "),
donc aussi
A (&) B (2) Ay (2",

d’ol1 en vertu du théoréme 30.1, 7 . i

(35.4) ABy=c(t' —1), Budy.—c(t” —1).
Or,

A;Bv* = (xA, - x};I,)E + (J’A, _th')z + (zA, - th')z >

donc, en vertu de (35.1), (35;2) et (35.4),

A== —)+pl*+g-tr.

Notant R
2 Y/
(35.5) s= c_z—vz_l/ c2p? +(c*— 2% (g2 +1?) (s=0),
‘ , v s
r—t=
(35.6) rap 2

Le signe + devant la racine est le seul valable, puisque ' —t > 0 et
d’apres (32.3) v < c. .
En partant de B, A4,» on obtient de la méme maniére

(35.7) =t = - —,
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donc
(35.8) " —t=s.

Donc on a dans (35.3) Ve [P()Q'P(z+s)], ou s est indépendant
de t. Par conséquent f/¥,€ &4, quels que soient P,Q € A.

Remarques. s dépend de P et Q (ou bien, de 4, et B,). — Les

temps locaux t72P et ?/ZQ de P et Q ne sont pas synchrones, sauf pour
=0 ou p=0.

Si un ensemble A se déplace dans un espace permanent L-métrique
avec une vitesse constante, il posséde un temps commun. En effet, nous
avons le théoréme suivant:

Théordme 35.4. Quels que soient A, E et 3, tels que (ACE)D, et
quels que soient t € €y et un repére orthonormé Oxyz dans [E, tel que Iaxe
des x ait la méme direction que T, il existe un temps commun WX €Ty, de
telle sorte que pour tout ¢ qui a lieu en un point Q€ A quelcongue,

(35.9) W=

o t=t(g), w*=1u*(p).

Démonstration. En retenant la notation de la démonstration précé-

dente, on a selon (35.3) et (35.6) pour un P fixe et Q quelconque
(P,Qe€ A):

(35.10) P(e) Qe YP(t"), Vi,

olt ¢'yt” sont donnés par (35.6) et (35.8).

Nous définissons pour tout Q un temps #,€ &,, tel que dans

(35.11) P(5) O (ug) P(¢")

on ait, au lieu de (35.6),

, §
(35.12) ug' =t+ —.
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Selon le théoréme 14.4 4, est bien un temps continu de Q. De (35.6),
(35.8), (35.12), et en tenant compte de (35.10) et (35.11), il en résulte:

po

g2’

’ ’

uy' =t'—

Donc, en tenant compte de (35.10) et (35.11), et quelle que soit la valeur
t de t/Z,, la valeur correspondante u de #,, &4 savoir

-~

u =1go(t[Z) (1),

est donnée par

pv

c2—o?’

(35.13) U=t

Remarquons que dans (35.13), ¢ étant quelconque, il y est question
d’un événement ¢ quelconque, qui a lieu en Q (également quelconque)
de sorte que

t=(]Z) (o), u=i(e).
Lorsqu’en particulier Q=P, on a selon (35.1) et (35.2) p=0, donc (35.13)

devient #=r pour tout ¢, ce qui veut dire, u,=1t/3,. Alors la proposition
(35.10) exprimée en termes des temps #, et #,, devient:

(35.14) P-() Q'[u+ 32—] P(u+s),

Par conséquent, #, syn @, . (Remarquons qu’on a aussi #, syn #,.)
Montrons que
U 44
Qe A

constitue un temps commun, soit #*, de A, et que par conséquent
VO [do=a*/Z,).

Soient Py, P, P, A, quelconques, et A, €E, tels que (4,=P)¢,
ot n=0,1,2. Ecrivons (35.1) et (35.2) pour ces points comme il suit:

R (=%, (=01 Py,

Pun="DPm— Pn> Qnn=Yp, ~YVpP,> Vmn=™Z%p, ~2Zp, >

m n



ot my,n=0,1, 2. Alors, en notant

s, ==
nm c?

T c an2 + (62 - 7)2) (qnm2 + rnm2)5

on a dans

P, () P, () Pr (2),

suivant (35.6) et quel que soit ¢,

(35.15) ¢ Pam® | Sam

Par conséquent, en se rapportant a @, en chaque point Q
substituant Q dans (35.14) par P,, n=1,2, on a d’abord

(35.16) Py(u) P,,'[u + %]PO-(u 50 )s

et ensuite

Py (u) Py (u') Py (u”),

ol selon (35.14), en tenant compte de (35.13),

?
u=t— Dr? u’=t—————2, u'=t¢

ct—-o? A—v -8

Donc, en vertu de (35.15),

oy Pt PPV S Su
c?—o? 2 2
w' —u= sél
et par conséquent
(35.17) Py (u) Py [u+ %]Pl'(u +557).

Or, (35.16) et (35.17) signifient que

up, syn up ,  Vm,ne(0,1,2).

’ p207) 1’ "o plOi
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de A, et en
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Comme P, Py, P, sont des points quelconques de A, la réunion des 4,
VO e A, constitue un temps commun, #*€&,.

Puisque Q est le point ol ¢ a lieu a Pinstant z, on a en revenant
a la notation de (35.1) et (35.2),

P=Dr—P1=Xq—VL— Py,
ol p, est une constante, car P est un point fixe de A. Donc (35.13) devient
7)2
[ E—

c? . %1
s +r, ou r=

U= -
ot
1___

c2

Remplagant #—r par »*, nous obtenons (35.9).

Comme #* €&, , on a d’aprés le théoréme 17.1 le suivant:

Théoréme 35.5. Quels que soient A,E, 1€y et %,
(ACTE3 = A€,

Théoréme 35.6. Soir (AC E)7J er supposons que A possede au_ moins
un point d’accumularion permanente. Alors, quels que soient teé‘E, ¢ ET,,
et dans E un repére orthonormé Oxyz, tel que Paxe des x ait la méme di-

rection que T, on a pour rout événement ¢ qui a lieu en un point quelcon-
que Q€ A,

k4
[“ _E‘xq
(35.18) ek ——— +h,
0
I-=

otit B et h sont des constantes.

Démonstration. Le théoréeme 35.4 a lieu. Comme A posséde un point
d’accumulation, le théoreme 17.6 s’applique et on a ¢ =ku*+h, ol u*
est exprimé par (35.9), et k et h sont des constantes.

Théoréme 35.7.
VEVidF[v<c¢ = FCET A FeN(o,0') A F=E.

En d’autres termes: Quels que sotent Pespace E et le vecteur ¥ tel que
v << ¢, un ensemble ¥ existe, qui se déplace par rapport & £ avec la vitesse
constante U, qui est en outre en mnon-coincidence permanente, et tel que E et
F sont constamment situés Pun sur Pautre.
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Démonstration. Soit & DP’ensemble des droites permanentes de E,
paralléles 4 ¥. En vertu des axiomes V et VI, appliqués a E, on a

(35.19) U a=E.
acd

Suivant le théoréme 34.8 on a
(Vae 2)30[(Q € a) 4]

et suivant le théoréme 34.9,
(35.20) Va(VP.€a)dQ Ve (APeca)[(P=0Q)t A P_o})=6[],

ol ¢ est une valeur de ¢ € Gp.

Soit F’ l’ensemble de ces points Q. Si pour Q,,Q,€F on a
(O, = Q,)t. pour un certain ¢, alors

(35.21) @AP*cE)[(P*= Q). A (P*=Qy)to]

et par conséquent
—>
Ve APeB)[P*P=3(t—t.)),

ce qui exprime le mouvement de Q, autant que de Q, Donc, suivant
(35.21),

VedP[(P=0yt N (P=0Qy1],

c.-a~-d. on a constamment Q; = Q,. Par conséquent, deux points quelcon-
ques de F’ ne coincident jamais, ou bien ils coincident constamment.
Soit F un sous-ensemble de F’, dont les points ne coincident jamais entre
eux, donc Fe 4 (0, w’), et tel que

(VQ' e F)AQeF)[(Q = Q) R].

On a (F=E)R. En effet, (FC E)t pour tout ¢, puisque d’aprés ce
qui précede,

YOV:@PeE) [(P=0Q)i].
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Sheli e H

ik

Mais on- a aussi (F D E)z, tout d’abord pour ¢ =0, puisque suivant (35.20).‘"
et (35.21) ‘ Ty
]

(VP, € E)3Q [(P. = Q) 0],

Vi

ensuite pour ¢ quelconque, puisque

> —>
Vi (VPeE)@@P. € E)[P.P||3 A P.P=dr],

et alors, suivant (35.20),

0 [(P=0Q)r A P.P=.

Donc, F = E, par conséquent F satisfait les conditions du théoréme 35.7.
Théoréme 35.8. Soit (FCE)3, F=E et FEN (0, "), Alors,
(V0,0 €F) (e #)[Q#0" = q-0Q" A ac Fl

Démonstration. Soit € Gg. Comme FCE, on a (théoréme 32.3)
(VO EF)[t/Z,€5,).
Soient O, Q"€ F (Q'#0Q") et ensuite t'st” tels que
Q' () Q" ().
Puisque FC E, on a
@APL,P'eB)[(P'=Q) A (P"=0Q")t"].
Alors on a aussi
Pt YP"(¢").
Soit p la droite permanente P'P”" CE. On a, d’une part,

(VPep)3c [P ()P ()P (") V P ()P-@)P"(") V
(35.22)
vV PP )P () ),
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d’autre part, comme E C F,

(VPep)FQeR)[(P= Q)1

et par conséquent, avec un tel Q et les mémes valeurs ¢',¢’,z de ¢,

oWMO YOV QRO E) V
(35.23)
V Q@) Q" (") G- TS

Soit q ’ensemble de ces points Q. Considérons dans (35.22) et
(35.23) par exemple le premier des trois termes de la somme loglque
Comme Pep, on a i 3

i
Ao

PP (P X PP (),
donc aussi

QN Q @O () X OO ("),

I1 en est de méme dans les deux autres cas de la somme logique. Par
conséquent, Pensemble {Q, Q’, Q") est pour tout Q€ q en un ahgnement
instantané propre, quel que soit 7 € R. Selon le théoréme 21 1,

(0,0, Q") €%y (0, 0")
et selon la définition 18.2 et la notation 18.2, q €% (o, »’). Il faut mon-
trer que Q€ 2.

Comme peZ,, on a selon la définition 20.3,

(VPe p) (Vo€ Zp) [AR=3,],

donc

(AR =1Zp) =R, o

et par conséquent, dans (35.22), pour un t' donné, l’ensemble des valqurs
t concernant tout Pe p, est R. La méme conclusion s apphque a (35 23),
puisque

iS4

(VPep)AQeq) v (VOe @) @Pep) [P =0).

*9
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En outre, selon le théoréme 34.11, (VQeF)[Qe M,] et par suite de
cela FC M, . Donc, selon le théoréme 20.3, q€ 2, . Par conséquent,

(VQ, Q") @qe2)[q=0'0" A qCFl.
Théoréme 35;9. S;it (A”E E)3, t€&;, et BCE, quelconques. Alors,
A[(A4=Bx] > (Ae?, < Be2,), n=12.
Démonstration. Selon le théoréme 35.5, A€ .#,. Montrons que
Ac?, = BeZ,.

Soient P, Q, R‘Atrois‘ bointé distincts quelconques de A, qui forment un
triple rectiligne (définition 18.1), donc par exemple P-O-R. On a

P)-Q)->RG"),
donc aussi
CA; (£)-By(2)->Cp (),

ainsi que l'alignement inverse, en d’autres termes: A,-B.-C,~, par consé-
quent ces trois points appartiennent 4 une droite permanente. D’autre

kN

part, les droites' B,B, et C,C;- sont paralleles & & (théoréme 34.8), donc
elles sont contenues, ainsi que la droite 4,By, dans un plan permanent
(donc euclidien) de E. On a d’aprés le théoréme 34.9,

P BTE':'—‘D_(I,—[), Ct Ct"=‘v([”—t).
Or, selon la définition 17.2,

VAt By=c(i'—t), A, Cpr=c(’ —1),
donc

(35.24) 4, By|B By =A4,Cp[|C,Cpr

de sorte que les triangles A4, B, B, et AA,C,C,» sont semblables, et on

a A-B,-C,;, done ces points forment un triple rectiligne. Par conséquent

Be?l . . . S . .
Montrons que

Be?, = Ae2,.
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Soit Be #,. Si, au contraire, A¢%;, alors
@P,0,Re A)[{P,Q, R) ¢ Ry (, w)].

Soient A4,,B,;, C,€B, comme auparavent. Comme ces trois points forment
un triple rectiligne, on a par exemple 4,-B-C,. Pourtant, un z existerait
tel que

P@) Q@R > PRI,
donc aussi

At.@) Bt'.(r') Co > Ae.(t) Ct"'(t”):

par conséquent, non(A,-B,-C,), donc By¢ A, Cp. D'autre part, les
droites B, B,y et C,C,~ sont paralleles a4 &, donc elles sont contenues,
ainsi que les droites A4, By et 4,C;, dans un plan permanent de E. On
en déduit, comme précédemment, la proportion (35.24). Mais, comme
B, ¢ A,C,, il est également B,¢ A, C,, donc B¢ %, contrairement a ce
qu’on a admis. Par conséquent I’hypothése que Aé P, est impossible,
donc Ae #,.

Les deux implications avec n=2 s’ensuivent en vertu de la défi-
nition 23.2, ‘

Théoréme 35.10.
(VEE&E)VFCM[(FCED A FeN(v,0) A F=E = Fed&,)

Démonstration. Suivant le théoréme 35.5 Fe #.. Nous allons
montrer que F& 2;.

Suivant le théoréme 35.8 la droite permanente Q'Q”" CF existe quels
que soient Q', Q"€ F, Q'#Q"”. Suivant le théortme 17.4, Q'Q" € M...

Soient O, eF et P,k (n=1,2,3,4), tels que

350 [(Pn = Qn) IQ])

et que [P, Py, P, Pyl € T, . Alors, [Py, Py, Pyl € 75, puisque selon la défini-
tion 23.4 le plan P,P,P; existe. Selon Paxiome V 1 la droite permanente
P, P, existe, et selon le théoréme 35.8 la droite permanente O, Q,CF
existe aussi. Pour n=1,2, (P, =0, t,, donc (P3¢ 0, 0,)t,, et par consé-
quent (Os¢ 01 Qp)ts, car (Py=Qy)t.. Donc, Q3¢0; Q,, d’oly, selon le
théoréme 24.2, {0,, 0, 05l T 5.

En vertu de la définition 23.2 et du théoreme 35.8 le plan perma-
nent Q, O, O, existe, O, 0, Q,c F. Alors, selon le théoreme 21.7 Q, n’est
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jamais situé sur aucune droite dont on a fait usage dans la définition
23.2 de ce plan, donc Q,¢Q, O, Q;, par conséquent

» {Q1s 02 O3 QW €T 4.

Comme, ;;af“'défz;niﬁon 23.3, la région triangulaire [Q; O, O,] existe et que
[Q1Q: 04l [010:04)s [0,0;0,] existent pour les mémes raisons, Pespace
permanent Q, Q3 Q3 O, existe aussi,

010,050, CF.

Selon Paxiome V 4 M ¢ 0,0,0,0,, donc Fc Q,0,0.0, et par conséquent

'Q1Q2Q3Q4 =F

Sy

Donc Fe#;. Comme Felo, on a FE&,.

36."DEUX ESPACES PERMANENTS L-METRIQUES EN MOUVE-
MENT RELATIF A VITESSE CONSTANTE: RELATIONS

GEOMETRIQUES

Soient E et E' deux espaces permanents L-métriques. Sans préciser
d’abord ‘comment F’ se déplace sur E, ou E sur E’, nous avons en vertu
des définitions 33.1 et 33.2 et du théoréme 24. 12 les trois propositions

syivantes. (ou les relations sont permanentes).

. Théoréme 36.1. EZ-F = ECE A ETCE

EZE = ECE A ECE

Théordme 36.2. ECE = E=F A ETCE.

ECE = EZFE A FCE

. Théoréme 36.3. (V!E, EYIE=ZE VvV EZFE)

; Dorenavant nous supposons que E’ se déplace par rapport 4 E avec
une vitesse constante @, donc (E' C E) .

" Notons d’abord le théoréme suivant sur la propagation de la lumi-
ere’dans les deux espaces E et E'. On a selon le théoreme 30.3:
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Théoréme 36.4. Soient {to,Xo, Vs 2oy €t {U'oy X 0y ¥ 5oy les quadru-
-ples des coordomnées d’un événement ¢ quelconque, rapportés aux repéres loren-

ror

tziens Otxyz et O't'x'y'z" dans E et dans E'. Alors la propagation de la
perception de ¢ est donnée par.

(x4 (¥ —yo)o 4 (5 ;«0)2 () dans E,

(X —x'0)2+ (¥ —V )P (2 — 2= — 1) dans E'.
Le théoreme suivant résulte des théoremes 35.7 et 35.10.
Théordme 36.5. VE V7 IE' [vo <c¢ = (F CE)3d].

En d’autres termes: Quels que soient Pespace E et le wecteur @, tel que
q qu

v < ¢, un espace B’ existe, qui se déplace par rapport a E avec la vitesse
constante ¥.

Les relations strictement géométriques, telles que le parallélisme ou
la perpendicularité des droites, appartiennent au chapitre V, ol1 il s’agis-
sait des sous-ensembles (figures) d’un méme espace permanent. Lorsque
le probleme se pose de considérer deux espaces en mouvement relatif, il
devient nécessaire d’élargir certaines relations géométriques en les envi-
sageant entre les ensembles qui ne font pas partie du méme espace, mais
des deux a la fois. Ceux-ci seront notés E et E’, et tous les sous-ensembles
de E seront marqués par ,,prime”.

Théoréme 36.6. Soiz (E' CE)s, t€6y, ¢ €Gy. SiPeE, P ek, ona
(V<, Py 3, P V VP> 3, PY) [(P=PY A (P =P)).

Démonstration. Suivant les théorémes 36.2 et 33.2 E' = E, et suivant
la définition 12.9 VP Vo3P’ et VP' Vo3P tels que (P =P')p, dou la
double proposition.

Les deux théoremes suivants portent sur les droites paralleles a 4.

Théoréme 36.7. Soit (E' C E)3. Alors,

(VacE)(Fa'cE)[al]g = a=a'l
(VacE)(Va'cE)[a=a" = a]|d]

Démonstration. Suivant le théoréme 36.6,

(VPea) Ve 3P e E)[(P = P')].
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Désignons d’avance par a’ P’ensemble de ces points P’. On a (a = a'),
donc selon le théoréme 35.9, a'e ;.

Donc a'c E’, ainsi que
((VPea) Vet (AP'ea’) A (VYP'ea’) Ve QAPea))[(P =P')],
par conséquent, selon les définitions 12.9 et 17.6,
(VPea)[(PE€a )R] et (VP ea)[(P €a)R],

donc aca’ et a’ ¢a, en dautres termes, a=a’, ce qui démontre la
premiére proposition.

Quant 4 la seconde proposition du théoréme, remarquons que la
trajectoire dans E d’un point quelconque P’ de a’ est une droite paral-
lele & &, donc P’ & a, d’out 2’ ¢ a, par conséquent a = a’,

Les deux propositions du théoréme suivant se démontrent ainsi en
compléte analogie avec celle du théoréme précédent.

Théoréme 36.8. Va' Vr3a, [(a, =a')],

VaVeda', [(a=a'))
Théordme 36.9. Soir (E' C E)3. Alors,

(Va,bcE)(Va'cE)(Ab'cE)[a||d A a=a’ A a||lb =
= bab A a'| b,

(VacE)(Va’b'cE)(@bcE)[al||d A a=a A a'||[b =
= b=b A al|b].

Démonstration. Pour démontrer la premiére proposition remarquons
d’abord que

(VPeb) Ve @P' eEY[(P=P')].

Soit b’ I’ensemble de ces points P’. On montre comme dans le théoréme
précédent, que b’'e#?, et b=b’. Montrons que a’ et b’ font partic d’un
plan de E’. Le cas ou a=Db étant trivial, soit azb. Comme a et b font
partie d’un plan hcCE, soient ¢,dch, ¢£d et telles que c||d et que
c et d coupent a et b,

afNc=P, bNe=PF,, and=P;, bNd=P,.
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Alors on a pour i=1,2,3,4,

Y: AP, e E)[ (P, =P )t].
et les droites
a.I =P'1‘P’3 s bl =P,2P,4 s cl =PI1 P’z , dl =P,3P,4 s

ainsi que les droites P, P’;, P’y P’y existent (théoréme 36.7), donc elles
font partie d’un plan W' cE’, et onaa’,b'ch’. Comme anb=y, il est
aussi a'Nb’ =@, donc a’||b’.
La seconde proposition du théoréme se démontre de fagon analogue.
Théordme 36.10. (VhcE)@h'cE)[h||7 = h=h']

Théoréme 36.11. Vh' V: 3h, [(h, =h"):],
Yh V: 30, [(h =R ].

DEFINITION 36.1. Soit (E' € E)3, ACE, A'CE/, t€&g. Alors
(ANAY & («P,PY|PcA N PeA A (P=P).

On appellera I’ensemble (AhA')t quasi-intersection de A et A’, a Pinstant
t. Les ensembles

ANANA): et A'N(ANA')
seront appelés E-composante et [E'-composante de cette quasi-intersection.
DEFINITION 36.2. (AXA"): &f (ANA)#0 A non (A=A’

On dira que A et A’ somt en quasi-intersection & Pinstant t, ou simplement
qu’ils se coupent (dans un sens élargi) a Dlinstant t.

NOTATION 36.1. Lorsque (Vze R)[(AXA"), on notera (AXA')g

Soit (E'CE)d, ACE, A'CE et t€%. On a les deux théoremes
suivants:

Théordme 36.12. E-F = V:[(ANA)%=AnNA‘

E=EF = [Vi[(AXA):]=AXA'].
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Théoréme 36.13. Soient A, et A’', la E-composante et la E'-composante
de (ANA'Y. On a

(A, =A")t e AUA,=(ANAL

Soit (E'C E)3, acE, a'ct’, hcE (a,a’ €, et he P,). Démon-
trons les deux théorémes suivants:

Théordme 36.14. 37, {(a=a)tc A non{a=a’") =
= (Vi£t)[(anNa)=0]) A Fh[h||d A ach A a’ &h]).
Démonstration. En vertu de la définition 36.1,
(36.2) (YPIP' A VYP'3P) [Peca A P'ea’ A (P=P]

pour un certain r,. Selon le théoréme 34.9,

(36.3) Vi@AEB[(P = A) A PA=3(—1)),

donc, dans E, (Vt#t,) [P4,||9]. Comme il nest pas a=a’, il n'est ni
a||d, par conséquent toutes les droites P4, déterminent un plan h, et
on a h||3 et ach. Daprés (36.3)

Ve[ (P = A)l,

donc, tenant compte de (36.2),

VP V34, [ (P = A1),
d’olr
VP' Vi [ (P € h)]
et par conséquent

Ve[(a' & hy.

Selon le théoréme 35.9 I'ensemble des points A, pour un f fixe est
également une droite, soit a,, et on a (a, = a')t et a;||a. En outre a,,=a,
et selon Paxiome VI

(Ve#t.)[(a.na=0].
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Puisque (a, =a')t, on a en vertu de la définition 36.1

(Ve#t,)[(a’ Najt=0).
Théoréme 36.15. Vi {[non(a=a’yx] A 3Jh{ach A a'chl =

= @APea)@P ea)[(P=P) A (ana)={P,P}]).

Démonstration. D’aprés le théoréme 17.9, en retenant la notation
a,, on a:

(@ chy = Veia[ach A (a =a')].
D’autre part,
Vi[non(a=a')t < non(a=a,)]

(puisque autrement

. [(a=a)Y. < a=a]),
contrairement a ’hypothese) par conséquent a et a, se coupent,

v:iP[ana,={P}].

Or, (a, = a’), donc

VeVP AP ea’)[(P =P},
donc ana’ = (P, P).

Théoréme 36.16. I:[(aXa)] = (aXa)y =
= V:@PeE)@P eE)[(ana’y={P,P')].

DEFINITION 36.3. Soient a,a’€%,, aclE, a’cF/, et te G . Alors
(a||a)g=Vi(Qa,cE)[a||a, A (a, =a)];

on dira que les droites permanentes a et a’ sont selon Pespace E constam-
ment paralléles (dans le sens élargi).

Lorsque (aXa')g et (ana’)t=<P,P’), on dira que selon Pespace E
les droites a et a’ se coupent constamment, i savoir en {P,P’) a linstant
t du temps t.
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Remarque. La transformation de Lorentz montre que (a]|a’)e

n’implique pas (a’||a)y . Au contraire, (a]|a’)y = (a’Xa)y, excepté
sial[7 ouald ou v=0.

NOTATION 36.2. Comme nous n’allons considérer que les relations
géométriques ,,selon” Pespace E, nous omettrons la lettre E et écrirons
simplement a|a’, aXa', etc.

Théoréme 36.17. t[(a=a’)] = alla’

. .
ajla’ A ach A a’ch = F[(a=a')]
Démonstration. Négligeant le cas trivial ol a=a’, on a en ce qui

concerne la premiére proposition, 3h||3, ach, a’Ch (théoréme 36.14)
et en vertu des théorémes 36.6 et 36.9,

(V78 (Fa, ch) [(a, = a'),].
Il est a,||a, car autrement

AP[{P}=ana] A P [(P=Pl,

d’ott P'ea’, donc (ana)t,—=<P,P’), contrairement au théoréme 36.14.
Donc, selon la définition 36.3, a||a’.

Quant 2 la seconde proposition, on a en négligeant le cas ol aza’,
Veda, [(a’ =a)]
(théoréme 36.8) et on montre comme précédemment qua al|a,. La tra-
jectoire d’un point P’€a’ est une droite b||? (théoréme 34.8). Soit
{P}=anb. Alors (théoréme 34.9) Az, [ (P =P')t.], donc <P, Py e (ana’).
Or (a’ =a, )., donc PEana,, et par conséquent a=a, , d'ou (a=a')..
Remarque. On 2, par exemple, aussi les propositions suivantes:
a=a = al|d,
ach = hi|3
ach A a’ch = aXa V all|a,

alib’ A blle = alle
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Le parallélisme des droites de deux espaces E et E' sétend de
fagon évidente aux vecteurs.

DEFINITION 36.4. Soit (E' C E)?, et %, #' deux vecteurs quelconques,
% de Pespace E et #' de ’espace E’. Alors

@@ & @acE)@a’ cE)[(al||a)e A #|la A @||a’]

et on dira que les vecteurs u et u’ sont constamment paralléles selon Pespace .
On définit de fagon analogue (i||a’)g et (@’ |.|a)E.
DEFINITION 36.5. Soit acE, a'cE/, (a[|a’); et 4', B’ € a’ (4'#B’).
—
Supposons que a et a’' sont orientées et que a’ et A'B’ ont une

méme direction. Lorsque

Vi (3A4,,B,eE)[(4,=A) N (B,= B')],

—>

et que a et 4,B, ont une méme direction, on dira que les droites orien-
tées a et a’ ont la méme direction selon E. Si bCcE, b'CE’, et a et b ont
des directions opposées, et de méme a’ et b’, nous dirons que a et b’
ont des directions opposées, et que a’ et b ont des directions opposées, selon E.

Lorsque # et # sont des vecteurs quelconques, # de E et # de E,
€t que # et a ont une méme direction, et #’ et a’ ont une méme direc-
tion, nous dirons que les vecteurs # et ¥ ont la méme direction selon E, etc.

DEFINITION 36.6. Soient a,a’'e #,, h,h'e%,, a,hcE, a’,h'cE,
et t€6g. Alors, en nous limitant aux relations ,,selon* E.

a|b’ & 3a'[a]]a’ A a'||h].

a'|[h & 3a(a’||a A al|h],

h{[h & Ve@h,cE)[h||h, A (h, =h).
On a par exemple:
Théoréme 36.18. I:[(h=h')] < h||h'".
Théorédme 36.19.

I[@xh)] = axh < V:IPIP [(@nh)={P,P>],
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et de méme en remplacant a et h' par a’ er h, ou par h et h', et remar-
quant que

Vr3ada' [(hNh):=(a,a’)].

Apres avoir envisagé Pintersection et le parallélisme, abordons les
longueurs des segments de droites dans E et E'.

Théoréme 36.20. Soit (E' CE)d,t€by,t €6y, et P, Qe E', quelcon-
ques, ainsi que A,, B, €T, tels que

Vi (VA,B)[(4,=P)x A (B,=0Q].
Alors, si A, B, west pas perpendiculaive & ¥, on a

¢ oy, v\,
(36.4) 75 R P

1-=
C2

ot ¢, c’ sont les constantes fondamentales de [E er E', k est la constante de
(35.18) er m est la pente de la droite A, B, par rapport a un axe paralléle
a v.

Lorsque A, B,| |9, on a donc

c
65 Pt
' 4B, | v
CZ
et lorsque A, B, .7, on a
__ B

(36.6) 22

A, B, \/14?_2
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Démonstration. Soit Oxyz un repére orthonormé, dans E, tel que
Paxe des x ait une méme direction que ¥. Reprenons certaines notations
de la démonstration du théoréme 35.3. On a (35.1), (35.2) et

A, B=Vp g

D’un autre c6té, selon (35.3), (35.6) et (35.8),

v s
PO+ Aot P(t+s), Vi,

et selon (35.14), en employant 4 € &y,

PO [u+ % ]P-(u+ ), Vu.

Les distances dans E’ étant définies de maniére indépendante, notons
par ¢’ le facteur fondamental dans E’. On a suivant la définition 17.2,

_ lks
PQ=C 7,

donc, d’apres (35.1), (35.2) et (35.5),

’

c'k

Vet (@ — 0B (g% + 1),

I—Jé:‘cz

— 92

d’ou1 (36.4), en posant

< 36.7)

Lorsque 4,B,||d, on 2 ¢g=r=0, et lorsque 4,B,1 7, on a p=0.

Théoréme 36.21. Soien: A,B,C,D€eE, A',B,C',D'eE’, AB||CD,
A'B'||C'D" et (AB||A'B')g. Alors, si

(A=A N B=B) A (C=Cx A (D=D),
on a, en désignant par s un nombre positif,

(36.8) AB=sCD < AB -sC'D'.
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Démonstration. En appliquant (36.4) a (36.6) on obtient, puisque
AB||CD,

d’ol (36.8).

Insérons ici la proposition suivante, qui exprime la réciprocité du
mouvement a vitesse constante, de deux espaces permanents L-métriques.
Théoréme 36.22. (E'CE)d = 3I¢'[(ECE)].

’

c N
En outre, v' = 77), ot ¢, ¢’ sont les facteurs fondamentaux dans E et dans E'.

Démonstration. Soit t€ &g, t' € T et Pe E', quelconques. Envisageons

deux instants ¢, ,¢, de r (t, < ty). Alors (PEE)¥ et en vertu du théo-
réeme 34.9,

(36.9) @A, A'€E)[(P=A), A (P=A)ty A AA' =3t —1)].
P se déplace sur la droite a=AA4’ de E, a||? (théoréme 34.8).
D’autre part, A € E’, donc
@P" e E')[(4 = P")z,),

ou P"#P, car ty#t,, et on a (A =P)t, et (A =P"'),; en d’autres termes,
A se déplace dans E’, de Pévénement (z,, P) a ’événement {z,,P'">.
Remarquons que ;/Zpeé}, quel que soit Pe[E’ (théoreme 32.3),

ainsi que t'/2,€@,, donc les conditions du théoréme 35.6 étant satis-
faites, on a t'=at+b, ol a et b sont pour chaque P des constantes, et

Soit ¥', la vitesse moyenne de A par rapport 4 E’, entre les mémes
événements. On a

PP PP
(36.10) &= _

t'y—1t'y a(ty— ) ‘
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D’autre part,
FAA"eB)[ (P — A"ty
(théoréme 36.6). Comme (P € E)7, on a (théoréeme 34.9)
(36.11) P" =AY, N (P =A)y A A"A= Bty — 1y).

De (36.9) et (36.11) résulte A4’ =A"A. Comme (P = A), et (P = A",
la relation (35.26) du théoréme 35.12 s’applique et on a

[4
B T
Ax a4 |
02
donc. en vertu de (36.10),
Y T
V4=
a(ty —ty) 1 — v
C2
et en vertu de (36.9)
, _ ¢
(36.12) vy4=—uo.

Or, P” se déplace, ainsi que P, sur a. D’aprés le théoréme 36.7
Jda’' [P,P’ca A a’ = a]

et d’apreés la seconde proposition du méme théoreme, ’,||a’. Ceci est
valable pour tout A€, car VA4 3P.

Soit A, un point fixe de E, et a, CE, telle que a, || et 4, €a.. Soit
a’'s CE', telle que a, = a’s. On a a||a., donc aussi a’||a’, (théoréme 36.9)
et ', ||a’s. Par conséquent, en désignant @4, par @', a’||#’. Donc
tout A€E se déplace dans E’ sur une droite a’||d’, dans une méme

’

. ¢ . .
direction. En vertu de (36.12) ona v’ = — la vitesse ¥’ est donc con-
stante,
(EC ENg.
Remarque. On n’affirme pas encore que ¥'= —4, ce qui ne
sera possible qu’aprés la définition 37.4.

10
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*®
* *
Abordons la perpendicularité.

Théorédme 36.23. a=a’" A hla A h'|la = Ihil'lh’.
Théoréme 36.24. Soit a=a’, PQ, P'Q'e P, ert Qeca, Q'ca’. Alors
- R[P=Py A (Q=0%] = (PQla <« PQla).
Démonstration. HM‘ontrons qu; PQJ_a = P'Q'1a'. Soient R, Sc€a,
tels que R-O-S et RQO=SQ. Suivant le théoréme 36.6 R’, S’ existent

tels que (R=R")t, (S= 8)t. En vertu de (36.5), dans le théoreme 36.20,
on a (en substituant PQ par R'Q’, et A,B, par RQ, etc.)

~

~

IQ SIQI

, dot RQ'=SQ
SQ o=

61

En appliquant (36.4) et remarquant que dans (36.7) p=RQO=SQ et

. P+ri= 1352’
on a donc
RP SP’
== =

Sp ‘
Comme PQ | a, le triangle APRS est isoctle et on a RP=SP, donc
R'P’=FP. Par conséquent AP'R'S’ aussi est isocéle, donc P’ Q' la'.
L’implication inverse se démontre de la méme facon.

Théordme 36. 25. Sozt a= a, h="h'
Q' eal. Alors.

POch, PQ'ch’ e« Q€a,
(PQLa A POLA) = B[P Py = (Q=0).
(

Demomtrauon Sl le. theoreme étalt en defaut on aurait (P = P’)t,
mals (020", o Q'€ Q"#Q'. Alors,
‘Ol aurait ©

selon le théoreme 36.24
Q PQ_La = ‘P’,Q”;.La,l;
ce qui est impossible. Donc

(P=Py =" {0=0

L’implication inverse s¢ démontre de la’méme ficon
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Les deux théoremes suivants résultent des deux précédents.
Théoréme 36.26. Si a =a’, alors

It[(n=n)] > (@la < n'|a’)

Théoréme 36.27. Soiz a=a’, h=h' er soient a,nCh, ez a’,n' Cch’.
Alors

(mla A nla) = [(n=n)].
Des théorémes 36.17 et 36.27 résulte le suivant:

Théordme 36.28. Soir a=a’, h=h' e soient a,nch, a’,n' ch’.
Alors

nla A nla = nH n'.
Théoréme 36.29. Soic h = h', PO, P’'Q'e #, et O h, O €', Alors
B[P=PY A Q=0 = (POLh < PO ).

Démonstration. Montrons que PQ |h = P'Q'| h'. Soit a la tra-
jectoire de Q. On a Qeach. Comme a||%, la droite a’ existe telle que

Q'ca’ et a=a'. Puisque PO h, on a PQ ] a, et sclon le théoreme
36.24

(36.13) POla — PQ]a.

Soient b, b’ telles que QOeb, Q'eb’, et b1l h, b’ | h’, mais b+#a,
donc aussi b’z a’. On montre de fagon analogue 4 celle qu’on a eu dans
le théoréme 36.24, que

(36.14) POIb = PQ1V.

Alors P'O" 1 b’ résulte de (36.13) et (36.14). L’implication inverse sec
démontre de méme maniére.

Théoréme 36.30. Soit h=h', PO, P'Q' € P, et Qch, Q' eh’. Alors

POlh A PO 1R = [P=P) < (Q=0Y].

10*
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Démonstration. Montrons que (P=P')t = (Q= Q). Soient a,a’
les droites telles que Pea, a||d, et P'ea’, a’|| 7, donc a = a’, et soient
g, g’ les plans tels que a Cg,(Q)cg, a’° cg’, (Q)cg’, donc g=g’.
Alors, si b=hnNg et b=h'Ng, ona b=b. OrQeb, O cb
et PO1b,P'Q | Vb, donc seclon le théoréme 36.25 (O = Q).

L’implication inverse se démontre de méme maniére.

Les deux théorémes suivants résultent des deux précédents.

Théorédme 36.31. Lorsque h=h', nch, n'ch’, on a
t[m=n)] = m1lh < n'Lh).
Théordme 36.32. Lorsque h=h' e¢ nNh=0Q, n'Nh'=Q', alors
nlh A n'lh = u[Q=0) = @=n)].
Théoréme 36.33. Lorsque h="h’', on a
nlh A nlh = n{.[n’.
Démonstration. Quel que soit £, on a selon le théoreme 36.8,
dn, [ (n, = n)],
d’oti (théorms 36.31) m, L h, donc n,||n et par la définition 36.3, n||n’.
Théordm: 36.34. Soit a=a’, hla, h'la', Pech, P'eh’. Alors
Vi[(P=P) = (h=h"].

Démonstration. Soit Q=anh, Q'=a’'Nhk’. On a PQla, P'Q | a)
donc suivant le théoreme 36.25 (O = Q). Or

(VReh) (@R e ') [(R = R)].
En effet, soit a,||a, tel que R€a, et soit a’; tel que a, =a’;. Alors
IR’ [R' =a’,Nh’]
et en vertu du théoréme 349 I, [(R=R")]. Or QRla, QR | a’ et

(Q=0Q"), donc s:zlon le théoréme 36.25 (R=R'), c.-a-d. t;=t. Par
conséquent (h = h')z.



149

DEFINITION 36.7. Soient a,nCE, a’,n’'c E’. Alors

def

nla=mnj]a A a =a.

., def
nla S njla A a=a'.

Remarque. En analogie avec les définitions précédentes on dev-
rait écrire (n' ] a)g et (m_ a’)g. Or, en vertu de la définition précédente,

(' La) < (' a)y,

ce qui autorise d’omettre la lettre E (ou E').

Jusqu’ici I’égalité des segments de droites permanentes a été définie
seculement entre les segments faisant partie du méme ensemble L-métrique.
Maintenant il s’agit d’étendre cette relation aux segments appartenant 3
deux espaces permanents L-métriques différents, qui se déplacent I’'un
par rapport a 'autre avec une vitesse constante 3.

L’égalité¢ des deux segments [AB] et [CD], appartenant au méme
espace E, fut basée (définition 26.1) sur P’égalité des distances, AB=CD,
donc sur les relations permanentes entre certaines cha.nes d’événements;
PPégalité de deux segments faisant partie de deux espaces différents E et
E’, sera basée sur la coincidence instantanée de deux segments perpendi-
culaires & 9. Comme cette perpendicularité est indépendante du choix
entre E et E', selon lequel des deux espaces on Penvisage, cette coinci-
dence est elle-méme indépendante des temps ¢ ou ¢ au moyen desquels
on la définit.

DEFINITION 36.8. Soit (E’' € E)d, re €. Alors, quels que soient les
segments [PQO], [R'S’], tels que POCcE, R'S'cE’, nous posons:

[PO) = [R'S") & (34,B€E)(3A',B'€F') 3t {AB1# A
A AB'13 A [PQI=[AB] A [RS1=[A'B1 A ([AB]=[4A'B'])1)

On dira que les segments [PQ] et [R'S’] sont égaux (ou congruents).
On dira également que les mémes couples de points sont égaux,

(P, Q) £=<(R, S").
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Remarques. Cette égalité des segments appartenant 3 deux es-
paces différents est évidemment une équivalence. — Lorsque P= A4, Q= B,
R'=A4', =B, on a en particulier, [AB] = [4'B’].

Notre but suivant est d’accorder les distances dans E et E’,
les unes aux autres, de telle sorte que les segments égaux aient des lon-

gueurs égales, ou en d’autres termes, que les couples égaux de points
aient des distances égales.

Remarquons qué les étalons de distance (definition 17.2) ne sont
pas nécessairement égaux dans E et E’. Or, dans ce qui suit nous allons
admettre leur égalité, soit

(Xo, Yoy 2LX5, YD,

Rappelons qu’un étalon n’existe pas nécessairement dans tout en-
semble L-métrique de points. La continuité des espaces permanents mé-
triques y assure son existence.

Théoréme 36.35. Si les éralons de distances dans E et E' sont égaux,
alors, quels que soient P, Qe E et R',S' e,

(36.15) [POl 2= [R'S'] < PO=RS,

Inversement: St (36.15) a lieu pour deux segments quelconques, [PQ] et [R'S'],
les éralons de distances dans E et E' sont égaux.

Démonstration. [PQ] £ [R’'S’] implique suivant la définition 36.8
Pexistence de deux segments,

(36.16) [AB] 13 et [A'B11%,
tels' que

(36.17) [PQ) ={A4B], [R'S]=[A4'B,
et

(36.18) 3¢ [([4B) = [4'B'] )1).

En vertu de la définition 27.1

(36.19) PO = AB, RS =AB.
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Soit (X, ,Y, ) un étalon de distance dans E, et (X’ O,Yo> un tel

dans [E’. Selon la définition 17.2 XoYo—l X.Y.=1, et d’apres
hypothése

(36.20) <X0,Y> 2 (X' Y0).

Toute droite permanente étant homeomorphe a R, on peut admettre que
Xo,Y.€d4B et X's,Y' . € A'B’, et qu’on ait au méme instant ¢,

(36.21) ([XoYol [X'oY"0] )r.

Ainsi les conditions du théoréme 36.21 sont remplies. En effet, AB||X.Y,,
A'B'||X'.Y's, et en vertu de (36.18) et (36.21),

[ A=A AN B=B)% N X=Xt A Yo=Y,

donc
AB=5XY, < AB =sX.Y',

d’ot AB=A'B =s, et en vertu de (36.19), P_Q=E'§. ‘

Réciproquement, soit PO ~R'S’. Deux segments [AB], [A'B’] exis-
tent, qui satisfont a (36.16), (36.18) et 1@=A_B. Alors, en définissant
les étalons comme précédemment, on conclut de la méme maniere que
AB=A'B’. 1l en résulte R'S'= A'B’. Donc on a (36.19), d’olt (36.17)
selon la définition 27.1, et [PQ]=[R’'S’] en vertu de (36.18) et de la
définition 36.8.

Inversement, supposons qu’on ait (36.15) pour [PQ] et [R'S'] quel-

conques, donc aussi pour les étalons. Or X, X.Yo=XoY'o=1, donc
(X, Yoy =X, Y.

DEFINITION 36.9. Si dans E et E’ les étalons de distances sont
égaux, nous dirons que les espaces E et E' sont normés entre eux,

ce que nous noterons: E = [E’.

Nous dirons aussi que dans E et E' les distances sont normées entre
elles, et que les repéres orthonormés Oxyz et O'x'y's’ sont normés entre eux,

Oxyz = O'x'y'z’.

Théoréme 36.36. S: F e ' sont normés entre eux, on a dans la
relation (35.18):

(36.22) P
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Démonstration. Soit [AB]c E un segment de droite perpendiculaire
a4 &, et [POICE’, tel que

3 [([4B] = [PQ] )].

Alors, selon la définition 36.8, [AB]£2[PQ)}, donc, d’aprés le théoréme

36.35, AB—=PQ, puisque F et E' sont normés entre eux. Or, selon
(36.6)

d’ott (36.22).

Le théoréme suivant résulte des théorémes 36.8 et 36.36.

Théordme 36.37. Soit (E' CE)d, €&, et [ABICE, [PQICE, tels
que pour un certain t,

([4B] = [PQ] ).

Si E et E' sont normés entre eux, on a

‘1’2
—— — 2
j20) 1+[1 Cz]m

(1+m2)(1 - :—:]

ot m est la pente de AB par vapport & un axe paralléle & 3.

37. DEUX ESPACES PERMANENTS L-METRIQUES EN MOUVE-
MENT RELATIF A VITESSE CONSTANTE: TRANSFORMA-
TION DES COORDONNEES

Soient E et E' deux espaces permanents L-métriques, tels que
(E' ¢ E)3. La transformation des coordonnées entre deux reperes lorentziens
liés a ces deux espaces posséde sa forme la plus simple lorsque les deux
repéres sont en position spéciale que nous allons définir aprés la proposi-
tion suivante:
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Théoréme 37.1. Soient Oxyz et O'x'y'z" deux repéres orthonormés,
dans E et £’ respectivement. Lorsque x||3 et x =X, et que les plans xy et

x'y’ sont en coincidence permanente, on a y||y', z||Z', ainsi que xz =x'z’
et yz||y'z

Démonstration. On peut toujours prendre x||d, et x =x’ d’apres le
théoréme 36.7, ainsi que xy=x'y’ d’aprés le théoreme 36.10. Alors

y] |y’ résulte du théoreme 36.28. Comme z | xy, z’ 1x' y , on a suivant
le théoréme 36.33 z||2z’, donc aussi xz = x'z' et yz||y'z

DEFINITION 37.1. Soit (E' € E)3, soient Oxyz et ox' 'y'z’ dans E
et E’ respectivement, deux reperes orthonormsés, et re @-‘E, ¢ "€ &y. Suppo-
sons que O et O comcxdent a Pinstant =0 du temps z, et que ce soit
Pinstant -0 du temps £ Lorsque

x||9, x=x, y|.|y', z|'|z’,

et que X', y', Z' ont respectivement les mémes directions que X, ¥, Z,
nous dirons de ces deux repéres qu’ils sont en position canonigue.

[

Soient Orxyz et O't'x'y’z’ les deux repéres lorentziens liés a E et E’,
obtenus de la fagon usuelle en ajoutant aux reperes précédents les axes

Or et O des temps ¢ et ¢’. Nous dirons également de ces deux reperes
lorentziens qu’ils sont en position canonique.

Théordme 37.2. Soit (E' CE)d. Quel que soit le repére lorentzien
Otxyz lié a E, et tel que x||3, un repére lorentzien et un seul, O't'x'y'z’
existe, lié¢ @ E' et tel que les deux repéres soient en position canonique.

Démonstration. Pour tout x de E (x||9) existe un x'CFE, tel que
x = x' (théoréme 26.7). Soit X’ orienté de telle sorte que x et x' aient
la méme direction (définition 36.5). Suivant le théoreme 36.6 existe
O'ex’, tel que (O = O')t quand t=0. Prenons O’ comme origine de

Soit h le plan xy. Alors, en vertu du théoreme 36.10,
Vh3kh' [h=h'].

Soit y'ch’, tel que O'ey’ et y' | x'. Dapres le théoréme 36.28 on a
y'||y. Supposons que y’ ait la méme direction que ¥.

Soit z' | I, tel que O € 2. Suivant le théoréme 36.33 on a z'|| z.
Supposons que z' ait la méme direction que Z.
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Alors, Pétalon des distances dans F’ étant déterminé, ainsi que dans
E, et les trois droites permanentes orientées X', §’, Z' étant les axes d’un
repére orthonormé, on obtient, en y ajoutant Paxe du temps O't’, le
repére lorentzien O't'x’y’z’, tel que les deux repéres lorentziens soient en
position canonique. L’unicité découle du raisonnement.

En considérant le point ol un événement a lieu comme P’une des
deux coordonnées de cet événement, Pautre étant le temps (coordonnées
intrinséques, définition 29.3) nous posons d’abord la définition suivante:

DEFINITION 37.2. Soit (E' C E)d, 7€ 6y, ' €6y, et PcE, P’ F.
feo = ((BPY,LPYY|(P=PY A (P =P)).

On appellera fre transformation des coordonnées intrinséques (temps-point)
des événements.

En décomposant le produit cartésien des valeurs de Jeers> on a les
deux bijections de transformation des coordonnées intrinséques, prises 2
part:

fo & (K PY, > Y |AP [(P=P) A (P’ =P)']),
F*E (LGP PYY| (P =Py,
Remarques. Pour ViVP on a
Jee (6 P)= {fo (&, P), f*(z, P)).
La forme vectorielle lui est équivalente, et on peut écrire:
) = fee (8 7),
t'=fo (1, 7), #=f*(z, 7).

Envisageant deux repeéres lorentziens, Owxyz lié A E et O't'x'y's’
li¢ a E', soit

{x,y, 2> =h(P), x5y 8y =h(P).
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Nous formulons la définition suivante;
DEFINITION 37.3.
Kty %',y 2'> =Fep (8%, 9, 2) =fep [t A7 (%, 3, 2) ],
(37.1) t'=Fy(t,%,9,2) =folt,h 2 (x,3, z)].‘ »
(Y, 2 y=F*(t,%,5,2) =h'of*[t, i (x,, z) 1.

On appellera Fgp, Fy, F* bijections de transformation des coordonnées lo-
rentziennes des événements instantanés.

En décomposant le produit cartésien des ensembles de valeurs, on
a les équations de transformation des coordonnées lorentziennes, ou trans-
formation de Lorentz, prises a4 part, soit:

t'=F,(t, %, ¥, 2),

x'=F;(t,%,y, 2),
(37.2)

¥ =Fy (1, %, 9, 2),

2 =Fy(t,%,9, 2).

Rapportons les points de E et E’ a deux reperes Oxyz et O'x'y's'
orthonormés et normés entre eux, et pour simplifier supposons que ces
deux repéres soient en position canonique (et que par conséquent aussi les

LS

repéres lorentziens Orxyz et O't’x’y’z’ soient en position canonique). Nous
avons d’abord les deux théorémes suivants:

Théoréme 37.3.
(37.3) Ve, %, 9, 2) [Fa(t,%,3,8) =y N Fa(t,%,9, 2)=2].

En termes plus simples: (V&,x,3,2)[y' =y A 2 =2z]

Démonstration: {t,%,vy,2) et {t'sx’,y',2") étant les quadruples or-
donnés d’un événement ¢ qui a lieu en un point PEE et au point

instantanément coincident P’ € E’, soient N et N’ les pieds des perpen-
diculaires menées de P et P’ aux plans xy et x'y’, et soient M et M’
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les pieds des perpendiculaires menées de N et N’ 4 x et x’. Alors on a
xy = X'y’, NPl Xy, NP' | x'y’ et (P=P, donc en vertu du théoréme
36.30, (N = N")t, en y posant xy, x'y’, PN, P'N’ au lieu de h, h’, PQ,
P’ O’ respectivement. Par conséquent
([NP] = [N'P'])e,

et comme NP1%, NP 1 4, on a (définition 36.8)

[NP] £ [N'P'], doi NP=NP
(théoréme 36.35), en d’autres termes, z=2', Vi,

On a ensuite MNcxy, M'N'cx'y’, xy=x'y et x=x'. En outre,
MN1x, M'N'1x, et (N=N"). Donc, en vertu du théoréme 36.30,
(M = M")t. Par conséquent

(IMN] = [M'N'] ),
et comme MN_| 4, M'N’ [ &, on a
[MN]£[M'N’], dou MN=MN'.

En d’autres termes, y=y', V.

Théorédme 37.4. Vi Vx (Vy,,v) (Vzy, 2) [FL {6 % vy 21) =
=F (%, 52,22 ]

En d’autres termes: Les valeurs de Fy ne dépendent pas de y et de z.

Démonstration. Supposons que ¢, x étant donnés, on considére deux
points quelconques Py, P,, tels que

dhithix A (P, Peh)]

et dont les coordonnées sont x,y;,2; €t x,¥;, 2. Soient Py, P, tels que
(Py=Pr et (Pp=Pyr

Alors,

(ah'l 3 h’ﬁ)(<hll b h’zlx’) /\ P,] S h’l /\ P’ze h’g}.
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Suivant le théoréme 36.34 on a (h=h')): et (h=h'y), donc h';="h',.
Désignons ce plan par h'. Comme h’'’Nx’ est le pied des perpendiculaires

menées de P’; et P, 4 x', la coordonnée x’ de P, et P’y est la méme,
en d’autres termes,

Fy (1%, 31520 =F1 (6, % ¥2 5 23)-

La transformation de Lorentz prend alors la forme suivante:

~

Théoréme 37.5. Soit (E' C E)J et rapportons les points de E et E' a
deux repéres Oxyz et O'X'y z' orthomormés, normés entre eux et en
position canonique. Soient {t,x,y,2z) et {t'sx',y",2") les quadruples ordonnés
des coordonnées d’un événement instantané ¢ quelcongue. On a:

2 —
(37.4) r= & =T L. Yy =y, &=z,

et inversement,

/2
(37.5) =S CT | - FFETE

v
ot — = —.
C

_ Démonstration. Soient P€E, P'€E’ les points ol1 ¢ a lieu, et t= Z(q:),
t'=t'(¢), donc (P =P)e, et par conséquent (P =P'), (P' =P)'.
Quels que soient te Cg, ;'E@'E', on a d’apres (35.18)

ol x=xp, est la coordonnée dans Oxyz du point P'€E’ ol ¢ a lieu,
donc aussi de PeE ou ¢ a également lieu.
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Or, t=0 A x=0 = =0, les repéres étant en position canoni-
que, donc £=0 et selon (36.22) on a la premitre équation (37.4).
Soient Q. Q’ les projections orthogonales de P,P’ sur x,x’ respecti-

—> —> —=> .
vement, et NeE, tel que (N=0O"). On a NO=0Q - ON. Notant par
- —> -

1 le vecteur unitaire, on a OQ=xi, et en vertu du théoréme 35.2, puisque
- . . g *
x et J ont la méme direction, ON=ot:. Donc

NQ=|0Q~ON| = |x~ut].

D’autre part, ([NQ] = [O'Q’])t, d’ol suivant le théoréme 36.37, comme
m=0,

Or, O'Q'=|x|, donc |x'| = ¢|x—wt|, et puisque X et X' ont la méme
direction,

x'=gq(x—ot),

ce qui démontre la seconde équation (37.4). Les équations (37.5) en
résultent.

DEFINITION 37.4. Soit (F' C E)d, t€ &g, 2 €0y, et soient 4, BeE
et A',B'el’, tels que AB 1%, A'B'] 3, et que

(37.6) A [([4AB] =[A4'B'} ).
Si alors
(37.7) e(tu)=e(0 y.5),

nous dirons que les temps communs r et t' sont normés entre eux, ce que
nous noterons par: ¢ = ¢'.

Remarque. Ceci revient a dire que Ar=A:" dans les expressions

A @) B (+Ar), Vi, et A"(")B"(' +Ar), Vi
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Théoréme 37.6. S; (E'CE)J et si les espaces E er E', ainsi que

leurs temps communs t et t' sont normés entre eux, leurs facreurs fondamen-
taux sont égaux.

~
7

En dautres termes: E 2 E A t =+t = c¢=c.

Démonstration. Selon la définition 36.9 on a
(37.8) (X Yo) 2 (X', YD,

et selon la définition 37.4 on a (37.6) et (37.7). Or, d’apres la définition
36.8 et le théoréme 36.35 les relations (37.8) et (37.6) entrainent

AB=A'B’, en d’autres termes,

4

(37.9) 5 i) = 5 o)

‘donc, en vertu de (37.7), c=¢".

Notons le théoréme suivant:

bS]

Théoréme 37.7. F = FE A ¢c=¢ = t £

"7 OAc=¢ = EXF.

I

DEFINITION 37.5. Soit (E' C E)d et soient Otxyz et O’t'x'y’z’ les
repéres lorentziens. Si les repéres orthonormés Oxyz et O'x’y’z’ sont
normés entre eux et si les temps ¢ et ¢ sont normés entre eux, nous
dirons aussi pour les repéres lorentziens qu’ils sont normés entre eux.

Dans les deux théorémes suivants nous supposons que les repéres
lorentziens sont normés entre eux. Le premier résulte du théoréme 36.22,
ainsi que du théoréme 37.6, le second du théoréme 37.5.

Théoréme 37.8. (E' CE)¥ = (ECE)(-9).

Théoreme 37.9. Soir (E' C E)3, et soient {t,x,y,2) et {t'sx'sy',2">
les quadruples des coordonnées d’un événement instantané quelconque, ceux-la
se rapportant a deux repéres lorentziens Otxyz et O't'x'y’'z’ normés entre eux
et en position canonique. Alors on a:
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(37.10) [’ = e, x'=—;—:, y,:y, 2 =z,

er inversement:

, X
t +? x'+‘vt' ’ ’
(3711) lz'—‘_—‘—:g, x=—_.—?, y=y, z=z2.
k)
-5 -5

Notons les deux théoremes suivants, qui se déduisent aisément.

Théoréme 37.10. Quels que sotent deux événements instantanés, {t, x, v, )
et {losXosVos o) leurs quadruples de coordomnées dans un repére lorentzien
e a E, et {t',x',y',2") et {t'oyx'0,¥ cs2'0y ceux qui se rapportent & un
repére loventzien 1ié & E'. Lorsque ces deux repéres sont normés entre eux, on a:

(37.12) A —t)—(x— )2~ (¥ V)2~ (2 —2)* =
- - P (Y (& =7

D’aprés la défipition 37.2 et en supposant que les espaces E et [E',

ainsi que les temps ¢z et ¢/ sont normés entre eux, on a la transformation
de Lorentz en forme vectorielle: 33

Théordme 37.11. Quel que soit un événement instantané @, et {t, ¥,
57"y les couples ordonnés de ses coordonmées intrinséques (forme vectorielle),
on a:

5.7 . g
(37.13) t’=q(t— —] r'=?—qt-6+(q—1)(6-r*)v—z,

3% Voir par exemple Pham Mau Quan, Introduction & la Théorie de la Relativité
Jestreinte (L’enseign. Math., 1960).



et tnversement.:

-b'igl
(37.14) xzq(t'Jr——), Pt tqt' 3+ (g—1) (-7

1

ok Your i
1-=
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]
o2

DEFINITION 37.6. Nous appellerons la transformation (37.10), ou
(37.11), transformation de Lorentz en forme canonique, les équations (37.13),
ou (37.14), exprimant la transformation. de Lorentz en forme intrinséque

vectorielle.



CHAPITRE VII

RAPPORT ENTRE LES ENSEMBLES L- METRIQUES DE POINTS
: MATERIELS ET LES CORPS RIGIDES

La théorie que nous avons dévéloppée est entierement basée sur la
,Jumiére’* jouant sur des ensembles de points matériels. Ceux de ces
ensembles qui sont métriques conformément & la lumiére possédent une
importance particuliére; aussi, parmi ces ensembles doivent figurer ceux
qui coincident avec les corps rigides de la Géométrie et de la Cinématique.

En effet, dans tout ce qui précéde nous nous sommes abstenus du terme
,corps rigide®, le réservant aux éléments d’une classe d’ensembles de
points matériels dont Pexistence est indépendante de la base axiomatique
admise jusqu’ici. Nous introduirons donc les ,,corps rigides’‘ comme une
nouvelle classe d’objets (ou éléments) non définis. L’identification d’une
certaine classe d’ensembles de points matériels, qui sont, pour ainsi dire,
L-métriques au moins dans certains intervalles du temps, avec les corps
rigides de la Relativité Restreinte fera alors Pobjet d’un axiome particu-
lier ('axiome X).

38. ENSEMBLES DE POINTS MATERIELS, RIGIDES CONFOR-

MEMENT A LA LUMIERE

Il est évident que les ensembles de points matériels en repos per-
manent dans un espace permanent L-métrique sont également L-métri-
ques. Ici nous les appellerons ,,rigides conformément a la lumiére.

DEFINITION 38.1. Lorsqu’un ensemble L-métrique E de points
matériels satisfait a la condition:

(AEe &,) [E C E],

on dira que E est rigide conformément & la lumiére, ou L-rigide.
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NOTATION 38.1. L’ensemble des ensembles L-rigides sera noté %.

Remarques. Il est évident que ¥C.H ., (Vne(l, 2,3)) [£.C 9],
ainsi que

(VEe %) (AE e &,) [EC E].

La droite permanente avec laquelle nous avons construit un espace
permanent, est par définition un ensemble rectiligne complet (définition
20.3), donc nullement borné (théoréme 20.2). Si on laisse tomber cette
propriété, ne retenant que la continuité et la connexité¢ d’un ensemble
rectiligne, c.-a-d. la connexité et la continuité des images par réflexion
d’un tel ensemble, on peut développer en analogie avec la géométrie
des espaces permanents celle des espaces qui sont, en général, non per-
manents et dont la durée dans le temps d’un espace permanent L-métri-
que peut étre bornée. Parmi ces espaces on aurait alors aussi des espa-
ces (permanents ou non) L-métriques. Si nous désignons Iensemble de
ceux-ci par & («,B), o et B étant les événements extrémes dans le passé
et dans Pavenir, d’un tel espace, on aurait &= &5 (w, ") pour Pensemble
des espaces L-métriques permanents (donc L-rigides).

39. LES ENSEMBLES DE L-RIGIDITE TEMPORAIRE ET LES
CORPS RIGIDES. L’AXIOME DES CORPS RIGIDES

En Relativité Restreinte, considérant le mouvement des corps rigides
par rapport aux triedres de référence galiléens, on se limite tout d’abord
aux translations avec des vitesses constantes. En d’autres termes, les corps
dits rigides doivent &tre en repos dans des espaces permanents L-métri-
ques (donc L-rigides) qui se déplacent avec des vitesses contantes les uns
par rapport aux autres, et on peut supposer que ceci ait lieu dans des
intervalles, bornés ou non, d’un temps commun d’un tel espace.

Cependant, I'idée du corps rigide demande la possibilit¢ qu’un tel
corps change son état de mouvement, et en particulier qu’il passe d’un
triedre galiléen, ol il était en repos, dans un autre, ol il sera en repos.
Or, un ensemble de points matériels ne peut pas étre L-métrique que
lorsque son mouvement appartient a des classes trés particuliéres, en
premier lieu a celle des translations avec 'des vitesses constantes. Ainsi
un ,,corps rigide®* ne peut pas coincider avec un ensemble L-rigide que
lorsqu’il est en repos dans un espace permanent L-métrique (donc L-rigide).
Pendant qu’un ,,corps rigide** change de mouvement, passant du repos
dans 'un de ces espaces au repos dans un autre, c.-4-d. d'un trieédre
galiléen en un autre, ce corps n’est pas L-rigide (ni L-métrique).

Remarque. — Montrons ceci dans le cas simple de deux espaces
' q ~ - 1 p o P
E,E' € &;, tels que (E' C E)#, dont les repéres sont en position canonique,

11*
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et d’une ,,regle rigide® R, qui est d’abord en repos sur P'axe x c E, puis
sur 'axe X' CE (on a x =x’).

Il est d’abord (RCX)T, puis (Rcx)T’, ou T et T sont des
intervalles des temps r€&; et ¢'€&y. Supposons que le mouvement

de chaque point Pe R change instantanément, et que ceci ait lieu &
Pinstant (P) du temps ¢, donc

PEx quand t <t(P), et PEX quand r > (P).

Soit x,—a l'abscisse de P pour r=;(P), et soit tA(P) =f(a). Alors
xp=a quand ¢ < f(a), et xp=a—ov[t—f(a)] quand ¢ > f(a).

En vertu de 37.10, notant k= /1 —v%/c% on a
1 1
x'p= ;(a—w) quand ¢ < f(a), et x'p= -k—[a—vf(a)] quand ¢ > f(a).

Puisque la distance entre deux points quelconques, P, et P, de R
doit étre la méme avant et aprés le changement du mouvement (défini-
tion 36.9), ce qui demande que les deux espaces E et E’ soient normés
entre eux, on en déduit

a
fl@y= 1=k -8,

ol b est une constante. Remarquons que la vitesse de la propagation
sur x de la mise en mouvement des points de R est v/(1 — k), supérieure
a c. (Il va de soi qu’en réalité physique la mise en route n’est pas in-

stantanée et que la vitesse de sa propagation est inférieure 4 c.) On voit
facilement que pendant cette mise en route R n’est pas L-métrique.

Dans les définitions qui suivent nous ferons donc abstraction du
comportement des corps rigides et de leurs équivalents ,,temporairement
L-métriques pendant les changements de leurs mouvements — ce qui
dépasserait le présent développement axiomatique.

Désignons par {a,.}ﬁ la suite (a,,a,41, ...5a,), ou bien les suites
correspondantes infinies si r= — o0 ou s= oo (comparer avec la définition
3.2), en supposant que r < s.

Soient en outre T, et T, deux intervalles de R; nous écrirons:

T, < T, & (Y4, T,) (Vo€ T) [, < £}
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DEFINITION 39.1. Nous dirons qu'un ensemble A de points maté-
riels est de L-rigidité temporaire dans ume suite (E,); d’espaces L-rigides
(—oo<<r <s <o) lorsque:

(1) une suite finie ou infinie d’intervalles du temps d’un espace

E € &, existe, soit {T,);, telle que T, <T,;; pour tout couple {(n,n+ 1)
de la suite envisagée, et que

(ACE)T,
pour tout n de la méme suite;

(2) (V4,Be A)(VA4,,B,eE)[(A=4,)T, AN B=B,)T, =
= Aan :7An+lB—n—+-1]
pour tout couple (n,n+ 1) de la méme suite.

Remarque.—D’aprés la condition (2), la distance entre deux
points quelconques de A, mesurée par la distance entre les points de [, ,
avec lesquels ils coincident dans l’intervalle T, , est égale pour tous les
T, (donc dans tous les E,).

NOTATION 39.1. L’ensemble des ensembles de L-rigidité tempo-
raire sera noté ¥*.

Remarquons que ¥4 C 9*.

Désormais nous admesttons sans définition explicite une nouvelle
classe d’objets, d’ensembles de points matériels, que nous nommons corps
rigides.3 Nous notons leur enseamble par & et posons ’axiome suivant:

AXIOME X. ¥ C %*.

Remarque. —L’invariance de la vitesse de la lumiére dans le
vide a résulté dans notre développement axiomatique de la définition
méme des corps métriques conformément a la lumiére, sans qu’un axiome
enongant cette invariance (le postulat d’Einstein) ait été nécessaire. Le
postulat d’invariance de la vitesse de la lumiére ne devient nécessaire que
lorsque les corps rigides, qu’on introduit de ,,déhors*, indépendamment
de la lumiére, prennent la place des corps L-métriques. Ce postulat
signifie au fond que les corps rigides se comportent comme des ensem-
bles L-rigides de points matériels ou, plus exactement, comme des en-
sembles de L-rigidité temporaire.

3 Nous y employons le terme ,,corps sans demander que ces ensembles
soient des continus.



AKSIOMATICKA KONSTRUKCIJA
TEORIJE PROSTORNO-VREMENSKOG KONTINUUMA
SPECIJALNE TEORIJE RELATIVNOSTI

U ovom radu pisac se vraca zadatku koji je sebi postavio pre
skoro Cetiri deceniie i bio tada povod da objavi jedan rad, na nemackom,
u &asopisu ,.Publications Mathématiques de [UUniversité de Belgrade®,
pod naslovom ,,Grundlegendes zum axiomatischen Aufbau der speziellen
Relativitdtstheorie®, I 1 II (1933 1 1934).

U pomenutom radu pisac je podao od istih elemenata i nedefini-
sanih odnosa, i prva Setiri poglavl}a ovoga rada imaju dosta zajednic¢kog
s onim radom. Aksiomi prv1h triju grupa sli¢ni su, ali im je spisak sada
potpuniji, a ima i definicija i teorema koje su (u drugom obliku) morale
biti unesene i u ovaj rad. Jedan od ciljeva oba rada je izvodenje, iz
postavljenih aksioma, Lorentzove transformacije. Ali to je, u onom radu,
piscu bilo uspelo samo za jednu prostornu i jednu vremensku koordinatu
(tj. za dvodimenzioni prostorno-vremenski kontinuum). Osim toga, u onom
radu pisac se drzao klasi¢ne, verbalne formulacije stavova i dokaza, dok
se u ovom radu koristi znatnim prednostima koje pruZa simbolika sa-
vremenih aksiomati¢kih teorija.

Aksiomaticko zasnivanje teorije prostorno-vremenskog kontinuuma
teorije relativnosti interesovala je matemati¢are jo§ od pocetka njena pos-
tojanja. Tako je A. Robb objavio jo§ godine 1914. svoje detaljno izlaganje
»teorije vremena i prostora‘‘, polazedi od vremenskih odnosa ,,pre® i
»posles, i izveo je —kako kaZe —,,sistem geometrije u kojem se kon-
gruencija javlja ne kao ne$to spolja uvedeno ... ve¢ kao sastavni deo
samog sistema‘‘. Robbova teorija ima izvesne srodnosti s piftevim izla-
ganjem. Razlika je, pre svega, u stanovi§tu sa Kojega je sledovao izbor
aksioma. Pi§leva teZnja je bila da aksiomi budu, u svojoj fizikoj inter-
pretaciji, §to bliZze osmotrivim ¢&injenicama, ili makar samo da se njihovo
osmatranje moZe zamisliti, dok Robb, u stvari, daje konstrukciju neposredno
Cetvorodimenzionog prostranstva Minkovskoga, u analogiji sa elementarnom
geometrijom. (Razume se, posto je izabran potreban niz aksioma, izvodenje
teCe nezavisno od interpretacija u fizici).
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U aksiomati¢kim radovima koji su se otada nizali, a kojima je
predmet viSe-manje isti, kencepcije autora se vrlo razlikuju. Jedni pret-
postavljaju u vecoj meri gotove strukture i, primenjujuéi ih na predmet
koji obraduju, rad im moze biti kratak a broj aksioma srazmerno mali.
Tako je, npr. A. Lichnerowicz dao sistem aksioma teorije relativnosti
u ,,Uvodu‘ u svoja predavanja, ,,Relativité générale classique* (Cours
professés au College de France, 1953). Naprotiv, izvesni autori nastoje
da manje pretpostavljaju a viSe izvode svoju teoriju od $to elementarnijih
temelja, oslanjaju¢i se manje o gotove strukture. Takvo je stanoviste
usvojio i pisac ovoga rada. On je smatrao opravdanim da tema tako
fundamentalnog i elementarnog znadaja, kao $to je kinematika teorije
relativnosti, koja obuhvata na svoj nadin i samu elementarnu euklidsku
geometriju, zasluZuje samostalnu i u savremenom smislu {elementarnu
obradu. Dela autora koji su u tom smislu aksiomatiCki izgradivali temelje
teorije prostorno-vremensk g kontinuuma, mogu biti srazmerno opSirna,
i donekle moraju biti. Tako S. Basri, u svom delu ,,A deductive theory
of space and time‘* (North-Holland Publ. Co., 1966) izvodi svoj sistem
na oko 150 strana; R. J. Pimenov, u svome delu ,,Prostranstva kinema-
tiCeskago tipa® (Zapisi nau¢n. seminarov, Lenjingrad, 1968) od oko
500 strana.

U ovoj studiji autor daje aksiomati¢ku konstrukciju teorije prostor-
no-vremenskog kontinuuma samo za specijalnu teoriju relativnosti. Znatan
deo bi se pak mogao neposredno, ili uz izvesna ograni¢enja, primeniti i
na opstu teoriju relativnosti. Priroda fizi¢kih pojava na kojima se ova
teorija temelji — i koje saCinjavaju prirodnu interpretaciju njene aksiomaticke
strukture — zahteva da operiSemo sa trenutnim ,,blescima‘ svetlosti, koji
se neki put nazivaju i ,,signalima‘, i koji se prenose s jednog na drugo
mesto zralenjem. Te ,,signale ili ,,bleske* nazivam (na srpskom) rrenuc-
nim dogadajima, a take iz kojih potiu ili na kojima se zapaZaju nazivam
materjalnim tackama. Ovi nazivi se uostalom nalaze (na odgovarajuéim
jezicima) i kod izvesnih drugih autora. Trenutni dogadaji i materijalne
tacke su dve vrste elemenata u aksiomatitkoj strukturi koju pisac razvija.
Te trenutne pojave dogadaju se u pojedinim materijalnim tackama, a i
zapaZaju se u materijalnim ta¢kama. Dva trenutna dogadaja mogu biti
zapaZena u jednoj materijalnoj tacki, jedan pre drugoga. Otud imamo i
tri osnovna,” nedefinisana odnosa: dogoditi se, biti zapagen (osmotren) i pre.

Cela teorija temelji se na tih pet nedefinisanih ,. pojmova‘ i na 27
aksioma, svrstanih u devet grupa:

I —4 aksioma nezavisna od vremenih odnosa,
II — 7 aksioma vremenog poretka,

III — 5 aksioma veze izmedu vise materijalnih tacaka i trenutnih
dogadaja,

IV —2 aksioma neprekidnosti,
V — 4 aksioma poloZaja,
VI—1 aksiom uporednosti,
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VII— 2 aksioma podudarnosti,
VIII—1 aksiom egzistencije permanentnog metri¢kog prostora,
IX —1 aksiom kretanja.

Na kraju je dodat aksiom kojim se izlazi iz uZeg okvira teorije da
bi se uspostavila veza svetlosno-metrickih skupova materijalnih tadaka
(koje pisac defini$e) sa krutim telima.

Na temelju pet navedenih, nedefinisanih elemenata i odnosa i 27
aksioma podize se, medu ostalim, euklidska trodimenziona geometrija
,»pridruzenog prostora® i kinematika specijalne teorije relativnosti (dakle
geometrije Cetvorodimenzionog prostorno-vremenog kontinuuma). Geomet-
rija trodimenzionog euklidskog prostora uvodi se obi¢no u teoriju relativ-
nosti spolja, kao jedna od elementarnih matematickih struktura, nezavisnih
od teorije relativnosti. Stavide, i &etvorodimenzioni prostor Minkowskoga
moZ¥e se tako uvesti spolja. U ovom radu geometrija se ne uvodi spolja,
nego se u uzvodenju teorije podiZe sa istih temelja sa kojih se podiZe
cela kinematika specijalne relativnosti.

Rad se sastoji iz sedam poglavlja:
I — Diskretna (diskontinuirana) osnova teorije,
I1 — Neprekidnost,
III — Metrika,
IV —Pravolinijski skupovi materijalnih tadaka,
V — Geometrija permanentnih (trajnih) prostora,
VI— Kinematika

VII —Qdnos izmedu svetlosno-metri¢kih skupova materijalnih
tac¢aka i krutih tela.

Zasluzuje da se naglasi, najzad, da predmet ovoga rada nije samo
da se po nadelima aksiomatike izvede Lorentzova transformacija, nego
da se, takode, u izvesnoj meri, izloZi niz dosad slabo obradenih ili ne-
obradenih poglavlja koja su sadrZana u temeljima teorije relativnosti.
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