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1 VBox

OyHKOMOHATIHE jeHAYWHE CYy CAcTaBHU [0 CKOpPO CBake oOJacTH
MaTeMaThKe, a UCIUTHBATHE MOjeTMHNX (DYHKIUOHAIHAX jeTHAYNHA je JTOBeo
10 BEJIMKOT OPOja Pe3y/ITaTa BAKHUX 38 MATEMATHKY.

Y pany cy obpabene mojenmue (yHKIMOHAJHE jeTHAYNHE, CA AKIEHTOM
Ha (yHKUHOHANHE jenHavynne mehUHUCAHE HAJ MPCTEHOM moawHOMA. Kpo3
pasHe IpHMepe aHAJIU3UPAHO je I0jaB/bHBaIbe (PYHKIMOHAJIHUX jeTHAYHHA Y
CPEIOIIKOJICKOM 00pa30Bamby.

[Tonumomu cy cacTaBHU €0 CKOPO CBaKe 0DIACTH y MATEMATHIN, & ¥ OBOM
pany JaTH Cy aJaTH JOBO/bHU 33 pa3yMeBammbe TEKCTA.

Hpyra rmaBa cagpKuW OCHOBHC IMOjMOBC BC3AaHC 3a PaJ Ca MOJHIOMUMA
n moamHoMHUM dyHKIHMjaMa. YpabheHu cy m OpOjHM TpUMEPH BE3AHU 33
nobujame pe3ysiTaTa aHAJTU3UPAHEM CTeeHA MOJTUHOMA, IIITO YeCTO JTOBOIU JO
Kopwuiihema MareMaTudKe HHAYKIE]E, KA0 W 3a J00Hjarbe pe3ysiTaTa 3aMeHOM
"mocebHUX "BpeIHOCTH, IIITO CE y CPENEbOIIKOJCKAM YIIOEHUIIIMa OOMIHO CBOIU
HA pellaBamhe CUCTEMA jeTHAYHHA.

V Tpehoj rnasu cy obpaljenu mpuMmepu Be3aHM 3a IPUMEHE Ha IeJbHBOCT
MMOJIMHOMA C€a [EJOOPOjHUM KOoedHIMjeHTHMa Kao W JieMa O JebUBOCTH KOja
OB/le IMa BEJIUKY MPUMEHY.

YerBpTa TI1aBa CaAPXKU MpUMepe KAPAKTEPUCTHYHE 3a KOMOWHATOPHUKY Y
KojuMa ce nebUHUITY PEeKypPEeHTHH HU30BH UMja Cy pernrema moanaomu. OBakas
Ha4uWH PENIaBarba 3aJaTaka Ce YyIJIABHOM n30eraBa y CpeAmbUM TIKOJIAMa, AJH
ce jaB/ba Ha CPEIHONIKOJICKIM TaKMUYeHhUMa.

Y neroj riaBu je nokasana ['aycoBa Teopema O NpuKa3uBamy CHMETPUYHOT
MOJIMHOMA TMPEKO eJIeMEeHTAPHUX CHMETPUIHWX MOJWHOMA 4YHja Ce TPHMEHA
TTeCTO jaB/ba y IMKOJICKO] MATEMATHIHW, INTO CMO IMOKA3AJH HA HPUMEPY Ca
HejeTHAKOCTUMa cpeAwHa. lIpuMeHa oBe TeopeMme ce y IITKOJICKOM TDAJNBY
obwuano cpelie y komburanmju ca Buerorum ¢opmynama, 1a cy W OHe HaReJIeHe
7 I0Ka33aHe, & TPUKA3AHO je U Map IpUMepa y KOjuMa je WiIyCTPOBAHA MPUMEHA
HaBeJEHNX PE3YITATA.



2 OcHOBHHU IIOjMOBU

Y oBoMm gmeny hemo gebuHmCATH MOjaM MOJINHOMA W MOJIMHOMCKe (DYHKIIH]E,
KAa0 ¥ OCHOBHE OIlepariije HaJ hUMa.
Crneneha nedbwnnnmja HaM Jaje u mojaM CTeleHA MOJINHOMA, KA0 W TOjaM HYJa
[OJINHOMA KOju fie HaM TpebaTh 3a pellapaibe HEKUX 331aTaKa.
Hedurnuyuja 2.1: Heka je (R, +, ) npcren. Iommuom man R je uspas

p(fb) =qp+ax+...+ Cln_lél'n_l + anxn7

TIaecCy ag, a1, .- -, 0y € R u30By ce koeduimjentn, a « je mpomenspusa. lloannom
YHjH Cy CBH KOeDUIMJEHTH jeJHAKK HYJIM 30B€ Ce HyJia IOJIUuHOM. AKO je a, # 0
nune€{0,1,2,...} onga je n crenen nommuoma u mmmemo deg (p) = n. 3a mymra
ITOJIMHOM CTemeH ce He pedunuire. AKO je R MpCTeH ca jeIWHUIOM H aKO je
a, = 1, momrom p(x) ce 30Be MOHUYAH TIOJIWHOM.

Y macTaBKy paja fieMo ce OTpaHMYHUTH CaMO Ha MojanHOMe Hax mosbeM. Caga
YBOJUMO IOjaM IIOJIMHOMCKE (DYHKIIHT]e.

Hedurnuyuja 2.2: Hexka je f dynkunja xoja cakom nommuomy p(x) = ag+a1x+
oot an_ 12"+ anx™ npunpyxyje dyukiujy f(p) noma F y nome F, ojHOCHO
f(p) : F — F rako na 3a ceako x € F

fp)(x) = a0+ a1z + ...+ apz™.

Dyurumjy f(p), noma F y nome F, 30Bemo nonmHOMCKa ByHKINjA TOJHHOMA
p. Yobuuajeno je ga ce mormHOMCKa (DYHKIHja O3HATABA UCTO KAO W TIOJIMHOM,
aJii Cy TO JBe PA3JIMYUTE CTBAPH:

IIpumep 2.1: Ilocmarpamo mommmome p(z) = 1 — 2z n gq(z) = 1 — =
HAJ[ JBoejeMeHTHUM mpcreHoM (ca emementnma 0 m 1). OHu cy oddrienHo
pasauunTu, aan oxpelyjy jenmake mommmomcke dymkmmje: p(0) = ¢(0) =
L,p(1) = q(1) =0.

Y namem Tekcty hemo mocmarparn OecKOHAYHa MO/ba M OECKOHAYHA TI0Jha
kaparcpuctuke 0. ITocmarpahemo, npe csera momumome nax Z, R u C.

Heka je F' 6eckoHauyHO T0Jbe. JledpwHUIIEMO CKYT MOJUHOMCKUX (PYHKIHjA Ko
U Omepariuje HaJ HUMA:

Aedunuuyja 2.3: Ckyn cBux moanHOMCKUX (DYHKIMja HAT Mo/beM F' o3HaTaBaMo
ca Pol(F).

Aepunuyuga 2.4: Y ckyny byHkimja

FF={f|f:F —F}

2

JeWHATITY ce omepalunje + U - Ha caenehn HaawH:

(Vo € F)(f +9)(x) = f(z) + g(=)
(Ve € F)(f-9)(x) = f(z) - g(x)

sacee f,g € FF.
Kopen (ayna) moamHOMa P je OHA BPEIHOCT HE3ABUCHE TIPOMEHJBUBE T 34 KOjy



je p(x) = 0.

Aedunuyuja 2.5: BpeaHocT TOMMHOMa P Yy TAUYKH T je BPEIHOCT FHETOBE
MOJIMHOMCKe (DYHKIIHje y Ta9KH T.

Teopema 2.1: CBaku MOJIMHOM 7—TOT CTCIICHA MMA, HAJBUIINC 77 KOPCHA.
Teopema 2.2: TlommHoMm p HaJ OeCKOHATHUM To/beM F' je Hysa MOJIUHOM aKO U
caMO aKO je CBAKHU eJeMeHT 1oJba F' KopeH mosimHoMA P.

Zoxas. Heka cy cBu enementn nosba I’ Kopenn noauaoMa p. 3a CBaAKA MOJUHOM
p Baxku Ja je uyna nomumHoMm wuiu deg (p) = m. Ha ocHOBY mperxojme
Teopeme cieam ma ako je deg (p) = m, Taza p WMa HAJBUINE N KOPEHA INTO je
KOHTPAIUKIIHjA Cd YCIOBOM JIa je CBAKH eJeMEHT Mo/ba F' KOpeH TMOMHHOMA P jep
F numje xomaumo nosbe. 3uaum p je mymna noauaoM. ObpatHo je oumrmeano. [

Teopema 2.3: (Ocuornn crap anrebpe) CBaku MONMHOM, CTEIEHA PAIHTATOT
Ol HyJle, HaJ, TT0JbeM KOMIJIEKCHUX OpojeBa nMa 0ap jeaH KOPEH y TOM MOJbY.
Jlokaz oBe Teopeme TOCTOjW Yy MHOTO ODJWKA, AW HUWje TO3HAT HUjeTaH J0Ka3
Koju je unmcto anredbapcku. Ilocroje moKasm KOju KOpHCTE KOMILJIEKCHY aHAIN3Y,
TOTIOJIOTH]Y W Te€OMETPH]Y.

Iocenuna Teopeme je UnbEHANA A2 CBAKH TIOJUHOM p(z) UMAa 1 HYJIA HA MOJbY
KOMTIJIEKCHUX OpojeBa U MO¥Ke ce Ha jeIMHCTBEHW HAYWH 3aMUCATH Kao:

p(z) =an(z—c1) ... (2 —cn),

Ipu 9eMy HeKe Hysie MOry OuTH jegnake Meljy cofoMm (BUIECTpYKe HYIIE).

Ha cienefimm mpumepnma fieMo BueTn Kako HaM KOPEHU MOJUHOMA TOMAXKY Y
peinaBamby HEKHUX 3a/1aTaKa.

IIpumep 2.2: Heka je p(r) moauHOM ca peaTHUM KOebUIHUjEHTHMA TAKaB I
je p(x) > 0 3a ceako x € R. Jlokaszaru na ce p(z) MOXKe IpHKA3aTH K0 30Hp
KBaJjpala /Ba [IOJMHOMA Ca pealHuM KoepuuujeH TuMa.

Pewerve. Axo je a peanna Hyia moJuHOMa p(x), TPBO MOKA3YjeMO Ja je mapHor
pena. 3amcTa, ako je k pex myste n k mermapuo onga je p(z) = (x — a)¥ - g(x) 3a
Heku mosmHOM ¢(7) ca peannnm xoedunujentuma u g(a) # 0. Kaxo je (x — a)*
HEraTWBaH 3a T < a, a TTO3WTHBAH 3a T > a, OHa je u q(x) meraTuero 3a T < a,
a TMMO3WTHUBHO 33 & > a. llomrTo je mosmHOM je HempeKknaHa PYHKIHjA, CAETH T
je a myna monmuoMma ¢(z) mrTo je KorTpamukinuja. Ciaemn na je

)2ki .

p(@) = (z—a)™ ... (z—a;)* r(z),

a je JOBO/BHO TOKA3aTH & e 7'(x), MOJIMHOM Ca PEATHUM KODHITH]eHTHMA KOjH
HeMa peaiHAX HyJa U KOjU je TIO3UTHBAH, MOXKe MPUKA3aTH Kao 30Up KBaIpaTa
[Ba peasima mosmHOMa. AKo je deg (r(x)) = 0 TBpherme HEMOCpenHoO Caeau, a
aKO HUje, PeATHH TOJNHOM WM OCOOMHY Jia aKo je b + ic Hysa BHINECTPYKOCTH
k, roe je ¢ # 0, onza je u b — ic Hyna BulECTpYKOCTH Kk, ma je



r(z)=C- _li[l[(x — by —iej) (@ — b; +ic;)] =

S

VO T1 (@ — b; — ic;) /T T1 (& — b; — icy),
j=1

Jj=1

rae je C > 0. Baxu na je
VO II (z = bj —icj) = h(z) +ig(z)
j=1

3a HEKe ¢ W h KOju cy TOJIMHOMH Ca PEeATTHUM KOepUIMjeHTHMA, A je
r(@) = (h(z) +ig(z))(h(z) —ig(x)) = (h(z))* — i*(9())* = (h(2))? + (g(x))*.
O
IIpumep 2.3: Oapeautn cBe moIWHOME P(T) Ca peATHUM KOeDHIIHjeHTHMA 33
Koje je
p(z?) +p(z)p(z +1) =0
3a cBako r € R.

Pewerve. Axo je r nymna noauaoma, apyru cabupaxk je 0, ma mopa 6utu u npBH,

a TO 3HAYH Ja je n 7‘2 HYyJIa IIOJIMHOMA. Hacrasmamem oBor IIOCTYIIKa CJeau

ma cy ur,r8, ... myme mommmoma. Axo p(x) HEUje HyIa MOIMHOM OHJA OH MMA
k

KOHA4HO HYyJa, IIa je HU3 T2 CcacTaB/beH O KOHAYHO MHOIO 4JIAHOBA, IIa MOpa
ouru

|r| =0 wmm |r| = 1.
Cuuuno, ako je r Hyna mojaumHOMa, ybauuBamem r = r — 1 y nary Be3dy ciaenu
Ja je jpyru cabupak 0, 1a Mopa 6uTu u npsu, Te je u (r — 1)% Hyna nonuHoma.
Hacrasmamenm oBor noctynka ciaemu qa cy u (r—1)4, (r—1)8, ... myre nomunoma.
Canvno kKao 3a r mobujamo ga je

|r—1] =0 mwmm |r — 1| = 1.
Crnenu na dpakTopm MOTY OUTH & U T — 1, OZHOCHO TIOJIMHOM je OOJIHKA
p@)=a-a™ (r-1)",
3a
a € R\ {0} u m,n € Ny,

rae m u n He Mory oba 6uru mysaa. Qmarie ciaenu Ia:

p(z*) + p(=)p(z + 1)
=a- 2@ -1)"+a-2™(z—-1)"-a (z+1)"(z—1+1)"
=a-2"(2* - 1)"+a-2™(x—1)"-a- (z+1)"z"

=a-z™(z-1)"™(z+1)"+a- (z+1)"z").



Ha Ou Taj moJuHOM OO jeTHAK HYJIU MOopa OUTH

z™(z+ )" +a-(z+1)"2" =0
a-(z+ )"z = —z™(z + 1)™.

Hecna crpana jegnaunne uma Kopes 0 pesa m u koper —1 pejia n, a jieBa cTpaHa
nMa Kopen 0 pema n m Kopen —1 pema m, ma ga 6u To OIIO jeaHAKO MOpa 6uTH
m = n, ojakJe caenu aa je a = —1. O

IIpumep 2.4: Heka je k € N. Ogpeantn c¢Be nonmuoMe p(T) TAKBE T4 34 CBAKO
n € N Baxu 1a je

p(1) + ...+ p(n) =nk.
Pewerve. Kako je

p(1) + ...+ p(n) = n*

p(1)+...+p(n—1)=(n— 1)k
3a CBaKO N > 2, oay3uMameM J001jaMo Ja je
p(1)+...4+pn)—p1)—...—pn—1)=n*—(n—1)*
Tj.
p(n) =¥ — (n — 1)*
3a caxo n € N. Hexa je cag n®f — (n — 1)F = g(n). Tlomro cy p u q nmommnomu,
ouzma je m p(n) — q(n) MOIMHOM, a TIO OBOME IIITO CMO JOOWIN CIEIN Ja MMa

GeCKOHAYHO MHOTO HYJIa, T1a Cy OHHM MACHTHYKH jennaku. Jlakie, 3a cBako n € N
BaXku

p(n) = n* — (n— 1Y%,
O

Jlemerme TOMMHOMA WMa BEJWKYy yJlory y OOJacTH HOMMHOMA, ma hemo y
cnegelium TeopemMama M TpUMeEpPUMa IIOKA3aTH OCHOBHA TBphema BezaHa 3a
JIEJbEIHE TTOJTMHOMA..

Teopema 2.4: Heka cy P(x) n Q(x) nomuromu Hanm nomem F, npn uemy Q(z)
Huje Hyia nonuHoMm. Tana vag F nocroje jeauucrsenu nonuuomu S(z) u R(z)
TaKO Ja je UCIYHeHo:

P(z) = Q(z)S(z) + R(x);

npu toMe je win R(xz) = 0 unu je crenen nosmnoma R(x) mamu oj crenexa
nosnnaoMa Q(z).



Joxas. Axo je P(x) myna noamuoM, uim ako je cremen nommaoMa P(x) mamu
OJI CTereHa TOInHOMa @Q(x), OHZA je TBpheme 0 MOCTojamby moanHOMa S(T) u
R(x) Taano, jep je
P(z) = Q(z) -0+ P(z),

na je nommaom S(z) =0, a R(x) = P(x).
Hexka je crenen mosmmoma

P(z)=ap+ a1z + ...+ apx™
Belin Wm jeHak OJ1 CTEneHa 1 MOJHHOMA

Q(z)=by+biz+ ... +bpz".
Tama je cTrenen moInHOMA

Ri(z) = P(z) — 22 "Q(x)

Mambu o1 m jep ce on P(x) omysmma Bomehm wman a,,x™. 3aro je ucrmymena
jemmakocT

P(z) = Q(x)5%1(z) + Ra(x),
rae je Si(z) = §=a™ ", a cremen mommuoma Ri(w) je mamm ox cremena
monuaoMa P(x). Ako je Mamu w o1 m 0Ka3 je TOTOB, a aKO HHje, aHAIOTHO

ce TOKa3yje 7a BaxKu
Ry (z) = Q(2)52(z) + Ra(z),

rze je cremen noausHoma Ro(x) vamwu ox crenena nonuuoma Ry (x).
HacraBmamem oBor nemema nobuja ce mm3 mommuoma Ri(z), Ra(z),... ca
onamajylium cremenmma, ce n10 HeKOr Ry (z) 4mju je cTemeH Mamu Of CTETEHA
n monmaoMa Q(x). IIpu ToMme je,

Ry—1(2) = Q(x)Sk(2) + Ri(2).
W3 nperxoHNX jeIHAKOCTH CIeIn
P(z) = Q(@)(S1(2) + ... + Sk(2)) + Ri(x),
1a aKo je
S(x) = S1(x) + ...+ Sk(x) u R(x) = R(x),

JTOKA3 TIPBOT JIENIa, je 3aBpImeH. 3amcTa, cremen nomumaoma R(x) = Ri(z) je
Mamy 01 crenera noguaoMa Q(x) wiu je R(x) = 0.
Jor je ocraso nokazaru jenuHcTBeHocT moauaoMa S(x) u R(x). IIpernoctaBumo
aa je

P(z) = Q(z)S(z) + R(z) n P(z) = Q(z)S(z) + R(z),
npu wemy je cremen momunoma R(z) u R(x) Mamu ox crenena mommroma Q(z).
Cnenu

Q(x)S(x) + R(z) = Q(x)S(x) + R(x),



mna je
Q(x)(S(x) - 5(x)) = R(z) - R(x).

R(z) — R(z) je wu mysia HOJUHOM WIH jC IbCIOB CTCICH Malbi 04 cremcna Q(z).
Caenn na nommuoM S(x) — S () Mopa OUTH HyJIa TOINHOM, jep OM y TPOTHBHOM
CTeIeH MOJMHOMA HA JIEBOj CTPAHU jeTHAKOCTH Ouo Behin min jeHak Of CTerneHa

nomuroma Q(x). Maxme, S(z) = S(z), a omawne R(z) = R(x). O

IIpumep 2.5: Ozxpenu ocTaTak IpH Aesbemy moamoma S(z) = 6z° —2z2+x+3
nosmuomom T'(z) = 22 — x + 1.

Pewerve.

(62° —22° + 2 +3): (2 —x+1) =6z +4

—62° + 62° — 62
422 —5x + 3
—42° 4 4o — 4

—xz—1

O

3a nosmnom P(z) KaxkeMo Aa je 1esbuB HoJIMHOMOM () aKO LOCTOjU MOTUHOM
S(z) Taxko 1a je P(x) = Q(x) - S(z).

Teopema 2.5: (Besyos cras) Heka je a € F. V npcreny F[z] ocrarak mpu
Jesperby nojuHoMa IP(x) nonunomom (z — a) je P(a).

Zloxas. Ha oCcHOBY mpeTxo/iHe TeopeMe BaxKu Ia je
P(z) = (z —a)Q(z) + R,
re je octarak R € F, jep \Heros cremen Mopa OUTH MAIbH OJ CTEIEHa MOTHHOMA
(z —a) 1j. on 1. Omarne cneam na je
P(a) = (a —a)Q(a) + R,
oauocuo P(a) = R. 3aro je
P(z) = (z — a)Q(x) + P(a).
O
IIpumep 2.6: Hexka mommnom P(z) mpu gememy ca x — 1 maje ocrarak 1, a

pu Jesbemy ca © — 2 octatak 3. Halim ocTtarak Tor monmmHOMA MpH Jesbemy ca

(z—1)(z—2).

Pewere. Heka je P(x) = (x—1)(z—2)Q(z)+ax+b. 113 Besayose Teopeme 3Hamo:
P(1)=1u P(2) =3. Tagaumamo: P(1)=a-1+b=1uP(2)=a-2+b=3,
ma KaJ PelmnMO OBaj CHCTEM jeHAUYWHA 3aMeHoM b = 1 — a mobmjamo Ja je
a=2,b=—171j. ocrarak je 2x — 1. O

-~



Axo je monunom P(z) uz nperena Fla] nemus ca (x — a)¥ tme je k > 1, onna je
G BHUIECTPYKa HyIa TTOTHHOMA P(x).

Crneneha Teopema moOKa3dyje jemHO OX OCHOBHHX TBphHema BE3aHO 3a [Ie/berhe
MOJTATIOMA:

Teopema 2.6: (Xopueposa mema) IIpu gemewy moannoma P(z) = ap + a1z +
.. .+a, 2™ momHOMOM T —c nobuja ce KommaauK Q(x) = bg+bix+. . .4b, 27!
u octatak R, nmpm uemy je

bn-1=an,bpa=c-bp1+an_1,....,00=c-by+a;,R=c-by+ ao.
Mpumep 2.7: Tonenuru nomunom P(z) = 22* — 23 + 322 —4r+1cax — 1.

Pewerve. I3 momumova P(x) = 2x% — 23 + 322 — 42 + 1 umamo ga je
ay = 2,a3 = —1l,a9 = 3,07 = —4,a9 = 1. 3 nonunoma = — 1 umamo na je
c=1

IToctaBmamo XopHEpPOBY ITeMy:

2 1 -113 |-4]|1
1{bs|bs | b1 |bo | R

ITomohy dopmyna uz Teopeme 2.6 umamo ma je:

bs =a4 =2

bo=a3+c-bg=—-1+1-2=1
bi=axs+c-by=3+1-1=4
bo=a1+c by=—4+1-4=0
R=ay+c-bp=14+1-0=1.

Haxme, 20* — 2% +32%2 — 42 +1 = (z —1)(22% + 22 + 42) + 1. O
Teopema 2.7: Axo je P(x) = a9 + a1z + ... + apz™,an # 0,n > 1 u ako cy
C1,C2,...,Cp DABJIMYUTH PeAJIHU Kopenu nouaunoma P(x), Tana je
P(z) =an(z —c1)(x —c2) - ... (& — ¢p). (bakropusanuja moaunoma)

Jlokas. JToka3 WHIYKIHUjOM TI0 cTemeny n moamnoma P(z).
n =1: Heka je ¢1 xopen nomuaoma P(z) = ag + a1z. Tana je ap + ai1c1 = 0, na
je ag = —aqc1, OlaKIIe cieau

P(z) = —a1c1 + a1z = a1(z — c1).

ITpernocTaBuMo 12 je TBphemhe TauHO 3a CBe HOJMHOME CTElEHA Marber o n,
roe je n > 1.

IMowrro je ¢ kKopen nonunoma P(z) Baxku  — ¢ | P(z), na nocroju Q(z) € Fz]
TaKo 1A

P(r) = Q(z)(x — c1).

Cremen monmmuoma Q(z) je n — 1, a Bonehu koedurmjent a,,. Tana je



0= P(cj) =(¢;j —c1)Q(cj), 7=2,...,n.

Kaxko je ¢;j —c1 # 0, 3a j # 1, cnenu ga je Q(c;) = 0 3a cBaku j = 2,...,n.
Hakne, Q(x) uma n — 1 pa3auIuTUX KOPEHA Cg, .. .,Cpn. LIpEMa WHIYKIIHjCKO]
XUTIOTE3N CIIEIN

Q(x)=an(zr—c2) ... - (x—cpn).
Bamenom y P(z) = Q(z)(z — ¢1) xobujamo

P(x)=an(z—c1)(x—ca) ...  (x —cn).
|
Homuaom P(x) = ap + a1 + . .. + a,x™ MOxKe ce HaKTOPUCATH Y OOIHKY
P@)=an(zr—c)(x—c)?-...- (x—c)F an #0,
rme ¢y ¢1,...,C. pasnuuurTu Kopenu mnoawHoma P(x) pena ki,...,k,

pecneKTuBHO, u ki + ...+ k. = n.
IIpumep 2.8: Axo cy P(zr) m (Q(z) pa3ninuumTé TONWHOMH C& DPEATHUM
koebunujenruma u Baku P(Q(z)) = Q(P(z)), nokasaru pa je IOJMHOM

P(P(z)) - Q(Q(z)) nemwus ca P(z) — Q(z).
Pewere. Axo je
R(z) = P(z) + Qz) =ro+ ... +rpa”,

OH/IA je

P(P(z)) - Q(Q(z))

P(P(z)) + Q(P(z)) — P(Q(z)) — Q(Q(x))

R(P(z)) — R(Q(x))

r(P(z) —Q(z))" + ... + r(P(z) — Q(x)) +ro — 10
(P(z) = Q)" +... +m(P(z) — Q)

Tn

rze je cBaku cabupax gempus ca P(z) — Q(x), na je u neo 36up gemus ca P(z) —

Qa). 0
TIpumena Besyosor crasa ce suam y cacachem ciioxkenujem mpumepy.
IIpumep 2.9: Akojen € N,n > 2u p1,ps,..., P, TOJIAHOMHA CA KOMILJIEKCHUM

KO UTIHJEHTHMA TAKO A
pr(@") +apa(z™) 4+ ..+ 2" Pppa(2") = (L4 +... + 2" H)pa(am).
Hokazatu 1a
(z =1)"" | pr(@) - pa(z) - - pua ().

Pewerve. ToBObHO je mokazaTu Ja ¢ — 1 | pr(z) 3a 1 < k < n—1. Ilo BeayoBom
craBy pi(z) he 6urn neswus ca x — 1 ako u camo ako je pi(1) = 0. Axo y3memo
Ja je x = 1 nobuhemo aa je



pl(l) +P2(1) + ... +pn—1(1) = npn(l)
IIITO je HEeJOBOJHHO Ja TMOKaXKeMO TpaxKeHo. Ako 6u crapwiu aa je x = 2
p1(27) + 2p2(27) + ...+ 27 2p, 1 (2") = (1 + 2 + ... + 2" D)p,(27)

OlaKJjle OmeT HEMAMO [TOBOJHHO 1a MOKAZKEMO TPAayKeHO, Ka0 W KaJa Om ybammin
HeKy ApYTY BpemHOCT. Tpakmmo BpenHOCT OMONY KOje OW JOOWIH TITO BUITE

jemmmuna, a To he Ham marw pemremna jeqnadnme ' = 1 1j.
2 n—1
Lw,w? ... w

rjae je w = ¢, Cana nMamo n u3b0pa, u ca OMI0 KOJUM O TUX 1 u30opa ca
seBe crpane liemo noburn auneapuy KomOumuauwmjy pi(l),p2(l),...,pn-1(1), a
ca mecue crpane, ca m3bopom z = 1 mobujamo np, (1), mox ca cBuM ocTamum
KopernMa mobmjamo 0. VYbamyjemo cBe Koperne ocuM 1 m n0O6mMjaMO XOMOTEH
CHCTEeM JHHEAPHUX jeTHAYMHA:

pi(1) +wpa(1) +... + W 'py 1 (1) =0
p1(1) —|—w2p2(1) +...+ (wQ)"_lpn_l(l) =0

pi(1) + " o (1) 4+ 4 (W) (1) = 0.

HerepmunanTa cucrema je

1 w w? o w1
1 w? wt - w?3n 2
1 wn—l w2n—2 L (wn—l)n—l

Oeo je BangepmaHaoBa JeTepMUHAHTA U BeHa BpensocT je  [[ (o — o),
1<i<j<n

rae cy o; = w'. OHa je pa3auyuTa Ol HYJIE TOIITO Cy KOPDEHHW W3 jeINHUIE
PARBTWYNTH, TIITO 3HAYW /1A CHCTEM WMa CAMO TPUBHUJAITHO PETIEhe jep jeé XOMOTeH.
Tanma cnenu na je

pl(l) Zpg(l) = ... an_l(l) =0
Tj. CBAKU OJ1 OBUX N — 1 TIOJIMHOMA je JesbuB ca £ — 1, 1a je OH/1a ’UXO0B IIPOU3BO/L
aemus ca (z — 1)" 71 mro je u Tpebaso JOKa3aTH. O

Jlpa moamHOMA Cy jeHAKa aKo Cy oaropapajyhm koeduunmjenTn jemnarm. AkO
MMaMO TOJIHHOME

p(7) = 2™ + a,_ 12"+ .+ a1+ ap
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q(x) = bpx™ + by 12" L+ ..+ bz + by,
oHu he 6UTH jeqHAKH CaMO aKO Cy jeIHAKH KOeUIHjeHTH:
ap =bp,0n1 =bp_1,...,a1 = b1, a0 = bo.

Teopema 2.8: Tloammomu (ag,ai,...,a,) u (bo,b1,...,by) Hanm momem F
jeTHAKU Cy aKO M CaMO aKO Cy HBUXOBE MOJWHOMCKE QYHKIIHje jeHaAKe.

Zloxas. Heka je
P: (a’(]’a’l""va’n) " Q: (b01b11"'7bm)'

Axo je P = Q, onna je oumrnenno na je f(P) = f(Q). IIpernocrasuMo na je
n < m, IITO He yMambyje OmIIocT Joka3a. Heka je cana

() = £(Q),

IIITO 3HAYHA

(Vz € F)f(P)(z) = f(Q)(x)

=
(Vz € Flag + a1z + ...+ apx™ =bg + bz + ...+ bpa™
=
ag—bo+ (a1 — b))z + ...+ (an —bp)z" — bp1z™ — . —bp2™ =0,

3a cBako x € F| a u3 oBor ciean, 30or Teopeme 2.2, na je mwemy oxroapajyhn
MTOJIMHOM

(ao —bo,a1 — b1, @p — by —bpy1, -, bm)
HyJIa MOJIMHOM, Ta je n = m, jep O y CyIpOTHOM WMAaJu 1a je KoeduiumjeHt
b, = 0 mrro je y cympoTrHOoCTH ca JepUHUNNjOM TMOIUHOMA, U ag = bg,a; =
bi,...,an =bp, 1j. P=Q. OJ

Ha cnenehum npumepuma hemo moka3aru Kaxo ce mIOMONY IpOIeHe CTEIeHa ’
n3jeqHavaBamkeM KoepUIlHjeHaTa PellaBajy HeKH 3aally.

IIpumep 2.10: Ha am mocroju monmHOM p(x) €&  KOMIJIEKCHUM
koedumjerTuMa TaKo 1a 3a csaxo x € (0, ) Baxu p(cos x) =sin z7

Pewerve. W3 yenosa p(cos z) =sin ¢ nmamo 1a je (p(cos x))? =sin’x 1j. (p(cos

x))? = 1—cos?z. Tama umamo na je p(t)? =1 —t?, 3a ceako t € (0,1). Hexka je
p(t) = at + b 3a nexe a,b € C. Tana je p(t)? = a?t? 4 2abt + b2, na 1a 6u 6w
jenmaxu Mopa na Baxu a’ = —1,2ab = 0,b% = 1. Jobujenn cucrem jenHaquna

HEMa, PEINeiba, [1a TPAXKEHH IIOJUHOM He IIOCTOjH. O
IIpumep 2.11: Oxpennrtu cee monmaoMme p(x) 3a xoje je
2p(2z) = p(3z) + p().

Pewere. Axo je deg (p(z)) =n u p(z) = apz™ + ...+ a1x + ag, OHTA je y3 T
roedurmjerT a,. OHza mMamo 1a je

k
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p(2z) = an(22)" + ... + a1(22) + ap = a,2"z" + ... + 2a12 + ao,

ma je y3 zF xoedunujent 2%a;,. Comumo y

p(3z) = ap3™z™ + ... + 3arx + ay,
ma je y3 z* xoedunujent 3*a,. Cama msjemmammmo xoedunujente u mobujemo
Ia 3a Koedunujent y3 ¥ Tpeba ma Baxku 3a cBako k € {0,1,...,n}

2. Qkak = 3kak + ax
2k+1ak = (3k + 1)a,k
oF+tl —3F 4 1 wim a, = 0.

Jeamakocr 28+ = 3% 4+ 1 paxu camo sa k € {0,1}, ma je p(z) Hyna mommHOM
nm p(x) = ax + b. Tama nobujamo na je

2(2az +b) =3ax + b+ ax+b
dar + 2b = 4ax + 2b,
ma, u3jeHadaBameM KoeduirjeHara 100mjaMo 1a je
4a = 4a u 2b = 2b.

Ciemu 1a 0BO BaXKu 3a cBe a u b. O

ITpumep 2.12: OapeanTu cBe MOJUHOME Ca PEATHHM KOeUIIN]eHTHMA 3 KOje
BazKH

p(a?) = (p(z))*.

Pewerve. Hysa nonmuoM je jeano permeme. Ako je deg p(z) =n u p(z) = apa™
rie je a, # 0, mo ycioBy cienu na je
anIZn — (17211‘2”,

na 1nomro je a, # 0 caenu na je ap, = 1 1j. pemema 3a n > 0 cy noauHOMU
1,2,22%,.... Ako p(z) HUje MOHHYAH TIOJMHOM, OHJIA je

p(r) = anx™ + agz® + ...,
rae je k <nu an,ar #0. Taga je

p(a?) = anz® + ax2® + a1 2?70+

(p(z))? = a22?™ + 2a,a,2" K + ...

UsjennagaBamer koedunmjenaTa y3 IpBU HEHYJIA UIAH CTEEHA MAIEr On 2n
nobujamo ma mopa dbutu 2k = k + n, a 1o je memoryhie jep je k < n. akse, cBa
moryha permema cy 0,1 u 2" 3a n € N. O

IIpumep 2.13: Heka cy n,k € N. Ogpenuru cBe mogmHOME Ca PEATHUM
KoeUIIMjeHTUMA CTelleHa k 33 Koje je
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p(a?) = (p(z))"
Pewerve. Hexka je
p(r) = apa® + ap_12* 71+ ...
Tama je

p(z?) = apa® + ap—122FY

(p(z))" = aPa™ + nagag_12"*FY 4.

NsjennagaBamer koedwunmjeHaTa y3 IpBH HEHY/Ia UAAH CTEEHA MAaIber o1 2n
nobuja ce ma je 2k = nk 1j. n = 2, ma ce 3a7aTAK CBEO HA MPETXOIHU TPUMED,
asm 0e3 permema 0 u 1 jep HaM Tpebajy MOJIUHOMU CTemeHa K. O

Tlonvromu ce 4vecTo jarbajy W Kao perema JuepeHiinjaTnnxX jeTHaunna.
HaBoaumo nBa npumepa Koja O6u Moria Ja ce jaBe Ha (PaKyJaTeTy, & pernaBajy
ce moMohy Hzeja U3 Cpeambe MTKOJeE.

IIpumep 2.14: OxpeanTn MOIMHOMCKA pemrerha Tu(EpPEHIIjATHE jeTHATHHE

" —3y" 42y =222 — 4z — 7.

Pewerve. OBO je TuHEApHA je JHAUMHA €A KOHCTAHTHUM KOeHUIIMjeHTHMA, 1A je
onmre pememe (Az + B)e? + Ce % + y,, 1€ je y, NAPTUKYIapHO pellebe.
IIpBu neo je mosimHOM ako u camo ako je A = B = C = 0, ma je pereme
jeqHavnHe TOJINHOM IOJIMHOM CaMO aKO je MapTUKYIAPHO DEIIEhe MOJIHHOM.
Tlomro je monwmHOM ca JecHe cTpaHe apyror creneHa y3ehemo ja je pererme
apyror crenena, y, = Px? + Qz + R. Taza je

" —3y" + 2y =—-3(2P) + 2(Pz* + Qx + R) = 2Pz* + 2Qz + 2R — 6P

Koje Tpeba ma Gyme jemraxo ca 22 — 4z — 7. UsjeanauapameM KoedmuﬂjeHaTa
nobujano 2P = 2,2Q = —4,2R — 6P = —71j. P=1,Q = -2,R = -1, 1j.
TPAKEHO pememe je 12 — 2z — 5. O

IIpumep 2.15: Oxpeny mOJMHOMCKA peIlemha TudepeHnrjaane jeTHaInHe
—2zy' +2my =0
rae je m € Ny.

Pewerrve. Tpa}KI/IMO perieme y oOJIHKY pema ca HeHTpOM KOHBepFeHHIIJe y 0.

Heka je y = Z apx" pememe. Tama je ' Z naz”tu oy’ = Z n(n —

n=0 n=2
1a,z" 2, ma je
oo
3 n(n—1)a,z™? — 2z Z na,x" ' + 2m Z anz™ =0,
n=2 n=0

Tj.
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[e.°] e} o0
S (n+2)(n+ Dapt2z™ —2 Y naz™ +2m > apz™ =0.
n=0

n=1 n=0

Koedunnujent y3 " 3a n > 1 je

(n+2)(n + 1apt+2 — 2na, + 2may,.

—2(m—n)

manwnZl. Ban=0
KoeUIMjeHT y3 cI000aH 4IaH je 2as + 2mag, ma mpeTxoana HopMysIa BaxKn
u3an>0.

Ha bu nobujenn pen 6MO MOJMHOM, CBA YIAHOBK IIOYEB OJ HEKOT MODAajy OHTH
0. Taxobe, an+2 3aBuCH Of ay, ma jexuna mamca ga npsu Oyze 0, a apyru e,
jep Hac WHTepecyjy U HeTpUBUjaIHA PEIIEkhA, je Ja ce TO J00mje 38 n = m.
IIpso rnemamo 3a memapuo m = 2k — 1. Tana je u n = 2k — 1. Tlomrro nehemo

Kaxo je To jegnaxo 0, ciaemu na je api2 =

Ja Cy CBH HyJia, 3a HapHe [ieMo y3eTHu Ja Cy HyJa TakO IITO heMo y3eTu na je
ag =0, a a1 = ¢ (nexu 6poj pasauuut ox myre). Ciaean na he a, o, Tj. aopiq

6utn 0 moues ox k = mTH, Ia cy jeJIMHHU HEeHyJIa
A .
(=2)" I1 (m—1)
A2k+1 = —gpr—— €0, 32 0 < k<n.

Cana mrenavo 3a mapuo m = 2l. Taga je mw n = 2[. Cimuno kKao 3a Hemapwe,
caja yaumamo a1 = 0, a a9 = ¢1 (neku 6poj pasiauunr oy nyse). Coeau aa he
Qn42 Tj. Qo142 Outu 0 moves ox [ = 3, ma cy jeIuHE HeHyma

1
(=2)*" [T (m—21)
=1
W02 = —@pr L 3a0<1I<n.
OBakBU MOJIMHOMH Ce 30By EpMHUTEOBN MOJIMHOMM, A C€ U OBA jeJHAYNHA 30BE
Epyureora jennauuna. [lo3naTuju 3ammc oBux moanHoMa je

(_1)m6r2 (6—12)(m).

XohemMo mpBO 7@ HpPOBEPHUMO Ja JIA Cy OBO YONINTE IOJMHOMH. AKo je
2 .

z = e *, ouma je z/ = —2xe”™ WIM TOIMHOM MHPBOT CTEMeHAa MyTa z W
; ; i Sl 2\ ,—a®

koedunmjent y3 = je —2. Cana je 2" = (=2 + 4z%)e™™" | Tj. moamHOM ApYTOT

cremena myrta z u Koeduumjent y3 z2 je 4. HuaykmmjoM HokasyjemMo na je

2(M) nonunom. IlpermocraBEMO 1A BaJKH 32 2(M) g ,2B;OK33yjeMO 3a z(mjl).

Taza je 2D — (2M) — (p(2)e® ) = ph(w)e " + pula)(~20)es —

2 2 .

((—=22)pn(z) + Pl (x))e~® . Kaza 1o momuOR#IMO ca €¥ mo0HjaMO MOIMHOM

cremena n + 1, te je Koebutnmjent y3 Bomehn wiam (—2)" 1.

Cazna moka3yjeMo 7a je 3aq0BOJbeHA jenHadumHa. AKO je z = e_ZZ, OHJIA je

2 .

2 = —2ze™*", ma cnemm na je 2 4+ 2xz = 0. Jdudepernnupamo oo m + 1 myTa u

uomohy JIaj6uuuosor upasuia gobujamo z(Mm+2) 4 2zz(m+1) +2(m—+ l)z(m) =0.

Cmenom u = 2™ nobujamo u” + 2zu’ 4+ 2(m + 1)u = 0. Kama samennmo
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—_ 132 — —1}2 3
y=ue® caenm u=ye ¥  ma je

2 2
/ !/ _— —
u=ye® —2xye””

W' = y//e—mz _ 41?y’€_m2 + (4%2 _ Q)ye_mz.
YbaummMo TO y jeHAMUHY U J00MjeMO

e (y" — 4xy’ + (422 — 2)y) + 2zre=® (y' — 2zy) +2(m + l)ye_”:2 =0/:e"
y" — Axy’ + Az%y — 2y + 2oy — A2y +2(m + 1)y =0

Yy + (—4z +22)y + 2m+m—m)y=0

y" —2zy" 4+ 2my =0

IIITO je HOJIa3Ha jeHAaYHHA. O
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3 Ilpumena Ha Ae/bUBOCT

IMocmarpajmo moamaom P(z) = a9 + a1& + ... + a,x™ ca uerum
koedumnmjerruma. Pazmuka P(k) — P(l) moxke ce mamucarn y obiinKy y Kojem
cy cBu cabupuu aempuBu moanHoMoM k — [, Tako 1oma3wMo 10 jaKO BarKHOT
CBOjCTBa IIOJKHOMA KOje je JOKa3aHo y cieneho] jemu.

Jema 3.1: Heka cy k,I € Z. 3a mommmom P(z) ca neaobpojuum
KOeDUIIHjeHTHMA BAKA

k—1]P(k)—P(l).
Zloxas. Heka je
P(z)=ap+ a1z + ... + a,x".

Tana je

P(k)— P(l) = (ap + a1k + ... + ank™) — (ap + arl + ... + anl™)
= (a() —(lo) —I—a1(k —l) +a2(k2 —12) —|—...+an(k" —ln)
=a1(k:— l) +(Z2(k2 —12) —I—...+an(k" —ln)

mITo je nemupo ca k — . O

Ha coeneha Tpu mpumepa je mpukazaHa IpuMeHa OBe JieMe.
IIpumep 3.1: okazatu na je n(n + 1)(n + 2) memuso ca 6, 3a CBAKO n.

Pewerve. Heka je f : N — N nedunucana ca f(1) =6, f(2) =12, f(3) =60 u
fn+4) =4f(n+3)—6f(n+2)+4f(n+1)— f(n). Heka je p(z) = z(z+1)(z+2)
pememe. Tama nmamo:

dp(z +3) — 6p(x + 2) + dp(x + 1) — p(x)

=4(x+3)(z+4)(x+5) —6(z+2)(z+3)(z+4)

+4(z+1)(z+2)(x+3) —z(z+ 1)(z +2)

=@@+3)(z+)A(z+5)—6(z+2)+(z+1)(z+2)(4z+3) —x)

=(z+3)(z+4)(4x+20—-6x—12)+ (x +1)(z + 2)(4z + 12 —x)

=(x+3)(z+4)(—22+8)+ (z+ 1)(x +2)(3z + 12)

=@ +3)@+49)(-2)(z -+ (z+1)(z+2)3(z+4)

=(z+4)((x 4+ 3)(—22 +8) +3(x + 1)(z + 2))

= (2 4 4)(—22% 4 87 — 62 + 24 + 322 + 62 + 32 + 6)

= (x4 4)(z* + 11z + 30)

=(xz+4)(x+5)(z+6)

=plx+4

N R e e T e e e

7
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na p(z) 3a10B0O/baBa OBY (pyHKUMOHANHY jenHadnny. To BaXKM 3a CBAKO T, A U
3a mpupoIHe OpojeBe:

p(1)=1-2-3 =6,a 1o je aempuBo ca 6
p(2) =2-3-4=24,a 10 je gepUBO ca 6
p(3) =3-4-5=60,a 10 je nepUEO ca 6,
p(4) =4-5-6 =120,a 10 je mempuBO ca 6,

na ako ¢y p(n),p(n+1),p(n +2) u p(n + 3) nespusu ca 6, onna he u p(n + 4)
6utn mepuBo ca 6 300r mobujene hopmyIie.
U

ITIpumep 3.2: OapeanTn cBe TOTWHOME Ca, PEATHNM KOeDHUTINjeHTHMA 33, KOje
je
x-p(x — 1) = (& — 2018) - p(x).

Pewere. 3a x = 0 numamo:

-p(0—1) = (0 —2018) - p(0)
0 = (—2018) - p(0)
0 = p(0)

3a r = 1 nMamo:

1-p(1—1) = (1—2018) - p(1)
p(O) (=2017) - p(1)

= (—2017) - p(1)
0=p( )

3a r = 2017 umamo:

2017 - p(2017 — 1) = (2017 — 2018) - p(2017)
2017 - p(2016) = (—1) - p(2017)
(-

2017-0=(—1) - p(2017)
0 = p(2017).
Hobujamo p(0) = p(1) = ... = p(2017) = 0, ma je
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pl)=z-(x—1) ... - (2 —2017)Q(x).
3amenoM 100MjaMo 33 CBAKO T
z-(x—1)-...-(x—2018)Q(x — 1) = (x — 2018) - z- (x — 1) -...- (x — 2017)Q (=),

onaxne cueau na je Q(z) = Q(xz — 1). Hakue, nomurom Q(z) — Q(z — 1) uma
GeCKOHAYHO MHOTO HyJIa, Ta MOpa OWTH MIACHTHIKH jeHAK HYJIa MOJTHHOMY. AKO
je deg(Q(z)) = n € N onga je Q(z) = a,z"™ + ... + ag, tme je a, # 0, ma je

Qx) —Qz—1) =ap(z™ — (x — 1)) + ...+ (ap — ag) = apz™ ! + R(x), rae
je deg(R(z)) <n —1, 7j. Baxu deg(Q(z) — Q(z — 1)) = n — 1. akne, y oBom
CIyvajy ce HE MOXKE IOOHTH HyJa MOJIMHOM, & ako je Q(z) = const, ouma je
Q(z) — Q(x — 1) =0, ma caeqn na je Q(r) KOHCTAHTAH MOJIMHOM. O

TIpumep 3.3: Heka nommrom p(z) ca menobpojrnv KOehHIjeATHMA, 38 9€THDH
pasauaaTe neso0pojHe BpemHOCTH y3uMa BpeguocT 7. a mam moxe p(z)
y3uMaTH BpeJaHocT 14 y Hekoj 11emobpojHoj Tauku?

Pewerve. Tlo ycnoBy 3amaTka umamo ga je

p(z) = 7= (2 —21)(z — z2) (2 — 23)(x — 24)q(),

rze je g(x) mommuoM ca nenobpojanm koedunujnernma. Ako je p(m) = 14 3a
HEKO ™ € Z clienu ja je

7= (m—z1)(m —z2)(m — x3)(m — z4)q(m)

rje cy m — x; MmehycobHo pazimumnTy 3a ¢ = 1,2, 3,4, ma je oBo Hemoryhe. 3Hauun
2 He MOCTOjU TPAXKEHU! TTOJIUMHOM. |

18



4 llpumeHa y KOMOMHaATOPUIA

Hekn KOMOMHATOPHE 33JaIl MOTY JIa Ce PeIlle TOCTaBbhamheM OAroBapajyhe
peKypeHTHe Be3e. Y OBOM nejry heMo TO TOKA3ATH HA Map TPUMEpA.
IIpumep 4.1: VY ckyny of n IpaBuUX y paBHU HUKOj€ JBE HUCY IapaJiesHe U
HHKOje TPpH ce He ceKy y uctToj tauku. OapeanTn Ha KOJIUKO JeJ0Ba je paBaH
TO/IeJbEHA OBHUM TIPABAMA.

Pewerve. Heka je f(n) Opoj menoBa Ha Koje m MpaBUX Jeldn paBaH. Tama je
f(1) =2 u cnemn na je f(n+1) = f(n) + n, na permasamo 0By (OyHKIMOHATHY
jenmaqumy.

f@=f1)+1=2+1=3
f@)=f2)+2=3+2=5

Fn) = fln—1) 40 —1
fln+1) =f(n)+n
=(f(n=-1)4+n—-1)+n
=fln=1)+n—-14+n
=(f(n—-2)+n—-2)+n—-1+4+n
=fln—-2)+n—-24+n—-1+4+n

=(f(n—k)4+n—k)+n—-k+1+...4+n—-24+n—-1+n

=(fln—(n—-1)4+n—m-1))+...4n—k+n—k+1+...
+n—24+n—1+n
=f+n—-(n-1)4+...4n—k+n—-k+14+...4+n -2
+n—-14+n

k=1

n(n+1)
2

4 n?4n

2T

n?+n+4

Ty

=2+

Hakne, f(n) = %. O
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ITpumep 4.2: Oxpenu O6poj pedn ny>KuHE n y KOjUMA HUjEIHO OJ CJIOBA & HUje
cycenno caoBy 0.(y asbynm ox 30 croBa)

Pewerve. Heka je f(n) 6poj TpaskeHUX pedn JyKHHE 1 KOje Ce 3aBpINaBajy WiH
ca a umm ca 6, a g(n) 6poj TpaskeHWX peUn KOje Ce He 3aBpINaBajy HEKHM Of
OBHX CJIOBa, Ha je Tpaxkenu 6poj f(n) + g(n). Baxu ma je f(1) = 2,g(1) = 28
uf(n)=f(n—1)+2g9(n—1),9(n) =2f(n—1) + 2g(n — 1), ma pemasamo 1aj
CHUCTEM jeTHAUNHA:

f(n) = f(n—=1)+2g(n—1)
g(n) =2f(n—1)+2g(n—1)
29(n—1) = f(n) = f(n —1)
gn)=2f(n—1)+2g(n—1)
) = f(n)—;‘(n—l) = g(n) = f(n+1;—f(n)
g(n) =2f(n—1)+2g(n—1)
gn—1) = f)—f(n—1)

gn—1

2 ,
L)1) _ g f(p 1) 4 2. L= m1)

gln—1) = f(n)—é‘(n—U
fe = = 2f(n = 1) + f(n) — f(n = 1)
gn—1)= f(n)—é‘(n—l)
fntD—f(n) _
a5 =fn)+f(n-1)
gn—1)= f(n)*é‘(nfl)
fln+1) = f(n) =2f(n) +2f(n—1)
gn—1)= f(n)—é‘(n—l)
fln+1) = f(n) =2f(n) —2f(n—-1)=0
g(n—1) = 10=Jn=D)
f(n+1)=3f(n) —2f(n—-2) =0,
a je KapaKTepHCTUYHHU IIOJIMHOM 3a HOCTIeAIbY jeqHAuHHY T2 — 3T — 2 KOju IMa
HyJIe T1 0 = &—E/ﬁ, na je pemerse oBe jeanaunne y oomuky f(n) = Cp-z7+Ch-z}.
Kana yspecrumo ma je f(1) =2 u f(2) = 6 106mjaMo cucTeM jeJHATHHA!

-1 V1
013 . 7+C723+2 7:2
—V17)? V17)?

Permmeme oBor cucreva je:
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2V/17

T
_ 6+2V17
2T 1T+ 31T

Cnenu na je

f(m) = =30 (= + 2RO (BT
) = Lt =f(n)
2

a g(n) nobujamo kana f(n) ybamumo y dopmymny g(n , Tj.

17;ﬁ(3—£ﬁ)n + 10+4\F7(3+;/ﬁ)n7

g(n) = 164317

13 je peleme

_ =5/A7+17 (3=V1T 572414817 (3417
f(n) +g(n) = 34 ( 2 )+ 425+99\/ﬁ( 2 )"
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5 HpI/IMeHa Ha CMMeTpHU4YHe IToJIMHOME

Y oBom nerny hemo BufeTn mpuMeHy Ha CHMETpPUYHE MOJImHOMe U Ha Buerose
dopmysie Koje ce y Cpeamoj IMKOJHA jaBibajy KOJ, pelllaBarha KBaJPATHUX
jemmaumna. loxazahemo u 1a ce CBAKM CHMETPUYAH TTOJIMHOM MOZKE U3PA3UTH
TIPEKO eJIEMEeHTAPHUX CUMETPUIHUX MOJIUHOMA.

Hedurnuyuja 5.1: IMommuom p(z1,...,Tn) ON 7T NPOMEH/BUBHX 30BE €€
CUMETPHYaH HOJUHOM IO T1, .. ., T, AKO je MHBAPUjaHTAH 3a CBAKY IEPMy Talujy
KOja je U3BPIIEHA HAL L1,...,Tn Tj. D(T1,...,%n) = D(Tp,,...,Tp,) 38 CBAKY

nepMyTammjy p ckyma 1,2, ..., n.
IIpumep 5.1: [lommnoMmnu

p1(a,b,c) = a® +b* + ¢ — 3abe
pa(a,b,c) =a® +b*>+c* —ab—bec — ac

Cy CUMETPUYHH MOJUHOMH.
Aepunuyuja 5.2: EgemeHTApHN CHMETPHUIHH TOJUHOM O N TPOMEHJHbUBUX

T1,%2, .. ., Ty THAIIEMO K0 €(T1,T2,...,%y) 38 k=0,1,2,...,n u nepunncanu
cy Kao
60(171,.’172, . .,l‘n) =1
e1(x1, T2, ..., Ty) = E T
1<j<n
ea(T1,T2,...,Ty) = E ;T
1<j<k<n

er(T1, 22, ..., Tn) = E Tjy e Ty
1<j1<j2<...<Jr <n

IIpumep 5.2: 3a n = 1 umamo:
e1(x1) = 1.

3a n = 2 uMmawvo:

61(171,352) =x1 + X2

6’2(:E1,332) = T1x2.
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3a n = 3 uMmawvo:

e1(z1, T2, 3) = 1 + 2 + 3
ea(T1, T2, T3) = T1T2 + T1X3 + ToT3

e3(r1, T2, T3) = T1T273.
3a n = 4 nmawvo:

e1(x1, %2, 23,%4) = 1 + T2 + T3+ 124
e2(x1, T2, T3, T4) = T1T2 + T123 + T1T4 + T2T3 + Toxg + T3Ty
e3(x1, T2, T3, Ts) = T1T2T3 + T1T2Ty + ToT3Ta + T1T3T4

es(T1, T2, T3, Ta) = T1T2T3T4.

Crneneha Teopema, Koja ce jorm Ha3wBa W laycoBa TeopeMa 3a CHMeTPHUYHE
MTOJIMHOME, TTOKa3yje jeqHy BayKHy OCOOWHY CHMETPUYHUX OJIMHOMA.

Teopema 5.1: Cpakum CHUMETPHYHH TOJUHOM P(Z1,...,Tn) MOXKE CE€ HA
JeMHCTBEHN HAYUH TMPUKA3ATH KA0 MOJINHOM O, €JIeMEHTAPHUX CUMETPUIHHX
MOJIMHOMA, Tj.

p(z1, .. xn) =qler(xr, . oy Tn), -y en(T1, ooy Tn)),
I'Z€ je ¢ HeKH IOJMHOM OJI 71 MPOMEHJbUBHX.

Zloxas. Heka je p cumerpuyaH IOJUHOM KOjU Tpeba Ja MIpeJCcTaBUMO.
I'pymuiemo wiaHoBe TAKO 1a CBAKa I'PYyIa CAApKHU IIaHOBE oapehenor crenena,
ma je cBaka Ta TPyma CUMETPUYAH MOJMHOM U aKO MOXKEMO M1a IPEICTABAMO
CBAaKy T'PYIY K0 MOJIHHOM O €;, MOXKEMO Hu P.

Ypebyjemo unanose snekcukorpadceku. IIpBo mopehamMo WiraHOBE MOMMHOMA P
TaKO Ja 9man ca #ajpehnm crenmenom y3 xp Oyje TpBu, Tj. 1eduHATIEMO

i1 2 i J1 ., .02 j
ary cxf .o > bayt cay? o adn

aKO %1 > j1 WIH aKO %] = j1 U i3 > Jg WIN aKO ] = J1,%2 = jJ2 U i3 > j3 UTHA., U
OHJIa TTopehaMo YJIaHOBe MOJIMHOMA p y onajajyhiem pacmopey.
ITomiro je p cumerpudan, 3a CBaK# HEroB WIAH

O E A R N

MOry Ha ce MpoHaly YIaHOBU YHjU Cy €KCIOHEHTU MepMyTalldja eKCIIOHEeHATA
wrana rope. Caean na 3a Bojehun 4wiaH mosmHOMAa P HIIP. clazlll . ;rlf CIR e
BaXKHu 11a je 11 > 13 > ... > in. Heka je

o . i 1—i
g1=C16§1 12'6122 i3 Lo tn—1"tn
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TIaecy eq,. .., e, eJIeMeHTapHu cuMerpudau noannomu. OHZA je g CuMeTpudan
7 JIaKO je BUJEeTH Oa uMa uctu Bojehm wian xao p. Cieam na je p — gy UCTO
CUMETPHYAH Ca HUXKUM CTEIleHOM Bojeher 4jiaHa KOju O3HAYABAMO

Y il 7 S L
Kao masompe, cjieny m3 CUMETPUIHOCTH 1 je j1 > jo > ... > j,. Cuenn ma
Mozke s1a Oye
_ J1—J2 _ ,j2—J3 i
g2 = co€7 - € el

re go uMa ucTH BoAehn wiaH Kao p — g1, U p — g1 — go WMa Bomehn dian yuju
je cremen jorn HukKu. HacTaB/hamMo ca OBUM IOCTYIIKOM, KOjH CE€ 3ayCTaBJba KaI,
HE OCTaH€ BUIIE YIaHOBaA, ITOIITO MMa CaMO KOHAYHO MHOTO MOI‘th/IX MOHOMA

TlaR .l

JaTor crerneHa. Tako a ce Mopa JIECUTH /1a J00UjeMOo

pP—g1r—9g2—...— g = 0.
Onna je

pP=g1+g2+...+ gk

7 TO je pempe3eHTalyja MOIHHOMA P O €JIEMEHTAPHIX CUMETPUIHIX TTOTMHOMA..
Ja 6w mokazaju jeJIMHCTBEHOCT, JOBOJBHO je IMOKA3aTH 3 HyJa MOJHHOM
ol T1,%2,...,T, MOXKE Jla Ce jeIUHCTBEHO NPUKAKE KaO HYJa IMOJMHOM O/
€1,€2,...,6,. OBO BAXW 3aTO TITO MBA PABTWINTA TTPOU3BOIA €TEMEHTAPHUX

TIOJITHOM A, elf1 -~e,’§" meMajy umctum Bojehwm wnan. DBoamehw wiam mommeOMa

k .
611 eﬁn je

kn
n

Ilf1+m+k" . x12€2+-»-+kn ez
n PyHKIHja
(k17---;kn) = (k1++kn77kn)

je wuHjexnwmja. Tako ma Bojehu uman y 30upy pasJIMYUTHX TPOU3BOIA
€JIEMEHTAPHUX CUMETPUYHUX 1IOJIMHOMA CE HE MOXKE CKPATUTH, LA T4 CyMa He
MOzKe OMTH HYJIa YKOJUKO HHUje [pa3Ha. O

Enemenrapun  cumerpmuHuM =~ TOJIMHOMHW €€  TOjaBbyjy y  JHUHEAPHO]
bakTOpu3aIuju MOHUIHUX TTOJITHOMA:

_1_[10\ — ;) =
]:
A —e1(T1, .. T) AN T ea(Tr, T )ATT 2 (D) e (T, L, Th),
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Tj. KaZa 3aMemyjeMO BPEIHOCTH 33 MPOMEHIBUBE L1, . . ., L;, JOOMjAMO MOHWMYHM
TMOJIMHOM Ca TIPOMEHJBUBOM A 4Hje ¢y HyJle BPETHOCTH 3aMeEhEeHe Ca X1, ..., Ty
7 unju KoedunnjeHTr cy Oall TH eJeMeHTapHH CUMeTpUYIHM moauHomu. OBe
Bese u3mehy myna u koedunujenara cy y crsapu Buerose dopmyire.

BueroBe ¢dopmyne najy Be3dy msmely KoedwulimjeHaTta MOJIUHOMA U HEMOBUX
KOp€HA.

Teopema 5.2: Heka cy cq,co, ..., C, KOpeHU, He 00ABE3HO PAINYNUTH, TIOIHHOMA
P(x)=a¢g+ a1z + ...+ apz™, a, # 0. Tana je

An—1
C1+CQ+...—|—Cn = —
Qan
an—2
12 + 13+ ...+ Cpa1Cp = ——
an
an—3
cicaC3 +ci1c9¢4 + ... = —
ap
ao
n
Ci1C2...Cp = (—1) —_—.
2%

Y caeneha nBa mpuMepa cy HammcaHe GopMmyse 3a MOJWHOME CTereHa 2 1 3.
TMIpumep 5.3: 3an =2: P(x) =ag + a1z + azx?, az #0

ay
clL+Ccp=——
az
ao
C1Cy = —.
az

TIpumep 5.4: 3an=3: P(z) = ap + a12 + azx? + azx®,a3 # 0

az
c1+co+c3=——
as
ai
C1C2 + C2C3 + C1C3 = —
as
Qo
C1CoC3 = ——.
as
Zoxas. Horkaz 3a n = 3: VYnopehupamem &koebumjenara mMOIHHOMA

P(z) = ag + a1z + azz? + azz® n GaxTopuCcaHOr MOTMHOMA
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Px)=as(x —c1)(x —c2)(x —c3) =
a3z3 — a3clx2 - CL3C21‘2 - a3633:2 + a3zC1C2x + a3C1¢3T + a3C2C3T — A3C1C2C3 =

azz® — az(cy + ca + c3)x? + az(cica + cac3 + crc3)x — azcycacs,

J00ujamMo

as = —ag(cy + co +¢3)
a1 = as(cica + cacg + cic3)

ap = —aszC1C2C3.

3 ropmux jegnakocTn ciaefe Tpazkene popMyse. 3a IPOU3BOBHO 1L Ce JOKA3Yje
CJIMYHO. U

Ha crenehum npumepuma hiemo sunern npumeny Buerorux dpopmya.
TIpumep 5.5: Ako cy 71 n Ty pemema jearaunne 2 + ax +b = 0 n P(x)
MOJIMHOM Cca TIeJI00pojHUM KoedutinjenTrMa, noka3atu jaa je P(xq) + P(x2) meo
6poj.

Pewewe. V3 BueroBux (opmysa 3HaAMO
T1+To=—aux- -T2 =D>.
Hame je
P(z) = (2% + az + 0)Q(z) + cx + d.

Ipcren nenux 6pojesa (Z,+,) HUje moJbe, MA Ce AEHEHEM B MOJUHOMA HE
MOpa JIOOUTH TTOJIMHOM C€a Hea00pojHHM KOedHUIHjeHTHMA, AU IOIITO JEJTUMO
ca MOHMYHHUM TOJIMHOMOM UMaMoO J1a je ¢,d € Z, na je

P(zq) + P(x2)
= (22 + azy + b)Q(z1) + cx1 +d + (25 + awa + b)Q(w2) + cx2 +d
cx1+d+cro +d
co(ry +x2) +2d
= —ac + 2d.

TlomTo je mpBa u apyra 3arpaja jeanaka 0, jep cy 1 n To pelrema, CJIeau JIa
je P(z1) + P(x2) meo 6poj, jep cy a,c,d € Z. O
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Ipumep 5.6: Axo cy a,b € Z,b # —1 u pemema jenmaunne 2+ ax + b= —1
menn OpojeBH, NOKasaTw Ja je a + b2 caosken 0poj.

Pewewe. V3 Buerosux dopmyna je

T1+zo=—-auxi-xz2o=b+1#£0,

ma je
a? +b% = (z1 +22)° + (z1 -0 — 1)2
=z§—|—21:1x2+I§+x%-x§—2x1x2+l
=zi+a5+a; 25 +1
= (2 +1)(23 +1).
ITomro je x; - 3 # 0 TBpheme je m0Ka3aHo. O

ITpumep 5.7: Axo cy a, b, c Kopenn jegHaunne

3z + 922 4+ 682z + 3 =0,

U3padyHaTu

>0 9
o o
L S0

Pewewe. VI3 BueroBux ¢opmysia umamo

a+b+c=—3,ab+bc+ac=% n abc = —1.

a b c
c a bl= ab_bcb+cca
b ¢ a c a b a b c

a(a*® — be) — b(ac — b?) + c(c? — ab)

=a® — abc — abc + b + ¢® — abe

=a® 4+ b + ¢® — 3abe

=(a+b+c)(a®+b*+c® — (ab+be + ac))
=(a+b+c)(a+b+c)? —2(ab+ be+ ac) — (ab + be + ac))
=(a+b+c)((a+b+c)® —3(ab+ be + ac))
=
=

3O -3- 20
3)(9 — 682) = (—3) - (—673) = 2019.
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ITpumep 5.8: Heka je
P(z) = az* — az® + cx® — 16bx + b

3a Heke a,b,c € R uw a # 0. Ogpenutu cBe OBAKBE MOJIUHOME KOjUMa Cy HyJIe
[TO3UTHUBHE.

Pewerve. Axo cy x1,x9, T3, T4 Hyie, 10 BueroBum dopmynsama mmamo

as —a
1+ Tro+rstarg=—=——=1
ay a
aq —16b 166
L1T2X3 + T1X2T4 + T2X3T4 + T1X3L4 = —— = — = —
a4 a a

X1Xo +Zl?11‘3 + ... +1‘3ZE4 =

Q0

T1T2X3T4 =

Tana je
1 1 1 Lo
o + T2 + T3 + i 16.
Tlo mejenmakocTn uamMehy apUTMETHYKE W XAPMOHHUJCKe CPEIUHE CIIe T

4 1

4
- 1 1 1 1 — 76 -
itetatey 164

1 _ xzitzotwstas
4 4 2

Jakje, BaXK¥ jeHAKOCT, Ha MOpa OuTh
1, 1\4
Ti=Ty=x3=24 =7 1j. px)=a-(x—3)"

Caza uzjeHadmuMo MOJTUHOME

=

a-(x— 1) =az? — aa3 + ca? — 16bx + b
a-(x4—43~i—4-%—|—62-4%+%i4)=az4—az3+cz2—16bx—|—b
az* — ax® —az - %—!—30,3?2%—{—{1,% =ax* — ax® + cx® — 16bx + b
Jgobujamo
bzaﬁ.
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