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1 Uvod

Veliki matematicari su jos pre 15. veka pokuSavali da pronadu jedinstveni
postupak za reSavanje jednacina drugog, treceg, Cetvrtog ¢ak i petog stepena.
Dobro su nam poznate standardne metode, pocevsi od namestanja polinoma,
zdruzivanja, kvadratne formule, Vijetovih formula, trigonometrijskih smena,
primene Bezuovog stava kao i Kardanovih formula. U ovom radu é¢emo pred-
staviti jedinstvenu metodu resavanja pomenutih jednacina uz pomoc¢ cirkularnih
matrica. Ideja ovog rada lezi u Lagranzovoj analizi koja je okarakterisala
resenja u svetlu permutacija korena. Lagranz! je na osnovu Vijetove analize
resio jednacinu treceg reda, a njegovo reSenje za jednacine Cetvrtog stepena je
u sustini isto kao i Ferarijevo?, koje ée biti predstavljeno na kraju rada.

U poslednjem veku se dosta diskutovalo u krugu nauc¢nika na temu polinoma
nizeg stepena. Veéina pristupa ukljuc¢uje pojedine algebarske manipulacije koje
dovode do regenja. Sahov 2 pristup je zapravo najpriblizniji cirkularnom, mada
Ungar? istice jedinstven pristup jedna¢inama drugog, treéeg i cetvrtog stepena
tako §to pretpostavlja u svakom zasebnom slucaju jedinstvenu formu korena,
iako je ne objasnjava.

U ovom radu ¢e detaljno biti predstavljen postupak za resavanje jednacina
drugog, treceg i cetvrtog stepena uz pomo¢ cirkularnih matrica, kao i mnostvo
primera koje se pozivaju na definisane postupke.

! Joseph-Louis Lagrange, italijanski vanvremenski matematicar (1736-1813)

2Ludovico Ferrari, italijanski matematicar (1522-1565), u njegovim radovima se vidi uticaj
njegovog ucitelja Gerilama Cardana

3A. Pen-Tung Sah, americki matematicar (1902-1949)

4 Abraham A. Ungar, profesor matematike na North Dakota State Univerzitetu



1.1 Cirkularne matrice

Matricu C' = [¢;j]nxn sa prvom vrstom (co, ¢1, ¢z, ..., ¢p—1) Dazivamo cirkularna
matrica, ako ima sledeéi oblik

Co C1 (&) Cn—1
Ch—1 Co Cc1 ... Cp—2
C = Ch—2 Cp—-1 Co - Cp—3
€0,C1,€2;..-,Cn—1
C1 Co C3 ... Co

Cirkularna matrica je u potpunosti odredena svojom prvom vrstom, odnosno
kolonom, pa je krace oznacavamo Cey ¢ cp..ocn 1 = (C0,C1,C2,...,Cn—1). Kao
§to se moze primetiti, cirkularne matrice imaju konstantne vrednosti na svakoj
dijagonali koja je paralelna sa glavnom dijagonalom. Ono §to nas najvise intere-
suje u vezi cirkularnih matrica je jednostavno izracunavanje njihovih sopstvenih
vrednosti i sopstvenih vektora koriséenjem n-tog korena iz jedinice.

Naveséemo svojstva cirkularnih matrica (videti [2]):

-inverz cirkularne matrice je takode cirkularna matrica

-za cirkularnu matricu C' = (0,1,0,0,..,0) reda n vazi da je C™ = I, a
sopstvene vrednosti su reSenja A" = 1.

Posmatrajmo cirkularnu matricu C formata 4 x 4. Neka je

01 00
0 010
C_OOOI’
10 0 0
onda je
0 010 0 0 01
2 |0 0 0 1 3 |1 0 00
C’71000’070100
01 00 0 010
i

10 0 0

4 |0 1 00

0_0010

0 0 01

Dobijamo da je C* = I, dakle jedini¢na matrica. Trazimo sopstvene vrednosti
matrice C' na poznati nacin.

CX =)X

Pomnozimo s’ desna sa C, pa dobijamo

C?X = C)\X = \°X



Ponovimo, pa je
C3X =CN°X = \3X,

i jos jednom pomnozimo s’ desna sa C kako bi dobili C*. Tada je
C'X = CNX.
Posto je C* jediniéna matrica i CX = AX dobijamo
X = \X,

odakle sledi da je
M =1

Dakle, sopstvene vrednosti matrice C' su koreni iz 1. Sada je

Co €1 C2 C3

C(]I + Clc + 6202 + 0303 = 6 G0 O O

=C .
CQ C3 CO Cl €0,C1,€2,C3

Ci C2 C3 (O

Posmatramo i cirkularnu matricu C' formata 3 x 3 kako bi uvideli da vazi gore
navedeno. Dakle, neka je

010
c=10 0 1],
100
pa je
0 0 1 100
c’=11001],C3=]0 1 0
010 00 1

Dobijamo ponovo da je C3 = I. Pa su sopstvene vrednosti matrice C' resenja
X\ = ¢/1. Dobijamo da je

2
col + c1C + c2C* = C2 Cop C1 :CCO»CLCQ'

Neka je A sopstvena vrednost cirkularne matrice C = (0,1,0,0,..,0). Tada je
A2 sopstvena vrednost matrice C?, A? sopstvena vrednost matrice C3, ... A"~}
sopstvena vrednost matrice C"~!'. Ako matricu Ceoereonnens = Col +c1C +
c20? + ... + ¢,—1C™ 1 zapigemo kao p(C), tada je njena sopstvena vrednost
p(\) =co+ciA+ ...+ AL

-polinom oblika ¢y + ¢1t + cat? + ... + ¢,,—1t" ! nazivamo pridruzeni polinom
i obelezavamo ga sa q(t).

U daljem radu sa C' ¢emo kracée oznacavati cirkularne matrice Ce; ¢, co.....cn_1 -



Dakle, sopstvene vrednosti cirkularne matrice C' se mogu dobiti uz pomoé
pridruzenog polinoma ¢(t) i vrednosti n-tog korena iz 1 kada na mesto t-a u
pridruzenom polinomu stavimo vrednost n-tog korena iz 1. Ova perspektiva
vodi do metode za reSavanje kvadratnih, kubnih i jednacina ¢etvrtog stepena
(videti [1]).

U toku rada ¢emo se sretati sa cirkularnim matricama formata 2 x 2, 3 x 3
i 4 x 4, koje ¢e tim redom odgovarati jednac¢inama drugog, treéeg i Cetvtog
stepena.

Podseti¢emo se odredivanja sopstvenih vrednosti kao i sopstvenih vektora
odgovarajuce matrice. Recimo, neka je

-1 1
c- [ bl } .
Trazimo skalar A € R i vektor X
=]
Yy
takav da je f,(X) =X
&S CX =)0X

< (C-=A)X =0,

EENIAe

Dobijamo dve jednacine

odnosno,

(-1=XNz+y=0

lz +(-1-=X)y=0.
Odredujemo sopstvene vrednosti:

—-1-A 1

1 1|70

(-1-X)?*-1=0
14224+ X%2-1=0
A24+N) =0

Dobijamo A =0 ili A = —2.
Za A = 0, jednacine su —x +y = 01z —y = 0. Dobijamo da je x = y. Ako
uzmemo da je x = 1, dobijamo



Za A = —2 jednacine su x +y = 0ix +y = 0. Dobijamo da je x = —y, za

x = 1, dobijamo
T 1
][]

U radu ¢emo razmatrati samo realne sopstvene vektore koji ¢e se pojaviti kao
kolone u svom uobic¢ajenom matricnom zapisu. Naravno, neophodno je pronadi
korene za t?> = 1, t3 = 11 t* = 1 koji ée nam biti vazni tokom procesa resavanja.
Dobro su nam poznati koreni ¢ = 1 i t* =1, dok su za t> = 1 slededéi:

to 1
t1 = —%+Z§
ty —L

Nekoliko primera ¢e nam objasniti ideju pronalaska resenja polinoma uz pomoé¢
pridruzenog polinoma zadate cirkularne matrice koja odgovara tom polinomu.

Primer Posmatrajmo zadatu matricu 4 x 4

1 2 1 3
3 1 2 1
C= 1 3 1 2

2 1 3 1
Posto je n = 4, dobijamo da su regenja jednacine t* = 1 sledeca:
to =1, t7 = =1, t = i i t3 = —i. Pridruzeni polinom matrice C' je

q(t) = 1+ 2t + 1t% + 3t3, pa su sopstvene vrednosti od C sledece:
q(1) =17,
q(i) =1,
Q(fl) = 77;7

koje odgovaraju sopstvenim vektorima v(v) = (1,v,v2,v?), odnosno:

v(l)=(1,1,1,1)

v(-1) = (1,-1,1,-1)

v(i) = (1 z,—l,—z)
(i) = (1, —i

v (1,—4,—1,4)
Karakteristican polinom od C je

det(x] —C) =p(z) = (x — 7)(x +3)(x — i)(x +14) = 2* — 42 — 202* — 4 — 21.



Primer Zadata je matrica 3 x 3
1 V2 V4
C=|V4i 1 V2
V2 V41

Kao $to se moze videti, pridruzen polinom matrice je: q(t) = 1 + /2t 4+ V/4t>.
Za n = 3, koreni jednagine 3 = 1 nam daju:

q(1) =1+ V2 + V4,

(=) Lo ik iEa - ),

() Lo Vi ivE(a+ V).

Karakteristican polinom mozemo dobiti na dva na¢ina; uz pomo¢ resenja

—1-iV3
2

—1+iV3

)@

p(x) = (z —q(1))(z — g )

z—1 V2 V4
det(xl —C)=| -4 2—-1 -2
2 V4 z-1

= (z - D)[(x —1)? = V8] + V2[~Vi(z — 1) — V4] — V4[V16 + V2(z — 1)]
=(z—-13-2z-1)—2@x—-1)-2—-4—-2(xz—1)

=22 —322+32—-1-6x+6—6=2>—322—3z— 1.

U prethodnim primerima su bile zadate cirkularne matrice, dok éemo u
narednom delu rada traziti te odgovarajuée cirkularne matrice koje ¢e nas
odvesti do resenja zadatog polinoma.

Uopsteno govoredi, za dati polinom p(z), n-tog stepena, pokusavamo da
nademo odgovarajuéu cirkularnu matricu C' kojoj je p(z) karakteristi¢ni poli-
nom. Prvi red u cirkularnoj matrici C' nam definiSe razlicite koeficijente poli-
noma q(t), a korene polaznog polinoma p(x) éemo dobiti uz pomo¢ pridruzenog
polinoma ¢(t) i n-tog korena iz 1.

Prodimo kroz postupak resavanja jednacina, pocevsi od kvadratnih.



2 Postupak za resavanje kvadratnih jednacina
Posmatramo polinom

p(z) = 2° + az + B.
Uporedo, razmatramo i 2 x 2 cirkularnu matricu C

a b
¢= [ b a } ’
Karakteristican polinom od C je

det(xl — C) =

r—a —b

—b r—a

=22 — 2ax + a® — b2.

Kada ih izjednagimo, dobiéemo a i b koje trazimo. Znamo —2a = aia?—b%> = 3
Dakle, dobijamo da je

a

|R

= +/2 -3

U daljem radu ¢emo posmatrati samo jedno reSenje sistema, bez umanjenja
opstosti definisacemo b sa pozitivnim znakom.

_a o 8
O = 2 : 1 ’
VTP -3
te je priduzeni polinom zadat
a a?
)= —= +t(1/ — — B).
alt) = -2 410/ %~ )
Kako su koreni za t?> = 1 dobro poznati t; = 1 i t, = —1, dobijamo
M =-2116/% -5
1 2 4
i

a1 =2 -10/% - ),

koja predstavljaju reSenja kvadratne jednacine.



Primer Trazimo reSenja polinoma

p(x) = 2% — 3z + 2.

Znamo veé¢ da su reSenja ove jednostavne kvadratne jednacine xg = 21 1 =
1, ali ¢emo do njih doé¢i primenom prethodne metode. Trazimo odgovarajucu

cirkularnu matricu 2 x 2 jer je jednacina drugog stepena.

a b
-3 2]
pa je
det(xl — C) = zoa b =22 — 2ax +a* — V°.
—b T—a
Izjednacavanjem dobijamo da je —2a = —3 i a® — b> = 2, odnosno a = %,

N=

kada dobijenu vrednost a uvrstimo u drugu jednacinu , dobijamo da je b =
(ve¢ smo u prethodnom delu objasnili da éemo bez umanjenja opstosti uzimati
pozitivnu vrednost).

Za dobijene vrednosti a i b, dobijamo matricu

3 1
c-|t 1]
2 2
te je
W =341
aw =57 5"

Vrednosti za t su 1i-1 (2 = 1), pa dobijamo resenja (koja smo i ocekivali)

3 1
H==-4+=(1)=2
a) =5 +5(1)
3 1
-)==-+=(-1)=1
A1) = 5+ 5(-1)
Primetimo da je
RN
MY
iz ¢ega dobijamo
3 1
7_)\2_7220
(-0~ () =0,

odnosno A% — 3\ + 2 = 0 (nas polazni polinom). A njegove sopstvene vrednosti
su 211, §to smo i dobili uz pomo¢ korena broja 1.



3 Postupak za reSavanje kubnih jednacina
Posmatramo polinom
p(z) = 2° + az® + piz + 7.

Posto je treéeg stepena, jasno je da mu odgovara 3 x 3 cirkularna matrica

a b c
C=1|c a b
b ¢ a
Karakteristican polinom od C je
r—a —b —c
det(zl —C)=| —c¢ x—a —b =(z—a)® = - —3bc(z — a).
—b —c r—a

Zelimo da pronademo a, b i ¢. Na pocetku zadatka uveséemo smenu: y =
r —a, (a = § koja odgovara Kardanovim® formulama) koja ée na prirodan
nacin eliminasati kvadratni deo i na taj nacin znacajno olaksati proces trazenja
odgovarajuce cirkularne matrice sa nulama na dijagonali. Kada smenu uvrstimo
u polinom, dobijamo p(t) = y3 + By + v koja odgovara pomenutoj matrici

0 b ¢
C=|¢c 0 b |,
b ¢ O
dok je karakteristican polinom od C' sada
r —-b —c
det(x] —C)=| —¢ 2z —b|=x>—-b>—c - 3bc.
-b —c =z
Izjednacavanjem dobijamo da je
b+ =y
i
3bc = —p3,
odnosno b*c? = —g—i. Koriséenjem ideje Vijetovih formula prilikom resavanja

kvadratnih jednacina, dobijamo

2 _ —
e+ yx 57"

5Girolamo Cardano, italijanski vanvremenski matematicar (1501-1576)

10



te na osnovu kvadratne formule vazi

63
—y £/ +4-5

Ti/2 = D) )
odnosno,
1
373
- —y /72 + 45
B 2
i
713
. —y =\ 45
N 2

*Napomena: Biramo samo jedan kubni koren za b i c.

Koreni t3 = 1sut; =1, t, = _1%"/5 ity = _1%“/5 Kada se uvrste u

pridruzeni polinom, dobijamo
q(1)=b+c,
~1+14V3 ~1+4v3 ~14+iV3
q( ) = b( ) + ¢ )?
2 2 2
—1—1iV3 —-1—iV3 —1—4V3
a(—0) = () ()

a ovo su ujedno i resenja kubne jednacine sa uvedenom smenom. Krajnja resenja
dobijamo kada vratimo smenu ili uz pomo¢ cirkularne matrice

C:

b
a
c

SO R
Q T O

i pridruzenog polinoma ¢(t) = a + bt + ct? , gde je t = V/1.

11



3.1 Primeri reSavanja jednacina treceg stepena

Primer 1. Prvo éemo traZiti resenja polinoma
p(t) =3 —3t2 — 3t — 1,

¢iju smo matricu videli u primeru na strani 7, ali ¢emo sada na osnovu
prethodno detaljno objasnjene metode doé¢i do iste.
Prvo uvodimo smenu: ¢+ _73 =1x =t =a+ 1. Uvrstimo je u dati polinom gde
dobijamo

(z+12=3@x+1)2-3x+1)—-1=0
23+ 322 +324+1-302*+22+1)-32-3-1=0
23+ 322 +324+1-322 —62-3-32-3-1=0

2* — 62z —-6=0.
Primetimo da je b3 + ¢3 = —y i b3 = —g—j . Postoje =—-6i~v=—6
dobijamo da je
¥ +ct=6

63
Ved=—— =8.
“ T a7
(Ideja za trazenje resenja kubne jednacine je sledeéa: Ako je u+v = p i
w=gq.Tadajeu=m+/niv=m—/n)

Trazimo b% i ¢® na sledeéi nacin: Neka je b> =m +vnic® =m—/n
Kada ih saberemo, dobijamo b + ¢* = 2m = 6, odnosno m = 3.

Kada ih pomnozimo, dobijamo razliku kvadrata
B=m2-n=>n=m?-0=9-8=1.

Kada uvrstimo dobijene vrednosti za m i n, dobijamo da je

B=m+n=3+V1=3+1=4,

pajeb= /41
S=m-yn=3-vV/1=3-1=2,
paje c = V2.

Nasa cirkularna matrica glasi:

\?/7
\3/7
1

\)

C:

§%-
S5

12



Resenja su q(t) = a + bt + ct? = 1 + /4t + /2%, gde je t treci koren od 1.
gl)=a+b+c=1+V2+ V4,

—1+iV3 —1+iV3 —14iV3
T) = a+b( 5 )+e( 5

71+i\/§)+(\3/1)(—1+i\/§

q( 5 5

P = 1+(V2)( y

—1—-14iV3 —1—14iV3 —1-1iV3

o)y ( EE) (P gy

2

—1-iv3

D),

Primer 2. Primer jednacine treceq stepena, sa tri realna resenja

Dat je polinom
p(t) =3 — 2t> — 5t + 6.

Uvodimo smenu kako bi se oslobodili drugog stepena. Dakle, ¢ + ’?2 =y,
odnosno t =y + % Zamenimo u zadati polinom, te dobijamo

2.4 2., 2
23 _9 22 z =
(y+3)"—2(y+3)" =5y +3)+6
2 4 8 4 4 10
3 2 2
3y - +3y-+ — —2 = —)—5y— —+6=
YISy gt —20 t gyt g) -y - o+
4 8 8 8 10
3 2 2
2 -+ ——2y*——y———5y— —+6=
R R R A A e T
4 8 8 8 10
3
-—=-=5 — ————+6=
R A A
s _ 19 956
VoY ar
Dakle, g = f% iy= %. Sada je
56
b?) 3__7
+c o7
: 19
3bc = —
c= 3,
odnosno b3¢? = 19%3. Vijetovim formulama dobijamo resenja jednacine, tj. ko-
eficijente b i ¢ matrice C. Znamo da je
56 6859
2 R —_—
+27x+ ™29 0.

Kada je prosirimo sa 729 dobijamo jednacinu

72922 + 15122 + 6859 = 0,

13



a njena reSenja su

—1512 £ /17714700

1458

T1/2 =

Nakon skracivanja
Jy = —28 & 45iV/3
Ti/2 = 97

dobijamo vrednosti

3| —28 + 45i/3
27

T e 45iv/3
=\ —

Dalje, trazimo resenja tako §to pretpostavimo da je —28 + 45iv/3 kub nekog
binoma. Naime,

b:

—28 + 45iV3 = (m +iyv/n)?
—928 + 45iv/3 = m® + 3m2iv/n — 3mn — invn
—28 + 45iV/3 = (m® — 3mn) — iv/n(3m? — n)

Za n = 3 sledi 3m? —n = 45, odnosno 3m? — 3 = 45. Dobijamo da je m? = 16.
Resenje je m = —4, jer zadovoljava i drugu jednacinu.
Vidimo da je

—28 +45iV/3 = (—4 +iV/3)3.

Dakle,
- (—4+iv3)* _ —4+iV3
33 3
i
e ? (—4 —iy/3)3 _ —4—1‘\/3'

33 3

Kao $to je u uvodnom delu postupka receno, dato b i ¢ zamenjujemo u
priduzeni polinom

—4+iV3  —4—iV3 8
]_ = b = = ——.
q(1) =b+c st 3
’ . " . _ 2 . 8 2 o
Obavezno se vraca smena, pa dobijamo resenje t =y + 5§ = —5 + § = —2.

N Ay L

(_44;)1\/5)(—122\/3)+(—4;i¢§)(—1ziﬁ)2 =.= %

14



Nakon vrac¢anja smene, drugo reSenje t = y + % = % + % =1.

e

<_4Ei\/§>(_1 —22\/§) n <_4_3i\/§>(_1 _22\/3)2 = .= g

Trece resenje je, nakon smene, t =y + % = % + % =3.
Na osnovu prethodnih resenja, polazni polinom je

p(t)=t> =22 =5t +6 = (z — 3)(z + 2)(z — 1),
a cirkularna matrica glasi

—44ivV/3  —4—iV/3
3 3
—4+iv/3
3

U ovom primeru ¢emo proveriti da li karakteristican polinom date matrice odgo-

vara zadatom polinomu.

x—2 —4+i/3  _ —4-i/3
3 3 3
det(xl — C) = _¥ x_% _74%\/5 _
—4+iv3 —4—iv3 2
3 3

(z = Dle? = 5+ 5§ — P+ (FHE)[~(x — §)(F5H0) — 1085828 —
(—4—31'\/5)[(16+8g\/§—3 + (2 — %)(—4—21’\/5)] —

(xfg) x27%x7%]+(—4-§i\/§)[7(x7%)(—4—31'\/5)713—Six/§]7(—4—:3i\/§)[(13+gi\/§+
(x— ) (=48] =

kada grupiSemo dobijamo

(x_gmz_%x_g_%_%_(w —98i\/§)(—4—5i;i\/§)_(—4—3i\/§)<13 —|—98i\/§) _

4 53, —52+413iV/3+32iV3+24 — 52 — 32iv/3 — 13iv/3+24

(55—*>[332—§$—§] o7

15



2., 4 53 56
=gl e gl g =
gl B2, 8 106 56

3 9 3 9 27 27

z® — 222 — 5z + 6,
a to je upravo na$ polazni polinom.

Primer 3. Sledeéi primer sadrzi dva kompleksna i jedno realno resemje

p(t) =t = 3t* +t — 3.

Uvodimo smenu: ¢ + § = y, odnosno ¢ = y + 1. Kada je uvrstimo u pocetnu
jednacinu, dobijamo

(y+1)?=3(y+1)*+(y+1) =3 =1+3y+3y* +9* -3 +2y+ 1) +y+1-3 =

1+3y+3y*+9° -3y —6y—3+y+1-3=

y? — 2y — 4.
Dakle f§ = —2 1 v = —4. (Trazimo reSenja na ve¢ pomenuti naéin: v+ v = p i
uv = q tako dajeu=a+Vbiv=a—b.)
Posto je
B =4
i 3
b3 3 _ 27
=35

pretpostavimo da je: b3 = m++/n i ¢ = m —y/n. Kada ih saberemo, dobijamo

b3 + ¢ = 2m = 4, odnosno m = 2.
Kada ih pomnozimo, dobijamo razliku kvadrata, odnosno b3c® = m? — n gde

__ 100

2_ 8 _4_ 8
_27—4 27 — 27 °

dalje sledi da je n =m
Dobijamo da je

1 1 4
b o—gy 100, 10 54+30V3
27 3v3 27
ida je
By J100 _, 10 _54-30v3
- 27 7 33 21
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Na slican nacin, kao u prethodnom primeru, dobijamo da je
54 +30V3 = (3+V3)3,

iz Cega sledi da je

y_3+V3
3
i
3-V3
c=—3—:
Sada kada smo nasli b i ¢, lako pronalazimo resenja:
q(1)=b+c= 3+3\/§+ 3_3\/5 =2,

a nakon vrac¢anja smene, dobijamo prvo reSenjet =y +1=241=3.

—1+iV3 —1+iV3 —141iV3

— 2 _

() = () e — ) =
3+4v3, ,—1+iv3,  3—+3  —1+iV3 :
() () s () (= = 1
Posle vra¢anja smene, drugo reSenje jet =y +1=—-1+i+1=1.

—1—iV3 —1—iV3 ~1-1iV3,

A=) =) e =
EEVE LS BV e
3 2 3 2 T '

a nakon smene, treée reSenje jet =y +1=—1—1¢+ 1 = —i. Nasli smo sva

tri reSenja, pa je polazni polinom
p(t) =t =3t +t -3 = (2 + 1)(z — 3),

a cirkularna matrica glasi

1 34v3 3-8
3 3
C = 3—3\/5 1 3+3x/§
3+V3 3—V3 1
3 3



Primer 4. Primer sardzi dvostruko realno i jedno realno resenje
Trazimo reSenja polinoma
p(t) =13 — 56> + 3t +9.
Uvodimo smenu kako bi se oslobodili drugog stepena. Dakle ¢ + § = y. Sledi,

t=y+ %
Vra¢amo u pocetnu:

(y+ 30 =5y +2) +3y+(5) +9 =

3 3 3
5 25 125 10 25
3 2 2
Y- +3y—+—-5 — —)+3y+5+9=
y 3yt H3yg (y+3y+9)+y++
5 25 125 50 125
3 2 2
Y- +3y—+ — -5y ' — —y——+3 14 =
YRRty Ty T T YT g TV
516 128
YoV
Dobijamo : 8 = —% iv= %. (Na osnovu prethodnog primera smo utvrdili

da se brze dolazi do resenja smenom u+v = piuv = ¢ gde je u = a+ Vb i
v =a — Vb, te ¢emo je i u ovom slucaju iskoristiti). Znamo da je

128
b3 3:_7
+c o7
i 3
., 16
3.3 _
bC—ﬁ.
Ako je b® =m ++/nic® =m —/n, tada je
128
b+ =2m=——"—
+c m 57
odnosno m = —% = —g—‘%.
b’ =m? —n,
. . . 3
pa dalje sledi da je n =m? — & = (=52)2 — 16~ = 4096 _ 409% — ¢
;s in B3 64 i 3 64
Dobijamo da je 0> = —3= i da je ¢ = — 3.
Jasno je da je
bZS_%:_é
27 3’7
kao i da je
c— @84 _ 4
27 3



Resenja su:

N Ay L

g(—1+z‘ﬁ) g(—1+z‘x/§)2_
3 2 3 2 B
4
=3
Poslesmenetzy—i—%:%+§:%:3inakraju

e NS - ITESLLE

4
~= 3
Treée resenje nakon smene je t = y + % = %

+ 2 =2 =3, te je polazni polinom
p(t) =1t =52 +3t+9= (2 —3)*(z + 1),

dok cirkularna matrica glasi

5 _4 _4

oo| B P
- 3 3 .3
_4 _4 5

3 3 3
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4 Postupak za reSavanje jednacina cetvrtog
stepena

Posmatramo polinom
p(z) = a* + ona® + pra® + nz + 61

Sli¢no kao u jednac¢inama treceg stepena, u jednac¢inama cetvrtog stepena smenom
y + ¢ = x eliminiSemo kubni deo i na taj nacin znacajno olakSavamo proces
trazenja odgovarajuce cirkularne matrice . Dobijamo polinom

p(z) = 2t + B2’ + vz + 4.

Kako bi izbegli trivijalne sluc¢ajeve, pretpostavljamo da nisu svi 8, ili § jednaki
0. Novom polinomu odgovara cirkularna matrica

"0 QO
o QLo o
QL OO
O >0 Q.

sa karakteristi¢nim polinomom koji odgovara p. Karakteristican polinom od C'
je
r —b —c —d

det(zI — C) = :(Z fd _mb :Z =

b —c —-d =«
= ot — (4bd + 2¢*)2? — dc(b? + d*)x + ¢t — b — d* — 4bdc? + 262d?.
Izjednacavanjem sa p dobijamo sistem jednacina:
—(4bd + 2¢*) = B,
odnosno 4bd + 2¢* = —f3
—de(t? +d) =7,
odnosno 4c(b? + d?) = —v i

= vt — d* — 4bdc? + 2b3d?% = 6.

Kada tre¢u jednacinu sistema zapisemo u malo drugacijem obliku, dobijamo
sledeé¢u formu. Naime,

ct — (b + d?)? — 4bdc? + 4(bd)? = 6.
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Primeéujemo, kada u poslednju jedna¢inu uvrstimo prvu i drugu jednacinu si-
stema, jednacina ¢e zavisiti samo od c¢. Dakle dobijamo sledeéu formu jednacine

AL TR N

T 1

2

Kada je prosirimo sa ¢® i malo sredimo, dobijamo

6 Ba, B 82 7 _
CHe GG w0

§to predstavlja jedna¢inu kubnog polinoma c?, pa je metod resavanja na dalje
isti kao i za jednagine treéeg stepena. Koreni t* = 1sut; =1,ty = —1,t3 =1
ity = —i. Dobijemo:

g(1)=b+c+d

q(-1)=—=b+c—d
q(i) = —c+i(b—d)
q(—i) = —c—i(b—d)

Ovo su i reSenja jednacine Cetvrtog stepena sa uvedenom smenom. Krajnja
reSenja dobijamo kada vratimo smenu.
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4.1 Primeri jednacina cetvrtog stepena

Primer 5. Pruvi primer sadrzi dva realna reSenja i dva kompleksna

p(y) = y* — 4y® — 20y* — 4y — 21.

Uvodimo smenu: y — § =, odnosno y = ¢ + 1.

t+D)((t+1)° =4t +1)2—20(t +1) —4) —21 =

(t+ 1> +32 +3t+1—4(t* +2t +1) — 20t —20 —4) — 21 =

(t+1)(t3 +3t2+3t +1 -4t — 8t —4 — 20t —20 — 4) — 21 =
(t+ 1)t — > — 25t — 27) — 21 =
th— 3 —25t2 — 2Tt + 13 — 12 — 25t — 27 — 21 =

t* — 2612 — 52t — 48.
Zakljucujemo 8 = —26, v = —521 6 = —48.

Koristimo jednacinu koju smo u prethodnom delu izveli:

6 B B 0
c+2c +(16 4)(: =0

Dakle,

-26 , (—26)2 —48 , (=52)%

5 ¢ (15 1 ° 64
169 48

6 4 2
-1 — —7| =
c 3c™ + ( +—)c 0

cG+

N7, 169
4 4

= z i time gornju jednac¢inu svodimo na kubnu

A —13c* + 0.

Uvodimo novu smenu ¢?

217 169

4 4

Ponovo uvodimo smenu kako bi nestao drugi stepen. Smena je
x—l—;:mﬁx:m—i—%. Dakle,

3 — 1322 + 0.

13, 13, 217 13, 169
=) 13 i L 2y—-===0
(m + =) (m+ =)+ =~ (m+ =)
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13 13 13 217 169

13, o, 26 169 169 217. 169
= =  _13m-—4+ - ——=0
(m+3)(m—|—3m+9 3m 3+4) 1

13 9 13 61 169

s 13, 001 13 , 169 = 7813 169 _

g T ggm T g T g Mt g T

s 2165
T 54

_ 1625 : 333 _ 25°
£ ib°c

Trazimo re§enja na ve¢ poznati nac¢in. Posto je b® +¢® = = 35>

neka je b3 =m+nicd=m—/n.
Kada ih saberemo, dobijamo
. 1625
¥+ =2m=—-"—"-
+c m 51

. _ 1625
odnosno m = — 2.

Kada ih pomnozimo, dobijamo razliku kvadrata

b =m? —n,

te sledi

5 8 1625 15625 10546875
n=m ——= =

2 — =
27 ( 108 ) 46656 46656

Dobijamo da je

b — 1625+ /10546875 1625+\/25 ©25-25-25-9-3 _1625+1825\/§ _
108 46656 108 16-4-9-9-9 108 216
3250 1825v/3  —3250 + 1875V/3
216 216 216

. 1625 /10546875 3250 + 18753
108 46656 216 ‘

Trazimo kub binoma koji ée za resenje dati —3250 + 1875v/3.

ida je
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—3250 4 1875v/3 = (p + ¢V/3)?
—3250 + 1875v/3 = p° + 3p%qV/3 + 3p3¢* + 3b°V/3
—3250 + 1875v/3 = (p® + 9pg?) + (3qp* + 3¢°)V/3
Kada izjedna¢imo imamo da je 3gp? + 3¢> = 1875 i p® + 9pg® = —3250.

3(qp® + ¢*) = 1875
qp® + ¢* = 625.
Nakon nekoliko pokusaja utvrdimo da jednakost vazi za p = —101i ¢ = 5.

Dakle, —3250 + 1875v/3 = (—10 + 5/3) i pritom znamo da je 63 = 216.
Dobijamo vrednost za b i c:

_ —10+5V3

b
6

_10+5V3
—

Znamo da je

~10+5v3 10+5v/3 20 10
6 6 6 37

g1)=m=b+c=

Vratimo smenu:

13 10 13 3
r=m-+—=—-——

3 37373
Posto je ¢ = 1 dobijamo dve situacije, ali biramo jednu. Uvrstimo ¢ = 1 u
preostale dve jednacine sistema koje smo u prethodnom delu izveli. Dakle:

4bd +2¢* = -
4bd 4 2 = 26 = 4bd = 24

4C(b2 + d2) =—y
4(0* 4+ d*) =52 = b* + d* = 13.
Dobijamo b=31id = 2.

gql)=b+c+d=3+2+1=6.
Posle prve uvedene smene y =6+ 1= 7.

g(-1)=-b+c—d=-3+1-2=—4.
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Posle prve uvedene smene y = —4 + 1 = —3.
q(i) = —c+i(b—d)=-1+4+i(3—-2)=—-1+1.
Posle prve uvedene smene y = —1+i+ 1 =1.
g(—i)=——c—i(b—d)=-1—-i(3—-2)=—-1—1.

Posle prve uvedene smene y = —1 — i+ 1 = —i.
Polazni polinom je

ply) =y* —4y® =20y —dy —21 = (y — ") (y + 3)(y* + 1),

a cirkularna matrica glasi :

1 3 1 2
21 3 1
¢= 1 2 1 3
31 21

Primer 6. Sledeci primer sadrzi éetiri kompleksna resenja

p(zx) = 2t 4+ 322 + 2

Kao sto se moze primetiti, ovo je jednostavan primer u kojem nemamo treci
stepen, te odmah mozemo preéi na koriséenje jednacina koje smo dobili izje-
dnacavanjem karakteristicnog polinoma od C sa konstantama polinoma p(x).
Primetimo: a=1,8=3,v=016 = 2.

Uvrstimo u jednacinu

2 2
6 Ba, B 0 0 7 _
R LR TR iy
pa dobijamo:
3 32 2 02
6,94 (9 4y U
c+20 +(16 4)0 e 0
3 9-—-8
6 4 2
SAL IS _0=0
c+2c+ 160

3 1
6 , 2 4 2
c +20 +—16¢: =0.

Uvodimo smenu ¢? = t.

3 1
4t —t=0.
+ 2 + 16
Opet se svodi na resanjanje jednacine treceg stepena. Uvodimo smenu kako

bi se oslobodili stepena 2. Smena ¢ + % =m=t=m-—1.
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1 1, 3 1.1
— ) m= =)+ S(m—=)+—)=0
3 3 1
2
— ) m2—m4 -+ m—S+—)=0
(m—=)(m m+ 7+ 3 4+16)
1, 5, 1 7
(m — 5)(7” 9~ 17),)
1 7 1 1 7
3 2 2
= _ = _ = R
O e T S
11 7
3
_ = L -0
T
Dobijamo nove konstante : g1 = —% iy = % Dalje, do resenja dolazimo
na ve¢ poznati nacin.
Posto je
. 7
b3 3 _ _
+c 3
i 3
55 11
16327’
neka je b> = m + /n i ¢ = m — \/n. Kada ih saberemo, dobijamo
7 7
3, 3 _ __ - _
b°+¢>=2m = 32:>m vk
Kada ih pomnozimo, dobijamo razliku kvadrata b3c3 = m? — n sledi
n:mz—b33:(l)2— 1331 49 1331 -8 1 .
64 110592 4096 110592 110592 13824

Dobijamo da je

b3—_l+ _71—_1_'_ L_
764 Via T 64 Vi4-16-9.6
i

[ 7 W6 63+2iV6
64 48,6 64 48-6 576
Medutim, posto je 576 = 26-32, a mi u nastavku trazimo treéi koren, jasno je da

ceo izraz treba pomnoziiti sa 3 kako bi imenilac bio kub nekog broja. Dobijamo
da je

y3 _ 189+ 6iv/G
1728
Analogno,
5 —189 —6iV6
B 1728
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Trazimo kub binoma koji ¢e za resenje dati —189+6iv/6. U prethodnom primeru
je detaljno izveden, te ¢emo u ovom samo zapisati reSenja.

~189 4 6iv6 = (3 + 2iv6)*

189 — 6iv6 = (3 — 2iV6)>.

Dakle,
. 3[342iv/6 _ 3+ 2iv6
1728 12
i
3[3—2ivV6 3 —2iV6
TV s T 12
pa je

21 — 24 1
q(l):m:b+c:3+ z\/61+23 Z\/ézi'

*Napomena, i g2 i g3 bi nas odveli do resenja, tj. do konstanti koje ¢ine

cirkularnu matricu, ali svesno biramo samo ¢; jer je najlakse za dalji rad.
Vratimo smenu t = m — % = % — % = 0. Dobijamo da je ¢ =0 = ¢ = 0.

Kada uvrstimo ¢ u preostale dve jednacine sistema koje smo izveli dobijamo:

4bd + 2¢* = -8
3
4bd +0 = =3 = bd = -

4e(b? + d*) = —.

Iz jednacine 0(b? +d?) = 0 ne mozemo nista da dobijemo , pa éemo pokusati
preko trec¢e jednacine sistema

A — bt — dt — 4bdc® + 2b2d? = 6,

odnosno
—b* — d* 4 2b%d? = 2.

Namestanjem dolazimo do uocivljivijeg resenja

—bt—dt+2%d? =2

9
— (b —d*) +4— =2
9 1
V-d)=2->=-=
1
b —d?) ==
(0 —d*) = ;



(b27d2)fi:0

1 1
bV —d*— )0 —d*+ 2)=0.
( SIGRGEE
Opet svesno biramo realna resenja, tj. b% — d? — % = 0. Namestamo na kvadrat
binoma:

1 1 -3 1
2 2 2 h—d)? 4 9%d— ~ 24 2o =
b*—d 2(bd)+bd 2®(bd)+4 5
3 1
b—d)P=+-=(b-d?>=2
(b-d?=5+5=0-d)
Biram samo jedno resenje b — d = v/2. Imamo sistem koga ¢ine dve jednacine :
bd = —% i b—d=+/2. Kada uvrstimo b u prvu jednacinu, dobijamo jednaéinu

drugog stepena

4d® +4V2d + 3 = 0.
Detaljan postupak resavanja dobijene jednacine je opisan u delu reSavanja kvadrat-
nih jednacina. Odavde vidimo da je o = V2 i 8 = %7 a konstante cirkularne
matrice su a i b.

Odnosno, dy =—§+i% = b = gﬂ-lé,
idy=—¥2 il = py= 2L

Koristicemo d; 1 by

V2 o1
¢() =b+etd="7+i;
V2 1 V2ol
2 2 2 2
q(i) = —c+i(b—d) = 0+i(v/2) = iV2,

g(-1)=-b+c—d=-

q(—=i) = —c—i(b—d) = 0—i(V2) = —iV2.
Dakle, polazni polinom
p(x) =2 + 322 +2 = (22 + 2)(2? + 1),

a cirkularna matrica glasi :

0 v2 44l 0 24l

o | B+ 0 2l 0
0 —¥2 44l 0 2244l

%2yl 0 —¥2 44l 0
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Drugi naéin: Sada ¢emo i uz pomoé¢ Ferarijevog metoda do¢i do reSenja
zadatog polinoma. Ferarijev metod se koristi kod resavanja jednacina ¢etvrtog
stepena. Posto p(z) = ax* + bx® + ca? + dx + e predstavlja polinom etvrtog
stepena, a nas u zadatku z* 4 322 + 2, zakljuéujemo da je: a = 1,b =0,
c=3,d=0ie=2.

Resenja se dobijaju na sledeéi nac¢in uz pomoé¢ formule

_ —pEVp? 8¢
4 )

T

gde su

9 4de
q=Y1F\/y1 — —-
a

A y, predstavlja realno resenje jednacine

¢ o  ,bd de dee  b%e d?

3 € ba  xe 4ce vte  dm.
vyt gyt g~ ) =0

Prvo ¢emo pronadi reSenja, pa ¢emo dokazati metod. Kada se u prethodnu
jednac¢inu uvrste koeficijenti, dobijamo

y? — 3y — 8y +24=0.

Ako se osvrnemo na prvi naéin reSavanja, primecéujemo da kubike nisu iste.
Resenje u ovom slucaju je lako uocljivo, pa se ne¢emo zadrzavati na reSavanju
ove jednacine treceg stepena uz pomo¢ cirkularnih matrica. Grupisemo:

v y—3)—8(y—3)=0

(y* = 8)(y —3) =0,
pa dalje sledi da je y; = 3. Sada je lako odrediti p i q.

p=0+y/—12+12=0

¢=3FV1i=3F1

ResSenja su:
-zap=01igq=2 dobijamo z; = V=16 [Hj:iixgz 0= 4_16 =—q
-zap=01igq=4 dobijamo z; = H¥=32 V4_32 =iV2izy =2 4_32 = —iV2,

Sto se i poklapa sa nasim resenjem.
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4.2 Prikaz Ferarijeve metode
Posmatramo polinom

azt + bz + cx® +de +e =0,
odnosno

b d
x4+fx3+fx2+fx+E=O.
a a a a

Grupisemo ga na slededi nacin :

b
2, 0 o 0T 5 4 € _
(;v+2ax) +(a 4a2)x+ax+a 0-

Uvodimo novu promenljivu y tako da zadovolji prethodnu jednakost

b Y c b2 d
2, b A I - S e_y,_
@+ oot P E- Do+ - Lyt G- L) =0

Posmatramo jednakost koja vazi za svako y. Biramo takvo y da je diskiminanta

c b? 9 d b e g2
(g—@—y)x +(g—%y)$+(g—z)v
jednaka nuli, §to dalje dovodi do jednakosti
d b c b ey
—— —y)=4(-—-— —y)(-—=).
(a 2a ) (a 4a? )(a 4)
Nakon sredivanja, dobijamo izraz
3 € o ,bd e ce  be d?
- = — —4- 4— — — — —=)=0.
y ooy s Ayt g - g )

Koris¢enjem neke od metoda za resavanje jednacina treceg stepena, dobijamo
jedno realno resenje y;.
Sa druge strane, kvadratni trinom pz? 4 gz + 7 moZzemo zapisati i kao

2
Q2 @ —Apr
p((z + 2p) e )-
Za D = 0, dobijamo ¢ = 4rp, tj.
q \2

+5)2).

et )
A posto je L = Lo — 4T _ © Lrethodni izraz moZemo zapisati

posto je gb = fLy = =L p p

pl(o \/}2).
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Dalje, kada to primenimo u jednacini

c b 9 ,d b y3
(g—@—yl) +(g_%y1)x+(*_z)v
za D = 0 dobijamo
2
C b2 (% - %) 2
(a*@*yl)(fti ; 02 )"
(g ~ a2z T Y1)

Kada se vratimo u jednacinu i uvrstimo gy; imamo

b Y1 c b2 d b e y2
2, 0 Yo € 07 2, /8 0O e_ T _
(2 +2a:17+ 2) Jr(a 4a? y)z Jr(a Qayl)er(a )=0

§to mozemo zapisati na sledeéi nacin:

b? c (%_5)
12 a +y)(@F

b
(@ + gow+ 5)7 = (
a
Kada korenujemo levu i desnu stranu jednakosti dobijamo

by ¢ B c \/y2
2, 0 Uy » ¢ bi o
(x +2ax+ 2) +z (4(12 a+y1):F 1

nakon svodjenja na kanonski oblik, imamo

b 1 /b2  4c 1 4e
24—+ = - =+14 - 2_ Y =0.
R O /b Raais y1)$+2(qu:\/y1 )

jednacinu mozemo zapisati

2, P q
— = =0.
x +2x+2

Uz pomo¢ kvadratne formule, za a = 1, b = £ i ¢ = Z dobijamo resenja:

2
+ /2 4

r=—-

2
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Primer 7. Sledeéi primer sadrzi ¢etiri kompleksna resenja

p(y) = y* — 2y° + 11y* — 2y + 10.

Uvodimo smenu kako bi nestao treéi stepen: y — % =t ,odnosno y =t + %

(t+ 1)((H 1)3 —2(t + 1)2+11(t+ %) -2)+10=

2 2 2
(t+%)(t3+;t2+2t+%721527215—%+11t+12—1—2)+10:
(t+%)(t?’f%t2+%t+%)+10:
t4f%t?’Jr%ter%tJr%t?‘—it2+%t+%+10:
t4+§t2+8t+ 11865.
Zakljucujemo g =12 v =814 =18

ot : s S w6 4 9y .2 _
goillstlmo u daljem toku resavanja jednacinu: ¢”+ gc + (‘136 —g)ct— a =0.
akle,

19 192 185 64
6 74 Y 2_7:
R Cr v R Tov A vl
19 , 11
C6+ZC4+ZC2_1:0.

Uvodimo smenu ¢? = z i tako prethodnu jednaéinu svodimo na kubnu

19 11
3 2
+ o+ =t—1=0.

Ponovo uvodimo smenu z+ 12 = m = z = m—12 | kako bi nestao drugi stepen.
12 12
Dakle,

19 19, 19 19 11
N (m— =2 - 2y ) —1
(m 12)((m 12) + 4(m 12)+ 4)
19 , 19 192 19 192 11
im0y
(m= )™ —gmt g+ ym-pm 1+
19 , 19 326
(m—ﬁ)(m +ﬁm—m)—

s, 19 5 826 10, 10 10326
12 144 12 144 144 - 12
, 229 2233

m

™R S
Dobijamo nove konstante : g1 = —% iy = %. Dalje, do resenja dolazimo

uz pomo¢ dobro poznate metode.

32



Posto je

2233

bS 3 _ o

te 864
i f
Wb — 2293

483 .27’

pretpostavimo da je b> = m ++/n i ¢ = m — y/n. Kada ih saberemo, dobijamo

9933 9933
Bt S = om = — 2290 _ 2295
te =AM = e T T T 7ag

2

Kada ih pomnozimo, dobijamo razliku kvadrata b3c® = m? — n, te sledi

2233
1728

229° 4986289 12008989 _ —7022700
483 .27~ 2085084 2985984 2985984

)2

n=m?—-bc® = (
Dobijamo da je
b 2233 N [—7022700 2233 N \/i2 -100-9-9-3-17-17
1728 2085984 1728 48 -48-9-16-9 -
2233 i-10-9-17V3  —2233 + 1530iV/3
1728 48-9.4 1728

Analogno,
B 2233 - 1530iv/3
B 1728

Trazimo kub binoma koji ¢e za resenje dati —2233 4+ 1530iv/3.

(—2233 + 1530iV/3) = (p +iv/3)?
Dobijamo,
—2233 + 1530iv/3 = p® + 3ip?qV/3 — Ipg® — 3ig>V/3.
Izjednacavanjem sa levom stranom izraza dobijamo sistem od dve jednacine:

p? — 9pg? = —2233 i 3p%q — 3¢ = 1530. Jednakost vazi za p = 11i g = 6.
Dobijamo da je

- 11+ 6iv/3
12
ida je
_11—-6iV3
0—712 .

Znamo da je

B 11+6i\/§+11—6i\/§_22

D=m=b .
¢y =m=b+c 12 12 12
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*Napomena, i g2 i g3 bi nas odveli do resenja, tj. do konstanti koje ¢ine
cirkularnu matricu, ali svesno biramo samo ¢; jer je najlakse za dalji rad.

Vratimo smenu:

B 19 22 19 3 1
TEMT D TR 12 12 1

Posto je ¢ = i dobijamo dve situacije, ali biramo ¢ = . Uvrstimo ¢ u preostale

2
dve jednacine sistema koje smo izveli. Dakle:

4bd +2¢* = -
1 19
4bd + 5 = = = 4bd = —10 = 2bd = =5

4e(b? + d?) = —y
200 +d?) = -8 = b + d* = —4.
Kada saberemo b? + d? = —4 i 2bd = —5, dobijamo da je (b + d)? = —9 =
b+ d = 3i, a kada oduzmemo
b> +d* = —41i2bd = -5, dobijamo da je (b —d)?’=1=b—d=
1
q(1) :b+c+d:3i+§

Posle prve uvedene smene y = 3¢ + % + % =3+ 1.

1
g(-1)=—btec—d=-3i+;

Posle prve uvedene smene y = —3i + % + % =-3i+ 1.

q(i):—c—i-i(b—d):—%—i-i(l):—%—&-i

Posle prve uvedene smeney:—%—l—i—l—%:i.
1 1
—i)=—c—ilb—d)=—=—i(l) = —= —
d(-i) = —c—ilb—d) = —5 —i(1) = —5 i
Posle prve uvedene smeney:—%—i—i—%:—z’.

Polazni polinom je

py) =y' = 20" + 119" =2y + 10 = (y — (1 +30))(y — (1 — 30))(y — i) (y + i),

a cirkularna matrica glasi

1 3it+1 1 3i—1
3i%1 i Si%rl i

C= i 3i2—1 i 31‘3—1
33&1 i 3i%1 i
2 2 2 2
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5 Primena

Znacajno olaksava posao nastavnika prilikom sastavljanje zadataka za proveru
znanja, jer zadavanjem cirkularne matrice dobijamo polinom, kao i njegova
resenja. U nastavku je prikazano nekoliko primera.

Primer 1. Neka je zadata cirkularna matrica

C:[4\2@ 4‘2/5}.

Odredi¢emo resenja polinoma kojem ova cirkularna matrica odgovara, kao i
sam polinom. Pridruzeni polinom zadate matrice je ¢(t) = a + bt = 2+ 4v/2t, a
reSenja su:

q1) =2+ 4V2t =2+ 42

q(—1) =2 —4V2t = 2 — 42,

Dakle, polinom je

p(z) = (z — 2+ 4V2))(z — (2 - 4v2)) =

((x—2) —4V2)((x — 2) + 4V2) = (z — 2)* — (4V2)? = 2® — 4o — 28.
Primer 2. Neka je zadata cirkularna matrica
2 31
c=1(1 2 3
3 1 2

Pridruzeni polinom zadate matrice je q(t) = a + bt + ct?> = 2 + 3t + 2, pa su
reSenja:
q(1)=2+34+1=6,

q(—% +i§) = 2+3(—% —l—i?) + (—% +i§)2 =iV3
q(—% - i?) =2 +3(—% — i?) + (—% ~ z’?)? = —iV3.

A polinom glasi:

p(x) = (x — 6)(z — iV3)(z + iV3) = 2° — 622 + 3z — 18.
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Primer 3. Neka je zadata cirkularna matrica

W= O N
= o N W
oON W
N W= O

te je pridruzeni polinom q(t) = a + bt + ct? + dt3 = 2 + 3t + 1t2, a reSenja su :
g1)=a+b+c+d=2+3+14+0=6,

gi)=a—c+ilb—d)=2-1+i(3-0)=1+3i

g(=i))=a—c—ilb—d)=2-1-i3-0)=1-3i.
U pitanju je polinom,
p(z) = (x — 6)x(x — 1 — 3i)(z — 1 4 3i) = (2 — 62)((x — 1)* — 9i?)
= (2% —62)(z? =22 +1+9) = (2® — 62)(2® — 22 + 10) =
=" — 22° +102° — 62° + 122° — 602 = 2 — 82® + 222° — 60x.

U ovom primeru éemo odrediti karakteristicni polinom zadate matrice kako bi
uvideli da je jednak nasem polinomu.

r—2 =3 -1 0

0 r—2 =3 -1
det(zl — C) = 1 0 z-2 _3 |T

-3 -1 0 T —2

(2=2)[(2=2)[(x~2)*]+3[=3]-1[(z—2)]+3[3[~ (2—2) =9~ 1[3(z~2)]] -1 [~ (2-2)[~ (x~2) - 9] -1] =

(2-2)[(x—2)3—9—(2—2)]+3[~3(x—2) —27—3(z—2)] — [(z—2)2+9(z—2) 1] =

(-2 92 —-2)—(z—2)?—18(x—2) 81— (z—2)?-9(x—2) +1=

(z—2)*—2(2—2)?—36(z—2)—80 = 2*—8z°+242% ~322+16—22*+8r—8—362+72—80 =

zt — 823 + 2222 — 60x.
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6 Zakljucak

Zakljucak je da je metod primenjiv, jednostavan za pamdenje i interesantan,
pogotovo za rad u nastavi, jer je dovoljno zadati koeficijente cirkularne matrice
i na osnovu njih odrediti korene polinoma, kao i sam polinom. Jo$ jedna dobra
strana ovog pristupa je §to uocavamo i koristimo svojstva cirkularnih matrica.
Jedno od vaznijih svojstava je da za cirkularu matricu C' = (0, 1,0,0, ..,0) reda
n vazi da je C™ = I, a njene sopstvene vrednosti su reSenja t" = 1, te za
cirkularnu matricu Cq, ¢, ¢,,....cn_1 = Cod +c1C' + cC?+ ...+ ¢,—1C™ 1 vazi da
su njene sopstvena vrednosti q(t) = ¢y + c1t + ... + 1" L.

Ovaj metod reSavanja jednacina drugog, treceg i ¢etvrtog stepena nije opisan
u udzbenicima matematike srednjih Skola, ali bih ga preporucila za rad sa
nadarenom decom na dodatnoj nastavi, kao i nastavnicima u procesu osmisljavanja
provere znanja.

Dobra strana ove metode je $to njenom primenom sigurno pronalazimo
reSenja zadatog polinoma.
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