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YBOT,

[Tutame nocTojama pUKCHE TauKe MPU CBAKOM HENPEKUIHOM MPECTUKABARY HEKOT
HPOCTOPa je BeoMa 3HA4YajHO M I'€OMETPUJCKU MHTEPECAHTHO nurtame. Heku npocropu
uMajy ocobuny ja he u mocJie npousBo/bHE poTallije, MUPEerha W CKYILbabha TavyaKa
YHYyTap IIPOCTOpa, YBEK IoCTojaTu bap je/iHa Koja je HertoMepeHna. HajBaxkuuju pesyarar
Ha OBy TeMy a0 je Bpayep, Koju je mokazao Ja JuMCK OMJIO KOje JMMEH3Hje UMa CBO-
jerBo bukcue Tauke. 3a I'pacMaHOBe MHOIOCTPYKOCTH, OBO HUTAE je 1mocedbHo Omio
AKTYeJHO CEJIaMJICCETUX U OCAMJECETHUX TOJMHA JBAJIECETOr BeKa. Y OBOM pay Cy
U3JI0YKEHW HEKW TJIABHU PE3YJITATH JOOUjeHH Ha OBY TEMY JIO Ca/ia.

Y OpBOM MOTJIABJ/EY CY yBeJE€HW OCHOBHU MOJMOBHU KOjH Cy TOTpPeOHU. YBeJleH je
nojam Jledpmrerosor 6poja n 6e3 mokasa je HaBemeHa Jledimremnosa Teopema o (HbUKCHO]
raukn. Ona he HaM OMTH IIABHO CPEACTBO 3a MCIUTHBAE CBOjCTBA (DUKCHE TadKe 33
Heku mpocrop. Hakon Tora je mapenena gedunuiuja ['pacMaHOBUX MHOIOCTPYKOCTH,
Ka0 U OIUC FHUXOBE KOXOMOJIOTH]e.

Y Apyrom morJiaB/by je M3JI0KeH OJroBOp Ha MHUTame 3a chenujajaH ciaydaj ['pac-
MAHOBHX MHOTOCTPYKOCTH, & TO Cy HpojeKTuBHEH mpocTopu. (OBO MHUTAE je MOTIYyHO
PEIIeHO U OBJIe CY MU3JI0YKEHH Pe3YyJITATH 3a PeajiHe, KOMIJIEKCHE U KBATePHHOHCKE IIPO-
jeKTHBHE MpOCTOpe. 3a peajHe W KOMILIEKCHe mpojekrtuBHe mpoctope, RP™ u CP™ je
MOKA3aHO J]a UMajy CBOjCTBO (DUKCHE TaUKe aKO U caMo aKo je n mapHo. OBoO je TOKa3aHO
JledmrermoBom Teopemom. 3a KBATEPHUOHCKHU MPOjeKTUBHHU mpocTtop HP™ je mokaszano
Jla IMa CBOjCTBO (PMKCHE TadKe ako u camo ako je n # 1. OBue cy mopen Jledmrenose
TeopemMe Kopwuihern 1 CTUHPOTOBU CTENEHH.

Y Tpeliem moriaB/by je NpecTaB/beHO IITa je 10 caxa ypaheno 3a ['pacmanoBe
MHOTOCTPYKOCTH, Ka0 W HeKe XWIOTe3e 3a OHO IITO oIl YBEK HHje JIOKA3aHO. 34
peanre ['pacmanoBe MHOrocTpykocTu (G (R”*k) je ToKa3aHOo Ja aKo MMa CBOJCTBO
¢urcue Tauke, ouga je n # k m nk je mapuo. CynpoTHu cMep HUje JOKA3aH, aJn
ce IpeTmnocras/ba ja je Ttadan. Jlokazam je cuernujasan caydaj kK = 2, n = 0,1
(mod 4) u Taj g0Ka3 je oBie HaBeleH. 3a KOMILIEKCHe ['pacMamoBe MHOTOCTPYKOCTH
G ((C”J“k) je HMOKa3aHO MCTO TO, JIa aKO MMajy CBOjCTBO (DUKCHE Tadke OHJA je n # k
u nk je mapuo. 3arum cy HaBeJeHe aBe xumore3e. [IpBa je mpermocraBKa O TOMeE
KaKO M3IJIeJIajy €HJIOMOP(U3MU KOXOMOJOMIKOT npcreHa H* (Gk (C"*k) ;Z), Tj. CKYII
End (H* (Gk ((C”*k) ;Z)), a JIpyra je Ja BaxKu oOpaT rope HaBeJIeHOI TBpherma: axKo
je n # k u nk mapmo, onma Gy (R") u G, (C"**) nmajy cBojerBo dukce Tatke.
ITokazano je ja ako BayKHM INpBa XUIIOTe3a BaxKU M JIPyra, a 3aTuM Cy 0€3 JIoKa3a
HABEJIEHN CIHEIUjaJTH CIy9YajeBU KaJja je MpBa XUIOTe3a /J0Ka3aHa. 33 KBATEPHUOHCKE

I'pacmanroBe MHOTOCTPYKOCTH () (]H[”*k) je TOKa3aHO Jla aKO MMajy CBOJCTBO (hUKCHe



Tavyke, oHJA je n # k. 3arum Ccy HaBeJeHEe XUIIOTE3e aHAJIOTHE KOMILIEKCHOM CJIydajy
1 TTOKA3aHO Jla W3 TpBe CJIeIN Apyra W HABEJEeHH Cy CJIyYajeBU Kajla je JToKa3aHa IpBa

XHUuIroTe3a.



1 JleduienmoBa reopema u I'pacMmanoBe MHOTOCTPYKOCTH

1.1 JledmenmoBa TeopeMa 0 (PpUKCHOj TAYKM

Jledirernosa Teopema je jeJIHO 0J1 HajBaXKHUjUX CPeJICTaBa 33 yTBPhHUBaMe Jia Jn
HEKHU MPOCTOP uMa (PUKCHY TAYKYy. Y OBOM IOTJIaB/by NEeMO MPBO YBECTH JIeDUHUIIH]Y
Tpara IpecjaukKaBamba Koja je moTpedHa 3a hopMy/Iucame OBe Teopeme, a Ha Kpajy hemo

je u bopmyscaru 6e3 JToKa3a.

Hedbunumnuja 1.1 Hexa je G caobodna, xonauno zenepucana Abenosa 2pyna u Heka
je ¢ € End(G). Tada G uma konauny 643y U NpecAukasarve ¢ MoACEMO NPEICNAGUMY

y moj basu nomohy mampuue A. Tpae npecaurasara ¢ ce depuruuie Kao
Tr (¢, G) = Tr(¢) := Tr(A).

Osa neduanmnmja He 3aBucu o u3dbopa 6aze npocropa (7, jep Cy MaTpPHIlE TPECANKA-
Bamba y pa3HuM Oazama CJIudHe, Ma UMajy uctu Tpar. Hapejguu jeHocTaBHE NpUMED

heMo 9ecTO KOPUCTUTH KacHUje ¥ PaJy.

Ilpumep 1.2 Hexa je X nymiuo nogezar monosowku npocmop, wa kome je dedhum-
ucaro wenpexudno npecaurasare f: X — X. Tada f y nyamoj zomorozuju, 00HoCHO

KOTOMON02UJU, UHOYKYJE UOEHTMUYKO NPECAUKABAIbE, NG 34MO BAAHCY
Tr (f., Ho(X)) =1, Tr(f" H'(X;Z)) =1,
jep je Ho(X) = H°(X;Z) = Z.

Hedununuja Tpara mnpecjankaBaiba ce MOYKe [POIUPUTH U HA I'PYIie KOje HUCY CJIO-
OomHE TaKo MITO ce TOP3WOHU /€0 3aHeMapH, ajal HHje Moryhe 3aHeMaphUTH yCJOB 14

rpyna Mopa OUTH KOHAYHO T'e€HepHUCAHA.

Hedbunumnuja 1.3 Hexa je G ronauro zenepucana Abenosa 2pyna u Heka je ¢ €

End(G). Hocmampajmo mopsuony nodepyny epyne G
T:={geG|(IneN)ng=0}.
Zobpo je depunucaro npeciurasarve

¢:G/T - GJT



G/T je caobodna, konauno eenepucana Aberosa 2pyna, na moxrcemo 0a deunuemo

mpaz NPecAuUra6ara ¢ Kao

Tr(¢, G) = Tr(¢) := Tr(9)
Jor jeqna norpedHa aedunuImja npe TeopeMene je pedpununuja Jledmemnosor 6poja.

Hedbunaumnuja 1.4 Hexa je X monoaowxu npocmop makas da je 3a ceaxo i € Ny
H;(X) xonauno zenepucana epyna v H;(X) = 0, noueswu 0d nekoe npupodroz 6poja
J € N. Tada 3a nenpexudno npecaurasarve [ : X — X dedpunuwemo Jledueuos 6poj

L na caedehu navun
o0

L(f) =) _(=1)'Tr (f., Hi(X)) .

1=0

Caenehu npumepu he ce Takohe KOpUCTUTH Y PaJLy.

IIpumep 1.5 Hexa je X monoaowru npocmop, o 1x udenmuuko npecaurasarve na X .

Tada je (1x). = Ly, x) na je Jlepuieyos 6poj

L(Lx) = D (1T (L) = (= 1'rank (B3 (X)) = x(X),

2de je x(X) Ojaeposa kapaxmepucmura X .

ITpumep 1.6 Hexa je X xonwmpaxmubunarn monosowru npocmop u f : X — X b6uso

Koje Henpekudno npecaurasare. Tada je
L(f) = Te(f., Ho(X)) = 1,
jep cy cee zomonowre epyne cem Ho(X) mpusujasre.
Ilpumep 1.7 Hexa je f: S™ — S™ nenpexudno npecaurasarve. Tada je
L(f) = 14 (=1)"Tx(fs, Ha(S")) = 1 4 (—=1)"deg(f).

Teopema 1.8 (JIedrureny) Hexa je X romnaxmarn monoiowku npocmop koju uma
cmpyrmypy muozocmpyrocmu usy cmpykmypy CW -komnaexca u nexa je f: X — X

Henpexudno npecaurasare. Tada sasrcu
Lf)#0= 3z € X) f(z) = x.
O0dnocno, axo je Jlegpweyoe 6poj 0d [ pasauvum 0d wyase, onda f uma Gurcny maury.

Ananorae neduHANK]e W TeopeMa MOCTOje U 32 XOMOJIOTH]Y ¥ KOXOMOJIOTH]Y €a KO-

eduIMjeHTUMA Y HEKOM IJIABHOM JOMEHY KOju He Mopa Ja oyie Z.
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Hedbunumuja 1.9 Hexa je R 2aa6nu domen, X monosowru npocmop maxas da cy
H;(X;R) xonauno eenepucaru R-modyasu 3a cee i € Ny u H;j(X;R) = 0 noveswu
00 nexoz npupodnoz bpoja j € Ny. Tada sa nenpexudno npecaurasarve f: X — X

dedpuruwemo Jledwevos 6poj Ly na caedehu navumn

[e.9]

Li(f) = 3 _(=1)Tr (fo, H(X R)) .
Moxke ce mokasaTu ma je
Lr(f) =D _(=1)Tx (f*, H'(X; R))

Teopema 1.10 (JIedpmeny) Heka je X Komnaxmar monosowky npocmop Koju uma
cmpyxmypy mroz2ocmpyrocmu uau cmpykmypy CW -komnaerca u nexa je f+ X — X

Henpekuono npecaukasarve, a R eaasru domen. Tada easrcu

Lr(f)#0= 3z € X) f(z) = z.

1.2 TI'pacmaHOBe MHOrOCTPYKOCTHU

Y oBoM TorstaBsby ¢y geduHucaHe ['pacMaHOBE MHOTOCTPYKOCTH U EHbUXOBE OCHOBHE

TOIOJIONIKE OCODUHE KOje cy MOTpeOHe Y OBOM Pay.

Hedbununmja 1.11 Hexa je F € {R,C, H}, 2de je R cxyn peasnuz, C cxyn xomnaer-
chuz, a H ckyn xeamepruonckuz 6pojesa. IImuderosa mmozocmpyrocm Vi (FPHF) je

cRyn ceux opmuopmuparux k-mopxu eexmopa y F* T 20e cy n, k € N.

IIpumep 1.12 Vi (R™H!) = S
Saucma, axo y npocmopy R nocmampamo opmoropmuparne, odrocho jedunuure eek-

mope, dobujamo ckyn Koju “uny chepy S™.

Hedbunununuja 1.13 Hexa je F € {R,C,H}. I'pacmanosa muozocmpyrocm Gy, (IF”““)
je KoaunHuuky npocmop koju ce dobuja maxo wmo ce y Vi (F”*k) noucmosehyjy csee

k-mopxe sexmopa xoju pasanurby ucmy k-pasan, 2de cy k,n € N,

[ToznaTr npumep ['pacMaHOBHX MHOIOCTPYKOCTH CY IPOjeKTHBHH HPOCTOPH, Koju he

OuTH 110ceOHO aHAJIM3UPAHU Y JPYIOM IOIJIABJBY .

H* (Gy, (R") 1 Zy) = Zofwy, ..., wi] Ik
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rae cy w; € H' (G, (R™*) 1 Zy), i € {1,...,k}, Illtudes-Burnujese Kiace KaHOHCKOT
pacnojema Hax Gy, (R”*k), alg, = (Wnit,. .., Wyir) AACAT TEHEPHCAH CA Wyi1, - - -, Witk

rJie Cy W; NOJMHOMH KOjU €€ MOTY JOOUTH U3 jeTHAKOCTU
wo=1+w +-4w) (14w +wWe+---) =1

Knaca w = 14wy + - - - +wy, ce HazuBa ToTtaaHa llltuden-Buraujesa knaca. Moxe

ce m3pauynatu ga 3a 1 <1 < k BaxKn

Z (ay+ - +ap)! ax

Wpyi = wy e w
CLl!“'CLk! ko

a1+2az2+--+kar=n+i

rje ¢y ay,...,a; € Ny.

Ba komiuiekcHe ['pacManoBe MHOIOCTPYKOCTH BazKu
H* (Gk((cn+k)7 Z) - Z[Cb R 7Ck]/-[k,n7

rae cy ¢; € H? (Gy, (C"%);Z) , i € {1,...,k}, YepHoBe K1ace KAHOHCKOI DAC/IOjerba
nazg Gy, (C””‘“), a lpn = (Cpy1, .-+, Cogk) WOEAT TEHEPUCAH CA Cpoil, - - -, Cpik, TAE CY G

HOJTUHOMH KOjH €€ MOTY JOOUTH U3 jeJHAKOCTH
cc=14+c+-+ep)(l+c+e+---)=1

Knaca ¢ = 14c¢1+- - -+c¢; ce Ha3uBa ToTasiHa YepHOBa Ki1aca. Moxke ce n3padyHaTn

na 3a 1 <i <k Baxu

Z (_1)a1+"'+ak (al ot ak)! a1 ... %k

Cnti = C =
al---ap) ! ko

a1+2az+-+kar=n+i
e cy aq,...,a € Ny.
CamyaH ONHC BayKM 33 KBATEPHUOHCKH CJIYYaj, OTHOCHO
k
H* (Gk (Hn+ ) ,Z) = Z[Cl, ce ,Ck]/]km,
¢; € HY (Gp(H"*);Z) , i € {1,...,k}, angean Iy, = (Coy1,. .., Cpik) j€ TeHEPHCAH Ca

Cpils- -+ Cntk, T CY C; TOJHHOMHU KOJU Ce MOTY JOOUTH U3 je THAKOCTH
cc=1+c+ -+l +a+c+---)=1

Takobhe Baxkm 3a 1 <1 < k,

Cnyi = Z (—1)mtra (

a1+2az2+---+kar=n+i

CL1+"'+CLk)! ay ak
Cl ...k7

a1!-~-ak!

riae cy ai,...,a; € Ny.



2 CBojcTBO (pUKCHE TayKe 3a IPOjeKTUBHE ITPOCTOPE

2.1 PeaysHu 1IpojeKTUBHU NPOCTOP

Hedbunrumnuja 2.1 Pearru npojexkmusHu npocmop ce depunuuie 3a cee npupodre 6po-

jese wa caedehu navun
RP“ = (]Rn+1 \ {O}) /mw)\x,)\eR\{O}-
Jlako ce BUIM 1a BaKu
Gy (R™) = RP".

Jepunuunu sekropu y R™ uune chepy S™ = Vi(R™). Baxku na je

RP" = (R"™'\ {0}) /omrerer (o} = S™/smrzreR\ {0}

jep je cchepa KoMmakTaH CKYyIT KOji cede cBe Kjace ekpupajennnje u RP” je Xay3znopdon
IpPOCTOP.

Creneha TeopeMa MOTHYHO OMUCYje CBOjCTBO (DUKCHE TadKe HA OBOM IIPOCTODPY.
Teopema 2.2 RP" uma ceojecmeo dukcre mauke ako 4 camo axo je n napar 6poj.

Jokas: (<) Hexa je n = 2k, k € N. Taja cy meny/1a Xomo/IomKe rpyne npocropa RP

H; (RP#) = Z, 1=0
' Zy, i€{1,3,5,...,2k —1}.

OpnaBne ounrieano Baxku ja je Jledurenos 6poj 6mI0 KOT HEIPEKUIHOT TPECIUKA-
Bama f : RP? — RP? jemnax

o0

L(f) = (=1)"Tr (f., H; (RP™)) = Tx (f., Hy (RP*)) = 1 #0,
i=0
jep cy cBe ocTaJjie XOMoJIoIIKe rpyie Top3uone. Opase, Ha ocHOBY Jledimenose Teopeme
IMaMo Ja f mMa GUKCHY Tauky, ogHocHo ga RP? mva csojerso dpukcne Tauke.
(=) Joxazahemo na 3a n = 2k — 1, k € N, npocrop RP?~! nema cBojcrso duxcue
Tadke. 3a TO je JO0BOJHHO Ja IpoHaheMO jeTHO HENPEKUIHO HMPECInKaBamhe KOje HeMa
¢duKcHY TauKy.

IlocmaTpajmo npecaukasame f @ S8~ — S28=1 nato ca

f(ilf) = f(ﬂfl,ZEQ, cee 7$2k—17332k) = (—37275171, ceey _752k>$2k—1)-
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OBo npecinkaBame je 100po jpedUHICaHO 1 HEIPEeKWHO. Takohe je m HemapHo jep
fl=x) = f(—x1, =22, ..., —Top_1, —Tok) = (o, =1, ..., Tog, —Top_1) = —f(2).
3aTo oHO MoKe Ja ce daxTopume Kpos RP?*~1 Heka je

7o Sl Rp2A-T

npupoHa npojeknuja. JleduHummmMo mpecinkaBame:

f:RpP?*-!  Rp#*-!

TaKO Ja KOMyTHpPa JUjarpam
sn L g
ﬂl lﬂ
RP" — RP"
0fHOCHO, T o f = f o . OBO MpeCANKABAHE je HEIPEKIHO jep je T KOTMIHUYKO. 3a f

Takohe BazxKu

(x, f(x)) = ((z1,22, ..., Top_1, Tox), (—T2, T1, ..., —Tok, Top_1))
= =TT + T2T1 + ... — Top—1T2k + T2kT2k—1
=0,
OJTHOCHO BEKTOPHU ce CauKajy y cebm oproronasue. Omasiae BuauMo jna f Hema HUKCHY

Tauxy, a Takohe mu f . O

2.2 KoMmIuleKCHU ITPOjEKTUBHU MPOCTOP

Hedbunrumnuja 2.3 Komnaekcru npojekmusHy npocmop ce dedunuuie 3a c6e npupoore

bpojese wa caedehu navun

CP" := (C"™'\ {0}) /amrzrec {0}
Jlako ce Buan 1a BayKu
G, (C1) = Cpr.
Jepunuanu sexropu y C" = R?"™2 yune cepy S = Vi (R*"+2) = V;(C"). Baxu
Ja je
CP" = (C"™\ {0}) /amrzaecrior = S /amrsrec o}

jep je cdepa KOMIAKTAH CKYII KOju cede cBe Kiace ekBupaseniuje u CP” je Xaysmop-

¢oB npocTop.

3a KOMILTIEKCHE IPOjeKTUBHE MPOCTOPE BaXKU UCTa TEOPEMa Kao 3a peaJie.



Teopema 2.4 CP™ uma ceojemso durcne mauke axo u camo ako je n € N napan 6poj.

Jokas: (<) Heka je n = 2k, k € N. Taza je KoxoMosomKky mperen npoctopa CP2F
H* (CP*,Z) = Z[c]/ 241y, c € H* (CP**;Z).
Koxomonomke rpyme cy:
H° (CP**;Z) = Z(1),
H* (CP*"Z) = Z(¢'), i € {1,...,2k},

a ocTaJje cy TpUBHUjaJHE.
Hexka je f : CP?* — CP? mexo HempekmaHo mpecinkapame. Taga je HHIyKoBaHO
npecanKaBame y KOXoMoJIoruju f* meso oapeheHo Ha reHepaTopy Jpyre KOXOMOJIOTH]je

jep je ono engomMopdu3amM HPCTeHA. 3HAYH, BAXKH:

fr(¢) = me,

3a HEKO m € Z, na je
() = (f*(c)) =mid, ie{1,2,...,2k}.

Cana moxkemo j1a m3pagyramo Jledrremnos 6poj mpecinkaBama f.

o0

L(f) = _(=1)"Tr (f*, H' (CP*))

i=0
2k

_ Z Tr (f*, 2 (CP2k>)
i=0

it mtm . gm=d AL M=
.o m2k+171’ m 6 Z\{l}

m—1

Omnasne, L(f) # 0, ma ma ocuoBy Jledremnose Teopeme umamo j1a f uma ukcny Tauky,
omnocno ga CP?* uma csojerso dukcne tauke.
(=) Jokazahemo ma 3a n = 2k — 1, k € N, npocrop CP?~! nema cojcrso dukce

tagxe. Ilocmarpajmo npecimkapame: f : C2\ {0} — C?\ {0} nedunucamno ca
f(z) = f(z1,22, -, 2961, 20k) := (—Z2, 21, - -, — 2ok, Z2k—1) -
OBo npecinkaBame je 100po peduHncano n HenpexknHOo. Heka je
m:C*\ {0} — CP*~!
HpUpPOIHA NpojeKnuja. JedHHUIITIMO TpecTuKaBahe

f:CP*1 — Ccp!



TaKO /1a KOMyTHUDPa Jujarpam

C*\ {0} —L= C*\ {0}

Trl i lw

cpr — 1, cpr

onHocHO, wo f = fom. Jlako ce Buau Ja ce mpecaukaBame [ MoOXKe 0BaKO JAepUHUCATH
jepza e C

f(Az) = (—EQ,EM . —Egk,ﬁgk,l) = \f(2).
Taxobhe je n HenpekuHO jep je T KOJUIHUUKO.
3a f Baxu:

(z, f(2)) = ((z1, 225 - - - 29k—1, 22k), (—Z2, 21, - - -, —Zok, Z2k—1))
= ((21, 22y« - -y 29k—1, 22k), (—22, 21, + -+, — 22k, Z2k—1))
= —2122 + 2221 + ... — Zop_122k + 2o Z2k—1
=0,

OJIHOCHO BEKTODH ce CauKajy y cebu oproronasnue. Ojasne Bugaumo na [ Hema UKCHY
TavYKy, a Takohe HU [, jep OPTOTOHAJIHE BEKTOPHW HE MPUIAIA]y UCTOj KJIACH, ¥ UCTO]

KJIACH CY JIMHEeAPHO 3aBUCHH BeKTOpHU. [

2.3 KBaTepHUOHCKU IPOjEKTUBHU IPOCTOP

Hedbunrumnuja 2.5 KeamepruoHncku npojexmustu npocmop ce dehpunuuLe 36 c6€ NPupooHe

bpojese wa caedehu navun

HP" := (H"™ \ {0}) /umrwrem {0}

Jlako ce Buan ma BaxKu

Gy (H"*') = HP".

Jepunuanu gekropu y H'™ = R gume chepy S = V) (R = V; (H).

Baxu na je

HP" = (H""'\ {0}) /orrapemfop = S /uororem (o0}

jep je cdepa KOMIAKTaH CKYII KOju cede cBe Kjace ekpuBasennuje u HP" je Xaysmop-

doB npocTop.

Teopema 2.6 HP" uma ceojemeo gurcre mavke ako u camo axo jen # 1.
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Joxas: Koxomosomku npcren npocropa HP™ nma ob/uk:
H* (HP™, Z) = Z[c]/(en+1y, ¢ € H* (HP™;7Z) .

Koxomoutomike rpyiie cy:

H® (HP"; Z) = Z(1),
HY (HP™,Z) = Z{c"), i € {1,...,n},

a ocTaJje cy TpUBHUjaJHe.
Heka je f : HP" — HP" Hexko Hempeku HO mpecinkaBame. Taga je HHIYKOBAHO
IpecInKaBame Y KOXOMOJIOTHjH [ 1esio ofpel)eHO HA TeHepaToOpy 4eTBPTe KOXOMOJIOTH]e

jep je oHo emgoMopdu3aM IpCTeHA. 3HAYM, BAXKU:
f*(c) =me, m € Z,

() = (f*(c)) =mic, ie{1,2,...,n}.
Cana mokemo j1a m3pagayramo Jledrremnos 6poj mpecinkaBama f.

oo

L(f) =Y (=1)"Tx (f*, H' (HP™))

1=0
= zn: Tr (f*, H" (HP"))
1=0

Ltmam?+ . . +mn n+1l, m=1
= m+m-+...+m" = n
m ol e Z)\ {1}

m—1

Kana je n = 2k, k € N, cmuno kKao u 'y KoMmIiekcHom cay4ajy, L(f) # 0, ma 3aro
3a cBe mpupoaHe 6pojese k, HP?* mma cBojcTBO QHUKCHE TadKe.

3a n = 1 axu HP! ~ S*. Ilpeciukasame f : S* — S* naro ca

flz) = —x

ounriieIHo HeMa (puKCcHy Tauky, na HP! mema csojeTso dukche Tauxe.

Ocranu cy jom ciydajesu n = 2k + 1, k € N, 3a koje hemo nokazatu ga HPZ+!
UMa CBOJCTBO (PUKCHE Tauke, ynMe he OuTH J0Ka3aHa T€OpeMa.

3a menpeknano mpecankasame f 1 HP?* — HP?+! gaycu na je L(f) = 0 jeqnmo y
caydajy m = —1, Ha 0CHOBY ropme jennakoctu. Onapje He MOXKEMO JIa 3aK/byYHMO J1a
HP?*! pma cBojeTBo bUKCHE TauKe, jep je MozKa 3a Heka npeciaukasama L(f) = 0.
ITokazalieMo Jla TaKBUX NpPEC/AUKABaba 3allpaB0 HEMa, OJHOCHO JIa HEIPEKHJHO [Pec-
mukasame HP?**! muxana me nnaykyje ennomopduzam unju je Jledienos 6poj myna,
Tj. 3a Koje je

f*(¢) = —c, c € H* (HP*,Z).
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[IpermocraBumo j1a 1OCTOjU OBAKBO IIPEC/ANKABAbE. 3a pecjnKaBambe [* Taja BaKu

JIa KOMYTHpPaA €Ca KOXOMOJIONIKUM OTlepalifjaMa, Ha OCHOBY JIe(DUHHUIIIjE KOXOMOJIOITKAX
omeparmuja.

Y oBom joka3y hemo kopucrutu Ctunpojose crernene. Heka je p # 2 mpoct 6poj u
X Tpom3BOHAH TOMOJOIMKH TPOocTop. CTUHPOJOBH CTEIEHU CY XOMOMOP(MU3IMI

P HY(X;Z,) — H0~D(X;7,), i1 € N,.
3a 0BO HpecanKaBambe BayKu
1° (Vz) P(z) = z,

2° (Vo € H*(X;Z,)) P'(z) = =P,

¥ Piay) = S P )P ()

3a p = 3 umamo CTHHPOIOBO MPECINKABAHE
P': H* (HP** Z3) — H® (HP**'; Z3) .

Kaxo je H® (HP**; Zs) = Zs(c?), 3a neko | € Z3 Baxn

Pl(c) = Ic*.
IIpecimkaBame P! KomyTmpa ca f*, a nMaMo

PL(f*(e) = £ (P(0))
Pl(—c) = f(ic*)
I(—c)* = —Ic?

2 = —lc?

20=0

Moxkemo ma 3akspyunmo ga je | = 0 Ha ocHOBY padyHa y Zs. OuM mobujamo

na je Crunponos cremen P! tpupujaman. Ilokazaliemo ga To 3ampaBo HHje ciIydaj.
[TocmaTpajmo npecuKaBarmba

€\ {0} — B\ {0)

| lm

12



I[Tpojexuuja Tc noucrosehyje cse KojuHeapuu Komiiekchu sekropu y C*F2\ {0}
a 7y noucroBehyje KoJimHeapHe KBaTepHHOHCKe BekTOpe. [loTpebHo je mpoBepuTn jia je

npecinKaBambe p J106po gedbunucano. Heka cy z,y € C*2\ {0} raksu jxa

me(r) = me(y),

oaxnocHo nocroju A € C takBo ma x = \y. OmaBie oaMax EMaMo J1a je

m () = mu(y),

jepjer =AMy, A\ e CC H.

KenmmMo mga BUIUMO TMITa je WHBep3Ha cauka Tauke xr € HP". Kako je x kBaTep-
unoncka npasa y H"™\ {0}, wy MoxemMo jia mocMaTrpamMo U Kao KOMILIEKCHY DaBaH.
Y x ce camKajy cBe KOMILJIEKCHE MpaBe y TOj KOMILIEKCHO] PaBHU, & TO je 6aIr mpocTop

CP! =~ S2. 3aro je p paciojeme ca ciaojenm S>

CPl ~ 542 (CPQnJrl

|»

HP"

na uMamMo l'mcunon AYIrd TaYHW HU3
oo — HYHP™; Z3) — HYHP"™; Z3) 25 HY(CP>+L; Z5) — H2(HP™ Z3) — - - - .

[Towrro je H'(HP™;Z3) = H*(HP"™; Z3) = 0, Bugumo ja je p* uzomopdusam.
Heka je z € H*(CP?"*1; Z3) reneparop. NUzabepumo ¢ € H(HP"; Z3), 3a koju BaxKu

p*(c) = z2. Taga umamo
P (PHQ) = P (r"(0) = P! (%) = 2P'(2) + P'(2)z = 2" £ 0.

To je 3aTo mro je H® (CP?"*1;Z3) # 0, jep je y mamem caydajy n 6ap 3. Y padymy
CMO KOPUCTHIM 4HibeHHIY na je Pl(2) = 23, jep je |z| = 2, ma To Baskm Ha OCHOBY
nedunnnuje CTUHPOAOBUX CTEIEHA.

OBuM cMO 100N KOHTPAIUKIA]Y, TAKO J@ CMO JOKA3aJd Ja CBA MPeCIUKABAbA
KBATEPHUOHCKKUX MPOJEKTUBHUX MPOCTOPA HENapHUX JUMEH3Uja MOYEBIIH OJ 3 UMAjy

Henyna Jledurenos 6poj, ma camMmuM TUM nMajy HUCKHY TaduKy. [
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3 CBojcTBO PpuKcHe Tadke 3a I'pacmanmjane

3.1 Peaane I'pacMmaHOBE MHOTOCTPYKOCTH

Y oBOM MOT/IaB/BYy Cce DABUMO TJIABHOM TEMOM OBOT' PaJa.

Teopema 3.1 Axo Gy, (R”+k) uMa ceojcmeo gukcre mavke onda je n # k u nk je

napHo.

Jloxaz: Jlokas m3Boaumo KoHTpamnosuiujom. [IpermocraBumo na je n = k wiu nk
nenapuo. /lokazahemo ma taga peanna ['pacmanoBa mHOrocTpykocT (G, (R"+k) HEeMa
CBOjCTBO (DUKCHE TAUKe.

Heka je npBo n = k. IIpeciukasame g : G, (R*") — G, (R*) naro ca

g(v) =v

HeMa (PUKCHY TadKy.
Heka je caga nk memapHo, ogHOCHO 06a Opoja n M k cy HemapHa. Y OBOM CJIyYajy

je n + k mapuo, ma MozKeMo 1a AedUHHIIEMO IpecinKaBame ¢ : R — R"* nato ca
g: (x1, 20,23, 14,...) = (—X2, 1, — Ty, T3, ...).

[IpecniukaBame ¢ je JIMHEAPHO, 1A Ce MOXKE IIPEJCTaBUTH MaTPHIIOM

0 -1 -~ 0 0
1 0

A=
0 0 0 -1
0 0 -~ 1 0,

3a 0By MaTpPHILy BaKu

n+k

det (A—AE) = (N> +1) * |

1a OHA HEeMa peaJiHe cOICTBeHe BpeanocTu. [locMmarpajmo caga mpecinKaBarba

Vi (Rn+k> g><...><g Vi (Rn-‘rk)
Gy (Rn—i-k) ___9__> G, (Rn-i-k)
IlpeciukaBame g X ... X g je 100po nedunncano (komomen My je samcra Vi, (R"))

jep ako cy BekTopm opToHopMmpanu y R"™* ommocno ako cy z,y € R"* Ttaksm na
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(x,y) =0, Taga je

(9(2),9(y)) = (=22, 21, =4, 73, ...), (—Y2, Y1, Vs, Y3, ---))
= T1Y1 + T2Y2 + T3Y3 + Tays + ...
= (z,y)
=0.

Jla 6u npecsimkaBame g X ... X g MOIJIO ja ce (haKTopuiire moTpedHO je Ja ce JiBe
OpTOHOpMEpaHe 6aze ucTe k-TuMeH3HoHe paBHE y R™TF camkajy v opTonopmupane 6asze
ucre paBuu. To Baxku jep Ipec/iMKaBambe 4yBa OPTOTOHAJIHOCT, I1a 0be 6a3e UMajy UCTH
OPTOI'OHAJHU KOMILIEMEHT U Yy JIoMeHy u y Kojomeny. Jlakie, g je 106po jedunucano.

[Tpernocrauvo na g uva bukcHy tauky, omHocHo fa g ([X]) = [X]. Tauka [X]
je mpojekiuja Heke k-auMen3noHe paBHu X Koja ce ca g caumka cama y cebe. Kako je
JuMeH3uja k HemapHa, WMaMo Ja ¢ |y MMa COINCTBEHH BEKTOD, & CAMHM THM U § UMa

COTICTBEHW BEKTOP, IMTO je KOHTpaAuKInja. []

Xwumnore3a 3.2 Heka cy n,k € N maxsu da n # k u nk je napno. Tada Gy (]R”*k)

UM CBOJCTGO PUKCHE MaAUKE.
Hapeana nedununuja u gase Teopeme he 6utu nmorpebuu 3a jgoKa3 Teopeme 3.6.

HMedbununuja 3.3 Bucuna npse IlImugea-Bumnujese kaace wy, € H! (Gk (R”Jfk) ;Zg))

ce depuruie Kao
heigth(w;) = sup{m € N | w}* # 0 € H* (Gy (R"™*);Z,)}.

Teopema 3.4 Hexa cy s,n € N makeu da sasicu 25 < n+ 2 < 2571, Tada je sucuna
npee IlImugen-Bumnujese xaace wy € H' (Gy (R"2); Zy)

heigth(w,) = 2t — 2.

Teopema 3.5 (IIpunmun paziaarama (Splitting Principle)) Hexa je £ - B — X
sexmopcko pacaojerve peda n € N nad napaxomnarmmum npocmopom X . Tada nocmoju

npocmop Y u npecauxasare g:Y — X 3a Koje sastcu
1) Hnoyrosaro npecaukasarwe g* : H*(X) — H*(Y) je unjexmuero

2) Ilyabex pacaojere g*& : g*E — Y pasbuja ce y cymy AUHUJCKUT PAcaojerba
J(E)=m®...0n.
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Cazma hemo mokaszaru Teopemy Koja he KOPHCTHTH J1a ce XHUIoTe3a 3.2. JOKaxKe 33
cuenujanne cayuajepe k = 2, n = 4l wymm n = 4l + 1, koju he 6wt j0Ka3aHU OIMaX

HaKOH OB€ TeopeMe.

Teopema 3.6 Hexa je ¢ € End (H* (Gy (R"?);Zy)) = End (Za|wy, ws]/Iz,), n = 4k
uau n = 4k + 1, npecaukasare xoje xomymupa ca Cmunpodosum readpamuma. Tada

je ¢ obauxa

o(wy) = aw

qb(wg) = Wy, € ZQ
Joxasz: 3a ¢ Baxkn

o(wy) = aw,

P(wa) = 5110% + Bows,

a, Bi, Ba € Zo. Ono Baxku jep je H' (Go (R™2) : Zy) renepucan ca wy, a H*(Gy(R"2); Zs)
je remepucan ca wi u ws.
Cana hemMo KOpHCTHTH NPHHIMII pasjarama. Heka je £ KAaHOHCKO Pac/ojerhe Has

G5 (R™2), Taga moctoju mpocTop Y U IIpec/uKaBambe ¢ TAKBA 712
g:Y = Gy (R”“)

u Baxku g*(§) = n = 1n D o, TAE CY 71 U 7y JUHAJCKA pACTOjemba. Baxkm ma je mpec-
JINKABAIHEe

g* : H*(G2(Rn+2)’ ZQ) — H*(Y, ZQ)

nHjekTuBHO. Takobe

Kako je

BaxKu

Cajta umamo
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= 232y + 1175 = T129(71 + To)
= g"(wywa).
Kaxo je g, mnjextusno, pobujamo Sq'(wy) = wiwy n vaxku Sq'(w;) = w?. Tomro ¢

KoMyTHpa ca CTHHPOIOBUM KBaJIpATHMa, HMaMO

H? (Go(R™2); Zy) —2— H2(Go(R™?); Z,)

Sqll lSq1

H3(Gy(R™2); Zy) —2— H3(G(R™2): Z,)

Wa > Brwi + Bows
Sq1:|: :I;Sql
wiwy —2— G(wyws) = Sq (Brw? + Byw,)

Onakjae umaMo

P(wiwz) = ¢(wr)p(ws)
= aw, (B1w? + Byws)
Sa' (Biw + Bawz) = B1Sq" (wiws) + 5254 (w2)
= B1(Sq" (wi)wy + w1Sq" (w1)) + Bowiws

= [awiws.

Kama ce oBe 1Be jeqHavunHe W3je/THATE TMAMO

aw; (B1w? + Paws) = Bowiwy

afiw} + afawiwy = Borwiws.

Cajta hemo pa3MOTPHUTH OBY jeHAKOCT Y 3aBUCHOCTH OJI ITapaMeTpa «.

Axko je a = 1, oamax umamo sa je f; = 0, oguocHo ¢(wy) = wi, ¢(wy) = Pows.

_ a+b\ ,
Wnt1 = Z (a )’%wg:oa

a+2b=n+1

Nmamo na je
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jep je Wy € I, 3aTo0 je n

. ( > (‘7 w?ws) = 0(0)
> (T ettt ~o

a+2b=n-+1

a+2b=n-+1

n a+b a
witt + Z ( . )wlﬁng:O

a+2b=n+1,b#0

+0
Wit 4 B Z (a . )w‘fwg =0

a+2b=n+1,b#0

a+b
L+ B)uwi™ + 8 Y ( . )w‘fwgzo

a+2b=n—+1
(14 B)wi™ =0

[ToTpe6wo je mokasatn ma w) ' # 0, oqrocHo ma je heigth(w;) > n + 1.
PazmoTpumo IpBo ciaydaj n = 4k. mamo na je 3a Heko s € N, 25 < 4k + 2 < 2511,
Tana je
heigth(w,) = 2°t1 — 2.

Caza HaMm je moTpebHO na mokazkemo fa je heigth(w;) > 4k + 1, anu he mam kacuuje

ourn morpebHO na je heigth(wy) > 4k + 2, na fiemo To onmmax mokazaru. Mmamo na je
4k +2 < 251

a HaMa je morpebHo jia je
4k +2 < 25Th — 2.

JloBOJBHO je caMo moKazaTu fa je 4k + 2 # 25+, TIpernocTaBuMo cyIpoTHO 1a je
4k + 2 = 2°11,

Tana
2k +1 =25,

IITO je KOHTpauKIuja jep je k > 1.
3a n = 4k + 1, umamo ucTo ja je 3a Heko s € N, 25 < 4k + 3 < 2571y paxnu

heigth(w,) = 27 — 2.
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Moxazahemo ga wi™ = w2 #£ 0. Torpebno je ma 4k + 2 < 257! — 2, ommocno

4k + 4 < 25T Kako je 4k + 3 < 2°T! 360r mapHOCTH MMaMO TpaskeHy HejeTHAKOCT.
Jobunn cMo ga 3a n = 4k un = 4k + 1, wit # 0 ma saxmydyjemo ga je By = 1,
TO je TpebaJio IMoKa3aTH.

Heka je a = 0. Oqvax nvamo [y = 0, omaocuo ¢(w;) = 0, ¢(wy) = fiwi. Tama

. ( > (a:b)wfwé’> = 0(0),
3 (“Zb)qé(ww(w@ ~0.

a+2b=n+1

CBu waHOBH KOje cap:ke w; HECTajy, TaKo J1a je moTpebHO 1aa n Oyae HemapHO 11a

ou 6m10 Koju 4ian octao. Tajga mobujamo
51111?4_1 = 0.

Matompe cymo mokasamm ga wi ' # 0, ma B, = 0.

Hexka je caga n mapno. Kako je Takobe W, 49 € Is,,, IMaMO

b
¢< > (") )w%wé’) = 6(0),
a+2b=n+2

ﬁlw?+2 = 07
ﬁl - 0

jep wit? £ 0.0
Teopema 3.7 Axo jen = 4k urun = 4k +1, Go(R"?) uma ceojemeo durcre mauxe.

Joxas: Hexe je f: Gy (R"™?) — Go(R"™2). Tazna je f* € End (H*(G2(R™"*?); Zs)) u ko-
myTupa ca CTHHPOJIOBUM CTENEeHNMa, T1a 3a TO MPeCInKaBambe HMaMo JiBe MoryhuocTu,
IIITO CMO TOKA3AJIU Y IPETXOIHO] TEOPEMH.

Hexka je mpBo

f*(wl) =0,
Tana je
Lz, (f) = Z(—1)Z’Tr (f*, H (Gy (R"?);Zy)) = Tr (f*, H® (Go(R"?); Zy) ) = 1,
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jep je npecankaBame TPUBHjAJIHO Ha reHeparopuMa. Omapie Buaumo fa f nMa (PUKCHY
Ta4vKy, Ha OCHOBY Jledrenose Teopeme.
Axko je
A (wy) = wy,

fH(w2) = wa,

f* je naeHTHYKO npecuKaBambe, 1a je

Lz, (f) = Z(—nm (f H' (Go(R"),Z,)) = Z(—wdimzﬂi (Go(R"2);Z,) .

Ha OCHOBY CUMETPUYIHOCTH ,ZLI/IMGHSI/Ija KOXOMOJIOIIKUX I'pylla ©UMaMO

2n
3 (—1)idimg, H (Go(R"™2); Zs) = dimg, H" (Go(R"?); Z) = [

=0

n

2] +140 (mod?2),

3an =4k un = 4k + 1 Jledrmenos 6poj Huje Hysa, ma 3a oBe caydajeBe f uma (PUKCHY
Tauky. [

Ban =4k + 2 uiu n = 4k + 3 oBaj JOKa3 ce He MOXKe MPUMEHUTH, jep je Taja

LZQ(f) = 0.
Y npumepy 3.10. hemo nokazaru jga Hucy csu ¢ € H* (Gk(R”+k); Zz) 00JIIKa

w; — qw;, o € Lo,

MTO je Om/a K/by9Ha, YUHEHNTIA 32 JOKA3UBAEe TeopeMe u3ua . [Ipe npumMepa, HaBOIUMO
TEOpeMy U HocJIeIuIly Koja he nam 6utu y memy norpebua.

Heka cy n,m € N. OBe 6pojeBe MOKeMO MOCMATPATH ¥ OMHAPHOM 3aIIACY, OJHOCHO

oo
i
m = g a;2",
i=0
oo
_ E J
n = b]2 s
=0

a;, b; € Zy n nouesmm o nexor k € N jea; =b; =03a 14,5 > k.

Teopema 3.8 Hexa cy m,n € N. Tada je

(1) =11() oo

o] o
ede cy m =) a;2",n =Y b;2) bunapru 3anucu bpojesa m u n. Taxohe
i=0 5=0

0-0)-0) - ()
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IMocnenuua 3.9 Hexa je m,n € Ny. Tada je (7;) napar axo U camo axo nocmoju i € Ny

maxas da je (‘;’) =0.

IIpumep 3.10 Endomopdusam

¢ = Lo|wy, wa] — Zg[wy, wo)

aadam ca

wy — 0,

Wo +—> w%,
undyxyje endomoppusam ¢ . H* (G2 (RQZ) ;Zg) — H* (Gg <R21> ;Zz).
[Torpebno je mokasaTu jia je 0BO JA00po JiepuHuCcaH eHI0MOpdU3aM

H* <G2 (R2l> ;Z2> = Zolwy, wol/1

2,2l 27

rae je Iyo_o = (Wo_y, Wy ). Ha 6u engomopdusam 6mo g06po gedunncan, noTpedbHo
je na je ¢(wWa_1), p(Wy) € Iy 515, omHOCHO

G(Wy_1) = PWa_1 + qWa,

gg(@y) = TEQl_l ‘I— 8@21,
3a HeKe P, q,T, s € Zo|wy, ws]. TIpo je norpebHo 1a Hallemo reneparope umeada.

_ a+b\
my= Y ( ’ >w1 wt,

a+2b=2!

Maamo 1a je

[TorpebHo je oxapenuTn Koju 0 KoeduImjeHaTa Cy HYyJ1a, OJHOCHO HAPHU, & KOJU
jenan, ogHoCHO HemapHu (jep ce Haga3uMo y Zs). 3a ompehuBarme Tora, Kopuctuliemo
nocyaenuny 3.9. Kako je

a+2b=2"

3aKJbYy4yjMO Jia je a napaH, OJIHOCHO,
a=2k ke{0,1,2,...,271.
Opnarire oamax mobujaMo 1a je
a+b=2"1+k.

PaszmoTpiMo Hajmpe cayuaj k < 2171V 6unapuom 3amucy, 6poj 277! + k uma 1 na

(I —1)-om mecty, a octane nudpe cy mudpe 6poja k. Bpoj 2k nva GUHAPHE 3aIUC UCTH
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Kao k, camMo IOMepeH 3a jeJIHO MecTO Yy JIeBO, & Ha HYJITOM Mecry je jojgara Hyjaa. Ha
npuMep

o1 4 k- 1...01100101011
2k :0...11001010110

201tk
2k

3alUCYje KA0 HEelPeKUJIaH H1u3 jeuHuIa 0110 Koje jyzkune nodesuin oj (I —1)-or mecra

36or Tora, HeHyJIa OMHOMHU KoeUIWjeHTH ( ) cy OHH Koi Kojux ce 271 4+ k

IIa HaHHUZKE.

100...00
110...00
111...00
111...10
111...11

OBo je menymeno 3a k=0, k=272, k=272 42073k =2"2423 4 ... 4241

OHOCHO, KOeUIUjeHTH KOJU MPEoCTajy Ccy

k=271 —2m me{0,1,...,1 -1},
a=2"—2mt

b=2".

Cnyuaj Koju oBje Huje pasMaTpaH je ciydaj k = 271, 3a koju je a +b = a, b = 0,

na je bunomun xkoedurmjent 1. Ogasae nmMamo

_ 2l 2l_2 2 21_4 2l72 2l71 2l71
Wor = W] +wowi ~H+wywy; A+ wy; w;  +w;

CJIly9HO Ka0 y TPETXOIHOM CJUYA]Y

_ a+b o b
Wol_1 = E a w1 Wsy.
a+2b=2!—1

OpnaBjie BHIUMO J1a a MOpa OUTH HellapHO, OJHOCHO IOC/Ie/Iba OunapHa nudpa je

jenan. Heka je a =2k +1, k€ {0,1,2,...,2"1 —1}. Tagajea+b=2"1+ k. [la6n
a+b

KoeHuInjeHT ( .

) U0 pazaUYUT O HyJIe, a+ b Takohe Mopa OUTH HeMAapHO, A BUIAMO
na k€ {1,3,...,271 —1}. V Gunapnom zanucy 271 + k, uma 1 na (I — 1)-om mecry,
a ocraJio cy mmdpe k. Bpoj 2k 4+ 1 nma Ounapum 3amuc ucTu Kao k, camMo TTOMEpeH y

JIEBO 3a jeJTHO MecTO W J0/IaTy jJeInHUIy Ha Kpajy. Ha mpumep
271 4 £+ 1...01010101101
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2k +1:0...10101011011

Baro, ma 6u kKoedumujent 6uo 1 6poj a + b He cMe UMaTH HU3 jeAUHHUIEA MPEKHHYT
HyJIOM, jep O ce Ha TOM MeCTY I0jaBHO ((1)) koedurmjent. Kako cy nudpe Ha mecty
[ —1 u 0 jenmanne, Takohe u cBe m3Mehy Mopajy outu jeaunurie. OFTHOCHO, jeTHHA

moryhuoct je k = 271 — 1, oanocro a = 2! — 1, b = 0. Ogarie uMamo
— _ 21
Wot_1 = Wy .

Cajta MozkeMo Jia Hahemo moJuHoMe p, ¢, T, S.
. o 2l 2l72 2 2l74 2l—2 2l—1 2l—1
2! — —
= w] = WwiWa_1 + 0Wy,
na jer =wy,s =0.

¢ (Wy_y) = ¢ (UJ%Ll) = 0= 0wy, + 0wy,

nacy p=q=_0.
Y [1] je mokazana Xunoresa 3.2. 3a nk mapHO # 3a

],

] >2[87° - [§] -1

D k<7 3] >

IS

2) k>1, |

|3

3.2 KommiekcHe I'pacMaHoBe MHOTOCTPYKOCTH

Teopema 3.11 Hexa je n,k € N. Axo Gy, (C”*’“) UMG CB0JCMBO PUKCHE MAYUKE 0HIA

jen # k unk je napno.

Joxas: Jlokas ce m3Boau KoHTpamosuiujoM. llpernocraBumo ga je n = k win nk
nernapuo. /lokazahemo na tajia komiuiekcHa ['pacManoBa MHOTOCTPYKOCT HeMa CBOjCTBO

¢ukcHe Tavke.
Heka je npso n = k. Ilpecimkasame g : G, (C*") — G, (C*) | nedunucano ca

g(v) =v

HeMa, (PUKCHY TavKYy.
Heka je cajga nk nenapno, ognocuo oba 06poja cy Henapua, na je n+k = 2m,m € N.

ITocmaTpajmo npecaukabame ¢ : C*™ — C?™, naTo ca
9(217 22y vy Z2m—1, Z2m) - <_227§17 ey _§2m7§2m—1) .
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[Tpoctop C?™ je mzomopdan npocropy H™. Heka je ¥ : C*™ — H™ nzomopdusam
KOju MOBE3yje 0Ba JBa IMpocTopa. llpecimKaBame g MOXKe [a ce HOCMATpa Kao Ipec-

JInKaBarba jiecbunucano Ha H™, nedunmcano Tako j1a KOMyTupa ciaejenn aujarpam.

(21,22, - - -y Z2m—1, Z2m) — (—Z2,Z1, .-, —Zom, Zam—1)
(21 + 225, - -+ s Zom—1 + 22mj) —— (Z1j — Za, .- -, Zam_1J — Zam)

Kako je
(Z1J — Z2, -+, Zom—1J — Zoam) = (G(z1 + 229), - - -, 7 (22m—1 + 22m])),
umamo jia je g : H™ — H™ y crBapu MHOXKeHe ca j ca JieBe cTpaHe, OJHOCHO
g (Wi, ... wy) = jlwy, ... wy) = (Jw, ..., jwy).
Caja mocMaTpajMo mpecInKaBamba

Vi (Cn+k> 9><"'><g Vi (Cn-‘rk)

[IpecimkaBame g X - -+ X g je 100po JepUHUCAHO jep ce OPTOHOPMHUPAHU BEKTOPHU
y C"* muMe cuKajy y opToHOpMEpaHe BeKTope. 3amcTa, Heka ¢y z,w € C"F taxsm

12 (2, w)c = 21W1 + - - - + ZomWam = 0. Taza je

(9(2), 9(w))c = Zows + Z1wy + . .. + ZopWap + Zop_1Wap—1 = (2, W) =0,

na cy u cauke Bekropa C-oproronannu. Takobe je ounriesso u

1]l = llg(=)Il,

1a Cy CJWKe jJeJINTHNYHUX BEKTOPa Je JMHUIHU BEKTOPH.

Jla 6u npecyimkaBame g X ... X ¢ MOLJIO jia ce (haKTOPHIIe u Ja ce go0uje 100po jreduH-
HCAHO IIPeC/IMKaBalbe ¢, MOTPeOHO je Jla ce JBe OpTOHOpMHpaHe 6ase k-TUMEH3HOHE
PaBHU CJIWKAjy Y UCTY paBaH. 1o BayKu jep MpecIuKaBame IyBa OPTOrOHATHOCT, 1A JIBe
6aze ucre k-paBHU MMajy MCTU OPTOIOHAJHU KOMILIEMEHT U y JIOMEHY U Yy KOJIOMEHY.

[IpernocraBuMo fa g uma (PUKCHY TA4YKy, OJHOCHO Ja § (V) = V. Taga je V =
7~ Y(V) k-auMeH3HOHH KOMILIEKCHE BeKTopcku normpoctop y CF u saxu g(V) C V.

[Ipoctop V je takohe u H-BekTopcku norupoctop ox H™.
(Vvl,vg € V) v +vg €V.
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OBa ocobuna Bazku jep je V KOMILIEKCaH BeKTOpCKH morupocTop. Ocraje ma ce
MOKaKe

(Vo e V)(Vge H) qu e V.

Ilokazahemo 1a oBo Takohe BazKu.
qu = (a+ bi + ¢j + dk)v
=(a+bi+ (c+di)j
= (a+bi)v+ (c+ di)(jv)
=zv+wg(v) €V,
raecy z = a+bi,w = c+di € C,a g(v) € V. OBo Baxku jep je V KOMIUIEKCHH BEKTOPCKI
nornpoctop y C"F.

Onasie nmamo n1a je V' BekTopcku nornpocrop o C?™ = H™, na je merosa JUMeH-
31ja Ka0 KOMILIEKCHOT BEKTOPCKOI IpocTopa mapHa. OBUM CMO JIOKa3ajId 1a aKO § UMa,
dbukcHy Tauky, k je mapHo, omHOCHO ako je k memapuo (1 n) Gy ((C”*'“) HEMa, CBOjCTBO
dukcue Tauke. []

Cymuportan cMep HHEje T0Ka3aH, TaKo jJa heMo oBje HaBecTu xunoresy. [Ipe naBohema
XHUIIOTE3€, HOTPEOHO je pa3sMOTPHTH KAKO m3rjieja npcreH Fnd (H * (Gk ((C”*’“) ;Z)) .

3HaMo 1a je
H* (Gk(Cn+k)7 Z) = Z[Clu s 7Ck]/[k,n-

[TocmaTpajmo mpecaIrKaBama:
Zlcy,...,ck] = Zley, ..., ekl
Ona ce MOry mocMarpaT HA T€HePaTOPUMa

c1 — a11C1
2
Co — Q21CY “+ a92Co

3
Cs — a31Cy “+ azscico + asscs

rae cy a;; € Z 3a cako t,j € N. Ilpecimkasama npoctopa H* (Gk (C”*k) ;Z) cy OHa

3a KOja KOMyTHpPA Aujarpam
Zlcy, ... cp] ——— Zlcy, ..., i
Zler,. .. e/ Tem — Zlen,.. il /T
TlocMaTpajMo npeciukaBama ¢, € End (Zlcy, ..., ¢]) nedunncana ca

ci—mic, i€{l,... k}.
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[TorpebHo je moka3arTu Jia OBAaKBO IpEC/IMKaBambe UHJYKYje MpPecjauKaBame ¢, €
End (H* (Gk (C””‘C) ;Z)). Hexa je i ...ci* € Zlcy, ..., cx]. Tana je

Om (1. %) = (mey))™ ... (mFey)™ = m@t2oetthaecin et = ieit ek,

ma je 3aTo
¢m(5n+j) = mn+j5n+j € I,

jep je €, ; IMHeapHa KOMOHHaIMja MOHOMa rope HaBeJeHor obynka. OgaBie BUIUMO /1

ce TeHepaTopH HjeaJia CJANKA]y y ujeal, 1na cy mpecjiunkKapamba ¢, jJ00po geduHucaHa.
Xunoresa 3.12 Axo je n > k, mada je End (H* (Gy, (C*™*);Z)) = {¢m | m € Z}.

Cana hemo HaBecTn XumoTe3y Be3aHy 3a (DUKCHY TAUKY, & 3aTUM H Be3y m3Mel)y ose

JBe XHUIIOTE3E,

Xunore3a 3.13 Hexa je n,k € N, n # k u nk napro. Tada Gy (C”*k) UMa c80JCME0

durcre maure.
Teopema 3.14 Xunomesa 5.12 = Xunomesa 3.135.

Joxas: Heka je f : Gy (C"™) — Gy (C"**) menpekumno npecinkasame. Taza je
f* = ¢, m € Z, na ocnoBy Xunorese 3.12.

L(¢m) = Z Tr (¢, H” (Gi (C"):Z)) = Z m'rank (H* (G, (C"*):Z))

jep je mpecaHKaBambe ¢, Ha 2i-THM KOXOMOJONMIKIM TpyHaMa MHOKeHe ca m', Ta ce

Tpar Tor npecjuKaBamba J00uja Kaja ce m' IOMHOXKE ca oarosapajyhum panrom.

1) m# +1
L(¢m) =1 (mod m) = L(¢n) #0.

2) m=1

L(61) = x (Gr (CH)) = ("Z’f) -0,
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3) m = —1. Osue hemo kopucruru unmenuny na je H* (G, (C"F);Z) = 0,

n+k

H% (G(C™F); Z) = H (G[g] (R[T]) ;Z) 3a ce i € N.

nk

L(¢_1) = Y _(—1)'rank (H* (Gx(C"™); Z))

S Sk (1 (6 () 2))
X g(RM))
( )

Osum cmo gokazamu ga L(¢,,) # 0y ciydajeBuMa Koje pa3MaTpamMo, Ma MpecnKa-

I I
S oM”‘

MIE?‘ 1\3‘

Bame IMa dbukcy Tadky. Tume cmo nokasamn ga Gy (C" ) nma cBojcTBo buKCHE Tauke
3a nk mapuo u n # k, ako Baxku Xwumoresa 3.12. [

Hexkwu crienjannu cayvajesu Xunorese 3.12 cy pokasanu, a ofarie u Xunorese 3.13.
V [4] je nokazano na 3a ¢ € End (Gy (C"2);Z) axku

d(c1) =mey = ¢ = o,

OJIHOCHO, ITOKA3aHO je Jia V CIeNUjaJIHoM caydajy k = 2 XHIoTe3e Bazke.

Kacnuje je y [1] mokazano ucrto to 3a
1) k<3un>0,
2) k>3un>2k?— 2%k — 1.
V [3] je mokazano na 3a ¢ € End (G (C*) ; Z) Baxu
P(cr) =mer ,m#0 = ¢ = by,

mro je 6sm3y jokasza Xumnorese 3.13.

3.3 KBarepHuoncke I'pacMmaHoBe MHOTOCTPYKOCTH

Teopema 3.15 Hexa je n, k € N. Axo Gy, (H”*k) uMa ceo0jcmeo durcre mavke onda
jen#k .
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Jloxas: OBaj cMmep ce MOxKe JoKa3aTw KOHTpamnosunujoM. IlpermocraBumo na je n =
k. Jlokazahemo ja Tajia KBaTepHUOHCKA | pacMaHOBA MHOTOCTPYKOCT HEMa, CBOjCTBO

buxcne tauke. Ipecmukasame g : G, (H?") — G,, (H*") necdunucano ca
v — vt

HeMa ¢ukcny Tadky. [J

Xunoresa 3.16 End (H*(Gy(H"*);Z)) = {¢n | m € Z}, 20e cy ¢, endomoppusmu

depunucant, Ha 2eHePaMOPUMA CG
Om(ci) = m'c;,
i€{l,....n}, ¢ € HY (Gx(H"*"); Z).

OBa mpecankaBama cy 100po geduHICaHA W TO Ce M0Ka3yje Ha MCTU HAYUH Kao y
KOMILTEKCHOM caay4dajy. Cleny XumoTe3a Koja ce OJHOCH Ha CBOJCTBO (DUKCHE TadKe Ha

KBAaTEpHUOHCKHM MHOI'OCTPYKOCTHUMA.

Xumnore3a 3.17 Hexa je n,k € N un # k. Tada Gy (H”*k) uMa c80jcmeo purcHe

mavre.

OHa je 1 J0Ka3aHa y HEKUM CIEIHjaJHUM CJIydajeBUMa, ITO je HaBeJIeHO Ha Kpajy

panga. Hapemna TeopeMa ommucyje Be3y oBe JIBe XHUIIOTE3eE.
Teopema 3.18 Xunomesa 3.16 = Xunomesa 3.17.

Jokasz: Heka je f : GRp(H"™*) — GR(H""*) nmempexmano mpeciukasame. Tazia je

f* = ¢m, 3a HEKO m € 7, Ha ocHoBY Xunorese 3.16. Jledmenos 6poj TUX Mpec/nKaBamba

je
nk nk
L(¢m) = Z Tr (¢, HY (G, (H");2)) = Z m'rank (H" (G, (H"*); Z))
Axo
1) m# +1
L(¢m) =1 (mod m) = L(¢n) #0.
2) m=1

L(61) = x (Gy (H™H)) = (" . ’“) -0
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0, nk € 2N — 1
Lip_1) = ntk
(¢-1) ([[;} N nkeon.
2
Opnane Buanmo 1a je Jledimenos 6poj 0 kaga je m = —1 u nk HemapHoO.

Ono mro hemo mokasaru je ja HUjeJIHO HENPEKUIHO IpeciaukaBame Gy (]H[”*k) —
G (H”*k) He HHAYKYyje ¢_1. Kaga To mokazkeMo, mokazahemo Ja ¢Ba HEIMPEKHIHA Ipec-
JIKaBama uMajy puxcny Tadky. lIpernocraBumo jia HEKO HENPEKHHO MPEC/TUKABAHHE
g : Gy (H"™) — Gy (H™™*) unnyxyje ¢_1, onnocro g* = ¢_1. Baxn

g*(c1) = —e,
9" (c2) = ca.

g* xomyTupa ca CTHHPOJTOBUM CTEIeHOM
Pl HYGLH); Zs) — H(GR(H"); Zs),

Pl(cy) = act + bey,
a,b € Zs. Y Tom ciydajy Baxku
g  (PH(cr)) = =P(er)
g (aci + bez) = —act — bey
ag*(c1)? + bg*(ca) = —aci — bey
ac? 4 bey = —act — bey
2ac] + 2bcy = 0

Onasae umamo a = b = 0. Jak/e, uMasn 6ucMo Ja je P! TpuBmjaIHo IpecinKapame.

ITokazahemo ma To HEje cayqaj. [locmarpajMo KOMIO3UIK]Y yTalamba

HP" = Gl (Hn-H) (SN G2<Hn+2) c N N Gk(Hn-Hc)
Heka je 5 yranmame HP" y Gy, (H”J’k) Nmamo KOMyTaTuBHY JiHArpam

HY(Gp(HF); Zy) —Ls HS(Gp,(H™); Z5)

| B

H*(HP"; Z3) ——— HS(HP™; Zs)

Kaxo je j* m3omopdusam u P! je Taxobhe, na He Moxke OHTH Hy/Ia IpeCIIKABAIbE.
OBmUM MO JT0Ka3a/I J1a 38 CBAKO HeTpeKuIHo npecmkasame f wa Gy (H"F), L(f*) #

0 kaja n # k, ma cBa mpec/iuKaBamba UMajy (DUKCHY TAdKy.
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Tume cmo mokaszaau ga Gy (H”*k) nMa CBOjCcTBO (pukcHe Tauke 3a n # k, ako je
Tadna xunoresa 3.16. L.

Hexn cnenujaman ciaydajesu Xumnorese 3.16. cy goKa3aHu.
V [4] je nokazano na 3a ¢ € End(Gy (H""?); Z) Baxkn

d(c1) =mey = ¢ = b,

YAMe je TTOKa3aHOo Ja je XUIOoTe3a Y OBOM CIeIHjaJTHOM CAydajy TadHa.

Kacnuje je y [1] nokazano ucro 1o 3a
1) k<3un>0,

2) k>3un>2k>—2k—1.
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