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Uvod

Pita�e postoja�a fiksne taqke pri svakom neprekidnom preslikava�u nekog

prostora je veoma znaqajno i geometrijski interesantno pita�e. Neki prostori

imaju osobinu da �e i posle proizvo	ne rotacije, xire�a ili skup	a�a taqaka

unutar prostora, uvek postojati bar jedna koja je nepomerena. Najva�niji rezultat

na ovu temu dao je Brauer, koji je pokazao da disk bilo koje dimenzije ima svo-

jstvo fiksne taqke. Za Grasmanove mnogostrukosti, ovo pita�e je posebno bilo

aktuelno sedamdesetih i osamdesetih godina dvadesetog veka. U ovom radu su

izlo�eni neki glavni rezultati dobijeni na ovu temu do sada.

U prvom poglav	u su uvedeni osnovni pojmovi koji su potrebni. Uveden je

pojam Lefxecovog broja i bez dokaza je navedena Lefxecova teorema o fiksnoj

taqki. Ona �e nam biti glavno sredstvo za ispitiva�e svojstva fiksne taqke za

neki prostor. Nakon toga je navedena definicija Grasmanovih mnogostrukosti,

kao i opis �ihove kohomologije.

U drugom poglav	u je izlo�en odgovor na pita�e za specijalan sluqaj Gras-

manovih mnogostrukosti, a to su projektivni prostori. Ovo pita�e je potpuno

rexeno i ovde su izlo�eni rezultati za realne, kompleksne i kvaternionske pro-

jektivne prostore. Za realne i kompleksne projektivne prostore, RPn i CPn je

pokazano da imaju svojstvo fiksne taqke ako i samo ako je n parno. Ovo je dokazano

Lefxecovom teoremom. Za kvaternionski projektivni prostor HPn je pokazano

da ima svojstvo fiksne taqke ako i samo ako je n 6= 1. Ovde su pored Lefxecove

teoreme korix�eni i Stinrodovi stepeni.

U tre�em poglav	u je predstav	eno xta je do sada ura�eno za Grasmanove

mnogostrukosti, kao i neke hipoteze za ono xto jox uvek nije dokazano. Za

realne Grasmanove mnogostrukosti Gk

(
Rn+k

)
je pokazano da ako ima svojstvo

fiksne taqke, onda je n 6= k i nk je parno. Suprotni smer nije dokazan, ali

se pretpostav	a da je taqan. Dokazan je specijalan sluqaj k = 2, n ≡ 0, 1

(mod 4) i taj dokaz je ovde naveden. Za kompleksne Grasmanove mnogostrukosti

Gk

(
Cn+k

)
je pokazano isto to, da ako imaju svojstvo fiksne taqke onda je n 6= k

i nk je parno. Zatim su navedene dve hipoteze. Prva je pretpostavka o tome

kako izgledaju endomorfizmi kohomoloxkog prstena H∗
(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
)
, tj. skup

End
(
H∗
(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
))
, a druga je da va�i obrat gore navedenog tvr�e�a: ako

je n 6= k i nk parno, onda Gk

(
Rn+k

)
i Gk

(
Cn+k

)
imaju svojstvo fiksne taqke.

Pokazano je da ako va�i prva hipoteza va�i i druga, a zatim su bez dokaza

navedeni specijalni sluqajevi kada je prva hipoteza dokazana. Za kvaternionske

Grasmanove mnogostrukosti Gk

(
Hn+k

)
je pokazano da ako imaju svojstvo fiksne
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taqke, onda je n 6= k. Zatim su navedene hipoteze analogne kompleksnom sluqaju

i pokazano da iz prve sledi druga i navedeni su sluqajevi kada je dokazana prva

hipoteza.
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1 Lefxecova teorema i Grasmanove mnogostrukosti

1.1 Lefxecova teorema o fiksnoj taqki

Lefxecova teorema je jedno od najva�nijih sredstava za utvr�iva�e da li

neki prostor ima fiksnu taqku. U ovom poglav	u �emo prvo uvesti definiciju

traga preslikava�a koja je potrebna za formulisa�e ove teoreme, a na kraju �emo

je i formulisati bez dokaza.

Definicija 1.1 Neka je G slobodna, konaqno generisana Abelova grupa i neka

je φ ∈ End(G). Tada G ima konaqnu bazu i preslikava�e φ mo�emo predstaviti

u toj bazi pomo�u matrice A. Trag preslikava�a φ se definixe kao

Tr (φ,G) = Tr(φ) := Tr(A).

Ova definicija ne zavisi od izbora baze prostora G, jer su matrice preslika-

va�a u raznim bazama sliqne, pa imaju isti trag. Naredni jednostavni primer

�emo qesto koristiti kasnije u radu.

Primer 1.2 Neka je X putno povezan topoloxki prostor, na kome je defin-

isano neprekidno preslikava�e f : X → X. Tada f u nultoj homologiji, odnosno

kohomologiji, indukuje identiqko preslikava�e, pa zato va�i

Tr (f∗, H0(X)) = 1, Tr
(
f ∗, H0(X;Z)

)
= 1,

jer je H0(X) ∼= H0(X;Z) ∼= Z.

Definicija traga preslikava�a se mo�e proxiriti i na grupe koje nisu slo-

bodne tako xto se torzioni deo zanemari, ali nije mogu�e zanemariti uslov da

grupa mora biti konaqno generisana.

Definicija 1.3 Neka je G konaqno generisana Abelova grupa i neka je φ ∈
End(G). Posmatrajmo torzionu podgrupu grupe G

T := {g ∈ G | (∃n ∈ N) ng = 0}.

Dobro je definisano preslikava�e

φ : G/T → G/T

φ ([g]) = [φ(g)].
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G/T je slobodna, konaqno generisana Abelova grupa, pa mo�emo da definixemo

trag preslikava�a φ kao

Tr(φ,G) = Tr(φ) := Tr(φ)

Jox jedna potrebna definicija pre teoremene je definicija Lefxecovog broja.

Definicija 1.4 Neka je X topoloxki prostor takav da je za svako i ∈ N0

Hi(X) konaqno generisana grupa i Hi(X) = 0, poqevxi od nekog prirodnog broja

j ∈ N. Tada za neprekidno preslikava�e f : X → X definixemo Lefxecov broj

L na slede�i naqin

L(f) =
∞∑
i=0

(−1)iTr (f∗, Hi(X)) .

Slede�i primeri �e se tako�e koristiti u radu.

Primer 1.5 Neka je X topoloxki prostor, a 1X identiqko preslikava�e na X.

Tada je (1X)∗ = 1Hi(X) pa je Lefxecov broj

L(1X) =
∞∑
i=0

(−1)iTr
(
1Hi(X)

)
=
∞∑
i=0

(−1)irank (Hi(X)) = χ(X),

gde je χ(X) Ojlerova karakteristika X.

Primer 1.6 Neka je X kontraktibilan topoloxki prostor i f : X → X bilo

koje neprekidno preslikava�e. Tada je

L(f) = Tr(f∗, H0(X)) = 1,

jer su sve homoloxke grupe sem H0(X) trivijalne.

Primer 1.7 Neka je f : Sn → Sn neprekidno preslikava�e. Tada je

L(f) = 1 + (−1)nTr(f∗, Hn(Sn)) = 1 + (−1)ndeg(f).

Teorema 1.8 (Lefxec) Neka je X kompaktan topoloxki prostor koji ima

strukturu mnogostrukosti ili strukturu CW -kompleksa i neka je f : X → X

neprekidno preslikava�e. Tada va�i

L(f) 6= 0⇒ (∃x ∈ X) f(x) = x.

Odnosno, ako je Lefxecov broj od f razliqit od nule, onda f ima fiksnu taqku.

Analogne definicije i teorema postoje i za homologiju i kohomologiju sa ko-

eficijentima u nekom glavnom domenu koji ne mora da bude Z.
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Definicija 1.9 Neka je R glavni domen, X topoloxki prostor takav da su

Hi(X;R) konaqno generisani R-moduli za sve i ∈ N0 i Hj(X;R) = 0 poqevxi

od nekog prirodnog broja j ∈ N0. Tada za neprekidno preslikava�e f : X → X

definixemo Lefxecov broj LR na slede�i naqin

LR(f) =
∞∑
i=0

(−1)iTr (f∗, Hi(X;R)) .

Mo�e se pokazati da je

LR(f) =
∞∑
i=0

(−1)iTr
(
f ∗, H i(X;R)

)
.

Teorema 1.10 (Lefxec) Neka je X kompaktan topoloxki prostor koji ima

strukturu mnogostrukosti ili strukturu CW -kompleksa i neka je f : X → X

neprekidno preslikava�e, a R glavni domen. Tada va�i

LR(f) 6= 0⇒ (∃x ∈ X) f(x) = x.

1.2 Grasmanove mnogostrukosti

U ovom poglav	u su definisane Grasmanove mnogostrukosti i �ihove osnovne

topoloxke osobine koje su potrebne u ovom radu.

Definicija 1.11 Neka je F ∈ {R,C,H}, gde je R skup realnih, C skup komplek-

snih, a H skup kvaternionskih brojeva. Xtifelova mnogostrukost Vk(Fn+k) je

skup svih ortnormiranih k-torki vektora u Fn+k, gde su n, k ∈ N.

Primer 1.12 V1 (Rn+1) = Sn.

Zaista, ako u prostoru Rn+1 posmatramo ortonormirane, odnosno jediniqne vek-

tore, dobijamo skup koji qini sferu Sn.

Definicija 1.13 Neka je F ∈ {R,C,H}. Grasmanova mnogostrukost Gk

(
Fn+k

)
je koliqniqki prostor koji se dobija tako xto se u Vk

(
Fn+k

)
poistove�uju sve

k-torke vektora koji razapi�u istu k-ravan, gde su k, n ∈ N.

Poznat primer Grasmanovih mnogostrukosti su projektivni prostori, koji �e

biti posebno analizirani u drugom poglav	u.

H∗
(
Gk

(
Rn+k

)
;Z2

)
= Z2[w1, . . . , wk]/Ik,n

5



gde su wi ∈ H i
(
Gk

(
Rn+k

)
;Z2

)
, i ∈ {1, . . . , k}, Xtifel-Vitnijeve klase kanonskog

rasloje�a nadGk

(
Rn+k

)
, a Ik,n = (wn+1, . . . , wn+k) ideal generisan sa wn+1, . . . , wn+k,

gde su wi polinomi koji se mogu dobiti iz jednakosti

ww = (1 + w1 + · · ·+ wk) (1 + w1 + w2 + · · · ) = 1.

Klasa w = 1 +w1 + · · ·+wk se naziva totalna Xtifel-Vitnijeva klasa. Mo�e

se izraqunati da za 1 ≤ i ≤ k va�i

wn+i =
∑

a1+2a2+···+kak=n+i

(a1 + · · ·+ ak)!

a1! · · · ak!
wa11 · · ·w

ak
k ,

gde su a1, . . . , ak ∈ N0.

Za kompleksne Grasmanove mnogostrukosti va�i

H∗
(
Gk(Cn+k);Z

)
= Z[c1, . . . , ck]/Ik,n,

gde su ci ∈ H2i
(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
)
, i ∈ {1, . . . , k}, Qernove klase kanonskog rasloje�a

nad Gk

(
Cn+k

)
, a Ik,n = (cn+1, . . . , cn+k) ideal generisan sa cn+1, . . . , cn+k, gde su ci

polinomi koji se mogu dobiti iz jednakosti

cc = (1 + c1 + · · ·+ ck) (1 + c1 + c2 + · · · ) = 1

Klasa c = 1+c1 +· · ·+ck se naziva totalna Qernova klasa. Mo�e se izraqunati

da za 1 ≤ i ≤ k va�i

cn+i =
∑

a1+2a2+···+kak=n+i

(−1)a1+···+ak (a1 + · · ·+ ak)!

a1! · · · ak!
ca11 · · · c

ak
k ,

gde su a1, . . . , ak ∈ N0.

Sliqan opis va�i za kvaternionski sluqaj, odnosno

H∗
(
Gk

(
Hn+k

)
;Z
)

= Z[c1, . . . , ck]/Ik,n,

ci ∈ H4i
(
Gk(Hn+k);Z

)
, i ∈ {1, . . . , k}, a ideal Ik,n = (cn+1, . . . , cn+k) je generisan sa

cn+1, . . . , cn+k, gde su ci polinomi koji se mogu dobiti iz jednakosti

cc = (1 + c1 + · · ·+ ck)(1 + c1 + c2 + · · · ) = 1.

Tako�e va�i za 1 ≤ i ≤ k,

cn+i =
∑

a1+2a2+···+kak=n+i

(−1)a1+···+ak (a1 + · · ·+ ak)!

a1! · · · ak!
ca11 · · · c

ak
k ,

gde su a1, . . . , ak ∈ N0.
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2 Svojstvo fiksne taqke za projektivne prostore

2.1 Realni projektivni prostor

Definicija 2.1 Realni projektivni prostor se definixe za sve prirodne bro-

jeve na slede�i naqin

RPn :=
(
Rn+1 \ {0}

)
/x∼λx,λ∈R\{0}.

Lako se vidi da va�i

G1

(
Rn+1

)
= RPn.

Jediniqni vektori u Rn+1 qine sferu Sn = V1(Rn+1). Va�i da je

RPn =
(
Rn+1 \ {0}

)
/x∼λx,λ∈R\{0} ≈ Sn/x∼λx,λ∈R\{0},

jer je sfera kompaktan skup koji seqe sve klase ekvivalencije i RPn je Hauzdorfov

prostor.

Slede�a teorema potpuno opisuje svojstvo fiksne taqke na ovom prostoru.

Teorema 2.2 RPn ima svojstvo fiksne taqke ako i samo ako je n paran broj.

Dokaz: (⇐) Neka je n = 2k, k ∈ N. Tada su nenula homoloxke grupe prostora RP2k

Hi

(
RP2k

) ∼= { Z, i = 0

Z2, i ∈ {1, 3, 5, ..., 2k − 1}.

Odavde oqigledno va�i da je Lefxecov broj bilo kog neprekidnog preslika-

va�a f : RP2k → RP2k jednak

L(f) =
∞∑
i=0

(−1)iTr
(
f∗, Hi

(
RP2k

))
= Tr

(
f∗, H0

(
RP2k

))
= 1 6= 0,

jer su sve ostale homoloxke grupe torzione. Odavde, na osnovu Lefxecove teoreme

imamo da f ima fiksnu taqku, odnosno da RP2k ima svojstvo fiksne taqke.

(⇒) Dokaza�emo da za n = 2k − 1, k ∈ N, prostor RP2k−1 nema svojstvo fiksne

taqke. Za to je dovo	no da prona�emo jedno neprekidno preslikava�e koje nema

fiksnu taqku.

Posmatrajmo preslikava�e f : S2k−1 → S2k−1 dato sa

f(x) = f(x1, x2, . . . , x2k−1, x2k) := (−x2, x1, . . . ,−x2k, x2k−1).
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Ovo preslikava�e je dobro definisano i neprekidno. Tako�e je i neparno jer

f(−x) = f(−x1,−x2, . . . ,−x2k−1,−x2k) = (x2,−x1, . . . , x2k,−x2k−1) = −f(x).

Zato ono mo�e da se faktorixe kroz RP2k−1. Neka je

π : S2k−1 → RP2k−1

prirodna projekcija. Definiximo preslikava�e:

f : RP2k−1 → RP2k−1,

tako da komutira dijagram

Sn Sn

RPn RPn

f

π π

f

odnosno, π ◦ f = f ◦ π. Ovo preslikava�e je neprekidno jer je π koliqniqko. Za f

tako�e va�i

〈x, f(x)〉 = 〈(x1, x2, . . . , x2k−1, x2k), (−x2, x1, . . . ,−x2k, x2k−1)〉
= −x1x2 + x2x1 + . . .− x2k−1x2k + x2kx2k−1

= 0,

odnosno vektori se slikaju u sebi ortogonalne. Odavde vidimo da f nema fiksnu

taqku, a tako�e ni f . �

2.2 Kompleksni projektivni prostor

Definicija 2.3 Kompleksni projektivni prostor se definixe za sve prirodne

brojeve na slede�i naqin

CPn :=
(
Cn+1 \ {0}

)
/x∼λx,λ∈C\{0}.

Lako se vidi da va�i

G1

(
Cn+1

)
= CPn.

Jediniqni vektori u Cn+1 = R2n+2 qine sferu S2n+1 = V1(R2n+2) = V1(Cn+1). Va�i

da je

CPn =
(
Cn+1 \ {0}

)
/x∼λx,λ∈C\{0} ≈ S2n+1/x∼λx,λ∈C\{0},

jer je sfera kompaktan skup koji seqe sve klase ekvivalencije i CPn je Hauzdor-

fov prostor.

Za kompleksne projektivne prostore va�i ista teorema kao za realne.
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Teorema 2.4 CPn ima svojstvo fiksne taqke ako i samo ako je n ∈ N paran broj.

Dokaz: (⇐) Neka je n = 2k, k ∈ N. Tada je kohomoloxki prsten prostora CP2k

H∗
(
CP2k;Z

)
= Z[c]/(c2k+1), c ∈ H2

(
CP2k;Z

)
.

Kohomoloxke grupe su:

H0
(
CP2k;Z

)
= Z〈1〉,

H2i
(
CP2k;Z

)
= Z〈ci〉, i ∈ {1, . . . , 2k},

a ostale su trivijalne.

Neka je f : CP2k → CP2k neko neprekidno preslikava�e. Tada je indukovano

preslikava�e u kohomologiji f ∗ celo odre�eno na generatoru druge kohomologije

jer je ono endomorfizam prstena. Znaqi, va�i:

f ∗(c) = mc,

za neko m ∈ Z, pa je

f ∗
(
ci
)

= (f ∗(c))i = mici, i ∈ {1, 2, . . . , 2k}.

Sada mo�emo da izraqunamo Lefxecov broj preslikava�a f .

L(f) =
∞∑
i=0

(−1)iTr
(
f ∗, H i

(
CP2k

))
=

2k∑
i=0

Tr
(
f ∗, H2i

(
CP2k

))
= 1 +m+m2 + . . .+m2k =

{
2k + 1, m = 1
m2k+1−1
m−1

, m ∈ Z \ {1}.

Odavde, L(f) 6= 0, pa na osnovu Lefxecove teoreme imamo da f ima fiksnu taqku,

odnosno da CP2k ima svojstvo fiksne taqke.

(⇒) Dokaza�emo da za n = 2k − 1, k ∈ N, prostor CP2k−1 nema svojstvo fiksne

taqke. Posmatrajmo preslikava�e: f : C2k \ {0} → C2k \ {0} definisano sa

f(z) = f(z1, z2, . . . , z2k−1, z2k) := (−z2, z1, . . . ,−z2k, z2k−1) .

Ovo preslikava�e je dobro definisano i neprekidno. Neka je

π : C2k \ {0} → CP2k−1

prirodna projekcija. Definiximo preslikava�e

f : CP2k−1 → CP2k−1,
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tako da komutira dijagram

C2k \ {0} C2k \ {0}

CPn CPn

f

π π

f

odnosno, π ◦ f = f ◦ π. Lako se vidi da se preslikava�e f mo�e ovako definisati

jer za λ ∈ C
f(λz) =

(
−λz2, λz1, . . . ,−λz2k, λz2k−1

)
= λf(z).

Tako�e je i neprekidno jer je π koliqniqko.

Za f va�i:

〈z, f(z)〉 = 〈(z1, z2, . . . , z2k−1, z2k), (−z2, z1, . . . ,−z2k, z2k−1)〉
= 〈(z1, z2, . . . , z2k−1, z2k), (−z2, z1, . . . ,−z2k, z2k−1)〉
= −z1z2 + z2z1 + . . .− z2k−1z2k + z2kz2k−1

= 0,

odnosno vektori se slikaju u sebi ortogonalne. Odavde vidimo da f nema fiksnu

taqku, a tako�e ni f , jer ortogonalni vektori ne pripadaju istoj klasi, u istoj

klasi su linearno zavisni vektori. �

2.3 Kvaternionski projektivni prostor

Definicija 2.5 Kvaternionski projektivni prostor se definixe za sve prirodne

brojeve na slede�i naqin

HPn :=
(
Hn+1 \ {0}

)
/x∼λx,λ∈H\{0}.

Lako se vidi da va�i

G1

(
Hn+1

)
= HPn.

Jediniqni vektori u Hn+1 = R4n+4 qine sferu S4n+3 = V1 (R4n+4) = V1 (Hn+1) .

Va�i da je

HPn =
(
Hn+1 \ {0}

)
/x∼λx,λ∈H\{0} ≈ S4n+3/x∼λx,λ∈H\{0},

jer je sfera kompaktan skup koji seqe sve klase ekvivalencije i HPn je Hauzdor-

fov prostor.

Teorema 2.6 HPn ima svojstvo fiksne taqke ako i samo ako je n 6= 1.
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Dokaz: Kohomoloxki prsten prostora HPn ima oblik:

H∗ (HPn;Z) = Z[c]/(cn+1), c ∈ H4 (HPn;Z) .

Kohomoloxke grupe su:

H0 (HPn;Z) = Z〈1〉,

H4i (HPn;Z) = Z〈ci〉, i ∈ {1, . . . , n},

a ostale su trivijalne.

Neka je f : HPn → HPn neko neprekidno preslikava�e. Tada je indukovano

preslikava�e u kohomologiji f ∗ celo odre�eno na generatoru qetvrte kohomologije

jer je ono endomorfizam prstena. Znaqi, va�i:

f ∗(c) = mc, m ∈ Z,

f ∗
(
ci
)

= (f ∗(c))i = mici, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Sada mo�emo da izraqunamo Lefxecov broj preslikava�a f .

L(f) =
∞∑
i=0

(−1)iTr
(
f ∗, H i (HPn)

)
=

n∑
i=0

Tr
(
f ∗, H4i (HPn)

)
= 1 +m+m2 + . . .+mn =

{
n+ 1, m = 1
mn+1−1
m−1

, m ∈ Z \ {1}.

Kada je n = 2k, k ∈ N, sliqno kao i u kompleksnom sluqaju, L(f) 6= 0, pa zato

za sve prirodne brojeve k, HP 2k ima svojstvo fiksne taqke.

Za n = 1 va�i HP1 ≈ S4. Preslikava�e f : S4 → S4 dato sa

f(x) = −x

oqigledno nema fiksnu taqku, pa HP1 nema svojstvo fiksne taqke.

Ostali su jox sluqajevi n = 2k + 1, k ∈ N, za koje �emo dokazati da HP2k+1

ima svojstvo fiksne taqke, qime �e biti dokazana teorema.

Za neprekidno preslikava�e f : HP2k+1 → HP2k+1 va�i da je L(f) = 0 jedino u

sluqaju m = −1, na osnovu gor�e jednakosti. Odavde ne mo�emo da zak	uqimo da

HP2k+1 ima svojstvo fiksne taqke, jer je mo�da za neka preslikava�a L(f) = 0.

Pokaza�emo da takvih preslikava�a zapravo nema, odnosno da neprekidno pres-

likava�e HP2k+1 nikada ne indukuje endomorfizam qiji je Lefxecov broj nula,

tj. za koje je

f ∗(c) = −c, c ∈ H4
(
HP2k+1;Z

)
.
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Pretpostavimo da postoji ovakvo preslikava�e. Za preslikava�e f ∗ tada va�i

da komutira sa kohomoloxkim operacijama, na osnovu definicije kohomoloxkih

operacija.

U ovom dokazu �emo koristiti Stinrodove stepene. Neka je p 6= 2 prost broj i

X proizvo	an topoloxki prostor. Stinrodovi stepeni su homomorfizmi

P i : H l(X;Zp)→ H l+2i(p−1)(X;Zp), i, l ∈ N0.

Za ovo preslikava�e va�i

1◦ (∀x) P0(x) = x,

2◦ (∀x ∈ H2i(X;Zp)) P i(x) = xp,

3◦ P i(xy) =
i∑

j=0

Pj(x)P i−j(y).

Za p = 3 imamo Stinrodovo preslikava�e

P1 : H4
(
HP2k+1;Z3

)
→ H8

(
HP2k+1;Z3

)
.

Kako je H8
(
HP2k+1;Z3

)
= Z3〈c2〉, za neko l ∈ Z3 va�i

P1(c) = lc2.

Preslikava�e P1 komutira sa f ∗, pa imamo

P1 (f ∗(c)) = f ∗
(
P1(c)

)
P1(−c) = f ∗(lc2)

l(−c)2 = −lc2

lc2 = −lc2

2l = 0

Mo�emo da zak	uqimo da je l = 0 na osnovu raquna u Z3. Ovim dobijamo

da je Stinrodov stepen P1 trivijalan. Pokaza�emo da to zapravo nije sluqaj.

Posmatrajmo preslikava�a

C2n+2 \ {0} Hn+1 \ {0}

CP2n+1 HPn

∼=

πC πH

p
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Projekcija πC poistove�uje sve kolinearni kompleksni vektori u C2n+2 \ {0},
a πH poistove�uje kolinearne kvaternionske vektore. Potrebno je proveriti da je

preslikava�e p dobro definisano. Neka su x, y ∈ C2n+2 \ {0} takvi da

πC(x) = πC(y),

odnosno postoji λ ∈ C takvo da x = λy. Odavde odmah imamo da je

πH(x) = πH(y),

jer je x = λy, λ ∈ C ⊂ H.
�elimo da vidimo xta je inverzna slika taqke x ∈ HPn. Kako je x kvater-

nionska prava u Hn+1 \ {0}, �u mo�emo da posmatramo i kao kompleksnu ravan.

U x se slikaju sve kompleksne prave u toj kompleksnoj ravni, a to je bax prostor

CP1 ≈ S2. Zato je p rasloje�e sa slojem S2

CP1 ≈ S2 CP2n+1

HPn

p

pa imamo Gisinov dugi taqni niz

· · · H1(HPn;Z3) H4(HPn;Z3) H4(CP2n+1;Z3) H2(HPn;Z3) · · · .p∗

Poxto je H1(HPn;Z3) = H2(HPn;Z3) = 0, vidimo da je p∗ izomorfizam.

Neka je z ∈ H2(CP2n+1;Z3) generator. Izaberimo c ∈ H4(HPn;Z3), za koji va�i

p∗(c) = z2. Tada imamo

p∗
(
P1(c)

)
= P1 (p∗(c)) = P1

(
z2
)

= zP1(z) + P1(z)z = 2z4 6= 0.

To je zato xto je H8 (CP2n+1;Z3) 6= 0, jer je u naxem sluqaju n bar 3. U raqunu

smo koristili qi�enicu da je P1(z) = z3, jer je |z| = 2, pa to va�i na osnovu

definicije Stinrodovih stepena.

Ovim smo dobili kontradikciju, tako da smo dokazali da sva preslikava�a

kvaternionskih projektivnih prostora neparnih dimenzija poqevxi od 3 imaju

nenula Lefxecov broj, pa samim tim imaju fisknu taqku. �
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3 Svojstvo fiksne taqke za Grasmanijane

3.1 Realne Grasmanove mnogostrukosti

U ovom poglav	u se bavimo glavnom temom ovog rada.

Teorema 3.1 Ako Gk

(
Rn+k

)
ima svojstvo fiksne taqke onda je n 6= k i nk je

parno.

Dokaz: Dokaz izvodimo kontrapozicijom. Pretpostavimo da je n = k ili nk

neparno. Dokaza�emo da tada realna Grasmanova mnogostrukost Gk

(
Rn+k

)
nema

svojstvo fiksne taqke.

Neka je prvo n = k. Preslikava�e g : Gn (R2n)→ Gn (R2n) dato sa

g(v) = v⊥

nema fiksnu taqku.

Neka je sada nk neparno, odnosno oba broja n i k su neparna. U ovom sluqaju

je n+ k parno, pa mo�emo da definixemo preslikava�e g : Rn+k → Rn+k, dato sa

g : (x1, x2, x3, x4, ...)→ (−x2, x1,−x4, x3, ...).

Preslikava�e g je linearno, pa se mo�e predstaviti matricom

A =


0 −1 · · · 0 0

1 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 −1

0 0 · · · 1 0

 .

Za ovu matricu va�i

det (A− λE) =
(
λ2 + 1

)n+k
2 ,

pa ona nema realne sopstvene vrednosti. Posmatrajmo sada preslikava�a

Vk
(
Rn+k

)
Vk
(
Rn+k

)
Gk

(
Rn+k

)
Gk

(
Rn+k

)
g×...×g

π π

g

Preslikava�e g × ...× g je dobro definisano (kodomen mu je zaista Vk
(
Rn+k

)
)

jer ako su vektori ortonormirani u Rn+k, odnosno ako su x, y ∈ Rn+k takvi da
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〈x, y〉 = 0, tada je

〈g(x), g(y)〉 = 〈(−x2, x1,−x4, x3, ...), (−y2, y1,−y4, y3, ...)〉
= x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4 + ...

= 〈x, y〉
= 0.

Da bi preslikava�e g × ... × g moglo da se faktorixe potrebno je da se dve

ortonormirane baze iste k-dimenzione ravni u Rn+k slikaju u ortonormirane baze

iste ravni. To va�i jer preslikava�e quva ortogonalnost, pa obe baze imaju isti

ortogonalni komplement i u domenu i u kodomenu. Dakle, g je dobro definisano.

Pretpostavimo da g ima fiksnu taqku, odnosno da g ([X]) = [X]. Taqka [X]

je projekcija neke k-dimenzione ravni X koja se sa g slika sama u sebe. Kako je

dimenzija k neparna, imamo da g |X ima sopstveni vektor, a samim tim i g ima

sopstveni vektor, xto je kontradikcija. �

Hipoteza 3.2 Neka su n, k ∈ N takvi da n 6= k i nk je parno. Tada Gk

(
Rn+k

)
ima svojstvo fiksne taqke.

Naredna definicija i dve teoreme �e biti potrebni za dokaz teoreme 3.6.

Definicija 3.3 Visina prve Xtifel-Vitnijeve klase w1 ∈ H1
(
Gk

(
Rn+k

)
;Z2)

)
se definixe kao

heigth(w1) = sup{m ∈ N | wm1 6= 0 ∈ H∗
(
Gk

(
Rn+k

)
;Z2

)
}.

Teorema 3.4 Neka su s, n ∈ N takvi da va�i 2s < n + 2 ≤ 2s+1. Tada je visina

prve Xtifel-Vitnijeve klase w1 ∈ H1 (G2 (Rn+2) ;Z2)

heigth(w1) = 2s+1 − 2.

Teorema 3.5 (Princip razlaga�a (Splitting Principle)) Neka je ξ : E → X

vektorsko rasloje�e reda n ∈ N nad parakompaktnim prostorom X. Tada postoji

prostor Y i preslikava�e g : Y → X za koje va�i

1) Indukovano preslikava�e g∗ : H∗(X)→ H∗(Y ) je injektivno

2) Pulbek rasloje�e g∗ξ : g∗E → Y razbija se u sumu linijskih rasloje�a

g∗(E) = η1 ⊕ . . .⊕ ηn.
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Sada �emo dokazati teoremu koja �e koristiti da se hipoteza 3.2. doka�e za

specijalne sluqajeve k = 2, n = 4l ili n = 4l + 1, koji �e biti dokazani odmah

nakon ove teoreme.

Teorema 3.6 Neka je φ ∈ End (H∗ (G2 (Rn+2) ;Z2)) = End (Z2[w1, w2]/I2,n), n = 4k

ili n = 4k + 1, preslikava�e koje komutira sa Stinrodovim kvadratima. Tada

je φ oblika

φ(w1) = αw1

φ(w2) = αw2, α ∈ Z2

Dokaz: Za φ va�i

φ(w1) = αw1

φ(w2) = β1w
2
1 + β2w2,

α, β1, β2 ∈ Z2.Ovo va�i jer jeH
1 (G2 (Rn+2) ;Z2) generisan sa w1, aH

2(G2(Rn+2);Z2)

je generisan sa w2
1 i w2.

Sada �emo koristiti princip razlaga�a. Neka je ξ kanonsko rasloje�e nad

G2(Rn+2). Tada postoji prostor Y i preslikava�e g takvi da

g : Y → G2

(
Rn+2

)
i va�i g∗(ξ) = η = η1 ⊕ η2, gde su η1 i η2 linijska rasloje�a. Va�i da je pres-

likava�e

g∗ : H∗(G2(Rn+2);Z2)→ H∗(Y ;Z2)

injektivno. Tako�e

w(ξ) = 1 + w1 + w2,

w(η1) = 1 + x1,

w(η2) = 1 + x2,

w(η) = 1 + x1 + x2 + x1x2.

Kako je

w(η) = g∗(w(ξ)),

va�i

g∗(w1) = x1 + x2,

g∗(w2) = x1x2.

Sada imamo
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g∗
(
Sq1(w2)

)
= Sq1 (g∗(w2))

= Sq1(x1x2)

= Sq1(x1)x2 + x1Sq1(x2)

= x2
1x2 + x1x

2
2 = x1x2(x1 + x2)

= g∗(w1w2).

Kako je g∗ injektivno, dobijamo Sq1(w2) = w1w2 i va�i Sq1(w1) = w2
1. Poxto φ

komutira sa Stinrodovim kvadratima, imamo

H2 (G2(Rn+2);Z2) H2(G2(Rn+2);Z2)

H3(G2(Rn+2);Z2) H3(G2(Rn+2);Z2)

φ

Sq1 Sq1

φ

w2 β1w
2
1 + β2w2

w1w2 φ(w1w2) = Sq1(β1w
2
1 + β2w2)

φ

Sq1 Sq1

φ

Odakle imamo

φ(w1w2) = φ(w1)φ(w2)

= αw1(β1w
2
1 + β2w2)

Sq1(β1w
2
1 + β2w2) = β1Sq1(w1w1) + β2Sq1(w2)

= β1(Sq1(w1)w1 + w1Sq1(w1)) + β2w1w2

= β2w1w2.

Kada se ove dve jednaqine izjednaqe imamo

αw1(β1w
2
1 + β2w2) = β2w1w2

αβ1w
3
1 + αβ2w1w2 = β2w1w2.

Sada �emo razmotriti ovu jednakost u zavisnosti od parametra α.

Ako je α = 1, odmah imamo da je β1 = 0, odnosno φ(w1) = w1, φ(w2) = β2w2.

Imamo da je

wn+1 =
∑

a+2b=n+1

(
a+ b

a

)
wa1w

b
2 = 0,
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jer je wn+1 ∈ I2,n. Zato je i

φ

( ∑
a+2b=n+1

(
a+ b

a

)
wa1w

b
2

)
= φ(0)

∑
a+2b=n+1

(
a+ b

a

)
φ (wa1)φ

(
wb2
)

= 0

∑
a+2b=n+1

(
a+ b

a

)
wa1φ (w2)b = 0

wn+1
1 +

∑
a+2b=n+1,b 6=0

(
a+ b

a

)
wa1β2w

b
2 = 0

wn+1
1 + β2

∑
a+2b=n+1,b 6=0

(
a+ b

a

)
wa1w

b
2 = 0

(1 + β2)wn+1
1 + β2

∑
a+2b=n+1

(
a+ b

a

)
wa1w

b
2 = 0

(1 + β2)wn+1
1 = 0

Potrebno je pokazati da wn+1
1 6= 0, odnosno da je heigth(w1) ≥ n+ 1.

Razmotrimo prvo sluqaj n = 4k. Imamo da je za neko s ∈ N, 2s < 4k + 2 ≤ 2s+1.

Tada je

heigth(w1) = 2s+1 − 2.

Sada nam je potrebno da poka�emo da je heigth(w1) ≥ 4k + 1, ali �e nam kasnije

biti potrebno da je heigth(w1) ≥ 4k + 2, pa �emo to odmah pokazati. Imamo da je

4k + 2 ≤ 2s+1,

a nama je potrebno da je

4k + 2 ≤ 2s+1 − 2.

Dovo	no je samo pokazati da je 4k + 2 6= 2s+1. Pretpostavimo suprotno da je

4k + 2 = 2s+1.

Tada

2k + 1 = 2s,

xto je kontradikcija jer je k ≥ 1.

Za n = 4k + 1, imamo isto da je za neko s ∈ N, 2s < 4k + 3 ≤ 2s+1 i va�i

heigth(w1) = 2s+1 − 2.
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Pokaza�emo da wn+1
1 = w4k+2

1 6= 0. Potrebno je da 4k + 2 ≤ 2s+1 − 2, odnosno

4k + 4 ≤ 2s+1. Kako je 4k + 3 ≤ 2s+1, zbog parnosti imamo tra�enu nejednakost.

Dobili smo da za n = 4k i n = 4k + 1, wn+1
1 6= 0 pa zak	uqujemo da je β2 = 1,

xto je trebalo pokazati.

Neka je α = 0. Odmah imamo β2 = 0, odnosno φ(w1) = 0, φ(w2) = β1w
2
1. Tada

φ

( ∑
a+2b=n+1

(
a+ b

a

)
wa1w

b
2

)
= φ(0),

∑
a+2b=n+1

(
a+ b

a

)
φ (wa1)φ

(
wb2
)

= 0.

Svi qlanovi koje sadr�e w1 nestaju, tako da je potrebno da n bude neparno da

bi bilo koji qlan ostao. Tada dobijamo

β1w
n+1
1 = 0.

Malopre smo pokazali da wn+1
1 6= 0, pa β1 = 0.

Neka je sada n parno. Kako je tako�e wn+2 ∈ I2,n, imamo

φ

( ∑
a+2b=n+2

(
a+ b

a

)
wa1w

b
2

)
= φ(0),

β1w
n+2
1 = 0,

β1 = 0.

jer wn+2
1 6= 0. �

Teorema 3.7 Ako je n = 4k ili n = 4k+ 1, G2(Rn+2) ima svojstvo fiksne taqke.

Dokaz: Neke je f : G2 (Rn+2)→ G2(Rn+2). tada je f ∗ ∈ End (H∗(G2(Rn+2);Z2)) i ko-

mutira sa Stinrodovim stepenima, pa za to preslikava�e imamo dve mogu�nosti,

xto smo pokazali u prethodnoj teoremi.

Neka je prvo

f ∗(w1) = 0,

f ∗(w2) = 0.

Tada je

LZ2(f) =
2n∑
i=0

(−1)iTr
(
f ∗, H i(G2

(
Rn+2);Z2

))
= Tr

(
f ∗, H0

(
G2(Rn+2);Z2

))
= 1,
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jer je preslikava�e trivijalno na generatorima. Odavde vidimo da f ima fiksnu

taqku, na osnovu Lefxecove teoreme.

Ako je

f ∗(w1) = w1,

f ∗(w2) = w2,

f ∗ je identiqko preslikava�e, pa je

LZ2(f) =
2n∑
i=0

(−1)iTr
(
f ∗, H i

(
G2(Rn+2);Z2

))
=

2n∑
i=0

(−1)idimZ2H
i
(
G2(Rn+2);Z2

)
.

Na osnovu simetriqnosti dimenzija kohomoloxkih grupa imamo

2n∑
i=0

(−1)idimZ2H
i
(
G2(Rn+2);Z2

)
= dimZ2H

n
(
G2(Rn+2);Z2

)
=
[n

2

]
+ 1 6= 0 (mod 2),

za n = 4k i n = 4k+ 1 Lefxecov broj nije nula, pa za ove sluqajeve f ima fiksnu

taqku. �

Za n = 4k + 2 ili n = 4k + 3 ovaj dokaz se ne mo�e primeniti, jer je tada

LZ2(f) = 0.

U primeru 3.10. �emo pokazati da nisu svi φ ∈ H∗
(
Gk(Rn+k);Z2

)
oblika

wi → αwi, α ∈ Z2,

xto je bila k	uqna qi�enica za dokaziva�e teoreme iznad. Pre primera, navodimo

teoremu i posledicu koja �e nam biti u �emu potrebna.

Neka su n,m ∈ N. Ove brojeve mo�emo posmatrati u binarnom zapisu, odnosno

m =
∞∑
i=0

ai2
i,

n =
∞∑
j=0

bj2
j,

ai, bj ∈ Z2 i poqevxi od nekog k ∈ N je ai = bj = 0 za i, j ≥ k.

Teorema 3.8 Neka su m,n ∈ N. Tada je(
m

n

)
≡
∞∏
i=0

(
ai
bi

)
(mod 2),

gde su m =
∞∑
i=0

ai2
i, n =

∞∑
j=0

bj2
j binarni zapisi brojeva m i n. Tako�e

(
0

0

)
=

(
1

1

)
=

(
1

0

)
= 1,

(
0

1

)
= 0.
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Posledica 3.9 Neka je m,n ∈ N0. Tada je
(
m
n

)
paran ako i samo ako postoji i ∈ N0

takav da je
(
ai
bi

)
= 0.

Primer 3.10 Endomorfizam

φ̃ : Z2[w1, w2]→ Z2[w1, w2]

zadat sa

w1 7→ 0,

w2 7→ w2
1,

indukuje endomorfizam φ : H∗
(
G2

(
R2l
)

;Z2

)
→ H∗

(
G2

(
R2l
)

;Z2

)
.

Potrebno je pokazati da je ovo dobro definisan endomorfizam

H∗
(
G2

(
R2l
)

;Z2

)
∼= Z2[w1, w2]/I

2,2l−2
,

gde je I2,2l−2 = (w2l−1, w2l). Da bi endomorfizam bio dobro definisan, potrebno

je da je φ̃(w2l−1), φ̃(w2l) ∈ I2,2l−2, odnosno

φ̃(w2l−1) = pw2l−1 + qw2l ,

φ̃(w2l) = rw2l−1 + sw2l ,

za neke p, q, r, s ∈ Z2[w1, w2]. Prvo je potrebno da na�emo generatore ideala.

Imamo da je

w2l =
∑

a+2b=2l

(
a+ b

a

)
w1

awb2.

Potrebno je odrediti koji od koeficijenata su nula, odnosno parni, a koji

jedan, odnosno neparni (jer se nalazimo u Z2). Za odre�iva�e toga, koristi�emo

posledicu 3.9. Kako je

a+ 2b = 2l,

zak	uqujmo da je a paran, odnosno,

a = 2k, k ∈ {0, 1, 2, . . . , 2l−1}.

Odatle odmah dobijamo da je

a+ b = 2l−1 + k.

Razmotrimo najpre sluqaj k < 2l−1. U binarnom zapisu, broj 2l−1 + k ima 1 na

(l−1)-om mestu, a ostale cifre su cifre broja k. Broj 2k ima binarni zapis isti
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kao k, samo pomeren za jedno mesto u levo, a na nultom mestu je dodata nula. Na

primer

2l−1 + k : 1 . . . 01100101011

2k : 0 . . . 11001010110

Zbog toga, nenula binomni koeficijenti
(

2l−1+k
2k

)
su oni kod kojih se 2l−1 + k

zapisuje kao neprekidan niz jedinica bilo koje du�ine poqevxi od (l−1)-og mesta

pa nani�e.

100 . . . 00

110 . . . 00

111 . . . 00

. . .

111 . . . 10

111 . . . 11

Ovo je ispu�eno za k = 0, k = 2l−2, k = 2l−2 + 2l−3, . . . , k = 2l−2 + 2l−3 + · · ·+ 2 + 1.

Odnosno, koeficijenti koji preostaju su

k = 2l−1 − 2m, m ∈ {0, 1, . . . , l − 1},
a = 2l − 2m+1,

b = 2m.

Sluqaj koji ovde nije razmatran je sluqaj k = 2l−1, za koji je a + b = a, b = 0,

pa je binomni koeficijent 1. Odavde imamo

w2l = w2l

1 + w2w
2l−2
1 + w2

2w
2l−4
1 + · · ·+ w2l−2

2 w2l−1

1 + w2l−1

2 .

Sluqno kao u prethodnom sliqaju

w2l−1 =
∑

a+2b=2l−1

(
a+ b

a

)
w1

awb2.

Odavde vidimo da a mora biti neparno, odnosno posled�a binarna cifra je

jedan. Neka je a = 2k + 1, k ∈ {0, 1, 2, . . . , 2l−1 − 1}. Tada je a+ b = 2l−1 + k. Da bi

koeficijent
(
a+b
a

)
bio razliqit od nule, a+b tako�e mora biti neparno, pa vidimo

da k ∈ {1, 3, . . . , 2l−1 − 1}. U binarnom zapisu 2l−1 + k, ima 1 na (l − 1)-om mestu,

a ostalo su cifre k. Broj 2k + 1 ima binarni zapis isti kao k, samo pomeren u

levo za jedno mesto i dodatu jedinicu na kraju. Na primer

2l−1 + k : 1...01010101101
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2k + 1 : 0...10101011011

Zato, da bi koeficijent bio 1 broj a + b ne sme imati niz jedinica prekinut

nulom, jer bi se na tom mestu pojavio
(

0
1

)
koeficijent. Kako su cifre na mestu

l − 1 i 0 jedinice, tako�e i sve izme�u moraju biti jedinice. Odnosno, jedina

mogu�nost je k = 2l−1 − 1, odnosno a = 2l − 1, b = 0. Odatle imamo

w2l−1 = w2l−1
1 .

Sada mo�emo da na�emo polinome p, q, r, s.

φ (w2l) = φ
(
w2l

1 + w2w
2l−2
1 + w2

2w
2l−4
1 + · · ·+ w2l−2

2 w2l−1

1 + w2l−1

2

)
= w2l

1 = w1w2l−1 + 0w2l ,

pa je r = w1, s = 0.

φ (w2l−1) = φ
(
w2l−1

1

)
= 0 = 0w2l−1 + 0w2l ,

pa su p = q = 0.

U [1] je dokazana Hipoteza 3.2. za nk parno i za

1) k ≤ 7,
[
n
2

]
>
[
k
2

]
,

2) k > 7,
[
n
2

]
> 2

[
k
2

]2 − [k
2

]
− 1.

3.2 Kompleksne Grasmanove mnogostrukosti

Teorema 3.11 Neka je n, k ∈ N. Ako Gk

(
Cn+k

)
ima svojstvo fiksne taqke onda

je n 6= k i nk je parno.

Dokaz: Dokaz se izvodi kontrapozicijom. Pretpostavimo da je n = k ili nk

neparno. Dokaza�emo da tada kompleksna Grasmanova mnogostrukost nema svojstvo

fiksne taqke.

Neka je prvo n = k. Preslikava�e g : Gn (C2n)→ Gn (C2n) , definisano sa

g(v) = v⊥

nema fiksnu taqku.

Neka je sada nk neparno, odnosno oba broja su neparna, pa je n+k = 2m,m ∈ N.
Posmatrajmo preslikava�e g : C2m → C2m, dato sa

g(z1, z2, . . . , z2m−1, z2m) = (−z2, z1, . . . ,−z2m, z2m−1) .
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Prostor C2m je izomorfan prostoru Hm. Neka je Ψ : C2m → Hm izomorfizam

koji povezuje ova dva prostora. Preslikava�e g mo�e da se posmatra kao pres-

likava�a definisano na Hm, definisano tako da komutira slede�i dijagram.

(z1, z2, . . . , z2m−1, z2m) (−z2, z1, . . . ,−z2m, z2m−1)

(z1 + z2j, . . . , z2m−1 + z2mj) (z1j − z2, . . . , z2m−1j − z2m)

g

Ψ Ψ

g

Kako je

(z1j − z2, . . . , z2m−1j − z2m) = (j(z1 + z2j), . . . , j(z2m−1 + z2mj)),

imamo da je g : Hm → Hm u stvari mno�e�e sa j sa leve strane, odnosno

g : (w1, . . . , wm) 7→ j(w1, . . . , wm) = (jw1, . . . , jwm).

Sada posmatrajmo preslikava�a

Vk
(
Cn+k

)
Vk
(
Cn+k

)
Gk

(
Cn+k

)
Gk

(
Cn+k

)
g×...×g

π π

g

Preslikava�e g × · · · × g je dobro definisano jer se ortonormirani vektori

u Cn+k �ime slikaju u ortonormirane vektore. Zaista, neka su z, w ∈ Cn+k takvi

da 〈z, w〉C = z1w1 + · · ·+ z2mw2m = 0. Tada je

〈g̃(z), g̃(w)〉C = z2w2 + z1w1 + . . .+ z2nw2n + z2n−1w2n−1 = 〈z, w〉C = 0,

pa su i slike vektora C-ortogonalni. Tako�e je oqigledno i

‖z‖ = ‖g(z)‖,

pa su slike jediniqnih vektora jediniqni vektori.

Da bi preslikava�e g×...×g moglo da se faktorixe i da se dobije dobro defin-
isano preslikava�e g, potrebno je da se dve ortonormirane baze k-dimenzione

ravni slikaju u istu ravan. To va�i jer preslikava�e quva ortogonalnost, pa dve

baze iste k-ravni imaju isti ortogonalni komplement i u domenu i u kodomenu.

Pretpostavimo da g ima fiksnu taqku, odnosno da g
(
V
)

= V . Tada je V =

π−1(V ) k-dimenzioni kompleksni vektorski potprostor u Cn+k i va�i g(V ) ⊂ V.

Prostor V je tako�e i H-vektorski potprostor od Hn.

(∀v1, v2 ∈ V ) v1 + v2 ∈ V.
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Ova osobina va�i jer je V kompleksan vektorski potprostor. Ostaje da se

poka�e

(∀v ∈ V )(∀q ∈ H) qv ∈ V.

Pokaza�emo da ovo tako�e va�i.

qv = (a+ bi+ cj + dk)v

= (a+ bi+ (c+ di)j)v

= (a+ bi)v + (c+ di)(jv)

= zv + wg(v) ∈ V,

gde su z = a+bi, w = c+di ∈ C, a g(v) ∈ V. Ovo va�i jer je V kompleksni vektorski

potprostor u Cn+k.

Odavde imamo da je V vektorski potprostor od C2m = Hm, pa je �egova dimen-

zija kao kompleksnog vektorskog prostora parna. Ovim smo dokazali da ako g ima

fiksnu taqku, k je parno, odnosno ako je k neparno (i n) Gk

(
Cn+k

)
nema svojstvo

fiksne taqke. �

Suprotan smer nije dokazan, tako da �emo ovde navesti hipotezu. Pre navo�e�a

hipoteze, potrebno je razmotriti kako izgleda prsten End
(
H∗
(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
))
.

Znamo da je

H∗
(
Gk(Cn+k);Z

)
= Z[c1, . . . , ck]/Ik,n.

Posmatrajmo preslikava�a:

Z[c1, . . . , ck]→ Z[c1, . . . , ck].

Ona se mogu posmatrati na generatorima

c1 → a11c1

c2 → a21c
2
1 + a22c2

c3 → a31c
3
1 + a32c1c2 + a33c3

. . .

gde su aij ∈ Z za svako i, j ∈ N. Preslikava�a prostora H∗
(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
)
su ona

za koja komutira dijagram

Z[c1, . . . , ck] Z[c1, . . . , ck]

Z[c1, . . . , ck]/Ik,n Z[c1, . . . , ck]/Ik,n

π π

Posmatrajmo preslikava�a φ̃m ∈ End (Z[c1, . . . , ck]) definisana sa

ci 7→ mici, i ∈ {1, . . . , k}.
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Potrebno je pokazati da ovakvo preslikava�e indukuje preslikava�e φm ∈
End

(
H∗
(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
))
. Neka je ca11 . . . cakk ∈ Z[c1, . . . , ck]. Tada je

φm (ca11 . . . cakk ) = (mc1)a1 . . . (mkck)
ak = ma1+2a2+···+kakca11 . . . cakk = mica11 . . . cakk ,

pa je zato

φm(cn+j) = mn+jcn+j ∈ Ik,n,

jer je cn+j linearna kombinacija monoma gore navedenog oblika. Odavde vidimo da

se generatori ideala slikaju u ideal, pa su preslikava�a φm dobro definisana.

Hipoteza 3.12 Ako je n > k, tada je End
(
H∗
(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
))

= {φm | m ∈ Z}.

Sada �emo navesti hipotezu vezanu za fiksnu taqku, a zatim i vezu izme�u ove

dve hipoteze.

Hipoteza 3.13 Neka je n, k ∈ N, n 6= k i nk parno. Tada Gk

(
Cn+k

)
ima svojstvo

fiksne taqke.

Teorema 3.14 Hipoteza 3.12 ⇒ Hipoteza 3.13.

Dokaz: Neka je f : Gk

(
Cn+k

)
→ Gk

(
Cn+k

)
neprekidno preslikava�e. Tada je

f ∗ = φm, m ∈ Z, na osnovu Hipoteze 3.12.

L(φm) =
nk∑
i=0

Tr
(
φm, H

2i
(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
))

=
nk∑
i=0

mirank
(
H2i

(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
))
,

jer je preslikava�e φm na 2i-tim kohomoloxkim grupama mno�e�e sa mi, pa se

trag tog preslikava�a dobija kada se mi pomno�i sa odgovaraju�im rangom.

1) m 6= ±1

L(φm) ≡ 1 (mod m) ⇒ L(φm) 6= 0.

2) m = 1

L(φ1) = χ
(
Gk

(
Cn+k

))
=

(
n+ k

k

)
> 0.
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3) m = −1. Ovde �emo koristiti qi�enicu da je H2i+1
(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
)

= 0,

H2i
(
Gk(Cn+k);Z

)
= H i

(
G[ k

2
]

(
R[n+k

2 ]
)

;Z
)
za sve i ∈ N.

L(φ−1) =
nk∑
i=0

(−1)irank
(
H2i

(
Gk(Cn+k);Z

))
=

nk
2∑
i=0

(−1)irank
(
H i
(
G[ k

2
]

(
R

n+k
2

)
;Z
))

= χ
(
G[ k

2
]

(
R[n+k

2
]
))

=

(
[n+k

2
]

[k
2
]

)
6= 0.

Ovim smo dokazali da L(φm) 6= 0 u sluqajevima koje razmatramo, pa preslika-

va�e ima fiksu taqku. Time smo dokazali da Gk(Cn+k) ima svojstvo fiksne taqke

za nk parno i n 6= k, ako va�i Hipoteza 3.12. �

Neki specijalni sluqajevi Hipoteze 3.12 su dokazani, a odatle i Hipoteze 3.13.

U [4] je pokazano da za φ ∈ End (G2 (Cn+2) ;Z) va�i

φ(c1) = mc1 ⇒ φ = φm,

odnosno, pokazano je da u specijalnom sluqaju k = 2 hipoteze va�e.

Kasnije je u [1] pokazano isto to za

1) k ≤ 3 i n > 0,

2) k > 3 i n ≥ 2k2 − 2k − 1.

U [3] je pokazano da za φ ∈ End
(
Gk

(
Cn+k

)
;Z
)
va�i

φ(c1) = mc1 ,m 6= 0 ⇒ φ = φm,

xto je blizu dokaza Hipoteze 3.13.

3.3 Kvaternionske Grasmanove mnogostrukosti

Teorema 3.15 Neka je n, k ∈ N. Ako Gk

(
Hn+k

)
ima svojstvo fiksne taqke onda

je n 6= k .

27



Dokaz: Ovaj smer se mo�e dokazati kontrapozicijom. Pretpostavimo da je n =

k. Dokaza�emo da tada kvaternionska Grasmanova mnogostrukost nema svojstvo

fiksne taqke. Preslikava�e g : Gn (H2n)→ Gn (H2n) definisano sa

v → v⊥

nema fiksnu taqku. �

Hipoteza 3.16 End
(
H∗(Gk(Hn+k);Z)

)
= {φm | m ∈ Z}, gde su φm endomorfizmi

definisani na generatorima sa

φm(ci) = mici,

i ∈ {1, . . . , n}, ci ∈ H4i
(
Gk(Hn+k);Z

)
.

Ova preslikava�a su dobro definisana i to se dokazuje na isti naqin kao u

kompleksnom sluqaju. Sledi hipoteza koja se odnosi na svojstvo fiksne taqke na

kvaternionskim mnogostrukostima.

Hipoteza 3.17 Neka je n, k ∈ N i n 6= k. Tada Gk

(
Hn+k

)
ima svojstvo fiksne

taqke.

Ona je i dokazana u nekim specijalnim sluqajevima, xto je navedeno na kraju

rada. Naredna teorema opisuje vezu ove dve hipoteze.

Teorema 3.18 Hipoteza 3.16 ⇒ Hipoteza 3.17.

Dokaz: Neka je f : Gk(Hn+k) → Gk(Hn+k) neprekidno preslikava�e. Tada je

f ∗ = φm, za nekom ∈ Z, na osnovu Hipoteze 3.16. Lefxecov broj tih preslikava�a
je

L(φm) =
nk∑
i=0

Tr
(
φm, H

4i
(
Gk

(
Hn+k

)
;Z
))

=
nk∑
i=0

mirank
(
H4i

(
Gk

(
Hn+k

)
;Z
))

Ako

1) m 6= ±1

L(φm) ≡ 1 (mod m) ⇒ L(φm) 6= 0.

2) m = 1

L(φ1) = χ
(
Gk

(
Hn+k

))
=

(
n+ k

k

)
> 0.

28



3) m = −1

L(φ−1) =

 0, nk ∈ 2N− 1([n+k
2

]

[ k
2

]

)
nk ∈ 2N.

.

Odavde vidimo da je Lefxecov broj 0 kada je m = −1 i nk neparno.

Ono xto �emo pokazati je da nijedno neprekidno preslikava�e Gk

(
Hn+k

)
→

Gk

(
Hn+k

)
ne indukuje φ−1. Kada to poka�emo, pokaza�emo da sva neprekidna pres-

likava�a imaju fiksnu taqku. Pretpostavimo da neko neprekidno preslikava�e

g : Gk

(
Hn+k

)
→ Gk

(
Hn+k

)
indukuje φ−1, odnosno g

∗ = φ−1. Va�i

g∗(c1) = −c1,

g∗(c2) = c2.

g∗ komutira sa Stinrodovim stepenom

P1 : H4(Gk(Hn+k);Z3)→ H8(Gk(Hn+k);Z3),

P1(c1) = ac2
1 + bc2,

a, b ∈ Z3. U tom sluqaju va�i

g∗
(
P1(c1)

)
= −P1(c1)

g∗
(
ac2

1 + bc2

)
= −ac2

1 − bc2

ag∗(c1)2 + bg∗(c2) = −ac2
1 − bc2

ac2
1 + bc2 = −ac2

1 − bc2

2ac2
1 + 2bc2 = 0

Odavde imamo a = b = 0.Dakle, imali bismo da je P1 trivijalno preslikava�e.

Pokaza�emo da to nije sluqaj. Posmatrajmo kompoziciju utapa�a

HP n = G1 (Hn+1) G2(Hn+2) · · · Gk(Hn+k).

Neka je j utapa�e HP n u Gk

(
Hn+k

)
. Imamo komutativni diagram

H4(Gk(Hn+k);Z3) H8(Gk(Hn+k);Z3)

H4(HP n;Z3) H8(HP n;Z3)

P1

j∗ j∗

∼=

Kako je j∗ izomorfizam i P1 je tako�e, pa ne mo�e biti nula preslikava�e.

Ovim smo dokazali da za svako neprekidno preslikava�e f naGk(Hn+k), L(f ∗) 6=
0 kada n 6= k, pa sva preslikava�a imaju fiksnu taqku.
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Time smo dokazali da Gk

(
Hn+k

)
ima svojstvo fiksne taqke za n 6= k, ako je

taqna hipoteza 3.16. �.

Neki specijalni sluqajevi Hipoteze 3.16. su dokazani.

U [4] je pokazano da za φ ∈ End(G2 (Hn+2);Z) va�i

φ(c1) = mc1 ⇒ φ = φm,

qime je pokazano da je hipoteza u ovom specijalnom sluqaju taqna.

Kasnije je u [1] pokazano isto to za

1) k ≤ 3 i n > 0,

2) k > 3 i n ≥ 2k2 − 2k − 1.
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