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Unter der Abbildung einer IMlaeche auf eine andere
Fleeche, versteht man im Allgemeinen jede Uebertra-
gung der Punkte und Gebilde der cinen Flache auf die
andere Flaeche, wenn dieser Uebertragung, d. h. dem
Entsprechen der einzelnen Punkte dieser Flaechen ein
bestimmtes Gesetz zu Grunde liegt. Eine Uebertragung,
bei welcher zwischen dem Bilde und dem Abgebildeten
Aehnlichhkeit in den kleinsten Theilen besteht, hat Gauss
mit dem Namen conform bezeichnet.

Diese Art der Abbildung, welche zuerst von Lam-
bert bei einigen Himmelskarten endeckt wurde, ist
sodann fur die Umdrehungsflichen durchgefuhrt und
angewandt auf die Konstruktion geographischer Karten
von Lagrange. Gauss war der Erste, der das Problem
ganz allgemein fir alle Flichen loste und zwar als
Antwort ) auf die von der Kopenhagener Akademie
gestellte Preisfrage.

In der oben citirten Abhandlung hat Gauss gezeigt,
dass wenn man das Linienelement der einen Flaeche
ausdrickt in der Form

ds* = n (dp® 4+ dq*)

und ebenso dasjenige der anderen in

') abgedruckt in dem dritten Heft der astronomischen Abhandlungen, heraus-
gegeben von H. C. Schumacher. Altona 1825.



dS* = N (dP* 4 dQY),

wo n, p, ¢ und ebenso N, P, Q Funktionen der recht-
winkligen Coordinaten sind, jede Substitution von der
Form

PEiQ= f (p =% ig),

worin i = /' — 1 ist, eine Losung des Problems der
conformen Abbildung liefert.

Das Problem ist somit zuriickgefuhrt auf ein Pro-
blem der Integralrechnung und die Hauptschwierigkeit
besteht darin, IFunktionen =, p, q resp. N, P, Q zu fin-
den, mittelst deren das Linienelement sich in obiger
Gestalt bringen laesst,

Da sich das allgemeine Problem der Abbildung
einer Fleeche auf eine andere Fleeche in die zwei ein-
facheren der Abbildung der einen Fleeche auf die Ebene
und der Abbildung der Ebene auf die zweite Fleche
zerlegen lesst, so kann man zunzchst fir P und Q die
cartesischen Coordinaten in der Ebene substituiren und
N = 1 setzen. '

Weil ferner jede Substitution von der Form

d. h. jede Funktion des imaginseren Argumentes p % iq
zu einer Losung fuhrt, diese Funktion aber willkirlich
bleibt, so lange nicht besondere Annahmen gemacht
werden, kann die Abbildung stets auf unendlich viele
Arten geschehen. Weachlt man die einfachste Substitution

P+ iQ =p + iq.

so dass



und ist die eine der Fleechen eine Ebene, so giebt 1/ n
das Vergr'dsserungsx\zerhaeltniss unendlich kleiner Bogen-
leengen an. Geschieht die Uebertragung aber zwischen
zwei beliebigen Fleechen, so ist, bei Annahme der ein-

fachsten Substifution dasselbe = V%

Zur Berechnung der IFunktionen p und g, der sog.
Abbildungsparameter, hat Gauss zwei Differentialglei-
chungern angegeben. I'ur Rotations-, Kegel- und Cylin-
derflzechen, leesst sich die Integration immer ausfithren,
far andere jedoch und insbesondere fiir die allgemeine
IFleeche zweiten Grades, sehr schwer.

Druckt man neemlich das Linienelement mittelst
zweier Parameter % und » in der allgemeinen Form

ds* = e.du® + 2 f.du-.dv + g.dv?
aus, so liefert die Gleichung
ds* = o
die zwei zu integrirenden Ausdrucke
e.du 4+ [f + i Vm].dv =o0
edu + [f — il/'é_g_——f’].dv = o, |
deren Integrale sind
P + iq = Const.
p — iq = Const.
Fir den Faktor n gab Gauss folgende Gleichung
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wenn @ = o die Gleichung der Fleche darstellt.

Man sieht, dass zur Berechnung von n die Kennt-
niss von p und ¢ nothwendig ist. Kennt man aber p
und g, so folgt n unmittelbar.

Drei andere Formeln zur Berechnung der Funk-
tionen n, p, g, die umgekehrt n unabheengig zu ermit-
teln gestatten und mit Hiulfe davon dann die Werthe
von p und g sich ergeben, die aber ebenfalls nur in
denselben erwehnten Feellen, wie die vorhergehenden
Gleichungen, leicht durchfuhrbar sind, findet man mit
Hulfe einiger anderen Gauss'schen Formeln?).

Bezeichnet @ den Winkel, den die allgemeinen
Parameterlinien u und » mit einander einschliessen, so
findet man leicht fur p und ¢ die Differentialgleichungen

dp— ;7151['/5(1 Feine)du+ V(i —sm ) dv]

2n

dq = V;_[Vé(r—'sih‘m) du 4179 (1 + sin o) dv],

deren Integration also die Kenntniss von n voraussetzt.
Der Faktor n selbst ist bestimmt mit der Forderung,

Vi =7

Ppag_ dgdp

W duw

?) Disquisitiones generalis circa superficies curvas, Art. 21 etc. (Carl Frie-
drich (Gauss Werke herausgegeben von der koenigl. Gesellschaft der Wis-
senschaften zu Goettingen 1873. IV. Band).

1) welche sich kurzer auch schreiben leesst: 4 n =

4



dass er die obigen zwei Ausdricke zu voilsteendigen
“Differentialen machen muss, d. h. mit der Bedingung,
dass

e(1 +sinw) _ © g(l—sma))

ov n = ou n
0 1/e(1l —sinw) __ 0 g 4 sinw)
wV 5, = % "

Nach Ausfuhrung der angedeuteten Differentiation,
einigen Umsetzungen, Addition oder Subtraktion, der
beiden so erhaltenen Ausdricke und Zusammenzichung
der nach dersclben Variabeln differentirten Glieder, fin-
det man fur n folgende Differentialgleichungen

9 Vg Ve
l/gﬁln~_~_——q.-_l/e—ln_ = o,
V'n cos»g— V'n cosn-
E;—sin% s l/?sin;—)

— 0
l/g—ln—"_"‘l' e—In—(T—_— =0

ou Vn ov V'n
oder wenn man der Kirze wegen

ln‘l/—;cos_a;_) = X,

Vn
ln(‘ sin w‘) =7
2

setzt

ov u ov

— 0X — X a e
Vg5, —Ve—— = oVy Ve



Vi v = 2V oV

welches lineare, partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung sind. Die Losungen der, beide der obigen
zwei Formen enthaltenden, simultanen Differentglei-
chungen

du 4 do dz
Vg = — Ve T al/g_+ o1 e

ou T gv

bestimmen Z also auch n unabhezengig von der Kennt-
niss der Fuukttonen p und gq. Diese Letzteren erhzelt
man nach der Berechnung von n mit Hulfe von Qua-
draturen.

Um nun die fir n, p, ¢ aufgestellten Differential-
gleichungen auf die allgemeine Fleeche zweiten Grades
und zwar das hier zu behandelnde Beispiel des -ellip-
tischen Paraboloids

+_-...Qz

anzuwenden, bemerke man, dass die fur n gegebenen
Differentialgleichungen sich wesentlich vereinfachen,
wenn man die allgemeinen Parameter u, v so zu weah-
len sucht, dass

Vg o Ve
ou ov

l
°

Dieses ist aber erreicht mit der einfachen Substi-
tution



x = a.u,

y = b.v,

2 =u' 4 v
Es ist neemlich in diesem Falle

e = a’ +'u",

[ = uv,

g = bi 1 o

und somit die obige Voraussetzung erfillt.
Die Differentialgleichungen liefern dann die beiden

allgemeinen Losungen

g (fVe du + Vg dv)
Vn =2

(]
6082‘

égb'(fl/e_du — Vg dv)

Vn = sin—;o—.

wenn ¢ einen Funktionsbuchstaben und ¢ die Basis des
natiirlichen Logarithmensystems bezeichnet oder die ein-

facheren

Damit ist auch das Auffinden der Funktionen p und q’
auf Quadraturen zuriickgefithrt, deren Ausfihrung je--
doch wieder mit grossen Schwierigkeiten verkniipft ist.



IL

In der einfachsten Weise erheelt man aber die Ab-
bildungsparameter fir die Fleechen zweiten Grades mit
Benutzung elliptischer Raumcoordinaten, nach denen die
Punkte einer solchen Flaeche auf die Krammungslinien
dieser, d. h. die Durchschnittscurven der gegebenen
mit zwei mit ihr confokalen Fleechen zweiten Grades,
bezogen sind. Das Linienelement ist dann ausgedriickt
in der Form

ds' = e.du® 4 g.dv*

und die Differentialgleichungen fur p und q lassen sich
ohne Weiteres integriren.

Die Gleichung des elliptischen Paraboloids ist
x2 yz
a—z- + l?— = 2z

und die der dazu confokalen Fleechen

at u+b’—u=9z_u

wo



und somit die erste confokale Flaeche ein. elliptisches,
die zweite ein hyperbolisches Paraboloid darstellf.
Jeder Punkt der gegebenen Flaeche ist also durch
sin zusammengehoriges Werthepaar von u und v be-
stimmt. u = Const. repreesentirt das eine, v = Consl.
das andere System der Krimmungslinien.
Aus den obigen drei Gleichungen folgen die Werthe

. , @ —u@ —0)
= a

X = ‘b!__az b
b* —u) (b* — v
y' = pr ¢ a:_)__(b: ),

W= u 4+ v—a®—b
A}

ox 1 x 9_.75 ul_# x
u T 2 aa—uw’ °ov — 2 a*— o’
oy 1Ly oy _ 4y
ou 2 b:—u’ v 2 b —uv’
0z 1 oz 1

— — ———) e o ——

ou — 2 X) 2

und somit wenn wie allgemein

ds* =dx*4dy*4-dz* = e.du’+2f.du.dv+g.dv*
| x? 1 u(u—v)
¢ = Z—[a u.)’"i'(b2 )’+ ! ]=T(a’—u)(b’~u)’
Y [}
[a—ua—v+b’ ——v+.1]=0’

{ v (v—u)

%
[ —uv)* +(b’ v)2 +1 ] % (a*—v)(b* —-v)

—_

H




Die Abbildungsparameter, die jetzt mit U und V
bezeichnet werden mdgen, ergében sich sofort, wenn man
u—ov
n=—
setzt. Es ist alsdann

udu - vdv
Y= Ve T V==

Weehlt man den Scheitelpunkt des Paraboloids
zum Anfang der Zsehlung der U und V (also bei der
einfachsten Abbildung zum Coordinatenanfang in der
Ebene), d. h. setzt man fest, dass far

x:.y::z:o
U=V =o0

werden soll, so hat man, weil flr x =y=2z=o0
w=a', v=2>0"

ist, bei der Integration der beiden Ausdrucke fur U und
V im ersten Falle a*, im zweiten b* zur unteren Grenze
zu nehmen. Also

“ udu o vdv
0= Sy ' .bf VoA o)

Um nun diese elliptischen Integrale auf Normal-
formen zu reduciren, beachte man zunzechst, dass

co = u 2 al, a’ > v = b*

und fidet, da die Radikanden die far die Reduktion
solcher Integrale ndthige Gestalt schon besiizen ohne

—_10 —



Miihe die betreffenden Substitutionsformeln. Mit der An-
nahme, welche nach der Natur der Aufgabe die pas-
sendere ist, dass die neuen Variabeln mit u und v gleich-
zeitig wachsen, lauten dieselben

At | ath*
U= v = 2 —(a'— b w*’
P a’ o = a* (v—>b?
T u — bY — v(a*—b")’
so dass also
1>t 2>o, 1 =w*>o.

Fir die Moduln findet man die Werthe

b* a*— b* )
k’-——-'?, l = 7 =1 — k= p"
Damit wird
i
{1 — R*{* d
U=Rv%a t

J 1 - VIi—H(—r"P)

w
e 1 dw
aJ1—ww 1V (1—w?)(I— p*w?)
(/]

und setzt man

t = sin @, w = sin Y
o A k) v d
U=2a Pr) _ . P
,f cos’ @ dp = Qaf cos*p A (p,k)

2 . 2 dw
— ak J.tg ® A0k @b ’

[

PUREE [ [



4 dw B
4 (pk') Ad(yppk)

Bezeichnet wie tblich

do

PR =)"a6wn"

o

E (6k) = fA (6, k) do,

so findet man mit Hulfe der bekannten Formeln

o

P 1 do
[oadon= tgo‘ A(e })+F(o, k) 2 E (6,),
nt 2 _ 40 tgo' A(o, k)—— - E (@, k)
LY A (O' k) T ’ (a)
"1 do h" 8in ¢.cos ¢
Sam aem = 5 i R
dass ist
U=2a [tg.go.Ago + F(p) — E (go)] mod.k
’ (1
V =2a [E () — "sin A'PJOS "-’] mod it [

Fuhrt man die elliptischen Funktionen ein und setzt zu
dem Ende

g = am & | Y =amy
F (p) = mod.k F(y)=n mod.k'
E(p)=E («9) - B =E®m

— 12 —



so wird
U= 2a [tgamz?.Aam& + J— E(&)] mod.k

w’sin am p.cosamy (2)

V=2 [ E@#) — dam ] modk

Die beiden Ausdricke fir U und V lassen sich
noch etwas einfacher schreiben. '

Benutzt man zur Vereinfachung des ersten Aus-
druckes die bekannte Substitution

sing = iigy
zufolge- welcher
F(pk) = i.F (g}

und mit der Anwendung der Formeln (a)
E(pk) = i[tggd(f K) 4+ F(g,}) — E,(1.1)]

und zur Vereinfachung des zweiten Ausdruckes die IFor-
mel fur das Additionstheorem elliptischer Integrale zwei-
ter Gattung, indem man das eine Argument = K' ge-
setzt, also die Formel

2 -
k Stn am 77.co8 amiy

damy

E(nx) — = E(y+K')—E' mod.K,

so findet man fur U und V die Ausdriicke
U= —2i.E(i% (
d.R'
V = 2.[E(y + K)—E'] me f @

in denen die Grossen U und V als Ellipsenbogen (U
freilich in imaginserer Form) dargestellt sind.



Driickt man schliesslich noch die Parameter U und
V in der Jacobi’schen Funktion aus, welche definirt ist
durch die Gleichung

2 3me
&) = 1—2qcos + 2q*cos —;—U — 2q° cos—~ + -

und worin bezeichnet

K 7K
q=¢ K, '—=¢ K

und ¢ die Basis des naturlichen Logarithmensystems,
so erheelt man

E’ z@’(z:?)
= 93[ K 1)) 069
o @ 00+ 1) mod. k' % M)

oder wenn man nach (2) auch U in reeller Form aus-
driickt und zu dem Zwecke die Formeln fir sinam.,
cosam. und dam. anwendet, folgt

K-E, 09 H9).09+ K) \
U =250~ g tagrne@ | ™ ( i
(9)
'y + K') '
Y o = 1+ @(;/i—K') ] mod.k S

wobei die Funktion H definirt ist mit

4

Tic
g 2K
H(o) = 1~{ig~ ¢ .B(c + iK').
Die allgemeine Formel

PXiQ= f(UX),

14 —



wo Pund Q die cartesischen Coordinaten in der Ebevne
bedeuten, liefert alle conformen Abbildungen des ellip-
tischen Paraboloids auf die Ebene. Die einfachste An-

nahme tber die Funktion f ist, dass man sie ihrem

Aronmente gleigh setzt und liefert die einfachste Abbil-

P R R A peAwd iy /7] 100ATL U AU UinaaRVaaio Uy Jassasl

dungsart. In diesem Falle werden U und V selbst die
rechtwinkligen Coordinaten in der Ebene und die¢ Ab-
bildung geschieht so, dass sich die Krummungslinien
des Paraboloids als zu den Coordinatenaxen parallele
Gerade ubertragen. ‘

Eine andere, der stereographischen Projektion der
Kugelfleeche in gewisser Hinsicht analoge Uebertra-
gungsart wurde die Substitution

U+ iv
P4iQ=2¢ :
d. h
P:eU.cosV
Q= EU.sinV

liefern. Hier entspricht dem einen System von Krum-
mungslinien ein System von Geraden, welche ssemmt-
lich durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehen,
waehrend das andere System der Krammungslinien als
System concentrischer Kreise um den Coordinatenan-
fang beschrieben sich darstellt.



IIL

Die einfachste Art der Uebertragung ist also die-
jenige, bei welcher U und V selbst die rechtwinkligen
Coordinaten in der Ebene darstellen und mithin diese
letzteren durch die Formeln (5) ausgedriickt sind.

Drickt man u, » und ebenso die rechtwinkligen
Coordinaten x, y, z in den elliptischen und der Jacobi’
schen Funktion aus, so findet man dafir folgende
Werthe :

atd’amd | . 0'(? + K)
= ostam § =2 cosec am(3 4 K)::a.b.m)’

(6)
| O .o " 0'(n)
v = m{—n:a Aram(n 4+ K):&.b.@g(—ﬂ—q_—*K-,j.
Y sinam.i? cosam 7 , H(&®).H@n + K')
F=EAR osam Aamrf:'_a H(G+K).O(n+K')
., 1 sinamy . 6(3. H(p)
y=+b K cosam & damy ==xb H(9+K).O(3+K"
(7)

, a*.sin*am&.cos’amy + b*.sin’amy
2 cos’am . A*am 7 =
_ 2 H(9).H(n 4 K) 4-b*.6%().H*(n)
QH I + K).O(y + K) ’

Z = [

wo den Funktionen mit dem Argument & der Modul
k, denen mit dem Argument 7 der Modul R' zukommt.

— 16 —



Setzt man, gemeess dem doppelten Vorzeichen in
den Ausdrucken fur x und y fest, dass positiven Wer-
then dieser Variabeln ebensolche Werthe von & und 7,
negativen daher auch negative & und 7 entsprechen ;
setzt man also fest, dass & und 7 sich stetig -mit x,
Yy, z sendern, so ist fur

+oo>x>—oo
+°°>y>_’°°>

4+ K>%>—K
und ebenso
+ K >np>— K.

Wahrend also

x und y von — oo bis 0 und von da bis 4 ec wach-
sen, durchleeuft

# die Werthe von — K bis o und von da bis 4+ K
und somit

U die Werthe von — oo bis 0 und von da bis 4 oo,
waehrend ‘

V nur die Werthe von — 2aE' bis 4 2aE' annimmit.

Das ganze Paraboloid ist somit abgebildet auf
einem parallelen Streifen von der Breite 4aE'. Den vier
verschiedenen Octanten des Paraboloids correspondiren
die dem Vorzeichen nach ihnen entsprechenden durch
die Parallelen V = X 2aE' abgegrenzten Quadranten
der Ebene.

Man bemerkt, dass die Ausdricke fur die Coor-
dinaten U und V wesentlich aus zwei Theilen bestehen,
von denen der eine mit 3resp. n direkt proportional,
weehrend der andere, der Natur der Funktionen @ und

— 17 - 2



14
~@—nach, periodisch ist. Da jedoch die Argumente &

und 7 zwischen den oben angefuhrten Grenzen einge-
schlossen sind; sind auch diese Theile eindeutig und.
so auch die Werthe von U und V. Jedem Punkie auf
dem Paraboloid entspricht daher immer nur ein Punkt

. ) aU av
in der Uebertragung. Weil ferner Y und W stets

positiv ist, erkennt man, dass U.und ¥V mit & resp. g
und also auch mit x und y zugleich wachsen.

Die Krﬁmmungslinien bilden sich alsdann als ge-
rade Linien ab, die parallel den Coordinatenaxen U und
V laufen. Im Besonderen entspricht der U = Axe die
Parabel y = o, x* = 2a’z und der V = Axe die Pa-
rabel x = o, y* = 2’2

Die beiden Kreispunkte des Paraboloids, deren
Coordinaten sind

x = o,

y — :‘: bl/aZ_—bﬁ ,
az__bz

zZ = 2 3

befinden sich im Bilde somit auf der V = Axe und
zwar weil in denselben

U= v = a°
mit den Coordinaten
U=o
V = % 2aE"

— 18 —



Einen Begriff uber den Verlauf dieser Uebertra-
gung erheelt man durch Betrachtung der Bildcurven
einiger besonders einfachen und charakteristischen Li-
nien der Fleeche.

Solche sind vorzuglich die ebenen Schnitte des
Paraboloids und unter diesen zunsechst die Niveaulinien,
d. h. die Ellipsen

2
z = Const.» =3
oder
b* (1 — d’amy
27,242 — S p2
a*k*tg*am & -+ A amy = h’,

worin also h? eine wesentlich positive Constante bedeutet.
Die Gleichung leesst sich auch schreiben
(" 4 b*) A’ampy — b’

a'w’*d'am g

tg’am I =

und
b2
A amn = hz + bz_azk,ztgzamg:

Die Bildcurven sind also symetrisch in Bezug auf
die beiden Axen U und V. Ferner trifft keine der Cur-
ven weder die unmittelbar darauf folgende noch die
vorhergehende, weil sowohl & (also auch U) wie 7
(d. h. V) mit h* zunehmen.

Aus der ersten Gleichung folgert man, dass &
nur dann reelle Werthe annimmt, so lange

b?
A’amqgm
oder
1 h?
sin® am /] < ;c’—g }?'_T_-?

__19._ 2#



Hieraus folgt, dass bei allen Curven 5 den Werth
Null erhalten kann und erheelt, dass sie also ssemmt-
lich die U = Axe treffen und zwar in Punkten, deren
Abstand von der V = Axe mit h* zugleich wzechst.

Der Maximalwerth

- t R
smamvj :?ng

entspricht aber, wie leicht zu beweisen, nur Curven,
far welche

R < a* — b*
d. h. for die
u + v < 2a%,

also nur Curven, deren Originale auf der Fleeche nicht
oberhalb der beiden Kreispunkte verlaufen. Diesem
Maximalwerth von 7 entspricht, wie die erste Glei~
chung zeigt, der Werth

d = o
und somit
U = Q.

In Worten : ssemmtliche Bildcurven der Niveaulinien,
welche nicht oberhalb der Kreispunkte verlaufen, &chnei-
den die V = Axe und zwar in Punkten, deren Abstand
von der U = Axe gleichzeitig mit der Hohe h* der be-
treffenden Ellipsen waechst.

Die Niveaulinie durch  die Kreispunkte selbst ist
die Letzte, welche die V = Axe noch trifft und zwar
weil fur sie

h* = a* — b*

— 20 —



‘in den Punkten
p =+ K

V = & 2FE"

Die Punkte in denen sie die U = Axe trifft sind
bestimmt mit

n =0, amnd= _=|_4£
und so
14
mﬁw{V‘t +@_Ew4,
wenn

Alle anderen Curven, fiir welche also
h2’> az - b2

schneiden die V = Axe nicht mehr, wohl aber seemmt-
liche Parallelen der U = Axe, da bei diesen Curven
7 alle Werthe von — K' bis 4 K, also V die Wer-
the von — 2aE' bis - 2aE' annimmt. ’

In Worten : die Bildcurven der Niveaulinien ober-
‘halb der Kreispunkte bestehen jede aus zwei zu der
V = Axe symetrischen und durch dieselbe getrennten,
von V = — 2aFE' bisV = 4 2aE' reichenden Zweigen,
deren Zwischenraum unter einander mit wachsendem
h* zunimmt.

Untersucht man nun den allgemeinen Verlauf der
Parabeln
y = Const. = f

—_ 2 —



in der Uebertragung, so dienen dafir die Gleichungen

b*R' sinam g
cosam &4 = T m

. _ B*.cos*am &
simamy = e (ba. + ﬁzcos2am3-).

Die Curven sind symetrisch in Bezug auf die V =
Axe und keine schneidet die andere.

Reelle Werthe fur 7 finden statt, so lange

kb
COS2 am 19’ é Eﬁé‘z‘

und reelle Werthe fur &, so lange

2

sintam g <. L OEY- R

Dem Maximalwerth

:
» 2 —_ =
s amI] = k’ﬂ(b‘l + ﬁ‘)
entspricht der Werth
19' = 0
oder

U= o

und zwar, wie aus der ersten Ungleichung folgt, nur
bei Curven, fiur welche

124

g < —k,—- oder 4+ abk'=y= —abk

— W —



d. h. alle diese Bildcurven schneiden die V¥V = Axe und
zwar bei grosstem Werth der Ordinate, der mit 8
gleichzeitig weechst.

Alle anderen Bildcurven, d. h. alle fur die

&b
B>
schneiden die V = Axe nicht mehr, dagegen immer

eine der Parallelen (je nach dem Vorzeichen von f§)
V = & 2FE'; bestehen somit aus zwei zur V = Axe
symetrischen und durch sie getrennten Zweigen.

Ferner bemerkt man, dass weehrend ¢ zunimmt,
7 abnimmt nnd umgekehrt. Es ist ferner far

19' = i K, I] = 0,
oder also fur

U:ico, V = o

und man schliesst hieraus, dass ssmmitliche Curven
die beiden Richtungen der U = Axe asymptotiscn be-
rithren ). - |

Ebenso findet man den allgemeinen Verlauf der
Parabeln

x = Const. = «

in der Bildebene, mit Hulfe der Gleichung

a dam
tgam & = 5 bl
a’k' cosamy
av PR
') Es folgt dieses auch aus F¥id tgu = ——‘/% WZ;_’;‘%;SZ., wenn g den

{ bedsutet, den die Tangente der Bildeurve mit der U = Axe bildet.
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oder
2

a
tg’amﬁ'— VTNTE
. a‘k
sinfamp = ———————3 »
t ’{ztmﬁ'-—rg~
g at
woraus hervorgeht, dass jedem Werthe von 7 ein
reeller Werth von & entspricht, dass also diese Bild-
curven semmtliche Parallelen zur U = Axe schneiden.
Weil ferner einem Werthe von & stets zwei gleiche
und entgegengesetzte von 7 entsprechen sind, wie auch
sonst klar, die Curven symetrisch zur U = Axe.

Ferner beachtet man, dass weil far

d. h. far
U= £ oo, V = & 2aE',

jede Curve die beiden Parallelen V = £ 2aE' asymp-
totisch beruhrt').

Der Punkt in welchem sie die U = Axe schnei-
den ist

a
1] - 0, tgam 19‘ fommen Ez—i:"-

Um endlich noch den Verlauf der Bildcurven der

Parabeln

8|

= Const. = ¥y

av r 2 772

‘ . . S _ g ak fo

) Auch hier ergiebt sich dies aus aT = "/;— (z;i—’u)i’ sowie aus dem
. azv . .

hieraus folgendem Werthe von a0 dass sssmmtliche Bildcurven concav ge-

gen die U = Axe verlaufen.
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festzustellen, setze man wieder fir x und y ihre Werthe

in p"lnhqnhpn Funktionen und
gfionen a

N

tgamn = <43 sinam &.

Die Curven sind symetrisch in Bezug auf die bei-
den Richtungen ein und derselben Axe und da bei con-
stanten ¢ fir wachsende y auch  zunimmt, waehrend
bei constantem # mit wachsenden y der Werth von §
abnimmt , schneiden die Curven einander bloss im
‘Punkte U = V = o'). Aus der Gleichung folgt, dass
jedem Werthe von & ein reeller Werth von 7 ent-
spricht, die Curven also s@mmtliche Parallelen zur
V = Axe treffen.

Was die Ausdehnung in der dazu senkrechten
Richtung anbelangt, so ist diese bestimmt durch die
Grenzbedingung

7 7
GEZtgamp = — 45
Irgend eine dieser Curven ist also enthalten in dem

parallelen Streifen tgam 5 = :j: y und bertihrt diese be-~

grenzenden Parallelen asymptotlsch.

Ein anderer bemerkenswerther ebener Schnitt der
Fleeche ist der Kreisschnitt.

Bekanntlich giebt es zwei Systeme von Kreisschnit-
ten auf dem elliptischen Paraboloid. Thre Ebenen sind

ay .
T) Man findet auch ohne Mihe aus Fiick dass dieser Pankt fur ssemmtliche

Curven ein Weéndepunkt ist.
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normal zur y z = Ebene und bilden mit der x y =
Ebene Winkel, die sich zu 180° ergeenzen. Der Cosi-

Xy
nus dieser Winkel ist = V?T
a

Bezeichnet ! den Abstand der Horizontalspur der
Schniftebene von der x = Axe, so lassen sich die Giei-
chungen der beiden Kreisschnittebenen zusammen-
fassen in

Va —bty ¥ bz=I}"a* — b*
oder kurzer

ak'y 7 bz = lak'

Reelle Kreisschnitte fallen, im Falle des oberen
Zeichens nur dann aus, wenn

abk'
9 >l> — oo

und im Falle des unteren Zeichens, wenn

Fuhrt man fir y und z ihre Werthe in elliptischen
Funktionen ein, so wird die Gleichung der Kreisschnitte

Qab.sinamp a*sin’amy.cos’amy 2
cosamy.damy + cos’amy.d*ampy kR

Um aber diese Gleichung auf eine bequemere
Form zu bringen, lose man sie nach cos am ¢ auf und
erheelt
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ksin Rsinamy 4 V
“dam oy ab h’

2l cos amr;
abk T Atamgp 7

cosam g =

cosam (K' — ) % \/1 abh'

=+ — , 21
cos’am (K' — ) — (1:F abh')
= + ! ,
cosam(K'— V
E=nF V1 x bk.
woraus wieder
cosam (K'— ) = + secam3+V1 abh"

In diesen beiden Gleichungen beziehen sich die
doppelten Vorzeichen einzeln auf die zwei verschiede-
nen Systeme von Kreisschnitten, ausgenommen dem
Doppelzeichen des Wurzelausdrucks, dessen Wahl aber
durch das Folgende bestimmt wird.

Untersucht man die Schnittpunkte der Bildcurven
mit der U = und V = Axe, so ist zuneechst fir

p=o

P Ve
secam 3 abk' 4]

Hieraus folgt, dass das Vorzeichen der Wurzel
immer dem von sec am ¢ entgegengesetzt sein muss,
also fir das erste System von Kreisschnitten —, fur
das zweite .
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Die Gleichungen der Kreisschnitte lassen sich mit-
hin schreiben

1
cosamd = * —_—,
21

cosam (K'—7) :i:Vl F o

cosam (K'—n) = = secam 9 F \/1 F 2

L
abk'
9] )’
(secam& \/ + abh'
|
k* vk"( a 3—\/1 '*_-__J
TR secam + abh

wobei dem ersten System stets die oberen, dem zwei-
ten System dagegen dic unteren Vorzeichen gelien.

Mit dieser Bestimmung ist also far

sin*am g =

7 =o0,

1
3 — ——— e
cosam § = V‘____i 5
I abhk'

und somit feellt & reell aus

beim ersten System von Kreisschnitten nur wenn
0>1> — oo und
beim zweiten System von Kreisschnitten nur wenn
+ oo >1>o0
Liegt also ! zwischen den angegebenen Grenzen,
so ergeben sich fiir 9 (und somit auch far U) immer
zwei gleiche, aber entgegengesetzte Werthe, welche
uberdies mit ! zugleich wachsen. Und dieses gilt auch
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far jede Parallele zur'U = Axe, somit sind die Bild-
curven symetrisch zur V = Axe.

Ist 1 = o, so fallen die beiden Werthe in ¢ =
zusammen und die beiden Bildcurven berihren die
U = Axe im Coordinatenanfange.

Setzt man jetzt

!9=O,

(1"\/1 + abk)

Damit 7 reell wird, besteht demnach fur I die Bedingung

so folgt

sin’am 5 =

abk’ 3abk!
beim “ersten System, dass - —2-—51_3-— 2 und

3abk' bk'
beim zweiten System, dass 4 ~32—~ 2lz— -8—2—-

Ferner findet man, wenn man in eine der obigen
Gleichungen 5 = &= K' setzt, dass alle Curven des
ersten Systems die Parallele V = -+ 2aE' treffen und
ebenso. alle Curven des zweiten Systems die Parallele
V = — 2aE und dann, dass ssemmtliche Curven,
welche die V = Axe nicht mehr schneiden, d. h. also

die Curven des ersten Systems fur welche

3abh'
_—T l > — oo und
die Curven des zweiten Systems far welche

3abk'
too>lz 4+ 5

beide der Parallelen V = £ 2aE' treffen und so jede

— 99 __



aus zwei getrennten die ganze Breite des Streifens
einnehmenden Zweigen bestehen.

Ferner bemerkt man, dass je zwei Curven, far
welche 1 denselben absoluten Werth hat, also den
zwei verschiedenen Systemen von Kreisschnitten ange-
hérend, in Bezug auf die U = Axe symetrisch gelegen
sind und somit, wenn uberhaupt, so sich nur auf der
U = Axe schneiden.

Die Gleichung irgend einer geodeetischen Linie
auf dem elliptischen Paraboloid ist bekanntlich von
der Form

u.sin’y 4 v.cos’u = h,

" wenn g den Winkel bedeutet, den die geodatische
Linie mit der Parameterlinie u einschliesst und zwar
in dem Sinne gezaehlt in welchem u gedreht werden
muss, damit es nach einer Drehung um einen rechten
‘Winkel mit v zusammenfellt. h bezeichnet aber eine
Constante mit der Einschreenkung, dass

u > h > o

Weil der Winkel g seine Bedeutung auch im
Bilde beibehslt und also die Neigung der Tangente
an die Bildecurve der geodstischen Linie gegen die
U = Axe ausdriickt, lesst sich die Gleichung dieser
Linie nach schreiben

; __gl_/"_\/h_—v
W=w= Vy—n

* T
und man sieht hieraus, dass so lange u < EX (d. h.

— 30 —



U nnd V gleichzeitig wachsen) die Curve concav gegen

die U = Axe, hingegen wenn u > — (d h. weehrend

U weachst V' abnimmt) sie convex ist. Dieses folgt
auch aus

dv
a*v _ (du + 19’ ‘u,) du
du* 2 (u—h)tgu dU

Betreffs der Constanten h sind die drei Falle zu
unterscheiden

h> bt

Ist 1) h < a% so kann u alle Werthe von a* bis
oc annehmen, waehrend » nur die Werthe von b* bis
h durchlzeuft. Far v = h ist tgu = o, 4 = o. Die
geodatischen Linien berthren die Krammunglinie v =h.

134
AV

Ist 2) h >a* so wird oo >u> h, a*>v> b

Far u = h ist gy = oo, u =-72£- Die geodse-
tischen Linien beruhren mithin die Krimmungslinie
u = h

Wenn endlich 3) h = a* so gehen die Curven
durch einen der Kreispunkte, weil in diesen u = v = a’.

In diesem Falle durchlaufen u und v alle die ihnen
zukommenden Werthe.

Die Gleichung der geodetischen Linie ist alsdann

g = Va — v’ __ sinam(p — K)y _ dv

U —a tgams av -’
Setzt man hierin 7 = o, so erheaelt man fur die
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Schnittpunkte der verschiedenen von den Kreispunkten

ausgehenden Linien mit der U = Axe
gu tgam 9
p=5+ ams,
T .
s0 dass von $ = 0 an, wWo u = 5> der Winkel u
zunimmt bis er fur ¢ = K, p = & wird.

Integrirt man die allgemeine Gleichung der geo-
deetischen Linie

au dv

Vu—h  Vh-ov

so0 hat man die zwei Fealle

h z a'
zu bertuicksichtigen. Da sich jedoch die beziiglichen For-
meln fir den einen Fall aus denen far den anderen
unmittelbar ergeben, wenn man tuberall A und a* mit
einander vertauscht, so sei

h < a*
und also

\Y

a’ h=>v>= b

oo u

N

Mit der Annahme, dass die neuen Variabeln gleich-
zeitig mit w und v wachsen, werden die Substitutions-
formeln
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t —sin’g, b*h

—_— 2 a— —_t T
=R ety 0T h (b sinty,
(u—a*)n (v—>b*)h
. « 9 — . T | .
Sin'e, = o hyat sin*y, = )%
a(h—b?)
— 2 B —
Modul = A* = @Y
Damit wird die Gleichung
o2 J" 1—sin’gp, dy,
. - N
{ — — gin’gp, P
— b f 1, dy, 4 Const
1 h—b" . . v,
— 5 sin'y,
und setzt man
1— sin® h a*—h 1
a? P = a’ ¥ a? ‘a* ’
1 — & sin’g, 1 — Y sin*ep,
S0
al
hF(p) + @ —nIl (9, — ) =
h__bﬁ "

v .11 (p,, — T) + Const.,

wobei die Integrale in der Legendre’schen Normalform
dargestellt sind. Die beiden Integrale dritter Gattung,
welche hier auftreten, gehoren zu der logarithmischen
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Klasse. Um diese Integrale in der Jacobi'schen Form
auszudricken hat man, weil

a* h—b? .
— 1> 3> — oo, 0> — ——>—12

zu Ssetzen

a’
& = Asin’am (@ 4 iK),

so dass also

- h . a* — b*
sinfame = —5 ginam § = T

Setzt man ferner
¢1=am0|’ 'tpl=&m1]l,‘
so wird ‘die Gleichung der geodsetischen Linie

3I.sin'am o ~

. | sin am (@—3,)., . :
[Hk(ﬁ‘l,a) +5 log 5o E“-i—".g] sin am a.sin am g =

n,-cos*am B 4 II (g, B).sin am a.sin am 3 4 Const.

oder in der Jacobi’schen Funktion ausgedrickt

[H(a) 6() @_'goi)] g _ L, Ha—9)
O@).H@B) ~— O(a)

7 Y9 Herd) =

[FOo@IEL0, 6@ | 1, 86
6*(K).H(e).0(8).H(B) T 6 (8)1™ 90@+n)
+ Const.
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Geht die geodseetische Linie durch den Punkt u =a?,
v = b* ihr Bild also durch U = o, V = o, so ist die
Constante = Null. Eine dieser Curven ist die U = Axe
selbst.

Geht die geodwmtische Linie durch einen Kreis-
punkt, so ist ihre Gleichung

au dv

Vu—a? - Va7

und die daraus sich ergebenden Integrale sind Qua-
draturen. Fihrt man diese aus, so erhalt die Glei-
chung die Form

(l/u+l/u — b’)h Vu v k'l/—u_;'
Vu—Vu—p Viu— b* k' V' u
('l/?f—l/v — b’)h' Vo — b’-|-k’ ' v
VoiVo—v VooV o

und wenn man hierin fiir » und uw ihre Werthe in el-
liptischen Funktionen einsetzt

. Consi.

(Aamﬁ'-{-—k'r' { —dam &
dam@ — k'] 1 4 dam @

| —Ksinampl' 14 sinampy o
= 1 4-R'sinamy | —sinamp’ |

Diese Gleichung laesst sich auf eine andere Form
bringen, wenn man die in ihr auffretenden Summen
als Producte darstellt.

Zuneechst findet man mit Hilfe der Formeln
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dam(x 4 y) + dam (v — )
2damx.damy
1 — R*sin*amx.sin*amy

mod.k.
dam(x + y) — dam(x — y)
. QR*sinamx. sinamy. cos am x.cosamy
- 1 — R*in’amx.sinamy
wenn man
x —y =K
X + Yy = 4
setzt und sie durch einander dividirt
dam G+ ¥ 1
kbl LA
dam P — & R'sin*am ( K+ 3)sin’am (K___ 3)
2 v o2
ottt
— 2

Ebenso findet man mit Hulfe obiger Gleichungen,
wenn man

x4+ y=o0
x —y = &
setzt, dass
s ginam 2 s
1~A_am3_k.smam % cos’am 2
t4+d4am & — g
+ Azam§*
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A2 (24
o3 ).01(q +x

Man erheselt ferner mit Hilfe der Formel

I — R'sinam (x + y)
1 4 R'sinam (x + y)

_ [(damx — k'sinamy.cos am x)’ LK
- (Aamy 4 R'sin am x.cos am y moc-&

wenn man
x =Yy = —g—
setzt
T ps A /A
| — Ksinampy ({Iam2 — K'sin am - cos am .
I 4 Ksinamp )

I 4 wsin am - /A
dam 3 F Kl'sin am <~ cos am 5

und mit Huolfe der Relation

damx
R'cos am x

sinam(x + K' F iK) =

mod.k'

{ — R'sinamy sin am (% + K +* iK) — sin am—g- .
1 4 R'sinamp

sin am (—g— + K' + ’LK)+ sin am—g—

Endlich mit Anwendung von
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ginamx — sinamy
sinam x -+ sinamy

. ! | 1
sin am -2—(x — y).cos am— (x + y).4am ?(x + v)

. 1 | 1
sin am —-(x + y).cos am7 (x — y).4 am <=y

1 - k'sin am 7
1 4 Rsinam g

cosam —;—(47 + K+ iK). Aam %(/q K+ iK)sinam g(K'F iK

¥ y
- stna.m— (n+K +tK)cosam (K T iK) 4am —(K + iK) )
Die hier aufiretende Constante

1
sin am — (K' + iK)

cos am %(K' + iK) Aam-%—(K' + 1K)

i
ist, wie sich leicht zeigen laesst,:—;? und somit

{ — R'sinam L
1 4 Rk'sinam n

(cos am _21_()7 + K+ iK).Aam%(q + K+ iK))2

k.sin am ——-(7] + K' % iK)
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2
= H’(»’Zt K;:l: iK)‘ o (7] + K'Qi iK)‘

Endlieh findet man noch mit Hulfe der allgemeinen
Formel

sinam (x 4+ y) 4+ sinam (x — y)
sinam (x + y) — sin am (x — y)

sinamx.cosamy 4 amy
. B4
sin am y.cos am x. 4 am x

wenn man hierin
x4+ y=K
x —y =17
setzt und hernach die Functionen in selbem Argument

ausdrickt, dass

tan2 1 1
1 4 sinam g sin‘am—o-(n 1+ K')

== k?
1 —sinamy

cos‘am—;—(q + K’).A"am%(q-{-K')

w55} o155

| ﬂ'ﬁ) o (LX)

2

Mit diesen so gefundenen Werthen erhalt die
Gleichung der geodatischen Linie die Form
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(A o
(H(’H'I; )0( +K+1K)) (

Die hier auftretende Constante ist im Bilde be-
stimmt durch den Winkel

den die Curve mit der
V = Axe einschliesst.

Was endlich den Vergroésserungsfaktor

_u—o ab 69 + K) O p) :
= =T mein oo I

betrifft, so bemerkt man vor Allem, dass er mit wach-~

senden Werthen von U zunimmt, dagegen mit wach-
senden V abnimmt.

Im Anfangspunkte der Coordinaten, wo
v = b,

P =o
18t

et —b a0 (k) 0o
"= = —[H‘ & @*(K')]‘

Von da an nimmt n nach beiden Seiten der U = Axe

stettig bis in’s Unendliche zu. Leengs der V = Axe
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hingegen nimmt n nach beiden Richtungen stetig ab
und erreicht in den Kreispunkten, in welchen

u = a% v = a%,

9 = o, 7 = X K

den Minimalwerth

"EO=TH® T 00)

In diesen beiden Punkten hort somit die Aehnlich-
keit zwischen Bild und Ursprung auf. Dadurch erkleert
sich auch die an diesen Stellen plotzliche Richtungs-
enderung (um einen rechten Winkel) der Parabel

= o, y' = 2%z, als deren Bildcurven die Parallelen
V = % 2aE', sowie das zwischen diesen abgegrenzte
Stick der V = Axe zu betrachten 'ist. Ebenso auch,
dass alle Curven, welche im Originale die Parabel
x = o treffen, im Bilde entweder die V = Axe oder
die Parallelen V = 4= 2aE' schneiden. Ferner ist zu
bemerken, dass alle Punkte der Parabel x = o sich
doppelt abbilden, ausgenommen diejenigen, welche sich
auf dem zwischen den beiden Kreispunkten enthaltenen
Stiicke der Linie befinden. Zwei in gleichem Abstande
von der V = Axe gelegenen und derselben Parallelen
angehorenden Punkte sind neehmlich Bildpunkte ein und
desselben Punktes. Und hiemit erkleert sich auch der
Zusammenhang derjenigen Curven im Bilde, welche
aus zwei getrennten in Bezug auf die V = Axe syme-
trischen Zweigen bestehn, weehrend ihre Originale ge-
schlossene Linien sind, wie etwa die Niveaulinien und
die Kreisschnitte. :

Aehnlich wie bei der U- und V = Axe verhzlt
sich der Vergriosserungsfaktor n auch lengs den Pa-

ab [6" (K) (9’(1{')]
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rallelen zu den Axen: auf jeder Parallelen zur U=Axe
besitzt n einen Minimalwerth dort, wo diese die V=Axe
durchschneidet und wachst von da auf beiden Seiten
derselben bis in’s Unendliche und: auf jeder Parallelen
zur V = Axe hat n einen Maximalwerth an der Stelle,
wo diese die U=Axe schneidet und nimmt von da an
zu beiden Seiten derselben stetig ab, bis es einen ge-
wissen kleinsten Werth (der aber stets grosser als
Null) in den Abstzenden -+2aE' von der U = Axe an-
nimmt.

Man bemerkt ferner, dass jeder Werth von n
(ausser Null) sich unendlich oft mal wiederholt und
dass alle diejenigen Punkte, in denen der Faktor n
einen constanten ‘Werth hat Curven bilden, welche an-
zusehen sind als Durchscnittslinien der gegebenen Flaeche
mit dem elliptischen Cylinder

x!‘ 22 (aﬂ_ b:l)'l__ 62
T =t TE =)

oder was dasselbe ist als Durchschnittslinien mit dem

hyperbolischen Cylinder

_y:— z! —z—(az_bi)z_cl
b* &' — b* T 4@ —0b*) "’

wenn

Die Fleechen sind jedoch reel nur so lange
C! < 2(32 . bz)z.
Diese Curven sind es auch, deren Laengen sich
in constantem Verheeltniss abbilden.




