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1. 

Unter der Abbildung einer Flzeeche auf eine andere 
Flaxhe, versteht man im Allgemeinen jede Uebertra- 
gung der Punkte und Gebilde der einen Flaxhe auf die 
andere Fkeche, wenn dieser Uebertragung, d. 1~. dem 
Entsprechen der einzelnen Punkte dieser Flaxhen~ ein 
bestimmtes Gesetz zu Grunde liegt. Eine Uebertragung, 
bei welcher zwischen dem Bilde tind dem Abgebildeten 
Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen besteht, hat Gauss 
mit dem Namen confornl bezeichnet. 

Diese Art der Abbildung, welche zuerst von Lam- 
bert bei einigen Himmelskarten endeckt wurde, ist 
sodann für die Umdrehungsflächen durchgeführt und 
angewandt auf die Konstruktion geographischer Karten 
von Lagrange. Gauss war der Erste, der das Problem 
ganz ,allgemein für alle Flächen loste und zwar als 
Antwort ‘) auf die von der Kopenhagener Akademie 
gestellte Preisfrage. 

In der oben citirt,en Abhandlung hat Gauss gezeigt, 
dass wenn man das Linienelement der einen Flaxhe 
ausdrückt in der Form 

ds’ = n (dp’ -j- dq*) 

und ebenso dasjenige der anderen in 

1) abgedruckt in dem dritten Heft der astronomischen Abhandlungen, heraus- 

gegeben von H. C. Schumacher. Altona 1825. 



dS* - iV (dP* + dQ*), 

wo n, p, q und ebenso N, P, Q Funktionen der recht- 
winkligen Coordinaten sind, jede Substitution von der 
Form 

P f i Q - f (p t, ig), 
worin i = J/- 1 ist, eine Lösung des Problems der 
tonformen Abbildung liefert. 

L)as Problem ist somit zurückgeführt auf ein Pro- 
blem der Integralrechnung und die Hauptschwierigkeit 
besteht darin, Funktionen n, p, q resp. N, P, Q zu fin- 
den, mittelst deren das Linienelement sich in obiger 
Gestalt bringen Iaxst. 

Da sich das allgemeine Problem der Abbildung 
einer Flaxhe auf eine andere Flaxhe in die zwei ein- 
facheren der Abbildung der einen Fkeche auf die Ebene 
und der Abbildung der Ebene auf die zweite Flceche 
zerlegen Icesst, so kann man zunaxhst für P und Q die 
cartesischcn Coordinaten in der Ebene substituiren und 
N = 1 setzen. 

Weil ferner jede Substit8ution von der Form 

P z!z i Q = f (p t iq), 
d. h. jede Funktion des imaginaeren Argumentes p f iq 
zu einer Lösung führt, diese Funktion aber willkürlich 
bleibt, so lange nicht, besondere Annahmen gemacht 
werden, kann die Abbildung stets auf unendlich viele 
Arten geschehen. Wzhlt man die einfachste Substitution 

so dass 
P + iQ = p + iq. 

P=P, Q=q 
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und ist die eine der Flaschen eine Ebene, so giebt 1/% 
das Vergrösserung&erh&niss unendlich kleiner Bogen- 
1Fengen an. Geschieht die Uebertragung aber zwischen 
zwei beliebigen Flaxhen, so ist, bei Annahme der ein- 

fachsten Substitution dasselbe = V F -. 
n 

Zur Berechnung der Funktionen p und q, der sog. 
Abbildungsparameter, hat Gauss zwei Differentialglei- 
chungen angegeben. Für Rotations-, Kegel- und Cylin- 
derfkeechen, Iaesst sich die Integration immer ausführen, 
für andere jedoch und insbesondere für die allgemeine 
1Qeche zweiten Grades, sehr schwer. 

DrUckt man naemlich das Linienelement mittelst 
zweier Parameter u und 2, in der allgemeinen Form 

ds2 = e.du’ j- 2 f.du.dv + g.dv2 

aus, so liefert die Gleichung 

ds2 = o 

die zwei zu integrirenden Ausdrücke 

~. 
e.du -j- [f + i l/eg - f’].dv = o 

e.du + [f - i I/rh>zT].dv = o, 

deren Integrale sind 

p + iq = Const. 

p - iq = Const. 

Für den Fukt,or n gab Gauss folgende Gleichung -3- 1* 



wenn y = o die Gleichung der Flaxhe darstellt. 
Man sieht, dass zur Berechnung von n die Kennt- 

niss von p und g nothxendig ist. Kennt man aber p 

und q, so folgt n unmittelbar. 

Orei andere Formeln zur Berechnung der Funk- 
tionen n, p, q, die umgekehrt n unabhcengig zu ermit- 
teln gestatten und mit Hillfe davon dann die Werthe 
von p und q sich ergeben, die aber ebenfalls nur in 
denselben er\v&nten P&len, wie die vorhergehenden 
Gleichungen, jeicht durchfiihrbar sind, findet man mit 
Hülfe einiger anderen Gauss’schen Formeln*). 

Bezeichnet o den Winkel, den die allgemeinen 
Parameterlinien u und v mit einander einschliessen, so 
findet man leichl: für p und q die IMerentialgleichungen 

dp = -JE 
V2n C 

j/e--( 1+-&~~-6> du -/- r/s( 1 - sin w) dv 
3 

I/e(l-sinw)du+I/g(1fsinm)dv, 
‘1 

deren Integration also die Kenntniss von n voraussetzt. 
»er Paktor n selbst ist, bestimmt mit der Forderung, 

Veg=f2’ 
1) welche sich kurzer auch schreiben Iamt: + n := pp - w w --- 00 w 

at& av au av 
2, Disquisitiones generalis circa superfioies curvaw. Art. 21 etc. (Carl Prie- 

drich Gams Werke herausgegeben von der koenigl.. Gesellschaft der Wis- 
senschaften zu Goettingen 18i3. IV. Band). 
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dass er die obigen zwei Ausdrucke zu voilstaendigen 
Differentialen machen muss, d. h. mit der Bedingung, 
dass 

a 
V 

e(1 + sin 0) a 
av n =äz V 

g(l -sinw) 
> n 

a 
V 

e(1 -sine) 
Z- n 

_ a\ g(1 +sino) -- VW---. 
n 

Nach Ausführung der angedeuteten Differentiation, 
einigen Umsetzungen, Addition oder Subtraktion, der 
beiden so erhaltenen. Ausdrücke und Zusammenziehung 
der nach derselben Variabeln differentirten Glieder, fin- 
det man für n folgende Differentialgleichungen 

c- 

= 0, 

= 0, 

oder wenn man der Kürze wegen 

= ‘Y 



welches lineare, partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung sind. Die Lösungen der, beide der obigen 
zwei Formen enthaltenden, simultanen Differentglei- 
chungen 

dZ 
pc= i- +;z a1/9+ al/e 

au - av 

bestimmen 2 also auch n unabhaengig von der Kennt- 
niss der Fuukttonen p und q. Diese Letzteren erhAt 
man nach der Berechnung von n mit Hülfe von Qua- 
draturen. 

Um nun die für n, p, q aufgestellten Differential- 
gleichungen auf die allgemeine E’laxhe zweiten Grades 
und zwar das hier zu behandelnder Beispiel des ,ellip- 
tischen Paraboloids 

anzuwenden, bemerke man, dass die für n gegebenen 
Differentialgleichungen sich wesentlich vereinfachen , 
wenn man die allgemeinen Parameter u, v so zu wzh- 
len sucht, d&ss 

a r/iF ave 
äü-= av = 0. 

Dieses ist aber erreicht mit der einfachen Substi- 
tution 
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x = a.u, 

iJ = b.v, 

22 = u’ + UZ. 

Es ist xemlich in diesem Falle 

e = 8% + 2, 

f = UV, 

9 = b* + v2 

und somit die obige Voraussetzung erfüllt. 
Die Differentialgleichungen liefern dann die beiden 

allgemeinen Losungen 

wenn @ einen Funktionsbuchstaben und E die Basis des 
natürlichen Logarithmensystems bezeichnet oder die ein- 
facheren 

I/;-L > 
cos : 

Damit ist auch das Auffinden der Funktionen p und q ; 

auf Quadraturen zurückgeführt, deren Ausführung je-’ 
doch wieder mit grossen Schwierigkeiten verknüpft ist. 

-7- 



11. 

In der einfachsten Weise erha4t man aber die Ab- 
bildungsparameter für die Flaxhen zweiten Grades mit 
Benutzung elliptischer Raumcoordinaten, nach denen die 
Punkte einer solchen Flaxhe auf die Krümmungslinien 
dieser,, d. h. die Durchschnittscurven der gegebenen 
mit zwei mit ihr confokalen Flaxhen zweiten Grades, 
bezogen sind. Das Linienelement ist dann ‘ausgedrückt 
in der Form 

ds’ = e.du’ j- g.dv” 

und die Differentialgleichungen fur p und q lassen sich 
ohne Weiteres integriren. 

Die Gleichung des elliptischen P3raboloids ist 

und die der dazu confokalen Flaxhen 

X’ YZ 
8’ - u +-v-u -=22--u 



und somit die erste tonfokale Flsxhe ein elliptisches, 
die zweite ein hyperbolisches Paraboloid darstellt. 

Jeder Punkt der gegebenen Flaxhe ist also durch 
ein zusammengehöriges Werthepaar von u und v be- 
stimmt. u = Const. reprzsentirt das eine, v = Consl. 
das andere System der Krümmungslinien. 

Aus den obigen drei Gleichungen folgen die Werthe 

Ca’ x2 = a2 - 
- u) (a’ - v) 

b* - at ’ 

y’ = bz 
(bz - u) (b’ - v) 

1 a- b= ’ 

22 = u f v-a*-b’, 
\ 

ax 1 x aX 1 x -=------ -=---- 
at4 2 a’--ui au 2 a’--2)’ 

ay 1 Y ay 1 Y ---- 
au - 2 b2--u’ äu =--Yb-j 

a2 1 - - -> 
at4 - 2 

az 1 
G=z 

und somit wenn wie allgemein 

dsz=dx2+dy2+dzZ = e.du2+2f.du;dvtg.dv2 

g .= -i$-‘+(b:!!$ 
v (v-u) 

Ca i- * ]= $(a’-v)(b’ +av)’ 

9- -. 



Die Abbildungsparameter, die jetzt mit U und V 
bezeichnet werden mogen, ergeben sich sofort, wenn man 

u-v 
TL = - 

4 
setzt. Es ist alsdann 

udu 
dU = ~~~‘~~-u>’ dVF r/-u(a2~v)(b’-v). 

Wahlt man den Scheitelpunkt des Paraboloids 
zum Anfang der Zehhing der U und V (also bei der 
einfachsten Abbildung zum Coordinatenanfang in der 
Ebene), d. h. setzt man fest, dass für 

x =. y =z=o 

u =v=o 

werden ~011, so hat man, weil für x. = y - z = o 

U 
2 ==a. v= b2 

ist, bei der Integration der beiden Aus$rücke für U und 
V im ersten Falle 2, im zweiten bi zur unteren Grenze 
zu nehmen. Also 

Um nun diese elliptischen Integrale auf Normal- 
formen zu reduciren, beachte man zunaxhst, dass 

bo 1 u> a’, - - a" 2 v > b* 

und fidet, da die Radikanden die für die RedukCon 
solcher Integrale nöthige Gestalt schon besitzen ohne 

- 10 - 



Mühe die betreffenden Substitutionsformeln. Mit der An- 
nahnie, welche nach der Natur der Aufgabe die pas- 
sendere ist, dass die neuen Variabeln mit u und v gleich- 
zeitig wachsen, lauten dieselben 

a* - b2tz ay b’ 
u= 1-12 > v= 9 a- (a’- b*)w*’ 

p3-- a* 
w* = 

a’ (v-b”) 
u - b2’ v (a*---b’) ’ 

so dass also 

1 L t* 1 ‘W2 2 0. - 2 0, 2 - 

Für die Moduln findet man die Werthe 

k’ 
b’ 

=-p 1 
a*- 

= a* 
b’ 1 - kl z- = -5 k’ . 

Damit wird t 
u S 1 - k2 Ir 

= 2a 1 - t* I/(l-&-Pt’)> 
0 

W 

2b’ 1 dw 
V =- 

a S l-P2W2 I/(&-W’)(1-~‘*W*) 
0 

und setzt man 
t = sin y, w = sin y 

P 

- 2ak* S dSP 
kJ* (9 LQgiij ’ 

Cl 

- 11 -- 



0 

Bezeichnet wie iiblich 
0 

F (a,k) = S do 
A ca, k) ’ 0 0 E, (ah) = s A (c, k) da, 0 

so findet man mit Hülfe der bekannten Formeln 
6 > 

s 

1 do - ~ -Itga.A(Y,k)tF(o,k)-~~E,(a,k): 
5 A(o,k) -kt2 

0 

0 

S da 1 tg.‘a ~ -- 
A (qk) -k’* 

tgc. A(o,k)- -i-. k’* E, b-O), (4 
0 

0 

S 1 da 
PZ(o,k) A (a,k) = - k’) -ii (o,k) 

k2 ‘““o-08o++,(a,k), 

0 I 
dass ist 

u = 2a [tg.pAy + F(y) - E,(y)] mod.k 

V -- 2a E, &,) _ -‘?Ay! 
3 

I 
mod.k’ 

I 
iU 

Führt man die elliptischen Funktionen ein und setzt zu 
dem Ende 

Y = am 8 

i 

Y = amq 

F @) = 8 mod.k wp)=P mod.k’ 

E,(y) =z+ E (8) E,(y) = E 084 

- 12 - 



so wird 

U = 2a [tgam3.Aam9 + 3 - E(8)] mod.k ) 

V = 2a [E(v) - 
jy*sin am’q.cosam 7 (2) 

Aamq 1 mod.k’ 

Die beiden Ausdrücke für U und V lassen sich 
noch etwas einfacher schreiben. 

Benutzt man zur Vereinfachung des ersten Aus- 
druckes die bekannte Substitution 

sin ‘p = i.tgX 

zufolge- welcher 

F @,k) = i.F (X,k’) 

und mit der Anwendung der Formeln (a) 

E,@,k) = i[tgpRX’JQ) + FC@‘) .- E,(@‘)] 

und zur Vereinfachung des zweiten Ausdruckes die E’or- 
mel für das Additionstheorem elliptischer Integrale zwei- 
ter Gattung, indem man das eine Argument = K’ ge- 
set,zt, also die Formel 

kt*Sin am q.COS am?,i E(wd - -darn 9 = E(q+K’)--E’ mod.k’, 

so findet man für U und v die Ausdrücke 

U = - 2ai.E(i$) 

V = 2a.[E(q + R) -E’] 
mod.k’ 1 

I 
(31 

in denen die Grössen U und V als Ellipsenbogen iU 
,freilich in imagimerer Form) dargestellt sind. 

- .13 - 



bückt man SchliessIich noch die Parameter u und_ 
V in der Jacobi’schen Funktion aus, welche definirt ist 
durch die Gleichung 

@p, = l -2qcosy + 2q”cos F - *q%os~ + I” 

und worin bezeichnet 

ZK’ 7tK 
q=~ K, q’= t-K’ 

und 6 die Basis des natürlichen Logarithtiensystems, 
so erhzlt man 

U= 
i@‘(iS) 

la[g 8 - -@(&9) ] 
mod.k’ $1 

oder wenn man nach (2) auch U in reeller F6rm aus- 
drückt und zu dem Zwecke die Formeln für sin am., 
cosam. und Aam. anwendet, folgt 

O’(8) . H(8).0(8 + K) 
’ = 2a[+ @@+H(8$ K).@(8) 1 

(5) 

wobei die Funktion H definirt ist mit 

Die allgemeine Formel 

P z!z i& = f (U + iV), 

- 14 - 



wo P und Q die cart.esischen Coordinaten in der Ebene 
bedeuten, liefert alle tonformen Abbildungen des ellip- 
tischen Psraholoids auf die Ebene, Die einfachste An- 
nahme über die Funktion f ist, dass man sie ihrem 

Argumente gleich setzt und liefert die einfachste Abbil- 
dungsart. In diesem Falle werden U und V selbst die 
rechtwinkligen Coordinaten in der Ebene und die Ab- 
bildung geschieht so, dass sich die KrümmungsIini,en 
des Paraboloids als zu den Coordinatenaxen parallele 
Gerade übertragen. 

Eine andere, der stereographischen Projektion der 
Kugelflzche in gewisser Hinsicht analoge Uebertra- 
gungsart würde die Substitution 

d. h. 

U +- iV 
P+iQFE , 

P = Amsv 

liefern. Hier entspricht dem einen System von Krüm- 
mungslinien ein System von Geraden, welche summt- 
lieh durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehen, 
wzhrend das andere System der Krümmungslinien als 
System concentrischer Kreise um den Coordinatenan- 
fang beschrieben sich darstellt. 



111. 

Die einfachste Art cler Lebertragung ist also die- 
jenige, bei welcher U und V selbst die rechtwinkligen 
Coordinaten in der Ebene darstellen und mithin diese 
letzteren durch die Formeln (5) ausgedrückt sind. 

Drückt man U, 2, und ebenso die rechtwinkligen 
Koordinaten x, y, z in den elliptischen und der Jacobi’ 
sehen Funktion aus, so findet man dafür folgende 
Werthe : 

a’. A’arn8 o’(S + K) 
u = cOS1äm3 = a.‘cosec’am(Q $- K) = a. b. ‘H=(4 + K)’ 

(6) 
b= @=(g 

v= ä- =a*.d’am(q $ K’j=a.b. - --- A am q 0”~ $ K’)’ 

x = -+ a’k’. 
sinaml? cos am 7 H(WQ + w 
cosam4 A am 7 ----=ka 2fi(a+K).@(q+p)? 

1 * 
y= f b*k’- @b% fm/) 

cosama Aamp ‘In amp= +b= f1FfKj @(+(‘) 

ZL= k’* 
a2.&z2am~.cos2amq t b2.sin2amg 

2 cos’am4. A*am 7 = 

= 
a2.H2(i?).H2(~ -f- P) fb’.@‘($).H’(y) 

2H2(794- K-pP(~ -j- Kl) ' 

(7) 

wo den Funktionen mit dem Argument 8 der Modul 
k, denen mit dem Argument 7 der Modul k’ zukommt. 



Setzt man, gem=ss dem doppelten Vorzeichen in 
den Ausdrücken für x und y fest, dass positiven Wer- 
then dieser Variabeln ebensolche Werthe von 4 und T, 
negativen daher auch negative $ und ‘1 entsprechen ; 
setzt man also fest, dsss 4 und 7 sich stet,@ ,mit x, 
y, z cendern, so ist für 

+->Y>--w, 

+K>8>-K 
und ebenso 

+ K’ > 7/ > - K’. 

Waehrend also 

x und y von - oo bis o und von da bis + bo wach- 
sen, durchlmuft 

4 die Werthe von - K bis o und von da. bis + K 
und somit 

U die Werthe von - bo bis o und von da bis + bo, 
wcehrend 

V nur die Werthe von - 2aE’ bis + 2aE’ annimmt. 

Das ganze Pa.raboloid ist somit abgebildet auf 
einem pa,rallelen Streifen von der Breite 4aE’. Den vier 
verschiedenen Octanten des Paraboloids correspondiren 
die dem Vorzeichen nach ihnen entsprechenden durch 
die Parallelen V = f 2aE’ abgegrenzten Quadranten 
der Ebene. 

Man bemerkt, dass die Ausdrücke für die Coor- 
dinaten U und V wesentlich aus zwei Theilen bestehen, 
von denen der eine mit 8 resp. 7 direkt proportional, 
wshrend der andere, der Natur der Funktionen @ und 

- 17 -- 2 



0 wt 
0 nach, periodisch ist. Da jedoch die Argumente 4 

und 9 zwischen den oben angeführten Grenzen einge- 
schlossen sind; sind auch diese Theile eindeutig und 
so auch die Werthe von U und V. Jedem Punkte auf 
dem Paraboloid entspricht daher immer nur ein Punkt 

du 
in der Uebertragung. Weil ferner - und 

dV 
- stets 
dT 

positiv ist, erkennt man, dass U. und V mit 4 resp. q 
und also auch mit x und y’zugleich wachsen. 

Die Krümmungslinien bilden sich alsdann als ge- 
rade Linien ab, die parallel den Coordinatenaxen U und 
V laufen. Im Besonderen entspricht der U = Axe die 
Parabel y = o, xa = 2a*z und der V .= Axe die Pa- 
rabel x = o, y* = 2b2z. 

Die beiden Kreispunkte des Paraboloids, deren 
Coordjnaten sind 

x 7 0, 

y = I!Z bl/a*-b’ , 

a*-b* 
==-3--? 

befinden sich im Bilde somit auf der V = Axe und 
zwar weil in denselben 

mit den Coordinaten 

V = f 2aE’. 



Einen Begriff über den Verlauf dieser Uebertra- 
gung erhaelt man durch Betrachtung der Bildcurven 
einiger besonders einfachen und charakteristischen Li- 
nien der Flzche. 

Solche sind vorzüglich die ebenen Schnitte des 
Paraboloids und unter diesen zunmchst die Niveaulinien, 
d. h. die Ellipsen 

2 = Const. = T 

oder 
bz (1 - A’amQq 

a2kf2tg2am 4 + ~ 
A2amq = h?, 

worin also h2 eine wesent,lish ,positive Constante bedeutet. 
Die Gleichung lmsst sich auch schreiben 

A’amp = 
b2 

bz t b2 - a2kr’tg2am$ 

Die Bildcurven sind also symetrisch in Bezug auf 
die beiden Axen U und V. Ferner trifft keine der Cur- 
ven weder die unmitteIbar darauf folgende noch die 
vorhergehende, weil sowohl 4 (also auch U) wie 7 
(d. h. y) mit h* zunehmen. 

Aus der ersten Gleichung folgert ‘man, dass 3 
nur dann reelle Werthe annimmt, so lange 

oder 

A’am q 1 h, + b2 

- 19 - 



Hieraus folgt, dass bei allen Curven q den Werth 
Null erhalten kann und erhmlt, da& sie also sasmmt- 
lieh die U = Axe treffen und zwar in Punkten, deren 
Abstand von der V = Axe mit h2 zugleich waechst 

Der Maximalwerth 1 h” 
.sin’am q = p h2f-p 

entspricht aber, wie leicht zu beweisen, nur Curven, 
für welche 

d. h. für die 

h2 -< aZ - ,b2 
u + v 5 2a2, 

also nur Curven, deren Originale auf der Flasche nicht 
oberhalb der beiden Kreispunkte verlaufen. Diesem 
Maximalwerth von p entspricht, wie die erste Gl& 
chung zeigt, der Werth 

und somit 
4=0 

u --- 0. 

In Worten : sammtliche Bildcurven der Niveaulinien, 
welche nicht oberhalb der Kreispunkte verlaufen, Bchnei- 
den die Ir = Axe und zwar in Punkten, deren Abstand 
von der U = Axe gleichzeit’ig mit der Höhe h’ der be- 
treffenden Ellipsen wavchst. 

Die Niveaulinie durch die ‘Kreispunkte selbst ist 
die Letzte, welche die V = Axe noch trifft und zwar 
weil fur sie 

- 20 - 



in den Punkten 

d. h. 
Tj=+t_ 

V = z!z 2aE’. 

Die Punkte in denen sie die U = Axe trifft sind 
bestimmt mit 

und so 

V 

~. 
U= *2a 1 +, k'2 t % - E (&)], 

wenn 

Alle anderen Curven, für welche also 

h2 > a2 - bz 

schneiden die V T= Axe nicht mehr, wohl aber saemmt- 
l.iche Parallelen der U -= Axe, da bei diesen Curven 
q alle Werthe von - K’ bis + K’, also V die Wer- 
the von - 2aE’ bis. -/- 2aE’ annimmt. 

In Worten : die Bildcurven der Niveaulinien ober- 
halb der Kreispunkte bestehen jede aus zwei zu der 
V = Axe symetrischen und durch dieselbe getrennten, 
von V = - 2aE’ bis V = + 2aE’. reichenden Zweigen, 
deren Zwischenraum unter einander mit Wachsendern 
h* zunimmt. 

lintersucht man nun den allgemeinen Verlauf der 
Parabeln 

y = Const. = ß 

- 21 - 



in der Uebertragung, so dienen dafür die Gleichungen 

b”k’ sin am 9 
cosam$= ~ 

ß Aamrl 

sin2am q = 
(P.cos2am 9 

r 
kl2 (b4 + ßja- 

Die Curven sind symetrisch in Bezug auf die V = 
Axe und keine schneidet die andere. 

Reelle Werthe für 7 finden statt, so lange 

kr2b4 
cos’ am 4 5 jpfj5 

und reelle Werthe für 8, so ‘lange 

Dem Maximalwerth 

ß’ singam 7 = pp4 .+ ßa) 

entspricht der Werth 

oder 
8 = 0 

U-0 

und zwar, wie aus der ersten Ungleichung folgt, nur 
bei Curven, für welche 

- 22 - 



d. h. alle diese Bildcurven schneiden die V = Axe und 
zwar bei grösstem Wcrth der Ordinate, der mit ß 
gleichzeitig wzchst. 

Alle anderen Bildcurven, d. h. alle für die 

schneiden die V = Axe nicht mehr, dagegen immer 
eine der Parallelen (je nach dem Vorzeichen von ß) 
V = I!I 2aE’ ; bestehen somit aus zwei zur V = fixe 
symetrischen und durch sie getrennten Zweigen. 

Ferner bemerkt man, das,s wahrend 8 zunimmt, 
7 abnimmt nnd umgekehrt. Es ist ferner für 

oder also für 

U = f w, v=o 

und man schliesst hieraus, dass sammtliche Kurven 
die beiden Richtungen der U = Axe asymptotiscn be- 
rühren ‘). - 

Ebenso findet man den allgemeinen Verlauf der 
Parabeln 

x = Const. = a 

in der Rildebene, mit Hülfe der Gleichung 

tg am 9 = 
CE AamT 

-~-- 
aZk’ cos am 7 

dV 
‘) Es folgt diese3 auch aus -- du= tgp=- 

7 jpß2 
7 k2(U,772)i ’ wenn p den 

x bedeutet, den die Tangente der Bildcurve mit der U = Axe bildet. 

- 23 - 



oder 
2 

tg’am4- a+ 
sin’am 11 = 2 ’ 

tg2amB - -$- 

woraus hervorgeht, dass jedem Werthe von 7 ein 
reeller Werth von 9 entspricht, dass also diese Bil’d- 
curven szmmtliche Parallelen zur IY = Axe schneiden. 
Weil ferner einem Werthe von 8 stets zwei gleiche 
und entgegengesetzte von 7 entsprechen sind, wie auch 
sonst klar, die Curven symetrisch zur U = Axe. 

Ferner beachtet man, dass weil für 

8=dIK, r,=*t 
d. h. für 

u fm, = V = * 2aE’, 

jede Curve die beiden Parallelen V = Z!X 2aE’ asymp- 
totisch berührt’). 

Der Punkt in welchem sie die U = Axe schnei- 
den ist 

Um endlich noch den Verlauf der Bildcurven der 
Parabeln 

Y - = Const. = y 
X 

av 
1) Auch hier ergiebt sich dies aus a-u = 9 y2 v2 

e (a2-zq” sowie aas dem 

a2v 
hieraus folgendem Wertht: von dU2, dass szemmtliahe Bildcurven ooncav ge- 

gen die U = Ase verlaufen. 

- 24 - 



festzustellen, setze man wieder für x und y ihre Werthe 
in elliptischen Funktionen und findet die Gleichung 

Y tgam q = p sin am 8. 

Die Curven sind symetrisch in Bezug auf die bei- 
den Richtungen ein und derselben Axe und da bei con- 
stanten 4 für wachsende y auch 7 zunimmt, wieehrend 
bei constantem 7 mit wachsenden y der Werth von 8 
abnimmt , schneiden die Curven einander bloss im 
Punkte U = V = 0’). Aus der Gleichung folgt, dass 
jedem Werthe von a ein reeller Werth von 7 ent- 
spricht, die Curven also sammtliche Parallelen zur 
V = Axe treffen. 

Was die Ausdehnung in der dazu senkrechten 
Richtung anbelangt, so ist diese bestimmt durch die 
Grenzbedingung 

Irgend eine dieser Curven ist also enthalten in dem 

parallelen Streifen tg am q = f$ und berührt diese be- 

grenzenden Parallelen asymptotisch. 

Ein anderer bemerkenswerther ebener Schnitt der 
Flache ist der Kreisschnitt. 

Bekanntlich giebt es zwei Systeme von Kreisschnit- 
ten auf dem elliptischen Paraboloid. Ihre Ebenen sind 

a2v 
1) Man findet auch ohne Muhe aus As, dass dieser Punkt für szemmtliahe 

Curven ein WBndepunkt ist. - 25 - 



normal zur y z = Ebene und bilden mit der x y = 
Ebene Winkel, die sich zu 180’ ergasnzen. Der Gosi- 

2 
nus dieser Winkel ist = V 

b 
T’ 8 

Bezeichnet 1 den Abstand der Horizontalspur der 
Schnittebene von der x = Axe, so lassen sich die Giei- 
chungen der beiden Kreisschnittebenen zusammen- 
fassen in 

I/a’ - b’ y F bz=l.l/a’P 

oder kürzer 

ak’y -f bz = Zak’. 

Reelle Kreisschnitte fallen, im E’alle des oberen 
Zeichens nur dann aus, wenn 

abk’ 

und im Falle des unteren Zeichens, wenn 

abk’ 

Führt man für y und z ihre Werthe in elliptischen 
Funktionen ein, so wird die Gleichung der Kreisschnitte 

Babsin am2 _ a’sin2am8.cos2amq 21 
cos ama. Aamp -I- cos2amg. A2amv = DP’ 

Um aber diese Gleichung auf eine bequemere 
Form zu bringen, löse man sie nach cos am 8 auf und 
erhmlt 
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ksinamq + --x- 
cosama = Aam q - V IT--- ab k’ 

21 
---T 

cos’am~ 
a b k’ A’amq 

cos am (K’ - rj) 31 V 21 

dz 
14;zbk; 

= 
cos’am (K’ - 7) - 21 1 F -~ 

abk’ i 

f 
1 = ~~ 

cosam(K’-?j)ZFV1 -+ -.-&’ 

woraus wieder 

cos am(K’--- q) = & secama & V 21 IIjz-. 
abk’ 

In diesen beiden Gleichungen beziehen sich die 
doppelten Vorzeichen einzeln auf die zwei verschiede- 
nen Systeme von Kreisschnitten, ausgenommen dem 
Doppelzeichen des Wurzelausdrucks, dessen Wahl aber 
durch das Folgende bestimmt wird. 

Untersucht man die Schnittpunkte der Bildcurven 
mit der U = und V = Axe, so ist zumechst für 

‘I= 0 

Hieraus folgt, dass das Vorzeichen der Wurzel 
immer dem von sec am a entgegengesetzt sein muss, 
also für das erste System von Kreisschnitten -, für 
das zweite -j-. 
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Die Gleichungen der Kreisschnitte lassen sich mit- 
hin schreiben 

cosama= zk- 
1 

cosam (IX’-- 7) * v 1 ZjI &’ 

cosam(P-7) = t secam8 IjZ 21- 1 F -- 
abk’ 

i 
secam9- Vi F ---) 

sin’am q = -~ 
k2+ k’* ( 

wobei dem ersten System stets die oberen, dem zwei- 
ten System dagegen die unteren Vorzeichen gelten. 

Mit dieser Bestimmuhg ist also für 

‘1 

und somit faellt 8 reell aus 

beim ersten System von Kreisschnitten nur wenn 
o>l>-wund 

beim zweiten System von Kreisschnitten nur wenn 

+->l>O’ 
Liegt also 1 zwischen den angegebenen Grenzen, 

so ergeben sich für 8 (und somit auch für U) immer 
zwei gleiche, aber entgegengesetzte Werthe, welche 
überdies mit 1 zugleich wachsen. Und dieses gilt auch 
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für jede Parallele zur’U = Axe, somit sind die Bild- 
curven symetrisch zur V = Axe. 

Ist 2 7 o, ’ so fallen die beiden Werthe in 3 = o 
zusammen und die ,beiden Bildcurvcn berühren die 
u = Axe im Coordinatenanfange. 

Setzt man jetzt 8 = 0, 
so folgt 

sin2am Q = 

Damit a reell wird, besteht demnach für 1 die Bedingung 

beim ‘ersten System, 
3abk’ 

dass + aTL$-lz--~ und 

beim zweiten System? dass + 
Sabk’ abk’ 
zg1&--. 2 

Ferner findet man, wenn man in eine der obigen 
Gleichungen q = & K’ setzt, dass alle Curven des 
ersten Systems die Parallele V = + 2aE’ treffen ‘und 
ebenso. alle Curven des zweiten Systems die Parallele 
V = - 2aE’ und dann, dass smmmtliche Curven, 
welche die V = Axe nicht mehr schneiden, d. h. also 

die Curven des ersten Systems für welche 
3abk’ 

die Kurven des zweiten Systems für welche 
Sabk’ 

beide der ‘Parallelen V = I!I 2aE’ t,reffen und so jede - 29 - 



aus zwei getrennten die ganze Breite des St,reifens 
einnehmenden Zweigen bestehen. 

Ferner bemerkt man, dass je zwei Curven, für 
welche 1 denselben absoluten Werth hat, also den 
zwei verschiedenen Systemen von Kreisschnitten ange- 
hörend, in Bezug auf die U = Axe symetrisch gelegen 
sind und somit, wenn überhaupt, so sich nur auf der 
U = Axe schneiden. 

Die Gleichung irgend einer geodaetischen Linie 
auf dem elliptischen Paraboloid ist bekanntlich von 
der Form 

u.sin’,u + v.cos’p = h, 

. wenn ,u den Winkel bedeutet, den die geodktische 
Linie mit der Parameterlinie u einschliesst und zwar 
in dem Sinne gezmhlt in welchem u gedreht werden 
muss, damit es nach einer Drehung um einen rechten 
Winkel mit v zusammenf&lt. h bezeichnet aber eine 
Constante mit der Einschrankung, dass 

u>h>v. - 

Weil der Winkel ,u seine Bedeutung auch im 
Bilde beibehcelt und also die Neigung der Tangente 
an die Bildcurve der geodaetischen Linie gegen die 
U -i Axe ausdrückt, 
Linie nach schreiben 

Qlp = 

lssst sich die Gleichung dieser 

dV V h-v -= .- 
dU u- h 

und man sieht hieraus, dass so lange p < q (d. h. 
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U find V gleichzeitig wachsen) die Curve concav gegen 

die U = Axe, hingegen wenn ,U > f (d. h. waehrend 

U wzchst V abnimmt) sie convex ist. Dieses folgt 
auch aus 

d2V [g t t$!‘) du 
du’=- _-. ---* 

2 (u-h) tgp dU 

Betreffs der Constanten h sind die drei Faelle zu 
unterscheiden 

a* $ h > b*. 

Ist 1) h < a*, so kann u alle Werthe von a2 bis 
CG annehmen, weehrend zi nur die Werthe von bz bis 
h durchheuft. Für v = h ist t~ju =r o, p = o. Die 
geodaetischen Linien berühren die Krümmunglinie v = h. 

Ist 2) h > a2, so wird CG > u > h, a* > v > b2. 

Für u = h ist tg,u = bo, p =$. Die geodz- 

tischen Linien berühren mithin die Krümmungslinie 
u= h. 

Wenn endlich 3) h 3= a*, so gehen die Curven 
durch einen der Kreispunkte, weil in diesen u = v = a*. 
In diesem Falle durchlaufen u und ZJ alle die ihnen 
zukommenden Werthe. 

Die Gleichung der geodztischen Linie ist alsdann 

typ = V aZ sinam(q-Ii-) ~ = , = Es 
tk - a2 tgarna dU 

Setzt man hierin 7 = o, so erhalt man für die 
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Schnittpunkte der verschiedenen von den Kreispunkten 
ausgehenden Linien mit der U = Axe 

tgp = -CL- 
tgam3 

P =$+ am 8, 

so dass von ,? 
Ir 

= o an, wo ,u = 7 der Winkel ,u 

zunimmt bis er für 9 = K, p = x wird. 

Integrirt man die allgemeine Gleichung der geo- 
dretischen Linie 

so hat man die zwei Feeelle 

h < a’ 

zu berücksichtigen. Da sich jedoch die bezüglichen For- 
meln für den einen Fall aus denen für den anderen 
unmittelbar ergeben, wenn man überall h und az mit 
einander vertauscht, so sei 

und also 
h < a’ 

w >I u 2 a2 = - h L v 2 b2. - - 

iliit der Annahme, da& die neuen Variabeln gleich- 
zeit,ig mit u und u wachsen, werden die Substitutions- 
formeln 
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u _ ath .l_sif% - h-a2.sin2yp, ’ 
b2h 

’ = h- (h-b2) sin’y, 

sin’p, = Cu - a’>” (v-b’) h 
(u-h) a2 ’ 

sin%p, = [h--V) v 

Modul = k” = 
a2(h-b2) 
(a’-b2). 

Damit wird die Gleichung 

a2. 
s 

1 -sin’p, d;p ---2 ..-1 = 

1- 2 sin’y, 
4% 

h 

b2. S 1 2% = 1 _ h-b2 
h 

sin2y, Ay, + const’ 

und setzt man 

1- sin2yl -~ 2 
1 - f- sin’tp, 

h 

so 

h.F(Sp,) + (a’ - h).17, (y,, - h 

b2.n, (yu,, - ya) + Const., 

wobei die Integrale in der Legendre’schen Normalform 
dargestellt sind. Die beiden Integrale dritter Gattung, 
welche hier auftreten, gehören zu der logarithmischen 

- 33 -- 9 



Klasse. Um diese Integrale in der Jacobi’schen Form 
auszudrücken hat man, weil 

--l>;>-cw, 
h-b’ 

o>- h_)-x2 

zu setzen 

a2 h - b’ 
h- - X2.sin2am (a + W), h = A’.sin’am ß, 

so dase ,also 

sin’am a = 
h a2 - b2 

--ää’ sin’am ß - as l 

Setzt man ferner 

91 =amtY,, Y, =amq,, 

so wird ‘die Gleichung der geod%tischen Linie 

B,.sin’am a - 

[WQ4 +$ log 2-r: [z-$$ sin am asin am ß = 
1 

Ijr,.coszam ß + l7 (q, ß) sin am a.sin am ß + Const. 

oder in der Jacobi’schen Funktion ausgedrückt 

H(a). O(ß) 
[- O(a).H(ß) @‘W 8 ~ - e-ca) 1 8 - + log - ---~ M-9;) 

ff(a+*8,) = 
O’(o).O(a).H*(ß + K) 

[- 

O’(ß) 
O’(K).H(a).O(ß).H(ßj t ocp> 1 

@<ß-q 1 
VI+ +k log @@?!G&fj 

+ Const. 
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Geht die geod&ische Linie durch den Punkt ZL = a2, 
v = b’, ihr Bild also durch U = o, V = o, so ist die 
Constante = Null. Eine dieser Curven ist die U = Axe 
selbst. 

Geht die geod&ische Linie durch einen Kreis- 
punkt, SO ist ihre Gleichung 

und die daraus sich ergebenden Integrale sind Qua- 
draturen. Führt man diese aus, so erhcelt die Glei- 
chung die Form 

und wenn man hierin für v und u ihre Werthe in el- 
liptischen Funktionen einsetzt 

Aam4+k’ ’ i--Aam4 
Aam8 - k’ 1 +Aam4 

k’ 
1 

1+ sin am 1 
1 -sinamq’ 

Const 
’ 

Diese Gleichung lzsst sich auf eine andere Form 
bringen, wenn man die in ihr auftretenden Summen 
als Producte darsteht. 

Zunaxhst findet man mit Hülfe der Formeln 
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Aam(x + Y> + Aam(x - Y) 
?Aamx.Aamy 

= -. 
1 - k2 sin’am x.sin2am y 

Aam(x + y) - Aam(x -- y) 

2k’sin am x. sin am y. cos am x. cos am y 
s-- 

1 - krsin2am x.sin’am y 

wenn man 

X -y=K 

x + y = ,8 

setzt und sie durch einander dividirt 

A-am 84 k’ 1 

mod.k. 

Äam 8 1 k’ = k2sin’am(K~>4)sin2am(K~) 

Ebenso findet man mit Hülfe obiger Gleichungen, 
wenn man 

x+y=o 

x-y=8 
setzt, dass 

8 4 
1 -A*am 4 k2.sin2am -2. cos2am 2 

1 +Aamv4 = 
A’am 

8 
-~ 2 
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Man erha4t ferner mit Hülfe der Formel 

1 - k’sinam(x f y) 
1 j- k’ sin am (x t y) 

Aamx - k’ sin am y.cos am x ’ 
= 

~~ 
A am y $- k’ sin am x.cos am y 

mod.k’ , 

wenn man 

setzt 

1 x=yY2-- 
2 

1 1 - k’sin am q A am- 2 - k’sin am - cos am - 2 
1 + k’sin am. 7 =- ._ 

Aam $- + k’sin am + cos am 

und mit Hülfe der Relation 

Aamx 
sin am (x + Ii” 3~ iK) = k,COS am; mod.k’ 

1 -.- k’sin am? sin am 

Ci3SKG@= 
--- 

’ sin am 

Endlich mit Anwendung von 
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sin am x - sin amy 
sin am x + sin.am y 

1 
sin am ~(x - y).cos am-+ (x + y).A am $-(x + y) 

= 
sin am -$-(x j- y).cos am; (x - y).A am -&(x - y) 

1 - k’sinam QJ - 
1 + k’sin am q 

-i 

cosam$($ +K’f iK).dam k(qj- K’f iK)si,am$(K’~ iK) 2 
- stnarri- ~(fj+K’&iK)cosat+(K’fiK) .4am t(K’+iK) ’ 

Die hier auftretende Constante 

sin am +-(K’ t, iK) 

cos am $(P rt iK) Aam-&P dz ZK) 

ist, wie sich leicht zeigen lasst.,=T und somit 

1 - k’sin am ri --. -_-1 
f + k’sin am q 

cos am $(ii t IX” f iK).Aam$T + K’ 31 iK) p 
-C .- - 

k.sin am --&T + K’ S+ iK) 
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Endlieh find& man 
Formel 

noch mit Hülfe der allgemeinen 

y) + sin am (x - y) ~ ~-- 
sin am (x + y) - sin am (x - y) 
sin am (x + 

sin am x.cos am y A am y 
= 

--- > 
sin am y.cos am x. A am x 

wenn man hierin 

X- Y 7 = 

setzt und hernach die Functionen in selbem Argument 
ausdrückt, dass 

i+sinam7 sin’am+(q -j- K’) 

1 -sin am 7 -= 
kZ 

cos’am&q + K’).A’am&7+K’) 

Mit diesen so gefundenen Werthcn erhalt die 
Gleichung der geod&ischcn Linie die Form 
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Die hier auftretende Constante ist, im Bilde be- 
stimmt durch den Winkel, den die Curve mit der 
V = Axe einschliesst. 

Was endlich den Vergrösserungsfaktor 

betrifft, so bemerkt man vor Allem, dass er mit wach- 
senden Wertben von U zunimmt, dagegen mit wach- 
senden V abnimmt. 

Im Anfangspunkte der Coordinaten, wo 

U= a2, u = b’, 

4 = 0, -- 
7-o 

ist 
a* - b2 @l(o) 

n- - 
4 1 O’(R) * 

Von da an nimmt n nach beiden Seiten der U = Axe 
stettig bis in’s Unendliche zu. Lengs der V = Axe 
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hingegen nimmt n nach beiden Richtungen stetig ab 
und erreicht in den Kreispunkten, in welchen 

2 u= a, -u = a2, 

8 = 0, 7 = & K' 

den Minimalwerth 

@*(K’) -_ 
oz(o)* 1 

‘In diesen beiden Punkten hört somit die Aehnlich- 
keit zwischen Bild und Tlrsprung auf. Dadurch erkhert 
sich a’uch die an diesen Stellen plötzliche Richtungs- 
snderung (um einen rechten Winkel) der Parabel 
x = o, y2 = 2b2z, als deren Bildcurven die Parallelen 
v= I!I 2aE’, sowie das zwischen diesen abgegrenzte 
Stück der V = Axe zu betrachten ‘ist. Ebenso auch, 
dass alle Curven, welche im Originale die Parabel 
X = o treffen, im Bilde entweder die V = Axe oder 
die Parallelen V = f: 2aE’ schneiden. Ferner ist zu 
bemerken, dass alle Punkte der Parabel x = o sich 
doppelt abbilden, ausgenommen diejenigen, welche sich 
auf dem zwischen den beiden Kreispunkten enthaltenen 
Stücke der Linie befinden. Zwei in gleichem Abstande 
von der V = Axe gelegenen und derselben Parall-elen 
angehörenden Punkte sind naehmlich Bildpunkte ein und 
desselben Punktes. Und hiemit erkkert sich auch der 
Zusammenhang derjenigen Curven im Bilde, welche 
aus zwei getrennten in Bezug auf die V = Axe syme- 
trisehen Zweigen bestehn, wzhrend ihre Originale ge- 
schlossene Linien sind, wie etwa die Niveaulinien und 
die Kreisschnitte. 

Aehnlich wie bei der U- und V = Axe verh&t 
sich der Vergrösserungsfaktor n auch lcengs den Pa- 
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rallelen zu den Axen: auf jeder Parallelen zur U=Axe 
besitzt n einen Minimalwerth dort, wo diese die V=Axe 
durchschneidet und waechst von da auf beiden Seiten 
derselben bis in’s Unendliche und : auf jeder Parallelen 
zur V = Axe hat n einen M~aximalwerth an der Stelle, 
wo diese die U=Axe schneidet und nimmt von da an 
zu beiden Seiten derselben stetig ab, bis es einen ge- 
wissen kleinsten Werth (der aber stets grösser als 
Null) in den Abstanden -&2aE’ von der U = Axe an- 
nimmt. 

Man bemerkt, ferner, dass jeder Werth von n 
(ausser Null) sich unendlich oft mal wiederholt und 
dass alle diejenigen Punkte, in denen der Faktor n 
einen constanten Werth hat Curven bilden, walehe an- 
zusehen sind als Durchscnittslinien der gegebenen Flasche 
mit dem elliptischen Cylinder 

Sta?, 
(&- /y)L g 

2 = z -/- ’ 4 (&’ - b’) 

oder was dasselbe ist als Durchschnittslinien mit dem 
hyperbolischen Cylinder 

g 2 (aZ - ,*y - CL 
b -a2-b’ =z- 4 (2 - b9) ’ 

wenn 
c 

n = -. 
4 

Die Fhechen sind jedoch reel nur so lange 

c2 < 2fa= - b’)*, 

Diese Curven sind CS auch, deren Laengen sich 
in constantem Verh&tniss abbilden. 


