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Predgovor

Zaxto koristiti bajesovsko zak	uqiva�e umesto klasiqnog frekvenci-
onistiqkog pristupa? U k�izi [2] autor navodi da su bajesovske metode
uvek imale prirodnu prednost u odnosu na klasiqne zbog svog pri-
stupa da sve nepoznate kvantitete tretiraju probabilistiqki. Me�u-
tim, bez upotrebe raqunara postojali su problemi u upotrebi tih metoda
- nemogu�nost ocene parametara modela, apriorne raspodele koje su
uk	uqivale neke loxe pretpostavke. Pove�a�em mo�i i kapaciteta
raqunara kao i pojavom novih algoritama doxlo je do velikog napretka
u rexava�u tih problema. Danas �ivimo u svetu gde osim naxe mogu-
�nosti imaginacije ne postoji jox mnogo drugih ograniqe�a. Zato danas
istra�ivaqi koriste i bajesovske i klasiqne metode. Poqevxi od 1990-
ih godina primetan je porast upotrebe bajesovskih metoda u medicini,
prirodnim naukama, in�e�erstvu, druxtvenim naukama. Jedan od ra-
zloga za taj trend porasta su pove�ana potreba za statistiqkim ana-
lizama bilo koje vrste, npr. kliniqka ispitiva�a, rezultati anketa,
politiqke i ekonomske analize, analiza podataka sa interneta, istra-
�iva�a tr�ixta. Zatim, mnogi nauqnici su doxli do zak	uqaka
da alternative ovakvom pristupu imaju logiqkih nedoslednosti i ne-
dostataka. I napredak raqunarskih metoda koji je doveo do toga da
realistiqni bajesovski modeli daju rezultate koji se mogu jako dobro
aproksimirati pa nam to xto ih analitiqki ne mo�emo izvesti ne pred-
stav	a problem.
Bajesovska analiza se zasniva na poqetnom skupu pretpostavki i omo-
gu�ava istra�ivaqima da u proces zak	uqiva�a kao dodatak podacima
kojima raspola�u uk	uqe i pouzdane informacije koje ve� poseduju. Za-
k	uqci o nepoznatim parametrima nisu izra�eni na uobiqajen naqin,
kao taqkasta ocena1 i �en interval povere�a2. Umesto toga, ovde nepo-
znati parametri imaju svoju raspodelu, tj. mogu se smatrati sluqajnim
veliqinama. Pre posmatra�a podataka nepoznati parametri imaju svoju

1 Point estimate
2 Confidence interval



apriornu raspodelu koja oslikava naxe apriorno zna�e - informacije
koje su nam dostupne pre nego xto uzmemo u obzir dobijene podatke.
Nakon uzima�a podataka u obzir dobija se aposteriorna raspodela.
Aposteriorna raspodela zatim mo�e poslu�iti za izvo�e�e raznih
zak	uqka o nepoznatom parametru kao xto su: kvantili raspodele,
verovatno�a da parametar uzima vrednosti iz nekog intervala, zatim
intervali prekriva�a koji predstav	aju bajesovski analogon inter-
valima povere�a kao i mnogi drugi. Tako�e, aposteriorna raspodela
koristi se za odre�iva�e aposteriorne prediktivne raspodele novih
podataka.
Dve k	uqne pretpostavke u bajesovskom zakluqiva�u su slede�e:

1. Funkcija verodostojnosti3 opisuje zavisnost celog uzorka po-
dataka od vrednosti nepoznatih parametara.

2. Nepoznati parametri tretiraju se kao sluqajne veliqine i za �ih
se pretpostav	a neka apriorna raspodela koja ne zavisi od po-
dataka.

Sa ovim pretpostavkama osnove bajesovskog zak	uqiva�a mogu se svesti
na tri koraka:

1. Specifikova�e verovatnosnog modela koji uk	uquje funkciju
verodostojnosti i apriornu raspodelu nepoznatog parametra.

2. A�urira�e zna�a o nepoznatom parametru raquna�em uslovne ra-
spodele nepoznatog parametra pri uslovu da su nam dati ti kon-
kretni podaci. Tu raspodelu zovemo aposteriornom raspodelom
parametra.

3. Procena (evaluacija) koliko model odgovara podacima i procena
oset	ivosti zak	uqaka na pretpostavke modela.

Ukoliko je neophodno, model se mo�e izmeniti a zatim se mogu ponoviti
ova tri osnovna koraka. Ovi koraci se mogu ponoviti i nakon dobija�a
novih podataka pri qemu za apriornu raspodelu izaberemo prethodno
dobijenu aposteriornu raspodelu.
Qesto postoji slaga�e izme�u bajesovske i klasiqne frekvencioni-
stiqke analize tj. �ihovom primenom mo�emo dobiti iste zak	uqke.
Postoje dva veoma va�na sluqaja gde je ovo uvek taqno. Prvi sluqaj je
kada se za apriornu raspodelu parametra izabere raspodela koja daje
jednaku verovatno�u, odnosno gustinu svim vrednostima odgovaraju�eg

3 Likelihood function
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skupa, odnosno intervala. To mo�emo zapisati kao: π(θ) ∝ c,∀θ ∈ Θ,
gde je c neka konstanta. To je uniformna raspodela u sluqaju da je
Θ diskretan skup ili ograniqen interval odnosno neprava raspodela
u sluqaju neograniqenog intervala. U tom sluqaju su aposteriorna
raspodela i funkcije verodostojnosti proporcionalne. Ukoliko se za
bajesovsku taqkastu ocenu izabere moda aposteriorne raspodele, ona
se poklapa sa ocenom dobijenom metodom maksimalne verodostojnosti.
Drugi sluqaj je sluqaj u kome je uzorak veoma velikog obima pa izbor
apriorne raspodele ima zanemar	iv uticaj na aposteriornu raspodelu.
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Poglav	e 1

Osnovni pojmovi

U ovom poglav	u izlo�en je pregled svih rezultata neophodnih za bajes-
ovsko zak	uqiva�e u opxtem sluqaju kao i za bajesovski pristup line-
arnoj regresiji dok �e primeri sa kodovima biti predstav	eni u posled-
�em poglav	u. Predstav	eni su: Bajesovo pravilo, oce�iva�e parame-
tara na bajesovski naqin, tipovi aprironih raspodela, izvo�e�e aposte-
riornih raspodela, metode za aproksimaciju aposteriornih raspodela u
sluqajevima kada nije mogu�e dobiti �ihov analitiqki oblik, aposte-
riorna prediktivna provera, analiza senzitivnosti modela.

1.1 Bajesovo pravilo

Bajesovo pravilo ili Bajesova teorema opisuje verovatno�u doga�aja za-
snovanu na apriornom zna�u o uslovima koji mogu biti povezani sa
tim doga�ajem. Teorema je ime dobila po Tomasu Bajesu1 koji je prvi
formulisao specijalan sluqaj teoreme. Taj sluqaj je prezentovan 1763.
godine, dve godine nakon �egove smrti, u sklopu eseja2, zahva	uju�i
�egovom prijate	u Riqardu Prajsu. Iako je Bajesovo ime vezano za
zak	uqiva�e mnogi bi se slo�ili da �egov sledbenik Pjer - Simon
Laplas3 ima mnogo vixe zasluga za ovakvu analizu i da je veziva�e
jedne bitne grane statistike za Bajesovo ime u mnogome preteriva�e.
Bajes jeste prvi eksplicitno izveo poznato pravilo, ali Laplas je bio

1 Thomas Bayes (1702-176) - engleski statistiqar, filozof a ujedno i prezviter-
ijanski svextenik

2 ”An Essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances”
3 Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749-1781) - francuski nauqnik qiji rad je do-

prineo razvoju in�e�erstva, matematike, statistike, fizike, astronomije i filo-
zofije
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POGLAV�E 1. OSNOVNI POJMOVI

prvi koji je u svom delu4 obezbedio deta	niju analizu koja je znaqajnija
za danax�u bajesovsku statistiku.
Bajesovo pravilo mo�emo izvesti iz formule za uslovnu verovatno�u:

P (A|B) =
P (B,A)

P (B)
(1.1)

gde su A i B doga�aji takvi da P (B) 6= 0. Bajesovo pravilo glasi:

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)
. (1.2)

Ako je {Aj} razbija�e sigurnog doga�aja na disjunktne doga�aje onda
primenom formule potpune verovatno�e jednakost (1.2) mo�e da se za-
pixe i na slede�i naqin:

P (A|B) =
P (B|A)P (A)∑
j P (B|Aj)P (Aj)

(1.3)

Prema bajesovskoj interpretaciji verovatno�a meri stepen verova�a.
Bajesova teorema tada slu�i kao veza izme�u stepena verova�a da �e se
desiti doga�aj A pre i posle uzima�a u obzir doga�aja B. U tom kon-
tekstu P (A) nazivamo apriornom verovatno�om i ona predstav	a ini-
cijalni stepen verova�a u A. P (A|B) zovemo aposteriorna verovatno�a
i za �eno dobija�e su nam pored apriorne P (A) potrebni jox i P (B|A)
i P (B) koji predstav	aju uslovnu odnosno bezuslovnu verovatno�u do-
ga�aja B. Znamo da je doga�aj B realizovan i samim tim ne�emo ga tre-
tirati probabilistiqki. To ne znaqi da je poznato sve o svim mogu�im
doga�ajima ili o onim koji �e se desiti u budu�nosti, ve� samo da je
poznato sve o tom konkretnom doga�aju. Jedina uloga P (B) kao ime-
nioca u Bajesovom pravilu je da obezbedi normiranost i zato mo�emo
da zapixemo:

P (A|B) ∝ P (B|A)P (A) (1.4)

gde ∝ oznaqava proporcionalnost. Uslovna verotno�a P (A|B) je bal-
ans onoga u xta smo ve� verovali (P (A)) i doprinosa dobijenog od nove
opservacije (P (B|A)). Postoje situacije kada su podaci uticajniji od
apriornog zna�a, kao i obrnuto. To nam odgovara jer kada nemamo do-
vo	no podataka ili su oni loxeg kvaliteta po�e	no je da se oslonimo
xto vixe na prethodna zna�a dok ukoliko imamo dovo	no podataka
apriorna zna�a nisu od velikog interesa.

4 ”Theorie analytique des probabilites”.

6



POGLAV�E 1. OSNOVNI POJMOVI

Bajesovo pravilo mo�emo primeniti i na sluqajne promen	ive. Neka
su X i Y sluqajne promen	ive. Postoje mnoge situacije u kojima �e-
limo da znamo X ali mo�emo da merimo samo veliqinu Y koja je na neki
naqin povezana sa �om. U zavisnosti od toga kog su tipa X i Y slede 4
razliqite verzije Bajesove teoreme za sluqajne promen	ive.
Ukoliko su obe promen	ive apsolutno neprekidnog tipa sa zajedniqkom
funkcijom gustine raspodele fX,Y (x, y) znamo da je

fX,Y (x, y) = fX|Y (x|y)fY (y) = fY |X(y|x)fX(x). (1.5)

Tada uslovnu gustinu za X mo�emo da izrazimo kao koliqnik:

fX|Y (x|y) =
fY |X(y|x)fX(x)

fY (y)
(1.6)

=
fY |X(y|x)fX(x)∫∞

−∞ fY |X(y|u)fX(u)du
. (1.7)

Za diskretne sluqajne veliqine X i Y , gde sa PX(x) oznaqavamo verova-
tno�u doga�aja {X = x} a sa PY (y) verovatno�u doga�aja {Y = y}, imamo
slede�u formulu:

PX|Y (x|y) =
PY |X(y|x)PX(x)

PY (y)
(1.8)

=
PY |X(y|x)PX(x)∑
k PY |X(y|k)PX(k)

(1.9)

pri qemu druga jednakost va�i primenom formule potpune verovatno�e.
Ukoliko je X diskretnog a Y apsolutno neprekidnog tipa i znamo da je
Y uzela vrednost y, tada va�i:

PX|Y (x|y) =
fY |X(y|x)PX(x)

fY (y)
(1.10)

=
fY |X(y|x)PX(x)∑
k fY |X(y|k)PX(k)

. (1.11)

Preostali sluqaj koji razmatramo je sluqaj kada donosimo zak	uqke
o apsolutno neprekidnoj sluqajnoj veliqini X ukoliko znamo da je
diskretna sluqajna veliqina Y uzela vrednost y. Tada je:

fX|Y (x|y) =
PY |X(y|x)fX(x)

PY (y)
(1.12)

=
PY |X(y|x)fX(x)∫∞

−∞ PY |X(y|u)fX(u)du
. (1.13)
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POGLAV�E 1. OSNOVNI POJMOVI

1.2 Bajesovsko oce�iva�e parametara

Neka je θ nepoznati parametar koji je ci	 analize. Ideja je doneti
zak	uqke o �emu na osnovu ve� dostupnih informacija. Te informa-
cije su dobijeni uzorak podataka koji zavisi od vrednosti nepoznatog
parametra. Podatke �emo oznaqavati sa D.
Proces zak	uqiva�a poqi�e specifikova�em parametarskog modela za
proces generisa�a podataka. Modelom zadajemo kako oqekujemo da po-
daci izgledaju za sve mogu�e vrednosti nepoznatog parametra. U zavi-
snosti od toga da li su podaci apsolutno neprekidnog ili diskretnog
tipa model je predstav	en funkcijom gustine raspodele ili raspode-
lom verovatno�e. U oba sluqaja koristi�emo oznaku p(D|θ) koja ukazuje
na to da su podaci generisani iz nekog modela koji zavisi od parame-
tra. S obzirom na to da podatke smatramo poznatim jednom kada ih
dobijemo a parametar je nepoznata sluqajna veliqina umesto prethodne
vixe smisla imala bi oznaka L(θ|D) koja se koristi za funkciju verodo-
stojnosti kod metoda maksimalne verodostojnosti jer suxtinski pred-
stav	aju istu funkciju. U svakom sluqaju dr�a�emo se uobiqajene oz-
nake p(D|θ) i zva�emo je funkcijom verodostojnosti ili kra�e verodo-
stojnox�u. Tako�e, zadajemo i apriornu raspodelu parametara koju �emo
bez obzira na tip parametra oznaqavati sa π(θ). Apriorna raspodela
predstav	a subjektivno ube�e�e o parametru pre posmatra�a dobijenih
podataka i u zavisnosti od toga koliko znamo o parametru raspodela
mo�e biti ma�e ili vixe informativna. Ona mora biti zadata ali
ne mora biti previxe uticajna5. Aposteriornu raspodelu nepoznatog
parametra za date podatke dobijamo korix�e�em Bajesovog pravila i
za �u va�i:

p(θ|D) =
p(D|θ)π(θ)

p(D)
(1.14)

=
p(D|θ)π(θ)∫

Θ
p(D|θ)π(θ)dθ

. (1.15)

Za p(D) postoji vixe naziva u literaturi, me�u kojima su i normiraju�a
konstanta, normiraju�i faktor, marginalna verodostojnost i apriorna
prediktivna raspodela. Uloga p(D) je da omogu�i normiranost apo-
steriorne raspodele parametra od interesa. Ne zavisi od nepoznatog
parametra θ i samim tim ne nosi informacije od znaqaja. Iz tog razloga

5Postoji pristup koji se zove objektivni Bajes (objective Bayes) koji pokuxava da
xto vixe uma�i uticaj apriorne raspodele.
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POGLAV�E 1. OSNOVNI POJMOVI

prethodnu jednakost mo�emo zapisati na kompaktniji naqin - korix-
�e�em proporcionalnosti. Tada je:

p(θ|D) ∝ p(D|θ)π(θ) (1.16)

tj. aposteriorna raspodela je proporcionalna proizvodu apriorne
raspodele i funkcije verodostojnosti.
Nakon dobija�a aposteriorne raspodele mo�emo izneti one zak	uqke
za koje smatramo da su od znaqaja za analizu. Neke od mogu�nosti su
grafiqki prikaz aposteriorne raspodele, razne sumarne statistike kao
xto su sred�a vrednost, medijana, moda (mere polo�aja), standardna
devijacija, rang, interkvartilni rang (mere raseja�a), verovatno�e da
parametar uzme vrednost iz nekog intervala (regiona u sluqaju vixed-
imenzionog parametra) itd.
Ukoliko je ci	 analize oceniti nepoznate parametre, postoji veliki
broj mogu�nosti koje se mogu podeliti u dve osnovne grupe: taqkaste i
intervalne ocene.

1.2.1 Taqkaste ocene

Sa L(θ, θ̂(D)) je oznaqena funkcija gubitka6 koja meri odstupa�e stvarne
vrednosti nepoznatog parametra od �egove oce�ene vrednosti. Bajesov
rizik, kao funkcija od θ̂, definixe se kao oqekivana vrednost funkcije
gubitka, gde je oqekiva�e u odnosu na marginalnu raspodelu parametra
θ, p(θ). Za ocenu ka�emo da je Bajesova ocena ukoliko minimizira Ba-
jesov rizik u klasi svih ocena, tj. jednaka je

arg min

∫ ∫
L(θ, θ̂)p(θ|D)p(D)dDdθ = arg min

∫ ∫
L(θ, θ̂)p(θ|D)dθp(D)dD.

(1.17)

Kako je p(D) uvek ve�e ili jednako od nule, za dobija�e Bajesove
ocene dovo	no je na�i vrednost θ̂ koja minimizira oqekivanu vred-
nost funkcije gubitka u odnosu na aposteriornu raspodelu parametra
θ, p(θ|D), za konkretne podatke D.
Za razliqite izbore funkcije gubitka dobijamo razliqite Bajesove
ocene nepoznatog parametra. Bi�e navedene tri funkcije gubitka i
�ima odgovaraju�e Bajesove ocene.

1. Funkcija grexke je kvadrat razlike vrednosti, L(θ, θ̂) = (θ − θ̂)2.
θ̂ =

∫
θp(θ|D)dθ, tj. Bajesova ocena je jednaka oqekiva�u aposteri-

orne raspodele.

6 Loss function

9



POGLAV�E 1. OSNOVNI POJMOVI

2. Funkcija grexke je apsolutna vrednost razlike, L(θ, θ̂) = |θ − θ̂|.
Tada je Bajesova ocena jednaka medijani aposteriorne raspodele.

3. Funkcija grexke uzima vrednost 0, ukoliko je |θ − θ̂| < δ, odnosno
1, ukoliko je |θ− θ̂| ≥ δ. Tada je Bajesova ocena moda aposteriorne
funkcije gustine raspodele. Tu ocenu zovemo MAP7 ocena.

1.2.2 Intervalne ocene

Intervalne ocene se nazivaju intervali prekriva�a8 i predstav	aju
bajesovski analogon frekvencionistiqkim intervalima povere�a. Za
zadatu vrednost α, 100(1−α)% interval povere�a pokriva stvarnu vred-
nost parametra u proseku u 100(1−α)% ponov	enih eksperimenata i ne
mo�emo ga shvatiti izvan konteksta ponov	enih eksperimenata dok za
razliku od �ega 100(1 − α)% interval prekriva�a daje oblast param-
etarskog prostora u kome je verovatno�a pokriva�a θ jednaka 1 − α.
Interval prekriva�a za aposteriornu raspodelu mo�emo definisati
kao skup C, podskup parametarskog prostora Θ za koga va�i:

1− α =

∫
C

p(θ|D)dθ (1.18)

u sluqaju apsolutno neprekidnog parametra θ dok integral me�amo
sumom a znak jednakosti znakom ve�e ili jednako u sluqaju diskretnog
parametra. Tako definisani intervali nisu jedinstveni jer mo�emo
definisati skup C na razne naqine tako da prethodna jednakost va�i.
Specijalno, ukoliko �elimo da kreiramo intervale sa jednakim re-
povima9 to posti�emo tako xto su aposteriorne verovatno�e da vred-
nost parametra bude levo i desno od intervala jednake i iznose po α/2.
U sluqaju simetriqnih raspodela ovako definisan interval verodosto-
jnosti bi�e centriran oko sred�e vrednosti.
Drugi specijalni sluqaj intervala prekriva�a je interval najve�e apo-
steriorne gustine koga �emo nada	e oznaqavati sa INAG. Dodatni uslov
je da je gustina unutar intervala uvek ve�a ili jednaka od gustine van
�ega. Ukoliko je aposteriorna raspodela vixemodalna, INAG �e za-
pravo biti unija intervala. U sluqaju unimodalne i simetriqne apos-
teriorne raspodele interval prekriva�a sa jednakim repovima i INAG
se poklapaju.

7 Maximum a Posteriori
8 Bayesian credible intervals
9 equal tail intervals
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POGLAV�E 1. OSNOVNI POJMOVI

1.2.3 Primer oce�iva�a parametara

Ukoliko za primer uzmemo ispitiva�e uticaja raznih faktora na tre-
nutnu zaradu pojedinca istra�iva�e mo�emo da izvrximo tako xto na-
jpre prikupimo odre�ene podatke. Za svakog pojedinca ima�emo �egovu
meseqnu zaradu kao i npr. broj godina radnog iskustva, broj godina rada
na trenutnom radnom mestu, stepen obrazova�a, zaradu na prethodnom
radnom mestu, proseqnu ocenu na najvixem stepenu studija, pol, itd.
Podatke mo�emo podeliti u dve celine. Sa y mo�emo oznaqiti vektor
zarada ispitanika. Ukoliko imamo n ispitanika vektor y mo�emo pred-
staviti kao vektor sa n komponenti, y = (y1, y2 . . . , yn)T gde je yi zarada
i-tog pojedinca. U ovom primeru, vektor y je zavisna promen	iva. Os-
tale promen	ive zovemo eksplanatorne, objax�avaju�e ili nezavisne
promen	ive ili prediktori. Oznaqavamo ih sa xj, dok sa X oznaqavamo
ceo skup prediktora. Ukoliko imamo n opservacija i p objax�ava-
ju�ih promen	ivih onda X mo�emo predstaviti matricom sa n vrsta
i p kolona. Za �ih mo�emo ali ne moramo da zadajemo raspodelu i kad
ih jednom dobijemo smatramo ih konstantama ili realizanovanim vred-
nostima sluqajne promen	ive. Sada su podaci oblika D = (y,X).
Ukoliko pretpostavimo linearnu vezu izme�u zarade i ostalih promen-
	ivih tada su nam nepoznati parametri koeficijenti linearne regre-
sije kao i standardna devijacija grexke. Sve nepoznate parametre oz-
naqimo sa θ. Obiqno je polazna taqka statistiqke analize pretpostavka
da zajedniqka raspodela za n vrednosti yi, p(y1, y2, . . . , yn) ne zavisi od
permutacije indeksa. Dodatna pretpostavka koja mo�e biti korisna je
da su uslovne raspodele za yi pri datoj vrednosti θ nepoznatog parame-
tra nezavisne i jednako raspode	ene. Bajesovske statistiqke zak	uqke
o nepoznatom parametru donosimo na osnovu aposteriorne raspodele,
korix�e�em taqkastih ili intervalnih ocena.
Nakon sakup	a�a novih podataka D

′
, koji su nezavisni od poqetnih D

ali su generisani na isti naqin, dotadax�u aposteriornu raspodelu
p(θ|D) mo�emo smatrati novom apriornom i polaze�i od �e i novih
podataka dobijamo novu aposteriornu raspodelu. Na ovaj naqin dobi-
jamo isti rezultat kakav bismo dobili da smo sve podatke imali date
na poqetku:

p(θ|D,D′
) ∝ p(D

′|θ)p(θ|D) (1.19)

∝ p(D
′|θ)p(D|θ)π(θ) (1.20)

= p(D
′
, D|θ)π(θ). (1.21)

Tako�e, pri ovom uslovu nezavisnosti novih podataka od starih imamo
i rezultat da aposteriorna raspodela ne zavisi od redosleda ubaci-
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va�a podataka u model. Na ovaj naqin mo�emo a�urirati aposteriornu
raspodelu koliko god puta �elimo i samim tim dobija�em novih po-
dataka donositi nove zak	uqke o nepoznatom parametru.

1.3 Aposteriorna prediktivna raspodela

Pored donoxe�a zak	uqaka o nepoznatom parametru, zanima nas da
za novodobijene vrednosti nezavisnih promen	ivih izraqunamo odgo-
varaju�e vrednosti zavisne promen	ive. Ukoliko za ilustraciju isko-
ristimo prethodni primer, ci	 je da na osnovu dobijenog modela done-
semo zak	uqke o nepoznatim zaradama ỹ, osoba qiji su ostali podaci
dati sa X̃. To mo�emo da uradimo korix�e�em aposteriorne predi-
ktivne raspodele:

p(ỹ|y) =

∫
p(ỹ, θ|y)dθ (1.22)

=

∫
p(ỹ|θ, y)p(θ|y)dθ (1.23)

=

∫
p(ỹ|θ)p(θ|y)dθ, (1.24)

gde posled�a jednakost va�i jer su y i ỹ uslovno nezavisne za datu
vrednost parametra θ.

1.4 Izbor apriorne raspodele

Jedna od najve�ih kritika bajesovskog zak	uqiva�a je neophodnost iz-
bora apriorne raspodele. Kritike se uglavnom zasnivaju na tome da je
izbor raspodele subjektivan, ili qak da dozvo	ava statistiqarima da
tim izborom utiqu na rezultate analize. Ipak, istina je da u bilo kojoj
statistiqkoj analizi postoji izvesna doza subjektivizma, kojoj se ipak
ne pridaje toliki znaqaj.
Jedan od najubed	ivijih argumenata za uk	uqiva�e apriorne raspodele
je to xto qesto postoji prethodno zna�e koje bi bilo dobro iskoris-
titi, dok u situacijama kada prethodno zna�e ne postoji mo�e se isko-
ristiti neka od raspodela koja ne�e znaqajno uticati na aposteriornu
raspodelu.
Apriorne raspodele mo�emo da podelimo u dve kategorije, prave i ne-
prave. Prave raspodele ispu�avaju aksiome Kolmogorova. Neprave
raspodele se razlikuju od pravih po tome xto integral �ihove gus-
tine u sluqaju apsolutno neprekidnih sluqajnih veliqina, odnosno suma
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verovatno�a u sluqaju diskretnih nije konaqan broj. Korix�e�e nepra-
vih apriornih raspodela je dozvo	eno, one se qesto upotreb	avaju, me-
�utim va�no je izvrxiti proveru da li je tako dobijena aposteriorna
raspodela prava.
Postoji jox jedna kategorija apriornih raspodela koje se koriste u ba-
jesovskim modelima, a to su konjugovane apriorne raspodele. Sledi
definicija konjugovanosti:

Definicija 1.4.1. Ukoliko sa F oznaqimo familiju raspodela p(y|θ) a
sa P familiju apriornih raspodela parametra θ, π(θ), tada ka�emo da

je familija P konjugovana familiji F ukoliko va�i da i aposteriorna

raspodela, p(θ|y), pripada familiji P.

U proxlosti, pre postoja�a tehnika za aproksimaciju aposteriorne
raspodele, o kojim �e biti reqi u narednom ode	ku, za mnoge predlo�ene
modele nije bilo mogu�e izraqunati aposteriornu raspodelu i samim
tim je korix�e�e konjugovanih apriornih raspodela bilo jedino re-
xe�e. Prednosti se ogledaju u jednostavnosti i u dobija�u analitiqkog
oblika aposteriorne raspodele. Ukoliko se zna�e koje imamo o para-
metru mo�e izraziti u obliku konjugovane raspodele ili ukoliko je
ona dobra aproksimacija, to treba iskoristiti. Naravno, to qesto nije
sluqaj i tada koristimo informativne raspodele koje odgovaraju naxem
zna�u. Kada nam je ci	 da ubla�imo frekvencionistiqku kritiku sub-
jektivnosti prilikom izbora apriorne raspodele, tj. kada �elimo da
apriorna ima xto ma�u ulogu u kreira�u aposteriorne raspodele ili u
situacijama kada o parametru ne postoji nikakva poznata informacija,
koristi�emo neinformativne raspodele. Neki od primera neinfor-
mativne apriorne raspodele su uniformna raspodela na ograniqenom
nosaqu ili neprava raspodela koja daje jednaku verovatno�u neogra-
niqenom intervalu vrednosti, π(θ) ∝ const, ∀θ ∈ (−∞,∞). Jedna od
kritika korix�e�a uniformne raspodela kao apriorne je to xto svo-
jstvo uniformnosti nije invarijantno pri transformacijama, tj. uko-
liko nemamo nikakvu informaciju o nepoznatom parametru ne bi tre-
balo ni da imamo informaciju o bilo kakvoj �egovoj transformaciji.
Jedan poznati naqin kreira�a neinformativne apriorne raspodele koja
je invarijantna pri transformacijama je �efrisov10 princip po kome
je π(θ) ∝

√
|J(θ)|, gde je sa J(θ) oznaqena Fixerova informaciona

funkcija. U sluqaju jednodimenzionog parametra, Fixerova infor-

10 Sir Harold Jeffreys (1891 - 1989) - britanski matematiqar, statistiqar, ge-
ofiziqar i astronom
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macija se definixe kao:

J(θ) = E[(
d log p(y|θ)

dθ
)2|θ]. (1.25)

Pod dodatnim uslovima regularnosti va�i da je:

J(θ) = −E[
d2logp(y|θ)

dθ2
|θ]. (1.26)

U sluqaju vixedimenzionog parametra Fixerova informacija ima ma-
triqni oblik:

[J(θ)]i,j = E[(
d log p(y|θ)

dθi
)(
d log p(y|θ)

dθj
)|θ]. (1.27)

Pod dodatnim uslovima regularnosti va�i da je:

[J(θ)]i,j = −E[
d2logp(y|θ)
dθidθj

|θ]. (1.28)

1.5 Monte Karlo metode zasnovane na lan-

cima Markova

Odre�iva�e aposteriorne raspodele direktnom primenom Bajesovog
pravila uk	uquje izraqunava�e marginalne verodostojnosti, p(D).
Obiqno to zahteva rexava�e integrala koji je nemogu�e analitiqki
rexiti. U proxlosti, potexko�e do kojih je dolazilo su se prevazi-
lazile ograniqava�em na modele sa jednostavnijom funkcijom verodo-
stojnosti i konjugovanom apriornom raspodelom xto je dovodilo do in-
tegrala koji se mo�e izraqunati. Kada ovaj metod nije bilo mogu�e pri-
meniti jedna od mogu�ih alternativa je aproksimacija podintegralne
funkcije nekom drugom koja je jednostavnija i qiji integral umemo da
reximo.
Pored toga, jedna klasa metoda uk	uquje numeriqku aproksimaciju inte-
grala. Kada je nepoznati parametar male dimenzije ili, na drugi naqin
reqeno, kada postoji mali broj nepoznatih parametara mo�emo da apro-
ksimiramo integral sumom. Ukoliko model ima vixe parametara, xto
je sluqaj u realistiqnim modelima, ovaj pristup ne�e mo�i da izvr-
xi aproksimaciju. Kada svaki parametar predstavimo sa n diskretnih
vrednosti, a ima p parametara, dolazimo do toga da nam za �ih treba
np vrednosti �ihovih kombinacija.
Tre�i naqin za aproksimaciju aposteriorne raspodele je uzima�e
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sluqajnog uzorka velikog broja reprezentativnih kombinacija vred-
nosti parametara iz aposteriorne raspodele. Razvijeni su mnogi takvi
algoritmi, i zovemo ih Monte Karlo metode zasnovane na lancima
Markova11, nada	e MKLM metode. Za korix�e�e MKLM metoda do-
vo	no je da se za datu vrednost θ vrednost π(θ) lako izraqunava, kao i
p(D|θ) za date vrednosti θ i D, dok izraqunava�e p(D) nije potrebno
xto ove metode qini jednostavnim za korix�e�e.
Monte Karlo metode za simulaciju predstav	aju xiroku klasu algo-
ritama za raquna�e koji se zasnivaju na ponav	anom uzima�u sluqa-
jnog uzorka kako bismo izvukli numeriqke zak	uqke o problemima koji
mogu da budu i deterministiqki. Qesto se koriste u problemima koji
se jav	aju u matematici i fizici kada je texko ili nemogu�e pri-
meniti neki drugi pristup. Koriste se uglavnom u tri razliqite klase
problema: optimizacija, numeriqka integracija i izvlaqe�e uzoraka
iz neke raspodele. U principu, mogu se koristiti za rexava�e bilo
kog problema koji ima probabilistiqku interpretaciju. Prema zakonu
velikih brojeva, integrale koji su zapravo oqekivane vrednosti nekih
sluqajnih veliqina mo�emo aproksimirati uzima�em empirijske sred-
�e vrednosti tj. sred�e vrednosti sluqajnog uzorka iz raspodele te
sluqajne veliqine. Ukoliko je raspodela verovatno�e sluqajne veliqine
parametrizovana matematiqari qesto koriste spomenute MKLM metode
qija je osnovna ideja da kreiraju lanac Markova sa unapred odre�enom
stacionarnom raspodelom tako da �e na kraju uzorak generisan metodom
biti zapravo uzorak iz ci	ne raspodele.
MKLM metode generixu sluqajno luta�e takvo da je sveki slede�i ko-
rak u potpunosti nezavisan od svih prethodnih pozicija osim trenutne.
Svaki takav proces se naziva markovski proces, po matematiqaru An-
dreju Markovu12, a svaki niz uzastopnih koraka zovemo markovskim
lancem.
Neki od predstavnika MKLM metoda su Gibsov, Metropolis-Hastings
algoritam, kao i �egov specijalan sluqaj, Metropolis algoritam. Ovi
algoritmi kao i softver za automatsko kreira�e uzoraka i brzi hardver
koji su ih podr�ali su najzaslu�niji za razvoj bajesovskih metoda.

1.5.1 Metropolis-Hastings algoritam

Metropolis-Hastings algoritam je jedan od MKLM metoda za dobija�a
niza sluqajnih uzoraka iz raspodele iz koje je direktno uzima�e uzorka

11 MCMC - Markov chain Monte Carlo
12Andrej Markov (1856 - 1922) - ruski matematiqar, najvixe poznat po doprinosu

teoriji sluqajnih procesa
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texko. Qesto se koristi za vixedimenzione parametre. Algoritam je
ime dobio po Nikolasu Metropolisu13 i V. K. Hastingsu14. Ovim algo-
ritmom mo�emo uzeti uzorak iz bilo koje raspodele p(x) ukoliko znamo
vrednost neke �oj proporcionalne funkcije f(x). To ovaj algoritam
qini naroqito pogodnim za korix�e�e u bajesovskoj linearnoj regresiji
s obzirom na to da nije neophodno izraqunati konstantu normalizacije.
U tom sluqaju za funkciju f biramo proizvod apriorne raspodele i
funkcije verodostojnosti. U svakoj iteraciji algoritma bira se kandi-
dat za slede�u vrednost uzorka na osnovu trenutne vrednosti i funkcije
predloga. Tu vrednost kandidata sa nekom verovatno�om prihvatimo
kao novu vrednost ili odbijemo i koristimo postoje�u u slede�oj it-
eraciji. Korake ponav	amo onoliko puta koliki uzorak �elimo da
dobijemo.
Najpre �e biti opisan specijalan sluqaj - Metropolis algoritam. Na
proizvo	an naqin biramo i funkciju g(x|y) koja predstav	a funkciju
gustine raspodele nove vrednosti x za datu trenutnu vrednost y. Ovu
funkciju zovemo raspodela predloga ili raspodela skoka i ona mora
da zadovo	ava uslov simetriqnosti, tj. da je g(x|y) = g(y|x), dok u
Metropolis-Hastings algoritmu to nije sluqaj. Uobiqajen izbor je nor-
malna raspodela centrirana u vrednosti y jer u tom sluqaju �e pred-
lo�ene nove pozicije biti blizu trenutnih.
Za inicijalnu vrednost izaberemo proizvo	nu vrednost x0 u kojoj je
zadovo	eno da je f(x0) > 0. Vrednosti se generixu kao uzorak iz sluqa-
jnog luta�a. U svakoj iteraciji t najpre generixemo kandidata x

′
ko-

riste�i raspodelu g(x
′|xt). Nakon toga izraqunamo α = f(x

′
)/f(xt) i

sa verovatno�om min(1, α) prihvatamo predlo�enu vrednost u uzorak.
Ukoliko je predlo�ena vrednost prihva�ena, bi�e xt+1 = x

′
a inaqe

xt+1 = xt. Vrednost α zovemo koliqnik prihvata�a15 i pokazate	 je ko-
liko je verovatna predlo�ena vrednost u odnosu na trenutnu vrednost.
Xto je α ma�a, ma�a je verovatno�a da �e predlo�ena vrednost u�i u
uzorak. Ponav	amo ovaj postupak onoliko puta koliki uzorak �elimo
i time na kraju dobijamo reprezentativni uzorak iz ci	ne raspodele.

13 Nicholas Metropolis, (1915 - 1999) - grqko-ameriqki fiziqar poznat po svom do-
prinosu razvoju Monte-Karlo metoda. Jedan je od autora Equation of State Cal-
culations by Fast Computing Machines zajedno sa Arianna W. Rosenbluth, Marshall
Rosenbluth, Augusta H. Teller and Edward Teller u kome je predlo�en algoritam koji
koristi simetriqne raspodele predloga.

14 Wilfred Keith Hastings, (1930 - 2016) - kanadski statistiqar poznat po svom do-
prinosu Metropolis-Hastings algoritmu koji se sastoji u uopxtava�u Metropolis
algoritma tako da raspodele predloga ne moraju biti simetriqne

15 Acceptance ratio
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Metropolis-Hastings i druge MKLM metode daju korelisane uzorke.
To znaqi da ako �elimo skup nezavisnih rezultata uzoraka trebalo bi
da odbacimo ve�inu uzorka i zadr�imo svaki n-ti, za neko n. Auto-
korelisanost mo�emo redukovati pove�ava�em "xirine skoka" xto se
posti�e pove�a�em standarne devijacije raspodele predloga. Me�utim
time se uve�ava i verovatno�a da �e predlo�ena vrednost biti odbi-
jena i samim tim zadr�ana trenutna vrednost. Tako da i prevelika
i premala veliqina skoka dovode do velike autokorelisanosti. Tako�e,
kako kre�emo od proizvo	ne inicijalne vrednosti po�e	no je odbaciti
poqetne vrednosti iz uzorka kako bismo spreqili da izbor poqetne vred-
nosti utiqe na rezultate. Taj poqetni deo uzorka koji odbacujemo zovemo
zagreva�e.
Metropolis-Hastings algoritam je jako sliqan i, kao posledica toga
xto raspodela predloga nije simetriqna, jedina razlika je u tome kako
izgleda koliqnik prihvata�a. Jedan od qestih izbora je takozvani
Metropolisov izbor:

A(x
′
, xt) = min(1,

f(x
′
)

f(xt)

g(xt|x
′
)

g(x′|xt)
).

U vixedimenzionim problemima texko je prona�i adekvatnu raspodelu
predloga i u takvim situacijama se Gibsov algoritam pokazao kao efika-
snije rexe�e.

1.5.2 Gibsov algoritam

Drugi tip MKLM algoritma, Gibsovo uzima�e uzorka16 se koristi za
modele sa vixedimenzionim parametrom. Algoritam je ime dobio po
fiziqaru Gibsu17, a uveli su ga bra�a Stjuart18 i Donald Geman19 1984.
godine dok su radili na istra�iva�u kakvi zak	uqci se mogu izvu�i o
slici na osnovu ulaza koji se sastoji iz �enih piksela.
Procedura Gibsovog algoritma je donekle ista kao kod Metropolis-
Hastings algoritma, uzorci se dobijaju sluqajnim luta�em kroz pros-
tor parametara. Luta�e kre�e iz sluqajno izabrane taqke i u svakoj

16 Gibbs sampling
17 Josiah Willard Gibbs (1839 - 1903) - ameriqki nauqnik koji je imao znaqajan

doprinos fizici, hemiji i matematici
18 Stuart Geman (1949 - ) - ameriqki matematiqar, poznat po svom doprinosu kom-

pjuterskoj viziji, teoriji verovatno�e i statistici, kao i maxinskom uqe�u i neu-
ronauci

19 Donald Jay Geman(1943 - ) - ameriqki prime�eni matematiqar i vode�i is-
tra�ivaq u po	u maxinskog uqe�a i prepoznava�a obrazaca

17



POGLAV�E 1. OSNOVNI POJMOVI

taqki slede�i korak zavisi samo od trenutne pozicije. Razlika je to
xto ovde u svakom koraku biramo jednu komponentu parametra. Redo-
sled izbora komponenti mo�e biti sluqajan, ali ipak se iz praktiqnih
razloga koristi cikliqan izbor, tj. komponente se biraju jasno defin-
isanim redosledom koji se ne me�a. Pretpostavimo da smo izabrali
komponentu θi. Tada novu vrednost tog parametra uzimamo direktno
iz uslovne raspodele, p(θi|{θj}j 6=i, D). Nova vrednost θi, kombinovana sa
neprome�enim vrednostima {θj}j 6=i predstav	a novu vrednost sluqajnog
luta�a. Proces zatim ponav	amo sa slede�om komponentom nepoznatog
parametra. Nakon xto za sve komponente utvrdimo novodobijene pozi-
cije, proces se ponav	a.
Ovaj metod je jako koristan kada ne mo�emo da odredimo zajedniqku
raspodelu, p(θ|D), ali mo�emo uslovne raspodele p(θi|{θj}j 6=i, D) i samim
tim mo�emo da generixemo uzorak. Ukoliko bismo uporedili ova dva
pristupa videli bismo da taqke koje se dobijaju pomo�u ovih algori-
tama izgledaju sliqno, ali ne i �ihove trajektorije. U svakom sluqaju,
konvergiraju ka istoj raspodeli.
Jedan od nedostataka Gibsovog algoritma je taj xto treba da izvedemo
uslovne verovatno�e svakog parametra i da generixemo sluqajne uzorke
iz tih raspodela. Jox jedan nedostatak je to xto zbog promene samo
jednog parametra u jednoj iteraciji proces mo�e da bude zaustav	en
zbog visoke korelacije me�u parametrima. Danas postoje brojne modi-
fikacije20 osnovnog algoritma koje su naprav	ene sa ci	em redukova�a
autokorelacije u dovo	noj meri da se prevazi�u bilo kakvi dodatni
troxkovi izraqunava�a.

1.5.3 Reprezentativnost, taqnost i efikasnost

Reprezentativnost, taqnost i efikasnost predstav	aju tri osnovna
ci	a pri generisa�u uzorka iz aposteriorne raspodele.

1. Vrednosti lanca moraju biti reprezentativni predstavnici apo-
steriorne raspodele. Ne bi trebalo da izbor inicijalne vrednosti
parametra utiqe na �ih i trebalo bi da u potpunosti istra�e rang
aposteriorne raspodele.

2. Lanac bi trebalo da bude dovo	ne veliqine tako da ocene budu
taqne i stabilne xto znaqi da se ponov	enim generisa�em MKLM
lanca dobiju pribli�ni rezultati.

20 Blocked Gibbs sampler, Collapsed Gibbs sampler, Gibbs sampler with ordered over-
relaxation...
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3. Lanac bi trebalo da bude generisan efikasno sa xto ma�e koraka.

Ono xto je zagarantovano u svakom MKLM lancu je da bi beskonaqno
dugi lanci predstav	ali idealnu reprezentaciju aposteriorne raspo-
dele, xto se nikad ne mo�e desiti zbog ograniqenih resursa kojima ras-
pola�emo (prvenstveno vreme i memorija raqunara). Zato je potrebno
da proverimo kvalitet konaqnih lanaca kako bismo proverili postoje
li znaci nereprezentativnosti ili nestabilnosti. Sa porastom slo-
�enosti modela lanci postaju problematiqniji i �ihovo proverava�e
postaje va�nije i ve�i izazov. U posled�em poglav	u �e na konkret-
nom primeru biti ispitan kvalitet uzorka generisanog iz aposteriorne
raspodele korix�e�em MKLM metoda.

1.6 Aposteriorna prediktivna provera

Aposteriorna prediktivna provera je provera uklapa�a rezultata do-
bijenih modelom sa stvarnim podacima. Ne postoji jedinstven naqin za
proveru da li predvi�a�a modela sistematski i znaqajno odstupaju od
stvarnih podataka jer postoji mnogo naqina za definisa�e odstupa�a.
Nekoliko naqina za proveru odstupa�a bi�e navedeno u nastavku.
Model mo�emo proveriti validacijom, tako xto za novi skup podataka
X̃ simuliramo ỹ a zatim tako dobijene vrednosti uporedimo sa stvarnim.
Ukoliko nemamo pristup novim podacima sliqan efekat posti�emo
podelom poqetnog uzorka na dva dela, deo koji se koristi za razvoj mo-
dela - trening skup i deo koji se koristi za testira�e - test skup. Jox
jedan pristup validaciji je unakrsna validacija21. Najpre definixemo
k grupa a zatim u svakoj od k iteracija razvijemo model na k−1 grupi a
testiramo ga na preostaloj. U svakoj iteraciji biramo razliqitu grupu
za testira�e i samim tim razliqiti su i skupovi za razvoj modela.
Tako�e, model je mogu�e proveriti i grafiqki. Na jednom grafiku pred-
stavimo vrednosti koje bi predvideo model kao i podatke koje ve� imamo.
Najpre za ceo skup X generixemo uzorak iz aposteriorne prediktivne
raspodele za y. Ukoliko model odgovara podacima, tada podaci koje
dobijamo generisa�em iz modela treba da izgledaju sliqno postoje�im.
Bilo kakvo odstupa�e je pokazate	 potencijalne neadekvatnosti mo-
dela. Ukoliko bi se desilo da postoji sistematsko odstupa�e, trebalo
bi razmotriti druge modele, npr. neke koji imaju nelinearan trend.
Tako�e, mogli bismo da ispitamo svojstva podataka. Ukoliko bi se is-
postavilo da podaci imaju autlajere u odnosu na ono xto je predvi�eno

21 Cross validation
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normalnom raspodelom, mogli bismo da izmenimo model tako da koristi
raspodele sa texkim repom kao xto je Studentova raspodela.
Provera adekvatnosti modela je veoma bitan korak u svakoj analizi po-
dataka, pa tako i u bajesovskoj linearnoj regresiji. Tipiqan sluqaj
jeste da vixe od jednog modela mo�e da obezbedi adekvatno uklapa�e
podataka i modela.

1.7 Analiza senzitivnosti modela

U k�izi [1] autor navodi da nakon xto utvrdimo da je neki model adek-
vatan za date podatke mo�emo da uradimo analizu oset	ivosti, tj. da
proverimo koliko promena nekih pretpostavki modela utiqe na dobijene
zak	uqke. Modeli se mogu razlikovati po mnogo qemu. Specifikacija
apriorne raspodele, funkcija verodostojnosti ili izbor prediktora
koje u	uqujemo u model su samo neki od primera potencijalnih raz-
lika. Mogu�e je da vixe modela pribli�no odgovaraju podacima a da
zak	uqci dobijeni iz tih modela budu razliqiti. Promene modela ra-
zliqito utiqu na razliqita pita�a. Npr. ve�i je uticaj na sred�e vred-
nosti i ekstremne kvantile, nego na medijanu aposteriorne raspodele.
Ponekad je mogu�e izvrxiti analizu oset	ivosti upotrebom robusni-
jih modela koji obezbe�uju da ekstremne vrednosti podataka ne dovedu
do pogrexnih zak	uqaka. Tipiqan primer robusnog modela je upotreba
Studentove t raspodele za funkciju verodostojnosti, umesto normalne
koja se obiqno pretpostav	a.
I provera modela i analiza senzitivnosti se mogu smatrati delom uo-
biqajene analize koja se vrxi nakon formira�a uzorka iz aposteri-
orne raspodele. U bilo kom problemu primene modela na donoxe�e
zak	uqaka, postoja�e zna�e koje nije formalno uk	uqeno ni u apri-
ornu raspodelu ni u funkciju verodostojnosti. Ukoliko dodatna in-
formacija dovodi do zak	uqka da su aposteriorni zak	uqci pogrexni
to ukazuje na potrebu kreira�a preciznijih i taqnijih modela.
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Klasiqna -

frekvencionistiqka

linearna regresija

U ovom poglav	u izlo�en je kratak osvrt na klasiqnu linearnu regre-
siju. Regresiona analiza se koristi za objax�ava�e ili modelova�e
veze izme�u jedne promen	ive, Y , koju zovemo odgovor, ishod ili zavisna
promen	iva i jedne ili vixe nezavisnih ili objax�avaju�ih promen-
	ivih, X1, . . . Xp, koje jox zovemo i prediktorima. Kada je p = 1 req je o
prostoj a kada va�i p > 1 radi se o vixestrukoj linearnoj regresiji. Za-
visna promen	iva je neprekidnog tipa dok nezavisne promen	ive mogu
biti bilo neprekidnog bilo kategorijskog tipa. Neki od osnovnih ci-
	eva linearne regresije su:

• Predvi�a�e budu�ih opservacija zavisne promen	ive za date vred-
nosti nezavisnih

• Procena efekta nezavisnih promen	ivih na zavisnu promen	ivu

• Odre�iva�e analitiqko-matematiqkog oblika odgovaraju�e veze.

Nakon xto odredimo oblik modela treba oceniti parametre a zatim
ispitati kvalitet tako dobijenog modela. Sluqaj vixestruke linearne
regresije mo�emo zapisati u matriqnom obliku na slede�i naqin:

y = Xβ + ε (2.1)
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gde je

y =


y1

y2
...
yn

 , X =


1 x11 . . . x1p

1 x21 . . . x2p
...
1 xn1 . . . xnp

 , β =


β0

β1
...
βp

 , ε =


ε0
ε1
...
εp

 . (2.2)

Sa y smo oznaqili vektor vrednosti koje odgovaraju zavisnoj promen-
	ivoj. Matricu X zovemo dizajn matricom. Prva kolona je tu kako
bi model uk	uqio slobodan qlan dok su ostale kolone dobijeni podaci
koji predstav	aju prediktore. Sluqajnost modela potiqe od sluqajnih
grexaka ε za koje pretpostav	amo da ispu�avaju odre�ene uslove: cen-
triranost, homoskedastiqnost i nekorelisanost, tj. pretpostav	amo da
va�i slede�e:

1. E(ε) = 0

2. Cov(ε) = σ2I

3. X i ε su nezavisni sluqajni vektori.

Vektor β je vektor parametara modela, gde �egova dimenzija p odgo-
vara broju nezavisnih promen	ivih. Koeficijente modela oce�ujemo
metodom najma�ih kvadrata, tj. va�i da je β̂ ona vrednost za koju se
dosti�e minimum sume kvadrata grexaka,

∑
i ε

2
i . Dakle ci	 nam je da

minimizujemo∑
i

ε2i = εT ε = (y −Xβ)T (y −Xβ) = yTy − 2βXTy + βTXTXβ. (2.3)

Diferencira�em i izjednaqava�em sa nulom dolazimo do toga da ocena
β̂ zadovo	ava slede�i sistem koji zovemo sistem normalnih jednaqina:

XTXβ̂ = XTy. (2.4)

Ukoliko je rang dizajn matrice jednak broju p tada je matrica XTX
invertibilna, sistem normalnih jednaqina ima jedinstveno rexe�e i
dobijamo ocenu parametara β,

β̂ = (XTX)−1XTy. (2.5)

Oce�ena vrednost vektora y je tada

ŷ = X(XTX)−1XTy = Hy. (2.6)
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Matrica H1 je projektor, tako da ŷ predstav	a ortogonalnu projekciju
vektora y na ravan generisanu sa X. Razliku izme�u stvarnih i oce-
�enih vrednosti vektora y zovemo vektorom reziduala modela i on se
mo�e prikazati u slede�em obliku:

e = y − ŷ = (I −H)y. (2.7)

Odavde zak	uqimo da je

E(e) = (I −H)E(y) = 0 (2.8)

Cov(e) = σ2(I −H)(I −H)T = σ2(I −H). (2.9)

Kao meru odstupa�a stvarnih vrednosti podataka od vrednosti predvid-
jenih modelom mo�emo koristiti sumu kvadrata reziduala, SSE2. Male
vrednosti ukazuju na dobro uklapa�e modela sa podacima.

SSE =
∑
i

ei
2 = eT e = yT (I −H)y = yTy − yTHy.

Nepristrasnu ocenu za σ2 dobijamo upravo de	e�em SSE sa brojem ste-
peni slobode, tj. σ̂2 = SSE

n−p−1
.∑

i

(yi − ȳ)2 =
∑
i

(yi − ŷi)2 +
∑
i

(ŷi − ȳ)2 (2.10)

SST = SSE + SSR. (2.11)

SSE je neobjax�eno odstupa�e koje potiqe od modela, SSR objax�eno
odstupa�e a SST je ukupno odstupa�e.
Za procenu kvaliteta modela mo�emo da koristimo koeficijent deter-
minacije, R2 = SSR

SST
= 1 − SSE

SST
. Za koeficijent determinacije va�i

da je 0 ≤ R2 ≤ 1, gde su vrednosti bli�e 1 pokazate	i bo	eg ukla-
pa�a. Sa R =

√
R2 je definisan vixestruki koeficijent korelacije.

Poxto koeficijent determinacije raste sa porastom broja prediktora
koji ulaze u model pogodno je koristiti alternativu koja uzima u obzir
nepristrasne ocene grexaka i definisana je pomo�u:

R2
A = 1−

SSE
n−p−1

SST
n−1

. (2.12)

Ukoliko dodatno pretpostavimo da ε ∼ N (0, σ2I) tada se ocene za param-
etar β dobijene pomo�u metoda najma�ih kvadrata i metoda maksimalne
verodostojnosti poklapaju. Poxto je β̂ linearna transformacija sluqa-
jnog vektora sa normalnom raspodelom pod tom dodatnom pretpostavkom
va�i�e da β̂ ∼ N (β, (XTX)−1σ2).

1Matricu H zovemo hat matrix
2 SSE -The sum of squared errors of prediction
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Bajesovska linearna regresija

U ovom poglav	u �e kroz dva primera biti ilustrovana bajesovska line-
arna regresija.
U prvom primeru predstav	en je jednostavan linearni model koji je
qesto polazna taqka bajesovske analize regresionih modela. Navedeni
su teorijski rezultati, upore�ena su dva pristupa regresiji - bajesovski
i klasiqni. Tako�e, prikazani su naqini provere uklapa�a modela
sa podacima, kao i aposteriorna prediktivna raspodela. Rezultati su
ilustrovani na primeru proste linearne regresije na generisanom skupu
podataka a mogu se primeniti na proizvo	an skup podataka i proizvo-
	an broj prediktora.
Drugi primer je primer vixestruke linearne regresije na skupu real-
nih podataka. Zak	uqci se donose na osnovu uzorka iz aposteriorne
raspodele koji je dobijen primenom Gibsovog algoritma. Kako je nave-
deno u ode	ku1.5, nakon dobija�a uzorka potrebno je proveriti da li je
doxlo do konvergencije, tako da je u ovom primeru prikazano nekoliko
naqina za dijagnostiku. Tako�e, izvrxena je i analiza oset	ivosti
upore�iva�em rezultata koji se dobijaju pri razliqitim modelima.
Svi kodovi pisani su u programskom jeziku R [5], u RStudio [6] okru�e�u,
a svi znaqajni delovi su predstav	eni u ode	cima.

3.1 Primer 1

Krenu�emo od najjednostavnijeg i najvixe prime�ivanog sluqaja line-
arne zavisnosti promen	ive y od prediktora (x1, . . . , xp). To je sluqaj
normalnog linearnog modela1 gde je raspodela za y pri datom X nor-

1 Normal linear model
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malna i qija je sred�a vrednost linearna funkcija od X:

E(yi|β,X) = β1xi1 + · · ·+ βpxip,∀i ∈ 1 . . . n.

(xi1, . . . , xip) je vektor vrsta vrednosti nezavisne promen	ive koji odgo-
vara i-toj opservaciji, (β1, . . . βp) vektor kolona nepoznatih vrednosti
regresionih koeficijenata, a X je dizajn matrica opisana u prethod-
nom poglav	u. Dopustimo da je xi1 = 1,∀i, kako bi model imao i slobodni
qlan.
Pod dodatnim pretpostavkama da su yi uslovno nezavisni za date vred-
nosti parametara i prediktora, kao i da je D(yi|β,X) = σ2,∀i, model
postaje jox jednostavniji. Taj sluqaj zovemo obiqnom linearnom regre-
sijom2. Vektor nepoznatih parametara je θ = (β1, . . . , βp, σ

2) = (β, σ2).
Konaqno zapixemo model:

y|β, σ2, X ∼ N (Xβ, σ2I),

gde je sa N oznaqena vixedimenzionalna normalna raspodela a sa I je-
diniqna matrica dimenzija n× n.
Polaze�i od tako definisane funkcije verodostojnosti i izabrane
apriorne raspodele izraqunavamo analitiqki oblik aposteriorne
raspodele ili, ukoliko to nije mogu�e, zak	uqke o nepoznatim
parametrima donosimo na osnovu dobijenog uzorka iz aposteriorne
raspodele.
Kako se navodi u [1], poglav	e 14, jedan od qestih i pogodnih izbora
apriorne raspodele nepoznatih parametara je neprava apriorna raspo-
dela koja je uniformna za (β, log σ), odnosno:

π(β, σ2) ∝ 1

σ2
.

To je standardna neinformativna apriorna raspodela. Kada postoji
malo parametara i dovo	no taqaka, ovakav izbor neinformativne apri-
orne raspodele je pogodan i daje prihvat	ive rezultate. Zajedniqku
aposteriornu raspodelu nepoznatih parametara mo�emo predstaviti
kao proizvod uslovne i marginalne raspodele:

p(β, σ2|y) = p(β|σ2, y)p(σ2|y).

Uslovna aposteriorna raspodela za β pri datom σ2 je vixedimenziona
normalna:

β|σ2 ∼ N (β̂, σ2(XTX)−1),

2 Ordinary linear regression
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gde je β̂ ocena koja se dobija metodom najma�ih kvadrata i, kao xto je
navedeno u prethodnom poglav	u, za �u va�i da je jednaka (XTX)−1XTy.
Aposteriorna raspodela parametra σ2 se mo�e predstaviti kao skali-
rana inverzna χ2 raspodela, za koju uvodimo oznaku χ2−1

, i kao inverzna
gama raspodela, za koju uvodimo oznaku γ−1. Preciznije, va�i slede�a
jednakost u raspodeli:

σ2 ∼ γ−1(
n− p

2
, (n− p)s

2

2
) = χ2−1

(n− p, s2),

gde je sa n oznaqen obim uzorka, sa p broj prediktora, uk	u�uju�i i
slobodan qlan a sa s2 oznaqen je SSE iz prethodnog poglav	a, s2 =
(y−Xβ̂)T (y−Xβ̂)

n−p .

Za sluqajnu veliqinu V ka�emo da ima γ−1(a, b) raspodelu ukoliko je
mo�emo predstaviti kao V = 1/U gde je U sluqajna veliqina sa γ(a, b)
raspodelom, gde je a parametar oblika i b inverz parametra skalira�a.
Ukoliko sluqajna veliqina U ima χ2−1

(ν, τ 2) tada U
τ2ν

ima χ2
ν
−1

raspodelu, koju mo�emo predstaviti kao inverz sluqajne veliqine sa
χ2
ν raspodelom.

S obzirom na to da smo koristili nepravu apriornu raspodelu nepoz-
natih parametara, va�no je proveriti da li je dobijena aposteriorna
raspodela prava. Po [1], p(β, σ2|y) jeste prava ukoliko su zadovo	ena 2
uslova: n > p i rang(X) = p.
Tako�e, mogu�e je izraqunati marginalnu aposteriornu raspodelu
parametra β i to je vixedimenziona Studentova raspodela sa n− p ste-
peni slobode. Me�utim, u praksi se to retko koristi, ve� za donoxe�e
zak	uqaka o aposteriornoj raspodeli nepoznatih parametara koristimo
simulacije. Simulacija uzorka iz aposteriorne raspodele parametara
(β, σ2) mo�e se vrxiti tako xto se najpre simulira vrednost σ2 iz
marginalne aposteriorne raspodele, a zatim se za tako dobijenu vred-
nost σ2 simulira β iz uslovne aposteriorne raspodele. Ta dva koraka
ponav	amo onoliko puta koliki uzorak �elimo.
Pretpostavimo da imamo novi skup podataka X̃ i da �elimo da pred-
vidimo vrednosti ỹ. U klasiqnom pristupu bismo za predvi�enu vred-
nost izabrali X̃β̂. U bajesovskom imamo aposteriornu prediktivnu
raspodelu p(ỹ|y). Za simulira�e vrednosti ỹ izabra�emo uzorak (β, σ2)
iz zajedniqke aposteriorne raspodele a zatim ỹ iz N (Xβ, σ2I). Za
potrebe ove simulacije mo�emo iskoristiti prethodno simulirani uzo-
rak iz zajedniqke aposteriorne raspodele nepoznatih parametara.
Za potrebe ilustrova�a bajesovske linearne regresije pod navedenim
pretpostavkama koristi�u funkcije iz paketa LearnBayes [6]. Kreator
paketa je ujedno i autor k�ige [4] koja je poslu�ila kao inspiracija za
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ovaj primer. Ovde je naveden primer proste linearne regresije a postu-
pak bi bio analogan u sluqaju vixestruke linearne regresije.
Najpre je generisan uzorak x obima 100 iz uniformne U [0, 50] raspodele.
Zatim je na −10 + 3x dodat xum, uzorak istog obima iz normalne
raspodele sa oqekiva�em jednakim 0 i standardnom devijacijom jed-
nakom 4, i time je dobijen y.

1 s e t . seed (11)
2 n = 100
3 x <− r u n i f (n , 0 , 50)
4 random e f f e c t 1 <− rnorm (n , sd = 4)
5 y <− −10 + 3 ∗ x + random e f f e c t 1
6 data1 <− data . frame ( y = y , x = x )

Ove vrednosti parametrara xuma i koficijenata linearne veze
proizvo	no su izabrane. Ideja je da skup podataka zadovo	ava sve
neophodne uslove kako bismo mogli da primenimo klasiqnu linearnu
regresiju. Za potrebe reprodukova�a rezultata vrednost seed-a
postav	ena je na 11.
Na slede�em grafiku prikazan je dijagram zavisnosti y od x:

0

50

100

0 10 20 30 40 50

x

y

Korix�e�em funkcije lm kreiramo linearni model metodom najma�ih
kvadrata. Pozivom funkcije summary prika�emo dobijeni model, tj.
oce�ene vrednosti koeficijenata, �ihovu standardnu grexku, vrednost
t-statistike, p-vrednosti, zatim deskriptivne statistike reziduala,
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kao i oce�enu vrednost standardne devijacije reziduala, vrednosti R2

i R̂2 kao i vrednosti F-statistike i rezultuju�e p-vrednosti. Pre-
gledom rezultata koji je dobijen pozivom summary funkcije mo�emo
da zak	uqimo da model odgovara podacima. Ovakvi rezultati su bili
oqekivani imaju�u u vidu naqin na koji su podaci generisani.

1 model1 <− lm( y ˜ x , data = data1 , x = TRUE, y = TRUE)

1 > summary( model1 )
2 Cal l :
3 lm( formula = y ˜ x , data = data1 , x = TRUE, y = TRUE)
4

5 Res idua l s :
6 Min 1Q Median 3Q Max
7 −9.61764 −2.86392 −0.00595 2.27075 9.26403
8

9 C o e f f i c i e n t s :
10 Estimate Std . Error t va lue Pr(>| t | )
11 ( I n t e r c e p t ) −10.473542 0.756162 −13.851 < 2 .2 e−16 ∗∗∗
12 x 3.030890 0.031031 97 .672 < 2 .2 e−16 ∗∗∗
13 −−−
14 S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗

0 .05 . 0 . 1 1
15

16 Res idual standard e r r o r : 3 .962 on 98 degree s o f freedom
17 Mult ip l e R−squared : 0 .98983 , Adjusted R−squared : 0 .98973
18 F−s t a t i s t i c : 9539 .8 on 1 and 98 DF, p−value : < 2 .22 e−16

Reziduale �emo ispitati pozivom plot funkcije:

1 > p lo t ( model1 )
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Na osnovu prvog i tre�eg grafika mo�emo da zak	uqimo da su rezidu-
ali homoskedastiqni. Na osnovu drugog grafika da su pribli�no nor-
malni.
Kao mera odstupa�a stvarnih vrednosti od vrednosti koje su predvi-
�ene modelom qesto se izabere sred�ekvadratna grexka3 - sred�a vred-
nost kvadrata reziduala. Ukoliko raqunamo sred�ekvadratnu grexku
na celom skupu podataka, jednostavno je izraqunamo kao

1 > mean ( ( model1$ r e s i d u a l s ) ˆ 2)
2 [ 1 ] 15 .38

3 MSE - mean squared error
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Znaqajnije je videti kako model funkcionixe na novim podacima
koje nismo upotrebili za razvoj modela. To mo�emo posti�i na vixe
naqina od kojih �e biti prikazana podela na trening i test skup, un-
akrsna validacija i ponov	ena unakrsna validacija.
Ukoliko za trening skup izaberemo sluqajan uzorak koga qine 75% ini-
cijalnih podataka a za test skup preostalih 25% dobijemo vrednost
sred�ekvadratne grexke na test uzorku koja iznosi 19.23.

1 t e s t <− sample ( 1 : 1 0 0 , s i z e = 25)
2 testData <− data1 [ t e s t , ]
3 tra inData <− data1 [− t e s t , ]
4 ac tua l = testData $y
5 pred i c t ed = p r e d i c t ( lm( y ˜ x , data = tra inData ) , data . frame

( x = testData $x ) )
6 mse = mean ( ( ac tua l − pred i c t ed ) ˆ 2)

1 > mse
2 [ 1 ] 19 .23

Naravno, ovaj postupak mo�emo ponoviti vixe puta, svaki put iza-
bravxi drugaqiji trening i test skup, kako bismo izraqunali sred-
�u vrednost tako dobijenih sred�ekvadratnih grexaka xto predstav	a
reprezentativniji rezultat.
Na sliqan naqin vrximo i unakrsnu validaciju. Najpre sluqajnim
uzima�em uzoraka podelimo ceo skup na qetiri grupe i u svakoj it-
eraciji po jednu grupu koristimo za test a preostale tri za razvoj mod-
ela. Tako dobijemo qetiri razliqite vrednosti MSE i za rezultat un-
akrsne validacije izaberemo sred�u vrednost tako dobijenih vrednosti.
Tim postupkom dobije se rezultat 15.99.

1 data2 <− data1 [ sample ( nrow ( data1 ) ) , ]
2 f o l d s <− cut ( seq (1 , nrow ( data2 ) ) , breaks = 4 , l a b e l s =

FALSE)
3 mse <− c ( )
4 f o r ( i in 1 : 4 ) {
5 t e s t I n d e x e s <− which ( f o l d s == i , a r r . ind = TRUE)
6 testData <− data2 [ t e s t Indexe s , ]
7 tra inData <− data2 [− t e s t Indexe s , ]
8 ac tua l = testData $y
9 pred i c t ed = p r e d i c t ( lm( y ˜ x , data = tra inData ) , data .

frame ( x = testData $x ) )
10 mse [ i ] = mean ( ( ac tua l − pred i c t ed ) ˆ 2)
11 }
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1 > mean(mse )
2 [ 1 ] 15 .99

I ovaj postupak mo�emo ponoviti vixe puta, svaki put biraju�i
grupe na drugaqiji naqin i tako dobijemo rezultat ponov	ene unakrsne
validacije 16.08.

1 rep mse <− c ( )
2 f o r ( j in 1 : 100 ) {
3 data2 <− data1 [ sample ( nrow ( data1 ) ) , ]
4 f o l d s <− cut ( seq (1 , nrow ( data2 ) ) , breaks = 4 , l a b e l s =

FALSE)
5 mse <− c ( )
6 f o r ( i in 1 : 4 ) {
7 t e s t I n d e x e s <− which ( f o l d s == i , a r r . ind = TRUE)
8 testData <− data2 [ t e s t Indexe s , ]
9 tra inData <− data2 [− t e s t Indexe s , ]
10 ac tua l = testData $y
11 pred i c t ed = p r e d i c t ( lm( y ˜ x , data = tra inData ) , data . frame

( x = testData $x ) )
12 mse [ i ] = mean ( ( ac tua l − pred i c t ed ) ˆ 2)
13 }
14 rep mse [ j ] <− mean(mse )
15 }

1 > mean( rep mse )
2 [ 1 ] 16 .08
3 > range ( rep mse )
4 [ 1 ] 15 .55 17 .54

Zak	uqak je da je sred�ekvadratna grexka pribli�no 16.
Prelazimo na bajesovsku linearnu regresiju. Korix�e�em funkcije
blinreg iz LearnBayes paketa kreiramo odgovaraju�i uzorak obima 5000
iz aposteriorne raspodele nepoznatih parametara.

1 y = data1 $y
2 X = matrix ( nrow = n , nco l = 2)
3 X[ , 1 ] = rep (1 , n)
4 X[ , 2 ] = data1 $x
5 theta . sample1 = b l i n r e g (y , X, 5000)
6 beta 1 <− theta . sample1$ beta [ , 2 ]
7 beta 0 <− theta . sample1$ beta [ , 1 ]
8 sigma <− theta . sample1$ sigma
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Kao xto je objax�eno u ode	ku 1.2.1, u zavisnosti od izbora
funkcije gubitka imamo razliqite ocene nepoznatog parametra, i
to: oqekiva�e i medijana ukoliko su nam funkcije gubitka sred�ek-
vadratna grexka i sred�a apsolutna grexka, respektivno.
Kada je aposteriorna raspodela parametara simetriqna i unimodalna,
te ocene �e se poklapati. To je sluqaj sa koeficijentima linearne
regresije. Kako zak	uqke izvodimo na osnovu uzorka iz aposteriorne
raspodele za ocene �emo izabrati uzoraqku sred�u vrednost, odnosno
uzoraqku medijanu pa samim tim rezultati ne�e biti jednake ve� pri-
bli�ne vrednosti. Tako�e, bi�e pribli�ne i vrednostima dobijenim
klasiqnim pristupom jer je za apriornu raspodelu parametra β korix-
�ena neinformativna raspodela.
U sluqaju parametra σ, aposteriorna raspodela nije simetriqna i uko-
liko nas zanimaju taqkaste ocene, one �e imati razliqite vrednosti
za razliqite funkcije gubitka. Uporedi�emo tako dobijene ocene sa
3.030890 i -10.473542 xto su prethodno dobijene ocene koeficijenata
linearne regresije, kao i sa 3.962 xto je ocena standardne devijacije.

1 > mean( beta 1)
2 [ 1 ] 3 .03069
3 > median ( beta 1)
4 [ 1 ] 3 .0304
5

6 > mean( beta 0)
7 [ 1 ] −10.4667
8 > median ( beta 0)
9 [ 1 ] −10.4656
10

11 > mean( sigma )
12 [ 1 ] 3 .99429
13 > median ( sigma )
14 [ 1 ] 3 .97934

Oce�ene vrednosti koeficijenata regresije na oba naqina su prib-
li�no jednake, kao i pribli�no jednake oceni dobijenoj standardnim
pristupom. Isto va�i i za oce�ene vrednosti standardne devijacije
grexke.
Pored taqkastih ocena za svaki uzorak iz aposteriorne raspodele
mo�emo prikazati i mere odstupa�a: standardnu devijaciju, raspon
vrednosti, interkvartilno rastoja�e. U slede�em delu vidimo koliko
te vrednosti iznose.

1 > sd ( beta 1)
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2 [ 1 ] 0 .0314768
3 > range ( beta 1)
4 [ 1 ] 2 .89661 3.16568
5 > summary( beta 1)
6 Min . 1 s t Qu. Median Mean 3rd Qu.
7 2 .90 3 .01 3 .03 3 .03 3 .05
8 Max.
9 3 .17
10

11 > sd ( beta 0)
12 [ 1 ] 0 .766842
13 > range ( beta 0)
14 [ 1 ] −14.04267 −7.60063
15 > summary( beta 0)
16 Min . 1 s t Qu. Median Mean 3rd Qu.
17 −14.04 −10.98 −10.47 −10.47 −9.95
18 Max.
19 −7.60
20

21 > sd ( sigma )
22 [ 1 ] 0 .28787
23 > range ( sigma )
24 [ 1 ] 3 .14359 5.22072
25 > summary( sigma )
26 Min . 1 s t Qu. Median Mean 3rd Qu.
27 3 .14 3 .79 3 .98 3 .99 4 .18
28 Max.
29 5 .22

Ukoliko za intervalnu ocenu parametra izaberemo intervale
prekriva�a sa jednakim repovima, jednostavno ih mo�emo izraqu-
nati korix�e�em uzoraqkih kvantila. Za proizvo	nu vrednost α,
intervalnu ocenu dobijemo kao interval qije su granice: qα

2
i q1−α

2
gde

je sa qa definisan uzoraqki kvantil reda a. Uzmimo za primer α = 0.05.

1 > q u a n t i l e ( beta 1 , probs = c ( 0 . 0 2 5 , 0 . 975 ) )
2 2.5% 97.5%
3 2.96757 3.09251
4 > q u a n t i l e ( beta 0 , probs = c ( 0 . 0 2 5 , 0 . 975 ) )
5 2.5% 97.5%
6 −11.97650 −8.94543
7 > q u a n t i l e ( sigma , probs = c ( 0 . 0 2 5 , 0 . 975 ) )
8 2.5% 97.5%
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9 3.47294 4.58339

Kao xto je ranije bilo spomenuto, u sluqaju unimodalne i sime-
triqne raspodele ovi intervali �e se poklapati sa intervalima najve�e
gustine. Pored toga xto smo prikazali oce�ene vrednosti, mo�emo i
grafiqki predstaviti aposteriornu raspodelu nepoznatih parametara.
Na slede�a tri grafika prikazani su histogrami uzoraka iz aposteri-
orne raspodele nepoznatih parametara, �ihova oce�ena gustina (plava
boja), ocena parametra metodom najma�ih kvadrata (zelena boja) kao i
bajesovske ocene koje su uzoraqka sred�a vrednost (crvena) i medijana
(�uta).
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Pored izbora apriorne raspodele, bitan aspekt koji utiqe na aposte-
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riornu raspodelu je veliqina uzorka podataka. Za procenu uticaja
obima uzorka sluqajnim izborom izabrani su podskupovi polaznog skupa
podataka veliqina 10, 30 i 70 a zatim za svaki od �ih kreiran uzo-
rak iz aposteriorne raspodele nepoznatih parametara pozivom blinreg
funkcije. Jednostavnosti radi, bi�e prikazan uticaj samo na parametar
β1. U slede�em kodu prikazano je kreira�e podskupa obima n = 10 a
analogno postupamo za bilo koju vrednost n.

1 n = 10
2 t e s t <− sample ( 1 : 1 0 0 , s i z e = n)
3 testData <− data1 [ t e s t , ]
4 y 10 = testData $y
5 X 10 = matrix ( nrow = n , nco l = 2)
6 X 1 0 [ , 1 ] = rep (1 , n)
7 X 1 0 [ , 2 ] = testData $x
8 theta . sample 10 = b l i n r e g ( y 10 , X 10 , 5000)
9 beta1 10 = theta . sample 10$ beta [ , 2 ]

Nakon xto su svi uzorci kreirani uporedimo 95%-ne intervale
prekriva�a sa jednakim repovima.

1 > q u a n t i l e ( beta 1 , probs = c ( 0 . 0 2 5 , 0 . 975 ) )
2 2.5% 97.5%
3 2 .9676 3 .0925
4 > q u a n t i l e ( beta1 70 , probs = c ( 0 . 0 2 5 , 0 . 975 ) )
5 2.5% 97.5%
6 2 .9684 3 .1153
7 > q u a n t i l e ( beta1 30 , probs = c ( 0 . 0 2 5 , 0 . 975 ) )
8 2.5% 97.5%
9 2 .8861 3 .1245
10 > q u a n t i l e ( beta1 10 , probs = c ( 0 . 0 2 5 , 0 . 975 ) )
11 2.5% 97.5%
12 2 .8482 3 .7609

Mo�emo uporediti i opseg vrednosti iz uzoraka.

1 > range ( beta 1)
2 [ 1 ] 2 .8966 3 .1657
3 > range ( beta1 70)
4 [ 1 ] 2 .8974 3 .1942
5 > range ( beta1 30)
6 [ 1 ] 2 .7842 3 .2222
7 > range ( beta1 10)
8 [ 1 ] 1 .6013 4 .3375

Kao i oce�ene gustine aposteriornih raspodela:
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Porastom obima uzorka sma�uje se opseg vrednosti koje su generisane
iz aposteriorne raspodele nepoznatog parametara kao i intervali
prekriva�a. Time raste sigurnost u zak	uqke dobijene iz aposteri-
orne raspodele.
Pored odre�iva�a oblika veze jedan od ci	eva regresione analize je
odre�iva�e predvi�enih vrednosti zavisne promen	ive za date nove
vrednosti nezavisne. Izabremo npr. vrednosti: -10, 1, 7, 20, 40, 70,
gde su sve vrednosti osim -10 i 70 unutar opsega vrednosti koje su
korix�ene za kreira�e modela.
U metodu najma�ih kvadrata, pored oce�enih vrednosti mo�emo dobiti
i 95% intervale povere�a i predvi�a�a.
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1 new data <− data . frame ( x = c (1 , 7 , 20 , 40 , −10, 70) )
2 mean va lue s = p r e d i c t ( model1 , newdata = new data , i n t e r v a l

= ” con f idence ” )
3 pred i c t ed va lue s = p r e d i c t ( model1 , newdata = new data ,

i n t e r v a l = ” p r e d i c t i o n ” )
4 va lue s = p r e d i c t ( model1 , newdata = new data )

1 > mean va lue s
2 f i t lwr upr
3 1 −7.4427 −8.8911 −5.9942
4 2 10.7427 9 .5870 11.8984
5 3 50.1443 49.3567 50.9319
6 4 110.7621 109.3399 112.1843
7 5 −40.7824 −42.8331 −38.7318
8 6 201.6888 198.5560 204.8216
9 > pred i c t ed va lue s
10 f i t lwr upr
11 1 −7.4427 −15.437 0.55191
12 2 10.7427 2 .796 18.68942
13 3 50.1443 42 .243 58.04586
14 4 110.7621 102.772 118.75190
15 5 −40.7824 −48.908 −32.65717
16 6 201.6888 193.225 210.15217

Ukoliko umesto tako izabranih vrednosti nezavisne promen	ive za
predvi�a�e iskoristimo sve vrednosti x koje su korix�ene za kreira�e
modela dobijamo slede�i grafik. Isprekidane crvene linije predsta-
v	aju granice intervala predvi�a�a.

1 pred . i n t <− p r e d i c t ( model1 , i n t e r v a l = ” p r e d i c t i o n ” )
2 mydata <− cbind ( data1 , pred . i n t )
3 l i b r a r y ( ” ggp lot2 ” )
4 p <− ggp lot ( mydata , aes (x , y ) ) + geom point ( ) + s t a t smooth

( method = lm) + geom l i n e ( aes ( y = lwr ) , c o l o r = ” red ” ,
l i n e t y p e = ”dashed” ) + geom l i n e ( aes ( y = upr ) , c o l o r = ”
red ” , l i n e t y p e = ”dashed” )
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Primetimo da postoje taqke za koje predvi�ene vrednosti ne upadaju u
95%-interval predvi�a�a, i to su :

1 > opt ions ( d i g i t s = 5)
2 > mydata [ ( mydata$y > mydata$upr | mydata$y < mydata$ lwr ) , ]
3 y x f i t lwr upr
4 12 65 .471 22.0375 56 .320 48 .418 64 .222
5 14 109.855 42.5521 118.497 110.483 126.512
6 35 120.947 40.6334 112.682 104.686 120.678
7 55 15 .010 11.0964 23 .158 15 .234 31 .082
8 64 67 .779 28.9917 77 .397 69 .479 85 .315
9 71 102.757 34.3024 93 .493 85 .548 101.439
10 88 78 .302 32.4450 87 .864 79 .929 95 .798
11 98 27 .016 9 .6514 18 .779 10 .848 26 .710

U bajesovskom pristupu linearnoj regresiji �emo za svaku izabranu
vrednost nezavisne promen	ive simulirati uzorak iz aposteriorne pre-
diktivne raspodele a zatim za predvi�enu vrednost izabrati sred�u
vrednost uzorka. Koristimo funkciju blinregpred.

1 cov1 = c (1 , 1)
2 cov2 = c (1 , 7)
3 cov3 = c (1 , 20)
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4 cov4 = c (1 , 40)
5 cov5 = c (1 , −10)
6 cov6 = c (1 , 70)
7 X1 = rbind ( cov1 , cov2 , cov3 , cov4 , cov5 , cov6 )
8 pred . draws = b l i n r egp r ed (X1 , theta . sample1 )
9 > colMeans ( pred . draws )
10 [ 1 ] −7.3482 10.5864 50.2350 110.8330 −40.6527 201.7299

Tako dobijemo oce�ene vrednosti koje mo�emo uporediti sa onim
vrednostima predvi�enim korix�e�em predict funkcije.

1 > colMeans ( pred . draws ) − va lue s
2 1 2 3 4 5 6
3 0.094469 −0.156333 0.090765 0.070973 0.129784 0.041099

Vidimo da ne postoje znaqajne razlike u predvi�enim vrednostima.
Mo�emo da kreiramo histograme uzoraka iz aposteriorne prediktivne
raspodele. Plavom bojom je oznaqena oce�ena gustina, crvenom sred�e
vrednosti, a �utom medijane uzorka. Sledi kod za kreira�e histo-
grama.

1 par ( mfrow = c (2 , 3) )
2 f o r ( j in 1 : 6 ) {
3 h i s t (
4 pred . draws [ , j ] ,
5 main = paste ( ”x=” , X1 [ j , 2 ] ) ,
6 xlab = ”y” ,
7 p r o b a b i l i t y = TRUE
8 )
9 l i n e s ( dens i ty ( pred . draws [ , j ] ) , lwd = 2 , c o l = ” blue ” )
10 a b l i n e ( v = mean( pred . draws [ , j ] ) , c o l = ” red ” )
11 a b l i n e ( v = median ( pred . draws [ , j ] ) , c o l = ” ye l low ” )
12 }

40



POGLAV�E 3. BAJESOVSKA LINEARNA REGRESIJA

x= 1

y

D
en

si
ty

−20 −10 0 5

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

x= 7

y

D
en

si
ty

−5 0 5 10 20

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

x= 20

y

D
en

si
ty

35 40 45 50 55 60 65

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

x= 40

y

D
en

si
ty

95 100 110 120

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

x= −10

y

D
en

si
ty

−55 −45 −35 −25

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

x= 70

y

D
en

si
ty

185 195 205 215

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

Kako bismo mogli da zak	uqimo koliko se podaci koji su predvi�eni
korix�e�em modela sla�u sa stvarnim podacima, mo�emo izraqunati
MSE na bajesovki naqin, analogno klasiqnom pristupu. Jedina razlika
je to xto u bajesovskom pristupu umesto jedne predvi�ene vrednosti ŷi
najpre odredimo uzorak iz aposteriorne prediktivne raspodele za yi a
zatim za svaki uzorak izraqunamo sred�u vrednost, koju zatim isko-
ristimo kao ocenu predvi�ene vrednosti i onda primenimo formulu za
MSE. Postupak je prikazan u slede�em kodu.

1 pred . draws = b l i n r egp r ed (X, theta . sample1 )
2 pred . mean = apply ( pred . draws , 2 , mean)
3 ac tua l <− data1 $y
4 mse <− mean ( ( ac tua l − pred . mean) ˆ 2)
5 > mse
6 [ 1 ] 15 .442

Na sliqan naqin mo�emo dobiti odstupa�a predvi�enih podataka
od stvarnih korix�e�em unakrsne validacije. U slede�em kodu je dat
ceo postupak.
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1 data <− data1 [ sample ( nrow ( data1 ) ) , ]
2 f o l d s <− cut ( seq (1 , nrow ( data ) ) , breaks = 4 , l a b e l s = FALSE

)
3 mse <− c ( )
4 m t r a i n <− matrix ( nco l = 2 , nrow = 75)
5 m t r a i n [ , 1 ] <− rep (1 , 75)
6 m t e s t <− matrix ( nco l = 2 , nrow = 25)
7 m t e s t [ , 1 ] <− rep (1 , 25)
8 f o r ( i in 1 : 4 ) {
9 t e s t I n d e x e s <− which ( f o l d s == i , a r r . ind = TRUE)
10 testData <− data [ t e s t Indexe s , ]
11 tra inData <− data [− t e s t Indexe s , ]
12 m t r a i n [ , 2 ] <− tra inData $x
13 m t e s t [ , 2 ] <− testData $x
14 theta . sample = b l i n r e g ( tra inData $y , m tra in , 5000)
15 pred . draws = b l i n r egp r ed (m tes t , theta . sample )
16 pred . mean = apply ( pred . draws , 2 , mean) #ocene y
17 ac tua l = testData $y
18 mse [ i ] = mean ( ( ac tua l − pred . mean) ˆ 2)
19 }
20 > mean(mse )
21 [ 1 ] 15 .869

Tako dobijeni rezultati su nexto ni�i od rezultata dobijenih me-
todom najma�ih kvadrata.
Drugi pristup aposteriornoj prediktivnoj proveri je grafiqki prikaz
uklapa�a stvarnih podataka sa rezultatima koji su dobijeni simuli-
ra�em iz aposteriorne prediktivne raspodele. Na slede�em grafiku
su predstav	eni 95% intervali prekriva�a dobijeni na osnovu uzorka
iz aposteriorne prediktivne raspodele yi kao i stvarne vrednosti yi.
Proveravamo da li stvarne vrednost upadaju u odgovaraju�e intervale.
Za intervale prekriva�a izabrani su oni sa jednakim repovima koji se
mogu izraqunati pomo�u kvantila iz uzorka. Kako bi grafik bio pre-
gledniji, na �emu nisu prikazane vrednosti nezavisne promen	ive pa
zato nakon grafika prikazujemo koje vrednosti su potencijalni autla-
jeri. Grafik se dobija pomo�u slede�eg koda.

1 pred . draws = b l i n r egp r ed (X, theta . sample1 )
2 pred . sum = apply ( pred . draws , 2 , quant i l e , c ( . 0 2 5 , . 9 7 5 ) )
3 par ( mfrow = c (1 , 1) )
4 ind = 1 : l ength ( data1 $y )
5 matplot (
6 rbind ( ind , ind ) ,
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7 pred . sum ,
8 type = ” l ” ,
9 l t y = 1 ,
10 c o l = 1 ,
11 xlab = ” 1:100 ” ,
12 ylab = ”y”
13 )
14 matpoints ( ind , y , pch = 19 , c o l = 1)
15 out = ( y > pred . sum [ 2 , ] | y < pred . sum [ 1 , ] )
16 matpoints ( ind [ out ] , y [ out ] , pch = 19 , c o l = 2)

Postoji osam opservacija koje ne upadaju u intervale prekriva�a i to su
iste opservacije koje nisu upale u odgovaraju�e intervale predvi�a�a u
klasiqnom pristupu. Me�utim, pregledom grafika jasno je da su sve te
vrednosti pribli�no jednake jednoj od granica intervala prekriva�a
pa ih ne�emo smatrati autlajerima i zak	uqujemo da model odgovara
podacima. Ukoliko bi se desilo da su odstupa�a ve�a, jedan od prvih
koraka bi bilo razmatra�e nekog robusnijeg modela. U slede�em delu
su prikazane pomenute opservacije.

1 > cbind ( data1 $x [ out ] , data1 $y [ out ] )
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2 [ , 1 ] [ , 2 ]
3 [ 1 , ] 22 .038 65 .47
4 [ 2 , ] 42 .552 109 .86
5 [ 3 , ] 40 .633 120 .95
6 [ 4 , ] 11 .096 15 .01
7 [ 5 , ] 28 .992 67 .78
8 [ 6 , ] 34 .302 102 .76
9 [ 7 , ] 32 .445 78 .30
10 [ 8 , ] 9 .651 27 .02

3.2 Primer 2

Skup podataka koji se koristi u ovom primeru je swiss iz datasets paketa
i mo�e se prona�i u R-u. Podaci su sakup	eni 1888. godine, kada
se Xvajcarska suoqila sa periodom koji je nazvan demografskom tran-
zicijom. - stopa ra�a�a dece je krenula da opada. Skup se sastoji od 47
opservacija koje odgovaraju administrativnim oblastima Xvajcarske u
kojima se govori francuski jezik. Svakoj opservaciji odgovara slede�ih
6 promen	ivih:

1. Fertility - standardizovana mera plodnosti

2. Agriculture - procenat muxkaraca qije je glavno zanima�e po	o-
privreda

3. Examination - procenat vojnih lica koji su ostvarili najvixu
ocenu na ispitiva�u

4. Education - procenat osoba sa vixim obrazova�em

5. Catholic - procenat katolika

6. Infant.Mortality - stopa smrtnosti u prvoj godini �ivota.

Sve promen	ive su izra�ene u procentima, dok je Fertility skalirana
na vrednosti iz intervala [0, 100].
Na slede�im graficima prikazana je zavisnost Fertility od ostalih
promen	ivih.
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Ukoliko kreiramo klasiqni linearni regresioni model korix�e�em
svih promen	ivih mo�emo da zak	uqimo da promen	iva Examination
nije znaqajan prediktor.

1 Cal l :
2 lm( formula = F e r t i l i t y ˜ . , data = data )
3

4 Res idua l s :
5 Min 1Q Median 3Q Max
6 −15.2743 −5.2617 0 .5032 4 .1198 15.3213
7

8 C o e f f i c i e n t s :
9 Estimate Std . Error t va lue Pr(>| t | )
10 ( I n t e r c e p t ) 66.91518 10.70604 6 .250 1 .91 e−07 ∗∗∗
11 Agr i cu l tu r e −0.17211 0.07030 −2.448 0.01873 ∗
12 Examination −0.25801 0.25388 −1.016 0.31546
13 Education −0.87094 0.18303 −4.758 2 .43 e−05 ∗∗∗
14 Catho l i c 0 .10412 0.03526 2 .953 0.00519 ∗∗
15 In f an t . Morta l i ty 1 .07705 0.38172 2 .822 0.00734 ∗∗
16 −−−
17 S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗

0 .05 . 0 . 1 1
18

19 Res idual standard e r r o r : 7 .165 on 41 degree s o f freedom
20 Mult ip l e R−squared : 0 .7067 , Adjusted R−squared : 0 .671
21 F−s t a t i s t i c : 19 .76 on 5 and 41 DF, p−value : 5 .594 e−10
22
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Zbog toga kreiramo model u koji ne uk	uqujemo tu promen	ivu. Tada
dobijamo slede�e rezultate:

1 Cal l :
2 lm( formula = F e r t i l i t y ˜ . − Examination , data = data )
3

4 Res idua l s :
5 Min 1Q Median 3Q Max
6 −14.6765 −6.0522 0 .7514 3 .1664 16.1422
7

8 C o e f f i c i e n t s :
9 Estimate Std . Error t va lue Pr(>| t | )
10 ( I n t e r c e p t ) 62.10131 9.60489 6 .466 8 .49 e−08 ∗∗∗
11 Agr i cu l tu r e −0.15462 0.06819 −2.267 0.02857 ∗
12 Education −0.98026 0.14814 −6.617 5 .14 e−08 ∗∗∗
13 Catho l i c 0 .12467 0.02889 4 .315 9 .50 e−05 ∗∗∗
14 In f an t . Morta l i ty 1 .07844 0.38187 2 .824 0.00722 ∗∗
15 −−−
16 S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗

0 .05 . 0 . 1 1
17

18 Res idual standard e r r o r : 7 .168 on 42 degree s o f freedom
19 Mult ip l e R−squared : 0 .6993 , Adjusted R−squared : 0 .6707
20 F−s t a t i s t i c : 24 .42 on 4 and 42 DF, p−value : 1 .717 e−10

Analogno prethodnom primeru, kreirani su bajesovski linearni mo-
deli polaze�i od iste funkcije verodostojnosti i istih apriornih
raspodela nepoznatih parametara. Najpre je kreiran model sa svim
promen	ivim. Kao xto je bilo i oqekivano, oce�ene vrednosti param-
etara su pribli�ne vrednostima dobijenim klasiqnim pristupom. Od
interesa je koeficijent koji odgovara promen	ivoj Examination.

1 > i n t = q u a n t i l e ( theta . sample1$ beta [ , 3 ] , probs = c ( . 0 2 5 ,
. 9 7 5 ) ) ;

2 > i n t
3 2.5% 97.5%
4 −0.7714 0 .2454

Primetimo da INAG aposteriorne raspodele tog koeficijenta
sadr�i 0 tako da i u ovom sluqaju donosimo isti zak	uqak, promen	iva
nije znaqajna. Kreiramo zato model bez te promen	ive. Kao xto je i
prethodno bio sluqaj, i ovde su oce�ene vrednosti pribli�ne ocenama
dobijenim klasiqnim pristupom. Svi ostali koraci su u potpunosti
analogni prethodnom primeru, zato �e pre analize senzitivnosti mod-
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ela biti prikazane jox samo intervalne ocene i aposteriorna predik-
tivna provera.
Intervalne ocene koeficijenata linearne regresije:

1 > i n t e r v a l s = apply ( theta . sample2$beta , 2 , quant i l e , c
( . 0 2 5 , . 9 7 5 ) ) ;

2 > i n t e r v a l s
3 Xrep (1 , n) XAgriculture XEducation XCatholic
4 2.5% 42.60 −0.2946 −1.2787 0.06697
5 97.5% 81.69 −0.0147 −0.6755 0.18248
6 XInfant . Morta l i ty
7 2.5% 0.2803
8 97.5% 1.8521

Grafik stvarnih vrednosti zavisne promen	ive i 95%-ni interval
prekriva�a aposteriorne prediktivne raspodele:
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Jedina taqka qija stvarna vrednost ne upada u interval je:

1 > data [ out , ]
2 F e r t i l i t y Agr i cu l tu r e Examination Education Catho l i c
3 S i e r r e 92 .2 84 .6 3 3

99 .46
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4 In f an t . Morta l i ty
5 S i e r r e 16 .3

Posmatra�em grafika mo�emo zak	uqiti da ne postoje znaqajna
odstupa�a modela od podataka. Me�utim, postoje opservacije qije se
stvarne vrednosti nalaze u krajevima intervala i zbog toga mo�emo
pokuxati da kreiramo model u kome za raspodelu grexke umesto nor-
malne izaberemo neku raspodelu sa te�im repovima. Bi�e naveden
jedan takav model u kome je za raspodelu grexke izabrana Studentova t-
raspodela. Tako�e, s obzirom na to da je obim uzorka relativno mali, a
korix�ena je neinformativna apriorna raspodela, rezultuju�i inter-
vali prekriva�a su relativno xiroki, a samim tim je ve�a nesigurnost
u dobijene ocene.
Iz tih razloga, u nastavku �e biti kreirano nekoliko modela sa ra-
zliqitim izborima apriorne raspodele i funkcije verodostojnosti.
Dobijene rezultate mo�emo uporediti na mnogo naqina, kao xto su:
taqkaste i intervalne ocene nepoznatih parametara, pore�e�a oce�enih
funkcija gustine raspodele, zatim uklapa�e modela sa podacima, xto
se tako�e mo�e izvrxiti na vixe naqina od kojih su neki navedeni u
prethodnom primeru. Ovde �e biti ilustrovan uticaj na funkciju gus-
tine raspodele, a na osnovu uzoraka iz aposteriorne raspodele mogu se
uraditi i preostala pore�e�a. Na kraju se postav	a pita�e koji model
izabrati. Ovde �e za finalni model biti izabran model koji se najvixe
uklapa sa podacima, a za meru odstupa�a izabrano je sred�ekvadratno
odstupa�e.
Za potrebe generisa�a uzoraka iz aposteriorne raspodele koristi se
Gibsov algoritam, opisan u ode	ku 1.5.2. Algoritam je implementi-
ran u JAGS4 [7] programu. To je program koji se koristi za statis-
tiqku analizu bajesovskih modela korix�e�em MKLM metoda. Posled-
�a verzija programa, JAGS 4.3.0, mo�e se preuzeti sa adrese https:

//sourceforge.net/projects/mcmc-jags/files/. Na istoj adresi mogu
se prona�i i uputstva za instalaciju i korix�e�e programa, kao i niz
korisnih primera. Iako program nije korix�en direktno ve� posred-
stvom paketa iz R-a, neophodno je da prethodno bude instaliran.
Postoji vixe R paketa koji predstav	aju interfejs za JAGS a ovde
je korix�en runjags [8]. Vixe deta	a o paketu mo�e se prona�i
na adresama http://runjags.sourceforge.net/ i https://CRAN.

R-project.org/package=runjags

Delovi kodova su preuzeti iz programa koji prate k�igu [3] i mogu
se prona�i na sajtu [10]. U nastavku je prikazan pomo�ni kod u kome

4 JAGS - Just Another Gibbs Sampler
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je definisana funkcija sampleCreation kojom se generixe uzorak iz
aposteriorne raspodele za konkretan izbor funkcije verodostojnosti
i apriorne raspodele nepoznatih parametara.

1 sampleCreat ion = func t i on ( data , xName=”x” , yName=”y” ,
2 numSavedSteps=15000 , th inSteps=1 , saveName=NULL ,
3 runjagsMethod=runjagsMethodDefault ,
4 nChains=3,
5 adapt = 1000 , # Za o b j a s n j e n j a v i d e t i JAGS user manual
6 burnin = 4000 # Za o b j a s n j e n j a v i d e t i JAGS user manual
7 ) {
8

9 # Podaci
10 y = data [ , yName ]
11 X = as . matrix ( data [ , xName ] , nco l=length (xName) )
12

13 # Ovde mozemo u b a c i t i provere podataka
14

15 # Kre i ran j e l i s t e od pocetn ih podataka
16 dataL i s t = l i s t (
17 X = X ,
18 y = y ,
19 Nx = dim (X) [ 2 ] ,
20 Ntotal = dim (X) [ 1 ]
21 )
22

23 # D e f i n i c i j a modela
24 modelStr ing = ”
25

26 # Standard izovanje podataka , i X i y
27 data {
28 ym <− mean( y )
29 ysd <− sd ( y )
30 f o r ( i in 1 : Ntota l ) {
31 zy [ i ] <− ( y [ i ] − ym ) / ysd
32 }
33 f o r ( j in 1 :Nx ) {
34 xm[ j ] <− mean(X[ , j ] )
35 xsd [ j ] <− sd (X[ , j ] )
36 f o r ( i in 1 : Ntota l ) {
37 zx [ i , j ] <− ( X[ i , j ] − xm[ j ] ) / xsd [ j ]
38 }
39 }
40 }
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41

42 # S p e c i f i k a c i j a modela za standard izovane podatke :
43 model {
44 f o r ( i in 1 : Ntota l ) {
45 zy [ i ] ˜ dnorm( zbeta0 + sum( zbeta [ 1 : Nx ] ∗ zx [ i , 1 : Nx ] ) ,

1/ zsigma ˆ2 ) #ovde j e 1/ zsigma ˆ2 prec i zno s t , odnosno
zsigma ˆ2 d i s p e r z i j a

46 }
47

48 # Izbor a p r i o r n i h raspode la :
49 zbeta0 ˜ dnorm( 0 , 1/2ˆ2 ) # stdev j e 2
50 f o r ( j in 1 :Nx ) {
51 zbeta [ j ] ˜ dnorm( 0 , 1/2ˆ2 )
52 }
53 lnzs igma ˜ dun i f ( −3, 3 )
54 zsigma <−exp ( lnzs igma )
55

56 # Trans formac i ja na o r i g i n a l n u ska lu
57 beta [ 1 : Nx ] <− ( zbeta [ 1 : Nx ] / xsd [ 1 : Nx ] ) ∗ysd
58 beta0 <− zbeta0 ∗ysd + ym − sum( zbeta [ 1 : Nx ] ∗ xm[ 1 : Nx ] /

xsd [ 1 : Nx ] ) ∗ysd
59 sigma <− zsigma∗ysd
60

61 }
62 ”
63 # i n i c i j a l n e v r ednos t i
64 i n i t s L i s t <− r e p l i c a t e (3 ,
65 l i s t ( zbeta0= rnorm (1 , 0 , 2 ) ,
66 zbeta=rnorm ( dataL i s t $Nx, 0 , 2 ) ,
67 lnzs igma= r u n i f (1 ,−3 , 3) ) ,
68 s i m p l i f y=FALSE)
69

70 parameters=c ( ” beta0 ” , ” beta ” , ” sigma” )
71

72 # Kre i ran j e lanaca pomocu run . j a g s f u n k c i j e
73 runJagsOut <− run . j a g s ( method=runjagsMethodDefault ,
74 model=modelString ,
75 monitor=parameters ,
76 data=dataL i s t ,
77 i n i t s=i n i t s L i s t ,
78 n . cha ins=nChains ,
79 adapt=adapt ,
80 burnin=burnin ,
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81 sample=c e i l i n g ( numSavedSteps/nChains ) ,
82 th in=th inSteps ,
83 summarise=TRUE ,
84 p l o t s=TRUE )
85

86 # Mozemo da sacuvacemo r j a g s objekat
87 i f ( ! i s . n u l l ( saveName ) ) {
88 save ( runJagsOut , f i l e=paste ( saveName , ” . Rdata” , sep=”” ) )
89 }
90

91 # Vratimo r jag s , k a s n i j e transformisemo u mcmc . l i s t
92 re turn ( runJagsOut )

Pomo�ni kodovi su skoro identiqni, sa jedinom razlikom u speci-
fikaciji modela. Saquvani su u posebnim fajlovima, iz kojih se
pozivaju u glavni kod pomo�u source funkcije. Svaki kod se sastoji
iz definisa�a liste podataka, modela, liste inicijalnih vrednosti
parametara, izbora parametara koji su nam od interesa i dela u kome
se poziva run.jags funkcija i time se kreira rjags objekat u kome su,
izme�u ostalog, saquvani uzorci iz aposteriorne raspodele. Kako bi
se obezbedilo da podaci budu na istoj skali standardizovane su i zavi-
sna i nezavisne promen	ive. Za tako transformisane promen	ive iza-
brane su informativne aposteriorne raspodele koje imaju veliku stan-
dardnu devijaciju pa uticaj na aposteriornu raspodelu ne bi trebalo da
bude veliki. Poxto nas zanimaju raspodele parametara koje odgovaraju
poqetnim, nestandardizovanim promen	ivim, dobijeni uzorci se trans-
formixu u ci	ne i generixemo uzorak �ihove aposteriorne raspodele.
U slede�em delu prikazan je deo glavnog koda u kome pozivamo prethodno
definisanu funkciju pomo�u koje kreiramo rjags objekat koji odgovara
zadatom modelu.

1 s e t . seed (11)
2

3 l i b r a r y ( coda )
4 l i b r a r y ( run jags )
5

6 nChainsDefault = 3 # Kre i ra ju se 3 lanca
7 runjagsMethodDefault = ” r j a g s ”
8 # Ukoliko proce so r ima v i s e j e z g a r a mozemo k o r i s t i t i
9 # metod za p a r a l e l n o i z racunavan je − ” p a r a l l e l ”
10 numSavedSteps=15000
11 # Ukupan bro j elemenata u svim lancima (=3x5000 )
12 th inSteps=1
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13 # Ukoliko primetimo visoku ac f onda povecamo thinSteps ,
14 # inace cuvamo svak i element u generisanom uzorku
15 adaptSteps = 1000
16 # I n i c i j a l n i ko rac i k o j i se ne cuvaju u uzorku
17 # neophodni za adapt i r an j e generatora
18 burnInSteps = 4000
19 # Neophodan za e l i m i n i s a n j e u t i c a j a i n i c i j a l n i h v r edno s t i
20

21 data=sw i s s
22 yName = ” F e r t i l i t y ”
23

24 source ( ”Normal−Normal−ExpUniform .R” )
25 f i leNameRoot = ”Normal−Normal−ExpUniform”
26 xName = c ( ” Agr i cu l tu r e ” , ” Education ” , ” Catho l i c ” , ” In f ant .

Morta l i ty ” )
27

28 runjags1 = sampleCreat ion ( data=data , xName=xName ,
yName=yName ,

29 numSavedSteps=numSavedSteps , th inSteps=th inSteps ,
30 saveName=fileNameRoot ,
31 adapt=adaptSteps , burnin=burnInSteps )

U ovom konkretnom sluqaju pretpostav	en je model koji ima nor-
malnu funkciju verodostojnosti, normalnu apriornu raspodelu koefi-
cijenata koji odgovaraju standardizovanim zavisnim promen	ivim i
pretpostav	ena je apriorna raspodela devijacije grexke takva da �en
prirodni logaritam ima uniformnu raspodelu na simetriqnom inter-
valu.
Nakon dobija�a rezultata funkcije prelazimo na ispitativa�e konver-
gencije lanaca ka ci	noj raspodeli. Kao xto je navedeno, koristimo
funkcije iz coda paketa.
Prvi korak je pregled grafika5 koji za sve lance prikazuju vrednosti
uzorka kao i grafika oce�enih gustina uzoraka iz aposteriorne raspo-
dele nepoznatih parametara. Grafici su prikazani u nastavku i dobi-
jamo ih slede�im kodom:

1 mcmcCoda1<−as .mcmc . l i s t ( runjags1 )
2 par ( mfrow=c (3 , 2 ) )
3 t r a c e p l o t (mcmcCoda)
4 densp lot (mcmcCoda)

5 Traceplot
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Pregledom grafika zak	uqimo da ne postoje oqigledni pokazate	i da
lanci nisu iskonvergirali.
Slede�i korak su testovi konvergencije. U ovom paketu su implemen-
tirani slede�i testovi: Geveke6 (geweke.diag, geweke.plot), Gelman i Ru-
bin7 (gelman.diag, gelman.plot), Rafteri i Luis8 (raftery.diag), Hajdel-
berger i Velq9 (heidel.diag). Ovde �e deta	nije biti opisan Geveke test,
a opisi svih testova se mogu prona�i u dokumentaciji koja prati odgo-
varaju�e funkcije.
Geveke dijagnostika zasnovana je na testira�u jednakosti sred�ih vred-
nosti prvog i posled�eg dela lanca. Test statistika je Z-skor koji se do-
bija de	e�em razlike uzoraqkih sredina �ihovom oce�enom standard-
nom grexkom. Tako�e, bitna pretostavka je da su ta dva dela asimptot-
ski nezavisna. Funkcija geweke.diag raquna vrednost Z-skora i mo�emo
zadati veliqine prvog i posled�eg dela lanca. Ukoliko ih ne navedemo
pretpostav	aju se vrednosti 10% i 50%, respektivno. Ukoliko dobi-
jemo vrednosti koje su u ekstremnim repovima standardne normalne
raspodele zak	uqujemo da nije doxlo do konvergencije. U tim sluqaje-
vima mo�emo da pozovemo funkciju geweke.plot pomo�u koje se izraqu-
naju vrednosti Z-skora nakon odbaciva�a poqetnih delova lanca na os-
novu qega mo�emo da zak	uqimo koliki deo uzorka bi trebalo odbaciti.
U naxem sluqaju dobijemo da su sve vrednosti Z-skora na ma�e od 2
standardne devijacije od 0 pa ovim testom zak	uqimo da je doxlo do
konvergencije.

1 > geweke . d iag (mcmcCoda)
2 [ [ 1 ] ]
3

4 Fract ion in 1 s t window = 0.1
5 Fract ion in 2nd window = 0.5
6

7 beta0 beta [ 1 ] beta [ 2 ] beta [ 3 ] beta [ 4 ] sigma
8 −0.4208 0 .4727 0 .7269 0 .6445 −0.1561 0 .1025
9

10

11 [ [ 2 ] ]
12

13 Fract ion in 1 s t window = 0.1
14 Fract ion in 2nd window = 0.5

6 Geweke
7 Gelman i Rubin
8 Raftery i Lewis
9 Heidelberger i Welch
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15

16 beta0 beta [ 1 ] beta [ 2 ] beta [ 3 ] beta [ 4 ] sigma
17 0 .5600 −0.3228 −0.4965 −0.2726 −0.3562 0 .1525
18

19

20 [ [ 3 ] ]
21

22 Fract ion in 1 s t window = 0.1
23 Fract ion in 2nd window = 0.5
24

25 beta0 beta [ 1 ] beta [ 2 ] beta [ 3 ] beta [ 4 ] sigma
26 −1.17102 0.02586 0.49191 −0.25188 1.63111 1.37723

Gelman i Rubin dijagnostika za svaki parametar raquna potenci-
jalni faktor skalira�a10 zajedno sa gor�om i do�om granicama in-
tervala povere�a. Pribli�na konvergencija se dosti�e kada je gor�a
granica blizu vrednosti 1. Intervali povere�a su izraqunati pod
pretpostavkom normalnosti promen	ive koju ispitujemo. Dodatno, uko-
liko ta pretpostavka nije ispu�ena, funkcija mo�e da transformixe
promen	ivu koriste�i logaritamsku ili logit transformaciju xto se
posti�e dodava�em argumenta transform=TRUE u poziv funkcije. Test
je zasnovan na pore�e�u disperzije unutar lanaca sa disperzijom me�u
lancima. I ovaj test potvr�uje konvergenciju.

1 > gelman . diag (mcmcCoda , transform=TRUE)
2 P ot en t i a l s c a l e r educt ion f a c t o r s :
3

4 Point e s t . Upper C. I .
5 beta0 1 1
6 beta [ 1 ] 1 1
7 beta [ 2 ] 1 1
8 beta [ 3 ] 1 1
9 beta [ 4 ] 1 1
10 sigma 1 1
11

12 Mult i va r i a t e p s r f
13

14 1

Rafteri i Luis dijagnostika se koristi za probna pokreta�a
lanaca. Za svaki parametar iz svakog lanca raquna se najma�i broj
iteracija potreban za oce�iva�e kvantila q sa taqnox�u +/ − r, sa

10 Potential scale reduction factor
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verovatno�om s. Minimalni broj iteracijaja se odnosi na lanac u kome
nema korelacija me�u uzastopnim vrednostima. Pozitivna korelacija
uve�ava zahtevanu veliqinu uzorka. Funkcija vra�a vrednost faktora
zavisnosti11, I, gde je I = (M + N)/Nmin a sa M , N i Nmin su oznaqeni
zahtevani period zagreva�a, zahtevani obim uzorka potreban za ocen-
jiva�e kvantila q, i zahtevani obim uzorka potreban za oce�iva�e is-
tog kvantila pod pretpostavkom da je uzorak iid. Velike vrednosti su
pokazate	i jake autokorelisanosti. Prema autorima ovog paketa za ve-
like vrednosti smatramo vrednosti iznad 5.

1 r a f t e r y . d iag (mcmcCoda)
2 [ [ 1 ] ]
3

4 Quant i le ( q ) = 0.025
5 Accuracy ( r ) = +/− 0 .005
6 P r o ba b i l i t y ( s ) = 0 .95
7

8 Burn−in Total Lower bound Dependence
9 (M) (N) (Nmin) f a c t o r ( I )
10 beta0 3 4447 3746 1 .190
11 beta [ 1 ] 5 5771 3746 1 .540
12 beta [ 2 ] 4 5211 3746 1 .390
13 beta [ 3 ] 3 4129 3746 1 .100
14 beta [ 4 ] 2 3680 3746 0 .982
15 sigma 5 5577 3746 1 .490
16

17

18 [ [ 2 ] ]
19

20 Quant i le ( q ) = 0.025
21 Accuracy ( r ) = +/− 0 .005
22 P r o ba b i l i t y ( s ) = 0 .95
23

24 Burn−in Total Lower bound Dependence
25 (M) (N) (Nmin) f a c t o r ( I )
26 beta0 3 4338 3746 1 .16
27 beta [ 1 ] 8 10112 3746 2 .70
28 beta [ 2 ] 4 4792 3746 1 .28
29 beta [ 3 ] 3 4267 3746 1 .14
30 beta [ 4 ] 2 3995 3746 1 .07
31 sigma 5 6078 3746 1 .62
32

11 Dependence factor
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33

34 [ [ 3 ] ]
35

36 Quant i le ( q ) = 0.025
37 Accuracy ( r ) = +/− 0 .005
38 P r o ba b i l i t y ( s ) = 0 .95
39

40 Burn−in Total Lower bound Dependence
41 (M) (N) (Nmin) f a c t o r ( I )
42 beta0 3 4198 3746 1 .12
43 beta [ 1 ] 5 5673 3746 1 .51
44 beta [ 2 ] 4 4955 3746 1 .32
45 beta [ 3 ] 3 4198 3746 1 .12
46 beta [ 4 ] 2 3995 3746 1 .07
47 sigma 5 5483 3746 1 .46

Hajdelberger i Velq (heidel.diag) dijagnostike se zasnivaju na dva
testa. Test konvergencije testira stacionarnost raspodele. Najpre je
prime�en na ceo uzorak a zatim ukoliko stacionarnost nije prihva�ena
uzorak se sma�uje odbaciva�em 10%, 20%,. . . originalnog lanca, sve
dok hipoteza o stacionarnosti ne bude prihva�ena ili odbacimo 50%
lanca. U tom sluqaju je neophodna ve�a du�ina lanca. Ukoliko se test
pro�e nakon odbaciva�a odre�enog procenta uzorka, taj deo uzorka se
ne�e koristiti za da	a zak	uqiva�a. Nakon toga, na delu uzorka koji
je proxao test se raquna 95% interval povere�a za sred�u vrednost,
i ukoliko je koliqnik polovine du�ine intervala i oce�ene sred�e
vrednosti ma�i od unapred zadate vrednosti, uzorak prolazi test. In-
aqe se smatra da data du�ina lanca nije dovo	na za oce�iva�e sred�e
vrednosti sa zadatom preciznox�u. Uzorci su proxli i ovaj test.

1 > h e i d e l . d iag (mcmcCoda)
2 [ [ 1 ] ]
3

4 S t a t i o n a r i t y s t a r t p−value
5 t e s t i t e r a t i o n
6 beta0 passed 1 0 .987
7 beta [ 1 ] passed 1 0 .840
8 beta [ 2 ] passed 1 0 .555
9 beta [ 3 ] passed 1 0 .919
10 beta [ 4 ] passed 1 0 .970
11 sigma passed 1 0 .957
12

13 Halfwidth Mean Halfwidth
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14 t e s t
15 beta0 passed 61 .921 0.37905
16 beta [ 1 ] passed −0.152 0.00307
17 beta [ 2 ] passed −0.975 0.00680
18 beta [ 3 ] passed 0 .124 0.00115
19 beta [ 4 ] passed 1 .080 0.01147
20 sigma passed 7 .312 0 .02955
21

22 [ [ 2 ] ]
23

24 S t a t i o n a r i t y s t a r t p−value
25 t e s t i t e r a t i o n
26 beta0 passed 1 0 .408
27 beta [ 1 ] passed 1 0 .258
28 beta [ 2 ] passed 1 0 .279
29 beta [ 3 ] passed 1 0 .324
30 beta [ 4 ] passed 1 0 .547
31 sigma passed 1 0 .139
32

33 Halfwidth Mean Halfwidth
34 t e s t
35 beta0 passed 62 .008 0.40347
36 beta [ 1 ] passed −0.154 0.00338
37 beta [ 2 ] passed −0.977 0.00674
38 beta [ 3 ] passed 0 .124 0.00129
39 beta [ 4 ] passed 1 .081 0.01261
40 sigma passed 7 .320 0 .03288
41

42 [ [ 3 ] ]
43

44 S t a t i o n a r i t y s t a r t p−value
45 t e s t i t e r a t i o n
46 beta0 passed 1 0 .350
47 beta [ 1 ] passed 1 0 .752
48 beta [ 2 ] passed 1 0 .527
49 beta [ 3 ] passed 1 0 .580
50 beta [ 4 ] passed 1 0 .130
51 sigma passed 1 0 .278
52

53 Halfwidth Mean Halfwidth
54 t e s t
55 beta0 passed 62 .228 0.40267
56 beta [ 1 ] passed −0.155 0.00328
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57 beta [ 2 ] passed −0.985 0.00690
58 beta [ 3 ] passed 0 .124 0.00104
59 beta [ 4 ] passed 1 .077 0.01232
60 sigma passed 7 .301 0 .03290

Mo�emo prikazati vrednosti autokorelacione funkcije. Visoke
vrednosti su pokazate	i sporije konvergencije. U takvim situacijama
po�e	no je ista�iti lanac pre raquna�a sumarnih statistika jer �e
time biti saquvana ve�ina informacija a ujedno i memorija raqunara.
U ovom primeru vrednosti autokorelacione funkcije brzo opadaju.

1 > a c f p l o t (mcmcCoda)
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Na osnovu rezultata sprovedenih testova zak	uqujemo da su u ovom
sluqaju lanci iskonvergirali ka aposteriornoj raspodeli.
Analogno navedenom postupku bi�e kreirana jox dva modela me�aju�i
poqetne pretpostavke. Nakon xto za �ih potvrdimo konvergenciju
mo�emo uporediti rezultate dobijene primenom svih metoda.
Jedan od kreiranih modela je model koji za funkciju verodostojnosti
umesto normalne ima Studentovu t-raspodelu. Broj stepeni slobode, ν,
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nije unapred zadat, ve� je za �egovu apriornu raspodelu izabrana ek-
sponencijalna raspodela sa oqekiva�em 30, dok su apriorne raspodele
za vektor β i σ neprome�ene. Najve�a promena je u pomo�nom kodu, gde
je model sada definisan na drugaqiji naqin:

1 model {
2 f o r ( i in 1 : Ntota l ) {
3 zy [ i ] ˜ dt ( zbeta0 + sum( zbeta [ 1 : Nx ] ∗ zx [ i , 1 : Nx ] ) , 1/

zsigma ˆ2 , nu)
4 }
5 zbeta0 ˜ dnorm( 0 , 1/2ˆ2 )
6 f o r ( j in 1 :Nx ) {
7 zbeta [ j ] ˜ dnorm( 0 , 1/2ˆ2 )
8 }
9 lnzs igma ˜ dun i f ( −3, 3 )
10 zsigma <−exp ( lnzs igma )
11 nu ˜ dexp (1 / 30)

Za iste periode adaptacije i zagreva�a kao u prethodnom sluqaju
ovde ne dolazi do konvergencije. Sude�i po Geveke testu, nije doxlo
do konvergencije za parametre β3, β4 i σ u 3. lancu i za parametar β3

u drugom lancu. Mo�emo odbaciti poqetne delove lanca ili iznova
kreirati lanac sa du�im periodom zagreva�a kako bismo eliminisali
uticaj poqetnih vrednosti.

1 [ [ 1 ] ]
2

3 Fract ion in 1 s t window = 0.1
4 Fract ion in 2nd window = 0.5
5

6 beta0 beta [ 1 ] beta [ 2 ] beta [ 3 ] beta [ 4 ] sigma
nu

7 −1.42608 0.99387 1.28360 −0.18023 0.96150 0.01448
−1.33691

8

9

10 [ [ 2 ] ]
11

12 Fract ion in 1 s t window = 0.1
13 Fract ion in 2nd window = 0.5
14

15 beta0 beta [ 1 ] beta [ 2 ] beta [ 3 ] beta [ 4 ] sigma nu
16 −0.4934 0 .9672 −0.1275 −2.1484 0 .4961 −1.4057 0 .5186
17
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18

19 [ [ 3 ] ]
20

21 Fract ion in 1 s t window = 0.1
22 Fract ion in 2nd window = 0.5
23

24 beta0 beta [ 1 ] beta [ 2 ] beta [ 3 ] beta [ 4 ] sigma nu
25 1 .5771 −0.4094 −0.3852 2 .4775 −2.6062 2 .4085 1 .7576

Pre izmena analiziramo rezultate preostalih dijagnostika kako
bismo rexili vixe potencijalnih problema istovremeno. U nastavku
je prikazana Rafteri i Luis dijagnostika za npr. tre�i lanac. Iako
vrednosti faktora zavisnosti nisu ve�e od 5, primetan je uticaj visoke
autokorelisanosti, xto �emo pokuxati da reximo ponovnim kreira�em
uzorka ali sa parametrom ista�iva�a koji je ve�i od 1.

1 [ [ 3 ] ]
2

3 Quant i le ( q ) = 0.025
4 Accuracy ( r ) = +/− 0 .005
5 P r o ba b i l i t y ( s ) = 0 .95
6

7 Burn−in Total Lower bound Dependence
8 (M) (N) (Nmin) f a c t o r ( I )
9 beta0 6 6406 3746 1 .71
10 beta [ 1 ] 9 10098 3746 2 .70
11 beta [ 2 ] 10 12122 3746 3 .24
12 beta [ 3 ] 6 6406 3746 1 .71
13 beta [ 4 ] 6 7003 3746 1 .87
14 sigma 7 7263 3746 1 .94
15 nu 5 5483 3746 1 .46

Ovi lanci su proxli Gelman i Rubin, kao i Hajdelberger i Velq
testove. Nakon kreira�a lanca sa dva puta du�im periodom zagreva�a
i sa parametrom ista�iva�a koji je jednak 2, autokorelisanost uzoraka
je sma�ena, i svi lanci su proxli Geveke test. Nada	e koristimo ovako
dobijene lance.
Bi�e predstav	en jox jedan model koji se u odnosu na prvi kreirani
razlikuje u izboru apriorne raspodele koficijenata koji odgovaraju
standardizovanim zavisnim promen	ivim. Umesto normalne raspodele
sa fiksiranim parametrima za uslovnu apriornu raspodelu je izabrana
Laplasova odnosno dupla eksponencijalna raspodela sa oqekiva�em 0
i rate parametrom koji je jednak λ/zσ. Ovaj model je takav da moda
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aposteriorne raspodela β koeficijenata odgovara rezultatima koji se
dobiju LASSO regresijom i samim tim nam mo�e biti koristan za izbor
promen	ivih jer ka��ava velike vrednosti β koeficijenata.
Za apriornu raspodelu parametra λ izabrana je uniformna raspodela
na ograniqenom intervalu, U [0.01, 10]. U nastavku je prikazano kako
izgleda deo pomo�ne funkcije u kome se definixe model.

1 model {
2 f o r ( i in 1 : Ntota l ) {
3 zy [ i ] ˜ dnorm( zbeta0 + sum( zbeta [ 1 : Nx ] ∗ zx [ i , 1 : Nx ] ) ,

1/ zsigma ˆ2 )
4 }
5 zbeta0 ˜ dnorm( 0 , 1/2ˆ2 )
6 f o r ( j in 1 :Nx ) {
7 zbeta [ j ] ˜ ddexp ( 0 , lambda/ zsigma )
8 }
9 lnzs igma ˜ dun i f ( −3, 3 )
10 zsigma <−exp ( lnzs igma )
11 lambda ˜ dun i f ( 0 . 01 , 10)

Rezultati dobijeni ovim modelom su proxli sve testove konvergen-
cije.
U nastavku su prikazani grafici oce�enih gustina aposteriornih ras-
podela nepoznatih parametara. Na svakom grafiku predstav	en je
jedan parametar i oce�ene gustine dobijene pomo�u prethodnih modela.
Crnom bojom je oznaqen model obiqne linearne regresije sa nepravom
uniformnom apriornom raspodelom, crvenom model gde su za apriornu
raspodelu izabrane normalna i logariram od uniformne, zelenom model
sa Studentovom funkcijom verodostojnosti i plavom bojom model sa
Laplasovom apriornom raspodelom parametra β.

62



POGLAV�E 3. BAJESOVSKA LINEARNA REGRESIJA

Koeficijenti koji odgovaraju prediktorima:
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Slobodni qlan:
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Pomo�ni parametri:
ν - broj stepeni slobode iz drugog modela
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λ - parametar iz apriorne raspodele parametra β iz tre�eg modela.
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Posmatra�em grafika dolazimo do zak	uqka da znaqajnije razlike pos-
toje u sluqaju kada je za apriornu raspodelu izabrana Laplasova i da
su u tom sluqaju raspodele pomerene ka 0. Takav rezultat se mogao i
oqekivati s obzirom na to da je ovaj model bajesovski analogon LASSO
regresiji.
U sluqaju standardne devijacije primetna je razlika kod modela sa Stu-
dentovom funkcijom verodostojnosti.
Za kreirane modele upore�ena su sred�ekvadratna odstupna�a predvid-
jenih od stvarnih vrednosti na skupu koji se koristio za razvoj modela.
U sluqaju obiqne linearne regresije, iskorix�en je prethodno gener-
isani uzorak iz aposteriorne prediktivne raspodele. Za ocenu pred-
vi�ene vrednosti izabrana je sred�a vrednost uzorka i pomo�u �e se
raqunamo sred�ekvadratno odstupa�e.

1 pred . mean = apply ( pred . draws , 2 , mean)
2 mse <− mean ( ( ac tua l − pred . mean) ˆ 2)
3 > mse
4 [ 1 ] 46.08068389

Uzorke koji su dobijeni korix�e�em Gibsovog algoritma i saquvani
u rjags objektima najpre transformixemo u matriqni oblik, a zatim
generixemo uzorak iz aposteriorne prediktivne raspodele. Postupak
je sliqan za sva tri modela, ovde je ilustrovan sluqaj sa Studentovom
raspodelom.

1 # Ucitavanje sacuvanih podataka i
2 # t r a n s f o r m a c i j a u matr i cn i o b l i k
3 # i n s t a l l . packages (” metRology ”)
4 # Paket potreban za r t . s c a l e d f u n k c i j u
5 l i b r a r y ( metRology )
6

7 load ( ”Student−Normal−ExpUniform−a f t e r D i a g n o s t i c s . Rdata” )
8 runjags2 <− runJagsOut
9 mcmcCoda2 <− as .mcmc . l i s t ( runjags2 )
10 mcmcMatrix2 <− as . matrix (mcmcCoda2 , i t e r s = FALSE, cha ins =

FALSE)
11

12 n <− dim ( sw i s s ) [ 1 ] # br o p s e r v a c i j a
13 y = sw i s s $ F e r t i l i t y
14 X = as . matrix ( sw i s s [ , −c (1 , 3) ] )
15

16 p = 4 # Broj p r ed ik to ra
17 N = 15000 # Obim uzorka
18
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19 M <− mcmcMatrix2
20 yrep <− matrix ( data = rep (0 , n ∗ N) ,
21 nrow = n ,
22 nco l = N)
23 # Za cuvanje uzorka i z a p o s t e r i o r n e p r ed ik t i vne ra spode l e
24

25 f o r ( i in 1 :N) {
26 sd = M[ i , p + 2 ]
27 beta0 = M[ i , 1 ]
28 beta = M[ i , 2 : ( p + 1) ]
29 nu = M[ i , p + 3 ]
30 f o r ( k in 1 : n) {
31 m = beta0 + beta %∗% X[ k , ]
32 yrep [ k , i ] <− r t . s c a l e d (1 , df = nu , mean = m, sd = sd )
33 }
34 }
35 yrep2 = yrep
36 mse2 = mean ( ( y − rowMeans ( yrep ) ) ˆ 2)

U sluqaju druga dva modela sa normalnom funkcijom verodosto-
jnosti, ne postoji parametar ν i koristimo rnorm funkciju za gener-
isa�e uzorka iz normalne raspodele.
Dobijeni su slede�i rezultati:

1. MSE1 = 46.08068389

2. MSE2 = 45.93145059

3. MSE3 = 45.61975745

4. MSE4 = 46.71787993

Razlike izme�u dobijenih vrednosti nisu velike, ali s obzirom na to
da model kreiran korisq�e�em Studentove raspodele najbo	e odgovara
podacima u smislu sred�ekvadratnog odstupa�a, �ega biramo kao fi-
nalni model.
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Poglav	e 4

Zak	uqak

U prvom poglav	u predstav	eni su teorijski rezultati koji se nalaze
iza svake bajesovske analize podataka i kako se mogu primeniti na line-
arne regresione modele.
U slede�em poglav	u ukratko su izlo�eni osnovni rezultati dobijeni
klasiqnim pristupom linearnoj regresiji, tj. preciznije, rezultati do-
bijeni metodom najma�ih kvadrata.
Konaqno, posled�e poglav	e je posve�eno konkretnim primerima ba-
jesovske linearne regresije.
Prvi primer je ilustracija obiqne linearne regresije, gde polaze�i od
neprave uniformne raspodele dobijamo aposteriornu raspodelu nepoz-
natih parametara. Osim xto je naveden analitiqki oblik aposteriorne
raspodele, generisani su uzorci na osnovu kojih donosimo zak	uqke o
parametrima. Tako�e, ilustrovan je uticaj obima uzorka na donoxe�e
zak	uqaka, generisa�e uzorka iz aposteriorne prediktivne raspodele,
kao i naqini na koje vrximo proveru dobijenih rezultata. Ocene para-
metara i predvi�enih vrednosti su upore�ene sa rezultatima dobijenim
metodom najma�ih kvadrata. S obzirom na to da je u ovom primeru
korix�ena uniformna apriorna raspodela, doxlo je do poklapa�a
ocena koje su dobijene pomo�u ova dva pristupa. U ovom sluqaju gde
su podaci zaista generisani pomo�u fiksiranih vrednosti parametara
nam takva situacija odgovara i bajesovski linearni regresioni modeli
se pokazuju kao jednako uspexni kao i modeli dobijeni klasiqnim pris-
tupom. Jasno je da u realnim primerima to ne�e biti sluqaj tako da se
u takvim situacijama bajesovska linearna regresija pokazuje kao bo	e
rexe�e. Kreira�e modela na realnim podacima ilustrovano je u dru-
gom primeru. Kreirani su linearni regresioni modeli za razliqite
izbore apriornih raspodela i funkcija verodostojnosti i za tako dobi-
jene modele je upore�eno uklapa�e sa podacima. Od suxtinskog znaqaja
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su se pokazali MKLM metode koje omogu�avaju da za proizvo	ne izbore
poqetnih pretpostavki generixemo uzorak iz aposteriorne raspodele.
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