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1 Uvod

U skupu realnih brojeva R, jednostavna jednacina
224+1=0,

nema resenja.
Formalno, u nameri da se resi ova jedna¢ina, moze se uvesti imaginarna jedinica
i za koju vazi:

2 =—1.

U literaturi se imaginarna jedinica definise i kao v/—1, mada je koren u realnoj
analizi definisan samo za nenegativne brojeve.

Brojevi oblika x + 4y, gde su x i y realni brojevi, nazivaju se kompleksnim
brojevima. Pojam kompleksnog broja x + iy postaje jasniji ako se identifikuje
sa uredenim parom (z,y); tj. ako skup C kompleksnih brojeva identifikujemo
sa vektorskim prostorom R2.

Kompleksan broj z € C nema jedinstven argument. Preciznije, ako je poznat
jedan argument « broja z, onda se svi ostali argumenti broja z razlikuju od « za
2km, k € Z. Dakle, pridruzivanje argumenta nije preslikavanje u pravom smislu.
Koristeé¢i ova i druga svojstva, definiSemo grane nekih funkcija u kompleksnoj
ravni. Znacaj toga je primena ovih osobina na slozenijim funkcijama.



2 Kompleksni brojevi

Definicija 1. Kompleksni brojevi su izrazi oblika x + 1y, pri cemu su x iy
realni brojevi, a i imaginarna jedinica, za koje su relacija jednakosti i operacije
sabiranja i mnozZenja definisane na sledeéi nacin:

1. dva kompleksna broja x 4 iy i u+ w su jednaka ako i samo ako vaZi da je
T=u1Y =0;
2. zbir dva kompleksna broja x + iy i u + w je kompleksan broj
(@ +u)+i(y +v);
3. proizvod dva kompleksna broja x + iy i u + w je kompleksan broj
(zu — yv) + i(zv + yu).

Ovako definisana struktura predstavlja skup kompleksnih brojeva i oznacava
se simbolom C. Uobicajeno je da se kompleksni brojevi oznacavaju jednim
slovom, na primer, z = = + 4y, a relaciju jednakosti, kao i operacije sabiranja i
mnozenja, oznacavamo kao u skupu realnih brojeva.

Definicija 2. Za kompleksan broj z = = + 1y, realan broj x je mjegov realni
deo, koji se oznacava sa Re(2), a realan broj y je njegov imaginarni deo i
oznacava se sa Im (z).

Kompleksni brojevi oblika x + 7- 0 imaju znac¢ajno svojstvo da je zbir takva
dva broja kompleksan broj istog oblika, takode i proizvod takva dva broja je
kompleksan broj istog oblika. Sada, ta svojstva mogu biti prikazana i u obliku
jednakosti:

(x+i-0)+(u+i-0)=(x+u)+1i-0,
(x+i-0)-(u+:-0)=(x-u)+1i-0.

Prilikom sabiranja dva kompleksna broja oblika x + ¢ - 0, moze se uociti da
se, ustvari, sabiraju njihovi realni delovi, a kod proizvoda da se realni delovi
pomnoze. Zbog toga ¢emo uvesti oznaku, da brojeve oblika  + i-0 obelezavamo
sa x. Operacije sabiranja i mnozenja takvih brojeva vrse na isti na¢in kao i sa
realnim brojevima. Sledi zakljuc¢ak da je skup realnih brojeva sadrzan u skupu
kompleksnih brojeva.

U skupu kompleksnih brojeva postoji i podskup koji ¢ine brojevi oblika
0+ %-y. Takvi brojevi se nazivaju ¢isto imaginarnim brojevima.

Imaginarna jedinica je broj i =0+ ¢-1 i on ima sledeéa svojstva:

P2 = (0+i51)~(0+i-1) =—1+i-0=-1,

2

" =4 4=—-1-1=—1q,
=2 PF=-1--1=1,
=it i=1-i=1.



Iz navedenog sledi da je i® = i1 kako bi se stepeni imaginarne jedinice poveéavali,
tako bi se smenjivale ¢etiri dobijene vrednosti, 4, —1, —4, 1, odnosno proizilazi
sledece:

P =1, iR =g 2 = 1 R — ) pri Gemu k € NU {0}.

Relacija jednakosti ima uobic¢ajena svojstva te relacije, refleksivnost, sime-
tricnost i tranzitivnost.

Sva svojstva operacija sabiranja i mnozenja u skupu realnih brojeva se pre-
nose i na skup kompleksnih brojeva, a to ¢e biti pokazano u narednim teore-
mama.

Teorema 1. Sabiranje kompleksnih brojeva ima sledeéa svojstva:
1° Operacija je komutativna. Za svaka dva kompleksna broja z1 i zo vaZi:
21+ 20 = 290+ 271.
2° Operacija je asocijativna. Za svaka tri kompleksna broja z1, 29 i z3 vaZi:
(21 +22) + 23 =21+ (22 + 23) = 21 + 22 + 23.
3° Broj 0 je neutralni element za sabiranje. Za svaki kompleksan broj z vaZi:
z+0=0+2=2.

4° Za svaki kompleksan broj z postoji njegov suprotan broj z', takode kompleksan
broj, takav da vazi

z2+2 =2 +2=0.
Dokaz.

1° Sabiranjem bilo koja dva kompleksna broja z1 = x1 +i-y1 1 20 = 22 + 7+ ys,
pri ¢emu znamo da su 1, y1, 2, Y2 realni brojevi i da komutativnost vazi u
skupu realnih brojeva, moze se zakljuciti sledece:

z21+2 = 1+t y1 a2+ 0y

= (v1+z2) +i (Y1 +92)
(2 +z1) +i (Y2 +11)
2o + 21.

2° Sli¢no kao i za komutativnost, asocijativnost vazi u skupu realnih brojeva, iz
Cega proizilazi da za bilo koja tri kompleksna broja z; = x1+i-y1, 22 = Ta+1-Y2
123 =ux3+ 1 ys vazi:

(z1+22)+23 = (x1+73- y1+x2+z y2) + a3+ i-ys3

(w1 +@2) + i (y1 +y2)) + 23+ y3
(x1+x2)+x3+i~((y1+y2)+y3)
z1+ (22 +23) + 0 (Y1 + (Y2 + y3))
w1+ (22 +x3) +i-yr + i (y2 +ys)
3:1+i-y1+((x2+x3)+i-(y2+y3))
= Zl+(22+2,’3).



3° 0 je neutral za sabiranje u skupu realnih brojeva, §to ¢e biti pokazano i za
skup kompleksnih brojeva. Zapisivanjem 0 u obliku 0 = 04-4-0, moze se pokazati
da za bilo koji kompleksan broj z =z + iy vazi:

z4+0=2+4+i-y+0+i-0=(z+0)+i- (y+0)=z+i-y ==z
4° Pretpostavimo da za bilo koji kompleksan broj z = x + -y postoji njegov
suprotan broj, z’, koji ispunjava ovo tvrdenje. Neka je 2z’ = u + 7 - v, odakle je:
z+2 =c+i-y+uti-v=(r4+u)+i-(y+v)=0+1i-0=0.

Odavde sledi c +u =01y +v =0, odnosno u = —z i v = —y.
Pa je suprotan broj kompleksnog broja z oblika

Z'=—-x+i-(—y) = —(x+i-y) = —z. Dakle, postoji jedinstveni kompleksan
broj z’, takav da vazi z + z/ = 0 i taj kompleksan broj ze moze oznaciti sa

—z. O

Teorema 2. MnozZenje kompleksnih brojeva ima slede¢a svojstva:

1° Operacija je komutativna. Za svaka dva kompleksna broja z1 © zo vaZi:
Z1 %2 = Z2°2Z21.
2° Operacija je asocijativna. Za svaka tri kompleksna broja z1, 29 i z3 vaZi:
(21 -22) 23 =21 (22-23) = 21 - 22 - 23.

3° Broj 1 je neutralni element za mnoZenje. Za svaki kompleksan broj z vazi:

4° Za svaki kompleksan broj z, razli¢it od nule, postoji njegov inverz z', takode
kompleksan broj, takav da vaZi:

z2:2=2-z=1.
5° MnoZenje je distributivno u odnosu na sabiranje. Za svaka tri kompleksna
broja z1, zo i z3 vazi:

(21+22)'23221'23+22~23.

Dokaz.
10

2122 = (z1+i-y1) (T2 + i y2)
Ty T+ T Y2+ iy T2 — Y1 Y2
(1 w2 —y1-y2) +i- (21 y2 +y1 - 22)
(221 —y2 1) + 1 (Y2 - 21 + 22 Y1)
(2 +i-y2) - (z1+ 1 y1)
= Z2-°Z1.

2° Asocijativnost vazi u skupu realnih brojeva, kao i za komutativnost sli¢no se
pokazuje da vazi i u skupu kompleksnih brojeva.



3° 1 je neutral za mnozenje u skupu realnih brojeva. Kako bi se pokazalo da je
neutral i u skupu kompleksnih brojeva, 1 se moze zapisati i u obliku 1 = 1+74-0,
i pokazacemo da za bilo koji kompleksan broj z = x + - y vazi:

z-1

(x+i-y)-(1+1-0)
(x-1—y-0)+i-(z-0+y-1)
= x+4+i-y

= 2z

4° Neka je z = z + i - y kompleksan broj razlicit od nule, onda je bar jedan od
realnih brojeva z i y razli¢it od nule, pa je i 2 + 32 # 0. Pretpostavimo da za
svaki takav kompleksan broj postoji z/ = u + i- v takav da vazi:
z-2'=2-2=1, odnosno (x +i-y) - (u+i-v)=1,
(xu—y-v)+i-(z-v+y-y)=1+1-0.
Dva kompleksna broja su jednaka ako i samo ako su im jednaki njihovi realni i
imaginarni delovi, dakle:
ru—y-v=1liz-v+y -u=0.
Koristedi uslov 22 + y2 # 0, sledi da poslednji sistem jedna¢ina ima jedinstveno
reSenje
__Z __"Y
R = Sk

Dakle, postoji jedinstveni kompleksan broj 2/, tako da je z -2z’ = 1 i to je broj

x _
7 = + - 4 . Dobijeni broj se moze oznagciti sa —.
1‘2 + y2 1‘2 + y2 z

5° Koriste¢i dokazana svojstva operacija za sabiranje i mnozenje kompleksnih

brojeva, lako se pokazuje i da vazi distributivnost mnozenja prema sabiranju.
O

Na osnovu prethodnih svojstava, moze se zakljuciti da se sa kompleksnim
brojevima, njihovim zbirovima i proizvodima moze operisati na isti nacin kao
sa realnim brojevima.

Primer 1. Neka je z1 = 3+ 21 1 290 = 1 — 4i. Izracunati zbir, razliku i proizvod
ova dva kompleksna broja.

Resenje. 1z definicije sabiranja, oduzimanja i mnozenja dobijamo sledece:
21+ 20=4—2i, 21 —20=24601 21 - 29 =11 — 104. A

Primer 2. Naéi realni i imaginarni deo koli¢nika kompleksnih brojeva iz
prethodnog primera.



Resenje. Kako je

21 342
zo 1 —4i
0 3+20 144
T 140 1+4i
RS VTR
_ 5
17 7
. . 5, 14
sledi da je Re(z)—fl—7 ilm(z) = T A
Primer 3. Naéi realan i imaginaran deo kompleksnog broja (1 + z')6.
Resenje.
\6 (23
1+9)° = (1+9) )
= (1+2-i+7)
= (1+2i—1)°
= (29
= 8.4
= 8- ()
= —8i
moze se zakljuciti da je Re(z) =01Im(z) = —8. A
Definicija 3. Svaki kompleksan broj z = x + i -y ima svoj konjugovano

kompleksni brojz =x —i-y.

Definicija 4. Modul kompleksnog broja z = x + i -y je nenegativan broj
2| =v/2? +y2.

Primer 4. Izracunati modul kompleksnog broja z = 5+12i i njemu konjugovano
kompleksnog broja.

Resenje. Primenom definicije za ra¢unanje modula kompleksnog broja dobijamo
da je moduo broja z jednak:

|2] =v/52 + 122 =/25 + 144 = 13.

Konjugovano kompleksni broj broja z je:

Z = 5 — 124, iz cega sledi da je moduo tog broja jednak:

1z =/5% + (—12) =v/25 + 144 = 13.

A

Lema 1. Za svaki kompleksan broj z = x+i-y vazi da je modul tog broja jednak
modulu njemu konjugovano kompleksnog broja.

Dokaz. Kako je |z| =+/2% + y2, njemu odgovarajuéi konjugovano kompleksni
broj je z = x—1-y, a modul tog broja se racuna na isti nacin, iz ¢ega zaklju¢ujemo

da je 7] =+/22+ (—y)®> = /22 +4® = |z|, odnosno da je modul bilo kog
kompleksnog broja jednak modulu njemu konjugovano kompleksnog broja. [



Stav 1. Za svaki kompleksan broj z = x + i -y vaZe slede¢a svojstva:

a) z+Z =2z = 2Re (2);

b) z —z = 2iy = 2ilm (2);

¢) z-Z=|z[%

d) (2) =z

e) 21+ 2 =71 + Zo;

f) 21 — 20 =71 — Z2;

g) Z1- 22 = Z1 - Z;

h) (2) = j;;, pri ¢emu je zo # 0;

i) |22 = [21%

3) a1 - 22| = |z - 22l;

k) iy g @ pri ¢emu je 29 # 0.
29 |22]

Dokaz.

a) z+z=x+i-y+x—i-y=2x=2Re(2);
b) z—z=zx+i-y—(r—i-y)=x+i-y—z+i y=2iy=2iIm(z);

)z Z=(x+iy) (z—iy) =a>+y®—izy+ivy=2>+y* = |25

Z21+22 = x4+ @ +x2+ 1w
w1+ 22 + i (Y1 + y2)
x4+ 22 — i (Y1 + y2)
T1 — W1 + T2 — Wo
= Z1+7z;

f) Sliéno kao pod d);

g)

~—~ T~

71 22 Ty T2 — Y1 Y2) + i (T1- Y2 + Y1 T2)
Ty Ty — Y1 Y2) — i (T1- Y2 + 1 - T2)
1 — i) - (w2 — iy2)

= Z1-Zz2;



2\ _ (ritan
z9 i) + ZyQ

. 2 . —Y2
= €T +Z . +Z'
(z1+4n) x5 + Y3 3+ y3
. 2 . Y2
= xr1 — 7 . +Z'
o) g gt g
_ Tl — W1
To — W
o mt
Lo + Yo
_ A1,
= &
i)
|22‘ = ’xz—y2+2ixy|

= @ - ) + (2ay)’

= a2t —222y2 + y + dx2y?
— /$4 + 2(E2y2 + y4

= /(@ +y?)

S

2
= |25

|(z1 + iy1) - (w2 + dy2)|
= |z122 — Y1Y2 + @12 + oy |
= [(z122 — y1y2) + i (T1y2 + T2y1)|
\/(fflﬂfz —y1y2)” + (w12 + 2231)”
= 2223 — 21 moy1ys + Y33 + 23Y3 + 2w Toy1y2 + 23y7
Vatad +ytys + afys + a3y}
Vi (@3 +3) + i (@3 +43)
= V@i +]) - (@3 +43)
= Vi +yi a3+ 43
|z1] - |22

|21 - 22

k) Koristeéi svojstva c¢) i h) dobija se:

2 — — 2

21 21 21 2 2121 E 1 .

== . ()= = —_— 5 iz Cega sledi
Z2 \ 22 Zy Za 2272 |z

|21

|za|

O

Z1

22 22

Primer 5. Dati su kompleksni brojevi z1 = 2 — 31 i 20 = 1 + 24. Izracunati:

a) z1 + 22;



b) z1 — 2z9;

c) 71 23;

26

Regenje.  a) 21 +20=21+23=2—-3i1+1+2i=2+43i+1—-2i=3+

b) 71—z = F1—% = 2 — 3i—1 F 2i = 24+3i—(1 — 24) = 2+3i—142i = 1+5i;

)T m=m T =231+ 2i=(2+30) (1 —20) =2+6-4i+3i=8—i;

—z+i

Q 21\ 2-31 2430 1+2 —4+45i 4
T 13+2; 1—-2 142 5 5

z2

A

Stav 2. Za bilo koja dva kompleksna broja z1 = x1 +1i-y1 © 20 = To + 1+ Yo vaie
sledeéa svojstva:

a) |z1 + zz|2 = \zl|2 +2Re(z - 22) + |212|2;

b) |21 — 20f* = |z1[* = 2Re (21 - ) + |22|;

O |+ 2 +1m = 2 =2 (| + |2 ).
Dokaz. Koristeéi svojstva iz prethodnog stava sledi:

2)

o1+ 22? = (214 22) - (21 + 22)
= (n1+=) (7A+72)
= z1-Z1+t21-22+22-21+2222
= |af+z T+ 3+ |zl
|z1)* + 2Re (21 - 73) + | 22|
b)
n-n? = (21— 2) (71— 2)

(21— 22) - (71 — %2)

= Z1°Z1— %122 2221 T2 %2
Izl\z—zl~72—z1-5+|222|2
|z1]” — 2Re (21 - 22) + |22|7;

¢) |z —|—zg|2 + |21 — ,22|2 =
|z1|2 +2Re(z - 2z2) + |Z2|2 + |z1\2 —2Re(z1-72) + |22|2
2 (a1 + |f?).

10



Stav 3. U skupu kompleksnih brojeva vaZe sledeéa svojstva:
a) Re(z) < |z|;
2 2 2
b) |21 + 22|” < || 4 2 [z [22] + |22
¢) |21+ 22| < [z1] + |22);

d) |2172’2| S |2172'3|+|ng22 .

Dokaz.

a) Posto je |z| = \/(Re(z))2 + (Im (2))?, lako se moze zakljuciti da vazi
Re (2) < |z[;

b) Posto je |21 + z2|” = |21]*+2Re (21 - Z2)+]|22|” i primenom svojstva pod a)
sledi da je Re (21 - Z2) < |21 - %2, a kako vazi |21 - Z2| = |z1]-[Z2] = |21]-|22],
pa sledi zakljucak da je Re (21 - Z2) < |21] - |22], odnosno
|21+ 22f” < 21| + 2|21 |22 + |22l

¢) Koristedi svojstvo pod b) dobijamo da vazi |21 + 22> < (|z1] + |22])? i
znajuéi da je modul bilo kod kompleksnog broja nenegativan broj sledi
|21 + 22| < 21| + |z2);

d) |21 —2’2| = |21 — 22+ 23 — 23| = |(Zl — 2’3) + (2’3 —22)| S |2’1 — 23|+|23 —22|.

O

11



3 Argument

Neka je z = x + iy, z # 0, iz ¢ega sledi da je 22 + 3% > 0. Ovaj broj se
drugacije moze zapisati na sledeéi nacin:

o z . Y
=T (i)

Na osnovu

2 2
_r <1, Yy <1, v + Y =1,
/ZCQ +y2 /56'2 _|_y2 /.’172 +y2 /$2 +y2
postoji taéno jedan realan broj ¢’ € [0,27), takav da vazi:
cosp’ = —r sing’ = N
/.’L'2 + y2 /x2 + y2

Isto tako, postoji ta¢no jedan realan broj ¢ € (—m, 7], takav da vazi:

- x . . - Yy
COS@_7x2+y2 i sm<p—7x2+y2,
odnosno
Rez . . Im 2
COSQDZW 1 smap:ﬁ.

Na osnovu ovakvog zapisa proizilazi da bilo koji kompleksan broj z, razli¢it od
nule, moze biti zapisan u slede¢em obliku:

z=x+ 1y = |z| (cosp + isinp).

Zbog periodi¢nosti sinusne i kosinusne funkcije, moze se zakljuciti da iz pret-
hodnih svojstava sledi da za svako k € Z vazi:

cos (¢ + 2km) = T sin (p + 2km) = N (1)

Definicija 5. Ugao je deo ravni owicen sa dve poluprave koje imaju zajednicki
pocetak.

Definicija 6. Orijentisani ugao je ugao kod kog znamo u kom smeru se imagi-
narno kreéemo izmedu polupravih koje ga oivicavaju. Pozitivno orijentisan
ugao je onaj kod kog se imaginarno krecemo u smeru suprotnom od kretanja ka-
zaljke na satu. Ugao suprotne orijentacije ovom uglu je negativno orijentisan
ugao.

Definicija 7. Interval (—m, ] se moZe nazvati osnovni interval.

12



w = Im(z)

Na slici se jasno moze videti da je

2= () broj |z| jednak rastojanju tacke z od
koordinatnog pocetka. Takode, moze se

uociti da je kosinus pozitivno orijentisa-

x

, pri Gemu ¢ € (—m, 7.

Yo

nog ugla ¢ jednak , a sinus tog

T T = Rel(z)

ugla je

Yy
/1.2 + y2
—u = (x,—y)

Definicija 8. Svaki kompleksan broj z, z # 0, se moZe zapisati u obliku
z=r-(cosp+ising), (2)

gde jer = |z|, ¢ € (—m,7]. Ovaj zapis se zove trigonometrijski oblik zapisa
kompleksnog broja. Pozitivan broj r je modul, a ¢ je argument kompleksnog
broja z.

Jednakosti (1) pokazuju da za svaki kompleksan broj z = r (cos ¢ + isin p),
pri ¢emu je z # 0, postoji beskona¢no mnogo realnih brojeva ¢y, ¢ = @+ 2k,
k € Z, za koje vazi jednakost (2).

Oznaka: Sa Argz obelezavademo skup {pr|pr = ¢ + 2k, k € Z}.

Oznaka: Sa argoz obelezavatemo vrednost iz skupa Arg z za koju vazi da pri-
pada osnovnom intervalu.

Oznaka: Sa argyz obelezava¢emo vrednost iz skupa Arg za koju vazi da pripada
k—tom intervalu, odnosno arg;, z = @i = @+ 2km, pri cemu ¢ € (-7, 7| ik € Z.

Primer 6. Kompleksan broj z = 1 41 zapisati u trigonometrijskom obliku.

Resenje. Imamo da je r = |z| =V/12 4 12 =v/2, iz éega dobijamo da je

A 3)

. 1 .
singp = ——. Stoga je ¢ =

V2

1
\/i,

trijski zapis oblika:

odnosno cos p = r =2, pa je trigonome-

7

AN

1+i:\/§(cosg+isin%).
A

Primer 7. Kompleksan broj z = 1 + cosa + isineo, a € (—m,m) zapisati u
trigonometrijskom obliku.

Resenje. r = |z| :\/(1 + cos @)’ + (sina)® =v/1 + 2cos o + cos? a + sina =
V2+2cosa =4/2(1+cosa) =, /4 2cos? % =2 ‘COS%‘ = 2COS%,
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e
pri ¢emu je neophodno da vazi da je cos 3 > 0, a to je ispunjeno u ovom
zadatku.

2 a

1+cosa  2cos” 5 «o

cosp = = = cos —
a a )

2cos — 2cos 5 2
. sin ov 2sin 5 cos 5 L«

sinp = = = sin —.
o el

2cos — 2cos 5 2

Iz cega sledi da je ¢ = %, pa je trazeni zapis oblika

« a ..«
z = 2cos — (cosf+zsmf).
2 2 2

A

Primer 8. Kompleksan broj z # 0 zapisan je u trigonometrijskom obliku,
z =1 (cosp+ising), pri cemu ¢ € (—m, ). Zapisati u trigonometrijskom

obliku broj —.
z

Resgenje. Kako je z =r - (cos e + isin p), sledi

1 z r(cosp —ising) 1 .
-—=—= = —(cos (— sin (—¢)).
- Z - ~ (cos (—¢) + isin (~¢))
Odatle proizilazi da je arg, — = —arg z.

z

Ovo svojstvo jedino ne vazi za z € R, pri ¢emu je z < 0, tada je
1

arg, — = argy z = T. A
z

Iz prethodnog primera se moze videti da je uslov z # 0 neophodan, jer ako
je z =0, onda je |z| = 0, odnosno argument nije odreden, odnosno

0=0-(cosp+ising), ¢ je proizvoljno,
pa ovaj zapis ne predstavlja zapis kompleksnog broja 0.

Teorema 3. Proizvod kompleksnih brojeva z1 @ zo2, zapisanih u trigonometrij-
skom obliku z1 = 11-(cos 1 + isin 1), 2o = 12+ (cos Yo + isin @a) je kompleksan
broj zapisan u trigonometrigskom obliku z = r - (cos ¢ + isiny), takav da je

r=1r1-re, © =1+ @2 ili o = @1+ Y2+ 21 ili p = 1 + w2 — 27 i je tacno
jedan od ova tri broja i to onaj koji pripada osnovnom intervalu.

Dokaz. Neka je z1 =11 - (cos o1 + ising) 1 2o = 19 - (cos g + isin ps).
Mnozenjem se dobija:

z1-22 = 711(cosey + isingy) - ry (cosps + isingps)
7172 (COS (1 €OS 2 — Sin 1 sin g + i (cos 1 sin Yo + sin Y1 cos ¢s))
= r1re (cos (p1 + w2) + isin (1 + ©2)) .

14



Iz prethodnih jednacina se moze uociti da je modul proizvoda dva kompleksna
broja jednak proizvodu njihovih modula. Ako je ¢1 4+ @2 € (—m, 7], odatle sledi
da je argument proizvoda jednak zbiru njihovih argumenata, tj.

arg (z1 - z2) = argy 21 + argy z2. Ako ¢1 + p2 ¢ (—m, 7|, onda se argument
proizvoda koji se od 1 + @9 razlikuje za 2w, pa ée @1 + @92 + 27 ili 1 + o — 27
pripadati osnovnom intervalu. O

Teorema 4. (Moavrovaformula) Ako je z =1 (cos @ + ising), onda za svako
n € N vazi:

n

2" = (r(cos ¢ + isinp))" = r" (cosny + isinny) . (3)

Dokaz. Prethodna formula ée biti dokazana matematickom indukcijom.

Baza indukcije za n = 1 vazi 21 = (r (cos ¢ + ising))' = r (cos p + isin ).
Pretpostavimo da vazi za n — 1, odnosno z = (r(cos g+ ising))" " =
r"~1 (cos (n — 1) ¢ + isin (n — 1) ¢), pokazac¢emo da vaZi i za n.

2 ="tz =" (cos(n — 1) p+isin(n — 1)) - (r (cosp + isinp)) =

r™ - (cos(n—1)pcosp —sin(n — 1) psinp +

i(cos(n—1)psing+sin(n —1)pcosp)) = r" (cosnp + isinny),

Sto je i trebalo pokazati. O

n—1

Na osnovu Moavrove formule, moze se zakljuciti da vazi arg, 2" = nargy z,
naravno ako argument broja z™ ne pripada osnovnom intervalu, onda vazi
arg, 2" =narg, z, zaneko k € Z .

1—4
+i

Primer 9. Izracunati modul i argument kompleksnog broja z = Zapisati

[y

dati broj u trigonometrijskom obliku.
1 1
Resenge. 1 —i=\/2 ( - Z> =V2 (cos (_f) + isin (—z>)7

) ﬁ@ V2
1+i=v2 (\@+Z\/§> :ﬂ(cosZJrisin%).

N i 8 d 2 1 1 ( ( Tr) + 8] ( Tr))

11 rimer Znamnl Z1: = — —_— mi|—— .
a osnovu p era o, amo da va. ]_—I—Z \/i COS 4 7S 4
Sledi

— 1

il ek

() i () () < () =
(o) i ()

Odavde se moze zakljuciti da je |z] = 1, a arg, z = —%. Takode, ovaj primer je

mogao biti uraden na dosta kraé¢i nacin racionalisanjem:
1—4 1—di 1—4 1-2i—1 27

1+i 144 1—i 2 2
L(O+i-b&)):1-(as(—g)+i$n(—g)). A

=

15



U ovom primeru je izvrSeno deljenje kompleksnih brojeva tako §to su oni
predstavljeni u trigonometrijskom obliku i uzeto je u obzir da je imenilac razli¢it
od nule, pa je taj koli¢nik zapisan kao proizvod brojioca i recipro¢ne vrednosti
imenioca.

Teorema 5. Neka su z1 i zo # 0 kompleksni brojevi zapisani u trigonometrij-
skom obliku, z1 = r1 - (cos 1 + isingy), zo = ra - (cos pa + isingy). Onda je

z r .
== 2 (cos (p1 — p2) + isin (g1 — ¢2)).
Z2 ]

21 1 COS(1 + 48in COS s — 4Sin Yo
Dokaz. — = — - — . — =
Zyg  Tg COS@g + isings  €oS o — isin g

71 COS (p1 COS Yo + sin ¢y sin o + 7 (sin ¢y cos s —singa cospy)

o cos? @y + sin? o
r1 cos (@1 — ¢2) +isin (o1 — p2)

o
Primetimo da je moduo koli¢nika dva kompleksna broja jednak koli¢niku mo-
dula ta dva broja, a argument je jednak razlici argumenata tih brojeva, tj.

Arg (Zl) = Argz; — Arg 2o. O
)

1
V3-9"

Primer 10. Izrac¢unati modul i argument kompleksnog broja z =

Zapisati dati broj u trigonometrijskom obliku.

Resenje. /3 — i =2 <\/§ — i1> =2 (cos (7%) + isin (7%))’ pa je

2 2
1 1<cos7r+isin77) iz cega sledi
=5 = — |, iz
V3—i 2 6 6/’
#—l(cosz—l—isinﬁ)—} i—i
(\/g_i)?’_S 2 2/ 8 %
|z|:7,argoz:£ A

8

U ovom primeru predstavljena formula koja li¢i na Moavrovu, ali je stepen
negativan. Videli smo da tvrdenje vazi i u takvim slucajevima.

2

Teorema 6. Neka je z # 0 kompleksan broj predstavljen u trigonometrijskom
obliku z = r (cos p + isin ). Za svako k € Z vazi:

2F = (r (cos p + isin))* = r¥ (cos ke + isin k) . (4)

To je trigonometrijski zapis kompleksnog broja 2* ako je kyp € (—n, 7. Ako nije,
tada argy 2 = ko +2mm, za jedinstveno m € Z, za koje je ko +2mm € (-7, 7.

Dokaz. Za k € N to je Moavrova formula.
Za k = 0 trivijalno vazi 20 = 1.
Za —k € N vazi
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= (1) — (7 (s (o) + z‘sin(—sa»)_k.

Koristedi se kMoavrovom formulom sledi

ok = (1) (cos ((—k) (—)) + isin (k) (—¢))) = r* (coskgp + isinkg). O

Primer 11. Izracunati modul i argument kompleksnog broja z = (1 — i)_lo.
Zapisati dati broj u trigonometrijskom obliku.

Resenje. 1 —i=1/2 (cos (—%) + 4sin (—%))

oo on () o (1) -

e (5) ()

5
Znamo da ?ﬂ ¢ (—m,m, ali zato ?ﬂ- —ar =T ¢ (—m, @], to jeiargyz = g i

2
|z| = 275. A trigonometrijski zapis ovog broja je:
(197 = o (cos T +isinT) A
=(1— = cos — + isin — |.
z i 2 5 Tising

Oznaka: Trigonometrijski zapis bilo kog kompleksnog broja razli¢itog od
nule, z = |z| (cos ¢ + isin ¢), se moze zapisati i kao z = |z| cis ¢, odnosno
z .
— =cis .

k1

Definicija 9. Neka je M C C i F: M — P(C)'. Tada funkciju F nazivamo
kompleksnom viseznacnom funkcijom kompleksne promenljive.

Primer kompleksne viSezna¢ne funkcije kompleksne promenljive jeste
funkcija Arg definisana sa Argz = {¢ € R|z = |z| (cos ¢ + isinp)}.

Teorema 7. Za svako z € C\ {0} postoji jedinstveno ¢ € (—m,n| tako da je
p € Arg 2.

Primer 12. Odrediti Arg z za:

a) z=1;
b) z =4
c) z=—b;
d) z=1;
e) z=—3%
f) z=1+14
g) z=1—4

LP(C) je partitivni skup, skup svih podskupova skupa C
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h) z=1+i/3;
i) 2= —V3+i.
Resenge.
a) Kako je |z| = 1, dobijamo da je 1 = 1-(1+4-0), odnosno cosgp =1 i
sin = 0. Stoga je ¢ =01 sledi da je
Argl = {pi|or =0+ 2km, k € Z} = {2km, k € Z};
b) Kako je |z| = 4, dobijamo da je 4 = 4- (1 + ¢-0), odnosno cosep = 1 i
sin = 0. Stoga je ¢ =01 sledi da je
Argd = {ok|lor =0+ 2km, k € Z} = {2kn, k € Z};
¢) Kako je |z| = 5, dobijamo da je =5 =5-(—144-0), odnosno cosp = —1
isingp = 0. Stoga je p = 7 i sledi da je
Arg (=5) = {pklor =T+ 2km,k € Z} = {7 + 2km, k € Z};
d) Kako je |z] = 1, dobijamo da je i = 1- (0+i-1), odnosno cosp = 0 i
sinp = 1. Stoga je p = g i sledi da je
Argi= {pr|on = g + 2k k €T} = {g +2%km, k € Z);
e) Kako je |z| = 3, dobijamo da je —3i=3-(0+i-(—1)), odnosno cosp =0
ising = —1. Stoga je ¢ = —g i sledi da je
Arg (=3i) = {prlor = —g +2%km k€)= {—g + 2k, k € Z);
f) Kako je |z| =v/2, dobijamo da je 1+ i=1/2 (1 + i1> odnosno
) 1 \/§ \/5 i
T
cosp = — isinp = —. Stoga je ¢ = — isledi da je
¥ /2 P J2 ga Je ¢ 4 J
™ ™
Arg (1+19) = {plpr = | + 2km k € Z} = {7 + 2k, k € Z};
g) Kako je |z] =v/2, dobijamo da je 1 — i =1/2 <1 — il) odnosno
) \/i ﬁ )
1 1 T
cosp = — isinp = ——. Stoga je ¢ = —— isledi da je
¥ /2 P /2 ga je ¢ 4 J
Arg (1 —4) = {pk|on = —% +2km k€ Z) = {—Z + 2%km, k € Z);
1 3
h) Kako je |z| = 2, dobijamo da je 1 + iv/3 = 2 <2 + 2{), odnosno

3
cosp = isingp = - Stoga je ¢ = % i sledi da je

Arg (1+v3) = {pulon = 5 +2hm, k € Z} = {Z + 2km, k € Z);

18



1
i) Kako je |z| = 2, dobijamo da je —v/3 + i = 2 (—\gg + i2>, odnosno

3 1 5
cos p = —% isingp = 3 Stoga je p = % i sledi da je

5 5
Arg (—v3+1) = {pulon = = +2km b € Z} = {= + 2hm, k € Z}.

Cesto je od interesa izdvojiti granu viseznacne funkcije.

Definicija 10. Neka je M Cc C i F : M — P (C) kompleksna viseznacna
funkcija kompleksne promenljive. Grana viseznacne funkcije F je funkcija
f: M — C takva da je f (z) € F (z), za svako z € M.

Definicija 11. Jedna grana viseznacne funkcije Arg jeste funkcija
arg, : C\ {0} — R, arg,z jeste ona vrednost iz skupa Argz koja pripada
osnovnom intervalu. Takva vrednost postoji na osnovu Teoreme 7.

Primer 13. Odrediti arg, z za:

a) z=1;

b) z =4;

c) z=—b;

d) z =1

e) z=—3%;

£) z=1+14
g) 2=1—73
h) z=1+4/3;
i) 2=—/3+i

Resenge.

a) Kako je Argl = {2km, k € Z}, sledi da je arg, 1 = 0;
b) Kako je Arg4 = {2km, k € Z}, sledi da je argy, 4 = 0;
¢) Kako je Arg (—5) = {m + 2kn, k € Z}, sledi da je arg, (—5) = 7;
d) Kako je Argi= {g +2km, k € Z}, sledi da je argy i = g;

e) Kako je Arg (—3i) = {—g + 2km, k € Z}, sledi da je arg, (—37) = —g;

f) Kako je Arg(1+ i) = {g + 2k, k € Z} sledi da je arg, (14 4) = %;
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g) Kako je Arg (1 —1i) = {f% + 2km, k € Z}, sledi da je argy (1 — i) = f%;

h) Kako je Arg (1 + z\/g) = {g + 2km, k € Z}, sledi da je

argg (1+ 2\/3) = g;
i) Kako je Arg (—V3+1i) = {5% +2km, k € Z}, sledi da je
om

arg, (—\/3—1— Z) = 5
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4 Koren kompleksnog broja

Jednacina oblika ™ = a se moze resiti, ali je veliko pitanje nad kojim skupom
brojeva. Stoga, prvo ¢e biti pokazano kako to izgleda u skupu realnih brojeva,
a zatim u skupu kompleksnih brojeva.

4.1 Realni koren realnog broja

Teorema 8. Za svaki prirodan broj n i za svaki realan broj x > 0, postoji taéno
jedan realan broj y > 0, takav da je y" = x.

Dokaz ove teoreme je preuzet iz [6].

Dokaz. Posmatrajmo skup A = {z € RT|z" < z}. Taj podskup skupa R je
ograni¢en odozgo (brojem 1 ako je x < 1, a brojem x ako je > 1). Stoga skup
A ima supremum. Oznaéimo y = sup A; dokaza¢emo da je y" = x.

Pod pretpostavkom da je y" < x, x — y™ = ¢ > 0. Za svako pozitivno h, h <1,
binomna formula daje

-1 -1 -2 .
(y+h)n _ yn+nyn71h+ n(n2' )yn72h2+ ’/l(’/l 3)'(’”“ )yn73h3+”.
nin—1 nn—1)(Mn-2
— yn+h nynfl_;r_ (2' )yn—2h+ ( 3)'( )yn—3h2+>
nn-—1 nn-—1)(n—2
S yn+h nyn—1+ (2' )yn—2+ ( 3)'( )yn—3+>
= y"+h((l+y)" —y").
Izaberimo 0 < h <1 tako da je h < ;n; za to je dovoljno uzeti
) (1+y) A
h = —, ako je + > 2, odnosno h = ,+’ ako je
2 (I+y)" —yr 2(1+y)" —y"

————— < 2. Ondaje (y + h)" < y"+¢e = z, $to znaéi da postoji u skupu
(I+y)" —y"

A element y + h, veéi od y. Zbog y = sup A takav element ne moze postojati.
Pretpostavimo sada da je y™ > z, y"* —x = ¢ > 0. Za svako pozitivho h < 1

binomna funkcija daje

(y—h)" = y"—ny"h+ ”(712'* l)yn72h2 _ n(n— 13)' (n— Q)ynfzahs T+
= y"—h(ny" ! - pn=) (nz'— 1)y"_2h + pnz =2 (n— 1;' (n—2) n=3p2 .
Y . n<n2;— D ez nn 2(71 =2 e,
> y"—h(ny" '+ pn=) (n2' 1)y"72 + LA ) A (n = 13)' (n — 2)y"*3 + )

= Yy =h((1+y)" —y").
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Opet mozemo izabrati h < —, 0 <h <1. Nalazimo da je

€
(1+y)" -~y
(y—h)" >y — e =z, §to znadi da postoji realan broj y — h < y = sup A koji
zadovoljava uslov: za sve z € A je (y —h)" > 2™ i zbog toga y — h > z. Ova
kontradikcija dokazuje da nije moguce da bude y™ > .
Kako ne moze biti ni y™ < x, ni y” > z, to je y* = x, pa broj y ima trazenu
osobinu.
Jedinstvenost sledi iz ¢injenice da bi iz pretpostavki yf =z iy5y =z, y1 < Y2
sledelo z = yT' < y3 = =, §to je nemoguce. O

Detaljnije o ovome se moze naéi na linku [7].

Definicija 12. Neka je x > 0 i n € N. Jednoznacéno odredeni pozitivan broj vy,
takav da je y™ = x, jeste n-ti koren broja x, u oznaci {/x.

Teorema 9. Neka je data jednacina x™ = a u polju realnih brojeva. Tada:

1. Ako jem paran broj i a > 0, onda jednacina ima tacno dva reSenja:
x = {ailix=—a;
2. Ako je n paran broj i a = 0, onda jednacina ima taéno jedno reSenje x = 0;
3. Ako je n paran broj i a < 0, onda jednacina nema reSenja;
4. Ako je n neparan broj i a > 0, onda jednacina ima tacno jedno reSenje:
T = {/a;
5. Ako je n neparan broj i a < 0, onda jednacina ima tacno jedno resenje:

== /lal.

Primer 14. Resiti sledeée jednacine u skupu realnih brojeva:

a) 12 = 4;

b) z* = 0;

c) 2% = —64;

d) z°% = 32;

e) 7 = —128.
Resenge.

a) r=2iliz=-2;

b) x = 0;

¢) jednacina nema resenja;

d) z =2;

e) r=-2.
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4.2 Koren kompleksnog broja

Definicija 13. Neka je n prirodan broj i z kompleksan broj. Pod n-tim korenom
broja z podrazumevamo svaki kompleksan broj ¢iji je n-ti stepen jednak z.

Pokazacemo da se trigonometrijski oblik kompleksnog broja moze primeniti
prilikom izrac¢unavanja korena kompleksnih brojeva.

Neka je a = |a| - (cosa + isina), o € (—m, 7).
Posmatrajmo n kompleksnih brojeva oblika

2k 2%k
— (COSO‘“Ln” 1 isin O”Ln”) . kef0,1,2,..n—1}.  (5)

Primenjuju¢i Moavrovu formulu zaklju¢ujemo da je za svako k iz navedenog
skupa ispunjeno

n 2k 2km\"
o = (H@D (Cosmﬂsmm
n n
a+2kr . o+ 2kw
= Ja||cosn——— + isinn———
n

n
= Ja| (cos (a + 2km) + isin (a + 2km))
= |a|(cosa + isina)
= a.

Ovde sledi da za svaki od brojeva zx, k € {0,1,2,..,n — 1}, jeste redenje
jednacine z, = a, pa je i n-ti koren broja a.

Neka su ki, ks € {0,1,2,...,n — 1} i razliciti su, pri ¢emu je k; < ko, tada

a+ 2k y o+ 2kom

i razlika ko — k1 < n. Sledi

n n
0 < a+2k27r_a+2k17r: 2(ky — k1) <o,

n n n
iz cega se moze zakljuciti da su zj, i zj, razliciti kompleksni brojevi. Prema
tome, relacija (5) nam daje n razlicitih korena broja a.

Vazno je napomenuti da se argumenti kompleksnih brojeva z; mogu razlikovati

2k
od ot k7 za 27, kako bi se obezbedilo da ¢, = arg zj.
n

Teorema 10. Polinom stepena n > 1 sa koeficijentima iz skupa kompleksnih
brojeva moze imati najvise n nula.

Dokaz. Dokazat¢emo matematickom indukcijom.

Baza indukcije, za n = 1 vazi da polinom stepena 1 ima najviSe jednu nulu.
a

Zaista, ako je P; (z) = a1z + ao, onda je P; (z) = 0 ako i samo ako je z = ——2.

ay
Pretpostavimo da proizvoljni polinom P, stepena n > 1 ima najvise n nula.

Pokazaé¢emo da vazi i za proizvoljni polinom stepena n + 1.

Neka je P,,+1 proizvoljan polinom stepena n + 1. Postoje dve moguénosti:
Prva je da polinom P, ; nema nula. Tada tvrdenje neposredno sledi.
Drugo je da polinom P, ;7 ima nulu 2, iz ¢ega sledi da je
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Poi1(2) = (2 — z1) Qn (2), gde je @, polinom stepena n.
Na osnovu pretpostavke sledi da polinom @,, ima najvise n nula, a na osnovu
toga sledi da polinom P, ; ima najvise n + 1 nulu. O

Primer 15. Nadéi sve druge korene brojeva 4 i —4.

Resenge. Prvo je potrebno izracunati druge korene broja 4.
z = 4, moze biti zapisan u trigonometrijskom obliku
z=4(14+1i-0)=4-(cos0+ isin0), |z| =4, argyz =0, pa je

2 =V4 - (cos % + isin WT), ke {0,1},
z0=2-(cos0+isin0) =2-1,
zZ0 = 2,
z1=2-(cosm+isinm) =2-(—=14+4-0)=2-(-1),
zZ1 = —2.
v
4
Prikazimo u kompleksnoj ravni
tacke koje odgovaraju brojevima zg i
z1. Primetimo da pripadaju kruznici
poluprecnika 2 ¢iji je centar koordinatni
pocetak i dijametralno su suprotne. z, 0 EA) 4 4

Rac¢unamo druge korene broja —4.
z = —4, zapisimo ovaj broj u trigonometrijskom obliku
z=4(-1+1-0)=4-(cosm + isinn), |z| = 4, arg, z = 7, pa je

2k 2k
zk—\/zi-(cosw—'_2 7T—i—isinL—’_ 7T),ke{(),l},
z0:2~<cosg+ising>:2-(O+i~1),
zZ0 = i,
—2 3T isin 2T =9 ( (—E)+‘in(—f))—2 O0+i-(—1))
2 = cos - +isin 7 | = cos (=5 is 5)) = i :
2’1:—2Z'. A

Primer 16. Izracunati sve trece korene broja i.

Regenje. z=i=1-(0+4-1)=1- (cosgqtisinz), |z| =1, argoz:ﬁ,paje

- - 2 2
— +2km — +2km
2 =1- cos 2 3 + 4sin 3 , ke{0,1,2},
T isin T
20 = €OS — + isin —
0 \[6 67
3 .1
=Y
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7r+27r Lisi 7r+277 57r+_,57r
z1=cos|—+ — isin | — + — | = cos — + isin —
! 6 3 6 3 6 6
NEEE
a=-g iy
T 4w n T n 47 n T
zg=cos|—+ — isin [ — + — | = cos 1sin —
2 6 3 6 ' 3 2 2
= cos (—g) + ¢sin (—7>,
zZ9 = —1.
Y

Prikazimo u kompleksnoj ravni _ /_ _\_
tacke koje odgovaraju brojevima zg, “ 0
z1, %z3. Primetimo da pripadaju je- /-\ /.\
dini¢noj kruznici ¢iji je centar koordi- 1
natni pocetak i predstavljaju temena x
jednakostrani¢nog trougla.

2

Primer 17. Naéi sve Seste korene broja 1.

Resenje. Imamo da je z=1=1-(cos0+ isin0), |z| = 1, argy z = 0, pa je
0+ 2k 0+ 2k
25 = fﬁ(cos +6 71-—|—z'sin +6 7T>,/<;E{O,1,2,3,4,5},

zg=cos0+1sin0 =1,

1 3
zlzcosg+isin§:§+i\§,
2 .. 27w 1 V3
29 = COS — + 1Sl — = ——= + 1—,
3 . 3 2 2
zg =cosT + ¢sinm = —1,
o I i T (2 L 27 1 V3
24 = COS — + isin — = cos | —— isin [ —— )| = —= — i—
! 3 3 3 3 2 27
57r+,_57r (7T)+,_(7T) 1 \/§
25 = coS — + isin — =cos | —— isin[—= ) = = —i—.
3 3 3 3 2 2
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Prikazimo u kompleksnoj ravni tacke
koje odgovaraju brojevima zg, z1, 2o,
23, 24, 2z5. Primetimo da pripadaju je-
dini¢noj kruznici ¢iji je centar koordi-
natni pocetak i predstavljaju temena
pravilnog Sestougla.

“5

Zanimljivo je da broj z; ima svojstvo da njegovi stepeni daju svih Sest Sestih

korena broja 1, odnosno z% =z, z% = 29, zi)’ = 23, z‘f = 24, zf = 25, z? = 2p.
Ovo svojstvo ima i broj zs, ali ga ostali nemaju. A

Primer 18. Nadéi sve cetvrte korene broja —1.

Resenje. Kako je
z=—-1=1-(=144-sin0) = (cosm + isinm), |z| =1, argy z = 7, pa je

2k 2k
2 =V1 <cos T kT + z'sinﬁJr4 7T>, k €{0,1,2,3}, iz cega sledi

)

o~

™ ..
20 = COSZ + 1781n

Vi

0Ty T
= cos X 4 isin X
21 = cos — T
V2 V2
o= =Y+

2 2

_ 57r+,_57r_ 3 Lisi 3T
Z9 = COS 1 isin 1 = cos 7 isin 1)
V2 V2

2= ——— —i—,

2 2
77r+,,77r (ﬂ)+,_(7r)
= — n— = —— mn(——
23 cos4 18 1 cos 1 18 1)
V2 V2
23 = — — 1—.
2 2
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Prikazimo u kompleksnoj ravni tacke koje = Zy
odgovaraju brojevima zg, 21, 22, 23. Prime-
timo da pripadaju jedini¢noj kruznici ¢iji je
centar koordinatni pocetak i predstavljaju te-
mena pravilnog ¢etvorougla.

VAN

Teorema 11. Neka jen € N i z = r(cosp + ising), pri cemu je r = |z| i
¢ € (—m, 7). Tacke u kompleksnoj ravni koje odgovaraju n-tim korenima kom-
pleksnog broja z pripadaju kruznici polupreénika 3/t &iji je centar koordinatni
pocetak i predstavijaju temena pravilnog n-tougla, ¢ije jedno teme odgovara kom-
pleksnom broju /r (cos b + 4sin f).

n n

Dokaz. Ako se zna da su n—ti koreni broja a oblika
2k 2k

zp = YT (cosSZJJF7T + isin W), ke{0,1,2,...,n—1}.
n n

Za svako k € {0,1,2,...,n — 1} je |zx| = {/r, odakle sledi prvi deo tvrdenja.
U pravilnom n-touglu su centralni uglovi koji odgovaraju njegovim stranicama

2
jednaki T Ako su T} i Tk4+1 susedna temena, koja odgovaraju kompleksnim
n

brojevima
2k 2k
2 = {l/?(cos <<p+7r + isin (<p+7r> ;
n n n n

ther = T (COS (80 N M) + isin (sﬁ N WH)W))

n

razlika orijentisanih uglova ZxOz 11 1 ZxOz) jednaka je T Kako to vazi za
n

svako k € {0,1,2,....n — 1}, uz T,, = Tp, tacan je i drugi deo tvrdenja nase
teoreme.

O

Teorema 12. Neka je n € N. Tacke u kompleksnoj ravni koje odgovaraju n-tim
korenima broja 1 pripadaju jedinicnoj kruznici ¢iji je centar koordinatni pocetak
i predstavljaju temena pravilnog n-tougla éije je jedno teme tacka Ty (1,0).

Primer 17. ilustruje ovo tvrdenje u slucaju n = 6.

Teorema 13. Resenja jednacine oblika 2™ = a, a # 0, pripadaju kruznici
polupreénika {/|a| éiji je centar koordinatni pocdetak. Tacke u kompleksnoj ravni
koje odgovaraju resenjima ove jednacine predstavljaju temena pravilnog n-tougla.
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Tl
Tk i1

4.3 Osnovni stav algebre

Definicija 14. Disk sa sredistem zy @ polupreénika r, u oznaci K [zg,1), je skup
koji obuhvata sve kompleksne broje z za koje vazi |z — zo| < r.

Definicija 15. Neka je Q C C otvoren skup i zg € Q . Funkcija f : Q — C je
f(zo+h) = f(20)
A .

diferencijabilna u tacki zg ako postoji }llir%
—

Definicija 16. Funkcija f je holomorfna (analiticka, regularna) u tacki zo, ako
postoji disk K [z0,7) takav da funkcija f ima izvod u svakoj tacki z € K [z0,T).

Primer 19. Ispitati da li su sledece funkcije holomorfne u proizvoljnoj tacki:

a) f(z) = 2%
b) f(z)=7%
) f(z)=¢
Resenje.
(z4h)? — 22  lim 2zh + h? _ 9

a) Ispitacemo da li postoji limes lim
h—0 h—0
Zaklju¢ujemo da je funkcija diferencijabilna za svako z, sledi da je funkcija

f (2) = 22 holomorfna u proizvoljnoj tacki;

b) Ispitac¢emo da li postoji limes

i (z—|—h)—§_1_ E_
i h “aNon T

1Lh=x,2 >0,
—1,h=1y,y >0,

kao $to vidimo iz primera, dati limes ne postoji, iz ¢ega sledi da funkcija
f (2) = Z nije diferencijabilna, a samim tim nije ni holomorfna ni u jednoj
tacki;
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. . o CeFth —e? . e* (e —1)
c¢) Ispitac¢emo da li postoji limes lim —— = lim ——= = ¢°.
h—0 h h—0
Zakljucujemo da je funkcija diferencijabilna za svako z, sledi da je funkcija

f (2) = €* holomorfna u proizvoljnoj tacki.
A

Cesto se za granu neke viseznacéne funkcije postavljaju i dodatni uslovi, na
primer, da je neprekidna, holomorfna itd...

Teorema 14. (Liuvilova teorema) Ako je funkcija f holomorfna na C i funkcija
| f| ogranicena, tada je f konstantna.

Teorema 15. (Osnouvni stav algebre) Polinom n-tog stepena, n € N, ¢iji su
koeficijenti kompleksni brojevi, ima bar jednu nulu u skupu kompleksnih brojeva.

Dokaz. Neka je P polinom koji nema nula u C. Tada je sa f(z) = P02
z

korektno definisana holomorfna funkcija f : C — C. Kako je lim P (z) = oo,
Z—>00
onda je lim f(z) = 0. Otuda je funckija |f| ograni¢ena na C, tj. funkcija f
zZ—00
ispunjava uslove Liuvilove teoreme, iz ¢ega sledi da je f konstantna funkcija. A

1
kako je P = ?, sledi da je i P konstantna funkcija. O

Teorema 16. Polinom n-tog stepena, n € N, ¢iji su koeficijenti kompleksni
brojevi, ima taéno n nula u skupu kompleksnih brojeva.

Dokaz. Neka je P(z) = 2™ + ap,_12""1 + ... + ap polinom stepena n. Kako
je pokazano u dokazu Osnovnog stava algebre, da polinom n-tog stepena ima
bar jednu nulu, pretpostavimo da je a nula polinoma P, onda vazi P (z) =
(z—a)Q(2), pri ¢emu je Q(z) polinom stepena n — 1. Po istom principu
polinom @ (z) ima bar jednu nulu. Tako nastavljajuéi postupak, sledi da se
polinom P moze zapisati kao proizvod n faktora. O
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5 Logaritam kompleksnog broja

5.1 Eksponencijalna funkcija

Definicija 17. Eksponencijalna funkcija za kompleksan broj z se definise na
sledeci nacin:

+00 o
exp (z) = Z o (6)
n=0
Oznaka: exp (z) = €”.
Definicija 18. Eksponencijalna funkcija za kompleksan broj z = x + iy se
definise na sledeci nacin:
eF = et = ¥ . W = % . (cosy + isiny). (7)

Ako je imaginarni deo kompleksnog broja jednak nuli, odnosno z = x, onda
se eksponencijalna funkcija svodi na realnu eksponencijalnu funkciju.
Funkcije sinus i kosinus su 27 periodi¢ne, stoga je eksponencijalna funkcija pe-
riodi¢na sa periodom #27.
Vazi e” > 0, za svako z € R. Osim toga, ni za jedan realan broj y ne mogu
istovremeno biti cosy = 0 i siny = 0. Prema tome, e* # 0 za svako z € C.

Posledica 1. Definicija 17. je ekvivalentna Definiciji 18.

Dokaz. Dat je kompleksan broj z = z + iy, =,y € R. Kako vazi da je
e* = e®-(cosy + isiny), razviéemo eksponencijalnu, kosinusnu i sinusnu funkciju
u Tejlorov red. Dobijamo

A P S A
R R TR TR TR
+00 (_1)” y2n y2 y4 y6
SR S S S R R A
oSy = 2 o ol T e T

: oo (—1)"y?r vy Y
Sy =2 g Y te oo
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Sledi

” 2n+1

_1” 2n
Z( ) +Z 2nf

0

“+oo

n=

+00 _1” 2n 1” 2n+1
- E(l LDy )

n=0

1

cosy + isiny =

<

(2n) (2n+1)!
3 4 5
_ -E_l_l vy .y _v _
= St 21' 23 +4'+ 5] 6'

(zy) () | (w)? (@) () | Gy’  (@)°

o —

:0!+l1!+2!+3!+4!+5!+6!+'“
£ (iy)
Z;O *

= ely

n .T] . nf‘
k, > D G

n=0 j= 0 ']
Da bismo nastavili sa dokazivanjem, neophodno Je da primenimo binomnu

formulu

Zakljuéujemo da je e* = %W = eTeW =

m

(@) = & (P)atvm,

a kako je

sledi da je

K(m—k)!  ml
§to ¢emo primeniti u nastavku dokaza.
o ) () )

= XX

n=0,=0 J! (n—j)! n=0 ;=0 n!
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5.2 Eksponencijalni zapis kompleksnog broja

Definicija 19. Za bilo koji kompleksan broj z # 0, eksponencijalni zapis tog
broja se definise na sledeci nacin:

2z =re', pri éemu jer = |z|, a ¢ € Argz.

Znajuéi da se svaki kompleksan broj, razli¢it od nule, moze predstaviti na
bezbroj nacina, zbog periodi¢nosti argumenta, vazi sledece:

z = rel?t2km) L c7.

5.3 Svojstva eksponencijalne funkcije

Teorema 17. Za eksponencijalnu funkciju vaZe slede¢a osnovna svojstva:
a) e #0;

1
h) e % = .
) et =

¢) exp () = oxp (2);
d) |eiy| =1,y eR;
e) |e*] = e”.

Dokaz.

z

a) Kako je e*e™* = €% = 1, sledi ovo tvrdenje, kao i tvrdenje pod b);

c)

v

exp(zZ) = e*=¢e* W

% (cos (—y) + isin (—))
e® (cosy — isiny)

e® (cosy + isiny)

exp (2);

d) Za bilo koji realan broj y imamo da vazi:
le"| = |cosy + isiny| = Vsin? y 4 cos2y = 1;

e) |e*] = |e® - e¥| = |e”| - [e¥| = €* - 1 = €”, znamo da za bilo koji realan
broj x eksponencijalna funkcija je pozitivna, pa vazi |e*| = e*, uz pomoé
Cega je trazeno svojstvo pokazano.

O

Kako vazi da je |eiyf = 1, sledi da je e¥ tacka kruznice &iji je centar ko-
ordinatni pocetak poluprecnika 1. Obrnuto, ako je w tacka jedini¢ne kruznice
¢iji je centar koordinatni pocetak i ako je y = argw, tada je e = w. Prema
tome, preslikavanje y — €% je bijekcija iz skupa {y : 0 < y < 27} na jedini¢nu
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kruznicu u skupu C.

z

Ako je z € C proizvoljan kompleksan broj razli¢it od nule, tada je W tacka
z

jedini¢ne kruznice sa istim argumentom kao z, odnosno z je tacka kruznice po-

lupreénika |z| €iji je centar koordinatni pocetak.

Primer 20. Neka je funkcija f : C — C zadata sa f(z) = e*. Ispitati da li je
data funkcija ,,1-17 1 ,,na”.

Regenje. Funkcija je ,,1-1” ako i samo ako f (z1) = f (z2) implicira da je 213 = 2.
Neka je z1 =01 29 = 27.

f(0) =11 f(i2m) = 1, iz ¢ega zakljutujemo da je f (z1) = f (22).

Kako su z; i z9 razliciti, sledi da funkcija nije ,,1-1".

Funkcija je ,,na” ako i samo ako za svako w € C postoji z € C tako da vazi da
jew = f(2).

Neka je w = 0, iz toga sledi da je f (z) = 0, za neko z € C, odnosno da je e = 0,
a to je ekvivalentno sa e*T% = 0, tj. e (cosy + isiny) = 0.

Kako vazi da je e® > 0, za svako = € R i da ni za jedan realan broj y ne mogu
istovremeno biti cosy = 0 i siny = 0, zaklju¢ujemo da je e* # 0 za svako z € C,
odnosno da funkcija nije ni ,,na”. A

Primer 21. Odrediti €* za:

e) z=1+1y

f) z=1-—1

g z—l—i—i\/g;

h) 2= -3+
Resenje.

a) e =1;

b) el =¢;

et = el = ele?l = 1. ((cos1+isinl) = cos1 + isin 1;

o

oL

e 3 = 0(=3) = 1. (cos (—3) + isin (—3)) = cos 3 — isin 3;

elTi=elett = ¢ (cos1+ isinl);

@

—h

)
)
)
)
)
) el =e!-(cos(—1) +isin(—1)) = e(cos1 — isin1);
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g) Pl iV _ pliVE (cos V3 + isin \/?:),

h) 67\/§+7§ — 6*\/g . (COS 1+ 2sin 1)

5.4 Logaritamska funkcija

Kompleksan broj z € C\ {0} nema jedinstven argument. Preciznije, ako
je poznat jedan argument ¢ broja z, onda se svi ostali argumenti tog broja
razlikuju od ¢ za 2kw, pri cemu k € Z. Stoga pridruzivanje z — Argz nije
preslikavanje u pravom smislu re¢i. Ako je arg, z glavna vrednost argumenta
kompleksnog broja z, tada je z — arg, z preslikavanje iz skupa C \ {0} na skup
(—m, m]. Za svako z € C\ {0} postoji jedinstvena reprezentacija z = |z| "0 #,

Definicija 20. Prirodni logaritam je funkcija Ln : C\ {0} — P (C) definisana
na sledeci nacin:
Lnz =1In|z| + iArg z, gde je In|z| uobicajeni logaritam broja |z|.

Drugi primer kompleksne viSeznacne funkcije kompleksne promenljive jeste
funkcija Ln, za koju vazi Lnz = In|z| + i- {¢ € R|z = |z| (cos ¢ + isin p)}, pri
¢emu je desna strana prethodne jednakosti po definiciji jednaka
{In|z] + ip|p € Arg z}.

Primer 22. Odrediti Ln z za:

Resenje.

a) Kako je Argl = {2k7, k € Z}, sledi da je
Inl={lnl+éi 2kn ke€Z}={0+ ¢ 2kr k€ Z} = {i-2km, k € Z};

b) Kako je Argi:{g—&—Qkﬁr,keZ}, sledi da je
Lni = {Inlq +i(f+2lm) kez)= {1n1+z'(f+2im) keZ)=
2 ’ 2 ’

{z(g —|—2k:7r) k€ ZY;
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c) Kako je Arg (—3i) = {fg + 2km, k € Z}, sledi da je
Ln (—3i) = {In|-3i] —I—i(—g + 21m) keZ) =
{In3 + z(—g +2k7r) k€ Z):

d) Kako je Arg(1+1) = {g + 2k, k € Z}, sledi da je
Ln(l—i—z’):{ln|1+i|+i(£+2kﬂ),keZ}:
{1n\/§+z‘(£+2kw)7keZ};

e) Kako je Arg (1 —1) = {—% +2km, k € Z}, sledi da je
Ln(1— i) = {In|1 — ¢|+¢(—%+2kﬁ) keZ) =
{mﬂﬂ(—% +2k:7r) ke ZY;

f) Kako je Arg (1 +iv/3) = {g—i—%w,k € 7}, sledi da je
Ln (1+iv3) = {In[1+ /3| +i (5 + 2kn) k€ 2} =
{ln2+i(§+2k7r),k€Z};

g) Kako je Arg (—v3+ 1) = {%T + 2k, k € Z}, sledi da je
Ln(—\/§+z’):{ln|—\/§+i|+i(5g+2k7r>,keZ}:

{1n2+i<56”+2k7r) ke ).

Definicija 21. Jedna grana viseznacéne funkcije Ln jeste funkcija
Ing : C\ {0} — C, Ing z jeste ona vrednost iz skupa Ln z definisana sa
Ing z = In|z| 4 iarg, z, odnosno Ing z = In|z| + ip, pri éemu ¢ € (—m, 7.

Primer 23. Odrediti Ing z za:

a) z=1;

b) z =4;

c) z=—3%;

d) z=1+74
e) z=1—1i
f) z=1+i/3;
8 = —Vi+i
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Resenje.
a) Kako je Lnl = i-2kw sledi da je Ing 1 = 0;

b) Kako je Lni= z(g + 2kﬂ'> sledi da je Ing ¢ = ig;

¢) Kako je Ln (=37 =In3+4 (—g + 2k7r) sledi da je
Ing (—347) =In3 — zg;

d) Kako je L (1 +4) = Inv/2 + ¢ (% n 2k7r) sledi da je
Ing (1+4) = Inv2 + z%;

e) Kako je Ln (1 —4) =Inv2+ i (—% + 2k7r) sledi da je
Ing (1 —9) zln\/i—z'z;

f) Kako je Ln (1+iv3) =In2+ i (5 + 2k sledi da je
Ing (1 +iv/3) = In2 + iz

5
g) Kako je Ln (—v3+4i) =In2+1 (g + 21m) sledi da je
Ing (—v/3 + 1) :1n2+i5§.
A

Ako je z = z, pri ¢emu je z > 0, onda je arg, z = 0 i uvedena definicija Ing
se poklapa sa definicijom logaritma pozitivnog realnog broja.
Vazi svojstvo:

el =z za z € C\ {0},

ali ne i svojstvo Lne* = z.
Po definiciji je
Inpe* = Inle?| + iarge?
Ine® + jarg, e®e¥
T+ (argo e’ + argy eiy)
x+1i(0+y)
T+ 1y
= z

zax €Riyée (—mml.
Primer 24. Ispitati da li su funkcije arg, i lng neprekidne na C\ {0}.
Resenje. Vrednost funkcije arg, z zavisi od imaginarnog dela kompleksnog broja

z € (—00,0]. Sledi
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lim arg,z =

zZ—20

—m, Imz <0,
, Imz >0,

I'miz)

- Relz)

odnosno funkcija arg nije neprekidna na (—oo, 0], a samim tim nije neprekidna
ni funkcija Ing.

Ali, ako posmatramo skup C \ (—o0, 0], onda funkcija arg, jeste neprekidna.
Takode, funkcija Ing na skupu C\ (—o0, 0] jeste neprekidna, stavige funkeija Ing
je i holomorfna na tom skupu, jer je inverzna funkcija funkeiji

exp: Q — C\ (—0o0,0], pri ¢emu je skup @ ={z € C| -7 <Imz < 7}. A

Zakljucujemo da za svako z € C\ (—o0, 0] vaze oba svojstva
emoz =2 i Inge® = z.

Definicija 22. Neka je ) prosto povezana oblast i funkcija f holomorfna na 2.
Funkcija F je primitivna funkcija funkcije f na Q0 ako je F' holomorfna na € i
F'(z) = f(2) za svako z € 2.

Sledece tri teoreme su delovi Velike teoreme? ¢&iji potpun dokaz mozete naéi u
knjizi [8] na strani 274.

Teorema 18. Za svaku holomorfnu funkciju f na prosto povezanoj oblasti Q)
postoji njoj odgovarajuca primitivna funkcija F.

Teorema 19. Neka je Q) prosto povezana oblast, funkcija f holomorfna na € i
Sfunkcija 1 takode holomorfna na Q. Tada postoji funkcija g holomorfna na §2
takva da je f = e9.

I
Dokaz. Ako je funkcija f holomorfna i nema nula na €2, tada je funkcija =

takode holomorfna na 2. Na osnovu Teoreme 18. postoji funkcija g holomorfna
! !

na ) takva da je ¢’ = 7, odnosno ¢ primitivna funkcija funkcije 7

2Velika teorema se sastoji iz 9 delova koji se lan¢ano dokazuju. Teoreme 18., 19. i 20.
predstavljaju poslednja tri dela Velike teoreme.
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Mozemo dodati konstantu funkciji ¢ tako da vazi da je e?(20) = f (z0) za neko
zo € Q. Izvod funkcije fe™9 na € je

(f-e9) =fe94f(—g  e9) = f/.eg_f.J;l.eg =fle9—fle9=0.

Nas izbor funkcije g dokazuje da je izvod funkcije fe™¢ jednak 0 na §2, stoga
funkcija fe™9 je konstantna na prosto povezanoj oblasti €2. Kako je
e9(20) = f (%) sledi da je konstanta jednaka 1, odnosno f = e9. O

Teorema 20. Neka je ) prosto povezana oblast, funkcija f holomorfna na £ 4
1

Sfunkcija } takode holomorfna na Q. Tada postoji funkcija h holomorfna na 2

takva da je f = h2.

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme vazi da je f = e i neka je funkcija h = e?,

sledi da je f = h2. O
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6 Zakljucak

U ovom radu su prikazane regularne grane viseznacnih funkcija. Da bi se
doslo do krajnjeg cilja, bilo je neophodno uvesti osnovne pojmove iz kompleksne
analize, kao $to su: osnovna svojstva skupa kompleksnih brojeva, definisanje
pojmova argument i koren kompleksnog broja, Osnovni stav algebre, ekspo-
nencijalna i logaritamska funkcija. Dakle, uvedeni pojmovi su dalje omoguéili
definisanje regularnih grana viseznacnih funkcija.

Na kraju, definicije, stavovi, teoreme, navedeni u ovom radu, su preuzeti iz
literature, a primeri su samostalno reseni.
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