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DynKyUoHAHE jeOHauune eremMenmaprux QyHKyuja

YBOJI

Y oBoM pany mocmarpahemo peanHe ¢yHKIHMje pealHe TpOMEHJbuBe. Jpyrum
peunmMa, To cy QyHKIUje obnuka f:R — R 4uju Cy JOMEHU M KOJOMEHH WJIH CKYIOBH
peasHux OpojeBa R, wiu Cy MOJCKYIIOBU CKyTma peanHux Opojesa R.

Ipumepnu:

1. 3a ckyn A # @ dyukuuja f: A » A nedunucana ca f(x) = x 3a cBako X € A ce Ha3uBa
¢dynkimja unentutera (f = idy).

2. 3a ckynoBe A,B+Q u A, B S R o¢yukuuja f:A - B nedunucana ca f(x) =c,c€
B, c = const, je xoHcTaHTHa QyHKuMja. OHa y CBakoj Tauku X € A UMa UCTy BPEIHOCT C €
B.

OcoOune pynkumje

®ynkuuja f:A - B (A,B S R) je:

1. ,,1-1* pyHKuMja aKo U caMO aKo 3a CBaKO X1 € A U 3a cBako X, € A Baxu Ja
axo je f(x1) = f(x,) onmaje u x; = X5.

2. ,Ha“ (QyHKIMja aKo M CaMO aKo 3a CBako y € B moctoju x € A TakBo Ja je
fx)=y.

3. 6umjexumja’ ako u camo axo je ,,1-1“ u ,,Ha“.

4. mapHa aKo M caMo aKo je BeH JOMeH A CUMeTpUYaH y OJHOCYy Ha Tauky 0, Tj.
aKo 3a cBako X € A Baxku 1a v —x € A u 3a cBako X € A Baxu 1a je f(—x) =
f(x). I'paduk napue QpyHKIHMje je CHMETpUYAH y OJHOCY Ha Y — OCY.

5. HemapHa aKo M caMoO aKo je HEH JOMEH A CUMeTpuYaH y 0JJHOCY Ha Tauky 0,
Tj. aKo 3a CBako X € A Baxu na U —x € A u 3a cBako X € A Baxu J1a je
f(=x) = —f(x). I'paduk Henapue QyHKIHje je CHMETPUYAH Y OJHOCY Ha
KOOP/JMHATHH TTOYETaK.

6. orpamm4eHa 0x03ro ako u camo ako nocroju M € R rtakas na je f(x) < M
3a CBako x € A.

7. orpaHm4eHa o0{0310 aKO M caMO ako rmocroju m € R takas na je m < f(x)
3a cBaKko x € A.

! Ako je dynkumja f Gujekuuja, Taaa MOCTOjU HeHa HMHBep3HA (yHKImja f~: B — A, anu hemo To KacHuje
JeTajbHuje 00jacHUTH.
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8.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

OrpaHMYeHa aKko M caMmo ako nmoctoju M € R 1 m € R TakBu Ja 3a CBaKo
x € A Baxu na je m < f(x) <M wmm noctoju M € R TakBO Ja 3a CBaKo
x € A Baxwu naje |f(x)| < M.

NepuoAUYHA TIOCTOjU MO3UTHBAH Opoj w € R TakaB /a 3a cBako X € A Baxu
mje x+w€Aux—welAu fx+w)=fx—w)=f(x). YV tom
ciydajy ce Opoj w HasuBa mepuoioM (ynkiuje f. CBaka mepuoaumyHa
¢yHKnMja UMa OECKOHAYHO MHOTO MHepHoAa, a ako Mmehy mwuma mocroju
HajMamH, OHJA Ce OH Ha3MBa OCHOBHM MepPUOA QYHKIIH]E.

no3uTHBHA Ha uHTEpBay I © A ako u camo ako je f(x) > 03a cBako x € I.
HeraTuBHa Ha uHTepBay I € A ako u camo ako je f(x) < 0 3a cBako x € I.
HMa HYJy ako W camo ako moctoju X € A tako nma je f(x) = 0. Hynama
dbynkiuje oapehene cy Tauke npeceka rpaduka ¢pyHkmje f ca x — 0CoM.
pacryha na nunTepBany I S A axo 3a cBako x4, X, € I u3 x; < x, cienu jia je
f(x1) < fxz).

crporo pacryha Ha untepBany I € A axko 3a cBako xq1,x, € I u3 x; < x5
cienu 1a je f(xq) < f(xy).

onanajyha na unrepBainy I € A ako 3a cBako x1,x, € I u3z x; < x, cueau aa
je fx) = fxz).

crporo onaxajyha na unrepaity I © A ako 3a cBako x1,X, € I u3 x; < x,
cienu naje f(xq) > f(xy).

KOHBEKCHA Ha uHTepBainy I € A ako ¥ caMO aKo 3a MPOU3BOJbHE X1, X, € I 1
npou3BosbHEe OpojeBe a; =0 u a, =0 TakBe ga je a; +a, =1, Baxu
flaixy + azxz) < aqif (x1) + axf(x,).

CTPOro KoHBeKcHa Ha uHTepBany I € A ako W caMO aKo 3a MPOU3BOJHHE
X1,%, €I (x; # x,) u npousBosbHE OpojeBe a; > 0 u a, > 0 TakBe aa je
a; +a, =1, Baxu f(ax; + ax;) < af(x) + ayf(x,).

KOHKaBHa Ha uHTepBainy I S A ako U caMo aKo 3a MPOU3BOJbHE Xq,X, € I 1
npousBoJbHE OpojeBe a; =0 u a, =0 TakBe na je a; +a, =1, Baxu
flayxy + azxz) = ayf (1) + azf (x2).

CTPOro KOHKaBHa Ha WHTepBasy I € A ako W camMO ako 3a NPOU3BOJHHE
X1,%3 €I (x; # x,) u npousBosbHE OpojeBe a; > 0 u a, > 0 TakBe aa je
a; +a, =1, Baxu f(ax; + azxy) > af(xy) + ayf(xy).
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Onepauuje ca pyHkuujama

Nepununmja: Hexka cy f:A—-B u g:B— C nBe ¢ynknuje. dynkuuja h:A - C
nepunncana xao h(x) = f(g(x)), sacsakox € 4 je xomnosunmja dynkuuja f u g. 3a
¢byHKuHjy h yenrhe KopucTuUMo 3amnuc gof .

Hexka cy nare dynkuuje f:A — B, g: B = C u h: C — D. 3a xomno3unujy pyHkuuja f, g u
h Baxwu:

(feg)oh = fo(goh):A - C
npu wemy je ((fog)eh)(x) = h((feg)(x)) = h(g(f(x))) n
(fo(gem))(x) = (geh)(f (x)) = h(g(f(x))) 3a craxo x € A.

Ipumep: Heka je f:Z > N pepunucana ca f(x) =x?> u g:N - Q nedunucana ca
gx) = g Onpemutu gof.

2

x)z 9;

(9N =f(g() =f (g) - (5

Teopema: Heka je f: A — B Oujexuuja. Tana noctoju ¢pyHkuuja g: B — A TakBa j1a 3a cBako
Yy € B nocroju jeAMHCTBEHO X € A 1 Baxu Aa je gof = idyu fog = idp.

3anuc koju demrhe KOPUCTHMO 3a MHBEp3HYy OGyHkuujy dymkuuje f je f~1, Tj.
g = f~ L. T'papuumn mehyco6HO MHBEp3HHMX (QYHKIHMja Cy CHMETPUYHH y OJHOCY Ha MPABY
y =X.
Ipumep: Onpenutn unBep3Hy OGyHkuujy f~ 1 ¢ynknmje f:R — R nedunucane ca
f(x)=2x-3.

Hara ¢ysknuja f jecte OMjekuMja ma caMHUM THM HMa CMHUCIA TPAKUTH HHEHY
unBepsHy Gynxmujy f~1: R - R.

+3 + 3
y=2x—3 2x =y +3 xzyT f—l(y)zyT
/
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Jlumec pyHKIHje 1 HENMPEKUIHOCT PYHKUM]je

Hepunnuuja: 3a dynakuujy f: A - B kaxeMo Ja UMa rPaHUYHY BPEIHOCT a € R y Tauku
Xo € A axo 3a 6uio xoje € > 0 mocroju Heko & > 0 takBo na je |f(x) — a| < & 3a cBe oHe
X € A 3a xoje je x # xg U |x — xo| < &. Ilopea TepMuHAa rpaHHMYHA BPEAHOCT KOPHCTHMO U
TepMuH JuMmec. [Tumemo:

lim f(x) =a
X—Xq
Ipumep: Oxpeautu mumec pyrkuuje f: R > R nedunucane ca f(x) = x? kaga x - —1.

lim f(x) = lim x?2 = (-1)?=1
x—--1 x—-1

Jepunnnmja: 3a pynkuujy f: A - B KaxeMmo Ja je HempeKHJAHA y Tauku Xy € A ako 3a
cBakM peanan 6poj € > 0 moctoju penan 6poj § > 0 takaB ja 3a cBako X € A Baxu |f(x) —
f(xo)| < € xama je |x — xo| < 8. Axo je pyHKuHja f HenpekuaHA y CBAKOj Tauku X, € A,
Taja je OHa HempeKuJHa Ha 1enoM ckynmy A. AKO y HeKOj Tauku X, € A QyHkuuja f Huje
HEMpeKuJHa, OHJa OHA y TOj TAUKH MMa MPEKUJ, Tj. TayKa X, je Tauka npekuaa ¢pyHkuuje f
Ha ckyny A.

IIpumepu:

1. ®ynkumja f(x) = x je HempeKuaAHA HA [eTIOM cKymy R.

-1, x <0,
2. ®ynkmmja sgn(x) =10, x = 0 uma Tauky npekuaa za xo = 0.
1, x>0

-3

f(x) = sgn(x)
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IIperJien eileMmeHTApHUX PYyHKIHja

Y namem npeny hemo ce OaButu enemeHTapHUM (yHKIMjaMa (JIMHEapHA, CTEINEHA,
eKCIIOHEHIIMjaJIHa, JIoTapuTaMcKa (yHKIMja U Tpuronomerpujcke Qynkuuje). Ilokazahemo
HBUXO0BE 0071acTH JIeUHUCAHOCTH U HEKE OCHOBHE OCOOMHE.

1. luneapuna ¢pynkuuja

Jluneapna  ¢ynkumja  f:R—> R je  o¢yuknmja obmuka  f(x) = ax + b,
(a,b € R,a # 0). Peanan 6poj a je koedhunujeHt npasua GyHKuje f, 10K je peanan 6poj b
oJicevak Ha Yy —ocHu. JIuneapna ¢ynkiuja f:

1. je HempekuaHA HA CBOM JJOMEHY

je oujexuuja

je HUTH TIapHa HUTH HelapHa

HUje OrpaHMYCHA HUTH OJI03T0 HUTH 003710
HUje IepHOANIHA

b
MMa HYJTy y TauKH X = ——.

N o okrwd

je MoHoTOHO pactyha ako u camo ako je a > 0. YV ToMm ciay4ajy pyHkuuja f je
HeraTuBHA Ha (—00, — S), a MO3UTHBHA Ha (— Z, +00) .

8. je MoHOTOHO omanajyha ako u camo ako je a < 0. Y ToMm cinyuajy dyHKiuja f je
HeraTuBHA Ha (— Z, +00), a MO3UTHBHA Ha (—00, - 2).

a
9. HUje KOHBEKCHA HUTU KOHKaBHA, Tj. IMHeapHa QyHKUHja f je npaBa JUHH]aA.

-5 -4 -3

=21

-2

f(x)=2x+5 f(x)i; —3x+4
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2. DyHKIHja 0OpPHYTE MPONMOPHUOHATHOCTH

®ynkuja f: R\{0} - R nedunucana ca f(x) =% ce Ha3uBa (YHKIUjOM OOpHYTE

nponopruroHamHocTH. OBa GyHKIHMja f

1. je,l-1“ pyukuuja u npecnukasa R\{0} na R\{0}.

No as~w D

je HemapHa, Tj 3a cBako x € R\{0} Baxxu na je f(—x) = _i = —i = —f(x).

HHU]j€ OrpaHnueHa (HUje orpaHuYeHa HUTH OJI03r0, HUTH O030)

HHU]€ MMepUoaNIHA

HEeMa HyJie

je mo3utuBHa Ha (0, +0), a HeraTuBHa Ha (—, 0).

je onmagajyha Ha (—o0,0) u Ha (0, +o0), anu HHUje onanajyha Ha CBOM IOMEHY KOjH je
yHH]ja OBHX MHTEpBaJa.

je xoHkaBHa Ha (—o0,0), a koHBekcHa Ha (0, +00).

3. Crenene ¢pyHK1Mje

| cayuaj: ITocmatpajmo npBo Qynkmmje ooauka f: R — R nepunucane ca f(x) = x?",n €
N. OBe ¢yHkuMje uMajy ciauyHe ocoOuHe M ciuyaH rpaduk. 3aro hemMo nerasbHO
pasMoTpuTH KBajapaTHy QyHKUMjy f:R — R nedunucany ca  f(x) = x2. Ksazmpartna
byskmja f:

1.
2.
3.

Huje ,,1-1° u mpecnukasa ckyn R y ckyn R.

je mapHa, Tj. 3a cBako x € R Baxwu 1a je f(—x) = (—x)? = x2 = f(x).

je orpanmdeHa ono3no ca 0 wiaum OO0 KOJUM HETaTHUBHUM pEaTHUM OpojeMm, Tj.
0 < x? = f(x). Ona Huje OrpaHUYEHA OJI03T0 11a CAMUM THM HHj€ OTpaHUYEHA.

HUje MePUOANYHA.
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uma Hyly 3a x = 0.
je mosutuBHa Ha (—o0,0) U (0, +00).
. je crporo omanajyha na (—0,0), a ctporo pacryha na (0, +0).

© ~N o o

. je cTporo KoHBeKCcHa Ha R.

-

fl) =x?

Il cayuaj: IlocmatpajMo 3atum ¢yHKuuje oOmmuka f:R — R nedunmcane ca
f(x) = x?"*1 n € N. Ope ¢QyHkiHuje UMajy cauuHe ocobMHe M ciuyaH rpaduk. 3ato hemo
netasbHO pasmMoTput GyHkuujy f: R = R nedunucany ca f(x) = x3. ®ynkuuja f:

je oujexiuja Ha R.

je HemapHa (yHKIH]a, Tj. 3a cBako x € R Baxu f(—x) = (—x)3 = —x3 = —f(x).
HUj€ OrpaHHyYeHa

HUJ€ IepUOoANYHA

ARSI -

y3uma BpenHocT 0 ako je x = 0. Ona je nmo3utuBHa Ha (0,+00), a HeraTuBHa Ha
(=0, 0).
je pactyha Ha CBOM JJOMEHY.

o

7. je xoHkaBHa Ha (—oo,0), a koHBekcHa Ha (0, +00).
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) e /0 1 2 3
1
_2 4

-3

-5 4

fl) =x°

111 cyuaj: Crnenehe cy dynxumje f: Ry — R nedunncane ca f(x) = “Vx,n € N. Ocobune
oBUX (yHKIHMja Cy ciauuHe Kao W rpaduuu. M3 tor pasnora hemo pasmorputu (QyHKUHU]Y
f:R{ > R nedunucany ca f(x) = v/x. dynkuuja f:

1.
. ]€ HUTH NapaHa HUTH HemapHa.

N kWD

fG) =+x ]

je ,,1-1¢ mpecnukaBame u pecnukasa Ry y R.

je orpaHMYeHa 0/103710, alli HHje OrPaHHYCHA 0JI03TO0 1A HUje OrpaHUYCHA.
HHj€ MePHOINYHA.

nma Hysy 3a x = 0.

je mosutuBHa Ha (0, +00).

je pactyha Ha (0, +0).

je xorkaBHa Ha (0, +0).

2 1 0 1 2 3 4 5 5 7 8
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IV cayuaj: Crnenehu ciyuaj crenmenux ¢yHkiuja cy gynkmmje f: R — R nedunucane ca
f(x) = *""3/x,n € N. Ocobune oBuX (GyHKIM]a Cy clIHUHE Kao M rpadumu. U3 Tor pasnora
hemo pasmotputu ¢yskumjy f: R = R nedunucany ca f(x) = Vx. ®ynximja f:

1. je Obujexumja Ha ckymy R.

2. je HemapHa, Tj. 3a cBako X € R je f(—x) = V—x = —x = —f(x).
HUje OrpaHHYCHA 0103710, HUTH j€ OTpaHU4eHa 003T0.

HUje MepHOANYHA.

uMa Hyity 3a x = 0.

je nosurusHa Ha (0, +00), a HeratuBHa Ha (—0, 0).

je pacryha Ha R.

N R

je kouBekcHa Ha (—0,0), a koHkaBHa Ha (0, +00).

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

—14

-2 1

fx) =3x

V cayuaj: Ilocnenwmu ciydaj creneHux (QyHKIUja cy GyHKIHUjE YUjU & U3JIOKHUIIAI]
HeratuBaH Opoj. Hehemo ux nerassHO ananmusuparu, anu hemo aedunucatd GyHKUIH]E Y
OTILTEM CITy4yajy U MpHKa3aTu rpaduKk HEKUX TaKBUX (YHKIIH]ja.

1
f(x)=ﬁ

®yukumnje f: R\{0} > R* nedunucane ca f(x) = x 2" = xi n € N.

2n’
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1
x2n+1’

®yukuuje f: R\{0} = R nedunucane ca f(x) = x~Cn+D = n € N.

-1

1
f0) ==

X

1
®dyukiyje f:RT > RT nedunucane ca f(x) = x 2n = L nen.
Y g

x2n

10
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1
X) ==
fx) T
1
®ynukuje f: R\{0} = R nebunucane ca f(x) = x zn+1 = L nEN.
x2n+1

11
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4. EkcnoHeHIMjaJiHA PyHKUMja

®yukuuja f:R - RY  pepunucana ca f(x) =a*(a>0,a# 1) ce nasusa
eKCTIOHEHIMjaTHOM QyHKIHjoM. DyHKIMja f

1. je ,,1-1* ¢ynkmmja u mpecnukaBa CKyn peasHux OpojeBa R Ha CKyn NMO3UTHBHHUX
peannux 6pojesa R*.

HUTH j€ TTapHa HUTH j€ HeTlapHa.

j€ orpaHMYeHa 0JI03/10 X —OCOM, alli HUje OrpaHUYCHA 0JI03T0 Ia HUje OrpaHUICHA.
HHU]€ MepUONYHA.

HEMa HYJy U TIO3UTUBHA j¢ Ha CBOM JIOMCHY.

o gk wh

je MOHOTOHO pactyha Ha R ako u camo ako je a > 1, a MoHOTOHO omnajajyha Ha R ako
ucamo ako je 0 < a < 1.
7. je koHBekcHa Ha R.

Crenmjanan ciydaj eKcroneHujaiane pyukiuje je pyukuuja f: R - R* nepunucana

. 1\"
caf(x) =e*rmejee = lim (1 + —) =2,71828...
n—oo n

3

12
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Ha ocHoBy nedpuHuimje ekcroHeHimjaane ¢yukoaje f(x) =e* Moxemo
eX_g—X

2

nepunucatn ¢Gyukuujy f(x) = shx = KOja C€ Ha3uBa XunepOOIUYKU CUHYC W

eX+e™*

oyukunjy f(x) = chx = KOja ce HasuBa xunepooauuku Kocunyc. DOyHKIH]a

f(x) =shx je wnemapua ¢yukuuja, a ¢yukmmja f(x) = chx je mapua ¢yHKIHja.
XurnepOoJIMYKA CHHYC U XHIIEPOOJIMYKH KOCHHYC 3a/10BOJbaBAjy ciiefiche jeTHaKOCTH:

1. ch?x —sh?x =1

2. sh2x = 2 shx chx
3. ch2x = ch?x — sh?x
4. ch(x+ty)=chxchy tshxshy
5. sh(x + y) = shxchy + chxshy
5
4«
3.
2.
1-
3 ) 2 1 2 3
-1
-2
ey -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1
f -4 4
f(x) = shx f(x) = chx

13
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5. Jloraputamcka pyHkiuja

®yukuuja f: R* —> R nepunncana ca f(x) =log, x (x > 0,a > 0,a # 1) ce nasusa

nmoraputaMckoM (yHkrujom. OHa je wWHBep3Ha (yHKIMja EKCIIOHEHIHjaHe (YHKIIH]E
gx) =a*(a>0,a #1). Oyukuuja f:

1.

©o oA~

je ,,1-1° dyHKuuMja ¥ mpeciuKaBa CKyl IMO3MTHBHUX peanHux Opojesa R* ma ckyn
peanHux 6pojeBa R.

HUTH j€ TTapHa HUTH j€ HerapHa.

HUje OrpaHMYeHa 0J103/10, HUTH j€ OTpaHUYEHa 0030 N1a HUje OrpaHHyYeHa.

HUj€ MePHOANYHA.

nma Hyiny 3a x = 0.

no3utruBHa Ha (1, +00), a HeratusHa Ha (0,1) ako u camo ako je a > 1, Tj. HO3UTHUBHA
Ha (0,1), a HeratuBHa Ha (1, +0) ako u camo ako je 0 < a < 1.

je MoHoToHo pactyha Ha (0, +00) ako u camo ako je a > 1, a MOHOTOHO omnajajyha Ha
(0, 4+00) ako u camo ako je 0 < a < 1.

je konBekcHa Ha (0, +00) ako u camo ako je a > 1, a koHkaBHa Ha (0, +00) ako u
camo ako je 0 < a < 1.

Crenujanas cityyaj jJoraputaMmcke QyHKUuje je GpyHKIja TpUpOJHOT JIOTapuTMa, Tj.

dynkunja f: Rt > R nepunucana ca f(x) =log,x =Inx koja je unBep3na QyHKIHja
eKCIOHeHIjanHoj pyHkuuju f(x) = e”*.

3

2

1

=1

-2

-3

f(x) =logz x

f(x) =log1x
3

14
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OcobuHe Koje 3a710BOJbaBa JorapuTamMcka (pyHKImja cy:

1. log,(x-y) =log, x + log, y 3acBako x,y € (0,+o0) ucsako a > 0,a # 1.

2. logag

3. logg,x

= log, x —log, y 3a cBako x,y € (0,+) ucBako a > 0,a # 1.

" =n-log, x 3a cBako x € (0,4+), cBako a > 0,a # 1 ucBakon € N.

5. Tpuronomerpujcke pyHkumje

1. Cunyc ¢pynknuja

®ynkumja f: R = R nedunucana ca f(x) = sinx je cunyc pynkuuja. OBa pyHKIHja

f:

1.
2.

&

auje ,,1-1“ GpyHKIMja 1 npeciarkasa cKyn peannux 6pojesa R na [—1,1].

je HemapHa ¢QyHKuMja, Tj 3a cBako X € R Baxu f(—x) = sin(—x) =
—sinx = —f(x).

je orpannyeHa (yHKIHja, Tj. 3a cBako X € R Baxu ja je [sinx| < 1.

je mepuoanyHa (QyHKIMja ca OCHOBHUM MEPHOJIOM W = 2TT.

uMa OECKOHAYHO MHOTO HyJla Ha CBOM JOMeHy: sinx =0 3a cBako
x =kmk € Z.

je To3WTHBHA Ha CBakoM oj MHTepBana oomuka (2km, (2k + 1)m),k € Z, a
HEeraTHUBHA Ha CBakoM oJ mHTepBana oonuka ((2k + 1)m, (2k + 2)w), k € Z.
je  MoHoToHO pactyha Ha  cBakoM  OJ  HMHTepBaJa  OOJMKa

[—g + an,g + 2k7‘t] ,k €Z, a wmoHOoTOHO omamajyha Ha CBakoM Of

WHTEpBasia 00JIHMKa E + 2k7‘[,37n + an] JkeZ.

je KOHKaBHAa Ha CBakOM oJ] WHTepBana obmmka [2km, (2k + )m],k € Z, a
KOHBEKCHA Ha CBAKOM 0] mHTepBana oonuka [(2k + 1)m, 2k + 2)w),k € Z.

AN | v

"

-1

f(x) =sinx
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DynKyUoHAHE jeOHauune eremMenmaprux QyHKyuja

2. Kocunyc ¢pynkumja

®dyukmmja f:R - R nedunucana ca f(x) = cosxje kocunyc ¢ynkmmja. Oba

dbyHkumja f:

1. Hwje,,1-1“ pyHKUHMja U mpecarKaBa cKyI peanHux Opojea R ua [—1,1].

2. je mapHa (yHKIMja, Tj. 3a cBako X € R Baku f(—x) = cos(—x) = cosx =
f ).

3. je orpanuueHa (QyHKIHja, Tj. 32 CBako X € R Baxku 1a je |cos x| < 1.

4. je mepuonuyHa (yHKIMja ca OCHOBHUM NEPUOJIOM W = 2TT.

5. mMa OCECKOHAaYHO MHOTO HyJIa Ha CBOM JIOMeHY: cosx = (0 3a cBako
x=>+knke€Z

6. je MO3WTHBHA Ha CBAKOM OJI HHTEpBaIa O0JIMKa (—% + 2kn,% + 2k7r) k€Z,
a HeTaTMBHA Ha CBAKOM OJ] HHTEpBaJia 00JIMKa (g + 2km, 3777 + 2km), k € Z.

7. MOHOTOHO pacryha Ha CBaKOM o UHTEpBaJa o0nmka
[k + 17, (2k + 2)w],k € Z, a moHOTOHO omaaajyha Ha CBakOM Of
uHTepBana oonuka [2km, 2k + 1)), k € Z.

8. je KOHBEKCHAa Ha CBaKOM OJl MHTepBajia o01uKa [—% + 2kn,§ + 2k7r] k €Z,

3
a KOHKaBHA Ha CBAKOM OJ1 MHTEpBaJia O0JIHKa E + 2km, 7” + 2k7r] k€ Z.

) § ) ’ ) 0 1 v
-1

-2

f(x) = cosx
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DynKyUoHAHE jeOHauune eremMenmaprux QyHKyuja

3. Tanrenc pyHkumja

®yukumja  f: R\ {% + km|k € Z} — R nepunucana ca f(x) = SInx tgx,

cosXx

(cosx # 0) je tanrenc pynkuuja. Pynkuuja f:

1. wnwje,1-1“ pynxnuja u npecnukasa ckym R\ {g + kr|k € Z} Ha R.

2. je HemapHa (yHKUHja, Tj. 3a CBaKO xER\E+kn|k€Z} BaXH Ja je

f(=x) = tg(=x) = —tgx = —f (x).

3. HI/IjC OorpaHn4dcHa OJ03r0 HHUTH je OorpaHn4cHa 0403140 IIa HI/Ije OIrpaHH4YCHa

¢byHKIHja.
4. je mepuonuvHa (yHKIH]ja Ca OCHOBHUM MEPUOJIOM W = TT.
5. uma GecKOHaYHO MHOTO HyJa, Tj. tgx = 0 3a cBako x = km, k € Z.

. s
6. je TO3WUTHBHA HA CBAaKOM O] WHTEpBaJia OOJIMKA (kn,; + kn) Jk€Z, a
s
HEraTWBHA Ha CBAKOM O] MHTEepBaja 00JInKa (— > + km, kn) k€ Z.

7. je pactyha Ha cBakOM OJ MHTEpBasia 0OJIUKa (—g + kn,g + krr) Jk € Z, anu
HUje pacTyha Ha CBOM JOMEHY KOjH j€ YHH]a OBUX MHTEpBAJIA.

. T
8. je KOHBEKCHa Ha CBakOM OJ HMHTepBajga OOJMKa (kn,;+k7r),k €Z, a

s
KOHKaBHA Ha CBAaKOM O] HHTepBaja 00JIuKa (— 2 + km, kT[) JkeZ.

fx) =tgx
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DynKyUoHAHE jeOHauune eremMenmaprux QyHKyuja

4. Koranrenc pyHkumja

®dynkiuja f: R\{km|k € Z} - R nedunucana ca f(x) =

Cosx

= ctgx, (sinx # 0) je

sinx

koTanreHc ¢pynkmnuja. Oynknuja f:

1.
2.

auje ,,1-1“ pynxumja u npeciaukasa ckyn R\{km|k € Z} na R.
je wemapHa ¢ynkuuja, T1j. 3a cBako Xx € R\{km|k € Z} Baxu nma je

f(=x) = ctg(—x) = —ctgx = —f(x).
HHUj€ OTpaHHuYEHAa OJ03r0 HUTH je OrpaHMYEeHa OJ03/10 A HHje OrpaHHuYeHa

dbyHkHja.
je mepuoandHa QyHKIMja ca OCHOBHUM MIEPHOAOM W = TI.

. s
nMa OECKOHAYHO MHOTO HYJIa, Tj. ctg x = 0 3a cBako x = St km k € Z.
. T
je TO3WTHBHA Ha CBaKOM OJ HMHTepBajga OOIMKa (kn,z + krr) ,k€E€Z, a

HEraTHBHA Ha CBAKOM O] HHTEpBajia 00JI1Ka (g + km, (k + 1)7‘[) k€EZ.

je omamajyha Ha cBakoMm oj umHTepBana oomwka (km, (k + 1)w),k € Z, anmu
HUje onajajyha Ha cBOM JJOMEHY KOjH je YHHMja OBUX UHTEpBaJIa.

. T
jé KOHBEKCHAa Ha CBAaKOM OJI HMHTEpBaJa OO0JIMKA (kn,;+k7r),k €Z, a

KOHKaBHA Ha CBAaKOM OJ1 MHTEpBaJla 00JIMKa (g + km, (k + l)n) ,k €EZ.

5 4 ) 2

=

f(x) =ctgx
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DynKyUoHAHE jeOHauune eremMenmaprux QyHKyuja

5. Anunuone ¢gopmysie TPUTOHOMETPHjCKUX PYHKIHja
1. ®yHKIHMje HEraTUBHOT yIJIa:

sin(—x) = —sinx
cos(—x) = cosx
tg(—x) = —tgx

ctg(—x) = —ctgx

2. Be3se usmehy cunyca u xocunyca:

sin®x + cos?x =1
3. dopmye TBOCTPYKOT yriia:

sin2x = 2sinx cosx

cos 2x = cos? x — sin® x

2tgx s

tg 2x =m (X ¢Z+k71',k EZ)

4. ®opmyJe NoJI0BUHE yria:

_x_+ 1—cosx
sz__ >
x_+ 1+ cosx
cosz—_ >
tx_+ 1—cosx_ sin x _1—cosx 4 4k + Dk € Z
8 " T+cosx 1+cosx  sinx (7 ( ), )

5. Apunmone ¢popmye:
sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny
cos(x + y) = cosxcosy +sinxsiny

tgx +tgy T
t + = #=—+4 2k ,kEZ
glrty) 1+tgxtgy(x+y 2+ & )
ctgxctgy +1
+y)=—"°-
ctg(x + y) ctgy tetgx (x+y+kn keZ)

6. Tpancdopmanuja 301pa y Ipou3BOJ TPUTOHOMETPH)CKUX (YHKIH]a:
. . (X tY xX—y
smx+smy=251n( )cos( )

2 2
X — x +
sinx—sinyzZsin( zy)cos( 2}/)
x + X —
cosx+cosy=2cos( Zy)cos( 2}/)
x + X —
cosx—cosy=—25in< Zy)sin( Zy)
1
sinx -siny = 3 [cos(x — y) — cos(x + y)]
1
cosx-siny = 3 [cos(x —y) + cos(x + y)]
1
sinx-cosy=§[sin(x—y)+sin(x+y)]

19



DynKyUoHAHE jeOHauune eremMenmaprux QyHKyuja

6. UuBep3He TpUronoMeTpujcke GyHKumuje

Y yBoaHOM Jneny cMmo neduHHcanu na je GpyHKIMja OMjeKIrMja aKo M CaMO aKo je
»1-1¢u ,Ha*. Ako je ¢pyHKIMja OWjeKIMja, OH/Ia UMa CMHUCJIA TOBOPUTH O HEHO] WHBEP3HO]
¢byukuuju. Tpuronomerpujcke (QyHKIMje HUCY OHWjeKTUBHE GYyHKIOHjEe, Tj. HUCY ,,1-1°¢
¢byHKIMje Ma caMUM THM HE MOXXeMo Je(UHHCATH HHXOBE WHBEp3HE (yHKIHUje. Anm
PECTpHKIIMje TPUTOHOMETPHjCKUX (PyHKIHMja HA R jecy Oujekuuje Te MOKeMO Je(UuHHCATH
BUXOBE UHBEP3HE (PYHKITH]EC.

1. Apkyc cunyc ¢pyHkuuja

Oyukmuja f:[—1,1] - [—%,E] nepunucana ca f(x) = sin"lx = arcsinx je
apKyc cuHyc (yHKIIMja 1 OHA je MHBep3Ha (hyHKIIM]ja PECTPUKIIN]jE€ CUHYCHE (PYHKIIH]je
T T

f: —5,5] - [—1,1] nepunucane ca f(x) = sin x. @ynkumja f:

1. je,l1-1“ pyukuuja u npecnukasa [—1,1] na [— g,g]

N

je HemapHa ¢QyHKuMja, Tj. 3a cBako X € [—1,1] Baxu ma je f(—x) =
arcsin(—x) = —arcsinx = —f(x).

je orpanndeHa QyHKIHMja, Tj. 3a cBako x € [—1,1] Baxu 1a je |arcsinx| <

SIE

je nepuoanyHa QyHKIHja.

nma Hysy 3a x = 0.

je mosutuBHa Ha [0,1], Tj. HeraruHa Ha [—1,0].
Jj€ MOHOTOHO pacTyha Ha CBOM JIOMEHY.

O Nk W

je konkasHa Ha [—1,0], a kouBekcHa Ha [0,1].

3 D 2 1 2 3

-2 1

f(x) = arcsinx
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2. Apkyc kocunyc GyHKUHja

®ynkmuja f:[—1,1] - [0,7] nedunucana ca f(x) = cos lx = arccosx je
apKyC KOCHMHYC (PyHKIIMja M OHAa j€ WHBEpP3HA (YHKIHja PECTPHUKIH]E KOCHHYCHE
dyukumje f:[0,7] - [—1,1] nedunncane ca f(x) = cos x. Pyukuuja f:

1. je,l1-1“ pyukuuja u npecnukasa [—1,1] na [0, ).
2. je HMTHM IapHa HMTH HenapHa (yHKumja. 3a cBako x € [—1,1] Baxku na je
f(—x) = arccos(—x) = T — arccosx.

je orpanndeHa (yHKIHja, Tj. 3a cBako x € [—1,1] Baxu ma je 0 < arccosx < 7.
je mepuoanyHa QyHKIH]a.
uMa HyJy 3a X = %

je mosutrBHa Ha [—1,1].

je MOHOTOHO omajajyha Ha cBOM JIOMEHY.

O N g~ w

je kouBekcHa Ha [—1,0], a konkasna Ha [0,1]. N

-2 -1 0 1 2

f(x) = arccosx

3. Apkyc Tanrenc pyHKuuja

@ynkuyja f: R — (—g,g) nebunncana ca f(x) = arctgx je apkyc TaHT€HC

¢yHKIMja M OHa je WHBEp3Ha (yHKIMja pecTpuKUUje TaHrec (QyHKIH]je

f: (—gg) — R nedunucane ca f(x) = tgx. Oynkumja f:

1. je,,1-1* pynknuja u npecnukana R Ha (—g,g)

2. je memapna (QyHKIHja, Tj. 3a cBako X € R Baxwu na je f(—x) = arctg(—x) =
—arctgx = —f(x).

je orpanundeHa GyHKIHMja, Tj. 32 CBaKO X € R Baxwu ja je |arctanx| < g

je nepuoanyHa QyHKIH]ja.

nma Hyiy 3a x = 0.

je nozutuBHa Ha (0, +00), a HeratuBHa Ha (—0, 0).

je MoHoTOHO pactyha Ha R.

O N kR W

je xonkaBHa Ha (0, +00), a kKoHBeKcHa Ha (—00, 0).
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2

-3

f(x) = arctgx

4. Apkyc koTaHreHnc pyHkumja

®dyukmmja f: R — (0,m) nedunncana ca f(x) = arcctgx je apKyc KOTaHTEHC
¢yHKIMja W OHA je WMHBep3HAa (QYHKLHMja PpECTpUKLHUje KOoTaHrec (yHKIM]je
f:(0,m) — R nedunucane ca f(x) = ctg x. dynkuuja f:

1. je,,1-1“ dynkuumja u npecnukasa R Ha (0, ).

2. je HUTH HEMapHa HUTH HemapHa (QyHKIWja. 3a cBako x € R Baxu nga je
f(=x) = arcctg(—x) = m — arcctgx.

je orpannueHa GyHKIHja, Tj. 3a cBako X € R Baxu na je 0 < arcctgx < m.

je nepuoanyHa QyHKIH]a.

HeMa HyJIe Ha CBOM JIOMEHY.

je mo3utuBHa Ha R.

je MoHOTOHO omnajajyha Ha R.

o S A

je xonBekcHa Ha (0, +00), a koHKaBHa Ha (—00, 0).

f(x) = arcctgx

=1
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DYHKIUOHAJIHE jeJTHAYNHE eJIeMeHTAapPHUX QYHKI[H]a

Y 1peTxo/IoM Jieiy CMO ce YIO3HAIIU ca eIEMEHTAPHUM MaTeMaTHYKUM (QyHKIIHjama.
Bunenu cMo Heke BHXOBE 0COOMHE, HAYMH pelllaBamba M CKUIMpame rpaduka. 3a mpeTXoaHe
¢dbynknuje Baxu cieneha neguHuimja;

JMedpnnnumja:

1. KoHcraHTHa, JHMHEapHa, CTElEHA, CKCIIOHCHIMjalHa, JIOrapUTaMCKa,
TPUTOHOMETPH]CKE U UHBEP3HE TPUTOHOMETPHjCKE QYHKIIH]E Cy eIeMEHTapHE
dbyHkmje.

2. Axo cy f u g enementapue ¢pyHkuuje, onmacy u f +g;f — g; f - g;g;fog
Takohe eneMeHTapHe QyHKIHje Ha 00JacTH Ha K0joj cy neduHHCaHe.

3. Cse enemeHTapHe (QyHKIHjE ce M00Hjajy KOHAYHOM MPHUMEHOM IPETXOTHUX
npaBUIIa.

VY maremaruiu ce decto cpehemo ca (QyHKIMOHAIHMM jeHAYMHAMa, a Ja Tora
HucMo cBecHU. Heke ox ocHOBHUX ocobuna ¢pyukuuje f: A - B (A, B € R) cy nedpunucane
y3 moMoh pyHKIIMOHAIHUX jeIHaYMHA!

1. onpehusame napuoctu ¢pyukumje f(x) = f(—x) 3a cBako x € A wiu
2. mepuoanvYHOCTH (yHKIHWje rae moctoju w € R takaB ma je f(x + w) = f(x) 3a
CBaKo x € A nimmn
3. mudepentmadbmwinoct pyukuuje f (Pynkumja f je qudepenimjaduaHa y Tauku X, €
Ay

. . . (xo+Ax)—f(x .
A ako TMOCTOjU KOHauHa IpaHMYHa BpemHocT lim — = lim [(xo+80)~/(Xo) Taj
Ax—-0Ax  Ax—0 Ax
. 1
JMMeEC Ce Ha3MBa M3BOAOM (QYHKIMje f y Tauku X, u obenexana f'(x,), Ax =

X — Xg)

Cy u3paxkeHe y3 noMoh GpyHKIMOHATHUX jeHaunHa. DYHKIMOHATHA Je/THAYMHA j€ jeIHaYhHa
y KO0jOj je Hermo3HaTa IMPOMEHJbUBA Ipe/cTaB/beHa QyHkuujoM. IlocToju MHOTO HauMHa 3a
pemaBambe (PyHKIIMOHAIHUX jEeJHAYMHA, alld C€ Yy BEJIMKOM Opojy cilydajeBa OHE HEe MOTY
CBeCTHU Ha anrebapcke jeHaunHe Beh ce Mopajy IpUMEHHUTH HEeKe JApyre MeToje. Y HacTaBKy
hemo moka3aTu HEKe OCHOBHE METOJIE 3a pellaBame (YHKIMOHATHHUX jeJHAuMHA, a 3aTHUM
hemo ce mo3abaBUTH W KOMILIMKOBaHUjUM MeTonama. [lokymahemo na nuHeapHy, CTeneHy,
eKCTIOHEHIIMJaJIHy U JIOTapUTaMCKy (YHKLIMOHAIHY jeJAHAYMHy pemHuMo y3 Tmomoh
KommjeBux mMerona, a TPUrOHOMETpHjCcKe (PYHKIIMOHAIHE jeHaYMHE J]a PeIuMo y3 MmoMoh
JlamamOGepoBUX MeTOIa.
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IIpBu npumepu

1. Mare cy dyukiuonanue jexnaunne f(x + 1) =3x +2u g(2x +3) = 2 — 3x.
Onpenuru:

a) f(x) mg(x)
6) fog

B) fTlog
Pememe:

a) YBOJIUMO CMEHE:

x+1=t 2x+3=m
x=t—-1 2x=m-—3
f(t):3(t_1)+2 _m_3
f(®)=3t—3+2 X =— 3
f®)=3t-1 S m-
fx) =3x-1 gm)=2-3-——
3m-9
gm)=2-—
4—-3 9
g(m) = ;n+
gm) ===
13 —3x
90 =—
0 (o0 flot0) = () =3 B LB
cBako x € R.
B) fTH(x) =?
(ftef)(x) =x
@) =x
fF1Bx—-1) =x
cMeHa:3x — 1 =1t
~ 3
e ="
i =20
(F o)) = (g() =} (13;3x) - 13;3::1 - 13_2“2 = 15;3x = Sz;x 3a CBAKO X €

R.
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2.AK0jef(

3x-1
x+2
3x-1
x+2

Pememe: cMeHa =t
3x—1=tx+2t
3Ix—tx=2t+1
x3-t)=2t+1

) = 2 openmn £(5) u £(3). (x # ~2,x # 1)

:%, t¢3jep6HyCYHpOTH0M%=3 =23x—1=3x+6 = —1 = 6mroHeMa
CMHCIIA.
2t+1 2t+1+4+3—-t
_3—t+1_—3—t _t+4
O =531 " 2ex1-3+¢ 3c-2
3—t 3—-t
x+4 2
f(x)_m 3aCBaKOXER\{§}
(5)_5+4_9
IO =155=13

3. Pemntu pyHkunoHanny jenHauuny f (i—i) + 2f (z—:j) =x(x#2,x#-1).
Pemreme: cMeHa ~— =t = 2L =1
x+1 x-2 t

x—2=tx+t
xX—tx=t+2
x(1-t)=t+2

t+2
X =—

1-t

F(3)r2rm =22

AKo ymecTo t cTaBUMO % nobujamo f(t) + 2f (%) = %i = Z = % Nmamo cucteM o
t t
JIBE je[IHaYMHE ca JIBE HEMO3HATE:
1 t+2
fF(3)+2r0) =2 .
© +2 (1)_1+2t
f &)= t=1
1 t+2 1—-t)(4t+5)
—4f(t) — 2 (—):—2— - -
f=2f t 1-t 3f®) 1-t(t-1)
©+2 (1)_1+2t 4t + 5
_ —at— + 2t 4t +5
3f = 1-t +t—1 f(t):3_3t
(—2t—4)(t-1D+@+2t) Q-1

—3@0 = A-0¢-1

flx) = % 3a cBako x € R\{1}.
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4. Onpemutu obnact aedunucaHocTu GyHKIHMOHATHE jeqHaunHe f(x?) = x.

cMeHA X2 =t,t >0
x =+t
f®) =+t

f(x) = +/x 3a cBaxo x € Ry.

Kapakrepuszanuja JuHeapue pyHkumje

[Tocmarpajmo  ¢yukuujy f:R - R nedunucany ca f(x) =cx rtme je cE€R
KOHCTaHTa. 3axBaJbyjyhu IUCTPUOYTHBHOCTH MHOXKEHA Y OJHOCY Ha cabupame BaXH Ja
(byHKIMja TOMHOYXKEHAa KOHCTaHTOM 33/10BOJbABA!

ft+y)=c-x+y)=cx+cy=fx)+f)
l—Y—)

fx)=c-x
f)=c-y

Teopema 1 (Ipsa KommjeBa jennaumna)’. Heka je f:R — R Henpekuana (yHKimja
TaKBa J1a 3a CBako X,y € R

fx+y)=f)+f) (1)

Tana3aHeko ¢ € Rje f(x) =c - x.

Hoxas: 1. ITocmarpajmo ciydaj kama je x =y = 0. Tazma je f(0) = 2 - £(0) omakie cieau

naje f(0) = 0.

2.3atum hemo nocmartpatu citydaj Kaja je y = —x. Tana je

0=/f(0)= f(x + (—x)) = f(x) + f(—x) mTo je exBuBajmeHTHO ca f(—x) =
—f(x).

3. Ha ocHOBY MHIyKIHje clieIn 1a je:

fQa+ 2+ +x0) = fx1) + fx2) + -+ f(x)

4. AKO CTaBUMO JIa je X; = X, = *** = X, = X Jo0OHWja ce Ja 3a CBaKU MPHUPOAAH
6poj n Baxu f(nx) = nf(x)

2 dpanmycku matemaruuap Augustin Louis Cauchy 1789.-1857.
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. X .
Takohe, ako y HpeTXoJHYy jeTHAKOCT YMECTO X CTaBUMO = no0ujaMo J1a Baku

f(Gx) =2

n

Ha kpajy, ako y jelIHaKOCTH yMECTO X CTaBUMO MX, oHJa nmobujamo na 3a m,n € N
BaXKH

1 1
f(Ex) = £ (5 m0) = = om0 = 2
3axBasbyjyhu HenapHoctu QyHKIHje ciiean 1a je f (— %x) = — % f(x).

. m .
Ha kpajy, MO’keMO 3aKJbYYUTH Ja 3a CBAKO I = ks Q Baxu 1a je

fax) =7rf(x)
Axo ctaBumo 1a je f(1) = ¢ Tama 3a CBaKW pandoHaiaH Opoj I Baku
fM)=f-D=r-f(1)=cr

5. Ocrarno je jour na pa3MOoTpUMO Ciiy4aj Kaja je | upanuonanan 0poj. Taga moctoju
HU3 palnuoHaNHUX OpojeBa (7;,)nen TakaB na je lim 7, = i. 300r HEMPEKUIHOCTH
n—-oo

dymauje £ pan lim £ (1) = f (lim 1) = £ ().
n—-oo n—oo
Onpajeu
f@@) = f(lim rn) = lim f(r,) = lim(r,'c)=c-limn, =c-i
n—->0oo n—-oo n—-oo n—-oo

YHMe je TeopeMa JI0Ka3aHa.

IMocaenuna: Henpekuana peanHa yHknuja f je peneme GyHKINOHATHE jeTHAYNHE

fx+y)=f)+ Q)

3a cBaKo x,y € R axo u camo ako je f(x) = cx 3a Heko ¢ € R.

IIpumepu:
1. Hahu cBe ¢pynkuuje f: R — R, TakBe 1a 3a cBako x € R cy ucnymwenu cieqehu ycnosu:

D) fx+D)=fx)+1
2) f(x?) = (f(x))?

Pememe: 13 jennaunne (1) 3a ceako x € Ru n € N Baxu f(x + n) = f(x) + n. Heka je
x= s,rae cyp,q € N. Tana je:

fF(+9?) = (Fx+ )
fOx2+2qx+ %) = (fx + )’
Fx2+2xq+ %) = (fx+ )
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B)=2p+q¢*+ f(x*) = (f(x) + ¢)?
20+ q2 + f(x?) = (F(0))" + 29f (x) + ¢

f(x)=§=x

Jemnakoct Baxu 3a cBaky QpyHkumujy f(x) = x.

2. Hahu cBe menpekuane ¢yukuuje f: R = R Takse na je f(x) + f(y) + f(z) = 0 3a cBe
Xx,y,Z € R3akojejex +y+z=0.

Pememwe: 3a x =y = z = 0 nobujamo aa je f(0) = 0.3ay = —x u z = 0 u kopucrehu aa
je f(0) = 0 Baxu na je f(—x) = —f(x). Konauno 3a z = —x — y 1006mjamo:

fO+f)+f(=x-y)=0
fO)+f) - flx+y)=0
fx+y)=f)+f)

Tj. peleke 3a10B0JbaBa npBy KommjeBy jeqHaunny. Ha ocHOBY Teopeme 1, penieme 3amaTka
je muueapna ¢ynkuumja f(x) = cx,c € R, ¢ = const.

Kapakrepuszanuja ekcnoneHuujajane pyHkuuje

Teopema 2 (Ipyra KommjeBa jennaumna): Henpekuana dynkuuja f: R — R je peuieme
(GYHKLIHOHATIHE jeIHaYNHE

fx+y)=f)fB) )

3a CBako X,y € R ako u camo ako je f(x) = 0 wmm je f(x) = a*3aa € R*.

Hoxka3z 1: Ilpro hemo oxapeautnm 3Hak ¢yHKuuje f(x) 3a Omno koju peanman O6poj x. U3
JeIHAKOCTH (2) MOXKEMO 3aKJbYUYHUTH /12 je

2
f)=f (g + g) =f (;—C)f (g) = (f (g)) omakie criean ma je f(x) = 0. Jaxie,
¢dyHKIMja f je HeHeraTHBHA (PYHKIIHM]ja 3a cBako X € R.

Axo je f(x) = 0 3a HEKO X = X, OH/Ia BaXKH [ je

f)=fx—xg+x0) =flx—x0)f(x0) =0 = f(x)=0

[Mocmatpajmo ciy4aj kama je f(x) # 0. Kako je ¢ynkumja f(x) mo3utHBHa,
dyukuuja g(x) = In f(x) je mobpo neduuucana. Tama ce moderHa jenHaumHa (2)
MOJKE MPEICTABUTH y CBOjCTBY (YHKILH]E g:
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gx)+g@)=gkx+y), Vx,y€ER

mto Ha ocHOBY mpBe Kormjee jemuaumne Baxku g(x) = cx. AKO ce BpaTumo y
noueTHy QyHkimjy f Hamasumo na Baxu f(x) = a* rtaeje a = e€.

[IperxonHu mMOKa3 MPETIOCTaB/ba Ja je peliemhe JuHeapHe KommjeBe jenHadynHe
no3nato. Mehytum, nmokazahemo jomn jemaH nokas TeopeMe 2 KOjU HE 3aBHCH O Pellieha
nuaeapae Komujese jeqHaunne.

Hoxa3z 2: IIpernocraBumo na f(x) uaeHTH4KU HHje jeanako 0, Tj. ja mocroju HEKO X € R
takBo 1a je f(x) # 0. CraBpajyhu na je x = y = 0 y jennauuny (2) nobujamo:

fO) =(0)* = fOFO-1D=0 = f(0)=0 v f(0)=1

Axo 6u owro ma je f(0) =0, ouga je f(x) =f(x+0)=f(x)-f(0) =0 3a
CBaKo X € R 1ITO je KOHTPaJUKIMja ca MPETHOCTaBKOM. 3aKkibydyjemMo 1a je f(0) =
1.

Taxkobhe, ako je x = —y oHza je

1 =
fO) =f)f(=x) = f(=x) = o0 (feN™!

WMHayKImjoM MOKEMO JTIOKa3aTH 3a CBaKH MPUPOAaH Opoj n > 0 Baku TBpheme:
fO+xp 4+ x0) = fle)f (x2) -+ f (%)

VY npBoM 0Ka3y cMO ToKazaiH Ja TBphemwe Baxu 3a n = 2. [IpermoctaBumo aa
TBpheme BaXH U 32 HEKO N

f(x1 t+x; + 0+ xno) = f(x)f (xz) "'f(xno)
U noka3ahemo /1a TBphemwe Baxu u 3a ng + 1
o +x,+ 42, +Xng41) = f ((xl + 2+ Xy, ) + xn0+1) =

= f (o1 +xp + o+ 2 ) f (Hnge1) =
= flx)f(x2) "'f(xn)f(xno+1)

CraBipajyhu 1a je x; = x 3a cBako i, cienu 1a je f(nx) = (f (x))™.

. my
Cana xohemo n1a mokaxemo Ja TBpheme Bakd U 3a palloHaiaH Opoj x = ——mE€
N, neN™.

n

o =1 (2 = som=r () = 1(Z)= o

n
. m _m
Harme je f (— — y) = f(y) n. lo caga cMo 0Ka3aju Ja TeopeMa BaKH 3a

flqz) = f(2)9, VzER,q € Q.
Axojez =1, f(q) =arnejea = f(1).

29



DynKyUoHAHE jeOHauune eremMenmaprux QyHKyuja

AKo je r uparoHajaan 6poj, Taja MOCTOjH HU3 palMoHaTHUX OpojeBa (G )nen TaKaB
na je lim g, = r. U3 ocobune nusza (q,)ney caemu ma je f(q,) = afn. A xaxo je
n—->oo

dbyHKIHja f HENPEKUIHA, CICIH:
fry=f¢ (lim qn) = lim f(q,) = lim a9 = a” yume je Teopema 0Ka3aHa.
n—-oo n—-oo n—oo

IMpumep: Pemtu dyukimonanny jeqnaunny 2f (x +y) + f(x —y) = f(x)(2eY + e77) 3a
cBaKko X,y € Ry ckyny ¢ynkuuja f: R — R.

Pemremse: YBenthemo cienehe cmene:

x=0y=t
x=ty=2t
x=ty=-2t

JloGujamo cucTeM jeTHaYnHa:

2f(t) + f(—t) = a(2et +e7t)
2f(3t) + f(—t) = f(t)(2e*" + e72")
2f(=t) + f(3t) = f(t)(2e™% + €?)

rae je a = f(0). Enumunanujom f(3t) u f(—t) u3 cucrema jeqHunna, 1001jamMo 1a je
6f(t) =3a(2et +e7t) — 3f(t)e 2t

onakie je f(t) = ae' pemerme novyeTHe jeHAUMHE.

Kapakrepusanuja jorapuramcke pyHKumje

Teopema 3 (Tpeha KommnjeBa jexnaunmna): Henpexkuana dyukimja f: RT — R je pememe
GbyHKIIMOHATHE jeIHaYNHe

fGy)=f)+f@) xy>0 (3)

ako 1 camo ako je f(x) = 0w f(x) =log, x3anekoa >0ua # 1.

Joka3 1: Heka je g: R > R ¢ynkuuja nepunucana ca g(x) = f(e*), e*: R > R* 3a cBako
x € R. O6G3upom na je ¢yHkmuja f HempekuaHa, oHAA je W  (QyHKOHja g
HerpekuaHa. Tana je:

g(nx) + g(lny) = g(In(xy)) = g(Inx + Iny)

gwy) + glw,) = g(wy + wy).
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Ha ocnoBy npBe KommjeBe jenHaunHe, pemieme Hocieqme (yHKIMOHATHE jeIHAYUHE |

g(w) = cw mwrro Bpahamwem Ha Qykuujy f mobujamo f(x) =clnx = ::—z = log, x tae je
1

cC=—

Ina

Jloka3 MmpeTxo/iHe TeOpeMe Ce OCliamba Ha YHILCHHUILY JIa je peliewme apyre Kommjese
jeaHaynMHe MOo3HaTOo. 3aTo0 heMo joml jeHOM JOoKa3aTh TeopeMy YHjH JO0Ka3 HE 3aBUCH O]
peuiema apyre Kommjese jennaunse.

Joka3 2: Craipajyhu na je x = y = 1 y nouetny jeanauuny (3), nodujamo:
fO=2f1) = f(1)=0.

. 1
Taxobe, ako je y = ~ BAKH:

fO=fxH=fO+fC™) = fG&=-fx.

Wuaykiujom hemo mokaszatu Aa TBphewme BaKU U 3a MPOU3BOJ, KOHAYHO MHOTO
MPOMEHJBUBHX X1, X3, ... , Xp, 0 > 0.

[TpernocraBumo aa 3a n > 0 Baxu:
flrixg - xn) = fxn) + f(x2) + -+ f ().

3an = 2 tBphemwe Baxu. [lokaxxumo 1a TBpheme BaKu U 3a HEKO N

f(x1x2 "’xno) =flx) + fxx) +- + f(xno)-

WMHayKImjoM 10Ka3zyjeMo J1a TBpherme BaskKu M 33 N4 1-

f(x1x2 "'xnoxn0+1) =f ((x1x2 "'xno)xn0+1) =
(v 30,) + Fanyrs) =
=f(xy) + fxz) + -+ f(xno) + f(xn0+1)-
Crasssajyhu na je x; = x Baxu f(x™) = nf (x).

m
Axko ctaBuMoO 1a je x = yn,m,n € N oHAa BaXHU:

fom =nf(yn) = mfo) =nf(yn) = f(yn)=2F0).

VY nperxoAHoj jeIHAKOCTH CMO JOKa3ald Jla TBphewe Baku M 3a OWJIO KOjH
parmoHaan 0poj q € Q

fO@9) =qf(y) y€ERqENQ.

Ocrano je na mokaxkeMo Ja TBphewme BaKM W 3a MpaluoHaiaH Opoj 7. Y ToMm
Clly4ajy MOCTOjH HH3 palnoHaNIHUX OpojeBa (q,)neny Takas ma je lim q, = r. U3
n—->0oo

nedununuje Hu3a (g, )pey BaXKH:
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fOI) =aqnf ),

a U3 HempeKkuaHocTH QyHKIMje [ cienu:
FO7) = lim Fo) = lim g, f ) = rf ).
KonauHo, ako cTaBUMO fa je y = a = const u x = a’, 1006ujamMo o0IuK QyHKIHje
f:
f(x) = f(a)logy x = log, x

1
logg b’

rae je f(a) =

Kapaxkrepusanmja crenene pyHkuuje

Teopema 4 (Yerspra KommjeBa jexnmaumna): Henpexuana ¢yukuuja f:RT > R je
peniee QyHKIIMOHAIIHE jeIHaYIHE

f(xy) = f(x)f (y) sacBakox,y € R* (4)

aKo 1 camo ako je f(x) = 0 wu je f(x) = a* 3aHeko a € R.

Hoxa3s 1: TIpso mokaxumo na je f(x) > 0 3a cBako x # 0. U3 jenqnaunne (4) Buaumo jaa je

fx) = f(\/E)Z wro ummumnupa aa je f(x) = 0,3a cBako x € R*. Ako nocroju
Heko xy # 0 TakBo 1a je f(xy) = 0 onma

X X
= —_— = —_— = 0
£ = £ (5x0) = £ (5) £ &)
3a cBako X € R™ uemy ce mo0uja TpuBHjaiHO pemieme. [lomTo Tpakumo u

HETPHMBHUjaIHO penieme Gynknuje f, npernocrapuhemo aa je f(x) > 03a Vx € R*.

Hedunucahemo ¢pynkuujy g(x) = In f(x). [MoyeTHa jeqHakocT mocraje u3pakeHa
byHKIHjOM g:

gx)+g) =gxy).

. Inx
[Mocnenma jennakocT uma aBa pemema, g(x) =0 wm g(x) = log, x = my 1

OCHOBY Y€ra je
F) =1 mm f(x) = e9® = x¢

. 1
roejec = — # 0.
Ina
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Kao u y mperxomHuM [OK3MMa, OCIamall CMO C€ Ha YHILCHHILY Jla je TO3HATO
pememe Tpehe KommjeBe jeqnaumHe. 3aTo hemMo MOHYIUTH J0Ka3 KOJjU je HE3aBUCAH Ol
pemiema Tpehe Kommujese jennaunne.

Hoxka3 2: Crasmayhu na je x = y = 1 y jennauuny (4), nobujamo:

fO=fD? = fOFO-D=0 = fD=0v f(H=1

onakie ciuenu aa je f(1) = 1.
Taxobhe, ako je y = %3a x # 0, onna je

fO=ff™) = fx™H=Ff)™"

[IpernocTaBumo aa TBpheme Baxku 3a HeKo n > 0:

faxy - xn) = fle) f(x2) - f (xn).

Tana je uHaYKIKMjOM 3a N = 2 jegHadynHa 100po neduaucana. [IpermocTaBuMo ma
je nobpo nedunmCcaHa U 3a HEKO 2 < Ny < N.

f(x1x2 "'xno) = f(x)f(xz) f(xno)

Y JOKaXXMMO J1a B! U 32 ng + 1:

f(xlxz xnoxn0+1) =f ((x1x2 xno)xn0+1) =
= f(xlxz xno)f(xno+1) =
= flx)f (x2) "'f(xn)f(xn0+1)-

Axo craBuMO J1a je x; = x 3a Vi onga Baxu f(x™) = f(x)™.

m
Axo craBuMo 1a je x =yn, m,n € N,n # 0, oHga TBpheme BaXu M Ha CKYITy

paroHaIHuX OpojeBa:

m

fo™m=f (ﬂ)n = f (y%) = f(y)%.

Taxohe Baxu f (y_%) = f(y)_% nnaje f(y?) = f(y)?3acsakoy € R,,q € Q.

Ocrajo je jour ga goKa)xeMmo Ja TBphewme BaKu U Ha CKYITy UPAIlMOHIHUX OpojeBa.

Heka je r € R upauuonanan Opoj. Tama mocTtoju HU3 palMoOHaIHMX OpojeBa

(qn)nen TaxaB ga je lim g, = r. TBpheme Baxku Ha CKyIy palMOHAIHHX OpOjeBa,
n—oo

na je:
fOm) = fy)in,

a U3 HEeMPEeKUIHOCTH (pyHKIMje f cienu:

fON) = lim f(y) = lim f(y)* = f(y)".
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Ha kpajy, ako craBumMo 1aje y = a = const ux = a’, oHja 1001jamMo 00JIUK
byukuuje f:

f(0) = f(a)ose*.

Axoje f(a) = 1, onma je f(x) = 1. Axo je f(a) # 1, onna hemo nepunucaru
KOHCTaHTy ¢ TakBa 1a je f(a) = a® npu yemy je:

f(x)=x¢ c=+0.

Mpumep: Jla mu dysknmja sgn(x) Koja 3amoBosbaBa jeaHakoct sgn(xy) = sgn(x)sgn(y)
MO3KE OUTH peNIEH-e MPETX0AHE (PYyHKIMOHAIHE jeTHaYnHE?

Penreme:

Oyuknuja sgn(x) Huje HenpekuaHa ¢pyHkuuja. Hempekunnoct GpyHkKuMje je TIaBHU YCIIOB Aa
Oou QyHKOMja 3am0BoJbaBana 4deTBpTy KommwmjeBy jemnaumny. Ha ocHOBY Tora QyHKIHja
sgn(x) He MOke OuTH peniewme deTBpre KommjeBe jeqHavunHe.
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Kapakrepuszanuja HeKuX Kjaca paiiMoOHAJIHUX PyHKIHja

k

Moryhe je kapakTepucaTd X, 3a HEKE BPETHOCTH K, MOCeOHMM (yHKIIMOHATHUM

jenHauynHaMa;
Tephemwe 1: Henpekunna ¢pynkuuja f: R — R pememe je GyHKINOHATHE jeAHAYHHE:
FO+fONF@+f() =fu—yv) + fxv+yu) x,y,u,veR (5)

aKO M CaMO aKO BaXXu jel[HO O pCUICH:A:

1. f(x)=0
2. f() =3
3. f(x) =x2

Jloka3: AKO IpETIIOCTaBUMO 1a je f KoHcTaHTHA QyHKIM]a, Tj. f (X) = ¢ nobuja ce
4¢2=2c¢ & 2c(2c—1) =0 onaknejec = 0 ummc =%.

[MpernocraBumo na QyHKIMja f HUje KOHCTaHTHA (QyHKIHMja. AKO y jenHauuHy (5)
ctaBumo x = y = 0, Taja:

2f(O(f) +f() =2f(0) & 2f(OFW) +f(w)—1)=0.

Axo je f(0) # 0, Tana je 3a u = v,2f(u) = 1, na 6u ¢pynkumja f OuIa KOHCTAHTHA,
ITO je KOHTpamuknuja. Jlakie, 3a HekoHcTaHTHO perrerbe je f(0) = 0.

Axko y jennauuny (5) craBumo u = 1,y = v = 0 nobuja ce:
F@+FONFMD+F0) =f)+f(0) & fOfD)=fx = f()=1,

jep f HUje KOHCTaHTHA HyNa QyHKIH]a.

Axo cey jenHauuny (5) ctaBuu = v =1,x =0uy = —x Tajaje:
FO+ DO+ fD) =f) +f(=x) o 2f(=x) = f(x) + f(=x)
e f(=x)=f(x)

Ha OCHOBY uera 3akJbydyjemo ja je gpyHkuuja f mapHa. 30or mapHoctH (pyHKIHje f
JIOBOJBHO j€ ITOCMATpaTH CiIy4aj 3a MO3UTUBHE BPEJHOCTH apryMeHara.

Axko y jeanauuny (5) craumo y = v = 0 qoOuja ce 1a je 3a MO3UTHUBHE BPEIHOCTH X
uu:

F@) +FONFW +f(0) = flxu) + f(0) & fl)f(w) = f(xuw).

Ha ocnoBy YerBpte Kommjese jennakoctu, gnodujamo f(x) = x*. Tagajezax =y =
u=v>0

(x* +x)(x* +x%) = 0%+ (2x3)? © 4x24=2%?" o 2¢9=22 = q=2

35



DynKyUoHAHE jeOHauune eremMenmaprux QyHKyuja

OBa (yHKIMOHAJIHA jeJHAYMHA j€ KapaKTepu3alyja KBajapaTHe ¢yHKuuje. OmmTy
KkBaZpaTtHy GyHKIHU]y Moryhe je okapakrepucatu cienehom GyHKIIMOHATHOM j€THAYUMHOM:

Tephemwe 2: Henpekuana ¢pynkmnuja f: R = R je peniewe GyHKINOHATHE jeHAYHHE

fx+y)+f(x—y)=2f(x)+2f(y) 3a cBako X,y € R ako u caMo0 aKo je
f(x) =ax?*3anekoa € R. (6)

Jlokas: Axo y GpyHKIMOHaNHY jenHauunny (6) craumo y = 0 nobuja ce
)+ f(x) =2f(x) +2f(0) = £(0) = 0.
Axo craBumo x = 0 tazma je f(y) + f(—y) = 2f(0) + 2f (), 1.
f(=y) = f(y) na je pynxunja f napna pynxuuja.

Axo y jemnauuny (6) craBuMo 1a je x =y Taga je f(2x) = 2f(x) + 2f (x) = 4f (x).
CraBumo 2x ymecto x u x ymecro y. Tanma je f(3x) + f(x) = 2f(2x) + 2f (x) =
10f (x). doxaxumo unaykuujom na je f(nx) = n?f(x),n € N. [IpernocTaBumo 1a
TBpheme Baku 3a cBe MpUpPOAHE OpojeBe KOjU Cy MamK 01 N. AKO Y QYHKIHMOHAIHY
jemHaunHy (6) yMECTO X CTaBUMO NX W YMECTO Y CTaBUMO X W HCKOPUCTHMO
WHAYKIUjCKY MPETIOCTaBKY, J0OHjaMo:

f((n + 1)x) +f((n - 1)x) =2f(nx) +2f(x) =
fln+Dx) — (n=1)*f(x) = 2n*f(x) + 2f (x) = (n + 1*f (x)

U3 f(mx) = m?f(x) cnenu
f(x) :f(m%) = mzf(%) S f(%) =%f(x), m,n €N
MosxeMo 3aKJbY4HTH 12 je f (% x) = :L—zzf(x) 3aceen € Z,meN.

Hckopuctimo HenpekuaHocT ¢yHkuuje f. Heka Hu3 parmoHamnux 6pojesa (1,)nen
TEXH Ka X Kaga n — oo, Tana je:

fG = £ (Jimr) = lim £ (- 1) = (lim ()?) £(1) = 22 (1)

Axo craBumo n1a je f(1) = a nobuja ce TBpheme.
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Tepheme 3: Hexka je nenpexuana ¢pyukimja f: R¥ > R u neka f(x) — 0 kaga x — 0. Ako
jesacpako x,y > 0 f(xf(y)) = yf(x), Tanaje f(x) = 0 um f(x) = i @)

Noxka3: Hajnpe craBumo x =y = 1. Taza je f(f(l)) = f(1). Axo y jenHauuny (7) craBUMO
x=1uy = f(1) nobuja ce f(f(f(l))) = (f(1))%. Kama na 7neBy cTpaHy nBa
nyra npumennmo f(f(1)) = f(1), mobuja ce f(1) = (fF(1))* & fFFQ) -
1) = 0. Axoje f(1) # O onmaje f(1) = 1.

Axo y jenHauuHy (7) cTaBUMO X =y Taja je f(xf(x)) = xf(x), ma 3a cBako x
dyukuuja f npecnuka xf (x) Ha camor cebe. Jlakie, t = xf (x) je HEMOKpeTHA Ta4yKa
bynkiuje f. Axko mokaxemo naa je 1 jeauHa HemokpeTHa Tauka ¢yHKIuje f
nobuhemo xf (x) = 1.

Heka je x menokperna tauka dyakmmje f, 1j. f(x) = x u Heka je x > 1. Tama u3
f(xf(x)) = xf(x) cnemm na je f(x%) = x2. Ipumenom 1a je

F(x2f(x?)) = x2f(x?) u f(x?) = x2, nobuja ce na je f(x*) = x*, 1j. y onwrem
cydajy je f(x?™) = x?® 3an > 0. Ako je x > 1, Tama x¥ — 400 kaga k > +oo ma

6u tana u f(x*) Texuno 6eckonaunoctu. ITo mpernocrasiy f(x) TeXn HyIM Kaja x
TeKM OECKOHAYHOCTH Ta 3a X > 1 He moxe 6utn f(x) = x.

Hekaje 0 < x < 1 muekaje f(x) =x. U3 f(1) = 1)106I/Ijacef(§-x) =1.Axkoy

OBY jeIHAKOCT 3aMEHUMO 1a je X = f(Xx) u npuMeHUMO (pyHKIHOHAIHY jeIHAYUHY
(6), mobwuja ce:

i)l = 1)-

.1 . .
Jlobunu cmo na je ~> 1 memokpetHa Tauka (yHKIHUje f, a TO je Ha OCHOBY
MPEeTXO0JIHO J0oKa3aHor Hemoryhe. Jlakie, jeuHa HEMOKpeTHa Tauka QyHKIHje [ je

1 =xf(x). OnaBae cienu naje xf(x) =1 1j. f(x) = %

IMocaenuua: Tlperxomno TBpheme Ham maje Kapakrepusaudjy ¢yskuuje f:RY - R*

nedunucane ca f(x) = i
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Kapakrepusanuja TpMroHoMeTpujcKux QyHKIHja

Teopema 5 (Ilpsa lanamGepoBa jeanaxocr)®: Henpekunana peanna ¢pyukuuja f: R - R je
peneme (yHKIIMOHIHE jeTHaunHe

f+y)+fx—y)=2f()f(y) Vx,yER (8)

aKo M caMo aKo je 3a HeKO a € R Baxu:

1. f(x)=0
2. f(x) =cosax
3. f(x) =chax

Hoxka3s: [TocmaTpajMo agunroHe Gpopmysie KOCHHYyca 30upa U pas3iiuKe:

cos(x +y) = cosxcosy + sinxsiny
ch(x £ y) = ch(x) ch(y) £ shxshy

Axo y jennaunny (8) craBumo y = 0, nodujamo 2f (x) = 2f(x)f(0). Onatie cineau
f(x) =0 wm f(0) = 1. ¥ nacraBky hemo MCIHUTATH HETPUBHjAIHO pelieke. Kako
je oyukmuja f wenpexkuana ¢yukuuja u f(0) = 1, Tama mocroju € > 0 Tako nxa
f(x) >0,vx € [—¢,¢].

Crasspajyhu y jennauuni (8) aa je x = 0 Hamazumo

fO+f=)=2fOfQy) o f(=y»)=fO)

W3 oBora 3akibydyjeMo jaa je gykmnuja f mapHa ¥ jeauHO MMTO Tpeda je aa Hahemo

BpenHocTH 3a x > 0. IIpBo hemo oapeautu BpeaHoctu ¢(yHKIHMje f y Taukama
g &

€715 € [0, €]. Y oBuM BpeaHoCcTHMa cTaBuheMo 1a je y = X
2 _ 1+f(2x)
f? =1

3a x = ¢ 3namo 1a je f(&) > 0. Umu je f(e) < 1 wmm f(e) > 1. Ucniutahemo tipBu
Clly4aj jep 10 J0Kaza Apyror ciydaja Joja3uMoO Ha CiM4aH HauyuH. J[e(HUHUIITHMO

opoj 6, € [0, g] takas Ja je f (&) = cos 8y. AKO cTaBUMO X = %HanamMo

f(e)z _ 1+ f(e) _ 1 + cos 6, =c052% - f(f)=cos@

2 2 2 2 2

. &
IIomTo Cy 00a Mo3UTHBHA. 3aTI/IM, aKo J€ X = Z J0J1a3uMO 10

g bo
f(%)2=1+£(2)=1+c20520=C052%<:)f(£) 6o

. & 90
MosxeMo 3aKJbY4HTH Ja je f (z_n) =cos>; VnE€ N".

3 ®panmycku maremaruyap Jean le Rond d'Alembert 1717.-1783.
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Onpenuhemo BpenHoctu (yHKIHjEe f y Taukama %, m,n € N*. 300or Tora MopaMo

usahu Ban unrepBana [0,&]. 3a x = ny

f((n+1y) =2f)f ) - f((n = Dy).

. &
VY npeTxoaHy jeIHaKOCT CTaBUMO L. = 2,y = o

F(oe) = 2f () f (or) ~ £ (3) =

0, 0o 0,
=2 cosz—ncos o1 cosz—n =
36,
= COSZ—n

IpH YeMy je

cos(3x) = cos(2x + x) = cos(2x) cos x — sin(2x) sinx =

1 — cos(2x
= cos(2x) cos x — 2sin?x cos x = cos(2x) cosx — 2 %cosx =

= 2 cos(2x) cos x — cos x.

WNnave je

f (%) = cos nzl?lo.

Heka je x € R*. Bupamo nu3 Opojesa %,m,n € N'rakas ga je lim (g) =X
n—oo

T . l m _ X . .
anaje lim () = =, a kako je byHKIHja f HEMPEeKUaHA, CIEaN
n—-oo

0, N
f(x) = cos ?x X €R™.
6 .
Jebunummmo a = ?0 ¥ Ha OCHOBY NapHOCTH PyHKIH]jE [ ciaenn

f(x) = cos(ax), x € R.

Cnyuaj xana je f(€) > 1 nokasyjemo Ha ciuuan HaunH. Taga hemo u3abpatu HEKO
&y > 0 Tako n1aje f(€) = ch&,. ITonaBibajyhu Kopake q00HjaMo J1a je

f(x) = sh(ax), x €R.
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Teopema 6 (Ipyra lanaméepoBa jennaxocrt): Henpekunna peanna ¢ynkuuja f: R — R je
peniemne QyHKITMOHAITHE jeTHAYIMHE

fx+nfx—y)=fx)?*-f»)* Vx,y€ER 9

aKo M CaMoO aKo 3a HeKO a € R Baxwu.

1. f(x)=0
2. f(x) =sinax
3. f(x) =shax

Hanomena: [IperxoaHa jeaHauMHa MOXe OMTH 3anucaHa y oOIMKY:

FOfm = () -r(2) veyer 0

Hoka3: Tpusujanao pemiewe je f(x) = 0. Mcnurahemo na nu GyHKIMOHATHA jeIHAYUHA
uMa HeTpUBHjaHa peniema. [IpeTrmocTaBuMo aa MmocToju HEeKO Xy € R TakBo 1a je
f(xo) # 0. Caga Mmoxxemo aedunucatu GyHKIM]y g Ha cieaehr HauuH:

fx+x) — f(x —x0)

2f (xo) '
Ogaxko nepuHucana GyHKIMja g 3aBUCH OJ] BPETHOCTH IPOMEHJbUBE X. MehyTum,
oBo Huje TauHo. DyHKIMja g je He3aBUCHA O]l MPOMEHJbUBE X,. Heka je X,
NPOMEHJbUBA Yy K0joj je f (Xy) # 0. Onna nepunummmo cinenehe
fx+ %) — f(x — %)

2f (%) '
[Tokazahiemo ma je g(x) = G(x). 3ancra, MHOXEHEM U JCJbEEHEM JCCHE CTpaHE
jemHakoctu koja aebunuime ¢yakiuujy §(x) u mpumemyjyhu jemmaxoct (10)

gx) =

gx) =

no0ujamo:
5 (x) = fx+ %) f (xo) — fx — Xo)f (x0) _
7 2f (Fo)f (x0)
_f(x+f20+x0)2 _f(x+f20—x0)2_f(x—f§+x0)2+f(x—9?§ —xo)z

2f (%) f (o)

) [f(x+9?20+x0)2 _f(x+9220—x0)2] _ [f(x—f20+x0)2_f(x—fg—xo)z]
B 2f (Xo)f (x0)

:f(x+x0)f(fo) — f(x —x0)f (%) :f(x+xo) — f(x = xo) = 9(x)

2f Fo)f (xo) 2f (xo) g

®dynkuumja g(x) 3am0BosbaBa npBy JaaaMOepoBy jeIHAKOCT, OJAKIIE je:
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29(0)g(y) = 2 <f(x +x0) — f(x — xo)) <f(y +x0) — f(y — x0)> _

2f (xo) 2f (xo)
1
= 27 (xo) [f (x + x0)f (¥ + x0) — f(x + x0)f (¥ — %)
—fx—x0)f (v +x0) + fx —x0) f (¥ — x0)].

CraBumo j11a je:

x+y xX—y
= v = > x=u+v, y=u-—v.

U=—"Hr=7

Tana je:

2f(1x0) fu+v+x)f(u—v+xy) —flu+v+xy)f(u—v—=x)
—flu+v—x)f(u—v+x)+fut+tv—x))f(u—v—1x)] =
1
=m[f((u+xo) +0)f((w+x0) —v) = flu+ @+x0)f(u— (v +x))
—flu+ @ —=x))f(u— (v —2x0)) + f((u—2x0) +v)f((u—xp) —v)]

Hckopuctuhemo jenmnauuny (9) u 3ammucaté HOBU OOJIMK JIECHE CTpaHE MPETXOIHE

29(x)g(y) =

jemHaunHe:
2g(x)g(y) =
_futx0)® — fW)? = fFW)* + W +x0)* = fW)? + f(v = x0)* + f(u — x0)* — f()*
2f (x0)
_ fQu+x0)f(xo) = f2v + x0) f(x0) — f(2v — x0) f (x0) + f(2u — x0) f (x0) _
2f (x0)
=f(2u+x0) — Qv +x0) — f(2v — x0) + f(2u — xp) _
2f (xo)
fQutxy) - fQRu—x) | fQv+xy)—f(2v—xp)
- 2 Cxo) 27 Cxo) = g(au)+g(2v)
AIIH

29(x)g(y) =glx+y) +gx—y).

Kako je g Henpekuana ¢pyHKuHMja, cIeIu 1a je

glx) =0, g(x) = cos(bx), g(x) = cosh(bx)
Cana hemo ce mpebanuTti Ha PyHKUH]Y f:

fx+y)—flx—y)=2f)gk),
3a cBako X € R u 3a cBako y € R tako aaje f(y) # 0.
Axo je g(x) = 0, onpa je
fx+y)—flx-y)=0>=fx+2y)=f(x) = f(Q2y)=/(0).

W3 osora ce Buau aa je f(0) =0 ma je u f(x) = 0. OBo penieme ce HE MOKE
pasmarpartu 300T MOYeTHE MPETIOCTaBKe (pa3MaTpaMo HETPUBHjaTHA PEIICHA).
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Axo je g(x) = cos(bx), onna je:
fx+y) = f(x —y) = 2f (y) cos(bx).
3a x = 0 HamasuMo 1a je:
fO)—f=»=2f@) = f(=y)=—-fO).
Opate je:
fx+y) = f(x—y) =2f(y)cos(bx). (11)

[ToTpebHo je na pemumo GyHKIMOHANHY jeaHadnHy (11). Axo ctaBumo x = 0uy =6,
tanga je f(0) + f(—0) = 2acos 6 rue je a = f(0).

Axko cTaBumo x = 6 + % ny = %yjez[HaqHHy (11), Tanma je

f@+m)+f(6) =0.

Ha xpajy, ako craBumo x = %I/I y=0+ % y jennaunny (11), Tana je
f@+m)+ f(—0) =—2bsinf

rae je b=f (g) Kana pemmmo cucteMm o Tpu jenHauuHe ca Tpu HemosHate f(8),

f(=6) u f(6 + m) mobujamo pememe f(6) = asinx + b cosx ma je Ha OCHOBY TOra
pememwe jemnaunne (11) f(x) = Asin(bx) + B cos(bx) 3a cBako X,y € R. Opnariie
cienu 1a je f(x) = Asin(bx) xonauan pesysrar. Ha ciimuan HauuH OKas3yjeMo Ja je

f(x) = Ash(bx)
3a g(x) = ch(bx).

IIpumepu:
1. Hekacy f, g: R = R dyHKmje, pa3nuuure o1 KOHCTAHTH 32 KOj€ BaXKH:

L fx+y)=f)gy)+g0f ()
2. glx+y)=gx)gly)— f(x)f(y) 3acsakox,y € R.
Hahu cBe moryhe Bpennoctu f(0) u g(0).

Pememe:

3amenoM za je x =y = 0 gobujamo ma je £(0) = 2£(0)g(0) u g(0) = (g(0))? — (f(0))2.
Axo je f(0) # 0, ouma je g(0) = % MehyTtum, Taga u3 Apyre penanuje aodujamo aa je
(f(0)? = — i mto je kouTpaaukimja. Jaxie, f(0) = 0. Omner, u3 apyre penamuje q00ujamMo

na je g(0) =0 wm g(0) = 1. Axo je g(0) =0 onma je f(x) = f(0)-0+g(x)-0=0.
Ito 3naun na je g(0) = 1. HajnosHatuje QyHKIMje KOje 3a10B0JbABAjy YCIOBE 3aaTKa Cy
f(x) =sinx u g(x) = cos x.
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2. Pemntu ¢yukimonanny jenHauunny f(x +y) + f(x —y) = 2f(x) cosy rae cy x,y € R,
f:R - R.

Pememe:

Bameaom maje x = 0,y = t;x = % +ty= %;x = g,y = g-&- t nobujamMo jeTHaAYHHE:
f(t) + f(—t) = 2acost

fm+)+f@) =0
fmr+t)+f(—-t) = 2bcos(§+t) = —2bsint

raeje f(0) =auf (g) = b. Onatie nako cienu na je f(t) = acost + bsint.

3. Hahu cBe ¢pynknmje f, g: R — R koje 3a/10BoJbaBajy cienehn (yHKIMOHATHY jeHAYHHY

sinx +cosy = f(x)+f(y) +gx) —gy).
Pememe:

sinx+cosx

V3umajyhu na je x = y nobujamo naa je f(x) = . 3aTuM je

sinx — f(x) — g(x) = f(y) — g(y) —cosy.
JleBa CTpaHa HC 3aBHCHU O Y, a I€CHA O X IIa cy 066 CTpaHC KOHCTAHTHC. CJ'IGI[I/IZ

g(x) = Sinx_f(x) + C,Tj.g(x) :Sinx—%_l_ C.
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Teopema 7: Henpexuane peanmne ¢yaknuje f:R—> R u g:R—> R cy peuema
(YyHKIHMOHATHE jeHAYNHE

fx—y)=f@)f(y)+g(x)g(y) 3acsako x,y € R ako u camo ako je  (12)

1L.f(x)=c gx) =+c(1—-c) 0<c<1
WJIH je
2. f(x) = cosax g(x) = sinax 3a HEKO a € R.

JHoxka3s: Heka je f(x) = ¢ xoncrantHa ¢ynkimja. Taga je g(x) = /c(1 — ¢) npu uemy je
¢ = 0 jep y cynporHoM QyHKIIHja g HE OH ITOCTOjaja.

[IpernocraBumo na gyHKIMja f HUje KOHCTaHTHA QYHKIHja. AKO Y (QYHKIIMOHAIHY
jennaunny (12) 3aMEeHHMO MeCTa IPOMEHJBUBO] X U Y J00HjaMo:

fO==fWf&X)+g»gx) =f)f)+9x)gly) =flx—y)

Axo craBumo y = 0 nobuja ce f(—x) = f(x), 1j. byHkumuja f je mapHa QyHKIHja.
Axko 6u u ¢yHKIMja g Ouia nmapHa, OHAa OM BaKUIIO

fx+y)=fx— (=) =FOf )+ gx)g(=y) = fFOIfF ) + g(x)g(y) =
flx—y).

Kana ce y oBy jemHakocT cTaBu y = ;—C, nobwuja ce 3a cBako X € R

e =fG+3)=rG-3)=ro=c

na 6u ¢yHkumja f Owmna KoHCTaHTHa (yHKIMja, IITO je KOHTpaaukuuja. Jlakie,
¢yHKIM]ja g HE MOXe OMTH nmapHa QyHKIHja.

300r mapHocTH QyHKIHjE f BaXH J1a je:

fa—-y)=f(-x—-y)=f(—x— () = fF0)f (=) + g(—x)g(-y) =
ff)+g9(=x)g(—y).

AKo caja oxy3MeMo noja3Hy jeaHaunny (12) u ctaBumo y = x npobuja ce:
2
g9 =g(-0g(=y) = (GE)N*—(9(-x)) =0
Kana ce daxropuie n uckopuctu aa pyHkija g Huje napHa GyHkuja, 1oomja ce:
(@) =g +g(=x)) =0 = g(=x) = —g(x)
TJ. byHKIMja g je HenmapHa QyHKIH]a.

Cana ce emumunuire ¢pyaknuja f. @ynknmja [ je mapHa, a GyHKIH]ja g je HemapHa,
ma je:

f+y)=flx— (=) =fOf(») + 9@ g(=y) = fF()f(¥) — g(x)g).

Kana ce oBa jenmnakoct cabepe ca mosazHoMm jeaHadnsoMm (12), mobuja ce aa je:
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fx+y)+ f(x—y) =2f(x)f(y). Ha ocuoBy Ilpse [lamambepoBe jeqHAKOCTH
Baku 1a je f(x) =0 wm f(x) =1, kamajea =0, wmje3a a # 0 f(x) = cosax
wi f(x) = chax. KoncrantHa pemema cy Beh oapehena m Tpeba BHAETH KOje
HEKOHCTAaHTHO PELICHE 3a/10B0JbaBa MOJIa3HY jenHauuHy (5).

[Mocnenunia nenpanoctu pyukmuje g je g(—x) + g(x) =0 = g(0) = 0 kanma ce
ctaBu 1a je x = 0. Ako y nmosia3Hy jenHauuny (5) craBumo aa je y = 0, nobuja ce:

f)=fEf(0) & f)(1-/(0)=0

®dynkiuja f Huje koucrantHa ma je f(0) = 0. Ako ce y monasHy jeaHauuny (5)
CTaBH Ja je y = X Taja je:

FO))*+ (@) =f0=1 = |f(x)I<1 = f(x)=cosax, a=#0.
Tana je
(9(x))? =1 — cos?ax = sin?ax & (g(x) + sinax)(g(x) — sinax) = 0,

na je g(x) =sinax wm je g(x) = —sinax. Y xapyrom ciydajy ce wuzabepe
HETaTHBHO @, jep TO HEe yTHYe HAa KOCHHYC 300T MapHOCTH.
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Pemienu 3apanu

VY oBom neny hemo matu Heke mpumepe Koju he MiIycTpoBaTH MPUMEHY MPETXOJHUX
TeopeMa y pemniaBamby (QYHKIMOHAIHUX jeAHAYWMHA. 3ajalll Cy MPHUKYIUbEHH ca pa3HUX
TaKMHUEeHa IKUPOM cBeTa. BehnHa 3aaTaka cy cpeliibu 10 TeKUHH UITH CIIOKEHU] .

1. Axoje f(x + 3) = x? + 8x + 16 onpemutu f (x) 3a cBako x € R.

2. Axoje f(x — 1) = 2x — 3 onpenutu f(f(x? — x + 1)) 3a cBaxo x € R.

3. Hahu cBe ¢pynkumje f: R\{0} - R xoje 3a10BospaBajy jeanakoct f(x) + 3f G) = xi

2
4. Onpenutu cee pyrkumje f: R - R takse naje x?f(x) + f(1 — x) = 2x — x*.

5. Hahu cBe ¢ynkumje f:R — R TakBe na 3a mpousBoJbHE BpeOHOCTH X,Y € R Baxu
jemnaxoct f(x —y) = f(x) + f(y) — 2xy.

6. Hahu cee ¢ynkuuje f:R — R xoje 3amoBosbaBajy jemHakocT 2f(x +7y) + 6y3 =
flx+2y)+x3Vx,y €R.

7. Hahu cBe ¢pynkuuje f: R — R takse na je f(f(x)? + f(y)) = xf(x) + y 3a cBako x,y €
R.

8. JencenoBa’ (pynkuuonanna jennauuna: Haj mosbeM panvoHanHux GpojeBa OJpEIuTH
cee ¢pyuknuje f: Q — Q Koje 3amoBosbaBajy jennakoct f(x) + f(y) = 2f (x;r—y)
9. Hahwu cBe ¢pynknmje f: Q — Q koje 3a/10B0JbaBajy GyHKIIMOHAIHY jeAHAYHHY

fX)+f(@) =f()+ f(z) 3a cBe panmonanne OpojeBe x <y < z < t koju (hopmupajy
APUTMCTUYKHU HUS.

10. Han nosbeM peasiHux OpojeBa pelMTH (yHKIIMOHAIHY jeAHAYHHY
=NfG+y) =+ yfx—y) =4xy(x? —y?).

11. Hahu cBe dynkmuje f: R — R TakBe 1a 3a cBako X,y € R Baxu

fle+y)=FOfOf ().

12. Hahu cBe dynkmuje f: R — R TakBe 1a 3a Mpou3BOJbHE X,y € R Baxu:

x2f(y) + yf (x?) = f(xy) + a, r1e je a peannu napamerap.

4Tanckm matemarmaap Johan Ludwig Jensen 1859.-1925.
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Pemema

1. Yeemhemo cmeny t = x + 3 oxmakie je x =t — 3. Bpahajyhu ce y noueTHy jenHadnHy
BaXHU:

fO=0—-3)>+8(t—-3)+16=t*—-6t+9+8t—24+16=t>*+2t+1=(t+1)?
fl) = (x+1)°

2. YBemhemo cmeny t = x — 1. Tana

x=t+1
f®)=2(t+1)—-3=2t+2-3=2t—1
fx)=2x-1

fx?=—x+1)=2(x>—-x+1)—-1=2x2-2x+2—-1=2x?—-2x+1
fFfx?—x+1)=2x?—2x+1)—1=4x? —4x+2—-1=4x2 —4x + 1

1 :
3. Ako ymecto ~ CTaBUMO X no0ujamo:

f (i) + 3f <%> =x? = 3f)+f G) = x? JMaMo CHCTEM JBE jeJHAYMHE Ca JIBE

HCIIO3HATC:

-

o3y ()-4

37+ £ ) )

Xz S

1 f
—8f(x) = =3x* +
3x2 1

f(x)=?—@ )
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4,
2f)+fA-x)=2x—x* = f(l-x)=2x—x*—x*f(x)

cmMeHax - 1 —t
A-0*fA-0+f1-1-0)=201--1Q-0*
A-0)?Qt—t*—t’fO)+fO) =21 —-t) — (1 —t)*
A-?Qt-tH-A-**fO+fO=20-t) -1 -t)*
fON-?A-0%1=21-) -1 -*- A -0*@2t—t*)
fON-t*A-)*=0-2-1-t)° -1 -2t —t)]

L=f®)[1—-t3(1-2t+t?)]

L=ft)(1—-t*+2t3—t%
D=(1-0)[2—-(1-3t+3t2—1¢3) — (2t —t* = 2t3 + t°)]
D=(1-0)[2-1+3t—3t2+t3 -2t +t*+2t3 -t
D=(1-t)A+t—t>2+t3+t*—1t>)

D=1-t)A+t)(1 —t>+2t3 -t

L=D = f()A—-t?+23—-tH =0 -0)A+t)(A —t>+2t3 -t
fO=Q-)@+t)ul—-t*+2t3—-t*#0
fX)=1-x?u2-3x+2x>+x3—x*#0

5. CmenoMm g(x) = f(x) — x2. Tana nobujamo:

gx=y)=flx=y)—x=y)?*=f)+fy) —2xy —x* —y* + 2xy
gx =) =f@)+f) —x*—y*> =f(x) = x*+ f(y) —y*
gx—y)=gx)+gQ)

Axojex =y = 0 onma je g(0) = 0.
Axojex =youmaje 0 =g(0) =gx)+gkx) =2g(x) = g(x)=0.

Omapae cnemu 1a 0 = g(x) = f(x) —x? = f(x) = x? 3a710B0JbaBa yCIIOBE 33/1aTKA.

6. Axo craBumo n1a je y = 0 Baxu:

2f() =f(x)+x* = f(x)=x°
flx+y)=(x+y)>3=x3+3x2y+3xy2 +y3

flx+2y) = (x+2y)3 =x3+ 6x%y + 12xy? + 8y3

2x3 4+ 6x2%y + 6xy% + 2y3 + 6y3 = x3 + 6x%y + 12xy% + 8y> + x3
2x3 4+ 6x2%y + 6xy? + 8y3 = 2x3 + 6x%y + 12xy2 + 8y% = 6 =12

JleBa u necHa CTpaHaje,Z[Ha‘-II/IHC HHUCY jCI[HaKC Ima caMyUM THUM U jC,Z[Ha‘-II/IHa HEMa pCUHICHC.

7. ®yukuuja f(x) = x je jemHo pememe QyHKIHOHATHE jeqHaunne. MehytuMm, (yHKIHja
f(x) = —x je Takolje pereme gaTe GyHKINOHATHE jeJHAYNHE.
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8. Axo ox sieBe u necHe ctpane jenqHakoctH f(0), nodujamo cinenehy jemHakocr:
(FG) = FO) + (FO) = £0)) = 2(f (22) - F(O).

Heka je g: Q — Q dyukuuja nedunucana ca g(x) = f(x) — £(0) (13). Taga nobujamo:

gx)+gly) =29 (%), Tj. n10o0MjaMO KCTy (YHKIMOHATHY jeHAYUHY Ka0 Ha IOYETKY
3ajaTka, anu 3a Kojy 3Hamo ma je g(0) = 0. Axo crasumo (x,y) = (t,0) mobujamo
gt) =2g G) Axo crasumo (x,y) = (1,2) mobujamo g(1) + g(2) = 2g G) Ako y

HOCIIeIibY jeIHaKOCT yBeaemo g(t) = 2g G) nobujamo:

9@ + 9 =29 () = gx +y) (14)

ollakiie 3akJbyuyyjeMo aa (yHKuMja g 3amoBosbaBa mpBy KomujeBy jeaHauuny. Pemieme
byukiuonansae jeanaunne (14) je g(x) = cx rae je ¢ € R, ¢ = const. Kana ce Bparumo y
jemnaunny (13) f(x) = cx + arne je a = f(0) € R je peuewne 3a1aTka.

9. 3anummMo NMOYeTHY jeqHaunHy y cienehem oomuky
f@+f(a+3d)=f(a+d)+ f(a+ 2d)3anexod > 0.

Axo y oyHkumjy f ymecro a craBumo a —d pobujamo: f(a —d) + f(a+ 2d) = f(a) +
f(a + d). Cabupamem nmociensbe ase jennaunne Baxu: f(a —d) + f(a+ 3d) = 2f(a + d)
3a cBako a € Q,d >0 u pame mnpumewyjyhu JeHceHOBY (YHKIMOHAIHY jeHAUUHY
T0JIA3UMO JI0 pelleHba.

10. CraBumo a=x+y,b=x—y. Tama je x2—y?=ab, 2x =a+b, 2y =a —b.
Jlo6ujamo HoBy jennauuny bf (a) — af (b) = ab(a? — b?). Akojea=b =0onmaje 0 =0
IITO HAM He Jaaje pememe. Ako je a = 0 onpa je bf(0) = 0 ma je £(0) = 0. [IpermocraBuMO
naje a,b # 0 1 ako jeJHaKOCT MOJIEMMO ca ab 1o0ujamo:

@ f®)_ 5 e o f@ B
a

—_ h2 2
" 5 a b b b

f(a)
a
je pelieme GYHKITMOHATHE jeJHAYNHE 32 HEKY KOHCTAHTY C.

AKoO cTaBUMO J1a je — — a? = ¢ 3a HeKy KOHCTaHTy ¢ kagroxje a # 0, 1j. f(x) = x3 + cx

11. 3amenom ga je x =y = 0 mobujamo ma je f(0) = (£(0))® onaxne je f(0) =0 wm
f(0) =—1wmmje f(0) = 1.

1. Ako je f(0) = 0 taga 3amemyjyhu na je y = 0 mobujamo f(x) = 0.
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2. Tlocmatpajmo cayuaj f(0) = +1. Axo 3amenumo y = —x mgobujamo f(0) =
F)f(—x)f(—x?). Cnenu na je f(x) # 0 3a cBaku peanan 6poj x. Jlasbe, 3amMemyjyhu x ca
x —1uy =1 nobujamo:

fO) =flx—1D*f (D)
fle=1) = fOf(=Df(=x)

Hame je f(x)= (f(x)f(—l)f(—x))zf(l),f(x)(f(—x))z =cC THe je ¢ KOHCTaHTa
pasnuuura oxn 0. 3amemyjyhu x ca -x mobujamo: (f(x))?f(—x) = c. 3axipyuyjemo na je
fx)=Ff—(@) 1. f(x) =3Vc=3/f(0).3a f(0) =1 umamo f(x) =1, a3a f(0) = —1 je
f(x) = —1. Jlakie, jennaunna uma tpu pememsa f(x) =0, f(x) = 1u f(x) = —1.

12. 3amenom x =y =1 mobujamo 2f(1) =f(1)+a, 1. f(1) =a. 3a x=1,y=-1
umamo f(—1) —f(1) = f(=1) +a, 15. f(1) = —1. lakie, jeAHaunHa HEMa pelICHa 3a
a # 0. Heka je a =0. Kako cmo Beh mobmmu nma je f(1) =a =0, samenumo y = 1.
Jlobujamo:

fD)+1-f(x®)=f)+a, 1. f(X)(x?+x—1)=0. Axo je x2+x—1+# 0 ouga
f(x) = 0. Heka je x; pememe kpaapaTHe jemHaunHe x2 +x — 1= 0. U3 f(x2) = f(x,)
no0ujaMo J1a je jeIMHO peliee GyHKIMOHAHE jeIHaYMHe Hyla QyHKIHja.
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