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Apstrakt

U ovom radu su definisane rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera Sn+1(c) po
uzoru na definicije rotacionih hiperpovrxi u realnim prostornim formama krivine
c u radu [9]. Prouqena su i osnovna svojstva ovih rotacionih hiperpovrxi i analizi-
rani su glavni pravci i dve razne glavne krivine od kojih je jedna kodimenzije jedan.
Skre�e se pa��a na prirodno definisanu strukturu uvrnutog (warped) proizvoda. Na-
vedeni su neki od dovo	nih uslova da proizvo	na hiperpovrx sfere x : Mn ↪→ Sn+1(1)
bude rotaciona. Date su analize parametrizacije rotacionih hiperpovrxi konstantne
sred�e krivine, posebno minimalnih i pokazano je da su koordinatne funkcije koje
definixu hiperpovrx rexe�a nelinearne diferencijalne jednaqine. U nekoliko spe-
cijalnih sluqajeva data su i neka od rexe�a. Izlo�en je dokaz iz [19] da su jedine
kompaktno ulo�ene minimalne n−dimenzione rotacione hiperpovrxi jediniqne sfere
Sn+1(1) sfere Sn i Klifordov torus Sn−1

(√
n−1
n

)
× S1

(√
1
n

)
, xtavixe, osla�aju�i se

na rad [15], pokazano je da su jedine kompaktno ulo�ene n−dimenzione rotacione hi-
perpovrxi jediniqne sfere Sn+1(1), qija je normalizovana m−ta simetriqna funkcija
glavnih krivina (1 ≤ m ≤ n− 1) jednaka nuli, Sn−1

(√
n−m
n

)
× S1

(√
m
n

)
i sfere Sn.

K	uqne reqi: rotacione hiperpovrxi, vixedimenzione sfere, ulo�ene hiperpovrxi,
minimalne hiperpovrxi, konstantna sred�a krivina



Abstract

In this paper, rotational hypersurfaces of (n + 1)−dimensional spheres Sn+1(c) are defined
using the definition from [9] of the rotational hypersurfaces in the space forms of constant cur-
vature c. General properties of such hypersurfaces are studied and their principal directions
are analysed as well as their two principal curvatures where one of them has at least multi-
plicity n − 1. It is shown that such rotational hypersurfaces have naturally defined warped
product structure. Some sufficient conditions for an arbitrary hypersurface x : Mn ↪→ Sn+1(1)
to be a rotational surface are given. Parametrization of the rotational hypersurfaces with con-
stant mean curvature are analysed, in particular the minimal ones. A non-linear differential
equation that yields these hypersurfaces is determined. In few special cases the equation is

solved. It is shown that Clifford tori Sn−1
(√

n−1
n

)
×S1

(√
1
n

)
and round geodesic spheres Sn

are the only compact minimal embedded rotational hypersurfaces in the unit sphere Sn+1(1)

using [19]. Furthermore, it is proven in [15] that Sn−1
(√

n−m
n

)
×S1

(√
m
n

)
and round geode-

sic spheres Sn are the only compact n−dimensional embedded rotational hypersurfaces with
Hm = 0 (1 ≤ m ≤ n− 1) in the unit sphere Sn+1(1).

Keywords: rotational hypersurfaces, n−dimensional spheres, embedded hypersurfaces, mi-
nimal hypersurfaces, constant mean curvature
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Rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera Nataxa Dobrijevi�

Predgovor

Osnovna ideja ovog rada je da se proxiri klasiqna definicija rotacionih povrxi u trodi-
menzionom euklidskom1 prostoru R3 na hiperpovrxi (n+ 1)-dimenzionih sfera Sn+1(c), realnih
prostornih formi sa konstantnom krivinom c > 0. U radu [9] autori do Karmo2 i Dajqer3 su defi-
nisali rotacione hiperpovrxi u realnim prostornim formama krivine c proizvo	ne dimenzije,
fokusiraju�i se prvenstveno na hiperboliqke prostore.

U §1 navedene su definicije osnovnih pojmova diferencijalne geometrije kao i neka od osnov-
nih tvr�e�a koja su znaqajna za da	i rad. U §2 je data definicija rotacionih hiperpovrxi
vixedimenzionih sfera Sn+1(c) i obra�ena su �ihova osnovna svojstva. Bez uma�e�a opxto-
sti, u nastavku se posmatraju jediniqne vixedimenzione sfere (c = 1). Jedan od ci	eva ovog
rada je da se prona�e �ihova eksplicitna parametrizacija. Grubo govore�i, nastaju pomera�em
(n − 1)-dimenzionih umbiliqkih podmnogostrukosti Σ ⊂ Sn+1(1) du� odre�ene krive. Razne po-
zicije podmnogostrukosti Σ se nazivaju paralele rotacione hiperpovrxi. Analizirani su glavni
pravci i glavne krivine ovih hiperpovrxi i pokazano je da postoje dve razliqite glavne krivine
λ i µ, od kojih je jedna kodimenzije jedan. Bixop4 i O'Nil5 su u [2] pokazali da se kod nekih mno-
gostrukosti jav	a na prirodni naqin definisana struktura uvrnutog proizvoda, xto je i sluqaj
i sa ovim rotacionim hiperpovrxima i to �e biti pokazano.

Identifikova�em odre�enog svojstva u formi f(λ, µ) = 0 postav	ena je diferencijalna jednaqi-
na koja odre�uje familiju rotacionih hiperpovrxi sa tim odre�enim svojstvom. Konkretno u ovom
radu, postav	ene su obiqna diferencijalna jednaqina drugog reda za rotacionu hiperpovrx kada
je poznata normalizovana m−ta simetriqna funkcija glavnih krivina (1 ≤ m < n) i diferen-
cijalna jednaqina prvog reda kada je sred�a krivina konstantna. Uopxteno, za svaku rotacionu
hiperpovrx Mn postoji jedno-parametarska familija razliqitih rexe�a.

Neki dovo	ni uslovi da proizvo	na hiperpovrx x : Mn ↪→ Sn+1(1), za n ≥ 3, bude rotaciona
hiperpovrx izlo�eni su u §3. Pokazano je da ako za glavne krivine k1, ..., kn ove hiperpovrxi
va�i k1 = ... = kn−1 = −λ 6= 0, kn = −µ = −µ(λ) i λ− µ 6= 0, tada je x(Mn) sadr�ana u rotacionoj
hiperpovrxi, xto je zak	uqak do kojeg su doxli autori u [9]. Ovo tvr�e�e ne va�i za n = 2
i predstav	a uopxte�e rezultata za minimalne hiperpovrxi do kojeg je doxao Otsuki6 u [19].
Posledica ovog tvr�e�a je da je konformno ravna hiperpovrx x : Mn ↪→ Sn+1(1) za n ≥ 4, za koju
va�i µ = µ(λ), λ 6= 0, λ − µ 6= 0 sadr�ana u rotacionoj hiperpovrxi. Jedan od dovo	nih uslova
bavi se hiperpovrxima x : Mn ↪→ Sn+1(1) koje su invarijante l−parametarske grupe izometrija
sfere Sn+1(1). Pokazano je da ako l uzima maksimalnu dozvo	enu vrednost tada ili x ima dve
glavne krivine λ i µ, od kojih je jedna kodimenzije jedan ili je x sadr�ana u izoparametriqkoj
familiji sfere Sn+1(1).

Interesantna su pita�a klasifikacije i karakterizacije posebnih familija rotacionih hi-
perpovrxi. Deloni7 je 1841. godine opisao klasu povrxi u euklidskom prostoru koje predstav	aju
prve primere povrxi, osim sfere, sa konstantnom sred�om krivinom. On ih je opisao kao rotaci-
one povrxi kotr	a�a konika. U §4 razmatraju se rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera
sa konstantnom sred�om krivinom kao uopxte�a Delonijevih povrxi u trodimenzionom prostoru.
U ovom poglav	u se razmatra par specijalnih sluqajeva rotacione hiperpovrxi sa konstantnom
sred�om krivinom, rotaciona hiperpovrx sfere Sn+1(1) kada je prvi integral diferencijalne
jednaqine koja odre�uje ovu povrx jednak nuli i minimalne rotacione hiperpovrxi S3.

Klasifikacijom kompletnih rotacionih hiperpovrxi sa konstantnom skalarnom krivinom u
prostornim formama bavila se Leite8 u radu [13]. Nexto kasnije, Palmas9 je u [21] obradio rota-
cione hiperpovrxi sa konstantnom normalizovanomm−tom simetriqnom funkcijom u prostornim
formama. Pokazao je da postoji dosta imerzovanih (potop	enih) kompaktnih rotacionih hiper-

1Euklid iz Aleksandrije (4.vek p.n.e.) - antiqki matematiqar
2Manfredo Perdigo do Carmo (1928 { 2018) - brazilski matematiqar, dao znaqajan doprinos na po	u diferencijalne

geometrije.
3Marcos Dajczer - brazilski matematiqar argentinskog porekla, bavi se prouqava�em geometrije i topologije.
4Richard Lawrence Bishop - ameriqki matematiqar
5Barrett O’Neill (1924 – 2011) - ameriqki matematiqar
6Tominosuke Otsuki - japanski matematiqar
7Charles Eugne Delaunay (1816 – 1872) - francuski astronom i matematiqar, �egova izuqava�a lunarnog kreta�a

su doprinela razvoju teorije kreta�a planeta i matematici.
8Maria Luiza Leite - brazilska matematiqarka
9Oscar Palmas - meksiqki matematiqar

4



Rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera Nataxa Dobrijevi�

povrxi sfere Sn+1. U svojim radovima, poqevxi od [19], Otsuki se bavio ulo�enim rotacionim
minimalnim hiperpovrxima sfere Sn+1(1). Sa drugog gledixta, Brito10 i Leite su u [3] tako�e
razmatrali ulo�enost kompaktnih minimalnih rotacionih hiperpovrxi. Interesantno je pita�e
da li postoje jox neke n−dimenzione kompaktno ulo�ene rotacione hiperpovrxi od Sn+1(1) koje

imaju Hm = 0 (1 ≤ m ≤ n − 1) osim sfera Sn i Rimanovog proizvoda Sn−1(
√

n−m
n ) × S1(

√
m
n ).

Poglav	e §5 daje odgovor na ovo pita�e i predstav	a rezultate do kojih su doxli Li11 i Vei12 u
radu [15].

Posebno se zahva	ujem svom mentoru prof. dr Miroslavi Anti� i qlanovima komisije prof.
dr Tijani Xukilovi� i prof. dr Sr�anu Vukmirovi�u na pomo�i i sugestijama.

10Fabiano Britto - brazilski matematiqar
11Haizhong Li - kineski matematiqar
12Guoxin Wei - kineski matematiqar
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Rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera Nataxa Dobrijevi�

1 Uvod

Pre nego xto definixemo rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera, realnih prostor-
nih formi pozitivne krivine, navedimo neke osnovne pojmove i tvr�e�a koja �emo koristiti u
da	em radu.

Definicija 1.1. Neprekidno bijektivno preslikava�e topoloxkih prostora f : U → V takvo
da je inverzno preslikava�e f−1 tako�e neprekidno se naziva homeomorfizam. Ka�emo da su U
i V homeomorfni ako postoji homeomorfizam iz U u V .

Definicija 1.2. Topoloxki prostor M je n−dimenziona topoloxka mnogostrukost ako
zadovo	ava slede�e uslove:

1. M je Hauzdorfov13 topoloxki prostor tj. za svaki par razliqitih taqaka p, q ∈ M
postoje disjunktni otvoreni podskupovi U, V ⊂M takvi da p ∈ U i q ∈ V .

2. Postoji prebrojiva baza topologije na M.

3. Za svaku taqku p ∈M postoji �ena okolina U ⊂M i homeomorfizam φ koji slika U u neki
otvoreni podskup od Rn.

Datu mnogostrukost oznaqavamo i sa Mn. Ure�eni par (U, φ) nazivamo lokalnom kartom

ili lokalnim koordinatnim sistemom mnogostrukosti Mn, a preslikava�e φ−1 lokalnom
parametrizacijom. Skup lokalnih koordinatnih sistema {(Uα, φα) | α ∈ A} takvih da va�i⋃
α∈A Uα = M zovemo atlasom.

Napomena 1.1. Za topoloxki prostor koji poseduje atlas ka�emo da je lokalno euklidski.
Neke od definicija mnogostrukosti podrazumevaju da jeM lokalno euklidski topoloxki prostor.

Neka je (U, φ) jedna karta mnogostrukosti Mn i neka su πi : Rn → R, i = 1, ..., n koordinatne
projekcije tj. πi(x1, ..., xn) = xi. Kompozicija xi = πi|φ(U) ◦ φ : U → R koja slika svaku taqku
p ∈ U u i−tu koordinatu �ene slike φ(U) zovemo koordinatnim funkcijama ili lokalnim
koordinatama.

Definicija 1.3. Neka je A = {(Uα, φα) | α ∈ A} atlas n−dimenzione topoloxke mnogostrukosti
Mn takav da je za svake dve �egove karte (Uα, φα) i (Uβ , φβ) preslikava�e

φβ ◦ φ−1α |φα(Uα∩Uβ) : φα(Uα ∩ Uβ)→ φβ(Uα ∩ Uβ)

difeomorfizam klase C∞. Tada je A diferencijabilni atlas klase C∞.

Unija dva diferencijabilna atlasa je tako�e atlas, ali ne mora biti diferencijabilan. Uko-
liko je unija dva diferencijabilna atlasa tako�e diferencijabilni atlas, ka�emo da su ta dva
atlasa ekvivalentna. Unija svih ekvivalentnih atlasa koji zadaju datu strukturu se naziva
maksimalni diferencijabilni atlas mnogostrukosti.

Definicija 1.4. Topoloxka mnogostrukost zajedno sa klasom ekvivalencije diferencijabilnih
atlasa je diferencijabilna mnogostrukost.

Neka su M i N diferencijabilne mnogostrukosti. Preslikava�e f : M → N je neprekidno
preslikava�e ako za svaki otvoren skup V ⊂ N va�i da je f−1(V ) otvoren u M .

Definicija 1.5. Neka su M i N diferencijabilne mnogostrukosti i f : M → N neprekidno
preslikava�e. Ako postoje diferencijabilni atlasi {(Uα, φα) | α ∈ A} i {(Vβ , ψβ) | β ∈ B} mnogo-
strukosti M i N respektivno takvi da je preslikava�e

ψβ ◦ f ◦ φ−1α : φα(Uα ∩ f−1(Vβ))→ ψβ(Vβ)

diferencijabilno za sve α ∈ A, β ∈ B za koje je Uα ∩ f−1(Vβ) 6= ∅, onda je f diferencijabilno
preslikava�e.

13Felix Hausdorff (1868 – 1942) - nemaqki matematiqar, jedan od osnivaqa topologije.
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Rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera Nataxa Dobrijevi�

Definicija 1.6. Diferencijabilno bijektivno preslikava�e f : M → N je difeomorfizam,
ako je f−1 : N →M tako�e diferencijabilno preslikava�e.

Definicija 1.7. Neka je G grupa iM diferencijabilna mnogostrukost. Ka�emo da G dejstvuje

na M ako postoji preslikava�e ϕ : G×M →M sa slede�im osobinama:

a) za svako g ∈ G preslikava�e ϕg : M →M dato sa ϕg(p) = ϕ(g, p) je difeomorfizam,

b) ϕe, gde je e neutral grupe G, je identiqko preslikava�e,

v) za svaka dva elementa g1, g2 ∈ G va�i ϕg1g2 = ϕg1ϕg2 .

Orbita elementa p ∈M pri dejstvu grupe G na mnogostrukost M je skup {ϕg(p) |g ∈ G}.

Okolina jedne taqke p diferencijabilne mnogostrukosti M je reprezentovana nekom kartom
(Uα, φα), φα(Uα) ⊂ Rn, pa tangentni prostor mo�emo identifikovati sa vektorskim prostorom
Rn, a tangentni vektor mnogostrukosti M reprezentujemo nekim tangentnim vektorom Xα ∈ Rn.
Me�utim, postoji vixe raznih saglasnih karata koje pokrivaju neku okolinu taqke p. Difeomor-
fizam f = φβ ◦ φ−1α |φ(Uα∩Uβ) slika dva otvorena podskupa Rn jedan u drugi. Diferencijal tog
preslikava�a, u svakoj taqki, je linearno preslikava�e jedne kopije vektorskog prostora Rn u
drugu kopiju i predstav	en je kvadratnom matricom

∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xn

...
...

∂fn
∂x1

. . . ∂fn
∂xn


gde su xi i yi, i = 1, ..., n odgovaraju�e koordinate u Rn, a fi = yi ◦ f .

Definicija 1.8. Neka je Mn mnogostrukost sa diferencijabilnim atlasom {(Uα, φα) | α ∈ A}
i neka su (Uα, φα) i (Uβ , φβ) dve karte koje pokrivaju otvorenu okolinu taqke p. Oznaqimo sa
f = φβ ◦ φ−1α . Dva predstavnika tangentnih vektora koji odgovaraju ovim kartama, Xα i Xβ , su
ekvivalentna (Xα ∼ Xβ) ukoliko se linearnim preslikava�em dfφα(p) jedan preslikava u drugi tj.

Xβ = dfφ(p)(Xα) = d(φβ ◦ φ−1α )φα(p)(Xα).

Definicija 1.9.

1. Neka je [Xα] klasa ekvivalencije predstavnika Xα. Tada je [Xα] tangentni vektor u taqki
p na mnogostrukosti M .

2. Tangentni prostor u taqki p, TpM , je skup svih tangentnih vektora u taqki p i reprezen-
tovan je vektorskim prostorom Rn.

Sa F(M) oznaqimo skup svih diferencijabilnih preslikava�a iz diferencijabilne mnogo-
strukosti M u R. Mo�e se pokazati da je skup F(M) algebra nad po	em R.

Definicija 1.10. Neka je p taqka diferencijabilne mnogostrukosti M . Ako postoji okolina
U ⊂ M taqke p u kojoj je definisana funkcija f : U → R koja je diferencijabilna na U tj. pri-
pada algebri F(U), onda ka�emo da je f diferencijabilna u p. Skup svih diferencijabilnih
funkcija u taqki p oznaqavamo sa F(p) i dve funkcije koje se poklapaju na nekoj okolini taqke p
identifikujemo.

Definicija 1.11. Neka je I ⊂ R otvoren interval i M diferencijabilna mnogostrukost. Pre-
slikava�e

α : I →M

zove se kriva na mnogostrukosti. Ako je α diferencijabilno preslikava�e, tada je kriva
diferencijabilna.

Ako je t0 ∈ I, jedan tangentni vektor na R je ( ∂∂t )|t0 , a �egova slika na mnogostrukosti u taqki
α(t0) = p je

Tα|p(f) :=
∂(f ◦ α)

∂t
|t=t0 ,

7



Rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera Nataxa Dobrijevi�

gde je f ∈ F(p). Ovaj vektor zovemo tangentnim vektorom krive α u p. Mo�e se pokazati da
za svaki vektor Xp ∈ TpM gde je p taqka diferencijabilne mnogostrukosti M , postoji glatka
kriva α na M koja sadr�i p takva da je vektor Xp tangentan na �u tj. da je tangentni prostor
mnogostrukosti M u taqki p skup svih tangenti na krive od M koje sadr�e p, u toj taqki.

Definicija 1.12. Disjunktna unija tangentnih prostora diferencijabilne mnogostrukosti M

TM =
⊔
p∈M

TpM

zove se tangentno rasloje�e mnogostrukosti M .

Definicija 1.13. Vektorsko po	e X diferencijabilne mnogostrukosti M je glatko presli-
kava�e X : M → TM takvo da je X(p) := Xp ∈ TpM . Skup svih vektorskih po	a mnogostrukosti
M oznaqavamo sa χ(M).

Definicija 1.14. Kotangentni prostor mnogostrukosti M u taqki p je dualni prostor tan-
gentnog prostora TpM i oznaqavamo ga sa T ∗pM . Elementi kotangentnog prostora su kovektori u
p tj. linearne funkcije ωp : TpM → R.

Definicija 1.15. Kotangentno rasloje�e mnogostrukosti M je disjunktna unija

T ∗M =
⊔
p∈M

T ∗pM.

Definicija 1.16. Kovektorsko po	e je glatko preslikava�e σ : M → T ∗M za koje va�i da
∀p ∈M , σ(p) ∈ T ∗pM . Skup svih kovektorskih po	a obele�avamo sa χ∗(M).

Definicija 1.17. Neka je A = {(Uα, φα) | α ∈ A} maksimalni diferencijabilni atlas mnogo-
strukostiMn i neka je N podskup diferencijabilne mnogostrukostiM . Ako za svaku taqku p ∈ N
postoji karta (Up, φp) atlasa A takva da je p ∈ Up i φp(Up ∩ N) = φp(Up) ∩ (Rl × {0}) tada je N
podmnogostrukost mnogostrukosti M dimenzije l, odnosno kodimenzije n − l. Ka�emo i da je
M ambijentni prostor mnogostrukosti N . Ako je N podmnogostrukost diferencijabilne mno-
gostrukosti Mn kodimenzije 1, odnosno dimN = n− 1, tada ka�emo da je podmnogostrukost Nn−1

hiperpovrx Mn.

Neka je f : Nn → Mm diferencijabilno preslikava�e dve mnogostrukosti i neka je p taqka
mnogostrukosti N . Definixemo slede�e pojmove.

Definicija 1.18. Diferencijal preslikava�a f u taqki p ∈ N je linearno preslikava�e
(f∗)p : TpN → Tf(p)M definisano na slede�i naqin: za svako Xp ∈ TpN izaberimo krivu α na N
tako da je Xp tangentni vektor na α u taqki p = α(t0). Tada je (f∗)p(Xp) tangentni vektor na krivu
f(α) u taqki f(p) = f(α(t0)).

Mo�e se pokazati da (f∗)p ne zavisi od izabrane krive. Ako je g glatka funkcija u okolini
f(p) tj. f ∈ F(f(p)), tada va�i

(f∗)p(Xp)(g) = Xp(g ◦ f).

Na ovaj naqin preslikava�e f : Nn →Mm indukuje preslikava�e (f∗)p : TpN → Tf(p)M .

Definicija 1.19.

1. Preslikava�e f ima rang r u taqki p ako je dimenzija vektorskog prostora f∗(TpN) jednaka
r.

2. Ako je rang preslikava�a f u svakoj taqki jednak dimenziji mnogostrukosti M onda ka�emo
da je f submerzija14.

3. Ako za svaku taqku p ∈ N va�i da je (f∗)p ranga n, odnosno (f∗)p je injektivno, onda ka�emo
da je f imerzija15 ili potapa�e (f ne mora da bude injektivno).

14engl. submersion
15engl. immersion
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4. Ukoliko je imerzija f injektivna i jox je f homeomorfizam izme�u N i f(N) koji nasle�uje
topologiju iz M , onda ka�emo da je f smexta�e ili ulaga�e16.

Definicija 1.20. Neka je Mn n−dimenziona diferencijabilna mnogostrukost. Distribucija
dimenzije k je preslikava�e koje svakoj taqki p mnogostrukosti dode	uje k−dimenzioni potprostor
Dp od TpM , tako da u nekoj okolini Up svake taqke p postoje vektorska po	a X1, ..., Xk koja u svakoj
taqki q ∈ Uq razapi�u prostor Dq. Tada, restrikciju distribucije D na Up oznaqavamo i sa
L(X1, ..., Xk).

Distribuciju dimenzije k mo�emo da vidimo i kao vektorsko rasloje�e nad mnogostrukox�u,
gde je vlakno u taqki p ∈M k−dimenzioni potprostor prostora TpM .

Definicija 1.21. Linearna koneksija ili linearna povezanost je preslikava�e
∇ : χ(M)× χ(M)→ χ(M) za koje va�i

1. ∇Y (X1 +X2) = ∇YX1 +∇YX2,

2. ∇Y (fX) = Y (f)X + f∇YX,

3. ∇Y1+Y2X = ∇Y1X +∇Y2X,

4. ∇fYX = f∇YX,

gde X,Y,X1, X2, Y1, Y2 ∈ χ(M), f ∈ F(M).

Vektorsko po	e ∇YX je kovarijantni izvod seqe�a X u pravcu vektorskog po	a Y .

Definicija 1.22. Kovarijantni izvod funkcije f u odnosu na X je

∇Xf = fX.

Definicija 1.23. Neka jeM diferencijabilna mnogostrukost. Simetriqno, F(M)−bilinearno
preslikava�e g : χ(M)× χ(M)→ F(M) za koje va�i

g(X,X)(p) ≥ 0, g(X,X)(p) = 0⇔ Xp = 0,∀p ∈M

naziva se metrika na mnogostrukosti. Mnogostrukost na kojoj je definisana metrika naziva se
Rimanova17 mnogostrukost.

Standardan skalarni proizvod 〈, 〉 prostora Rn jeste metrika i qini Rn Rimanovom mnogostrukox�u.
Datu metriku zovemo standardnom. Prethodno smo definisali krivu na mnogostrukosti. Uve-
dimo sada slede�e pojmove.

Definicija 1.24. Parametrizovana diferencijabilna kriva α : I → M na Rimanovoj mnogo-
strukosti M je regularna ako je dα

dt = α′(t) 6= 0 za svako t ∈ I.

Du�ina luka regularne krive α na intervalu (t1, t2) = I se definixe sa

l(t) =

∫ t2

t1

||α′(t)||dt,

gde je ||α′(t)|| =
√
g(α′(t), α′(t)). Parametar dat sa s(t) = l(t) =

∫ t2
t1
||α′(t)||dt naziva se prirodni

parametar i tada ka�emo da je kriva prirodno parametrizovana tj. parametrizovana du�i-
nom luka krive. Mo�emo da vidimo da je regularna kriva α : I →M prirodno parametrizovana
ako i samo ako je ||α′(t)|| = 1 za svako t ∈ I.

Neka je M Rimanova mnogostrukost. Za f ∈ F(M), gradijent funkcije f je vektorsko po	e
gradf ∈ χ(M) takvo da je

g(gradf,X) = Xf, za sve X ∈ χ(M).

Ako je gradf ≡ 0 onda je f konstantna funkcija.

16engl. embedding
17George Friedrich Bernhard Riemann (1826 – 1866) - nemaqki matematiqar, ostvario znaqajan doprinos u oblastima

matematiqke analize, diferencijalne geometrije i teorije brojeva.
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Definicija 1.25. Neka je ∇ linearna koneksija mnogostrukosti M . Torzija povezanosti ∇ je
preslikava�e T : χ(M)× χ(M)→ χ(M) dato sa

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ], (1)

pri qemu je za prozvo	no f ∈ F(M)

[X,Y ](f) = X(Y f)− Y (Xf).

Ako je preslikava�e T identiqki jednako nuli na M , ka�emo da je povezanost ∇ bez torzije.

Definicija 1.26. Krivina linearne povezanosti ∇ mnogostrukosti M je preslikava�e
R : χ(M)× χ(M)× χ(M)→ χ(M) dato sa

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Mo�e se pokazati da je ovo preslikava�e F(M)−linearno po sve tri komponente i da je
R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z za sve X,Y, Z ∈ χ(M).

Definicija 1.27. Linearna koneksija je Rimanova koneksija ili metriqka koneksija uko-
liko je metrika g paralelna u odnosu na ∇ tj. ako va�i

X(g(Y, Z)) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ),

za sve X,Y, Z ∈ χ(M).

Teorema 1.1. Na Rimanovoj mnogostrukosti postoji taqno jedna Rimanova koneksija bez tor-
zije. Ta koneksija naziva se Levi-Qivita18 koneksija.

Definicija 1.28. Neka je∇ Levi-Qivita koneksija na Rimanovoj mnogostrukostiM . Rimanova
krivina mnogostrukosti M je preslikava�e R : χ(M)× χ(M)× χ(M)× χ(M)→ R dato sa

R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ).

Mo�e se pokazati da Rimanova krivina zadovo	ava slede�e relacije:

R(X,Y, Z,W ) = R(Z,W,X, Y ),

R(X,Y, Z,W ) = −R(X,Y,W,Z),

R(X,Y, Z,W ) = −R(Y,X,Z,W ),

R(X,Y, Z,W ) +R(Y,Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0.

Definicija 1.29. Rimanova mnogostrukost je ravna ako je �ena krivina identiqki jednaka
nuli.

Definicija 1.30. Neka je Π dvodimenzioni potprostor tangentnog prostora TpM . Neka je X,Y
jedna ortonormirana baza ravni Π. Sekciona krivina ravni Π je

Kp(Π) =
R(X,Y, Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )2
.

Definicija sekcione krivine ne zavisi od izbora ortonormirane baze ravni Π. Ukoliko je
Kp(Π) konstantno za sve p ∈M i ravni Π iz TpM , tada se M naziva prostor konstantne sekcione
krivine ili realna prostorna forma. Va�i slede�a teorema.

Teorema 1.2. (Xur19) Neka je M prosto povezana Rimanova mnogostrukost dimenzije m ≥ 3.
Ako u svakoj taqki p ∈M sekciona krivina dvodimenzionog potprostora TpM ne zavisi od izbora
tog potprostora, onda je sekciona krivina konstantna na celoj mnogostrukosti.

18Tullio Levi-Civita (1873 – 1941) - italijanski matematiqar, bavio se razvojem tenzorskog raquna.
19Ernest Viktor Axel Schur (1891 – 1930) - nemaqki matematiqar, bavio se diferencijalnim jednaqinama i geome-

trijom.
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Za realnu prostornu formu konstantne krivine c, M(c), va�i da je �en tenzor krivine jednak

R(X,Y )Z = c(g(Y,Z)X − g(X,Z)Y ).

Definicija 1.31. Neka su N i M Rimanove mnogostrukosti sa metrikama g i g respektivno.
Preslikava�e f : N →M je izometrija u taqki p ∈ N ako je

g(Xp, Yp) = g((f∗)p(Xp), (f∗)p(Yp)), ∀Xp, Yp ∈ TpN.

Teorema 1.3. Neka je f : N →M injektivna imerzija dve mnogostrukosti, gde je N kompaktna
mnogostrukost. Tada je f ulaga�e.

Dokaz: Kako je f diferencijabilno, onda je i f : N → f(N) neprekidno preslikava�e. Pre-
slikava�e f−1 : f(N) → N je tako�e neprekidno jer se zatvoreni skup X u N , koji je samim tim
kompaktan, slika u kompaktan skup f(X) koji je zatvoren u M . Dakle, inverz f−1 slika zatvorene
skupove u zatvorene.

U ovom sluqaju (f∗)p je injektivno jer (f∗)p(Xp) = 0 povlaqi Xp = 0. Ukoliko je f izometrija u
svakoj taqki iz N onda je f imerzija i zove se izometrijska imerzija. Neka je f : (N, g)→ (M, g)
izometrijska imerzija. Zbog jednostavnosti identifikova�emo X sa �egovom slikom (f∗)(X) i obe
metrike �emo oznaqiti sa g. Oznaqimo sa TN i TM tangentna rasloje�a mnogostrukosti N i M
respektivno.

Definicija 1.32. Tangentni vektor ξp ∈ TM mnogostrukosti M u taqki p ∈ N za koji va�i

g(Xp, ξp) = 0

za proizvo	an Xp ∈ TpN , zovemo normalnim vektorom podmnogostrukosti N u M , a sa T⊥N
oznaqavamo vektorsko rasloje�e svih normalnih vektora iz N u M . Tada va�i

TM |N = TN ⊕ T⊥N.

Ako su X i Y vektorska po	a tangentna na N i ∇ Levi-Qivita povezanost na M tada je

∇XY = ∇XY + h(X,Y ), (2)

pri qemu je ∇YX tangentna komponenta, a h(X,Y ) normalna komponenta od ∇YX. Formula (2) se
zove Gausova20 i za �u va�i slede�a teorema:

Teorema 1.4. Neka je ∇ Levi-Qivita koneksija na Rimanovoj mnogostrukosti (M, g), preslika-
va�e f : (N, g)→ (M, g) izometriqka imerzija i ∇ i h dati formulom (2). Tada je ∇ Levi-Qivita
povezanost u odnosu na indukovanu metriku g na N , a h(X,Y ) je simetriqna kvadratna forma
sa vrednostima u normalnom rasloje�u i naziva se druga fundamentalna forma mnogostru-
kosti N .

Neka je ξ normalno, a X tangentno vektorsko po	e na N . Tada va�i

∇Xξ = −AξX +∇⊥Xξ, (3)

gde su redom −AξX i ∇⊥Xξ tangentna i normalna komponenta od ∇Xξ. Mo�e se pokazati da je Aξ
simetriqna linearna transformacija tangentnog prostora u svakoj taqki podmnogostrukosti N
koja se naziva operator oblika, a ∇⊥ metriqka koneksija normalnog rasloje�a T⊥N u odnosu
na indukovanu metriku T⊥N i naziva se normalna koneksija. Formula (3) je poznata i kao
Vajngartenova21 formula. Veza izme�u operatora oblika i druge fundamentalne forme mo�e
se predstaviti slede�om lemom.

Lema 1.1. Neka su X i Y tangentna, a ξ normalno vektorsko po	e na mnogostrukosti M . Tada
va�i

g(AξX,Y ) = g(h(X,Y ), ξ). (4)

20Johan Carl Friedrich Gauss (1777 – 1875) - nemaqki matematiqar i fiziqar
21Julius Weingarten (1836 – 1910) - nemaqki matematiqar, znaqajno doprineo na po	u diferencijalne geometrije.
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Dokaz: Diferencira�em g(Y, ξ) = 0 i korix�e�em (2) i (3) sledi

0 = g(∇XY, ξ) + g(Y,∇Xξ)
= g(∇XY, ξ) + g(h(X,Y ), ξ)− g(Y,AξX) + g(Y,∇⊥Xξ)
= g(h(X,Y ), ξ)− g(AξX,Y ).

Definicija 1.33. Neka je Aξ operator oblika u taqki p ∈ N tj. Aξ : TpN → TpN . Glavne

krivine mnogostrukosti N u taqki p su sopstvene vrednosti operatora Aξ, a glavni pravci ili
vektori glavne krivine su sopstveni vektori operatora Aξ i oni qine jednu ortonormiranu
bazu TpN .

Definicija 1.34. Linije krivine su krive koje su uvek tangentne na glavni pravac tj. tangente
tih krivih u svakoj taqki imaju pravac jednog od glavnih pravaca.

Podmnogostrukost N Rimanove mnogostrukosti M je totalno geodezijska ukoliko su geode-
zijske linije mnogostrukosti N ujedno i geodezijske linije ambijentne mnogostrukosti M .

Teorema 1.5. Neka je f : N →M izometrijsko potapa�e Rimanove mnogostrukosti N u Rima-
novu mnogostrukost M . N je totalno geodezijska u M ako i samo ako je h = 0 tj. Aξ = 0 za
svako ξ ∈ T⊥N.

Definicija 1.35. Ako je za normalno vektorsko po	e ξ na N , Aξ proporcionalno identiqkom
preslikava�u tj. va�i

Aξ = ρ id

za neku funkciju ρ, onda je ξ umbiliqko seqe�e, a N umbiliqka podmnogostrukost u od-
nosu na ξ. Ako je N umbiliqka u odnosu na svako normalno vektorsko po	e onda je N totalno

umbiliqka.

Neka je Nn hiperpovrx Rimanove mnogostrukosti Mn+1. Tada definixemo slede�e pojmove.

Definicija 1.36.

1. Neka su k1, ..., kn glavne krivine hiperpovrxi Nn. Normalizovana m−ta simetriqna

funkcija glavnih krivina Hm hiperpovrxi Nn je data sa

CnmHm =
∑

1≤i1<...<im≤n

ki1ki2 ...kim ,

gde je

Cnm =

(
n

m

)
=
n(n− 1)...(n−m+ 1)

m(m− 1)...1
.

2. Za m = 1, funkcija

H =
1

n

n∑
i=1

ki

zove se sred�a krivina hiperpovrxi Nn. Ako je H identiqki jednaka nuli ka�emo da je
N minimalna hiperpovrx od M .

Definicija 1.37. Neka je M Rimanova mnogostrukost i ∇ Levi-Qivita koneksija na M . Podse-
timo se da za neku taqku p ∈M i Xp ∈ TpM postoji jedinstvena geodezijska kriva γ : I →M takva
da je γ(0) = p i Tγ |0 = Xp.

1. Preslikava�e exp : O → M , dato sa expp(Xp) = γ(1), gde je O neka okolina koordinatnog
poqetka zove se eksponencijalno preslikava�e.

2. Okolina U koordinatnog poqetka u prostoru TpM takva de je restrikcija expp na U dife-
omorfizam izme�u U i expp(U) zove se normalna okolina u TpM , a expp(U) normalna
okolina taqke p.

12
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3. Neka su e1, ..., en vektori ortonormirane baze TpM i x1, ..., xn odgovaraju�e koordinate. Tada
je (expp(U), exp−1p ) jedna karta okoline taqke p sa koordinatnim funkcijama x1, ..., xn. Koor-
dinate x1, ..., xn u okolini expp(U) zovu se normalne koordinate centrirane u p.

Mo�e se pokazati da su lokalno na n−dimenzionoj sferi normalne koordinate ugaone koordinate.

Definicija 1.38. Rimanova mnogostrukost (M, g) je konformno ravna ako za svaku taqku
p ∈ M postoji okolina U i diferencijabilno preslikava�e f definisano na U takvo da je pod-
mnogostrukost (U, e2fg) ravna.

13
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2 Osnovna svojstva rotacionih hiperpovrxi vixedimenzi-

onih sfera

2.1 Definicija

Neka je Rn Rimanov prostor tj. Rn = {(x1, ..., xn)|xi ∈ R, i = 1, 2, ..., n} sa standardnom Rimano-
vom metrikom g(x, y) =

∑n
i=0 xiyi, x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn). Razmatra�emo (n+ 1)-dimenzione

sfere

Sn+1(c) =

{
x ∈ Rn+2 |g(x, x) =

1

c

}
, c > 0.

Ortogonalna transformacija prostora Rn+2 je linearno preslikava�e koje quva bilinearnu
formu g. Mo�e se videti da ortogonalne transformacije indukuju, restrikcijom, sve izome-
trije sfera Sn+1(c). Sa Pk oznaqi�emo k−dimenzioni potprostor prostora Rn+2 koji prolazi
kroz koordinatni poqetak, a sa O(Pk) skup ortogonalnih transformacija na Rn+2 sa pozitivnom
determinantom koje taqka-po-taqka fiksiraju P k. Tako�e, koristi�emo [v1, ..., vk] da oznaqimo pot-
prostor generisan vektorima v1, ..., vk. Prostor Rn+2 �emo zvati ambijentni prostor sfere
Sn+1(c).

Definicija 2.1. Neka su P 2 i P 3 takvi da je P 2 ⊂ P 3 i neka je α regularna kriva na preseku
P 3 ∩ Sn+1(c) = S2(c) koja nema dodirnih taqaka sa P 2. Orbita krive α usled dejstva O(P 2) se
naziva rotaciona hiperpovrx Mn ⊂ Sn+1(c), c > 0 generisana krivom α oko P 2.

Definicija 2.2. Neka je Mn ⊂ Sn+1(c), c > 0 rotaciona hiperpovrx generisana krivom α oko
P 2 iz Definicije 2.1. Ako σ ∈ O(P 2), kriva σ(α) je meridijan hiperpovrxi Mn, a orbita neke
taqke sa krive α pri dejstvu O(P 2) je paralela hiperpovrxi Mn.

Napomena 2.1. U da	em radu �emo, bez uma�e�a opxtosti, razmatrati jediniqne vixedimenzione
sfere pozitivne krivine (c = 1).

2.2 Parametrizacija

Potrebno je da poka�emo da je Mn, iz Definicije 2.1, zaista hiperpovrx od Sn+1(1). To �emo
uraditi tako xto �emo odrediti eksplicitnu parametrizaciju Mn. Za to nam je potrebno da
opixemo O(P 2).
Izaberimo ortonormiranu bazu e1, e2, ..., en+2 ∈ Rn+2 tako da va�i:

1) P 2 je ravan [en+1, en+2] generisana vektorima en+1 i en+2,

2) Matrica elementa O(P 2) se mo�e zapisati u bazi kao


A1 0 . . . 0 0
0 A2 . . . 0 0
...

. . .
...

0 0 . . . An/2 0
0 0 . . . 0 I

 ako je n paran,

ili 

A1 0 . . . 0 0 0
0 A2 . . . 0 0 0
...

. . .
...

0 0 . . . A(n−1)/2 0 0
0 0 . . . 0 1 0
0 0 . . . 0 0 I


ako je n neparan,

gde 0 oznaqava nula-matrice odgovaraju�ih dimenzija, I je jediniqna 2× 2 matrica, a matrice Ai
su 2× 2 matrice koje imaju slede�u formu:

14
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Ai = R(θi) =

(
cos θi sin θi
− sin θi cos θi

)
, za i ≥ 1.

Mo�e se pokazati da je ova grupa transformacija n(n−1)
2 −parametarska. Sada smo spremni

da parametrizujemo orbitu krive α iz Definicije 2.1. Prostor P 3 ⊃ P 2 mo�emo da izrazimo
u prethodno izabranoj bazi sa P 3 = [e1, en+1, en+2] i neka je I otvoren interval u R koji sadr�i
nulu. Parametrizujmo krivu α sa

y1 = y1(s), yn+1 = yn+1(s), yn+2 = yn+2(s), s ∈ I.

Za neko fiksirano s = s0, obele�imo sa U(s0) presek Sn+1(1) sa n−dimenzionom ravni koja pro-
lazi kroz taqku (0, 0, ..., 0, yn+1(s0), yn+2(s0)) i paralelna je sa [e1, ..., en]. Jasno je da je O(P 2),
tako�e, grupa izometrija preseka U(s0). Mo�emo da vidimo da je U(s0) u stvari orbita taqke
(y1(s0), 0, 0, ..., 0, yn+1(s0), yn+2(s0)) pod dejstvom O(P 2) tj. da je U(s0) paralela hiperpovrxi Mn

i da je to neka (n− 1)−dimenziona sfera. Odatle mo�emo da odredimo parametrizaciju Mn tako
xto posmatramo parametrizaciju U(s0) i pustimo da s0 varira.

Neka je ϕ(t1, ..., tn−1) = (ϕ1, ..., ϕn) ortogonalna parametrizacija jediniqne (n− 1)−dimenzione
sfere u bazi [e1, ..., en]. Odatle sledi da je

x : Mn ↪→ Sn+1(1) ⊂ Rn+2,

(s, t1, ..., tn−1) 7→ (y1(s)ϕ1, ..., y1(s)ϕn, yn+1(s), yn+2(s)), (5)

ϕi = ϕi(t1, ..., tn−1), ϕ2
1 + ...+ ϕ2

n = 1

parametrizacija rotacione hiperpovrxi generisane krivom α oko P 2 = [en+1, en+2]. Da bi pre-
slikava�e (5) bilo imerzija (potapa�e) neophodno je da y1(s) > 0 na intervalu I. Kako kriva
y1 = y1(s), yn+1 = yn+1(s) , yn+2 = yn+2(s) pripada Sn+1(1) i biraju�i parametar s kao du�inu
luka krive imamo

y21(s) + y2n+1(s) + y2n+2(s) = 1, ẏ21(s) + ẏ2n+1(s) + ẏ2n+2(s) = 1, (6)

gde smo sa taqkom iznad oznaqili izvod po prome�ivoj s. Odatle mo�emo izraziti yn+1(s) i
yn+2(s) kao funkcije od y1(s). Xtavixe, mo�emo zapisati

yn+1(s) =
√

1− y21(s) sinφ(s), (7)

yn+2(s) =
√

1− y21(s) cosφ(s),

gde je

ẏn+1(s) = − 2y1ẏ1

2
√

1− y21(s)
sinφ(s) +

√
1− y21 cosφ(s)φ̇(s),

ẏn+2(s) = − 2y1ẏ1

2
√

1− y21(s)
cosφ(s)−

√
1− y21 sinφ(s)φ̇(s),

tj.

1 = ẏ21 + ẏ2n+1 + ẏ2n+2 = ẏ21 +
y21 ẏ

2
1

1− y21
+ (1− y21)φ̇2.

Odatle je

φ(s) =

∫ s

0

√
1− y21 − ẏ21

1− y21
dσ. (8)

Ukoliko nije drugaqije naglaxeno, smatramo da su sve mnogostrukosti povezane i klase C∞.

2.3 Glavni pravci i glavne krivine

Lema 2.1. Neka je Mn rotaciona hiperpovrx sfere Sn+1(1). Tada su glavne krivine ki hiperpo-
vrxi Mn date sa

ki = λ = −
√

1− y21 − ẏ21
y1

, (9)
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za i = 1, 2, ..., n− 1, i

kn = µ =
ÿ1 + y1√

1− y21 − ẏ21
. (10)

Odatle je vixestrukost λ bar n− 1.

Dokaz: Iz (5) sledi:

∂x

∂s
= (ẏ1ϕ1, ..., ẏ1ϕn, ẏn+1, ẏn+2),

∂x

∂ti
= (y1

∂ϕ1

∂ti
, ..., y1

∂ϕn
∂ti

, 0, 0), i = 1, ..., n− 1,

i ϕ je ortogonalna parametrizacija, pa zak	uqujemo

g(
∂x

∂s
,
∂x

∂s
) = 1, g(

∂x

∂s
,
∂x

∂ti
) = 0, g(

∂x

∂ti
,
∂x

∂tj
) = αijy

2
1 , (11)

gde su αij =
∑n
k=1 g(∂ϕk∂ti

, ∂ϕk∂tj
). Direktnim raqunom dobija se da je jediniqno normalno po	e N

dato sa:
N = (ϕ(ẏn+1yn+2 − ẏn+2yn+1), (ẏn+2y1 − ẏ1yn+2), (ẏ1yn+1 − ẏn+1y1))

i mo�emo izraqunati

∂2x

∂s2
= (ÿ1ϕ1, ..., ÿ1ϕn, ÿn+1, ÿn+2),

∂2x

∂s∂ti
= (ẏ1

∂ϕ1

∂ti
, ..., ẏ1

∂ϕn
∂ti

, 0, 0),

∂2x

∂ti∂tj
= (y1

∂2ϕ1

∂ti∂tj
, ..., y1

∂2ϕn
∂ti∂tj

, 0, 0).

S obzirom da je g( ∂2x
∂s∂ti

, N) = g( ∂2x
∂ti∂tj

, N) = 0, za i 6= j sledi da su koordinatne krive linije

krivine. Koriste�i

yn+2 =
√

1− y21 sinφ i yn+1 =
√

1− y21 cosφ,

glavne krivine du� koordinatnih krivi ti su date sa

λ =
g(h( ∂x∂ti ,

∂x
∂ti

), N)

|| ∂x∂ti ||
2

=
g( ∂2x
∂ti∂ti

, N)

|| ∂x∂ti ||
2

= − (ẏn+1yn+2 − ẏn+2yn+1)

y1
= −

√
1− y21 − ẏ21

y1
.

Sada mo�emo izraqunati µ,

µ =
g(h(∂x∂s ,

∂x
∂s ), N)

||∂x∂s ||2
= g(

∂2x

∂s∂s
,N)

=
(
ÿ1(ẏn+1yn+2 − ẏn+2yn+1) + ÿn+1(ẏn+2y1 − ẏ1yn+2) + ÿn+2(ẏ1yn+1 − ẏn+1y1)

)
=
(
ÿ1(ẏn+1yn+2 − ẏn+ 2yn+1) + ẏ1(ÿn+2yn+1 − ÿn+1yn+2) + y1(ẏn+2ÿn+1 − ÿn+2ẏn+1)

)
=

ÿ1 + y1√
1− y21 − ẏ21

.

Posledica 2.1. Prva i druga fundamentalna forma rotacione hiperpovrxi Mn date su sa:

I = ds2 + y21(s)
∑
i

αiidt
2
i , (12)

II = µ(s)ds2 + λ(s)y21(s)
∑
i

αiidt
2
i , (13)

respektivno.
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Napomena 2.2. Potrebno je proveriti dobru definisanost µ u taqkama u kojim je λ = 0. Posma-
trajmo rotacionu hiperpovrx Mn od Sn+1(1). Iz (7) sledi da

φ̈(s) = − ẏ1(y1 + ÿ1)

(1− y21)
√

1− y21 − ẏ21
+

√
1− y21 + ẏ21
(1− y21)2

2y1ẏ1.

Sada, ako je λ(s0) = 0 tada je i drugi sabirak jednak nuli, a sledi da ẏ1(s0) 6= 0. Odatle

φ̈(s0) =
ẏ1(s0)

(1− y21)

ÿ1(s0) + y1(s0)√
1− y21(s0)− ẏ21(s0)

=
ẏ1(s0)

1− y21(s0)
µ(s0).

Zato sledi da je µ(s0) dobro definisana Lemom 2.1.

Projekcijom profilne krive α na P 2 tj. projekcijom S2
+ = {(y1, yn+1, yn+2) |y1 ≥ 0, y21 + y2n+1 +

y2n+2 = 1} na jediniqni disk D = {(yn+1, yn+2) |y2n+1 + y2n+2 ≤ 1} dobijamo ravansku krivu (osu
revolucije) γ. Posmatrajmo ugao δ(s) izme�u vektora polo�aja taqke α(s) i pravca ka projekciji
te taqke na γ tj. pravca ka taqki (0, 0, ..., yn+1(s), yn+2(s)) (videti sliku 2.1). Ako sa r(s) oznaqimo
funkciju takvu da je δ(s) = π

2 − r(s), mo�emo zapisati:

y1(s) = cos r(s),

yn+1(s) = sin r(s) sinφ(s), (14)

yn+2(s) = sin r(s) cosφ(s).

Slika 2.1 Ilustracija projekcije.

Iz toga mo�emo zak	uqiti da
ṙ2 + φ̇2 sin2 r = 1. (15)

Iz jednaqine (15) sledi da je ṙ2 ≤ 1. Kako je
√

1− y21 = sin r tj. ṙ2 =
ẏ21

1−y21
, imamo

ẏ21 + y21 ≤ 1. (16)

U ovom sluqaju ravansku krivu γ mo�emo zapisati kao

yn+1(s) = sin r(s) sinφ(s), yn+2(s) = sin r(s) cosφ(s). (17)

2.4 Struktura uvrnutog (warped) proizvoda

Pojam uvrnutog22 proizvoda ima veliku ulogu u geometriji, ali i u fizici, posebno u opxtoj
teoriji relativnosti. Mnoga rexe�a Ajnxtajnovih23 jednaqina po	a, kao xto je Xvarcxildovo24

rexe�e, imaju strukturu uvrnutog proizvoda, pa se tako mo�e i predstaviti geometrija prostor-
vremena oko neke velike zvezde ili crne rupe. Mnogostrukosti sa strukturom uvrnutog proizvoda
se izuqavaju veoma dugo, dok je nauka o podmnogostrukostima sa ovom strukturom poqela da se
razvija tek krajem proxlog veka.

22engl. warped
23Albert Einstein (1879 – 1955) - nemaqki teorijski fiziqar, formulisao je specijalnu i opxtu teoriju relativ-

nosti, doprineo napretku kvantne teorije i statistiqke mehanike.
24Karl Schwarzschild (1873 – 1916) - nemaqki astrofiziqar i astronom, doxao je do poznatog rexe�a Ajnxtajnovih

jednaqina po	a koje je opisalo geometriju prostor-vremena oko taqkaste mase.
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Definicija 2.3. Neka su (M1, g1) i (M2, g2) dve Rimanove mnogostrukosti takve da dimM1 = m
i dimM2 = n − m, 1 < m < n i neka je f pozitivna funkcija na M1. Posmatrajmo proizvod
mnogostrukost M = M1 × M2 i neka su π1 : M1 × M2 → M1 i π2 : M1 × M2 → M2 prirodne
projekcije. Uvrnuti25 proizvod M̃ = M1 ×f M2 je mnogostrukost M = M1 ×M2 sa metrikom
g = g1 ×f g2. Taqnije

g = g1 ×f g2 = π1∗(g1) + (f ◦ π1)
2
π2∗(g2),

tj.
〈x, x〉 = 〈dπ1(x), dπ1(x)〉+ f2(p)〈dπ2(x), dπ2(x)〉

za svaki vektor x tangentan na M = M1 ×M2 u nekoj taqki (p, q).

M1 se naziva baza uvrnutog proizvoda M̃ , a za svaku taqku (p, q) ∈M1×M2, {p}×M2 = π1
−1(p)

su vlakna26, a M1 × {q} = π2
−1(q) se nazivaju listovi.

Slika 2.2 Primer uvrnutog proizvoda.27

Neka je x : Mn ↪→ Sn+1(1) parametrizacija rotacione hiperpovrxi data sa (5) gde je profilna
kriva α(s) prirodno parametrizovana sa

y1 = y1(s) > 0, yn+1 = yn+1(s), yn+2 = yn+2(s), s ∈ I.

Kako je ϕ(t1, ..., tn−1) = (ϕ1, ..., ϕn) ortogonalna parametrizacija jediniqne (n − 1)−dimenzione
sfere iz (12) mo�emo da vidimo da ta hiperpovrx ima prirodno definisanu strukturu uvrnutog
proizvoda tj.

Mn = I ×y1 Sn−1(1).

Sa druge strane, iz (14) mo�emo da rotacionu hiperpovrx posmatramo kao

Mn = α×r Sn−1(1).

2.5 Jednaqina sred�e krivine

Neka je Hm normalizovana m−ta simetriqna funkcija glavnih krivina hiperpovrxi Mn tj.

CnmHm =
∑

1≤i1<...<im≤n

ki1ki2 ...kim (18)

gde je

Cnm =

(
n

m

)
=
n(n− 1)...(n−m+ 1)

m(m− 1)...1
,

a ki = λ, i = 1, ..., n− 1 i kn = µ su glavne krivine hiperpovrxi Mn, xto znamo iz Leme 2.1.

25engl. warped
26engl. fibers
27Slika preuzeta iz [18].

18



Rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera Nataxa Dobrijevi�

Lema 2.2. Rotaciona hiperpovrx Mn sfere Sn+1(1) ima zadatu krivinu Hm (m ≤ n − 1) ako i
samo ako y1(s) zadovo	ava slede�u diferencijalnu jednaqinu:

nHmy1
m = (−1)

m(
(n−m)(1− y21 − ẏ21)

m
2 −m(1− y21 − ẏ21)

m−2
2 (ÿ1 + y1)y1

)
. (19)

Dokaz: Iz Leme 2.1 znamo da su

k1 = ... = kn−1 = λ = −
√

1− y21 − ẏ21
y1

,

kn = µ =
ÿ1 + y1√

1− y21 − ẏ21

glavne krivine hiperpovrxi Mn. Od �ih mo�emo izabrati m krivina, m ≤ n− 1, tako da su ili
svih m krivina me�usobno jednake i jednake λ ili da je �ih m− 1 jednako λ i jedna je jednaka µ.

Zbog toga iz (18) sledi da je

nHmy
m
1 = 6 n m(m− 1)...1

6 n(n− 1)...(n−m+ 1)
ym1

∑
1≤i1<...<im≤n

ki1ki2 ...kim

=
m(m− 1)...1

(n− 1)...(n−m+ 1)
ym1

((
n− 1

m

)
λm +

(
n− 1

m− 1

)
λm−1µ

)
=(−1)

m
(n−m)(1− y21 − ẏ21)

m
2 + (−1)

m−1
m(1− y21 − ẏ21)

m−1
2 −

1
2 (ÿ1 + y1)y1

=(−1)
m(

(n−m)(1− y21 − ẏ21)
m
2 −m(1− y21 − ẏ21)

m−2
2 (ÿ1 + y1)y1

)
.

Lema 2.3. Jednaqina (19) je ekvivalentna sa �enim integralom prvog reda

Gm(y1, ẏ1) = yn−m1

(
(1− y21 − ẏ21)

m
2 −Hmy1

m
)

= a = const. (20)

za m ≤ n− 1.

Dokaz: To dobijamo mno�e�em jednaqine (19) sa (−1)my1
n−m−1, a zatim �enim integra	e�em.

Koristi�emo tehnike opisane u radovima [21] i [13] da izuqimo (20). Jednaqina (20) nam govori
da lokalno rexe�e y1 jednaqine (19) upareno sa izvodom tog rexe�a, xto oznaqavamo (y1, ẏ1), jeste
nivoska kriva28 funkcije Gm definisane sa

Gm(u, v) = un−m
(
(1− u2 − v2)

m
2 −Hmu

m
)
, (21)

za u > 0 i u2 + v2 ≤ 1.

Napomena 2.3. U (16) smo pokazali da va�i da je y1 + ẏ1 ≤ 1.

Specijalno za m = 1 funkcija H1 = H = H(s) predstav	a sred�u krivinu hiperpovrxi Mn.
Ako nam je zadata funkcija sred�e krivine H = H(s), iz (19) mo�emo napisati nelinearnu dife-
rencijalnu jednaqinu qija su rexe�a koordinatne funkcije koje definixu rotacionu hiperpovrx
Mn tj.

y1ÿ1 + (n− 1)ẏ21 + ny21 − (n− 1) = nHy1

√
1− y21 − ẏ21 . (22)

28Nivoska kriva (nivo-kriva, nivo-skup) realno-vredonosne funkcije f koja zavisi od n prome�ivih je skup
Lc(f) = {(x1, ...xn) | f(x1, ...xn) = c} tj. skup taqaka u kojima funkcija uzima odre�enu konstantnu vrednost.
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3 Dovo	ni uslovi da hiperpovrx bude rotaciona

Pitamo se kada je proizvo	na hiperpovrx x : Mn ↪→ Sn+1(1), za n ≥ 3, rotaciona hiperpovrx.
Slede�e tvr�e�e predstav	a glavnu teoremu o dovo	nim uslovima da hiperpovrx od Sn+1(1),

n ≥ 3 bude rotaciona.

Teorema 3.1. Neka je x : Mn → Sn+1(1), n ≥ 3 proizvo	na hiperpovrx. Pretpostavimo da su
glavne krivine k1, ..., kn od x takve da k1 = k2 = ... = kn−1 = −λ 6= 0, kn = −µ = −µ(λ) i λ−µ 6= 0.
Tada je slika x(Mn) sadr�ana u nekoj rotacionoj hiperpovrxi.

Dokaz:

Poznato je iz [23] da se hiperpovrx Mn mo�e podeliti na listove29 involutivnih distri-
bucija Dλ i Dµ odre�enih sopstvenim vektorima koji odgovaraju sopstvenim vrednostima λ i µ,
respektivno, gde je λ konstantna du� listova distribucije Dλ. Neka je p ∈ M proizvo	na taqka
i oznaqimo sa Σp listove distribucije Dλ, a sa Lp listove distribucije Dµ koji prolaze kroz p.
Izaberimo, u nekoj okolini taqke p, U = U(p) , koordinate u1, ..., un−1 i t takve da su u1, ..., un−1
lokalne koordinate u Σp i t je koordinata u Lp. Oznaqimo sa Vi = ∂

∂ui
, T = ∂

∂t i sa N jediniqni
normalan vektor imerzije x. Pokaza�emo da je x rotaciona hiperpovrx u okolini taqke p.

Prvo �emo pokazati da je Σp umbiliqka u S
n+1(1). Neka je sa ∇ oznaqen kovarijantni izvod od

Sn+1(1). Tada
∇ViN = λVi, ∇TN = µT.

Kako je Vi(λ) = 0 i µ = µ(λ), tada je Vi(µ) = 0 i va�i

∇T∇ViN = λ′Vi + λ∇TVi, ∇Vi∇TN = µ∇ViT.

Iz qi�enice da Sn+1(1) ima konstantnu sekcionu krivinu i [Vi, T ] = 0, mo�emo zak	uqiti da

0 = (∇T∇Vi −∇Vi∇T )N = λ′Vi + (λ− µ)∇ViT.

Kako p nije umbiliqka taqka, va�i

∇ViN = λVi, ∇ViT = − λ′

λ− µ
Vi,

pa sledi da Σp jeste umbiliqka na S
n+1(1).

Odatle je Σp ⊂ P
n ∩ Sn+1(1), gde je P

n
n-dimenzioni potprostor ambijentnog prostora. �e-

limo da poka�emo da su prostori P
n
koji su u korespondenciji sa odre�enim listovima Σp, para-

lelni u ambijentnom prostoru.

Neka je r pozicioni vektor od Sn+1(1) u ambijentnom prostoru i neka su ∇ i g, kovarijantni
izvod i metrika, respektivno, ambijentnog prostora. Neka jeW vektorsko po	e du� Σp definisano

sa W = λ′N
(λ−µ) + λT . Tada, g(W,Vi) = 0 i

∇ViW =
λ′

λ− µ
∇ViN + λ∇ViT = 0.

Odatle, ∇ViW = αr, gde je

α = g(∇ViW, r) = −g(W,∇Vir) = −g(W,Vi) = 0.

Sledi da je W konstantno du� Σp i ortogonalno na P
n
.

Neka je sada A = −r + N
λ . Tada je g(A, Vi) = 0 i

∇ViA = −Vi +
1

λ
∇ViN = −Vi +

1

λ
∇ViN = 0,

xto znaqi da je A, tako�e, konstantno du� Σp i ortogonalno na P
n
. Poxto su W i A linearno

nezavisni, uze�emo u obzir ravan Π = [W,A] generisanu sa W i A. Π je potprostor ortogonalan na

29engl. foliation
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P
n
i da bismo dokazali da su P

n
paralelni dovo	no je da poka�emo da su Π paralelni. Moramo

pokazati da ∇TA i ∇TW pripadaju Π.

Poxto je [T, Vi] = 0 zak	uqujemo

∇Vi∇TA = ∇T∇ViA = 0, ∇Vi∇TW = ∇T∇ViW = 0.

Zato su ∇TA i ∇TW konstantni du� Σp. Va�i jox i

g(∇TA, Vi) = −g(A,∇TVi) = −g(A,∇TVi) = −g(A,∇ViT ) = 0

i
g(∇TW,Vi) = −g(W,∇ViT ) = 0.

Sledi da su i ∇TW i ∇TA konstantni vektori du� Σp i ortogonalni na P
n
, pa pripadaju Π, xto

smo i �eleli da poka�emo.

Sada izaberimo ortonormiranu bazu e1, ..., en+2 ambijentnog prostora, takvu da je P
n
paralelan

sa [e1, ..., en]. Oznaqi�emo [en+1, en+2] = P 2. Kako se P
n
pomera du� lista Lp, �egov presek sa

Sn+1(1) opisuje rotacionu hiperpovrx oko P 2 koja je bax x(Mn) xto smo i �eleli da doka�emo.

Napomena 3.1. Teorema 3.1 ne va�i u sluqaju n = 2.

Posledica 3.2. Neka je x : Mn → Sn+1(1), n ≥ 3, minimalna30 hiperpovrx koja ima dve glavne
krivine λ i µ, gde jedna od �ih, na primer λ, je vixestrukosti bar (n − 1). Tada je x(Mn)
sadr�ana u katenoidu31.

Dokaz:

Zbog minimalnosti, x je analitiqka. Ako postoji okolina umbiliqkih taqaka, x je totalno
geodezijska i posledica va�i. U suprotnom, postoji okolina neumbiliqkih taqaka i mo�emo
primeniti Teoremu 3.1 na ovu okolinu. Zbog analitiqnosti, x(Mn) je sadr�ana u katenoidu.

Posledica 3.3. Neka je x : Mn → Sn+1(1), n ≥ 4, konformno ravna hiperpovrx32. Pretposta-
vimo da va�i λ 6= 0, µ = µ(λ), λ− µ 6= 0. Tada je x(Mn) sadr�ana u rotacionoj hiperpovrxi.

Dokaz:

Kako je x : Mn → Sn+1(1), n ≥ 4 konformno ravna hiperpovrx, bar n − 1 od �enih glavnih
krivina su jednake i neka su, bez uma�e�a opxtosti, jednake −λ. Neka je druga glavna krivina
oznaqena sa −µ. Dokaz sledi direktno iz Teoreme 3.1.

Posledica 3.4. Neka je x : Mn → Sn+1(1), n ≥ 4, konforno ravna minimalna hiperpovrx. Tada
je x(Mn) sadr�ana u katenoidu.

Dokaz:

Kako je x : Mn → Sn+1(1), n ≥ 4 konformno ravna hiperpovrx, bar n− 1 od �enih krivina su
jednake. Dokaz je, dakle, isti kao i za Posledicu 3.3.

Slede�a teorema se bavi pita�em odre�iva�a koje hiperpovrxi od Sn+1(1) su invarijante
l-parametarske podgrupe izometrija od Sn+1(1). Grubo reqeno, pokaza�emo da ako zanemarimo hi-
perpovrxi koje imaju konstantne glavne krivine i pretpostavimo da je l maksimalna dozvo	ena
vrednost, tada je x(M) rotaciona hiperpovrx.

Pogodno nam je da sa C(n) oznaqimo skup svih hiperpovrxi od Sn+1(1) koje imaju konstantne
glavne krivine.

30Karakterizacija i klasifikacija minimalnih rotacionih hiperpovrxi sfere Sn+1(1) je deta	nije obra�ena
u §5.

31Kako je (22) za H = 0, c = 0 tj. u Rn+1, jednaqina katenoida parametrizovanog du�inom luka, tada �emo sva
rexe�a ove jednaqine za H = 0 i u naxem sluqaju zvati (sfernim) katenoidima.

32U [17] je pokazano da je za n ≥ 4 hiperpovrx x : Mn → Sn+1(1) konformno ravna ako i samo ako su bar n− 1 od
�enih glavnih krivina jednake.
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Teorema 3.5. Neka je n ≥ 3 fiksirano i neka je x : Mn → Sn+1(1) hiperpovrx koja je invarijanta
l-parametarske podgrupe izometrija od Sn+1(1). Pretpostavimo da x 6∈ C. Tada maksimalna
vrednost l je lmax = n(n− 1)/2 i ako je l = lmax, tada x ima dve glavne krivine λ, µ, gde jedna od
�ih, na primer λ, je vixestrukosti bar n− 1. Ako je, dodatno, λ 6= 0, µ = µ(λ) i µ− λ 6= 0, onda
je x(Mn) rotaciona hiperpovrx.

Dokaz:

Da bismo dokazali prvi deo ove teoreme, pokaza�emo da je lmax = n(n−1)/2. Iz samog postoja�a
rotacione hiperpovrxi sledi da se ova vrednost mo�e dosti�i, potrebno je jox dokazati da je
ona i maksimalna. Neka je p ∈ Mn i neka je Σp orbita taqke p pod dejstvom lmax-parametarske
podgrupe izometrija od Sn+1(1). Pretpostavimo da lmax > n(n − 1)/2. Tada je dim Σp = n, u
suprotnom dimenzija grupe izometrija od Σp je najvixe n(n − 1)/2. Kako je dim Σp = n, zbog
homogenosti, Σp = Mn. Ali tada Mn ∈ C. Ovo je kontradikcija sa pretpostavkom i odatle sledi
da lmax = n(n− 1)/2.

Pokazali smo da l = lmax = n(n− 1)/2. �elimo da poka�emo i da x ima dve glavne krivine i
da je jedna od �ih vixestrukosti barem n− 1. Neka je opet p ∈Mn i neka je Σp orbita taqke p pod
dejstvom l-parametarske podgrupe. Poxto x 6∈ C, dim Σp = n− 1. Ako je p umbiliqka taqka teorema
va�i, pa pretpostavimo da p nije umbiliqka.

Neka su e1, ..., en jediniqni glavni vektori u taqki p sa glavnim krivinama k1, ..., kn, respek-
tivno. Prvo �emo pokazati da tangentni prostor Tp(Σp) od Σp u taqki p sadr�i n − 1 glavnih
vektora. Pokaza�emo da za jediniqni vektor v =

∑
αiei,

∑
α2
i = 1, koji pripada Tp(Σp), odnosno

koji je ortogonalan na normalni vektor ravni (A1, . . . , An) tj.
∑
Aiαi = 0, va�i da je bar za jedno

i, αi = 0. Podmnogostrukost Tp(Σp) je definisana jednaqinama{
G(α1, ..., αn) =

∑
α2
i − 1 = 0,

H(α1, ..., αn) =
∑
Aiαi = 0.

Normalna krivina u pravcu vektora v je F (α1, ..., αn) =
∑
kiα

2
i . Kako je grupa koja dejstvuje na

Σp maksimalna grupa izometrija i n > 2, sve normalne krivine u pravcima sadr�anim u Tp(Σp)
su jednake i restrikcija F na Tp(Σp) je konstantna. Korix�e�em Lagran�eve33 multiplikativne
metode, dobija se da za neke realne brojeve λ i β, grad (F + λG+ βH) = 0. Odatle

2αi(ki + λ) + βAi = 0, i = 1, .., n,

za svaki jedniniqni vektor iz Tp(Σp). Ako je β 6= 0, a kako postoji Ai 6= 0, sledi da je

αi(ki + λ) = −βAi
2
6= 0.

S obzirom da mo�emo na�i dva jediniqna vektora sa razliqitim αi sledi da (ki + λ) = 0, xto je
kontradikcija.

Zato je β = 0 i αi(ki + λ) = 0. Ako je v vektor qija je i−ta koordinata razliqita od nule sledi
ki = −λ. Zato postoji i takvo da je za svaki vektor v �egova i-ta koordinata jednaka nuli, jer bi
inaqe sve krivine bile jednake. Bez uma�e�a opxtosti mo�emo uzeti n = i. Dakle, svi vektori
v su ortogonalni na en (to je vektor normalan na Tp(Σp)). Kako je Tp(Σp) dimenzije n − 1, za sve
ostale i, postoji v takvo da je αi 6= 0, te su sve ostale krivine jednake −λ.

Ako je λ 6= 0, µ = µ(λ) i µ−λ 6= 0, onda iz Teoreme 3.1 sledi da je x(Mn) rotaciona hiperpovrx.

Napomena 3.2. Klasa C(n, c) je klasa izoparametriqke34 familije od Sn+1(1) u smislu Kartana35.
Kartan je pokazao u [4] da neophodan i dovo	an uslov za familiju paralelnih hiperpovrxi neke

33Joseph-Louis comte de Lagrange (1736 – 1813) - italijansko-francuski matematiqar i astronom, dao je va�an
doprinos na svim po	ima analize i teorije brojeva kao i klasiqne i nebeske mehanike.

34Izoparametriqka familija na nekoj Rimanovoj mnogostrukosti M je kolekcija nivo-kriva neke nekonstantne
funkcije f sa osobinom da su funkcije F1(f) = |gradf |2, F2(f) = 4f konstantne na svakom nivou. Sa 4f predsta-
v	en je Laplas-Beltrami operator koji predstav	a divergenciju gradijenta.

35Elie Cartan (1869 – 1951) - francuski matematiqar, dao znaqajan doprinos u teoriji Lijevih grupa, izuqava�u
diferencijalnih sistema i diferencijalne geometrije.
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Rimanove mnogostrukosti da bude parametriqka jeste da svaka hiperpovrx ima konstantnu sred�u
krivinu.36 Iako su za prostorne forme konstantne krivine c ≤ 0 familije klasifikovane u [4] i
nema ih puno, u naxem sluqaju, za c > 0 kompletan opis klase C(n) je jox uvek otvoren problem.
Nisu svi elementi C(n, c), c > 0, invarijante l-parametarske podgrupe grupe izometrija od Sn+1(c).
Ako bi se klasifikacija mogla dobiti pod ovim dodatnim restrikcijama Teorema 3.5 bi bila
eksplicitnija.

36Preuzeto iz [8].
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4 Rotacione hiperpovrxi sfera sa konstantnom sred�om

krivinom

4.1 Karakterizacija rotacionih CMC hiperpovrxi

Posebnu familiju rotacionih hiperpovrxi Sn+1(1) predstav	aju one sa konstantnom sred�om
krivinom tzv. rotacione CMC37 hiperpovrxi i one su uopxte�e Delonijevih povrxi trodimen-
zionog prostora. Deloni je definisao i okarakterisao kompletne povrxi sa konstantnom sred�om
krivinom u R3 u svom radu [7]. Ka�emo da je povrx konstantne sred�e krivine u R3 kompletna
ako nije deo ve�e takve povrxi. Pokazao je da se svaka takva povrx dobija rotacijom tzv. ruleta
konike38 oko ose ruleta, gde se rulet konike dobija kada kotr	amo koniku neprekidno po fiksira-
noj pravoj. Iako minimalne rotacione hiperpovrxi vixedimenzione sfere (H = 0) jesu podskup
CMC familije, qesto se smatraju specijalnim sluqajem.

Kada je H = const, diferencijalna jednaqina (22) se mo�e uprostiti. Od znaqaja nam je slede�e
tvr�e�e.

Lema 4.1. Neka je H konstanta. Tada je prvi integral od (22) dat sa

ẏ21 = 1− y21 − (Hy1 −
a

yn−11

)2, a = const. (23)

Dokaz: Obele�imo sa z =

√
1− y21 − ẏ21 radi lakxeg raquna. Tada je

zż = −ẏ1(y1 + ÿ1).

Iz (22) mo�emo izraziti ÿ1 i dobijamo

zż = −ẏ1(nHz +
(n− 1)z2

y1
),

ż = − ẏ1
y1

((n− 1)z + nHy1).

Neka je sada f = z +Hy1. Kako je H konstanta, iz prethodnog sledi da je ḟy1 = −(n− 1)fẏ1, pa je
odatle f = a

yn−1
1

, gde je a neka konstanta. Odatle va�i

z2 = (f −Hy1)2 = 1− y21 − ẏ21 ,

xto dokazuje ovu lemu.

Napomena 4.1. Lemu 4.1 smo mogli dokazati i koriste�i (20) za m = 1.

4.2 Neki specijalni sluqajevi

Prethodno smo analizirali parametrizacije rotacionih hiperpovrxi vixedimenzionih sfera
konstantne sred�e krivine i pokazali smo da su rexe�a nelinearne diferencijalne jednaqine
prvog reda koordinatne funkcije koje definixu ove hiperpovrxi. Sledi deta	na analiza u par
specijalnih sluqajeva.

4.2.1 Rotacione hiperpovrxi od Sn+1(1) : H = const, a = 0;

Kada je H = const, a = 0, jednaqina (23) se svodi na slede�u diferencijalnu jednaqinu koju
�elimo da reximo:

ẏ21 = 1− y21(1 +H2). (24)

37engl. constant-mean-curvature
38krug, elipsa, hiperbola, parabola
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Koriste�i (21) mo�emo posmatrati nivosku krivu

G1 = un−1
(√

(1− u2 − v2)−Hu
)

= 0,

tj.
(1 +H2)u2 + v2 = 1.

Poxto je u > 0 ta nivoska kriva je polovina elipse.

Slika 4.1 Nivoska kriva za G1 = 0.

Ako uzmemo da je poqetni uslov y1(0) = 0, rexava�em jednaqine (24) dobijamo

y1(s) =
sin(
√

1 +H2s)√
1 +H2

.

Mo�emo da vidimo da �e odgovaraju�a hiperpovrx biti neka sfera parametrizovana sa:

y1(s) =
sin(
√

1 +H2s)√
1 +H2

,

φ(s) = − arctan
(cos (

√
1 +H2s)

H

)
.

4.2.2 Minimalne rotacione hiperpovrxi od S3(1)

Posmatrajmo minimalne hiperpovrxi sfere za n = 2. Iz definicije znamo da je hiperpovrx
minimalna ako je sred�a krivina identiqki jednaka nuli. Jednaqina (22) se za H = 0 svodi na

y1ÿ1 + ẏ1 = 1− 2y21 . (25)

Ako stavimo da je z = 1− 2y21 , vidimo da je z̈ = −4z, uz poqetni uslov ẏ1(0) = 0 dobijamo da su
rexe�a (25)

y1(s) =
√

1/2 + b cos(2s),

y3(s) =
√

1− y21 sinφ(s),

y4(s) =
√

1− y21 cosφ(s),
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gde je b = const i − 1
2 < b < 1

2 iz

φ(s) =

∫ s

0

√
(1− y21 − ẏ21

1− y21
ds (26)

=
√

(1/4− b2)

∫ s

0

1√
(1/2 + b cos(2s))(1/2− b cos(2s))

ds.

Kada b = 0 dobijamo konstantno rexe�e y1(s) =
√
2
2 . Ono odgovara Klifordovoj39 minimalnoj

dvodimenzionoj hiperpovrxi tj. Klifordovom torusu S1(
√

1
2 )× S1(

√
1
2 ).

Kada b→ −1
2 ovaj sluqaj se poklapa sa sluqajem (24) kada je H = 0 i n = 2 jer

y1(s) =

√
1

2
− 1

2
(cos2 s− sin2 s) = sin s,

i odgovaraju�a rotaciona hiperpovrx je jediniqna sfera S2.

Sliqno se dobija i u sluqaju b→ 1
2 jer je tada rexe�e y1(s) = cos s, a φ = const, pa je α veliki

krug koji generixe S2(1).

Teorema 4.1. Neka je x : M2 ↪→ S3(1) kompletan katenoid. Tada je x smexta�e (ulaga�e).

Dokaz: Mo�emo da vidimo da je za s 6= 0, ẏ1(s) 6= 0 i da ako va�i y1(s1) = y1(s2) tada s2 = ±s1.
Potrebno je da poka�emo jox da ili y3 ili y4 zadovo	ava slede�i uslov

y2+i(s) 6= y2+i(−s) za sve s 6= 0, i = 1, 2. (27)

Primetimo iz (26) da je φ(s) neparna funkcija i da je y1(s) = y1(−s) zbog parnosti funkcije
cos. Iz toga

y3(−s) =
√

1− y21(−s) sinφ(−s) =
√

1− y21(s)(sin(−φ(s)) = −y3(s),

za svako s 6= 0.

Time je ovaj dokaz zavrxen.

Minimalnim ulo�enim rotacionim hiperpovrxima vixedimenzionih jediniqnih sfera se ba-
vio Otsuki i pokazao je slede�u teoremu qiji je dokaz izlo�en u slede�em poglav	u.

Teorema 4.2. Jedine kompaktne minimalne ulo�ene rotacione hiperpovrxi od Sn+1 su Kli-

fordov torus S1(
√

1
n )× Sn−1(

√
n−1
n ) i geodezijske sfere Sn.

39William Kingdon Clifford (1845 – 1879) - engleski matematiqar i filozof, doprineo je nastanku geometrijske
algebre.

26



Rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera Nataxa Dobrijevi�

5 Kompaktno ulo�ene rotacione hiperpovrxi sa Hm = 0

5.1 Karakterizacija rotacionih hiperpovrxi sa Hm = 0

U §1 smo definisali Hm, normalizovanu m−tu simetriqnu funkciju glavnih krivina. �e-
limo da vidimo kako izgledaju n−dimenzione rotacione hiperpovrxi sfera Sn+1(1) kod kojih je
Hm = 0, (1 ≤ m < n) i da ispitamo koje od �ih su kompaktno ulo�ene rotacione hiperpovrxi.

Neka je α profilna kriva parametrizovana sa (14) i neka je

x : Mn ↪→ Sn+1(1) ⊂ Rn+2,

(s, t1, ..., tn−1) 7→ (y1(s)ϕ1, ..., y1(s)ϕn, yn+1(s), yn+2(s)),

ϕi = ϕi(t1, ..., tn−1), ϕ2
1 + ...+ ϕ2

n = 1,

parametrizacija rotacione hiperpovrxi generisane krivom α oko P 2 = [en+1, en+2]. Ravansku
krivu γ, koja predstav	a osu revolucije, dobili smo projektova�em profilne krive na P 2. Mo-
�emo izabrati parametar s̃ kao du�inu luka krive γ. Neka je θ̃ orijentisani ugao izme�u yn+1 ose
i tangentnog pravca krive γ i neka je h(s̃) support funkcija krive γ (videti sliku 5.1). Iz (6)
mo�emo zak	uqiti da

(ds̃)2 = (dyn+1)
2

+ (dyn+2)
2

= (ds)
2 − (dy1)

2
, (28)

tan θ̃ =
ẏn+2(s)

ẏn+1(s)
. (29)

Slika 5.1 Ravanska kriva γ.40

Ako je Hm = 0 (m < n), onda iz (18) va�i

0 = CnmHm = Cn−1m−1λ
m−1µ+ Cn−1m λm = 0,

tj.
λm−1

(
(n−m)λ+mµ

)
= 0. (30)

Oznaqimo sa y(s) = y1(s).

Lema 5.1. Rotaciona hiperpovrx Mn sfere Sn+1(1) ima Hm = 0 (m < n) ako i samo ako y(s)
zadovo	ava slede�u diferencijalnu jednaqinu:

(n−m)(1− y2 − ẏ2)
m
2 −m(1− y2 − ẏ2)

m−2
2 (ÿ + y)y = 0. (31)

Dokaz: Sledi iz (19) za Hm = 0.

40Slika preuzeta iz [15].
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Lema 5.2. Jednaqina (31) je ekvivalentna sa integralom prvog reda

Gm(y, ẏ) = yn−m(1− y2 − ẏ2)
m
2 = a = const. (32)

za m < n.

Dokaz: Sledi iz (20) za Hm = 0.

Koristimo rad [15] da izuqimo (32). Posmatrajmo nivoske krive funkcije Gm

Gm(u, v) = un−m(1− u2 − v2)
m
2 , (33)

za u > 0 i u2 + v2 ≤ 1.

Mapirajmo otvorenu poluravan {(u, v) |u > 0} sa nivoskom krivom Gm = a (videti sliku 5.2).
Svaka kriva je glatka unija dva grafika

v = ±
√

1− u2 −
( a

un−m
)2/m

, (34)

osim za nivo a0 koji odgovara konstantnom rexe�u y = y0 jednaqine (31), gde su

y20 =
n−m
n

, a0 =
(m
n

)m2 (n−m
n

)m(n−m)
2n

. (35)

Nivoska kriva Gm = a0 sadr�i jedinstvenu kritiqnu taqku krive Gm, koja se nalazi na horizon-
talnoj osi, xto se mo�e videti iz gradijenta

grad Gm(u, v) = un−m−1(1− u2 − v2)
m−2

2
(
(n−m)(1− v2)− nu2,−muv

)
. (36)

Za a = 0, nivoska kriva u2 + v2 = 1 je polukru�nica. Za a 6= 0, mo�emo videti da je nivoska kriva
zatvorena u otvorenoj poluravni, xtavixe, nalazi se u regionu odre�enom polukru�nicom.

Slika 5.2 Nivoske krive za a ≥ 0.41

Razmatra�emo rasloje�e na listove42 otvorene poluravni nivoskim krivama Gm = a. Kako
Gm ima maksimum u a0, imamo da a ∈ [0, a0]. Mo�emo da zak	uqimo da je svaka kriva na nekom
sred�em nivou a zatvorena i ograniqena, pa i kompaktna i �oj odgovaraju�e rexe�e r(s) dosti�e
jedinstveni minimum u r1 > 0. Sada moramo razmotriti slede�a tri sluqaja:

41Slika preuzeta iz [15].
42engl. foliation
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5.1.1 Sluqaj 1: Hm = 0, a = a0;

Vrednost a = a0 iz veze (35) implicira da je

y = y0, y0 =

√
n−m
n

,

konstantno rexe�e jednaqine (31), pa su glavne krivine jednake

k1 = ... = kn−1 = λ = −
√

m

n−m
, kn = µ =

√
n−m
m

,

iz Leme 2.1 i (35).

Odgovaraju�a rotaciona hiperpovrx Mn odgovara Rimanovom proizvodu Sn−1
(√

n−m
n

)
×S1

(√
m
n

)
,

xto je pokazano u [19]. U prethodnoj glavi smo videli da je za m = 1, n = 2 odgovaraju�i proizvod

S1
(√

1
2

)
× S1

(√
1
2

)
Klifordov torus.

5.1.2 Sluqaj 2: Hm = 0, a = 0;

Slika 5.3 Nivoska kriva za a = 0.

Vrednost a = 0, pa iz jednaqine (32) sledi da je y2 + ẏ2 = 1. Integracijom y2 + ẏ2 = 1 uz poqetni
uslov y(0) = 0, dobijamo da je

y = sin s,

φ = const,

pa je profilna kriva veliki krug koji generixe totalno geodezijsku n−sferu Sn.

5.1.3 Sluqaj 3: Hm = 0, a ∈ (0, a0);

Ako je a ∈ (0, a0), tada imamo

y2 + ẏ2 < 1, 0 < y < 1, y 6= const. (37)

Iz y(s) = y1(s) = cos r(s) sledi da

0 < cos r < 1, 0 < sin r < 1. (38)

Koriste�i y(s) = cos r(s), jednaqina (15) se mo�e zapisati kao

φ̇2 =
1− ṙ2

sin2 r
=

1− y2 − ẏ2

(1− y2)2
, (39)
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iz (37) i (39) mo�emo zak	uqiti da
φ̇ 6= 0, ṙ < 1. (40)

Mo�emo da vidimo iz (37) i Leme 2.1 da je λ = −
√

1−y2−ẏ2
y 6= 0, pa iz (30) sledi da

(n−m)λ+mµ = 0. (41)

Iz Leme 2.1 i (41) i qi�enice da je y(s) = y1(s) = cos r(s) zak	uqujemo da je

r̈ = (1− ṙ2)(cot r − n−m
m

tan r). (42)

Bez uma�e�a opxtosti, iz (28), (38) i (40) imamo

ds̃

ds
=

√
1− sin2 r(φ)ṙ2 > 0. (43)

Iz (29) dobijamo

dθ̃

ds
=
ÿn+2ẏn+1 − ẏn+2ÿn+1

ẏ2n+1 + ẏ2n+2

.

Stoga
dθ̃

ds̃
=
dθ̃

ds

ds

ds̃
= − B√

1− ṙ2 sin2 r(ẏ2n+1 + ẏ2n+2)
, (44)

gde je B := ÿn+2ẏn+1 − ẏn+2ÿn+1.

Da	e �emo dokazati da je dθ̃
ds̃ 6= 0 da bismo pokazali da mo�emo izabrati θ̃ kao parametar

ravanske krive γ. Iz (44) sledi da je dovo	no dokazati da je B 6= 0. Direktnim raqunom, iz (14),
dobijamo

ẏn+1 = ṙ cos r cosφ− φ̇ sin r sinφ, ẏn+2 = ṙ cos r sinφ+ φ̇ sin r cosφ,

B = ṙ2φ̇+ ṙ2φ̇ cos2 r + ṙφ̈ sin r cos r − r̈φ̇ sin r cos r + φ̇3 sin2 r. (45)

Kombinuju�i (45) sa (15), dobijamo

B = φ̇+ ṙ2φ̇ cos2 r + ṙφ̈ sin r cos r − r̈φ̇ sin r cos r. (46)

Diferencira�em (15) dobijamo

ṙr̈ + ṙφ̇2 sin r cos r + φ̇φ̈ sin2 r = 0. (47)

Moramo da razmotrimo dva podsluqaja.

Podluqaj 3.1: ṙ = 0.

Ako zamenimo ṙ = 0 u jednaqini (15), iz (38) i (40) dobijamo

B = φ̇− r̈φ̇ sin r cos r

= φ̇
(
1− sin r cos r(cot r − n−m

m
tan r)

)
=

n

m
φ̇ sin2 r 6= 0.

Podluqaj 3.2: ṙ 6= 0.

Ako je ṙ 6= 0, iz (47) dobijamo

r̈ = − sin2 r

ṙ
φ̇φ̈− φ̇2 sin r cos r. (48)
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Tada iz (15),(46) i (48) vidimo da

B = φ̇+ ṙ2φ̇ cos2 r + ṙφ̈ sin r cos r + φ̇ sin r cos r
( sin2 r

ṙ
φ̇φ̈+ φ̇2 sin r cos r

)
= φ̇+ φ̇ cos2 r + φ̈

(
ṙ sin r cos r +

sin3 r cos r

ṙ
φ̇2
)

= φ̇(1 + cos2 r) + φ̈
(
ṙ sin r cos r +

sin r cos r

ṙ
(1− ṙ2)

)
= φ̇(1 + cos2 r) + φ̈

sin r cos r

ṙ
.

Kombinuju�i (42) i (48), dobijamo

φ̈ = − ṙφ̇

sin r cos r
(2 cos2 r − n−m

m
sin2 r). (49)

Kada zamenimo (49) u prethodnu jednaqinu, mo�emo da zak	uqimo da

B = φ̇(1 + cos2 r) + φ̈
sin r cos r

ṙ

= φ̇(1 + cos2 r)− φ̇(2 cos2 r − n−m
m

sin2 r)

=
n

m
φ̇ sin2 r 6= 0.

Stoga zak	uqujemo da dθ̃
ds̃ 6= 0.

Sada �elimo da vidimo kako �e izgledati rotaciona hiperpovrx u ovom sluqaju.

Kako je dθ̃
ds̃ 6= 0, ravanska kriva γ se mo�e zapisati u formi h = h(θ̃) (videti sliku 5.1).

Neka su sa h′ i h′′ oznaqeni dh
dθ̃

i d2h
dθ̃2

respektivno. Iz definicije h imamo da je

h = (yn+1 −
1

tan θ̃
yn+2) sin θ̃ = yn+1 sin θ̃ − yn+2 cos θ̃,

pa sledi iz prethodnog i iz (29) da h′ = yn+1 cos θ̃ + yn+2 sin θ̃, odatle

yn+1 = h sin θ̃ + h′ cos θ̃, yn+2 = −h cos θ̃ + h′ sin θ̃

i taqke krive γ, q(θ̃), su date sa

q(θ̃) = (0, ..., 0, yn+1(s̃), yn+2(s̃))

= (0, ..., 0, h sin θ̃ + h′ cos θ̃, h′ sin θ̃ − h cos θ̃). (50)

Iz (50) sledi
y2n+1(s̃) + y2n+2(s̃) = h2 + (h′)2. (51)

Iz (6) i (51) imamo da je y = y1 =
√

1− h2 − (h′)2.

Mo�emo da zak	uqimo iz (37) i (51) da

0 < h2 + (h′)2 < 1. (52)

Neka je (e1, e2, ..., en+2) pokretni ortonormirani reper prostora Rn+2 koji ispu�ava slede�e
uslove :

en = (ϕ1, ..., ϕn, 0, 0), ϕ2
1 + ...+ ϕ2

n = 1, (53)

en+1 = (0, ..., 0, cos θ̃, sin θ̃), en+2 = (0, ..., 0,− sin θ̃, cos θ̃), (54)

gde je (ϕ1, ..., ϕn) ortogonalna parametrizacija jediniqne sfere. Neka je sada

dei =

n∑
j=1

ωijej , ωij + ωji = 0. (55)

31



Rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera Nataxa Dobrijevi�

Tada iz (5), (50), (53) i (54) znamo da se pozicioni vektor p rotacione hiperpovrxi Mn u povrxi
Sn+1(1) mo�e zapisati kao

p = yen + h′en+1 − hen+2 = q + yen. (56)

Du�ina luka s̃ krive γ je data sa
ds̃ = (h+ h′′)dθ̃. (57)

Koriste�i en+1 i en+2, imamo

q = h′en+1 − hen+2, dq = en+1ds̃. (58)

Iz (54), (55) i (58) imamo

dp = y

n−1∑
j=1

ωnjej + dyen + (h+ h′′)dθ̃en+1.

Ako stavimo da je

ej = ej , en =
y′en + (h+ h′′)en+1√

(y′)2 + (h+ h′′)2
, (59)

ωj = yωnj , ωn =
√

(y′)2 + (h+ h′′)2dθ̃,

gde je y′ = dy

dθ̃
i 1 ≤ j ≤ n− 1.

Prethodna jednaqina se mo�e zapisati

dp =

n∑
i

ωiei. (60)

Iz (51), direktnim raqunom dobijamo

h′(h+ h′′) + yy′ = 0, (61)

pa iz (61) sledi

(y′)2 + (h+ h′′)2 =
1− h2

y2
(h+ h′′)2.

Dakle, ωn i en se mogu zapisati kao

ωn =

√
1− h2
y

(h+ h′′)dθ̃ =

√
1− h2
y

ds̃, (62)

en =
1√

1− h2
(−h′en + yen+1). (63)

Jednostavnim raquna�em, mo�emo da izaberemo jediniqni normalni vektor od Mn u Sn+1 sa

en+1 = − h√
1− h2

(yen + h′en+1)−
√

1− h2en+2. (64)

Ako uzmemo en+2 = −p kao normalni jediniqan vektor od Sn+1(1) u Rn+2, tada je {e1, ..., en+2} baza
u Rn+2 iste orijentacije kao {e1, ..., en+2}.
Iz (59) i (63) mo�emo da zak	uqimo da

ωjn+1 = −〈ej , Den+1〉 = −〈ej , den+1〉

=
hy√

1− h2
〈ej , den〉 =

hy√
1− h2

ωnj =
h√

1− h2
ωj ,

tj.

ωjn+1 = λωj , λ =
h√

1− h2
, (65)
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gde je 1 ≤ j ≤ n− 1, a D oznaqava kovarijantni izvod na Sn+1(1). Tada dobijamo

ωnn+1 = −〈en, Den+1〉 = −〈en, den+1〉

=
1√

1− h2
〈−h′en + yen+1, d(−en+1)〉

=
( h

1− h2
(yh′′ − y′h′)− y

)
dθ̃.

Koriste�i (61) dobijamo

ωnn+1 =
(h(h+ h′′)

y
− y

1− h2
)
dθ̃ = µωn. (66)

Iz (62) i (66), imamo

µ =
h√

1− h2
− 1− h2 − (h′)2

(h+ h′′)
√

(1− h2)3
. (67)

Ako uzmemo u obzir (65) i (67), uslov (41) se mo�e preformulisati sa

(n−m)
h√

1− h2
+m

( h√
1− h2

− 1− h2 − (h′)2

(h+ h′′)
√

(1− h2)3

)
= 0.

Tada va�i
n

m
h(1− h2)h′′ + (h′)2 + h2 − 1 +

n

m
h2(1− h2) = 0. (68)

Obratno, ako funkcija h(θ̃) koja zadovo	ava (68) daje ravansku krivu u Rn+2 sa (50), tada sa
(56) dobijamo rotacionu hiperpovrx Mn ↪→ Sn+1(1) sa Hm = 0. Osobine ove hiperpovrxi Mn u
potpunosti zavise od osobina h(θ̃).

U da	em radu, izuqava�emo osobine obiqnih diferencijalnih jednaqina (68) drugog reda.
Pisa�emo F = h2 + (h′)2. Iz (52) zak	uqujemo da 0 < F < 1. Direktnim raqunom, imamo

1

2

dF

dθ̃
= hh′ + h′h′′ =

mh′

nh(1− h2)
(1− F ),

odatle
dF

1− F
=

2m

n

( 1

h
+

1

2(1− h)
− 1

2(1 + h)

)
dh. (69)

Integra	e�em (69) dobijamo

1− F = C(
h2

1− h2
)
−mn

, C = constant > 0,

tj.

(
dh

dθ̃
)2 = 1− h2 − C(

1

h2
− 1)

m
n

. (70)

U ovom sluqaju, mo�emo zak	uqiti iz λ = h√
1−h2

6= 0 da je h > 0. Iz (52) imamo da je h < 1.

Odatle, posmatramo samo ona rexe�a (68) za koja va�i

0 < h(θ̃) < 1, 0 < h2 + (h′)2 < 1. (71)

Iz (37) imamo da h 6= const, u suprotnom y ≈ const, a to je kontradikcija. Za nekonstantna
rexe�a h(θ̃) od (70) sa uslovom (71), va�i

1− h2 − C(
1

h2
− 1)

m
n

≥ 0,

tj. R0 ≤ h ≤ R1, 0 < R0 < R1 < 1, gde su R0 i R1 dva rexe�a jednaqine

1− h2 − C(
1

h2
− 1)

m
n

= 0.

Sledi da

R0 <

√
m

n
< R1.
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Lema 5.3. Funkcija h(θ̃) je periodiqna funkcija u odnosu na parametar θ̃.

Dokaz:

Bilo koje rexe�e h(θ) jednaqine (68) takvo da je 0 < h < 1 se mo�e dobiti integracijom slede�e
jednaqine (dh

dθ̃

)2
= 1− h2 − C

( 1

h2
− 1
)mn

,

gde je C pozitivna konstanta. Kako je raspon x kada va�i

1− x− C(
1

x
− 1)

m
n

≥ 0, 0 < x < 1 (72)

odre�en taqkama krive y =
(
1
x − 1

)m
n (0 < x < 1) ispod prave y = 1

C (1 − x), lako se vidi da ova
kriva seqe pravu kroz (1, 0) u dve taqke kada

0 < C < (1− α)
1−α

αα, (73)

gde je α = m
n . Neka su x−koordinate te dve taqke preseka x0 i x1, tada

0 < x0 < α < x1 < 1. (74)

Odatle dobijamo
R0 =

√
x0 ≤ h(θ̃) ≤ R1 =

√
x1.

Minimum i maksimum h(θ̃) moraju da budu bax R0 i R1 zato xto u tim taqkama je h′(θ̃) = 0.
Xtavixe, y = h(θ̃) je simetriqna funkcija u odnosu na θ̃ = θ̃0, θ̃1, gde su R0 = h(θ̃0), R1 = h(θ̃1).
Iz (70) mo�emo lako da zak	uqimo da je h(θ̃) periodiqna i da je �en minimalan pozitivan period
dat sa

T (C) = 2

∫ R1

R0

dh√
1− h2 − C( 1

h2 − 1)
m
n

. (75)

Oznaqimo rexe�e od (70) sa h(θ̃, C) i hiperpovrx koju ova funkcija potapa u Sn+1(1) saMn(C).

Mn(C) je kompaktno ulo�ena rotaciona hiperpovrx u Sn+1(1) ako i samo ako minimalni po-
zitivni period T (C) rexe�a h(θ̃, C) jeste 2π

k (k = 1, 2, ...).

5.2 Klasifikacija ulo�enih rotacionih hiperpovrxi sa Hm = 0

Teorema 5.1. Ne postoji ni jedna druga kompaktno ulo�ena rotaciona hiperpovrx Sn+1 koja

ima Hm = 0 (1 ≤ m ≤ n − 1) osim sfera Sn i Rimanovog proizvoda Sn−1(
√

n−m
n ) × S1(

√
m
n ),

gde je Hm normalizovana m-ta simetriqna funkcija glavnih krivina, a Sn−1(R) oznaqava sferu
dimenzije (n− 1) polupreqnika R.

Dokaz:

Dovo	no je da doka�emo da je π < T (C) < 2π.

T(C) > π :

Ako oznaqimo sa h2 = x, (R0)2 = x0, (R1)2 = x1,
m
n = α < 1, dobijamo

T (C) =

∫ x1

x0

dx√
x(1− x)− Cx1−α(1− x)α

. (76)

Neka je
g(x) = x(1− x)− Cx1−α(1− x)α,
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tada

g′(x) = 1− 2x− C(1− α− x)

xα(1− x)1−α
, (77)

g′′(x) = −2 +
Cα(1− α)

x1+α(1− x)2−α
> −2 (78)

i
{x |g(x) ≥ 0, 0 < x < 1} = [x0, x1].

Iz (77) jasno je da funkcija g(x) dosti�e maksimum na intervalu [x0, x1] u nekoj taqki x2,

x0 < x2 < x1. Neka je g(x2) = b > 0. Ako je sada

L(x) = (g′(x))2 + 4g(x),

dobijamo
L′(x) = 2(g′′(x) + 2)g′(x).

Dakle, iz (77) i (78) mo�emo da vidimo da funkcija L(x) raste na [x0, x2], a opada na [x2, x1] i �en
maksimum je u taqki x2 tj. L(x2) = 4g(x2) = 4b, stoga (g′)2 < 4(b− g) na (x0, x2) i (x2, x1). Odatle
dobijamo

T (C) =

∫ x2

x0

dx√
g(x)

+

∫ x1

x2

dx√
g(x)

=

∫ x2

x0

g′(x)dx√
g(x)(g′(x))2

−
∫ x1

x2

g′(x)dx√
g(x)(g′(x))2

>

∫ b

0

dg√
g(b− g)

= sin−1
2g − b
b

∣∣b
0

= π.

T(C) < 2π :

Ako oznaqimo sa h2 = x, (R0)2 = x0, (R1)2 = x1,
m
n = α < 1, dobijamo

T (C) =

∫ x1

x0

dx√
x(1− x)− Cψ(1− x)

, (79)

gde su
ψ(x) = xα(1− x)1−α, za 0 < x < 1 (80)

i
C = ψ(x0) = ψ(x1), 0 < x0 < α < x1 < 1. (81)

Jasno je da

ψ(x)ψ(1− x) = x(1− x), (82)

dψ(x)

dx
=

α− x
x(1− x)

ψ(x), (83)

dψ(1− x)

dx
=

1− α− x
x(1− x)

ψ(1− x). (84)

Vidimo da je ψ(x) monotono rastu�a na 0 < x < α i monotono opadaju�a na α < x < 1. Neka su
X0(u) i X1(u) inverzne funkcije od funkcije u = ψ(x) na 0 < x < α i α < x < 1 respektivno.

Tada

T (C) =

∫ α

x0

dx√
x(1− x)− Cψ(1− x)

+

∫ x1

α

dx√
x(1− x)− Cψ(1− x)

=

∫ α

x0

√
x1−α(1− x)α√

xα(1− x)1−α − C
xα−1(1− x)−αdx
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+

∫ x1

α

√
x1−α(1− x)α√

xα(1− x)1−α − C
xα−1(1− x)−αdx

=

∫ α

x0

√
x(1− x)

(α− x)
√
xα(1− x)1−α

(
xα(1− x)1−α − C

) (α− x)xα−1(1− x)−αdx

+

∫ x1

α

√
x(1− x)

(α− x)
√
xα(1− x)1−α

(
xα(1− x)1−α − C

) (α− x)xα−1(1− x)−αdx

=

∫ A

C

√
X0(u)(1−X0(u))

(α−X0(u))
√
u(u− C)

du+

∫ C

A

√
X1(u)(1−X1(u))

(α−X1(u))
√
u(u− C)

du

=

∫ A

C

√
X0(u)(1−X0(u))(A− u)

(α−X0(u))
√
u

du√
(A− u)(u− C))

+

∫ C

A

√
X1(u)(1−X1(u))(A− u)

(X1(u)− α)
√
u

du√
(A− u)(u− C))

.

Sada, pretpostavimo da √
Xi(u)(1−Xi(u))(A− u)

|α−Xi(u)|
√
u

< ki (85)

za C < u < A, i = 0, 1. Dobijamo

T (C) < (k0 + k1)

∫ A

C

du√
(A− u)(u− C)

= (k0 + k1)π. (86)

Dokaza�emo da mo�emo da izaberemo vrednosti k0 i k1 tako da k0 = k1 = 1.

Nejednakost (85) je ekvivalentna sa√
x(1− x)(A− ψ(x)) < ki |α− x|

√
ψ(x) (87)

za x0 < x < α i α < x < x1 respektivno. Ako uzmemo da je λ = ki, (87) se mo�e napisati

x(1− x)(A− ψ(x)) < λ2(α− x)2ψ(x),

tj.
x(1− x)A < ψ(x)

(
λ2(α− x)2 + x(1− x)

)
. (88)

Ako stavimo da je fλ(x) = λ2(α−x)2+x(1−x)
ψ(1−x) , po (82), nejednakost (88) se mo�e zapisati

A < fλ(x). (89)

Kako funkcija fλ(x) uzima pozitivne vrednosti kada je 0 < x < 1 za svako λ > 0, imamo

fλ(α) = A (90)

i

f ′λ
fλ

=
−2λ2(α− x) + 1− 2x

λ2(α− x)2 + x(1− x)
− 1− α− x

x(1− x)

=
gλ(x)

x(1− x)
(
λ2(α− x)2 + x(1− x)

) ,
gde su

f ′λ =
d(fλ)

dx
, gλ(x) = (α− x)

(
− λ2α(1− α) + (1− λ2)x(1− x)

)
. (91)

Ako je λ = 1 dobijamo
gλ(x) = (x− α)α(1− α). (92)
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Kada je x ∈ (x0, α), dobijamo da je gλ(x) < 0 i tada je fλ(x) strogo monotono opadaju�a funkcija po
x na (x0, α). Kada je x ∈ (α, x1), dobijamo da je gλ(x) > 0 i tada je fλ(x) strogo monotono rastu�a
funkcija po x na (α, x1). Dakle,

fλ(x) > fλ(α) = A, za x ∈ (x0, α)
⋃

(α, x1).

Dakle dobili smo da
π < T (C) < 2π.

Iz Sluqaja 1, Sluqaja 2 i Sluqaja 3 dobijamo tra�eni rezultat.

Napomena 5.1. Kako smo videli da je funkcija sred�e krivine normalizovana prva simetriqna
funkcija glavnih krivina tj. H = H1, dokaz Teoreme 4.2 se svodi na dokaz na Teoreme 5.1 za m = 1.

Napomena 5.2. Leite [13] je dokazala da postoji mnogo kompletnih imerzovanih rotacionih hi-
perpovrxi povrxi Sn+1 sa konstantnom skalarnom krivinom n(n−1) tj. H2 = 0. Tako�e se bavila
problemom da li postoje druge ulo�ene hiperpovrxi od Sn+1 sa H2 = 0 osim proizvoda sfera.
Teorema 5.1 daje parcijalno rexe�e ovog problema.

Posledica 5.2. Ne postoje druge kompaktne ulo�ene rotacione hiperpovrxi M od Sn+1 sa
konstantnom skalarnom krivinom n(n − 1) osim geodezijskih sfera Sn i Rimanovog proizvoda

Sn−1(
√

n−2
n )× S1(

√
2
n ).

Dokaz: Poxto je H2 = 0 ekvivalentno sa qi�enicom da M ima konstantnu skalarnu krivinu
n(n− 1), dokaz ove posledice sledi iz Teoreme 5.1.
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Zak	uqak

U ovom radu su definisane rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera, realnih prostor-
nih formi konstantne krivine c > 0 i prouqene su �ihove osnovne osobine. Time su generalizovane
dobro izuqene rotacione dvodimenzione povrxi u euklidskom prostoru R3 xto predstav	a osnovnu
svrhu ovog rada.

Izraqunate su glavne krivine rotacionih hiperpovrxi od kojih je jedna vixestrukosti bar
n − 1. Tako�e je pokazano da se za svaku odre�enu osobinu ovih hiperpovrxi mo�e postaviti
nelinearna diferencijalna jednaqina qija rexe�a odre�uju tu hiperpovrx.

Izlo�eni su neki dovo	ni uslovi da proizvo	na hiperpovrxMn, n ≥ 3 vixedimenzione sfere
bude rotaciona. Glavni rezultat pokazuje da ako za glavne krivine k1, ..., kn ove hiperpovrxi va�i
k1 = ... = kn−1 = −λ 6= 0, kn = −µ = −µ(λ) i λ − µ 6= 0, tada je x(Mn) sadr�ana u rotacionoj
hiperpovrxi. Posledica ovog tvr�e�a je da je konformno ravna hiperpovrx x : Mn ↪→ Sn+1(1) za
n ≥ 4, za koju va�i µ = µ(λ), λ 6= 0, λ−µ 6= 0 sadr�ana u rotacionoj hiperpovrxi. Za hiperpovrxi
x : Mn ↪→ Sn+1(1) koje su invarijante l−parametarske grupe izometrija sfere Sn+1(1) je pokazano
da ako l uzima maksimalnu dozvo	enu vrednost tada ili x ima dve glavne krivine λ i µ, od kojih
je jedna kodimenzije jedan ili je x sadr�ana u izoparametriqkoj familiji sfere Sn+1(1).

Hiperpovrxi realnih prostornih formi sa konstantnom sred�om krivinom su jedan od naj-
starijih predmeta izuqava�a diferencijalne geometrije. U radu je data deta	na analiza nekih
specijalnih sluqajeva ovakvih hiperpovrxi, minimalnih rotacionih hiperpovrxi S3 i rotacio-
nih hiperpovrxi sfere Sn+1(1) kada je prvi integral diferencijalne jednaqine koja odre�uje ovu
povrx jednak nuli.

Jedan od glavnih rezultata ovog rada je da su sfere Sn i Rimanov proizvod Sn−1(
√

n−m
n ) ×

S1(
√

m
n ) jedine n−dimenzione kompaktno ulo�ene rotacione hiperpovrxi od Sn+1(1) sa Hm = 0

(1 ≤ m ≤ n − 1). Specijalno kada je m = 1, jedine kompaktno ulo�ene minimalne n−dimenzione
rotacione hiperpovrxi jediniqne sfere Sn+1(1) su sfere Sn i Klifordov torus Sn−1

(√
n−1
n

)
×

S1
(√

1
n

)
.

Znaqajni matematiqari su se bavili klasifikacijom i karakterizacijom posebnih familija
rotacionih hiperpovrxi, uprkos tome postoji jox uvek veliki broj otvorenih pita�a i sluqajeva
koji nisu deta	no prouqeni.
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CMC hiperpovrxi, 24

ambijentni prostor, 8
atlas topoloxke mnogostrukosti, 6

baza uvrnutog proizvoda, 18

dejstvo grupe na mnogostrukost, 7
Delonijeve povrxi, 24
difeomorfizam, 7
diferencijabilna funkcija u taqki, 7
diferencijabilna mnogostrukost, 6
diferencijabilni atlas klase C∞, 6
diferencijabilno preslikava�e, 6
diferencijal preslikava�a, 8
distribucija, 9
druga fundamentalna forma, 11
du�ina luka regularne krive, 9

eksponencijalno preslikava�e, 12
ekvivalentnost atlasa, 6

Gausova formula, 11
glavne krivine, 12
glavni pravci, 12
gradijent funkcije, 9

Hauzdorfov topoloxki prostor, 6
hiperpovrx, 8
homeomorfizam, 6

imerzija, 8
izometrija, 11
izometrijska imerzija, 11
izoparametriqka familija, 22

Klifordov torus, 26
kodimenzija, 8
konformno ravna mnogostrukost, 13
konstantne funkcije, 9
koordinatne funkcije, 6
kotangentni prostor mnogostrukosti, 8
kotangentno rasloje�e mnogostrukosti, 8
kovarijantni izvod funkcije, 9
kovarijantni izvod povezanosti, 9
kovektor, 8
kovektorsko po	e, 8
kriva na mnogostrukosti, 7
krivina povezanosti, 10

Levi-Qivita koneksija, 10
linearna koneksija, 9
linije krivine, 12
listovi uvrnutog proizvoda, 18
lokalna karta topoloxke mnogostrukosti, 6
lokalna parametrizacija, 6

lokalno euklidski prostor, 6

maksimalni diferencijabilni atlas mnogostru-
kosti, 6

meridijan rotacione hiperpovrxi, 14
metrika na mnogostrukosti, 9
minimalna hiperpovrx, 12

neprekidno preslikava�e, 6
nivoska kriva, 19
normalizovanam−ta simetriqna funkcija glav-

nih krivina hiperpovrxi, 12
normalna komponenta povezanosti, 11
normalna koneksija, 11
normalna okolina, 12
normalna okolina taqke, 12
normalne koordinate, 13
normalni vektor, 11

operator oblika, 11
orbita elemenata pri dejstvu, 7
ortogonalna transformacija prostora, 14
osa revolucije, 17

paralela rotacione hiperpovrxi, 14
paralelnost metrike u odnosu na koneksiju, 10
parametrizacija hiperpovrxi vixedimenzione

jediniqne sfere, 15
podmnogostrukost, 8
povezanost bez torzije, 10
prirodna parametrizacija krive, 9
profilna kriva rotacione hiperpovrxi, 14

rang diferencijabilnog preslikava�a, 8
ravna mnogostrukost, 10
realna prostorna forma, 10
regularna kriva, 9
relacija ekvivalencije tangentnih vektora, 7
Rimanova koneksija, 10
Rimanova krivina mnogostrukosti, 10
Rimanova mnogostrukost, 9
rotaciona hiperpovrx vixedimenzione sfere,

14

sekciona krivina, 10
skalarni proizvod na Rn, 14
sred�a krivina hiperpovrxi, 12
submerzija, 8

tangentna komponenta povezanosti, 11
tangentni prostor, 7
tangentni vektor krive, 8
tangentni vektor na mnogostrukosti, 7
tangentno rasloje�e mnogostrukosti, 8
topoloxka mnogostrukost, 6
torzija povezanosti, 10

39



Rotacione hiperpovrxi vixedimenzionih sfera Nataxa Dobrijevi�

totalno geodezijska podmnogostrukost, 12
totalno umbiliqka podmnogostrukost, 12

ulaga�e, 9
umbiliqka podmnogostrukost, 12
umbiliqko seqe�e, 12
uvrnuti (warped) proizvod, 18

Vajngartenova formula, 11
vektorsko po	e, 8
vlakna uvrnutog proizvoda, 18
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