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1 Uvod

Metod funkcija generatrise moze se primenjivati u razli¢itim oblastima matem-
atike, a u ovom radu biée prikazana primena u kombinatorici. Medu prvima ih
je upotrebio de Moavr za izvodenje formula za Fibonacijeve brojeve, oko 1720.
godine. Takode, koristili su ih Bernuli i Stirling, a zatim i Ojler u svojim is-
trazivanjima u teoriji brojeva i Laplas.

U ovom radu bice prikazane definicije obi¢ne i eksponencijalne funkcije gen-
eratrise, a zatim operacije sa njima sa naglaskom na proizvod (ili konvoluciju)
i kompoziciju. Cilj je da se predstave primene funkcija generatrise, najpre u
reSavanju rekurzivnih relacija. Bice reSena rekurzivna relacija za Katalanove
brojeve i izrac¢unata funkcija generatrise za ovaj niz, kao i za niz Fibonadijevih
brojeva. Eksponencijalne funkcije generatrise primeni¢emo na racunanje broja
deranzmana, kao i na niz Belovih brojeva. U nastavku éemo se baviti parti-
cijama brojeva i predstaviti ¢uveni Qjlerov rezultat da je broj particija nekog
broja u neparne delove jednak broju particija tog broja u razli¢ite delove. Na
kraju ¢e biti predstavljen izbor zadataka sa primenama funkcija generatrise.



2 Formalni stepeni redovi i obi¢ne funkcije gen-
eratrise

Jedan od konkretnih problema kojima se bavi kombinatorika jeste odred-
iti koliko elemenata ima neki konac¢an skup. Preciznije, deo kombinatorike u
kome se proucavaju metode i tehnike koje daju odgovor na ovo pitanje jeste
enumerativna kombinatorika. Pored osnovnih principa i metoda prebrojavanja
jedna od najkorisnijih metoda jeste metoda funkcija generatrisa. Osnovna ideja
je da se nizu (an)nen, dodeli funkcija ili stepeni red, a za rad sa funkcijama i
stepenim redovima postoji veoma razvijen matematicki aparat, $to omogucava
reSavanje problema iz kombinatorike. Dakle beskonacan niz brojeva se ,zamen-
juje” jednim objektom.

Metoda funkcija generatrise koristi se kao metoda prebrojavanja, ali i za res-
avanje mnogih drugih problema. Kod nekih problema odredivanja broja izbora
elemenata vazan je poredak elemenata, takode kod nekih je potrebno obratiti
paznju na to da li je dozvoljeno ponavljanje elemenata. Podseti¢emo se osnovnih
pojmova kombinatorike.

Definicija 1. Neka je X n-toclani skup, n € N Permutacija skupa X je bilo
koja uredena n-torka razlicitih elemenata iz tog skupa.

Definicija 2. Faktorijel se formalno definise na sledeéi nacin: n! =[}_, k, za
svako n € N.

Teorema 1. Broj permutacija skupa od n elemenata je P(n) = n!

Definicija 3. Varijacija k-te klase bez ponavljanja, n-toc¢lanog skupa X, je bilo
koja uredena k-torka razlicitih elemenata iz tog skupa.

Teorema 2. Broj varijacija k-te klase skupa od n elemenata je
Vin,k)=n(n—-1)-----(n—k+1).

Napomena 1. Ako nije posebno naglaSeno, podrazumeva se da su u pitanju
varijacije bez ponavljanja, odnosno da svaki element iz skupa ucestvuje najvise
jednom u varijaciji.

Definicija 4. Varijacija sa ponavljanjem k-te klase n-toclanog skupa X je bilo
koja uredena k-torka njegovih elemenata.

Teorema 3. Broj varijacija sa ponavijanjem k-te klase skupa od n elemenata
je Vi(n, k) = nk.

Definicija 5. Neka je X skup, a k nenegativan ceo broj. Simbol ()k() oznacava
skup svih k-toclanih podskupova skupa X .

Definicija 6. Neka su n, k nenegativni celi brojevi takvi da je n > k. Binomni
koeficijent (Z) je funkcija data sa

() = n(n—1)(n=2)-(n—k+1) _ [Ti g (n—0)
k) k(k—1)---2-1 - k!




Napomena 2. Posebne vrednosti binomnih koeficijenata su (6‘) =1, (TIL) =ni
(Z) = 1. Definicija se moZe prosiriti i na negativne vrednosti k i na vrednosti

k > n dogovorom da je (Z) =0zasvek <01k >n.
Tvrdenje 1. (Faktorijelna reprezentacija) Za cele brojeve n i k, n > k > 0 vai
(2) = w6
Tvrdenje 2. (Uslov simetricnosti) Za svaki ceo broj n > 0 i svaki ceo broj k
vai
() = (")
Teorema 4. (Binomna teorema) Za svaki nenegativan ceo broj n vazi

(@ +y)" = Do (ary .

Definicija 7. Kombinacija k-te klase bez ponavijanja n-toclanog skupa X je
bilo koji njegov podskup od k elemenata.

Teorema 5. Broj kombinacija k-te klase skupa od n elemenata je

C’(n,k) _ (Z) _ n(nfl)(n72k)! ----- (n—k+1)

Napomena 3. Podrazumeva se da su u pitanju kombinacije bez ponavljanja,
ukoliko nije naglasSeno drugadije.

Definicija 8. Kombinacija k-te klase sa ponavljanjem n-toclanog skupa X je
bilo koji skup sastavljen od tacno k ne obavezno razlicitih elemenata skupa X .

Teorema 6. Broj kombinacija sa ponavijanjem k-te klase skupa od n elemenata
je
C(n,k) — (nJrI];:fl) — (nJrkfl)

n—1

Definicija 9. Dwvostruki faktorijel formalno se definise na sledeéi nacin:
ol — 1, zan=0ilin =1,
T nn—2!'zan >2

Definicija 10. (Uopsteni binomni koeficijent) Za svaki proizvoljan realan broj «

i svaki nenegativan ceo broj k definiSemo binomni koeficijent (%) = W

(po definiciji je (g) =1).
Sada se moze dati definicija obi¢ne funkcije generatrise.

2.1 Obi¢na funkcija generatrise

Definicija 11. Neka je zadat niz (an)nen, kompleksnih brojeva. Obiéna funkcija
generatrise pridruZena tom nizu je formalni stepeni red

Alx)=ao+ar-x+ag-2> 4+ Fan-2"+--- =3 oy anz",

¢iji su koeficijenti ¢lanovi niza (an)nen, -



Dve obitne funkcije generatrise A(x) =3y anz™ i B(z) = >, oy, bn2"
su jednake ako su im jednaki odgovarajuéi koeficijenti. Odnosno, kazemo da je
A(z) = B(x) ako za sve n € Ny vazi a,, = by,.

Primer 1:
Neka je m neki prirodan broj i neka je
(Z‘), zan € Ng,n<m
0, inace.
Tada je obi¢na funkcija generatrise za taj niz
Alr) = () + (7) -2+ + (1) - = (1 )™

Moze se primetiti da je obi¢na funkcija generatrise za neki niz (a,)nen, polinom
akko taj niz ima kona¢no mnogo ¢lanova razli¢itih od nule.

Ay =

<

Formalni stepeni red A(z) u ovom trenutku vaZan je samo kao algebarski
objekat koji potpuno ,kodira” niz (a,)nen,, ali znanja o stepenim redovima i
konvergenciji redova iz analize mogu biti od koristi.

Primer 2:
Posmatrajmo niz kome je a, = 1 za sve n € Ny. Funkcija generatrise tog niza
je

Al)=14+z+2®+--+a"+- =3 oy, 2"
1
Podsetimo se , za |z| < 1 geometrijski red ), .y " konvergira ka T tj.
—x
vazi 1
— = doat=l+atatteo a4

n€Ng
Kako su svi koeficijenti ovog stepenog reda jednaki jedinici, moze se zakljuciti

1
da je formalni stepeni red A(z) jednak razvoju funkcije f(x) = 7 u stepeni
—x
1

red, tj. vazi A(z) = 1 .
-z

<

Kao u navedenom primeru, ako je poznato da neki stepeni red ZnGNO anpx™
konvergira ka nekoj funkciji f(x), onda se moze reci da je funkcija f(x) funkcija
generatrisa za niz (@, )nen,-

Podsetimo se jo§ nekih stepenih redova.

(i) Zasve a e Rizalx| <1vazi 3 oy (§)a™ = (14 2)".

n

ii) Za sve z € R vazi 2 — e
neNg n!

(iii) Za |z| <1 jeste ZHGN(—l)”*l% =In(1+z)

Na osnovu prethodnog zaklju¢ujemo da je (142)“ obi¢na funkcija generatrise
zaniz { (%)}, zatim da je e” obi¢na funkcije generatrise za niz { ; } -~ i In(1+z)



o0

n—1
% Konvergencija posmatranog

obi¢na funkcije generatrise za niz {

stepenog reda omogucava da red zapiSemo kao funkciju u ,zatvorenoj” formi.
Ako pretpostavimo da konvergiraju, za sledec¢e redove brojeva vazi:

(1) ZnZO an + ZnZO bn = ZnZO Gn + bna
(ii) k- ano a, = ano k-ap;
(iii) ano n - ano bn = ano (>i0 @i b))

Odgovarajuce operacije sa generatrisama definigu se na sli¢an nacin.

2.2 Operacije sa generatrisama

Definicija 12. Neka su redovi A(z) = 3, .\ anz™ i B(z) = > oy, ba2"
obicne funkcije generatrise za nizove (an)nen, @ (bp)nen,- Tada je

C(x) = A(z) + B(x) = X e, (an + bn) 2"
obicna funkcija generatrise za niz (Cn)nen,, gde je cn = an + by, za sve n € Ny.

Dalje, ako je k neki realan broj, tada je D(z) = >_,  kanx™ obicna funkcija
generatrise za niz (dy)nen,, gde je d, =k - ap, za sve n € Ny.

Definicija 13. Konvolucija ili proizvod nizova (a,)nen, ¢ (bn)nen, je novi
niz (Cn)nen, definisan sa c, = > i a; + by_;.

Obicna funkcija generatrise za konvoluciju nizova (an)nen, ¢ (bn)nen, Jj€
konvolucija ili proizvod redova C(x) = A(x) - B(x):

C(x) = EnENo cpa" = ano (aoby, + arbp—1 + agbp_o + - - + apbg) ™.

Napomena 4. Skup svih formalnih stepenih redova w C u odnosu na sabiranje
i mnoZenje oznacava se sa C[[z]]. Moze se proveriti da je Cllz]] prsten sa
jedinicom.

Za stepeni red A(x) kaZemo da ima multiplikativni inverz (inverz u odnosu
na mnoZenje) ako postoji B(x) takav da je A(x)- B(z) = 1. Uobicajena oznaka
za red B(z) je A7l (x).

<

Na primer, lako se proverava da je (1 —x)(1+z+22+---+2" +...) =1,
pa je 1 —x multiplikativni inverz za ZneNo z™. Iz ovog jos jednom vidimo zasto

jel+az+a?+ - +a"+---=(1-2)t=

1—2a

Teorema 7. Formalni stepeni red A(x) = ag+ay-x+ag -2+ +an 2" +...
ima multiplikationi inverz u C[[z]] ako i samo ako je ag # 0.



Dokaz: Neka je B(x) =3, .y, bpz™ multiplikativni inverz za A(x). Tada,
na osnovu definicije za proizvod redova vazi agby = 1, pa odatle mora da vazi
agp 7é 0.

Pokazaéemo da je uslov ag # 0 dovoljan da A(z) ima multiplikativni inverz.
Posmatrajmo stepeni red B(z) = by + by -2 + by - 2% + -+ b, - 2" + ..., gde
su koeficijenti b,, definisani sa

1 —ay1bg a1bp—1+ -+ anbo

bp=—,by=——, ..., by =— ) e

ag ag ao

Direktno, mnoZenjem ovih redova moze se proveriti da je B(x) zaista multi-
plikativni inverz za A(z).

Iz konstrukcije B(z) moZze se zakljuciti da je multiplikativni inverz za for-

malni stepeni red A(z) jedinstven.

O

Slede¢i primer prikazuje kako uz pomo¢ generatrisa i operacija sa generatrisama
da saznamo neku informaciju o nizovima, u ovom sluc¢aju opsti ¢lan niza.

Primer 3:

Neka je (an)nen, niz realnih brojeva za koje vazi ag = 1, apa, + a1an—1 +
-+ 4+ anag = 1. Odrediti opsti ¢lan tog niza.

Resenge:

Posmatrajmo obi¢nu funkciju generatrise za taj niz:
Alx)=ap+a; - r+az-22+ - +ap- 2" +...
Iz definicije proizvoda generatrisa znamo da vazi
A(z)-A(z) = 3, en, (@0anta1an—1+- - -+azap)z" = 1+x+22+ - =
iz Cega sledi da je
1 1
Al)=(1—2)"2 =3 o, (-1)"(52) 2"
Kako je broj a, jednak koeficijentu uz =", prema formuli jeste
_1 B S S 1 TR ) I (R S F S |
an:(_l)n< 2):(_1)n 2 ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )
n n!
. ) (=% —m)

1—=x

N|—
—~
Lol\w
~—
—~
L\Jl\c

— (—1)> 2n—1N _ (2n—1)!

21 . 21 .

Definicija 14. Neka su dati formalni stepeni redovi A(x) = 3 .\ @n - 2" i
B(z) =),cn, bnt". Kompozicija redova B i A prirodno se definise kao red
B o A koji nastaje tako Sto u formulu za B(x) umesto x™ wvrstimo A(x)™:

(Bo A)(x) = >, cn, bn(A(@))" = bo + bi(ap + a1x +...) + -+ + by(ag +
ar+..)"+ ...

Medutim, red B o A nije uvek dobro definisan. Ako B(z) nije polinom i ako
je agp # 0 pri ratunanju koeficijenta uz =™ u (B o A)(x) pojavi se beskona¢na
suma, §to nije moguce izrac¢unati u prstenu C [[z]].



Ako je ag = 0, tada za sve k > n sabirci by (a12 + az2® + .. .) ne ,doprinose”
koeficijentu uz z". U tom slucaju je koeficijent uz =" zbir kona¢no mnogo
brojeva.

Kompozicija (B o A)(z) je dobro definisana ako je ag = A(0) = 0 ili ako je
B(xz) obitan polinom.

Primer 4:

Akoje B(z) =, cn, 2" 1 A(T) = 32, ey, On - T,

onda je (Bo A)(z) =1+ A(z) + A%(x) + -+ A"(z) + -+~ = %A() ako i
— Az

samo ako je ag = 0.

<

Za formalni stepeni red B(x) kaze se da je kompozicioni inverz reda A(z)
ako je

(BoA)(z) = (Ao B)(x) = x.

U sledecoj teoremi vide¢emo kada neka funkcija generatrise ima kompozicioni
inverz.

Teorema 8. Ako za redove A(zx) i B(x) vaZi (BoA)(x) = (Ao B)(x) = z, tada
je A(x) = ayr + axx® + ..., a B(x) = byx + bya® +.... Pritome jeay #0 i
by #0

Dokaz:
Posmatrajmo redove A(z) = apx™+am 1™ 4. 1 B(x) = bya"+b, 2"+
. Da bi kompozicije Bo A i Ao B bile definisane, mora da vazi m,n > 0.
Dalje, iz (Bo A)(z) = bpall,a™ +--- =z sledidajem=n=1idasua; ib
razli¢iti od nule.

O

Kao i u navedenoj teoremi moze se pokazati da svaka funkcija generatrise
oblika A(z) = a1x+asz?+. .., gde je a; # 0 ima jedinstven kompozicioni inverz.
Uslov da je ag = 01 a; # 0 je potreban i dovoljan da bi postojao kompozicioni
inverz za A(z) =), cyy, @nt"-

2.3 Rekurzivne relacije i generatrise

Vazna primena generatrisa jeste u reSavanju rekurzivnih relacija. Moze se dati
opsti postupak za reSavanje rekurzivne relacije pomocu generatrisa.

Neka je zadata rekurzivna relacija an, = F(ap—1,...,0n—r) za 0iz (apn)nen,-
Postupak resavanja je slededi:

(1) nizu (an)nen, dodelimo obi¢nu funkciju generatrise A(z) = ag + a1 - +
ag i+t an "+



(2) relaciju a, = F(ap—1,...,a,—,) pomnozimo sa z™ i sumiramo po svim
n € Ny za koje to ima smisla;

(3) obe strane dobijene relacije izrazimo preko A(z);
(4) odredimo nepoznatu funkciju A(x);

(5) ako Zelimo eksplicitnu formulu za a,, funkciju A(z) razvijemo u stepeni
red i ,procitamo” koeficijent uz x™

U narednim primerima pokazana je primena generatrisa u reSavanju rekurzivnih
relacija.

Primer 5:

Neka je zadat niz a,+1 = 3a, + 4 uz pocetni uslov ayg = —1. Koristeéi funkcije
generatrise naci formulu za a,,.

Resenge:

Zadatom nizu pridruzimo obi¢nu funkciju generatrise A(x) = ZnENQ anx™.

Relaciju a, 1 = 3a, + 4 pomnozimo sa z"*! za sve n € Ny. Bice:
a1z +asx? + - +apx™ +--- = 3z(ag +arr +asr? + - +aa” +.. ) +H4x(1+
T4z 4..0).
1
Kakojeaoz—likakoje1+x+x2+---+x”+~-~:1—,t0je
—z
4z S5r—1
A 1=3z4 —_— je A =
(2) +1 = B0A(n) + 1o pa e A) = Tt

Opsti ¢lan niza (a,)nen, nalazi se tako Sto se funkcija A(z) razvije u stepeni
red. Prvo $to je potrebno jeste rastaviti funkciju A(z):

dr —1
Az) = i 5(1 — =1 i - + T35 Odredimo sada nepoznate koefici-
jente a i b.
.. br —1 a b ..
Jednaginu = + pomnozimo sa (1 — z)(1 — 3z).

l1-2)1—-3z) 1—-z 1-3=z
Dalje je
52 —1=a(l—-3z)+b(1—x),pajea=—-2ib=1.

: _ —2 1 _ n n,n __ n n

Sada‘]eA(a:)—l_x+1_3x—f2§ erE 3" = E (3" — 2)z",
neNg n€Ng neNg

odakle se moze zakljutiti da je a,, = (3" —2) reSenje rekurzivne relacije s pocetka.

<

2.3.1 Katalanovi brojevi

Katalanovi brojevi predstavljaju niz prirodnih brojeva u oznaci C,,n > 0 znaca-
jnih kao reSenja mnogih problema u kombinatorici. Postoji skup zadataka koji



opisuju ¢ak 66 razli¢itih interpretacija Katalanovih brojeva. Prvi ih je opisao
Ojler, a ime su ipak dobili po Eugenu Carlsu Katalanu, koji je uo€io vezu izmedu
problema Hanojskih kula' i slede¢eg problema:
,» Koliko ima korektnih nizova n parova zagrada tako da je u svakom pocetnom
delu niza broj levih zagrada vedi ili jednak broju desnih zagrada?”

Ako uzmemo da je n = 3 onda postoji sledeéih pet korektnih nizova zagrada
(0, (0 0), (0)0: 00 00 0.

Prvih nekoliko Katalanovih brojeva C,, za n = 0,1,2,3,...,19,... su 1,
1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440,
9694845, 35357670, 477638700, 1767263190, . ...

Iz navedenog niza vidi se da odgovarajuéi Katalanov broj za n = 3 jeste
C3 = 5, 8to je broj reSenja posmatranog problema u slucaju n = 3.

Moze se dati za pocetak rekurzivna definicija Katalanovih brojeva.

Definicija 15. Katalanovi brojevi Cn,n > 0 su takvi da zadovoljavaju sledeéu
rekurzivnu relaciju:

Cp=0CoCp1+CiCha+ -+ Cp_1Cy.

Mozemo koristiti i metod funkcija generatrisa za reSavanje odredenih za-
dataka u vezi sa Katalanovim brojevima.

Primer 6:
Resiti rekurzivnu relaciju C,, = CoCp_1 + C1Cp_o + --- + Cp,_1Cp.
Resenge:

Neka je C(z) =Y, oy, Cnt™ = 14 x + 22 + 52° + 142" + ... obi¢na funkcija
generatrise za niz (Cp,)nen, -

Posmatrajmo funkciju C?(z). Prema definiciji mnoZenja i poznatoj rekurzivnoj
relaciji bice

Cz(x) =C(x)-C(x) = 02(33) = ZnGNO Cnxn'ZneNo Cpz™ = ZnGNO (CoCrt+
ClCnﬂ + -+ CnCO)l‘n = ZneNo Cn+1$n, odnosno Z?:O Czcn,1 = Up+1, @
to je kao §to vidimo koeficijent uz 2". Tada znamo da ée koeficijent uz z"~!
biti C,,, odnosno CoCy,_1 +C1Cp_o+- -+ C,_1Co u C%(z). Mozemo primetiti
da je koeficijent uz 2" ! iz funkcije C(x) jednak koeficijentu uz z" iz 2C?(x)
i da se ove funkcije razlikuju jo§ po tome §to je slobodni ¢lan prve Cy = 1, a
slobodni ¢lan druge jednak nuli. Prema tome, moze se uspostaviti sledeca veza:

C(x) — 1 =z2C?(x), $to je

zC?%(z) — C(z) + 1 = 0, a to je kvadratna jednacina po C(z). ReSenja ove
jednacine su

IProblem kula Hanoja nastao je prema indijskoj legendi, a matemati¢ki je dat na slede¢i
nacin: Date su tri kule i na prvoj od njih nazlazi se n diskova opadajuce veli¢ine. Pitanje jeste
kako prebaciti sve diskove na tre¢u kulu, koriste¢i i drugu, a da nikada nije veéi disk iznad
manjeg. Ovaj problem se najlakse reSava rekurzijom.

10



1+v1—-4
C(x) = \éj Znamo da je C(x) =Y Cra™, pa je

T neNg — 1
Sada izra¢unajmo lim C(x).
z—0

U sluc¢aju da ispred korena odaberemo znak plus, bice

. 1+l —4x L. .
hn% — Yy =% pa ovakvo reSenje odbacujemo.
r—r e
U slucéaju da ispred korena odaberemo znak minus, biée
1
-4
1—v1-4 V1-— 1-v1—-4
lim — Y- "% i 2vi—dw 1, pajeresenje C(x) = i
z—0 2 z—0 2 2x
odgovarajuce.

Kako je /1 — 4z = (1 — 4x)? koristedi razvoj (1 — 42)2 u red doéi cemo do

reSenja rekurzije sa pocetka.
Kako je (1 +z)* =}, oy, (¢)z", onda je

n

ld-nit-2)...(t - 1
(1)} = 5, g, ()t = 5, g, 22 WG G oD g
(- 1.1-1-3-5----. (2n —3) 1-3-5-----(2n—3)-2"- (n—1)!
—1)* 4" = _
% 2mn! (=1) * % nl(n —1)!
n 0 nelNo
3 G135 (n-3)-(2n-2) T (2n-2)! ,
nl(n —1)! nl(n —1)!
n€Ng neNg
1—+v1—4x . 1—+v1—4x . " 1—+1—4x
1 C(r) =+ je Ofa) =+ " paje X ey, Coa” =+
a to je
2n—-2)!
172n€N0 727' — 7
n nl(n — 1)!
ZnENOCnm - 2.1'
. 2n-2)! .
Dalje je 22C(z) =13, cn, _QWI , pa je

2n — 2)!
(2rn —2) 'x”, §to je dalje

nl(n —1)!

2n — 2)!
n+1 __ (
2 ZTLGNQ Cﬂm =1+ ZneNo 2n!(n . 1)!.%‘

Izjedna¢imo sada koeficijente uz "' sa leve i desne strane jednakosti:

20C(z) = 143, e, 2

n

22+ 1) -2 . @2m+1) -2 (@)1
200 = = mr PO S T T Tt )l ngd
(2n)!

Tada je C(z) =, cn, m

n

Sada moZzemo dati eksplicitnu definiciju Katalanovih brojeva.

11
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Definicija 16. Katalanovi brojevi Cn,n > 0 preko binomnih koeficijenata jesu
2n)!
Co = e () = 02 = ITico 5%, 20 sve > 0.

Moze se koristiti i izraz C,, = (2:) — (nzfl), n > 0.

Jos jedna zanimljiva interpretacija, koja se Cesto uzima za opis ili definiciju
Katalanovih brojeva, jeste broj triangulacija.

Primer 7:

Katalanovi brojevi C,, predstavljaju broj elemenata skupa S,: triangulacije
konveksnog (n+2)-tougla na n trouglova pomoéu n — 1 dijagonala koje nemaju
zajednickih tacaka u unutrasnjosti (n+2)-tougla.

Za pocetak potrebno je napomenuti §ta predstavlja broj triangulacija. Neka
je P, = A1 Ay ... A, konveksan n-tougao u ravni. Triangulacija bez dodatnih
temena tog n-tougla je podela tog P, na trouglove pomocu dijalonala tako da
za svaka dva trougla u toj podeli vazi: ili su disjunktni, ili imaju samo jedno
zajednicko teme, ili imaju jednu zajednicku ivicu.

Na primer, na slici se mogu videti sve triangulacije jednog petougla.

o o QO O D

Slika 1: Sve triangulacije petougla

Ozna¢imo sa T, broj takvih triangulacija u n-touglu. Moze se izbrojati da
jeTs=1,T,=2iT5 =5. Podogovoru je T; =0iT5 = 1.

Moze se dokazati da broj triangulacija n-tougla zadovoljava rekurzivnu relaciju

Toy1 =T - T, +T3 -Tp1+---+ T, Ts, za sve n > 2 uz pocetne uslove
T1=0iTy=1.

Postoji nekoliko nacina da se odrede brojevi T,,, a jedan od njih dat je u
sledecoj teoremi.

. . . v 1 2(n—2
Teorema 9. Za svaki prirodan broj n > 2 vazi T, = ﬁ( (n—2 )).

12



Pokazimo sada trazenu relaciju.

Poznato je da je C,, = %H(i?) Dalje, za n-tougao vazi T}, = ﬁ(%::;)).
. . 2(nt2-2 2
U slucaju (n + 2)-tougla bice T, 4o = 5= ( (:J‘:%Q ) = (3" =Cn.
Pokazali smo da je 7,12 = C,,, §to i jeste bio zadatak.
o

U prstenu C [[z]] moze se definisati diferenciranje kao diferenciranje stepenih
redova u analizi.

Definicija 17. Neka je A(x) = ap+a1x+asx®+- -+ ap,z"+--- = ZnENo anx™
formalni stepeni red. Formalni tzvod za taj red je
%A(l}) = A/(LL') =a; + 2@2.% +--- 4+ nanxn_l +---= ZnGNo nanmn_l

Za racunanje ovako definisanog izvoda formalnih stepenih redova vaze ista
pravila kao i za ra¢unanje izvoda obi¢nih funkcija:

(a) (AA(z)) = AA'(x)

(b) (A(z) = B(z)) = A'(z) £ B'(x)
(¢) (A(x)B(z)) = A'(z)B(x) + A(z)B'(z)
(d) (A(@)B~(z)) = (AD)y = A@B@ A @)

x

Izveséemo i razmotriti neka pravila koja omogucavaju brze izrac¢unavanje
nekih obi¢nih funkcija generatrisa.

Neka je A(x) funkcija generatrise za niz (ap)nen,. Izracunajmo A'(z) i
pomnozimo sa x:

rA'(x) =a1-x+2a9 - 22+ +na, - " +....

Ponovimo postupak:

r(xA'(z)) =ar -z + 2% 2%+ +na, 2" +....

Radi kraceg zapisa umesto @ - =L A pisacemo (zD)A.

Ovim smo pokazali da vazi da ako je A(zx) obi¢na funkcija generatrise za niz
(a,)§°, onda je (xD)A(x) obitna funkcija generatrise za niz (na, ) i (zD)?A(x)
obi¢na funkcija generatrise za niz (n%a,,)g°.

Napomena 5. (Pravila za rac¢unanje obié¢nih funkcija generatrise)
Neka je A(z) obiéna funkcija generatrise za niz (an)°. Tada je:

Alz)—an— J e Lt S . .. . .
(1) A= HEAT je obicna funkcija generatrise za niz(anyp)

kan)(c))o

(2) (xD)*A(z) je obicna funkcija generatrise za niz (n
(3) % je obi¢na funkcija generatrise za niz {> ;o ai}y

(4) A™(x) je obicna funkcija generatrise za miz {357, i, . yiy—p Gy Qi - - - Qi

13
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Sledeci primeri pokazuju upotrebu navedenih pravila.
Primer 8:
Nadéi funkciju generatrise za Fibonacijeve brojeve F),.
Resenge:
Neka je F(x) = ZneNO
Pomnozimo rekurzivnu relaciju F,4+1 = F,, + F,,—1 sa x

Kako su Fy =01 F; = 1, primenom pravila (1) bice
EnENo Fn+1x”+1 Ll = EnENO E,x" Lpn—1 + ZnENO Fn—ll’n_l -x"_l, pa

F,z™ generatrisa za niz (F,)nen,-

=1l zasven € N.

je
ZneNo Fn—O—len = ZnENg Fpa?mt 4+ anNo Fn—112n727 pa je
= F(z). Odatl Flz)= ——.
2 . + F(x) atle je F(x) TR —
o
Primer 9:
. nd —2n+5
Naci sumu reda ),y —
Resenge:
:L.TL
Kako je ZneNO — = e, znamo da je e® obifna funkcija generatrise za niz
n!
1 1
—» ba primenom pravila (2) gde je a, = — a A(z) = €* i sabiranjem odgo-
n n!

varajuc¢ih redova bice

(xD)3e*—2(xD)e*+5e% = x-((x-€*)') —2x-e*+5e% = x-(e®+xe®) —2re®+5e® =
z - (we® + x2e®)’ — 2we® 4 5e® = x - (€% + we® + 2ze” + z2e”) — 2xe® + He® =
x3e® +3x2e” +xe” —2re” +5e% = x3e”+3x2e” —xe®+5e”, a to je obi¢na funkcija

3 (o)
n® —2n+5
generatrise za niz {'—'_} . Oznagimo je sa A(x). Kada u ovu funkciju
n! 0
3
n° —2n+95
generatrise A(x) = z3e® + 3% — re® + 5e” za niz 7'4_ uvrstimo x = 1
n!

vidimo da je suma datog reda jednaka A(1) = e + 3e — e + be = 8e.

Primer 10:

1 1 1 .
Neka je H,, = i + - + .-+ —. Nadi funkciju generatrise za niz {H,};  har-
n

monijskih brojeva.
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Resenge:

Poznato je da je ZHGN(—I)"*% =In(1+ z).

Dalje je —In(1 — z) = 7ZneN(*1)n71 - (-1) % — 72 2n 135 _
- L oo neN

Z —, §to je funkcija generatrise za niz {} . Primenom pravila (8) bice
n n

neN 1

Hiz) = —In(1—x)

1 trazena funkcija generatrise.
—x

3 Eksponencijalna funkcija generatrise

Nekada koriste¢i samo obi¢ne funkcije generatrise ne mozemo saznati
nesto vise o nizu (an)nen,. Zbog toga se posmatra jo§ jedna ,yrsta” funkcija
generatrise.

Definicija 18. Neka je zadat niz (ay)nen, kompleksnih brojeva. Eksponenci-
jalna funkcija generatrise pridruzena tom nizu je formalni stepeni red

Alw) =ao+ar-z+ G- 2%+ Gea o =30 oy S

Dakle, A(z) je eksponencijalna funkcija generatrise za niz {an}go. Moze se
primetiti da je e eksponencijalna funkcija generatrise za niz {2"};", a funkcija
ﬁ za niz {n!};".

Primer 11:

Resiti rekurzivnu relaciju a,+1 = (n + 1) [(=1)""}(1 — n%rl) an} uz uslov

apg = 2.
Resenge:

a
Neka je A(z) = ZnENQ —795” eksponencijalna funkcija generatrise za posma-
n!

n+1
trani niz. Ako datu relaciju pomnozimo sa L sasvenc Ny bice
(n+1)!
+1 n—1
Ap+1 n+1 ™ 1 n—1 (71) :
— = — - , paje
(n+1)! n! {( ) n+1 n ] P2
-1 n+1 , .n+l -1 n+1  .n+l
ﬂx"“ = (=1) x — (=1) x —a—nm"ﬂ Sumiramo po svim
(n+1)! n! (n+1)! n!
n € Np:
“+1 n+1
An+1 n+l __ (_1)n n+l (_1) n+l an n+1
ey (nJrl)!glj B Z nl Z (n+1)!x Z T
n€eNy n€eNy n€Ng
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n
Kako je e” =37 x, % dalje ¢e biti

Alx)—ap=—x-e " —(e®—1)—x- Ax), pa je
(1+2)A(x) = —x-e® — e * + 3. Dalje je

Az) = 7(1”#—3, a to je
1+ (1)
3 —x n_n -1 n
A(x)zl_'_x—e :32(—1)x —ZTx
neNy neNg

Izjednacavajuci koeficijente sa leve i desne strane bice:

—1)"
— =3-(-1)"— %, pa vidimo da je a,, = (—1)"(3n! — 1).

<

Definicija 19. Neka su dati redovi Fi(z) =3, - 32" i G(x) =3 by g

n€Np n!
eksponencijalne funkcije generatrise za nizove (an)nen, & (bn)nen,- Tada je

F(a) + G(@) = Ten, it i

F(a)G(x) = Xen, (Cieo # i) e = Sneno (Choo () akba—k) 57

Dakle, F(x)+G(x) je eksponencijalna funkcija generatrise za niz {a, + by}, ,
a F(2)G(x) za niz {}"_y () arbn—rk)}, -

Upotreba druge od navedenih generatrisa iz prethodne definicije Cesta je u
reSavanju problema u kombinatorici, §to ¢éemo videti u slede¢oj teoremi.

Teorema 10. Neka je ¢, broj nacina da se na nekom n-toclanom skupu definise
neka struktura (nazovimo je crvenom) i neka je b, broj nacina da se na n-
toclanom skupu definise neka druga struktura (na primer bela). Sa a, oznacimo
broj nacina da se skup [n| podeli u dva disjunktna skupa B i C, BUC = [n], a
zatim da se na skupu B zada bela struktura, a na skupu C crvena struktura. Ako
su A(z), B(z) i C(x) eksponencijalne funkcije generatrise za nizove (an)nen,,
(bn)neng ¥ (cn)nen, tada vazi A(x) = B(xz)C(z).

Dokaz:
Skup C sa k elemenata moZzemo iz [n] odabrati na (}) nacina Na svakom
odabrano k-to¢lanom skupu ,crvenu” strukturu moZzemo zadati na ¢ nacina.
,Belu” strukturu na B = [n] \ C moZemo zadati na b,_j natina. Tada je broj
,crveno-belih” struktura a,, na skupu [n] jednak

> k=0 (Z) Ckbn—k-

Iz definicije mnozenja eksponencijalnih funkcija generatrise zaklju¢ujemo da je
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U slu¢aju mnozenja viSe eksponencijalnih funkcija generatrise vazi sledeée tvrdenje.

Tvrdenje 3. Neka su Fy(x), Fa(x), ..., Fi(x) eksponencijalne funkcije gener-

atrise za nizove (f%)’nGN(ﬂ (f,%)neNo,. . (fﬁ)neNO. Ako za sve n € Ny vaZi
— n 1 f2 k
hn - an—ﬁ—nz-&-“'-i-nk:n,nieNo (nl,ng,...nk) niJng T JIng

i ako je H(z) =), oy, hna™ eksponencijalna funkcija generatrise za niz (hn)nen,
tada je H(z) = Fy(z) - Fa(x) ... Fi(z).

Primer 12:

Neka je X skup sa n elemenata. Sa a, oznacimo broj nacina da se prvo skup
X podeli u dva disjunktna podskupa B i C, takva da je BUC = X, zatim da
se odabere neki podskup iz B i da se elementi iz C linearno urede. Odrediti
eksponencijalnu funkciju generatrise za niz (a,)nen, -

Resenge:

Upotrebi¢emo oznake iz prethodne teoreme. Broj nacina da se iz k-toc¢lanog
skupa odabere proizvoljan podskup je by, = 2 dok je broj nacina da se k-
to¢lani skup linearno uredi ¢, = k!. TraZena funkcija generatrise je sada

on 2z

Alz) = B(2)C(2) = (Lnen, 772" ) Y )=

n€Np

1—2a

Broj a,, moze se odrediti i kombinatorno a, = > ;_, (})2¥(n — k)!. Znamo
da prema navedenoj teoremi vazi A(z) = B(z)C(z), odnosno da vazi
an = p_o (})brcn—k, $to je u ovom sluéaju b, = Z; i ¢, = nl, pa je

= T ()bkencs = Shmo () 25! = iy () — )

3.1 Broj deranZmana

Pre nego §to na primeru pokazemo primenu eksponencijalnih funkcija genera-
trise na izratunavanje broja deranzmana, potrebno je definisati $ta predstavlja
broj deranZmana. Permutacija bez fiksnih ta¢aka se naziva deranZman. Dakle,
deranzman je bijekcija f : [n] — [n], takva da za sve i € [n] vazi f(i) # i. Sa
D,, ozna¢imo broj deranzmana u S,2. Da bi se odredio broj deranzmana D,,
moze se koristiti formula ukljucenja - iskljucenja, a to se moZe uraditi na jo§
jedan nacin koristeéi fukcije generatrise.

Primer 13:

Odprediti broj deranzmana D,, pomocu eksponencijalnih generatrisa.

2Skup svih permutacija na skupu [n] oznatava se sa Sy,
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Resenge:

Nekaje D(z) = >, o, %x” eksponencijalna funkcija generatrise zaniz (D), ¢y, -
Primetimo da je broj permutacija u S, sa ta¢no k fiksnih tacaka jednak (Z) Dy_p.
Posto je broj permutacija n!, bice n! = >7'_ (Z) D,,_;.. Eksponencijalna funkcija
generatrise za niz ¢iji je opsti ¢lan n! jednaka je proizvodu generatrisa za nizove
¢iji su opsti ¢lanovi D, i 1, jer iz Definicije 16. znamo da nastaje kao proizvod
dve generatrise, u ovom slu¢aju mozemo zamisliti jedinicu u sumi pored D,,_y,

pa je, koristeci eksponencijalne funkcije generatrise za niz jedinica i niz n!
1 e "

T2~ e*D(z), paje D(x) =
—x

1—z’
n 671

x
Tako je broj deranzmana D,, jednak koeficijentu uz — u razvoju T a to je
-

n!
(=D*
D, =nlY7_, Xl

<

U sledeéoj napomeni data je kombinatorna interpretacija za proizvod obi¢nih
funkcija generatrise.

Napomena 6. Neka je ¢, broj nacina kako se na nekom linearno uredenom
skupu od n elemenata moZe definisati neka struktura (nazovimo crvena) i neka
je by broj nacina da se na n-toclanom linearno uredenom skupu definise neka
druga struktura (nazovimo bela).

Sa ay, oznacimo broj nacina da se linearno ureden skup ([n], <) podeli u dva
disjunktna (ne nuzno neprazna) podskupa B i C, C'U B = [n], tako da je svaki
element iz C mangi od svih elemenata iz B, a zatim se na skupu C zada crvena
struktura, a na skupu B bela. Vidimo da je

ap = bpcg +bp_1c1 + -+ bpCpp + -+ bocy

Ako su A(z),B(z) i C(z) obicne funkcije generatrise za nizove (ap)neN,,
(bn)neny ¥ (cn)nen, znamo da vazi A(z) = B(z)C(z).

Primer 1}:

Student treba da napiSe seminarski rad na ta¢no n stranica. Na svakoj stranici
moze da bude samo tekst ili samo slika. Rad moze da bude podeljen u nekoliko
poglavlja, ali u svakom poglavlju mora da bude i slika i tekst. Na koliko nacina
student moze aranzirati slike i tekst u poglavlju tako da ispuni sve postavljene

uslove?

Resenge:
Neka je a, trazeni broj nacina na koji student moZe napisati rad i neka je
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Az) = ZnGNo anx™. Smatra se da je ag = 1 (postoji jedan na¢in da student
napiSe rad sa nula stranica).

Jedno poglavlje sa m strana moze se napisati na b,, = 2" — 2 nacina, treba
odabrati neprazan podskup razli¢it od [m] za slike, ostalo bi bilo tekst. Smatra
se da je by = 0. Neka je B(z) obi¢na funkcija generatrise za niz (b, )nen,. Tada je

2x 2x 222

T1-2¢ 1-z (1-20(1-2)

B(x) =3 ,en(2" — 2)2"

Na osnovu prethodno navedene napomene zakljucuje se da je broj nacina da
se rad napide u taéno k poglavlja jednak koeficijentu uz 2" u B*(z).

Studentu je dozvoljeno da sam odabere koliko poglavlja ima njegov rad, pa
vazi

1
Alz) =14+ B(z) + B*(2) +--- + B¥(z) + -+ = T-B@)’ §to je dobro
— B(z
definisano jer je by = 0. Sada je
9y2 _ 3 T2
1 (1—az)(1—22) 2T —2T-3T+gTy
Az) = 3 = = _
1 2x 1-3z 1-3z
(1—-z)(1—2x)
7T 2 non . N R -2
———z+ -+ Z 3"z". Tako je za m > 1 trazeni broj nac¢ina a, = 2 - 3"~ ~°.
9 3 9
neNy
S

I za eksponencijalne funkcije generatrisa definisani su formalni izvodi.

Ako je A(z) eksponencijalna funkcija generatrise za (a,)5°, izvod stepenog
reda A(z) bice
EA(x) = Al(x) = a1 + aga + %x3+--~+ ﬁm”+-~- => a’;:!’lx”.

n€eNy

Tako je A’(z) eksponencijalna funkcija generatrise za niz {an41}, , pa i
AW (3) za niz {anix}y -

Ako je A(z) eksponencijalna funkcija generatrise za (a,)§°, sli¢no kao i u
pravilu (2) za racunanje sa obi¢nim funkcijama generatrisa moze se pokazati da
je zA'(z) eksponencijalna funkcija generatrise za niz {na, }, .

Racunanje izvoda, a zatim i mnoZenje sa x oznac¢imo sa zD. Ako bismo
to primenili k puta, bi¢e (xD)* A(z) eksponencijalna funkcija generatrise za niz

{nka, ).

3.2 Belovi brojevi

Definisimo Belove brojeve. Za sve n € Ny Belov broj B,, definisemo kao broj
svih particija® skupa [n] u nekoliko blokova. Po definiciji je By = 1. Broj B, je
broj razlicitih relacija ekvivalencije na skupu sa n elemenata.

Moze se dokazati da Belovi brojevi zadovoljavaju slede¢u rekurzivnu relaciju

Byt = Z?:O (T;)Bz

3Pojam particije prirodnog broja detaljnije ¢e biti objagnjen u narednom poglavlju.
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Posmatrajmo blok u kom se nalazi broj n+ 1. Ako se u tom bloku nalazi jos
n — i brojeva iz [n], onda se oni mogu odabrati na () nacina. Od preostalih i
brojeva iz skupa [n] moZze se napraviti jo§ B; particija.

Primer 15:
Nacéi eksponencijalnu funkciju generatrise za Belove brojeve.
Resenge:

Videli smo da vazi By = >0 g (?)Bi, uz pocetni uslov By = 1. Neka je
B(z) eksponencijalna funkcija generatrise za niz { B, },”. PomnoZimo pomenutu
rekurzivnu relaciju sa % i sumiramo po svim n € Ny

x" " (n ™o .
Bpy1- — = ; (i)Bin!’ §to je dalje
B'(z) = e* - B(z), pa je In B(z) = €*, a onda je B(x) = ce® . Iz uslova By = 1
bi¢e ¢ = e~ L.

Trazena eksponencijalna funkcija za Belove brojeve je B(z) = e® ~1.

4 Neke primene funkcija generatrisa

4.1 Particije prirodnog broja i Ojlerova teorema

Podsetimo se particija prirodnog broja n. Ako su aq,as,...,a; takvi da je
ap+as+---+a, =nia > ay > --- > ar_1 > a, uredena k-torka
(ay,as,...,a;) je particija broja n u k delova. Egzaktna formula za broj par-
ticija ne postoji, medutim za niz (p")neNo’ gde je p, oznaka za broj particija
prirodnog broja n, nije tesko naci funkciju generatrise.

Teorema 11. Za sve n € Ny neka p,, oznacava broj particija broja n. Obicna
funkcija generatrise za miz (pn)’nGNo je

[Ten 1227 = 2 nen, Pn"

Dokaz:
Tvrdenje teoreme bic¢e dokazano tako §to ¢emo videti da je koeficijent uz z™ u
proizvodu jednak p,,.
Primetimo da je

erNﬁ — (1—|—x+$€2+~-~)(1+.7;2—|—LL‘4+~--)---(1+$k+$2k—|—~-~)-~-
dobro definisan u prstenu formalnih stepenih redova. Da bismo za neko fiksno
n € Ny odredili koeficijent uz " dovoljno je posmatrati prvih n zagrada.

Neka je A = (A1, A2, ..., Ax) proizvoljna particija broja n u kojoj se broj 1
pojavi fi put, broj 2 pojavi fs puta, ...
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Particiju A mozemo zapisati sa A = (1/1,2%2 ... »/"). Brojeve koji se ne
pojavljuju, odnosno one i kod kojih je f; = 0, moZemo izostaviti iz zapisa.

Primetimo da vazi f1 -1+ fo-2+---+ fr -7 =n.

Za particiju A uo¢imo sabirak u razvoju [, < ﬁ u kom:

- iz prve zagrade (1 + 2 + 22 + ---) odaberemo monom 27!

- iz druge zagrade (1 + 2% + z* +--+) odaberemo monom z?/2

- iz r-te zagrade (1 + z + 2% + - - - ) odaberemo monom "/~
Ako pomnozimo odabrane monome bice

ol g2l gk e = pfiltfe 24t ek — gn
Vidimo da se za svaku particiju broja n dobije jedan x™ u razvoju [ [, cy 1=5% -
Sa druge strane, ako iz razvoja ],y ﬁ iz prve zagrade odaberemo z%,

iz druge 222, ... iz k-te 2¥'% i iz konacno mnogo zagrada biramo z™, a iz
preostalih 1, primetimo da je z% - z%% .....z"% = z" ako i samo ako je
(192,292 ... r%) particija broja n.

Tako je koeficijent uz ™ u posmatranom stepenom redu jednak broju par-
ticija broja n, ¢ime je dokazano da je [],cy ﬁ obi¢na funkcija generatrise za
niz (p")nENg'

O

Primer 15:

Neka je d,, broj particija broja n u razli¢ite brojeve, a o, broj particija broja n
u neparne delove. Na primer za broj 7 bice:

=7

6+1=5+1+5H

54+2=3+3+1

4+3=3+1+14+1+1

4+2+-1=14+1+14+1+14+1+1

particiije u razli¢ite, particije u neparne
Tako je d; = o7 = 5, §to nije sluc¢ajno.

<

Jedna od prvih primena funkcija generatrisa u prou¢avanju particija je data
u sledecoj teoremi.

Teorema 12. (L. Ojler) Broj particija broja n u neparne delove je jednak
broju particija broja n u razlicite delove.

Dokaz:
Na isti nacin kao u Teoremi 11. mozemo izracunati obi¢ne funkcije gener-
atrise za nizove (0n) nenNg 1 (dn) nene-
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O(z) = ZnGNo opr" = (I+a+2?+ ) (1+az3 420+ )1+ 4204 ) - -
1
odnosno O(z) =[]

i€No | _ p2i+1"
Primetimo da je

D(x) =3 endnz™ = (L+2)(1+2?) (1 +2%) - = [[en(1 + ).
_ .2n 1— 2n
Kako za sve n € N vazi 1 + 2™ = 1 x , §to mozemo proveriti 1 T
_xn _:L-’I’L
1— n n _ .2n n _ .2n nl_ n
wrAet me g e AT e o ce biti
1—2an 1—2am 1—2an
1—a? 1—z* 1—2% 1—28

D(z) = - = O(x).

1—2 1—22 1—23 1—g%

O

Postoji i kombinatorni dokaz ove teoreme.
Koristi se ¢injenica da se svaki prirodan broj moze na jedinstven nacin pred-
staviti kao zbir razli¢itih stepena broja 2. Na primer,
2019 = 102445124256 +1284-64+32+2+1 = 2104294284 274264254214 20,

Neka je A = (11,33 ... rf) particija broja n u neparne sabirke. Ako svaki
od f; napiSemo kao zbir razli¢itih stepena broja 2,izn = f1-1+ f3-34+-- -+ f,. -7,
bi¢e n napisan kao zbir razli¢itih sabiraka.

Obrnuto, podimo od particije broja n u razli¢ite sabirke. Neka je n = u; +
o + -+ + pg particija broja n u razli¢ite sabirke. GrupiS§imo sabirke broja n
tako da svi sabirci u grupi imaju isti najveéi neparan delitelj. Ti delitelji su
sabirci u particiji broja n u neparne delove, §to ¢emo videti na primeru.
Particija broja 220 u neparne delove je A = (21°,117,5% 3% 1%). Dalje je,
prema opisanom postupku
220 = (441)-214+(6+1)-11+4-5+4-3+(4+2)-1 = 84+66+21+204+12+11+4+2.

Za particiju p = (84,66,21,20,12,11,4,2) broja n u razlifite sabirke racu-
namo
220 = (84+21)+ (66+11)+20+12+(4+2)=5-21+7-11+4-3+4-3+6-1.
Ovim je jos jednom pokazano da je o, = d,,.-

4.2 RodzZers-RamanudZanovi identiteti

Rodzers-Ramanudzanovi identiteti su medju najpoznatijim i najzanimljivijim
rezultatima o particijama brojeva.

Teorema 13. Prvi RodZers- RamanudZanov identitet

Neka je f, broj particija broja n u kojima se sabirci razlikuju bar za dva, a
neka je g, broj particija broja n u sabirke oblika 5k + 1 1 5k + 4. Za sven € N
v6Zi fn = gn-

Teorema 14. Drugi RodZers- RamanudZanov identitet
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Neka je u, broj particija broja n u kojima se sabirci razlikuju bar za dva i
jedinica nije sabirak. Dalje, neka je v, broj particija broja n uw sabirke oblika
5k +2 i 5k + 3. Za sve n € N vazi u,, = v,.

5 Zadaci

U ovom poglavlju biée prikazan izbor zadataka sa primenama funkcija genera-
trise. *

Zadatak 1:
Nadi koeficijent uz:
a) z°u (1—2z)72
b) 2™ u razvoju m ia#b
¢) z" u razvoju ﬁ

Resenje:

n

(1_2@—2 _ ano (;2)(_2x)n _ ano (—2)(—3)";;'!(—2—71-&-1) (—2z)" = ano W(_Q@n
= ,50(n+1)2"z". Ako oznadimo koeficijent uz ™ sa c,, bice c5 = 6-2°.

a) Kako za sve o € Ri za |z| < 1 vazi 3, oy, (8)2™ = (14 )%, onda je

b) Najpre vidimo m = L (% — 5. Bice

a b n n
(1—a3:)1(1—b9:) = ﬁ(l—aaﬁ B 1—bx) = ﬁ(a anO(ax) - bznzo(bz) )

= aib Zn>0(a’n+1 - bn+1)xn, pa je
gt _pntl
a—b

Cn = trazeni koeficijent.

n

=3 s0 () (=D)ma?m =30 o (n+1)2"2", pa je koeficijent uz 2™

| k+1,zan=2k
=1 0,zan=2k+1

c) Na osnovu dela pod a) je ;2)2 =(1-2)2=3,.0 (="

Zadatak 2:

Neka je g, broj re¢i duzine n sastavljenih od slova a,b,c,d koje sadrze
neparan broj slova b. Dokazati da je g,+1 = 2¢, + 4™, n > 1 i uz pretpostavku

qo = 0, nadi funkciju generatrisu Q(x) i dokazati da je ¢, = %(4" —2™).

4Ve¢i izbor zadataka moze se naci u zbirci [2].
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Resengje:

Oznacimo sa p, broj re¢i duzine n sastavljenih od slova a, b, ¢, d koje sadrze
paran broj slova b. Tada je p,, + g, = 4™ (sve re¢i duZine n od datih slova).
Re¢ duzine n + 1 sa neparnim brojem slova b moze se dobiti od rec¢i duzine
n sa neparnim brojem slova b ako joj se na kraj dopise jedno od slova a,c, d ili
od reci duZine n sa parnim brojem slova b, ako joj se na kraj dopise slovo b.
Drugim re¢ima, g,4+1 = 3 - gn + Pn.-
ReSimo sistem:
Do+ qn = 4"
Gn+1 =3 qn + Dn -
Iz prve jednacine izrazimo p, = 4™ — ¢, 1 uvrstimo u drugu. Bice
qn+1 = 2-qn+4".
Da je go = 0, moZe se dobiti iz q; = 2 - qo + 4° (¢1 = 1, samo b). Dalje je
w = 2Q(x) + 21, Sto je kad se sredi
Q@) = o=
Predstavimo @Q(x) u pogodnijem obliku.
Qx) = ﬁ + 12— Izjednatavanjem
o) = A(sz;i;r(?_(il;)zm) imamo da je A+ B =0i —4A—2B = 1, odakle

je A= %iB:—%. Dakle,

1 1
Q(r) = 12%5; — 257 = 5 Lnzo(40)" — 5 2,50(22)"
= % ano(‘ln —2™)z".
Odatle je a, = 3(4" —2m).

Zadatak 3:

Nac¢i funkcije generatrise za brojeve particija broja n:
a) u kojima su svi sabirci 3 ili 4
b) u kojima je svaki sabirak stepen broja 2

Resenje:

a) Trazi se broj particija oblika (3%1,4%2). Kako je 3a; + 4as = n, to
trazeni broj particija mozemo videti i kao broj reSenja jednaéine i + j = n, gde
i €{0,3,6,9,...} 17 €{0,4,8,12,16,... }. Broj resenja ove jednacine jednak
je koeficijentu uz 2™ u proizvodu (1+ a3+ 28 +2%+-- )1 +at + 28+ 22 +...),
pa je prema Teoremi 11. traZena funkcija generatrise f(x) = m

b) Posmatramo jednacinu ,.,¢;2" = n. Svakoj particiji broja n €ji su
sabirci stepeni dvojke, odgovara po jedno resenje ove jednacine. Ovoj jednacini
ekvivalentna je jednacina zo+x1+z2+- - - = n, gdejez; € {0, 20,2.21 3.2 ., }
Kako je broj resenja ove jednadine jednak koeficijentu uz ™ u proizvodu (1 +
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v+ +ad+ . )1+ 42t 25+ ) (et 2 + 212+ )), to je trazena

funkcija generatrise f(z) = [[;50 75

Zadatak 4:

Nadi funkciju generatrisu i rekurentnu relaciju za broj na¢ina na koji se moze
u potpunosti prekriti pravougaonik dimenzija n x 2 pomoc¢u delova sledeceg tipa
(tako da se delovi ne preklapaju). DuZine ivica delova su 1 i 2. Delovi mogu da
se rotiraju za ceo umnozak pravog ugla.

a) kvadrati 2x21i1x1
b) kvadrat 1 x 11 L-figura

s
o [5

Resenje:

a) Sa a, ¢emo oznafiti broj odgovarajuc¢ih prekrivanja table 2 x n.
Ako je u donjem levom uglu kvadrati¢ (1 x 1) onda iznad njega mora biti
kvadratié¢, pa onda ostaje tabla 2 x (n —1) koja se moZze prekriti na a,,_; nacina.
Ako je u donjem levom uglu kvadrat (2 x 2), onda ostaje tabla 2 x (n — 2) koja
se moze prekriti na a,_s nacina.
Tako smo dosli do rekurentne jednadine: a, = a,_1 + ap_o.
Pocetni uslovi su a; = 11 ay = 2. Odatle je, kada pomnozimo prethodnu
jednacinu sa x™

anx"™ = ap_12" + ap_ox™, pa delujemo sumom

A(z) =1 -2 = 2(A(x) — 1) + 22 A(z), odakle je

Alz) = 75 ==

b) Ako su sa leve strane dva kvadrati¢a jedan iznad drugog, ostaje tabla
2 x (n — 1) koja se moze prekriti na a,,_1 nacina.

H

Ako su sa leve strane kvadrati¢ i L-figura, u svakom od ta Cetiri sluc¢aja ostaje
tabla 2 x (n — 2) koja se moZe prekriti na a,_o nagina.

Ako su sa leve strane dve L-figure, u svakom od ta dva slu¢aja ostaje tabla
2 x (n — 3) koja se moze prekriti na a,,_3 nacina.

Tako smo dogli do sledeée rekurentne jednacine
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[ FLRL M
(51 [(Z1

Qp = Gp_1 +4an_2 + 20, _3.
Pocetni uslovi su a; =1, as =51 a3z = 11.

B FLRL M .

Sli¢no kao u delu pod a), dolazimo do A(z) = L

1—x—4x2—2z3 "
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6 Zakljucak

Funkcije generatrise su jedan od najkorisnijih i najvaznijih objekata u enu-
merativnoj kombinatorici. Funkcija generatrise pridruZzena nizu je formalni ste-
peni red ¢iji su koeficijenti ¢lanovi tog niza. Tako je beskona¢no mnogo bro-
jeva zamenjeno jednim objektom, koji je ¢esto i funkcija. Posto je matematicki
aparat za rad sa funkcijama i stepenim redovima potpuno razvijen, moze se isko-
ristiti za reSavanje kombinatornih problema. Prema tome se jasno vidi znacaj
funkcija generatrise i njihova Siroka primena.

U ovom radu definisane su obi¢ne i eksponencijalne funkcije generatrise, za-
tim operacije sa njima i neke primene, najpre u reSavanju rekurzivnih relacija, a
zatim i na racunanje broja deranzmana kao i broja particija prirodnog broja. Na
samom kraju detaljno su reSeni razli¢iti zadaci u kojima se primenjuju funkcije
generatrise.
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