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1 Uvod

Metod funkcija generatrise moºe se primenjivati u razli£itim oblastima matem-
atike, a u ovom radu bi¢e prikazana primena u kombinatorici. Me�u prvima ih
je upotrebio de Moavr za izvo�enje formula za Fibona£ijeve brojeve, oko 1720.
godine. Tako�e, koristili su ih Bernuli i Stirling, a zatim i Ojler u svojim is-
traºivanjima u teoriji brojeva i Laplas.

U ovom radu bi¢e prikazane de�nicije obi£ne i eksponencijalne funkcije gen-
eratrise, a zatim operacije sa njima sa naglaskom na proizvod (ili konvoluciju)
i kompoziciju. Cilj je da se predstave primene funkcija generatrise, najpre u
re²avanju rekurzivnih relacija. Bi¢e re²ena rekurzivna relacija za Katalanove
brojeve i izra£unata funkcija generatrise za ovaj niz, kao i za niz Fibona£ijevih
brojeva. Eksponencijalne funkcije generatrise primeni¢emo na ra£unanje broja
deranºmana, kao i na niz Belovih brojeva. U nastavku ¢emo se baviti parti-
cijama brojeva i predstaviti £uveni Ojlerov rezultat da je broj particija nekog
broja u neparne delove jednak broju particija tog broja u razli£ite delove. Na
kraju ¢e biti predstavljen izbor zadataka sa primenama funkcija generatrise.
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2 Formalni stepeni redovi i obi£ne funkcije gen-

eratrise

Jedan od konkretnih problema kojima se bavi kombinatorika jeste odred-
iti koliko elemenata ima neki kona£an skup. Preciznije, deo kombinatorike u
kome se prou£avaju metode i tehnike koje daju odgovor na ovo pitanje jeste
enumerativna kombinatorika. Pored osnovnih principa i metoda prebrojavanja
jedna od najkorisnijih metoda jeste metoda funkcija generatrisa. Osnovna ideja
je da se nizu (an)n∈N0 dodeli funkcija ili stepeni red, a za rad sa funkcijama i
stepenim redovima postoji veoma razvijen matemati£ki aparat, ²to omogu¢ava
re²avanje problema iz kombinatorike. Dakle beskona£an niz brojeva se �zamen-
juje� jednim objektom.

Metoda funkcija generatrise koristi se kao metoda prebrojavanja, ali i za re²-
avanje mnogih drugih problema. Kod nekih problema odre�ivanja broja izbora
elemenata vaºan je poredak elemenata, tako�e kod nekih je potrebno obratiti
paºnju na to da li je dozvoljeno ponavljanje elemenata. Podseti¢emo se osnovnih
pojmova kombinatorike.

De�nicija 1. Neka je X n-to£lani skup, n ∈ N Permutacija skupa X je bilo
koja ure�ena n-torka razli£itih elemenata iz tog skupa.

De�nicija 2. Faktorijel se formalno de�ni²e na slede¢i na£in: n! =
∏n
k=1 k, za

svako n ∈ N.

Teorema 1. Broj permutacija skupa od n elemenata je P (n) = n!

De�nicija 3. Varijacija k-te klase bez ponavljanja, n-to£lanog skupa X, je bilo
koja ure�ena k-torka razli£itih elemenata iz tog skupa.

Teorema 2. Broj varijacija k-te klase skupa od n elemenata je
V (n, k) = n(n− 1) · · · · · (n− k + 1).

Napomena 1. Ako nije posebno nagla²eno, podrazumeva se da su u pitanju
varijacije bez ponavljanja, odnosno da svaki element iz skupa u£estvuje najvi²e
jednom u varijaciji.

De�nicija 4. Varijacija sa ponavljanjem k-te klase n-to£lanog skupa X je bilo
koja ure�ena k-torka njegovih elemenata.

Teorema 3. Broj varijacija sa ponavljanjem k-te klase skupa od n elemenata
je V (n, k) = nk.

De�nicija 5. Neka je X skup, a k nenegativan ceo broj. Simbol
(
X
k

)
ozna£ava

skup svih k-to£lanih podskupova skupa X.

De�nicija 6. Neka su n, k nenegativni celi brojevi takvi da je n ≥ k. Binomni
koe�cijent

(
n
k

)
je funkcija data sa(

n
k

)
= n(n−1)(n−2)·····(n−k+1)

k(k−1)·····2·1 =
∏k−1

i=0 (n−i)
k!
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Napomena 2. Posebne vrednosti binomnih koe�cijenata su
(
n
0

)
= 1,

(
n
1

)
= n i(

n
n

)
= 1. De�nicija se moºe pro²iriti i na negativne vrednosti k i na vrednosti

k > n dogovorom da je
(
n
k

)
= 0 za sve k < 0 i k > n.

Tvr�enje 1. (Faktorijelna reprezentacija) Za cele brojeve n i k, n ≥ k ≥ 0 vaºi(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!

Tvr�enje 2. (Uslov simetri£nosti) Za svaki ceo broj n ≥ 0 i svaki ceo broj k
vaºi(

n
k

)
=
(
n

n−k
)

Teorema 4. (Binomna teorema) Za svaki nenegativan ceo broj n vaºi
(x+ y)n =

∑n
k=0

(
n
k

)
xkyn−k.

De�nicija 7. Kombinacija k-te klase bez ponavljanja n-to£lanog skupa X je
bilo koji njegov podskup od k elemenata.

Teorema 5. Broj kombinacija k-te klase skupa od n elemenata je

C(n, k) =
(
n
k

)
= n(n−1)(n−2)·····(n−k+1)

k!

Napomena 3. Podrazumeva se da su u pitanju kombinacije bez ponavljanja,
ukoliko nije nagla²eno druga£ije.

De�nicija 8. Kombinacija k-te klase sa ponavljanjem n-to£lanog skupa X je
bilo koji skup sastavljen od ta£no k ne obavezno razli£itih elemenata skupa X.

Teorema 6. Broj kombinacija sa ponavljanjem k-te klase skupa od n elemenata
je

C(n, k) =
(
n+k−1

k

)
=
(
n+k−1
n−1

)
De�nicija 9. Dvostruki faktorijel formalno se de�ni²e na slede¢i na£in:

n!! =

{
1, za n = 0 ili n = 1;
n(n− 2)!! za n ≥ 2

De�nicija 10. (Uop²teni binomni koe�cijent) Za svaki proizvoljan realan broj α

i svaki nenegativan ceo broj k de�ni²emo binomni koe�cijent
(
α
k

)
= α(α−1)...(α−k+1)

k!

(po de�niciji je
(
α
0

)
= 1).

Sada se moºe dati de�nicija obi£ne funkcije generatrise.

2.1 Obi£na funkcija generatrise

De�nicija 11. Neka je zadat niz (an)n∈N0 kompleksnih brojeva. Obi£na funkcija
generatrise pridruºena tom nizu je formalni stepeni red

A(x) = a0 + a1 · x+ a2 · x2 + · · ·+ an · xn + · · · =
∑
n∈N0

anx
n,

£iji su koe�cijenti £lanovi niza (an)n∈N0
.
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Dve obi£ne funkcije generatrise A(x) =
∑
n∈N0

anx
n i B(x) =

∑
n∈N0

bnx
n

su jednake ako su im jednaki odgovaraju¢i koe�cijenti. Odnosno, kaºemo da je
A(x) = B(x) ako za sve n ∈ N0 vaºi an = bn.

Primer 1:
Neka je m neki prirodan broj i neka je

an =

{ (
m
n

)
, za n ∈ N0, n ≤ m

0, ina£e.
Tada je obi£na funkcija generatrise za taj niz

A(x) =
(
m
0

)
+
(
m
1

)
· x+ · · ·+

(
m
m

)
· xm = (1 + x)m.

Moºe se primetiti da je obi£na funkcija generatrise za neki niz (an)n∈N0 polinom
akko taj niz ima kona£no mnogo £lanova razli£itih od nule.

�

Formalni stepeni red A(x) u ovom trenutku vaºan je samo kao algebarski
objekat koji potpuno �kodira� niz (an)n∈N0 , ali znanja o stepenim redovima i
konvergenciji redova iz analize mogu biti od koristi.

Primer 2:
Posmatrajmo niz kome je an = 1 za sve n ∈ N0. Funkcija generatrise tog niza
je

A(x) = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · =
∑
n∈N0

xn.

Podsetimo se , za |x| < 1 geometrijski red
∑
n∈N0

xn konvergira ka
1

1− x
, tj.

vaºi
1

1− x
=
∑
n∈N0

xn = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + . . . .

Kako su svi koe�cijenti ovog stepenog reda jednaki jedinici, moºe se zaklju£iti

da je formalni stepeni red A(x) jednak razvoju funkcije f(x) =
1

1− x
u stepeni

red, tj. vaºi A(x) =
1

1− x
.

�

Kao u navedenom primeru, ako je poznato da neki stepeni red
∑
n∈N0

anx
n

konvergira ka nekoj funkciji f(x), onda se moºe re¢i da je funkcija f(x) funkcija
generatrisa za niz (an)n∈N0

.
Podsetimo se jo² nekih stepenih redova.

(i) Za sve α ∈ R i za |x| < 1 vaºi
∑
n∈N0

(
α
n

)
xn = (1 + x)α.

(ii) Za sve x ∈ R vaºi
∑
n∈N0

xn

n! = ex

(iii) Za |x| < 1 jeste
∑
n∈N(−1)n−1

xn

n = ln(1 + x)

Na osnovu prethodnog zaklju£ujemo da je (1+x)α obi£na funkcija generatrise
za niz

{(
α
n

)}∞
0
, zatim da je ex obi£na funkcije generatrise za niz

{
1
n!

}∞
0

i ln(1+x)
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obi£na funkcije generatrise za niz
{

(−1)n−1

n

}∞
1
. Konvergencija posmatranog

stepenog reda omogu¢ava da red zapi²emo kao funkciju u �zatvorenoj� formi.
Ako pretpostavimo da konvergiraju, za slede¢e redove brojeva vaºi:

(i)
∑
n≥0 an +

∑
n≥0 bn =

∑
n≥0 an + bn;

(ii) k ·
∑
n≥0 an =

∑
n≥0 k · an;

(iii)
∑
n≥0 an ·

∑
n≥0 bn =

∑
n≥0 (

∑n
i=0 ai · bn−i).

Odgovaraju¢e operacije sa generatrisama de�ni²u se na sli£an na£in.

2.2 Operacije sa generatrisama

De�nicija 12. Neka su redovi A(x) =
∑
n∈N0

anx
n i B(x) =

∑
n∈N0

bnx
n

obi£ne funkcije generatrise za nizove (an)n∈N0
i (bn)n∈N0

. Tada je

C(x) = A(x) +B(x) =
∑
n∈N0

(an + bn)x
n

obi£na funkcija generatrise za niz (cn)n∈N0 , gde je cn = an+ bn, za sve n ∈ N0.

Dalje, ako je k neki realan broj, tada je D(x) =
∑
n∈N0

kanx
n obi£na funkcija

generatrise za niz (dn)n∈N0
, gde je dn = k · an, za sve n ∈ N0.

De�nicija 13. Konvolucija ili proizvod nizova (an)n∈N0
i (bn)n∈N0

je novi
niz (cn)n∈N0 de�nisan sa cn =

∑n
i=0 ai · bn−i.

Obi£na funkcija generatrise za konvoluciju nizova (an)n∈N0 i (bn)n∈N0 je
konvolucija ili proizvod redova C(x) = A(x) ·B(x):

C(x) =
∑
n∈N0

cnx
n =

∑
n≥0 (a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + · · ·+ anb0)x

n.

Napomena 4. Skup svih formalnih stepenih redova u C u odnosu na sabiranje
i mnoºenje ozna£ava se sa C [[x]]. Moºe se proveriti da je C [[x]] prsten sa
jedinicom.

Za stepeni red A(x) kaºemo da imamultiplikativni inverz (inverz u odnosu
na mnoºenje) ako postoji B(x) takav da je A(x) ·B(x) = 1. Uobi£ajena oznaka
za red B(x) je A−1(x).

�

Na primer, lako se proverava da je (1− x)(1 + x+ x2 + · · ·+ xn + . . . ) = 1,
pa je 1−x multiplikativni inverz za

∑
n∈N0

xn. Iz ovog jo² jednom vidimo za²to

je 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · = (1− x)−1 =
1

1− x
.

Teorema 7. Formalni stepeni red A(x) = a0+a1 ·x+a2 ·x2+ · · ·+an ·xn+ . . .
ima multiplikativni inverz u C [[x]] ako i samo ako je a0 6= 0.
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Dokaz: Neka je B(x) =
∑
n∈N0

bnx
n multiplikativni inverz za A(x). Tada,

na osnovu de�nicije za proizvod redova vaºi a0b0 = 1, pa odatle mora da vaºi
a0 6= 0.

Pokaza¢emo da je uslov a0 6= 0 dovoljan da A(x) ima multiplikativni inverz.
Posmatrajmo stepeni red B(x) = b0 + b1 · x + b2 · x2 + · · · + bn · xn + . . . , gde
su koe�cijenti bn de�nisani sa

b0 =
1

a0
, b1 =

−a1b0
a0

, . . . , bn = −a1bn−1 + · · ·+ anb0
a0

, . . .

Direktno, mnoºenjem ovih redova moºe se proveriti da je B(x) zaista multi-
plikativni inverz za A(x).

Iz konstrukcije B(x) moºe se zaklju£iti da je multiplikativni inverz za for-
malni stepeni red A(x) jedinstven.

�

Slede¢i primer prikazuje kako uz pomo¢ generatrisa i operacija sa generatrisama
da saznamo neku informaciju o nizovima, u ovom slu£aju op²ti £lan niza.

Primer 3:

Neka je (an)n∈N0
niz realnih brojeva za koje vaºi a0 = 1, a0an + a1an−1 +

· · ·+ ana0 = 1. Odrediti op²ti £lan tog niza.

Re²enje:

Posmatrajmo obi£nu funkciju generatrise za taj niz:
A(x) = a0 + a1 · x+ a2 · x2 + · · ·+ an · xn + . . .

Iz de�nicije proizvoda generatrisa znamo da vaºi

A(x)·A(x) =
∑
n∈N0

(a0an+a1an−1+· · ·+ana0)xn = 1+x+x2+· · · = 1

1− x
,

iz £ega sledi da je
A(x) = (1− x)− 1

2 =
∑
n∈N0

(−1)n
(− 1

2
n

)
xn.

Kako je broj an jednak koe�cijentu uz xn, prema formuli jeste

an = (−1)n
(
− 1

2

n

)
= (−1)n

− 1
2 · (−

1
2 − 1) · (− 1

2 − 2) · · · · · (− 1
2 − n+ 1)

n!
=

(−1)n
− 1

2 · (−
3
2 ) · (−

5
2 ) · · · · · (−

1
2 − n)

n!
= (−1)2n (2n− 1)!!

2n · n!
=

(2n− 1)!!

2n · n!
.

De�nicija 14. Neka su dati formalni stepeni redovi A(x) =
∑
n∈N0

an · xn i
B(x) =

∑
n∈N0

bnx
n. Kompozicija redova B i A prirodno se de�ni²e kao red

B ◦A koji nastaje tako ²to u formulu za B(x) umesto xn uvrstimo A(x)n:

(B ◦ A)(x) =
∑
n∈N0

bn(A(x))
n = b0 + b1(a0 + a1x + . . . ) + · · · + bn(a0 +

a1x+ . . . )n + . . .

Me�utim, red B ◦A nije uvek dobro de�nisan. Ako B(x) nije polinom i ako
je a0 6= 0 pri ra£unanju koe�cijenta uz xn u (B ◦ A)(x) pojavi se beskona£na
suma, ²to nije mogu¢e izra£unati u prstenu C [[x]].
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Ako je a0 = 0, tada za sve k > n sabirci bk(a1x+ a2x
2 + . . . ) ne �doprinose�

koe�cijentu uz xn. U tom slu£aju je koe�cijent uz xn zbir kona£no mnogo
brojeva.

Kompozicija (B ◦ A)(x) je dobro de�nisana ako je a0 = A(0) = 0 ili ako je
B(x) obi£an polinom.

Primer 4:

Ako je B(x) =
∑
n∈N0

xn i A(x) =
∑
n∈N0

an · xn,

onda je (B ◦ A)(x) = 1 + A(x) + A2(x) + · · · + An(x) + · · · = 1

1−A(x)
ako i

samo ako je a0 = 0.

�

Za formalni stepeni red B(x) kaºe se da je kompozicioni inverz reda A(x)
ako je

(B ◦A)(x) = (A ◦B)(x) = x.

U slede¢oj teoremi vide¢emo kada neka funkcija generatrise ima kompozicioni
inverz.

Teorema 8. Ako za redove A(x) i B(x) vaºi (B ◦A)(x) = (A◦B)(x) = x, tada
je A(x) = a1x + a2x

2 + . . . , a B(x) = b1x + b2x
2 + . . . . Pri tome je a1 6= 0 i

b1 6= 0

Dokaz:
Posmatrajmo redoveA(x) = amx

m+am+1x
m+1+. . . iB(x) = bnx

n+bn+1x
n+1+

. . . . Da bi kompozicije B ◦ A i A ◦ B bile de�nisane, mora da vaºi m,n > 0.
Dalje, iz (B ◦A)(x) = bna

n
mx

mn + · · · = x sledi da je m = n = 1 i da su a1 i b1
razli£iti od nule.

�

Kao i u navedenoj teoremi moºe se pokazati da svaka funkcija generatrise
oblika A(x) = a1x+a2x

2+. . . , gde je a1 6= 0 ima jedinstven kompozicioni inverz.
Uslov da je a0 = 0 i a1 6= 0 je potreban i dovoljan da bi postojao kompozicioni
inverz za A(x) =

∑
n∈N0

anx
n.

2.3 Rekurzivne relacije i generatrise

Vaºna primena generatrisa jeste u re²avanju rekurzivnih relacija. Moºe se dati
op²ti postupak za re²avanje rekurzivne relacije pomo¢u generatrisa.

Neka je zadata rekurzivna relacija an = F (an−1, . . . , an−r) za niz (an)n∈N0 .
Postupak re²avanja je slede¢i:

(1) nizu (an)n∈N0
dodelimo obi£nu funkciju generatrise A(x) = a0 + a1 · x +

a2 · x2 + · · ·+ an · xn + . . . ;
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(2) relaciju an = F (an−1, . . . , an−r) pomnoºimo sa xn i sumiramo po svim
n ∈ N0 za koje to ima smisla;

(3) obe strane dobijene relacije izrazimo preko A(x);

(4) odredimo nepoznatu funkciju A(x);

(5) ako ºelimo eksplicitnu formulu za an, funkciju A(x) razvijemo u stepeni
red i �pro£itamo� koe�cijent uz xn

U narednim primerima pokazana je primena generatrisa u re²avanju rekurzivnih
relacija.

Primer 5:

Neka je zadat niz an+1 = 3an + 4 uz po£etni uslov a0 = −1. Koriste¢i funkcije
generatrise na¢i formulu za an.

Re²enje:

Zadatom nizu pridruºimo obi£nu funkciju generatrise A(x) =
∑
n∈N0

anx
n.

Relaciju an+1 = 3an + 4 pomnoºimo sa xn+1 za sve n ∈ N0. Bi¢e:
a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n+ · · · = 3x(a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n+ . . . )+ 4x(1+

x+ x2 + . . . ).

Kako je a0 = −1 i kako je 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · = 1

1− x
, to je

A(x) + 1 = 3xA(x) +
4x

1− x
, pa je A(x) =

5x− 1

(1− x)(1− 3x)
.

Op²ti £lan niza (an)n∈N0
nalazi se tako ²to se funkcija A(x) razvije u stepeni

red. Prvo ²to je potrebno jeste rastaviti funkciju A(x):

A(x) =
5x− 1

(1− x)(1− 3x)
=

a

1− x
+

b

1− 3x
. Odredimo sada nepoznate koe�ci-

jente a i b.

Jedna£inu
5x− 1

(1− x)(1− 3x)
=

a

1− x
+

b

1− 3x
pomnoºimo sa (1− x)(1− 3x).

Dalje je
5x− 1 = a(1− 3x) + b(1− x), pa je a = −2 i b = 1.

Sada je A(x) =
−2

1− x
+

1

1− 3x
= −2

∑
n∈N0

xn +
∑
n∈N0

3nxn =
∑
n∈N0

(3n − 2)xn,

odakle se moºe zaklju£iti da je an = (3n−2) re²enje rekurzivne relacije s po£etka.

�

2.3.1 Katalanovi brojevi

Katalanovi brojevi predstavljaju niz prirodnih brojeva u oznaci Cn, n ≥ 0 zna£a-
jnih kao re²enja mnogih problema u kombinatorici. Postoji skup zadataka koji
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opisuju £ak 66 razli£itih interpretacija Katalanovih brojeva. Prvi ih je opisao
Ojler, a ime su ipak dobili po Eugenu �arlsu Katalanu, koji je uo£io vezu izme�u
problema Hanojskih kula1 i slede¢eg problema:
� Koliko ima korektnih nizova n parova zagrada tako da je u svakom po£etnom
delu niza broj levih zagrada ve¢i ili jednak broju desnih zagrada?�

Ako uzmemo da je n = 3 onda postoji slede¢ih pet korektnih nizova zagrada
((())), (() ()), (()) (), () (()), () () ().

Prvih nekoliko Katalanovih brojeva Cn, za n = 0, 1, 2, 3, . . . , 19, . . . su 1,
1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440,
9694845, 35357670, 477638700, 1767263190, . . . .

Iz navedenog niza vidi se da odgovaraju¢i Katalanov broj za n = 3 jeste
C3 = 5, ²to je broj re²enja posmatranog problema u slu£aju n = 3.

Moºe se dati za po£etak rekurzivna de�nicija Katalanovih brojeva.

De�nicija 15. Katalanovi brojevi Cn, n ≥ 0 su takvi da zadovoljavaju slede¢u
rekurzivnu relaciju:

Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + · · ·+ Cn−1C0.

Moºemo koristiti i metod funkcija generatrisa za re²avanje odre�enih za-
dataka u vezi sa Katalanovim brojevima.

Primer 6:

Re²iti rekurzivnu relaciju Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + · · ·+ Cn−1C0.

Re²enje:

Neka je C(x) =
∑
n∈N0

Cnx
n = 1 + x+ 2x2 + 5x3 + 14x4 + . . . obi£na funkcija

generatrise za niz (Cn)n∈N0 .
Posmatrajmo funkciju C2(x). Prema de�niciji mnoºenja i poznatoj rekurzivnoj

relaciji bi¢e
C2(x) = C(x)·C(x) = C2(x) =

∑
n∈N0

Cnx
n·
∑
n∈N0

Cnx
n =

∑
n∈N0

(C0Cn+

C1Cn−1 + · · · + CnC0)x
n =

∑
n∈N0

Cn+1x
n, odnosno

∑n
i=0 CiCn−i = Cn+1, a

to je kao ²to vidimo koe�cijent uz xn. Tada znamo da ¢e koe�cijent uz xn−1

biti Cn, odnosno C0Cn−1+C1Cn−2+ · · ·+Cn−1C0 u C2(x). Moºemo primetiti
da je koe�cijent uz xn+1 iz funkcije C(x) jednak koe�cijentu uz xn iz xC2(x)
i da se ove funkcije razlikuju jo² po tome ²to je slobodni £lan prve C0 = 1, a
slobodni £lan druge jednak nuli. Prema tome, moºe se uspostaviti slede¢a veza:

C(x)− 1 = xC2(x), ²to je
xC2(x) − C(x) + 1 = 0, a to je kvadratna jedna£ina po C(x). Re²enja ove

jedna£ine su
1Problem kula Hanoja nastao je prema indijskoj legendi, a matemati£ki je dat na slede¢i

na£in: Date su tri kule i na prvoj od njih nazlazi se n diskova opadaju¢e veli£ine. Pitanje jeste
kako prebaciti sve diskove na tre¢u kulu, koriste¢i i drugu, a da nikada nije ve¢i disk iznad
manjeg. Ovaj problem se najlak²e re²ava rekurzijom.
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C(x) =
1±
√
1− 4x

2x
. Znamo da je C(x) =

∑
n∈N0

Cnx
n, pa je

C(0) = C0 = 1.
Sada izra£unajmo lim

x→0
C(x).

U slu£aju da ispred korena odaberemo znak plus, bi¢e

lim
x→0

1 +
√
1− 4x

2x
=∞, pa ovakvo re²enje odbacujemo.

U slu£aju da ispred korena odaberemo znak minus, bi¢e

lim
x→0

1−
√
1− 4x

2x
= lim
x→0

1

2
√
1− 4x

· 4

2
= 1, pa je re²enje C(x) =

1−
√
1− 4x

2x
odgovaraju¢e.

Kako je
√
1− 4x = (1− 4x)

1
2 koriste¢i razvoj (1− 4x)

1
2 u red do¢i cemo do

re²enja rekurzije sa po£etka.
Kako je (1 + x)α =

∑
n∈N0

(
α
n

)
xn, onda je

(1−4x) 1
2 =

∑
n∈N0

( 1
2
n

)
(−4)nxn =

∑
n∈N0

1
2 (

1
2 − 1)( 12 − 2) . . . ( 12 − n+ 1)

n!
(−4)nxn =∑

n∈N0

(−1)n−1 · 1 · 1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 3)

2nn!
(−1)n·4n·xn =

∑
n∈N0

−1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 3) · 2n · (n− 1)!

n!(n− 1)!
xn =

∑
n∈N0

−21 · 3 · 5 · · · · · (2n− 3) · (2n− 2)

n!(n− 1)!
xn =

∑
n∈N0

−2 (2n− 2)!

n!(n− 1)!
xn

Iz C(x) =
1−
√
1− 4x

2x
je C(x) =

1−
√
1− 4x

2x
, pa je

∑
n∈N0

Cnx
n =

1−
√
1− 4x

2x
,

a to je

∑
n∈N0

Cnx
n =

1−
∑
n∈N0

−2 (2n− 2)!

n!(n− 1)!
xn

2x
.

Dalje je 2xC(x) = 1−
∑
n∈N0

−2 (2n− 2)!

n!(n− 1)!
xn, pa je

2xC(x) = 1 +
∑
n∈N0

2
(2n− 2)!

n!(n− 1)!
xn, ²to je dalje

2
∑
n∈N0

Cnx
n+1 = 1 +

∑
n∈N0

2
(2n− 2)!

n!(n− 1)!
xn.

Izjedna£imo sada koe�cijente uz xn+1 sa leve i desne strane jednakosti:

2Cn =
2(2(n+ 1)− 2)!

(n+ 1)!n!
, pa je Cn =

(2(n+ 1)− 2)!

(n+ 1)!n!
=

(2n)!

(n+ 1)!n!
=

1

n+ 1

(
2n

n

)
.

Tada je C(x) =
∑
n∈N0

(2n)!

(n+ 1)!n!
xn.

�

Sada moºemo dati eksplicitnu de�niciju Katalanovih brojeva.
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De�nicija 16. Katalanovi brojevi Cn, n ≥ 0 preko binomnih koe�cijenata jesu

Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
= (2n)!

(n+1)!n! =
∏n
k=2

n+k
k , za sve n ≥ 0.

Moºe se koristiti i izraz Cn =
(
2n
n

)
−
(

2n
n+1

)
, n ≥ 0.

Jo² jedna zanimljiva interpretacija, koja se £esto uzima za opis ili de�niciju
Katalanovih brojeva, jeste broj triangulacija.

Primer 7:

Katalanovi brojevi Cn predstavljaju broj elemenata skupa Sa: triangulacije
konveksnog (n+2)-tougla na n trouglova pomo¢u n− 1 dijagonala koje nemaju
zajedni£kih ta£aka u unutra²njosti (n+2)-tougla.

Za po£etak potrebno je napomenuti ²ta predstavlja broj triangulacija. Neka
je Pn = A1A2 . . . An konveksan n-tougao u ravni. Triangulacija bez dodatnih
temena tog n-tougla je podela tog Pn na trouglove pomo¢u dijalonala tako da
za svaka dva trougla u toj podeli vaºi: ili su disjunktni, ili imaju samo jedno
zajedni£ko teme, ili imaju jednu zajedni£ku ivicu.

Na primer, na slici se mogu videti sve triangulacije jednog petougla.

Slika 1: Sve triangulacije petougla

Ozna£imo sa Tn broj takvih triangulacija u n-touglu. Moºe se izbrojati da
je T3 = 1, T4 = 2 i T5 = 5. Po dogovoru je T1 = 0 i T2 = 1.

Moºe se dokazati da broj triangulacija n-tougla zadovoljava rekurzivnu relaciju
Tn+1 = T2 · Tn + T3 · Tn−1 + · · · + Tn · T2, za sve n ≥ 2 uz po£etne uslove

T1 = 0 i T2 = 1.
Postoji nekoliko na£ina da se odrede brojevi Tn, a jedan od njih dat je u

slede¢oj teoremi.

Teorema 9. Za svaki prirodan broj n ≥ 2 vaºi Tn = 1
n−1

(
2(n−2)
n−2

)
.

12



Pokaºimo sada traºenu relaciju.
Poznato je da je Cn = 1

n+1

(
2n
n

)
. Dalje, za n-tougao vaºi Tn = 1

n−1
(
2(n−2)
n−2

)
.

U slu£aju (n+ 2)-tougla bi¢e Tn+2 = 1
n+2−1

(
2(n+2−2)
n+2−2

)
= 1

n+1

(
2n
n

)
= Cn.

Pokazali smo da je Tn+2 = Cn, ²to i jeste bio zadatak.

�

U prstenu C [[x]] moºe se de�nisati diferenciranje kao diferenciranje stepenih
redova u analizi.

De�nicija 17. Neka je A(x) = a0+a1x+a2x
2+ · · ·+anxn+ · · · =

∑
n∈N0

anx
n

formalni stepeni red. Formalni izvod za taj red je
d
dxA(x) = A′(x) = a1 + 2a2x+ · · ·+ nanx

n−1 + · · · =
∑
n∈N0

nanx
n−1

Za ra£unanje ovako de�nisanog izvoda formalnih stepenih redova vaºe ista
pravila kao i za ra£unanje izvoda obi£nih funkcija:

(a) (λA(x))′ = λA′(x)

(b) (A(x)±B(x))′ = A′(x)±B′(x)

(c) (A(x)B(x))′ = A′(x)B(x) +A(x)B′(x)

(d) (A(x)B−1(x))′ = (A(x)
B(x) )

′ = A′(x)B(x)−A(x)B′(x)
B2(x)

Izve²¢emo i razmotriti neka pravila koja omogu¢avaju brºe izra£unavanje
nekih obi£nih funkcija generatrisa.

Neka je A(x) funkcija generatrise za niz (an)n∈N0
. Izra£unajmo A′(x) i

pomnoºimo sa x:
xA′(x) = a1 · x+ 2a2 · x2 + · · ·+ nan · xn + . . . .
Ponovimo postupak:
x(xA′(x))′ = a1 · x+ 22a2 · x2 + · · ·+ n2an · xn + . . . .
Radi kra¢eg zapisa umesto x · ddxA pisa¢emo (xD)A.
Ovim smo pokazali da vaºi da ako je A(x) obi£na funkcija generatrise za niz

(an)
∞
0 , onda je (xD)A(x) obi£na funkcija generatrise za niz (nan)∞0 i (xD)2A(x)

obi£na funkcija generatrise za niz (n2an)
∞
0 .

Napomena 5. (Pravila za ra£unanje obi£nih funkcija generatrise)
Neka je A(x) obi£na funkcija generatrise za niz (an)

∞
0 . Tada je:

(1) A(x)−a0−a1x−···−ah−1x
h−1

xh je obi£na funkcija generatrise za niz(an+h)
∞
0

(2) (xD)kA(x) je obi£na funkcija generatrise za niz (nkan)
∞
0

(3) A(x)
1−x je obi£na funkcija generatrise za niz {

∑n
i=0 ai}

∞
0

(4) Am(x) je obi£na funkcija generatrise za niz
{∑n

i1+i2+···+ik=n ai1ai2 . . . aik
}∞
0

13



Slede¢i primeri pokazuju upotrebu navedenih pravila.

Primer 8:

Na¢i funkciju generatrise za Fibona£ijeve brojeve Fn.

Re²enje:

Neka je F (x) =
∑
n∈N0

Fnx
n generatrisa za niz (Fn)n∈N0

.
Pomnoºimo rekurzivnu relaciju Fn+1 = Fn + Fn−1 sa xn−1, za sve n ∈ N.

Kako su F0 = 0 i F1 = 1, primenom pravila (1) bi¢e∑
n∈N0

Fn+1x
n+1 · xn−1 =

∑
n∈N0

Fnx
n · xn−1 +

∑
n∈N0

Fn−1x
n−1 · xn−1, pa

je ∑
n∈N0

Fn+1x
2n =

∑
n∈N0

Fnx
2n−1 +

∑
n∈N0

Fn−1x
2n−2, pa je

F (x)− x
x2

=
F (x)

x
+ F (x). Odatle je F (x) =

x

1− x− x2
.

�

Primer 9:

Na¢i sumu reda
∑
n∈N

n3 − 2n+ 5

n!
.

Re²enje:

Kako je
∑
n∈N0

xn

n!
= ex, znamo da je ex obi£na funkcija generatrise za niz

1

n!
, pa primenom pravila (2) gde je an =

1

n!
, a A(x) = ex i sabiranjem odgo-

varaju¢ih redova bi¢e

(xD)3ex−2(xD)ex+5ex = x·((x·ex)′)′−2x·ex+5ex = x·(ex+xex)′−2xex+5ex =
x · (xex + x2ex)′ − 2xex + 5ex = x · (ex + xex + 2xex + x2ex) − 2xex + 5ex =
x3ex+3x2ex+xex−2xex+5ex = x3ex+3x2ex−xex+5ex, a to je obi£na funkcija

generatrise za niz
{
n3 − 2n+ 5

n!

}∞
0

. Ozna£imo je sa A(x). Kada u ovu funkciju

generatrise A(x) = x3ex+3x2ex−xex+5ex za niz
n3 − 2n+ 5

n!
uvrstimo x = 1

vidimo da je suma datog reda jednaka A(1) = e+ 3e− e+ 5e = 8e.

�

Primer 10:

Neka je Hn =
1

1
+

1

2
+ · · · + 1

n
. Na¢i funkciju generatrise za niz {Hn}∞1 har-

monijskih brojeva.
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Re²enje:

Poznato je da je
∑
n∈N(−1)n−1

xn

n
= ln(1 + x).

Dalje je − ln(1 − x) = −
∑
n∈N(−1)n−1 · (−1)n

xn

n
= −

∑
n∈N

(−1)2n−1x
n

n
=

∑
n∈N

xn

n
, ²to je funkcija generatrise za niz

{
1

n

}∞
1

. Primenom pravila (3) bi¢e

H(x) =
− ln(1− x)

1− x
traºena funkcija generatrise.

�

3 Eksponencijalna funkcija generatrise

Nekada koriste¢i samo obi£ne funkcije generatrise ne moºemo saznati
ne²to vi²e o nizu (an)n∈N0 . Zbog toga se posmatra jo² jedna �vrsta� funkcija
generatrise.

De�nicija 18. Neka je zadat niz (an)n∈N0
kompleksnih brojeva. Eksponenci-

jalna funkcija generatrise pridruºena tom nizu je formalni stepeni red

A(x) = a0 + a1 · x+ a2
2! · x

2 + · · ·+ an
n! · x

n + · · · =
∑
n∈N0

an
n! x

n.

Dakle, A(x) je eksponencijalna funkcija generatrise za niz {an}∞0 . Moºe se
primetiti da je ex eksponencijalna funkcija generatrise za niz {xn}∞0 , a funkcija
1

1−x za niz {n!}∞0 .

Primer 11:

Re²iti rekurzivnu relaciju an+1 = (n + 1)
[
(−1)n−1(1− 1

n+1 )− an
]
uz uslov

a0 = 2.

Re²enje:

Neka je A(x) =
∑
n∈N0

an
n!
xn eksponencijalna funkcija generatrise za posma-

trani niz. Ako datu relaciju pomnoºimo sa
xn+1

(n+ 1)!
za sve n ∈ N0 bi¢e

an+1

(n+ 1)!
xn+1 =

xn+1

n!

[
(−1)n−1 − (−1)n−1

n+ 1
− an

]
, pa je

an+1

(n+ 1)!
xn+1 =

(−1)n+1 · xn+1

n!
− (−1)n+1 · xn+1

(n+ 1)!
− an
n!
xn+1. Sumiramo po svim

n ∈ N0:∑
n∈N0

an+1

(n+ 1)!
xn+1 =

∑
n∈N0

(−1)n+1

n!
xn+1−

∑
n∈N0

(−1)n+1

(n+ 1)!
xn+1−

∑
n∈N0

an
n!
xn+1.
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Kako je ex =
∑
n∈N0

xn

n!
dalje ¢e biti

A(x)− a0 = −x · e−x − (e−x − 1)− x ·A(x), pa je
(1 + x)A(x) = −x · e−x − e−x + 3. Dalje je

A(x) = − (1 + x)e−x − 3

1 + x
, a to je

A(x) =
3

1 + x
− e−x = 3

∑
n∈N0

(−1)nxn −
∑
n∈N0

(−1)n

n!
xn

Izjedna£avaju¢i koe�cijente sa leve i desne strane bi¢e:
an
n!

= 3 · (−1)n − (−1)n

n!
, pa vidimo da je an = (−1)n(3n!− 1).

�

De�nicija 19. Neka su dati redovi F (x) =
∑
n∈N0

an
n! x

n i G(x) =
∑
n∈N0

bn
n! x

n

eksponencijalne funkcije generatrise za nizove (an)n∈N0
i (bn)n∈N0

. Tada je

F (x) +G(x) =
∑
n∈N0

an+bn
n! xn i

F (x)G(x) =
∑
n∈N0

(
∑n
k=0

ak
k!

bn−k

(n−k)! )x
n =

∑
n∈N0

(
∑n
k=0

(
n
k

)
akbn−k)

xn

n!

Dakle, F (x)+G(x) je eksponencijalna funkcija generatrise za niz {an + bn}∞0 ,

a F (x)G(x) za niz
{∑n

k=0

(
n
k

)
akbn−k)

}∞
0
.

Upotreba druge od navedenih generatrisa iz prethodne de�nicije £esta je u
re²avanju problema u kombinatorici, ²to ¢emo videti u slede¢oj teoremi.

Teorema 10. Neka je cn broj na£ina da se na nekom n-to£lanom skupu de�ni²e
neka struktura (nazovimo je crvenom) i neka je bn broj na£ina da se na n-
to£lanom skupu de�ni²e neka druga struktura (na primer bela). Sa an ozna£imo
broj na£ina da se skup [n] podeli u dva disjunktna skupa B i C, B ∪ C = [n], a
zatim da se na skupu B zada bela struktura, a na skupu C crvena struktura. Ako
su A(x), B(x) i C(x) eksponencijalne funkcije generatrise za nizove (an)n∈N0 ,
(bn)n∈N0 i (cn)n∈N0 tada vaºi A(x) = B(x)C(x).

Dokaz:
Skup C sa k elemenata moºemo iz [n] odabrati na

(
n
k

)
na£ina Na svakom

odabrano k-to£lanom skupu �crvenu� strukturu moºemo zadati na ck na£ina.
�Belu� strukturu na B = [n] \ C moºemo zadati na bn−k na£ina. Tada je broj
�crveno-belih� struktura an na skupu [n] jednak∑n
k=0

(
n
k

)
ckbn−k.

Iz de�nicije mnoºenja eksponencijalnih funkcija generatrise zaklju£ujemo da je

A(x) = B(x)C(x).

�
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U slu£aju mnoºenja vi²e eksponencijalnih funkcija generatrise vaºi slede¢e tvr�enje.

Tvr�enje 3. Neka su F1(x), F2(x), . . . , Fk(x) eksponencijalne funkcije gener-
atrise za nizove

(
f1n
)
n∈N0

,
(
f2n
)
n∈N0

,. . . ,
(
fkn
)
n∈N0

. Ako za sve n ∈ N0 vaºi

hn =
∑
n1+n2+···+nk=n,ni∈N0

(
n

n1,n2,...nk

)
f1n1

f2n2
. . . fknk

i ako je H(x) =
∑
n∈N0

hnx
n eksponencijalna funkcija generatrise za niz (hn)n∈N0

tada je H(x) = F1(x) · F2(x) . . . Fk(x).

Primer 12:

Neka je X skup sa n elemenata. Sa an ozna£imo broj na£ina da se prvo skup
X podeli u dva disjunktna podskupa B i C, takva da je B ∪ C = X, zatim da
se odabere neki podskup iz B i da se elementi iz C linearno urede. Odrediti
eksponencijalnu funkciju generatrise za niz (an)n∈N0 .

Re²enje:

Upotrebi¢emo oznake iz prethodne teoreme. Broj na£ina da se iz k-to£lanog
skupa odabere proizvoljan podskup je bk = 2k dok je broj na£ina da se k-
to£lani skup linearno uredi ck = k!. Traºena funkcija generatrise je sada

A(x) = B(x)C(x) = (
∑
n∈N0

2n

n!
xn)(

∑
n∈N0

xn) =
e2x

1− x
.

Broj an moºe se odrediti i kombinatorno an =
∑n
k=0

(
n
k

)
2k(n− k)!. Znamo

da prema navedenoj teoremi vaºi A(x) = B(x)C(x), odnosno da vaºi
an =

∑n
k=0

(
n
k

)
bkcn−k, ²to je u ovom slu£aju bn = 2n

n! i cn = n!, pa je

an =
∑n
k=0

(
n
k

)
bkcn−k =

∑n
k=0

(
n
k

)
2k

k! n! =
∑n
k=0

(
n
k

)
(n− k)!

�

3.1 Broj deranºmana

Pre nego ²to na primeru pokaºemo primenu eksponencijalnih funkcija genera-
trise na izra£unavanje broja deranºmana, potrebno je de�nisati ²ta predstavlja
broj deranºmana. Permutacija bez �ksnih ta£aka se naziva deranºman. Dakle,
deranºman je bijekcija f : [n] → [n] , takva da za sve i ∈ [n] vaºi f(i) 6= i. Sa
Dn ozna£imo broj deranºmana u Sn2. Da bi se odredio broj deranºmana Dn

moºe se koristiti formula uklju£enja - isklju£enja, a to se moºe uraditi na jo²
jedan na£in koriste¢i fukcije generatrise.

Primer 13:

Odrediti broj deranºmana Dn pomo¢u eksponencijalnih generatrisa.
2Skup svih permutacija na skupu [n] ozna£ava se sa Sn
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Re²enje:

Neka jeD(x) =
∑
n∈N0

Dn

n! x
n eksponencijalna funkcija generatrise za niz (Dn)n∈N0

.
Primetimo da je broj permutacija u Sn sa ta£no k �ksnih ta£aka jednak

(
n
k

)
Dn−k.

Po²to je broj permutacija n!, bi¢e n! =
∑n
k=0

(
n
k

)
Dn−k. Eksponencijalna funkcija

generatrise za niz £iji je op²ti £lan n! jednaka je proizvodu generatrisa za nizove
£iji su op²ti £lanovi Dn i 1, jer iz De�nicije 16. znamo da nastaje kao proizvod
dve generatrise, u ovom slu£aju moºemo zamisliti jedinicu u sumi pored Dn−k,
pa je, koriste¢i eksponencijalne funkcije generatrise za niz jedinica i niz n!

1

1− x
= exD(x), pa je D(x) =

e−x

1− x
.

Tako je broj deranºmana Dn jednak koe�cijentu uz
xn

n!
u razvoju

e−x

1− x
, a to je

Dn = n!
∑n
k=0

(−1)k

k!
.

�

U slede¢oj napomeni data je kombinatorna interpretacija za proizvod obi£nih
funkcija generatrise.

Napomena 6. Neka je cn broj na£ina kako se na nekom linearno ure�enom
skupu od n elemenata moºe de�nisati neka struktura (nazovimo crvena) i neka
je bn broj na£ina da se na n-to£lanom linearno ure�enom skupu de�ni²e neka
druga struktura (nazovimo bela).

Sa an ozna£imo broj na£ina da se linearno ure�en skup ([n], <) podeli u dva
disjunktna (ne nuºno neprazna) podskupa B i C, C ∪B = [n], tako da je svaki
element iz C manji od svih elemenata iz B, a zatim se na skupu C zada crvena
struktura, a na skupu B bela. Vidimo da je

an = bnc0 + bn−1c1 + · · ·+ bkcn−k + · · ·+ b0cn

Ako su A(x), B(x) i C(x) obi£ne funkcije generatrise za nizove (an)n∈N0
,

(bn)n∈N0 i (cn)n∈N0 znamo da vaºi A(x) = B(x)C(x).

Primer 14:

Student treba da napi²e seminarski rad na ta£no n stranica. Na svakoj stranici
moºe da bude samo tekst ili samo slika. Rad moºe da bude podeljen u nekoliko
poglavlja, ali u svakom poglavlju mora da bude i slika i tekst. Na koliko na£ina
student moºe aranºirati slike i tekst u poglavlju tako da ispuni sve postavljene
uslove?

Re²enje:
Neka je an traºeni broj na£ina na koji student moºe napisati rad i neka je
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A(x) =
∑
n∈N0

anx
n. Smatra se da je a0 = 1 (postoji jedan na£in da student

napi²e rad sa nula stranica).
Jedno poglavlje sa m strana moºe se napisati na bm = 2m − 2 na£ina, treba

odabrati neprazan podskup razli£it od [m] za slike, ostalo bi bilo tekst. Smatra
se da je b0 = 0. Neka je B(x) obi£na funkcija generatrise za niz (bn)n∈N0

. Tada je

B(x) =
∑
n∈N(2

n − 2)xn =
2x

1− 2x
− 2x

1− x
=

2x2

(1− 2x)(1− x)
.

Na osnovu prethodno navedene napomene zaklju£uje se da je broj na£ina da
se rad napi²e u ta£no k poglavlja jednak koe�cijentu uz xn u Bk(x).

Studentu je dozvoljeno da sam odabere koliko poglavlja ima njegov rad, pa
vaºi

A(x) = 1 + B(x) + B2(x) + · · · + Bk(x) + · · · = 1

1−B(x)
, ²to je dobro

de�nisano jer je b0 = 0. Sada je

A(x) =
1

1− 2x2

(1− x)(1− 2x)

=
(1− x)(1− 2x)

1− 3x
=

2x2 − 3
2x−

7

3
x+

7

9
+

2

9
1− 3x

=

7

9
− 2

3
x+

2

9
+
∑
n∈N0

3nxn. Tako je za n > 1 traºeni broj na£ina an = 2 · 3n−2.

�

I za eksponencijalne funkcije generatrisa de�nisani su formalni izvodi.
Ako je A(x) eksponencijalna funkcija generatrise za (an)

∞
0 , izvod stepenog

reda A(x) bi¢e
d
dxA(x) = A′(x) = a1 + a2x+

a3
2
x3 + · · ·+ an

(n− 1)!
xn + · · · =

∑
n∈N0

an+1

n!
xn.

Tako je A′(x) eksponencijalna funkcija generatrise za niz {an+1}∞0 , pa i
A(k)(x) za niz {an+k}∞0 .

Ako je A(x) eksponencijalna funkcija generatrise za (an)
∞
0 , sli£no kao i u

pravilu (2) za ra£unanje sa obi£nim funkcijama generatrisa moºe se pokazati da
je xA′(x) eksponencijalna funkcija generatrise za niz {nan}∞0 .

Ra£unanje izvoda, a zatim i mnoºenje sa x ozna£imo sa xD. Ako bismo
to primenili k puta, bi¢e (xD)kA(x) eksponencijalna funkcija generatrise za niz{
nkan

}∞
0
.

3.2 Belovi brojevi

De�ni²imo Belove brojeve. Za sve n ∈ N0 Belov broj Bn de�ni²emo kao broj
svih particija3 skupa [n] u nekoliko blokova. Po de�niciji je B0 = 1. Broj Bn je
broj razli£itih relacija ekvivalencije na skupu sa n elemenata.

Moºe se dokazati da Belovi brojevi zadovoljavaju slede¢u rekurzivnu relaciju
Bn+1 =

∑n
i=0

(
n
i

)
Bi.

3Pojam particije prirodnog broja detaljnije ¢e biti obja²njen u narednom poglavlju.
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Posmatrajmo blok u kom se nalazi broj n+1. Ako se u tom bloku nalazi jo²
n− i brojeva iz [n], onda se oni mogu odabrati na

(
n
i

)
na£ina. Od preostalih i

brojeva iz skupa [n] moºe se napraviti jo² Bi particija.

Primer 15:

Na¢i eksponencijalnu funkciju generatrise za Belove brojeve.

Re²enje:

Videli smo da vaºi Bn+1 =
∑n
i=0

(
n
i

)
Bi, uz po£etni uslov B0 = 1. Neka je

B(x) eksponencijalna funkcija generatrise za niz {Bn}∞0 . Pomnoºimo pomenutu
rekurzivnu relaciju sa xn

n! i sumiramo po svim n ∈ N0

Bn+1 ·
xn

n!
=

n∑
i=0

(
n

i

)
Bi
xn

n!
, ²to je dalje

B′(x) = ex ·B(x), pa je lnB(x) = ex, a onda je B(x) = cee
x

. Iz uslova B0 = 1
bi¢e c = e−1.

Traºena eksponencijalna funkcija za Belove brojeve je B(x) = ee
x−1.

�

4 Neke primene funkcija generatrisa

4.1 Particije prirodnog broja i Ojlerova teorema

Podsetimo se particija prirodnog broja n. Ako su a1, a2, . . . , ak takvi da je
a1 + a2 + · · · + ak = n i a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ak−1 ≥ ak, ure�ena k-torka
(a1, a2, . . . , ak) je particija broja n u k delova. Egzaktna formula za broj par-
ticija ne postoji, me�utim za niz (pn)n∈N0

, gde je pn oznaka za broj particija
prirodnog broja n, nije te²ko na¢i funkciju generatrise.

Teorema 11. Za sve n ∈ N0 neka pn ozna£ava broj particija broja n. Obi£na
funkcija generatrise za niz (pn)n∈N0

je∏
k∈N

1
1−xk =

∑
n∈N0

pnx
n.

Dokaz:
Tvr�enje teoreme bi¢e dokazano tako ²to ¢emo videti da je koe�cijent uz xn u
proizvodu jednak pn.
Primetimo da je∏

k∈N
1

1−xk = (1+x+x2+ · · · )(1+x2+x4+ · · · ) · · · (1+xk+x2k+ · · · ) · · ·
dobro de�nisan u prstenu formalnih stepenih redova. Da bismo za neko �ksno
n ∈ N0 odredili koe�cijent uz xn dovoljno je posmatrati prvih n zagrada.

Neka je λ = (λ1, λ2, . . . , λk) proizvoljna particija broja n u kojoj se broj 1
pojavi f1 put, broj 2 pojavi f2 puta, . . .
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Particiju λ moºemo zapisati sa λ = (1f1 , 2f2 , . . . , rfr ). Brojeve koji se ne
pojavljuju, odnosno one i kod kojih je fi = 0, moºemo izostaviti iz zapisa.

Primetimo da vaºi f1 · 1 + f2 · 2 + · · ·+ fr · r = n.
Za particiju λ uo£imo sabirak u razvoju

∏
k∈N

1
1−xk u kom:

- iz prve zagrade (1 + x+ x2 + · · · ) odaberemo monom xf1

- iz druge zagrade (1 + x2 + x4 + · · · ) odaberemo monom x2·f2

-
...

- iz r-te zagrade (1 + x+ x2 + · · · ) odaberemo monom xr·fr

Ako pomnoºimo odabrane monome bi¢e
xf1 · x2·f2 · . . . · xk·fk = xf1·1+f2·2+···+fk·k = xn.

Vidimo da se za svaku particiju broja n dobije jedan xn u razvoju
∏
k∈N

1
1−xk .

Sa druge strane, ako iz razvoja
∏
k∈N

1
1−xk iz prve zagrade odaberemo xa1 ,

iz druge x2·a2 , . . . iz k-te xk·ak i iz kona£no mnogo zagrada biramo xm, a iz
preostalih 1, primetimo da je xa1 · x2·a2 · . . . · xr·ar = xn ako i samo ako je
(1a1 , 2a2 , . . . , rar ) particija broja n.

Tako je koe�cijent uz xn u posmatranom stepenom redu jednak broju par-
ticija broja n, £ime je dokazano da je

∏
k∈N

1
1−xk obi£na funkcija generatrise za

niz (pn)n∈N0
.

�

Primer 15:
Neka je dn broj particija broja n u razli£ite brojeve, a on broj particija broja n
u neparne delove. Na primer za broj 7 bi¢e:

7=7
6+1=5+1+5
5+2=3+3+1
4+3=3+1+1+1+1
4+2+1=1+1+1+1+1+1+1
particiije u razli£ite, particije u neparne

Tako je d7 = o7 = 5, ²to nije slu£ajno.

�

Jedna od prvih primena funkcija generatrisa u prou£avanju particija je data
u slede¢oj teoremi.

Teorema 12. (L. Ojler) Broj particija broja n u neparne delove je jednak
broju particija broja n u razli£ite delove.

Dokaz:
Na isti na£in kao u Teoremi 11. moºemo izra£unati obi£ne funkcije gener-

atrise za nizove (on) n∈N0
i (dn) n∈N0

.
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O(x) =
∑
n∈N0

onx
n = (1+x+x2+· · · )(1+x3+x6+· · · )(1+x5+x10+· · · ) · · ·

odnosno O(x) =
∏
i∈N0

1

1− x2i+1
.

Primetimo da je
D(x) =

∑
n∈N dnx

n = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) · · · =
∏
i∈N(1 + xi).

Kako za sve n ∈ N vaºi 1 + xn =
1− x2n

1− xn
, ²to moºemo proveriti

1− x2n

1− xn
=

1− xn + xn − x2n

1− xn
= 1 +

xn − x2n

1− xn
= 1 +

xn(1− xn)
1− xn

= 1 + xn, to ¢e biti

D(x) =
1− x2

1− x
· 1− x

4

1− x2
· 1− x

6

1− x3
· 1− x

8

1− x4
· · · = O(x).

�

Postoji i kombinatorni dokaz ove teoreme.
Koristi se £injenica da se svaki prirodan broj moºe na jedinstven na£in pred-
staviti kao zbir razli£itih stepena broja 2. Na primer,
2019 = 1024+512+256+128+64+32+2+1 = 210+29+28+27+26+25+21+20.

Neka je λ = (1f1 , 3f3 , . . . , rfr ) particija broja n u neparne sabirke. Ako svaki
od fi napi²emo kao zbir razli£itih stepena broja 2, iz n = f1 ·1+f3 ·3+· · ·+fr ·r,
bi¢e n napisan kao zbir razli£itih sabiraka.

Obrnuto, po�imo od particije broja n u razli£ite sabirke. Neka je n = µ1 +
µ2 + · · · + µk particija broja n u razli£ite sabirke. Grupi²imo sabirke broja n
tako da svi sabirci u grupi imaju isti najve¢i neparan delitelj. Ti delitelji su
sabirci u particiji broja n u neparne delove, ²to ¢emo videti na primeru.

Particija broja 220 u neparne delove je λ = (215, 117, 54, 34, 16). Dalje je,
prema opisanom postupku
220 = (4+1)·21+(6+1)·11+4·5+4·3+(4+2)·1 = 84+66+21+20+12+11+4+2.

Za particiju µ = (84, 66, 21, 20, 12, 11, 4, 2) broja n u razli£ite sabirke ra£u-
namo
220 = (84+21)+(66+11)+20+12+(4+2) = 5 ·21+7 ·11+4 ·3+4 ·3+6 ·1.

Ovim je jo² jednom pokazano da je on = dn.

4.2 Rodºers-Ramanudºanovi identiteti

Rodºers-Ramanudºanovi identiteti su medju najpoznatijim i najzanimljivijim
rezultatima o particijama brojeva.

Teorema 13. Prvi Rodºers-Ramanudºanov identitet
Neka je fn broj particija broja n u kojima se sabirci razlikuju bar za dva, a

neka je gn broj particija broja n u sabirke oblika 5k + 1 i 5k + 4. Za sve n ∈ N
vaºi fn = gn.

Teorema 14. Drugi Rodºers-Ramanudºanov identitet
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Neka je un broj particija broja n u kojima se sabirci razlikuju bar za dva i
jedinica nije sabirak. Dalje, neka je vn broj particija broja n u sabirke oblika
5k + 2 i 5k + 3. Za sve n ∈ N vaºi un = vn.

5 Zadaci

U ovom poglavlju bi¢e prikazan izbor zadataka sa primenama funkcija genera-
trise. 4

Zadatak 1:

Na¢i koe�cijent uz:

a) x5 u (1− 2x)−2

b) xn u razvoju 1
(1−ax)(1−bx) i a 6= b

c) xn u razvoju 1
(1−x2)2

Re²enje:

a) Kako za sve α ∈ R i za |x| < 1 vaºi
∑
n∈N0

(
α
n

)
xn = (1 + x)α, onda je

(1−2x)−2 =
∑
n≥0

(−2
n

)
(−2x)n =

∑
n≥0

(−2)(−3)·····(−2−n+1)
n! (−2x)n =

∑
n≥0

(−1)n1·2·3·····(n+1)
n! (−2x)n

=
∑
n≥0(n+ 1)2nxn. Ako ozna£imo koe�cijent uz xn sa cn, bi¢e c5 = 6 · 25.

b) Najpre vidimo 1
(1−ax)(1−bx) =

1
a−b (

a
1−ax −

b
1−bx ). Bi¢e

1
(1−ax)(1−bx) =

1
a−b (

a
1−ax −

b
1−bx ) =

1
a−b (a

∑
n≥0(ax)

n − b
∑
n≥0(bx)

n)

= 1
a−b

∑
n≥0(a

n+1 − bn+1)xn, pa je

cn = an+1−bn+1

a−b traºeni koe�cijent.

c) Na osnovu dela pod a) je 1
(1−x2)2 = (1− x2)−2 =

∑
n≥0

(−2
n

)
(−x2)n

=
∑
n≥0

(−2
n

)
(−1)nx2n =

∑
n≥0(n+ 1)2nxn, pa je koe�cijent uz xn:

cn =

{
k + 1, za n = 2k
0, za n = 2k + 1

�

Zadatak 2:

Neka je qn broj re£i duºine n sastavljenih od slova a, b, c, d koje sadrºe
neparan broj slova b. Dokazati da je qn+1 = 2qn + 4n, n ≥ 1 i uz pretpostavku
q0 = 0, na¢i funkciju generatrisu Q(x) i dokazati da je qn = 1

2 (4
n − 2n).

4Ve¢i izbor zadataka moºe se na¢i u zbirci [2].
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Re²enje:

Ozna£imo sa pn broj re£i duºine n sastavljenih od slova a, b, c, d koje sadrºe
paran broj slova b. Tada je pn + qn = 4n (sve re£i duºine n od datih slova).

Re£ duºine n+ 1 sa neparnim brojem slova b moºe se dobiti od re£i duºine
n sa neparnim brojem slova b ako joj se na kraj dopi²e jedno od slova a, c, d ili
od re£i duºine n sa parnim brojem slova b, ako joj se na kraj dopi²e slovo b.
Drugim re£ima, qn+1 = 3 · qn + pn.

Re²imo sistem:
pn + qn = 4n

qn+1 = 3 · qn + pn .
Iz prve jedna£ine izrazimo pn = 4n − qn i uvrstimo u drugu. Bi¢e
qn+1 = 2 · qn + 4n.
Da je q0 = 0, moºe se dobiti iz q1 = 2 · q0 + 40 (q1 = 1, samo b). Dalje je
Q(x)−0

x = 2Q(x) + 1
1−4x , ²to je kad se sredi

Q(x) = x
(1−2x)(1−4x) .

Predstavimo Q(x) u pogodnijem obliku.
Q(x) = A

1−2x + B
1−4x . Izjedna£avanjem

x
(1−2x)(1−4x) =

A(1−4x)+B(1−2x)
(1−2x)(1−4x) imamo da je A+B = 0 i −4A−2B = 1, odakle

je A = 1
2 i B = − 1

2 . Dakle,

Q(x) =
1
2

1−2x −
1
2

1−4x = 1
2

∑
n≥0(4x)

n − 1
2

∑
n≥0(2x)

n

= 1
2

∑
n≥0(4

n − 2n)xn.
Odatle je an = 1

2 (4
n − 2n).

�

Zadatak 3:

Na¢i funkcije generatrise za brojeve particija broja n:

a) u kojima su svi sabirci 3 ili 4

b) u kojima je svaki sabirak stepen broja 2

Re²enje:

a) Traºi se broj particija oblika (3α1 , 4α2). Kako je 3α1 + 4α2 = n, to
traºeni broj particija moºemo videti i kao broj re²enja jedna£ine i+ j = n, gde
i ∈ {0, 3, 6, 9, . . . } i j ∈ {0, 4, 8, 12, 16, . . . }. Broj re²enja ove jedna£ine jednak
je koe�cijentu uz xn u proizvodu (1+x3+x6+x9+ · · · )(1+x4+x8+x12+ · · · ),
pa je prema Teoremi 11. traºena funkcija generatrise f(x) = 1

(1−x3)(1−x4) .

b) Posmatramo jedna£inu
∑
i≥0 ci2

i = n. Svakoj particiji broja n £iji su
sabirci stepeni dvojke, odgovara po jedno re²enje ove jedna£ine. Ovoj jedna£ini
ekvivalentna je jedna£ina x0+x1+x2+· · · = n, gde je xi ∈

{
0, 2i, 2 · 2i, 3 · 2i, . . .

}
.

Kako je broj re²enja ove jedna£ine jednak koe�cijentu uz xn u proizvodu (1 +
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x+ x2 + x3 + . . . )(1+ x2 + x4 + x6 + . . . )(1+ x4 + x8 + x12 + . . . ), to je traºena
funkcija generatrise f(x) =

∏
i≥0

1
1−x2i .

�

Zadatak 4:

Na¢i funkciju generatrisu i rekurentnu relaciju za broj na£ina na koji se moºe
u potpunosti prekriti pravougaonik dimenzija n×2 pomo¢u delova slede¢eg tipa
(tako da se delovi ne preklapaju). Duºine ivica delova su 1 i 2. Delovi mogu da
se rotiraju za ceo umnoºak pravog ugla.

a) kvadrati 2× 2 i 1× 1

b) kvadrat 1× 1 i L-�gura

Re²enje:

a) Sa an ¢emo ozna£iti broj odgovaraju¢ih prekrivanja table 2× n.
Ako je u donjem levom uglu kvadrati¢ (1 × 1) onda iznad njega mora biti
kvadrati¢, pa onda ostaje tabla 2×(n−1) koja se moºe prekriti na an−1 na£ina.
Ako je u donjem levom uglu kvadrat (2× 2), onda ostaje tabla 2× (n− 2) koja
se moºe prekriti na an−2 na£ina.
Tako smo do²li do rekurentne jedna£ine: an = an−1 + an−2.
Po£etni uslovi su a1 = 1 i a2 = 2. Odatle je, kada pomnoºimo prethodnu
jedna£inu sa xn

anx
n = an−1x

n + an−2x
n, pa delujemo sumom

A(x)− 1− x = x(A(x)− 1) + x2A(x), odakle je
A(x) = 1

1−x−x2 .

b) Ako su sa leve strane dva kvadrati¢a jedan iznad drugog, ostaje tabla
2× (n− 1) koja se moºe prekriti na an−1 na£ina.

Ako su sa leve strane kvadrati¢ i L-�gura, u svakom od ta £etiri slu£aja ostaje
tabla 2× (n− 2) koja se moºe prekriti na an−2 na£ina.
Ako su sa leve strane dve L-�gure, u svakom od ta dva slu£aja ostaje tabla
2× (n− 3) koja se moºe prekriti na an−3 na£ina.
Tako smo do²li do slede¢e rekurentne jedna£ine
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an = an−1 + 4an−2 + 2an−3.
Po£etni uslovi su a1 = 1, a2 = 5 i a3 = 11.

Sli£no kao u delu pod a), dolazimo do A(x) = 1
1−x−4x2−2x3 .

�
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6 Zaklju£ak

Funkcije generatrise su jedan od najkorisnijih i najvaºnijih objekata u enu-
merativnoj kombinatorici. Funkcija generatrise pridruºena nizu je formalni ste-
peni red £iji su koe�cijenti £lanovi tog niza. Tako je beskona£no mnogo bro-
jeva zamenjeno jednim objektom, koji je £esto i funkcija. Po²to je matemati£ki
aparat za rad sa funkcijama i stepenim redovima potpuno razvijen, moºe se isko-
ristiti za re²avanje kombinatornih problema. Prema tome se jasno vidi zna£aj
funkcija generatrise i njihova ²iroka primena.

U ovom radu de�nisane su obi£ne i eksponencijalne funkcije generatrise, za-
tim operacije sa njima i neke primene, najpre u re²avanju rekurzivnih relacija, a
zatim i na ra£unanje broja deranºmana kao i broja particija prirodnog broja. Na
samom kraju detaljno su re²eni razli£iti zadaci u kojima se primenjuju funkcije
generatrise.
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