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1 Uvod

Problem razmatranja nula polinoma je prisutan u skolskoj matematici. Medutim,
taj problem se u praksi svodi samo na nekoliko slu¢ajeva. Kroz nastavno-
obrazovni proces ucenici razmatraju nule kvadratnih trinoma i jedna¢ina koje
se smenom svode na kvadratne. Takode, razmatraju se i polinomi sa viSim ste-
penom, pri ¢emu im je poznata neka nula.

U ovom radu ¢emo se baviti problemom broja realnih nula polinoma, ko-
riste¢i tri metode koje se mogu uvesti u nastavni plan i program za ucenike
srednjih gkola.

Razmatrane su sve tri metode za procenu broja realnih nula polinoma. Rad
zapoc¢injemo Dekartovim pravilom promene znaka, gde najpre navodimo teo-
remu sa dokazom, a zatim i konkretnu primenu ove teoreme na razlicite za-
datke. Po istom principu obradujemo i preostale dve teoreme, Furije-Budanovu
i Sturmovu teoremu.



2 Nule polinoma

Definicija 1. Broj a se zove nula ili koren polinoma f(x) ako je f(a) =0
Teorema 1. Za svaki polinom f(x) i svaki nenula polinom q(x) postoje jedistveni
polinomi s(x) i r(zx) tako da je f(x) = q(x) - s(x) +r(x), pri cemu je degr(z) <
deg q(x) ili je r(x) nula polinom. Polinom r se naziva ostatkom.

Dokaz. Neka je f(x) = ag+ a1z + ... + apx™ 1 q(x) = bo + bix + ... + bypx™.

Ako jen <m ili f(z) =0 tada je s(x) =01ir(z) = f(x).

n—m

Ako je n > m posmatrajmo polinom fi(x) = f(z) — Z—x q(x).

Stepen polinoma fi(z) je manji od stepena polinoma f(:r) Oznagimo stepen
polinoma f1(z) sa n; i najstariiji koeficijent sa a,,,.

Ako je nq > m, posmatrajmo polinom fy(z) = fi(z) — b Lpmime(r).

Stepen polinoma f3(x) je manji od stepena polinoma fl(a:). Oznacimo stepen
polinoma fo(x) sa ny i njegov najstariji koeficijent sa a,, .

Nastavljaju¢i ovaj proces dobi¢emo polinom

fil@) = fuoa (@) = SE=Lamo (@),

m
fr(z) je nula polinom ili je njegov stepen manji od m.
Proces prekidamo i fi(z) mozemo zapisati kao
o) = f(a) = st o e o

A,
s(x) = nm+ ’I’L1 m+ + :L'nkl m
(@) b bm bm

Polinomi s(z) i r(z) = fi(z) zadovoljavaju jednakost f(z) = s(x)q(z)+r(z),
pri ¢emu je r(z) = 0 ili je degr(z) < degq(x).

Da bi dokazali jedinstvenost pohnoma s(z) i r(z), pretpostavimo da postoje
polinomi s1(z) i r1(x), tako da je f(z) = s1(x)g(x)+r1(z), pri ¢emu je r (z) =0
ili je degri(x) < degq(x).

Vazice da je (s(z) —s1(z))g(x) = r1(z) —r(z), pri ¢emu je polinom na desnoj
strani nula polinom ili je njegov stepen manji od stepena polinoma ¢(x).
Medutim, ako je s(z) —s1(z) # 0, onda je polinom na levoj strani veéeg stepena
od stepena polinoma ¢(z). Jednakost (s(x)—s1(x))g(x) = r1(z)—r(x) je mogudéa
samo ako je s(z) = s1(x) i r(z) = r(x).

O

Teorema 2. Ako je polinom f(x) deljiv polinomom g(x), onda je svaka nula
polinoma g(x) wjedno i nula polinoma f(x).



Dokaz. Kako je polinom f deljiv polinomom g, polinom f mozemo zapisati kao

f(@) =g(x) r(2).

Neka je a nula polinoma g.

S obzirom da je g(a) = 0, sledi da je i f(a) = 0.

Dakle, a je i nula polinoma f. O

Teorema 3. Bezuov stav: Ostatak deljenja polinoma f(x) sa binomom (x — a)
je f(a).

Dokaz. Neka je g(z) =z — a.

Na osnovu teoreme 1. postoje jedinstveni polinomi s(z) i r(z), tako da je

f(x) = g(x) - s(z) +r(z).

U ovom sluc¢aju r je konstanta.

Dakle, f(z) = (z —a) - s(z) + .

Posmatrajmo f(a).

Biée f(a) =r.

3 Dekartovo pravilo promene znaka

U ovoj sekciji éemo se baviti obradivanjem Dekartovog ! pravila promene znaka
koeficijenata.

Broj promena znaka koeficijenata se odnosi na broj promena znaka uzasto-
pnih koeficijenata polinoma. Ako je neki koeficijent jednak nuli, onda se taj
koeficijent preskace i gledamo znak sledeceg koeficijenta.

Teorema 4. Rolova teorema

Neka je f(x) neprekidna funkcija na [a,b] i diferencijabilna funkcija na (a,b),
tako da je f(a) = f(b). Tada postoji tacka c iz intervala (a,b) tako da je
f(e)=0.

Lema 1. Ako polinom f(z) = ag + a1 + -+ + ap_12" "1 + 2™ nema pozitivne
nule, onda je broj promena znaka koeficijenata paran.

Dokaz. Posmatrajmo f(z) = ag + a1z + -+ + ap—12"~* + ™. Pretpostavimo
da je ag # 0.

Ako je ap < 0 onda je f(0) = ag < 0. Kako je

lim f(z) =00

T—00

1René Descartes(1596 — 1650), franuski matematicar



polinom f(z) je pozitivan za dovoljno velike vrednosti z. Posto je polinom f(x)
neprekidna funkcija on ima bar jednu pozitivnu nulu. Dakle, ako polinom nema
pozitivnu nulu, onda je ag > 0. Ako je ag > 0, onda mora biti paran broj
promena znaka, zato $to je i poslednji koeficijent pozitivan.

O

Teorema 5. Ako polinom ag+aix+---+a,x™ ima k promena znaka koeficije-

nata i ako jer > 0, onda polinom (x —r)- (ap+a1z+---+anz™) ima k+2s+1
promena znaka koeficijenata, gde je s > 0.

Dokaz. Indukcijom po n ¢emo dokazati teoremu.

e Baza indukcije: Neka je n = 1.

U ovom slu¢aju posmatrac¢emo polinom f(z) = ag + a1z.
Posmatraéemo i slucajeve kada su koeficijenti ag i a1 istog znaka i kada
su razlic¢itog znaka.

1. Neka su ag i a1 istog znaka. Neka su oba pozitivna, ag > 0, a; > 0.

Kako su koeficijenti ag i a; istog znaka, ne postoji promena znaka
koeficijenata polinoma f(x). Dakle, k£ = 0.

Posmatrajmo sada polinom (z — ) f(z), gde je r > 0.

(x —7)f(x) = —rag + x(ap — ray) + xay

—rag < 01ia; >0.

Kako je prvi koeficijent negativan, a treéi pozitivan, broj promena
znaka je 1, kakav god bio drugi koeficijent.

Dakle, broj promena znaka koeficijenata polinoma (z—r) f(z) je k+1.

Ako su koeficijenti ag i a1 negativni, na isti na¢in zaklju¢ujemo da je
broj promena znaka polinoma (z — r) f(z) jednak k + 1.

2. Neka su koeficijenti ag i a1 razli¢itog znaka.
Neka je ag > 01 ay <0.

Kako su koeficijenti ag i a1 razli¢itog znaka, postoji jedna promena
znaka koeficijenata polinoma f(z), tj. k = 1.



Posmatrajmo sada polinom (z — r) f(x).
(x —7)f(x) = —rag + x(ap — ra1) + a1

Kako je —rag < 0, ag —ra; > 01i a1 < 0, postoje 2 promene znaka
koeficijenata polinoma (z — ) f(x).

Dakle, tvdenje je ta¢no i u ovom slucaju.

e Induktivna hipoteza: Pretpostavimo da vazi: Ako polinom aqg+aix+---+
a,z" ima k promena znakova koeficijenata i ako je r > 0, onda polinom
(z—r)(ap+arz+- - -+a,z™) ima k+2s+1 promena znakova koeficijenata,
gde je s > 0.

e Induktivni korak: Pokazimo da tvrdenja vazi za polinom stepena n + 1.
Sa p(x) ozna¢imo polinom stepena n, a sa f(z) polinom stepena n + 1.

p(z) =apg+ a1z + -+ apz”
flx)=ap+ a1z + -+ apna™ + ap 2"t

Posmatraéemo slucajeve kada su koeficijenti a,, a,41 istog i razli¢itog
znaka.

1. Neka su koeficijenti a,, i a,41 istog znaka.
Neka je a,, > 01 apy1 > 0.

Kako su koeficijenti a,, i a,+1 istog znaka, onda ée polinomi p(z) i
f(z) imati isti broj promena znaka koeficijenata. Neka je to broj k.

(x —r)p(x) = —rag + z(ag —ray) + -+ + z" ta,
(x_T)f(l‘) - —Tao-l—x(ao _Tal) +- '+In+1(an _Tan+1) +$n+1an+1

Prema induktivnoj hipotezi, polinom (x — r)p(x) ima k + 2s+ 1 pro-
mena znaka koeficijenata, gde je s > 0.

Ako je a, — ran+1 > 0, zbog koeficijenta a1, polinom (z — r) f(x)
¢e imati isti broj promena znaka koeficijenata kao i polinom
(x —r)p(z), dakle k + 2s + 1, gde je s > 0.



Ako je a, — rap+1 < 0, broj promena znaka zavisi od prvog ne-
nula koeficijenta koji se pojavljuje pre koeficijenta a, u polinomu
(x — r)p(x). Zato éemo posmatrati sledeée slucajeve.

(a) Ako je taj koeficijent negativan, a a, — ra,+1 isto negativan,
onda je broj promena znaka koeficijenata polinoma (x — r)f(x)
isti kao kod polinoma (z — r)p(x), dakle k +2s + 1, s > 0.

(b) Ako je taj koeficijent negativan, a a, — ra,+1 = 0, broj promena
znaka koeficijenata polinoma (z—r) f(z) je isti kao kod polinoma
(x —r)p(x), dakle k+2s+ 1, s > 0.

(c) Ako je taj koeficijent pozitivan, a a, — ra,+; negativan, broj
promene znaka koeficijenata polinoma (z —7) f(z) je za 2 veéi od
broja promena znaka koeficijenata polinoma (x — r)p(x), dakle
k+4+2s+3,s>0.

(d) Ako je taj koeficijent pozitivan, a a, — ra,+; = 0, broj promena
znaka koeficijenata polinoma (z—7) f(x) je isti kao kod polinoma
(x —r)p(z), dakle k+2s+1, s > 0.

Slicno ¢e vaziti i ako su koeficijenti a,, i a,41 negativni.
. Neka su koeficijenti a,, i a,1 razli¢itog znaka.

Kako su koeficijenti a,, i a1 razlicitog znaka, onda ¢e polinom f(x)
imati 1 promenu znaka koeficijenata vise od polinoma p(x).

Neka je k — 1 broj promena znaka koeficijenata polinoma p(z), a k
broj promena znaka koeficijenata polinoma f(x).

(.%‘ - T)p(:v) = —rag + LL‘((LO — 7“@1) R In—Han
(z—r)f(x) = —rao+xz(ao—rar)+- -+ 2" (an —rani1) +2" a1

Prema indukivnoj hipotezi, polinom (x — r)p(x) ima k + 2s promena
znaka koeficijenata, gde je s > 0.

Neka je a,, > 01 apq1 <O0.

Kako je a, — rant1 > 01 apy1 < 0, polinom (x — r)f(x) ima 1
promenu znaka koeficijenata vise od polinoma (x — r)p(z), odakle
sledi da polinom (x — r)f(z) ima k + 2s 4+ 1 promena znaka koefici-
jenata, gde je s > 0.

Neka je a, <01 apy1 > 0.
Kako je a, — rant1 < 01 apy1 > 0, polinom (x — r)f(x) ima 1
promenu znaka koeficijenata vise od polinoma (x — r)p(z), odakle



sledi da polinom (z — r)f(x) ima k + 2s + 1 promena znaka koefici-
jenata, gde je s > 0.

O

Teorema 6. Dekartovo pravilo znaka

Neka je f(z) = ana™ +an_12" 1+ -+ a1z +ag polinom sa realnim koeficijen-
tima. Tada je broj pozitivnih, realnih nula polinoma f(x) (sa visestrukostima)
jednak broju promena znaka u nizu ag,ai,...,a, i je mangi za paran broj.
Broj negativnih, realnih nula polinoma f(z) (sa viSestrukostima) je jednak broju
promena znaka koeficijenata polinoma f(—x) ili je mangi za paran broj.

Dokaz. Teoremu ¢emo dokazati indukcijom po n.

e Baza indukcije: Neka je n = 1.

U ovom sluc¢aju posmatra¢emo polinom f(z) = ag+ a1z, gde su ap i a1 re-
alni brojevi. Neka je r > 0 nula-tac¢ka polinoma f(z). Tada f(x) mozemo
da predstavimo kao f(z) = (z — r)g(x), gde je g(r) # 0. Kako je f(x)
polinom prvog stepena, g(x) je konstanta.

Prema teoremi 5 f(z) = (z — r)g(z) ima za 2s 4+ 1 promena znaka vise od
g(x), gde je s > 0, dakle ima jednu promenu znaka, pa tvrdenje vazi.

e Induktivna hipoteza: Pretpostavimo da vazi tvrdenje: Neka je
f@)=ao+arz+ -+ a,z” polinom sa realnim koeficijentima. Broj po-
zitivnih nula polinoma f(x) je jednak broju promena znaka koeficijenata
ili je manji za paran broj.

e Induktivni korak: Pokazimo da tvrdenje vazi za polinom stepena n + 1.

Neka je f(z) = ap + a1x + -+ + ap@™ + ap12™! polinom sa realnim
koeficijentima.

Pretpostavimo da f(z) nema pozitivne nule. Podelimo f(z) sa an1.
Dobi¢emo polinom h(x) = by + b1z + -+ + byz™ + 2" 7. Prema Lemi
1 broj promena znaka koeficijenata polinoma h(x) je paran, pa ¢e i broj
promena znaka koeficijenata polinoma f(z) biti paran.

Pretpostavimo sada da je > 0 nula polinoma f(z). Tada f(z) mozemo da
predstavimo kao f(z) = (z—r)g(z), pri ¢emu je g(x) = bg+bix+- - -+b,x™



ig(r)#0.

Prema induktivnoj hipotezi, broj pozitivnih nula polinoma g(z) je jednak
broju promena znaka koeficijenata by, b1, . .., b, ili je manji za paran broj.
Prema teoremi 5 polinom f(x) = (z —r)g(x) ima za 2s + 1 vise promena
znaka koeficijenata od g(x), gde je s > 0. Ali tu imamo jo$ jednu nulu
vige. Dakle, broj pozitivnih nula za f(x) je jednak broju promena znaka
u nizu ag, ay, ..., a,+1 ili je manji za paran broj.

Kako su negativne nule polinoma f(x) pozitivne nule polinoma f(—zx) tvrdenje
¢e vaziti 1 za negativne nule.

O

4 Primena Dekartovog pravila na zadatke

1. Dekartovim pravilom odrediti koliko realnih nula ima polinom
2% — 72?2 — 10z — 8.

Obelezimo f(z) = a3 — Tz? — 102 — 8.

Odredi¢emo prvo broj pozitivnih realnih nula, a zatim broj negativnih
realnih nula polinoma.

e Broj pozitivnih realnih nula:
Posmatrajmo promene znaka koeficijenta polinoma f(z).
f(z) =23 —72%> — 102 — 8

Znak se promenio jednom.

Dakle, polinom f(z) = 23722 —102z—8 ima 1 pozitivnu realnu nulu.

e Broj negativnih realnih nula:

Da bi odredili broj negativnih realnih nula, posmatra¢emo promenu
znaka koeficijenta polinoma f(—x).

f(—z) = —2% — 722 + 10z — 8.

Zmnak se promenio 2 puta.

Dakle, polinom f(z) = 2® — 722 — 102 —8 moze imati 2 ili 0 negativnih
realnih nula.



Dekartovim pravilom smo pokazali da polinom f(x) = 23 — 722 — 10z — 8
ima 1 pozitivnu realnu nulu i moze imati 2 ili nijednu negativnu, realnu
nulu.

. Dekartovim pravilom pokazati koliko najvise realnih nula, a koliko najvise
nula koje nisu realne moze imati polinom
f(z) = 42® + 32* — 223 + 522 — 6z + 1.

Da bi odredili koliko najvise realnih nula ima polinom f(x), odredi¢emo
broj pozitivnih realnih nula i broj negativnih realnih nula.

e Broj pozitivnih realnih nula:

Posmatrajmo promenu znaka koeficijenata polinoma

f(x) = 42 + 32* — 223 + 522 — 62 + 1.

Znak se promenio 4 puta. Polinom f(x) moze imati 4, 2 ili nijednu
pozitivnu realnu nulu. Dakle, moze imati najvise 4 pozitivne realne
nule.

e Broj negativnih realnih nula:
Posmatrajmo promenu znaka polinoma f(—zx).
f(—z) = =425 + 32* + 223 + 522 + 62 + 1

Znak se promenio 1. Dakle, polinom f(z) ima 1 negativnu realnu
nulu.

Polinom f(z) = 42+ 3x* — 223+ 522 — 62+ 1 moze imati najvise 5 realnih
nula (4 pozitivne i 1 negativnu).

Takode smo pokazali da polinom f(x) moZze imati 1 negativnu realnu nulu
i nijednu pozitivnu, odakle sledi da moze imati najvise 4 nule koje nisu
realne.

. Pokazati da polinom z!'' 4 2% — 32° + 2* + 2% — 222 + 2 — 2 ima najvise 5
pozitivnih realnih nula i najvise 2 negativne realne nule i da bar 4 nule
nisu realne.

Obelezimo f(r) = 2™ + 28 — 32° + 2t + 2% — 222 + 2 — 2.
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e Broj pozitivnih realnih nula:
Pogedajmo broj promena znaka polinoma f(x).
flx)=a +2% - 325 + 2t + 23 — 222 + 2 - 2

Znak se promenio 5 puta. Dakle, polinom f(z) mozZe imati 5, 3 ili 1
pozitivnu realnu nulu.

e Broj negativnih realnih nula:
Odrediéemo broj promena znaka koeficijenata polinoma f(—zx).
flx)=—a +28 4325+ 2 — 23— 222 — 2z -2

Znak se promenio 2 puta, pa polinom f(z) moze imati 2 ili nijednu
negativnu realnu nulu.

Pokazali smo da polinom f(z) =z + 2% — 32° + 2* + 2% — 222 + 2 — 2
moze imati najvise 7 realnih nula. Dakle, bar 4 nule nisu realne.

. Neka je polinom f(z) = a,a™ + an_12"" ! + ... + @17 + ag, anag # 0 i
ar, = ap+1 = 0 za neko k pri ¢emu je 1 < k£ < n — 2. Dokazati da polinom
f(x) nema sve realne nule.

Polinom f(x) je n-tog stepena, odakle sledi da mora imati n nula.
Posmatrajmo slucajeve kada je n paran broj i kada je n neparan broj.

Posmatrac¢emo slucajeve kada polinom ima najvise promena znaka koefi-
cijenata.

(1) Neka je n paran broj.
Neka koeficijenti ag; 1 imaju negativan znak, za 0 < i < "T_l, a pre-
ostali pozitivan.

Posmatrajmo polinom f(z) da bi odredili broj pozitivnih realnih
nula.

U ovom slu¢aju imamo maksimalno n — 2 promene znaka. Dakle,
polinom f(z) moze imati maksimalno n — 2 pozitivnih realnih nula.

Da bi odredili broj negativnih nula, posmatra¢emo polinom f(—z).
Negativni znaci ¢e postati pozitini, pa ne¢emo imati promena znaka,

11



§to znaci da polinom f(z) nema negativne realne nule.

Dakle, polinom f(x) moze imati maksimalno n—2 realne nule, odakle
sledi da nisu sve nule realne.

e Na primer, neka je n = 6 i neka je ag = a4 = 0.
f(x) ée izgledati kao f(z) = agx® + asz® + asx® + arx + ao.

Neka su koeficijenti a5 i a1 negativnog znaka, a preostali pozi-
tivnog znaka.

Da bi odredili broj pozitivnih nula, posmatra¢emo polinom

f(x) = agx® + asa® + az2® + a1 + ao.

Znak se promenio 4 puta, odakle sledi da polinom f(x) moze
imati 4, 2 ili nijednu realnu nulu.

Da bi odredili broj negativnih nula, posmatréemo promenu znaka
polinoma f(—z).

f(—z) = agz® — asz® + aza?

—a1x + ag

Kako su koeficijenti a5 i a1 negativni, u ovom sluc¢aju neée biti
promena znaka koeficijenata, zbog minusa ispred koeficijenata
as i aj. S obzirom da nema promena znaka, polinom f(x) neée
imati negativne realne nule.

Polinom f(z) mora imati Sest nula. Pokazali smo da moze imati
najvise Cetiri realne nule, odakle sledi da polinom f(x) nema sve
realne nule.

(2) Neka je n neparan broj.
Neka su znaci koeficijenata asg;41 negativni, za 1 <1 < "7*1 i neka su
preostali koeficijenti pozitivni.

Da bi odredili potencijalan broj pozitivnih realnih nula, posmatra¢emo
polinom f(x).

U ovo slu¢aju imamo maksimalno n — 2 promene znaka, $to znaci da
polinom f(z) moze imati najvise n — 2 pozitivne realne nule.

Da bi odredili broj negativnih realnih nula, posmatra¢emo promenu
znaka koeficijenata polinoma f(—z). U ovom slucaju, negativni
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koeficijenti ¢e postati pozitivni, pa neée biti promena znaka. Dakle,
polinom f(z) nema negativnih realnih nula.

Pokazali smo da polinom f(z) ima najvise n — 2 realne nule, odakle
sledi da nisu sve realne.

e Na primer, neka je n = 7 i neka je ag = a4 = 0.

Tada ¢e polinom f(z) izgledati
f(x) = ara” + agx® + as2z® + asx® + arx + ap.

Neka su koeficijenti a1, a5, a7 negativnog znaka, a preostali poz-
itivnog.

Da bi odredili broj pozitinih realnih nula, posmatra¢emo promenu
znaka polinoma f(x).

f(x) = ara” + ax® + as2® + agx? + a1x + ag

Znak se promenio 5 puta, odakle sledi da polinom f(x) moze
imati 5, 3 ili 1 realnu pozitivnu nulu.

Posmatrac¢emo polinom f(—x) da bi odredili broj negativnih re-
lanih nula.

2

f(z) = —ar2™ + agz® — a5z® + a2 — a1 + ag

U ovom sludju, negativni koeficijenti ¢e postati pozitivni, pa
neéemo imati promenu znaka, odakle sledi da plinom f(z) nema
negativnih relanih nula.

Dakle, polinom f(z) moze imati maksimalno 5 realnih nula.

Kako je polinom f(z) sedmog stepena, sledi da preostale dve
nule nisu realne.

5. Pokazati da polinom f(x) = an2™ + an_12" ' + ... +az2x® + 22 + 2+ 1
nema sve realne nule.

Posmatrademo slucajeve kada polinom f(z) ima najvise promena znaka
koeficijenata i kada nam je n paran i neparan broj.

(1) Neka je n paran broj.
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Pretpostavimo da su neparni koeficijenti negativni, a preostali pozi-
tivni. U tom slucaju imamo maksimalan broj promene znakova ko-
eficijanata.

e Odredimo broj pozitivnih realnih nula posmatrajuéi polinom f(z).
f@)=apa™ +an12" 1+ .. tazzd + 22+ + 1

Znak se promenio n — 2 puta, odakle sledi da je maksimalan broj
pozitivnih realnih nula n — 2.

e Odredimo sada broj negativnih realnih nula.
Posmatrajmo polinom f(—z).
f(=2) = apa™ —ap_ 12" '+ agrt —aza® + 2% -2+ 1
Svi negativni koeficijenti ¢e postati pozitivni, odakle sledi da ¢e
f(=z) > 0 za svako x > 0. Dakle, polinom f(—x) nema pozi-
tivne realne nule.
Kako je svaka negativna nula polinoma f(z) ujedno i pozitivna
nula polinoma f(—z), odatle sledi da polinom f(z) nema nega-

tivne realne nule.

Pokazali smo da polinom f(z) moze imati najvise n — 2 realne
nule, odakle sledi da preostale nule nisu realne.

(2) Neka je n neparan broj.

Pretpostavimo da su neparni koeficijenti negativni, a preostali pozi-
tivni. U tom slucaju ¢emo imati maksimalan broj promena znaka.

e Odredimo broj pozitivnih realnih nula posmatrajuéi polinom f(z).
f@)=apz +an_12" '+ . Hazxd + 2+ +1

Znak se promenio n — 2 puta, odakle sledi da je maksimalan broj
pozitivnih realnih nula n — 2.

e Odredimo sada broj negativnih realnih nula.

Posmatrajmo polinom f(—z).
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f(=2) = —apz™ + an_12"  + . agat —azxP + 22—+ 1

Svi negativni koeficijenti ¢e postati pozitivni, odakle sledi da ¢e
f(=z) > 0 za svako > 0. Dakle, polinom f(—z) nema pozi-
tivne realne nule.

Kako je svaka negativna nula polinoma f(x) ujedno i pozitivna
nula polinoma f(—z), odatle sledi da polinom f(z) nema nega-
tivne realne nule.

Pokazali smo da polinom f(z) moze imati najvise n — 2 realne
nule, odakle sledi da preostale nule nisu realne.

6. Neka je f(x) = 223 — 322 — 2 + 1. Odrediti polinom ¢(z) tako da je
q (z) = f(z), a zatim primenom Rolove teoreme odrediti intervale u
kojima se nalaze nule polinoma f(z).

flx) =223 -32%2 -2 +1
¢ () = f(x)
q(z) = [(22% — 322 — 2 + 1)dz

56‘4 1'3 2

q(r) = 2Z — 3? ey + x + ¢, ¢ je konstanta.
@)= o= T ot
q(z) = 5 T 5 r+c
1
q(z) = §(x4 — 22°% — 2% 4 2z + 2¢)
1
q(z) = §(x4 — 22 + 2% — 222 + 2z + 2c¢)
1
q(z) = §(z2(x2 —2x+1)—2x(x—1)+2c)
1
q(z) = 5(372(35 —1)2 = 2z(z — 1) + 2¢)

Biramo c¢ tako da ¢(x) ima linearnu faktorizaciju.
Neka je ¢ = 0.

(@) = Jale — D(e(e — 1) -2
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q(z) = %x(x —D(z+1)(z—2)

q(x) = %J;(m —D(z+1)(x—2)

Dakle, polinom ¢(x) ima nule u tackama —1, 0, 1 i 2.

Prema Rolovoj teoremi, sledi da polinom f(x) ima realne nule u
intervalima (—1,0), (0,1) i (1,2).

5 Furije - Budanova teorema

Sada éemo se upoznati sa Furije-Budanovom 2 teoremom.

Teorema 7. Furije - Budanova teorema

Neka je N(z) broj promena znaka u nizu f(x), f (), ..., f™(z), gde je f poli-
nom stepena n. Tada je broj nula polinoma f(x) (brojanih sa visestrukostima)
izmedu a i b, pri cemu je f(a) #0, f(b) #0 i a < b jednak N(a) — N(b) ili je
mangi za paran broj.

Dokaz. Interval a < x < b oznaimo sa I. Sa hq, hs, s,t ozna¢imo brojeve koji
mogu biti pozitivni celi ili nula. Sa p ¢emo oznaciti broj nula polinoma f(z) u
intervalu I.

Posmatrajmo:
f@+a) = fa) + f(a)z + 3 (@)z? + - + & [ (a)a"
Fla+b)=fO)+ f D)+ 5/ (0)2* + -+ 5 /M (B)2"

Pozitivne nule od f(x 4+ a) su zapravo nule od f(z) koje su veée od a.
Pozitivne nula od f(z + b) su nule od f(z) koje su veée od b. Zato je p jednak
razlici pozitivnih (ne-nula) korena f(x+a) i pozitivnih (ne-nula) korena f(x+b).
Koristeéi Dekartovo pravilo promene znaka, f(x+ a) ima N(a)— 2h; pozitivnih
nula, a f(z +b) ima N(b) — 2hg pozitivnih nula. Odavde sledi da je

p = (N(a) — 2h1) — (N(b) — 2hs) = N(a) — N(b) — 2k (1)

gde je k = h; — ho. Sada treba dokazati da je & > 0. To ¢emo uraditi
matematickom indukcijom.

2Joseph Fourier (1768 — 1830), Francois Budan (1761 — 1840), francuski matematicari
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e Baza indukcije: Neka je n = 1.
Posmatrademo f(x) = ap+ a1z, f(x+a) = a1+ ap +aay, f/(a?—&—a) =aq,
f(z+b) = a1@ + ag + bay, f (x + b) = ay. Broj promena znaka N(a) u
nizu f(z+a), f (x+a) moze biti 1 ili 0. Broj promena znaka N (b) u nizu
f(x+b), f (z +b) moze biti 1ili 0. Ako su N(a) i N(b) oba jednaka 1 ili
0, onda je p = 0. Ako je N(a) =0, N(b) = 1, p ée biti negativan. f(z)
je polinom prvog stepena pa mora imati jednu nulu, dakle p mora biti 1.
U tom slucaju N(a) =1, N(b) = 0, odakle sledi da je k = 0. Dakle, k& > 0.

e Induktivna hipoteza: Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za polinome
stepena manjeg od n. Neka je polinom f(z) stepena n, f(z + a) =
f@)+ f@z+ 3 ()2 + -+ 5 M (a)a,
fl@+b) = fO)+f (B)z+if (b)) +- -+ L fM(b)a". Nekaje N(a)—2hy
broj nula f(z + a), a N(b) — 2hs broj nula f(z 4+ b). Tada je broj nula
polinoma f(z) jednak N(a) — N(b) — 2k, gde je k = hy — ho, k > 0.

e Induktivni korak: Oznacimo sa ¢ broj nula polinoma f (z) u intervalu I,
a sa N (c) broj promena znaka u nizu f (), f (z),..., f™(z), pri cemu
je x = ¢, a c je realan broj.

Prema Dekartovom pravilu znaka, ¢ = N’ (a) — N'(b) — 2k, gde je k' ceo
broj ili nula. Na osnovu nase pretpostavke zakljucujemo da je k& > 0.

Iz Rolove teoreme sledi da je ¢ > p— 1, recimo g =p — 1 + s.

’

Primetimo da je N(a)=N'(a)ili N(a) = N'(a) + 1 i da je N(b) = N (b)
ili N(b) =N (b) + 1.

Ispitivanjem razlic¢itih moguénosti, zaklju¢ujemo da je
N(a) = N(b) > N'(a) — N (b) — 1.
Neka je najpre

N(@)—N(®b) >N (@) —N®) =q+2k =p—1+s+2k. (2
Ako je s + 2k # 0 bice N(a) — N(b) > p. Iz (1) sledi da je k > 0.
Ako je s+2k" = 0 biée N(a)—N(b) > p—1. Iz (1) sledi da je N(a)—N(b)—p

paran broj i zato je N(a)—N(b) # p—1. Zbog toga je N(a)—N(b) > p—1.
Dakle N(a) — N(b) > p. Ponovo iz (1) sledi da je k& > 0.

Razmotri¢emo sada slucaj kada je N(a) — N(b) = N'(a) — N'(b) — 1. To
je mogude samo ako je N(a) = N (a) i N(b) = N (b) + 1.
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Ako je f(b) # 01 ako je f/(b) # 0, onda f(b) i f (b) moraju biti razlicitog
mmaka. Neka je 7 najvecéa nula f(z) u intervalu I. Tada se f () mora
anulirati bar jednom u intervalu r < & < b, inace bi f(b) i f (b) bili istog
znaka. Prema Rolovoj teoremi f,(:z:) u intervalu I ima p — 1 nulu i naj-
manje jednu dodatnu nulu u intervalu r < = < b. Zato je ¢ > p.

Pokazac¢emo da ako je N(b) = N'(b) + 1, onda je ¢ > p. Prihvatajuéi ovu
jednakost od sada, i koriste¢i ¢ = p + t, bice

N(a)—=N(b)=N(a)—=N'(b)—1=q+2k —1=p+t+2k —1. (3)
Prvi i poslednji ¢lan od (2) su isti kao u (3). Kao ikod (3) i ovde ¢e k > 0.

O

6 Primena Furije-Budanove teoreme na zadatke

Primeri zadataka koji se mogu resiti primenom Furije - Budanove teoreme:

1. Pomo¢u Furije-Budanove teoreme dokazati da polinom
1

f(z) = 82 — 8z + 1 ima po jednu realnu nulu u intervalima (0, 3), (

1)

=

f(z) =822 —8xr+1
Da bi odredili broj realnih nula, posmatra¢emo sledece polinome:

f(z)=8z% -8z +1
f(x) =16z —8

"

[ () =16

e Posmatrajmo prvo interval (0, %)

F0)=1#0, f(}) = ~1#£0.

Posmatrajmo sada promenu znaka vrednosti polinoma u krajnjim
tackama intervala:

f@) f@) ()
+ +
- +

0

N O 8
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=

N(

) =2
N()=1

)

Kako je N(0) — N(3) = 1, polinom f(z) = 8z — 8z + 1 ima jednu

realnu nulu u itervalu (0, ).

N

e Posmatrajmo sada interval (%, 1).

f(3)=—1#£0, f(1))=1#0.

’ 1"

Posmatrajmo promene znaka vrednosti kod polinoma f(x), f (z) f (z).

"

z f(z) fx) [ (o)
i - 0 +
I+ + +
N(3) =1
N(1)=0

Kako je N(3) — N(1) = 1, polinom f(z) = 8z — 8z + 1 ima jednu
realnu nulu u intervalu (3,1).

2. Furije-Budanovom teoremom pokazati da polinom
f(z) =22* + 523 + 2% + 52 + 2 ima:
(a) 1 realnu nulu u intervalu (—3, —32);

(b) 31li 1 realnu nulu u intervalu (—3,0).

Posmatra¢emo promene znaka vrednosti polinoma u krajnjim tackama
intervala:

f(z) =22 + 523 + 22 + 52 + 2
f(z) =8 + 1522 + 22 + 5

1"

f(x) =242 + 30z + 2

f () =482+ 30
fW(x) =48
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(a) f(=3)=23#0, f(-3)=—F #0.

Pogledajmo promenu znaka:

-3 — — +
_g _ _ 4
N(-3) =4
D=3

N(-3)~ N(-3) =
Dakle, polinom f(z)
intervalu (—3 -9.

(b) f(=3)=—-1#0, f(0)=2#0.

Pogledajmo promenu znaka:

1.
=2x* 4+ 52% + 22 + 5z + 2 ima 1 realnu nulu u

v f(z) f(x) f@) f () [P

-z -+ - + +

o+ o+ + +

N1 =3

N(0)=0

N(—3) = N(0) =

Pohnom f(z) = 22* + 523 + 22 + 5z + 2 ima 3 ili 1 realnu nulu u

intervalu (—1,0).

3. Furije-Budanovom teoremom dokazati da polinom
flx)=a2°— 2% — 23 4+ 42% — 2 — 1 ima:
(a) 1 realnu nulu u intervalu (—2, —1);
(b) 1 realnu nulu u (-1, 0);

(c) 3ili 1 realnu nulu u intervalu (0, 1).

Posmatra¢emo polinome:

flo)=a°—a* =23 442 —x — 1

’

f(x)=>5x* —4a® — 322 +8x — 1

1"

[ (z) =202% — 122% — 62 + 8

7 (x) = 6022 — 24z — 6
f®(x) = 1200 — 24
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O (z) =120

(a) f(—2)=—23#0, f(—1) =3 #0.
Posmatrajmo promene znaka vrednosti polinoma u tackama —2i —1:

v fl@) f(2) fz) f(2) fO@) fO(x)
_|_
+

-2 -+ — — +
-1+ - - - +
N(-2) =5
N(-1)=4

Kako je N(—2) — N(—1) = 1, polinom
f(z) = 2°—a*—23+42? —x—1 ima 1 realnu nulu u intervalu (-2, —1).

(b) f(-1)=3#0, f(0)=-1#0

Posmatrajmo promene znaka:

-1+ - — —~ +
o - - + —~ +
N(-1)=4
N(0)=3

Kako je N(—1) — N(0) = 1, polinom
f(z) = 25 —2*— 23 +42% —2—1 ima 1 realnu nulu u intervalu (-1, 0).

() F(0) =—1#0, f(1) =1 #0

Posmatrajmo promene znaka koeficijenata:

" 11

v flx) f(x) f2) f () fO) fO)
0o - - + - - +
1+ o+ 0 + + +
N(0) =3
N(1)=0
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Kako je N(0) — N(1) = 3, polinom
f(x) =2° — 2% — 23 + 422 — 2 — 1 ima 3 ili 1 realnu nulu u intervalu
(0,1).

4. Dokazati da polinom f(x) = 2% — 3z* — 22 — 4z + 14 ima po 1 realnu nulu
u intervalima (-2, —1), (1,2), (3,4).

Posmatra¢emo promene znaka vrednosti polinoma:

flx) =25 -3z —2? — 4+ 14
f(x) =5a* — 1223 — 22 — 4

1"

f (z) = 20x® — 3622 — 2
7 (x) = 6022 — 72z
fW(z) = 1200 — 72

O (z) = 120

e Posmatrajmo prvo interval (—2, —1):

f(=2) = —62#0, f(-1) = 13.

Sada ¢emo uociti promene znaka:

-2 - —~ - +
-1+ - - +
N(-2)=5
N(-1)=4

N(=2) = N(=1) = 1.
Dakle, polinom f(x) = 2° — 32* — 22 — 42 + 14 ima 1 realnu nulu u
intervalu (-2, —1).

e Pogledajmo sada interval (1, 2):

FA)=T#0, f(2) = ~14#0.

Uoc¢imo promene znaka:

z flx) flx) @) @ D) O
1+ - - - + +
2 - - + + + +
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Kako je N(1) — N(2) =1,
polinom f(z) = 2° — 32* — 22 — 4z + 14 ima 1 realnu nulu u inervalu
(1,2).

e Pogledajmo promene znaka u intervalu (3,4):

F(3)=—T#0, f(4) =238 #£0.

’ " 11

v flz) f(2) f(2) f(x) fP@) fOu)
3 -+ - - + +
4+ o+ - + + +
N(@3)=1
N(4)=0

N(3)-N@4) =1,
pa polinom f(z) = 2% — 32* — 22 — 42 + 14 ima 1 realnu nulu u
inervalu (3,4).

5. Odrediti broj realnih nula polinoma
f(z) = 162° + 32* — 323 — 14222 — 9z — 21 u intervalima:

(a) (=2,-1);
(b) (1,2).

Da bi odredili broj realnih nula,posmatra¢emo sledec¢e polinome:

f(x) = 162° + 32* — 323 — 14222 — 92 — 21
[ (x) = 962° + 1223 — 922 — 284z — 9

"

[ (z) = 480x* + 362% — 18z — 284
7 (x) = 192023 + 722 — 18
fW(z) = 576022 4 72

fO)(x) = 11520z

O (x) = 11520
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(a) f(—2)=525%#0, f(—1) =—132#0
Pogledajmo promenu znaka vrednosti polinoma u tackama —2 i —1.

v fl@) f(2) fz) f(2) fO@) fO) fO()

-2+ - - — - — +
-1 - 4+ - — + - +
N(-2)=6
N(-1)=5

Kako je N(—2) — N(—1) =1, polinom f(z) ima 1 realnu nulu u
intervalu (-2, —1).

(b) f(1) = —156 # 0, f(2) = 441 # 0.

Pogledajmo promenu znaka vrednosti polinoma u tackama 11 2.

v flz) f(2) f(2) f () fP) fOh) fO)
1 - - - - + + +
2+ o+ - - + + +
N(1)=1
N(2)=0

Kako je N(1)—N(2) = 1, polinom f(z) ima 1 realnu nulu u intervalu

6. Neka je f(r) =225 — 72% + 2 + 23 — 1222 — 52 + 1. Pokazati:

(a) da se sve realne nule polinoma f(z) nalaze izmedu —1i I;
(b) da polinom f(x) ima 1 realnu nulu u intervalu (3, 2);

(c) da polinom f(z) ima 3 ili 1 realnu nulu u intervalu (%, 1);
(d) da polinom f(x) ima 2 ili 0 realnih nula u intervalu (-1, —3).

(a) f(z) mozemo zapisati i kao:
flz) =225 + 2(z + 1) (=723 + 822 — Tz — 5) + 1.

Za x < —1, f(x) > 0.
Dakle, za x < —1 nema promena znaka vrednosti polinoma, pa
realne nule polinoma nisu manje od —1.
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Zapisimo sada f(x) kao:
f(z) = (22 = 1)2® + (¢° — 12)2% + (2® — 5)z + 1.
Zaz> L, f(z)>0.

Dakle, za x > % znak vrednosti polinoma se ne menja, pa realne nule
polinoma f(z) nisu vece od I.

Dakle, realne nule moraju biti izmedu —1 i %

Da bi odredili broj realnih nula, posmatratéemo promenu znaka vrednosti
sledec¢ih polinoma:

flx) =220 —72% + 2% + 2% — 1222 — 5z + 1
f(x) = 122° — 352 + 423 + 322 — 242 — 5
I (x) = 60z* — 1402° + 1222 + 62 — 24

I (x) = 24023 — 42022 + 242 + 6

fW(z) = 72022 — 840z + 24

fO)(x) = 14402 — 840

O (x) = 1440

)
)

(b) f(3) = 257 #0, f(I) =41 % 0.

Posmatrajmo sada promenu znaka:

" 1"

i) fr@) fO@) fO) fO()

x flz) [f(x)

30— 4+ + + + + +
I+ o+ + + + + +
N3)=1

N(3) =0

N(3) - N(3) = 1.
Dakle, polinom f(z) = 225 — 725 + 2% + 2% — 1222 — 52 + 1 ima 1

realnu nulu u intervalu (3, 7).

(C) f(%) = 24692617444 # 0, f(%) = _% # 0.

Posmatrajmo sada promenu znaka:
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z flx) fx) f(@) f@) D) L O
% + - - + - - +
i - - - — — — +
N(g) =1
N(;) =1

N(Y) - N(}) =3,
Dakle, polinom f(z) = 225 — 72% + 2* + 2% — 1222 — 52+ 1 ima 3 ili
1 realnu nulu u intervalu (g, §).

(d) f(-1)=3#0, f(—3) =15 #0.

Posmatrajmo sada promenu znaka:

111

z f(z) f(o) f@) [ @) fD) fOhl) fOh
+ +
+ —

-1 - — + - +
-1 + - + - +
N(-1)=6
N(-3)=4

N(-1) - N(-1) = 2.
Polinom f(z) = 22% — 725 + 2* + 23 — 1222 — 52 + 1 ima 2 realne
nule ili ih nema u intervalu (—1, —%)

7 Sturmova teorema

Jos jedan nacin reSavanja problema odredivanja broja realnih nula polinoma

nam je dao matematic¢ar Charles Sturm 3.

Da bi odredili broj realnih nula polinoma, posmatra¢emo dva slucaja:
e Ako polinom ima jednostruke realne nule u datom intervalu.
e Ako polinom ima viSestruke realne nule u datom intervalu.

Pokazacemo da se drugi slu¢aj moze svesti na prvi.

Neka polinom F(z) ima medusobno razli¢ite realne nule o, 8, . . . sa viSestrukostima
a,b,c,..., tako da je F(x) = (z — )%z — B)b(z —y)°....

3Charles Sturm (1803 — 1855), francuski matematicar
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Posmatrajmo sada

F@) _ _a b c

Fo) ~ @-a) T @p) @ T

F(x) _ a@=B)(z—y)+blz—a)(@—7)-+c(c—a)(@=F)...
F(x) (z—a)(z—p)(z—7)(z—9)... )

Oznac¢imo:
p(@)=alz—=B)(z—7) - +blz—a)—7) - +clz—a)z—-P)...
q(z) = (z —a)(z = B)(z —7)(x—9)...

Glx)= 55 = (@ —a) e —B) @ —y) .

q(z)

Tada ée biti: F(z) = G(z)g(z) i F (z) = F(fﬂ)% = G(z)p().

N N>

S obzirom da p(x) i ¢(x) nemaju zajednickog delioca, sledi da je G(z) najvedi
zajednicki delilac za F(z) i F' (z). On se lako moze odrediti Euklidovim agorit-
mom, pa se moze smatrati poznatim, a onda se i g(x) moze smatrati poznatim.

Jednacina F'(z) = 0 je ekvivalentna sa ¢(z) = 0 1 G(z) = 0, od kojih prva
jednacina ima jednostruka reSenja, a druga se moze na isti nacin svesti kao i
F(z)=0.

Dakle, polinom sa viSestrukim nulama se uvek moze svesti na polinom (sa

poznatim koeficijentima) sa jednostrukim nulama. Zato nije neophodno resavati
ovaj problem u drugom slucaju jer se svodi na prvi.

Neka je f(x) polinom &je su nule jednostruke. Tada se polinom f () ne an-
ulira ni za jednu nulu polinoma f(x), pa je najveéi zajednicki delilac za polinome
f(x) i f (z) neka konstanta k razli¢ita od nule. Koristeé¢i Euklidov algoritam
odredi¢emo najveéi zajednicki delilac za f(x) i f (z). Radi jednostavnosti,sa
fo(z) i fi(z) oznaci¢emo f(z) i f (x), oznaciéemo koli¢nike nastale iz deljenja
sa ostatkom sa qo(x), q1(x), g2(x), ... 1 ostatke sa — fo(x), — f3(x),. ..

Dobiéemo algoritam:

fo(z) = qo(x) f1(z) — fa(z)
fi(z) = q1(z) f2(2) — f3(2)
fo(z) = q2(2) f3(2) — fa()

itd.

Ovaj algoritam se zavrsava u kona¢nom broju koraka.
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Niz polinoma fo(z), fi(z), ...., fm () se zove Sturmov niz polinoma, pri cemu
je fm(x) # fmi1(x), fms1(x) = 0. Pojedinacan polinom iz niza éemo nazvati
Sturmov polinom.

Osobine Sturmovog niza:

(1) Dva susedna polinoma nisu istovremeno nula u bilo kojoj tacki intervala.

Prvo éemo dokazati da polinomi fo(x) i f1(z) nemaju zajednicke nule.

Ako je d nula polinoma f(z), tada mozemo f(x) predstaviti kao
F(x) = (@ — d)g(x), g(d) # 0.

(@) = g(a) + (& = d)g (2)

F(d) = g(d) + (d — d)g'(d) = g(d) # 0

(d—
Dakle, fo(x) i fi(x) nemaju zajednicke nule.

Uocimo da je fi—1(2) = ¢i—1(2)fi(z) — fis1(2).

Ako fi(z) i fit1(x) imaju zajednicku nulu, onda ¢e ta nula biti i nula
polinoma f;_1(x), pa ée biti zajednicka nula svih polinoma. Pokazali smo
da fo(x) i f1(x) nemaju zajednicku nulu, pa je to nemogude.

(2) U nula tacki Sturmovog polinoma, dva njegova susedna polinoma su ra-
zlicitog znaka.

Vazi da je fi_1(x) = qi—1(x) fi(x) — fiy1().

Neka je d nula polinoma f;(x), 0 <i < m.
Zamenom tacke d, biée:

fic1(d) = qi—1(d) fi(d) — fiy1(d)
fi-1(d) = = fit1(d)

Dakle, f;—1(z) i fiy1(x) su razli¢itog znaka.

(3) U dovoljno maloj okolini nula tacke polinoma fy(x), f1(z) je svuda veda od
nule ili je svuda manja od nule.
Neka je d nula polinoma f(z). Tada mozemo f(x) zapisati kao

f(x) = (x — d)g(x), g(x) # 0. Tada je f (z) # 0. g je neprekidna i stoga
ima konstantan znak (znak od g(d)) u maloj okolini tacke d.
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Neka je x proizvoljna tacka iz intervala. Posmatra¢emo znakove vred-
nosti fo(z), f1(x),..., fm(x) i dobi¢emo Sturmov znakovni lanac (pret-
postavimo da nijedna od m + 1 funkcija nije nula). Znakovni lanac ée
sadrzati znakovne sekvence ++, —— ili znakovne promene +—, —+.

Posmatraéemo broj znakovnih promena S(z) u znakovnom lancu i promene
kojima se S(x) podvrgava kada = prolazi kroz interval. Promena moze
da se pojavi jedino ako jedna ili vise Sturmovih polinoma menja znak,
npr. prelazi iz negativnih (pozitivnih) vrednosti kroz nulu do pozitivnih
(negativnih) vrednosti. Posmatrademo promene na S(z) koje nastaju pri
prolasku polinoma f;(z) kroz nulu. ¢ < m s obzirom da je f,, konstantan
ne-nula polinom.

Neka je k tacka u kojoj je f;(x) nula, j il tacke, tako da je j < k <[ i
tako da na intervalu [j, 1] vaze sledeéa tvrdenja:

(a) fi(x) #0, osim u k;
(b) fit1 ne menja znak;

(c) ako je ¢ > 0, f;—1 ne menja znak.

U slucaju da je i > 0, posmatra¢emo trojku f;_1, fi, fi+1, a ako je i = 0,
posmatra¢emo par fy, fi.

U slucaju trojke, f;—1 1 fi+1 su redom znakova + i —, ili znakova — i +, u
sve tri tacke j, k,[. Kakav god znak da ima f; u ovim tackama, trojka ce
imati samo jednu promenu znaka za svaki od j, k,l. Prolazak polinoma f;
kroz nulu ne uti¢e na broj znakovnih promena u lancu.

U sluéaju para, fi; ima ili znak + ili znak — u sve tri tacke j, k,l. Ako
f1(G) > 0, fo je rastuéa i f(j) < f(k) = 0 < f(I). U drugom slucaju
f(G) > f(k) = 0 > f(I). U oba slucaja je izgubljena jedna znakovna
promena.

Dakle, Sturmov znakovni lanac podvrgava se promeni broja znakovnih
promena S(x) samo pri prolasku x kroz nula-tacku za f(x) i posebno,
lanac tada gubi ta¢no jednu promenu znaka. Prema tome, ako x prolazi
kroz interval (€iji krajevi nisu resenja za f(z)) sa leva na desno, znakovni
lanac gubi ta¢no onoliko znakovnih promena koliko je nula polinoma f(x)
u intervalu.

Teorema 8. ,Sv'turmmia teorema Neka je f(x) polinom bez visestrukih nula i
fo(x), f1(x), ..., fm(x) Sturmov niz polinoma f(x). Neka je (a,b) interval tako
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da je fi(a) # 0, fi(b) # 0, za bilo koje i. Oznacdimo sa S(x) broj promena
znaka u nizu fo(z), f1(x), ..., fm(x). Tada je broj realnih nula polinoma f(x) na
intervalu (a,b), a < b, jednak S(a) — S(b).

Da bi resili odredene zadatke, moramo znati sledece:
Neka je f(7) = anz™ + apn_12" 1 + ... + a17 + ao.

Limes f(z) kada x tezi oo ili —oo, zavisi od vodeéeg koeficijenta.

00 yan, >0

T—00 —00 ,a, <0

i /() = {

Neka je n paran broj.

. o0 san >0
wEIPoo f(l') o { -0 ,a, <0
Neka je n neparan broj.
. -0 ,an, >0
xEIPoof(x) o { o0 yan, <0

8 Primena Sturmove teoreme na zadatke

Primeri zadataka koji se mogu resiti primenom Sturmove teoreme:

3

1. Sturmovom teoremom pokazati da polinom f(z) =2 — 2z + 1 ima jednu

realnu nulu u intervalu (-2, —1)?

Formira¢emo Sturmov niz na sledeé¢i nacin:

fo(z) = f(z)
folx) =23 -2 +1
filw) = fol)
fi(z) =322 -1

30



Iz formule fo(z) = qo(z) f1(z) — f2(x) éemo dobiti koliénik go(z) i ostatak
fg (CL‘)

(2 —z+1): (3z2-1) = 1z

~(z* - §)

Koli¢nik je go(z) = 3.

Ostatak je —%x + 1.

Kako je fo(z) = qo(x) - fi(z) — f2(x), bite
?—z+1=1z322-1)— (32 -1).

Dakle, fo(z) = 2z — 1.

f3(z) éemo dobiti na slican nacin.

Vazi da je fi(z) = q1(z) fo(x) — f3(x).

(322 —1): (3z-1) = a2+ %
-3z + )
Ir—1
~(a-2)
e
4

Dobili smo: 32% — 1= (Jz+ &) (3z — 1) — (—2).

Dakle, ¢i(z) = Sz + 2T
fa(z) =%

f3(z) je konstanta, pa prekidamo algoritam.

Dobili smo Sturmov niz:

folx) =23 —x+1
fi(x) =322 -1
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fa(z) = %x -1
fa(z) =%

Sada ¢emo pogledati znak polinoma u tackama —2 i —1.

z folw) fi(z) fax) fs(x)

-2 — + — —
-1+ o+ - -
S(~2) =2
S(-1) =1

Kako je S(—2) — S(2) = 1, polinom f(z) = 2% — 2 + 1 ima 1 realnu nulu
u intervalu (-2, —1).

. Sturmovom teoremom pokazati da polinom f(x) = 32% +52% — 62 — 2 ima
po 1 realnu nulu u intervalima:

() (=3,-2);
(b) (=1,0);
() (3:3).

Da bi videli koliko polinom f(z) ima realnih nula na datim inetrvalima,
prvo ¢emo formirati Sturmov niz.

Sa fo(x) éemo obeleziti polinom f(x).
fo(z) = f(x) = 323 + 52% — 62 — 2

fi(@) = folx)
fi(z) =922 + 10z — 6

Da bi odredili sledeéi ¢lan niza, odredi¢emo koli¢nik pri deljenju polinoma
fo(x) polinomom fi(x).

(3x§+?g;22— 6x—2): (922 +10z—6) = iz+ &
—(32° + Fa* —22)
%m2—4x—2
(ot Ba- )
158 8
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Dobili smo 323 + 52% — 62 — 2 = (32 + 5=)(92” + 10z — 6) — (22 + 3).
G0(@) = 32 + 57

fao(z) = %x + g
Iz formule f1(z) = q1(z) - fo(x) — f3(x) éemo naci f3(x).
(922 +10z — 6): (W +8) = 2,4 9207

—(92% + %x)

82, _6
682 8184
—(F5 + Gz ®)
45630
6241

Vidimo da je 922 + 10z — 6 = (322 4 2297) . (138 + §) — 43630,

Dobili smo da je f3(z) = 42539,

f3(z) je konstanta, pa ¢e to biti poslednji ¢lan niza.

Sturmov niz:

fo(z) = f(z) = 32 + 52% — 62 — 2
fi(z) =922 + 102 — 6

fo(z) = FPa+§

f3 ( x) _ 465264310

(a) Broj realnih nula u interavalu (—3, —2):

Posmatraéemo promenu znaka polinoma, ¢lanova Sturmovog niza u
tackama —3 i —2.

z fo(z) filz) fa(z) f3(z)

S
-2+ + - +
S(—3) =3
S(—2) =2

Kako je S(—3)—S(=2) = 1, polinom f(z) = f(z) = 323 +52%—62—2
ima 1 realnu nulu u intervalu (-3, —2).
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(b) Broj realnih nula u intervalu (—1,0):

Pogledajmo promenu znaka polinoma fy(x), fi(x), f2(z) i f3(z) u
tackama —11i 0:

-1 4+ - - 4
0o - - - +
S(—1) =2

S(0) =1

Kako je S(—1) —S(0) = 1, polinom f(x) = f(z) = 323 + 522 — 6 — 2
ima 1 realnu nulu u intervalu (—1,0).

(c) Broj realnih nula u intervalu (1, 2):

Pogledajmo promenu znaka polinoma fo(z), f1(z), fo(z) 1 f3(z) u

- 1: 3.
tackama 513:

Kako je S(3) — S(2) =1, polinom f(z) = f(z) = 3z% + 527 — 6z — 2

ima 1 realnu nulu u intervalu (3, 3).

3. Sturmovom teoremom pokazati da polinom
f(x) = 2* — 32% + 2 — 2 ima po jednu realnu nulu u intervalima:

(@) (=3,-3)

(b) (3,2).
Prvo ¢emo formirati Sturmov niz.

Sa fo(z) obelezimo polinom f(x), a sa fi(z) prvi izvod polinoma f po
promenljivoj x.
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folx) =a*—322 +2 -2

fil@) = folx)
fi(z) =423 — 62+ 1

Vazi da je fo(z) = qo(z) fi(z) — f2(x).

(dz* +222 — 1) (162° 4+ 42) = 1z
—(42* + 1)
222 —2

Dobili smo da je 4zt + 2z — 1 = 12(162> + 4z) — (—22% + 2).
Dakle, qo(z) = 1z i fo(x) = —22% + 2.

Na sli¢an nacina ¢emo naéi ostatak f3(z).

(1623 +4x) :  (—22%2+2) = -8z
—(162% — 16x)

fa(x) = q2(2) f1(z) — f3(x) Kako je 1623 + 4x = —8x(—222 +2) — (—20x),
g2(x) = =8z 1 f3(x) = —20z.

Vazi da je f3(x) = g3(z) fa(x) — fa(z).

Dobili smo da je —22% + 2 = {5x(—20z) — (-2),

pa je ga(x) = %x i fa(z) = —20.
fa(z) je konstasnta, pa ¢e to biti poslednji ¢lan Sturmovog niza.

Sturmov niz:
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fo(x) =a* - 322+ 2 -2
fi(z) =423 — 62 +1
fo(z) =322 — 32+ 2
fa(z) = 538

(a) Broj realnih nula u intervalu (-3, —3):

Posmatrajmo promenu znaka ¢lanova Sturmovog niza u tackama —g
i—3:

r folx) fi(z) fo(z) fi3(x) fa()

5
—2 — _l’_ — —
B S S
2
S-3)=3
S(-3)=2
Kako je S(—2) — S(—2) = 1, polinom f(z) = 2* — 32? + z — 2 ima
1 realnu nulu u inetarvalu (—32, —2).

(b) Broj realnih nula u interavalu (2,2):

Posmatrajmo promenu znaka ¢lanova Sturmovog niza u tackama % i

-3 - + + + -
2+ + + + -
S(3) =2
S2)=1

Kako je S(2) — S(2) = 1, polinom f(z) = #* — 322 + x — 2 ima 1

realnu nulu u intervalu (2, 2).

4. Sturmovom metodom odrediti broj realnih nula polinoma
f(z) = —42* — 222 + 1 u intervalu (—oo, 00).

Najpre ¢emo odrediti élanove Strumovog niza.
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Obelezimo sa fo(z) polinom f(z).
fo(z) = —dz* — 222 +1

Sa f1(x) obelezimo prvi izvod polinoma fy(z) po promenljivoj x.
fi(@) = fo(x)
fi(z) = —1623 — 4z

Da bi odredili polinom fy(z) mora vaziti fo(z) = go(z) f1(x) — fa(z), pri
¢emu je go(x) koli¢nik deljenja polinoma fo(z) polinomom fi(x).

Odredimo sada koli¢nik go(z).

E—4x: - 2;52 +1): (—162° —4dz) = 1z
—(—4z* -1
—22% +2

Dobili smo da je

—4at — 227 + 1 = ta(-162° — 42) — (22% - 2).
qo(x) = ix
fg(al‘) = 2;132 -2

Slededi ¢lan niza ¢emo nadi na isti nadin.
Dakle, mora da va fi (z) = g (2) fa() — fs(x), de je q1(z)
koli¢nik deljenja polinoma f;(z) polinomom f5(z).

—16x” —4dzx) : e — = -3z
162% — 4 222 — 2 8
—(—1622 + 162)

Dobili smo da je

—1623 — 4z = —8z(222 — 2) — (4z + 16).
q1(z) = =8z
fa(x) =4x + 16
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Za sledeéi ¢lan Sturmovog niza mora da vazi fa(z) = go(z) f3(2) — fa(2),
pri éemu je g2(x) koli¢nik deljenja polinoma f3(z) polinomom f3(zx).

(222 -2): (dz+16) = 1z+2
—(22?% + 8x)
8xr — 2
—(8x + 32)
—34

Dobili smo da je

207 — 2 = (32 4 2)(4z + 16) — 34.
g(z) =tz 42

Polinom f;(z) je konstantan, pa ¢e to biti poslednji ¢lan Sturmovog niza.

Clanovi Sturmovog niza:

fo(z) = —da* — 222 +1
fi(z) = —1623 — 4z
fo(x) =22% — 2

fa(z) =34

Da bi odredili znak vrednosti ¢lanova Sturmovog niza u tackama —oo i
o0, posmatrac¢emo limes tih polinoma u —oo i co.

e Znak polinoma fy(z) u tackama —oo i oo:
fo(z) = —4x* — 222 +1

Polinom fy(z) je parnog stepena i vodeéi ¢lan je negativan, pa je

mgr—noo fo(ﬁ) -
Jim_fole) = o0

38



Koristi¢emo kradi zapis: fo(—o00) = —o0, fo(oco) = —o0.

Dakle, znak polinoma fo(z) u —0o i u 0o je negativan.

Znak polinoma fi(z) u tackama —oo i 0o:

fi(z) = —162° — 4z

Polinom f;(z) je neparnog stepena i vodeéi ¢lan je negativan, pa je

lim fi(z) =00

T—r—00
lim fi(z) = —o0
Tr—00
Koristi¢emo kradi zapis: fi(—o00) = 00, f1(00) = —oc.

Dakle, znak polinoma fi(x) u —oo je pozitivan, a u oo je negativan.
Znak polinoma f5(x) u tackama —oo i oo:

Polinom fo(z) = 22% — 2 je parnog stepena i vodeéi koeficijent je
pozitivan, pa je

lim fo(x) =00

T—r—00

lim fo(x) = 00

T—r 00

Koristi¢emo kraéi zapis: fa(—00) = 00, fa(00) = oo.
Dakle, znak polinoma fa(x) u —oo i u oo je pozitivan.
Znak polinoma f3(z) u tackama —oo i co:

Polinom f3(x) = 42 + 16 je neparnog stepena, vodeéi koeficijent je
pozitivan pa je

xl}r—noo f3(33) -

lim f3(x) = o0

r—r00
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Koristi¢emo kradi zapis: f3(—o00) = —o0, f3(00) = oc.
Dakle, znak polinoma f3(z) u —oo je negativan, a u oo je pozitivan.

e Znak polinoma f4(z) = 34 je svuda pozitivan.

z fo(z) fi(z) falx) f3(w) fa(z)
—00 - + - + +
© - - 4+

Kako je S(—00) — S(00) = 2, polinom f(x) = —4z* — 22% 4+ 1 ima dve
realne nule.

. Odrediti broj realnih nula polinoma f(x) = 2° — 3z — 1 u intervalima:

(a) (—o0,0);
(b) (0,00).

Prvo ¢emo odrediti polinome, ¢lanove Sturmovog niza.

Obelezimo sa fo(z) polinom f(z).
fo(z) =a% -3z -1

Sa f/ (x) obelezimo prvi izvod polinoma fy(x) po promenljivoj x.

f'(@) = fo(2)
f(x) =52" -3

Za slededi ¢lan niza mora da vazi:

fo(z) = qo(z) f1(z) — fa(@).

Dakle, prvo ¢emo podeliti polinom fy(x) polinomom fi(z).

(2 =3z—1): (Gz*-3) = iz
—(2° — 22)
—12,

5
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Dobili smo da je koli¢nik go(z) = 1a.

Kako je
2® =3z —1=la(5a* —3) — (2z+1),

polinom fa(z) e biti fo(z) = 2a + 1.
Polinom f3(z) ¢emo naéi na sledeéi nacin:
(@) = (@) f2(2) - fa().

Prvo ¢emo podeliti polinom fi(z) polinomom fa(x).

4 ay. (12 _ 25,3, 125.2 _ 625 3125
(514 g’g Y (Fz+1) =0T T /T 55T T oz
(ba® — )

25$3 3
_ (25,3 4 1252
(T2° + a’)
_125.2 g
125,2 625
(—Ge 576)
S7eT — 3
Z(62,, 4 3125
576 6912
23861
6912

Dobili smo da je koliénik ¢1(z) = 2323 + 12222 — 8255 4 3125

Dakle, vazi da je

4 _ /25,3, 125.2 _ 625 3125112 23861
Sat =3 =(Ha' + Jo' — e+ ) (Fe+ ) — o

Odavde sledi da je fs(x) = 23861

Kako je polinom f5(z) konstantan, on ¢e biti poslednji ¢lan naseg niza.
Clanovi Sturmovog niza su:
folx)=a%-3x -1
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fi(x) =5z* -3
fa(z) = %aﬁ +1

f3 ( I) — 263981621

(a) Odredi¢emo broj realnih nula u intervalu (—oo,0).

Da bi odredili znak vrednosti ¢lanova Sturmovog niza u tacki —oo
posmatra¢emo limes tih polinoma u tacki —oo.

e Znak polinoma fy(z) u tacki —oo:
folz) =2° -3z —1

Polinom fy(z) je neparnog stepena, vodedi koeficijent je poziti-

van, pa je
lim fo(z) =—o0
r——00
Koristi¢emo kradi zapis fo(—o0) = —o0.

Dakle, znak polinoma fo(z) u tacki —oo je negativan.

e Znak polinom fi(z) u tacki —oo:
fi(x) =5zt -3

Polinom f;(z) je parnog stepena, vodedi koeficijent je pozitivan,
pa je

lim fi(z) =00
z——00
Koristi¢emo kraéi zapis f1(—o00) = oo.
Dakle, znak polinoma f;(z) u tacki —oo je pozitivan.
e Znak polinoma f>(z) u tacki —oo:

fa(x) = %aﬁ +1

Polinom f5(x) je neparnog stepena, vodeéi koeficijent je poziti-
van, pa je

lim fi(z) = —o0

T—r—00
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Koristi¢emo kradi zapis fi(—o0) = —o0.
Dakle, znak polinoma f;(x) u tacki —oo je negativan.

e Znak polinoma f3(z) je svuda pozitivan.

Kako je S(—oc) — S(0) = 2, polinom f(x) = 2° — 3z — 1 ima dve
realne nule u intervalu (—oo,0).

(b) Posmatrajmo sada interval (0, co).

Da bi odredili znak vrednosti ¢lanova Sturmovog niza, posmatra¢emo
limes polinoma u tacki oo.

e Znak polinoma fy(z) u tacki co:
folx)=a%—-3x -1

Polinom fy(z) je neparnog stepena, vodeéi koeficijent je poziti-
van, pa je

lim fo(x) = o0

Tr— 00

Koristi¢emo kraéi zapis fo(oo) = oo.

Dakle, znak polinoma fo(z) u tacki co je pozitivan.
e Znak polinom f;(z) u tacki co:

fi(x) =52* -3

Polinom f(x) je parnog stepena, vodeéi koeficijent je pozitivan,
pa je

lim fi(z) =00

r—r—00
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Koristi¢emo kraéi zapis f;(o0) = oo.

Dakle, znak polinoma f;(x) u tacki co je pozitivan.
e Znak polinoma f>(z) u tacki oo:

fa(z) = 15—2x +1

Polinom f5(x) je neparnog stepena, vodeéi koeficijent je poziti-
van, pa je

lim fo(z) = o0
r—00
Koristi¢emo kraéi zapis fz(00) = 0.

Dakle, znak polinoma f>(z) u tacki co je pozitivan.

e Znak polinoma f3(z) je svuda pozitivan.

z fo(z) fi(z) falz) fi(x)

o - -  + 4+
o + o+ o+ o+
S0)=1
S(c0) =0

Kako je S(0) — S(00) = 1, polinom f(z) = 2° — 3z — 1 ima jednu
realnu nulu u intervalu (0, 00).

6. Odrediti broj realnih nula i broj nula koje nisu realne polinoma
f(x) = 25 — ax — b u intervalu (—o0o,00) gde je a > 0,b > 01 4%a® > 55b*.

Odredimo prvo vrednost polinoma
Sada ¢emo odrediti ¢lanove Sturmovog niza.

Sa fo(x) obelezimo polinom f(z), a sa f1(z) njen prvi izvod.
fo(x) =2 —ax —b
fi(z) =52* —a

Za slededi ¢lan niza mora da vazi fo(x) = qo(z) f1(z) — fa(z).
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Dakle, podeliéemo polinom fy(z) polinomom f;(z).

(z®—az—b): (bz'—a) =iz
—(z° + ¢x)
f%‘lsz

Dobili smo da je koliénik go(z) = 1.

Kako je z° —az — b= Lz(5z* —a) — (Lz +1),
polinom fo(z) = 44z,

(&3]

Za polinom f3(x) mora da vazi f1(z) = ¢1(x)f2(x) — f3(x).

Podeli¢emo polinom fi(z) polinomom fo(x).

4 . 4a _ 25,3 125b,.2 | 625b%,
(514 - ggb. , (Fz+0) =T o2 T" + G T
(5$ El’ )

245”353 _a
350 23 12562
25
( + 16a2 )
125b% 2
16a? a? —a
(125b + 625b° )
16a2 * 64a2=3
_625b° .
64a3 7
_(_625b‘3 + 3125b4)
64a3 256a4
3125b6%
25642
BF : e — 25,3 _ 126b.2 625b2 _ 3125b°
Dobili smo da je koliénik ¢ () = 1T — Tea T+ T — Seer
4 _ 25 23 _ 1256 .2 625b2 _3125b°%  64a®—3125b%
(5a® —a) : ( z+0b) = 16a2%” T 6205 L ~ T56a7 25641

Sledi da je f3(x) = %.

Kako je fs konstantan polinom, on ée biti poslednji ¢lan Sturmovog niza.

Clanovi Sturmovog niza:
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64a*

Da vi odredili znak vrednosti ¢lanova Sturmovog niza u tackama —oo i 0o,
posmatra¢emo limes tih polinoma u tackama —oo i co.

e Znak polinoma fy(z) u tackama —oo i oo:
folx) =25 —axr —b

Polinom fy(x) je neparnog stepena, vodeéi koefiicjent je pozitivan,

pa je
lim fo(x) = —o0
T—r—00
Jim fo(z) = o0
Koristi¢emo kraéi zapis: fo(—o0) = —o0, fo(oco) = oco.

Dakle, znak polinoma fy(z) u tacki —co je negativan, a u tacki oo je
pozitivan.

e Znak polinoma f;(z) u tackama —oo i oo:
fi(z) =5z —a

Polinom f;(z) je parnog stepena, vodeé¢i koefiicjent je pozitivan, pa
je

lim fi(x) =00

T—r—00

i f(o) = o0

Koristi¢emo kraéi zapis: f1(—00) = 00, f1(0c0) = oo.

Dakle, znak polinoma f;(x) u tackama —oo i 0o je pozitivan.
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e Znak polinoma f5(z) u tatkama —oo i oo:

folw) =22z +b

Polinom fs(x) je neparnog stepena, vodeéi koefiicjent je pozitivan,

pa je
mEIEloo f2($) -
235, falw) = o0
Koristi¢emo kradi zapis: fa(—00) = —o0, fa(00) = occ.

Dakle, znak polinoma f>(z) u tacki —co je negativan, a u co je poz-

itivan.

e Znak polinoma f5(z) u tatkama —oo i oo:

5_ pa
f3($> — 256(16454125

Iz uslova zadatka da je 4%*a® > 5°b* i a > 0,b > 0, sledi da je polinom

f3(x) svuda pozitivan.

-0 - + - +
00 + + - +
S(—o0) =3

S(c0) =0

Kako je S(—o0) — S(o0) = 0, polinom f(x) = 2°
nule, odakle sledi da dve nisu realne.
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