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1. Uvod

Pred Vama se nalazi rad koji za cilj ima, ne samo puko izlistavanje, ve¢ i dokazivanje, prikaz
znacaja i primene, kao i kategorizaciju i kratak istorijat algebarskih identiteta koji su

zastupljeni u zadacima (regularnim i takmicarskim) za osnovne i srednje $kole.

Na pocetku se nalazi kratko definisanje osnovnih pojmova koji se provlace kroz ceo rad.
Naglasavam re¢ kratko, jer je izbegavana svaka suvisna teorija koja bi skrenula paznju sa
onoga §to lezi u osnovi ovog rada, a to su algebarski identiteti, jedan od osnova nastave
matematike, 1 jedno od najkorisnijih oruda koje u¢enici mogu da primene pri reSavanju

zadataka.

Narocito je obra¢ena paznja na identitete koji nose imena istaknutih matematicara. Takode,
gde je to bilo moguce uraditi bez preteranih komplikacija, su prikazane geometrijske

interpretacije odredenih identiteta.

Iskoristila bih priliku da se zahvalim svom mentoru, profesoru Aleksandru Lipkovskom , na

svesrdnoj saradnji, podrSci 1 usmeravanju pri pisanju ovog rada, kao i ¢lanovima komisije.

Kljucne reci: algebra, identiteti, izrazi, jednakosti, konacne sume, slavni matematicari



2. Definisanje osnovnih pojmova

Kako su tema ovog rada razni algebarski identiteti, definisimo najpre njihovu osnovu,

racionalni algebarski izraz.

Def. 2.1. Racionalni algebarski izraz definiSemo na slede¢i nacin:

1. Simboli realnih brojeva (3, V17, - § 1.23 ...) su racionalni algebarski izrazi;

2. Simboli promenljivih (x, y, a, b, a, £ ...) su racionalni algebarski izrazi;

3. Ako su Ai B racionalni algebarski izrazi, tadasui A+ B, A—B, A "B gracionalni
algebarski izrazi.

4. Sviracionalni algebarski izrazi se dobijaju kona¢nom primenom pravila 1. 2.1 3.

Primer 2.1. Primeri racionalnih algebarskih izraza.

) Z-B+4+ V2 iy  5— i) x24+ y?+ z2

X
y
v) 2-t—1 V) —6x + 15 Vi) 5

Def 2.2. Izrazi u ¢ijem formiranju ne ucestvuje operacija deljenja izrazom koji sadrzi

promenljive nazivaju se celi racionalni algebarski izrazi, ili polinomi.
Polinomom po jednoj promenljivoj, u ovom slucaju X, nazivamo izraz oblika
P(x) = apx™ 4+ ap_1x" 1+ apox™ %+ L+ ax?+ agxt + agx®

Ili, drugacije zapisano

n

P(x) = Z a;xt

i=0



gde je n prirodan broj ili 0, a a; realni brojevi koji ¢ine koeficijente polinoma. Najveci broj i
za koji vazi a; # 0 nazivamo stepenom polinoma P(x). Broj a, nazivamo konstantom ili

slobodnim ¢lanom polinoma.
Primer 2.2. Primeri polinoma.
i) x?+2x+ 3 ii) —§x6+x3+ 5x?

i) 100 yit1 iv) xS+ 1%+ 6x3 - 1

U primeru pod i) imamo polinom drugog stepena sa slobodnim ¢lan brojem 3, dok su

koeficijenti u primeru pod iii) prirodni brojevi od 1 do 100.

Svaki polinom se sastoji od monoma, koji predstavljaju osnovnu gradivnu jedinicu polinoma,

i koji se sastoje od koeficijenta pomnoZenim promenljivom®. Primer pod ii) se sastoji od tri

2 .
monoma —Exﬁ, x3 1 5x2.
Od elementarnih svojstava polinoma, nama su u ovom radu bitna sledeca dva:

- Zbir dva polinoma je polinom.
- Proizvod dva polinoma je polinom.

Primer 2.3. Dati su polinomi P(x) = 3x? — 2x +5i Q(x) = x3 —x? + 3. Izracunati:

1 U slu&aju da je polinom po vide promenljivih, sve one mogu figurisati u monomu.



) P(x) + Q(x)
i) P(x) - Q(x)
Resenje:

i) P(x)+ Q(x) =x3+ 3x?>— x*— 2x+5+3= x>+ 2x*— 2x+8
i) P(x)- Q(x) =(Bx?2— 2x+5) - (x3—x2 +3) = 3x% - x3 —
—2x x3+5-x34+3x%2 (—x?)—2x+ (—x?%) +5-(—x?)+
+3x2-3—2x -3+ 5-3=3x>— 2x*+ 5x3— —3x*+ 2x3 -
—5x%2+ 9x%2 — 6x + 15 = 3x°— 5x*+ 7x3 + 4x%? — 6x + 15

Def 2.3. Neka je N skup prirodnih brojevai N, = N U {0}. Pod faktorijelom, u oznaci F (n)

podrazumevamo preslikavanje N, — N tako da vazi

F(0)=1

Fn)=Fn—-1)'n, n>1

pri ¢emu se umesto F(n) koristi oznaka n!. Ovu oznaku je prvi uveo nemacki matematicar
Kramp (Christian Kramp, 1760 — 1826.) 1808. godine. Profesor Puro Kurepa (1907 - 1995),
na§ matematicar koji je u matematiku uveo operaciju levog faktorijela, je govorio da je Kramp

mozda uskliknuo kada je video brzinu rasta i veli¢inu brojeva n!
Faktorijel mozemo zapisati i kao
nn=1-2-3-..-n—-1)n

Primer 2.4. Izracunati vrednosti sledeéih izraza.



)  4l=1-2-3-4=24

”) nl _ 1-2:3-.:n-3)-(n-2)-(n-1)n

—m—2) -(m=1) ‘n=n3 — 3n2
n-3)! 123-.-(n-3) =n-2)-(n—-1) 'n=n>—3n"+ 2n

Pomocu faktorijela mozemo da definiSemo binomne koeficijente, na slede¢i nacin.

n!

(:): m Mk € No,k <n

Teorema 2.1. Binomni koeficijenti imaju sledeca svojstva:

o G)=()=1
i) ()= (") (1)
i) )+ ()= @)

) ! ! ! !
1) () = m(f_oy - :_' =1,(3) = n!(:—n)z = :_' -

.. ny _ n! n! n! _ n o
i) (k) T kln—k)! T (m-k)k!  (n—k)!(n-(n-k))! n—k)

n ny _ n! n! __ nl-(n—-k+1) nl-k _
1)) (k) + (k—l) T kl(n—k)! + (k-D!(n—-(k-1)!  ki(n—k+1)! = ki(n—k+1)!

S (. _ I 5 O LT |
T kli(n—k+1)! (n k+1 +k) T kl(n+1-k) ( k )‘

Svoj naziv binomni koeficijenti duguju sledecoj teoremi:

*Daje () = (7)) se vidi i iz ove osobine, kada postavimo k = 0



Teorema 2.2. (Binomna teorema) Zasvakon € Nyi x,y € R, vazi

(x+y)t = (:)l) X" + (711) x"ly 4 (721) X"y 4+ L+ (n ﬁ 1) xy™ 1+ (Z) ym

ili krace zapisano

Dokaz:
Ovu teoremu ¢emo dokazati matematickom indukcijom.

Baza indukcije: zan = 1, tvrdenje je tacno, jer

(x+y) = (3)x+ (1)y=x+y

Indukcijska hipoteza®: pretpostavimo da je tvrdenje taéno za proizvoljnon € N, pri emu je

n > 1.
Indukeijski korak: proverimo da li tvrdenje vazizan + 1.

Saberimo sledec¢a dva identiteta:

e = () ers (Yo Gyt ([ Jeyts (o

y(x +y)" = (g) x"y + (111) x"ly? 4 (;) x"2y3 4+ L+ (n ﬁ 1) xy™ + (Z) yntl

* U daljem tekstu rada ¢emo koristiti oznake BI, TH i IK



dobi¢emo:

(x +y)(x +y)"
=@ (D Q) e e (4 ()

+ (Z) yn+

a kako je prema (2) npr. (1) + (}) = ("), dobijamo

n+1 n+1 n+1 n+1
n+1 _ n+1 n n n+1
Gryet= (M) (U] )y (o (D)

po principu matematicke indukcije, teorema je dokazana. 4

Primer 2.5. Svesti sledece stepene binoma na kanonski oblik.

i) (@+2b)= (3 a*+ () a?-2b+ () a-(2b)?+(3)- 2b)® = o +
+ 6a’b + 12ab? + 8b3
i) (x—3)* = (g) x* + (‘1}) x3-(=3)+ (‘2}) x?-(=3)% + (‘31') x-(=3)% +
+(4) - (=3)* = x*— 12 x® + 54x% — 108x + 81



Primer 2.6. Odrediti &etvrti ¢lan razvoja binoma (2x + 3)°.

Kako k — ti ¢lan razvoja binoma (x + y)™ iznosi (", )x™ **1y*~1  &etvrti ¢lan je

6
(3) . (2x)673 - 33 = 20 - 8x3 - 27 = 4320x°

Primer 2.7. Dokazati slede¢u jednakosti.

2= () 0 Q) () )

Resenje: Ove jednakost se dokazuje poprilicno jednostavno:

= arar= () () (et (1) C

)

10



Iako postoje spisi koji datiraju iz X i XI veka sa slicnom tematikom, trougao sastavljen od
binomnih koeficijenata nosi ime Paskalov trougao, po francuskom matemati¢aru Blezu
Paskalu, ¢uvenom francuskom matematicaru, fizi¢aru i filozofu, jer ga je on detaljno proucio

u svom delu ,,Teza o aritmetickom trouglu”.
Primetivsi da vazi
n n—1 n—1
(k)= (k—1)+ ( k )
uvideo je da sve binomne koeficijente moze zapisati u obliku beskona¢ne trougaone Seme

oblika

to jest

takve da je, sem jedinice koja se nalazi u prvom redu, svaki element trougaone Seme jednak
zbiru gornjeg levog i gornjeg desnog. Ukoliko gore levo, ili gore desno ne postoji element u
Semi, zamenjuje se nulom.

11



Primer 2.8. Geometrijska interpretacija kvadrata binoma.*

Neka su data tri kvadrata, jedan stranice X, drugi stranice y, i tre¢i stranice X +y. Ova tri
kvadrata imaju povrsine redom x? , y2 i (x + y)?2. Primetimo da, ako u treéi kvadrat povrsine
(x + y)? umetnemo ostala dva kvadrata, kao na slici 1, dobijamo dva pravougaonika obojena

zutom bojom.

Slika 1

Nije tesko primetiti da su ova dva pravougaonika povrsine xy, pa zaista vazi:

(x+y)? =x%+ 2xy + y?

* Na sli¢an nain se moze prikazati i geometrijska interpretacija kuba binoma, to jest da je zapremina kocke
(x + y)? jednaka zbiru zapremina dveju kocki x3i y?3 i dveju figura zapremina 3x2y i 3xy?, $to daje
(x+y)® = x3+ 3x%y +3xy2+ y3

12



Primer 2.9. Geometrijska interpretacija kvadrata trinoma.

Neka su data Cetiri kvadrata, jedan stranice X, drugi stranice y, tre¢i stranice z, i Cetvrti stranice
X + Y + z. Njihove povrsine su, redom, x2 , y2, z? i (x + y + z)?2. Ukoliko primenimo sli¢an
postupak kao u primeru 2.8. i u kvadrat povrsine (x + y + z)? umetnemo ostala tri kvadrata,
dobi¢emo Sest pravougaonika obojena Zutom bojom.

X y z
x
y
z
Slika 2

Na slici 2 se vidi da imamo po dva Zuta pravougaonika povrsine xy, yz i zx, pa prime¢ujemo
da zaista vazi:

(x+y+2)?2=x*+ y?+ 22+ 2xy + 2yz+ 2zx

Primer 2.10. Mnozenje u Mesopotamiji.
Identitet
(x+y)2—x%2—vy?% =2xy

se nalazio u osnovi postupka izracunavanja proizvoda u drevnoj Mesopotamiji. Koristeci
tablice kvadrata prirodnih brojeva, oni su mnoZenje svodili na sabiranje i oduzimanje pomoc¢u
formule:

) bk it

2

13



3. Stepene formule

3.1. Teorema faktorizacije i njene posledice

Pod formulama faktorizacije ¢emo podrazumevati algebarske identitete koji se koriste u

faktorisanju polinoma na ¢inioce.

Teorema 3.1. (Teorema faktorizacije) Zasvaken € Nyi x,y € R, vazi
Xt =yt =(x—y)- (" 4+ a2y 4t xy™2 4yl

Dokaz:

Posmatrajmo sledeca dva identiteta

x- (™ F x"TEy e xy™T2 4 Yy = x4 My 4y

y . (xn—l + xn—zy + e + xyn—z + yn—l) — xn—ly + e + xyn—l + yTL
ako oduzmemo drugi identitet od prvog dobijamo tvrdenje iz teoreme.

(x—9) (™1 + x™" 2y 4ot xy™2 4 Y = xM— YT 8

14



Primer 3.1. Najpoznatiji primer teoreme faktorizacije, sa kojim se susre¢emo jako rano, joS u

osnovnoj $koli dobijamo za n = 2, i zovemo ga razlikom kvadrata.

x2—y*=(x—-y)(x+y)

Sem algebarskim zapisom, za razliku kvadrata mozemo dati i geometrijsku interpretaciju.

Neka su data dva kvadrata, jedan stranice x i drugi stranice y. Bez umanjenja opstosti mozemo

da pretpostavimo da je x > y. Ta dva kvadrata imaju povrsine redom x? i y?. Umetnimo

manji kvadrat povrsine y? u veéi, povrsinex?, kao na slici:

Slika 3
Tada ¢e povrSina geometrijske figure obojene Zutom bojom biti jedaka razlici povrSina ovih
dvaju kvadrata, to jest x2 — y?2.
Pokazimo geometrijski da ona iznosi upravo (x — y)(x + y).

Zaista, ukoliko ise¢emo deo figure obojene u zuto kao na slici 4, i nalepimo ga na ostatak
figure dobijamo pravougaonik sa slike 5.

y xX—=y

Slika 5

Slika 4

15



Iseceni deo sa slike 3 ima dimenzije y - (x — y), pa pravougaonik sa slike 4 ima dimenzije
(x —y) - (x + y), ¢ime smo pokazali i geometrijsku interpretaciju razlike kvadrata.

Primer 3.2. Rastaviti na ¢inioce sledece izraze:
i) x12 — yl2 i) (x+y)3—x3—y3 i)(x+y+2)3°3—x3—y3-28
V(x+y+2)>3— (—x+y+2)3>3— (x—y+2)°— (x+y—2)3
Vx+y+2)* = x+)*— +2)*- z+0*+ x*+ y* + 2*

vi) (% + y2)? + (22 - 2% = (7 + 2%)°

Resenje:

) x? =y =% — (%) = (x° = ¥y + y®) = ((x*)* = () (x° +
+y) = - yHEP+ yIHC+ ¥y = (x— »E* +xy + yH(x +
+ )% —xy + yHEP + Y -2y + yH) = (- N+ »E*+
+y) (@ +xy + yH) (% —xy + y)(x* - x*y* + y*)

na kraju imamo identitet
x? =y =(x— y)x+ PO +yHEF +xy + ¥y —xy + yH 0t —x%y? + yh)
i) (x+y)3—x3—y3=x3+3x%y +3xy* +y> —x3 =3 = 3xy(x + y)

dakle
(x+y)3—x*— y3=3xy(x+y)

iii) (x+y+2)P2—x3—y3—23=[(x+y+2)°—x3] - [y +2%]
=(+2)(x+y+2)?+x(x+y+2)+x2) - (y+2)(y*—yz+2z?)
=(+2)[x*+y?+2%2+2xy+2yz+2zx + x> + xy + xz + x* — y? + yz — z?]
= (y + 2)(3x? + 3xy + 3yz + 3zx)
=30 +2)[x(x+y) +z(x +y)]
=3(x+y)(y+2)(z+x)
odnosno

(x+y+2)°3—x3—y3-23=3(x+y)(y+2)(z+x)

16



iv) Da bismo ilustrovali primenu prethodno dokaznih identiteta, ovaj primer ¢emo reSiti na
dva nacina.

I nacin, bez koris¢enja prethodno dokazanih identiteta:

(x+y+2°3— (—x+y+2°3— (x—y+2°3— (x+y—-2°3=(x+y)>+
3(x+y)2z+3(x+y)z2+ 22— ((—x+y)3+ 3(—x +y)?z+3(—x +y)z? + z3) —
((x=y)*+ 3(x—y)2z+3(x—y)z?+ 3z2) — (x+ )3+ 3(x +y)?(—2) +
3(x +y)(—=2)* + (—2)°

Sto je dalje jednako

x3+ 3x%y + 3xy? + y3® + 3x%z + 6xyz + + 3y?z + 3xz? + 3yz® + z°
— (—x3+ 3x%y — 3xy? + y3 + 3x%z — 6xyz + 3y%z — 3xz? + 3yz*?

+ z%)
— (x3 = 3x%y +3xy? — y3+ 3x%z —6xyz + 3y%z + 3xz? — 3yz?
+ z%)
— (x3+ 3x%y +3xy? + y3 — 3x%z — 6xyz — 3y%z + 3xz%? + 3yz?

a kada se oslobodimo zagrada

x3+ 3x%y + 3xy? + y3 + 3x2%z + 6xyz + 3y?z +3xz% + 3yz?+ z3+ x3 — 3x%y

+ 3xy? — y3 — 3x%z + 6xyz — 3y%z + 3xz% — 3yz? — z3 — x3 + 3x%y

—3xy?+ y3 — 3x%z+ 6xyz — 3y?z — 3xz% + 3yz? - 73

—3xy? — y3 + 3x%z + 6xyz + 3y%z — 3xz?> — 3yz? + z3

i na kraju dobijamo

— x3 — 3x%y

14+1-1-Dx3*+(1-14+1-D3x>y+(1+1-1-1D3xy?+ (1-1+1-1)y3

+ (1+1-1-13x%?z2+(1+1+1+1D6xyz+ (1—-1+1—-1)3y%z
+(1+1-1-13xz?+ 1—-1+1-13yz2+ 1—-1-1+1)z3
= 24xyz

dakle

(x+y+2)>3—(—x+y+2)3>3— (x—y+2)3>3— (x+y—2)>3= 24xyz

17



II nacin, uz pomo¢ primera dokazanog pod iii):
Nekaje A=—x+y+z,B=x—y+z,C=x+y—zTadajeA+B+C=x+y+z
1z
(A+B+C)3—A3—B3—C3=3(A+B)B+C)(C+4)
dobijamo
c+y+2)P3— (—x+y+2)°3— (x—y+2>3— (x+y—2)3
=3(—x+y+z+x—-y+2)(x—y+z+x+y—-2)(x+y—z—x+y+2)
=3-2z-2x-2y = 24xyz
v) I ovaj primer ¢emo resiti na dva nacina.

I nacin, bez koris¢enja prethodno dokazanih identiteta:

x+y+2)*— (x+)*— (+2)*- E+0)*+ x*+ y*+ 2zt = (x+y +2)H)? -
— (x*+4x3y + 6x%y% + 4xy3 + yH) — (v* +4y3z+ 6y22% + 4yz3 + z*) — (2t +
+4z3x + 62%x% + 4zx3 + x*) + x*+ yr+ 2*

Sto dalje daje

((x+9y)%2+ 2(x+y)z + z2)? — (x* +4x3y + 6x%y2 + 4xy® + y) — (y* +4y3z
+6y2z2 + 4yz3 + z%) — (z* + 4z3x + 62%x% + 4zx3 4+ x)+ x*+ y
+ z*
= (x%2+ 2xy+y?+ 2xz+2yz+ z%)? — (x* + 4x3y + 6x%y% + 4xy
+ ¥y — v+ 4y3z+ 6y22% + 4yz3 + z*) — (2% + 4z3x + 622X

+ 4zx3 + xMH + xt+ yr+ z*

odnosno

x* 4+ 4x3y + 4x3z + 6x%y? + 4xy> + 12xy%z+ 12xyz® + 4xz3 + y* + 4y3z
+6y2z% + 4yz3 — (x* +4x3y + 6x%y% + 4xy3 + yH) — (vt +4y3z
+ 6y2z2 + 4yz3 + z%) — (z* + 4z3x + 62%x% + 4zx3 4+ x)+ x*+ y
+ z*.

Kada se oslobodimo zagrada, pokratice se jako velki deo izraza, i dobice se

x* 4+ 4x3y + 4x3z + 6x%y? + 4xy3 + 12x%yz + 12xy?z + 12xyz® + 4xz3 + y* +

+ 4y3z + 6y%z% + 4yz3 + z* — x* —4x3y — 6x%y? — 4xy3 — y* — yt —4y3z —

—6y2z% — 4yz3 — z* — 2" —473x — 62%x% — 4zx3 — x* + x* + Yyt + 2zt =
A-1-1+Dx*+ A -D4x3y+ (1 - D4x3z+ (1 — D6x%y? + (1 — Dxy3 +

4

3

4

18



+ 12x%yz + 12xy?z+ 12xyz°+ (1—Dxz3+ (1-1-1+Dy*+ (1 -1Dy3z+

+(1-16y%z2+ (1—-D4yz>+ (1—-1-1+1)z*
to jest
12x2%yz + 12xy%z + 12xyz? = 12xyz(x + y + z)

i na kraju dobijamo identitet

x+y+2)*— (x+)*— (y+2)*- GE+x0)*+ x*+ y*+ z* = 12xyz(x + vy + 2).

11 nacin, vz pomo¢ primera dokazanog pod iv):

x+y+2)*— (x+y)*— +2)*- z+0*+ x* + y* + 2*
=(+y+2)' - [x+»*' -2 - [+ 2" - x*] - [z + 0" —y*]
=(x+y+2)*—(x+y—2)(x+y+2)((x +y)? +22) —
—(y+z-—x)x+y+2)((y+2)*+x%) -
—(z+x—-y)x+y+2)((z+x)?+y?)
=(x+y+2)[(x+y+23-(+y—2)((x+y)*+2%) -
O +z=x0)(r+2)° +x%) -
—(@+x=y)(z+x)* +y)]
=(x+y+z)[(x+y+z)3—(x+y—z)((x+y—z)2+22(x+y))—
—y+z-x)((y+z-x)?%+2x(y+2)) -
—(z+x—Y(z+x—y)?+2y(z+x))]
=(x+y+2)[x+y+2>2-(+y—23-(x+y—2)2z(x+y) —
—(y+z-xP-@+z-x)2x(y +2)—
—(Z+x—-y)P—-GE+x—-y)2y(z+x)]
=(x+y+2)[x+y+2>3—-(+y—23-@+z-x)P°—-(CZ+x—y)> -
—(x+y—2)2zx+y) - +z—-x)2x(y+2)—(z+x—y).

Iskoristivsi identitet iz primera pod iv)
x+y+2P-(x+y—-2P°-(@+z-x)P°—-(z+x—y)> =24xyz
a kako je
x+y—2)z(x+y)+ @ +z—x)x(y+2)+(z+x—y)y(z+x)
= zx?+zxy — z%x + xyz + y*z — 2%y +
+ xy? + xzy — x%y + xyz + xz> — x’z +

+ yz% + xyz — zy? + xyz + x%y — y*x
= 6xyz

zakljuujemo da je
x+y+2)*— (x+y)*— (+2)*- +20)*+ x*+ y*+ z*

=(x+y+2z)(24xyz— 2 6xyz) = 12xyz(x + y + 2).
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vi) Ako uvedemo smenu

A=x*+ y?

B =2z%— x?
dobijmo da je

A+ B =y?+ z*
1 da na$ izraz postaje
A%+ B3 — (A +B)3.
Prema primeru pod ii), imamo da je
A3 +B*—(A+B)>=—((A+B)*— 43 —B3% = —34B(4 + B).

Dakle,
2+ y2)° + (22— x?)° — (% + 2°)° = =3(x* + y2)(2® — x)(Y* + 2°)

=-=3(x*+ yHz-0z+00* + z%).

Primer 3.3. Rastaviti na ¢inioce sledeée izraze.

i) x3+ y3+ 23— 3xyz

Resenje ovog problema nije bas uocljivo na prvi pogled, i svodi se na dodavanje i oduzimanje
slede¢ih izraza:

x3+ y3+ 23 —3xyz+ x%y — x%y+ x%z— x%z+ y’x — yix + y?z— y*z+ z%y
— 72y + z%x — z%x
=x34+ y3+ 23+ x%y — x%y + x%z— x%z+ yix — y*x + y?z— y?z
+ z%y — z%y + z%x — z%x -xyz — xyz — xYyZ

Sto dalje mozemo grupisati kao

(x+y+2)(x*+ y2+ z%2 —yz — xz — xy) (3)
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i) (b—c)*+ (c—a)®*+ (a—b)3
Ovaj primer ¢emo resiti na dva nacina.

I nacin:

(b—c)®+ (c—a)®+ (a—b)® =b3— 3b%c+3bc? — ¢+ ¢ — 3c?a+ 3ca? —

a® + a®> — 3a®’b + 3ab* — b3
Daljim sredivanjem dobijamo:
—3b?%c + 3bc? — 3c?a + 3ca® — 3a?b +3ab?> =3(b—c)(ca—a®?—chb+ab)
Ukoliko ovom izrazu dodamo i oduzmemo 3abc dolazimo do sledeceg izraza
—3b%c + 3bc? — 3c%a + 3ca? — 3a®b + 3ab? + 3abc — 3abc
=3Mb-c)(ca—a%*—cb+ab)

=3(b—-c)(c—a)(a—Db)

Il nacin:
Primetimo da ovaj izraz moZemo znatno brze rastaviti na ¢inioce ukoliko upotrebimo
predasnje dokazani identitet (3)

Ukoliko zamenimo x sa (b — ¢),ysa (c —a) i zsa (a — b), dobijamo:

(b—c)¥+ (c—a)*+ (a=b)* - 3(b—c)(c—a)(a—Db)
=Mb-c+c—a+a—-b)((b-0c)?*+ (c—a)*+ (a—Db)?
—(—a)la=b)-(b—-c)la=b)— (b— c)(c—a))

To jest
(b—c)¥*+ (c—a)*+ (a=b)*—-3(b—-c)(c—a)(a—b)=0

(b—c)¥+ (c—a)*+ (a—b)2=30b-c)(c—a)(a—Db)
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3.2. Lebegov identitet

Anri Lebeg ( Henri Léon Lebesgue, 1875 — 1941.), francuski matemati¢ar najpoznatiji po
sv0joj teoriji integracije koja pruza generalizaciju Rimanovog integrala, prema njemu

nazvanom Lebegov integral.

Neka su dati realni brojevi a, b, c i d. Pod Lebegovim identitetom podrazumevamo sledecu

jednakost:

(a®+ b2+ c?+ d?)? = (a®> + b? — ¢? — d?)? + (2ac + 2bd)? + (2ad — 2bc)?
Dokaz:
Raspisimo najpre levu stranu jednakosti. Dobijamo

(a®+ b%2+ c? + d?)? = (a® + b?)? + 2(a® + b>)(c?*+ d?) + (c¢*+ d?)? =

= a*+ 2a?b*+ b*+ 2a%c? + 2a%d* + 2b*c* + 2b%*d*+ c* + 2¢*d* + d* =
=a*+ b* + c*+ d* + 2a’b* + 2a*c? + 2a%d?® + 2b?*c? + 2b%d?* + 2c¢2d>. (4)
Raspisimo sada desnu stranu jednakosti

(@® + b2 — ¢ — d®)? + (2ac + 2bd)? + (2ad — 2bc)?
= ((@+ b¥) — (% + d?))? + (2ac + 2bd)? + (2ad — 2bc)? =

= (a? + b?)% — 2(a® + b?)(c? + d?) + (c?+ d*)?+ (2ac + 2bd)? + (2ad — 2bc)?

=a* + 2a%b? + b* — 2a%c? — 2a?d? — 2b%c? — 2b?%d? + c* + 2c?%d? + d*
+ 4a?c? + 8abcd + 4b%*d? + 4a?*d? — 8abcd + 4b%*c? =

=a*+ 2a’b*+ b* + c* + 2c%d* + d* + 2a%c? + 2b*d* + 2a%d* + 2b3c?
Sto je izraz jednak izrazu (4).

1z jednakosti leve i desne strane sledi dokaz pocetnog identiteta. 4
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Lebegov identitet mozemo izraziti i na slede¢i nacin

a’?+ b*+ ¢?= d?

gde je
a=m?+ n?— p%?— ¢
b =2(mp + nq)
¢ = 2(mq —np)
d=m?+ n?+ p?+ ¢*
to jest

d +a=2m?+ 2n?
d—a=2p*+ 2q¢*
d+b=(m+p)?+ (n+q)*
d—b=(m-p?+ (n—q)?
d+c=m+q?*+ (n—p)?

d—c=(m-q)’+ (n+p)*
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3.3. LagranzZev identitet

Lagranzev identitet nosi ime po Zosefu Lagranzu (Joseph — Louis Lagrange, 1736 — 1813.),
italijanskom matematicaru koji je najviSe doprineo razvoju teorije brojeva, klasicne i nebeske

mehanike, a naro¢ito varijacionog racuna.
Neka su a;, i b;, i = 1,n nizovi realnih brojeva. Tada vazi
n n n n-1 n
2 2 2 _ 2
(3r02)(5)- (Bpen) =3 5 com-om
i=1 i=1 i=1 i=1 j=i+1
Dokaz:

Krenimo od leve strane jednakosti, i to od umanjenika

55 5

i=1 i=1 i=1 j=1
n n-1 n n-1 n
— 2p 2 252 252
= ay“by” + a;“b;" + a;“b;” (5)
k=1 i=1 j=i+1 j=1i=i+1

dok je umanjilac jednak

n n n-1 n
<Z a; bl) 2 = Z akzbkz +2 Z Z aibjajbi . (6)

i=1 k=1 i=1 j=i+1

RaspiSimo sada desnu stranu jednakosti.

n—1 n n-—1 n n-—1 n n—1 n
2 2
i=1 j=i+1 i=1 j=it+1 i=1 j=i+1 i=1 j=i+1

kod koje ukoliko permutujemo indekse i i j u drugom sabirku, kao i ¢inioce u treem

sabirku na desnoj strani jednakosti, dobijamo
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n-—1 n n-—1 n n—1 n n—1 n
Z Z (aibj—ajbi)z = Z Z aizbj2+ Z Z aizbjz— ZZ Z al-bl-ajbj (7)

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 J=1i=j+1 i=1 j=i+1

Kako je (5) — (6) = (7), jednakost je dokazana. ¢

Primerimo da jednakost (5) moZzemo posmatrati kao proizvod suma kvadrata kolone a; i vrste

b;. Taj proizvod se potom razbija na sumu sa glavne dijagonale dobijene matrice, i sume sa

dve preostale gornje trougaone i donje trougaone matrice.

C
C
-
0

LI L x

Slika 6

S druge stranje i jednakost (6) mozemo posmatrati kao zbir elemenata sa dijagonale

kvadratne matrice i dve preostale gornje trougaone i donje trougaone matrice.

LagranZev identitet vazi i u polju kompleksnih brojeva, i to u slede¢em obliku:

Neka su a;, i b;, i = 1,n nizovi kompleksnih brojeva. Tada vazi

n n n n-1 n
(Z |ai|2> <Z |bi|2) — 1) abl?=) > lab; - abf
i=1 i=1 i=1 i=1 j=i+1

Ovu formulaciju ne¢emo dokazivati.
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3.4. Bine — KaoSijev identitet

Zak Bine (Jacques Philippe Marie Binet, 1786 — 1856.) i Ogisten Kosi (Augustin-Louis
Cauchy, 1789 — 1857.) su bili francuski matematicari savremenici. Bine je najviSe doprinosa
dao izu€avanju teorije brojeva, dok je Kosi jedan od osnivaca kompleksne analize. U svom
delu Stuck in the Middle: Cauchy’s Intermediate Value Theorem, Majkl Barani (Michael
Barany) navodi: Vise koncepata i teorema nosi imena po Kosiju, nego po bilo kom drugom

matematicaru (samo u teoriji elasticnosti ih ima Sesnaest).

Neka su a;, b;, c;id;,i = 1,n nizovi realnih brojeva. Tada vazi
n n n n n
(Z a; Ci) Z b] d] = (z a; dl) z b] Cj + Z (ai b] - ajbi)(cl-dj - dei)
i=1 j=1 i=1 j=1 1si<jsn
Ovaj identitet neCemo dokazivati, jer je on zapravo generalizacija Lagranzevog identiteta za

a; = ¢, b] = dj
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3.5. Fibonacijev identitet

Leonardo Bonaci (Leonardo Bonacci, oko 1175 — 1250.), poznatiji kao Fibonaci, italijanski
matematicar najpoznatiji po Fibonacijevom nizu kojeg je predocio srednjevekovnoj Evropi,

jedan od najzasluznijih ljudi za upotrebu arapskih cifara na zapadu.

Neka su dati realni brojevi a, b, c i d. Pod Fibona¢ijevim identitetom podrazumevamo

jednakost:
(a® + b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?

Dokaz:
Raspisimo najpre levu stranu jednakosti

(a? + b?)(c? + d?) = a’c? + a%d? + b%c? + b?d>.
Ukoliko njoj dodamo i oduzmemo 2abcd, dobi¢emo

a’c? + a*d?® + b%*c? + b%*d? + 2abcd — 2abcd =

= a%c? — 2abcd + a*d? + b?c? + 2abcd + b*d? =
= (ac — bd)? + (ad + bc)?* «

Ovaj identitet je Fibonaci objavio u svojoj knjizi Liber Quadratorum 1225. godine, i zapravo

predstavlja specijalan slucaj Lagranzevog identiteta.
Primer 3.4.
(12 + 32)(2% +5%) = 10-29 = 290 = 169 + 121 = 132 + 112

Ovaj identitet je jos§ poznat i pod nazivima Diofant — Fibonacijev i Bramagupta — Fibonacijev

identitet, iz dva razloga.

Prvi razlog je §to se u spisima Diofanta Aleksandrijskog, starogrckog matematicara iz 111 veka
n.e., nazivanom jos i,,ocem algebre*, navodi da je proizvod suma po dvaju kvadrata jednak
zbiru dva kvadrata, odnosno skup svih suma dvaju kvadrata je zatvoren za mnozenje. Ovo je

nista drugo do interpretacija dokazanog identiteta.

* Karl Bojer (1991) Uspon i pad grcke matematike, str. 178
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Drugi razlog je §to je indijski matematicar i astronom Bramagupta (oko 598 — 665.), dokazao

sledecu jednakost.

(a? + nb?)(c? + nd?) = (ac — nbd)? + n(ad + bc)? = (ac + nbd)? + n(ad — bc)?
Dokaz:
Dokaza¢emo samo prvu jednakost (a? + nb?)(c? + nd?) = (ac — nbd)* + n(ad + bc)?.

Druga jednakost (a? + nb?)(c? + nd?) = (ac + nbd)? + n(ad — bc)? se dokazuje

analogno.
(a? + nb?)(c? + nd?) = a?c? + nb?c? + nd?a? + n?b?d?
Kada dodamo i oduzmemo 2nabcd dobijamo:

a’c? + nb?c? + nd?a? + n?b%d? + 2nabcd — 2nabcd = a*c? + 2nabcd + n?b*d? +
nd?a? — 2nabcd + nb?c? = (ac — nbd)? + n(ad + bc)? ¢

Bramagupta je najpoznatiji po tome $to je uveo koncept nule. U svome delu
Brahmasphutasiddhanta, poglavje 18, kaze: Suma negativnog broja i nule je negativna,

pozitivnog broja i nule pozitivna, a nule i nule nula.
Primer 3.5.

(22+ 3-4%)(52 +3:72)=(4 + 3-16)(25+3-49) = 52-172 = 8944
= 5746 + 3198 = 5746 + 3 - 1066
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3.6. Liuvilov identitet

Zozef Liuvil (Joseph Liouville, 1809 — 1882.) je bio francuski matematiar, najznaéajniji po
tome $to je prvi dokazao postojanje transcedentalnih brojeva u svom delu Communication
1844. godine.

Neka su dati realni brojevi a, b, c i d. Pod Liuvilovim identitetom podrazumevamo slede¢u

jednakost.

6(a?+ b%+ c?+ d*)?
=(@+b)*+ (a+)*+ (a+d)*+ b+)*+ (b+dD*+ (c+d)*
+(@—-b)*+ (a—o)*+ (a—d)*+ (b—o)*+ (b—d)* + (c—d)*

Dokaz:

Krenimo najpre od leve strane jednakosti, bez koeficijenta. Nju smo razvijali kod dokaza

Lebegovog identiteta (4)

(a®? + b% + c? + d?)?
= a*+ b* + c*+ d* + 2a%b? + 2a%c? + 2a*d? + 2b?%c? + 2b%d?
+ 2c¢%d?
paje

6(a?+ b2+ c?+ d?)?
=6(a*+ b* + c*+ d* + 2a?b? + 2a?c? + 2a%d? + 2b?c? + 2b?d?
+ 2¢2d3).

Posmatrajmo sada odgovarajuce parove sa desne strane jednakosti, npr. (a + b)* i (a — b)*.
Vazi:

(a+ b)4 + (a— b)4
= a*+ 4a3b + 6a?b?® + 4ab® + b*+ a* — 4a3b + 6a?b? — 4ab3® + b*
= 2a*+ 12a?b? + 2b*
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Odakle je:

(@+b)*+ (a+o)*+ (a+d)*+ b+)*+ b+ d*+ (c+d)*+ (a—b)*
+ (@a-)*+ (a-d*+ b—-)*+ (b—d)*+ (c—d)*

= 2a*+ 12a?b? + 2b* + 2a* + 12a?c? + 2c* + 2a* + 12a?d? + 2d*

+ 2b* 4+ 12b%c? + 2¢* + 2b* + 12b%d? + 2d* + + 2¢* + 12c?d?
+ 2d*.

Na kraju dobijamo:

6a* + 6b* + 6¢c* + 6d* + 12a?b? + 12a?c? + 12a?d? + 12b%c? + 12b?%d?
+ 12c?%d?

= 6(a*+ b* + c*+ d* + 2a®b? + 2a%c? + 2a%d? + 2b%c? + 2b%d?

+ 2c%d?)

Ovime je identitet dokazan. ¢
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3.7. ldentitet Sofi-Zermen

Sofi Zermen (Marie-Sophie Germaine, 1776 - 1831), je bila jedna od prvih Zena matematicara

u Francuskoj. Kakos su studije na Ecole Polytechnique tada bile dostupne samo muskarcima,

koristila je pseudonim Antoine-August Le Blanc, kako bi doprla do Lagranza koji je tada
radio kao predavac. Nakon izvesnog vremena, 1 otkrivanja njenog identiteta Lagranzu, on

postaje njen mentor i podrska u radu.

Neka su dati realni brojevi a i b. Pod identitetom Sofi-Zermen podrazumevamo slede¢u

jednakost.
a* + 4b* = (a® + 2b% + 2ab)(a® + 2b* — 2ab)

Dokaz:

Da bismo dokazali identitet, dovoljno je samo levoj strani jednakosti da dodamo i oduzmemo

4a®b?

a* + 4b* = a* + 4b* + 4a?b? — 4a?b? = (a® + 2b?)? — (2ab)? = (a® + 2b* +
+2ab)(a® + 2b? — 2ab) ¢

Identitet Sofi-Zermen moZemo koristiti pri faktorizaciji, kao u sledeéem primeru:
Primer 3.6. Utvrditi da li je broj 4°*> + 545* prost ili slozen.
Prema identitetu Sofi-Zermen, ovu sumu moZemo zapisati u slede¢em obliku:

4545 4 §AG% = 4.45%% 4 5454
= (5452 + 2472 + 2-545-4136)(545% + 2- 4272 — 2545 - 4136)

Davazi 5452 + 2-4%72 + 25454136 > 1 je trivijalno, dok nejednakost
5452 + 2-4272 — 2.545-4136 > 1 sledi iz 427? > 545 - 4135 odnosno 4136 > 545,

Kako su oba ¢inioca pozitivni brojevi veéi od jedan sledi da je 4°*> + 545* sloZen broj.
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3.8. Ojlerov identitet

Leonard Ojler (Leonhard Euler, 1707 — 1783.), $vajcarski matematicar i fiziCar, koji je
matematici doprineo gotovo u svim oblastima, te vise identiteta nosi njegovo ime, od kojih

¢emo mi navesti Ojlerov identitet Cetiri kvadrata.
Neka su dati realni brojevi x,y, z,t,a, b, c i d. Tada vazi slede¢i identitet.

(x%2+ y2+ z2+ t?)(a? + b? + c* + d?)

= (xa — yb — zc —td)* + (xb + ya + zd — tc)* + (xc — yd + za + th)?

+ (xd + yc — zb + ta)?
Dokaz:
Krenimo najpre od desne strane jednakosti, i oslobodimo se kvadrata na slede¢i nacin:

(xa—yb —zc —td)*+ (xb + ya + zd — tc)? + (xc — yd + za + th)?
+ (xd + yc — zb + ta)?
(xa —yb)? — 2(xa — yb)(zc + td) + (zc + td)? + (xb + ya)?
2(xb + ya)(zd — tc) + (zd — tc)? + (xc — yd)?
2(xc —yd)(za + th) + (zc + td)? + (xd + yc)?
— 2(xd + yc)(zb — ta) + (zb — ta)?

Primetimo sada parove kvadrata binoma, na primer (xa — yb)? i (xb + ya)?
Na njihov zbir mozemo primeniti Fibonacijev identitet, 1 dobiti:

(xa —yb)?> + (xb +ya)? = (x2+ y?)(a? + b?)
Ukoliko saberemo meSovite ¢lanove iz ostatka desne strane jednakosti imamo:

— 2(xa —yb)(zc + td) + 2(xb + ya)(zd — tc) + 2(xc — yd)(za + tb)
— 2(xd + yc)(zb — ta)

= —2xazc — 2xatd + 2ybzc + 2ybtd + 2xbzd — 2xbtc + 2yazd — 2yatc

+ 2xcza + 2xctb — 2ydza — 2ydtb — 2xdzb + 2xdta — 2yczb + 2ycta
=0

Pa desnu stranu jednakosti mozemo zapisati kao:
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(% + y»)(a?+ b?) + (x*+ yH)(c? + d?) + (2% + t*)(a® + b?) + (22
+ tH)(c?+ d*) = (X2 + y2 + z2 + tH)(a? + b%+ c? + d?)

Ovime je identitet dokazan. ¢
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3.9. Degenov identitet

Karl Ferdinand Degen (Carl Ferdinand Degen, 1766 — 1825.) je bio danski matematicar sa

najvise postignucéa u polju teorije brojeva. Zanimljivo je da, iako je on otkrio ovaj identitet

1818., to nije doprlo do Sirih matematickih krugova, pa su ga ponovo otkrivali, svaki za sebe,

DzZon Tomas Grejvs (John Thomas Graves, 1806 — 1870.) u 1843. godini i Artur Kejli (Arthur

Caley, 1821 — 1895.) 1845. godine.

Neka su dati realni brojevi a, b, c,d, e, f,g,h,m,n,0,p,q,7,s i t. Degenov identitet, jo$

nazvan i identitetom osam kvadrata, je sledeca jednakost:

(@>+Db%+ >+ d*+e?+f2+g>+h?>)(m?+n’+ 0%+ p?+q*> +r2+s% +1t2)
= (am —bn —co —dp —eq — fr — gs — ht)?
+ (bm+an+do—cp + fq — er — hs + gt)*?
+ (dm+cn—bp +ap + hq — gr + fs — et)?
+ (em —dn+ ao + bp + gq + hr — es — ft)?
+ (em — fn—go + hp + aq + br + cs + dt)?
+ (dm+en —ho + gp — bq + ar — ds + ct)?
+ (gm+ hn + eo — fp — cq + dr + as — bt)?
+ (hm — gn+ fo+ ep —dq — cr + bs + at)?

Ovu jednakost ne¢emo dokazivati, ne zbog njene kompleksnosti, ve¢ zato Sto se njen dokaz

svodi na visestruke primene Ojlerovog identiteta.

Primetimo sli¢nosti izmedu Fibonacijevog, Ojlerovog i Degenovog identiteta. Svi se mogu

zapisati u obliku

2 2
(x1“+ %2+ 32+ oo+ D)+ 2+ y32 + o+ v

= 2.2+ 72,2+ 732+ ..+ z?

Pri ¢emu je i u Fibonacijevom identitetu jednako 2, u Ojlerovom 4, i u Degenovom 8.
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3.10. Varingov problem

Da bismo ilustrovali kako su matematicari dolazili do odredenih identiteta, nave§éemo
tvrdenje u matematici poznato pod imenom Varingov problem, tokom ¢ijeg reSavanja je

zapravo vecina njih i otkrivena.

Edvard Varing (Edward Waring, 1736 — 1798.) je bio engleski matematicar koji je u svojim
spisima Meditationes Algebricae naveo bez dokaza sledece tvrdenje: za svaki prirodan broj k
postoji s(k) € N tako da je svaki prirodan broj jednak sumi od s(k) k-tih stepena nekih

brojeva.

Ovaj problem je generalizacija ranije dokazanih tvrdenja za fiksirano k. Na primer, jedan od
najvecih francuskih matematicara 17. veka, Pjer Ferma (Pierre de Fermat, 1601 — 1665.) je

dokazao da se svaki prirodan broj moze zapisati kao zbir najviSe Cetiri kvadrata. To znaci da

jezak = 2,s(k) = 4.

Resavanju ovog problema su matematicari krenuli empirijski, za jedno po jedno k. Tako je,
na primer, Liuvil za k = 4 postavio za gornju granicu s(k) = 53, i vremenom je polako
spustao na 47, 45, 41, 39, 38 i na kraju 37. Pri dokazivanju da je za k = 4, s(k) < 53 je
iskoristio identitet koji je potom nazvan prema njemu, a koji smo mi opisali u poglavlju 3.6.
6(a’+ b2+ c?+d>)?=((a+b)*+ (a+)*+ (a+d)*+ (b+)*+ (b+d)*+
+c+d)*+(@—-b*+ (a—)*+ (a—dD*+ b—)*+ b—-d)*+ (c—ad)*

Medutim, ovakav pristup nije vodio nikud.

Veliki nemacki matematic¢ar Hilbert (David Hilbert, 1862 — 1943.) je prvi pristupio reSavanju
ovog problem na uopsten nacin. Nije pokuSavao da se nadoveze na rad svojih prethodnika,
smanjujuci s(k) broj po broj, ve¢ je posmatrao Siru sliku: pokazati da taj broj postoji i za vece
k.
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Krenuo je od Fibonacijevog identiteta,
(a® + b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)>.
Prema njemu je, na primer, 13 = 9 + 4, 41 = 25 + 16,
533 =13-41=(32+2%)(52+5%)=(3-5+2-4)2+(3:-5—-2-4)? =232 + 22,
Potom se nadovezao na Ojlerov identitet,

(x*+ y*+ z2 4+ t*)(a®* + b*+ c* + d?)
= (xa —yb — zc —td)*> + (xb + ya + zd — tc)* + (xc — yd + za + th)?
+ (xd + yc — zb + ta)?.

Prema njemu, ukoliko se dva broja mogu zapisati kao zbir Cetiri kvadrata, i njihov proizvod se

moze zapisati kao zbir Cetiri kvadrata.

Lagranz je ovaj identitet koristio da bi dokazao prethodno navedenu Fermaovu teoremu: svaki
celi broj n > 0 se moze zapisati kao zbir Cetiri kvadrata, na drugaciji nacin. Najpre je dokazao
tvrdenje ukoliko je n prost broj, dok je tvrdenje za sloZene brojeve direktno sledilo iz

Ojlerovog identiteta.

Varingov problem je odli¢an primer kako su empirijskim istraZivanjem mnogi matematicari,
iz razli¢itih vremenskih razdoblja, radivs$i na istom problemu, otkrivali nove identitete 1

razvijali nova tvrdenja.

36



3.11. Razni primeri

Primer 3.5. Dokazati ekvivalenciju x? + y? + z2 = xy + yz + zx akkox =y = z.
(<) Trivijalno.
(=) 1z x? + y%2 + z? = xy + yz + zx sledi
x2+y*+z2—xy—yz—zx =0
2x% +2y% 4+ 222 = 2xy — 2yz—22x =0
=+ -22+(Z-x?%=0,

odakle dobijamo x =y = z.

Primer 3.6. Rastaviti na ¢inioce sledeéi izraz:
(a+b)*+ (a+c)®* + (a+d)¥*+(a—-b)*+ (a—¢)® + (a—d)?
Saberimo ove kubove binoma po odgovaraju¢im parovima, na primer:

(a+b)® + (a—b)® =a®+ 3a?b + 3ab? + b3 + a® — 3a?b + 3ab* — b3
= 2a® + 6ab?

odakle dobijamo identitet:

(@a+b)P+ (a+c)®* + (a+d)3+(@—-b)*+ (a—¢)®* + (a—d)?
= 2a3+ 6ab? + 2a® + 6ac? + 2a3 + 6ad?
= 6a® + 6ab? + 6ac? + 6ad? = 6a(a’? + b?+ c? + d?)

Ovaj identitet se zove Maleov identitet, po Edmondu Maleu (Edmond Théodore Maillet, 1865
—1938.), francuskom matematicaru koji je najviSe doprinosa dao u poljima teorije brojeva i

mehanike.

37



Primer 3.7.
i) Ako je x + y = 12 i xy = 35, ¢emu je jednako x* + y*?
Da bismo izracunali vrednost ovog izraza, potrebni su nam slede¢i identiteti

x4 + y4 — (x2 + y2)2 _ 2x2y2

x2+ y? = (x +y)*— 2xy.
Pa je
x*+ vyt = ((x +y)? — 2xy)? — 2x%y?
Sto kad zamenimo naSe vrednosti

x*+ y* = (122 — 2-35)2 — 2-352 = (144 — 70)% — 2 - 1225 = 5476 — 2450 = 3026

ii) Akojea+b+c=6,a®>+ b*>+ c?=14iab + bc + ca = 11, izratunati
a® + b3+ ¢ —3abc

Setimo se jednakosti oznacene sa (3). Prema njoj vazi:

a®+ b3+ c3—3abc= (a+b+c)(a*+ b*+ c?—ab— bc —ca)
= (a+b+c)a®+ b?+ c?— (ab + bc + ca))

Pa kad zamenimo vrednosti, dobijamo:
a®+ b3+ c®—3abc=6-(14—-11) = 18
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Primer 3.8. Rastaviti na ¢inioce slede¢i polinom:
(T+x+ x24+ .+ x4 x™)2—x
Oznacimo sa
P(x)=1+x+ x>+ ..+ x"L.
Otud je

I4+x+ x>+ o+ 2™+ x™)2 —x™ = (P(x) + x™)% —x"
= P(x)? + 2P(x)x™ + x?" — x™" = P(x)? + 2P(x)x" + (x" — 1) x™

Iskoristimo sada polinomijalni identitet

n

=14+x+ x24 ... 4+ x"1
x—1

x"—1=1+x+ x>+ ..+ x")H)x-1)
I zamenimo ga u nas identitet. Dobi¢emo

P(x)? + 2P(x)x™ + (x™ — 1)x™
= P(x)?*+ 2P(x)x"+ (1 +x+ x2+ ... + x" 1 )(x — 1)x™"

=P(x)?+ 2P(x)x™ + P(x)(x — Dx™ = P(x)(P(x) + 2x™ + (x — 1)x™)

= P(x)(P(x)+ x™ + x™*1)
=(1+x+ x4+ .+ x"H(1+x+ x2+ ..+ 2"+ x4+ D)
Dakle, dobili smo identitet:
(I+x+ x24 ..+ x4 xm)2 —x

=(14+x+ x2+ .+ x"H(1+x+ x2+ ..+ x4+ xm+ x")
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Primer 3.9. Neka su a, b, ¢ i d realni brojevi takvi da vazi:
ab(a®? + b?) = cd(c*+ d?)

AkojeA=a+b+c+d,B=a+b—-—c—d,C=a—b+c—diD=a—-b—-c+d,

dokazati da je:
AB(A% + B?) = CD(C? + D?)
Ukoliko zamenimo A, B, C i D sa njihovim vrednostima u odnosu na a, b, c i d, dobi¢emo:

AB(A*+B) =(a+b+c+d)(a+b—c—d((a+b+c+d)?+(a+b—c—d)?)
= (a+b)* - (c+ d)*

CD(C*+D>)=(a—b+c—d)a—b—c+d((a—b+c—d)?*+(@a—-b—-c+d)?)
= (a—b)*—(c—-d*

Dalje, kako je
(a + b)* — (a — b)* = 8ab(a® + b?)
(c+d)*— (c—d)* =8cd(c? +d?)
dobijamo niz ekvivalencija
ab(a? + b?) = cd(c? + d?) © 8ab(a? + b?) = 8cd(c? + d?) &
S@+b)—(@a-b)=(C+d*-(c-d)* &
S @+b)—(c+d*=(a—-b)*—-(c—d)* < AB(A*> + B?) = CD(C? + D?).

Ovime je jednakost dokazana.
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Primer 3.10. Ako je a + b + ¢ = 0, dokazati da je:

(a?+b?+c?)?

<) (g)

i) a* + b* + ¢* = 2(a%b? + b%c? + c?a*) = 2(ab + bc + ca)? =
Nije teSko dokazati da je, pod ovim uslovom:

(a® + b? + ¢?)?

2(a®b? + b?c? + c?a?) = 2(ab + bc + ca)? = >

Krenimo od izraza u sredini jednakosti.

2(ab + bc + ca)? = 2a?b? + 2b%*c? + 2c%a® + 4a’bc + 4ab*c + 4abc?
= 2(a®b? + b%c? + c?a?) + 4abc(a + b + ¢) = 2(a?b? + b?c? + c%a?)

Potom, primetimo da iz (a + b + ¢ )? = 0 sledi
a’?+ b?+c?+ 2ab + 2bc + 2ca =0
a’ + b? +c* = —2(ab + bc + ca)
(a? + b% + ¢?)? = 4(ab + bc + ca)?

(a? + b? + ¢?)?
2

= 2(ab + bc + ca)?.

Ozna¢imosa A = a* + b* + ¢*, B = 2(a?bh? + b?c? + c?a?), C = 2(ab + bc + ca)?, i

_ (a®+b%+c?)?

D . Ve¢ smo pokazali B = C = D, ostalo je da ,,povezemo” jo$ prvi izraz iz

jednakosti, a to ¢emo uraditi na slede¢i nacin

(a? + b? + c?)? B a* + 2a?b?+ b* + 2b?%c? + c* + 2c%a?

2 B 2
a*+ b*+c* 2a%b?+ 2b3%c? + 2c?a?
= +
2 2
pa je

=448

202
D A
2 2

| na kraju smo dobili D = A, paje A = B = C = D. Jednakost je dokazana.
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.. a’+b5+c®  al+b3+c® a?+b?+c?
i) 5 3 2

Krenimo najpre od sledeceg izraza:

(@+b3+cH@+b2+c?)=a’+b>+c+ ab? + a3c? + b%a® + b3c? + c2a? +
c3b? = a® + b> + ¢® + a?b?(a + b) + b%c?(b + ¢) + c%a*(c + a).

Kakojeiza+b+c=0,—c=a+b,—a=b+ci-b = c+ a, kadazamenimo ove

vrednosti u nas izraz dobijamo
a® + b> + ¢ — a?b?c — b%c?a — c?a?b = a® + b® + c® — abc(ab + bc + ca).

Podsetimo se sada identiteta oznac¢enog sa (3). Prema njemu je, u sluéaju kada je

a+b+c=0
a®+ b3+ c3 = 3abc

a’+ b3+ ¢3

bc =
aoc 3

Dalje, kako je
(a+b+c)>= a?*+ b%2+c?+ 2(ab + bc + ca)
U nasem primeru ¢e vaziti jednakost

a’+ b?+c?

ab + bc+ca= — >

Sto kada zamenimo u polaznu jednakost, dobijamo

(@® + b3+ c3)(a? + b2 +¢?) = a® + b5 + c® + =(a® + b + ) (a? + b? +c?)

5
a® + b> +¢° = g(a3 + b3+ c®)(a® + b% +¢?)
¢ime smo dokazali identitet

aS+b>+c® aP+b3+cd at+b2+c2

5 B 3 2
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_ (aB3+b3+c3)(at+bt+c?)

i) a®(b?+c?) +b%(a®+c?) +c3(a?+b?) = .

Krenimo od desne strane jednakosti.
(a® + b3+ c®)(a* + b* + ¢*).
Iz identiteta (8) vazi jednakost a* + b* + ¢* = 2(a?b? + b?c? + c?a?), pa dobijamo
2(a® + b3 + ¢®)(a®?b? + b%c? + c%a?)
2(a’h? + a5c? + b%a® + b>c? + ca? + c°b?)

(@®+ b3+ c®)(a* + b* + ¢*) = 2(a®(b? + ¢?) + b°(a? + c?) + c5(a? + b?))

(a® + b3 + c®)(a* + b* + ¢H 3

5 a®(b? + c?) + b3(a® + c?) + c>(a? + b?).
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Primer 3.11. Ako je a + b + ¢ + d = 0, dokazati da je:

1) (bcd + cda + dab + abc)? = (bc — ad)(ca — bd)(ab — cd)
Krenimo od desne strane jednakosti:

(bc — ad)(ca — bd)(ab — cd)
= a’b?c? + a?b?d? + a*c?d? + b*c?d? — a®bcd — ab3cd — abc3d
— abcd?

= a%b?c? + a?b?d? + a?c?d?® + b%c?d? — abcd(a® + b? + c? + d?).

Posmatrajmo sada izraz (a + b + ¢ + d)?, koji je u naSem slucaju jednak nuli. Iz
(a+b+c+d)?=a?+ 2ab+ 2ac + 2ad + b? + 2bc + 2bd + c? + 2cd + d?
vazice
a’? +b?+c?+d? = —2(ab + ac + ad + bc + bd + cd)
$to kad zamenimo u nasu jednakost daje

a’b?c? + a?b?d? + a*c?d? + b?c?d? + 2abcd(ab + ac + ad + bc + bd + cd)
= a’b?c? + 2a®b?cd + a?b?d? + b*c?d? + 2abc?d? + a*c?d?
+ 2a?bc?d + 2a’bcd? + 2ab?c?d + 2ab?cd?

(abc + abd)? + (bcd + acd)? + 2(abc + abd)(bcd + acd)
= (bcd + cda + dab + abc)?

¢ime smo dokazali identitet.
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ii) a* + b* + c¢* + d* = 2(ab — cd)? + 2(ac — bd)? + 2(ad — bc)? + 4abcd
Iz jednakosti
a’ +b?+c*+d* = —2(ab + ac + ad + bc + bd + cd)
sledi
(a®> + b% + c? +d?»)? = 4(ab + ac + ad + bc + bd + cd)?

a* + b* + c* + d* + 2a?b? + 2a®c? + 2a%d? + 2b%c? + 2b%d? + 2c%d? = 4a?b? +
4a’c? + 4a*d? + 4b%c? + 4b%*d? + 4c*d? + 8a®bc + 8a’bd + 8a’cd +
8ab?c + 8ab?d+8b%cd + 8abc? + 8ac?*d + 8abd? + 8acd? + 8bcd? +
24abcd

a* + b* + c* +d* = 2a%b? + 2a%c? + 2a?d? + 2b%c? + 2b?d? + 2c¢%d? + 8a’bc +
8a’bd + 8a?cd + 8ab?c + 8ab?*d+8b?*cd + 8abc? + 8ac?*d + 8abd? + 8acd? +
8bcd? + 24abcd.

Primetimo da vazi

8a?bc + 8a’bd + 8a*cd + 8ab?*c + 8ab?*d+8b?*cd + 8abc? + 8ac?*d + 8abd? +
8acd? + 8bcd? + 32abcd = 8abc(a+b +c+d)+ 8abd(a+b+c+d)+
8acd(a+b+c+d)+ 8bcd(a+b+c+d)=0
2a’b? + 2a%c? + 2a%d? + 2b%c? + 2b%d? + 2c%d? + 8a’bc + 8a®bd + 8a’cd +
8ab?c + 8ab?*d+8b?cd + 8abc? + 8ac?*d + 8abd? + 8acd? + 8bcd? + 24abcd =
2a’b? + 2a%c? + 2a*d? + 2b?%c? + 2b?%d? + 2c*d? — 8abcd
Sto je izraz koji dobijamo kada izmnozimo desnu stranu jednakosti. Zaista:

2(ab — cd)? + 2(ac — bd)?* + 2(ad — bc)? + 4abcd
= 2a®b? + 2a%c? + 2a?d? + 2b?c? + 2b?*d? + 2c?d? — 8abcd
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4. Konac¢ne sume

Pod konacnim sumama, kao §to im samo ime govori, smatramo zbir kona¢no mnogo ¢lanova
nekog niza brojeva. U ovoj glavi ¢emo izdvojiti neke poznatije algebarske identitete koji se

koriste kod raCunanja odredenih kona¢nih suma.

Primer 4.1. Izracunati sumu prvih n prirodnih brojeva.

Ovu sumu mozemo jo§ zapisati kao:

n
14+2+3++n= Zk
k=1
Prema jako poznatoj anegdoti, reSenje za ovaj problem je dao Karl Fridrih Gaus (Carl
Friedrich Gaul3, 1777 — 1855.), slavni nemacki matematicar za kojeg vazi da gotovo da ne
postoji oblast matematike kojoj on nije dao doprinosa. Svoje najznacajnije delo Disquisitiones
Arithmeticae ili Aritmeticka istraZivanja je napisao sa dvadeset i jednom godinom, i u njoj
udario kamen temeljac teoriji brojeva kao zasebnoj matematickoj disciplini.
Prema anegdoti, Gausov uditelj je njegovom razredu dao zadatak da izraCunaju zbir prvih 100
prirodnih brojeva, nadajuci se da ¢e time dobiti dosta slobodnog vremena. Medutim, Gaus je
dao reSenje nakon par trenutaka. Njegova ideja je bila da brojeve poredane u niz zdruzuje u

parove, prvi sa poslednjim, drugi sa pretposlednjim, itd. dobivsi sledeéi zbir:

(1+ 100) + (2 + 99) + - (49 + 52) + (50 + 51)
Kako ovakvih parova ¢iji je zbir 101 ima ukupno 50, brzo je dobio resenje 50 - 101 = 5050.
Prikaza¢emo dva nacina dobijanja reSenja koje zavisi od n. Ozna¢imo sumu Y, k sa S;(n),

SSn)=1+2+3+-+Mm—-1D+n

S(m)y=n+Mn-1)+--+3+2+1
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Pa je, ako saberemo ova dva izraza:
25\ =m+D++Mm+1)+(n+1)
I na kraju, dobijmo jednakost do koje je i Gaus dosao:

n(n+1)

S1(n) = )

Da bismo dokazali ovu jednakost na drugi na¢in, krenimo od slede¢e sume:
124 224+ 4+n+(n+ 1D =0+1D*+A+1D*++(n—-1+1)*+(n+1)>2
Primetimo sledece, da vazi:
(0+1)>=0%4+2-0+1
1+1)?=124+2-1+1

2+1)2=224+2-2+1

m—-1+1)%?=m-1D2+2-(n—-1)+1
m+12=n*+2-n+1
paje

O+1D2+ A +1)*+ -+ m—1+1D*+ (n+ 1)?

=02+1%24++(n-12+n*+2-(14243+ -+ (n—-1D+n)+n

+ 1.
Nasu jednakost mozZemo zapisati kao:
(n+1)?=25(n)+n+1
n+1)(n+1-1) = 25,(n)

nn+1)

Si(n) = 5
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Primer 4.2. Odrediti slede¢e sume:

i) S,(n) = Y=, k?

Iskoristicemo sli¢an pristup problemu kao i u primeru 4.2. Prema jednakosti kuba binoma,

vazi sledece

m+1)3=n>+3n2+3n+1

paje
13=0+1)3=03+3-02+3-0+1
22=(1+1)3=1343-12+3-1+1
np=m-14+13=m-134+3-n—-1?*+3-n—-1 + 1.
Odavde je

134234+ +n*+(n+1)3
=03+3-0°+3-0+1+13+3-1*+3-1+1+-+(n—-1)>3
+3-n—1)2?+3-n—1D+1+n*+3n*+3n+1

n+1)32=35mn+35(n)+n+1

3520 = (e 07 3@—11—1:(“1)((“1)2_ ;n—l)
2
=+ 1) (n245n) = (”“)(22" ) _ n<n+1)2(2n+1)_
I, na kraju
S,y = M D+ D)

6
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i) S3(n) = Yj=, I

Analogno, krenimo najpre od slede¢e sume
424+ 40+ (n+ D= O+ D*+ A+ D*+ -+ -1+ D*+ (n+ 1)*
Iz jednakosti
(n+D*=n*"+4n3+ 6n*+4n+1
dobi¢emo
O+D*=0"+4-034+6-024+4-0+1

A+D*=1*"+4-134+6-124+4-1+1

m—1+D*=n-D*+4-n—-1)*+6-(n—-1)*+4-(n—-1)+1
Sto kad zamenimo, dobijamo

1*+2*+ - +n*+ (n+ D*
=1*+2*+ - +n*+4- S5 +6-S,(N)+4-SS(n)+n+1

m+D*=4-SSM)+n(n+1DC2n+1)+ 2n(n+1)+n+1
4S;(n)= M+ D*—n(n+1DC2n+1) - 2n(n+1)—n-1
4S;(n) = (n+ D((n+ 13 —2n2 —4n—1)
4S;(m)=m+1)n3+3n?2+3n+1-2n>-3n-1)
4S:(n) = (n+ 13 +n?) = n?(n+ D2

| na kraju

n(n + 1))2

> = 512(71)

S3(n) = <
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i)  S;(n) = YP_, k' za proizvoljan prirodan broj i

Prema binomnoj teoremi, imamo

i+1

. i+1
(n+ 1)t =Z( " )nk.
k=0
Ukoliko n zamenimo redom sa 1, 2 ... imamo:
i+1 +1
i . l
1l+1: 0 l+1:z< > k
0+1) p )0
k=0
i+1 +1
i . l
21+1: 1 l+1:z< > k
(1+1) p )1
k=0
i+1 41
. . l
it = -1+ D= (1 ) - Dt
k=0

pa je, ako prihvatimo oznaku So(n) =n+1

i+1

k+ 1) Sz ()

i
1i+1+2i+1 +_._+ni+1+ (n+ 1)i+1 — 1l'+1+21'+1+__.+nl'+1+z<
k=0

i+ DS = (n+ D = (51)Sia (W) == (7)) = (1) Se ().
Na kraju dobijamo rekurzivnu formulu

s =@+ D= = (T sam -~ () s - (01 ) s

ili
i+1

Si(n) = H—Ll((n + 1) — zl: (k + 1) Si—k(n))

k=0
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Primer 4.3. Izracunaj sledece izraze:

1) Zbir prvih n neparnih prirodnih brojeva.

Resenje ovog primera dobijamo relativno jednostavno, na slede¢i nacin

n n n
143454 +2n—1—2(2k—1) 22 z - Zk—Zl
= k=1 1

Kada iskoristimo prethodno dokazane identitete za S;(n), dobijamo

n n ( +1)

n(n
E E = T—n=n2+n—n=n2
k=

k=1

i) Zbir prvih n parnih prirodnih brojeva.

Sli¢no kao u prethodnom primeru

- n(n+1)
24446+ +2n—22k—22 —n(n+1)
k=1 k=1
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i) Zbir kvadrata prvih n neparnih prirodnih brojeva.

12432452+ -+ (2n—1)*

n n n n n
— Z(Zk—l)z =z(4k2—4k+1)=42k2—42k+ 21
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Sto daje

nn+1)(2n+1) nn+1) inn+1)2n+1)—-12n(n+ 1) + 61
4 -4 +n=

6 2 6
_dn(n+1D(@Zn+1-3)+6n  8n(n+1(n—1)+6n
B 6 B 6
_8n®—8n+6n 4n*-n n@n’-1) n@n+1D@2n-1)
B 6 -3 3 - 3 '

Dakle

n(2n+1)(2n—1)
3

12432452 +.-4+(2n—-1)* =

iv) Zbir kvadrata prvih n parnih prirodnih brojeva.

n n n
22 442 + 6+ + (2n)2 = Z(Zk)2= 4k2=4Zk2
k=1 k=1 k=1
A ovo je jednako

4n(n +1D)2n+1) 2n(n+1(2n+1)
6 B 3 '

Dakle

2n(n+1)(2n+1)
3

22+4°+6+ -+ (2n)? =
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Primer 4.4. IzraCunaj sledece izraze.

i) S=1-243—-4+ -+ (D"
Primetimo da ovu sumu mozemo predstaviti kao:

a) Ukolikoje nparanbroj (1+3+5+ -+ (n—1)— 2+4+6+-+n)
b) Ukoliko je nneparanbroj (1+3+5+:-4+n)— 2+4+6+--+(n—1))

Pa imamo dve moguénosti:

2

a) S=Y2_ (2k—1)— X2_ (2k) = (2)2—2”—”= L _n=-n

2 2 2 4 4
b) S= S (2k—1)— nT_l(Zk)_("_ﬂ)z_n_-ln_ﬂ_n_ﬂ(n_ﬂ_"_-l)_n_ﬂ
)_k=1 k=1 “\ 2 2 2 2 \2 2 )7 2
ii) S=2+422+23+-- 42"
Predstavimo ovu sumu kao

n n—-1

szzzz:zk

k=1 k=0

Primetimo sledece, da vazi
Zn — 2n—1 + 2n—1

2n—1 — 2n—2 + 2n—2

2=1+1

pa imamo

2n=2""1 4 22 424141
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odakle je

S=202"-1)

i) S=2+5+11+--+(3-2"1-1)

Predstavimo ovu sumu kao

n n n
Z(3-2k—1—1)=322k—1—21 —3-2"—1)=n

v) S=1+1+2)+(A+2+3)+-+1A+2+3+--+n)

(

U ovom primeru, a kako je suma prvih n prirodnih brojeva —— O , § mozemo zapisati kao:

n n n

Zk(k+1) zk2+k_1z 12
2 2 "2

k=1 k=1

k=1 k=1

Sto je, prema prethodno dokazanim identitetima, jednako

nn+1)(2n+1)
6

n(n+1)_n(n+1) _(2n+1 1)= nn+1) 2n+4

1 1
2 2 2 2 6 2/ 2 6

I, na kraju, dobijamo identitet

_2n(n+1D(n+2) nn+Dn+2)
B 12 B 6

54



Primer 4.5. Izracunati sledeée sume.

2
i s=yn, 2k2+2k+1
=1 k(k+1)

Krenimo najpre od sredivanja izraza unutar sume.

2H+2k+1:2Mk+1y+1:2Mk+D+_ 1 P 1
k(k + 1) k(k + 1) k(k+1)  k(k+1) k(k + 1)
paje
n n n
kZl( k(k+1)) 2;1+;k(k+1)_2 +Zk(k+1)
Kako je
_r 1t
k(k+1) k k+1
imamo

Zn: 1 _z":(1 1 )_1 LORE S S SIS SNSRI
k_lk(k+1)_k_1k (k+1)/) =~ 22 3 n n+l = n+1

I na kraju dobijamo reSenje

G—> +Z 1 Cona1 1 2n? +t2n+n+1-1 2n?% + 3n
" k(k + 1) " n+1 n+1  on+1
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k2
n ————————————
k=1 (2k-1)(2k+1)

i) S =
Sli¢no kao i u prethodnom primeru, krenu¢emo od sredivanja izraza po kom sumiramo.

k? o k? 1 B
Qk—-1)Rk+1) 4k2—-1 4 4k2—-1 4

4k —-1+1 1 4k2—1+ 1
4k? -1  4k%2 -1

Pa je

n n n n
S = Zl( ) 1 Zl+1 Z 1 _1 +1 Z 1
4 —1) "1 4 akz—1 4 "7 1q 4z —1

k=1 k=1 k=1 k=1

Primetimo da vacdi sledece

1 1

1 1 1 1
Gk—1 2k +1

4k2—1 (2k)2—-1 2k—12k+1

1
2

odakle sledi

z (1 1+1 1+ 1 1 )_11 1
4kZ—1 2 3 3 5 2n—1 2n+1 _2( 2n+1)'

Na kraju dobijamo resSenje

G .1 Z”: o] 1(1 1 >_4n2+2n+2n+1—8
T3 L "2 Tl T 8(2n + 1)
_4n +4n -7
-~ 8(2n+1)
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1

1 1 1
III) S_§+E+E+.“+m

n

Z(2k+1)(2k—1) Z +1)(2k—1)

_ - 1—— —_—— - cee
> S+ + + ot

_2n+1—1_ n
- 2(2n+1) 2n+1

1(11111 1 1
3 5

Primer 4.6. Izradunati slede¢e sume.

. 1
1) S=1 + E Tt (2n-1)(2n+1)(2n+3)

Ovu sumu moZemo zapisati i kao:

1
5 7 2n—1_2n+1>_5<1_

kZ 2k — 1)(2k + D2k +3)

Odredimo najpre koeficijente A, B i C u jednakosti:

1 A B

C

Zn—D@n+Dn+3) @D @+

koja, kada je pomnozimo sa (2n — 1)(2n + 1)(2n + 3) daje

(Zn+3)

1
2n+1

)
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1=A4A2n+1)2n+3)+B2n—-1)2n+3)+C2n—-—1)(2n+1)
1=A(4n?+8n+3)+B(4n? + 4n —3) + C(4n% - 1).
Ovime dobijamo sistem od tri jednacine sa tri promenljive
4A+4B+4C =0
8A+4B =0
3A—-3B—-C=1

Cije je reSenjed =

ool»—\

1 . 1 .
Bz—z |C=§,pa|mamo

1 1 1 1
Cn-Dn+D@n+3) 8an—-1) 4@2n+1) 8@zn+3)

odnosno
1
— Rk-1)Q2k+1)(2k +3)
_ 1 1 N 1 1 1 1 1 1 N 1 o 1 1
8 12 40 24 20 56 40 28 72 16k —8 8k+4
L1
16k + 24
Primetimo da je
1 2 1 1

Bk+4 16k+8 16(k+1)—8 16(k—1)+24
Sto ¢e pokratiti sve razlomke u sumi za k € [2,n — 1], pa ¢e ostati samo

S—l 1+1+ 1 1 N 1
8 12 24 16n+8 8n+4 16n+ 24

I, na kraju
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Dakle

1

1 1 1

2 BRk+ D) 22k+1) T 82k+3)

_2@2n+1)(2n+3)+3(2n+3)-6(2n+3)+3(2n+ 1)
B 242n + 1)(2n + 3)

_ 8n*+16n+6+6n+9—-12n—18+6n+3 8n? + 16n
B 24(2n + 1)(2n + 3) ©24(2n+1)(2n + 3)
8n(n+ 2) _ n(n+ 2)

T 242n+D(2n+3) 3@2n+ D@n+3)

n

n(n+ 2)
Z —1)(2k+ 1)(2k + 3) 3(2n+1)(2n+3)
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5. Zakljucak

Kao §to je naglaseno u uvodu ovog rada, matematicki identiteti su od onolikog znacaja koliko
ih je moguce primeniti na reSavanje problemskih zadataka. To je samo jedan od razloga zasto
u nasem sistemu obrazovanja ne treba stremiti ka navodenju 1 pamcenju Sto veceg broja
osnovnih identiteta — stepen binoma, razlika kvadrata, zbir i razlika kubova — moraju se znati
napamet, ali to treba da se uradi kroz vezbanja zadataka i primera, a ne da se pamti bez
razumevanja, ili ukrasiti u¢ionice $to ve¢im brojem matematickih formula. Ono §to bi trebalo
biti prioritet jeste razvoj logickih sposobnosti kod u¢enika, tako da sami mogu da uvide
znacaj, ne samo pamcenja identiteta, ve¢ i dokazivanje samog identiteta, ukoliko postoji,
njegovu geometrijsku interpretaciju, a narocito nacine na koji mogu da ga primene. Sve ovo
bi, naravno, trebalo prilagoditi uzrastu ucenika, i njihovim matemati¢kim saznanjima.
Naglasi¢emo das u polinomi, tj. Algebarski izrazi apstraktni na nivou osnovne Skole, pa se

tezi ka geometrijskom predstavljanju, kao §to sam u samom radu i pokazala.

U osnovnoj skoli se koriste samo osnovni pojmovi, dok je malo Sira primena u srednjoj Skoli,
jer se tu toj temi posvecuje viSe vremena a i koriste se nizovi. Tezi se prepoznavanju
komplikovanijih algebarskih izraza i njihovom pojednostavljanjuradi reSavanja raznih

zadataka, npr. jednacina ( kvadratnih, a i veéih stepena), izraGunavanje integral,sume, nizova,

itd..

Takode, u¢enicima bi trebalo prikazati i $to vise nacina za reSavanje istog problema. Time
podsticemo kreativnost u reSavanju problema, njegovo sagledavanje iz viSe uglova, i mozda
ono S§to je najznacajnije, prikazujemo deci povezanost razli¢itih grana matematike, 1 da je

nemoguce postojanje odredenih matematickih disciplina jednih bez drugih.

Za bolje razumevanje razvoja matematike kroz vekove je jako bitno predociti u¢enicima i
istorijsku pozadinu pojedinih identiteta. Veliki broj poznatih algebarskih identiteta nosi imena
slavnih matematicara, pa bi uz njihovo izuc¢avanje valjalo naglasiti ko su ti matematicari, i
koji su to njihovi doprinosi razvoju matematike. Gotovo svi oni su se, sem matematike, bavili
1 drugim naukama 1 disciplinama §to je prema meni bitno napomenuti deci, jer ¢e time uvideti

jednu Siru dimenziju i sveopsStost matematike.

60



Literatura

[1] Herman J., Kucera R., Sim3a J., Equations and Inequalities: Elementary problems and
Theorems in Algebra and Number Theory, 2000, Academy of Sciences of the Czech Republic

[2] Ikodinovi¢ N., Tablicne formule, Tangenta 33, 2013/2014 — I, str. 13 — 16
[3] Trifunovi¢ D., Iz istorije matematike, 2008, str. 53 — 57
[4] Marinkovi¢ B., Planeta - magazin za nauku, istrazivanja i otkri¢a 44, 2011, str. 12 — 13

[5] Weisstein Eric W., Lebesgue Identity, preuzet sa
http://mathworld.wolfram.com/Lebesgueldentity.html 15.03.2017.

[6] Weisstein Eric W., Fibonacci Identity, preuzet sa
http://mathworld.wolfram.com/Fibonaccildentity.html 19.03.2017.

[7] Weisstein Eric W., Liouville Identity, preuzet sa
http://mathworld.wolfram.com/Liouvilleldentity.html 19.03.2017.

[8] Weisstein Eric W., Euler Four-Square ldentity, preuzet sa
http://mathworld.wolfram.com/EulerFour-Squareldentity.html 20.03.2017.

[9] Weisstein Eric W., Degens Eight-Square Identity, preuzet sa
http://mathworld.wolfram.com/DegensEight-Squareldentity.html 23.03.2017.

[10] AOPS, Sophie Germain Identity, preuzet sa
http://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Sophie_Germain_Ildentity 27.03.2017.

[11] Dash S., Li M., Jain M., Hayes A., Kau A., Algebraic identities, preuzet sa
https://brilliant.org/wiki/algebraic-identities/ 03.04.2017.

[12] Ilisevi¢ 1., Neke konacne sume, Osijecki matematicki list 11, 2011, str. 1 — 10

[13] Rademacher H., The enjoyment of mathematics, Princeton University press, 1957.

61



62



