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1 Uvod

Polinomi i potreba za odredivanjem njihovih nula sastavni su deo skoro
svake oblasti matematike. Pojam polinoma formalno se uvodi u drugom ci-
klusu osnovnog obrazovanja i vaspitanja i to u sedmom razredu. Rad sa po-
linomima se tom prilikom svodi na njihovo sabiranje, oduzimanje, mnozenje
i rastavljanje na ¢inioce, a nekad i na odredivanje znaka i stepena polinoma.

S obzirom na to da je polinom vrsta algebarskog izraza, nije tesko za-
kljuciti da se njegovim izjednacavanjem sa nulom dobija, zapravo, jednacina
(ukoliko je polinom stepena bar 1). Imajuéi u vidu tu ¢injenicu, moze se
re¢i da se polinomima operise ¢ak i u nizim razredima kroz reSavanje linear-
nih jednacina. Resiti jednacinu znaci odrediti njen skup reSenja, odnosno,
prevedeno na jezik polinoma to znaci odrediti nule odgovarajuéeg polinoma.

Tim jezikom pocinje da se govori u srednjoj skoli, pa se odredivanje nula
polinoma najcesée vrsi rastavljanjem na Cinioce primenom formula za kva-
drat binoma i razliku kvadrata, ali i primenom Bezuove teoreme. Medutim,
neretko se deSava da nije moguce ili nije jednostavno odrediti nule, pa ¢ak
ni samo njihov broj. Ipak, francuski matematicar Zak Sarl Fransoa Sturm
osmislio je algoritam za nalazenje broja realnih nula polinoma.

Dalje se namece pitanje §ta je sa nulama koje nisu realne. Istina, o ovome
je moguce razmisljati i na nivou srednjoskolske matematike, jer se ve¢ u dru-
gom razredu uvode kompleksni brojevi, reSavaju se kvadratne jednacine i u
Sirem skupu od skupa realnih brojeva.

U ovom radu bic¢e dat jedan postupak za reSavanje problema koliko nula
moze imati svaki polinom, koliko je njih realnih, a koliko kompleksnih.

U drugoj glavi su navedena osnovna tvrdenja u vezi sa polinomima ¢iji
su koeficijenti realni, odnosno kompleksni brojevi.

Akcenat u tretoj glavi stavljen je na problem nalaZenja granica nula
polinoma, koje su, pored odredivanja nula, takode od velikog znacaja. Na
kraju glave nalaze se zadaci u kojima se primenjuju uvedene teoreme.

U cetvrtoj glavi prikazan je glavni deo rada — algoritam za odredivanje
realnih nula nekog polinoma. Odgovor na pitanje koliko je ovaj algoritam
koristan, otkri¢e se u delu sa zadacima.



2 Polinomi sa koeficijentima iz R ili C

Definicija 1. Polinom stepena n, n € Ny, nad poljem F je preslikavanje
p(7) = apz"™ + ap_12" + -+ a1 +ag, x€F,

gde su ag,ay,...,a, elementi polja F i a, # 0.

Polinom kod koga je ag = a1 = --- = a, = 0 nazivamo nula polinom.

Oznakom F[x] obelezavamo skup svih polinoma sa koeficijentima iz polja
F. Oznakom deg p obelezavamo prirodan broj n i nazivamo stepen polinoma
p, a a, zovemo koeficijentom najstarijeg ¢lana polinoma p(z). Za stepen nula
polinoma uzimamo —oc.

Iz ove definicije vidimo da su polinomi stepena ne veceg od nula kon-
stante, to jest konstantni polinomi.

Definicija 2. Polinom stepena n, n € Ny, nad poljem R je preslikavanje
p(z) = apaz™ + ap_12" '+ - +ayx +ap, x <R,
gde su ag,ai,...,a, elementi izR i a, #£ 0.

Primer polinoma sa koeficijentima iz polja realnih brojeva bio bi
2
P(z) = —§x5 +1,0322 — 122 +0, 1.

Definicija polinoma ima smisla i ako su koeficijenti elementi nekog prstena.
Medutim, kod takvih polinoma ne moraju vaziti neka tvrdenja koja vaze za
polinome sa koeficijentima iz polja. Jedno od takvih je tvrdenje o deljenju
sa ostatkom, koje ¢e biti bitno za nastavak rada. U ovom radu ¢e akcenat
biti na polinomima iz R[z] i C[z], ali ¢emo koristiti ¢injenicu da je Z[z]
sadrzano u R[z], jer postoje tvrdenja koja omoguéavaju da se lakse izvrsi
faktorizacija nekih polinoma sa celobrojnim koeficijentima, a ta tvrdenja su
ujedno i standardni deo skolskog gradiva.

Definicija 3. Neka je p(x) polinom stepena n > 1. Broj a, takav da vaZi
p(a) = 0, naziva se nulom ili korenom tog polinoma.

Teorema 1 (Teorema o deljenju sa ostatkom). Za svaki polinom
p(z) € Rlz] i svaki nenula polinom q(x) € Rlz|, postoje jedinstveni polinomi
s(x) i r(z) iz R[z], tako da vaZi p(x) = s(x)q(x) + r(z) i degr < deggq.
Polinom r(x) naziva se ostatak pri deljenju polinoma p(x) sa polinomom
q(x).



Dokaz. Dokazimo prvo egzistenciju polinoma s i r. Dokaz izvodimo transfini-
tnom indukcijom po degp.

Pretpostavimo da je tvrdenje dokazano za sve polinome stepena manjeg od
n. Dokazimo da tvrdenje vazi za polinom p stepena n.

Neka je degp < degq. Tada jep =0-qg+r idegp < degq. Dakle, s =0
i r = p zadovoljavaju uslove teoreme.

Neka je sada degp > deggq, i neka je p(z) = > a;z’ i g(x) = > biz'.
i=0 i=0

Neka je u(x) = Z—n:c”_mq(x). Tada je deg u = (n —m) +m = n. Koeficijent

m
uz najstariji ¢lan polinoma u(x) je Z—nbm = ay, pa je zato
m
deg(p —u) < n. Prema indukcijskoj hipotezi postoje polinomi s1(z) i r(x)
takvi da je p(x) — u(z) = s1(x)g(x) + r(z) i degr < degq. Otuda je

Qa
p=u+(p—u)= b":c”_m)q—l—slq+r

m

= a—”:v"*m + 81> q+r
bm,
=qs—+r.
Polinomi s(x) = <§nx”_m + 51($)> ir(z) zadovoljavaju uslove tvrdenja.
m

Dokazimo sada jedinstvenost polinoma sir. Neka je p = sq+r = s1q+71,
i0<degr,degr; < degq. Tada je q(s — s1) = r1 — r. Kako je
deg(r1 — r) < max{degr,degri} < deggq, to je deg(q(s — s1)) < deggq. A
kako je deg(q(s — s1)) = degq + deg(s — s1) < degq, to je deg(s — s1) < 0,
odnosno s — s; = 0, pa je s = s1. Samim tim jeir = ry.

Analogno tvrdenje vazi i za polinome sa koeficijentima iz polja C.

Neka su p(z) i ¢(x) polinomi iz R[x] razli¢iti od nula polinoma. Oznac¢imo
sa
D(p,q) = {t € Rlz] | t[p Atlg}.

Definicija 4. Polinom d € R[z] je najveéi zajednicki delilac polinoma p i q
ako je d € D(p,q) i ako za svako t € D(p,q) vazi t|d.



Najveéi zajednicki delilac polinoma p i ¢ obelezavamo sa NZD(p,q), a
kako t|d, onda t|ad, gde je a konstanta razlicita od nule. To govori da najveéi
zajednicki delilac nije jedinstveno odreden. Stavise, postoji Gitava klasa ta-
kvih polinoma, a kako se oni sadrze jedan u drugom, razlikuju se do na
umozak konstantom. Jednoznac¢nosti radi, za najveéi zajednicki delilac se

onda u tom slucaju moze definisati onaj polinom iz te klase ¢iji je koeficijent
uz najstariji ¢lan jednak jedinici.

Niz jednakosti

p=si1q+1ry, 0<degr; <deggq,
q=sor1 + 19, 0 <degry < degry,
ri=s3r2+ 13, 0 <degrs < degrs,

Tn—2=58nTn—1+7Tn, 0<degr, <degr,_1,
T"n—1=5n+1"Tn,

nazivamo Euklidovim algoritmom duzine n za polinome p i q.

Teorema 2. Za svaka dva polinoma p,q € Rz], ¢ # 0, postoji jedinstven
Euklidov algoritam. Tada je NZD(p,q) = 1y, gde je ry, poslednji ostatak u
Euklidovom algoritmu koji je razli¢it od nula polinoma.

Primer 1. Neka je p(z) = 2° + o* — 203 + 522 — 2 + 10. Podeliti zadati
polinom polinomom q(z) = x° — 222 + 3z + 2 i naéi ostatak pri deljenju.
Resenge. Treba naéi polinome s(x) i r(z) tako da je p(x) = s(z)q(x) + r(x).
Imamo:
(254 24 —2234522—2+10 ): (23 - 222 + 32 +2) =22+ 3z + 1
2° =224+ 3234222
3at =523 +32% —x 4 10
32t —623+92% +62
23 —622—Tz + 10
23222437 + 2

—422—10x + 8
Dakle, koli¢nik pé$; je polinom s(z) = 22 + 3z + 1, a ostatak je polinom
q(z

r(x) = —42% — 10z + 8.
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Primer 2. Naéi najveéi zajednicki delilac polinoma q(z) = 2> —x + 1 i
p(z) =323 — 222+ + 2.

Resenje. Koriste¢i Euklidov algoritam, naéi ¢emo najveéi zajednicki delilac
datih polinome.

(323 —22% +2+2): (2> —z+1)=3z+1

323 —322 +3x
2 =2z +2
2 —x +1
-z +1

Dakle, p(z) = (3z + 1)g(x) + (—x + 1). Nastavljamo postupak deljenja
sve dok ne dodemo do poslednjeg ostatka koji je razli¢it od nula polinoma.

(22 —2+1):(~2+1)=—x
22—z

1
Druga jednakost je ¢(z) = —x(—x 4+ 1) + 1. I poslednja jednakost je
—x+1=(—z+1)-14+0,
odnosno, NZD(p,q) = 1, tj. polinomi su uzajamno prosti.

A

Teorema 3 (Bezuov stav). Ostatak pri deljenju polinoma p(x) sa x — a
jednak je p(a).

Dokaz. Prema teoremi o deljenju sa ostatkom, svaki polinom moze na jedin-
stven nacin da se predstavi kao p(z) = s(x)q(z)+r(x), a kako je g(z) = z—a
polinom kojim delimo polinom p(x), to je p(x) = s(x)(z — a) + r(x). Vazi

pla) = s(a)(a - a) +r(a) = r(a).

Kako je degr < degq = 1, sledi da je r(z) konstanta, pa je ostatak pri
deljenju polinoma p(z) sa x — a jednak r = r(x) = p(a).
O

Posledica 1. Neka je p(x) polinom stepena n. Broj a je nula polinoma p(x)
ako i samo ako je p(z) = (x — a)q(x), gde je q(x) polinom stepena n — 1.



Dokaz. Neka je broj a nula polinoma p(z), tj. p(a) = 0. Pokazimo da je
p(z) = (x — a)q().

Ako se polinom p(z) podeli polinomom x — a, dobija se

plx) = (¢ — a)q() + .

Sledi da je 0 = p(a) = (a—a)q(a)+r, tj. r = 0, dakle p(z) = (z —a)q(z).

Obratno pretpostavimo da je p(z) = (z — a)s(z). Tada dobijamo da je
p(a) = (a — a)g(a) = 0, tj. broj a je nula polinoma p(z).
O

Dakle, ako su ay, ag, . . ., ai razli¢ite nule polinoma p(x) stepena n, k < n,
tada se taj polinom moze predstaviti kao

p(z) = (z —a1)(z —az) ... (v — ag)q(z),
gde je g(x) polinom stepena n — k.

Definicija 5. Broj a je visestruka nula reda k, gde je k prirodan broj, poli-
noma p(x) ako se on moze predstaviti u obliku p(z) = (x — a)*q(x), gde je
q(z) polinom i a nije nula tog polinoma.

Pojam visestrukosti nule analogno se definiSe i za analiticke funkcije.

Naredna teorema nam daje kandidate za racionalne nule polinoma sa
celobrojnim koeficijentima. Ova teorema je u srednjoj Skoli glavni alat za
rastavljanje polinoma na ¢inioce.

Teorema 4. Neka je p(z) = ag + a1z + asx? + - - - + apa™ polinom sa celo-
brojnim koeficijentima (a; € Z). Ako je:

(a) k celobrojna nula polinoma, tada k|ag;
a

(b) %e@, NZD(a,b) = 1 ip(b

) =0, tada alag, a blay,.

n .
Dokaz. Neka je p(x) = > a;x’.
i=0



(a) Ako je k celobrojna nula polinoma p(z), tada je:
0=pk) = ak’ < ap = k(—a1 — agk! — -+ —ap k" 1).
i=0

Iz prethodnog sledi da kl|ag.

(b) Kako je % nula polinoma p(z), tada vazi:

a a a? a”
0=p<g>Zao+alg+a2bj+"'+anb7-

Kada se prethodna jednakost pomnozi sa b", dobija se:
aph™ = a(—a1b" ! —agab" 2 — -+ —aa™t).

Dakle, a deli agb™. A kako je NZD(a,b) =1, to a deli ay.
Sa druge strane, iz jednakosti a,a” = b(—agh" * — -+ — ap_1a™ )

dobijamo da b deli a,a™, a kako je opet NZD(a,b) =1, to b deli a,.

U
Primer 3. Naéi realne nule polinoma p(z) = x* — 223 — T2% + 8x + 12.

Resenje. S obzirom na to da je a, = a4 = 1, prema teoremi 4 kandidati za
racionalne nule polinoma su brojevi iz skupa
{keN|k[12} = {~1,1,-2,2,-3,3,—-4,4,-6,6,—12, 12}.

Iz p(—1) =0, p(—2) =0, p(2) = 0 i p(3) = 0 odmah vidimo da su nule
polinoma p(x) brojevi —1, —2, 21 3.

Kako smo dobili da polinom ¢etvrtog stepena ima ¢Eetiri nule, to je

p(r) = s(x)(z + 1)(z + 2)(z - 2)(z - 3)

i degp = degs + deggq, gde je q(z) = (z + 1)(z + 2)(x — 2)(z — 3). A kako
je degp = degq = 4, odavde zakljuéujemo da je degs(z) = 0, tj. da je
konstanta. Dakle, polinom p(z) nema vise racionalnih nula.

A

Primer 4. Naéi realne nule polinoma p(z) = 8x2 + 2z — 3.



Resenje. U ovom slucaju je a, = az = 8, a ag = 3, pa su kandidati za
racionalne nule datog polinoma

a 113 31 13 31 13 3

— 1,-1,3,-3, -, —=, =, —=, -, — =, -, ——, =, ——, =, —— /.

be{ ) )37 372) 2727 2747 4747 4787 8’87 8}

: 1 . 3 ) 1, 3
Kako je p <2) =0ip (4> = 0, to su nule polinoma z = g lz=—7.

A

n .
Teorema 5. Polinom p(z) = ) a;z’, gde sua; € Rilia; € C, je neprekidna
i=0
1 beskonacno diferencijabilna funkcija.
Dokaz. Tzvod polinoma je takode polinom, pa je p(x) beskona¢no diferenci-
jabilna funkcija, a samim tim i neprekidna. O

Neka je p(z) = apz™ + -+ a1z +ag, ap #01ia; € C, 0 < i < n. Tada
vazi sledece:

p(z)| =

Qpp— Qa
anzn<1+ L On>
an? an?

> apz"| (1 - ] o — 00, |z] — oc.
|an]|2| |an]|2]"

To jest, za veliko |z| polinom je neogranicen.

Teorema 6 (Princip maksimuma modula). Neka je D oblast u C i f
analiticka funkcija u oblasti D. Ako | f| ima lokalni maksimum u nekoj tacki
a € D, onda je f konstantna funkcija.

Dokaz. Neka funkcija |f| dostize lokalni maksimum u a € D. Tada postoji
disk K = K(a,r) C D tako da vazi |f(z)| < |f(a)| za svako z € K.

Ako je funkcija f konstantnog modula na celom disku K, a sama nije
konstanta, onda bi slika celog diska bila sadrzana u jednoj kruznici, a to nije
mogucée po teoremi o otvorenom preslikavanju. Zato tada postoji kruznica
7p poluprecnika 0 < p < 7, |z —a| = p, takva da je 7, C D i za bar jednu

10



tacku z € v, vazi da je | f(z)| < |f(a)|, a kako je | f| neprekidna funkcija, to
onda vazi i u okolini tacke z. Na osnovu Kosijeve integralne formule! vazi:

f&) .

omi | 2 — a
Tp

fla) =

Smenom z = a +re', z € v, i t € [0,2x], dobijamo:

2T f( it) o
a-+ret) . . 1 .
fa) =55 | orar—gire i =5 / fla+ret)dt,
0 0
pa je onda

/f +ret /|f )ldt < |£(a).

Nejednakost < vazi na celoj kruznici, a stroga nejednakost na skupu
mere veée od nule. Pa poslednja nejednakost vazi samo ako je funkcija f

konstantna, Sto je i trebalo dokazati.
O

Teorema 7 (Liuvilova teorema?®). Ako je f analiticka i ogranicena funk-
cija na skupu C, tada je f konstantna funkcija na C.

'Kosijeva integralna formula: Neka je f analiticka funkcija u oblasti D i neprekidna
na rubu oblasti D u oznaci 0D. Tada za svaku tacku a € D vazi formula

L[ [,

2mi z— a
oD

fla) =

2Joseph Liouville (1809-1882) je bio francuski matematicar
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Dokaz. Kako je f ogranicena, to je M = sup|f(a)| < +oo. Neka je v,
acC

kruznica sa centrom a, gde je a proizvoljno, polupre¢nika p. Na osnovu
Kosijeve formule za izvod analiticke funkcije?, imamo sledeée:

@) =g | [ L 27T/|z_a,2| A< 5 /‘f

Yp

Kako je p > 0 proizvoljno, sledi da je |f'(a)|] = 0, tj. funkcija f je
konstantna na C.
Il

Polinomi su analiticke funkcije, pa mozemo primeniti prethodne dve te-
oreme i na polinome.

Kada se govori o nulama polinoma, namecée se pitanje koliko najvise
nula moze imati taj polinom. Upravo ¢e osnovna teorema algebre dati bitnu
osobinu svih polinoma iz C[z].

Teorema 8 (Osnovni stav algebre). Svaki polinom p € C|z] stepena bar
1 ima bar jednu nulu u C.

Dokaz. Prikaza¢emo dve verzije dokaza ovog stava.
Neka je p(z) = ag + a1z + az2? + --- + a,2z". Bez umanjenja opstosti,
pretpostavimo da je a, = 1.

I dokaz:
Oznacimo sa p = inf |p(z)|. Zbog
zeC

Ap—1 agp
> ],z"]<1—|nz‘| ————— ;Zn|)—>oo, |z| = o0

12



tacke zi, za koje vazi p < |p(z)| < p+ % (koje postoje) leze u krugu
|z| < R za dovoljno veliko R. Taj krug je kompaktan skup, pa po-
stoji podniz niza (zj) (koji ¢emo isto oznaciti) koji konvergira nekom
20, |z0| < R. Kako je polinom p(z) neprekidna funkcija, to tada i
p(zk) — p(20), pai |p(zx)| = |p(20)] = p, kad k — oo. Dokazaéemo
da je p =0, tj. p(z0) = 0.

Pretpostavimo suprotno, da je i > 0, i formirajmo polinom

_ plz+ 20)
o) = p(z0)

Tada je

<[

Polinom b ima oblik
b(z) =14 bpz™+ -+ by2",

gdeje 1 <m < niby #0, paje by, = pe'?, p# 0.

Izaberimo ¢ = i posmatrajmo vrednost polinoma b u tacki

2z =re'¥.
Tada je by, 2™ = perme("=%) = —pr™ = —|b,, |7, pa je
|b(re’)| ’1 — b |r™ 4 b1 2™ bnz"‘

’1 - ’bmfrm! + ‘bm+1zm+1 + -4 bnzn}
’1 - ’bm|7"m| + Tm+1(|bm+1| 4+ |bn’rn—m—1)
1- Tm(’bm| - T|bm+1’ — .= rnim‘bnb <1,

[ /AN/ANI

ako je r dovoljno malo. Ovo je kontradikcija sa |b(z)| > 1 za z € C,
odnosno, polinom p(z) ima bar jednu nulu u C.

13



IT dokaz:

Pretpostavimo suprotno. Neka polinom p(z) nema nulu u C. Kako je

1
p(2) neogranicena funkcija za dovoljno veliko z, onda je f(z) = (—
p(z
ogranicena. Tada je po Liuvilovoj teoremi |f(z)| = 0 na celom C, a to
je nemoguce. Dakle, polinom p(z) ima bar jednu nulu u C.

Drugim re¢ima, svaki polinom p(z) € C[z] stepena n ima n nula.

Posledica 2 (Teorema o faktorizaciji). Ako je polinom p(z) € C[z] i
n

degp = n, tada je p(z) = c¢- [[(# — bi), gde su by, by, ..., b, iz C nule
i=1

polinoma, a ¢ konstanta razlicita od nule.

Ako nisu sve nule razlicite, onda je p(z) = c¢- [[ (2 — b;)*, gde su by, ..., by
i=1
k
razlicite nule, i aq,...,a izN 1 Y a; =n.
i=1

Teorema 9. Broj a € C je nula reda k, k € N, polinoma p(z) ako i samo
ako vazi p(a) = p'(a) = --- = p*V(a) =0 i p(a) # 0.

Dokaz. Neka je a nula polinoma p(z) visestrukosti k. Tada polinom p(z)
mozemo zapisati u obliku p(z) = (2 — a)¥q(2) i q(a) # 0. Diferencirajuéi
poslednju jednakost primenom Lajbnicove formule?, dobijamo:

P(z)  =k(z—a)q(2) + (2 — a)*¢(2)
PED(E) = Kz — a)g(e) + -+ + (2 — g D)
PP (2) =klg(z)+k-El(z—a)d(z)+ -+ (z — a)kq®(2).

Iz prethodnog dobijamo da je p(a) = p'(a) = --- = p*V(a) = 0 i
p®(a) = klg(a) # 0.

n . .
“Lajbnicova formula za izvod proizvoda: (f - g)<") => (T;)f(”g(”ﬂ)
i=0
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Dokazimo obratno. Neka je p(a) = p'(a) = --- = p*V(a) = 0, a
p*)(a) # 0. Dokaz izvodimo indukcijom po k.
Zak =1jep(a) =0, ap'(a) #0. Pokazimo da (z —a)|p(z) i (z —a)? { p(2).
1z p(a) = 0 na osnovu Bezuove teoreme sledi da je p(z) = (z —a)q(z), gde je
q(a) # 0, a odatle da je p'(z) = q(2)+ (2 —a)¢'(2). Tada je p'(a) = q(a) # 0.
Dakle, (z —a) { q(2) i (z —a)? { p(2).

Pretpostavimo da tvrdenje koje dokazujemo vazi za neki prirodan broj
k. Da bismo dokazali da tvrdenje vazi za k + 1, pretpostavimo da polinom
p(z) 1 broj a zadovoljavaju uslove

pla) =p'(a) = =p®(a) = 01 p*(a) £ 0.

1z p(a) = O sledi p(z) = (z—a)q(z), za neki polinom ¢(z). Diferencirajuéi
k41 puta poslednju jednakost, a zatim zamenjujuéi z = a, koriséenjem date
pretpostavke dobijamo:

P(z)  =az) + (2 = a)ld(2), 0=q(a)

P (2) ;qu V() + (2 = a)g™(2), 0'—q(":‘1)( )
PP (2)=(k + 1)¢P(2) + (2 — a)g ¥V (2),0# ¢ (a).

Na osnovu induktivne pretpostavke zaklju¢ujemo da polinom ¢(z) moze-
mo zapisati u obliku ¢(2) = (z — a)*r(z), r(a) # 0, to znaéi da je polinom
p(2) = (z — a)**'r(2), odnosno a je nula polinoma p(z) visestrukosti & + 1.

U

Lema 1. Neka je f analiticka funkcija na D, D oblast u C. Ako je f(a) =0
a € D i funkcija [ nije indenticki jednaka nuli ni u jednoj okolini tacke a,
tada postoji n > 1 i funkcija g koja je analiticka na Kla,r], za neko r > 0,
tako da je f(z) = (z — a)"g(z), gde z € Kla,r] i g(z) # 0.

Slede¢a teorema govori o broju nula analiticke funkcije f unutar neke
pozitivno orijentisane krive.

Teorema 10. Neka je f analiticka funkcija u oblasti G. Neka je v kontura
u G ¢ija je unutrasnjost oblast D i D C G. Tada je N broj nula funkcije
f(2) u D, pri ¢emu podrazumevamo da je svaka nula uzeta u obzir onoliko
puta koliki je njen red. Tada vaZi

15



1 / (2)
2 z
vy

pri éemu je vy pozitivno orijentisana u odnosu na D i ne sadrzi nule funkcije
f
/

Iz prethodnog smo dobili da ako je p(z) polinom, onda je funkcija P ana-
liticka funkcija sem u nulama polinoma p, a u nuli tog polinoma ova funkcija
ima pol prvog reda sa vrednoséu reziduuma jednakom redu te nule. Odno-
sno, prethodna teorema daje prilicno dobar alat za kontrolu kompleksnih
nula polinoma.

Teorema 11. Ako je z = a + bi nula polinoma p € Rlz|, onda je i Z nula
tog polinoma.

Dokaz. Neka je p(x) = ag + a1z + asx® + - - - + a,a™ polinom stepena n i 2
nula tog polinoma. Vazi da je

p(2) = ag + a1z + ap2® + - + az2" = 0.

Konjugovanjem cele prethodne jednakosti, dobija se

ap + a1z + a2 + - +apz" =0=0.

Kako su ag, a1, ...,a, € R, onda je ag = ag,a1 = ay,...,a, = a,. Konjugo-
vanjem zbira i primenom osobine z” = z", dobija se

ap + a1z + agz® + -+ - + apz" = 0.
Dakle, Z je takode nula polinoma p(z). O

Prethodna teorema govori da se kompleksne nule nekog polinom iz R[z]
javljaju u paru. Direktno iz ove teoreme dobijamo slede¢u posledicu.

Posledica 3. Ako je p(x) polinom sa realnim koeficijentima i ako je zy € C
nula reda k za p(x), tada je i Zg nula reda k.

Primer 5. Ako je 1 — 2i nula polinoma p(z) = 2> +ax +b, gde su a,b € R,
odrediti realnu nulu tog polinoma.

Resengje. Kako je 1 — 2i nula polinoma p(z), to je onda i 1 + 2i nula tog
polinoma. Pa je p(z) = (z — (1 —2i))(z — (1+2i))q(x) = (® — 22+ 5)q(x).
Deljenjem polinoma p(x) sa polinomom z? — 2x + 5 dobijamo

16



p(r) = (x+2)(2®> -2z +5)+2(a—1)+b—10
ir(z) =x(a—1)+b—10 =0, odakle direktno mozemo dobiti da je a = 1,

A

Polinom treé¢eg stepena ¢iji su koeficijenti realni moze da ima ili tri re-
alne nule (tri razlicite, ili dve od kojih je jedna dvostruka), ili jednu realnu i
dve kompleksne nule koje nisu realne. Odnosno, polinomi neparnog stepena
mogu imati samo neparan broj realnih nula.

Polinom cetvrtog stepena ¢iji su koeficijenti realni moze imati ili cetiri
realne nule (Cetiri razlicite, ili tri od kojih je jedna dvostruka), ili dve realne
i dve nule koje nisu realne, ili ¢etiri kompleksne koje nisu realne. Analogno
se moze zakljuciti da polinomi parnog stepena mogu imati samo paran broj
realnih nula.

Dakle, dovoljno je naéi koliko neki polinom ima realnih nula, da bi se
odredio broj nula koje nisu realne, i obrnuto. Algoritam za nalazenje broja
realnih nula naziva se Sturmov algoritam i taj algoritam ¢e nam dati i broj
kompleksnih nula, odnosnu broj nula koje nisu realne.

Ali, od velikog znacaja je i granica nula nekog polinoma, odnosno ,,op-
seg” u kom se nalaze te nule. Medutim, postavlja se prirodno pitanje da li
se granice nula polinoma odnose na realne nule ili na nule koje nisu realne,
pa ¢e odgovor na ovo pitanje dati slede¢e poglavlje.

17



3 Granice nula polinoma

Ukoliko je tesko ili nemoguée ta¢no odrediti nule polinoma, od koristi
moze biti procena skupa unutar kojih se te nula nalaze. NajceSée su pro-
cene nula po apsolutnoj vrednosti (3to u sluc¢aju trazenja kompleksnih nula
daje odgovarajuéi disk u kompleksnoj ravni unutar kojeg se nalaze nule,
dok u slu¢aju odredivanja realnih nula daje odgovarajuéi interval). Kako je
polje realnih brojeva snabdeveno i poretkom koji se slaze sa odgovarajué¢im
operacijama i kako je polinom neprekidna funkcija, kod takvih procena pri-
likom odredivanja realnih nula ¢esto su od pomoéi pogodne nejednakosti,
kao i teorema o meduvrednosti. U ovom delu prikaza¢emo neke od tehnika
koje se koriste prilikom ovakvih procena.

Definicija 6. Neka je p(x) € Rz].

a) Broj a € Rt je gornja granica pozitivnih nula polinoma p, u oznaci
GGP(a), ako je p(z) #0 za x > a.

b) Broj a € R je donja granica pozitivnih nmula polinoma p, u oznaci
DGP(a), ako je p(x) #0 za 0 < z < a.

¢) Broj a € R™ je gornja granica negativnih nula polinoma p, u oznaci
GGN (a), ako je p(x) #0 za a <z < 0.

d) Broj a € R™ je donja granica negativnih nula polinoma p, u oznaci
DGN (a), ako je p(x) # 0 za z < a.

Naredna teorema nam pomaze da nalazenje svih granica svedemo na
odredivanje samo gornje granice pozitivnih nula polinoma.

Teorema 12. Neka je p(z) = Y a;x* polinom iz R[z]. Tada vaze sledeca
i=0
turdenja:
(a) Ako je a GGP za polinom q(x) = Y a;z" " € Rz], onda je — DGP
i=0 a
za polinom p(x).

n

(b) Ako je a GGP za polinom q(x) = Y. a;(—x)" € Rlx], onda je —a
i=0
DGN za polinom p(x).

18



7

(¢c) Ako je a GGP za polinom q(x) = > a;(—z)" " € R[z], onda je 1
a

i=0
GGN za polinom p(z).

n .
Dokaz. Neka je p(z) = > a;z’.
i=0

(a)

Ako je a gornja granica pozitivnih nula za polinom
n i n ) 1
q(z) = > a;z" ", tada je > a;z™ " # 0 za x > a. Smenom y = —
i=0 i=0 x
n 1 n—i 1
dobijamo ¢(y) = > a; <) # 0 za — > a. Kako je y > 0, to je
i=0 ) Y

1 » . 1 1
q(y) = — > a;y' = —p(y) # 0za 0 <y < —. Iz prethodnog sledi da
Y i=0 Y a

1 1
jep(z) #0za 0 < x < —, to jest — je donja granica pozitivnih nula
a a

polinoma.

n .
Kako je a gornja granica pozitivnih nula za polinom ¢(z) = > a;(—=z)",
i=0
n

to je q(x) = Y ai(—x)" # 0 za x > a. Uvodenjem smene y = —zx
i=0
n .
dobijamo polinom ¢(y) = > a;y* = p(y) koji nije nula za y > a.
i=0
Odnosno, —x > a, pa je x < —a, Cime smo pokazali da je —a donja
granica negativnih nula polinoma p(z).

Neka je broj a je gornja granica pozitivnih nula polinoma
n

q(x) = Y a;(—x)"*. Tada je q(x) = f: a;(—x)""" £ 0 za z > a.
i=0 i=0

1
Smenom y = —— dobijamo polinom
T

1 1
koji je razlic¢it od nule za 0 > y > ——. Zbog toga je 0 < x < ——, ¢ime
a a

1
je pokazano da je —— gornja granica negativnih nula polinoma p(z).
a

O
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U nastavku ée biti prikazane znacajne teoreme i njihove posledice koje
daju granice nula polinoma.

Teorema 13. Neka je p(z) = anz" + an_ 12" 1 4+ -+ + a1z + ag, gde su

a; € C. Tada p(z) ima taéno n nula i sve nule po modulu nisu veée od
ag

1+ max |—|.

0<k<n—1 | ap,

Dokaz. Oznac¢imo sa M = max
0<k<n—1

i neka je |[z| > 1+ M. Onda je
an

— < 11 vazi:
|z|

Ip(2)| = |anz"™ + - + a1z + ao| =

(15t )

an—1 an—2 ap
> |apz"| | 1 — 5+ T+
an2 an 2 anz™
Anp—1 Ap—9 aq
> |apz"| | 1 — = n2 +--
anz an2 an 2™
1 1

NER 2" — 1
=lap"| |1 -M——=— | =la z”](l—M
" 2 1 ! 21" (2 = 1)
2|

o] f|-1-M
>lane| (1= — ) g EL 2700 S
"W’< FRe =) = e T

Dakle, kada je |z| > 14+ M tada polinom p(z) nema nula. Odnosno, za
sve nule polinoma p(z) vazi |z| < 1+ M.
U

Posledica 4. Neka je p(2) = an2™ +an_12"" ' +an 22" 2+ -+ a1z + ao,
gde su a; € C. Tada polinom p(z) ima taéno n nula i sve nule po modulu
nisu vece od:

ag . . . " .
1. r+ max |————|, gde jer proizvoljan pozitivan broj
0<k<n—1 |@,r"— 1~
ag
2.2 max "f|—
0<k<n—1 n,
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Gp—1
Qnp

4+ max

0<k<n—1 » an—1 7 0.

Dokaz. Dokazatemo ove tri posledice prethodne teoreme.

z Z\T  Ap—1 2\ a
1. Posmatrajmo polinom M = an <7> 4=t (7> 4+ 4+ -2 Ako
. . rn r T . . . rn
je z nula polinoma p, onda prema prethodnoj teoremi vazi

2| aj,
— <14+ max |——|
r 0<k<n—1 | a,r™
ay s .
odnosno, |z| <7+ max |————|, §to je trebalo dokazati.
0<k<n—1 |@,r" 1~

2. Kako je u prvoj posledici r proizvoljan pozitivan broj, mozemo uzeti

ag
r= max "¢|—|.
0<k<n—1 an
. ag _ . ag
Tada je |—| < 7%, tj. — | ST
an, Ap TR
. ag . S ..
Zbog toga je max |————| < r, pa po prethodnoj posledici vazi
0<k<n—1 | @pr"—F—
ag _ ag
2] <r+ max |————|<2r=2 max "¢/|—|
0<k<n—1 | apr™ F— 0<k<n—1 Qp,
. .- . ag
3. Neka je r pozitivan broj dat sa r = max "~ ") )
0<k<n—1 An—1

. ag _ . _ .
Tada je <= F D g Jag] < Jap—1[r*~* ). Odatle je
an—1
ag ap—1
aprn—E+D) | S g, |
L. a Ap—1
Zato vazi max k < |2
0<k<n—1 | ayrn—(k+1) an

Koristeéi prvu posledicu, dobijamo da nule polinoma p(z) po modulu
nisu vecée od
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a
anTn—(h+D

an—1
T+ max
0<k<n—1

<

4+ max n—(k+1) Alyi,.
0<k<n—1 Ap—1

Teorema 14. Neka je polinom p(x) = anpz™+- - -+ai1x+ag i a, > 0, polinom
sa realnim koeficijentima. Ako je skup S = {i < n | a; <0} i prirodan broj

0

a;

Gn

r =max S, tada nule polinoma p(x) ne mogu biti veée od 1+ ™7 max
S

A
Dokaz. Neka je A =max{|a;| |i € S}iM =1+ ”‘{/ﬁ.
an

A

Neka je |x| > M. Onda je |z| > 1 i vazi |a,| > =

Ako je g(x) = 3 a;2%, onda vaze sledeée nejednakosti:
i€S

l9(2)| < 3 lasl|al < %Alwli <A Y |of
1€

i€S 0<i<r
’$|r+1 -1 |x’r+1 |x|n
<A <A =A
R "= (jz] - 1)
Alz|"
R

NekajeT={i<n—1]|i>0Aa; >0}. Tada je:

p(r) = apz™ + > awt + 3 aat
i€s ieT

Kako je || > M, tada je

3 axt

i€S

apz™ 4+ > a;z’
i€l

>’anxn|> )

pa je za |z| > M p(z) # 0, odnosno, nule polinoma p(z) nisu vece od

M =1+ "7/max
i€S

an,
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Pored prethodnih teorema postoje i one koje daju bolju procenu, od-
nosno, daju manji interval u kome se nalaze nule polinoma. Slede neke od
tih procena koje se odnose na polinome sa realnim koeficijentima. Jedna
od ,,najpopularijnih” svakako je teorema o meduvrednosti koji ima poseban
znacaj.

Teorema 15 (Teorema o meduvrednosti). Neka je p(z) € R[x] za koji
vazi da je p(a)p(b) < 0, a < b. Tada p(z) ima nulu na intervalu (a,b).

Dokaz. Pretpostavimo da je p(a) < 0, a p(b) > 0. Podelimo interval (a, b)

b b
na pola tackom %. Ako je p % = 0, onda to dokazuje da polinom

ima nulu na intervalu [a,b]. Ako to nije zadovoljeno, jedan od odsecaka

b b
[a, a ;_ ] , [a ;— , b] imace osobinu da na njegovim krajevima polinom p(x)

ima suprotne znakove. Oznac¢imo taj interval sa [a1,b;]. Nastavljajuéi tako
deljenje intervala na pola, u nekom trenutku ¢emo dobiti tacku c za koju
vazi da je p(c) = 0, ili niz umetnutih odsecaka [ay,by,] koji za presek ima
neku tacku ¢ € [a,b]. Onda je lim a, = lim b, = ¢, a prema konstrukeiji
n—oo n—oo
nizova (ay) i (by) za svako n ispunjeno da je p(a,) < 01 p(b,) > 0. Polinom
p(z) je neprekidna funkcija, pa odatle sledi da je p(c) = lim p(a,) < 01
n—oo
p(c) = lim p(b,) > 0, odnosno, p(c) = 0.
n—oo

g

Teorema 16. Ako polinom p(z), degp = n, zadovoljava sledeée nejednako-
ste

p(a) > 0,p'(a) > 0,...,p(a) >0,

onda taj polinom nema nule veée od a, odnosno, nule polinoma se nalaze u
intevalu (—o0,a).

Dokaz. Prikazimo polinom p(x) kao Tejlorov polinom u okolini tacke a

pl/(a)
2!

P'(a)
1!

p(z) = pla) + (z —a) + (x—a)? 4.+

Polinom p(z) > 0 za svako = > a, pa nema nule veée od a.
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Teorema 17. Ako za polinom p(x), degp = n, i realne brojeve a i b, a < b,
vaze sledece nejednakosti:

p(a) < 0,—p'(a) <0,p"(a) <0,...,(=1)"p™(a) <0,
p(b) >0, p'(b) = 0,p"(b) 2 0,...,p"(b) >0,

tada sve nule polinoma p(x) pripadaju intervalu (a,b).

Dokaz. Kao u prethodnoj teoremi, kada se polinom p(z) prikaze kao Tejlorov
polinom oko tacke a, onda je

'(a "(a ") (q
p(:ﬁ)zp(a)+pl(!)(a:—a)+p2(! Jw—a) st ? n'( —
'(a (™) (q
Posmatrajmo polinom g(z) = p(a—zx) = p(a)_pl(!)x_{_. . ._|_(_1)np n'( )xn.

Tada vaze sledece jednakosti:

ap = g(0) = p(a) <0,

o
a1 =g'(0) = pl'(a) <0,
—1)npn)
an = g™ (0) = (D)™™ (a)

n!

Kako su svi koeficijenti polinoma g(x) nepozitivni, onda je g(x) < 0 za
svako x > 0. Zbog toga je p(z) < 0 za svako x < a, pa polinom p(x) nema
realnih nula na intervalu (—oo, a.

Prema prethodnoj teoremi polinom p(z) nema realnih nula na intevalu
[b,00). Dakle, ostalo je da se zakljuéi da polinom p(z) ima realne nule na
intervalu (a, b).

g

Svaka od prethodnih procena je relativno gruba i za svaku se moze nadi
primer u kojem je lociranje nule popriliéno neprecizno. Zbog toga pravi
rezultat daje ,,izbor prave procene” sto ¢e u sledeé¢im primerima biti i prika-
zano, odnosno, testirace se vise procena i uporedivace se dobijeni intervali, a
svakako ¢e nas zanimati najbolji rezultat tj. najmanji interval koji dobijemo
ovim procenama.
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3.1 Zadaci

U nastavku ¢e biti prikazani primeri sa primenama prethodnih teorema
koje se odnose na odredivanje granica nula polinoma sa realnim koeficijen-
tima.

Zadatak 1. Koristeéi ocene granica nula polinoma iz prethodnog poglavija,
odrediti neke granice sledecih polinoma:

a) p(z) = a* — 423 + 72% — 82 + 3
b) p(z) =2°+ 723 -3
c) p(z) =23 — 322 +62 -5

Resenje. a) p(z) = 2% — 423 + 722 — 82 + 3

an

1. |z| <1+ max
0<k<n—1

g 25 = e, 1. |1, ) =
ko |an
Dakle, za nule polinoma p(x) vazi |z| < 9.

ay

Yk +
el reR

2. || <r+ max
0<k<n—1

Neka je npr. » = 2. Tada je:

a | 4| | 7| =8| [3[1_,
max || = e g | 1|0 92 | 8| =

Dakle, za nule polinoma p(x) vazi |z| < 6.
Ap— a
30 jzl < |22+ max l

an 0<k<n—1 Ap—1
Ap—
Kako je as =1, a a3 = 4, onda je |— L =4, i
an

7 -8
masc | :max{'—zl" V1 =2
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Dakle, za nule polinoma p(z) vazi |z| < T

4. S ={i<4la; <0} ={1,3}, r =maxS =3

Nule polinoma p(x) nisu vece od 1+ "*{/me}gx Gilo14 max{4,8} = 9.
1€ a4

Dobili smo isti interval kao u prvoj proveri.

5. Kako je
p(z) =at—4x3 4722 -8z +3
p'(r) =4a® —122% 4 142 — 8
p'(z) =122 — 24x + 14
P (x) =24z — 24
p!V(z)=24

i p(—x) > 0 za svako z > 0, onda je donja granica pozitivnih nula polinoma,
ujedno i donja granica negativnih, jednaka 0. Vazi da je p”’(x) > 0 za svako
x > 1, pa trazimo broj ve¢i od 1 da bi primenili teoremu 17. Za x = 3 do-
bijamo da je p(3) > 0,p'(3) > 0,p"(3) > 0,p"(3) > 0,p’V(3) > 0, odnosno
nule polinoma p(z) se nalaze u intervalu (0, 3).

b) p(z) = 2° + 72® — 3

1. Jz| <14+ max
Qn

0<k<n—1

ag
—| = 7,3} =7
ml?x\an\ max{7,3}

Dakle, za nule polinoma p(x) vazi |z| < 8.

a

_ %%k +
el reR

2. |z] < r+ max
0<k<n—1

Neka je npr. r = 3. Tada je:
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kar”lk’ 31

= Imax {

16
Dakle, za nule polinoma p(z) vazi |z| < <3

W)

3. Kako je

p(z) =a%+723-3
p'(r) =5zt + 2122
p'(r) =20x3 + 42z
p"(z) =60x2 + 42
p
p

~

WV (r) =120z
Viz) =120,

i vazi p(—1) < 0,=p/(=1) < 0,p"(~1) < 0,—p"(~ 1) <0,pV(-1) <01
p(z),p' (z),p" (z),p" (x),p" (z) > 0 za svako > 1. Dakle, na osnovu te-
oreme 17 dobijamo da su nule polinoma u intervalu (—1,1).

c) p(z) = 23 — 322 + 62 — 5

1. Jz| <1+ max
an

0<k<n—1

a
k) _ 3.6,5) = 6
mgx|an| max{3,6,5}

Dakle, za nule polinoma p(x) vazi |z| <7

a

2. x| < S+ Jnax e b reRT
Neka je npr. » = 3. Tada je:
a =3 |6] |-5
max T :max{’30 |31 32 }:3
Dakle, za nule polinoma p(x) vazi |z| < 6
Za r = 2 dobijamo bolju procenu, odnosno max{’;f , ; , ;—25 } = 3,

pa nule polinoma po modulu nisu veée od 5
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3. Kako je

p(z) =2%—-322+6x—5
p'(x) =322 —62+6
p'(z) =6z —6

') =S,

i kako je p(—x) = —23 — 322 — 62 — 5 # 0 za svako z > 0, to je onda broj 0
gornja granica pozitivnih nula polinoma p(—zx), ali i donja granica negativ-
nih nula polinoma p(z). Za z = 2, p(2) > 0,p'(2) > 0,p"(2) > 0, pa je po
teoremi gornja granica pozitivnih nula upravo broj 2. Dakle, nule polinoma
p(x) se nalaze u intervalu (0, 2).

A
Zadatak 2. Ako je 2° — x3 +x — 2 =0, dokazati da je 3 < 25 < 4.

Resenje. Ako je p(z) = 2° — 23 + 2 — 2, tada je p/(z) = 52* — 322 + 1 i
p'(z) > 0 za svako z € R. To znaci da je polinom p(x) monotono rastuéi.
Kako je p(1) = —1, a p(2) = 24 > 0, to polinom p(z) ima nulu na intervalu
(1,2).

Posmatrajmo sledece:

28+ 1=(224+1)(z* —22+1) = ——
1

:(x—}—) (x5—:c3+x).
X

Jednakost 2° — 2% + 2 — 2 = 0 je ekvivalentna jednakosti 2° — 23 +z =2, a
kako je x € (1,2), tj. za svako € R vazi = > 1, pa (1) postaje

1 1
1=+ )@ -2 +2)=20+>)>2(1+1) =4
x x
Dakle, 2% > 3. Ostalo je samo jos da se pokaze druga nejednakost.

Jednakost 2° 4+ z = 22 + 2 podelimo sa 3. Dobija se
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1 2
2
— =1+ —.
x+x2 +$3

1 2
Kakojex2+—2>2,toje—3>1,pajex6<4.
x T

Dakle, dokazano je da je 3 < 2% < 4.
A

Zadatak 3. Ako su svi koeficijenti polinoma nenegativni, dokazati da poli-
nom nema pozitivne nule.

Resenje. Neka je p(z) = ana" + ap_ 12" ' +---+a1x +ag, ian,...,a9 > 0.
Tada za svako x > 0 je p(z) > 0. Dakle, polinom p(z) moze imati samo
negativne nule.

A
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4 Sturmov algoritam

Nagéi broj realnih nula polinoma sa realnim koeficijentima je veoma vazan
algebarski problem. Na iznenadujuée jednostavan nacin, ovaj problem resio
je matematic¢ar Sturm ° 1829. godine. Rad koji sadrzi poznatu Sturmovu
teoremu pojavljuje se u jedanaestom tomu dela Bulletin des sciences Fer-
russac i nosi naslov Memoire sur la resolution des equations numeriques.

U ovoj glavi ¢éemo obraditi Sturmov algoritam koji odreduje broj real-
nih nula polinoma. U nastavku ¢e se pomenuti algoritam primenjivati na
polinome iz Rizx].

Definicija 7. Sturmov niz je konacan niz polinoma po(x), p1(x), ..., pm(x)
sa sledec¢im osobinama:
1. po(x) nema visestrukih nula u C;

2. Ako je a realan koren polinoma p(z) onda po(a)pi1(a) menja znak iz minusa
u plus pri prolasku kroz a;

3. Ako je a koren polinoma pi(x), 0 < i < m, onda su p;—1(a) i pi+1(a)
razliciti od nule. Stavise, znak p;—1(a) je suprotan znaku piyi(a), to jest
pi—1(a)pi+1(a) < 0;

4. Znak polinoma py,(x) je konstantan za svako x € R.

Stav 1. Neka je p(x) polinom koji nema visestrukih nula. Tada je sledeéa
konstrukcija Sturmov niz:

* po(z) = p(z)
o pi(7) =p'(v)

e pa(z) = —rem(po(z), p1(z)) = p1(2)qo(z) — po(x), gde je
rem(po(x), p1(x)) ostatak pri deljenju polinoma po(x) polinomom pi(x)

o p3(x) = pa(x)qi(x) — p1(z), gde je 1 kolicénik polinoma py i pa
o pa(z) = p3(z)q2(x) — p2(2)
* pk(z) = Pr-1(®)qe—2(x) — pr—2(x)

e Quaj proces se ponavlja dok se ne dode do nekog indeksa m za koje
vazi da je rem(pp—1(x), pm(x)) = 0 i da je pp(x) # 0 za svako x € R.

®Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855) je bio francuski matematicar
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Dokaz. Po definiciji prva stavka je zadovoljena, jer p(z) nema visestruke
nule. Ako je a nula polinoma pg(z) = p(x), tada taj polinom u okolini tacke

1 /
a menja znak, jer je p(z) = (z — a)q(z). Kako je pop1 = §(p2) i polinom

p?(x) ima nulu u tacki a, tada p? opada u nekoj levoj poluokoloni tacke a,
a raste u nekoj desnoj poluokolini, §to je dokaz da pgp; menja znak iz — u
+ pri prolasku kroz a. Treba dokazati jos samo poslednje dve stavke.

Dokaz treéeg svojsta izvodimo indukcijom. Primetimo da po(z) i p1(z)
nemaju zajednic¢ku nulu. Ako bi a bila nula polinoma p(z), tada bi
p(z) = (z —a)q(z), gde je g(a) # 0, jer polinom p(z) nema visestrukih nula.
Nakon diferenciranja dobija se p'(z) = ¢(z) + (z —a)¢'(z) i p'(a) = q(a) # 0.

Induktivni korak: neka je p;—1(x) = pi(x)gi—1(x) — piy1(z). Ako bi p;(z)
i pi+1(z) imali zajedni¢ku nulu, tada bi ta nula bila i nula polinoma p;_1(z),
pa bi polinomi p;(z) i p;—1(x) imali zajedni¢ku nulu suprotno indukcijskoj
pretpostavci. Dakle, ako je a nula polinoma p;(x), 0 < i < m, onda su
pi+1(a) 1 pi—1(a) razliciti od nule. Kako bi pokazali da je p;—1(a)pit1(a) <0,
pogledajmo konstrukciju p;—1(z) = pi(z)gi—1(x) — pi+1(z). Ako je a nula
polinoma p;(z), onda je

pi—1(a) = pi(a)gi—1(a) — piy1(a) =0 — piy1(a) = —piy1(a).

Ovim je dokazano i treée svojstvo.

Ako se pokaze da je p,,(r) konstanta razli¢ita od nule, onda smo po-
kazali da je data konstrukcija zaista Sturmov niz. Vratimo se na pret-
hodnu konstrukciju. Na osnovu teoreme o deljenju sa ostatkom sledi da
je degpi+1 < degp; za svako i. U nekom trenutku proces se zavrsava i do-
bija se polinom py,(x) # 0 takav da je ppm—1(z) = ¢i—1()pm(z).

Da li moze p,,(x) da ne bude konstanta? Ako polinomi p,, () i pm—1(z)
imaju py,(z) kao zajednicki faktor, onda po definiciji i py,—1(z) sadrzi taj
faktor, sto bi znacilo da (rekurzivno) svaki polinom sadrzi ovaj faktor.

Pogledajmo polinome po(z) i p1(z) ponovo. Ako je pp,(x) faktor poli-
noma po(x), to se taj polinom moze predstaviti kao po(z) = pm(z)q(x). Ako
se poslednja jednakost diferencira, dobija se p1(x) = pl,(z)q(x)+pm(x)d ().
Ako je pp(z) faktor i polinoma p;(z), onda je i pi(x) = pm(x)s(x). Dobija
se sledece:
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Pm(2)s(z) = Pl (2)q(2) + pm(2)q'(z) & pm(2)(s(z) — ' (2)) = Py (2)g(2).

Dakle, dobija se da je pn,(z) faktor polinoma pl,(z)q(x). Zna se da

je degpl, < degpm, pa da bi vazila poslednja jednakost, mora biti da je

degt > 1, t = NZD(ppm,q). Medutim, ovo je nemoguce, jer bi moralo

vaziti po(x) = pm(z)q(x) = t2(z)s(z), a polinom po(z) nema visestruke
nule. Dakle, polinom p,,(z) je konstantan polinom razli¢it od nule.

O

Dakle, na osnovu stava mozemo konstruisati Sturmov niz koriste¢i samo
deljenje polinoma i nalazenje prvog izvoda. Pokazimo na primeru konstruk-
ciju tog niza.

Primer 6. Konstruisati Sturmov niz za polinom p(x) = x3 — 32% 4 6x — 5.

Resenje. Prvi ¢lan Sturmovog niza je po(z) = p(z), a drugi dobijamo dife-
renciranjem prvog, odnosno pi(z) = p'(z) = 322 — 6 + 6.
Tredi ¢lan ¢emo nadi na sledeé¢i nagcin:

(23 =322 +62 —5) : (32% — 62 +6) = %x — %
3 =222 +22
—x? 44 -5
—z2 42z -2
2 -3
Dakle, po(z) = —2x + 3. Deljenjem polinoma p;(z) sa polinomom po(x)
dobijamo ostatak R odnosno, cetvrti ¢lan Sturmovog niza je p3(x) = —15.
JAN

Definicija 8. Neka je ¢ € R i (pp)n<k Sturmov niz za polinom p(x). Funk-
ciju W : R — Ny definisemo tako da W(c) predstavlja broj promene znaka
u nizu (brojeva) po(c),pi(c),...,pr(c), odnosno

W(e) =i <k|pi-1(c)pi(c) < O}].

Primer 7. Neka je dat Sturmov niz p(x) = po(x) = 222 + 5z + 7,

pi(x) = dx +5 i pa(z) = g Odrediti funkciju promene znaka u tacki
T =—2.
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Resenje. Funkcija promene znaka u tacki x = —2 ima slede¢u tablicu:

z | po(=2) | p1(=2) | p2(=2) | W(-2)
2] 7 - — 1

U tabeli imamo jednu promenu znaka, odnosno W(—-2) = 1.

A

Sledi osnovna Sturmova teorema za broj realnih nula na nekom intervalu.

Teorema 18. Neka je p(x) polinom bez viSestrukih nula i interval [a, b
takav da je pi(a) # 0 i p;i(b) # 0 za svako i. Ako je po(x),p1(x),...,pm(x)
Sturmov niz za polinom p(x) i W (c) broj promene znaka za neku konstantu
¢, tada p(x) tima W(a) — W (b) razlicitih realnih nula na intervalu |a, b].

Dokaz. Ako je a nula polinoma p(z), primetimo da je u okolini tacke a poli-
nom p(z) sa jedne strane nenegativan, a sa druge negativan, jer ako se p(x)
faktorise, dobija se oblik (x —a)q(z), gde a nije nula polinoma ¢(x) (jer p(x)
nema visestrukih nula).

Posmatrajmo vrednost funkcije W prilikom rasta promenljive z. Funk-
cija W ne menja znak sve dok jedan od elemenata Sturmovog niza p;(z) ne
promeni znak. Kako su polinomi Sturmovog niza neprekidni, to moze da se
desi samo ako se prede preko nule nekog polinoma p;(z). Treba da se pokaze
da se za bilo koji koren polinoma p;(x), funkcija W smanjuje za jedan kada
se prede preko nule polinoma po(x), a ne menja ako predemo preko nule
nekog drugog polinoma p;(z).

Pretpostavimo da p;(x) ima koren za neko i > 1 i ozna¢imo ga sa a.
Ako je pi(a) = 0, zna se da je pi11(a)pi—1(a) < 0, a kako a nije koren ovih
polinoma, to se njihov znak ne menja u okolini tacke a. U zavisnosti od
znaka brojeva p;_i(a) i piy1(a), ako polinom p;(x) menja znak iz pozitivnog
u negativan, onda znak vrednosti polinoma p;_1, p; i p;+1 prelazi iz —+4 u

— —+,1iliiz + + — u + — —. Obrnuto, ako p;(x) menja znak iz negativnog
u pozitivan, onda znak vrednosti polinoma p;_1, p; i p;+1 prelazi iz — — +
u—++,iliiz + — — u + + —. U svakom od ovih slucajeva, broj promene

znaka se ne menja, tj. W ostaje nepromenjeno.

Pretpostavimo da pg(z) ima koren u tacki a. Ako se znak menja iz pozi-
tivnog u negativan, onda je u okolini tacke a izvod negativan, kada polinom
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opada. Tada tablica znaka ide iz +— u —— i onda funkcija W ima za 1 ma-
nju vrednost. Slicno, ako se menja iz negativnog u pozitivno, onda tablica
znaka ide iz —4 u ++, i tada se W smanji za 1. A to je trebalo i dokazati.

Dakle, W (a) — W (b) je broj realnih nula na intervalu [a, b] §to je i trebalo
dokazati.
U

Namece se pitanje Sta se moze zakljuéiti o polinomima koji imaju viSestru-
ke nule i da li se opisani algoritam moze primeniti i dati razultate i u tim
situacijama? Primetimo da niz iz stava 1 mozemo konstruisati i za poli-
nom koji ima visestruke nule, i taj niz ¢emo i ovde oznacavati sa (pg)o<k<m-
Naravno, postavlja se pitanje koje osobine zadrzava novi niz. Naredna po-
sledica ¢e dati odgovor na ovo pitanje.

Posledica 5. Neka je p(x) bilo koji polinom, interval [a,b] takav da je
pi(a) # 0 i pi(b) # 0 za svako i, a (pr)o<k<m Miz iz posledice 5. Tada
p(z) ima W(a) — W (b) razlic¢itih nula na intervalu |a, b].

Dokaz. Neka je p(x) € Rlz] i niz po(x) = p(x), pi(2) = §'(@)...., pula),
niz konstruisan u stavu 1. Neka je d(x) najveéi zajednicki delilac polinoma
po(z) 1 p1(x).

Kako je pr11(z) = pr(2)qr—1(z) —pr—1(z) za 1l < k < m—1, i kako iz d|pg
_ piz)
~d(2)
polinomi. Ako bi za neko 0 < j < m — 1 bilo deg NZD(rj,7j4+1) > 0,
a kako za polinome r; vazi veza rii1(x) = rg(z)qp—1(z) — rp—1(x), onda
bi NZD(rj,rjt1)lro i NZD(rj,rj+1)|r1, $to je nemogule, jer smo poli-
nome pg i p; podelili njihovim najveéim zajednickim deliocem, pa mora

biti deg NZD(rj,7j4+1) = 0.

i d|p; sledi da d|p2, onda d|py, za svako 0 < k < m—1, pasuir;(z)

Primetimo da za ovako dobijen niz (r;) vazi da je ri(a) # 01 r;(b) # 0
za svako i, posto r;|p;, a p; zadovoljava isto svojstvo. Takode, broj razli¢itih
nula polinoma p i r na intervalu [a, b] je isti, jer je d = NZD(p,p'), pa su
nule polinoma d viSestruke nule polinoma p i to je svaka viSestrukosti strogo
manje od visetrukosti kojom se javlja u polinomu p.

Dokazimo da je niz (7;)o<i<m Sturmov niz za polinom ro(z) =
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Niz (r;) zadovoljava prvu osobinu Sturmovog niza, a to je da polinom
ro(x) nema visestruke nule, §to je pokazano u prethodnom. Takode je zado-
voljeno da dva uzastopna polinoma nemaju zajednicku nulu. Ako bi 7y i 7541
imali zajednicku nulu, onda bi zbog veze riy1(x) = rip(z)gp—1(x) — r—1(2)
to bila nila i polinoma rj_1, odnosno, onda bi i rg i 1 imali zajednicku nulu,
a to nije moguce zbog konstrukcije ovih polinoma.

Zadovoljeno je i treée svojstvo, tj. ako je a koren polinoma r;(x), onda
vazi da je ri—1(a)ri+1(a) < 01 ovi polinomi su razli¢iti od nule, zbog kon-
strukcije polinoma r;(x) i konstrukeije polinoma p;(z) iz posledice 5.

I poslednje svojstvo je zadovoljeno. Poslednji ¢lan niza r,, = Pm je kon-

stanta razli¢ita od nule zato sto je p,, faktor svakog prethodnog ¢lana niza,
i faktorisan je svaki ¢lan niza stepena veéeg od konstante.

Konaé¢no, ako je a nula polinoma ry(z), ostalo je jos samo da se proveri
da se znak prvog ¢lana niza poklapa sa znakom izvoda prvog Clana u toj
tacki. Dakle, prvi ¢lan niza je ro(x), a njegov izvod je:

/

@Y ph(@)d() — po()d (@)
’”O(x)‘(dO(x)) = Ew

U tacki a ovaj izvod je jednak:

/(@) = @U@ —mo(@)d(a) _ po(@)dla) _ po(@) _pila) _
0 &(a) ?(a) — da)  da)

jer je po(a) = 0. Drugi ¢lan niza je ri(x) = Zl((xx))
je da se poklapaju znakovi. Dakle, niz koji smo dobili tako §to smo svaki
¢lan niza iz stava 1 podeili polinomom d(z), je Sturmov niz. Sada se moze
primeniti prethodna teorema na polinom 7o (z) i broj razli¢itih realnih nula
ovog polinoma je i broj razli¢itih realnih nula polinoma p(z). Dakle, doka-
zano je da je broj razli¢itih realnih nula polinoma p(z) na intervalu [a, b]
jednak W(a) — W (b). O

, odnosno zadovoljeno

Dakle, Sturmov algoritam ée, nezavisno od toga da li polinom ima vise-
struke nule ili ne, odrediti broj razli¢itih realnih nula tog polinoma na nekom
intervalu. Medutim, ovde treba naglasiti da se Sturmov niz za polinom koji
nema i polinom koji ima visestuke nule ipak razlikuje. Nadalje ¢emo imati
tu slobodu da niz iz posledice 6 za polinom sa viSestrukim nulama takode
nazivamo Sturmovim. Takode, prethodna teorema (i posledica) je vezana
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za interval [a,b] i niz moze da ne zadovoljava sve osobine na celom skupu
realnih brojeva, ve¢ je dovoljno da zadovoljava na intervalu, $to omogucava
nalazenje broja realnih nula na tom intervalu. Za takav Sturmov niz ¢emo
reéi da je Sturmov na intervalu [a, b].

U narednim primerima ¢emo prikazati primenu ovog algoritma.

Primer 8. Odrediti broj realnih nula polinoma p(z) = 323 — 222 + 5z + 5
pomocu Sturmovog algoritma.

Resenje. Za dati polinom, broj realnih nula odredujemo na celom skupu
realnih brojeva (ako nam nije dat interval na kom trazimo realne nule).
Najpre konstruiSemo Sturmov niz:

Znak polinoma u tackama 400 i —oo zavisi od najstarijeg ¢lana i njego-
vog koeficijenta. Na primer, za polinom py(z) znak je

2 ) 5
xgrinoopo(x) = xll)rinoo 3x <1 3 + 3.2 + 3$3> +o0,

jer izraz u zagradi tezi ka 1, pa znak zavisi samo od 3z3.

Analogno i za ostale ¢lanove Sturmovog niza odredimo znak, pa je ta-
blica znaka sledeca:

x| po(x) | p1(2) | p2(2) | p3(x)
400 + + — —

Kako je W(—o00)—W(+00) = 2—1 = 1, to polinom p(z) ima samo jednu
realnu nulu.

Uz pomo¢ teorema koje nam daju granice nula polinoma, mozemo odre-
diti neki interval (a,b), u kom se nalazi ta nula. Primetimo da je
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p(0) =5 >0, ap(—1) = =5 < 0. Dakle, nula polinoma p(x) se nalazi na
intervalu (—1,0).
A

Primer 9. Odrediti granice nula polinoma p(z) = —2x° + 323 — 222 + 1, a
zatim odrediti broj realnih nula na dobijenom intervalu uz pomoé Sturmove
teoreme. Razdvojiti intervale u kom se nalaze realne nule polinoma.

Resenje. Koristedi se teoremama za odredivanje granica nula polinoma, pro-

3
cenom koju daje teorema 13 dobijamo da je 1+ max k|1 + - =2.5.
0<k<n—1 |ay 2

Dakle, za zadati polinom odredujemo koliko ima realnih nula na intervalu
(—2.5,2.5).

Sturmov niz za zadati polinom je:
po(x) = p(z) = —22° + 323 — 222 + 1
pi(z) = p'(x) = —102* + 92% — 4z

pa(w) = 623 + 72? — 4w — 1

203 , 19 35
pa(r) = 997" = 5T~ g
- 5954417__2358
41209 5887

ps(z) =~ 1,67.

pa(w)

Tablica znaka na intervalu (—2.5,2.5) je:

r | po(x) | pi(z) | p2() | p3(x) | pa(x) | ps(z)
25| + — -
2.5 - - +

_|_

+ +
+ +

Kako je W(—2.5) =4, a W(2.5) = 1, to polinom p(z) ima tri realne nule
na intervalu (—2.5,2.5).

Polinom p(z) u tackama —2, —1, 01 2 ima vrednosti: p(—2) > 0,
p(—1) < 0, p(0) > 0, p(2) < 0. Prema teoremi o meduvrednosti imamo da
su nule polinoma na intervalima (-2, —1), (—=1,0) i (0, 2).

A
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U nastavku ¢e biti prikazana osnovna tvrdenja za kvadratnu i kubnu
jednacinu, odnosno, uslovi koji odreduju koliko polinomi drugog i treceg
stepena imaju realnih nula.

Lema 2. Polinom p(x) = az® + bx + ¢, a # 0, ima dve realne nule kada
je b2 — dac > 0, jednu dvostruku realnu nulu kada je b*> — 4ac = 0, i nema
nijednu realnu nuli kada je b> — dac < 0.

Dokaz Dat je polinom p(z) = ax? + bz + ¢. Za dati polinom Sturmov niz
jer

po(z) = p(z) = p(x) = ax® + bx + ¢

p1(x) =p/'(x) = 2ax + b
() = b2 — dac

b2 = 74a .

b% — dac

Kako je pa(x) = , znak ovog ¢lana niza ¢e zavisiti samo od znaka

4a
broja b? —4ac i znaka broja a, jer pozitivna konstanta ne menja znak. Dakle,

mnozenje pozitivnom konstantom nece uticati na znak polinoma ni u jednoj

b? — dac
tacki, pa ¢e funcija W imati istu vrednost i kada umesto po(x) = T
a
b? — dac
stavimo da je pa(z) = ———.
a

Tablica znaka za ovaj niz je:

x| po(x) | pi(x) p2(z)
—oo | sgna | —sgna | sgn(a(b? — 4ac))
+o0o | sgna | sgna | sgn(a(b? — 4ac))

1. Ako je b? — 4ac > 0, tada je W (—o0) = 2, a W (+00) = 0, pa je
W(—00)—W(o0) =2—0 = 2, tj. polinom ima dve razli¢ite realne nule.

z | pox) | pi(z) | pa(x)
—00 | sgna | —sgn a | sgn a
+00 | sgna | sgna |sgna
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2. Ako je b? — dac < 0, tada je W(—o00) = 1, a W(+00) = 1, pa polinom
nema realnih nula.

x| po(z) | pi(z) | pa(z)
—00 | sgna | —sgna | —sgn a
+o0 | sgna | sgna | —sgna

3. Ako je b® — 4ac = 0, prethodno konstruisan niz nije Sturmov niz, jer
je p2(z) = 0, a po konstrukeiji Sturmovog niza to ne sme biti.

Primenom posledice 6 kada polinom p(x) podelimo sa najveéim za-
jednickim deliocem polinoma p(z) i p/(z), dobijamo da je

b b
p(z) = a <:1;+ 2> P (x), a q(x) = NZD(p,p') = = + % odnosno
a a

- 1
Sturmov niz za polinom b je po(x) = LA 2 ipi(x) = 0 Za
q
ovaj niz tablica znaka je:
| po(z) | p(x)
—00 | —sgna | sgn a
—00 | sgna |sgna
Dakle, polinom p(x) ima jednu realnu nulu koja je dvostruka.
O
Primer 10. Koliko realnih nula ima polinom p(z) = —3z% — 5z + 77

Resenje. Primenjujuéi lemu 2, nadimo D = b? —4ac = 109 > 0. Dakle, kako

je D > 0, to polinom p(z) ima dve razli¢ite realne nule.
A

Lema 3. Polinom p(y) = y> +py +q, p # 0, ima tri realne nule kada je
27¢% + 4p> < 0, dve realne nule od kojih je jedna dvostruka kada je
27¢% + 4p® = 0, i jednu realnu nulu kada je 27¢> + 4p® > 0.

Dokaz. Za polinom p(y) Sturmov niz je:
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(
pi(y) =p'(y) =3y +p
_ 2py
p2(y) = T3 T
W) —27¢* — 4p®
p3 y - 4p2
Tablica znaka za ovaj niz je:
y | po®) | pi(y) | p(y) p3(y)
—00 — + sgn p | —sgn (27¢% + 4p?)
+00 + + —sgn p | —sgn (27¢° + 4p°)

1. Ako je 27¢> + 4p> > 0, tablica znaka je sledeéa:

y | po(y) | m(y) | p2(y) | p3(y)
—00 - + sgn p —
+oo |+ + | —sgnp | -—

Ako je p > 0, onda je W(—o0) =2, a W(+00) = 1.

Ako je p < 0, onda je takode W (—o0) =21 W(+o0) = 1.

Tada je W(—o0) — W(oo) = 1 — 0 = 1, odnosno polinom p(y) ima
jednu realnu nulu.

27
2. Ako je 27¢% + 4p® < 0, to je ekvivalentno sa ¢ < —Zp?’, pa mora da

vazi da je p < 0. Tablica znaka je sledeca:

y | po(y) | p1(y) | p2(y) | p3(y)
—00 — _|_
400 + +

_|_

+
+

Kako je W(—o00) = 3, a W(400) = 0, to polinom p(y) ima tri realne i
razlicite nule.

3. Ako je 27¢% + 4p® = 0, ¢ # 0, niz po, p1, p2, p3 nije Sturmov, veé¢ nalik
Sturmovom, pa na prethodni niz primenjujemo posledicu 6. Tada je
9
NZD(p,p') = —Q—qy + p, a kada svaki ¢lan niza pg, p1, p2 podelimo
P
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sa najveéim zajednickim deliocem, dobijamo Sturmov niz b, by, bs sa
2p 6p . 4p2
P R

najstarijim ¢lanovima i njihovim koeficijentima ——y*, ——y .
q 99°  27q
. 2 3 “. 2 27 3 o, .
Kako je 27¢° 4+ 4p° = 0, vazi ¢© = —Zp , pa mora da biti da je p < 0.

Tablica znaka je sledeca:

y | bo(y) | bi(y) | b2(y)
—00 | sgnq | —sgngq | sgngq
400 | sgng | sgnq | sgng

Kako je W(—00) = 2, a W(+0c0) = 0, onda polinom p(y) ima dve
realne nule od kojih je jedna dvostruka.

g

Za proizvoljan polinom stepena 3, p(z) = ax® + bx? + cx + d, takode

mozemo primeniti prethodnu lemu. Naime, smenom x = y — 3a se polinom
a

p(x) moze transformisati u polinom p(y) = 3> + py + ¢ i nule polinoma p(y)

bice i nule polinoma p(z).

Primer 11. Odrediti koliko ima realnih nula polinom p(z) = x> +32? —x+5

b .
Resenje. Dati polinom se moze smenom x = y — 3 transformisati u poli-
a

nom oblika p(y) = 2 + px + ¢. Dakle, smenom x = y — 1 dobijamo polinom
p(y) =y* — 4y + 8.

Koristeéi procenu iz leme 3, dobijamo da je 27¢% + 4p® = 1472 > 0,

odnosno da polinom p(z) ima jednu realnu nulu.

A
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4.1 Zadaci

U narednim zadacima biée prikazana primena Sturmovog algoritma na
polinomima ¢iji su koeficijenti iz polja realnih brojeva (odnosno, iz prstena
7). Takode, od bitnog zna¢aja su i granice nula polinoma, pa ¢ée jedan od

uslova za reSavanje zadatka biti odredivanje tih granica.

Bice reci i o poznatim polinomima kao §to su Ermitovi i Lagerovi i pri-
mena ovog algoritma koji ¢e kao rezultat dati broj realnih nula ovih poli-

noma.

Zadatak 4. Odrediti koliko polinom p(x) = x° + Tz — 3 ima realnih nula,

1 nadi granice nula zadatog polinoma.

Resenje. Za dati polinom Sturmov niz je:

po(z) = 2° + 723 — 3

p1(z) = 5t 4 2122

14
p2($) = _€$3 +3
75
= 2122 — —
p3(x) T a®
125
.
= ———— =~ 5H780.
P5(®) = 5635
Tablica znaka zavisi od znaka koeficijenata uz najstarije ¢lanove, i
izgleda:
z | po(z) | p1(x) | pa(z) | p3(z) | palz) | p5(x)
—00 - + — — +
oo | + + - - - -

Kako je W(—o00) =W (400) = 3—2 = 1, to polinom p(x) ima samo jednu

realnu nulu. Odredimo kom intervalu priprada ta nula.

Po proceni 1+m]?x

moze se odrediti i manji interval. Primetimo prvo da je p(0)
p(8) > 0. Dakle, nula se nalazi na untervalu (0,8). Stavise, p(1) > 0, to je

nula na intervalu (0, 1).

, dobijamo da je |z| < 8, tj. = € [—8, 8]. Medutim,
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Zadatak 5. Odrediti broj realnih nula polinoma p(x) = x"™+px+q uz pomoé
Sturmovog algoritma, gde jen =2 ip # 0.

Resenge. Sturmov niz za polinom p(x) je:

Kako je n > 21 p # 0, to polinom p(x) nema visestruke nule, pa je ovaj
niz zaista Sturmov koji zavisi od n, pa ¢e postojati dva sluc¢aja. Diskutujemo
broj nula u zavisnosti od broja n.

I Broj n je neparan
Kako je

(n—1 ((n—1)p)"~! ’

)nfl

—ng n—1 _pn(n _ 1)n—1 _ nnqn—l
p3(x) = —p—n W =

to znak ovog ¢lana niza zavisi od D = —p™(n—1 —n"q" !, jer kada
je n neparno, n — 1 je parno, pa znak ¢lana p3 ne zavisi od pozitivne
konstante ((n — 1)p)"~1.

Tablica znaka je:

z | po(x) | (@) | pa(x) | p3(x)
—00 — + sgnp |sgnD
400 + +

—sgn p | sgn D

1. Ako je D > 0, onda je —p"(n — 1)""! > n"¢""!, pajep < 0.
Tablica znaka je:

x| po(x) | p1(2) | p2(2) | p3(x)
—00 — +
400 + +

— +
+ +

Dakle, W(—o00) — W (+0o0) = 3 —0 = 3. Polinom p(z) ima tri
razli¢ita realna resenja.
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2. Ako je D < 0, onda tablica znaka zavisi od znaka broja p.

a) Ako je p < 0, tablica znaka je:

x| po(x) | pi(x) | pa(x) | pa(x)
too| + | + | + | =

Tada je W(—00) — W(+00) =2—-1=1.
b) Ako je p > 0, tablica znaka je:

x po(%‘) pl(x) p2() P3($)
—00 — + + —
400 + + —

Tada je W(—00) — W(+0) =2—-1=1.

Dakle, broj realnih nula polinoma p(z) ne zavisi od znaka broja
p. Polinom p(z) ima samo jednu realnu nulu.

IT Broj n je paran

Kako je
_pn(n _ 1)n—1 + nnqn—l _pn—l-l (n _ 1)n—1 + nnqn—lp
p?’(x) = n—1 _ 1\n—1 = n _ 1\n—1
PPt (n—1) p(n—1)
__ —pM
- pn(n _ 1)n—1’

gde je M = p"(n—1)""! —n"¢" !, onda tablica znaka zavisi od znaka
izraza M, jer je p"(n — 1)"~! > 0 zbog parnosti broja n i izgleda:

z | po(x) | pi(z) | po(x) p3(x)
—oco |+ — sgnp | —sgn (pM)
+oo | + + | —sgnp | —sgn (pM)

Ovde razlikujemo cetiri slucaja.
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1. Ako je M > 0, tablica je:

r | po(x) | pi(x) | p2(x) | p3(m)
—00 + - sgn p —sgn p
+00 + + —sgnp | —sgnp

a) Ako je p > 0, tablica znaka je:

—00
+o00

x| po(x) | pi(x) | pa(x) | p3(x)
+
+

_l’_ — —

Kako je W(—o0) — W(400) = 3 — 1 = 2, to polinom p(x)
ima dve realne nule.

b) Ako je p < 0, tablica znaka je:

x po(l‘) pl(ﬂc) p2() p3($)
—00 +
400 +

+
+ + +

Kako je W(—o00) — W(oc0) =2 — 0 = 2, to polinom p(z) ima
dve realne nule.

Dakle, kada je M > 0, broj realnih nula polinoma p(z) ne
zavisi od znaka broja p i jednak je dva.

2. Ako je M < 0, tablica je:

r | po(x) | pi(z) | p2(x) | p3(x)
—00 + - sgn p sgn p
Too | + + | —sgnp|sgnp

a) Ako je p > 0, tablica znaka je:

x po(l‘) pl(ﬂc) pa() p3($)
+
+

+
+ — +
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Kako je W(—o0) — W(4o00) = 2 —2 = 0, to polinom p(x)
nema nijednu realnu nulu.
b) Ako je p < 0, tablica znaka je:

r | po(x) | pi(x) | p2(z) | p3(z)
—00 +
+o00 +

+ - -

Kako je W(—o00) — W (c0) = 1—1 = 0, to polinom p(z) nema
nijednu realnu nulu.

Dakle, polinom p(x) nema realnih nula kada je M < 0.

A

Zadatak 6. Odrediti broj realnih nula polinoma p(x) = z° —5ax®+5a%x+2b
uz pomoé Sturmovog algoritma.

Resenje. Razmotrimo prvo slucaj kada je a # 0. Za dati polinom Sturmov
niz je:

po(r)=p(x) = 2° — 5ax>® + 5a’x + 2b

p3(z)=bax? — —x — 5a?
2x

pa(x :g(cf —b%)

ps(x)=5a>

Neka je D = a® — b%. Tablica znaka je:

x| po(x) | pi(x) | pa(x) | ps(x) |  pa(z) | ps(x)
—00 — + —sgn a | sgn a | —sgn (aD)
+00 + + sgna |sgna| sgn (aD)

+[+

I Ako je D > 0, onda je a > 0, pa je tablica znaka:
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x| po(x) | p1(2) | p2() | ps(x) | pa(z) | p5()
—00 — + — + —
+oo |+ + + + +

_|_
+

Kako je W(—o00) — W(400) =5 — 0 = 5, to polinom
p(z) = 2° — 5ax3 + 5a%x + 2b ima svih pet realnih nula.

IT Ako je D < 0, onda znak u tablici zavisi od broja a.

a) Ako je a > 0, tablica znaka je:

z | po(z) | pi(z) | p2(x) | p3() | palz) | ps(x)
—00 - + — + +
oo | + | + | + | + | - | +

Kako je W(—o00) — W(400) =3 — 2 =1, to polinom
p(r) = 2° — 5ax® + 5a%x + 2b ima samo jednu realnu nulu.
b) Ako je a < 0, tablica znaka je:

— - -

400 +

r | po(x) | pi(x) | p2(x) | p3(x) | pa(z) | p5(x)
+ +
+ +

Kako je W(—o00) — W(oc0) =3 — 2 =1, to polinom
p(z) = 2% — 5ax3 + 5ax + 2b ima jednu realnu nulu.

Ako je a = 0, tada je polinom p(z) = 2° + 2b, a Sturmov niz
po(z) = 25 + 2b, p1(x) = 524, pa(x) = —2b, pa je tablica znaka:

z | po(z) | pi(x) | pa(x)
—00 — + —sgn b
400 + + —sgn b

Ako je b > 0, onda je W(—o00) — W(400) =2—1=1, a ako je b < 0,
onda je W(—o0) — W(+o00)=1-0=1.
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5

Ako jeib = 0, onda polinom p(z) = z° ima viSestruke nule, pa primenom

posledice 6 na polinom ]L:Z) dobijamo Sturmov niz po(z) = z i pi(z) = 5,
x

pa je tablica znaka jako jednostavna. Sledi da je W(—o0) — W(400) = 1,
odnosno, polinom ima samo jednu realnu nulu, ali ta nula je petog reda sto
se moze lako videti.

JAN
Zadatak 7. Pomocu Sturmovog algoritma odrediti broj realnih nula Ermi-

: 22 22 (n)
tovih® polinoma p,(x) = (—1)"e’s <e_2> , n € Np.
Resenje. Najpre odredimo prvi izvod izraza p,. Vazi sledeée
2:[) z2 z2 (n) z2 z2 (TL+1)
o) = (10 (%) une® (%)
to jest pl,(z) = xpn(x) — pnt1(x).

22 2 (n) 22 ) (n—1)
Kako je pp(z) = (=1)"e= e_2> = (=1)"ez <_x€—2> , to

po Lajbnicovoj formuli za izvod proizvoda imamo:
L2 n—l ) 2\ (n=1=)
pala) = (1% S (7)) (%)
i=0

— (~1)re (-:p (6_22)(71_1) (1) (e—”f)(H)> ,

odnosno py(z) = xpp—1(x) — (n — 1)pp—_a(z).

Na osnovu dobijene rekurentne veze i po(z) = (=1)%e 2 e~ 2 =1,

degpp = 0, a pi(x) = —e'z <e2> =z, degp; = 1, zakljuCujemo da je
pn(x) zaista polinom stepena n.
Na osnovu prethodnog vazi p!,_,(z) = xpp—1(x)—pnp(z) = (n—1)pp_2(z),

tj. pl(z) = npn—1(z). Iz ove jednakosti i rekurentne veze zakljucujemo da
je niz

Charles Hermite (1822-1901) je bio francuski matematicar
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Sturmov niz za polinom py, (z).

Iz rekurentne formule zaklju¢ujemo da su svi koeficijenti uz najstarije
¢lanova u Sturmovom nizu polinoma p,(z) pozitivni, pa je tablica znaka:

x | ho(x) | hi(z) | ... | hp(z)
—oo | (=)™ | (=)L | ... +
400 + + +

Dakle, broj realnih nula Ermitovog polinoma p,,(z) jednak je
W(—00) — W(+o0) =n—0=n.
A

Zadatak 8. Pomocu Sturmovog algoritma odrediti broj realnih nula Lage-

rovih’ polinoma p,(z) = (—1)"e® (m"e*z)(n), n € Np.

Resenje. Odredimo prvo prvi izvod izraza p,(z). Dobijamo sledece:
p%($) — (_1)716:0 (xne—x)(n) + (_1)n€z (n:pn—le—x _ :L,ne—ac)(n)

— n(_l)nex (l‘nflef:r:)(") .

Da bismo odredili rekurentnu vezu, primenimo Lajbnicovu formulu za
izvod proizvoda i primenimo prethodnu dobijenu jednakost za p/, (x):

pn(CC) — (_1)71630 (33 . xn—le—x)(n) _ (_1)71635 i (n)l‘(n—z) (In—le—w)(i)

Tako dobijamo da je xpl, () = np,(z) + n?pp_1(z).

Vazi i sledece:

"Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886) je bio francuski matematicar
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phie) = (1 (i)
= (_1)”7163” (_x"—le—iv + (n _ 1)$n—26_x>(n—1)

= npn1(x) = np;_(2).

Ako poslednju jednakost pomnozimo sa z i izraze xp)(z) i zp,,_;(x)
zamenimo, dobijamo

xp, (x) = xnpp_1(x) — nap, | (z),

1pa(@) + 12pa-1(2) = enpo1 (@) — n((n — Dpa-i(@) + (n — 1)2p,-a(z)).

Iz poslednjih jednakosti dobijamo rekurentnu formulu
Pu(x) = pr-1(z)(1 + 2 —2n) — (n — 1)*pp2(@).

Kako je po(z) = 11 pi(x) = —e*(—ze ™ + e %) =2z — 1, degpy = 0,
degpy = 1 i vazi poslednja jednakost, na osnovu rekurentne formule za-
klju¢ujemo da je p,(z) zaista polinomi n-tog stepena.

Pokazimo da je niz

Sturmov niz za polinom py, (z).

Iz rekurentne formule se vidi da susedni polinomi ne mogu imati za-
jednicku nulu, jer bi u tom slu¢aju to bila i nula polinoma pg(x) = 1. Sve
nule Lagerovog polinoma su proste (visestrukosti 1). Zaista, ako bi za neko
n polinom p,(x) imao viSestruku nulu, ta nula bi bila i nula polinoma p/, (),
pa bi iz jednakosti zp/,(x) = np,(x) + n?*pn_1(x) sledilo da je to nula i po-
linoma p,_1(x), a to ne moze da bude po prethodno dokazanom svojstvu
Lagerovih polinoma.

Ako je hq(a) = 0 zaneko a € R, tada je ho(a) = —(n—1)?hs(a), odnosno,
zakljucujemo da su hg(a) i ho(a) suprotnog znaka. Na osnovu rekurentne
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veze vazi da ako je a nula polinoma h;, 0 < i < n, tada je hi—1(a)hi+1(a) < 0.

Pokazimo da prolaskom kroz pozitivnu nulu polinoma h(z) izraz

o()
menja znak iz minusa u plus. Da bi ovo pokazali podimo od jednakosti
(@) poil@) 1 aph(e) 1 ahpa)
ho(z) pn(T) n - n?pp(x) n  n2hg(x)

i pretpostavimo da je zp > 0 nula polinoma hy(x). Prethodni izraz je defi-
nisan na nekoj okolini tacke =g bez te tacke. Kako je hy(zo) = pl,(xo) # 0,
zhy(z)
nZho(z)’
ovaj izraz tezi ka +00 odnosno —oo kad & — x¢ zdesna, odnosno sleva.

to znak izraza na levoj strani jednakosti zavisi od znaka izraza

jer

Kako je hy(zo) # 0, postoji okolina Uy, tacke z u kojoj polinom hy(z)
ne menja znak.

Ako je h{(xz) > 0 u toj okolini, tada je ho(z) rastuéa funkcija i vazi da
je ho(x) <0zax <zgix € U, aho(r)>0zax>xix e Uy. Paje
zbog toga izraz hi(x)/ho(z) < 0 za x < xo, a hi(x)/ho(z) > 0 za x > xo.

Ako je hy(z) < 0 u okolini V,, tada je ho(x) opadajuéa funkcija, i vazi
daje ho(z) >0zax <xpix € Vg, a ho(zr) <0zaz >x9z € Vyy, paje
zbog toga izraz hy(z)/ho(z) < 0 za x < xo, a hi(x)/ho(x) > 0 za x > xo.

U oba slucaja hi(z)/ho(x) = pn—1(x)/pn(x) < 0 menja znak iz minusa
u plus prolaskom kroz pozitivnu nulu polinoma ho(z) = p(z).

Ovim je pokazano da je niz ho(x), hi(z), ..., hy(x) = 1 Sturmov niz za
Lagerov polinom p,,(z) na intervalu (0, +00).
Pokazimo indukcijom da je p,(0) = (—1)"nl.

Zan=0,1=py(0) = (—~1)°0! = 1. Pretpostavimo da vazi
pn—1(0) = (=1)""}(n — 1)!, i dokazimo da je p,(0) = (—1)"n!. Kako vazi

z )
veza pp(x) = Ep;l(x) —npp—1(x), to je

Pn(0) = —npp_1(0) = —n(=1)""1(n — 1)! = (=1)"(n)\.

Na osnovu prethodnog, tablica znaka je:
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T ho(x) hi(x)
0 [0 [0
400 +

b ()
_I_
_I_

Dakle, broj realnih nula Lagerovog polinoma p,(x) na intervalu (0, 4+00)
jednak je W(0) — W(4+o00) =n—-0=n.
A

Zadatak 9. Pomocu Sturmovog algoritma odrediti broj realnih nula poli-
n

r oz x
nomapn(:v):1+ﬂ+§+---+ﬁ, n € N.
Resenje. Prvo primetimo da je
2 n—1
=1+ 2
Kako je pp(z) > 0 za svako = > 0 i svako n € N, i vazi prethodna jednakost,
(n—1)

onda je i pl,(z) > 0,...,pn > 0, to po teoremi 16 polinom p,(x) nema
nula na intervalu [0, 00). Dakle, ako polinom ima realnih nula, te nule su
negativne, tj. na intervalu (—oo, —¢), gde je £ > 0 dovoljno mali broj.

Osim toga je pp(x) = pp—1(x) + o ba polinomi py,(x), pp—1(z) i 0
obrazuju Sturmov niz na intervalu (—oo, —¢) za polinom p,(z), pa je tablica
znaka:

€ pn(x) pn—l(x) _F
—00 (_1)n (_1)n—1 (_1)n+1
—£ + + (_1)n+1

Ako je n paran broj, polinom nema realnih nula, a ako je n neparan
broj, polinom ima jednu realnu nulu koja je negativna.

AN
Zadatak 10. Pomocu Sturmovog algoritma odrediti broj realnih nula poli-
41, 2n42 —1 ( 1)+
noma py(z) = (—=1)" Tz "tee s (ez) , n € Ny.

. L 1\ (n+1) . ,
Resenje. Posmatrajmo izraz I, ;1 = (2%e= . Ovaj izraz ¢emo na dva

nacina predstaviti da bismo dobili jednakost koja ¢e nam pomoéi da nademo
rekurentnu vezu za pp(z).
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Prvo imamo sledede:

Iy = [(x%i)/} " = (21‘6910 + 22 (—;) ea1c> = (e%(Qx - 1)>(n).

Ako primenimo Lajbnicovu formulu za izvod proizvoda na izraz
1 ) (n+1)

Iyl = (:L‘%E , dobijamo sledece:

n+1 . (n+1—1)
L=y (") (=)@ (6%)
=0

=2 (e%>(n+1) +(n+1)2x (e%)(n) +n(n+1) (e%)(nil) .

Ako opet primenimo Lajbnicovu formulu za izvod proizvoda ali sada na

(n)
izraz I, 1 = <e%(2x - 1)) ! , dobijamo sledece:

for= 5 0200 () " = e () ()

1=0

Kada izjedna¢imo poslednje dve jednakosti i sredimo, dobija se:
(n+1) (n) (n—1)
z? (e%> = (6%> (=1 —2nz)+ <€%> (n —n?). (2)

Ako poslednju jednakost uvrstimo u izraz nakon prvog koris¢enja Lajb-
nicove formule, dobija se:

(n+1)
Iyl = z? (e%)

=(22-1) (e%>(n) +2n (e%>(n_1) _

Mnozenjem jednakosti (2) sa (—1)"+1z2" (e_%>, dobijamo rekurentnu
vezu

+(n+1)2x (e%>(n) +nn+1) (e%>(n—1)

pn(z) = (2nz + Dpp_1(x) — n(n — Da?p,_o(z).

Kako je po(z) = 1, deg po=0, a p1(z) = 22+ 1, deg p1=1 i vazi poslednja
jednakost, onda je p,(z) zaista polinom n-tog stepena.

Diferenciranjem polinoma p,,_1 (z) dobija se veza izmedu p,_1(x), p,_; ()
i pn(z). Dakle:

93



pnoi(z) = (=1)"z?me s (6%)(71),

2n 1 1
p;m—l(:l:) = ?Pnfl(@ + ppnq(x) - ?Pn(l‘),

22!,y (2) = (202 + L)pa_i(z) — pa(a)
& pal@) = (202 + Vpaci (&) — 229, _, ().

Iz jednakosti p,(z) = (2nz + Dpp_1(x) — n(n — Da?p,_o(x) i
pn(@) = (202 + Dpn1(2) — 2°pl,_y (x), dobijamo da je
pl_1(x) =n(n — 1)py—2(z), odnosno pl (x) = n(n + 1)pp—1(x).

Dokazac¢emo da je niz polinoma

ho(z) = pa(2)

Sturmov niz za polinom pj, (z).

Ako bi neka dva uzastopna polinoma imala zajedni¢ku nulu, onda bi
na osnovu rekurentne veze to bila i nula prethodnog polinoma, pa nasta-
vljajuéi induktivno zakljuéujemo da bi to nila i polinoma py(x) = 1, §to
je nemoguce. Ako bi polinom p,(x) imao visestruku nulu, onda bi to bila
i nula polinoma p/,(z), a ujedno i nula polinoma p,_i(x) zbog jednakosti
Pl (z) = n(n+ 1)p,—1(x), a to ne moze da bude zbog prethodno dokazanog
svojstva. Dakle, sve nule polinoma p,(z) su proste.

Neka je z( realna nula polinoma h; (x), dokazimo da je ho(zo)hi(zo) < 0.
U tom slucaju vazi ho(x) = (2nz + 1)h1(z) — n(n — 1)z2hs(z), pa dobijamo
ho(o) = —n(n — 1)zdha(xo). Dakle, ho(zo)ha(xo) < 0 za n > 1. Zbog
rekurentne veze ¢ée vaziti da ako je a nula polinoma h;, 1 < i < n, onda je
hi_l(a)hiﬂ(a) < 0.

Neka je xop nula polinoma hg(z). Treba pokazati da ho(z)hi(z) me-
nja znak prolaskom kroz xy iz — u +. Najpre primetimo da se jednakost
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0(x) = n(n + 1)hi(x) moze zapisati kao:
ho(@)
ho()

gde je ho(x) # 0 u nekoj okolini tacke zo bez te tacke. Kako je h{(zo) # 0,
to izraz na levoj strani tezi ka +o00 kad z — xp.

hi(z)
ho(x)’

=n(n+1)

Neka je h{(x¢9) > 0. Tada postoji okolina U,, tacke zo u kojoj je
h{(x) > 0. Polinom ho(x) je monotono rastuéi, pa je ho(z) < 0 za x < x¢

ho(z)

ho(z)
nja znak iz minusa u plus, pa zbog poslednje jednakosti isto vazi i za iz-
hi ()

ho(x) 5
ho(z), hi(x),..., hn(x) =1 je Sturmov niz za polinom p, ().

iz € U, aho(r) >0zax > 291x € Uy Dakle, izraz me-

raz Kada je h{(zo) < 0 zakljucak je isti. Dakle, niz polinoma

Da bi pokazali da je koeficijent uz najstariji ¢lan pozitivan, koristi¢emo
indukciju.
Zan =0, po(z) =1 > 0. Pretpostavimo da je koeficijent uz najstariji ¢lan
polinoma p,,—1(z) pozitivan, i dokazimo da za polinom p,(x) isto vazi.

Kako je pn—1 polinom, to ga mozemo zapisati u obliku
Pn—1(z) = 12"+ ap_ox™ 2+ -+ ayx + ap. Vazi da je ap—1 > 01i
veza p,(x) = n(n + 1)p,—1(x), dakle koeficijent uz najstariji ¢lan polinoma
P, () je pozitivan i jednak je n(n + 1)a,—1. Iz prethodnog mora vaziti i da
je najstariji koeficijent polinoma p,(z) pozitivan. Na osnovu prethodnog,
tablica znaka je:

T ho(x) hi(x)
o [ [ )T
400 +

b ()
_I_
+

Dakle, broj realnih nula polinoma p,(z) je W(—o00) — W(400) = n.

A

Zadatak 11. Pomocu Sturmovog algoritma odrediti broj realnih nula poli-

(D" o gy (L)
noma py(z) = o (x+1) oY , n € Ny.
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1
x?+1
Ako primenimo Lajbnicovu formulu za izvod proizvoda na izraz I,,, dobijamo
sledece:

(n)
Resenje. Neka je I, = ((x2 +1) ) . Tada za svakon > 1 je I, = 0.

L= (3)(+ 1) < ! >(ni)

i=0 $2 +1

_( 2+1) 1 (”)+2 ; (n—1)+ ( _1) ; (n—2)
-\ x2 41 e 2 +1 mn x2 41 '

(=D"
n!
rentnu vezu py,(z) = 2op,_1(z) — (22 4+ 1)p,_2(z) za n > 2.

(x241)", dobijamo reku-

Kada poslednju jednakost pomozimo sa

Da je zaista p, polinom stepena n, vidi se iz poslednje jednakosti i
po(x) =1, degpy = 0, a p1(z) = 2z, degpy = 1.

(~yr A
(2 + 1) (1’24—1> , diferenciranjem

Kako je pn_l(m) = W

ovog polinoma dobija se:

N Y] 22 +1

(_l)nfl ) 1 (n)

AV 1)"

+(n—1)!($+) 372—|—1 ’
odnosno,
Py (@) = ﬂpn_l(@ — Lpn(a:)
n-l 2 +1 2 +1
22 +1
& () = 2app_1(2) — - p,_i(x), n>1

Iz poslednje jednakosti i iz rekurentne veze dobijamo da je
Pr—1(x) = npp—2(x), tj. pp(z) = (n+ pn-1(z).

Pokazimo da je niz
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Sturmov niz za polinom py, (z).

Ako bi neka dva uzastopna polinoma imala zajedni¢ku nulu, to bi znacilo
da je ta nula i nula polinoma pg(xz) = 1 zbog rekurentne formule, sto je ne-
moguce. Ako bi za neko n polinom p,(z) imao viSestruku nulu, ta nula bi
bila i nula polinoma p/, (), pa bi iz jednakosti p},(z) = (n + 1)pn—1(z) sle-
dilo da je to nula i polinoma p,_1(z), a to ne moze da bude po prethodnom
dokazanom svojstvu. Dakle, sve nule polinoma p,(z) su proste.

Ako je hi(xzg) = 0 za neko xy € R, tada iz dobijene rekurentne veze
ho(zo) = 2wohi(w) — (28 + 1)ha(x0) zakljucujemo da su ho(wg) i he(zo)
suprotnog znaka. Na osnovu rekurentne veze vazi da ako je a realna nula
polinoma h;, 0 < i < n, tada je h;_1(a)h;y+1(a) <O0.

h

Pokazimo da prolaskom kroz realnu nulu polinoma hg(x) izraz hlgm;

o\

menja znak iz minusa u plus. Na osnovu jednakosti p/, = (n + 1)pp_1,

tj. hy = (n + 1)h; posmatrajmo sledeée

hiy(x hi(x
0( ):(n+1) 1( )
ho(x) ho(x)

i pretpostavimo da je z¢ nula polinoma ho(z) i prethodni izraz je defini-
san na nekoj okolini tacke xo bez te tecke. Tada je h{(xo) = p,(zo) # 0, pa
ha(x)

ho()

znak izraza na levoj strani jednakosti zavisi od znaka izraza , jer ovaj

izraz tezi ka +o0o kad x — xg.

Kako je hy(zo) # 0, postoji okolina Uy, tacke z u kojoj polinom hy(z)
ne menja znak.

Ako je h{(x) > 0 u toj okolini, tada je ho(z) rastuéa funkcija i vazi da

je ho(x) <0zax <zgix € U, aho(r)>0zax>mzix € Uy. Paje
zbog toga izraz hi(x)/ho(z) < 0 za x < xo, a hi(x)/ho(z) > 0 za x > xo.
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Ako je hy(z) < 0 u okolini V,,, tada je ho(x) opadajuéa funkcija, i vazi
daje ho(z) >0zaxz < xpix € Vg, a ho(z) <0zaz >xzox € Vyy, paje
zbog toga izraz hi(x)/ho(z) < 0 za x < xo, a hi(x)/ho(z) > 0 za x > xo.

U oba sluc¢aja hi(z)/ho(x) menja znak iz minusa u plus prolaskom kroz
nulu polinoma hg(x).

Ovim je pokazano da je niz ho(x), h1(x), ..., hy(z) = 1 Sturmov niz za
polinom p, ().

Pokazimo indukcijom da su koeficijenti uz najstarije ¢lanove pozitivni.
Zan =0 je pi(x) =1 > 0. Pretpostavimo da je najstariji koeficijent poli-
noma p,_1 pozitivan i pokazimo da to vazi i za polinom p,. Kako je p,_1
polinom, onda ga mozemo zapisati kao p,_1(z) = an_12" "' +---+ag. Vazi
veza ph(x) = (n+ 1)pp—1(x), pa odavde zaklju¢ujemo da i polinom p/, ima
pozitivan koeficijent uz najstariji ¢lan. Dakle, mora vaziti i da je koeficijent
uz najstariji ¢lan polinoma p,, takode pozitivan.

Tablica znaka je:

T ho(z) hi(zx)
oo [ (U [
400 +

b ()
+
+

Broj realnih nula polinoma p,,(z) je W(—o00) — W(400) = n.
A

Zadatak 12. Pomocu Sturmovog algoritma odrediti broj realnih nula poli-

nt— 1 (n)
noma py(z) = (=1)"(z? +1) 2 <> , n € Np.
Resenje. Podimo od izraza

Va2 +1
I_(x2+1><">_ <a:2+1> _< @ ><"—1>
" 2 +1 2 +1 2 +1 '
Primenimo Lajbnicovu formulu prvo za levu strana izraza I,,. Dobijamo
sledece:

(n—1)

!
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I, = ™) (22 4+ 1)@ () )
Eo () ) +1

72

Nakon sredivanja dobija se:

9 1 (n) 1 (n—=1) 1 (n—2)
I, = +1) [ —— +2 —_— + —1) [ —— .
(= )<\/x2+1> m( :v2+1> n(n )< x2+1>

Primenimo opet Lajbnicovu formulu ali sada za desnu stranu izraza I,,.
Dobija se:

I n—1 1 ( (z)< 1 >(n—1—i)
=5 U0

T2

1 (n—1) 1 (n—2)
=z | —— +n—-1)( —= )
x( x2+1) n )( a:2+1)

Kada izjedna¢imo levu i desnu strana izraza I,, nakon primene Lajbni-
. .. _1 .
cove formule, i pomnozimo sa (—1)"(z? +1)"~ 2, dobija se rekurentna veza:

pu(@) = 2(2n = D)pp—1(2) — (n — 1)*(2° + )pp—s().

Kako je po(z) = 1idegpo =1, a p1(x) = z idegp; = 1, to iz rekurentne
veze mozemo zakljuciti da je p,, zaista polinom stepena n.
Diferenciranjem polinoma p,_1 dobija se

1 x(2n —1)

Phy(z) = —mpn(x) + ) Pn—1(z),

odnosno pu(x) = 2(2n — 1pu_1(z) — (22 + 1)pl_y ().
Iz poslednje jednakosti i rekurentne veze dobijamo da je

Pra(@) = (n = 1)*pp(), tj. ply(2) = n*pn_1(2).

Pokazimo da je niz polinoma
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Sturmov niz za polinom py, (z).

Ako bi neka dva uzastopna polinoma imala zajednicku nulu, to bi znacilo
da je ta nula i nula polinoma pyo(z) = 1 $to je nemoguée. Ako bi za neko n
polinom p,, () imao visestruku nulu, ta nula bi bila i nula polinoma p/, (), pa
bi iz jednakosti p/,(z) = n?p,_1(z) sledilo da je to nula i polinoma p,_1(z),
a to ne moze da bude po prethodnom dokazanom svojstvu. Dakle, sve nule
polinoma p,(z) su proste.

Pokazimo da ako h; ima nulu u nekoj tacki a, da je tada ho(a)ha(a) < 0.
Neka je @ realna nula polinoma hj(z). Na osnovu veze izmedu hy i hy
dobijamo hg(a) = —(n — 1)?(a® + 1)ha(a), odnosno, ho(a)ha(a) < 0. Zbog
rekurentne veze ¢e vaziti da ako je a realna nula polinoma h;, 0 < 7 < n
onda je hi—1(a)hit1(a) <O0.
ha(x)
ho(x)
menja znak iz minusa u plus. Kako vazi veza p/, = n’p,_1, tj. vazi da je
h{y = n?h1, posmatrajmo

Pokazimo da prolaskom kroz realnu nulu polinoma hg(x) izraz

—n2 hi ()
ho() ho()
i pretpostavimo da je z¢ nula polinoma hg(x) i prethodni izraz je defini-
san na nekoj okolini tacke x¢ bez te tacke. Tada je h{(xo) = pl,(zo) # 0, pa

x) . .
, jer ovaj

1
ho(x)

znak izraza na levoj strani jednakosti zavisi od znaka izraza

izraz tezi ka +o0o kad x — xg.

Kako je hy(zo) # 0, postoji okolina Uy, tacke z u kojoj polinom hy(z)
ne menja znak.

Ako je h{(xz) > 0 u toj okolini, tada je ho(z) rastuéa funkcija i vazi da
je ho(x) <0zax <zgix € U, aho(r)>0zax>x9ix € Uy. Paje
zbog toga izraz hi(x)/ho(z) < 0 za x < xo, a hi(x)/ho(z) > 0 za x > xo.
Slicno se pokazuje i kada je hy(z) < 0 da izraz hi(x)/ho(x) < 0 menja znak
iz minusa u plus. Dakle, hi(z)/ho(x) menja znak iz minusa u plus prola-
skom kroz nulu polinoma hg(x).

Ovim je pokazano da je niz ho(x), h1(x), ..., hy(z) = 1 Sturmov niz za
polinom p, (z).
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Analogno kao i u prethodnim zadacima pokazemo indukcijom da svi
¢lanovi Sturmovog niza imaju pozitivne koeficijente uz najstarije ¢lanove,
pa odatle zaklju¢ujemo da polinom p,,(x) ima n realnih nula.

A

Zadatak 13. Neka je p(z) polinom trecéeg stepena koji nema visestruke nule.
Dokazati da polinom P(z) = 2p(z)p" (z) —[p/ (z)]* ima tacno dve realne nule.

Resenje. Neka je p(z) = asz® +aoz? +ayx +ag, a3 # 0. Niz polinoma P(z),
P'(z) i (p/(x))? nije Sturmov niz za polinom P(x), jer (p/(x))? moze imati
realne nule. Posmatrajmo polinom

Q(z) = P(z) — e, ¢ > 0 malo, i pokazimo da je broj realnih nula polinoma
Q(x) jednak broju realnih nula polinoma P(x).

Za polinom Q(z) pokazimo da je niz

Sturmov za dovoljno malo & > 0.

Polinom p nema viSestruke nule, pa ni polinom pg neée imati viSestruke
nule za dovoljno malo € > 0. Kako je p; = 2pp”’, p’”’ konstanta, i ako bi p;
i po imali zajednicku nulu a, to bi onda bila i nula polinoma p i vazilo bi
da je pp(a) = —e. Takode, ni p; i p2 nemaju zajednicku nulu, jer py nema
realnih nula. Dakle, ne mogu dva uzastopna ¢lana niza imati istu nulu.

Po konstrukciji vazi i pj = p1 i ps je razli¢ito od nule i nema realnih
resenja.

Ako je a nula polinoma p;, pokazimo da je pp(a)p2(a) < 0. Zbog jedna-
kosti p; = 2pp””" dobijamo da je a nula polinoma p, a kako je

po(a) = 2p(a)p”(a) — (P (a))* — & = 0 — pa(a),

onda je po(a)p2(a) < 0. Ovim smo pokazali da je niz pg, p1, p2 Sturmov niz
za polinom Q(z).

Koeficijenti uz najstarije ¢lanove polinoma p, p’, p” su respektivno
as, 3as, 3as, pa su koeficijenti uz najstarije ¢lanove niza 3a§, 12@% i 9a§, a
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stepeni ovih polinom su 4, 3, 4. Tada je W (—o00)—W (400) = 2, pa Q(x) ima
dve realne nule. Zbog neprekidnosti polinoma i uslova da P nema viSestruke
nule, za dovoljno malo &, polinom Q(z) = P(x) — € tezi ka polinomu P(z),
odnosno i polinom P(z) ima dve realne nule.

A

Osim odredivanja broja realnih nula i intervala u kome se one nalaze,
nekad je od znacaja i nadi priblizne vrednosti tih nula (ako nule nisu iz skupa
racionalnih brojeva). Da bi odredili te priblizne vrednosti, potreban nam
je alat numericke matematike. Koristicemo Njutnovu metodu polovljenja
intervala.

Zadatak 14. Za polinom p(x) = x3 — 3x — 1 odrediti prilizne vrednosti

realnih nula sa greskom ¢ = :l:l—o.
Resenje. Prvi korak je odredivanje broja realnih nula, a zatim naéi intervale
u kom se nalazi svaka nula zadatog polioma. Sturmov niz za polinom p(x)
jer

po(z) =p(z) =2° =3z — 1
pr(2) = p(2) = 327 — 3
po(x) =2z +1

p3(x) =2,25.

Tablica znaka je:

x| po(x) | pr(x) | pa(x) | p3(a)
—oo | - + — +
oo | + + + +

Broj realnih nula polinoma p(z) jednaka je W(—o0) — W(+o00) = 3.
Nadimo u kojim intervalima se nalaze nule ovih polinoma.

Primetimo da je p(0) = =3 < 0, a p(—1) = 1 > 0, dakle jedna nula
polinom se nalazi na intervalu (—1,0). A kako je p(2) = 1 > 0, onda se
druga nula nalazi na intervalu (0,2), a p(—=2) = =3 i p(—1) = 1 > 0, pa
tre¢a nula pripada intervalu (-2, —1).
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Metodom polovljenja intervala ¢emo naéi ove realne nula na ovim inter-
valima.

Nadimo prvu nulu na intervalu (0, 2).

(0.0) e=20 )

0,2) r=1 p(z) = -3
(1,2) z=1,5  plz)=-2125
(1,5;2) x=1,75 p(z) = —0,891
(1,75;2) x=1,875 p(x)~ —0,033
(1,875;2) 2 =1,9375 plz)~ 0,461
(1,875:1,9375) 2 ~1,906 p(z) ~ 0,208
(1,875;1,906) x~1,801 p(x)~ 0,086
(1,875;1,801) x~1,883 p(z)~ 0,028
(1,875;1,883) 2~1,879 p(z)~ —0.003

Jedna nula polinoma ima pribliznu vrednost = = 1, 879.

Trazimo priblizne vrednosti druge dve nule polinoma na intervalima
(—=2,-1)1(-1,0).

(a,b) T = a;b p(z)

(—=2,-1) r=-15 p(x) =5,75
(—=2;—1,5) x=-1,75 p(z) = —1,109
(—1,5;—1,75)  o=-1,625 p(z)~ —0,416
(—1,5;-1,625) @ =—1,5625 p(z)~ 0,127
(—1,5;—1,5625) x~ —1,531 p(x)~ 0,004

Druga priblizna nula je x =~ —1, 531.
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a+b

(a,0) e=220 )

(—1,0) x=-0,5 p(x) = 0,375
(-0, 5:0) x=-0,25  plzx)~ 2,656
(—0,5; —0,25) x=-0,375 plz)~0,072
(—0,375:—0,25)  x=-0,3125 p(z)~ —0,093
(—0,375; —0,3125) =z~ —0,3437 p(z) ~ —0,009

Treca priblizna nula je x ~ —0, 3437.
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5 Zakljucak

U ovom radu je prikazan algoritam za nalazenje broja realnih nula poli-
noma sa realnim koeficijentima, kao i postupak nalazenje granica tih nula.

Sturmov algoritam zajedno sa granicama nula polinoma, odreduje broj
realnih nula na nekom intervalu, ali i ukupan broj realnih nula (odnosno na
intervalu (—oo,4+00)). Algoritam omoguéava za polinome velikog stepena
brzi i manje slozen postupak nalazenja broja realnih nula nego $to bi neki
drugi algebarski alat dao. Medutim, ovaj algoritam za neke polinome velikog
stepena moze biti iteracijski naporan, a za polinome manjeg stepena moze
dati ,,brze” rezultate. Ovaj algoritam ne zahteva previSe teorijske potpore
koja mnogo izlazi iz okvira srednjoskolskog gradiva, pa se moze prikazati i
dacima srednjih skola. Na fakultetitima nalazenje nula polinoma je zastu-
pljeno i na kursevima analize i na kursevima algebre, pa se ovim algoritmom
reSenja nekih problema mogu prikazati na jednostavniji na¢in, a jedan pri-
mer toga su poznati polinomi Ermitovi i Lagerovi.

,, Ovim ogrommnim otkricem, Sturm je jednim potezom pojednostavio i
usavrsio elemente algebre, povezujuéi ih sa novim rezultatima.” 8

8T juvil
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