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1. УВОД 

 

Једнодимензионе временске серије не представљају најбољи модел за описивање већине 

феномена  који се данас јављају у пракси. Зато се јавља потреба за посматрањем више 

променљивих током времена. У данашње време, утицај једне појаве на другу може да буде 

веома корисна информација. На пример, економска глобализација и појава интернета 

довела је до уско повезаних делатности у склопу финансијског тржишта. Осцилације у 

ценама на једном тржишту врло брзо утичу на осцилације у другом. Да би се донели 

закључци о побољшању пословања и побољшању квалитета живота свакодневно се 

анализирају подаци који су прикупљани чак и годинама уназад.  

Вишедимензиона временска серија представља вектор више једнодимензионих времеснких 

серија, тј. укључује више променљивих које зависе од времена. Променљива не зависи само 

од своје прошлости, већ и од осталих променљивих. Ова зависност је касније корисна за 

прогнозу. Размотримо једноставан пример вишедимензионе временске серије. Нека скуп 

података садржи вредности: брзина ветра, висина падавина, притисак ваздуха, температура 

и релативна влажност ваздуха (Слика 1.)1. У овој табели се налазе подаци који се односе на 

немачки град Потсдам, преузети из литературе [8] и импортовани у RStudio. У овом случају, 

на пример, за предикцију температуре су нам на располагању и вредности осталих 

климатских фактора. 

 

Слика 1. 

 

Циљ овог рада је анализа управо тих вишедимензионалних серија на примеру 

климатологије као науке која по самој својој дефиницији проучава феномене променљивог 

карактера. Посматрајући више серија истовремено, уочавамо и више могућности за везу 

измећу компонената. Самим тим, на подацима можемо испробати више модела који 

укључују и више параметара, а затим упоређивати прогнозу и ефикасност за исте. 

                                                           
1 У слици/табели се налазе подаци који се односе на немачки град Потсдам, преузети из литературе [8] и 

импортовани у RStudio 
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У почетку рада ћемо увести основне  појмове из теорије вишедимензионих временских 

серија. Већина тих појмова представља генерализацију појмова који се помињу у теорији 

једнодимензионих временских серија, с тим да се у векторском случају сусрећемо са 

комплекснијим рачуном који укључује матрице.   

Иза тог поглавља описују се прво векторски ауторегресиони модели (VAR) и изводе се 

њихове особине које су корисне приликом посматрања серија конкретних података. VAR 

модели се у новијој литератури временских серија чешће помињу  него остали векторски 

модели. Нису комплексни као VARMA модели и у пракси су се показали као добро решење 

за неколицину проблема. Даље се описују VMA модели и њихове особине, затим VARMA 

модели као модели који садрже претходно поменуте VMA и VAR компоненте. На крају 

рада описана је примена теорије на конкретне климатолошке податке. Приказани су кораци 

анализе података у програму као и могућности које нам пружају софтверски алати који се 

сваким даном све више развијају у корист теорије временских серија. 
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2. ОСНОВНИ ПОЈМОВИ  

 

Једнодимензиона временска серија је, најједноставније речено, уређен низ забележених 

опсервација током времена. Другим речима, временска серија се односи на податке 

добијене мерењем у одређеном временском интервалу, при чему су, најчешће ти временски 

интервали једнаки. Временски интервали који се углавном користе у пракси су година, пола 

године, квартал, месец, недеља, дан. На пример, годишње пратимо миграције становништва 

и стопу наталитета у демографији, месечно кретање цена и производње у одређеним 

сегментима тржишта, а што се тиче климатских података, они се најчешће мере дневно у 

територијално распоређеним станицама. Региструју се температура, брзина ветра, притисак 

ваздуха, висина падавина и  још компонената које су битне за анализу климатских прилика, 

као и анализу утицаја загађења на климатске промене и околину.   

У временском тренутку  𝑡 , опсервацију временске серије означаваћемо са  𝒓𝒕. 

Даље ћемо навести формалне дефиниције. 

 

Дефиниција: Нека је  (Ω,𝓐, P)  простор вероватноћа и (𝑆, 𝓑) мерљив простор. Функција 

𝑋  : Ω → 𝑆, која је мерљива у односу на сигма алгебре  𝓐 и  𝓑, у смислу да за сваки скуп 𝐵 ∈

𝓑 важи 𝑋  
−1(𝐵) ∈ 𝓐 , зове се случајни елемент у простору 𝑆. [5] 

 

Дефиниција: Фамилија случајних елемената  {𝑋𝑡,𝑡 ∈ 𝑇}  дефинисаних на неком простору 

вероватноћа (Ω,𝓐, P) где је T бесконачан скуп, зове се случајна функција. 

 

Скуп 𝑇 из претходне дефиниције зове се параметарски скуп. Ако је 𝑇 = ℝ = (−∞,∞), 

𝑇 = [0, +∞) или  𝑇 = [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ  онда се параметар  𝑡 ∈ 𝑇 интерпретира као време, а 

случајна функција  {𝑋𝑡,𝑡 ∈ 𝑇} зове се случајан процес са непрекидним временом. Ако је   

𝑇 ⊂  ℤ, где је ℤ скуп целих бројева, случајна функција се зове случајан процес са 

дискретним временом. [5]                                                                                                                             

 

Дефиниција: Једнодимензиона временска серија је реализација једнодимензионог 

случајног процеса. 

 

Климатски подаци, као што је већ поменуто, најчешће мерени дневно, могу се посматрати 

као временске серије и могу се анализирати сходно потребама. Посматран интегрисани 
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систем више променљивих током времена захтева увођење основних појмова и дефиниција 

у вишедимензионом случају. 

 

Дефиниција: Векторски случајан процес {𝑋𝑡,𝑡 ∈ 𝑇} је одређен фамилијом случајних вектора 

𝑋𝑡 = (𝑋𝑡1, 𝑋𝑡2, … , 𝑋𝑡𝑚): Ω → ℝ𝑚, 𝑡 ∈ 𝑇,𝑚 ≥ 2 који су дефинисани на истом простору 

вероватноћа, (Ω,𝓐, P) при чему претпостављамо да је  T бесконачан скуп. 

У зависности од тога шта је скуп 𝑇 ( најчешће се помињу случајеви 𝑇 ⊂  ℤ, 𝑇 ⊂  ℝ) уводимо 

класификацију процеса са дискретним и непрекидним временом, као и у једнодимензионом 

случају. [5]  

 

Дефиниција: Векторска временска серија је реализација векторског случајног процеса. 

 

Посматрајући неке од особина серија, можемо направити и одређене класификације 

временских серија. 

У зависности од тога како се региструју вредности серије можемо их поделити на: 

 

- Непрекидне временске серије 

Непрекидна временска серија се састоји од опсервација које су измерене у неком 

временском интервалу 

 

- Дискретне временске серије 

 

Дискретна временска серија је она серија која се састоји од опсервација измерених у 

дискретним временским тренуцима  

 

У зависности од тога да ли се статистичка својства мењају током времена делимо их на: 

-Стационарне временске серије 

 

Дефиниција (строга стационарност): За случајан процес {𝑋𝑡,𝑡 ∈ 𝑇} кажемо да је строго 

стационаран, ако су његове коначно-димензионе расподеле инваријантне у односу на 

транслацију времена, тј. ако важи  

𝐹𝑡1+ℎ,𝑡2+ℎ,…,𝑡𝑛+ℎ(𝑥1, … , 𝑥𝑛 ) = 𝐹𝑡1,𝑡2,…,𝑡𝑛
(𝑥1, … , 𝑥𝑛 ), за свако ℎ, 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛 ∈ T. 

Дефиниција (слаба стационарност): За случајан процес {𝑋𝑡,𝑡 ∈ 𝑇} кажемо да је слабо 

стационаран процес ако важе следеће особине 
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1)𝐸(𝑋𝑡,) = 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  ∀𝑡 ∈ 𝑇 

2)𝐸(𝑋𝑡 
2) < ∞, ∀𝑡 ∈ 𝑇 

3) 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡+ℎ ) зависи од ℎ, не од 𝑡 

 

-Нестационарне временске серије  

су серије које нису слабо стационарне. 

 

У теорији временских серија заступљен је процес који се назива белим шумом. Као и у 

једнодмензионом случају, он фигурише у дефиницијима модела, с тим да је за 

вишедимензионе серије потребно дефинисати вишедимензиони процес белог шума. 

 

Дефиниција: За 𝑘-димензиони случајни процес 𝒂𝑡 = (𝑎1𝑡, … . 𝑎𝑘𝑡 )ʹ кажемо да је 

вишедимензиони процес белог шума ако задовољава следеће услове: 

1)𝐸[𝑎𝑖𝑡
2] < ∞, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑘 , ∀𝑡 

2) 𝐸𝒂𝑡 = 0, ∀𝑡 

3) 𝐸𝒂𝑡𝒂𝑡−𝑙ʹ = {
𝚺 ,   𝑙 = 0
0  ,   𝑙 ≠ 0

    тј. ∀𝑡, ∀𝑙 јесте функција од  𝑙 и не зависи од 𝑡 

где је матрица 𝚺 позитивно дефинитна. 

(*) Дефиниција имплицира да су и компоненте 𝑎𝑖𝑡, 𝑖 = 1, 2, … , 𝑘  вишедимензионог белог 

шума  у ствари једнодимензиони процеси белог шума 

 

Важну улогу у теорији једнодимензионих, као и вишедимензионих временских серија има 

Волдова теорема. 

Волдова теорема (вишедимензиони случај): Свака слабо стационарна 𝑘 -димензиону 

векторска серија 𝒓𝑡 = (𝑟1𝑡, … . 𝑟𝑘𝑡 )ʹ има репрезентацију облика: 

𝒓𝑡 − 𝝁 = 𝒂𝑡 + 𝛙𝟏𝒂𝑡−1 + 𝛙𝟐𝒂𝑡−2 + ⋯ = 𝝁 + ∑𝛙𝒊

∞

𝑖=0

𝒂𝒕−𝒊 

где је 𝛙𝟎 = 𝐈, 𝒂𝒕  је  𝑘- димензиони векторски процес белог шума, а  𝛙𝒊 су матрице 

коефицијената   𝑘 ⨯ 𝑘. 
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3. СЛАБА СТАЦИОНАРНОСТ, КРОС-КОРЕЛАЦИОНЕ МАТРИЦЕ И 

КРОС-КОВАРИЈАЦИОНЕ МАТРИЦЕ 

Једна од особина временских серија која се посматра приликом одабира модела је слаба 

стационарност. Да би се у анализи података користили VAR, VMA и VARMA модели, 

серија мора да задовољава услов слабе стационарности. У раду ће се даље под 

стационарношћу подразумевати слаба стационарност.[1] 

3.1. Слаба стационарност 

Размотримо k-димензиону серију 𝒓𝑡 = (𝑟1𝑡, … . 𝑟𝑘𝑡 )ʹ.  

Дефиниција: Вектор очекивања за серију 𝒓𝑡 = (𝑟1𝑡, … . 𝑟𝑘𝑡 )ʹ  је  k-димензиони вектор 

𝝁 = 𝐸(𝒓𝑡)  

који се састоји од очекивања компонената вектора 𝒓𝑡 , тј. може се представити као 

𝝁 = (𝜇1, … . 𝜇𝑘 )ʹ где је 𝜇𝑖 =  𝐸(𝑟𝑖𝑡). 

 

Дефиниција: Матрица коваријације за серију 𝒓𝑡 = (𝑟1𝑡, … . 𝑟𝑘𝑡 )ʹ  се дефинише као 𝑘 ⨯ 𝑘 

матрица 

𝜞0 = 𝐸[(𝒓𝑡 − 𝝁)(𝒓𝑡 − 𝝁)ʹ] 

при чему  елементи на дијагонали представљају 𝑉𝑎𝑟(𝑟𝑖𝑡) , док је  (𝑖, 𝑗) елемент 𝐶𝑜𝑣(𝑟𝑖𝑡, 𝑟𝑗𝑡). 

Пишемо 𝜞0 = [𝛤𝑖𝑗(0)]. 

 

 

Дефиниција: Серија 𝒓𝑡 је слабо стационарна ако су први и други моменат инваријантни у 

односу на време, тј. вектор очекивања и матрица коваријације су константни током времена. 

 

Нека је 𝑫 дијагонална матрица  𝑘 ⨯ 𝑘 која се састоји од стандардних девијација σ(𝑟𝑖𝑡) за  

𝑖 = 1, … , 𝑘  . Другачије написано 𝑫 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{√𝛤11(0), . . . , √𝛤𝑘𝑘(0)} . 

 

Дефиниција: Крос-корелациона матрица  за серију 𝒓𝑡 = (𝑟1𝑡, … . 𝑟𝑘𝑡 )ʹ  се дефинише као 𝑘 ⨯
𝑘 матрица 

𝝆0 ≡ [𝜌𝑖𝑗(0)] = 𝑫−1𝜞0𝑫
−1  
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где  (𝑖, 𝑗) елемент представља 

𝜌𝑖𝑗(0) =
𝛤𝑖𝑗(0)

√𝛤𝑖𝑖(0)𝛤𝑗𝑗(0)
=

𝐶𝑜𝑣(𝑟𝑖𝑡, 𝑟𝑗𝑡)

𝜎(𝑟𝑖𝑡)𝜎(𝑟𝑗𝑡)
 

тј.  коефицијент корелације између елемената 𝑟𝑖𝑡  и 𝑟𝑗𝑡 .  

 

Из дефиниције и особина коваријације закључујемо да важи 𝜌𝑖𝑗(0) = 𝜌𝑗𝑖(0)  и −1 ≤

𝜌𝑖𝑗(0) ≤ 1  и да је 𝜌𝑖𝑖(0) = 1 за 1 ≤  𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘. Тако је 𝝆𝟎 симетрична матрица са јединицама 

на дијагонали. 

 

Крос-коваријационе матрице се користе као мера јачине линеарне зависности између 

серија.  

 

Дефиниција: Крос-коваријациона матрица са кашњењем 𝑙  за серију  𝒓𝑡 = (𝑟1𝑡, … . 𝑟𝑘𝑡 )ʹ   се 

дефинише као 𝑘 ⨯ 𝑘 матрица 

𝜞𝑙 ≡ [𝛤𝑖𝑗(𝑙)] = 𝐸[(𝒓𝑡 − 𝝁)(𝒓𝒕−𝒍 − 𝝁)ʹ] 

где је 𝝁  вектор очекивања серије 𝒓𝑡. Даље , елемент (𝑖, 𝑗)  матрице  𝜞𝑙 је коваријација између 

елемената 𝑟𝑖𝑡  и 𝑟𝑗,𝑡−𝑙 у ознаци 𝐶𝑜𝑣(𝑟𝑖𝑡, 𝑟𝑗,𝑡−𝑙). 

 

За слабо стационарне серије , крос-коваријациона матрица 𝜞𝑙  је функција од  𝑙, не од t.  

 

Дефиниција: Крос-корелациона матрица са кашњењем 𝑙 за серију  𝒓𝑡 = (𝑟1𝑡, … . 𝑟𝑘𝑡 )ʹ    се 

дефинише као 𝑘 ⨯ 𝑘 матрица 

 

𝝆𝑙 ≡ [𝝆𝑖𝑗(𝑙)] = 𝑫−1𝜞𝑙𝑫
−1 

где је (𝑖, 𝑗) елемент представља 

𝜌𝑖𝑗(𝑙) =
𝛤𝑖𝑗(𝑙)

√𝛤𝑖𝑖(0)𝛤𝑗𝑗(0)
=

𝐶𝑜𝑣(𝑟𝑖𝑡, 𝑟𝑗,𝑡−𝑙)

 σ(𝑟𝑖𝑡) σ(𝑟𝑗𝑡)
 

што је коефицијент корелације између 𝑟𝑖𝑡 и  𝑟𝑗,𝑡−𝑙, а већ поменуто  𝑫, дијагонална матрица  

𝑘 ⨯ 𝑘 која се састоји од  стандардних девијација  σ(𝑟𝑖𝑡) за  𝑖 = 1, … , 𝑘.  
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Ако је 𝑙 > 0, овај корелациони коефицијент мери линеарну зависност између  𝑟𝑖𝑡  и 𝑟𝑗,𝑡−𝑙, 

која се десила до тренутка 𝑡. Ако важи да је 𝜌𝑖𝑗(𝑙) ≠ 0 и 𝑙 > 0, кажемо да серија 𝑟𝑗𝑡 прати 

серију 𝑟𝑖𝑡 за 𝑙. Слично, 𝜌𝑗𝑖(𝑙) мери линеарну зависност између  𝑟𝑗𝑡 и  𝑟𝑖,𝑡−𝑙 и кажемо да серија 

𝑟𝑗𝑡 прати серију 𝑟𝑖,𝑡−𝑙 за 𝑙 ако је 𝜌𝑗𝑖 ≠ 0 и 𝑙 > 0. Такође једначина показује да  елемент на 

дијагонали 𝜌𝑖𝑖(𝑙) аутокорелациони коефицијент са кашњењем 𝑙  за 𝑟𝑖𝑡 . 

Из претходних дефиниција и напомена закључујемо неколико битних особина крос-

корелације када је 𝑙 > 0. Уопштено  𝜌𝑖𝑗(𝑙) ≠ 𝜌𝑗𝑖(𝑙) за  𝑖 ≠ 𝑗 зато што корелација мери 

различите линеарне везе између {𝑟𝑖𝑡}  и  {𝑟𝑗𝑡}. Даље, за 𝜞𝑙  и 𝝆𝑙 уопштено не важи да су 

симетричне. Користећи својство 𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)= 𝐶𝑜𝑣(𝑦, 𝑥) и претпоставку о слабој 

стационарности (матрица коваријације инваријантна у односу на време), изводимо: 

𝐶𝑜𝑣(𝑟𝑖𝑡, 𝑟𝑗,𝑡−𝑙)= 𝐶𝑜𝑣(𝑟𝑗,𝑡−𝑙, 𝑟𝑖𝑡) = 𝐶𝑜𝑣(𝑟𝑗𝑡, 𝑟𝑖,𝑡+𝑙) = 𝐶𝑜𝑣(𝑟𝑗𝑡, 𝑟𝑖,𝑡−(−𝑙)) 

тако да важи и 𝛤𝑖𝑗(𝑙) = 𝛤𝑗𝑖(−𝑙). Како је 𝛤𝑗𝑖(−𝑙)   елемент на месту  (𝑗, 𝑖)  матрице 𝜞−𝑙  и како 

претходна једнакост важи за 1 ≤  𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘, закључујемо да је 𝜞𝑙 = 𝜞−𝑙
′ и затим 𝝆𝑙 = 𝝆−𝑙

′. 

Такође, последично, важи да  𝝆𝑙 ≠ 𝝆−𝑙 за векторску временску серију када  је 𝑙 > 0. Како је 

𝝆𝑙 = 𝝆−𝑙
′, у пракси довољно је размотрити крос-корелациону матрицу 𝝆𝑙 за   𝑙 ≥ 0. 

3.2. Особине крос-корелационе матрице 

Ако се осврнемо на претходне дефиниције, крос-корелационе матрице  {𝝆𝑙|𝑙 = 0, 1, . . . } 
слабо стационарне векторске временске серије пружају следеће информације: 

 

1. Елементи на дијагонали  {𝜌𝑖𝑖|𝑙 = 0, 1, . . . } су аутокорелационе функције за 𝑟𝑖𝑡 

  

2. Елемент који није на дијагонали  𝜌𝑖𝑗(0) мери линеарну везу између  𝑟𝑖𝑡  и  𝑟𝑗𝑡  

 

3. За 𝑙 > 0,  елемент ван дијагонале  𝜌𝑖𝑗(𝑙) мери линеарну зависност између  𝑟𝑗,𝑡−𝑙 и  

𝑟𝑖𝑡 
 

4. Даље, ако важи да је 𝜌𝑖𝑗(𝑙) = 0 за свако 𝑙 > 0, онда серија 𝑟𝑖𝑡 не зависи линеарно 

ни од једне вредности  𝑟𝑗,𝑡−𝑙  серије  𝑟𝑗𝑡 . 

 

5. Не постоји линеарна зависност између  𝑟𝑖𝑡  и   𝑟𝑗𝑡  ако је  

 𝜌𝑖𝑗(𝑙) = 𝜌𝑗𝑖(𝑙) = 0,   за свако  𝑙 ≥ 0   
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6. 𝑟𝑖𝑡 и  𝑟𝑗𝑡 су упоредно корелисане ако је 𝜌𝑖𝑗(𝑙) ≠ 0    

 

7. 𝑟𝑖𝑡 и  𝑟𝑗𝑡 немају водећу лаг везу ако је  𝜌𝑖𝑗(𝑙) = 0 и 𝜌𝑗𝑖(𝑙) = 0  за свако 𝑙 > 0  

 

8. Постоји једносмерна веза од 𝑟𝑖𝑡 до 𝑟𝑗𝑡  ако је  𝜌𝑖𝑗(𝑙) = 0 за свако  𝑙 > 0, али 

𝜌𝑗𝑖(𝑣) ≠ 0 за неко  𝑣 > 0. У овом случају, 𝑟𝑖𝑡 не зависи ни од једне вредности 𝑟𝑗𝑡 

 из прошлости, али 𝑟𝑗𝑡 зависи од неких вредности 𝑟𝑖𝑡 из прошлости.  

 

9. Постоји двосмерна веза између 𝑟𝑖𝑡 и  𝑟𝑗𝑡 ако  

      𝜌𝑖𝑗(𝑙) ≠ 0   за неко 𝑙 > 0 и 𝜌𝑖𝑗(𝑣) ≠ 0 за неко 𝑣 > 0 

3.3. Оцена корелације   

За дате податке {𝒓𝑡 ∣ 𝑡 = 1, 2, …𝑇}  коваријациона матрица се може оценити следећом 

статистиком 

𝜞̂𝑙=
1

𝑇
∑ (𝒓𝑡 − 𝒓̅)(𝒓𝑡−𝑙 − 𝒓̅)𝑇

𝑡=𝑙+1 , 𝑙 ≥ 0 

где је 𝒓̅ =
(∑ 𝒓𝒕

𝑇
𝑡=1 )

𝑇
  вектор узорачких средина. 

 

Крос-корелациона матрица је оцењена као 

𝝆̂𝑙=𝑫̂−𝟏𝜞̂𝒍𝑫̂
−𝟏   , 𝑙 ≥ 0 

где је 𝑫̂  𝑘 ⨯ 𝑘  дијагонална матрица узорачких стандардних девијација компонената серије. 

Пасус о слабој стационарности и крос-корелационим матрицама се може наћи и у 

литератури [1]. 

 

4. PORTMANTEAU ТЕСТ 

У теорији једнодимензионих временских серија се за тестирање нулте хипотезе о 

аутокорелационим коефицијентима  

𝐻𝑜: 𝜌1 = ⋯𝜌𝑚 = 0 

користи Љунг-Боксова статистика. Генерализација у вишедимензионом случају се односи 

на тестирање нулте хипотезе 𝐻𝑜: 𝝆1 = ⋯𝝆𝑚 = 0  и алтернативне хипотезе   𝐻𝑎: 𝝆𝑖 ≠ 0   за 
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неко 𝑖 ∈ {1, . . . 𝑚 }. Тако се статистика користи за тестирање да не постоје крос-корелације 

и аутокорелације у векторској серији 𝒓𝑡. 

Тест статистика је 

𝑄𝑘(𝑚) = 𝑇2 ∑
1

𝑇−𝑙
𝑡𝑟(𝜞̂𝑙

′
𝜞̂0

−1
𝜞̂𝑙𝜞̂𝟎

−𝟏
)𝑚

𝑙=1   

где је 𝑇 величина узорка, 𝑘 димензија серије 𝒓𝑡, а траг матрице у ознаци 𝑡𝑟(𝑀) представља 

суму елемената на дијагонали . Под нултом хипотезом и још неким регуларним условима, 

𝑄𝑘(𝑚) асимптотски има хи-квадрат расподелу са 𝑘2𝑚 степени слободе. [1] 

5. VAR(p) МОДЕЛИ 

Уопштење AR(p) модела у вишедимензионом случају нас води до дефинисања векторског 

AR(p) модела који ћемо у даљем тексту означавати са VAR(p). У том случају посматрамо 

регресиону везу променљиве у тренутку t са преосталим променљивим и са самом собом у 

тренуцима који претходе t.  

Дефиниција: Слабо стационарна вишедимензиона временска серија 𝒓𝑡 = (𝑟1𝑡, … . 𝑟𝑘𝑡 )ʹ 
прати ауторегресиони модел реда 𝑝 ако задовољава следећу једначину 

𝒓𝒕 = 𝝓0 + 𝚽1𝒓𝒕−𝟏 + ⋯+ 𝚽𝑝𝒓𝒕−𝒑 + 𝒂𝒕 , 𝑝 > 0 

где је 𝝓0  𝑘-димензиони вектор, 𝚽𝒋 су 𝑘 ⨯ 𝑘 матрице  и  𝒂𝒕 = (𝑎1𝑡, … . 𝑎𝑘𝑡 )ʹ векторски процес 

белог шума при чему се захтева да је матрица коваријације белог шума Σ позитивно 

дефинитна, у супротном димензија 𝒓𝑡 може бити редукована. 

 

Користећи оператор доцње 𝐵, VAR(p) модел се може записати као 

(𝐈 − 𝚽𝟏𝐵 − ⋯− 𝚽𝒑𝐵
𝑝)𝒓𝑡 = 𝝓0 + 𝒂𝑡 

где је 𝐈   𝑘 ⨯ 𝑘  јединична матрица. Ова репрезентација се може записати у краћем запису 

𝚽(𝐵)𝒓𝒕 = 𝝓0 + 𝒂𝑡 

где је  𝚽(𝐵) = 𝐈 − 𝚽𝟏𝐵 − ⋯− 𝚽𝒑𝐵
𝑝 претходно записан матрични полином.  

Ако се модел распише рекурзивно, тада ће са десне стране једнакости фигурисати шумови  

𝒂𝒕−𝒌, 𝑘 > 0. Даље, множећи једначине модела 𝒓𝒕 и 𝒓𝒕−𝒍, 𝑙 > 0  са 𝒂𝑡
′, изводе се следеће 

вредности коваријације редом: 

𝐶𝑜𝑣(𝒓𝑡, 𝒂𝑡) = 𝚺 

𝐶𝑜𝑣(𝒓𝒕−𝒍, 𝒂𝑡) = 0, 𝑙 > 0. 
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Очекивање VAR(p) модела 

 

Ако је серија 𝒓𝑡 слабо стационарна, онда је очекивање инваријантно у односу на време. 

Нека је 𝝁 = 𝐸(𝒓𝑡). 

Када применимо очекивање кроз једначину овог модела   

𝒓𝑡 = 𝝓0 + 𝚽1𝒓𝒕−𝟏 + ⋯+ 𝚽𝑝𝒓𝒕−𝒑 + 𝒂𝒕 , 𝑝 > 0 

добијамо следећу једнакост 

𝐸(𝒓𝑡) = 𝝓0 + 𝚽1𝐸(𝒓𝒕−𝟏) + ⋯+ 𝚽𝑝𝐸(𝒓𝒕−𝒑) + 0  

тј.                                       𝝁 = 𝝓0 + 𝚽1 𝝁 + ⋯+ 𝚽𝑝 𝝁   

што нас даље води да је  

𝝁 = 𝐸(𝒓𝒕) = (𝐈 − 𝚽1 − ⋯− 𝚽𝑝)
−1

𝝓𝟎 = [𝚽(1)]−1𝝓𝟎 

уз то да инверз постоји, где је  𝐈   𝑘 ⨯ 𝑘  јединична матрица.  

 

 

Крос-корелационе и крос-коваријационе матрице VAR(p) модела 

 

Особине крос-корелационих и крос-коваријационих матрица су битни показатељи 

приликом одабира модела. У следећем пасусу ће бити приказано извођење рекурзивне везе 

између ових матрица. Како је претходно показано, очекивање се може записати као 𝝁 =

𝐸(𝒓𝑡) = [𝚽(1)]−1𝝓0.  Ако је познато очекивање, модел се може  представити као 

𝒓𝑡 − 𝝁 = 𝚽1(𝒓𝒕−𝟏 − 𝝁) + ⋯+ 𝚽𝑝(𝒓𝒕−𝒑 − 𝝁) + 𝒂𝒕 . 

Множећи једначину са (𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ добија се једнакост 

Е(𝒓𝑡 − 𝝁)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ 

= 𝚽1𝐸(𝒓𝒕−𝟏 − 𝝁)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ + ⋯+ 𝚽𝑝𝐸(𝒓𝒕−𝒑 − 𝝁)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ + 𝐸𝒂𝒕(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ 

односно добија се рекурзивна веза између крос-коваријационих матрица  
 

𝜞𝒉 = 𝚽𝟏𝜞𝐡−𝟏 + ⋯+ 𝚽𝒑𝜞𝐡−𝒑,    ℎ > 0 
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Ако се претходне једначине помноже са 𝑫−1 лево и десно, лако се изводи рекурзивна  веза 

између крос-корелационих матрица, јер су корелационе матрице претходно дефинисане као 

𝝆ℎ ≡ [𝜌𝑖𝑗(ℎ)] = 𝑫−1𝜞ℎ𝑫−1  где је 𝑫 дијагонална матрица  𝑘 ⨯ 𝑘. 

𝝆ℎ = 𝛾1𝝆ℎ−1 + ⋯+ 𝛾𝑝𝝆ℎ−𝑝,  ℎ > 0    где су 𝛾𝑖 = 𝑫−1/2𝚽𝑖𝑫
1/2. 

 

 

Репрезентација VAR модела као VМА модел 

 

Тврђење: VAR(p) модел се може представити као VМА(∞) модел 𝒓𝑡 = 𝝁 + ∑ 𝛙𝒊
∞
𝑖=0 𝒂𝑡−𝑖. 

 

Доказ: Посматрајмо следећи запис модела: 

𝚽(𝐵)𝒓𝑡 = 𝝓0 + 𝒂𝑡. 

Како бисмо могли да извучемо серију 𝒓𝑡 из једначине, дефинисаћемо инверз полинома 

оператора доцње 𝚽(𝐵) као 𝛙(𝐵) = ∑ 𝛙𝑖𝐵
𝑖∞

𝑖=0  ,  тј. тако да важи да је   𝛙(𝐵) 𝚽(𝐵) = 𝐈. 

Тада множећи једначину са 𝛙(𝐵) добијамо  

𝒓𝑡 = 𝛙(𝐵) 𝝓0 + 𝛙(𝐵)𝒂𝑡=𝛙(𝐵) 𝝓0 + ∑ 𝛙𝒊
∞
𝑖=0 𝒂𝑡−𝑖. 

Како оператор доцње не утиче на константу и како је претходно наведена форма  

очекивања 𝝁 = 𝐸(𝒓𝑡) = [𝚽(1)]−1𝝓𝟎, једнакост постаје  

𝒓𝑡 = ∑𝛙𝒊𝝓0

∞

𝑖=0

+ ∑ 𝛙𝒊

∞

𝑖=0

𝒂𝒕−𝒊 = 𝛙(1) 𝝓0 + ∑𝛙𝒊

∞

𝑖=0

𝒂𝒕−𝒊 = [𝚽(1)]−1𝝓0 + ∑𝛙𝒊

∞

𝑖=0

𝒂𝒕−𝒊

= 𝝁 + ∑𝛙𝒊

∞

𝑖=0

𝒂𝒕−𝒊 

𝝍𝒊 коефицијенти се израчунавају из следеће релације када посматрамо коефицијенте уз  

сваки степен оператора 𝐵 : 

[𝚽(𝐵)]−1 = ∑𝛙𝒋𝐵
𝑗

∞

𝑗=0

 

(𝐈 − 𝚽1𝐵 − ⋯− 𝚽𝑝𝐵𝑝)(𝛙𝟎 + 𝛙𝟏𝐵 + 𝛙𝟐𝐵
2 + ⋯) = 𝐈 

𝛙𝟎 + (𝛙𝟏 − 𝛙𝟎𝚽1)𝐵 + (𝛙𝟐 − 𝛙𝟎𝚽2 − 𝚽1𝛙𝟏)𝐵
2 + ⋯ = 𝐈 

𝐵:𝛙𝟎 = 𝐈                
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𝐵2:𝛙𝟏 = 𝚽1                                                   𝛙𝟐 = 𝚽𝟐 + 𝚽𝟏𝛙𝟏     

𝐵3:𝛙𝟑 − 𝚽3 − 𝚽1𝛙𝟐 − 𝚽2𝛙𝟏 = 0                𝛙𝟑 = 𝚽𝟑 + 𝚽𝟏𝛙𝟐 + 𝚽𝟐𝛙𝟏     

Даље изводећи рекурзивно долазимо до израза за   𝛙𝒊 = ∑ 𝛙𝒊−𝒋𝚽𝐣
𝒊
𝒋=𝟏 . 

6. VMA(q) МОДЕЛИ 

VMA(q) модели реда q односно векторски модели покретног просека су коначни 

вишедимензиони модели временских серија који у обзир узимају везу између серије 𝒓𝑡 и 

њених шокова у различитим временским интервалима.  

Дефиниција: VMA(q) модели су модели облика  

𝒓𝑡 = 𝜽𝟎 + 𝚯𝟏𝒂𝑡−1 + ⋯+ 𝚯𝒒𝒂𝑡−𝑞 + 𝒂𝑡 

односно краће записано      𝒓𝑡 = 𝜽𝟎 +  𝚯(𝐵)𝒂𝑡 

где је 𝜽𝟎  𝑘-димензиони вектор, 𝚯𝒊 су 𝑘 ⨯ 𝑘 матрице и 𝚯(𝐵) = 𝐈 + 𝚯1𝐵 + ⋯+ 𝚯𝑞𝐵
𝑞 је 

матрични полином оператора доцње. Слично као и у једнодимензионом случају, ови модели 

су увек слабо стационарни под претпоставком да постоји коваријациона матрица белог 

шума у ознаци 𝚺 . Узимајући очекивање задате форме модела добијамо да је очекивање 𝝁 =
𝐸(𝒓𝑡) = 𝜽𝟎.  

 

 

Крос-коваријационa матрицa VMA модела  

 

Крос-коваријациона матрица векторских модела покретног просека, као и у 

једнодимензионом случају, садржи нуле које нам помажу приликом анализе графика 

података у пракси. Како бисмо извели облик ове матрице, кренимо од једначине модела 

𝒓𝑡 = 𝜽𝟎 + 𝚯1𝒂𝒕−𝟏 + ⋯+ 𝚯𝑞𝒂𝒕−𝒒 + 𝒂𝑡 и применимо очекивање:  

 

𝐸(𝒓𝒕 − 𝜽𝟎)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝜽𝟎)
′ = 

𝜞ℎ = 𝐸(𝚯1𝒂𝒕−𝟏 + ⋯+ 𝚯𝑞𝒂𝒕−𝒒 + 𝒂𝑡)(𝚯1𝒂𝒕−𝒉−𝟏 + ⋯+ 𝚯𝑞𝒂𝒕−𝒉−𝒒 + 𝒂𝒕−𝒉)
′
 

Користећи особине белог шума  да је  𝐸(𝒂𝒕𝒂𝒕−𝒉)
′ = 0, ℎ > 0  и  𝐸(𝒂𝑡𝒂𝑡)

′ = 𝚺 једнакост 

постаје  

𝜞𝒉 = 𝚯𝒉𝐸(𝒂𝒕−𝒉𝒂𝒕−𝒉
′) + 𝚯ℎ+1𝐸(𝒂𝒕−𝒉−𝟏𝒂𝒕−𝒉−𝟏

′) 𝚯𝟏
 ′ + ⋯+ 𝚯𝑞𝐸(𝒂𝑡−𝑞𝒂𝑡−𝑞

′) 𝚯𝒒−𝟏
′
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𝜞ℎ = {∑ 𝚯𝒊+𝒉𝚺𝚯𝒊
′

𝑞−ℎ

𝑖=0

        ℎ = 0,1, …𝑞

0                             ℎ > 𝑞          

 

 

Како је очекивање овог модела 𝝁 = 𝐸(𝒓𝑡) = 𝜽𝟎 инваријантно у односу на време и матрица 

коваријације зависи од корака ℎ, а не од времена, закључујемо да су ови модели увек 

стационарни. 

 

 

Дефиниција: За модел VMA кажемо да је инвертибилан уколико се може представити као 

VАR модел тј. ако задовољава услов  𝑑𝑒𝑡(𝐈 + 𝚯𝟏𝑧 + ⋯+ 𝚯𝒒𝑧
𝑞) ≠ 0   за  𝑧 ∈ ℂ, |𝑧| ≤ 1. 

 

 

Репрезентација VМА  модела као VАR модел 

 

Тврђење: Инвертибилан VMA(q) модел се може записати као VAR(∞) модел.  

 

Доказ: Кренимо од записа модела: 𝒓𝑡 =  𝚯(𝐵)𝒂𝑡 и означимо са  𝚷(𝑩) = [𝚯(𝐵)]−1 = 𝐈 −

∑ 𝚷𝑗𝐵
𝑗∞

𝑗=1   инверз полинома  𝚯(𝐵)  ,  тј.  𝚷(𝐵) 𝚯(𝐵) = 𝐈. При чему морамо да испратимо 

услов да  инверз постоји тј. ако важи да је 𝑑𝑒𝑡(𝐈 + 𝚯1𝑧 + ⋯+ 𝚯q𝑧
𝑞) ≠ 0 за  𝑧 ∈ ℂ, |𝑧| ≤ 1. 

Онда једначину модела можемо да запишемо као 𝚷(𝐵)𝒓𝑡 = 𝒂𝑡. Када распишемо полиноме, 

везу између коефицијената добијамо посматрајући коефицијенте који стоје уз 𝐵: 

(𝐈 − 𝚷1𝐵 − 𝚷2𝐵
2 − ⋯)(𝐈 + 𝚯1𝐵 + ⋯+ 𝚯𝒒𝐵

𝑞) = 𝐈 

𝐈 + (𝚯𝟏 − 𝚷𝟏)𝐵 + (𝚯𝟐 − 𝚷𝟐 − 𝚯𝟏𝚷𝟏)𝐵
2 + ⋯ = 𝐈 

 

B: 𝚯𝟏 − 𝚷𝟏 = 𝟎                                                                       𝚷1 = 𝚯𝟏 

𝐵2: 𝚯𝟐 − 𝚷𝟐 − 𝚯𝟏𝚷𝟏 = 𝟎                                                       𝚷𝟐 = 𝚯𝟐 − 𝚯𝟏𝚷1 

𝐵3: 𝚯3 − 𝚷3 − 𝚯1𝚷2 − 𝚯2𝚷1 = 𝟎                                         𝚷𝟑 = 𝚯𝟐 − 𝚯𝟏𝚷2 − 𝚯2𝚷1 

Изводећи рекурзивно долазимо до израза за    

𝚷𝒋 = 𝚯𝒋 − 𝚯𝟏𝚷𝐣−𝟏 − ⋯− 𝚯𝒋−𝟏𝚷𝟏    где је   𝚷𝒋 = 𝟎,  𝑗 > 𝑞. 
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7. VARMA МОДЕЛИ 

Једнодимензиони ауторегресиони модели покретног просека (ARMA) модели се могу 

генерализовати за векторске временске серије и такви генерализовани модели се називају 

векторски ARMA модели у најчешћој ознаци VARMA. У запису ових модела разликујемо 

VAR и VМА део што значи да посматрамо регресиону везу вектора и шокове серије 

истовремено. 

 

 

Дефиниција: VARMA модели су облика 

𝒓𝒕 − 𝚽𝟏𝒓𝒕−𝟏 − ⋯− 𝚽𝒑𝒓𝒕−𝒑 = 𝝓0 + 𝚯1𝒂𝒕−𝟏 + ⋯+ 𝚯𝑞𝒂𝒕−𝒒 + 𝒂𝑡 

где је 𝝓𝟎  𝑘-димензиони вектор, 𝚽𝒋 су 𝑘 ⨯ 𝑘 матрице,  𝚯𝒊 су 𝑘 ⨯ 𝑘 матрице и 𝒂𝒕 =

(𝑎1𝑡, … . 𝑎𝑘𝑡 )ʹ  векторски процес белог шума. 

 

Како је очекивање белог шума 0, очекивање можемо да посматрамо у следећој форми, која 

је већ представљена у делу о VAR моделима: 

𝝁 = 𝐸(𝒓𝑡) = (𝐈 − 𝚽1 − ⋯− 𝚽𝑝)
−1

𝝓0 = [𝚽(1)]−1𝝓0. 

 

 

VARMA(p,q) модел може да се запише скраћено преко оператора доцње као  

𝚽(𝐵)𝒓𝑡 = 𝝓0 + 𝚯(𝐵)𝒂𝒕  где су 

𝚽(𝐵) = 𝐈 − 𝚽1𝐵 − ⋯− 𝚽𝑝𝐵𝑝 и 𝚯(𝐵) = 𝐈 + 𝚯1𝐵 + ⋯+ 𝚯𝑞𝐵
𝑞  два 𝑘 ⨯ 𝑘 матрична 

полинома. Претпоставља се да ова два матрична полинома немају заједничких чинилаца, у 

супротном би модел могао да се поједностави.  

 

За 𝑣 > 0, елемент (𝑖, 𝑗) матрица   𝚽𝑣  и   𝚯𝑣  мери редом линеарну зависност 𝑟𝑖𝑡  и 𝑟𝑗,𝑡−𝑣, а 

елемент (𝑖, 𝑗) матрице 𝚯𝑣 линеарну зависност између 𝑟𝑖𝑡 и 𝑎𝑗,𝑡−𝑣. Ако је елемент  (𝑖, 𝑗) нула 

за све матричне коефицијенте AR и MА, онда 𝑟𝑖𝑡 не зависи ни од једне вредности 𝑟𝑗,𝑡−𝑙 ,   где 

је 𝑙 > 0. У супротном не важи,тј. коефицијенти различити од 0 на местима (𝑖, 𝑗)  матричних 

коефицијената за AR и MА могу да постоје иако 𝑟𝑖𝑡 не зависи ни од једне вредности 𝑟𝑗,𝑡−𝑙. 

Размотримо ову пропозицију у примеру дводимензионог VARMA(1,1) модела. 
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[
Φ11(B) Φ12(B)
Φ21(B) Φ22(B)

] [
𝑟1𝑡

𝑟2𝑡
] = [

Θ11(B) Θ12(B)
Θ21(B) Θ22(B)

] [
𝑎1𝑡

𝑎2𝑡
], 

 

Неопходан и довољан услов  за постојање везе од 𝑟1𝑡  до 𝑟2𝑡 су  

Φ22(B)Θ12(B) − Φ12(B)Θ22(B) = 0   

Φ11(B)Θ21(B) − Φ21(B)Θ11(B) ≠ 0. 

Означимо  детерминанту матрице  Ω(𝐵) = |𝚽(𝐵)| = Φ11(𝐵)Φ22(𝐵) − Φ12(𝐵)Φ21(𝐵). Ако 

променимо коефицијенте матрице у 

[
Φ22(𝐵) −Φ12(𝐵)

−Φ21(𝐵) Φ11(𝐵)
] 

модел можемо да запишемо као 

Ω(𝐵) [
𝑟1𝑡

𝑟2𝑡
] = 

[
Φ22(𝐵)Θ11(𝐵) − Φ12(𝐵)Θ21(𝐵) Φ22(𝐵)Θ12(𝐵) − Φ12(𝐵)Θ22(𝐵)

Φ11(𝐵)Θ21(𝐵) − 1(𝐵)Θ11(𝐵) Φ11(𝐵)Θ22(𝐵) − Φ21(𝐵)Θ12(𝐵)
] [

𝑎1𝑡

𝑎2𝑡
] 

 

Први услов имплицира да 𝑟1𝑡 не зависи ни од прошлости 𝑟2𝑡 и 𝑎2𝑡. Из једначине за  𝑟2𝑡 , 

други услов имплицира да 𝑟2𝑡 зависи од прошлости 𝑎1𝑡. Услов  Θ12(𝐵) = Φ12(𝐵) = 0, је 

довољан, али није неопходан за индиректну везу од 𝑟1𝑡  до 𝑟2𝑡. 

 

 

Идентификација модела  

 

Иако је уопштење до VARMA модела погодно за решавање ширег спектра задатака у 

пракси, ови модели доносе нове проблеме који се не срећу приликом употребе VAR или 

VMA модела. Један од проблема je јединственост модела који ће бити приказан у следећим 

примерима који су описани у литеаратури [1]. За разлику од ARMA модела, VARMA 

модели отварају питање идентификације модела. Дати су  VMA(1) модел: 

[
𝑟1𝑡

𝑟2𝑡
] = [

𝑎1𝑡

𝑎2𝑡
] − [

0 2
0 0

] [
𝑎1,𝑡−1

𝑎2,𝑡−1
] 

и  VAR(1) модел  
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[
𝑟1𝑡

𝑟2𝑡
] − [

0 −2
0 0

] [
𝑟1,𝑡−1

𝑟2,𝑡−1
] = [

𝑎1𝑡

𝑎2𝑡
]. 

Посматрајући расписане компоненте VMA(1) модела: 

𝑟1𝑡 = 𝑎1𝑡 − 2𝑎2,𝑡−1, 𝑟2𝑡 = 𝑎2𝑡 

и расписане компоненте VAR(1) модела: 

𝑟1𝑡 + 2𝑟2,𝑡−1 = 𝑎1𝑡, 𝑟2𝑡 = 𝑎2𝑡 

може се уочити еквиваленција ова два модела. Заиста, како је 𝑟2𝑡 = 𝑎2𝑡, онда је и 𝑟2,𝑡−1 =

𝑎2𝑡−1, па посматрајући обе једначине може се закључити да су модели идентични. У овом 

случају идентичност модела је безопасна у пракси и може се користити било који модел. 

Размотримо два  VARMA(1,1) модела. 

 

Нека је први VARMA(1,1) модел написан као: 

[
𝑟1𝑡

𝑟2𝑡
] − [

0.8 −2 + 𝜂
0 𝜔

] [
𝑟1,𝑡−1

𝑟2,𝑡−1
] = [

𝑎1𝑡

𝑎2𝑡
] − [

−0.5 𝜂
0 𝜔

] [
𝑎1,𝑡−1

𝑎2,𝑡−1
] 

и  други  VARMA(1,1) модел: 

[
𝑟1𝑡

𝑟2𝑡
] − [

0.8 −2
0 0

] [
𝑟1,𝑡−1

𝑟2,𝑡−1
] = [

𝑎1𝑡

𝑎2𝑡
] − [

−0.5 0
0 0

] [
𝑎1,𝑡−1

𝑎2,𝑡−1
] 

где су   𝜂  и 𝜔 који су различити од 0.  

Када средимо матричну једнакост добијамо да је 𝑟2𝑡 = 𝑎2𝑡, а да константе 𝜂  и 𝜔 не утичу 

на систем.  
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8. РЕПРЕЗЕНТАЦИЈА VARMA МОДЕЛА КАО VAR МОДЕЛ И VMA МОДЕЛ 

 

 

Репрезентација VARМА модела као VМА модел 

 

Нека је дат стационаран и инвертибилан 𝑘 димензиони VARMA(p,q) процес у следећем 

запису: 

𝚽(𝐵)𝒓𝑡 = 𝝓0 + 𝚯(𝐵)𝒂𝒕 

где је 

𝚽(𝐵) = 𝐈 − 𝚽𝟏𝐵 − ⋯− 𝚽p𝐵
𝑝    и    𝚯(𝐵) = 𝐈 + 𝚯1𝐵 + ⋯+ 𝚯q𝐵

q 

Када се једначина помножи са леве стране полиномом [Φ(B)]−1 добија се 

𝒓𝒕 = [𝚽(1)]−𝟏𝝓0 + [𝚽(𝐵)]−𝟏𝚯(𝐵)𝒂𝒕 = 𝝁 + ∑𝚷𝒊

∞

𝒊=𝟎

𝒂𝒕−𝒊 

Ако се једнакост опет помножи с лева полиномом 𝚽(𝐵), знајући да полином не утиче на μ, 

добија се следећи резултат 

𝝁 +  𝚯(𝐵)𝒂𝒕 = 𝝁 + 𝚽(𝐵) ∑ 𝚷𝒊
∞
𝒊=𝟎 𝒂𝒕−𝒊, даље 

𝚯(𝐵)𝒂𝒕 = 𝚽(𝐵) ∑𝚷𝒊

∞

𝒊=𝟎

𝒂𝒕−𝒊 

 

𝐈 + 𝚯1𝐵 + ⋯+ 𝚯𝑞𝐵
𝑞 = (𝐈 − 𝚽1𝐵 − ⋯− 𝚽𝑝𝐵𝑝)(∑𝚷𝑖𝐵

𝑖)

∞

𝑖=0

 

што се може записати као 

𝐈 + 𝚯1𝐵 + ⋯+ 𝚯𝑞𝐵
𝑞 = 𝐈 + ∑(𝚽𝑖

∞

𝑖=1

− ∑𝚽𝑗𝚷𝑖−𝑗)

𝑖

𝑗=1

𝐵𝑖 

где је 𝚷0: = 𝐈, 𝚽𝑗: = 0, 𝑗 > 𝑝  и 𝚯𝑖: = 0, 𝑖 > 𝑞  

 

Као и у претходним извођењима у раду, изједначавањем коефицијената који стоје уз сваки 

степен оператора 𝐵, могу се изразити коефицијенти  𝚷𝒊.  
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Добија се веза 𝚯𝑖=𝚷𝑖 − ∑ 𝚽𝑗𝚷𝑖−𝑗
𝑖
𝑗=1 , 𝑖 = 1, 2, … , односно 𝚷𝑖 = 𝚯𝑖 + ∑ 𝚽𝑗𝚷𝑖−𝑗

𝑖
𝑗=1 . 

 

 

Репрезентација VARМА модела као VАR модел 

 

Нека је дат стационаран и инвертибилан 𝑘 димензиони VARMA(p,q) процес у следећем 

запису: 

 
𝚽(𝐵)𝒓𝑡 = 𝝓0 + 𝚯(𝐵)𝒂𝒕 

Помножимо једнакост са леве стране полиномом [𝚯(𝐵)]−1 

[𝚯(𝐵)]−1𝚽(𝐵)𝒓𝑡 = [𝚯(1)]−1𝝓0 + 𝒂𝒕. 

Даље, множећи једнакост с леве стране полиномом [𝚯(𝐵)] следи једнакост 

(𝐈 + 𝚯1𝐵 + ⋯+ 𝚯𝑞𝐵
𝑞)(𝐈 − ∑𝚷𝑖𝐵

𝑖)

∞

𝑖=0

= (𝐈 − 𝚽1𝐵 − ⋯− 𝚽𝑝𝐵𝑝) 

која ако дефинишемо следеће 𝜣𝟎: = 𝐈, 𝚯𝒊: = 𝟎, i > 𝑝  и 𝚯𝒊: = 0, i > 𝑞 𝚽𝑖: = 0,  

 i > 𝑝   

добијамо следећи израз 

𝐈 + ∑(𝚯𝒊

∞

i=1

− ∑𝚯𝒊−𝒋𝚷𝒋)

i

j=1

𝐵𝑖 = (𝐈 − 𝚽1𝐵 − ⋯− 𝚽p𝐵
p) 

Изједначавањем коефицијената који стоје уз сваки степен  оператора 𝐵, могу се изразити 

коефицијенти 𝚽𝒊 преко 𝚷𝒊 и 𝚯𝒊 

−𝚽𝒊 = 𝚯𝒊 − ∑𝚯𝒊−𝒋𝚷𝒋

𝐢

𝐣=𝟏

− 𝚷𝒊   , 𝑖 = 1, 2, …  

што се даље преформулише као  

𝚷𝒊 = 𝚽𝒊 + 𝚯𝒊 − ∑ 𝚯𝐢−𝐣𝚷𝒋
𝐢
𝐣=𝟏 . 
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Крос-коваријациона матрица и крос-корелациона матрица VARМА модела 

 

Посматрајмо следеће VMA репрезентације модела: 

𝒓𝒕 = 𝝁 + ∑ 𝚷𝒊
∞
𝒊=𝟎 𝒂𝒕−𝒊    и  𝒓𝒕−𝒉 = 𝝁 + ∑ 𝚷𝒊

∞
𝒊=𝟎 𝒂𝒕−𝒊−𝒉. 

Ако помножимо једнакост са (𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ и пустимо очекивање, изводимо облик крос-

коваријационе матрице: 

 

𝐸(𝒓𝒕 − 𝝁)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ = 𝐸 (∑𝚷𝒊

∞

𝒊=𝟎

𝒂𝒕−𝒊)(∑𝚷𝒊

∞

𝒊=𝟎

𝒂𝒕−𝒊−𝒉)

′

= 𝐸 (∑𝚷𝒊

∞

𝒊=𝟎

𝒂𝒕−𝒊)(∑𝒂𝒕−𝒊−𝒉
′

∞

𝒊=𝟎

𝚷𝒊
′)

= ∑𝚷𝒊+𝒉𝚺𝚷𝑖
′

∞

𝑖=0

 

 

Ако се извођење крос-коваријације започне посматрањем другачијег записа модела: 

𝒓𝒕 − 𝝁 = 𝚽𝟏(𝒓𝒕−𝟏−𝝁) + ⋯+ 𝚽𝒑(𝒓𝒕−𝒑 − 𝝁) + 𝚯𝟏𝒂𝒕−𝟏 + ⋯+ 𝚯𝒒𝒂𝒕−𝒒 + 𝒂𝒕 

Резултат ће бити рекурзивна веза крос-коваријационих матрица.  

Истим поступком множења једначине и применом очекивања изводимо следеће: 

𝐸(𝒓𝑡 − 𝝁)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ = 𝚽1𝐸(𝒓𝒕−𝟏 − 𝝁)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ + ⋯+ 𝚽𝑝𝐸(𝒓𝒕−𝒑 − 𝝁)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ 

+𝐸(𝚯1𝒂𝑡−1)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ + ⋯+ 𝐸(𝚯𝑞𝒂𝑡−𝑞)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ + 𝐸(𝒂𝑡)(𝒓𝒕−𝒉 − 𝝁)′ 

𝜞𝒉 = 𝚽𝟏𝜞𝒉−𝟏 + 𝚽𝟐𝜞𝒉−𝟐 + ⋯+ 𝚽𝒑𝜞𝒉−𝒑, ℎ > 𝑞 

 

Ако је 𝑝 > 𝑞 и имамо 𝜞𝟎, ... 𝜞𝒑−𝟏, из ове релације се може израчунати 𝜞𝒉 за ℎ = 𝑝, 𝑝 + 1,… 

 

Услов стационарности и инвертибилности VARМА модела 

Услов инвертибилности за VARMA модел  је исти као и за VMA модел који фигурише у 

VARMA моделу, а услов стационарности за VARMA модел  је исти као и за VAR модел 

који фигурише у VARMA моделу. 

Специјално, посматрајмо  𝒓̃𝑡 = 𝒓𝑡 − 𝝁  VAR(p) модел . 

Приликом извођења неких закључака за вишедимензиони случај, можемо посматрати  

VAR(p) модел који је представљен као 𝑘𝑝-димензиони VAR(1) модел тј. 
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𝐕𝐀𝐑(𝐩)𝒌≡𝐕𝐀𝐑(𝟏)𝒌𝒑.     

𝒙𝑡 = 𝐅𝒙𝑡−1 + 𝒃𝑡  где су  

 

 

𝒙𝑡 =

[
 
 
 
 
 

𝒓̃𝑡

𝒓̃𝑡−1

.

.

.
𝒓̃𝑡−𝑝+1]

 
 
 
 
 

 (𝑘𝑝 × 1),             𝒙𝑡−1 =

[
 
 
 
 
 
𝑟̃𝑡−1

𝑟̃𝑡−2

.

.

.
𝑟̃𝑡−𝑝]

 
 
 
 
 

(𝑘𝑝 × 1), 𝐹 =

[
 
 
 
 
𝚽1

𝐈
0
⋮
0

𝚽2

0
𝐈
⋮
0

  …  
…

  …  
 

… 

𝚽𝑝−1

0
0
⋮
𝐈

𝚽𝑝

0
0
⋮
0

 

]
 
 
 
 

(𝑘𝑝 × 𝑘𝑝),    

 

 

𝒃𝑡 =

[
 
 
 
 
 
𝒂𝑡

0
.
.
.
0 ]

 
 
 
 
 

(𝑘𝑝 × 1)   где су 0 и 𝐈 𝑘 ⨯ 𝑘 нула матрица и 𝑘 ⨯ 𝑘 јединична матрица редом. 

 

Даље, посматрајући ову еквиваленцију, можемо извести услов стационарности за VAR(p)𝑘 

модел помоћу услова стационарности за VAR(1) модел.  

 

Услов стационарности за 𝑽𝑨𝑹(𝟏) модел 

 

Распишимо VAR(1) модел рекурзивно као  

𝒓̃𝑡 = 𝚽 𝒓̃𝑡−1 + 𝒂𝑡=𝚽 (𝚽 𝒓̃𝑡−2 + 𝒂𝒕−𝟏)+ 𝒂𝑡 = ⋯ = 𝒂𝑡 + 𝚽 𝒂𝑡−1 + 𝚽2𝒂𝑡−2.... 

 

За услов стационарности посматрамо очекивање  𝐸𝒓̃𝑡 = ∑ 𝚽𝑖𝐸𝒂𝑡−𝑖
∞
𝑖=1  и закључујемо да 𝚽𝑖 

мора да ковергира у нулу када  𝑖 →∞. То значи да  својствене вредности матрице 𝚽  по 

модулу морају да буду мање од 1, тј.  за 𝚽𝑖 = 𝑨−𝟏𝑫𝑨 ,  𝑫 = 𝐷𝑖𝑎𝑔(𝜆𝑖) да  |𝜆𝑖| < 1, 𝑖 =

1, 2, … 𝑘.  

За VAR(p)𝑘 модел је , аналогно, услов стационарности је да су вредности |𝜆𝑖| < 1, 𝑖 =

1, 2, … 𝑘𝑝 за матрицу 𝐅. 
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9. МАРГИНАЛНИ МОДЕЛИ  

 

Посматрајмо 𝑘 -димензиону серију 𝒓𝑡 = (𝑟1𝑡, … . 𝑟𝑘𝑡 )ʹ. Дефинисаним векторским моделом 

серије 𝒓𝑡 уједно су дефинисани и једнодимензиони модели компонената 𝑟𝑖𝑡 које називамо 

маргиналним моделима. За 𝑘 –димензиони VARMA(𝑝, 𝑞) моде, маргинални модели су 

ARMA[𝑘𝑝, (𝑘 − 1)𝑝 + 𝑞]   при чему је [𝑘𝑝, (𝑘 − 1)𝑝 + 𝑞]  максимални ред модела који може 

да се појави. Детаљније објашњење овог пасуса може се наћи у литераури [1].  

 

 Прво ћемо извести да је маргинални модел који одговара VMA (𝑞) моделу MA (𝑞) 

модел. Кренимо од VMA (𝑞) модела за 𝒓𝑡 . Како смо показали да су 

крос-корелационе матрице 𝝆𝑙 = 0   за 𝑙 > 𝑞 , онда ће аутокорелациони коефицијенти 

за компоненте 𝑟𝑖𝑡  такође 0 за кораке иза 𝑞. Из те особине и формулације VMA (𝑞) 

модела закључујемо да су једнодимензиони модели компонената облика 

𝑟𝑖𝑡 = 𝜃𝑖,0 + ∑𝜃𝑖,𝑗𝑏𝑖,𝑡−𝑗

𝑞

𝑗=1

 

где је {𝑏𝑖,𝑡} низ некорелисаних случајних величина са очекивањем 0 и дисперзијом 

𝜎𝑖𝑏
2.   Параметри 𝜃𝑖,𝑗 и 𝜎𝑖𝑏 су функције разматраног модела VMA (𝑞) за 𝒓𝑡. 

 

 Други корак извођења захтева посматрање VAR(𝑝) модела. Посматраћемо  

дводимензиони VAR(1) модел  

[
1 − Φ11𝐵 −Φ12𝐵
−Φ21𝐵 1 − Φ22𝐵

] [
𝑟1𝑡

𝑟2𝑡
] = [

𝑎1𝑡

𝑎2𝑡
]. 

Помножимо једначину инверзом матрице AR дела  

[
1 − Φ22𝐵 Φ12𝐵
−Φ21𝐵 1 − Φ11𝐵

]/[(1 − Φ11𝐵)(1 − Φ22𝐵) − Φ12Φ22𝐵
2]. 

Даље добијамо облик: 

[(1-Φ11𝐵)(1-Φ22𝐵)- Φ12Φ22𝐵
2][

𝑟1𝑡

𝑟2𝑡
] = [

1 − Φ22𝐵 Φ12𝐵
−Φ21𝐵 1 − Φ11𝐵

] [
𝒂1𝑡

𝒂2𝑡
] 

из кога видимо ауторегресионе компоненте. Леви део једначине имплицира да су 

једнодимензионе компоненте AR модела за 𝒓𝑖𝑡 реда 2. На десној страни једначине је 

форма која одговара моделу VMA(1). Користећи резултате које су изведени у првом 

кораку, може се закључити да једнодимензиона компонента узима облик 

ARMA(2,1).Уопштење поступка на 𝑘 –димензиони  VAR(1) модел доводи нас до тога 
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да је маргинални модел компонената облика ARMA[𝑘, 𝑘 − 1] . Даље, уопштењем за 

VAR(p)  модел, закључујемо да су одговарајући  модели облика  

ARMA[𝑘𝑝, (𝑘 − 1)𝑝].  

 

Коначно из првог и другог корака, директно следи да  одговарајући маргинални 

модели за VARMA облика ARMA[𝑘𝑝, (𝑘 − 1)𝑝 + 𝑞], при чему ред модела може бити 

и мањи. 
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10. ПРОГНОЗИРАЊЕ  

 

Веома је корисно када смо у могућности да прогнозирамо будуће вредности неке 

променљиве, при чему је та прогноза базирана на информацијама о садашњости и 

прошлости променљиве. Прогноза уз помоћ временских серија је широко распрострањена 

у економији, финансијама, географији, климатологији. Ово поље математике има велику 

вредност у пракси и омогућава нам да доносимо важне одлуке у плaновима за будућност. 

У случају модела које смо посматрали, циљ је да одредимо такву вредност прогнозе 

у ознаци 𝒓̂𝑡 = 𝑓(𝒓𝑠, 𝑠 ∈ 𝑆) за коју је 𝐸(𝒓𝒕 − 𝑓(𝒓𝒔, 𝑠 ∈ 𝑆))2 минимално. Најбоља оцена 

добијена методом најмањих квадрата је  

𝒓̂𝑡 = 𝐸(𝒓𝒕|ℱ𝑠), тј. 

𝒓̂𝒕(ℎ) = 𝐸(𝒓𝒕+𝒉|𝒓𝑡, 𝒓𝑡−1, … ) где са 𝒓̂𝑡(ℎ) означавамо прогнозу за ℎ корака унапред. 

 

Посматрајмо следећи облик VARMA(p,q) модела  

𝒓𝒕 = 𝑐𝑡 + ∑  𝚽𝒊
𝒑
𝒊=𝟏 𝒓𝒕−𝒊+𝒂𝑡 + ∑  𝚯𝑖

𝑞
𝑖=1 𝒂𝒕−𝒊 , где је  𝑐𝑡 = (𝐈 −  𝚽1 −  𝚽2 − ⋯−  𝚽p) 𝝁. 

При томе претпостављамо да је 𝒂𝑡 бели шум. Применимо условно очекивање на претходно 

поменуту репрезентацију модела. Знајући да је бели шум 

𝒂𝒕+𝒉  , ℎ > 0 независтан у односу на садашњост и прошлост 𝒓𝒕, 𝒓𝒕−𝟏, …, условно очекивање  

𝐸(𝒂𝒕+𝒉| 𝒓𝒕, 𝒓𝒕−𝟏, … ) постаје 𝐸(𝒂𝒕+𝒉) , што из дефиниције белог шума јесте 0. 

Даље је 𝒓̂𝑡(ℎ) = 𝐸(𝒓𝒕+𝒉| 𝒓𝒕, 𝒓𝒕−𝟏, … ) = 𝑐𝑡 +  𝚽1𝒓̂𝑡(ℎ − 1) + ⋯+  𝚽p 𝒓̂𝒕(ℎ − 𝑝) +

 𝚯1𝐸(𝒂𝒕+𝒉−𝟏) + ⋯+  𝚯q𝐸(𝒂𝒕+𝒉−𝒒). 

Ако је  ℎ ≤ 0, тада једнакост постаје очигледно 𝒓̂𝑡(ℎ) = 𝒓𝒕+𝒉, а за ℎ > 𝑞 једнакост постаје 

𝒓̂𝒕(ℎ) = 𝑐𝑡 +  𝚽1𝒓̂𝒕(ℎ − 1) + ⋯+  𝚽p 𝒓̂𝒕(ℎ − 𝑝).    

Прогноза ℎ корака унапред може да се изведе ако посматрамо бесконачну  VAR 

репрезентацију као    𝒓̂𝑡(ℎ) = ∑ 𝚷𝑖
∞
𝑖=1 𝒓̂𝑡(ℎ − 𝑖). 

Такође, посмтрајући бесконачну VMA репрезентацију добијамо 𝒓̂𝒕(ℎ). У таквом формату, 

вредност будуће вредности за 𝑡 + ℎ је 𝒓𝒕+𝒉=∑ 𝛙𝒊
∞
𝑖=0 𝒂𝒕+𝒉−𝒊. Како је 𝐸(𝒂𝒕+𝒉| 𝒓𝒕, 𝒓𝒕−𝟏, … )= 

𝐸(𝒂𝒕+𝒉) =0, ℎ > 0 оцена добијена методом најмањих квадрата је 𝒓̂𝒕(ℎ) = ∑ 𝛙𝒊
∞
𝒊=𝟏 𝒂𝒕+𝒉−𝒊. 

Вектор грешке прогнозе је 𝒓𝒕+𝒉 − 𝒓̂𝒕(ℎ) са очекивањем нула и коваријационом матрицом  

∑ 𝛙𝑖

ℎ−1

𝑖=0

𝚺𝑎 𝛙𝑖
′ 



27 
 

Секвенца белог шума 𝒂𝒕+𝒉−𝒊  𝑖 = 1, 2, … 𝑞 модела треба да буде генерисана рекурзивно 

коришћењем вредности из прошлости 𝒓𝒕, 𝒓𝒕−𝟏 из једначине 

𝒂𝒔 = 𝒓𝒕 − ∑ 𝛙𝒊 𝚽𝒊𝒓𝒔−𝒊
𝒑
𝒊=𝟏 − ∑ 𝛙𝒊 𝚽𝒊𝒓𝒔−𝒊 𝚯𝒊

𝒒
𝒊=𝟏 𝒂𝒔−𝒊.  

Изводимо користећи одговарајуће почетне вредности  𝒓𝟎, … . , 𝒓𝟏−𝒑, 𝒂𝟎, … . , 𝒂𝟏−𝒒. 

11.  КОИНТЕГРАЦИЈА 

 

Уколико током анализе наиђемо на нестационарне временске серије које су истог реда 

интеграције d (серије које треба да диференцирамо d пута  како би постале стационарне у 

ознаци I(d)), можемо да их диференцирамо и потом пробамо да их уклопимо у неки VAR(p) 

модел на пример. Ако наиђемо на серије које нису истог реда интеграције, онда можемо да 

проверимо да ли су оне коинтегрисане и да даље решавамо проблем у другом смеру. 

Коинтеграција је појава да је линеарна комбинација нестационарних временских серија 

једна стационарна времеснка серија. На слици испод, преузетој из литературе [4], приказан 

је пример две нестационарне коинтегрисане серије. 

 

 

Дефиниција (две серије I(1)): Нека су 𝑋𝑡  и 𝑌𝑡 две временске серије са особином I(1).Тада 

су серије 𝑋𝑡  и 𝑌𝑡 коинтегрисане ако постоји вектор β=( 𝛽1, 𝛽2) 
′са не-нула компонентама 

такав да важи следећe 

𝛽1𝑋𝑡 − 𝛽2 𝑌𝑡~𝐼(0) 

 

Дефиниција (општи случај):  Нека су 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … 𝑛 временске серије са особином I(1). 

Тада су серије 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … 𝑛 коинтегрисане ако је линеарна комбинација ∑ 𝛽𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖 , 𝛽𝑖 ≠ 0 

за= 1, 2, …𝑛, временска серија са особином 𝐼(0). 
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Дефиниција (две серије I(d), општи случај):  Нека су 𝑋𝑡  и 𝑌𝑡 две временске серије са 

особином I(d).Тада су серије 𝑋𝑡  и 𝑌𝑡 коинтегрисане реда ако постоји нетривијална линеарна 

комбинација чији је ред интегрисаности d-b. 

Ова карактеристика је корисна особина која се користи у анализи нестационарних података. 

Када се подаци посматрају појединачно, могу да буду веома отпорни на разне методе, 

међутим, посматрање понашања ове комбинације нам пружа другачији правац у решавању 

проблема. Ако закључимо да су серије 𝑋𝑡  и 𝑌𝑡 коинтегрисане онда примењујемо модел за 

коинтегрисане временске серије. 

 

 

Модел за коинтегрисане серије реда (1,1) 

 

𝛥𝑌𝑡 = 𝛾0(𝑌𝑡−1 − 𝛽0 − 𝛽1𝑋𝑡−1 ) + ∑ 𝛾1,𝑗
𝑘
𝑗=1 𝛥𝑋𝑡−𝑗 + ∑ 𝛾2,𝑗

𝑘
𝑗=1 𝛥𝑌𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡     (*) 

где је 𝛾0 коефицијент прилагођавања, а 𝑘 је одређено корелационом структуром серија. 

 

Модел за коинтегрисане серије реда (d, b) 

 

𝛥𝑑𝑌𝑡 = 𝛾0(𝛥
𝑑−𝑏𝑌𝑡−1 − 𝛽0 − 𝛽1𝛥

𝑑−𝑏𝑋𝑡−1 ) + ∑𝛾1,𝑗

𝑘

𝑗=1

𝛥𝑑𝑋𝑡−𝑗 + ∑𝛾2,𝑗

𝑘

𝑗=1

𝛥𝑑𝑌𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡  

 

 

Теорема: Серије 𝑋𝑡  и 𝑌𝑡  су коинтегрисане и веза између њих дата је са (*)  ако  

је серија резидуала стационарна. 

 

Користећи ову теорему, можемо тестирати претпоставку о стационарности резидуала 

користећи Dickey-Fuller тест. 

 

. 
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12.  Пример временске серије из области климатологије 

  

Како бисмо испитали претходно наведене теоријске појмове вишедимензионих серија, 

учитаћемо податке у окружење RStudio. Користићемо климатолошке податке из литературе 

[9]. У литератури [9] се помиње пакет "rdwd" који је користан за испитивања у вези са 

климом. Уз помоћ пакета омогућен је приступ подацима које прикупљају станице у 

Немачкој.  

Подаци  

Учитана временска серија је петодимензиона и садржи климатске карактеристике града 

Потсдам у Немачкој мерене дневно са почетком од 1. јануара 2009. до 31. децембра 2018. 

године. Како векторски ауторегресиони модели покретног просека комплексни и садрже 

велики број параметара, у овом примеру фокус ће бити на дводимензионој серији чије су 

компоненте једнодимензионе серије temperaturaVazduha  и brzinaVetra. 

 

Променљиве које су смештене у временску серију су илустроване на слици: 

 

 

 

Важна особина која се посматра приликом одабира модела је стационарност серије. Неки 

од закључака се могу одмах извести посматрајући графике компоненте серија на сликама 

испод.  
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Са графика се може закључити да неки подаци имају специфично годишње кретање, што је 

могло и да се претпостави с обзиром на то да се посматрају подаци из области 

континенталне климе. Модели који су дефинисани у раду се примењују на стационарне 

векторске серије, али са графика се одмах примећује да то није испуњено у овом случају јер 

ни компоненте немају особину стационарности. Да би подаци могли да се уклопе у неки 

модел, морају прво да се трансформишу до стационарне временске серије.  
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Трансформисани подаци компонената серије су добијени позивом фунције "diffM" из 

пакета "MTS" и имају следеће графике:  
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Графици аутокорелационих функција 
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Графици крос-корелационе функције 
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За проверу стационарности једнодимензионих серија, у овом случају компонената 

вишедимоензионе серије, може да се користи Dickey-Fuller тест. На сликама је приказан 

тест који је примењен на температуру ваздуха и брзину ветра. 
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У оба случаја је вредност p мања од 0.05 па се може одбацити нулта хипотеза да је свака 

једнодимензиона серија нестационарна. 
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Пробаћемо да применимо VARMA(2,1) модел на дводимензиону серију чије су компоненте 

температура ваздуха и брзина ветра. Позивом функције у програму добијају се информације 

које су приказане на слици. 

 

 

 

Да ли су резидуали аутокорелисани и међусобно корелисани током времена? 

 

Након излазног резултата карактеристика модела, потребно је испитати вектор резидуала. 

Резидуали модела се дефинишу као разлика 𝒆𝑡 = 𝒓𝑡 − 𝒓̂𝒕. Приликом одабира модела у 

пракси, неопходно је проверити, између осталог, да ли су резидуали модела некорелисани 

међусобно током времена. Ако резидуали показују присуство међусобне корелације, 

сугерише нам се да пробамо да податке уклопимо у други модел и наставимо анализу тј. 

добар модел неће показати значајно присуство аутокорелације и крос-корелације међу 

резидуалима. 
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Један метод провере корелације на скупу података је посматрање графика аутокорела-ционе 

функције (који показује корелацију  променљиве у односу на њене прошле вредности) и 

графика крос-корелационе функције (који приказује корелацију променљиве у односу на 

прошле вредности других променљивих). Приликом практичног испитивања графика, 

можемо се осврнути на чињеницу да оцена коефицијената корелације белог шума 

асимптотски има нормалну расподелу  𝒩(0,
1

Т
) где је Т величина узорка. Ако све израчунате 

оцене коефицијената корелације не улазе у интервал (-2/√Т, 2/√Т), онда можемо одбацити 

нулту хипотезу да не постоји корелација у серији резидуала. ([2] и [1]) 

Други метод је коришћење Portmanteau теста који је претходно поменут у раду. 

Графици аутокорелације и крос-корелације резидуала. Прва серија је температура, а друга 

ветар. 

 

. 
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Примена Portmanteau теста на резидуале показује вредности тест статистике која је 

поменута на почетку као и p вредности. У овом случају су p вредности веће од 0.05, па се 

прихвата нулта хипотеза да су резидуали у случају ове дводимензионе серије некорелисани.  

 

 

 

  

Да ли је дисперзија компонената вектора резидуала константна током времена? 

 

Ова ставка се најлакше може закључити из посматрања графика резидуала. Са слика 

видимо да је дисперзија константна и да је очекивање у нули. 

  

 



39 
 

Да ли је вектор резидуала нормално расподељен? 

 

У пакетима програма који се користе за VARMA моделе постоји и функција којом се може 

проверити да ли се подаци уклапају у вишедимензиону нормалну расподелу. На сликама се 

виде добијени резултати позивом mvn функције за два теста: Mardia и Henze-Zirkler тест  

чије је коришћење објашњено у литератури [9]. Резултат је да се вектор резидуала не уклапа 

у нормалну расподелу. Тако је коначни заључак да би требало да пробамо да податке 

уклопимо у други модел.  

 

 

 

 

 

Илустрација генерисања података VAR модела  

 

У наставку ће бити описано генерисање података који се уклапају у векторски 

ауторегресиони модел као и кораци анализе података који су потребни да би се утврдило да 

ли је модел добар. Детаљнији поступак о овом делу се може наћи у литератури [10] и [12]. 

 

Генерисаћемо податке VAR(2) модела  
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[
𝑟1𝑡

𝑟2𝑡
] = [

−0.3 −0.4
0.6 0.5

] [
𝑟1,𝑡−1

𝑟2,𝑡−1
] + − [

−0.1 0.1
−0.2 0.05

] [
𝑟1,𝑡−2

𝑟2,𝑡−2
] + [

𝑎1𝑡

𝑎2𝑡
] 

Су компоненте белог шума из 𝒩(0,0.05) расподеле. 

Код се може наћи у литератури [12]. Ова дводимензиона серија је  генерисана са кораком 1 

и има 200 опсервација што се види на графику испод. 

 

 

 

Пакет који је погодан за испитивање ових модела је пакет "vars" и даље ће бити приказани 

позиви функција из овог пакета. За одабир реда модела приказан је резултат из програма . 
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По свим критеријумима изабран је модел реда 2, па ћемо њега и изабрати за податке. 

 

Настављамо са испитивањем резидуала и позивамо Portmanteau тест како бисмо проверили 

нулту хипотезу . 

 

У овом случају је p вредност већа од 0.05, па се прихвата нулта хипотеза да су резидуали у 

случају ове дводимензионе серије некорелисани. 

 

Даље, позивамо тест којим се може испитати хетероскедастичност резиудала. У овом 

случају је, како видимо на слици испод, p вредност већа од 0.05 па потврђујемо одсутност 

хетероскедастичности. 
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Како бисмо проверили да ли је вектор резидуала овог VAR модела из нормалне расподеле, 

покрећемо следећи код и одмах добијамо резултат: 

 

 

Закључујемо да је испуњен услов за нормалну расподелу. 

  

 

 

Циљ који желимо да достигнемо испитивањем података у пракси јесте прогноза. Како је 

претходном анализом утврђено да је модел добар, можемо да позовемо функцију за 

предикцију података за неколико корака унапред. 

 

Овим позивом се посматра пеогноза за 8 корака у напред и резултати су следећи графици: 
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13. ЗАКЉУЧАК 

 

Kако је поменуто у уводу, потреба за вишедимензионим моделима је данас све већа. У 

свакој делатности циљ јесте прогноза која ће побољшати квалитет живота и пословања. 

Конкретно у климатологији, данас је акценат на истраживањима која се односе на утицај 

загађења на климатске промене . Свакако је употреба ових модела неопходна за доношење 

корисних закључака из ове области.  

Да је ова област запажена у науци, говори у прилог то да је развој софтверских пакета који 

се односе на временске серије свакодневно у експанзији. Пакети које је аутор нашао 

приликом писања рада односе се на програме Python и R. За ове програме се свакодневно 

развијају алати за обраду података, а и свакодневно ажуријају информације о њиховом 

коришћењу.  

Такође, омогућена је и доступност података преко интернета. Постоји много база које се 

скупљају из метеоролошких станица и које су динамичне тако да пружају нове податке из 

претходног дана. За дневно мерене податке за сврху климатологије се, осим коришћене 

серије у раду за град Потсдам, може користити литература [13]. 
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