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1 Uvod

Teorijska istra�ivaǌa graniqnih problema za parcijalne diferen-

cijalne jednaqine u velikoj meri se oslaǌaju na funkcionalnu analizu.

Rexeǌa ovih problema obiqno se predstavǉaju kao elementi pojedinih

funkcionalnih prostora. Na poqetku se definixu osnovni pojmovi i

prostori koji �e biti korix�eni u daǉem radu. Vixe detaǉa o nave-

denim rezultatima se mo�e na�i u [5], [6], [8], [9], [12].

1.1 Funkcionalni prostori

Otvoren i povezan skup Ω ⊆ Rn naziva se oblast. Granicom oblasti

Ω se naziva skup Γ = ∂Ω = Ω\Ω gde je Ω zatvoreǌe skupa Ω. Svaka n-

torka α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 naziva se multiindeksom gde je sa N0 oznaqen

skup nenegativnih celih brojeva. Du�ina multiindeksa α = (α1, . . . , αn)

je nenegativan ceo broj |α| = α1 + · · ·+ αn.

U ovom radu �e biti korix�ene funkcije oblika f : Ω→ R. U sluqaju

da je f funkcija vixe promenǉivih, parcijalni izvodi se oznaqavaju sa:

∂αf =

(
∂

∂x1

)α1
(

∂

∂x2

)α2

. . .

(
∂

∂xn

)αn
f =

∂
|α|
f

∂x
α1

1
∂x

α2

2
. . . ∂x

αn

n

.

1.1.1 Prostori neprekidnih i integrabilnih funkcija

Neka je Ω otvoren skup u Rn i k ∈ N. Skup Ck(Ω) je skup svih neprekid-

nih funkcija f , definisanih na Ω, koje imaju neprekidne izvode reda

|α| 6 k na Ω, za svaki multiindeks α. Specijalno, sa C(Ω) se oznaqava

prostor neprekidnih funkcija na Ω, a sa C∞(Ω) prostor beskonaqno

diferencijabilnih funkcija na Ω.

Ako je Ω ograniqen otvoren skup, mo�e se definisati i Ck(Ω) - ǌemu

pripadaju sve funkcije f ∈ Ck(Ω) za koje se ∂αf mo�e neprekidno pro-

du�iti sa Ω na Ω za svaki multiindeks |α| 6 k. Kako je Ck(Ω) Banahov

prostor, on je snabdeven normom:

||f ||Ck(Ω) := max
|α|6k

sup
x∈Ω
|∂αf(x)|.
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Neka je k ∈ N i 0 < λ ≤ 1. Sa Ck,λ(Ω) se oznaqava skup svih funkcija

f ∈ Ck(Ω) za koje

|f |Ck,λ(Ω) := max
|α|=k

sup
x,y∈Ω,x 6=y

|∂αf(x)− ∂αf(y)|
|x− y|λ

, gde je |x| =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n,

ima konaqnu vrednost.

Prostor C
k,λ (

Ω
)
je Banahov prostor sa uvedenom normom:

||f ||Ck,λ(Ω) := ||f ||Ck(Ω) + |f |
Ck,λ(Ω)

.

Funkcije f ∈ C
0,λ (

Ω
)
, 0 < λ < 1 se nazivaju Helder neprekidnim sa

modulom neprekidnosti λ, a ako je λ = 1 ka�e se da je funkcija f Lipxic

neprekidna na Ω.

Prostor L
p
(Ω), 1 6 p < ∞ sastoji se iz funkcija definisanih na

Ω, qiji je p-ti stepen apsolutno integrabilna funkcija u Lebegovom

smislu, tj.
∫
Ω

|f(x)|pdx <∞. Prostor L
p
(Ω) je Banahov prostor sa normom:

||f ||
L
p

(Ω)
:=

∫
Ω

|f |pdx

1/p

, 1 6 p <∞.

Za p = 2 prostor L
2
(Ω) je Hilbertov sa skalarnim proizvodom:

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx

i normom

||f ||L2(Ω) :=

∫ |f |2dx
1/2

.

Specijalno, prostor L∞(Ω) se sastoji iz funkcija f definisanih na Ω

takvih da |f | ima konaqan esencijalni supremum. Esencijalni supremum

je najmaǌi broj M takav da je |f(x)| 6M za skoro svako x ∈ Ω i oznaqava

se sa: M = ess sup
x∈Ω

|f(x)|. U prostoru L
∞

(Ω) norma je definisana sa:

||f ||
L
∞

(Ω)
= ess sup

x∈Ω
|f(x)|.
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Prostor lokalno integrabilnih funkcija L
p

loc(Ω) je prostor svih funk-

cija koje su integrabilne na svakoj ograniqenoj podoblasti od Ω, tj.

va�i f ∈ Lploc(Ω) ako je f ∈ Lp(Ω′) za svaku ograniqenu podoblast Ω′ takvu

da je Ω′ ⊂ Ω.

1.1.2 Prostor distribucija

Nosaq funkcije f je skup supp f = {x ∈ Ω | f(x) 6= 0}. To je najmaǌi

zatvoren podskup skupa Ω takav da je f = 0 u skupu Ω \ supp f . Sa Ck
0 (Ω)

oznaqavamo skup svih funkcija f ∈ Ck(Ω) koje imaju kompaktan nosaq u

Ω. Posebno je interesantan skup

C
∞

0
(Ω) = ∩

k>0
C
k

0
(Ω),

skup beskonaqno diferencijalbilnih funkcija sa kompaktnim nosaqem.

Definicija 1.1. Za niz funkcija ϕj ∈ C∞0 (Rn) ka�e se da konvergira ka

funkciji ϕ ∈ C∞0 (Rn) ako:

1. postoji kompaktan skup K ⊂ Rn takav da suppϕj ⊂ K za svako j,

2. za svaki multiindeks α, niz ∂αϕj uniformno konvergira ka ∂αϕ, na K

kada j →∞.

Prostor C∞0 (Rn) sa ovako uvedenom kovergencijom se naziva prostorom os-

novnih (test) funckija i oznaqava sa D = D(Rn).

Vrednost funkcionala f : D → C na test funkciji ϕ se oznaqava sa

〈f, ϕ〉. Funkcional 〈f, ϕ〉 mo�e imati slede�e osobine:

1. linearnost: 〈f, λϕ+ µψ〉 = λ〈f, ϕ〉+ µ〈f, ψ〉, λ, µ ∈ C, ϕ, ψ ∈ D

2. neprekidnost: Ako iz konvergencije ϕj → ϕ, j → ∞ u D sledi kon-

vergencija 〈f, ϕj〉 → 〈f, ϕ〉, j →∞ u C.

Definicija 1.2. Linearni neprekidni funkcionali f : D → C nazivaju

se distribucijama ili generalisanim funkcijama. Skup distribucija oz-

naqava se sa D′ = D′(Rn).
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Definicija 1.3. Za niz distribucija fj ∈ D′ ka�e se da konvergira ka f

i to se zapisuje sa fj → f , j →∞ ako:

〈fj, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉, j →∞ za svako ϕ ∈ D.

Mo�e se pokazati da je prostor distribucija D′ sa ovako uvedenom

konvergencijom kompletan [5].

Stav 1.1. Svaka lokalno integrabilna funkcija f ∈ L1
loc(R

n) indukuje jednu

distribuciju (koja se tako�e obele�ava sa f). Odnosno za f ∈ L1
loc(Rn)

va�i formula: ∫
Rn

f(x)ϕ(x)dx = 〈f, ϕ〉. (1.1)

Definicija 1.4. Distribucija indukovana nekom lokalno integrabilnom

funkcijom, odre�ena formulom 1.1 naziva se regularnom distribucijom.

Definicija 1.5. Distribucija se naziva singularnom ako nije regularna,

odnosno ako nije indukovana nekom lokalno integrabilnom funkcijom.

Na taj naqin je skup lokalno integrabilnih funkcija potopǉen u skup

distribucija.

Primer singularne distribucije je Dirakova distribucija δ defi-

nisana na slede�i naqin:

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0), ∀ϕ ∈ D.

Dokaz se mo�e izvesti indirektno, pod pretpostavkom da postoji

funkcija f(x) ∈ L1
loc(Rn) takva da je:∫

Rn

f(x)ϕ(x)dx = ϕ(0), ∀ϕ ∈ D(Rn).

Kako funkcija ex pripada prostoru C∞(Rn) lako se mo�e pokazati da

je exϕ ∈ D(Rn). Naime, kako je ϕ test funkcija na Rn ona ima kompaktan

nosaq u Rn: K = suppϕ = {x ∈ Rn
∣∣ ϕ(x) 6= 0}. S druge strane, kako ex 6= 0

za svako x ∈ Rn nosaq funkcije exϕ je

supp exϕ =
{
x ∈ Rn

∣∣ exϕ(x) 6= 0
}

=
{
x ∈ Rn

∣∣ ϕ(x) 6= 0
}

= suppϕ = K,
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tj. i on je kompaktan.

I jox va�i exϕ ∈ C∞(Rn) (jer ex, ϕ ∈ C∞(Rn)), pa sve ukupno sledi da

exϕ ∈ D(Rn). Odatle daǉe sledi:∫
Rn

f(x)exϕ(x)dx = e0ϕ(0) = ϕ(0) =

∫
Rn

f(x)ϕ(x)dx,

xto implicira da va�i jednakost f(x)ex = f(x) skoro svuda na Rn odnosno

f(x) = 0 skoro svuda na Rn.

Me�utim, odatle se dobija da je
∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx = 0 xto implicira da je

ϕ(0) = 0 za svako ϕ, a ovo je kontradikcija jer ϕ(0) 6= 0 u opxtem sluqaju.

Dakle, δ je singularna distribucija.

Dirakova distribucija δ je od velike va�nosti u ovom radu pa �e

na mestima gde se razmatraju neke daǉe operacije sa distribucijama

posebna pa�ǌa biti usmerena na ǌu.

Mo�e se primetiti da je δ(x) = 0 u svakoj podoblasti koja ne sadr�i

koordinatni poqetak. Dakle, ǌen nosaq je supp δ = {0}. Daǉe se sa:

〈δ(x− x0), ϕ〉 =

∫
Rn

δ(x− x0)ϕdx = ϕ(x0) (1.2)

oznaqava Dirakova distribucija koncentrisana u x0.

Zanimǉivo je uoqiti da ako f ima kompaktan nosaq mogu se oslabiti

uslovi za test funkcije zahtevaju�i samo ǌihovu beskonaqnu difreneci-

jabilnost ϕ ∈ C∞(Rn) i zanemariti uslov ǌihovog kompaktnog nosaqa.

Na primer, ako u (1.2) uzmemo ϕ(x) ≡ 1 dobijamo uslov normalizacije

delta funkcije: ∫
Rn

δ(x)dx = 1. (1.3)

Iako je singularna, Dirakova distribucija se mo�e predstaviti kao

graniqna vrednost niza beskonaqno glatkih funkcija. Xtavixe, ovo

va�i za sve distribucije. Sledi nekoliko primera.
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Primer 1.2. ωε(x)→ δ(x), ε→ 0 gde je

ωε(x) =

Cεe
−ε2

ε2−|x|2 , |x| < ε

0, |x| > ε
.

Konstanta Cε se bira tako da je
∫
Rn
ωε(x) = 1, ωε ∈ D. Neka je ϕ ∈ D(Rn)

proizvoǉna test funkcija, tada za svako η > 0 postoji ε0 > 0 takvo da

ako je |x| < ε0 onda je |ϕ(x)− ϕ(0)| < η. Neke je sada ε < ε0. Tada va�i

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

ωε(x)ϕ(x)dx− ϕ(0)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Kε

ωε(x) [ϕ(x)− ϕ(0)] dx

∣∣∣∣∣∣ 6 η

∫
Kε

ωε(x)dx = η,

odnosno lim
ε→0

∫
Rn
ωε(x)ϕ(x)dx = ϕ(0).

Primer 1.3 (Gausova jezgra). [3] Niz Gausovih jezgara γε(x) = 1√
2πε
e
−x2

2ε sa

parametrom ε > 0 konvergira ka Dirakovoj distribuciji δ.

Prost povrxinski sloj je generalizacija δ funkcije. Neka je S ravna

glatka povrx i µ(x) neprekidna funkcija definisana na S. Mo�e se

definisati generalisana funkcija µδS po pravilu:

〈µδS, ϕ〉 =

∫
S

µ(x)ϕ(x)dS, ϕ ∈ D.

Oqigledno je µδS ∈ D′; µδS(x) = 0 za x /∈ S pa je suppµδS ⊂ S. Generalisana

funkcija µδS se naziva jednostavnim slojem iznad povrxi S sa gustinom

µ.

Poznato je da se raspodela mnogih fiziqkih veliqina mo�e pred-

staviti distribucijama. Dirakova distribucija opisuje raspodelu tzv.

koncentrisanih veliqina (materijalna taqka, taqkasti izvor energije,

itd.).

Neka je sada f(x) lokalno integrabilna funkcija na Rn, a(x) ∈ C∞(Rn)

beskonaqno glatka funkcija i ϕ ∈ D(Rn). Tada va�i da je a(x)f(x) ∈
L1
loc(Rn) i a(x)ϕ(x) ∈ D(Rn) i va�i slede�a formula:∫

Rn

[a(x)f(x)]ϕ(x)dx =

∫
Rn

f(x)[a(x)ϕ(x)]dx.
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Kako svaka lokalno integrabilna funkcija indukuje distribuciju

na osnovu ove formule mo�e se definisati proizvod beskonaqno glatke

funkcije i distribucije.

Definicija 1.6. Neka f ∈ D′(Rn) i a ∈ C∞(Rn). Sa af oznaqavamo funk-

cional na D(Rn) definisan na slede�i naqin:

〈af, ϕ〉 = 〈f, aϕ〉, za svako ϕ ∈ D(Rn).

Mo�e se pokazati da je ovako definisan funkcional linearan i nepreki-

dan, tj. af ∈ D′(Rn). Specijalno, proizvod glatke funkcije i Dirakove

distribucije bi bio:

〈aδ, ϕ〉 = 〈δ, aϕ〉 = a(0)ϕ(0) = 〈a(0)δ(x), ϕ(x)〉,

tj. a(x)δ(x) = a(0)δ(x) za svaku a ∈ C∞(Ω).

Ova formula qak ima smisla i ako je funkcija a(x) neprekidna u

okolini nule, pa se odatle mo�e zakǉuqiti da u nekim sluqajevima

proizvod af ima smisla i ako a /∈ C∞(Rn).

Zanimǉivo je da se mo�e definisati i proizvod:

δ(x− b)δ(x− c) = 0 ako je b 6= c,

dok se u opxtem sluqaju ne mo�e definisati proizvod dve distribucije

koji bi opet bio distribucija [12].

1.1.3 Diferenciraǌe distribucija

Neka je f(x) ∈ Cm(Rn) i ϕ(x) onsnovna funkcija iz D(Rn). Tada za

svaki multiindeks α, |α| 6 m va�i slede�a formula parcijalne inte-

gracije: ∫
Rn

∂αf(x)ϕ(x)dx = (−1)|α|
∫
Rn

f(x)∂αϕ(x)dx.

Na osnovu ove formule mo�e se definisati diferenciraǌe distribu-

cija na slede�i naqin:

Definicija 1.7. Neka je f ∈ D′(Rn) i α ∈ Nn
0 . Sa ∂αf se oznaqava funkci-
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onal na D(Rn) definisan na slede�i naqin:

〈∂αf, ϕ〉 = (−1)|α|〈f, ∂αϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Rn),

koji se naziva izvodom u smislu distribucija.

Mo�e se pokazati da je ovako definisan funkcional linearan i nepreki-

dan, tj. ∂αf ∈ D′(Rn).

Neka je sada {∂αf(x)} klasiqan izvod funkcije f(x), gde on postoji.

Ako funkcija f(x) ∈ Cm(Ω) tada je ∂αf(x) = {∂αf(x)}, x ∈ Ω, |α| 6 m.

Ako je funkcional f(x) realna funkcija jedne promenǉive koja je

neprekidno diferencijabilna na R osim u taqkama ξj, j = 1, 2, . . . u ko-

jima ima izolovane prekide prve vrste tada je:

f ′(x) = {f ′(x)}+
∞∑
j=1

[f ]ξjδ(x− ξj)

gde je [f ]ξj = f(ξj + 0)− f(ξj + 0) skok u taqki ξj.

U ovom radu �e biti va�an slede�i specijalni sluqaj.

Neka je f deo po deo glatka funkcija tj. takva da f ∈ C1(x 6 ξ) i

f ∈ C1(x > ξ). Tada na osnovu gore izlo�enog va�i:

f ′(x) = {f ′(x)}+ [f ]ξ δ(x− ξ) (1.4)

gde je [f ]ξ = f(ξ + 0)− f(ξ − 0).

Ako je ϕ proizvoǉna test funkcija onda je

〈f ′, ϕ〉 = −〈f, ϕ′〉 = −
∫
f(x)ϕ′(x)dx

= [f(ξ + 0)− f(ξ − 0)]ϕ(ξ) +

∫
{f ′(x)}ϕ(x)dx

= [f ]ξδ(x− ξ) + 〈{f ′(x)}, ϕ〉.

Primer 1.4. Izvod Dirakove distribucije:

〈∂αδ, ϕ〉 = (−1)|α|〈δ, ∂αϕ〉 = (−1)|α|∂αϕ(0), ∀ϕ ∈ D.

8



Primer 1.5. Izvod Hevisajdove distribucije:

θ(x) =

1, x > 0

0, x < 0

je Dirakova distribucija: θ′(x) = δ(x).

Naime, kako je θ lokalno integrabilna, koriste�i pravilo za diferen-

ciraǌe distribucija lako se dobija:

〈θ′, ϕ〉 = −〈θ, ϕ′〉 = −
∫
Rn

θϕ′(x)dx = −
+∞∫
0

ϕ′(x)dx = −ϕ(+∞)+ϕ(0) = ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉,

za svaku proizvoǉnu test funkciju ϕ.

1.1.4 Operacije sa distribucijama

1) Translacija: Neka je a fiksirani element iz Rn i f ∈ L1
loc(Rn). Tada

se translacija τaf od f definixe sa:

(τaf)(x) := f(x− a), za svako x ∈ Rn.

Mo�e se pokazati da je τaf tako�e lokalno-integrabilna na Rn pa

indukuje regularnu distribuciju:

〈τaf, ϕ〉 =

∫
Rn

f(x−a)ϕ(x)dx =

∫
Rn

f(x)ϕ(x+a)dx = 〈f, τ−aϕ〉 za svako ϕ ∈ D(Rn).

Na osnovu ovog identiteta mo�e se sada definisati translacija dis-

tribucije f ∈ D′(Rn) sa:

〈τaf, ϕ〉 := 〈f, τ−aϕ〉, ϕ ∈ D(Rn).

Translacija τaf je linearan i neprekidan funkcional na D(Rn) pa

va�i τaf ∈ D′(Rn).

Specijalno, translacija Dirakove distribucije δa se definixe sa:

〈δa, ϕ〉 := ϕ(a), ϕ ∈ D(Rn)
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i naziva se Dirakova distribucija koncentrisana u a xto je i uvedeno

u ovom radu ranije. Primenom definicije translacije τa, mo�e se za-

pisati:

δa = τaδ0 = τaδ.

2) Refleksija: Refleksija f− lokalno integrabilne funkcije f ∈
L1
loc(Rn) se definixe sa: f−(x) = f(−x) za svako x ∈ Rn.

Sliqno kao kod translacije, kako se lokalno integrabilna funkcija

mo�e identifikovati sa svojom pridru�enom regularnom distribucijom

dobija se:

〈f−, ϕ〉 =

∫
Rn

f(−x)ϕ(x)dx =

∫
Rn

f(x)ϕ(−x)dx = 〈f, ϕ−〉, ϕ ∈ D(Rn).

Na osnovu ovog identiteta se definixe refleksija f− distribucije f ∈
D′(Rn) sa:

〈f−, ϕ〉 := 〈f, ϕ−〉, ϕ ∈ D(Rn).

Dirakova distribucija koncentrisana u 0 je jednaka svojoj reflek-

siji: δ− = δ.

Opxtije, (δa)− = δ−a za svako a ∈ Rn.

3) Tenzorski proizvod: Neka su Ω1 i Ω2 otvoreni skupovi u Rn1 i Rn2,

respektivno, i neka su f ∈ L1
loc(Ω1) i g ∈ Lnloc(Ω2). Tenzorski proizvod

funkcija f i g se definixe sa:

(f × g)(x, y) := f(x)g(y) (= g(y)f(x)),

gde su x i y argumenti funkcija f i g, respektivno.

Tenzorski proizvod f×g je lokalno integrabilna funkcija na Ω1×Ω2,

pa va�i:

〈f × g, ϕ〉 = 〈g × f, ϕ〉 za sve ϕ ∈ D(Ω1 × Ω2).

Opxtije, ako su f i g distribucije, tj. f ∈ D′(Ω1) i g ∈ D′(Ω1) mo�e

se definisati i tenzorski proizvod 2 distribucije sa:

〈f × g, ϕ〉 := 〈f, 〈g, ϕ〉〉, ϕ ∈ D(Ω1 × Ω2) (1.5)

〈g × f, ϕ〉 := 〈g, 〈f, ϕ〉〉, ϕ ∈ D(Ω1 × Ω2) (1.6)
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Mo�e se primetiti da je × komutativna operacija.

Tenzorski proizvod m distribucija fi ∈ D′(Ωi), i = 1, 2, . . . ,m, gde

su Ωi otvoreni podskupovi od Rn, i = 1, . . . ,m se definixe rekurzivno

poqevxi od sluqaja m = 2.

Neka je sada a = (a1, . . . , an) i δa ∈ D′(R), δaj ∈ D′(Rn), j = 1, . . . , n

Dirakove distribucije u taqkama a i aj, j = 1, . . . , n.

Tada je: δa = δa1 × · · · × δan.

4) Konvolucija: Neka su f(x), g(x) ∈ L1
loc(Rn). ǋihova konvolucija f ∗g

se definixe sa:

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(x− y)g(y)dy.

Mo�e se definisati i konvolucija dve distribucije (vidi, liter-

atura). Specijalno, konvolucija proizvoǉne distribucije f ∈ D′(Rn) i

Dirakove distribucije δ je:

f ∗ δ = δ ∗ f = f.
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1.1.5 Prostori Soboǉeva

U ovom odeǉku se definixu prostori koji su od izuzetne va�nosti

za problem koji �e biti razmotren u ovom radu.

Definicija 1.8. Neka je Ω otvoren podskup skupa Rn i k nenegativan ceo

broj. Tada je za 1 6 p 6∞

W k
p (Ω) = {u ∈ Lp(Ω) | ∂αu ∈ Lp(Ω), |α| 6 k}

prostor Soboǉeva reda k sa normom:

||u||Wk
p (Ω) :=

(
k∑
j=0

|u|p
W j
p (Ω)

)1/p

, 1 6 p <∞,

odnosno

||u||Wk
∞(Ω) :=

k∑
j=0

|u|W j
∞(Ω), p =∞,

gde su polunorme |u|W j
p (Ω) i |u|W j

∞(Ω) definisane sa:

|u|W j
p (Ω) :=

∑
|α|=j

||∂αu||pLp(Ω)

1/p

,

odnosno

|u|W j
∞(Ω) := max

|α|=j
||∂αu||L∞(Ω).

Izvodi u ovoj definiciji su izvodi u smislu distribucija.

Prostor W s
p (Ω), s > 0 je Banahov.

Posebno su bitni prostori za p = 2, W s
2 (Ω) = Hs(Ω) jer su to Hilber-

tovi prostori. U ǌima se skalarni proizvod definixe sa

(u, v)Hs(Ω) =
∑
|α|6s

∫
Ω

∂αu(x)∂αv(x)dx, s ∈ N.

Slede�a teorema je od izuzetne va�nosti:

Teorema 1.6. Prostor D(Rn) je gust u W k
p (Rn) za 1 6 p <∞. Ali, ako je Ω

pravi otvoreni podskup od Rn tada D(Ω) nije gust u W k
p (Ω).
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Definicija 1.9. Zatvoreǌe prostora D(Ω) u normi prostora W k
p (Ω) se

oznaqava sa W̊ k
p (Ω). U sluqaju p = 2 se osim oznake H̊k(Ω) koristi oznaka

Hk
0 (Ω). Akcenat �e biti na prostoru H1

0 (Ω) - koji predstavǉa zatvoreǌe

prostora C∞0 (Ω) u normi || · ||H1.

H1
0 (Ω) je skup svih u ∈ H1(Ω) takvih da postoji niz {um}∞m=1 ∈ C∞0 (Ω)

koji konvergira u smislu traga funkcije ka u u H1(Ω).

Definicija 1.10. [6] Neka je Ω ograniqen otvoren skup u Rn. Granica ∂Ω

oblasti Ω je Lipxic neprekidna ako za svako x ∈ ∂Ω postoji otvoren skup

O ⊂ Rn, x ∈ O, lokalno ortogonalni koordinatni sistem sa koordinatama

ζ = (ζ1, . . . , ζn) = (ζ ′, ζn) i a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, tako da va�i

O = {ζ : −aj < ζj < aj, 1 6 j 6 n} ,

i postoji Lipxic neprekidna funkcija ϕ definisana na skupu

O′ =
{
ζ ′ ∈ Rn−1 : −aj < ζj < aj, 1 6 j 6 n− 1

}
,

sa osobinom

|ϕ(ζ ′)| 6 an
2
, za ζ ′ ∈ O′,

Ω ∩ O = {ζ : ζn < ϕ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′} i ∂Ω ∩ O = {ζ : ζn = ϕ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′} .

Ograniqen otvoren skup sa Lipxic neprekidnom granicom naziva se Lip-

xicovom oblax�u.

Ako je ∂Ω Lipxic neprekidna tada je:

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω)

∣∣ u = 0 na ∂Ω u smislu traga funkcije
}
.

Prostor H1
0 (Ω) je tako�e Hilbertov prostor, sa istom normom i skalarnim

proizvodom kao i H1(Ω).

U radu �e biti korix�en pojam “glatke granice”. Slede�a defini-

cija daje precizno znaqeǌe reqi “glatka”.

Definicija 1.11. [6] Neka je Ω ograniqen otvoren skup u Rn. Granica ∂Ω

oblasti Ω je klase Cm, m ≥ 1, ako za svako x ∈ ∂Ω postoji otvoren skup

O ⊂ Rn, x ∈ O, lokalno ortogonalni koordinatni sistem sa koordinatama
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ζ = (ζ1, . . . , ζn) =: (ζ ′, ζn) i a = (a1, . . . , an) ∈ Rn tako da va�i

O = {ζ : −aj < ζj < aj, 1 6 j 6 n} ,

i postoji m puta neprekidno diferencijabilna funkcija ϕ definisana na

O′ =
{
ζ ′ ∈ Rn−1 : −aj < ζj < aj, 1 6 j 6 n− 1

}
sa osobinom

|ϕ(ζ ′)| 6 an
2

za ζ ′ ∈ O′,

Ω ∩ O = {ζ : ζn < ϕ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′} i ∂Ω ∩ O = {ζ : ζn = ϕ(ζ ′), ζ ′ ∈ O′} .

Ograniqen otvoren skup sa granicom klase Cm, m ≥ 1 se naziva oblax�u

klase Cm.

Slede�e leme i teoreme �e biti korix�ene u daǉem radu.

Lema 1.7 (ε-nejednakost). Neka su a, b ∈ R. Za proizvoǉno ε > 0 va�i:

ab 6 εa2 +
1

4ε
b2.

Lema 1.8 (Koxi-Xvarcova nejednakost). Neka su funkcije f i g iz pro-

stora L2(Ω). Tada fg ∈ L1(Ω) i va�i nejednakost:

|(f, g)| 6 ||f ||L2(Ω)||g||L2(Ω).

Lema 1.9 (Poenkare-Fridrihsova nejednakost). Neka je Ω otvoren i ogra-

niqen skup u Rn sa Lipxic neprekidnom granicom i neka je u ∈ H1
0 (Ω). Tada

postoji konstanta C koja ne zavisi od u takva da va�i:

||u||2L2(Ω) 6 C|u|2H1(Ω).

Teorema 1.10 (Teorema potapaǌa). [4] Neka je Ω Lipxicova oblast u

Rn, s > 0 i 1 6 p 6∞. Tada va�e slede�a potapaǌa:

1. W s
p (Ω) ↪→ Lq(Ω), za p 6 q 6 np

n−sp , ako je s− n
p
< 0,

2. W s
p (Ω) ↪→ Lq(Ω), za p 6 q <∞, ako je s− n

p
= 0,

3. W s
p (Ω) ↪→ C(Ω), ako je s− n

p
> 0.
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Teorema 1.11 (Teorema o tragu). Neka je u ∈ W s
p (Ω), s > 1

p
, s − 1

p
/∈ Z

i neka je granica oblasti Ω dovoǉno glatka (Γ ∈ Cbse+1). Tada postoji

trag Tu funkcije u na granici Γ, koji pripada prostoru W
s− 1

p
p (Γ), gde je

T : W
s− 1

p
p (Γ) → Lp(Γ) ograniqen linearan operator takav da je Tu = u|Γ i

va�i slede�a ocena:

||u||
W
s− 1

p
p (Γ)

6 C||u||W s
p (Ω).

1.1.6 Dualni prostori Soboǉeva

Neka je s > 0 i 1 < p < ∞. Sa W−s
q (Ω) se oznaqava skup linearnih

funkcionala definisanih na prostoru W̊ s
p (Ω), pri qemu va�i 1

p
+ 1

q
= 1.

Za u ∈ W−s
q (Ω) norma se definixe na slede�i naqin:

||u||W−sq (Ω) := sup
v∈W̊ s

p (Ω)

|〈u, v〉|
||v||W s

p (Ω)

.

Neka je u ∈ H̊s(Ω) za s > n/2. Koriste�i teoremu potapaǌa mo�e se

pokazati da za Dirakovu δ funkciju va�i slede�e:

|〈δ, u〉| = |u(0)| 6 ||u||C(Ω) 6 C||u||Hs(Ω),

odnosno δ ∈ H−s(Ω), za s > n
2
, [9].
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2 Eliptiqki graniqni problem – opxti oblik

2.1 Slabo rexeǌe

Neka je Ω ograniqena oblast u Rn. Kao modelni problem prikazan je

homogeni Dirihleov graniqni problem:

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = f, x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ Γ = ∂Ω.

(2.1)

Mogu se nametnuti i slede�i dodatni uslovi:

1) aij = aji (uslov simetriqnosti),

2)
n∑

i,j=1

aijξiξj > c0

n∑
i=1

ξ2
i , ∀ξ ∈ Rn, c0 > 0 (uslov stroge eliptiqnosti),

3) aij, bi, c ∈ L∞(Ω), i, j = 1, 2, . . . , n - dakle, ovi koeficijenti su zapravo

funkcije koje imaju esencijalni supremum,

4) f ∈ L2(Ω).

Skup D(Ω) je gust u H1
0 (Ω) pa je za svako v ∈ D(Ω):

−
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
vdx+

n∑
i=1

∫
Ω

bi
∂u

∂xi
vdx+

∫
Ω

cuvdx =

∫
Ω

fvdx.

Ako se daǉe izvrxi parcijalna integracija prvog integrala i isko-

risti uslov v = 0 na granici Γ, dobija se:

n∑
i,j=1

∫
Ω

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx+

n∑
i=1

∫
Ω

bi
∂u

∂xi
vdx+

∫
Ω

cuvdx =

∫
Ω

fvdx,

gde je:

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx+

n∑
i=1

∫
Ω

bi
∂u

∂xi
vdx+

∫
Ω

cuvdx,

l(v) =

∫
Ω

fvdx.
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Definicija 2.1. Funkcija u ∈ H1
0 (Ω), koja je rexeǌe jednaqine

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ H1
0 (Ω) (2.2)

naziva se slabim rexeǌem eliptiqkog graniqnog problema (2.1). Sve par-

cijalne izvode koji se pojavǉuju treba shvatiti kao izvode u smislu dis-

tribucija.

Egzistenciju i jedinstvenost slabog rexeǌa daje slede�a va�na teo-

rema.

Teorema 2.1 (Laks-Milgram). [6] Neka je V realan Hilbertov prostor

sa normom || · ||V i neka je a(·, ·) bilinearni funkcional na V × V takav da

je:

1) ograniqen: ∃C1 > 0 takva da |a(u, v)| 6 C1||u||V ||v||V , ∀u, v ∈ V ,

2) V -koercivan: ∃C2 = const > 0 takva da je a(u, u) > C2||u||2V , ∀u ∈ V ,

3) l(·) je ograniqen funkcional: |l(v)| 6 C3||v||V , ∀v ∈ V .

Tada postoji jedinstven element u ∈ V takav da je: a(u, v) = l(v), ∀v ∈ V .

2.2 Aproksimacija eliptiqkog problema metodom

konaqnih elemenata

Da bi se primenio metod konaqnih elemenata, V se zameǌuje konaqno-

dimenzionim potprostorom Vh ⊂ V , pa se posmatra problem:

na�i uh ∈ Vh takvo da je a(uh, vh) = l(vh), ∀vh ∈ Vh.

Postavǉa se pitaǌe kako definisati prostor Vh? Biraju se funkcije

ϕ1, ϕ2, . . . sa malim nosaqem, linearno nezavisne, neprekidne na Ω i deo

po deo polinomijalne funkcije. One qine bazu prostora u kome se prob-

lem posmatra. Omotaq se oznaqava sa Vh = L{ϕ1, . . . , ϕN(h)} gde h pred-

stavǉa rastojaǌe izme�u 2 bazne funkcije. Tada je:

uh =

N(h)∑
i=1

uiϕi.
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gde su koeficijenti ui nepoznati, a samim tim i vektor U ,

U = (u1, u2, . . . , uN(h))
T .

Dakle, treba rexiti sistem:

AU = F,

gde je:

A = [aij]N(h)×N(h), aij = a(ϕi, ϕj),

F = (F1, F2, . . . , FN(h))
T , Fj = l(ϕj).

Matrica A �e biti retka jer funkcije ϕi imaju mali nosaq. Problem

koji se rexava se sada mo�e zapisati sa:

N(h)∑
i=1

uia(ϕi, ϕj) = l(ϕj), j = 1, . . . , N(h).
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3 Eliptiqki graniqni problem sa
interfejsom – jednodimenzionalni sluqaj

Problemi sa interfejsom se javǉaju u mnogim primenama u nauci i

in�eǌerstvu. Na primer, problem provo�eǌa toplote u prisustvu kon-

centrisanog kapaciteta, oscilacije sa koncentrisanom masom, Pupinove

indukcijske zavojnice itd. Takvi problemi se matematiqki modeli-

raju parcijalnim diferencijalnim jednaqinama qiji koeficijenti ili

ulazni parametri imaju prekide na interfejsu, tj. u taqki, du� odre�ene

krive ili povrxi. Posledica toga je slabija regularnost rexeǌa zbog

qega je potrebno koristiti teoriju distribucija.

Osim toga, numeriqke metode koje su konstruisane za probleme sa

glatkim rexeǌima ne rade efikasno i za probleme sa interfejsom. Na-

daǉe �e u radu biti analiziran eliptiqki graniqni problem sa koefi-

cijentom koji sadr�i singularnu distribuciju, kako sa teorijskog tako

i sa numeriqkog aspekta.

Graniqni problem �e biti aproksimiran standardnom metodom konaq-

nih elemenata, bi�e izvedene osnovne apriorne ocene kao i odgovaraju�e

ocene brzine konvergencije.

3.1 Formulacija eliptiqkog graniqnog problema sa

interfejsom

Neka je Ω = [0, l] i Γ = ∂Ω = {0, l} i neka je ξ taqka koja deli Ω na dva

disjunktna dela Ω1 i Ω2.

Eliptiqki graniqni problem sa koeficijentom koji sadr�i singu-

larnu distribuciju u jednodimenzionalnom sluqaju glasi:

− (a(x)u′(x))′ + [c(x) + kδ(x− ξ)]u(x) = f(x), x ∈ Ω, (3.1)

u(0) = u(l) = 0,
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gde je c(x) > c0 > 0 i k > k0 > 0 i δ(x − ξ) je Dirakova distribucija

koncentrisana u ξ. Jednakost (3.1) va�i u smislu teorije distribucija,

odnosno za svako ϕ ∈ C∞0 (0, l) va�i:

〈−(a(x)u′(x))′ + [c(x) + kδ(x− ξ)]u(x), ϕ〉 = 〈f, ϕ〉, x ∈ Ω.

Izvod sabirka −(a(x)u′(x)) se mo�e izraqunati kao izvod u smislu

distribucija na slede�i naqin. Za svako ϕ ∈ C∞0 (0, l):

〈−(a(x)u′(x))′, ϕ〉 = −〈−a(x)u′(x), ϕ′〉

= −
(∫ ξ

0

(−a(x)u′(x)ϕ′(x))dx+

∫ l

ξ

(−a(x)u′(x)ϕ′(x)dx)

)
=

∫ ξ

0

a(x)u′(x)ϕ′(x)dx+

∫ l

ξ

a(x)u′(x)ϕ′(x)dx.

Oba integrala se mogu izraqunati primenom parcijalne integracije.

Neka je

U = a(x)u′(x), dV = ϕ′(x)dx,

dU = (a(x)u′(x))′dx, V =

∫
ϕ′(x)dx = ϕ(x),

tada je

〈−(a(x)u′(x))′, ϕ(x)〉 = a(x)u′(x)ϕ(x)

∣∣∣∣ξ
0

−
∫ ξ

0

(a(x)u′(x))′ϕ(x)dx

+ a(x)u′(x)ϕ(x)

∣∣∣∣l
ξ

−
∫ l

ξ

(a(x)u′(x))′ϕ(x)dx

= a(ξ + 0)u′(ξ + 0)ϕ(ξ)−
∫ ξ

0

(a(x)u′(x))′ϕ(x)dx

− a(ξ − 0)u′(ξ − 0)ϕ(ξ)−
∫ l

ξ

(a(x)u′(x))′ϕ(x)dx

= ϕ(ξ) (a(ξ + 0)u′(ξ + 0)− a(ξ − 0)u′(ξ − 0))

−
∫ ξ

0

(a(x)u′(x))′ϕ(x)dx−
∫ l

ξ

(a(x)u′(x))′ϕ(x)dx

= ϕ(ξ)[a(x)u′(x)]ξ −
∫ ξ

0

(a(x)u′(x))′ϕ(x)dx

−
∫ l

ξ

(a(x)u′(x))′ϕ(x)dx.
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Dakle, dobija se da je

〈−(a(x)u′(x))′, ϕ(x)〉 =ϕ(ξ)[a(x)u′(x)]ξ −
∫ ξ

0

(a(x)u′(x))′ϕ(x)dx

−
∫ l

ξ

(a(x)u′(x))′ϕ(x)dx

(3.2)

S druge strane je na osnovu (1.2), odnosno definicije Dirakove dis-

tribucije u taqki

〈kδ(x− ξ)u(x), ϕ〉 = ku(ξ)ϕ(ξ). (3.3)

Kako je δ(x− ξ) = 0 za x 6= ξ tada iz (3.1) sledi da je

−(a(x)u′(x))′ + c(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω1 ∪ Ω2, (3.4)

u(x) = 0, x ∈ Γ,

dok se za x = ξ iz (3.2) i (3.3) mo�e zakǉuqiti da su ispuǌeni slede�i

uslovi konjugacije

[u]ξ = u(ξ + 0)− u(ξ − 0) = u(ξ)− u(ξ) = 0 (3.5)

i

[a(x)u′(x)]ξ = ku(ξ). (3.6)

Neka daǉe koeficijenti a(x) i c(x) zadovoǉavaju slede�e uslove:

a ∈ L∞(Ω), c ∈ L∞(Ω) i a(x) > a0 = const > 0.

To su uslovi regularnosti i eliptiqnosti.

3.2 Slaba forma problema

Neka je prostor L̃2(Ω) zatvoreǌe prostora C∞0 (Ω) u normi

||u||L̃2(Ω) = (u, u)
1/2

L̃2(Ω)
,
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gde je

(u, v)L̃2(Ω) =

l∫
0

u(x)v(x)dx+ u(ξ)v(ξ).

Neka je daǉe prostor H̃1
0 (Ω) zatvoreǌe prostora C∞0 (Ω) u normi

||u||H̃1
0 (Ω) = (u, u)

1
2

H̃1
0 (Ω)

,

gde je skalarni proizvod dat sa:

(u, v)H̃1
0 (Ω) =

l∫
0

u(x)v(x)dx+

l∫
0

u′(x)v′(x)dx+ u(ξ)v(ξ).

Iz (3.2) i (3.3) i na osnovu prethodnih definicija dobija se slaba

forma problema (3.1) koja glasi:

Odrediti funkciju u ∈ H̃1
0 (Ω) takvu da va�i:

a(u, v) = l(v), ∀v ∈ H̃1
0 (Ω), (3.7)

gde je:

a(u, v) =

l∫
0

(a(x)u′(x)v′(x) + cuv) dx+ ku(ξ)v(ξ)

i

l(v) = (f, v)L2(Ω).

Lako se mo�e proveriti da je (3.7) tako�e i slaba forma alterna-

tivnog problema (3.4) sa posebnim uslovom na interfejsu. U tom smislu,

problemi (3.1) i (3.4) su ekvivalentni.

3.3 Egzistencija i jedinstvenost slabog rexeǌa

Egzistencija i jedinstvenost slabog rexeǌa se mogu pokazati uz pomo�

teoreme (2.1). Ograniqenost funkcionala l lako sledi iz slede�eg:

|l(v)| =
∣∣(f, v)L2(Ω)

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

fvdx

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
Ω

|fv|dx 6 ||f ||L2(Ω)||v||L2(Ω) 6 C3||v||H̃1
0 (Ω),
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za svako v ∈ H̃1
0 (Ω).

U dokazu je pored Osnovne nejednakosti korix�ena Koxi-Xvarcova

nejednakost i qiǌenica da f ∈ L2(Ω).

Ograniqenost bilinearne forme �e slediti iz slede�eg niza nejed-

nakosti.

|a(u, v)| =

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

(a(x)u′(x)v′(x) + c(x)u(x)v(x))dx+ ku(ξ)v(ξ)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

a(x)u′(x)v′(x)dx+

l∫
0

c(x)u(x)v(x)dx+ ku(ξ)v(ξ)

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

a(x)u′(x)v′(x)dx

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

c(x)u(x)v(x)dx

∣∣∣∣∣∣+ |ku(ξ)v(ξ)|

6

l∫
0

|a(x)u′(x)v′(x)|dx+

l∫
0

|c(x)u(x)v(x)|dx+ k|u(ξ)||v(ξ)|

6 ||a||L̃∞(Ω)

l∫
0

|u′(x)v′(x)|dx+ ||c||L̃∞(Ω)

l∫
0

|u(x)v(x)|dx+ k|u(ξ)||v(ξ)|.

Neka je

C = max{||a||L̃∞(Ω), ||c||L̃∞(Ω), k}.

Tada je

|a(u, v)| 6 C

 l∫
0

|u′(x)v′(x)|dx+

l∫
0

|u(x)v(x)|dx+ |u(ξ)||v(ξ)|


6 C

( l∫
0

|u′(x)|2dx


1
2
 l∫

0

|v′(x)|2dx


1
2

+

 l∫
0

|u(x)|2dx


1
2
 l∫

0

|v(x)|2dx


1
2

+ |u(ξ)||v(ξ)|

)

6 C


 l∫

0

|u′(x)|2dx


1
2

+

 l∫
0

|u(x)|2dx


1
2

+ |u(ξ)|


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·


 l∫

0

|v′(x)|2dx


1
2

+

 l∫
0

|v(x)|2dx


1
2

+ |v(ξ)|


6 C
√

3


l∫

0

|u′(x)|2dx+

l∫
0

|u(x)|2dx+ u2(ξ)


1
2

·
√

3


l∫

0

|v′(x)|2dx+

l∫
0

|v(x)|2dx+ v2(ξ)


1
2

.

Neka je

C1 = 3C

tada iz prethodnog izvo�eǌa sledi da je

|a(u, v)| 6 C1||u||H̃1
0 (Ω)||v||H̃1

0 (Ω).

Daǉe treba dokazati da je a koercivna forma:

a(u, u) =

l∫
0

a(x)(u′(x))2dx+

l∫
0

c(x)(u(x))2dx+ ku2(ξ)

> a0

l∫
0

(u′(x))2dx+ c0

l∫
0

(u(x))2dx+ k0u
2(ξ)

> C2

 l∫
0

(u′(x))2dx+

l∫
0

(u(x))2dx+ u2(ξ)


= C2||u||2H̃1

0 (Ω)
,

gde je C2 = min{a0, c0, k0}.

3.4 Apriorne ocene

Apriorna ocena

||u||H̃1
0 (Ω) 6 C||f ||L2(Ω) (3.8)
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�e slediti direktno iz Laks-Milgramove teorme, taqnije iz koercivnosti

bilinearne forme a i ograniqenosti funkcionala f , tj:

C1||u||2H̃1
0 (Ω)
6 a(u, u) 6 ||f ||L2(Ω)||u||L2(Ω) 6 ||f ||L2(Ω)||u||H̃1

0 (Ω),

odakle se dobija:

C2||u||H̃1
0 (Ω) 6 ||f ||L2(Ω),

odnosno

||u||H̃1
0
6 C||f ||L2(Ω) (3.9)

gde je C = 1
C2
.

Kako je

||u||2
H̃1

0
= ||u||2

L̃2(Ω)
+ |u|2H1(Ω),

onda se lako vidi da je

||u||L̃2(Ω) 6 ||u||H̃1
0 (Ω),

pa se iz (3.8) dobija ocena:

||u||L̃2(Ω) 6 C||f ||L2(Ω) (3.10)

kao direktna posledica.

Na kraju se mo�e dokazati da va�i ocena:

||u||H̃2
0 (Ω) 6 C∗||f ||L2(Ω) (3.11)

Neka va�i dodatna pretpostavka da je a ∈ W 1
∞(Ω). Iz (3.4) va�i:

− (a(x)u′(x))
′
+ c(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω1 ∪ Ω2,

odnosno

− (a(x)u′(x))
′
= f(x)− c(x)u(x).

Kako je f ∈ L2(Ω), a ∈ L∞(Ω), c ∈ L∞(Ω) i u ∈ H̃1
0 (Ω), mo�e se zakǉuqiti
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da va�i:

|| (a(x)u′(x))
′ ||L2(Ωi) = ||f(x)− c(x)u(x)||L2(Ωi), i = 1, 2

6 ||f ||L2(Ωi) + ||c||L∞(Ωi)||u(x)||L2(Ωi)

6 ||f ||L2(Ω) + ||c||L∞(Ω)||u||L2(Ω)

6 ||f ||L2(Ω) + ||c||L∞(Ω)||u||L̃2(Ω).

Kada se iskoristi ocena (3.10), dobija se:

|| (a(x)u′(x))
′ ||L2(Ωi) 6 ||f ||L2(Ω) + ||c||L∞(Ω)C||f ||L2(Ω)

6
(
1 + ||c||L∞(Ω)C

)
||f ||L2(Ω)

= C1||f ||L2(Ω), i = 1, 2

odnosno:

||(a(x)u′(x))′||L2(Ω1) + ||(a(x)u′(x))′||L2(Ω) 6 2C1||f ||L2(Ω). (3.12)

S druge strane je:

||(a(x)u′(x))′||L2(Ωi) = ||a(x)u′′(x) + a′(x)u′(x)||L2(Ωi)

> ||a(x)u′′(x)||L2(Ωi) − ||a′(x)u′(x)||L2(Ωi), i = 1, 2.

Zamenom ove ocene u nejednakost 3.12, dobija se

||a(x)u′′(x)||L2(Ωi) − ||a′(x)u′(x)||L2(Ωi) 6 C||f ||L2(Ω), i = 1, 2,

tj.

√
a0

2∑
i=1

||u′′(x)||L2(Ωi) 6 C||f ||L2(Ω) +
2∑
i=1

||a′(x)u′(x)||L2(Ωi)

6 C||f ||L2(Ω) + ||a||W 1
∞(Ω)||u′(x)||L2(Ω).

Odavde sledi:

||u′′||L2(Ω1) + ||u′′||L2(Ω2) 6
1
√
a0

(
C||f ||L2(Ω) + ||a||W 1

∞(Ω)||u′(x)||L2(Ω)

)
. (3.13)
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Kako je ||u||2
H̃2

0 (Ω)
= ||u||2

H̃1
0 (Ω)

+ ||u′′||2L2(Ω1) + ||u′′||L2(Ω2), odnosno

||u||H̃2
0 (Ω) =

(
||u||2

H̃1
0 (Ω)

+ ||u′′||2L2(Ω1) + ||u′′||L2(Ω2)

) 1
2

6

(
C2||f ||2L2(Ω) +

2

a0

(
C||f ||L2(Ω) + ||a||W 1

∞(Ω)||u′||L2(Ω)

)2
) 1

2

6

(
C2||f ||2L2(Ω) +

2

a0

(
C||f ||L2(Ω) + ||a||W 1

∞(Ω)C1||f ||L2(Ω)

)2
) 1

2

=

(
C2||f ||2L2(Ω) +

2

a0

(
||f ||L2(Ω)

(
C + C1||a||W 1

∞(Ω)

))2
) 1

2

Neka je C̃ = C + C1||a||W 1
∞(Ω). Tada je

||u||H̃2
0 (Ω) 6

(
C2||f ||2L2(Ω) +

2

a0

||f ||L2(Ω)C̃
2

) 1
2

=

((
C2 +

2

a0

C̃2

)
||f ||2L2(Ω)

) 1
2

= C∗||f ||L2(Ω),

xto je i trebalo dokazati.
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4 Aproksimacija metodom konaqnih elemenata

Neka koeficijenti jednaqine 3.1 zadovoǉavaju prethodne pretpostavke,

posebno neka je a ∈ W 1
∞(Ω) i c ∈ L∞(Ω). Potrebno je definisati pro-

stor konaqnih elemenata Vh. Za svaki pozitivan broj N > 2 neka je

{0 = x0 < x1 < · · · < xN = l} particija (podela) domena Ω = [0, l] na

podintervale Ii = (xi−1, xi), i = 1, . . . , N sa du�inom hi = xi − xi−1. Neka

je h = max
16i6N

hi. Najjednostavniji prostor konaqnih elemenata koji se

definixe na gorǌoj particiji je:

Vh = {vh ∈ C0[0, l] : vh
∣∣
Ii
∈ P1(Ii), i = 1, 2, . . . , N, vh(0) = 0, vh(l) = 0}

gde je P1(Ii) linearna funkcija.

Na svakom podintervalu Ii, vh je polinom oblika ai + bix gde su ai i

bi nepoznate. Dakle, ukupno 2N nepoznatih tj. stepena slobode. Ali,

uslov neprekidnosti u unutraxǌim qvornim taqkama ili taqkama mre�e

(x1, . . . , xN−1) bi nametnuo N−1 dodatnih uslova i jox 2 graniqna uslova

iz same postavke problema pa je tako ukupni stepen slobode ili dimen-

zije od Vh = N −1. Daǉe treba definisati bazne funkcije od Vh. Speci-

fikacija vrednosti u qvornim taqkama jedinstveno odre�uje elemente

od Vh.

Bazne funkcije {ϕi}N−1
i=1 se definixu kao polinomi koji zadovoǉavaju

ϕi(xj) = δij, 1 6 i, j 6 N − 1

gde je δij Kronekerov delta simbol:

δij =

1, i = j

0, i 6= j
(4.1)

Ovde su

ϕi(x) =


1− x−xi

h
, xi < x 6 xi+1

1− xi−x
h
, xi−1 < x 6 xi

0, inaqe

.

Ovako definisane funkcije {ϕi}N−1
i=1 qine bazu prostora Vh (one su

linearno nezavisne i neprekidne).
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Mre�a je ravnomerna:

xi = ih, i = 0, 1, . . . , N,

h =
1

N

i taqka ξ pripada mre�i.

Pretpostavimo da svaka od ovih funkcija ima nosaq na Ii ∪ Ii+1.

Svaki element vh ∈ Vh se sada mo�e zapisati u obliku

vh(x) =
N−1∑
i=1

vh(xi)ϕi(x).

Aproksimacija konaqnim elementima problema (3.1) se sada defi-

nixe na standardan naqin koriste�i Ric-Galerkinovu metodu:

Na�i uh ∈ Vh takvo da

a(uh, vh) = 〈f, vh〉, ∀vh ∈ Vh. (4.2)

4.1 Ocena grexke u H̃1
0(Ω)

Neka je Vh konaqno dimenzioni potprostor od H̃1
0 (Ω) koji se sastoji

od neprekidnih, deo po deo linearnih funkcija definisanih na podeli

domena Ω = [0, l].

Daǉe, neka je u rexeǌe problema (3.7), a uh rexeǌe problema (4.2).

Kako jednakost (3.7) va�i za svaki element v ∈ V i kako je Vh ⊂ V onda

va�i

a(u, vh) = l(vh), ∀vh ∈ Vh. (4.3)

Oduzimaju�i jednakost (4.2) od jednakosti (4.3) dobija se

a(u− uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh. (4.4)

Osobina (4.4) se naziva Galerkinova ortogonalnost i ima veoma va�nu

ulogu u oceni grexke. [7]

Neka je sada v = u − uh ∈ H̃1
0 (Ω), iz koercivnosti i ograniqenosti

bilinearne forme, a imaju�i u vidu Galerkinovu ortogonalnost, dobija
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se slede�i niz nejednakosti:

c2||u− uh||2H̃1
0 (Ω)
6 a(u− uh, u− uh)

= a(u− uh, u− uh + vh − vh)

= a(u− uh, u− vh) + a(u− uh, vh)− a(u− uh, uh)

= a(u− uh, u− vh)

6 c1||u− uh||H̃1
0 (Ω)||u− vh||H̃1

0 (Ω),

odakle direktno sledi nejednakost

||u− uh||H̃1
0 (Ω) 6

c1

c2

||u− vh||H̃1
0 (Ω), ∀vh ∈ Vh. (4.5)

Ovim je pokazana slede�a lema za specijalni sluqaj V = H̃1
0 (Ω).

Lema 4.1 (Lema Cea). Funkcija uh ∈ Vh je element skoro najboǉe aproksi-

macije funkcije u ∈ V , koja je slabo rexeǌe problema (3.7), u odnosu na

normu || · ||V , tj. va�i

||u− uh||V 6
c1

c2

min
vh∈Vh

||u− vh||V . (4.6)

Neka je

ã(u, v) =

l∫
0

(u′(x)v′(x) + u(x)v(x))dx+ u(ξ)v(ξ).

Ovako definisan funkcional ã je bilinearan, simetriqan i koerci-

van (sve osobine se mogu lako proveriti). Tada je sa

〈v, w〉ã = ã(v, w), ∀v, w ∈ H̃1
0 (Ω)

korektno definisan novi skalarni proizvod (lako se mo�e proveriti

da 〈·, ·〉ã zadovoǉava aksiome skalarnog proizvoda). ǋemu pridru�ena

energetska norma se definixe sa

||v||ã = 〈v, v〉
1
2
ã , ∀v ∈ H̃1

0 (Ω).

Iz definicije bilinearnog funkcionala ã lako se zakǉuquje slede�e:

||u||ã = ||u||H̃1
0 (Ω), ∀u ∈ H̃

1
0 (Ω). (4.7)
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Kao malopre, Vh ⊂ H̃1
0 (Ω), pa se za v = vh dobija:

ã(u, vh) = l(vh), ∀vh ∈ Vh, (4.8)

ã(uh, vh) = l(vh), ∀vh ∈ Vh. (4.9)

Oduzimaju�i (4.9) od (4.8) dobija se:

ã(u− uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh,

odnosno,

〈u− uh, vh〉ã = 0

xto znaqi da je grexka u−uh ortogonalna na Vh u odnosu na 〈·, ·〉ã skalarni
proizvod.

Daǉe, va�i slede�i niz nejednakosti i jednakosti za svako uh, vh ∈ Vh:

||u− uh||2ã = 〈u− uh, u− uh〉ã = 〈u− uh, u〉ã − 〈u− uh, uh〉ã
= 〈u− uh, u〉ã − 〈u− uh, vh〉ã
= 〈u− uh, u− vh〉ã
6 ||u− uh||ã||u− vh||ã.

Dakle,

||u− uh||ã 6 ||u− vh||ã, ∀vh ∈ Vh.

Kako je uh ∈ Vh, to �e va�iti

||u− uh||ã = min
vh∈Vh

||u− vh||ã.

Ovim je pokazana slede�a lema.

Lema 4.2. Aproksimacija konaqnim elementima uh ∈ Vh funkcije u ∈
H̃1

0 (Ω) je element najboǉe aproksimacije funkcije u u prostoru Vh u energet-
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skoj normi prostora Vh, tj.

||u− uh||ã = min
vh∈Vh

||u− vh||ã.

Na osnovu ove leme sada se mo�e zakǉuqiti da va�i:

||u− uh||H̃1
0 (Ω) = ||u− uh||ã = min

vh∈Vh
||u− vh||ã = min

vh∈Vh
||u− vh||H̃1

0 (Ω). (4.10)

Neka je daǉe u rexeǌe problema (3.7), sa Ihu(x) =
N−1∑
i=1

u(xi)ϕi(x) ∈ Vh
se oznaqava interpolant funkcije u.

Interpolant je neprekidna, deo po deo linearna funkcija na podeli

domena {x0, x1, . . . , xN} koja ima istu vrednost kao funkcija u u taqkama

mre�e xi, i = 0, N .

Ako se izabere vh = Ihu u (4.10) dobija se:

||u− uh||H̃1
0 (Ω) 6 ||u− Ihu||H̃1

0 (Ω). (4.11)

Dakle, u nameri da se oceni grexka u − uh u H̃1
0 (Ω), oceǌiva�e se

grexka interpolacije u− Ihu.

Ovim je dokazana slede�a lema.

Lema 4.3. Ako je u ∈ H̃1
0 (Ω) rexeǌe problema (3.7) tada va�i

||u− uh||H̃1
0 (Ω) 6 ||u− Ihu||H̃1

0 (Ω).

Nexto opxtija lema je:

Lema 4.4. [11] Ako rexeǌe u problema (3.7) pripada prostoru H̃1
0 (Ω), tada

je:

||u− uh||H1
0 (Ω) 6 c inf

vh∈Vh
||u− vh||H1

0 (Ω) 6 c||u− Ihu||H1
0 (Ω).

Dokaz bi bio analogan prethodnom, uz korix�eǌe eliptiqnosti i

ograniqenosti bilinearne forme, kao i optimalnog uslova koji zado-

voǉava pribli�no rexeǌe uh:

a(u− uh, u− uh) 6 a(u− vh, u− vh), ∀vh ∈ Vh. (4.12)
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Neka je ã bilinearni funkcional uveden u odeǉku (4.1).

Lema 4.5. Neka je u ∈ H̃2
0 (Ω). Tada va�i:

||u− Ihu||H̃1
0 (Ω) 6 Ch||u||H̃2

0 (Ω). (4.13)

Dokaz:

||u− Ihu||2H̃1
0 (Ω)

= ||u− Ihu||2ã =

∫ l

0

|(u− Ihu)′|2dx+

∫ l

0

|u− Ihu|2dx+ (u− Ihu)(ξ).

Prvo se mo�e primetiti da je sabirak (u− Ihu)(ξ) jednak nuli jer je

ξ taqka mre�e.

Zatim se na drugi sabirak mo�e primeniti Poenkare-Fridrihsova

nejednakost: ∫ l

0

|u− Ihu|2dx 6 Cpf

∫ l

0

|(u− Ihu)′|2dx,

pa je daǉe:

||u− Ihu||2H̃1
0 (Ω)
6 (1 + Cpf )

∫ l

0

|(u− Ihu)′|2dx = C

∫ l

0

|(u− Ihu)′|2dx,

gde je C = 1 + Cpf .

||u− Ihu||2H̃1
0 (Ω)
6 C

∫ l

0

|(u− Ihu)′|2dx

= C

N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

∣∣(u− Ihu)′
∣∣2 dx

= C
N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

∣∣∣∣∣
(
u−

N−1∑
j=1

u(xj)ϕj(x)

)′∣∣∣∣∣
2

dx

= C
N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

∣∣∣∣∣
(
u−

N−1∑
j=1

ujϕj(x)

)′∣∣∣∣∣
2

dx

= C

(∫ x1

x0

∣∣(u− u1ϕ1(x))′
∣∣2 dx

+
N−2∑
i=1

∫ xi+1

xi

∣∣(u− uiϕi(x)− ui+1ϕi+1(x))′
∣∣2 dx

+

∫ xN

xN−1

∣∣(u− uN−1ϕN−1(x))′
∣∣2 dx)
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= C

(∫ x1

x0

∣∣∣∣u′(x)− u1
1

h

∣∣∣∣2 dx
+

N−2∑
i=1

∫ xi+1

xi

∣∣∣∣u′(x)− ui
(
−1

h

)
− ui+1

1

h

∣∣∣∣2 dx
+

∫ xN

xN−1

∣∣∣∣u′(x)− uN−1

(
−1

h

)∣∣∣∣2 dx
)

= C

(∫ x1

x0

∣∣∣∣u′(x)− 1

h
(u1 − u0)

∣∣∣∣2 dx
+

N−2∑
i=1

∫ xi+1

xi

∣∣∣∣u′(x)− 1

h
(ui+1 − ui)

∣∣∣∣2 dx
+

∫ xN

xN−1

∣∣∣∣u′(x)− 1

h
(uN − uN−1)

∣∣∣∣2 dx
)

= C
N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

∣∣∣∣u′(x)− 1

h
(ui+1 − ui)

∣∣∣∣2 dx
= C

N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

[
u′(x)− 1

h

∫ xi+1

xi

u′(t)dt

]2

dx

= C
N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

[
1

h

∫ xi+1

xi

(u′(x)− u′(t))dt
]2

dx

= C
N−1∑
i=0

1

h2

∫ xi+1

xi

[∫ xi+1

xi

∫ x

t

u′′(s)dsdt

]2

dx

6 C
N−1∑
i=0

1

h2

∫ xi+1

xi

[∫ xi+1

xi

∫ xi+1

xi

u′′(s)dsdt

]2

dx

6 Ch

N−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

|u′′(s)|2ds h

6 Ch2

(∫ ξ

0

|u′′(s)|2ds+

∫ l

ξ

|u′′(s)|2ds
)

= Ch2
(
|u|2H2(0,ξ) + |u|2H2(ξ,l)

)
6 Ch2||u||2

H̃2
0 (Ω).

Odavde se dobija tra�ena ocena:

||u− Ihu||H̃1
0 (Ω) 6 Ch||u||H̃2

0 (Ω). �
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Iz leme (4.3) i leme (4.5) direktno se mo�e zakǉuqiti da va�i

slede�a teorema:

Teorema 4.6. Ako rexeǌe u problema (3.7) pripada prostoru H̃2
0 (Ω) tada

metod konaqnih elemenata konvergira i va�i slede�a ocena brzine kon-

vergencije

||u− uh||H̃1
0 (Ω) 6 Ch||u||H̃2

0 (Ω).

4.2 Ocena grexke u L̃2(Ω)

Ako rexeǌe u problema (3.7) pripada prostoru H̃2
0 mo�e se lako za-

kǉuqiti da va�i i slede�a ocena brzine konvergencije u L̃2(Ω):

||u− uh||2L̃2(Ω)
= ||u− uh||2L2(Ω) + (u− uh)2(ξ)

6 C1|u− uh|2H1(Ω) + (u− uh)2(ξ)

6 C1||u− uh||2H1
0 (Ω) + (u− uh)2(ξ)

6 C2

(
||u− uh||2H1

0 (Ω) + (u− uh)2(ξ)
)

= C2||u− uh||2H̃1
0 (Ω)

6 C2C
∗h2||u||2

H̃2
0 (Ω)

= Ch2||u||2
H̃2

0 (Ω)
.

Dakle, va�i

||u− uh||L̃2(Ω) 6 Ch||u||H̃2
0 (Ω). (4.14)

Me�utim, ova ocena se mo�e jox popraviti tako da se dobije ocena

O(h2).

Da bi se dokazala boǉa ocena grexke u prostoru L̃2(Ω) koristi se

Aubin–Niqeov argument dualnosti [10]. Radi jednostavnijeg zapisa,

mo�e se uvesti apstraktni model problema, kao u radu [11].

Neka je H realan separabilan Hilbertov prostor snabdeven ska-

larnim proizvodom (·, ·) i normom || · ||. Neka je A neograniqen, samo-

adjungovani, pozitivno definitan, linearan operator na H sa domenom

D(A) koji je gust na H. Proizvod 〈u, v〉A = 〈Au, v〉 za u, v ∈ D(A) zadovo-

ǉava sve aksiome skalarnog proizvoda.

Uvode�i normu u prostor D(A): ||u||A = 〈u, v〉1/2A dobijamo energetski
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prostor HA ⊂ H.

Skalarni proizvod 〈u, v〉 se neprekidno proxiruje na H∗A × HA gde

je H∗A = HA−1 adjungovani prostor prostora HA (tj. ǌemu pridru�eni

prostor). Prostori HA, H i HA−1 formiraju tzv. Geǉfandovu trojku

HA ⊂ H ⊂ HA−1, sa neprekidnim i gustim potapaǌima [13]. Operator A

se proxiruje na preslikavaǌe A: HA → HA−1.

Neka je B jox jedan neograniqen, samoadjungovani, pozitivno defini-

tan linearni operator koji deluje na H, takav da je D(A) ⊂ D(B) ⊂ H.

U principu, A i B su nekomutativni.

Linearna jednaqina prve vrste u H

(A+B)u = f (4.15)

mo�e da se posmatra kao apstraktni model za graniqni problem (3.1).

ǋeno rexeǌe zadovoǉava slede�e apriorne ocene:

||u||B ≤ ||f ||A−1BA−1 , (4.16)

||u||A ≤ ||f ||A−1 , (4.17)

||u||AB−1A ≤ ||f ||B−1 . (4.18)

Odgovaraju�a slaba forma jednaqine (4.15) je

a(u, v) = 〈u, v〉A + 〈u, v〉B = 〈f, v〉, ∀v ∈ HA (4.19)

Bilinearna forma a(u, v) je: HA-simetriqna:

a(u, v) = a(v, u), ∀u, v ∈ HA.

HA-eliptiqna: a(u, u) ≥ ||u||2A, ∀u ∈ HA.

i HA-ograniqena: a(u, v) ≤
(

1 + 1
λ2

1

)
||u||A||v||A, ∀u, v ∈ HA.

Neka je sada specijalno H = L2(Ω). Tada se graniqni problem (3.1)

svodi na apstraktnu formu (4.15) gde je:

Au = − (u′′(x)a(x) + u′(x)a′(x))

Bu = [c(x) + k(x)δS(x)]u(x)
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Za U ∈ D(A) = H2
0 (Ω)∩ H̃1

0 (Ω) uz pomo� parcijalne integracije dobija se:

||u||2A = 〈u, u〉A = 〈Au, u〉 =

∫
Ω

Au(x)u(x)dx =

l∫
0

Au(x)u(x)dx

Primetimo da je Au = −(u′′(x)a(x) + u′(x)a′(x)) = −(u′(x)a(x))′.

Tada je:

||u||2A =

l∫
0

−(u′(x)a(x))′u(x)dx =

U = u(x) dV = −(u′(x)a(x))′dx

dU = u′(x)dx V = −u′(x)a(x)


= −u(x)u′(x)a(x)

∣∣∣∣l
0

+

l∫
0

(u′(x))2a(x)dx

= −u(l)u′(l)a(l) + u(0)u′(0)a(0) +

l∫
0

(u′(x))2a(x)dx

=

l∫
0

(u′(x))2a(x)dx,

koriste�i qiǌenicu da je u(0) = u(l) = 0. Dakle, ||u||2A =
l∫

0

(u′(x))2a(x)dx.

Za a ∈ L∞(Ω) pod pretpostavkom stroge eliptiqnosti dobija se da

va�i:

||u||A ≈ ||u||H1
0 (Ω),

tj.

C1 · ||u||H1
0 (Ω) ≤ ||u||A ≤ C2 · ||u||H1

0 (Ω).

Na sliqan naqin je

HA = H̃1
0 (Ω).

Stoga imamo da va�i i:

HA−1 = H∗A =
(
H̃1

0 (Ω)
)∗

kao i

||u||A−1 ≈ ||u||H1
0 (Ω) = sup

v∈H̃1
0

|〈u, v〉|
||v||H1

0 (Ω)

.
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Ako je c ∈ L∞(Ω), c(x) ≥ c0 > 0 i k > 0 tada imamo:

||u||2B =

∫
Ω

c(x) · u2(x)dx+ ku2(ξ) ≈ ||u||2L2(Ω) + ku2(ξ) ≡ ||u||L̃2(Ω),

odakle sledi da je

HB = L̃2(Ω), HB−1 =
(
L̃2(Ω)

)∗
i

||u||B−1 ≈ sup
v∈L̃2(Ω)

∣∣∣L̃2∗〈u, v〉L̃2
∣∣∣

||v||L̃2(Ω)

.

Ovde L̃2∗〈u, v〉L̃2 oznaqava dualno sparivaǌe prostora u
(
L̃2(Ω)

)∗
×

L̃2(Ω).

Neka je sada Vh potprostor prostora HA. Tada odgovaraju�a apstrak-

tna aproksimacija problema (4.19) glasi: na�i uh ∈ Vh tako da:

a(uh, vh) ≡ (uh, vh)A + (uh, vh)B = (f, vh), ∀vh ∈ Vh (4.20)

Iz (4.19) i (4.20) se dobija

a(u− uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh. (4.21)

Na osnovu Koxi–Xvarcove nejednakosti je:

(u− uh, Bg) = (u− uh, g)B 6 ||u− uh||B||g||B, ∀g ∈ HB,

tj.

||u− uh||B = sup
g∈HB

|(g, u− uh)B|
||g||B

= sup
g∈HB

|(Bg, u− uh)|
||g||B

. (4.22)

Neka je sada w rexeǌe jednaqine

(A+B)w = Bg.
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Kako je g ∈ HB onda je Bg ∈ HB−1 i w ∈ HAB−1A. Tada se dobija:

a(v, w) = a(w, v) = (Bg, v), ∀v ∈ HA,

gde ako se stavi v = u− uh dobija se:

a(u− uh, w) = (Bg, u− uh). (4.23)

Iz (4.21) i (4.23) je

a(u− uh, w − vh) = (Bg, u− uh). (4.24)

Iz (4.24) koriste�i ograniqenost bilinearne forme a(u, v) dobija se:

|(Bg, u− uh)| = |a(u− uh, w − vh)| 6 C||u− uh||A||w − vh||A,

i kako leva strana ne zavisi od vh:

|(Bg, u− uh)| 6 C||u− uh||A inf
vh∈Vh

||w − vh||A. (4.25)

Sada se iz teoreme (4.6) dobija:

||u− uh||A 6 C||u− uh||H̃1
0 (Ω) 6 Ch||u||H̃2

0 (Ω), (4.26)

dok iz leme (4.5) sledi

inf
vh∈Vh

||w − vh||A 6 C inf
vh∈Vh

||w − vh||H̃1
0 (Ω)

6 C||w − Ihw||H̃1
0 (Ω)

6 Ch||w||H̃2
0 (Ω).

(4.27)

Xtavixe, iz (4.18) sledi:

||w||H̃2
0 (Ω) 6 C||w||AB−1A 6 C||Bg||B−1 = C||g||B. (4.28)

Na kraju, iz (4.22) i (4.25)-(4.28) konaqno se dobija ocena grexke u

normi prostora L̃2(Ω):

||u− uh||L̃2(Ω) 6 Ch2||u||H̃2
0 (Ω). (4.29)
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Na ovaj naqin je dokazana slede�a teorema:

Teorema 4.7. Ako rexeǌe u problema (3.7) pripada prostoru H̃2
0 (Ω) onda

metod konaqnih elemenata konvergira u normi L̃2(Ω) i zadovoǉena je ocena

(4.29) brzine konvergencije.
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5 Numeriqki eksperiment

U ovom poglavǉu �e prethodna teorija biti ilustrovana na primeru.

Problem koji se posmatra je problem

−(a(x)u′(x))′ + c(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω1 ∪ Ω2,

u(x) = 0, x ∈ Γ,

specijalno za a(x) = c(x) = 1, dok su za x = ξ ispuǌeni uslovi konjugacije

[u]ξ = 0 i [a(x)u′(x)]ξ = ku(ξ).

Ovde je ξ = 1
2
.

Neka je

f(x) = | sin 2πx|(1 + 4π2) + sin πx(1 + π2)

i k = 4π. Taqno rexeǌe posmatranog problema i za zadatu funkciju f

je

u(x) = sinπx+ | sin 2πx|.

Daǉe se formira ekvidistantna mre�a

xi = ih, i = 0, 1, . . . , N,

gde je N = 2m + 1 za m > 2 i h = 1
2m
.

Neka je Vh = L{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN−1} za

ϕi(x) =

(
1− |x− xi|

h

)
+

, i = 1, 2, . . . , N − 1.

Numeriqki red konvergencije je dobijen po formuli:

R = log2

||u− uh||L̃2(0,1)

||u− uh
2
||L̃2(0,1)

za sluqaj ispitivaǌa i raqunaǌa grexke u L̃2(0, 1), odnosno

R = log2

||u− uh||H̃1
0 (0,1)

||u− uh
2
||H̃1

0 (0,1)

,
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za posmatrani sluqaj u H̃1
0 (0, 1).

L̃2 norma grexke se raquna po formuli

||u− uh||L̃2(0,1) =

(∫ 1

0

|u(x)− uh(x)|2dx+ (u− uh)2

(
1

2

)) 1
2

.

H̃1
0 norma grexke se raquna po formuli

||u−uh||H̃1
0 (0,1) =

(∫ 1

0

|u(x)− uh(x)|2dx+

∫ 1

0

|u(x)− uh(x)|′dx+ (u− uh)2

(
1

2

)) 1
2

.

Vrednosti ovih normi su raqunate u Matlabu pomo�u ugra�ene funk-

cije integral.
Tabela 1. L̃2(0, 1) norma grexke, numeriqki red konvergencije za f i

h = 1
2m
.

N Norma grexke Red konvergencije

5 1.6320e-01
1.9526

9 4.2164e-02
1.9873

17 1.0634e-02
1.9968

33 2.6646e-03
1.9992

65 6.6651e-04
1.9998

129 1.6665e-04
1.9999

257 4.1664e-05
2.000

513 1.0416e-05
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Tabela 2. H̃1
0 (0, 1) norma grexke, numeriqki red konvergencije za f i

h = 1
2m
.

N Norma grexke Red konvergencije

5 2.4212e+00
0.9847

9 1.2235e+00
0.9958

17 6.1354e-01
0.9989

33 3.0700e-01
0.9997

65 1.5353e-01
0.9999

129 7.6768e-02
1.0000

257 3.8384e-02
1.0000

513 1.9192e-02

Dakle, na osnovu vrednosti iz tabela se mo�e zakǉuqiti da je nu-

meriqki eksperiment potvrdio teorijske rezultate dobijene u radu, tj.

dobijeni su oqekivani redovi konvergencije, u H̃1
0 normi to je 1, u L̃2

normi je 2.
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Slika 1: Rexeǌe za n = 5
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Slika 2: Rexeǌe za n = 17
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Slika 3: Slika Rexeǌe za n = 129
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[2] A. Ern, J.-L. Guermond, Theory and Practice of Finite Elements, Springer-

Verlag, New York, 2004.

[3] A. I. Saichev, W. A. Woyczynski, Distributions in the Physical and Engineering

Sciences, Birkhauser Basel, 2013.
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