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' 

· U dnevnom životu čovjek stalno uočava pojedine činjenice i po-
jave kao i to, da medu pojedinim pojavama postoje izvjesne veze. 
Tako je čovjek od raznolikosti razb~canih činjenica, nepovezanih 
i slučajnih razmatranja, došao do pojedinih grupa događaja ·koji su 
' više manje međusobno povezani. Naravno, razvojem čovjeka i društva 
i načina proizvodnje povećava se broj zapaženih pojava pa nastupaju 
nove i takve koje se ne mogu. staviti u okvir. prethodno promatranih 
pojava, u smislu da bi se one mogle izvesti iz starih pojava na osnovu 
jedino starih razmatranja. Koliko god nova pojava može na prvi pogled 
izgledati suprotnom već ustaljenim starim pojavama, toliko i stare i 
nove pojave nalaze svoje jedinstvo u poznijem razvoju kao specijalni 
_slučajevi šireg razmatranja, koja će obuhvatiti i jedne i druge pojave. 

Tako na pr. pojave koje su dovele do korjenovanja negativnih 
brojeva dovele su nas do nečega što je izgledalo apsurdno pa se rezul
tati niti nisu smatrali "realnim", nego upravo fantastičnim, imaginarnim. 
Kasniji je razvoj pokazao da tako suprotni realni i· imaginarni brojevi 

' ' 

nalaze svoje jedinstvo u višoj nadgradnji, u kompleksnim brojevima; 
' ' ' 

kojima se služimo na svakom koraku. 
Već dosta rano pokazale su se dvije tendencije u matematici: 

aritmetički smjer i geometrijSki smjer. No tek pronalaskom koordi
natnih sistema, odnosno pronalaskom preslikavanja brojeva. na točke 
linija, ta su se ·dva smjera međusobno povezala pa se vidjelo, da se tu 
zapravo radi o istoj stvari, ali izvođenoj na dva različita načina: sada 

' 

pomoću brojeva i računa, a sada pomoću slika i crtanja. 
Konačno je izrastao pojam funkcije odnosno preslikavanja, srod

stva, procesa, tn·nsformacije, razvoja, kao izraz činjenice, da se svako~ 
dnevno susrećemo sa pojavama i činjenicama koje su u međusobnoj · 

• vezi. 
Današnji stadij u razvoju matematike može se zvati funkcionalnim 

ili skupovnim ( množinskim) stadij em. Karakteristika toga stadija jest 
ova: uočiti predmet {pojavu) razmatranja kao cjelinu, gledati kako je 
on sastavljen od pojedinih dijelova, specijalno onih mjsitnijih, elemen: · 
tarnih (atomistički karakter skupova), uočiti. izvjestan proces na tome 
predmetu odnosno podvrći predmet izvjesnom procesu (transformacij,) 

' ' 

i gledati šta biva od toga predmeta kao cjeline, a šta opet od pOjedi-
nih njegovih dijelova; istraživati, u kakvoj su vezi početno stanje i 
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• • 
završno stanje predmeta, zatim elementarni dijelovi početnog stanja i 
elementarni dijelovi završnog stanja, kako mijenjanje pojedinih dijelova 
u početnoj fazi ili tokom procesa upliviše na konačno stanje i t. d. i t. d. 

Gornji dvostruk1 naziv dolazi otuda što su skupovi i funkcije 
nerazlučivo povezani. U jednu ruku, pojam funkcije, procesa> i sl. ne 
možemo ni zamisliti, a da nemamo baze toga }JTocesa dakle izvjestan 
skup koji je procesu podvrgnut. Pa se funkcija, proces, preslikavanje 
i treba definirati kao sistem od dvije stvari: l) kao proizvoljan skup S 
(materijalna baza procesa) i 2) postupak f koji svakom elementu x toga 
skupa kao materijalne baze pridružuje određen skup f (x) u koji se x 
preobražava. Rezultat transformacije je opet skup, pa tako vidimo ko
liko su skupuvi i transformacije međusobno povezani. U drugu rukur· 
rezultat procesa je također skup, pa se pokazuje, da su raznovrsna 
preobražavanja (transformacije) skupova upravo pravo vrelo nastajanja 
sve novih i novih skupova. 

Skupovi i njihove transformacije mogu biti vrlo raznovrsni: u 
pojedinim naukama nose oni specifičan karakter; sada su skupovi sa
građeni od ćelija (biologija), sada od pojedinih organizama (kulture u 

. mikrobiologiji, ljudske, životinjske i biljne zajednice), sada od molekula, 
sada od atoma i t. d. Matematika, uočavajućLi opće zakonitosti, neće 
se nužno obazirati samo na konkretne skupove nego će promatrati i 
opće skupove koji će u jednu ruku biti izgrađeni od elemenata (atoma, 

' točaka, brojeva, ćelija, organizama, zajednica, sistema i t. d.) a u drugu 
ruku ulaziti kao dijelovi i elementi u druge skupove. 

Za matematičara će često biti važnije da uoči veze među skupo
vima,· nego na pr. da sazna od čega i e. konkretni skup sagrađen. Tak(} 
će nam se razne vrste· brojeva pojaviti kao rezultat izvjesnih veza 

. ' . 

među skupovima, a sami skupovi kao brojevi. 
Pronalaskom teorije skupova (naročito osamdesetih godina. pro

šloga vijeka) :vroširen je znatno horizont matematike; nema toga po
dručja matematike u kojem skupovno promatranje nije dovelo do novog 
gledanJa i do novih rezultata. Osnivač teorije skupova Cantor (1845 
do 1918) rekao je: "Suština matematike sastoji se u njenoj slobodi" 
(Das Wes en der Mathematik liegt in ihrer Freiheit). 

~ . . 

Matematika nema nekog stalnog i nepromjenljiyog okvira. Jer, s 
razvojem čovjeka i društva, u matematiku se uvijek unose nova shva

. tanja i nova područjiL Sama teorija skupova kao matematička nauka 
vrlo je mlada. Može se reći da je svijesno stala na svoje noge onda 

. . ' 
kad je e a n t or otkrio ove dvije činjenice : 

l) Ma kako malen bio komadić K pravca, ne mogu se sve n/egovtr 
točke iscrpsti nikakovim nizom, jer ~amislimo li ma kakav niz 
at. a2 , •••• , a., ... toČaka iz 1(, sadrži komadić K ioš i drugih točaka 
različitih od svih a •. 
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2) Cijeli .. beskonačan pravac pa ·i čitav prostor (od 3, 4, 5, .... 
dimenzija) sadrži baš toliko tolaka koliko i odabrani komadić K i to 
u smislu, da svakoj točki T iz K pridijelimo izvjesno mjesto (točku) 
prostora na koje zamislimo metnutu točku T i da tako "porazmještene" 
bivše točke komadića K ispune· čitav beskonačni prostor. 1

) 

~ Naravno, ne možemo očekivati, da će takve transformacije i pro
cesi biti vrlo· pravilni i specijalno da će nužno ulaziti u okvir nepre
kidnih pa i obostrano neprekidnih transformacija, koje su uglavnofll 
dotada bile izučavane. 

Tako se počelo izučavati proizvoljne transformacije. Jedan od . . 
bitnih izgradi vača teorije skupova R. D e d e k i n d (1831- 1916) formulirao 
je svoj stav izrekom: Ant an gs war die Abbildung (spočetka bijaše 
preslikavanje). 

Ali, promatranjem općih preslikavanja odmah se vidi koliko je 
dotadanji okvir matematike u kojem su se izučavala tek kontinuirana 
(neprekidna) preslikavanja bio uzak i neprirodan . 

• 

Koncem prošloga vijeka započe trka u izučavanju diskontinuiteta, 
jer su ljudi uvidjeli, da se s tom pojavom susreću na svakom koraku, 
Pa i tamo gdje pri vidno vlada kontinuitet. Kad se na prelomu prošlog 

• 
i ovog vijeka u fiziku uvelo atomističko, diskontinuirana naziranje i o 
energiji, pa poslije i o svjetlu, dobilo je razmatranje općih (dakle uglav
nom diskontinuiranih) procesa naročito veliku važnost. ' 

U obilju raznovrsnih razmatranja uočilo se da pojedini skupovi 
imaju verna različita svojstva; kod jednog se na pr. može govoriti 
koliko je jedan njegov element udaljen od drugoga (ideja metri
čkih ili razdaljinskih prostora), kod nekog opet skuoa javljaju se upravo 
na prirodan način pojedini njegovi dijelovi kao kakvi organizirani or
gani, komadi, okoline (ideja -okolinskih prostora); kod trećih se opet 
vidi, kako se pojedini dijelovi upravo nagomilavaju oko drugih dijelova 
(ideja go miliš ta, osnovnog _pojma današnje matematičke analize), i. t. d. 
i t. d. 

1) Da iz točaka sa l( možemo izgraditi čitav pravac p dokazuje ovo jednosta
v~o razmatranje. Položimo (čitalac neka crta, po redu kako čita tekst; tako će mnogo 
VIše vidjeti nego da ugleda odmah sliku goto JU!) komadić K na p kao cjelinu, tako 
da dobijemo dužinu AB ~K. nacrtajmo proizvoljno kružnicu k koja do(iiruje P. i AB 
u sredini C dužine K; neka je O središte toga kruga; pridijelimo svakoj tocki T iz 
AB onu točku T1 u koJoj linija TO siječe kružnicu il; specijalno su time odredene 
točke A1, B1 kružnice kao i sredina S tetive .A1, B1• 

A sada zamislimo ovaj proces: svaka točka T dužine AB najprije se sa pravca 
TJ premjesti u T1 · na kružnicu k. a onda smjerom T1S natrag na pravac TJ na odre
deno mjesto T2 pravca p Očito, individualnim p emještenjem svake točke T iz AB 
~a odgovarajuće mjesto T2, ispuni se time čitav beskonačni pravac Pritom su kra
Jevi A, B ostali neiskorišteni, tako da bi se vulgarno moglo reći da dužina AB .,ima 
dvije točke V/Še nego što ih ima" čitav pravac TJ. 

Stvarno, gornjim preslikavanfem dužine AB prelazi ona na čitav pravac p. a 
obrnutim putem stisnuo se čitav pravac TJ na svoju dužinu AB. Prit m je čak medu-
sobni poredak točaka i poslije preslikavanja ostao isti. · · 
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Tako je nastala potreba, a i uočena mogućnost da s~ nađu okvirni 
zakoni za pojedine procese i razmatranja. 

• • 

To je bila ideja vodilja u izgradnji tako zvanih (apstraktnih) pro-
stora (M. Pr e e h e t, rođ. 1878., E. Ii. M o or e 1862 -1932),; išlo se je 
za tim da se konkretno raznovrsne pojave (skupovi) svrstaju u isti 
·okvir i razradi teorija toga okvira. slično kao što na pr. teorija vektora 
pokriva i teoriju. brzina i tt· o riJu s1la i sličnih veličina ili kao što teorija 
grupa stoji mjesto toliko konkretnih raznovrsnih operacija. 

Knjiga je razdijeljena na dva dijela: svaki se dio diiefi na glave, 
glave na paragrafe, ovi u podparagrafe, točke i t. d. 

Numeracija paragrafa i njihov rh dijelova je poziciona (decimalna, 
šifrovana); na isti način Sll numerirani obrasci, leme, teoremi, primjeri 
i t. d.: na pr. obrazac (7.4.5.2.) znači onaj obrazac koji je u paragrafu 
7 pntparagrafu 4, njegovu dijelu 5 i to drugi po redu. Taj leksikografski 
.ili šifrovani način uređivanja vrlo je podesan i· pregledan, a u svojoj 
osnovi tako su· poredani i realni brojevi (isporedi § 13.2.2). . . 

, 
Prvi dio sastoji se od tri glave . . , 
Prva glava radi općenito o skupovima i preslikavanjima skupova. 

Druga glava obrađuje jednoznačne i jednolisne transformacije na 
osnovu kojig ćemo skupove proglasiti nosiocima kardinalnih (gla
vnih) broje"a. Tu će iskrsnuti osnovna D e d e k i n d o v a razdioba sku
pova na konačne i beskonačne uzimajući B o l z a n o v paradoks1 (da se 
pojedini skup može obostrano jednoznačno preslikati na svoj pravi dio) 
za .definiciju beskonač.nih odnosno tnnsfinitnih skupova. Prirodni bro
jevi će biti definirani kao konačni skupovi, a može se dokazati da za 
njih važi princip totalne indukcije. 

Treća glava obrađuje (potpuno ili nepotpuno} uređene skupove. 
Polazeći od osnovnog svojstva skupa prirodnih brojeva, da mu svaki 
dio ima prvi element - u koliko uopće posjeduje koji element - defi
niraju se dobro ure(leni skupovi (Cantor) kao baš oni ma kakvi ure
deni skupovi koji imaju gornje svojstvo minimuma. Svaki takav skup 
je nosilac izvjesnog broja pa tako. dolazimo do rednih ( ordinalnih) 

• • 
brojeva. jedne od najljepših i najsmjelijih tekovina e a n t or o've teorije 
skupova. Specijalno, skup prebrojivih rednrh brojeva nadovezuje se na 
sve konačne redne (t. zv. prirodne brojeve), a nj'egovo pojimanje je 
isto toliko prirodno koliko i pojimanje skupa e svih realnih brojeva. 

1) Bolzano (1781-1848). 
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Dobro uređeni skupovi su specijalan slučaj razvrstanih skupova 
·ili rodoslovlja, te razvrstano uređenih skupova; zadnji skupovi su she
matizirana teorija neprestanog komadanja i atomiziranja. Razvrstani 
skupovi predstavljaju opću teoriju rodoslovlja, odnosno procesa kod 
kojih se niže jedna etapa procesa na drugu etapu procesa, odnosno, 
na generaciju nastavlja generacija .. Kako ti skupovi vuku lozu od 
tako prirodnih pojava, jasno je, da će oni ulaziti u različita osnovna 
matematička razmatranja. l zbilja·, obje vrste skupova povezane su sa 
izučavanjem samog kontinuuma: razvrstani skupovi sa Cantor o v i m 
problemom o kontinuumu, a razvrstano uređeni sa S u s l i n o v i m pro-
blemom o kontinuumu. l 

U §-u 21 daje se veza rodoslovlja s općim djelimično uređenim 
skupovima. Već mrežasti skupovi sa svojom dualn m građom pokazuju 
koliko je raširen i važan pojam 'tljelimično uređenih skupova. 

Konac- prvog dijela (§ 23) posve-ćen je uzlaznim i silaznim presli
kavanjima djelimično uređenih skupova. Taj paragraf možemo smatrati 
osnovnim, a nekoji problemi koji su u njemu naznačeni pokazuju koliko 
područje parcijalno uređenih skupova pruža mogućnosti za daljnja na
učna istraživanja. 

"' Drugi dio knjige sastoji se od dvije glave i to: 4 i 5. 
četvrta glava radi o prostorima t. j. o skupovima u kojima je pro

vedena organizacija tako da umijemo odlučiti da li su nađeni elementi 
skupa međusobno nablizu odnosno da li se zadan element dodiruje 
zadana skupa. Teorija prostora izvire iz potrebe da dobijemo uvid kako 
izgledaju pojedini organi, komadi, skupa t. j. da umijemo odgovoriti na 
pitanje šta u nekom općenitom skupu (u skupu funkcija na primjer) 
odgovara prirodnom komadu linearnog kontinuuma kao što je njegov 
odrezak omeđen sa dva broja .. . . 

· Pokazuje se, da je i kod prostora od osnovne važnosti pojava pre-
slikavanja i to baš preslikavanja među djelomično uređenim skupovima. 

U § 25 obrađuju se prostori koji se . neposredno nadovezuju na 
uobičajene svagdašnje prostore sa kojima radimo i u kojima se bliskost 
i organiziranost može provesti pomoću realnih brojeva odnosno po
moću intervala kao osnovnih komada. Tako dolazimo do dvije važne 
vrste .prostora. S jedne strane su frechetovi razdatjinski (metrički) 

prostori među koje spadaju Kartezijevi prostori od ], 2, 3, i više 
dimenzija te tfilbertov prostor koji se na njih nadovezuje i koji u 
zadnje vrijeme igra tako važnu ulogu u matematici i fizici, nadalje pro
stor svih realnih neJ]Tekidnih funkcija definiranih u jediničnorn segmentu. 

Sa druge strane su Cantorovi potpuno uređeni prostori. Upoznavši 
se tako sa dvije opsežne klase· prostora može se u § 26 preći na 
osnovne definicije u vezi sa prostorima koji zadovoljavaju osnovnom 
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zakonu izotonije da se svaki element a dodiruje svakog skupa čim se 
a dodiruje nekog dijela toga. sk4pa. Time i tu nailazimo na djelimično 
uređene skupove koji se kao . crvena nit protkavaju čitavom matema
tikom, jer se zapravo takovi prostori sastoje u uzlaznom preslikavanju 

. ' 

na sama sebe partitivnog skupa djelimično uređenog s obzirom na 
relaciju ~ . Osnovni pojam koji kod tih prostora dolazi to je nutrina 
skupa odnosno pitanje da li zadan skup 'A leži ili ne leži u nutrini 
skupa B što se-još kaže da li je A prekriven skupom B odn. da li je 
B okolina skupa A. Kako kod tih prostora pojam okoline igra osnovnu 
ulogu, zovu se oni okolinski prostori. U njihovoj strukturi sadržano je 
mnogo t.oga što je poznato iO specijalnom okolinskom prostoru·- našem 
svagdanjem linearnom kontinuumu, ravnini i običnom. prostoru. 

Kao specijalne okolinske prostore navodimo topološke prostore 
Kuratowskoga te t. zv. uniformne ,pwstore. koji rješavaju problem da 

• se bez metričkih razmatranja· uvede u skupu organizacija koja nas u 
pogledu neprekidnih preslikavanja potsjeća na organizaciju izvedenu 
pomoću realnih brojeva. 

Peta glava je· prilika da se obazremo rta nekoje osnovne teoreme 
matematike i da vidimo kako je svaki od njih izraz izvjesne struktu
ralne povezanosti u prosttru; tako se na Bolzanov teorem nadovezuju 
razmatranja o povezanim (koneksnim) skupovima (§ 28); Bolzano
Weierstrassov teorem je izraz pravilnosti koja se imenuje kompakt
nost i bikompaktnost prostora, odnosno mogućnosti da se svaki prekri
vač može zamijeniti svojim konačnim dijelom (§ 29); tu dolaze također 
razmatranja' o jednolikoj neprekidnosti. 

Osnovni Cauchy-ev kriterij konvergencije je sa svoje strane povod 
da se razmatraju t. zv. potpuni (kompletni) razdaljinski (pa čak i uni
formni prostori); u § 30 razmatraju se pitanja počam od Cantorove 
definicije realnih brojeva kao radnje koja nepotpuni prostor racionalnih 
brqjeva uronjava izometrički u potpuni razaaljinski prostor, pa do do
kaza Banachova teorema koji pokazuje koliko je neizmjerno obilniji skup 
neprekidnih funkcija koH~ nemaju derivaciie niti u jednoj točki od skupa 
izvodljivih funkcija. To je tim značajniji rezultat kad se ima u vidu da 
je čak Hermite (1882-1905) taj veliki predstavnik analitičkog i logičkog 
pravca u matematici dočuvši za postojanje već jedne neprekidne funk
cije bez derivacije u ikojoj točki izjavio da je to skandal u matematici. 

• • 
Borelovim, Suslinovim (analitičkim) skupovima te problemu mjere 

posvećena su posljednja dva paragrafa (§ 31, te § 32). 

Cilj je ove knjige ne da izloži svu teoriju skupova, nego da na 
• 

našem jeziku pruži prikaz nekojih bitnih· pitanja iz te teorije koja su u 
jednu ruku osnovna za matematiku i nauku uopće, a u drugu ruku da 



bar donekle iznese problematiku djelimično uređenih skupova uo~.,# 
rodoslovlja napose, ukazujući pritom- na pojedine neriješene ,probleme 
(v. na pr. § 23. i str. 441) koji se i grupno i pojedinačno· mozu 
istraživati. · 

Da nije bilo znatne pomoći osoblja Matematičkog instituta Priro
doslovno-matematičkog fakulteta, knjiga još ne bi ugledala svijetla. 
Zato se svesrdno zahvaljujem drugovima asistentima Papiću Pavlu i 
Sedmaku Viktoru. Oni su također vodili svu brigu o, korekturi knjige. 
Srdačna hvala administratoru Matematičkog instituta. 

Toplo se zahvaljuJem drugu _profesoru Dr. Z. Markoviću na trudu 
oko čitanja i recenzije rukopis_a ovoga diela. 

- Najzad, mnogo hvala Nakladnom Zavodu Hrvatske i slagaru druzu 
Velebitu Biseru, koji su učinili sve da knjiga bude što bolje :tehničld 
opremljena i čim prije naštampana. 

Zagreb, js:oncetn ,p.rvog mjeseca 1951. 

Đ. l(. 
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GLAVA PR.VA. 

POJAM MNOŽINE ILI SI(UPA. OSNOVNE OPERACIJE. 

Cilj je ove glave, da se upoznamo s pojmom skupa ili množine, 
da uočimo da je skup sastavljen od elemenata i obrnuto, da elementi 
sastavljaju skup (osnovni atomistički karakter nauke o skupovima)1>, 
da vidimo, kad· su dva skupa identična, kad jedan sadrži drugi, te da 
izvedemo osnovne operacije sa skupovima _(spoj, presjek, i naročito 
pojam funkcije ili transformacije. 

§ l. POJAM SKUPA .. OSNOVNE RELACIJE. 

§ 1.1. Pojam skupa (množine) 2> ili cjeline tako je srastao s čovjekom 
~ . 

da ga j~9 svesti na nešto "~ Tako na pr. učenici nekog razreda 
- • - f 

čine određeni skup, esnog grada također, govori se o 
skupu škola u državi,_ o skupu kuća u nekoj ulici, o množini prirodnih 
brojeva l, 2, 3, .... , o skupu pravih, ra_zlomaka, pravaca, rotacija, 
o množini prirodnih elemenata, o skupu molekula -u gram-molekuli 
nekog kemijskog spoja, o množini molekula nekog predmeta, množini 
protona i neutrona nekog .atoma, o množini crvenlh krvnih tjelešaca, 
o kulturi (skupu) bakterija, gljivica, množini stanica nekog tijela ili 
organa i sl. 

§ 1.1.1. -~i!.!IJ! __ LUieg!l.YLclementi. U svakom od tih slučajeva 
imamo izvjesnu sliku o tom, od čega je promatrana množina sasta
vljena ili obrazovana. Tako je razred sastavljen od učenika, skup 
pravih razlomaka je sastavljen od sviju realnih brojeva koji su smje
šteni između O i l, jezgra helija je sastavljena od A čestice, skup 

dija~9nala u pravilnom n-kutu je sastavljen od ~ n (n-3)_dužina i t. d. 

Kaže se da Je skup sastavljen od jedinica, članova, točaka, atoma, 
elemenata, brojeva ili predmeta i t. d. U pojedinom slučaju zgodnije je 
da se poslužimo jednim izrazom mjesto drugim. 

1) Negirajući taj princip, poslije ćemo se upoznati sa skupom bez ijednog ele
menta; to je {. z v. -prazni skup ili vakuum. Druga bi krajnost bila da se posmatra 
skup svih skupova ; taj međutim ne postoji. 

Uz ta dva krajnja "skupa" povezane su mnoge matematičke i filozofske 
poteškoće. 

2) Mi ćemo bez razlike upotrebljavati riječi skup i množina (wski množestvo 
sovokupnost, franc. ensemble, engl. set, njem. Menge). · 

' KUREPA, Teorija s·kupova 
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§ 1.1.2. Obrnuto : u izvjesnim slučajevima članovi, predmeti, 
elementi, točke, atomi i t. d. sačinjavaju skup. Na pr. brojevi l, 2, 3, 
4, 5 sačinjavaju potpuno određen skup, riječi u Njegoševom Gorskom 

. ' . 
Vijencu obrazuju također određen sKup, stanovnici Jugoslavije obrazuJU 
skup i t. d., točke koje su u prostoru od A udaljene za 3 m· obrazuju 
skup i to kuglu sa središtem u A i sa. radi usom 3 m . 

• 

Osnovna veza. Kaže se, da je zadan skup sastavlien od svojih 
elemenata i obrnuto, elementi zadana skupa obrazuju taj skUP kao 
svoju cjelinu (is p. formulu 2. 2. 4). često se može reći da zadani 

. . 
elementi obrazuju određen skup kao svoju cjelinu.rTo je osnovni pnn-
cip u nauci o skupovima. . 

Tim se. principom neprestano služimo i u dnevnom životu i u 
nauci, specijalno u matematici. Na pr. ako je zadana dužina AB i 
točka e, pa treba naći njenu centralno simetričnu sliku s obzirom na 
zadanu točku e kao središte simetrije, onda se dužina AB shvata kao 
skup točaka X _(proces drobljenja, (liferenciranja), od svake od nji~ 
traži centralno simetrična slika. X' i onda obrazuje skup svih tih X 
(proces sabiranja ili integriranja). Dakle: slika od dužine AB jest 
množina sastavljena od slika svih točaka (atoma) množine AB. To je 
principijelna stvar .. Drugo je pitanje. što je ta slika identična sa dužinom 
A'B', gdje su A' i B' slike od A odnosno. od B, pa stvar postaje van-
redno jednostavna. · 

Vježba. Za ·bolje poimanje osnovnog principa odredi centralno 
simetričnu sliku skupa svih iracionalnih pravih razlomaka s obzirom 

• 
:rt 

na· točku 
4 

1
) kao centar simetrije. 

l • 

§ 1.1.3. Oznaka skupa pomoću elemenata skupa. Ako je mno-
žina M sastavljena od elemenata x, y, z, ... , onda se to piše također 

M = { x, y, z, .... } • 
Ako tu jednakost čitamo zdesna nalijevo, onda time· pomoću zadanih 
elemenata x, y, z, ... ; ob·;a~u]en:i"o.skup M. Tako na pr. {0, 2, 4, 6, 8} 
je određen skup, 

§ 1.1.4. Jednočlani skupovi. I svaki predmet P sam za sebe 
obrazuje određen skup kojega ćemo označavati sa 

{P} odn. (P); to su t. zv. jednočlani skupovi (v. § 1.2.2.1). 

Tako na pr. {0}, {l} jesu dvije određene je<;inočlane množine. U biolo
giji su poznati jednostanični skupovi i to biljni i životinjski (amebe, 
infuzorije i t. d.). . 

1) Istaknimo jedanput za uvijek da mi smatramo i svaki realan broJ kao t?čk~ 
na izvjesnoj broievnoj ertl. Kad broj budemo smatrali točkom na brojevnoi kruzmci 
ili kakovoj drugoj crti, onda ćemo to izričito naglasiti. 
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§ 1.1.5. Prazni ili. pusti (vakantni) skup jest onaj koji nema ni 
jednog elementa i 'označuje se sa 

v ili 0. 1
> 

Skup je pun ili neprazan, ako on nije prazan. 

Uvođenjem praznog skupa znatno se pojednostavnjuje. nauka o skupo
vima, jer ne treba paziti na česte izuzetke. Na pr. skup živih ljudi 
kojima je preko 200 godina sigurno je danas pust. Naprotiv, skup 

\ . 

hrastova starih preko 200 godina i danas nije pust. Ne zna se, da li 
je množina prirodnih brojeva n > 2, za koje jednakost xn + yn = zn 
ima cjelobrojnih rješenja =F O pusta ili nije pusta ·(veliki Fermatov 
problem). 

Izučavanje prazna skupa kao i izučavanj(jj. nule (ništice) 
teška matematička i logička pitanja. 

• 

spada u 

' 

§ 1. 1.6 Označivanje i shematsko prikazivanje skupova. Skupove 
kao i članove skupova označujemo raznim kraticama, slovima, simbo
lima i t. d. Tako se govori o skupu S, o njegovom članu a, o člano

vima a, ~ člana a, o skupu B kojemu je sa svoje strane skup S 
elemenat i t. d. 

- -- - ' :; ~ ' - - -,; ; - -~ \. l - - . 
A .. -----

~, ... , ...... ' 
l - \ ~ \ 

' ' -' ' ' -- ' -' . ' ~ - \ 

- - ' -' 
. ' 

' ' 

8 e 
Sl. 1.1.6.1 

Shematski prikaz triju skupova 

Skupove možemo shematski prikazati tako da nacrtamo proiz
voljno mnogo točaka, a zgodno je i tako da nacrtamo proizvoljnu 
zatvorenu crtu; onaj dio ravnine što ga crta omeđuje, shematski je 
prikaz proizvoljna skupa. 

Nekad je zgodno da skupove prikazujemo shematski na pravcu. 
1) Početno slovo u vacuum (praznina). Inače treba razlikovati prazan skup od 

brojke O i broia O; zato se i uvodi oznaka v za prazan skup. da je možemo upotre
biti u slučajevima, kad je oznaka O rezervir;ma za broJku O ili broj O. Cesto se mjesto 
v upotrebljava oznaka 1\ odn. A za prazan skup. 
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§ 1.2 OSNOVNA RELACIJA U TEORIJI SI(UPOV A ... 

§ 1.2.1. Odnos elemenat - skup (rehiciia E;,), Imajući u vidu, 
da je sk1;1P sastavljen od elemenata (atomistički karakter skupova), 
uvodimo ovaj način sporazumijevanja: ako je A elemenat od B, . onda 
se to označuje sa 

- AE B odn. Bi~ A 
• 

i čita 
• 

A je element od B odnosno B sadrži A kao element. 

Ako A 11;ije element ili član od B, može se to naznačiti s~ 
. . 

A· non E B odnosno B non ~.A. 

Na pr .. za skup N prirođnih brojeva imamo 

3 E N, ali ne. liz :E N. 

Ako je S skup transcendentnih brojeva, onda je Jt E:;. S (nemogućnost 

kvadrature kruga!), 2V1 E. S, dok naprotiv V2 non E:: S, jer je Vz 
' algebarski broj. Na pr. za svaki predmet p važi 

• p E (p) odn. p E {p} 

t. j. svaki predmet p jest član skupa sastavljenog od toga predmeta. 
Ako je skup ~ praz~,tn ne može biti x E S ni za kakav x. 

' 
§ 1.2.2. ld~ntična jednakost skupova. Ako su _,------ - -- . . 

sastavljene od istih elemenata, veli se, da su A i B 
skupovi i piše: 

A=B ili B=A. 

Naravno, da će A =i= B značiti da nije A = B. 

Na pr. {2, 5, 9} = {9, 2, 5}; {2, 4} =l= {5}. · 

množine A i B 
identički Jednaki 

' 

Za jednakost skupova A, B nije od važnosti meousobni položl,lj 
elemenata u A odn. elemenata u B. 

§ 1.2.2.1. Jednočlani skupovi ili elementi (atomi, točke i t. d.) 
Jednočlani skup jest svaki skup T koji ima svojstvo da 

.' . . . . 

IZ 
x-E. T, yE· T nužno slijedi x == y ; 

običnije se još kaže da T ima jedan jedini element. 

Na pr. {L, A B e}, je jednočlani skup sastavljen od L, A B e kao jedinog 
svog elementa; naprotiv L'> A B e nije jednočlan, jer je na pr. 

A E L'> A B e, B E L'> A B e, a ipak nije A= B. 
. 

Zato ne miješaj skup S .i skup {S} kojemu je S jedini element. 
1 
Skup S ne mora biti jednočlan, a ipak ulazi kao element u poje

dine skupove. 
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.... 
§ 1.2.3. Relacija inkluzije (ttporedivanie skupova). 

' -· ----- ---· ---~- ' - - - -~' 
·--~-->·-

· Ako su A i B dvije množine, pa ako je svaki član množine A član 
množine B, . kaže se, da je množina A dio ili podskup množine B 

·i prema Peanu označuje 1
) , 

A,~ B odnosno B 2 A. 

Oznaka A,~ B izgovara se ovako: A je dio od B ili A. i e sadržan 
u B ili A je podskup od B Naravno, da će se B 2 A izgovarati ovako: 
B sadrži A, B je nadmnožina od A i t. d. · ,. 

Ako su A, B bilo kakva dva skupa, onda se logički mogu zami
sliti jedino ove četiri mogućnosti: 

Prvi slučaj:A,~B i'B,~A; 

D r u g i s l u č a i : A,~ B ali nije B i~ A ; 
. 

' 
Tr e ć i s l u č aj: nije A,~ B ali jest B,~ A; 

Četvrti slučaj: nitije A,~ B niti je B~ A. 

U prvom slučaju su skupovi A, B· očito identični : 

A=B 

tak0 da je time izrečen ovaj princip identičnosti skupova: 

Da skupovi A, B budu identični t. j. da bude 

( 1.2.3.1) A=B 

nužno je i dovoljno, da bude 

(1.2.3.2) 

t. j. nužno je i 
znak ~~ i znak 

dovoljno 
:::::>. 

da mjest9 znaka = u A= B može . doći i 

-

Ako je 

A;~ B, ali nije B 2 A, 

kaže se,· da je A pravi dio skupa B 
• •• 
l PISe 

(1.2.3 3) A C B odnosno B ::> A. 

Treći slučaj analogaft je drugome. 

l) Peano (1858- 1932), talijanski matematičar. 

Sl. 1.2.3.1 
Tu je A dio od B t. j. A e B, 

;'.';4 
-~-'~ 

Sjeti ·Se da < znači manje od ili jednako, i da a < b znači isto što i b> a. 
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"' ' 

§ 1.2.3-§, 1.3 

Ako nije niti A -~ B 
neuporedljivi. Taj je slučaj 

niti B C A, veli se, da su skupovi A, B 
• ..... v lO naravno na]cescl. 

e 

Sl. 1.2.3.2 
• 

Tu su A i B neuporedl)tvi: niti je, A e B niti B e A. 

Konvencija o skupu 
svakog skupa S! 

• 

Odnosom 

-
v. Prazan skup v (vacuum) smatramo dijelom 

v~ s . 

- v e s odn. s :::> v iskazujemo da s nije prazan. 

Naravno, ako je v .prazan skup, relacija x E v nema nijednog 
skupovnog rješenja x. 

Za svaku množinu M važi M ~ M; zato se svaka množina shvata 
svojim vlastitim nepravim dijelom. 

Same oznake 
e i ~ te e i :::> 

zovu se relacije sadržavanja (inkluzije). Nijedan.od tih zmikova nema, 
sam za sebe, nikakva značenja; ali za ma koja dva skupa uvijek ima 
. . - -
smisla pitati da li su povezani kojom od tih relacija. • 

Primijetimo, da iz A e B proizlazi da nije niti A = B niti A :::> B 
' 

§ 1.3. Osnovno o relacijama E i ~ ; . 
• 

Vrlo se lako dokažu bve činjenice: 
I: A ~ A (povrathost ili refleksivnost relacije .~ ). . . 
2. Ako je A ~ B, B ~ e, Qnda je A ~ e (tranzitivnost ili pre- ·· 

lazn"Ost relacije ~ ).- • . 
3. Ako je. A e B, B ,e A, onda. je A =B; i obrnuto (vrlo kori-.. 

stan pou čak!). · 
4. Ako za svaki X E, A slijedi X E, B, onda je A~ B; i obrnuto 

(izreci taj obrat!). . 
s.,za svaki skup x, vazda je x E {x}. 
6. x E A i {x} ~A znače jedno te isto. 

pa vidimo kako se tu provode dokazi, dokažimo da iz A e B.~ e 
slijedi A ~ e (točku 2) t j. da iz x E A slijedi x E C. No, iz x E A 
zbog A ~ B slijedi x E B; a odatle zbog B e e slijedi ono što tražimo 
t j. ·X E e. 
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§ 1.4. ZADA CI 
• § 1.4.1 Označi simbolički skup sastavljen od elemenata: 

a) l, 2, 3; b) a; e) o, a; d) L.>. ABC; e) A, B, C; f) f(x), g(x) . .. 
§ 1.4.2 Da li je skup desetmilijonskih gradov~ pra ~an? 
§ 1.4.3 Da li dva različita pravca mogu međusobno biti u odnosu,~.? 
§ 1.4.1 Promatraj 4-kut ABCD te skup 

' 
{v, A, B, C, D, AB, BC, CD, DA, ABCD}; 

koji njegovi članovi stoje međusobno u relaciji ,~. Da li je na pr. 
AB ,~ ABCD? . 

§ 1.4.5 Navedi nekoliko elemenata
1 

skupa: a) krugova u ravnini, 
b) konusa u prostoru. Ima li koji element koji leži .u bba ta skupa? 

' . . 
Ima li elemenata .u prvom skupu koji su s obzirom na ~ uporedljivi s 
kojim elementom iz drugoga skupa? 

J > 

• 
• 

·. § 2. OPERACIJE NA SKUPOVIMA. 
----

Kao što smo se ·navik:li da kod brojeva 1) izvodimo iz zadanih 
brojeva razne druge brojeve, na pr. sumu, produkt i t. d., tako ćemo 
i kod množina služeći se raznim postupcima izvoditi iz zadanih mno
žina razne druge množine. Osnovna je ideja ta, da se iz zadanog 
sistema množinfl, specijalno iz zadanog skupa, izvede opet izvjestan skup 
ili sistem skupova. 

§ 2.1. Partitivni skup zadana skupa (operator P). 
" 

§ 2.1.1. Neka je S zadan skup; promatrajući njegove dijelove 
X ~ S, označimo sa 

• • • 

(2.1.1.1) P (S) odn. PS 

množinu svih dijelova skupa S uključivši i prazan skup v. 
P (S) se zove partitivni ili diobeni skup množine S. Prelaz od 

skupa S na skup P(S) zove se operator P ili funkcija (transformacija) P. 
Prelaz .od S na P (S) je od vrlo velike .važnosti, jer je operatorom 

P uspostavljena veza između osnovnih relacija e i E, naime 

(2.1.1.2) iz x ,~ S slijedi x E P (S); i obrnuto: 

(2.1.1.3) iz x E P (S) slijedi x .e S. 

Primjer 2.1.1.1. Ako je S sastavljen od brojeva l, 2, 3 dakle 
S = {l, 2, 3}, onda je množina P (S)·· sastavljena od ovih elemenata: 

• 
l) v (pust skup); 

. 1) Ako se pokatkad pozivamo na brojeve ili dajemo primjere o brojevima, to je 
zato što brojeve već poznamo. Inače, tokom razmatranja mi ćemo definirati sve uobi· 
čalene vrste brojeva. Citalac će uvidjeti, da se u tome ne krije nikakav circulus 
vitiosus. 



§ 2.1.1-§ 2.2 

. . 

· 2) {1}, {2}, {3} (iednočlani dijelovi od S); 
3) {l, 2}, {l, 3}, {2, 3} (dvočlan! dijelovi od S); 
4) {1, 2, 3} =·sam skup S. 

Dakle je 
' P({l,2, 3}) ={v, {l}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {l, 2, 3} }, tako da 

se P({l, 2, 3}) sastoji od 8 (= 23
) članova. · 

Primjer 2.1.1.2. Ako je N množina svih prirodnih brojeva dakle 
- . 

. N= {1,2,3,4 .... }, 

onda se· P (N) sastoji od v, N, jednočlanih dijelova {n}, gdje je n E: l N, 
te mnoštva drugih dijelova skupa N. Na pr. 

{l, 3, 5, 7, ... } E;, P(N); isto tako je {2, 22,222
, ••• } . . . 

' jedan. element množine P (N) . 
• 

§ 2.1.2. Istaknimo naročito ovo: 

a) v E, P(S). 
' b) Ako je x E~ S, onda je {x} E: P (S) t j. svi jednočlani skupovi 

iz S sadržani su u P (S) -kao elementi. 
. . 

e) S E:; P (S) t. j. sam zadani skup S post~jeodredenim elementom 
u novom skupu P (S). - -

Dakle: i prazan skup i sam skup S i svi njegovi jednočlani dije
lovi postali su članovi novog skupa P (S) koji naravno u općem slučaju 
- naime svaki put kad S ima bar 3 člana - ima i drugih elemenata . • 

§ 2.1.3. Kombinacije r-og razreda iz zadanih elemenata skupa S jesu 
svi dijelovi skupa S od kojih svaki ima baš r elemenata. Na pr. kom
binacije 2-og razreda skupa {2, 3, 4, 5} jesu svi dvočlan! dijelovi toga 
skupa ·dakle ovi skupovi: 

{2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5-} i {4, 5}. 
Ako skup S ima s različitih elemenata, onda se zna, da postoji 

• 

( 
s ) · ~(s - l) (s- 2) .. (s- r + l) 
r 1.2.3 .. (r-l).r 

• 

različitih kombinacija r-og razreda iz elemenata skupa S. 

Može se reći da je parti tivni skup P (S) sastavljen od svih mogu
ćih kombinacija elemenata skupa S uključivši i praznu kombinaciju v. 

§2.2. Udruživanje (unija ili spoj) skupova. Udruživanje ili unija 
zadanih skupova jest skup koji je sastavljen od ·onih i samo onih 
elemenata koji dolaze kao elementi u bar jednom zadanom skupu. Ako 
su A. B zadani skupovi, onda se njihova unija označuje sa 



(2.2.1) 
A i B se zovu sumandi unije. . . . . 

Skup A V~ B zove se također spoj ili suma skupova A i B. 
-

Ako je S ma kakva množina skupova, onda se privadna unija ozna-
čuje sa 

(2.2:2) V X, (X E S) 
' X • 

' pri čemu X prolazi svim elementima sistema S (dakle su X skupovi); 
dodatak zadnje zagrad(? u (2. 2. 2) ima za cilj da naznači, šta sve ima: 
da- bude slovo X u formuli. To je vrlo 
važan način sporazumijeVanja i pisanja. 
Na pr. ako za ne~i cijeli broj- n ozna
čimo sa X. sve realne brojeve t za 
koje je n < t < n + l, pa ako nam S 
označuje skup skupo~a Xn, (n = O, + l, 
+ 2, .... ), onda je 

• 

V x, (x El S) 
X 

' 

• 

SL 2.2.1 

zapravo množina svih realnih brojeva. Unija skupova omeđena je 
podebli anom crtom 

Očito je: 

A VA =A 
(2.2.3) A V B = B V A (V je komutativan operator) 

(A V B) V e = A V (B V C) (V je asocijativan operator} 
(A V B) V e = (A V e) V (B V e) (V je distributivan operator) 

Naravno da je A V v = A. 
' 

Da bude A V B = A, nužno je i dovoljno da bude B ~ A. · 

Vrlo je važna identiteta · 

(2.2.4) V {x} =A odnosno V {x} =A, (x E: A) 
XE A w X 

t. j. suma, unija (udruženje) svih _jednočlanih dijelova ma kojeg skupa 
A poklapa se sa samim skupom A (ato mistički karakter skupova). 

§ 2 • 3. Oduzimanje ili otstraniivanie skupova. 
' 

Ako su A (B dvije množine, onda se diferencija skupova A i B, 
simbolički 

(2 3.0 
' 

-
1) U je početno slovo od Unij.a. U literaturi (naročito o,noj koja nije najnovija) 

često se mjesto A U B piše A + B. Nama će A + B značiti skup svih a+ b, kad a i b 
prolaze kroz A odn. kroz B. . 

• 
2

) Razlikuj od A_:_ B što naznačuje skup svih a- b, kad a prolazi skupom A, 
a b skupom B. 



zove množ'ina sastavljena od svih onih 
A koji nisu ujedpo elementi skupa B. 

i samo onih elemenata skupa 

' 

A , B 
Sl. 2.3.1 Diferencija skupo.va. 

-
Prema tome, treba razlikovati A "- B od B "-·A. Na slici je skup 

A "- B prikazan vertikalnim linijama, a B "- A horizontalnim linijama. 
Češće se promatra simetrična diferenCija ili diferencija modula 2 sku
pova A i B : to je skup 

~2.3.2) · ... - (A"- B) V (B"- A). 

§ 2 . 4. Zajednički dio ili presjek zadanih množina jest skup sasta
vU en od onih i samo onih elemenata koji pripadaju svima zadanim - ; ,_ 

množinama. Presjek dvaju skupova A, B označuje se sa ' 

(2.4.1) Ar\ B· 1
> • 

• 

A i B se zovu faktori presjeka A r\ B. 
Dva su skupa disjunktna, ako im je presjek pust. Taj se naziv 

često javlja. 
Ar\Br\C 

označuje zajednički dio triju skupova A, B i C. Ako je F ma kakva 
• 

množina skupova, onda se presjek svih tih skupova: označuje sa 
• 

(2.4.2) (\ x, (x :E: F). 
X. 

, § 2.4.1. Za operator (\ važe posve analogna pravila kao što 
su. pravila (2.2.3) navedena za operator V (t; j. operator r\, je ko-
mu tati van, asocijativan i distributivan). -

Očito je 
• 

za ma koji skup 
su formule -

Ar\ v= vo 
A (pri tom je v pusti skup). Očito je također, da 

1 l) Znak n je deformirano slovo 31;. U mnogim djelima nalazi se oznaka A • B 
.mjesto A n B. Nama će A · B značiti skup svih a • b pri čemu a prolazi kroz A, 

a b kroz B; na pr. ako je N skup prirodnih brojeva, tada je {2} · N skup svih parnih 
prirodnih brojeva (u § 2.5.1. saznat ćemo da se ~kup parnih prirodnih brojeva može 
označiti i sa. 2 Nj. 

• 



·§ 2.4 2 ll . 

A(\ B= A, A~ B 

međusobno ekvivalentne, 

§ 2.4.2. Distributivnost operatora . V i (\, 
distributivni su jedan spram drugoga (kao i spram 

Operatori (\, i V 
sama sebe) 1 

: 

•(2.4.2.1) 

i dualno 2): 

·(2A.2.2) 

Riječima: 

(A V B) (\ e= (A (\ e) \V (B (\ e) 
(distributivnost od (\ spram V) 

. 
(A(\ B) VC . (AVe)(\ (B V e). 

(Qjstributivnost ·od V spram (\) 

Unija skupova siječe se nekirri ·skupom t:iko da se svaki suman d 
11nije presiječe tim skupom i onda ·nađe unija · dobivenih rezultata. 
Presjek skupO Yi udružuje· se sa nekim skupom tak(} da se svaki 
iaktor presjeka udruži sa tim skupom i onda nađe presjek dobivenih 
rezultata. . 

Da dokazemo da vazi (2.4.2.1), dovoljno je, po principu o jednakosti 
:skupova (1.2.3.1) pokazati da u (2.4.2.1) možemo umjesto znaka = 

:staviti i znak <:::: i znak 2 t. j. da važi: 

{2.42.3) (A V B) (\ e.<:::: (A (\ e) V (B (\ e) 
• 

kao i 

2.4 2.4' (A V B)(\ e 2 (A(\ e) V (B(\ e). 
a) Dokažimo najprije prvi obrazac t. j, da iz X E (A. v B) (\ e 

proizlazi X E: (A(\ C) v (B (\ e). No X E (A v B) (\ e znači, . da X E e 
i x E A V B Zadnja pak relacija· znači, da x zadovoljava bar jednu 

lj Kod brojeva znamo da je množenje distributivno s obzirom na sabiranje: 
(a+ bl ~ = a e + b e. _ 

Naprotiv, dualno ne važi, je{sumiranje brojeva nije distributivno s obzirom na mno
ženje brojeva: 

(a· b)+ e nije vazda . · (a+c) ·(b+ e). 

Niti + niti . nije distributivno spram sebe samoga: 
nije vazda (a + b) + e = (a-/" e) + (b + e) niti 

(a • b) · e = (a · e) • (b • e). 

Naprotiv za skupove A. B; e vazda je: 
· (A U B) U e = (A U e) U (B U e) 

lA n B) n e = (A n eJ n (B n e). 
2) Dualitet je poznat iz projektivne geometrije. Tako se na pr. dualitet projek

tivne geometrije u ravnini sastoji u tome da se iz svakog ispravnog stavka. te 
geometrije dobije opet ispravan stavak te geometrije permu tiraj ući riječi: 

• ·točka - pravac 
. . " . S!Jece - spaJa 

Tako od izreke: "Za ma koje dvije točke, postoji jedan jedini pravac koji ih 
spaja", dualno izlazi; "Za ma koja dva pravca, postoji i edna jedina točka u kojoj se 
oni sijeku". 



12 § 2.4.2-§2.5 

od rel~cija x E: A, x E;, B; to znači, da je bar jedanput ispunj eu uslov 
X E A {'\ e odn. X E i B{'\ e dakle X E (A {'\ C) v (B {'\ Cl, čime je 
dokazana inKluzija (2. 4. 2. 3), 

·b) Dokažimo obrat t j. da je ispunjena ielacija !2. 4 .2. 4) : svaki 
element x sadržan u skllPU na desnoj strani od (2. 4 . 2 . 4) sadržan je . . . 

kao alenient u množini što stoji na lijevoj strani te relacije. Nn ako 
X Ei (A {'\ C) v (B {'\ C), onda to. znači, da bar jedan od presjeka. A {'\ e. 
B {'\ e sadrži element x. Ako na pr. A {'\ e sadrži X, onda to znači' 
dali e da j.e i xE:I e i X E:i A dakle i X Ei A v B, što sa X E:i e daje 
X E:i (A v B)(\ e, a to baš i tvrdimo relacijom .<z. 4. 2. 3). Time je 
distributivnost operatora r\_ spram V dokazana. · 

Dokažimo. sada dual .. Dokaz se može voditi analogno. No dokaz 
se može odmah izvesti i iz dokazane distributivnosti operatora r\ 

-spram V čitajući obrazac (2. 4. 2. 2) zdesna nalijevo.~ 

Stvarno: 

(A V C) r\ (B V CJ = (na osnovu obrasca (2. 4.2. l)) = .. 

= [Ar\ (B VC)] V [Cr\ (B VC)] = (po istom obrascu) = 
= [(Ar\ B) V (Ar\ C)] V [(er\ B) V (Cr\ C)] = (po zakonu 

asocijacije za V) · 
=(Ar\ B) V [(Ar\ C) V (Cr\ B) V (Cr\ e)]= (jer je[]= C) 

' = (A r\ B) V C. Povezujući polazni i završni član tih jednakosti 
izlazi baš obrazac (2.4.2.2). 

V j e ž b a: Dokaži općenito : 

(2.4.2.6) (V X) V B = V (Xr\ B) 1l 
X X 

. 1 . 
(2.4.2.6) (V. X) r\ (V Y} = V (Xr\ Y) 

X Y X,Y 

Pritom X i Y prolaze ma kakvim sistemima skupova. 

Dualni obrasci važe također. 

§ 2.!5. PUNI<:CIJA 
. 

(Preslikavanje, proces, transformacija) 
' 

Pojam funkcije (procesa i t. d.) je od osnovne važnosti i fo kako 
u matematici, tako i. u drugim naukama. Pojmovi i razmatranja u 
ovom §-u su od znatne važnosti. Pojam skupa i funkcije nerazdvojno 
su povezani. Potsjetimo se da je skup sastavljen od eiemenata (atoma) 
i da je svaki skup X unija svojih jednočlanih dijelova: 

l) Sieti se kako se množi polinom monomom te polinom polinomom. 



§ 2.5.1 13' 

X= v {x}, (x E X)l' 
X 

Znamo što znači dio zadana skupa. 

§ 2.5.1. Definicija preslikavania. Pod· Preslika vanjem (transfor
macijom) skupa A razumijevamo svaki postupak (proces, radnju, funk
dju) t kojim svakom elementu· x E A pridieljujemo ili pridružujemo 
<Jdreden skup; ovaj skup u zavisnosti od elementa x odnosno jedno-
članog skupa (x) označujemo sa ·-

(2.5.1.1) . 
·. 

t (x). 

Skup f (x) zove se transtormat (slika) elementa x odnosno jednočla- .· 
nog skupa (x) s obzirom na transformaciju t. 

Ako je S,~ A proizvolia11 dio skupa A, tada s obzirom na 
osnovnu atomističku identitetu 

S = V {x), (x ·E S), ... X 

možemo staviti 
• 

(2.5.1.2) f S = f (S) = f (V (x)) = V t (x) 
xt:S xeS 

-propisujući time operatoru f komutativnost s operatorom koji iska
zuje udruživanje elemenata (atoma). Time svakom nepraznom (punom) 
dijelu X skupa A pripada oqreden skup 

f X odn. f (X) 

:koji se zove slika ili (transformatJ skupa X 
nje t. Specijalno je time određen skup 

s obzirom na preslikava-
• 

(2.5.1.3) t A odn. f(A) = V t (x), 
.xeA 

• 

Transformaciju f možemo i proširiti tako da stavimo 

(2.5.1.4) tv= v 
' 

gdje je v prazan skup. 

Time je svakom..(pa 1 praznom) dijelu X skupa A određen njegov 
iransformat t X. Ako su A i B dva skupa, a t takvo preslikavanje 
·skupa A, da iz x E. A slijedi t (x) C.. B, onda se kaže, da f preslikava 
.skup A u skup ·B; također se kaže da argumen( ili nezavisna vari
jabla funkcije t leži u A i da vrijednost funkcije leži u B. Ako j .Pre
:S!ikava A u B, bit će t (A) .e.. B. 

l) Sjetimo se da (x) ili { x } znači skup kojemu je x jedini element. 



-. l ,_ 
- ; J \ 

f 
)( 

A • 

. .. . • •. . ··-. 
f(X) 

Naravno, da ne mora biti. . . 

f (A)= B. Ako je i f (A)= B 
.(a ne samo · f (A) ~ B), 
možemo reći da f preslikava 
čitav A na čitav B. Presli-· 

Sl. 2.5.1. Operator (funkcija) t prevodi elemenat 
x E A u skup f (x) e B-

· kavanje f skuva A u skup B 
možemo shematski predočiti 
kao na slici 2.5.1 

Množinu svih preslika vanja skupa A na skup~ B možemo ozna-
. . 

čiti sa • 

(2.5.1.5) B (A) odn. A""* B. • 
Prva nas oznaka podsjeća na uobičajeno označivanje proizvoljna 

preslikavanja b (a), (a E A) skupa A na B. Druga oznaka ima da nam 
shematski prikaže da se na neki način polazi od A i dolazi u B. 

Teorem 2.5.1.1. (Monotono preslikavanje) Ako je f ma kakvo 
preslikavanje skupa A, tada 

iz X e Y e A· slii~di · 

f X e t Y C: fA. 
Dokaz je očigled<'m. 

Pr i m j e d b a 2.5.1.1. U oznaci fA nema između f i A nikakvog
znaka. Može se reći, da fA nastaje zahvatom· (primjenom) operatora 
f na A i to s lijeve strane. 

Preslikavanje t skupa A je jednoznačno, ako je za svaki element 
x E A skup f (x) jednočlan. Ako je preslikavanje t skupa A u skup B 
jednoznačno, tada je zgodno za svaki x E A jednočlani skup t (x) sma
trati elementom skupa B i dopustiti dakl.e oznaku. t (x) E B. 

Veli se. da je preslikavanje višeznačno, ako se njime bar jedan 
element prevodi u skup od 2 ili više elemenata. 

Ako je t (x) = v = prazan skup za svaki x E A, možemo reći da tada f 
nije preslikavanje skupa A. 

Preslikavanje skupa A na skup realnih (kompleksnih) brojeva 
• • 

zove se realna (kompleksna) funkcija. 
• 

Identično preslikavanje skupa A na sama sebe t. j. preslikavanje 
f za koje je f (x) =, x za svaki x E A javlja se naročito često. 

Množinu svih jednoznačnih preslikavanja skupa A na skup B 
možemo označiti sa 

(2.5.1.6) B1 (A) odn. A ~B 
• 

• 



pr i mj er 2.5.1.1. Transformacija _l definir~na u skupu . . n 

. . . n, ... } svih prir~dnih brojeva prevodi skup N u skup.~ = 

l . . . - ... }. 
n 

lS. 

N= {1,2, 
• 

{ l ._l _l 
' 2 ' 3 

• 

Pr i mj er 2.5.1.2. Ako je e linearni kontinuum ( = skup svih real
nih brojeva), tada je sinus određena realna jednoznačna funkcija u e. 
pa je· kali o znamo 

Sin e = V sin X = SkUp SVih brojeva _· l <. X<. l. 
ue 

Pr i mj er 2.5.1.3. (Konstante) Konstante u skupu A jesu preslika-. 
vanja f skupa A kod kojih je\vakom x E, A pridružen jedan te isti skuo. 
Tako na pr. konstanta 3 jest preslikavanje f skupa A kod kojega je 
f (::) = 3, (x E A). • 

Pr i mj er 2.5.1.4 (Uređen par). Svako jednoznačno preslikavanje 
dvočlanog skupa {l, 2} (11 skup B) zove seuređen par (elemenata skupa 
B). Ako· uređen par t označimo eKsplicite sa 

t (l), t (2) ili (t (l), t (2) ), 

onda se na pr. množina svih uređenih pari iz skupa {3, 4, 5} sastoji 
od ovih elemenata: 

(3, 3); 
(3, 4); 
(3, 5) ; 

(4, 3); 
(4, 4); 
(4, 5); 

(5, 3); 
(5, 4) ; 
(5, 5) . 

Tako na· pr. (4, 3) ·je. transformacija (uređen par) t za koju je 
• 

f (l) = 4, t (2) . 3. 

Svako komadanje pravca p na dvije polo
vine: liievu L i desnu D jest određena trans
formacija t skupa {l, 2} u skup p, naime 

•• 
ono preslikavanje za koje je 

f (l) = L, , t (2) = D. 

Pr i m j er 2.5.1.5. (Broj evni pravać 
kao preslikavanje). Od osnovnih presli

Sl. 2.5.1.2. Smještanjem brojeva 
O i l na pravac moguće je na. 
taj pravac smjestiti sve realne 

brojeve. 

kavanja navedimo ono koje je u vezi sa t. zv. brojevnom ili 
koordinatnom osi (pravcerrz). To .je ma kakav pravac na kojem su 
istaknute dvije točke, pa je jednoj od njih pridružen jedan realan broj · 
(obično 0), a drugoj od njih drugi realan broj (obično l). Time je pra
vac orijentiran (uređen) i to tako da je smjer od točke imena O prema. 



' 

točki imena l pozitivan, a obrnut smjer negativan. Dužina od O do l 
služi kao Jedinica za mier;enje po promatranom_ pravcu __ Time brojevni 
pravac shvaćen kao preslikavanje omogućuje da svakoj točki T pravca" 
pripada jedan jedini broj x-t. zv. apscisa točke,;[ i'to na način, da 
je apscisa točke T broj (a ne dužina) koji pokazuje, koliko se puta 
jedinična dužina od O do l .nalazi u dužini OT; taj je broj = O za 
T = O, a pozitivan (negativan) ako T leži u pozitivnoj· (negativnoj) 
poluosi 1

). l obrnuto: svakom realnom broju x pripada jedna jedina 
točka pravca, nazovimo je točkom imena x ili točkom x, kojoj je taj 
broj apscisa. 

Prema tome, pod brojevnim pravcem razumijevamo ne samo goli 
' pravac nego čitav proces (radnju) međusobnog povezivanja - i to na 

gornji način - realnih brojeva s jedne strane i točaka golog pravca 
:sa druge strane. 

• 

Sl. 2.5.1 3. 

Namatanje brojevnog pravca na kružnicu. 

Pr i m j er 2 5.1.6. Brojevna ( trigonometrijska) kružnica. Ako nam 
je zadana kružnica, pa ako sagradimo brojevni pravac sa radiusom 
kružnice kao jedinicom za mjerenje i taj pravac za;nislimo namotan na 

' . . 
tu kružnicu (gl. sl. 2.5.1.3), dospjet će time svi realni brojevi na kru-
žnicu, koja tako postaje. nosiocem svih realnih brojeva. Svaki realan 
broj leži u posve određenoj točki kružnice . 

• 
Naravno, brojevi koji se razlikuju za cjelobrojni opseg kružnice 

-dospjet će u jednu te istu točku kružnice. Takovo pridruživanje real
nih brojeva i. točaka kružnice zove· se broj evnom kružnlcom. Prema 
tome, brojevna kružnica nije samo puka kružnica nego određeno pre
.slikavanje skupa re-alnih brojeva na kružnicu. 

·--,~ ' 
Pr i m j er 2.5.1. 7. Dirichletova funkcija x je takvo preslikavanje 

linearnog kontinuma koje svakom racionalnom broju pridružuje broj l, 
a svakom iracionalnom broju broj O. Dakle je·. 

x(C) ={O, 1}. 
-

1) Točkom imena O raspada se čitav pravac u tri dijela: točka O i preostale 
dvije polovine; ona polovina u k,pjoj leži (ne leži). točka imena l zove se pozitivna 
.(negativna) poluos. 



. 1-, § 2.5.1.1 

Mpže se pokazati'l da je za svaki realni broj x: 

'X (x) = lim . lim (cos m! 1t x) 2
n ... 

· Pr i mi er 2.5.1.8. Ako t označuje prelaz od neke materijalne točke 
na njenu sliku u ravnom ogledalu, onda je f (T) ogled alna slika .tijela T. 

' 

§ 2.5.1.1. Pojam komplementa. Ako je S neki skup, onda transfor-
macija 

(2.5.1.1.1) e (X)= S".X, (X,~ S) 

prevodi skup P (S) svih X,~ S u sama sebe. Ta transformacija e (X) 
(e(X) se još naziva komplementom skupa X s obzirom na njegovu nad
množinu S), dosta se često upotrebljava i ima nekoliko jednostavnih 
svojstava kao na pr . 

(2.5.1.1.2) 

(2.5.1.1.3) . / 

(2.5.1.1.4) 

• ' 

S'>.(S".X)=X t.j. e(e(X))=X 

Ako je X,~ Y ,~ S, onda je S"-.X ~ S"-. Y t. j. 

e (X) 2 e (Y) <Pko je X.~ Y 

S"-.(X V Y) =(S"" X) f\ (S". Y) t j. 

e (X V Y) = e (X) f\ e (Y) ili 

riječima: komplement unije jest presjek komplemenata sumanada. Isto 
tako 

• 

• 

S"-.(X (\ Y) = (S".X) V (S". Y.) t.j. 
• e (X f\ Y) = e (X) V e (Y) ' 

(2.~.1.1.5) 

-t. j. komplement presjeka jest unija komplernenata pojedinih faktora. 
Dokažimo na pr. formulu (2.5.1.1.4) čak i u općenitoj formulaciji 

(2.5.1.L6) e (V X) = f\ e (X), 
' X X . 

• • 
1) .Pokažimo naime- da je x (x) ~ O za iracionalan x, dok je x (x) ~ l za svaki 

racionalni broj X· Najprije, neka je x· racionalan dakle x ~ TJ , gdje su ·TJ i q cijeli 
q 

brojevi, k tome q > o. Za m > q bit će 

· m l-x,..;~ 1.2.3 .... q • (q +l) ... m· TJ ·"=k (m)·"· gdje je k (m) cio broj, . q . . 
pa je zato cos m! ,..; x = cos k (m),..;= (-l k (m) dakle je cos (m ! "x)2n = (-!)2nk(m) = l' 

za sve"m > q i sve n; odatle neposredno izlazi da je x ( P) = 1. Ako je pak x ira-
.". . " q 
ćionalan broi, tada su za svaki prirodni broj m iracionalni i brojevi m! x, kao i 
brojevi h( m)= m! x- [m! x], gdje !mo obično [a] označuje najveći cijeli broj < 
a; specijalno je dakle h (m), za. svaki prirodni broj m, iracionalan pravi razlomak 

t. j. - l < cos h (m) <· l dakle (cos h (m) rr) zn~ O kad n-+ co, pa bio m ma ka

kav prirod.ni broj. No to znači da je tada i (x) =.lim lim {cos ([m! xl rr+ h (m) rr) l2n = 
- m----+= n-+= 

' 

lim lim (cos h (m) ";;zn = lim O = O. 
m-+oon-+oo 

KUREPA, Teorija skupova 2 



§'2.5.2--§ 2.5.-3. 

Jer ako .. 
a E, e (u X), 

onda to znači, da a nije element nit u jednom X dakle je a sadržan u 
svima e (X) dakle a E r\ •e (X). · 

, X 

Obrnuto, ako a E: r\ e (X), onda a E, e (.X) za svaki zadani X 
X 

dakle a non E;, X ni za jedan X dakle a non E V X dakle a El e (V X). 
X X 

Slično se dokazuje i formula (2.5.1.1.5) 
Obrasci (2.5.1.1.4~ i (2.5.1.1.5) zovu se De Morganovi obrasci po 

istoimenim obrascima. iz matematičke logike, . . 

§ 2.5.2. Identičnost dvaju preslikavanja. Dva preslikavanja t i g • • 

identički su jednaka onda i samo onda, ako su ona definirana na istom 
skupu A te ako je 

. f (x) = g (x), (x E i A)..,. • 

Primijetimo, da udnju zagradu 

(x El A) . 

treba čitati "za svaki x El A'". 
Ako su preslikavanja f i g identički jednaka, 

• v pt semo 
' 

• f=g; 

u obratnom slučaju, pišemo t -1= g i kažemo da t nije iden tički jednako 
sa g. Na pr. realne funkcije sin Jt x i x (x-1) _(x-2) ...... (x-i O) 
definirane u, skupu {0, l, 2, ·. · .... 10} iden tički· su jednake i poduda
raju_ se sa konstantom O u tom skupu. 

Uoči, da ima isto toliko identički i'iejednakih konstanata oznake l 
koliko ima i skupova u tom smislu, da različitim skupovima ·pripadaju 
različite konstante l. 

§. 2.5.3. Slaganje '(komponiranje) dvaju ili više preslikavania (slo~ 
žene funkcije). Ako je u skupu A definirana funkcija t, a u skupu fA 
funkcija g, potpuno je time za svaki x El A odr.edeno značenje skupa 

g f (x) = V g (y), (y Elf (x)) ; 
• y 

g f (x) je određen dio skupa g fA. 
. 

Pri družimo li proizvoljnom x Ei A skup g (f x), dobije se time 
' ~ 

odre,đeno preslikavanje skupa A ; to se p.reslikavanje označuje sa· .. 
g. t ili gf ili (gf); . 

- ~ • 

veli se da to preslikavanje nastaje superponiranjem funkcija f i g ili 
bolje reći uzastopnim izvođenjem transformacije f pa transformacije g. 
Naravno,· da općenito za slaganje funkcija ne važi zakon komu tacije; 

~ 

nije vazda g·f=f·g. 

• 
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• 

Tako na pr. i sin x2 i sin2 x su složene funkcije; prva nastaje 
slaganjem kvadriranja i sinusa, a druga slaganjem sinusa i kvadri-

• ranja. Naravno, da su to različite funkcije. · 
Za slaganje funkcija važi zakon združivanja (asocijacije). 

Tako imamo vrlo dalekosežni -

' • 

X ' 

• 
• 

A 
. l 

SL 2.5.3.1 Transformacija gf prevodi x (p~eko f(x)) u (gf)(x) = g(f(x)) . 
• 

• 

T e or e m 2.5.3.1. Ako je f izvjesno preslikavanje skupa A, g 
. . 

izvjesno preslikavanje skupa fA, te h izvjesno preslikavanje skupa 
g fA, onda su h (gf) i (h g) f određena preslikavlinja skupa A; ·ta su 
dva preslikavanja identički jednaka: 

(2.5.3.1) ·. h (g t).= (h g) t. 
Tako dobiveno preslikavanje može .se označiti' sa hgf ili (hgf). 
Shematski, sadržaj teorema može se ovako objasniti: 

g h 
f 

...--- ...--...... 
.........--- -

/ ' 

• • 

X 
/gf(X) 

A e 
Sl. 2.5.3.2. Do rezultata h g f (x) se dolazi bilo zahvatom · operatora 

bilo zahvatom openrtora (h g) na skup f (x). 

D 

h na skup g f(x) 
• 

Po samoj definiciji, svodi se identitet (2.5.3.1) na skupovnu jedna-
kost 

(2.5.3.2) · · h (gt"(x)) -' (h g) t (x), (x E A). 

Da tu jednakost dokažemo za svaki x E A, dovoljno· je pokazati 
.da u (2 5.3.2) mjesto znaka =·može stajati i znak <::;: i znak ;:;?. 



Dokažim9 najprije da u (2.S.3.2) mjesto - može . stajati znak ~ 
t.j. da iz 

(2.5.3.3) 

N_ o, 

. 

(t)~ h ( g t (x) ) slijedi (t),~ (h g) t (x). · 

(t),~ h(g( t(x))} =V h(z),(zE gt(x)) 
povlači da postoji bar jedan 

(2.5.3;4) (zo) .~ g t (x). 

sa svojstvom 
(2.5.3.5) 

Analogno iz (2.5.3.4) proizlazi da postoji bar jedan element 
. ' 

(2.5.3.6) Yo E t (x) · sa svojstvom 

(2.5.3. 7) Z o E g (yo). 

No iz (y0) ,~t (x) slijedi g (yo) <;g t (x), a odatle dalje • • pnmJenom ope-· 
ratora h g slijeva: · 

(2.5.3.8) 

(h g)· (yo) ~~ (h g) (t (x)) t. j. • 

h(g(yi)),~(hg)(t(x)), što znači, da je 

·v h (z) ,<; (h g) (t {x) ),'(z E g (y0)); 
.z 

specijalno, za z = zo izlazi odatle: : . 
• • 

h (z0) ~~ (h g) t (x) što sa (2.5.3.5) daje traženu relaciju· (2.5.3 3). 
"~ 

Dokažimo još da u (2.5.3.2) važi znak ~- t. j. da iz 

(2.5.3 9) .·(t) ~~ (h g) t (x) slijedi {t) ,<; h (g t (x)) . 

. No (t) :~ (h g) t (x) znači da postoji bar jedan elemenat Yo E t (x)_ 
tako da bude . 

(2.5.3.10) ' (t}E {h g) (yo) 't. j. (t) E h (g (y0)). 
. ' . 

' 

Odatle proizla-zi da postoji bar jedan zo ~; g (y,) sa svojstvom 
(t) ,~ h (zo). · 

' ' 
No iz (yo) ;~ t (x) slijedi _g (Yo) <; g (t (x)) i dali e ·odatle primje-

nom operatora h slijedi: 

h (g (yo)) l<; n (g (t(:~~))). 
No, prvi član u toj relaciji znači isto što i (h g) (yo), tako aa 

imamo 

A to zbog 
'teorem dokazan. 

(hg)(yo),~h(g(t(x)))., 
t E:;, (h g) (yo) 

' 

daje traženu relaciju (2 5.3.9Y. Time je 
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§ 2.5.4. Obrnuto (inverzno, recipročno) preslikavanie s obzirom 
na preslikavanje f. 

Ako je f izvjesno preslikavanje· sirupa A, onda je time- određen i 
skup .f (A) = V f (x), (x Ei A) . 

• X 

To znači, da iz . 
yE, f (A) t. j. iz y E V f (x) 

x•A 

proizlazi da postoji bar jedan elemerit x Ei A za koji je 
yE f (x). 

~kup svih elemenata x El A za koje je ispunjena relacija y E, f (x) 
potpuno je određen, · i u svojoj zavisnosti od elementa y E:;, f (A) i 
funkcije f označuje se sa 

(2.5.4.1) f-l (y ). 

f 
' 

f(X}. 
' 

A 
Sl. 2.5.4.1 Preslikavanje t i t-1 . 

• 

Na taj način svakom y E, f (A) prjpada potpuno određen pun skup 
t-1 (y) ~ A. Tako dobiveno preslikavanje skupa f (A) u skup A (zapra
vo na čitav skup A) zove se obrnutim (inverznim ili recipročnim) pre
slikavanjem s obzirom na preslikavanje f i označuje se često, sa 

(2.5.4.2) t-1
• 

Zapamtimo, da se nezavisna varijabla operatora t-1 kreće u 
skupu f (A), t. j. u f - transformatu skupa A . 

. Kazat ćemo da je preslikavanje jednolisno, ako je njegovo obrnuto 
preslikavanje jednoznačno. 

Prema tome, za svaki skup Y ,~ fA važi 

f-ly.~ A. 
Specijalno je naravno 

t-1 (fA)'= A. 
L e m a 2.5.4.1. Ako je f ma kakvo preslikavanje skupa A, tada za · 

svaki x E i A važi 

(2.5.4.3) t-1 f (x) '~ x. 

Iz v C X ~ A slijedi t-1 f X 2 X. 



§ 2.5.4-§ 2.5.5 

Stvarno, za svaki y E t("), znači f,...,1·(y) skup svih ~ E;, A za koje 
t m -~ y; specijalno dakle iz y E: i (x) proizlazi r-l (y) :.::> x; tim više sadrži 

' ' . ' 

unija svih r-c' (y), (y E f (x)) element x. Preostali 'dio leme proizlazi . 
dalje neposredno. · - , .. 

L e m a 2.5.4 2 . (f-') - 1 t t. j. recipročna transformacija recipro
čne transformacije zadane transformacije f podudara se sa f. 

Radi se o tome da pokažemo da važi 
" (2.5.4.4) (f-1) - 1 (x) = f (x), (x E A) 

t. j. da tu važi i . znak ~ i znak :;? . 
• 

Najprije, neka i e y E, (f-1) - 1 (x); onda to znači, po definiciji obr
nute funkcije od r-1, da je 

r-l (y) ~X t j. X E r-l (y} odakle dalje f (x) -~ y. 

To znači da u (2.5.4.4) može mjesto = stajati -~ . Još treba dokazati 
da u (2.5.4.4) može stajati i znak ;? t. j.· da iz y E f (x) slijedi 
y E (f-1)-1 (x). No iz yE t (x) slijedi r-' (y) -~ x, a odatle dalje, po 
definiciji funkcije u-l) -l kao recipročne od f- ', slijedi upravo tražena 
relacija (f-1)-l (x) :.::> y.' .. . 

§ 2.5.5. Jednoznačne i obostrano jednoznačne transformacije. funk-
cionalni skupovi. Ako je specijalno za svaki . X E A vrijednost f (x) 
jedan potpuno određe.n element nekog skupa B, kaže se, da je funkcija 
f jednoznačna; inače je transformacija višeznačna. Označimo li za svaki 
y E: fA sa f-1 (y) skup svih x E: A za koje je f (x) '~ y, tad je f-1 

određena transformacija skupa f (A) natrag u polazni skup A pa se 
veli da je transformacija r-l inverzna ili recipročna prema transforma
ciji t. Transformacija f je jednolisna, ako je inverina transformacija 
t- 1 jednoznačna. 

Obostrano jednoznačne transformacije jesu one koje su jednozna
čne i jednolisne t. j koje su jednoznačne isto kao i niih.ove inverzne .. 
transformacije. One su od osobite važnosti. · 

Skup A je ekvivalentan sa skupom B, ako postoji obostrano 
jednoznačno preslikavanje f tako da bude fA = B. 

Tako na pr. skup N svih prirodnih brojeva ekvivalentan je sa -
skupom 10 N svih dekadskih jedinica, kao što to pokazuje preslikavanje 
IOx, (xE N). 

Množinu svih jednoznačnih preslikavanja skupa A u skup B mo-
• 

žemo označiti sa 

(2.5.5.1) · A 2. B ili B, (A). 

Prva oznaka kazuje, da se A prevodi u B, a druga nas potsjeća 
na uobičajenu oznaku pojedine funkcije 

b (a), (a E: A) 
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naime na način, da se najprije napiše znak koji nas podsjeća nazavi· 
snu varijablu. a onda znak koji nas podsjeća na nezavisnu varijablu . 

• 

Proces kojim se. od skupova A, i B izvodi funkcionalni skup B1 (A) 
igra naročito važnu ulogu - to je nepresušivi izvor sve novih i novih 

· skupova. Tako na pr. ako je N skup svih prirodnih brojeva, pred
stavlja tada 
(2.5.5.2) {0, l} 1 (N) 

skup svih jednoznačnih preslikavanja skupa N na skup {0, 1}-takozvani 
• • 

skup beskonačnih dijadskih nizova. 

T e or e m 2.5.5.1. Sva obostrano jednoznačna Preslika vanja čitava 
skupa A na čitava sama sebe obrazuju grupu s obzirom na slaganje, 
(komponiranje) preslikav_anja. 

Označimo li kratkoće radi, sa ((A)) skup svih obostrano jedno
značnih preslikavania t skupa A sa svojstvom t A = A 1

), onda teorem 
kaže, da iz t, g E t(A)) slijedi t· g E((A)), da važi zakon asocijacije 
(isp. teorem 2.5.3.1), da u ((A)) postoji element l (identična transfor
macija) za k:.ju je l· t = t· l, te da za ma koje r, g E ((A)) "linearne" . . 
jednakosti rt= g te y t= .g imaju u ((A)) rješenje t odn. y. 

Teorem proizlazi uglavnom iz teorema (2.5.3.1). 
Najprije, iz t E ((A)) i g 'E ((A)) proizlazi t g E ((A)), jer je 

očigledno da je i složena funkcija fg obostrano jednoznačna u skupu 
A i da je f dA) = A. 

Nadalje iz f 'E ((A)) proizlazi i r- 1 'E. ((A)), Pa zato, ako su i i 
g elementi množine ((A)), jednakost r t = g postaje "množeći" je slijeva 
Sa f-l: r-l (ft) = r-l g odn. ,PO zakonu asocijacije . (f-l f) f = (-l g, što 
zbog r- 1 f = identična transformacija, postaje t . r-l g. T. i. o" a trans
formacija t za koju je t t=- g glasi t~ r-l g. 

Analogno, iz y t = g proizlazi y = g r- 1
• 

Naravno, da u općem Sll!.čaju r-l g i g r-l nisu identički jednake. 
Tako na pr. za skup {l, 2, 3} sastoji se množina (({1, 2, 3})) od 

svih "permutacija" skupa {l, 2, 3}. Ako je f jedna permutacija na pr. 
l (l)= 3, t (2) = l, r (3) = 2,-bilježi se ona i ovako t (1), t (2), r (3) od- / 
nosno 3, l, 2; inverzna permutacija r-l glasi r-1(3) = l, t·-1(1) = 2, 
t-1(2) = 3 dakle 2, 3, l. . . 

Ako je g permutacija 2, l, 3 t. j. g (l) = 2, g (2) = l, g (3) = 3, • 
riješimo linearnu jednakost rt = g. Izlazi t= r- 1g. 

To znači da je t (l)= (f-1g) (l)= r-1(g (l)} = t-1(2) = 3, 

t (2) = r-1( g (2)) = r-1(1) = 2, 
t (3) = r-l (g (3)) = r-1 (3) = I 
t. i. t je permutacija 3, 2, l. -• 1) Veli se također da je t permutaciia skupa A (permutacija skupa A dolazi 

ioš i u drugom smislu, naime u smislu, da se svako uređenje skupa A zove njego
.vom permutacijoril). 



.§ 2.5.5-§ 2.5.6.1 

To. znači, da ~a pernnttaciie (3, l, 2), t te (2, l, 3) iz (3, l, 2) t = 2,1, 3 
izlazi t = 3, 2, l. ' · · 

T e or e m 2.5.5.2 Obostrano jednoznačne transformacije su komu-
tativne sa operatorima V i f\. . . 

~ 

' 

Ako je obostrano jednoznačna funkcija f definirana u skupu M 
ako je nadalje S ma kakav skup dijelova X~ M, dakle S~ P (M) 

' onda je o -
(2.5.5.3) f (V X)= V f(X),"(X EiS) 

X X 

(2.5,5.4) f (f\ X) = f\ f (X), (X El S) 
X X · 

t.i. funkcionalni obostrano jednoznačni operator f je komutativan sa 
• operatorima \J i f\. 

' Dokaz. Najprije u (2.5.5.3) važi znak .~ jer ako je a'E V X, onda 
X 

postoji bar jedan Xo E! S sa svojstvom a El X o dakle f (a) ~ f (Xo) oda
Ide f (a) E V f. (X), (X E, S). 

X 

Nadalje se može u (2.5.5 3)· mjesto znaka = staviti znak ~
Stvarno. neka je l; E V f (X) ; onda, po definiciji unije, posto ii bar 

jedan- f (X), recimo t (X1) tako, da je b E; f (Xl) dakle t-1 (b; El X1 i 
pogotovo· t-. 1 (b: E V X a odatle 

X 

b ??:t (V X) 
X 

Tim je jednakost (2.5.5.3) potpuno dokazana . 
• 

Do~žimo rta analogan način obrazac (2.5.5.4). 

Neka a E f\ X t.j. a E, X za svaki X E: S1 dakle t (a) E; t (X) 
X . 

za svaki X E S, a to upravo znači t (a) E1 r\ f (X); obrnuto: neka b El t(X), 
(X E! S) dakle t-1(b) E, X za svaki X O.akle 

t- 1 (b) E f\ X, (X Ei S) t j. b. Ef (f\ X). 
X X 

§ 2.5 6. NEKOJE JEDNOZNAČNE FUNKCIJE. 
KOMBINIRANI PRODUKT SKUPO V A. 

§ 2.5.6.1 Pojam uređena para. Slog (kompleks). 

Uređen· par elemenata skupa A jest svako. jednoznačno preslika
vanje f dvočlana skupa {l, 2} ·na skup A; prema tome, t (l), f (2) su 
elementi skupa X, a zovu se prva i druga koordinata ili također prva 
i druga projekcija uređena para f. Uređen par t u zavisnosti od svo
jih koordinata f (1), •f (2) može se označivati sa 

(2.5.6.1.1) (t(l), t(2)) odnosno f(l), f(2) 



§ 2.5.6.1.-§ 2.5.6.2 25. 

Tako na pr. (2, 7), (7, 2) jesu dva uređena para prirodnih brojeva 
i to dva različita para ;'l jedan od tih parova jest obrat drugoga, pa se 
i piše2! 

• 
. (2, 7) -l = (7, 2) . 

• 

Općenito, ako je(a, b) uređen par, tada se njegov obrat (a, b)-~ 

definira kao par (b, a) i stavlja 

.(2.5.6.1.2) (a,b)-1 =(b, a). 

Očigledno, 

(2~5.6.1.3) ((a, b)-1 )-
1 

= (a, b). 
• 

Slog ili kompleks ili varijacija n-og reda sa elementima uzetim"' 
iz množine M jest svako jednoznačno preslikavanje skupa {l, 2 ... , n} 
prvih n prirodnih brojeva u množinu M. · 

•• 

Beskonačni nizovi su jednoznačna preslikavanja niza l, _2 .•• n .. 
n~ l, , ... svih prirodnih brojeva. 

Beskonačne biprogresije jesu jednoznačne transformacije skupa 
svih cijelih brojeva · , 
.... , -3, -2, -l, O, l, 2 .. .... Na pr. množina (isp. (2.5.5.2)) 

(2.5.6.1.4) {0, 1}/ ({l, 2, 3, ... }) 
sastavljena je od svih mogvćlh. beskonačnih nizova kojima su članovi' 
O ili l; recimo niz l;O;I;D;l,o, ... jest jedan element u (2.5.6.1.4). 

§ 2.5.6.2. l(ombinirani produkt ·dvaju skupova X, Y jest skup. 

(2.5.6.2.1) . X X Y 

svih jednoznačnih preslikavanja f skupa {1, 2} tako da bude 
• • 

f (l) E. X, t (2) Er Y. 

Prema tome, produkt X X Y je sastavljen od svih uređenih parL 

(2.5.6.2.2) (x, y), (x E1 X, y E, Y). 

Napose produkt ·. 
(2.5.6.2.3) xxx, • 
skupa sa samim sobom zove se kvadrat kojemu je X jedna stranica. 

Skup svih 

(2.5.6.2.4) (x, x), (x Er X) 

zove se dijagonala kvadrata X X X. , ,_, 

Na pr. {1,2} X {1,2,3} ={(l, l), (1,2), (1,3),(2, 1),(2,2),(2,3)}. 

') Uoči naprotiv, da je skup {2~ 7} identičan sa skupom {7, 2}. 
2) Neka čitaoca ne smeta što tu eksponent - l ne mora imati istu 

kao u oznaci inverznih funkcija. 

• 

ul ogtt. 



2"6 § 2.5.6.2-§ 2.5.6.3. 

t. erna 2.5.6.2.L Ako su X, Y bilo kakvi skupovi, tada skupovi 

{l} X X, {2} X Y 

.nemaju ni jedne točke zajedničke. 

L e m a 2".5.6.2.2. Jednakost 

XXY=YXX 

valja onda i samo onda, ako je X= Y . 
. 

Za bilo koji skup S -~ X X Y određen je skitP 

(2.5.6.2.5) . s-l svih (x, y)-1, 

kad (x, y) prolazi skupom s; prema tome s-1 jest skup svih 

· (y, x); ( (x,y)E;; S). 

• 

Naravno, da iz S.~ X XY slijedi s-1 C. Y X X pa 
s-1 C. X XY 

dakle ne mora 
biti 1-----. • 

Za svaki SC. A X B i svaki x ·E A potpuno. je određen skup 

S (x) 
' 

:svih yE B za koje je (x, y) E S; prema tome odnosi 

(x, y) E S, y .E S (x) 

međusobno su ekvivalentni. Drugim riječima S (x) je skup svih toč.aka 
iz S kojima je prva projekcija (koordinata) jednaka x . 

• 
§ 2.5.6.3. Slaganje uređenih parova. 

Zgodno je uređen par (x, y) interpretirati i kao preslikavanj-e ele
menta x u elemenat y; prema ·tome . slažući preslika vanja (x, y) i 
{y, z) dobivamo preslikavanje. (x, z) t. j. x preko y prelazi u z. To . . 

:simbolički naznačujemo 

{2.5.6.3.1) 
(y, z) · (x, y) = (x, z) 
ili naprosto 
(y, z) (x, y) = (x, z) . 

• 
To je u saglasnosti s onim što smo § 2.5.3 rekli o slaganju pre-

slikavanja. 

Općenito, ako su A, B dvo. skupa ureqenih pari, tada ćemo pod 
slaganjem skupova A i B razumijevati obrazovanje skupa 

(2.5.6.3.2) 0
' _ B· A odnosno B A 

svih uređenih pari 
b·a, (a E A, bE B).1l 

· l) Naravno, ako druga koordinata para a nije isto što i prva koordinata para b. 
()nda se b a definira kao pust par t, j. nema ga! 



§ 2.5.5.3~§ 2.5.6.4 ·. 

Prema tome BA je skup svih uređenih pari ( x, y) sa 
da za svaki takav (x, y) postoji bar jedan z tako da bude 

(x, z) E A, (z, y) EB. 

27 

svojstvom 

llrugim riječima, relacija (x, y) ·E B A znači isto što i činjenica 
da postoji bar jedna točka z sa svojstvom 

(x,z)EA, (z.y)EB. 

Napose, za svaki skup A uređenih pari potpuno je definiran skup 
AA 

uređenih pari 
' . 

(x, y) sa svojstvom da postoji bar jedan z tako 

(x, z). (z, x) E:· A. 

Analogno se definira ,kombinirani produkt 

(2.5'.6.3.3) X X Y X Z 

da bude 

skupova X, Y, Z; to je skup svili jednoznačnih preslika vanja f tročlana 
skupa {l, 2, 3} tako da bude f(l)E.X, f(2)E:.Y, f(3)E Z. 

Posve analogno definira se kombinirani produkt 

{2.5.6.3.4) Y1 X Y2 X .... X Yn skupova Y1 ..... Yn . 
. 

§ 2.5.6.4. Pojam karakteristične funkcije. Ako je S ma kakav skup, 
Dnda je 
(2.5.6.4.1) .. • 

{0, 1}1 (S) 

množina svih funkcija f (x), (x E S) sa vrijednostima f (x) = O ili l. 

Napose, za svaki X~ S potpuno je određena t. zv. karakteristična 
funkcija skupa X s obzirom na skup S kao cjelinu, simbolički 

(2.~.6.4.2) 
' 

koja poprima vrijednost l u svakoj točki skupa X. a vrijednost O za 
svaku točku od S koja ne pripada množini X. Sada vidimo da
je D i rie h I e t o v a funkcija X (primjer 2.5.1. 7) identična sa karakte
rističnom funkcijom skupa racionalnih brojeva shvaćenim kao dio 
množine svih realnih brojeva. 

Prema tome, za svaki X,C S funkcija Cflx je potpuno određena 
i naravno, ona je element funkcionalne množine {0, 1}1 {S). Na taj 
način svakom Jr E P (S)11 pripada potpuno određen Cflx E {O, I}I(S), 

Tako imamo transformaciju 

{2.5.6.4.3) fPx. (XE P(S)) • 

skupa P (S) u skup {0, 1}1 (S). 
Dokažimo, da je funkcija (2.5.6.4.3) obostrano jednoznačna i da 

prevodi skup P (S) na čitav {O,lh(S). Već smo dokazali, da je funkcija 
• 

{2.5.6.4.3) jednoznačna. Dokažimo da je ona i recipročno jednoznačna 
1) Sjeti se da X •P (SJ znači isto što i xc s. 



t. J. da relacije X.~ S, IX'-~ S, X* X povlače IPx * IPx·. No X* X' znači, 
• 

da se skupovi X, X' ne -podudaraju, pa neka je a jedna točka iz (X"-._X) 
V(X'""X) na pr. aEi(X""X'); to onda znači, da u toj točki funkcija 
IPx prima vrijednost l; dok funkcija IPx· tu prima vrijednost O, dakle je 

IPx (a) = l, IPx· (a) =O odatle IPx * IPx· . 
-

Ostaje još da dokažemo, da tako dobiven · transformat množine 
P (S) iscrpljuje množinu {0, l h (S). Stvarno,. ako je f ma koji član iz. 
posljednjeg skupa, dakle jedna funkcija u S sa vrijednostima O ili 1, 
pa ako sa X označimo skup svih x E, S za koje je f (x) - l, onda je 
X.~ S dakle X El P (S) i odmah se vidi, da se pripadna karakteristi
čna funkcija IPx podudara sa funkcijom f. Specijalno vidimo, da su 
prazni skup v kao element u P (S) i konstantna funkcija f (x) = O za 
x E1 S međusobno na taj način pridruženi. To je jedan od razloga. da 
se pust skup v uzima kao efektivan atom u partitivnom skupu P (S} 
svakog skupa S. 

l 

·§ 2.5.7. POJAM DVOČLANE (BINARNE) RELACIJE. 

često se govori o relacijama (odnosima), a da se ne da njihova 
definicija. Zadovoljimo se da damo definiciju 'dvočlanih (binarnih) rela
cija u zadanu skupu. Definicija će mnogoga iznenaditi. 

No uočimo li, da na pr. jednakosti a , b brojeva a i b možemO> -
pridružiti uređen par (a, b) odno;mo jednoznačno preslikavanje t (l) or a~ 
f (2) = b skupa {1, 2} na brojeve, onda će nam slijedeća definicija po-
stati mnogo jasnijom. -

Definicija Z.5. 7.1. Pod binarnom (dvočlanom) 1
) relacijom u zadanu. 

skupu S razumijevamo svaku množinu 

(2.5. 7.1.) M 
jednoznačnih preslikavanja dvočlanog skupa {1, 2} na ~up S 2

); tada 
se govori naprosto o množini M .kao binarnoj relaciji u skupu S. 

Ako je f proizvoljan element od M, dakle i 

(2.5. 7.2) t E s1 { 1, 2}, 
onda to znači, da su f (1), f (2) odredeni elementi skupa S, Pl se kaže, 
da je element f (l) skupa S u promatranoj relaciji s elementom f (2) 
skupa S; pišemo li odnos f El-M kao uređen pin $ 

(2.5.7.3) (f(l), f(2)) odn. f(l), f(2), 

onda izreka: element x E. S je u relaciji M sa elementom y E: S znači 
isto što i relacija 

_ 1) Tročlana (ternarna) i višečlana, opća, relacija definiraju se potpuno analogno-
- Pod općom relacijom u skupu S može se razumijevati proizvoljan dio skupa: 
• S1 (B) svih jednoznačnih preslika vanja nekog skupa B na skup s. Teorija općih rela
cija dosad je dosta slabo obrađena, 

2) Primijetimo, da mjesto {l, 2} može tu stajati koH god dvočlan skup. 
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{2.5. 7.4) (x, y)EM; 

1 obrnuto. 

Dbično· se mjesto (x, y) E M uvodi kakav drugi način pisanja, recimo: 

(2.5. 7.5) x O y, x ·fl. y ili x Q y i t. d. ili konkretnije x <;;: y ili x = y 
iJi X < y ili X - Y i SJ. 

Vrlo često dolaze relacije oblika 
- < < -, '~ 

• 

Specijalan je slučaj, kad je množina M ,~ S X S p~azna; tada se 
kaže, da· nijedan element iz S nije u promatranoj relaciji s nijednim 
elt::mentom iz S. 

Pr i mj er 2.5.7.1 Ako je e skup svih realnih brojeva, pa ako sa a 
'{)Značimo skup svih uređenih pari (a, b) za koje· su a, b, logb a određeni 
realni brojevi, onda je a određena dvočlana relacija u e; na pr. broj 
9 jest · u toj relaciji spram broja - 3 t. j. (9, ·""-- 3) E a; naprotiv, nije 
( -3, 9) E a naime log3 --'-- 3 nije realan broj · 

Definicija 2.5.7.2 Binarna relacija M C S X S u skupu S jest: 
refleksivna (povratna), ako je (a, a) E M za svaki a E S; 
simetrična (obrtna) ako iz (a, b) E M slijedi (b, a) E M; 
tranzitivna (prelazna), ako iz (x, y), (y, z) E M slijedi (x, z) E M . 

• 
Ako činjenicu (x, y) E M iskazujemo riječima da je x u relaciji Q 
• • v 

:sa y 1 Pisemo 

(2.5.7.6) X (l Y, 

onda je· binarna operacija Q u· skupu S: 
povrBtna, ako iz x E S slijedi x Q x; 
simetrična, ako iz x, y~ E S i x Q y slijedi y Q x; 
prelazna, ako iz x, y, z E S, x Q y Q z slijedi x Q z . 

• 

. Tako na pr. dvočlana relacija .~ je u svakoj množini skupova 
:povratna i prelazna; "relacija e je prelazna; relacija = među skupo
vima je povratna, obrtna i prelazna. Relacija ~ te ;~ dva su tipa 
relacija koje se vrlo često javljaju, prva kao relacija ekvivalencije, a 
<!ruga kao relacija uredenja (uporedivanja). 

' ' ·' 

§ 2.6. ZADACI. 

§ 2.6.1 Neka je A= {1, 2, 3}, B= {2, 3, 7}; nadi množine: 
. 

A V B, Ar\ B, A ".B, (A ".B) V (B".A), A X B, A1 (B), B1 (A), 

A (B), B (A), P (A), P (B), P (A X B), P (A X B) (A), A1 (P (A X B)) i t. d. 

§ 2.6.2 Ako su A i B dva disjuqktna skupa sadržana u skupu S, 
onda je S".(A V B)= (S".AhB = (S".BhA, pa se taj skup označuje 
sa S".A ".B. Poopći! ~ 



30- § 2.6.3-§ 2.6.1() 

-_ § 2.-6.3 Ako množina X ima 6 odn. 100 članova, dokaži, da'- parti" 
tivni skup P (X) ima 26 odn~ 2180 članova. / 

· § 2.6.4 Ako množina M ima m članova, a N n članova, gdje su m 
i n dva prirodna broja, dokaži da a) množina MXN im m· n članOVCJ; 
b) množina M1 'N) ima m" članova. Konkretiziraj na pr. m = 5, n = 4; 
e) množina M V N može imati najviše m + n članova; ima ih m + n, 
kad su M i N bez zajedničkih članova. 

# 

§ 2.6.5 Neka je X određen brojni pravac; označimo li za neku 
točku A E. X sa K (A; r) nutrinu kugle sa središtem u A i sa radi usom 
r, (dakle skup svih točaka B sa svojstvom AB <r), što- ispunjava 

' 
unija V K (A; r), kad A prolazi: a) svim točkama brojnog pravca; 

A . . 

b) svim točkama sa. racionalnom apscisom, e) svim. točkama kojima jt'. 
apscis~ paran broj. 

§ 2.6.6 Isti zadatak kao u § 2.6.5 samo. što se mjesto kugle upo-
• 

trebljava po_tpun krug (t. j. i nutrina kruga i periferija kruga), kojemu 
dijametar leži na zadanom pravcu; neka svi krugovi leže- u istoj ravnini.. 

- -

- · § 2.6. 7 Ako su a, b određeni brojevi, da li se izrazi a -b, ~- , a b, 

log b a. a+ i b, i t. d. mogu shvatiti kao funkcije u dvočlanom skupu {0, l}? 

§ 2.6.8 Promatraj skup D svih diferencija d pozitivnih realnih (pri
rodnih, racionalnih, kompleksnih) brojeva; shvatimo li diferenciju d= a- b 
kao -realnu funkciju 1 

d (l) = a, 'd (2) = b 

definiranu u skupu {l, 2}, kako bi za d, d' iz D definirali d+ d', d- rf 
te d· d' kao elemente skupa D? . 
Rez. (d+d')(n) = d(n)+d'(n), (n= 1,2) 

(d-d')(!) :----d(l)+d'(2); (d-d')(2)=d(2)+d'(l); 

(d d') (l) = d (l) d' (l)+ d (2) d' (2); (dd') (2) = d (l) d' (2) + d (2) d' (l). 

§ 2.6.9 Odrezak So = [0, l] svih realnih brojeva O-< x-< l razdijeli 
na tri jednaka. odreska; pa označi sa S1 množinu točaka, što se dobije 
kad· se iz . So izbaci njegova druga trećina; dobivši tako dva nova 
odreska, učini s njima istu operaciju što smo-je učinili sa So, i ozna
čim) sa S2 dobivenu množinu (ona je unija oci 22 segmenta). Slično se 
dobije Ss. pa S4 i t d. Odredi Sn i sumu m (Sn) svih dužina njegovih 
odrezaka. Da li m (Sn)~ O kad n~ co? 

§ 2.6.10 Ako su X, Y. ~ dijelovi skupa S pa ako sa <Jlx označimo_ 
karakterističnu funkciju od X t. j. funkciju koja je jednaka l u ·svakoj 

' . 
točki iz X a jednaka O za svaku točku iz S'-...X, dokaži ove obrasce: 

. - . 
a) <Jls'-,x = 1-<rx; b) lf'xnv= <rx'·<rv; e) lf'xuv = l~(t-<rx)(t~<rv); 

d) <flX'-,Y =<fl X (1- lf'y}. 



§ 2.6.11-§ 2.6.18 31 

§ 2.6:11. Ako za niz skupova X1, X2, Xs, .. · .. iz S označimo sa1' 

Jim Xn odnosno sa lim Xn 

množinu sastavljenu od svih točaka X E S sa svojstvom da se x po
.javljuje u bezbroj mnogo članđva zadana niza,2

> odnosno u gotovo svima. 
člatwvi·ma qiza3>, dokaži, da je: a) lim Xn ~ lim Xn (u slučaju jednakosti 

§ 2.6.12. Promatraj rie ko tijelo T i pravac p; da li je ortogonalna 
projiciranje tijela T na p određena funkcija? 

§ 2.6.13. Promatraj množine M, M X M X M= M1 {1, 2, 3}; i opće
nito množinu M1 ({1, 2, 3, ... n}); kako se njeni elementi nazivaju u 
kombinatorici? Konkretizirai"na pr. M= {a, b, e}, n= 5. 

§ 2.6.14. funkcija od dvije varijable t (x,y) sa x E M, yE M jest 
funkcija elementa, mjesta, . (jedne varijable) u skupu M X M~ Slično 
funkcija (transformaci;a) t (xl X2, Xs) od tri varijable Xt, x2, Xs koje 
protječu skupovima X1, X2, X s je_st funkcija mjesta u množini X1 X X2 X X3 • 

Generaliziraj na n varijabla. 
' . 

§ 2.6.15. Uobičajenu definiciju neke grupe G prevedi na jezik trans-' . 
formacija skupa G X G na skup G (isp. dokaz teor. 2.5.5.1). 

§ 2.6.16. Dokaži da je preslikavanje koje elementu (a, b) E A X B 
p:idjeljuje element (a, b)-i =(b, a), obostrano jednoznačno. 

§ 2.6.17. Neka je A bilo koji skup, a D dijagonala kvadrata AXA; 
dokaži da za svaki skup S ~A XA vrijedi; 

S D == D S = S (isp. § 2.5.6.3). 

§ ,2,6.18. Ako su A, B skupovi uređenih parova, dokaži da je 

(BA)-i =A-i s-i; konkretiziraj . 
. ~ 

1) Za niz realnih brojeva a1, a2,,. operatori lim an (t. zv. limes superior) i 
n~= 

i lim an (limes inferior) definiraju se u nauci o nizovima (isp. kasnije § 10.2.4) .. 
. . . 

2) To ne isključuje slučaj da se x .i ne pojav!juje u bezbroj slučaJeva, na pr. za 
sve X2 n+ J. · 

3) To znači da se x ne pojavljuje u tek konačno mnogo skupova Xn ili se po
javljuje u svima, 



OSVR.T NA GLAVU 1.· 
• 

Uoči, da je pojam množine i elementa relativan. Jedan te isti 
:predmet na pr. skup {l, 2, 3} brojeva l, 2, 3 skup je s obzirom· na 
Qjegove atome l. 2. 3, ali on sam je element (atom) s obzirom na skup 
S svi~ trojki prirodnih brojeva < 100, a -ovaj opet je element sistema 
M od skupa: svih dvojki, skupa svih trojki, skupa svih petorki prirod
nih brojeva < 100.1

> 

Uoči, da kad svake operacije imamo polazne skupove i skupove 
koji su rezultat operacije (početna i završna faza procesa). 

-·· '--

Uoči, kako atomi (elementi) rezultata mogu biti različiti od atoma 
polaznih skupova. Ispitaj ponovno, kako se kod svakog pojedinog pro
cesa (operacije) ·atomi rezultata grade pomoću atoma polaznih skupova. 

Dobro shvati opći flOiarrt preslikavanja (fu'nkcije, transformacije, 
procesa), jer je on od osnovne važnosti za sva dalja razmatranja . 

.. 

1) :livo si predoči, da se skup M sastoji od tri elementa! 



GLAVA DRUGA 

( 

··OBOSTRANO JEDNOZNAČNA PRESLIKA V ANJA SKUPO V A 
(KARDINALNI BIWJEVI) 

Atomistička struktura skupova (obrazovanje skupa od svojih ele-• • 

m enata) omogućit će nam da uvedemo kardinalne brojeve .. kao rezultat 
obostrano jednoznačnih preslikavanja skupova. Na taj način teorija 
kardinalnih brojeva bit će istraživanje obostrano jednoznačnih presli
kavanja skupova. 

Gledan u svijetlu obostrano jednoznačnih preslikavanja, svaki skup 
. će postati kardinalnim brojem, pri čemu naravno ne ćemo razlikovati 
dva skupa koja su ekvivalentna (v. § 2.5.5), u smislu, da se jedan 
- ~ - -
može preslika ti na drugi i to na obostrano jednoznačan način. Pomoću . -
dvostruke strijelice možemo shematski prikazivati proizvoljnU; obo-
strano jednoznačnu transformaciju čitava jednog skupa na čitav dnigi 
skup. Ako skup S budemo shvatali kao kardinalni broj, označivat ćemo 
:ga, jasnoće radi, sa · · · · · 

k S odn. k (S) odn. p S odn. p (S) 

i tada zvati kardinalnim brojem· S (odn. potencijom skupa S). Ako je 
skup A ekvivalentan sa skupom B, možemo to simbolički izraziti· sa 

kA= kB 1
) 

<:ime hoćemo da naznačimo, da dva ekvivalentna skupa, shvaćena kao 
~- . 

kardinalni brojevi, znače· jedno te isto. 

U ovoj ćemo se glavi na osnovu obostrano jednoznačnih presli
kavanja upoznati S(l kardinalnim brojevima, bilo konačnim t. j. priro
dnim bilo beskonačnim (transfinitnim). Specijalno ćemo dokazati osnovnu 
činjenicu: ako je n ma koji prirodan broj, onda postoji i broj n + l, 
on je također p'rirodan broj i važi n < n+ l. 

' 
1) Cantor mjesto k A piše A, čime hoće da naznači, da se do A dolazi dvo

strukim apstrahiranjem: ne gleda se niti od čega je skup k sastavljen niti u kakvom 
su međusobnom poretku elementi skupa A. Mi ipak pišemo k A mjesto A, jer na osno
vu raznih drugih preslikavanja mogu skupovi postati nosiocima raznovrsnih drugih 
,,brojeva" (a ne samo kardinalnih), na pr. rednih brojeva, topoloških projeva (tipova) 
i t. d., pa će se onda oznaka tih "brojeva'• dobiti tako da se mjesto k stavi drugo 
kakvo odgovarajuće ~!ovo. A ·k tome, danas se pod A obično misli dvaput iterirana 
operacija - dakle A = B. gdje je B = A; pritom A ima svoje određeno značenje 
(prostornost skupa A; v. § 24 i 26.1). . 

KUREPA, Teorija skupova 3 



§ 3.1 

''fa je činjenica temelj sveukupne matematike. Plodnost matema
tike i razne poteškoće u matematici, specijalno u pogledu neizmjernoga, 
vuku svoj korijen u pomenutoj činjenici. 

Dat ćemo solidnu teoriju prirodnih brojeva. 

Uvjerit ćemo se da ima nejednakih beskonačnih, brojeva. 

Vidjet ćemo, da za transfinitne brojeve k važi k + l = k. Upoznat 
. - ' 

ćemo se pobliže sa dva istaknuta transfinitna broja: jedan·· od njih, 
a ili No, kazuje koliko ima prirodnih brojeva, a drugi, e koliko ima real
nih brojeva. ·Dokazat ćemo nešto što izgleda paradoksalno: čitava se 
ravnina pa i čitavi prostor -od 3, 4 i. t. d. dimenzija može. preslikati, 
obostrano jednoznačno, na ma kako mali odrezak realnih brojeva ili 
čak na transcendentne brojeve sadržane između ma koja dva različita 
realna broja. ' 

Činjenica, da-tako opsežni skupovi, kao na pr. čitav prostor od 3 di-· 
menzije, ima tek potenciiu e i činjenica da je Na < e navela su bila 
Can tora na hipotezu da osim No i e niti nema drugih transfinitnih kar
dinalnih brojeva u prostoru (naprotiv, skup svih realnih funkcija ima~ 
potenciju još veću i to 2c). Ta] problem nazvan problemom kontinuuma 
još nije potpuno riješen, usprkos nastojanju i najvećih matematičara da 

• • v 

ga rt]ese. 

§ 3. NEKOLIKO SVOJSTAVA OBOSTRANO JEDNOZNAČNIH. 
PRESL_II(A V ANJA. 

§ 3. I. Svojstva znaka = medu kardinalnim brojevima. 

Znak = uveden po propisu da k A ==k B'l znači isto što i 
nica da je skup A ekvivalentan sa skupom 13, ima ova tri • 
svojstva: 

(3.1.1) 

(3. 1.2) 

(3.1.3) 

Relacija , jest povratna (refleksivna) t. j. 
' kA=kA · za svaku množinu A; 

Relacija = jest simetrična t. j. 

iz kA=kB slijedi kB=kA; 

Relacija = jest prelazna (tranzitivna) t. j. 

iz kA=kB i kB=kC s!Jjedi kA=kC. 
• 

v. • 

cm] e-
. v 

vazna 

Da se · d9kaže prvo svojstvo, dovoljno je promatrati 
transformaciju f ( x) = x, ( x E A) skupa A. 

identičku 
• 

'1 Mi esto k A često se piše p A (potencija skupa) ; također se susreće oznak~ 

l A l i A za istu stvar. 
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Da se dokaže drugo svojstvo, dovoljno· je promatrati inverznu 
funkciju t-' u B, ako je f funkcija koja, po nipotezi kA= k B, presli
kava A na čitav B. 

· Konačno, da dokažemo treće svojstvo, 
sastavljenu transformaciju g f pa da se vidi, 
ako f prevodi A u B a g prevodi W u e. 

dovoljno Je promatrati 
. ' 

da ona . prevodi A u e 
• 

§ 3.2. Znak < među kardinalnim brojevima i njegova svojstva. 
' Prirodno je kazati da skup X ima manje ili jednako mnogo članova 

ka o i skup Y i pisati 
(3.2.1) k X< k Y odnosno k (X)< k (Y) ili 

• k Y ?> k X odnosno k (Y) ?> k (X) . 
"ako je skup X ekvivalentan sa dijelom skupa Y t. j. ako je moguće 

u skupu X definirati obostrano jednoznačnu funkciju 

(3.2.2) 
sa vrijednostima u Y tako 

f (x), (xE~. 
da je 

t XC Y - . 
• Drugim riječima,· oznaka k X< k Y je prikrata za činjenicu, da se 

cijeli skup X može dovesti u prekrivanje sa dijelom skupa Y ili speci
jalno sa cijelim skupom Y. Oznaka k X< k Y može se čitati ovako:. 

kardinalni broj od· 
~ manji . · Y 

Y veći ' X 
• 

Neposredno se vidi ovo: · 
(3.2.3) Za svaku množinu X imamo k X< k X (promatraj identičnu 

transformaciju u X); 

(3.2.4) Ako je k X< k Y, k Y <k Z, onda je k X;< k Z. 
Jer, ako je· f(X)C Y, g(Y) ~Z i pritom f i g obostrano jednozna

čne transformacije, onda je i sastavljena funkcija g (f) obostrano 
jednoznačna i naravno g (f X).~ Z. . 

§ 3. 3. jednako, veće, manje i neuporedliivo. Logički se mogu 
zamisliti najviše ova četiri slučaja; 

Pr v i s l u č a j :.k X< k Y i istodobno k Y < k X1l ; 

Dr u g i s l u č a j: k X< k Y ali nije k Y < k X2J ; 

Tr e ć i s l u č a j: nije k X< k Y ali jest kY <k X; 
Četvrti slučaj: niti je kX<kY niti kY<kX3l. 

-----,-,----
1) na pr. očigledno je k {l, 2, 3, ... } > k {2, 4, 6, ... } kao što to pokazuje 

identička transformacija skupa. parnih brojeva; no važi i obrat t. i. k {l, 2, 3, .. } < 
<;k {2, 4, 6 ... } kao što se vidi, ako svakom članu iz prvog skupa, pri dijelimo član 

4 . n u drugom skupu. 
, 2) Takav je slučaj, ako je X sastavljen od brojeva 1,2 a y od brojeva 4,6,7 . 
• 

• · 8) Pitanje, da li je ovaj slučaj moguć, obradi! ćemo kasnije (problem dobrog 
uređivanja skupova i problem trihotomije). 
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§ 3.3-§ 3.4.1 
• 

·Ta· 4 slučaja možemo po redu predočiti simbolički ovako: 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

(3.3.4) 

• • • 

(<,X= k Y;. riječima: k X ravno ili jednako k Y; 
k X < k Y ili k Y > k X; k X mani e od k Y ili k Y 
veće od k X; 

• • • 

kX>kY ili kY<kX; 

k}( ll k Y; rij e čima : k X neuporedlji vo sa k Y. 
• 

Lako se vidi, da iz k X< k Y <k Z slijedi ne samo k X<;;: k Z nego i 
kX<kZ. .. 

' 
Kad 'bi naime bilo· k Z < k X, to bi značilo, da postoji funkcija h (z) 

(z E: Z) sa h (Z).~ X; no, ako je g jedna funkcija u Y koja prevodi· Y u 

Z, onda bi funkcija h (g (y) ), (yE: Y) bila definirana u Y· i prevodila ga . . 

u X dakle h ( g(y)) .~X t. j. k Y <k X, protivno pre~postavci k Y >k X · 
koja isključuje takovu transformaciju skupa Y u X. 

Analogno, iz k X<;: k Y <k Z slijedi k X< k Z. 

§ 3.4. Cantorova nejednakost. Obrazovanje sve većih i većih 
potencija. -

,. 

§ 3.4.1. Jedno od osnovnih otkrića, što ih je Cantor učinio jest 

'T e or e m. 3.4.1.1. Skup C svih realnih brojeva ne može se ob.ostra
no jednoznačno preslikati na skup N svih prirodnih brojeva; pa je 
dakle 

(3.4, u> k N < k e'> 

Kad bi naime bilo k e-< k N, onda bi se na N mogao preslikati 
tim prije skup S svih pravih razlomaka. No relacija k S -< k N značila 
bi, da se svi pravi· razlomci mogu prikazati kao članovi niza 

(3.4.1.2) X1, X2, .•• Xn. Xn+!, ••. 

tako da bi svaki pravi razlomak bio posve određen član u nizu (3.4.1:2). 
No sv_aki pravi razlomak ima jedan i samo jed~m decimalni prikaz 2) 

oblika 

(3.4.1.3) • • • 

gdje su a1, a2, ...• cifre O, l, 2, .... 9 i to sa beskonačno mnogo· 
cifara '*O; ako u nizu a1 , a2, ••• an, Un+ l, .•• poslije izvjesnog indek-

. ') Očigledno je naime k N-< k C, kao što to dokazuje iden tička transformacija 
f (x) = x. (x • NJ skupa N. . · 

• 2) Dokaz se ·može provesti i bez upotrebe pojma niza na pr. tako, da prirod-· 
nom broju n dodij elimo karakterističnu funkciju 'Pn koja u n prima vrijednost l dok 
izvan n prima vijednost o pa da se onda poslužimo !emom 3.4.2.1. 
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sa dolaze same nule, treba sve te nule zamijen'iti sa 9, a posljednju 
znamenku koja je =1=0 umanjiti za l. Time se dobije željeno predočenje 
zadana broja. Na pr. 0,0507000 ·: . ; = 0,05069. 

. ( . -
• l • 

Neka Je dakle 

X1 - o, an a12 Ur n - • • • • • • • • • • 
(3.4.1.4) 

X2 - o, a21 a22 U2n - • • • • • • • • • • 

• • • o . • • • .- o o • o • o o • • o • • ' • 

' 
• • • • • • • • • • • o • • • • • • o • o o 

obrazujmo broj 

(3.4.1.5) • 

-

i to tako da za svaki cijeli broj n bude 

(3.4.1.6) . Un =!= Unn, O=!= Un =!= 9. 

' 

Naravno, taj broj x nije jednak Xk ni za jedan k E N jer bi to 
značilo, da. se brojevi x i Xk podudaraju u svim decimalnim mjestima, 
specijalno ak = Ukk protivno uslovu (3.4.1.6). • 

§ 3.4.'2. Gornji dokaz Can t o rov e nejednakosti (3.4.1.1) može da 
' - ' 

se preudesi i da se dokaže 

L e m a 3.4.2,1 Neka je S ina kakav skup =!=v, a S1 .~S njegov dio;· 
pridijelimo U svakom s E S1 izvjesnu funkciju 

(3.4.2.1) fs (x), (xiE,S) 

definiranu u zadanom skupu S, a sa vrijednostima 
' 

O i l, tada postoji 
preslikavanje 

' 

(3.4.2.2) f (x), (x .ES) 
. 

definirano u S a sa vrijednostima O i l i to tako da se nova funkcija 
(3.4.2.2) ne podudara ni s jednom funkciJom iz (3.4.2.1). 

• Stvarno, neka za ma koii s E S1 b.ude 

(3.4.2.3) f (s) = O ili l i 

(3.4.2.4) f (s)=!= fs (s) 
. 

i neka se nadalje funkcija f poništava u s" sl; tada je funkcija (3.4.2.3) 
jednoznačno određena, a zbog (3.4.2.4), ona je različita od svih zada
nih funkcija (3.4.2.1), ma da su joj vrijednosti tek ili O ili l. 
. Drugim riječima: neka je zadan izvjestan S1 :~S=!= v; ako je za 

svaki sE S1, fs E {0, l h (S)1l onda funkCija (3.4.2.3) uz uslov (3:4.2.4) potpu
no je određen element od {0, l h S) različit od svih zadanih fs, (s E S1J . 

... l) Sjetimo se da {0, l } 1 ·(S) označuje skup svih jednoznačnih preslika vanja 
skupa S. u skup {0, l}. · · .. 



§ 3.4.3. Cantor~va nejednakost . 
. 

T e or e m 3.4.3.1 Za svaki pun skup S važi nejednakost 

kS<k({O, lh (SJ}. 1
> 

Da je kS<,k{O, l h (S), stvar je očigledna, jer je dovoljno ·svakom 
x E S pridružiti onu funkciju iz Y = {0, l h (S) koja je·=· l u točki x. 
dok se poništava u S"- {x}, pa da se vidi, da· se time S· obostrano 
jednoznačno preslikava na Y. No obrat k Y <:;:k S nije moguć, jer bi to 
zna~ilo, da se čitav Y može obostrano· jednoznačno preslikati na S, 
što je nemoguće prema dokazanoj lemi. 

· § J.4.4 Posljedica. Ne postoji skup koji bi imao najveći mogući 
• 

kardinalni broj. Jer, bio S ma kakav skup, i {0, l h (S) je određen skup 
a njegova je po(encija prema Cantorovoj nejednakosti > k S. _ 

§ 3.4.5. Jedna jednakost i jedna nejednakost. 
Teorem 3.4.5.1 Ako je S ma· kakav neprazan skup, onda parti

tivni skup P (S) svih dijelova od S (uključivši i prazni skup---v) ima 
isti kardinalni broj kao množina {0, l}dSJ svih jednoznačnih preslika
vanja skupa S u skup {0, 1}. 

T e or e m 3.4.5.2 Ako je S ma kakva množina, tada skup P (S) svih _ 
dijelova od S (prazan skup uključivši) ima veći kardinalni broj od 
množine S: · 

· k S< k (P(S)) (Can torova nejednakost) .. 
. 

§ 3.5 O jednakosti kardinalnih brojeva (teorem o ekvivalenciii) 
6anachov teorem. 

§ 3.5.1 Teorem o ekvivalenciii (teorem 3.5.1.1) Ako su A i B 
dvije množine, onda nam prikrata 

(3.5.1.1) kA= kB ' 
prema prethodnom kazuje, da it: A ekvivalentan sa dijelom skupa B 
·i da je A ekvivalentan sa dijelom skupa X t. j. da postoji obostrano 
jednoznačna transformacija <p koja A preslikava u B dakle 

(3.5.1.1) <Jl A ,~ B 
i obostrano jednoznačna transformacija 'lj! koja B preslikava na A dakle 

(3.5.1.3) 'lj! B,~ A. 

Dokažimo, što nipošto nije evidentno, da je tada skup A ekvivalen
tan sa skupom B t. j. da postoji obostrano jednoznačna transformacija 

(3.5.1.4) . t 
koja preslikava čitav A Tia čitav B, dakle da bude ne samo 

. . 

tA,~B nego fA=B i 
l) Vidi napomenu na str. 37. 
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. 

(3.5.1.5) f-1 B= A, 

gdje je t-1 recipročna transformacija od A. 

To je t. zv. teorem o jednakosti potencija ili teorem o 
ekvivalencijL 

• 

Važna posljedica. (Teorem 3.5.1.2) Relacija k A =k B je ekvivalentna 
s egzistencijom obostrano jednoznačne transformacije f sa svojstvom 
f (A) = B. (S e h r o d e r - B e r n s t e i nJI> 

. 

§ 3.5.2. Banachov teorem.~J 

Ako su A i B dvije množine, a <Jl i 'lj! obostrano jednoznačne trans-
formacije sa svojstvom · 

(3.5.2.1) <JlA e B, 'lj! B e A, 
• 

onda postoji rastav skupa A u dva disjunktna dijela X1 , x~: 

•. 

(3.5.2.2) A = xl ·v x2. xl (\ X2 = v 

i rastav skupa B u dva disjunktna dijela Y1o- Y2: 

(3.5.2.3) 

.tako da bude • 

(3.5.2.4) 
• 

Dokažimo da je teorem · ekvivalencije neposredna posljedica 
Banachova teorema (dokaz O'voga nalazi se u § 3.5.3). 

Najprije, ako u (3.5.1.2) ili (3.5.1.3) stoji bar jedanput znak jedna
kosti, teorem ekvivalekcije je ispunjen. Ako pak znak = ne štoji niti 
u (3.5.1.2) niti u (3.5.1.3), tada su ispunjeni uslovi (3.5.2.1) Banachova 
teorema, pa dakle postoje relacije (3.5.2.2) - (3.5.2.4). Tada· trans
formacija f koja se u xl podudara sa <jJ a u x2 sa transformacijom 
'l!J-1 prevodi na obostrano jednoznačan način skup A na čitav skup 

' 

• B t. j. f (A) = B. Time je dokazan teorem o ekvivalenciji. 

Korolar 3 5.2.1 (teorem o međuskupovima). Ako je kM= k M1, 
M1 e X e M, onda je također k M= k X t. i. svaki skup smješten između 
dva skupa istog kardinalnog broja ima i sam taj isti kardinalni broj za 
svoju potenciju. · 

1) Vidi E. B o r e l Lecons sur la theorie des fonctions, 3-leme ed, Paris, 1928, 
note !., pp. 105 dolje. . 

2) -s t. B a n a e h (1892-1945), istaknuti poli ski matematičar. Vidi Fun d a m e n t a 
M a t h e m a t i e a e, Vl, 1924, pp. 236-239. · · . 



§ 3.5.3 

§ 3.5.3 Dokaz Banachova teorema.'l Na slici je shematski nazna
čeno kako transformacii!l <p prevodi A u <p (A) e B, dok transformacija 
'l' prevodi B u 'l' (B) e A. . 

/ 

'f' ---. --_-........-.:: - - - -- - -- . -

9 
- --

• ----------

---
~r- ------==-- --- ----- ----- ~ B --- -

A 
. • Sl. 3.5,3.1 

Ako su <p i .p. obostrano jednoznačna presl\kavanja, skupovi A i B su ekvivaletni. 
' ' . -

. . - -Vidimo ovo :. ako je Banachov r"stav moguć, onda nijedan ele-
ment množine 
(3.5.3.1) 

• 
R. = A"-'11\B 

ne može pripadati množini Xa, jer, prema hipotezi, u X2 treba biti de
finirana zadana transformacija "1\1-1

, dok naprotiv, ni u jednom elementUt 
množine R. ta transformacija nije definirana. 

Svakako ima skupova S,~ A sa svojstvom 
• 

(3.5.3.2) 
• 

takav. je na pr. skup S sama zadana množina A. Označimo sa 

(3.5.3.3). M 

množinu svih S ~ A sa svojstvom (3.5.3.2). Stavimo li 
• 

(3.5.3.4)" X, = (\ S, (S E M) 

(3.5.3.5) <p 42 = y 2 

(3.5.3.6) B"- Y1 = Y2, 

(3.5.3. 7) 'l' Y2 . X2, 
-. 

tada ćemo dokazati, da su ispunj ene . B a n a e h o v e relacije (3.5.2.2)~ 
(3.5.2.3), (3.5.2.4), čime bi Banachov teorem bio dokazan. . 

Dokažimo, najprije, da skup X, iz (3,5.3.4) zadovoljava jednakost 

(3.5.3.8) '- X, = R. V \1! <p (X1). 

Najprije 
(3.5.3.9) 

-
') Može se i preskočiti. Dokaz je tipičan, kad se hoće izbjegnuti primjena pri

rodnih brojeva. J(ako mi ne pretpostavljamo izrađene prirodne brojeve, dokaz početniku. 
izgleda prilično teškim. -



§ 3.5.3 

Stvarno,.. jasno je, da 

. (3.5;3.10) X1 ~ R. jer je R <::: S za svaki S E M, pa dakle i 

R ~ (\ S, (S E M). 
s 

Nadalje je očigledno: 
X1 -~ S, (S E M), 

odakle 

što s očiglednom relacijom 

'lj! qJ (S) ~ S (v. (3.5.3.2)) 

daje 'lj!<JlX1,~S,(S E X) dakle i 'lj! <Jl (X1) ,<:::Xl

To zajedno sa (3.5.3.10) daje (3.5.3.9) 
' 

Dokažimo, da važi 
(3.5.3.11) . X1 ~~ R V 'lj! <Jl,(Xl). 

Stavimo li 
• 

(3.5.3.12) Q _ R V 'lj! <Jl (Xl), 

4t 

tada relacija (3.5.3.9) kaže, da je X1 ~ Q dakle i 'lj! <Jl (Xl) ~ 'lj! <Jl (Q)·. 
Odatle dodavanjem R: 

R V 'lj! <Jl (X1) ~ R \., 'lj! <Jl (Q) t. j. 
Q ~ R v 'lj! <Jl (Q), 

što po definiciji skupa (3.5.3.3) znači da je Q E M dakle Q ~ X1 što 
je zapravo tražena relacija (3.5.3.ll). . 

Iz (3.5.3.9) i (3.5.3.11) izlazi jednakost (3.5.3,8). 
Prijeđimo nil clokaz samih relacija (3.5.2.2), (3.5.2.3), (3.5.2.4) Najc 

prije X1 C A dakle <Jl (X!) e <Jl (A) e B dakle Y1 e B, pa iz (3.5.3.6) 
slijedi (3.5.2.3). · , 

Nadalje: . 
X~= 'lj! (Y2J = [po (3.5,3.6)] ='lj! (B'-Sl) ='lj! (B)"- 'lj! (Y1) = [po. 

(3.5.3.5)] = 'lj! (B)"- 'lj!_ <Jl ( X1) =[po (3.5.3.8.)] ='lj! (B)"- (X1 '-.. R) dakle 
'lj!(Y2J = 'lj!(B)' . .JXl- R), što. sa X1 "-R< 'lj! (B) daje 
'lj! (B) = (A "-.R) V 'lj! (Y2). Odakle dodavanjem R: 

• • 
RV 'lj! (B) = X1 V tV (X2) t. j. 

. . " 
(3.5.3.13) A = X1 V X2. 

Dokažimo, da je X1 r\ X2 = v. 
• 

No, X1 = R V 'lj! <Jl (X1) = ((A"- 'lj!( B)) V tV <Jl (X1), 

X2 ='lj! (B)".. 'lj! <Jl (X!), -
pa je dak e X1 (\ X2 = v. Ta jednakost zajedno sa (3.5.3.13) daje tra
ženi rastav (3.5.2.2). 



§ 3.5.3~§ "3.6. 

Kako je Y1 C B, relacija (3.5.2.3) je neposredna posljedica od (3.5.3.6.) 
Najzad, jednakosti (3.5.2.4) su drukčije napisane jednakosti (3.5.3.5) i 
.(3.5.3.7). Time je Banachov teorem potpuno dokazan. 

Primjedba. Gornji dokaz Banachova teorema pripada Zer
m e l u; u njemu ne dolaze prirodni brojevi. Ako već imamo izgrađene 
prirodne brojeve, onda stavljajući 

• 

X1 =RV '~Jcp(R) V 'IJIP'IJIP(R) V 'IIIP'IIIP'IIIP(RJ V .... 
• 

i definirajući skupove X2, Y1, Y2 pomoću relacija (3.5.3.5), (3.5.3.61 i 
·(3.5.3.7), lako se dokaže, da važi Banacho'v rastav (3.5.2.2), (2.5.2.3) 
i (3:5.2.4). 

Dodatak. Važnost Banachova teorema tim je veća,.što on važi 
i za specijalne obostrano jednoznačne transformacije skupova kao što 
su i kongruencije, sličnosti, homeomorfije i t. d. ' 

§ 3.6. Obostrano jednoznačna preslikavanja skupova i operacije 
· nad skupovima. · 

Ako su A i B dva zadana skupa, onda znamo šta znače skupovi 

A V B, A X B, A1 (B) 1
) · (gl. § 2.2 i § 2.4). 

Ako je a obostrano jednoznačno preslikavanje skupa A, a ~- obo
strano jednoznačno pre,slikavanje skupa B, ond~ imamo analogne 
skupove a (A), ~ (B) te 

' a (A) V ~(B), a (A) X ~(B), (a Ah(~ B). 

Teorem 3.6.1. 

·(3.6."1) 

Vazda je · 
k (A X B) =k (a A X ~B) 

{3.6.2) 

{3.6.3) 

k At (B)= k (aAJ1 (~(B)) 

k(A V B)..:(k(aAV ~B); 

ako je k tome A'(\ B= v, aA(\~ B= v, onda je čak 

.(3.6.4) k (A V B)= k (a A) V k (~B). 

Da dokažemo (3.6.3), dovoljno je staviti:· 

f (x) =a (x), (x E A), f (x) = ~ (x), (xE B"-A), 
-

pa da se uvjerimo, da je f obostrano. jednoznačna transformacija. udru-
ženja A V B na skup a A V ~B. 

Da dokažemo (3.6.1); definirajmo funkciju 

g(a,b) = (a(a), ~(b)}, (a E A, b E. B); 

tada je g obostrano jednoznačna transformacija skupa A X B, tako d!J. je 
• 

g (A X B)= a A X~ B. 
l) A1 (B) je skup svih jednoznačnih preslikavanja skupa B u skup A: Skup AXB 

je skup svih jednqznačnih preslikav;mia t skupa {1,2} tako da bude f(l)eA, f(2)eB 
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Da tu mjesto znaka = može stajati ~. to je jasno. No, tu mo
žemo staviti. mjesto = i znak d. jer ako je 

(m, n) E aA X ~B. dakle m E aA, n E ~B 

odakle a- 1 (m) E A ~- 1 (n) E B, onda je jasno da je (a-1 (m), ~- 1 (n)) 
određen član u A X B, i to takav član, da ga transformacija g pre
vodi u (m, n). 

Dokažimo najzad jednakost (3.6.2): znamo, da je množina A1 (B) 
• • 

sastavljena. od svih jednoznačnih funkcija 

f (b), (b E B) sa vrijednostima u A, pa je dakle 

t B e A. . 
• 

Analogno, skup a (A)1 (~(B)) je sastavljen od svih jednoznačnih 
transformacija skupa ~B u a A. Veza između jednih i drugih transfor
macija vidi se na ovoj shemi: 

f 
B A 

• 

(?J B g 
oCA 

Sl. 3.6.1 
Preslikavanje g skupa ~B u a A je isto što i složeno 

preslikavanje a(f j3-I) . 
• 

• 

Shema pokazuje, kako se može preslikati ~ (B) na a (A); najprije 
pomoću ~-1 prelazi ~B u B, odavde pomoću f prelazi B u A i najzad 
pomoću a preillzi A u a A, tako da imamo složenu transformaciju 

• 

(3.6.5) 

koja je jednoznačno određena elementom f E A1 (B) i koja prevodi 
~B u a A. Označimo li transformaciju (3.6.5) sa· gr, tako da se ZJlJ;l.l'avo 
radi o sastavljenoj funkciji 

<3.6.6) gr(x) = <! [f (~-1 (x)], (x E ~B), 



.• ·• -' 

§ 3.6-§ 4.r 

onda· je g E (a A)1 ({1 B) ;·naravno, ako su fi h dva različita elementa iz 
A1 (B), onda su gt i gh dva različita elementa od (a A)t (~B); konačno 
lako se vidi, da je svaki g E (aA)d~(B)) obuhvaćen oblikom (3:6.5)' 
odnosno (3.6.6) ier ako je 

g (x), (xE ~(B)) 

proizvoljna jednoznačna transformacija od ~(B) u a( A), onda sasta
vljanjem · 

g(x) . at~-l (x), (xE~B) 

dakle . a-I (g(x)) = t(~-·1 (x)), (x E MB)) 
. 

dobijemo posve određenu funkcij'U f (~-l ( x)) = a-t (g ( x), ( x E ~B) kojoJ 
po propisu (3.6.6) pripada baš zadana funkcija g. 

' § 4. KARDINALNI ILI GLAVNI BROJEVI. 
. -

Prethodna razmatranja o međusobnoj povezanosti skupova posred-· 
stvom obostrano jednoznačnih preslikavanja· opravdavaju da važi ova 

§ 4,1 Definicija kardinalnih brojeva ili potencija. Pod kardinalnim 
brojevima ili potencijama razumijevamo skupove ili množine uz uslov 
da pritom važe slijedeći' propisi za identificiranje, upoređivanje i 

v • 

racuname: 
I. Identificiranje kardinalnih brojeva: Kardinalni broj A 

je jednak kardinalnom broju B, simbolički 

(4.1.1) kA=kB odnosno k(A)=k(B) 
' 

identički 
• • 

onda i samo onda ako postoji obostrano jednoznačno (=jednoznačno 

i jednolisno) preslikavanje t skupa A na čitav skup B (dakle fA ~B a 
ne samo t A~ B); · · 

., 

Il. Upoređivanje (uređivanje) kardinalnih broleva: Kardinalni 
• 

broj 
A manji je_ ili jednak kardinalnom broju B, simbolički 

' 
(4.1.2) kA <.kB . 

• • 
odnosno što je isto: kardinalni broj B veći je ili jednak kardinalnom 

' broju A, simbolički 

( 4.1.3) kB~kA, 
• 

ako je skup A ekvivalentan sa bar jednim dijelom skupa B odnosno ako 
skup B sadrži bar jedan dio koji je ekvivalentan sa skupom A. 

' 
Jednakost 

. ( 4.1.4:) , kA = kB 
-

značit će isto što i sistem: 

( 4.1.5) 
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Oznaka ( 

,( 4.1.6) kA < kB odn. kB > kA značjt će isto što i činjenica, da je 

( 4.1. 7) kA <kB ali da nije kB< kA. 

III. Računanje s kardinalnim brojevima. 

Pod sumom kardinalnih brojeva A i B simbolički 

.(4.1.8) kA+ kB -
raznmijevanlO~uniju A V B. skupova A i B, ako su A i B bez zajedni
čke točke, a inače.. uniju 

. ({l}XA:)V{2}XB); 
pritom je na pr. {l} X A kombinirani produkt jednočlana skupa {l} i 
skupa A. • 

• • 

Pod produktom kardinalnih brojeva A i B simbolički. 

(4.1.9) kA· kB odnosno kA X kB 

Tazumijevamo kombinirani produkt 

A X B skupova A i B. 

Pod stepenom ( potencijom) kardinalna broja A 
B, simbolički 
(4.1.10) kAkB odn. (kA)!kB) 

na kanlinalan broj 

• 

razumijevamo skup A1 (B) svih jednoznačnih preslikavanja skupa B na 
skup A. 

Primijetimo, 
. kosti 

• 

da prema teoremu 3.5.1 (o· ekvivalenciji) iz jedna-
• 

kA= k!J proizlazi kA=kB. 
• • 

Već smo napomenuli (§3.1 i § 3.2) da su relacija == kao i ,~ po
vratne i prelazne ; relacija = je k tome i simetrična . 

• 

Sadržaj teorema 3.6.1 uvjerava nas: da se kod računanja može 
' 

mjesto proizvoljnog kardinalnog broja upotrebiti koji god drugi koji 
mu je identički jednak (ili čak, prema teoremu o ekvivalenciji, i samo 

. jednak). Odatle proizlazi jednoznačnost: sume, produkta i potencije 
dvaju kardinalnih brojeva . 

. Primjedba 4.1.1. (isp. Russell [l] i Sierpinski [1]). 

Vjerujemo, da će gornja definicija ka'rdinalnih brojeva nekoga i 
iznenaditi (slično je bilo i sa definicijom dvočlanskih relacija u zadanu 

• 

. skupu S, kad smo rekli, da su to dijelovi ne doduše samoga skupa S 
nego skupa S X S). Mi smo· naime naviknuti da kažemo, da je broj 
riječ ili svojstvo ·koje kazuje koliko zadan skup ima predmeta. 



§ 4.1-"-§ 4.2' 

. Kardinalni broj skupa A definira se također kao razred ili klasa .. 
[A] sviju skupova ekvivalentnih sa A. 

često se kaže, da je kardiralni broj zadana skupa A ono svojstvo 
skupa A koje pripada svakom skupu koji je ekvivalentan sa A. 

Mi se držimo definicije u tekstu, jer smatramo, da time glavni 
brojevi postaju realnijima -'-- jer· svaki skup poprima ulogu određena 
glavnog broja - a također izbija na svijetlo činjenica, da su glavni 
brojevi odraz određenih veza - i to baš obostrano jednoznačnih pre-· 
slikavanja. -'- među skupovima. 

• 

§ ·4.2 Simbolika. Kad skup S shvatimo,. kao kardinalni broj, zgodno · 
je da to nekako i simbolički naznačimo, na pr. {}Vako: 

(4.2.1) kS odn. k(S) ili. S· (Cantor) ili pS. 

Već se ·udomaćila owaka za pojedine kardinal ne brojeve kao: 
O (nula) za prazan skup v shvaćen kao kardinalan broj; dakle uvodimo 
oznaku: 

( 4.2.2) O za kv 

(v= vakuum, prazan skup), pa ćemo i pisati O= kv; 

(4.2.3) l (jedan)= kS, 

gdje je S ma koji jednočlan skup; za ovaj bi se moglo . reći da je to
svaki skup sa svojstvom,. da iz xE S, proizlazi S"- {x} = v; s pe,, 
cijalno je l = k {O}; 

( 4.2.4) 2 (dva) je oznaka za kS, 

gdje je S ma koji skup sa svojstvom, da iz x E S slijedi, da je skup 
S"- {x}, što ga dobijemo iz S izbacivanjem· elemenata x, sastavljen od. 
jednog člana t. j. 

/ 

• 
k (S"- {x}) = ,, • 

• 

Dalje dolaze kardinalni brojevi: 3, 4, 5, • • • . ; na pr. 
3 = kS, ako iz x E S ·slijedi k (S"'- {x}) = 2. 

Skup N svih prirodnih brojeva . shvaćen kao -kardinalan brof 
označuje se osim sa kN također sa 

• 
( 4.2.5) ~o, ·(čitaj al ef nula) (1 ili sa k roa. 

Skup C odn. C1 svih realnih brojeva shvaćen kao kardinalan · broi' 
v • oznacu]e se sa 

"( 4.2.6) . e (početno slovĐ riječi continuum); poslije ćemo dokaza tr. 
da je e ··· 2" t. j. kC1 = 2!kNJ. 

Dva numerička primjera: 
2·3 = k{O, l}·k{O, l, 2} =k {O, l} X {0, l, 2}'= k{(O, O,) (0, l), (0,2); (l, O) .. 
(1, l), (l, 2)} =6. 
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• • 

28 :- k {0, l }k (0,1,2) = k({Q, 1})1 ({0, 1,2}) = k{OOO, 001,010,011,100, 101,110. 
111}=8. . 

Pritom na pr. 
koje je: 

101 znači preslikavanje f skupa {0, l, 2} u {0, l} za 

f (O) = l, f (l) =O, f (2) = l. 
• • • 

Sada ·možemo nekoje pretjwdne rezultate izreći i na drugi način. 

T e or e m 4.2.1. Ako je A proizvoljan skup, tada množina P( A) 
svih dijelova sku11a 'A (prazan skup v uključivo) ima kardinalni bra[ 
2(kA!. 

Stvarn'O, po definiciji, 21kA! jest kardinalan broj skupa 

(4.2.7) • • {0, l h (A) 
' 

svih jednoznačnih preslikavanja skupa A na dvočl~ni skup {0,1}. No ta] 
funkcionalni skup ( 4.2. 7) ekvivalentan je sa partitivnim skupom P (A)' 
(gl. teorem 3.4.5. J), odakle proizlazi i sam teorem. 

- . 
. 

T e or e m 4.2.2. Za. svaki kardinalni broj k važi 2k > k. 
To je n~posredna posljedica gornjeg teorema i Cantorove nejed-· 

rrakosti (v. teorem 3.4.5.2). 

§ 4.3. Najjednostavnija pravila za sabiranje, množenie i stepeno
vanie kardinalnih brojeva. \ 

L e m a 4.3.1. Produkt nule i bilo kojeg kardinalno g broja opet je-
• 

nula: 
O·a = O. 

Naime neka je kardinalni broj a= kA, dakle je A izvjestan skup; 
onda je 

O·a=kv·kA (po definiciji prQiiukta)=k(vXAJ=k_v=0
1 

jer je 
v X A --'- v; naime v X A je skup svih jednoznačnih preslikavanja f dvo
člano g skupa {1, 2}, tako da bude f (l) E: v, f (2) E A; međutim takovih 
preslika vanja f nema, jer· je odnos f (l) E v nemoguć . .. 

L e m a 4.3.2. Za svaki kardinalni broj a važi l· a = a. 
Naime, l· a= k(O) ·kA = (po definiciji) = k ((O) X A)= kA jer je 

očigledno skup A ekvivalentan sa skupom (O) X A, kako to pokazuje 
• 

preslikavanje f koje proizvoljnom x E A pridružuje element 
(0, x) E (O) X A. 

§ 4 3.1. Opća definicija ·sume i produkta. 
Neka je S proizvoljan skup, a t bilo kakvo preslikavanje skupa 

S; to znači, da je za svaki t E S, f (t) određen skup, a time i odre
đen kardinahi broj, pa ga onda možemo markirati i sa· k f(t). Pod. 
produktom od S kardinalnih brojeva f (t), (t E S) simbolički: 

IT kf (t) 
(Es 
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• 

ra*umijevamo skup svih jednoznačnih 
da bude ispunjen uSlov · 

preslikavanja <p skupa S tako, 

<p (t) E f (t), (t E S) . 
• 

Pod sumom od S kardinalnih brojeva 

f (t), (t E;. S) 
:simbolički 

. ~k t (t) 
te S 

razumijevamo kardinalni broj 
v (t)_X f(t) 

t <s 
• v :p_a pisemo 

~k t (t)= k'V (t) X f (t). 
teS tes ~ 

• 

· L e m a 4.3.1.1. Ako je S ma kakav skup, tad je suma od 
<Opet nula; suma od S j ed inica daj e kardinalni broj S; 

~O= O, ~l= kS. 
t•S teS 

• 

Stvarno, ~O=kV(t) X (v)= kV v .. kv= O. 
t•S t•S t•S 

S nula 

~ l = (p'o definiciji sume) = k (V (t) X f (t)), gdje je k f (t) = l za 
tes ' .tes 

svaki f E S. No, skup S · je ekvivalenl#n sa skupom V(t)Xf(t) 
. t• s 

kao što to pokazuje preslikavanje 

f (x) = (x) X f (x), (xE S) 
skupa S. 

L e m a 4.3.1.2., Produkt od S brojeva, među kojima je bar jedan 
nula, i sam je jednak O. Produkt od S jedinica je opet jedinica. Tu je 
S proizvoljan. skup =F v. · .,... · 

Neka je među kardinalnim brojevima f(t). (tE S) neki= O na pr. 
i (t,) = v. Tada, po definiciji produkta II k f (t), trebalo bi odrediti skup 

t•S . 

41 svih jednoznačnih preslika vanja <p skupa S sa svojstvom <p(t) Ef (t) 
za svaki t E S; specijalno dakle lJl (t0) E f(t0). 

Međutim, takovih preslikavanja <p nema, jer ne može biti 

lJl (to) E f(to), 

budući da je f (to) prazan skup; dakle je i lP= v. 

Analogno, ako je k f (t) = l za svaki ·t E S, to znači da postoji 
jedno jedino preslikavanje <p gornje vrste, naime ono za- koje je 

.. -
cp(t)=f(t) 

što znači da je· skup lP sastavljen od jednog jedinog člana i to baš od 
zadanog preslika vanja f; to znači da je II l = l. 

t' s 
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L e m a 4.3.1.3. (produkt kao iterirana suma): 

k A · k B = ~ k A kA+ kA+ . . . 
l E B k B puta 

Stvarno, 

kA· kB (po definiciji)= k(AX B)= k V (x,y) =kV A X (y) = 
x • .v yr;:B 

= ~k (A X (y)) =~k A, jer je skup A ekvivalentan sa skupom 
y·EB yeB 

A X (y) za svaki y. 1 
. 

L e m a 4.3.1.4. (stepen kao iteriran produkt) ' 

TI kA= (kA) lk B! t. j. kA ·kA·kA .... 
/EB , - __. -

- k B puta 

(kA)IkBJ. 

. Stvarno, po definiciji produkta, II k:A označuje skup ~ svih jedno
l E B 

značnih trans·formacija cp skupa B u skup A, što znači, da se skup ~ 
• • 

'{)odudara sa skupom A1 '(B) pomoću kojeg smQ i definirali (kA)CkBJ. 
' 

Teorem 4 3.1. Za kardinalne brojeve a; b, e, i t. d. važe ova 
pravila: 

l. Zakon komu taci; e za sabiranje i množenje: 

( 4.3.1.1) a + b = b +a odn. ab = ba; 

2. Zakon asocijacije za zbrajanje odn. za množenje : 

( 4 3.1.2) (a+b) +e= a+ (b+ e) odn. (a b) e= a(bc); 
. . 

3. Zakon distribucije množenja s obzirom na sabiranje : 

( 4.3.1.3) 
) 

(a+b)c =ac+ bc . 

4. Veza produkta i sume ; 

(4.3.1.4) ab=a+a+a+ ... +a (v. lema 4.3.1.3) 
· b puta 

5. Množenje potencija : 

6. Potenciranje ; 

( 4.3.1.5) 

ab . a< 

7. Ve2'a između množenja i stepenovanja: 

' 

a· a· ... ·a = ab (v. lemu 4.3.1.4). -- -·- • 
b pata 

Čitaocu preporučamo da dokaže čitav teorem. Mi ćemo se zado
voljiti dokazom formule (4.3.1.5), jer je njen dokaz najzamršeniji. 

• 

KUREPA: Teorija skupova 4 



§ 4.3.1\ 

Dokažimo formulu (4.3.1.5). Ako su A, B, i e skupovi kojima je 
··kardinalni broj a odn. b odn. e, onda treba promatrati množinu 

(4 3.1.6) (A, (B) J1 (e) 

svih jednoznačnih transformacija skupa e u skup A1 (B) svih jedno-. 
značnih transformacija skupa B u skup A ; nadalje, treba promatrati . , . 

•• mnozmu 

(4.3.1.7) AdB X eJ koja pretstavlja~kardinalni broj afbcl 

Treba dokazati da su množine (4.31.6) i (4 3.1.7) ekvivalentne;· 
udesit ćemo između njih jednu obostrano Jednoznačnu. transformaciju 
koja će svakom članu f iz ( 4 3.1.6) pridružiti izvjestan član q;'(f) iz 
(4.3.1.7). . 

. No, f po svojem značenju kaže, da ~je to određeno preslikavanje. 
skupa e na A1 (B), pa zato za svaki e E. e, f (e) je odre.đen element od 
A1 (B), dakle izvjesna transformacija a (bJ skupa B na sku~ A. To zna-· 
či da je f (e) = a (b), (b 'E B) za svaki e 'El e, što možemo naznačiti i 
ovako; -

. 
( 4.3.1.8) f(c) = at(b,e), (bE B), 

da time naznačimo da ta funkcija zayisi i od e. No, time smo dobili 
funkciju od dvije varijable b i e, odnosno točkovnu funkciju u B X e;; 

· označimo li funkciju ( 4 3.1.8) sa 

(4.3.1.9) q; (f), . 
' 

vidimo" da ta funkcija q;(f) preslikava jednoznačno skup (4.3.1.6) u 
skup ( 4.3.1:7 J. 

Dokažimo, da pri tome raznim elementima iz ( 4.3.1.6) odgovaraju 
različiti elementi u (4.3.1.7) t. j. ako je f* g, onda je fP (f) =F q;(g). Stvarno, 
nejednakost f*g dvaju elemenata t i g iz (4.3.1.6) znači, da postoji 
bar jedan član e E e, tako da bude t (e)* g (e), što znači da su funkcije 

at (b, e), ag(b, e), (b E B) 

međusobno različite za taj e, a to opet znači, da postoji bar jedan 
b E B sa svojstvom at (b, e)* ag (b,c). No, to baš i z o ači da su q; (f) i 
q; (g) dva različita elementa množine ( 4.3.1 7 ). 

. ' 

Dokažimo n·ajzad ovo: kad t prolazi čitavim skupom ( 4.3.1.6)· 
onda q; (f) prolazi čitavim skupom (4.3.1.7). 

Stvarno, neka je 
h= h (b, e), bE.B,eE e 

ma koja transformacija od B X e na A; za svaki konstantni e E C 
imamo time o'dređenu funkci.i'u h (b, e), (b E B) skupa B na skup A-
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• 

Drugim riječima, svakom e E C pripada određen element od A1 (B), 
što zmči, da zadanom elementu h(b,c) iz (4.3.1.7) pripada određen 
element f iz ( 4.3.1.6). sa svojstvom, da je rt' (f) = h. 

. "'" " . 
§ 5. KONAČNI I BESKONAČNI SKUPOVI. 

PRIRODNI I TRANSfiNlTNI KARDINALNI BROJEVI. 

Razmatranja ovog ·§-a su od principijelne važnosti za matematiku, 
jer ćemo definirati i same prirodne brojeve. Upoznat ćemo se s osnov
nom podjelom skupova na konačne i beskonačne, odnosno kardinalnih 
brojeva na O, prirodne i transfinitne. Vidjet ćemo, da je u području 
kardinalnih brojeva k relacija 

(5.1) k+ l >k 

karakteristična za O i prjrodne kardinalne brojeve, dok je relacija 

~.2) k+I=k 

karakteristična za transfinitne kardinalne brojeve. 

' § 5.1. ·Konačni i beskonačni skupovi. Ako je S zadan skup, tada 
se postavlja ovo pitanje: 

Može li se skup S preslikati obostrano jednoznačno na svoj pravi 
dio ili takvo preslikavanje ne postoji? 

Osnovna definicija (D e d e k i n d).1
) 

Ako je skup S takav, da za svako preslikavanje2> f skupa S na 
'· sama sebe važi jednakost 

f(S}=S (a ne samo f(S).~S) 

onda je skup S konačan ili finitan. Drugim riječima, veli se da je skup 
konačan, ako· se on ne može, preslika ti obostrano jednoznačno na svoj 
pravi dio. ' 

l prazni skup smatramo konačnim. -
Skup S je· beskonačan ili transfinitan ako se on može presli

kati na svoj pravi dio t. j. ako postoji bar jedno preslikavanje r za 
koje je f (S) C S (a ne samo f (S)~ S). 

T e or e m 5.1.1. Ako j e skup S konačan, konačan j e i svaki po ts kup 
So~S. 

Te o rem 5.1.2. Ako je skup S beskonačan, beskonačan je i svaki 
nadskup sl 2 s. 

• • 

1) Ima i raznih drugih definicija konačnih skupova; v. na pr. T ar s k i, Sur les 
ensembles finis (funda menta Mathematicae, 6 (19), 45-95). Sama definicija Tarskoga 
može se ovako izreči: Skup S je konačan, ako je skup (p (SJ :<J J razvrstan (o zna
čenju zadnje riječi, v. alfabetsko kazalo!). 

2) Ako izričito ne kažemo drukčije, u oVom §-u riječ ,.preslikavanje" značit će 
"obosirano jednoznačna transformacija". 
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Dokažimo teorem 5.1.1. Neka je dakle S tpa kakav konačan skup 
a So n]egov podskup. Kad So ne bi bio konačan, postojalo bi preslika
vanje f skupa S0 na sama sebe sa· svojstvom 

(5.1.1)· . f (So) e So . 
. 

No, to bi se preslikavanje f moglo proširiti i na čitav S defini-
• 

.rajući preslikavanje g, tako da se ono podudara sa f na S,, a sa iden-
titetom na S"-So t. j. bilo bi: 

f(x) za xESo 
• g(x) = 

x za xE S"._ S,. 

Očigledno, g(S) = g(S0 V(S"'._S0)) = g(So) V g(S"._S0)=f(So).V (S"'._S0) 
' a radi (5.1.1) to je dalje e So V (S"- S0 ) = S t. j. bilo bi g (S) e S, pro-

~ . ~ 

tivno pretpostavci da je S konačan skup. 

Na posve sličan način dokazuje se i teorem 5.1.2. 

T e or e m 5.1.3. Ako· je skup S konačan, konačan je i skup 

~~~ SV{x} 
' 

gdje je {x}ma koji jednočlani skup,· ako S ne sadrži x, onda je 
• 

(5.1.3) kS<k(SV{x}). 
l 

Teorem 5.1.4. Ako je skup S beskonačan, beskonačan je i skup 

(5.1.4) S"'._{x} · 

.i vazda je 

•(5.15) kS=k(S"'-{x}); 
• 

/ ' 
pritom je {x} ma koji jednočlan skup. 

Ta dva teorema od znatne. su važnosti; oni iskazuju tako reći 

očiglednu činjenicu, da se dovođenjem stranog elementa u konačan . 
skup, kardinalan broj toga skupa uvećava; naprotiv, brisanjem proiz
vo!jnog elementa u beskonačnom skupu, kardinalni broj se ne mijenja. 

' 

Dokaz teorema 5.1.3. Ako je x E. S, stvar je očigledna. Uzmimo 
zato slučaj 

(5.1.6) • x non E;, S . 
• 

Kad množina (5.1.2) ne bi bila konačna, postojalo bi preslikavanje 
i sa svojstvom f (SV {x}) e S V {x} t. j. skup 

.. ·- ~ 

(5.1.7) S0 =SV{x}'-'t(SV{x}) 

imao bi bar jednu točku. 



§ 5.1 53 

Razlikujemo dva slučaja, već p.rema tome da li x pripada ili 
ne pripada množini . S0• Kad bi bilo x E So, to bi značilo da je 

. x slika od S V {x} sadržana u S, dakle 

f(x) 

·• s of()() 

' Sl. 5.1.1. Dodavanjem jednočlanog 

t (S);~ S'-... f (x) e S što je nemoguće, 
jer je S konačan. Ostaje slučaj, kad 
x nije 'u So nego dakle xEf(SV{x}). 
Ako je k tome x -::- f ( x), bilo bi opet 
f(S) e S, što je nemoguće. Ako je pak 
x*f(x), bit ćtt f(x)E S, t-1 (x) E S, pa 
bi odmah mogli odrediti pomoćno -presli
kavanje h skupa ·S i to tako, da preve
demo t-1(x) neposredno u f(x) (a ne 
preko x), a inače da se h sa f podudara 
u čitavom skupu S "-f-1 (x) .. Očigledno, 

skupa x konačnom skupu S 
dobije se opet konačni skup. 

tada je h (S) · f(S)'-(x), što znači, da h (S) ne sadrži ni jedne točke iz 
sk1 pa (5.1.7); dakle bi bilo h (S) e S, što bi značilo, da S nije konačan. 

Dokažimo, da važi nejednakost (5.1.3). · 

Najprije, k S <.k (S V (x)); no ne može biti obrnuto k(S V (x)) <.kS 
t. j. ne može se nadskup S V {x} 'od S preslikati na S, jer bi se time 
skup S preslika o na svoj pravi dio S"- f ( x), što je nemoguće radi 
pretpostavke, da je S konačna množina. Time je teorem 5.1.3 potpuno 
dokazan. • 

Dokaz _teorema 5.1.4. Naravno, možemo pretpostaviti, da je x·E S. 
Kad bi tada množina S"-{x} bila konačna, bila bi prema teoremu 5.1.3 
konačna i množina {S"- {x}} V {x}, dakle sama zadana množina S, 
protivno pretpostavci. 

Treba još dokazati jednakost (5.1.5). No, prema hipotezi, može se 
S preslikati pomoću f na svoj vlastiti dio f (S) e S; neka je a E s< f(SJ; 
svakako je tada k S<. k (S'-... {a}), jer je t (S) CS"- {a}.- No, između 
množina S"- {a} i S"- {x} moguće je udesiti preslikavanje: dovoljno je 
promatrati transformaciju koja permutira a i x, inače ostavlja na miru 
svaki element iz S"-{a,x}. Dakle je k(S"-{a})=k(S"-{x}), a "time 
i k S< k (S"- {x}), što s očiglednom relacijom k S>- k (S"- {x}) daje tra-
ženu jednakost (5.1.5). · · 

' ·' 

· K or o l ar 5.1.1. Ako je skup S konačan, ako nadalje jednočlani 
skup {x}. ne leži u S, onda je· 

• 

(5.1.8) k(SV{x})>k.S t. j. kS+l>kS. 



§ 5.2-§ 5.2.2 
• • 

§ 5.2. Prirodni i transflnitni kardinalni brojevi. Poiam diferencije 
k-l. Osnovni teorem o konačnim i beskonačnim brojevima. · 

§ 5.2.1. Pojam diierencii_e k-1. 

Kardinalni brojevi konačnih skupova zovu se prirodni kardinalni 
brojevi; kardinalni brojevi beskonačnih skupova zovu se transfinitni 
ili beskonačni kardinalni brojevi. Na pr. 2, 5, 100 su tri prirodna broja 

• 

:No, e su dva transfinitna broja. · 
Sjetimo se da nam v označuje prazan skup, a da ga kao kardi

nalan broj, označujemo sa O (nula) dakle k v= O; nadalje znamo da 
v e s znači, da skup s nije prazan, i da se ta činjenica može izraziti 
i nejednakošću O< k S odnosno k S> O i reći: k S je pozitivan kardi
nalni broj. 

\ Te ore m 5.2.1.1. _Ako je n> O, onda postoji jedan jedini kardinal
ni broj, označimo ga sa n -l, sa svojstvom da je 

(5.2.11) n=(n-1)+1. • • 

Stvarno, neka skup S ima potenciju n dakle k S = n; onda n> O 
t. j. k S> O znači, da skup S ima bar jedan član, recimo s E S; tada 
skupovna jednakost . 

S= (S"- {s}) V {s} . 

povlači brojčanu jednakost 

kS= MS"-{s}J V k{s} 
odnosno 

n= k(S"-{s})+ l, 

a to je jednakost tražena oblika (5.2.1.1). . . 
• 

" § 5.2.2. Jednoznačnost broja n-1. 

Još se radi o tome da dokažemo. da je broj n-·1 jednoznačno 
; 

određen t. j. da iz n= n1 + l, n= n2 +l odnosno 

(5.2.2.1) iz n1 + l = n2 + l slijedi n1 = n2 

za bilo koje kardinalne brojeve n1 i n2. 
-

Neka je k S1 = n1. s1 non E S1 

k s2 = n2,'" S2 non E s~; . 
dokažimo, da je tada k sl = k S2. . 

No prema (5.2.2.1) imamo k(Sl V {sl})= k(S2 V {s2}J, što znači, da 
postoje dva- preslikavanja <p i '1'. sa svojstvom 

.lJ <p (Sl V {sl}) C:::: S2 V {s2} 
(5.2.2.2) . 

'1'(52 V {s~} J.~ St V {sd. 
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Treba cj.a dokažemo, da tada postoje dva 
svojstvom 

.(5.2.2.3) 
j f (S1J .~ S2 

) g (S2JC.S1, . 
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preslika vanja . . 
f i g sa 

.. 

što je ekvivalentno sa (5.2.2.1). Uzmimo najprije slučaj da n (5.2 2.2) 
e<iolazi bar jedanput znak =, recimo tp (Sl V {sd) = S2 V {s2}. Odatle 
zbog obostrane jednoznačnosti od tp: 

' 

Gl (S1) V GJ{sd = S2 V{s2} odnosno iz istog razloga: 

{5.2.2.4) GJ(St) = S2 V {s2}"-.tp{sl}. 

Ako je s2 = tp ( s1), onda (5.2.2.4) postaje tp (Sl) = S2, odakle izla- · 
zi tražena jednakost (5.2.2.1). Ako pak· nije s2 = tp ( s1J,obrazujmo trans
iormaciju h skupa S1 V {s1} koja se pgdudara sa tp izvan dvočlanog 
skupa {sl, GJ-1 (s2J ), .dok. je h (s1) · sa, h (tp-1 (s2J) = qJ {stP1• Očigledno 

Jz (Sr) = S2 dakle opet tražena jednakost (5.2.2.1). 

Sl. 5.2.2.1 

• 

Ostaje još slučaj, kad u obje relacije. (5.2.2.2) stoji znak C, specijalno, 

tp (S1 V {sl}) C S2 \... {s2}. -

Ako nije s2 E tp (S, V {sl}), bit će Gl (Sl V {s1}J .~ S2, a tim više 
"P (Sl).~ Sa, što znači, da je prva relacija (5.2.2.3) ispunjena. ·Ako Je 
Pak s~ E <p (S1 V {s1}) i k tome tp-1 

( s2) E S1o2
> obrazujmo novu trans

formaciju f tako da element tp-l ( S2) iz S1 prevedemo U neki element 
množine S2 "-tp (S1 V {s1}), a u preostalom dijelu od S1 V {st} da se 
:podudara sa GJ; naravno t (S1J ~ S2, pa je i u tom slučaju zadovo!jena 
Prva relacija (5.2.2.3). 

_ 1) Označimo li sa a transformaciju skupa S2 u sama sebe koja se podudara sa 
:Identičnom transformacijom u skupu S2 \... (<p { s1} U { s2} ). dok naprotiv točke s2 i <p ( s1) 

l!llcđusobno permu tira, očigledno je h= a (<p). · 
2) Slučaj <p( s1) = s2 Jako se rješava. 



Analogno, iz druge relacije (5..2.2.2) proizlazi druga relacija (5.2.2.3) 
a time konačno i tražena jednakost (5.2.2.1). 

' 

§ 5.2.3. l(arakteristično svojstvo konačnih i beskonačn!h brojeva. 

Iz teorema 5.1.3, 5.1.4 i 5.2.1.1 izlazi ovaj karakteristični 
. 

T e or e m 5.2.3.1. Za svaki kardinalni broj k > o imamo k - l< k; 
da za k> o bude 

L 

k - l < k odn. k - l = k, 

treba, a i dosta je, ·da broj k bude konačan odn. beskonačan (trans
finitan). 

• 

• Najprije, ako je k > O konačan, konačan je i k - l pa prema ne
jednakosti (5.1.3) imamo (k- l) < (k - l) + l, dakle 

k- l< k, jer je po definiciji (k- l)+ l =k. 

Obrnuto, ako je k- l < k, ne može k biti . beskonačan, jer za 
beskonačne k prema jednakosti (5.1.5) važi k- l -'- k. 

. ' 
Najzad, ako je k- l = k, ne može k biti konačan, jer za svaki 

f . 

konačan k, po (5.1.3), ·važi k + l > k; dok bi naprotiv identiteta 
(k-l}+ I =k zbog pretpostavke k- l . k dala k+ l · k. 

T e or e m 5.2.3.2. Za ma koja dva kardinalna broja m i n relacija:. 

m < n povlači m + l <n. 

Stvarno, neka su A i B dva skupa potencije m Qdnosno n; nejed
nakost kA < kB onda ima za posljedicu činjenicu, da za ma koje obo
strano recipročno preslikavanje f skupa A u B postoji fA C B; ako je 

' . 
xmakojičlanod B"-fA, tada je fAV{:-<},~B štozbog {x}f"\tA=v 
povlači k (fA V {x}) <kB dakle kf A V k{x} <kB t.· j. m+ t.< n. 
za čim smo išli. .. 

§ 5.3. Prirodni brojevi jesu kai'dinalni brojevi konačnih· skupova . 
• 

• 

T e or e m 5.3.1. Ako je n prirodni broj, onda a) postoji i broj 
n.+ l; b) n+ l je prirodan broj i e) vazda je n< n+ l. 

Stvarno, neka je S skup potencije n: 'kS=n; ako je{x} ma ka
kav jednočlan skup koji 'he leži u S, onda znamo, da .je i S V{x} 
konačan skup i da je njegov kardinalni broj >n (teorem 5.1.3) dakle 

k (S V {x}) >n . 
• 

No, po definiciji k(S V {x}) = k S+ l, a ovo je dalje = n+ l, pa 
je dakle n +t> n. Time je dokazano b) i e). Samol'se još radi o tome 
da se dokaže da n+ l postoji t. ]. da za svaki skup S postoji bar je

. dan jednočlan skup izvan S ili izvan f S, gdje je t izvjesno a inače 

proizvoljno preslikavanje skupa. S. ./ 
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P ostoji! Jer promatramo li na pr. skup {0, 1}1 (S) svih jednozna
čnih funkcija t( s), (s E S) sa v rijednostima O ili l, onda znamo da je· 
kS < k{O, l}dSJ, pa će postojati bar jedan element x u {0, l}dSF"- f(S). 
dakle f(S)(\ {x} = v; tada je k(f (s) V {x}) = k tS + l = k S+ l = n + L 
Time je osnovni tcorem 5.3.1 potpuno dokazan . 

... K or o l ar 5.3.1. N e ma najvećeg prirodnog broja. 

T e or e m 5.3.2. Skup N svih prirodnih brojeva je beskonačan_ 

Stvarno, stavimo li t( n) = n+ l, (n E N), dobiva se time presli
kavanje skupa N na N'-. {l} = N + l koji je pravi di o od N. 

K or o l ar 5.3.2. Postoji bar jedan beskonačan skup (na pr. skup, 
N svih prirodnih brojeva). 

§ 5.4. Princip totalne induk_cije. Princip totalne indukcije daje pre 
gled o skupu N svih prirodnih brojeva, a sastoji se u ispravnosti slije
dećeg zaklj učka: 

Pr e t p o s t a v k a . Neka je S ma kakav skup prirodnih brojeva • 
koji zadovoljava ovim dvama uslovima: 

U s l o v l. Prirodni broj l leži u S: 

(5.4.1) lE. S 

U sl o v JJ. Ako neki prirodni broj n leži u S, tada u S leži pri-
rodni broj n + l t. j. 

(5.4,2) ako je n E S, onda je ~ + I'E S ; 

Z a k l j u č a k: Svaki prirodni broj lež i u skupu S t. j. 

(5.4.3) S-:::> N, 

gdje je N skup svih prirodnih brojeva. 
Princip totalne indukcije možemo i ovako formulirati: 
Ako precrtamo broj l ; 
Ako nadalje precrtavši neki prirodni broj n, precrtamo i brot 

n + l, onda ćemo precrtati sv?ki prirodni broj. 
Da se vidi, da se ova formulacija svodi na prethodnu, dovoljno

je sa S označiti skup sv ih precrtanih p rirodnih brojeva ; da obrnuto,. 
iz prve formulacije proizlazi druga, v idi ·se ako prec rtamo elemente· 
skupa S koji zadovolj avaju uslovima I i II. 

Dokaz principa totalne indukcije dat ćemo na drugom mjestu (v_ 
Kur epa [30].) 

§ 5.5. Primjene principa totalne indukcije. 
Ima vanredno mnogo primjena principa totalne indukcije; 
Navest ćemo ih četiri: dokazat ćemo, princip uredenja prirodnim 

brojeva, dva principa minimuma i princip izotonije za zbrajanje pri 
rodnih brojeva. 
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§5;5.1. Uredenje sluipa N. --· . ~- ,.-

T e or e m 5.5.1 I. Skup prirodnih brojeva je uređen po veličini t. j . 
. za svaka dva prirodna broja k, m, ili je k = m ili je k< m ili je 

·.k >m (slučaj k ll m nemoguć je za prirodne brojeve). 
Teorem ćemo dokazati totalnom indukciiom s obzirom na k. 
Najprije, teorem je istinit, ako je k= l, jer je l <.m za svaki 

• • 
prirodni broj m. Pretpostavimo, da je teorem dokazan za k = n E N; 
-dokažimo ga za k = n + l. Prema pretpostaPci je ili m < k ili 
.m = k ili m> k; odatle slijedi po redu : m< k+ l (zbog k< k+ l; 
m< k+ l (isti razlog); m >k + l (po teor. 5.2.3.2) ; dakle je uistinu ili 
.m < k + l ili m = k + l ili m > k + l. Po prihcipli totalne indukcije 
teorem 5.5.1.1 je time potpuno dokazan. 
' 

T e or e m 5.5.1.,2. Ako je n ma koji prirodan broj, skup sastavljen 
-od svih kardinalnih brojeva <n ima točno n članova i to O, 1,2, ..•• , 
n-1 t.j. 

k {O, l, 2, ... , n -l} = n, (n E N). 

Najprije, obrazac je istinit za n= l, jer je ·k {O}= l. 
Nadalje, ako je obrazac istinit za prirodni broj m, istinit je on i 

za broj m + l, jer zbog m- l < m proizlazi 

k{O,l, .. , m-I,m}=k{0,1, .. , ni-'-l}+k{m}=m+I. . . 

Time je po principu potpune indukcije, obrazac istinit za svaki 
.n E N. 

§ 5.5.2. Princip minimuma za prirodne brojeve . 
• 

T e or e m 5.5.2.l. Ako neki skup S prirodnih brojeva ima bar 
jedan element, ima on i najmanji element, t. j. postoii takav m E S da 
• 

,Je 

(5.5.2.1) m<. x za svaki x E S. 

Najprije, prema teoremu 5.5.1.1 za svaki x E S, skup S se sastoji 
od onih svojih elemenata koji su < x i onih svojih elemenata koji su 
> x. Kad skup S ne bi imao najmanjeg elementa, onda bi to značilo 
da za svaki x:E, S. množina S sadrži bar i\dan prirodan broj, - ozna
·čimo jedan od njih sa <p (x) - za koji je <p (x) < x. • 

Tada bi totalnom indukc:iiom dobili beskonačan skup brojeva 
x1 = x, x~ = <p(xl), x3 = <p(x2J, •.• Xn+J=<p(x.), ..• (nE.NJ što je.prema 
teoremu 5.5.1.2 apsurd jer su svi ti brojevi međusobno različiti i < x. 

§ 5.5.3. Princip izotoniie za zbrajanje. 

T e or e m 5.5.3.1. Za ma koja 4 prirodna broja a, b, e, d relacije . 

(5.5.3.1) a< b, e<. d imaju za posljedicu 

·(5.5.3.?) ··. a+ e <b +d. 
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Najprije, dokažimo stvar za e= d = l t. j; da za svaki prirodni 
broj a i za svaki prirodni broj b> a imamo a+ l < b+ l doista, iz a < b 
slijedi a +-1 -<b što zajedno sa b < b+ l daje a+ l <b+ l. Odatle 
odmah izlazi da je zaključak (5.5J.J ), (5.5.3.2) ispravan za e = d = n+ l, 
čim je on ispravan i za e= d = n, jer iz 

a+ n< b+ n slijedi prema dokazanom prvom slučaju: 

(a+ n)+ l< (b+ n)+ l odakle po zakonu asocijacije: 
' . 

a+ (n+ l) <b+ (n+ V. 

Time je teorem 5.5.3.1 dokazan za slučaj e= d uopće. -Specijalno dakle iz a< b slijedi a+ e< b+ e, a iz e< d slijedi 
e+ b < d + b odnosno b+ e < b + d. Dakle imamo a + e < b + e, 
ib +e< b+ d odakle izlazi i sam teorem 5 5.3.1. • 

~ 5.5.4. Princip minimuma za transiinitne skupove. 

T e o r ~m 5.5.4.1. Skup N svih prirodnih brojeva može se preslikati 
na svaki beskonačan skup S t. j. 

(5.5 4.1) kN-< kS 

za svaki beskonačan skup S. 

Kako je naime S bes\}:onačan, postoji jedno preslikavanje <fl skupa 
S na sama sebe i to tako da bude ne samo <fl (S),~ S nego i c:p (S) C S; 
ako je 1(1) jedan eJement skupa S'-c:p(S), tada stavljajući 

f(2)=c:p(f{l)), .. . , f(n+J)= c:p(f(n)), .. . , (nENI, 
-- --- --

dobivamo zaista obostrano jednoznačno preslikavanje f(n), (n E N) 
:skupa N svih prirodnih brojeva na skup S. Stavimo li naime 

S1 =S, Sn+I = c:p (S.), (n E N) bit će · 

S1 ~ S2, f{l) E S1 "-Sz odakle 

c:p(SrJ ~ cg.,(S2J, c:p(f(l))E c:p(Sl)'-..rp(Sz) t. j. 

S2 ~Sa, f (2) E S2 '-Sg. l 

Analogno: 
Sn ~ Sn+ t, f (n) E Sn"- Sn+t za svaki n E N . 

• 
Dakle je S1 ~ Sz ~ ... odakle izlazi, da su skupovi . 

S1 "< S2, ... .., Sn-"-Sn+t, ... 

' 
·<l va po dva -Đez zajedničkih točaka i dakle, radi f (n) E;, Sn'- Sn+ t, među 
J(n), (n E, N) nema jednakih elemenata. 
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§ 6. POJEDINI I(ARDINALNI BROJEVI. 
NAJMANJI I(ARDINALNI TRASPINITNI BROJ (alef nula: No). 

PO TEN CIJA I(ONTINUUMA e= 2~o • 
•• 

U ovome ćemo se §-u. upoznati sa dva najvažnija transfinitna 
kardinalna broja: kardinalnim brojem No t) skupa svih prirodnih bro
jeva i kardinalnim brojem e skupa svih. realnih brojeva (linearnog: 
kontinuuma). • 

Da se tu radi o dva različita kardinalna broja, specijalno da je 
No< e (v.§ 3.4.1), pokazao je Cantor 1874 i to je jedan od osnov-

. ' 
nih rezultata u nauci o skupovima odnosno u našem pojimanju besko-

v naeno ga. 

§ 6.1. l(ardinalni broj No (alef nula) skupa svih prirodnih broJeva. 
Prebrojivi skupovi. 

Nulu smo definirali kao kardinalni broj k v skupa v bez elemenata; 

kv= O. 

"Jedinica {e kardinalni broj ma kojeg jednočlanog skupa, specijalno
k{O} =l; moglo bi se reći i ovako: ako iz xES, x' E S slijedi x = x', 
onda je kS= L 

Na sličan način • 

k{O, l}= 2, k{O,l,2} = 3 -
· A jedan od osnovnih rezultata dobivenih tota1nom indukcijom jest 

da je 

(6.1.1) k {0,1,2, ... , n- l} = n 
' za sva~i prirodni broj n > O t.j. ako je n ma koji prirodni broj, tada 

ima tačno n kardinalnih brojeva koji su < n: to je n -I prirodan 
broj 1,2 .... (n-I) te nula (vidi teorem 5.5.1.2). · 

' 
Skup svih prirodnih brojeva generički se prikazuje ovako 

~ 

(N) 
• 1,2,3,4, .... n, n + l, ... 

pri čemu je naznačeno kako su uzastopni elementi međusobno vezani. 

Lema 6.1.1. Kardinalni broj skupa N je veći od svakog pojedin-og: 
prirodnog broja n t. j. kN >n, (nE N), 

Naime, prema teoremu 5.5.1.2. prirodni broj n je potencija pravog 
. dijela {1, .... , n-I, n} skupa N svih prirodnih brojeva dakle· 
n< k N; obrat kN< n ne važi, jer bi to inače značilo, da, bi se bes
konačni skup N mogao preslikati na konačni skup potencije n. Prema 

. tome, kardinalni .broj skupa N je jedan potpuno određen kardinalan, 

. 1) ~ (alef) je prvo slovo jevrejskog alfabeta, a odgovara grčkom ct ili latinskom a. 



!§ 6.1-§6.3 61 

• 
·broj veći od sv.akog prirodnog broja. Taj novi kardinalni broj ozuačuje 
:se sa 

~o (alef nula) t. j. 

(6.1.2) ~o je prikrata za kN odn. za k{l,2,3,4, ... , n,n+l, ... }(nE;;N) 
. 

Definicija 6.1.1. Mjesto da kažemo, da neki skup S ima po
.tenJ;iiu ~ ,, reći ćemo· također da je skup S prebrojiv. 

lli eksplicite: · -
Sktip S je prebroj iv, ako. se on može preslik<iti na obostrano je

<lnoznačan način na skup , svih prirodnih brojeva. Drugim riječima: 
- . - . 

.skup S je prebrojiv, ·ako se on može ·predočiti kao niz različitih ele-
menata t. j. ako je 

~ 

.S= {s1, S2, ... , Sn, Sn+J, . .• }, (n E N) i pritom Sn'* Sn za sve različite · 
:Prirodne brojeve n, n'. 

D ef i n i e i j a t:).1.2. Veli se, da je skup S najviše prebroj iv, ako 
je njegova -potencija ili O ili prirodan broj ili ~o t. j. ako je kS< ~o. Taj 
;se naziv javlja vrlo često. 

. ~ 

Ako beskonačan ·skup nije prebrojiv, veli se da je on neprebrojiv. 
•Cantorova nejednakost ~o < e veli, da je skup realnih brojeva nepre
hrojiv. 

Od specijalnog su interesa beskonačni · neprebrojivi skupovi i 
pripadni kardinalni brojevi. 

§ 6.2. • 

Teorem 6.2.1. a) Za svaki konačni skup S važi kS < ~J; 
b) Za svaki beskonačni skup S važi kS.;> ~0, 

' rpa dakle postoji bar jedan kardinalan broj s tako da je kS = s+ ~o 
.(ako je s beskonačan, tad je kS= s; gl. teor. 6.3.1). 

Teorem 6.2.1. a) je već maloprije dokazan. Teorem 6.2.1 b) je 
.drukčije napisana formula (5.5.4.1); pritom s označuje kardinalan broj 
eventualnog ostatka S". {f (1), ... , f( n), ... }, gdje je t (n), (n E N) 
·izvjesno preslikavanje od N na S. Naravno; da s u teoremu 6.2.1 b) 
ne mora biti jednoznačno određen broj. 

§ 6.3. Nekoliko· svoJstava transiinitnog broja ~0• 
' . L e m a 6.3.1. ~o+ l =~o (sjetimo . se naprotiv da je n+ l > n 

::sa svaki prirodni broj n). 
Ta jednakost proizlazi iz ovog rastavljanja skupa N svih prirodnih 

brojeva: 

(6.3.1) N={l}V(N+l); naravno, N+ l je skup·svih brojeva n+i, 
.• (n E N); oba suman da su tu bez zajedničkih točaka, pa prelazeći na 
;pripadne kardinalne brojeve imamo 

~o= kN= k({I} V (N+ 1)) =k {I}+ k( N+ I)= I+ kN= 1 +No. 
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Očito je naime k (N+]) = kN, jer je preslikavanje t (n) = n + l 
. (n E N) obostrano jednoznačno. Time je lema 6.3.1 dokazana. 

L e m a 6.3.2. ~od- n =~o za svaki prirodan broj n. 

To proizlazi iz rastavljanja .-
• 

{1,2,3, ... }={1,2, ... ,n-l,n}V{n+l,n+2, . .'.} i jednakosti 
k {l, .. , n- l, n} = n, k {n+ l, n + 2, ... } = ~o- Posljednja jedna

kost proizlazi iz činjenice, da funkcija, upravo translacija; t (k) = 
=k +;n, (k E N) preslikava skup svih prirodnih brojeva na pravi dio· 

. ' N+ n skupa N.1l 

L e m a 6.3.3. ~o + ~o = ~o 
. 

' To je neposredna posljedica rastava N= 2 N V (2 N- J) t. j . 
• 

{1,2, ... } = {2.4,6, ... 2n, .. . } V {1;3,5, ... ,2n +l, ... } 

skupa N prirodnih brojeva u skup 2 N parnih i skup 2 N- l ne parnih -brojeva, kao i činjenice da se N može preslikati i na JVnožinu parnih 
2.N (na pr. f~nkcijom 2 n, (n E N) i na množinu 2 N-'- l neparni h 
brojeva (recimo funkcijom 2 n-1, (n E N)). 

Leme 6.3.1- 6.3.3 specijalni su slučaj 

T e or e m a 6.3.1. Za svaki transfinitni kardinalni broj k važi jed
nakost k+ l ·. k i uopće k+ n = k za ' svaki kardinalni broj n -<~o
(sjetimo se naprotiv da je k+ l> k za syaki prirodni broj k; vidi 
teorem 5.3.l). · 

·Stvarno, prema teoremu 6:2.1 b) postoji bar jedan kardinalan broj 
• 

k0, tako da bude k= ko+ ~o; zato je k+ n= (ko+ ~0) +n = (asocija.,-
cija) = ko + (~o + n) = (po gornjim lemama) = ko+ ~o = (po definiciji 
broja ko) = k. 

§ 6.3.2. Pfimiedba o diferenciji kardinalmh brojeva. 

Ako su a i b dva kardinalna broja sa svojstvom a-< b, onda je 
jasno, da postoji bar jeri an · kardinalan- broj x za koji je x + a = b~ 

- . . 

označimo li. ga sa b-a, tad imamo • 

T e or e m 6.3.2.1. Ako su a i b Kardinalni brojevi pa ako je a-< b
i a najviše prebroji v (dakle a-< Xo), a diferencija b- a beskonačna,. 
·onda je b -a= b. 

Teorem je neposredna posljedica teorema 6.3.1. 
' . 

Korolar 6.3.2.1. Xo-~o može primiti svaku vrijednost<~o (na
.protiv, za svaki prirodni broj n diferencija n-n je vazda = 0). 

l) Imaj na umu da 
zato je N+n<N. 

N+ n označuje skup svih brojeva oblika m +n. (m E N); 
. ' • 
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§ 6.3.3. Množenje, 

L e m a 6.3.3.1. No · n= No za svaki prirodan broj n. 
Stvarno, to je ispravno za n= l i n = 2. Pretpostavimo, da je 

lema dokazana za prirodan broj n = k; ako je onda dokažemo i za 
n= k+ l, bit će ona time, po principu totalne 'indukcije, dokazana 
uopće. No, N) (k+ l)= (zakon distribucije, obrazac 4.3.1.3) =N~ k+ N1 = 
(po hipotezi ~o k = ~o) =~o+ ~o= (po lemL 6.3.3).....: ~o 

. . 

l L e m a 6.3.32. ~o · Ko = ~o• 

Prvi dokaz. Po svojoj definiciji, produkt No · Ne nam kazuje kolik~ 
ima uređenih parova (x,y) prirodnih-brojeva. Nazovemo li x+ y visi
nom uređenog para (x,y), visina je potpuno određen prirodan broj i 
za zadanu visinu v ima ovih i samo ovih v- l različitih parova; 

' 
(l, v-l), (2 v--:2), ... , (v-I, 1). 

Prema tome, množina N X N svih parova prirodnih brojeva može 
se zaista rasporediti u jedan niz na pr. ovako; 

(l, l); . (l, 2), (2, l); (l, 3), (2, 2), (3, l); .... 

Svi parovi s određenom visinom (osim prvoga) smješteni su izme~
du dva znQ.ka "; ". 

Drugi dokaz, Kao i prethodne leme, značit će i lema 6.3.3.2 izvje-
stan rastav skupa N svih .. Prirodnih brojeva i to, konkretno, rastav 
niza prirodnih brojeva u niz nizova prirodnih brojeva. Označimo li sa 
No skup svih neparnih brojeva 

No = {l, 3, 5, ... , m+ l, ... } 
. 

i općenito sa N k skup svih brojeva oblika No· 2k t. j. 

Nk= {1·2k, 3·2k, 5·2k, .. . , (2n+ l)· Zk, .. . }, (k "E. N), 

dobili smo time niz disjunktnih skupova 

Na, N1, ... , N k, ••• 

od kojih· je svaki prebroji v, a svi zajedno iscrpljuju množinu svih pri
rodnih brojeva t. j. 

. V Nn = N odakle 

k V N,. = k N, 
ne N 

~o+No+ ... +No+·· .=No - ~ 
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No lijeva je strana jednaka No· No (v. lemu 4.3.1.3), p-a je time 
lema 6.3.3.2 .dokazana . 

• Le m a 6.3.3.3. No" -:- No za svaki prirodan broj n. 

Stvar je istinita za n = l; dokažemo li, da je lema istinita za 
eksponent n+ l čim je istinita za eksponent n, bit će lema, prema 
principu totalne indukcije, time 'dokazana. 

' No, No"+1 = (prema teor. 4.3.1 slučaj 5) = No" · N= No · No = Ng 
L e m a 6.3.3.4. l: No" . No, (n E N). 

n 

Kako je N r'' = NJ za svaki n >-l, lema se svodi na ~o+ ~o+ ... =No, ---...---
::.0 

a to je dokazano !emom 6.3.3.2. 

§ 6.3.4. Nekoliko primjera prebroiivlh skupova. · . . 

Prebrojivi su: 
' 

l) Skup svih parnih (neparnih) prirodnih brojeva; 
2) Skup svih cijelih brojeva: O, l, -l, 2, -2, 3, -3, ... 
3) Skup svih racionalnih brojeva; . 
4) Skup svih algebarskih brojeva (algebarski brojevi jesu riješenja 

!<lige barskih jednadžbi a0, x• + a1 x•-J + ... + Un-l x +a. = O sa cijelim 
koeficijentima; pritom n prolazi svima prirodnim brojevima). 
· 5) Množina svih intervala skupa realnih brojeva s racionalnim . 
·krajevima; 
. ' 

6) Množina svrh kugala kojima središte ima racionalne koordinate, 
a kojima je radius racionalan broj (k~.! gala ima No 4). 

7) Množina svih a!gebarskih polinoma p (x) s racionalnim koefici
jentima; ta množina ima potenciju No+ No2 + ~o3 +. · ... 

8) Množina svih a!gebarskih polinoma s racionalnim koeficijentima 
bez obzira, koliko polinom ima varijabla. 

9) Množina zatvorenih poligona kojima svi vrhovi imaju racionalne 
• 

kcHdinate. 

Evo kako na pr. možemo prebrojiti skup svih racionalnih brojeva 
j time· dokazati svojstvo 3 (isp. prvi dokaz !'eme 6.3.3.2). Obrazujmo 

• ,mz: 

/6.3.4.1) 
l l 
l ' 2 ' 
-· 2 l 2 -· 

l' 3' 2' 
3 . l 2 3 4 
~· -· 
l ' 4' 3' 2' l ' . . . 

Postupak je očigledan: ako je k>- 2, onda konačni niz 

l 
k-1' 

ulazi u niz (6.3.4.1). 

2 
k-2 ' ... ' 

k-2 
2 ' 

k-1 
l 
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Očigledno je, da su u nizu (6.3.4.1) sadržani svi pozitivni racio
nalni brojevi, čak svaki od njih i neizmjerno mnogo puta. Izvedemo 
Ji iz toga niza novi niz tako da u njemu precrtamo svaki član koj( se 
već prethodno pojavio, novi niz će sadržavati sve poz,itivne racionalne 
brojeve i k tome svaki od njih jedan jedini put. Ako neposredno poslije 
svakog člana x u novom nizu stavimo i broj -x kao član niza i 
ispred svih članova stavimo O, dobit ćemo ovaj niz: 

(6.3.4.2) O; ~,-i; ;,-;, ~,- ~; ~.-~, i·-~; !·- !• i-;, . . . .. 

u kojem su sadržani svi racionalni brojevi i to svaki . od njih jedan 
jedini puta. 

§ 6.4. Kardinalni broJ e linearnog kontinuuma kazuje nam, po 
samoj definiciji, koliko ima različitih realnih brojeva. Dokazat ćemo, 
<la svaki, ma kako mali, interval realnih brojeva ima isto toliko ele
me·nata koliko ih ima čitavi prostor od 3 ili uopće od n dimenzija 
{n E NJ . . · · 

L e m a 6.4.1. Svaki interval.( a, b) ·realnih brojeva ima potenciju 
kontinuuma što znači da se može preslikati na čitavi kontinuum cl 
realnih brojeva. ' - . 

. Najprije, interval (-1, 1) je ekvivalentan sa C1, jer funkcija 
. 

e~- e-x 
ex + e-x , (-oo < X <oo) preslikava obostrano jednoznačno, skup 

C1 svih realnih brojeva na interval (-l, ·l). U drugu ruku, obostrano 

jednoznačna funkcija b 
1 

(2 x-a- b) preslikava proizvoljni otvoreni 
--"a 

interval (a, b) na interval r-1, l). 

. U ostalom, V alironova funkcija 
• 

. b-a x b+a 
v (x) = 2 1 + lx l + 2 prevodi direktno linearni kontinuum 

C't na interval (a, b), pri čemu čak racionalni broJevi prelaze opet u 
racionalne brojeve; k tome, ako je a < b, onda iz x < y slijedi 
v (x) <v (y). 

K or o l ar 6.4.1. Množina svih pravih realnih razlomaka ima po
tenciju kontinuuma. 

K or o l ar 6.4.2. Ma koja dva jntervala brojnog pravca imaju Je
-dan te isti kardinalni broj i to kardinalni broj e. 

Da ma koja dva odreska AB, A'B' pravca imaju jednako mnogo 
tQčaka, može se geometrijski dokazati tako, da .nacrtamo ma kakav 
četverokut kojemu su AB, A'B' nasuprotne stranice; označimo li tada 
sa S sjecište pravca AA', BB' (S može biti i u oo), onda svakoj to~ki .. 

KUREPA: Teorija .skupova'- 5 



ft~~lw~a{i~o\'i>'d$ve "6aređena točka .. TE:: A' B'. kao presjec~~te 
!--i):f;a§ll,i:;a '>fi.'B''i TS; dobivena transformaCIJa f (TJ = T, (T E AB) octto 
je obo.strano jednoznačna. • 

- - - .. 

~- .Lema6.4.2. c+c=c. 
,e. ~ • 

Da je e+ e>- e, to je jasno; no važi i e+ e< e, jer, promatramo 
li ma koja dva disjunktna intervala realnih brojeva, svaki od njih prema 
le!fli 6 4.1 ima potenciju e j. svaki je od njih dio kontinuuma cl poten
cije e, dakle je zaista e+ e< e. 

• 

• e' 

.5 § 
Sl. 6A.l. Dužine AB i A'B' imaju 
jednako mnogo točaka, jer je spari-. 
vanje T (> T obostrano jednoznačno 

Odatle izlazi i sama tražena 
·jednakost. 

Lema 6.4.3. e ·-n=c za svaki 
prirodni broj n >O. (Dokaz totalnom 
indukcijom ili slično kao lema 6.4.2" ' 
ili 6.4.4). 

L e m a. 6.4.4. e ~o = e t. j . 

c+c+c+ .. '>.c ... =c -
~o 

• 

Dovoli-no je da dokažemo, da je 
e · ~o< e. -To pak izlazi odatle što 
linearni kontinuum cl sadrži čitav 

beskonačan niz disjunktnih di!elova 
potencije e (na pr. poluinter.vale 
[n, n+ Ue, za n E; N). 

§ 6.5. Preslikavanje ravnine 
m prostora na ma koii segment 

' pravca. 
Lema 6.5.1. e· c=c2 (ravnina 

i;na isto toliko toč9ka koliko ih ima 
ma koji odrezak- na pravcu). · 

§ 6.5.1. Za pretstavriika broja e uzet ćemo· ovaj put skup 
(6.5.1.1) _ . (O, l] 
svih realnih brojeva x 'za koj~ je O < x < I, pa se dakle radi o tome~ 
da skup (0, llpreslikamo na skup (0, l] X (0, l] t. j. na jedinični kvadrat 
K (gl. sliku 6.5.3.1 str. 68) od kojeg smo uklonili stranice što leže na 
koordinatnim osima. Poslužit ćemo se jednim naročitim prikazivanjem 
brojeva x E (0, 1]. , . 

Najprije, svaki takav broj x ima jedan i samo jedan decimalni razvoj 
(6.5.1.2) x = O, x1 x2 X3 • • . • -

s'a beskonačno mnogo decimalnih mjesta* O. Tada se ·ideja dokaza leme 
6.5.1 sastoji u tome, da decimalnom broju (6.5.1.2) pridružimo točku 
ravnine sa koordirfatama 

O, X1 Xs X5 • • • ; . O, . X2 X3 Xs • • • , ; • 
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Da ove koordinate budu također oblika (6.51.2) t. j. ·da sadrže 
beskonačno mnogo decimalnih mjesta različitih od O, poslužimo se t. zv .. 
Konigovim predoči vanj em broja (6.5. 1.2). , · 

• 
§ 6.5.2. Nazovimo' Konigovim slogom 

o, L ..... 9 od kojih je jedino posljednji 
svaki konačan niz cifara 

• 
član niza. =f: O, dok SU SVl 

ostali članovi = O. 

Svi Ki.inig-Dvi simboli prebroja vaju se na pr. ovako; 

(6.5.2.1) l, 2, 3, 4, ... ,9; .. 01,02, ... , 09; 001, 002, ... , 009; 
0001,0002, ... , OOOQ; ... 

• 

Zakon, kako se taj niz obrazuje, očigledan je. 

Očito je, da svaki beskonačan niz Ki.inigovih slogova 

(6.5.2.2) 

određuje jedan jedini decimalni razvoj oblika (6.5.1.2) 11aime broj 

(6 5.2.3) 
' 

Tako na pr. nizu 
odgovara -broj 

Ki.inigovih slogova 02, 03, l, 5, 007, 0007, . . . . . .. 
f 

0,0203150070007 .... 
• 

Važi i obrat: svakim dedmalnim brojem oblika (6.5.1.2) potpuno je 
određen jedan jedini niz • 

( 6.5.2.4) 
simbol 

• • • Ki.inigovih slogova, pri čemu· za svaki n 

• 

(6.5.2:5) Xn 

označuje slog sastavljen od n~te cifre Cn u nizu xv X2, .•• koja je ra-
• 

zli čita od O, te od svih nula: u . tom nizu koje se nalaze neposredno 
ispred Cn. Na pr. za broj O, 04 004 0004 . . . treći Ki.inigov slog 
glasi 0004. ·-

§ 6.5:3. Prijeđimo sada na dokaz leme 6.5.1. 

Dodijelimo li realnom broju (6.5..1.2) točku f (x) u ravnini kojoj su 
Descartesove koordinate: 

- - -o, xl x3 x5 - X2n+1 • • • •• • • • • • 

(6.5.3.1) • 

o, x2 x4 • • • • • Xzn • • • • ' 
' tada je dobiyena transformacija 

(6.5.3.2) · f ( x), (0 <X<:, l) 



§ 6.5.3--§ 6.5.5 

obostrano jednoznačna i preslikava polusegment O < x < l na jedinični 
kvadrat K s· kojega su uklonjene stranice što leže· u koordinatnim 

• osima. 

1+-------. 

•f(x) 

0 X 1 

Sl. 6.5.3.'1 

Preslikavaniem (6.5 3.1) koie 
broju x e (0, l) pridijeliuie 
tačku t (x) prelazi polqseg
ment (O, l) na čitav nacrtani . 

kvadrat. • 

' 
a) Najprije, transformacija f očito je 

jednoznačna. 

b) Različitim argumentima odgovaraju 
• 

različite vrijednosti. Ako je naime x"i=x', onda 
nije Xn= x'n, za svaki n,- pa neka je v prvi 
indeks, tako da K6nigov slog xv nije identičan 
sa K6nigovim slogom x' v; ako je v paran broj 

tada je 
• 

O,X2 x4 .... *O, x'2 x'4· .. . , dakle if (x)"i=f (x'), 
jer točke t (x), f ( x') imaju različite ordin ate; 
ako je pak v neparan broj, tada se prema 
(6.5 3.1) apscisa točke t (x) razlikuje sa od 
apscise točke t(x'}, dakle je opet t(x)"i=f(x'). 

e) Ako je T (a, b) ma koja točka kvadrata· K, postoji jedan 
broj X E (0, l] tako da bude f ( x) = r. 

Stvarno, ako su 

a = O, a1 aa a3 . . . . . 

b = O, b1 b2 ba •.... 

koordinate točke T izražene K 6 n i g o v i m slogovima, pa ako stavimo 
------

tada'je O<x<l i f(x)= T(a,b). 

Dakle je f(O, l]= K. 

Time je tražena jednakost e · e =e dokazana .. -
§ 6.5 4. Kako je k e= e i k d= e za svaku dužinu d, postoji 

jednakost 

. 
t. j. beskonačna Euklidova ravnina e X e ima isto toliko točaka koliko 
i p;-oizvolina dužina d, jer se između točaka ravnine i točaka dužine 
d može uspostaviti obostrano jednoznačno preslikavanje . 

• .. 
§ 6.5.5. Primjedba. 'Srž dokaza leme 6.5.1 sastojala se zapravo u 

tome, da smo množinu svih nizova K 6 n i g o v i h slogova preslikali na 
množinu svih uređenih parova nizova K 6 n i g o v i h slogova. oslanja
jući se na rastav niza brojeva L. 2, 3, 4, .... ~a niz parnih i niz ne
parnjh brojeva. 
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Na posve isti način, transformacija. g koja broju (6.5.1.2) pridru
žuje točku (~ (1), ~ (2), ~ (3)) u prostoru sa Descartesovim koordinatama 

- - -

~ 2) = O, X2 x5 Xs •••• 
- - -

~ (3) = O, xa X5 X9 • • • • 

prevodi, na obostrano jednoznačan način, skup (0, l] na skup - zapravo 
kocku- (0, 1] X (0, l] X (0, 1], pa zato imamo e~ = e. · 

Slično se dokazuje 

L e m a 6.5.5.1. e" = e za svaki prirodan broj n. 
- -

l Analogno, ako točki O, x1 x2 . . • iz (0, 1] pridružimo besko-
~ . 

nac m niz brojeva ~(n) iz (0, l] ovako: 
-- -

~ ( 1) = O. X1 Xa X5 X7 ••• 
-· -

~ (2) = O, XJ 2 XJ.a X;.l X7·2 ••• 
• • • • • • • • • • ,o • • • 

• • • • • • • • • • • • • o 

• 
• • • • -. • • • • • • o • • 

preslikava se time polusegment (0, i l na "jediničnu kocku" od •neiz
mjerno mnogo dimenzija, kojoj su tučke (~ (!), ~(2), ~ (3), ... ). Naravno 

' ta "kocka" ima kardinalni broj e· ~0• tako da je dakle ispravna . 

L e m a 6.5 5.2. e·~'= e. ._,_. 

Leme 6.5.5.1 i 6.5.5.2 možemo izreći kao 

. T e o re m 6.5.5.1. Ako je e broj koji kazuje koliko ima realnih 
brojeva, tada je e"= C'J. Drugim riječima čitav "prostor" Cn od n dimen
zija ekvivalentan je s proizvoiJf!:O kratkom duži; pritom je n bilo 
kakav prirodan broj ili ~.. · 

.. 

§ 6.6. Veza izmedu transffnltnih broJeva ~o l e. 
- . ' 

~.~o= e T e o r e m 6.6.1. 

Razmatranja u § 6.5.2 pokazala su, da se skup svih nizova Konigo
vih slo~rova može preslikati na čitav skup (0, I] svih pozitivnih realnih 
brojeva koji su <. l. No, označimo li sa K skup (6.5.2.1) svih K 6 n i
g o v i h simbola, a sa N skup svih prirodnih brojeva, onda skup svih 

. . 
nizova beskonačnih K oni govih simbola nosi funkc1onalnu oznaku N1 (K). 

To znači da množine 
N1 (KI i (0, Ile 

imaju jedan te isti kardinalni broj; dakle 
• 

k N1 (K) == k (0, I]c 

(kN)<K .. e. 

t. j • 
• 



§ 6.6 

No, prema· (6.5.2.1) očito je k l(= No, pa zato zaista važi gornji 
teorem. 

Pr i m j e d b a 6.6.1. Na osnovu formule ~o~'= e, odmah se doka
zuju leme 6.5.1, 6.5.5. i· .6 5.5.2. 

Tako na pr. 
e~o = (prema teoremu 6.6.1) = (~o~o)~J = (prema § 4.3.1 t. 6) 

• • • • 

= ~j~J·~. (prema lemi 6.3.3.2) . x,}~o = (prema t eo rem u fj.6.1) e; . . . 

dakle je ispravna lema 6.5.5.2. 

T e or e m 6.6.2. (Veza između ~o i e). 2~) =e tj. množina svih 
nizova brojeva O i l ima potenciju kontinuuma.· 

Stvarno, ako ma kojem nizu 

(6.6.1) -· 
o o o 

sastavljenom od O ili l pridijelimo realan broj O, a1 a2 aa ... u diad
skom sistemu, dakle sumu reda 

(6.6.2) 

preslikat će se time skup 

(6.6.3) 

oo 
~an o 2-n 

n=' 

{0, lh (N) 

svih nizova (6.6.1) na segment [0, l ]e svih realnih brojeva O-< x-< l. 
To je presllkavanje jednoznačno; ono nije recipročno jednoznačno, jer 
je očito da su na pr. diadski razlomci O, 0100 ... i 0,00111 ... 
međusobno jednaki ma da "odgovaraju različitim elementima l 

0,1,0,0,0, . . . . 0,0,1,1,1,1, . . . . skupa {0, 1}, (N). 

No, uklonimo li iz toga skupa sve one nizove u kojima su svi 
članovi = O, osim njih konačno ·mnogo, ukloni se time određen prebro
}iv dio, pa od skupa (6 6.3) ostaje (gl. teorem 6.3.2.1) i dalje jedan dio 
S iste potencije kao i sam polazni skup (6.6.3). No, veza (6.6.2) između-. 
člana a1, a~ ... skupa S i· broja (6 6.2) iz [0, Ik je očigledno obo
strano jednoznačna, pa je dakle kS =.k [0, Ile,= e. No, 

kS= k{O, lh(N) = 2No, 
o 

što s prethodnom relacijom daje teorem 6.6.2. 

Na posve isti način služeći se _brojnim pozicionim sustavom baze 
n (a ne 2) dokazuje se: · 

T e or em 6.6.3. nNo = e za svaki prirodni broj n> l. 

Uostalom iz 2-< n-< ~o slijedi 2 "o-< nNo<;: ~0No (t. j. prema teor. 
6.6.1 i 6.6.2 

• 

e-< nNo -<e odakle izlazi teorem 6.6.3. 



§ .6.6-§ 6.7 71. 

pr i m j e d b a 6.6.2 n u teoremu 6.6.3 može značiti ma koji kardi-
nalni broj za koji. je l < n< e. ' 

• • 

§ 6.7 Triadski skup. Dodijelimo li članu (6.6.,1) skupa {O, lh (N) ne 
oo. 

broj '2.an . z-n nego broj 
n= l 

co co 

• 
2'2.an · 
n=l 

a-n= '2.(2an). a-n 
n= l 

(6.7.1) 

preslika l:' će se time skup (6. 7.1) na skup 

(6.7.2) T 
• 

]Jravih razlomaka koji se u brojnom sistemu sa ·bazom 3 (trfadski 
· bro.ini sistem) mogu predočiti i bez znamenke l; naime, kako je an =O 
ili l, bit će 2 an = ili o ili 2, pa proizvo]jnom nizu al, a2, . . . . brojeva 
(), 1 odgovara proizvoljan niz 2a1, 2a2, . . . cifara O i 2. Promotrimo 
J!Obliže skup T svih brojeva (6. 7.1); to je t. zv. triadski skup. Njega 
dobijemo iz segmenta [0, l]c, svih realnih brojeva 0<X<l ovako: 
Radeći sa triadskim brojnim sustavom najprije se točkama 0,1 i 0,2n 
segment [0, l] raspada na tri jednaka 
segmenta, pa brisanjem srednjeg inter-

vala (0'1, tJ'2) dužine ~ preostaju još 

dva segmenta [0, 0'1] i [0'2, l] svaki 
l . 

dužine 
3 

. 

To je prvi korak. 

o 
SI. 6.7.1 

Neprestanim brisanjem otvore-
. nih. precrtanih intervala 

preostaje t. zv. triadski skup r. 

• 

Kod drugog ·ćemo koraka sa segmentima ·dobivenim u prethodnoj 
radnji učiniti isto ono što smo učinili s~ početnim _segmentom [0, l] 
t. j. svakog ćemo od njih razdijeliti na tri jednaka. dijela i izbaciti 
srednji interval (tako da krajevi izbačenih intervala . uvijek ostaju ne-
izbačeni). Stvar se ponavlja za svaki korak n > L . . 

Vidimo, da ni jedan od brojeva skupa T nije pri tom izbačen; u 
drugu ruku, vidimo, da se od jediničnog segmenta [0,1] izbacuje. naj-

prije ~ pa : · ; 2 • i t. d., da se dakle sveukupno izbaci dužina 

l . 2 221 23 l l 
3 + 32 + 33 + 34 + .... = 3 . l ~t l. 

Drugim riječima, triadski skup T smješten je u segmentu [0, ·l] 
tako da oni intervali koji ne pripadaju skupu T ali kojima krajevi leže 
u T imaju totalnu dužinu = l dakle isto koliko i sam segment [0, 1] . 

• 

1) Jedanput za uvijek istaknimo da mi (u koliko ne kažemo obrnuto) ne pravimo 
·razliku izmedu točaka broj evnog pravca i brojeva. · 

' 



'.Zato""]e'mjem skupa T jednaka O, ma da mu je kardinalni · broj 
isti kolik. je i kardinalni broj čitavog linearnog kontinuuma. . 

T e or e m 6.7.1. Cijeli prostor ima isti karainalni broj kao triad
ski skup T. 

To je rezultat koji zvuči još paradoksalnije nego rezultat da pro
stor ima isto toliko točaka koliko ih ima ma koji segment na brojnđih 
pravcu. Međutim, ako i postoji obostrano jednoznačno preslikavanje 
između točaka pravca i točaka prostora, to preslikavanje nije, niti 
može biti, obostrano neprekidno. Uopće, za dva različita prirodna 
broja m i n prostori Cm i Cn, ma da imaju jednako mnogo točaka 
(Cantor) naime njih C; ne mogu se dovesti u obQstrano jednoznačno i 
obostrano neprekidno preslikavanje, kao što je to Br o uw er dokazao· 
1911 godine. Time je ipak uspostavljen onaj sklad što ga imamo u 
vidu, kad govorimo o prostorima raznih dimenzija,, a koji su, što se 
tiče pitanja broja točaka, svi međusobno istovjetni. 

§ 6.8. Transcendentni brojevi. 

§ 6.8.1. Egzistencija transcendentnih brojeva . 
• 

T e or e m 6 8.1.1. Svaki interval (a, b)c realnih brojeva - pa: 
ma kako bio kratak - sadrži kontinuum mnogo t. j_ e transcendentnih 
brojeva. 

Uistinu, označimo li 'sa A skup svih algebarskih brojeva u (a, b), 
a sa B skup svih transcendentnih brojeva u (a, b), tada je 

(a b)c = A V B, A (\ B =v; odatle 

k (a, b)c = k-A+ kB . 
• 

No, k(a, b)c = e (gl lema 6.4.1), kA= ~o (§ 6.3.4 tačka 4), pa je 
dakle e= k B+ ~o; odatle k B = e -·~o; zato je, prema teoremu 6.3.2.1 
kB ili prirodan broj, što nije, i'i sam minuend e. Dakle je uistinu kB= e. 

§ 6.8.2. Liouville-ovi transcendentni brojevi. 

Evo kako možemo konstruirati __ kontinuum mnogo transcendentnih 
brojeva. 

Dodij elimo 

(6.8.2.1) • 

' ' 

skupa {0, lh (N) broj; 
= 
~ 1~n!' gdje je n!= 1·2·3· ... · n 

n= l 

preslika t će se time skup {0, 1 h (N) na jedan dio segmenta [O, l) i, 
izuzev one nizove th, a2, ... u kojima ima tek konačno mnogo jedinica,. 
pripadni broj (6~8.2.1) bit će ne algebarski nego transcendentan .. 
Liouville je naime 1851. dokazao ovo: · • 

Ako je ~ aigebarski broj stepena n t. j. ako ~ zadovoljava alge
barsku jednakost sa cijelim koeficijentima i to stepena n, 
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dok ne •zadovoljava niiednu algebarsku jednakost stepena <n i s cije
lim koeficijentima, onda nejednakost 

(6.8 2.2) 

ima tek konačno mnogo rješenja u cijelim brojevima p i q. 
Konstrukcijom brojeva ; sa svojstvom, da ima neizmjerno mnogo . 

• 

različitih racionalnih broj~va P koji zadovoljavaju (6.8.2.2) . q 

svaki n, doka1'1ao je L i o u v i ll e egzistenciju transcendentnih 
Dokažimo na osnovu L i o u v i ll e o v· a teoxema ovu: 

L e m u 6.8.2.1. Čim u nizu 

a1, a2, • • . , (an O ili l) 

' . 
i to za 

brojeva. 

ima beskonačno mnogo jedinica, broj (6.8.2.1) je transcendentan. 

Stvarno, stavimo: 

+ ak ) ( ak+I . 
• • • lQk! + lO'k+li! + .. .) = 

ak+z + -Q--;~k-;-+;:'-I~J ";.;( k'-c+cc2)c-- + • • • 
Tu je 

Qk lQkl. 

' 
• P k l . 1 No, an o ili l, • zato ;- + + ... pa Je < qk+I q~k+J).(k+2) Qk ,k 

l = (suma geom. reda) = --,--;-';e--, a to je očito< 
qž+1-·l 

l 
· k ; dakle za k= 
qk 

= l, 2 , . • . n imamo : 

(6.8.2.3) 

Pk a110k1- 1+a2JOk1- 21 + ••• +a~<-dOkl-(k-m+ak •. 

Kad bi broj s bio algebarski, 

je k > n+ l, tada je 
1 

< 
1 

Q~ qk+I 

n + 3, .... dati nejednakost 

(6.8.2.4) s- Pk 

v. • 

oznac1mo sa n ~Jegqv stepen; ako· 

, pa će relacija (6.8.2.3) za k= n + 2. 
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za 1}eizmjerno mnogo brojeva Tlk , što po Liouville-ovom teoremu 
Qk 

znači da ~ nije stepena n, protivno pretpostavci. Dakle je ~ transcen
·dentan. 

• 

§ 6.9. Z A D A C·l. 

§ 6.9.1. Dokazati direktno da je svaki od skupova l- 9 u § 6.3.3.4 
prebroji v. 

• 

§ 6.9.2. Dokazati direktno da svaki interval realnih brojeva sadrži 
kontinuum mnogo (e) transc~ndentnih brojeva. • 

. . l 

§ 6.9.3. Dokazati da se Euklidov prostor .. Cn od n. dimenzija 
{n= l, 2, 3, · ... ) može obostrano jednoznačno preslikati na skup 
transcendentnih brojeva sadržitnih u triadskom skupu T iz § 6.7. 

· § 6.9.4. Svaki skup disjunktnih intervala je konačan ili prebroji v .. 
• 

§ 6.9.5. Svaka množina disjunktnih kugala je konačna ili prebrojiva. 
§ 6.9.6. Skup svih neprekidnih realnih funkcija s jednim ili više 

Tealnih argumenata ima potenciju kontinuuma. - . ' 

§ 6.9.7. Množina svih nizova. racionalnih brojeva (koji· konvergi
raju Prema O) ima isti kardinalni brojkao i množina svih realnih nizova 
- naime potenciju e čitavog linearnog kontinuuma. 

Dokaži, da za svaki a) realni. ili b) kompleksni broj x ima e raz
ličitih nizova a) racionalnih, b) kompleksnih brojeva koji konvergiraju 
prema x. 'l EL<' t ... ~ k ~o< •

7 
tl'-= z lli< :(z IC) lt- >, Ji ..lt ; _. z"'-=- u« 

§ 6.9.8. Dokaži da je 2k = kk 'za svaki transfinitni broj k; opće
nito, ako je 2 < a < •k, onda je ak = kk za svaki transfinitni broj k. 

§ 6.9.9. Totalnom indukcijom definiraj sumu proizvoljnih .dvaju 
'prirodnih brojeva, pa dokaži da za zbrajanje važi a) zakon komutacpe, 
b) zakon asocijacije. ' . · 

· § 6.9.10. lnduktivno defini raj produkt prirodnih brojeva ovako: 
m · l = m, m · (n + l) = mn +.m i dokaži, da za množenje važi zakon. 
komutacije, asocijacije te distribucije. 

§ 6.9.11. Obrazuj obostrano jednoznačno preslikavanje jedinične 
kocke na : a) skup pravih razlomaka, b) skup realnih brojeva. 

§ 6.9.12. Dokaži, da skup realnih bn)jevaj koji se u decimalnom 
brojnom sistemu mogu prikazati i bez znamenaka 5 i 6, ima kardinalni 
broj e. Opiši, kako zorno možemo dobiti taj skup izbacujući iz linear-
nog kontinuuma pojedine komade. -

§ 6.9.13. Preslikaj obostrano jednoznačno zadani kvadrat u zadanu , . 

kocku. 
§ 6.9:'14. (Prirodne diferencije prirodnih brojeva). Svaki se prirodni 

.broj n može, i to na neizmjerno mnogo načina, ·prikazati kao diferen-
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cii a prirodnih brojeva .q- TJ, pri čemu je TJ < q, Obrnuto, ako su TJ i 
q prirodni . brojevi i k tome P < q onda je q- TJ potpuno određen 

prirodan broj. Dosad smo definirali jedna:kost, poredaj, sumu, produkt 
i diferenciju među prirodnim brojevima. Prikažemo li prirodne brojeve 
na· taj novi način t. j. kao. diferencije prirodnih brojeva pri čemu je 
suptrahend manji od minuenda (prirodne diferencije prirodnih brojeva), 
onda se i pomenute relacije i operacije mogu lako izraziti na novom 
jeziku. ·Dokaži da za prirodne diferencije važi ovo: 

l. (j e d'n a k o s t) : A ko je a- b = e- d, onda je a + d = e+ b; i 
·obrnuto; 

• 

II. (Poredaj): Ako je a-b>c~-d, onda je a+d>c+b;' i 
·obrnuto; -

lli. (S u m a): (a- b)+ (e- d)= (a+ e)- (b+ d); 

IV. (Produkt): (a-b)· (c-d)= (ac+bd)-(ad+bc)'; 

V. (Di fer e n e i j a): Ako su a, b, e, d prirodni brojevi te a> b, 
.e> d i k tome a-b> c-d, onda je i (a-b)-(c-. d) prirodan broj 
i to prirodna diferencija (a+ d)- (b+ e). ·· · 

Pr i mj e d b a. Važno je i korisno da uočimo, da je suma dviju prirodnih dife
Tencii a opet jedna prirodna 'diferencija. Isto važi i za produkt (grupovnost sabiranja 
Qdn. množenja u skupu svih prirodnih diferencija prirodnih brojeva). 



GLAVA TRECA 

DJELIMICNO UREĐENI SKUPOVI.. UREĐENI SKUPOVI. 
' 

DOBRO UREĐENI SKUPOVI. ORDINALNI BROJEVI. 

Pojam uređenja je od osnovne važnosti. U ovoj ćemo se glavi 
upoznati sa skupovima u kojima je uveden poredak, pa- ćemo polazeći . . - .. 
od takovih skupova doći do rednih (ordinalnih) brojeva na sličan način 
kako smo polazeći od proizvoljnjjh skupova došli do kardinalnih brojeva. 

' 

Slično kao što smo imali konačne i beskonačne kardinalne brojeve 
imat ćemo sada konačne i beskonačne ordinalne brojeve. Baš pojima
nje transfinitnih ordinalnih brojeva-- spada među najljepša poglavlja 
teorije skupova. I sa druge strane vidjet ćemo jedno proširivanje 
broja, koji nije niti ordinalni niti kardinalni . broj: radi se o t. z v. 
tipovima poređaja djelomično uređenih skupova. 

§ 7. RELACIJA EKVIVALENCIJE (JEDNAKOSTI) MEQU 
ELEMENTIMA SKUPA. 1

> 

§ 7.1. Relacija ekvivalencije. Ako nam je zadan izvjestan skup S, onda 
se među prvim pitanjima postavlja ovo:_ može li se za pojedina dva 
elementa x, Y, skupa S reći da su "ekvivalentna", "ravnopravna", 
"jednaka" ili "neekvivalentna", "neravnopravna", "nejednaka"; simbolički 

x = y odnosno x non= y. 

Pritom. naravno, zahtjevamo_ da relacija ekvivalencije (jednakosti) 
= bude: 

a) povratna (refleksivna) t. j. 

(7.1.1) x~x za svaki xES. 

b) obrtna (simetrična) : 

(7.1.2) ako je x, yE S i x~y, onda je y=.x; 

e) prelazna (tranzitivna): Ako je x, y, z E S _ te 

(7.1.3) ako je x = y, y =z onda je x = z2l 

lj O relacijama ekvivalencije v. naročito knjigu P. D u br e i I [l]. 
2) Ili kraće: iz x = y =z, slijedi x =z. 
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# 

D ef i n i e i j a. 7.1.1. Relacija ekvivalencije u skupu S jest svaka 
binarna relacija u S. koja je povratna, obrtna i prelazna. Drugim rije
-čima, veli se da je među elementima skupa S definirana relacija jedna
kosti ili ekvivalencije=- ako za svaki x E S i svaki yE S možemo 
reći, da li je x ekvivalentno sa~y, ili x nije ekvivalerrt:!}o sa y, odnosno 
simbolički da li je 

(7.1.4) x=y, ili je xnon=y . 
• 

Pritom se nadalje zahtijeva_,f da relacija = bude refleksivna, 
simetrična i tranzitivna, t. j. da zadovoljava uslove (7.1.1), (7.1.2), (7.1.3). 

To je opća gefinicija relacije ekvivalencije, jednakosti (kongruen
-cije, sličnosti i 't. d.). Relacija ekvivalencije može biti vrlo raznovrsna 
kao što ćemo se još uvjeriti. 

Relacije ekvivalentnosti možemo razlikovati jedne od drugih po
moću indeksa ili pomoću raznih drugih dodataka. Tako se na pr . 

• 

sa =1. =5 mogu označiti dvije relacije ekvivalentnosti. 
" 

P r i m j e d b a: Izreke 
• 

. x = y, 1 x non = y 
• 

međusobno se isključuju i baš zato što je odnos· x non= y negacija 
<>dnosa x = y, vazda- je ispunjen jedan od odnosa (7.1 4) J 

Pr i m i er 7.1.1. Neka ·je n ma koji prirodan broj; ako za x, yE N 
• 

oznaka 
• 

x == y, (mod n) (č_itaj: x kongrenent~ y modplb n) 
-

·stoji mjesto činjenice, da je broj x-y djeljiv .sa n, onda se time dobije 
relacija ekvivalencije u skupu N prirodnih brojeva, pa svi međusobno -- . 
ekvivalentni prirodni brojevi obrazuju aritmetičku progresiju sa dife-
rencijom n. . ' 

Napišemo li beskonačne nizove: 

Nn-(n-1)={1, I+n, 1+2·n, ... }. 

Nn-(n-2)={2, 2+n, 2+2·n, ... } 

Nn-(n-3)={3, 3-t n, 3+2· n, ... } 
o • • o • o • • • • • • • o • • • • • • • o • • • • 

o • • • • o • • • • • • • • •, • • • • • • • • o • • 

• 

Nn-'1 

N n 
= {n - l, 2 n- l, 3 n -, l, . . . } 

= {n, 2n, 3n, .... } 

<lobivamo time n aritmetičkih nizova; ma koja dva elementa istog sku-. . 
pa, međusobno su u odnosu modulo n, dok naprot1v ni jedan element 

. " -
jednog od gornjih n skupova nije kongruentan modulo n ni s jednim 

• 
članom drugog skupa. 



• 
§ 7.1-§ 7.2.2 

•' ' ' ,. 

Pr i m j er 7.1.2. Ako je M ·ma kakva množina skupova, pa ako 
za dva skupa a E M i b E M pišemo a ~ b onda i samo onda, ·ako . . 
je ka - kb t. j. ako se čitav. skup a može obostrano jednoznačno pre
slikati na čitav skup b, dobivena relacija ~ jest jedna relacija ekvi-
valencije u množin1 M (isp. § 3.1). . · 

Pr i m j er 7.1.3. Pođimo od skupa e svih realnih brojeva pa za 
a E e, b E e naznačimo sa a e b činjenicu, da je br_oj a- b raciona-

, 
lan; dobivena relacija e jest jedna r~lacija ekvivalencije u skupu svih 

. - . 
realnih brojeva. · 

§ 7.2. Ekvivalentni elementi skupa S i raspodjela skupa S u 
razrede. 

§_7.2.1. Ako1 imamo bilo kakav rastav skupa S u množinu M dis
junktnih dijelova skupa S, pa ako za x, y E S stavimo 

. x=y 
• 

onda i samo onda, ako x i y pripadaju jedQom te istom elementu mno-
žine M, (a inače x =l= y), dobit će.mo, kao što se odmah vidi, određenu 
relaciju ekvivalentnosti u skupu S. Elementi množine M jesu. najopse-, 
žniji dijelovi skupa S sastl;tvlieni od. među'sobno ekvivalentnih eleme-
nata iz S. ' ' . 

. 

§ 7.2.2. Obratno, svaka relacija ekvivalentnosti u S proizvodi 
posve određeno rastavljanje skupa S u . sistem disjunktnih skupova,. 
od kojih je svaki najširi dio skupa S sastavljen od sve samih ekviva-

• 

lentnih elemenata skupa S. · 
• 

Nazovimo klasom (razredom) skupa S modulo = svaki najveći 
dio skupa S u kojemu su sve sami ekvivalentni ("jednaki") elementi (s. 
obzirom na relaciju =), onda vidimo, da za .-.: E S skup . 

(7.2.2.1) e (x) 

svih y E S za koje je x = y čini jednu klasu s obzirom na datu rela
ciju =. Obrnuto, ako je e ma koja klasa, tada iz .X E e, proizlazii 
e= e (x). Zato su dvije klase 1

) vazda bez zajedničkih elemenata. . . 

Skup· svih klasa skupa S modulo = označuje se u obliku razlomka 
ovako: 

• 

(7.2.2.2.) . 
. s . 

S . 'l' r= 11-= 
i zove se kvocijent skupa S i relaciie ekvivalentnosti =. 

Tako na pr. 
irvi obrazuju pO 
iz primjera 7.1.1. 

svi neparni prirodni brojevi 
jedan razred s obzirom na 

. . 

1) Misli se na dvije klase koie se ne podudaraju, 

i svi parni prirorlni bro
kongruentnost modulo 2: 
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Ako u skupu D cijelih ·brojeva relacija 
.1 x Y, (mod. 5) odn. x-5 y 

važi onda i samo onda, ako je cijeli broj 
čitav skup D raspada u 5 razreda modulo 
aritmetički dvoniz; u tom je slučaju: 

x--,-- y djeljiv sa 5. tada se
S, a svaki razred obrazuje 

.. 
' 

• . !!._ = {5 D, 5 D+ l, 5 D+ 2, 5 D+ 3, 5 D+ 4} . 
_. -5 

• • 

§ 7.3. Definicija cijelih racionalnih brojeva kao primjer za relaciju 
ekvivalencije. 1) 

§ 7.3.1. Promatrajmo množinu N X N svih uređenih pari prirodnih 
brojeva, t. j. skup svih jednoznačnih preslikavanja t dvočlanog skupa 
{l, 2} na skup N svih prirodnih brojeva. S obzirom na to, da skup 
N >< N kanimo proglasiti skupom cijelih racionalnih brojeva, zgodno je 
da opći element t E N X N označimo ne sa (f (l), f (2)) kao što smo to 
obično dosad .radili nego da pomiš]jamo, da je t oblika "diferencije'" . 
(7.3.1.1) f(l)-t(2) ili f(l)-f(2); 

tada će nam~ definicije: jednakosti. uređenja i računskih operacija u 
N X N izgledati manje izvještačene. 2) Zato generički možemo proizvo
ljan elemenat iz NXN označiti sa d (s raznim privjescima, dodacima itd)~ 

. 
§ 7.3.2. Deiiniciii' jednakosti cijelih brojeva. Kažemo li za diferen-

cije d, d' E N X N da je d jednak d', simbolički: 
(7.3.2.1) d = d' 

• 
1) § 1.3 neka čita onaj ·kojega interesira definicija cijelih brojeva pomoću pri, 

rodnih brojeva. 

'l Ako su naime m i n dva prirodna broja te ako je 
m> ·n 

onda je i m- n potpuno određen prirodan broj. Kad pritom m i n prolaze svim .pri
rodnim brojevima, prolazi i m- n svim prirodnim brojevima, tako da svBki prirodni 
bro.i možemo prikazati u obliku diferencije dvaju prirodnih brojeva, kod kojih je mi-
nuend veći od suptrahenda. . . 

To specijalno predočenje prirodnih brojeva u vidu "prirodnih diferencija pri
rodnih brojeva" ima, kao odraz računanja s prirodnim brojevima, za posljedicu odre
đeno računanje sa prirodnim diferencijama lisp. zad. 6.9.14). 

Tako dobiven račun sa prirodnim· diferencijama prirodnih brojeva (minuend veći 
od suptrahehda) može se bez daljnjega prenijeti na formalne diferencije m - n, 
(m, 11 e N) koje smo u 7.3.1.1 označili sa m- n ili (m- n), kad one UO!'će i ne za
dovoljavaju ograničenju m > n. 

Zato smo i izabrali gornji način (7 .. 3.J.l) za prikazivanje na lih elemenata iz N2. 
pa nam na pr. definicija (7.3.2.1) izgleda vrlo prirodnom, jer je djelimično možemo i 
dokazati, naime u slučaju kad je m > n (naprotiv, za m < n ne možemo je dokazati, 
jer dok nemamo izgrađenu teoriju cijelih !:]rojeva, oznaka m- n za m < n nema 
odredena značenja). · · · 
. Ta pojava, da se neki znakovi, dobiveni uz izvjesna ograničenja, protegnu i na 
slučaj kad ta ograničenja ukinemo, vrlo je česta u matematici i naziva se lfankelo
vim principa m permanenĆije matematičkih zakona; taj je princip izraz čovjekova na
stoian.ia za· potpunošću. KasniJe ćemo se upoznati i sa drugim oblicima toga nastojanja 
(princip neograničenog izvođenja računskih operacija, dijalektička jedinstvo operacije 
i ni enog obrata prema kojem se na pr. oduzimanje svodi na zbrajanje i t. d.). · 



'lu"n"da""i 's!uno ol1<Ja, ako je d (l) + d'(2) = 1'(1) + d(2), lako razabiremo, 
da· je tako uvedena· relacija = jedna relacija jednakosti (·· kvivalencije) 
.u skupu N2

• Jer, kako su d(l), d(2), d'( l), d'(2) prirodni brojevi, također 
:su i d(l) + d'(2), d'(l), + d(2) dva prirodna broja pa je dakle 

ili d(l) + d'(2) = d'( l)+ d(2) dakle i d = d' 

ili d( l) + d'(2) =l= d' (l) + d(2) dakle i d =l= d'. 
' 

Zadovoljimo se da dokažemo, da je relacija tranzitivna, t. j. 

·da iz 

{7.3.2.2) 

. {7.3.2.3) 

d= d'= d" 

d = d" • 

izlazi 

' 

No, prema definiciji (7.3.2.1), relacije (7.3.2.2) znače, da je 

d(l) + d'(2) = d'(l) + il(2) 
• 

d'(l) + d"(2) = d"(l) + d'(2). 

iz te dvije· jednakosti među prirodnim brojevima dobivamo sabi
-ranjem ponovno jednakost među prirodnim brojevima i· izlazi:· 

(d(l) + d'(2)) + (d'(l) + d"{2)) = (d'(l) + d(2)) +(d"(!)+ d'(2)). '. 
-·:~' • 

Kako su tu i na lijevoj i na desnoj strani prirodni brojevi, · . - . ~ 

možemo na osnovu asocijacije i komutacije gornjll jednakost napisati 
i ovako: . · · . . -' ~~ 

(d( l)+ d"(2)) + (d'(l)·+ d'(2)) =·(d"(l) + d(2)) + (d'(l) + d'(2) ). 
' . 

Odatle, na osnovu zakona monotonije ·(v. teor. 5.5 3.1) izlazi 
jednakost· · 

'd(!)+ d"(2) = d"(l) + d(2), što po definiciji (7.3.2.1) znači isto što 
i tražena relacija d = d". 

§ 7.3:3. Cijeli brojevi O, + l, --;-1, + 2, -2 i t. d. 
Specijalno je 

' ' lj (' . + ' ' + ) n-n =n -n Jer Je n n = n n 
(7.3.3.1) (n+ k)- n= (n'+ k)- n' (jer je (n+ k)+ n'= (n'+k)+n) 

' 
n-(n+k)=n'-(n'+k) (jer je n+(n'+k)=n'+(n+k) 

-pa znači li. k, n, n', ma koje prirodne brojeve. Zato je prirodno da se 
svi uređeni parovi 

n~n (nE. N) t. j. "konstante" E NX N 
<>znače. jednim te istim simbolom i nazovu jednim te ·istim imenom; 
s"tvarno, n-n se naziva nulom i · to nulom kao cijelim brojem, a ' . . 
označuje se sa O dakle 
(7.3.3.2) • O=n-n, (nEN); 

1) T. J. sva ,.konstan_tna preslikavania'• skupa {l, 2} na N međusobno su 
jednaka. 
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i:ime hoćemo istaknuti, da nećemo praviti nikakve razlike između 
nule kao kardinalna broja pusta skupa i nule kao cijela broja t. j. 
između liv i proizvoljna d E N X N za koji je d( l) = d(2). 

lz istog razloga, za ma koji prirodni broj k, bezbroj uređenih 

_parova 
(n+ k)- n, (nE N) 

za koje nije važan broj n nego broj k, zvat ćemo cijelim brojem k i 
Dznačivati sa'+ k ili naprosto k, dakle 

(7.33.3) · +k=((n+k)-n), (nE.N) 

čime stavljamo do znanja, da ćemo poistovjetiti prirodni broj k sa 
·cijelim brojem (n+k)-=-- n t. i. sa svakim jednoznačnim preslika vanjem 
d skupa {l, 2} na skup N, ako je samo prirodan broj d (l) za k veći 
od prirodna broja d(2). 

Uređen par 

n- (n+ k) nije jednak niti O niti ikojem pnrodnom broju 

(m+h)-m, jer kad bi bilo na pr. 

n- (n+ k)= (m+h)-m, onda bi to po definiciji (7.3.2.1) značilo 

da je 
n+m = (m+h)+(n+k), 

što je nemoguće; jer su n, m, h i k prirodni brojevi. 
U zavisnosti od k, označuje se cijeli broj 

(7.3.3.4) n-(n+k) sa -k dakle ~k'-- (n-(n+k)), (n, kE. N), 
iako da, za ma koji prirodni broj k, cijeli broj -k označuje svaki 
uređeni par prirodnih brojeva kod kojih je drugi član za k veti od 

• 

prvog člana. ' 
Na taj način, svi elementi skupa cijelih brojeva glase 

(7.3.3.5) O, l, -l, + 2, -2, + 3, -3, .... ; 

u smislu definicije jedn.akosti (7.3.2.1) svi su ti brojevi međusobno 
različiti. 

§ 7.3.4. Definicija sume i produkta ·cijelih brojeva. 

Rukovođeni formulama 
(7.3.4.1) (m- n)+ (m'- n') = (m+ m') - (n+ n') 

(7.3.4.2) (m-n)· (m'-n') = (mm'+nn')- (mn' +m'n) 
. -

koje možemo lako dokazati, ako su m, n, m', n' prirodni brojevi za 
koje je · ' 

(7 .. 3.4.3) m> n, m'> n', 

definiramo sumu i produkt cijelih brojeva pomoću obrazaca (7.3.4.1), 
{7.3.4.2) ne brineći se sada za uslove (7,3.4.3). 

KUREPA: Toorija,sk~p .... ova -6 
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~- -.- . 
' Drugim riječima, 

pod sumom d+ d' te produktom dd' dvaju elemenata d, d' iz N2 razu
mijevamo onaj elemenat iz N2 za koji je: 

(7 3A.4) (d+ d') (l) =d (l) +-d' (1), (d+ d') (2) =d (2) +d' (2): odnosno 

(7.3.4.5) (dd') (l) = d (l) d'( l) + d (2) d'(2), (dd') (2) = d (l) d'(2) + 
> +d'(l)d(2). • L 1 

' Dokažimo na osnovu toga da· je na pr. - 2 · - 3 = + 6. 

Ustvari, -2 · -3 =(oo definiciji brojeva -2 i -3) = (m- (m+ 2)} · 
·(n- (n +3)) = (po definiciji (7,3.4.2)) = (mn+ (m+2) (n+3))- ((m+2) ·n 
+m (n+3)) = ((mn+ mn+ 2n +3m + 6)- (mn+ 2-n+ mn+3m)) = 
= ( '>tavljajući l= 2mn + 2n + 3m) =. ((l+ 6) _:_z) = (po definiciji (7.3.3.3) = 
=+ 6. 

·Ukratko, cijeli . racionalni brojevi jesu članovi skupa N X N 
uređenih pari (7.3.1.1) prirodnih brojeva za koje je uvedeno:"' 

a) izjednačivanje i razlikovanje po propisu (7.3.2.1) . 
b) sumiranje po. propisu (7.3 4 I) 
e) množenje po propisu (7.3 4.2) 

§. 7.3.5. Gr'upni karakter skupa -D. ' . 
Označimo li sa 

(7.3.5.1) D (početno slovo od diierencija)1
J 

skup svih cijelih brojeva, onda se lako dokaže 

T e or e m 7.3.5.1 S obzirom na operaciju sabiranja koja je defi
nirana obrascem (7.3.4.1); skup D svih cijelih brojeva je jedna grupa. 

To znači: · 
l) Važi svojstvo grupovnosti t. j. operacija+ 

izvediva u D, dakle iz x, yE D slijedi x +yE D 

2) Važi as.ociiativni ·zakon: 

• •• Je neogramceno 

(7.3.5.2) x + (y +z) = (x + y) +z, (x, y, z E D) 

3) Egzistira neutralan element t. zv. O (nula) u D sa svojstvom: 

(7.3.5.3) O + x = x, (x E D); 

4) Egzistira suprotni element za svaki x E D t. j. postoji jedan 
jedini član u D, t. zv. suprotni element elementa x, simbolički 

(7.3.5.4) 

za koji je 

(7.3.5.5) 
. 

-X 
\ 

(-x)+x=O. 
1) Time hoćemo potsjetiti da elementi skupa D imaju izvjesnu vezu sa di!e

rencijama. 

• 
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Dokažimo baš svojstvo 4). 
Najprije, suprotni broj - x broi.a l' E D egzistira i jednak je 

(7.3.5.6) (-x) (l) . x (2), (-x)(2) . x (1) · 

Stvarno, suma (-x + K) prevodi l u (-x)(I) + x (t) t. j. (prema 
7.3.5.6) u x(2) + x(l). Dakle.: 

(- x + x) (l) = x(2) + x(l) 
• 

Analogno (-x + x) (2) = x(l) +x(2). 
' 

To znači da je -x + x konstantno preslikavanje skupa {1, 2} na 
N, što po definiciji broja O znači da je - x + x = O. 

Dokažimo još jednoznačnost prelaza od x na -x. Drugim riječima 
treba dokazati da za x, y, z E D iz 

' 

(7.3.5.7) 

y+x=O 
Z+ X= 0 t. j . 

. jz y+x=z+x .slijedi 

(7.3.5.8) .v = z. 
No, po definiciji (7.321), znači relacija (7.3.5. 7) isto što i relacija: 

• 

(y + x) (l).+ (z+ x) (2) = (z+ x) (l)+ (y + x) (2). 

Odatle, po definiciji sume (v. (7.3.4.4)) izlazi: 
. l 

(7.3.5.9) (y (l) + X (l) t+ ((z (2) +X (2)) = (z (l)+ X (J))+ (y (2) +X (2) ). 

No u toj jednakosti dolaze sve sami prirodni brojevi. Specijalno, 
vidimo,· da na obje strane· dolaze prirodni brojevi x (l) i x (2); te ćemo 
brojeve moĆi dokinuti, čime će izaći tražena jednakost y = z. · Služeći 
se naime pricipom asocijacije i komutacije za sabiranje, izvodimo iz 

• 
(7.3.5.9) po redu: 

·· [(y(l) + x(l)) + z(2)] + x(2) =[(z (l)+ x(l)) + y(2)] + x(2) 

[(y (l)+ z(2)) + x(l)] + x (2) = [(z(l) + y (2)) + x (I)]+ x(2) 

(.v(l)-+ z(2)) + (x(J) + x(2)) = (z(l) + y(2)) + (x(l) + x(2)). 

· Iz te jednakosti među prirodnim brojevima izlazi po Z'akonu mo
notonije za sabiranje prirodnih brojeva (teorem 5.5.3.1) jednakost 

. y ( 1) + z (2) = z (l) + y (2) 
koja po definiciji (7.3.2.1) ·znači traženu jednakost y = z cijelih bro
jeva y i z. 

Time je jednoznačnost funkcije - x u D dokazana. 

§ 7.3.6. Oduzimanje. 

Kad je jednom dokazana egzistencija suprotnih brojeva, onda je 
lako definirati oduzimanje cijelih br_ojeva: za ma koja dva cijela broja . . 

x i y diferencija x-y definira se kao suma x + (-y). 



"- - ... 
§ 7.3.6-§ & 

Tako na pr. oduzeti broj -2 znači ·isto što i doc[ati suprotni broj 
-(--2) dakle 2. 

' Pr i m i e d b a 7 .3.6. t. Neka si čitalac živo .. predoči- skup N pri-
'fOdnih brojeva i skup D cijelih brojeva pa neka si l'biasni razlog zašto 
se u N oduzimanje brojeva ne može svesti na zbrajanje, dok je, na
protiv, to moguće u D. 

§ 7.4. Z A D AC I. 

§ 7.4.1. Promatraj skup od prvih 100 prirodnih brojeva pa odredi 
razrede kongruencije modula 5. Koliko elemenata ima svaki 
razred? 

§ 7.4.2. Odredi kvocijent D/=7 skupa D cijelih brojeva i kongruentno-
'sti modulo. 7. · 

§ 7.4.3. Ako za dva realna hroia x, y relacija :>: Q y znači da je razlika 
x ~ y dje\iiva sa 2 :n:, dokaži da je {.l jedna ekvivalencija i odre
di kvocijent e/f! (e je skup realnih brojeva). Uvjeri se, da 
namotavanjem brojevnog pravca na kružnicu radiusa l, svaki 
razred rE: e;Q pada u posve određenu točku kružnice . 

• 

§ 7.4.4. Namotaj brojevan pravac na pravilan a) 3-kut, b) 4-kut, e) n-kut, 
pa prpmatraj množinu svih skupova koji tako padnu na poje
dinu točku promatranog lika; da li je ta množina kvocijent , 
skupa e i koje relacije ravnopravnosti? 

' 
§ 7.4.5. Shvati· pramen pravaca ravnine e2 kao kvocijent skup.a C2 i 

(!'tl ređene relacije ~; odredi ovu 
. 

§ 7.4.6. Promatraj skup P svih pravaca prostora i u niewu binarnu 
relaciju ll koja iskazuje, da je jedan pravac paralelan sa dru
gim; da li je ll relacija ekvivalencije? Čemu su jednaki poje-

• 
dini. razredi ? 

§ 8. UREĐAJNE RELA CIJE I DJELIMICNO UREĐENI SKUPOVI 
• • • 

Znc mo za osnovnu binarnu relaciju ~ među skupovima; ona je 
povratna i prelazna, što znači da je: 

' 

A ,'f;. A, 
iz A ,~ B C e slijedi A <: e 

ma za kakve skupove A, B, e. 
Binarnu relaciju < nazvat ćemo uređajnom u skupu S, ako je 

ona u skupu S · 
povratna (t i a< a za svaki~a E S) i 
prelazna (t. j. iz a, b e E S te iz a<: b, b'.< e slijedi a<: e). 
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. 

Pojedine uređajne relacije možemo razlikovati jedne od druge 
raznim dodacima; tako na pr. relacije -<:, <·: <' i t. d. mogu ozna
čavati različite uređajne relacije. · 

§ 8.1. Deilniciia djelimično uređenih skupova. Pod djelimično uređen;m _ 
skupom (ili kraće pod uređenim skupom) razumijevamo svaku uređenu 
trojku 
(8.1.1) (S ; = ; <;:) 1

) 

sastavljenu od izvjesnog. skupa S, izvjesne. relacije ekvivalentnosti = 
u S i izvjesne uređajne relacije < u S; pritom ima biti zadovoljen 

• ovaJ 
uslov djelimične simetrije relacije <: Za ekvivalentne elemente 

skupa S relacija < je simetrična. 
Drugim riječima, uređena trojka 

(S; =; <;:) 

sastavljena od izvjesnog skupa S, te binarnih relacija 

(8.1.2) 

jest djelimično uređen skup (ili kraće: uređen skup) onda i samo onda, 
ako se za svaki a, b E S može reći da li je a= b ili nije a= b (čitaj: 
da li je a ekvivalentno sa b ili a nije =b) te da li je a< b ili nije a< b 

• 
(čitaj: da li je a manje ili jednako b, ili a nije manje ili jednako b), 

· Pritom relacije =, < ima da ispunjuju ove uslove: 

I. (Uslov refleksije). Obje relacije,= i < jesu povratne (refle-. . 

ks ivne) u S t. j. važi: • 

a= a , (a E S) 
a < a , (a E S); 

• 

lL (Uslov tranzitnosti). Obje relacije=, < jesu prelazne (tranzi-
, ' 

tivne u S): 
Ako je a, b, e E S, pa ako je a= b, b= e, onda je a= e; 2) 

isto tako, ako je a, b, e E S, pa ako je a< b, b< e, onda je 
/ 3) a --~ e. 

• 

III. (Uslov simetrije relacije=): ako je a= b, onda je i b=a 
' 

·IV. (Uslovljena (djelimična) simetrija relacije <J: ako je a, b E S, 
te ako je a = b; onda je i a< b i b < a. 

1) Sjeti se da se pod uređenom trojkom razumijeva svako preslikavanje t tro
člana skupa {l, 2, 3} ; ko•l nas~.ie t (l) = skup S, f (2) = relacija ~, a f (3) = relacija<· 
P erna definiciji binarnih relacija, stvar se svodi na to (v. § 2.5.7) da su t (2) l f (3} 
izvJe'sni dijelovi skupa S X s. 

-a~ e. 

2) To znači, da ne mora biti a= b= e; ali ako jest tako, mora· biti takoder a"' e 
B) To znači, da ne mora biti a< b< e; ali, ako jest t<;ko, mora biti također 
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' 
Takoder će se svaki uređen par 

(8.1.3) (S ; <() 

skupa S i izvjesne uređajne relacije < zvati djelimično uređenim sku
pom, pri čemu se podrazumijeva da se ra_di o uređenoj trojci 

(8.1.4) (S;=;<(); . 

tu = označuj~ relaciju identičnosti, pa a= b znači, tl a je a iden
tično sa b. 

· Mjesto, da se govori o djelimično (parcijaliw) uređenom skupu 
(S ; <() govorit će se o 1 djelimičnom uređenju skupa S re lacijom <; 
također se govori, da je skup S djelimično uređen pomoću relacije < . 

• 
§ 8.1.1. Obrnuto lli dualno uređenje od zadana uredenja< odn. (S,=,<). 

Operator * u eksponentu uređena skupa . 
• 

Ubuduće će relacije 
' 

{8.1.1.1) • ··a< b i b> a 

značiti jednu te istu stvar; oznaka b> a čita se b je veće ili jednako a. 
Tako uvedena binarna relacija > određena je relacijom < i zove 

se obrat ili dual relacije <. 
· Ako je relacija < uređajna u skupu S, uredajna je u skupu S i . - .. 
relacija"':;>. · 

To je jasno. Uostalom, dokažimo na pr. prelaznost relacije > t. J. 
• • 

da iz a :> b > e slijedi a> e. , • 

No, a> b, b> e znači po definiciji relacije >. isto što i b< a, 
e< b t. j. e < b < a, odakle, po svojstvu prelaznosti relacije <. izlazi 
e < a, a to baš i znači traženu relaciju a > e. ' -

DJelimično uređen skup / 

(S : = ;:>) 

u svojoj zavisnosti od 
(S ; = ; <) 

označuje se sa zvjezdicom u eksponentu t. j . 
• 

(8.1.1.2) . (S ; = ; <()* · naznačuje (S ; = ; :>) 

Prema tome, . 

((S ; = ; <()*)* = (S ; = ; <). 

• 

Ako je M skup uređen relacijom <. onda se pod M* razumijeva 
obrnuto uređenje skupa M t. j. uređenje poinoću :>- (čitanje s obrnute · 

. ' 

strane). · 

Pr i m j er 8.1.1.1. Svaka množina M skupova je uređena relaci
jom ~ ; obratno uređenje jest ono kad M uređujemo pomoću 2. 
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§ 8.2. Relacije jednakosti =, nejednakosti 
Ji< izvedene iz uređajne relacije -<:. 

<, > te 'neuporedliivostj 

Ako je: 

(8.2.1) x < y i y -<:.x t. j. ako je x < y < x, 
tada se kraće piše • 
(8.2.2) x = y i obrnuto. 1) 

-
Jasno je, da će nam 

Sistem 

(8.2.3) 

znači isto što i 
-(8.2.4) 

Ako nije 

(8.2.5) 

(8.2.6) 

Relacije 

(8.2. 7) 

x =l= y. značiti, da ne važi x = y. 

X< y, X =J= y Odn. Y):.. X, X =J= Y 

niti 

x < y odn. y > x. 

x <Y niti y < x, pisat 

x ll y odn. x l ;S y 

X < y. X = y, X ll",; y 
' 

' cemo 
• 

1zgovarat ćemo po redu ovako: 
s obzirom na relaciju <. x je manje od y odn, y veće 0d x; 

s obzirom na relaciju <. x ·je jednak y; 

s obzirom na r.elaciju <., x je neuporedljiv sa y. 

Naravno, da odmah razbiremo. što znači da je, s obzirom na rela
ciju <. elemenat x uporedliiv sa y; to znači da važi bar jedna od 
relacija x <. y, y <. x. Tako. na pr. s obzirom na relaciju ,~ skupovi 
{l, 2}, {2, 3} su neupore~. · . 

Ako je skup S uređen relacijom <. može on da sadrži i upore
d!jivih i neuporedljivih elemenata; često ćemo mjesto "uređen" govo
riti "djelimično (parcijalno) uređen" skup, da time bolje nagrasimo 
da skup S ne mora biti potpuno uređen t. j. bez neuporedljivih točaka. 
Kod potpuno neuređenih (anti-uređenih skupova) nema uporedljivih 
neekvivalentnih elemenata. Prema tome, .Posve· uređeni (često se 
kraće kaže: uređeni) skupovi i posve neuređeni skupovi su dva 
krajnja slučaja djelimično uređenih skupova. 

Pr i m i e r 8.2.1. Svaki skup množina je djelimično uređen skuo, . -

:s obzirom na relaciju,<:.. Specijalno ako je S proizvoljan skup, s}mp P(S) 
· svih X~ S (prazan skup uključivši) je djelimično uređen skup. 

- lj Relacija _ ne mora da se poduda·ra sa zadanom relaciiom ekvivalencije u S; 
inače i relacija = u (8.2,2) je ·određena relacija ekvivalentnosti u s. 
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Djelimično uređeni šk'upovi P(S) su od naročite važnosti. 

Pr i m i e r 8.2.2. Svaki skup kardinalnih _ brojeva je djelimično

uređen po veličini; skup prirodnih brojeva je pozyuno ·uređen po veli-
• 

čini. Pitanje, da li je svaki skup kardinalnih brojeva potpuno uređen 

t. j. pitanje, da li ima neuporedl.i'!vih kardinalnih brojeva obradit ćemo. 
kasnije (v. § 15.3). · 

. 

§ 8.3 Nekoliko elementarnih svojstava relacija <. >-. =, <. >,i ll • 

L e m a 8.3.1 Za ma koje elemente x, y, uređena skupa (S,=,<> 
bit će ili x < y ili x = y ili x > y ili x ll y; specijalno, ako je-
a=b, onda je a= b. · • 

Stvarno, ili je x<y ili nije x<y; isto tako ili je y<x ili 
nije y <x. · 

• Ako je x<y i k tome y<x, onda je x = y. 
ali nije y<x, onda je, po definiciji (8.2.4). Ako je 

l x> y; 
Ako nije x < y, ali jest y < x. onda je, po definiciji (8.2.4), 

y < X (>dn. X> y; ' 
Ako nije x < y, niti y < x, onda je po definiciji (8.2.6) x ll ""Y
Peta mogućnost ne postoji. · 

L e m a 8.3.2. Da bude x < y, nužno j e i dovoljno da bude ili x < y 
ili X= y. • 

Da bude x > y, nužnfY je i dovoljno da bude ili x > y ilt x = y. 
Dokaz je neposredan. 

Lema 8.3.3. Ako je x<y<z ili x'<y<z, onda je x<z . 
• 

Dokažimo prvi slučaj: ako je x<y<z, onda je x<z. No kako 
iz y <z·_ slijedi y <z, to će svakako biti x <.z. Kad ne bi bilo. 
x <z, bilo bi x = z dakle i z<. x; a ovo bi sa zadanom re!acijom 
x<.y · prwuklo z <;;:y, protivno pretpostavci y <z. Analogno se doka
zuje,· da iz x < y <.z slijedi x <z. 

' 
K or o l ar 8.3.1. Ako je x < y <z, onda je x <z; 

" " x= ~<z, 
" '' 

x <z·, 

" " X < Y = Z, , " " X < Z; 
Kraće: ako u x<. y <.z .znak <. ima bar jedanput značenje znaka_ 

· <. onda je x <z. 
Ukratko, prethodne rezultate možemo izreći kao: 
T e or e m 8.3.1 Binarne relacije <, =, > i ll isključuju se među-

sobno u djelomično uređenu skupu (S;=; <;;:); relacije <, = i> 
su_ prelazne, relacije =, ll su simetrične, a relacija = Je povratna. Iz 
lanca više relacija<. 

(8.3.1) 
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proizlazi 
(8.3.2) ili X1 = Xn ili X1 < Xn 

već prema tome, da li u (8.3.1) znak < znači svuda = ili znači < bar 
jedamput. Analogno, ako je 

(8.3.3) Y1? Y2? ... ? Yn, tada je 

(S.3.4) ili YI = Y2 ili Yl > Y2, 

već prema tome, da li u (8.3.3) znak> ima svuda značenje znaka = 

il-i bar jedamput iskazuje svojstvo > . 
• 

§ 8.4. Nekoliko primjera parcijalno uređenih skupova • 
• 

Pr i m j er 8.4.1. Pođimo od skupa N svih prirodnih brojeva il 
množine N2 svih uređenih parova (m, n), (m, n E N). 

Kažimo. da je (m, n)< (m', n'), onda i samo onda ako je 

(8.4. J) 

(8.4.2) 

(8.L3) 

(8.4.4) 

(8.4.5) 
(8.4.6) 

(8.4.7) 

. 
ili 

ili 

m+n'<m'+n 

mn'< m' n 
m+n<m' +n'· 

• 

m < m' ili . m = m' te n<n' 

n < n' ili n = n' te m < m' 

m<m', ·n<n' 

m' dj e ljiv sa m; 

U svakom od tih slučajeva (8.4.1) - (8.4.7) bit će množina N2C 
djelimično uređena, čak i potpuno uređena u svima slučajevima, osim 
u poslednja dva. Tako vidimo, kako jedna te ista množina - ovdje 
N2 

- može biti 11ređena (potpuno ili d~elirnično) na različite načine. 

P r i rn j e r 8.4.2. Skup riječi u jednom jeziku uređen je. skup, pa. 
se kao takav i zapisuje u rječnike i leksikone. Od dvije riječi A r B 
dolazi riječ A ispred riječi B onda i samo onda, ako čitajući u riječima 
po redu slova slijeva nadesno riječ A ima, na prvom mjestu na kojem 
se slova od A i B razlikuju,-jedno slovo koje u dotičnom alfabetu. 
dolazi ispred slova što ga na istom rednom mjestu ima riječ B. Tako· 
na pr. riječ uvojak dolazi iza riječi ujak, jer je u latinici slovo v iza 
slova j, dok je u ćirilici riječ uvojak ispred riječi ujak, jer je u ćirilici 

v ispred i. Taj način uređenja zove se alfabetski, leksikografski ili 
uređivanje po principu prve diferencije. 

Vidimo da poredak riječi zavisi od toga, kako su poređena slova 
• 

pomoću kojih su riječi napisane. Svi znamo da su glasovi u srpsko-
hrvatskom jeziku poredani na dva načina i to: 



-

§8.4 

{8.4.8) a, b, e, č, ć, d, dž, d, e, f, g, h, i, j, k, l, li, m, n, nj, o, P, r, , 
S, Š, t, U, V, Z, Ž. 

odnosno 
. 

{8.4.9) a, b, v. g, d. đ, e, .ž, z, i, j, k, l, lj, m, n, nj, o, p, r, s, t, ć, 

u, f, h, e, č, dž, š. ~ 

. Manje je poznat treći način uređivanja naših glasova, a kazuje 
relativnu učestalost pojedinog glasa u srpsko-hrvatskom jeziku·. On 
izgleda ovako (za ijekavsko narječte): 

·(8.4.10) e, a, i, o, j, s, n, u, d, v, t, m, r (kao suglasnik), k, p, l, g, 
b, š, z, č, ć, li, h, ž, ni, e, r (kao samoglasnik), đ, dž i f. 

1 
Prema tom fl, najčešći glas u srpskohrvatskom jeziku jest glas·· e, 

.a najrjeđi glas f (is p. T. M ar e t ić, Gramatika i stilistika hrvatskoga 
ili srpskoga književnog jezika, 2 .izd. Zagreb, str. 13 i 14). . . 

Ako promatramo skup S svih konačnih slogova prirodnih brojeva 
{ni, n2, .... nk), (k = l, 2, 3, ... , nk E N), pa ako za dva sloga 

stavimo 

{8.4.11) 

(al' a2, . . . . aa) 

(bl, b2, .... bp) 

onda i samo onda, ako je u nizu 

{8.4.12) l 

' 

. . ., 

• • o o 

prvi član koji je =!= O negativan 1), tad je skup S uređe.n. 

Na taj se način nižu i oznake pojedinih formula u ovoj knjizi; na 
pr. obrazac (5.2.2.2) dolazi ispred obrasca (8.2.4). 

' 

Ako pak za A, B E S kažemo da je 
{8.4.13) A.;;;;, B, 
onda i samo onda, ako _slog B počinje slogom A (kao što na primjer 
riječ udarnik počinje sa riječi udar), tada skup S neće biti potmino 
nego tek djelimično uređen. 

Pr i m j er 8.4.3. Skup N1 (R) svih nizova racionalnih brojeva 
lllQŽemo djelimično urediti tako da niz a E N1 (R) stoji ispred niza 
b E;; N1 (R), ako je a (n)< b(n), a) za sve brojeve n E N (3) za gotovo 
brojeve n E N. 

Time se dobiju dva različita djelimična uređenja. skupa N1 (R). 

P rim j e r 8.4.4. Pođimo od skupa S svih propozicija (sudova) 
·neke izgrađene aksiomatizirane teorije (na pr. euklidske ·geometrije, 
i eo rije brojeva, aksiomatizirane ato mistike i 't. d.). Pišemo li za x, 

11 Ako je na pr.' n < ~. tada ap ·niti ne postoji pa se naravno tada pod diferen
.cijom ap - bp podrazumijeva broj ~ {Jfl (dakle kao da je ap ,.prazan element"). 



§ 8.4-§ 8.5 91 

yE S da je x < y, ako je sud· x pos!jedica suda y, postaje sistem S 
djelimično urejien. Ako je x < y i y < x, veli se, da su sudovi x i y, 
-ekvivalentni. Ako nije niti x<y n'ti y<:;:x, veli se da su sudovi xi y 
:međusobno nezavisni. 

Već to nekoliko primjera pokazuje kako parcijalno uređeni sku-
povi mogu biti raznovrsni. . .. 

L e m a 8.4.1. Ako su m i n prirodni brojevi, pa ako je m< n, 
• 

onda je -m> -n. Pri tome cijele racionalne brojeve uređujemo. rela-
cijom ekvivalencije (7.3.2.1}, te relacijom poretka (8.4.1}, koje zadovo-
ljavaju uslovima I- IV u § 8.1. · 

Uistinu, za ma koje prirodne brojeve a i b, nejednakost m< n 
povlači nejednakost (a+ b) +m< (a+ b)+ n. 

Odatle 

a+ (b+ m) <b+ (a+ n), što znači da je cijeli broj (a- (a + n) ) 
i. j. -n ispred cijelog broja (b- (b+ m) ) t. j. -m dakle: -n -m 
odn. -m> -n. 

Uređen po veličini, skup cijelih brojeva glasi 
' 

..... < -4 < -3 <~z< -1 <o< t',< 2 < 3 < • • • 

ili na brojnoj crti • 

l l l l l l l l 
l l l l l l l l 

..... ----~ -2 -l o l 2 3 • • • ••• 

Skup cijeli h brojeva proteže se u beskonačnost u dva pravca; 
preko prirodnih brojeva n i preko brojeva -n, (n E N) koji su supro
tni prirodnim br'ojevima. . . 

Korolar 8.4.1. Kako nema najvećeg prirodnog broja, nema niti 
najmanjeg cijelog broja: 

-(n + l) < -n, za svaki. n E N. 

Vježba .. 8.4.1. Na osnovu definicija skupa D (i sp. obrazac (7.3.4.2)) 
dokaži da za cijele brojeve d, d', n relacija d < d', povlači -

nd < nd' ako je n > o 
nf!-.= nd' = O, ako je n =O 

nd > nd' ako je n< O. · 

§ 8.5. Definicija ·skupa R racionalnih brojeva. 
' . 

Ako je D skup svih cijelih brojeva, a N skup svih prirodnih bro-
• 

jeva, promatrajmo množinu 

{8.5.1) D X N svih uređenih pari 

(d/n), (d E D, n E N). 1 



Ako u skup R uvedemo binarnu relaciju 
. 

(8.5.2} 

{8.5.3) 

< tako, da za ~lemente (d/n), (d'/n') skupa R. relacija 

(d/n)< (d'/n') odn. (d'/n') >-(d/n) 

znači. isto što i relacija 
. 

(8.5.4) dn'< d'n među cijelim' brojevima dn', d'n, 

§ 8.5 

Iako se dokaže da je tom relaciiom < skup D X N potpuno uređen 
i da je nejednakost 

' 
(8.5.5}· 

ekvivalentna sa 

(8.5.6) 

(il/n) < (d'/n') 

dn'< d'n 

odnosno da je jednakost 

(8.5.7) 
/ 

(d/n) = (d' /n') 

ekvivalentna sa 

(8.5.8) dn'= d'n. 

Dokažimo na pr. da je ta relacija (8.5.2) tranzitivna t. j. da iz 

(8.5.9) 

(8.5.10) 

·_(d/n)< (d'/n') < (d"/n") slijedi 

(d/n)< (d"/n"). 
• 

No prema propisim~ (8.5.3), (8.5.4), relacija (8.5.9) kazuje da je 

dn'< d'n te d' n"< d"n' . 
. 

Odatle, množeći te .odnose sa prirodnim brojem n" odn. n: 

(dn') n" < (d' n).n" odn. (d' n") n < (d" n) n. 

što se može pisati i ovako 

(dn') n" < (d' nn") < (d" n) n' odakle .. 
' 

(dn") n' < (d" n) n' i 

konačno dn"< d" n, što zapravo znači, da je ispravna tražena rela
cija (8.5.10). 

· Skup D ,X N uređen propisom (8.5.2), (8.5.3) i u kojem se računa 
po propisima: . • 

(8.5.11) 

(8.5.12) 

(d/n) + (d' /n') = ((dn' + d' n)/nn') (sumaciia) 

(d/n) · (d'/n') = (dd'ynn') (multiplikacija) 
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. :zove se skup racionalnih brojeva; možemo ga označiti slovom 

r {8.5.13) 

Specijalno se vidi da su svi članovi 

(n/n) , (n E N) 
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međusobno jednaki, pa se mogu označiti zajedničkim simbolom· i to sa 
1 ili + l, čime hoćerho iskazati da između racionalnog broja (n/n) i 
-cijelog broja + l odn. l nećemo praviti nikakve razlike. Uopće se vidi 

· da su za svaki cijeli broj d svi članovi (nd/n) skupa D X N međusobno 
jednaki i da se s njima može po propisima (8.5.11), (8.5.12) raditi sve 
ono što smo prije radili sa cijelim brojem d; zato se identificira raci
onalni broj (nd/n), (n E N) sa cijelim brojem d. 

Na taj rtačin skup D· cijelih brojeva postaje dijelom skupa R. raci
onalnih brojeva i to, dabome. pravim dijelom, jer na pr. (3/2) je ra
ciotJalan broj, ali je različit od svakog cijelog broja; kad bi naime 
postojao d E D sa svojstvom (3/2) = d dakle (3/2) = (d/1), onda bi to 
značilo, da je 3 = 2 d t. j. da je 3 djeli iv sa 2, što je apsurd. 

l'vlože se lako pokazati da skup R. svih racionalnih brojeva čini 
jednu grupu s obzirom na Gperaciju sabiranja (shčno kao i skup D). 
Skup R'>...{O} t. j. skup svih racionalnih brojeva koji su =!=O (sa nulom 
se 11e dijeli) obrazuju multiplikativnu grupu t. j. čine grupu s obzirom 
na propis (8.5.12) množenja racionalnih brojeva. Pritom je inverzni broj 

broja ·~ jednak ~ . I skup R. kao adiciona grupa i skup k'>... {O} kao 

multipli kati v na grupa jesu i komutacione grupe (za sabiranje odnosno 
množcnje u R. važi zakon komutacije). Za množenje u skupu R. važe 
oba distributivna· zakona s obzirom na adi ciju: 

(a+ b)e =ac+ bc 

e (a + b) = ea + e b . 
. 

Važno je/ uočiti, da su obje operacije u R.: i adi cija i multiplika-
cija obratljive i to jednoznačno obratljive 2), pa je kao što se nepo
sredno uvjeravamo: 

1) Početno slovo riječi razlomak; njegove elemente (8.5.1) označavat ćemo kao ·-
što je uobičajeno: sa tL a ne sa (d/n) odn.(.!!._}· • 

n . 11 

Ako nam naime (d/n) označuje razlomak !!_, onda se propisi (8.5 -'), (8.5.11). 
n 

(8.5.12) za: ure.đenje, sabiranje i množenje mogu dokazati uz ograničenje da je prvi 
član uređena para djeliiv sa drugim članom toga para. · 

2) Izuzetak je jedino što se ne dijeli nulom. 



• 

d d' -----
n rl 

dn'- d' n 
ml 

d d' d rl 
-·-=~·-n"n' n d'' 

Dokažimo usput ovu interesantnu 

. § 8.5 

~emu 8.5.'1. Ako su x, y ma koja dva neJednaka racionalna broj~, 
. nalazz se ·između x i y bar jedan racionalan broj z t. 1. ta~~v da _w 
x<z<Y,ako je x<y odnosno x>z>y, ako Je x>y; tll krace: 
u uređenom skupu R. nema susjednih· elemenata. 

U. . d d' d d' d .. l b . J s trnu, neka je x = .-, y = --,-, gdje su , va CJ)e a roJa, a 
n n , 

n 'd . d l .. d<d ' n Va Prirodna broja; uzmimo slučaj X < Y; ta a re aCI] a n J1 

.z:nači, da je i ~ < 2 d' n odakle lako izlazi, da je 2 dn' < 2 d' n, i 
·. 2 nn' . . 2 nn' / · . 
dalje "2 dn' < 2 dn' + 1 < 2 d' n- a odavde, dijeleći sa 2 nn': 

' 
2 dn; < 2 dn' --1; l < 2 d'~ t. j. 
2nn 2nn 2nn 

!!._ < 2 dn' + l < ![, . 
n 2nn' n • 

• 

Stav). mo lt" z 2 dn'+ l b . . . . l 
- 2 , roJ z Je racwna an, 

nn ' · 
jer je 2 dn'+ 1 

relaciji x <z< y. 

cio -

broj a 2 nn' prirodan broj i zadovoljava traženoj 
Analogno se obrađuje slučaj kad je x > y. 
Iz gornje leme izlazi neposredno: 

Lem a 8.5.2. Između svaka dva nejednaka racionalna broja smje
šteno ie neizmjerno mnogo neJednakih racionalnih brojeva. 

AKo je na pr. x < y tada označujući sa z1 broj koii ie smješten 
izmedu x i Y, Postoji bro'j z2 smješten između Z1 i Y pa broj za koji je; 
smješten izmedu z2 i y i t. d.; uopće,. za svaki prirodni broj !J postoji 
broj Zn+r koii. ie smješten ilmeđu Zn i y, Svi brojevi Zv Z2, · • • • Zn,··· 
međusobnq su različiti i svi su smješteni između x i 'J. 

. · K or oJ ar 8.5.1. Ako je r ma koti racionalni broj, a I ma koii 
m~erv~t skuva racionalnih brejeva koji sadrži r,. sadrži interval l 
netzmJerno mnago racionalnih brojeva različitih od r. 

Vježba 8.5.1. Dokaži da poslije (prije) svakog racionalnog broja 
x dolazi bar jedan cijeli broj. · . · . . 

P rim i e d b a 8.5.1. živo si predoči kako obje prethodne leme. 
k~rolar kao i Prethodna vježba izviru iz osnovne čini enice da je_ n+ l 
pnrodan ·broj čim Je to n i da je n+ l >n. 
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Neka nam bude potpuno jasno, da svaki skup od konačno mnogo 
• 

racionalnih brojeva ima svoj prvi (najmanji) i posljednji (zadnji) član. 

Na taj način beskonačno ispružanje (protezanje) skupa prirodnih 
brojeva u jednop1 jedinom smjeru ima za posljedicu beskonačno ispru
žanje skupa racionalnih brojeva u "dubinu" na svakom mjestu, u smislu 
da se svaki interval racionalnih brojeva može neprestano dalje dijeliti 
u sve manje i manje intervale. (Na pr. neprestanim prepolavljanjem. 
intervala). 

§ 8.6. Z A D AC l. 

§ 8.6.1. Dokaži, da je za (cijele) racionalne· brojeve x, y, odnos x < y 
ekvivalentan s odnosom x-y <O . 

. § 8.6.2. Da li se skup R. racionalnih brojeva može urediti po propisu Q· 

. ' ' 
- da za P , P, ER. relacija P Q P~ bude ekvivalentna saiPI+Iql :::> 

q q q q 

l p' l+ l q' l? _Odredi sve X E R. koji su pritom "jednak( sa ---;:. 

§ 8.6.3. Konkretiziraj jedno obostrano jednoznačno preslikavanje <p skupa 
N na čitav skup a) D, b) R., pa na N presadi uređenje sa R 
t. j. N preuredi •ako da za svako m, ti E N relacija m< n bu e 

' 
de ekvivalentna s relacijom <p (m)< <p (n) u D odn. u R.. 

§ 8.6.4. Promatraj -jedan konkretan red oblika 

• 

(8.6.4.1) 
= . ~ a • . 
. n' n=l • 

gdje je, za svaki· n E N, a. cio broj :::> O i < n (dakle ac.· O) .. 
Tada preuredi (permutiFaj). skup N tako da svaki n E N· u skupu . 
{l, 2, .... n-1, n} dođe neposredno iza an (ako je an= o,. 
to znači da n dolazi na prvo mjesto, ispred svih ·brojeva 
L 2, ... ·., n-I). Da li se na taj način može dobiti svako 
potpuno uređenje skupa N? 1) 1 . . 

§ 8.6.5. Funkcionalni skup Nl({I, 2, 3}) može se potpuno urediti odno-· 
som < pri čemu za njegove elemente a, b relacija a< b· 
ima da znači isto što i . . 

a (l) b (3Y+ a (3) b (2) <a (3) b(l) +a (2) b (3). 
. ' ' 

f (I)- f (2) 
(kod te se definicije rukovodimo izrazom f (

3
) za funk-

ciju 12. 
----

') Suma gornjeg reda leži u. segment.u [0, l); svaki broi x E [0, l)' ima jedan, 
a ako je iracionalan, i samo jedan razvoj 8blika (8.64.1). (Deni oy ga zove Nepero-· 
vim razvojem broja x). Na taj način, D e n j o y povezuje svaki iracionalni broj x e [0, !J 
preko Neperova razvoja broja x s određenom permutacijom skupa N. 
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• 

:§ 8.6.6. Za svaki n E N, skup N1 {l, 2, 3, .. . , 2n- l, 2n} postaje ure-
đenim, ako za njegove elemente f, g odnos f <g ima da znači 
isto što i 

f(!) + g(2) + f(3) + g(4) + .... + f(2n- I)+ g(2n) <;:g( I) + 
. "' 

f (2) + g(3) + f(4) + .... g (2n-l) + f (2n) 

:§ 8.6.7. Alfabetskim uređivanjem skupa svih konačnih slogova a) priro
dnih b) racionalnih brojeva, dobiva se potpuno uređen prebro-, 
jiv skup . 

• 

§ 8.o.8. Ako su x, y realni brojevi, pa ako sa x <1 y istaknemo da je i 
/ x < y i sin x<;: sin y, da li je skup (e; <1) djelimično uređen? 

' Generaliziraj! · 
• 

§ 8.6.9. Promatraj skup {1, 2, 3, 4}1 ({l, 2}) svih jednoznačnih presli
kavania skupa {l, 2} na skup {l, 2, 3; 4} pa ga uredi po pro
pisu,· da za bilo koja dva takova preslikavanja f i g, odnos 
f <g bude ekviv:alentan sa sistemom f (l)< g (l), f (2) <g (2). 

·§ 8.6.10. Ako je S = (S, <) djelimično uređen skup, tada se sh p S1 (N) 
može djelimično urediti po propisu, da za f, g E S1 (N) odnos 
f <;g bude ekvivalentan sa činjenicom da za gotovo sve n E N' 

/ važi f (h)< g (n). • · 

:§ 8.6.11. Može li se skup S1 (N), iz prethodnog zadatka djelimično urediti 
po Propisu, da za njegove elemente _relacija f <g znači da je 

• 

ili f (x) = g (x) za. svaki x E M ' . 

ili f (x) < g (x) " " x E M? . -
Uredi na taj način Karteziieve prostore e. = C1 {l, 2, 3, ... n} 
za n= 2, 3 i 4. 

:§ 8.6.12. Ako je S= (S;<) b lo koji (ootpuno ili djelimično) uređen skup, 
a M bilo koji skup, tada se funkcionalni skup S1 (M) svih jedno-

• 

· značnih preslikavanja skupa M na S može djelimično urediti 
tako da za f, g E S1 (M) odnos t< g bude ekvivalentan sa 
sistemom 

f(x)<;:g(x), (xEM). 

Konkretiziraj na pr. a) S= {1, 2, 3}, M= {100, lO}; 

b) S= {1,2, ... . , n}. M= {1,2}; 
-

.e) S= M= N; 

d) S= e, M= {1, 2} . 

• 
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.. 

:§ 9. ISTAKNUTI DIJELOVI - KOMADI - POTPUNO UREĐENA 
SKUPA. 

Jedno od vrlo korisnih svojstava uređenih skupova jeste, da se 
može zorno govoriti o pojedinim njihovim dijelovima kao da su upra
vo izrezani iz cjeline. Tako na pr. skup pravih realnih razlomaka 
~ realni interval 01 - izgleda nam kao da je brojevima O i l izre
::zan iz linearnog kontinuuma. U ovom §-u upoznat ćemo se sa glavnim 
komadima, odrescima, potpuno uređena skupa i pomoću njih uvesti 
:nekoje pojmove (rez, supremum, infimum) koji su od osnovne važuosti -
;u matematici. 

. ' 

§ 9.1. Intervali potpuno uređena skupa. • 

Osnovni organizirani dio uređena skupa jest njegov interval 
(odrezak). Neka su a i b dvije različite točke uređena skupa S; pod 
jntervalom (odreskom), segmentom (zatvorenim interva~om) ab ili ba 
-~kupa S simbolički 

;(9. Ll) 
f 
\ 

(a,b)s ili (b, a)s 
nekada također 
(a, b) ili (b, a) 

[a, b]s ili [b, a]s 
nekada također 
[a, b J odn. [b, a] 

razumijevamo skup svih x E S za koje je 

(9.1./) 
• J 

L 
a < x < b, ako je a< b 
odnosno 
a> x > b, ako je a> b 

a<;.x<;.b, ako je a<;. fJ 
odnosno 
a>x>b, ako je a>b 

' 

Tačke a i b zovu se krajevi (ekstremiteti) intervala odn. segmenta 
(9.1.1); jedan je od rf.iih lijevi (početni), a jedan desni (završni). Čitamo 

li a< x <b i tako. da je x smješten između {g : ~} tada vidimo, da 

je interval ab (ili ba) sastavljen od svih tačaka skupa S koje su smje
štene između elemenata a i b., To je vrlo slikovit način govorenja. 

. l . 

Analogno, segment' [a, b]s je sastavljen od svih točaka skupa S 
koje su smještene između a i b te od svih točaka koje su jednake sa 

.(1 odn. b. 
v a ž n a pr i m j e d b a. Krajevi a i b intervala (a, b)s ne p rip adaja 

tome intervalu nego leže u njegovu komplementu S"-(a, b)s. 

Amilogno, poluinterval 

•(9.1.3) [a, b)s 

.sastavljen je od svih točaka skupa S koie su jednake sa a ili koje sa 
;SmjeŠtene između a i b. 

- KUREPA: Teorija .skupova 'Q 



Uglasta poluzagrada ) odn. I ima da naznači, da je element koji 
stoji neposredno ispred ) odn. iza [, pripnjen intervalu. Tako je na pr • 

• 

(9.1.4) [a, b)s = {a} \J (a, b)s poluzatvoren inteHa! · 

. (a, b]s = (a, b)s \J {b}. 

Također se definira 

(9.1.5) [a, a)= (a, a] = [a, a] ={a}. 

§ 9.2. Lijevi (početni) i desni (završni) intervali. Ako· je a E S, 
tad se pod lijevim intervalom a skupa S razumijeva skup svih točaka 
iz S koje su u S smještene liJevo od a; označuju se sa • 

(9.2.1) (-oo, a)s ili (-oo, a) ili (a, -oo)s ili (a,-oo); 
-

tu dakle -oo ima simboličko značenje u smislu, da je -oo < x za svaki 
x E S t. j. da su svi elementi skupa S smješteni desno od -oo; isto 
tako simbol +oo odn. oo ima da naznači, da ie x < co, (x E S) t. i. da 
su svi elementi· skupa S smješteni lijevo od oo, tako da je, po definiciji, 

(9.2.2) (-=, oo)s = S za svaki uteđeni skup S. 

Prema tome, simboli +oo, -oo nisu elementi uređena skupa S. 
Jasno je, da će nam tada • 

(9.2.3) (a, co)s ~- desni _interval a skupa S .-

označavati skup svih x E S, za. koje je a < x . 
. 

Jasno je, također, da će nam 

(9.2.4) [a, oo)s 

označavati množinu svih x E S za koje je a..;;: x. 

Intervali 

(9.2.5) (a, b)s 

gdje a, b označuju ·+oo ili elemente od S, zovu se naprosto interva
lima uređena skupa S. 

K.omad uređena skupa S jest svaki njegov_ podskup P sa svoj
stvom da iz 

x, y E P slijedi (X, y)s .~ P; 

na pr. intervali i segmenti skupa S jesu posebni komadi ,skupa S. 

Pod početnim komadom skupa S razumijevamo svaki skup P~ S 
koji ima svojstvo da sadrži ·sve pretke svakog svojeg elementa t. j_ 

ako iz 
a E P slijedi (-co, a),5 ,~ P. 

Analogno se uvode završni komadi uređena ·skupa. 
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Pravi početni komad jest onaj početni komad koji nije niti pust niti 
mu ·je komplement pust. 

Pust skup v i sam skup S zovu se nepravi početni (završni) ko-
madi uređena skupa S. · • 

. 

L e m a 9.2.1. Ako je l ma koji interval uređena skupa S tada 
relacije a E l, b E l imaju za posljedicu da je 

[a, b]s e l. 

L e m a 9.2.2. čim neki interval skupa racionalnih brojeva sadrži 
nulu. sadrži on i pozitivnih i negativnih racionalnih· brojeva . 

• 

L e m a 9.2.3. Ako su a i l> ma kakva dva različita racionalna broja, 
interval ab uređena skupa racionalnih brojeva sadrži bar jedan, a time 

' 
i neizmjerno mnogo različitih racionalnih brojeva. 

§ 9.3. Gustoća uređena skupa. Kažemo li za uređeni skup da je 
gust, ako ima bar dva elementa, te ako za svaka dva· njegova razli
čita elementa a i b ima bar 'jedan član skupa kojj je smješten između 
a i b, dakle (a, b) ) v, tada se letna 9.3.3 može izreći vrlo slikovito 

• 

ovako: 
Uređeni skup racionalnih brojeva jest gust. 

Generaliziraj mo tu izreku i dokažimo ovo: 
' • 

L e m a 9.3.1. Ako je S ma kakav gust uređen skup, ako su na-
dalje A •i B ma koja dva konačna podskupa skupa S tako da je čitav. 

l l 
l l 
A 

• 

l l 
l l 
B 

skup A smješten lijevo od čitava skupa 
B, tada postoji bar jedan element x sku
pa S koji je smješten između A i B t. j.· 
za koji je 

a < x < b, (a E A, b E B), 

što se kraće naznačuje i ovako: 

A< X< B. 

Stvarno, kako je čitav A smješten lijevo od čitava B, najveći 

član skupa A, označimo ga sa M, bit će lijevo od najmanjeg člana m 
skupa B, pa će između M i m biti radi gustoće skupa S, smješteno i 
drugih elemenata skupa S. 

rfa lema 9.3.1 ne mora važiti, kad su skupovi A i B beskonačni, 
dokazuje primjer skupa S= R"-{0}. svih racionalnih brojeva =!=O; do
voljno je tada označiti sa A skup svih negativnih racionalnih brojeva, 
a sa B skup svih pozitivnih racionalnih brojeva, pa da se uvjerimo, da 
tada između A i B nema nijednog broja iz skupa S= R' {0}, ma da 
lijevi skup A Rema najvećeg člana, niti desni skup B nema najmanjeg 
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• 

člana tako da izgleda kao da na mjestu gdje bi se A i B imali da • • 

sastanu, skup S pokazuje izvjesnu prazninu ili provaliju. Da stvar bolje 
shvatimo, uvedimo slikoviti način rezanja skupa S. 

/ 

§ .9.4. Pojam reza uređena skupa. 

§ 9.4.1. Definicija reza. Pod rezom uređena skupa S razumijevamo 
svako rastavljanje toga skupa na dva disiunktna puna dijela od kojih 
je jedan 'početan, a jedan završan komad skupa S.· Ta dva dijela zovu 
se komponente reza i to, prva, ltieva,- donja, početna komponenta i 
druga, desna, gornja, završna, komponenta reza. 

Označimo li rez. skupa S sa r, tad sa r (1), možemo označiti prvu, 
• 

a sa r(2) drugu komponentu reza; sam rez r može se pomoću. svojih 
komponenata r (l), r (2) prikazati ovako: 

(9.4.1.1) r (ft-/r (2) odn. 
r (l) 

• 
r (2) · 

Naravno, za svaki rez r skupa S imamo: 

(9.4.1.2) 

(9.4.1.3) 

tako da je 

(9.4.1.4) 

r (l) V r (2) = S 

r (l) (\ r (2} = v (prazno) 

r(l) =\S"-..r(2), r(2) = S"r(l). 
• 

To znači da je svaki rez određen već svojom jednom kompo
nentom; preostala je naime komponenta komplement zadane. 

L e m a 9.4.1.1. Da neki dio M.~ S bude prva komponenta reza 
u skupu (S; -<.), nužno je i dovoljno da budu ispwjena ova dva uslova: . ; 

(9.4.1.5) 

(9.4.1.6) 
• 

• 
' v e M e s 

• 
izxEM slijedi (-oo,x]s.~Mt.j. 

s elementom x nalaze se u M i svi elementi iz S koji su _,;;;: x . 
• 

Nužnost . relacije (9.4.1.5) je očigledna, jer se u definiciji reza 
zahtijeva, da obe komponente moraju biti pune i disjunktne. I uslov 
(9.4.1.6) proizlazi neposredno iz definicije reza, jer se uslovom (9.4.1.6) 
n'aprosto iskazuje da je M početan komad skupa S. 

Slično se doka;r,uje da su uslovi (9.4.1.5), (9.4.1.6) dovoljni\ pa da 
M posluži kao prva komponenta izvjesnog reza u S . 

• 

§ 9.4.2. Četiri mogućnosti rezanja. Kad radimo s nekim p~puno 
uređenim skupom, onda on ili ima prvi (početni) element ili on nema 
prvog elementa; isto tako, potpu'l1o uređen skup ili ima posljednji (za
vršnO element ili on nema posljednjeg elementa. Komponente ma kojeg 
reza r uređena skupa također su uređeni skupovi. Zato se logički mogu 
zamisliti ova i samo ova 4 slučaja: 
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pr v i s 1 u č aj: Prva komponenta r (l) ima zadnji, a druga kom
ponenta r (2) ima prvi element; tada se kaže d.a je rezom r = A/B 
pri čemu je A = r (l), B = r (2) proizveden skok u skupu S ili da je rez 
r proizveden parom uzastopnih članova· skupa S. 

. 
Dr u g i s l u č aj: Prva komponenta ima zadnji element, dok druga 

komponenta nema prvog elementa. 

Tr e ć i s l u č aj: Prva je komponenta bez najveće-g člana, druga 
komponenta ima najmanji član. · 

č e t vrti s l u č aj: Niti prva komponenta ima najveći, niti druga 
komponenta ima najmanji član. . 

U drugom i trećem slučaju, završni element prve 
odnosno početni element druge komponente ima naročitu 
se da je on proizveden promatranim rezom A/B· ili da 
(određuje) dotični rez A/ B. 

komponente, 
ulogu; kaže 
on proizvodi 

• 

U četvrtom slučaju, - s teorijskog gledišta ovaj je sluča~ naj
interesantniji - kaže se, da rez A/ B otvara it.? dnu prazninu •(provaliju) 
uređena skupa S ili da je rez A/B proizveden izvjesnom provalijom 
u skupu S. Inače, lako je ostvariti sva 4 gorpja slučaja. Dok se u ure
đenom skupu D cijelih brojeva pojavljuje samo prvi slučaj, ne može se 
taj slučaj uopće pojaviti kod.uređena skupa R svih racionalnih brojeva. 
Ali preostala tri slučaja mogu se u njemu pojaviti. 

§ 9.4.3 Kontinuitet (neprekidnost) linearnog kontinuuma. · 

Zor . nam kazuje da svaki rez (upravo zarez) pravca proizvodi 
jednu jedinu točku i ona je završni element u prvoj komponenti reza 
ako u njoj leži. a početna je točka u drugoj komponenti, ako u ovoj leži. 

Kontinuitet .linearnog kontinuuma e (t. i. pravca odnosno skupa 
svih realnih brojeva) i sastoji se, po Dedekindu u tome, da je svakim 
zarezom u e određen ( proizveden) jedan jedini realan broj, tako da 
dakle kod svakog rezanja skupa e ili prva komponenta ima završni 
element ili druga komponenta ima početni element. 

Također je prirodno da učinimo ovo : ako nam se slučajno 
nekim rezom A/ B uređena skupa S ukazuje praznina, mi tu praznimt 
možemo popuniti utiskivanjem određenog objekta izmedu A i B. Time 
će se i skup S proširiti, pa ako taj objekt stavimo bilo u A bilo u B, 
dobit ćemo time opet 'rez, ali sada u proširenom skupu, a k tome taj 
rez ne pokazuje praznine. 

Rezanje uređenih s,kupova je vanredno očigledna i prirodna ope
racija; Dedekind je u svim mogućim rezanjima uređena skupa racional
nih brojeva ugledao zgodnu realizaciju skupa realnih brojeva, a time i 
zgodnu priliku da pomoću rezova definira skup realnih brojeva (v. § 10.) 



~ § 9.4.4. Operator S (ispunjavanje praznina u uređenom skupu S). 
' 

Promatrajmo množinu svih mogućih rezova uređena skupa_ S; 
poistovjetimo 1) li proizvoljni element s E S koji nije ni početni ni za
vršni element od S sa onim rezom skupa S kojemu je prva kompe- ~ 

l ' 
nenta sastavljena od skupa 

(9.4 4.1) (-oo, s]s svih članova x E S za koje je x <s; 

ako nadalje dva reza A/ B, AdB1 skupa S smatramo jednakim i pišemo 
• 

(9.4.4.2) A/ B = A1/ B1 

onda i samo onda, ako im se istovrsne komponente (recimo prve) razli
kuju najviše za jednu neosamljenu točku 2) skupa S, dobit ćemo time 
potpuno određen nadskup skupa S, kojeg ćemo u zavisnosti od S ozna
čiti sa 

o 
(9.4.4 3) S pridodavši mu i eventualne krajeve skupa S . 

• 
o 

·Skup S može se urediti po propisu, da je za elemente 

• 

(9.4.4.4) 

onda i samo onda, ako je 

(9.4' 4.5) 

o 

A/B, C/D iz S 

A/B<C!D 

A~ C, 

ili se A i C razlikuje za jednu neosamljenu točku; nadalje eventualni 
" početni (završni) element skupa S ima da bude takav i za skup S . 

• 
" Odmah se vidi, da je time skup S zbilja uređen. Ali je važno, da skup 

o 

S više ne pokazuje praznina. 

' O tome kako je skup S smješten u skupu S doznajemo iz leme 
9.4.4.1 i teorema 9.4.4.1 koie ćemo odmah dokazati. 

' L e m a 9.4.4.1. Ako je r ma koji element uređena skupa S (dakle 
izvjestan rez skupa S), tada relacije 

• 

' x E S, r < x povlače x E r(2). 

lJ Identifikacija raznih oznaka vrlo je česta pojava u matematici. Tim se pro
cesom pojedine uže tvorevine, ništa ne gubeći od svoje individualnosti, utapaju u 
širem podrućju stll'f,ajući se sa tvorevinama, koje promatrane iz uže perspektive stoje 
s prvima u izvjesnoj suprotnosti. Primjer odbijanja i svođenje odbiJanja na zbrajanje 
zgodan je primjer da objasni tu dijalektičku crtu u matematici. 

2) Točka x uređena skupa S je osamljena (izolirana). ako postoji jedan interval 
skupa S koji sadrži točku x i nijednu drugu; točka. x i e neosamliena u S. ako svaki 
interval skupa S koji sadrži x sadrži bar još jednu to.čku skupa S koja je_'* x. Bitno 
svojstvo beskonačnih skupova jeste, da u njima ima i neosamljenin točaka, odnosno· 
da beskonačni skup možemo preurediti tako da u njemu bude i neosam(jenih točaka. 
Tako ila pr. u skupu racionalnih brojeva gema osamljenih točaka. 
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Ako je :e posljednji element u S, on se uvijek nalazi u kompo
nenti T (2), pa je lema ispravna. 

' Ukoliko x nije posljednji element u S (dakle i u S) tada prema 
-definicijama (9.4.4.4), (9.4.4.5) odnos _ 

T< X znači, da je, T(l) e (-co, x)s 

i kako je x posljednji- element početno.g komada ~-co, x]s skupa S a 
r (l) pravi početni dio_ toga početno g komada, to znači, da nije x E T(l) 
nego dakle X E s" T (l) = T (2) a to 'baš !emom i hoćemo da iskažemo . 

' • o 

Teorem 9.4 4.1. Svaki neprazni interval uređena skupa S sadrži 
' 

.bar jedan član polaznog skupa $;zato nijedan f!lelnent iz s"s nije 
o 

{)sam/jen u S. Neka je 
' {9.4.4.6) AdA2 donji, B,JB2 gornji kraj 1) 

' promatr_anog intervala l skupa S; dakle je Ad A2 < 81/ B2 što prema 
(9.4.4.4) i (9.4.4.5) znači, da je 

' . 
{9.4.4.7) A1 e B,; 

pritom su A1 i B, donje komponente odredenih rezova skupa S. 

Dokažimo, da postoji bar jedan x E S tako da bude 
{9.4.4.8) A,/A2 < X < BdB2 .. 

Promatrajmo skup B," A1 i razlikujmo dva slučaja, već prema 
tome, da li je taj skup konačan ili beskonačan. 

Ako je skup B1 "A' konačan, i ima barem dvije točke, neka je p 
njegov prvi, a z zadnji član. Ako je (JJ, z)s ::> v, tada je čitav taj inter
va,! smješten u zadanom intervalu /. Ako su pak TJ i z uzastopni (susjedni) 
u S, tada p zadovoljava traženu relaciju (9.4.4 8); tada naime zbog 
hipoteze J ::> v mora komponenta At imati posljednji element, jer bi u 
obrnutom slučaju bilo At/Aa= TJ što bi zajedno sa (-co, z]s = B1 dalo 
<la j e l prazan. - . · 

Ako se skup B, '..._A, sastoji od jedne jedine točke, interval/ je prazan. 
Tako je relacija (9.4.4.8) dokazana, ako je skup B1 "A1 konačan. 
Ako je pak taj skup beskonačan, tada je dovoljno promatrati bilo 

koja tri elementa toga skupa i označiti srednji od njih sa x, pa da se 
uvjerimo da važi (9.4.4.8). · 

' o 

Dokažimo najzad, da nijedan element x E S"'- S nije u S osamljen 
• ' . 

t. j. da ne postoji interval I skupa S koji bi sadržavao jedino točku x; 
stvarno, prema već dokazanom, taj interval /, čim nije prazan, sadrži 

- o . 
') Drži za umu, da su elementi skupa S rezovi skupa S; dogovorom (9.4.4.1) i 

(9.4.4 3) i skup s leži u S kao ni e gov dio. 



§ 9.4.4: 

bar jednu točku x' skupa S a time l sadrži bar dvije točke: zadanu, 
• 

točku x iz S"-S i x' E S. 

' T: or em 9.4.4.2. Uređeni skup S ne pokazuje nijedne Provalije~ 

pa je (.s)= Š; ili eksplicite: kod svakog reza skupa S ili prva kompo
nenta reza ima završni element ili druga komponenta ima početni ele
ment ili nastupaju ta oba slučaja. 

Ako je naime 

(9.4.4.9) A/B 
' ma koji rez u skupu S tada je 

(9.4.4.10) (A 1\ 5) /(B 1\ S) 

posve određen rez - nazovimo ga 

(9.4.4.11) r 

' polaznog skupa S, pa je kao takav, r određen element skupa S; dak l 
r leži bilo u prvoj komponenti A bilo u drugoj komponenti B rez e 

• a 
(9.4.4.9) skupa S. Ako je r E A, dokažimo, da je tada r posljednji ele-
ment komponente A. • .. 

•Kad r ne bi bio posljednji član u A postojao bi bar jedan elernent 

(9.4.4.12) r' E A tako da bude r < r' . 
• 

No, ne može biti r' E S, jer bi prema lemi 9.4.4.1, relacija r' E S 
značila, d.a jer' E B 1\ S dakle ir' E B; a to i (9.4.4.12) ne može Važiti 
jer A i B kao komponente reza nemaju zajedničkog elementa. Ako Pak 
nije r' E S, on d~ to znači, da je r' izvjestan rez ej D skupa S Proizve
den određenom šupljinom skupa s pa zato prva komponenta e tog 
reza r' nema najvećeg elementa. Kako je r < r', to prema (9.4.4.4~ 
znači, da je A.(\ S ( e. Akp je r" ma koji elemet skupa C"-A, tad 
bi zbog r < r" moralo prema lemi 9.4.4.1 biti r" E B, dok naproti~ 
zbog r" < r', r' E A . moralo bi biti T"· E A; no obje relacije r" EA 

- - ,. 
r" E B nisu moguće, jer su A 
disjunktni skupovi. Ako je dakle 
komponente. 

• 
Analogno, ako je r E S"-A 

član druge komponente B. 
Time je važni· teorem 9.4.4.2 

Pojam reza uređena skupa i 
dokazna sredstva. 

i B, kao komponente reza skupa S 
r 'E A, tada je r zaista završni čla~ 

dakle je r E B, onda • 

Je r Početnr 

potpuno dokazan. 

teorem 9.4.4.2 vrlo su jaka i zgodna 
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§ 9 s. Minoranta. lniimum. 1
) Maioranta. Supremum. 1

) (operatori 
s·up. ·i ini. na uređenim skupovima). 

Ako je 
(9.5.1) M 

neka rimožina sadržana u uređenom skupu S, tada se kaže, da je M 
0 grailen sa donje strane (ili odozdo) s obzirom na skup S, ako skup
S sadrži bar jedan element a sa svojstvom da je 

(9.'S.2) [a; co)s 2 M t. j. a< m, {m :E M); 

svaka fočka a sa svojstvom (9.5.2) zove se minoran/om skupa M s 
obzirom na skup S 2 M. 

Ako među minorantama skupa M ima najveća, označuje se ona sa 

(9.5.3) inf (M; S) ili naprosto inf M odn. inf x ili inf x (x E M) 
. X<M X 

i zove se infimum ili donja ograda uređena skupa M s obzirom na skup 
S 2 M; ako pak skup M nema ni jedne minoran te ili ako među even·
tualnim minorantama skupa M nema najveće, onda se stavlja 

(9.5.4) inf (M; S).= inf M = -co. 
. 

Na sličan način definiraju se: ograđenost odozgo i major ante mn o-. ,. 
žine M s obzirom na skup S; majorante su elementi b E S sa svojstvom 

(9.5.5) (-co, b ]s 2 M . 
./ • 

Ako među majorantama ima najmanja, označuje se ona sa 

(9.5.6) sup (M; S) ili naprosto sup M· odn. sup x, (x E M) ili sup x; 
X XEM 

ako pak među eventualnim majorantama množine M nema najmanje ili 
ako u skupu S 2 M nema ni jedne jedine majorante skupa M, onda se 
stavlja 

(9.5.7) sup (M; S) =sup M= +co. 

Operatori inf M i sup M za dijelove uređena skupa S vanredno su 
zgodn~ dokazna sredstva. Njihovu važnost uočio je naročito njemački 
matematičar We i er s tr a s s ( 1815-1897); sama ozna,ka sup i inf po-
tječe od liausdorffa (1868-1949). 

Ukratko možemo reći: · / 
Supremum skupa M s. obzirom na skup S 2 M jest ili završni 

(najveći) element z· samog skupa M ili ako z ne postoji, početni ele
ment p skupa tačaka iz S koje le~e desno, od M ili -P co kad ne postoji 
niti z niti p; analogno, inf (M; S) je ili početni (najmanji) element skupa 
M ili završni element skupa svih točaka iz S koje leže lijevo od M ili. 
najzad -co (red disjunkcija je bitan). 

1) Supremum =najgornji, vrhovni; infimum = naidonii, najniži. 



§ 9.5 

Veta !1le.d~,t oper.;:ttorima inf M, sup .M, (M.~ SJ te karaktera. reza
'-nfa. u; S očituje se u · 
T e or e m u 9.5.1. Za potpuno ured en skup S slijedeće tri pretpostavke 

--· . 
medu sobom s il ravnopravne: 

o . 

a. Skup S ne pokazuje ni jedne provalije t. j. S = S; 

~- Za svaku nepraznu množinu M~ S koia je ograničena 
važi inf (M; S) E S; 

odozdo 
/ 

• 

y. Za svaku nepraznu množinu M~ S koja je ograničena od~go 
postoji sup (M; S) ·E:. S. . · 

Teorem ćemo pokazati ·tako da iz a izvedemo ~. pa iz ~ y i naj
zad iz Y a, dakle po shemi 

• 

a-+~-+ Y-+ a; tu strjelica -+ znači "povlači" ili "ima za posljedicu". 

Dokažimo najprije a-+~- Stvarno, neka je v e M ~ S i neka je 
M ograđen odozdo; neka je tada A skup svih minoratiata skupa M 
• 

koje leže u skupu S ~ M; prema hipotezi skup A nije prazan; mo-
žemo pretpostayiti, da je A e S, jer iz A = S odmah zaključujemo da 
je M.~ A i da je M sastavljen od završnog elementa skupa A J')a je 
naravno tada taj element = inf M. No, očito iz x E A slijedi 

(9.5.8) (-oo, x]s ,~ A, 

jer kako je x minoranta skupa M, pogotovo će svaki elemenat od S 
koji .je < X biti minorantorri. Relacija (9.5.8) sa v e A e s znači da -skup A može poslužiti kao prva komponenta određena reza u skupu 
S; kako, po hipotezi a, taj rez ne smije otvarati praznine u skupu S 
i kako, s druge strane, druga komponenta S"-._A ne može imati prvog 
elementa (ier bi on kao jedna minoranta imao da leži u A), zaključu
jemo, da skup A svih minoranata ima najveći član i to je baš infimt!m 
skupa ·M. 

Dokažimo sada, da iz ~ slijedi Y. Neka je dakle M ma kakav 
ne prazan đlo skupa S koji u S ima bar jednu majorantu; dokažimo, 

• 

da tada postoji i najmanja majoranta; odmah možemo suponirati da je 
M bez završnog elementa. Označimo li sa B skup svih majoranata 
skupa M, bit će v e B ~ S; slučaj B = S je· jasan, jer bi to značilo 
da je M,~ B i· da je skup M. sastavljen jedino od jednog elem~ta i to 
početno g elementa skupa B, pa bi naravno taj elemenat bjo sup M; no, . . 

ako je B C S, onda to znači, da je . S""'-B ::> v; kako je naravno čitav 
B smješten desno od S"-._B, znači, da je skup B ograni~en odozdo, pa, 
prema pretpostavci P, postoji inf B E S; odmah se vidi, da je taj član 
inf B ujedno sup M. 

Najzad, zaključak y ~a je neposredan, jer, ako je A/B ma kakav 
.rez skupa S, onda postoji sup A E S, pa se odmah vidi, da je sup A 
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. 

ili posljednji u A ili prvi u B, tako da se dakle rezom A/ B ne otvara 
nikakva šupljina u skupu S. 

Teorem 9.5.2. (Cantorov Durch'schnittssatz). Ako je S ma 
kakav uređen skup bez šupljina, a· S1 2 S2 ~ ... ~ Sn 2 ... ma kakav 
silazan niz segmenata skupa S, tada je 

(9.5.9) /'\Sn, (n E N) 
n 

određen segment skupa S (dakle nije prazan). 

St . •. 1. { A k { minoranata •. varno, oznac1mo 1 sa B s up . t mnozme 
· maJorana a . . 

{ desnih k . d 'h . t t d .. · 
1
.. .h raJeva za am se gm ena a, a a Je 
I] e VI 

(9.5.10) [sup A, inf B]s 
·. 

svih 

određen segment zadana skupa S; segment (9.5.10) koji se može redu
cirati i na jednu jedinu tačku, podudara se sa skupom (9.5.9). 

§ 9.6. Z A D AC I. 

§ 9.6.1. Dokaži, da skup racionalnih brojeva r za ·koie je r 5 > 2 obra-
• 

zuju završan komad skupa (R; .";;:). . 

§ 9.6.2. Ako su A, B dva završna komada skupa racionalnih brojeva, 
tada je i skup A +B svih a+ b, (a E A, b E B) završan ko-
mad skupa {R ; <;:). 1 

Da li vrijedi isto za skup A · B? :što je onda kad broj O ne 
leži u A V B?, . 

• 

§ 9.6.3. Dva istovrsna (raznovrsna prava) krajnja komada potpuno 
uređena skupa vazda su uporedljiva (neuporedljiva) _ s 8bzi
rom na,~. 

§ 9.6.4. Odrediti supremum i infimum skupova: N, R. sin R. t g R, 
sin (R · R). 

§ 9.6.5. Ako je A/B rez u skupu R. da li je onda a) A2/B2 rez u skupu R2
, 

b) sin A/sinB rez u skupu sin R? 
. . 

§ 9.6.6. Skup R XR uredi po prvim diferencijama; da li je on gust? 

§ 9.6.7. Dokaži, da je svaki od skupova a) 2~ ~ 1, b) ~z, e) ~ ~ 
gust; nadi im supremum i im fi mum . 

§ 9.6.8. Nađi suprem skupa; a) l~ N, b) (;t e).(- tr. d) ( ~ r. 
§ 9.6.9. Ako je A odn. B skup svih poligona upisanih odn. opisanih 

. kružnici l(, dokaži da je sup pov x =inf pov x =površina kruga. 
x•A xeB · 
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§ 9.6 10:- Ako niz brojeva an raste, tada je 
< 

sup an = lim a,; ; ako niz pada, onda je inf an = lim an . 
n n---+oo n n-+oo 

§ 10. LINEARNI KONTINUUM- skup svih realnih brojeva. 
KOMPLEKSNI KONTINUUM - skup svih kompleksnih brojeva. 

~ . 
. 

Sad smo u mogućnosti da se osvrnemo na razna područja brojeva 
što smo ih izgradili te da konačno definiramo skup. e svih realnih, te 
skup K svih kompleksnih brojeva i da navedemo nekoliko osnovnih 
svojstava tih skupoVa. · · 

§ 10.1. Najprije smo definirali nulu kao kardinalni broj prazna 
skupa te skup N svih prirodnih brojeva kao skup kardinalnih brojeva. 
konačnih skupova. 

' 
Dok su u množini , N izvedive i adicija i multiplikacija, dotle nji-

hove inverzne operacije: odbijanje i dijeljenje nisu u skupu N izvedive· 
osim u rijetkim slučajevima. Ali, već skup N X N uređenih pari može 
postati nosiocem svojstava koja su vezana za cijele brojeve: treba sa
mo za parove m- n, m'- n' iz N X N staviti: 

(10.1.1) 

(10.1.2) 

(10.1.3) 

. 
-< l ' ' t d l" . l > ' m- n > m -n vec prema ome a 1 Je m + n -< m + n 

' (m - n) + (m' - n') ~ (m + m') - (n + n') 

(m- n) · (m'- n') ~(mm'+ nn')- (mn'+ m' n} 

pa da se uvjerimo da time skup NXN postaje skupom · 

(101.4) . 

cijelih brojeva 

• o • • • • • ' 

-
-3 , 

D 

-2, -1, O, l, 2, 3, 4, .... 

pri čemu se uvode prikrate 

(n- n)-~ O 
• 

(10.1.5) ((n+ k)-n) ~+k ili k 
((n - (n + k}) ~ -k 

Tu k i n znače proizvoljne prirodne brojeve. 

Taj skup NXN sada je aditivna grupa, pa se u njemu oduzimanje 
cijelog broja e svodi na dodavanje suprotnog· broja -e. 

No, koliko je god u skupu D izblijedila razlika između sabiranja 
i oduzimanja, toliko je razlikovanje između mnqženja i dijeljenja još 
na snazi, jer se unutar samog skupa D te dvije operacije ne mogu, tt 

svakom slučaju, svesti jedna na drugu. 
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Ali skup D X N uređenih parova 

( ~ ). (d E. D, n E. N) 

već nam omogućuje da u njemu izvedemo neograničeno (O kao divizor 
isključena) diobe isto kao i množenja; treba samo u tom skupu definirati 

(10.1.6) (~)ji ( ~:) onda i ~amo onda ako dn' ji d' n 

(10.1.7) 

{10.1.8) 

( ~) + ( ~:) = (dn'n:1d'n) 

( ~) • ( ~:) = (~~:) 
IJa da se uvjerimo, da tako nastala organizacija 1) skupa D X N odgo'
vara baš onome što u dnevnom životu čujemo o racionalnim brojevima 
i što s njima rriožemo da radimo. Zato tako organizirani skup D X N 
i zovemo skupom 

. 
(10.1.9) R svih racionalnih brojeva, a konvencijom 

( ~ ) . d, (d E. D) 

uspostavljamo srodstvo, vezu, između novoga skupa R svih racionalnih 
brojeva i prethodne etape brojeva naime skupa D svih cijelih brojeva. 

Na taj način već sada imamo dvije. oblasti· brojeva i to: 
• 

Prva oblast: Kardinalni brojevi sa svoja tri područja i to: 
l) Q (nula) kao potencija praznih skupova, 
2) prirodni brojev1 (kardinalni brojevi konačnih skupova), 
3) transfinitni kardinalni brojevi, među kojima smo dosad upo

znali naročito k1 (alef nula) i 2 N· . potencija kontinuuma. 

Druga oblast brojeva jesu operativna brojevna područja, od kojih dosad 
• • 

znamo: 
I) Skup D svih cijelih brojeva, koji je jedna uređena komuta

tivna adi tivna grupa; 
• 

2) Skup R svih racionalnih brojeva, koii je jedno uređeno tijelo 
brojeva. 

Poslije ćemo se upoznati i sa drugim vrstama brojeva (ordinalni 
brojevi. realni, kompleksni i t. d.). · 

Dok smo !}.od skupa N imali osnovnu činjenicu, da je za svak 
n E. N također n + l E. N i to n < n + l, ali da se niz n, n -l, (n- l) -l, 

1) Tu se organizacija skupa D X N sastoji baš u ovim procesima: a) mogućn_ost 
razlikovanja elemenata u D X N; b) Mogućnost uređenja skupa D X N; e) Sabiranje i 
oduzimanje unutar D X N; d) Množenje i dijeljenje unutar D X N. 
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((n....:.l)-1)-1, ... mora prekinuti u području N, dotle 
D imali Činjen.icu, da iz d E D izlazi i 

d- l E D i d+ l E D, i to 
- d-1<d<d+1, 

§ 10.1-§ 10.2.1 

smo kod skupa 

pa zato u D nema niti najmanjeg niti najvećeg broja. . 

Ali, dok u skupu D za ma koji d E D, nema između d- l i d+ l 
drugog broja osim d, dotle, naprotiv, za ma koja dva racionalna broja 
r, r', između r i r' ima neizmjerno mnogo dtugih racionalnih brojeva. 

Kraće se to kaže: skup R je gust. 
Međutim, koliko god izgledalo da je skup R obimniji od skupa 

N prirodnih brojeva, ipak· ta dva skupa. imaju isti kardinalni broj. U 
praktičnim potrebama, skup R je toliko bogat i raznovrstan, da se 
kod raznih približnih izračunavanja možemo ograničiti samo na njega. 
·Međutim, već tako jednostavan problem kao na· pr. mjereRje dijagonale 
kvadrata pomoću stranice toga kvadrata kao jedinicom, dovodi nas do
nemogućnosti da rezultat V2 toga procesa .označimo racionalnim bro" 
jem. Naime V2 nije racionalan broj, ma da i slijeva i zdesna od l'2 ima 
proizvoljno na blizu racionalnih brojeva. To je ono, da V2 dolazi na 
mjesto gdje u uređenom skupu R racionalnih brojeva zjapi jedna pro
valija, i baš ta provalija u vezi je sa 1'2. 

· § 10.2. Realni brojevi . 
• 

§ 10.2.1. Definicija realnih brojeva. Proces ispunjavanja rupa u 
uređenim skupovima (§ 9.4.4) primijenjen na skup R racio11alnih bro
jeva dovodi nas do posve određenog skupa • 

o 

(10.2 1.1) R; 
• 

taj je skup uređen, gust kao i polazni skup R, ali za razliku novi skup 
• • • 

R .(prema teoremu 9.4.4.2) nema ni jedne jedine provalije. U tome je 
njegova znatna važnosU to tolika da uz još neku dopunbenu organi-

• • 
zaciju unutar R, a koja se tiče pitanja kako da ·u skupu R računamo 

• 
(vi<» definiciju sabiranja i množenja) skup R postaje ono što smo pri-
vikli da zovemo skupom svih realnih brojeva. 

Sjetimo se, da smo za x E R, rez skupa R kojemu je prva kom
ponenta sastavljena Od Skupa (-co, X]R SVih rac. brojeva -<(:X nazivali-. ' • • 

naprosto x, čime postižemo, da bude R .~ R; prema definiCiji iz poč. 
§ 9.4.4., rezovi kojima su prve komponente (-=, x)R i (-oo, x]R me
đusobno su jednaki. Tada se lako dokaže da se osnovne računske 

• 

operacije: zbrajanje i množenje racionalnih brojeva prevode ovako na 
jezik rezova skupa R. 
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. L e m a 10.2.LL Suma x + x' racionalnih brojeva x i x' jest 'rez . ' - . 
skupa R. racionalnih brojeva kojemu je prva komponenta (-co, x)R + 
+ (-· co, x')R t. j. skup sastavljen od svih brojeva oblika · 

a+ b: pritom je a< x, b< x', a E R., b~ R.. 

L e' m a 10.2 1.2. Produkt x.x' racionalnih brojeva x, x' jest rez 
skupa R., kojemu je jedna komponenta sastavljena od skupa svih bro
jeva oblika a · b; pritom a odn. b prolazi svim racionalnim brojevima 

' 

one polovine skupa R. što je odreduje broj a odn. b u kojoj se ne na:.. 
lazi broj O .. · 

Na pr. -2 · 3 jest rez kojemu je jedna komponenta (0dmah ćemo· 
vidjeti da je· to prva) jednaka . 

(-co, - 2)R · (3, co)R 

i dakle sastavljena od svih produkata racionalnih brojeva a, b, pri 
čemu je a< -2, b> 3. 

Čitaocu toplo preporučamo da i dokaže leme 10.2.1.1 i 10.2.1.2 .. 
pa da i ostala uobičaj~na pravila o računanju sa racionalnim brojevima 
prevede na- jezik reza.nja skupa R.. 

Inače leme 10.2.1.1 i 10.2.1.2 daju nam povoda da njihov sadržaj 
' prenesemo sa skupa R.. (koji je tek neznatan dio skupa R) na čitav 

' ' skup R.; time će skup R. dobiti završnu unutrašnju organizovanost i 
' postati nosiocem svih svojstava koja smo navikli da vežemo uz realne 

brojeve. Imamo dakle ovu 
' o -. / 

Definiciju realnih brojeva: Uređeni skup R. 1
) zove se skupom real-

" nih, brojeva, a njegovi elementi realnim brojevima, ako se u R. • racuna 
po ovim propisima i svima drugima koji iz ova dva proistječu 

Propis za zbrajanje realnih brojeva: Pod sumom 

(10.2.1.2) AdA2 + B1/B2 realnih brojeva AdA2, BdB2 2
) 

razumijeva se rez skupa R. kojemu je jedna (dakle prva) komponenta 
sastavljena od svih· brojeva 

(10.2.1.3) a1 + b1, (al E A1, b1 E B1) i dakle jednaka A1 + B1. · 

Propis za mno~enie 

(10.2.1.4) 

realnih brojeva. Pod 

AdA2 · BdB2 

produktom 

1) Sjeti se da je skup R skup svih racionalnih brojeva uređen po veličini; gre-
' ' laz od R na R definiran je u § 9.4.4 (zasipanje rupa u R.). 

. . . 
. ' . 

2) Kao elementi skupa f?., realni brojevi su izvjesni rezovi skupa R: specijalno 
za ma koji racionalni broj r, ovaj se ima shvatiti kao realni broj i to kao rez kojemu 
je prva komponenta (-cc, r)R odn. (-cc, r]R" 

• 
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Tealnih brojeva razumijevamo onaj rez skupa R. kojemu je jedna kom
oponenta sastavljena od skupa svih brojeva 

(10.2.1.5) a · b 

pritom a odn. b protječe onu komponentu reza A1/A2 odn. B1/B2 u kojoj , . 
se ne nalazi racionalni broj O (nego dakle sve sami pozitivni ili sve 
sami negativni rac. brojevi). 

• 
Prepuštamo čitaocu da dokaže da, uz gornje definicije, skup R., 

kojega ćemo sada označavati sa 

·(10.2.1.6) C odnosno C1 (poč. llslovo od eontinuum) 

i nazivati skupom realnih brojeva ili linearnim kontinuumom, zadovo
ljava., uobičajena računska pravila, specijalno da je e aditivna komu
tativna grupa te da je C"- {O} multiplikativna grupa i da važi distri
'butivni zakon množenja s obzirom na adiciju: 

. 
(a+b)c=ac+bc, (a,b,cE C). 

Lako se dokaže da je skup C uređeno arhimedovsko 1
) tijelo brojeva 

' ' . ' . - . ' o 

§ 10.2.2. Nekoja svojstva linearnog kontinuuma C = R . 
• 

T e or e m 10 2.2.1. Svaki interval realnih brojeva sadrži i racio- ' 
· nalnih brojeva; specijalno, između ma koja dva nejednaka iracionalna 
(trascendentna) broja .ima i racionalnih brojeva. 2) 

To izlazi neposredno iz teorema 9.4.4.1 za R =S;. kako naime u 
o . 

:skupu R. nema uzastopnih elemenata, jer ih nema niti u skupu R. racio-
• 

nalnih brojeva, može se teorem 9.4.4.1 odmah primijeniti na skup R. 
Vanredno korisno, a očigledno svojstvo linearnog kontinuuma C · 

'<laje 
. 

T e or e m 10.2.2.2 . • V uređenom skupu e nema rupa (provalija), 
.nego naprotiv, bilo e = A v B makar kakvo rastavljanje linearnog 
kontinuuma e na dva neprazna dijela od kojih je jedan smješten kao. 
cjelinq ispod (ili lijevo) drugoga, onda ili lijevi dio ima završni (nai
većil elemenat ili desni dio ima početni (najmanji) element (gl. teorem 
9.4.4.2). Sadržina zadnje rečenice izriče se i takO da se kaže da je 
linearni kontinuum e (t. j, skup realnih brojeva ili pravac kao skup 
.svojih realnih točaka) neprekidan u Dedekindovu smislu . 

• 

Upravo su prevažni overatori 

{10.2.2.1) inf M (infimum od M), sup M (supremum od M), 
• 

lJ "arhimedovsko" znači da je ispunjen E u d o k s o- Ar h i m e d o v p o s t u l a t: 
za ma koja dva pozitivna realna . broja x, y postoji prjrodan broj n tako da bude 
.n x > y. 

2) O tome, da između svaka dva racionalna broja ima iracionalnih, pa čak i 
transcendentnih broJeva, i dapače njih kontinuum mnogo, vidi t eo rem 6 8. 1.1. 
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gdje je M kakva god množina realnih brojeva;. inf M je početni element 
ll M, ako takav postoji, ili zav:ršni element z među svim. realnim bro
jevima koji su smješteni ispod M; ako niti z ne postoji, onda se sta
vlja inf M=- co. Analogno se definira sup M odn fiUP x 

x•M 

T e or e m 10.2.2.3.- Ako je M ma kakva puna množina realnih 

k . . . 't .- { iznad . d l b . d . . brojeva oj1 su svr sm1es em . d Je nog rea nog ro]a, on a Je 
ISPO · 

inf M ) . . đ l - b . ( l t . ') :sup M potpuno odre rea an roJ g . eor. 9.5. 1 . 

T e or e m 10.2.2.4. (B or e 1- L e b e s g u e-ovo svojstvo segmenata). 
. . 

. Ako je S proizvoljan segment uređena skupa G, a P proizvoljna 
_porodica otvorenih intervala skupa e koji prekrivaju segment s dakle: 

. 

S C V X, (X E P) : 
X 

tada u porodici P postoji konačno mnogo (tu je akcent!) članova koji 
već sami ·prekriva/u čitav segment S (inače P može biti ma kojeg 
.kardinalno g broja, naravno < c2 =e). 

. 

Stvarno, -recimo za neku točku x E S da je dostiživa, ako se 
.se gm em 

(10.2.2.2) [inf S, x] · 

može prekriti __ sa konačn9 mnogo intervala' iz P; označimo sa M mno
žinu koja je sastavljena od svih dostiživih točaka segmenta S; naravno, 
množina M postoji, sadrži bar donji kraj inf S segmenta S, a jasno je 
da je omeđena zdesna, jer je M -~ S; zato je . .. 
(10 2.2.:-3) sup M<;supS; 

no tu ne može biti znak <, jer prema definiciji skupa M točke iz 
{inf S, sup M] su sigurno dostižive t. j. mogu se prekriti sa konačno 
m no go članova iz P; ako tim članovima još dovedemo i jedan član 
iz P koji prekriva točku sup M, prekrit će se time sa konačnim dije
lom porodice P ne samo segment [inf S, sup M] nego još i nešto više 
udesno; očito, to bi bilo nemoguće, kad bi u {10.2.2.3) važio znak <. · 

T e or e m 10.2.2.5. (Cantor o v teor.em o uklapanju ili subdiviziji 
realnog segmenta, isp. teor. 9.5.2). Ako su 

S1,S2, ... , Sn , ... segmenti realnih brojeva, pa ako je 

Sn 2 Sn+t, (n E N) 

tada j e i presjek 
r\ s., (n E N) 
n 

Qdređcn segment· (izuzetno se ovaj može reducirati na jednu točku 
Ddnosno broj). 

KUREPA: Teorija skupova . 8 
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' 

§ ·10.2.2.1. Primjena na diadski diskontinuum. Pođimo od nekog; 
segmenta S realnih bn)jeva i promatrajmo ma koja dva disjunktna 

• • • 
segmenta koja su sadržana u S i da · im -dužina b\lde < l : označimo 

. ih sa So i S1 i to tako da So bude smješten lijevo od S1; iz syakog: 
od segmenata So i S1 izvadimo na sličan način dva segm_enta dužine. 

< ~ i označimo ih tako da postojećim indeksima nadodamo još O· m, 
.. 

• 

l; tako da izlaze 4 segmenta: · · 

• 

Soo , So1 u So i to Soo lijevo od S01, 

S1o , Sn u S1 i to S1o lijevo od Sn .. 

Iz dobivena 4 ( = 22
) segmenta dobivamo ponovno 23 segmenatll' 

l . 
dužine < 3 ; tako na pr. iz S01 proizvest ćemo ma koja dva segmenta 

dužine < ! , a označit ćemo ih sa So1o i Sou i to tako da So10 budec 
. 

lijevo _od S011 • Stvar se nastavlja sve dalje i dalje. Na taj način dobi-
vamo porodicu segmenata 

' 

( 10.2.2.1.1) S;, ;, .... ;n , (i. = O ili l, n E N) 

sa svojstvom, da su ma koja dva 'segmenta ili bez zajedničkih tačaka~ 
ili jedan sadrži drugi; segment S; sadržan je u segmentu SK onda i 
samo onda, ako je kompleks (slog) K početni komad kompleksa (sloga) L 

' 
Ako je 

(10.2.2.1.2) • • 
h,l2, .... , 

• 
Zn , . • . • 

ma koji diadski niz t. j. niz sastavljen od o i l (dakle je taj niz ele-
ment skupa {O, l h rN), tada je· tim nizom određen mz padajućih se
gmenata: 

S;, ~ S~, ;, ~ S;, ;, ;, ~ .... 

l l 
kojima su dužine po redu najviše:. l, 2 , 

3 
, ... 

Tada po Cantorovu teoremu ti segmenti imaju bar jednu tačku 
• 

zajedničku, a zbog uslova da dužine segmenta opadaju ispod svake• 
granice, proizlazi da· je skup 

~ 

(l 0.2.2.1.3) 
• 

('\ S;, ;, . . . 'n 
n tN 

iednočlan. Skup svih tačaka (10.2.2.1.3) kad (10.2.2.1.2) prolazi množi
nom {0, l h (N) zove se dijadski diskontinuum. realnih brojeva, a na
staje iz {0, Ih (N) obostrano jedno~načnom transformacijom, koja 
proizvoljnom elementu i1, i2, ia, .• iz {0, l h (N) pridijeljuje realni broi 
(10.2.2.1.3). Dobili smo· dakle ovaj · 
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• 

T e or e m 10.2.1.1.1. Svaki segment realnih brojeva sadrži bar 
• 

jedan diadski diskontinuum realnih brojeva . (pa zato ima kardinalni 
broj >k{O, 1}dN)=2NJ). 

§ 10.2.3. Pojam limesa niza·· realnih brojeva. (Operator 

an E C). Neposredna posljedica relacija 
• 

n < n + l E N za svaki n E N 
jeste ova 

l
. ; 
zm an·, 

n->= 

L e m a 10.2.3.1. Svaka okolina realna broja O 1) sadrži gotovo sve2
) 

člano~e niza __!_ odn. _ __!_, (n E N) odn. gotovo čitav skup Nl . Opće-n n · 
nitije: ako je a ma koji realni broj, tada svaka okolina broja a sadrži 

gotovo sve članove niza a+__!_ (n E N) odnosno gotovo čitav skup n , . 
l 

a ...j._ 
. N . 

Ta lema ukazuje na. osnovnu pojavu u višoj matematici, naime, 
da sc pojedini' skup može nagomilavati oko pojedine točke, u smislu, 
da svaka okolina te točke sadrži beskonačan dio promatrano g· skupa. 
Taj će nas pojav interesirati naročito u teoriji apstraktnih prostora, ali 

. -
već -i sada možemo izvući· pouku i izreći ovu definiciju koja je već 

/ . 
preko sto· godina, od C a u e h y- a (1789-1857) na ovamo, temelj mate-
matičke analize (klasične): 

" Definicija 10.2.3.1. Veli se da niz a realnih brojeva 8) 

(10.2.3.1) a (1), a (2), ... , a (n), .... 

konvergira ili da je konvergentan, ako postoji realan broj sa svojstvom. 
da svaka njegova okolina sadrži gotovo sve članove zadanoga niza; 
sam taj broj u zavisnosti od zadana niza označuje se sa 

~ 

'(10.2.3.2) lim a (n} 

i zove se limesom (graničnom vrijednosti) niza a. Veli se također da 
niz (10.2.3.1) konvergira (teži) prema broju (10.2.3.2); tako na pr. 

lim __!_ =O. Ako niz (10.2.3.1) nije konvergentan, veli se da on divergira. 
n-H>.J n . 0 

Specijalan slučaj divergentnih nizova jest ovaj: 
-·-··---,--

1) Svaki interval (pažnja: otvoreni interval) realnih brojeva zove se okolinom 
svake točke toga intervala. 

') gotovo sve ~ sve ili sve sa najviše konačno mnogo izuzetaka. 

'') Mislimo vazda na beskonačan niz t. j. na proizvoljnu realnu jednoznačnu 
funkciju a definiranu u skupu N svih prirodnih brojeva. 
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. . 

Ako je niz a (1), a (2) .... takav da za ma koji realan broj x 

t . vl . . 1 v { desno d d k v d . k go ovo SVI e anov1 mza eze 
1
.. · o x, on a· se aze, a mz on-

. I]evo 

vergir.a (divergira) prema { +: i piše 

{
+= 

lim. a (n)-:- ~ =·. 
n~= 

• • 

(l 0.2.3.3) 

T e or e m 10.2.3.1. (C a u e hye v kriterij konvergencije). 

Da niz realnih brojeva bulJe konvergentan, treba, a i dosta je, da 
gotovo svi članovi niza budu smješteni u pr:.oizvoljno malim intervalima · 
t. j. dil za proizvoljan broj 11 > O (promjer inter valaJ postoji realni 
interval l promjera < 1'], tako da on sadrži gotovo sve članove niza. 

Slikovito i kinematički možemo Cauchy-ev kriterij izreči ovako: 
Da niz realnih brojeva konvergira, nužno je i .dovoljno, da se svaki 
realni interval može tako pomaknuti da obuhvati gotovo sve članove 
promatranog niza (naravno da je pomicanje .int.ervala nepotrebno, ako 
on već obuhvata gotovo čitav zadani niz). 

U s l o v j e n u ž d a n, t. j. dokažimo ovo: 
• 

Ako niz (l 0.2.3.1) konvergira, onda su gotovo svi članovi niza 
smiešteni u proizvoljno, malim intervalima. Stvarno, neka je 11 'proizvo-

• • 
ljan broj; tada uslov, da niz (10.2.3.1) konvergira znači, da postoji'broi 
A sa svojstvom, da svaka njegova okolina l, pa dakle i takova kojoj 
je promjer < 11. sadrži gotovo sve članove niza. Dakle, zbilja za pro-

. . . 

izvoljan broj 11 > O postoji interval l dužine < 11 koji sadrži skoro sve 
članove niza (10.2.3J). . 

Uslov je dovoljan t.j. važi ovaj zaključak: ako je a(!), 
a (2) .... ma koji niz realnih·. brojeva sa svojstvom; da ih gotovo sve 
možemo strpati u proizvoljno male intervale, onda postoji realan broj 
A tako da svaka okolina od A sahži gotovo sve čianove niza a( l), 
a (2), . . .. 

Stvarno, označimo sa 

(10.2.3.4) F 

porodicu svih intervala l, od kojih svaki ima svojstvo da sadrži gotovo . . 

sve članove niza (10.2.3.1). Označimo li sa 

' w l odnosno w (l) 

dužinu intervala l, 
onda se pretpostavka, da su gotovo svi članovi niza (10.2.3.1) 

sadržani u proizvoljno kratkim intervalima l može izraziti i ovako : 
. 

(10.2.3.5) inf w (l) =0. 
l eF 
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• 

Promatrajmo broj 
' 

(10.2.3.6) A = supremum donjih. krajeva svih intervala l,.(/ E F). 

Tvrdimo da je 
lim a(n) =A 

t. j. da svaka okolina O broja A sadrži gotovo sve članove a (n). 
Najprije, desni kraj sup O od O je takav da ispod njega leži ne

izmjerno mnogo članova a (n); u obrnutom slučaju, ležalo bi ispod 
sup O najviše konačan broj članova 
a (n), pa bi zato bilo sup O <A; no 
to je nemoguće, jer bi to značilo, da 

' 
interval O nije okolina od A. No, . . ' . 

desno od sup O ima tek < ~o t. j. ko

o 
• 

inf O A supO · 

Sl. 10.2.3.1 

načno mnogo brojeva a (n); (n E N); u obrnutom slučaju, bilo bi 
ih neizmjerno mnogo. No, kako svaki l E F obuhvata gotovo -sve 
a (n), (n E N), to znači, da bi svaki· l E F morao da obuhvati i bar 

"" jedan član iz (10.2.3.1) koji je smješten desno sup O; to znači, da bi 
desni kraj od l bio >sup O za svaki l E F. Kako je k tome lijevi kraj 
od l svakako <A, t() znači, da bi dužina w l od l bila >sup O- A. 
dakle 

inf w l > sup O-A > O, (l E F) 
J • 

protivno pretpostavci (10.2.3.5). Dakle uistinu, svaka okolina O broja 
( 10.2.3.6) -sadrži gotovo sve članove niza (10.2.3.1), čime je dokazano • • • 

da su uslovi Cauchy-eva kriterija i dovoljni za konvergenciju niza. 
Time je Cauchy-ev kriterij potpuno dokazan. 

• 

§ 10.2.4. Gomilišta zadana niza. 

Veli se, da je x gomilište (mjesto nagomilavanja) Hi granična vri
jednost nekog beskonačnog niza brojeva, ako taj niz liadrži beskonačan 
niz koji konve udra prema x (pritom .t može biti broj ili -co ili · + =). 

lnfimum skupa } .h .1 .. t· · . ( ) v • • 

. e · sv1 gom1 IS a mza a n, oznacuJe se sa 
oupremum " 

lim inf a (n) . lim an 

lim sup a( n) 
odnosno prema Pringsheimu 

lim an 
Jj~ OO 

. __ L limes inferior 
1 cn a j . " supenor 

~iza gJn). 

Naravno 

-co< lim an< lim a"<+ co za svaki. član a skupa 
• 

N1 (R) Ako je 
n~= n---+ 00 

• 

lim a (n) = lim a (n) onda je to dalje = lim a (n) . 
• 
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" 

Tlioi'em l6.2>4.L '{Bo.fzano-Weierstrassov teorem). Ako se 
članovi' niza realnih brojeva mog!J obuhvatiti jednim realnim segmen
tom, onda· taj niz ima bar jednu konačnu graničnu vrijednost. 

Stvarno, ako je S1 bilo koji segment koji obuhvata čitav zadani 
niz, pa ako s, podijelimo na dva jednaka segmenta, onda bar Jedan od 
ovih, recimo S2, sadrži No članova zadanog niza; analogno se iz S2 · 
izvodi, da jedna njegova polovina-segment SJ sadrži No članova zadana 
niza, i t. d., i t. d.; za svaki n proizlazi segment Sn+ l kao· jedna od 

• • 
polovine segmenta Sn koja. sadrži No članova zadanog niza. Premac 

Cantor o v u teoremu, skup r\ Sn postoji, a zbog w Sn+' = ~ w S. da-

kle w Sn+ l = ;; w (S1), jasno je, da je skup 0 S. sastavlJen. od jedne 

jedine točke. Odmah se vidi da je ta točka jedno gomilište zadanog 
niza: dovoljno je za svaki n E N označiti sa v (n) najmanji prirodni 
broj sa ·svojstvom; · 

a(v(n+ l)) E Sn+l, v(n+.O > v(n), 

pa. da se uvjerimo da je niz 

a (v (l) ) , a (v (2) ) , . . . , a (v (n) ) , . . . '• . ' 

izvađen iz zadanog niza a (l), a (2) ..... i da on konvergira prema 
broju (\ Sn . 

n 

§ 10.3. Kompleksni brojevi. 
_:..,_ \ 

- ' 

' 
• § 10.3.1. Definicija 

brojeva jest skup 
skupa K kompleksnih brojeva. Skup komplek-

• 

sni h 

(10.3.1.1) 

svih jednoznačnih realnih funkcija koje su definirane u dvočlanom skupu 
{O,, 1}1

), a sa kojima se radi i računa po ovim propisima (i svim dru
gima koji i_z njih izviru). 

' 
Označimo realnu jednoznačnu funkciju (kompleksni broj) x defini-

ranu u dvočlanom skupu {0, l} sa 

(x (0), x (l)). 
' 

Kompleksni broj ,X je manji m jednak' nego kompleksni broj y, 
simbolički 

(10.3.1.2) x < y, ako je X (0) <: y (0), X (l)_<;; y (l). 
• 

Pod sumom x + y odn. (x (0), x (l)) + (y (0), y (l)) kompleksnih 
brojeva 

' 

x, y odn. (x (0), x (l)), (y (0), y (l)) 

1) Naravno, mjesto dvočlanog skupa {O ,l} može se uzeti koji god dvočlan skup . 
• • 
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. 

razumijevamo kompleksni broj 

(x (O) + y (0), x (1) + y (l)), pa pišemo 

(l0.3.Ll) X+Y=(x(O), x(l)+ (y(O), y(l)) = (x(O)+y(O), x(l)+y(l)) 

-dakle (x: + y) (O) - X (O) + y (O) 

(x + y) (l) = x (l) + y (l). 
. ' 

Pod produktom xy oqn .. (x(O), x (i)) · (y (O), y (l)) kompleksnih · 
hrojcva x, y odnosno (x (O), x (l)), (y (0), y (l)) razumijevamo kompleksni . 
broj (x (O) y (O)- x (l) y (l), x (O) y (l)+ x (l) y (O)) pa pišemo 

(10.3.1.4) xy- (x (O).x (l)) · (y (0), y (I) = 

·• = (x (O) y (0)- X(!) y (1), x (0) y (l) +X (I) y (0)) 
·dakle 

(xy) (o) = x (O) y (O)- x (I) y (l) 

(xy) (l) = x (0) y (l) +X (l) y (0). 

Srodstvo skupa kompleksnih brojeva sa polaznim skupom C real
enih · brojeva ostvareno je time · što svaki realan broj r smatramo 
jednakim sa kompleksnim brojem (r, O) dakle· ., -
~10.3.1.5) r = (r, O), t. j. r(O) = r, r (I)= O (rE C). 

. 

Označimo li skup C1 {O, l} organiziran propisima (10.3.1.2)-(10.3.1.4), 
i (10.3.1.5) slQ.vom . · · ·, 

'( 10.3.1.6) K (početno slovo od kompleksan = složen) 

·onda je dakle 

·( 10.3.1. 7) 
' 

e~ K i to e e K, , . 

jer na pr.. kompleksni broj (0, l) nije jednak nf'~s jednim realnim brojem. 

Iz definicije (10.3.1.2) proizlazi naime neposredno 

L e ma 10.3.1.1. Da za kompleksne brojeve x i y bude x = y H. j . 
i x <' y i y <. x), nužno je i dovoljno da bude x (O) = y (0), x (l) = y (l) . 

. 

§ l 0.3.2. Čitalac se lako uvjeri, da za sabiranje i množenje u 
:skupu K važe zakoni komutacije, ·asocijacije i zakon distribucije . 

(a+ b) e= ac+ bc, (a, b, e E K). 

Specijalno se vidi, da je , 

. <( 10.3.2.1) X= (x (0), x (l)) :-- (x (0), 0) .+ (0, X (l)) =X (O) + (0, X (l)} 

{10.3.2.2) (0, X (l)) = (0, l) · X (l) 

{10.3.2.3) 

Dakle, postoji 
kvadrat =-l. 

. 

(O, 1): =-l. 
' . 

• 

'Kompleksan· broj i to konkretno (0, l), kojega je 
• 
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Taj kompleksni broj (0, l) t. j. funkcija (0, l) označuje se slovom i,. 
dakle · 

(10.3.2.4) · i = (O, l) te i (O) = o. i (l) = l 
' kao početnim slovom riječi imaginaran odnosno identičan; naime: u 
jednu ruku kompleksni broj (0, l) zove se imaginarna jedinica, a u 
drugu ruku kompleksni broj (0, l). u svojem ·značenju kao transforma
ciJa i dvočlanog skupa {O, l} jest identična transformacija toga skupa. 
na sama sebe : 

.(l 0.3.2.5) • i (O) = O, i (l) = l. 
• 

Imamo ovo: 
Proizvoljan kompleksan broj x = (x (0), x (I)) =po definiciji (10.3.1.3) · 

= (x (O), O) + (0, x (I)) = (po konvenciji (10.3.1.5) = x (O)+ (O, x (l)) = 
=po 10.3.1.4 = x (0)+ (0, l)x (l)= (po konvertciii 10.3.2.4) = x(O) + ix(l) 
dakle 

(10.3.2.6) . X= (x (0), X (l)) =X (0) +ix (1). 

Qpći kompleksni broj x izlazi kao suma pro_izvoljnog realnog brojct . 
x (O) i produkta imaginarne jedinice i sa proizvoljnim realnim bro-
jem x (l). • 

Ipak, ne smije · se pritom smetnuti s uma, da na desnoj strani 
jednakosti (10.3.2.6) slova. X (0) te X (l) do,duše znače realne brojeve,. 
ali u kompleksnom ruhu ! 

Složeni ("kompleksni) oblik x (O) + ix (l) za kompleksni broj x . 
= (x (0), x (J)) vrlo je sugestivan,· jer identifikacija (10.3.2.6) daje nam 
mogućnost da s kompleksnim brojevima radimo kao sa običnim alge-

' barskim binomima držeći vazda :ga umu da je 
-.;(l 

i2 · -l (dakle ž? = i2 · i = -i i t. dl 
•• 

Specijalno, odmah se može dokazati da je 
• 

(x (O)+ ix (l)) + (y (l))+ iy (l)) --' (x (O) + y €0) +i (y (l) + y (1)) 
• 

(x (O) +ix (l)) · (y (O)+ iy (l)) = (x (O) y (O).::..._ x (l) y (l))+ 
+ i(x (O) y (l)+ x (l) y (O)) 

(x ('))+ix (l)). (x (O)- iy (l)) = x (0)2 + x (1)2• 

Tu su x (0), x (l), y (O),_y (l) realni brojevi u kompleksnom ruhu. 
. -

'· 

Ako y (0), y (l) nisu istovremeno = O t. j. ako je y (0)2 + y (1) 2 =l= o. 
onda je (x (O)+ ix (J)): (y (O) + i y (l)) = (proširi kvocijent say = (y (O)-
-i y (l))) = . . • ' . 

= (x(O)+ix(l)) (y(O)-iy(l)):(y(O) +iy(l)) (y(O)-iy(l)) = 

.. x (0) y(O) + x (l) y (l) + i._. x (0) y_(l) +X (l) y (0) 
Y<W+y(t)2. .y(o)2+y(1)2 . 
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• 

§ 10.3.3. Jedna razlika izmedu realnog i kompleksnog kontinuuma~ 

Prepuštamo čitaocu, da dokaže da je skup K. svih kompleksnih 
. brojeva adi tivna grupa, pa čak i broj evno tije) o, ali to broj evno tijelo 
nije potpuno uređen skup,-- nego tek djelimično uređen skup. Zato se 
prelaz od linearnog kontinuuma e na kompleksni kontinuuum K. bitno 
razlikuje on prelaza sa R. na e ili od skupa D cijelih brojeva na skup 

• 
R. racionalnih brojeva ili od prelaza sa N na D: kod svih ovih prelaza 
stečena pravila o računanju prenosila su se sa polaznog skupa na novo 
prošireno područje. 

Naprotiv, kod prelaza od e na K. to nije bio niti može biti slučaj r 
J er, prema Ji i l b er t U, linearni kon tin um e je potpun U Smislu, da se 
on. ne može efektivno proširiti pa da u proširenom području važe svi 
zakoni računanja s realnim brojevima. . ·, ' 

' S nulom neuporedljivi 
kompleksni brojevi 

Negativni 
- 'kompleksni 
brojevi 

Pozitivni kompleksni brojevi 

S nulom neuporedijiw 
kompleksni brojevi 

Sl. 10.3.4.1. 

• 

_ Nula, pozitivni, negativni i (prema nuli) neuporedljivi kompleksni brojevi. 

-
§ 10.3.4. Kompleksni kontinuum K.• i Euklidova ravnina. Dodajmo. 

da se kompleksni kontinuum K. može dovesti u vezu sa Euklidovom 
ravninom GJ: treba samo svako jednoznačno realno preslikavanje x 
dvočlano g skupa {0, l} jedanput interpretirati· kao kompleksni broj. 
x (O) + ix (l) a drugi put kao onu točku (x (O), x (I)) u ravnini s odre- · 
đenim Descartesovim koordinatnim sistemom kojoj je apscisa = x (O). 
a ordinata =i (I). 

Nazo-...emo li tada okolinom kompleksnog broja x (O) + ix (l) skup 
švih kompleksnih brojeva koji leže u nutrini kruga sa središtem u točki 
(x (0), x (I)), tada se definicija limesa iz § 10.2.3 ·doslovce prenosi na 
kompleksni kontinuum. · _ 

l tiekoii teoremi iz § 10.2.2 mogu se na zgodan 
kompleksni kontinuum; tako na pr. gdje je dosad 

• 

vo < •• ,. nacm pre'l1jt::I na 
stajalo ":;~:gment 
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realnih brojeva", treba sada čitati: "zatvoren krug kompleksnih bro-
jeva" i t. d.). · 

Klasična· matematika išla je još i u prostorni kontinuum Ca pa 
odonekle i u prostor c4 sa 4 dimenzije te u prostore e. sa n dimenzija. 
za svaki n E N. Moderna matematika s tim se ne zadovoljava. Razvoj 
je takav da smo morali ·zaći i u razn~ funkcionalne prostore C1 (C), 
K1 (C) i t. d. te uopće u ·apstraktne prostore. · 

No, svakim Descartesovim sistemom u ravnini raspada se ova na 
9 disjunktnih dijelova _i to na: 

. a) Početak ili ishodište sistema; 
. . . 

b) 4 poluosi (pozitivna apscisna poluos, pozitivna ordinatna poluos 
negativna apsc. i neg. ordinatna poluos) ; 

e) 4 kvadranta ili polja: prvi (treći) kvadrant je omeđen pozi-, 
ti vnim (negativnim) poluosima ;,drugi (četvrti) kvadrant je ome-
đen pozitivnom (negativnom) ordinatnom i negativnom (pozi
tivnom) apscisnom poluosi. 

· Analogno, ako. je T bilo koja točka ravnine, raspada se ova na 
~ disjunktnih dijelova dobivenih iz gornjih 9 dijelova translacijom za . - . 

<!užinu OT (O je počet<jk. koordinatnog sistema). 
Tada se geometriiski odmah vidi na koji je· način kompleksni 

kontinuum djelimično uređen. Dokazuje se naime da važi 
' . 

L e m a 10.3.4.1. Da kompleksni broj x bude manji od kompleksnog 
broja y, nužno je. i dovoljno, da broj y leži bilo u prvom kvadrantu 
.broja x ili na kojoj" pozitivnoj poluosi kroz točku x. 

Da kompleksni brojevi x i y budu međusobno neuporedljivi t j. 

4a ·ne bude niti x < y niti y < x, nužno je i dovoljno, da x leži ili u 
-drugom· ili u četvrtom kvadrantu što ga određuje točka y . 

§ l 0.4. Z A D A C l 
• 

§ 10.4.1. Ako je r1, r2, ... niz svih racionalnih brojeva, odredi: 
sup Tn, 
neN · 

inf Tn , 
11 

• sup sm Tn , 
n 

inf 2'n , lim 2'•, lim 2'• . 
n n n 

. ~ 

sup 2'n. 
n 

• 

§ 10.4.2. Koji od znakova <. . . >. ll treba staviti mjesto o u relacijama: 
a) 2 + 5 i o 4 + ll i; b) 3 o i; e) 2- i o 5 + i; 
d) 2 + 3 i o3 + 2 L · 

§ 10.4.3. Ako je a, b E K šta geometrijski znači (a, b) K, a šta [a, b lK? 
§ 10.4.4. Defini raj sup rem · i infim za svaki v C M .~ K; dokaži ovo: 

ako je skup M,~ K ograđen zdesna, tada je_ sup M E K. i t() 

sup M = sup M'+ i sup M", gdje su M' odn. M" projekcije skupa 
M na apscisnu odn. ordinatnu os. 
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. 

§ 10.4.5. Da li skup pozitivnih kompleksnih brojeva obrazuje završan 
komad skupa (K;<)? Da li je taj komad ograđen slijeva? 

:§ 10.4.6. 

§ 10.4.7. 

§ 10.4.8. 

§ 10.4.9. 

l 

§ 10.4.10. 

:§ 10.4.11. 

. 
Isto pitanje za polu-ravninu smještenu de~no od ordinatne osi. 

Dokaži, da produkt dva pozitivna (negativna) kompleksna 
broja ne može biti negativan. 

Ako su a, b dva pozitivna kompleksna broja, tada odnos· 
· na'<b · 

. . 
može biti. ispravan tek za konačno mnogo prirodnih brojeva n. 

Ako su a, b, e, d kompleksni brojevi, tada iz 
. a< b, e< d slijedi .fl;+ e< b+ d. 

Iz a< b, e > O slijedi . ac< bc ·ili ac ll bc (ali ne ac> bc). 

Dokaži da je skup kompleksnih brojeva oblika 
a + b i, (a, b E R) 

prebrojiv i da svaka okolina svakog kompleksnog broja 
sadrži bezbroj tOčaka toga skupa. 

• 

§ 11. SLIČNOST (IZOMORPIJA) UREĐENIH SKUPO V A 

Već· smo se dosad uvjetili od kolike je važnosti pojam tra:nsfor
macijeo (procesa, funkcije). Pa se, prirodno, postavlja problem o svoj
stvima koja se ne mijenjaju pri izvjesnim transformacijama nego dakle 

' 
<>staju sačuvana. 

Slučajevi tog općeg problema pojavljivat će se u više navrata. 
A ovdje, kad govorimo ·o uređenim skupovima, definirat ćemo i pro-

. ' 
matrati one transformacije uređenih skupova kod kojih poredaj u skupu 

. <>staje sačuvan. Te transformacije - sličnosti - dovest će nas. do 
mdinalnih brojeva (konačnih i transfinitnih), ·jedne od najoriginalnijih 
tekovina teorije skupova. 

U ovom §~u upoznat ćemo se s poređajnom karakteristikom skupa 
( R; "S) odn. skupa (C; <) realnih brojeva koje su veoma jednostavne. 
Formulirat ćemo i glasovit Spslinov problem o kontinuumu. 

§ 11.1. Definicija sličnosti uređenih skupova. Kaže se, da je uređen 
:skup (SI; <1) sličan ili izomorfan s uređenim skupom (S2; <2) i piše se 
{11.1.1) ·. t (S1; <1) = t.(S2; <2) odnosno t S1== t S2 

ako postoji jednoznačno preslikavanje t skupa sl tako da bude: 

(11.1.2) t <S~)= S2 . i da . 
• 

·< 2 
u Si slijedi po redu t (x) =z t(y) u S2 

1
). ·(11.1.3) 

• >z 
1) Sjeti se da relacije možemo razlikovati pripisujući im indekse. 
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• 
Kraće se kaže da postoji preslikavanje. po . . - . sličnosti· čitavog skupa 

(Sl ;<1) na čitavi skup (S2; <2l. • 

Sličnost uređena skupa S jest svako jednoznačno preslikavanje f 
l . 

skupa S u uređen skup f (S), pri čemu ima biti ispunjen ovaj uslov 
čuvanja uređenja: -

(11.1.4) Iz x, y E S te iz činjenica da x leži ispred y u S 
• • . . 

nužno slijedi da 
f (x) leži ispred f (y) u f (S). . . . 

Tada se već može dokazati da je f (x) iza f (y) u f (S), čim je x 
iza y u S. Pritom treba naglasiti, da skupovi S i f (S) ne moraju imati 
zajedničkih elemenata; isto tako, uređenje u S i uređenje u f (S) mogu .. 
biti definirani na posve . nezavisan način. 

Primjer 11.1.1. Funkcija 
• 

f (n) = n ~-
1 

, (n E N) . 
• 

je jedna sličnost skupa prirodnih brojeva N koja skup N prevodi u 
• l 2 3 n+1 -

2 ' 3 ' 4 ' 
. . . , n , . . . . 

Pr i m j e r 11.1.2. Ako sve racionalne brojeve napišemo u nizu 

(11.1.5) 

tako da bude ·rn =l= Tn', za različite prirodne brojeve n =l= n~. pa ako 
skup racionalnih brojeva uredimo ne prema veličini kao što se to radi 
nego po propisu da rac. broj 

. 

'r bude ispred rac. broja r' 

onda i samo onda, ako se r u nizu (11.1.5) nalazi prije broja r', onda 
je jasno da je transformacija 

• 

~(n) = Tn , (n E N) -
sličnost, koja skup prirodnih brojeva prevodi u posebno uređen čitav 
skup racionalnih brojeva .. 

Lema 11.1.1. Svaka sličnost (t. j. preslikavanje po· sličnosti) est 
obostrano jednoznačna transformacija. 

Dovoljno je da pokažemo, da nejednakim elementima x, y, u Sr 
odgovaraju nejednaki elementi u S2..: Stvarno, iz x =l= 1 y slijedi x. < 1 y 
dakle i f(x) <2f•(y), ili y< 1x dakle i f(y) <2f(x), u svakom dakle slu
čaju f (x) =l=2 f (y). 

Time je pokazano da iz 
• 

(11.1.6) t (S1) =t (S2) ·slijedi . t (S2) =t (SJ). 
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,_ 

Ako je dakle S1 sličan sa S2, onda' je i S2 sličan sa S1 pa se zato na-
prosto govori, da su skupovi sl i s2 m-eđusobno slični. • • 

Zaključak (11.1.6) je specijalan slučaj 

T e or e m a 11.1.1. Za uređene skupove S1, S2 vazdaie ili tS1 = tS2 

ili t S1 l t S2 , pritom je relacija _ refleksivna, simetrična i tranzitivna; 
drugim riječima, sličnost među skupovima ie jedna relacija ekviva
lentnosti u smislu § 7. 

Dokaz teorema je posve· analogan dukazu u § 3.1 o relaciji = 
među kardinalnim brojevima. 

§ 11.2. O zajedničkim svojstvima sličnih skupova._ Jasno je, da 
skupovi koji su slični, ili svi imaju prvi element ili ga nema nijedan 
od njih; isto tako, ako je skup S gust, onqa je gust i svaki skup koji 

. je sličan sa S; ako S ima provalija, ima ih i f (S) (t 1je sličnost) i pro
valije u S te u f (S) međusobno si odgovaraju. Jer, ako je neka pro-

/ valija u S proizvedena rezom 

S ~- A V B, A ispred B • 
. • 

onda rastav (rez) 

f (S) = f (A) V f (B), t (A) ispred f (B) 

proizvodi provaliju u -r(S). 
.-

Uopće, sve što se u vezi sa poretkom može reći o skupu S 
se doslovce prenijeti na svaki uređeni skqp koji ie sličan sa S. 

v moze 

To je korisno imati na umu, jer time smisao sličnosti postaje 
sadržajniji. Istaknimo ovu 

L e m u 11.2.1. Ako su dva uređena skupa slična, imaju oni isti 
kardinalni broj: 

(11.2.1) 

(11.2.2) 

i 

Iz t S1 =t S2 slijedi 

k sl= k s2. 
Lema izlazi neposredno iz činjenice da je svaka sličnost između -

sl i s2 ujedno i izvjesno obostrano jednoznačno preslikavanje skupa 
sl na čitav skup' s2 (v (11.1.2) J. lemu 11.1.1). 

Obrat, da šu skupovi slični, ako imaju isti kardinalni broj nije 
ispravan za transfinitne skupove. Jer, na pr. skup prirodnih i skup 
racionalnih brojeva imaju jedan te isti kardinalni broj, a ipaK. nisu slični. 

Doduše, svakim eventualnim obostrano jednoznačnim preslikava-
• • • 

nj elJI f . uređena skupa sl na uređen skup s2 možemo poredaj sa. sl 
prenijeti, presaditi na skup S2, ali u općem sltlčaju, t0 novo uređenje 
skupa s2 neće biti istovjetno sa početnim uređenjem "skupa s2; to će 

biti .slučaj tek kad je f izvjesna transformacija po sličnosti. 
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§ 11.3. Poredajna karakteristika skupa R racionalnih brojeva. 
Uređeni skup R = (R.; <) racionalnih brojeva ima ova tri svojstva: 

a) Skup nema .ni početno g ni završnog elementa; 
b) Skup je gust (između svaka dva nejednaka člana smješteno je 

' i drugih članova); • 
e) Skup je prebrojiv. · 

• Zanimljivo je, da su ta tri svojstva, kao što je to Cantor poka
zao, i dovoljna za uređeni skup R. jer_ važi ovaj 

T e or e m 11.3.1. (C a
1
n t or) Svaki potpuno uređeni skup koji ima 

gornja tri svojstva a), b), e), sličan je sa skupom R svih racionalnih 
• 

brojeva koji su uređeni po svojoj veličini - ili drukčije: 
Ma koja dva potpuno uređena skupa S1 i S2 sa svoJstvima a), b) 

i e) međusobno· su slična. _ . · 
Stvarno, prema svojstvu e), možemo elemente iz S1 numerirati 

t. j. staviti u beskonačan niz 

(l 1.3.1) al ' a2 ' aa ' . . . ' an ' . o • ' an =F a,i'' 
za prirodne brojeve n =l= n'. 

Isto tako; neka je · 

(11.3.2) b1, b2, b3, ... , bn, ... , bn =l= bn•, 

za prirodne brojeve n =l= n'. 

Idemo postepeno sagraditi sličnost 

(11.3.3) <p (x), (x E S1) sa svojstvom 

(11.3.4) <p (S1) = S2 dakle i S1 = <F- 1 (S2). 

Stavimo 

(11.3 5) 
, ' 

i uvedimo oznaku e1 = a1. Da nastavimo, promatrajmo član b2 u nizu 
(11.3.2) i označimo sa e2 prvi član u nizu (11.3.1), a koji· je u istom 
poretku prema e1 u kojem je b2· prema bt, dakle da bude ispred e1. ako 
ie b2 ispred b1 odnosno da bude iza e1 ako je b2 u S2 iza b1. Očito je, 
da zbog us.! ova a) i b) član e2 E S1 postoji; stavit ć.emo <F (e2) = b2, 
e2 = <F-1 (b2). -

Pretpostavimo, da je n > 2 ma kakav pricodan broj i da je funkcija . 
<p već definirana u jednom skup~ En-l ,~ S1 od ·n-'-1 točaka 

• • 
kojega <F po sličnosti prevodi u po ts kup <p (En-l ) ~ S2. Sada ćemo 
skupu En-l pribaviti nov,;u točku 

(11.3.6) en E Sr "-En-l, definirati skup En = En-l \J {en} -
i. točku '<F(en) E S2"-<FEn-1), tako da skupovi En .i cp(En) budu slični. 
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Ako je n neparan broj, označimo sa e. prvi član niza (11.3.1) koji 
pripada skupu sl "-En-l. Odredimo cp (e.) E s~ ".cp (E.~ I) ovak~: . 

ako je e. { prv
1
i. d .. član skupa _E. = En-I \J {e.}, 

pos Je UJI · 

tad će cp (e.) značiti prvi član niza (11.3.2) ko)i inače .Ježi u s2 {.ispred 
. 1za -

čitavog skupa cp (E.-I). Ako pak e. nije krajnji element u uređenom 
• 

skupu E., nego dakle proizvodi rastavljanje 

. En-l= (-oo, e.) V (e., oo) 

skupa En-I na dio (-oo, e.) koji je lijevo od en i preostali dio (e., oo) 
• 

koji i e desno od e., tada će između transformata funkcijom cp tih dije-
lova skupa En-I biti smješteno elemenata skupa S2 ".cp (En-I); onaj 
između njih koji u numeraciji (11.3.2) ima najmanji indeks· označit 
ćemo sa cp (e.). 

Ako je · pak n paran broj, označit ćemo sa cp (e.) član skupa 
S2 "-cp (En-.1) koji se prvi javlja u nizu (11.3.2); treba sada odrediti još 
e. E sl ".En-l. Ako je cp (e.) krajnji element u cp'(E.-I) \) {cp (e.)}, pa 

ako cp (e.) dolazi { ~spred čitavog skupa cp (E.-I), onda će nam e. zna 
. Iza 

čiti prvi član niza (11.3.1) koji inaČe u S1 ieži{~spred En-I. Ako <r(e.) 
IZa 

nije niti ispred nit iza cp (E.-I), označimo sa 
' (11.3. 7) (-oo, cp (e.)), (cp (e.),+ oo) 

• 

' skup svih točaka skupa cp (E.-I) koje leže ispred odnosno iza· cp (e.);: 
preobrazimo li skupove (11.3.7) funkcijom .cp-1

, doći ćerrio do određe
nih konačnih skupova u sl od kojih je jedan lijevo od drugoga; prvi 
član u nizu (11.3.1) koji inače u sl leži' između 

cp-1 (-oo, cp(e.)) i cp~ 1 (cp(e.), +co) 

označit ćemo sa e •• 
- Time su za svaki n E N odredene točke. e. E S1 , cp (e.) E 82 ;: 

transformacija cp se. postepeno proširuje na čitav skup 
. 

el, e2' ... ' en' ... 

koji: bčigledno iscrpljuje skup sl; takoder je jasno, da je nizom 

' 
lP (eJ), cp (e2), ... cp (e.), ... 

iscrpljen čitav skup S2. Time je udešeno preslikavanje po sličnosti !Jl• 
' 

između sl i s2. pa je !p sl·= s2. 
. • _/ l\ 

Primijetimo, da je preslikavanje cp, gornjom konstrukcijom, odre-
deno jednoznačno. 
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-· · Te or e m 11.3.2. Svaki potpuno uređen skup koji je konačan ill 
prebrojiv sličan je jednom dijelu skupa racionalnih brojeva, koji je i 
.sam prebrojiv. ' 

Sadržaj teorema ll 3.2 možemo izreći i tako da kažemo da je 
uređeni skup R. racionalnih brojeva univerzalan za sve votpuno uređene 
.skupove <No. · 

Dokaz•se vodi kao dokaz teoremal1.3.1 s tim pojednostavljenjem, 
što kod konstrukciJe člana en ne razlikujemo slučaj kad je n paran i 
.neparan, nego za .en vazda nzimamo prvi član u određenoj numeraciji 

C1 , Cz, • • • 

. zadana skupa S koji još nije obuhvaćen· skupom En-l. 

§ 11.4. Poredaina karakteristika linearnog kontinuuma C. 
• 

..,..Skup C = (C; <) svih realnih tirojeva uređen po veličini svojih 
elemenata ima ova tri svojstva: -

A) Skup nema ni početnog. ni završnog elementa; 
B) Skup je neprekidan u Dedekindovu smislu t. j. nema praznina 

niti susjednih elemenata; 
C) Skup je separabilan t. j. skup sadrži prebrojiv dio 1

) sa svoj
stvom, da svaki neprazni interval skupa obuhvata bar jedan 
član toga prebrojivog dijel{!. . 

• 
-- Cantor· je uočio, da su ta tri svojstva ne samo potrebna nego 

i dovoljna, pa da okarakterišemo. poređajnu strukturu linearnog konti
nuuma. Važi naime 

T e or em 11.4.1. Svaka dva potpuno uređena skupa koja imaju 
svojstva A), B) i C) međusobno su slična. Specijalno, svaki potpuno 
uređeni skup sa svojstvima A), B) i C) sličan je sa uređenim skupom 

• e svih realnih brojeva. 
Neka su dakle S1. S2 ma 'kakva dva uređena skupa sa svojstvi

ma A), B) i- C). 
Označimo li sa 

(11.4.1) M· C S· (i= l ili 2) l - l 

ma kakav prebroji v dio od S;, tako da svaki interval od S; sadrži 
bar jedan element iz M;, tad je zbog pretpostavljene gustoće /skupa 
S; (svojstvo B!) jasno da je skup M; gust; zbog svojstva A) skup M; 
je bez krajnjih elemenata. Na taj način, skupovi M1 i M2 zadovoljavaju 
uslovima a), b) i e) iz § 11.3; zato su prema: teoremu 11.3.1 skupovi 
M1 i M2 slični. Odmah ćemo vidjeti, da se svaka Sličnost • 
(11.4.2) lp (x), (x E M1), lp (Ml) = M2 

između M1 i M2 može proširiti i na sličnost. između čitavog S1 i čita-
vog s2. ' 

' lJ na pr. skup R svih racionalnih brojeva. 
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Stvarno, neka je X E sl "'-.Ml; tada imamo rastav (rez.) 

(11.4.3) 

skupa M1 koji, zbog gustoće skupa M1, nu.žno otvara prazninu u M1, 
a element X E sl "'-.Ml baš i ispunjava u sl tu prazninu: X je naime 
jedini eleme.nt od S1 koji se nalazi između sumanada (11.4.3) 

Rastav (11.4.3) skupa M1 prelazi sličnošću (11.4.2) u rastav 

{11.4.4) M2 =<p(M1)=<p(-co, x)M, V <p(x,co)M, 

skupa M2; zbog sličnosti skupova M1 i M2, rez (11.4.4) stvara u M2 
određenu rupu; u toj rupi leži, zbog svojstva B) posve određen ele
ment zadanog. skupa S2 i baš taj element koji je jednoznačno određen 
sličnošću <p između Ml i M2 te elementom X E sl "'-.M2 označit ćemo 
sa <p(x). 

Time je transformacija <p (x) definirana za svaki x E. S1; očito je 
'Gl sl = s2, a također se vidi, da je <p jedna sličnost skupa sl. 

Korolar 11.4.1. Svaki otvoren interval realnih brojeva sličan je 
·sa skupom svih realnih brojeva. Specijalno, uređeni skup wavih razlo

. maka sličan je sa cijelim skupom C. 

K or o l ar 11.4.2. Svaki potpuno uređen skup S koji je gust i sa
drži prebrojiv dio gusto prosut po S sličan je nekom linearnom skupu. 

§ 11.5. Suslinov problem. Jasno je da potpuno uređen skup koji 
ima prebrojiv podskup koji je svuda gust ima ovo 

Svojstvo (S): 

Svaki sistem punih disjunktnih intervala skupa najviše je prebrojiv. 
Pitanje je, da li važi obrat! T. j. da li je dovoljno da neki potpuno 

uređen skup ima S u s l i n o v o svojstvo (S), pa da on sadrži najviše 
prebroiiv dio, kojemu je bar jedan element sadržan u svakom punom 
intervalu zadana skupa? To je glasoviti Suslinov problem! Ja sam 
se s njim dosta bavio, ali ga potpuno ipak nisam umio riješiti (isp. 
§ 18.1.1). 

§ 11.6. Z A D A CI. 

§ 11.6.1. Skup 1 brojeva ~ , (n E N) sličan je skupu D- negativnih 

cijelih brojeva; dokaži: 

t (N;<)== t(~-;<); t ( ~ ; <) = t(~-;>) 
§ 11.6.2. Svi prebroiivi skupovi S,~ e koji imaju svojstvo da svaki 

interval skupa e sadrži bar jednu točku skupa s međusobno 
su slični. 

MUREP A: Teo:rija skupova 9 
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§ 11.6.3. 

§ 11.6.4. 

Bilo koji višečlani segment skupa R (odn. e) sličan je sa 
skupom [0, l] svih racionalnih (realnih) brojeva koji su >O,. 
a<;;:l. 
Da li su skupovi 

R. 3 R, sin R, t gR, cos R, 2R 
međusobno slični? 

§ 11.6.5. Isto pitanje, promatrajući mjesto skupa R linearni konti-
nuum e. 

§ 11.6.6. Skup realnih transcendentnih brojeva sličan je sa skupom 
, realnih iracionalnih brojeva. 

§ 11.6.7. Promatraj množinu M svih intervala što smo ih u § 6.7 
odstranjivali iz segmenta [0, 1]c prigodom konstrukcije triad
skog skupa; uredi M po propisu "ležati u e lijevo od" i 
dokaži da je dobiven skup sličan sa skupom R. 

§ 11.6.8. Može li se u a) linearnom kontinuumu e, b) u alfabetski ure
đenom skupu e X e definirati obitelj O disjunktnih otvorenih 
intervala, tako da uređujući je po propisu iz zadatka 11.6. 7. 

' 

bude t O= t e? 
§ 11.6.9. Skup e X e uređen alfabetski nije sličan skupu e. 
§ 11.6.10. Za neki polijedar P promatraj skup [P] sastavljen od v, od 

svih njegovih vrhova. bridova, strana i od P; pro ma tr a 
tada dualna uređenja 

§ 11.6.11. 

([P];.~) i ([P];~). 
/ 

Dokaži da je za pravilna tjelesa: T (tetraedar) 
ff (heksaedar), D (dodekaedar) J (ikozaedar): 

t ([T]; ,e_)= t ([T];~) 

t ( [ff] ; ~) = t ( [o] ; ~ ) 
t ([D];~)= t ( [/); ~ ). 

O (oktaedar). 

§ 11.6.12. Kao dio djelimično uređenog kompleksnog kontinuuma (K;<;;:) 
skup svih algebarskih brojeva sličan je skupu svih komplek
snih brojeva kojima je i realan i imaginaran dio racionalan. 

§ 11.6.13. Dokaži, da je skup N1 {1, 2, 3} uređen po propisu iz zadatka 
8.7.4 sličan sa skupom R racionalnih brojeva. 

§ 12. DOBRO UREĐENI SKUPOVI. 

Dobro uređeni skup jest svaki potpuno uređeni skup koji ima ovo 
osnovno svojstvo {princip minimuma): 

Svaki neprazni dio skupa ima svoj najmanji (početni) element. 
Pojam je od osnovne važnosti, pa dobro uređeni skupovi i ono 

što je s njima u vezi spadaju među najoriginalnija, a ujedno i vrlo 
prirodna matematička područja. 
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• 

Dobro uređeni· skupovi direktno generalizuju obično naše broja-
nje, tu osnovnu aritmetičku operaciju, a kao vidni dokaz toga bit će 
princip transtinitne indukcije i izgradnja ordinalnih (rednih) brojeva 
- konačnih i beskonačnih -- koji će. nam omogućiti da broj!mo i 
zbrajamo ne samo pomoću prirodnih brojeva nego da idemo i iza njih. 
sviju, transfinitno. 

§ 12.1. Najjednostavnija svojstva. 

Skup N prirodnih brojeva je dobro uređen. 1
) To smo kao· pri

mjenu principa totalne indukcije, dokazali u § 5.5.2. Naprotiv, skup 
negativnih cijelih brojeva (regresija) nije dobro uređen, jer sam taj 
skup nema početno g elementa; istaknimo naime da važi 

Lema 12.1.1. Svaki dobro uređeni skup S~ v ima početni ele-
ment; ovaj ćemo označavati sa 

(12.1.1) Ro S odn. Ro (S) ili bez indeksa: R (S) odn. R (S); 

često će (12.1.1) označavati i jednočlani skup sastavljen od prvog ele
menta skupa S. 

Prazni skup v smatrat ćemo također dobro uređenim. 

Lema 12.1.2. Svaki dio dobro uređena skupq i sam je dobro 
urede1z. 

Lema 12.1.3. Ako je S ma koji dobro uređen skup, a xES pro
izvoljan element u S, onda je x ili završni član u S ili u skupu postoji · 
jedan jedini element koji dolazi neposredno iza x. 

Stvarno, promatrajmo ·skup (x, =)s svih ·točaka u S koje su iza 
x; ako je taj skup pust, onda to znači da je x završni član u S; ako 
pak (x, co)s nije pust, tad on kao naseljen dio dobro uređena skupa ima 
počttni elemenat; taj element dolazi neposredno iza x. Lema 12.1.3 
odgovara prelazu, u skupu N, sa broja n na broj n + l. 

No, dok svaki prirodni broj n različit od prvo~a ima i neposred
nog prethodnika (i to n -1), dotle u općem dobro uređenom skupu S 
ima elemenata koji nisu početni član, a ipak su bez neposrednog prel
hodnika. To su t. zv. neosamljeni- elementi (članovi) skupa ili t. zv. 
elementi (članovi)· druge vrste dok su ostali članovi· osamljeni ili 
prve vrste. Tako na pr. preuredimo li skup N na taj način, da iza n E N 
dolazi neposredno ne n+ l nego n+ 3, dobit ćemo dobro uređen skup 
od tri progresije: 

T ? . u su - l 

l, 4. 7, 10, ... ; 2, 5, 8, ... ; 3, 6, 9, 12, ... 

3 članovi druge vrste; ostali su članovi prve vrste. 

l) Čitalac će si znatno olakšati izučavanje dobro uređenih skupova, ako drži 
nil umu, da je skup N tipičan primjer dobro uređena skupa i da je izučavanje dobro 
uređenih skupova neposredna generalizacija izučavanja skupova prirodnih brojeva. 



Lema 12.1.4. Da uređen skup S bude dobro uređen, treba, a i 
dosta je, da S nema ni jedne beskonačne regresije t. j. nijednog dijela 
a1, ~, aa , . . . . za koji bi bilo 

a1 > a2 > aa > ..... 
Da je uslov nuždan, to je očito, jer takva regresija shvaćena kao 

• 

uređen skup nema početnog elementa, dok bi naprotiv, kao pun dio 
dobro uređenog skupa morao imati početni element. 

Uslov je i dovolian, jer kad uređen skup S bez regresija ne bi 
bio dobro uređen, sadržavao bi on jedan dio A ~ v bez početnog ele
menta; a to znači, da bi za svaki x ~ A postojao ·u A bar jedan 
element, označimo jedan od njih sa <p (x), tako da bude 

<p (x) < x. 
Iteracija 

· <p (x) = x1 , . <p (x.) = x.+·l, (n ~ N) 

proizvela bi beskonačnu regresiju 

x1>.-x:2>xa> .... 
unutar dijela A ,~ S, a time i unutar S, protivno pretpostavci. 

Kao primjenu leme 12.1.4 dokažimo 

Teorem 12.Ll. Dobro uređen skup S::> v ne može biti sličan ni 
s jednim svojim pravim početnim komadom 1). Dva različita početna 
komada dobro uređena skupa ne mogu biti međusobno slična. 

Kad bi naime postojao dobro uređen skup S i sličnost <p koja bi 
S prevodila u početni komad <p (S) (' S, onda bi prvi ·element p nepra
zna skupa S""- <Jl (S) bio prebačen transformacijom <p u početni komad 
<p (S) koji je ispred p; bilo bi dakle <p (p) < p; a odatle iteracijom do
bili bi beskonačnu regresiju 

p > <p (p) > <p (<p (p)) > <p <p <p (p) . . . . ' 
što je prema lemi 12.1.4 nemoguće. 

Drugi dio teorema 12.1.1 proizlazi neposredno iz prvoga. 

· Lema 12.1.5. Svaki pravi početni komad K dobro uređena skupa 
S sastoji se od svih elemenata skupa S koji se nalaze ispred prvog 
elementa R. (S""-K) skupa S""- K. svih članova iz S položenih iza K; 

· Zato je 

(12.1.2) K= (~co, k)s, gdje je k= R. (S""- K). 

Kako je naime v e K e S, skup S""-K je pun, a kako pripada 
dobro uređenom skupu S, ima on prvi element, koji naravno dolazi 
neposredno iza K. 

1) Svaki skup vC l( CS koji ima svojstvo, da iz x s K slijedi da K sadrži i skup 
(-oo, x)5 s:v1h elemenata skupa S koji su ispred x zove se pravim početnim komadom 
uređena skupa s. · 
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L e m a 12.1.6. K.ad se množina K (S) svih pravih početnih komada 
dobro uređena skupa S uredi relacijom e, dobije se množina koja je 

• 

slična sa skupom 

(J 2.1.3) S"'-RS dobivenog iz S 

uklanjanjem njegova prvog elementa RS; zato je i sama množina K. S.l 
dobro uređena relacijom e . 

Naime, preslikavanje 

(12.1.4) lp(x) = (-=, x)s, (x E S"'-RS) 

dodijeljuje svakom x E s "'-RS određen član množine K. (S) svih pravih 
početnih komada od S; prema lemi ll.l.S bit će lp (S"'-R (S)) = K. (S). 
Kako nadalje za elemente x, x' skupa S""'- RS nejednakost x < x' očito 
povlači nejednakost lp (x) e lp (x'), preslikavanje (12.1.4) je jedna sličnost. 

Kako je skup S ""'- RS dobro uređen, dob to je uređena i množina 

K. (S) koja mu je slična. 

§ 12.2. Princip transiinitne indukcije. Korist od dobro uređenih 
skupova proističe iz činjenice što za njih važi neposredna generaliza

ClJ a principa totalne indukcije. 
Naime, ako je skup S dobro uređen, onda za skup S važi : 

T e or e m 12.2.1. (Princip transfinitne indukcije koji se sastoji u 

ovom zaključivanju:) 
Pr e t p o s t a v k a·: Ako neka množina M zadovoljava ova dva 

• 

uslova: 
U s I o v I.: M sadrži prvi element od S; - "1-e.k 
U s I o v Il. : Ako za neki x E S, množina M sadrži skup (-oo, x)s 

svih elemenata iz S koji su < x, onda M sadrži i 

sam element x; 
Zaključak: Onda množina M sadrži čitav skup S. 
Stvarno, kad gornji princip ne bi bio ispravan, onda bi to zna

čilo, da postoji dobro uređen skup S :J v i neka množinu M sa svoj-. 
stvima I i II, a da ipak ne bude S~ M nego da je skup S""'- M pun, 
Kao ne pust dio dobro uređena skupa S imao bi skup S ""'-M određen 
prvi element, recimo p; naravno, prvi element RS od S je <p, 
je.r je prema uslovu I RS E M; nadalje, (-=, p)s~ M, pa bi zato 

· prema uslo vu II bilo p E M, protivno činjenici, da je p E S""'- M (kao 
prvi clement od S""'- M). 

Da se vidi da je' pretpostavka o dobrom uređenju skupa S bitna 
za iscrpljenje skupa S putem transfinitne indukcije, dokažimo ovaj 

T e or e m 12.2.1. Ako neki uređ eni skup S ima prvi element, pa 
ako za S važi zaključivanje po principu transfinitne indukcije, onda je 

skup S dobro uređen. 



<>13'4 
'· 

I(ad S naime ne bi bio dobro uređen, postojao bi u S jedan dio 
·redmo A ::> v bez početno g elementa. Označimo sa M skup svih točaka 
u S koje se nalaze ispred A. Svakako, prvi element od S leži u M, 
jer bi, u obrnutom slučaju, on bio početni broj u A; dokažimo, da M 
zadovoljava i uslov II: ako za 'neki element x E S skup (-oo, x)s leži 
ispred A, onda i x leži ispred A, jer a obrnutom slučaju, x bi morao 
biti prvi element u A, što je nemoguće, jer, po hipotezi, A nema 
prvog elementa. 

Na taj način, skup M zadovoljava uslovima I i II, pa po pretpo
~tavci da za skup S važi princip transfinitne indukcije bilo bi M 2 S, 
što je apsurd, jer je v C A .~ S i M r\ A = prazno. 

Primjedba 12.2.1. Uoči razliku između principa totalne induk
cije kod kojega se na član x E S zaključuje na osnovu promatranja 
neposrednog (jednog jedinog) prethodnika elementa x E S 1

); dok na
protiv, kod principa transfinitne indukcije zaključuje se na neki x E S 
tek promatranjem čitavog skupa (-co, x)s, a ne samo eventualnog 
zadnjeg njegova elementa. 

llustriraj tu činjenicu na dobro uređenom skupu 

L 3, 5, ... 2n + L ... ; 2, 4, 6, .... 

i uvjeri se, da. totalnom indukcijom iscrpljujemo tek prvu progresiju, 
dok se druge niti ne taknemo! 

• 

§ 12.3. Sličnost medu dobro uređenim skupovima. Osnovni teorem 
o trihotomiii. Već smo istakli da dobro uređeni skupovi generalizuju 
poiam konačnog niza i progresije; to su zapravo uzlazni nizovi i to: 
konačni, beskonačni (progresije) i transfinitni. . 

Evo jednog svojstva koje se sa. skupova prirodnih brojeva pre
nosi na koji god dobro uređeni skup. 

Teorem 12.3.1. Nema ni jednog sličnog preslikavanja dobro ure
đena skupa na sama sebe pri čemu bi koji element prešao u manji t. j.: 
ako je S ma koji dobro uređen skup, a <p ma koje slično preslikavanje 
skupa S na sama sebe, tada je vazda 

<p(x} > x, (x E S). 

K:ad bi naprotiv postojao x E S sa svojstvom <p (x) < x, izašla bi 
beskonačna regresija . 

x > <p (x) > <p <p (x) > <p <p <p 1 x) > .... , 
protivno činjenici (lema 12.1.4) da u S nema beskonačnih regresija. 

Te or e m 12.3.2. Identičnost je jedino slično preslikavanje koje 
prevodi dobro uređen skup na sama sebe kao cjelinu. 

1) lli što je isto, da iz promatranja nekog člana x t S zaključujemo i na proma
tranje prvog slijedećeg člana skupa s. 
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Kad bi naime postojala ikakva druga sličnost q:> (xl, (x E: S), bio 
bi bar jedan x E S, takav da bude ili q:> (x) ispred x protivno teoremu 
12.3.1 ili x ispred q:> (x) dakle q:>-1 (x) ispred x, što je u protivnosti s 
istim teoremom, jer je i q:>- 1 jedna sličnost. 

Osnovni teorem. (teorem 12.3.3). Ako su A, B ma koja dva 
puna i dobro uređena skupa, onda je vazda ostvaren jedan i samo 
jedan. od ova tri slučaja (trihotomiia): 

(12.3.1) A je sličan sa B; 
(12 3.2) A je sličan sa pravim početnim komadom skupa B 

1
); 

02.3.3) B je sličan sa pravim početnim komadom skupa A. 
Na prvi pogled nameće se ovaj postupak za dokaz teorema: pri

{!ružimo prve elemente skupova A i. B, pa prve elemente od ostatka, 
pa Prve elemente od novog ostatka i t. d. dok se bar jedan od sku
pova ne iscrpe. Postupak je sigurno moguć, ako je bar jedan od sku
pova A i B konačan .. No. pomoću transfinitne indukcije, dokazuje se, 
<la se postupak može primijeniti i u općem slučaju, kad su A i B bilo 
kakvi dobro uređeni skupovi. 

Dokažimo, međutim, osnovni teorem na drugi način. 
Dokaz je prost, elegantan i tipičan. 
Jedno je jasno, ako je teorem istinit, onda su kod dotičnog presli

kavanja međusobno pridruženi početni član R. (A) od A i poč. član R. (B) 
od B. Shvatimo li R. (A) odn. R. (B) kao početni komad od A odn. od 
B, onda to znači, da važi 

Lema 12~3.1. Za ma koja .dva puna i dobro uređena skupa A i B 
postoji bar jedan početni komad 

. (12.3.4) K~ A 
sa svojstvom, da je moguće jedno jedino slično preslikavanje 

( 12.3.5) K (x), (x E K) 
početno g komada K na početni komad uređena skupa B; prema tome 
l((K),~ B. 

Promatrajmo množinu· 
(12.3.6) M 
svih početnih komada K.~ A za koje je istinita gornja lema; stavimo 

(12.3.7) Km = v K, (K E M}. 
K 

Naravno Km je određen početni komad od A, no cilj nam je da PO

kažemo, da je Km član od M i to maksimalni član u M tako da je skup 
Km najopsežniji početni komad od A za koji važi lema. 12.3.1. 

1) Ponovimo da se svaki pun skup l( e s sa svojstvom da iz x el( slijedi (-oo, xl s e /( 
zove pravim početnim komadom uređena skupa s . 

• 
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Najprije, odredimo bar jedno slično preslikavanje skupa Km na B. 
·Stavimo 

H2.3.8) Km (x) = K (x), (x E Km), 
gdje je x E K E M. Naravno, zbog (12.3.7) postoji bar jedan takav K. 

Dokažimo, da vrijednost Km (x) ne zavisi od specijalnog izbora l(. 
Jer, ako je K' ma kakav drugi element iz. M sa svojstvom x E K'. 

onda bi K, K' kao različiti početni komadi od A zadovoljavali ili 

KeK' ili K'eK. 
Ako je K' e K, onda preslikavanje po sličnosti: 

K(x), (x E K] 

koje prema (12.3.5) i lemi postoji, pogotovo postoji u skupu 

K' e K, 
pa se zato oba slična preslikavanja 

K (x) i K' (x), (x E K') 

moraju podudarati u K', jer po lemi 12.3.1 moguće je K' po sličnosti 
preslikati na jedan jedini način na početni komad od B; dakle je spe-
cijalno ·· 

K (x) = K' (x), 

pa ie preslikavanje (12.3.8) uistinu jednoznačno određeno. 

Analogno za slučaJ K C K'. 
Dokažimo da je (12.3.8) slično preslikavanje t. j. da iz 

(12.3.9) x ispred y u Km slijedi 

(12.3.10) Km (x) ispred Km (y) u B. 

Stvarno, ako je x E K1 E M, y E K~ E::l M, pa ako sa K označimo 
onaj od K! i K2 koji je veći, bit će dakle x, yE;;; K E::l M, p~ će se 
prema onom što smo malo prije dokazali, preslikavanje (12.3.8) podu
darati na K sa sličnošću K (x), (x "El K), odakle slijedi (12.3.10). 

Preslikavanje (12.3.8) prevodi početni komad 

(12.3.11) Km 1~ A u početni komad 

(12.3.12) Km (Km),~ B. 
To je jasno, jer iz .t E: Km slijedi x E K E M, a zbog podudara

nja funkcije (12.3.8) sa K (x) na K slijedi, da preslikavanje (12.3.3) pre
vodi skup (-oo, X)A u isti skup u koji i transformacija K. dakle u po
četni komad K (K) koji je inače dio skupa (12.3.12). 

Ukratko, preslikavanje (12.3.8) je slično preslikavanje početnog 
komada Km na početni komad Km (Km),~ B. 
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Dokažimo da je (12.3.8) jedino slično preslikavanje koie početni 
komad Km skupa A prevodi u početni komad skupa B. 

Da osim (12.3.12) nema drugog početnog komada Q ,~ B koji bi 
bio sličan sa Km, to je jasno, jer bi inače (preko Km) Q i Km (Km) bili 
različiti, a ipak slični početni komadi od B, protivno teoremu 12.1.1. 

Neka je najzad 'P· ma koje slično preslikavanje skupa Km na 
Km (Km) kao cjelinu, dakle lP (Km) = Km (Km). Inverzna transformacija 
qJ-1 prevodi Km (Km) na Km pa bi slozeno preslikavanje 

(12.3.13) IP-1 (Km (x) ), (x E Km) 

značilo sličnost skupa Km sa samim sobom; prema teoremu 12.3.2 mora 
zato (12.3.13) biti identično preslikavanje t. j. 

IP-1 (Km (x)) =X, 

odakle izlazi tražena jednakost 

Km (x) = lP (x), (x E Km). 

Ukratko, dokazali smo da je početni komad Km.~ A određen član 
u množini M svih K,~ A za koje važi lema 12.3.1. 

No, prema (12.3.7) Km je najveći član u M. 

Sada možemo preći na sam zaključak ipokazati, da u oba obrasca 
(12.3.11) i (12.3.12) ne može stajati znak e. 

Stvarno, prema tim obrascima, zaključujemo, da drugih mogućno
sti osim možda ove četiri nema: 

(12.3.14) 

t. j. A i B su sl i č ni ; 

(12.3.15) Km = A, Km (Km) e B 

t. j. A je sličan sa pravim početnim komadom od B; 

(12.3.16) Km e A, Km (Km) =B 

t. j. B je sličan sa pravim početnim komadom od A; 

(12.3.17) Km e A, Km (Km) e B. 

Međutim, 

početnu točku 

tada bi ·skup 

(12.3.18) 

. 
posljednji je slučaj neostvariv. Jer, označimo li sa p· 

' 
skupa A·, Km, svih elemenata iz A što dolaze iza Km,. 

Km V {p} 

bio početni komad od A za koji bi važila 1) lema 12.3.1, pa bi dakle 
skup (12.3.18) bio član u M, i to veći od najvećega člana Km u M, što 

' je naravno nemoguce. 

l) Preslikavanje (12.3.18) produžuje se i na element p st;tvljajući K.m(p) =prvi, 
element u B'>."l(mO<mJ. 



138 § 12.4 

Relacijama (12.3 14)- (12.3.16) potpuno je dokazan osnovni tea
rem 12.3.3. 

~--

,' 

§ 12.4. Prve posljedice trihotomiie medu dobro uređenim skupo-
vima. Kao neposredna posljedica dokazanog teorema 12.3.3. istaknimo 
ova dva teorema: 

T e or e m 12.4.1. Kardinalni brojevi dobro uređenih skupova vazda 
su međusobno uporedljivi: dva od njih su vazda ili jednaka ili nejedna
ka, u drugom slučaju, jedan je od njih veći, a drugi manji. 

Te or em 12.4.2. Ne postoje takva dva dobro uređena skupa A i B 
da niti A nije sličan sa dijelom (pravim ili nepravim) skupa B niti B 
sličan sa dijelom (pravim ili nepravim) skupa A. 

Već tako jednostavan slučaj kao primjer uređene progresije pri
rodnih brojeva i uređene regresije negativnih cijelih brojeva, pokazuje 
da teorem 12.4.2. ne mora važiti za uređene skupove koji nisu dobro 

' 
Ulfeđeni. 

Naprotiv, ne zna se, da li teorem 12.4.1. va:;'ti za ma kakve pot
puno uređene skupove. 

Teorem 12.4.3. Ako je dobro uređen skup A sličan sa dijelom 
skupa B, a B sa dijelom skupa A, onda su i skupovi A, B međusobno 

slični (to je ana!ogon Schroder-Bernsteinova teorema 3.5.1.1. za 
obostrano jednoznačna preslikavanja). 

Stvarno, kad A i B ne -bi bili međusobno slični, onda bi prema 
osnovnom teoremu 12.3.3.- postojalo ili slično preslikavanje <p skupa A 
na pra vi početni komad <p (A) od B: 

(12.4.1) lP (A) C B 
' 

ili slično preslikavanje 'lj! skupa B na pravi početni komad 'lj!(B) od (A) 

(12.4.2) 'lj!(B) C A. 

Slučaj (12.4.1) je nemoguć. Jer, prema u<>lovima teorema, postoji 
slično preslikavanje ~ skupa B na A tako d 1 je dakle ~(B) ~ A. 

Odatle primjenom preslika vanja <p: 

što prema 12.4.1 daje 
lP(~ (B)) .~ <p (A), 

<p(~(BJ) ~ IP(A) e B 

No, <p~ kao sastavljeno preslikavanje dvaju sličnih 
samo bi bilo slično preslikavanje i to skupa B na svoj 

komad IP(A), protivno teoremu 12.Ll. 
Slično se dokazuje, da relacija (12.4.2) ne postoji. 
Time je teorem 12.4.3 potpuno dokazan. 

preslika vanja 
' v • pravi pocetm 

• 
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Primjer 124.1. Skup [0, I)R svih racionalnih brojeva O-< x < 1 
i skup (0, l)R svih pravih racionalnih razlomaka pokazuju da teorem 
12.4.3 ne važi za ma kakve uređ~ne skupove. 

Stvarno, skup [0, l)R sličan je sa [ ~, l t~ (O, l L, a skup (0, l)R 

sličan je sam sa sobom, a time i dijelom od [0, l)R. Međutim skupovi 
[0, l)R i (0, l)R nisu slični, jer prvi od njih ima početni član (i to O), 
dok drugi nema početnog člana. 

Međutim, prema B a n a e h u, ako su A i B ma kakva dva ure
dena skupa, pa ako je A sličan sa dijelom od B, a B sa dijelom od A, 
mogu se skupovi A i B rastaviti u po dva disjunktna skupa: 

A = A1 \./ A2, B = B1 '-'' B2 

( " . tako da A1 bude sličan sa B1. a A2 sa B2 v. s 3.5.2.). 

§ 12.5. Z A D A Cl. 
§ 12.5.1. Skup N prirodnih brojeva preuredi tako da neposredno poslije 

svakog n E N dolazi n+ 17. Da li je tako preuređen skup N 
dobro uređen? 

§ 12.5.2. Ako je skup S dobro uređen, tada alfabetsko uređenje skupa 
S X S je dobro uređenje; generaliziraj na više faktora. 

§ 12.5.3. Svaki potpuno uređen skup (S; -<) koji je konačan, ujedno je 
i dobro uređen. 

§ 12.5.4. Unija od konačno mnogo dobro uređenih skupova sadržanih 
u uređenom skupu (S; -<) jest dobro uređen dio toga skupa. 

Rastav . 
R = V {x} skupa (R; -<) 

x<R 

pokazuje da se tu riječ konačno ne· može zamijeniti sa b es ko-

.načno. 

§ l 2.5.5. Skup brojeva oblika 

z-1 + 2-2 + ... + 2-k +n~ 
1

, (k, n E N) 

dobro uređen dio skupa ( R; <J racionalnih brojeva . • 
Je 

§ 12.5.6. Navedi nekoliko Neperovih. razvoja (zad. 8.7.4) tako da 
pripadajuće preuređenje skupa N bude dobro uređen skup. 

§ 12.5.7. liessenberg je skup N prirodnih brojeva uredio ovako: na 
prvo mjesto dolazi broj l; za svaka druga dva prirodna broja 
m n E N'-.._{1} neka 

' m= m1 m2 ... m" 

n = n1 n2 ... n. 
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bude jednoznačni prikaz tih brojeva kao produkt primbrojeva, 
pri čemu ima da bude 

m1 < m2 < . . . < m". 
nt < n2 < ... < nr; 

tada će novo uređenje H biti takovo da m H n znači, da je m 
m = n ili ft < v ili ft = v i da k tome postoji broj k < ft sa 
svojstvom mk < nk te m; = n; za svaki eventualni prirodni 
broj i< k. 
Dokaži da je tako uređen skup (N; H) dobro uređen. 

§ 12.5.8. Pokušaj proizvesti N e p er o v razvoj, kojim bi se na način 
izveden za zad. 8.7.4. moglo proizvesti gornje uređenje (N; H} 
skupa N. 

§ 13. POTREBA ZA BESKONAČNIM REDNIM BROJEVIMA. 
PROBLEM KLASIČNOG LIMESA. BROJEVI KAO MATEMATIČKI 

ATOMI. 

§ 13.1. Problem klasičnog limesa. Transfinitni redni brojevi. 

Osnovni pojam klasične matematike svakako je pojam limesa, a 
osnovan je na činjenici, da iz n E N slijedi n+ I E N i da je n <n+ l. 
Ako neki niz a1, a2 , .... an , ... konvergira i to prema A, onda to· 
zapravo znači, da je na izvjestan način 1) nizu pridružen jedan element 
što se simbolički označuje ovako: 

(13.1.1) C!-1 " a2 , ••• -- •• , an , . ·. . . --).. A . 

Kako se dobro zna što je prvi, što drugi i t. d. član niza, govori 
se o n-tom članu niza za svaki prirodni broj n, pa se. postavlja pitanje, 
ne bi li se i graničnoj vrijednosti A u (13.1.1.) mogao pridružiti izvje
stan rang i to dabome na način da bude viši od svih rangova što su 
upotrebljeni za članove niza. Prema tome, rang limesa A niza morao 
bi biti veći od svih prirodnih brojeva, i imao bi da dođe neposredno 
poslije svih njih. Označuje se sa 

(13.1.2) oo (omega) odn. wo, 
. 

pa se zato limes niza, ukoliko postoji, može nazvati w-tim članom niza 
i generički, u vezi sa nizom an označiti sa 

(13.1.3) aw. 

Time se naravno ne misli reći da je a., zbilja jedan član nira što 
je tteispravno, nego se time uvodi novo ime i nov način izražavanja za 
odnos između poznatih stvari: niz i njegov limes. 

1) Naime na način da svaka okolina od A sadrži gotovo sve članove niza. 
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Stvar postaje naročito jasnom, ako je niz a. napr. uzlazan kao 
u slučaju 

{13.1.4) n~ 
1 

-> l, (n E N). 

Promatramo li skup brojeva iz (13.1.4), pa ga uredimo po veličini, 

d . t' vl k 5 t' n t k d l' l v ·on a Je pe 1 e an s up a 6 , a n- 1: n+ 
1

, a o a se rm esu ne moze 
~ 

dati neki konačan rang, naprosto iz razloga, što su svi. oni istrošeni 
za označivanje članova niza. 

· Ako skup (13.1.4) proširimo novim brojem, recimo 6, nastaje skup 
l 2 n · 

(13.1.5) 2 , 3 , ... n+ l···· l, 6, 
• • 

pa kad je već broj l dobio rang w, prirodno je, da broj 6, koji u 
·(13.1.5) dolazi neposredno iza l dobije rang "za l viši" t. j . . w +l. 

U skupu 
12 n l 2 n · 
2' 3 ' .. ·n+ l' .. · 1• 12' 13' ·" 1n +l'"· 2 

·imali bi, obrazlažući na sličan način, osim dosadašnjih rangova, ta
kođer ove: 

rang w + 2 za broj 

rang w + 3 za broj 

l~ 
3 

ll_ 
4 

• • • o • • o o • • • • • • 

rang w + n za broj l n ~ 1 
o • • • • ' o o • • • • • • • 

rang w + w = w · 2 za broj 2. 

' 

Obrazlažući na sličan način, mogli bi ilustrirati i još više "ran
·gove", pa bi nam tako niz prirodnih brojeva l, 2, ... n, n+ l, .... 
izgledao produžen zdesna najprije rangom .w, pa w + l, w + 2, ... 

Dobili bi tako ; 
( 13. l. 6) l , 2, 3, ..... n , n + l , ... w , w + l , w + 2 , . .. w + n , ... , 
·W-j-W=W·2, W·']+ 1, ... , W·2+n, ... , W·2+W=W·3, ... ,W·n,W·n+l, 
... , w·n+k, ... , w·n+w=.w·(n+ 1), ... , w·w=w2

, w3 + l, itd. itd. 
šta znači ta naznaka "i t. d. i t. d." vidjet ćemo za koji čas. Tako na 
pr. uredimo li po veličini skup svih brojeva 

2- 1+ 2-2 
•• : + 2-k + n~ 

1
, (k, n E N) 

·Onda će se za oznaku njihova ranga morati upotrijebiti svi "brojevi" · 
iz (13.1.6) koji su ispred .w~. 



§ 13.2. Broievi (točke) kao matematički atomi.1
) Postepenim ras

tvaranjem cjeline dolazi se do sve sitnijih dijelova te cjeline. Tako se 
dolazi do pojma nedjeljivog dijela, atoma, cjeline. Taj pojam naravno 
zavisi od toga kakova se sredstva upotrebljavaju pri rastvaranju. Biolog 
ima svoje atome, kemičar svoje, fizičar svoje, a matematičar opet svoje. 

Jedna od najprirodnijih cjelina (skupova) što ih matematičar izu
čava jesu dužine odn. intervali (zatvoreni i otvoreni) realnih brojeva 
te pravokutnici i drugi elementarni likovi. 

§ 13.2.1 Lomljenje segmenta. Prikažimo jedan proces lomljenja 
segmenta (zatvorenog intervala) 

(13.2.1.1) [0, l] = skup svih realnih brojeva O< x <l 

Lomljenje se sastoji u ovom: polazimo od segmenta [0, 1], prelo
mimo ga na dva segmenta (sl. 13.2.1.1) i taj isti proces nastavljamo· 

-/------1-
1\ SL 13.2.1.1 T 

neprestano sa svakim novonastalim segmentom. 
Da li će se taj proces, bar u mislima, ikad 
završiti? 

Ipak jedno objašnjenje: ako nam se pri: 
procesu prelamanja ukazao kakav padajući niz segmenata 

(13.2.1.2.) • A1 ~ A2 ~ As ~ ..... , 

prirodno je smatrati, da smo time uvukli u razmatranje i skup · 
. 

(13.2.1.3) 
n 

sastavljen od svih točaka zajedničkih nizu segmenata An . 
U jednu !i aime ruku, taj je skup: ili segment manji od svih segme

nata An koji valja dalje prelamati ili je pak skup (13.2.1.3) sastavljen 
od jednog jedinog broja (točke) koji dalje, kao. skup, ne možemo lo
miti - on je atom. A u drugu ruku, konačni je cilj procesa da se 
dođe, ako je moguće, do svih neprelomljivih komada, atoma, u [0, l]' 
t. j. do svih jednočlanih skupova, odnosno do svih brojeva u [0, 1], koji 
baš u tom pogledu imaju karakter specijalnih matematičkih atoma .. 
Kako da proces lomljenja učinimo preglednim? 

Poslužit ćemo se jednom vrsti indeksa (t. zv. slogovi). 
Označimo sa 

(13.2.1.4) So lijevi, a· sa S1 desni segment 

na koje smo prelomili početni segment [0, 1]. 

Ponovimo li istu stvar sa segmentima So i S1, dobit ćemo 4 ( = 22
)• 

segmenta • 

Soo, S01, S1o, Sn općeg oblika 
' 

(13.2.1.5) S;, ;, (il, i2 = O ili 1). 
1) Razmatranja u § 13.2. naročito su instruktivna. 
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Analogno, iz ovih nastaje 8 ( = 23
) segmenata: 

Sooo, Soe1, SQJo, Son, S1oo, S1o1, Sn o, Su1 općeg oblika 

(13.2.1.6) 

Očigledno, iz So1 nastaju segmenti: lijevo S 01o i· desno So11 • 

Indukcijom se tako za svaki prirodni broj n dobiju segmenti: 

(13 2.1.7) S;,;, ... in, gdje SU ŽJ, i2, ... , in =O ili l 

svi oni ispunjuju čitav polazni segment [0, 1]. 
Označimo li sa 

(13.2.1.8) Mn 

143 

množinu svih segmenata (13 2.1.7), dobijemo na taj način niz množina 

(13.2.1.9) M1 , M2 , . . . . . , Mn , Mn+ t , • • . , 

sasta v ljenih od izvjesnog broja segmenata e [0, 1]. 
Vidimo, da svakom S E Mn pripadaju dva elementa iz Mn+I koji-. 

ma se oznaka dobije tako, da se indeks (slog) u oznaci segmenta S 
produži sa O odn. l. Tako na pr. elementu Som1 E M, pripadaju ele~ 
menti Soono, Soo1n iz Mo - kao njegova dva vlastita segmenta koja. 

• • • ga IS PUn] U] U. 

Zato i važi 
V S = [0, l], (S E Mn) za svaki n E N. 
s 

Za svaki diadski niz (slog) 
• 

(13.2.1.10) . 

brojeva O, l važi 

• • • ln , . . . 

S;, ~ St, ;, ") S;, ;, ;, ~ 

pa zato valja promatrati i skup 

(132.1.11) 
n 

. . . ' 

a za njega se upravo nameće oznaka S;,;, .... ; dakle 

(13.2.1.12) S;,;, . .. in= (\S;,;, . .. in, (n E N). 
n 

§ 13.2.2. A tomistički karakter oznake decimalnih razlomaka. 
Oznaka (13 2.1.12) nova nam je samo po obliku. 
U stvari, ako se obrazovanje množine (13.2.1.8) sastojalo od pre. 

lamanja segmenata u dva jednaka dijela, tada su svi skupovi (13.2.1.12) 
jednočlani 1) i u običnom našem pisanju ne nose oznaku (13.2.1.12) nego 
oznaku 
-·-··--

1) Zanimljivo je spomenuti, da su skupovi (13.2.1.12) jednočlani i onda kad se 
prelamanje sastoji u podje~i s_vi~ promatranih_ sej\men~ta u jednom te istom. omjeru. 
To Je dosta paradoksalna cm]emca, a Izvire IZ cmJemce da za O< q < l vazi qn ... O. 
kad n~co. 
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(13.2.2.1) O, h i2 is , . . . • , 

u smislu da je to isto što i (diadski pozicioni sistem) 
oo 

{13.2.2.2) t . O . . . - ~ . ?-n 
o J. .Zrl2ls o o o - z,. •. o 

' n~t 

Da su se prelamanja svakog segmenta S sastojala u podjeli ne na 
2 nego na 10 jednakih dijelova, a označavanje "njegovih" 10 segme
nata na koje se S raspada, obavilo tako da se indeksu (slogu od S) 
pripišu ne "cifre" O i l kao m~loprije nego "cifre" O, l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
opet bi (13.2.1.11) bili jednočlani skupovi, upravo naši obični decimalni 
brojevi, s uobičajenom oznakom 

( 13.2.2.3) O, i1 i2 is ... 
= 

a sa stvarnim zn-ačenjem da je to = ~ in w-n 
n= l 

N a. p o m e n a 13.2.2. L Gornje označivanje ciframa O, l, ... , 9 je u 
stvari izomorfno (slično) preslikavanje uređena skupa 'P (S) od 10 
segmenata na koje se S raspada, na uređen skup {O < l < 2 < ... < 9}; 
uređenje skupa 'P (S) -je očigledno, na način kako su njegovi elementi 
smješteni kao dijelovi uređena skupa [0, 1]. 

§ 13.2.3. Pojava transiinitnih rednih brojeva. Rekurziia. 
Ukratko, nizu množina 

M1o M2 , ... , Mn, Mn+ l , •••. 

upravo se nametnula množina svih skupova (13.2 1.12); kako je ona · 
sastavljena zapravo od svih 

(13.2.3.1) 

(13.2.3.2) 

dolazi ta množina tek poslije izgrađenih svih Mn; ako su množine 
M1, M2, .... nosile po redu rang l, 2, 3, ..... onda množina svih sku
pova (13.2.1.12) odn. (13 2.3.1) ima da nosi rang koji je taman viši od 
svih n; označuje se sa 

·(13.2.3.3) w odn. Wo, 

pa zato sada možemo množinu svih (13.2.1.12) označiti sa 

(13.2.3.4) Mw, 

Kako su elementi od Mw ili segmenti ili jednočlani skupovi ,~ [0, l], 
možemo. postaviti pitanje, da li je obrazovanjem množine Mw proces 
lomljenja završen ili nije. Ako naime Mw sadrži bar jedan segment 
< [0, l] recimo segment 

•(13.2.3.5) St, 12 • , •• ln • • , • , 
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treba ovoga prelomiti na dva segmenta, a samo se po sebi nameće 

da ih označimo sa 

(132.3.6) 

gdje je iw = O ili 1 i to: O za lijevi, a l za desni dio segmenta (13.2.3.5). 

Ako nadalje (13.2.3.5) prolazi svim segmentima C [0, lJ sadržanim 
11 Mw, tada je prirodno, da, kao nastavak oznake· Mt , M 2 ••• Mn , 

Mn+ t, ••• Mw, označimo sa 

(13.2.3.7) 

množinu svih segmenata oblika (13.2.3.6). 

Rekurzija. Označimo li za proizvoljan segment S,~ [0, l] sa 

(13.2.3.8) cp (S) 
• 

skup sastavljen 
S, tada je 

od dva segmenta koji se dobiju prelamanjem segmenta 

(13.2.3.9) V X= S, (X E cp(S)), 
X 

a gornje definicije množina Mt, M2, •.. mogu se tada rekurzivno ovako 

izraziti: 

( 13.2.3.10) 

Mt = cp ([O, I]), 
• o • • • • • -. o • 

Mn+t = V cp (S), (S E Mn) 
s 

• • o • • • • o • o 

uz uslov At ) A2 ~ .. , 
Mw+ t = V cp (S), (S El Mw). 

s 

Analogno 

( 13.2.3.11) 

bi se na množinu Mw+ t nadove li vala množina 

V cp (S), (S E Mw+ t) 
s 

' koju možemo označiti sa Mw+2, a njene elemente sa 

( 13.2.3.12) 

Sli'Eno 

(13.:?.3.13) 

bi mogli definirati 

Mw+n+t = V cp (S), (S E Mw+n). 
s 

Nadalje bi mogli definirati 

{13.2.3.14) Mw+w = Mw·2 =skup svih r\ Ak, 
k 

:gdje je 

uz uslov (13.2.3.2). 

KUREPA: Teorija skupova 10 



'Ako ~mrtOž!na· Mo;.z sadrži bar jedan više član segment.~ [0, ll, mo
žemo dalje definirati 

gdje je 

Mw. 2+' = V rp (S), (S E:l Mw.z), 
s 

• • o • • • • • o 

Mw.z-f-n+l =.V (jJ (S), (S E Mw. +n), 
s 

• • • • o • • • o 

Mw.J = skup svih f\ Ak , 
k 

Ak ·E, Mw.z+k, 

uz uslov (13.2.3.2) 

gdje je 

• • • • • • • o • 

Mw-n = skup svih f\ Ak, 
k 

Ak .E Mw-rn-l!+k 
uz uslov (13.2 3.2) 

gdje je 

. . . .. . . . . . 
Mw• = skup svih (\ Ak; 

k 

Ak E Mw lk-ll 

uz uslov (13.2.3.2). 
• o • • o • • • • 

Mw'+• = V qJ (S), (S E Mw•+n-1), (n E N) 
s . 

• • • o • o • • • 

uz uslov (13.2.3.2). 

Uopće za svaki Ma koji sadrži bar jedan višečlan segment .~ [0, ll 
možemo definirati i množinu 

(13.2.3.15) Ma+ i = v (jJ (S), (SEi Ma) 
s 

a time i "rang" a + l. 
Ako je definiran niz "rangova" sve "viših" i "viših": 

(13.2.3.16) Ur < ~ < ... <an < ... , 
onda se pojmovno pojavljuje i "rang" koji je neposredno 
a koji se označuje sa 

(13.2.3.17) sup a. (supremum = najviši). 
n 

• 
od njih viši, 

Prirodno je naime da u procesu lomljenja promatramo množinu svih 
' 

(13 2.3.18) ' 
k 
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uz uslov (13.2.3.2), i da njoj damo "rang" koji neposredno je viši od 
rangova a. svih množina Mak . 

Zato množinu (13.2.3.18) i možemo označiti sa 

(13.2.3.19) Msup "n· 
n 

Tako na pr. ako su ·definirane množine Mw, M"', ... , Mw" 
uvodi se i rang 

(13.2.3.20) sup (!)n i označuje sa .oo", 
n 

e da bi na zgodan način mogli dovesti u vezu množinu svih 

( 13 2.3.21) (\ Ak, (Ak E Mw k) 
k 

' . . . 

uz uslov A1 -:::> A2' ::> ... sa nizom množina Mw, Mw', .... , M.,•, .•..• 

Zato se množina (13.2.3.21) i može označiti sa 

(13.2.3.22) Mw"· 

Tako je dakle množina svih et3.2.3.21) nosilac izvjesnog svojstva 
koje iskazujemo riječima da je ona ranga oo", jer Je dobivena konstruk
cijom tek poslije množina Ma sa nižim rangovima a. 

Sada smo već dobili bolji uvid. u gornji proces prelamanja i lt 
dobro uređen skup operacija obrazovanja množina M1, M2, M3, ••• Na -gornje naše pitanje, da li će se proces lomljenja ikada završiti odgo-
varamo potvrdno! 

Ono što je ovdje važno jeste da će se taj proces završiti sigurno 
poslije prebrojivo mnogo operacija. 

Jedan dokaz te činjenice iznijet ćemo kasnije (v. formule (15.1.4.5) 
i (15.1.4.6). A već sada skrenimo pažnju, da, možda, postoji i takav 
dokaz te činjenice koji bi se mogao upotrijebiti na analogan slučaj kad 
mrvimo ne segment brojeva nego ma koji uređen skup bez provalija 
a s najviše prebrojivo mnogo disiunktnih punih intervala. To je pitanje 
u najužoj vezi sa Suslinovim problemom ! 

Za vježbu neka čitalac provede analogno lomljenje izvjesnog pra
vokutnika ili kocke. 

Ukratko, vidimo, da se "transfinitni redni brojevi" javljaju kod 
vanredno • prirodnih pojava. Drugo je pitanje, kako da definiramo i 
ostvarimo ordinalne brojeve! . Obične redne brojeve 

prvi, drugi, treći i t. d. 

ostvarujemo i prikazujemo na razne načine, kao na pr. pomoću zareza 
(markica) 

l, II, III, IIII, ... 
{tako rade primitivniji tesari) ili pomoću posebnih znakova i slova 

A, B, C, ... 
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l . . 

a možemo .int::'t>stvariti i pomoću brojeva . . 

l' 2, 3, 4, . . . 

Ali možemo redne brojeve ostvariti i pomoću dobro uređenih sku
pova. Tako, mjesto da govorimo o brvnu oznake III možemo govoriti 
o brvnu oznake {1, 2, 3}. U tom smislu oznake {1, 2, 3} ili {5, 7, 20} 
ne bi se razlikovale po svojoj ulozi: svaki od ta dva dobro uređena 
skupa sposoban je da označi treći predmet nekog skupa predmeta. 

§ 13,3. ZADA CI. 

:§ 13.3.1. Konkretiziraj atomiziranje jediničnog segmenta [0, 1], tako da 
se skup rangova koji se pritom javljaju može preslikati na 

• 

dobro uređeni dio sastavljen od svih brojeva oblika 

k+ 2-2 + 2- 1 + ... 2-n, (k, n E N). 

§ 13.3.2. Ako potpuno uređen skup ima S u s I i n o v o s v o j s t v o, tada 
je svaki dobro uređen dio toga skupa < No. Obrat ne važi 
(primjer alfabetski uređenog skupa e2 = e X e). 

§ 13.3.3. Može li ikoji dobro uređen dio skupa e, (N) alfabetski uređe
nog biti ne prebroji v? 

§ 14. REDNI (ORDINALNI) BROJEVI. REDNI (ORDINALNI) TIPOVI. 

Evo nas konačno pred zadaćom do koje nam je mnogo stalo: 
upoznati se sa rednim brojevima! Bitna uloga redna broja ima biti u 
tome da znači rang i položaj što ga pojedini predmet ima (zauzima) 
s obzirom na druge predmete izvjesna skupa. Tako se govori o poče
tnoj strani knjige, o 16. arku knjige, o 30. knjizi na polici, o 35. par
nom broju i t. d. A bitna stvar rednih brojeva sastoji se i u tome da 

' se svaki redni broj može nanositi poslije svakog rednog broja. Tako 
na pr. osmi = treći poslije 5 -tog. Upoznat ćemo se sa rednim broje
vima i rednim tipovima, njihovom podjelom, računskim operacijama i 
glavnim svojstvima. Razmatranja ovog §-a su od bitne važnosti. 

§ 14.1. Nanošenje uređenih skupova. Ako imamo dva disjunktna 
uređena skupa A i B, tada možemo vrlo Iako obrazovati nov uređen 
skup tako da iza skupa A onako kako je već uređen, nanesemo, sta
vimo, skup B onako kako je on uređen. Dobit ćemo određen uređen 
skup kojemu je A početni a B završni komad; dobiven skup zove se 
redna (ordinalna) suma skupova A i B, a može se označiti sa tA + tB. 

Tako na pr. t{5 < 7 < 9} + t{l < 3 <13 < 14} označuje uređeni skup: 

5 ispred 7 ispred 9 ispred l ispred 3 ispred 13 ispred 14. 
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Kako definirati nanošenje skupa B iza skupa A u slučaju kad A 
i B imaju i zajedničkih točaka, pa čak kad je i A = B? !(ako na pr. 
nanijeti skup iza sama sebe? No, kod procesa nanošenja nama nije 
stalo do toga, da znamo što nanosimo nego do toga dokle ćemo nano
šenjem stići. Zato mi skupove A i B možemo zamijeniti sličnim sku· 
povima, ali koji su bez zajedničke točke. Tako na pr. mjesto skupa A 
možemo promatrati kombinirani produkt 

( 14.1.1) {l} X A 

svih uređenih pari (!,a), (a E A) uređen tako da na skup {l} X A pre
neserno poredak skupa A t. j. zahtijevajući, da relacija 

(14, 1.2) {l,a} < {l,a'} u {l} X A 

ima da bude ekvivalentna sa relacijom a< a' u uređenom skupu A. 
Očito je A sličan sa {l} X A, kao i sa analogno definiranim uređenim 
skupom 

(14. 1.3) {p} X A, 

gdje je p ma kakav predmet (na pr. P = 3, 100, kružnica i t. d.) Za 
tako definiran skup {p} X A može se reći da nastaje "zamjenom" 
predmeta p. skupom A. 

Analogno, uređen kombiniran produkt 

{2} X B 
sličan je sa B. 

No, skupovi 

{l}XA,{2}XB 

nemaju nikad zajedničkih točaka, pa makar A, B bili i identički. Unija 

(14.1.4) ({l} X A)\./ ({2} X B) 

uređena na način, da uređen skup {l} X A dolazi ispred uređena sku
pa {2} X B, zove se rednom ( ordinalnom) sumom skupova A i B i 
možemo je označiti sa 

(14.1.S) {l}XA + {2}XB ili tA+ tB. 

Na pr. redna suma uređenih skupova {I < 3 < 5} i {l < 5 < 7 < 8} 
jest ovaj uređen skup: 

(1,1), (1,3), (1,5); (2,1), (2,5), (2,7), (2,8). 

Lema 14.1.1. Svako preslikavanje f skupa B t. j. pridruživanje 
svakom x E B izvjesnog skupa f (x), dovodi do množine disjunktnih 
skupova 

r 

{x} X f(x), (xE.B); pritom je {x} X f(x) 

skup svih uređenih pari (x,y), (yE f(x)). 
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Lema 14.1.2. Ako je B ma kakav uređen skup, a f ma kakav 
proces kojim svakom x E B pridružujemo izvjestan uređen skup t (x), 
tada se unija 

(14.1.6) V {z} X f(z) 
z• B 

svih pari 

(z,y), (zEB, yEf(z)) 

može urediti na ovaj način (alfabetsko uređivanje slogova ili uređivanje 
po prvim diferencijama): Za elemente (z, y), (z',y'), skupa (14.1.6) relacija 

(14.1.7) (z, y) < (z',Y') 

u (14.1.6) ima da bude ekvivalentna sa 

(14.1.8) z< z' u B odnosno sa z = z' u B, y < y' u t (z). 

Tako uređen skup zove se rednom sumom skupova t (z), (z E B) 
po bazi B, a može se naznačiti sa 

(14.1.9) ~{z} X f(z) 1
) ili ~tf (z) 

zEB zEB 

L e m a 14.1.3. Ako svakom z E. B uređena skupa B pridružimo 
dva slična uređena skupa 

t (z), g (z) · 

tada je uređena suma 04.1.9) slična s uređenom sumom 

(14.1.10) ~{z} X g(z). 
>•B 

Stvarno, označimo za svaki z E: B, sa CJlz preslikavanje koje po 
sličnosti prevodi uređen skup t (z) na g (z) dakle cp z (t (z)) = g (z). Ako 
tada proizvoljnom elementu (z, y) skupa (14.1.9) pridružimo element 
(z, CJlz (y)) skupa (14.1.10), dobiva se time sličnost između tih dvaju 
skupova. 

Teorem 14.1.1. Ako su skupovi 

B, S (z), (z E:: B) 

dobro uređeni, 

(14.1.11) 

tad je i redna suma 

~(z) X S(z), (z E B) 
z 

dobro uređen skup. 

Radi se o tome, da pokažemo, da svaki pun skup M izvađen iz 
(14.1.11) ima prvi element. No, neka je najprije Bo skup svih z E B. za 
koje je {z} X S (z)(\ M~ v. Zbog (14.1.11) bit će v C Bo~ B, pa kako 
je B dobro uređen, određen je i pDčetni element p od Bo. Promatrajmo 
sada suman d {p} X S (p) skupa (14.1.11); u njemu se nalazi bar jedna 

1) Pažnja! Mjesto oper.atora U dolazi operator ~. 
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točka zadana skupa; kako je {p} X S (p) dobro uređen, određena je i 
početna točka p' skupa ({p} X S (p)) (\ M; ta točka p' jest početna 
točka zadana skupa M. 

Kako definirati nanošenje skupova koji nisu disjunktni? što bi 
značilo na pr. nanositi, "pomicati", uređen skup iza sama sebe (slično 
kao što se metar nanosi, pomiče iza sama sebe)? Treba da imamo na 
umu da mi zasad ne istražujemo od čega je uređen skup sastavljen 
niti kakvi su njegovi elementi. Nama je, zasad" stalo jedino o među
sobnim vezfima članova uređena skupa t. j. o uređenju, upravo o tipu 
uređenja skupa. No, slični skuoovi imaju identično uređenje. 

Zato će nam biti jasna ova osnovna 

§ 14.2. Definicija rednih brojeva i rednih tipova (tipova uredenja). 

P d d . { brojem .. k" { dobro đ k S o re mm t" razumuevamo sva l t ure en s up ,· tpom po puno 
pritom važe ova 11ravila za razlikovanje, uređenje i računanje: 

. f broj 
J. Oznaka i naziv. Shvaćen kao redm l tip skup S će nositi 

također oznaku 

{14.2.1) t S ili t (SJ; 

pa ćemo govoriti o rednom { t
b:oju t S odnosno o tipu uređenja skuna S. 
liJU P 

Il. Identična jednakost: 

{14.2.2) t A= t B (tri crtice) 

značit će isto što i činjenica da su skupovi A i B uređeni i slični; 
tA l tB značit će negaciju od (14.2.2) i iskazivati da skupovi A i B 
nisu međusobno slični; 

Ill. Uređenje 

(14.2.3) t A-< t B odnosno t B> t A 

značit će isto što i činjenica da je uređen skup A sličan sa dijelom 
uređena skupa B; jednakost 

(14.2.4) 

nejednakost 
' 

(14.2.5) 

t A = t B značit će isto što i sistem t A -<t B 

tB<tA; 

• t A < t B odn. t B > t A 

značit će, da je t A-< t B ali da nije t B-< t A. l(onačno 

(14.2.6) tA ll t B. 

značit će da nije niti t A-< t B niti t B-< t A. 
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IV. Računanje. a) Ako su A, B dva ur{?đena skupa bez zajedničke 
točke, onda se pod sumom rednih tipova A, B, simbolički 

tA+ t B 

razumijeva skup A V B uređen tako da se iza uređena skupa A kao 
cjeline stavi uređen skup B kao· cjelina. U općem slučaju, možemo pod 
sumom 

(14.2.7) tA+ t B 

d .h f brojeva tA tB 
re m l t' , J po va 

(pazi na red pisanja i izgovaranja!) razumije-

vati uređen skup 

{l} X A V {2} X B 

što ga dobijemo kad u uređenu skupu {l < 2} "zamijenimo" l sa A, a 
2 sa B; prema tome t:A + t B jest skup svih slogova (l, a) i (2, b), 
(a El A, b El B) uređen alfabetski. 1

) 

b) S d . z· d 'h { brojeva Ak . B . uma o prmzvo mo mnogo re m t' . o Je ma 
· l{JOVa 

koji uređen skup, a 

(14.2.8) S (z), (z E· B) 

ma kakvo jednoznačno preslikavanje skupa B na množinu uređenih 

skupova (prema tome za svaki z El B, S (z) je izvj~stan uređen skup),. 
onda se pod sumom svih t S (z) protegnutoj po B, simbolički 

(14.2.9) 

razumijeva uređen skup 
(14.2.10) 

,. 

~ tS(z), 
zeB 

V {z} X S(z) 
z• B 

uređen alfabetski; može se reći da taj uređen skup dobijemo tako da 
svaki z E B "nadomjestimo" pripadnim uređenim skupom S (z) (zapravo· 
sa {z} X S (z). 

e) Množenje se definira ovako: stavlja se 

(14.2.11) t A· t B= ~ tA, 

t. j. kad svaki x E B "nadomjestimo" jednim te istim uređenim sku
pom A, nastaje uređen skup koji se zove produkt od t A i t B. Kraće 

1) Tako na pr. za sumu rednih brojeva {l < 3}, (2 < 5 < 7) dobivamo ova dva 
načina predstavljanja: l ispred 3 ispred 2 ispred 5 ispred 7; odnosno: (l, l) ispred 
(1,3) ispred (2 2) ispred (2,5) ispred (2,7). Naravno da za isti redni broj peti ima i dru-
gih prikazivanja. ' 

Obilje predstavljanja jedne te iste stvari u matematici jest svagdanja pojava. 
m· 3 Sjeti se na pr. neizmjerno mnogo različitih predstava za jedan te isti broj J. 

m 
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rečeno, produkt t A · t B nastaje "zbrajajući" t A preko B (iteracija · 

zbrajanja). 
pr i mi e d b a 14.2.1. Možemo reći ovako: Redni brojevi jesu redni 

tipovi dobro uređenih skupova. 

Primjedba 14.2.2. Sadržaj teorema 14.1.1 možemo sada izreći 
ovako: Suma od dobro uređeno mnogo rednih brojeva opet je re dan broj. 

§ 14.2.1. Primjeri i oznake. Prema gornjoj definiciji, prazni skup. 
v kao dobro uređen skup jest određen redni broj: zove se nulti ili 
poe etni, a označuje se sa O; 1

) dakle tv i O znače jedno te isto. 
Prema istoj definiciji, i dobro uređen skup {O} je određen redni 

broj ; naziva se obično prvi, a označuje sa l. 

Primjedba 14.2.1.1. Ako je A ma koji uređen skup, onda nam 
1 + A odn. l + tA označuje tip uređenja što se dobije kad se pred A 
stavi jedan jedini element. Slično, A + l nastaje tako, da se iza skupa 
A postavi jedan jedini element. 

Dobro uređen skup {O< l} je određen redni broj t{O < 1}, a na
ziva se drugi i označuje sa 2. 

Redni broj {O <l < 2} naziva se treći, a označuje se sa 3. 

Redni broj t{O <l< 2 < ... < n-1} naziva se n-ti, a označuje 
se sa n, za svaki n ·E N. 

Niz prirodnih brojeva je određen redni broj, pa se kao takav 

označuje sa 

(14.?.1.1) w ili w . . o. 
• 

Skup R racionalnih brojeva uređen po veličini nije redni broj (nego 
tek redni tip), jer nije dobro uređen; mjesto tR piše se TJ dakle 

• 

(14.2.1.2) 

t e (e = Skup realnih brojeva uređen po veličini) nije nikakav 
redni broj, jer C nije dobro uređen; uvodi se oznaka 

(14.2.1.3) 

prema tome tC= tl= tip uređenja ma kojeg (otvorenog) intervala J 
realnih brojeva; zato je l +'J..+ l tip uređenja ma kojeg zatvorenog 
intervala realnih brojeva. Kako l + 'J.. ima početni član, a nema zavr
šnog, dok obrnuto 'J..+ l nema početno g člana, ali ima završni, to znači, 

. 1) Mnogo smo se kolebali, da li da t v (v~ prazan skup) smatramo ili ne sma
tramo rednim brojem. l j~dno i '!.rug? stanovište ima svojih dobrih i loših strana. 
Napomena 13.2.2.1 tgrala Je odlucu]ucu ulogu, da t v smatramo rednim brojem, jer 
interpretacija običnog decimalnog prikazivanja realnih brojeva, onako kako je nave
deno· u § 13.2.2, yokazute, d.~, ctfra_ O igra ulogu rednog broj~ u smislu .?ajnižeg rednog 
broja odn. u smtslu ,,pocetm . Inace O, kao redm broJ oznacuJe t pocetna . stanje, tz. 
kojega po redu izvire prvo stanje (operacija) drugo stanje ili operacija i t. d. 
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da skupovi l+ A, A+ 1 nisu slični, pa je dakle l +A -1 A+ l. Inače 
je I +A = A+ 1, jer na pr. lijevo zafvoreni interval [0, l) e sličan je sa 

• 

[ l_ _?_) C (o,·l)e, takoder je (O, I]c sličan sa ( 
2
1 

, 
3
2

] .~ [0, I)e; 
· 2 ' 3 e'- · e 

to znači da je 

t[O, l)e = t(O, I]c t. j. l+ A= A+ l. 

Regresija .......... -n-l, -n, -n+ l, ... ; -2, -l, ure-
•đena po veličini nije re dan broj, jer nije dobro uređena; njen se tip 
uređenja označuje sa 

. w* 1
) odn. 

Prema definiciji sume (14.2.7) 

(O * . J • 

Wo*+ .<00 odn. w* + .<0 

• 

je tip uređenja skupa svih cijelih brojeva uređenih po veličini, dakle 

t D= .w* + .w. 

§ 14.2.2. Oduzimanje. Neka su A i B zadani uređeni skupovi; ako 
u A ima početnih (završnih) komada koji su slični sa B, onda se sa 

(14.2.2.1) -tB+tA (odn. sa tA-tB) 

, označuju različiti ostaci skupa A što se dobiju, kad iz A uklonimo bilo 
koji početni (odn. završni) komad sličan sa B. 

A se zove minuend, a B lijevi (desni) suptrahend; rezultat se zove 
diferencija. i to lijeva ili desna već prema tome da li se uklanjaju 
lijevi ili desni komadi minuenda .. 

Na pr. -I + 3 = 2, -l + w = w (brisanjem početnog člana pro
gresije dobije se ponovno progresija); .w- l ne postoji, jer nijedna 
progresija nema posljednjeg člana. 

A - A = ili o ili A + l. 

Jer, oduzmemo li od linearnog kontinuuma e ·koji njegov desni 
komad K. onda preostaje ili prazan skup, ili skup (- =, inf K]c oi pa 
f.. + l svih brojeva -<inf K. Slično -A +A = ili O ili l + A. 

Ako je 11 redni tip skupa racionalnih brojeva, tada među tipovima 

l], l] + l, l + l], l + l] + l 

nema identički jednakih, ma da su inače sva četiri međusobno jednaka. 
1) Ako je S bilo koji. uređen skup; onda se sa S* označuje taj isti skup s ah 

uređen ne prvobitnom · relacijom <;: nego du alnom relacijom >. Prema tome što je 
lijevo (desno) u S, to je desno (lijevo) u S*. Naravno (S*!*= s. Dok je uređeno zbra
janje dvaju skupova binarna operacija, a zbrajanje sa 3 sumanda ternarna operacija 
među uređenim skupovima, dotle je s• unarna operacija. 
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· § 14.2.3. O načinu izražavanja. Kako prema osnovnoj definiciji 
sami uređeni skupovi odn. njihova specijalna vrsta: dobro uređeni sku
povi igraju ulogu rednih tipova odn. rednih brojeva, to se o pojedinom 
rednom broju (tipu) može govoriti kao o kakvom uređenom ·skupu i 
na nj prenositi svojstva s uređenih skupova. Pa se može na pr. pitati, 
<la li zadan redan broj ima posljednji član? Da li je zadan redan tip 
gust ? Pokazuje li praznina? Da li je konačan? U tom smislu, redan 
tip 1'J t. j. tip uređenja skupa racionalnih brojeva okarakterisan je kao 
prebrojiv gust redni tip bez krajnjih elemenata (v. teor. 11.3.1). Tip 
uređenja /.. linearnog kontinuuma okarakterisan je ovim svojstvima: 
(v. teor. ll.4.1): neprekidan potpuno uređen ( = gust ali ipak bez praz
nina), separabilan (sadrži prebrojiv dio gusto rasijan po čitavom skupu), 
nema ni početka ni svršetka. 

Kako nam je specijalno do rednih brojeva stalo, to prelazimo sada 
ua izučavanje njihovih svojstava. 

§ 14.3. Osnovna svojstva rednih brojeva. Jedno od najvažnijih 
svojstava rednih brojeva jest njihova uporedljivost. Važi naime 

Teore·m 14.3.1. Za ma koja dva redna broja tA, tB 1
) važi jedan 

o • 

i samo jedan od ova tri slučaja (trihotomija): tA je ili manji ili Jednak 
• 

ili veći od tB : 

(14.3.1) tA< t B 

i to onda 
o 

onda, kad je A sličan 
o 

početnim komadom l samo s pravtm 
skupa B 

( 14.3.2) tA =tB 

i to onda 
o 

onda, kao su A i B slični 1 samo 

(14.3.3) tB <tA 

i to onda i samo onda kad je B sličan s pravim početnim komadom 
skupa A. 

Da je vazda: ili tA= t B ili tA< tB ili tA> tB, to izvire nepo
sredno iz osnovnog teorema 12.3.3. Da u slučaju dobro uređenih sku- · 
pova A, ·B jednakost tA = t B povlači i sličnost između A i B, to je 
.sadržaj teorema 12.4.3. 

Ostaje da dokažemo (14.3.1) i (14.3.3). Dokažimo na pr. 14.3.1. 
Najprije, ako je tA < tB, tada je dobro uređen skup A sličan sa 

pravim početnim komadom dobro uređena skupa B. Stvarno, u obr
nutom slučaju, prema osnovnom teoremu 12.3.3. bio bi B sličan s po
četnim komadom (pravim ili nepra vim) skupa A pa dakle t B<. t A 
protivno pretpostavci tA < t B. · 

1) Prema tome A i B su dobro uređeni skupovi. 
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Ostaje još obrat: . Ako je dobro uređen skup A sličan s pravim 
početnim komadom dobro uređena skupa B, onda je tA< t B. U obrnu
tom slučaju bilo bi t B< tA, dakle tA =t B a odatle, prema teoremu 12.4.3 
tA= t B t. j. A i B bili bi slični. Tako bi A bio sličan i sa B, a po 
pretpostavci i s nekim njegovim pravim početnim komadom, protivno 
osnovnom teoremu · 12.3.3. 

Time je teorem 14.3.1. dokazan. Sadržaj toga teorema može se 
izreći i ovako: 

Svaki skup rednih brojeva potpuno je uređen po veličini. Ali bitno 
svojstvo rednih brojeva jeste da, poput skupova prirodnih brojeva, sva
ki skup rednih brojeva uređen po veličini ima i najmanji, početni, član 
(v. teorem 14.3.3.). 

O s n o v n i t e or e m 14.3.2. Za ma koji redni broj, skup 

(14.3.4) (-=, o.)o 1
) m kraće (-=.o.) 

svih rednih brojeva < o. uređenih po veličini jest dobro uređen skup. 
pa shvaćen kao redni broj, on je identičan sa o. t. j . 

• 

(14.3.5) t (- 00, «)o = «. 

Tako ria pr. t {O < l < 2 < ... < 9} = 10 

"t{0<1<2< • • • <n<n+l< } =w o • o - .• 

Da dokažemo osnovni teorem, sjetimo se da, prema teoremu 14.3.1. 
za redne brojeve · 

t A, t B relacija t A < t B 

znači isto što i činjenica, da je dobro uređeni skup A sličan s pravim 
početnim komadom skupa B. 

Zato se za svaki dobro uređen skup S nameće promatranje 
V• mnozme 

(14.3.6) K(S) 

svih početnih komada C S; prema tome, nije S <E;, K (S); naprotiv v 
jest određen element u K.(S); množina !((S) je potpuno uređena na pri
rodan način, relacijom ~. pa je v početni član u K. (S). 

Tada osnovni teorem 14.3.2 proizlazi iz lema 14.3.1 i 14.3.2 koie 
. ćemo odmah dokazati: 

Lema 14.3.1. Za svaki redni broj tS uređeni skup 

(14.3.7) (-=,tS) 

l) Indeks O je inicijal od ordinahm (rednil, da se time naznači da su članovi 
skupa (14.3.4) redni brojevi. Notirajmo da je i nula, O, član skupa (14.3.4) . 

• 
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svih rednih brojeva < t(S), sličan je uređenom skupu K(S) svih po
četnih pravih komada dobro uređena skupa S. (Pažnja! v = prazan 
skup, smatra se početnim članom u K (S)). 

Lema 14.3.2. Skup K(S) sličan je sa S. 
Stvarno iz t(-=,tS)=tK(S) (lema 14.3.1) i tK(S)=tS Oema 

14.3.2) izlazi sadržina teorema 14.3.2 i t(-=, t S)o =tS. 
Dokažimo lemu 14.3.1. Najprije, za svaki redni broj tA nejedna

kost t A < t S znači (teorem 14.3.1), da je A sličan s jednim i samo 
jednim pravim početnim komadom od S; označimo li taj komad sa 
(jJ(A), bit će 

~p(A) E: K(S). 

Naravno, tim preslikavanjem, koje je sličnost, prelazi skup (14.3.7) 
u skup (14.3.6). Da je time ova množina iscrpena, proizlazi odatle, što 
je svaki član K iz K (S), kao dobro uređen skup, potpuno određen 

redni broj i to < tS, jer je K pravi početni komad od S. 
Preostaje još dokaz leme 14.3.2. No, odmah se vidi, da pteslika-

• v ame 

{ 14.3.8) (-=, x)s , (x E S) 

koje svakom x E S pridružuje skup (-=, x) svih elemenata iz S koji 
su < x, znači sličnost između S i K (S). Da većem elementu iz S odgo
vara kod preslika vanja (14.3.8) veći element u K (S), to je očito. Samo 
još, da se uvjerimo, da je svaki član K iz K (S), zaista oblika (14.3.8). 
Stvarno, kako je K C S (gl. definiciju (!4.3.6) ), skup S"-.K nije pust, 
pa zato ima određen početni element, označimo ga u zavisnosti od K sa 

(14.39) K+. 

No, kako je K početni komad od S, položen je čitav S"-. K iza K, 
specijalno je iza K i početni element K+ od S"-.K; zato je 

>(14 3.10) K=(-=, K+)s i K+ E S . . 

. Time je dokazana i lema 14.3.2, a prema gornjem također 

osnovni teorem 14.3.2. 

. 
1 sam 

Te or e m 14.3.3. Svaki skup rednih brojeva uređen po veličini 

jest dobro uređen, pa čim on ima bar jedan član itita on i svoj po-
četni član. · 

Stvarno, neka je S ma koji pun skup rednih brojeva, a a ma koji 
njegov element; ako je a početni broj u S, stvar je gotova; ako pak 
« nije prvi u S, onda je skup (- =, a)s pun, a kao dio dobro uređena 
skupa (-=, a)o svih rednih brojeva <a, ima (-=, a)s početni element, 
što smo i htjeli pokazati. 

§ 14.4. Osnovni operator: Supremum (sup S, za ma koji pun skup 
.S rednih brojeva. 



za ma koji neprazan skup :; rednih brojeva detmirat ćemo supre
'mum skupa S odnosno supremum brojeva iz S simbolički 

(14.4.1) sup S odn. · sup a, 
a ES 

kao završni broj u uređenom skupu S ukoliko takav završni element 
postoji, a inače, ako S nema najvećeg članq, onda će sup S značiti 
prvi broj među onima koji su veći od svakog broja iz S. 

Na pr. sup _fl, 5, 4, 2} = 5, sup {I, 3, .5, 7, .. } =Wo. Da sup S postoji, 
ako je S snabdjeven najvećim članom, to je jasno. Međutim, od inte
resa je slučaj, kad u uređenom skupu S nema najvećeg broja . 

• 

Teorem 14.4.1. Za svaki neprazan skup S rednih brojeva među 
kojima nema najvećeg važi 

(14.42) sup S= t ( V (-oo, a]o) 1
), ('o Ei S) 

pa je zato sup S jednoznačno određen redni broj . 
• 

Najprije je jasno, da je skup 

So= V (-co, a],, (a E S) • 

" 
potpuno dobro uređen, pa je zato t So određen redni broj ; jednakost _ 
(14.4.2) kaže, da je 

(14.4.3) sup S = t So. 

No, za svaki a E S važi 

(-=, a)o e (- =, a ]0 e (i er je S bez zadnjeg člana) e So. 

Odatle 
t(-co, a)o <t So. 

No, ta nejednakost, na osnovu osnovne jednakosti (14.3.5), kaže, da je-

(14.4.4) a< t Se, (a '€ S). 

Ima dakle bar. jedan redan broj - konkretno t SG - koji je veći 
od svakog a E S; zato postoji među njima i najmanji : sup S. Dakle 
je sup S određen redan broj, a zbog (14.4.4) bit će 

(14.4.5) sup S< t So. 

No, sup S = t Sa, jer u protivnom slučaju, prema (14.4.5), bilo bi 
sup S < t So. To bi na osnovu važne relacije (14.3.5): 

t So = t (-oo, t So)o značilo da je 

sup S E, So. 

1) Pritom (-co, x]0 znači skup svih rednih brojeva <X· 
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No, kao u S tako i u So iza svakog elementa dolazi bar jedan 
još veći u S, specijalno, iza broja sup So dolazio bi bar jedan o E S, 
dakle sup S < o, što je apsurd. 

Time je konačno teorem 14 4.1 dokazan. 

§ 14.5. Redni brojevi prve i druge vrste. Redni broj a je prve 
vrste, ako ima neposrednog prethodnika t. j. ako postoji a- l ; ako je 

. a. pozitivan i nema neposrednog prethodnika, kaže se, da je on druge 
vrste. Prema tome svaki redni broj je ili O ili prve vrste ili druge vrste .. 

Očigledno, redni broj a je druge vrste onda i samo onda, ako 
svaki interval rednih brojeva koji sadrži taj broj a sadrži i rednih bro
jeva =l= a.: zato se a ne može izolirati u smislu, da bude jedini član 
nekog otvorenog intervala rednih brojeva. Na pr. Wo je broj druge 
vrste; broj w0 • 3 također. Poslije ćemo dokazati, da se brojevi druge 
vrste poklapaju sa desnim višekratni cima broja wo, da su dakle oblika 
W 0 a (v. teorem 14.8.7.1.). · 

Očigledno, važi ovaj 

Te or em 14.5.1. Da pozitivan (t. j. =l= O) redni broj a bude druge 
vrste, nužno je i dovoljno da on bude sup rem skupa (-oo, a) svih rednih 
brojeva < a t. j. da važi jednakost 

(14.5.1) sup (-oo, a)0 =a odn. sup~= a.. 
E<• 

Tako sad vidimo da je Wo suprem niza svih konačnih 

Supremum skupa svih prebrojivih rednih brojeva 

( 14.5.2) 

rednih brojeva. 
• o 

oznacu]e se sa 

Taj redni broj nije prebrojiv: njegov kardinalni broj - označuje 

se sa ~l - neposredno je veći od ~o 1
) i ne zna se, da li je Nt = 2~o 

(problem kontinuuma). 

§ 14.6. Regularni (pravilni) i iregularni (nepravilni) redni brojevi. 
Preslikavanje -r rednih brojeva. 

Definicija 14.6.1. (funkcije -r) 
Stavit ćemo 

( 14. 6.1) -r (O) = O, -r (~ + l) _.:. ~ + l 
za svaki redni broj ~-

Ako je redni broj a druge vrste, stavit ćemo 

(14.6.2) -r (a) = inf t (S); 
s 

tu S prolazi svima skupovima rednih brojeva 

a= sup S. 

r eJ)~~-" 'j,.~. .'dt.~ r 

i'( J}.". '·-•· "~ r 
< a za koje je ! 

1) Više o tom v. teorem 15.1.1.1 
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Tako na pr. stavlJajući 

očigledno je 

L e m a 14.6.1. 

W0"o = SUp.W0", 

nL. wo 

,; (wo"') = Wo. 

Za svaki redni broJ a. važi ,; (a) <a. 

!;i 14.6 

Stvar je. jasna za u = G ili za brojeve prve vrste. No, ako je a 
broj druge vrste, tada znamo, da je skup (-oo, a)o najopsežniji skup 
S rednih brojeva < a za koji je a = sup S; dakle je 

t S< t(- oo, a) 0 = (po osnovnoj jednakosti 14.3.5) = a t. j. 

t S <a; odakle također 
inf t(S) <a dakle ,; (a)< a. 
s 

D ef i n i e i j a 14.6.2 .. Redni broj a jest regularan (pravilan), ako je 
-e (a) = a; ako je ,; (a) < a, redni broj a. zvat ćemo iregularnim (nepra
vilnim). 

Prema tome, O, i svaki redni broj prve vrste su regularni brojevi. 

Lema 14.6.2. Za svaki redni broj a, broj ,;(a) je regularan. 

(14.6.3) ,; (,;(a)) =,;(a). 

Stvar je očigledna, ako je a = O ili broj prve vrste. Ako je pak 
broj a druge vrste, jasno je, da je i ,; (a) druge vrste. 

Neka je · 

(14.6.4) So< S1 < ... < Sg < ... , (~<,;(a)) 
. ' 

<!obro uređen skup rednih brojeva < a za koje je 
• 

{14.6.5) sup sE =a, (~<,;(a)). 
< 

Isto tako, neka je 

{14.6.6) ao <Ut< ... <a,< ... , t<,;_(,;(«))) 

dobro uređen skup brojeva <,;(a) za koje je 

(14.6.7) sup A= sup a,= 1: (a). 
r 

To znači da je s., <a. za svaki ~ <-e (1: (a.)), 

.a radi (14.6.5), (14.6.6) i (14.6.7) izlazi odatle 

S~PSar =a,(\;< 1:(1: a)). 

Po samom značenju broja 1: {a) to znači, da je 

1: (r:(a)) > 1:(a). 

Ta relacija zajedno sa sadržinom leme 14.6.1 daje traženu jedna
kost (14.6.3) 
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§ 14.7. Prlncip'- transfinitne indukcije za redne brojeve sastoji se 
u ovome zaki]učivanju: • 

Pretpostavke: 
• • 

I. Ako je neka tvrdnja istinita za početni broj O'; · 
II. Ako nadalje iz istinitosti iste tvrdnje za sve rednebrojev~J <tt . . . 

. · slijedi, da ona važi i za sam redni- broj .a; 
4 ·. \ . . 

Z a k lj u č a k: Onda ista tvrdnia važi za svaki redni bro,i. 
U obrnutom naime slučaju, bio bi bar jedan redni broj, a time. i 

najmpnji redni broj,· recimo ~ 1:a koji tvrdnja o kojoj je riječ nije 
ispravna. No, ~ > O jer pte,ma I. tvrdnja je istinita za broj O. Znači, 
da bi bilo ~ > O i da pi tvrdnja bila istinita 7.fl svaki redni. broj < ~; 
no baš to, prema usl.ovu Ilw znači, da je tvrdnja istinita i za sam brej · 
J3, pr.oti v no pretpostavci. ~ 

Primjene principa transfinitne indukcije su goleme. 
. ' 

/' . ,. 

§ 14.7.1. Burali~Fortiiev paradoks. Ne može se govoriti o sku
pu svih rednih brojeva, jer kad bi takav skup, nazovimo ga 

o 
• 

ppstojao, bio bi on dobro· uređen, pa ili 

tO 

bio određen redan 
( 14.3.5), bilo bi · 

broj, dakle t O E: O No, prema, osnovnoj jednakosti 
• . . 

t(-oo, t(O))o = t(O), 
. ' 

što znači, da bi dobro uređeni skup O bio sličan sa svojim pravim 
početnim komadom (-oo, t ( 0) )o, a to je prema teort~mu 12.1.1 nemoguće. 

. . 
· Tako smo prvi put naišli na razred elemenata·- razre do O svih· 

rednih brojeva - koji nije nikakav određen skup. Tek početni pravi 
komadi od O i njihovi dijelovi jesu skupovi rednih brojeva. 

. ' 
§ 14.8. Elementarna pravila o računanju s rednim brojevima. 

· § 14.8.1. Zbrajanje rednih brojeva. 

L em a 14.8 1.1. Doda li se •zdesna rednom 
se naredni viši redni broj. a + l : 

. • 

(14.8.1,1). 'a<a+l,-(a,a+l)0 =v. 

hroju a- jedinica, dobije 

Stvarno,. ako se iza dobro ure.đena skupa A stavi jednočlan skup 
{j} koji ne le.ži · u A, postat će time A pravim početni,m komadom do
bro uređena skupa t( A) +t {j} pa je dakle . · . - . . 

, t A < t A+ t {j}.. tA + l 
Očito je tA.+ l < tB za svaki tA < tB . • 

I{UREPA: Teorija~sk,upova ll 
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.PoSljedriJa n alme . neJednakost značj, da je A sličan s prayim ver
četnim komadom cp (Al e B; ako tada elementu i iz A V {j} pri družimo 
prvielement p iz B"- q> (A), preslika t će se time, na izomorfan način. 

· uređena suma tA+ t{j} na početni komad <p(A) V {p}, a to baš i 
znači da je L~+ t{j}<tB. · · 
• • -. 

L e m a 14.8.1.2. Dodavanje jedinice s lijeve strane ma kojem trans
finitnom rednom broju ne mijenja lezultata t. j . 

• 

• 
iz ll> W0 slijedi l + a = a, 

Naprotiv, iz a< wo sliierli ·1 +a > a . 

. Ako j_e naime broj a realizovan dobr~ uređenim skupom A, obra
zujmo uređenu sumu t{,} + t A rednog •broja l +·t A. Taj i e skup sličan 

·sa A, ako je A beskonačan. Stvarno, obratujmo preslikavanje: 

<p( x), (..x E {j} V A) ovako: 

· q> (j) = prvi dlan u A ; 

ako ispred x ima u A· neizmjer110 mnogo članova, stavit-ćemo 
<p (x) = x; • 

ako je x E A, a ispred .-: ima konačno mnogo članova, <p ( x) će 
-značiti prvi ele{11ent iz A koji je desno od X. 't( YI '"''H 1 

Naravno, preslikavanje <p je· određeno jednoznačno i odmah se 
vidi, da ono vrši slično preslika van} e između skupova t {j} + tA i A. 
·A to i kaže lema 14.8.1.2. Ako je pakA konačan, konačah je i {j}.v A 
pa su A i {j} V A čak različitih kardinalnfh brojeva (v. teorem 5.3.1). 
a. kamoli, da ne bi bili različitih rednih brojeva. , · 

L e m a 14.8.1.3. Za svaki transfinitni redni br o[ ll vrijedi . 

. ' . 
l + ,a =j:;: ll + l. 

' • 
To je neposredna posljedica . dviju posljednjih lema. 

• 

• Teorem 14.8.11. (izotonija za dodavanje s lijeve strane). 
. 

Doda 
. . 

li se nejednakim rednim brojevima s lijeve strane isti redni broj, dobit 
će se opet· nejednaki redni brojevi: . - . - . 
(14.8.t'.21 .iz -~ < y slijedi a+~< a+ y 

• • 

za sve redne brojeve a.· ~ 

· (!zotonija za zbrajanje zdesna ne važi općenito, jer na pr. ma da 
je l < 2 ipak je l + w = 2 + w = w). • 

. Ako su A, E, e, ~a kakvi dobrouređeni skupovi/) onda ,t B < tC 
znači, da je B sl.čan sa pravim. početnim komadom cp (B) e C. Stavi li 

- . - . ' - . ' 

se A ispred B, a onda također ispred e, dobit ćemo· t A + t B i t A + t e; . 
' ' - . . ' ---- ... --- ' .. 

_ . 1) Mt'lžemo bez ograničenja smatrati, da oni dva po dva nemaju zajedničkih 
točaka. • 
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očito, tA+ tB je Sličan sa-pravim 'početnim komadom tA+ tcv(B) ure
đene sume tA + tC; a to znači, da je . · 

tA + tB < tA + tC 

š to je samo formalno različito od tražene nejednakosti 114.8.1.2). 
. -

. · Korolar 14.8.1.1. Ako se nekom rednom broJu a doda zdesna 
TJOzitivan redni broj, su.ma je veća od polaznog broja ci"t. j. iz B> o 

. ' ' . . . -

s lij edi a + ft,> a. · · 
,. -. - . 

§ 14.8.2. Oduzimapie rednih. b role v~. Znamo, da' i nam~· oduzima
nje spočetka (slijeva) i oduzimanje skraja (ide sna); 

' :! 

1 -tA+ tB 

se dobije kad se od B ukloni početni komad sličan sa A; analogno 
tB- tA se dobije, kad se o.d B ukloni završni komad sličan sa A. 

' 

' ---
Stvarno, ako· je tA- a, tC= Y, onda relacija ·a <y znači, da je 

A sličan s određenim poč. komadom cv(A! ~ C, f'reostatak C"Cjl(A) je. 
dobro uređen skup i njegov redni broj ~ ~adovo:1ava jednakost · 

• 

. a+~= Y·; ktome je C"'.cv(A.J =v 
. 

jedino onda, kad je a= Y. No ta jednakost nema dva različita rješenja 
l;l, ~2,jer bi inače bilo također 

-(14.8.2.2) a+ ~1 = a+ ~d. 
. 

Prema teoremu 14.3.1- slijedilo bi o'datle i1i · ~~ < ~2 ili. '~1 > ~2 . .U 
. . 

prvom slučaju,· postoj_ao · bi bar jedan re dan broj 1'J > O za koji je 
~l +l]= ~2, Na osnovu toga, ie.dnakost (14.8 2.2) hi postala· 

a + ~l. =a + ( ~~ + l'J) t. j. ' 
• 

·a + ~ 1 = (a + ~1 ) + 1'], 1'] > O, 
! 

u protivnosti sa !emom 14.8.1.1. 

PermutiraJući indekse l i 2, dokazuje s~ ,da ne može biti ~1 > 1;2~ 
L efu a 14.8.2.2. Iz a < B < Y . izlazi 

- . 
-a+B<-a+y, 
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U obrtiutofu sluČaju, bilo bi -a + ~ >-a +. Y, odakle, dodajući 
• 

spočetka a,·prema teoremu 14:8.1.1, izlazi 

~ a·+(-at~)>a+(.,.....a+y), t:j. a>y, 
• • 

protivno pretpostavci da je a < Y. 

Odu-zimanje zde$na je mnogo zamršenije; ovo nije vazda izvedivo 
niti onda, kad je suptrahend manji ~od minuenda. Specijalno ima bro
jeva > 0 od kojih se zdesna ne može oduzeti jedinica (bFOjevi druge 
vrste; na pr .. w): to su redni brojevi što pripadaju dobro uređenim 

' - - . 
skupovim<l bez zadnjeg elementa. Dok je 1- a + a = O vazda, dotle . ~ . ' -
a- a može imati više različitih značenja. Na pr. w- w može biti ma 

- • - Q - • • 

koji broj < w (to se drukčije iskazuje tako da je a + w -. w za svaki 
a < .w). · 

Lema 14.8.2.3. Ako desna diferencija dvaju brojeva postoji, a 
suptrahend je pozitivan, vazda. je ona manja od minu enda, t. j. ako 
a- ~ postoji, a k -1 ome je ~ > O, tada je a:..:..._~ < a. / 

Inače bi naime btlo a - ~ >a dakle, prema teoremu 14.8.1.1, do-
dajući zdesna ~: · . 

(a- ~) + ~ > a +. ~ t. j . a >a+~.· 
• 

protivno korolaru ·14.8.1.1. · 

§ 14.8.3. Množenie rejinih brojeva. Prpdukt rednih brojeva defi
nirali smo (§ 14.2) ovako: 

tA · fB = }:. tA 
• xeB -

. ' 
t. j. to je redni broj koji prip-ada uređenom skupu što se dobije· k'ad 
svaki element x dobro uređena skupa B "itadomjestimo" dobro uređe-

• • • 

nim skupom· A ili kojim drugim sličnim sa A. 

T e or e m 14.8.3.1. Ako su A i B dobro uređ eni skupovi, pa kombi
niran produkt BXA uredimo alfabetski· (leksikografski) 1

), ·dobit će· se 
dobro uređen skup rednog broja tA · fB; kraće rečeno: 

t (B X A) = tA · fB: 
Tako ·na pr.·· 

• • 

t ({l< 2 < 3}X{2,7}) =·t{ (2,1), (2,2), (2,3j; (7,1). (7,2),- (7,3)} . 6. 
. . 

· Stvarno, označimo li za pojedini b E:;i B sa 
• 

{b}XA • 

skup svih (b, a), (a E A) uređen leksikografski, tada je skup {b} X A 
sličan sa A; jer dodjeljivanje elementu a E; A elementa (b, a) je sličnost. 
----~~· . . . 

1) To znači da je (b, a) 'ispred (b', a') u· B X A· onda i samo· onda kad je ispu
njen jedan od uslova: b ispred b' u B ili 

b ~ b', a ispred a' .u A. 
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· No, očito je 
B X A --: ~ {b} X A; odatle 

b<B 
• 

t(BXA)= ~ t({b}XA) =~tA . tA-tB. 
be B x e B • 

L e m a 14.8.3.1. Za svaki dobro uređen skup S važi 
• 

ts = ~ 1 = ·1 . t s. · · 
x•S 

Lema 
a, ~. y važi: 

14.8.3.2. (Z a k o n d i s tr i b uĆi j e s l i j e va) Za redne ti1mve . 
• 

·. a(~+ y) =a~+ ay 
. ,.. 

(naprotiv zakon distribucije zdesna ne mora važiti; na pr. (l + l) w niie. 
-= 1 · w + l · w = w + w jer je w = 2w =(l + l) w < w + W=l · w +.1 · w). 

- " . l 

· Neka je tA = a, fB = ~. tC = Y, možemo uzeti, da su B i C bez 
. . 

zajedničkih točaka. 

Promatrajmo rednu smim 
• 

tB +tC; 

kf;Jcl nje je dakle :B ispred C, "zamijeni mo" li svaki 
e E. C sa A, nastaju disjunktni uređeni skupovi · 

b E, B sa A i svaki 
' 

• B X A, CX A ./ . . . 
čija je unija očito (B V C) X A; kako je skup B X A ispred C XA, to 
je red'na suma tih dvaju skupova· · 

t (B X A)+ t (C X A)-

jeclnaka1) · (tB +tC) X A dakle. 

t (B X A)+ t (C X A) = (tB + tC) X A 
• 

što s obz:irom na teorem 14.8.3.1 daje traženu jednakost: 

tA · t B + tA · tC r= tA · (tB + tC). 
-- . -

L e m a 14.8.3.3. Ako se nejednaki redni brojevi pomnože spočetka 
po.zitivnim rednim brojem, dobiju se opet nejednaki brojevi: 

• • 

. . 

.. iz ~ < Y, a > O slijedi· a~ < ay, · 

Naime zbog ~ < Y p_ostoii diferencija b = - ~ + Y, i svakako b > o; · 
tada jednakost y=~ +b daje ay=a(~ + b)=(po lemi 148.3.2) = a~+ab. 

. . 
No iz a > O i · b > O· slijedi a b > O,· pa po koro laru 14.8:1.1 izlazi 
a~ + a b > a~ a time i tražena nejednakost ay > a~-

L e m a: 14.8.3.4. Ako je a > l, ~ >l, . 

tada je 

(da u zadnjoj relaciji može biti i znak =, pDkazuje primjer 2w =?J) . 
• 

• 
1
) !rnai na umu da i e t B + t e skup B u C uređen na način da B sa svojim 

zadanim uređen.iem stoji ispred e sa .svojim zadanim uređenjem. 
' l . ' ' -
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- - \ -
Dokažimo prvu nejednakost. Jz ~ > l slijedi, da je diferencija 

...:...1 + i3 jednoznačno određen· pozitivan broj;. zbog jednakosti i3 =l+ 
+(-I + 13) imamo: • 1 

.• 

aj3 = a (J + (-l+~)) · (radi distribucije)-= a· l+ a(-1 + ~) =a+ po-
• 

ziti van broj a(- l + ~) a to je >.a prema korolaru 14.8.1. l. 

Teorem 14.8.3.2. (neprekidnost dodavanja spočetka i 
' . 

množenja SPočetka) Ako je S ma kakav §kup pozitivnih rednih 
brojeva, fada je 

·(14.8.3.1) sup (a+ o}= a+ sup o, (o E:;;; S)_· 
u u 

1{14.8 3.2) sup ao = a sup o, (o E S) 

. ' . 
Dokažimo na pr. d· ugu jeQ.nakost. Sjetimo se najprije, da smo 

· . sup o odn. sup S 
a e S .-

' 
qefinirali kao ·najmanji r.edni broj >o, za svaki o E S. Prema tome, 

·.• 

(J< sup S, (o E S). 

Odatle 
• 

a o< a sup S, (o E S). 

·Ako je sup S E S, onda je· sup S najveći element u skupu S· dakle 
o. sup S najveći u skupu svih a o, (o E. S), pa je time relacija (14.8.3.2) 
dokazana. · • 

Ako pak broj ;sup S ni i e sadržan u S, onda to. znači,. da u skupu 
S nema najvećeg broja, a odatle dalje, da niti u skupu a S svih a o, (o E S) 

' 
nema najvećeg broja (kad bi naime u a S postojao najveći broj, recimo a f.l. 
bio bi onda f.L najveći u S). Treba pokazati, da za svaki ~ <a sup S 
postoji bar jedan o E $ . sa svojstvom ~ < a o ~ a sup S; u obrn)ltom 
l)aime slučaju bilo bi a (J< 13. (O E:;;, S), pa dakle i a sup S< i3 protivno 
pretpostavci, da je 

i3 < a · sup S. 

Kao primjenu relacije (14.8.3.~n dokažimo, da je 3 oo = oo. Stvarno, 

3w · 3 sup n - (po 14.8 3.2) =sup 3 n= w. 
n< w - -· -J n_< w 

• 

§ 14.8 4. Pojam nepotpunog kvocijenta. Znamo, da svakom ure
đenom Paru cijelih brojeva a, b, od kojih je drugi =F O (O kao divizor 
isključena!) pripada. jedan jedini par cijelih brojeva q i r, tako da -bude . . . 

a · b q + r · i k tomu O < r < l bl. 
~ , ,-

.Toj osnovnoj lemi za dijeljenje cijelih brojeva odgovara kod red-
nih brojeva OVflj · \ .. 

Te or e m ~14.8.4.1. Svakom uređenom paru o., i3 rednih projeva, od 
kojih .ie drugi =l= O. (O kao divizor isključena!) odgovapa jedan jedini 



§ 14.8.4 167 

urerteni par rednih brojeva x (nepCJtpun kvocijent) i Q -(ostatak), tako 
da bude o 

. 
• . . 

(14.8.4.1) a=~x+Q ik.tome 

{14.8.4.2) o< Q < ~; 
Rij e č i m a: nanoseći x puta broj ~ i dodajući Q izlazi a. 

Dokažimo· najprije da važi 
. -

Lema 14~8.4,L Svaki redni broj nalazi se u jednom i samo jed
nom slijeva zatvorenom intervalu 

• 
( 14 8.4.3) 

Stvarno,_ lema je istinita za broj O, jer je O sadržana u [~ · O =o, ~) 
.. . l 

1 ni u kojen drugom. skupu oblika (14.8 4.3). Dokažimo da je lema isti-
nita i za broj a > O, čim je ona istinita za sve brojeve < a. Ako je a 
prve vrste, tada broj a- l po~toji, a kako je on < a, letna je istinita 
za broj a-:- l; pa neka je a- l član poluzatvorenog intervala [~. ~ (x+ I)); 

2 ko a- l nije zadnji broj u tom slijeva zatvorenom intervalu, onda je 
i broj a kao neposredno veći broj od a~ l također u istom slijeva zatvo
renom intervalu. Ako je pak a-1 zadnji član u gornjem poluzatvore
nom intervalu, tada je broj a kao broj (a -l)+ l jednak ~ (x + 1) i· 

·<lak! e a E [~ (x + 1), ~ (x + 2) ). · · 
Ako je pak a druge vrste, pa ako- stavimo 

pri čemu x prolazi kroz ~ve redne brojeve za koje je ~:t< a,. bit će 
. 

~ xo :..... ~·sup x (gl. teorem 14.8 3.2) 
• K • 

dakle ~ Xo < a ... 

No, a <:::13 (xo +l); u obrnutom naime slučaju bilo. bi ~ (xo +l)<: a, 
pa bi Xo + l bio jedan od gornjih ~ t. j. bilo bi Xo + 1 < X0 što je po 
Jemi 14.8.1.1 nemoguće. o • 

Time je .lema 14.8.4.1. na osnovu principa transfinitne indukcije 
potpuno dokazana. , · ·' o 

. . . 

Ukratko, potpuno je o·ctređen broj x (nepotpun kvocijent brojeva 
.a i ~}, tako da QUde 

Odbijajući odatle slijeva ~x izlazi : 
. . 

O<;: -~x +a< -~x + (~x+ ~) t. j . 
• 
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. . 

StavlJajući - . 

~ ~ ' ... 
· broj Q je potpuno određen. Na taj način dokazana je : · i egzistencija i 

• • • 
jednoznačnost brojeva 'X i Q o kojima se govori u teoremu 14.8.4.1. · . . . 

§ 14.8.5. Parni i neparni redni brojevi.· Ako u teoremu 14.8.4.1 
uzmemo ~ = 2, tada ]e Q = ili O ili l; prema tome, vrijedi 

. 

K or o I ar 14,8.5.1. Svaki redni broj (pa bio on konačan ili besko-
načan) oblika j e · · 

m z·% 1
) ili 2·%+1 

• • 
· Brojevi oblika 2% zovu se parni,. a brojevi oblika 2'X +l zovu se 

neparni. Specijalno, o i svaki broj druge vrste jesu parni; tako na pt .. 
w, .w + w, aw su parni brojevi, jer aw ne može ~iti oblika 2 'X+ l ni 
za koji re dan. broj a. . ' 

§ -14.8.6 .. Stepenovanje (potenciranje) rednih brojeva. Ako su a, t> 
dva redna broja,. tada -se stepen ili pott~ncija 

• 

definira induktivno ovako: 

. a0 = l za svaki redni broj a > O; 2
) 

ako -je ~ proizvoljan broj > O, ·tako da je a~ definirano za svaki . . -
tada se definira -

af! = aP-I ·a odnosno 

ali = sup a< ' 
~.<ll 

već prema tome, da li je -~ broi prve m druge vrste. 
Induktivno se Iako doka'Zuje, da · za stepenovanje 'važe ' ova dva 

uobičajena pravila: · 

(14..8 6.1) af! : a'Y = all+'Y 
' 

(14.8.6.2) 
•• 

Naprotiv, obrazac. a'Y • ~'Y = (a ~)'Y općenito 

rednih brojeva ne mora· važiti komutatiyan 
mora vazda biti . • 

aa~~· a~a~ .. 

§ 14.8.7. R.edni broievi druge vrste. 
' 

..... • v • 

ne vazi, Jer za mnozeme 
zakon. Tako. na pr. ne 

' 

. ' 

· Teorem 14.8.7.1. Nuždan i dovoljan uslov, da r.edan broj· bude 
druge yrste jest da je on li}evostrani pozitivni višekratnik broja w t. j. . - . - . ~ 

oblika • w 'X sa 'X > O. 

1) Ne miješaj sa ·,..z! 
2) Prema tome, oo shvaćeno kao redni broi. ima vrijednost l. 
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Uzmemo li naime broj .w za lijevi divizor, tada prema teoremu 
14.8.4 l svakom broju a pripadaju određeni brojevi x i Q sa svojstvom 
da je: 

(14.8.7.1) a= .wx + Q, O<.!!< w. 

Ako je a druge vrste t. j. ako ne postoji a- l, onda naravno ne 
može biti Q > O, jer bi w > Q > O značilo da je e prirodan broj, pa bi 
redni broj a -I = wx + (Q-1) postojao. Dakle je (}=O, što prema 
(14.8.4.2) znači da je a oblika w·x. Očigledno važi i obrat, da je 0011. 

. . 

za x > O broj druge vrste; broj naime w x nastaje 'tako da se· w uzme 
x puta kao sumand Kako .w nema neposredno~ prethodnika, neće ga 
imati ni broj wx. · ' 

Time su nabrojana najvažnija računska svojstva rednih brojeva. 
]\;ar avno, da ima još mnogo drugih (i otkrivenih i neotkrivenih!) . 

• 
. 

§ 14.9. Rekurzivno (postepj)nO) izvođenje rednih brojeva. Prema 
. osnovnom teoremu 14.3.2, za svaki redni broj a, skup (-oo, a)0 svih 
rednih brojeva <a jest. dobro uređen skup i,,redni mu je broj a t. j. 

(14.9.1) t(-=,a)o=a 

za svaki redni broj. · 
No, skup (-oo, a)0 _ je određen 

zato je prirodno, da svaki početni 

tram o kao red an broj t K. Važi : 

početni komad rednih broje~ a 1); · 

komad K rednih brojeva proma-

• 

O s n ov n i t e or e m 14.9 .. 1. Svaki početni komad K rednih brojeva 
jest dobro uređen skup, pa shvaćen .kao redni broj t l(, on je najmanji 
redni broj koji je veći od svakog rednog broja iz l(, ier važi osnovna 
rekurzivna jednakost: 

(14.9.2) ' 

• • 

Očito, jednakost (14.9.2) znači isto što i ekvivalentnost relacije 

(14.9.3) q E K s relacijom 

(14.9.4) a< tK. . 
• 

Dokažimo dakle da iz (14.9.3) slijedi (14 9.4) 
• 

i obrnpto . 

Najprije, iz {14.9;3) slijedi 
• 

• (--;-oo, a)o C K • 
. . 

(jer je K ppč. komad brojeva); odatle 

t(-oo, a)o <tK 
o • . ' 

što prema osnovnom obrascu (14.9.1) odn. (14.3.5) znači upravo (14.9.4). 

JJ Pod počet'llim {l:omadom rednih b•ojeva razumijevamo prazan skup kao. i 
svaki nepust skup K rednih brojeva koji ima svojstvo da iz a E K slijedi (-oo, a)0c K-
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ostaje, da (14.9.3) izvedemo iz (14.9.4);·"Kad to ne bi .bilo istina, · 
·onda bi postojao broj a sa svojstvom (14.9.4), a da ne zadovoljava(14.9.3); 

· {]aide: - K je poč. komad - a bi dolazio iza čitavog K t. j. bili bi 

. K C (~co, a)0 ; · odatle · 
. 

tK< t (-co, a)0 =po osnovnoj relaciji (14.3.5) =a t. j . 

. t K< a protivno pretpostavci (14.9.4). 
• . 

Osnovni teatem · 14.9.1 omogućava nam da postepen9 definiramo 
redne brojeve (nulu, konačne i transfinitne) evo ovako: 

- ' --~ 

{) == tv, l= t{ O}, 2 =t {0, i}, ... n + l =t {0,1, ... n}, ... , Wo= t {O, l. .. n ... } 
' . 

w + l = t {O, l, ... n, n + l, .... w} • 

·a+ l= t{O, l, 2 .... a} za svaki vet definirani a; 
- . 

' .Ol1 . t {0, l, ... W0~, Wo+r, ••• a, .. . } (k a < ~·o) 1); . . -' 

svima rednim brojevima od kojih je 
. 

svaki· 
. . 

pri tome a po redu· prolazi 
najviše P\ebrojiv. " - . 

o o o o 0 o o -o o o , o o o o o o • o o o o · • o • o O O 0 0 

. ' 

wl + w =t {0, l, 2, ... w, .•. w1, .w1 + l, ... . W1 +n, w1 +n+ l, ... } · . . . 
• • •• • • • • o • • • • • o • • • • • • • o • . • • • o - • o 

w2 =t {0, l, 2, ... a, ... }, (k a< kw1) 
' 

i t d. i t. d. (više o .tome u § 15). · 
' 

§ 14 10. Transiinitno prebroiavanle (numeriranje). Kad ·već imamo 
izgrađene redne brojeve, postavlja se problem da ih ogledamo najprije 

'- . . '\ 

u onoj ulozi u kojoj ~e brojevi prvobitno i javljaju. Radi se o prebro-
iavanju predmeta. Jer,. šta· znači ·prebrojavati stado . ovaca ili skup , 

. . ' 
predmeta? Znači na obostrano jednozn<~.čan način. pridjeljivati ovcama 

'· . 
·odnosno predmetima pojedine redne brojeve! Zato neka važi ova 

. 

§. · 14 10.1. Definicija prebroja vani a skupa S. Svako obostrano 
jednoznačno .Preslikavanje ·skupa S :_ pa· bio ovaj uređen ili ne -

. - -- -

na pojedini skup rednih brojeva zove se prebrojavanje ili numerir:anie 
skupa s; prebroja vanje . je kon<lčno ili beskonačno (transfinitno) već 

' . 

prema tome, da li je skup S (a time i skup rednih brojeva· utrošenih 
za prebrojavanje) konačan Hi beskonačan.· U dnevnom životu, obično . . ... - ' 

se služimo brojevima l, 2, 3, .· .. za prebrojavanje (numeraciju). Ali se 
nekad· služimo neparnim . odn. parnim. brojevima, tako na· pr. oznaka 
kuća na jednoj strani gradske ulice vrši se samo· parnim ili samo ne
parnim brojevima: Ipak je .zgodno' da se numeracija vrši tako"da se 

' ' 
utroši uvijek Po neki početni komad rednih brojeva. 

- - . ' 

' 1) Sjeti se da k x .znači kardinalni broj od x. 
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Pođimo od . proizvoljna puna skupa S dakle S ~ v; dovedimo 
.bilo koji njegov element u vezu· sa brojem o i označimo ga sa. s0 ; ako je 
skup S'-.. {so}, prazan, prebroja vanje skupa S je završeno; ako pak S 
ima OSim So joŠ i drugih elemenata, neka je St bilo koji među nfima . 

• 

Uopće, ako je a > O -izvjestan redan broj, pa ako su svi brojevi ~<a 
·već "titrošeni za oznaku elemenata · 

s, , (~ < a) 
• 

skupa S, onda je time ili numeracija završeqa t. j. skup 
• 
·(14.10.1.1) S'-{So, St, .. , s,, ... },(~< a) 

• . , . 
prazan ili taj skup nije prazan, pa prebrojavanje nije dovršeno; u tome 
.slučaju broj a će se utrošiti tako da sa 

( 14. 10.1.2) s « 
. . 

·o zn ačima bilo koji predmet iz skupa (14.10.1.1) . 
. Proces numeriranja skupa. S može se shematizirati 

:se tokom razmatranja pojavio bilo koji dio 
1(14.10.1.3) v C X.~ S ozna~imo sa 

·( 14.10. 1.4) · R (X) ili R X 

ovako: ako 
• 

bilo k:oii ·element iz x (ako je X ma koii istaknut. element, možemo 
11jega označiti sa R X; tako na pr. ako je X dobro uređen, prirodno ie. 
(]a za R X uzmemo početni element. od· X). Imamo sada ovu rekurziju: 

Da počnemo, stavimo · • 

( 14.10.1.5) 

• 

So= RS; 

.ako je a > O bilo koji redni broj tako da je početni komad (-. co, a) . 
Tednih bojeva ·<a već _utrošen za signir,anje različitih elemenata 

\( 14.10.1.6) So ,St, ..... s, , .... , (l; < a) 

skupa S, tada nastupa ova dilema: ili je skup . . . . 

'(14.10.1.7) S'-.{so, St·, .• , s,, ... ),(~< a) 
• 

prazan ili on nije prazan.· U prvom slučaju proces prebrajauja skupa S 
smatra .se završenim, jer je S iscrpljen skupom (14.10.1.6); u drugom. 
;slučaju, proces ćemo nastaviti, tako da stavimo 

i(14.10.1.8) s. =R (S'-.. {so, .. , s,, .. } ) 
. 

· i 'time također u trošimo redni broj a kao indeks . 
• 

§ 14.1 0.2. Problem dobrog uredenja skupova. .:Zermelov aksiom. 
'Postavlja se pitanje, da li će se gornji woces prebrajanja ikada za'vr-. . 

šiti? T.j. da li postoji .r-edni broj a tako da svi.elementi skupa S 
nužno budu sadržani u skupu (14.10.1.6)? 



§ 14.10.2: 

Sam.· e a n t or je to smatrao nužnim misaonim zakonom ( Denk
g)3sliti}. v'a i e' to iskazivao riječima· da · s.e svaki ~kup S može dobro 
Jrediti. Stvarno, ako se skupom (14.10.1.6) zbilja iscrpljuje čitav S, 
može se S odmah dobro urediti na pr. tako da preslikavanjem 

' 
(14.1 0.2.1) 

uređaj sa (-co, a)o prenesemo na skup S i smatramo da bude 

(14.10.2.2) s~ ispred s~., 

u S, onda i samo onda. ako je !; < !;' < a. 

Z er m e l o je 1904. dokazao·, da se svaki skup može dobro urediti 
(pa dakle i prebrojiti finitno ili transfinitno), ukoliko pri{!vatimo ovaj 

. . . 
• 

Zermelov aksiom. Ako je M bilo kakva množina disjunktnik 
punih skupova tada postoji skup 

( 14.10.2.3) 11 odnosno 11 (MJ 

koji iz svakog skupa S E M sadrži· jedan jedini element. 1
) 

Zermelov aksiom zove se i aksiom izbora, jer skup 11 o kojem je 
riječ možemo zamisliti i tako obr.azovanim, da iz svakog skupa S E M· 
izaberemo jednu jedinu točku RS i da onda sa 11 označimo skup svih 

• 

istaknutih elemenata R.S, (S E M). 
• . . 

Zermelov aksiom zove se i aksiom množenja, • • Jer on osigurava 
da t. zv. direktni produkt 

11 S, (S E M)· 
s 

. 
sadrži bar jedan element. 

;. 

·· Vidjet ćemo (§ 15.4\ da je Zermelov aksiom ekvivalentan s hipo
tezom, d_a za svaka dva razli~ta- kardina1na broja možemo reći da li 
je jedan od njih većr ili manji od drugoga (sjeti se da se sliČ'll;:t izreka 
za ordinalne brojeve može ··dokazati; isp. teorem 14.3.1). Kad se ·aksiom 
izreče u toj formi pa kad se zna, kako se Jako mogu obrazovati obo-. . . 

strano jednoznačne transformacije skupova, da pripađne invarijante 
mogu biti i neuporedljive, onda se mora držati da Zermelov aksiom 
unosi znatno ograničenje u matematiku. Nekoja atomska te biološka 
istraživanja ukazuju nam da odnos skup element nije uvijek određen, 

• • 
pa da se može zamisliti .i takav nepusti "skup", a da ne možem() 
zamisliti nikakav određen "element" toga skupa (problem "premazanih' .. 
struktura). · · 

' ' ' -- . . 
, Svakako, Zefmelov aksiom unosi znatno pojednOstavljenje u naj-

općenitijoj matematici. Ali,· sa·· druge· strane, on daje takove mogućnosti 
• 

~) Taj je aksiom izazvao mnogo. diskusija . . . 
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. 

konstrukcija od kojih u klasičnoj matematici nema ni traga. To poka-
' . . ~ · .. 

zuJe vec oya 
Dva primjera za upotrebu Z-ermelova aksioma. 

. . 

pr i m j er 14.10.2.1. Razbijmo zatvoreni interval [O; l] realnih bro
jeva na klase brojeva stavljajući . u . istu klasu sve brojeve iz [0, l] 
kojima je razlika racionalna. . . · · 

Očigledno, svaka je klasa prebroji va .. Zato samih klasa ima . kon
-tinuum mnogo; one su dvije po' dvije bez zajedniekih ·točaka. Tada 
Zcrmelov aksiom omogućuje promatranje. i ·takovih skupova Z koji sa 
:svakom klasom imaju jedan jedini broj· zajednički. Bez · Zermelova 

' . 
aksioma, 1) egtistenciia takovih skupova Z ne može se dokazati. Inače, 
:skup z nema određerre "mjere", u smislu teorije mjere. Koliko li je 
:Prema tome skup Z općenitiji od skupova što ih izu~ava klasična ma
-tematika ograničavajući se na najelementarnije skupove kao dužina, 
:PO]igoni, pravilna tjelesa i t. d. koja možemo čak elementarno premjeriti. . . . 

Primjer T4.J0.2.2. Izreći ćemo kao 

T eo re m 1410.2.1. Iz Zermelova aksioma proizlazi za. svaki puni 
:skup S egzistencija fankcije f koja svakom v C A ~ S pridružuje izvje-
:snu točku f (AJ E;;;; A. · 

Stvarno, za zadani v e A -~ S označimo sa . . 
• 

(! 4.10.2.4) • {A} X A . 

skup svih uređenih pari. (A, a), (a E A). Naravno, •.-:a .A =l= B, skupovi 
(A} X A, {B} X B nemaju zajedničkih točaka. Prema tome množina M 

. ' 
:svih skupova 

• 

< 14.10.2.5) {A} X A, (v e A,~ S) 

je sastavljena od disiunktnih skupova. Promatrajmo tada pripadni skup. 
TI (MJ iz (14 10.2.2) pa neka je 

(14.10.2 6) ·{A} X f(A) . . . 
.:maj jedini element što ga skup II (MJ )ma zajedno sa skupom"" 

{A} X- A E::: M . 
. 

Dobivena transformacija · · , 
' ,, ~ -

([4 10.2.7) f(AJ, (v e A,~ S) 

zadovoljava uslovima teorema 14.102.1. 

§ 14.10.3. Problem J)rebraiania (finitnog ili transfinitnog) bilo ko
jeg dobro uredenog skupa S ne pruža nikakvih poteškoća~). Jer, ozna
-čimo -!i za bil~ koji v e X~ S sa R. X poč~tni element od X, i znajuĆi 

• f 

l) lli kakvog drugog· postulata koji je s njim' ekvivalentan. 
-2) 0\<0 razma franje je specijalan slučaj ory og iz § 14. 10.1. 
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- -
da je' t s potpuno određen redni broj, .možemo prebrajanje (numerira
nj~).· skupa s' provesti na pr. ovako: 

• 
i:.... . -So=R.S. 
(14 10.3.1) za svaki a < t S sa = R. (S'- V {s~}), (~ < a). 

. . . . . E . . 
• 

• 

Osnovni teorem 14.3.2 i osnovna jednakost (14.3.5) tada osigura
vaju, ·da je tako nastalo numeriranje· 

(14]0.3.2) Sa,(a<tS) - --- --
potpuno određena sličnost između skupova S i-(-oq, tS)o--

Naravno. da i,ma i di·ugih prebrajanja skupa S. Tako_ na pr. ako:-
pođemo od skupa prirodnih brojeva, pa nanižemo po veličini najprije 
l i sve proste brojeve 2, 3, 5, 7, ll. ... pa onda po veličini sve pro
dukte od po dva prosta broja, pa od po tri prosta broja i· t. d., morat 
ćemo utrošiti sv.e ·brojeve < oo2, pa da tu· numeraciju provedemo do 
kraja onim redom kako problem zahtijeva; na pr. prirodni hr oj 2 7 2 

. dobit će time rang w, dok će prirodni broj 23 dobiti rang .w · 2, a b roi 
2" rang w·(n-0: prema tome slijedeći broj t. j. člqn ranga m·(n-1) + 1 
bit, će. broj zn-l. 3 . 

. § 14.11. ZADACI. 

§ 14.ll.l. Dokaži, da zaračunanje sa konačnim rednim-!lrojevima i- sa 
redni!Jl qrojem O važe isti zakoni kao za računanje s kardi-

i 

nalnim brojerv O i s prirodnim b~oje-yim;J. 

§ 14.11.2. Doka_~i jednakosti .. . • 

1+1+1-+... ..w 
• J 

1+2+3+ ... = .w 

.l + 22 + 32+ 42 + . . . = w 

sup z··== w .. 
• n<W 

§ 14.11.3. tR.·tR.-'- tR. (R. =uređen skup ~acionalnih brojeva). . . . 
§ 14.11.4. Dokaži da je • 

• 

tC·tC >tC. 
• 

• • 

§ 14.11.5. Ako je 'J.. tip uređenja linearnog kontinuuma, šta je A·2, a što. 
2 ·t.? Dokaži da je 

'A·2 < 2·/..; 

('J.. + f) OJ = /,, < 

('J.. + l) (oo* + oo) = \ 

• • 

l +'J.. = J.. + l, ma da nije l + f..·= 'J.. + l. 
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' 

§ 14.11.6. Normalni oblik rednog biHJja ~; na osnovu teorema o diobi 
dokaži, da je s"aki redni broj ~> O moguće napisati u obliku 

l ~ = .w•o ko + .w•, kl + ... ·. + w•n-1 kn -l: 
pritom su n, ko, k1 , .... , kn .. 1 pri rodni brojevi, a aa, ... an -l 

' redni brojevi sa svojstvom ao > al > .... > an-l ::> O . 

. (U p u Dt-: Takozvani stepen «o broja ~ > O odredi tako da 
bud~ w"> <. ~ < w•,+J; broj ko se onda određuje iz jednakosti 
~ = w•, ko +e gdje je o<. e < w•,) 

§ 14.11.7. SkupoveN1 {1;2,3} i Nd1,2} uredi alfa.betski i JJ'ađi sumu, 
· · lijevu i desnu diferenciju, p o.dukt i stepe~ tih dvaju rednih 

• 

brojeva. · · 
...... - ' ' ' ' 

§ 14.11.8. Skupom {1, 2, 3}1 N uređenom po. principu zadnjih diferencija 
· diferenciran i e redni broj 3"'; na osnovu to~ a dokaži, aje 3"' ~ w. 

- ' . ' - . 
§ 14.11 9. (Funkcionalna definiCija stepena rednih brojeva). Ako su A, 

B dva dobro uređena skupa, neka je A8 skup sastavljen oc1 -
konstantnog preslikavanja <p skupa B na početni element skupa 

· A, te od svih jednoznačnih preslikavanja skupa B na skup 
A koja se od presllkavanja <p razlikuju tek' u konačnom d ,.. 

·-
je ju skupa B. 
Skup A8 uredi po ·zadnjim d ii t rencijama (anti alfabetski) i 
dokaži da je 

t (A B) -e-· (t A) wi! . 

Konkretizirati a) A = w, B = 4 
b) A = w, B'= w. 

§ 14.11.10. Na osnovu gornje defini(.:ije do~azati obrazac 
• • afl. a'Y = afl+'Y . i 

· ( afl}'Y · afl'Y. 
- ' . / - - -

§ 14.11.11. (O,pći produkt) Ak6.ie B dobro uređen skup, a g bilo kakvo 
preslika\·anje skupa B tako da za svaki b E B, g (b) bud,e · 
uređen skup, tada se kombinirani produkt 

n g (6) . 
b•B . ' ' 

skupova. g (b), (b E. B) e sastoji od svih jedno'značnih presli-.. 
kavanja f skupa B tako da bude • 

f (b) E g (b), (b E. B). 
Skup n g (b), (b E B) može se alfabetski urediti, pa se definira 

· t n !J' (bl = n t !J' (b) • 
. be B- · -be B• . • 

(pažnja! faktori lijevo i desno cd znaka 
• 

dolaze obrnutim 
redom!). • 
Specijalno se definira 

t n A = n t A = (t A)l1 8 '! 
. _ be B - . btB• '-· - . 

'Dokaži (kao primjer) da je w"'' · t [0, O e. 
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. ,§.15., BROJEVNE I(LASE. INICIJALNI REDNI BROJEVI I 
. ' 

e NJIHOVE ·POTENCIJE. (ALEFI). 

U ovom ćemo §-u dovesti u vezu redne (ordinalne) i glavne (kar~ 
dinalne) brojeve. Dat ćemo vrlo jednostavan rekurzivan način kako 
se dolazi do ·t. zv. inicijalnih rednih brojeva ' (grčko· i) koji su besko-

• 
načni i zadovoljavaju nejednakosti 

' ,::._,.-, ' 
k a< k' za svaki. redni broj. a< t

1
) . 

• 
Kardinalni bMjevi inicijalnih rednih brojeva zovu se .alefi-. t. i. 

alefi jesu sve moguće potencije beskonačnih dobro uređenih skupova. 
Naročito je važan prvi inicijalni broj > w, a označuje se sa 

(15.1) wl. m n . 
• 

. 

U primjenama najviše dolazi baš skup .. 
(15.2) · (-oo, oo1) 

svih rednih brojeva od kojih je svaki r.ajviše prebrojiv i prema tome . ' . ' 

zasfup]jen sa jednim dobro uređenim skupom racionalnih brojeva. · -· • • 

§ 15 l. Redni brojevi zadana· kardi~alna broja. Druga Can torova 
· klasa rednih brojeva. Ako dva dobro uređena skupa A, B predstavljaju 

• isti redni broj t. j. ako je A sličan sa B, što se naznačuje sa 

(15·1.1) tA~ tB 

imaju oni isti kardinalni broj: 
• 

15.1.2) • ~kA . 'kB . 
. 

Kod konačnih skupova važi i obrat. Jer, svaki potpuno uređeni. 
skup ·s ·od n elemenata, gdje je n prirodan broj, sličan je dobro .ure-

• • • 
đenom skupu · 
(15.1.3) _ _ (--=, n) . - {0, l, 2, .... , n"-. l} 

od n prvih rednih {>rojeva. 

Stvarno, induktivno možemo skup (15.1.3) preslikati izomorfno na 
S ovako: 

(15.1.4) . . 

• So = R. S (prvi element od S), 

Sk =·prvi element skupa S'- {so, s1, ••• , Sk-I} 
• • 

za svaki· O <,k< n. Drugim riječima, ma kako preuredili (permutirali) 
skup od n elemanata (n E N), dobit ćemo vazda uređen skup sličan 
'skupu· (15.1.3). . · · 

1) Svakom rednom broju a·pripada posve određen kardinalan broi. k a. 
'· Naravno da i e k (a + fl) = k a.+ kf3 

· k (a {3) •. =.k a • k fl 
za ma kakve redne brojeve a i fl. 



Posve je druga stvar sa beskonačnim. skupovima. Već tako pre
uređenje niza 

(15.1.5) l, 2, 3, ...... , n, n+ l, .... 
• 

prirodnih· brojeva, da broj l stavimo iza svih ostalih prirodnih brojeva, 
dovodi nas do pr~uređenja (permutacije} skupa koje nije slično sa (15,1.5); 
redni broj naime novog skupa je .w + l > w. A i svako numeriranje 

(15.1.6) Sz,S2,S3~ •· .... , Sn,Sn+l, .••. : 

• 
proizvoljna beskonačna skupa S racionalnih brojeva daje nam mogu-
ćnost da preurediino skup N prirodnih brojeva tako da pomoću pre
slikavanja (15.1.6) uređenje sa skupa S prenesemo na skup N t. j. da bude . . 

n -<! n' (n ispred n'), 
• 

onda i samo onda ako je 

Sn < Sn·. (n, n' E;, N). ' 
• 

• Tako preuređen skup N neće doduše biti vazda dobro uređenim, 
ali je jasno. (v. teorem 11.3.1) da ćemo među svim mogućim preure-

• 

denjima skupa N naći zastup]jene tipove uređenja svih mogućih pre-
brojivih uređenih skupova, pa dakle i specijalno sve moguće redne 
brojeve od kojih je. svaki prebrojiv. · 

Taj slučaj navodimo da vidimo na kako se raznolike načine može 
zadan skup (konkre·tno skitp ·N) preurediti. · 

• • 

§ 15.1.1. Brojevna klasa z (N9f svih prebroiivih rednih brojeva. 

Označimo sa 
• 

(15.1.1.1) Z h.;o) o.dn. · Z (k Wo) 
• 

skup svih rednih brojeva a sa svojstvom (kardinalni broj od a) ka = 
= kwo. Neka 

(15.1.1.2) Z(<: No) odn. Z(<:;: k.wo) 

bude skup svih rednih brojeva kojima je kardinal an broj -< k io0 • 
' . 

Prema tome, skup Z(<: k.wo) se sastoji od O, konačnih rednih bro-
jeva i prebrojivih rednih brojeva, .dakle 

(15.1.1.3) 

naravno da je uređeni sk.up (-oo, wo) smješten ispred uređena skupa 
Z (k wo). Kao skup izvjesnih rednih brojeva, skup Z(<: kw) je dobro . . 
uređen i jednoznačno određuje svoj redni broj koji se označuje sa w1 , 

(a· često i sa D) t. j. stavlja se 

(15.1.1.4) • t Z(<:: k.w0 ) = w1 ·.(često = D). 

KUREPA: Teorija. skupova 12 



' 
Očito skup Z(< k.ooo) je određen_ početni komad rednih brojeva. 

' ' 

jer ako je redni broj a konačan ili prebrojiv, pogotovo to vrijedi za 
svaki redni broj a' < a što upravo i znači da je onda a' 'E Z ( < k OOo). 

Zato, primjenjujući na početni komad Z(< kooo) osnovni 
14.9.1 imamo na osnovu oznake (15.1.1.4) važnu jednakost 

(15.1.1.5) · Z k kooo) =(-oo, ool)o 
' 

• 

t eo rem 

koja kazuje s kojim se početnim komadom rednih brojeva podudara 
skup Z~< k wo). Zato za redni broj a tri relacije: 

' 

(15.1.1.6) a E Z(<; koo0 ), a< w1 i ka< k .:Po 
l . 

međusobno su ekvivalentne. 
' . 

Dobro uređeni skup Z(< koo0) je logički pendant linearnog 
nuuma C i igra naročitu ulogu. Odmah ćemo dokazati, da je 
kardinalni broj k ml veći od k W0 : 

' k W1 > k Wo 
• o • 

konti-
• me gov 

i da između ta dva kardinalna broja nema· drugih kardi n alnih brojeva. 
Ali se ne zna, da li je zkw, = kw1 ili nije (problem kontinuuma). 

Teorem 15.1.1.1. Kardinalni broj kw1 je neposredno veći od kw() 
t. j. k wo < k W1 i nema nikakvog kardinalno g broja m za koji bi važilo 
kw < m < kw1. 

' 

Dokažimo najprije da je k w0 < kw1 • Kako su .wo, W1 određeni 

redni brojevi, oni su upored ljivi (osnovni teorem 14.3.1); očito je wo < w;. 
dakle k W 0 < k wl. No, kad bi bilo k io0 = k w1 , ·onda bi to, po. definiciji 
samog skupa Z (<k wo), značilo, da je w1 određen član toga skupa, što. 
je u protivnosti sa jednakosti (15.1.1.5), ·koja kaže, da je čitav skup . 
Z (,..;;;: kwo) smješten ispred broja w1 • • . . ' 

-' . . . ' 
Ostaje još da pokažemo, da između kw0 i k.wl nemir' nijednog 

kardinalnog broja. , 

Stvarno, dokažimo, da za-svaki kardinalni broj m 

(15.1.1.7) iz m< k.wl slijedi m< kwo. 

No, m < k W1 znači, da je m kardinalan broj nekog skupa 

S .~ Z (< k filo) • 
. 

' 

Kao dobro uređen skup, S je sličan s određenim početnim koma-
dqm K.~ Z k k wo) i to sa pravim komadom, dakle 

(15.1.1.8) K C Z(<;kwo) 

jer je 

No, kako je (osnovni 

kK= m<: kfll1. 

teorem 14.9.1) 
' 

K= (-oo, tK)o, 
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to relacija (15.1.1.8) kazuje, da_ je t K element skupa Z(< k wo), dakle . . 

njegova potencija k(tKJ = m<;.kwo. Time je zaključak (15.1.1.7)_kao 
zadnji dio teorema 15.1.1.1 potpuno dokazan. 

· T e or e m 15.1.1.2. Skup Z (k wo) sličan je sa skupom Z k k wo) t. j. 

(15.1.1.9) 

Stvarno, kao dio skupa Z (<.k .wo), sličan je Z (k wo) s počdnim koma
dom K ~_Z (<k w0). No, tu ne može biti znak C, jer bi to značilo, da 

• • 

je K -prebrojiv t. j. prebrojiv bi bio i skup Z (k wo) . a time i s !tup 
(- =, w0 ) v Z (k w0) t, j. sam skup Z(<. k wo), protivno te·)remu 15.1.1.1. 

Spojimo li sadržinu teorema 15.1.1.1 sa Cantorovom nejednakosti 
k Wo < 2kw,, onda ,vidimo ovo: 

Transfinitnim kardinalnim brojem k wo odr{!đena su na 
dan način dva posve određena kardinalna broja > k wo; 
dva broja: 

vrlo priro- · 
to su ova 

' . 

broj kwt koji kazuje koliko ima različitih rednih brojeva od kojih 
je svaki< k wo (t. j. svaki je najviše prebrojiv); · 

. . 

broj 2kw, koji kazuje kolik.!flma jednoznačnih transformacija skupa 
• • 

pot encije kw na dvo člani skup {0, l}. · 
• • 

Ali, dok k w1 dolazi neposredno iza k wo, ne zna se da li to važi 
i za broj_ 2kw,_ Bez Z ermelova aksioma izbora ili kojeg drugog postu
lata dosad se ne zna niti da li je· k w1 < 2kw, (Prema eantorovoj hipotezi 
o kontinuumu ·važi čak i jedmfkost kw! = 2kw, ). Može li .~e zamisliti . . 

mogućnost da su k wl i 2kw, neuporedljivi, pa čak _i TJ slučaju da oba 
ta broja dolaze neposredno iza kw0 ?'1) 

• 
§ 15.1.2 Zajedničko porijeklo skupa e svih realnih brojeva i 

skupa Z(<. k-w0) svih rednih najviše prebroiivih brojeva. Da istaknemo 
još jednu vezu između brojeva k w1 i 2kw, odnosno između skupa . . . 

Z(<:: k Wo) i aritmetičkog konti,nUUma e, SpomenimO OVO; SkUp e defi-
nira se (na razne načine) p-olazeći od skupa R. racionaln•h brojeva. Ali_ 

. i skup Z(<. k wo) može se definirati polazeći od R.. Kako je naime svaki 
uređeni skup koji je -<k wo (najviše prebrojiv) sličan sa jednim dijelom 

skupa R.; može se reći, da· je .z(<. k wo) skup svih ~ob,ro uređenih dije
lova uređena skupa R. za koje važe propisi· o jcdnako-.;ti, uređenju i 
računanju onako kako je spOmenuto u§ 14:2. Na taj načtn, skup Z (<;.kw0) 

dobiva naročito realno značenje, a pojmovno je sigurno jednostavniji 
~~--.,.--,:--

1) S tim u vezi dodajmo ovo. Ako promatramo ne skup ZI<. k roJ) svih rednih 
brojeva od koJih je svaki <.ko\J nego skup T(<;.kro) svih rednih tipova '!:>otpuno 
ured,nihskupova od kojih je svaki <.k roJ, onda ta dva skupa imaju i•ti početni dio 
sastavljen od O, l, 2, ... , n, n + l, . : . , ali dok neposredno poslije toga skupa do
lazi u Z.(<;.krol_iedino clement roJ• dolaze u T(<.kro,) dva neuporedliiva člana roJ i 
w• (e·, redni tip beskonačne regresije). · 
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olt:,_;§~() g. aritrtietičkog kontinuuma 
mt.t'svih mogućih dijelova skupa 

. . 
đenja skupa N). 

O, koji u svojoj biti označuje mno
R. (odnosno svih mogućih preure-

Da dobijemo sliku o tome, koliko skup Z(<. kwo) = (-co, w1) obi
luje elementima, istaknimo tri njegova svojstva (teoremi , 5.1.2.1-15.1.2.3). 

. . 

Teorem 15:1.2.1. Iz" a< wl slijedi a+ l< w1 • · 

Naime iz ka<. kwo slijedi ka+ l<. kwo, dakle a+ l< w1. 
• • 

T e or e m 15.1.2.2. Za SV(lki niz ao' al ' . . . an . . . ' 

an < fll1, (n E N) slijedi sup an < W1 • 
. ·-

Zato je wl regularan broj druge vrste -r (wl) = wt (v. § 14.6). 

Stvarno, teorem je očit, ako ·među brojevima a0 al a2 ... an ..• 
ima najveći broj. Ako među njima nema najvećeg; tada prema teoremu 
14.4.1 imamo: ' 

. 
sup an- t \... (-co, an]o, (n < w0) 

n n. • 

dakle 
n n . • 

n n 
-• • 

Prema tome, broj wl nije supremum prebroji va §kUpa brojeva < wl. 

T e or e m 115.1.2.3. Za svaki a -;::: w1, sk_up (a, w1Jo svih rednih bro
jeva između a ,ž wl sličan je sa čitavim skupom Z(<. k wo); prema tome 
k(a, wl) = kw1 (dokaz isti kao dokaz teorema .15:1.1.2). Naprotiv, 
k (-co; a) <. k Wo. . , 

· To- pokazuje duboku disimetriju skupa_(- oo, w1). 

Kao zgodnu primjenu prethodnih razmatranja o vezi skupova C i 
(-co, w)o obradimo jedan L e b e s g u e o v rastav, te razmotrimo ponovno 

. . . 
realne brojeve kao nedjeljive čestice .kontinuuma. 

. - -~. • 

· § 15.1.3. Lebesgue~ov rastav linearnog kontinuuma e. na k wl 
disiunktnih dijelova. 

Neka je · 

(15.1.)3.1) 

• 

-bilo kako numeriaan skup R. svih racionalrrih brojeva ; prema tome 
• 

rn =l= rn• za n =l= n' i R. = V {rn}, (n E N). 
n 

o 

Odmah ćemo na osnovu toga svakom realnom broju x E C pri-
dijeliti ili O ili određen prebroji v redni broj 'ljJ ( x) t. j .. 

,:; 

(15.1.3.2) ili 'ljl(x) =o ili .Wo<.'ljl(») < wl, (x E cr 

• 
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Stvarno, neka je, za zadani X E e, Xo. najveći cijeli broj < X;; 
• 

prema tome · ' 
O< x-:>eo <l, 

' 

pa se broj x- Xo može napisati u diadskom sistemu i to na jedan 
jedinf način tražeći da se cifra l pojavljuje neizmjerno puta. Neka je 
dakle 

. = 
(15.1.3.3) X- Xo = 0, X1 X2 X3 ••• Xn Xn+! • . . . ~ Xn z-n, (Xn= 0 ili l) 

n=l · · 
• • 

taj jednoznačno određeni razvoj broja x- xo. Time je ujedno jedno
značno određen beskonačni skup svih onih racionalnih brojeva rn iz 

' 
niza (15.1.3.1) za čije indekse n važi Xn= l; taj je skup potpuno odre-
đen zadanim realnim brojem x, pa ga zato u zavi ~noti od x možemo 

= • 

označiti sa· <p (x). Na pr. za .broj l imamo l = ~ l . z-n pa je zato 

<p(l) = R. 

Na taj 

(15. 1.3.4) 

n=l 

način,. potpuno je određena jednoznačna transformacija 
' 

• • <p(x), (x E e) 

linearnog kontinuuma e na izvjesnu množinu 
~ R ( . skup svih ra~ionalnih brojeva). 1

) 

besh.onačnih skupova 
. ' 

,Sada imamo dva slučaja: ili s ku" qJ (x) kao dio uređena skupa R 
nije dobro uređen ili je qJ ( x) dobro uređen i. dakle predočuje izvjestan 
redni broj t <p (x) za koji je 

(15.1.3.5) 

O značim o sa 

(15.1.3 6) 

skup svih realnih brojeva x za koje skup <p(x) < R nije dobro uređen; 
neka je za ma koji wo < a < oo1 

(15.1.3.7) 
• ·Ea 

skup svih realnih brojeva x za koje je t <p ( x) =a. J asno je, .da je svaki 
broj x E, e sadržan u jednom i samo jednom od skupova 

• • 

(15.1.3.8) Eo, E wo, E~+l , .. -. Ea, .... (wo< a < w1), 

' ra zato važi ovaj rastav kontinuuma e: 
(15.1.3.9). C= Eo V (V Ea), (wo<a < w1l . 

• 
• 

l) Prema tome (15.1.3.4) je izvjesno jednoznačno preslikavanje skupa C na skuJ> 
P(R) svih X eR· Također (-co,x)R' (xECl je određeno preslikavanje skupa e na 
skup R, a pojavljuje se kod D e d e k i 'l') d o v e teorije realnih brojeva. 

• • • 
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Treba još pokazati, da nijedan od skupova u (15.1.3.8) nije pust. 
Tako na •pr. Eo ~ v jer je 'P (l) E Eo. 

' Ali je i Ea ::> v za svaki .oo < a < 001 • 
• 

Stvarno, kao prebrojiv redan broj, predstavljen je a izvjes-nim 
• 

dijelom Da ~ R; prema tome skup Da sastavljen je od članova potpuno 
odredena niza · 

~rk,' rk,' . . . rk n' . . • sa: kl < k2 < ... < kn < .... 
• izvadenog iz niza (15.1.3.1). 

= .. 
Stavljajući x = ~ 2-kn, odmah se vidi da je 'P (x) = Da dakle 

n=l 

tw(x)= tDa=a, a time i !p(x) Ei Ea dakle Ea::> v. 
, . Prema tome, (15.1.3.9) predstavlJa efektivan rastav kontinuuma . . 

e na kwl nepustih disjunktnih dijelova. 

Zermelov aksiom tada omol!ućuje da promatramo i takove line
arne skupove M koji sa svakim od skupova Ea, (oo< a < W 1) ima jednu 
jedinu točku zajedničku. Naravno, kM= k.w~. A k tome je M.~ e, 
dakle k M< k e t. j. ' 

(15 1.3.10) k .Wl <(: 2kw, . 
• 

Bez Zer.melova aksioma danas ne možemo govoriti o takovim 
skupovima M. . 

Rastav (15.1.2.9) naša:o je Lebesgue 1905. godine. Poslije je taj - -.in•er esantan rastav bio predmet brižliiva istraživanja od strane L u z i n a, 
te D enjoy-a. L uzi n je došao tako do t. z v. teorije reš~ta (sita) a 
pok~zao · je· da je komponenta Eo u (15.1.3.9) mnogo zal1Jršenija od 
ostalih komponenata toga rastava jer skup Eo nema mjere u B or e
l o v u ·smislu, dok svaki od skupova Ea, (wo< a < .001) ima odredenu 
mjeru u B or e l o v u smislu. L u z.i n uporeduje osebujnost pronalaska 
skur>a EO z:a današnju matematiku s pojavom prvog iracionalnog broja 
<V 2 vjerojatno) u sta~o doba matematike. 

§ 15.1.4. još o realoim brojevima kao atomima. U § 13.2 proveli 
smj) ovaj postupak neprestanog lomljenja segmenta [0, I] svih realnih 

- ' 

brojeva O < x < I: 

Za proizvoljan segment 

(I5.1.4') s.~ [0, l] neka je 'P (S) 
• 

množina od ma kola dva segmenta na koja se J?relama s; prema tome 
elementi množine 'P (S) imaju jednu jedinu točku zajedničku i ta točka 
nije prva ni zadnja točka segmenta S. Označimo sa Mo početno stanje 
t. j. množinu kojoj je zadani segment [0, l] jedini element. . 
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Neka je a > O neki redan broj i pretpostavimo, da su familije 

(15.1.42) Mo, M;, ... , M~, ... (~<a) 
' . ' 

definirane za svaki ~ < a i da su pritom zadovoljeni ovi uslovi: 

1. Elementi množine M~ jesu segmenti ,C [0, J], koji se u slučaju 
kad je ~ druge vrste, mogu reducirati i na pojedinu točku iz 

' [0, 1].~ 

. 

2. Za svaki ~ + l < a, . 

· M<+J = v <Jl (SJ, (S E M<H k tome kS> l s . . 

(da se isključi slučaj, kad element S od Mf ima jedan jedini 
element). 

3. Za svaki broj druge vrste ~ < a. množina M~ je sastavljena od 
skupova oblika 

(\ An, _(An E Mn, TJ < ~) i k tome 
n . 

Ao ') A1 ') ... ::> A~ J , ... , (TJ < n 
Definirajmo tada i množinu M •. 
Ako je a prve Vf'Ste, stavit ćemo 

(15.1.4.3) M.= V <p(SJ, (S E M •. 1, kS> 1). 
s 

Ako je a druge vrste, označit ćemo sa Ma množinu svih skupova 

(15.1.4.4) (\ Ae, (A~ E M,, ~<a, i k tome Ao) A1 ') ... ) Ae ) .. . ). ' . 
U § 13.2 _smo se pitali, da li će se gornji proces ikada zavr-

šiti, t. j. da li će postojati takav redni broj y, da množina M'Y bude 
prazna. ' 

~ 

Sada smo u stanju da 'dokažemo, da postoji posve određen broj 

(15.14.5) 

iako da bude ' 

(15.1.4.6) . l v, (~ < y) i M'Y = v. 

Dokaz je vrlo r:ltost. 
Važi naime: 

Lema 15.1.4.1. Za svaki element x E [0, H postoji određen redni 
• • • 

.broj y (x) < w1, tako da se za svaki··~ < y (x) element x pojavljuje u 
4 ' • 

najviše dva elementa množine M~, dok to nijf! slučaj za M'YrxJ. 
Kad lema 15.1.4.1 ne bi bila istinita, postojiw bi takav x E (O, l] 

k.oii bi se za svaki ~ < W1 pojavljivao kao element u jednom ili najviše 
u dva elementa- segmenta množine Me. Označimo li tada sa Se onaj 
element odnosno uniju od ona dva elementa množine Me koji sadrža-

• • 
vaju točku x, dobili bi transfinitan niz 
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(15.1.4.7) 

segmenata .~ [0, l] sa svojstvom 
• 

So~ S, ';;!."S2 ... ~SE~ ... , (~<(ll,) 
• • • 

ali očito tako, da tu znak = ne može da se uzastopno pojcrvljuje dva 
puta. Specijalno je dakle 

(15.1.4.8) S r.·o _) S.,., => S "''2 ~ ••• Sw·E ") •.• (~ <.(ll,). 

Međutim, posljednji niz je nemoguć. Jer, članovi toga transfinitnoK 
niza jesu zatvoreni intervali .~ [0, 1]. Promatramo li pripadne otvorene 
intervale u transfinitnom nizu 
(15.1.4.9) Sw('.Sw<E+i), (~ < w,) ' 

dobili bi neprebrojivo mnogo disjunktnih intervala e [0, l] što je očito 
• l • 

' nemoguce. 
Sada možemo 

egzistira. 
odmah dokazati, da broj Y sa svojstvima (15.1.4.6) 

Neka je 
(15.1.4.10) Xo, X1 , X2, ••• Xn, .•• 

ma kakav niz elemenata iz [0, l] koji je gust svuda po [0, l] 1) na pr. 
skup 05.1.4.10) može biti skup svih pravih racionalnih razlomaka. 

Tim brojevima pripadaju, prema lemi· 15.1.4.1, određeni redni 
brojevi 
(15.1.4.11) 

sa svojstvom 
. 

. y (x.) < w1 , (n < w0) 

(15.1.4.12) da ne bude Xn E V X, (X E ME) niti za jedan ; > y (x.). X . 

Nu, stavimo li 

(15.1.4.13) y' = sup y (x.), (n < wo), 
n 

• 

tada je prema relaciji (15.1 4.ll) i teoremu 15.1.2.2 
(15.1.4 14) . y' < w,. 

No prema (15.1.4.12) ni za koji Xn neće biti Xn E;. V X, (X E Md, 
X 

• • 
pa bio ; ma koji broj > y'! A to znači,· da specijalno množi.na Moy• ne 
može imati ni fednog vi~ečlanog segmenta e [0, l] za svog člana, 
jer svaki takav segment ,C [0, Il mora sadržavati bar jedan element 
iz niza (15.1.4.10). · · 

Inače, naravno, množina M-y• postoJi, no sadrži tek jednočlane sku
pove - točke il [0, I]. Zato, ni za koji S E M"Y• ne postoji, <p (S) pa . . 

• 
zato ne postoji ni 

M"Y'+' =V <p(S). (S E Moy·, kS> 1). 

1) Tu dolazi 
umijemo izbjeći! 

do izra'žaja 
·l 

s . 
uslov separabiliteta linearnog kontinuuma. Mi ga ne 
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Drugim riječima 
• M'Y'+l = \?, 

Dovoljno je dakle staviti 
y = y' +l, 

pa da se uvJerimo, da su tražene rela~ije (15.1.4.5) i (15.1.4.6) zadovo
ljene. Time je konačno dokazano, 'da se gornji proces subdivizije mora 
završiti u prebrojivo mnogo koračaja, 

Inače, primijetimo, da se za svaki broj druge vrste Y < ro1 m()že 
navesti i takvo prelamanje <p (S) promatranih, segmenata, da prip_adni 
završni rang y bude jednak baš odabranom broju Y < .ro1. 

~ 15.1.5. Suslinov problem. Ako analogno prelamanje izvršimo na 
nekom uređenom skupu bez praznina i koji zadovoljava Suslinovu 
uslo vu, onda se proces mora završiti bar kod koraka .ro1; sigurno je 
naime M'Y = v za neki y-< .ro1•· Mi- ne umijemo du kazati da· je y < .ro1• . . 
Iz te nejednakosti proizašao bi pozitivan odgovor na S u s l i n o v problem. . . 

§. 15.2. Inicijalni (početni) redni brojevi i njihove potencije. Alefi. 
Proces kojim smo od rednog broja roo = .ro prešli na redni broj .ro1 može 
se proširiti. Definirat ćemo redne brojeve 

(15.2.1) (l) (l) . 
. OOo , .001 , · 2 , • • , · a, · · · 

induktivno ovako: 
Kao što znamo .ro0 je najmanji redni transfinitni broj; dakle 

Wo= t{O < l < 2 < 3 <. ... }; 
znamo i to, da je 

(15.2.2) 

skup rednih brojeva -< k .ro0 uređen po veličini. 

Neka je a > O ma koji redan broj.; pretpostavimo, da 
nirani inicijalni redni brojevi .ro, .za svaki ; < a i da je 

' 
(15.2 3) 

• 
ro,, (; < a) 

su već defi-

preslikavanje po sličnosti skupa (- =, a)o na skup svih .ro, sa ; < a. 
Definirajmo tada i -.ro •• 

. 
Ako je a prve vrste, promatrajmo .tada redni broj a -l i pri~ 

padni inicijalni redni. broj m._J; označimo sa 

(15 2.4) Z(< kma-1) 

skup svih rednih brojeva <k ma-1 (naravno to ·znači ..skup svih rednih 
brojeva od kojih je. svaki potencije <k ma-1). Skup (15.2.4) je dobro 
uređen, pa ćemo ga kao redni broj označiti sa m. , dakle - , -
(15.2.o) m.= t Z(< k roa-J). 



Ako je 

{15.2 6) 

pak a druge vrste, stavit ćemo 
' 

Wa = sup Wf • 
E<a 

U oba slučaja, broj .oo. je potpuno definiran. 
nitne indukcije, time. je svakom rednom broju a 
jniciialni redni broj OJa. 

Na osnovu transfi
pridružen određen 

• 

Tako na pr.-· . .oo.,, = sup .w.; to znači da je broj .m.,, supremum već 
n <Wo • 

<lbičnog beskonačnog niza brojeva 

• • , .<On, ;O) n+ l, • • • 

Znači, da je (v. § 14 6): . 

-r (OJ"',) = Wo t. j. -r (.oo"',) < .OJ"'"' 

pa zato inicijalni broj OJ.,, nije regularan. 
Naprotiv, brojevi .wo, .001 , · w2, ••• te svaki broj Wa+I jesu regularni 

• 

što znači (jer su k tome i druge vrste) da zadovoljavaju jednakosti 

V 
v . • t. • " "" l "h-r /;)d 'h;,b

1

) • . " t d. vo • 

azno sVOJS vo m!C!Ja m re m roJeva Jes sa rzma ovog 

T e or e m a 15.2.1. Za svaki redni broj· a > O, kardinalni· broj 

(15.2.7) ~a (čitaj: alef alfa) odnosno kWa broja Wa 

neposredno je veći od kardinalnih brojeva kw,=~', (~ <a) t. j. 

(15.2.8) k.w, < k.w., (; <a), 

ali nema nijednog kardinalnog broja m za koji bi bilo 

(15.2.9) k.w, < m < k Wa, (~ < a). 

Dokaz teorema 15.2.1 provodi se tr'ansfinitnom indukcijom 
Najprije, teorem · 15.2.1 je istinit kad je a= l (to je bio sadržaj 

• • 
teorema 15.1.1.1). Neka je a> l ;"'pa neka je teorem istinit za sve bro-
jeve ~ < a; dokažimo ga onda i za broj a, No, time što t eo rem 15.2.1 
važi za sve ; < a, izlazi neposredno, da je skup kardinalnih brojeva 
kw, za ~ < a sličan sa skupom (-oo, a) svih rednih brojeva < a. 

Ako je broj a druge vrste, tada iz relacije ( l5.2.6Uzlazi: 

(15.2.10) kwa = sup kOJE, 
' E<a 

• 

pa je jasno da važi (15.2.8) i (15.2.9) 

. lj Pojavljuju se i t. zy. nedostiživi (inakcesibiiQi) inicijalni brojevi "'< za koje je 
l; druge vrste, a ipak , (w,) ~ w( za njih važi jednakost , 

"'' = !;. 
O njihovoj teoriji v. A. T ar s k i- W. S i er p i n ski, f'undamenta Mathematicae, 

15, 1930, pp. 292-300; q postojanju i interpret~iii takovih brojeva v. E, Zermelo, 
f'undamenta Mathematicae, 16, !930, pp. 29-47. 
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Ako je pak a prve vrste, tada je k Wa- neposredno. veći kardinalni 
broj od broja k wa-1 i dokaz je potpuno analogan dokazu teorema 15.1.1.1. 

Time je teorem 15.2.1 potpuno dokazan. 
Kao· posljedicu teorema 15.2.1 istaknimo 

T e or e m-15.2.2. Za svaki nepust skup S rednih brojeva važi: 

sup wa = wsup a, (a E S), 
a a . 

sup kwa = kWsup a, (a E S) . 
a • . a 

t 
Teorem je neposredn·a posljedica definicije (15.2.6), teorema 15 2.1 

i očigledne relacije 

sup S= sup V (-oo, a] 0 , 
«<S 

• 

pri čemu je (-·=, a]0 ·skup svih rednih bro1,eva <;:a. 

T e or e m 15.2:3. Za s~aki · neprazan skup S alef a, 
je jednoznačno određen alef. 

Ukratko·, ne samo da je 

(15.2.11) w0 , w1 , w", . , . . we, ... 

' 

i ·inf S i sup S 

(; prolazi svim rednim brojevi~a) uzlazan .,niz" rednih brojeva nego 
je i pripadni "niz" kardinalnih brojeva t. zv alefa 

{ ) { 
k w0 , k w1 , k w2 , • , ... kw,, ... odnosno pišući kw, = }~<: 

15.2.12 
. . ~o, ~~ , ~2 , . . . . . N< , . · . 

• 
ne samo uzlazan nego je "niz" (15.2.12) i ,.potpun" u smislu, da se u 
nj ne može uvesti ni jedan jedini novi transfinitni kardinalni broj koji 
bi bio uporedljiv sa svakim od brojeva (15 2.12). 

Tri "hiper-niza" 

O, l, 2, ..... , a ' . . . . 
wo, W 1 , .w2 , ••••• , wa, ... . _ · gdje a prolazi svima red. brojevima 

k w kw kw. 'kw · -o, 1, 2, ••••• , a, .. ". 

jesu daJde "slična". . 
Drugo je pitanje, da Ii ima kardinalnih brojeva i izvan "niza" 

(15.2 12). Specijalno, da li je unutra kardinalni broj 2~0 kontinuma? i 
uopće kardinalni brojevi 2kw< ? Iz Z er fuel o v a aks•oma (ili iz· upore
dljivosti kardinalnih brojeva) proizlazi, da je u (15.2.12) smješten svaki 
transfinitni kardinalni broj! Ali i tada ne znamo, da li je . 2~o = N1 i 
općenito 

{15.2.13) &~a= ~a+!· 
za sn k i redni broj a (opća .Cantorova hipoteza). 

Iz teorema 15.2.1-15.2.3 neposredno izlazi 
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/ 
§ 1 s.z-

K ~H o l ar 15.2.1. Među potenciLama rednih . 
t. j. ne postoji najveći alef. . broieva nema najvećeg-

Suprem svakog skupa alefa opet je odreae . 
je bitna, jer na pr. suprem svih alefa nije alef/1 alef (riječ "skupa" tu . 

Ali i obrnuto, kad se zna, da ne postoji naj . -
svakog skupa alefa opet alef, može se ,~hille"eć~ ~!ef i da je suprem 
n ih rednih brojeva rekurzivno ovako definirati .t-niz' (f5.2.11) inicijal-:
redni broj; za svaki redni broj a broj ro«+I je prvi ~ 10o _i e prvi transf_initnt 

. edm broj sa svojstvom, 

za svaki redni broj a druge vrste, ro. = sup (() 
~<• t. 

Broj ro. zove se inicijalni (početni), jer . 
Z (kw.) svih rednih brojeva. potencije /iro.. Je 10• prvi 

< .. . -
·T e or e m 15.2.4. Kvadrat svakog alef a i e dn· , 

\ ' 

klasi 

Stvarno, teorem .je istinit za početni alef ak Je tome alefu. 
lemu 6.3.3.2). · . k 10o, jer je ~02 = ~o (v-

Neka je a > O i pretpostavimo, da je t_eor · . _ 
k.ro,, ~~<a): dokažimo da je onda takoder ~/~ istinit za svaki alef 

Promatrajmo skup ~ ~. · 
• 

(15.2.14) M=(-=, roa) X (-·co, !O) 
. * 

svih uređenih pari 

Uredimo skup M po propisu da bude 

. (15.2.15) ·g, TJ) ispred (~',TJ') u skull
4 

· 
M k/ . 

(15.2.16) ili ~+TJ < ~·+TJ' . ili _ ' a 0 Je 
-. 

~ + TJ = ~' + TJ' te · ~ ';:: ~' · 
• 

( 15.2.17) 

Time je· skup M potpuno uređen. Dokai· 
poredaja (15.2.15): ako je · · Ii1J.o na pr. tranzitivnost' 

(~, 11) ispred (~', TJ') ispred · 

(~.TJ) ispred (~",TJ" J (~", 'YJ") onda je 
• 

Stvarno, zbog (15.2.16), (15:2.17) imamo 

. ~ + TJ<~· + TJ'-<~~~ + lj'' 
• • - -· 

Ako se tu javlja znak < bar jedanput, St -
~+TJ<~~~+ TJ;,., Ako pak oba Pl!ta .dolazi z Var je evidentna, jer !e 
prema (15.2.17) biti ~ < ~· < ~~~. dakle ll.ak jednakosti, onda ce 

~+T]=~~~+ TJ", ~ < ~~~ t. j,. (('YJ) • . 
ISPred (~",TJ"). 
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No, skup (15.2.14) je i dobro uređen. Jer, ako je S ma koji ntegov 
nepust dio, neka je A najmanji redni broj među brojevima · 

~ + 1], pri čemu je (~. 1J) E S. 

Naravno, 1.. postoji. A onda, neka je ~o najmanji broj, tako da 
bude so + 1J = A i (~o, lJ) E S; naravno, (~o, lJ) je najmanji element u S. 
'Time je dokazano, ·da je (15.2.13) dobro uređen. 

'· 
Dokažimo, da je redni broj skupa (15.2.14) jednak w~. 

' 
· N ajprije je jasno, da je taj redni broj ?- w., jer na pr. skup svih 

(~. O), (~ < w.) 

·čini dobro uređen dio skupa M sličan sa (-oo, Wa). 
Treba još dokazati, da redni broj skupa_ M ne može biti 

·obrnutom slučaju, sadržavao bi skup (15.2.14) jedqn 
• 

(15.2.18) početni komad K tipa w.; 

. 

> .w •• u 

recimo da je K određen svim elementima iz (15.2.14) koji su ispred 

To znači, da je 

1{15.2.20) 

• 
(~.e, 1Jp) E:: M. . 

~.e < w., lJ/l < w. pa dakle i 
~ 

No, odmah se 

·(15:2 21) 

vidi, .da su elementi komada 

(~. lJ) · sa s< ~. 1J < v. -

K oblika 

No, kako je skup svih rednih brojeva <v rednog tipa v + I to 
. ' • 

znači, da: j e . > . . 

{15.2.22) k K< k (v+ l) · k (v + l) = (k (v + l) )2
• 

No, v+ l< w., što znači da je • 

.k (v-, l) < kw.; zato je prema hipotezi • (k (v+ I) )2 
= k (v+ I) < kw •. 

Time relacija ( 15.2 22) postaje 

. kK< kw. · 
• 

JJrotfvno pretpostavci, da je K tipa w. i dakle potencije ·kw.. -
• 

Totalnom indukcijom s obzirom na eksponent izlazi iz teorema 
15 2.4: 

Teorem 
redni broj a. 

. 

15.2.5. (kw.)" = k'w. za svaki prirodni broj ri i svaki 

' 
1/ Stvarno, označujući sa t onaj od brojeva 'i; !l i TJp koji je veći, tada je k'i;p<:k~ 

kTJ{l <k š. k ('i; .e + TJ.el · k'i;p + kTJp <k~+ k~= 2k~ <(k ~p =(po hipotezi; jer je 

k~ < kw.) = k~ < kw. t. j, k ('i; p+ TJ.e \ < kw. ·dak!~ uistinu 'i;p + TJ.e < .;, •. 
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T e or em 15.2.6. 

k Wa + k .Wp = SUp {k .OJa, k Wp) 

k.Wa · k Wp= SUp {kWa, k wp). 
-

Stvarno, označimo li taj sup rem sa k .w"'f, tada je y .veći od 
brojeva a, ~ pa je 

k Wa + k wp..;;: 2 k W-y 1
) ..;;: (k .w"Y)2 (po teoremu 15.2.4) = k .w"'f. 

·Dakle k Wa + k Wp..;;: k W-y. 
-

No, kako je y jednak većem od brojeva a, ~. mora tu stajati znak =. . -
·Koro! ar 15.2.2. 

Na+ ~·ll = ~:a · N.s. 
Na sličan se način dokazuje i druga jednakost u teoremu 15.2.6. 

Te ore m 15.2.7. Iz O<~< Wa slijedi~+ Wa = w. 
~ Wa = Wa. 

Stvarno 

Wa ..;;: ~ + Wa = ~ + 
' 

(teorem 14.8.3.2) 
• 

' 
~ + ~ < .OJa l ..;;: Wa· 

• 

Odatle -
Slično 

Wa < ~ · Wa = ~ sup ~ (teorem 14.8.3.2) = sup ~ ~ 
~ ~<wa 

(radi ~ ~ < w.) 2) ..;;: .w •.• 

T e or e m 1.'?.2.8 R,azred Z (k wa) svih rednih brojeva ~ za koje je 
k t;= kw. sličan je sa skupd'ln Z(< kw.), pa zato ima redni broj wa+I, 
a kardinalni broj k.wa+I = Na+I. . " 

. .. 
Naime, "translacija" .OJa+ ~. (~ < Wa+t) 

je jedna sličnost iztneđu skupa Z (<k wa) svih rednih brojeva < Wa+J i 
skupa Z (k wa). Da se tu radi o sličnosti, to je sadržaj teorema 14.8.1.1. • • 

U drugu ruku kfw.+~)= kWa +k~= kw., 

dakle 
' 

§ 15.3 Problem upor~dliivosti kardinalnih brojeva (trihotomija). 
Operatori Z(< m) i Z (m) (m kardinalan broj). 

Neka je 
• • 

(15.3.1) k proizvoljan kardinalan broj. 

1) Za sval<;i kardinalni ·b~sk .načni broj k važi 2k <k"-

Z) Naime iz tl < ro., !; < "'• slijedi , 

l;= SllfJ (ktl, k!;)< kwa .dakle kiti!;)= kfl· k!;<(kl; 2 kl; <kw. dakle l;<w~. 
·(slučaj kad je t konačan. apsol_vira se jednostavno). -
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Ukoliko egzistira, označimo sa 

(15.3.2) Z(~m) skup svih rednih brojeva a n koje je ka~m1). 

Isto tako, neka je 

(15.3.3) Z(m) 

skup svih rednih brojeva a za koje je k a = m. 

Skup Z (m) zove se· razred (klasa) rednih brojeva. Prema tome, 
klasa (razred) rednih brojeva Jest svaki maksimalni skup rednih bro.J 
jeva') koji imaju svi jedan te isti kardinalni broj. Tako se za konačne 
m skup Z (k) sastoji od jednog jedinog elementa i to od rednog broja 

• • 

m. Ako je m potencija dobro uređenog skupa, recimo m==· kw«·, onda skup. 
Z (m)= Z (kw.) ima kiJ.Ja+l elemenata (v. teorem 15.2.8) 

. 

Ako m nije p(}tencija nikakvog dobro uređenog skupa, tada je skup 
Z(mi prazan. Prema tome važi ~ 

T e or e m 15.3.1. Za broj evni razred Z (m) ma kojeg kardinalno g 
l ' ' . 

broja m važi jedan i samo jedan od ova tri slučaja; 
• 

Prvi slučaj: Skup Z(m) je prazan; tajislučai nastupa onda i 
samo onda, kad se m podudara s kardinalnim brojem prazna skupa 
ili ma kojeg eventualnog skupa koji se ne može dobro urediti. 

Dr u g i s l u č a j: Z (m) se sastoji od jednog jedinog elementa; tal 
• • 

slučaj nastupa onda. i samo onda kad je m prirodan broj . 
• 

Tr e ć i s l u č a j: Kardinalni broj skupa Z (frf) i lJ neposredno veći 

od. kardina_lna broja m. T•aj slučaj na,stupa onda i' samo onda kad je m 
određen alef ( = kardinalan broj beskonačna dobro uređena skupa). 

,.- ' 

Dokažimo • 

Teorem .153.2. (tfartogsov te'orem). Ako je m bilo koji kar-· 
• 

. . 

dina lan broj, skup Z (~m) svih rednih brojeva a za koje je k a< m· 
postoji pa je i 

• 

k Z(< m) 
• 

određen kardinalan broj koji je ili veći od m ili neuporedljiv sa m. 

Dokažimo najprije da skup Z (<m) postoji. Očito je 
(15.3.4) Z(< m) = V Z (n) . 

n . 

pri čemu n prolazi svim kardinalnim brojevima <m. 
No, ako je M bilo kakva množina potencije m, onda relacija n< m 

odnosno n< kM znači, da je kardinalan broj n ostvaren kao izvjestan 
kX sa X,C.. M. . ~ 

. 'J ka jest kardiualni broj od u . 
. ') Pritom naravno, identički jednake redne broje,·e smatramo jednim te istim 

rednim. brojem, pa makar oni bili i različito predstavljeni. Na pr. svi čisto uzlazni: 
beskoqačni nizovi prirodnih brojeva slove kao ie.dan te isti redni broj - redni broj (l)J .. 



§ 15.3 

· Drugim riječima 

,'15.3 5) Z k m) = V Z (kX), (X,~ M). 
X 

No množina svih X,~ M je određen skup - t. zv. partitivni skup 
P(MJ; a kako je i za svaki XErP(M), Z(kX) određen skup (v. tea
rem 15.3.1), to je z(< m) kao unija (15.3.5) određen skup (a ne recimo. 
neki "hiper-skup", kao što je hiper-skup svi_h rednih brojeva). 

Dakle je Z (<m) potpuno određen skup rednih brojeva. No, očito, 
to je i;vjestan početni komad rednih brojeva, jer iz k a< m i a' < a 
slijedi k a'< m dakle a' E;, Z (<k). ' 

Prema osnoynom teoremu 14.9.1 redni broj 
• 

(15.3.6) .w (m)= t Z (<m) 

zadovoljava jednakost 

(15.3.7) Z(<m) =(-co, .w(m))0 , 

pa dakle redni broj oo (m) leži neposredno iza svih rednih brojeva 
potencije <m. • 

. Odatle, odmah proizlazi, da za redni broj w(m) ne važi 
--... 

(15.3.8) ' k.w(m) <m · 
o 

o o 

jer, kad bi to bilo, onda bi, po definiciji samog skupa Z(< m) to . - . 
značilo, da je . 

· oo (m) E;. Z k m) protivno relaciji (15.3.7). 
Time je važ.ni teore.m 15.3.2 potpuno dokazan • 

. 

K or o l ar 15.3 l. Svakom kardinaliwm beskonačnom broju pri-
pada određen alef ,. 

~(m) 

koji nije niti <.m niti.> m nego Je· on ili =-m ili neuporedljiv sa m. 
Stvarno, promatrajmo alef kW (m); on. je ili > m ili ll m . • 

Dovoljno je staviti . ~(m) = m, ako je m < kw (k) 

~(m)= kw(m) ako je m ll kw k) 
. . 

pa da se uvjerimo, da je korolar 15.3.1 . ispravan. 
--

T e or e m 15.3.3. Ako nema neuporedljivih kardinalnih brojeva tj. 
ako je svaki skup kardinalnih brojeva uređen po veličini, tada se svaki 
skup može dobro urediti. ' 

Stvarno, promatrajmo proizvoljan skup S, njegov kardinalni broj 
.k S i kardinalni broj k Z (<k S). Kako ovaj nije < k S, pretpostavliena 
njegova uporedljivost sa kS ima za posljedicu da je 

kS< kU< kS). 

A to znači, da postoji obostrano jednoznačno preslikavanje lJl: 

,{15.3.9) lJl (x), (x E;, S) 
• 
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s'kupa S na izvjestan dio cp (S) skupa Z (<kS); kako je · oyaj skup 
dobro uređen - to je određen skup rednih brojeva - dobro je ure-
deni i skup cp (S); dekretiraiući, da za , · 

x, x' E S bude x < x' u S, 

onda i samo onda, ako je ... 
cp(x} < cp(x'), • 

prenosi se time dobri uređaj skupa cp (S) na skup S. 
·- . - ' - . . ' . . ' ' \ . 

§ 15. 4. Završno o kardioalnim i ordinalnim bro]evima. 

Da bolje· uočimo vezu između· Z e rm e l o v a aksioma, up6redlji~ 

vosti kardinalnih brojeva i računanja s njima, istaknimo da važi ovaj 
- - - . 

T e or e m 15.4.1. (Teorem o ekvivalencijama). Slijedeće izreke dvije 
po dvije međusobno su ekvivalentne pa svaka od njih ima za· poslje-

. . ' 

dicu sve ostale; 
• 

I. Važi Zermelov aksiom izbora: Ako je M bilo' kakva nepusta 
' . . 

množina nepustih disjunktnih skupova, postoji skup IT koji sa 
svakim skupom S E M ima jednu jedinu točku zajedničku; 

II. Ako je M bilo kakva nepusta množina nepustih 
stoji jednoznačno preslikavanje f: 

skupova, po-

f(S), (S E M). • 

• • 

tako da bude f (S) E S za svaki S E M. 

III. (UporedljivostJ. Svaki skup kardinalnih brojeva potpuno je 
uređen po veličini. 

• 

IV; (Zermelov teorem). Svaki se skup može dobro urediti; 
V. ·suma ma kojih dvaju transfinitnih glavnih (kardinalnih) bro~ 

jeva jednaka je jedno,m~ od tih brojeva. 

VI. Suma ma kojih dvaju kardinalnih transfinitnih brojeva jednaka 
.. je njihovom produktu. . 

1 
. . . -/ 

VII.. Kvadrat svakog. transfi~itnog kardinalnog b·roja ·jednak je 
tome broju: · · 

·Dokaz teorema 15.4.1 provest ćemo tako 
' . . 

da d~ikažemo ispravnost 
zaključaka po .ovoj shemi: 

• m 
I 

H n N. 
J t 
VI --VIJ 

KUREPA: Teorija skupova 13 
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' 

Pri tom na w. I-+ Il treba čitati ovako: hipoteza I ima za posije~ 
dicu hipotezu II. 

' 

Da se vidi da na pr. V ima za posljedicu J, dovoljno je vidjeti. · 
da važi lanac V->- III-)- IV-+ II-+ l. 

' · Zaključak sa I na II . t. j. I-+ II dokazuje se potpuno slično kao 
t!!orem 14.10.2.1. . , 

Prelaz Il-+ I je evidentan, jer je I specijalan slučaj od ll. 
Dokažimo ekvivalenciju IV-+ Il. Ako je · 

ff= v S, (S E M) bit će S.~ U. 
s . 

Ako skup U. dobro 'uredimo, postat će time dobro uređenim i svaki 
S E;i M, 1fa sa f (S) .možemo označiti prvi element dobm uređenog di
jela S dobro uređenog skupa U. 

' Ostaje još zaključak. H-+ IV. To je glasoviti Zermelov teorem o 
mogućnosti dobrog uređenja svakog skupa. Neka je dakle S proizvo
ljan skup kojega valja dobro urediti. Promatrajrno · partitivni skup 

(15 4.1) P (S) svih . X 5; S. 

Prema hipotezi Il 
(15.4.2) 

(15.4.3) 

postoji preslikavanje f: , 
f (X), (v C' X fEi P (S)) 

l 
f (X) E;, X. 

sa svojstvom 

Naravno, možemo se ograničiti na· slučaj, kad je S beskonačan. 
Neka je tada 

(15.4.4). w (k S) = sup a, 
. a 

-
pri čemu a prolazi s'vim ordinalnim brojevima - rješenjima relacije 

(15.4.5) 
' 

, Tvrdimo, da je ·-
(15.4.6) 

U obrnutoJll ·slučaju, 
bi bilo 
(15.4.7) 

• 

· k a<: k S. 

kS<: kw(kS). 

idemo na osnovu hipoteze II, dokazati da 

kw(kS) <kS 

što bi bilo ap.surd, jer bi. iz te relacije. izlazilo, da i broj w (k S) + l 
zadovoljava (15.4,5), pa dakle bi na osnovu definicije· (15.4.4) moralo 
biti w (k S) + l < w (k S), što je u protivnosti s osnovnom nejednakosti 
~ + l > ~ za svaki redni broj t , 

Pokušajmo i ria o'snovu transformacije (15.4.2), skup (-' =, .w (k$)) 
preslika ti na skup S. Da počnemo, nekaj e so , f (S); neka i e O< a< w(kS) 
i pretpostavimo, da su već definirani različiti elementi st za ~ < a. 

Promatraimo skup 
S. -:- S".. {so, s1 .... st, .. }, (~<a). 
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• 

. Zbog pretpostavke, da relacija (15.4.6) ne važi, skup Sa ne bi bio 
pust; stavimo Sa = t (S"); tada ·će prema (1Š.4.3) · biti Sa E s. pa i e 
dakle Sa različit od svih s0 , (~ < a). , ; 

. . ' 
Kad dakle nebi važilo,(15.4.6), mogli di obrazovati transfinitni niz 

So, S1, • , .. , Sa, •. , (a< w(kS)) 
- --različitih točaka skupa S, što znači da bi važilo (15.4.7). A to je, kako 

vidjesmo, nemoguće. Preina fome važi (15.4.6); a to znači, da se. za
dani skup S može na obostrano jednoznačan način pr-eslikati na izvjestan 
skup c:p (S) rednih brojeva < w (k S). Prenesemo Ii uredenje sa skupa c:p (S) 
na sam skup S, tako da ta transformacija. postane sličnost, postat ć~ 
skup S dobro uređenim, jer je dobro uređen i c:p (S) kao odreden skup 
rednih brojeva. 

·III~ IV. To je sadržina teorema 15.3.3. 

IV~III. To je sadržina teorema 12.3.3 i 12.4.1. 

IV-)>- V. To je sadržano u 'te[fremu. 152.6. 
• • . 

IV~ Vl. To je sadržaj teorema 152.6 i korolara 15.2.2. 

l V-). VII. To je dokazano teoremom 15.2.4. 

Dokažimo V-)>-111 (L e s n i e w s k i) Stvarno, neka su k, m ma kakYa 
dva kardinalna beskonačna broja; tada treba dokazati, da važi bar 

. . 
jedna od relacija k< m, k >- m. Promatrajmo sumu k+ m. Naravno 
da je k+ m< k · 

k+ m<;m. 
' 

. 
' Po hipotezi V mora ·u tim relacijama stajati mjesto < bar jedan" 

put znak =. Neka je na pr. k+ m= k; onda ona druga relacija postaje - . 
k <m, Ako je pak k + m = m, onqa prva relacija daje m< k i t. d. ' 

VI~ IV (T ar s k i) 1
) t. j. uz -pretpostavku. VI· dokažimo, da je svakt 

beskonačni kardinalni broj m alef. Neka je N (m) onaj alef koji n)je nj 
manji ni veći· od m.• (v. korolar 15.3.1). Za transfinitne brojeva m i 

l ---- ' ' 

N (m) imamo dakle, prema hipotezi Vl, m+ N (m) = m · N'(m). Odmah 
ćemo dokazati da su m i ~(m) uporedljivi, 2

) dakle m = X (m). 
~ . . 

l) Tar s k i je dokazao još nekoliko ekvivalencija s izbornim aksiomom (v. Fun-
~amenta Mathematicae, S (1924), 147-154f. · · 

' 2) E. Bernstein u svojoj tezi Untersuchungen aus der Mengenlehre, 1901, tvrdi, 
da za beskonačne kardinalne brojeve m. n individualna jednakost m·n =m +'n povlači 
individualnu uporedliivost m i n. Bez aksioma o izboru mi to ne znamo dokazati; um:. 
jemo tek dokazati da je ili m<. n ili je m kardinal an broj izvjesne porodice p dis

. juhktnih skupova e M, gdje i e skup M potencije m· Bez aksioma izbora, ne umijemo 
dokazati da je tada n< m, jer ne umijemo dokazati da svaka familija disiunktnih 
skupova množine S ima _potenciju <k s. Zato se postavlja problem da se izgradi i 
takova teorija kardinalnih brojeva kod koie se ne služimo biunivokim (obostrano jedno
značnim) transformgcijama nego preslikavanlima kod kojih različite točke jednog skupa 
prelaLe u disjunktne dijelove drugoga skupa (proble!,l1 15.4.1). · ·. 

' 
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Stvarno, neka su M i N dvije disjunktne množine potencije m 
odn. N (m). Tada pretpostavliena jednakost k (M V N) =k (M X N) znači, 
da -postoji obostrano jednoznačno preslikavanje q:> unije M V N n.a 
M X N tako da je dakle. 

cp(M) e M X N,1 cp(N) e M X N. 

Tada nastupa jedan i samo jedan od ova dva slučaja: 

Prvi s1učaj: ima bar jedan xE,M tako daje xXN<;.cp(M); to 
znači da je . ' 

' . 

· kN· k(x X N)<:;.kq:>(M) =kM= m t. j •. N(m)<:;.m dakle N(ni) =m. 
. . 

.. ·· . Drugi slučaj: ni za jedan x E; M nije xX N 5:; q> (M), nego je 
dakle 
(15.4.8) ·-(xX N) f'\ cp(N) =l= v za svaki x E M. 

' To drugim riječima znači, da svakom x E M pripada potpuno. 
određen ne prazan dio (15.4.8) dobro uređene množine cp (N); označimo 
li sa f(x) prvi element dobro uređtne množine (15.4.8), dobije se time 
obostrano jednoznačno preslikavanje skupa M na jedan dio skupa cp (N); 

• 

to znači da je . · 
kM <:;.kcp(N) =kN-. N(m) dakle kM= N(m), . 

po samoj definiciji broja N (m). ·' 

' 

· Dakle iz hipoteze VI proizlazi, da je svaki k.ardimilni broj m>- No 
izvjestan alef. 

Da lanac zatvorimo, dokaiimo najzad ispravnost Prelaza VII-+VL 
. ' 

Stv;arno, neka su m, n? ma kakva dva kardinalna transfinitna broja. 
· · Treba dokazati da, uz hipotezu VII, važi: · · 

' . 

(15.4.9) m+ n= mn .. 

No za kardinalne brojeve važi:· 
. . . 

(15:4.10) (m+ nP ~m2 + 2mn + n2
. 

. . . 
Služeći se hipotezom VI izlazi odatl.e 

m+ n= m+ 2mn +n. 
. ' 

Odatle (suma je >- od svakog svojeg šumanda): 
. 

m+ n>- 2mn. No ovo je. >-mTi; dakle 
- ·. ' -- . , 

(15l4.11) . · ·:m+ n>- mn . 
• 

U drugu ruku; kako su m,n beskonačni, bit će · 
' . . . - '. . . '-

. ni= m+ l, n =n+ 1 . dakle 
!' • . _, • . . . 

mn-'- (m +i) (n+l)c= mn·+ (m+n)+ l odakle 
. - . ' . . ' . 

(15.4.12) 
• 

• mn>-m+n. · i-, 
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Iz (15.4.11) i (15.4.12) izlazi tražena jednakost m+ n= mn, a time 
i zaključak VII-+ VI. . 

Time je. teorem 15.4.1 potpuno dokazan. 
Mi ćemo·· ubuduće prihvaćati aksiom o izboru. 1) ·Zato će nam 

sp'ecijalno za svaki skup S" kardinalnih brojeva znakovi · · 

inf S i sup S 
• 

. 2 
predstavljati potpuno odredene kardinalne brojeve. ), 

§ 15.5. Z A D A CI . 
• 

§ 15.5.1. Da li je kwk"' · kw"'? Zašto? 

§ 15.5.2. Dokaži da je e~'.= e; naprotiv, bez hipote~e e = N1 danas se 
pa niti uz pomoć Zermelova aksioma ne zna dokazati da j.e 

' ··-

~ ~0-= ~ 
~~ Al• 

.- . 

. § 15.5.3. Ako je -~ < w., odredi -skupoVe 
• ,. ~ + (-oo, Wa)o , ~ · (-oo, Wa)o 

i njihov kardinalan broj. 
• 

§ 15.5.4. Da li postoji skup S beskonačnih nizova realnih brojeva tako 
da svaki f E C1 (N) nastaje permutaciiom jednog i edin og h E S? 
(nar!lvno, f i f1 su nizovr realnih brojeva). 

' 

Problem · 15.5.1. Da li se iz hipoteze da se svaki skup može potpuno 
urediti može izvesti zaključak da se svaki skup može dobro 
urediti? 

' 

§ 16. DJELIMIČNO UREĐENI SKUPOVI. NEKOLIKO VRST A DJELI
MIČNO UREĐENIH SKUPOVA (POLU-UREĐENI SKUPOVI . , 

·RAZVRSTANI SKUPOVI) 

. Dosad smo uglavnom izučavali potpuno uređene skupove. Od sada 
će nas .naprotiv više zanimati opći djelimično uređen) skupovi. U ovom 
ćemo §-u navesti n'ekoliko vrsta takovih skupova, koje ćemo u na~ . ·- . 
rednim paragrafima detaljnije prm_patrati.. . 

" . - . . 

§ 16. l. Definicije. Osnovni primjer. Filtar. Sjetimo se, da smo u 
§ 8.1 tročlani niz (S; =; <) sal)i-avljen od skupa S, relacije e kviva~ 
lentnosti =u .s i relacije poređaja < u s:nazivali djelimično (parcijalno) 
uređenim skupom ako su ispunjena ova tri uslova: ·· ·" 

• 1) To ne znači, da nema smisla provoditi istraživanja bez izbornog aksioma. 
Baš naprotiv! Od interesa bi bilo znati kakvu sve. strvkturu mogu imati skupovi kar-
dinalnih brojeva, shvaćeni kao parcijalno uređeni skupovi_ · 

2) Šta inf S i SUO S Zni\Či za parc\iaJno Uređene Skupove S, bit Će rt;.Čeno kasnije. 
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Uslov refleksivnosti: x =x, x < x, (x E S); 
.. . 

§ 16.1 

. ' {ako je x,y,z E S te x=y=z, onda je x=z; 
uslov tranzitivnosti : · .. / . . 

ako Je x, y, z E S, te x < y <z; onda Je x <z; r . . . 
uslov djelimične simetrije: ako je x, y E S te x = )', onda je i y = x . . 

te istodqbno x < y i y < x. 
• • 

Mnoge . definicije i pojmovi prenose se s potpuno uređenih sku-
pova na opće djelimično uređene skupove. Tako na pr, znamo bez 
daljnjega što -će nam značiti oznake: 

• • 

(16.1.1) . 
(-=, x)s, (-co, x]s, (x,co)s, [x, co)s, (x, y)s, [x, y)s, (X, Y]s, [x, y]s i t. d . 

• 

' Spomenimo na pr. da je (-oo, x)s odn._ (-=, x]s skup svih onih 
točaka iz S koje su < x odn. < x. . 

Ali, ovdje ima smisla. promatrati i skup 

(16.1.2) [x]s = [x]. odn. (-oo, x, oo)s 
• • 

svih točaka iz S koje su uporedljive sa x. Za uređene skupov·e, važi 
naravno (~co. x, oo)s =S, (x E S). ' 

.. 

Skup [x]s zove se loza elementa x s obzirom na skup S. 

Lema 16.1.1. Vazdaje [x]s=(-oo,X]s V(x;oo)s, (xES).' 
. . 

Osnovni primjer 16.1.1. Svaka· porodica skupova odr~đen je dje-
•limično uređen skup s obzirom na relaciju inkluzije ,C odn. ~-
(' 

Primjedba 16.1.1. Ako izričitone kažemo drukčije svaka obitelj 
" 

skupova smatrat će se uređenom pomoću silazne ·relacije ~- Koliko je 
taj primjer važan vidi· se odatle što važi i obrat: • • 

Te or e m 16.1.1. Ako je S bilo koi i djelimično uređen skup, s li~ 
čanje on sa množinom PK(S) svih skupova (-co, x]s, (x E S), kad 

' ' . -

se ta množina djelimično uredi relacijom ,<;;;. 
Stvarno, preslikavanje . 

lp (x) == (-oo,-x]s, (x E SJ . 
• 
. ' 

je sličnost između 8 i PK (S). J er,. ako je x < x' u S,.onda je ~p ( x) C: ~p ( x'); 
ako su x, x' neupon~dljivi, tada· su neuporedljivi i skupovi ~p (x), <r (x'), 

. ' . 
jer niti je <r(x) ,<;;; <p(x') niti <p(x) ~ <P(x') . .. · 

Definicija 16.1.1. (Čvorovi) . 
. 

Za zadani 
• a E S promatrat ćemo skup 

• 
'(16.1:3). (-oo, xls odn. (-oo, xl 
~astavljen od svih točaka y E S za koje je 

(-oo, x)s = (-oo, Y)s 

• 

·i kojima se dakle pretki podudaraju sa pretkima t.očke x. 
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Analogno, sa 
• 

{16.1.4) . f X, co) s odn. l X, o:o) 

označit ćemo skup· svih y E S za koje je 

(x, oo)s - (y, co)s . . 
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i kojima se dakle potomstvo u S podudara s potomstvom elementa x u S. 
Skup (16.1.3) odn. (16.1.4) zvat će se lijevim (desnim) čvorom x 

.skupa (S; :~). 
; .-

Odmah se vidi da je skup 

•(16.1.5) (-oo, x ls (\ l X, co)s 
• • 

sastavljen Od svih točaka Skupa S koje imaju i zajedničke pre_ike Sa X . 

i sve zajedničke potomke sa x. 
. ' 

Početni i završni komadi skupa s definiraiu se kao i kod potpuno 
/ 

uređenih· skupova; tako na pr. završan komad skupa S jest svaki skup 
X -~· S koji ima ·svojstva da · 

(16.1.6) · iz a E' X slijedi [a, oo)s .~ X. · · 
• 

. Tako na "pr. u skupu (P (N); .~) svih dijelova skupa N uređenom 
relacijom ,~ skup svih beskonačnih dijelova skupa N obrazuju završan 

- - . . ~ . 
komad. ·· 

U posljednje vrijeme izvjesni početni komadi djelimično uređenih 

skupova oblika -
(P(M); 2J 

igraju osobitu ulogu, to su t. zv. filtri skupa M. Precizirajmo! 

Definicija_ 16.1.2. ·(<filtar). '" 
Pod filtrom skupa M· razumijevamo svaki početni pravi komad 

djelimično uređena skupa (P (M); 2J, ukofiko presjek svakog konačnog 
dijela toga komada njemu opet pripada. 

Prema tome, nijedan filtar skupa M ne sadrži prazan. ·skup kao . 
svoj element, jer bi se inače filtar podudarao sa čitavim skupom P (M); 
ali svaki filtar sadrži M kao svoj element. 

• 

Priro.jer 16.1.2. Za svaki skup M,::> v, familija. {M} sastavljena od 
M kao svog jedinog elementa j~st odreden .filtar na skupu M. To je 
najgrublji filtar na skupu M. 1

) 

' ' ' . - -

Primjer 16.1.3. Komplementi konačnih skupova s obzirom na skUJp . 
N prirodnih brojeva obrazuju filtar skuPa N (frechetov filtar) koji 
dolazi u vezi s klasičnim ·limesom. 2) 

· 1) Ako su F1 .f2 d':a filtra·.na skupu M. pa ako je F1 ~ F2 , kaže se, da je filtar 
1'1 manje fin (manje jak 1h grublji) nego što je filtar F3• U općem slučaju, dva su filtra 
.neuporedlji1•a. · 

2) Car t a n o v a ideja pri uvođenju filtra i bila je da ·nađe· prikladan aparat za 
obrađivanje opće konvergencije Priiniietimo da je svaki filtar dtelimično uređen skup 
(i to s obzirom na relacijU :::> ako izričito ne kažemo drukčije). · 

• 
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§ 16.2 Poluuredeni skupovi. Reći ćemo da je djelimično uređeni 
skup (L, =,-~) uređen odozdo, (slijeva, sprijeda i sl.), spram <., ako 
ispunjava ovaj . . . · 1 . , 

Uslov račvanja s obzirom na <.. Za svaku točku skupa skup svih 
'njenih prethodnika čini potpuno. uređen dio zadana skupa. 1

) 

Lema 16.2.1. Da djelimično uređen skup .S ispuni uslov odvaja
nja nužno je• i dovoljno da za ma koja dva njegova neuporedljiva ele
menta x, y bude [x, oo)s (\ [y, oo)s = v. 

Analogno se definiraju odozgo uređeni skupovi, kao oni djelimično 
uređeni skupovi koji zadovoljavaju . 

Uslov račvanja s obzirom na >. Za svaki X~ s, skup (x, oo)s re 
potpuno uređen. 
--· Obostrano .uređen skup jest onaj koji je uređen odozdo j odozgo. 

Skup koji je iueđen odozdo ili odozgo ili oboje, zvat ćymo kraće 
polu-uređen skup. Ako ne istaknemo obrnuto, obično ćemo misliti pod 

. riječi "polu-uređen" pojam "uređen odozdo". 

§ 16.3. Razvrstani skupovi ili . rodoslovlJa. Reći· ćemo, da je skup 
(S; <l razvrstan ili da je rodoslovlje, a,ko je on djelimično uređen s 
obzirom na· relaciju < te ako ispunjava ovaj 

• • 

Uslov (D). Svaki potpuno uređeni dio skupa jest dobro uređen. 
. Zbog lakšeg izgovaranja na~~t ćemo razvrstano uređen skup 

svaki skup koji je razvrstan i uređen spram lijevo. . . 

· Primjer 16.2.1. Ako je S skup ljudskih bića rođenih tokom naše 
ere, pa, ako za njegove -čl,!lnove a, b relacija a < b znači da je ·b = a 
ili da b pripada po krvi direktnom potomstvu bića a, onda· je skup . . . 

(S; <.) isto kao i skup (S; >) razv.rstan. 

§ 16.4. Dva primjera. Vidjet ćemo, da se razvrstani.skupovi javljaju 
u vezi sa Cantorovim, a razvrstani poluredeni skupovi u vezi sa Susli
novim problemom o kontinuumu .. 

Navedimo naime dva slijedeća tipična primjera: 
' . ' 

Pr i m j er 16.4.1. ( superpozicija položaja). Nek su 
• 

(16.4.1) (S; <.1 ( i (S; <.2) 
. 

. dva uređenja (potpuna ili djelomična) Istoga skupa ~; ako nam tada 
za x, y E S relacija 

(16.4.2) X <(: y . 

ima da znači isto što i sistem relacije 

(16 4.3) X <:,; y, (i =J; 2) 
1) Odmah se vfdi daje uslov odvajanja ekvivalentan s ovim: .ma koja dva pret

hodnika jedne te iste točke skupa međusobno su uporedliiva t. J. nijedan element skupa 
nema neaporedljivih predaka. · 
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tada je skup S 
đenje (S; ~) 
(16.4.1). 1

) 

djelimično uređen spram < pa možemo reči da ure
nastaje slaganjem ( superpozicijom) zadanih · uređenja 

nastaje ovo parcijalno uređenje: 

. (16.4.4) 
2--+3-+4 
l . .J' 

' 

Tu se strjelica --+ čita "prethodi". ili slično. Neuporedljivi elementi' 
nisu niti direktno niti indirektno spojeni nikakvom crtom. 

' . . 
P.rimjer 16.4.2. (uređenje po po'četnoj podudarnosti uređenih 

• 

skupova). Ako je 

(16.4.5) .M 

ma kakva 'množina uređenih . (najčešće dobro uređenih) skupova, pa 
ako za A, B E M relacija 

• 

(16.4.6) A K B (čitaJ : A • 
početni komad od B) 

znači isto što i činjenica da je uređeni skup A početni komad • • • 

skupa B, 

{16.4. 7) 

dobivamo tim uređenjem poluuređeni skup 

(M; K). 

uređena 

Koliko je taj primjer karakterističan pokazuje · teorem 16.1.1 od' 
maloprije. 

~ ·~ . 
Prema njemu, ako je S ma kakav slijeva uređen skup, pa ako 

uredimo porodicu P K(S) svih(-=, a]s pomoću relacije<:":, nastali skuP' 
(P K (S); ~) je uređen slijeva i sličan sa zadanim skupom S. 

l) Naravno, da se ~nal~gno. definira superponiranje od ~oizvolino mnogo ure
đenja istog skupa. Kao sto ce bth dokazano na drugom mies-rn,......yaž'i i obrat: svaki 
djelimično uređen skup nastaje superponirqnjem izvjesnog broja potpunih uređenja toga 
skupa. · 
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§ 16.5. Operator w. Naročito je interesantan slučaj, kad pođemo 
kakva djelimično uredeQa skupa· S pa na način (16.4.6) uređujemo 
.. .mnozmu 

·(16.5.1) wS 

svih dobro uređenih skupova ~ S .. Tako 
den skup 

se dobije razvr·stan polu-ure-
. ' 

·(16.5 2) . ·(wS;IO 

koji je u najužoj vezi sa Suslinovim problemom. . . 

Tako na pr. za uređen skup {t < 2< 3 < 4}, možemo pripadnu · 
V• mnozmu 

•(16.5.3) ' (w{I<2<3<4};K.) 

,prikazati ovom shemom: 

~{4} 

• v 

-Sl. 16.5.1. 

• 

· § 16.6. Istaknute vrste skupova u zadanom parcijalno uređenom 
• 

skupu S = (S; -<). Pojedini djelimično uređeni skup (S; <) može biti .. . ' 

nosiocem raznih istaknutijih vrsta skupova kao:. uređenih, dobro ure-
denih, potpuno neuređenih) tj. bez neekvivalentnih uporedljivih elemenata; ,, . 
raz v rs tanih, poluuređenih, obostrano uređenih, razvrstano uređenih itd. 
O tome kako izučavanje tih pojedinih vrsta skupova izvađenih iz S 
može baciti svjetla 1 na sam skup S uvjerit. ćemo se u daljem izlaganju. 

' - < F -

Zgodno je već sada uvesti kratice: · 

•(16.6.1) ke S = sup kx, 
· · x~S · · 

.x prolazi pritom svima dobro uređenifu skupbvima .~ S; 

. (16.6.2) kd S = sup kx, 
cs· X_ 

x prolazi pritom svima protivno dobro uređenim skupovima ~ S 
kd (S; <) = ke (S; :;?-); 

t. j. 

• 
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(16.6.3) ks M = sup kx, 
. xCM. 

x prolazi svima potpuno neuređenim skupovima ;~ M; 

(16.6.4) 

o - • pn cemu x Ima 

b S = sup kx, 
xCS 

' biti obostrano uređenim' skupom 5;, S. . -
Indeksi e, d, s su početna slova riječi cresco (r,asti), 

(umanjivati se, padati) i Suslin. 
. l 

decresco· 

· § 16. 7. Struktura obostrano uređenih skupova. Broj b S. Rekli smo 
da je S obostrano uređen, ako je za svaki x E S uređen i skup - ' . " -

(-co, x)s i skup (x, co)s. Odatle neposredno -izlazi • . 

Lema 16.7.1. Da djelimično uređen skup S bude obostrano uređen, 
• 

nužno je i dovoljno, da za svaki x E S skup svih točaka uporedljivih 
sax bude potpuno-uređen. . 

Lema 16.7.2. Da djelimično uređen skup bude obostrano uređen, 

nužno je i dovoljno da relacija uporedljivosti bude tranzitivna. 
Prema tome, da skup S bude obostrano uređen, treba a i dosta 

je da za x, y E· S skupovi (-co, x, co)s, (-oo, y, co )s, budu ili identični 
ili disjunktni. 

• 

Na taj. način, svaki obostrano uređen skup sastavljen je od odre-
' . dene porodice P uređenih skupova koji teku tako reči pararelno jedni 

prema drugima, jer nijedan od tih uređenih skupova ne sadrži točke 
koja bi bila uporedljiva · s kojim elementom bilo kojeg drugog člana 
porodice P. 

' 

Teorem 16:7.1. Ako je S bilo koji djelimično uređen skup, su
premum 

(16.7.1) '. b (S) 

k.ardinalnih brojeva obostrano uređenih skupova .~ S podudara se sa 
supremo m_ 

(16. 7.2) bt (S) 

kardinalnih brojeva skupova .~ S koji su bilo potpuno uređeni bilo 
potpuno neuređeni. . 

. . 
Kako je svaki potpuno· uređeni odn. svaki potpuno neuređeni skup 

obostrano uređen, svakako je b (S) >-- bt (S). 
No kada bi . bilo ·, 

(16.U) 
o 

to bi značilo, da postoji obostrano uređen skup F .~ S .sa svojstvom 
• 

(16.7.4) k F > b1 s. 
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No, kako je F obostrano uređen, sastoji se -on bd izvjesne poro;.. 
dice P neuporedljivih potpuno uređenih skupova; zato je 

k F < k P·sup k {-oo,a, oo)F < ksF. sup k (-=,a, co)F < 
aeF aeF 

<;: SU{J (ksF, SU{J k(-=, a,=)F) <;: b1 S dakle 
a•F . 

/ . 
k F ""'· b1 S. 

što je u pr.otivnosti sa (16.7.4). 

§ 16.8. Z A D A Cl. . . . 
l 

§ 16.8.1. Promatraj skup S sastavljen od svih linearnih prostora.,~ Ca 1
) pa 

ga uredi re lacijom .e.. Ako je x E Ca, odredi skup R..o (x, =)s 
. svih njegovih neposrednih sljedbenika.· 

§ 16.8.2. Skup {1, 2, 3. 4, 5, 6} djelimično uredi ovako: 
1 

. lJ 

dokaži da je taj skup trodimenzionalan. 2) Uvjeri se, da je taj 
skup sličan sa skupom · ( (3)) koji je· sastavljen od v, vrhova 
i stranica trokuta, te samog .trokuta, \a uređenim relacijom 5;. 
Generaliziraj ! . / 

§ 16.8.3. Promatraj koje pravilno tijelo t i pripadajući djelimično ure
đeni skup iz zad. 11.6.8; odredi dimenziju toga skupa. 

. . 

§ 16.8.4. (Tri vrste produkta dvaj)J. uređenih skupova). Kombinirani pro-
dukt A X B uređenih skupova A, B možemo urediti tako da 
za njegove elemente / = U1, f2), g = (gl, g2) relacija f <g ima 

- ' , -
da znači: 

• 

I. ft<;:g;, (i E {l, 2}) (glavni ili kardinalni produkt). 
IL f1 =g;, (i E {l, 2}, ili f; <g; (i E {L 2}) (čisti proj:lukt). 

III. (leksikografsko uređivanje) fl< g1. ili pak !1 =gl sa f2 <g:~ 
(redni ili ordinalni produkt). Konkretiziraj A = B = linearni 
kontinuum e. . 

§ 16.8.5. Definira] glavni i čisti produkt koje god obitelji uređenih sku
pova f (x), (x E S). 

----
1) Prostor je linearan, ako on sadrži čitav pravac čim sadrži dvije njegove. 

različite točke. · · .. 
2 ) Oimenziia djelimično uređena skupa (S;'<) jest ln fin um kardinalni h brojeva 

k F, pri čemu P označuje' iamiliiu potpunih uređenja skupa S tako da se njihovom 
superpoziciJom dobije baš uređenje (S; <l· .. 
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P.r o b I e m 16.8.1. Ako je p polij ed ar, neka [f] 'znai';i skup sastavljen 
od prazna skupa, vrhova, bridova, strana polijedra f 
te od samog polijedra P; odredi kardinalni broj; 

sup dim ([P]; C"); 
p 

tu je dim kratjca za dimenziju; 
skupom svih pplijedara ·~ Ca. 

naravno P prolazi 
• 

• 

§ 17. RAZVRSTANI SKUPOVI ILI RODOSLOVLJA. . . 

' . . 
Kratkoće radi, ubuduće će nam, ako izričito ne kažemo drul&ije 

(17.1) W odn. T 
• 

<>zmtčivati bilo koji raznovrstan odn. razvrstano uređen (= razvrstan 
poluuređeri) skup. Prema tome svaki T je neki specijalan W. · · 

' 
-§ 17.1. Početni sloj (operator R.o). Neka je S bilo kakav djelimično 
uređen skup. Ako je 
-(17.1.1) . x-E S i · (-co,.x)s .. v, 

cveli se, da je x početni (inicijalni) element skupa S . 
. 

• Ako· je S razvrstan, tada je egzistencija početnih elemenata oči--
gledna. Jer, ako je a E S, onda, ili je a početna točka ili ispred a ima 
bar jedna točka recimo iz1; ponavljajući isti zaključak;dobili hi a2 < a1 

pa. možda aa < a2;. no proces se nakon konačno mnogo koračaja mora 
• • • > 

. svršiti, jer bi u obrnutom slučaju dobili beskonačnu regresiju a > al > 
> a2 ... > an > an+I > ... što je nemoguće, jer ona kao. uređen dio 
$kupa S morala bi imati poč.etnu točku. 

-- ' 

Skup svih početnih točaka skupa S zvat ćemo početnim slojem 
- . - ' . - ' - l 

{vrstom, grupom, kategorijom} skupa S, a označivat ćemo ga sa 

. (17.1.2) R. S ili R.J S odn. R. (S) ili R.o (S). -_,. 

Ako je skup S prazan ili ako S nema nijednog početnog elementa, 
stavit ćemo R. S = v. • 

Lema 17.1.1. Početni sloj R.oS je posve neuređen.dio skupa S. 
Početni sloj ima naročitu u!qgu kod razvrstanih skupova (skupova 

·w). i odgovara početnom elementu dobro uređenih skupova .. 
• 

T e or e m 17.1.1. Početni sloj R W •razurstana puna skupa W oka-
rakterisan je kao onaj dio X skupa W koji je sastavljen od sve samih 
neupor.edljivih elemenata i za koji Je 

- . ' . . - . 

{17. 1.3) ·· V [x, + oo)w = .W. · 
:XEX • ~ - · -
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. 

Prema tome, .W je izvjestan maksimalan potpuno neuređen 1) dio 
• 

skupa W. 
Dokažimo najprije, da iz relacije ( 17.1.3) slijedi X.~ RW t. j. da • • • 

je svaki x E X početni element skupa W. U obrnutom slučaju postojao . . . 
bi izvjestan x E X tako -da bude 

(17.1.4) • · x' < x. x' E W; 
• 

naravno, x'· ne može ležati u X, jer je X posve neuređen. A sa druge· . 
strane relacija (17.1.3) i x' E W znači, da ima bar jedan x" E X, tako 
bude x"-< x'. A to, zajedno sa (17.1.4) značilo bi, da je x" <X t. j, da 
su x, x" dvije nejednake uporedliive točke skupa X, protivno lemi 
17.}.1. U drqgu ru~u, Ro W ~ X. Jer, za svaki X E: RW postoji, prema . 
( 17.1.3) bar jedan x0 E X, tako da bude Xa -< x: no kako je x početna 
točka, slijedi odatle xo = x dakle ·x E X. 

Korolar 17.1.1. 
• 

( 17.1.4) V [x, ~)w = W, (x E RW). 
• X 

Shematsko predočivanje početnog sloja RW. 
• 

Shematski možemo RW predočiti izvjr;snim skupom točaka na. 
izvjesnom okomitom pravcu fJo, Točke skupa W".RW zamišlja t ćemo 
shematski, da su smještene desno od pravca Po (isp. sl. 16.5.1, zad. 
16.8.4 i sliku 17.2.1). . . . 

· Naravno, da nas ništa ne. spriječava, pa da početni sloj zamišljamo· 
i horizontalno, a preostali dio ispod njega (tako na pr. radi O. B ir k h off) . 

• 

· § 172. Slojevi (vrste) djelimično uređena skupa S. njegov rang 
y S l jezgra J S (operatori y i j). 

Imamo slijedeću osnovnu rekurziju: 

(17.2.1) RoS=RS 1 
~ 

(17 2.2) R· S = Ro (S". v. R~ S) za svaki redni broj a> O. 
~<· 

• 

Na osnovu transfinitne indukcije definiran je i potpuno određen 
R· S za svaki· redni· broj a. Naravno,· kako je S zad3.n skup (a ne na 
pr. nikak~:~ v hiper-skiw), postoji bar jedan a tako da bude RaS = va-

, 

cuum = v .. Neka 

( 17.2.3) rS "odn. y (S) 
. 

označuje prvi redni broj za kojega to važi. Prema tome, 

(17.2.4) R. S :::> v za a < Y S i 

( 17.2.5) R-,s S = v. · 
·1) Potpuno neuređen ili kraće neureden značit će parcijalno uređen skup bez ne

ekvivalentnih uporedljivih elemenata t. j. svi njegovi elementi međusobno su neupo
redljivi, čim medu sobom nisu ekvivalentni. 
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Potpuno određeni redni broj Y S zove se rang ili visina uređena 
skupa S i igra vrlo važnu ulogu· 

Skupoyj 
' 

(17.2.6) R.o S, R., S, .... R.a S, , ... , (a < "S)' 

zovu se slojevi (vrste) skupa S i to po redu sloj O ili početnL.sloj, sloj~ 
. ' -

.l, ... sloj a, ... Za prazni skup v stavlja· se y v = O. 
Skup ·· · 

17.2.7) ]S. S'-.VR.aS, (a<yS) 
a ~ . . ' ' . 

potpuno je određen tl i o zadana skupa S; zove se jezgra skupa S., 

Lema 17.2.1. Jezgra skuna S iesj njegov najveći dio bez ijednog . -
početnog elementa. jednakost 

(17.2.8) J S= V· 

je karakteristična za razvrstane skupove. 
Shematski, možemo svaki sloj R.o. S 

točkama okomita pravca P•; pritom za 
treba skicirati· pravac Pa lijevo od Tip pa 

skupa S 
a<~ 
svaki . 

par 
• • a E R,. S, b E RiJ S 

za koje je a ispred b spojiti direktno ili indi
rektno strjelicama oĆI a prema b; strjelice mogu 
biti i svinute. Neuporedljive točke nisu povezane 
nikakvim strjelicama. Sama jezgra J S se skicira 
desno od svih pravaca pa. 

Nas će osobito za.nimati slučaj skupova W 
(razvrsta-ni skupovi ili' rodoslovlja), jer jenjihova 
jezgra prazan skup. - . 

_, 

predočiti izvjesnim, 
. •·· 

-:..... . .. 
• • 

• • . 
' ' ' ' ''\ \ • ' • ' ' 

. . •) 
' ' • ' • • ' • • • • 

' ' < • • • • • • • 

Po p p, • 

Sl. 17.2.1. 
Shematski' prikaz 
razvrstana skupa 

l 

Pr i m j er 17.2.1. Neka je R. uređen skup svih racionalnih brojeva, a 

(!7.2.9) rl ' '2 1 • • • r n ' • . o 
' 

ma koja njegova numeracija. Označimo sa 

(17.2.10) (R.; Q) 
. 

skup R. djelimično uređen relacijom Q, pri čemu x Q y znači isto. što j' 
činjenica da je x < y u R. te da je u nizu (17.2.9) x ispred y. 

' . ' 

Očito, skup (R.; Q) je djelimično uređen pa . čak i razvrstan: Na-. . . 

ravno R.o (R., Q) je sastavljen iz r1, zatim iz prvog broja nadesno u (17.2.9) 
a nalijevo u R. pa" od slijedećeg nadesno u (17.2.9), a nalijevo u R i t. d .. 
Prema tome, sloj R.o (R.; Q) je sastavljen od jedne regresije skupa racio
nalnih brojeva. 

Ako je x E R.o (R., e), onda u R.1 (R; Q) ulazi prvi element koi i je 
u (17.2.9) desno od x a u R lijevo' od x, pa prvi 'element koji je u · · 
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(17.2.9) nadesno od prethodnog elementa a u R nalijevo od. njega itd. 
Slično važi i za slijedeće slojeve R~, Rs, ... Vidi se odmah, da je · 

• 
Y(R,Q) =Wo. 

· § 17.3. Glavna svojstva slojeva. Rang-funkcija. 
Tteba se dobro saživiti sa sadržinom slijedećih 12 lema. One po

"kazuju koliko je pojam razvrstanih skupova prirodan. 

L e m a 17.3.1. Za svaki razvrstan skup W njegov rang y W je 
potpuno odreden redni broj. Za s.vaki a < Y W, sloj Ra W je jednozna
čno odreden posve neuređen dio razvrstana skupa W; važe ove relacije: 

(17.3.1) 

(17.3.2) 

(17.3.3) 

V Ru W = W, (a <YW); 
" 

V Re W ( W, (s < a, za svak·i a < y W) ; 
E 

V [x, co)w = V RE W, ·(a < s < Y W). · 
xeR W - E a ,. 

, Lema 17.3.2. Ako jea<P<YW, onda sit slojevi RaW,R.eW 
bez ijedne .zajedničke točke. 

L e m a 17.3.3. Svakoj točki x E W pripada jedan jedini broj t. zv. 
rang elementa x u skupu ·W, simbolički 

(17.3.4) y x.\ odn. y (x) odn. Y (x; W) 

tako da bude 

(17.3.5) - X E R'Y(x; Wl (W); 
-----. . -, 

prema tome, Y (x; W) je redni broj sloja u kojem leži element x. 
Uvođenje broja y x znatno olakšava izlagan~ materije. · . ' -
Lema 17.3.4. y(x; W) = y(--co, x)w, (x E W). 

L e m a 17.3.5. Ako je x < y onda je Y (x) < y(y); ako je y (x) < 
< y (y) onda ne može biti y ispred x. 

Definicija: funkcija 
y·(x; W), (x E W) 

zove se _rang-funkcija skupa w; ori a preslikava na uzlazan naein skup 
W na čitav skup (-oo, y W)o rednih brojeva < y W. -

. . ' - . 
L e m a 17.3.6. Svaki element X svakog sloja ima u svakom pret-

hodnom sloju bar jednog pretka; simbolički: · 
• 

(17.3.6) (-=, x)w t\ R<W :::>v. (s< y (x; W~). 
. . ' 

L em a 17.3. 7. Za svaki razvrstano uređeni skup T, skup (17 3.6) 
je za svaki ·!; < y {x; T) jednočlan. Za svaki x E T, dobro uređeni skup 
. - . -

(-co, xh kao redni broj jest= y (x; T). -
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L e' m a J 7.3.8. Za opći razvrstani skup W ne mora za svaki x E W 
skup (-co, x)w ' 

. ' . 

sadržavati dobro uređenih skupova rednog broja y (x; W). To pokazuje 

Pr i mj er 17.3.1. Neka je W skup sastavljen od 1/2 i svih slogova 

(n, n+ l, ... n+ k), (k =O, l, 2, ... n -l, n E N); 
• 

dok ove međusobno uređujemo po početnom podudaranju, smatrat ćemo 
J /2 kao posljednji element u W. Naravno Y W = w -t L ma da je svaki 
uređen dio konačan; specijalno Y (1/2; W) = w, ma da ·u skupu svih 
elemenata ispred 1/2 nema nikakve beskonačne progresije. . 

• 

L e m a 17.3.9. ( invarijantnost slojnosti). Ako je M bilo kakva mno- · 
žina slojeva skupa W, ·onda je unija 

(17.3.7) Mo= V X, (X~ M) 

određen razvrstan podskup skupa W, a množina njegovih slojeva po
dudara se sa zadanom množinom M. 

·Svaki sloj skupa Mo je izvjestan sloj zadana skupa W. 
Ako je x, y E Mo, tada: 

iz y (x; Mo' = y (y; Moi slij'edi Y (x; W) = Y (y; W) i obrnuto; 
iz y (x; Mo) < y (y ; Mo) slijedi Y (x; W) < Y (y; W) i obrnuto. 

Zanimljivu pravilnost u razvrstanim skupovima imamo u sadržini 
QVe: 

' Leme 17.3.10. (Invarijantnost 
M .~ W, tada za svaki 

ranga nekojih 
''? . 

elemenata). Ako je 

(17.3.8) 
vo vazi 

(17.3.9) 

! 

a E W"- V (x, oo)w 1
) 

x<<\1 

y(a; W) = y(a; W '-.V (x,co)w). 
x•M 

Stvarno, Pitanje ranga što ga neki element a ima u nekom skupu -
je stvar koja je posve određet\a množinom svih elemenata toga skupa 
koji su <a. No, iz relacije (17.3 .. 8) proizlazi, da a nema nijednog pretka· 
u skupu M pa dakle niti u skupu V (x, oo)w, a to znači, da je skup 

· xeM . ' 

predaka elementa a isti i u skupu· w r u skupu w " v (x, oo)w; odatle 
- X l M 

prema lemi 17.3.4. izlazi relacija (17.3.9) . 
• 

L e m a 17.3.11. Ako je a+ l < Y T, tada je 

(17.3.10) Ra+J T = V ko (:Je, uch , (X E Ra. T) .. ' . . 
X 

. - . 

t. j. svaki sloj. prve. vrste sastavljen je jedino od ueposrednih potomaka 
' . 

elemenata iz prethodnog sloja. · 
' 

1) Sjeti se da A'-. B zn~či ono što iz A nastane kad se ukloni (izbriše) s. 

KUREPA: Te-orija skupova 14 

• 
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• 

. za opće rodoslovlje W ta lema ne vrijedi, ·kao što to pokazuje 

Pr i mj er 17.3.2. Neka je W skup {l, 2, 3, 4} ovako razvrstan: 

' 

1 
• 

• ~,--~)o ·-__,..;, • 

2 3 tf 
• 

> 

Tu je RoW ={l, 2} 

R1W = {3} 
• 

. pa dakle neposredni potomak 4, elementa l E Ro W ne leži u R1 W nego 

. u J\2 w. 
Lema 17.3.12. Ako su a, b dvije uporedljive točke razvrstano ure

l1ena skupa T, tada svakom eventualnom rednom broju ~ smještenom 
" 

između rangova 
y (a; T) i y (b; T) 

odgovara jedna (i samo jedna) točka x E T 
i sa b i za koi a J e 

koja je uporedljiva i sa a 

y (x ; T) -· !; . • 

Za opći razvrstani skup W, kma 17.3.12. ne važi kao što to pri
Kazuje prethodni primjer 17.3.2, u kojemu je · ' 

Y(l;W)=O, Y(4;W)=2, 
. 

a međutim nema nijedne točke skupa W koja bi bila ranga l i upo-
redljiva sa l i 4, ma da su 'l'i 4 uporedljivi. . 

' . Prije no što se nismo posve sprijateljtli sa sadrži nom 'gornjih 12 
rema nije .uputno prelaziti na čitanje §-a o Suslinovom i 0antorovom 

- . - . . .. 
problemu. Skrećemo pažnju na to, da nam gornje Ie111e pokazuju koliko 
je struktura razvrstano uređenih skupova prostija od strukture općih 
razvrstanih skupova. · 

' § 17.lt ZADA\CI. 

§ 17.4.1. Ako je S. skup svih točaka, pra vaca i ravnina' u prostoru, 
dokaži· da se za svaku točku T odn. pravac p skup 

• • 

Ro (T, =)(s;(;> odn. Ro (p; =)<s;~> 
• 

podudara sa snopom pravaca kroz T odnosno sveskom ravnina • • • 

. . kroz p. · · 
l • .. . 

§ 17.4.2 .. Da li je skup S razvrstan? Odredi mu slojeve i rang . 

§ 
• 

17.4.3. ·Odredi slojeve, rang i jezgru djelimično uređena skupa ~to 
nastaje superpozicijom ovih permutacija (potpunih uređenja): 
a) l 2 3 4, ,{ 3 l 2 b) I 2 3 4, 4 3 2 1 e) 2 3 4 ·7 9. 

7 4 3 9 2, . 3 2 7 9 4. < 
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= 
§ 17.4.4. N e p er o v e raz v o j e 

brojevi sa svojstvom 
D e n j o y upotrebljava 
ovako: 

t. . d ~ an k . .. J' 
. J. re ove n~J nl, u OJem su an CIJe 1, 

O< a. <n, (n E N) (dakle i e a1 =O) - . 
da skup N permutira (uredi) po redu 

§ 17.4.5. 
\ 

Prvi način. Uzme se broj O koji će doći ispred čitavog N; 
zatim se broj l stavi iza a1 t. j. l E Ro (al, co){o, l}; za svaki. 

n E N u već uređeni skup {0, l, ... n-1} metne se i broj n 
tako da bude n E Ro(an,c-o){o,l,2, ... n}; 

• 
Drugi način. lnduktivno se skup N ureduje tako· da bude 

· y (n; {l, 2, .. , n})= an (isp. 17.3.5). _ 
Pomoću Neperova razvoja 

. . =n 3 ~ -
n~3 n l 

preuredi na jedan i drugi način skup N; da li su dobivene 
permutacije (uređenja) slične? 

. ' 

Promatraj skup {T;-<) konačnih. slogova prirodnih brojeva 
uređenih po početnoj podudarnosti- t. j. za slogove A i B zna

. čit će A <B, da je slog A podudaran s početnim komadom 
• 

sloga B; odredi slojeve, rang i jezgro skupova 

(T; <;) i (T; 3-) . 
• 

·' . 

§ 17.4.6. Jedinični segment [0, 1] razdijeli na 2" jednakih segmenata 
(n E N); promatraj obitelj' P • . svih tih segmenata. Ako je P 

' 
porodica svih segmenata što se tako dobije kad .n prođe sku- · 
pom N, promatraj skup (P; .~l Dokaži da je to razvrstano 
uređen skup ranga .w i da je sloj. Rn (P:~) sastavljen od 

. zn+I jednakih Segmenata. . 

§ 17.4.7. Za svaki skup S vrijedi 

y (P( S); ,~) = kS ili w, 

već prema tome, da li je S konačan . (odn. v)' ili beskonačan.· 

§ 17.4.8. Odredi slojeve, rang i jezgru skupova 

(P(S);,~), (P(S); 2) 
za bilo koji skup S. 
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§ 18. SUSLINOV PROBLEM. 

§ 18.1. Biološki primier razvrstano uređenih skupova i njegova 
matematička formulacija. ·znamo, da u prirodi ima organizama, (razni 
mikrobi) koji potomstvo daju na taj način, da se svako od tih !:Jića 

razdijeli na 2 ili više dijelova,· a ovi dalJe samostalno _svaki· za sebe 
nastavljaJu da se množe ·na isti način. Shematski možemo potomstvo 
jednog takvog mikroba prikazati ovako: (v. sl 18.1.1). 

• 

.. 
prva eneraCJfa 

Vidi se, da zadani mikrob i 
njegovo potomstvo čine razvrstano 
uređen skup s obzirom na relaciju 
< kod koje a < b znači da je ili a 
identičan sa b, ili· da je a predak 
od b odnosno b potomak od a (na
ravno ne misli se jedino neposre
dni predak (otac) odn. neposredni 
potomak (sin)). Zadani individuum· 

l _ sačinjava početni sloj; sloj l je 
. . . sastavljen od 3 bića, sloj 2 od 32 

druqa generacija bića, sloj n od 3" bića za svaki pri-
SL 18.1.1 rodni broj n. Međutim, matemati-

Iz svakog otnikroba nastaju čki možemo taj proces zamisliti i za 
po tri nova mikroba _ sloj m i uopće za svaki rang a, pa 

bio a konačan ili ne bio. Psiholo
ški, možemo rang mo i generqciju t,ransfinitnog reda .mo predočiti na pr. 
ovako: u jednu ruku, razmnažanje indi vidua o kojima je riječ vrši se 
fantastično brzo, -tako· da se generacije nižu na generacije vrlo brzo: 
svakih 20' nova generacija dakle u godini dana preko 25:000 genera
cija. U drugu ruku, ti su individui proste građe i vrlo otporni. R~cimo, 
da se desi katastrofa kod koje viši organizmi (kao čovjek i dr.) izumru; 
dok naprotiv, organizmi o kojima je riječ ne izumru svi. Jedna· takva· 

' ' ' ' 

,katastrofa može se s obzirom na nizanje generacija g-ornjih vrsta indi-
viduuma nazvati transfinitnom i reći da preživjeli organizmi sačinja
vaju generaciju reda mo. Dalja generacija gw+J nastaje diobom individua 
iz. prethodne 'generacije g., i t. d. i ,t. d. · 

• 

Postavlja se ovai problem: 
-

Ako promatramo slučaj, da kod svake katastrofe nastrada jedan 
jedini mikrob, može li se zamisliti i takovo odabiranje toga mikr.oba 
da potomstvo zadanog početnog mikroba bude opstojalo. u svakoj gene-

. 4 

raciji ranga < w1 (m1 je prvi neprebrojivi transfinitni. redrii broj) pa 1 

u slučaju kad generacija reda ml sigurno ne bude postojala? 
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• 
§ 18.1.1. Matematička iormuhiciia gornjeg biološkog problema •. 

-
Precizno, matematički problem se postav li a ovako: Ako je T bilo 

o . 

koji poluuređen razvrstan skup 1) sa svojstvom, da je 

(18.i.l.l) · · · Y (-co, a, oo h = .W1, (a E T) 2) 

(18.1.1.2) k Ro (a, co)T > 2, (a E T) 3
), 

' može li se iz svakog sloja druge vrste Rwa., (a < wr) odabrati po jedan 
član 

(18.1.1.3). awa E Rwa T, (a < .ror) 

tako. da izabrani članovi čine posve neuređen skztp ,<::.. T t. j. da •• nl] e 

(18.1.1.4) niti aw.< awp niti aw.> awp, (a<~< rol)? 

Teški slučaj u rješavanju toga problema jest onaj kad je svaki 
sloj i svaki uređeni dio skupa T najviše prebroji v. Da se .. taj slučaj 
može efektivno pojaviti, pokazao je prvi N. Aronszajn (v. teorern . -
18.4.1). Ali ako u T postoji realna čisto.uzlazna funkcija, onda se može 
dokazati da funkcija t. j. odabiranje (18:1.1.3) sa. svojstvom (181.1.4) · 
postoji (teorem 23.3.1). 

Inače pitanje o egzistenciji funkcije (18.1.1.3) ekvivalentno je sa 
. Suslinovim problemom koji pita da li gust' potpuno uređen skup u ko
jem nema neprebrojivo mnogo disjunktnih inter~ala nužno ima jednu 
svoju realizaciju unutar linearnog kontinuuma. · 

· Iz usmenog razgovora s neldm ljudima koji su se bavili S usli novim 
problemom razabrao sam da su oni. mišljenja da je odgovor na Susli
nov problem negativan; drugi su se u tom ·smislu i pismeno izrazili. 

Koliko god čovjek mora biti oprezan kod donošenja zaključaka 

kad se' radi o beskonačnom, ja sam bio od prvog početka sklon mi
šljenJu,· da je odgovor na Suslinov problem pozitivan, imajući baš u 

''· ... 

vidu, da je taj problem ekvivalentan. s mogućnosti odabiranja iz svake 
generacije druge vrste po jednog individuuma tako da o.dabrani indi-

1 

vidui ne budu u direktnom srodstvu. Upućujući čitaoca kojega ta pitanja 
zanimaju na originalne članke, mi ćemo sada dokazati jedan teo.rem 
koji ukazuje na organsku vezu izmecl'u uređenih skupova i Suslinova 
problema s jedne strane i. razvrstanih poluuređenih skupova sa druge 
strane. 

§ 18.1.2. Osnovni teorem. 18. 1.2.1. Da odgovor na Suslinov pro-. - . 

blem ·bude pozitivan, nužno je i dovoljno, da za svaki razvr!itano uređen 
skup T iz 

1) t. j. ako skup (....:.oo, a)T predaka svakog aa T čini dobro uređen skup. 
2} (-oo, a. =li odn. [a]T je skup svih točaka iz T koje su ili <a ili >a. 
3) /?.o(a, co)T je skup neposrednih potomaka elementa a. 



214 § 18.1.2-§ 18.2.l 

{18.1.2.1)• 

.f>liiedi 

(18.1.2.2) 
• 

§ 18.2. Uslov teorema 18.1.2.1 je dovoljan .. Valja dakle dokazati 
·ovo: ako iz (18.1.2.1) nužno slijedi (18.1.2.2t onda svaki potpuno ure-

• 
deni gusti skup • 

(18.2.1) s 
s najviše prebrojivo mnogo disjunktnih intervala, sličan je s izvjesnim 

' . 
skupom realnih brojeva.· 

§ 18.2.1. Prelamanle skupa S • Skup T. Najprije je jasno, da nio-
. ' - . 

žemo suponirati da S ima i početni i posUednji element i da ne poka-
zuje praz,nina; tada je dovoljno uređeni skup 

(18.2.1.1) s • • 
• 

podvrći procesu pn;lamanja, onako kako smo 
Neka je dakle za svaki segment s.~ S: 

radili u· § 13.2 i § 15.1.4. 

(18.2.1.2) cp (s), (s ,~ S) 
•• ' 

skup sastavljen od dva :;;egmenta koji imaju jednu unutrašnju točku 
segmenta s zajedno, a ispunjavaju segment s. Definirajmo množine 

• 

(18.2.1.3) 

na ovaj način: 
Označimo sa To množinu. kojoj je zadan skup S jedini element. 

Neka je a > O pa neka su množine 
• 

(18.2.14) Te, (~ <a) 
l 

definirane tako, da su ispunjeni ovi uslovi: 

I. Za svaki ~ < a množina Te je sastavijena od segmenata skupa 
S među kojima može biti i točaka skupa S. 

Il. Množina 

(18.2.1.5) . 

- . 

T" = V Te, (~ < a) 
. ' 

je s obzirom 
jednakost 
(18.2.1.6). 

na . relaciju in~luzije 2 razvrstano uređena i . ispunjava 
• .-

-- -· 

• 
• • 

1) Podsjetimo se da k T znači kardinalni "broj (potencliu) od T, a • • • 

b T ~ sup k X, (X~ T) 
~x . -

i pritom je X obostrano uređen t. j. ima svojstvo da za svaki a e X skup svih točaka 
· iz X uporedliivih sa a je'st uređen. -· 

• 
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. Definirajmo množinu T.: 
Ako je a prve vrste, stavit ćemo 

(18.2.1.7) "T.= V q>(s); (s E Ta-J, ks> l); 
s 

ako je a druge vrste, tada će T. označivati sistem svih skupova oblika 

{18.2.1.8) A A , (AE E T~) · za koje je 

' 
(18.2.1.9) ' 

Prvi broj a za koji je T. ,- v označit ćemo sa 

(18.2.1.10) 

pa ćemo st a \•iti 

(18.2.1.11) 

• 

. Y T 

T= V T~, (~ < y T). 
~ 

§ .18.2.2. 

(18.2.2 l) 

Sistem 'lj! T segmenata iz S. Označimo li za svaki M.~ T sa 
• 'lj! M 

skup svih X E M za koje je k X > l, vidi se, da je 'V M određen sistem 
segmenata uređena skupa S i da je taj sistem 'lj! M s obzirom na rela
ciju ~ razvrstano ure_đen, pri čemu za ma koja dva elementa X, X' iz 
'lj! M za koje nije niti X .~ X' niti X' ~ )( važi da su X, X' dva segmenta 
skupa :S koji imaju najviše jednu točku zajedničku. Specijalno je 

{18.2.2.2) 1 'lj! T 
• 

određen sistem segmenata ~ S i odmah· se vidi i vo redu dokaZuju 
• • v. • . 

{)V e cm] em ce: . 
' 

§ 18'.2.2.1. R· (<V T) = 'V T • za svaki a < Y ('lj! T); specijalno 

R•+I ('\j!T) = Ta+I za svaki a < Y ('lj! T), jer Ta+I 

nastaje prei<rmanjem svih elemenata-iz 'lj!T.·. 
Pr~ma tome među elementima skupa T kojima je 

prve vrste nema jednočlanih, skupova. 

§ 18.2.2.2. Za ma koji a < y T, uni/a 

V X, (X E 'lj!T.) 
X 

rang redni broj 
' 

sastavljena je od zadana uređena skupa S iz kojeg su odstranjeni svi 
jednočlani elementi skupa T koji u T imaju rang < a. • 

-

' 

§ 18.2.2.3. Za svaku točku x E S postoji posve određen broj 
• 

y (x) =y (x; T) • 
- ' - --

tako da točka x leži u miJožini T-rr•J kao njen jednočlan element (sjeti 
se da su elementi množina T, segmenti skupa S, koji se mogu svesti 
i na ooiedine točke skupa S). 
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§ 18:2.2.4. pinačimo .li za svaki 

·. a < y (x) sa Sa (x) 
. 

uniju onih (najviše dvaju) segmenata iz Ta kojima je x element, tada je 

(\ · Sa (x) = (x). 
• <'Yi xl 

§ 18.2.2 S. Zato je skup svih krajnjih točaka 
'lj! T gust po skupu S. 

segmenata iz sistema 
-

§.. 18.2.2.6. Kako· ovih krajeva ima > k'lj!T, a < 2k'lj!T ='lj! T, to 
znači da zadani skup S sadrži jedan podskup potencije k'lj!T koji je 
svuda gust. 

§ 18.2.2.7. Očito je 
ke ('lj! T) < ~o 

• 

što je drukčije izražena činjenica .da je svaki striktno (čisto) silazni 
niz (transfinltni ili konačni) segmenata iz S najviše prebrojiv. 

l . ,,, 

§ 18.2.2.8. Isto tako 

jer je svaki striktno (čisto) uzlazni niz segmenata .~ S najviše pr~brojiv. 
' 

§ 182.2.9. Konačno je 
• 

ks ('lj! T)< ~o 

jer je to simbolički izražena činjenica, da je najviše prebrojiv bilo koji 
sistem segmenata .~ S· koji dva po dva imaju najviše jednu točku 
zajedničku. 

§ 18.2.2.10. Ukratko,· iz §§ 18.2.2.7.-18.2.2.9. razabiremo,. da u 
razvrstano uređenom skupu 'lj! T imamo ·· 

. \ ' 

b'lj!T <~o. 
' 

A kako, prema hipotezi, iz (18.1.2.1) slijedi (18.1.?.2), to u. našem 
slučaju znači, da je · 

' k 'lj! T< ~o. 

. A to, zajedno sa svojstvom iz § 18.2.2.6. kaže, da skup 'S sadrži 
konačan ili prebrojiv dio koji je svuda gust. . 

Kako je skup S i neprekidan, sličan je on po Cantorovu teoremu 
11.4.1 s jednim linearnim skupom. Dakle zaista, ako iz b T< ~o slijedi 
k T < ~o, onda je odgovor na Suslinov ·problem -pozitivan . 

• 

§ 18.3. Uslov teorema 18.1.2.1 je nuždan: ako. je odgovor na Su
slinav problem pozitivan Aada za svaki poluuređen skup T iz 

(18.3.1) 

(18.3.2) 

b T < ~o slijedi . 

k T<~, 
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Naravno iz, bT < ~o slijedi 

(18.3.3) Y T < wt, 
~· 

jer u obrnutom slučaju, bilo bi Y T > .wt, ··dakle bi specijalno postojao· 
bar jedan element a E Rw, T, što je nemoguće, jer bi pripadni skup 

o 

(-co, a)T 

bio dobro uređen i neprebrojiv,, dakle bi bilo 
b T > ~o, protivno pretpostavci (18.3.1) .. 

Nadalje je 
• kRaT<:- ~o, (a< yT) 

a tim više: 

. jer je svaki od skupova RaT posve neuređen i dakle 

• 

kRaT< ksT < bT <NJ, 
Ako dokažemo, da u (18.3.3) važi znak <, naš je cilj postignut~ 

Jer bi bilo 
T= VRaT, (a< yT < .w1),. 

a 

odakle, jer su slojevi dis]unktni 

k T = . ~ k Ra T < k,y T· sup k Ra T < ~o· ~o = ~o 
a<~T a 

odakle bi zaista važilo (18.3.2). · 
.. Ali, uz hipotezu, da je odgovor na Suslinov problem afirmativan,. 

relacija (18.3.3) mora glasiti Y T < wt, jer će nam obrnuta pretpostavka 

yT =W1, ma da je bT<:-~o. 

dati. mogućnost da odgovorimo negativno na Suslinovo pitanje. Dokaz. 
je podugačak. 

' 

§ 18.3.1. Obrnuta pretpostavka. Skup T1 • Pretpostavimo, napro-
ti\,;, da postoji razvrstan uređen skup 

(18.3.1.1) · T za koji je yT · wl ma da· je· bT <~o. 
' 
Izbacimo najprije iz T sve· eventualne točke iza kojih u T ima 

tek <~o elemenata: za .preostaTi skup 
• 

(18.3.1.2) Tt ,C T važilo bi 
• 

(18.3.1.3) ' Y [a]T, = wt za 'svaki a E Tt; 

pritom je {ah, skup svih točaka skupa Tt 
/ 

Stvarno, za izbačeni skup 

(18.3.1.4) 

koje su uppredljive sa a. 

važi (kao i za svaki razvrstan poluuređen skup); 

(18.3.1.5) To = V [x, coh., (x E RoTo). 
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~N(>;:;c)i"6·-.vasve neuređen dio skupa To odnosno skupa T, početni 
slo{R~To je <No; kako je nadalje za svaki X E; To, po samoj defini
niciii skupa To, 

k [a, =h < N}, bit će tim prije 

• k [a, oo)T, < No, pa iz (18.3.1.5) zaključujeJ;TIO 
. 

k To = ~ k [x". =h.< k (R.o To)· sup k [x, =h,< No· No = No-
xeRaTo - ,__ xtRoTo . --

. Dakle je k To<;: No što znači da je uistinu njegov komplement rT t 
potencije Nt. što više kako po definiciji skupa Tt, skup (a, co)r,'(a E T) 
ima kardinalni broj Nt, a kako je 

·-

T= Tr V To, k To < ~o, . 
. · to znači, da je 

k[a, oo)r, -e- Nt, (a ET1l 
· odakle neposredno izlazi (18.3.1.3), jer je svaki sloj skupa [a, oo)r, (kao 

posve rleureden) najviše prebrojiv. 
' § 18.3.2. Funkcija a (a), (a E Tt). Skup T2. Svakom a E T1 pripa-

dao bi odreden indeks a (a) < wl tako da bude 

·(18.3.2.1) k R.arai [ah, = No· 
• 

;;tvariw, u obrnutom slučaju, postojao bi i takav a E Tt da svaki 
sloj Joze [ah, bude konačan. No, uslijed (18'.3.1.3) važ-i 

(18.3.2.2) , k R.a [ah,< k R.p [a ]T, • za svaki a< ~- < W1• 

To znači, da bi, pačam od nekog indeksa ao ·stajao svuda u (18.3.2.2) -.znak jednakosti; a to bi značilo, ela bi za svaki 

a' E R.E [a]T, sa a" < 1; -:( wt skup [a'h, 
. -· 

bio potpuno uređen, protivno uslo vu (18.3, 1.3) i ·ke Tr < N~. 
Na osnovu utvr.đene transformacije 

(18.3.2.3) a (a), (a E Tt) 

mogli bi proyesti ovu konstrukciju skupova: 

·(18.3.2.4) . 

Postavimo 

(18.3.2.5) 
. 

So.= V R.arxJ (-=,X, co)r,, (x E R.o TJ). 
X 

Kako je skup R.oE najviše prebrojiv, skup So kao posve neuređen 
skup.,~ Tt jest prebrojiv, jer je prebroji v i svaki sumand u (18;3.2.5). _ 

' . 
Pretpostavimo, da je O <a < wl i da su posve neuređeni i disjunktni 
:Skupovi s,, (!; < a) već definirani; definirajmo Sa. , 

Ako je a prve vrste, stavit ćemo: 
'· 

' 
(18.3.2.6) Sa= v R.arxJ (-co, x,=h" (x E Sa-/). 
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. Ako je a druge vrste, označit ćemo sa Sa prvi sloj skupa T1 u 
kojem se nalaze elementi ranga višeg od rangova elemenata skupa 
V s~. (~-< a). Očito, konstrukcija skupa Sa je na taj način jedn ozna-
E . . . 
čno odredena, jer je svaki od prethodnih skupova s~' (l; < a) prebrojiv. 
Stavimo li 
(18.3.2. 7) .· 

a 

tada bi T2 bio odreden· dio polaznog skupa T za koji bi očito važilo 

(18.3.2.8) 

(18.3.2.9) k Ro (a, co h, = ~o 
• 

usprkos toga što bi radi (18.3.1.1) bilo 
' 

{18.3.2.10) b T2 <. No .. 
' Odmah ćemo vidjeti, da egzistencija takvog skupa T2 povlači 

negativan odgovor na Suslinov problem, jer ćemo djelimični uredaj 
skupa T2 proširiti tako da dobijemo potpuno uređen skup za koji ne 
važi pozitivan odgovor na Suslino'1l problem. Zbog jednostavnosti u 
pisanju, pisat ćemo mjesto T2 naprosto T. 

' 

§ 18 3.3. Prirodno uređenje razvrstanih i spram lijevo .. uređenih 
. 

skupova. 

Oznakom. 

(18.3.3.1) - (T; <), 

-hoćemo da iskažemo, da je T s obzirom na relaciju < proglašen razvr
stanim i spram lijevo uređenim t. j. da z:a svaki· a E T skup 

• 

{18.3.3.2) (-· co, X](T; <:) 
. ' 

svih točaka-jz· T koje su < a jest dobro uređen dio skupa T . 
. 

Cilj nam je· da nađemo zgodno potpuno uređenje 

(18.3.3.3) (T; .<1) . 

. skupa T proširujući zadano djelimično uređenje (18.3.3.1). To znači, da 
nova relacija -<:1 treba da zadovoljava uslov, da iz 

(18.3.3.4) x, y E T te x < y slijedi x <1 y. · 
• 

§ 18.3.3.1. Čvorovi. Zbog jasnoće, nazovimo lijevim čvorom zada
nog uređen!,a (T; <;:) svaki· maksimalni dio ,~ T sa svojstvom, da svi 
elementi toga dijela imaju jedne te iste pretke u (T; <;:). Tako na pr. 
za zadani· x Ef skup svih elemenata y E T za koje je · 

(-co, x\r; <l = (-co, Y)(r; <>· 
• 

jest odreden lijevi čvor skupa (<T; <). 
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' . 

Promatrajmo skup . 

(18.3:3.1.1) 
• 

(-eo, X ](T; <;:) 

svih točaka < x; ovaj skup je dobro uređen -i redni broj mu je 

(18.3.3.1.2) y (x) + l, 

pri -tome je x E R.'YrxJT; zato se -skup (18.3.3.1.1) može u svojoj zavisno
sti od x predočiti čisto uzlazno u. obliku . 

(18.3.3.1.3) Xo, X1, X2, .• , X<, •• X'Y(xJ = X (; < Y ~)) 

na jedan jedini način. 
Za ma koje x, .y E T, skup 

(18.3.3.1.4) (-=, x]r (\ (-co, y]r 
. ' 

je ili pust (na Pr. kad je jedan od X; y u R.oT) ili je početni komad od' 
oba faktora u (18.3.3.1.4). Sa 
(18.3.3.1.5) '.· v (x, y) odnosno v (y, x). 

označit ć~mo redni broj dobro uređena skupa (18.3.3.1.4); naravno, da je 
• • • 

(18.3.3.1.6) O< v (x, y) < inf { y (x) + l, y(y) + l} 
• 

i da relacija 
• 

(18.3.3.1.7) v (x, y) = y (x) + l znači i-sto što i x < y. 

Ako su x, y neupored!jivi elementi iz (T; <). tada su 

(18 3.3.1.8) • · "'x.,x,y\, Y•(x,y) 
l . . 

potpuno određeni elementi; oni. pripadaju, istom lijevom čvoru ~ (J;; <); 
k tome je 

• 

(18.3.3.1.9) X•(x,y\ < X, Yv(x,y) < y, 
• 

Ako je x < y, onda postoji Y•<x.y\ dok Xv(x,y) ne postoji; .međutim 
zgodno je i tada govoriti o Xv(x,y) kao. o "praznom elementu" koji pri
pada svakom lijevom čvoru. Na tai način važi 

' Le m a 18.3.3.1. r. Ako su X, y ma koja . dva različita elementa 
• 

skupa (T; <), tada su 
. . 

{i8.3.3.1.1Q) Xv(x,y), Yv(x,y) 

jednoznačno određeni i pripadaju jednom te istom čvoru ,~ (T; <)'. 
Najviše .jedan od (18.3.3.1.10) može biti "prazan element". Za svaki . . 

x E T, xvcx,x) je prazan ~lement. 
·., 

. § 18.3.3.2. Proces samog prirodnog uređivanja skupa (T; <) . 
• 

A sada pređimo na svoju zadaću. Pokazat ćemo, da važi 

Lema 18.3.3.2.l"..Ako je . . 

(18.3.3.2.1) 
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.ma kakvo uređenje (potpuno ili djelimično) ~adana razvrstana poluure
đena skupa· (T; <J sa svojstvom, da je svaki lijevi čvor. ,C (T; <J 
postao potpuno uređenim skupom s obzirom na novu relaciju < 2 , tada 
uz propis, da za x, y E T relacija 

(18.3.3.2.2) X <t Y 

znači isto što i 
• 

(18.3.3.2.3) X>(x,y) <2 Y>(X,Y! 

skup T postaje potpuno uređenim s obzirom na relaciju <.t. 
' . 

Najprije je jasno, da je . relacija · <t anti-simetričll'l:l; jer ako su 
x, y različiti elementi iz T, tada su (18.3.3.1.10) različiti i pripadaju 
istom čvoru ,~ (T; <.). 

Kako je svaki čvor uređen s obzirom na <.2, to znači, da je uistinu 
' 1 ili Xv(x,y) <2 )"v{x,y) 

1
) dakle i X <1 Y 

Dokažimo, da je 

. (18.3.3.2.4) 

{ 18.3.3.2.5) • 

dakle i y <1 x. 

relacija <.1 tranzitivn~: za x, y, z E T, 
x <t y <.1 z slijedi 

X <1 Z • 

Stvarno, iz x <.t y slijedi 

(18.3.3.2.6) . t x, =y~, (~ < v(x,y)) 

Xv(x,y) <.2 Y•<x,y) · . 

Slično y.<.t z znači da je: 

{ 18.3.3.2. 7) 
.l 

Stavljajući 

{ 18.3.3.2.8) 

.. { 
Y; =z,, (~ < v (y, z)) 

Y>C.1·, z l <.2 Zv(y, z). . 

. 
v =inf (v (x, y), v (y, z)), 

tada iz relacija (18.3.3.2.6) i (18.3.3.2 7) izlazi: 

-( 18.3.3.2.9) 
' 

{ 
x, ·· Y; . z, dakle x, = z,, (l; < v) 

Xv <.2 Yv <.2 Zv d akte Xv <.2 z,. . . 

te iz 

Pritom, ako u (18.3.3.2.4) stoji nar jedanput 
x, <z v, što znači, da je v = v (x, z), pa je dakle 

<, mjesto <.1, bit će -
Xv(x,z) <2 Zv(x,z) t. j, X <t Z. 

Dokažimo, napokon, da nova relacija <t proširuje zadanu rela
-ciju <. Naime, ako je x < Y, tada je Xv(x,y) prazan element pa kao 
takav <2 Y•<x,yJ jer je Y•<x.Y! potpuno određen element iz T. Dakle je 

• Xv(x,y) <2 Yv(x,y) što i ZOOČi, da je X <t y. 
, 

') Naravno da smatramo da je "prazni element" < 2 x za. svaki x • T. 
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Primjedba 18.3.3.2.1. Uređenje (T; <r) zovemo prirodnim, zato jer 
je taj uređeni skup sličan sa množinom svih (-co, X](T;<;) uređenom na. 
sličan način kao što su uglavnom uređeni realni brojevi u svojem. de-· 
cimahwm ruhu: relacija x <r Y ekvivalentna je sa jednom i samo 
jednom od ovih relacija: 

ili (-=, x]T e (-co, y]T 

ili'-je po principu prvih diferencija slog (-oo, xh ispred (t. j. <1 ) sloga 
.(-co,y]T. 

. . 
. § 18.3.3.3. Odnos izmedu prirodnog uredenja (T; <;::1 ) i zadanog 

djelimičnog uredenja (T; <.). ' . . 

L e m a 18.3.3.3.1. Za svaki a E T 

(18.3 3.3.1) [a, =>cr; <l svih .· x >- a, (x E T) 

jest komad prirodno uređenog skupa (T; <.r). 
To znači, da iz a< x, a < Y, te iz x ~r z <1 y treba .zaključiti, 

da slijedi a <z. 
Ta lema izlazi iz - • 

L e m e 18.3.3.3.2. Ako je e bilo koji element van skupa [a, oo)(T; <;:),. 

onda: 
(18.3.3.3.2) iz e <1 a slijedi e <r x za svaki « > a; 

(18.3.3.3.3) iz a <1 e slijedi x <r e za svaki X> a. 

Dokažimo dakle lemu 18.3.3.3.2. 
Stvar je jasna, ako je k tome ·e < a. 

t. j. da je e neuporedljiv sa a. 
Uzmimo zatJ};·"da je e ll< a 

' Tada je: 

(18.3.3.3.4) v (e, a) < y (a) te 
• (18.3.3.3 5) 

• e,= a, za svaki ~ < v (e, a) i dalje 

(18.3.3.3.6) 

U d'rugu ruku, iz nejednakosti a < x slijedi : 
a,= x,, (~ < y (a) ) ; 

• 

specijalno, s ub zirom na (18.3.3.3.4); -
a - x · 

v(c,a) - v(c,a) • 

Zato obrasci (18.3.3.3.5), · (18.3.3.3.6) daju: 

e, = a, za ~ < v (e, a) te 

ili ev(c,a) <2 Xv(c,a) ili Xv(c,a) <2 ev(c,aj 

l / . 
e <r x i i x <r e, već prema .tome, 

• • 

što znači da je zbilja ili 
bilo e <r a ili a <r e. 

.. da. li je 
• 
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Kao neposredna posljedica gornjih dviju lema izlazi · 

Lema 18.3.3.3.3. Ako su x, y ma kakvi elementi skupa (T; -<:1), 
tada iz X< Y izlazi, da je (y, co)(T; _,(:) komad U komadu [x, oo)(T;<} 

potpuno ·uređena skupa (T; -<:1). 
Ako je x ll< y tada su pripadni komadi jedan izvan drugoga i to 

[x, ro)(T; <l lijevo od [y, oo)(T;.<) ako je X <1 y. 
' 

. . 

L e m a 18.3.3.3.4. A ko u skupu (T; <) nema završnih elemenata, . 
a u uređenju (T;<~) nijedan lijevi čvor ,~ (T;<) nema početnog ele
menta 1), tada svaki interval /,~ (T; -<:1) uređena skupa (T; -<:1) sadrži 
bar jednu točku x = x(l) sa svojstvom, da skup [x, =)(T; <l svih tos;a
ka koje su > x leži u zadanom· intervalu /. Ako su intervali h, /'ili 
disjunktni, pripadne točke x (/!), x (/2) jesu neupored]jive s obzirom na <. 

Možem9 suponirati, da je a <1 b i l= (a, b) (T; <l. 
Prvi slučaj: a < b. Neka je x (/) ma koja točka <2 b iz lijevog 

čvora u kojem se nalazi b. 
Očito je skup [x, co)(T; <\ sadržan u zadanom intervalu. · 

' Drugi slučaj.; nije a < b nego je dakle a ll< b. Tada za svaki a < x 
(a takav x E T postoji jer je (T;<) bez završnih elemenata) cijeli 
skup [ x, oo h smješten je u zadanu intervalu. Da je x (U ll< x (/2), a~ o. 
je h (\ /2 = v, to izlazi iz letne 18.3.3.3.2 . 

• 

§ 18.3.3.4. Sada se možemo povratiti na skup T2 iz (18.3.2.7). 
Stavimo: · 

• 
(18.3.3.4.1)· T3 =\J R•+l T2, (a< rot) .. 

• 
Tada bi prema .formulama (18.3.2.8) -. (18.3.2.10) bilo: 

• 

(18.3.3.42) Y (-oo, a, =h,= .roJ, (a E. Ta); 
.. • 

Nadalje svaki lijevi čvor skupa (Ta; <) jest prebroji v (naime skupovi : 

(18.3.3.4.3) 
" 

• 

• 

jesu lijevi čvorovi 

(18.3.3.4.4) 

R.1T2 i 

skupa Ta; 

R.o (a, oo) i, , 

najzad: 
. . 

b Ts <)h. 
Da možemo primijeniti lemu 18.3.3 3.4 uredimo relacijom <2 svaki 

od tih čvorova (18.3.3.4.3), tako da nijedan od njih. nema početnog 
elementa (možemo na pr. svaki od skupDva (18.3.3.4.3) urediti da bude 
sličan sa· skupom cijelih negativnih brojeva). 

' 
Pripadno potpuno prirodno uređenje 

. (18.3.3.4.5) · (Ta; -<:1) 
. 

jest skup za koji bi odgovor ·na Suslinovo pitanje bio negatiVan. 
1) Dakle je svaki čvor beskonačan. 



'224 
§ 18.3.3.4-§ 18.4 

' 
' 

Naime, iz !~me 18.3.3.3.4 zaključujemo, da svakoj familiji disjunktnih 
intervala uređena skupa (18.3.3.4.5) odgovara izvjestan posve neuređen 
skup .~ (Ta, <); kako je zbog (18.3 3.4.:4): 

ks(Ta; <::.:)<No,. 
to znači. da je i svaka familija disjunktnih intervala potpuno uređena 
skupa (18:3.3.4.5) konačna ili prebrojiva. ' 

Po istoj lemi 18.3.3.3.4, skup (18.3.3.4.5) je gust. 
Tako bi dakle skup (18.3.3.4 5) bio gust i s najviše~ prebrojivo 

mnogo dva po dva disjunktna intervala. Prema pretpostavci, da je 
~ . 

odgovor na Suslinov problem afirmativan, to bi značilo da je skup 
(18.3.3.4.5) sličan jednom linearnom skupu. 

Odatle bi proizlazilo da bi skup (18.3.3.4.5) sadržavao prebrojiv 

·dio, recimo niz 
(18.3.3.4.6) Xt, X2, .. .~.-xn, ... 

' . 

tako da svaki 'interval uređena skupa (18.3.3.4.5) sadrži bar jednu 

točku Xn. · $ • . 
No, svaki taj Xn ima određen rang y (xn) < (Ill; zato će i suprem 

·a tih rangova biti < W1; a kako je rang skupa (-Ta; <) jednak w1, sadr
žavat će on i elemenata ranga > a. Neka je x bilo kakav član skupa 
(Ta; <;;.:) koji u tom skupu zal!zima rang > a. Tada bi, prema lemi 

18.3.3.3.1 skup , 

·(18.3.3.4.7). [x, =)(r3; <) 

bio određen komad uređena skupa (18.3 3.4 5). Kako je k tome taj· ko
mad beskonačan skup, morao bi on takođe'r sadržavati točaka iz niza 
(18.3.3.4.6). Međutim, . prema lemi 18.3.3.3.2 svaki pojedini Xn ili leži 
ispred ili iza, a nikada unutar komada (18.3.3.4.7) uređena skupa 
(Ta; <;:1):'Dakle niz (18.3.3.4.6) ne postoji. To znači da uređeni skup 
(18.3.3.4.5) ne bi bio sličan linearnom skupu, ma da je svaka familija 
njegovih disjunktnih intervala < ks h= No. Time je konačno dokazana 
i nužnost uslova teorema 18.1.2.1. · , · 

< 

§ 18.4. Takozvani teški slučaj Suslinova probl~ma: Aronszainovi · 

:skupovi. Kako iz 
bT < kwo slijedi ili 

kT < kwo ili kT = kw1 

to s obzirom na teorem 18.1.2.1 važi 

T e 0 re m 18.4.1. Da odgovor na Sas lino v problem bude afirmati
van, nužno je i doyoljno, da svaki razvts~ano uređen neprebrojiv bes
konačan skup sadrži beskonačan neprebrojiv dio koji je bilo uređen 

.bilo posve neuređen. 
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Teški, kritični, slučaj razvrstano uređenih skupova jest onda kad: 
svaki. sloj skupa je najviše prebroji v; 
svaki dobro uređeni dio skupa je < kwo; 
rang skupa je wl. 

• 
T e or e m 18.4 2. (Ar o n s z aj n) 1

) Postoji razvrstan poluuređen 
:Veskonačan skup A sa svojstvima 

• 
·i18.4.1) Y A =·wl; 

'(18.4.2} kR· A < kwo, (ri < ml); 

'( 184.3) keA< kwu . 

.. Skup A će biti sastavljen od. slogova (R:ompleksa) 

. (ao, a1, .. , of, .. ), (~t< a, .a< wl) _ 

.nejednakih racionalnih brojeva. 

Neka je 

·( 18.4.4) 
' 

• o ~ 

l 

·uobro uređenje skupa R t. j. ma kakav prebroj 
brojeva (dakle Tn =F T.n' za n < n' < wu). Stavimo 

skupa R racionalnih 

l . . 
<p (rn) -:- ~, _(0 < n < wo) .. _ 
- n 

·(184.5) 

Promatrajmo sisteme 
{18.4.6) 

kompleksa 

·(18.4. 7) (ao, a1, ... ,of, ... ), (l;< f3) 

:s ovim svojstvima: 
• 

l. Svaki (18.4.7) je sastavljen od različitih racionalnih brojeva a~. 
tako da bude~- . 

~ <p (o~) <ix,; 
f<• 

Il. Za svaki a < f3 < wl, svaki pozitivni- broj E i svaki e E A., 
postoji slog e' E Ap tako da slog e' produžuje slog e i da bude 

~ <p (x) · < ~ <p (x) + E ; 
:ete' xee 

• 

llf. Za svaki f3 < wt sistem Ap_je prebrojiv. 
Da počnemo, označimo sa A1 sistem- jednočlanih slogova 

. 

{ao}: (ao E R). 
• 

1) Nakon mnogo razgovora što smo ih vodili o Suslinovu problemu i tableaux 
ramifies, ka~o sam onda na francuskom nazvao razvrstano uređ< ne skupove, došao je 
'koncem juna 1934 Aronzsajn do gornjeg-primjera skupa A (isp. također Kurepa [1} · 
JJ. 96 nota 1) i [Z] p. 159). · · · · 

• 

·. KUREPA: Teorija skupova 15 
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Neka je 1 < ~ < ro1 i pretpostavimo da su definirani sistemi 

A e. (; < B) 1 

i da su· zadovoljeni uslovi analogni uslovima I, II, III ali zamijenjujući u 
njima broj I.Oj_ brojem B < .rol. 

Defininijmo i Ap. 
Ako. je ~ prve vrste, onda će nam Ap označiva ti sistem. svih slo· 

gova što se dobije, kad svakom slogu iz Ap-I pripišemo na sve moguće 
načine po jedan racionalan broj koji ne nastupa u dotičnom slogu kaO> 
element. 

Ako je ~ 

(18.4.8) 

druge vrste, neka je 

niz rednih brojeva 

(18.4.9) . 

o = ~l < B2 < . . . < Bn < . . . 
za· koje je 

·sup B n= B .. 
n .. 

Promatrajrno već" definirane sisteme 

(18.4.1 O) 

Neka je 

(18.4.11) 

(18.4.12) . 

neka je nadalje 

(18.4 13) 

ma kakav prirodan broj. 

Apn, (n = 1,2, ... ). 

a < B, e E A.; te 

~i-1-<. a< B;; 

• 

Označimo sa. e0 ma koji element iz All; • koji produžuje ~log e i 
~adovoljava nejednakosti 

' . l l 
:.;. «p(x) <:.'P (x) + r. 22 . 

Naravno, da takav e0 bostoii, Uzmimo, da smo već konstruirali 

e0
, e1, e2, ••• , ek-I za neki prirodan broj k > 2. 

Odredimo ek kao bilo koii slog iz All;H koji produžuje ek-t i za 
koji je · 

(18.4.14) 

• 

Tada • cemo sa 

. (18.4.15). 

. l l 
< ~ 'P (x) +-- · 2k • 

xeek-1 r 2 

e(r) 

označiti onaj jediwznačno određeni. slog ranga B kojem su slogovi .· 
e0

, e\ e2, ••• početni komadi. 
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Zbog uslova (18.4.14), bit će 

(18.4.16) 
. = l l 

~ qJ (x) < ~ qJ (x) + ~ - · 
2

2k < =. 
xee(r) xee k=l r -

' 
Iz (18.4.16) specijalno izlazi (zbog ~ _!_=oo) da za e (r) nisu po" 

. • n n 
• 
trošeni svi članovi niza ( 18.4.4), pa će se konstrukcija transfinitnog 
niza (18.4.6) moći doista sprovesti. , 

Označujući tad.a sa 

(18.4.17) A 

množinu svih kompleksa koji se javljaju u jednom od sistema (18.4.6), 
pa ako slogove iz A razvrstai:no tako da je jedan. slog ispred drugoga 
samo onda ako je on pravi početni komad ovoga, vidi se, da je A 
razvrstano uređen, da· su mu sistemi (18.4.6) ·slojevi i 'da· je zadovoljeno 
(18.4.1), (18.4.2) i (18.4.3). 

Specijalno, treba naglasiti, da je svaki uređen dio skupa A kona
čan ili prebrojiv. Kad bi naime postojao neprebrojiv uređen sistem X 
slogova iz A, onda označujući· za svaki e E X sa t (e) skup s.vih ratio" 
nalnih brojeva koji ulaze u slog e kao njegovi elementi, bila bi, zbog 
zahtjeva, da u ~logu e nema jednakih elemenata, množtna t (X)· svih 
f (e), (e E X) sastavljena od skupova racionalnih _brojeva; ona bi spram 
e bila dllbro uređena, što znači da bi skup 

• V Z, (Z E f (X) ) 
z 

bio neprebrojiv dio skupa racionalnih brojeva, što je apsurd. Time je. 
Aronszajnov teorem 18.4.2 dokazan. 

·. 

§ 18.5. Opći Suslinov problem. Neka je S ma koji 
• • • 

potpuno ure" 
den skup; postavimo: • 

(18.5.1) k1 S= k1 (S) = i(lf k E, (E.<;;. S) 
E 

i pritom da E bude guS'!: na skupu S; 

(18.5.2) · k2 S = sup k F 
F 

pri čemu E označuje bilo kakvu porodicu punih disjunktnih intervala 
skupa S. 

Očito je 

(18.5.3) 
•• 

za svaki potpuno 
načne skupove ili 
dakle je 
(18.5.4) 

k1 S> k2S 

uređeni skup $. I može se dokazati, da je za besko" 
k1 S =/k, S ili je k1 S neposredni potomak broja k2S, 

- ' ' . -
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. 

što iskazuje da između kardinalni h brojeva k, S i k2 S nema nijetinog 
kardinalnog broja. "' 

Suslinov se problem tada može izreći ovako: 
Ako je k2 S < kwo, da li je i k1 S < kwv? 
Pod općim Suslinoviin problemom možemo razumijevati pitanje, da . 

li za svaki beskonačan potpuno uređen skup S važi jednakost 

( 18.5.5) k, s . k2 s. 
' . 

Pifanje je ekvivalentno sa ·ovim pitanjem: 
Da li za svaki beskonačni· poluuređeni skup T važi ' . 

(18.5.6) b T= k T? 

(inače, ako je T beskonačan, onda je 

• 

' (bT,kT)=v) . 
• • 

Može se naime doka;>:ati 

T e or e m 18.5.1. Da za proizvoljan beskonačan uređen skup S bude 
k1 S. k2S, 

nužno je i dovoljno 
skup T bude 

da za proizvoljan razvrstano uređen beskonačan 
fJ T= k T . . 

r_-' 
Dokaz teorema 18.5.1 sličan je ~a dokazom teorema 18.1.2.1. 

§ 18.6. Hipoteza P1. Na drugom mjestu navedeno je nekoliko 
ekvivalencija s identitetom (18.5.5) odn .. (18.5.6). Po ·svojem.larakteru 
zanimljiva je: 

• . 

H i p o t e z a P1 (hipoteza grananja ili odvajanja): Za svaki polu-
uređ lm razvrstan skup T supremum b T je dostignut .u T t. j. svaki T 
sadrži obostrano uređen dio, kojemu je kardinaini broj = b T. 

Pokazano je, da iz hipoteze P1 proizlaze jednakosti · (18.5.5) i 
(18.5.6) (izuzev eventualno neke slučajeve. važi i obrat). 1

) U. Tezi (str. 
. . ' -

132) navedeno je ll drugih izreka od kojih je svaka ekviv.alentna sa P1 • 
• 

§ 18.7. Opći Suslinov problem i operator w S (S uređen skup). 
• . r 

Specijalnu klasu razvrstanih poluuređenih skupova imamo u obliku 

(18.7.1) ' {J) s .. 
gdje fe S bilo kakav uređen skup; pri tom je w S množina svih dobro 
uređenih skupova ,~ S razvrstanih s olnirom na relaciju 

• 

(18.7.2) · , ,.biti početan komad od". · 

. Može se . pokazati, da se sva problematika o skupovima T već 
nalazi i među skupovima oblika (18.7.1); jer je svaki razvrstan polu· 
uređen skup sličan sa dijelom skupa oblika (18.7,1). 

• • 
1) Primiietimo s' tim u vezi ovo: za svaki. beskonačni uređeni skup S i e ka s-;;-.. 

>-kroJ; mequtim a ko je S dobro uređen, onda broj kd S nije ,dostignut, i er u S nema 
regresija. · 
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§ 18.8. Z A D A Cl. 

§ 18.8.1. Dokaži da svaki prebrojiv razvrstano po!uuređen skup T sadrži 
prebrojiv obostrano uređen dio (mjesto prebrojivosti skupa T 
može se tu suponirati da je k T suprem od p~ebrO';iivo mnogo 
brojeva < k T). ' 

§ 18.8.2. Promatraj razvrstano uređen skup T ranga .OJ sa svojstvom 
da je i R.oT i R.o (a, co)r, (a E T) prebrojiv. Svaki !]jevi čvor 
skupa T potpuno uredi tako da ne bude imao ·početno g ele-

• 

menta. Pripadnim prirodnim uređenjem postaje od T skup 
sličan sa skupom R. racionalnih· brojeva. ~ 

, 

§ 18.8.3. Obrazuj porodicu P linearnih segmenata tako da skup (P; >) 
bude razvrstano poluuređen sa svojstvima da svaki lijevi čvor 
bude. prebtojiv i da loza svakog elementa ima rang l) .OJ; 

, , 
2) OJ". 

l 
• •• 

§ 18.8.4. Zamisli skup S 1judskih bića koja su se dosad rodila na našoj 
planeti; ako a < b čitamo: a = b ili a 
umiješ reći o skupu (S; <) ? · 

o 

je potomak od b, što 

§ 18,8.5. (Teorem reci p ročnosti) Neka je T bilo 
uređen skup sa svojstvom da je: · 

koji razvrstano 

, 

. a) r- y [a ]T = Y T, (a E T), 
i • 

~) sv;aki lijevi čvor skupa ima dva člana; ' . 

dokaži, da vrijedi ovaj zaključak: 
Ako T posjeduje· potpuno uređen (potpuno neuređen) dio D sa -- - . 

svojstv,om . 

'Dr\R.aT-:Jv, (a<yT) 
tada je skup 

• 

T'-.._D 

potpuno' neuređen (potpuno uređen) i takav da je 
(T'-.._ D) r\ R.aT ";> v, (a < y T). 

-
Konkretiziraj slučajt)Ve y T = 3, OJo, .OJ1. 

§ 18.8.6. U izučavanju S u s l i n o v a . problema bitnu ulogu igra uslov 
• 

račvanja. Nazovemo li procesom svaki uređen par TJ sastayljeq 
od nekog skupa ~TJ (baza procesa) i neko k preslikavanja a. TJ 
te baze, tada dokaži da svaki skup S procesa uređen pomoću· , . . 
;~ gdje iz TJ, p' -E S relacija TJ -~ p' znač~ da je 

~.JJ,~ ~p' i a. p (x) ~a. p' (x), (x E ~TJ) 

jest djelimično u,ređen; ako su k tome preslikavanja 
a. TJ, (p E, S) 
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jednoznačna, a skupovi ~p obrazuju početne komade nekog 
potpuno uređenog skupa, onda je · (S; ,~) poluuređen skup. 

~' . 

Konkretiziraj na pr. da bude 
• 

~p~ (-co, w)0 

a p(~ p) .~ (-oo, .w1)o. 

§ 18.8.7. Obrazuj skup (C) svih jednoznačnih procesa.kojima je baza 
pravi početni komad rednih brojeva < wl; konačna faza neka 
je sastavljena od rednih brofeva < Wo~. Odredi slojeve, rang, 

• 
.loze i čvorove u skupu ( (C); .~); uvjeri se, da u tom skupu 
svaki maksimalni i potpuno uređeni skup ima potenciju ~1 • . . 

• 

§ 18.8.~. Dokaži, da za svaki razvrstano uređen skup T iz relacija 

k T -< 2~0• y T -< {j) l p rio izlazi t T -< t ( ( C)' ~) 
t. j. T je sličan jednom dijelu skupa ( ( C); .~). 

§ 18.8.9. Kardinalni broJ 2~1 • Promatrajmo razvrstano uređeni skup (C) 
iz § 18.8. 7 i bilo koji njegov dio s sa svojstvima: 

• 

y (a) s = (.Or, (a E: s); 

R.s =No~ (a<wJ), 

ke S ==No .. 
Označimo li sa Pn s skup svih pos\fe neuređenih aijelova sku-
pa s, posta virno 1

) , . 

2~1 = infkPns, (s,~ (C)); 

pritom s zadovoljava gorniim trima uslovjma: 
' __ ,.. 

' 

Dokaži, da je 2N, >N,; jednakost 2~1 = N1 imala bi za poslje-
dic;u bar jednu od ovih hipoteza 
a) 2~0 > ~~l (neispravnost e a 11 t or o v e hipoteze); 
b) Negativan odgovor na S u s li n o v problem (is p. moj rad [18]. 

' ' . 

• § 19. CANTOROV PROBLEM (HIPOTEZA O KONTINUUMU) 
• 

e a n t or o v se problem sastoji. u tome· 'da se odredi položaj broja 
e= 2~0 prema ostalim .transfinitnim ·kardfrlalnim brojevima; uzimajući 
da1se kontinuum može dobro urediti t. j. da je 2li<0 izvjestan alef recimo 
• • 

(19.1) 
•• 

• • 
tada se eantorov problem sastoji u tome da se odredi veličina rednog 
broja v (O). Znamo da je 

(19.2) v (O) >-l, t. j. v (O) + l > ?.; 
• 

1) Oznaka 2~1 potsieća nas na potenciju 2~1 , jer poput 
' 

Cantorove nejedna-

kosti i-~~' 1 > ~1 mi predmijevamo da je 2~1 > ~1 . 
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sam Cantor je držao, da tu va~i znak jednakosti (v. [Cantor] pp · 
119-133 naročito zadnji pasus). To je poznata Cantorova hipoteza o 
kontinuumu. 

Mnogo je matematičara nastojalo da dokažu Cantorovu tvrdnju; 
jedni su držali, da nju nije niti moguće dokazati. 

- . . ' -
Konačno je 1938. Oodelu pošlo za rukom da Opću Cantorovu 

hipotezu 
{19.3) 

... 

• 

2~a- ~a+l 

izvede kao logičku posljedicu iz izvjesnog sistema ~ aksioma doka-
zavši, da bi nas već ·taj sistem ~ sam doveo do kontradikcije ukoliko 

• • 

bi nas on doveo do kontradikcije kad mu se doda Cantorova hi-
' 

p o t e za. 
• 

§ 19.1. Cantorov problem i razvrstani skupovi. ·vidjet ćemo, da 
je Cantor .o v problell} u vrlo· uskoj vezi sa razvrstanim skupovima 

· (rodoslo-vljima) W za koje je 

' . bW-.<~o. · 

Koliko su razvrstani skupovi prirodan aparat za izučavanje Can- . 
t or o v a problema pokazuje ovaj 

Osnovni dvostruki teorem 19.1...1 . 
• 

Ako razvrstan skup W zaqovoljava uslova 

(19.1.1) · b W-<: ~o . 

pa ako je nadalje kardinalni broj svakog njegova sloja . . 
• 

• 
tada je 

• 

(19.1.2) Y W < 001 Y W < Wr(O)+I • 
• 

, Redni broj 
Wr(O)+I 

. 

jest najmanji koji uvijek zadovoljava posljednju relaciju. 

Korolar 19.1.1. Da bude ispravna 
. v (O)= { 

• ' . 
Cantorova hipoteza 

{19.1.3) 
v • muzno Je 

(f9.1.4). 
• 

i broja 

{19.1.5) 

• 
l 
• 

• 

... 

dovoljno, da iz b W < ~o slijedi jednakost broja 

k sup Y'W, (kRa W < koo0 , a< y W) 
W· • 

sup ky W, (kRa W < kW0 , a< 'Y W). 
w . 

Naime, 
je k.oo,(o). 

prema teoremu 19.1.1 broj t19.1.4) je kro1 , a broj (19.1.5) 
• 
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Dokaz teorema 19.1.1 dosta je dug. No usput ćemo saznati po
dosta toga o strukturi razvrstanih skupova. 

. ' 
Treba 'držati na umu, da je skupom W iadano preslikavanje tbga._ 

skupa na čitav skup (-oo, Y W) . ordin alnih brojeva < y W; funkcija 

Y (x; W), (x E W) gdje. je • 

X E R-r<,; W) w 
~ogledajmo šta je s obratom! 

vrši to preslikavanje. 

§ 19.2. Kako nastaju razvrstani skupovi ili rodoslovlja? 
• 

Vrlo zgodan način geneze · razvrstanih skupova jeste kad super-
poniramo dobro uređenje nekog skupa i ma koje drugo uno m 

. . . 
nepotpuno) uređenje toga istog skupa (v. primjer 16.4.1). M utim raslo-. . . . 

iavanje skupova W je' karakteristično svojstvo tih skupova. Tu se,. 
zapravo radi o preslikavanju 

• 

~ R· W, (a.< YW) 

skupa (-oo, y W) rednih brojeva < Y W na pojedin;e porodi<;:e disjunk
tnih skupova koie onda treba međusobno povezati u smls!u da za 
- ' ' . 

svaki a < y W, svaki x E Ra_ određena ranga a, ima bar jednog pretka_ 
u svakom prethodnom sloju, 

Lema .19.2.1. Ako je 

. (19.2.1) y > o 
izvjestan redan broj, a 

(19.2.2) 
• 

• 

• 
• Ra, (a.< Y) 

ma kakva porodica disjunktnih punih skupova; ako nadalje .svakom 
• 

(19.2.3) X E Ra, (a. < Y) . 
• 

pridijeli mo izvjestan skup~- skup njegovih predaka · 

(19.24) 

sa svojstvom, da· bude 

(19.2.5) 

i da· iz 

(19.2.6) 

II (x) :~.V R<, (1; < a) . E 

II (x) J\ Re j v. (l; < a) 

x' E II (x) · slijedi 

II (x') ,<;; II (x), 

onda, označujući 

(19.2.7) sa (W; <;:) skup V Ra, (a. < y) 
a 

• 
uređen relacijom -<. koja iskazuje da za x, y E W, 

x-<.y 

• 
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znači isto što i 
II (x) ~ II (y), 

skup W = (W; <) jest razvrstan, rang mu je zadan broj Y, a slojevi 
mu se po redu podudaraju Ša zadanim skupovima (19.2.2) . 

• 

Dokaz leme 19.2.1 je upravo trivijalan. Ali, pretpostavke u toj. 
lemi nisu trivijalne. Teško je na·ime odrediti preslikavanje 

. . 
II (x) (x ·E Ra a < y) ' ' ', -

t .. j. određivanje predaka svakog člana. 
-Kao neposrednu primjenu leme 19.2.1 dokažimo 

l . 
• 

Lemu 19.2.2. Ako je 

( 19.2.8) Y < .OOv(O)+l 

bilo kakav redan broj, postoji razvrstan skup W tako, da bude 

(19.2.9) · bW <kWo, y(W) =·y . 
. 

Stvarno, l)a osnovu nejednakosti (19.2.8) lako možemo dokazati,. 
indukcijom, pa postoji porodica ' 

(19.2.10) Ra, (a < Y) 

disjunktnih linearnih skupova, od kojih je svaki prebroji v i svuda gust; 
definirajući, za svaki x ·E Ra, skup predaka II (x) elementa x E Rac 
kao skup svih -brojeva iz u R~ koji su < x, odmah se vidi, da time 

skup 
(19.2.11) 

~<a 

W = \) Ra, (a < y) 
• 

postah~ razvrstanim i da zad6voljava uslovima leme 19.2.2. Primijetimo· 
da neuporedljivost dvaju' elemenata x, y skupa W znači, da oni ili !}ti
padaju istom R· ili, ako pripadaju različitim skupovima (19.2.10), onda 
uređeni skup {x, y} i uređeni skup g, TJ} gdje x E R~, y E R~ nJ su 
slični; zato neposredno izlazi da je ks W = ~o. . . 

Primijetimo, da je R.(W) = R· i da za svaki x E W ima u sva
kom sloju skupa W elemenata uporedljivih sa x. 

Zorno~ možemo svaki zadani skup R· prikazati shematski na po 
jednom (vertikalnom) . pravcu JJ•; tako da Po bude lijevo ·od p1 ovaj 
lijevo od JJ2 i t. d . 

. Pritom svaki par 'uporedljivih točaka možemo spojiti (posredno
ili neposredno) izvjesnom linijom. 

L e m a 19.2.3. Supremum kardinalnih brojeva razvrstanih skupova 
W za koje je 'b W <~o jest > kOO,coJ • 

• 

• 
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Stvarno, neka je y >- Wv(oJ; tada za skup (19.2.11) imamo: 

bW=N0 ; kako je YW=Y<.w.(oJ+l, to rastav 
. ' 
· W = V Ra, (a <: y) daje 

a 
• 

kW ~ kRa =No· ky = kY P kW,(O). 

Time je lema 19.2.3 dokazana. 
Kad u § 19.4 budemo dokazali, da iz b W <No slijedi kW< k.wv(o), -

bit će time desna strana teorema 19.1.1 potpuno dokazana. • • 

. . 
§ 19.3. Dokaz lijeve strane teorena 19.1.1. · · 

• 

Lema 
da bude 

19.3.1. Ako razvrstan skup W sadrži takvu množinu F 

{19.3.1) sup y (x) = y W · 
x<F 

• 

i. da svakom x E F P,Tipada određen redan broj 

(19.3.2) ~ (x) < y W 

.sa svristvom da 

(19.3.3) iz y E W, y (y) > ~ (x) slijedi y > x, 

.tada skup F, a prema tome i W, sadrži uređen dio, kojemu je kardi-
nalni broj k'r (y W); dakle je tada · 

{19.3.~ kcWP k-r(yW). (Za operator -r gl.§ 14.6). 
• • 

Letna je očigledna, ako je Y W broj prve vrste. 
Obradimo zato slučaj, kad je rang Y = Y W broj druge vrste. Tada 

lema iskazuje ovo očigledno svojstvo: ako poslije svakog sloja skupa W 
·dolazi još viši sloj u kojem postoji bar jedan element u čije potomstvo 
pada čitav jedan sloj (a time i svi dalji· sloj e vj) skupa W, onda sl\. up 
W sadrži potpuno uređen dio kojemu je kardinalni broj k-r ("f'W);. pri
tom je kao što znamo k-r (y W) najmanji kardinalni broj m sa svojstvom 
da postoji skup S rednih brojeva < y W i da bude 

sup S = yW, k S = m ; 
neka je tada. 

(19.3.5) . v,,(~<t'(y)) 

uzlazan transfinitan niz sa 

{19.3.6) 

. ·definirajmo niz 

{19.3.7) 
• 

induktivno ·na slijedeći nat;in: 
' 

be (~ < -ry) 
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. ' 
Označimo sa bo bilo koji član skupa P; neka nadalje b1 bude bilo 

koji Član SkUpa p kojemU je, rang VeĆi Od SUp g (bo), Vo}; UOpĆe, za . 
svaki O < ~ < -r (y), qznačit ćemo induktivno sa b< ma koji član skupa 
P za koji je 

{19.3.8) 
-

Y bo > SUP g (Xa), Va}. 
a<€ 

Time je transfinitni niz (19.3. 7) definiran. No, iz (19.3.8) izlazi 
:specijalno 

Y b< :tl ~(xa), · .· 

a to prema (19.3.3) ·znači,. da je 

b<> Xa za svaki a<~< -r(y). 
• • 

To drugim riječima znači, da je skup svih b< iz (19.3.7) potpuno 
uređen dio od P, a time i od W. 

Korolar 19.3.1. Ako je yW =.roJ, pa ako za svaki a< roj skup 
W sadrži izvjestan ·član ranga >- a sa svojstvom da prethodi svima 
elementima izvjesna ranga skupa W., tada W sqdrži beskonačan nepre-
brojiv potpuno uređ en dio. • ·, · 

· L e m a 19.3.2. Ako je W razvrstan, tada beskonačnost i neprebro-. -
)ivost ranga skupa W i konačnost svakog sloja skupa W uslovljuju da 
W sadrži neprebrojiv beskonačan potpuno uređen dio; t. j . .iz 

YW >-roj; kR.• W < kW0 , (a< yW) 
• 

:slijedi ke W >- k wj. 

"Ako'W ili njegov kakav dio sastavljen od >kinJ slojeva zado-· 
vo]java uslovima leme 19.3 .. 1 onda lema 19.3,2- proizlazi neposredno. 

Zato se možemo ograničiti, da ispitamo slučaj, kad postoji . redni 
broj fl < .roj takav da nijedan element skupa 

. 

(19.3.9) v R.< W, (fl< ~ < wl) ·· · 
€ . 

ne prethodi čitavom nekom sloju toga skupa. Naravno, odbacivši s'l~up 
VR.< W, (~ <fl), možemo suponirati, d~ je fl= O._ 

€ • . . . . . . 

Prema tome, sada ispitujemo slučaj, kad. potomstvo ni ·jednog 
{;lal)a skupa W ne sačinjava čitav sloj skupa W. To specijalno znači, 

-da u W nema jednočlanih slojeva, nego da je dakle 

(19.3.10) .• 

Lemu ćemo do'Kaz.ati induktivno s obzirom na broj 

(19.3.11) 

Početni slučaj: 

(19.3.12) 

sup k R.a W, (a < .w1). 
a 
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Zbog naravi skupa W, ima svaki njegov element neprebrojivo 
mnogo potomaka. Kad bi .naime postojao a E W sa < kwo potomaka, 
postojao bi broj ~ > y (a), tako da u skupu 

(19.3.13) V R.a W, (a:;?-~) • 
a 

) ' 
ne bude ni jednog jedinog· potomka od a; ·no, kako u sloju R.'>'<aJW,. 
u kojem j€ a, mora svaki član skupa (19.3.13) imati jednog prethodnika, 
to znači, da bi ·onaj preostali član u skupu R.",<aJW"- {a}, brojao čitav 
skup (19.3.13) pa speCijalno i· sloj <'R· W među svoje potomstvo, pro-· 
tivna pretpostavci. "- ' 

Idemo obrazovati neprebroilv uređen skup ~~ W. . 
Neka je a E R.o W; označimo sa F uniju svih slojeva skupa W u 

kojima ima potomaka člana a; sada smo vidjeli, da je F ne prebroji v, 
a zbog invarijantnosti s\ojnosti (v. lemu 17.3.9) svaki sloj skupa F je 
izvjestan sloj zadanog skupa W; znači, da je 

y.F = .w1, k·R.· F = 2, (a < wl). 

Kako svaki R.aF sadrži bar jednog potomka člana a, 'sadrži on i 
samo 'jednog potomka x. člana a, jer je čitav R.a F SC!stavlje)1 tek od. 
dva elementa; kad bi naime. i drugi element 

yaE R.aF"-.{xa} 
. 

bio potomak od a, bila· bi· čitava generacija R.aF potomstvo a-ovo,. 
protivno pretpostavci. 

Dokažimo •. da je skup svih Y•, (a < wl) potpuno uređen i da iz. 
a < ~ .< wl slijedi Ya < Yfl. Naime, kako je R.a F = {xa, y.};. a kako se 
u R.a F nalazi bar jedan predak od Yf!, može to biti jedino y.; jer, kad 
bi bilo Xa < Ya, onda bi to znaČilo, da je Xa < X fl i Xa < YFJ t. j. čitav 
slo] Rll F bio bi obrazovan od potomaka člana \Xa, što se protivi našoj 

. ' ' ' 
. pretpostavci. · 

Time je lema 19.3.2 dokazana, ako je broj (19.3.11) jednak 2. 

Pr e l a z n i s l u č aj: Neka je n > 2 prirodan broj i pretpostavimo, 
da je lem.a 19.3.2 dokazana, u slučaju da je broj (19.3.1]) < n. 

Dokažimo, da lema važi, ako je b roi 19.3.11 ije dnak n t. i. ako je:. . . 

· (19.3.14) k.R.a W <:;:n, (a < W1). 

Naravno, možemo pretpostaviti, da 'iločam od nekog indeksa a 
važi u (19.3.14) znak jednakosti; ništa nas ne priječi da uzmemo, da to . . . . . . ' 
važi vet poč am od a = O t. j; za sve br-ojeve < w1. · 

Neka je · -· 
. (19.3.15) a 

bilo koji član skupa W sa k w1 potomaka; jasno je, da u svakom sloju 
tak<tv a postoji; stavimo 
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·(19.3.16) 

tu a, prolazi po re,dll svim brojevima tako da u sloju RaW ima bar 
jedan potomak člana a. 

Skup G je neprebrojiv, jer su .sumandl u (19.3.16) disjunktni a i 
• 

:puni. Nadalje je za svaki naznačeni a;: 
. ' 

' R<G = R.
1
W"-..[a, oo)w. (v lemu 17.3.10) 

No kako R·, W ima bar jedan član·> a, to znači, da R< G ima 
< n članova, jer je k Ra

1 
W -:- n. Ukratko, razvrstan skup '(,J9.3.16) ima 

. rang roJ, a svaki mu je sloj > n, pa· prema nefom dokazanom, sadrži 
·'()ll uređen skup > k wl. Tako je lema dokazana općenito kad je s upre

mum (19.3.11) kardinalnih brojeva slojeva konačan. 

Konačni 

ma da je 
s l u č aj: ostaje slučaj, kad je taj supremum beskonačan, 

• 

. 

O< kR.W < k.w., (a< w1). 

' 
J asrio je, da tada . postoji bar jedan prirodan broj 

ima k .wl slojeva potencije n; promatraJući uniju svih tih 
bi razvrstan skup za koji je lema 19.3.2. već dokazana. 

Time je konačno dokazana lema 19.3:~. 

• 

n, tako da W 
slojeva, dobili . . 

Konac dokaza, lijeve polovine teorema 19.1.1. Valja dokazati ovo: 
ako je 

bW <;: kWo, kRa < kw0 , (a< yW), 
iada je ( 

YW < w1. 

U obrnutom slučaju, moglo bi se desiti Y W > w1 . A to zajedno 
sa kR·< kwo značilo ·bi prema lemi 19.3.2, da bi bilo kcW:?kwl,. 
<lakle tim P tije b W :;? k w1 , protivno pretpostavci. 

Da najzad 

(19.3.17) sup YW, (bW < kwo) 
w ' 

• • • 
. ne može biti < roJ, to je jasno, jer svaki dohro uređen skup kojemu 
je rečlni broj a jest razvrstan i ima rang a. Specijalno, za svaki redni 
broj a < w1 , skup (- =, a) svih rednih brojeva < a ima rang a, pa se 
tvrdnja, da je broj (19 3. 17) jednak .roJ svodi na to, da je wl supremum 
rednih brojeva od kojih sva\<i ima kardinalni broj kw0 • ·. 

Time ]e lijeva strana teorema 19.1.1 ·potpuno dokazana. 
' ' 

§ 19.4. Opća lema o kardinalnom broiu razvrstanih skupova. Do-
kaz desne polovine teorema 19.1.1. · · 

. 

Lema 19.4.1. Za svaki razvrstan skup W • 
t mamo 

• 
' k w· < (2 ks W) ke w (v. Kurepa [5], p. 63). (19.4.!) ' . 
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' -· 

Lemu ćemo dokazati . tako, da elemente skupa- W predočimo na 
izvjestan 'način pomoću slogova. Da dođemo do takvog predočenia. 
definirajmo za-' svaki 

(19.4.2) 

. · potpuno urejlen skup 

Fw 

FC:..W - skup 

kao prvi sloj skupa svih točaka x E W, sa svojstvom da je F ,~ (-. oo, x)w ,. 
specijalno, vw = Ro W; ako F sadrži koji posljednji element od W, onda 
je naravno sb1p (19.4.?) pust. · · 

· J asno je, da je 

(19.4.3) 

Neka je 

(19.4.4) 

ma kakva množina potencije 

(19.4.5) 

.kFw<ksW. 

• 

M 

ks W; znači, da je 
• 

kFw< kM 

za svaki ur;eđen skup F ~ S . . No relacija (19.4.5) znači, da postoji obo
strano i~dnuznačno preslikavanje 

• 
(19.4.6) 

između skupa Fw i izvjesnog di]ela t"<F, Fw) skupa (19.4.4). 

· Neka je 
(19.4.7) . 

• 

p 
- . . 

l 

porodica svih punih maksimalnih potpuno uređenih skupova izvađenih Iz · . . 

(19.4.8) (-oo, x)w odn. (-co, x]w, (x E. W) .. 
• 

Ako je L E P, onda je L izvjestan dobro 'uređen skup ~ W; ako 
je a njegov redni broj, neka su 

(19.4.9) L= {ao, a1, ... a,, .. }, (~ <a) 
• • • 

po redu. sve točke skupa L; pridružimo skupu L k{)mpleks, slog 
..--

(19.4 10) if! (L)= mo, TJIL• .•. m,, o . , (~ < a)-
. .. 

na. ovaJ na cm: . 
, ..• 

• 

(19.4.11) mo = f (ao, RoB) ; 
• 

akoje G< s< a, onda označuJući sa L" dobro uređen skup svih a., (TJ<~). 
tada je (L<)w određen definicijom (19.4.2). pa je zato određena i točka • 
(19.4.12) m,= f(a,, W)w) skupa M. 

Na osnovu zadanih preslikavania (19.4.6), slog (19.4.10) je skupom 
L E P jednoznačno određen. 
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Dokažimo, ,da je to preslikavanje obostrano jednoznačno: 
. -

Ako su L, L' dva različita elementa množine (19.4. 7), pripadni slo-
govi ll> (L), ll> (L') jesu različiti. 

Svakako presjek 
(19.4.13) L r\ L' 
dobro uređenih skupova L, L' jest ili pust ili je određen početni komad 
i od L i od L'; u prvom slučaju, označajući sa l, l' početne elemente 
ocl L odn. L', bit će l, l' dvije određene točke skupa RaW, pa je zato-

t (l, Ro W} =!= f (l', R.o W), 

što znači, da je ll> (L) =!= ll> (L'), jer slogovi ll> (L), ll> (L') počinju sa -
f (l, R.a W) odn. sa f (l', R.o W) . 

• 

Ako pak skup L (\ L' .nije pust, nego se podudara sa jednim ođ 
zadanih skupova, tad je očigledno ll> (L) =!= <P (L}, jer jedan slog čini 
početni komad drugoga. Ostaje još slučaj, kad je presjek L (\ L' izvje--
stan pravi p~četni . komad i od L i od L'; označujući tada sa 

' 

l odn .. l' 
. 

početni element točaka skupa L '-.L' odrlosno L'"-..L, bit će l, t dvije 
· različite točke iz 

A= (L f\ L')w; 

tu je A početni sloj skupa svih točaka iz W koje dolaze iza skupa 
(19.3.14). Zato je i 

(19.4.14) f ([, A) =!= f (l', A), 

a to znači, da je i ll> (L) =!= ll> (L'), jer su članovi .nejednakosti (19.4.14) 
elementi istoga tanga u slogu ll> (L), odn. ll> (L').· 

Kako je transformacija 

(19.4.15) il> (L), (L E P) 

obostrano jednoznačna, imaju množine. 

(19.4.16) P i il>(P) . (množina 'svih (19.4.10)) 

isti· kardinalni broj. 
No, za zadani redni broj a, množina slogova odnosno funkcija 

m,, (!; < a) sa m, E M 
iznosi (kM)k". Kako broj a u (19.4.10) zadovoljava . . 

• 

to znači ·da je 

odakle· zbog 

·.ka-<:kcW, 

k il> (P).<~ (kM)k", (ka <-ke W), 

·· (kM) ka<. (kM)kc W; 
' 

k ll> (P) _< (k M ke W ·ke W _< (2 k M)kc w. 

' 

• 



' 
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Zbog k (P) = kiP (P) i kM = ks W, daje zadnja relacija: 

(19.4.17) k (P)<, (2 ks W) ke w. 

No ako za pojedini a E;; W označimo sa L (a) izvjestan maksima
lan potpuno uređen skup -~ (-·oo, a]w, bit će L(a) određen element u 
porodici P, a jasno je, da je L (a) =FL (a'), ako su a, a' različite točke 
skupa W.- To znači da je · • 

(19.4.18) kW< k P, 
' 

što s prethodnom formulom (19.4.17) daje traženi ()brazac (19.4.1). 
' • 

Lema 19.4.1. Za sva~i beskonačan razvrstan skup W važi 
• 

(19.4.19) kW<, 2bW. 

Stvarno, .iz ks W <,b W slijedi 2 ks W <, 2 b W, 
a odatle, te iz kcW <, bW 

-· 
izlazi ' (2ks W)kc w <, (2bW)bw- = (bW)bW . 2bw 

(2bW = bW, jer je bW > k~o). 
A to zajedno sa (19.4.1) daje 09.4.19). · 

KorolarJ9.4.1. Iz bW<,~, slijedi kW<,2~0 = kw.roJ dakle i 
• 

. yW <_ ~>(Ol+I. 

Desna polovina teorema 19.1.1 se podudara sa sadržinom leme 
19.2.1 i korolara 19.4.1. -

Time je tem;em 19.1.1 potpuno dokazan. 

. -
- '§ 19.5. ZADACI . 

• 

§ 19;5.1. Promatraj skup (C) svih konačnih ili prebrojivih slogova pri
rodnih brojeva uređen po početnom podudaranju; dokaži da je 

Y [a]s · wl, (a -E- S), 

. k R a S = . ~o za a <_ ~o 
2~0 za ~o <, tt < OJI 

k (-bo, a)s =~o za svaki a E S, sa svojstvom 
' 

da je y (a; S) jednak O ili oblika a+ J. 
§ 19.5.2. Ako je M bilo koji prebrojiv dio skupa (C) iz § 19.5.1, pa ako 

je svaki od skupova · 
Ai..(\ R.a S, (a <_ Y S) 

• 
konačan . ili pust, dokaži da je -

k (S'-.. V [als) · ::~', (a E. M.) 
, a 
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:§ 19.5.3. e a n t or o v a hipoteza 2~0 = Nr ekvivalentna je s hipotezom, 
da skup ( (C); ,~) iz § 19.5.1 sadrži dio M tako da bude 

kM(\ Ra(C) <l, a< y(C) . 

V [alel = (C), (a E M) 
• 

• 
a 

(v. moju_ tezu p. 134). 

§ 19.5:4. Primijetimo, d~ je c~o = e; naprotiv, bez Cantor o v e hipo-. ' . 
teze e - NL ne umijemo dokazati da je . Nr ~o = Nr, jer je ta 
jednakost ravnopravna s e a n t or o v o m hipotezom. 
O raznim ekvivalencijama e a n t or o v e hipoteze v. Sie r
pinski [3]. 

~ 20. VEZA KARDINALNOO BROJA DJELIMIČNO UREĐENA SKUPA 
S KARDINALNIM BROJEVIMA- NEKIH NJEGOVIH DIJELO V A. 

Teorem 20.1. Za svaki djelimično uređeni skup E važi 
- . 

(20.1) k E < (2 k~ E) k, E (v. Kurepa [ 4] i [5]) 

Pritom je ks E = sup k F, (F je potpuno neuređen i ~ E) 
FE-E 

ko E = SUP {ke E, kd E}. ' . 
~ -

](ao što znamo. ke E odn,_ kd E je supremilm potencija skupova iz 
' E koji su dobro uređeni odn. obrnuto dobro uređeni. 

Za slučaj kad,. je E razvrstan, teorem 2.0.1 se· podudara sa !emom 
19.4.1. Ideja o superpoziciji poređaja omogućit će nam da teorem 20.1 

, ~sveđerno na lemu 19.4.1. 
Neka je naime 

' 

{20.2) w 
skup što ga dobijemo superpozicijom zadanog djelimičnog uređenja 

skupa E i ma kojeg dobrog uređenJa 

(20.3) a o, ar , . . , af, . . . , (~ < a) 
toga skupa E. Naravno, 

·(20.4) kW=kE • 

-
jer su materijalno W i E isti skupovi t. j. sastavljeni su od istih ele-
menata (samo ne moraju biti identički organizirani). 

' 
. No. W kao rezultat superpozicije dobrog uređenja jest razvrstan, 

:pa zato prema lemi 19.4.1 imamo: 

kW<:: (2 ks W)k.cW 
-odnosno, prema (20.4): . 

{20.5) k E<:: {2 ks W)kc w • 
• 

/ 

KUREPA: Teorija skupova 16 
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' 

No 

(20.6) 
. -

·Stvarno, neka je N proizv-eijari posve neu ređen dio skupa W; ako-
su a,., a. dva nj~ gova elementa, onako kako se oni pojavljuju u (20.3),. 
pa ako je 1.1. < v, onda to znači, da je a. ispred a,. u zadanom skupu E .. 

Ako nam tada za a, b E N. relacija . · , . ' 

(2<k7) a a b-

znači da je a = b ill: da je a iza b u E, onda to znači (jer je N neure
den dio skupa W) da je a ispred b u (~0.3). Tako jy N postao razvr-

, . 

stanim skupom s obzirom na a i očito je' 

· keN <.ka E. 
K tome je naravno ' 

ks N<. ksE. 

Zato· formula iz leme 19.4.1 primijenjena na razvrstan skup N. 
postaje 
(20.8) 

i dalje radi prethodnih 

, 
kN<. (2ksN)kcN 

dviju relacija: 

kN<. (2ksE)kde. 

• 

Kad· N prolazi kroz sve potpuno neuređene 
odatle tražena formula (20.6). 

1 
~kupove .~ W, izlazi< · 

No obrasci (20:5), (20.6) dai u: • 
(20.9) · k E <. (2 ks E) ke E· kdE . 

. 
Brojevi ke E, kd E 

· gom je slučaju 
su oba ili konačna ili oba beskonačna. U dru-· 

• 

• •. 

• 

pa zato iz (20.9) odmah izlazi :tražena formula (20.1) 
Ako su pak oba broja k, E, kdE konačna, oni su međusobno jednaki~ 

pa neka je 

(20.10). - n = k,E = kaE = koD. 

Tada je naravno E razvrstan i ranga n, pa rastav 
' 

.. E = V R.".E, (v < n) 
v 

daje • 

k E<. n · ks E, a ovo je sigurno <. (2 ks E)• = (2 ks E)k,.t' . 
• 

·-Time je teorem 20.1 potpuno dokazan. 
• 

Primjedba 20.1. Možemo se pitati, da li je obrazac (20.1) najbolja: 
aproksimacija broja k E u smislu da se u obrascu (20.1) mjesto <. ne: 

' može staviti ili uviiek =.ili uvijek <. 1 
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Odgovor je afiirmativan; stvarno, ako je lP prvi redni broj zadane· 
potencije m, onda skup· svih funkc•ja . . 

· a~, (~ < lP) 
' 

sa vrijednostima O i l uređen po principu prvih diferencija jest uređen 
skup za koji je ko·E = m, k E = 2m. Dakle u (20.1) ne može vazda 
stajati znak <. · 

Potpuno uređeni . skup racionalnih_ brojeva pokazuje da . u (20.1) 
ne može vazda stajati znak =. . 

V• vazi 

T e or e m 20.2. Za ma koji djelimično uređen beskonačan skup E 

. Stvarno, formula . 

k E< (2 ks E)koE postaje dalje < (2bEJbE = (bE) bE = 2bf', • . ·' 

Za potpuno uređene skupove E je bsE =l, pa zato teoreni 20.1 daje 

K or o l ar 20.1. Za ma koji potpuno uređen skup E imamo 

kE< 2k.E. gdje je koE 
' ~ 

supremum potencija dobro uređenih odn. obrnuto dobro· uređenih sku-
pova:~ E. 

Korolar 20.1 pripada f. H:ausd"orffu (v.liausdorff[l] kap VI,§§ 
7 i 8; v. također Kurepa, [6] pp. 114-llS,naročito p. 118. teorem 1). . . 

Teorem 20.1 objavljen je u Kurepa [19] pp. 2-67 sa dokazom, bez 
l . . 

dokaza u Kurepa [16] p. 1196, formula (1). 
Stavimo li za djelimično uređen skuP, E: 

' ' 
k0E= sup kF 
. F 

pri čemu' F prolazi svima potpuno uređenim skupovima ~E, tada je 
jasno, da je koE< k0E, pa zato teorem 20.1 daje . . ' 

K or o l ar 20.2. Za svaki djelimično uređen skup S važi: 
-

k S<: (2 ks S) k' S. 

§ 20.1. ZAD.A CI.· • 

• 

· § 20.1.1. Skup fL. Promatraj skup fL sVih konačnih slogova brojeva < W1, 

uređen na način,. da za dv_a različita sloga 
· a = (ao ."a1, ... ak) 

b = (bo, b1, . ; . bn) 
iz fL,. relacija a <b bude ekvivalentna ili sa sistemom 

• 

k = n, ao = bo, ... Gk-1 = bk-l, Gk < bk . . 

(u slučaju k= n = O, to znači da je ·ao < bo) 
-

ili sa sistemom k.< n, (ao, a1, .•. ak) < (bo, b1, ... b n .J). 

• 
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• 

ho · .J l § . . - 21 -
Dokaži, da. skup fl. ima ova. svojstva: 
I z a E fl. s lij edi 
(20.1.1.1) k(-=, a]~'= ~o ili l, 

već prema tome da li je rang Y (a, fl.) prve vrste (oct · · 
' druge vrste; n. O) ili 

(20 1.1.2) Y [a]~' = m1, (a E fl.); 

(20.1.1.3) kRali-= ~o, (a< Yf.l.); 
(20.1.1.4) kc[a]~' = Nt, (a E fl.). 

Može, se dokazati, da svaki razvrstano uređeni sku 
svojstvima- analognim svojstvima (.110.1.1.1)-(20.1.1..:1:) ~ S ·sa 
jedan dio sličan sa skupom fl., sadrži 

§ 20.1.2. Za gornji skup fl. pq:>matraj skup PM!!- svih maksima! . 
· puno uređenih skupova potencije -Nt. Na osnovu n,h Pot-

uređenja svakog od skupova PotPunog 
(-co, a)~', (a E fl.) -, 

• 
izvedi leksikografsko uređenje skupa PM f.l. i odredi 
ke p Mf.l., k d p M fl., 

Dokaži da je · 

pr o b l e m 20;1.1. Odredi 
sup PMS 

' 

pri čemu S pro1azi svima dijelovima skupa_ (C) ,iz § 18 
svojstvima koja ;m .a~alogna sv~jstvima_ (20.~.1.1)-(208-7 sa 
(naravno fJM S oznacu]e shiP SVJh maks1malmh Potpu ·1.1.4) 
đenih skupova potencije Nt i izvađenih iz S). 110 Ure-

• 

, 

§ 21. TI~OREM O ODNOSU RAZVRSTANIH SI(UPOVA, l 
• DJELIMICNO UREĐENIH SKUPO V A. 

Upravo je čudnovato, da se teorija razvrstanih skupova nife 
razvila. U ovom djelu ona je po prvi put prilično sistematski 00_sact 
zana; inače je algoritam te teorije već bio upotrebljavan kod razv Ptika-
uređenih skupova. · _ rstano 

. . . 

Sada ćemo dokazati jedan teorem 9 vezi djelimično uređen· . 
pova sa razvrstanim skupovima, koji će se po svoj prilici moći Ih Sku-
b!javati kod raznih ispitivanja. - • · · · UPotre-

Teorem 21.1. Svaki djelimično uređen skup S sadrži • 
skup D(S) S(l svojstvom da je raz'Vrstan 

(21.1) S = V (-co, x]s. 
xeD_(S) 
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§ 21 

' 

Kraće to možemo reći ovako: svaki djelirflično uređen skup· kon• 
finalan je sa jednim razvrstanim skupom. Neka naime važe slijedeće 

' 

definicije. 
Općenito, ako· su G, H dva podskupa d~elimično uređena Škupa S, 

možemo reći, da su skupovi G; H konfinalni, ako važi sistem jednakosti: 

(21.2) . G= V (-co, h]G 
.. hell -

(21.3) H = v (-co, g]H . 
goG 

Analogno se definira koinicijalnost skupova G i H pomoću jednakosti: 

{21.4) G = V [h, co) G 
1 

h< H 

(21.5) H= V fg, co)H. 
geG 

Ako su G, H i konfinalni i koinicijalni, veli se, da su oni koek--
stenzivni. Vidi se, da je konfinalnost (koinicijaliiost i koekstenzivnost) 
jedna ekvivalentna relacija. 

Specijalno, sjetimo se da su filtri uređeni skupovi. Svaki dio filtra 
s kojim je filtar, koinicijalan zove se baza filtra. 

. ' 
Najprije ćemo dokazati -

Lemu 21.1. Svaki djelimično uređen skup x sadrži bar jedan 
posve neuređen dio 

. (21.6) 
• 
RX • 

tako da svaka točka zadana skupa X bud.e uparedlji.v(l s jednim ele-
o • 

mentom skupa R X, dakle "' -
• • 

(21.7) 
' 

X = v (-co, x, co}x, (x E R X). 
X 

' ' ' 

Stvarno, neka je .. 
(21.8) Xo ' xl ' • • l • ;- Xf' . . . 

ma kakvo dobro uređenje skupa X 1
}. 

• 

• 
Odredimo induktivno skup R X ovako: stavimo ao = xo; neka je 

posve neuređen skup ; 

(21.9) ao, a1. ... , ap, .. (~ < Y); već određen; 
' 

ako 1e skup , 

(21.10) X" v (-'oo, ap, co}x • 

IJ<"' 
/ 

• 
prazan, stvar je gotova, pa je dovoljno sa RX označiti skup svih 
a p, (~ < y); ako je pak skup (21.10) pun, definir!lt ćemo l točku ·a.;; 

. 
1) Prema tome, mi dopuštamo moguGnost dobrog uređivanja skupa 

prihvatamo Zermelov izborni aksiom. , · . • 
X t. j. mi 

. - ' . . 



246 § 21 

kao onu točku u uređenju (21.8) koja je prva, a teži u (21.10) Indukti-
··- n 

vno je na taj način potpuno određen skup R. X. 
Prijeđimo onda na dokaz teorema 21.1. · 
Pođemo li od kakvog dobrog uređenja zadana skupa S: 

' 

· (21.11) · So, S1 , S2 , • • • , Se , . • • (~ < roo), 1
) 

omogućuje nam lema 21.1, da svakom X.~ S .pridružimo gornjim induk~ 
' o 

ti vnim postupkom izvjestan ·po ts kup R. S za ko ii važi relacija (2L7). 
. . Definirajmo. induktivno posve neuređene skupove i broj y: 

(21.12) . R.o, R.1, • .•• , R.a, .. , (a< Y) ovako: 
Stavimo 

(21.1,3) 
o 

R.o =R.S, 
• 

. B . ·- -

gdje je R.S onaj na osnovu uređenja (2I.ll) jednoznačno određen neure-
đeni dio skupa S ·za koji je 

o 

S= V (-w, X, oo)s, (x E R.S). 
X 

Isto· tako: 
' • 

R.1 = R. (S"'- V (-oo, x]s ), (x E R.J) 
X , 

' 

R.2 = R. (S".. V (-oo, x]s ), (x ~~V R.d. 
. X E<2 
. . 

Isto, tako za svakj redni broJ a stavimo: 
. . . ' :-

(21.14) · · R.a - R. (S"- V (-oo, x]s ), (x E V R.d. 
. x · ~<a 

Na osnovu transfinitne indukcije, određen je time R.c za svaki 
redni broj «. 

Neka je · · • 

(21.15) . y 

prvi redni broj za kojj je R."Y = v (praznina) .. · 
Na taj je način određena porodica neuređenih punih disjunktnih . 

skupova · 

(2 t.l6) R.o; R.1 , . . . Re, . · , (~ < Y) 

i skup 
(21.17) W = v R.e, (~ < Y) 

e 
za koji je 

(21.18) S= V {-:-oo, x]s, (x Ei W). 
X 

To znači da je S konfinalan sa skupom (21.17). 

· 1) Prema tome, k<»J =kS (slučaj kS< kroJ je. trivijalan, jer je tada skup s 1 
sam razvrstaiJilpa naravno, da on i sam zadovoljava relaciju (21.1). 
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• • 

Još treba dokazati da je skup W razvrstan. 
Dokazat ćemo čak, da je 

' 
<21.19) R.a W = R.a, (a < y) 

<21.20) yW = y. 

Zbog jasnoće, stavimo za. svaki a < Y: · 

(21.21) Sa= S"- V (-oo, x]s, (x E V R.d. 
X ' . - E<• 

Tad je 

(21.22) 

rastav 
. 

S= V (-oo, x]s V Sa, (x E V RE) 
~ Eca-

potpuno odredeni rez parcijalno uređena skupa S, a Sa je gornja (druga) 
.komRonenta toga reza 1

). 
' ' i 

Skupovi- Sa i 
{21.23) v (-oo, x]s, (x E v S~) 

• x - · E<a 

naime očito su zbog (21.21~) bez zajedničkih točaka. Još treba da ·vidi~ 
mo, da je S. završan komad skupa S. To je zato, što je (21.23) oči-

• • • 
:gledno u_očetan komad skupa S, a S. njegoy neprazan kbmplement .. 

Kao završan komad skupa S ima skup Sa ovo svojstvo: 
• 

(21.24) [x, co)s. = [x, oo) s, (x E $.) za svaki a < y, 
• 

Dokazat ćemo, da je ' 
{21 25) .· R.a =R.o !V [x, oo)s), (a< y) 2). 

· x_eJ<a. 

Na osnovu (21.22) bit će formula (21.23) dokazana, ako dokažemo, 
da je 
(21.26). •-

• 

• 

. 

R.a., R.o (V [x, oo)s;,), (a< y). 
· XEJ<a. 

. No prema 
skupa s.: 
(21.27) 

' . 
definiciji (21.14), R.a je izvjestan posve neuređen dio 

• . 
R.a ,g_ Sa 

• • 

sa svojstvom da; je: 
• 

(21.28) ·· Sa = \../ (-=, x)s. V V [x, oo)s., (x E R..) .. 
X~ • X . 

Iz razloga, što. je R..· posve. neureden dio završnog komada: 
' V [ ;w =h.. (x E R.a) skupa · s., 

X 

izlazi odatle neposredno obrazac (21.26), a ftime i (21.25). 
• • • . . 

' 
· 1J Sjetimo se, da rezom djelimično uređena skupa S razumijevamo svaki rastav 

toga skupa u dva disjunktna dijela od kojih je jedan početan, a jedan završan komad 
s~pas. ' · 

2
) Sjetimo se, da za parcijalno uređen sk,up X znak RoX· označuje skup svih 

početnih točaka skupa X. · 
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. 

Kako je 
(21.29) Ra~ Sa, 

a svaki Rd; S'-..Sa, (~<a), 
. 

to znači. da sLi skupovi {21.12) dva po dva bez zajedničkik točaka . 
. 

Zato je 
So :>-St ) S2 ::> ... Sa ::> ...• (a < y) 

što sa (21.27) daje • 

Rr ~~ S. za svaki a-<~ < Y • 
. 

-Odatle zaključujemo, da za <p > a skup R~ kao i Ra leži u drugoj 
komp(menti reza (21.28) t. j. -
(21.30) Rd!; V [ x, co )sa = V [x, oo)s, (x E Ra, a <:: ~ < y). 

X iX . 

Na osn(Jvu formule {21.25) izlazi odatle za svaki a < y: 

(21.31) Ra = Ro.(V Rt), (a< ~ < y). 
!: ·. 

Sada možemo odmah dokazati, ,da važe tražene formule (;:il.18) ii . . 
(21.19). Najprije, 

(21.32) .· RaW= Ra za svaki a < Y. ' 

Stvarno, za a= O obrazac (21.32) je istinit, jer ga dobijemo stavlja
jući a= O u obrazac. (21.31). Neka je. O<~ < Y i pretpostavimo, da. 
je obrazac (21.32) dokazan za svaki š < a t. j. da je · . 

(21.33) . . _REW =Rf za ~<;::a.· 
. 

Dokažimo, da je onda i Ra W = .Ra. . • 

. 
Stvarno,· R.a W = (po definiciji sloja a) = Ro (W'-.. v· RE W) = zbog-

- - E< a 

(21.33) = Ro (W- V Rt) = (zbog disjunktnosti skupova (21.12) i defini-
- ~<tl ' - - -

cije (21.17)) -'- Ro (v Rr) =(zbog obrasca (21.31)) = R.a . 
. a<~:>'Y . 

' • • 

Po principu transfinitne indukcije, dokazana je time formula (21.32)1 
• • • 

potpuno. Kako je zbog (21.32) i (21.17): · 
• 

W ='-;;RaW, (a,:.c~·y) i R· W=l=O za <svaki a< Y, 

to znači, da važi i jednakost y = y w, a to je i>brazac (21.20). 

' 

Time je izveden. dokaz da je W razvrstan i da mu je rang y . 
. 

§. 21.1 Uslov račvanja i Suslinov problem. Tiorem 18.1.2.1 iska
zuje ekvivalentnost. Suslinova problema sa problemom o prebrojivostl 
svakog razvrstano uredenog skupa T za koji i e b T = ~o. Općenitije • 
• Imamo: . l 
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§ 21.1-§ 21.1.2.5 
• 

' • 

Teorem 21.1.1. Da·odgovor na Suslinov problem bude pozitivan, 
nužno je i dovoljno, da bude najviše prebrojiv svaki jednostrano uređen 
skup kojemu je svaki dvostrano uređeni dio najviše prebrojiv. 

Stvarno, neka je S proizvoljan skup uređen spram lijevo koji 
zadovoljava uslo vu račvanja; ako je D (S) jedan njegov razvrstan dio· 
s kojim je S konfina:Jim, te koji po teoremu 21.1 postoji, imat ćemo 

(21.1.1) S= V (-co, x]x, (x E D(S)). 
X . 

Uzmimo sqda, da je svaki obostrano uredeni dio skupa S konačan •.. . , 
ili prebroiiv. Kako je svaki od sumanda u (2l.l.l)'ureden, bit će on 
najviše prebrojiv, pa zato iz formule (21.1.1) zaključujemo, da je 

odnosno, ako je 

(21.1.2) 

Na osnovu 
18.1.2.1. 

-
k S <. No · k D (S) 

S pa prema tome i D (S) beskonačan: 

k s = N) . kD (S) . . . .. . 

relacije (21.1.2) sveden je teorem · 2l.LJ na teorem 

§ 21.2. ZADACI. 
. . 

• 
• 

§ 21.2.1. Uvjeri se, da je koinicijalnost skupa RoX sa. X za svaki X,~ S . 
. . . 

nuždan i dovoljan uslov pa da uređen skup S ,bude razvrstan_ 
. 

§ 21.2.2. Ako je sk\lP (-co, w1) rednih brojeva < .wt konfinalan sa syo-
jim dijelom S, tada je taj skuP i sličan sa S. 

. ' . 

§ 21.2.3. Uredi svaki lijevi čvor skupa ( (C); C) iz§ 18.8.7. pa na osnovu 

• 

toga izvedi: a) prirodno potpuno uredenje skupa (C); b) leksi
kografsko uredenje skupa svih maksimalnih potpuno uređenih. 
dijelova skupa ( (Ć); C).. · ·· 
Da li je koji od dobivenih skupova konfinalan sa rot? 

·s 21 .. 2.4. Promatraj skup S svih ]ednoznačQih preslikavanja svih po-

•• 

četnih komada linearnog kontinuuma e na skup {0, l} uređen 
na prirodan način da za dva takva preslikavanja f, g relacija 
f ,~ g znači ·da se transformaCija g podudara sa. preslikava
njem f na početnom komadu na kojf<ll}U je r definirano. Odredi 
jedan razvrstano uređen dio skupa S koji je konfinalan (koini-
cijalan) sa S. · , · · 

§ 21.2:5. Neka su A, B dva djelimično uređena skupa; može li se skup. 
At (B) urediti" tako, da za f, g E Al. (B) relacija t<. g ima da 
znači da je • 

' f (b)'~ g (b) 

u A za neki komad skupa B koji je konfinalan sa B. 



:250 

• 
§ 22. M~EŽ:ASTI SKUPOyi. 1

) 

• . 
• U novije vrijeme mnogi su ljudi počeli izučavati jednu vrst djeli-

mično uređenih ·skupova - mrežaste skupove - jer se pojavljuju u 
• vrlo raznoliki}Jl oblastima. Ma da su se primjeri mrežastih skupova 

javljali i mnogo ranije ipak, sve do nedavno, nije bio došao čas njihove 
opće teorije. 2

) , 

Dat ćemo. definiciju mrežastih skupova kao posebne vrste djeli
mično uređenih skupova, pa ćemo vidjeti, da se kod njih javlja osebujna 
-dualnost koja je bila poznata tek u geometriji: Na osnovu razmatranja 
mrežastih uredenja, _vidjet ćemo, da se analogna dualnost javlja i u 
drugim dijelovima matematike. , 

Zbog jedrwstavnosti, u ovom ćemo §-u uzimati SafTIO takove dje
limično uređene skupove (S; =; <) kod kojih iz x < y < x slijedi 
x = y (naravno, = je. izvjesna rela~:iia ekvivalentnosti). •.. . - ' 

§ 22.1. Definicija mrežastih skupova. Djelimično uređen skup 

(S;<) 
. / 

jest mrežast 3
) ili mrežolik, ako on sadrži infimum") supremum od sva-

kih svojih dviju točaka t. j. ako iz x, y E;. S proizlazi, da skup S sadrži 
jednoznačno odredene elemente -
• 

{22].2) inf {x, y} ·-inf ( {x, y}; S) i sup {x, y}.= sup ( {x, y}; S); · 

pri tom je na pr. inf ({x, y}; S) najveća minoran ta elemenata x i y, 
koja je sadržana) u S kao element t. j. to je jedini posljednji element 
medu onim elementima m skupa S za koje je L m < x i m < y. 4

) ·- . . . . 

Drugim riječima, skup S je mrežast s obzirom na relaciju <. ako 
je u prvom redu skup· S djelimično uređen spram .,-;;;: i nadalje, ako e: 

{22.1.3) 

(22.1.4) 

• . . 

inf ( {x, y}; S) ·E, S, (x, y E S) 

sup ( {x, y}; S) E S, (x, yE S). 
• 

. 
1) Engl. structure ili lattice (mreža); fr. structure, lo gique ramifiee; njem . .Verband 

Hi Dualg~;uppe (Dedekin__Đ. - _ · _ -. 
2) Tako' je to sa,_ gotovo svima matematičkim pojmovima. Sjetimo se na pr. teo

rije vektora. \ek pošto je izučavan kao sila, pa kao brzi_na i kao usmjerena dužina, 
pojavio se apstraktni pojam vektora i matematKka nauka - teorija vektora. 

Slično je s djelimično uređenim skupovima i raznim posebnim vrstama tih 
skupova. 

s) Misli se mrežaste strukture lli ·mrežasto u reden . 
• 

4) Općenitije, ako su X, Y dva dijela djelimično uređena skupa, možemo definirati 
· §DP (X; Y) odn. sup (x; Y) ili ponekad naprosto $UP X 

xex i 

kao najmanji element y skupa Y za koJi je X= (-oo, y] t. j. x _,-;;;: y, (x e X). Ako tako-
• )( . 

vog elementa u Y nema, može se staviti (X; Y) = +oo. 
Analogno se definira inf (X; Y) ko ii je ili odreden element skupa y (i to najveća 

minoranta skupa X) ili ako takav element u Y ne postoji, stavlja se inf (X; Y) =-co. . . 
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-
§ 22.2. Primjeri mrežastih skupova. Svaki uređen skup je mre

žast. Ako skup ima bar dvije nejednake početne (završne)- točke, on 
nije mrežast, jer u skupu ne postoji infimum (supremum) dviju različi
tih početnih (završnih) točaka; tako na pr. skup sa shemom 

' 
l d 

nije mrežast, jer je sup {b, d} = oo • 

• 

Pr i m j er 22 2.1. Skup prirodni_h broj eva kao mrežast skup. Ako 
nam za dva prirodna broja m, n relacija 

m <.'n 

:znači, da je m divizor ·broja n, onda skup 
pom _(N; .,;:;:'); tada je: sup {m, n.} = 

N postaje mrežolikim sku-

1 =v (m, n) = najmanji zajednički više
kratni k (multiplum) brojeva m i n; 

inf {m, n} =M (m, n) = najveća 
zajednička mjera brojeva m i n. 

' . 

R.o(N; .,;:;:')={l}; R.l(N; _,;:;:')=P, 

:gdje je P skup svih primbrojeva (pra-
brojeva).-

• 

(:a svaki prirodni broj n skup 
Ro (n, oo) svih neposrednih potomaka 
broja n sastavljen je od brojeya n · p, 
gdje je p proizvoljan prabroj (prim--- . 
-broj); dakle je: 

R.o (n, =) = n · P. 
Shematski, može se razvrstano 

mrežoliki skup (N;<') predočiti ·slikom· -
. .22.2.1. . 

' 

f 

• 

Pr i m j er _ 22,2.2. Diobeni skup / _ 
P (S) svih X,~ S je mrežolik s obzi
rom na relaciju ,~. Tu je 
.sup {X, Y} _ X V Y =(unija skupova X i Y). 

.inf {X, Y}=X [\ Y = (presjek od X i Y). 

Sl. 22.2.1. 

Skup N prirodnih brojeva kao mre
žast skup:. neposredno poslije svakog · 

n dolazi skup n P brojeva np 
(p primbroi) • 

Tai je skup čak; potpuno mrežolik u smislu, da za ma kakav 
v =t= X ,~ P (S) slijedi 

inf (X; P (S)) E P (S), - sup (X; P (S)) E P (S). 1) 

. 1) Zato je jasno, da se za svaki kardinalni broj m može pitati, da li je djeli
mično uređen skup S m-mrežolik ili nije, u smislu, da li važi lli ne važi relacija: 

. ' 
inf (X; S) e S, sup (X; S) e S za svaki v* X~ S sa k X< m. 
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• 

Pr i m j er · 22.2.3. (Matematička logika). Ako u nekoj aksiomatizi-
ranoj teoriji (na pr. u aksiomatiziranoj geometriji, algebri i t. d.) za 

' dva suda a, b relacija 
' a>- b znači 

da iz suda a na osnovu aksioma i definicija slijedi sud b, postat će runo-. , ' . 
. žina svih sudova (propozicija) aotične teorije mrežastom s obzirom na 

' relaciju :;?-. Za taj skup je sup {a, b} . a V b = logička suma zadanih 
sudova t. j. sud koji je istinit ·onda i samo onda, ako je istinit bar 

·jedan od zadat!ih sudova a i b; infimum pak sudova a i b jest t. zv. 
logički produkt a 1\ b sudova a i b t. j. sud koji je istinit onda i samO> 
onda, .a.ko su istinita oba zadana suda. 1 

Taj primjer mrežasta skupa je glasovit; ·to je. prvi svjesno formu
lirani mrežasti skup; uveo ga je Bo ole 1847, odn. Peirce 1867. 

' 
Pr i mi er 22.2.4. (Račun vjerojatnosti). Ako za dva događaja a i b· .. pt semo 

a ->b ' . 

ako je vjerojatnost . = D, da će se dogoditi a, a ne b, postaje skup 
događaja djelimično uređenim, pa čak i mrežastim s obzirom na rela-· 
ciju -+; primjer je sličan prethodnome. 

. . , . 

Primjer 22.2'~5. (Projektivna geometrija). Ako promatramo skuP' 
svih linearnih prostora dimenzije <n (dakle prazan skup, skup svih 
točaka, pravaca i J)odprostora dimenzije <n), tada je taj skup mrežast 
s obzirom na relaciju ,~; tu je 1 

sup {a, h}= spoj od a; b t. j. onaj najmanji projektjvni linearnii 
prostor koji sadrži i a i b; . 

inf {a, b}= presjek od a i b. 

§ 22.3. Funkcionalno algebarski karakter mrežastih skupo\m. 
Ako je skup (S; -'(:) mrežast, onda su 

(22.3.1) inf {x, y }, sup {x, y} 
• 

jednoznačni binarni 
ovi identiteti : 

operatori u tome skupu; očigledno je, da važe 
• . 

(pravilo simetrije) 
. sup {x, y} = suv {y, x}; inf {x, y} = inf {y, x} 

/ nsup (praVilO združiVanja) . JFnf' 

sup'{x, sup {y, z} } =sup {sup {x, y }, z}; inf {x, inf {y,z}} =inf {inf {x, y }, z} 

(pravilo povezivanja) 
• 

Jlllnf / 
sup {x, inf {x, y} } = x ; inf { x, sup {x, y} } = x 

• 

Drugim riječima, u mrežastom skupu definirana su dva jednozna
čna binarna operatora (?2.3.1) sa 6 svojstava pup~ III1" 1 ' koja su' u. 
sebi dualna. 
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. 
Dokazat ćemo, da su ta svojstva karakteristična za mrežaste 

skupove. 
• 

Teorem 22.3.1. Ako su u skupu ' 
' 

. . 
. ·(22.3.2) s 
-'-- on za sad nije (ijelimično uređen - definirana dva jednoznačna 
.binarna operatora 

·(22.3.3) V,(\ 

-od kojih je svaki komutativan, asocijativan i koji zadovoljavaju uslovu 
da uzastopni zahvat jednoga pa drugoga od tih operatora na ma. koji 
-element skupa ostavlja taj element na miru, onda tako organiziran 

.. skup S možemo parcijalno urediti relacijom 

{22.3.4) a V b = b 1) , 

. i u tako djelomično uređenom skupu važi: 

{22.3.5) sup{x,y}=xVy; inf{x,y}-xf\y, (x,yES). 

Jspišimo najprije simjolički pomenuta definiciona svojstva opera
tora V i f\ (naravno: x, y, z su proizvo!jni elementi skupa S); za 
jednoznačne binarne operatore V i (\ važe ovi -aksiomi: . 

• . . 
(komutacija -o brtlj ivost) 

lu X V y = y V X E: i S X (\ y = y (\ X E S·· Jn 

(asocijacija-združi vanje) 
liu X V (y V z) = (x V y) V· Z x (\ (y (\ z) = (x (\ y) (\ z I!n 

(invarijancija) · . 
lli U X V (x (\ y) = X X (\ (x V y) = X Ilin 

To je istih onih 6 jednakosti {5"-"-Illint, ali napisane ne za opera
iore sup i inf nego za operatore V i f\. 

Kako su analogne operacije V i f\ među skupovima dobro po-· . . 
znate i očito zadovo!lavaju gornjih 6 uslova, dobro je da čitalac u prvi - . 

mah ima njih u vidu. -

Pr i mj e d b a 22.3.1. Drži na. umu dualnost aksioma lu, nu, mn 
za operator V i Pripadnih aksioma za operator f\. Sjeti' se pritom 
>principa dualiteta u projektivnoj geometriji. 

Pr i m j e d b a 22.3.2. U vezi sa definicijom mrežasta skupa, zgodno 
se sjetiti definicije grupe {grupoliki skupovi): to je skup u kojem je 
definiran samo jedan jednoznačan asocijativan operator V sa svojstvom 
rješivosti "linearnih" jednakosti, t. j. · 

A V X = B i Y V A = B imaJu rješenje i u skupu. 
' 

1) Relacija x U y = y može se na pr. čitati ovako: "veći od x i y jest y (tu· se 
pod veći misli > t. j. veći" u širem smislu). Prema tome x U y = y--možemo na pr. '(li
sati u obliku x< y koji nam je bliži, jer smo. se na nj dugotrajnom vježbom privikli. 
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-U tijelu ( = tj el ovit skup) postoje .O. vije komu ta tivne operacije; s . . . 

obzirom na jednu od njih skup je grupolik, a s obzirom na drugu od. ,_ - -

njih grupolik je ne doduše čitav skup nego onaj skup što se iz zada-
noga dobije odstranjenjem "neutralnog" elementa prvoga operatora. 
Prema tome ti operatori u tijelu nisu ravnopravni, što se još potencira. 
zahtjevom da je onaj "uži" operator distributivan spram onoga prvoga. 

. . ' 
' 

Izvedimo nekoliko svojstava skupa S i operatora V i (\ iz kojih 
će proizaći i valjanost teorema 22.3.1. J 

. 

Lema 22.3.1. x \Jx = x; i du<~lno: x (\ x = x za svaki x E-s· 
(idempotentnost operatora \J i r\). 

Stvarno, x V x = (po mn) = x V (xr\ (x V x)) = 
= (po H! U,_ stavljajUĆi Z = X V X) = X. 

Dualno: x r\ x = (po Ill u) = x r\ (x V (x (\ x)) = (po III0 ) - x. 

Lema 223.2. Iz xvy=y slijedi xr\y=xidualno: iz xr\y=y 
' . ' 

slijedi x V y = x. . _ 
Naime, zbog xV y = y imamo xr\ y =·xr\ (x \J y} = (po IJlO) =x_ 
Analogno x f\ y. 
Korolar 22.3.1. Iz xV y = x f'\ y slijedi x = y. · 

~ ' 
Lema 22.3.3. Relacija xV y = y je uređajria u S; (i dualna 'rela--

cija x" (\ y = y je uređajna u S). 
Najprije; ta je relacija povratna: x V x = x (lema 22.3.1). . 

• 

R.elacija je prelazna: iz xV y = y i y V z= z slijedi x \J z= z. 
Stvarno, xV z = (radi y V z = z)= x \J (y V'z) = (po uslovu uu · 
= (x V y) V z = (radi x '"' y = y) = y V z =.z. Dakle xV z = z; 

L e m a 22.3.4. Uredimo li skup S djelimično s obzirom na relaciju 

m V n = n, (m, n El S), 
onda je 

(22.3.6) xV y =sup {x, y}; i dualno· 

· x f\ y = inf {x, y }. 

Stvarno, tni.'fena relacija (22.3.6) znači isto što i sistem relacija t 
zaključaka : 

' (22.3.7) xV(xVy)=xVy 

(22.3.8) y V (x V y) = x V y, t. j. (x V y) je majoranta od x i y_ 
Iz sistema 

(22.3.9) 

(22.3.10) 

• 

X V Z = Z, Y V Z = Z 

(xV y) V z= z 
.. 

t. j. -xV y je najmanja majoranta točaka x i y. 

slijedi 

No (22.3.7) je očigledna posljedica leme 22.3.1 i ustava Il u; relacija 
(22.3.8) proizlazi iz leme 22.3.1 i obrtljivosti relacije V. 
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Konačno_" V -operirajući", 
kosti (22.3.9) izlazi: 

t. j. primjenom operatora V na jedna-

' . 
(x \./ z) V (y \..J z) = z V z. Odatle po redu: 

• 
• 

x V (z V y) V z = z 

' x V (y v (z v z) ) = z 

(xV y) V z= z, 

a to je tražt<na relacija (22.3 10). 
Jz gornjih pe.t lema proizl<tzi istinitost samog teorema 22.3 I. 

l 

Koro lar 22.3.1. Da mrežastskup (.S; V, li) 1
) bude.uređen, nužnO' 

- y - ' 

je i dovoljno, da bude x V y E;, {x, y }, (x, y E S). . 
Definicija mrežasta skupa S kao skupa .točaka i dviju binarnih> 

operacija V .i li S~ SyOjStVirna [U, IlU; Illu, [11, Il11, /II11 VrlO je zgodna,. 
jer se, kao što već naziremo iz dokaza teorema 22.3.1, može razviti 

. čitav način računanja, operiranja, unutar skupa S. 

§ 22.4. Pojedine vrste mrežastih skupova. Ako operatore V i r\ 

podvrgnemo još speciialnijim uslovima, ''dobit ćemo i specijalnije vrste· 
mrežastih skupova. 

§ 22.4.1. Komplementarni mrežoliki skupovi. Znamo za komple-
• 

ment e (x) zadana skupa x: to je njegova dopuna do cjeline; svojstva 
>·-

su mu: 
· X (\ e (X) = V, X V. e (x} = S. 

Veli se da je mrežast skup (S; li, V) 1
) komplementaran, ako je 

ispunjen ovaj uslov komplementarnosti: 

(K.) Postoji inf S E S i sup S E S, i za svaki x 'El S postoji e {x) 'El S: 
sa svojstvom 

X li e (x) = inf S, X V e (x) = SUp S . 
• 

Na pr. mrežasti skup (N, <') prirodnih. brojeva nije komp!emen-· 
taran, jer ne postoji -sup N. Niti mrežasti skup {l < 2 < 3} nije kom
plementaran, jer broj 2 nema svojeg komplementa e (2). 

' 

§ 22.4 . .2. Distributivni mrežasti skupovi. Pogledajmo uslov inva-
rijancije mu. Vidimo, da je 

(22.4.2 l) x V (x li y) = (x V x) li. (x V y), 

jer je lijeva strana PO Illu jednaka X, a desna strana po lemi 22.3.1 t 
uslovu l!l 11 jednaka x. · 

· No formalno izgleda, kao da smo u (22.4.2.1) monomom x distri
butivno "'---obrađivali" "binom" x li y t. j. obrazovali najprije x V x· 
P'a onda X V Y i konačno to dvoje "1\-obradili". - r 

1) Oznakom (S, U, n) hoćemo da naznačimo, da su u skupu S definirana dva .. 
bill.llrna 'operatora U, n sa gornJih 6 svojstava.· 
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' . 

Kad bi zakon distribucije važio općenitije, mogli bi pisati: 
(a \J b) f\ (a V e) = [(a v b} f\ a] V [(a '-' b) f\ e] = 

= [(a f\ a) v (b ·'l a)] V [ (a f\ e) V (b f\c) ] = 

=(po lemi 22.3.1, zakonu V-asocijacije i V-komutacije 
= (a V (af\ b)) V (a f\ e) V (b f\ e) = (po mu) = 
= (a V (a f\ e))' V (b f\ e) = a V (b f\ e). 

Mrežast skup (S; V; (\) je distributivan, ako važe ova dva uslova 
·distribucije: 
(DU) .. a v (b f\ e) = (a.v b) f\ (a V e) 

.. 
• 

(distribucija operatora V s obzirom na operator 0.); 
a f\ (b V e) = (a ·'l b) 'v (a f\ e) 

(distribucija operatora f\ s obzirom na operator V). 

a o 

Na primjer: 

o 
b 

o e 

ovaj skup je distributivan 

e 
B0----+)o0----+ 

o 
b 

. . . 
ovaj skup nije distributivan, jer je 

(b v e) f\ (b V e) =l= b V (e /\ e); 

lijeva je tu strana naime d f\ d 
t. j. d, a desna je b V a dakle b. 

Primjedba 22A.2.1. U elementarnoj matematici poznata je distri
. 'butivnost množenja s obzirom na sabiranje. Ali tu dualnosti nema: 
.sabiranje nije distributivno s obzirom na množenje, jer nije (a· b)+c = 
= (a+ cl· (b + e). Sječenje i spajanje u p roje ktivnoj geometriji distribu

iivni su operatori jedan spram .drugoga. 

§ 22.4:3. Booleova algebra (također Algebra logike) ili Booleovi · 
·skupovi. To su mrežasti skupovi koji su i distributivni i komplemen-
tarni. Tako na pr. za svaki skup S, pripadni diobeni skup P (S je 

Booleova algebra; i razvrstani skup 

. ·ova algebra od 4 člana. · · 
-

je Boole-

• • 
§ 22.4.4. Modularni skupovi. Ako je a..;;: b<;: e, onda je jasno da 

je a V (b f\. e) = (a V b) f\ e t. j. onda važi i pomiješani -zakon združi-.. ' " 
-vanja: zagrade se proizvoljno mogu stavljati. 

• 

• 
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Međutim, u općem slučaju, to qaravno ne će 
važiti, ako za trojku x, y, z važi x < z ili x :;>z. 

važiti. Ali će često 

' 

Definicija modalariiosti. Skup ·je modularan, ' ako važi aslov mo-
dularnosti 

Iz a< b slijedi a \J (x (\ b) = (a \J x) (\ /J • 

(pazi, da uz najmanji član a,· dolazi operator \J a ne 0). · 
' 

Dualni uslov Mn je ispunjen sam po sebi: treba samo uslov Mu 
čitati zdesna nalijevo. 

Na· pr .. skup predočen na slici 
nije modular-an skup; ma da je . naime 
b< e ipak je 

b v (a·(\ e) =l= (b \J a) r\ e., 
• 

' 

Lijeva, je naime strana b \J1 n = b, a· 
<l esna· je strana d(\ e·= e., · · 

' 

Za modularne mrežaste skupove 
' 

' 

·~ 

' b .e 

n 

a 
može se· dokazati ovaj Dedekindov . 
feorem: Ako su a,. b krajevi konačna lanca 1) modularnog mrdastog 
skupa S, onda svaki drugi konačni lanac ·koJemu su a, b krajevi ima 

' . - ,- ' ,- . 

jednako mnogo karika koliko i prethodni. 
' ' 

§ 22.4 5. Pojam ideala. Pod V-idealnom, ili naprosto idealom, 
mrežastu skupa (S; \J; n) razumijevamo· svaki njegov dio l sa svoj-
:stvom da bude · ' 

x V y E:; /, (x, y E /), 

' 
x (\ y E /, (x E /, y E S). ~ 

Analogno se definira r\-ideal :ili dualni ideal. 

Tako na pr. prazni skup je. određen ideal; svaki mrežasti skup 
'također; u množini svih ideala skupa S, to su krajnji članovi. Tamno
žina s obzirom na relaciju .~ je potpuno mrežast skup. 

' . 
Može se dokazati ovo: ako je mrežast skup distribativan, O(lda je 

mrežast i distributivan također SkUfJ svih njegovih ideala. 
' 

Teorija ideala ima nar.očitu ulogu• u teoriji brojeva. Dedekind je 
' ' 

svojom teorijom ideala u nauci o brojevima bio bitan izgrađivač teorije 
. . l -

:skupova. Mrežasti . skupovi Dedekindov su izum. Taj. je izum bio. pao 
ill zaborav, ali je danas u središtu palnje matematičara . 

• 
' 

1) Određen podskup L e S zove se lanac, ako iz x. y • L i (x, y)L =v slijedi 
{x, y)s = v. 

2) To se kraće piše: /Ll l= l, ln S = [; naime, ako je f (x, y) neki operator 
kojemu varijable x, y prolaze, nezavisno, skupom X odnosno skupom Y, onda se pod 
J(X Y)_razumijeva uniia.svih f (x, y), (x • X. y • Y). · -.. 

' 

KUREPA: :reorija skupova 17 
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§ 22 5. Z A D A CI. 
' ' 

§ 22.5. ·. Uredimo li Kartezijev prostor Cn = C1 {l, 2, ... n} tako da 
za njegove elemente f, g relacija f ~g znači f (x) ~ g (x), 
(x E {l, 2, · ... n}), dokaži, da je C. mrežast. Da li je skup . 

.(e.; ~) distributivan. '• 
• 

§ 22.5.2. Isto pitanje za skup Ct(C) dobiven iz gornjega skupa zamje-
nom skupa {l, 2, : . _. n} sa· C. ' 

. 

§ 22.5.3. Isto pitanje za· skup C1 [0, l]c ·svih realnih jednoznačnih funk
. ciJa· definiranih u Jedini čnom· segmentu [0, l]c. · 

§ 22 5.4. Promatni( skup P{l, 2, 3} svih dijelova skupa {l, 2, 3} i uvjeri 
se, da je orl B o ole-ova algebra. Odredi skup svih ideala toga 
skupa. · 

• 

§ 22.5.5. Uvjeri se, da se svaki uređen skup dodavanjem jednog ili naj
više dvaju elemenata može proširiti u potpuno mrežasti skuP~ 

§ 23. PRESUKA VANJE DJELIMIČNO UREĐENIH SKUPO V A. 
MONOTO:fl~A PR:ESUKA VANJA. REALNE PUNKCIJE U 

DJELIMIČNO UREĐENIM SKUPOVIMA. 

Djelimično uređeni skupovi su sigurno najopćPnitiji skupovi kod 
kojih se može govoriti o većem i manjem, tome osnovnom svojstvu 
broja. Može se govoriti o· najraznovrsniiim preslika vanjima djelimično . . 

uređenih skupova, bilo da elementima .jednog skupa pridružujemo ele-
mente ili skupove drugoga, bilO da pazimo, da se pri preslika vanju ne. 
izgube određena S\(.Ojstva skupa i t. d. 

Pojam sličnosti i ono što iz toga pojma izlazi (redni brojevi i 
tipovi) može se i ovdje obraditi, pa ćemo tako imati jedinstvenu teoriju 
rednih brojeva i glavnih brojeva, jer je očigledno, da se .. redni tipovi" 
neuređenih skupova ne će razlikovati od glavnih brojeva. 

• • 
Mi to ovdje ipak ne ćemo raditi, nego ćemo ukazati na nekoliko 

specijalnih vrsta preslikavanja i formulirati nekoliko problema koji su 
i važni i prirodni. Promatrat ćemo jednu vrstu preslikavanjakoja je od 
teoretskog interesa i često se pojavljuje. To su takozvana uzlazna pre-

·' 
slikavqnja djelimično uređ. ena skupa (Sl; ~1L na rlielimično uređen skup' 
(S2; ~2). 1' ~ .· .. . · 

Silazna preslikavanja skUpa S1 u S2 jesu uzlazna preslikavania 
skupa 81 na S2*. 

Silazna i. uzlazna preslikavanja zovu se jednim imenom monotona; 
preslikavanja skupa E1 na E2. 



Specijalno, u slijedećoj glavi izučavat ćemo pod nazivom topo
loških prostora monotona preslika vanja diobenog skupa P (S), djelimično 
uređenog spram .~, na sama sebe. 

. . . . 
Od specijalnog je interesa slučaj, kad svaki potpuno uređen dio 

- - . i . 

skupa Sr prelazi u sličan dio drugoga skupa S2; to su čisto uzlazna pre-
slikavanja skupa Sr na skirp 82. . · 

- Među najjednostavnija monotona preslikavanja spadaju konstante: • • • 

svakom X E Sr _pripada jedan te isti element skupa s2. 
-~ - . 

Mi ćemo se ovdje ograničiti na monotona preslikavanja parcijalno 
... - . . . 

ur!!đenih skupova na uređeni skup realnih brojeva. To su prema tome 
. . . ' 

monotone· realne funkcije kojima je argument u bilo kojem djelimično 
uređenom skupu. · · · · · · 

• 

Vidjet ćemo, da se tu· pojavljuju vrlo interesantni problemi koji 
očekuju svoje odgonetače. I bez sumnje, pitanjau vezi sa razmatranjima 
u ovome §-u, mogu biti· predmetom daljih plodnih razmatranja. 

' . . . 

§ 23.1. Definicija uzlaznih presllkavania. 
' 

' . ' ' . 

Pr im j er i. Pod uzla znim preslika vanjem djelimično :Uređena skupa 
(St-; -<:1) na djelimično uređen skup (S2; -<:2) razumijevamo svako ]edno
·značno preslikavanje t · s~upa (Sl; -<:r) na skup· (S2; -<:2) za koje iz 

(23.1.1) 

(23.12) 

• 

.. f(x) <2 f(y) 

. 
slijedi 

(prema Jom e- svaki potpuno uređen dio D .C. S1 prelazi u potpun'o ure
đen dio f (D) ~ S2; inače, neuređen . dio od Sr ne mora prelaziti u 
neuređen dio skupa (S2; -<:2). 

U razvrstaHim skupovima W važno čisto uzlazno preslikavanje 
• • 

predstavlja t. zv. rang-funkcija y kojoj je definicija ova: svakom x E W 
. . ' 

pridružujemo ·redni broj 

(23.1.3) y (x; W) 

za koji je X E R.hrx. Wl (W). • 

Ta nam je funkcija poznata iz prethodnih paragrafa: Inače od po
znatijih realnih uzlaznih funkcija u pojedinim porodicama skupova ,~ C3 
( = obični prostor). spomenimo: mjeru (volumen) skupova, dimenziju 
skupova, dijametar ( = supre!ll razmaka parova točaka u skupu) i t. d. 
Već po tome vidimo, od kako je velike važnosti pojam monotonih 
transformacija. · · 

. 
· Lema 23.1.1. U partitivnom skupu P(N) svih ·dijelova skupa N. 

. . 

prirodnih brojeva postoji realna čisto uzlazna funkcija (L e b e s g u e). 
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' 
Označimo naime za n E N, ((.~N. sa 

' ' 

(23.1.4) . · q:> (n; X) broj l ili O, 

· već prema tome, 
ljan X.~ N: 

da li fe n E X ili nije n E X; stavimo li za proizvo-

(23.1.5) L(X)· =·i q:>(n; X) . 
2n . ' n= l 

dobit ćemo time čisto uzlazno preslikavanje skupa p (N) djelimično 
uređena· spram ,C:... - · . -

Vidi se, da je L P (N) = [0, I]c. 
. 

§ 23.2. Jedan nuždan uslov za egzistenciju strogo uzlaznlh realnih 
· funkcihl- u E. Problem o· njegovoj dovoljnosti. , ' 

' 

Lema 23.2.L Da u djelimično uređenom skupu S postoji čisto 

uzlazna realna funkcija, nužnd je da svaki dobro uređeni dio skupa S 
bude konačan ili prebrojiv: 

(23.2.1) keS< k.o>o. 

Kako 

(232.2) 

naime za lfnearni kontinuum e važi 

keC= ~o 
' 

' 

jer je svaki dobro uređeni linearni skup < k~J, mora važiti i relacija· 
' 

(23.2.1), ako u S postoji strogo uzlazna funkcija f; u obrnutom slučaju, 
postojao bi ne prebroji v i 'beskonačan dobro uređen dio M ,~S, pa bi 
takva morala biti i njegova . realna slika fM ,~ C · što je nemoguće 
radi (23.2.2). 

Da u općem slučaju gornji potrebni uslov nije dovoljan, pokazuje 

Primjer 23.2.1. Neka je M množina svih skupova 

, (-co, x)c i (-oo, x]c, (x E C) 

svih realnih-brojeva koji su <X odnosno < x; uredimo li M relacijom. 
(;, dobit ćemo potpuno uređen,skup za koji je naravno 

keM= kdM= kooo, 
. 

• • 
ali u kojem ne postoji strogo uzlazna realna funkcija: M nije sličan sa 
nikojim linearnim skupom, i to iz razloga, što on ima kontinuum mnogo 
susjednih elemenata, dok u svakom linearnom skupu ima najviše k.ooo 
susjednih elemenata. 

. . 
No, ako gornji potrebni uslov nije dovoljan u općem slučaju, ostaje 

analogno · pitanje otvoreno za neke specijalne skupove. To dovoljno 
pokazuju slijedeći problemi. 

Pr o b l e m 23.2.1. Da li u svakom razvrstano uređenom skupu, 
kojemu je svaki posve neuređen ·i svaki posve uređen dio konačan ili 

. . 
prebroiiv, nužno posto/i čisto uzlazna realna funkcija? 
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Velike su teškoće u rje~avanju toga problema. Probl1em je ekvi-. 
valentan sa Suslinovim problemom; to izlazi iz osnovnog teorerna, 
18.1.2.1 i iz teorema 23.4.1. · 

Ako je odgovor na. problem :23.2.1 pozitivan, onda ima smisla 
· posfaviti i 

• 
Pr o b l e m 23.2.2 Da li u razvrstano uređenom skupu kojemu . je 

svaki ur.eđen dio i "svaki ·sloj najvi~ e prebrojiv (odnosno < 2k"") postoji 
- .~ ' - ' -

čisto uzlazna realna funkcija? · · · · 
' 

Ako je i na' tai p rb b lem odgovor pozitivan, onda se postavlja 
. ,. -

Pr o b 1 e m 23.2.3. Da li je za razvrstano uređen skup T relacija 
ke T .,;:;: ~o i. dovoljna (a ne samo nužna) pa da u T postoji čisto uzlazna 
realna. funkcija·? 

§ 23.3. Jedan dovoljan uslov za egzistenciju realnih funkcija. Pro- · 
blem o njegovoj potrebi . 
• 

Lema 23_.3.1. Ako je djelimično uređen skup S moguće rastaviti 
na konačno ili prebrojivo. mnogo potpuno neJ.lređenih skupova, onda u 
S postoji strogo 'uzlazna funkcija (kojoj su vrijednosti racionalni bro~ 
jevi). (v. Kurepa, [23] pp 837-840, teor. I}. 

Stvarno, nek.a je 

(23.3.1) 

pri čemu je ·svaki s. 

Neka je 

(23.3.3) 

[S= V Sn, (n< .ro0); . . 

n 

potpuno neuređen: 

ksSn =l. 

' . .. 
ro, r1, .. , Fn, rn+l, . ... 

niz svih racionalnih. brojeva; r. =F r.· za n < u' < w0 • 

,Neka je 

(23.3.4) 

za sv~i n < roo . 

• 

Fn -e V SK, (K< n) 
K 

. ' 

• 

Idemo induktivno definirati strogo uzlazne funkcije: 

(23.3.5) 
• . 

fn U Fn za svaki n < Wo 

. Da počnemo, stavit ćemo 

(23.:1.6) . 

Neka je 

(23.3. 7) ' 

• 

fo(x) = ro -za svaki X E;. Fo =So. 

O < n < Wo i pretpostavimo da su definirane funkcije 

• 
. fo, f1, .;. , fn-l 

i da su zadovoljena ova dva uslova: 



-

. a) Za svaki v < n funkcija t. je jednoznačna, čisto uzlazna u skupu 
F. i prima u F• tek konačno mnogo značenja iz niza (23.3.3); specijalno 

(23.3.8) k f, (F.) < k Wo. 

b) Za svaki ' • ' 

funkcija fk se podudara sa ft u skupu F;. , 
Definirajmo u Fn funkciju fn. Kako je Fn ~ Fn-l, stavit ćemo 

fn (x) = fn-l (x), (x E:;; Fn-I). 
. ' 

No, skup F. je razvrstan, pa je 

. . . y F" <n+ l. 
- . . ; 

. · Za svaki a E:;, R.o Fn "F n-l, t (a) će biti p tvi član nf za (23.3.3),. koji 
je ispod konacno g skupa '". r (F .. -r); za svaki a E. R.1 Fn "Fn-l označit 
ćemo sa f (a) prvi član niza (23.3.3) koji je smješten između skupova 

• • 

. fn (-cxo, a)R.oFn U Fn-! i f,. (a, co)R.,F11 U.Fn-!• , 

, Za· svaki v< y F.· i> svaki' eventualni a E R.•Fv '-...Fn-l ,. definirat . . . 

ćemo t (a) kao prvi član niza (23.3.3) za koji je 

fn (x) .< tn (a) < t,. (y) 
' v pn cemu x i 31 prolaze svim točkama skupa . ' 

-R.oF" V R.1Fn V ... V R.v-!Fn V Fn-1 
• ' 

koje su < a odnosno~> a. 
Vidi l se odmah, da' je za svaki n < Wo funkcija tn pqtpuno odre

đena i da zadovoljava uslove analogne gornjim uslovima a) i b). 
Stavljajući za svaki' a E. S: 

f (a) = f n (a) 

pri čemu je n prvi ~roj za koji je a El Sn, vidi se, da je funkcija f 
posve određena u zadanom skupu B, da· je čisto uzlazna i da prihvata ' . . 
samo racionalne vrijednosti. Time je lem·a 23.3.1 dokazana. 

U vezi sa !emom 23.3.1 postavlja se • ' . . 

Pr o b I e m 23.3.1. Ako u razvrstano uređenom skupu T postoJi 
čisto uzlazna realna funkcija; da li onda u 'istom skupu T postoji čisto 
uzlazna funkcija sa racionalnim vrijednostima? 1

) 

To je pitanje ekvivalentno s pitanjem, da li je T moguće rasta
viti u najviše i:>rebrojivo mnogo posve neuređenih dijelova. 

Stvarno, imamo: · 
--~_:.· ' ·, 

t) To je specijalan slučaj . 
Pr o b l e m a 23 3.2. Ako postoii:čisto uzlazno- preslikavanje razvrstano uređenog 

skupa T na uređen skup S, pa ako je St e S i St gust po S, da li onda postoji čisto 
uzlazno preslikavanje skupa T•i .na skup St ? 



-
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• 

. 
T e or e m 23.3.1. Da lt djelimično uređenom skupu S postoji čisto 

.uzlazna realna·tunkcija s racionalnim vrijednostima, nužno je i dovoljno, 
da se skup S može· rastaviti u najviše p.rebroiivo mnogo po_sve neure e 

.đenih dijelova. - ·' · · ·· 1 
• · · 

Da je uslov teorema 23.3.1 dovoljan, to je sadržina leme 23.3.1. 
Da je uslov teorema i nuždan, i7;1azi iz ovog razmatranja: prema· hipoc 
tezi; skH p f (S) svih f (x), (x E S) ie- prebrojiv (kao dio skupa svih i ac. 
brojev.a); nq za svaki x E f (S) skup 

f-I(x) 

svih točaka iz S u kojima fl)nkcija_ ima jednu. te istu vrijednost x jest 
posve neu ređen dib skupa S; kako je. oč1to 

' 
S =-v f 1 (t), (t E. f (S)), 

t 
• 

određen je time traženi rastav skupa T. 
·Specijalno se postavlja 

Pr o b le m 23.3.3. Da li TJ djelimično uređenom skupu w R. postoji 
.čisto uzlazna funkcija· s racionalnim vrijednostima ? 

Drugim riječima, može .li se svakom dobro uređenom skupu ,S 
.racionalnih brojeva pridružiti racionalan broj f(S) tako da za ma koja 
.dva različita .dogro uređena skupa sl; s2 racionalnih brojeva bude 

. 

t (Sl) <t (S2). • • . . 

-čim je S1 početni komad od S2 ? -
. ' 

, , Pr o b l e m 23.3.4. Da li nužno postoji u razvrstano uređenom skupu 
·-čisto uzlazna realna funkcija, ako takova funkcija postoji u svakom 

. . 
od njegova dva komplementarna dijela'? · 

Pr o b l e m. 23.3.5. · Ako u razvrstano uređenom skupu T postoji . . • 
.'čisto uzlazna realna funkcija, pa ako je . . 

. ' 

y (-oo, x,oo)r = .roJ, (x E T) 

-da'li onda T sadrži jedan (Aronszajnov) skup A sa s'(Jojstvima: 

y (-co, x, =)A = wl, (x E A) 

kR.aA <. kw0 , (a.< w1). 

· § 23.4. Suslinov problem i realne iunkciie u razvrstano uređenim 
skupovima. 

Jedan od zgodnih rezultata u ovom krugu razmatranja jest sadržina ,- .. 
T e or e ma 23.4.1. Svaki beskonačni neprebrojiv razvrstano uređen 

' 
skup u kojem. postoji čisto uzlazna (silazna) realna funkcija sadrži bes-
.konačan newebrojiv posve neuređen. potskup (v. Kure p a, [21], p. 30). 

. . 



'"" , __ ---~",--~ 

'264' 

Neka je dakle 
(23.4.1) T 

ma koji razvrstan'poluureden skup. kardinalna broja > k wo, a 

(2q.472) f (x), (x E T) · 
• 

. § 23.1' . 
. ' 

ma kakva čisto lJ.Zlazna . real~ funkcija u T. Treba , dokazati, da u. T 
postoji posve neureden dio, kojemu je· kardinalan broj > k w0 • 

Ako slučajno koji sloj slmpa T ima k;.ardinalan broj > kwo, te o rem 
bi bio već dokazan, jer je svaki sloj posve neuređen skup. · 

· Ostaje nam dakle slučaj: · ·· ' 

(23.4.3) kRaT<;kw0 , (a<yT); 

Kako je k. T > kw1 , značf, da je · 

(23.4.4) y T ? w1 . · 

_, . -
No, kakQ u T postoji čisto uzlazna realna funkcija, mora biti 

(23.4.5) 'Y T <: w1 • 

Iz (23.4.4) i (23.4.5) izlazi, da je 

(23.4.6) 'Y T = wr . 
. 

A iz (23.4.3) i (23.4.6} izlazi 

(23.4. 7) k T = k w1 • 
• 

Možemo, takoder, pretpostaviH, da svaki x 'E T ima u T nepre- · 
' broji vo mnogo potomaka; uočimo li naime skup • i 

P svih x E'T ' • 
• 

sa najviše prebrojivo mnogo potomaka, pa kad bi P bio neprebrojiv. 
njegov prvi sloj Ro P bio .. bi posve neureden i neprebrojiv skup ,t;; T. 
Ako' je pak k P -< k Wo, odstranit ćemo P iz· T; preostatak opet ozna
čiti sa T pa će sada· novi T zadovoljavati .uslovu da svakom t E T 

• 

pripada bar jedan potomak b (t), tako da imamo odredeno preslikavanje 

(23.4.8) b (t) :- t, (t ES: T). 

Ka,ko je b (t) potomak od t, a funkcija (23.4.2) čisto. uzlazna, bit će 

(23.4.9) f (t) < f (b (t) ), (t :E. T). 

Sada ćemo upotrijebiti uslov, da je posve uređeni skup t T. svih 

t (t), (t E· T) separabilan; pa neka le dakle·· 

(23.4.10) To, Z:r, .. , Tn, •.. 

bilo kakav skup brojeva koji je gust u skupu f (T); pritom neka bude 
. ' - , 

'" =l= Tn• za n < n' < w0 • Označimo· za. svaki pojedini n < .wo sa . . 

(234.11) 



§ 23.4 

. 
skup svih t E T za koje je 

(23.4.12) 

Naravno: 

(23.4.13) 

·. f(t) <Tn< f(b(t) ).' 

T = V Tn, (n < .roa), . . 
n 

265 

. što zbog k T = k wl povlači, da bar jedan Tn ·u -{23.4.13) ima kro1 eh;
menata; n~cimo neka je 

\ 

(23,4.14) 

(23.4: 15) 

k T =kw· n · l, prema tome važi 
• 

• 

f(t)<rn < f(b(t)), (tE, Tn).· 
• • • 

Naravno, opet možemo pretpostaviti, da za ovaj Tn svaki sloj bude: 
<.k wo i da svaki element iz Tn ima u Tn neprebrojivo mnogo po.tomaka .. 

Označimo li za bilo koji t ·l:;; T,. sa 

Y (t; Tn) 

rang točke t u Skupu T n t. j. redni broj za koji je · 
' . 

(23.4.16) t E R'Y(t;:rn>(Tn); 

može se induktivno lako ·odrediti transfinitan niz· 

(23.4.17) tE E r., (~ < wl), 

tako da promatrajući 

(23.4.18) 

pripadne njihove potomke (23.4.8): 

b (tE), (~ < ro1) 

bude 

(23.4.19) Y(to; Tn)< Y(b(to); Tn)< y(tl;Tn) < Y (b (tJ); Tn)< ... 

Y (tE Tn) < Y'(b {tE); Tn) < y (t<+t ;Tn) , ... , (~ < W 1). 
• • 

Stvarno, kao to može poslužiti bilo koji element sloja Ro Tn; uopće· 
za svaki O < a < 9ll, možemo za ta uzeti bilo koji element sloja-. 
Ra, Tn, gdje je 

Ua = SUJJ 'Y (b (te); T n). 
E< a ·· · 

• 

Dokažimo da su dobiveni elementi (23.4.18) dva po dva neupqredljiva. 
Uistinu, neka je a < ~ < w1 ; kako je prema (23.4.19): 

Y (b (ta); Tn) < Y (b (tp); Tn), 
ne može b (ta) biti potomak od b (tp). 

Ali, ne moie ni b (tp) biti potomak od b (ta)., U obrnutom naime'/ 
slučaju, bio bi b (t~) predak od b (tp). No i tp je prema definiciji (23.4.8)' 
predak od b (tp). Zato bl b {ta) . i tp kao dva pretka jednog te istoga' 

. -
elementa morala biti isporedljiva, 1

) dakle. ili · 
1) Tu dolazi do bitnog izražaja činjenica, da. radimo sa poluuređenim skupovima. 

Teorem 23 4.1 ·ne mora važiti, ako skup nije poluuređ~n. Tako na pr. za neprebroiivi' 
ra.zvrstani skup W iz leme 19.2.1 bilo je bW = kroo, dakle je njegov posve neuređeni< 
dip najviše prebroiiv, ma da u W postoji uzlazna realna funkcija na pr. identičnost. 

• 
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(23.4.20) 

(23.4.21) 

b_(fa) <;: tp 
tp < b (f~ ). . 

. ili . 

No, iz (23.4.20) 
skupa T n bilo: 

bi zbog uzlaznosti funkcije (23.4.2) za točke- b (t.) 
i tp 

f (b (t.)) <t (tp), 

što je u protivnosti sa relacijama (23.4.15). 
• • 

Ali, ne važi niti (23.4.21).~ jer bi inače ' zbog uzlaznosti rang-funk-
cije y bilo · 

• . Y (tp ;T n) < Y (t (ba) i Tn) 

a to je u protivnosti s a < ~ i relacijama (23 4.19) . 
Time je potpuna neuređenost neprebroiiva skupa_ točaka (23.4.18) 

dokazana. · 

§ 23.5. O porodicama dobro uređenih linearnih skupova. 
-

T e or em 23.5.1. Svaka beskonačna neprebrojiva · p-Qrodica P dobro 
uređenih linearnih skupova sađržl beskonačan neprebrojiv ·sistem, čiji 
su članovi dva po dva neuporedliiva t. j. nijedan nije sadržan kao 
početni komad drugoga. ·_ . 

·- Stvarno promatrana porodica P je dio razvrstano uređena skupa 
·we svih dobro uređenih linearnih skupova razvrstanih s obzirom na 
poklapanje po početnim komadima (v. primjer 16.4.2.) .. 

Neka je !Jl ma kakvo preslikavanje sličnošću linearnog kontinuuma 
e na skup (O, O e; . tada je . 

' . 

sup cp (S), (S E: w 'C) 
. l 

određeno uzlazno preslikavanje skupa we mi uređen -skup pravih razlo-
. . - ~ . 

rira ka i pritom nijedan tročlan uređen dio iz we ne može prijeći u 
jednu jedinu točku skupa (0, 1)c. Ako se naime dobro uređ~ni skup S1 
završava brojem sup S, bit će sup S = sup S1 , a,ko S i jest pr· avi. po-

. . . 

četni komad od St. 
. -

Odatle izlazi, da je sup cp (S) čisto uzlazna rea,lna funkcija u oba 
• 

skupa 
· \J Ra+t (we), \J Rwa,(w e) . 

• 
' . 

Naravno, da ista stvar važi pogotovo za svaki P-~ .we. Odatle, 
' -na osnovu teorema 23.4.1 izlazi i teorem 23.5.1. 

Pr o b l e m· 23.5. Ako je S ma koji potpuno uređen skup, da li se 
·fl) S može preslikati čisto uzlazn.o na S ? 

§ 23.6. Veza sa Suslinovim problemom. S obzirom na osnovni 
teoreni 18.1.2.1 o ekv,ivalentnosti .Suslinova broblema s prQblemom, da 
li za razvrstan uređen skup T iz bT-<. k.w0·slijedi kT<. kw0 , sadržina 
teorema 23.4.1 postaje naročito značajnom. ' 

• 
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• 

U ·radu [23] promatrane su skoro čisto uzlazne funkcije kao one 
monotone transformacije f koje· zadovoljavaju uslo vu da iz 

· k [ x, co h > l slijedi k f [.a, =h > l 
• • 

pa je pokazano ovo: Kad bi- svaki beskonačni T, u kojem postoji skoro 
čisto uzlazna realna funkcija, zadovoljavao us lovu b T = k T, važila bi 
ta jednakost za .svaki beskonačni T. · 
• • 

Međutim, na jednakost b T = k.Tmože se zaključiti svaki put, kad 
uz egzistenciju skoro čisto uzlazne rea:Jne funkcije u T skup T zado
voljava bar jednom od ova dva uslova: . .~ 

I: y (-ex, x, =h = Y T, (:;: E T); 
• 

II. YT je ili redni broj prve vrste ili regularan inicijalan redni 
broj (v. § 14.6.2) 

• 
S tim u vezi sjetimo •Se ponovno problema 23.2.1 koji pita da li 

iz relacije b T -<. ~o nužno sfijedi, .da u T postoji čisto uz.lazna realna 
funkcija? 

• 

Imajući u vidu teoreme 18.1.21 i 23.4.1, problem )e ekvivalentan 
sa Suslinovim problemom. 

. ' 
• 

§ 23.7. ZADACI.· 

:§ 23. 7. i. Neka je T bilo koje uređenje skupa R. 11 obliku progresije: 
. tada je' za S:.v:aki r E R. potpuno odreden rang y (r: T) broja r, . - ' -

. kao onaj redni broj da r u nizu T bude po redu y (r, T)- tl od 
početnog (za početni je Y = 0). Za svaki realni broj x stavimo 

<P(x) = ~ (y (r, i) .q- I) 2 ; (rE (-oo, xlR) 
• 

t j. · r prolazi svima racionalnim brQjevima < x. Uvjeri se da 
je q:> čisto uzlazna realna funkcija. . -

·§ 23.7.~. ·Da li 'u skupu·. {l, 2} XC alfabetski urede11om postoji uzlazna 
realna fynkcija. A čisto uzlazna? A takova funkcija f da iz. 

X.~{l,2}XC, kX-?·3 slijedi kf(X)>2? 

·§ 23.7.3: Promatraj skup C XC= C1 {I, 2} i njegova tri uređenja: 
glavno, redno i čisto (gl. § 16.8.3); da li u kojem od tih slu
čajeva postoji čisto uzlazno realno preslikavanje ? 

§ 23.7.4. Isto pitanje za skup C1 (N). 

§ 23.7.5. 'Isto pitanje za skup C1 (C). 
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PROSTORNI SKUPOVI ILI PROSTORI. 
-

§ 24. ŠTA JE PROSTOR? 

Ideja o prostoru je u isti mah vanredno'oprosta i vartr.edrio važna .. 
' . 

Tu se radi o tome, da znamo odgovoriti na ovo pitanje: da li je zadan 
element u kakvoj vezi sa zadanim skupom elemenata! ·Odnosno dac 
znamo, gdje se, i kako prostire o pojedini skup. Obično će se raditi o 

. tome da ·se pitamo, aa li je zadan element vrlo blizu, u dodiru, sa za
danim skupom! Samo se radi 6 tome, da znamo; što to znači, da se 
zadan element "dodiruje" zadana skupa! Da Ji to znači, da,zadan skup· 

- . - - ' 

.ima elemenata koji su "udaljeni" od zadana· elementa za manje od ma· 
kojeg broja ~ = O? Mi smo naime naviknuti da udaljenost odn. bliskost 
definiramo pomoć~,~ brojeva,- pa nam je za~o "jasno" da je kompleksni 
broj 3 +i "bliži" broju l + 2 i 'nego što je to broj 13759-108 i, jer je 

"razdaljina" V (3 -1)2 + (l~ 2) 2 prvih brojeva manja od međusobne 
·"razdaljine". V<3 ~_13759)2 +(l -lOS) ll drugih dvaju· brojeva. Ali, šta će 
se smatrati pod razdaljinom 'dviju funkcija? o Pa k tome, ako su one· 
kompleksne? ·Ili pod "daljinom''· dvaju logičkih sudova?· . 

Ideja o preslikavariju i ovdje je od osnovne. važnosti, jer će se· 
prostorom zvati svaki skup B u kojem ie dat propis, da svakom dijelu 
X toga skzrpa B pridružimo određenu množinu X istoga skupa B. Dti 
imamo izvjesnu sliku pred očima, govorit ćemo, da se svaka točka 

- -
. skupa X "dodiruje" skupa X. Skup X zvat. ćemo prostornošću ili . . - . 
adherencijom skupa X. . o 

Prema tome, prostor je uređen par sastavljen od proizvoljna sku
pa B· (baza -prostora) i proizvoljna postupka II kojim svakom dijelu X 
skupa B pridiieljujemo jednoznačno određen dio 

TI(X) • 

skupa B, takoz-vanu prostornost (steru uticaja 

Sam takav prostor može se označiti sa 

ili. adherenciju) skupa X. · 
l 

• 

(S; II), 

pa se može ~v oriti o prostoru (S; TI) ·ili o topologiji (S; U) 
nauci o tome ~rostoru, kao naročito organiziranom skupu S. 

.. 
• 

kao o, 



§ 24 

Prema tome,· Il je operator koji svakom skupu X,~ B pridružuje 
potpuno određen skup II (X); specijalno je II (v) potpuno' određen dio 
:skupa B; naravno da može ali ne mora biti II (v) = \1. ( = prazan skup). . . .. . 

• 
. ·Primjer 24.1. Ako promatramo skup {1, 2, 3} pa svakom njego-

vom dijelu pridružimo aritmetički produkt elemenata toga· dijela, postaje . . 

:skup {1, 2, 3} određenim prostorom; u tome je .prostoru prostornost 
:skupa .. {l, 3} sastavljena od od broja 3; prostornost zadana ~kupa 
{1, 2, 3} je pusta, jer aritmetički produkt 1·2 · 3 ne leži u osnovnom 
:skupu {l, 2, 3}; ·j prostornost pusta skupa v je pusta . 

• 
'Primjer 24.2. Pridijelimo li svakom X,~ S njegov komplement 

C (X1 = S'-.. X, postaje time skup S određenim "prosforon:'J", · upravo 
prostorom (S; C). · 

. . 
P rimjer 24.3. Ako svakom· dijelu X običnog "trodimenzionalnog 

prostora" Ca pridijelimo kao skup ll (X) skup svih neiznlerno bliskih 
točaka skupa X t. j. sve točke x prostora koJe imaju .!!Voj stvo, da svaka 

"lmglica opisana oko točke x sadrži bar jednu točku skupa X, dobije se 
iime prostor identičan sa zadanim "prostorom_.' c3. . 

-~ . . 
Primjer 24.4. Diskretni vrostor~odnosno diskhdna tovalo gija na 

zadanu skupu S nastaje kad za svaki X,~ S stavimo :n: (X)= X; po-
:sebno dakle v .....: y. 

. Do pojma prostorl)- došli su, nezavisno jedan od drugoga, Francuz 
M. Ffe·chet (prvi rad o tome pada U•l904) i Amerikanac E. H. Moore 
{prvi rad potječe iz godine 1905). Poslije su bitnih priloga d Cili R. Rie s z 
i F. li a u s d o rf f. Ideja, da se skup 11 (X) koji pripada skupu X inter-

- . . . 
l)retira kao skup točaka od kojih je svaka u "dodiru" sa skupom X-
·tada se mjesto II (X) piše X ----: potječe od Poljaka K ur a t o w s k o g a:, 
ta se ideja pokazala vanredno' plodnom i prirodnom. 

Citava plodnost teorije prostora proističe iz činjenice, da ima 
:skupova i točaka koji· su si neizmjerno nablizu, a da ipak nema među,. 
sobne incidencije. Tako na pr. promatramo li skup 

• 

. l l } 
···n'n+l'··· 

• 

-onda je prirodno da kažemo, da je nula neizmjerno bliska tome skupu 
• • 

kao cjelini, čak mu ·je možda bliskija Od ffijl kojeg njegova vlastita 
elementa. . .·. ./ 

Koliko god gornja definicija prostora izgledald apstraktna . i kao 
da nema veze s uobičajenom slikom o . prostoru, vi.djet ćemo, da je 
uistinu l::iaš sve· obrnuto. Iz gornje definicije prostora izvest ćemo sve · 
ono što nam i· zor povezuje za prostornost. 



·§ 24. 273 
• 

Zal):ljučne neka važi ova 

Definicija ·prostora. Prostor je svaki uređen par 
• 

(24.1) (S; IT) 

sastavljen od proizvoljna skupa S i proizvoljna .Postupka IT koji sva
kom X,~ S pridružuje jedan jedini skup IT (X)-,~ S koji se zove pro
stornost il adherencija skupa X. 

Prema K ur a t o w s k o m e, zgodno je IT (X) interpretirati kao skup 
svih točaka . iz S koje su u "dodiru" sa skup.om X odnosno koje su 
"neizmerno bliske" skupu X. U toj interpretaciji, može se prostorni_ 
postupak II gznačiti operatorom - (crtica iznad skupa kojemu tražimo· 
odn. određujemo prostornost). Tada se govori o prostoru 

' 

(24.2) (S;-) 
• • 

držeći pritom na umu, da svakom X,~ S pripada jedan jedini skup 
x.c s .. ,_ 

.Razne vrste prostora dobit ćemo mijenjajući osnovni skup S -
materijalni supstrat prostora. No, karakter prosfora zavisit će naročito 
-od postupka II kojim određujemo prostornost skupova iz S. Pa se 
prostori uglavnom dijele prema tome, kako se faktički može da ·odredi 
ta prostornost. Ali, kad govorimo o prostoru, onda uvijek moramo po~ 
mišljati prvo na njegove točke l onda na njegovu organizaciju t. j. n~ 
vezu svakog skupa X~~ S sa prostornosti X.~ s. toga skupa X. 

Kako svi skupovi X ~~ S obra:z,uju partitivni skup 
., -' -

• 
P(S) • 

tako da su odnosi X-~ S i X E. P (S) međusobno, ravnopravni, vidil;llo 
lla se prostor (S; f) sastoji u jednoznačnom preslikavanju f skupa p {S) 
na sama sebe.· 

Pr i m j e d b a 24.1. Uoči, da je prostornost 
.stora posve određen dio (da ne kažemo komad) 

KUREPA: Teorija skupova 

( 

svakog skupa iz pro
toga prostora. 

18 



OLAVA IV 

RAZDALJINSKI, POLURAZDALJINSI(.I, UREĐENI I 
TOPOLOŠKI (OKOLINSKI). PROSTORI. 

. ' 

U ovoj glavi upoznat ćemo se sa nekoliko vrsta prostora. Pitanje: 
u koju će vrstu spadati konkretan prostor zavisit će u glavnom ođ 
načina na koji se može definirati dodir elemenata i skupova. Kako je· 
prva ideja da se dodir definira pomoću brojeva, zato možemo i početi 
dalje razlaganje sa t. zy. ,!.!!~~~~;!....!.~~ 

' ' 
• 

§ 25. RAZDALJINSKI (METRIČKI, DISTANCIJALNI) I POLU· 
RAZDALJINSKI PROSTORI. 1

) POTPUNO UREĐENI PROSTORI. 
" 

često se može govoriti o međusobnom razmaku ma kojih dvijU! 
točaka skupa, dakle o izvjesnoj realnoj funkciji 11 sa dva argumenta 
koji pripadaju tome skupu, što znači, da je 11 (x, y) određen realan broj; 
za svaku točku x i .svaku točku y skupa. 

§ 25.1. Polurazdaliinska i razdaliinska funkcija. Pod polurazdaljin
skom funkcijom ili ecart-om (ekar) u skupu S razumijevamo svako
jednoznačno preslikavanje 

' . 
(25. i.t) ' 
skupa S X S na skup realnih brojeva, tako da. budu ispunjena ova dva 
uslova: . 

l. Uslov realnosti i poništavanja: Funkcija 11 je >O; za ma koje 
točke "· y zadana skupa, jednakost 

(25.1.2) X = Y 

je ekvivalentna sa jednakošću · 

(25.1.3) .. ··. 11 (x, y) = O 
t. j. iz (25.1.2) izlazi (25.1.3) i obrnuto; 

...... 
Il. Uslov simetrije: Funkcija 11 je simetrična: 

(25.1.4) 11 (x, .v) = 11 (y, x) 
za svaki .par točaka x i y. 

1) Te je prosfore uveo. M. Frechet; zove ih espaces (D) i "espaces (E)", kao 
početna slova od "distance" (razdaljina) i "ecart" (odstupanje). Naziv "metrički" po
tieče od liausdorffa. -·-
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. . 

Pod razdaliinskom funkcijom u skupu S razumijevamo svaku po
lurazdaljinsku funkciju u skupu S koja ispunjava slijedeći 

• 

Uslov trokuta: Za ma koje točke x, y, z važi 
. 

(25.1.5) Q (x, y) < Q (x, z)+ Q (z, y). • 

Broj Q (x, y) može se zvati razmakom ili razdaljinom točaka x i 
y; često se označuje sa 

{25.1.6) \x-y l 
Dužina AB izmedu točaka .A, B u običnom prostoru ili ravnini je 

određena razdaljinska funkcija u prostoru odnosno ravnini. Modul razlike 
dvaju realnih (kompleksnih) brojeva je odredena razdaljinska funkcija 
u skupu svih realnih (kompleksnih) brojeva. 

U svakom skupu S ima razdaljihskih funkcija, kao što to pokazuje: 

Primjer 25.1.1. Stavimo li za svaki par točaka.x, y skupa S: 

Q (x, y) . ~o ili l, 

prema tome, da li je x = y ili x =l= y, 

dobivena funkcija Q je razdaljinska u skupu S. 

§ 25.2. Sieroidi ili kugle. Ako u skupu S postoji polurazdaljinska 
funkcija Q, nameće se sama po sebi ova 

Definicija kugle sa središtem s i radiusom r 1). Za svaku točku s 
i svaki realan broj r > O, skup 

(2-5.2 l) /. J( (s; r) · 

svih točaka x E S za koje je 
(25.2.2) . . Q (x, s) < r 
zove se kugla ili sfera (sferoid) koJojje s središte/a r radius 1

);. ' 

U skupu n!alnih brojeva sasta
vljena je "kugla" i< (s; r) od svih 
realnih brojeva x za koje je 

lx_:_sl<r 
t. j. za koje je 

s-r<x<s+r. 

s-r s S+T 

Sl .. 25.2.1. 
"Kugla" realnih broJeva sa središtem 

s i radiusom r jest interval 
, (s-r, s+ rlc 

• -To su t. zv. r-intervllli (simetrični intervali) oko točke A. . 
Za proizvoljan Kompleksan broj z i proizvoljan realan broj r > o. 

"kugla" K (z; r) je sastavljena od svih kompleksnih brojeva koji leže 
unutar kružnice što je oko točke z opišemo sa radiusom r . 

• 

L e m a 25.2.1. Svaka kugla sadrži svoje središte, a sadržana je u 
svakoj kugli većeg radiusa, a sa istim središtem . 

• 

1) Tu se zapxavo radi o "nutrini" kugle. 
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Svaka točka je jedina zajednička točka svim kuglama. kojima je 
ta totka središte.: . 

f\ K(s; r) ={s}, (O< r <oo); 
• r 

također je 

• 

. . 

Sl. 25.2.2. 

r\ K (s; 2._ ={s}, (n E N). 
n n 

L e m a 25.2.2. Oko svake 
točke u kugli može se, ako ]e 
funkcija razdaljinska, opisati 
čitava kuglica sadržana u toj 
kugli. • 

Stvarno, neka je 

x E1 K (s; r); 

kako je udaljenost· 

."Kugla" K (z; r) u skupu kompleksnih., 
· brojeva je nutrina kružnice. 

(l (s, x) < r, 

to znači da je broj 

• r' = r ~ (l (s, x) > O. 
• • 

Tvrdimo, da je kuglica K (x; r') ~ K (s; r) t. j. da iz (l (x, t) < r' 
slijedi (l (s, t) < r. Stvarno zbog uslova o trokutu imamo: 

(l (s, t) < (l (s, x) + (l (x, t) < (l (s, x) + r' = (l (s, x) + (r- (l (s,· x)) = r 
' 

dakle zaista 
Q(s, t) < r .·t. j. t E K(s; r). 

• • 

, § 25.3. Definicija prostora pomoću polurazdaliinske (razdaljinske) . 
funkcije. 

- ' ' - . . \ ' 

Postojanje razda]jinske ili polurazda]jinske funkcije (l u skupu S 
daje nam mogućnost da. u skupu s-."pefiniramo prostornost i da time 
skup S pro Stvarno. za proizvoljan skup X odredit 
' X kao skup ,vih točaka kofe su u dodiru 

sa skupoiJl X u tome smislu, da svaka kuglica sa središtem u s E X 
sadrži bar jednu točku skupa X t. j. da bude 

' 

(25.3.1) K (s; r). r\ X =l= v za svaki realan broj r > O . 
. 

Tako dobiven prostor proizveden je, definiran· je, pomoću razda-
ljinske odn. polur~zda]jinske funkcije (l. Nara:Vno: _da Q,Q,§!1.~?.1!~!!2~~,!?.U .. 
pripada veća prostornost: iz· X .~ Y ~ S slijedi X ~ Y .~ S. 

Tako na pr. pomoću razdaljinske funkcije 

!x-y l + . ' ,l 
gdje su x i y ma kakvi rl:lcionalni (realni, kompleksni) brojevi definira 
se prostor_svih]C!;qjgJlf!ln!li f"f!.gJnilJ,:.IJP.IJJP..leksnih) 'br o j eva. 
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• 

Prema tome:··r~·[i(\~~i3~~~~~~~~: -komplek !! J 
;za~pf.r~oJi~:f;;~~L.v X kompleksnih (realnih) brojeva, njegova ·prostor-
post X je sastavljena od svih kompleksnih (realnih) brojeva z koji imaju 

·svojstvo, da za svaki broj r > O ·ima u skupu X bar jedan element 
udaljen od z za < r t. j. da bude 

K (z; r) (\ X =l= v za svaki realni broj r > O. 

§ 25.3.1. Ekvivalentne razdaliinske iunkciie. 

• 

Dvi~e različite razdaljinske . funkcije u S mogu da pro~zvedu istu 

•prostornost svakog skupa iz S. Stvarno, na pr. l x -;; Y l je takoder 

odredena razdaljinska funkcija u skupu realnih brojeva; njome se za 
svaki linearan skup definira jedna te ista prostornost, kao i p9moću 

lx- y l. mada su lx-_ y l i _1 x--; Y 1_ dvije različite razdaljinske funkcije. 

Dvije razdaliinske funkcije u skupu S koje svakom X,~ S pridi
je]juju jednu te istu prostornost zov1.t se ekvivalentnima. Tako na pr. 
fllflkcija e h (x-. y) .L- 1 je razdaliinska funkcija u skupu realnih· brojeva 

. . ' ~ -

i ona je· ekvivalentna sa funkcijom· lx- y l ili l x-y l a gdje je a ma 
koji realan broj > O. • 

§ 25.4. l(arteziievi ili Euklidovi prostori. 
' Pod Kartezijevim 

mijevamo' skup 
ili Euklidovim urostoram oc\.u .dimen.zJ.ja 1

) razu-

((25.4.1) 
7 7 l , 

svih realnih jednoznačnih 

(25.4.2) 

' 
- Cn 

funkCija' Cleflniranih 

{1, 2', 3, ... , n} 

• 
' 

u skupu 

od n brojeva l, 2, ... , n; pritom se prostornost u Cn definira pomoću 
razdaliinske funkcije Q koja "točkama" x, y E e. pridijeljuje razdaljinu: 

(25.4.3) Q (x, y) = V<x (l)-- y (J) ) 2 + (x (2)- y (2) ) 2 + ... + (x (n)- y (n) )2• . . . 

Pritom su x (I), x (2), ... x (n) takozvane ·"koordinate" "točke" 
. - / ' -

x E Cn t. j. vrijednosti što ih funkcija x prihvata u brojevima l, 2, ... , n 
skupa {l, 2, ... , n}. 

' • 

formula (25 4.3) je generalizacija poznatog P i t a g or i n a teorema 
za međusobnu udaljenost dviju točaka ... 

..... vrlo prirodna § 25.5 .. 

1zacija Kart ~J!I~Jllll: .w.~_ ~--=· .. ··"" -~: ... ·-: e •..... · ·· · 
-

. 1) n je ma koji prirddan broj; živo si predoči slučajeve n~ l, 2, 3. 

• 

generali-
- - . -·~ 
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Pod tlilbertovim prostorom razumijevamo skup 
"' 

(25 5.1) "' ... m ;~o;'-' 

svih jednoznačnih realnih funkcija 

. ·" .X ,(nEN) 1) 
' -~W'H- tt-~'"' l 

dakle sktJI2 svih beskonačnih·~nržova x ga!njh, !mJiftVI;l. za .koje je t. zv. mDaiji A Si ii '.AA.! 414' $ t )Q ti ill l __ &IAA(Utd. e_; o_ • 4\. k.O tit .. 

~ 

(25.53) . • I~V<x(1))2 + (x(2))2 + ... 
/ 

konačan; prostornost u e .. se odreauje pomoću razdaljinske funkcije Q 

koja "točkama" X, y E e .. 
pridije!juje broj • 

(25.5A) Q (x, y) =l x-y l~ Jl[y (I)- x (i) ]Z+ ... + [y (n)- x (n) ]2 + ... 
kao medusobni razmak. . ' 

· Posebno svaki niz (25.5.2) za koji je 
. ' l 

(25.5.5) o < X (n) < n' (n E N) 
' -

jest određena točka prostora e.,; -skup svih točaka (25 5.2) za koje vri-
jed'i (25.5.5) zove se Hilbertov paralelepiped (kvadar); taj paralelepiped 

ima beskonačno mnogo dimenzija koje su po redu l (dužina). t (šijina), 

l('')l l J . V!Silla , 4 , S , . . . •' 
Odmah se vidi, da je l X-y l jedna. razda)jinska funkCija u e.,. ' 

··. § 25.6. Pro-
matrajmO 
(256.1) '. ' Cc 

svih neprekidnih jednoznačnih funkcija f definiranih u zatvoremom se
gmentu [O, ll; postavimo li za dvije "točke" f, g E Cc 

(256.2) · ·Q (f, g)= sup l f(x)- g{x) l, .(O< x·< 1), -. 

tada je Q . određena razdaljinska funkcija u skupu Cc, Jia se na osnovu 
toga može u . Cc definirati i prostornost na potpuno isti način kao na 
pr. i u prostoru Ct, C2 ili Ca. Može se dokazati, da z~ skup X~ Cc 
i neku funkciju f E Cc relacija 

f E X -
znači istO" što i činjenica, da skup X sadrži niz funkcija koji u čitavom 
intervalu [0, l] konvergira jednoliko (uniformno) prema funkciji f. 

Na taj način vidimo, na "kako se jednostavan način možemo 
uzdignuti do prostora e. sa proizv dimenzija", pa čak 

' 
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f (x) · • 

:gdje x prolazi svima realnim brojevima iz [0, 1]. 1
) 

•C3 se na prostore ., , 
.... - ... -· .. 1 --a~""'*'~ n w• -rntr·•·-c-@'i'z.:i :; 7Jiti:ff6;··~-'N·w :Eiiillldt w- r mr_w mn· 

§ 25.7. Definicija razdaliinskih i polurazdaljinskih prostora. Neki 
·;prostor (S; -:----) %) je razdaljinski (polurazdaljiriski), ako u skupu S od 
k oiTii~'W'vrostor""sasta~rt!ti "'r5osloii.· ··oa;··rea'na'raZđa!Tii1ška:· {pOiur~zđa~~ 
TJ!ns''K':i) · fll'ril{cifil,"'tak'Ođ1tšei:>rošfoi-nosr što 'jeii\~:rai\Ja!lillšk:ii"'liinkcfia 

-·-- ,.,;.~""" . ' ' "' , .. ,. -· '-.' '···-~-- •"•-'_-.,. -;:;'-<--'.... "-.· • '• -~'J., .... ---- - '. ~-· ' ,, ,, --- -~ ·"'-·""' ..... ".....-...... ~·,:0:"-~.-~ .. -

•0Gfeđuje u . ~~?E.!:l~ •. ~ .. "B2St1,1,2<ir<l,. ~<lvP!:Q,§turgg~-~IJ=Hii! .J~~l!2YH$!2ti:!J 
nitr·proi~laše~ o ' · ·· · 

rugim riječima, prostor (S;~) je ·polurazdaljinski ili prostor, (E), 
• 

ako postoji jednoznačna funkcija Q sa ·svojstvima (pritom su x, y,.z 
vroizvoljni elementi skupa .s): · 

{25.7.1} Q (x, y) > O i to Q (x, y) =O 

<>n da f samo onda, ako je x = y; 

{25.7.2) Q(x, y) = Q (y, x); , 
Da bude 

{25.7.3) 

{25.7.4) 

l"" 
x E. X, nužno je i dovoljno da ·bude· 

za. sv'aki realan broj 
stora za koje je · 

Ako ·ie k tome 

• 

K (x; r) 0. X =!= v 
. 

r>O; pritom je l((x;r) skup svih 
• 

· Q (x, t) < r. • 

(25.7.5) Q (x, y) < Q (x, z)+ Q (z, y) 
• 

'• tocaka t pro-

za ma koje tri točke x, Y, z prostora, onda je prostor ne samo polu-
razdaljinski nego i razdaljinski (metrički) ili distancijalan ili prostor (D). . . ' 

Svaki linearni skup je određen razdaljinski prostor. .E u k1i d o v i 

1) Međutim, nkoordlnate" l (x) točke 1 .nisu međusobno nezavisne; dovoljno Je 
naime znati brojeve 1 (r) za sve racionalne brojeve r • (0, l] jer zbog neprekidnosti 
funkcije f izlazi odatle na jednoznačan način također· "koordinata" f (i) za svaki ira
cionalan broj ia[O, 1]- naime: l(i) =lim t(,."), gdje Jer,. ma kakav niz racionalnih 
brojeva iz (0, l] koji konvergira prema j. · · · _ 

2) Imaj vazda na UJ:1!U, da je prostor uređim Pllr od izvjesnog skupa S i izvje
sne prostornosti - u S (pro!j_!ornost u S znači ma kakvo jedn02:načnt~ dodjeljivanje. 
svakom Xf. S izvesnog skupa X ć SJ. 
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§ 25.8. Konvergentni i divergentni nizovi u razdaliinskim prostorima. 
' . ., . ' 

Velimo, da, beskonačni mz tocaka a1, a2, .... , an, ... konvergira 
prema točki a i pišemo · 
(25.8.1) lim a. =a . ili an _e,.. a 

n-= 

ako svaka kuglica oko a, pa ma kako njep radius bio malen, sadržf 
gotovo sve članove niza. Veli se, da je niz točaka konvergentan ili da 
konvergira, ako postoji jedna točka prostora prema kojoj niz konver
gira. Ako niz ne konvergira, veli se, da on divergira .. Jasno je, da 
svaki konvergentan niz kon ver gira prema jednoj jedinoj točki; ona se 
zove limes ili granična točka (vrijednost) niza. 

T e or e m 25.8.1. Da se u razdaljiT?,skom prostoru točka a dodiruje. · 
skupa X t. j. da bude ~ 

a E X 
' 

nužno je i dovoljno, da X sadrži beskonačan niz točaka koji' konver-

gira prema a. 
Uslov je nuždan. Stvarno, neka je a E: X; onda to 

svaki realni broj r > O kuglica K (a; r) i skup X imaju 
specijalno je dakle 

(25.8.2) K (a; ~) r\ X :::> v . 

za svaki prirodni broj n E N. 

' 

znači,· da za. 
pun presjek;. 

• 

• 
• 

Označimo li za svaki n .El N sa Yn jednu točku skupa (25.8.2)~ 
dobija se time beskonačan niz točaka 

(25.8.3) Yf, Y2, . . . • • 
skupa X; onda se vidi, da on konvergira prema. a. Jer ako je r > (}o 

ma kakav realan broj, dovoljno je označiti sa v prvi prirodni broj za 

koji je . .l< r pa da <se uvjerimo, da kuglica K (a; r) sadrži· kuglicu 
v 

• 

K (a; +). a time i sve točke Yn sa n > v. 

• 

Dakle svaka kuglica oko 1.1 sadrži gotovo sve članove niza, .a t(} l 

baš i znači da Yn _e,.. a kad n _e,.. co. 

Uslov je dovoljan: saqrži li naime skup X niz točaka y 1 , Y2, ..• 

koji konvergira prema a, onda to znači, da svaka kuglica K (a; r) sadrži 
gotovo sve točke /Y1, Y2, : ... , što .zbog y. ~: X znači, da svaka 
kuglfca K (a; r) sadrži 'bar jednu, točku skupa X, a to DO definiciji znači 

daje a E X. • • 
§ 25.9. Potpuno uređeni prostori. Ako je M.!1)a kakav ootJll!n() 

uređen skup,, mo?e ... s.e ua .. osw:n:l1 .toga ure!lt":Di .. J).~.up MJJ..r2.l?.:l<!.~tL...Pro
storom dehni'ra.iući prostornost u M evo ovako: ·Za dan skup X E·-,w. 
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odredit ćemo da se X ima da sastoji od svih točaka x E;:; M sa svoj
stvom, da za svaki otvoreni interval l potpuno uređena skupa M bude 
1 r\ X =F v čim je •X 'E; l; tako dobiven prostor JTIOŽe se zvati (pot-· 
puno) uređenim prostorom M. , . . 

Prostor (S; -) je dakle (potpuno) uređen, ako se skup S može tako 
posve urediti da se prostornost zadana prostora može ovako izraziti: 

• 

da bude • 
xE X ., 

nužno je i dovoljno. da svaki otvoreni interval. 1) tako uređena skupa 
S sadrži bar jednu točku skupa X čim taj interval sadrži točku x. 

Tako na pr. ako je e skup svih realnih brojeva uređen po veli
čini, tada se uređeni prostor e podudara sa K ar t e z i j e v i m prostorom 
e, definiranim pomoću razdaljinske funkcije . 

l X-y l , (x, Y E C) . .. . 
Naprotiv, K ar t e zi j e, v prostor e2 nije potpuno uređen prostor, 2

} 

kao što se može lako dokazatL 
Dobro uređen skup (-co, wJ svih rednih brojeva < wl je odre

đen posve uređen prostor. 
• • 

U tome prostoru, broj W1 se "dotiče" skupa (-oo, W1) svih, brojeva 
< w1 , jer svaki "otvoreni interval" (a, rot) skupa (-oo, wl] sadrži bar 
jedan broj iz skupa (-co, wl). 

Međutim, uređeni prostor (-co, w,] nije razdaliinski. Kad bi naime 

taj prostor bio razdaljinski, onda bi iz sva]se kuglice K. ( oi1 ; -~) mogli 

izabrati jedan broj Xn =F wl jer je 

K ( W1 ; ; ) (\ (-oo, W1) =F v . 

Time bi dobili skup 
svojstvom da je 

' . . •. Xn, 

K(w~; !) r\ M =f= v 

K.(wl; r) (\ M=f= v 

za svaki ·f > O, što bi značilo, .da je 
• 

• Wt E M . 

• 

. . } rednih brojeva, sa 

dakle i 

1} .Pod otvorenim interval om uređene množine M razumijevaju se: skup M i ovi 
njegovi dijelovi 

• 

(-oo, x)M, (x, =}M te (x, y)M (x, y • M). 

2) lako jest djelimično uređen prostor. 
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' 

A međutim kako je M -prebrojiv, bit će sup M < w1, što znači, 

da nema nijednog broja iz M koji je > sup M; drugim.Jiječima, interval 

(sup M; rod 
. . 

sadrži .ro1 a ne sadrži nijednog broja iz M, što bi bilo u protivnosti sa· 

pretpostavkom .ro1 E M. 

§ 25.10. Z A D AC r. 
§ 25.10.1. Dokaži, da se prostornost u Euklidovoj ravnini može defi

nirati ne samo pomoću razdaljinske funkcije -
. . -(" 

[ (x (l) ---:- y (l) )Z + (x (2) -y (2) )2 r 
nego i pomoću bilo koie funkcije oblika 

[(x (l)- y (I))~+ (x (2)- y (2))"]~ 
•, 

n = l, 3, 4, • . . . ' 

pritom, potenciiama dajemo samo njihovu realnu vrijednost 
>- O. Kad n -+oo, onda izlazi ova razda!jinska funkcija: 

• 

SUP l X {l)-Y (i) l, (i = l, 2). 

§ 25.10.2. Odredi ia trodimenzionalni prostor Ca pitanje analogno sa 
• ~ 

problemom iz prethodnog zadatka .. 

§ 25.10.3. Dokaži, da je za svaku točku s razdaljinskog prostora: 

{s} = (\ K (s; r) = (\ · K (s ; _!_} . 
r>O n=1,2, .. n 

-
§ 25.10.4. pa u razdaljinskom pro~toru bude a E X, nužno je i dovoljno, 

da bude K {a ; ~) (\ X =!= v za svaki prirodni broj n. 
' 

§ 25.10.5 .. Dokaži: Ako je Q razdaljinska funkcija u skupu S, onda je 
' 

to i funkcija 
1 
~ Q. Primijeti, da je vazda O -< 

1 
~ Q <l; 

zato je u novoj metrici : 

d.. t . k 1) s· . . Q (x, y) . -~ l lJame ar s upa == sup 
1 
+. ( . ) naJVISe = . 

. . . X,Y. s Q X; y ~ 

§ 25.10.6. Da li zadana ku~.rla može im~ti i više središta? Može li se 
konstruirati i takova kugla da svaka njena točka bude sre-

/_ dište te kugle? · 

§ 25.10.7. Promatraj skup l, 2, 3 i ovu funkciju: t (x, y) =O ili x•y, već 
prema tome da li je X = y ili X=!= y, Uvjeri se, da u skupu 

/ 
1) Dijametar skupa jest suprem međusobnih razdaljina elemenata toga skupa. 

-, 
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{1, 2, 3} ta funkcija nije razdaljinska nego polurazdaljinska. 
. - . 

Uvjeri se, da se prostornost X= X, (X ,C. {I, 2, 3}) može defi-
nirati pomoću . te funkcije f. Dokaži, da je dobiven prostor 
ipak razdaljinski. 

' 

§ 25.10.8. U K ar t e z i j e v u prostoru Cn promatraj skup svih pravaca 

den 

što prolaze ishodištem; te pravce učini elementima novog 
· prostora Pn-l· definiranog tako da minimalni kut između dva ' . 

pravca uzmemo za njihov razmak (kutove mjerimo u radija-
nima). ,Dokaži da je Pn-l razda)jinski prostor. 
Taj se prostor zove projektni prostor od n -l. dimenzije. 
Konkretiziraj slučajeve n = 2 i n = 3. 

§ 26. OSNOVNE DEFINICIJE U VEZI SA PROSTOROM. 

§ 26.1. Šta je prostor? Prostornost. 

zove se 'adherencija, prostornost ili sfera uticaja (do
sega) skupa X; kaže se obično, da je prostornost skupa ;x sastavljena 
<>d svih točaka iz S koje se dodiruju skupa X. Samo preslikavanje . . 
(26.1.1) t (X), (X.~ S) 

• 
možemo1 zvati prostornošću. 

Mjesto f (X) pisat ćemo najčešće X; sam prostor označiva t ćemo· 

. 
tada sa 

(26.1.2) . ' (S; f) odnosno (S; -), 
' 

što nam ima da znači, da je prostor sastavljen od sv;ih točaka. skupa 
S u kojem svako1p X.~ S pripada. jednoznačno određen .skup f (X) ~ S 
odnosno X,~ S. Specijalno, praznom skupu v pripada potpuno određena 
prostornost f (v) odn. v. . · 

Na pr. kod ·razdaljinskih (uređenih) prostora definira se prostor
nost ovako: prostornost ·X skupa X sastavljena je od svih točaka x sa 
svojstvom, da svaka kugla sa središtem u x · (odnosno svaki otvoreni 

\ . - . ' 

interval u kojem je x) sadrži bar jednu točku skupa X. - · · . . 
Tako u JJ., Ul. 

stornost skupa svil;I · 
realnili brojeva O < x < l. 

se pro
.uuu pravih razlomaka sa skupom [0, l] svih 

• • 

Važna primjedba. Odsada. ćemo uvijek zamišljati (u koliko izričito 
ne kažemo drukčije), da točke i skU/IOVi leže u nekom određenom prostoru. 
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§ 26.2. Vanjština '(eksterior). Nutrina (interior). Meda skupa: 
Vanjština (eksterior) skupa X simbolički· 

(26.2.1) ext X . 
• 

jest skup svih točaka prostora koje se ne dodiruju toga skupa dakle 
• (26 2.2) ext X = O(X) 1

) 
.... . 

Pojam nutrine je od osnovne važnosti: 

. Nu_trina skupa X, simbolički 

(26.2.3) int X 

jest vanjština komplementa toga skupa t. j, 

(26.2.4) int X= ext (e X). 

S obzirom na jednakost (26 2.1) postaje jednakost (26.2.4): 
• 

(26.2.5) • int x = e ex. 
Međa skupa X, simbolički 

(26.2.6) fr X 2) 
• 

jest skup svih točaka (prostora) koje se u isti mah dodiruju i skupa x 
i njegova komplementa e X dakle: 

. . ' 
(26.2.7) ·fr X= X(\ e X 

. Primijenimo li· operator e (uzimanje komplemenata) na jednakost 
(26.2. 7), izlazi : ' 

' - 1.· 

e (fr X) = e (X(\ e X)= C X V e (eX) . ext X V int X t. j. · 
• 

(26.2.8) r; (fr X) = ext X \... . int X. · 

Jednakost (36 2.8) izriče se • 

L em o m 26.2.1. Nutrina, vanjština i omeđenje skupa ispunjuju e 

zajedno čitav prostor 3
). Nijedna točka sa međe skupa ne pripada niti 

•• 
vanjštini niti nutrini toga skupa: · 

. Kažemo li, da je točka X nutrašnja, meaaštia ili vanjska točka 
' . . ~-

skupa X, već prema tome, da li x leži u nutrini, na međi ili u vanjštinE 
skupa tada lema kaže, da nijedna međašnja točka· ne može biti niti! 
nutarnja niti vanjska (spo!jna) točka. 

Spomenimo već sada ovaj važni način izražavanja: 
• 

ove dvije izreke: • · . 
l) Točka x odn. skup A leži u nutrini skupa X t. j. i E int X· 

. . ' 
odn. A ~. int X ; ·· 

----
1) Kao obično C (X) označuje sk~ p s~ih točaka.prostora koje ne pripadaju skupu x . 

.. 2) Latinski frans, frontis znači čf!lO, oblik; francuski frontierf!, talijanski frontiua 
znaci mf!đa. ' 

3) .Misli se naravno na prostor u kojemu leži promatrani skup. · 
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2) Skup X je okolina točke x odn. sku,pa A; . 
• 

značit će jedno te isto. 
Da pojedina točka· može biti i spoljna i nutarnja, pokazuje ovaj 

Primjer 25.2.1. Proll)atraimo prostor ({l, 2, 3}, -), u kojem je 
prostornost definirana ovako: {l}= {l, 2}, {2, 3} ={l, 2}; za svaki dru

gi dio X~~ {1, 2, 3}. neka bude X= X. Tada je 

ext{!}= C{l} = C{l,'2} = {3}, int{l} = C{2, 3} = C{l,2} = {3} t. j. 

vanjština i nutrina sku.pa {l} sastavljene su Qd broja 3 pa su identične. 

Lema 26.2.2. Vanjština i nutrina ma kojeg skupa izvađena iz 
polumetričkog (posve uređenog), a pogotovo iz metričkag prostora ne-
maju zajedničkih točaka: . 

·(26.2.9) ext X (\ int X = v. 

. Stvarno, kad jednakost (26.2.9) ne bi bila 
jedan· skup S i jedna točka x koja leži i u ext S i 

x E e s i x "E e cs 
X non E s i X non "E, e s. 

. ' 
ispravna, postojao bi 
u int S t. j. za koju je 

dakle 

• 

To pak znači, da postoji jedna kuglica K (x; r1) (otvoreni interval 
• • • 

/ 1 (x) oko • x) disjunktna sa S i jedna .kuglica K (x; r2) (otvoreni interval 
./2 (x) oko x) disjunktna sa e s. . o 

Presjek tih dviju kuglica (intervala) bio bi opet jedna kuglica 
(interval). oko ~. pa bi tqj presjek prema tome bio disjunktan i sa sku-

• 

pom s i sa njegovim komplementom e s dakle i sa skupom s v e s 
• 

t. j. sa čitavim prostorom, a to je · naFavno nem p guće. 

Na pr. u prostoru .realnih brojeva nema skup racionalnih brojeva . . 

nijedne nutrašnje ili vanjske točke; svaka mu je točka međašni a. Za 
običnu kuglu, nutrina (vanjština) je sastavljena od svih to~ ak a prostora 
koje su od središta kugle udaljene za < r (o9n. > r); točke na međi 
.udaljene su za r od središta kugle. To vrijedi za ma koji razdaljinski 
prostor (ali ne mora važiti ia ma kojf polurazdaljinski prostor) . 

• 

§ 26.3. Gomilište. Derivat (izvod) skupa. Gusti i raspršeni skupovi. ' -D e fi n i e i j a 26.3.1. Pod gomilištem ili točkom nagomilavanja sku-
pa X razumijevamo svaku tocku a za koju je 

{26.3.1) ,·· a E X-a ' 

t. j. koja je il dodiru sa skupom što se iz X dobije uklanjanjem točke 

.x. Skup_ svih gomilišta skupa X zove se derivat ili izvod skupa X i· 
~ . 

oznacuJe se sa • 

{26.3.2J. X' • 
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Lema 26.3.1. Za prazan skup v važi v= v'. 
o - -

Za svaki naime element a imamo 
o 

v= v'-. (a), 
odakle 

· v= v"'-(a), • 

Odatle se Žaključuie da iz a E;, v slijedi a 'E;] v"'-. (a) t. j. a ~ v'; i 
obrnuto. 

U posve uređenom prostoru racionalnih brojeva izvod skupa svih 
pravih razlomaka podudara se sa množinom svih racionalnih brojeva 

· x za ko) e je O< x < l. Taj isti skup ima u prostoru .realnih (komplek
sn·h) brojeva izvod koji se podudara sa seimentom [0, l }e svih realnih 
brojeva O < x < l. 

D e fi n i e i j a 26.3.2. Drugi izvod X" skupa definira se kao izvođ 
prvog izvoda; uopće se stavlja 

(26.3.3) X<•+ J> = (X<•>)' za svaki redni broj u> 1; 
' -

ako je a redni broj bez neposrednog prethodnika, stavlja se 

(26.3.4) _ ~M = ('. X<E>. 
E<• 

D e fi n i e i j a 26.3.3. Svaka eventualna točka skupa X'-X' zove st 
osamljena (izolirana) točka skupa X. Ako je čitav skup sastavljen od 
samih izol-iranih točaka, veli se, da je skup- izoliran. 

·Definicija 26.3.4. Ako je svaka točka skupa gomilište toga skupa: 
veli se,· da je skup u (sebi) gust; prema· tome, rješenja skupovne 
nejednakosti .. 
(26.3.5) X ,~ X' . 

zovu se (u sebi) gusti skupovi. Ako skup lie.,sadrži nijedan pun gust 
dio, velimo, da je skup raspršen. Na pr. skup prirodnih brojeva (ka() 
uređen prostor> jest izoliran i raspršen. Kružna ploča je u sebi gust . - . 
skup. Nutrina kuile Euklidova prostora je u sebi gust skup. ,, . . 

' 
· L e m a 26:3.2. Za svaki skup iz pol~J,razdaliinskog (raz daljinskog) - -· . 

ili uređenog prostora važi; -
o 

(26.3.6) X= X V X'. . - . . 
Dokažimo stvar za polurazdaljinske prostore. 
Jednakost (26.3.6) proizlazi iz ovih relacija: . 

• . -
. (26.3.7) X~ X V X', 

(26.3.8) X ~ X V X'. 

Dokažimo najprije (26.3.7) t. j. da iz a .E:; X proizlazi a ~:X V xr. 
No, a E X znači, da svaka kuglica oko a sadrži· i bar jednu točku i~ 

• 
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X; ako je a E:;: X, bit će i a 'E X V X'. Ako pak nije a E X, to znači, 
da svaka kuglica oko ·a. sadrži bar jednu točku iz X". {a}, što znači da 
je a E X'. Vazda je dakle a ~ X ·v X'. 

Ostaje da dokažemo (26.3.8) t. j. da je i X.~ X i X'.~ X. 
• • - ~ 

Da iz :a E;. X slijedi a E X, to je zato što svaka kuglica oko a 
<; -

sadrži i a. Dokažimo još, da iz a E;. X1 slijedi a E X. No, a E X znači 
da svaka kuglica oko a sadrži bar iednu točku iz X"-a, a tim više i 

~ -

iz X; no to baš i znači. da je a E X. 
Time je. jednakost (26.3.6) dokazana. 

. . 

§ 26.4. što znači da je skup X :ust na· skupu Y 1)? Separabil-
nost skupa. . 

D ef i n i e i j a 26.4.1. Veli se, da je skup X gust na skupu Y, odno
sno gusto posijan po Y, ako prostornost skupa X sadrži Y kao svoj 
dio t. j. ako je 

(26.4.1) X:::> Y. - • 
• 

Specijalno, skup je svuda gust, ako je on gust na čitavom pro-
storu. Na pr. svaki je skup gust na svojoj prostornosti kao i na pra

, znom skupu. 

D e fi n i e i j a 26.4.2. Skup je separabilan fp rema Pr e e h e t u), ako 
postoji bar jedan konačan ili prebtojiv skup koji je gust na tome skupu . 

. Tako na pr. linearni kontinuum je separabilan, jer je skup svih 
racionalnih brojeva prebrojiv i gust po linearnom kontinuumu. · . 

Skup S svih kompleksnih brojeva kojima je i realni i imaginarni 
. r - . 

koeficijent racionalan jest svuda gust u prostoru kompleksnih brojeva1 
' kako je S prebroiiv, prostor kompleksnih brojeva je separali:an. 

. . - ~ 

Separabilni .su i svi Kartezijevi prostori. I H i Iber t o v prostor C., 
• 

·je separabilan, jer je skup svih njegovih točaka: 

t (l), f (2), ... f (n), o, o, . . . (n . 1, 2, 3, .. r 
. 

gdje su f (1), ... f (n) ma kakvi racionalni brojevi, prebrojiv i gust u 
Cw. Funkcionalni· prostor· Cc iz § 25.6 je separabilan, jer je' skup poli
noma s racionalnim· koeficijentima, u j~dnu ruku prebrojiv, a u drugu 
ruku, prema jednom We i er s tr a s s o v u teoremu, ~st u prostoru 
Cc, jer prema tome teoremu, za ma koju realnu neprekidnu funkciju 
f{1e) sa O< x < l postoji niz po!inoma fn (x) sa svojstvom, da u [0, l] e 

- - ' ' 

taj niz konvergira jednoliko prema f (x). 
Svaki skup izvađen iz ma kojeg K ar t e z i j e v a prostora je seNt

rabilan. Uređeni prostor svih rednih brojeva < ~l nije separabilan. 
1) Naravno da se podrazumijeva da X i y pripadaju jednom te istom prostoru. 

Uopće (ako izričito ne kažemo drukčije), skupovi koje budemo odsad promatrali pri-
. padaju vazda nekom određenom· prostoru. · 
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• 

S u s l i n o v problem je logički ekviva!entan s pitanjem, da li je 
potpuno uređeni prostor S nužno r separabilan. ako potpuno uredeni 
skup S ima svojstvo, da mu je svaka porodica punih disjunktnih otvo-

• 

renih intervala skupa S konačna ili prebrojiva. 
' 

§ 26.5. Zatvoreni, otvoreni i sayršeni skupovi. 
D ef i n i e i j a 26.5.1. Skup je zatvoren, ako sadrži svoju prostornost; 

drugim ~ečima, rješenja skupovne nejednakosti-

(26.5.1) X:::>X -
· zovu se zatvoreni skupovi.-

D ef i n i e i j a 26.5.2. Komplementi zatvorenih skupova zovu se 
otvoreni skupovi t i. 
(26.5.2) otvoren skup = čitav prostor '- zatvoren skup. 

/ 

PFema tome, pr.ostor je vazda zatvoren skup; Prazan skup je 
uvijek otvor.e'n. 

• 

D e n n i e i j a 26.5.3. Ako je skup i gust i zatvoren, veli se da je 
on savršen (perfektan). Prema tome, skupovna rješenja sistema 

(26.5.3) X' ::::> X ::::> X - -
zovu se savršeni skupovi. 

Svaki u sebi gust prostor jest savršen prostor. Na pr. uređeni 
prostor racionalnih brojeva jest savršen. često se slovom F odn. G 
označuje opći zatvoreni odn. otvoreni skup. 1

) Tako na pr. kad se kaže 
da je skup X jedan f, to znači da je X zatvQren skup. . 

Svaki interval realnih brojeva jest otvoren, ako krajeve tpga . 
"intervala n{i, ubrajamo u interval (btvoreni intervali) ; pribrajamo 
li i krajeve intervala tome intervalu, dobije se zatvoren skt1P (zatvo~ 
reni intervali). Skup svih realnih brojeva x za koje je O < x < 1 
nije niti otvoren niti zatvoren. Skup svih realnih brojeva x za koje je 
O < x < r j~ savršen skup u prostoru svih realnih (kompleksnih) brojeva.· 
Skup svih racionalnih brojeva nije savrše_n u prostoru svih realnih 
brojeva: jer nije zatvoren. · · 

Otvoreni skupovi su od vanredne važnosti; u njima imamo nosi
oca svojstava koja su analogna svojstvima š(o ih ima otvoreni interval 
realnih brojeva, nutrina obične• kugle u trodimenzionalnom K ar t e z i j e
v o m prostoru i t. d. Pomoću otvorenih skupova iskazuje se ono što 
se u dnevnom životu podrazumijeva pod pojmom "negdje" odn. "nigdje". 

O tome ćemo se još uvjeriti. · . 
' . 

Definicija 26.5.4. Tako na pr. kažemo· li, da je skup X gust na 
skupu· Y ako je X d Y, tada se može reći da je skup S negdje gust u 

' 1
) To su početna slova francuske riječi term e ( = zatvoren) odn. njemačke riječi 

Gebief. ( = oblast). . . 
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prostoru, ako postoji bar jedan pun otvoren skup na kojem je taj sl<up 
S gust. Ako skup S nije gu_st niti na jednom .otvorenom skupu =l= v, 
veli se da skup S nije nigdje gust. · - · · 

• 

Lema 26.5.1. Ako je identički 1
) 

(26.5.4) X = X V X', 

tada je skupovlla jednako_Jt 

{ l •. X = X' 26.5'.5 
nuždan i· dovoljan uslov da skup X bude savFsen. · 

Najprije, ako je sku-p X savršen, bit će, zbog njegove 
X,<:.. X'. pa pretpostavljena jednakost (26.5.4) postaje 

. -
(26.5.6) X = X': 

no X je i zatvoren, dakle X <:.. X što zbog (26.5.6) postaje . 
• 

X' ,<:.. X; a: to zajedno s relacijom X<:.. X' ·-• 

() gustoći, daje traženu jednakost X -.X'. 

gustoće, 

-. 
·Obrnuto, nekavael,i (26.5 5}; zbog {!6.5.4), to znači, da važi X= X, 

pa je_ dakle X zatvgreri. No, po pretpostavci (26.5.5) važi X ~X', što 
zn)lči; da je X u sebi .. gust. Dakle je X i u sebi gust i zatvoren t. j. 
savršen, što smo i htjeli pokazati. . 

- . 
K or o l ar 26.5.1. Za skupove X koji se nalaze u poluraulaljinskom 

(raz dal/inskom, potpuno uređenom) prostoru važi · . -- . 
• X= X V X' (isp. lemu .. 26.3.2) 

§ 26.6. Neprekidna preslika vanja. · Jzomoffna - ~reslikavania pro
stora (homeomorfija). Od znatne je važnosti pojam neprekidnih presli
kavanja. To. su · preslikavanja kod kojih je uščuvan, i dakle se ne 
prekida, odnos dodira izmedu elemenata i skupova. . 

D e fi n i ci j a 26.6.1. Jednoznačno preslikavanje množine· M jest
neprekidno (kontinuirano) u točki a toga skupa, ako iz činjenice, da se 
a dodiruje nekog skupa X.~ M nužno slijedi, d~ se točka f (a} dodiruje 
skupa f (X) t. j. ako iz relacije X.~ M, a E X slijedi -

f (a) E-f (X). 

Ako je preslikavanje neprekidno u svakoj točki množine' M, veli 
se da je ono· neprekidno u čitavoJ množini M. Specijalno, jednoznačno - -
preslikivanje f prostora neprekidno je u točki a, ako za svaki skup X 
za koji je -

a E X slijedi f (a) E f (X).~ 
' 

1) t. j, za svaki skup X (naravng iz\/ađen iz promatrana prostora) .• 

KUREPA: Teorija skupova 
- - 19 
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• 

. Ako preslikavanje f nije neprekidno u točki· ·a, veli se, da je a 
točka diskontinuiteta (p~ekidnostl). preslika vanja f. 

' 
D ef i n i e i j a 26.6.2. Ako je preslikavanje obostrano-. jedno(';načno, 

te obostrano neprekidno zove se ono ili homeomorfijom. 
Prema tome, dva su prostora , Rl 

' . ' " 

između njihovih točaka može uspostaviti obostrano jtdnoznačno i obo-
strano neprekidno preslikavanje, , 

T e or e m 26.6.1. Da prostori (S1 ; ft), (S2; f2) budu izomorfni;-nužno 
Je i dovoljno, da postojivbostrano jednoznačno preslikavanJe'. 
. . . . . 

(26.6.1) .. · '.• . f . 

skupa Sr na čitav skup S2 tako dazas~aki'X,~ S bude. 
. . 

(26.6.2) . f ~f1(X)) • f2 (f(X?) odnosn,o f (X) =t( X). 
- . ' - : ' . . ,, ' ' . . ; 

Prema tome, i~omorfnost preslikavanja f se sa:;;toji u komutaciii 
fog a OperafĐra 1f. s'· Operatorom •prosforftosti kojim· .. j e'·. definirana rela-
cija dodira. · · · 

' Uslov je nuždan. Stval"no, ikako je za svak,i a E fr (X) preslikava-
nje I u točki a neprekidno, bit će, po •samoj definiciJi neprekidnosti: . . . . 

f (a) E f~ (f(X) ), a E. ft (X) odakle 

(26.6.3) f U1 (X) ) ,~ fa (f (X) ). 
; ' l' 

No tu važi znak jednakosti. . · . 
Naime, primijenimo li tu istu relaciju (26~6;3) za preslikavanje f- 1 

. - . . . '.. .. ' - . . 

i er je ono, po hipotezi, ·također· neprekidno, dqbit ćemo': 

(26.6.4) .. · · f""1(f2 (Y)) .~fr (f-t (Y) ), (Y .~ S2) . 
. 

Specijalno· za Y...: f (X), (X.~ Sr) · izlazi odatle 
' • 

t-l f2 f (X) ,~ ft (f-1 (f(X))) , ft (f-1 f (X)) _:_ ft (X): 
. . . 

Odatle, .primjenom operatora f: 
. . ' 

(26.6.5) f2 f(X) .~ f ft (X). 

· . Iz. (26.6,3) i (26.6.5) 
' 

izlazi tražena jednakost (26.6.2) .. "' 
Dovoljnost uslova je očigledna, jer iz pretpostavljene· jednakosti 

(26.6.2) i relacije a E; ft (X) izlazi • 

f (a) E f2 (f (X) ), 
• 

a to baš i znači, da je preslikavanje 1 neprekidno u točki a . 
. Lako se dokazu] e. neprekidnost i u. točki 1 (a). 

§ 26. 7. Relativizaciia. 
- r. ,. \ ·• ·- • 

Ako je M .~ S, gdje je S skup svih t.očaka izvjesno~ prostora 
• 

. (S, -), 
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• 

tada .određivanje prostornosti u skupu S uslovljuje određenu prostor._ 
• 

nost u skupu M time, da svakom .~ .~ M pridijelimo skup · • 

Mr\ X 

kao njegovu prpstornost s obzirom na M (a ·ne S) kao cjelihu. 
Na taj način dio M skupa S postaje. materijalnom podlogom ,za' - ' . 

određen prostor koji se zove_~:;; na 
zadani prgstor kao cjelinu. . vno, narav toga. 

' fi otpuno H: ortl"Menli '"2a'Oanim prostorom kao cj.elirtom, pa je taj rela
tivni prostor (M; -) kao uronjen u sam zadani prostor (S, -). . . . j 

Na pr. prostor e SVIh realnih brojeva određuje kakav je relativni 
prostor skllpa R svih racionalnih brojeva, kad se ovaj shvati kao dio . . ' 

prostora C. Odmah se vidi, da je taj relativni prostor R identičan s<~, 
. . ' 

prostorom skupa r.acionalnih brojeva, kad se ovaj defiriira kao posUe~ . . . . 

dica prirodnog poretka racionalnih brojeva. 
- . ' ' 

. ' ·' . ' 

Međutim,. promatrajmo · komplement C (T) = [0, l]"- T triadskog 
skupa T s obzirom na jedinični segment [O, l]; promatrajm~ mi dalje 
maksimalne intervale segmenta (0, J) koji leže U SkUpU. C (T)'; ni}rayno, - . . 

takva su dva intervala bez zajedničkih ·točaka. Promatrajmo, najzad, 
·skup S središta svih tih >intervala. Svaka točka toga. skupa fe osamljena 

. -· - ' - ' ' : : : ~ 
u prostoru cl realnih brojeva, zato je i skup. s kao relativni prostor 
u C1 sastavljen od osamljenih točaka. No, shvaćen kao ttr.eđen skup,' 
skup S je gust, pa zato njegoy uređaj povlači takvu·organiziranost da 
shvaćen kao uređen prostor S nema . osamljenih točaka. Prema tome, 
rire deri prostor s se bitno razlikuje od relativnog prostora s kao .dijela -
prostora cl. 

§ 26.8. lsporedivanie topologija zadanog .skupa. 
Ako su nam zadana dva prostora 

(S; t), (S; g) . 

sagrađena. od istih · točC~ka, onda ćemo reći, . da je • topologija prvoga 
finija ili jača od topologije drugoga prostota ili da je druga topologija 
_grublja (slabija) od. topologije prvoga prostora, ako je 

• 

t (X) ~ g (X) ' za svaki X .~ S . 
•• 

Te su topologije jednake finoće (iaJ?osti) ako je 
t (X) = g (X) •za svaki X .~.S. 

Naravno, u općem slučaju ne će se moći reći, da je jedna topa~ 
logija finija od druge, nego će one biti neuporedljive. 

Dtdinicija 26.8.1. Ako je 
(26.8.1) (S; <r), '(q)E;;; M) 

l . . 
- > • ' 

izvjesna množina topologija na skupu S, tada se može pomoću tih M 
topologija definirati dvije potpuno određene topologije: infimum (pre.:; 
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• . 

sjek) i supremum (unija) zadanth topologija definirajući prostornost X . . 
svakog X.~ S kao skup: 

(26.8.2) (\ q:> (X) odnosno V q:> (X);. 
. ' IPEM '-

naravno, za svaki q:> E M, označuje q:> (M) prostornost skupa X u topo~ 
lo giji (S; q:>). 

• 
· · Primjer 46.&.1. Suprerfi svih topologija zadana skupa S jest ·ona 
kod koje brostornost svakog dijela'skupa S (pa i praznoga dijela) iznosi 
čitav S. . --

Iz same definicije neprekidnosti proizlazi ' 
l 

. Lema 26.8.1. Da topologija prostora (S;f) bude finija od topolo-
gije prostora (S; g), nužno je i dovoljno, da iden tičko preslikavanje 

. . 

prvoga prostora na drugi bude nepr~kidno. 
" · Nužnost. Stvarno, ako je 

• • • 

- f (A)~ g (A), (A,<. S}, 
onda to znači da iz 

x .E;; t (A) , slijedi X E;:• g (A) 

a to upravo znači da je .. identička transforn\acija prostora (S; t) na 
prostor (S; g) neprekidna. . 

Dovqljnost se također neposredno dokazuje. 

Primjer 268.2. Topologija uređena prbstora [0, l) jest finija od 
topologije što se dobije zahtijevajući da za svaki X.~ [0, l) i a E [O, l) 

relacija a E X ima daznači daje ili a =l= O i·da svaki interval kojemu 
je a sredina zahvata točaka skupa X ili da je a·={} no da onda svaki 
skup oblika 

[0, t') V (t", l), (O < t' < t" < I) 
• 

ima točaka i iz sk].lpa X (vidi se da je tako dobiven prostor [.0, l) 
homeomorfan sa kružnicom). l 

• 
• 

D ef i n i e ii a 26.8.2. l( vocijent zadana prostora.· ldentiii)iaciia poje-
dinih točaka. 

Neka je 

zadan prostor, 

(26.8.3) 

. . -

(S;-) 

koja relacija ekvivalencije u S; rada nam 

S/= 
označuje rastav skupa S na obitelj skupova od kojih se svaki sastoji 
od svih međusobrw ravnopravnih elemenata. Kanonsko preslikavanje 
prostora (S;-) na skup S/= t j. ono preslikavanje 

(26.8.4) C (x), (x Ei. S) 
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. ~ . 

koje· svakom elementu x ·E: $ pridijeljuje onaj element u S/= koji sa-
drži x, potpuno je određeno. Ima i takovih topologija skupa S/=, 1

) da· 
to kanonsko preslikav<l'nje bude neprekidno; infimum svih tih topologija 

. potpuno je· određen; tako dobiven prostor zove se kvot;ijent prostora 
(S; -) i relacije =. 

Može se reći, da taj prostor nastaje identifikacijom svih ekviva
!entnih točaka; .Na pr. kvocijent linearnog_ prostora e i kongruentnosti 
modula l jest t. zv. torus (svitak) dimenzije l, a homeomorfan je sa . -
kružnicom. · 

· Posebno se često promatra kvocijentni prostor zadana prostora 
' ' 

(S; -) proizveden izvjesnim neprekidnim jednoznačnim preslika vanjem 
• 

f prostora <S;-) na neki prostor (M;-); uz te naime pretpostavke 
potpuno je određena porodica disjunktnih skupova· 

' f_;_ 1 (x), (x E f .S) 
• • 

· koji ispunjava čitav S; infimum (presjek) svih topologija u toj porodici · 
• • 

kod kojih je kanonsko preslikavanje: 
svakom 'elementu iz ,-l (x) pridijeljuje se {-1 (x) 

neprekidno, određen je kvocijentni prostor zadana prostora (S;-) . 
• 

Primjedba 26.8.1. Poslije ćemoseu § 27.10.2 uvjeriti, da u vrle 
općem slučaju (topološki prostori) kvocijentni prostor (S/=;-) nastaje ' . 

tako da u skupu S/= prOglasimo otvorenim skupovima svaki i samo 
svaki skup G .~ S/= sa svojstvom da 

V X (X E G) 
X . 

bude otvoren skup u zadanom prostoru (S; -). · 

§ 26.9. ZADACI. 
. 

§ 26.9.1. Odredi sve moguće prostore sastavljene od elemenata l, 2: 
Koliko ih ima dva po dva nehomeomorfnih? 

§ 26.9.2. Odredi vanjštinu, nutri_nu, među· i izvod 
prostoru· (v. primjer 24.4). 

§ 26.9.3. Odredi nutrinu, vanjštinu i među skupa 

skupa u diskretnom 
• 

a) sin e, b) tg e, e~ ~n R, d) 2R, e) 2c, o sin e_! {O}. 

§ 26 9.4. Ako je 

• 

f(x)=sin~. (xEe-{O}). 

/(O) . 2, 

da li je skup f e u sebi gust? Odredi izvod toga skupa. 
-·----e-=-~ . 

1) Tako je na pr. u topologiji (Sf",;.-) u. kojoj je 
' 

X = Sl= za svaki X e s;;,. 
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· .§ ·26.9.5. Promatraj a) sinusoidu, b) tangerisoidu, e) krivulju y =f (x), 
. gdje f ima značenje kao i u zad. 26.9.8; d) krivulju y == 'X (x) = 
e · ""' O ili l, već prema tome da li je x iracionalan ill racionalan, 

~ -· 

e) krivulju y =:;: (y{r; j)·+ l)2 (gl.§ 23.7.1); u koiima je od tih 

- - ' slučajeva promatrana krivulja savršen ravninski skup? 
• 

§ 26.9.6. Stavimo li sin1 = sin, sinn+ l =sin (sinn), (n ~l N), promatraj 
skup Sn rješenja jednakosti 

• 

. l o Sllln- = .. 
. X 

§ 26.9.7. Za realyu jednoz_načnu funkciju f. definiranu 1-' · linearnu skupu 
S pront'(!.traj pripadni ordinatni skup 

• 

· V {a} X [0, l (a)], (a E S). 
a· 

Da li je ordinatni skup što pripada- a) sin usu, ·b) tan gensu, 
' 

e) funkciji sin j_, x =l= O zatvoren? 
. .. . X. . . . . . 

. . 
' ' ' ' 

§ 26.9.8. Definiraj obostrano recipročno· preslikavanje f skupa R ra-
. • ciiYnalnih brojeva, tako da "krivulja" · 

y = f(x), (x "Ei R) 
bude· svuda gusta u ravnini. . 

(Uputa: svrstaj u niz v,, V2, ... V n, •• sve krugove s racional
nim radi usom i. racionalnim središtem; ako je h, r2, .... rn, .... 
dobro uredenje skupa R, 1ada promatraj prvi broj u tom nizu 
koji leži u x-projekciji kruga V, i tome broju pridijeli prvj. broj 

• · iz niza R koji leži u y-proiekciii skupa Vt, i t. d.) . 

· § 26.9.9. Promatraj zadanu a) kružnicu, b) krug .kao relativan prostor 
s. obzirom na Karte zijev prostor C2 u kojem leži. Kako bi 

.. ta dva prostora definirao na · autonoman način (uzimajući ·u 
obzir samo točke kružniCe odn. kruga)? 

' 
. 

sin ..l to odn. 
X 

§ 26.9.10. Promatraj skup E1. odn. E2 rješenja jednakosti 
• 

sin . 
1

1 
= O. Odredi sve iz.vode tih skupova. Poopći i pro

sm-·x 

ma traj analogan skup En (D u B o i s Rey m o n d o v primjer: 
er e ll e-ov Journal, 79, p. 36). • 

' ' 

§26.9.11.Ascoli: (Annali di mat. (2), 6, ss (187S)) proma.tra skup 
. . . A = 3-N + s-N + 1-N + ll-N brojeva oblika 

3:....a +s-b+ 7-c +u-d, 
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' ·' ' . 

-
kad a, b, e, d prolaze skupom N prirodnih. brojeva; dokaži 
da je· četvrti izvod toga" skupa sastavljen od. 0: '· 

.". 
AOVJ = {O} t. j .. AfVJ = v . .. 

§ 26.9.12. M i t t a g L e Hler (Acta Mathematica, 4 p. 58) promatra 
skup P1 svih brojeva oblika· 2-m,; 

• 
P2 svih brojeva oblika 2-m• + z-m,-m, 

'"!••············,···· • • • • 

-~ Pn svih brojeva· oblika 2-m, + z-m,-m,+ ... + 2-:-~· ···.:::.~n~. 
Promatra i skup Q svih brojeva oblika . 

2-• + 2-n~m, + ... + 2- n-m1 - ••• -mn·;_ 

pritom n, m1, m2, ..... , mn prolaze skupom svih 
jeva > O. Dokaži, da je 

cijeli h ·br o-
• • 

P~1 = {O}, (n E: N),· 
· Q<"l .. {O}; ·. 

. 

§ 26.9.13. Dokaži da je triadski skuv T savršen. Općenito, neka je m 
cio broj > 2; jedinični . segt;~ent podijeli na m jednakih dije
lova, pa odstrani pred zadnji otvoreni interval; s preostalih 
m- l segmenata učini sličanpostupak kao i s jediničnim, itd. 
Skup preostalih točaka je savršen (S t. S m i t h, Proe.· Lond. 
Math. Soc. 6 (1875), p, 145). · · . 

§ 26.9.14. Dokaži da je parobala y x2 shvaćen~ kao relativni prostor 
' . --\ . { - -. 

u c2 homeomorfna sa prostorom (0, l)c pravih razlomaka. ; 
-- . -

§ 26:9.15. Promatraj prostor što se· iz kvadrata dobije identificiranjem 
svih četiriju vrhova kvadrata, te parova. aksialno sime tričnih 
rubnih točaka; nastaje dvodimenzionalni svitak (torus). 

§ 26.9.16. Identificirai dijametralno suprotne .točke kružnice; nastaje p to-, . . ' ' 

stor homeomorfan sa kružnicom. . 
• • 

§ 26.9.17."Identificiraj dijametralno suprotne točkekugline plohe; nastaje 
. prostor homeomorfan sa J)rojektivrtom ravninom. · · 

• ' l . -

§ 26.9.18. Krugu kao prostoru iden9ficiraj sve točke rubne kružnice; 
nastaje prostor sličan sa kuglinom plohom. . ' ' ' . 

§ 26.9.19. u otvorenu kružnom vijencu identificiraj sve točke na svakoj 
koncentričnoj kružnici. Nastaje prostor homeomorfan sa pro-" 
storom e realnih brojeva. . 

. . . . 
§ 26.9.20. 'Kojemu je prostoru ({l, 2}; -) horrieomorfan prostor dobiven 

diobom 
• (-co, O]c V (0, oo)c 

-
"' linearnog kontinuuma? 
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§ 27. OKOLINS!(J PROSTORI ILI FRECHETOVI v~ PROSTORI 1). 

To su prostori kod kojih· je operacija prostornosti izotona. Dru
gim riječima, prostor (S; -) je. o kalinski akq je ispunjen . . 

Aksiom l (aksiom izotoniie): Iz X.~ Y slijedi X.~ Y. · 

Ako izričito ne kažemo drukčije, svaki prostor kojega .·budemo 
ubuduće razmatrali. zadovoljav~t . će tbn'le. aksiomu. j . 

Upravo je nevjerojatno koliko se osnovnih činjenica iz analize f . . 

i geometrije može izreći za skupove smještene. u oko !inskim prosto-
rima. Čitaoca naročito upućujemo ntt ono što ćemo kasnije reći . o sve
zanim skupovima i B o l z a n o v o m teoremu. . . 

· · 'Prema tome, svaki okolinski prostor (S; -) odreduje izvjesno. 
uzlazno preslikavanje · 

X, (XE P(S)) 

djelimično uređena skupa (P (S), ,~) 2
) n;a sama sebe; i obrnuto svako 

uzlazno preslikavanje f skupa . (P (S ; .~) na sama sebe određuje o ka-
linski prostor (S; f). · · 

§. 27. l. Izotonlja Izvoda i nutrine: 
. . . 

Teorem 27.1.1. Većem skupu pripada veći izvod, veća nutrina, a 
manja vanjština t.j. iz X .~Y slijedi: · 

~,-,;.- .. ~\''""' ' ' 

'(21.1.1) X',~ Y'; 
' - '-'- •' - -

• 

· Kako iz X.~ Y slijedi X"'. (a) .~ Y"., (a), a odatle po aksiomu 
izotoniie: 

• 

· X". (a) ,~ Y"-. (a); 

odatle radi (27.1.4) izlazi 
• 

• 

(a).~ Y"'.(a) 
. 

a to upravo znači, da je (a) C Y' za svaki (a).~ X'. 
Dokažimo (27, 1.3). Iz X ,C Y slijedi po us lovu izotonije 

, . . . 

- "" -
1) V je poč~:10 slovo franc. rU&či voisin'age = okol'na. 
l) Sjeti se da P (S• označuje skup svih skupova X~ s. 
3) 'Sjeti se ~fa (a) e X' i a s X' znače jedno te isto. 
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dakle, prelazeći na komplemente : 

ex::::>eY 
. ---- ' 

a to upravo i jest relacija (27.1.3). 

Dokažimo najzad da važi (27, 1.2). Stvarno, iz· X.~ Y slijedi 

e X .~· e Y; odatle 

' . C X ~ e Y i dalje 
• e (eX) .~. C (e Y) 

a to je upravo .. tražena relacija (27.1.2). 
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· Kor<?lar 27.1.1. Za svaki skup X važi v~ X; pritom je v prazan 
skup. 

. § 27.2. Veza izmedu skupa, njegove prostornosti i izvoda. . -
T e or e m 2?.2.1. Izvod X' skupa X sadržan Je u prostornosti X toga 

skupa, a sama prostornost X sadržana je u uniji skupa i njegova izvoda: 
• 

(27.2.1) X'GXC.XvX' · 1-,. l_ • 

Dokažimo najprije X' ~~ X t. j. da iz (a) ,~ X' slijedi (a) 5; X 
No, (a) ~ X' znači, da je 

(27.2.2) (a) ~~ X'\ (a). • 
. . 

Kako je X"-.(a) ~~ X izlazi po aksiomu izotonije 
• - . -

X'-.(a) .~X, pa zbog (27.2.2) !mamo zaista (a) C X. 
• • 

Još preostaje da dokažemo, da je . . . . 

(27.2.3) . X ,C. X V X' . . . 

t. j. da iz (a) G X slijedi (a) ,C. X V X'. Neka je dakle (a) C X; ako je 
k tome (a) .~ X, bit će pogotovo (a) ~ X V X'; ako pak nije (a) ,~ x. 
bitće · 

·X"-. (a) = X dakle 

l X"-.(a) . X 
. ' 

što obzirom na (a) C. X daje (a) .~ X"-. (a),· a to upravo znači, da je 
(a) ,~ X', a time i (a) .~ X V X'., 

Time je teorem 27.2.1 .potpuno dokazan . 
• 

K or o l ar 27.2 l. Ako· neki element prostornosti X skupa X ile pri-
oada izvodu X' skupa X, pripada on .sigurno samom skupu t. j. 

(27.2.4) X'-.X' 1~ X. 

_ T eo rem 27.2.2. Da bude 
(27.2.5} X= X V X' 

tovoljno je da važi t. zv. 
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• 

Aksiom invar:ijanciie; Prazni skup i .svaki jednočlani skup 
·podudaraju se sa svojom vr'ostornošću (t.,j. iz kY <l slijedi Y ~ Y 1). 

· S obzirotn na formulu (27.2.1), dovoljno. je da pokažemo, da iz 
aksioma invarijancije slijedi • • -
(27.2.6) 

•• 
X~ X, 

jer iz (27.2.1), i (27.2:6) neppsredno izlazi (27.2.5). No iz (a) ,~ X po 
aksiomu izotonije imamo 

(a) .~ X Zi:! svaki (a) -~ X. 
' . 

-Kako je po aksiomu invarijancije lijeva strana tu = {a}, prelazi 
zadnja relacija u 

(a) .~ X, ( (a) ~ X) ; 

a to znači isto što i (27.2.6) . 
• 

§ 27.3. U sebi gusti skupovi. Rastavljanje zatvorenih sk:up.ova. 
. . 

Sjetimo se, da je skup S u sebi· gust, ako je sadržan u svojem 
izvodu t. j. ako je S,~ S'.l · · · 

· Teorem 27.3.1. Unija u sebi gustih skupova opet je u sebi gust 
skup t.j. ako je 

(27.3.1) S;~ S', (S E M) · 

onda je 

(27.3.2) 
-

' 
/ 

Stvarno, neka je 

(27.3.3) . 

V S ~ (V S)', (S E M). 
s s 

• 

a E v S; 
s 

• 

to znači, da postoji bar jedan S E M sa svojstvom a E S; 
u sebi gust t. j. S ~ S', bit će a E S'. No, jasno je, da je 

kako je·s 

S .~ V ,S, (S E, M) s . . 
odakle po aksiomu izotonije 

. 

S' -~ (\J S)', (S E M)· .. / s . . 
. 

što· s obzirom na prethodnu relaciju a 'E S' daje traženu relaciju . 
• 

(27.3.4) a E (V S)' (S E M). 
' • • s 

. 

Da:kle iz (27.3.3) ·proizlazi (27.3.4), a to baš iskazuje tražena rela
cija (27.3.2). 

- ' ' . 
l) Poslije ćemo u §-u 27.7 vidjeti da je relacija (27.2.5) nuždan i dovoljan usloV( 

da svaka točka bude sadržana u svakoj svojo! okolini odnosno da nptrina skupa 1eži 
u samom skupu. · -

• 



~ 

~· 27.3-§ 27.4 299 

T e or e m 27.3.2. Svaki (zatvorenO skup jest. unija dvaju skupova 
.()d kojih je jedan u· sebi gust (savršen), a drugi raspršen 1

). 

Stvarno, udružimo li sve u sebi. guste skupove sadržane u S, 
dobit. ćemo prema teoremu 27.3.1 u sebi gust skup D dakle 

(27 3.5) D .~ D'; ' 
• 

naravno da je preostatak S'-..D raspršen; na taj način imamo rastav · 
' 

{27 3.6) S= D V (S'... D) · · 

o kojemu se govori u teoremllt 27.3.2; još se radi o 'tome da dokažemo, 
,· 

~da je u slučaju da je S zatvoren, i skup D zatvoren t. j. da je 

(21.3.7) jj~ D. 
No, zbog (27,3.5) identiteta 

D'.~ D~· D V·D' daje 

, (27.3.8) D= D'. 
, 

Nadalje po zakonu izotonije za izvod (v. teorem 27.1.1) iz (27.3.5) 
·slijedi: 
~ . ·. . · . . . . . D' ,~D". . . · . . ~ · • . 

:što znači da je skup D' gust; po (27.3.8) to znači, da je D gust t. j.~ 
- _, 
D .~D. 

• 

' ' 
O (a). 

, 

1) Naravno da pojedini od tih dijelova može biti i pnst skup. 
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~ ~ 

Prema tome, O (a) je opća oznaka za ·bilo koji skup X sa svoj-
stvom a E int X; dakle je identički: 

• 

- (27.4.2) a E, int (O (a) ) . 

Shemaisko prikazivanJe 'okoline. Proizvoljnu okolinu ·točke a mo-
žemo u ravnini prikazati shematski tako, da oko neke točke kat> 

. predstavnika zadane -točke a opišemo za-

Sl, 27.4,1. 
Shematski prikaz proizvoljne 

·okoline točke a. 

- v tvorenu . crtu;. ono sto ·ta crta obuhvata 
smatramo shematskim ·prikazom okoline· 
točke ·a. IŠtaknimo, da se zasad još nije 
postavi1o, .. pitanje,· da. li ta točka leži ili ne 
le leži tt svojoj okolini. ~ 

§ 27.4.1. Osno.x._na uloga okolina. Pri
kazivanje dodira_posredstvom okolina. Sada 
ćemo navesti važno svojstvo okolina koje 
će nas. dovesti do druge definicije okolin-

skih prostora, pa će nain sada biti jasno porijeklo naziva tih prostora. 
' . 

T e or e m 27.4.1.1: Da se eleJ!jent a dodiruje skupa X :::> v, .nužno 
je i dovoljno, da svaka okolina O'{a) točke a sadrži bar jedan element 
skupa X. Drugim riJečima, ako 'je X :::> v, tada je relacija 

. (27.4.1.1) a E X .. 
' ekvivalentna sa nejednakosti 

(27 .4.1.2) O (a) f\ X :::> v 

za svaku okolinu O (a) točke a. 1
) 

Uslov je nuždan: ako je Ja)~ X, tada svaka okolina O (a) zado
voljava (27.4.1.2). u obrnutom slučaju, postojala bi bar jedna točka (aJ.~ x 

. i bar jedna okolina O (a) za koju ne važi (27.4.1.2) nego 
• • 

(27.4.1.3) O (a) f\ X = v. 

To znači, da bi bilo 

X,~"C(O(a)) dakle X~ C(O(a)); 

to sa (27.4.1.1) povlači 

(a)~ C(O(a)) što 

. . 

znači da nije -a~ C(C(O(a)))=intO(a), 

pa element a ne bi pripadao nutrini skupa O (a), protivno pretpostavci' 
da je o (a) izvjesna okolina od a. 

Uslov je dovoljan: ako svaka okolina od a ima neprazan presj!lk 
sa skupqm X, 

(27.4.1.4) --

• 

onda a leži. u X. U obrnutom slučaju, bilo bi 

(a)~ C(X) 

• (l Preporuča se da čitalac uvijek fina u vidu ·kaka'v konkretan prostor, na pr
prostor- r-ealnih brojeva 
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. . 

Prom'atrajmo tada skup . 

. e (X) = .komplement od X 

s obzirom na čitav prostor i dokažimo da bi e (X) bila okolina od a 
' dakle (a) .C .(nt e (X). . 

SJvarno, 
inte(X)=vanjština od e(e(X))-'--extX= e(X) t. j. · 

- inte(X)=e(X), 
što sa .(27.4.1.4) daje 

(27.4.1.5) 

' 
• 

(a)~ int e (X). 

Dakle bi skup e (X)_ bio okolina elementa a, pa bi prema uslovu 
- -~- - ..., 

teorema ta okolina e (X) imala bar jednu zajedničku točku .sa skupom . . . 
X. To je međutim nemoguće, jer e X kao komplement skupa X nema 
sa X zajedničke točke. 

Time je teorem 27.4.1 potpuno dokazan. 

. § 27.4.2. Nova definicija okollnskih prostora. Smisao teorema 
. . 

(27A.l) je dvojak: nužni dio teorema pruža mogućnost kako da odre-
dimo da li se pun skup X dodiruje ili ne dodiruje točke a; dovoljni pak 
dio . teorema iskazuje ovo: ako pojedinoj točki a pridijelimo izvjesnu_ 
množinu o (a) skupova kao njene okoline, možemo na ·osnovu toga 
4efinirati sve pune skupove X koji su u dodiru sa a t. j. koji zadovo-

- - ' -

ljavaju relaciju (a) E X. 
Ako je naime X takav- skup, da svaki član množine O (a) sadrži 

bar iedafl element od X, tada ćemo, po definiciji, reći da su a i X u 
-:. 

dodiru. Učini li se ·to za svaku točku a, tada se X definira kao skup 
svih t~čaka koje se u tom smi~lu "dodiruju" skupa X. Ukratko, ako 
svakoj točki a skupa S pridijelimo izvjestan sistem ·skupova, možemo 

• • 

te skupove interpretirati kao okoline točke a i na· osnovu toga dobiti 
• 

u ruke ,sredstvp da pronađemo sve skupove X iz S koji imaju nem·azan 
presjek sa svakom okolinom od a; to ćemo kraće izraziti riječima · 

. ' . 
da se X dodiruj e točke a. U činimo li to za svaki element a, pa nazo-

• • - - . 

vemo li ptostornošću X skupa X skup svih točaka koje su na taj način . . . 
proglašene da se dodiruju skupa X, dobivamo· time potpuno određeno 
preslikavanje.· - · ,-

X, (X.~ S), 
• 

a time i potpuno određen prostor (S; -). 
Jedino, na taj način ne možemo rekonstruirati dodir elemertata s 

praznim skupom v; zato će se obično, po definiciji stavljati 

{27.4.2.1) 
• 

v= v 

odnosno odrediti šta ima biti skup v .~ S. 
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· Očito je, da će tako definirano dodirivanje (traženje prosto-rnosti) 

biti ·izotona operacija, jer ako je X,~ Y te a E:;; X, onda to ·znači, da . 
svaka o~olina O(a) od a zadovoljava O(a) f"' X ~ v odakle pugotov0 . 

. . - - . 
O (a) r\ Y ~ v; to baš i znači, da iz (a) E: X slijedi (a) E;:, Y t.j. da je 

X ~ Y odnosno da relacija dodira između elem~nta i skupa ispunjava 
' aksiom izotonije.· . . ' 

Način da se prostor definira pomoću olwlina vanredno je važan. 
· Na taj smo način definirali· prostor realnih brojeva, prostor komplek
snih brojeva, potpuno uređene prostore, Kartezijeve prostore, llilbertov 
prostor i t. ·d. 

• 

· § 27.4.3. Baza okolina. Bitna je uloga okolina ta da pomoću njih 
možemo odlučiti, da ·Ji se proizvoljno zadan elemeqt a nalazi ili ne 
nalazi u dodiru sa projzvoljno zadanitn p~nim skupom X t. j. da li je 
relacija a E X ispunjerra ili nije ispunjena. tJo, da jednoznačno saznamo, 
da li je 'relacija a E X ispunjena ili nije ispunjena, nije vazda potrebno. 
uvesti u igru· množinu svih okolina od a. 

Drugim riječima, da rekonstru{raliio zadan okolinski prostor, čest& 
je dovoljno promatrati tek jedan dio sistema svih mogućih ofwlina. 

· De fi n i e i j a 27.4.3.1. Svaka množina okolina pomoću k-oje možemo· 
rekonstruirati zadan prostor zove se baza okolina toga wostora: S pe" 
cijalno . se kaže. da je okolinski prostor potpuno (posve) separabilan, 
ako se on može rekonstruirati pomoću konačno mnogo odn. prebroji vo 
mnogo okolina. .. - · 

. Tako na Pr. množina svih otvorenih intervala uređena skupa real.., 
nih brojeva, pri čemu svaki ·interval smatramo okolinom svakog svojeg 
elementa čini bazu prostora realnih brojeva,· jer je taj prostor i defi~ 
niran pomoću tih okolina. · . .· 

• • 
No, množina: svih otvorenih intervala s racionalnim krajevima· 

također čini bazu toga istoga prostora realnih brojeva, jer se relacija 
- . . ~ ~ ' - ' 

dodira može definirati već pomoću tih specijalnih okolina. To proizlazi 
iz ove činjenice: da se realni broj a dodiruje skupa X realnih brojeva, . -- ' . 
nužno je i dovoljno, da za svaki otvoreni interval l s racionalnim kr(J~ 
jevima iz a E I slijedi l(\ X ~ v. 1

) 1ato je prostor realnih brojevq_ 
• 

potpuno · separabilaJ1. • - .' 
Općenitije važi ovaj < · •· 

. T e or e m 27.4.3.L Svaki razdaljinski prostor koji je separabilan 
' ' ' :\ 

također je potpuno separabilan. · 

Stvarno, ako je B ma kakav'skup koii je sv~da gitst po prostoru 
i za koji je kB < ~o, tao a skup svih sferoida kojima središte leži U: 

1) Relacija {a)~ X je definirana pomoću rzreke, koju se iz gornje izreke 
brisanjem riječi "s racionalnim krajevima". • 

o, ; 
• 

' ' ' . 
dobije 

•'\ 
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-
B i kojima je radius racionalan jest prebrojiv i očito se pomoću tih . ~ 

steroida. može prostor rekonstruirali shvatajući svaki sferoid kao oko--- - ,,._ 
linu svake svoje točke. ~ 

• 

. § 27.4.4. Lokaliziranje (ekvivalentne okoline u zadaiw} točki). 
. ~ 

·Definicija 27.4.4.l. Veli se, da su dva sistema okolina ekviva-
• 

lentna u točki a prostora, ako je za svaki pojedini skup X relacij~ 
dodira 

--- - ·• 
• 

' a EX 
ili ispunjena ili neispunjena za oba sistema u isti mah. Drugim riječi- . '- ·----

~ma, dva su sistema okolina točke a ekvJvalentna u točki a, ·ako iz 
- ' -· -

X:::> v, a E;;, X vazda proizlazi, da svaka··okolina.od a i u jednom i· u 
drugom sistemu ima pun presjek sa X; i obrnuto, ako iz činje~ice, da 

. ' 
svaka okolina od a jednog sistema ima pun presjek sa X proizlazi 

. . . - . 

(a),~ X. 
• 

Teorem 27.4.4.1. (liausdorff). Da dva sistema ok'olina točke a 
budu ekvivalentna u točki a, nužno je i dovoljno, da svaka okolina iz. 
jednog sistema obuhvata bar jednu okolinu iz drugar. sistema.' . r 

Označimo, li sa 01 (a) prvi, a sa 02 (a) drugi sistem okolina točke ' ·. ' ' -. -

a pomoću kojih je moguće rekonstruirati prostor u točki a, onda teo-
. rem kaže, da se ekvivalentnost sistema Ot (a), 02 (a) sastoji u . tome, 
da za svaki oda) E;l Oda) postcji bar jedan · 02 (a)E ()2 (q) tako da, 

·bude o1 (a) ~ o2 (a); i ·obrnuto, . da svaki .. o2 (a) E. 02 (a) sadrži bar' 
jedan 01 (a) iz Ol(a). · · · . . 

' ' 

, Uslov je ·nuždan: Neka je 01 (a) proizvoljan član sil\tema _ 01 (a); 
treba. dokazati da postoji bar jedan o2 (a) E 02 (a) tako da bude 

(27.4.4.1) 02 (a) ~ 01 (a). 
• 

U obrnutom slučaju bilo bi 
• -

(27.4.4.2) 02 (a)"- o1(a) ..J v, (o2 (a) :E 02 ~) ). 

Promatrajmo skup 

(27.4.4.3) E = V (o2 (a)"- o:ll(a) ), (o2 (a) E 02 (a)) 
o, ,a) ~ 

i. ispitajmo, da li se on dodiruje ili ne dodiruje točke a. Po hipotezi 
. ' - '\ . 

(27.4.4.2) svaki član sisteJDa 02 (a) ima. pun presjek sa sl\.upom E, što 
znači da bi s obzirom na sistem 02 (a) okolina bilo a E E; no, zbog 
pretpostavljene ekvivalentnosti sistema 01 (a) i o~ (a), to bi značilo, da 
i svaki član iz 01 (11) specijalno dakle i izabrana okolina 01 (11) E, Oda} 
ima pun presjek sa E t. j. bilo bi · 

oda) i'\. C v (o2 (a)''.oda) ) :::> v, ( o2 (a) E 02 (a)), 
o, (•) ' 
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• 

što je očito nemoguće. Dakle pustoji bar jedan 02 (a) E:"f 02 (a), tako da 
ne bude ispunjeno (27.4.4.2) nego, naprotiv, ·da· bude (27.4.4.1). Slično 
se dokazuje, da svaki 02 (a) E· 02 (a) sadrži bar jedan Ot (a) E 01 (a). · 

Dovoljnost uslova Je očigledna. Mi ćemo je ipak dokazati i to u 
·ovoj formulaciji: ako su 0 1. (a), 02 (a) dva .sist {ima skupova koje s ma

. trama okolinam·z točke a pa ako svaki član jednog sistema sadrži bar 
• • j ' -

]edan član drugog sistema, onda ,ta dva sistema definiraju· jednu ,te 
.istu relaciju dodira et'ementa a· s ma kojim punim skupom X. 

o 

o 

<?,(a) 

>1 ·Sl. 27.4 4. 1. SL 27.4.4.2. 

Đ X' o 

. Svaka okolina o (1)e O,(a)sadrži 
jedan o 2(a)e 02 (aJ. 

Kad bi neki o2 (a) bio d isjunktan sa x, 
bio bi to i neki o1 (a). . 

' 

Stvarno, neka je na pr. X ') v nekakav skup sa svojstvom, da · 
·svaki 01 (a) E 01 (a) ima sa X pun presjek; -onda se radi o tome da 
vidimo, da i svaki o2 (a) E' 02(a) ima sa X pun presjek; ne može naime 

' l --

. nikoji 02 (al biti disjunktan sa X, jer, po hipotezi, svaki član iz 0 2 (a), 
. pa dakle i taj konkretni, sadrži bar jedan 01 (a), pa bi ovai, kao dio 
-od onoga 02 (a), bio također disjunktan sa X,- protivno pretpostavci. 

' 
Time je teorem 27.4.4.1 potpuno dokazan. • 

Na osnovu toga neposredno se vidi da važi: . 
' --

Te or em ,27.4.4.3. (H:ausdorff).:Ako svakoj točki skuf]a S pridi
_jelimo dva sistema skupova, kao dva sistema· njezinih okolina, fada 

• 
.stavljajući \7 = v, nužni i dovoljni uslov, da (a dva sistema skupova · 
definirciju jedan te isti prostor glasi a-vako: · 

. - . 

Za svaku točku i svaku njenu okolinu'iz jednog sistema postoji u 
.drugom sistemu bar jedna okolina te iste točke koja je sadržana u 
promatranoj•okolini iz promatranog sistema.. · · ~ 

. ' 
Doseg gornjeg teorema vrlo je velik 
Na osnovu njega odmah zaključujemo, da u ravnini za okoline 

neke točke možemo uzeti na pr. kvadrate, !\,rugove, elipse kofima je 
ta točka u središtu simetrije i sva ta tri sistema ok_9lina međusobno 
su ravnopravna. 
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§ 27.4.5. Hausdoriiovi rostori. O okolinama dosad nije ništa piet-
postavljeno. Iiausdorff je l p. 2-13) postavio ova 4 aksioma· za 
{)koline : . 

Jf1 Svakoj točki a pripada ·bar jedna okolina o (a); svaka okolina 
točke a sadrži a; , 

Jf2 Presjek dviju okolina jedne te iste točke sadrži bar jednu oko·
linu· te točke; 

Jf3 ·Svakoj toč_ki iz svake okoline o pripada bar jedna okolina· 
koi a }e sadržana u zadanoj .okolini o t. j. iz a' E _o (a) proizlazi, 

. da postoji bar i edna okolina· o (a') .~ o (a). 
. ' 

Jf4 Svakom različitom paru točaka pripada bar jedan par okolina 
bez zaiedničke. točke. 

Odmah se vidi, da Kartezijevi prostori, Iiilbertov prostor, - -
i un kcionalni prost•Jr e e,. svi razdaljinski prostori te svi potpuno ure: 
deni prostori zadovoljavaju gornjim aksiom ima lfr, lf2, Jf3, Jf4. 

Koliko god izbor gornja 4 aksioma bio prirodan, zbog čega· je izu-. ' 

-ča\ anje Ii a u s d or ff o v i h prostora relativno jednostavno, ipak ima 
vaznih prostora koji nisu li a u s·d or ff o v i, ma ·da s'u okolinski. 

· · Pr i m j er 27.4.5.1. Skup Cr (C) svih realnih jednoznačnih funkcija . - . ' 

definiranih u linearnom kontinuumu Cr proglasi! ćemo prostorom time 
.Ua za f E X, X <;. C, (C) relacija t E X znači isto što i činjenica, da 
postoji niz funkcija fn E X sa svojstvom 

lim fn(a) = f (a) . za svaki a E C. 

Nastali prostor ·L je okolinski, ali nije Jiausdurffov, kao što te 
proizlazi iz 

;.; 

J • ; 

•• T e or e m a 27.4.5.1. Za svaki skup S iz lfausdorffova prostora važi 

S~ S (naprotiv za mizožinzz M svih elementa prostora L ·koji su nepre-
' ' 

kidne funkciie važi M :::> M). ' 

Dovoljno je da dokažemo, da je S ~ S t. j. da iz a E S· slij.edi 
~ _; 

a--E: S. Stvarno, neka je a E S t. j. neka .svaka okolina o (a) sadrži točaka 
- ' •• • '- l 

iz S, recimo neka je a' E o (rz) /\ S; no iz a' E o (a) hlazi po svojstv11 
. . - r - ·: 

!fa, da postoji čitava okolina o (a') ~ o (fi); kako je a' E S, to znači, da 
je o (a') :'\ S :::> v, što s obzirom na· o (a') .~ o (a) daje : 

~. 

o (a) r\ S J v 
' 

za svaku okolin•J o (a): a to baš -i znači, da je a E S. · ' 
Naprotiv, nije M ~ M, jt;_r na pr. D ir i e h l e t o v a funkcija X je 'ele'

ment skupa M, ali se može pokazati (B a ir e-ov teorem) da nije element 
- . -

skupa M t. j: da funkcija X nije limes niza neprekidnih funkcija. 

KUREPA: Teorija okupa va~ 



§. 27.4.6. Kombinirani produkt zadanih pmstora. · 

Neka su 

(27.4.6.1) 
• 

• 

dva • okollnska prostora sa svojstvom da je v = v. 

§ 27.4.6; 

Pod. kombinirarzim produktom prostora (Sl; -), (S2; -·) razumi
jevamo prostor 

(27.4.6.2) 

koji je sastavljen od kombiniranog- produkta S1 X S2, a prostornost je 
tako definirana, da za svaki a E S1, b E S2 i svaku okolinu o (a).. od 
'a odn.' o (b) od b skup 

o (a) X o (b) 

smatramo okoli nom točke 
(27.4.6 2) stavljamo također 

(a, b) skupa .. ·S1 X S2; u novom prostoru 

(27.4.6.3) v= v. • 
Tako . na pr. K ar t e z i j e v a ravnina e2 jest. kombinirani produkt 

linearnog prostora e sa samim sobum. Analogno Kartezijev trodimen
zionalni prostor e3 jest hoinhinirani produkt ravnine e2 i pravca e. 
Torus (svitak) je kombinirani produkt dviju kružnica. · 

' Analogno se definira kombinirani produkt od konačno mnogo . 
prostora 

(Si; -), (i= l, 2, ... n). 
. . 

Tako na pr kombinirani. produkt od n prostora e odnosno od n 
~ . -----· 

kružnica jest n- dimenzionalni Kartez1jev prostor e. odn. n~dimenzio-
nalni torus (svitak). Općenito, ako je M jedna množina, a za svaki x E M 

• 

(S lX); -). , 
• 

, 

odreden oko !inski prostor, tada se prema ;r i h o ii o v u, pod kombini
ranim produktom svih prostora 

(27.4.6.4) (S (x); -), (x E M) 
• 

razumijeva prostor 
,. 

(27.4.6.5) . (II S (x); ~) 
' . 

sas.ta'vljen od svih jednoznačnih pr
1
eslikavanja f skupa M tako da bude 

(274.6.o) t (x) E S (x) za svaki x E M; 

f(x) je t. zv. x-ta koordinata točke fES; okoline svake "točke tE S · 
jesu skupovi svih jednoznačnih preslikayanja lP skupa M tako da za 
konačan dio Mo <::: Jv1 iz . · 

· x E Mo slijedi lP (x) E o (f (x) ) 
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dok za svaki x•E M'\..M0 koordinata <p(x1 prihvata sve moguće vrije-. . . 

· dnosti skupa S (x); tu Mo nije isti za sve t E S; Par avno, o (t (x)) 
prolazi sistemom svih okolina točke f (x) u prnstoru (S (x); -). 

Drugim riječima, okolina točke f E S je obrazovana od svih točaka 
<p E S kojima konačno mnogo -'inače bilo kojih - kobrdinata leži u· 
bilo kojim odgovarajućim okolinama koordinate točke t, dok su pre
ostale koordinate točke lP proizvoljne (osJm što· naravno imaju da leže · 
u odgovarajućim prostorima S (x) ). 

. 
<•" 

Ta' definicija možda izgleda prilično izvještačena. . . U §-u 27.10. 
vidjet ćemo razlog zašto se produkt definira baš tako. 

§ 27 5. Svojstva zatvo~enih i otvorenih !-kupova. 
Otvoreni i zatvoreni sl- UDO' i spad-aju mt du najiednostavnije sku

pove. Običaj je, da se· proizvoljan otvoren skup bilježi slovom G 1
) a 

proiz\·olJan zatv (Iren skup slovom F '). 

§ 27.5.1. Presjek i uniia zatvorenih i otvorenih skupova. 
. Teorem 27.5.1:1. Presjek (L·nijo) od rra koliko zatvormih (otvo-

. renih)· skupova· opet je zat\·oren (otvoren) skup. 3
) 

• 

Stvarno, neka je H ma kakva familija zatvorenih skupova;._J';ta
vimo li 
(27.5.1.1) 

' 
E= r\ F, (F E H) 

F 
. . 

tada treba dokazati, da je skuJ) E zatvoren. L j. da je 
- -- . 

(27.5.1.2) · E ~ E odnosno· (\ F ~ (\ F, (f E H). 
F F 

No, svaki F E H je zatvoren,.pa je •dakle 

• F ~ F, (F E H), 
odatle izlazi da je 

. 

#' (\ F ~-(\ F, (f E H), 
f .F 

odnosno prema (27.5.1.1): 

(27.5 1.3) r\ F ~ E, (f E H). 
F . 

Sa druge strane, očito je zbog (27 5.1.1): 

F?. E, (F E H) 

pa izotonija prostornosti daje : 

F?. E, (F E H) 
1) 1-'očetno slovo njem. rij di Gebiet =oblast, područje. 
2) Početno slovo franc. riječi ferme = zatyoren. 
3) "oeciialno se dogovorno u ima, da presieJ- (mija, od v zatvorenih (otvorenih) 

skupova jest sam prostor (prazan skup v) .. · · 
• 
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Odatle 
(27.5.1.4) 

• 

( 

r\ F;2 E, (F E H). 
f . 

Iz (27.5.1.3) i (?7.5.1.4) izlazi tražena veza E ,~ E. 

·Time je teorem 27.5.1.1 dokazan za zatvorene skupove. 

§ 27.5.1 

Preostali . dio teorema kaže ovo·: ako "je K. bilo kakva nepusta 
porodica otvorenih skupova G, spoj 

"(27.5.1.5) v G, (G E- K.) 
a 

je otvoren skup. 
No, •ako je G otvoren, onda to znači da je e G zatvoren; zato je, 

prema prethodnom slučaju, zatvoren i presjek 
• 

( 

t. j. njegov .komplement 

(27.5.1.6) 

A e G, (G E K.) 
G 

e (f\ e G), (G E:• K) 
a 

je otvoren. Međutim, komplement presjeka je udruženje komplemenata 
pojedinih faktora (v. § 2.5.1.1) pa je zato skup (27.5.1.6) identičan sa . ~ 

skupom (27.5.1.5). 
. . 

Time je teprefi!. 27.5.1. J potpuno dokazan. 

Te or e m 27.5.1.2. Presjek zatvorenih skupova sadrži svoj izvod E'. 

To izlazi iz relacije E' ~ E (v. teorem 27.2.1) i netom dokazane 
relacije E,~ E. 

.. . 
Te o rem 27.S.l.3. Ako je u okolinskom prostoru prostornost distri

butivna t. i. ako je identički 
~--;e r 

X v Y =X \.J Y, 

tada je unija (presj_ek} od konačno mnogo zatvorenih (otvorenih) sku
pova opet zatvoren (otvoren) skup. 

. . . 
• 

Stvarno, neka su Fr, F2 dva zatvorena skupa; tada je 

· Fr V F2- = (po pretpostavljenoj distributivn.osti prostornosti) =. 
. . -

= Fr V f2 ~ tzbog zatvorenosti skupoya Fr, F2) -~ F1 V ·F2 t. j. 

Fr '-' F2 e- Fr V f2, .. . 

što znači, da je unija od dva· zatvorena skupa vazda zatvoren skup. 
Totalnom indukcijom, dokazuje se na osnovu toga, da je unija od .ko- _ 

• • 

načno mnogo zatvorenih skupova opet- zatvoren skup.· 
Prelazeći na komplemente, izlazi odatle, ·da· je presjek od konačno 

mnogo otvorenih skupova vazda otvoren skup. 
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. 

Da presjek od beskonačno mnogo otvorenih skupova- ne mora biti 
' otvoren, proizlazi iz činjenice da je na pr. očigledno 

. ' 

(27.5.1. 7) . ( l l) [0, I]c = r\ --, l+ rt , (n E N) 
. n n e 

t. j. da je zatvoren skup (0, l]e presjek od prebroiivo mnogo otvorenih 

J ( 
l 1+.1) ; smpova --,· - . 

• n n e 

Definicija 27.5.1.1. Za neku množinu M.::::> v iz razdaljinskog 
prostora i za neki realan broj r > O stavimo 

. -
(27. 5.1.8) . ,K(M; r) =v K(m; r), (m E M). 

m . 

Taj se skup zove otvorena kugla kojoj je skup M središte, a broj 
r radius. Vidi se da je K(M; r) otvoren skup za svaki M ~ v i svaki ·"" . . 

r > O; također se vidi da· je 

l'\ K (M;_!_)= M. 
ne.N n 

Ako je M zatvoren, bit će M= M, pa gornja formula daje 
'· 

T e or e m 27.5.1.4. U razdaUinskim prostnrima svaki zatvoreni skup 
' jest presJek od pr{!brojivo mnogo otvorenih skupova; kraće: svaki F 

jest Go; i dualno, svaki-G jest F., t. j,. svaki otvoreni ·skup· jest unija 
od TirebroJivo mnogo~zatvorenih skupova. · · 

· § 27 .5.2. Karakteristično svoistvo · otvorenih skupova. Navedimo 
vrlo dragocjeno svojstvo skupova ·a, ·koje odgovara elem~ntarnom 
svojstvu d~ se oko svake točke unutar · · 
kugle može opisati kuglica koja je sva 
sadržana u kugli. 

T e or e m .27.5.2.1. Da pun skup G 
bude otvoren, treba, a i dosta Je, da 
svakoj . točki .a iz toga ·skupa G pripada 
bar jedna okolina o (a) koja čitava leži 
u· tom skupu G: 

iz {a}~~ G slijedi o (a) C G. 

N u ž n o s t: Ako je G otvoren,. onda 

G 
(O) 

Sl. 27.5.2.1 
Iz· a e G slijetli da postoji 
okolina o(a· uroniena ua. 

iz a E· G Slijedi, da postoji o (aJ, tako da bude o (a) e G. u obrnutom 
slučaju, postojala bi točka· a E G tako da je 

[27 .5.2.1) · o (a)"-. G :::> v za .svaki o (a). 
' . . 
~ Promatrajmo uniju (spoj) E svih skup_ova (27.5.2.1). Naravno, E i 
G su disjunktni dakle 

E~ C(G), 
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' 

a prema aksiomu izotonije slđedilo bi odatle: 

(27.5.2.2) E~- e (G); 

no e (G) je, kao kom plemen t- otvorena skupa G, zatvoren, dakle je 

e(G) e e(G) 
što u vezi sa (27.5.2.2) daje 

(27.5.2.3) - E .~ e (G). 
. -

Međutim, prema (27.5.2.1), ima svaka okolina o (a) pun presjek sa 
E, što znači. da je a E E, pa prema (27.5.2.3) i a E C (G), .'protivno 
p,retpostavci da je a E G. Dakle je hipoteza (27;5.2.1) neispravna, što 
znači da postoji o (a) ,e o.:· . 

Uslov je dovoljan: Ako za svaki a·E G postoji o(a) e G, onda 
je G otvoren tj. e (G) je zatvoren. No, ·kad· e (G) ne bi bio zatvoren, 
postojao bi bar jedan element 

b E e(G)"e (G); svakako bi tada )Jilo b E G, 
. 

pa bi we ma hipotezi postojala okolina o (b) C G; međutim kako je 
. . . 

b E e (G), morala bi i ta okolina o (b) - kao i svaka druga - sadr
žavati bar jedan. element iz e (G), što je u protivnosti sa činjenicom 
o (b) e G.. . 

\ 

Time· je teorem 27.5.2.1 dokazan. 

T e or e m 27.52.2. Svaki otvoreni skup G okolina je svake svoje 
točke t. j. 

(27.5.2.4) G e int G. 

Stvarno, prema prethodnom teoremu, za svaki ·a E G postoji izvje
sna okolina o (a) -~ G; odatle, po izotoniii traženja nutrine (v. teorem 
27. I .l) izlazi : 
(27.5.2.5) 

' 

int (o (a) ) .~ int G. / 

' 

No, po definiciji okoline,· u skupu int o (a) sadržana je i. točka a, 
što zbog (27.5.2.5) znači .da je a E int G. Time odmah i llazi i. traženi 

• 

odnos {27.5.2.4). 

Drugi dokaz relacije (27.5.2.4): Kako je 
• 

e (G) zatvoren, bit će 
' 

· e(G) -~ e(G), 
. . 

odatle prelazeći na komplemente: 

Ce(G) ~ e(e(G))=G, 
' 

a to i jest tražena relacija (27.5.2.4). 
• • 

. 

§ 27.6. Neprekidna preslikavania • . U okolinskim prostorima može . . - ~, -; -

se neprekidnost preslikavanja izrazitfna naročito očigledan način. 



§ 27.6.1 

§ 27.6.1. Karakteristično svojstvo nep~elidnih preslikavanja .. 
T e or e m 27.6.1.1. Da jednoznačno ·rmislikavanje f prostora X u 

prostor Y bude u točki a E X neprelddno, nužno. je i dovoljno, da za . . . 

.svaku okolinu o (f (a)) slike f (a) postoji izvjesna okolina o (q) originalne 
točke a, tako da njen preobražaj t (o (a)) padne u zadanu okolinu 
o (t (a)) t. j. da bude · · 

(27 6. J. l) f (o (a) ) ~ o (f (an 

f 
• 
• 

• 

• f(a.J o(tra» 

" a 
., ' . 

• 
• 

f(ocal) · 
o( a) 

• 

• 
. -• 

Sl. 27.6.1.1. 
Ako je f n_eprekidno preslikavanje u a, . 

tada položaj na slici nije moguć za svaki o(a).· 
' 

- ( . ' 

Stvarno, neka je o (f (a)) proizvoljna okolina U s l o-v j e n u ž d a n. 
točke f.(a). Kad fvrdnja nebi bila istinita, tada bi za svaku okolinu 
o (a)· btlo 
(27.6.1.2) . f(o(a)ho(f(a)) ~v. . . 

. 

• 

Označimo sa E uniju (spoj) svih skupova (27.6.1.2); tad je r-' <iD· 
-· ' . ' 

skup svih točaka od kojih se svaka funkcijom f prevodi u jednu točku 
. skupova (27.6.1.2), pa je zbog pretpostavke (27.6.1.2): · 

(27.6. L3) o (a)_ r\ ,_,(E) ~ v 
za svaku okolinu o (a).· . . -· 

No prema teoremu 27.4.1.1, značila bi identiteta (27.6.L3), da je 
a 'E t··' (E), odakle, zbog pretpostavljene neprekidnosti preslikavarija f 
u točki a, izlazi: 

f (a) E f (f-1 (E) _ E t. i- -· f (a) E E . .. 

- To bi prema drugoj polovini istog .teorema 27.4.1.1 značilo, da 
sva ':a okolina, pa dakle i ona gore izabrana o (f (a)), ima sa E pun 
presje"k; a međutim je očigledno o (f (a)) disjunktan skup sa skupom E: 

' - ' -
dakle je pretpostavka (27.6.1.2) neispravna, pa važi (27.6.1.1). 

Uslov je dovoljan: Ako za svaku okolinu o(f('a)) postojio(a) 
koju f prevodi u o (f (a) ), treba dokazati da· je f neprekidna ·u a t. j. 

-· - . 
da iz a E S slijedi f (a) E f (S). No, a E S znači. da je 
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(27.6.1.4) 

Međutim, 

(27.6.1.5) 

o (a) r) ~ ) v dakle 

t (o (a) ·" S) ') v t. j. 

f (o (a)) (\ t (S) .:;> v za svaki o (a). 

treba dokazati aa f (a) E t (S) t. i. da je 
o (t (a) ) (\ t (S) ::> v. - . 

§ 27 .6.1-§ 21.6.~ 

No, taj o (f (a) ) sadrži, po uslovima teorema, izvjestan f (o (a) ), pa 
.prema (27.6.1.4)· !>dmah zaključujemo, da' važi (27.6.1.5). 

Time je teorem 27.6.L1 potpuno dokazan. -
Kor o l ar 27.6.1.1. Da jednoznačno preslikavanje Kartezijeva (me-

• • 

tričkog) prostora X u Kartezijev (metrički) prostor Y bude u točki 
a E X nepr'ekidno, nužno je i dovolJno, da svakoj kuglici K (f (a)') oko 
f(a) pripada izvjesna kuglica oko a koja se preslikava čitava u tu 
kuglicu K (f (a) ). · 

K or o l ar 27.6. 1.2. Da realna funkcija s realnim argumentom bude 
-- - '-

.u točki a neprekidna, nužno Je i dovoljno da svakom realnom broju 
YI >o (njegova je ufoga da odredi intervaldužine•2'YJ kojemu je broi 
f (a) sredina) pripada, realan· broj ll > O, tako da iz l x- a l < fl slijedi 
l f (x) - f (a) l < 'YJ. . . - • · • . 

Tu se vidi koliko je geometrijski odnosno ~kupovna-teorijski način 
. izražavanja jednostavniji od aritmetlčkog pomoću nejednakosti. (V. sli-
ku 27 .6. L~[: . 

• § 27.6.2. ·Neprekidna preslikavania i otvoreni skupovi. 
· Te or e~ 27,6.2.1. Ako je t. ma kakvo jednoznačno neprekidno pre-· 

slikavanje okolins-kog prostora X, tada je za ma koji otvoreni skup. G 
.Prostora f (X) prauzorak t- 1 (G) otvoren. Ako se wostor f (X) može 

i. ' -

definirati jednini sistemom otvorenih okolina koje sat;lržc točke kojima 
one služe kao okoline 1

), tada važi i obrnut zaključak: ako je jedno
značno weslikavanje f takovo da iz G <::. f (X) sliJedi da je i prauzorak 
f~ 1 (G) otvoren, onda je f neprekidna transformacija. 

Radi se o tome da· dok'!žemo, da je za svaki G <::: f (X) i skup 
r-l (G) otvoren; prema teoremu ?7.5.2.1, dovoljno je da pokažemo, da 
svakom -. 
(27.6.2.1) · ·a E ,~r (G) ~ 

pripada bar jedna 
(27.6.2.2) 

okolina o (a) sadržana u r-' (G): 
o (a) ~ f-1 (G).· 

1) Taj uslov je vrlo općenit; prema teoremu. 27.5.2.1 bit će on ispunjen 6nđa i 
samo onda, ako se prostor f (X) može definirati i takovim sistemom o kb lina koJe 
sadrže pridružene im točke i k tome i'maiu svojstvo, ·da čim neka okolina obuhvata 
neku točku obuhvata ona i bar jednu čitavu okolinu te točke. 

Taj i,e uslov ispunjen za sve posve uređene prostore, za Kartezijeve prostore, 
razdaliinske prostore, Hausdorifove prostore i t. d. Na taj način, teorem 27.6.2.1 poka
zuje karakteristično svojstvo neprekiđnih transformacija između pmstora dosta opće
nite naravi. . · 



§ 27 .6.2 31~. 

No, iz (27.6.2.1) izlazi f (a) E G; prema nužriom uslo vu teorema 
(27.5.2.1) to znači, da postoji okolina o (f (a))~ G. No, funkcija f je u 
točki a neprekidna. Zato, tJrema nužnoin dijelu teorema 27.6.1.1 postoji 
okolina ·o (a) koja st? prevodi u o (f (a) ) t. i .. da skup f (o.(a} ) bude u 
o (f (a) ), a time i u G t. j. · · · 

f (o (a)) ~ a; 
• .. 

odatle primjenom operatora t-1 

i to da je skup f-1 (G) otvoren 
izlazi tražena relacija (27.6.2.2), 

• 

• 

• 
• 
' 

• • 

• • 

o 
a 

/ 

.. ' . 
o(a) 

.. 

• 

Slučaj ravnine 

f 
... 

__ ____.-- -·- .. 

• 

Slu~aj pravca 

.-----------• • 

• 

• • • 
• 

• • 

fw:..;,>'g:o:;?",-"iJ«" "~'""''i"""~,*(, 

a-đ , a o•cf 

Sl. 27.6.1.2 • 

' 

. ' Neprekidno pres-likavanje f prevodi u svaku 
okolinu of (a) točke f la) bar jednu čitavu 

okolinu 0-(a) točke a. -
• 

a time: 

Dokažimo i obrat (uz gornje uslove): ako je za- svaki otvorene 
skup G prostora f (X) skup t- 1 a otvoren, onda, uz gornje uslove (} 
prostoru f X transformacija t je neprekidna. Treba dokazati, da je pre
slikavanje f neprekidno u svakoj točki a; za to je prema teoremu . 
27.6. Ll dovoljno pokaz'! ti, da svakom o (t (a)) Pripada okolina o (a) sa 
svojstvom 

(27.6.2.3) t (o(a)) ,~ o (f (a)). 
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' 
-

. No ·prema pretpostavci možemo u prostoru t (X) uzeti. da je oko-
. . 

Jina o (f (a)). otvorena i da sadrži točku a. Prema pretpostavci o funkciji 
J, to znači,· da je otvoren i prauzorak 

{27.6.2.4) · f-1 (o (f (a))) skupa o (f (a)); . . 

kako je f (a) < o (f (a)) to znači,·. da a leži u (27.6.2.4); a kako je taj 
· skup otvoren, postoji (prema teoremu. 27.5.2.1). okolina o (a) od a koja 
leži u skupu (27.6.204): • 

/• 

o (a) .~ f-l (o (f (a))), 

·odakle primjenom operatora f izlazi i sama tražena relacija (27.6.2.3). 

Time je teorem 27.6.2.1 potpuno dokazan. . . 
. 

K or o l ar 27 6.2 l. Da jednoznačno preslikavanje f okolinskoK 
prostora u Kdrtezijev (razdaliinski, Hausdorffov) prostor bude nepre
.kidno, nužno je i dovoljno da prauzorak r-l (G) svakog otvorenog skupa 
.bude otvoren. · . · . . ' ~· 

Primjedba 27.6.2.1. Prelazeći na komolemente, odmah se uviđa, 
·da se u gornjem teoremu i korolaru može mjesto otvoreni.tJ skupova G 
poći i od zatvorenih .·skupova F. Prema svemu tome, za dosta OPGe
nite vrste prostora, svojstvo množine,da je zatvorena (otvorena) ušču- · 

·· ··vava se pri preslikavanjima koja s.ri obrnuta (inverzna) od neprekidnih 

. 

• 
jednoznačnih transformacija. Naprotiv, neprekidna slika zatvorena 
{otvorena) skupa ne mora biti. zatvoren\! (otvorena} množina . 

. 

§ 27.7. O identiteti X= X V X' . 
• 

. . 

• • 

- T e or e m 27.7.1. Za okolinski prostor slijedeći uslovi međusobno 
• .su ravnopravnz: 

. l. Prostornost svakog skupa obuhvata··laj skup (svaka točka skupa 
·· q dodiru je· s tim skupom): 

(27 7.1) · X.~ X: 

2. Prostornost je unija skupa i njegova izvoda: 
-. 

· (27. 7.2) X =X V X'; 

3. Svaki skup obuhvata svoju nutrinu, 

(27.7.3) . S~ int S; 
• 

. 
4. Svaka okolina svake točke obuhvata tu točku: · 

(27. 7.4) a E;: o (a) 

za svaku točku a i svaku okolinu o (a) od a . 
• 

Te o rem ćemo do.kazati da se uvjerimo da je ispravan. ovaj lanac 
zaključaka:· 

4.27.7.5) 
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' 

l - > 2. (t. j. iz hipoteze l izlazi hipoteza 2). To je neposredna po-

sljedica identične relacije X' .~ X.~ X V X' (vidi teorem 
• 

(27.2.1) ). . 

2 > 3. Specijalno, po hipotezi, imamo 
ex:> ex -

' ' 

odakle e e X.~ C(e X) =X t. j. int X ,C::. X. 

3 > 4. Po de_finiciii"..svaka okolina o(a) svake točke a zadovoljava 
relaciju (a) ~ int{) (a) t m> kako je po hipott<zi 3, int o (a) ~ 
.~ o (a), to' znači, da je (a) ~ o (a), što i tvrdimo izrekom '4. 

' ' 

4 · >l. Ako je a E X, onda za svaku okolinu o (a) od a imamo 
. (prema 4) a E;: o (a), ~to znači da je 

· o (a) r\ X :::> v .·-' ' . 
za svaku okolinu o (a) točke a a to, po teoremu 27:4.1.1 

znači da je a E X, a time i x·~ X. 

· Kako za posve uređene razdaljinske i polurazdaljinske prostore 
okolina svake točke obuhvata tu točku, to· gornji teorem daje 

K or o l ar 27.7.1. U polurazdaljinskim i uređenim prostorima važi 
- ' . 
X = X V X' . · Zif, svaki skup X. 

§ 27.8. O identiteti A V B ...,. A V B (distributivnost prostornosti). 
T e or e m.,27.8. L Ako· okolinski prostor ima svojstvq, da svaki nje

gov skup obuhvata s.,voju nutrinu, onda su ll tom prostoru slijedeći 
.nslovi međusobno ravnopravni: • · ' 

,.' 

l. Izvod zmije dvaju skupova jest unija iz wo da tih skupova: 

(27.8.1) (A V B)' = A' V B' 

( distributivliost izvoda s obzirom na v J.' ' 
' ' -

2. Prostornost unije dvaju skupfJvaje$t unija prostornosti tih skupova: 

(27.8.2) • A V B = A V B 
( prostornost je distributivna prema binarnom operatoru V). 

' 

· · 3. Nutrina presjeka dvaju skupova jest presjek 
skupova 

' ' (27.8.3) 
• 

. int (A (\ B) = int A (\ int B . 

( distributivnost nutrine prema (\J . . 

nutrina ·tih dvaju 

. l • 

4. Iiausdorffov. uslov: Presjek ma kojih dviju okolina ma 
koje točke obuhvata bar jednu okolinu te točke: za svaku t'očku• 
a i svake njene dvije· okoline ol(a); 02 (a), .postoji bar jedna 
okolina oa (a) . .tako da· bude: · 

(27.8.4) 01 (a) /'\ 02 (a) ~ os (a). 
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Dokazat ćemo da važi ovaj zatv m: en lanac zaključaka: 

(27.8.5) l~> 2 -'* .3-+ 4 ·>l.. • 
• 

Pritom imajmo na umu da važe obrasci (27.7.1)-(27.7.4) 

·Dokažimo najprije da jz hipoteze 1 slijedi 2. . 
• 

§ 21.8: 

A v B--" (po obrascu 27. 7.2) =(A V B) \..' (A \ . .' B)'= (po hipotezi l) = 

= (A V B) \..: (A' \ . .' B') = (A V A') V (B V B') = (po obrascu 27.7.2) = 
~ "',.) ~ .-

= A V B. Time je obrazac (27.8.2) dokazan.· 

2 -> 3. Stvarno, · 
• 

int (A ('. B) = (po obrascu (26.2.5) - e e (k('. B) = • • 

=e eA V e B= (po obrascu 27.8.2) =e (eA V e B)= 
• . e -

= e e A (\ e e B= int A (\ int B. 

3 ->4. Neka je a ma koja točka,' a o, (a) . i 02 (a) 
njene okoline; to znači da je 

ma koje dvije - . 

(a) ~ int o1(a}, (a) .~ int 02 (a) 

t. j. (a) ~ int o, (a) (\ int 02 (a) 
. 

što prema obrascu· (27.8.3) znači, da .je 
r 

(a) ,~ int (o1 (a) r\ · 02 (a)) t. j. da je o, (a) (\ o" (a) 
. ' jedna okolina od a; kako je ona sadržana i u o, (a) i <tt 02 (a). time je· 

dokazana hipoteza 4. 

4 -·)-l t. j. dokažimo, .da iz uslova. 4 proizlazi uslov l; kako je (v .. 
obrazac (27.1.1)) _A' V 8' C (A V B)', dovoljno je pokazati,. da iz 4. 
slijedi 

• 
(A V B)'~ A' \.: B'. t. j. da 

~":":. 

. ' 
iz a E (A V B)' slijedi a E A' v B'. 

' 

Naravno da možemo pretpostaviti,. da a nije element od v'= v, jer 
je v = v' sadržan i u A' i u B'. 

· Kad naprotiv ne bi bilo a E A' V B', ne bi bilo niti a E A' nitt 
• • 

a E B', što zna~i da bi postojala okolina o, (a) od . a dis}unktna sa 
A"'- (a) i jedna okolina 02 (a) disjunktna sa. B'-.(a); no po hipotezi .f 
postojala bi okolina o (a) od a koja leži i u o, (a) i u 02 (a), pa bl zato 
ona bila disjunktna i sa A"'- (a) i sa B'-.. (a) dakle i sa (A V B)"'- (a), pa 
ne bi bilo a E (A V B)".(a) dakle niti a E (A V BY, protivno pretpostavci. 

Time je lanac zaklJučaka (27.8.5) zatvoren i teorem pokazan. 

• 
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~ 27.9. O jednakosti. X= X. 

T e or e m 27.9.1. Ako u. okolinskom prostoru skupovi zadovolJa
vaju identitetu 
{27.9.1) X= X V X', ~ 

t adu s zz slijedeći uslovi međusobno dva po dva ekvivalentni: 
' 

Prostornost puna skupa je zatvoren skup: 
(27.9.2) · iz X ::::> v slijedi X~ X; 

o 2". Prostornost skupa X sadrži izvod skupa X t. j. 

~27.9.3) . X 2 (X V X')'; 
J 0

• Nutrina skupa je· otvoren skup (orazan skup v je otvoren!); 
4". Prostornost punih skupova može se definirati otvorenim okolinama . 

' o 

T eo rem će \biti dokazan ovim nizom zaključaka: . -- . . 

{27.9.4) 1° ~ 2° -~ J0 ~> 4°--+ I. 
Najprije, 1°->2°. Stvarno, X? X= (prema (27.9.1)) . 

=(prema (27.9.1) =(X V X') .v (X V X')' dakle 
~ ~ ~, 

· X :::::> X \J X , -

X V X' 

. odakle neposredno izlazi hipoteza 2°. 

2° >t"· X= X V X' =(X \./X') V (X V X')' = X V (X V X')' = (na 

osnovu (27.9.3)) · X, dakle uistinu iz 2° izlazi l 0• 

l 0 e·> J". Treba dokazati, da i'e int X otvoren skup; prema teoremu 
27.4.2.1 dovoljno je pokazati da iz a E int X slijedi egzi
stencija bar jedne okoiine o (a) sa svojstvom o (a) ,~ int X. 

U obrnutom slučaju, za svaku okolinu o (a) bilo bi 
o (a) r\ e (int X) ::::> v, • 

' 

što biprema teoremu 27.4.1.1 značilo, da je a E e int X= 
=(radi int X= e e X)= e X= (radi 1°) C e X t. j. 

a E e X pa nije a E e e (X) = int X, 

protivno pretpostavci a E int X. 
-"<- - ' 

o' 

3° > 4''. Taj je zaključak očigledan. 
o ' 

· 4° > 1°. Radi se p tome, da se pokaže, da 
= ~ 

iz a E X .slijedi a E X. 
-

No, a E X znači, da je za_ svaku 1 okolinu o (a) : 
o_( a) (\ X ::::> v; 

ako je tada 
o 

b E o (a) :1 X 

proizvoljan element, tada po hipotezi 4° i 1:\:arakterističnom 
svojstvu o otvorenim skupovima (27.4.2.1), postoji okolina 

-o (b) <:: o (a); no · 
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• • • 
§ 27.9_:§ 27.10.L 

b E. X, X "".;) v, 
pa je. pn ma teoremu 27.4.1.1: 

. o (b).'"\ X ) v, a time pogotovo 

o (a) (\ X ; v, 
• 

što po tome ·teoremu znači da e a E. X. 

Time su zaključci lanca (27.9.4) potpuno dokanni. 
• 

Kao što se iz hiroteze 4° na osr·ovu X= X V X' izvodi hipoteza 
1°, tako se dokazuje i ovaj · · 

• 

. T P or e m 27.9.2. Ako se J;rostornost u okolinskom prost~ru može
definirati pomoću otvorenih okolina koje sadrže točke kojima su one 
okol.ine, onda je za svaki pun skup X, · - X" e X'. --~ 

Stvarno, time što o (a) ~ a postižemo (v~ teorem 27.7.1), da je 
X= X v X' pa dokaz dalje teče kao maLoprije kod_ zaključka 4° ->-. 1°. 

. \ . 
K or o l ar 27.9.1. Za skupove X u potpuno uređenim (metričkim) 

prostorima važi: 
X = X, X" e X'. 

- • 

Korolar 27.9.2. Ako je za skup X iz metričkog prostora skup 

X u sebi gust, on je i savršen ( perfektan). 
• • 

§ 27.10. Topološki prostori ili prostori Kuratowskoga. 

§ 27 10.1. Aksiomi K1 - K4 Kuratowskoga. Topološki prostori ili -
prostori Kuratowskoga jesu oni prostori koji zadovoljavaju 4 slijedeća 

. 
aksioma K ur a t o w s k o g a: ·.· 

K1 Prostornost je distributivna: za svaka dva skupa X i Y vrijedi: 

K~ Svaki se skup dodiruje 
' 

- - -
X-Y=X~vY· 

• • 

svakog svojeg. elementa: 
-X e X· • 

. -

X e X· • • 

K~ v = v. (pr~stornost pusta skupa jest pust skup). 
- -

Iz aksioma K1 neposredno i~lazi da iz A e B slijedi A C B. ·Iz 
·A e B slijedi naime: 

• 

odakle primjenom aksioma· K1: · 
- - -e~ 

B= A v B"-A:? A t. i. A _ B. 



§ 27.10.1-§ 27.10.2 

• 

Na osnovu toga kao i obzirom na aksiom K2 slijedi identiteta: - . 
X= X \J X' (v. t eo rem 27. 7.1). 

• . . 

Iz aksioma Ka i K4 na osriovp teorema 27.9.1 izla-zi : 

T e or e m' 27.10.1.1. Svaki prostor K.uratowskoga može se definirati 
pomoću otvorenih okolina, i svaka točka leži u svakoj svojoj okolini; 
presjek kojih ·god dviju okolina jedne te iste (inače ma koje) . točke 
opet je okolina te točke.' , 

T e or e m 27.10.1.2. Aiw 'Je x koja god točka topološko g prostora 
Kuratowskoga, tad skup svih okolina točke x čini određen fi l t ar 1

) u 
• 

tom pro;;;toru. Koja god baza toga filtra jest baza o'kolina točke x. 

T e or e m 27.10.1.3. -Presjek od konačno mnogo otvorenih skupowr 
opet je otvoren skup, · 

§ 27. 10.2. Definicija topoloških prostora pomoću otvorenih skupova. 
' T. e or e m 27.10.2.1. Ako je G kakva god obitelj skupova sa svoj-

stvom da je unija od svakog dijela obitelji G određen element oWelji , 
• • • 

O, nadalje da je presjek od <}(o članova obitelji G opet _član obitelji · 
O, 2

) onda smatrajući svaki član skupa G okolinom svake svoje točke, 
skup S = V x, (x E GJ postaje topološkim prostorom, kojemu se obi-

x - -teJi otvorenih skupova poklapa sa obitelji G. 

Zadovoljimo se da dokažemo, da označujući· za svak A <:" S sa· 

A skup svih točaka x iz S tako da iz relacija . 
' 

x E V E G slijedi V (\ A. ~ v 

tako dobiveni prostor (S; -) zadovoljava aksiomima K1- K4 K ur a
towskoga. Najprije je očigledno ispunjen uslov izotonije . . 

• - -
i t A ~ B ~ S slijedi A e B e S = S. Dakle je . . 

. A v B :::>A V B. -
Kad tu ne bi važio znak =, postojala bi. točka' x koia se do i

ruje skupa A V B, a ne dodiruje se niti s upa A niti skupa B, što znači, 
Qa bi postojali . 

01 (x) E G 3) i 02 (x) E G, . 

tako da bude 

01 (x) (\ A = v. 02 (x) (\ B = v · 
odakle. 



§ 27 .Hl.2-§ 27.10:!1 

.što je nemoguće, jer, po· uslovima teorema, skup o1 (x) i\ 02 (x) je član 

u G i k tome sadrži x, pa kao okolina točke x morao oi zbog x E A v B 
sadržavati točaka iz A \J B. · 

. ' 
Aksiom K2 izlazi neposreQ_no iz dokaza.nog uslov~ izotonije te iz 

' . 
-činjenice, da za sv_aki x E S vrijedi {x} <; {x}, jtrr x Ježi u svakoj 
svojoj okolini. · · 

Dokažimo aksiom Ka koji tvrdi da iz x E. A slijedi x E A: No· 
~ . 

.x E A znači, da je identički 

Neka je dakle 

<lakle specijalno a E A što 

o (x) i\ A :> v. 

a E o (x) (\A, 

znači da je "' 

o (a) i\ A .) v. 

'No presjek o (x) i\ o (a) sadrži točku a, a k tome kao presjek dvaju · 
" 

-članova obitelji G i sam je njen član. Znači· da zbog a E A mora biti 

{o (x) i\ o (a) ) i\ A :> v 
,pa lim prije 

·o (x) f\ A :> v dakle x E A, 
za čim smo. i išli. 

Aksiom K4 je očigledan: ne može biti x E .v, jer bi to značilo da 
je o (x) (\ v ) v. -~ , 

. . 

Teorem 27.10.2.2 Ako je S zadan skup, af jednoznačno presli" 
ila vanje skqpa S; ·ako je k tome (t S; -) izvjestan topološki prostor· 

' 
l(uratmvskoga, tada je potpuno određen prostor (S; -) zahtjevom da 

' i bude neprekidno preslikavanje toga prostora na zadani prostor (fS; -) .. _ 
Stvarno, promatramo li obitelj G svih otvorenih skupova prostora 

.(f S; -), t ada je potpun tJ određena obitelj t-1 G svih recipročnih sliKa 
članova obi•el]i G; vidi se,· da obitelj 1-1 G zadovoljava--u~lovima teo
rema 27.10.2.1, pa je prema istom teoremu i jednoznačno određena topo
logija odnosno prostor S. Može se reći da je ta topologija suprem ili 
Nnija svih topolog-ija nad skupom S u kojima je preslikavanje f ne:... 
prekidno. · · 

§ 27.!0.3 Topološki prostor (S; - )proizveden zadanom obitelji o 
·skupova iz S. • · 

Promati·ajmq obitelj o1 svih konačnih presjeka članova iz o; spe
-cijalno, presjek praznog dUela od o ima da bude sam skup S; naravno· 
o· C 01; promatrajmo nadalje obitelj . o~ unija od bilo kojih dijelova obi,
telji o1: specijalno, unija od praznog dijela obitelji 02 ima da bude 
:prazan skup v. Naravno da je 01 ~ 02 dakle 

•• 
' . 

oCo <!:o - l - 2. 



" 
-§ 27.10.3 

Lako se vidi da obitelj 02 ima ova dva svojstva: 
J .. Un ja od svakog dijela ohitelii 02'itst element u 02 (svojstv6 je 

očigledno na osnovu zakona &socijacije za "-); 
ll. ·Presjek svakog konačnog ili praznog dijela obitelji o2 jest ele-

• 

ment u 02 (svojstvo izlazi iz zakona distribucije· operatora (\ . 
prema operatoru 1... ). . . 

Topološki prostor Kuratowskoga (S;-) proizveden na način, da 
• 

:Se elementi 02 shvataju okolinama svoJih točaka· potpuno je određen 
. . . 

'POm ću skupa S i obitdji o njegovih dijelova; može se reći, da ;e 
topologija ·toga prostora suprem svih topologija nad skupom S, ti kojima 

• • • 

:Su elementi obitelji o otvoreni skupovi. 
Način obrazovanja prostora (S; -) pomoću obitelji o vrlo je važan. 

Odmah ćemo se o tome uvjeriti promatrajući kombinirane produkte 
prostora. Promatrajmo obitelj topoloških prostora 

(S (x), -), Jx E M) 
i skup 

S = I1 S (x), (x E M) 
X • 

svih. i,ednoznačnih preslika vanja f skupa M tako da bude f (x) E S (x), 
{x E M). Promatrajmo projekciju produkta na prostor ((S x); -) t. j. 
presl•kavani,e Px skupa S koje svakom elementu f E S pridijelj•je točku 
..x prostora S (x) d\kle iden tički 

, '- . Px ff) = x, (f E· S). . 
Obrnutim preslika vanjem p-1 prelazi obitelj G (x) svih otvorenih 

· .skupova prostora (S (x); -) u određenu obi teli p;1 G (x). skupova iz ·s . 
• 

Na taj način dobije se potpuno određena obitelj 
- O = ·V p;J.G (x), (x E M) 

X . . . 
:Skupova .~ S; time je prema prethodnom određena i obitelj 0 1 svih . ' 

presjeka od < ~o njenih članova 1
) kao i sve unije tih presjeka, a time 

i topologija na kombiniraqom produktu. Dobivena topologija je takova 
~a su. sva gornja projiciranja Px neprekidne transformacije; ta je topo
logija ujedno .suprem svih topologija\ skupa S koje zadovoljavaju tome 
:uslovu kontinuiteta. · 

§ 27.11. Problem odieliivania (separacije). 2
) često s~ ima odlu-

Q - ' ' 

čiti, da li se izvjesni skupovi· mogu uroniti u pojedine skupove s izvje- . 
snim .svojstvima. Možemo se na pr. pita1i, da li se zadani zatvoreni 
<ii,junktni skupovi mogu uroniti u disjunktne otvorene skupove. - ' 

' ' 
l Vidi se,· da su članovi obitelji 0 1 oblika II A (x), gdje je A (x) = S (x) za svaki 

. XEM • ' 

.nM osim za njih konačno mnogo; vazda je A (x) otvoren skup u ((Sx);-) dakle 
A(x)eG•x). . 

2) O problemu odjeljivanja isporedi osnovni rad Urysohn (!], te Luzin, (l] p. 
155, p. 208. 

KUREPA: T~rija-sku·pova 21 
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' 
Ima čitava skala mogućnosti odjeljivanja; navedimo ih nekoliko 

sve jačih i jačih-. 
Aksiom odvajanja To (K01mogorof). 1

) Od svake dvije različite· - . ., 
točke bar jedna od njih posjeduje -okolinu u kojoj ne leži druga točka. 

L e m a 47.11.1. Da prostor zadovoljava· aksiomu· To·, nužno je i 
dovoljno, da se prostornost svake točke razlikuje od prostornosti 'svake . . 
druge točke. . 

Aksiom odvaJanja T1 (fr e e h e t). Ako su a, b koje god dvije razli
tite točke, postoji jedna okolina o (a) od a, koja ne obuhvata b i oko-- . 

lina o (b) od b koja ne obuhvata a· (Jednostrano- odjeljivanJe parova . -
to taka). -

· L e m a 27.11.2. Da prostor zadovoljava aksiomu Tt, nužno -je i 
· dovotino. da svaki jednočlan skTJJJ bude zatvoren,- odnosno da derivat 

svakog fednočlanog skupa bude prazan. 
· Povezana dvotočka (v. zad. 27.15.3) zadovoljava To ali ne T1. 

. Aksiom odvajanja T2 (Hau.sdorff). Za svaki par različitih točaka 
a, b postoje disjunktne okoline o (a), o (b) (istodobno odjeljivarrje parova 
točaka. 

Uloga Hausdorffova aksioma T~ vidi se iz 

Teorema 27.11.1.-Ako Je f bilo kakvo jednfznačno neprekidno 
preslikavanje prostora Kuratowskoga A na prol'!tor Kuratowskoga B, 
pa ako prostor B zadovoljava Hausdorffovu akftomu T2, tada je pre
slikavanje f potpuno određeno vrijednostima što ih ono prima na nekom 

" - - ' 

svuda-gustom skupu prostora A (o protuprimjeru v. § 27.15.14). 
Pretpostavimo naime da uz prdpostavke teorema postoji skup S -- - . 

sVuda gust u pr,ostoru A te dva neprekidna preslikayanja f i g prostora 
A ria prostor B tako da bude f =t= g ma da je · 

' . 
f(x) = g(x), (x E S). 

Relacija f =t= g znači da postoji bar jedna točka Xo prostora A tako 
' ' ( . . 

da bude 

Kako su f (xo), g (xo) različite točke prostora B, a ovaj prema hipa-
. -

tezi zadovoljava uslo vu T2. postoje disjunktne okoline o f.(xo), .. o g (xo):. 
(27.11.1) of (xo) (\ og(xo) =v. 

No, kako su funkcije f i g svuda neprekidne, pa dakle i u točki 
Xo, postoji okolina Ot (xo) odn. 02 (xo) tako da bude 

.. 
f Ot (xo) ~ o (f (xo) ) 

g o~ (xo) ,~ o (g (xo) ). 
·1) T, ie početno slovo njemačke riječi Trcnnung-odjeliivanje, 
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Prema tome (v. teorem 27.19.1.1) postoji bar jedna okolina,· 
' 

' 
o (xe) 5;. Ot 1xo) (\ 02 (xo); 

odatle bi izlaziio: 
f (o (xo) ) ~ o f (xo) 

g (o (xa)) e o g (xa), dakle . 

of (xa) (\ o g (xa) 2 f (o (xo)) V g (o (xo)) ~ v, 
' . . . 

protivno činjenici da su of (xo), o g (xo) dva disjunktna skupa. 

K or o l ar 27.ll.l. Svako me trič ko 'neprekidno jednoznačno presli
kavanje jednoznačno je određeno vrijednostima što ih ono uzima na 
nekom svuda gustom- skupu. 

E.vo još jedne primjene Iiausdorftova aksioma. 

T e or e m 27.1 L2. Svaki b sebi gust skup S okolinskog prostora s 
otvorenim bkolinama u kojem važiHausdorffov aksiom separacije sadrži 
s obzirom na ~ razvrstano uređen sistem gustih skupova, od kolih 
svaki ima bar dva neposredna sljedbenika. · 

Stvarno, najpfije S sadrži dva disjunktna u sebi gusta skupa. Jer. 
ako su a, b dvije različite točke,. a o (a) i· o (b) dvije disjunktne oko

.s·- . line, tada su skupovi 
~ . 

S r\ o (a), S (\ o (b) 

u sebi gusti i disjunktrii; označimo li· ih· sa So i 81 , tada možemo· pro
~esti analognu konstrukciju .sa svakim od tih skupova pa iz So izvesti 
dva disjunktna gusta skup_a Soo, So1, a iz St disjunktne guste· skupove 
S1o, Sn. Uop@e, ako je za konačan di ad ski mz io ... in gust pun skup 
S;, ... ;

11
- konstruiran, možemo odabrati dva njegova puna gusta dijela 

i označiti ih sa 
• 
l 

i to za svaki n < Wo i svaki niz -io i1 .• in brojeva ·O i l. · ' 
Sistem svih skupova 

S;, .. ;
11 

gdje je in = O ili l za svaki Ti < ·wo · 

jest razvrstano uređen s obzirom na relaciju 2; tu se disjunktnost 
podudara sa neuporedljivošću: Svakom beskonačnom nizu l 

(27.11.2) • • • 
loh .•. ~ •.•. 

cifara Q, l, t. j. svakom članu skupa {0, th N 
uređen dio toga ·sistema, naime silazni niz 

(27.11.3) S;. ::> S;. 1, J S;,;, 4 J ... 
• 

odgovara· maksimalarr 
' 

Aksiom odvajanja T3 (V i e t or i sl ili aksiom regularnosti. Po dva · 
dis;unktna zatvorena skupa, od kojih je bqr jedan jednočlan mogu se 
istodobno odijeliti otvorenim skupovima. -
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Teorem 27.11.3. Da topološki prostor hude ,regularan (t. i. da 
zadovolja a aksiomu Ta). treba a i dosta je, da se on može definirati 
pomoću zatvorenih okolina. 

. 

Aksiom odvajanja T4 (Tietze) ili aksiom normalnosti. Po dva ' . -~ . . 
disjutiktna zatvorena skupa mogu se istodobno odijeliti pomoću otvo-
renih skupova, 

Uloga aksioma T4. vidi se najbolje iz ovog karakterističnog Ur y-
• • 

sohnova teorema: 

. Da prostor. Kuratowskoga H zadovoltava uslova T4, nužrfo je i 
dovoljno da za svaka dva puna disjunktna· zatvorena skupa A, B po
stoji jednoznačno neprekidno preslikavanje f čitava prostora H na 
segment [O,l]c,"'tako da bude -

fA= {0}, fB ='{l}. 

. Prema tome, ako 'Prostor. K ur a t o w s k o g a ne zadovoliava u slovu 
T4 može se desiti da su konstante jedina neprekidna jednoznačna pre
slikavanja toga prostora na prostor. e realnih brojeva (v. primjer u 
Urysohn [l] § 26). 

' A k slom T5 (Ur y s o h n) ili aksiom potpune normalnosti. Ako su 
A i B bilo kakva dva skupa sa svojstvom · 

• (A f\ B) V (A f\ B) =>v, . \ . 

tada postoje otvoreni skupovi Ao, .Bo sa svo/stvom: 

Ao 2 A, Bo d B, Ao f\ Bo = v. 

§ 27.12. Unitormni (iednolikl) prostori. 

Među 

niciji pojavljuju se brojevi dakle 
zapravo nije pravo riJ.iesto u nauci o prostorima odno

sno topologiji. Zato sam ja i nastojao da metričke prostore i nekoje 
njihove generalizacije definiram ne služeći se brojevima. 1

) Međutim H. 
Car t a n u je pošlo za rukom da iznese jedan. pojatn-- pojam filtra -
koji nije metričan _nego spada u teoriju uređenih skupova i koji je vrlo 

· pogodno sredstvo za ispitivanje graničnih procesa. Konačno je We il-u • • • 

pošlo za rukom da definira jednu važnu vrstu prostora na čisto deskrip.., 
. ' . 

tivan način, na koju se u mnogome može preniJeti svojstva neprekidno-
sti (kontlnuiteta) v~zana za razda[jinske prostore. · • · 

1) Vidjeti moje radove u: 11) Comptes rendus, Paris, 1934, 198, p. 1563 •. 
• b) Compte s rend us, Paris, 1936, 203, p, 10~, 

. _ e) Mathematica, Cluj 13 (1937), 59-65, 
\ d) r>ubl. Math. Beograd 5, 1936, 124-132. 

Vidjeti takoder Prechetov članak u Portugaliae Mathematica 5 (1946). 
. J 
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Pojam f!ltra. 
Znamo da obitelj O (x) svih"' okolina točke x topološkog prostora 

. . 

ima ova tri svojstva: _ 
I) Svaki nadskup svakog elementa iz O (x opet je element u O (x); 
2) Presjek k.-.načpo ·mnogo članova iz· O(x) leži ti O (x), i 
3) Prazan skup nije element od O·(x). 

' Tim povodom fL Cartan uvodi pojam)iltra ovako: 

Definicija 27.12.1. Filtar na skup/i S'iest svaka obitelj F dije-, . . 
lova skupa s~ koi a zadovoljava ovim trima uslovima (uslovi' filtra): 

• 
1
F1 Iz. X E F, X e Ye S slijedi Y ~ F 

t. j. svaki nadskup svakog elementa iz F opet je element od F; dru
gim riječima, svaki filtar skupa S test izvjestan početan komad djeli-

• 
mično uređena skupa (P (S); ?.J. 
Fa Presjek od· konačno .mnogo članova iz F opel je član u F. 

F~ Prazan skup. nije element od F t. j. {v} non E F: 
Prema 1ome, svaki flltar na skuou S jest izv estan ·dio pripadnog 

partitivnog skupa P (S). Tako na pr. za beskonačan skup S, skup kom
plemena' a konačnih dijelova jest filtar nad S; specijalno, taka v filtar 
nad skupom N prirodnih brojeva zove se F.r e e h-e t ov fi l t ar. Filtri 
omogućuju uvođenje općeg limesa u topologiji. 1

) 
l 

Primjer ;?7.12.1, FiltarU(S) na SXS, ako ie (S;-) razdaliin
ski prostor. Za zadan realan broj r > O neka .je 

J 

(27.12.1) V, skup svib. točaka (x, y) E; e X e 
za koje ie 

lx -·y l < r. 
Očigledno, skup Vr jest otvorena pruga ravnine smje);tena između 

pravaca 
' y=x+r 

Promatramo li skup 

(27.12.2) 

i· y =x-r . 
• 

U(C) 
• 

l) Naime, ako je (S;-) izv.iestan topološki prostor, a F filtar n ><:l s. tad se kaže 
da filtar F konvergira prema točki a~s. allo je V(a.~J'; pritom je V(a) mnozina 
(fil ta q S\'ih olcolma točke a. 

Nad Ije, neka je· f jednoznačno preslikavanje ~ekog skupa M na topoh<ki pro
stor (S;-); neka ie nadalje F izvjestan filtar na M Veli se da je točka ye S;-) 
granična točka ili limes funkcije f po !iltru /'. simbtJlički 

• Jimff = :r• 
ako f<ltar knjemu i e baza sastavl<ena od skupova f X. (X • F) konvergira prema y. 
Ako ieM= N. aF Free he tov filtar t. j. sku" <vih besho••a<'nih dijelova e N ko,j

. ma je komplement konačan, tada se radi o limesu · nizova u obi nom smislu riječi. 
Više o tome v. Bourbaki, [2]. 

• 
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svih dijelova ravnine od kojih svaki obuhvata· bar jedan od gornjih 
skupova V,, tada je U određen filta~ na skupu C XC. 

' 

Sl. 27.12.1. 

. 

Posve se analogno konstru-
ira filtar U (S) na skupu S X S, 
ako je (S; -) bilo koji . razda!iin
ski prostor; samo tada za x, yE S 
gornji znak l x-y l znači razda
ljinu točaka X i y U fazda\.iinskom . 

' prostoru (S;-), pa možemo tada 
·. pisati Q (x, y) mjesto l x-y l. 

. > ' 

Upliv met rike u (S;~-) na 
. filtar U (S). Razdaljinski aksiomi 
imaiu za posljedicu sada ova 
svojstva filtra: 

Sku{J Vr svih točaka ( , y) za koje je . 
lx- y l < r ispunjava iscnkanu prugu 

što je omeđuju pravci y = x + T· · 

U1 Svaki element V E U sadrži 
• "dijagonalu" y=x skupa SXS: t. J.· -

(x., x) E V, (x E S); 
' 

U2 Iz V E U slijedi v-1 E U, pri čemu 

(27.12.3) v-l znači skup svih 

(y, x), ( (x, y) E V); 

Us Iz V E U slijedi egzistencija jednog W E U tako da iz 

(x, z), (z, y) E W slijedi (x, y) E V t. i da bude 

W o W <:: V; · pritom općeni ·o za 

X~ S X S i Y e' S X S , ozn<Jčuiemo sa 

(27.12.4) Y o X odnosno Y X skup svih (x, y) E S X S 

. sa svojstvom da postoji bar jedan z E S t'ako da bude istodobno 

_ (x, z) E X, (z, y) E Y . 
• 

Naime, kako je 

Q(x, x) =O dakle Q (x, x) < r 
za svaki x E S i svaki r > O, to je 

(x, x) E ·v, 
((, x) E B 

Time Je uslov U1 dokazan. 
• 

za svaki 

za svaki 

• 

• 

Uslov U2 izlazi iz očigledne relacije V;-1 = V,. 

J 

· a tip1 .. prije 

Uslov Ua izlazi iz relacije trokuta; tvrdimo naime da je V, V, ~ V,. 
2 
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Jer iz (x, y) E V.!.. V.!.. slijedi da postoji bar jedan z E S tako da 
2 2 

bude 
(x, z) E. V,, (z, y) E::: V,. 

- -l 2 

No, te relacije znače upravo da je 
r · · r 

. . !! (x, z) < 2 , · !! (z, y) < 2 
-

što s obzirQm na relaciju trokuta: 

!! (x, y) < !! (x, z) + !! (z, y) · daje 

• Q (x, y) < r t. j .• (x, y) E Vr 
što smo i htjeli pokazati. 

Neka je !! razda]jinska funkcija prostora (S;-); onda to znači, 
.da je 

(27.12.5) 
• 

.. !! (x, y). ( (x, y) E S X S) 
. . 

jednoznačno preslikavanje kombiniranog produkta, S X S na skup [0, co) 
realnih brojeva > O. Neka je · · 

(27.12.6) ·A=!! (S X S) 

:skup svih brojeva (27.12.5) , a 
F(o) 

iiltar okolina broja o u orostoru A. Inverzna funkcija 
' e-1 -

čitav skup A = !! (S X S) na .čitav skup S X~· 
. ' ozna-preslikava dakle . . 

·čim o li sa 
e-1 F (o) skup svih · 

• 

e-1 B, (B E F (o)), ·. 

tada se vidi da je e-1 F (o) porodica U o kojoj smo maloprije govorili. 
Specijalno se vid1, da je Q-1 (o) dijagonala skupa S X S. 

Značajni uslovi U1 , U2, Ua ·vezani su za skup S, pa vrijedi ova 

Definicija 717.12.2. (uniformne strukture na Skupu S). Uniformna 
struktura skupa S jest svaki filtar T ria .komb niranom produktu SXS, - . . 

pri čemu imaju biti ispunjena ova tri uslova uniformnosti: 
• 

U1 Dijagonala produkta ·S X S leži u svakom elementu filtra U t. j, 

(x, x) E V, (x E S, V E U); . 
• • • 

U2 Iz V E U slijedi v-1 E U (simetrija filtra prema dijagonali); 
. 

.UB Iz V E U slijedi da postoji bar jedan W E U· tako da bude 

·ww~v. 
-~ 
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Kao što vidjesmo, značajan primier uniformnih struktura dobivamo· 
u vezi sa razdaljinskim prostorima. Toin je strukturom dotični prostor, 
kao prostor, jednoznačno određen. Jer, _ako je a ma koja to<'ka pro--. ' "' . 
stor a, pa ako je zadan....r > o, označimo sa O, (a) skup svih točaka t za 
koje je Q (a, t) E V,; tada se vidi da je 

O,(a) = K(a; r) 
-

= skup svih točaka razmaknutih od a za < r. Označimo li dakle sa 

O (a) .: ·. 
\ 

skup svih O,(a), (r > o), tada je O (a) filtar okolina točke a. 
Ta razmatranja daju povoda da se postavi ovakova • • 

Definicija 27.12.3. (Uniformni prostori). Topološld prostor (S;-} 
je uniforman (jednolik) ako na skupu S postoji uniformna struktura· U 

' tako da za svaki a E S na skup O (a) svih 

V (a), (V E U) . . • 

čini fHtar okolina točke a;. pritom za dani V E U, V (a) označuje skup· 
svih y E S sa svojstvom · ' 

· (x, y) E V. 

Iz gornjih razmatranja vidimo da važi 
• 

T e or e m 27.12.1. ·svaki raz daljinski prostor jest uniformdn . 
• 

Međutim uniformni -vrosfori :;matno su općenitiH 0•1 razdaljinskih. 
Jer svaka topološka ~rupa kao i svaki· bikompaktni topolo~ki prostor 
jesu uniformni prostori; odatle i proističe važnost uniformnih pn•stora_ 

Treba imati na umu, da elementi uniformne strukture imaju zadaću 
da iskazuju manju ili veću bliskost elemenata skupa S. Zato se ele
ment! iz U i mogu nazvati blizinama ili susjed:,;tvima, a odnos 

• 
• 

(x, y) E V E U 

čitati x i y su nablizu u stepenu V. 

§ 27.13. Topološke grupe. 1) . . ' . . 

Zna se od kolike je važnosti u matematici pojam grupe ili I!TUPO-

likog skupa; kod toga je pojma glavno, da se svakom konačnom dijelu -
skupa pridijeli određen element skupa i da naravno pritom budu ispu-
njeni izvjesni uslovi.· Tu važnost leži u riječi konačan, pa se zato i 

-' 

kaže da su grupoliki skupovi algebarskog karakter11. Naprotiv, u topo-
logiji ne ograničavamo se na konačne kombi acije nego se proizvoljnom 
dijelu zadana skupa pridije~uje proizvoljan dio nekoga skupa. 

l) Prošloga viJeka razradio je Sophus Lie jednu vrstu topoJ"ških grupa, koje je 
on zvao Nneprekidnim grupama"; danas se te grupe zovu Lie-ove· grupe. Opće 'topo
loške grupe razra d ene su tek zadni •h dvadeSet ak godina (::i e hr e' er, P o n tr j a g i n itd.), 
· Više o tome v. Bourbaki [3] ch. 111. · 
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' 

Od interesa je spojiti ta dva pojma. Skup racionalnih (realnih,' 
kompleksnih) brojeva gdje imamo posla_ i sa grupom 1 sa prostorom 
pokazuje da ima vrlo važnih primjera u kojima je grupnost povepna 

' ' s prostornošću i to tako, da je na ,pr. simetrija grupe (prelaz od ele-
n1enta na suprotni) neprekidno preslikavanje toga prostora na sama 
sebe; također za svaki element a grupe "translacije"- 1

) ax i xa jesu 
' ' -

neprekidna preslikava,nja grupe na sama sebe; odnosno komponiranje . ' ' 

xY, (x, y-E S) 
- , 

jest neprekidno preslikavanje prostora (SX S;-) na .prostor (S;-). - . 
Od interesa je da je svaka topološka grupa uniforman prostor. 

' . ' 

Definicija 27.13.1. (topo'oške grupe). Topološka grupa jest svaki 
tročlan skup (sistem) 

• 
(27.13.1) (G ... -)-

' , ' 
• 

sastavljen od izvjesnog skupa elemenata, zatim . iz određena binarna "" ' operatora.· u G (dakle je · jednoznačno preslikavanje kombiniranog-
produkta G X G na skup G) te određenog jednoznačnog preslikavar•ja -
skupa P(G) na G; pritom je skup G grupa s obzirom na,.operator · 
a topološki prostor s .obzirom na operator -; operator grupnosti 

' ' 
i operator j:Jrostornosti - međusobno sti vezani tako da je na snazi: 

Uslov GT: Preslikavanje w koje svakom elementu (x, y) E G X G 
pridijeljuje element -

• 

(27 .13.2) . w ( -", y) = y x-,-1 

Jest neprekidno preslikavanje prostora (G X d;.-) 
(G;~). 

na zadani prostor 
' 

Zapravo, preslikavanje W znači obrat grupne operacije; dakle <~>
znači "dijeljenje" u grupi G i to dijeljenje ;,zdesna", jer se dividend 
množi s- recipročnom. vrijednosti divizora (a ne da se recipročna vri
jednost divizora množi divJdendom). 

Lako -se vidi da je uslov G T e k vivalentan sa -traženjem da 
"simetrija" · 

x-1, (x E G) 
te "množ(_mje" 

• 
xy, ( (x, y) E G X G) -

budu neprekidne transformacije prostora (G; ..:_) oqn. prostora (G X G; -:-)· 
na prostor (G; -) . 

. Da iz ta dva uslđva prolzlazi uslov G T. to je očigledno. DQkažimo 
obrat. Najprije, iz neprekidnosti funkcije w proizlazi neprekidnost funk-

1) Služimo se znakom . za binarni operator s obzirom na koji je zadani skup s 
proglašen grupom. · 
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• 

cije <Ii (e, x) = x-1 u (G X .O; -V) a time i u (G; -); a iz nepre
kidnosti transformacija 

yx-1 , te x-1 

• 

slijedi i neprekidnost transformacije 
. . 

Y (x-1)-1 = yx 

PfOstora (G X G;-') u prostor (G;-). -
Pr i m j er 27.13.1. Skup e svih realnih brojeva jest adi-tivna tr po

loška grupa-; to je takoder svaki . K ar t e z i j e v prostor e., pri čemu 
za t, g E. e. pod f +g razumijevamo funkciju za koju je 

. l . 

(f +g) (k)= f (k) +g (k), (k = l, 2, .· .. n) 2
) 

Skup e'. {o} realnih brojeva =l= o jest pmltiplikativna topološka 
grupa. 

Okoline u topološkoj grupi. 
grupe (G; · }, a 

(27.13.3) 

Ne ka je e neutralni (jedinični) element 

• 
O (e) 

skup (čak i filtar) ·svih okolina točke e u prostoru (G;-); neka je a -
-~ - . . 

bilo koja točka prostora; tada neprekidnost preslikavanja 
ax, (x E S) 

ima za posljedicu, da se skup 

(27.13A) a O (e) svi ll a X, 3
) (X E O (e)) 

podudara sa skupom O (a) svih okolina točke a; dakle 

(27.13.5) a O (e)= O (a e) = O (a). ·· 

Isto tako; 
' -

(27.13.6) O (e) a = O (a) ·za svaki a E. G. 

Na ta] način, imamo 
Teorem 27.13.1. ')Ako je (G;·;-) topološka grupa, a O(e) . . 

filtar okolina njenog neutralnog (jediničnog) elementa e, tada se filtar 
okolina svakog elementa a prostora podudara sa translatir~nim filtrom 
a O (e) (translacija ulijevo} odnosno sa O (e) a (translacija· udesno). 

Dokaž1mo ovaj lijepi 
~ 

T e or e m 27.13.2 · (A. We i 1). Svaka topološka grupa (G; · ; -:-) 
jest uniforman prostor (prema tome, grupovni operator shvatamo kao 
"rimoženje" elemenata skupa G) . 

• 1).e je neutralni element grupe (G; . ). 
• • • 

2 ) ·Imaj na umu, da Je Cn skup C1 {l, 2, .•.. n} svih jednoznačnih preslika vanja 
skupa p, 2, .... , n} na skup e . . . . . · 

3) Naravno, za dani skup X označuje aX skup svih ax, (x e X} · · 
• 4) Neka si čitalac živo stvar predoči u slučaju topološke grupe (C; +; -). · 
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Ponovno promatrajmo "dijeljenje u 

$ 

•:JI skupu G koje svakom (x, y) E G X G pridijeljuje -jednoznačno odre-
<deni element 

. 
Time ie 

W(x,y)=yx- 1 EG; 1
) 

određeno i obrnuto preslil}avanje. 

. . 

<(27 13.7) ·il) 1 grupe G na čitav "kvadrat" G X G. 

· Dakle svakom v C A e G pripada određen skup Ill-' A ~ G X G. 
·Tako na pr. za neutralni element e i:rupe (G; · ) bit će 

Ill-l (e) = dijagonala kvadrata G X G, 

jer je za svaki (x, x) E S X S: 

W (x, x) = x x- 1 -,- e. 

Filtru O (e) svih okolina o (e) elementa e prostora (G;-) pripada 
:na taj način posve određena obitelj. 

/, ... 

c{27.U.8) - · ifl-J O (e) =skup svih $--ro, (o E O (e)). 
' 

Dokažimo, da je $-l O (e) uniformna struktura skupa G pomoću 
ikoje se može rekonstruirati sam zadani prostor (G;-). ·' ' 

NajiJrije, dokažimo da je ~--1 O (e) uniformna struktura rta skupu G 
tt. j. da obitelj $-'O (e) ispunjava sva tri uslova U,, Ur, Ua uniformnosti. 

Uslov U1 je ispunjen: svaki V E $-'O (e) sadrži d1jagonalu D. • 
. ,Jer, V E $-l O (e) znači da postoji okolina o (e) tako da bude 

W =·W-'o(e); no e E o(e), dakle $-'(e) e w 1o(e) t. j. 

tc, ~ V, jer je $-t e = D. = dijagonala kvad<ata G X G. 

Uslov u2 je ispunjen: iz v E $-IO(e) slijedi v-' E $-'O(e). ") 
~ -

~stvarno, neka je V = $-'o (e) t. j. w V = o (e) dakle 
• • 

y x· 1 E o (e) za svaki (x, y) E V. 
·Odatle 

• . -1 
(y x-1) ·E o-( e)-' t. j. 3) 

x )1-1 E o (e)-1 za svaki (x, y) E V. 

A to upravo znači da je 

Ill (V-') < o (e)- 1• No, o (e)-' E w-' O (e) te (W V)-1 = (o (e))-_ '. 
·-----,---,- . . 

1) Ako je grupa G aditivna, onda se stavlja <I> (x, y) ~ y + (- x~ = y- x. 
2) V-' je simetrična· slika od v, i ozn•čuje skup svih (y, x) kad (x, y) prolazi 

arozv . . . 
3) Iz elemenata o e;rupama pro_izlazi naime da je: 

( l )-1 . t ( . )-i -l -l , x- =. x, e x, y = y x • 
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U· jednu ruku, očigledno je 
o(e)- E ill-Io(e', 

au drugu ruku skup (ill v)-l svih -
. I 

(y x-1) = x y-1, ((x, y) E V) 
• 

podudara se sa skupom ill (V-1
) svih 

ill (y, .x) . x y-1 , ( (x, .r) E V). 

Dokažimo najzad uslov Ua uniformnosti t. j. da svakom 

V E ill-I O (el pripada W E ill-t O (e) tako da bude . - . 

W W e V t. j. da iz (x, z) E W, (z, y; E W slijedi (x, y) E V. 

No, neka je V = ill-~'o (e); tad.a relac1ja (x, y) E· V znači isto _što {, 

yx-1 E o (e). ' 
' 

J sto tako, kad bi W postojao i bio = ill-t o]( e), tada 'bi se i inal~ 
r - • ' • 

pokazati, da iz z x- 1 E o, (e), Y z-1 E Ot (e) slijedi .v x-1 E o (e) .. 

No, identički je 
y x-I = (y z- 1) • (z .x-I) E: o, (e) · 01 (e). 

Ako dakle dokažemo, da postoji o1 (e) tako da bude 
.. " 

o1 (e) · 01 (e) <::' o (e), 

tada će uslov Ua biti dokazan. 
No, preslikavanje <I> je neprekidno u PJ:OStoru (G.X G;-); speci

jalno je ono nt~prekidno u točki (e, e) E GXG koju ono prevodi u 
l 

ill ( •. e) = e e-1 = e. 
. -

. 

To znači da proizvoljnoj okolini o (e) pripada okolina o (e, e) u 
0 X G tako da bude 

ill o (e, e) e o\e) • 

No, kombinirani produkt (G X G: -) može se definirati i okolinama, 
oblika o1 (e) X o1 (t); to znači, da za proizvoljnu okolinu o (e) postoji 

okolina · • 
Ot (e) X o1 (e) točike (e, e) 

tako da bude 
, ill (o1 (e) X 01 (e)) <'" o (t) t. j . 

• 

da iz a E. 01 (e), b E 01 (e) slijedi ill (a, b) E o (e), dakle 
• 

ba-1 E o (e). 

Specijalno, ako je 

b = y z-I, a = x z-1
, sadr~avat će o (e) točku 

- l . . 
b a-:1 = (y z-1) • (x z-1)- . (y z-1) • (z x-1) __; y (z-1 z) x-1 = y x-1 • 

• 
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Drugim riječima, dovoljno j~:>· staviti 

4> 1o, (e)= W, 

Prema tome 
V (a) · o (e) · a. 

Kad o. (e) prolazi fil trom O (e), prolazi o (e) a fil trom O (e) a okolina 
• • • 

točke a; što znači, da je zadana topološka ·grupa kao prostor po punQ 
<Jdređena uniformnom strukturom 4>.-1 O (e) na skupu G. 

Time je teorem 27.13.2 potpuno dokazan. 
. ' 

Pr i mi e d b a 27.13.1. Kao što se ·obrađuju topološke grupe, tako 
~e obrađuju i topološki prstenovi (kola)i topološka tjelesa; to su sistemi 

• 

(S; +; . ; -) 
<Jd skupa S, dva binarna operatora + i ' s obzirom na koje je S 
prsten odnosno tijelo te operatora prostornosti - s obzirom· na koji je 
.S topološki prostor.; nadalje ·se zahtjeva neprekidnost preslika vanja . · 

X+ Y, X. y • 

prostora (SXS; -) na prostor (S;-) kao i neprekidnost preslikavanja 
' 

• 
· -x, (x E S) 

kod prstena, a k tome i preslikavanja. 
• x-l' (x E;. s·"-. {o}) 

kod tijela. 

§ 27.14. Završno o prvotnim svojstvima prostora. Rekli smo da 
je prostor svaki sistem 

• (S; f) • 

~astavlien od skupa S i proizvolinog jednoznačnug preslikavanja skupa . . 

P (S) na sama sebe; prema tome, za svaki X C S važi f (X) C S. 
Dosad smo mi skup f (X) interpretirali· kao . prost~rnošt ili pro~ti

ranje . skupa X i na osnovu toga definirali razne obitelji skupovll iz S 
kao: skupove int X, ext X, X', otvorene, zatvorene, guste skupove itd. . . . 
Međutim; mogli bi radi i i tako da skup f (X) shvatimo kao nutrinu, 
izvod, vanjštinu i t. d. pa na osnovu toga definirati. ostale .pojmove iz 
teorije prostora. 
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. 

Specijalno, ako je preslikavanje f uzlazno i zadovoljava '\lslovu. 

/(A) C A 

onda je zgodno skup f (A) shvatiti kao nutrinu skupa X. 
Ako je preslikavanje f antitono t. j. takovo da iz 

X~ Ye S slijedi t(X).2f(Y)? S; 

onda f (X) možemo· shvatiti kao vanjštinu skupa X i na osn-r>vu toga 
• 

izgraditi čitavu teoriju prostora. ·· · . 
Tako na pr. ako f (X) znači ne prostornost nego vanjštint\ skupa 

. . --
X, onda se prostornost X može definirati pomoću f (X), te je ext X= 

- ' ' 

= C X odakle 
CextX=X tj. X.=C(f(X)). 

Pr e e h e t (i M o or e) su izgradili 
f (X) izvod (derivat) skupa X. 

teoriju prostora uzimajući da je· 
• 

§ 27.15. ZADACI. 
. 

§ 27.15.1. Promatraj sve moguće prostor..e sastavljene od broja l i broja 
• 2. Koliko ih ima? Dokaži ·da za zadan kardinal an broj k može-

biti najviše 22
k ralličitih prostora potencije k . . 

§ 27.15.2. (Dvotačka kao prostor). Promatraj dvočlani prostor({a, b};-); 
u kojem je prostornost definirana idetičnim preslikavanjem 
X= X za svaki X e {a, b}. Dokaži da su bilo koja dva takovac 
prostora međust)bno homeomorfna i okarakteris·ana kao dvo-.. 
člani izolirani prostori Kuratowskoga. Promatraj · topološki 
produkt od a) 2, b) 3, e) 10, takovih prostora. Dokaži da jt!' 

topološki produkt od prebrojivo mnogo J:akovih prostora ho-
~ meomorfan sa triadskim prostorom T. · . 

- ' . -

§ 27.15.3. (Povezana dvotoč~a). P'romatraj prostor ({l, 2}; -) u kojem' 
. -

je prostornost definirana ovako: v= v, {l}= { 1}, {2} = {l, 2}= 
={1,2}. Dokaži, da u tom prostoru postoje, jedino ova tri 
zatvorena skupa: v, {l} i {l, 2}. PromatraJ topološki produkt. . ' - . . 

od nekoliko povezanih dvotočaka · 
. -

. 
§ 27.15.4. Djelimično uređen skup S proglasi prostorom time da za svaki· 

l(~ S definiramo X= v (-=, a]s t. j. X je najmanji početni 
: ft'N 

komad djelimično uređena skupa S koji obuhvata skup X; 
. ' • 

specijalno v = v. Dokaži da je unija od ma koliko zatvore- · 
nih skupova opet zatvoren skup. Uvjeri se da je u slučaju: . . 
k S = 2, tako tako definiran prostor homeomorfan s poveza--

• 

nom dvotočkom. 
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§ 27.15.5. Akoje u .topološkom prostoru (S;-:-) unija od ma koliko za
tvorenih skupova zatvoren skup, pa ako za a, b E S relaciju 

. . 
a E {b} pišemo kao a< b, dokaži da je (S;<) djelimično 

• • 
uređen· skup iz kojega na način naveden u § 27.15.4 proizlazi 
zadani pro~ tor (S; _:_). 

• • 
§ 27.15.6. Promatraj okoli nski prostor (D; ~) knd koje.ga svaki n, E D 

ima dvije okoline i to . 
Ot(n) ={n; n+t, n+2}; o~rnJ= {n~ I:n. n+ l}~ 

Pokaži da se zatvoreni skupovi podudaraju s početnim koma
dima skuoa (D; <J. Da h je taj prostor topoluški? {D = skup 
svih cijelih brojeva). -

• 

§ 27.15 7. (Urysohnov prostor). Potpuno uredeni skup S= {o} V N= 
= {0, l, 2, ... n, n+ J, ... } definiraimo prostorom pomoću 
ovih okolina: svakom n E N pridijelimo kao okolinu jedno
člani skup {n}; okoline broJa o bit će svi skupovi A ~ S, ako 
su ispunjena ova dva uslova 

.e. A. z· R.A o '<:::; , tm = oo ; ·n-oon , 
dokaži, da ·tako. definiran prostt •T zadovoljava: aksiomima 
Kt - K4 K ur a t o w s k o g a, ak.siom T2, nadalje da je o E N 

~ 

ali da ne postoji ni· jedan beskonačan niz prirodnih brojeva 
koji bi konvergirao prema o. 

§ 27.)5.8. (Prostori semikontinuiteta). Promatraj prostor (C; -) sasta
vljen od svih realnih brojeva, a u kojem se proston1ost -
odreduje' pomoću skupova ( x, =)e, ( x E C) smatrajući svaki 
taj skup o~olinom svakog svojeg .elementa; dokaži. da je 

·{O}'= (-oo, O)c. . 
Neprekidno jednoznačno preslikavanje nekog- prostora na gor-
nji prostor zove se prema Baire-u odozdo poluneprekidno 

l ---

realno preslikavanje. 
Analogno se definira prostor semikontinuiteta zdesna i 

odoz).(O poluneprekidna realna preshkavanja. , 
Dokaži: da realno preslikavanje bude neprekidno, nužno 

je i dovoljno da ono bude l odozdo i odozgo poluneprekidno 
(Baire). · · 

§ 27.15.9. Prostor [P] polijedara (u Ca) je skup svih p'olijedara Kartezi-
. jeva· prostora C:1 , pri čemu niz poirjedara P. konvergira prema 

polijed'ru P, ako za svaki realni broj TJ > O postoji prirodan 
broj n (ll) t<~ko da za svaki prirodni broj n > n(ll) postoji 

. homeomorfno preslikavanje h. po!ijedra P na polijedar P. tq,ko 
da· medusobnl razmak toč.aka 

T, h. T. 
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bude < tj za svaku točku T E P (kraće se kaže da su P. i 
T razmaknuti za < tj i to za svaki n > n (tj)). ,Dokaži da u 
prostoru [P] postoji prebrojiv svuda gust skup. 

Dokaži da za sv~ki X E [P] ima polijedara kojima je 
površina proizvoljno veća od po ršine polijedra X. ma da su 
proizvoljno malo odmaknuti od X. Zato oov:ršina polijedra nije 
neprekidna realna funkcija. Ali jest neprekidna odozdo (dokaz). 

§ 27.15.10. Da topološki prostor Kuratowskoga P zadovoljava Iiausdorffo
vu aksiomu, treba, ·a i dosta je da dijagonala 1) topološko g 
produkta P "X P bude zatvoren skup . 

• . 

§ 27.15.11. Da topološki produkt (dvaju) z-adanih prostora ispunjava Ii aus-
. dorffov aksiom T2, nužno je i dovoljno da svaki od tih pro
. stor a zadovoljava aksiomu T2. 

§ 27.15.12. Dokaži, da je topološki produkt beskonačnog niza odrezaka 
- [0, .1]c homeomorfan sa .. Ii i l b er t o v i m paraleh:pipedom. 

·, 

§ 27.15.13. Neka su A, B dva disjunktna zatvorena skupa razdaljinskog 
. ' 

prostora s me trikom Q; stavi li se za svaku točku x prostora: 
. . . Q X, A) . 

f(x) = Q (x, A)+ Q (x,B)' 
• 

dokaži, da je f neprekidno jednoznačnj preslikavanje prostora 
u [0, l]c i da ie fA = O, t B = l. 

§ 27.15.14. Promatraj prostor 
(N;-) 

· definiran: pomoću okolina tako da je za svaki n E. N sistem 
O (n) okolina t roi a n sastavljen od svih skupova o (n) za koje je 
· · n E o (n)<::: N, k (N'... o (n)) < ~- . 

. ' 
Dokaži: a) prostor (N;-) zadavo!java aksiomima K1-K, 

. . _/ 

Kuratowskoga kao i Frechetovu aksiomu T1, ali ne 
zadovoljava Ii a u s d or ff o v u aksiomu T2; čak se ni jedan 
par različitih točaka ne može j~::dnovremeno odvojiti pomoću . . . 

otvor~nih skupova, jer svaka dva· otvorena -~kupa imaju pun 
i ,·-~ -

presjek; b) 2 N- l = N; e) funkcija g za koju je 
g(2n-1)=2n-1, g(2)'-2n+2, (nE N) 

jest neprekidna, podudara se sa identitetom na svuda gustom 
skupu 2N-1. a da se ipak ne podudara svuda: sa identičnom . . . 
transformacijom; (is p. te or. 27.11.1). 

• • 

§ 27.15.15. Uvjeri se da je prostor racionalnih brojeva topološka grupa . 
• 

§ 27 15.16. Ponovno proučiti·§§ 29.6.15-29.6.20. · 

t) t. j. skup svih (x, x), (x s P). 



GLAVA V. 

NEKOLIKO OSNOVNIH TEOREMA MA TEMA TIČKE ANALIZE •. 

Znamo od koljke je važnosti: . 

J) B o J z a n o v t e or e m:· svaka neprekidna realna funkcija defini
rana u· nekom· intervalu preiazi od jedne vrijednosti na drugu 

o 
tako da prođe i svima među vrijednostima; · 

' 

2) B o J z a n o-We i er s tr a s s o v te o rem: svaki l)eskonačni ograđeni 
euklidski skup ima ·qar jedno gomilište (koje naravno ne mora 
pripad~i tome skupu); . · · 

- -- ' ' 

.3) We i er s tr a s s o v teorem o ekstremi ma: svaka neprekidna 
' 

realna funkcija definirana u nekom zatvorenom intervalu ima 
svoj određen maksiomm i min!m'!n; · 

4) H e i n e o v teor.em o jednolikoj neprekidnosti svake neprekidne 
realne funkcije koja je definirana u zadanom zatvorenom ogra

. đenom intervalu; 
t • 

5) C a u e h y-ev kriterij konvergencije za nizove realnih. ili kom-
pleksnih brojeva odn. točaka u Kartezijevim prostorima. 

Te ćemo teoreme sada dokazati; vidjet ćemo, da je svaki od qiih 
]JOvod za uvođenje određenih vrsta prostora i skupova. · ' 

·Tako je B o J z a n o v. te01·em specijalan slučaj činje nk e; da je sve
zanosi (koneksija) skupova invarija,ntno svojstvo prema· neprekidnim 
transformacijama, 

·· Cauchy-ev kriterij daje povoda da se uvedu t. zv. potpuni (kom
. pl etni) raz daljinski prostori, B o l z an 9-We i er s tr a s s o v t eo rem je 
povod da se razmatraju t. zv. kompaktni i bikompaktni skupovi i t. d. 
i t. d. 

Vidjet ćemo od kolike je važnosti očigledni pojam prekrivanja 
izvjesnog skupa sistemom zadanih skupova, te. B or e 1-L e b e s g u e-ovo 
.svojstvo skupa da . se svaki njegov prekrivač može zamijeniti sa ko
načnim dijelom toga istoga prekrivača. 

J{ U HEPA: TeoriJ" a skupova 22 
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§ 28 . .SVEZANOST (SUVISLOS f, KONEKSIJA) SKUPOVA 
u •OKOLINSKIM PROS:fORIMA (BOLZANOV TEOREM). 1

) 
. ~ ' . 

• 

Čini nam se prirodnim da lijevi skup na slici zovemo nesvezanim · 
a desni svezanim skupom. 

Nesvezan -skup. Sl. 28.1. Svezan skup.· 

' ' Zor nam pokazuje 
dani skupovi. 

da kugla, kocka, pravac i t. d .. nisu · ras koma-
• ' ' l • 

Da stvar po_stane jednoznačno određeiJa, neka .ubuduće važi 

§ 28.L Definicija svezaf!osti (koneksiie) . 
• 

Skup A je nesvezan (raskomadan, nesuvisao), ako se on može ·· 
rastaviti u dva puna dijela od kojih se ni jedna točka jednoga dijela . . 

ne dodiruje drugoga dijela t. j. ako je 

(28..1.1) A= X V Y i k tome . 
. 

(28.1.2) X ") v, Y ") v · 'te 
. 

(28.1.3) X (\ Y = v '- X (\ Y. 

Ako skup 
koneksan) .. 

A nije ne~>vezan reći ćemo, .da je on svezan ( suvisao, 
• 

• • 

Svaki jednočlani skup smatrat ćemo suvislim. Prema tome, sveza11>. 
skup je svaki pun skup A kod kojega relacije . 

- ... 

A= X V Y, 
. . 

X(\Y=v=X(\Y 

povlače pustotu jednog od skupova X i · Y. · · 
• 

D ef i n) e i j a 28.1.2. Zatvoreni suvisli skup zove se neprekidnim· 
skupom ili kontinuumom; svaki otvoreni svezani skup zove se oblašću 
ili područjem. J. 

_1) Misli se na ovaj J3.olzanov teorem: Ako je realna funkcija neprekidna n 
skupu realnih brojeva ili kojem nJegovu intervalu, onda ona ne ispušta ni .jedne medu-
vrijednosti (isp. teorem 28.6.2). · 
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. § 28.2. Linearni skupovi. 
T e or e m 28.2.1. Da pun linearni skup A bude svezan, nužno je i 

· dovoljno, da on ne ispušta·nijedne "međutočke.".f. j. da iz x E. A, Y E A 
slijedi da i čitav segment [x, y] leži u A. 

., 

Nužnost: nijedan svezan linearan skup ne 'ispušta nijedne među- . 
. , . . 

točke. Kad bi naime linearan skup A ispuštao neku međutočku z t. j. - . 
sadržavao bar dvije točke x, y sa svojstVOIJI da je x < y, ·dok bi na-
protiv postojala bar jedna · točka z između x i y, koja ne leži u A 
onda stavljajući 

. X = (-oo, z) A, Y - (z, +=JA, • ' . 

bile bi ispunjene relacije (28.1.1), (28.1.2). (28.i.3), što znači, da bi se 
skup A mogao Prelomiti, protivno pretpostavci da je fi svezan. · 

Dovoljnost: ako linearni skup A sadrži bar dvije .točke, a ne 
ispušta nijedne među točke, tada je· A svezan: iz 

(28.Z.1) A = X V Y 
' ' .. . , 

(28.2.2) -X(\ Y = v= X(\ Y · 

proizlazi da jedan od skupova X i Y mora biti pust. 
Svakako .je bar jedan od skupova X i Y pun; neka to bude reci

mo X; neka je x ma koja točka sk~ pa X; označimo sa · 
• • 

(28.2.3) K (x) · · 

najveći komad linearnog kontinuuma koji sadrži x, a sadržan je u X; 
skup K (x) je potmmo oqređen i jednak je uniji svih komada koji sadrže 
x, a sadržani su u X. Tvrdimo,. da je . 

(28.2.4) K(x)=A, iz čega s obzirom na 

K (x) ~ X .e A slijedi X = A i dakle Y = v, . 

jer su.zbog (28.2.2) skupovi X i Y disjunktni. No, khd ne bi bilo K(x)=A . 
nego K ( x) C A, postojala bi bar jedna točka 

(28.2.5) a E:: A""- K ( x). 
• 

Kako je K (x) određen komad potpuno uređena skupa A, to je ta 
točka a ili maj oran ta ili minoranta skupa K (x}. Ako je a majoranta 
skupa K (x), tada postoji i točka 

(28 2.6) sup K (x). · 

Svakako ta točka leži u skupu K (x), jer svaka njena okolina sa
drži bar jednu točku iz skupa K (x}. Kako točka (28.2.6) pripada zada-

- - l ' . 

nom skupu A, ležat će ona ili u X ili u Y. U prvom slučaju leži točka 
• - - .. 
(28.2.6) u Y a u drugom u X, tako da ni u kojem slučaju nije zado-
voljen sistem relacija (28.2.2), profivnli pretpostavci. . . ' 

' 
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Analogno se .obrađuje slučaj uz hipotezu da je a ne fnajoranta 
nego minoran ta skupa K (x). . 

Na osnovu. dokazanog teorema lako se dokazuje 
• 

T e or e m 28.2.2. Linearni neprekidni skupovi podudaraju se sa 
' jednočlanim linearnim skupovima ili zatvorenim intervalima; linearna 

područja podudaraju se -sa otvorenim linearnim intervalima. . . 
. ·• l 

Pr i m j e d b a 28.2.1. Ako se linearnom svezanom skupu oduzme i'· 
samo jedna toška koja nije krajnja točka skupa, prestaje ~P biti sve
zanim: on se raskomadava:- Specijalno, ispustimo li iz linearnog konti
nuuma jednu točku, ostaje skup koji se može rastaviti. 1

) · 

Sasvim je drukčije· za Kartezijeve prostore od 2 i više dimenzija; . . . 

svi su oni svezani, a S i er p i n s k i je dokazao, da izbacivanjem iz 
C 11 • (n = 2, 3, .• .) ma kojeg skupa ko]i nema savršenog podskupa, pre
ostatak još uvijek ostaje svezanim. · 

§ 28.3. Karakteristično svojstvo svezanih skupova. 

T e or e m :28~;3.1. Da neki mm skup bude svezan, nužno je i dovoljno, 
• 

da se svaki par njegovih točaka može smjestiti u svezan dio zadana 
skupa. . 

Da je uslov nuždan,. to je jasno, jer je sam skup svoj svezan dio. 

Dokažimo, da je uslov i dovoljan t. j. da je skup A sveza~, ~ko 
se ·svaki par njegovih- točaka može povezati ··suvislim dijelom skupa 
A; u prqtivnom slučaju, mogao bi se skup. A rastaviti pa bi dakle po-
stojao sistem (28.l.l)-(28.1.3). · 

• Neka je x točka iz X, a y i_zvjesna točka iz Y; prema hipotezi, 
postoji suvisla množina M koja sadrži x i y, a sadržana je sv'! u A. 
Dakle je M = M 1\ A. No, iz (28.1.1) izlazi sijekući sa M:' 

. l ' . ' -

(28.3.1) M= (M 1\ X) V (M 1\ Y'. 

Odmah se uviđa, da oi to bilo rastavljanje množint< M. Jer, prvo, 
oba su člana u (28.3.1). puna, jer prvi od njih sadrži x, a drugi y. 
Nadalje zbog (28.1.3) nijedan od članova (28.3.1) nije u dodi(u s drugim 
članom. Stvarno, • • · 

M 1\ X!\ (M 1\ Y) e (zbog M 1\ Y .e Y) .~M 1\ X(\ Ye . - -
. ~(zbog M 1\ X.~ X} e X(\ Y (po (28 1.3)) =v. 

. / 

Analogno se dokazuje, da se nijedna točka iz M 1\ X ne dodiruje 
skupa M 1\ Y. · 

§ 28.4. Udruživanje, proširivanje skupova i suvislost. 

T e or e m 28.4.1. Ako su A, B puni, za,voreni (otvoreni) i disiunktni, 
tad je skup A V B nesvezan. · · 

• 

') Naravno, tako da budu ispuni eni ~ovi (28.1.1)- (28.).3). 
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§ 28.4 
~ 

Uzmimo slučaj .da su A, B zatvoreni; tada je 
·-

• A f\ B .e A f\ B = v, 
_· \ 

B f\ A~ B f\ A = v; 
• 

• 

a to znači, da je A V B ujedno rastav unije A V B. ·Dokažimo istu 
stvar, ako su A i B otvoreni. Dokažimo na pr. da je 

Ar\ B= v. 

U obrnutom slučaju, postojala bi točka 

x E· B, a zbog otvorenosti skupa li, i okolina · 
x E A f\ B,· pa dakle 

' ' 
• o(x)~B . 

Zbog x E A, bilo bi 
. ' 

l 
o (x) f\ A :::> v, 

a time zbog o (x) ~ B pogotovo 
' . • 

Bf\A:::>v 
protivno pretpostavci. 

• 

T e or e m 28.4.2. Ako dwl' svezana skupa A, B imaju pun presjek, 
onda je i njihovo udruženJe A V B svezan skup. 

Stvarno, kad· bi skup A V B bio nesvezan t. j. kad bi bilo moguće 
'· 

napisati 
(28.4.1) 

(28.4.2) 

(28.4 3) 
• 

• 

AVB=XVY 
. ' 

X :::> v, Y :::> v, 
-
X i\ Y·= v= X f\ Y 

onda bi odatle zaključili, da se može rastaviti bar jedan od skupova A ·- . i B. Sijekući naime (28.4.1) sa A izlazi: 

(28.4.4) . A= (A f"\ X) V (A f\ Y). . • 

Pr v i s l u č a j : oba skupa u (28.4.4) jesu puna; Nemogućnost toga 
slačaja dokazuje se isto tako kao što smo dokazivali i nemogućnost • • 

rastavljanja (283.1). 
~ ' ' . 

Drugi slučaj: jedan od skupova (28.4.4) je prazan, recimo 
A f\ X= v; tada je A f\ Y =A dakle A e Y. Zbog pretpostavke 
A f\ B :::> v, tada bi bilo ·-- • 
(28.4.5) B f\ Y :::> v. 

Kako je A f\ X= v, to znači, da 'je X.t;;. B dakle 
' 

(28.4.6) B f\ X :::> v. • 
• 

No, iz. (28.4.1) sijekući sa B izlazi: 

(28.4. 7) B . (B f\ X) V (B r\ Y). 

• 



S obzirom na (28.4.5) i (28.4.6). do~azuje se nemogućnost poslie
dnje jednakosti na isti način na koji je pokazana nemogućnost jedna-

- - ,--., 

kosti (28.3.1). · • • 

T e or e m 28.4.3. Udruženje (unija) ma kojeg punog sistema sve
zanih. skupova od kojih dva po dva· imaju pun pr.es/ek jest opet· svezan 
$kUp. - '· 

' . 

" ' 

' ' 

Stvarno, označimo li 

Sl. '28.4.1. · 
Primjer svezana skupa. 

• 
to udruzenje sa U, tada se svaki par x, y 

• 

njegovih točaka može spojiti svezanim . . . . ~- - . - ' ' -

dijelom skupa U. Jer, ako je X ma koji 
' -- ' ' • ., < 

·član ~zadana sistema sa ·svojstvom da 
' 

sad.rži točku x, a Y analogan član koji 
sadrži y, tada je po hipotezi X r\ Y ::> v, 

' . ~ - l -

.Pa po prethodnom teoremu skup X V Y 
je svezan dio ·skupa U; Kaka... nadalje 
skup x.v y sadrži i X i Y, izlazi suvi-. 
·slast sk~i>a U iz dovoljnO'g dijela teore~ · 
ma 28.3.1.-
·,···,'.•\'•- ·-

.. · ·. K or o l ar 28.4.1. Udr'uženje m~ kojeg 
sistema 'dužina koje imaju istu početnu 
-' -.; .... - ._ -' -

·točku čint svezan skup. Specijalne, svaki 
konveksan skup 1

) je svezan. · · 
~ l ' ' ' ' ' 

T e or e m 28.4.4 .. Ako Je skup M svezan i sadržan u svojoj pro-
- . . ' - ' '-

' \l ' ·, --:- ; ' . . ' ; ' ' ·, 

stornosti M, onda je svezan i skup M i svaki eventualni skup· A' smJe~ 
' . \' - -

šten između skupa M i njegove prostorndsti M. 
.. . ' 
·· -· Stvarno, neka je 

• 
' ' 

MCA C·M· . $ _,_ ·.-- ,._ .. ',, 
. . 

' 
pretpostayimo da se A može, prelo,miti, t. j. da važe 

- l ' -

do (2Š.L3). . 
' 

odnosi (28.1.1) .. 

Sijekući (28.1.1) sa M, dobillbi na osnovu Mr\ A =M relaciju;· 
. 

(28.4.8) •• M . (M r\ X)·'() (M r\ Y). • 

• 

Međutim, ·ta· jednakost nU e moguća. Ako su ·naime oba čJima u 
(28.4.8) puna, onda se nemogućnost rastava (?8.4.x) pokaz1;je kao r 

' -- . ' .· 
maloprije. Ako je jedan član u (?8.4.8) prazan, recimo M r\ X = v, bit 

. ' 

će M e y dakle M e Y, što. s očitom relacijom X <:::: M, daje X e y i 

. i dakle X r\ Y . X'; a to nije u suglasnosti, sa relacijama (28.1.2) i (28.1..3). 
' . . 

1) Skup je konveksan (ispupčen!, ako it. čini enice da d'fi:ie. to~ke pripadaiu skupu, 
možemo vazda zaključ1ti da i pravvcrtna spojnica tih točaka pripada tom skupu. Na 
pr. kugla je konveksan skup. , .· · 



'§ 28:5.;....,§ 28.6 ' 

§ 28.5. Jt!stavljanie skupa na disiunktn!'l sv~zane dijelove. l(ompo
:nenta skupa. 

Pođimo od proizvoljna puna skupa S; ako je x ma koja njegova 
točka, označimo sa 

• 

(28 5.1) K (x; S) 

11dru~~nje s yi h svezanih skuj)ova koji sadrže x, a sad~;žani su u S; 
kako je i sama točka x svezan skup, to .. znači da je skup K (x; S) pun 
dio skupa S.· No, kako K (x; S) nastaje udruŽivanjem svezanih skupov·~ 
od kojih svaki par. ima pun presjek, jer svi·. sadrže točku x, to će pre~ 
ma teoremu 28.4.3 ,skup K (x; S) biti i sam svezan. 

,- _, ' 

Skup K (x; S) je najveći mogući svezani skup koji sadrži x, a 
l - ,' . ' - ' ! - • . ' " 

.sadržan le u S; on se zove komponentom skupa S ili još bolje x-kom-
ponentom skupa S. 

i 

Ako je skup S i sam svezan, onda je on i jedina, svoja kompo: 
j ' ' • 

nenta. Zbog teorema 28.4.2 dvije komponente. skupa S ili su identične 
• 

ili su disjunktne. Prema tome važi 
. .. ' ' 

T e or e m 28·.5.1. Svaki puni skup S ili' je svezan ili nastaje udni
živanjem pos've određenih disjunktnih maksimalnih svezanih .skupova. . . --

• 

. § 28.6. Neprekidna preslikavania svezanih skupova (Bolzariov 
teorem); · · · ' · · . '.-,·-.~,· 

- ; ~ . ' l • 

.. Interes svezanih sk;upov_a proističe iz· ovog lij~pog 
,. -. ~ ·_ff/l 

Te or e m a 28.6.1. Svako jednoznačn0 neprekidno presJiJ;:avaijj:E) 
svezana skupa daje opet svezan skup, t. 'i. svezanost (koneksjja),J((~t 
iilvarf]antno svojstvo pre riJa neprekidnim preslika vanjima .... · ... · 

- . ' ' - ' ' . l ' l • 

Stvarno, neka je A sveiim skup, a t ma kakvo jednoznaono J ne:~ 
prekidno njegovo preslikavanje; tvrdi se, da je rezultat .t (A) toga 
preslikavanja opet svezan skup. u obrnutJm slučaju:, moglo bi se: skup 
t (A) 'i>relom\ti i napisati: / · · 

. 
(28.6.1) f;(A) = XV.Y sa svojstvima 

(28.6.2) 

(28.6.3) .. 

X~ v, Y ~-v, . . 

X (\ Y - v = X (\ Y. 

Iz prve od tih relacija prelazeći na obrnuto preslikav.anje f-l slijedi: 
' ' . 

. · f""'" 1 (f (A) ) = t-1 (X V Y), dakle · . 
' 

(28.6.4) A = t-1 (X) V ·,.:-1 (Y) .. 
• 

·····"' '· . . ' . ·-. .i - ~----~··' 

Dokažimo da (28.6.4), p.·edsta.vHa, rastavljanje skupa· A. · 
., - - ~-··~'"'" - ->-l~' 

Stvarno,. najprije zbog (28.6,2) ·oba su skupa u (28;6.4) pun l; :lN~ 
ct alje, nijedna točka iz iedn6s; . o'đ' ;fin .. skupova ne dodirui.e se d~~g~g~ 



§ 98.ti--'.§ 28.7 .s. 

. 

skupa; dokažimo na pr. da se nijedna točka b E r- 1 (Y) ne dodiruje 
.skupa F-1 (Xl, t. j. da je 

' . -----

(28.6.5) .. r-1 (X) (\ t-1 (Y) = v . . 

u 
(28 6.6) 

ol]rnutom slučaju, postojala bi bar jedna točka b sa svojstvom' 

(b) ~ ,-l (Y), dakle i f (b) ~ Y, te (b) e ,_1(X). ' 
• · Zbog pretpostavljene neprekidnosti transformacije r u točki .(b), 

' imamo odatle, po samoj definiciji kontinuiteta: 

. (28.6. 7) t (b) e t u-~ (X) ) = x 
f (f-1(X)) =X. 

· · Iz (28.6.6) i (28.6.7) proizlazi da bi skup 

Xr\Y 
.. 

sadržavao f (b), protivno pretpostavci (28.6.3). 
Time je teorem dokazan. 

jer je 

Kao specijalan slučaj teorema :28;6.1 imamo. s obzirom na: t'~orem . 
28.2.1 ovaj specijalni Bolzanov -

T e or e m 28.6.2. Neprekidna realna funkcija definirana u svezanom· 
• 

skupu ne ispušta .ni jedni? jedine međuvrijednosti: prihvati li ona bro-
jeve x i y, prihvatit će ona i svaki broj položen između x i y. 

K o t o l ar 28.6.1. Ako Je skup svezan, a jednoznačQa re~ l na funk-
cija f takova da u skupu prihvata i pozitivnih i negativnih vrijednosti, 
onda ona u tome skupu prihvata i vrijednost nulp. 

· Kako- je paralelno projiciranje očito neprekidno preslikavanje, bit -
će projekcija svezana skupa opet svezan skup. 

S28.7. ZA D AC I. 
-§ 28.7.1. Dokaži da je a) kružnica, b) krug, e) .nutrina kugle, d) pra

men pravaca, e) skup kompleksnih brojeva svezan skuP' . 
• 

§' .28.7.2. Skup a) racionalnih, b) iracionalnih, eJ svih ablgebarskih,. 
d) bilo kojih rednih brojeva, nije svezan . 

• 

§ 28.73. Uvjeri se, da je svezana dvotočka svezan skup (§ 27:i5.3). 
' § 28.7.:1. Ako svezan ravninski skup sadrži bar jednu točku iz nutrine· 

kruga i bar jednu iz vanjštine kruga,· sadrži on i bar· jednu. 

-·." . -
točku sa kružnice. Opć~nitije: .. 
Ako koneksan skup A presijeca i B i njegov komplement CBr 

• tada A ima bar jednu zajedničku točku sa međom fr B skupa B. 

§ 28,7.5. Dokaži svezanost a) ravnine, b) torusa, shvaćajući il-r kao. 
proc!ukt suvislih (svezanih) prostora. 
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§ 28.7.6. Da produkt od rna kollko prostora bude 
. dosta je, Q_a svaki od faktora bude svezan. 

. 
svezan, treba, a i 

• 

. 

§ 28.7.7. Kvocijent svezana prostora opet je svezan prostor. 

§ 28.7.8. Spoj.(unija) od dva ili Više prostora bez zajedničkih. točaka ne 
· može nikad biti svezan prostor~ Spoj lokalno svezanih pro

- stora opet je lokalno svezan prostor. 1
) . . 

§ 29. KOMPAKTNOST I BIKOMPAKTNOST 2) (BOLZANO
WEIERSTRASSOV TEOREM). BOREL~LEBESGUEOVO SVOJSTVO •. 

• • 
• . 

U ·Počecima više analize dokazuje se (obično metodom biparticije)' 
. ' 

ovaj B o l z a n o-Weir s tr a s s o v teorem: svaki beskonačni ograđeni 

skup realnih brojeva dopušta bar jedno · gomilište (koje može, ali ne 
mora ležati u tome skupu). S tim teoremom je povezan Cantor o v· 
teorcm o •presjeku zatvorenih ograđenih skupova te.·ovaj We i er s tr a s-
so v teorem o ekstrernima: 

Ako je linearni skup S zatvoren i ograđen, a t ma kakva realna 
neprekidna funkcija u S, tada je i skup f (S) zatvoren i ograđen, pa 
ima početnu i završnu točku tzv. minimalnu i maksimalnu vrijednost 

• 

funkcije t u S. · 
Svi će ti teoremi sada biti dokazani, ali u mnogo općenitijem obliku .. 

§ 29.1. Kompaktni i u sebi kompaktni skupovi. 

Defini cila 29.1.1. Skup S je kompaktan (u sebi) ako je konačarr 
ili ako svaki njegov_ beskonačan dio dopušta bar jedno gomilište (kolec 
leži u skupu S) t. i. ako je 

(29.1.1) ili k S< No, ili ako iz X C S, k X >No slijedi X' :;> v 
• 

(odn. X' (\ S ::> v). 

Specijalno, . .svaki metrički (razda]jinski) u sebi kompaktni skup 
možemo zvati kompaktum. Naravno, da se na osnovu toga zna što
znači da je zadani prostor kompaktan (dakle i u sebi kompaktan) . 

• 
Tako na pr. prostor realnih brojeya nije kompaktan, kao niti ure-

deni prostor svih rednih brojeva <: wo;. naprotiv, uredeni prostor svih 
rednih brojeva < wl jest kompaktan, jer ako je S ma.koji beskonačan 
-skup rednih brojeva < wl, a X ma koji prebroji v dio skupa S, tada. 
je sup X < .wl; prvi redni broj drUige vrste koji je <sup X jest gomi-
lište skupa X dakle i skupa S. · . · 

• • . . 
1) Prostor ie lokalno svezan, ako se on može definirati pomoću svezanih okolina. 
2) lli hiper kompaktnost~ 

• 



Lema 29.1.1. Ako je lJ ma koji realan broj >O, tada· svaki raz
daljinski kompaktni skup S sadrži· tek konačno mnogo točaka ""kolima 
Je medusobni ra..zmak > lJ; specijalno, postoji konačan skup 

{29.1.2). . . R. (lJ) ~ s ' . 
. . . . . 

tako da svaka točka iz S buae od bar jedne točke 
. ' 

skupa R. (.lJ) · uda-
- ' . ' 

ljena za < ll t. j . 
. ' 

• 

(29.1.3) SC v K(a; lli, (a E R.(ll)); 
a 

pritomje K(a;lJ) skup svih točaka udaljenih od a za ~'l-

za svaki prirodni broj n skup R. (~) je .konačan.- · · 

SpeciJalno . ' . 

Neka je naime ao E S; ako je k ( ao; lJ) :? S, stvar je gotova, jer 
i e: dovoljno staviti R.('l) - -- {ao}; ako je · S'-... K ( ao; lJ) ) v, ne"{a je a1 
izvjesna točka .. toga -skupa; uopće, neka za svaki piirodnl n bude · · 

{z'9.'1.4) . . ' Gv E S"-. V K (a,; l]); . 
•<n 

proces ·se mora završiti- za neki priroda: n broj n, Jer bi 'tl' obnifnbrti 
slučaju dobili beskonačan skup 

-• 

(29.15) · A = {ao, ai, ... an; . ~ . } 
• • 

kojemu s 1 točke. međusobno razmalmu.te za> l); no .. A,<:::_ S, Pa~,ZP()!I' 
kompaktnosti skuPa S, bilo bi A' ") v; neka je x E A'; to fiU!lči, d.a b;i 
svaka kuglica oko :x pa dakle i K(x; '1 14) kojoj jedija,metar <.'1'2 sa-

- ' . ' . " ' ' -

državala beskonačno mnogo točdka skupa A; t6 ie m~đutim apsurd, 
j cr je dijame1ar te kuglice < ~12, pa u· njoj qe_ može .le.žati nikOji par 
.različitih točaka skupa A, j~rim je r,azmak >.lJ. • : . 
. · Dakle s_e zbilja konstrukcija točaka- a~ mora Z<1Vršiti sa . nekim 
prirodnim brojem n, što znači da je . _ .. -

V K (a.; lJ) :? S, ; pa je dovoljnq staviti .. 
><n -

R.(lJ)={ao, G1, •.• Gn-I},-

da se vidi _ispravnost leme. 

L e m a 29.1.2. Svaki razdaljinski k:Jm:Ja "'ltni skup sadržan je u 
prostornosti konačna ili prebrojiva skupa i može se definirati pomoću 
konačno ili prebrojivo mnogo okolina. 

·- ._ . 

Stvarno, stavimo li_ 
. 

'( 29.1.6) So -_ V R.(_l_; s) 
n.<W n _ 

dobije se konačan ili prebrojiv skup So; no SD 'je gust u S, jer ~a 
vo 

svaki n vazr 
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. . ' 

• 

<ito znači, da za svaki x E S .važi 
. 

x E: K( a; ~) · za bar· jedan a ER {l~: s) ~ So t. i: 
. --· n " 

a·E,l({x: ~) dakle 

' . ' 

' . K{x: ~)(\So ~v 
za swaki x El S i svaki prirodni broj n;· a to baš znači da je . 

-- . . 

So 2 S,_ t. j. da je So gusf na S. 
' . 

_Da se . vidi, da se prostor sa -točkama skupa S može definirati-
pomoću < ~o okolina, dovoljno je promatrati_ kuglice. sa središtem u Se 
i sa racionalnim radiusom, -pa ·uzeti da svaka kuglica pokriva svaku 
.svoju unutraŠnju točku. -

' ' 
L e m a 29.1.3. Svaki kompaktan raz dal} inski skup jest ograđen 1). 

Stvarno. promatrajmo za neki realni rJ >O- konačni skup R (rj) = 

=={a~, ... 'an};. tada_ je ~a rpa. koje točke X, y E s: ' ' 
' ' ~ . ' . . . ' - . ': . . ' 

Q ( x, y) <(: f! (x, ad + p ( a1 , a2) + ', ~ . .+ f!( an-Z, an-:... J) + f! (Un-- 1 , Y) < n · TJ; 
' - . ~ . ' 

dakle dijametar skupa S ne premašuje broja.nTJ. . 

' ' § 29.2 .. Borel-Lebesgueovo svojstvo. Veli se da skup X prekriva . 
točku a ili da je X okolin'a točke a; ako a ·leži u nutrini skupa X. t j. 

ako Je._ 
( 29.2.1) 

:•-. 

a E int X. 

- Porodica ii skupova prekriva skup S ako je 
ven bar jednim članom iz n t. j. ako je 

' . 

(29.2.2) _S C V int X, (X E II). 
X 

svaki x E, S prekri-. 

Veli se, da skup S posjeduje Borel-Lebesgue-ovo svojstvo, ako 
svaka porodica II skupova za koju je , 

(29.2.3) S ~ V int X 
' 

sadrži konačan dio no <;·II sa sličnim svojstvom: 
.. _:~_ . . -

(29.2.4) S~ V int X. 
XE7To 

Kraće se kaže,-- da se prekrivač ll Tn:Jže reducirati na konačan 
prckrivač Ilo. 

Taj je--pojam od ~anredno dalekosežne važnosti. -
---------

1) Raldaliinski sku·1 i e ograđen, ak) mu je diiam~tar određen realan broj; di~ 
jamctar = supremum ra.tmaka svih ·paruva to ;a ka iz skupa. · · 

' " ' ' ' - -
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' 

• 
Teorem 29.2.1. Ako·skup S leži u topološkom prostoru koji se-

može definirati sa < ~o okolina, pa ako porodica II skupova prekriva 
skup S, tada sistem II sadrži konačan ili prebrojiv dio koji također 

' prekriva S. 
Stvarno, neka je O prebrojiv niz okolina zadanog topološkog pro-

• 
s tora; to znači, da se svaki otvoreni skup može prikazati uniiom s ku-· 
po va. izvjesnog dijela sistema O; . specijalno, za svaki X E ft postoji . 
izvjestan dio. od O čija unija daje skup int X. 

Označimo sa 0 0 skup svih elemenata iz O koji su sadržani u bar 
jednom elem.entu prekrivača II. Naravno, · da je sistem 0 0 potencije 
<~o; pri družimo svakom X E, Oo izvjestan Xo E, n sa svojstvom, da 
bude X~ int X0 ·; označimo Ii sa Ilo skup svih Xo, kad X prolazi siste.
mom Oo, bit će 

nadalje je • 

V int X = V int Y. 

Time je teorem dokazan. 
' 

• mz 
Teorem 29.2.2. Ako je skup Skompaktan, tada svaki monotoni 

zatvorenih puf?ih skupova iz S posjeduje pun presjek koji leži tt S . 

. Teorem je očigledan, ako je niz uzlazan. Ako je niz silazan, recimo 

možemo suponirati, da tu važi svuda znak ~ ; promatrajmo točke 
. . 

Xn E, Fn '...Fn+l; njihov je skup X beskonačan, pa zbog kompaktnosti 
skupa S i zbog S ~ X slijedi S (\ X' ::,) v~ kako je očigledno · 

{ l'- { Xo, X1, . · ··f - Xn, Xn+1, 

to znači da je . 
1 }'CF t" \Xn,Xn+J, ... _ n, .]. 

. . . }' 

\ 
'ef' X ,_ n 

• 
l 

za svaki n, dakle v C X' ~ (\ Fn, što smo i htjeli da pokažemo. 
n< wll 

T e or e m 29.2.3. 'Da skup iz metričkog prostora bude kompaktan 
u sebi, nužno je i dovoljno, da taj skup posjeduje Borel-Lebesgue- ovo . . 
svojstvo: 

. 

Uslov je nuždan: ako je skup S kompaktan u sebi, tada svaki 
prekrivač II skupa S sadrži konačan prekrivač nk skupa S. 

Najprije, prema teoremu 29.2.1, možemo pretpostaviti da je IT 
prebrojiv i da je recimo 

• • •• G n, G n+ i, • 4 • } ; 
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. 

kad ne 
skup 

bi postojao konačan prekrivač Ilk .~ Il, to . znač1, da bi zatvoren 
' . 

• 

F n = S" V int G v • 
P<n· 

bio nepust za svaki n < Wo; kako je Očito niz Fo, Ft .... · silazan, to 
bi, prema teoremu 29.2.2, postojala bar jedna točka a E: S koja leži u - . 

sv1ma F • .. To znači da bi· bilo 

a E S"-. V int Gv 
• 

protivno pretpostavci, da je. čitav S. prekriven skupovima G,. 
• • 

Uslov teorema je_dovoljan: ako metrički skup S posjeduje Bore l-
L e b e s g u e-ovo svojstvo, onda je on kompaktan u sebi. · 

Kad S ne bi bio kompaktan . u sebi, postojao bi beskonačan skup 

(29.2.5) X= {Xo, xl, • .' .. Xn, •.. } C·S, • • 

• 

za koji je X' (\S= v. To· Pll.k znači, da bi za svaki a ·E, S postojala 
bar jedna kuglica (okolina) ,o (a) tako da bude: ' 

.o(a) (\ (S"'-.(a))=v; 

no skup O svih tih o (a) prekriva. S; kako, po hipotezi, S ima B or e l
L e b e s g u e-ovo svojstvo, to znači. da bi sistem O sadržavao konačan 
prekriva č Oo skupa 'S; medutim, to nije moguće, jer sP"ecijalno važna 
iočka x" · beskonačna skupa.· (29.2.5) prekrivena je jedino pripadnom , - - . /' 

()kOJinom o (xn) koja od čitava skupa S u sebi sadrži jedino točku Xn. 

Prema tome svaki prekrivač C O skupa S mora sadržavati beskona·~ 
·čni niz članova o (xn). protivno pretpostavci, da se svaki prekrivač 
skupa S može _nadomjestiti svojim konačnim dijelom~ 

K or o l ar 29.2.1. Svaki raz daljinski kompaktni prostor posjeduje 
Borcl-Lebesgue-ovo svojstvo.· _ 

§ 29.2 I. Primjer potpuno uređena kompaktna prostora bez Borel~ 
Lebesgue-ova svojstva p_ruža uređeni prostor svih rednih konačnih odn. 
prebrojivih brojeva. Taj je prostor očigledno kompaktan, jer ako je S 
ma koji beskonačan njegov dio. a X,~ S prebrojiv skup, tada je sup X 

' određen red an prebroji v broj; najveći br~ druge vrste koji je <sup X 
očito je gomilište skupa X pa dakle i skupa S što znači da je S' ::> v. 

U drugu ruku, taj prostor nema B or e 1- L e b e s g u e o v a svojstva; 
jer pridijelimo li svakom rednom broju a skup (-=o, a+ l) rednih bro
jeva < u, dobit' ćemo određen IJrekrivač prostora, a očigledno se on 
ne može nadomjestiti nikojim svojim konačnim pa niti prebrojivim 
dijelom. · / . ,- __ 

Taj primjer· pokazuje, da svaki beskonačan dio X prostora može 
,.. • J 

imati bar jedno gomilište, no da ne mora postojati i takvo gomilište a · 
oda u svaku njegovu okolinu pada k X točaka iz X. 
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§ 29.3. Bikompaktni skupovi. Veli se, da· je S bikompaktan' ili 
hiperkompaktan (u sebi), -ako za svaki beskonačni X -~ S postoji bar 

. . ' 
jedna točka. a (iz S) takozvano nadgomilište skupa X sa svojstvom da 
u rtutrini svake okoline od a pada kX točaka iz X t. j. da bude . . . . 

(29.3.1) . k (S f\ int o (a)} ~ .k X 
• 

za svaku okolinu o (a) cid q. · 
. N~ravno, ako je skup hiperkompaktan (u sebi), onda je on i kom-

paktan (U sebi). Na osnovu primjera 29.2.1 i teorem<t 29.3.1 zaključujemo 
da ima kompaktnih (čak i uređenih) prostora koji nisu hi.perkompaktni. 

T e or e m 29.3.1. (Ch i t t e n d e n). Da skup bude bikompak(an If • 

sebi, treba, a i dovoljno. je, da on posjeduje Borel-Lebesgue-ovo svoJstvo .. 
• 

U s l o v j e do v r>lj an: ako. m'nožina M posjeduje Borel-Lebesgue
ovo svojstvo, tada •je ona bikompaktna u sebi. U obr'nutom slučaju. 
postojao bi beskonačan skup 

(29.3.2) 

sa svojstvom,· da bi svakoj točki a E M pripadala bar jedna okotiqa , · 

(29.3.3) 

(29.3.4) 

No kako je 
• 

(29.3.5) ·. 

' • 
· o (a) · sa svojstvom 

'--~ 

k(M r\ into(a)) < kX <kM. 

a E int o (a), to znači da bi bilo 

M.~ V int o(a) 
aeM · · 

• 

Drugim ·riječima, množina svih skupova (29.3.3) prekri vala bi skup• 
M; kako, po hipotezi, M posjeduje Borel-Lebesgue-ovo svojstvo.· to: 
znači, da iz prekrivača skupova (29.3.3) možemo izabrati konačan dio 
IIk koji također prekriva M qakle 

. 

M .~ 'V int Y, (Y E Tik). t. j. 
y 

• 

(29.3.6) M= 'V Mr\ intY, (YE Tik). 
"Y 

. 

Kako ·je po ·(29.3.4) kardinalni broj svakog · od članova (29.3.6)· 
. . 

manji od kM, to bi značilo, da je kardinalni broj. kM manji od sume· 
. . . 

od konačno mnogo brojeva < k M, .što je apsurd.· 
- - - . 

Uslov fe nuždan: ako je množina M bikompaktna u,sebi, onda 
svaki prekrivač II množine M sadrži konačan ·dio ko ii već prekriva M. 

Stvarno, među dijelovima prekri vača II postoji bar jedan. prekri~ 
vač ilo kojemu je potenclja minimalna tako dakle da iz p .~ n i 

(?9.3.7). MC 0 int X slijedi kll0 <.k P .. 
XeP" · · . . . • 



§ 29.3 

Pretpostavirrro, da broj kilo nije konačan. Neka je 
• . 

~(29.3.8) Xo, X1, ... X., ... ; (a< w,) 
• •• ' , _ _..,. ' ' ' • > • 

t~ansfihltan prebrof svih članaka skupa no (različitim indeksima odgo~ 
varaju različiti skupovi).· 

Dok ažim·o, d;J. bi tada iz (29.3.8) mogli obrazovati transflnitan niz 
, . ' - -· l • . ' -- ., . . ' --·· ' ',' ,,_, ' . ,. j .. 

(?9.~.9). · . . . .· Y0, Y1, ... Ya, ... , (a< Wc) 

u kojem je svaki član potreban, pa da bi skup M·· bio .prekriven. . ' 
Stvarno, stavimo:· 

' - .. . ' . - • 
-- •' ' 

' • 
i označimo za svaki a< w; sa Y. prvi član niza .(29.3.8) u čijoj nutrinf 
leži bar jedan element skupa· M koji ne leži u nijednom 
int Yp sa ~ < a; dakle je· · . . 

od skupowr 
' . -. . 

(29.:1.10) ' M(\ (int Ya ""'-'v' int Y~) :;>· v; 
' 

konstrukcija skupa y a je moguća i je\.lnoznačno određena, jer za nije
dan a < w~ sistem' svi.h · Y~, ('ll < a) ne prekriva čitav skup M; ~ 
obratnom naime slučaju, skupovi Y~, ('ll < a) obrazovali bi prekr,ivilč 
od M i to potencije k a < kw,= k ilo, protivno naravi prekrivača ila~ 

. . . . ' . . 
· Na taj način transfinitni niz (29.3.9) bio· bi obrazovan. 

Neka je za svaki a < .w; 
• Xa 

. 
izvjesna točka skupa (29.3.10); neka je X skup svih tih točaka x., (a<: wE)_ 

• • 

Naravno da je . 

(29.3.11) 

Prema 
točke Xr sa 

(29.3.12)-

X,~M, kX_ kwc 

definiciji skupova (29.3.9). neće 
~ > a; zato je 

• 
k (X(\ int Y.) <: ka 

. . 
k·(X f\. int Y .) < k .w, 

skup Y. prekriti nijedne-

• . 

dakle 

za svaki ·a < .w;. 

No, skup M je, prema pretpostavci, bi kompaktan u sebi; zato ća
u vezi sa njegovim beskonačnjm djjelom X postojati bar jedna točka 
a E M sa svojstvom, da za svaku okolinu o (a) od ·a bude . . 

t29.3.13) k (X f\ -int o (a)) = k X= (prema 29.3.11) = kw,. 

·No, kako a E M i kako sku.povi (29;3.9) prekrivaju M, bit će bar 
jedan član. Y. iz (29.3. 9) koji prekriva a· t. j. za koji je a E int Y.; a to 
znači, da je Y. okolina od a, pa bi prema (29.3.13) moralo biti • 

k (X'f\ int Y.) =km;, protivno odnosu (29.3.12)_ 

Time je važni teorem 29.3.1 potpuno dokazan. 



252. § 29.3-§ 29.4 
' . 

K or o I ar 29.3.1. Svaki_ okolinski prostor koji je bikompaktan po
.sjeduje Borel-Lebesgue-ovo svojstvo; i obrnuto, 

§ 29.4. Kompaktnost i bikompaktnost su ekvivalentna svojstva u 
razdaljinskim prostorima. . . 

Teorem 29.4.1. Ako je kompaktan skup S smješten u razdaliin-- , __ 

skom prostoru, onda je S i bikompaktan (obrat je očigledan). · 
Stvarno, prema lemi 29.1.2 za kompaktni ra.zdaljinski skup 'S postoji 

1zvjestan prebrojiv skup · 
·' 

(29.4.1) o • 

nutrina kuglica, pomoću kojih se može definirati S = ~ V S' kao rela
tivan prostor, Tvrdimo, da je skup S i bikompaktan: ako ]e 

(29.4.2) . X ~ S, k X :.;> NJ, 
• 

tada postoji bar jedna točka a.prostora tako đa bude · 

(29.4.3) k (X f\ o '(a) ) . · k X za svaki · o (a). 
' 

Zbog pretpostavljene 
Zato možemo uzeti da je 

kompaktnosti, slučaj k X = NJ je očigledan. 

(29.4.4) 
• 

kX > t{0 • 
• • 

Kad relacija (29.4.3) ne bi važila, to bi .značilo, da- za svaku točku 
~ postoji jedna okolina V (a) iz (29.4.1) sa svojstvom 

'29.4.5) k(X f\ V (a)) <k X." 
' 

No tih okolina V ima prebroji vo mnogo; neka je 
. €t 

(29.4.6) O (V) 

njihov sistem; iz 
X = V V f\ X, (V E O (V) ) 

' v 
izlazi • 

k X = k V (V f\ X)<~ k (V f\ X).,;;;: ~o· sup k (X f\ V) < No· k X = k X. 
v v 

• . ..,.'. 
To znac1, da je 

~29.4. 7) k X --' sup k (X (\ V), (V E O (V) ). 
v 

No, zbog (29.4. 7) i činjenice da je ·· 
• 

• 

kO(V)<No 
. ' 

proizlazi, 
na pr. 
(29.4.8) 

da bi broj k X bio supremum niza kardinalni h br'ojeva < kX'), 

k X = sup ~an, (Na" < k X, n < w0). 
n<Wu - ' 

• • 
1) Drugo je pitanje da li taj slučaj može nastupiti; ako je Cantorova hipoteza 

!<ontlnuuma istinita, onda taj sll!~aj ne može nastupiti. 



Drugim riječima, ako broj k X nije toga . oblika, onda jednakost - . 

{29.4.3) važi. 
Specijalno, ako je 

·' 

~29.4.9) Xn f= X, k Xn = ~an+ l,· (n < .w0), · 

tada postoji 

<(29.4.10) 

bar jedna točka a,. sa svojstvom 

k {O (a.) (\ X.)= k X. = Xa n+ l,. (n < Wo). 
• 

Neka je , 
• Xn E Xn 

1:akf) ·da bude razmak 

(29.4.11) Q (a. , x .) < n ~ 1 , (n < _wo). 
. 

Niz Xo, x1 .•• pripada kompaktnom skupu S; pa zato on sadrži 
bar- jedan parcijalan niz čija je granična vrijednost x; na taj natin u 
.svakoj kugli ci k (x ;· r) leži neizmjerno mnogo članova x., a zbog·(29.4.11) 
;i neizmjerno mnogo članova a •. Stvarno, razmak · 

. . . l 
Q (x, u.) <. Q (x, x.) + Q (x., a.) < Q (x, x.) + n + 

1 
. 

• 

Ako je dakle 
• · r · l r 

Q (x, x.) < 2 ' n + l < 2 ' 
• 

bit će 
• 

Q (x, a.) < r. 

Dakle uistinu u kugli ci K (x; r) ima neizmjerno mnogo članova a.; 
no iz a. E K (x; r) proizlazi, da je K (x; r) izvjesna okolina točke a., 
pa je zato prema (29.4.10): . . . 

k (K (x; r) (\ X) > N«n+I, (n < Olu), 
. -

t. j. svaka okolina točke x sadrži k X točaka skupa X; a to· smo j htjeli 
<la pokažemo . 

• 

· § 29.5. Linearni. bikompaktni skupovi. 

T e or e m 29.5.1. Da linearan 1
) skup S posjeduje Borel-Lebes-

• 
gue-ovo svojstvo, treba a i dosta je, da S bude ograđen i zatvoren. 

N u ž n o s t. Kad S ne bi bio ograđen ili zatvoren, postojao bi. niz .X 
nzličitih točaka ;e,, x2, ... , x., ... bez ijednog gomilišta u S, pa bi 
-oko svake točke x. mogli opisati okolinu O (x.) tako .da bude 

O (x.) A X . {x.}; . 

kako nijedna točka iz S nije ·gomilište od X, to znači, da bi za 'svaku 
.točku s E S".X posrojala okolina O (s; sa svojstvom 0 (s) r\ X= v; 
jasno je da skup II svih tih · 

O (x), (x E Sl· 
• 

lJ Mjesto "linearan" može .da stoji i .,,eukPdski" ("dekartski"). Poslije ćemo 
-vidjeti, da teorem ·važi za svaki S izvađen iz potpunog razdaljinskog prostora . 

. ' • 
J.{UREP A: ,Teorija skupova 
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• 

• 

~tekriva 'S; kako S ima Bo·re lc·Lebesgueovo svojstvo, to bi iz pre~ 
krivača II mogli izabrati njih konačoo mnogo, II k, st istim svojstvom. 
To je međutim nemoguće, jer za prekrivanje- skupa S .pomoću II svi · 
su. skupovi o (xn), dakle njih neizmjerno mnogo potrebni, jer je o ,(xn}• 
jedini član od II koji prekriva Xn .• 

• • . . 
Dovoljno_st. Neka je S ograđen i zatvoren, .a II. ma kak,av .. pre-

, . ' " . ' . 
krivač od S; dokažimo, da se ovaj može nadomjestiti svojijn konačnim 
dijelom. · . · 

No, kako je prostor S · moguće ·definirati pomoću- prebroji vo g· 

sistema 

(29.5.1) O = {Vo , V 1 , . . . , V n , . • . } , (n < Wo) 
' • 

·promatrajmo sada skup 

· (29.5.2) Oo 

svih X E, O sa svofstvom .d·a int X bude sadržan u nutrini bar jednog: 
člana prekrivača II; naraVno da je i Oo prekrivač skupa S i da je 

k Oo< ~o. • • • . l . 

Tvrdimo, da konačno mnogo članova, V n E O prekriva skup S: 
t. j. da postoji prirodan broj n tako dq_ bude 

. . . 

(29.5.3) S ,<;:;, V int V v. · 
v<n 

U obrnutom slučaju,. za svaki prirodni broj n bilo bi · 

(29.5.4) S"-. V int v. :::> v. 

No, 

(29.5.5) 

kaJfo je 

(29.5.6) 

• 

S". V int v.= S f\ ('' C(intV.)); 
JI < ll " 

svaki od skupova e (int v.) zatvoren, . bio bi . zatvoren i slwp

F =S"-\) int V •. 
v<n 

· Na taj način imali bi si'lazan niz punjh zatvorenih skupova; po Catt
torovu teoremu 29.2-.2, postojala bi bar jedna točka x zajednička svim 
skupovima (29.5.6); a to znači, da nijedan član u (29.5. I)· ne bi prekri
vao točke x, što je nemoguće. Dakle postoji broj n < 000 tako da važi 
(29.5.3). Pridružimo li tada svakom Vv, (v ~ n) po jedan član w, E IT 
sa svojstvom • 

int W. 2 int V., -
dobit ćemo konačan dio . . 

• • 

prekri vača· II koji već i sam prekriva slqlp S. 
T1me -je teorem potpuno dokazan. 

Koro! ar 29.5.1. Triadski skup T je bikompakian .. 
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• 

- "• 

K or o l ar 29.5.2. Svaki bikompaktan (kompaktan) linearni skup S 
ima ·početni i završni element, dakle: 

(29 5.7) . -inf S E S :::? sup S . 
• 

· .· · § · 29.6. Bikompaktni prostori i njihove·. neprekidne transformacije. . . - . . . ' . .. ' 
, ·T e or e m 29.6.1. Ako su nutrine skupova u prostoru · Y otvoreni 

skupovi, ako nadalje prostor Y•nastaje neprekidnom transformaCijom · 
b/kompaktna prostora X,· tada i e i prostor Y bikompaktan. Specijalno, 
svaki neprekidni rtietrički transforma( svakog bikompaktizog okolinsktJg 

' prostora jest bikompaktan. . 
· · · Stvarno, neka .je X bikompaktan' prostor, f njegova neprekidna 

.· transformacija u prostor t X= Y; neka je TI proizvoljan prekrivač pro~ 

• 

. . . 
stor a Y = f X, to znači, da je 

. f X = V int S, (S ~; TI); 
s 

• • • 

kako su po pretpostavci nutrine skupova u f X otvorene, to je t-1 int S 
otvoren skup (v. teorem 27.6.2.1) . 

. ' 

. . . 

No, ako je 
a E X te · f (a) ?s-int S E TI, 

• 

onda zbog otvorenosti skupa int S postoji .okolina o (f (a)),~ int S, a 
zbog neprekidnosti i jedna okolina • o (a) od a sa svojstvom 

. ' 
f (o (a) ) .~ o (f (a) ) .~ int S; odatle 

• 

(29.6.1) 

· o (a) ,~ t-1 (int S) ; 

a El int o (a) E int (f-1 (int S) ) 

f-1 (int S), (S E TI) • 

što znači da 

t. j. skupovi 
' 

prekrivaju prostor X. Kako je prostor X bikompaktan, to prema Chitten
denovu teoremu 29.3.1 možemo iz skupova (29.6.1) izvući njih konačno 
mnogo, recimo ovih n: 

' 

(29.6.2) . t-1 (int s.), (S. E TI, v < n), 
l 

tako da, prekrivaju prostor X. Naravno, da tada skvpovi s., (v < n), 
prekrivaju prostor f X= Y, što prema teoremu 29.3.1 znači da je Y . . 

bikompaktan. 
Kao specijalan ,slučaj gornjeg teorema izlazi na osnovu teorema 

' 
29.5.1 ovaj • 

T e or e m. 29 6.2. Svako neprekidno realno preslikavanje. bikom
paktna prostora prevodi ovaj u linearni skup koji je i ograđen i zatvo- · · . ~ ' -

ren, pa ima svoj prvi i posljednji član. 

Kor o l ar 29.6.1. Svaka neprekidna realna funkcija definirana u . . . . 
bikompaktnom prostoru dostiže svoj minimum i svoj maksimum; 



356 § 29.6--§ 29.7.1 

~ 

Kako je svaki ograđen i zatvoren skup u Kartezijevom prostoru 
- ' ' . . 

ujedno i bikompaktan prostor, to iz gornjeg teorema proizlazi 

T e or e m 29.6.3. Svaka neprekidna realna funkcija definirana u 
ograđenom i zatvorenom· skupu S.~ Cn ima svoj minimum i svoj 
maksimum. ~ 

' 
T e or e m 29.6.4. Svako neprekidno preslikavanje ograđena i zatvo--... . 

rena euklidskog 1
) skuva u euklidski skup daje opet ograđen i zatvoren 

skup . 
. § _29.7.- l(ompaktni (bikompaktni) prostori. Jednolika neprekidnost. 

§ 29.7.1. Opća svojstva. Definiclia točke kondenzadie (zgušćivania). 

Veli se, da je točka a točka kondenzacije skupa X, ako u svakoj 
okolini točke a leži beskonačan i neprebrojiv dio skupa X. Sa 

• • 

(29.7.1.1) 
• 

označavat ćemo skup svih točaka kondenzacije skupa X. 

Leriia 29.7.1.1. Izuzev konačno ili nrebroiivo mnogo točaka, svaka 
točka neprebrojiva skupa X iz separabilna razdaljinskog prostora jest 
točka kondenzacije toga skupa X. . 

• 

Dokažimo najprije da je 

(29.7.1 2) x ('\ xk ) v. 

U obrnutom naime slučaju, za svaki a (E: X postojala bi okolina 
o (a) sa svojstvom da bude 

~ 

(29.'7.1 3) k (X ('\ o (a) ) < loto; -
no, kako je ·Prostor seoarabilan, dakle i posve separabilan, možemo 
uzeti da je o (a), (a E X) član prebroj ive porodice O okolina prostora. 

Očito je 
• X = \.J 'X '\ o (a) ) 

a• X 
·, 

što bi, s obzirom na (29.7.1.3) i na prebrojivost skupa O okolina, zna-
čilo, da je X prebroji~. protivno pretpostavci. · 

. Time je nejednakost (.?9.7.1.2) dokazana. Iz nje neposredno nro
izlazi gustoća skupa X k, jer _u· nepre broji vom dijeli'! o (a) (\ tX"-(a)) 
ima točaka kondenzacije skupa o (a) (\ X, a time i sk_upa X. · 

• 

·T e or e m 29 7.1.1. Svaki. komnaktum je separabilan i posve sepa
rabilan prostor; kardinalni broJ kompaktuma je ili vrirodun broj ili ~ 

' .~ .. ·z· ?~" . l l ~ . ' 
.. 

'l Skuoovi smjesteni u kojem Euklidovom prostoru e •. (n= l, 2, 3, ... ) ZOVIl se 
euklidski skupovi. 
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. . ' 

Pitanje o separabilnosti raspravljeno je lemgm 29.1.2; specijalno 
dakle postoji skup S potencije < No koji je svuda gust: To znači, da za . . . 

svaku točku x postoji niz točaka Xn E< S sa svojstvom da bude 

lim x :- x· n ~ ' 

. . 

• 

·. T eo r' e m 29. 1.1.2. Svaki,savršen pun skup S u kompak6umu ima 
potenciju kontinuuma. 

• 
Skup je naime u sebi gust, pa razmatranjem u vezi ·sa teoremom . . 

27.11.2 dolazimo do sistema savršenih skupova.. _ - - ' -· .. - ·-- _,,.' _, ___ ,,_.,,; ._, . . 
· · 

1
- • Sto i, ... i,;; (in-.= O i!Ul,•n -.=_:0, l, 2 .•.. ); 

• l . 

za svaki beskonačni niz 

(29.7.1.4) 
• 

• • 
lo, h •... 

projeva O ili l, ima strogo silazni niz savršenih skupqva 
' 

S;, ") S;, ;, ~ ... ·. -' , 
pa je očito njihov presjek . 

' • 
(29.7.1.5) (\ S;, ;, ... in ") V. 

n< Wo · 
-• 

Ako uzmemo k tome da je 

dijametar S;, ... in <n~ 1 , · 

tada su skupovi (29.7.1.5) jednočlani i ima ih kontinuum mnogo. Dakle je . . 
. . 

k S >- e (-.= po ten cija kontinuuma); -_ · 
• . . 

kako je sa druge strane kardinalni broj svakog kompaktuma < e, izlazi 
odatle i sam teorem 29.7.1.2. · 

T e or e m 29. 7.1.3. Svaki zatvoreni skup (iz kompaktuma) shvaćen 
kao relativan prostor jest kompaktum. Svaki u *sebi kompaktan skup 
raz daljinskog prostora /est kompaktum. Svaki ograđeni i zatvoreni skup 

. l - ~ 

euklidskog prostora jest kompaktzim. · 
Stvar je očigledna . 

. 

Teorem 29.7.1.4. Ako je TJ> O realan broj, tada sesvaki ko11P-
• 

pakt um · može prikazati kao. unija od konačno. mnogo _ kompaktuma ,.. ' . . - ' ' . 
diiametra < TJ. -

Teorem proizlazi iz leme 29.1.1 i teorema 29.7.1.3. 
' 
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· § 29.7.2. Neprekidne transformacije kompaktuma. jednolika nepre-
k 'd t " . 1 nos • · . . . · ·.· . . . . , . "· · . , , .· . " -' - \ ' .. 

Teorem 29.7.2.1. Svaka neprekidna metrička (razdaljinska) trans
formacija kompaktuma d o vodi ponovno do komfJ'(lktuma; speciJalno, 

. . . 

svaka 'neprekidna realna funkcija u.kompq.ktumu prevodi. ovaj u lin<?.arrti 
kompaktum, pa zato dostiže .svoj minimum. i svoj maks!mum (v. t~or. 
29.6.1. i. koro lar 29,6.1). ~ 

• • • 

. ·Definicija. 29.7.2,1. Metrička transformacija t metričkog skupa$ 
jest jednoliko neprekidna (u skupu S), ako svakom realnom broju .1J .. )I .o 

- pripada· realan broj . ll ('ll) sa svojstvom da za svaki skup X,~ S dija-
metr~ < 11('11) dii~metar skupa· f X bude <;:''ll t. j. da iz . ' . . 

. ' . 
(29.:7.21) X..~ S, diiametar ,.r ,< ll ('ll) Iwde dija1,11etar f J(< 'l'\. 

- ' ·- - . 
Te or e m 29.7.2.2. Svako metričko n(!prekidno •jednoznačno presli-•. 

kamnje kompaktuma ujedno je i iedn(J(iko neprekidno (H e i n e) 1
). 

Stvarno, za ·proizvoljan metrički pr9stor M, realan broj" 'll > O i 
proizvoljno metričko preslikavanje f prostora M stavimo: -
(29. 7.2.2) ll ('ll; f; M) = infimum razin ak a Q (x, y), 

• 
kad točke X, y prolaze iadaniln' prostorom M i zadovoljavaju uslovu, • 
da je razmak njihovih slika >- 'll: • 

· ll1 (f (x), f (y)) ?-'ll; 

pri tom je ll1 metrika 
Naravno da je 

(razda)jinska funkcija) u prostoru fM. 

(29. 7.2.3) 

Tvrdimo, da je za 

. (29.7.2.4') ,. 

ll ('ll; t; M) >- O. 

svaki 'll > o 
' 

ll ('ll; f; M) > O, 

ako je f neprekidna transfor~acija, a M kompaktunJ .. 
. U obrnutom slučaju, postojao. bi bar jedan 7J > O i jedan kompa!(- . 

: tum i neprekidno njegovo preslikavanje f tako da bude 
' 

(29.7.2 .. 5) . . ll ('!J; f; M) = O; 
) . . 

to. znači, da bi · komp.~ktum M sadržav;~o .. dva niza točaka Xn, Yn sa 
svojstvom -

• 

(29. 7.2.6) Q (xn, Yn) ->O, dok je. naprotiv 

• ll1 (f (xn), f (yn)) ?- 11 > O za svaki n. 
No, iz· beskonačna niza Xn' E M možemo zbog kompaktnosti od M 

izlučiti konver.gentan niz točaka; njegov limes x mora ležati u samom .. 
kompaktu M; naravno, da možemo suponirati da je .. · .. , .. 

4) Interes unifprrimih prostora proizlazi iz činjenice da· se i na njih prenosi ovaj 
teorem (v. -Bourhaki (2], p. 109). · . · , 
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• 
lim Xn = x (prelaz sa niza Xn na spomenuti parcijalni niz). , 
n-qo 

]\adi (29. 7.2.6) bit će također Yn · > x. 
· ~o funkcija t je neprekidna u M pa .dakle i u točki ;x E M, 

To znači, da će u proizvoljnu. kuglicu oko f(x) pa dakle i kugli~» -~ 

.if( (f(.Y); ~) pas tl gotovo sve točke f (x"~ i gotovo sve točkt< f (yn); ~to''· 
. -

je međutim nemoguće, jer je prema (29.7.2.6) razmak ovih točaka > 1),,, 
• 

·dOk je naprotiv dijametaF te kuglice < 1] ' 

.2' 

Dakle, hipoteza 1\ (11; f; M) = O nije ispravna, a to znači da važi 
··''"' l 

'(29. 7.2.4). No ta relacija znači, da iz .. · · 
' . .,. ;. 

• • 

·· x;. y E M, r2 (x;y) < S ()l; f; M) . · - -

:slijedi Q1 (f (x), f (y)) < 11 što i tvrdi teorem 29. 7.2.2. .. . ' ' ' .. - . • 

Koro(ar 29.7.2.1.. Svaka neprekidna realna funkcija definirana u 
' - - . . ' ' ' . . - . 

.ogmđenom. zatvorenom euklidskom skupu jest i jednoliko neprekidna . . 1 

• 
T e or e m 29. 7.2.3. Ako je t obostrano jednoznačiw neprekidno pre, , 

slikavan,ie kompaktuma X na kompaktum Y = f X, tada je i. obratuq.. :· 
transformacija t-. l neprekidna (J or d a n) .. 

Stvarno, treba dokazati da za sv-aki niz y" E t (X), 
- . - ' ,. ' ' 

iz Yn-+ y slijedi 
. ' - . " ' . 

' r-1(yn) > ,-1(y). 
Kako je-

• 

a X kompaktum, to znači da niz t-1 (.v n) sadrži bar jedan konvergentan 
' - ' . ' - . '· . . \- . 

niz t-' (j•,"); 'pa neka bude t-1 (y?) -)>- x'. 
' . . . . . ' 

· Odatle na osnovu kontinuiteta ope'fatora 'f: .. 
' - l . ... 

f (f-l (y,n)) > f (x') t. j. jlvn -+ f (x'). 
. . . . ' - ~ ' - ' 

No,·rekli smo da Yno>y; to znači da i :!'•n-+,y,dakle y~f(x') ~·i. 

t-1 (y) --" x' ~ lim f-1 (y,) = lim '\.1 (y;.,). ·- • 
ll ll . . .. ' ..•.. 

Dakle uistinu . iz y,j .E t (xl. te Yn ~)>- y slijedi . f- 1 (yn) :-> r-r (y) što· 
-znači .. da je r-l_ n,.eprekidno preslikavanje, što srno i htjeli da pok;ažemo. 
. ' . ' . ' ' ' • . . l 

~ 29. 7.3. Pea~ove krivulje. Nekada se krivo govorilo da je i kri
vulja· trag točke koj ;:t se nepr~kidno kreće t. j. da je 'to neprekidna 
jediJOznačna slika izvjesnog svezanog dijela linearnog kontinuuma.' Me
đutim, ta je definicija loša,· jer ćemo vidjeti d.a se. na pr. jedil,ljčni 

•.segment O < x < l može na nepn~kidan nači'n preslikciti na. jedinični-, 
kvadrat, na jediničnu kocku i t. ~. (Pe an o).· · . 

To se prema L e b e s g u e-u može učiniti 'Ovako: 
• 



Promatrajmo ·skup 

(29.7.3.1) {O,lh(N)· 
. 

§ ?9.7.$ 

svih jednoznačnih preslikavailja skupa N~ pr'irodnih brajeva na dvočianf 
skup {O,.l}; prema tome, elementi skupa (29. 7.3.1) jesu beskonačn~ · 
diadski nizovi. Ako je . 

' z E {0, 1}1 N; 
onda to znači, da je_ z niz 

. . . 

z( l), z (2), . .", z (n), ... 
• 

Stavimo li , 
~ 

t (z) =2 ~ a-n z (n), . 
n=l . 

(29.7.3.2) 

ispunja vat će svi brojevi , t (zf tri ad ski skup T; transformacija je obo
strano jednoznačna. 

U drugu ruku. stavimo li:. 
' = ~ 

(29.7.3.3) xr( t (.o) )=Xl (z)=~ 2-n Z (2 Tz-1), X2 [t(z)] = X2 (z) =~ 2-" Z (2n)., 
F . lJ=l - - . n=l · , , 

r 

ispuniavat l će i brojevi x1 (z) i brojevi ·~(z) čitav jedinični segment. · 
tako da će točke . 

(x1 (z), x2 (z)), (z E {o, 1 h N) 

ispuniti čitav jedinični kvadrat. No, i X1 i X2 .su funkcije i od t E T 
• recimo \ 

Očito, to su neprekidne funk dj e. Na taj· način~ transformacija 
(29.7.3.4) _ (xl [t (z) ], 'x2 [t (z) ]) 

koja točki (29. 7.3.2) iz T pridijeljuje točku !29. 7.3.4) jediničnog kvadrat~ -- . -
wevodi na jednoznačan ·i nepr'ffkidan način triadski skup T na čita~· 
kvadrat. · . ~ . · · 

Linearnom interpolacijom unutar intervala skupa [0, l]'-., T kojima 
su jedino krajevi u T mogu se funkcije X1 [t], x2 [t] ekstrapolirati u · 
čitavom segmentu [0, I]; one tako postaju neprekidnima u [0, l], pa 
analogna transformacija 

' . 
(xl (t], X2 ft] ), (t E;; i [0, I]) 

. . ' . 
prevodi jedinični segment na neprekidan način na čitavi jedinični kvadrat. 

\ - ' " ' 

Da smo mjesto funkcija (29. 7.3.3) promatrali tri funkcije: 
(>O oo oo • • 

· x1[t] =.~2-•z(3n}, x2[t] = ~2-"z(3n-l), xa[t] = ~2-•z(3n-2) 
n=l n=l n~l 

mogli bi triadskiin skupom T prekriti čitavu jediničnu kocku na nepre
kidan i jednoznačan način, jer transformacija 

(x1 [t], X2 [t], Xa [tJ ), (t E ·T) -
ima takova svojstva. 

. . 
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Sada ćemo vidjeti još jedan način, kako se kocka pa i svaki kom
pakt može dobiti neprekidnim preslikavanjem izvJesnih linearnih skupova. · 

T e or e m 29.7.3.1. Svaki kompakt je neprekidna slika linearno ff 
kompakta ,~>[O, l ]e. Drugim riječima, neprekidne metričke slike' linear-

. - - - . . . . 

nih kompakta opet su kompakti,~ time se dobije svaki kompakt. -

Lema 29.7.3.1. Ako-je 1J >O proizvoljan realan broj, svaki kompakt 
je unija od k6nacrro· mwgo kompakta,. dijametra < 1]. 

1
) 

. . - . . . -

Stvarno, prema lemi 29.1.1 postoji konačan skup ·R (~) u kom-

paktu tako da 'bude · 

~ K(x; ~) . cijeli kompakt, (x ER{~)); 
. 

tada )e dovoljno promatrati porodicu· zatvorenih skupova 
' • 

pa se uvjerimo o istinitosti leme 29. 7.3.1. 
• 

Kad je' to tako, označimo sa • 

(29. 7.3.5) • 

. bilo koji član sistema kompakta čija je unija zadani kompakt K; pritom 
. 

neka dijam·etar kompak~a (29. 7 .3.5) bude < +. Sa svakim od ko~-
pakta F~, (ir · 1', .... s~) provest ćemo analogan rastav, pa ćemo sa 

F;, ;" (i:! = l, 2, ... s (ir)) 

označiti bilo koji .sistem od. konačno mnogo kom pakta 
• • • • 

a kojima je unija = F;,. Za svaki od kompakta 
• 

F;, ;" (ir< So, i:! :<s (ir) ) 
• 

označit ćemo sa ' 
F1, ;, ;,, (ia =l, 2, ... s(ir,i2)) 

d
.. . t . l 
lJame ra < 2 • . . 

kompakte dij<J.metra < ~ , njih s (ir, i2) na broju, a ko] ima je unija 

jednaka kompaktu F;, ;.,. Induktivno se tako određujq kompakti 
• . 

(29.7.3.6) d .. t l l] ame ra _,;;;:-, 
n 

- -· . 
· lj l\1.ože se pokazati {v. Alexandroff-Hopf [!), p. 119.) da se svaki kompakt 
u koi em nema nijednog neprekidnog skupa može prikazati kao unija od konačno mnogo-
disjunktnih kompakta. - · 



§ 29.7.3 

' 
• pn 

• • 

čemu i1 prolazi prirodnim brojevima l, 2, .. , so 
' ·- -' of" ' ' ' 

· i2 prolazi prirodnim 'brojevima I; 2,:. , s (it) 
' . • • • 

iB prolazi· prirodnim· brojevima 1,'2, ..• s (il, i2) 
. . . 

• o • • o • • • • • • • • • • • / • • • • • • • 

-, ~ . . . . ' ' .... - .... _ ..... - .. ·.··. . . . . ' .... ' ' 
o • • o • 

in prolazi prirodnim brojevima- 1"2, .. , s i1 , i2 ... Ž11-I), 

Naravno, ako koji od kompakta (29. 7.3.6) ima jednu jedinu točku, 
·tada jedini novi· kompakti sa daljim indeksima jesu oni- kojima se ne-

.. -' -' .... _,_ ·,- ··. ,,.•'. ··- •' 

westano pripisuje l t. j. oblik<1 su: · · · , .. · · · · 

ft
1 
... in = F;1 ... in l .= · .... ~ Ft1 ••• in i 1 l. .. l =' ~< . · 

O V< ·' "" znac1mo sa , , - \ . . · . . ' ' l ,_ 

• ~ •. - ' 

{29. 7.3. 7) A 

.skup svih iracionalnih 

"-(29. 7.3.8) 

brojeva oblika 
' 

l X = -~......!.----'--

il + ---...:1~---
h+ . ; . 

• 
• • 

-pri čemu je 
l -< i1 <.So 

1 <'i2 <s (il) 

{29. 7.3:9) ,· . l <. ia <. s (it , h) 
• • 

• • • • • • • • • 

- '" 
l /-. <:' e· . . > ~ ln '~~ S lt, l2 ... ln-l 

• 
• • • o • • • o o . • ' . . . . . 

. 
hacionalnim brojem x E A. p«;lre\f.en je l,liz koq1pakta 

' ' ' ' ' . l ' 

Ft, '2 ·Ft, i, 2 . . . 
- ' ' '" ; ' - ·- . . : -' '. '. ' ; ' '.-. . ,, 

.koji imaju jednu jedinu zajedničku točku T(x) (sjeti se da dijapietri sku- · 

<~29-. 7.3.10) ' 

pova (29.7.3.10) teže prema 0). Time dobivamo j~dnoznačno preslikavanje 
T (x), (x E A) · · . 

skupa A na kompaktum K. 
Ta je transformacija neprekidna, jer ako su x, x' dva proizvoljna 

iracionalna broja iz A koja SIJ dovoljno blizu jedan drugome, njihovi će-· 
~e verižni razlomci podudarati u proizvoljno velikom početnom komadu 

• ' . l ; ,'i ' ' l 

l 
l it + _ _:_ _ __:___,_::_ ___ _ 

Ž2 + .. . l .. 
+ " -· in+· ·· · · 

• 
• 

• 



'§ 29.75 
; <- r 

• , ' - r 

:što znači, Ćla će i pripadne točke T (x), T (x') kom pakta K!ežati u za-.... ~ •-.· ,., 

ivorenom skupu Fi, i, ... in dijametra < ; ; prema tome, kad niz iracio-

nalnih brojeva an ·El A teži prema ·a E A, tada i niz T (an) točaka iz 
kompakta K teži prema T (a) E K. 

. . Ookaž~mo još, da je i sk~ A ~ompaktu~. Kako A .le~i uograđe~u . 
. :skupu pravih razlomaka, dovolmo Je pokazati da svaki mz · · · · 

l 
Xn = ----"'----

-~-'i ,_ l ~29.7 .3.11) 

.. · ·~ln+ Ž2n+'· · 
• 

• 
• . ' ' ' . 

• 

brojeva iz A posjetiuje· jedan konv:ergeittart par'Cij'alni hl:t. 
' 

No, kako među brojevima i1u, (n= l, 2, . ~ . ; i1n< so) ima tek ko-
- - ~ ~./- ··. _, , ____ . 

načno mnogo broiev:a, pqjavit će se bar jedan od njih neizmjerno 
- . . - ' - ' . ' ' . . . 

mnogo puta; recimo neka)e to i1. Tako se iz niza (29. 7.3.11) izdvaja 
parciialan niz koji počinje sa ir t. j., za koji je. i1n. = i1; promatrajući 

druge članove u tome novom parcijalnom nizu zaključujemo, da postoji 
bar· jedan broj, recimo i2 < s (il) ·koji se pojavljuje nelimjernd mnogo ' 
puta na drugom mjestu; analogno zaključujemo da postoji bar jedan 

• • • 

prirodan broj, recirno is< s 01 i~). tako da u nizu (29.7.3.11) ima neiz-
mjerno mnogo brojeva Xn kojima se verižni razvoj. počinje. sa 

• 

l 

it·l----· l l-

. + l . 
12 . + 

la • • • 
• 

• 

' 
lnduktivno se na taj način dolazi do iracionaln<~ broja 

l X = __ _..:::._ ___ . 

'+ 1 11 io + .. 
" . 

• ,. • 

Taj broj leži u A i očigledno je x granična točka jednog parci-
jalnog niza iz (29.7.3.11): · · ·· · ' · 

Time je teorem 29. 7.3.1. potpuno dokazan. 
Tako na pr. promatramo li proizvoljan kvadrat K pa ga nje;govim • 

srednji cama rastavimo na 4 kvadrata K1, K2, K3, Kh a svaki od njih 
K1n analogno na 4 kvadr,atića· K;. l, K1.2, K;na, K.,.4; pa svaki od njih na 
4 nova kvadratića i t. d. i t. d.; tada pri padni skup iracionalnih brojeva 
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(29.7.3.7), gdje je za svaki n sada i. = 1, 2, 3 ili 4 možemo preslik;lti · 
jednoznačno i neprekidno na čitav kvadrat K" ako· iracionalnom broju 

pridružimo točku 

• 

• 

(\ K. '. . ''i'l!···'" n< "'o 

• 

kvadrata K. Naravno, to preslikavanje ·nije jednolisno · jer različitim 
iracionalnim brojevima iz A može odgovarati i ista točka u kompaktu K .. 

Pr i m j e d b a 29. 7.3.1. Citalac ·će primijetiti analogiju između atomi~ 
. . 

ziranja kontinuuma s jedne strane i-~ druge strane gornjeg postupka 
kojim se neprestanim· komadanjem kompakta dolazi do svih njegovih 
točaka. Pritriijetimo ·također, da .se gornje atomiziranje može shvatiti 
kao izvjesno jednoznačno preslikavanje razvrstano uređena skupa s-
slogova .._ 

• • • • • • 
h , ll 12, · • · , ll l2 • • • ln , • • • ' 

. l 

na zadani 
skup 

kompaktum K pri čemu elementu i1 i2 ... i. E S odgovara 
. - \ "' 

K/ . . e::: K. 
• 1 l~ · · • 'n 1- ' 

• 

naravno, S se uređuje po poklapanju po početnim komadima. Svaki 
maksimalni uređeni dio D.~ S određuje tada točku (\ Kx kompakta K. 

, X~ -

Pr i mj e d lJ a 29. 7.3.~.. Dublji smisao atomističke strukture kom-· 
pakta daje . . -

T e or e in 29. 7.3.2. Ako i e K proizvoljan kompakt, . tada tJostoii 
ra~vrstano uređen skup. T sa svojstvom:. • 

. . 

yT <: .roo kR.a T< kroo, (a< YD 
• 

te jednoznačno preslikavanje t skupa T na K· s ovim svojstvima: 

1° Za svaki x E T, f(x) je kompaktan (zatvoren) pun skup u K; 
2° Iz x < x' u T slijedi f (x) :J f (x'); 

~ 
• 

3° Za svaki t E:i T skup t (t) je ili jednočlan ili . V f (x) pri čemu 
X 

x. prolazi svima elementima skup~· T koji dolaze neposredno iza 
t; dakle x E:l R.o (t, oo)r; . · . -
Za svaki x E K postoji bar jedan maksimalan uređen dio M C T' -
sa svojstvom 

. . 

X= (\ f(t), (t E M). 
'l 



"§ 29.7 .3-§ 29.8.10 

• • 

Da se vidi ispravnost toga teorema. dovoljno je sa T označiti · 
.skup slogova koji nastupaju kao indeksi u nizovima (29.7.3 10) i urediti 
• • • 
ih po relacii~ "biti početni komad" (ipak pritom treba biti malo na oprezu . . 

sa slogovima kojima se završni komad sastoji od sve samih jedinica) .. 
l 

·§ ?9.8. ZADA CI. 
• 

§ 29.8.1. Dokaži kompaktnost i bikompaktnost a) kružnice, b) kugle, 
e) svakog polijedra, d) to rusa, e) projekti vnog prostora Pn. 

:§ 29.8.2. Kartezijev prostor en. nije kompaktan, ali je a) lokalno kom
paktan (lokalno bikompaktan) 1

), b) unita od prebrojivo mnogo 
kompaktnih (bikompaktnih) skupova; ilustriraj slučaj n = 1. 

• • 

-§ 29.8.3. Lokalno kompaktnom prostoru e realnih brojeva dodaj (adjun-, 
giraj) jednu točku l; koja nije element skupa e; promatraj 
prostor e v {l;} koji "mistaje proširenjem prostora e i to tako ' 
da kom plemen te "kugala" K. (o; r) smatramo okolinama točke 
t Dobiven prostor je kompaktan (bikompaktan) i homeomor~ 
fan sa projektivnim pravcem. 

• 

:§ 29.8.4. Promatraj Kartezijev prostor Cn pa ga uroni u .bikompaktan 
prostor koji ima jednu jedinu točku izvan e;.. Dokaži da su 

" ' - -tako nastala prosirenja prostora. en. međusobno homeomorfna . "\ . -

(A l e k s a n dr o v je dokazao sličnu činjenicu za svaki lokalno 
bikompaktni liausdorffov prostor). . 

§ 29.8.5. li i l b er t o v prostor e. nije kompaktan~ liilbertov paralele
piped jest kompaktan. 

§ 29.8.6. Da produkt dva topološka prostora bude kompaktan, nužno 
je i dovoljno, da svaki. od tih pro~tora bude kompaktan. 
Može se-pokazati (Tihonov) da teorem vrijedi općenito za 
produkt od bilo koliko topoloških prostora. 

§ 29.8.7; Svaki topološki kompaktni prostor može se definirati posred
stvom zatvorenih okolina .(regularitet kompaktnih prostora). 

§ 29.8.8. Da li su skupovi sin R. sin e, t g e,· ze kompaktni (u sebi) ? 
• 

'§ 29.8.9. Neka je t jednoliko preslikavanje topolbškog prostora A u 
kompaktan topološki prostor B; da funkcija t bude neprekidna, 
nužno je i dovoljno da ;,krivuUa" y ·· f (x) t. j. ;,kup (x, i (x) ), 
(x E A) bude zatvoren u topološkom produktu A X B. 

' 
§ 29.8.10. (PreslikavanJe jediničnog segmenta na kvadrat). Skup {O, 1,2,3) N 

· svih jednoznačnih prt>slik<lvanja skupa N na skup {0, l, 2, 3} 
smjesti u točke kvadrata K.· ovako· · · . ' ' 

11 Prostor je u točki a komp>ktan lbikoTtpaktan', ako postoji ieana okolina 
'točke a koi a je (shvaćena kao rel .ti van pcostor) k<~mpaktna (lJikomJaktna). Prostor 
je lokalno kompaktan (bikompaktan1, ako je on to u svakoj svo1oi točki. r 
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§ 29.8.10-§ 30.1 

Skup T= T (41 w) svih konačnih kompleksa brojeva o 1 J 3-
preslikaj ·na kvadr~te ,s; I( ovako:· pomoću· sred njica ~odij,e-· 
limo .. kv~\irat K na 4 kvadrata, koje . ćemo označiti sa !((O). 
K (I), K (2) i j((3); time je pn~slikan sloj R.o T (4i w). fnduktivn(} 
preslikajmo sloj Rn+I T (41 w) tako da svaki od kvadrata 

K (x), (x E R.n T (41 w) ) 

podijelimo na 4 jednaka kvadrata i da ih označimo sa ·• 
, K'(y), (y E R.o (x, =h). 

·Vidi se, da svakom f E, {0, l, 2, 3h N t. j. svakom beskonačnom 
• m zu 

fl' /2 •... 

·cifara O, '1, 2, 3 pripada određen silazan niz- kvadrata: 

K U1) ~ K (fr t~) ~ ... 

Njihov se presjek 
preslikavanje 

sastoj{ od jedne točke K (f). Dokaži da je 

KU] 
oo 

koje realnom broju :S 4-n t n pridružuje točku K (t) iednoznačn(} 
• · n= l ~ - · ·-

neprekidno preslikavanje linearnog segmenta [0, l]c rw kV'a-
drat K. .. • . -

• 

§ 29.8.11. Udesi jednoznačno neprekidno'presllkavanje jediničnog segmenta 
na zadanu kock!J (služi se skupom {0, l, .. 7h N, brojevnim · 

• • l 

sistemom baze 8 i neprestanim dijeljenjem . kocaka na 2a. 
jednakih kocaka). . . 

·§ 29.8.12. Udesi· jednoznačno i neprekidno preslikavanje kvadrata (li:oc:ke) 
· na kocku (kVadrat). · 

, § 30. CAUCHY-EV KRI'rERlJ KONVERGENCIJE. 
POTPUNI RAZDALJI.\SKI PROSTORI. 

' .. . 
• 

§ 30.1. l(onvergentni J divergentni nizovi. Frechetovi L-prostori. 

Znamo da beskonačan niz • 

(30.1.1) • • • 
. 

konvergil'a prema elementu a. ili da je. a .. limes. (granična vrijednost) 
niza .(30.1.1), ako svaka okolina O (a) elementa a sadrži gotovo sve 1

) 

članove niza (30.1.1) ; tada se kraće piše · 
• 

Jim an = a, ili G n-+ a kad n-+ CXJ. (30.1.2) . 
n-> oo 

1) gotovo svi = svi 
izuzetaka). 

• 
ili syi osim! njih konačno mnogo (dakle svi osim < k~ 
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• 

. , ~ Beskonačni niz . QO.l.l) je konveygentan (ili niz konvergira), ako 
postoji bar jedna točka (naravno iz prostora) prema kojoj taj niz kon-
vergira. Ako. niz ne konvergira, veli se, da on divergira. · · · 

. . . . ' . . ' - -

. Jasno je, da svaki konvergentni niz izvađen .iz razdaljinskog pro
stora konvergira prema jednoj. jedinoj točki. Kad bi naime niz (30.1.1} . . . - -~ 

.konvergirao prema dvije· različite točke a i · b, bio bi njihov razmak: 
pozitivan: 

Q (a, b) > .O. 

No, svaka bi kugla K. (a; r) morala sadržavati gotovo sve članove 
niza (30.1. l) pa dakle i gotovo sve one njegove članove koji se nalaze . . 

u kugli K. (b; r). A to je u protivnosti sa činjenicom da su kugle< K. (a; r) 
i K. (b; r) bez ·ijedne zajedničke točke čim je O < r < Q (a, .b).· Dakle ne 
može biti Q (a, b) > O, J.Iego je Q (a, b) = O, a time i a = b. · 

·Tu se nameće t. zv. 

Hau,sdorffov aksiom odvajanja (separacije). Svakom TJ aru različi

tih· točaka pripadaju bar dvije disjunktne okoline t . .;: 

(30.1.3) • ako je a =f:. b, tada nije vazda ·o (a) r\ o (b) :> v. 

Naravno da uređeni prostori te razdaljinski prostori ispunjuju 
H a u s d or ff o v aksiom. Tada gornji dokaz kaže, da svaki beskonačni 

• 

konvergentni niz izvađen iz prostora za koji važi li a u s d. o rff o v aksiom 
separacije konvergira prema posv·e određenom jednom jedinom elementu. 

. ' ' . - . . .. 
· Frćchetovi (L)-prostori 1

) jesu oni kod kojih se operacija dođi-, ' ·-

rivanja može definirati pomo'ću· graničnih Vrijednosti: izvjesni rlizovi 
elemenata iz prostora označuju se kao konvergcntni, pa im se na izvje
stan način pridje!juje potp;mo određen element skupa kao njegov limes. - . ' . . 

Tada se X definira kao skup svih limesa nizova kojima. su elementi 
uzeti iz X. 

Svaki razda!jinski prostor je izvjestan (L)-prostor. Uređeni pro
stor svih rednih brojeva < Wtiest određen ([)-prostor; naprotiv uređen 
prostor svih rednih .brojeva .,.,-;: .W1 nije (L)-prostor, jer točka wi toga 
prostora ne može biti limes nikakvog prebrojivog niza rednih brojeva 
< lil1, ma da je .wl gomili š te brojeva· < wl. / 

'Naročito su razni funkcionalni prostori uvedeni, kao (L)-prostori.. 
Tako na pr. skup svih j~dnoznačnih realnih funkcija definiranih u ne
kom inetričkom prostoru jest određen (L}-prostor,. kad 'definiramo, da 
niz funkcija f n-+ f, onda i samo onda ako za sva,ku tcičku x niz .realnih 
brojeva f n (x)-+ f (x). Može se pokazati, da taj prostor općenito nije 

' ' ' ' 

razdaljinski. Na pt. prostor svih realnih jednoznačnih preslikavanja 
linearnog kontinuuma na sama sebe nije· razdaljinski. ' ·· 

1) L je početno slovo riječi limes. 
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§1 
30.2. Caucby-ev (l(ošliev) kriterij kOhvergencije. Potpuni raz

·daUinski prostori. 1
) 

·· Ako niz (30.1.1) konvergira, onda to znači da postoji posve odre
·den element a tako da svaka kuglica (okolina) K (a; r) oko a, pa bila 
{)na neznam kako malena - obuhvata gotovo sve članove niza. No, 
·kako je dijametar svake kugle najviše jednak dvostrukom radi usu te 
kugle, to znači da gotovo svi članovi niza leže u kugli dijametra ll, 

·gdje" je ll bilo kakav realan broj > O. Cak gotovo svaki član konver-
·. . . . l) • . 

gentna niza mo~e poslužiti za, središte kuglice radiusa 2 u kojoj će 

]ežati gotovo svi članovi toga niza. · 

D ef i n i e i j a 30.2.1. Kažemo li da niz s obzirom Ila zadanu metrika 
. (raz daljinska funkciju), posjeduje e a u e hy-evo svojstvo ili da je niz . . 

e a u e h y-ev, ako gotovo svi članovi niza leže u proizvoljno sitnim ku
glicama prostora, tada imamo ovaj zaključak: , 

Ako nekj niz konvergira, posjeduje on eauchy-evo svojstvo. 

Važi li obrat? T. j. da li svaki Cauchy~ev niz mora konvergi
rati (dabome prema određenoj točki prostora). 2

) 

Primjer niza (1 + ~ r koji u prostoru racionalnih brojeva posje

duje e a u e h y -evo svojstvo, a koji ipak. u tom prostoru ne knnvergira 
·(ier je njegov limes, e, u prostoru realnih brojeva, iracionalan) pokazuje 
da treba vazda ispitati da li je dovoljno, da niz posjeduje Cauchy-evo 
~voj stvo, -pa da zaključimo da je on konvergentan ... 

·D ef (n i e d a 30.2.2. S obzirom na svoju metri ku !.l, razda!jinski je 
prostor potpun (kompletan), ako svaki niz točaka toga prostora nužno 

• 
konvergira, čim su gotovo sve točke niza sadržane u !.l-kuglicama 
proizvoljno malog dijamerra. 

S obzirom na uobičajenu metri ku lx-y l u prostoru realnih bro
jeva taj je prostor potpun (u tome se i sastoji dovo!inost_Cauchy-eva 
kriterija o konvergenciji nizova realnih brojeva; v. § 10.2.3); a1i taj 
isti prostor f!ije potpun s obzirom na ekvivalentnu metriku koja za 
razmak brojeva X. i Y Uzima ne l X-. y l negO kut pod kojim Se Vidi 
segment [x. y] iz neke točke van brojevne o,i. U toj naime metrici niz 
prirodn'h ,brojeva posjeC!uje Ga u s; h y-evo svojstvo, a jasno je d~ taj 
niz ne konvergira (v. sl. 30.2.1). · 

S obzirom na uobiča1enu pitagorovsku metri ku svaki je Ka rt e zi
j e v prostor potpun; isto se tako može reći za prostor e. odn. e (e) 

• • 
1) U ovom §-u radit će se samo o razd dj inskim (metričkim) prostorima. 
2) Već smo se dovoljno navikli da prostor ~hvatam' kao odn!'đenu cjelinu, sve

m;r, i Ja, ako drukčiie ne istaknemo, v"zda radimo unutar toga određenoga· pro
stora kojega pobliže ni n~ treoa vazda specificirati .. 
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s obzirom na razdaliinske funkcije, što smo ih u svakom od njih defi" 
nirali u § 25.5 odn.' § 25.6. 

S ------== ---------r..,--------------
--------"':i----~ 

' -----~---

1 

1 2 
Sl. 30.2.1. 

Iz središta kružnice vide se gotovo svi prirodni' 
brojevi pod proizvoljno malim kutom 'l'· 

§ 30.3. Upotpunjenje razdaljinskih prostora. 
Sada ćemo navesti postupak kojim se zadan razdaljinski prostor 

• 
može da proširi tako da s obzirom na zadanu metriku @ on postane 
potpun. · 

§ 30.3.1. Meray-Heine-Cantorova definicija realnih. brojeva. 

Pođimo od 
(30.3.1.1) 

razda)jinskog prostora . . 

R. 
svih racionalnih brojeva; kako se uočilo, da ima jednoznačnih presli

'kavanja l skupa N u skup R. tako da gotovo čitav N bude preslikan 
u interval proizvoljno malen, promatrajmo skup 

" (30.~.12) R 
• 

svih ·takovih preslikavanja · f skupa N- u R; prema tome f ~~ R. 
da se radi o nizu 

f (l), f (2), ... f(n}, ... 

racionalnih brojeva koji ima e a u e h y-evo svojstvo . 
• 

" Uređenje skupa R.. 
() - ~ 

Uredimo skup R. definirajući da za t, g EE• R relacije 

(30.3.1.3) t <g. odn. g> t ' 

•• znac1, 

. znače isto što i činjenica da ima proizvoijno malih intervala J koji 
sadrže .gotovo sve članove f (n), dok su gotovo svi g (n) smješteni 
unutar l ili desno od l, a nipošto ne lijevo od l. 

Ako nam jednakost 
(30 3.C4) t = g 

. -
znači isto što i sistem f <:. g, g < t, onda se vidi da je jednako;.t t= g 
ekvivalentna sa relacijom 
(30.3.1.5) lim (t (n)- g (n)) = O. 

R URE PA: Teorija skupova 24 
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Vidi se da nejednakost f < g znači isto što i činjenica, da postoji 
interval skupa R koji sadrži gotovo sve f (n), dok su gotovo svi bro
jevi g (n) smješteni desno od tog intervala. 

o 

Operacije u R. 
• 

Neka su t i g elementi skupa R; definirajmo preslika vanja 

'f +g, f f-g f·g -
' ' g 

• 

na slijedeći distributivni način: 

(30.3.1.6) 

(30.3.1 7) 

(30.3.1.8) 

(30 3.1.9) 

• 

(f+g) (n)= l(n)+g(n), (n E N); 

(f-g) (n) = f (n)-g (n), (n E N); 

(f · g) (n) = f(n) · g (n), (n E N); 

f ( ) f (n) g n = g(n+k) , (n 'E: N); 

pri tom je k ma koji prirodan broj sa svojstvom da bude g (n+ k) =f: O 
za sve n E N; takav k postoji vazda, kada. niz g ne konvergira 
prema O. 

Neposredno se vidi da su f + g, f- g i f · g određeni članovi' 

skupa k; ako niz g (n) ne konvergira prema O, tad je i _!_ određen član 
g . 

o 

skupa R nezavisan od prirodnog broja k. . 
Ako ·su naime gotovo svi f (n) smješteni u intervalu h a gotovo svi 
članovi g (n) u intervalu /2, -bit će gotovo svL brojevi (f +g) (~) smje-
šteni u intervalu · 

ll + /2 
1
) 

a gotovo svi (f ·g) (n) u intervalu 

• 
lt ·/2 1) ;· 

' neposredno se vidi da i dužine tih novih intervala teže prema O kad 
dužine ini:ervala h i /2 teže prema O. 

Slično yaži za f- g i _!_ (ako nije g---* O). 
g 

o 

Dokažimo na pr. da je f ·g E R, t. j. da su gotovo svi racionalni 
' brojevi (f ·g) (n) sadržani u proizvoljno maloj kugli ci. 

1) Imaj na umu da /1 • Iz znači skup svih brojeva x · y, (x E ft, y •12); analogno se 

d .. . . l + l l 11 etmtra1u 1 ,, 1 - /'), - • 
" - /o -
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No iz 

(f ·g) (n) - (f ·g) (n') = f (n) ·g (n) - f (n')· g (n) + t (n') g (n)- f (n')· g (n') 
. 

• 

izlazi: 
(30.3.1.10) -

·l (f·g)(n)-(f· g) (n') k l f(n)-f(n') ll g (n) 1+1 f(n') l·[g(n)-g(n') 1. 
Kako je l g (n) l < sup l g (N) l <oo 

l f (n') l < sup l f (N) l < co 

prelazi relacija (30.3.1.10) u 

(30.3.1.11) 
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l U· g) (n)-(f·g)(n') l< l f(n)--f(n') l·lsup g(N) l+ l g(n) -g(n') l sup lt(N)I. 
Kako je prvi i drugi član na desnoj strani (30.3.1.11) proizvoljno 

malen, proizvoljno je malena i lijeva strana u (30.3.1.11). Drugim rije
čima; ak ci je E proizvoljan racionalan broj > O, a no takav prirodan 

. E 
broj da prvi član u (30.3.1.11) bude < 2• a drugi član isto tako -·što 

se može učiniti, jer su f i g Cauchy-evi nizovi - bit će i lijeva strana 
u (30.3.1.11) manja ·od E za sve n, n' > no, a to upravo znači da je 

' o ., 

f ·g, određen član skupa R. 

Analogno se dokazuje da su t+ g, t- g te j__ (ovo ako nije g-+0) 
. . g 

o 

članovi množine R-Cauchy-evi nizovi racionalnih brojeva 
Vidi se također ovo: ako slučajno niz t konvergira prema racio~ 

nalnotn broju a, a niz g prema racionalnom broju b, onda niz.;ovi t+ g, 
' 

t- g, f ·g, ; (ukoliko nije b = O) konvergiraju također i to po redu . 

a 
prema racionalnim brojevima a + b, a- b, a· b, 7} . 

Sada vidimo koliko je opravdana 

• 

o 

Definicija 30.3.1.1. Skup R zove se skupom realnih brojeva,• 

ukoliko je njegovo uređenje sprovedeno po propisu (30.3.1.3), a racu

nanje u njemu po propisima (30.3.1.6)- (30.3.1.9); ukljueivanje skupa R · 
o • 

racionalnih brojeva u skup R vrši se identifikacijom proizvoljna racio-
. o 

nalna broja a sa "realnim brojem" (konstantom) a E R za koji je 
a (n)= a (n E N). 1) · 

• o o 

Prostor R i . njegov svuda gusti dio R. Kako je skup R posve 
o 

uređen, definiran je time i uređeni prostor R realnih brojeva uzimajući 
- -··-:--- • . o 

1) Ne smetni s uma da su članovi skupa R izvjesni nizovi racionalnih brojeva . 
• 
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svaki njegov otvoreni interval· kao okolinu svake točke iz toga ·inter-
. o 

vala. Ako je f proizvoljan realan broj, dakle .f E:! R., definirani su time i 
racionalni brojevi 

t (n), (n E N), 
• 

o ' 
a time i realni brojevi t (n) E R., jer je R. ,~ R.; dokažimo da za svaki 

' FE· R. važi: 
• 

(30.3.1.12) t (n) ~ f kad n~=. 

Radi se, da dokažemo, da iz a < t < b, 
egzistencija prirodna broja no tako da bude 

a< t(n) <b 
. 

za sve priro<;Ine brojeve n > no. 

6 

gdje su a, b E R. slijedi 

No, relacija a < f znači, da postoji interval l (a) tako da on- sa
drži gotovo sve racionalne brojeve a (n), dok su naprotiv gotovo svi 
racionalni brojevi f (n) desno od l (a); to upravo znači, da postoji pri
rodan broj n1 tako da· je a <': f (n) za sve n > n1. Analogno se doka
zuje da postr>ji pr4rodan broj n2 sa svojstvom da bude t (n) < b za sve 

• 
n > n2. Stavimo li 

• 

bit .će n0 prirodan broj sa svojstvom a < f (n) < b za sve n > no. 

Time je zaključak f (n)~ f dokazan. 
Kako je t{n) ER., to znači, da je skup racionalih brojeva svuda gust 

6 . 

a prostoru R. svih realnih brojeva, pa se ·u svakom 
• 6 

mtervalu skupa R. 
nalazi i racionalnih brojeva. 

• 

Modul i razdaliinska funkcija. 
. ' 

Definiramo li za proizvoljan. f !E· R.: 
. (30.3.1.13) l t l = f ili o- t, 

. 
već prema t-ome, da· li je 'f >-- O ili f < O, dobili smo izvjesno preslika-

vanje skupa k na sama sebe; l t l se zove ·modul realna broja f. Vidi, 
se, da iz l t l . O slijedi f = O i obrnuto. 

Dokažimo da je 

(30.3. 1.14) ' if- g l, (f, g E R.) 

razdaljinska funkcija i da se pomoću nje mož.e· rekonstruirati uređeni 
• •• 

prostor R . 

. . Da iz l t- g l = O slijedi f = g, to je očito. 
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. . 

Simetričnost funkcije (30.3.1.14) je također očigledna. Dokažimo 
još relaciju trokuta: . 

. ' 
(30.3.1.15) l f- g l < l f- h l + l h...,- g l, (f, g, h 'E R). 

Kako su f (n), g (n), h (n)· racionalni brojevi, to po relaciji trokuta 
u prostoru R imamo 

l f (n)__,. g (n) l < l f (n)- 'l.Sn) l + l h (n)- g (n) l, (n E N); 
- , . . 

odatle graničnim prelazom n-+ co, dobivamo nepo.sredno traženu rela~ 
ciju (30.3.1.15), jer je očito, da iz dokazane relacije . X (n)-+ X slijedi 

' također l Xn 1-+ lx l za ·svaki x .E R (neprekidnost modula}. · , 
' Dokažimo, da se prostor R može definirati metrikom (30 3.1.13); 

da to uvidimo, nužno je i dovoljno pokazati ove dvije stvari: 
' 

a) Svaka "kuglica" K (x; r) podudara se sa određenim intervalom 
' . 

uređena skupa R, naime s intervalom Cx ~ r, x + r); 
b) Svaki interval l (x) svakog realnog broja x sadrži čitavu "ku- . 

gli en" K (x; r); stvarno, dovoljno je sa r označiti· manji od 
. brojeva 

x-inf l (x), sup l (x)- x 

pa da se uvjerimo, da iz lx- a l ·< r slijedi a 'E, l (x) . 
• 

' ' Potpunbst prostora R. Dokažimo najzad da je. prostor R. realnih 
'btojeva potpun s obzirom na metriku lx-- y 1. Drugim riječima, treba 
dokazati ovo: ako je 

(30.3.1.16) 
• 

X1, .X2, •••• Xn, ••• 

određen niz realnih brojeva sa svojstvom, da se svakom realnom broju 
11>0 može pridružiti prirodan broj ko = ko (TJ) tako da bud el xk- Xk' l< 'l'\ 
čim je k, k' >·ko, tada niz Xn nužno kon ver gira prema određenom 
realnom broju. 

(30.3.1.18) K (1), X (2), .. , X (n), • • • 

određen realan broj x t. j. da je to C a u· e hy-e v niz racionalnih brojeva. 
Treba dakle dokazati, da za proizvoljan racionalan broj E > O postoji 
prirodan broj no sa svojstvom da je · 

(30.3.1.19) lx (n)-. x (n') l < E čim je n, n' > no. 
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" 
No, po relaciji trokuta u prostoru· R. imamo: 

l X (n)~ x.(n') l < l X (n)- Xn l + l Xn- Xn' l + l Xn' - x (n') 1. 
Odatle odmah izlazi traženo svojstvo, jer su sva tri člana na 

. • E 
desnoj strani proizvoljno. malena: prvi i treći član su.< 3 čim je broj 

E l l d . "l l .. l . t k. đ E - veći od - i -, ; rug~ e an Xn- Xn' Je a o er < -3 , čim su n i 
3 n n _· 

n' dovoljno veliki, jer je po pretpostavci niz Xr, X2, •• , Ca u e h y-ev niz. 
Dakle je zaista (30.3.1.18) određen realan broj x. 

Dokažimo najzad da zadani niz ~ x t. j. da l Xn-xl ~o kad n->=. 
Stvarno, po relaciji trokuta imamo: 

. l 
l Xn- X l <_: l Xn -X (n) l + l X (n) -X l < - + j X (n) -X l . n 

No kako x (n)~ x , to znači da lx (n)- xl~ O, pa zato teži prema O . , 
i niz l+ lx (n)- xl. a time i niz. l Xn- x 1. 

n . 
Time je najzad dokazan C a u e hY-e v kriterij konvergencije za 

prostor realnih brojeva. Ukratko, dokazali' smo da vrijedi 

T e 0 re m 30.3.1.1. Uređen prostor R racionalnih brojeva ž njegova 
• 

modularna metrika može se proširiti na uređ[Jn prostor R realnih bro-

jeva i njegovu metrika lx-Y l tako da je R gust po čitavom prostoru . . - -.., 
R. i da je R (za razliku od prostora R) potpun s obzirom na metrika 

lx-YI· . 
Time je iznesena stroga teorija realnih brojeva: iz nje vidimo da 

. / 

su realni brojevi zapravo izvjesna preslikavanja. skupa N na skup R. 
Bolje rečeno, među preslikavanjima skupa N· na skup R ima i tako 
međusobno povezanih i organiziranih, da se način kako su te veze 
izgrađene može uzeti kao tipičan za ·one veze za koje smo se na
vikli da ih pripisujemo t. zv. realnim brojevima. Sad. će nam već biti 
jasnije stanovište da nije bitno da kažemo, šta Sll realni brojevi nego 
što se i kako se ima raditi sa predmetima koji se zovu realni brojevi.· 
Naravno da se ista problematika postavlja i kod svake druge vrste 
"brojeva". Bitne su veze medu brojevima, a ne brojevi satni.· Realni 
brojevi ,jesu izraz tek izvjesnih veza među ·predmetima; zato se po
moću njih i ne mogu neposredno iskazati sve druge raznolike veze na 
koje }e nauka došla ili će doći, pa će se u nauku i uvoditi neprestano 
nove i nove vrste "brojeva" (veza, funkcija, preslikavanja). 

§. 30.32. Upotpunjenje proizvolinog metričkog prostora (S; ll) s 
obzirom. na njegovu metrilm Q • 

• 
Ako razdaliinski prostor S nije potpun s obzirom na svoju metriku 

Q, tako da prostor sadrži. bar jedan niz elemenata koji se međusobno 
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' 
s. ob zirom na metriku Q gotovo svi razlikuju za proizvoljno malo 
a da ipak . taj niz ne konvergira, može se proširiti i skup S . i me-

' trika Q na metrika !11 u .S, tako da tako prošireni skup bude potpun 
s obzirom na novu proširenu metrika i da proizvoljno blizu do točaka 

proširenog skupa ima elemenata iz zadana skupa S. 
Elementi proširenog skupa .. ·, 

• 
(30.3.2.1) s 
bit će baš C a u e h y-evi nizovi iz zadana skupa S t. j. sva preslikava
uja t skupa prirodnih brojen.N na prostor S, uz jedan jedini uslov da 
gotovo sve točke niza 
· f (l), f (2), . . . . , t (n) . . . ' 

budu smještene u proizvoljno malim Q-kuglicama 1
) prostora s: 

Specijalno, svaki element a E S određuje određeno preslikava
nje - konstantu a tako da bude a (n) = a za svaki n E;:, N; tu kon
stantu a možemo identificirati sa elementom a~ s; _čime zadani skup S 

• 
kao materijalna baza prostora S postaje dijelom proširenog skupa S 

• • 

Za dva proizvoljna elementa f, g ~ S uvodi se funkcija 

(30.3.2.2) . Ql (f, g) = lim Q (f (n), g (n) ) 

. . o 
i pomoću nje definira jednakost među elementima skupa S: stavlja se 

• 

(30.3.2.3) l = g 

onda i samo onda ako je Ql (f, g) = O. 
Na način koji je potpuno analogan sa razmatranjima u §.u 30.3.1 

dokazuju se ove 4 činjenice: 

Te o re m 30.3.2.1. Funkcija QI preslikava na jednoznačan način 
• o 

s/wp S X S na skup realnih broJeva > O; funkcija Ql . proširuje zadanu 
metrika Q u S u smislu da je 

Ql (f, g) = Q (f, g), (t, g E S); 
• 

funkcija Qi je razdaljinska u skupu S. 
• 

Teorem 30.3.2.2. Zadan skup S je posvuda gust dio skupa S, u 
o 

smislu, da za svaki f E;:! S i svaki realan broj r > O postoji bar jedan 
x E: l S sa svojstvom da bude Ql (f, x) < r. 

• • 
T e or e m 30.3.2.3. S ku o S i e potpun s obzirom na metrika Q1 t. j. 

' ' 

da niz x1, x2 , .•. točaka prostora (S; Q1) konvergira, nužno je i d,o-

1) To znači, da za svaki realan broj r > O postoji bar jedna točka a prostora s 
sa svojstvom da za gotovo sve n e N bude !l (a, a.) < .r, · 

• 
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voljno da gotovo svi članovi niza leže u proizvoljno malim !.lt -kuglicama: 
za svaki realni broj 11 > O, postoji broj 1lQ (TJ) f!E!N sa svojs(vom da bude 

Qr (xn, Xn') < 11 čim je n, n' > no (TJ). 
o 

T e or e m 30.3.2.4. Ako je prostor S već potpun, tada je S = S, 
o 

Ql · Q; specijalno (s) = s. 
§ 30.3.3. Primjeri potpunih razdaliinsklh prostora. · 
Prostor Cr = C realnih brojeva je potpun (e a u e hy-e v kriterij). 

Prostor kompleksnih brojeva također. S~ euklidski prostori su potpuni. 

Te or e m 30.3.3.1. Hilbertov prostor C., je potpun. 
Dokažimo posljednju činjenicu. Neka je dakle 

(30.3.3.1) Xr, X2, ••• , Xn, •.• 

proizvoljan ea u e h y. e v niz elemenata prostora Cw; to znači, da je sam 
za sebe određen niz. 

Xn t , Xn~, . . . realnih brojeva. 

Kako je 

to je ' 
j30.3.3.2) Q (xm, x.) ?- l Xn k -X m k l za svaki k E N. 

· To znači, da za svaki k E N brojevi 

.X]k, Xzk,·. ~, Xnk~ .--.. 

·Obrazuju određen e a U e hY-e v niz realnih brojeva, pa zbog potpunosti 
prostora C, konvergiraju prema određenom broju a (k) .E. C: 

(30.3.3.3) lim Xn k= a (k) E C. 
. 

Na taj način dobivamo niz a realnih brojeva. 

(30.3.3.4) a (1), a (2), .... a (k), .. ·. , (k E N). 

Dokažimo, da· taj niz leži u Cw i prema njemu konvergir.a zadani 

.. (30.3.3.5) .• 

. 

No, zadani niz Xn E Cw posjeduje e a u e h y -evo svojstvo t. j. za 
dani· broj 1J > O postoji broj no E N sa svojstvom 

l X m- Xn l < 11 za m, n > no t. j. 
~ 

~ (X mk- Xnk)2 < 112 

k=l 

l 

~ (X mk-- Xnk) 2 < 112 

k= l 

dakle tim prije 

za svaki l.E N. 



-
§. 30.3.3 377_ 

Odatle graničnim pn: l azom m---+ oo: 
l 
~ (a (k)- Xnli) 2 Z 112

, 
k= l 

odnosno novim prelazom l---+ oo: 
oo 

(30.3.3.6) ~(a (k)-xnk) 2 < 1]2 za n >no. 
k= l 

No, kako red ~ x!k konvergira, izlazi iz (30.3.3.6) da konvergira i 
. k 

red ~ (a (k) )2
, što znači da je doista a E ew. . . . ' •• 

Nadalje obrazac (30.3.3.6) iskazuje da je 
-· 

l a- Xn l < 11 za n > no, a to znači da Xn -~a kad n---+ co. 

Time je potpunost Ii i l b er t o v a prostora ew dokazana. 

Odatle izlazi i potpunost K ar t e z i j e v i h prostora Cn ~ ew za 
svaki n·E N.1

) Neka bude istaknuto da se gornji dokaz potpunosti pro- · 
stora C2, e3 , . . e~~ ... , ew osniva na potpunosti linearnog kontinuuma -
e t. j. na običnom e a u e h ycevom kriteriju konvergencije . 

• 

T eo re m 30.3.3.2. Prostor e (X; Y) neprekidnih preslikavania kom-
pakta X u kompakt Y p-ri čemu za elemente f, g E e (X, Y) definiramo 

' -
razdaljinu.: 

(30.3.3. 7) Q (f, g) = sup l f (a)- g (a) l 
a<X 

jest potpun prostor. 
Očito je taj prostor metričan; dokažimo da je on i potpun s 

obzirom na metriku Q. 

Neka je dakle 

(30.3.3.8) • f1, f2, .• fn, ... 

jedan e a u e hy-e v . niz elemenata iz prostora e (X; Y); to znači, da je 
• 

za svaki 11 > O moguće odrediti prirodan broj no (lJ) sa svojstvom 
• 

(30.3.3.9) sup l ftn (a)- f n (a) l < 11 za m, n > no (lJ). 
a• X 

Odatle izlazi da za svaki .a E X- imamo ea ue h y-ev 

h (a), f2 (a), .. , fn (a), ... 

• mz 

točaka_ u kompaktu Y, pa zato i postoji granična vrijednost f (a) tog~ 
• mz a: 

(30.3.3.10) · f (a) =lim f11 (a), (a E X). 

Na osnovu toga graničnim prelaiom m-+ oo obrazac (30.3.3.9) daje:· -
suplf(a)-fn(a)l<11 za n>no(lJ), 
"'X 

1) Svaki naime x E Cn možemo shvatiti točkom 
:dl), x(Z), •• ,x(n), O, O, •.. O, ... Hilbertova prostora Cw . 

• 
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:što znači, daje zaista Q(f,f.)<"ll za n> no("!J) t. j. da fn-+f kad n""*=· . . 

Dakle zadani proizvo]jni Cauchy-ev niz t. E C(X; Y) konven;ira, 
·čime je tražena potpunost prostora dokazana. 

Na potpuno analogan način dokazuje se 

T e or e m ·30.3.3.3. Funkcionalni prostor Cc neprekidnilt tealnih 
preslikavania segmenta [O, l] jest potpun prostor. 

T e or e m 30.3.3.4 . .Svaki kompakt um je potpun metrički prostor 
i to s obzirom na svaku dopustiva metriku. 

§ 30.3.4. Nekoliko svojstava potpunih r~zdaljinskih prostora. 
Glavni rezultat ovoga paragrafa bit će 

Teorem 30.3.4.1. NiJedan potpun razdaliinski prostor ne može se 
prikazati kao unija od < ~ nigdje gustih skupova; 1

) to se češće; prema 
Baire-u, iskazuje i riječima da nijedan potpuni razdaljinski prostor 
nije prve kategorije (nego je naprotiv drage kategorije; isp 

teorem 30;3.5.0. 

Teorem 30.3.4.2. Ako je 
• 

{30.3 4.1) • • • 

ma kofi silazan niz zatvorenih punih skupola kojima dijaTI}Ptar teži 
prema nuli, tad ie skup (\ Fn sastavljen· od jedne jedine točke. 

n 

Stvarno, promatrajmo niz. skupova 

\30.3.4.2) · Fo "- P1, F1 '-. F2, ... ; 

ako u njemu ima tek konačno mnogo punih skupova, to znači, da su 
zadani skupovi skoro svi međusobno jednaki pa je teorem očigledan. 
Ako pak u nizu (30.3.4.2) ima neizmjerno mriogo punih skupova, tada 
izabirući iz njih po jedan element, dobije se određen niz točaka, a zbog 
uslova, da dijametar od f.-+ o, taj je niz očigledno C au e hY-e v pa 
zbog potpunosti prostora, on konvergira; naravno .da taj limes leži u 
svima Fn, jer su ovi zatvoreni. 

T e or e m 30.3.4.3. Ako je S bilo koji savršen skup, tada je razvr
stano uređen skup T (21 ro) 2

) sličan jednom sistemu N zatvorenih· sku
pova ,~ S uređenih s obzirom na ~ i to tako da za svaki maksimalni 
posve uređeni dio M ~~-T (2 iro) presjek odgovarajućih skupova bude 

1mn; te da iz 

X, Y ~N slijedi ili X,~ Y ili X ~ Y ili Xr\ Y = v. 

1) Sjetimo se da skup S nije nigdie gust, ako S ne sadrži nijedn·e nutrašnie točke 

t. j. ako je int S = v. · 
2) T(2lw) je skup 

,.,biti početan komad". 

• 

svih konačnih kompleksa brojeva O i l uređen relacijom 
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Dokaz je isti kao i dokaz teorema 27.11.2 uz oprez da dijametar 
. l . 

skup?Va Sa n indeksa bude < n; tada naime dijametri SkUPOVa SVa-

kog silaznog niza iz N teže prema o, pa zato, prema prethodnom teore- · 
mu, imaju pun presjek. · 

Teorem 30.3.4.4. (Baire). Ako je So, St .• S2, .. , S., . .. ma 
kakav niz nigdje gustih skupova, tada je skup 

(30.3.4.3) e (V Sn), {n < wo) 
n 

svuda gust. 
Treba dakle dokazati, da za ma koji otvoreni skup G važi 

(30.3.4.4) G (\ e <v s.> ::> v. 
n 

• • . 

No, S":~ Sn dakle V s. C.. V s. odakle -n n 

e (V S") ~ e (V S.) = r\ e S •. 
n n n 

Zato, dokažemo li, da važi 

(30.3.4.5) G (\ (r\ e s.) ::> v, 
n 

bit će time dokazana i formula (30.3.4.4). 

No, prema pretpostavci skup Sa pa zato niti So nije nigdje gust; 
to znači, da u zadanom G postoji jedna točka Xo i njena okolina o (x0) 
sa svojstvom 

o(x(}) r\ So= v t. j. o (xo) ~e So; 

iz istoga razloga postoji x1 ·E o (xo) i o (xl) sa svojstvom 

o (xt) .~ o (xo), o (xt) 5; e St. 

lnduktivno se na taj način dobiva niz . točaka x. E; o (Xn-· t) sa 
svojstvom 

o (x.) .~ o (Xn-l), o (x.) 5; e Sn. 

Ako se pobri;1emo, da dijametar od o (x.) bude <_l_, tada ć~ si
n 

l azni niz zatvorenih skupova o (x.), (n < wo) imati prema teoremu 30.3.4.2 
presjek sastavljen od jedne točke, . recimo x: 

• 

x = (\o (x.). 
n<~o 

Zbog o (x.) ,~ G i o (xn) .~ e s. za svaki n < roo, to znači da 

točka X leži i u G i u svima e Sn' dakle je 

x E G (\ < (\ e s.), 
• 

što potvrđuje formulu (30.3.4.4), a time i ispravnost samog teorema. 
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> 
• 

K 0 rola r 30.3.4.1. Alio je raz daljinski prostor i prebriJjiv i potpun, 
sadrži on usamljenih (izoliranih) točaka. 

u obrnutom naime slučaju, bio bi prostor unija od prebrojivo . . . 

mnogo nigdje gustih svojih jednočlanih skupova. 

K 0 roI ar 30 3.4.2. J!resjek svakog niza otvorenih svuda gustih 
skupova opet je svuda. gusJ skup. 

To je drugim riječima iskazan teorem 30.3.4.4( Taj se korolar 
često upotrebljava u pitanjima egzistencije raznih skupova. 

· · § 30.3.5. Hegemonija neprekidnU!, a neizvodliivih funkcija prema 
neprekidnim izvodljivim iunkcijama. 

zna se da je mnogo truda utrošeno u nastojanju da se dokaže da 
je svaka neprekidna realna funkcija s realnim argumentom izvodljiva 
u bar jednoj točki (da se time bar djelimično obrne stav o -neprekidrro
sti izvodljivih funkcija). Koliko je tu čovjek računao na predrasude i 

' prvotnu očiglednost, a· ne na logičku strukturu odnosa, razabire se na 
pr. po tome da je Ii er m i t e, jedan od najizrazitijih velikih matematičara 
čisto analitičkog kova bio upravo skandaliziran, kad je dočuo da je 
Weierstrass obrazovao neprekidnu realnu funkciju 

• 

w (x), (x ES C) 

koja nema nigdje derivacije. 
Teorija skupova otklanja takve predrasude i traži pravilnost' u 

totalitetu promatranih pojava. 
· U konkretnom slučaju, bit će od interesa da dokažemo: 

T e or e m 30.3.5.1. (B a n a e h) U funkcionalnom prostoru 
. ' 

(30 3.5.1) (C) = C ( [0, l]; C1) 

svih neprekidnih realnih funkcija definiranih u jediničnom segmentu 
[0, Ik obrazuju one funkcije, od kojih je svak.a izvodljiva u bar jednoj·. 
točki, skUP koji je u prostom (C) tek prve kategorije; funkcije _koje 
nisu izvodljive niti u jednoj točki obrazuju skup driige kategorije pro
stora (C). 

Stvarno, neka je f E (C); ako funkcija f ima određen izvod u bar 
jednoj točki !; E [O, 1], to znači, da postoji bar jedna točka !; E [0, H· 
tako da 

l
. t (1; + h) -=-t (!;) 
Ill 
h~O h 

• 

bude određen broj; pritom naravno h znači bilo koji realan broj uz; 
uslov !; + h E [O, 1]. Pridijelimo li funkciji f funkciju 

t 



§ 30.3.5 381 

.stavljajući 

za svaki h=!= O, ; + h E [0, l] funkcija f je neprekidna u [0, 1], pa time . . 

i ograđena u [O, l] t. j. postoji broj M ::;>.O tako da bude 
• 

l f(x) l <: M za svaki x E [0, 1]. 

· Drugim riječima vrijedi 

L e m a 30.3.5.1. Pretpostavka da funkcija f E ( C) ima izvod u 
točki ; E:l [0, l]· ekvivalentna je sa činjenicom, da postoji broj M > O 
tako da bude 

{30.3.5.2) 
t(;+ h)-t(;) 

.h 

za svaki h =F O za koji je ; + h 'E;. [0, 1]. 
Ako za dani realni broj M > O. označimo sa 

(30.3.5.3) ' E(M) 

skup svih f E:• (C), tako da za svaki taj f postoji bar jedan broj ; E [0, l] 
sa svojstvom da važi (30.3.5.2), tada imamo 

Lem u 30.3.5.2. Za svaki M> O skup E (M) je zatvoren i nigdje 
gust u prostoru (C). ·· 

Dokažimo, da je E (M) zatvoren t. j. ako neki niz ik E::i E (M) kon
ver gira, recimo prema f E (C), tada je nuzno i El E (M). 

No, iz ik E E (M) proizlazi, da za svaki k postoji bar jedan broj 
:;k E [O, l] sa svojstvom 

(30.3.5.4) 
• .. 

ik (;k + h)- fk (;k) 
h 

za svaki h=!= O ža koji je ;k+ h E;. [0, 1]. 
Na taj način dobivamo niz ;k realnih brojeva iz· [0, ll. Taj niz 

sadrži bar jedan konvergentan djelimičan niz; uzimajući njega u razma-
·~ 

iranje, možemo odmah suponirati da i sam niz ;k konvergira; pa neka je 

{30.3.5.5) ·lim ;k.= ;. 
Tvrdimo, da je tada 

• • 

(30.3.5.6) 

k~oo 
'•" 

t <; + h) -t m < M 
h 

za svaki h za· koji je ; +h E [0, 1] . -
• 

Stvarno, ako je h=!= O i ; +h E [0, 1], tada zbog ;k-~ š, slijedi 
!;k+ h-> š+ h, pa je dakle Šk +h E [0, l] za skoro sve k E N; no to 
znači, da je za proinatrani broj h ispunjena relacija (30.3.5.4) za skoro 
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sve indekse k; graničnim pr el azom k-+= .daje relacija (30.3.5.4) traženu 
relaciju (30.3.5.6), koja iskazuje upravo da je f El E (M). 

Dokažimo najzad da skup E (M) nije nigdje gust, što zbog zatvo
renosti skupa E (M) znači ovo: skup E (M) ne sadrži nijedne kugle. 
Kako je prema Weierstrassovu teoremu skup po!inoma svuda gust 
u (C), možemo suponirati, da je središte s kugle neki po!inom. 

No, za svaki broj M > O i polinom s postoji neprekidna funkcija 
<p tako da bude 

sup l s(.-.:)- <Jl (x)l <-M, 

dok naprotiv nije. 
a~x~..l 

cp (x +h) -<p (x) 
h 

ni za jedan broj x E [0, l]; dakle je 

_,;;M 

K (s; r) ".E (M) ::> v 
• 

za svaki polinom s i svaki realan broj r > O, a to baš i iskazuje (zbOg: • • 

zatvorenosti skupa E (M)) da E (M) nije nigdje gust. 
Time je lema 30.3.5.2 ·dokazana. 
Kako očigledno skup 

V E (n), (l < n < wo) 
n 

iscrpljuje sve neprekidne funkcije u [O, l] koje su izvodljive u bar 
jednoj točki, to znači, da skup svih tih funkcija ne iscrpljuje pros~ora 
(C), jer. ovaj kao potpun razdaljinski prostor nije unija od <No nigdje 
gustih skupova (v. teorem 30.3.4.1). 

Time je B a n a e h o v t eo rem 30.3.5.1 potpuno dokazan. 

§ 31. BORELOVI I SUSLIN.OVI SI(UPOVI. 

U ovom §.u upoznat ćemo jednu od najvažnijih vrsta skupova 
zadana prostora. B or e l je do svojih skupova došao izučavajući mjeru 
skupova, a glavna mu je ideja bila da polazeći od intervala na pravcu. 
odnosno pravokutnika u ravnini postepeno izgradi porodicu linearnih 
odnosno ravninskih skupova koja bi sadržavala i uniju i presjek sva
kog svoje.g konačnog ili prebrojivGg sistema. S u s l i n je primijetio da 
projiciranjem B or el o v a skupa možemo dobiti i skup koji nije B or e-
l o v; tako je on došao do nove vrste skupova, koji se danas .zovu 
Suslinovi-i!i analitički skupovi služeći se pritom posebnom <iperacijom 
- Suslinovom operacijom ili operacijom (A) (početno slovo od riječi 
"analitički"). L u z i n je istodobno dao i drugu definiciju S u s li n o v i h 
skupova. Mi ćemo se držati Suslinove definicije dovodeći je u vezu sa 
razvrstano uređenim skupovima. 
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§ 31.1. Tip T (N1 1 w0 ) dielimičnog uredenja. čvoroVi. Sa 

(31.1.1) T = (T ;w0} ili T (wo) 

označit ćemo skup svih ·konačnih slogova rednih brojeva <Wo, pri 
čemu za dva sloga A, B kažemo, da je A ispred B, ako je A· početni 
komad sloga B; drugim riječima, skup T je skup svih jednoznačnih 
preslika vanja punih početnih komada uređena skupa (-- co, wo) svih red
nih brojeva < wo na taj skup, pri čemu za dva takva preslikavanja f 
i g relacija f <g znači, da je f (a) = g (a) za svaki a u kojem je defi-
nirano preslikavanje f. " . 

Naravno, skup T (wo) je razvrstano uređen; njegov početni sloj 
RoT sastavljen je od svih jednočlanih slogova rednih brojeva < .wo;. 
sloj R1 T je sastavljen od svih varijacija drugog reda rednih brojeva 
<.Wo; općenito, sloj Rn T, za svaki n < Wo sastavljen je od svih vari
jacija n+ l reda sastavljenih od rednih brojeva < . .wo. Naravno, skup T 
je prebroji v; svaki njegov sloj je prebroji v; svaki element skupa T 
ima prebrojivo mnogo neposrednih sljedbenika. Tako na pr. neposredni 
sljedbenici elementa (l, 2, 3) Ei T jesu: 

(l, 2, 3, 0), (l, 2, 3, l) (1, 2, 3, 2), ... , (1, 2, 3, a), .. , (a < W0). 

čvorovi parcijalno uređena skupa. • 

N e ka je S parcijalno uređen skup; označimo . - li za svaki x 'E S sa 

(31.1.2) (-oo, X ls ili (-co, X l 
• 

skup sv.ih točaka y E S za koje je 
(-co, x)s =(-co, y)s 

t. j. koje imaju iste prethodnike kao i x, onda se vidi da razvrstano-. . 

uređeni skup T (wo) ima ova dva svojstva: 
• 

(31.1.3) Y (-co, x;co}T(w,l =Wo 

t. j. rang onog dijela skupa T (wo) koji je uporedljiv s nekom točkom 
skupa T (wo) jest Wo; 

(31.1.4) - k(- oo, -"lnw,) = No 

t. j. svaki element prve vrste skupa T (wo) ima zajedničke pretke sa. 
prebro-jivo mnogo drugih elemenata skupa T (wo): 

Odmah ćemo dokazati, da su gornja dva svojstva (31.1.3), (31.1.4) 
i · dovoljna, pa da razvrstano uređen skup_ S bude sličan sa T (wo). 
Važi naime 

Teorem 31.1.1. Dva razvrstano uređena skupa T;, (i= l, 2) koji' 
imaiu svojstvo da je 

(31.1.3) 

(31.1.4) · k (-oo, X IT;= Xo (~ Ei T;, i= l, 2) 
-
jesu međusobno slična; svaki od njih sličan je_ sa skupom (31.1.1) .. 
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Dokaz teorema je vrlo jednostavan. Idemo da sagradimo jedno 
preslikavanje h skupa E na T2 tako da h bude sličnost i da je hT1 = T2. 
Da počnemo, neka je f bilo koje obostrano jednoznačno preslikavanje 
prebrojiva skupa R.o T1 na čitav R.o T2; t postoji, jer su prema (31.1.4) 
·oba ta skupa prebroji va; stavit ćemo h (x) = t (x), (x E R.o T1). 

Neka je n 'E:I N i pretpostavimo da je definirana sličnost hn-1 skupa 
• • 

><n ><n 

Kako je~. 
R.n T; = V R.o (x, =h;, (x !E: /{n-1 T;) 

možemo sličnost hn-I, proširiti na sličnost hn ovako: 
• 

za svaki x E R.n-1 T1 neka je tx obostrano jednoznačno preslika • 
. - . -

vanje skupa . 

R.o (x, oo h, na čitav skup R.o (h 11-1.(x), co h,; 
;tada ćemo staviti: 

hn (y) = f x (y) ·za svaki Y E: l R.o (x, ::oh,. 

Naravno, time što stavljamo -· hn (x) = hn-1 (x) za svaki x E E kojemu je rang < n, · 

-definirano je preslikavanje h n na uniji s!ojeva R.• T1, (v -<: n) koju ono 
,prevodi na čitav skup 

\) R.• T2, (v-<. n). 
• p 

Kako to važi za svaki n < Wo, to znači da definirajući 
vanje h skupa T1 kao ono preslikavanje koje za svaki ·x E T1 
uslov da nude 

h (x) = h. (x) za svaki v E:• N 

·dobiya se određena sličnost među skupovima T1, T2. 
Time je teorem 31.1.1 dokazan. 
Na osnovu teorema 31.1.1 možemo sa 

l 

{31.1.5) 
• 

preslika-
• • ISPUnjaVa 

označiti bilo k9ji razvrstano uređen skup T sa svojstvima (31.1.3) 1 

{31.1.4), da time istaknemo dvije činjenice: 

prvo, da se radi o razvrstano uređenom skupu; i 

drugo, da su ispunjena gornja dva uslova (31.L3) i (31.1.4). Inače,· 
u konkretnom slučaju, možemo pretpostaviti da je T sastavljen od svih 
konačnih slogova prirodnih brojeva ili od svih konačnih slogova parnih 
(neparnih) cijelih brojeva i t. d. 
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§ 31.2. Operator O (S) za dielimidno uređen skup S. Baire-ov 
prostor. Suslinova operacija. 

Među istaknutim uređenim dijelovima djelimično uređena· skupa S 
nalaze se maksimalni uređeni skupovi iz S; cijeli njihov skup označit 
ćemo sa 

{31.2.1) • O (S) odnosilo O S. 

PosebnO, elementi skupa 

(31.2.2) 

dobiju se kao skpp svih početnih komada pojedinog beskonačnog niza 
rednih brojeva· < Wo; na pr. sam niz 

O, l, 2, •. : , n, n+ l, ... 
• 

rednih ·brojeva određuje ovaj maksim'alni uređeni dio skupa T: 
> 

(O), (0, 1), (O, l, 2), , .. , (0, l, 2, .. , , n), .- .. , (n< wo). 

Baire-ov prostor. 
> 

U skupu (31.2.2) možemo odrediti određenu metriku (l: stavimo li 
• naime 

(31.2.3) 

(31.2.4) 

Q (a, a) = O, (a E O T (wo) ) , 

l , 
Q (a, b) = n + 

1
, (a, b E_ OT (w0) ) 

gdje je n< Wo redni broj dobro _uređena skupa a(\ b, odmah sei vidi, da 
je (l razdaljinska funl}cija u skupu (31.2.2). Na osnovu te metrike postaje 
skup (31.2.2) nosiocem točaka određena prostora t. zv. Baire-ova 
pr o s t or a. 

> 

Te or e m 31.2.1. Baire-ov prostor homeomorfan je s razdaljinskim 
prostorom l iracionalnih brojeva. 

Stvarno, označimo li sa h transformaciju koja iracionalnom broju 
x E (O, I) zadanom sa svojim verižnim razvojem · · 

• 
l x=---=----

x l + -----'1=---
, X2 + · 

• 
• 

' 

pridiieljuje element 
> 

h (x) =(xl), (xl, x2), (xi., X2, Xa), ... 
' 

. skupa odnosno prostora (31.2.2), odmah se vidi, da se dobije homeoc 
morfno preslikavanje između B a ir e-ova prostora i prostora /. 

KUHEPA: Teorija s-kupova 25 
• 



3:S6 . 

Suslinova ·operacija. Neka je 

(31.2.5) 

bilo kakvo preslikavanje skupa 

t 

(31.2.6) T = T (No l.roo) ; 

§ 31.2~ 31.3 

to znači, da ie f (x) za svaki x ·E, T potpuno određen s~up (koji može 
biti i prazan); prema tome, za svaki puni skup N ,~ T potpuno je 
određen presjek 1 • 

(\ f (x); 
x•N 

. 
specijalno, za svaki maksimalan posve uređen skup M ·E. O,(T) potpuno 
je određen skup 
(3l.l7) ,, r\ f (x) 

xeM 

pa dakle i unija 

(31.2.8) V ('l f (x), (M E O (T) ) skupova (31.2.7). 
M xeM . . 

Ako je za svaki x E T, f (x) određen element izvjesne porodice F 
skupova, tada ćemo reći da skup (31.2.8) nastaje iz por'odice F pomoću 
Suslinove operacije, kojoj je T kostur. · 

Tako na pr. presjek svakog niza Xo, X1, X2, •.• skupova iz F · 
nastaje iz F S u s l i n o v'iO m operacijom; dovoljno je naime definirati 
preslikavanje f skupa T na F tako da bude / 

f(x) =Xn za svaki X E Rn T i svaki n< roo, 

pa da se vidi, da je 
(\ Xn = skup '(31.2.8). 

n< "'o 

§ 3t.3. Suslinovi skupovi. 
Akoje 

(31.3.1) 

Borelovi skupovi. 

•• 
F 

bilo kakva obitelj 

(31.3.2) 

skupova, tada ćemo sa 

(F; T) 

označiti množinu svih skupova koji se mogu prikazati u obliku (31.2.8) 
pri čemu ima da bude f (x) E F za svaki x E T. 

Drugim riječima, da neki skup A pripada kao element obitelji 
(F; T) nužno Je i dovoljno, da postoji bar Jedno preslikavanje t skupa 
T tako da bude 

(31.3.:3) f (x) ~~ F za svaki x 'E T 

i da važi 

(31.3.4) 

• 

A= V ('l f(x), (M E;;. O (T)). 
M xeM 
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. ' 

Clanovi obitelji (F; ·T) zovu se S us lino vi skupovi pridruženi obi-
telji F, a kojima je skup' T kostur. 

Lema 31.3.1. Ako su T1, T2 dva slična skupa, .tada za svaku 
porodicu F skupova važi . 

(F; T1) = (F; T2). 

Stvarno, neka je s sličnost tako da bude 
sE= T2. 

Ako je A .E:: (F;. T1) dokažimo da je onda i A E (F; T2) t. j . 
• 

(f; T,) ~~ (F; T2). No, iz A E (F; T1) proizlazi da 'postoji preslikavanje 
f skupa . T1 na F, tako da va,ži 

A= V ("\ f (x), (M1 E OT1); 

st a vim o li • 

g(s(x)) = f(x), (x E T1) · 

tada je g određeno preslikavanje skupa T2 na F, pa je očigledno 
A= V r\ g(t), (M2 E OT2), 

M~ t~MII 

dakle A E:i (F; T2) .. 

Analogno se dokazuje da je (F; T2) ~~ (F; T1). 

Borelovi skupovi pridruženi porodici F skupova jesu članovi naj
mani e obitelji 

(31.3.5) 

skupova koja ima ova tri svojstva: 
1. Obitelj F je sadržana kao (pravi ili nepravi) dio u obitelji FB· 
FI~FB; -

2. Ako je Xn E FB' (n ~ Wo), tada je v Xn E FB t. j. unija svakog 

niza elemenata obitelji FB leži u FB. 
3. Ako je Xn E FB, tada je (\ Xn E FB t. j. presjek .svakog niza 

skupova koji leže u FB također leži u FB. 

Ako je 
(31.3.6) FB = F. 

veli se, da je F određen Borelov sistem skupova. 
l!'gzistencija obitelji FB može se dokazati na pr. ovako: svakako 

' . um]a 
v x, (x EF) 

X 

je određen skup E; očigledno, skup P (E) svih dijelova skupa E je 
određen B or e l o v sistem skupova t. j. važi ' 

(P (E) )B= P (E); no svakako je F C P (E); 
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• 

to znači, da se može govoriti o skupu svih B or e l o v i h sistema koji 
sadrže F, a sadržani su u P (E); presjek svih tih sistema očigledno je i 
sam određen B or e l o v s i s t e m, a vidi se, da on sadrži obitelj F kao 
dio; taj presjek jest upravo obitelj FB. · 

Proces o. Proces b. Obično se prema li a u s d o rf f u za zadanu 
obitelj F skupova označuje sa 

(31.3. 7) Fu (o je početno slovo od suma = unija) 
-

obitelj svih skupova oblika v Xn pri čemu je Xn E F za svaki n < Wo; 
n <Wo 

' isto tako prema Iia'i.IS'dorffu označujemo sa 
' ' (31.3.8) Fo (b je početno slovo od njem. riječi Durchschnitt=presjek), 

• 
obitelj svih presjeka nizova skupova izvađenih iz f. Analogno se defi-
niraju obitelji: . . 

fou=(f6)u, fu6 '(fu)o. 

Tako na pr. ako je F obitelj svih_ zatvorenih linearnih skupova, 
tada je naravno -

{x} E F za svaki X E cl ' 
pa zato činjenica da je prebrojivi skup R. 
svojih jednočlanih dijelova pokazuje da je 

racionalnih brojeva unija 

' 

R. E Fu. 
-

Za skup l iracionalnih brojeva kao komplement CR. skupa R. imamo: 
• 

• l = eR. = e -v {x} = (\ e (x) . 
xeR xeR 

No komplement C (x) jednočlanog skupa {x} jest otvoren skup. 
To znači da je l presjek od prebroji vo mnogo ·otvorenih linearnih sku-, 
po va. Kr-aće se kaže da je l određen Go. 

- . ·. 
Analitički (Suslinovi)' skupovi i Borelovi skupovi zadana prostora. 

Najče~ći slučaj bit će da nam F označuje obitelj svih zatvorenih (otvo
renih) skupova izvjesna prostora. Tada se elementi obitelji (f; T) zovu 
Suslinovi ili analitički skupovi· dotičnog prostora; elementi obitelji FB • 
jesu Borelovi skupovi dotičnog prostora. 1

) -

Tako na pr. svaki zatvoreni (otvoreni) linearni interval je B or e
l o v skup kao i S u s l i n o v skup. 

Za zatvorene intervale, [a, b], to je očigledno, jer je dovoljno pro
matrati preslikavanje f za koje je: f (x) = [a, b] za svaki x E T, pa da 
se vidi da se skup (31.2.8) podudara sa [a, b]. 
-

l) U općem slučaju, trebat će razlikovati dvije vrste Borelovih (Suslinovih) 
skupova u zadanom prostoru, već prema tome, da li je obitelj F sastavljena od zatvo-
renih ili otvorenih skupova. -
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' 

Za otvorene. intervale, to se vidi ovako: ako se radi o otvorenom 
intervalu 

' (a, b) sa a< b 
. 

tada je očigledno počam od nekog broja no < Wo: 

(31.3.9) 

• 
l 

(31.3.10) 

(31.3.11) 

. a + l_ < b _l_ · za ~v e nJ < n < Wo 
n n 

[a+l_ 
n' 

b-_!_] E:;l F, (no < n < .w0), pa je zato n . 
. . 

[ l l] . 
V a + -, b-- E FB, (no < n < Wo) 
n n n ·. 

određen element obitelji FB. ' . 
• 

No, interval (a, b) je element i obitelji (F; T); jer ako za sva\{\ 
n E RoT stavimo - . . 

. f (n) = [a + ~ , b ---'- . ~ ] 
non non 

. . 

pritom no zadovoljava (iH.3.9), dobit ćemo jednoznačno preslikavanje 
skupa RoT na skup segmenata (31.3.10); to preslikavanje možemo pro
širiti i na čitav skup T uzimajući da je ono konstantno na svakom 
od skupova , · 

[x, co h, (x E: RoT). 
Očigledno je . tada 

f\ l (x) ·= f (RoM)· za svaki M E, O (T), ·. 

pa zato skup (31.2.8) postaje: 

V f(RoM)= V f(x)= V (a+_!_, b-. _!_],-(a,b) 
MeO(T) xeRoT n0 <n<w0 n n . 

' . 

( = otvoreni interval a b reahiih brojeva). 
Dakle je zaista (a, b) E: (F; T). · · 

. 

§ 31.4. Analitički skupovi u separabilnim razdaliinskim prostorima. 
Ako analitički skup A pripada razdaljinskom separabilnom prostoru, 
može se skup A definirati i takovim preslikavanjima f koja zadovo-. . 

ljavaju izvjesnim uslovima kao . na pr. da dijametar skupova f (x) teži 
prema O, kad rang Y (x) točke x u T teži prema wo (pritom je rang 
y X ~- y {x, T) definiran kao onaj redni broj l; za koji je X E' R.< n. 

Najprije, zbog separabilnosti postoji svuda gust skup . 

(31.4.1) X 

koji je konačan ili prebrojiv. Za svaki realni broj r > O, kuglice 

K (x; r) odnosno K (x; r), (x E X) 
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iscrpljuju čitav prostor, pa zato za. svaki skup E važi 

E = V E /\ /( (x; r), (x E: X). 
X 

Posebno to važi za zatvorene skupove F; no i skupovi 

. Ef\ l((x; r) 

su zatvoreni; kako im je diiametar < r, to imamo 

§ 31.4 

Le m u 31.4.1. Svaki zatvoreni skup separabilna razdaljinskog pro
. stara može se prikazati kao unija od prebroJi vo mnogo zatvorenih 
skupova .kojima je dijametar proizvoljno malen. 

Sada će nam biti lako dokazati da važi 
' 

•• 

Te o rem 31.4.1. Ako je A analitički skup u .nekom razdaljinskom 
separabilnom prostoru P (na pr. na pravcu), tada postoji jednoznačno 
preslikavanje h parcijalno uređena skupa T (w) na obitelj F (P) z at vo- · 
renih skupova toga prostora, tako da važe slijedeća tri uslova·: 

(31 4 2) A = V (\ h (x), (M ~, O (T (.w))); -
• • M x<M ' 

{31.4.3)' h (x) 2 h (x') . za svaki x < x' u T (w); 

(31.4.4) dijametar skupa h (x) je < n~ 1 za svaki x ~ Rn T ((t)) 

i svaki n < (t)o • ·Ako je prostor P k tome i potpun, tada je 

(31.4.5) za svaki M E;. O (T (w)) skup (\ h (x) 
.- xeM 

sastavljen od jedne jedine točke ukoliko nije prazan. 
Najprije, po teoremu 31.1.1 jasno je, da je skup 

( 4 6) T.'="" V Rz~ T (oo), (k < W 0 ) 31. . k . 

sličan sa samim skupom T (oo); zato prema lemi 31.3.1 i po definiciji 
s u s li n o v i h skupova, postoji jednoznačno preslikavanje f skupa (31.4.6) 
na F (P), tako da bude · 

• 

A= V r\ t(x), (M E OT.). 
M XEM 

Definirajmo preslikavanje f i na preostalom dijelu skupa 
' 

na skupu 
(31.4. 7) 

No, za svaki 

(31.4.8) 

. 

Tn= V R.zHt T (w), 
k 

(k < (t)o). 

• 

T (w) t. j. 

promatrajmo: neposrednog prethodnika x- od x u T (w), zatvoreni 
skup f (x-) te bilo koji niz zatvorenih skupova 

• 

(31.4.9) f(x-)t, f(x-)2, ... , f(x-)n, · ... 
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kojima je dijametar < 
2

k ~ :2 a kojima je unija = f (x-); prema lemi 

31.4.1 takav niz postoji; označimo li za zadan slog x sa 

(;31.4.10) Z X 

posljednji član sloga x (tako za slog (l, 5) imamo z (i, 5) ..:_ 5), tada 
ćemo staviti 

(31.4.J l) f (x) = f (x- )zx; 

· očigledno, za svaki x E Rzk T bit će 
(31.4: 12) f (x) = V f (y), (y E Ro (x, oo)r). 

y 

Nadalje zbog (31.4.9): 
• • 

(31.4.13) dijametar skupa · f (x) je -< 
2

k ~ 
2 

za svaki x E R20+1 T. .. 
Vidi se odmah, da je preslikavanje f definirano u čit_avom skupu 

. T, da je f (x) ~i F. za svaki x E T i da je 
• 

(31.4.14) V r\ f(x) = \)_(\ f(x), (M E O Tp, M1 ,E; OT). 
• M xeM M1 xeM1 

Stavimo li najzad za svaki x :E:: T: · 

(31.4.15) h (x) = (\ f(y), (yE (-oo, x]r), 
y 

• 

<.lo lazi se do određena preslikavanja h skupa T na F i odmah· se vidi, 
da on zadovoljava uslovima· (31.4.2)- (31.4.5) teorema. . . . 

Specijalno, činjenica (31.4.5) proizlazi neposredno iz uslova (31.4.4) 
i t.eorema 30.3.4.2. 

§ 31.5. Veza s prostorom iracionalnih pravih razlomaka. 

Neka je 
(315.1) A 

proizvoljan S u s l i n o v skup nekog razdaljinskog potpuno separabilnog 
prostora P; tada prema teoremu 31.4.1 postoji preslilmvanje 

• 

{31.5 2) h 

skupa T (~o l Wo) n~ skup F (P) svih zatvorenih skupova (prazan· skup v 
uključen!) tako da važe relacije (31.4.2)- (31.4.5). . 

T eo rem 31.5.1. (Lu zi n) Svaki Suslinov skup A smješten u nekom 
]Jotpunom razdaljinskom separabilnom prostoru nastaje iz prostora l 
iracionalnih brojeva neprekidnom transformacijom, pa postoji nepre
kidno jednoznačno preslikavanje 

(31.5.3) 

skupa l na A, tako da bude 

(31.5.4) 

• 
l 

il= A. 
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. . 

Da. definiramo preslikavanje i, neka je za svaki x E 1: 

(31.5.5) 

• 

• 

verižni raivoi iracionalnog pravog razlomka x; neka je nadalje 

(31.5.6) Yo . ' . 

Određena točka skupa A.; za SVaki X E;; l za koji je . 

(31.5.7) ~h (x,, · · · , Xn) . v (=prazno), 
' 

ma da nije A(\ h (Xi,··:.· xn}- _v za sve n E;; N, neka (xr, x2 , ••• xn, 
Xn+ l, ••• , xm) bude najveci po cetm komad niza xr , . x2 , • • • za koji je 

(31.5.8) A f\. h (x, • x2 • ;. • : • xm) ::> v; tada ćetno sa 

( y (x) 31.5.9) 
/" ' 

označiti određenu točku skupa (3 i.5.8) · 
. Sada možemo definirati preslikavan~e • 

z; Za svaki x ,Ei 1 skup 

(31 5 lo) f\. h (x1 , ••• , ~.) . 
• • neN · · 

.je. ili . praz~m ili sastav lien_ od jedn~ jedine točke; u zadnjem slučaju, 
tu ćemo točku označiti sa z(x);. ako Je pak skup (31.5.10) pust, označit 
ćemo sa i (x) točku (31.5.9). Očigledno, Preslikavanje i je time defini- . 
rano u Škupu /, a odmah se vidi da je i l = A. 

Dokažimo još, da je. preslikavanje i newekidno u /, t. i. da za 
svaki x E l i svaki ·niz · · 

ak E;;, l, (k E· N) 

lim ak = x, (k E N) · 
k 

(31 5 1 ~ lim i(ak) = i(x), (k E N). . . l, k . 

sa svojstvom 
~· vazi 

No, granični prelaz·w -+X znači da u gotovo sv.ima verižnim razvojima 
l a,. = -----..::..._ __ 

akl + ---'1'---- . . 

• 
• 

' 
dolaze proizvoljno veliki početni ,komadi verižnog razvoja (31.5.5) broja x· 
ako je k tome skup (3!.5.10) pun, to znači, da je on sastavljen od točk~ . 
i (x), p'a zato ta točka i (x) i gotove sve točke i (ak) leže u zatvorenom 

• 
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skupu h (x1 , x2 , ••• , Xn) kojemu je, prema (31.4.4) dijametar <n~ 
1

; 

dakle točke i(x) i gotovo sve točke-- i (an) leže u proizvoljno kratkim -
intervalima, što i znači, da važi granični prelaz (31.5.11). 

Ako je pak skup (31.5.10) prazan, to 6nda znači, da su gotovo 
svi skupovi A r\ h (x1 •.• xn) prazni, pa je zato i (ak) = i (x) za gotovo 
sve k E N; time je i u tom slučaju prelaz (31 5.11) dokazan. 

Time je Luzinov teorem 31.5.1 potpuno dokazan. ' 

§ 31.6. Osnovno svojstvo Suslinove operacije. Suslinovi skupovi 
prema Borelovima. 

§ 31.6.1. Osnovno svojstvo Suslinove operacije. 
-

Teorem 31.6.1.1. Obitelj (F; T) Suslinovih skupova proizvedenih 
iz obitelji F zatvorena je s obzirom na Suslinovu operaciju: podvrgne
mo li Suslinove skupove Suslinovoj operaciji, dobit ćemo ponovo 
Suslinove skupove: · 

(31.6.1.1) "' ((F; T); T)= (f; T). 

Drugim riječima, ako je 

(31.6.1.2) 

tada je skup 

(3 1.6 1.3) 

f(x) E (f; T)- za svaki x E T, 
• 

A = \J r\ t (x), (M E O (T)) 
M xeM 

određen element već i u obitelji (f; T). 

Ovdje ćemo uzeti da je T sastavljen od svih konačnih slogova 
prirodnih brojeva; zato se svaki M podudara sa skupom početnih ko-
mada posve određena beskonačna niza prirodnih brojeva; tako na pr. 
skup svih ~ 

(l), (1, 2), (1, 2, 3), ... , (!, 2, ... , n), ... 

je određen_ element u O (T) i sastavljen je od svih pocetnih komada 
prirodnog niza prirodnih brojeva. 

Za pojedini M E O (T) možemo sa 
• 

(31.6.1.4) z M 
. 

označiti onaj beskonačni niz prirodnih brojeva, čiji početni komadi 
obrazuju skup M; to je u skladu sa dogovorom, da za svaki x E T sa. 
z x označimo zadnji član sloga x; na pr. z (l, 5, 3) = 3. 

Pređimo sada na sam dokaz. Prema hipotezi (31.6.1.2) postoji za 
svaki x E, T određeno preslikavanje fx skupa T na F tako da bude 

(31.6.1.5) f (x) -'-- \J (\ f x (t), (M~ E O T). 
M·x teMx 
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Prema tome, skup A glasi: • 

A= V r\ V r\ lx (t), (M, Mx E;i O T) 
M xeM Mx teMx 

odnosno 
• 

{31.6.1.6) A = V V (\ (\ lx (t),. (M, Mx ·E O T za svaki x ,E, M). 
M - Mx xeM teMx-

Vidimo, da se u (31.6.1.6) presjek uzima po obitelji skupova 
• • 

·(31.6.1.7) · fx(t),(tEMx,xE.M) 

koja zavisi od proizvoljna elementa M E O T i skupova Mx 'E::I O T za 
svaki x E M. Radi se o tome da skupove (31.6.1.7) na zgodan način 
svrstamo u jedan niz. Vidimo iz (31.6.1.7) i (31.6.1.6) da se. pojavljuju 
.skupovi 

{31.6.1.8) Mx, M, (x :E M) 

.iz skupa O (T). 
-

Stavimo li kratkoće radi 

(31.6.1.9) Mx =Mk, ako je x ·E RkM, 

iada se pojavljuje niz 
• 

(31.6.1.10) M, Mo, M1 , . . . , Mk, • • • , (k< Wo) 

-elemenata iz O (T) odnosno niz nizova 

z M, z Mo, ... , z Mk, • • o • 

Ako je ekspU.cite 

z M = niz no1 , no2 , . . • ; no k , • . • • 

z Mk-l= niz nk1, nk2, ... , nkk, . . . za svaki k E N, 
{31.6.1.11) 

tada skupove (31.6.1. 7) možemo svrstati u ovaj niz nizova: 

. ln" (nu.), fn" (nu nl i), ... ' ln,,(nu n12 ... nlk), ... . 
ln" n"(n21), ln,, n., (n21·n22), ... ' fn" "'' (nal n22 ... nzk), . . . ' 

·(31.6.1.12) l n .. no, ""' (n3,)' f "" ""' n., (n31 n32)' . . . . . 
• • • • • • • • • • • • • • • • 

• 
• • • • • • • • • • • • • • • o 

Svrstajmo dvostruki niz (31.6.1.11) u obični niz 

{31.6.1.13) m1, m2, m3 , ... 
• 

na pr. tako da stavimo 

(31.6.1.14) n;k = mi iZk-l!, (i < Wo, k ·E N) 

što odgovara obratu od rastavljanja niza l, 2, 3, ... prirodnih brojeva 
• ;u mzove 
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l' 3, s. 7' . . . 

2 . l, 2 . 3, 2 . 5, . . . 

22 ·1, 22 ·3, 22 ·.5, ... 
. . -. . . . . . . . 
o • • • • • • o o • 
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t. j. u nizove Ne, 2 Ne, 22 Ne, 23Ne, ...• pri čemu je Ne niz neparnih 
·prirodnih brojeva. 

Na taj način niz nizova (31.6.1.12) postaje: 
• -

(31.6.1.15) .fm, (m2), fm, (m2, ms), f m.<m2, ms, ma), . . . . , f m1 m, (mz' · I), 

fml ms(mz~ol, mz2.J), .. 'o. 

Očigledno, najviši indeks slova m koji se pojavljuje u pojedinom 
članu (31.6.1.15) je paran; naravno da u (31.6.1.15) nema članova s" 
jednakim najvišim indeksom, jer se svaki prirodan broj moie na jedan 
jedini način. prikazati u obliku 2" (2k-..,.1). Označimo li sa a; onaj član 
u (31.6.1.15) ·u kojem je 2 i najviši indeks od m, tada dobivamo potpuno 
odreden niz ' 

(31.6.1.16) a1 , a2, aa , . . . . . , a; , . . . . 

koji predstavlja određenu permutaciju dvostrukog niza (31.6.1.15); dru
gim riječima, obitelj skupova (31.6.1.7) podudara se sa nizom (31.6.1.16). 
Nek~ je ' 

(31.6.1.17) fl 

određeno obostrano jednoznačno preslikavanje skupa NXN na čitav N, 
tako da je dakle specijalno · 

f.4 (m2;-1, m2;) potpuno određen prirodan broj za svaki i :E: N. 
/ . . 

Definirajmo preslikavanje g u T stavljajući 

(31.6. 1.18) g (fl (mt m2) f.4 (m3 m4) . . . fl (m2;-1, m2;) ) =a; , (i E: N). 

Označimo li sa 
(31.6.1.19) M 0 = h (M, Ma, M1 , . . .) 

onaj element u O (T) za koji je 

z M 0 = ft (ml m2), f.4 (ma m4), . . . 
iada je očigledno 

obitelj .skupova (31.6.1.7) identična s obitelji 
g(f.L), (fl. E M0

) •.. 
(31.6.1.20) 

skupoVa 

. 
Pustimo li da u (31.6.1.8) skupovi M, Mx prolaze proizvoljno O (T), ' 

prolazit će i pripadni skup (31.6.1.19) čitav O (T); očigledno, preslika
v;mje koje nizu (31.6.1.10) pridije!juje niz (31.6.1.19) odn. skup M 0 E O (T) 
jest obostrano jednoznačno. 



.396 § 3!.6.1-§ 31.6.2: 

-Dokažimo još, da je gornje preslikavanje (31.6.1.18) 
definirano u T. Stvarno, ako je r E; T jednako slogu 

jednoznačno. 

tada je time definiran niz . 
H-l r •t-l r r·t,r 2, •. 

od 2k prirodnih brojeva, recimo 
• 

. fl-· l 
~k 

' 
(31.6.1.21) P1, P2, • • • ' /)2k 

' 

za koje je·· 
~~ (P1, P2) = r1, ... , f.4 (P2k.!_l, P2k) =·n 

a time je definiran i početni komad 

P1, P1 PB, P1 fl3 Po, . . . određene obitelji skupova M E O (T) 

pz-1, mo~ pz.3, ...... određene' obitelji skupova Mo E;, O (T;' 

p2'·1, P2'·1 P2'·J, .. e . određene obitelji skupova M1 E;. O (T) 
·~. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • o • • • • • • • • 

iz kojih obrnutim procesom proizlazi niz (31.6.1.21) i Pri čemu za potpuno· 
određeni niz x ~~ M i potpuno određeni t E: Mn proizlazi 

fx(t) =idP1,P2, ... , P2k). g(r). 

Dakle je g jednoznačno definirano preslikavanje. . 

Prijeđimo na zaključak: skup (31.6.1.6) na osnovu obrasca (31.6.1~20) 
postaje: · 

(31.6.C22) 
. 

pri čemu je prema (31.6.1.19) 

M0 = h (M, Mo • M1 , ... , . Mn, . . .) , (M, Mo, . . . , M, "E O (T)}; 

kako pritom i M0 prolazi čitavim skupom· O (T), pokazuje obrazac:: 
(31.6.1.22) da je zadani skup Suslinov skup· kostura T proizveden 
preslikavanjem g skupa T na obitelj F. 

Time je osnovni teorem 31.6.1.1 dokazan . 
• 

§ 31.6.2. Veza među Borelovim i Suslinovim skupovima. 

Iz osnovnog teorema ·31.6.1.1 neposredno izlazi 

Teorem 31.6.2.1. Unija (presjek) od svakog niza skt~pova iz (F; T) 
opet je određen član u (F; T); drugim riječima,' obitelj (F; T) je odre
t1en Borelov sistem skupova koji sadrži obitelj F; zato Je 

(.31.6.2.1) .fs .~ (F; T). 

Stvarno, neka je 

An E (f; T) za s\raki n < w0: 
• 



§ 31.6 2 

Definiramo li preslikavanje 1
) 

f 
"' skupa T tako da stavimo 
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g 

. • f (x) = An za svaki x E T 
kojemu je n početni element 

g (x) = An za svaki x E: /?..i, T, (n< wo) 

tada se neposredno'-vidi da je 
' 

V An = \.-' t\ f (x) (\ An = (\ V g (x) 
n <W0 M xeM tH xrM 

pri čemu M pmlazi skupom O (T). 
Kako su, prema teoremu 31.6.1.1 desne strane u prethodnim jedna

kostima određeni elementi obitelji (F ;J T), to znači da je i unija i 
-presjek skupova Ao, ... , An, ... iz (F; T), opet član skupa (F; T), što 

• • 

. j tndimo teoremom 31.6.2.1. U općem slučaju važi 
• • 

(31.6.2.2) Fs C (F; T) 

t. j. ima analitičkih skupova koji nisu Borelovi skupovi (S u s l i n). --
Postavlja se pitanje: što je nužno i dovoljno pa da analitički skup 

A bude Borelov skup? · 
Mogu se dokazati ova dva teorema: 

T e or e m 31.6.2.2. (S u s l i n). Da analitički skup nekog raz daljin
skog prostora bude Borelov, nužno je, a i dosta je, da njegov kornple-
ment s obzirom na taj prostor bude također analitički_ skup. · · 

T e or e m 31.6.2.3. '(L u z i n). Da analitički. skup A nekog raz daljin
skog wostora P bude Borelov, nužno je i dovoljno da postoji jedno
značno preslikavanje f parcijalno uređena skupa T na obitelj F (P) 
tako da u uniji - - · 

• 

(31.6.2.3) A _ V (\ f (x), (M E O (T)) 
M xeM . . 

članovi (\ f (x) budu dva po dva disjunktna t. j. da za_ različite 
x•M 

M1, M2 E O T slijedi 

(31.6.2.4) i\ f (x) = v, (i = l, 2). 
x~'Mj 

Za dokaz tih teorema v. H a u s d o rf f [2], § 34 p p 184-193. 2) 

1} Čitaj najprije jednu stranu, a onda drugu stranu. 

2) O analitičkim skupovima u općim prostorima vidi: · 
K i nj ir o K u n u g u i, La theorie des ensembles analytiques et les espaces -abstraits 

- (J o urnal of Fa e. Sci, Seria l, vol. 4 (1935). Sapporo. 
J a pan). · _ 

Tu se pokazuje, da u općem slučaju uslovi u teoremima 31.6.2.2 i 31.6.2.3 nisu 
ekvivalentni, jer na pr. u prostoru K iz primjera na str. 23. navedenog časopisa i skup 
A i njegov komplement CAjesu analitički, a ipak ne postoji preslikavanje f skupa T(ro) 
.na f(K), tako da bi vrijedili obrasci (31.6.23), (31.6.2.4). 
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' 

§ 31.7. Kardinalni broj Suslinovih skupova. 
Može se dokazati· ovaj vrlo· opći i lijepi 

/ . 

§ 31.7 

Teorem 31.7.1. (S usli n). Svaki beskonačni neprebrojivi Suslinov 
skup potpunog separabilnog metričkog prostora ima potenciju e = 2~v 
kontinuuma. 

Stvarno, neka je A određen beskonačan S u s l i n o v 'skup potpu
nog separabilnog metričkog prostora (takovi su na pr. Kartezijevi 
prostori); neka je f takvo preslikavanje skupa T da bude ·. 

(31.7.1). A= V f\ f(x), (ME~ O(T)). 
M xtM 

' 

· Očigledno rastavljanje 

S = V [z, co h, (z E RoT) 
z 

skupa (kostura) T ima za posljedicu ovo rastavljanje . . 

(31.7.2) A= V V (\ f(z) (\ f(x) =V f(z) V(\ (f\ f(x) ), 
z Nz xeNz z · N2 xeN2 

(N, E:;, O (z, =h z E. RoT) 

samog skupa 1 na pre.Q.rojivo mnogo skupova oblika· 

· f (z) (\ Az (z), gdje je 

31.7.3) · A(z) =V (\ f(x), (Nz E:;, O(z, oohJ za svaki z ERoT. 
Nz xeNz 

' . 

Kako je skup (z, co h sličan sa T, to znači da je A (z)· određen 
Suslinov skup za svaki zEiRoT. Ukratko, zadani Suslinov skup 
A možemo ovako rastaviti: 

. 
(31.7.4) A= V f(z) (\ A(z), (z E RoT), 

z • 

pri čemu su A(z) Suslinovi skupovi (31.7.3). 

Prijeđimo sada na dokaz gornjeg S u s li n o v a teorema. 
Kako je A pretpostav]jen beskonačnim i neprebrojivim, a prostor 

separabilnim, posjeduje skup A točaka kondenzacije; označimo · li za 
neki skup X sa 

(31. 7.5) 

skup svih točaka prostora sa svojstvom da svaka okolina od x sadrži 
neprebrojivo mnogo točaka skupa X, tada zbog pretpostavke da je· 
skup A beskonačan i neprebrojiv, a prostor separabilan proizlazi da 
je skup 

(31. 7.6) 

Neka su 

(31.7.7) 

beskonačan i neprebrojiv .. 
' 
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dvije proizvoljne različite tučke skupa (31. 7.6), a ko, k1 dvije kuglice. 
oko ao odn. a1 · sa svojstvom 

(31. 7.8) ko(\ k1 =V. 

Kako svaka kuglica . ko, k1 sadrži beskonačno neprebrojivo točaka 
skupa A, to će na osnovu (31.7.4) biti 

(31. 7.9) k;, ·(\ A · k;, (\ (V f (z) (\ A (z)), (z E RoT) za i1 = O ili l. 

To 

(31.7.10) 

znači, da postoji bar jedna točka Z;, 

k t, r\ f (z;J r\ A (z;,) 

sa svojstvom da skup 

bude beskonačan i neprebrojiv. 
Radeći dalje sa svakim od S u s l i n o v i h skupova A (zo), A (zi) na 

isti način kao što snio maloprije radili sa Suslinovim skupom A, 
' ' 

došli bi do kuglica 

(31.7.11) k t, o, k;, 1 u k;, (i a = O, l) 

sa svostvom 
k i, o (\ k;, l . v' 

te do točaka Z;, o, Z;, 1 koje slijede neposredl"JO iza Z;, i to tako da skup 

k;,;, (\ f (z t,;,) (\ A (z;,;,), (il, i2 = O, l) 31.5./2) 

bude beskonačan i nepre broj iv; pritom je A (z;,;,) S u s li n o v skup, ko
je ko.stur skup (z t,;" oo h, a proizveden je zadanim preslikava-• Jemu 
~ 

njem f, dakle 
' 

A (z;, tJ = V r\ f (x), (M E O(z;, ;.,, coh ). 
Af xeM 

Na posve isti način dokazuje se postojanje kuglica . 
' (31.7.13) . 

sa disiunktnim prostornostima te do različitih točaka 
' 

(31.7.14) Zt.,t,.l, E Ro(Zt,.t"=h, (i3 =O, l) 

tako da Suslinovi skupovi 

A (z;,. ;,, t,), (i3 = O, l) 

budu beskonačni i neprebrojivi . 
• 

Induktivno se tako dĐlazi do zatvorenih skupova 
' 

;• 
(31.7.15) f (z;,. ;, ... : ; J i do kuglica 

(31.7.16) k(il, i2, ... , in-l, in) C k(il, i2 ... , in-l), (i,=O ili l) 

sa disjnnktnim prostornostima i s radiusom < __!_ i to za svaki dijad
n 

ski slog od. n članova. 
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. 

. Uzmeino li, da je preslikavanje f silazno t. j. da iz x <:;: x' ti T 
slijedi t (x) 2 f (x'), a to se vazda može suponirati 1

); onda to znači, 
·da je za svaki diadski beskonačni niz 

skup 

{31.7.17) 
n . 

• 

il ' Ž2' . . . '- ln,-. • . ~ 

kao presjek niza punih zatvorenih skupova kojima diJametar --+O 
sastavljen prema teoremu 30.3.4.2 od jedne jedjne točke koja naravno 
leži u zadanu skupu A, kako to· neposredno izlazi iz definicije (31. 7.1). 

Kako pritom različitim diadskim nizovima odgovaraju različite 
točke skupa A to znači da skup A sadrži jedan diadski diskontinuum 
' ' ' - ' ' - ' 
pa mu je dakle potencija >- e, a odatle k A . e. . / 

· · Primijetiino li, da je diadski diskontinuum savršen skup, dobivamo: 
\ 

~ 

Korolar 31.7.1.' Svaki beskonačan neprebrojiv Suslinov skup 
.separabilnog potpunog metričkog prostora sadrži savršen skup. _ 

Korolar 31.7.2. Svaki beskonačan neprebrojiv Borelov skup koji 
leži u nekom metričkom potpunom i separabilnom prostoru sadrži 
savršen pun dio. 

• • • 

K or o l ar 31. 7.3. Svaki zatvoren (otvoren) beskonačan neprebrojiv 
skup ·izvađen iz nekog razdaljinskog potpunog separabilnog prostora 
sadrži savršen pun skup; pa zato ima poteneiju kontinuuma (Cantor-

~ 

Bendixonov teorem). 
Jedan Luzinov problem. Koliko je relativno lak i lijep odgovor 

· na problem o kardinalnom broju svakog S u s l i n o va skupa, toliko je 
nevjerojatno kako se stvar zamršuje kad se promatraju komplementi 
analitičkih skupova (cf. L u z i n [l] p. 295). Doduše, Lu z i n je dokazao, 
da svaki beskonačni nepre broji vi komplement S u s l i n o v a skupa _ima 
potenciju N t ili 2~", no bez e a n t or o v e hipoteze kontinuuma 2~o = ~1 
ne zna se danas, da li postoji ikoji analitički skup kojemu bi komple
ment imao kardinalni broj N1, . niti ikoji skup poteneije ~~ koji ne b( 
bio komplement analitičkog skupa. 

L u z i n je izrekao mišljenje, da je svaki linearan skup kojemu je 
potencija Nt komplement izvjesnog analitičkog skupa - (v. Fundamenta • 
Mathem[!.tic.ae, 25 (1935), (pp 109-131); ta je hipoteza u protivnosti sa 
e a n t or o v o m hipotezom o kontinuumu, pa je to bio prvi slučaj, da 
se svijesno negirala e a n t or o v a hipoteza ne plašeći se da će nas taj 
postupak dovesti do protuslovlja. 

1) Dovoljno je promatrati preslikavanje g za koje je 
g (x) ~ n t(~) za svaki x E r. 

t~x 
pa da se vidi da je g silazno preslikavanje skupa S i· da je 

n (ix) ~ n g(x), (M E OT). 
xeM xeM 



~ .31.8. Rekurzivno izvođenje Borelovlb skupova. 
. Borelovib i Suslinovib ·skupova. _ 

B or e l o v sistem F s za zadanu obitelj F skupova 
kao najmanju obitelj X skupova za koju je 

~3Lč.l) · _Xa ~ X, Xo .~ X, F ~ X 
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Veza između 
• 

definirali smo 

1. j. hoj a irna svojstvo da sadrži i uniju i presjek svakog svoga niza. 
skupova. No, iterativno se može vrlo lako doći do porodice X skupova 
koja zadovoljava svojstvima (.31.8.1). Stvarno, stavimo 

(3UV) ) F''=F; 

prctpostavimo, nadalje,· da je O < a< .w1 bilo koji redni broj i da je 

deiinircm uzlazan niz (finitan ili transfinitan) _ 

·(i1l.8.3) F 0 .~ F 1 ~ •.•• :~ F' .~ .. , (~ < a); 

tatia ćemo definirati i obitelj F" stavljajući: 

F" = (V F~). ili ('v F')•, 
~~a E~a • 

(31 .84) 

već prema tome da li je a neparan ili paran broj. 
Očigledno, time je defi~ran transfinitan uzlazan niz 

i3l.8.5). F0 ,~F1 .~ ••• ~F·.~ ... ,'(a<w1) 
.. 

kojemu svi članovi F" obuhvataju zadanu obitelj F. Naravno, ako je -
F -. FH1 za bar jedan ~ > O, bit će tada F' = Fa za svaki· ~<a<: rob 

... u- općem slučaju, važi ll (31.8.5) svuda znak e . 
Teorem 31.8.1. 

{31.8.6) ·. 

Da se taj teorem 

~31.8 7) 

• 

FB= V F", (a< w1) •. 
a 

dokaže, dovoljno. je dokazati, da obiteJi 

B = V ra, (a < w1) 
đ 

zadovoljava odnosima (31.8.1), posebno, da je Bcr ~ B, Ba-~ B t j. da 
za svaki niz X. :Ei B slijedi da je i 

<31.8.8) (\ X. E B i ·v x. E B 
n n· -- • 

• 

jer je F s najmanja obitelj X ~ F koja zadovoljava (31.8.1). · 
· No, iz X. E B sliJedi da postoji broj a. < to1 sa svojstvom X. 'E.iF"•; 
-kako je a. < ro1, to je i. 

pa je dovoljno Ala • sa a označimo bilo koji redni broj > sup a. koji je 
- n<w.,-

;paran odn. neparan, pa da_ se uvjerimo da važi 

(\ X. E Fa odn. V 'X. E F", 
• n 

~ time da važi (31.8.1). 

E lJ REPA: Teorija skupova 26 
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Posebno, pode li se od familije F (P) svih zatvorenih skupova 
izvjesna prostora P"(na pr. prostora realnih brojeva) dobiju se gornjim 
postupkom određeni· F-razredi Borelovih skupova 

(31.8.9) F 0 (P), F1 (P), f<Z(P), ... , F"(P), .. , , (a< ro1) 

Polazeći od porodice G(P) svih otvorenih skunova prostora P, 
dobije se na gornji iterativni način 1

) niz (finitan ili transfinijan) 

(31.8.10) G0 (P), G1 (P), G2 (P), ... , G" (PJ, ... , (a< rod . 
. 

G-razreda Borelovih skupova: naravno da je 

(31.8.11) G n= V G' (P) (; < roj). E . 

Izučavanje pojedinih razreda F"(P) odn. G"{P) može biti od naro
čitog interesa. Ce~to se javlia razred F'(P) sastavljen od skupova f,., 
i razred G'(P) sastavljen od skupova Ga. Tako na pr. skup 

1 x c1 
' 

točaka ravnine s "iracionalnim apscisama je određen Ga t. j. pripada . 
razredu G'(C2) ravninskih skupova koji su. presjek otvorenih skupova . 

• 

Stvarno, 
l X C1 = C(R X C1) = C( V r X Ct)= f\ C(r X Ct); 

reR reR 

p rl tom je skuQ r X C1 zatvoren, jer se sastoji od pravca; dakle je skup 
l X C1 presjek od prebroji vo mnogo otvorenih skupova C (r X C1): 

(31.8.12) · :,/X Ct = r\ C(r X Ct). 
r•R 

Zanimljivo je, da se svaki S u s I i n o v skup u Kartezijevom pro
storu e. od n-dimenzija može dobiti ortogonalnim projiciranjem izvje~ 
s nog skupa G6 prostora Cn+I, · · 

§ 31.9. Neprekidna preslikavanja S.uslioovih i Borelovih skupova. 

Neka su 
X, Y, 

dva razdaljinska prostora, a cr ma kakvo jednoznačno neprekidno pre
slikavanje prostora X na prostor Y. Znamo, da je to preslikavanje nepre
kidno onda i samo onda, ako je za svaki otvoreni (zatvoreni) skup 
M .~ Y njegov izvorni skup cr-1 (M) također ,otvoren (zatvoren) u X.· 
Odatle neposredno izlazi: 

T e or e m 31.9.1. Ako je cr bilo kakvo neprekidno jednoznačno 
preslikavanje prostora X u prostor Y =lP X. tada: --

a) iz A E (F (cr (X)); T) slijedi IP-1 A E; (F (X); (P)), t. j. izvorni 
skup zz X svakog Szzslinovog skupa u IJl X je S us lino v skup: 

1) Stavljajući G0 (P) ~-· G(P), G• (P)= (U Gf(P) ); , (\; < a) 
. E 

:uie je i = b ili a, već prema tome, da li je broj a neparan ili paran. 
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b) iz B E fa (<pX) slijedi <p-1 B 'iE f 4 (X), t. J. izvorni skup u X sva~ 
kog Borelova skupa razreda ·fa (cp X) 'leži u analognom razredu 
f" (X) i to za svaki a < ~1 • 

Sasvim je drugo ovo pitanje: 

Da li je neprekidp,n transformat q:>A Suslino'l'a skupa A prostora X 
•vet Suslinov skup za prostor <p X ? 

' 

Da li Je neprekidan transformat <p B Borelova skupa B prostora .X 
ovet Borelov skup za prostor <p X? 

Odgovor na prvo pitanje je pozitivan uz dosta široke pretpostavke 
(teorem 31.9.2); naprotiv, odgovor na drugo pitanje je negativan i u 
nlo specijalnim slučajevima (teorem 31.9.3); 

T e or e m 31.9.2. Svako metričlto nevrekidno preslikavanJe svakog 
Suslinovog skupa iz potpunog separabilnog raz dalJinskog prostora dovodi 
opet do određena Suslinova skuva. -

Stvarno, neka je A analitički skup prostora X; neka i e nadalje <p 
aeprekidno preslikavanje prostora X u prostor Y = q:>X. 

Tvrdimo, da je u prostoru q:> X skup q:> A analitičan. 
' 

Kako je prostor X potpun, separabilan i razdaliinski, postoji pr~ma 
teoremu 31.4.1 i takovo preslikavanje f razvrstana skupa T (No l .wo) dei 
budu ispunj~ni uslovi (31.4.2)- (31.4.5). · 

Tvrdimo, da je 
• 

(31.9.1) 'PA= V f\ <pf(x), (M E OT(Nol.wo)); 
M xeM 

kad to doJ:s:ažemo, bit će time dokazan i sam teorem 31.9.2. 
No, za svaki M E, OT (No l .wo), zbog uslova (31.4.4) skup 

(31.9.2) . (\ f (Rn M) 1), (n < Wo} 
n 

je ili pust ili jednočlan. Prvi slučaj, zbog uslova 

f(RoM) 2 f(R1MJ ~ ... 
" i pretpostavke da je prostor X potpun nastupa, prema tcoremu 30.3.4 2, 

jedino onda, ako među skupovima f (R. M), (n < rov) ima i praznih; tada 
naravno i medu skupovima q:>f (RnM), (n < ro0), dakle i među skupo~ 
vima q:>f (R.M), (n < ~o) ima praznih, pa je prema to;me 

(31.9.3) (\ q:>f(R.M) ='P(\ f(R.M); (n< w). 
n n 

' . 
Dokažimo, da ta jednakost v~ži i onda kad je skup (31.9.2) jedno~ 

član i recimo sastav!jen od y. 
' 

1) Tu l (R.n M) označuje u što prelazi element sloja R.n M. 
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Najprije, iz y E· (\ f (R.M), (/l < Wo) slijedi Y Ei f (R. M) dakle 
n . 

<p (y) E <Jl f (Rn M) pa tim prije 

<p(y) E <JJI(R.M), 
' 

što znači, da je r\ <pf(R.M), 2 <Jl r\ f(R.M), (n< wo). · 
n n • 

Isto tako, dokažimo, da je 

(31.9.4) 
' --::-=-;-;; 

(\ <p f (R.M) ~ <Jl (\ f (R.M), (n < w0) 
ll ll 

Neka je naime .-· 

(31.9.5) z E (\ <Jl f (R.M), (n < w0) 
n· 

z E <pf(R.M), (n< .wo); 

d alde 

\ 

• 

to znači, da u skupu <p f (R. M) postoji točka Zn proizvoljno blizu točke z -- . ' ~- ' , 
recimo tako da bude : .., 

(31.9.6) .' 

Neka je naJalie 
jasno je, da je 

)
. l 

l? (z, Zn <n+ 1; dakle 

• 
lim Zn= z. 

Xn E f(R.M) sa svojstvom, da je <p (x.) = Zn ; ' 

lim x. = y = jedini element skupa (31.9.2); 

odatle- zbog neprekidnosti funkcije <p: 

lim <p (x.) = <p (y) 

lim Zn = <Jl {y), 

z= <p{y) . 
.' 

A to zbog (31.9.5) znači· da važi (31.9.4). 
sama jednakost (31.9.1). 

t. j. . 

što zbog (31.9.6) postaje : 

. ' 

pa dakle i (31.9.3), ·a time· i 

Suslinovi skupovi kao proJekcije Borelovih skupova. 
Kako su projiciranja poseban slučaj neprekidnih preslikavanja, to 

• • 1mamo ovaJ 
K or o l ar 31.9.1. Projicira li se S us lino v skup iz prostora Cn+l na 

prostor C., dobit će se opet Suslinov skup. 
Taj je rezultat tim značajniji. što analogna činjenica za Borelove 

skupove ne važi; naprotiv, može se dokazCI.ti . . 

T e o re m· 31.9.3. Svaki S us lino v skup iz Kartezijeva prostora C11 

može se dobiti kao projekcija Borelova skupa Ga pr()stora Cn+l; spe
cijalno, svaki linearamSuslinov skup jest projekcija izvjesna ravninskqg 

- ' ' . '· .... 

Borelova skzma GB. 
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Stvarno, neka je A proizvoUan linearan Suslinov skup; ~tada 
• 

prema teoremu postoji jeqnoznačno.neprekidno preslikavanje lP prostora l 
iracionalnih brojeva, tako da bude · 

lP l= A. 

Promatrajmo skup 

E svih točaka (x, q> (x) ), (x .E::! A) .. 

i skup /2 svih točaka· ravnine s iracionalnon .apscisom; skup /2 je 06 
(presjek od prebroji vo mnogo otvorenih skupova); zato je skup 

(3 1.9.7) 

kao presjek od F i 06 takoder 
(31.9.7) koji je dakle odreden 

' 06. No, očigledno, projiciramo li skup 
06 na ordinatnu os, dobije se zadani 

analitički skup A. 

Time je teorem 31.9.3 dokazan. 
Inače taj teorem pokazuje na kako prirodan način - projicira

njem- nastaiti Suslinovi skupovi i to iz vrlo]ednostavnih Bore-
•• 

l o v i h skupova. Koliko god sistem B or e l o v i h skupova izgleda kao 
prirodna cjelina, ipak već i tako prosta operacija kao što je okomito 
projiciranje dovodi do skupova van te cjeline, protivno jednoj tvrdnji 
Lebesguy-a; kad je Suslin 1917 otkrio griješku u Lebe-sgue-ovu 
zaključku, otkrio je on time i analitičke. skupove. 

Skup Eo u razlaganju (15.1.3.9) je prvi analitički skup koji nije 
• 

B or e l o v · skup - pronalazak kojeg je zgodno staviti u paralelu s 
otkrićem prvog broja (vjerojatno broja V2) koii nije racionalan ... 

' 
Primijetimo,· da u prostoru F [0, l] svih zatvorenih punih skupova 

iz segmenta [0, 1], onaj njegov dio koji je sastavljen od svih neprebro- · 
ji vih skupova X E:;, F [0, l] čini analitičan skup koji nije Bore lov (W. 
flurewicz, Fund. Math. (15) 1930, 4-17). 

- Projektivni skupovi zadana prostora jesu članovi najmanje obitelji 
n (P) skupova, koja zadovoljava ovim uslovima: 

l) Svi B or e l o v i skupovi prostora l efe u obitelji n (P); 

2) Ako A E n (P), tada i svaka neprekidna slika fA kOJa leži u 
promatranom prostoru jest odreden element obitelji n (P). 

3) Iz A E;:i n (P) slijedi e A E n (P). · 

Prema tome, analitički skupovi i njihovi komplementi iesu primjeri 
proiektivnih skupova. Projektivne skupove u~eb je Lit z i n; me'đutim, 
zbog VeliR:ih poteškoc~. ri}i!i'dvo izticavllhje tiHe ilii:itlgo iilif)r~dovalo. 
' < ' - •" ' -- • ' ' ~- ~ - • .. , ' -' ' - '--· l l ' 

(isp. Kuratowski [l] §34, pp234-246 i Lu zi n [l] gl. V, pp 267-320). 
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§ 32. MJERA Sl( UPOV A - IZMJE.RIVI SKUPOVI. 

§ 32.1. Problematika mjere. Historijski pregled. 

Znatan dio matematike ima ~voj začetak .u mjerenjima i premje
ravanjima. Klasični primjer za to Jest geom~trija. Tu smo od najjedno
stavniiih likova u vezi sa premjeravanjem zemljišta dolazili do ~ve 
zamršenijih tvorevina kojima smo nastojali odrediti dužinu odn. povr-
šinu odn. zapremlnu. 1

) . 

[deja premjeravanja sastoji se u tom,· da se na izvjestan nači• 
mjerenom predmetu pridijeli izvjestan broj, koji je obično realan i > o· 
zbog jednostavnosti u izlaganjima, dopušta se da pojedinom predmeh~ . . ,, 
može biti pridruženo i oo kao megova ,.mJera . 

U praksi se obično radi ovako: · 
Prvi korak. Polazi se od jednostavnih tvorevina kao što su 

duži na pravcu, pravokutnici u· ravnini, paralelepipedi u prostoru i t. d. 
(jednim imenom možemo te tvorevine zvati "intervalima"), njima znamo 
odrediti "dužinu" odn. "površinu" odn ... volumen" na uobičajeni načiN 
i tako na pr. radi li se o pravokutniku sa krajevima 

(x1 y1), (Xl!, Y1t (x2, yJ, (xl, Y2) 

uri čemu je x1 < x2, Y1 
razumijevamo proizvod 

< y 2 , tada pod površinom toga pravokutnika 

(x2 -Xl) (y2- YJ). 

Drugi korak (aditivnost) i~ra~ui~ ~s~ovno svojstvo svakidašnjeg 
mjerenja koje se sastoji u nanosenm Jedmice za mjerenje (štap metar 
pločica i t. d.): Unija od bilo koja dva, a s]jedstveno i od konačn~ 
mnogo pravokutnik.a 2) koji ne zadiru jedan unutar dmgoga ima povr
šinu koja je jednaka sumi površina pojedinih članova toga spoja 

·· (aditivno svojstvo površine). 
Treći korak (približavanje zadanom liku L Pomoću jednostavnih 

likova). Oko zadanog lika L nastoji se opisati ?godna figura sastavljena 
od konačno mnogo pravokutnika, pa se tu figuru sve . više priljub]juje 
liku L i u jednostavnijim slučajevima površina lika L definira kao 

·limes površina dotične figure, kad se ta sve više i više približuje liku 
L; problemi klasičnog integralnog računa odraz su toga postupka. 8) 

Na ta tri svakidašnja koraka nadovezuje se u novijoj matematici: 
1) Korisno ie pritom da ·se. sjetimo, k~ko ie Kep.l~r (Stereometria doliorum 

vinariorum - Stereometriia vins~~~ ~ačaya, Lmz l647) pn Izučavanju obuima bačava 
hio blizu nekojih važnih pitanja mfiaitezimalnog računa. 

2) Mi ćemo govoriti o površinama. llkov:a u rav~ini. Naravno, slična se razma
tranja bez daljnjega prenose sa c2 na bilO kOJi KarteZijev prostor Cn. 

S) Posebno mjesto zauzima star~ metoda ekshaustiie (!scrpliivanja) lika: lik L 
se prikazuje kao spoj (unija) od_preb!oJivo mnogo. elementarmh figura koie ne zadint 
jedna unutar druge,. pa se povrs1~a Ilka L određuJe kao suma površina članova.toga 
spoja. Klasičan primjer za to p ruza kvadratura segmenta parabole (A rh ime d). 
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četvrti korak (Lebesgue-ova teorija mjere ~ Lebesgue-ova 
integ-racija). Tu se za pomoćne likove uzima ne samo spoj od konačno 
mnogo pravokutnika nego' i spojevi (unije} od prebrojivo mnogo )lravo~ 
kutnika; to je sasvim saglasno sa činjenicom da je već preko 150 
godina pojam niza i prebrojivosti osnov matematičke analize. 

Peti korak, shvata problem mjere kao izvjesna preslikavanja dje
limično uređenih skupov~. 1

) 

Cinjenica, da zadanom liku možemo opisivati i upisivati elemen
tarne likove ima svoj odraz u teoriji skupova, pa se općenito govori 
o vanjskoj i nutrašnjoj mjeri zadana skupa S simbolički m eS, mi S 

. kojte će tek u osobitim slučajevima biti međusobno jednake. · 
U izučavanju mjere pojavijuje se vrlo mnogo matematičkih imena 

(Eudokso, Euklid, Arhimed, Cavalieri, Kepler, u novije doba 
O. Cantor, Stol z, liarnack, Du Bois-Reymond, Peano, te na
ročiw C. Jordan, a poglavito Bore! i Lebesgue). 

Izložit . ćemo ukratko modernu Lebesgueovu mjeru skupova. Ima 
• 

više načina kako da se to uradi (v. na pr. Bore! [2], § 40; de la 
Volh:e Poussin [1) ch. II). 

Mi ćemo sada prikazati L e b e s g u e-ovu mjeru skupova držeći sc 
Saksa ([l] ch. ll). 

§ 32.2 .. Skupovi mjere nula. Ubuduće, ukoliko izričito ne kažemo 
dru h čije, ·radit ćemo u izvjesnom Kartezijevu prostoru C,,; u njemu 
ćemo promatrati izvjesnu vrstu osnovnih likova ("intervali") kojima na 
uobičajeni način određujemo "mjeru" (dužinu, površinu, obujam i t. d.). 

' Tako na pr. u prostoru C1 osnovni· likovi jesu višečlani zatvoreni 
segrnenti; u ravnini c2 polazimo od zatvorenih pravokutnika kojima 
su stranice paralelne s koordinatnim osima. 

Mjer a intervala l označit će ·se sa 

(3.2.2 l) 

Nadalje ' cemo sa 

(32 . .2 .2) -

označavati bilo koju 
l .. . d .., ' va a ; na] za , o"' ce 

ml. 

konačnu ili prebrojivu obitelj zatvorenih "inter
značiti: 

(32.2 .. 3) (J cl>= l: m X, (X E cl>). 
X 

Pritom, naravno, obitelj tl> zamišljamo u obliku niza (konačna ili 
beskonačna); na taj način, <1 cl> izlazi kao suma izvjesna reda pozitivnih 
brojeva 

. mX, (X E cl>). 
. 

') O tome ć~ u Radu }ngoslavenske AkUidemije .u Zagreba izaći jedan članak. 
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Osnovno svojstvo o koinutaciji" redova s pozitivnim članovima ima 
za posljedicu, da je. o~ potpuno· određen sa ~ i da ne zavisi od toga, 
kako su elementi od ~ svrstani u niz. Naravno, 

(32.2.4) o < (J <J> < .... 
De fi n i e ii a 32.2.1. Reći ćemo, da je skup S mjere nula, ako za 

svaki realni broj 11 > O postoji konačna iti Ptebrojiva obitelj <I> osnov
nih likova, tako da u jednu ruku· bude 

(32.2.5) S-~ V X, (X E <I>) 

t j. da je skup S sadržan u uniji skupova iz <I>, a u drugu ruku, da 
"totalna mjera obitelji" <I> bude < q t j. da bude 

(;32.2.6) 1:: m X < rt, (X E:: <I>). 
X 

-Prema go nijim oznakama ta se definicija može i ovako izreći~ 
skup S je mjere O ako za ·svaki 11 > O postoji bar jedna obitelj <Ji ;o;a 
koju je 

(;32.2. 7) a .P < 11 i da važi (;32 2.5). 

Kraće se_ m<>f.e teći, da je skup S mjere nule, .ako je on sadržan 
u uniji konačne Ili prebrojive obitelji osnovnih likova, kojoj je sve
ukupna mjera proizvoljno malena. 

. Pojam skupa mjere nule uveo je B or e l; time je udaren osnov 
č i tavo j novijoj teoriji mjere. 

L e m a 32.2.1. Sv.aki dio skupa mjere nule također je mjere nula. 
lJ o kaz j(! očigledan. 

L e m a .32.2.2. Svaki· iRdnočlani skup ima mjeru nula. 
· Stvarno, neka je {x} jednočlan skup; neka je nadalje ll proizvo

ljan realan· broj; očigledno; može se oko točke x opisati Jedan pravo
kutnik P sa stranicama koje su paralelne s osima koordinata, a kojima 

su dužine < V11; tada je dovoljno staviti .P = {P}, pa. da se uvjerimo, 
da su ispunjeni odnosi (32.2.5) i (;32.2.7). 

L e m a 32.2.3. Svaki konačni ili webrojivi skup jest mjere O . 
• 

' 

Možemo- odmah uzeti teži slučaj, da se radi o prebroji vom skupu 
S; treba dokazati da za svaki broj 11 > O postoji konačan ili prebroji v 
skup <I>' intervala tako da važi (32.2.5) i (32 2.7). . . 

No, neka je 
al ' (h' . . . ' an ' . . o 

. . lj . 
prebroj skupa S; pridijelimo točki a" interval oko a,. tn] ere -

2
n+t; ozua-

čimo li sa ~ niz tako dobivenih intervala, zadovoljavat će obitelj tf~. 
odnosima (32.2.5) i (32.2.7), jer je 



Korolar 32.2.1. Skup racionalnih brojeva _ie mjere nula. 

Lema 32.2.4. Spoj od konačno ili pfebro}ivo mnogo skupova mjere· 
O opet je mjere O. 

· Uzmimo, da se radi o beskonačnom nizu 

s1 , s2, . ·. . , 
različitih skupova mjere O; treba dokazati da je njihova unija S opet 
mjere O, t. j. da za svaki ''l-> O postoji bar jedan ll> za koji važi' 
(32.2.5), (32.2.7). No, kako je S"; za svaki n E N, "mjere O, pos toj~ 
izvjestan ll>, recimo tf>" tako da bude · 

s" t~ v x; a~~>" 
XeciJ" 

to onda zna<;i, da je dovoljno promatrati uniju ll> skupova ll>", (n E N), 
pa da se uvjerimo, da su ispunjeni traženi odnosi (32.2.5), (32 2. 7). · 

. . 

Definicija 32.2.2. Prema Lebesgue-u, velimo da neko svoj-~ 
stvo važi skoro svuda (presque partout), ako je ono istinito u čitavome 
prostoru izuzev eventualno neki skup mJere O. . 

Taj se pojam pokazao vrlo korisnim. Tako na pr. preni a L e b e s
g u e-u, svaka monotona realna funkcija s realnim argumentom izvod]jiva 
je skoro svuda. - t • 

• 

§ 32.3. Vanjska (eksterna) mjera (operator me)· 
' 

Definicija 32.3.1. Vanjsku ili eksternu mjeru skupa S, simbolički 

(32.3.1) me s . 
odredit ćemo ovako: 

(32.3.2) 

pritom ll> prolazi svima konačnim ili prebrojivim obiteljima zatvorenih: 
"pravokutnika" (,.intervala") sa svojstvom 

(32.3.3) s .~ v X, (X E. cf>) ; 
X 

kao što znamo o ll> je definiran u (32.2.3}_ U slovu (32.3.3) odgovara '~' 
elementarnoj matematici opisivanje likova oko zadana lika. 

Pr i m j e d b a 32.3.1. U de fini ciji (32.3.1) može se pretpostaviti da 
je obitelj <I> sastavljena ne od zatvorenih nego od otvorenih "intervala": 

Stvarno, označimo za čas sa m 8 ono što u (32.3.~) nastaje," kad 
još pretpostavimo, da su članovi od ll> otvoreni. intervilli. Ako je 'l >O·-

- ... ' ' ' ' 

proizvoljan broj, može se svaki X E ~ iz definicije 32.3.1 nadomjestit~ 



~zvjesnim otvorenim intervalom X, samo nešto· većim od X na pr. 
tako da bude 

mX. <(l +TJ)rnX dakle • 

~m X.<~ (I+ TJ) m X, (X ~icll) 
X X 

; a time prelazeći na infimum s obzirom na promjenljivi 4l: 

· m S < (I + TI) m, S i to za svaki 1J > O. 

Odatle proizlazi neposredno 

mS< me S; 

kako je obrnuta relacija mS> me S očigledna, 1) dokazana 
jednakost m S = m, S, a time i primjedba 32.3.1. · 

je time 
• 

•• 

L e m a 32.3.1. Za svaki skup S važi O < m, S < coa; vanjska mjera 
je uzlazno preslikavanje na [0, oo]c svih skupova prostora uređenih 

.prema relaciji ~ . 
. To je očigledna posljedica relacije O < o 4l < c'o. 

Razglobimo li definiciju 32.3.I (karakteristično svojstvo intima), 
izlazi slijedeća lema jz· koje se direktno dobija što je me s (slučaj 

.m, S= O, bio je upotrebljen u definiciji skupova mjere 0). · 

L e m a 32.3.2. Da broj a, koji je < o til za spaki til, bude vanjska 
.mjera skupa S, nu~no je i dovoljno da za svaki realni broj TJ> O po
.stoji bar jedan 4l (='konačna ili prebrojiva obitelj zatvorenih intervala·) 
tako da važi (32.3.3) i da bude · 

, a + r1 >o tP. • 

No, prema primjedbi 32.3.I, može se pretpostaviti, da su članovi 
u Ill otvoreni intervali; tada je i unija tih X, (X E1 fll) otvoren skup 
2 S; pa zato lema 32.3.2 daje • · 

L e m u 32:3.3. Za svaki skup S, svaki realni broj TJ > O, postoJi 
·Mvoren skup G tako da bude 

S ~ G, me S+ 'lJ > m G.J 
E;rema tome, me s je infimzzm •anjskih .mjera otvorenih skupova koji 

-Qhuhvataju skup S. 

Na taj način vidimo kako su otvoreni skupovi vezani sa izučac 
vanjem vanjske mjere. Primijetimo, da je svaki otvoreni skup unija 

·od prebrojivo mnogo osnovnih zatvorenih intervala koji ne zadiru') 
jeclan u drugi. 
-··---

1) Ako mjesto svakog otvorenog intervala X, promatramo pripadni zatvoreni i11ter-
·"1al X. vidimo da važi m X= m x. 

2) Susjedni intervali imaju zaJedničkih točaka· na granici. l 
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L e m a 32.3.4. Za svaki skup S postoji jedan skup Ga, recimo ff, 
.Sll svo.istvom 

H 2 S i m. H = m. S. 

· Stvarno, prema lemi 32.3.3 postoji otvoren skup G~ ~ S sa. 
.svojstvom 

stavljajući tada 
32..1.4. 

meOn< m,S+l_; 
n 

H = f\ G n, vidi se. da ff zadovoljava 
n 

• 

uslovima leme 

T e or e m 32.3.1. Vanjska mjera unije od konačno mnogo intervala 
podudara se sa mjerom toga skupa shvaćenom na uobičajeni način. 

' 
Stvarno, neka je M konačna obitelj zatvorenih intervala; tada se 

radi o skupu 

(32.3.4) S = V X, (X E M), 
• 

o njegovoj mjeri m S i vanjskoj mjeri me S i dokazu da je m S= me S. 
Sama mjera 1m S takvog skupa (32.3.4) određuje se na uobičajeni način. 
Naime, neposredno se vidi, da skup S možemo prikazati kao uniju i 
Dd takovih intervala koji ne zadiru jedan unutar drugoga. Pa neka je 

• 
ff izyjesna konačna obitelj takovih ,.intervala" i neka je njihov spoj 
(unija) identičan sa skupom (32.3.4). Po elementarnim pravjlima geo
meul.ie, mjera skupa (32.3.4) jest suma mjera svih X E H. No, u drugu 
ruku, u definiciji· 32.3.1 pojavljuje se među ~~>-ovima i ta obite li H; pa 
po definiciji infimuma, a na osnovu jednakosti (32.3.2), izlazi 

• 

me S<.: oH=mS 
dakle 

{32.3.5) me S ,;• m S. 

Dokažimo obrnutu relaciju 

{32.3.6) mS< me S. 

Najprije, neka je ll> ma koja konačna ili prebrojiva đbitelj zatvo
renih "intervala" · sa svojstvom (32.3.3); zamijenim'o svaki . X E l) 

izvjesnim · otvorenim intervalom Xo :::> X; time iz ll> nastaje izvjesna 
Dbiteli ~~>o otvorenih skupova, koja radi (32.3.3) prekriva zatvoreni skup 
S; kako je S i ograđen, možemo na S i ~~>o primijeniti B or e 1- L e b e s
gu e-ov teorem. To znači da u ~~>o postoji konačan dio, recimo IJ>k koji 
već također prekriva skup S. No, to znači da je 

Odatle 

(32.3.7) 

mS< oll>k. 

zbog ll> .~ ~~>o pogotovo proizlazi: 
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No, prema· primjedbi 32.3.l. : . • 

·a<I1J < m.S. 

Odatle izlazi (32.3.6), što sa (32.3.5) daje traženi odnos iz teorema 
32.3.1. 

T e or e m 32.3.2. Za svaku konačnu ili prebroj ivu množinu M 
skupova važi 

(32.3.8) me (V X) < :E me X, (X E M). 
X X · 

Najprije, odnos (32.3.8) je jasan, ako u M ima bar jedan član X 
· za koji je m, X= oo, Zato možemo pretpostaviti da je 

.· 111,eX < (Y), (X E M). 

No, to prema lemi 32.3.2 znači, da za svaki X E M i svaki reillru 
broj ll (X) > O postoji izvjestan Ill, recimo Ill (X), tako da bude · 

X ~ V Y, (Y E II>(X) ), te 
y ' 

(32.3.9) 
• 

m,X + ll(X) > <JII>(X); 
'• 

stavi li. se tada 
• Ill= V II>(X), (X E M) 

X 

bit će Ill konačan ili ·prebroji v sistem zatvorenih intervala, 
unija obuhvata skup S, a iz relacije (32.3.9) proizlazi 

• • 

:E (m. X+ ll (X) ) "" :E <J Ill (X), (X E M) 
X X 

.što s očiglednim relacijama 

~<JII>(X) =all>/ m,S, (X E M) daje 

:E m, X+ :E 11 (X) > m. s. 
X X . 

. . 
me gova 

Odaberu li se brojevi 11 (X), (X "E:! M) tako da njihova suma bude 
' . ll, gdje je ll ma koji pozitivan unapred zadan realan broj, to znači, · 

da za svaki realan broj lJ > O važi 
. . 

, meS <:E m,X.+ lJ, (X 'E M). 
• X 

A to upravo 1<nači da je ispravna relacija (32.3.8). 

§ 32.4. Mjera skupova. Operator m. lzmjerlvi skupovi . 
. 

Među najjednostavnije skupove ubrajamo svakako otvorene i 
zatvorene skupove. Zato je prirodno, da mjeru definiramo tako da f 
otvoreni i zatvoreni skupovi imaju izvjesnu mjeru (zapreminu). Već 
smo u lemi 32.3.3 vidjeli da se vanjska mjera sv~kog skupa s pro-



. ~13 

-
izvoljno malo razlikuje· od vanjske mjere izvjesnog otvorenog nadskupa 
G t. J. 

m,S + 1J > m, G, G 2 S . 
. 

No, to još ne znači da vanjska mjera skupa G" S mora biti pro-
izvoljno malena. To nam daje povoda da postavimo 

' 
Definiciju 32.4.1. Veli se da je skup S izmjeriv 1

), ako za svaki 
realni broj r1 > O postoji otvoren skup G sa svojstvom 

(32.4.1) 

(32.4.2) 

G::::>s -
' 
l 

' 

· Ako je skup S izmjeriv, zvat ćemo njegovu vanjsku mjeru mje
rom skUJJa S i označivati je sa 
(32 4.3) mS. 

Naravno, relacije (32.4.1) i (32.4.2) ·zadovoljene su za G= S, što 
znači da je svaki G izmieriv sk,up. No, odmah ćemo vidjeti da su i 
zatvoreni skupovi izmjerivi, nadalje da je unija i razlika, te unija l 
presjek prebrojivo mnogo izmjerivih skupova opet izmjeriv skup. Na 
taj ćemo se način uvjeriti kako je . porodica svih izmjerivih, skupova . . ' 

opsežna prirodna cjelina, P<t se može upitati, da li uopće ima skupova 
.koji nisu izmjerivi. V i t a li je 1905. odgovorio potvrdno na to pitanje 
obrazovanjem' (pomoću Z er m e l o va aksiona izbora) jednog neizmie-
rivog skupa. · . 

' 

Te or e m 32.4.1. Spoj od konačno ili prebroji vo mnogo izmjeri vih 
.skupova opet je izm}eriv skl{TJ (isp. teor. 32.4.4 za presjek). 

Stvarno, neka je P konačna ili prebrojiva porodica izmjerivih 
skupova; treba dokazati da je i skup . 

S= V X, (X E P) 
. X 

' 

izmjeriv, t. j. da za svaki '11 > O postoji jedan O 2 S sa svojstvom 
(32.4.2). No, kako je svaki X E P izmjeriv, to znači, da za svaki rea
lan broj lJ (X) > O postoji otvoren skup G (X) ~ X, tako da bude 

• • 

m,(G(XhX) < lJ(X), (X E. P). 
Stavimo 

G = V G (X), (X E P); 
X 

bit će 
G'-..S = V G(X)" V X~ V (G(X)"X). 

X X X 

, Odatle, primjenom operatora m~ : · 
.m.(G'-...,S) < m,(V (G(X)'-...,X) ).,< (prema teor. 32.3.2) < ~m(G(XhX). 

X . X 

< ~ lJ (X), (X E, P). X .. 

1
) ili izmieriv 11 Lebesgue-ovu smislu ili L-izmjeriv. 
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Ukratko, 
m,(G'-...S) < ~ 'l (X), (X ES P). 

X 

, Kako je P prebrojivo, a 'l (X) proizvoljno maleno, mogu' se realni 
brojevi 'l (X), (X E P) tako odabrati. da im suma bude = 'l; to onda· 
znači, da će biti 

• m,(G'-...S) < 11 

dakle da je S izmjeriv skup. 
Dokažimo sada jednu lemu koja će imati za posljedicu aditivnost 

mjere za prebrojivo mnogo izmjerivih disiunktnih skupova (isp. teo- · 
rem 32.4. 7). 

L em a 32.4.1. Aditivnost vanjske mjere za zatvorene disjunktne 
ograđene skupove. Ako su· F1, F2 dva zatvorena ograđena skupa bez · 
zajedničke točke, tada je 

(324.4) m, (FI V F2) = m, F1 + m. F2. 

Da u . (32.4.4) mjesto znaka = može stajati znak ";;:, to je dokll
aano u teoremu 32.3.2. Prema tome, još preostaje da dokažemo da važi. 

(32.4.5) 

No, time što su F1 , F2 ograđeni i· zatvoreni, · postoji konačna ili 
prebrojjva obitelj tl> zatvorenih intervala sa svojstvom • 

' 

' F1 V F2 .~ V X, (X E <l>) 
X 

(32.4.6) 

i da nijedan element iz tl> ne sadrži točaka i iz· F1 i iz F2. Neka je 
i = l ili 2 :.označimo li sa <I>; skup svih X E <I>, za koje je X (\ F; ::::> v,,. 
tada je naravno <I> ~ <1>1 V <l>2 pa dakle i 

<l tl> > <l tl> l + <l <1>2. 

To zajedno sa (32.4.6) daje: 
' 
me (Fl V F2) + 11 > a <I> l+ o<I>2, 

što zbog o <1>, > m, F; daje 

m, (F1 V F2) + ll > mef'1 + meF2. 

Kako taj odnos vrijedi za svaki ll > O, proizlazi odatle neposredao 
i (32.4.5), a time i sama lema 32.4.1. 

T e or e m 32.4.2. Svaki zatvoren skup F jest izmjeri v. 

Prvi slučaj: Fje ograđen. To znači da je m.F< oo, pa premtt 
lemi 32.3.3 za svaki TJ > o· postoji odreden G ::::> F. tako da bude 

m, G < m,F +'lJ. 
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Kako je skup G"-..F otvoren, može se on prikazati kao unija od 
aiza osnovnih zatvorenih intervala ln koji ne zadiru jedan u drugi; 

G"'-,F=Vl., (nE N). 
n 

Prema tome, za svaki n E N. skupovi. 

F i V /v, (v= l, 2, ... , n) 
• 

s-~ zatvoreni i bez zajedničke točke; zato je prema lemi 32:4.1: 
n n 

m. V l.+ m.F = m,( \.t !v V F) < me G < m,F + l'J. 
11 l " ''1 

n - ~ . 

t. j. ~ me J. < 1'] dakle . ~ me J. < ll. 
V=) P=l 

To znači da je 
' ~ ~ 

~ m, (G"F) =m, (V ln)<~ m,/"< ll, 
n=l n=l 

a to zbog G :::> F potvrđuje da je skup F izmjeriv. 

• Drugi slučaj: F nile ograđen. Označimo H tada sa F. skup svih' . . 
točaka x E F koje su od-ishodišta O udaljene za <n, skup Fn je ogra--
den i zatvoren za svaki n E N; zato, prema prethodnom slučaju, skup-
F. je .iimjeriv. Kako je nadalje unija svih F., (n E N) identična sa F, 
to prema teoremu 32.4.1 proizlazi, da je i sam skup F izmjeriv 

Time je teorem 32.4.2 potpuno dokazan. 
Lema 32.4.1. i teorem 32.4.2 imaju za posljedicu 

Koro lar 32.4.1. Mjera unije dvaju disjunktnih zatvorepih skupova· 
Jednaka je zbroju mjera tih dviiJu skupova . 

.Evo jednog važnog poopćenja teorema 32.4.2. 
. \ . 

T e or e m 32.4.3. Ako je skup· S izmjeriv, onda je to i njegov-
komplement e s. • .. 

Uistinu, 
bttde 

(32.4.7) 

za svaki n 'E N, postoji otvoren skup Gn ~ S tako da 

' 

l m. (G."-. S) < - . 
n 

Zatvoreni skupovi C G. imaju svojstvo da je 
• 

(32.4.8) CG.~ CS, CS"'-,CG. = G."-.S, 
·' 

što s obzirom na (32.4.7) daje 

m. (CS'. C G.) = me (G. '\.S) < ~ , (n E N) 

t. j. m,(CS'.. V CG.) =O, (nE; N). 
n 
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Drugim riječima, stavimo li 

·(32.4 9) 
•• 

skup If je mjere O; nadalje s obzirom na prve relacije u (32.4.S), 
jednakost (32.4.9) možemo pisati i ovako: 

e s = If v v e G., (n E N). . 
ll 

Na taj način, CS je unija od prebrojivo mnogo izmjeri vih sku
pova i to skupa If mjere O i zatvorenih skupova e G.; prema teoremu 

-,32.4.i proizlazi odatle i izmjerivost skupa e S. · 

T e or e m 32.4.4. Presjek od konačno ili prebroji vo mnogo izmje-
.rivih skupova opet je izmjeriv skup (isp. teorem 32.4.1). / 

• 
Neka je . P konačna ili prebrojiva porodica izmjerivih skupova; 

tvrdimo, da je tada i skup 
' 

S = f\ X, (X E P) 
• X . 

izmjeriv. No, prema De Morganovu obrascu, slijedi· 

e S = V e X, (X E P). 
X ' 

Kako su, prema teoremu 32.4.3 skupovi· e X izmjeri vi, izmjeriv je, • 
prema t eo rem u 32.4.1 i njihov spoj t. i. i skup .. e S, a po -t eo rernu 32.4.3 . -
i komplement S ovoga. 

. - ~ 

T e or e m 32.4.5. Razlika dvaju izmierivih skupova jest izmJeri v 
.skup. 

Na osnovu identitete 
A"-.B=A(\eB 

. 

·izlazi . teorem 32.4.5 neposredno iz teorema 32.4.4. 
Teoremi 32.4.1 i 32.4.4 pokazuju da skup svih izmjerivih skupova 

"čini određen B or e l o v sistem skupova. Nadalje, na osnovu izmjerivosti · 
·otvorenih (zatvorenih) skupova (v. teor. 32.4.2) i na osnovu teorema 
-32.4.1 i 32.4.4 izlazi izmjeri vost svakog B o.r e l o v a skupa promatranog _ .. ' . 

:Kartezijeva prostora. ' 

· Jedan kriterij izmierivosti. Jzmjerivost skupa S definirali smo po-' 
moću uronjavanja skupa S u izvjesne otvorene skupove (opisivanje 
likova, aproksi~acija spolja); .sada ćemo vidjeti, da bi se teorija mjere ·. 
mogla razviti i približavanjem iznutra i to pomoću zatvorenih skupova. ' . . 

' ' 

T e or e m 32.4.6. Da skup S bude izmjeriv, nužno je i dovoljno da 
za svaki realni broj lj > o postoji zatvoren skup r sa svojstvom 1

) 

(32.4.10) F ,<;; S, me (S"-- F) < lJ. . 

1) Bilo bi korisno, da se čitava teorija mjere razvije polazeći od te definicije 
·~dnosno od drugih ekvivalentni h definicija (v. teor. 32.5;1). ·. · 
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. ' 

Ako je S izmjeriv, izmjeriv je prema teoremu 32.4.3 i skup e S; 
to, prema definiciji 32.4.1 znači, da za dani 'lJ > O postoji otvoren skttp 
a sa svojstvom 

(32.4.11) 
. 

No, stavljajući F = e G, relacije (32.4.10) i (32.4.11) izlaze jedne 
• 

iz drugih. 

Aditivnost mjere. Sada ćemo još pokazati da je mjera potpuno 
aditivna funkcija (isp. lemu 32.4.1) t. j. da važi J 

Teorem 32.4.7. Mjera spoja (unije) od konačno ili prebro/ivo 
mnogo izmjerivih skupova, koji su dva po. dva qez zajedničke tocke, 
jednaka je zbroju mjera tih skupova: ako je P konačna ili prebrojiva 
obitelj izmierivih disjunktnih skupova, tada Je · 

(32.4.12) m·v X=~ m X, (X E P). 
X X 

• 

Možemo promatrati slučaj da se radi o jednom beskonačnom nizu 

· St,S2, ...... . 

izmjerivih disjunktnih skupova; treba dokazati .da je 
-

(32.4.13) m v s.= ~ms •. 
n n 

Prvi sl u čaj: Svi su skupovi' Sn ograđeni (isp. lemu 32.4.1). 
Prema teoremu 32.4.6, za svaki 1J > O postoji zatvoren skup Fn , 

sa svojstvom 

(32.4.14) 
l 

Fn ,<;;Sn, m,(Sn '\.Fn) < 
2

n 'lJ, (n E N). 

No, Fn kao zatvoren skup je izmjeri v; kako je to i Sn, izmjeri v · 
je i skup Sn'-..Fn (teor. 32.4.5), pa relaciJe (32.4.14) postaju: 

(32.4.15) 
. l 

F. ~S., m(Sn'-fn) < 
2

n 'lJ, (n E N). 

Prema tome, za svaki v E:: N, bit će: 
• 

v JI • JI " ll l 
m V Sn> m( V Fn) . (prema lemi 32.4.1) = ~ mFn >~mS"-~ -'11. 

n=l _ n 1 n=l n=l n=l 2" 

Odatle za v-+oo proizlazi: 
= = 

m V Sn > ~ m Sn -1) i to za svaki 'l) > O . 
. n=l n=l 

Dakle u relaciji (32.4.13) može mjesto z~aka = stajati znak >. · To, 
zajedno sa obrnutom relacijom (v. teor. 32.3.2) daje samu traženu 
jednakost (32.4.13). 

' 

Opći slučaj kad među skupovima S. ima i neograđenih svodi se 
na prethodni, jer se očigledno svaki takav skup Sn može prikazati kao 

• 

KUREPA: Teorija skupova 27 
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spoj od niza og~ađenih izmjeri vih skupova Snk (n, k E N) bez zajedničkih 
točaka, 1) dakle ' 

V S.= v V Snk = V Sn, k, (n, k E N). 
n n k n,k 

Odatle: 

m V Sn = m V Snk = (prema prvom slučaju) = ~ mSnk = 
n n,k n,k 

= (prema komutativnosti redova sa članovima·> O) = 

= S ~ m S nk= (prema prvom slučaju) = S m V S nk·= ~ m Sn , 
nk n k n 

' 
dakle uistinu izlazi opet obrazac (32.4.13). 

Time je vrlo važni teorem 32.4.7 dokazan. 

§ 32.5. Kriteriji izmierivosti skupova. 
Već smo se upoznali sa jednim kriterjjem (v. 'teor. 32.4.6) izmje

rivosti, a u vezi sa iscrpljivanjem skupova pomoću zatvorenih skupova. 
Sada ćemo vidjeti, da su izmjerivi skupovi skoro jednaki sa specijalnim 

. izmjerivim skupovima: Fer i Ga. · 
• 

T e or e m 32.5.1. Za neki skup S slijedećih 5 uslova međusobno 
je ravnopravno: 

1. Za svaki pozitivni broj 11 >,O postoji otvoren skup G sa svoj
stvom 

(is p. def. 32.4. 1). 
' 

2. Za svaki pozitivni broj TJ>O postoji zatvoren skup F sa svojstvom 

F ,t;;, S, me(S"-F) < TJ (isp. teor. 32.4.6). 

3. Postoji određen skup Ga koji obuhvata skup S i od njega se 
razlikuje za skup mjere O; 

4. S sadrži skup Fer i od njega se razlikuje za skup mjere O; 

5. Skup S ispunjava Caratheodory-ev uslov: Za svaki skup X 
vo 

vaz l 

(32.5.1) . mcX = me(X (\ S)+ me(X'-.._S). 
' 

1-7 2. t. j. iz uslova l izlazi uslov 2 (v. teorem 32.4.6). 
1-).-3. Jer, 

(32.5.2) 

ako je G. otvoren skup za koji je 

G. ~ S, me( G.~ S) < _!_, 
n 

tadaje dovoljno promatrati skup A=(\ G •. pa da se uvjerimo, da je 
n 

to j"edan Ga koji obuhvata S i da je skup A'.. S mjere O. 
1) Na pr. s.= U s. n (l<n+t 'x:.l(.), gdje je z& svaki n tN. l(n skup svih točaka koje 

n 

su od ishodišta udaljene za <n. 

' 
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l--+ 4. To je posljedica teorema 32.4.6, 
skup ,~ S za koji je 

jer ako je Fn zatvoren 

• 
l 

m.(S".F.) <n,. 
tada unija skupova F n zadovoljava uslo vu 4. 

l--+ 5 t. j. ako je S izmjeriv, onda za svaki skup X (iz dotičnog 
prostora) važi (32.5.1). No, prema lemi 32.3.4 postoji presjek H od niza 
otvorenih skupova tako da bude 

-.. H ::::> X i meH= m,X. -
No, H (kao jedan Ga) je izmjeriv, dakle 

me X = meH = m li ___: m ((ff(\ S) V (ff'-..S)) =(po teoremu 32.4.7) . 

= m (li (\ S)+ m (li'-. S) > me(lf (\ S)+ m,(lf'-...S) > (zbog li ~ X) > 
> m.(X (\ S)+ m,(X'-...S). 

Ukratko, 
• m. X> m.(X (\ S)+ me(X"'S) 

što s obrnutom relacijom (isp. teor. 32.3.2) daje traženu jednakost 
(32.5.1). 

Dokaz zaključaka 2--+ l, 3-+ l, 4--+ l, je očigledan. 

Još se radi o tome da dokažemo da ie uslov 5 dovoljan za izmje
rivost skupa S t. i. da vrijedi zaključak 5 ->l. 

Neka dakle S zadovoljava (32.5.1) za svaki skup X; označimo 
sa Sn skup onih točaka iz S koje su od ishodišta udaljene za < n; 
neka U: nadalje lin skup Go koji obuhvata S. i zadovoljava jednakost 

(32.5.3) meSn = melin (v. lemu 32.3.4). 

No, stavljajući u (32.5.1) X= H., dobivamo: 

melin =m.(lfn r\ S)+ m.(lfn'-...S) > meSn + m.(lf. '-..S) (prema 32.5.3) = 

= melin+ me(lfn '-..S) t. j. 

melin >melin+ m,(lfn "-.S), 

što s obzirom na me li n < CXl znači da je 

(32.5.4) me(lf~ '-..S)= O. 
' ' Neka je 

li= V lin, (n 'EJ N). 
n 

Kao unija od prebroji vo mnogo izmjerivih skupova H n, skup li 
je i sam izmjeri v; nadalje je li 2· S i . 

me (H'-.. S) < ~ me (li n'-... S) = (prema (32.5.4) ) = O t. j. me (li'-.. S) = O 
n . 
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420 > § 32.5-§ 32.6.9 

odakle i 
m(H"S) =O. 

To znači, da se skup S razlikuje od izmjeriva skupa H za skup 
mjere O, dakle za izmjeriv skup, pa je zato i S kao diferencija dvaju 
izmjerivih skupova također .izmjeriv skup. 

Time je teorem 32.5.1 dokazan . 
• 

§ 32.6. Z A D A CI. 
. 

§ 32.6.1. Svaki konačan ili prebrojiv skup realnih brojeva jest izmjeriv 
• 

i ima mjeru O. 
' 

§ 32.6.2. Svaki konačan ili prebrojiv skup iz Euklidskog prostora· je 
Borelov skup. 

§ 32.6.3. Dokaži da je mjera skupa a) iracionalnih, b) transcendentnih 
brojeva jednaka l. 

§ 32.6.4. Odstrani li se iz izmjeriva skupa konačan ili prebtojiv dio, 
mjera se skupa ne mijenja. 

§ 32.6.5. Skup a) racionalnih, b) iracionalnih, e)· transcendentnih brojeva 
je Borelov skup. . 

§ 32.6.6. Skup transcendentnih brojeva je jedan Ga. Da li je to i onaj 
dio ravnine, kojem svaka točka ima bar jednu iracionalnu 
Kartezijevu koordinatu? 

§ 32.6.7. Neka je f realna funkcija kojoj argument leži u linearnom 
· · kontinuumu ili. nekom metri čkom prostoru; označim d' li za 

· · neki realni broj 'lJ sa K (TI) skup svih točaka a prostora, tako 
da postoji bar jedna okolina o (a) oko a, da bude 

l f (x)- f (y) l<'!], (x, y .E o (a)) 

tada je K (TI) otvoren skup za svaki broj Tl >O. 
Dokaži, da se 

· ') K ( ~ ). (n E N) 

podudara sa skupom svih točaka u kojima je funkcija f nepre
kidna. Zaključi, da je skup kontinuiteta funkcije f (t. j. skup 
točaka u twjima je funkcija f neprekidna) tipa Ga, a skup dis
kontinuiteta tipa Fa. 

§ 32 6.8. Dokaži, da točke u kojima niz realnih neprekidnih funkcija 
konvergira obrazuil,l skup Faa. 

§ 32 6.9. Svaki B or e l o v linearan skup jest izmjeri v (analogno svoj
stvo važi i za Suslinove skupove). 



§ 32.6.10-§ 32.6.12 ' 42i 

§ 32.6.10. Neka je ·s bilo kakav potpuno uređen neprekidan skup sa 
Suslinovim svojstvom lt. j. svaka obitelj intervala od kojih 
su dva po dva bez zajedničkih točaka je konačna ili prebro
jiva); može se dokazati da je svaki F u prostoru S tipa Ga 
(is p. K ur e p a [22]). · 

\ 

§ 32 6.11. Ako S ima isto značenje kao u § 32.6.10, promatraj Karte
zijev produkt S X S i njegovu glavnu dijagonalu /:; (t. j skup 
svih (x, x), (x E S)). Lako je dokazati da je /:; zatvoren skup, 
no ne zna se, da li je D.. nužno tipa Ga (problem je· ekviva

·lentan sa S u s li n o v i m problemom). · ·. 

§ 32.6.12. Neka je C1 skup svih realnih brojeva, a A jedan Su s l i n o v 
skup iz C1 koji nije Bore lov; (o egzistenciji takovih skupova 
isp. str. 405); neka je r = R"'-A; neka je nadalje K prostor; 
kojemu su točke iste kao u prostoru cl ' no u kojemu se 
porodica svih zatvorenih skupova sastoji od skupova F iz 
C1 te skupova r (\ F. 
Dokaži, da je komplement svakog zatvorenog skupa u K 
Su s l i n o v skup s obzirom na prostor K. 
Dokaži, da su i skup A i njegov komplement analitični. 
Može se pokazati (v. K u n u g u i, Journal of Fac. ot Science, 
S a p p or o, Japan, Se rie l, Vol. 4, 1935, p. 24), da ipak ne 
postoji preslikavanje skupa T (oo) na F (K) tako da bi bili 
ispunjeni uslovi (31.6.2.3) i (31.6.2.4) (isp. teoreme 31.6.2.2 i 
31.6.2.3). 
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ALF~BETSKISADR2A] 
-

{Prljev9di dolaze ovim redom: ruski, ·engleski, francuski, njemački.) 
' (Kratice: def.= definicija; kor.= koro lar, p.= strana, pr. =primjer, 

t= točka, teor. = teorem, v.= vidi, () = furmula). -

Adherencija, aaMhiKanne. closure, ensemble de fermeture (adherence), 
abgeschlossene HUll e (Adhlirenz): § 24, § 26.1. . · 

Adltlvnost; ;::_ mjere: § 32.4; ~vanjske ,mjere: § 32.4. 
Aksiom; - lnvarijacije: § 27.2; ..._ separacije, v. separacija. 
Alef;- nula:§ 6.1;- alfa: (15.2.7). 
Alfabetsko ur,eđivanje (lema 14.1 2) .v. leksikografsko uređivanje. 
Antiuređen: § 8.2. v. neuređen. 
Aronszajnovi skupovi: § 18.4. 
A pscisa: pr. 2.5.1.5. 
Arhimedovski · § 10.2.1. 
Asocijacija: § 2.2. 

- za funkcije: teor. 2.5.3.1; zakon - za množenje kard. brojeva: (4.3.1.2). 
Asocijativan: § 2.2, teor. 2.5.3.1. 
Atom skupa = element skupa; brojevi kao - i: § 13.2. 
Atomisticki karakter; - brojeva:§ 13 2; -oznake decimalnih razlomaka: 

§ 13.22, § 15.1.4; - skupova: § 2.2; -.strukture kompakta: · 
teor. 29.7 3.2 . 

• 
B aire-ov teorem: teor. ll0.3.4.4. 
Banachov teorem: § 3.5 2, .§ 12.4, teor. 30.3.5.1. 
Blkompaktan (u sebi): § 29.3; 
· - i neprekidne tnnsformacije: § 29.!!. , 
Beskonačan, !lecKoue•mi:Ili, infinite, i rifin!, unendlich ; -. broj: teor. 

- skup: § 51. 
Biprogrosija: § 2 5.6.1. 
Bolzanov teorem: §'28, teor. 28.6.2. , 
Bolzano-Weierstrassov teorem: teor. 10.2.4.1, § 29. 
Bo ole-ova algebra: § 22.4.3· _. 
Borelovi P-razredi i G-razredi: § 31.8. 
Borei-Lebesgue-ovo svojstvo: § 29, § 29.2. 
Borelov sistem: § 31.3. 
Borelovi skupovi: §·31, § 31.3. 
Broj, 'IHcno, number, nom bre, Zahl; 

- algtbarski: § 6.3.4 t..,4; 
.cijeli, ~enoe -, integer -, - en tier, ganze -: § 7.3.3. 

- druge vrste: § 14.87; 
- h;llcijalan, redan: § 15.2; 

kao atom i : § 13.2; 
- kardinalni:§ 4.1; " 

, pojedini kardinalni - raz.vrstanih skupova: § 19.4; 
konačan i beskonačan: teor. 523.1; 
nedostiživ (inakcesibilan): § 15.2 (nota); 

~· 

• 

5.2.3.1 ; 
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Br<> j, paran i neparan -: § 14.8.5 ; 
-- , pojedjni kardinalni -: § 6, § 18 8.9; 

prirodan, liaTypanLuoe, natural, nature!, natiirllch: § 5 2, § 5.3; 
prve i druge vrste, nepHoro n BTOpora PO/la, first and second kind, 

de premiere et de seconde espece, von erster und zwetter Gat
tung: § 14.5; 

racionalni: § 8.5; (pored ajna karakteristika): § 11.3; 
--' realni (Meray-Hei11e-Cantorova def.): § 10.2, § 30.3.1, def. ;10.3.1.1; 

(ooređaina karakteristika): § 1!.4; 
. ' 

-- redni (ordinalan): § 14.2; 
-- regularan i 'iregular•n:· def. 14.6.2; 
-- transcendentan: § 6.8. 

Bwjevan pravac, qncnosaSI oc, number axes, axe de nombres, Zahlen-
gerade: pr. 2.5.1.5. · . · 

Brojevna kružnica, qncnosaSI o~<py)l{oOcTL, number circle, cerle trigonome-· 
tri que, Zahlenkreisl<nie. pr. 2.5.1.6. 

Burali-Fort.jev paradoks: § 14.7.1. 

Cantorov teorem: teor. 10.2.2.5. teor. 11.3.1: 
CaJtor-Benedixonov teorem: kor. 31.7>3. · 
Cntorova nejednakost: § 3.4 (teor. 3.4.1.1, teor. 3.(.3.1); 

--· Durschnittsatz: teor. 9.5.2; - opća hipoleta: (15.2.13), § 19. 
Ca"atheodory-ev uslov: § 32.5. 
Ca·lchy-ev kriterij: lear. 102.3.1, § ~0.2. 
Cn (Kl!rtezljev prostor): (25 4.1). 
Ch ttenden-ov teorem: teor. l!9.3.1. 
Cijeli brojevi: § 7.3.3. 

Čl!tn druge i prve vrste: § 12.1; - niza: § 2.5.6.1; - skupa: § 1.1.2; 
- sloga: § 2 5.6.1. . 

Čvor (uzao), ysen, knot, noeud, Knoten: def. 16.1.1, § 18.3.3.1, § 31.1 . 
• 

Deri vat (izvod) skupa, nponsBO/IHoe, derivative, derive, Abgeleitete: ,def. 26.3.L 
De Morganovi obrasci: (2.5.11.4), (2.5.1.1.5). 
Diadski, - diskontinuum: § 10 2 2.1, § 13.2.2; - nizovi: (2.5.5.2). 

- si stem : § 6.6, § 13.2.2. 
Dilerencija: § 5.2.1, § 5.2.2, § 6.3.2; -'- simetrična: § 2 3; - (k-l): § 5.2.1. 
Dijagonala; - kvadrata: § 2.5.6.2; -skupa: § 27.J?, § 32.6.11. 
Dijametar: § 2510.5. • 
DJo!limično 11ređen, nonyynopRI\O'lennwli, partially ordered, partiellement or-

donne. letlweise geordnet: § 8.1. · 
Dijeljenje u grupi: § 27.13. 
Dimenzija: § 6.7; -· djelimično uređena skupa: § 16.8.:.1. 
Dio skupa·: § 12.3; pravi - : § 1.:1.3; zajednički -: § 2.(. 
Dirlchletova funkcija: pr. 2.5.1.7. § 2.5.6A. 
Diujunktni skupovi: § 2.4. 
Dinkretan prostor, Jll!C.KpeTuoe npocTpancTso, discret space, espace dlscret,. 

diskreter Raum: pr. 24.4. · 
. Dl:~tributivan: § 2.2, § 2.4.2; - s lijeve strane: ·tema 14.1!.3.2; - skup: 
•. . § 22.4.2. •. . 
Dl:;tributi v nost prostoru osti: § 27.8. 
Di·1ergentan: § 10.2.3, § 25 8, § 30.1. 
Do br o ureaen. 1106po ynopSJAoqenHLiii, well ordered, bien ordonne, wohl-

geordnet: § 12. • 
Dualan: § 2.4.2. 
Dualno uređenje, nyannoe ynopSI/IOqenue, dual ordering, ordination duale, 

du•le Ordnung: § 8.1.1. 



Dvotočka, ABOeTO'Iue, two point set, ensemble de deux points, zwelgliedrige 
Menge;- kao prostor:§ 27.15.2; svezana (povez•na) -, 
CBHauoe -, c.onnexe -, - connexe, zusammenhllogende -: 
§ 27.15.3, § 27.15.4. . . . 

Eksterior skupa: (26.2.1). 
Ekvivalencija (ekVivalerttan): § 2.5.5, p. 33; -okolina: def. 27.4.4.1, 

teorem -: § 3.5 l. 
Element; - skuoa, - ji!ROJI<ecTBa, - of set, - d'ensembie, Mengenele-

ment: § 1.1.2. 
Euklidovi prostori: § 25.4. 

Filtar: def. 16.i.2, def. 27.12.1; ba~a -: § 21. 
Frechet-ov filtar: § 27.12. 
Frechet-ovi (L)-prostori : § 30 l. 
Frechet-ovi (V)-vrostori: ·§ 27. , 
Funkcija (preslikavanje, transformacija): § 25. 

Gomillšte, TO'IKa HaKonnennH, point of accuinulation, point d' accumulation, 
Hllufungspunkt: § 26.3; • · 

- niza, -- nocnel\oBaTeJJbHOCTII, -of sequence, - d' une suite, - einer 
F olge: § 10.2.4 ; 

skupa, - MHOJI{t!cTna, - of a set, - d' un ensemble, - einer Menge : 
def. 26.3.1 ; 

-, nad -, TO 'IKa Mai<CIIMaJlHOro RaKonneHHH, point of maxima! accumula-- .. . 
tion, point de l' accumulation maxima! e, Uberhaufungspunkt: § 29.3. 

Gotovo svi, nO'ITII scSI, aim ost aH, presque tous, fast alle: § 10.2.3. 
Granična vrijednost: § 10.2.3. . 
Grupa: § 7.3.5, primjedba 22.3.'2; topološka -: § 27.1.3. 
Gust, nnoTn:, li, dense. dense, dich!: § 9.3. 

- na, nnoTHblii na (y), dense on, dense sur, dich! auf: def. 26.4.1; 
nigdje -, nnr11e nJJOTHhlii, nowhere dense, !nulle parf dense, nir
gends dicht: def. 26.5.4; 

• 
u sebi, il ce6H nnoTHLtn, dense in itself, dense-en-soi, insichdicht: 

def. 26.3.4; 
svuda gust, nocBtoi\Y nJtOTHhlll, aliwhere dense, partout dense, iiberall 

di~ht: def. 26.4 l. 
' H mkelov princip permanencij~: § 7.3.1 (nota). 

Hausdorff-pv teorem: teor. 27.4.4.1; - ov aksiom odvajanja: § 27.11. 
Hiibert;-ov p<lralelepiped: § 25.5.5;- ov prostor C",: (255.1), § 30.3.3. 
Hiperkompaktan (u sebi) v. bikompaktan. · - · 
Hipoteza; - grananja: § 18.6; - kontinuuma: § 31.7; opća - kontinuuma: 

. § 15.2, § 19. . . .· 

Homeomorlija: def. 26.6.2. 

ideal: § 22.4.5. 
idempotentnost: lema 22.3.2. 
ldentično preslikavanje TOJI{eCTseuuoe oTo6paJI{enue, identical transforma

tion, transformation identique, identische Transformation: § 2.5.1. 
Identičnost preslikavania: § 2 5.2; 

- i dobro uređeni skupovi.: teor. 12.3.2; . 
- skupova (princip): § 1.2.3. 

ldentificiranje; - skupova: § 1.2 3. 
- kardinainih broje v~: § 4.2, § 9.-1..4 (nota). 

imaginarna jedinica: § 10.3 2. 
lnakcesibilan (nedostiživ): § 1!'.2 (nota). 
Indukcija; princip .totalne - : § 5·4; transfinitna - : § 12.2 i § 14.7 ; 

- i izvođenje rednih brojeva: § 14.9. 

431 
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lnlimum: § 9.5. 
Inici jalan; - reda n broj: § 15.2. 
Interior: (26.2.3). 

• 
Interval: § 9.1 ; desni (lijevi) -, npaohlii (neshlli) -, right (left) - , - droit 

· (gauche), rechtes (llnkes) - : § 9.2. · 
Inverznq preslikavanje: § 2.5.4. 
!regularan (v. regularan): def. 14.6.2. 
Ispunjavanje praznina: § .9.4.4. 
!tera cija; - zbrajanja (14.2.11). / 
Izmjeri v, naMepnMhlii,. measurable, mesurable, messbar: def. 32.4.1. 
Izoliran (osamljen): § 9.4.4 (nota), def. 26.3.3. 
Izomorfija: § 11.1; - prostora: def. 26.6.2. 
Jzotonija; aksiom - : § 27 ;, · 

__.,. izvoda i nutrine: § 27.1; . •. 
- transfinitnih brojeva: teor. 14.8.1.1; 
- za zbrajanje kod prirodnih )Jrojeva; § 5.5.3. 

Izvod (Y. derivat): def. 26.3.1. 

Jednakost, TOmeCTBO (paaeHCTBO), equality, e~ alite, Oleichkcit; 
- funkclia (preslikavanja): § 2.5.2; -·skupova: § 1.2.2; relacija-: 

§&2. . . . 
jednočlan (skup}, O)IHO'ulaHHhlii, single point set, uniponctuel, e!ngliedrig: · 

§ 1.1.4, § 1.2 2 !. - . 
Jednolika neprekidnost, pasnoMepHall HenpepbiBHOCT, uniform continuity, 

continuite uniforme, gleichmassige StetigkeJt: § 29.7.2. _ 
JednolisnD presl•kav>nje, OAHOnncnoe oToopa»<enHe, un•valent tnlllsforma· 

tion, transform•t'on · univalente, einwertige Abbildung: § 2.5.4. . 
jednoznačan, 0DH03Ha'IHI>Jii, uniform, uniforme, emdeutig: § 2.5.1; nelwje 

- funkcije : § 2.5 6; obostrano - : § 2.5.5. 
jezgra, liAPO, kernel, noyau, Kern: (17.2.7). 
jordan-ov teorem: teor. 29.7.2.3. · 

Karakteristična funkcija: § 2.5.6.4: 
Kardinalni brojevi, ~.:apAuHaDbHhle qucna, cardinal numbers, nombres cardi

naux, !{ardinalzahlen: § 4.1; 
- oznaka: ( 4.2.\}; - t eo rem: te or. 4.3.1.1, te or. 5.2 3.1 ; pojedini -: § 6.1. 

Kartezijevi prostori: § 25.4. 
·Kategorija (prva l druga): § 30.3.4. · 
Klasa (razred}; - broieva: § 15; druga Cantorova - brojeva: § 15.1; 

- rednih breieva: (15.3.3). · 
Koekstenzivan: § 21. -
Koinlcijalan: § 21. . 
Komad, I<YCOK (nopqHA), section, .portion, Stiick: § 9.2; početni (završni) -: 

§ 16 l. . . 
Kombinacija: § 2.1.3. . 
Kombiniran produkt: § 2.5.6.2. 
Kompaktan: def. 29.1.1. 
Kompakt (um): § 29.1, § 29.7. 
Kompleks: § 2.5.6.1. 
Kompleksan ·broj: § 10.3. / 
Kom plemen!: § 2.5.1.1; - aran skup: § 22.4.1. 
Kompletan prostor: def. 30.2.2. 
Komponenta;- reza: § 9.41; - skupa: § 28.5. 
Komponiranje (slaganje) preshkavanja: § 2.5.3, teor. 2.5.5.1. 
Kcimutativan: § 2.2. 



Konačan, KOHe'IHOe, · flnlte, fini, ertdlich: § 5.1, teor. 5.2 .. 3.1; ..:.. prebroja-
- ··-vanje: § 14.1.0.1. 

Koneksan, v. auvisao. 
Konflnalan: § 21. 
Konstanta: pr. 2.5.1.3, § 2.5.2. 
Kontinuitet v. neprekidnost; .- po Dedekindu: § 9.4.3, teor. 10.2.2.2. 
Kontinuum: def. 28.1.2; linearni - : (10.2.1.6); kompleksni - : § 10.3.4; 

- i -Luzin: § 31.7; potendja -: § 6.4; problem -: p. 34, § 15.q, 
Konveksan : § 28.4 (nota). 
Konvergencija, cxop;11Mocn,. connrgence, convergence, Konvergenz_: § 10.2.3; 

kriterij -: teor. 10.2.3.1; - u razdaljinskom prostoru, - B Me
TPR'ItCKOM npocTpaHCTBe. - J_n metrical space, - dans espace me
trlque, - im metrischen Raum e: § 25.8. 

Koordinatna <~s: pr. 2.5.1 .5. · 
Kostur Suslinove operacije: § 61.2. 
Kriteriji izmjeri vost!: § 32.5. 

• 
Kugla, map, sphere, sphere, Kuge\: (25.2.1) ,; 

- kojoj je zadan skup središte: def. 27.5.1.1. _ 

KuratowskJ; prostori -, npocTpaHCTBa -, - spa ces, 
. Rliume: § 27.10. · , · · . 

Kvadrat a kupa: § 2.5.6.2. 
Kvocijent; -skupa i relacije -: (7.22.2); -zadana 

nepotpun - dvaju rednih btojeva: § 14.8.4. 

L (=prostor C.<C) ) : pr. 27.4.5.1. . 

espace de --, - s 

prostora: def. 26.8.2; 
• 

Leksikografsko uređivanje, nei<CIIKorpaqlll'lecKoe ynopSJp;o'leHLie, lexicogra
_phical ordering, ordonnance lexlcographique, lexikographische . 
Orderung: pr. 8.4.2. · 

Li mell: def. 10.2 3.1; -i redni brojevi: § Hl.l; -superior (interior): § 10.2.4; 
· - u razdaljinskim prostorim~ § 25.8. · 

·Linearni; - kontinuum: (10.2.1.6);- kontinuum i Lehesgue-ov rastav:§ 15.1.3; 
- prostor:§ 16.8.1; poređajna karak{eristika- kontinuuma§ 11.4;' 
potpunost - kontinuuma: § 10.3.3. 

Liouville-ovi transcendentni brojevi: § 6.8.2. 
Lokaliziranje v. ekvivalentne okoline. 

• 

Lomljenje (hiparticija); - segmenta: § 13.2.1, § 18.2.1; -skupa: § 20.1.1. 
Loza: § 16.1. . 

' Luin; -ova hipoteza: § 31.7; -ov teorem: teor. 31.5.1, teor. 31.6.2.3; 
. · - ova teorija sita (rešeta): § 15.1.3. · 

• 

Majoranta: § 9.5. 
Međa (frontiera): (26.2.6). · 
Minimum; princip - za prirodne brojeve: § 5.5:2; 

, princip - za transfinitne brojeve: § 5.5.4. 
Minoranta: § 9.5. 
Mjera, M epa, measure, mesure, Mass; - nula: § 322; - skupova: § 32.1 ; 

totalna - (obitelji): § 32.2; nutrašnja -: § 32.1; vanjska -: 
§ 32.1' § 32.3. ' 

Množenje (multiplikacija). brojeva; 
- cijelih: (7.3.4.2);.- kardinalnih: (4.1.9), § 4.3.1; 

kompleksnih: (10.3.1.4); · 
- racionalnih: (8.5.12); 
- realnih: (10.2.14); - rednih: (14.2.11), § 14.8 3. 

Množina v. skup, 
Modul: (30.3.1.13); - aran: § 22.4.4. 

>4S3 
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Monoton: § 23. 
Mrežast skup: § 22.1. 

NadgomlliMe: § 29.3. 
Neperov razvoj: § 8.6.4, § 17.4.4. 
Neprekidnest (kontinuitet); jednolika-: §29.7.2; -lljeve sume l lijevog 

produkta: teor. 14.8.3:2; - presliKa vanja: def. 26.6.1; - preslika
vanja u okolinskim prostorima: § 27.6. 

Neuporedljlv, aecpaBHHTenbHMli, incoparable, incomparable, unvergleich- , 
bar: § 8.2. · 

Neuređen (antluređen): § 8.2. 
Neutralan element: (7.3.5.3). 
Niz, nocneAoBRTenhHOCTb, sequence, suite, Folge; beskonačni -: § 2.5 6.1; 

t• ansfinitni -: § 12.3; hiperniz: {H\.2.12).' 
Nula: <•;2.2>, (7.3.3:2); - kao neutralan element: (7.3.5.3); - kao redni broj: 

§ 14.2.1. . 
Nutrina, v. interior. 

Oblast: def. 2!!.1.2. ~ . 
Obostrano jednoznačan, ssaHMHO OI\HOBHIIqHoe (cooTsecTnlle}, one-one {cor-

respondence), biunivoque, eineindeutig: § 2.5.5. teor. 2'.5.5.1, § 3. 
Obrat relacije .-;;:: § 8.1.1. 
Obrnuto (preslikavanje) v. inverzno. 
Obrtan v. simetričan. 
Odljeljivanje (separacija): § 27.11. 
Odnos y, relacija. 
Oduzimanje (subtrakcija); - cijelih brojeva: § 7.3.6; rednih brojeva: 

§ 14.2.2, § 148.2; - skupova: § 2.3. 
Ograđen, orpaHnqeHHhlii, bounded, borne, beschrankt: § 9.5, lema 29.1.3. · 
Okolina, OKpeCTHOCTb, nelghborhood, voislnage,/ Umgebung: def. 27.4.1, 
· § 27.4; oaza -: def. 27.4.3.1; - kompleksna broja: § lO 3.4; 

- realna broja: § 10.2.3; - točke: § 26.2; -u topološkoj grupi: 
§ 27.13; uloga -: § 27A.1. 

Okolinski prostor, OKpeCTHOCHoe npocTpaHCTBO, neighborhood space, espace 
(V), Umgebungsraum: § 27, § 27.4.2. -

. Operacija (A): § 31, § 31.6.1. 
Ordlnatan skup: § 26.9.7. 
Olamljen (i'zollran): § 9.4.1, (nola), § 12.1, def. 26.3.3. 
Osnovni princip skupova: § 1.1.2. 

• 

Otvoren, OTKphlTblH, open, ouvert, offe n: def. 26.5.2, «§ 27.5 j karikterlstlčna 
svoJstva -a skupa: §'27.5.2; - i skupovi 1 neprekidna preslika-
vanja: § 27.6.2. · · 

Parcijalno uređen, 'l8CTII'lHO ynopiii\OqeHHldii, partially ordered, partielle
ment ordonne, teilwe1se gtordnet: § 8.1. 

Partitlvni skup; § 2.1. 
PeanoYa krivulja, KPHsall Peano, Peano's curve, courbe de Peano, Peano 

sche Kurve: § 29.7.3, § 29.8 10. 
Permanenclja: zakon -: § 7.3.1, (nota). 
Permutacija: § 2.55, § 16.4; -skupa N:§ 8.6.4. 
Početni, HaqanhHbiH! initial, Initial, anfangs j - element: § 17.1; 

- sloj, - cnoii, - row, rangee -, Anfangsschicht: (17.1.2). 
Područje: def. 28.!.2. 
Podskup, noAMHO)I(eCTBo, subset, so us-ensemble, Untermenge: § 1.2.3. 
Polurazdaijinska funkcija: § 25.1. 
Potencija skupa: § 4.1 (v. kardinalni brojevi);/- lli stepen rednih brojeva: 

§ 14.8.6; - kontinuuma' § 6.4. . · 



Poteilciranje; - rednih brojeva: § 1•.8.6. 
Potpun, nonnhlli, complete, com piet, vollstandig; · 

- ost linearnog kontinuuma: § 10.3.3; 
- niz avih rednih brojeva (alef): (15.2. 12); 
- prostor: def. 30.2.2. 

Pra uzorak, npoo6paa, original set, ensemble initial, Urbild: § 27.6.2; 
Prazan, nycTblii, vacuous, vide, le er; -skup: § 1.1.5; - element: § 8.4 (nota); 
Praznina·: § 9.4.2; ispunjavanje praznina: § 9.4.4. 
Pnibrojavanje (numeriranje): § 14.10.1; problem -: § 14.10.3. 
Prebrojiv; cqeTHhlii, countable, denombrale, abzahlbar: def. 6.1.1; najviše -: 

· def. 6.1.2; primjeri prebroji vih skupova: § 6.3.4. 
Prekrivati, noKpbiT, cover, c·ouvrir, iiberdecken: § 29.2. 
Prelaznost (tranzitivnost): § 1.3, def. 2.5.7.2. 
Presjek, nepeceqeuue, intersection, partie commun e, Durchschnitt: § 2.4. 
Preslikavanje, oTo6pameuue, transformation (mapping), transformation, 

. Abbildung: § 2.5.1; · . 
, antltono -: § 27.14; Identično -,jednoznačno -, monotono 
·višeznačno -: §. 2.5.1 ; · . . 

, neprekidno - Su.slinovih i Bore! ovih skupova: § 31.9; 
odozdo (odozgo), poluneprekidno preslikavanje: § 27.15.8; 
ravnine i prostora na segment: § 6.5. 

Princip; - permanencije: § 7.3.1. (nota); 
- totalne Indukcije: § 5.4 
- transflnltne Indukcije: § 12.2. 

' 

Prlro,dnl broi_ev_i, naTypan&nhle qncna, nahiral n'!mbers, nombres naturels, 
natur!Iche Zahlen: § 5.2, § 5.3; uređenJe -: § 5.5.1. 

Prirodno uređenje: § 1&3.3. , · 
Problem kontinu11ma: p. 34: § 15.1.1, § t'6.4, § 19. 
Proces: § 18.8.6; - o, - ~: § 3Ul. · 
Produkt; glavni, redril, čisti - dvaju uređenih skupova: § 16.8.4; 

- , kombinirani - skupova: § 2.5.6.2; 
- , opći - rednih tipova: § 14.11.11; 
- cijelih brojeva: 17.3.4.2); 
- kao lterirana suma: lema 4.3.1.3; 

kardinalnih brojeva: (4.1.9), § 4.3.1; 
kompleksnih brojeva: (10.3.1.4); 
racionalnih brojeva: (8.5.12); 

- realnih brojeva: (10.2.1.4); 
rednih brojeva (tipova): (14.2.11). 

Prostor, npocTpaucTao, space, espace, Raum. § 24; 
, Bal rov -: § 31.2; 
, diskretni -: pr. 24.4; 

- , Frechet-ovi L-prostori: § 30.1; 
- , funkcionalni -: § 25.6; 

, Hausdorffov -: § 27.4.!1; 
, Hilbertov -: § 25.5; 

- I Iracionalnih brojeva:c·§ 31.2; 
, Kartezijev tEuklidov) Cn -: § 25.4; 

• 

- , okolinski tFrtlChei-OV V) -, OKpeCTHO~HOe nOOCTp3HCTIIO, nelghbour
hood -, - (V), Umgebungsraum: § 27, § 27.4.2; polurazdaljinski 
-: § 25.7; 

- , potpuni razdaljinski -: § 30.3.3; 
- , potpuno uređen -: § 25.9; 

4.!15 
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Prostor, projektivan -: § 29.8.1; 
;projektni -: § 25.10.8; 

' R: § 30.3.1;-
, razdaljinski -: § 25.7, § 31.'<4; · 
, razdaijinski - prve i druge kategorije: § 30.3.4; 
, relativan -: § 26.7; 
semikontlnuiteta: § 27.15.8; 

- , topološki (Kuratowskog) -: § 27.10; 
, uniforman -: def. 27.12.3; 
, Urysohnov -: § 27.15.7. 

Prostornost v. adherencija. 
Pun (skup): § 1.1.5. 
Pust v, prazan. 
Račvanje, paaueTiieune, ramification, ramification, Verzweigung; 

- , uslov -, ycJIOBHe -, condition of -, condition de -, Verzwei-
'gungsbedingung: § 16.2, § 2l.l. · 

Racionalni brojevi (definicija): § 8.5; poređajna karakteristika skupa -: § 11.3. 
Rang: (17.2.3); - funkcija: § 17.3, § 23.1. . 
Raspršen (skup), paceSiuuoe, dispersed, clairseme, zerstreut, (separlerte 

Menge): def. 26.3.4. 
Razdaljina, pacToSiune, distance, distance, Entfernung; - ska funkcija: 

§ 25.1, § 30.3.1; ekvivalentne - sk e funk~ije: § 25.3.1; •-' ski 
prostor: § 25.7. . 

Razred (klasa) mo dulo: § 7.2; - rednih brojeva: (15.3.3), teor. 15.3.1. 
Razvrstan, qacTJIHBO 1106po ·ynopRI\O'IeHHioili, partially well ordered, Qarti

ellement bien ordonne, teil weise. wohlgeordnet: _§ 16.3; 
- , kardinalni broj - ih skupova: § 19.4. 

Realna funkcija: § 2.5.1. 
·Realni brojevi, 1\elicTBf!TeJihHhie 'IHCJI~, real numbers, nombres reels, reelle 

Zah)en : § 10.2: poredaj na karakteristika skupa -: § 11.4; 
- kao atomi: § 15.1.4. 

Recipročnost; teorem - i: § 18.8.5. 
Refleksivnost (povratnost): § 1.3, def. 2.5.7.2. 
Regularan (protivno: !regularan); - broj: def. 14.6.2. 
Rekurzija: § 13.2.3. · 
Relacija (odnos), peJia~f!Sl, relation, relation, Relation: · 

, dvočlana (binarna) -: § 2.5.7; 
ekvivalencije: § 7.1; 
inkluzije i -: § 1.2.3, § 1.8; 
jednakosti: § 3.1, § 8.2; 

- nejednakosti: § 8.2; 
neuporedljivosti: § 8.2; 
osnovna relacija: § 1.2, § 1.3; 
, povratna (reflek.sivna), prelazna (tranzitivna), i obrtna (simetrična)-:' 

def. 2.5,7.2; ·. . 
, uređajna -, ynopSII\O'IenuaH -, order -, - d'ordre, Ordnungsre-

lation : § 3.2, § 8. . 
Relativan prostor (reiativizaclja), peJiaTIIBnoe npocTpaacTBo, relative space, 

es pace rela !if, Relativraum: '§ 26.7. 
Rez, ceqenne, section, coupure, Schnittj - uređena skupa: § 9.4, § 9.4.1. 
Rodoslovue, POI\OCJiounaSI, tree, arbre genealogique, Stammbaum: § 16.3, 

\j 17; - geometrijskih figura: § 11.6.10. . 

Sastavljen v. složen. 
Savršen (perfektan), coaepuHlHHbiH, perfect, padait, ped~kt: def .. 26.5.3. 



Segment: § 9.1; lomljenje (biparticlja) -: § 13.2.1. 
Separabllan: § 11.4, § 26.4, def. 26.4.2; potpuno.-: def. 27.4.:U. 
Separacija: § 27.11. 
Sferold v. kugla. 
Simetrična relacija: del. 2.5.7.2; djelimično-:§ 8.1. 
Skok, C1<&'IOK1 jump, saut1 Sprung: § 9.4.2. 
Skoro svuda:· def. 32.2.2. 
Skup, MHomeCTBO, set, ensemble, Menge: § 1.1; 

, analitički ~: § 31, § 31.41 § 3l.9; 
- , Borelov - : § 31, § 31.9; 

' 
, Borelovi F (0) razredi .- ova: § 31.8; 

- , Borelov sistem - ova: § 31.3; 
, - cijelih brojeva: § 7.3; 
, dio (pravi, nepravi) - a: § 1.2.3; 

- , dlsttibutivan mrež as t -: § 22.4.2; 
, djelimično uređen -: § 8.1, § 16; 
, dobro uređen -: § 12; 
, hiperskup : § 17.2; 
, izmjeri v -: § 32.4; 
, izoliran -: def. 26.3.3; 
, jednočlan -; § 1.2.2.1 ; 
, komplement - a: § 2.5.1.1; 
, komplementaran mrežolik -: § 22.4.1; 

- · , konačan --: § 5.1 ; 
.~ , linearan bikompaktan -: § 29.5; 

mjere O; § 32.2; 
, modularan - : § 22.4.4; 
, mrežast -: § 22.1; 
, nad -, pod -: § 1.2.3: 

' -
1 neuporedljivi - ovi: § 1.2.3; 
' , obostrano uređen -: § 16.2; 
, otvoren - : § 26.5 ; 

. , partitlvni - : §' 2.1 ; 
, poluuređen -: § 16.2; 

. - , potpuno mre žo !lk -.: § 22.2; 
, prazan -: § 1.1.5; 

. - , - prirodnih brojeva: § 5.3; 
, projektlvnl -: § 31.9; 
, - ra.cionalnlh brojeva : § 8.5; 
, razvrstan- (rodoslovlje}: § 16 3, § 17; 
, - realnih brojeva : § lO.l! ; 

- , savršen -: § 26.5; 
, separabllan - : def. 26 4.2 ; 
1 Susllnov - : § 31, § 31.9 ; 
; tjelovit - : § 22.3 ; 

- , transflnltan - : § 5.1 ; 
, trla·dskl - : § 6.7; 
, uređen odozdo (odozgo) -: § 16.2; 
1 zatv:oren - : § 26.5. 

Slaganje (komponiranje) funkcija; § 2.5.3; - uredenih.l'arova: § 2.5.6.3. 
Sličnost, no11oCSHe1• similarity1 slmilitude, ll.hnllchkelt: § ll, § l2.3. 
Slijed v. niz. 
Slika, oCSpaa1 transforml trapsforme, Abblld: § ·2.5.1 .. 

. 4~7 
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Slog (kompleks) : § 2.5.6.1 ; ·. Konigov -: § 6.5.2; - i prelamanje: § 13.2.1. 
Sloj, CJioil, row, rangee, Sc!ticht: § 17 2, § 17.3. .· 

- ~'-..... 
Složena funkcija, cnomuaSI IPYHKI\HSI, composeti function, fonctlon composee, 

zusammengesetzte Funktion : § 2.5.3. · .. 
Stepen (potencijal: (4.1.10); · 

- kao lteriran produkt: lema 4.3.1,4; 
- rednih brojeva: § 14.8.6. 

Suma; - cijelih brojeva: (7.3.4.1); 
. __.:_ kardlnalnih brojeva: (4.1.8), § 4.3.1; 

kompleksnih brojeva: (10.3.1.3); 
- racionalnih brojeva: (8.5.11) i 
- realnih brojeva: (10.2.1.2); 

, redna - skupova: (14.1.5) i . 
rednih brojeva: (14.2.7), (14.2.10), § 14.8. 

Superpozicija; - funkcija: § 2.5.3; - uređenja: pr. 16.4.1. 
Supremum: § 9.5, § 14.4. 
Suprotan element, npoTHaonono»<nbli! eneMeHT, lnveree element, element 

inverse, entgegengesetztes Element: (7.3;5.4). · 
· Suslinov problem: § 11.5, § 15. 1.5, § 16.5, § 18.1.1 ; 

te or. 18.1.2.1, § 23.2, § 26.4; 
, opći -: § 18.5 i 

- l uslov račvania: § 21.1 j 

l realne funkcije: § 23.4, § 23 6; 
t,eo~em: teor. 31.6 2.2, teor. 31.7.1. 

Suslinova operacija: § 31.2; osnovno svojstvo -: § 31 6.1. 
Suslinovi skupovi: § 31, § 31.3, § 31.9. 
Suslinovo svojstvo: § 1 1.5, § 13.3.2. 
Suvisao, csSIBHblil, connexe, connexe, zusammenhilngend: § 28.1. 
Svezan (koneksan): v. su visa o j lokalno -: § 28.7.8. 

Tijelo (polje), none, field, corps. Korper: § 22.3, · 
Tip uređenja, Ton ynopSI/\O'IenuocTH, order type, type d' ordre; Ordnungs

typus: § 14.2, (14.2.1), § 14.2.l. · 
Točka, TO'!Ka, point, point, Punkt; 

diskontinuiteta: def. 26.6.1 j 
• 

· kondenzacije (zgušćlvanja), - KOHAenaal\IIB1 - of condensation, - de 
condensation, Verdichtungs -: § 29.7; 

nagomilavanja,· - naKonneiiiiSI, - of accumulation, - · d'accumula-
tion, Hilufungs -: def. 26.3.1. , 

Topologija: § 24; finija (jača), slabija -: § 26.8j lspoređivanje -: § 26.8. 
Topološki; - prostor (Kuratowskoga), TononoruqecKoe npocTpai!CTBO, 

to polog; cal space, espace topologique, topologlscher Raum: § 27.10. 
- e grupe: § 27.i3. 

Torus (SVItak): § 26.9.15. 
Totalna indukcija: § 5.4; primjena - : § 5.5. 
Transcendentni brojevi: § 6.8. 
Transfinitan; - brol: teor. 5.2.3.1; 

- Indukcija: § 12.2, § 14.7 i 
- skup: § 5.1. 

Transfinitno prebrojavanje, TpaucilJBIIUTI!oe pacc'IIITIIBanHe, transflntte coun- · 
.. ·te ring, denombrement transfini, transfmites Zilhlen: § 14.10.1. 

Transformacija: § .2.5.1 
Transformat (slika), o6paa, transform, .transforme, Bild (Abblld): § 2.5.1. · 
TranslaciJa (u grupi): § 27.13. · 



-. 
Triadski; - prostor: § 27.1~.2; - sistem: § 6.7; 

- skup, TpllaAclloe MIIO)I(eCTso, triadic set, ensemble triadique, triadi· 
· sche Nlenge: § 6.7, teor. 6.7.1, korolar 29.5.1. · · . 

Trlhotomija : 9 8.3, teor. 12.3.3, § 15 3, teor. 14.3 l; - i kardinalni brojevi: 
§ 15.3; - i ordinalni brojevi: § 12.:3. · 

Udruživanje (unija), coe/(nneaue, sum (union, join), somme (reunion), 
Vereinigungsmeoge : § 2.2. 

Uniforman; - prostor: def. 27.12.3; - struktura: def. 27.12.2. 
Uniformnost; uslovi - i: def. 27.12.2. 
Unija v. udruživanje. 
Upoređivanje, cpaoueune, comparison, comparaison, Vergleichung; 

· - kardinalnih brojeva: § 4.1, § 12.4, teor. 15 3.3; - skupova: § 1.2.3. 
Upotpunjenje, AOnonHeHne, completion, completion, Vervollstlindigung; 

- prostora : § 30.3.2. 
Uređen, ynopHAO'IeHHblil, ordered, ordonne, geordnet: 

- , alfabetski -: lema 14.1.2; 
, dje!lqtično -: § 8.1 ; 

- ·, dubro -: § 12 i 
- , leksikografski -:pr. 8.4.2; 
- , obostrano - : § 16.2 ; 

, odozdo (odozgo) -: § 16.2; 
, polu ~: § 16.2; 

- , potpuno uređen , ToTanLHo ynopHAO'IeHHLiil, total ordered, !otale
ment ordonne, total~:eordnet: § 8.2; 

, prirođno - : § 18.3.3 i 
- , razvrstano -: § 16.3; _ 

par, ynopHllO'IeHHaH napa (IIBOiiKa), ordered couple, paire ordonnee, 
geordnetes Paar: pr. 2.5.1.4, § 2.5.3, § 2.5.6.1, § 2.5.6.3 ; 

. prostor, ynopHAO'Itaiwe npocTpaHCTBO, ordered space, espace or
donne, geordneter Raum: § 25.9; 

- skup kompleksnih brojeva: (10.3.1.2)i 
- skuo prirodnih brojeva: teor. 5.5.1.1. 

Uređajna relacija, ynopHAO'Ienuall penaQHH, order relation, relatio• d'ordre, 
UrdnungarelatJOn: § 8, § 8.1, § 8.2, § 8.3. . 

Uređenje; problem dobrog uređenja skupova: § U.l0.2; 
- po početnoj podudarnost! : pr. 16.4.2. 

Urysohnov prostor: § 27.15.7. 
Uzlazan, ooapacTYOIII\Liil, increasing, croissant, aufsteigend: § 23.1. 

Vanjska mjera, oHeAwaR Mepa, outer measure, mesure exterleure, ilusaerea. 
Mass : § 3~.3. . 

Vanjltina (eksterior): (26.2.1) 
VariJacija; § 21>.6.1. 
Višeznačno, MHoroaua'Iuoe, multiform, multiforme; mehrdeutlg ; 

- presltkavanje: § 2.5.1. 
Vrsta (broja), poA, kind, eapece, Gattung : § 14.5. 

Zatvoren, aaMKHYTLili, closed, ferme, abgeschlossen: def. 26.5.1, § 27.5. 
ZbrajanJe red·nih brojeva: § 14.8.1. . 
Združivanje v. asocijacija. 
Zermelov aksiom izbora, aKCIIOMa BLI6opa Zermelo, Zermelo's choice axiom, 

ax• ome de choix đe Zerme1o, Zermt:los A~tswahlaxiom: § 14.10.2. 
Zermelov teorem : teor. 15.4.1. 

it89 

.. 



' PROBLEMI 

l. Suslinov problem, str. 129. 
2. Problem 15.4.1 o izgradnji kardinalnih brojeva, str. 195 dolje. 

3. Problem 15.5.1 o odnosu uređenja i dobrog uređenja skupova str. 197. 

4. Problem 16.8.1 o dimenziji polijedara, str. 205. 

5. Hipoteza P1, str. 228. 
6. Problem o broju 2., , str. 230. 

N 

7. Problem Cantorov (hipoteza kontinuuma), str. 230. 

8. Problem 23.2.1, str, 260. 

9. " 23.2.2, " 261. 
10. 
ll. 

12. 
'13. 

14. 

15. 

16. 

" 
" 

" 

" 
" 
" ' 

23.2.3, 

23.3.1' 
23.3.2, 

23.3.3, 

23.3.4, 

• 23.3.5, 

23.5, 

,, 261. 

" 
262. 

" 
262. 

.. 263. 

.. 263. 

.. 263. 

.. ' 266. 

17. Problem Luzina, " 400. 
18. Problem: .Da li postoji maksimalan parcijalno uređen prebrojiv skup, 

t. j, postoji li prebrojiv djelimično .uređen skup H tako 
da svaki prebrojiv djelimično uređen skup bude sličan sa 
svakim dijelom skupa H? 



E:§ 1.2.1; 
~ : § 1.2.3; 

O Z N A KE 

V (znak za uniju skupova}: § 2~2; 
i\ (presjek skupova): § 2.4; 
( među kardinalnim brojevima: § 3.2; 
~o (alef nula): § 6.1; 
bE: '(16.6.4); 
B (A) ili A ->- B = skup svih preslika vanja skupa A u skup B: § 2.5; 

- J 
Bt (A) odn. A-)-B =skup svih jednoznačnih preslikavanja skupa A u 

skup B: § 2.5; 
e = 2~o: § 6.4; ' 
e ili cl = linearni kontinuum (skup realnih brojeva): § l 0.2; 
Cu = Kartezijev prostor od n dimenzija: § 25.4; 
·/ odn. y S: (17.2.3); 
D = šk up cijelih racionalnih brojeva: § 7.3; 
r-l= inverzna funkcija funkcije f: § 2.5.4; 
k"E: (16.6.1); 
k" E: (i 6.6.2) ; 
ksE: (16.6.3); 

• 

Iz S ili p S = kardinalni broj skupa. S ili potencija skupa S: .p. 33; 
N ··~ skup prirodnih brojeva: § 5.3; 
{P} ili (P) sk !JP sastavljen od P kao jedinog elementa: § 1.1.4; 
PS= skup svih dijelova skupa S:§ 2.1; 
R e · skup racionalnih brojeva: § 8.5; 
R· odn. R. S: ( 17.2.2); 
T: (17.1); 

. t S = tip uređenja skupa: S; 
v ·~ prazan skup: § 1.1.5; 
wS = skup svih dobro uređenih skupova ~ S; 
W: (17.1); 
Z (m) = skup svih rednih brojeva po ten cije m: § 15.3; 
,, (o): (19.2). 

• 



Str. 51, red 
Str. 79, red 
Str. 103, red 
Str. 105, red 
Str. 123, red 
Str. 123, red 
Str. 143, red 
Str. 216, red 
Str. -218, red 
Str. 225, red 
Str. 2_25, red 

GRIJEšK.E 

~ 

4 odozdo mjesto < ~ treba ~ . 
• 

6 odozdo mjesto znakovi treba zakoni. 
2 odozdo mjesto za treba na. 

• 

8 odozdo mjesto 1949 treba stajati 1942. 
" . 5 odozgo precrtati "ne . 

ll odozgo mjesto "ne" treba "može i". 
7 odozdo na lijevoj strani treba stajati S;,;., .. 
.7 odozgo mjesto \jJ T treba k \jJ T. 
8 odozgo mjesto T treba T1. 
l odozdo mjesto [2] treba [17]. 

2 odozdo mjesto [l] treba [6]. 
• 

Str. 246, red 5 odozgo mjesto wo treba w~. 
,_ / 

U problemu 23.3.3 mjesto w R. treba w R.. 
u § 23.5 mjesto (O e treba we. 
Str. 280. red l odozdo mjesto E treba ~ . 
U uslovima ·K3, K4. str. 318, mjesto C treba stajati ~. 
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