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1. Osnovni pojmovi iz finansijske matematike

Ekonomsko trziSte namece potrebu za donosenjem blagovremenih odluka od kojih zavise
rezultati poslovanja. Najznacajnije odluke donose se na osnovu uradenih analiza rezultata i
njihove realizacije. Kada se ciljevi ekonomskih problema mogu numericki izraziti onda se vrlo
Cesto koriste ekonomsko-matematicki modeli.

Prvo ¢e biti objasnjeni neki osnovni pojmovi iz finansijske matematike da bi rad bio
ih 1 1990-ih godina postajalo sve razliCitije. Kamatne stope su se ucestalije menjale, dok su
trziSta akcija obveznica povremeno bila veoma nestabilna. Zbog toga su finansijske institucije
pocele vise da vode racuna o smanjenju rizika sa kojim su se suocavale. Zainteresovanost za
smanjenje rizika dovela je do pojave finansijskih inovacija tj. pojave novih finansijskih
instrumenata koji finansijskim institucijama pomazu da bolje upravljaju rizicima. Ti instrumenti
nazivaju se finansijskim derivatima.

1.1. Berza

Aktiva (assets) je osnovno finansijsko sredstvo kojim se trguje na berzi. Pod aktivom
podrazumevamo sve objekte koji imaju neku vrednost, odnosno sve objekte kojima mozemo da
trgujemo na berzi. Aktivu €ine slede¢i finansijski proizvodi:

% Roba (commodity): nafta, struja, zlato,...

Valute (currencies): euro, funta, dolar,...

Obveznice i drzavne hartije od vrednosti (bonds) su vrednosni papiri odnosno

sertifikati koje izdaje vlada ili kompanija koja garantuje da ¢e pozajmljeni novac

sa fiksiranom kamatnom stopom biti vra¢en u dogovorenom roku.

% Akcija (stock) neke kompanije predstavljaju dokument koji se za odredenu sumu
novca izdaje vlasniku akcije 1 na osnovu kojeg vlasnik akcije stiCe odredena
prava. Vlasnik akcije moze imati pravo ucesc¢a u organima uprave kompanije kao

R/
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1 u raspodeli njene dobiti. Vlasnici akcija nazivaju se deonicari koji na osnovu
svojih akcija dobijaju prihod u vidu dividende.

% Berzanski indeks (indices) je lista od n akcija trenutno najbolje kotiranih
kompanija date drzave i predstavlja njihovu aritmeticku sredinu. Indeksima se meri
kretanje aktiva na trziStu. Najpoznatiji srpski indeks je indeks beogradske berze
BELEXKS15, a najc¢esce citirani je americki koji sadrzi cene akcija 30 kompanija :
Dow Jones Industrial Average, zatim nemacki DAXX, japanski NIKKEI Dow, itd.




Kao kod svake trgovine postoje dve strane: prodavac i kupac. Za osobu koja prodaje
(writer) kaze se da je u kratkoj poziciji (short position) dok je osoba koja kupuje u dugoj poziciji
(long position).

% Kratka pozicija (short position) je pozicija u kojoj se investitor nalazi nakon
prodaje aktive koju trenutno ne poseduje. Kratka pozicija moze da se ostvari
raznim transakcijama na trzistu, kao Sto su kratka prodaja te aktive, kupovina
prodajne opcije (put option), kao i raznim drugim metodama.

% Duga pozicija (long position) podrazumeva poziciju u kojoj se investitor nalazi
nakon kupovine, odnosno nakon sklapanja ugovora o kupovini odredene
finansijske aktive i to sa namerom da je zadrzi odredeni vremenski period u

iS¢ekivanju porasta njene vrednosti, samim tim i trenutne zarade.

Na primer, za vlasnika kompanije Microsoft se kaze da ,ima dugu poziciju sa
Microsoftom®, sto znaci da on poseduje tu aktivu i ima nameru da je zadrzi jer je malo verovatno
da ¢e opadati vrednost akcija velikih kompanija.

% Portfolio (Portfolio) je skup vrednosnih papira koje poseduje investitor ili
kompanija gde vrednosni papiri ne moraju biti istog tipa. Moze da se sastoji od
opcija, akcija, valuta,...

% Finansijski derivati (Financial derivatives) su izvedene hartije od vrednosti.
Predstavljaju slozene finansijske instrumente izvedene iz osnovne finansijske aktive
1 njihova vrednost odredena je cenom osnovne finansijske aktive. U finansijske
derivate spadaju opcije.

1.2. Opcije

Definicija: Opcija je ugovor koji vlasniku daje pravo, ali ne i obavezu, da kupi ili proda neki
vrednosni papir pod odredenim uslovima.

Uslovi prisutni u tom ugovoru (opciji) su sledeéi:

e Ugovorena cena vrednosnog papira po kojoj se moze kupiti odnosno prodati
vrednosni papir koju ¢emo oznacavati sa K (strike price) i

e Ugovoreno vreme do isteka opicije koje ¢emo oznacavati sa T (strike time)

e Pocetna cena vrednosnog papira — Sy |

e Cenau trenutku t —S;

U zavisnosti od kupovine ili prodaje vrednosni papir, imamo dve vrste opcija:

e Call opcija — daje pravo ali ne i obavezu kupovine vrednosnog papira po unapred
dogovorenoj ceni K



e Put opcija — daje pravo ali ne i obavezu prodaje vrednosnog papira po unapred
ugovorenoj ceni K.

Sto se tiCe vremena izvrSenja opcija osnovne su dve vrste opcija:

1) Evropske — mogu da se aktiviraju u ugovoreno vreme T
2) Americke — dopustaju aktiviranje u bilo kom trenutku vremena koji je manji ili
jednak ugovorenom vremenu T.

Ovi nazivi evropska i1 americka opcija odnose se samo na vreme izvrSavanja opcije bez
obzira na drzavu gde je opcija izdata.

Oznaka za evropske call opcije je ¢, americke C, a oznaka cene evropske put opcije p, a
americke P.

Vrednosni papir na koji se odnosi opcija je najcesce akcija, ali to moze biti i bilo $ta Sto
se moze prodati na trzistu: forward ugovori, fjucursi, berzanski indeksi, strane valute, nekretnine
itd.

Opcije koje nisu klasi¢ne put i call nazivaju se egzoti¢ne opcije, a svaka opcija koja nije
egzoti¢na zove se vanila opcija (vanilla option).

Ideja trgovinom opcijama datira jo§ od doba Feni¢ana. Poznato je da su oni koristili kao 1
Rimljani ugovore pri trgovini. Tales se proslavio kada je jedne godine predvideo dobar rod
maslina. Pre nego $to je krenula sezona on je napravio ugovor koji mu je omogucio da po nizoj
ceni iznajmi veliki broj presa za masline u toku sezone i kada se obistinila njegova pretpostavka
o izuzetnom rodu, on je te iste prese iznajmljivao po daleko vecoj ceni.

1.2.1. Opcije i njihove osobine
Faktori koji utiu na vrednost opcija:

1) pocetna cena akcije &,

2) ugovorena cena K

3) vreme do isteka opcije T

4) volatilnost akcije o

5) kamatna stopa r — koja se neprekidno obracunava
6) ocekivane dividende tokom trajanja opcije

Vreme do isteka opcije

Kod americkih put i call opcija cena opcije raste sa porastom vremena. Kod evropskih to
nije uvek slucaj.



primer: Pretpostavimo da posedujemo dve evropske call opcije, jednoj je vreme isteka 1
mesec, drugoj 2 meseca. Medutim za 6 nedelja se ocekuje isplata velike dividende. Tada je
prirodno da cena opcije sa kra¢im vremenom do isteka bude veca jer ¢e se njenim aktiviranjem
kroz mesec dana moc¢i kupiti akcija za koju ¢e kroz 6 nedelja dobiti velika dividenda.

Volatilnost akcije

Volatilnost je vazan parametar i predstavlja meru neodredenosti u budu¢em kretanju cena
akcija. Sa porastom volatilnosti raste moguénost da se cena akcije znatno promeni. Vlasnik call
opcije je na dobiti ako akcija poraste, dok mu je rizik u slu¢aju pada cene akcije ogranicen.

Sli¢no, vlasnik put akcije zaraduje pri velikom padu cene akcija i ima ograniCen rizik u
slu¢aju njihovog rasta. Zbog toga vrednosti put i call opcije rastu sa porastom volatilnosti.

Kamatna stopa

Uticaj kamatnih stopa na cenu opcija nije uvek isti. Kada kamatne stope na trziStu rastu
oc¢ekivani prinos investitora od akcija raste.

Medutim, sadasnja vrednost bilo kog buduceg toka novca koji ¢e vlasnik opcije dobiti
oada. Kombinovani uticaj ova dva efekta smanjuje vrednost call opcije. Ovde se pretpostavlja
rast kamatnih stopa, $to je u realnosti nemoguce.

Dividende

Dividende koje se dobijaju tokom trajanja opcije uticu na cenu akcije, pa samim tim i na
cenu opcije. Dividende utiCu na smanjenje cene akcija dan posle isplacenih dividendi. Pa cena
call opcija odmah gube na svojoj vrednosti, a cena put opcija rastu.



2. Slucajni procesi

2.1. Slucajni procesi

Definicija. Slucajni proces se formalno definiSe kao kolekcija sluc¢ajnih veli¢ina koje su
definisane na istom prostoru verovatnoca (Q, wr, P) gde su slu¢ajne veli¢ine indeksirane pomocu
skupa T. Slu¢ajne veli¢ine o kojima je re¢ {X,,t € T}.

Posebno, ako je T ={1,2,..,n} onda takav proces nazivamo slu¢ajni vektor. T
predstavljamo kao vreme ukoliko nije opsiji oblik slu¢ajnog procesa.

Slu¢ajni proces {X(t),t € T} je kra¢i zapis za {X(t,w),t€T,w € Q} gde je X
dvodimenzionalna funkcija koja zavisi i od t i od w.

Za fiksirano w : w = w, onda je X(t,w,) = ©(T), t € T, X je funcija jedne promenljive
koja se naziva trajektorija.

Za fiksirano t : t = t, onda je X(t,, w) funkcija jedne promenljive koja se zove sluéajna
veli¢ina.

2.2. 0 — prsten

B[0,1] je familija Borelovih skupova koji su podskupovi intervala [0,1]. Borelov o —
prsten je minimalni o — prsten koji sadrZi sve intervale (—oo, ], € R.

o — prsten ima sledeca svojstva:

1) akoje Ay, 4, ...€EB=>UA, €B
2) akojeA,B € B=> A\BEB

o — algebra ima sledeca svojstva:

1) akOje Al,Az, ..EB>U Ak €EB
2) ako AEB=>C(A)EB

U osnovne pojmove slu¢ajnog procesa spadaju:

e Pojam filtracije i filtriranog prostora u neprekidnom i diskretnom vremenu
e Merljivost procesa
e Vreme zaustavljanja.



2.3. Filtracija

e Pojam filtracije i filtriranog prostora u neprekidnom i diskrethom vremenu.

Definicija. Filtracija opisuje kako se informacija otkriva s vremenom. Neka je vreme u
kome se posmatra neka pojava diskretno. Tada filtracijom nazivamo rastuci niz o — polja koji je

Filtracija u diskretnom i neprekidnom vremenu moze da se koristi kao model za protok
informacije, jer kako vreme prolazi, posmatra¢ dobija sve detaljniji uvid u moguce ishode
eksperimenta, odakle zakljuCujemo da se skup informacija s vremenom povecava. Osobina
filtracije odgovara ¢injenici da se informacija pamti u vremenu.

o — polja opisuju trenutni stepen informisanosti o0 moguéim ishodima eksperimenta.

2.4. Merljivost procesa

Definicija. Neka je {X,,t € [0,1]} slu¢ajan proces definisan na merljivom prostoru
(Q, F, P) sa vrednostima u prostoru (R,B ). Slu¢ajan proces je merljiv ako za svako B € B
vazi:{(w,t): X(w,t) € B} € F x B([0,T]) gde je B([0,T]) Borelovo o — polje formirano na
intervalu [0, T], dok je FxB([0,T]) najmanje o — polje formirano nad skupovima Dekartovog
proizvoda.

Teorema. (Fubinijeva teorema)
Neka je {X,,t € [0, T]} merljiv slu¢ajni proces. Tada vaZe sledece osobine:

1. Skoro sve trajektorije procesa su merljive funkcije.
2. Ako postoji matematicko ocekivanje E(X,) za svako t, tada je funkcija E(X,)
merljiva po promenljivoj t.

3. Ako je S c T merljiv podskup i ako vazi fs E|X;|dt < 4o, tada su skoro sve
trajektorije procesa X, integrabilne i sa verovatno¢om jedan vazi:

Ef X, dt =f E(X,)dt < +oo.
S S

e Vreme zaustavljanja (stopping time)

Definicija. Neka je F = {F,},t € T filtracija na skupu Q. Slu¢ajnu promenljivu 7 koja
uzima vrednosti iz skupa T U {40} nazivamo vreme zaustavljanja u odnosu na filtraciju IF ako
vazi dogadaj {t < t} € F, zasvakot € T.



2.5. Neke Klase slucajnih procesa

1.Proces {X(t),t € T} je sa nezavisnim priraStajima ako su sluajne veli¢ine
X(t,),X(t)—X(,),.., X(t,) —X(t,_,) nezavisne kad god je t, < t; <--<t, gde je
(t,, tq,...,t,) ET.

2. Proces {X(t),t € T} je sa konaénim momentima drugog reda ili L> — proces
ako je E|X(t)]? < +oo

Ova definicija vaZi i za kompleksne slucajne veli¢ine, tj. za X (t) = {(t) + i - n(¢t).
Za ovakve procese definiSe se korelaciona funkcija:
K(S,6) = E((X(s) = m,(s)) - (X(©) = m, (D))
K(S,t) = EX(s) - X(t) — m,(s) - m,(t).
3. Proces sa ortogonalnim prirastajima.
Ovo su procesi koji su kompleksni i za koje je ispunjeno:
E|X(s) —X(®)|? < +oo s,t€T
i E [(X(t4) —X(t3) - (X(tz) — X(tl))] =0, kadjet; <t, <tz <ty (t; €T)

U posebnom slucaju kad su slucajne veliCine realne koristi se termin proces sa
nekorelilanim prirastajima.

4. Proces {X;, t > t,} je Gausov slucajni proces ako su sve konagno-dimenzionalne
raspodele normalne. Visedimenzionalna Gausova raspodela je odredena svojom kovarijansom i
vektorom matematickog ocekivanja, sledi da je Gausov proces takode odreden svojom funkcijom
oc¢ekivanja i kovarijacionom funkcijom, koje su date izrazima:

u(@®) = E[X.]; Cov(Xs, X,) = E(Xg — u(x) - (X, — u(®)
5. Markovski procesi

Sluéajni proces {X;,t € T} je Markovski ili Markovljev proces ako za svakon € N i za
svaku n-torku vremenskih trenutaka iz intervala [0,T] sq,s, <+ <s, <t kao i za svaki
Borelov skup B vazi sledeéi uslov:

P(X, € B|X,,, X;,, ., X;,) = P(X; € B|X,,)

Ova definicija moze da se interpretira da buduénost procesa zavisi od proslosti iskljucivo preko
sadasnjeg trenutka t. Stohasticki proces koji je vremenski neprekidan sa diskretnim prostorom
stanja koji predstavljaju vremenski neprekidne lance je vazan za ovaj deo rada. Od posebnog
zna¢aja su lanci koji poseduju svojstvo Markova i koji se prema ruskom matematiCaru
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A.A.Markowvu (1856-1922) koji ih je prvi izu¢avao nazivaju jo$ i lanci Markova ili Markovljevi
lanci.

Svojstvo Markova se moZe opisati na viSe razliCitih na¢ina , a njegova sustina se sastoji u
slede¢em:

Neka se posmatrani sistem, koji je opisan Markovljevim lancima, nalazi u nekom stanju koje
¢emo nazvati sadasnje stanje, onda ako verovatnoc¢a da ¢e sistem iz sadaSnjeg stanja pre¢i u
odredeno buduce stanje zavisi samo od ova dva stanja (sadasnjeg i buduceg), a ne zavisi od toga
kako je sistem dospeo u sadasSnje stanje, tada se kaze da takav sistem ima svojstvo Markova.
Dakle, to su sistemi Cija je ¢itava predistorija sadrzana u sada$njem stanju, a 0 ponasanju Sistema
u prethodnim stanjima informacije ne postoje. Takvi sistemi nazivaju se sistemi bez posledica ili
sistemi bez memorije.

6. Martingali

Definicija. Neka je M, proizvoljan slu¢ajni proces adaptiran datoj filtraciji F = {F,}, gde
vremenska promenljiva moze da bude neprekidna 0 < ¢t < T ili diskretna 0,1, ..., T. Proces M,
nazivamo martingalom ako vaze oba uslova:

i)  Ako je za svako t proces integrabilan, odnosno oc¢ekivanje procesa M, je konacno
E|IX(t)] < o
i) Akojeyasvakotis, 0 <s,t < T ispunjen martingalan identitet: E[M, | ,] = M,.

Za procese sa diskretnim vremenom martingalni identitet je sledeceg oblika:

E[M,., | F,] =M, vn.

2.6. Braunovo Kkretanje

Braunovo kretanje je jedno od najvaznijih slu€ajnih procesa. Kao praktiCan alat ima
veliki uticaj na skoro svaku granu fizicke nauke, isto kao i nekoliko grana drustvenih nauka.

Prve vazne primene Braunovog kretanja su napravljene od strane L.Bachelier i
A.Einstein. Bachelier je priznat kao otac kvantitativnih metoda, i njegov cilj je bio da napravi
model za finansijsko trziste, a Einstein je Zeleo da modeluje kretanje Cestice zadrzane u Cestici.
Bachelier se nadao da ¢e Braunovo kretanje dovesti do modela za cene hartija od vrednosti Sto bi
dalo sigurnu osnovu za odredivanje cene opcija.

Nada je opravdana posle nekih modifikacija. Einstein-ov cilj je bio da napravi sredstvo za
merenje Avogadrovog broja, broj molekula u molu gasa i eksperiment koj je Ajnstajn predlozio
dokazao je da je u skladu sa njegovim pretpostavkama.

Teorija i praksa su bile veoma zadovoljene kada je Winer 1923. godine usmerio paznju na
matematiku Braunovog kretanja. Winer je prvi dokazao da Braunovo kretanje postoji kao
striktno definisan matematicki objekat. Jedan nacin na koji se priznaje Winer-ov doprinos danas



je to Sto je u mnogim delovima nau¢nog sveta Braunovo kretanje je jednako verovatno da se
zove Winer-ov proces.

Definicija. Slu¢ajni proces neprekidnog vremena {B,:0 <t < T} se zove standardno
Braunovo kretanje na [0, T) ako ima sledece Cetiri osobine:

() B, = 0 (Pocetna vrednost procesa je nula)
(i)  PriraStaju od B, su nezavisni tj. za svaki konacni skup vremena 0 < t; < -+ <
t, <T slucajne veli¢ine By, — B;, ..., B, — B, _, Su nezavisni.
(i) Za bilo koje 0 <s<t<T priraStaj B, —B, ima Tausovu raspodelu sa
o¢ekivanjem 0 i varijansom t — s, tj. za bilo koji vremenski trenutak i za svako
a < b vazi

b
P{aSBt—BS Sb}: fe_XZ/Z(t—s)dX
a

1
Var(t—s)
(iv)  Zasvako w u skupu verovatnoée 1 B, (w) je neprekidna funkcija od t.
U opstem slucaju, umesto uslova (ii) moze da stoji:
2a0<s<t B, —B~N(u(t—s),0%t—y5)),
i tada se proces {B,} naziva Braunovo kretanje sa parametrom drifta u i disperzijom o?2.

Ako je (X,) Braunovo kretanje sa parametrom drifta u i disperzijom o2, a (B,)
standardno Braunovo kretanje, tada je

Xe=u-t+o-B,;.

Uslov (i) predstavlja normalizaciju i on je tu po konvenciji. Naime, ako bi proces (B;):>o
zadovoljavao samo poslednja tri uslova, a ne i uslov (i), onda bi proces {B, — B,,t = 0} bio
standardan Vinerov proces.

Konstrukcija Braunovog kretanja, odnosno dokaz da matematicki objekat sa svojstvima
(i) = (iv) zaista postoji, veoma je netrivijalna. Mi ¢emo pomenuti samo neka svojstva Braunovog
kretanja koja slede iz definicije.

2.6.1. Kovarijacija Braunovog kretanja

Tvrdenje. Neka je (B,),> Braunovo kretanje sa parametrom drifta u i disperzijom o2,
tj. B,~N (ut, o*t). Tada je kovarijacija

cov(B,, B;) = o min{s, t}.
Dokaz. a) Nekaje 0 < s < t. Tada je:
COU(Bt, Bs) = E(BtBs) - E(Bt)E(Bs)



= E(B;(B, — B + B,)) — E(B)E(B)
= E(B?) + E(B;(B; — B,)) — E(B)E(B;)
= E(B?) + E(By)E(B, — B,) — E(B,)E(B;)
= E(B) - (E(B)" = o,
gde je koriS¢ena nezavisnost prirastaja:
E(By(B. — B,)) = E(B,)E(B, — B,)
b) ako bi bilo 0 < t < s dobija se analogno:
cov(B,, B,) = o°t,
pa oba sluc¢aja mozemo da zapiSemo kao:

cov(B,, B;) = o min{s, t}.

2.6.2. Diferencijabilnost trajektorije Braunovog kretanja

lako su neprekidne, trajektorije Braunovog kretanja imaju razne neocekivane i
interesantne osobine i, u stvari, loSe se ponaSaju. Tako, na primer, vazi

Teorema. Skoro sve trajektorije Braunovog kretanja su negde diferencijabilne, tj.

= +00>= 1.

Iz ove teoreme sledi jedno vazno svojstvo trajektorije Braunovog kretanja, a to je da trajektorije
Braunovog kretanja nemaju ograni¢enu varijaciju, odnosno vazi da je varijacija Vinerovog
procesa W (t) na intervalu [0, t] jednaka

Wipn — W,

P ((Vt >0): lir’% sup A
n-

V(t) = sup {le(tl) - W(ti—l)l} = too
i=1

gde je supremum uzet po svim podelama0 =t, <t; <+ <t, =tin€N.

Ovo svojstvo sledi iz cinjenice da je funkcija ograniCene varijacije skoro svuda
diferencijabilna (jer se moze predstaviti kao zbir jedne rastuce i jedne opadajuce funkcije). Posto
za Braunovo kretanje vazi da su sa verovatnocom jedan njegove trajektorije negde
diferencijabilne, odatle se zakljuCuje da su te trajektorije neogranicene varijacije.

Da proces W(t) ima ogranienu varijaciju, onda bi mogao da se definiSe stohasticki
integral:
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f Y(w)dWw (),
0

za proizvoljan slu¢ajan proces Y (t), kao Lebeg-Stiltjesov integral, pod uslovom da je Y(t):
integrabilan u odnosu na W (t). Medutim zbog neograni¢enosti varijacije procesa W (t), taj
integral ne moze da se definiSe kao Lebeg-Stiltjesov integral.

2.7.Model kretanja cena vrednosnih papira kao geometrijskog

Braunovog kretanja (Baselje-ov model)

Beselje je modelirao proces kretanja cena vrednosnih papira na berzi pomoc¢u Braunovog
kretanja, sa parametrom drifta u i disperzijom o2 tako §to je pretpostavljao da, za sve negativne
vrednosti y i t, kolekcija cena S(y),0 <y < +oo, zadovoljava uslov da slu¢ajna promenljiva
S(y + t) — S(y) ne zavisi od toga kakve su bile cene vrednosnih papira do trenutka vremena y,
kao i uslov da S(t + y) — S(y) ima normalnu raspodelu V' (ut, o%t).

Ovaj model ima tu manu Sto pretpostavka da cena vrednosnog papira ima normalnu
raspodelu dopusta mogucénost da cena bude negativna. Druga mana se sastoji u tome S§to
pretpostavka o tome da razlika, odnosno promena, u ceni vrednosnog papira na intervalu iste
duzine ima istu raspodelu, bez obzira na to kolika je ta cena bila na pocetku intervala, nije
opravdana.

Na primer, po BasSelje-ovom modelu, vazi:

Verovatnoca da cena akcije, koja vredi 20$ padne tokom jednog meseca na 15$ (pad od 25%),
ista je kao i verovatnoca da akcija, Cija je cena 10$ padne tokom meseca na 5$ (pad od 50%).

Sada ¢emo prec¢i na model koji nema te dve pomenute mane. Posmatracemo cenu nekog
vrednosnog papira, na primer akcije, koja se menja tokom vremena. Sadasnje vreme je nula, a
S(y) je cena akcije posle intervala vremena duZzine .

Definicija. Kolekcija cena S(y),0 <y < 4o, predstavlja proces geometrijskog
Braunovog kretanja sa parametrom drifta u i parametrom volatilnosti o ako za svako y,t = 0
vazi:

S(t+y)
S()

1. sluc¢ajna promenljiva ne zavisi od cena koje su bile do trenutka y.

S(t+y)
2.1n <—S(y)

Drugim re¢ima, razlika logaritama buduce cene i sadasnje cene je proces Braunovog kretanja.
Ovaj model nema pomenutih mana koje postoje u BaSelje-ovom modelu, gde se pretpostavljalo

) je slu¢ajna promenljiva koja ima raspodelu N (ut, o2t).

11



da je razlika cena, a ne razlika logaritama cena, predstavljala proces Braunovog kretanja. Cene
nikad nisu negativne i u ovom modelu posmatra se koli¢nik cena, a ne njihova razlika.

Ako se zna pocetna cena S(0) i parametri drifta 4 i volatilnosti o (koji se u praksi
dobijaju statistickim metodama), mozemo naéi matematicko ocekivanje i disperziju za cene
vrednosnih papira u nekom budu¢em trenutku ¢t. Da bismo to nasli podsetimo se definicije log-
normalne raspodele.

Definicija. Slu¢ajna promenljiva Y ima log-normalnu raspodelu sa parametrima u i 02 ako je
Y = e¥, gde X ima V' (u, 5%) raspodelu. Ova raspodela ima sledeée matemati¢ko ocekivanje i
disperziju:

1 s (X—p)*
E(Y) =E(eX) = > f eXe 202 dX
T

o
X—o

smenom: =y
X=o0y+u
dX = ody

dobijamo:

+o00
1 _y?
E(Y) = fa-e"yﬂ‘e Zdy
o 27'[_

1. 2 2_2
_E(y —20‘y+0’ -0 )dy

400
et
_ f e
\/27‘[_

1
e~ 7(3/—0)2 dy.

Dakle, smenom z =y — g, dobijamo da je vrednost integrala podeljenog sa 2m jednaka 1,
odakle sledi da je E(Y) = e“*g.
Na sli¢an na¢in dobijamo:
E(Y?) = eZ(u+02)

odakle sledi da je
0'2 2
D(Y) = e2(uta?) _ (eu+7>

— eZ,u+02(eaz — 1)
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Alternativa prethodnoj definiciji geometrijskog Braunovog kretanja je:

Definicija. Ako je slucajni proces (W;),>o Braunovo kretanje, tada se proces (Y;).>o definisan
kao Y, = e"r naziva geometrijsko Braunovo kretanije.

Pretpostavimo sada da proces promene cena vrednosnog papira tokom vremena S(t), t >
0, predstavlja proces geometrijskog Braunovog kretanja p i 2. Znajuéi S(0) - cenu vrednosnog
papira u trenutku t = 0, mozemo na osnovu prethodnih rezultata na¢i matematicko ocekivanje i
disperziju cene u proizvoljnom trenutku t:

() S()
E(S(t))zE(S(O) 5(0)) S(O)E(S(O)>

S
= S(0)E (e 5(0)>

ozt
=S(0)e" 2

— S(Q)et(" +GT)

S(t)
In2-2 . . .
gde e "s© ima log-normalnu raspodelu sa parametrima ut i o't.

()
D(s@®))=D (5(0) 5(0))

()
= S2(0)D <5(0)>

n3t)
= S%2(0)D (e 5(0)>

— SZ(o)eZ,ut-i-ozt(eozt _ 1)

— SZ(o)et(Z,u-i-oz)(eozt _ 1)

2.8. Binomni model za promene cena akcija tokom vremena

Kod binomnog modela sa jednim korakom (slika 1.1) pre svega se fiksira duzina
osnovnog perioda (na primer jedna nedelja). Pretpostavlja se da ako je cena akcije poznata na
pocetku ovog perioda, na pocetku sledeceg perioda, cena moze da uzme samo dve vrednosti:
cena akcije moze da poraste za faktor u > 1 (u - oznaka od engleske reci up) i da iznosi u - S, ili
da opada do dS za faktor d < 1 (d - oznaka od engleske re¢i down).
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Pretpostavimo da su verovatnoc¢e koje odgovaraju tim dvema mogucnostimap i1 — p.
Dakle, cena akcija na pocetku drugog perioda je slucajna promenljiva S; sa slede¢om
raspodelom:

uS ds
S :( )
Ap 1-p
Moze se pretpostaviti da ovakav model vazi za viSe koraka. Sa porastom broja koraka
dobijamo sve slozeniju mrezu.

p S u
S
1-p S-d
Slika 1.1. Binomni model sa jednim korakom
Su?
Su
S Sud
Sd
Sd?

Slika 1.2. Binomni model sa dva koraka

Verovatnoc¢a kretanja navise po resSetki je p, a nanize je 1 — p. Binomni model sa dva
perioda moze da se vidi na slici 1.2.

Binomni model na prvi pogled izgleda jednostavan, zato Sto dopusta samo dve vrednosti
cene akcije za naredni period. Medutim, ako su duzine perioda male, posle kratkog vremena
pojavi se dosta mogucih vrednosti: posle n perioda postoji n + 1 moguca vrednost koju cena
akcije moze da uzme. PoSto je model multiplikativan, cena nikad nece postati negativna.

Model je odreden ako poznata jedinica vremena u kojoj se promene cene deSavaju, kao i
faktori u,d i verovatnoc¢a p. AKo sa A oznaCimo prirastaj vremena na ¢ijem kraju dolazi do
promene cene akcija, za pogodno odabrane u,d i p, sa smanjivanjem A, odnosno povecanjem
broja koraka, binomni model promene cene akcija konvergira ka modelu geometrijskog
Braunovog kretanja, Sto zna¢i da geometrijsko Braunovo kretanje mozemo aproksimorati
prostijim procesom. Vazi:
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Teorema. Za pogodno odabrane u,d i p, binomni model cena konvergira ka
geometrijskom Braunovom kretanju, kada A— 0.
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3. Itoov integral i stohastiCke diferencijalne

jednacine

3.1. Itoov integralni racun

Itoov integral nosi ideju da martingale transformiSe iz diskretnog u neprekidno vreme.
Konstrukcija nam daje sistematiénu metodu za izgradnju novih martingala i vodi ka novim
izraCunavanjima sluc¢ajnih procesa. Itoov racun je sada dobro definisan i kao jedan od
najkorisc¢enijih alata u teoriji verovatnoce.

Zbog primene slucajnih procesa u raznim oblastima pojavila se potreba za integracijom
po trajektorijama slucajnih procesa, kao Sto postoji integracija po funkcijama ograni¢ene
varijacije.

Integral slucajnog procesa se naziva stohasticki integral. Prilikom integracije sluc¢ajnih
procesa treba odrediti koje osobine trebaju da imaju procesi po kojima se vrsi integracija, a koje
procesi koji se integrale.

Prilikom stohasticke integracije procesi po kojima se vrSi integracija je proizvoljan
martingalni proces.

ff(w, s)dX(s)
Podintegralna funkcja moze da bude funkcija kona¢ne varijacije, tj. oblika f(w,t) =
f(t), tako moze da bude i slu¢ajni proces, tj. funkcija oblika f(w,t) = X(t).

Stohasticki integral za integrator koristi Braunovo kretanje koji je oblika

[ r@.sase ©

Ovaj integral nazivamo Itoov integral, a odgovarajuci racun Itoov integralni racun.

Jedan od najvaznijih rezultata u teoriji stohasticke integracije je pravilo za smenu
promenljivih poznatije kao Itoova formula, nazvana po matematiCaru Kjosu Itu koji ju je
dokazao za specijalan slu€aj integrala u odnosu na Braunovo kretanje. Bez nje izracunavanje
stohasti¢kih integrala bio bi nemogu¢ posao. Itoova formula ima istu ulogu kao Njutn-
Lajbnicova formula u teoriji klasi¢ne integracije.

Teorema. (Jednodimenzionalna Itoova formula) Neka je M = {M,,t > 0} neprekidan
martingal i V = {V,,t < 0} neprekidan proces konacne varijacije. Neka je f neprekidna, realna
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2
funkcija definisana na R?, takva da parcijalni izvodi %(x,y),%(x,y) i %(x,y) postoje i

neprekidni su za sve (x,y) € R*. Tada, skoro sigurno, za svako t = 0 imamo:

2

t d : d 1 : Gk
P = PO, = [t ams + [ mav +5 [ S anwam,
0 0 0

gde je s vremenski parametar. Dobar nacin da se napiSe Itoova formula je diferencijalni oblik
prethodne jednacine, tj.

0 0 192
df (M., V,) = LM, v,)aM, + L (M,,V,)dV, + 2L
dx dy

~2L (M, V,)d[M,].

3.2. Stohasticke diferencijalne jednacine
Skoro svi stohasticki procesi u primenjenim naukama zadovoljavaju jednacinu oblika:

dX, = u(t,X,)dt + o(t,X,)dB, pri uslovu X, = x,, gde je {B,,t = 0} proces standardnog
Braunovog kretanja a dX, i dB, stohasticki diferencijali.

Stohasticke diferencijalne jednacine su pogodne za konstrukciju i analizu verovatnosnih
modela, jer se funkcije u i 0 mogu interpretirati kao aproksimacije kratkoro¢nog rasta i
varijabilnosti posmatrane pojave, pa korisnik ima na svom raspolaganju jednostavnu Semu za
konstrukciju modela procesa koji proucava.

Da bismo mogli da reSimo stohasti¢ku diferencijalnu jednacinu, integrali koji se u njoj
pojavljuju moraju da budu dobro definisani. To ¢e biti ispunjeno ako su p(e,*) i o(e,®) merljive
funkcije i ako vazi:

P{f |y(t,Xt)|dt<oo}= 1 i P{f |a(t,Xt)2|dt<oo}: 1
0 0

Jedna od najvacnijih stohasti¢kih diferencijalnih jednacina data je sa
dX, = pX,dt + 0X,dB;, X, = x, ,

gde su u i o konstantne veli¢ine. Proces predstavljen ovom jedna¢inom odlikuje se promenama
rasta i varijabilnosti koje su u svakom trenutku proporcionalne njegovoj trenutnoj vrednosti.
Takav tip promena vrednosti ofekuje se od finansijskih derivata, pa se ova jednacina Cesto
koristi kao model u finansijskoj matematici.

Kako da reSimo ovu stohasti¢ku diferencijalnu jednacinu:
! 1 n !
dXt = {ﬁ (t, Bt)Xt + Eﬁcx (t, Bt)} dt + ﬁ( dBt
Dakle, da bi se koeficijenti u i o poklapali treba da vazi:
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(D) pf(63) = £ 6 +3 fr ()
(2) o f(t,%) = f; (£, )

X

f

Iz (2) = o == ipretpostavimo da je t konstantno = |f(t,x) = e?*+t9(®) 3

, 1 _1.2).
Zamenimou (3)u(1):g (t) =u— EO'Z > X, =x,° e(“ 70° )t+oBe

Proces koji je reSenje stohasticke diferencijalne jednacine je proces geometrijskog
Braunovog kretanja.

Definicija. Sluéajni proces {X;,t = 0} nazivamo standardnim ili Itoovim procesom ako
zadovoljava neku stohasti¢ku diferencijalnu jednaéinu, tj. ako je dX, = u(t,X,)dt + o(t, X;)dB,
pri ¢emu su funkcije p(e,*) i a(e,») merljive.

Ako standardni proces zadovoljava jednaéinu oblika dX, = u(X,)dt + o(X,)dB, proces
{X,, t = 0} nazivamo Itoovom difuzijom i standardni proces.

Teorema. (Pravilo proizvoda za stohasticki racun)
Neka su {X,,t = 0} i {Y,, t = 0} dva standardna procesa data sa:
dX, = u(t,X,)dt + o(t,X,)dB, i
dY, = a(t,Y,)dt + B(t,Y,)dB,.
tadaje: dX.Y, =Y. dX, + X, dY, + a(t, X,)B(t,Y,)dt.

Itoova formula za standardne procese i pravilo proizvoda predstavljaju metode
izjednaCavanja koeficijenata za reSavanje jednostavnih stohasti¢kih diferencijalnih jednacina.
Metod izjednac¢avanja koeficijenata moze da se koristi za reSavanje skoro svih stohastickih
diferencijalnih jednacina ¢ija je funkcija u(t, X,) linearna po X,, a funkcija volatilnosti a(t, X;)
zavisi samo od t.

Vazna primena stohastickih diferencijalnih jednafina je u savremenim matematickim
modelima kao $to je Blek-Sols* model finansijskog principa.

Definicija. (prva dva koraka) Da bi integral I(f)(w) = fOTf(a), t)dB, imao smisla integrand
mora da zadovolji neke osnovne zahteve koji se ticu merljivosti i integrabilnosti. Prvo ¢emo
razmotriti merljivost. Za pocetak, pustiCemo da B oznafava podskup Borelovih skupova na
intervalu [0, T]. Zatim ¢emo uzeti {F,} da bude standardna Braunova filtracija i za svako t > 0
uzeéemo F, X B da bude najmanja o - algebra koja sadrzi sve elemente skupova A x B, gde je
A € F, i B € B. Kona¢no, kazemo da je f(,*) merljiva ako je f(e,») € Fr X B ireci cemo da je
f (e,*) adaptirana pod uslovom da je f(e,t) € F, zasvako t € [0,T].

! Fischer Black (1938-1995)
Mzron Sholes (1941- )
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U prvoj fazi razvoja Itoovog integrala fokusiraéemo se na integrande iz klase H? =
H2[0,T] koja se sastoji iz svih merljivih adaptiranih funkcija f koje zadovoljavaju ogranicenje
integrabilnosti:

T
E ffz(w,t)dt < oo. (3.1)
0

Trebalo bi primetiti da ocekivanje (3.1) predstavlja dvostruki integral i da je H?
zatvoreni linearni potprostor od L2 (dP X dt).

Da bismo predvideli definiciju Itoovog integrala, prvo moramo da razmotrimo Sta bismo
ocekivali od integrala u najjednostavnijim sluc¢ajevima. Na primer ako uzmemo f(w,t) da je
indikator intervala (a, b] < [0,T], onda da bi integral bio Itoov, moramo da insistiramo da vazi

b
1)@ = [ dB, =B, - B, (3.2)
a

Sada, posto u potpunosti ocekujemo da Itoov integral bude linearan, naSe insistiranje na
identitetu (3.2) ve¢ nam govori kako moramo da definiSemo I za relativno veliku klasu
integranda. Da bismo definisali ovu klasu, 2 treba da oznacava podskup od H'? koji se sastoji
od svih funkcija oblika

n—1

f@,0 =) a(@) (b <t<t), (3.3)

i=0
gdejea; EFLE(@?) <o i0=t,<t; < <t,_,<t, =T.

Linearnost i jednacina (3.2) ne ostavljaju nam nikakav izbor u vezi sa definicijom od I na

>
Za funkciju oblika (3.3) moramo definisati I na 72 pomoéu
n—1
1(A@) =) (@) By, - B} 34
i=0

Sada bismo Zeleli da prikazemo da mozemo da prosirimo domen od I iz 72 na sve od
H?2, i da bismo upotrebili prosirenje treba da znamo da je I: H2 — L?>(dP) neprekidno
preslikavanje.

Ovo je zaista takav slucaj, i klju¢na stvar koja prati fundamentalnu lemu
Lema 1.1. (Itoova izometrija na 2)
Za f € H2 imamo

||1(f)||L2(dP) = IIfIILZ(ddet) (3.5)
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Dokaz. Treba da izraCunamo ove norme. Da bismo izra¢unali ||f| 2 gp xqr), Primeti¢emo da za f
oblika (3.3) imamo

n—1

F@,0=) a(@) 106 <t<t)

i=0

tako da je
T n—1
B|[ rronae| = 3 5@ o -t
0 i=0

Da bismo izracunali [[I(f)]];24p), Prvo ¢emo pomnoziti uslove u definiciji (3.4) od I(f)
i da primetimo da je a; nezavisno od B, ,, — B;,. Unakrsni uslovi imaju oCekivanje nula, tako da
kona¢no imamo:

n—1

B = ) E(a? (B, - B.,))
i=0

n—1
= Z E(a?) (tiy1 — to).
i=0

Ova izra¢unavanja nam govore da su dve strane jednacine (3.5) zaista jednake, tako da je dokaz
leme zavrsen.

Pomoéu Itove izometrije se utvrduje bitna ¢injenica da I preslikava 2 neprekidno u
L?>(dP), ali se doslo do neocekivane preciznosti, zato $to I ¢uva rastojanje kada preslikava
metricki prostor H2 u L2 (dP);

Drugi korak:

Za bilo koje f € H?, niz {f,} c H? je takav da f, konvergira ka f u L?(dP x dt).
Takode za svakog, integrali I(f,) su dobro definisani elementi od L?(dP) koji s eksplictno dati
formulom (3.4).

Prirodni plan je da se nakon toga definise integral I(f) kao granica niza I(f,) u L2(dP).
To jest, uzimamo

109 = lim I(£,), (36)

gde je detaljno interpretirana jednacina (3.6) tako da slucajna promenljiva I(f) predstavlja
element od L? (dP) tako da

Ill(ﬁz) _I(f)”LZ(dp) -0 kadan — oo.
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Teorema 1. (Itoova izometrija na 2[0,T]). Za f € #?[0,T], imamo

LGN 2@apy = 112 @p xar)-

Dokaz. Sve s§to treba da uradimo je da poredamo primenu leme 1.1. Prvo treba da
izaberemo f, € H* tako da ||f, — f1l;2apxar) = 0 kad n — 0. Nejednakost trougla za L*(dP x
dt) normu nam onda govori da je /a2 ap xaey = 1112 apxae)-

Sli¢no tome, posto I(f,) konvergira u I(f) iz L?(dP), onda nejednakost trougla nam
govori da ||1(fn)||L2(dp) - ||1(f)||L2(dp)- Ali prema lemi (1.1) imamo
I 2apy = iz @pxan
pa uzimanjem grani¢ne vrednosti ovog identiteta kada n — oo kompletira dokaz ove teoreme. o
Druga varijanta Itoove izometrije koja je ¢esto korisna je data slede¢om teoremom.

Teorema 2. Za bilo koje b € #'2 i bilo koje 0 < S < ¢, imamo

¢ 2

E fb(a),u)dBu |Fs| = E sz(a),u)dul}"s (3.7)
S S

t

Dokaz. Mozemo skoro i da tvrdimo da je ovaj identitet ocigledan iz neuslovljene verzije, ali
mozemo da se pitamo da li je ovo zaista ocigledno ili nije. U svakom slucaju Cist dokaz je
dovoljno brz ako samo primetimo da je jednaina (3.7) ekvivalentna tvrdnji da je za svako
A € Fg imamo

¢ 2

E|1,4 fb(a),u)dBu =F 1Afb2(a),u)du . (3.8)
5 5

t

Sada nema razloga da sumnjamo u ociglednost ove jednacine, koja neposredno sledi iz
neuslovljene Itoove izometrije primenjene na modifikovani integrand:

_ _ (0, u €[0,S]
blw,u) = {1Ab(a),u), welst]

Jedan od razloga zbog Cega je poslednja teorema korisna je to Sto ona implicira za bilo koje
b € H? proces je definisan

¢ 2

M, = fb(w,u)dBu —sz(w,u)du.
0 0

t

Ovo nam daje veliku i korisnu klasu martingala koje uopstava BZ — t.
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Tre¢i korak: Itoov integral kao proces konstrukcije preslikavanja I: H? — L?(dP)
pomera nas daleko napred, ali da bismo dobili teoriju koja nam moze pomo¢i da predstavimo
stohasticke procese potrebno nam je preslikavanje koje vodi neki proces do procesa, a ne do
slucajne promenljive. Do ovoga je lako do¢i i videCemo da nam Itoov integral ¢ak pruza i
neprekidan martingal. Samo treba da pronademo odgovaraju¢i nacin da posmatramo ceo
continum Itoovih integrala.

Prirodna ideja je da trazimo sistematican na¢in za uvodenje vremenske promenljive. Za
ovu svrhu koristiéemo restrikciju funkcije m, € #2[0, T] definisanu formulom
1,akoje s € [0,t]
0,inace.

Sada, za f € H?[0,T], ishod m,f je takode u H?2[0,T] za svako t € [0,T], pal(m,, f)
je dobro definisani element iz L2(dP). 1z ovoga bismo mogli sa razlogom zakljuéiti da dobar
kandidat za verziju procesa Itoovog integrala moZe biti dat formulom X, (w) = I(m,f)(w).

m,(w,s) = {

Ovo je skoro tacno, ali ako bolje pogledamo takode mozemo videti ida je skoro
besmisleno.

Gde je problem?

Problem je da za svako 0 <t < T integral I(m,f) se samo definiSe kao element od
L?(dP), tako da vrednost integrala I (m,f) moze biti odreden proizvoljno za svaki skup 4, € F,,
sa P(A;) = 0. Drugim re¢ima definicija integrala I (m,f) je dvosmislena na nula skupu A.

Sta je redenje?
Cinjenica je da moZemo da konstrui§emo neprekidni martingal X, takav da za svako

t € [0,T] imamo P(X, = I(m,f)) = 1.

Proces {X, : t € [0,T]} daje nam tatno ono §to Zzelimo iz verzije procesa Itoovog
integrala. Stoga, nakon §to je sve uradeno, ideja koja stoji iza “procesa” X, = I(m,f)(w) nije
tako besmislena; samo trazi drugaciji pristup.

Teorema 3. (Itoovi integrali kao Martingali) Za bilo koje f € H2[0, T], postoji proces {X, : t €
[0,T]} koji je neprekidan martingal s obzirom na standardnu Poraunovu filtraciju F, tako da
dogadaj {w : X,(w) = I(m,f)(w)} ima verovatnocu jedan za bilo koje t € [0, T].

Znak integrala:

Ako je f € H?[0,T] i ako je {X, : 0 <t < T} neprekidan martingal sa verovatno¢om
P(X, =1(m,f)) = 1zasvako 0 < t < T, tada moZemo da napisemo

t
X, (w) = ff(w, s)dB; zasvako 0 <t<T (3.9)
0
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Potrudili smo se da definiSemo levu stranu jednakosti (3.9), a simbol sa desne strane je nista
drugo nego skra¢eno napisan proces definisan sa desne strane. Ipak, u nacinu pisanja ima razlike,
kao Sto se moze videti u osnovnoj tvrdnji Itoove izometrije:

t 2 t
fEH?>E ff(a),s)st = [ffz(w,s)ds zasvako t € [0,T].
0 0

3.3. Eksplicitno izracunavanje

Mozda najprirodniji na¢in da se potvrdi neCije razumevanje konstrukcije Itoovog
integrala u 2 je da se uradi konkretan primer. Najlaksi netrivijalni primer je dat uzimanjem
f(w,s) = By i mi ¢emo naci apstraktnu definiciju od I(m,f) koju proizvodi ovaj integral i koji
zahteva formulu

t

X, = | B,dB =132—1t (3.10)

t N N 2 t 2 . .
0

Ova formula se razlikuje od one koje ocekujemo iz uobicajenog racuna zbog prisustva dodatnog
uslova —%. Nalazimo da su takvi uslovi karakteristiéni u Itoovom integralu i iskljucuju vaznu
interpretaciju verovatnoce.

Pre konstrukcije integrala, treba da izgradimo neku intuiciju izra¢unavanjem srednje
vrednosti i varijanse obe strane jednakosti (3.10). Martingalska osobina Itoovog integrala nam

kaZe da je E(X,) = 0 i posto je E(B?) = t, desna strana takode ima o&ekivanje nula — za sada je
to u redu. Slede¢e ¢emo razmatrati varijansu. ltoovom izometrijom imamo

t
1
Var(X,) = E fBSst =§t2,
0

gde smo procenili poslednji integral zamenom integrala i ocekivanja i uzimanjem E(B2) = s.
Konac¢no, kada smo prosirili desnu stranu jednakosti (3.10) i uzeli E(B}) = 3t2, ponovo smo

- .. t2 . . . .. .. . . .
nasli varijansu od = tako da Sto se tie srednje vrednosti i varijanse, oni su usaglaseni, formula

(3.10) je izvodljiva.

3.4. Lokalizacija i Itoov integral

Ako je f : R = R neprekidna funkcija, onda za bilo koju pogodnu teoriju stohastickih
integrala ne bi trebalo da bude problema pri definiciji integrala
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T
f £(B,)dB,. (3.11)
0

Itoov integral ¢e na kraju zadovoljiti ovaj tekst, ali do sada definisan samo za integrale
koji zadovoljavaju ogranicenje integrabilnosti:

T
E ffZ(Bt)dt < oo, (3.12)
0

Nazalost, ova nejednakost moze i da ne uspe Cak i za neprekidne funkcije kao Sto je
fX) = eX". Poenta je da ako Zelimo da stohasticka integracija uspe na najprirodniji nacin,
moramo da pronademo nacin da zaobidemo ogranicenje integrabilnosti.

Na srecu, postoji nacin da izbegnemo zamku. Metod lokalizacije nam ¢esto pomaze u
tome. Ovde ¢emo videti da ¢e nam odgovarajuca upotreba lokalizacije dozvoliti da proSirimo
Itoov integral na klasu integranada koja lako moze da sadrzi sve neprekidne funkcije Braunovog
kretanja; Pa kao Sto smo se nadali Itoov interal (3.11) moze biti definisan bez nametanja
eksplicitnih uslova integrabilnosti.

Nakon zavrSetka poslednjeg koraka u definisanju Itoovog integrala ispitacemo dva
posebna slucaja. U prvom, mozemo da vidimo da Itoov integral neprekidne funkcije Braunovog
kretanja moze da se napise kao limes Rimanovih suma. U drugom slu¢aju, vidimo da je Itoov
integral deterministicke funkcije je uvek Gausov proces. Poslednja Cinjenica nam dopusta da
napravimo primer koji pokazuje zasto Z2,. predstavlja prirodno staniste za ltoovu integraciju, a
takode nam pruza ili daje veliku klasu martingala koji mogu da se posmatraju kao Braunovo
kretanje sa vremenskom skalom koja ubrzava ili usporava.

3.5. Itoova formula

Kada izraCunavamo poznate integrale Njutna i Lajbnica, skoro uvek se pozivamo na
osnovnu teoremu racuna. SamoO nekoliko integrala moze da se uradi bez napora direktnim
pozivanjem na definiciju. Situacija sa Itoovom integralom je paralelna i Itoov racun bi se
prekinuo kada ne bismo uspeli da pronademo analogiju za tradicionalnu osnovnu teoremu
racuna.

Jedna od osobina Itoove integracije je to Sto potrebna analogija dolazi sa neoc¢ekivanim
obrtom — i nekoliko interpretacija verovatnoca.

Teorema 4. (Itoova formula — najjednostavniji slucaj) Ako je f : R — R ima neprekidan drugi
izvod, onda vazi:
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t t

FB) = fO + [ £ BIas+5 [ £ B)ds. (3.13)
0 0
Prvi integral jednac¢ine (3.13) ima srednju vrednost nula, tako da je drugi integral
primoran da obuhvati sve informacije o driftu (prelazu) iz f(B,). Kasnije ¢emo videti da prvi
integral obuhvata sustinske informacije o lokalnoj varijabilnosti od f(B,). Stoga, Itoova formula
ima drugu interpretaciju kao rastavljanje f(B,) na komponente koje predstavljaju Sum i signal.

Kao osnovna stvar, primecuje se da oba integrala koja su na desnoj strani imaju smisla
samo zbog kontinuiteta od £ i f . Formula (3.13) zove se Itoova formula ili Itoova lema.
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4.Veza izmedu cena opcija i funkcije raspodele
U opstem slucaju akcije rastu zbog trziSne kamatne stope. Medutim zbog jednostavnijeg
racuna, pretpostavicemo da je kamatna stopa r jednaka nuli.

Uveséemo sledec¢e oznake: neka je C(K,S,,T) cena evropske call opcije gde je K-
ugovorena cena (strike), S,-pocetna cena akcije i T-vreme dospeca opcije.

Pretpostavimo da je g (S, T) funkcija gustine slucajne veli¢ine S,.

Ukoliko se radi o Black-Sholes modelu funkcija raspodele je

2
e
_\/% Xa\/T

(S — K)* je profit u trenutku T, pa je zato cena opcije jednaka oCekivanoj vrednosti profita:

C(K) = E((S — K)*) = f (x - K) () dx
0

[oe]

= f(x — K)p(x)dx

k
=fx<p(x)dx—1(f @(x)dx ,jer je
k k
N x—K,x>K
G- ={7 Uk

Specijalno, moze da se dobije Black-Sholes formula da je raspodela tako podeSena da je
S; martingal i da ima log-normalnu raspodelu pri uslovima:

1. raspodela ¢e biti centrirana ako je pocetna vrednost S, , bice:
E(St) =S,

2. log(S,) ima normalnu raspodelu sa parametrima p i o+/T, odabrano tako da je
ocekivanje E(S,) = S,

Ispitajmo kada se dobija uslov E(S,) = S,.

Neka promena logaritma ima normalnu raspodelu od trenutka O do trenutka T, log Sy — logs,

2
ima normalnu raspodelu sa parametrima (u - “7) Tio?T.
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log T~ Nr o2r
OgSO M 2 'O-

o2
logSy —log S, ~NV ((u - 7T>,02T>

o2
log Sy ~NV (u — 7) T +logs,,

H1

2 2
'u1+0-_1 (,u—%)T -
ESr=e"'"2 =e -S,re 2 =5,

odakle sledi da je:

odakle sledi da je

Zbog toga

oe ST o (~ T 7 oor
ogSO 5 T,0°T ).

S obzirom na to da Zelimo da odredimo funkciju gustine diferencira¢emo cenu akcije po K:

[oe] [oe]

C(K)=| xp(x)dx— K | ¢(x)dx
[ orie-i]

[oe]

9 9 o[ T
5 CUO =ﬁf>«p(x)dx—ﬁ<1<f w(x)dX>

K K

[oe]

= (K — | pGIdx + Ko(K)
K

= —f p(x)dx. (4.1)
K

Ukoliko ponovimo postupak — jos jedanput diferenciramo po K, dobijamo sledece:
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9?2 o |
5z C(K) = ﬁ(— f w(x)dx> = @(K) (4.2)
K

Na ovaj na¢in vidimo kako mozemo na osnovu vrednosti cena opcija dobiti funkciju
raspodele cena akcija u datom trenutku.
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5. Konvolucija i Furijeova transformacija

5.1. Furijeova transformacija

5.1.1. Furijeov red

Definicija. Furijeovim redom mozemo predstaviti neku funkciju kao beskona¢nu sumu sinusnih
i kosinusnih funkcija.

Neka je f(x) =f(x+ 2km), x e R, k€ Z i neka je f(x) definisana na intervalu

[- 7, 7]. Funkciju £ (x) moZemo zapisati na sledeci nagin:

a -
flx) = 70+ Zan cosnx + an sinnx .
n=1

n=1

Treba odrediti konstante a,, a4, ..., by, by, ... Integraljenjem na intervalu [— T, n] dobijamo

dx+Zan

n=1

i

(00}
a
cosnx dx +an fsmnxdx =a,'T
n=1 —TT

f flx)dx = 70_

—
4 —

3

Ako ovu jednad¢inu pomnozimo sa cos kx dobijamo:

[e) /A

a
ff(x) coskxdx = 70 f cos kx dx + z a, f cosnx coskxdx +
- —T n=1 —T

0 s
+an fsinnxcoskxdx =q; T
n=1 T
Ako pomnozimo jednacinu sa sin kx i integralimo od - = do «:

s
ff(x) sinkx dx = by, - m.
—T1T
Pri tom izraCunavanju koristi Se:

s
f sinnx sin kx dx = néy,,

s
f cosnx cos kx dx = méy,,
—T1T
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sinnxcoskxdx =0

1, k=n

coskxdx = 0,gdeje 6y, :{O k%

fsinkxdxzo

Kronekerov simbol.
Definicija.

Neka je f(x) funkcija sa periodom 2 koja na intervalu -, | ima kona¢an broj tataka
prekida prve vrste. Furijeov red funkcije f(x) dat je sa:

a, .
fx) = > + z a, cosnx + z b,, sinnx
n=1 n=1

i

a, =% ff(x)dx

T

1 s
= ff(x)cosnxdx

T

i

1
b, = ff(x)sinnxdx, n € N.

Definicija. Furijeov red funkcije koja je 2m periodi¢na:

[oe]

@ ao+i nnx+zb . nmx
x) = — a, cos —— sin —
f 2 " m " m

n=1 n=1

a, =% ff(x)dx

1 T nmx
ay =— ff(x)coswdx
—-m

nmx
—dx.
m

bn=% ff(x)sin
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Pojam Furijeovih redova mozemo prosiriti i na kompleksne koeficijente:

Akoje f(x) = z A,e™  ratunamo

n=—oo

i

Z Aneinx e ~iMmX fy = Z A, fei(n—m)xdx:
=—00 —TT

n=— n=—oo

S —x

ff(x)e‘im" dx =

[oe]

= z A, | (cos[(n —m)x] + isin[(n — m)x])dx = z A, 218, =

n=—oo —TT n=—oo

1 [ |
= A, = > ff(x)e‘mx dx.

5.1.2. Furijeova transformacija

Furijeova transformacija predstavlja grani¢ni slucaj Furijeovih redova, a inverzna
Furijeova transformacija uopsStenje Furijeovih koeficijenata.

Neka je f: R = C. Furijeova transformacija je data sa:

f(w) = \/%_[o f(x)e™ix gy,

Nesvojstveni integral, ako postoji predstavlja Furijeovu transformaciju funkcije f.

Inverznu Furijeovu transformaciju definiSemo na slede¢i nacin:
17
(x) =— f F(w)e@x dk.
F0 =7 | f

Furijeova transformacija predstavlja inverznu i obrnuto.

Teorema. Neka su f i g € G(R), gde je G(R) familija apsolutno integrabilnih funkcija f:R = C
koje su i deo po deo neprekidne. Neka su njihove Furijeove transformacije oznadene sa f i §.

Tada vazi:
1. flaf (x) + bg(x)1(k) = af (k) + bg(k) (linearnost)
2. fIf =91 = fIf] flg]
3.flrgl = flf]1 + flg]
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4. f|fIF1 flgl| =F » g
5. [£1f1 % flg]| = fa.

Furijeova transformacija funkcije f(x) ima osobinu pomeranja:
FIf(x —x,)(w) = f flx—x,)e“*dx = f flx —x,)e? *de®iXod(x — x,) =

= e® %o £ (k).

5.1.3. Konvolucija

Definicija. Konvolucija je matematicki operator koji od dve funkcije f i g proizvodi trecu koja
predstavlja koli¢inu preklapanja izmedu funkcije f i okrenute i prevedene verzije funkcije g.
Mozemo je predstaviti slede¢im izrazom:

KO = [ £@- gt -t
ili krace:
K(t) = f(t) x g(b).

Opseg integracije zavisi od domena na kome su definisane funkcije. Gore navedeni
simbol t ne mora da predstavlja vreme.

U slucaju kona¢nog integracionog opsega za funkcije f 1 g se Cesto smatra da se Sire
periodi¢no u oba smera tako da g(t — 7) ne naruSava opseg integracije.

Ova upotreba periodicnih domena naziva se cikli¢na ili periodi¢na konvolucija. Moguce
je 1 prosirenje nulama. Koris¢enje domena prosirenih nulom ili beskona¢nih naziva se linearna
konvolucija.

Za diskretne funkcije koristi se sledeca verzija diskretne konvolucije:

(f *g)m) = ) f(n)- g(m =)

Osobine konvolucionih operatora
1) komutativnost: f xg =g * f
2) asocijativnost: f * (g+xh) =(f*g) xh
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3) distributivnost sa skalarnim mnozenjem: a- (fxg) =(a-f) xg=f*(a- g)
Pravilo diferenciranja: D(f * g) = Dy * g = f = Dy gde je Dy izvod od f, ili u diskretnom
slu¢aju operator razlike: Df(n) = f(n + 1) — f(n).

Teorema. (Teorema konvolucije) F(f xg) = F(f)-F(g) gde F(f) oznatava Furijeovu
transformaciju od f.
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6. Testiranje Markovljevog svojstva na konkretnim
podacima koriS¢enjem funkcije transformacije i
analiza konvolucionog ponasanja distribucije

verovatnoce

6.1. Primena Furijeovih transformacija u racunanju cena opcija

Sistem cena moze biti predstavljen skupom digitalnih opcija u svakom trenutku ¢t i cena
te digitalne opcije ustvari diskontovana vrednost funkcije raspodele verovatnoca. Svakoj funkciji
raspodele odgovara tacno jedna karakteristkicna funkcija, u Furijeovoj analizi sistem cena je
jedinstveno odreden karakteristicnim funkcijama.

Da li je cena akcije stacionaran Markovljev proces koji ima “svojstvo logaritamske translacije”,
gde to svojstvo predstavlja verovatnocu da se za dato vreme t akcija uveca odredeni broj puta?

Pretpostavicemo da je proces stacionaran, tj. da ne zavisi od t. Ako imamo raspodelu
verovatnoca za cenu akcija, onda vazi da je:

p(ly < log(t + At) < 1,|10gS(6) = 1,) = dylf (At, 1y — 1,),

gde je l; — [, logaritamski skok cene akcije, a At je period.
Imamo funkciju [ gustine verovatnoce gde je At parametar:
f(At, 1) = fa (1) (za svako At imamo raspodelu u zavisnosti od ).
Ovo je funkcija dve promenljive koja ima svojstva:
fae,+ae, = fae, * fae, (svojstvo konvolucije zbog Markovljevog procesa).

Kako se to koristi?

Oznac¢imo log S(t) = [(t). Uslov verovatnoce da je

p(l, < I(t+ Aty +Aty) < L, + dl|l(t) = 1,)

je ustvari verovatnoca prelaska iz jednog u drugo stanje i ona je jednaka

[oe]

f p(l, SU(t+ Aty + Aty) < L, +dlI(t+ Aty) = 1) p(l4L S Ut +A) <L +dL|l) =1,)

—00
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= f f(Atz, lz - ll)dl - f(Atl,ll - lo)dll = f(Atl + Atz, lz - lo)dl
Kada skratimo d! dobijamo:

Forvae, (o — 1) = f Fues (b = 1) fae, (s — L)dL,

i ako uvedemo smenu x = I; —[,, onda je

f fae, Uy = Ly — X) far, (X)dx = fp, * fae, (Konvolucija)

Kada se uradi Furijeova transformacija:
fAt1+At2 = fAt1 * fAtZ'tj-
fAt1+At2 = fAt1 'fAtz
Ako je f; (1) predstavlja gustinu raspodele za 1 dan onda ¢e za n dana biti
ﬁz = fln
i ako imamo
fm = fln'
onda je

A A

m
fo=ta (61
i to treba da se proveri.
Ocekujemo da ¢e bar vaziti apsolutna vrednost

m
n

ol = 1fl™  (6:2)
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6.2. Testiranje Markovljevog svojstva na konkretnim podacima

Cilj ovog rada je bio da prvo nademo f,1, f,,2, fn3 1 proverimo da li vazi ova stepena veza
(6.2). Zanima nas funkcija raspodele implicirana sa F,,q, F,,,, F,;3. Do tih funkcija raspodele
dolazimo na osnovu cetvrtog poglavlja preko numerickih diferenciranja cene opcija gde je F
dobijena procenom na osnovu podataka koris¢enjem formule (4.1).

Podaci koji su koriS¢eni u ovom testiranju su preuzeti sa sajta
http://www.google.com/finance/option chain?g=NASDAQ%3AGO0G&ei=yXJBUrirl-3DwWAOyDw , od
5.oktobra 2013.godine. Posmatrane su vrednosti strike cena (ugovorenih cena) i ask cena (cena
koju je kupac spreman da plati). Funkcija koja je procenjena Furijeovim koeficijentima dobijena
je na slede¢i nacin: vrednosti fukcije koje se Citaju na y-0si su dobijene kao razlike dve
uzastopne strike cene, a tatke na x-0si su dobijene kao logaritam od srednje vrednosti dva
uzastopna strike-a. Na taj nac¢in smo dobili funkciju koja je definisana u odredenim tackama i
njen grafik je procenjen Furijeovim koeficijentima i normom na osnovu numeric¢ke integracije.
IzraCunati su integrali koris¢enjem implicirane funkcije raspodele metodom parcijalne
integracije , a numericki integral je izracunat metodom trapeza. Program i slika koji su prikazani

predstavljaju normu Furijeovih koeficijenata koji odovaraju | f(w) | V27 za tri datuma dospeca:
25.10.2013, 16.11.2013 i 21.12.2013. Program je napisan u programskom jeziku R. Listing
programa se nalazi u dodatku.

0 5 ] 15 20 25 an

IS0, "w|

Slika predtavlja funkciju norme Furijeovih koeficijenata, preciznije |f(w) |VZn za
0 < w < 30. Maksimalna vrednost 30 je odredena tako da se u svako periodu odgovarajuce
trigonometrijske funkcije nalazi bar 10 tac¢aka pri numerickoj integraciji.

Plavi grafik oznacava procenjenu funkciju norme za datum dospeca 25.10.2013.godine,
crveni grafik oznacava procenjenu funkciju norme za datum dospeca 16.11.2013.godine i crni
grafik oznacava procenjenu funkciju norme za datum dospeca 21.12.2013.godine.
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Talasasti oblik funkcije norme je moguce da je posledica primene jednostavne trapezne
formule prilikom integracije.

1z ovih grafika se vidi da funkcije nisu u skladu sa stacionarnim Markovljevim procesom,
tj. da na ovom uzorku ne moze da se vidi stepena veza (6.2) izmedu ove tri funkcije. Da se opcije

poput Hestonovog koji imaju promenljivi parametar volatilnosti nisu u skladu sa stacionarnim
Markovljevim procesom.
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Dodatak (listing programa za racunanje integrala)

wmax=20

tab2510<-read.table(*'dd2510.txt", header=T)
x<-log((tab2510%Strike[-1]+tab2510%$Strike[-50])*0.5)
v<-(tab2510%$Ask[-50]-tab2510$Ask[-1])/ (tab2510%$Strike[-1]-tab2510$Strike[-
501

popravil<-function(v)

{for(i in 2 : (length(v)-1))

if(v[i]>1) v[i]=1;

return(v)

}

tacke<-cbind(x,Vv)

koef.an<-function(vl,v2,x1,x2,w)
{int<-v2*cos(W*x2)-vl1*cos(W*x1)+w*(x2-x1)*0.5*(v2*sin(w*x2)-v1*sin(w*x1));
return(int)

koef.bn<-function(vl,v2,x1,x2,w)
{int<-v2*sin(W*x2)-v1*sin(w*x1)-w*(x2-x1)*0.5*(v2*cos(W*x2)-v1*cos(w*x1));
return(int)

w<-seq(0,wmax ,wmax/50)

fur_koef<-function(w,X,V)

{lw<-length(w);

Iv<-length(v);

mat=mat.or.vec(lw,2);

for(i in 1l : lw)
{mat[i,1l]<-sum(koef.an(v[-1v],v[-1].x[-1v].x[-1],w[i]D));
mat[i,2]<-sum(koef._bn(v[-1v],v[-1].x[-1v].x[-1].w[i]));

colnames(mat)<-c(an","bn");
return(mat)

3

fk<-fur_koef(w,x,Vv)
fk<-cbind(w, fk)
fk_koren<-fk[,"an"]"2+Fk[,"bn"]"2
Ttk2510<-cbind(fk, fk_koren)
#plot(Fk[,"w"], fk[,""fk_koren"])

tabl6ll<-read.table(''dd1611.txt", header=T)
x<-log((tab1611$Strike[-1]+tabl611$Strike[-148])*0.5)
v<-(tabl611$Ask[-148]-tabl1611$Ask[-1])/(tabl611$Strike[-1]-tab1611$Strike[-
148])

popravl<-function(v)

{for(i in 2 : (length(v)-1))

if(v[i]>1l) v[i]=1;

return(v)

}

tacke<-cbind(x,Vv)

koef.an<-function(vl,v2,x1,x2,w)
{int<-v2*cos(W*x2)-vl1*cos(W*x1)+w*(x2-x1)*0.5*(v2*sin(w*x2)-v1*sin(w*x1));
return(int)

koef.bn<-function(vl,v2,x1,x2,w)
{int<-v2*sin(W*x2)-v1*sin(w*x1)-w*(x2-x1)*0.5*(v2*cos(W*x2)-v1*cos(w*x1));
return(int)
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}

w<-seq(0,wmax,wmax/50)

fur _koef<-function(w,X,V)

{lw<-length(w);

lv<-length(v);

mat=mat.or.vec(lw,2);

for(i in 1 - lIw)
{mat[i,1l]<-sum(koef.an(v[-1v],v[-1].x[-1v].x[-1],w[i]D));
mat[i,2]<-sum(koef_bn(v[-1v],v[-1],x[-1v].x[-1],w[i]));

colnames(mat)<-c("an","bn");

return(mat)

3

Tk<-fur_koef(w,Xx,V)

fk<-cbind(w, fk)

fk_koren<-fk[,"an"]"2+Fk[,"'bn""]"2

fk1611<-cbind(fk, fk_koren)
#plot(Fk[,"w"], k[, " fk_koren"])
tab2112<-read.table(*'dd2112._txt", header=T)
x<-log((tab2112%Strike[-1]+tab2112$Strike[-156])*0.5)
v<-(tab2112$Ask[-156]-tab2112%Ask[-1])/(tab2112%Strike[-1]-tab2112%Strike[-
156])

popravl<-function(v)

{for(i in 2 : (length(v)-1))

if(v[i]>1l) v[i]=1;

return(v)

}

tacke<-cbind(x,Vv)

koef.an<-function(vl,v2,x1,x2,w)
{int<-v2*cos(W*x2)-v1*cos(W*x1)+w*(x2-x1)*0.5*(v2*sin(w*x2)-v1*sin(w*x1));
return(int)

koef.bn<-function(vl,v2,x1,x2,w)
{int<-v2*sin(W*x2)-v1*sin(w*x1)-w*(x2-x1)*0.5*(v2*cos(W*x2)-v1*cos(w*x1));
return(int)

w<-seq(0,wmax ,wmax/50)

fur_koef<-function(w,X,V)

{lw<-length(w);

Iv<-length(v);

mat=mat.or.vec(lw,2);

for(i in 1l : lw)
{mat[i,1l]<-sum(koef.an(v[-1v],v[-1],.x[-1v].x[-1],w[i]D));
mat[i,2]<-sum(koef._bn(v[-1v],v[-1].,.x[-1v],.x[-1].w[i]));

colnames(mat)<-c("'an","bn");
return(mat)

3

fk<-fur._koef(w,x,Vv)

fk<-cbind(w, fk)

fk_koren<-fk[,"an"]"2+Fk[,"'bn"]"2

tk2112<-cbind(fk, fk_koren)

#plot(Fk[,"w"], k[, " fk_koren"])
plot(fk2510[,"w"],fk2510[,"fk_koren"],type="1",col="blue",ylim=c(0.8,1.2))
lines(fk1611[,"w"],fk1611[,"fk_koren"],type="1",col="red™)
lines(fk2112[,"w"],fk2112[,"fk_koren"],type="1",col="black')
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