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I'maBa 1

Y BOoI

Y oBOM pamy mocMaTpaMoO KOMIIJIETHE TeOpuje MPBOT peaa y HajBuile mpebdbpo-
juBoM je3uky. McmuryjeMo MOAEJNICKO TeopeTCKe MOryhHocTu 3a yBOoDheme moj-
Ma OUMEeH3HUje Koju Ou Ouo y CKJIaAy ca paHHUje MO3HATUM MPUMEPUMa, PEIUMO
AUMEH3UjOM Y BEKTOPCKUM IPOCTOpPWMA. 3aM0BoJbaBajyhu mojaM auMmeH3uje je
OHAaj KOjU OO Ha m3oMopu3aM Kaacuukyje Monesne jenHe teopuje. llenTpananm
[e0 pana YMHe TeopeMa:

3a Ni-KaTeropudHy TeOpujy, MOCTOju (OPMyJia U M30JOBAHU TUI U
3a BUX Be3aH I0jaM OUMEH3Wje TaKaB Oa Cy OBa MOJeIa TeOpuje
M30MOpP(HA aKO U CaMO aKO UM je NUMEH3Wja jeIHAKAa;

u nyT 10 me: Jloka3 oBe Teopeme je 3aCHOBAH Ha CHEIMU(PUIHOM MOIEJICKO TEO-
PETCKOM KOHIENTY HE3aBUCHOCTU y MOJAEIMMA W-CTAbOUIHUX Teopuja (mWTo je
mypa Kjiaca O Kiace HenpeOpOjUBO KATENOPUYHMUX ).

NuTyntusHo jacanu nojaMoBu (JIuMHeapHE) HE3ABUCHOCTU Y BEKTOPCKUM HPO-
cTopuMa 1 aarebapcke He3aBUCHOCTHU y MOJLUMA Ce J1a]y PEJIATUBHO jeTHOCTABHO
MOT'Y YOIIITUTHU y TOjaM acl He3aBUCHOCTU, il Ce MOKa3yje Aa TO HUje NOBOJHHO,
Ia je Hallle UCTPaKUBakhe€ BEJIUKUM IeJIOM OUIIO OKPEHYTO MOjMYy HE3aBUCHOCTU
y MopaujeBoM paHry, Kao0 ¥ IOjMOBUMA TEKVHE U IPeNTERUHE. Y IPABO KOPU-
mheH)e OpearesxKrnHe N TeKMHE YMHM OPUTI'MHaJIaH €O OBOI paja.

Teopuja je rkaTeropmuHa y KapIVHAIY K WJIN K-KaTEeTOPUYHA, aKO MO HAa
nzoMopduzaM mMa jeman Mozes mohm k. MortuBamuja 3a yBobeme oBor mojMa
nexu y cienehuM mpumepuMma:

e Hexka je T Treopuja OG€CKOHAYHUX BEKTOPCKUX IIPOCTOPa Had momeMm F'y
jesury {+,:,0|f € F}. Caru mogmen teopuje T je mo Ha M30MODpU3aM
onpebhen muMeH3UjOM.

(a) Ilome F je 6eckomauno: T je HenpeOGPOJUBO KATErOPUUHA Al HUje
Nog-KaTeropmuyHa.
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(6) IMowe F je romauno: T je ToTasHo kareropudHa (y CBUM GECKOHAYHUM
KapIUHAJIIMA ).

e JIBa anrebapcku 3aTBOpEHa IOJba Kapakrepuctuke 0 cy n30MOp(HA aKKO
UM TPaHCIEHIeHTHe Oa3e mMajy mcTy moh.

Iarse, ACF( je k-kaTeropuyna 3a CBaKyd HEIPEOPOjUB KAPIUHAI K.

1954. Jlom (I#s)je mocraBuo caenehy xumoresy:

Heka je L npebpojus jesuk u 1T merosa Teopuja. Axro je T karero-
pUYHa y jeIHOM HenmpeOPOjUBOM KapAWHAIY, OHAA je KATErOPpUYHA Y
CBAKOM HENPeOPOjUBOM KapaAUHAJY.

Mosxe ce cnekynucatu na ju je Jlom mpeTnocTaBuo ga TOCTOjU IPUPOJAH MTOjaM
IVMEH3Mje Y MOJeJIMMa HEMPeOPOjuBO KATETOPUYHUX TeOpHUja, jep TaKaB IOjam
MOCTOJU Y MPETXOMHUM IpuMepuMa. Y TUM IPUMEPUMaA CY MOAETU U30MOPGHU
aKO U caMoO akKo mMajy ucty mumen3ujy. IIpum Tom cy moh crpykrrype M u mena
mumensuja dim(M) nosesanu jequaromhy |[M| = dim(M)+ Ry, omakie tupeKTHO
clenu na Cy cBaka naBa HenpebOpojuBa Moznesna mdoMopdua. [lakie, mpommpeme
JlomoBe xumnore3se je:

IIBa momena Nj-KaTeropuyHe Teopuje Cy M30MOpP(PHA aKKO UM je nu-
MeH3H1ja jemTHaKa.

IlupexkTHa TOCenUIla OBAKBOI yommTewma Ou Oumsa JlomoBa opuruHaiHa XUIO-
Te3a. 3a MOKa3 YOIIITeHe XUIoTe3e MOTPeOHO je yBecTu omropapajyhwu mojam
mumensuje. Mopau (Morley) je 1965. roauue nokaszao JlomoBy xumoresy:

MopaujeBa Teopema([9]): Axo je T kareropuuna y HEKOM, OHIA je KaTe-
FOpPUYHA Yy CBAKOM HempeOpOojuBOM KapauHay! U

Mopau je uctpaskuBao pas3He KapakTepusallije HempeOPOojuBO KATETOPUUHUX
teopuja. Ilokazao je ma cy caemehu mckasy €eKBUBAJICHTHU:

1. T je menpebpPOjUBO KATErOPUYHA;
2. T je w-crabunua u Hema BotoB map;
3. Csaku menpebpojuB monen teopuje T je 3acuhen.

Y cBoM mokasy, Mopiau HEuje yBeOo mpenu3aH mojaM auMeH3uje. 1o je 3a jemHy
HOTKJIACY HenpeOGpojuBo KaTeropuyHux teopuja ypamumo Mapm (Marsh) 1966.
roguHe y ¢BOjoj Hokropcko] mucepramumju ([7]). Ty morkmacy umee jako MUHN-
MaJiHe Teopuje m Mapm je 3a mux nokazao yonmreHy xunoresy. Popmyrna ca
napamMerpuMma n3 M je MuHUMAaJHA aKO AeduHUIIE OECKOHAYaH CKYI KOJU Ce He
MOKe MOJEeJIUTH Ha IBa OeCKOHauHa NeprHAOMIHA MOJCKyIa ca IapaMeTpuMa
3 M. Oma je jako MUHMMAJHA aKO Ce TO HE MOKE YPAIUTU HU y OUIO KOM
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eJleMeHTapHOM pamupeny cTtpykrype M. Teopwuja je jako MuHUMAIHA aKO je
dopmyna r =z (jako) MUHMMAJHA Y CBAKOM E>EHOM MOIEIY.

[Ipenreomerpujy uymaM CKyn cHabmeBeH omepaTopoMm cl koju 30BeMoO omepa-
TOPOM 3aTBOPEHA U KOjU 3aJ0BOJHABA MOHOTOHOCT, TPAH3UTUBHOCT, KOHAYHOT j€
kapakrepa u 3anosBosbaBa lllrajunosy (Steinitz) akcromy 3amene:

a€cl(AUu{b})\cl(A) nomnaun b€ cl(AU{a}).

Ocobune kKOje MOpa 3a0BOJHABATU ONEpPATOP 3aTBOPEH:a je NPBU HaBeo Baw
nep Bepmen (Van der Waerden) 1930. rommue. Axo je (V,cl) npeareomerpuja,
OHIA Ce y IHO0j MOKEe yBeCcTu mojaM 0a3ze W AUMEH3HUje CIUYHO KA0 y BEKTOD-
CKUM mpocTopuMa: baza je MUHMMAJAaH y OMHOCY Ha WHKJIY3U]y CKYI KOME je
3aTBOPEIE 110 MPOCTOP MU, €KBUBAJEHTHO, MaKCUMaJaH He3aBucaH ckym. [lo-
Ka3yje ce ma Ccy cBake OBe 0Oa3e mcTe MONM 3a KOjy KasKeMO na je AMMEH3Uja
npeareomerpuje. Kiacuunu npumepu mpeareoMeTrpuja cy:

1. 3a Berkropcku npoctop V u A CV meka je cl(A) mornpocrop remepucan
crkymoMm A, 1j. naunean ckyma A.

e (V,cl) je npeareomerpuja.

e dim(V) je (obuuna) mumensuja.

2. Banome (F,+,-,0,1) o3nauumo ca A’ 1eroBO MOTIOJLE TEHEPUCAHO CKYIOM
A C F. Heka je becl(A) arxko p(b) =0 3a HEKM HEKOHCTAHTAH HOJIMHOM
p(z) ca koedpummjentuma nz A’

e (F,cl) je npenreomerpuja.

e [hena numensumja je TpaHCIEHAEHTHA AMMeH3Uja mosba [

Tpeba npumeruTu ga je mojaMm npeareomerpuje (a TuMe u mojam 6a3e u qu-
MeH31j€e) He3aBUCAH O TEOPHUje MOJesa, Tj. 3a HBUXOBO yBoDeme HUje moTpeGHO
HUKAKBO Ipen3Hame. Mapm je Bomehu ce HaBemeHMM IpUMepuUMa yBeO IOjaM
asrebapckor 3arBopema acl y ouiro kom momeay M:

acl(A) je yHMja CBUX KOHAUHUX CKyNOBa KOjU ce MOry meduHucaTu npeko A.

Map je morka3ao ma acl 3am0Bo/baBa MOHOTOHOCT, TPAH3UTUBHOCT U J1a j€ KOHA-
YHOT KapakTepa, a ako je y3 To jom M murumanan, ouna je (M, acl) mpenreo-
MeTpuja. Mapir je 3aTuM MOKa3a0 ga Cy IBa MOMAEJNa jaKO MUHUMAJIHE TEOPUje
M30MOP(HA aKKO UM je nuMeH3uja jenHaka. [lociaenuna je na cy jako MUHUMAJIHE
Teopuje HenpeOPOjUBO KATETOPUUIHE.

Nma mebhyTtuMm Teopuja kKoje cy HempeOPOjUBO KATErOPUUHE AJM HUCY jaKO
vuaMMaJHe. To mokasyje ciemnehu mpumep.

Ilpumep: T = Th(ZEfJ), +,0) upu uemy je Ziw) OUPEKTHA CyMa Komuja Z, Uian
CKYTI CBUX W-HU30BA KOJU MMajy CBe HyJie OCUM KOHAYHO MHOTO KOjU MPUMAIA]Y
crymy {1,2,3}, u cabupame je mo koopauaarama mod 4.
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e T uuje jako muaumasHa: @(r) = 2x = 0 gepuuue TOArpyny GECKOHAUHOT
WHIEKCa, CBAKU IHEH KOCeT je OeCKOHAUaH Ia Teopuja HUje jaKO MUHUMAJHA.

e o(x) je jako munmmasna. Ilakne, y T mocrtoju jako MUHUMAJIHA HOPMYIA
Oe3 napamerapa.

e T je HempeOPOJUBO KATETOPUUHA. U

[IpucycTBO jako MumHUMAaJHE GOpMYyJe Yy OBOM IpUMePY HUje ciaydajHo. Beh
n3 MopJiujeBor pama ce MOIJIO U3BECTU Aa HEIPeOpPOjuBO KaTEropuyHa TEOPUja
“Ma jako MUHMMAJIHY (GOPMyJy ca mapaMeTpuMa M3 HEKOI Mognesa. Y KOJIUKO
ce, Ka0 y IpuMepy, TakBa (opmyna Moxke Hahm Oe3 mapamerapa Mapm je y
nokropatry 1966. mokazao ma:

(a) Axo M =T, onna je (¢(M),acl) npeareomerpuja;
(6) Csarku M =T je mpocT u MOZEJCKM MUHUMAaJaH HAL @(M); u
() Mu N cy uzomopduu akxo p(M) u p(N) umajy ucty amMeH3wnjy.
Y mora3zy osor nena MapmioBe dyBeHe TeOpeMe, OCUM jaKe MUHUMAJHOCTY, HUje

mOTpeOHO KOPUCTUTU HOBE TEXHUKE, a M3TJIeNa 1a je OBaKaB OMUC MOMAEIa y TO
BpeMme Ouo mo3uat Mopiaujy.

ITpumep: Ilocmarpajmo T = Th(Ziw),f) rae je f medpuHmMCAHO ca
flx,y,z2) =z —y+2 (cabupame mo rkoopauHarama je mod 4).
e Axro ce foj), taga je ca F.(x) =z + ¢ nepunucan ayroMmoppusam.
e Ako cy a u b pazmuuntu Tana je F(x) = x —a+b ayromopduzam u
F(a) =b. CBaka nBa esleMeHTa MMajy WUCTU TUIL.

)

e durcmpajmo a € fo’ u nepuHummMo T,y = f(x,a,y). Tanma F(z) =x—4a

neuHUIIe U30MOP(U3aM CTPYKTYPa (Zz(lw),—ka,a) u (Zflw),—k,O).

T nyje jako MmHMMaJHA. Kako cBaka OBa ejJeMeHTa MMajy UCTU TUI, CBE IITO
ce y OBOj Teopuju MOKe nepuHMCATH Oe3 mapameTapa je Ipa3aH CKyI U Ie0
MOIe: HeMa jaKo MUHUMAJHUX (GopMmysna 6e3 mapamerapa. Aunm, ako ce ybamm
napaMerap a ouzga je popmyna f(r,a,xr) = a jaKO MUHUMAJIHA. [l

Ilaxne, mocToje HEMPEOPOJUBO KATErOPUYHE TEOPUje y KOjUMa jaKO MUHUMAJ-
He ¢opmyne 3aBuce on napamerapa. llocraBma ce murame: [la am mumensmja
Momesa 3aBucu on u3bopa napamerapa’ Bonnsun-JlaxmanoBa Teopema maje He-
raTUBaH OATOBOP Ha OBO muTame. HbeH moka3 je 3axTeBao HOBE UIEje U TEXHUKE,
mwTo je 6o yBOX y Teopujy KiIacudrKanuja CTpyKTypa IpBOr peda 3ader y [13].

Ila ducmo Gawke oOjacHUIN GOPMyJIalKjy TeopeMme, PUKCUPaAjMO Hempebpo-
JUBO KaTErOpuyYHYy Teopujy 1' m HaBeOIUMO Nap YUHEHUIA:

e Ilocroju jako MuHMMaJIHA HOPMYJIa Ca mapaMeTpuMa U3 IPOCTOr MOIEeJa
o(z,a); Tuo p* =tp(a) je peann3oBaH y CBAKOM MOJEIY.

e 3a cBaky peasnmsanujy b tuma p* y momery M dopmyna o(x,b) je jako
MuHMaJsHa. Ha meHOM CKyIy pemema MMaMO IpeareoMeTpujy OepUHUCAHY ca
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aclz(A) = acl(AU {b}) N p(M,b), 3a AC ¢(M,b).

dimg (M) o3HauaBa HEHy AUMEH3U]Y.

Teopema Bosnsuna u Jlaxsmana([1])

(a) Axro a1, as € M peanusyjy p* tana je
dimg, (M) = dimg, (M).

dimg, (M) 3aBucu camo on p* u ¢ na je ozmauaBamo ca dimg ,«(M).

(6) Axo je I 6a3a upeareomerpuje (¢(M,aq),acls,), rana je M upoct u Mo-
[IEJICKY MUHUMAJAH HaX a11.

(8) M je mo ma m3omop¢uzam onpeben ca dimg ,+(M).

Pan je myn TexHMUKMX nerasba KOjU Ce YMTAOoly MOTy (U BepoBaTHO xohe)
yunHATH 3aMOpHUM. Ha kKajgocT, oHM umHe OUTaH aJjat u He MOry ce u3behwu.
TakaB je, penumo, nojam BotoBor mapa. Heomxoman je ma 6u ce mokasaJyio ma
je Teopuja KaTeropuyHa y jeIHOM KapIWHATIY, TAKBa Yy CBAKOM KapAUHAIIY WA
[a je mpocT Momea Han onpeheHrM TunoBuMa OECKOHAYHUX CKYIOBA yjeITHO U
MOJEJICKA MUHUMAJIAH.

[Tocne oBor cmenme mBa morsaBba y KOjUMa Cy HAaBEIEHU OCHOBHU IIOjMOBU
u TBpbhema U3 Teopuje Momena. 3aTUM CJIeOU MOTJaBJbe KOje ce DaBU MOjMOM
npenreomerpuje. Beh Ty ce mory younmtu KbydyHEe OCOOUMHE TIOjMa TepPHAPHE HE-
3aBucHocTH: ,,Ckyn A He 3aBuCHM y mpeareomerpuju on ckyna B npexo C” hemo
obenesxasary ca A |9 B (C). Y meroj raaBy yBOQUMO IOjaM jaKO MUHIMAJIHE
dopmyile, CTPYKType u Teopuje 1 6aBuMO ce MapuoBoM TeopeMOM.

Y mecToM mOrJaaBJ/by YBOAMMO MOjaM K-cTabuiiHe Teopuje u BoroBux maposa
u nokaszyjemo MopuaujeBy Teopemy. Cenmo morisasibe ce GaBu MopiaujeBum
PAaHTOM ¥ TOTAJHO TPAHCIEHIEHTHUM TeopujamMa. 10 cy Teopuje y KojuMma
CBAKU TUIl MMa OPJAWHAJAH PAHI & ONUCYjeMO UX TUME na Ce y HBUXOBUM MO-
[esiIMa He MOyKe IMPABUTU OEeCKOHAYHO OWHAPHO APBO He(PUHAOMIIHUX CKYIOBA.
Y caydajy npebpojuBUX Teopuja TOTAJIHA TPAHCIEHIEHTHOCT je €KBUBAJIEHTHA
W-CTabUITHOCTH.

Ocwmo moraasibe je mocBeheno HezaBucHocTu y MopiujeBoMm panry. Y memy
yTBpDhyjeMo ocHOBHe ocobuHe penanuje \LMR, neUHUIIEMO TT0jaM He3aBUCHUX
dhamMuiInja U TeKUHE TUIIA.

Panmu ce o TeprapHOj penanuju HE3aBUCHOCTU HA TOICKYIOBUMA:

MR
a I""B(C) oszmauasa ma ,,a me 3aBucu Bume ox B U C Hero mro
seh 3asucu om C7.

Teopuja TepHapHE HE3aBUCHOCTU j€ pPa3BUjeHA TEK KpajeM cenaMIeceTUx U IO-
YETKOM OCaMIECeTUX TOAWHA, U TO y HEIITO MIUPEM KOHTEKCTY CTAOUIHUX TEO-
puja. Hapasuo na Bonnsuue m Jlaxnan Hucy KOpucTMIM OBY TeXHUKY Beh je
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BUXOB mM0Ka3 kopuctmo ad hoc aprymenrte koju cy je 3aMEHUBAIU Y KIbYUUM
[eJIoOBUMa, IMTO je Ouiio Moryhe y3 mpeTmnocTaBKy HENpPeOpOjuBe KATErOPUYHO-
ctu. UW3nokeHn nokas ce WUIak He OCJama HA IyHY TEOPUjY HE3ABUCHOCTU, U
KJbYYHO TEXHUYKO TBpDeme ,,KOHAUHOCT TEKUHE TUIMOBa~ Y MOCJIENH0j IJIaBU je
IOKA3aHO CaMO 3a CJIydaj HenpeOpPOjUBO KATErOPUYHUX TEOPHUja.

Y mocnenmeM, NeBETOM MOTJIABBY A0kazyjemo Bomnsun-JlaxmanoBy Teopemy.
[ToceOny 3axBanaOCT nyryjeMm npodecopy IIpenpary Tanosuhy Ha yiaoxenoM

TPYLYy U CTPIJbeHY y pany ca MHOM. Huje HukakBo nmperepuBame pehu na me je
OH YBEO y CBET MOJAEpPHe Teopuje Mozesna u ga Oe3 mera ose Te3e He Ou Ouio!

Y Beorpany, 1. ¢pebpyapa 2011. ronune Hejar Nauh



I'imaBa 2

OcHoOBe

Kpaj nmenune koja nmounme jemnom oxn peum: Teopema, Jema, Tephewe, epuru-
uuja, Hanomena u Ocobuna je o3Hauen 3makom [1. CrammapaHu CKyIOBU IpPU-
POIHUX, IEJUX, PAIMOHAJHUX, PEAJHUX U KOMIIEKCHUX OpojeBa Cy O3HAUYEHU
mathbb caosuma: N, Z, Q, R u C. Crpyrrype cy o3uadene mathcal cioBuma:
zZ = (Z>570)7 N = (N7+7'7<70;1)7 N = (N7+7'7071)7 R = (R>+7'7<7071)7
Q= (Q,<) ura. |M| ozmauasa moh ckyma M. |M| je moh ckyna HOCaua CTpyK-
type M. @ o3zmauasa (ai,...,a,). Ako je f: A—B u (a1,...,a,) € A" onna
hemo ca f(ai,...,a,), ongocuo ca f(a) ozumauaBaru (f(ai),..., f(an)). Kao mro
3a CKYI jeIHaYyWHa Yy TOJbY PeaJHMX OpojeBa KaKeMO Ia je carjacaH akO mMa
pememna, Tako u 3a [, ckyn ¢popmyna jesuka L Kojuma cy ciaob0nHEe TPOMEHILUBE

meby {z1,...,z,}, raskemo ma je carmacan ca teopujom 1 akko je Teopuja
TUT(ey,...,cn) 3am0BOBUBaA Yy je3uky L' koju HacrTaje Tako mTO CMO je3ury L
IoJaJu HOBe cuMOOJe KOHCTAHTU {Ci,...,Cn,}, upu demy je I'(cy,...,¢,) CKyn

peyeHUa Koja HACTaje TaKO IITO CBAKO CJIOOOMHO jaBJ/baime MPOMEHJbUBE T; Yy
dopmymama ckyna [’ 3aMeHmMO cuMOOJIOM KOHCTAHTE ¢;. 3a WHTEPIPETalnje
HOBUX CHUMOOJa KOHCTAHTHU, Tj. 3a (C{V‘,...,ch) KajKeMO 1a je pememe ['-e y
crpykrypu M. Cryn cBux pemema y M obGemexxkaBamo ca I'(M). Kan je T’
carsmacuo ca T, takobe raskemo na je TUI' 3am0BOBUBO.

Osnake BesaHe 3a CKyNOBe, Olepaluje ca CKyIOBUMAa, pejaluje, OpauHaje
U KapavHaJe U BUXOBY apUTMETHKY Cy CTaHgapaHe m Mory ce Hahwm y Behunu
yubenuka (Ha npumep y [11]).

Kan ve npasu 3a6yny, ymecro na numemo X U{ay,...,ar}, MoskeMo na ckpa-
TUMO 3amuc u nouieMmo X U@, 3a a = (al, . ,ak). TakBo 3anuc he OburTu 3romasx,
peunMo, kan mapamerpe ¢popmyie (T, d) KeIUMO a TOAAMO HEKOM CKymy X
unu je3uky L. Y nurepatrypu ce Hajasum jom ckpahnuju 3amuc: Xa, ymecTo
X Ua n ab ymecro aUb. I My hieMo Heka KOPUCTHATH MCTH 3AINC, IPETERO Ka
paauMO Yy YHUBEP3YMY.

Ca ForL hemo o3nauntu ckyn cBux popmyuna jesuka L. Fv(p) je ckyn caoGo-
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MHUX IPOMEHJBUBUX popMmyie ¢. o(z1,...,%,) 3Haun na je Fv(p) C {x1,...,z,}.
Cryn raxBux popmyna! obenesxmasamo ca ForL(xy,...,z,). Awo je Fv(p) = 0
OHIA 32 Y KaskeMO na je pedenuna. Sentl je ckym cBux pedenuna je3mra L. AtL
CKyn ¢BUX aTOMCEmMX (popmyna jesuka L. Hehemo mucatu ForL() 3a SentL.

2.1 EuemeHnTapHa mpec/IMKaBama

Kopuctuhemo ocmoBHa TBphema Teopuje Momesa Koja ce mMory Hahu y cras-
mapIHuUM yrGeHnnrMa Teopuje mozxena [4, 5, 8, 12].

Teopema carsmacuoctu: Axo je T'F ¢, onma T = ¢.

Teopema rommiternoctu: Axo je T |= ¢, ouma T+ .

Teopema KoMnakTHOCTU: Teopuja mmMa MOIEN aKO M CaMO aKO CBAKWU HeH
KOHAYAH MOACKYI MMa MOIeJI.

Heka je M crpykrypa jesuka L u A C M. AncopboBame ckyna A y je3uk
je mpoummpuBame jesuka L mo jesurka Ly = LU {c,|a € A} (upu uwemy cy ¢,
HOBU cuMmbonu kKouctantu, Tj. LN {c,|a € A} = 0) nu popmupame La-cTpyk-
type Mg =(M,...,a)qca, D€ je CBAKM HOB CUMOOJ KOHCTAHTE C, UHTEPIPETUPAH
ka0 a. Kanm me moBomu mo 3abyue, kopuctuhemo M u 3a CTPpYKTYpy je3uka L
u 3a cTpykTypy jesuka L. Hekanm hemo mucatu Ly = LU {a|a € A} ymecto
La=LU{c,|a€ A}. Tha(M) = {p € Sentr, | M = ¢}.

Thp (M) je ememenrapam mujarpam L-ctpykrrype M.

Thyp(M) = Th(M) je myna reopuja crpykrype M.

A(M) = Thy (M) N {e(m), ~p(m)| ¢ € AtL u m € M"} je majarpam L-
cTpyKType M.

Axo cy M u N mse L-ctpykrype u Th(M) = Th(N), ouna numemo M =N
U KayKeMO na cy cTpykrype M u N ejileMeHTapHO €KBUBaJICHTHE.

Axo je ay,as,...,an, € AC M, ouna
M= glaq, ..., ay) AKKO MEelay,... an)

(1j. Ma E ¢(aq,...,a,)). 3ato mHehemo unCHCTHUpATN HA NpEIU3HOj yHOTpPEOH
cunrakce seh hemo uvecrto mucatu M = ¢(ay,aq, ..., a,) Mucaehu va nperxomana
IBA.

Hera cy M u N nmBe L-ctpykrype u pu: M—N. Kaxkemo na je p L-yraname
ako je ,,1-1”7 mpecaukaBame carjacHO Ca MHTEpPIpeTalnrjoM cuMbosa je3uka L.
Axo je mmraysuja L-yraname, onga numemo M C N u/uma N O M u raskemo
na je M moncrpykrypa ctpykrype N unu ma je M cyseme crpykrype N uinm
ma je N HancTpykrypa cTpykType M unu ma je N pammpeme (mpomupese)
crpykrype M. Rana je jacHO 0 KOM je3uky je ped, oHIa yMecTO ,, L-yTaname”
Ka)KEMO CaMo ,, yTaname’ .

IQO(:C]J' . -,afn)
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Ocobuna 2.1.1 Crnenehu uckasu cy eKBUBAJCHTHU:

1) p: M—N;

2) 3a cBe aTomMcke L-popmyie ¢ u cBe @ € M <% ran rog je p(a) cmuciaeso 36or
LysKAHE N-TOPKE @ ¥ O6poja CI0OOMHNX IPOMEHJBUBUX Y (O BAKIU:

ME @ arxo N E o(u(@));

3) 3a cBe L-popmyie 6e3 kBanTOpa ¢ 1 cBe a € M<“ kan rox je (@) cMucIeHO
300r my;KUHE N-TOPKE @ U Opoja CIODOMHUX TPOMEHJBUBUX Y (0 BaKU:

Mp(a@)  axko N o(u(a));
4) N = AM) xax m"N = pu(m) 3a ce m € M. O

Hedmaunuja 2.1.2 Herxa cy M u N mse L-ctpykrype, A C M u u: A—N.
Raxxkemo nma je pu ememenTapHo L-mpeciukaBame miau, Kal XohemMo na Ha-
[JIACUMO [a JOMEH (YHKIMje HUje 11e0 CKYIl HoCad CTPYKType M, na je meaummn-
yHO (mapnujasiHo) ejeMeHTapHO L-mpecimkaBame ako 3a cBaky L-¢popmyiry
¢ u cBe a € ASY Baku

M = o(a) AKKO N o(u(@)),

Ka Tox je ¢(a@) cMuciaeHo 360r mysKUHE N-TOPKe @ U Opoja CI0BOTHUX TPOMEH-
muBuxX y . Axo je A = M, 3a p KaxkeMo ma je eJieMeHTapHO L-yramame.
Ako je mmraysuja M C N enementapro L-yramame, omma mumemo M < N
u/uwma N = 2M u xaxemo ma je M ejeMeHTapHa MOACTPYKTYypPa CTPYKTYype
N unu na je M ememenTapHO cyskeme cTpykrype N umm ma je N emdemesn-
TapHA HAICTPYKTypa CTpyKType M mmu ma je N ejleMeHTapHO pamupes.e
(mpomupeme) crpykrype M. d

Tepbeme 2.1.3 Cnenehu uckasu cy eKBUBAJEHTHU:

1) pu: M—N je enemenrapno;

2) N = Thy (M) xax m" = u(m) 3a cee m € M;

3) Tapcku-Bor (Tarski- Vaught) tect: 3a cBe L-dpopmyine ¢(T,y) u cBe
a € M<¥ kanron je p(a,b) cMuciaeno 360r Qy:KuHE N-TOPKe @ 1 6poja cao60aHUX
IOIPOMEHJ/LUBUX Y ¢ BasyKWU:

Axo mocroju b € N takas ma N |= ¢(u(a),b), ouna nocroju a € M Takas na
M = ¢(a,a). O

Heka je M crpykrypa jesuka L u A C M. Heka je
P~ AKKO Ma EVE(o(T) < ¥(T))”

2080 he 6urn xkopucHo kax xohemo na xamemo ma 3a M, mocroju N taxeo na je M < N, Taza
hemo cxparuru u pehu: ,, Ilocroju N = M.
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nedpununuja penanuje Ha cryny ForLa(zi,...,z,). Penauuja ~ je exBusaien-
nuja, unje hemo riace osnauasaru ca [¢]. Hera je By, = ForLa(T),. u Hexa
cy omepamuje +, - u’ y ckyny Bpaq, AeDUHUCAHE jeTHAKOCTUMA

(o] + [v] =[e V], o] [¥] =TeAv] u le] =l

Ilepununuje omepanuja He 3aBUCe O IPEACTABHUKA KJace Ia cy HoOpe, ma je
Busta = (Bunts++' 0, 1), mpu uenty cy 0 = [+Va(z = 2)] u 1 = [Va(z = )],
jemma Dymosa anrebpa. 3a my kaxkemo mna je Jlummenbaymosa (Lindenbaum?)
asrebpa crpykrype Myu. Ha camvanm maumn ce mobuja Bymosa aarebpa B, r,
3a kojy hemo pehu na je JlunmenbaymoBa anredbpa teopuje 1, akO ce eKBUBa-
JeHIja nepuHUIne moMohy

P~ Y AKKO T = VE(p(T) < ¢ (7).

Tepbeme 2.1.4 Basxu:
1) Ako je u: M—N enemenrapno, onna je M = N;
2) Ako je L-yramame CypjeKTUBHO, OHIA je€ €JIE€MEHTAPHO;
3) Aro je M =N, onga M = N;
4) Axo je M N, onna je 3a cse n Basku Boa, = Bun, - O

Hedunuunuja 2.1.5 Heka je (I, <) mureapuo ypebeme 3a mexo I # () u 3a cBako
i € I mera je M; L-ctpykrypa. Kamemo nma je {M; | i € [} maman L-cTpykTypa
nian ga je L-ymamar axo 3a cBe ¢, j u3 I n3 i < j cnenn M; C M;. Axko n3 i < j
crenn M; < M;, onna 3a {M;| i € I} raskemo ma je emeMeHTapHM L-janai.
Kana je jacHo 0 KOM je3WKy je ped, M30CTaBHaMO I'a U KasKeMO CaMo ,,JiaHall u
,, €JIEMEHTapPHY JaHaIl yMecTo ,, L-nmanamn’ u ,,esneMmentapau L-jaanai’ . [l

Hexka je {M;|i € I} L-nanan. L-ctpykrypa M ca ckynom mocauem M = |J,.; M;
ce mepuHMIIe Ha ciaenehu HavwmH:

e Axo je ¢ € ConstL n i € I mpoussomHO n3abpano, ouzga je ¢ = cMi. Osa
nepurnuja he dutm nobpa ako He 3aBUCHU O]l TOTA KOJU €JIEMEHT cKyna [
cMo m3abpain 3a nperncrasHuka y nepuuunuju. Heka je j € I\ {i}.

Uz i< jcaemm M; C M;, a tume u cMi = M
N3 j <icnemn M; C M;, a Tume u Mi =M 0

IIa yMecTO ¢ MOKe cTajaTh j.

e Axko je f m-apum ¢ysERIUjcku cuMmbou je3uka L m m € M™, ornga nmocroju
i € I takaB ma m € M. Heka jemmaxoct fM(m) = fMi(m) nedunumre
Bpennoct ¢yurnuje fM vy n-topum m. Tpeba mokasaTu na He 3aBUCH O1
n3bopa mpeacTaBHUKA eJIeMHTa CKyma [.

Hera je j € I'\ {i} TarBO ma my,...,m, € M.

SAJIOHq) Jlunnenbaym nmosscku maremarudap, poben 12. jyma 1904. y Bapmasu, yOujen on crpane
mamucta 1941. y [Tanmepuan.
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Axo je i < j, omna je M; C M;, a tume u fMi(m) = fMi(m).
Axo je j < i, orma je M; C M;, a tTume u fMi(m) = fMi(m).

Ilakne, nepuHummja He 3aBUCcU o m3bopa eseMeHTa ckyna [, ma je mobpa.

e Axo je R n-apuu penanujcku cumbon jesuka L, ompa meduaumumo RM

jemHakomhy: RM = Uiel RMi_ Ouurmenno je ma je RM|MZ. = RM:,

3a oBako me¢urncano M kaxeMmo Aa je yEHja janna u mamemo M = J,.; M.

Tepbeme 2.1.6 1) Heka je {M; | i€ I} maman L-ctpykrypa u M = J;c; M;.
3a cBako i € I Bazxu M; C M. Illra sBume, ako je N L-cTpyKTypa 4 3a CBaKo
i €I Baswm M; CN, ouma je M CN.

2) Axo je maman {M; | i € I} enemenrtapuu, onna je M; < M 3a cBako i € |
u ako je N L-ctpykrypa u 3a cBako i € I Baxku M; < N, onma je M < N.

Hoxraz: 1) Ila 3a cBako i € I Baxu M; C M, ounrsenno je u3 Tora Kako je
neduHICaHA MHTEpIpeTanuja cuMmbosa je3uka L.

Axo je N L-ctpykrypa u 3a cBako ¢ € I Baxu M; C N, onga:
e Ouurnenso je M C N.

e Axo je ¢ € ConstL, ouna je M = ¢Mi 3a cBako i € I. 36or M; C N jen
cMi :cN, HajecN:cM.

e Axo je f n-apuu ¢ysEIUjcku cuMbox jesuka L u m € M", orga mocroju
i € I rakaB na m € M u Tana Baxku (mo AeQUHUNNUjU MHTEPIPETAILU]je
M M) = fMi(m). 36or M; C N je m fN(m) = fMi(m), ma je
N (m) = fM(m).

Tagae, fN = M.

e Axo je R n-apuu penamujcku cumbou jesura L, onna u3 neduaunuje RM-a
¥ dumbeHuIe na 3a csako i € I Baxu M; C N cuemn
N — pN — N — M; — pM
R |M—R |Ui€IMi_Ui€IR |Mi_Ui€IR =R

Haxne, M CN.

2) Ha ocmoBy mokasamor mon 1, 3a csako [ € I je M; C M. Ha ocuoy
ocobure 2.1.1 cmenn na 3a cBe popmyie Ge3 kBaHTOpa Y(T1,...,x;) (3a cBe k)
u cse (ay,...,ax) € M pamm:

(*) M = plar,. .. ax) AKKO M E p(al,. .. ax).
Takobe, 3a cBe ly,ls € I, 3a cBe popmyse 6e3 kBantopa ¢(z1,...,x) (3a cse k)

u cse (ay,...,ax) € Ml"i ﬂMl’; BAaKIU:
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< : )./\/ll1 E e(al,...,ar) akrko M | ¢(ay,...,ax) arko M, = ¢(ay,...,ax).

Heka je i € I u je (a1,...,ay,) € M u M = ¢(a1,...,an,b) 3a Herko b € M.
Tana je b € M; 3a mexko j > i, ma M, = ¢p(a1,...,a,,b). Tume je u M; =
Jye(ar,...,an,y). 360or M; < M; he 6utu u M; = Jyyp(ar,...,ap,y), mro
3HaumM na 3a Heko d € M; Baxu M; | p(ai,...,an,d). Hakne, Baxku M; < M.

Ha ocmosy (1) Bamum M C N. Hexra je my,...,my € M*¥ u b € N tarso
na sakxn N | ¢(as,...,a5,b). Homro je my,...,my € M¥ u M = J,c; M;,
mocToju j € I TakBO ma je mq,...,my € Mjk. [TomTo je M; < N 6uhe M, =
o(aq,...,ax,d), 3aexo d € M;. Kako je M; < M (wra Bumre, 3a 0BO je JOBOJBHO
na je M; C M) 1o je M = p(ar,...,ak, d). Ilo Tapcku-Bor Tecry je M g N.O

Jlema 2.1.7 Axo cy M u N L-ctpykrype, A C M, p: A— N ejemMeHTapHO
ube N, onna ce pu MO¥ke HOPOLY:RKATH IO eJIeMeHTapHor i, : AU {b}—N, 3a

Heko N, = N.

Iloka3: Heka cy
[ C¢LN,
o ' ={c}ULy,

o I'={olc,plar), ..., plar)) IM = p(b,ar, ... ar)} n
e A=TUThy(WN) C SentL'.

Hexka je Il komauan nmonckyn ckyma A. Ilo u3bopy ckymoBa A u I' 6uh konauan

u I' N II. Hera je I'N I = {¢i(c,pu(ar), ..., mlar,)), ..., @jlc,pular), ..., ulax,))}-
Tana Basku M |E p;(b,a1,...,a,), =wagron je 1 <i< j, ma Baku

J J
M = /\ ei(b,ai,...,ax,). Hakne, Baxxku M = Jz /\ ei(z,a1,...,ax,), a KAKo je 4
i=1 i=1
J
enemenTapno, buhe ncnymeno u N E Iz /\ iz, u(ar),...,ulax,)). Aro crpy-
i=1
kTypy N mpommpumo m0 CTpyKType jesuka L' Tako mTo cuMOOJ KOHCTAHTE C
J

VHTEPIPETUPAMO OUIO KOjUM CBEIOKOM (Gopmyse Jx /\ iz, u(ar),...,ulak,)),

=1
ouna Basku N = (I'NI) U Thy(N), a tume u N =11, jep je II CT'U Thy (N).

Ilakne, A je KOHAYHO 3a0BOJLMBA, A j€, MO KOMIIAKTHOCTH, 3aJ0BOJLUBA.
Hexka je N, Mmomen teopuje A u p, = pU{(b,N?)}. Ouurnenno je Ppla = p. W3
Thy(N) C A caemn na je Ny = Thy(N), na je N = N.
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Baxwu Hu3 exBUBaJIeHITA]a:

M )290( ,a1,0a2, ... ak)}
arko (¢, plar), plaz), ..., plax)) € T
arxo Ny = o(c, p(ar), p(az), . . ., plax))
axo Ny = (7, ular), u(az), . pu(ax))
axko N = (i (b ) pp(ar), pp(az), .-, pplax)),

na je [, eJIeMEeHTApHO IpeclukaBamlbe, ITO je TpebaJo HOoKa3aTH. O

ITocnemuma 2.1.8 Axo cy M u N L-ctpykrype, A C M u pu: A—N ee-
MEHTapHO, OHJA C€ [, MOKe MPOIYKUTU O €JEeMEeHTApHOT i, : M—N, 3a HEKO

Np = N.

Hoxa3z: Heka je M = {a;| i < |M|}, Ag=A, Aix1 = A, U{a;} nu3ai=Ui<|M|
HeKa je A; = U Aj.

i<i
1) Heka je No =N u po = p: Ag—N.
2) Ha ocmoBy mperxomaor tBpbema 3a cBako u; = A;—N; mocroje N1 = N
(a Tume u N1 = N) u pivq @ Ajr1—N 41 KOje Ipomy:kaBa ;.

3) 3a i = Ui < |M| rmera je N; = UNj u ;= qu. [Momro je {N;| j < i}

j<i j<i
eneMeHTapHU JaHam, 3a cBe j < ¢ Baku N; < N;. Aro cy aj,as,...,ar € A;
OHZa Cy a1,a2,...,ar € Aj; 3a Hexo j < 4. IllTa Bume, moCcTOju HajMaWmU TaKaB j.
Basku:
M Epla,ag, ... ax) AKKO (jep je pj enemenTapHO)

N = epi(ar), pi(az),. .., nilar)) arxo (jep je {N;| j < i} enemenrapun manar)
za cee j <1 <i N Eo(pilar), pilaz),...,puiar)) arxo (jep je Ny xN; 3al < i)
Ni = e(pjar), pi(az), ..., ui(ar)) axro (jep p; mpomyskasa fi;)

Ni | p(pi(ar), pi(ag), . .., pi(ar))-

Wi je, makie, eJleMeHTapPHO.

W3 1), 2) m 3) cremm ma je fip;| €lTeMEHTapHO MPECIUKaBam-e KOMe je JTOMeH
M,Hajeyp:u|M|I/I/\/’p:N|M‘. U

ITocnemuma 2.1.9 Axo je A=B u |A| <Ny, onna je A=B.

Hoxra3z: Heka cy A = {a1,a2,...,an} m po = 0. po je enemenTapuo ma ce Moke
OPONYKUTU 10 ejqemMeHTapuor p: A—B; 3a merko By = B.
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[Towrro Bazkn A = Jxy, 29, ..., Ty /\ —(x; = xj) ANV \/(x =uz;) | nA=B< B,
i<j i=1

n

6uhe B, B; | Jr1,22,...,2, /\ —(z; = xj) Nz \/(w =uz;) |, mau Bu B, umajy
i<j i=1

ucty Moh Te cy jemHaku u p je ,,Ha” mpeciaukasame, Tj i A= B. O
TI'opma Jlosenxajm-CrosieMoBa TeopeMa®

Heka je M Geckonauna L cTpykrypa u Heka je k > M|+ |L|. Tana:

e Ilocroju L crpykrypa N mohu k n

e Ilocroju enemenTapHo yTamame cTpykrype M y ctpykrypy N. 0

Hepurunuja 2.1.10 Hera je k 6eckonavan kapauaaia. Raxkemo na je T k-ra-
TEeropryHa TEOpUja aKO MMa MoJesie MONM K M CBaka TakBa ABa HEHA MOJEa
cy u3oMop(dHaA jenaH APYTOM. U

Tepbeme 2.1.11 Arxo je T k-KaTeropmdHa Teopuja OHIAA je MOTIYHA.

Hlokaz: IlpernmocraBuMmo na teopuja 1’ mma Momen Mohu Kk U a HUje MOTIYHA.
Tana cy 3a Heky peuenuny ¢ menporuspeune teopuje T'U {p} u T U {- ¢}, na
nocroje crpykrype M; mohu x° takse na je My ETU{p} u My ETU{=¢p}.
N3 My =2 M, 6u, ma ocaoBy tBpbema 2.1.4 caemuio M; = My, na 6u 360r
M, E ¢ mopano 6utu u My = ¢. C mpyre crpane uz My | T U {—~p} caemn
My = -, ma 6u My = {p, - ¢}, mro je KOHTpaIUKIMja Ma je NPeTIoCTaBKa
My = My veonpxua. [lakmne, T uma 0ap nBa Hem3doMopdHA Momesna Mohu kK,
T€ HUje K-KATeroOpudyHa. U

2.2 Twunoosm

Tepbheme 2.2.1 Heka je L jesuk, M L-crpykrypa, A C M wu p(x1,...,2,) C
ForLs(zy,...,x,). Cnenehu uckasu Cy eKBUBAJIEHTHIU:
1) Tha(M)U{p(c1,...,cn)|e €p} je 3amoBomusa teopuja jesura LaU{cy, ..., ¢}
(npu uemy Basku Ly N{cy,...,cn} =0);
2) 3a caku ronavan A C p Baku My = IT /\ o(T);

pEeEA
3) Iocroje L-crpykrypa N u (by,...,b,) € N™ Taksu na je :

4L6éwenheim, Skolem
5 Jlosenxaju-CronemoBe Teopenme
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a) M N
6) 3a cee p € p Basku N = ¢(by,...,by);

4) Cryu p = {[¢]|p € p} je canpkan y mekom yarpadunrepy Bymnose amre6pe
B, -

Axko 3a p(T) Basku jom u na je 3a cBako ¢ € ForL, tauno 6ap jemno (a tume
v Gam jemnHo) o ¢ € p U~ € p, OHIA Cy 1) 1 2) eKBUBAJIEHTHU Ca

3’) Hocroje L-ctpyrrypa M u (by,...,b, € M™) Taksu na je:
a) M N
6) p(T) ={p € ForLAIN = p(b1,...,bn)};

4’) Cryn p = {[¢]|¢ € p} je yarpadpunrep Bynose anredbpe By, -

Hoxkaz: ,,1 < 2" : Cuenu u3 reopeMe KOMIAKTHOCTU U uniheHute 1a je Thy (M)
HOTIIYHA U MEeAYKTUBHO 3aTBOPEHA Teopwja, ma je 3a A, KOHaUaH HOACKYI p-a,
pehu na je Tha(M)U{3Z A cA »(Z)} 3anoBomuso je ucro mro u pehu na je
32 N ,en #(@) € Tha(M), a To je ucro xao pehin My = 3T A\ cp ¢(T)

»,3 = 17 : Ouwmraenmno je ma 6um takBo N KakBo je y 3) GOm0 MOmEa Teopwuje
Tha(M)U{¢(c1,...,cn)lp € p} KT ce ¢; uaTepuperupa Kao b;.

»,2 = 37 . Ilocmarpajmo Teopujy Thp (M) U {¢(c1,...,cn)|lp € p}. Hera je A
meH KoHauaH nonckyn. Omma je Ay = AN {p(cr,...,cn)|lp € p} rKOHAUAH CKyD
KOjU OAroBapa KOHAUHOM HOACKyIy p-a. V3 2) cienn na Ma |= 3T\ z)cn, #(T)-
Ako ce cBemonm Te GopMmyJsie y3My 3a WHTEPIpETAnnjy cuMOOJa ¢;, OUUTJIIETHO
je ma ctpykrypa M, = (Myy, cZ/»MM)iG{LQ,_“,n} nocraje momes reopuje Aq. Kako
je M'y; momen teopuje Thy (M) u mogen teopuje A; To je u Monen Teopuje A
na je Thy (M) U{p(c1,...,cn)|p € p} (rkoHAUHO) 3am0BOmKBa. OuurienHo je na
cBaku men momea N u n-topgra (¢',...,c) ) 3am0Bo/baBajy yciaose TBphema.

»24 47 : Ba cBaru xonadan A Cp je My =3IT N\ cp p(T)  arko

Cpaku xonauan nogckyn ckyna p = {[¢]|¢ € p} uma CKII®  axxo

Cryn p = {[¢]|l¢ € p} je canpskan y merkom yarpaduarepy Bynose anrebpe
B, -

3’) mocraje oumMryemHO KaJl Ce€ youu Ja 3a CBAKO ¢ Bayku Taudno jemuo ox N

o(b1,....bp) m N = —(by,...,b,).

4’) Axo 3a cBako ¢ € ForL s Bau Ta4HO jeHO O ¢ € p 1 —p € P, OHIA 3a CBAKO
¢ € ForL, Basku Tauno jenHo oxn [¢| € p u [~p| € p, na je p ynrpapunarep. O

Jepuaunuja 2.2.2 3a p u3 mperxomHor TBpbhema KajkeMoO na je N-TUI ca
nmapamerpuMa u3 A. Axo 3a cBako ¢ € ForL(T) Baxku TayHo jemHO On @ €
p U~ € p, OHZA je p MOTHYHW (KOMIJIETHM) N-TUI, & y CyIPOTHOM Ha je

6CBojcTBO KOHAUHOT Tpeceka.
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meauMudad uiau HenormyH. CKyIl CBUX NOTIYHUX N-TUNOBA Ca MapaMeTpuMa
w3 A obenexasamo ca Si(A), a CKyI CBUX TOTIYHWX THUIOBA Ca TapaMeTPUMa
w3 A obenewasamo ca SM(A)7. Axro 3a mexo m € M™ Bakn

M = p(m) 3a CBaKO € p,

OHIa KayKeMO na M peajm3yje p U na ce p peamm3syje y M. Axro ce p me
peanusyje y M, onma raxkemo ma ra M umcmyrnra. O

Hepununuja 2.2.3 3am € M"™ oznaunhemo ckyn {¢ € ForLy | Ma = p(m)}

ca tpM(m/A). Hehemo mucaru tp™ (m/0), seh tp™ (m). O
Ocobusna 2.2.4 N3 M N cnemu ThaM = ThaN u By, = Bun, a TéMe
u SM(A) = SN (A). Ounrnenno Basu tp™(m/A) € SM(A) O
IMocnemuna 2.2.5 [[locaenuna tBphema 2.2.1]

p € SM(A) arro nmocroje N = M um € N" Taksu ma je p = tp™(m/A). O
Tepbeme 2.2.6 Heka je M L-crpykrypa n b,d € M<¥. Tana:

1) Axo je p ayromopduszam M-a Koju Gurcupa Ttauke ckyna A m Koju ciauka b;
y d;, onza je tp™M(b/A) = tpM(d/A).

2) Axo je tpM(b/A) = tpM(d/A), ouma nocroje L-cTpykTypa N = M u men
ayToMop¢um3aM [ TakBu 1a je pula = 14 n p(b) = d.

Ilokas: 1) Heka je p ayromopduzam M-a koju ¢urcupa taukre ckyna A u
koju camka b; y d; m ¢ € ForL. Basxm:
p € tp™M(b/A)
akko M E p(by,...,by,a1,...,a;)
akko M E= o(f(b1),..., f(bn), f(a1),..., f(ax))  (jep je f ayromopduszam)
akko M = @(dy,...,dy,a1,...,a;)  (jep [ urcupa a € A u ciura b; y d;)
akko o € tpM(d/A).

2) Ilokas oBor mena TBpbhema je TEXHUYKA U CHPOBOAU CE€ WHIYKI]OM.
Heka je f : AU {b1,...,b,}—M nepunucano ca fla = 1a u f(b;) = d; 3a
ie{l,2,...,n}
[ToueTnu ropak: Oszmaummo M ca My. Ha ocHoBy mocaemure 2.1.8 moxe ce
3akmyuanTy ga nocroje Ng = Mg u exementapHo fig : Mo— N TaxBu ma pg
nponyxasa f. AKO ce mocmarpa jig ' anm kao mpecimkasame u3 (M) C Ny
y No a me y My, mro ce moxe jep je My C Ny, oHnga je oHO (IeIMMUUHO)
eJIeMEHTAPHO. 3aucTa,

No Ep(polar),...,polan)) arxko (jep je po ereMeHTapHO)

MO ):(p(alv"'van) AKKO (Jep je MO <NO)

No Eplar,...,a,) AKKO

My = J s
0<n<w
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No E olug po(ar), ..., uy  polan)), ma ce ma ocmoBy mociemure 2.1.8 mosxe
OPOIY:KATU 1O HEKOr ejeMeHTapHor 19 : Ng— M1 3a Herko M = Ny. Can
umamo ciaenehy curyanujy:

1276] ul)
Mo=sNo=M;.

Cren0eHNYKN KOPakK:
. rO no H1 n1 H2 n2 En Nn
Heka je MoxNogMiN1MoxNogM3 <o S M N <M.
[MocMaTpajmo 7, !, cIMuHO Kao Majonpe Kao MpecauKaBame U3 MOACKyTa CKyTa
M,.1 y ckyn M, ;. CaudHO ce Kao MaJlolpe Mo:ke TTOKa3aTH 1a je 1, . eJeMeH-
TapHO ITa ce Ha OCHOBY mocuaenuiie 2.1.8 Moyke TPOMUPUTHA OO HEKOT eJIeMeTaPHOT
—1

fni1 i Mui1— N1 3a BekRO My1 < Npi1. Ako ce can mocmatpa Hyyq KO
IIpecinKaBame M3 MOACKyna ckyna N,ii y ckyn N,i1, IIa ce OmeT, Ha OCHOBY
nocaenure 2.1.8 MOske TPOMUPUTHA IO HEKOT €JIeMEHTAPHOT 7,11 @ N1 — Mo
3a HEKO M, 10 = N, 11.

{M; | i € w} je enemenTapHu nanai, Kao mTo cy eaemenrapuu u {N; | i € w}

u {MZ,NZ | iEw}

N = U M; = U N;up= U i, 3aq0BOJbABA]Y UCKA3 TEeOpPeEMeE. Il
<w <w t<w

d/A) a 3a cBakm ayromMopduzam
= d nokazyje caenehu npumep:

Ila uma curyamuja kan je tp™(b/A) = tp™(

i crpykrype M takaB na je pla = 14 uuje u(b)

IIpumep 2.2.7 Herka je L = {<} u M = (Q,<) m A = {1 — ZJ%l| i < w}.
Cse mTo ce jesaukoMm L u eneMmeHTUMa CKyna A (4 JIOTMKOM TPBOT pena) MOKe
pehu o enemenTuma 1 u 2 jectre ma cy Behum om cBakor a € A ma OHU UMajy WUCTHU
tun (tpM(1/A) = tp™(2/A4)). He mosxemo pehu ma je 1 Tauka HaromMmaaBama
ckyna A u ma 2 To Huje jep OMCMO 3a TAKO HENITO MOPAJIU & KABHTU(PUKYjEeMO
mo esemMenTuMa ckyna A: ,,3a cBako xr < 1 mocToju a € A takBo ma je x < a”.
Ca mpyre crpane, cBaku ayromopduszam crpykrype (Q, <) Koju je mnentuuan Ha
ckymy A, Mopa OMUTU MIOEHTHUYAH U HA TadykaMa HaromMumiaBama ckyna A (jep <
VMHIYKYyje MHTepBAJHy Tomosorujy). KomkperHo: Ako Ou HeKu ayToMopu3zam
[L CTPYKTYpe M 06uo mmeHTMUYaH Ha Tavykama ckyna A w ciaukao 2 y 1, omzga
6u 6uio kojy Taury ¢ € [1,2) N Q camkao y HEKM eseMeHT Mawmu on 1, jep
MEqg<2 naMEupqg < wu?2), tj. M E ulg) < 1, na je 3a 6ap jenno

(Tj. cBe cem womauwo MHOTO) i < w Tauw#o M | pu(q) < 1 — 5. THomro p
¢urcupa esemenre ckyna A omma mopa Gutu M = pu(q) < p(l — 77), a Tame u
MEqg<1-— HLl’ mWTo je y KoHTpamukuuju ca q € [1,2) N Q. Iakue, Hujenan

ayToMopouzam M-a roju ¢ukcupa esnemente ckyna A He ciamka 2 y 1. 3aro,
AKO KeJIMMO a ayTOMODP(U3MOM (UKCHPAMO eleMeHTe ckyna A u na 2 ciamkamo
y 1, mopamo mpomuputru M tako ma Oyme enemenara m3amebhy 1 u ckyma A. [
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Tepbewe 2.2.8 Hera (ay,...,a,) € M u (b1,...,b,) € N*. Cuenehu yciosu
Cy €KBUBAJCHTHHU:

(1) tpM(ay,...,an) = tp™ (b1, ..., bp):
(2) f:{a1,..an}—N nedpunucana ca f(a;) =b; je enemenrapHo;
(3) (M,aq,as,...an) = (N,b1,ba,...,b,) rao momenu jesura LU{cy,ca,...Cp}

rje Cy ¢;-OBU HOBU CI/IM6OJII/I koncrantu, Tj. Th(Mya,, a.3) = Th(N s, 0,1)-0

Tepbeme 2.2.9 Heka je M crpykrypa jesuka L, A C M, p(xy,...,z,) C
ForLy(z1,...,x,) (He obaBe3no nornyH) n-tun u ¢ € ForLa(zy,...,z,). Cie-
nehiu uckasy cy eKBUBAJICHTHIU:

1) 3a cBako ¥(T) € p My = VZ(p(T) = ¢¥(T));

2) p je camp:kaHO y (UIATEPY MEHEPUCAHOM €JIEMEHTOM | |.

Ako je p mornyH n-Tumn, oHga cy 1) u 2) eKBUBAJIGHTHU Ca

3) Ma EVI(p(Z) = ¢(T)) axxo ¢(T) €p

4) p je yarpaduiarep TeHEPUCAH €JIEMEHTOM | ].

Iloka3s :
1)=2) My | VI(p(z) = ¢(7)) arko
(o] <[¢]  akxo
[¢] je y ¢punepy remepucanom esemMeHToM |[p].
3) m 4) cy ouurnensu. O

Hamomena 2.2.10  Ywmecro My = VZ(¢(T) = ¢(T)) Moraum cMo mucaru
)

Tha(M) =VZ(p(T) = ¢ (7)) nmu VZ(p(T) = ¢(T)) € Tha(M). O
Hepuaunuja 2.2.11 3a ¢ u3 nperxonHor TBphema KaxkeMo 1a M30JIyje TUIl
p a 3a p ma je n30Ji0BaH ((GopMyIsIoM ¢) u numeMo ¢ b p u/uau ¢ = p. O

Tepbeme 2.2.12 (TpaH3UTUBHOCT M30JIOBAHOCTU THUIIOBA):
Heka je AC M u (a1,...,am,b1,...,b,) € M™*t". Tana

tp™™ (@, b/A) je muzonopann Tun y Sol, (A) akxo
1. tpM(a/A) je uzonosam tun y SM(A) n
2. tpM(b/AU{ay,...,an}) usonosamu tun y SM(AU{a1,...,am}).

Hokaz: ,, = 7 : Hexka je tp™(a,b/A) msonosan y S, (A) n mera ra msomyje
L a-dpopmyna o(T,7). Tazxa je Iyp(T,7) € tp™M(a/A). Heka je ¢(z) € tp™M(a/A) C
M(a,b/A). Tana je
M = VEvy(o(Z, ) —(T))
Mo £ VI0a(6lE )0 @)
My = VT (o(T,d)—(T)), 3a cBako d € M™
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Ma EVZ(o(Z,d)—1(T)), 3a vHero d € M™
My = Fy(Vz(e(Z, 7)—(T)))

M = V2 (E50(T,5)—(T)), ma

Fyo(Z, ) uwsonyje tp™M(a/A).

Hexa je 0(Y) Lau{ay,...an}-POPMyna Taxsa na je 6(y) € tpM(b/AU {a1,...,an}).
Tana je 0(y) = O(a,y) 3a wexy La-popmyry O(Z,7)8. Tana je

Maiiay,...am} F 0(b), a Tume u

My = 0(a,b), ma je O(x,7) € tp™(a,b/A). HNarme,

Ma = Yg(VZ(p(Z,9)—0(T,7))),  jep ¢(T,7) msomyje tum tp™(a,b/A)

Ma EVY((e(@ y)—0(a,7)))

Ma £ ¥5((p(@5)—0T)

Iaxne, p(a,y) msoayje tp™(b/AU{a1,...,am}).

, <7 : Hexa je ¥(T) La-dpopmyra koja msoryje tp™(a/A) u mexa je 0(T,7)
L s-dpopmyna taxsa ma 0(a,7y) uzomyje tun tpM(b/A U {a1,...,an,}). Hexa je
©(Z,7) = ¥(x) AO(T,7). Tlokazahemo ma ¢ uzonyje tp™™(a,b/A).

3a mouerak, npumernmo na ¢(T,y) € tp™(a,b/A)

Hexka je ¢(Z,7) € tp™(a,b/A) npoussomuo nzabpana dopmyna. Tana ¢(a,y) €
tpM(b/AU {ay,...,am}), ma

%) Masger.any = V(0@ 7) = 6(a, 7).

Axo me 6u 6uno My = VaVy((¢v(Z) A 0(Z,7)) = ¢(T,7)), onma Gu 3a HEKO
a1 € M Baxuio

Ma | Fy((@r) A 0(ar,7) A —~¢(@,7)).

Iakre, Baxn My = (@), na je tp™(a;/A) = tp™(a/A). 3aro (mo tepbhe-
1y2.2.6) moctoju N = M u pu € Aut(M4) koju Purcupa enemente ckyna A u a;
cauka y a. Tana je M4 = Fg(y(a)A0(a,y)A\~¢(a,y)), mro Ou 3HAUUIO Aa TOCTOJU
HeKo by TakBo ma je My = (¥(@) A 0(a@,by) A =é(a,by)), mTo je y cympoTHOCTH
ca (%), ma je mpermocraBka na Huje My = VZVG((¢(T) A 0(Z,7)) = ¢(Z,7))
HEO OpP:KUBA. O

Hanomena 2.2.13 Ilorka3 nmperxonuor tBphema HaM Kaske y KaKBOj Cy Be3U
hopMye Koje M30Jyjy THUIOBE:

Axo o(Z,7) uzomyje tp™(a@,b/A), onna IGp(Z,y) uzomnyje tp™(a/A) u p(a,7y) uso-
ayje tpM(b/A@). W obpatno, ako je 1(Z) La-bopmyrna koja msoayje tp™(a/A)
axo je 0(%,7) La-popmyna taksa na 0(a,y) nzomyje tun tp™(b/AU{ay, ..., am}),

ouna ¢(Z,y) = ¢(x) AO(T,7) usonyje tp™(a,b/A). O
IMocaemuma 2.2.14 Axo je A C M u axo je tpM(ay,...,am,b1,...,b,/A)
uzonosan y Sol ., (A), onma je tp™M(ay, ..., an/A) nsonosan y S;y'(A).

Axo (a1,...,Am,b1,...,b,) € M™T™ peanusyje uzonosan tTan y Sy, ,(T), onma
(a1,...,an) peanusyje n3omoBanu T y Sy, (7). O

8Moryhe ma cy cBu mapaMeTpu Koju ce jaBbajy y dopmymu § 3ampaso camo u3 ckyna A (mmm mx
HeMma), anu tum 1pe cy y ckyny AU {a1,...,am}
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2.3 TomoJiomKka cBojcTBa mpoctopa Tumosa S/ (A)

Ha crymy SM(A) ce ma mpupoman HauwH yBOIM TOTOJOTHja: 3a cBe ¢ € Forl
o3HAYMMO ca [p] ckym cBux enemenara p € S (A) xoju canpxu ¢ a onza je 6a3a
romosnoruje ma S (A) ckyn B = {[¢]|p € ForLa(zi,...,7,)}. Besa usmeby
oBor Tomojomkor npocropa u CrtoHOBOr mpocropa Bymnose amrebpe Boa, je
OUUTJIeIHA U TTOYMWBa Ha OUjeKIUju:

prs {[ollp € py = u pi Up= U el = {elle] €8} =p.
[olep

Tepbeme 2.3.1 Bawxu:
1) Basmu ckynosu y Si'(A) cy oTBopeno-3aTBOpEHH;
2) SM(A) je xommakTam;
3) SM(A) je TorasHO HEmOBE3aH TPOCTOD.

Hoxas: 1) p € [¢] axxo p ¢ [~¢], ma [p] = S71(A) \ [¢];

2) Hera je F C SM(A). Tanma je F = {[¢] | ¢ € F}, 3a wexko F C ForLs. Hexra
F mMa CBOjCTBO KOHAUYHOT mpeceka. Heka je A komauanm momckyn F-a. Tama je
je {l¢] | ¢ € A} ronauan noackyn ckymna F, ma uMa CBOjCTBO KOHAUHOL IIPECEKA,
Tj. TOCTOjU HEKM TWII p CaIp:kaH y CBakoM eseMHTy ckyma {[p] | ¢ € A}. To
3aIpaBo 3HaUM 1a je A KOHauaH NOACKYN Tuma p, ma Ma |= 3T A\ A (). 3ato
ce MO)Ke 3aK/bYyYnTU na je F' n-Tun, ma je cBaku MOTIYH N-TUN KOju campxu F
a TakaB je Oap jemaH, caIp:kaH y CBUM ejleMeHTHMa ¢aMuianje F, ma je mpecek
Te ¢paMuInje HeIpa3aH,;

3) Hera je p # q. lloctoju ¢ € p\ q, na je p € [p] u q € [~¢] u [p] N[l =0. O

Tepbewe 2.3.2 Arxo je ACBC M upe S)'(B), vexka je pa={pep|pc
ForL,}. Tana je pja € SM(A) u mpecaukaBame p > P|A j€ HEIPEeKMIHO Ipec-
JIVKaBame.

Ilokasz: Axo je p € SM(B), ouma je p = tp(d/B) 3a mero N = Mp.) Heka
je N cymeme crpykrype N Ha jesux Ly. Tana je pja = tpV' (d/A), a Tume u
pa € SN (A). Karo je M N (1. Ma xN'), 10 je SM(A) = SN (A). O

Tepbeme 2.3.3 Herxa cy M u N L-crpykrype, A C M u p: A—N enemen-
rapro u 3a p € 53" (A) mexa je fi(p) = {p(T, u(@))|¢(7,a) € p}. Tana:

1) fp) € Sy (n(A));
2) IIpecaukaBame [i je HEIPEKUIHO;

3) SM(A) u SN (u(A)) cy xomeomopdum.
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Jloka3s :
1) (@, w(@)) & p(p)  axxo
U(z,a) ¢p AKKO
—)( €p AKKO

(

g8 8

TUI, OHJAA je MOTIYH TUII.

fi(p)
Heka je {Qpl(faﬂ(a))vﬂpk(fnu( ))} gﬂ( ) Taﬂa je {Spl(f7a)7'-~a90k(faa)} C p.
[Tomro je p n-tun Baskuhe M |= JT(p1(T,a) A -+ A ¢i(T,q)).

[Tomro je p emementapuo, ouhie N = JZ(p1 (T, u(@)) A -+ A or(Z, u(@)).

Hakme, ji(p) je n- Tun. Taunnmje fi(p) € SN (u(A));

2) Hexka je ¢(Z,a) La-popmyna (1j. ¢(T,7) L-popmyaa).
Tana je p € [p(T,a)] AKKO

o(T,a) €p AKKO

¢(@, @) € p(p)  arxo

i(p) € [p(T, u(@)], ma je p~ (T, w(@)] = [»(Z,al;

3) Y nmokasy mesa TBpbhema mom 2) je Ioka3aHO BUINE, MOKAa3aHO je na je
[l HENIPEKUTHO U OTBOPEHO (M 3aTBOPEHO): U CJauKa Oa3HOr je 6a3aH CKyn u
WHBEP3HA CIUKa Oa3HOr je Da3aH CKYII.

Axko je p # q, onna 3a Heko ¢ € ForLy Baxku ¢ € p\ ¢, a TuMe u
p €[] CSY(A) (mp ¢ [~p] €S (A) mg € [¢] € S(A) (mqdp] € S(A)).

Tana Baxu

ap) € lpl €S ((A)  m Alg) € [¢] € SN (u(A))
na je u(p) # u(q). Hakae, p je ,,1-17 npeciaukaBame.

Axo je g € SN (u(A)), mera je p = {p(Z,a)|0(T, u(@)) € ¢}. Aro mokaxemo na
je p € SM(A), ¢ ob3upom ma je oumrsenno je ji(p) = ¢, nokazahemo ma je u Ha
npeciukasame. Ia je p € SM(A) cnemn us:

() ¥(z,a) ¢ p AKKO

(@, u(@) ¢ q AKKO

(T, u(@)) € q AKKO
(T, a) € p, Ia ako je p TUM, OHJA je MOTIyH TUIM.

(IT) Axo {¢1(Z,a),...,vx(T,a)} C p, omma je
{1/)1(E w(@)), ..., x (T, p(a ))} C ¢, na, momrro je g Tum
Nua E Hw(@bl(f w(@) A -+ Ay (T, u(a))), ma, momto je u eseMen-

My ): 35(%(5’ a) ARERRA wk(f7a))7 na je p TUIl. 0

TAPHO
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Tepbeme 2.3.4 Cnenehm ucka3u cy eKBUBAJIEHTHU:
1) p € SM(A) je mzomosasm;
2) {p} je orBopen crym y SM(A);

3) Hocroju Ly-popmyna ¢ TakBa ga je {p} = [¢]| (¢ he 6uru Gam popmyna
KOja M30JIyje TUI p).

Jloka3s :

,2 = 3" : CBaku OTBOpEH CKyN je yHuja Oa3HuX, ma ako je {p} orBOpeH, oHIA
je {p} = U,jerle] 3a mexy nenpasny pammmujy F. Ilomro je ymuja U, crl¢]
HempasHa, 0ap jelaH mweH diaaH [¢] Mopa Outu Hempaszan. llomTo je yHuja jen-
HOUJIaHA, HUjeJAaH HEH WIaH HEe CMe MMaTU BUIINE OJ jemHor esieMeHTa. Jlakie,
Oap jeman uman yHuje je jemaousan. OQuuriemHo je ma je Taj jeOIWHU €JIEMEHT
jemHounanor ynana yauje Oam p. lakiae, 3a Heko ¢ € ForL, je [¢| = {p};

»,3=2": Ako je [¢] = {p}, onma je {p} GasHu a TUMe U OTBOPEH CKYII;

,1=3": Ila Basku 1) 3maun na nocroju L4-popmyna ¢ taksa na je:
Ma EVE(p@)—p(@)  axo (T €p.

Hexka je q € [¢] \ {p}. Hera je ¥(Z) € ¢\ p. Tana je:

I {1, 0} Cq, na je My = Iz(¢T A9YZT). Hexra je d cBenok e popmyite. Basn
nake, Ma = o(d) m My = ¥(d).

I~ € p, ma Ma = VZ(p(T)—1(T)), na, xaxo Baxku My = ¢(d) Bawuhe u
Ma = (d).

[ u II najy xomTpamukropHe 3akmyuke (Mg = —(d) w Ma = ¥(d)), ma je
mpernocraBka na nocroju q € [p] \ {p} Heonpxusa.

3 =17 : 3anpaso ,,u3 =1 caemu —3”.
Hek me Bazkm 1: 3a cBako ¢(T)€ ForL s nocroju 0(Z)€ p TakBo na
Ma E JZ(e(T) AN—=0(T)). Axro je p € [¢], onna je € p. 3a TaKBO  MOCTOJU Y E p
TaxBo na Ma = JZ(p(T) A (7). Us p,¢€ p cenn na je p € [p] N[¢].
Us Ma = 3z(p(T) A ~(T)) cnemm na je 3a HeKO b € M <% Bawu Ma | ¢(b) n
/\/lA = —(b). Ouuranenso je ma je tp™(b/A) € [p] N [f].

N3 (o] = ([p] N[Y]) U ([¢] N [79]) 1 aumennne na cy [¢|N[Y] u [¢] N [)] HEnpasan
crema [[]| = [([p] N [¥])] + |([g] N [~¢])] = 2, na ne mome Gurn [p] = {p}. 0

Tepbeme 2.3.5
Heka je L jesux, T 3amoBosmuBa L-teopujau p(z1,...,2,) C ForL(xy,...,z,).
Cnenehu ucka3u Cy eKBUBAJCHTHU:

1) TU{p(c1,...,cn)| ¢ € p} je 3amoBossuBa teopuja jesurka LU {ci,...,c,} (upu
uemy Basku LN {cy,...,c,} =0);
2) 3a csaku konauan A C p Bazxku T = 3T /\ o(T);

peA
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3) Cryn p = {[¢]|leg € p} je canpkan y Herom yarpaduiarepy DByiose aire-
6pe BnT-

Axko 3a p(T) Baku jom u na je 3a cBako ¢ € ForL, tauno 6ap jemuo (a tume
u Gam jenHo) o ¢ € p U~ € p, OHIA Cy 1) U 2) eKBUBAJIEHTHU Ca

3") Cryu p = {[¢]|y € p} je ynrpadpunrep Bynose aarebpe B, 1.
Hloxkaz:  Cuauuno xkao TBpheme 2.2.1 O

Hebunaunuja 2.3.6  Hera je T L-teopuja u p(x1,...,2,) C ForL(xy,...,z,).
Ako je TUp/(cq,...,c,) 3anoBoibuBa Teopuja jesurka L U {c1,...,c,}, nupu yemy
Basku L N {cy1,...,c,} = 0, omma 3a p(xy1,...,2,) KAGKEMO 1a je N-TUI TEOPUje
T. Axo 3a cBaky ¢opmyny ¢ € ForL(xi,...,x,) Baxu ¢ € p uau —p € p,
OHIA je p HOTIYHU N-TUO Teopuje 1, a y CyIpOTHOM Oa je AeJIMMWYAH WU
HenornyH. CKyll CBUX NOTIYyHUX n-tunoBa teopuje T ce oGemexasa ca S, (T).
S(T) = | Snsa(T) O

ncw

Hanomena 2.3.7 Tepbheme 2.3.5 3anpaBo HABOAM €KBUBAJEHTE IPETXOIHE €~
¢uHUIT]E. U

Hamomena 2.3.8 Axo je T mormyHa Teopuja, OHIA je HBeHO IeIyKTUBHO 3aTBO-
peme ucto mro u Th(M) 3a 6uno koju M =T, na je S, (T) = SM(0). O

Iepuannmja 2.3.9 Heka je ¢(z1,...,2,) € ForL(xy,...,z,), Hera je L-
reopuja TU {IT p(T)} 3amoBosmuBa u Heka je p (T) n-tun reopuje T. Kaskemo na
 M30JIyje P aKO 3a CBaKy (OPMYIy ¢ € p BaKHU

TEYzy, ..., zp(e(z1, ... xn) = Y(x1,...,20)) O
Hanomena 2.3.10 AKO  mM30sIyje MOTIYyHU TUI P, OHAA 3a CBaKy (HOPMYILy
W € ForL(z,...,%,) BaxK:

Y ED AKKO T EVT,. .., ep(e(x1, ..o 2n) = Y(T1,. .., Zn)). O

Tepbeme 2.3.11 Cnenehu uckasu cy eKBUBAJEHTHU:
1. p€ S,(T) je uzonosan;
2. {p} je orBopen cryn y S,(T);

3. Iocroju L-popmyna ¢ takBa na je {p} = [¢| (p he Guru Gam dopmyna
KOja M30JIyje TUI p).

Hoka3z: Cauubo kao moka3 TBphema 2.3.4. U
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2.4 HWcnymrase TUIOBA

Axo T E Vz(p(T) = ¢¥(T)) 1 M mognen reopuje T, ouna uz M = p(a), cienm
M E¢(@). Oryn caenehe

Tepbeme 2.4.1 Axo ¢ usoayje p, ouma cBaku mozxen teopuje 1T U {ITp(T)}
peanusyje p.

Axo je T moTmyHa Teopuja, OHIA CBAKUA HEH MOIEJ peasin3yje CBe H-eHe M30J0-
BaHE TUIOBE. 0]

[TocraBimba ce nmurame mrTa ca HEM30JOBAHMM TUMOBMMA. CTaHmapaHO MOJLE
peaanux OpojeBa HeMa OeCcKOHAUYHO MaJie OpojeBe, HecrammapHo uMma. Ilakie,
MOsKeMO OupaTu, XoheMo Ju paauTh y MOIESY KOjUu peasim3yje UAU UCIYIITa
Tun 6eckoHauyHO MaJjie OpojeBe. la sm 3a cBakKM HEM30JIOBAH THUI MMaMO uU300P
na ra peaausyjemo uau He? Jla v 3a CBaKW CKYIl HEM30JOBAHUX TUIMOBA MOMKEMO
KOHCTPYMCATU MOIEJ KOjU HCIYIITa CBE TUIIOBE TOr CKyma? AKO He, OHOa IO
KOjUM yCJOBUMAa TO MO:KEMO a MOMd KOjuM He?

Tepbeme 2.4.2 [Teopema o ucnymramy TUIOBA]

Hexka je L majBumie npebpojus jesuk, 1 3amoBossuBa L-Teopuja u p HEM30JIOBAH
(moryhe menornyn) Tun teopuje T. Tana, noctoju npe6bpojus mouxen M teopuje
T koju mucmymTa p.

Ilokas: Heka je p k-tum u mexa je C = {¢;| i < w} ckynm HOBEX cuMGoIa
koucramty u L' = LUC. Hera je Sentl' = {¢;]| i € w} u {d;] i € w} = CF.
Kouncrpyucahiemo L'-peuenune 6; 3a i € w u tume L'-teopujy T = TU{6;| i € w}.
Cyskeme meHOr KaHOHCKOr (XeHKMHOBOr) Momesa Ha jesuk L he Gutu momen
reopuje T koju ucnymra p. Peuenune 6, he 3amosomasatu T | 0;1.1—0; 3a
CBe TIPUPOIHE 1©.

ropak [0]: Heka je 0y = Jx(x = z) [lomro je T menporuspeuna, 6uhe 1O 1
T U{6}.

kopak [3i+ 1] (moruynoct): Ako je TU{03;, p;} mHenporuspeuna teopuja, HEKa je
63i+1 = ‘932' /\gOi, a y CYIpOTHOM HEEKa je 931‘—{—1 = H3i. Y 0ba cnyqaja je TU {931'—{—1}
HenmpoTuBpeuna Teopuja u T’ = 0311 —03;°.

xopax [3i+2] (cBojcrso cBenoka): Heka je n; = min{i| ¢; € C u ¢; ve y4ectByje
y 03i+1}. OBO 3anpaBo 3HAYM 1A je ¢,, IPBU CUMOOJ HOBE KOHCTAHTE KOjUI HUCMO
YHOTPEOUIN y AOCATAIIH0] KOHCTPYKIN)U.

Axo je T U {63, ¢;} menporuspeuna teopuja u @; je obuauka Iz )(x), onma
Heka je 03,40 = 03,01 ANY(cp,). Homro je T U {03,141} menporuspeuna teopuja,
oHa nma mogmei. Ilomro ce ¢,, ce me jaBma y T'U{fs;11}, onna ce y Tom Momey
MOYKE€ MHTEPIPETUPATU KAKO OMJIO M Ta CTPYKTypa he ocTaTu MOJesl TeOopuje

93anpaso je TU{ 03,41 } E T U{0;] j <3i+1}.
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TU{03;4+1}. Momro je 03,11 = O3;A3x)(x) y Tom Momey je 3a10BOsbEeHA HOPMYIA
Jx(z). Axro ce c¢,, unHTepuperupa kao (OWIO KOju) CBEHOK Te (opMmyie, y
nOoBUjeHoj CTPYKTYpU je 3amoBosbeHa ¢popmyna (c,,), a TUME Ta CTPYKTypa
nocraje mozen teopuje TU{f03;2} na je ona nenporuspeuna u T |= O3;10—>03;11.

Axko T U {0s;, p;} Huje HempoTUBpeUYHa Teopuja Wiu @; HAje obuiaka Iz (x),
ouma Heka je 03,49 = 03,41. Ouwnrsenuo je T U {0s;12} Henporuspeuna teopuja
u T = Os40—0311".

ropak [3i + 3] (3aobunaxeme p-a): Heka je d; = (e1,...,e). Herka L-dpopmyita
(z1,...,x) HACTAje TAKO IITO CE€ CBAKO jaBjbame CUMOOJA ¢j € C\{e1,... ex}
y ¢opmyau 0s; 4 IPBO 3aMEHU IPOMEHJLUBOM ¥; & 3ATUM CE€ UCIPEJ CBEra CTaBU
Jy; n cBako jaBmame cuMboNa €; ce 3aMEHU IPOMEHLUBOM ;1.

[TomTo p HUje M30J0BAH TUI, HOCTOjU (OPMYTIa @y(T1,...,T5) € p TAKBA 14
saskn T [~ VZ(Y(T) = ¢y (T)). Hera je 03413 = O3i12 A~y (d;). Tomro je T W
VZ(¢Y(T) = py(T)), To nocroju M, moznen reopuje T U{-VZ(¢Y(T) = ¢y (T))} u
@ € M* rakas na Bamu M = (@) A —py(a@). 360r HaumHA Ha KOju je HacTasa
dopmysa ¥, ako y cTpykTypu M cumBosIe KOHCTAHTH €1, . . . , € UHTEPIPETUPAMO
eJeMeHTUMa ai,...,0, U OCTaJle CUMOOJe KOHCTAHTU U3 C KOje ce jaBimajy y
f3i4+2, 0OMMKA ¢; MHTEPIPETAPAMO CBENOKOM 3a IPOMEHJLUBY Y, oHma M = 1(a)
sraun uero mro u M | 03i42, a M = —py(@) ucto mro u M = —py(d;), na
je Tako mobujena crpykrypa momen teopuje 1T U {f03;43}. 360r 03,43 = 03,49 N
Py (d_z) ouhe T }: ‘93i+3 — 93i+212~

OBuwMm je 3aBpiieHa MHAYKTUBHA KOHCTYypykuuja. Heka je T = TU{6;| i € w}.
Axko 6um Teopuja T’ Ouia mpoTuBpedHa, OHOA OW, 300r KOMIAKTHOCTH, HEKU
BEH KOoHAadaH meo Omo mpotuBpevaH. Jlakme, mocroju m € w TakBo ma je T'U
{6y, ...0,} nporuspeuno. Illra Bume, 360r T |= 6,11 = 0;, 6uhe T'U {0,,} =
TU{bo,...0,}, na je T U{0,,} nporuBpeuna, mro je y CYIPOTHOCTU Ca 1M-TUM
KOPakKOM KOHCTpyKnuje, na 1’ He Moske OUTH IPOTUBPEYHA.

Hera je M’ xamoucku (Xenkunos) momes teopuje T' u (ay,...,ax) € M.
IlomTo cy cBU eleMeHTH CTPyKType M’ mmTepmperamuja HEKUX cUMOosa KOH-
cranTu, TO je k-Topka (ai,...,a) unTepmperamuja merkor d; € (C). Y kopaky
3i + 3 cMo ce mobpurynu ma d; He peanusyje ThI p (TAKO IITO CMO ypPeIuad Ia
3am0BOJbaBa Heranujy (jemme) dopmyie us p).

Haxne, HUjeqaH eleMeHT cTpykTrype M’ He peanusyje p, na ra M’ ucnymra.
M cyxeme crpykrype M’ Ha jesur L je TpaskeHu Momed. O

Hanomena 2.4.3 Kapna 6u L 6uo HenpeOpoOjuB je3uk Takap ga uMa HempeOpo-
juB cryn kouctanTu C' OHIa OM MOTJIO A Ce MOCTYNM OBAKO: ¥YOUM Ce HEKU Ipe-
6pojus ckyn koucrantu Cp = {¢,| n € N} u nenpebpojus ocrarak o3nauu ca Cs.

103anpaso je TU{ 0342 } E T U{0;] 7 < 3i+ 2}

11HOﬂp&3yMeBa ce Oa ce MPOMEHLUBE Y; U T, He jaBmajy y ¢opmymu 63;12. Axo ce jaBmajy,
MOKEMO yMECTO Cj IUCATU Yc; ¥ CTABLATH Hycj U yMeCTO e;j IUCaTU Te;, Ha Ia (OPMysa IOCTAHE
Tﬁ(mep e )x6k>)'

123anpaso je TU{ 03,43} =T U{0;| j < 3i+ 3}.
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Youu ce teopuja T ={-(c=d)| c #d,c,d € Co} n tun p = {~(x = ¢,)| n € N}.
Axo je p(z) L-popmyna raxsa na je T U {3xp(z)} 3am0BobUBO, OHLA, NOMTO ¥
TOj TEOPHUjU yUeCTBYje caMO KOHAUYHO MHOTO Oona KoHCTaHTH u3 (', TOCTOju HEKO
k € N taxso ma je T U{p(ck)} 3amoBomuso, ma ¢ me uzonyje p 2. Cpaxm momedr
teopuje 1T je HempeOPOjUB Te MOpa MMATU €JEeMEHT KOjU HUje UHTEePIpeTalu)ja
HUjeqHor cuMOboia koHcTanTu u3 Cf; Taj €JIeMEeHT peajusyje p. O

TBpbeme 2.4.4 Hexka je L najBume npedpojuB je3uk, 1’ 3amoBossuBa L-Teopuja
u P majBumie npeObpojuB ckyn Hem3ogoBaHux tumnoBa teopuje 1. Tana, moctoju
npebpojus monen M teopuje 1" koju ucnymra cBe p € P.

Hoka3z: P je majsume npeOpojuB, ma moctoju cypjekunuja k : w—P. Hexka
je ™ : w—w? Gujerrmmja u Hera je w(i)= (j, k). IlpaBUMO MCTy KOHCTPYKIHU]jy
Ka0 MaJIolpe, caMo MITO Y Kopaky 3i + 3 00e3benumo na d_J 3aobube tum pi. Ha
Taj HAUMH ce 00e30ebhyje ma HUjenaH eJeMeHT KaHOHCKOT MOJEJa He peausyje
HUjenaH Tui u3 P. 0

2.5 Hepacno3narsuBe, CrosieMu3anuja

IIpumep 2.5.1 Kinacuuan npuMepu (1 BepoBaTHO MHCOUpAaIUja 3a yBoheme mo-
jMa) HepaCHO3HATHUBUX Cy 0a3a BEKTOPCKOD MPOCTOPA W TPAHCIEIeTHa 0Oa3a y
OJbY KOMIIEKCHUX OpojeBa (3ampaBo OMIIO KOju GeckOHaUaH CKyI ajrebapcku
HE3aBUCHUX eJieMeHaTa y Ouiao koMe ajrebapCku 3aTBOPEHOM MOJBY J uuju

je CTemeH TpaHIENEeHTHOCTH OeCKOHAUaH). 3a OMIJIO Koje HU30BE af,...,0, U
bi,...,b, anrebapcku He3aBUCHUX ejleMeHaTa 0a3e IIOCTOjU ayToMopduzam o
Koju cauka a; y b;. Ouurnenno je ma je tanm F = ¢(ay,...,a,) <= ¢(b1,...,b,)
3a CBe (p KOje HeMajy BUIIEe Od N CJI000THUX TPOMEHJ/bUBUX. [l

Hedununuja 2.5.2 Hera je M crpyrrypa je3ura L, I GeckoHayaH CKym u
X ={z;|ie€l}cryn (mehycobro) pasznmuunrux eremenara ckyna M. Ako 3a cBe
N-TOPKE i1, ... 00 1 J1,...,jn Bakn tp™ (24, Ty, ..., 2;, ) = tpM(a:jl,xj2, ce ),
oHIa KaskeMo na je X CKyIl HepaclIo3HAaTJBUBUX CTPYKType M. O

Ouuraenno je ma 6u OMIIO KOja pesaluja IOpeTKa Omiaa mpernpeka Hepacios-
HATJHUBOCTU, A je O UHTepeca yBobheme ciaeneher mojma.

Hedpuannmja 2.5.3 Heka je M crpykrypa jesura L, (I, <) GeckoHAUYaH JIHHE-
apuo ypeben ckyn u X = {z;|i € I} ckyn (MehycobHO) pa3nuyuTux eneMeHaTa
ckyma M. Axo cBe pactyhe n-Topre 3a i1 < iy < -+ < ip U J1 < Jo < -+ < Jp
sagu tp™ (24, Tiy, - -+, i, ) = tpM(2)y, Ty - - -, 2, ), OHAA RKaweMo ma je X CKyT
ypebenux mepacnossmaTbuBUX CTPYKType M. O

13 Ako 61 @ usomoOBaNO P OHA 61 3a cBako n € N Bamumo
T |= Vz(p(z)——(x = cn)) na 6u To Baskno u 3a n = k u 3a £ = ¢ na 6u ouna T = —(ck = cg)
MTO je y CyIpOTHOCTU C MPETHOCTAaBKOM na je I’ 3amoBosbuBa Teopuja.
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Hamomena 2.5.4 Penanuja < xojom ce ypebyje ckyn I He mopa nma Oyme y
je3ury L. U

IIpumep 2.5.5 Crpyrrypa (Q, <) je mpumep cTypkrrype Koja uma ypebene ne-
pacnosnariuBe. Kako cy cBaka nsa maTepsasa (ypebenux) panumonamsaux Gpo-
jeBa m3omMopdHU TO ce 3a cBake ¢ < qh < - < g, u ¢f < ¢ <--- < ¢! nocroje
Oujexuuje g, ..., [n+1 TAKBE I

1. pio = (=00, q1)—>(—00,q7);

2. pi 2 (45, qiq)—(qi qi’y 1), 38 0 <i < m;

3.t 2 (a5 00) —(gp, 00).
U CBAKO NpecJUKaBame yyBa ypebheme. Y HUja

,u:{(Q1aQ1/)a(qgaqg)a""(qvlwqx)} U Hi
0<i<n

je mpecnmkaBame Koje yyBa ypebeme ma je ayroMopduzaM. 3a CBaky (QOpMYIy
¢ TakBy na je |Fv(y)| < n ouurnemno Bazku

Q. <) Evlar, - a,) <= o(ds- - a),

ma je mMeo CKyI pPallMoHAJHUX OpojeBa CKyn ypeheHux Hepacrno3HAT/LUBUX. U

Crpyxkrypa (Q, <) je mpumep CTpYKType KOja HeMa HEpPAa3MO3HAT/LUBE U UMa
ypebene mepacmno3HaTmbuBe.

Tepbeme 2.5.6 Heka je M crpykrypa u (X, <) muneapuo ypeben momckyn

ckyma M TakaB Oa 3a CBaKd map pacTynux HuU30Ba a1 < Ao < --- < ap 1 by <
by < -+ < by mocroju ayromop¢uszam M-a koju ciauka a; y b;, onma je (X, <)
ckyn ypebenux mepacmno3HaTHhUBUX CTPYKType M. U

3a matu ckyn A meka je [A]™ CKym CBUX N-TOWIAHMX MMOACKYyNOBa CKyma A.
[Ipumerumo na ako je A numeapuo ypeben, onmma moctoju 1 — 1 mpecaukaBame
n3meby enemenara ckyna [A]" u pacryhux mn3oBa ememenara ckyna A nyskune
n.

Teopema 2.5.7 — Pam3sujeBa (Ramsey) teopema : Heka je I Geckonauan ckyn
un < w. Heka je ~ penanuja exBusasenunuje Ha [[]"™ Koja mMa (caMo) KOHAYHO
MHOT'O KJiaca, Taga mocrtoju Geckonavan noackyn J C I rtakas ma je meo [J]”
canp:kKaH y jeTHOj KJIacu peJjaluje ~. U

Tepbeme 2.5.8 Herka je L npebpojus jesuk u Hera je 1 merosa Teopuja Koja
nma Geckonaune mogerne. Hera je (I <) Geckonauan suHepano ypeben ckym.
[Tocroju L-crpyrrypa M |= T koja canpsxku ckyn {z;|i € [} kao ckyn ypebhennx
HEepacClIO3HAT/bUBUX.
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Iokas: Heka je L* = L+ N{¢;|i€I}. Herkaje I =TU{-¢; =c;]i# j}UIIL

Ipu 4deMy je I = {()O(Ci17ci27"'7cim) — QO(le,CjZ,...,ijH 3a CBe IIpUDPOJHE
opojeBe m m pactyhe Hu30Be 11 < i < -+ < Uy U J1 < Jo < -+ < Jyp 4
[Fv(e)| <m}.

Axo ce moraske ma je I' 3amoBosuB ckym, oHma he cBaku meH momesn M mmartu
ckyn ypebeHux Hepacmo3HaT/HUBUX U TO he OUTU CKyTI {cf\/[ |iel}.
Heka je A romauan noackyn ckyna . Heka je Ip = {i € I|¢; ce nojasmyje y
ckymy A} u Heka je {©1,...,pm} CKyn popmyna kKoje yuectyjy v IINA. Heka
je Fv(p1) UFv(p2) U---UFv(pn) ={z1,..., 25}
Hexka je N 6eckonauan mozmen teopuje T 1 Heka je <ar OMIO KOje JUHEAPHO
ypebeme crkyna N. IHepunummmo F : [N]"—P({1,2,...,n}) Ha caenehu vauus:
Baa; <ay <---<a, #vera je F({ay,...,a,}) ={k|N E or(a,...,an)}
Tana A ~ B akko F(A) = F(B) nepunuie jenny exkpusajeHuujy ckyma [N]"

kojoj cy wmace {F~1X)|X € P({1,2,...,m} ma ~ mMa KOHAYHO MHOTO KJaca
(jep {1,2,...,m} mma 2™ nmonckynosa). Ilo PasujeBoj reopemu (2.5.7) mocroju
H Geckonauan monckyn ckyna N, takas ma je [H|"™ campskano y jemHoj kiaacu

penamuje ~. Hera je Ta rmaca F~1(X) 3a meko X C {1,2,...,m}. Hexa je f

6uno xKoje npecaukasame [y y H koje uyBa ypebeme, 1j. mera saxu [ (i) < f(j)

akko i < j. Osmaummo ca h; emement f(i). Cama 3a cBe i < iy < --- < i, U CBe
J1<J2<-<Jn

N = or(hi, higy ... hi,) axxko ke X arkxko N = pr(hj, hj,,... hj).

Axo 3a i € Iy uatepuperupamo ¢; ca h;, ouna (N, h;)icr, E A. Harae, A je

3a0BOJBUBO, Ta je I' 3amoBosmuUBO. U

Hepunuannumja 2.5.9 Hera je (X, <x) ypeben ckyn u M crpykrypa koja ra ca-
npxu. 3a ckyn {tp™M(z, xa, ..., Tp) |21, T2, .., EX UL <29 < -+ < 3y, } he-
Mo pehn na je TN Hepacmo3HATHUBUX 1 obenesxapahenmo ra ca tp™ (X, <x).O

Tepbeme 2.5.10 Hera je (X, <x) ckyn ypebenux Hepacno3HATHLUBUX CTPYK-
type M u meka je (Y, <y) Geckonauan auseapuo ypeben ckyn. Ilocroju crpyx-
typa N rtaksa ma je M = N u (Y,<y) je ckyn ypebenux mepacmosHaTmuBUX
crpykrype N u ma Baxu tpM(X, <x) = tp™V (Y, <y). O

Ocobuna 2.5.11 Heka je Ly C Ly u Hera je M; crpykrypa je3ura L; TaxBa
na je My cyxeme cTpykrype Mo Ha jesuk L.

1. Axo je (X, <) cryn ypebenux mepacnosuarimusBux cTpykrype Mo, oHIA je
(X, <) cryn ypebenux mepacnosHaTmbuBux CTpykrType Mo;

2. Axko je X CKyn Hepacmo3HAT/LUBUX CTPYKType Mo, onma je X ckym Hepac-
MO3HAT/LUBUX CTPYKType Mj. O

Hepwmuumnuja 2.5.12 Hera je M crpykrrypa je3ura L m mera je X C M.

Wrr=Lu{cli€l}ys Ln{c|iel}=0
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1. H(X) je monckyn ckyna M koju ce nobuja Tako mTO Ce A0AA]Y CBE KOHCTAH-
Te, Tj. MHTEpIpeTanuje cCuMO0Je KOHCTAHTH Y OHJA 3aTBOPU 3a UHTEPIIpPE-
Tanujy GyHEmIjckux cumbona. Taummje: Xog = XU{cM |c € ConstL} C M.
Xni1 =X, U{fM@)|f € FunL uT e X}

H(X) =U,co, Xn-

2. Ako je H(X) menpasan, ouna Hera je H(X) momctpykrrypa cTrpykrrype M
unju je ckyn mocau H(X). 3a H(X) raskemo na je dbycka ckyma X. O

Ako je 6ap jeman onx ckynaoBa X u ConstL menpasan, ouma he u H(X)
6uty Henpasan u taga he nmocrojatu H(X). H(X) je y HeKoM cMuCILy IOAMOIET
reHepucaH CKynmoMm X:

e H(X) je momcTpykrypa cTpykrype M u
e Ako je X C N u N C M, ouna je H(X) CN.
Ounrnenso je ma je | H(X)|=|X |+ || L].

3a pasznury on asrebpe, rme je jacaH mojam obOjeKTa Te€HEePUCAHOT CKYIIOM,
KajJa Cy pejanuje ,,ymiaery’ , CTBAp Ce KOMIUIMKYje U MOPAMO C€ OUIYUUTHU A4
au he HaMm TJaBHU mOjaM OUTHU ,,IOACTPYKTYpa”’ WU ,,ejleMeHTapHa MOICTPYK-
rypa”’. Ako je M = (Q,<) u X KoHAUaH CKyI palMOHAJIHUX OpOjeBa, OHIA je
ounraenao ma je (X, < NX?) C (Q,<) =M u na mmje (X,< NX?) < (Q, <) =M
Ca npyre crpane, ako je N < M u X C N, onzna nocroju crpykrypa N 'Taxsa
gaje XCN u NKN M.

C Tum y Be3u je cnenehe pazmarpame.
Heka je Jxp(x,y1,...,yn) € ForL dopmyna kojoj cy cinobomae mpoMenmbruBe Gain
Yls- .-, Yn. D& CBAKY TAKBY (HOpMyIy je3mka L youmMmo cuMOOJ n-apHe (yKHINI]Ee

fgw(x,yl’._.’y). Heka je L jesur koju Hacraje Kanm je3auky L momaMoO CBe TaKBe
cuMmboie pyrrnuja. Taunuje,
L=LU { fﬂmcp(w,@) |E|$90(x7y) € ForL n |FV(E|33(,0(ZC,§)) | =nn ff!mgo(w,ﬂ) je n-apun
¢yHrUMjCcK1 cuMmbour }

Hexa je 51 = {V5(320(2,7) = ¢(fape) 7),7)) | Jp(w.7) € ForL}

Tepbeme 2.5.13 Heka je T' treopuja jesura L. Basxku:
1. LCLu Ll =|Ll;

2. Axo je T memporuspeuna Teopuja jesura L, onna je TUY [ mempoTuspedna
reopuja jesuka L u cBaku monen teopuje T’ (jesura L) Moske na ce IPOLUIMPHU IO
mozena teopuje T'U X (jesura L).

3. Akocy M\N ETn ﬂ,./v IBUXOBA PAIIUPEHa Y je3UK L u Momemn Teopuje
TUXr, ogga uz3 M CN cremu M < N. O
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Jlokas :
1. Ouuraenso.

2. Heka je M = T, ueka je |Fv(3ze(x,y))| = n, vera je ay,...,a, € M™" n
Heka je d € M mpou3BosbpHO m3abpaH.

Axo je p(M,a) menpaszan'®, onga Heka je b meros MPOU3BOLHO M3AOPAH eJl-
ement. Heka je tanm faf‘;lw(x 7= b; Y cynpoTHOM, HEKa je fé‘;‘w(x 7= d.

Ha rtaj mauun ce y crpykrypu M MOTy MHTEpIpeTUpaT CBU CUMOOIU CKyTa
L \ L n Ha Taj HAUMH ce nobuje CTPYKTypa M.

Ounrnenso Baxu M = Yy (3zo(2,7) = ©(fazp,y)(F), 7)), ma je cTpykTypa
M mpomwupena no cTpykrype teopuje T'U X .

3. 3a moderax, M C N mosmaun M C N.
Axo 3a Heke ay,...,a, € M™ nocroju b € N Takso na Basku N = ¢(b,a), onna
paxu N = Jro(z,a), a Tume u N | Iz p(z,a), mro y3 N = Vy(Bzp(z,y) =
(fEIaccp(m y)( ) )) ,H&Je N |_ (fﬂxcp(w,@)(a) )) M CN nmoBJIavn fM f‘M7

je faw(:c »(@) = faw(x »(@) € M. Ilarne, 3a mexo d € M Bau M |= ¢(d, ), na,
no Tapcku-Bor Tecty, 3akmyuyjemo ga je M < N. O

Tepbeme 2.5.14 - CrosiemoBa (Skolem) Tteopema : Heka je T teopuja je-
suka L. Iloctoje je3ur L* m meroBa Tteopuja 1™ taxkBu ma je:

LLCL, TCT" u|Ll=|L;
2. CBaku momesa Teopuje T MOke ma ce IpOMmUpH I0 Momeaa Tteopuje 17

3. T* je momncku moTmyHa 6.

Iloka3z: Hexka je T teopuja jesuxa L. Hexka je Lo = L, L,y = E:L u L* =
Un<w Ln- Bamu || Loy || = || Lnll, ma je [[ L7 = | L]|-Ro = || L ||. Hexa je To =T,
Thi1 = ﬁ u T =U,co Tn =TUU,.,XL,. Hpuvewyjyhu tBpbheme 2.5.13
WHIYKTUBHO, JIAKO Ce NOKAa3yjy Tauke 2 1 3 OBOT TBpDema. U

3a enemente ckyma L*\ L kaxkemo na cy CkosemoBe ¢pyHkmuje jesuka L, a
3a esemente ckyna % = T*\ T na cy CrkomemoBe akcmoMme je3mka L. Munerc
y o3Hamm X7 je ompaBpmaH jep CkoJseMoBe akcuoMe He 3aBuce on teopuje 1’ Beh
camo on jesuka L. Axo cy T1 u Tb nBe Teopuje jesura L, ouma cy T, =1T; UX]
Teopuje Koje 3aI0BOJbaBajy yciaoBe TBphema 2.5.14.

3a reopujy jesura L y kojoj 3a cBaky ¢opmymny Jxp(zr,y) € Forl mnoc-
TOju L-TepM t3,,(53)(¥) Taka na je mokasmso Yy (Jxo(x,y) = ©(taze(zy) (7), 7))
raskemMo ma uma yrpabene CrkosiemoBe ¢dysknuje. Hapasuo, To kaskemo 0e3
0063upa [a U CMO CIPOBEJIU MPEeTXOIHY KOHCTPYKIW]Y WJIM je MOYEeTHA TeOpuja
Beh 3a70BOJbABATIA TPAYKEHN YCJIOB.

M = Jzp(z, )
6 Ako cy MAN *=T* u ako je N *C M*, ouna je N *<x M



2.5 Hepacnosuarmuse, CroaeMusanmja 31

Hepununmnuja 2.5.15 Axo je M momen teopuje koja uma yrpabene Cromemoe
dyurnuje u X C M, ouma 3a mycky H(X) rkaxmemo na je CrosieMoBa JbyCKa
ckyna X. U

e H(X) je emeMmeHTapHA HOACTPYKTYypa CTPYKType M.
e Arko je X CY C M, ouna je H(X) x H(Y).

Tepbeme 2.5.16 Iloma JloBenxaju-CrosiemoBa TeopeMa
Hera je M 0Gecronauna L crpyrrypa u meka je X C M. Tama mocroju L
crpykrypa N < M raxsa na X C N u |[N| < |X|+ |L| + No. O

3a cTpyKType Koje ce nmpase kao CKoJeMoBe JbyCKe CKyIIOBa HepPaCIO3HATLUBIX
KaxeMo na cy Eperdojxr-Mocroscku!” crpykrype.

Tepbeme 2.5.17 Heka je T* nornyna teopuja koja uma yrpabeue Cromemone
dymrmmje u mexa cy M u N menu momemu. Hera cy (X,<) u (Y, <) ckynosu
ypebenux mepacnosuarmusx crpykrypa M u N takxsu na je tp(X, <) = tp(Y, <).

1. Dtp(H(X)) = Dtp(H(Y));

2. Arxo je p npecauraBame u3 X y Y koje uyBa ypebeme, oHma ce mpomyskaBa
no enemenrapuory yranama u* CromemoBe jpycke X y CROIEMOBY JbYCKY

Y-a. [lra sume, axu pu*(H(X)) = H(u(X));

3. Ako je p mpecaukaBame u3 X y mera caMor U ako 4dyBa ypebeme, omna
ce mpomayskaBa 10 ayromopdusma ctpykrrype H(X). O

Tepbewe 2.5.18 Epen¢ojxr-MocroBcku (Ehrenfeucht-Mostowski):

Heka je T mormyna Tteopuja Koja nMma GeckoHaune mozesne u Heka je (X, <) Heru
6eckonavan suHeapHo ypeben ckyn. Tama mocroju crpykrypa M =T y K0joj
je (X,<) ckyn ypebenux Hepacmo3HAT/LUBUX U CBAKO IIPECIUKABAMmE CKyma X
KOje uyBa ypebeme ce mpomy:kaBa n0 ayroMopdusma cTpykrype M. U

Tepbeme 2.5.19 Heka je T mpebpojuBa mormyna Teopuja je3ura L. Ako
T unma OeckoHauHe Momesie, OHAa uMa mpebpojuB Momen M TakaB ma 3a CBaKWU
kKapanHaa k > Vg nocroju mogen N mohu k takas na je Dtp(M) = Dtp(N). O

17Ehrenfeucht-Mostowski
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I'maBa 3

MauJie m BeJIMKe CTPYKType

Monenu Teopuje koju ce yranajy (ereMeHTapHO) y CBe APYyre MOJAeNe, U KOJU CY
nakjae, MHTYUTUBHO MaJu, Cy VjeIHO U MOJEJU KOjU Peasin3y]jy HajMame MOoryhe
TunoBa. 3oBeMo ux npoctuM. Ca gpyre cTpaHe Cy MOIEJIU TeOpPHUje KOju pe-
anu3yjy HajBume moryhe tunosa. Ilokasyje ce ma cy y mux yramajy (eseMmen-
TapHO) CBU APYTU MOJEJU T€ TEOPUje KapIUHATIHOCTUA MAHe WU jeIHAKE NATOM
Momesim. 30BeMo ux 3acuhenuM. OBO moryaB/be ce DaBU TaKBUM CTPYKTYpaMma,
oHnocuMa Mehy BmuUMa M yCIOBUMA 3a BUXOBO IOCTOjambe.

3.1 IIpocTtu monenu

HNedununuja 3.1.1 Hera je T rommierna! teopuja u M = T. Ako 3a cBako

N E T nocroju eamentapuo u : M—N, omna 3a M kKameMmMo na je IPOCT
Mozmen teopuje T. Axro je A C M u axo 3a cBako N =T u cBako eseMEeHTapHO
i : A— N moctoju emementapuo ux : M—N koje mponmyxkasa , omma 3a M
KayKeMO Ja je MpoCcT MomeJsi teopuje 1T Ham ckynom A. U

IIpumep 3.1.2 Hera je T = ACFy u F anreGapcko 3aTBOPEHE MOba PAIOHAJ-
uux OpojeBa. Csako ACF( mosme camp:ky KONMUjy panuoOHAJHUX OpOjeBa ma akro
je K = ACF ouna ce F yrana y K. Ilomro je ACFy Mozmesncku normyHa reopuja
TO yTamame je eaeMeHTapHO. 3atTo je F mpoct momen teopuje ACFy. U

IIpumep 3.1.3 Cauuyao TpeTXOmAHOM TPUMEPY, PEaJHO 3aTBOPEHE MOJba pa-
nuoHaJHUX OpojeBa je mpoct monen teopuje RCF. U

1KOM1'LTI€THOCT Teopmje ciaenu m3 HOCTOjaH)a IpoCcTOr MOJeJia WM MOJeJia IIPOCTOI Hald CKYIIOM, IIa

CMO je MOIVIM M30CTABUTU U3 Ae(PUHUNN]jE
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IIpumep 3.1.4 Cuuuno, 36or mogeincke normyroctu, (Q,>) je mpoct momen
teopuje DLO. U

IIpumep 3.1.5 (N, +,-,<,0,1) je npoct monen reopuje Th(N, +,-,<,0,1). O

Jepurunuja 3.1.6 Heka je L najBumne npebpojuB je3uk, 1 meroBa MOTIIYHA
teopuja u M = T. Axo je 3a csako a € M~ tun tp(a) € S(T) uzonosan,
oHIa KaxkeMo na je M aromckm momnes teopuje 1. Axo je A C M 3a cBako
@ € M<Y tun tp(a/A) € SM(A) uzonosan, oHma KaskemMo ga je M aTOMCKU
MomneJi teopuje T man ckymoMm A. O

Tepbeme 3.1.7 Heka je L majBume npebpojuB je3uk, 1’ 3a10BOJBUBA U MOT-
nysa L-teopuja koja mMma OGeckoHauHe Mozerne u Heka je M =T
M je mpoct mMomen akko je M aroMmcku u npedbpOjuB MOIEI.

Iloka3s :

, = 7 : Hera je M mpoct momen teopuje 1. Ilomro je T Teopuja HajBuire
npeOpOjUBOr je3mKa, OHa mMa npedbpojuB momena. Y Ttaj momen teopuje 1’ ce,
Kao m y cBe ocraJe, yrana M jep je mpocrt, ma u ou cam (M) mopa Outwn
npebpojus. Aro @ € M<¥ peanusyje p € S(T) u p yrana M y weku N E T,
onga u p(a) € N<¥ peanusyje uctu p, na p He cMe OUTU HEU3O0JOBAH, jep TAKAB
MOKe Ja ce ucnyctu (y HEeKOM MOmexy y Koju ce M yrama).

, < 7 : Heka je M npebpojus aroMmcku monena teopuje T u Hera je N 6mio
koju apyru monen teopuje T. Hera je M = {a;| i < w} mobpo ypebeme nocaua
cTpykType M.

1. Heka je pp =0 un 0 = {a;] j < 0}.
2. Axo je KOHCTPYHCAHO eJeMEHTAPHO NpeCciIuKaBame (i : {a;| j < i}—N,
IPOIYKUMO Ta IO eJIeMeHTapHOr L1 : {aj| j < i+ 1}—N.

[MomTo je M aromckn, tp™(ag, ..., a;) je msomosan. Heka je p(vo,...,v;) dop-
Mysa Koja Ta mzonyje. Tama je Jv;p(vo, ..., vi_1,v;) € tp™(ag,...,a;_1), a momTo
je p; ememenTapuo 6uhe u Jvip(vo, ..., vi—1,v) € tp™ (u(ag),. .., p(ai_1)), ma moc-

Toju b € N taxso ma N | ¢(u(ag),...,u(ai—1),b), a Tame u tp™(ag,...,a;) =
toN (u(ag), . .., plai—1),b). Aro pip1 mepuammenmo jemnaromhy juiqp 1 = puU{(as,b)},
ounrnemno je (u3 tpMag,...,a;) = tp™N(u(ag),. .., pu(as))) oa je piy1 emeMen-
TapPHO.

W= Ui<w [b; j€ OUMIJIEeTHO eJeMEeHTApHO U AOMeH My je nmeo M ma je emeMeH-
tapHo yraname. [lakmae, M je mpoct monmen teopuje 1. O

Tepbeme 3.1.8 Axo je L majBume npebpojuB je3uk m 1 meroBa MOTIYHA
Teopurja Koja mMa OeCKOHaUYHe MoJeJie, OHAa Cy cjienehu McKa3y eKBUBAJHETHU:
1) T uma mpoct Mozmedn;
2) T uma aTOMCKU TIpebPOjUuB MOIET;
3) mzonoBanu tunosu cy ryctu y S,(7T) 3a cBako n € N.
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Jloka3s :
» 1< 27 : Ilokazano tBphemem 3.1.7.
»,2 = 3" : Hera je M aromcrku monen teopuje T u o(T) popmyna jesura L

carmacua ca teopujom T. Ilakne, T &= JTp(T). Hera je a € M<“ cBenok e
dpopmyne y crpykrypu M. Tana je tp™(@) nzonosan u cagpxan y [¢].

»3 = 27 : Heka je N;={-¢(x1,...,z;) | p(x1,...,2;) m3onyje tun y S;(T)}.
Ako L-dopmyna 6(zq,...,x;) uzonyje N;, ouma je —0(xy1,...,x;) € N;, mro je
memoryhe. Ilakme, N; je mim HecarjacaH CKyIn (OpMyJa WUIU je HEM30JOBaAHU
tun, Moryhe wHenornyH. Ha ocuoBy TtBpbema 2.4.4, mocToju mpeOpojuB Momesn
reopuje T woju mcmymra cBe esemenrte ckyna {N;11 | i € w}. To je Tpaskena
CTPYKTYypa. U

Tepbeme 3.1.9 Jlema morpebHa 3a noka3 tBpbema 3.1.11 u 6.1.3:

Heka je L majBuime npebpojus jesuk, T werosa normyna teopuja, M =T,
A C M, k 6ecrkonavaun kapauaan u |A| < k. Ako 3a Hexy GopMyny ¢ Baxku
|[¢]| > Kk, orma mocToju popmyna 6 Taksa na je u | [¢AO]| >k u [[¢A-0]| > k.

([e]={pe S (A)|¢€p})

Hoxa3: IIpernocrasumo cymporno. Heka je p={ 6 | [[¢ AO]| > k}. Tlomro
CMO TPEeTHOCTABWIN & HU 3a jenny dpopmymny 0 He Basku na je u [[¢ANO]| > k
ul|[¢pAN—-0]| > kK, ouna he 3a cBaro 0 € p ma Baxu |[¢ A —0] < k. JacHo je
na je 3a csako 0 € ForLa(zy,...,x,) Baxku Tayso jemHo ox 0 € pu =60 € p
(jep cMo mpernocraBuau na HE 3a jemuo § muje mcroBpemeno u |[¢pAO]| >k u
[[¢A=0]] >k ujep je [pAO]U[PA—O] =[¢] u [[¢]| > k). arme, axo je p
carnacan ca T 6uhe nornyn tun. Heka je {¢1,...,pr} KOHAUAH TOACKYI p-a.
-Ako je /\j.;:1 p; € p, oHma je |[[¢ A /\;.C:1 @; || > K, ma mocroju Tum (uMa ux
HENpPeOPOjUBO MHOIO) KOJU CAIPIKU ¢ A /\j:1 ©j a TUMe U /\j:1 ©j, ma je /\j:1 ©;
3a0BOJLUBA.
-Ako Hmje /\;?:1 ©¢j € p, OHIa MOpa buTn; —|/\§:1 ©j € p, Tj. \/?:1 —p; €Ep, a
k : k k
vsie 11 VA ]| > k. Tomro je [V, =] = USL,[~y], Gutie [=g5]] > &,
3a Oap jemmo j. Amm, oHma je - @; € p, ma HHUje ¢; € p, WTO je y CyIPOTHOCTHU C
M 1a je {p1,..., Pk} TOACKYI p-a.
Hakne, p je nmornyn n-tun. Ako je q € [¢] \ {p}, omna mocroju 0 € ¢\ p. Iakme,
g€ pNO nupd¢|pANb]. Aro ozmaummo —0 ca 1, onma ce moxke pehum na je
1€ 6A-0] mpe A darme, axo je g € [¢] \ {p}, omma je q € [ A=), 2a
Hexo ¢ € p. Taunnje, axo je q € [¢] \ {p}, onna je ¢ € Uy, o A 9]
Taxse, (6] = {p} UUye,[6 A~ 9], 1a | [6]] = [0} + | Unerld A ~4]] < 5, jep 3a
cBako ¢ € p Baxku |[¢ A -] < k u |p| < K, wro je y cynporHocTH ¢ | [¢]| > k. O

Tepbeme 3.1.10 Jlema morpebHa 3a moka3 TBpbema 3.1.11 u 6.1.4:

Heka je L majsume npebpojus jesuk, T merosa normysa teopuja, M =T u
A C M. Axo 3a Hery ¢popmyny ¢(T) Baxku na je [¢(T)| menpasan u He canp:ku
mujenan mszomosanu tun u3 SA(A), omma mocroju dopmyna 6(Z) Taksa ma Hu
[6(Z) ANO(Z)] uu [¢(T) A —0(T)] HE cagpske M30I0BaHE TUIOBE U HEIPA3HU CY.
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TUT OHAA OUW Taj TUI CaApKABajIa U HUXOBA yHUja [ (7).
Axo 6u 3a cBako () Gap jeman oxn [¢(T)NO(T)| u [¢(T) A= 6(T)] Guo upaszan
(a me Mory mcToBpeMeno Outu 06a), onma meka je p = {0(T)|[o(T) AO(T)] # 0}.
(x) 0(z) ¢ p axxo [¢(T) AO(T)] = 0.
Hexka je q € [¢(T)]. Ako je ¢ # p. Tanma nocroju (T) € ¢\ p. Basxun:
ou3 )(Z) € q cnemm na je q € [¢(T) AY(T)];
ous (x) m (T) ¢ p cremn ma je [$(T) Ap(T)] = 0.

Iakie, He Moske Outu ¢ # p. Ipyrum peumma:

Hoxka3z: Axko 6u 6ap jenan on [¢(ZT)AO(ZT)] u [¢(T) AN—-6(T)] canpxao n3onsoBanu
¢(

e p je Tum;
e p je jemunu enement ckyna [H(T)]|, na ¢(T) uzomyje p. O
Tepbeme 3.1.11 Axo je L majBume mpeOpojuB je3uk, 1T meroBa MOTIIyHA

teopuja, M |= T npe6pojus, A C M u |SM(A)| < 2%, onna:
1) msonosanu Tunosu y Si(A) cy rycTu;
2) S (A < Ro.

Iloka3s :

1. Axo je [0(Z)] # 0 u ako y [0(T)] HemMa M30I0BAHUX TUMOBA, MOPA MOCTOjATH
¢(T) TakBa na cy u [IA¢] u [0 A\—¢| Henpasun (1, HApABHO, HE CAAPIKE N30JIOBAHE
TUIOBE).

[IpeTmocTaBUMO 1a M30JI0BAHU TUIOBY He unmHe rycT ckym y Si(A). Hampa-
Brhemo OuHAapHO OPBO (hopMyJia ymja he cBaka rpana OUTH jenaH DOTIYVH N-THUII
U paziuuuTe TpaHe he maBaTé pa3iudmTe TUNOBE, Ma he ux mmartu Gap 280,

ropak 1: Heka je ¢(T) 6uio koja ¢gopmysa taksa na je [p(T)] menpaszan u ne
calp:KU M30JI0BaHe TUIOBe. T'akaB MOCTOjU jep M30JOBAHN TUIOBU HE YUMHE
ryct ckyn y S2M(A). Tlo tepbemy 3.1.10 mocToju 1) TakBa ma cy u [p A )]
u [p A —1)| Hempasuu u He canpske uszoaoBane tumose. O3mauumo p AP ca
P1, ¢ N ca o 1 p ca pyp.

Axo cMo 3a cBe 0 € 2' KOHCTPYUCAIA (P, MPETAZUMO HA

kopak i+ 1: 3a ¢,, mo tBphewy 3.1.10, mocToju v TakBo ma cy u [p, A Y] u
(s A 1] HEIpa3HM U He cangpske u3os0BaHe TUOBe. Heka cy @1 = o AY
U Qg0 = Qg N .

W3 xoHCTpyEKIMje je jacHo ma 3a 6mio koje o, T € 280 Basxu:

e [, je HEIpa3aH U HE CAAPKU U30JOBAHE TUIOBE;

e Ako je 0 C 7T oHIA ©r F VY4;

® prj E ri-j

Hera je f € 2¥. Bawu [py,] D [¢f,] D [py,] D
Naxme, cryn {[py,,,] | i € w} mpeacraBma daMunujy 3aTBOPEHUX CKyTOBa KOja
MMa CBOjCTBO KoHAuHOT mpeceka. Si'(A) je KOMIaKTaH TOTMOJIONIKY TPOCTOD, Ma
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{lpf]l i € w} nva menmpaszan mpecek. V3abepumMo MPOU3BOJbLAH €JIEMEHT TOT
Ipeceka U O3HAYMMO ra ca prs. Ako je f # g oHZa mocToju i € w TakaB Ia
je fii = g;s m f(i) # g(i). Ilo womcTpykumjm je @y .., | 7@y, , Ta Cy Py U pg
paznuuntu. llakie, nomemusame f — pr je 1—1 na cremm 2% = [2¢| = |{ps | f €
2} < IS (A))-

2. CanyHo Kako MaJionpe, HanpasuheMo OMHAPHO OPBO.

Hexa je |SM(A)| > Ng. [MomTo dpopmyna mma mpeGpojuso mMuOTO, Tj. Si(A)
je yHuja nmpebpOjuBO MHOIO CKyIOBa, 0Oap jemaH on HBUX MOpa maa Oyme Hempe-
6pojus. Heka je To [py].

ropak 1: Ilo repbemy 3.1.9 mocroju popmyna ¢, Taksa na cy u [pAY] u [pA—Y]
HenpeOpojuBu. Heka cy o1 = o AY u g = ¢ A =1, Baxn:

o |[p;]] > Ro;
® i P
Axo cMoO 3a cBe 0 € 2 KOHCTPYUCAIH Py, OHIA IPEJIa3UMO Ha

kopak i+ 1: ITomro |[ps]| > No, oner Ha ocuoBy TBphama 3.1.9 mocrtoju ¢op-
Myna 6, rakBa na cy u [pA0] u [pA— 6] menpebpojusu. Heka cy ¢,1 = ¢o A0
1 Qo0 =Yy N\0. Bamn:

* [[po;ll > Ro;
® YojE " Po1-j-
13 KOHCTpyKIHMje je jacHO ma 3a 6mio Koje 0,7 € 280 Baku:
Ako je 0 C 7T oHma ©r F @Yo

Cnuuno ¥ao Mmajompe, cBakoM f € 2¢ moske ce momemutu pp € Si(A) m o

nonemuBame je 1 — 1, ma Tumosa uma Gap 280, O
Tepbemwe 3.1.12 Axo je |SM(A)| < 2% omma T uma mpocT MoOmeT.

Jloxra3s : Axo je |SM(A)| < 28, omma je, ma ocmoBy TBpbema 3.1.11, crym
usonoBoHamx Tumosa ryct y SAY(A), a Tama, ma ocmoBy TBphema 3.1.8, 3a-
KJbYUMjeMO Ja MMa MPOCT MOIEJ. O

Axo je |SM(A)| < 28, onna je A majsume mpebpojus ma taga T uMa aTOMCKA
man A tj npoct mHan A. To cienu u3 yumenure na kan ancopoyjemo A y jesuk me
Mema ce HumTa, Tj. L4 ocraje najsume npebpojus, T’ = Th(M 4) je npommupeme
teopuje T y jesur L u sasku |S,(T')| < 28, ma T’ uma mpoct (1 aToMCEU mpe-
6pojus) mMomen, a Ta cTpykTypa je Ham A npoct (1 atomcku momen) teopuje T
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Hepunuumuja 3.1.13 Hexka je k 6eckonauan kapanaasa. Aro 3a cBako A C M 3a
Koje Baskn |A| < K, CBAKO IEJIUMUYHO eJeMEeHTAapHO npecaukasame f: A—M u
cBako b € M nocroju neaumuuno eseMmentapuo g : AU{b}— M roje npomy:kasa
f, onma kaxkemo ma je M k-xomoreHa crpykrypa. Kaxkemo na je M xomoreHa
CTPYKTYDa, ako je |M]|-xomorena. O

Tepbewe 3.1.14 Hera je A C M, |A] < |[M| u p : A—M enemenrapHO
npeciukaBame. Ako je M XoMmoreHa CTpyKTypa, OHAA MOCTOjU ayTOMOpdu3am
cTpykType M Koju mpomy:kaBa .

Crenujaino, aBe n-TOPKE ejleMeHATa XOMOTEHEe CTPYKTYPE MMajy UCTU TUI,
aKKO IIOCTOJU ayTOMOp(}U3aM KOJU JeIHY N-TOPKY CIUKa y IPYTY. U

Hoxa3z: Ypemumo nobpo M: M = {a.| a < |M]|}.

nmouerak : Heka je ug = pu: A— M. pg je, mo yciaoBy tBpbhema, ereMeHTapHO
IIPECIINKABALE.

canenbenuk : Axo je 3a HekO « < |M| KOHCTPpYHCAHO €JIEMEHTAPHO MIPEeCIUKa-
Bame (i, ca ocobunoM |dom(u,)| < |M], omga ce 360r XOMOr€HOCTH CTPYK-
Type M, oHO (liq) MOM¥KE IPOIYKUTU N0 €JIEMEHTAPHOL 7)q = fio U {aq,b)}.
[Ipecaukasame 7,1 je Takobe enmemenTapHO (pPe30HOBamE CIUYHO KAO Y
nokazy TBpbema 2.2.6), ma ce MOMKe NPOLYKUTUA OO E€MEHTAPHOL V, =
nat U{(aa,d)}. Tama je v,!' enemenrapuo npecaukasame. O3znauummo ca
[o+1 E-EMY MHBEDP3HO NpECIuKaBame. Baku fio+1 = fo U {(aa,b), (d,aq)}-

1. pa41 je emeMeHTApHO NMpPECIUKABAIE y UMjeM NOMEHY U CKYIy CIUKa
ce HaJIa3M! Q.

2. JIOMEH NpeclIuKaBama f[lo41 WUMa HAJBUIIE NBa E€JIEMEHTA BUIIE HEro
MIOMEH TIPECIUKABAA iy, Ta ako je owmmo |dom(us)| < |M|, omma je
|[dom (pia41)] < |M].

rpagnuHy : Ako je o < |M| rpaEuvyHM OpAMHAJT TAaKaB ma je 3a cBaku [ < «
IpeCIuKaBame 13 eJeMeHTapHo u aa je |dom(ug)| < |[M|, onma Heka je fio =

Up<a tp. Oumraenno je ma je |dom(ua)| < [M| u na je pi, enemenrapzo
IPECIUKABALE.

H|p| J€ TPamKeHn ayTOMOp(pusam.o
Axo je tp™M(@) = tp™(b), onma je mpeciuraBame p = {(a;, b;)|i < n} enemesn-
taprao. [lo manmonpebammem, p ce MOke TPOLYKUTUA OO0 ayTOMOP(U3IMA. 0

Tepbeme 3.1.15 ATomMmcku Momesu cy No-XOMOTEHU.
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Joka3: Heka je M aromcku monmes u Heka je p = {(a;,b;) |1 < n} ememenrapno
npecaukasame u d € M. Hexa dopmyna o(Z,y) usonyje tun tp™(@,d). Tana
je Jyp(@,y) € tp™M (@) n tp™(@) = tp™(b), ma M | Jyp(b,y). Hexa je e € M
ceenok dopmyne Jyp(b,y), Tj. Hexa je M | ¢(be). Tana je tpM(a,d) =
tpM(b,e), ma je n = p U {(b,d)} enemenrapuo mpecmukasame. Iakte, M je
Np-XOMOreHa CTPYKTYpaA. U

Hedbununuja 3.1.16 Hera je T mormyna Teopuja u M men momesn. 3a CKymn
ceux tunosa (m3 S(T) = U, ¢, Sn(T)) xoju ce peamusyjy y M ramemo na
je majarpam tmnoBa cTpykrype M. Ilujarpam tunosa ctpykrype M hemo
osnauaBatu ca Dtp(M). O

Tepbeme 3.1.17 Heka je L HajBumie npedpojus je3ur, 1 meroBa MOTIIyHA TEO-
puja u M u N npebpojuBu m xomoreru mozeau teopuje T. M = N arko

Dtp(M) = Dtp(N).
Hoka3z: ,, = 7 : OQuuraensHo.

, <=7 : Hekacy {a;|i<w}=Mu{b|i<w}=N
KoncrpyuncahiemMo HU3 esleMEHTAPHUX NPECIMKABAbA U3 MOACKYIIOBA CTPYKTYPe
M y crpyrrypy N.

kopak 0: Heka je pug = (). Ilomro je T mormyHa Teopuja, fo jé €JIEeMEHTAPHO.
Axo je KOHCTpyHCAHO [i;, OHIAa MOkeMo na npebemo Ha

kopak i+ 1: Hera je j majumamu Taxas na a; auje y dom(u;) = {a;,, @i, ..., a;, }-
Hexa je p = tpM(a;,, a4, ..., a4,,a;). Homro je Dtp(M) = Dtp(N), mopa
nocrojatu (dy,...,dg,d) € N¥*! TaxBo ma je

tpN(dl,...,dk,d) =p= tpM(ail,ah...,aik,aj).

Tama je tpV(dy,...,dx) = p = tpM(as,, ..., ai,) = 0V (nilas,), - ., pilai,))
(mocienma jemHakrocT jep je p; enemenrapuo). IIpeciaukaBame koje cauka
(diy...,dg)y (wiai),...,pi(a;,)) je eremerrapso, na ce, 3600 XOMOI€HOCTH
crpykrype N, moske npoxy:kutu 10 f ayromopdusma crpykrype N.

Tana je

tpN(Mi(ah): oo 7uz(azk)7f(d)) = tpN(dla cee 7dk7d) = tpM(a'ila cee 7a'ik7aj)7

na je n; = p;U{(a;, f(d))} ememenrapmno. n; ! je rakobe enementapno. Heka
je | majMamu taxas ma b; muje y dom(n; ') = {bi,, biy ... by, }. Comuno
Ka0 MAJIONpe, 7); | ce MOe MPOYKATH 10 eJTEeMEHTAPHOT V; TAKBOT 1A je
dom(v;) = dom(n; ') U {h;}. Ouna je piy1 = v; ' emeMentapuo mpecimka-
Bame.
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Hera je p = (J;., ii- p je oumriieHO eJTeMeHTapHO NpeciuKaBame. EaeMenT
a; € M je momat mOMeHY NIpeciMKaBama [t HaJKACHUje y 1-TOM KOPaKy, Ia je [
eJIeMEHTapHO yTalame, Tj. JoMeH My je meo M. Enementy b; € N je maben
Heku u3 M Koju ce cauKa y Hera, HajKacHHUje y j-OM KOpPaky mna je i ,,Ha”
eJeMEHTapHO MIPECINKABAIE, & TUME U M30MOP(PU3aM. U

Ilocnemuma 3.1.18 Heka je L majBume npebpojuB je3uk, 1 meroBa MOTIYHA
teopuja u M u N npocrtu monenu teopuje T. Bawu M = N.

Hoxka3z: Ilo tephemy 3.1.7, M u N cy atroMmcku u npeGpojusu, ma Cy IO TBp-
bewy 3.1.15 uzomopduM. l

3.2 3acuhene cTpyKrype

Hedpumuumnuja 3.2.1 Heka je k 6ecrkonauvan kapauuaJt, L HajBume npedpojus
jesuk, T merosa rommierHa teopuja u M = T. Kaxkemo na je M k-3acuhen
axo 3a cBako A C M 3a koje Basm |A| < k y M peamusosano ceaxo p € SM(A).
Ka:xemo na je M 3acuhen axo je |M|-3acuhiesn. O

Tepbeme 3.2.2 3a mpuponan O6poj n m OGECKOHAUYAH KAPIUHAJ K Cy €KBUBa-
JICHTHUM NCKAa3U:

e M k-3acuhen;

e Ako je AC M, |A| < k u p (e oGaBe3HO NOTIYH) n-Tul Hax A, oHma ce p
peanusyje y M;

e Axo je AC M,|A| < k u p (He obaBe3no noruyH) l-tun Hax A, oHza ce p
peanusyje y M. O

Tepbeme 3.2.3 Hera je k OeckoHaUYaH KapauHAJI.
Axo je M k-3acuhena, ouna je M k-XOMOT€Ha CTPYKTYpa. O

Tepbeme 3.2.4 Heka je L najsume npedbpojus je3uk, Heka je M L-cTpykTypa
n meka je T'= Th(M). Tana:

M je Rg-zacuhena akko je Ng-xomorena u peasmu3syje cse tunose y S(7T).0

ITocnemuma 3.2.5 Axo cy mBe cTpykType 3acuheHu m nmpeOpOjuBU MO I
1CTe NMOTIyHEe TeOopuje HajBuile nNpedbpojuBOr je3uka, OHA Cy M30MODQHE jenHa
OpYyTOoj. U
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Tepbeme 3.2.6 Hexka je M cTpykrypa npebpojusor jesura. IlocToju crpyx-
Typa M = M koja je Ng-xoMorena u 3a Kojy Baku |[M| = |M].

Hoxa3: IIpso hemo 3a mpouwssomry crpykrypy N mahm N’ = N, taxso na
je IN| = |N’| u na 3a cBaky TpOjKy @, b,d € N<¢ raxsy ma je tp™ (@) = tp™V(b),
nocroju e € N’ taxso zma je tpV (@,d) = tp™ (b, e).

Hexka je {(@a,ba,d) ]oz < |N|} Ha6paja}be cBux Tpojku (@,b,d) TakBuX ma je
a,b,d € N<“ u na je tpV(a) = tp"(b). pasuhemo enremenTapu; TaHAI CTPYK-
typa No S N1 SN2 5 S Naooo!

1) Heka je Ny :N.o

2) Ako je o TpaHWYHM OpauHAJ, OHAA Heka je N, = U5<a Ng.o

3) 3a a = B+1 nexra je II(z) = {p(bg, z) | N3 = p(as,d)} UThy, (N 5). Hexka je
A(c) romauan noackyn ckyma 11(c) u mexa je {¢1(bg, ), p2(bg, ), ..., kb, x)} =
A(z) \ Thy,(Npg). Tama 3a cBako i € {1,2,...,k} Baxu N |= p;(ag,d), a Tume
n N | ¢1(bg,d) A p2(bg,d) A=+ A pp(bs, d).

Haxne, Ng |= Jx(p1(bg, ©) Apa(bg, 2) A Apr(bg, ), a me Ng = ¢1(bg, ¢) A
w2(bg,c) A+ AN pr(bg, c), mro y3 Ng = Thy,(Ng) maje Ng = Alc).

Haxme, II(c) je (koHauHO) 3aM0BOBUB CKyn peuennna jesuxa LygU{c}. Hexra
je Ny (o= B+ 1) cyeme meHor momena Ha je3ur L.o

1, 2 1 3. YMHe WMHAYKTUBHY KOHCTPYKIWjy eJeMeHTapHOr ndaHna. Hexka je N/ =
U<y Na- Ounrnemno je na je [N'| = |N].

1. Heka Je_./\/lo = M’. Iaxne, 3a cBaxy TpOJKy a,b,d € M<°i, TaKBy Oa je
tp™(a) = tpM(b), mocroju e € My TaxBo ma je tp™°(a,d) = tpMo(b,e).

2. Hera je Z\/li+1 = M. Ilakme, 3a cBaky TpOjKy @,b,d € sz_“{, TAKBY J1a je
tpM (@) = tpM(b), mocroju e € M; | TaxBo ma je tp™i+i(a,d) = tpMi+1(b,e).

Heka je M = U,co Mi. Oumrnemso je na je M| = M| u ma je M -
XOMOT€Ha CTPYKTYpA. O

Tepbeme 3.2.7 Hexka je T mornyHa Teopuja npedpojuBor je3uka. 1 mma mpe-
6pojus 3acuhen monen axko je S(T') majsume mpeGpojus?. U

IMocaemuma 3.2.8 1. Ako T uma npebpojus 3acuhien MO, OHIA UMa U TPOCT
MOIeJI.

2. Axo T uma mame ox 280 Mozmena, oHza uMma u 3acuher mpebpojuB U HPOCT
MOJEI. U

Tepbeme 3.2.9

2

U Tal 32 BY KaKeMO Ja je MaJa.
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1. 3a cee M mocroju kT-3acuhen monen N = M 3a koje je |[N| < |M]~.
2. Axo je 2" = kT, onzma mocroju 3acuhien monen teopuje T mohu k™.

3. Axo je k mempeGpojus, perymapan® kapauHaJ Takas na je 2 < k 3a CBe
A < Kk, ogga T mMma 3acmhen Mozmes mMohu k. O

Hedumuumnuja 3.2.10: Heka je k OecrkoHavaH KapaumHaJI. 3a MOTOYHY Teopujy 1’
Ka:KeMo na je k-crabuima ako us M =T, AC M u |A| < k cremn |[SM(A)| < k.

Kaskemo na je M rk-crabunna ako je raksa Th(M). O

Tepbeme 3.2.11 Heka je k perymapan kapauaai. Ako je T k-crabuana, oHIa
nocroju 3acuher M | T mohwu k. Hlra Bume, 3a My = T mohu k, nocroju
3acuhen M = My mohu k.

Crmenujanno, ako je T w-crabuiaHa Teopuja, OHAA MOCTOjU 3acuUNeH MOmIes
Mol Kk 3a cBe peryJsapHe KapIvuHAJE K. O

Hepwmuumnuja 3.2.12 Hera je M crpykrypa HajBuile npedbpPOjUBOr je3uKa U
T = Th(M). Kasxkemo na je M k-yHMBep3asiHA CTPYKTyPa aKO Ceé CBAKA CTPYK-
typa N | T mohm mame on k enementapuo yrama y M. Kakemo ma je M
yHUBEp3aJHa CTPYKTypa ako je |M|T-ynusepsanna. O

Tepbeme 3.2.13 Hexka je k > Ny. Ako je M k-3acuhen, onna je M kT -ynu-
Bep3aJiaH. ]

Tepbeme 3.2.14 Hexka je kK > Ny. Cunenehu ucka3u cy €eKBUBAJIEHTHU:
1. M je k- 3acuheHna cTpyKTypa;

2. M je k- XoMOreHa U K -yHUBep3aJHa CTPYKTYPA.

Axko je Kk menmpeOpoOjuB KapaAWHAJ, OHIAA Cy 1. U 2. eKBUBAJEHTHU UCKA3Y

3. M je k- XOMOreHa U K-yHUBEP3AJHA CTPYKTyPAa. 0

Ilocnemuma 3.2.15 Crpyrrypa M je 3acuheHa akkO je yHUBep3aJiaHa U XO-
MOT€HA. ]

3\ je perynapan xapmuHal ako My je xo¢umaamoct A. Jlo6ap mpumep perymapuor je AT,
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Tepbeme 3.2.16 Hexka je L majBume npebpojus jesuk, T moruyua L Teopwuja
u M u N meHUu MOIeNn.

1. Arko cy M u N 3acuhene GeckoHauyHe CTPYKType uctu Mohu, oHza cy
jemHa Opyroj m3oMOpQHE;

2. Axo je N k- xomorena cTpykrypa 3a Hero k < |N| u Dtp(M) C Dtp(N),
ouna 3a A C M rtakso na je |A| < kK OCTOjU €JIeMEHTAPHO MPECINKABAHE
i A—N;

3. Ako je M k- xoMorena cTpykrypa 3a Heko k < |M| u Dtp(M) = S(Th(M)),
ouna je M k-3acuheHa CTpyKTypa. U

Tepbeme 3.2.17 Axo cy M = N xomorere cTrpykType ucre Mmohu koje peas-
13y]y UCTe TUNOBe Oe3 mapamerapa, OHIa Cy M30MODQHE jenHa IPYyroj. U

Ilocaemuma 3.2.18 Heka je T moTmyHa Teopuja HajBUIlEe TPEOPOjUBOT je3UKa.
Tana:

1. Bpoj memzomop¢hHUX XOMOreHnx Momnena teopuje 1" mohum k Huje Behm on

2%o |
2%

2. Axo T mma npebpojuB 3acuheH Momes, oHga OPOj HEM30MOP(YHUX XOMOTe-
. . 2Ro
HuX Mogena teopuje T mohu k muje Behu onm 2 . O

Hepunnnmja 3.2.19 Heka je M crpykrypa jesuka L, a eM™, Aec M u D C
M"™. 3a ¢(Z,y) € ForL ozmaunmo {m € M*| M | ¢(m,a)} ca p(M* a) unu ca
o(M,a), 6ynyhu na smauveme k npowusunasu u3 kourekcra ¢(T,a). Kaxkemo u na
je ckyn pemema popmyie ¢(T,a).

Ka:xemo ma ce D moske nepunuicaru (enrsecku definable) y M unu, ako je
jacHO y K0joj cTpykTypu M pamumo, ma ce D Moske medpmHMCATH aKKO IIOCTOje
popmyna o(Z,7) u b € M™ raxu ma D = @o(M,b). Tana xamemo u ma (Z,b)
nepuamume D y M unu, ako je jacHO y K0joj cTpykTypu M pammmo, KakeMo
na o(T,b) neduaume D.

Axro ckyn D mepunume dopmyna u3 ForL,, onma raxkemo ma ce D moske
nedpuaMCcaTy pexo A (y M).

3a b € M raxemo ma ce Moske mepumHMCATH npeko A y M ako ce ckyn {b}
Moke neduuucatu npeko A (y M).
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Axko je p(M,a) menpasan u KoHauan ckyn u ako je a € A™ 3a A C M, ouna 3a
p(T,a) € ForLs raxxemo na je anredbapcka Hanm A wiu na je anredapcka ca
nmapamMerpuMa mu3 A.

3a b € M<¥ raxxemMo ma je amrebapcku Hanm A ako HOCTOju aireGapcka
dopmyaa ¢(T,a) € ForL, takBa na je b € p(M,a). O

Tepbeme 3.2.20 Herka je M 3acuhen, neka je A C M rakas na je |A| < |M| u
Heka je X C M" nepunabunan napamerpuma u3z M. Tana Basku:

X Moxke nma ce mepuHMUIIE TapamMeTpuMa u3 A akkKO cBaku ayromopduzam M-a
Koju ¢urcupa Tauke ckyna A, ¢urcupa ckym X.

Ioka3s :
, =" : Hera je p(Z,7) L-popmyna taksa na ¢(T,a) nedpuuume X .
Hera je p ayromopduzam M-a xoju purcupa tauke ckyma A.
be X akko  (jep ¢(Z,a) mepuuume X)
M = ¢(b,a) akko  (jep je p ayromopduzam)
M = o(u(b), u(@)) akko  (jep pu ¢urcumpa Tauke ckyma A)
M = o(u(b), @) akko  (jep ¢(T,a) medpuunme X )
u(b) € X
, <=7 : Heka X HUuje TakaB U HEKa He MOKe Ha Ce Ne(PUHUIIE TapaMeTPUMa U3

A. Haxrune, auje X = M u X = () u 3a cBako ¢(T,y) u cBako a € A<Y Takse na je
M = 3xp(T,@) u M = 3o-¢(T,a), nocroje b€ X ud ¢ X taxsu na M = ¢(b,a)
u na M | ¢(d,a). Heka je ¥(T,m) popmyna koja meduwmmme X. Iaxme, 3a
cBako ¢(T,y) n cBako a € A<“ rakse ma je M = Jzp(Z,a) u M = Jx—-p(T,a),

nocroje b € X u d ¢ X taksu zna

(x) M |=(b,@) A (b,m) A p(d, @) A = p(d, ).
Hera je A; = AU {m}.
[Mocmatpajmo ckyn L4, -popmyna p(z,7) = {—¢(z,m)} Utp™(b,m/A).

Axo je carnacan Oulie canpxan y mekom ¢q € Si1;(A1), a kaxo je M 3acuhena
cTpykTypa, nocrojahe (by,m;) € M" koju ra peamusyje. Tama tp™(b,m/A) =
tp™M (b, m1/A), na je u koje durcupa ememente ckymna A u map (b,7) ciuka y
(b1,7M1) eneMeHTapHO HpeciuKaBame. Kako je M 3acmhena cTpykTypa, TO je
U XOMOTeHa, [a Ce [t MOKe HPOIYKATH 10 ayTromModuama (koju hemo takobe na
O3HAYNMO Ca [1).

Tanma je M |= —wﬁ(gl,m),_jep (b1, M) peamusyje Tun q (a TuMe u p), Tj.
M = ~(u(B),m), ma (D) ¢ X.

Ilakne, ocTamno je ga ce mokaske na je p cariacan ca teopujom Thy, (M).
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Hexka je A romauvan moickymn ckyna p. bBes ymMamema OMIITOCTA, MOKEMO IIPET-
noctasutu na je A = {~(T,m) A O(T,7,a)}.

Axo Huje

Thy (M) = FzFy(— (T, m) A O(T,7,a)), orma je

Thas (M) >: vay—'(—' w(§7 m) A 0(f7 Y, a))
Thy (M) = Vavy(y(z,m) v

Thy (M) = V2vy(0(z, y, a)—(T,m))

(%%) Thp (M) E VZ(Vyl(Z,y, a)—(T,m)).

Kaxko je Vy0(Z,7,a) € Fory,, To , Ha OCHOBY * MOPajy HOCTOjaTn by, dy TAKBU Ia
BaKU

M = V50(ba, 7,@) A(ba,m) A VG0(da, T, @) A —1p(dy, ) mTO je y cympoTHOCTH ca
(%) mo yemy 6u 6UIO

M E=Vy(0(ds, §,a) — ¢ (da, ).

Hamau cmo, makmae, ayromopduszam M-a koju purcupa enemenre ckyna A u
He (UKCUpa CKym X. U

IMocnemuma 3.2.21 Heka je M 3acuhena crpykrypa u #Heka je A C M rtakas
na je |A| < |M|. Tana Basu: b Mmoske ma ce medunuire napaMmerpuMma n3 A akko
cBaku ayToMop¢uszam M-a koju ¢purcupa Tauke ckyna A, ¢ukcupa u taury b”’.

JIloka3: /lupekTHa mocisenuma TBphema 3.2.20. Il

Tepbeme 3.2.22 Hexka je M 3acuhen, neka je A C M rtakas na je |A| < |M| n
meka je b € M. Cunenehu ucka3u cy €eKBUBaJIEHTHU:

1. b je anrebapcku Hanm A;

2. b mMa caMO KOHAYHO MHOI'O CJIMKa IPU ayTOMOpduaMuMma CTPyKType M
KOju (UKCUpajy eleMeHTe CKyna A;

3. tpM(b/A) nma xKomauso MHOTO peammzamuja y M.

Jlokas:

,1 = 2”7 : Aro je b amrebapcku Ham A, oHma ce 3a HEKO k ” Heke b =
b1,ba, ..., b crym {b1,...,bx} Moxxe medpmuucaTn nmapamerpuma u3 A. Ilo tBpa-
jemy 3.2.20, cBaku ayromop¢duszam M roju purcupajy ereMente ckyma A (Guk-
cupa ckyn {by,..., b}, na je
{p(®) | p € Aut(M) u p purcupa exemente cryna A} C {b1,...,bx};

AN\ {—y(z,m)} C tpM(g,m/fl) na xaxo je tp™(b,7/A) menyxruHO 3aTBOpEH M A KOHauAH,
outie A{A\ {=v(z,m)}} € tpM(b,m/A). A je carmacan axxo je ~(Z,m) A N{A\ {~¢(Z,m)}}

carjacCaH.
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,2 = 3" : Axo je tpM(b/A) = tpM(d/A), omma je mpeciukaBame [ KOju
¢pukcupa enemente ckyna A u ciauka by d eJleMEHTAPHO NPECIUKABALE, & KAKO
je M 3zaculiena cTpykTypa, TO je M XOMOTUeHa, Ha Ce [i MOKEe IPOILYKUTU 10
aytomop¢usma . Hawme, {d|tp™(b/A)=tp™(d/A)}C >

{p)| p € Aut(M) un p purcupa enemenrte ckyna A}.

»3 = 17 : Hera je tp™(b/A) Tun koju MMa KOHAYUHO MHOTO peaM3aluja 1
Heka ux je k. Tama ckyn

k
D(zo, ., x) = Tha(M) U [ {p(@) [ p(z) € D™ (/A UL N\ = (2 =2))}
i=0 0<i<j<k
MOpa OUTU MPOTUBPEUAH, Tj. HE MOKEe OUTU 3a0BOJBUB, jep OU OHIA ITOCTOjaJIO
k + 1 peammsarmja Tuma tp™(b/A). Hakmte, 3a Heke ©1,..., 0, € tp™(b/A) Baskn

k
Tha(M) = U{901(95i)7902($i):¢3($i)w--@m(xi)} = - /\ (2 = ffj) , T)

0<i<j<k

k n
ThA(M) ’: /\ /\ QOJ(._'BZ) — \/ Ty =Ty,
i=0 \j=1 0<i<j<k
na je /\;.L:1 @;(x) dopmyna (ca mapemerpuma u3 ckyma A) xoja mepunwmIIe
KOHAYaH CKYI W b mpumaga TOM CKymy, Te je b ajrebapcku. U

3.3 YHuBep3aJIHU IOMEH

Jenna on jako KOpUCHUX OCOOUHA 3acuNeHnX CTPYKTypa je YHUBEp3aJaHoCT: AKO
je M 3acuhena ctpryTypa u N HO] €JIeMEHTApDHO €KBUBAJEHTHA CTPYKTypa
mohu mame wim jensake (tj. |N| < [M]), omma je N usomoppua Hekoj eie-
MEHTAPHO] NMOACTPYKTYPU CTPYKTYype M. 3aro je cBakO IpuU U30MOP(PU3MUMA
MHBAPUjAHTHO CBOjCTBO Koje mocynyjy moneau teopuje T’ = Th(M) mohu < | M|
OZIP’KAHO y eJIEMEHTAPHUM MOACTPYKTypaMa CTPYKType M. 3aT0 MOKEMO, aKo
nzabepeMo NOBOLHO Besuku 3acuhen momen M | T, cse momene teopuje T
cMaTpaTé 3a ejieMeHTapHe MOACTPYKType M-a.

[IpernocraBumo na je T moTmyHa Teopuja MMa TPOU3BOJLHO BEJUKE 3acuene
Mmonesne. Heka je T Herku mckasz o momenuMma teopuje 1T u Heka je M 3acuhen
momes teopuje 1. Aro ca Y ¢ 03HAUMMO peslaTUBU3AIM]y UCKa3a | Ha eJeMeH-
TapHe NOACTPYKTYpe M-a, oHza je nokaszatu na Baxku 1 (3a CBe MOJese Teopuje
T') ncTo mTo HPBO IPOM3BOJBHO m3abparu 3acuheno M = T, ¢pukcuparu ra, a
oHma 3a mera mokaszaru Yy (3a cBe mommonene M-a).

Otyn cneneha nedununuja

S3ampaBo Baskn jemHaKOCT, aju 3a OBaj MEeO0 MO0Ka3a TO HUje OUTHO.
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Iedmuumnuja 3.3.1 Herka T mormyna Teopuja Koja mMa 3acuheHe Momese
npou3BoJsHO Besimke mMmohm m Heka je U jemam TakaB. 3a mera KakeMoO na je
YHUBep3aJHU nomeH teopwuje 1 minu, kpahe, na je yHuBep3yM teopwuje 1.
Kopuctu ce jom u TepMuH ,, MOHCTPYM MOIEJ . Il

Axo je T w-crabumna Teopuja oHIa uMa 3acuhene momesne MONU K 3a CBakKU
perynapaH KapIuHaJ K. AKO paarMoO y3 JOMATHU CKYIOBHO TEOPETCKU YCJIOB
[a 3a CBAKM KapAWHAJ A MOCTOjU jaKO HEAOCTW:KUB Behu on wmera, ouma he T
VMaTW YHUBEP3aJHU JOMEH.

Haname hemo monpasymeBatu ciaenehe:

-U je moBosmHO Benuku 3acuhen momen teopuje T

-3a cee M =T nogpasymesamo M < U u |[M| < |UJ;

-3a cBaku CKym mapamerapa A mompasyMeBaMo Oa jeé MOACKYT yHUBEP3yMa
u na je |A| < |U|. 3a TakBo A he cako p € S(A) 6uru peanuzosano (y U);

-Yumecto tpY(a/A) u SY(A) mamenmo tp(a/A) u S, (A)

-Axo je @ € M<¥ u ¢ ¢popmyna ca mapamerpuma u3z M, omma je M
p(a) axko je U = ¢(a). 3aro hemo ymecro U |= ¢(a) nucaru = ¢(a) u nmo-
npaszymeBahemo na je N = p(a@) xan rox je a € N<¥.

JemHa on mpeIHOCTU YHUBEP3aJHOT HOMEHA je IITO Ce CaJl CBAKO €JIEMEHTAPHO
IIpecinmKaBame Ipoay:raBa no ayromopduama U-a.
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I'imaBa 4

O mumen3ujm

4.1 IIpenreometrpuje

Hedpuannuja 4.1.1 Heka je cl: P(V)—P(V). (V,cl) je nupenreomerpuja
yroymko 3a cse A, B CV u a,b € V Baske caenehu yciaosu:

(1) WmemMmoreHTHOCT A Ccl(A) = cl(cl(A))

(2) MonororocT A C B mnosnaun cl(A) C cl(B);

(3) Komauam rapaxrep cl(A) = [J{cl(Ag)|Ag romauan monckym om A};
(4) Bamena a€cl(AU{b})\cl(A) nornaun b€ cl(AU{a}).

3a omeparop cl koju 3amoBomasa (1)-(3) kaxkeMo na je omepaTop 3aTBOpemA
0

ITpumep 4.1.2 Ilpumepu omepaTopa 3aTBOPEHA

1. YuuBepsaana aarebdpa

Hexa je (M, f;)icr anre6pa’. Heka je cl(A4) momanre6pa aare6pe (M, f;)icr
regepucana ckymnom A, 3a A C M. cl je omepaTop 3aTBOpEmA.

2. Ilapuujanana ypebema

Heka je (P, <) mapuujanuo ypebeme. 3a A C P nedunumemo
cl(A) ={x € P|z < a 3a Hero a € P

ucl(@) =0. (P,cl)je oneparop 3aTBOpEH:A. O

1Steinitz-oBa axcmoma 3amene

2mema peJlaljCKUX 3HAKOBA Y je3UKY
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Hepmannuja 4.1.3 3a cl(A) raxkemo na je 3aTBOpeme cKyma A, a 3a CKy-
noBe obuuka cl(A) ma cy 3arBopeHu ckymoBu. Komauma mnpeareomerpuja ce
y KOMOWHATOPUIM Ha3uBa U Marpomn. l'eomerpuja je mpeareomerpuja Koja
samoBosbasa u: cl(x) = {x} 3a ce x € V. O

IIpumep 4.1.4 Ilpumepu npeareoMmerpuja
1. BekTopcku mpocTopu - IPOjEeKTUBHA MPEATeOMETPU]ja

Hera je (V,+,f:)fer BekTOpCK: mpocTOp Han mosmeM F, mpu demy cy f-
yHApHE (QyHKIuje , MHOKeme ckamapoMm f7. 3a A C V nedunurmemo cl(A)
ka0 moanpocrop rexepucan ca A (ucro rao y Ilpmmepy 4.1.2). (V,cl) je
npeareomerpuja. Axo je V = R3, 3aTBOpEHM CKYIOBU Cy IpaBe U PaBHU
Koje mpoJiaze Kpo3 KoopauHaTHM nodeTak (1 ) u R3).

2. JlenoBame rpyne - mereHeprucaHa mpeareoMeTpuja

Hexra je (G,o,1) rpynma u L = {F,|g € G} ckyn yHapHUX YHKIUjCKAX
cumbona. G-CKYI je cBaka L-CTpyKTypa KOja 3a10BOJbaBa:

Fi(z)=2 un  Fy(Fn(x)) = Fpon(z) (3acBe g,he@G).

Axo je (V,...) G-CKyI Tana ce DOkake ma cBaka (QyHEnuja F, wHIyKyje
nepMmyranujy ckyma V. Opoura exemernra v € V je O(v) = {Fy(v)|g € G}.
3a A CV gedumnmmmo: cl(A) = (J{O(z) |z € A} (ucro kao y Ilpumepy
4.1.2). (V,cl) je mpeareomerpuja.

- OsBako meduHHCAHA TpeareoMeTpHuja je mereHeprucaHa (Ujiu TPUBU-
jamma) mTo 3HAYM Ia 3aT0BOJLABA:

rec(Y) arkxko (JyeY)zxecc{y}).

- Ako je G = {1} onma MOkeMO cMATpATU Oa C€ PAIU O YUCTO] TEOPUjU
jeTHAKOCTMU.

3. Bexkropcku mpocTopu - aduHaA reoMeTrpuja

Heka je V BerTOopckm nmpoctop Han HekuM nosseMm F'. [locmarpajMo cTpyk-
ypy (V,G,Fo)acr rHE jE:

G(z,y,z)=x—y+=z2 n Fyz,y)=a-z+(1—-a)- y.

cl(A) medpunumemo kao y IIpumepy 4.1.2 (1j. ka0 auHM TOAIPOCTOD Tre-
Hepucaln ckynoMm A). (V,cl) je npenreomerpuja.

Axo je V = R3 Tana ¢ymrnuja G oapebyje ,, 9eTBpTO TeMme mapaJsesorpama
[jaroOHAJHO HACyHpoT TeMeHy y”: rtauke x y z u G(x,y,z) cy TeMmeHa
napasenorpama u ay:x y G(x,y, z) je merosa mujaronasa; F,(x,y) je Taura
Koja ,, aysk’ xy memm y omHocy (1 — ) : o. 3aTBOpDEHM CKyNOBU Cy CBe
npase u pasuu (u ) u R3).
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4. Tloma - anrebapcko 3aTBapame

Heka je (F,+,-) nome. Iedpununmemo b € acl(A) akko mOCTOjU HEKOHCTAH-
TaH MOJUHOM P Ca KOe(PUIMjEeHTUMA U3 0JbA TEHEPUCAHOT CKYIIOM A, Takas
na je p(b) = 0. (F,acl) je upeareomerpuja. O

[Tornenajmo npuMep mosba U3 APYTOr yriaa: uMamo 6eckonauno nosme (F)+,-).
Hoerosum ‘mManuM’ mOACKYIOBUMa CMATpaMO KOHAUHE MOJACKYIOBE OMMCAHE Kao
CKYII pelema moJIuHOMujatHe jeqnavunte. Tana je cl(A) yHEja ¢BUX MalIuX IOI-
CKyIIOBa UMje NOJUHOMUjaJIHE JeIHAUYNHEe UMAa)y KOe(pUIMjeHTe y NOTIOJbY IeHep-
ucanum ca A.

Camyno, y ciaydajy BEKTOPCKUAX IPOCTOpa, MajuMm ¢popmyriama (IO ) cMa-
TpaMo oHe obmmka = = y ., f;v; (v; cmarpamo mapamerpuma) ma je cl(A)
YHIja CKyIla pellema CBUX Majaux GpopMynia ca mapamerpuma u3 A.

OmnmTu Mozmesn-teopenkn ocHOB je caemehm: Purcupamo CTPYKTYpPY OPBOT
pena M y jesury L. Ilocmarpamo ¢dopmyrne ¢(x;y) rae cy § TpOMEHHUBE
pesepBucane 3a napamerpe. Heke on dopmyrna ¢(xr,m) nporaacumo 3a MaJje
(mazehw ma Heke oumTe CTBAPU MODPAjy Ia BasKe; HIP. WHBAPUjAHTHOCT y OTHOCY
Ha ayToMop(du3Me, yHUja IBE MaJjie MOpa OUTH MAJja, ....) 3aTUM Ide(PUHUIIEMO
cl(A) kao yHUjy CKyma permema CBUX Maaux GOopMysa KOje MMajy mapamerpe u3

A...

Hepuannuja 4.1.5 Hera je (V,cl) npeareomerpuja. 3a menpasan ckyn A CV
KaskeMo 1a je cl-mesaBucan® ako 3a cse a € A Bawu a ¢ cl(A\{a}). ¥ cynmporrHOM
kazxkeMo na je ckyn A cl-3aBucan. Ka:xemo na a cl-me 3aBucu ox A arko je {a}
cl-uesaBucHo Ham A a y cynpoTrHOoM na a cl-zaBucu om A.

3a MakcumMaJlaH y OJHOCY Ha WHRIY3ujy cl-He3aBucaH CKym ka:keMo ma je 6a3a
npoctopa V. U

Jlema 4.1.6 Heka je (V,cl) ckyn cuabueBen omepaTopoM 3aTBOpema. Basku:
1) c(A)=cl(B) arkko ACcl(B)u B Ccl(A4);

2)  Ilpecek 3aTBOpEHMX CKYIOBa je 3aTBOPEH.

Hoxaz: 1) ,, <7 : u3 A C cl(B) na ocaoBy monoronoctu ciaemu cl(A) C cl(cl(B))
IIa ce Ha OCHOBY MAEMIOTEHTHOCTH MO:ke 3aripyuntu cl(A) C cl(B). Cuanusno, n3
B C cl(A) cumennu cl(B) C cl(A).

, = 7 ¢ IlpermocraBumo cl(A) = cl(B). Karko, 36or monoronocru, Baxkum A C
cl(A) sarmyuyjemo A C cl(B). Cauuno B C cl(A).

2) Ioncernmo na je A 3arBoper ako je A = cl(A). Hera je A; = cl(4;) 3a
cBako i € I. U3 akcuome (1) y nepununuju ciemu
(*) ()4 Ce([) A
i€l iel
Ca mpyre crapHe BasKu ﬂ A; C A; 3a cBako § € I, na Baxu
iel

3mana hemo, kax He H0BOMM 40 3aByHE, M30CTABHATH ,,Cl” U cAMO TOBOpPHUTH , He3aBHCAH” .
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cl(ﬂ A;) Ccl(A;) = A; 3a cBako i € I, a TuMe u

iel iel
W3 3Be3me u nBe 3Be3ne ciaenu TBpheme. O

Pdurcupajmo npenreomerpujy (V, cl).

Jlema 4.1.7 Axo je AU B me3asucan u AN B = () ouna je cl(A)Ncl(B) = cl(().

Hoxaz: M3 ( C cl(A) Necl(B) 36or monoronoctu je cl()) C cl(cl(A) Ncl(B)).
Kako je, mpema npyrom meny seme 4.1.6, cl(4) N cl(B) 3arBopen tume je u
cl(0) C cl(A) Nncl(B).

[Ipernocrasumo cynporuo tepbemy: cl(() # cl(A) Ncl(B). Heka je d Takas
na d € (cl(A)Nnecl(B))\ cl(@). Tana d € cl(A)\cl(@) u decl(B)\cl(f).

N3 d € cl(A) u pururapHOr KapakTepa omeparopa 3arsopema (axcuoma (3))
cnemu na 3a Heku koHadyan Ag C A Basu d € cl(Ap), a 36or d ¢ cl()) comemn na
je Ap mempasan, Tj na 3a cBaku Ag 3a roju Basku d € cl(Ag) u Ag C A mopa 1a
Baskn Ag # (). Heka je Ag = {a1,as,...,a,} C A jenan takas u TO Takas 1a je d €
c({ai,as,...,a,}) n vuje d € cl({a1,aq,...,a,} \ {a;}) 3a cBarko ¢ € {1,2,...,n}.
OBo 3ampaBo 3Hau; 1a je Ay HajMamU TakaB CKYyI, Tj. Oa HUjeIaH HerOB IPABU

HOACKYN He canpsxky d y cBoM 3arBopemy. Hera je By = {b1,ba,...,b0p} C B
rakas na je d € cl({b1,ba,...,bx}).

[Towto je d € cl({a1,az,...,a,}) \ cl({a1,a2,...,an—1}), HA OCHOBY akrcmome
3aMeHe ce MOKe 3aKbYyduTu na je a, € cl({ai,az,...,a,-1,d}).

Nmamo cnenehy curyamnujy:
d € cl(By) Ccl({a1,...,an—1}UBy) u {ai,...,an-1} Ccl{ay,...,an-1} U By)
Opnasne cnenn  {ay,as,...,an—1,d} Ccl({a1,...,an—1}UBy), a tume n
cl({ay,a9,...,an-1,d}) Ccl({a,...,an—1} U By)).
Hakne, a, € cl({ai,a9,...,an—1,d}) C cl({a1,...,an—1} U By), na Ay U By Huje
He3aBUCAH CKym, a TuMe HU A U B HUje He3aBUCAH, IMITO je KOHTpaIuKIuja. [

Tepbeme 4.1.8 (VIHayKTUBHA KOHCTPYKIja HE3aBUCHUX CKYIIOBA):
A ={a;|i < a} je cl-uezaBucan axxo a; ¢ cl({a;|j <i}) 3a cBe i < .

Hoxaz: Osmaummo A; = {a¢|& < i}. Herpusnjaman cmep: Ilpernmocrasmvo
na a; ¢ cl(A;) 3a cBe i < o m moraxxuMo na je A HezaBmcan T.j a; ¢ cl(A\ {a;})
3a cBe j < .

Pamu cBobema Ha KOHTpaImkmymujy, mpermocraBuMo cymporHo: Heru a; €
cl(A\ {a;}) nma, 360or konaunor raparrepa cl (akcuoma (3)), mocroje i1 < iz <
oo <lp41 pazmmumTy o1 j TakBu ga a; € cl({a;,,ai,, ..., a4, }); 360r a; € cl(Ay)
MOpa BaKUTH j < in4+1. llpernmocraBumo Tarkobe ma cMo ix-0Be omabpaJsy Takxo
na je in41 HajMamu Moryh. Tanma:
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aj € cl({ai,, @iyy -y ai, o }) \ l({as,, Gigy -y ai, }).

[IprumenoM akcumome 3aMeHe HOOUjaMO
i, € cl({ai,, iy, ...y a4, 05}).

Uz iy <idp < oo <y <lipp1 B J < ipg1 CHETA  {ajy, Ay, ooy Q4,051 C Ay

IIpema ToMme a4, ., € cl(A;, ). Korrpamuxmmja. O

Jlema 4.1.9 Basxn:
1) A je 6aza akxko je A cl-mezasucan u cl(4A) =V;
2) Axo je a€cl(AU{b})\cl(A) omma je cl(AU{b})=cl(AU{a}).

JHoka3z: 1) Ako je A mesaBucan u Huje cl(A) =V, onna je AU {v} nesasucan
3a 6uno koje v € V \ cl(A). Ako ce 3a Heko v € V ckyn A MO:ke IPOMUPUTHA IO
uesaBucHor ckyna AU {v}, onna v ¢ cl(A) na umuje cl(4) = V.

2)Ako je a € cl(AU{b}) \ cl(A) ouma je {a} UA C cl(AU{b}), na je,
no akcuomama 2 u 1 tauno u cl({a} U A) C cl(AU{b}). Tarobe, aro je a €
cl(AU{b}) \ cl(A4), onna, mo akcuomu 3amene, Baku u b € cl(AU {a}) \ cl(4), na
je mo ucroj morumm kao mauso upe cl({b} U A) C cl(A U {a}). O

Tepbeme 4.1.10 3a cBaka nBa cl-uezaBucua ckyna A u B 3a koja Baxku B C
cl(A), Baxxu u |B| < |A|.

Hoxka3: Hekaje A={a;|i <A} Hera mymepamuja ckyna A u B = {b;|i < a}.
Kako by € cl(A) mocroju majmawu ¢ < A takas na by € cl({ag,a1,...,a;}); Tana:

by € Cl({ao, ey @1, al}) \ Cl({ao, ey ai_l}).
[Ipema akcromu 3amene umamo a; € cl({bo,ag,...,a;—1}) a npema nemu 4.1.9
Cl({bo, AQy .- ai_l}) = Cl({ao, A1,y ..., al})

Ropucrehnu nocnenme n tBpheme 4.1.8 3axkmpyuyjeMo na je HE3aBUCAH U CKYII
Ao = {ag, ..oy ai—1,bp,a;41, ...} = AU{bo} \ {a;}.
Opnasne, caumuno kao y nemu 4.1.9 crenn cl(Ag) = cl(A). Cse y cBemy:
Ao = {ag, ...,a;—1,bo,a;41,...} je mesasucawn, |Ag| =|A|l u B C cl(A) = cl(Ap).

OBuM cMO 3ameHUIH jenan emeMeHT u3 A ca by He nmpomenusumm cl(A) na Ag u B
3aJ0BOJbaBajy ucre yciaoBe kao n A u B. Ilase heMo MOHOBUTU IOPHU MOCTYIIAK
ca Ag m by wa mecty A u by. Ilpe Tora, 360r jemHOCTABHOCTH 3ammUca, a KaKO
HyMepaIuja ejeMeHara Ckyna A Huje OMTHA MOMKEMO MPETHOCTABUTHU A BAYKU:

Ay ={bo,a1,az,...} ={bo,a;|0 <i< A} je mesasucan, |Ag| = |A| un
B C cl(4p) = cl(A).
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[MonoBumo mperxomuu noctynak ca Ag (y mHymepauuju by, ai,as,...) u by ymecTo
ca A u by: 3a by mabemo HajMamM YIaH HU3a KOJUM MOYKEMO Ia T'a 3aMEHUMO
(To me Mmoske 6utu by jep 360r mezasucHoctu ckymna B Basu by ¢ cl({bg})); Tako
nooujemMmo

A1 = {bo,b1,a2,a3...} je mezasucan, |A1| =|A|u B Ccl(A;) =cl(A).

Cana Tpaskumo 3aMeHy 3a bo; 360r mesasucHoctu ckyna B je be ¢ cl({bg,b1}) na
To Hehe Outu HU by HU b;...
Tako moxkemo neo B yromuru y A, 1j. |B| < |A]. O

IMocamemuma 4.1.11 Axo cy A m B HezaBucHu ckynosu u ako je cl(A) = cl(B),
ouna je |A| = |B|. O

Hepununuja 4.1.12 VI3 nperxonHe nocienurie cieny na CBake ABe Dase mMajy

MCTY KapIUMHAJHOCT KOja ce HasuBa mumeH3uja npocropa V (o3maka dim(V)).
Axro je A C V, ouna 3a makcuMasian He3aBucan ckyn I C A rkaxkemo na je

0aza ckyma A. O

[enrpaman pe3dyaraTr OBOT neina je:

Teopema 4.1.13 Basxun:

1) I je 6aza ckyna A axko je I mezaBucan u cl(l) = cl(A).

2) Cake mBe 6a3ze ckyna A cy ucre KapIuHAJIHOCTH (328 KOJy Ka:KeMO Ha je
muMen3uja ckyna A; osuaka dim(A)).

3) cl(A) = cl(B) nosnaun dim(A) = dim(B). [Tocebno: dim(A) = dim(cl(A)).

Jlokas :
1) Cnnuno rao mokas neme 4.1.9.
2) Iocnemuua nocuenuue 4.1.11.
3) Cnemu u3 1) oBor TBphema. O

IMocnemuma 4.1.14 (1) Csake nBe 6a3e BEKTOPCKOI IPOCTOPA UMajy UCTY Kap-
OVHAJHOCT, TO je MUMEH31ja BEKTOPCKOI MPOCTOPA.

(2) Caare mBe TpancHeHIeHTHE Oa3e mosba F' mMajy mcTy KapAMHAJIHOCT KOja
ce Ha3UBa CTEIEH TPAHCIEHIEHTHOCTU 1oJba F'. U

4.2 dim-He3aBUCHOCT y IpeareoMeTrpujamMa

Y oBom meny hemo medpumHMCaTU TepHAPHY pejanujy HE3aBUCHOCTU Y IPeENreo-

MerpujaMa. HbeH muib je na mocays:ku Kao yBOJ Y KaCcHHUje Ne(pUHUCAHY PeJIalu]y
MR .

mesasucaoctu A |V B (C') y w-crabuanum teopujama. Bynyhw na ce oBm
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pe3syiaTary KacHuje Hehe KOpUCTUTH, HUXOBE NOKA3€, KOjU Cy YIJIABHOM eJie-
MEHTapHU U OCJIamajy ce Ha pe3yJTaTe IPEeTXOMHOI nesia, heMo M30CTaBUTH.
Bunenn cMo na y MOZesI-TeOpeTCKOM TyMadeny IpeAreoMerprja napamMmerpu
y ¢opmynama nmajy BaskHy poiay. Craeneha mepumuurmja mokpusa ciydaj kazna
napamerpe u3 A abcopbyjemo y je3uk, He Mewmajyhu ‘maine’ Gpopmye.

Hedbuannuja 4.2.1 Heka je cl: P(V)—P(V) n mera je A C V. 3a npe-
ciukasame cl 1 P(V)—P(V) nepumucano ca cl(X) = cl(AU X) xamemo 1a je
sorasim3anuja cl-a ma A. U

Hapagno, cl = 1.

Tepbeme 4.2.2 Hera je cl: P(V)—P(V) u mera je AC V.
1) Ako je cl oneparop 3arBOpema, ouma je cl” omeparop 3aTBOpema .
2) Axo je cl mpeareomerpuja, onga je 14 npeareoMeTpuja. U

Y cBetay pmedununuje 4.2.1 u tBphema 4.2.2 nocroje eKBUBAJIEHTH IOjMOBU U
ocobuHe OHMMA KOju panuje umckaszanu. Jlokasm Behwmue TBpbhema koja ciene
ce MOTY JOOUTU TaKO IITO Ce MpemnpaBe MOKa3u oaroBapajyhux TBpbhema Koju
cy nperxomuau. MaxoM ce mpenpaBKa CacTOju Y YHU(POPMHO] 3aMEHH OllepaTopa
,,cl” omepaTopom ,,clc” w ,,cl*” ura.

Heka je (V, cl) ¢éurcupana npenreomerpuja.

3a mempasan ckyn A C V kaxkemo na je cl-mesaBucan® manm B ako 3a cBe
a € ABaxu a¢cl®(A\ {a}). ¥ cymporroM kamemo na je A cl-3aBucan Ham B.
Makcumasian y OQHOCY Ha WHKIY3Ujy cl-He3aBucan ckym Han B je 6a3a manm B
npocropa V.

Tepbeme 4.2.3 Basxn:
1) I je 6a3a ckyma A nazn C axko je mesapucan uazn C u axo je cl(I) = cl9(A).
2) Csare mse 6aze ckyna A man C cy ucre mohu. O

W3 pesyarara mpeTXOaHOT TOrJIaBJbha, MPETXOATHOT TBPhewma kao u TBphema
4.2.2 cnenu na cBake nse 6a3e Han C umajy ucty moh. 3a Taj KapauHAIT KasKeMO
na je mamen3uja npocropa V man C u o3zmauaBamo ra ca dim(V/C). Axo je
A CV, ouna 3a makcumaJtian Han C Hezasucan ckyn I C A raxkemMo na je 6asa
ckyna A san C'. Csake nBe 6a3ze 3a A man C' umajy ucty moh, 1o je muMmeH3uja
ckyna A man C, y oznamu dim(A/C).

Tepbeme 4.2.4 (1) Aro je Cy cl-6a3a 3a C u Ag cl9-6aza 3a A Tama je CoU Ap
cl-6aza 3a AUC.

(2) dim(AUC) = dim(C) + dim(A/C) O

4Ma11a hemo, Kao n y cayuajy nepununuje 4.1.5 kan ve moBoau m0 3abyHe, U30CTAaBBLATH ,,cl” U camo

TOBODUTH ,, HE3ABUCAH .
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Hepumanunuja 4.2.5 Heka cy A, B u C noxckynosu ckyna V. Kaxemo ma je
A dim-me3aBucuo on B man C (unu camo na je A mesasucuo on B man C) ako

je 3a cBaku koHauaH Ay C A ncnymeno dim(Ag/BUC) = dim(Ag/C). Osnaka
A 1B (c). O

. di
Penamujy A /> B (C) cxBaramo u kao: A me 3aBucu Bume ox B U C mero
mro 3asucu on C'.

Teopema 4.2.6 OcuoBHa cBojcTBa dim-HE3aBUCHOCTU CY:

1. Konaunu kapaxrep

A %™ B (C) arro 3a cse xonaune Ay C A u By C B Baxku
Ay 1™ By(C)

2. MonotoHnOCT
A %™ BiUB,y (C) mosmaum A 7™ By (C).
A %™ B, UB, (C) momaum A 1% B, UB, (C'U By);
3. Cumerpuja
A %™ B(C) akxo B Y™ A (C);
4. TpaH3UTUBHOCT

AL B () m AL B (CUBY) axko A "™ BIUB, (C).



I'maBa 5

MuuanMmaJjine ctpykrype, MapmioBa

TeopeMa

5.1 Omnepatop acl

Hexka je M crpyxrrypa je3urka L, a €M™ u A C M. IlonoBuMo Heke meduHUNLjE
" Heke mpommpuMo. 3a Gopmyny ¢(T,y) jesuka L

{m e M* M [ p(m,a)}

je crym medumucan popmyaom ¢(m,a). OsmagaBamo ra ca p(MF @), a gecto n
ca p(M,a), 6ynyhu na 3naueme k npousunasu u3 kourekcra ¢(Z,a). Kakemo u
na je ckyn pemewma popmyine o(T,a).

Heka je D C M". Kasxemo nma ce D moxe nepunucaru (y M) (unu na je me-
pumabunam ca mapamerpumMa y M) ako mocroje popmyna o(Z,y) u b € M™ Taxsu
na D = p(M,b). Tana kaxemo u na p(T,b) nedunmme D. Axo ckyn D medusu-
me popmyna ca napamerpuma u3 A, oHma kaxkemo ma ce D Moske nepuHUCATI
npexko A (nnn na je A-medpunabunan). 3a b € M raxemo A-nedpuHabuiaan ako

ce ckyn {b} mMoxke nepunucaru npero A.

dclag(A) je cryn cBux enemenara ckyna M koju cy A-nepunabuaau. Y KOIUKO
je M jacan u3 rkourekcra, opga numemo dcl ymecro dely. 3a A C D jedclp(A) =
dclp(A) N D. OBuMm je medpumHUCAH OIEPATOP

delp : P(D)—P(D)

Axko je p(M,a) menpaszan u KOHAYaAH CKym u ako je a € A™ 3a A C M, onna
3a ©(T,a) € ForL, raxemo na je anrebapcka Han A wnu ga je anrebapcka ca
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napamerpuma u3 A. 3a b € M raxxemo na je anrebapcku Hamx A ako mOCTOjU
asnrebapcra popmyna ¢(T,a) € ForL TakBa ma je b € (M, a).
aclp(A) je cryn cBux enemenara ckyna M koju cy anrebapcku Han A. Yko-
auko je M jacaH m3 KOHTEKCTa, oHma mumeMo acl ymecro aclys. Aro je D =
(M, m), ouna 3a A C D je aclp(A) = DNacly(AUm). Osum je nepunucan
omepaTop
aclp : P(D)—P(D).

Y W3BECHOM CMUCIY ajrebapCKO 3aTBOpEH€ CKyla He 3aBUCU O MOJea.
Taunuje, Baxxku ciaenehe tBpheme.

Tepbeme 5.1.1 Aro je AC M u M <N onga je:
1. acly(A) = clN( );
2. delps(A) In(A)

Iloka3s :
1. Ako a € M<¥ u |p(M,a)| =k, orzna je

M =37, ... ;§k</\1<¢<k o(Ti, a) ANVY(e(y,a) = \/1<i<k Y =7i)

ma WCTYy PEYEHUIly MOPa 3aJ0BOJ/BABATU CBaKa €JIEMEHTapHA HAACTPYKTypa u
CBaKa eJeMeHTapHa MOJACTPYKTypa CTPYKType M koju canpsxu mapamerpe Gpop-
myse . Ako je AC M u M < N ouna je |p(M,a)| = |p(N,a)| 3a 6uno kojy
anrebapcky Gopmyiy ¢ ca mapamerpuma u3 A, a tmme m p(M,a) = (N, a).
Hakme, b€ acly(A) akrko

nocroju a € M <% u anrebapcka popmyna o(z,a) taksa na je b € p(M,a)  arko
nocroju a € M<¥ u anrebapcka popmyna o(x ,_) TakBa na je b € p(N,a) AKKO

b € acly(A).
Cnemu aclpy(A) = acly(A).
2. Canuno kao 1. O

Hamomena 5.1.2 U3 nperxoxuor tBphema je jacHo ma axko ce D mowxke nedu-
mucaru, ako je A C D C M u ako je M < N, ounma je pauynatu aclp(A) y M
ucto mro u pauynaru ra y N. Cununo 3a dclp(A). O

Hepuaunuja 5.1.3 Tun je anredbapckm ako caap:xu anredapcky ¢popmymny. L

Tepbeme 5.1.4 Arxo a € acl(C)¥ rama mocroju amrebapcka dpopmyra ¢(T,¢) €
tpM(@/C) Tarsa na:

3a cee b € M* rakse ma M = ¢(b,¢) saswu tp™(a/C) = tp™M(b/C)*.

llTa Bume, cBaka ¢(Z,¢) € tp™(a/C) raxBa ma je |p(MF,¢)| = m najuamn
Moryh 3amoBoJbaBa TBpheme.

L1j. ¢ usomyje un tpM(a/C).
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ITokas : Heka je ¢(7,¢) € tp™(a/C) raxsa na je |¢p(MF,¢)| = m majumamu moryh
u Heka je o(T,¢) € tp(a/C). Axro me 6u 6uno Mc = VZ(p(Z,¢) = ¢(Z,¢)), onna
6u moCTOjaso HEKO Gy TakBO na je Mo = ¢(dp,¢) u Huje Mc = ¢(ap, ). Axo ca
0(Z,¢) o3maunmo popmyny (T, ¢) A p(Z,¢), ouna ag € O(MF,¢) u a e (MF, )
a € G(Mk,é) C {ap} U O(M* %) C ¢(M* €), mro je y cymporHOCTH ¢ mM3G0pOM
dopmyie .

Ilake, ¢ uzonyje tun tp™(@/C). Axo je M = ¢(b,¢), onna b peamusyje Tum
tp™M(a/C). O

Hanomena 5.1.5
1. Cpaku ajrebapCKu TUI je U30JIOBAH.

2. Anarebapcka popmyna ¢(T,a) (ca n ca1o060IHUX TPOMELUBUX) je CaAp:KaHa,
CaMo y KOHAUHO MHOTO HONTILYHUX N-TUIOBA OJ KOJUX je CBakW anrebapckn
u uzonosan. To cy Tauno {tp™(b/a)|b € p(M,a)}.

3. AnreGapHOCT TUNA& p Ce HE MOKE NMPOBEPUTU TAKO IMITO CE€ NMPOBEPU CKYI
p(M), 1j. mma cayuaja kan je p(M) KOHAUAH CKYI a TUI p HUje aJre-
DapcKu.

4. Crpykrypa Koja peajusyje caMo ajrebapCke TUIIOBE je aTOMCKa. TakBa
CTPYKTypa je mpocTa 06e3 003upa Ha KapIUHAJIHOCT jEe3UKA. U

Hebunaunuja 5.1.6  Axo a € acl(C) C M, onga 3a majmawmu Moryhu m rakas
na mocroju anrebapcka man C dpopmyna ¢(x,¢) TakBa ma je a € ¢(M,¢) u
|p(M,¢)| = m < Ny kaxkeMO Ja je BUIMECTPYKOCT wiu MyJrruniuiurer (multi-
plicity) a man C, y ozsauu mult(a/C) = m.

Bumectpyroct ce Ha mctu HaumH nepumHume m 3a tamnose: ako C' C M um
@ € M* u mocroju anrebapcka man C dopmyna ¢(7,¢) Taxsa ga a € ¢(MF,¢) n
|p(MF* )| = m < Ry Taga ce majMamu Moryh Takas m Ha3WBa BUIIECTPYKOCT @
wan C, y ozsanu mult(a/C) = m. Moskemo npommpuru nedpununujy u pehu na je

mult(@/C) = int{ |p(M*, )| | ¢(7,7) € ForLo 1 M = 9(@.7) }
aKo je Taj] UHOUMYM IOCTO]JU. Il

Ocobuna 5.1.7 Axo je a € acl(C)* C M* u 3a ¢popmyny ¢ Baxu mult(a/C) =
|p(M*,€)| 3a @ € acl(C)* C M* cnemn ¢(z,¢) - tp(a/C). O

Tepbeme 5.1.8 Heka cy C C M, @ = (a},...a},) € acly(C)", b= (b},..b) €
acly (C U {a},...a}})! u @b = (a},...a}, b, ...,b)). Tana:

mult(a/C) - mult(b/C U {@}) = mult(ab/C).

Ioka3z: Ilokaszahemo tBpheme y cayuajy k=1=1u C = (); ommre je camdHo.
[IpeTrnocTaBuMO:
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mult(a) =m, ¢(x) je anrebapcka van ) u a = a1 € {a1,az,...an} = ¢(M);

mult(b/a) =n, ¥(y,a) je anrebapcka man {a} u
b="by; € {blla b12, bln} = Qﬂ(M, a).

Iakre, ¢(z) msonyje tp™(a) u ¥ (y,a) uzonyje tp™(b/a). Ha ocroBy TBphema
O TPaAH3UTUBHOCTU MU30J0BaHOCTH TUNOBA (TBpheme 2.2.12) u manmomene 2.2.13,
cnemu ma je tp™(ab) mzomosanm popmyrom ¢(z,y) = ¢(x) AU (y,a)

n=|yY(M,a)|, na M = I=,y¥(y,a).

Taxne, 3,y (y,x) € tp™(a), ma M |z Va(¢(z) = Inyt(y, z))

Hexa je Bz = {bila big, bzn} = 1#(.]\47 ai) (1 < 1 < m) Ta;xa:

() o(M2) = {(aibij)|i=1,2,..m j = 1,2,.m }. 0

IMocmemumna 5.1.9  Axo je C C M, ouna Ba:ku (3a oxrosapajyhum k):
mult(a/C) < N akko @ € acly (O)F. O

Hamomenumo na kax rox je d anreGapckn Han A, oHma je
mult(d/A U B) < mult(d/A).

Tepbeme 5.1.10 Axo je D C M nmepunabusan ouga je aclp omeparop 3aTBO-
pewma Ha D, 1.j. ako cy A, B C D, onna Ba:Ku:

1)  ACaclp(A) =aclp(aclp(A)) ;
2)  ACB mnounaun aclp(A) C aclp(B);
3) aclp(A4) = J{aclp(Ap)|Ao komauan nonckym on A};

Ilokas:

1) 3aa€ A dopmyna z = a je Ly- popmyna roja nepunume cryn {a},
KOjU je, OUUIJIeHO KOHAUAH W HempasaH, na je a € aclp(A), a tume je u A C
aclp(A). Ipumewyjyhu to ma crkyn A; = aclp(A4) mobujamo A C aclp(Ay), Tj.
aclp(A) C aclp(aclp(A)).

Heka je d € aclp(aclp(A)) u veka je ¢(x,y) (anrebapcka) L-popmyiia Taksa
na o(x,b) msonyje Tun tp™(d/aclp(A)) u mexa je ¢(7) anrebapcka Ls-popmyita
koja m3oxyje tpM(b/A). Ilo Teopemu o uzomoBamocTu TUmoBa, ¢(z,7) A ¢(F)
je La-popmyrna xoja msoayje tp™(d,b/A). Tlo Tepbemy 5.1.8 je ¢(z,7) A ¢(¥)
anrebapcka popmyna. Tana je Fgp(x,y) A ¢(7) anrebapcka La-popmyna u d je
jenHo meHo pememe na je d € aclp(A). Onmarie, aclp(aclp(A4)) C aclp(A).

Haxrne, A C aclp(A) = aclp(aclp(A));

2) OwuwurienHo;

3) Aro je b € aclp(A), ouna je b € p(M,a) = {b,b1,ba, ..., by} 3a HEKe mApaMe-
Tpe a u3 A.

Tana je b € aclp(a) C (J{aclp(Aog) | Ap korauan nmonckyn ckyma A}. O
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TBpbemwe 5.1.11  Axo je D C M nepunabunan onna je dclp omeparop 3aTBo-
pewa Ha D, 1.j. ako cy A, B C D, onna Ba:Ku:

1) A Cdclp(A) =dclp(delp(A4)) ;
2) ACB mnosrnaun dclp(A) C dclp(B);
3) dclp(A) = [J{dcl(A4p)|Ap koHAUAH mOonckyn ckyma A}, O

5.2 MuHuMaJIHEe CTPYKTYpPE

Y oBoM gzeny je T moTmyHa Teopuja IpedpPOjUBOT je3uKa, OCUM aKO Ce Apyraduje
HE HArJacWu.

Hepuanuuja 5.2.1 : Heka je M Gecronauna L-cTpykrypa U ¢(T,d) Heaure-
Oapcka LM—qDOpMina. Kasxkemo na je ¢(x,a) Mmuaumamuaa y M, ako je 3a CBaky
Ly-popmyny (x,b) Tauno jeman on caeneha nsa ckyma KOHauvaH

@(Mva) N Q/J(M,Z;) n QD(M,E) N _',Qb(le_))

Y Towm cayuajy u 3a ckyn D = p(M,a) kaxkeMo na je MUHUMAJIAH.

Kaxemo ma je ¢ jako MMHMMAaJIHA, ako je 3a cBaky CTPYKTypy N = M nu
cBaky Ly-dopmyny ¥(Z,b) 6ap jemam ox ckymosa o(N,@) NY(N,b) u p(N,a) N
—1)(N,b) komauan. Y ToMm caydajy u 3a ckyn D = ¢(M,d) kKaeMo ma je jako
MUHHMAJIAH.

3a KOMIUIETHY TEOPHjy KayKeMO [a je jaKo MUHHUMAJIHA aKO jé CBAKU HEH
MOJEJT JAKO MUHUMAJAH CKYII. O

I[IpumeTuMo nma mojaM MUHUMAJHOCTU 3aBUCU O CTPYKTYpE, MOK IOjaM jake
MUHUMAJHOCTY HE 3aBUCU OJ KOHKPETHE CTPYKType Behh camo om teopuje.

Jlema 5.2.2 Hera cy M n N eneMeHTapHO €KBUBaJIGHTHE CTPYKType, a € M"
ube N u tpM(@) = tpN(b). 3a cBary popmyny ¢(T,7) jesura L Baxu:

»(T,a) je jako MUHUMAJIHA aKKO je ¢(T,b) jaKO MUHUMAJIHA.

Ioka3z: Heka je ¢(T,a) jako muamMamna Gopmyna. Hera je Ny = N, mHera
je b € Ny u mexa je @D(E,l_)/) Ly,-popmyna. W3 tpM(a) = tpV(b) = tplY(b)
clenu ma je IpecaukaBame [ : b— M, medummcano ca u(b) = @ mETUMUYHO
eJIeMEeHTapHO TpecaukaBame n3 N y M, na ce MoKe IPOLYKATHA 10 ACTUMUIHO
eJIEMEHTapHOT i1* : %I—U\/ll 3a HeKO M = M. Heka je @ = u*(l_)/). Axo
(T, b) A Y(T, l;,) HUje aJjirebapcka, OHOA, 300r €JIeMEHTapPHOCTU IMPEC/IMKABAA
w*, To muje mu o(T,a) A (T, a’), na je, 360r jake MUHMMATHOCTA (HOPMYyJIE @,
asnrebapcka popmyna ¢(T,a) A (T, a’), a onna je Taxksa, 360r €IeMEHTAPHOCTH

npecaukaBama (¥, Taksa u ¢(T,b) A (T, B/).
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Haxkne, o(T,b) je jaxo MUHMMAJIHA.

Kako cy crpykrype M u N y 0BOM pe30oHOBamy paBHOIPAaBHE, CJICOU U
CHMEeTpUYAH [e0: U3 NPEeTHOCTaBKe na je ¢(T,b) je jako MUHMMAJIHA, #a Ce 3a-
KbyunTy 1a je u ¢(T,a) je jako MUHUMAJIHA. O

Tepbeme 5.2.3 Axo je M muamMmamna crpykrypa u A C M, oHma je u
cTpykTypa mobujena u3 M abcopboBameM A y jesuk Takobhe MuHMMAJHA. O

Jlema 5.2.4 Axo je D C M jako mmumMmasaH, onna Basku lllrajHurnoBa ak-
cHOMa 3aMeHe :

a € aclp(AU{b}) \ aclp(A) mosmaum b € aclp(A U {a}).

Ioxka3: Ilorazahemo 3ameny y cayuajy A =0: a € aclp({b})\aclp(0) moBnaum
b€ aclp({a}). Omumru ce ceonu Ha oBaj kamxa A abcopbyjeMo y je3uk.

Heka je p(x,m) Munumasina popMmyiia Koja meduruine D.

[Ipernocrasumo cynpotao: a € aclp({b})\aclp(0) u b ¢ aclp({a}). Ilocroju
npuponan 6poj n u L-popmyna ¢(x,y) koju ceemoue a € aclp({b}):

M = p(b,m) A p(a,m) A ¢, a) A (F=nz)(p(z,m) A §(b, 2)).
Oszuraunmo (z, M) Ap(y, m)Ap(x,y) A (B<nz)(@(z, M) A@(x, 2)) ca P(x,y). Tana:

MEY(z,y) = F<ny)(2,y).

N3 M = (b,a), 36or b ¢ aclp{a}), 3akmyuyjemo na je ckyn pemema GpopMmyJie
(x,a) GecroHauan, 360r MUHUMAJIHOCTU MOPa OUTU KO-KOHAUAH; HEKA MYy KOM-
IeMeHT uMa k eineMenara. Kako '3a cBe ocuM k' MOKEMO U3PA3UTU HOPMYIOM
nvmamo: M = (Vow<rt)Y(t, a).

Karo a ¢ aclp(P) cnemn me je cryn pemema dpopmyne (Vour<it)y(t,y) OGec-
KOHAUaH: HEKA CY (1,d2,...,0n1+1 PA3JIUYUTA €JIEMEHTUA HEHOT CKyIa pelema.
Tana je |[ (M, a;)| < m na kako je M Geckonauna nocroju b’ € M rtakas na je
ME Nicicnpr (b a;). Braun [(b', M)| > n+1, mro je y KOHTpaIUKIUju ca:

M (', a:) = (F<ny) (', y). O
Tepbeme 5.1.10 u nema 5.2.4 3ajenno xkaxky ma je aclp mpeareomerpuja.

Hocnemuna 5.2.5 Ako je D munmnMmasan ckyn ctpykrype M rana je (D, aclp)
nmpeareoMeTpuja. O

IIpumep 5.2.6 Hera je M = {(i,j) € w?|j < i}. [locmarpajMo CTPyKTYpY
(M,E) rme je FE((i,7),(k,1)) akko i = k (pesanuja eKBUBAJICHIUje Uuje Cy
CBe Kjlace KOHauHe U uUMajy penom 1,2,3,... exementa). Jlako ce mokasyje na
je oHa MUHUMAaJIHA aju Oa joj HujenHO (IpPaBO) €JEeMEHTAPHO IPOUIUDPEHE HUje
MUHUMAJIHO. U
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IIpumep 5.2.7 (1) AareGapcku 3aTBOPEHO MOJbE (PUKCHE KAPAKTEPUCTUKE je
jAKO MUHVMAJIHA CTPYKTypa. TO CIeIU U3 YUHEHUIE A TeOpHrja AOMYIITa €JIIM-
WHAIN]y KBAaHTOPA, IIa ce CBaka (opMyJja CBOAW Ha KOWMYKIU]Y jeTHAKOCTU U He-
jemmaroctu. Ilakie, cBaka cBaka (GopMysa je eKBUBAJEHTHA KOHBYKIWJU jeITHOT
cucTeMa MOJWMHOMUJjAJHUX jeNHAUYVWHNW W HEranuju APYror CUCTEMa IIOJIMHOMU-
janmHUX jemHaUYMHA,Ia je ONYUIIeTHO Ia je CKYI pemlema CUCTeMa KOHAYaH WU
KOKOHAYaH.

(2) BekTopcku mpocTOp je, CIMYHOM Kao MAJonpe, 300T eJUMUHAIL]e KBAH-
TOpa jaKO MUHUMAJIHA CTPYKTYPA. U

IIpumep 5.2.8 (a) (w,<) je MUHUMATHA CTPYKTYPA.
Axo momamo cuMmboi koHcTaHTe 3a 0 m cuMmbose buHapHUX penanuja S, 1 aeuH-
nmemo Sy (a,b) akko a +n =b mmahemo esquMuHAIM]Y KBAHTODA.

(6) (w+w*, <) je MurMMasHA CTPYKTypa. w* je oOpuytn w: w* = {i*|i €
w} um ypebeme je:

O0<l< . <i<i4+l<.. <@+ <j <. .<1* <0 O

Jlema 5.2.9 Heka je A C M u weka je f: A— N mnapuujasHo ejgeMeHTapPHO
yTamname.

(a) Ako c € acly(A) Tama nocroju d € acly(f(A)) rakas na ce f Moske mpo-
IysKUTU [0 MaPIUjaJHOT egeMeHTapHOr yranawma fU{(c,d)}.

(6) f ce moxke mpomyxutu no enemenparsor f* :acly (A)— N m npu Tome

je f*(aclys (A)) = acly (f(A)).

Hoxka3: (a) Hexka ¢popmyna ¢(z,a) € tp(c/A) cBemoun ¢ € acly(A): ¢(x,a)
tp(c/A). Tana 3a cBaky A-popmyny (z,ap):

wim M E (Va)(o(x,a) = Y(x,a9)) nm M E (Vo) (p(z,a) — -z, ap)),

npBa omuja Baxku akko M E (c,ap) (Y(z,a9) € tp(c/A)), a apyra akrko
—)(x,a0) € tp(c/A). Karo je f maprujanaHo ereMeHTaApHO MMaMO:

nm N = (Vo) (¢(z, f(@)) = ¢(z, f(@))) wnm
N | (Vo) (o(z, f(@) = —(z, f(a0)))-

Hame, M E¢(c,a) na M= (Jz)o(x,a). f je napumjaaso ereMeHTApHA
na: N E (3x)é(z, f(@) um mocroju d € N rakas na N E ¢(d, f(a)). 36or
ropmer 'uiau - uiau’ 3a cBakry f(A)-dopmymny Y(z, f(ay)) Baskn:

N EY(d, f(a)) akko N | (Vr)(é(z, (@) = P(x, f(ao0)))-

Mmamo HU3 eKBUBaJIEHIIA]jaA:

MEY(c,ag) akxko M (Va)(o(z,a) = ¥(x,ap)) arko
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N | (Vz)(¢(x, f(@)) = (. f(@0))) axxo N |=1(d, f(ao))-

Cremu na je f* ememenrapuo u d € acly(f(4))).
(6) caemm mupexTHO n3 gena (a). O

Kako je 3a 6uno koju mepunadbunan ckyn D y M onepatop aclp mepuuucan
jemnakomhy aclp(A) = D Nacly(A), 3a cee A C D, nperxoiHa JieMa Ce JIAKO
(mokas je cTBAp KOMIMKOBAHE HOTAIVje, & HE OPUTMHAJIHE UAeje) YOIIITU 0

Jlema 5.2.10 Heka je D nepunabumnan ckyn y M u mera je D' mepunabunan
ckyn y N. Heka je AC D u meka je f: A—>N eleMeHTApHO yTalame 3a KOje
je f(A)C D'.

(a) Axo je ¢ € aclp(A) ranma mocroju d € aclp/(f(A)) rakas ma ce f mMowke
OPOLY:KUTHU O MapuujaaHor eaeMmenrapuor yranamwa fU{(c,d)}.

(6) f ce moske mpomy:kuTu n0 esemenpartnor f* : aclp(A)— N u npu Tome
je [*(aclp(A)) = aclp: (f(A))-

Jlema 5.2.11 Hera je M =T, M x Ny, ai,...,ax € A C M, ¢(x,a) jako
MuanMasaHa gopmyna n A C B C Nj.

1. IMocToju Tauno jenam HeaarebGapCKU TUI Yy S{vl (B) koju campsu .

2. Axo je u : B—>Ny enemenrtapuo, di € ¢(Ny,a) \ acl(B) u da € p(N2,a) \
acl(u(B)), onna je pU{(d1,ds)} enemenrapso.

3. Axo cy b},...,b! € ¢(N;,a) nesasucau nan A, onna je
tp" (' /B) =tV (") B).

Jlokas :

1. Hekacy puqy S{vl (B) n meka canpske ¢. Heka je p HeanrebapCku u HEKa
je p # q. Tana mocroju popmyua 1) ca mapamerpuma us B Koja je y p \ q.
U3 v, € p cienu na je u Y A p € p, ma je ¥ A ¢ Heanredapcka, mrTo 3060r
jake MUHUMAJIHOCTU (OpMYyJIe ¢ MoBJaumM na je = A\ @ € q anredbapcka, mna
je TakaB U q.

2. Hexka je ¢(x) 6uno koja popmysa ca mapamerpuma u3 B. Axo je N |
¥(dy), u3 di € p(Ny,a) \ acl(B), cremn na je p(N1) A W(N7) Geckornauan
cryn, a tume u @(N71) A =(N1) komauan. Ilakme, mocroju 6poj n Takas
na sazku N1 | 37"2!(¢(x) A (). 36or M < N; mopa 6utu u Ny |
="zl (p(z) A =(x)) (mpyrum peumma @(z) A —p(x) je amrebapcka $op-
Mysa) na, 36or do € o(Na,a) \ acl(u(B)) ve moxke 6utu Ny = —1(d2)) u
mopa 6utu Na |= 1)(ds)).

Cumuno, ako N1 = (d1), ouna N1 =1 (dy). Harne, pU{(di,ds2)} ememen-

TapHO.
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3. Urepupajyhu nperxomuu mocTymnak, JOKa3yje ce oBa Tauka TBphema. [

HesnaTauMm npunarobasameM mokasza IpeTXOOHE JieMe, MOoKa3yje ce ciaeneha:

Jlema 5.2.12 Hera je M ET, M <N, ¢(x) jako muanmamana popmyna Ges
napamerapa u B C Nj.

1. IMocToju Tauno jenan HeadrebGapCKU TUI Yy S{vl (B) koju canpsxu .

2. Axo je u: B—> Ny enemenrapso, d; € ¢(Ny)\acl(B) un da € o(N2)\acl(u(B)),
ouna je pU{(dy,d2)} enemenrapHso.

3. Axo cy by,..., b € ¢(NN;) nezasucuu Han A, oHza je
"1 (b /B) =tV (b°/ B).

Hanmomena: Arxo ce y npyry aemy (5.2.12) crasu na je A = (), omna je 3anpaso
ona Bapujanta npse Jseme (5.2.11). Y rakBoj moramuje je caenehe rtpbheme
rnocjenauia obe mMpeTXoaHe JeMe:

ITocaemuma 5.2.13 Axo cy N;, A u ¢ Kao y uckasuma jema 5.2.11 u 5.2.12, u
ako je 3a i = 1,2 B; Geckonauan nonckyn ¢(N ;) Hezasucan man A, oHma Cy OHU
CKyIOBU HEPAaCIO3HAT/HUBUX UCTOT AUjarpamMa TUIOBa Ham A, Tj. 3a CBaKoO eJe-
MEHTApHO npeciukasame [ : A—>A u csako 1 — 1 npecaukasame f : Bj—>Bo,
pwU f je ememenTapso. U

Teopema 5.2.14 Mapm|[7]:
(A) Hexra je T jako murMMasHA 1 Heka cy M u N menu mMomenu.

(1) M ce moxe enementapuo yromutu y N axko dimps (M) < dimy (N).
(2) M u N cy uzomopoue ako u camo ako dimys (M) = dimy (N).

(B) Hera cy N;, A u p kao y uckasuma sema 5.2.11 u 5.2.12 u nera je
dimpy, (p(N7)) = dimpn, (¢(N2)). Tana nmocroju enemeHnTapHO
npecaukasame fi: p(N1)— N2 u npu tom je  u(e(N1)) = p(N32)

Ilokas:

(B) Hexra je B; 6a3a npemremerpuje ¢(N;) n mera je f 6mimo koja Oujernmja
u3 B; y Bs. Ilpumenom mocaemune 5.2.13 ce 3akmyuyje na je f exeMeHTapHO,
seme 5.2.9 m 5.2.10 06e36ebyjy na ce f ma npomy:KUTU OO TPAKEHOT L.

(A) cnemu u3 (B) O
OBa Teopema MMa 3aHUMJBUBY MOCIEIUILy ¥ CIyYajy jaKO MUHUMAJHE TeOpUje:

Ilocnemuna 5.2.15 Heka je 1" jako MUHUMAJIHA TeOpHUja y TPeOPOjUBOM jE3UKY.
Tana je T mHenpeOPOjUBO KaTErOpUYHA. O
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I'imaBa 6

Crabuisine tTeopuje, BoroBu nmapoBu

n MopiaunjeBa Teopema

6.1 k-cTaOuime Teopuje

Iepunrunmja 6.1.1: Heka je x ODeckoHauan rkapawHaJ. 3a NOTIyHYy Teopujy 1’
KaskeMo 7a je k-crabumaa ako m3 M ET, AC M u |A| < k cnemn |SM(A)] < &.
Kaxemo na je M k-crabumna akxo je taksa Th(M). O

YecTo KaKeEMO ,,w-CTAOMITHOCT , yMecTO ,, Ng-cTadbunnoct” . [Ipumepu w-cra-
OMITHUX Teopuja Cy jakKO MUHUMAJIHE Teopuje m3 nperxomnHor moriasima: ACF,
niay Teoprja 6€CKOHAUHNX BEKTOPCKUX IPOCTOPAa HAI PUKCUpPAHUM nosseM. [Ipu-
Mep Teopuje Koja Huje w-ctabunna je DLO 3aTO mITO MOCTOjU KOHTUHYYM TUIOBA
y S1(Q); crBap je meroma GeckoHauHe KOMOMHATOpUKE nokazatu xa DLO Huje
K-cTabuJIHa HU 3a jenaH OeckoHavaH k. Ha ciauuyan HauuMH ce MOKe ITOKa3aTHU da
OniIo Koja Teopuja Koja MMa Monesd ca JepuHAOUIHUM HapuujaaHuM ypebemem
KOje mMa OecKOHauvaH CTPOro pacTyhu jgaHall HUje K-cTabUIHA HUA 3a jedaH K.

Hapenna nema yrBpbhyje ma je 3a ucnutuBame w-CTAOMITHOCTH TOBOJLHO OPO-
jatu 1-tumose.

Jlema 6.1.2 Heka je n > 1 mpuponan 0poj, k OecrkoHavan kapauHag u 1
MOTIIYHA TeOpUja TPOM3BOBHOT jesmka. Cimemehu MCKa3u Cy €KBUBAJIEHTHU:

D) UsMET, ACM u |A| < k ciemn |SM(A)| < k;
2) Is M =T, ACM u |A| < k cnemn |SM(A)] < k;
)Y Us M =T, ACM u |A| <k crema |SM(A)| < &
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Hoxka3z: IloBosmuo je mokazatu na u3 1) caenu 2). IlpermocraBumo 1) u Hera
MET, ACM u |A| < k. Be3 ymamema onmroctu, M je 3aculien u nma moh
muoro Behy ox k. Hera p(Z) € SM(A) u uzabepumo @ = (ay,as,...,a,) € M"
Koju peanusyje p. 30or mpermocraBke 1) o Opojy l-tunosa, mma HajBuUIIE
x moryhmoctu 3a tp™(a;/A), majsume x moryhmoctu 3a tp™(az/Aai), ..... )
majsume k Moryhmocru 3a tpM(a,/Aay...an_1). Ilpema Tome, uma HajBume K
moryhuoctnu 3a tpM(a/A) O

Tepbeme 6.1.3 Axo je morunyna Teopuja 1 HajBuine npebpPOjUBOr je3mKa w-
crabusiHa, OHIA je OHA K-CTabMIHA 3a CBe DECKOHAUHE KapAUHAJE K.

Ioka3z: Cnuuno apyrom meny moka3a TBpbhema 3.1.11: mom mpermocTaBKOM na
T Huje k-cTabuiiHa 3a HEKM HENpPeOpojuB Kk Mokaszahemo ma mocToju ,,OMHAPHO
IPBO BUCHHE W’ (opMyIa KOje MIPOU3BOAN KOHTUHYYM THUIOBA HAJI IPeOPOjUBUM
CKYTIOM TIapamMmeTapa.

Heka je M T, A C M, |A] = k u |[SM(A)| > k. Tlomro mma camo k
popmyna ca mapamerpuma usz A, Mopa mocrtojatu Gopmyrna pp(T) TakBa ma je
| leo(T)] | > &.

-xopak 1: Ha ocuoBy 3.1.9 mocroju 9(Z) taksa ma je |[pp(ZT) A Y(T)]| > k n
| o (T)A=Y(T)] | > k. Hera je 1(T) = ¢g(T) Ap(T) m @o(T) = @p(T) A= (T).

Axo cMo 3a cBe 0 € 2° KoHCTpyHUCcain ¢, (T), OHAa TPeTA3UMO Ha
-kopak i + 1: Omer Ha ocroBy TBphema 3.1.9, 3a cBe o € 2 mocToju hopmyna

Y(Z) TaxBa na je | [ps(T) Ay (T)]| > k 1 |[vs(T) A e (T)]| > k. Hera je
SDU,I(E) = 9o (T) N by (T) 1 SDU,O(E) = 9o (T) A =15 (T).

ITo kKoHCTPYKIMjuU, 3a cBake 0,7 € 2<% Baxku caenehe:

* [lps(@)]] > K;
e Ako je 0 C T OHIA ©r FE Yo}

° @a,k(f) ): _‘Spa,l—k(f>'

Heka je Ag ckym mapamerapa u3 A woju ce jasmajy u {¢,(T)|o € 2¥}. Oun-
raenHo je na je |Ap| < Ny u gma, camuno kao y noka3y tBpbema 3.1.11, cBakoj
rpamu apseta {p,(T)|o € 2} moxe ma ce momemm Tun uz SAY(Ap), ma ma je
1S (Ao)| = 2.

Hakne, ako T Huje k-crabuiHa (3a K > Vo), oHga HUje HU w-cTabuiaHa. [
Tepbeme 6.1.4 Axko je mornyHa Teopuja HajBuile npebpojuBor jesmra 1 w-

crabuana, ouma cy 3a ceako M =T, A C M u n > 1 u30I0BaHM TUIOBU Yy
SM(A) rycru.
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Hoxka3: Cnuuno npBoM meay mokasa TBpbhema 3.1.11.

IIpernocraBumo cynporro: Ckyn msosnoBanux Tunosa y S (A) muje rycr.
Tana mocroju ¢g(T) Takas ma HUje CAAp:KaAH y HUjeAHOM KM30JO0BAHOM TUILY a
jecre canpskan y HekoM tumy (Tj. carmacha je ¢ teopujom 1').

ropak 1: Ha ocuoBy tBphema 3.1.10 nocroju ¢(Z) raksa na cy [p1(T)] u [po(T)]
HeNpa3HM CKYyHOBM 0e3 M30JI0BaHUX TUHOBa 3a v1(T) = ¢p(T) A Y(T) n

©0(T) = o (T) A ~Y(T).

Ako cmo 3a cBe 0 € 2" KOHCTpyUCcanu ¢, (T), OHIA TPesa3uMo Ha

Kopak i+ 1: 3a o € 2¢ ma ocmoBy TBphema 3.1.10 mocToju ¥, (T) Taksa ma cy
[06,1(T)] u [5,0(T)] HEIpa3HN CKynOBU 6€3 M30JI0BAHUX TUIIOBA 34 Py 1(T) =

Po (f) A ¢O‘(E> n ¥g,0 (f) = Po (f) A _‘7700(5)'

Cryn cBux mapamerapa Koje ydecTBYjy y dopmyrnama apsera {pq(T)|o € 2¢}
oszHauyumo ca Ag. Ouwnrmento je |Ag| < No.
N3 xoHCTpyKIMje je jacHo ma 3a 6miao koje o, 7T € 280 Basxu:

e [p;] je HempasaH U He CcaApKU U30JIOBAHE TUIOBE;

e Ako je 0 C T oHHIA @ E Po;

* orjl=Pray

Hera je f € 2¥. Basu [¢f,] D [¢r,] D los,] Do

Haxmne, ckyn {[py,,,]|i € w} mpencraBma paMmaujy 3aTBOPEHWX CKyIOBa KOja
MMa CBOjCTBO KOHAUHOT mpeceka. Ilomro je Si(Ay) KoMImakTan TOMOIOMKY TPO-
crop, pamummja {[¢y,.,,] | i € w} mvma menpaszan npecek. Mzabepmmo mpousBosman
eJIEMEHT TOT IpPeCeKa M O3HA4UMMO ra ca pf. AKO je f # g OHIa IOCTOjU i € W

Takas na je fi; = g;; m f(i) # g(i). Ilo xoucTpYEKIMjH je ¢y, ., F ~pg,,, Ta Cy py
u p, pazmuuurtu. [lakne, nomemusame f+— py je 1 —1 ma ciaemu

2% =[2%| = [{ps | f €2°} <[5 (Ao)l,
na 1" Huje w-crabuaHa. O

IIpumep 6.1.5 (1) Herka je T = ACF u P obGuacr nenunx. Axo je F an-
rebapcKO 3aTBOpEmE MoJba pasioMaka u3 P, omma je F' mpoct momen Ham P.
Cako yraname P-a y Hero anrebapcku 3aTBOpeHO mosse K ce Moske jemHO3HA-
YHO NPOAY/KUTU A0 yTamama F-a y K u 1o yramame je eIeMeHTapHO.

(2) Cuauuno mperxomHoMm npumepy, ako je P ypebena obnact neaunx u F je
peaJtHO 3aTBOpEme moJba pasziomaka u3z P, ouna je F' mpoct monen reopuje RCF
"Hang P. O

Iakie, ,,momen mpoct Ham A” je MOmeJICKO TeopeTcka Bep3uja ,,ajrebdpe
remepucane ckymom A”. Y TOM CMUCIY Cy yOpaBO HPETXOMHU NPUMEPU Ouiau
WHCIUpAaIja 3a yBoheme mojMa Moesia MPOCTOT Had CKYIIOM.
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Hamomena 6.1.6 1. Axo je A = (), onna ce nojmosu ,,upoct Hax A” u ,,mpoct”
IOKJIaIajy.

2. ExBuBanentHa medpunmnuja 6u ouna: ,, Kaemo na je M mpoct Han A ako
je mpoct mozmen teopuje Th(My)”. Axo je A komauan ckym, ouna 1' = Th(M)
“Ma Mame O KOHTUHYYM HOTnyHux TumoBa akko 14 = Th(M,) uma mame on
KOHTUHYYM MOTHYHUX TumoBa. OTym Teopuja KOja mMa Mame Ol KOHTUHYYM
MOTIYHUX TUIOBA MMa MIPOCT MOJEJ HAJ OUI0 KOjUM KOHAUYHUM A.

3. ITo ce Tuue HenmpeOPOjUBUX TeOpPUja, TOCTOjAHE MPOCTUX U ATOMCKUX
MOJeJIa je Yy MHOTOME clIo:keHurje. |'yCcTrHa CKyna M30/J0BAHUX TUIOBA Y OIIITEM
ciyuajy He rapaHTyje IOCTOjame aTOMCKUX Monesa (jep TeopeMa O UCIYIITamy
TUMIOBA HE BAKU 3a Teopuje HempeOpojusor jesmka). Xapuurron (Harrington)
je moKa3ao ma MPOCT MOJAEJ He MOpa OUTM aTOMCKU U Oa je Moryhe ma moctoje
(Mebycob6uO) memzomopduU npocTu Momenu ucrte teopuje. Tarobhe mocroju mHe-
npeOpojuBa Teopuja Koja MMa IIPOCT MOJEN aJIyd HU 3a jeJaH KOHadyaH CKYI HeMa
IpOCT MOAeN Ham TuM ckynoMm. OBuU mpuMepu Cy TPUIAYHO KOMIJIMKOBAHU.

4. Hapenue teopeme 6.1.8 u 6.1.9 moka3yjy ma cy w-cTtabuiiHe Teopuje
MaJo ,,muToMuje” Mo mUTalmy IpocTuX Mozena. KRacuuje hemo masectu (Ge3
mokasza) u lllenaxoBy TeopeMy O jeAMHCTBEHOCTU MPOCTUX MOJENa y w-CTabu-
JIHUM TeOopujaMa. 0

Jepuuanuuja 6.1.7 Hera je T nornyua Teopuja, M =T u A C M. Kasxkemo na
je M MuHMMAaJIaH MoOeJI Han A uiu na je MOOeJICKM MUHMMAJIAH Ham A ako
3a ceaku N rtakaB ma je A C N uz3 N x M cnemu N = M. M je (momenckn)
MUHUMAJaH aKo je MuHMMAaJaH Hag (). O

[Toneran je mMpocT MOIENT UCTOBPEMEHO U MOJEJICKM MUHUMAaJaH. Ha mpumep,
kan ronx M (Momesn moTmyHe Teopuje HajBuUIle TPEOPOJUBOT je3uka) peanusyje
caMo aJrebapCcKe TUIIOBE, OHIA je MUHUMAaJaH U nIpocT Monei. Huje Temro nahu
npuUMep IPOCTOr Momesa Koju Huje munumasian: (Q, <) je mpoct Momes teopuje
DLO, anu HUje MOmeJCKM MUHUMAJIAH jep je CBakyW uHTEpBay I ca pamuoHa-
HUM KpajeBUMa H.eroBa MOACTPYKTypa pasziaumuura oj came cTpykrype (Q, <).
Honyme, (I,<) je usomopdan npoctom (Q, <) ma je u cam mIpoCT U HUje MOIEJI-
ckn MumHnMasiaH. llomro je cBakm mpebpojuB monmen teopuje DLO umzomopdan
mogneny (Q, <), cBakM je mpPOCT W HUjelaH HUje MOIEJICKA MUHUMAaJaH. JaCHO
je ma Kaa TMOTIyHAa Teopuja MMa W MOMEJCKUM MUHUMAJAH WU HIPOCT MOMAEJ, Oa
cy onu m3oMop¢duu jeman apyrom, DLO je mpumep teopwuje kKoja mma mpOCT a
HEMa MOJEJICKA MuHUMaJaH monen, nok je Th(Z,+) npumep Teopuje roja mma
OEeCKOHAYHO MHOI'O HEM3OMODP(YHUX MUHMMAJHUX MOZEJa WM HeMa IPOCT MOIE.

[IocToje m Teopuje Koje UMajy MUHUMAJAH MOIE] KOju HuUje mpocT. lIpumep
je reopuja Th(Z,+) xojoj je (Z,+) munumanan moznen aau Huje npoct (Han ());
mebhyTum, ou je mpoct mam {1}.

Hapemna teopema rapanTyje mocToOjame MPOCTOT MOJEJNa w-CTabuiaHe Te-
opuje Haa OMJIO KOjUM CKyIlOM mapamMeTapa, mMoryhe HemnpebpojuBum. Monen
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KOHCTPYUCAH y MOOKAa3y je He caMO mpOoCT Hero u artomcku. Mebhyrum, ona me
rapaHTyje je IMHCTBEHOCT MOeJa.

Teopema 6.1.8 Axo je T w-crabuiHa TOTOyHA TEOPUja HAjBUIIE TPeOPOjUBOT
jesuka, M =T u A C M, ouna nocroju Han A npoct aromcku momesa My < M.

Hoxa3z: Ilpasuhemo mHuz ckynosa {Ag|fS < a}, a orna he muxosa yHuja 6utn
CKyI HOCau CTpyKType My. Ha mouerky KOHCTpyKIMje HE 3HAMO KOJjU OPAUHAJ
he urparm ymnory opaunaia .

mMoYeTHN Kopak: Ay = A;

rpasuYyHN Kopak: Axo je Uy = v # 0 u 3a cBe [ < v je Hanmpas/beHO Ag, OHIA
nexa je Ay =g, Ag;

cJle f0EHUYKU Kopak: Ako HujenmaH eneMeHT ckyna M \ Ag He peanusyje nzoso-
Yy B Y.
BaHU TUI HaJ Ag,0Hla cTajeMO ca KOHCTPYKIUjoM 1 Tekyhe 3 je ¢ modeTka
TpaskeHo «.

Axo mocroju enement ckynma M \ Ag koju peasnnsyje M30J0BAHU TUI HAX
Ap, oHna m3abepuMO jeJaH TakaB, O3HAYMMO r'a ca ag U Heka je Agy; =

AB U {a/j}.

Heka je My = A,

1. Hera je M | Jxp(z,a) 3a mexo a € ASY. Tlo tepbemy 6.1.4, nzonosanu
cy ryctn y S{M(A,), ma nocroju nzonosanu p € [¢(x,a)]. Tamxa ce p peamusyje y
M. Pemumo na ra peammusyje mexn emement b € M. Onna je p = tp™(b/A,), na
he, mo uzbopy opauuasa « y KOHCTpyKuuju, ourtu b € A,, a kako je ¢(x,a) € p,
6uhe u M = p(b,a). 36or osora je My < M (Tapcku-Bor Tecr).

2. Heka je N ET u pu: A— N esmemenTapro mpecaukaBame. Hanmpasuhemo
HU3 eJIeMEeHTApPHUX IpeciarnKaBama TakKBa Oa CBako ciaemelie mpomy:kyje CBako
IPETXOIHO.

MOYEeTHU KOpakK: [ig = i : Ag— N}

rpaHuYHm Kopak: Ako je Uy =~ # 0 u 3a cBe [ < 7y je HAIPAB/HLEHO €JIEMEHT-
apHO [i3, OHJA HEKA J€ [i, = U/3<7 pg. IlomTo cy cBu pg Onnm eleMeHTapHA
to he u pu,6uT; eremeHETPaHO;

cnendennukn Kopak: Heka je fo u pug @ Ag—N KOHCTPYUCAHO e€JIeMEHTaPHO
npeciukasame. Hewa ¢(z,a) mzomyje tpMo(ag/Ag). Tama, ma ocmoBy

tpephema 2.3.3, popmyna ¢(x, ug(a)) usonyje!

ps(tp™M0(as/Ag)) € SY (1s(Ap)).

1Ha, ocuoBy npeor gena tBpbema 2.3.3, camka Tuna je THI, a Ha OCHOBY Tpeher, cimka jenHounaHor

6a3HOr MOpa OUTHU jeTHOYTIAH.
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My = Jzp(x,@) n pg je eremerTapHo, na
N E Jzp(x, ug(@)), na 3a seko b € N Basku
N E o(b, us(@)), na he pgi1 = ppg U {(ag,b)} buru exemenrapuo.

IHarne, [, je ereMeHTApHO M OOMeH My je neo My ma je ereMeTapHO yTalame,
tuMme je u My npoct man A.

3. Enementn crpykrype M, cy obmura ag, 3a Heko [ < a. Ilokamxmmo
WHIYKIUjOM ma ce y My peanusyjy caMO M30JI0BAHU TUIIOBU HAJM CKyImOM A.

ITo koHCTPYKIUjU je ag M3070BaH HaL Ag.

Taunuje, TOKAKUMO 12 BaKWU:

,» Tum tpMo(ag/A) uzomosam 3a cee < a”.

MOYeTHU KOpakK: qg je m3abpan Tako na je tum tp™(ag/Ag) nzonosan. C 063m-
pom ma je Ag = A u SM(A) = SMo(A) (jep je A C My u My < M), 6uhe
u tp™°(ag/A) usonosam.

IPAHWYHYM KOPakK: Y I'DAHUYHOM KOPaKy HHUCMO IOJAaBAJM ejleMeHte (ag je mo-
mar ckymy Agyi y xopary 4+ 1).

cienbennyku Kopak: VEIykTuBHA XUTOTE3a je ma 3a cse v < 3 tum tp™°(a., /A)
u300BaH. ag je mzabpan Tako ma je tum tp™(ag/Ag) mzomnosan. C 063u-
pom 1a je A C Ag n, M0 MHAYKTUBHOj XumoTe3n, cBako b € Ag (jep je b = a,
3a Heko v < () tum tp™°(b/A) je mzomosan, mo tBphemy 2.2.12 he Gurn
usonosan Tun tp™0(ag/A). O

Hapenny, Illenaxosy (Shelah) reopemy maBomumo 6e3 mokasa, MOMTO je He-
hemo kopucTuTn.

Teopema 6.1.9 (JeaUHCTBEHOCT MPOCTUX MOJENA y W-CTAOUIHUM TeOpUjama )
Axko je T w-crabunna moTmyHa Teopuja HajBumie npebpojusor jesuka, M =T u
N E T o6a npocra vang A u ako je Thy(M) = Thy(N), orga nocroju n3omMop-
¢uzam crpykrypa M u N Koju ¢pukcupa enemente ckyma A. U

Y nokaszy Teopeme 6.1.8 KOpuUCTU Ce TEXHMKA KOja 3acCiy:Kyje na ce Ha BY
obOpatu naskma. CTPYKType JepuHrCAHE Ha Taj HAUUH CY YBEK IPOCTE U ATOMCKE
HaJI CKYIIOM HaJ KOjuM cy KoHcTpymcane. Ilyt mo mokasa IllemaxoBe Teopeme o
jeIMHCTBEHOCTU IPOCTUX MOJea HaJd CKYIOM ce MOke npelim Tako mTo ce mpBO
MOKayKe jeTUHCTBEHOCT MOJEJIa KOHCTPYUCAHUX HAJ HATUM CKYIIOM.

lepuaunuja 6.1.10 Heka je M crpykrypa HajBuine npebpojuBor jesura L
n veka je B C M. Heka je o opouran u A ={ag | B <a} C M. Hexka je

Ap=B n A,=BU{ag| <} 3a0<vy<a.
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Kasxemo na je mus {ag | B < a} xomcrpykmuja wan B ako je tp™(as/Ap) msomosan
Tun 3a cBako [ < a.

M je xomcTpyucan Han B mian KOHCTPpYKTUOUIaH HalL B ako ce meroBu eje-
MeHTU MOry nopebartwm y HU3 KOju je KOHCTpyKnuja Han B. U

[Ipumerumo ma je ako je {ag | B < a} koHCTpykmuja Han B, oHga je KOH-
crpykmuja u Han Ag 3a 6uno koje 5 < a.

Teopema 6.1.8, y cBeTny HOBe meduHUIUjE, IIacU

Teopema 6.1.11 (1) Hexka je T' w-crabunua Teopuje, M wen momea u A C M.
ITocroju N' < M koju je KoHCTpyUCcaHn Ham A.

(2) Aro je M roucrpyucan Han A, ouga je mpoct Han A u atoMcku (CBaku
tun Han A peanusoBan y M je m3osoBaH). O

Hapenny teopemy HaBomumo 6e3 mokaza Oyayhu na je HeheMo KOpPUCTUTH.

Tepbeme 6.1.12 JemurcTBeHOCT KOHCTPYKTHOMIITHIX MQImeJia
Heka je A ckyn n mexa cy M u N koncrpyucanu Han A. Tana ce noenturera
ma A mpomyskasa mo mzomopdusma cTpykrypa M um N. ]

6.2 BoToBu nmaposu

Hedbuanmnuja 6.2.1 Heka je k > A > Ry. Kakxemo ma L-teopuja T uma (K, )
Mozen ako nocroje L-ctpykrypa M =T u L-popmyna ¢(T) raksu ga je |IM| =k
n [p(M)|=A. O

Hepunnnuja 6.2.2 Kaxemo na je (N, M) Boros (Vaught) map moznena teo-
puje T ako M X N =T, M # N wu ako nocroju Lj/-popmyna ¢ TakBa na je
©(M) Beckonauno u na je p(M) = p(N). O

IIpumep 6.2.3 IIpumep BoroBor mapa je map HecTaHZapPHUX MOIEJIa TEOPUje
T = Th(N,+,-,0,<). Aro je M x N | T, N je macrasax?® M-a, a € M je
becrkonauan u p(r) =z < a, onga je ¢(M) beckonauan u p(M) = p(N). O

Jlema 6.2.4  Axro L-teopuja T uma (k,\) momen 3a k > A > Ny, ouna T uma
Botos map (N, M).

Hora3: Heka je N (k,A\) momen teopuje T u mera je D = p(N), ckyn mohu .
ITo momoj Cronem-Jlosenxajm Teopemu moctoju M < N koju campxu D u 3a
koju je (M| =|D| = X. (N, M) je Boros nap. O

Jlema 6.2.5 Arxo je (N, M) Boros nap momena teopuje T, onma teopuja T
uma Boros map (Ng, My) npu uemy cy Mo u N npebpojusu.

2enrmeckn opuruHaa je , end-extension”.
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Jloxka3z: Heka je P ymapuu cuM0OJ pesanmje KOju ce He jaBba y je3uky L u
L* = LU{P}. Axo je (N, M) Boros nap, omma mera je N* crpykTypa Koja
nHacrtaje u3 N Tako mro P maTepnperupamo kao M.

Axo je ¢(T) dopmyra jesura L, omma meka je of(Z) dpopmyna jesmra L*
nepunucana wa ciaenehu mauun:

-aKo je ¢ aToMcKa, ouzaa je ol (z1,...,11) = Nieqi 2,3,k P@i) (@1, ... @)

-aKo je ¢ = = 1, onga je o == yF;

-ako je ¢ = 1 Athy, omma je oF = ¢ Ay

-ako je ¢(T) = Iy (y,T), onma je o' (T) = Iy( P(y) A7 (y,T)).

MunyknujoMm ce Jako moka3yje ma 3a cBe a € M' Baxu:

MEp@ askko N*E of(a).

Hera je 6(x) dpopmyna jesura Ly xoja cemounm na je (N, M) Boros map,
Tj. TakBa ma je 6(M) Geckonauan u (M) = O(N). Hera je {mq,...,m;} cryn
napametapa u3 M koju ce jaBmajy y 0. Ilo Cronem-JloBerxajm TeopemMu mocToju
npebpojus momen N < N* koju canpswu {mq,...,m;}. Hera je Ny cyxeme
crpykrype N, Ha jesuk L.

[Tomto je M < N, 3a cBako ¢(1,...,T;) Bakn
N EVE( N\ Pla)re@) =" @)
i€{1,2,3,....k}
U3z N x N cnequ na 3a ucre ¢ Bakn

NoEVZ( N\ Pli)re@) = " (@),

i€{1,2,3,....k}

na ako ca My osmaunmmo ckyn {a € No|Ny | P(a)} n na memy nedpunucamy
HOACTYPKTYpPy crpykrype Ny ca My, orna Basku My < Ny.

[Tomro je (M) GeckonauaH, 3a CBaKu IPUPOJAH Opoj k Baku

N* =3z, ..., 3T N ~@i=z)|r| N\ 0°@)
1<i<j<k 1<i<k
a 36or N < N*, Baxxuhe n
NG e 3T, ..., 3T N ~@i=z)|r| N\ °@) | .
1<i<j<k 1<igk

na je u 6(My) Geckonauas.
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N

O(M) = O(N), na N* E VT <«9(m1,...,xk)ﬁ (/\1<i<k P(:EZ))) a 36or N
N, Baxu u

NE VT (9(:61, e TR)— (/\1@@ P(:ci)>), na je O(Mo) = O(No).

N\ M je menpaszan na N* |= Jz— P(z). Omner 360or N < N*, sawuhe N =
dz— P(z), na

No \ My # 0.

Haxae, (Ng, Mg) je Boros nap monena teopuje T. O

Hanmomena 6.2.6  /lokas mperxomuor TBpbema cyrepuire ma ce mOoCMaTpaimbe
Borosor mapa (N, M) 3anpaBo cBoam Ha mocMaTpame CKTpykrype N, pamm-
pewme crpykrype N y jesuk L* = L U{P}. Iucahemo (N1, M;) < (N2, Ma),
yMeCTO na MUIMIEeMO Ja 3a CTpyKType jesuka L* Baszu N7 < N3, mpu uemy je,
mapasuo, My = {a € Ny |NT E P(a)} u My ={a € N|N3 = P(a)}. O

Jlema 6.2.7 Axro cy My < Ny | T npebpojusu, ako a € Mg“ u ako je
p € SMo(@), omma mocroje M' u N' Tarsu ma Bamu (N, Mo) < (N, M) u p je
peamuzoBan y M.

Ilokasz: Hexka je a € M u mera je p € S (a).

Youmvo I1(Z) = {¢”(7,a) | ¢(T,a) € p} U Thy: (NG), cryn popmyna jesura L*.
Hera je A(T) womawan moackym ckyma 1L(T) u mera je {¢!(Z,a),...,¢F (7, a)}
= A(Z) \ Thy«(N™). Tama je {p1(Z,a), p2(T,a),...,pr(T,a)} KOHAYAH TOACKYT
Tuna p € SMo(@) = SNo(@), ma Bamu N |= 37 (91 (F, @) A p2(T, @) A - A (T, a)).

[Tomro je My < Ny, 6uhe My = 3T (p1(Z,a) A o2(T,a) A -+ A i(T,a)), na

NG | 3T (of (T, @) Apf (T, a) A+ Aof (T,@)), mro y3 ounrnenno N = Thys (NG)
sHaun ga je Ny momen ckyma A.

Hakne, 11(¢) je komauno 3am0BOBUB CKyn Gopmyna jesuka L* U ¢, ma je 3amo-
possumB. Hera je N*” = I1(¢) u mera je N*' cyseme crpykrype N*” mHa jesux
L*. W3 Thy«(N*) C H(e) cremu ma je Nj < N*', ma ako je M’ = {a €
N*|N* = P(a)} u axo je N cysweme crpykrype N*' ma jesux L, omma je
(No, M) < (N, M'). n-topra koja je y N*" 6una urrepnperamuja n-topke ¢,
OUMTJIEHO peau3yje TUI P U CBAKU HEeH eJeMEeHT 3a10B0JbaBa YHAPHU IIPEIUKAT
P. Hpyrum peunmva M’ peammsyje um p. (N, M') je Tpamenn map. O

Jlema 6.2.8 Arxo cy My < N = T npebpojusu, oxna nocroje N’ u M’, raxsu
na (No, Mo) < (N, M) u 3a cBaro @ € M u cako p € S0 (@) pawm:
Axo je p peammsosan y N, onna je p peanusoBan y M.

Iokaz: M, je npebpojus na je My npebpojus, Ny je npebpojus, na ce y me-
My MOK€ peajm30BaTU HajBUIIE TPpeOPOjUBO MHOT'O TUIOBA U3 UEGMO<“ SMo(q).
Nrepupamem nperxomuor TBphema nmpaBu ce NpedOPOjUBU €JIeMEeHTAPHU JaHAIL
npeOpPOjUBUX CTPYKTypPa UMja yHUja je TpaskeHu BoToB map. U
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Jlema 6.2.9  Axo cy M’ < N' = T npebpojusu, axo b € N'<¥ u axo je p €
SN'(b), omma mocroje M” u N raksu ma Bamum (N, M') < (N, M") u p je
peamnuzosar y N7”.

Hoxkaz: Cruemu mupexrao u3 rBphema 2.2.1 u nepuaunuje (Tuna) koja My ciean
(tBpbhemy 2.2.1). Ako je p € S,,jlvl (b), oHImA p OCTaje TWN U KAk Ce je3UK PAIIUPH
1o jesurka L* u ctpykrypa N’ no crpykrype N ma nocroju N, mancTpyrrypa
crpykrype N, xoja peamusyje tun p. Cymeme crpykrype N ma jesur L je
N, a mena moncTpykrypa umju je ckym Hocau ckyn P(N'*) je M. O

Jlema 6.2.10 Hexra cy My < Ny = T npebpojusu. Ilocroje npebpojusu, xo-
morern M u N, xoju umajy uctu mujarpam tunosa u Basku (No, Mo) < (N, M),

a Tume u M = N,
Hoxaz: IIpasumo emementapuu aanan (No, Mg) < (N1, M1) < (N, M) < ...

-ropak i+ % : Heka je (N, M;) Boros map rakas na je (N, M;) < (N}, M;) n
na csako p € S(T) woje je peamusosarno y N; 6yme peamusosano n 'y M.
[IocTojame TakBOr mapa obeszbebyje nema 6.2.8.

-KOpak i+ % : OBaj KOpak je caMmyaH MOCTYIKY y I0Ka3y TBphema 3.2.6 u mumb
My je, ka0 u y TBpbhemy 3.2.6, na 06e30emu XOMOTEHOCT CTPYKTYPE.

Axo cy @,b,dy € M]<¥ u tpMi(a) = tp™Mi(b), ouna mexa je (N7, M) Boros
nap (uuje mocrojame ce mOKasyje Kao y TBAPHEnY 3.2.6) TakaB oa Basku
WNLMY) < N, MY) m ona y M} nocroju dy taxso ma je tp™i(a,d;) =

7 1

tpM;/ (57 d2) .

-Kkopak i+ 3 : OBaj Kopak je CIMYaH NPETXOIHOM, CAMO IITO je OCMUILBEH M
0be3benu xoMoreHocT cTpykrype N.

Ako cy @,b,dy € N'<* u tp/i (@) = tp"V? (b), omna mera je (Nip1, Mit1).
Boros nap (umje mocrojame ce qoka3yje kKao y TBApmemY 3.2.6) Taran
na saskn (N7, M) < (Niz1, Mi11) m na y N;i1 moctoju dy Takso ma je
tpNirr (@, dy) = tpVi+r (b, dy).0

Heka je (M, M) = U(J\/’Z,Ml)
i<w
Ouurnenso je na cy M u N npebpojusu jep cy Taksu u M; u N;.
Kopauu i + 3 06e36ebyjy na M u N peanusyjy ucre tunose.
Kopamu @ + % 0be36ebhyjy ma M Oyme xoMoreHa CTPYKTYpA.
Kopamu @ + % 06e36ebhyjy ma N Gyne XOMOreHa CTPYKTypa.
[Tomro cy M u N xoMorese cTpyKType Koje peanusyjy MUCTe TUIOBE, TO CY,

no tBhemy 3.1.17, mehycobOuo mzomopodmue. [l

Cnemun BoroBa Teopema o mBa KapauHAaJA.
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Teopema 6.2.11 (Bor) Arko T uma (k,A) Momen 3a kK > A > Ny onma T nma
(N1, Ng) Momeur.

Hoka3z: Ilo nemama 6.2.4 u 6.2.5, T uma npebpojuB Boros map. Ilo memm
6.2.10, T wma mpebpojus Boros map (N, M), rakas na cy N u M xomorenn
n na peanusyjy ucre tunose us S(T), a tume cy m uzomoppuu. Heka je ¢(T)
dopmyrna koja Tto yrBpbyje, Tj (M) je Gecromauan ckyn u (M) = p(N).
[Ipasumo enementapuu aasan (Ng)a<w,, Takas na je (Noi1,Na) = (No, My),
a Tume u N, = N 3a cBaro a < w.

nouetHu kopak: Nog =N u My = M;

rpannuHM Kopak: 3a 0 < a < w; m a = Ua, rera je Ny = Uy, N . Iomro
je mpebpojuBa yHuja cTpykTypa m3omopdrux crpykrypu N, N, je u cam
XOMOTeH, Tpebpojus u peanusyje ucrte eaemente ckymna S(T) xao u N, na
je, mo TBphewmy 3.1.17, N 2 N ;

cienbennukn kopak: Heka je 0 < o < w; u @ = S+ 1 u wera je Nz Beh
koHcTpyucano. Ilomro je M = N = Ng. Heka je p : M =2 N, Axo
ce j mOCMAaTpa Kao IpeciukaBame u3 gesaa ckyna N y Ng, onma ce pu, 1o
nocseauiy 2.1.8, MOKe TPOLYKUTHA IO HEKOT €JIEMEHTAPHOTL [I J\/’—>N\; 3a

HEKO /T/; = Ng. Osmaummo ca Ny (cetnmo ce ma je B+1 = «) cTpykTYDPY
fi(N).

Mo N Mo 2N
Mo = Ng naje NgxN, =m Mo = Npg na je Ng 2 N,.
N =N, N =N,

Hexka je N = Uacw, No. Ouuraenso je na je IN| =Xy n zma je:

Axo je N = ¢(@), ouma je a € My,
na je (N, Mp) (Rq,Rg) Momer. O

6.3 MopJiaujeBa TeopemMma

Tepbeme 6.3.1 N;-rareropuuna teopuja HemMa BoToB map.

Iloka3z: Hera je T Ni-kareropmuna Teopuja. 3a CBako Kk > N; T mma momen
Mohm Kk KOMe je cBaku OeckoHauaH nedpmHaOMIAH CKyn HempeOpojuBe Mohwm.
Hakne, T' mvma momen mohm N; KoMe je cBakm OeckoHa4vaH nepUHAOUIAH CKYII
mohwm Nj.

Ako 6u T wmmaisa Boros map, oumma 6mu mo BoroBoj Teopemu mmamna (Nq, W)
MOJIeJN, KOjUu je, makjae, MOIes] HempeOpojuBe Mohu koju mma npebpojuB nedu-
Habuian noackyn. Ta aBa Monena HuUCY M3oMopdHA, nma 1’ He MOoxke OUTH Nj-Ka-
TETOPUYHA. U
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Ila cauyHO Baskm 3a CBe HeNpeOPOjUBO KATErOPUUYHE TEOpHUje a He caMoO 3a
N; KaTeropuyHe, MOKe Ce MOKA3aTU TEK Kajla Ce pa3BUje TeXHUKa rpanme Epen-
dojxT-MocrToBcku crpykrypa. lIpBo hemo y nemm 6.3.4 mokazatu na TO Baku
3a w-cTabuigHe Teopuje, a OoHAAa y TBphemy 6.3.8 ma je cBaka HempeOpPOjUBO
KaTEerOpUYHA yjeIHO U wW-CTabuIHA.

Jlema 6.3.2 Arxo je T w-crabumna teopuja u M meH Momen HenpebpojuBe
mohu, omma mocroju Ly, dopmyna ¢(x) Taksa na je |@(M)| > Ry u 3a cBaky
Ly dopmyny ¢(z) je mmm [ (M) N (M) [ < Ro mmm | (M) N =9 (M) | < Ro.

Hoxa3z: IlpernocraBumo cynpotHo: He mocroju taxBa ¢gopmyna, Tj. 3a cBe
Ly ¢popmyae ca ocobunom |@(M)| = Ry, mocroju Ly popmyna ¢(x) Taxksa na
je | (M) NBM)| > Ry 11 | (M) N =9 (M) | > Ry,

Canuno kao y morasuMa tBphema 3.1.11 u 6.1.3 KOHCTpyUIIUMO OUHAPHO APBO
popmyna {py(x)|o € 2<¥}, TakBux ma 3a cBakKO o € 2<Y BayKU:

o [ po(M)| =N m
b SOU,O(M) N 900,1(/\/[) = 0.
Hexra je @p(z) =2 = 2. 0p(M) =M, ma je | pp(M)| = Ny,

kopak 1: Heka je ¢(x) Lj dopmyna taksa ma je u | p(M)NYP(M)| = Ny n
lo(M) N =(M)| = Ry. Tarsa popmysa mocroju mo npernocrasuu. Heka
je pi(x) = pp(x) A p(x) 1 po(x) = ¢p(T) A ~(z).

Axo cMo 3a cBe 0 € 2! KOHCTpYUCATH P, (T), OHIA TTpeIa3UMO Ha

Kopak i + 1: Ilo nmpernocTtasmu, 3a cse o € 2¢ mocToju Gopmya 1, (x) Taksa na
je |o(M) Npg(M)| = Ry m [0o (M) N =9o(M)] = Ri. Hexa je ,1(2) =
Yo () Ao () 1 @o0(2) = 0o(z) A 21po ().

ITo koHCTPYKIMjU, 3a CcBake 0,7 € 2<% pasku ciaenehe:

Ocobuna 1 | @s(M)]| = Ny;

Ocobuna 2 Ako je 0 C T oHZA @r | ¢y, a THME je o (M) C pr(M);
Ocobuna 3 ¢, k() E 2 ¢o1-k(z), ma je ©o0(M) N ey 1 (M) =0.

Heka je A ckyn mapamerapa u3z M koju ce jaBmajy u {py,(x)|o € 2¢}. Oun-
raenHo je na je |A|l < Wo.
Hera cy f u g u3 2% u f # g. Tana Baxku

Iaxne, npecek (\;c,, .., (M) je TpeBpojus mpecek HU3a YMETHYTHUX HETIPe-
6pojUBUX CKyNOBa, Ia je Hempas3aH. Duiio Koju meros (Ipeceka) eJeMeHT je
eseMeHT CTPyKType M koju peamusyje cse dopmyie rpame { ¢y .. (z)[i € w},
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na rpasa umHW jeman (moryhe memormyn) l-tum. Heka je d € (g, ¢f,., (M).
Osmaunmo ca py tun tp™(d/A). Baxu { ¢y, (2)]i € w} C py.

ITomTo je f # g, omma mocToju @ € w TakBO Ha je fliy1 = g1 u f(i +1) #
g(i+1). Tana je* @pis1) (M) N @pign (M) =0 ma je py # py.

Hakime, cBakoj rpanu npsera {¢,(r)|c € 2¥} Moxke ma ce DONEIW TUI U3
SM(A), na saxmyayjemo na je |SM(A)| = 280, To smaun na T =Huje w-crabunHa
TeopHuja, MTO je y KOHTPAAWKIWjU ca YCJIOBUMAa TeOopeMe Ta je MPEeTIOCTaBKa

na 3a cse Ly ¢popmyie ca ocobunoM | (M) | = Ny, nocroju Ly, popmyna ¢(x)
rakBa na je u | (M) NY(M)| =Ry u | p(M)N=9p(M)| > Ny meonpskusa. O

Jlema 6.3.3 Heka je M menpebpojuB momen w-cradbunue teopuje 1. Ilocroju
npaBo ejeMeHTapHO pammpeme N = M, TakBo ma 3a CBaku NPeOPOjUBU TUII
p(T) mam M Baxku: axko je p(T) peammsosan y N, ouna je peamuszosan y M.

Ioxkaz: Heka je p(x) Ly popmyna unje nocrojame 06e36ebyje memab.3.2. Tau-
Huje Heka je p(z) Ly popmyna taksa na je | o(M)| = Ny u 3a cBaky Ly popmyiry
P(x) je mma [ (M) N (M) | < Ro mmr | o(M) N = (M) [ <R -

Hesa je q(z) = {1/(z) |$(z) je Lar dopyma Taxsa ma je | (M) N (M) | > X},

Heka cy ¥1(x),v92(x),...,¢¥r(z) npousBomun exementu ckyna ¢(z). Onma je
cBako 1 € {1,2,...k} Basu | p(M) N =9 (M)| < Ng.

Tana je | (p(M)N=1h1 (M))U((M)N=1ha(M))U- - -U((M)N= 1 (M) | < k-Ro =
Ro, ma je | (M) A= (1 Aha Ao Ah) (M) < Ro, a e je u [p(M) A (¥1 A
o A A ) (M) | = Ny, ma mocroju esemenT a (3anmpaBo ux mMma HenpebpojuBO
MHOTO) ckyna M koju 3amoBosbaBa 1 (x) Aa(x)A-- Ag(x), Tj. Takas na BasKu
M= p(a) Api(a) Aipa(a) A-- - Aipr(a), a Tme m M= ¢y (a) Apa(a) A Ae(a).

Harae, TU{3x(¢1(x) Ap2(x)A---Ar(z))} 3amoBosbus a Tume je ¢(r) KOHAUHO
3aJ0BOJBMB CKYI (popMyJsa Ia je TUIL.

Axo ¢(x) ¢ q(z) omma mHuje | (M) A P(M)| = Ny, na mopa 6uru | (M) A
(M) | =Ry, a Tume u —Y(z) € ¢(x), na je ¢(r) nornyH TUI.

Heka je M’ = M cTpykTypa y Kojoj je peammsosan ¢(x) (TBpbeme 2.2.1 u
nepunmja Tuma) u d € M’ enxement koju peaymsyje q(x) u mexa je N < M’
npoct moxesn Han M U {d} uumju emeMeHTH peanmusyjy M30J0BaHE TUIOBE HAJK
M U{d} (a uuje mocrojame ob6e3bebhyje Teopema 6.1.8).

Hexra je p (y) npebpojusn tun manx M peanusosan y N u Heka ra peanusyje
b. Hexa je 0(7,z) Ly-popmyna rarsa ma 0(7,d) usomnyje tp™ (b/M U {d}), mro
y3 p (@) C oV (6/M U {d}) maje Naroiay = V5 (07, d)—o(7)) 32 cve 6(7) € p (7).
Axo ca 0y(x) ozmaunmo dopmyny Vy (6(y,x)—¢(y)), omna 3a cse ¢(y) € p(7)
Baskun N = 04(d). Iz M N cnemn na Basku My = 04(d), na 04(z) € q(x).

Taxse, 3a cso 6(7) € p(5) je V5 (07, 2)— (@) € a(z) -

5 0(y, z) je Lar-popmyna 3a kojy Baku My, = Iy 0(y,d), na je 5 0(y,x) € q(z)°.

30cobuna 3

Ypy Apa A=+ A Yr)(x) je zammc 3a P1(z) A2 (x) A+ A g ().

50(g, d) msonyje tp™V (b/M U {d}), na N'ps = F50(7,d), a tame My = F50(7,d), 360r uera
W 0(y,z) € q(x).
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Hexa je A = {370(7,2)} U {(v5 (07, 2)—é(3) |6@F) € p@}. A je npepojus
noackyn tuna q(z). Hakmae, A ce mosxe mabpojatu. Hera je A = {0;(x)|i € w}.
{i(z)]i € w} C q(x), ma 3a cBaro k Baku dg(x) Ad1(x) A--- Adg(z) € g(x) (jep
je ¢ mornyn tumn), a Tame u | (M) N (Gg Ad1L A+ Adk)(M)®] = Ry 1 [ (M) N
(“((50A(51/\'--/\5k))(./\/l)‘ <Ngm

(0 - 2800 ) U (90N 00 A AN = (M),
3a cBako k je

(@(M)ﬂ(% A-~A6k><M>) — (M) \ (@(M)ﬂ(ﬁ (5o A~-~A6k>><M>), .

N (#0080 ) = o)\ U (o060 A n80)M) ).
kew kew

3a k <j<wsBawn gM)N (= (6o A= Adg)) (M) CpM)N(= (g A---Nd;)) (M) r

[eM) N (= (B0 A== Adk)) (M) [ < [eM) N (= (80 A--- A d;)) (M) | < Ro, ma

< Ro, mro y3 [(M) ] >Ry maje

U (¢<M> A (oA A @))(M))

kew

> Nj.

N (900 1 Go - n 80 )

kew

Tpeba jom npumerntn ga je ckymn (e, ((M)N (8o Ad1 A~ A i) (M),
sanpaBo ckyn  {a € M |a 3anoBosbaBa ¢(x) u cBe popmyie ckyma A }.

Iaxksne, nocTtoju HenpeGpPOjuBO MHOTO ejeMeHara ckyna {a € M |a 3amoBoi-
jaBa () u cse popmyre ckyna A }. Hera je d’ jeman takas. Baku:

() My EA{FOE, )} u{vy 0y, d) = ¢@)) | ¢H) € p @)}
Nz My = Jy0(y,d’) caemm ma mocroju b € M™ raksa ma je My = «9(5/,d’).

Iakute,

1. My =000, d);
2. My E VY (0(y.d') = ¢(¥)) 3a cse 75@) € p/@),
3a cBe ¢(7) € p(§) Basku My = ¢(b), Tj. b € M™ peanusyje Tum p. d

} OJaKJe CJIeIN:

Jlema 6.3.4 Heka je k > Ny. Ako je T w-crabunna teopuja kKoja uma (Nq, Ng)
mozen, ouna T uma u (k, Ng) Mozme.

Hoxa3: Hera je M monen reopuje T mohu 8y rakas ma je | (M) | = Ry u Hera
je N == M mogmen teopuje T uujy ersucrennujy obesbebyje nema 6.3.3.

6(50 AO1L A+ Adg)(x) je sammc 3a Jo(z) Ad1(z) A~ Adk(x).
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Hexa je p(z) = {p(2)} U{~(z = m) |m € M 1 M k= o(m)}. Homro je | (M) | =
Ng, Tun p je npebpojus, na kKako ra M ucoymra, mopa u N na ra ucnymra, na
je [eN) | =]e(M)]. N ce moxke nzabparu tako na je |[N| < k

WNrepupajyhu npeTxomHu moCcTymak, MOKe C€ HAIPABUTU €JIEMEHTAPHU JTaHAI]
crpykrypa {M,|a < k} TakaB ma My = M, My = My, Mar1 # My m
| @(Mat1) | = [p(Ma)], 3a cBaro a < k.

Osmaumio ca N yrnjy mamma. Ounraezso je ma je |o(N)| = |o(M)], ma T
nma (K, Rg) Mozel. O

Jlema 6.3.5 Hera L*-teopuja T uma yrpabene CroseMoBe QyHKIje 1 HEKA
npebpojus M = T* canpsxu (I,<) kao GeckoHauaH ckyn ypebenux mepacmos-
HAT/LUBHUX. Taga mocToju mpou3BosHO Benuku M’ = M koju peamusyje camo
OHEe TUIOBe Koju cy Beh peanuszoBanu y M.

Iokasz: ®Purcupajmo Kapauuat k. 36or komnakraoctu nocroju N = M koju
canpsxu Hepacnossarmuse J O I mohm k. Hera je M’ CromemoBa /bycka cKyma
J. Tana je caku a € M’ obnuka f(j1,...jk) 3a meky CronemoBy ¢yHKuujy f.
Kako je I Geckomaunan TO moctoje ii,...,1; € I rKoju nmajy uctu ypebajau Ttun
Kao ji,...,Jjk ma, Kako je J DO I CKyn Hepacno3HATHUBUX, Bazku tp(iq,..0x) =
tp(j1, .., Jr). Caemm nma je w tp(f(iy,...,ix)) = tp(f(j1,-..,Jk)) ma je tp(a) peann-
3oBan y M. Cuanuno, tun csake n-topke uz M’ je peanusosan y M. O

Jlema 6.3.6 Hexka je L npeOpojuB je3ur u 1’ merosa Teopuja Koja mMa O€CKO-
HAYaH MOJEJ. 3a CBaku OECKOHAYaH KapauHat k Teopuja T mma momea M mohn
k Takas ma 3a csako A C M, M peanusyje uajsume |A|+ Ny tunosa man A.

Ioka3: Cnuruan mokasy MPEeTOmIHe JIeMe. O

Can Moxkemo nma npomupuMo TBpheme 6.3.1.

Tepbeme 6.3.7 Hexka je L npebpojuB je3ur, T merosa mOTIyHA TEOPUja KOja
nMa OeckoHauHe Momesie U Kk HempebOpojuB kapmuHat. Ako je T K-KaTeropuyHa
Teopuja, OHIA je U w-CcTabuIHA.

Hoxka3z: Axo T uuje w-crabuina, OHIA 3a HEKU HeH npebpojus momen M = T
u meros ckyn A C M saxnm | SM(A)| > Ng. Kao mocmemuma kommakTHOCTH,
nocroju Mozen N = M KapIuHATHOCTU K KOjU peaju3yje HempebpojuBO MHOTO
tunoBa u3 ckyna SM(A). Ilo memu 6.3.6, mocroju crpykrypa No = T mohu
Kk TakBa ma je 3a cBaku npedpojuB B C N HajBuile npedpOjuBO MHOTO THUIIOBA
w3 SV2(B) peamusosano y Ny. Haxme, N1 u Ny cy Hem30MOPGHM MOZEIM TIa
Teopuja 1 HUje K-KaTETOPUYHA. U

Tepbeme 6.3.8 Heka je L mpebpojuB je3ur, T meroBa HMOTIYHA U K-KaTe-

rOpUYHA Teopuja 3a HEKW HenmpeOpojuB kKapauHai k. 1 He momymra Botose

mapose’ a Tume HA (K, \) MOmese 3a CBe A TakBe ma je K > A = Ng.

71j. mema Borose mapose.
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IToka3z: Ha ocuoBy tBpbema 6.3.7, T je w-crabunna. Aro 6u T umasa Boros
nap, ogga 6w mo Borosoj teopemu mmama (Ni,Ng) Momesn, a oma Ou mo semu
6.3.4 reopuja T umana (k,\) momen. Ilomro moskemo mahu momen teopuje T
mohu Kk y KoMe je cBaku OeckoHauaH medpuHabumiaan ckyn mcre mohwu (K ), oHza
T He MOke OUTU K-KaTEerOpPUYHA. U

Jlema 6.3.9 Csaku OeckoHauaH CKyn ypebheHux Hepacmo3HaTHUBUX Y MOIETY
w-CcTabuIHE TeopUje je HePpaCHIO3HATI/LUB CKYII.

Ioka3: IIpernocraBumo cynpoTtHo. Tamna mocToju OECKOHAYHHO JMHEAPHO ype-
beme (I,<) u ckyn ypebennx mepacnosnarmusux A = {a; |i € [} y mHekom mome-
ay M Koje He uMHe CKyIl HePACIO3aTHhUBUX. 300r KOMIAKTHOCTY, MOKEMO MPET-
nocrasutu 1 1a je (I, <) sanpaso (Q,<). Kako A Huje CKyn HEpPACIO3HATHUBUX
nocroje: dopmyna ¢(r1,Ta,...,Ty), PALMOHAIHU OpoOjeBU i1 < iy < ... < i, ©
BUXO0BA IepMyTaluja T TakKo Oa

M E (@, @iy oo @i) < Q(Or(in)s Cr(in)s oo G (in)))-

Kako om mu3a (@i, Qiy, - Qi ) 1O (Qr(iy)s Qr(in)s -+ Qr(i,)) MOKEMO OONM y KOHAYHO
MHOT'O KOPaKa 3aMEHUBIIN Y CBAKOM KOPAKy MECTa HEKa IBA y3aCTOIHA €JIEMEHTa
(1.j. rpyna nepmyTanuja ckyna {1,2,...,n} je remepucaHa CKynoM TPaH3IO3UIU-
ja{(i,i+1)|1 <i<n-—1}), 3armpydyjeMo ma CMO CBeIOKe HErMpama PAcCIo3-
HATJLUBOCTU CKymna A Moram uzabpaTtu Tako aa

M E @iy s oeey Qi 5 Qi s Qi g5 ooy Qi) 2 Py ey Qi3 Qi1 5 Wiy s Qi ey iy ))-

OzmaunmMo  @(aj,, ..y Qif_ 1, T, Yy, Qi s -5 Qi) Ca Y(2,y). Karo je A cxyn ypebe-
HUX HEPACHO3HATJMUBUX, 38 CBE 1} < J1 < J2 < 141 BAXKH

M ‘: _‘(w(ajﬂajé) e w(a’jwajl));

u, 6e3 ymamema ommroctu, M = ¥(aj,,a;,) A (aj,,a,)). 3arbydyjemo
na YP(x,y) ma ckyny A" = {a;|ix < t < igy1} nepunume ypebeme maTEpBasa
pamronasaux 6pojesa. Cana HUje TEMKO KOHCTPYUCATU KOHTUHYYM TUIIOBA: 3a
cBakKu peasiad 6poj r € [ji1, j2] mepunUmMMO THI

pr(z) = {(x,a) [t € QN [j1,J2] it <r}U{—v(z,a¢) |t € QN [j1,72] 1 r <t}

pr-0BU cy MehycoOHO KOHTpamuKTOpHU na 1’ HUje w-cTabuirHa Teopuja. KoHTpa-
aukmja)l OJ

Y w-cTrabumHMM TeopujaMma MoskeMo Hahu jako MuHMMasHE popmyste. To he
ce TMOKAa3aTy KOPUCHUM 3a yBODeme mojMa AUMeH3Hje.

Jlema 6.3.10 Axo je T w-crabunua u M =T, onga:

1) Hocroju muanmanua popmyna y M;

2) Axo je M Ny-zacuhena crpyrrypa um ¢(z,a) munanManasa y M, ounxa je
jaKO MUHUMAJTHA.
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IHoxka3: 1) Kourpanosurnujom u naaykuujom: IIpernocraBumo ma mHujemsa Gpop-
Myia Huje MmuauMmasna y M. Hanpasuhiemo apso popmyna {p, |0 € 2<“} rarso
na:

1. Ako je 0 C 7, ovga ¢; = ¢o;
2. prifFE P m
3. (M) je BecronauaH.
KoucTpykumja nHIyKITjOM:
MMOYEeTHU KOpPak: ¢y = = = z. @p(M) je GecKkoHAYAH CKYII.

CJIeI0EHUYKN KOpPakK: AKO je KOHCTPYUCAHA {,, OHIA, 10 UHAYKTUBHO] XUIOTE-
31, HUje MUHUMAaJIHA & IOCTOju (OopMyia 1) TakBa Ja U Qs A Y U @, A 1)
rMajy OeCKOHaYaH CKYyIl pememna y M, ma ux MOKeMO O3HAUUTHU PENOM Ca
©o,1 U Pp0. OUUTIETHO Cy UCIYHEHU CBU TPAKEHU YCJIOBU.

Canma ce, ciuuHo Kao y moka3y TBpbema 3.1.11 umnm 6.1.4, Moske cBakoj rpanu
apBera 2% momesuTH jemaH MOTIYH TUI W TO TAKO MOa TO AO0Me/bUBaMme Oyme
WHjEeKTUBHO Ma TeOopuja HUje w-cTadbuiHa. RoHTpamaukiuja.

2) IlpermocraBuMo cymportHO: 3a Heko N < M u mero b € N mexa je (N, b)
beckonauan, kobeckoHauan monckyn ckyma ¢(N,a). Kakxo je M Ng-zacuhen,
nocroju d takas ma je tpM(@,d) = tpV(@,b). Omma je 1(M,d) Gecronauam,
KOOEeCKOHAaYaH MOACKYyN ckymna ¢(M,a). O

Tepbeme 6.3.11 Heka je L majBume npedbpojuB je3uk m 1 meroBa MOTIYyHA
Teopuja Koja mMa GecKoHauHe MoJese U HeMa BoTose mapose u Heka je ¢(T,7)
popmyna jesura L. Ilocroju mpupoman O6poj n = n, TakaB Ja je 3a CBaKy CTpPy-
krypy M =T u cBako @ € M <% cryn ¢(M,a) nau GeCKOHAUAH MU MM Mame
OZl N eJeMeHaTa.

JHoxka3: Kourpanosumujom. IlpermocraBumo ma 3a @(Z1,...,Tk,Y1,-. -, Ym) HO-
CTOjU HU3 G1,d2... TAKAB Ha je 3a cBaKO n ckyn ¢(M,a,) KoHaUaH CKyI KOju UMa
6ap n enemenara. Heka cy P u L* = LU {P} kao y manomenu 6.2.6 u nokasy
aeme 6.2.5 u meka je I'(g) tun y jesury L* Takas ga:

o T CT(7);
e P neduuume npaBy L-ejieMeHTapHY NOACTPYKTYDY;
Nizi P(yi)

OCTOj GECKOHAYHO MHOI'O eJleMeHaTa T TaKBUX Aa je = ¢(T,7);

= o(T,7) = Ai_, P().
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3a 6uso koje N = M The 3a cBe a,, 360r koraunoCcTH, 6UTH (M, TY) = PN, TY).
Axo je A C I'(y) romauaH, OHIA Ce MO:Ke U3aOPATU MOBOJHHO BEJIUKU N TAKO
na a, peamusyje Ay (N, M). Ilakxne, I'(y) je kKoHAYHO 3a00BOJLUB, Ha je, IO
KOMITAKTHOCTH, 3a,I0BOJLUB.

Heka a peamusamuaja tuna ['(7) y (N, M’). Axo ce Bpatumo y jesux L, Tamga
je p(M',@) 6eckonauan ckyn 3a koju Baxu (M, a) = o(N',a), npu gemy je N’
eJIeMEeHTapHa IpaBa HaJICTPYKTypa cTpykrype M’ v jesuxy L. Iaxne, T uwma
Boros map. 0

Hanomena 6.3.12 Ilperxonuo tBpbheme uMa 3aHUMIBUBY CUHTAKCHY TOCJEIUILY:
3a ¢(r,7) nocroju n, takas na 3a ceaku M u csarku @ € M* paku

|o(M,@)| je Geckonauan ako u camo ako |p(M,@)| = n,

Rako |¢(M,y| > n, wMoxemo mspazuru dopmynom (y) To (y) 3Haunm na
,, JIOCTOjU GECKOHAYHO MHOTO & TaKBUX na Bazxku ¢(z,7)”. Ilpyrum peummMa KBa-
HTUPUEKATOD 1T je mepmHabuian y teopujama 6e3 BoroBux mapoBa ma

¥(y) o3HawaBamo u ca (3%) p(x,7). O

Ilocnemuma 6.3.13 Heka je L najBume npebpojuB je3uk m 1 meroBa MMOT-
IyHa TeopHrja Koja mMa OeckoHauHe Mojese 1 Koja Hema Borose mapose. Tama:
(1) Csara MuarMagHA GOPMYJIA je jJAKO MUHUMAJHA;
(2) Uz tp(a) = tp(b) cremm: o(r,a) je MuEUMAIHA aKKO je ¢(x, b) MUHUMAJIHA.

Ioxa3z: (1) Heka je ¢(z,a) muanmansa popmyna y M = T. CBobewa HA KOH-
TPaUKIN]y Paly, IPETIOCTaBUMO Aa HUje jako MuHuMaJHa. Heka cy N =M,
be N u ¢(x,y) bopmyna Taksa ma je

|90(Naa)mw(Nag>|>NO 4 |90(Nva)mﬁw(N75)|>NO .
Rako T' mema BoToBe mapoBe MCKOPUCTUMO TMPETXOIHY HAIIOMEHY
N E (T) (3Fz)(p(z,a) Ap(z, 7)) A (3F2)(0(z, @) A (2,7))) -

. . = . .
[TomTo je M < N, mMopa nmocrojatu b € M KoOju CBEIOUYM €Tr3UCTEHIIN])ATHA
KBaHTU(UKATOP y IpeTrxonHoj ¢popmynm. Tana

M@ NEMTB) =R 1 [p(M,a) N (M,B)] > N,
na p(x,a) auje muaumaaaa y M. Korarpanuknuja!

(2) Ioxras upsor mena tBpbema yrBpbhyje na MunuMaasocT Gpopmyie o(x,a)
3aBUCU UCKBYUUBO on tp(a). O

Ilocnemuna 6.3.14  Hera je L majBume npeOpojuB jesuk m 1 merosa moT-
myHa Teopuja Koja mMma OeckoHaune momesne. Ako je T w-crabuiHa m HeMa
Borosux naposa, ouna 3a csako M = T mocroju jako MUHUMAJHA GOPMYJIa HAI
M. IloceGHo, mocToju jako MuHUMAaJHA GopMmyita Hax npoctum Mg = T. O
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JIlema 6.3.15 Aro T mema BoroBux maposa, M =T u A C M™ je 6eckonavan
nepunabuian ckym, ogaa je M murumasan Hanx A. Axko je T y3 1o u w-crabuiana
un =1, ouma je M mpocrt u aromcku Hax A.

Hoxra3z: Hera je ¢(T) popmyna xoja medpumaume A. Axro je N X M u ako N
canpsxu A, onga je A = p(N), mro y3 A = (M) naje p(M) = p(N), na N nuje
npaBa noACTPYKTypa jep 1" Hema BotoBe mapose.

Axo je y3 mperxonuo T jom m w-crabunna teopuja u A C M nepuuamunizan
OeckoHAUYaH CKyI, OHIA, HA OCHOBY TeopeMe 6.1.8 mocToju KOHCTPYKTUOUIAH
mHan A momen Mgy < M; Mg je mpoct u aromcku man A. Ilo mamonpebammen,
He cme outu My # M, ma je 3anpaBo M mpoct u aroMmcku Han A, mrTo je
TpebaJsio MmoKa3aTu. O

Tepbeme 6.3.16 Heka je T mormyna Teopuja HajBuUIIe TIPeOPOjUBOT je3UKa,
Heka nMa OECKOHAUHEe MOJeJie U HeKa je Kk HempeOpojuB kapauHat. 1’ je k-KarTe-
ropuyHa akKo U CaMO akKoO je w-cTabuiaHa Teopwuja Koja HemMa BoToBe mapose.

Iloka3: ,, = 7 : Cuemu u3 tBphema 6.3.7 u 6.3.8.

, <=7 : Ha ocuoBy Teopeme 6.1.8, cBaka w-ctabuiaHa Teopuja UMa TPOCT
mozmen. Heka je My = T npoct. Ilocroju jako muamManza dpopmyrna ¢(z) ca
napaMmerpuma u3 My (mocaemuna 6.3.14).

Herka cy M = Mo u N = Mgy mohu k. 360r HenpebGpOjUBOCTU K BasKW
dim(¢(M)) = dim(p(N)) = k (moctoju < K GopMmyra ca mapaMeTprMa U3 CKyIa
mohu < Kk ma je m anrebGapcko 3aTBopeme ckymna Mohm < k mohwu mame oxm k).
Kako 6ase mcre mohw mmajy mcrtm tun (man mapamerpuma b popmyse p(x)),
3aK/pydyjeMoO Ia IOCTOjU IaplyjalHa ejeMeHTapHa Oujeknuja koja (uxcupa b
u jenny 0a3y mpecaukaBa y apyry. MoxkeMo je TpOAy:KUTU [0 TapIlAjaiHe
enementapue oujexrmje p : (M) U {b}—p(N) U {b} . Kako je M mpoct man
o(M)U{b}, To ce u Moxe mpomyxEUTH 10 yTamama pu* : M—N. N mema mpaBux
eJIeMEHTapHUX TOACTPYKTypa Koje canpwke @(N) (amema 6.3.15) ma mopa Gurm
jemHaK ciauny IpecamKaBama [, Tj p* je mdomopouzam. OBUM CMO IOKA3AIU
na cy cBaka mBa Momesa Mohu k mzdoMopdHa. 7' je K-KaTeropudyHa. U

Rako ycaoBu T je w-cradbumnna u T Hema BoToBe mapoBe HE MOMUBY KapIu-
HaJHe OpojeBe, M3 mpeTxomHOT TBphewa cienu MopiujeBa TeopeMa.

MopaujeBa teopema: Heka je L majBume npedbpojuB je3uk u 1 merora moT-
nyHa Teopuja Koja mMa OeckoHauHe momnese. Ako je 1 KareropuuHa y HEKOM
HenpeOpOjuBOM KapauHaJIy, OHIA je KAaTerOpruYHa y CBAKOM HEmpeOpPOjuBOM Kap-
OUHATY. O

Cam mora3 TBpbhema 6.3.16 maje mpenms3HMju ommc MOIeJia HempeOpojuBO
kareropuune teopuje. Ha ocuoBy mocraemure 6.3.14 u meme 6.3.15 cmemu na
y HenpeOPOjUBO KATETOPUYHUM TeOPUjaMa YBEK MOKeMO Hahu jako MUHUMAJIHY
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¢hopMyIIy 1 Ja je CBAaKU MOJeJI IPOCT U MOJEJICKM MUHUMAJIaH Hall CKyIIOM HEeHUX
pemema. llpema morkaldy ciemu ma ymMecTo CKyla pemema MOKEMO y3€TU CaMoO
nmapaMerpe GopMmysie U HEKy 0a3y.

Teopema 6.3.17 : Heka je T menpebpojuso kareropuuna, M = T, u Heka je
o(r,a) jako MuHUMATIHA QOpMyIa, IpU vyeMmy je a € M.

1. Axo je I acl-6a3a ckyma p(M) tana je M mpoCT U MOAEJICKA MUHUMAJAH

wan [ U{a}.

2. Ako N =T tama: M =N akko mocroju b€ N rakas ma je dim(p(M)) =
dim(p(N)).

3. T mva < Ny HemzoMophHUX mpebpojuBux Momenal. U

Hanomenumo na je tpehm meo mperxomse teopeme nokazao Mopau y [10],
KOjU je mpeTmocTaBmo na O0poj mpebpojuBux Momena mMopa outu uau 1 uam Ny
(mro cy tek Bommeuu u Jlaxman mokaszanm). Y ciyuajy Kaja jAaKO MUHUMAJIHA
dopMyna HeMa ImapamMeTrapa, UMaMO NPENU3HUjU ONKC MOJeJa ¥ IOTBPLY OBE
XUIIOoTE3E.

Teopema 6.3.18 : Heka je T menpebpojuBO KaTerOpUYHA W HEKA UMa jaKO
MUHUMAIHY GopMmyry Ge3 mapamerapa ¢(x). Ako cy M u N menu momenu tana

1. Ako M =T u I je acl-6a3a cryma ¢(M) Tama je M mpocTt um MOZEJICKA
MUHUMAJAH Han 1.

2. Ako M\N ET Trana: M =2N aggo dim(p(M)) = dim(e(N)).

3. T nva unu 1 nau Ny HeM30MOPYHUX TPeOPOJjUBUX MOJea. U

81Menax je y [14] mokasao ma cBaka w-crabutaa Teopuja mMa wm < Ro wm 280 mpe6pojuBux Moxena.
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MopJujeB palnr 1 TOTAJIHO

TPAHCII€EHIEHTHE Teopuje

Y oBOM moriyiaBJ/by (UKCHMpPaAMO KOMILIETHY, w-CcTabuiaHy Teopujy 1 m HeH yHU-
Bep3asan noMmeH U. Ilo komBennuju u3 mena 3.3, y KOMe CMO yBeJM MOjaM yHU-
Bep3yMa, a,b, ¢ 0O3HAUABAjY eJeMEeHTe a T, b,.... N-TOPKe eJeMEeHATA YHUBEP3yMa.
A,B,C,... cy maau noackymnosu a M, N... Maju eJleMeHTApPHU IIOIMOIEJN VHU-
Bep3yMa.

7.1 MopaujeB paHr

MotuBamnuja 3a yBobheme MopaujeBor panra je mepeme ,,BeauduHe’ CKYIOBa.
N neja motuve u3 paHuje MO3HATUX OjMOBa IUMeH3Uje. Permumo, ako BEKTOPCKU
IPOCTOP CaApP.U OECKOHAYHO MHOTO IVC]YHKTHUX TPAHCJIaTa HOTIPOCTOPA, O
KOJUX je CBaKM AUMEH3Uje > n, OHIA je caM mpocTop mumensuje > n + 1. Mop-
JNjeB paHr je YOUIITEH-€ TAKBOT pPE30HOBaWma W HUje mojaM AuMeH3uje Beh je
3HATHO I'pyObe ,,Mepeme BeanunHe nepuHAOUIHOI CKyIA.

Mopauje panr nepumHAOMIHOT CKyla ce Je(UHUIIE WHAYKIUjOM U KJbYYHU
kopak je Beh maBemen: MopaujeB panr mepmradOuiaHor ckyna je > « + 1 akko
cangp:ky ODECKOHAYHO MHOTO OWCjYHKTHUX He@UHAOMIHMX CKyIIOBa PaHra > «.

Hepununuja 7.1.1 (a) 3a medpmuabunane nmoxckynmose D C U™ m opamHan «
nepuHUIEMO UHAYKTUBHO penanujy MR, (D) > a :

(1) MR,(D)>0 arxo D # 0;

(2) MR,(D) > a+1 akko mnocroju GeckoHauHo MHOro Mebycobuo muc-
jyakraux D; C D takBux ma je MR, (D;) > « ;
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(3) 3arpamuune a: MR, (D) > «a akko 3a cBaku < « Baszku MR, (D) > .
o

)

>
(6) MR,(D) = a akko je « Hajsehwm opmumas takas nma je MR, (D) >
YKOJIMKO TakaB He nocroju ouna MR, (D) = co.

(8) Mopaujes panr ¢popmyie ¢(x1,...,z,) je Mopaujes panr ckyna Koju ta ¢o-
pmyna pepunnme. Osnagyaamo ra ca MR, (¢(T)). O

Ha oBaj nauun nedunucan je MopiaujeB panr Henpa3Hux AeGpUHAOMIHUX IO I-
ckymoBa on U™ 3a cBako n > 1. Byayhwu na je BpearocT n oOuU4YHO jacHa U3 KOH-
rekcta mumemo camo MR(D) ymecro MR, (D). YobuuajeHo je, M3 TEXHUYKUAX
pasnora, nepunncaru u M R(()) = —1, npu Tom cmarpamo —1 < a < 00 3a CBaKu
OPIVHAI (.

W3 nperxonue mneduHMnIMje JaKO U3BOIVIMO:

Jlema 7.1.2 1. MR(D)= 00 akko 3a cBaku opaunain « Baxku MR(D) > a.
2. W3 D1 C Dy cnemu MR(Dy) < MR(D3) mn
s [= ¢(z,a) — ¥(@,b) cnemn MR($(7,a)) < MR($(7,0)).

3. MR je mHBapujaHTaH y OIHOCY Ha ayToMopdusme: aro je [ ayToMo-
pousam nomena tazxa je MR(D) = MR(f(D)).

4. U3 tp(a) =tp(b) cmemm MR(¢(Z, a)) = MR(¢(7, b)) (3aro mTo mocroju
ayToMOp(U3aM KOju @ mpecaukasa y b).

5. MR(U:~, D;) =max{MR(D;)|1 <1< m}.
6. MR(¢p(z)) =0 arro je ¢(T) anrebapcka Gopmyia. O

Hamomena 7.1.3 (1) Ha uctu HAYMH Kao y OPETXOMHO] AEPUHUNUJA MOKEMO
neduHUCAT PAHr MePpUHAOUIHUX HOACKYIOBa Omyo Kor momesna M; o3HAUMMO
Tako mepunmucan panr ca MRM.

(2) Ako je M Wy-3acuhen u ¢(T,a) popmyna ca napamerpuma u3 M rtana je
MRY(¢(z,a)) = MR(¢(7,a));

MTO HUje TEMKO 3aKbyYdTH AUPEKTHOM NPOBEpOM yciosa Ae¢ummmuje: Ao
¢i(T,b;) mepunumy mucjyuxrae noackynose ckyna ¢(U,a) pamra 6ap «, tana,
36or Rp-zacmhenocrtu, mokemo Hahm l_);—OBe y M taxse ma je tp(bibs.../a) =
tp(E'lB;.../a). 3060r eeMeHTapHOCTH, gbz(f,l_);) ceemoue ma je MRM(¢(z,a)) >
a+ 1. U

N3 nedpunnnuje ciemy na GuKCUpaH neprHaAOMIAH IOACKYII PAHTa (¢ HE MOKE
canp:kaTy OECKOHAUYHY YHHUjY MOUC]YHKTHUX IMOJCKYIIOBa paHra (v CBakKa TaKBa
yHUja Mopa OuTu koHauHa. HapemHa jgema rapaHTyje a TOCTOjU TOPHE OTPaHU-
yeme BeJUYNHE TaKBe yHUJE.
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Jlema 7.1.4 Hera je D C U" nepunabunas.

(a) Axo je MR(D) = a < oo, tama nocroju Hajsehm m rakaB ma ce D

. . m : n

MOsKe IPEeICTaBUTH Kao aucjyHkTHa yauja D =|J,_; D;, rae je cBakm D; C U
neduHAOMIAH U MMa DaHT (.

(6) Axo je MR(D) = oo, Tama ce OH MO/Ke IPEICTABUTUA KAO NUC]yHKTHA
VHHja OBa NeprHAOUIHA IOACKYIa PaHra oo.

Hoxa3z: (a) IIpermocrasumo cynporuo. Tana je D nepunabunan, M R(D) = «
¥ 3a CBAKU M MOCTOjU M MOUC]YHKTHUX IOJACKYIOBa CKymna ) paHra a; Ha30BUMO
cBaku TakaB D a-BenukuM. Ropuctehu oBy npernocrtaBky D MOKEMO Pa3IOKU-
u: D= DyUE;, roe je MR(D1) = MR(E;) = . TBpaumo na je 6ap jenan on
Dy u E; a-Benuku: 3a QUKCHO ¢, HEKa je D = U?Zl C; pasnarame Ha CKyIOBe
panra «. Tana je 3a cBaku j, MR(D; NCj) = o umn MR(E, NCj) =a. Crenn
ma je MR(D1NCj) = a 3a 6ap ¢/2 j-osa nau MR(E; N C;) = a 3a 6ap ¢/2
j-oBa; mpema ToMme bap jeman ox Dy u Fi je a-Bemuku. OBUM CMO TOKA3aIn Oa
ce cBakm «-Beauku D Moxke paznoxuTm Ha yHUjy D = D; U E] ckymoBa panra
a, rae je By a-Besuru. Ha wvctu Hauywma pasnoxumo F = Do U Ey, rae je Ey a-
BEJIUKU, TOTOM pa3ioxumMo Fy = DsUFE5.... Ha taj naunsa nobujamMo OeCKOHAUHY
davunujy D1, Ds, ... INCjYHKTHUX IIOACKYIIOBA PAaHTa (v, ITO je Y KOHTPAIUKIN]U
ca MR(D) < v+ 1.

(6) IIpmmerummo ma M R(¢(Z,a)) 3aBucu uckmyunBo on L-popmyie ¢(Z,7)
u tp(a). Kako mmamo < 2% yvoryhuOCTH 3akmyuyjeMo ma mocrojm o <K 280
rakaB na u3 MR(X) > o camenn MR(X) = oco. Hera je MR(D) = co. 360r
MR(D) > o + 1, u3 nedpunuimje, ciaemu na mnocroje mucjyukrau D, Dy C D
rakBu ga je MR(D;) > o. Tanma je MR(D;) = co. O

Ka:xemo ma D C U™ panra a < co uma (Mopaujes) crenen 1 ako He camapsku
nBa MehycoOHO muCjyHKTHA MOACKYIa PaHTa (.

Jlema 7.1.5 IlpenmocraBuMmo na je D nedpmHaduiian MOACKYI paHra & KOjU ce
Ha [OBa HAYWHA IPEICTaB/ba KAO MUC]YHKTHA yHUja NeGUHAOMIHUX MOACKYIIOBA

panra « u cremesa 1:
P q
D={JDi=]J ¢y
i=1 j=1

Tanma je p=gq.
Iloxa3z: Hexa je m 6poj ckynoBa ¢amMuinje
{D;NnC;|11<i<pl<j<q}

KOju mMajy paHr «. 3a ¢urcupano ¢ < p D; je mpencraB/beH KAO OUC]yHKTHA
yHHMja cKymoBa [); = ngl (D;NCj) . Kako D; nma crenen 1 MOXEMO 3aKJbYYATH
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Jla ITOCTOju TauHO jemaH j Takas ga D; N C; nMa paHr «; ojgasie clIemud m = p.
Crnnyno je u m = q. 0

W3 nperxonne nBe jieMe cjaeny KOPEKTHOCT cienehe neduHummje.

Hepununuuja 7.1.6 Hera je D C U" nedpunadbunan u M R(D) = a. Mopuujes
crenen ckyna D je (jemuucTBeH) m Takas ga ce D MoOKe NpeNCTaBUTU KAO IUC-
JYHETHa yHUja D = U:’;l D;, rne je ceaxku D; C U" nmepurabunan, nma paHr «
u crenen 1. Mopaujes crenen popmyie ¢(T) je Mopaujes cremnen ckyna Koju
oHa neduHume, o3HadaBaMo ra ca deg(d(T)). O

Tepbeme 7.1.7 Aro cy ¢;(Z) 3a i =1,2,...,n mehycobHO KOHTpaIUKTOPHE (GOP-
myse panra « u deg(¢;(Z)) = d; Tana je

MR(V;_y ¢i(T) = m  deg(Vi_y ¢i(7)) =325, di. D

Tepbeme 7.1.8 ¢(z) je jako muanmanna akxko wuma M R-panr 1 u crenen 1. [
7.2 MopJaujeB padr TUOoOBAa

Heka je T = (71, ...,%,) U p Iapuujajad TULD 0O NPpOMeHBUBUM T. Jlepurumemo:

n

MR, (p) = min{ MR, ( /\ ¢i(T)) | £1(T), ... ou(T) € p}.

=1

3a normyue tunose p € S, (A) je To ucro mro u  MR(p) = inf{MR(y) | p € p}.
MR(a/B) osunauasa M R(tp(a/B)).

Cnenehe tBpheme nmosedyje MopiujeB paHr ca TOMOJOMKUM OCOOMHAMA TIPO-
CcTOpa TUIIOBA.

Tepbewe 7.2.1 (1) Axo p € S,(U) rana

MR(p) > a+1 arko je p rauka marommiasama ckyna {q € S, (U)| MR(q) = a}.

(2) Axro p € S(A) u p je Tauka Haromunasama ckyna {q € S(A) | MR(q) > o}
rana je MR(p) > a+ 1.

(3) Axo je p € S(A) HemsosmoBaH Tama je OH Tayka HAOMUJIABAHA CKyIa

{g€ S(A) | MR(q) < MR(p)}. O

Axo je MR(p) = a, nedpunumemo Mopaujes cremen Tuma p:

deg(p) = min{deg(A_, ¢i(Z)) | ¢i(Z) € pu MR(A]_, ¢i(T))) = a}.
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Twun crenena 1 je cranmoHapaH THIL.

Hanomena 7.2.2 Caku tun p € S(A) cagpsxu dpopmyny wmcror Mopiaujesor
paHra m cTemneHa. U

Tepbemwe 7.2.3 Hera je MR(p(T)) = o opaunauI.

1) Ako je p crammonapan u @ € p UMa pPaHr « U cTemeH 1, Tana je
J

q(T) = {(@) | MR((T) N —p(T)) < a}

BeroBo jeauucrBeno npomupeme € S(U) panra a.

(2) IHocroju deg(p) pasmuuurux ¢ € S(U) koju canpske p(T) u uMajy pasr a.

Iloka3z: Dbe3 ymamema ONIMTOCTA HEKA je P 3aTBOPEH 3a KOHjYKIIUje.

(1) Huje remro youutu na je p C q. Tspaumo na je ¢(T) (menporuspeuan)
tun: Heka ;(T) € ¢(T) 3ai=1,2,...,n. Tana je MR(¢Y(U)\ ¢;(U)) < o, ma

MR(U;iZy(¥(U) \ ¢i(U)) <o 1 MR((U) \ Ui (@(U) \ 9i(U)) = ;

omasne caemn  MRW(U) NN, vi(U) = a n i, ¢;(U) # 0, ma je ¢ menpo-
tTuspeuan. CIMUYHO ce MOKake U A je ¢ KOMIUIeTaH.

(2) Hera je deg(p) = n u Hera je ¢(T) € p popMmyna panra « u CTEIEHA M.
[Ipema mepununuju 7.1.6 mocroje mebhycobuo KoHTpamukTopHe Gopmyine Y;(T)
3a¢=1,2,..,n, paira a u crenena 1, u takse ma je = ¢(z) < \/1_, ¥i(T).

[Ipso TBpmumo ma je MR(p(ZT) U {;(T)}) = @ 3a csBako i. [IpernocraBumo
na tBpbeme Huje TauHo 3a peumMo i = n. Tana nocroju 6(T) € p(T) raksa na je
MR(0(ZT) N Yn(T)) < @, ma Basku u:

= (VIS (@) v (0) A (@) = (07) A 6()).

[Ipumernmo ma ¢opmysa ca jgeBe cTpaHe mMma paHr « u cremeH n — 1. Cuennm
na 1 GopMmysa ca JIecHe CTpaHe MMa PaHr < « u creneH < n — 1. Kako je ona
KOHjyKIUja Gopmysia u3 p(T) MMaMO KOHTDAAUKIINA]Y.

p(T)U{Y;(T)} je crammonapan npema u3bopy 1; ma, IpemMa IPBOM AEJNy, UMa
jemuucrseno npomupeme ¢; € S(U) panra a. Kako, 36or = ¢(z) < Vi, ¢¥i(Z)
cBako npomwmpewme € S(U) tuma p canpsku tauno jemny dopmyiy ¥;(T), caemm
TBpheme. Il

ITocnemuna 7.2.4 (1) Csaku ¢ € S(U) je craunonapas.

(2) Ako je M Nyp-3acuhien tana je cBaku q € S(M) cranmonapan. Illra Bume,
q caapxu GOpMyJIy UCTOT paHra M CTeleHa 1. U
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7.3 TorasmHO TpaHCIIEHIEHTHE TEOpUje

Hedpunannmja 7.3.1 Ilormysa Teopuja je TOTAIHO TPAHCUEHAEHTHA (MM T.T)
ako cBaka popmyisa ca napamerpuma u3 U nma (opaunanan) Mopuaujes panr. [

Y nemm 7.1.46) cMo nokazanum na ce cBaku AedpuHabumiaan nmoickyn D panra oo
MOYKE PA3JIOKUTU HA YHUjY NBa OUC]YHKTHA MepuHAOUIHA MOACKYNIa paHra oo.
[Iponysxkasajyhu na taj Haunu mobujamMo OGMHAPHO APBO BUCHHE w (y OJHOCY HA
VHKIY3Ujy) JeUHAOUIHUX TIOACKYIOBa PaHra o0.

Tepbeme 7.3.2 T je ToTaJHO TPAHCIEHICHTHA aKO M CAMO aKO HE MMOCTOju OMHA-
PHO OPBO BUCHUHE W KOje yrHe ne(uHaOMIIHY IOACKYIIOBY y ONHOCY HA WUHKIY3U]Y
y mexkom U".

Iloka3: Beh cmo mamomenyau na ako 1T’ Huje T.T. Tamga OMHAPHO APBO MOCTOjU.
3a apyru cMmep, IpeArnoCTaBUMO Oa TMOCTOjU OMHAPHO APBO AePUHAOUIHUX TO-
ackynoBa on U™ m mokaxkumo na 1T HUje T.T. Y CYOPOTHOM, CBAKU EJIEMEHT
npBera uMa MopJinjeB paHr U CTENEH; HEKa je v HajMamhu paHr ” d HajMamu
CTEeNeH ejeMeHaTa apBeTa panra «. Heka je D ememeHT paHra o m cremneHa d.
¥Y3umuMmo nBa HapenHa esneMmenta apsera: D = Dy U Ds. Tana 6ap jeman D, uma
MambU PaHTr WiIn Mamu creneH Hero D. KoHTpanukmuja. [l

[Moncerumo na je T w-crabuiaHa aKKO 3a CBaku HajBuile npedbpojuB A Bazku
|S(A)] < [A] + Ro.

Teopema 7.3.3 IIpebpojuBa teopuja 1 je TOTANIHO TPAHCIEHACHTHA aKO U CaMO
ako je w-ctabuiHa.

Hoxka3z: =) Ilpernocrasumo ma je T 1.1. Hera je A Guio koju ckym. 3a ¢ ca
napaMerpuMa u3 A, Heka je

Up ={p € 5(4)|¢ € p u MR(p) = MR(¢)}.
Csarnu enement cxyna S(A) je y mexom U, u cBaku U, je konauam, na je
|S(A)| < |For Lal + Yo = |A| + Rg.

Axo je k > Ny u |A| < Kk, ouzna je u |S(A)| < k.

<) IIpernocrasumo ma T wmuje t.1. Tama mocroju GuHAPHO APBO meduHA-
OmHUX TOMCKyTOBa BucuHe w. Heka je A ckyn cBux mapamerapa ¢popmyiia Koje
nepuHMITy enemente npsera; tana je |A| < Ng. Kako csaka rpama npsera ompe-
Dyje tun ca mapamerpuma u3 A, 1 kako pasauuure rpare oapebhyjy mebhycobmo
KOHTPAJIUKTOPHE TUIOBE, 3aK/bydyjeMo ma mMaMmo 6ap 280 Tumosa ca mapame-
tpuma u3 A. Caemu S(A) = 2% > Ry = |A] + Vg O
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He3aBucuoct y MopJujeBoMm panry

Y oBowm moryasiy 1’ je dukcmpaHa KOMIJIETHA, w-cTtadbmmHa Teopuja m U menH
yHUBep3asHu noMeH. [lo koHBennuju u3 mena 3.3, y KOMe CMO yBeJad IOjaM YHU-
Bep3yMa, a,b, ¢ O3HAUABAjY €JIEMEHTE a @, b,.... N-TOPKe eJIeMeHATa YHUBEP3yMa.
A,B,C,... cy manu noackymnosu a M, N... Maju eJleMeHTAPHU IOIMOIEIN VHU-
Bep3yma. Marepujan u3aokeH y OBOM neiy Mo:ke ce mahu y Mmonorpadujama
nocsehenum teopuju crabunnoctu (2, 3, 5, 6].

8.1 Ilojam m ocobumne

Hedunaunuja 8.1.1  Kaskemo na je A mesaBucan (ciaobonan) y Mopaujesom
paury on B man C u numemo

A M B (o)
AKO 3& CBEe KOHAUHE HU30Be @ 13 A Baku
MR(a/BuUC) = MR(a/C).
Y cymporaom kaskemo na A 3aBucu y MopaujeBom panry on B man C u

IUIIEMO A pE B(C). O

YwMmecto ,,A 3aBucu on B Ham mpa3HMM CKymnoM’ , KaxkeMo camo ,, A 3aBucu
on B”. Cnuuno, M30CTaBHAMO ,,HAI MPa3HUM CKynoM~ U KaskeMo camo ,, A je
ciobomuo on B”. Axo je ¢ € S,(C), C C B u p € S,(B) npoumpeme Tuma ¢
OHJIa Ka:KEMO M1a je p CJIO0OMHO MPOHmINPEH-€ TUIIA ¢ aKo je

MR(p) = MR(q).
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Taxkobe y Tom cayuajy, kakemo u na je p caodomuo manm C. Kan me mosomum
no 3abyme, m3ocTaB/baMo ,,y MopaujeBoMm panry”’ um kKaxkeMo caMo ,,na je A
HesasucHO on B manm C7.

[TocTrojame cmobomHUX TpoMUpPEma TUIOBA CJeau U3 TBphema 7.2.3.

Jlema 8.1.2 Csaku tun p € S(A) nma caobonso npomwmpewe y S(B) 3a cBaku
B> A. O

Jlema 8.1.3 1) MR(a/B) < MR(ab/B);
2) a M7 acl(4) (A);
3) 3a csako @ u B, nocroju ronauan By C B takaB na a 1% B (Bo);

4) (Tpamsurusroct) 3a cBe G, b u A C B Bawmu:
B M ab (4) axxo B L@y n B LB (A).
Iokas: 1) Heka je @ = (ay,...,a,) u b= (by,...,by). Tana je
MR(@/B) = MR,(a/B) u MR(ab/B) = MR, ,,(@b/B).
IIprMeTnvOo:
us = p(@b) (vj. p(7,7) € tp(@b/B)) crema Iyp(T,) € tp(a/B).
Comuno tome, uz = (@) (rj. ¥(F) € tp(@/B) caemn o(Z,7) € tp(ab/B) 3a

-~

YY) =V@)AN=NAR=Y2 A AYm = Ym.
MunyknujoM ce mpoBepu aa BasKu

MR, (3G¢(@, 7)) < MRyim(¢(@.7) u MR, (4(T) < MBRyym (¥ (T, 7)),
ma je

inf{MR(¢) [+ € tp(a/B)} < inf{MR(p)| ¢ € tp(a’/B)}.

2) IIpernocraBumo cynpoTHO; Tana noctoju L 4-popmyna ¢(T,y) TakBa 1a je
©(T,b) € tp(a/acl(A)) u MR(p(Z,b) = a < MR(a/A).

Hexa 1 (7) nzomyje tp(b/A). Hpumernmo na Iy (¥ (7) A o(T,7)) € tp(a/A).

Heka je p € S(acl(A)) crobomuo pamwupeme tuna tp(a/A).

Tanma 37 (¥ (y) A ¢(T,7)) € p u, kKarko Cy cBa pemema (a UMa WX KOHAYHO MHOILO)
dopmymne ¥(y) y acl(A), mocroju b e acl(A) rakaB na @b(l_)/) N (T, l;l) € p.

Kaxo 1 usonyje tp(b/A) 3axmyuyjemo na je tp(b/A) = tp(l_)//A), na je u
MR(¢(Z,b)) = MR(p(%,b)) = a. Haxe,
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MR(p) < MR(p(z,b)) = a < MR(a/A),

MITO TOBJAYM Ha p HUje ciaobomHo pamupeme tp(a/A). Kourpamuknuja.

3) Cnenu n3 neduHUIMje: CBAKKA TUI CAIPKUA HOPMYIY UCTOD PAHra U CBAKU
By xoju canp:xu napaMmerpe te GopMylie 3a10BoJbaBa TBpheme.

4) (=) Baxu B '™ @b (A). Hexa je d npomssosmsna n-topka u3 B. Tana
MR(d/Aab) = MR(d/A).
Can je MR(d/Aab) = MR(d/Ab) = MR(d/A).
Us MR(d/Aab) = MR(d/Ab) cnemu B M a (4b).
Ws MR(d/Ab) = MR(d/A) caem B 75 (4).
(«<=:) Hexa je d mpousBo/bHa n-TOpKa u3 B.
s B 75 (4A) cremm MR(d/Ab) = MR(d/A).
s B [Y%a (Ab) cnemm MR(d/Aab) = MR(d/AD).
Haxne, MR(d/Aab) = MR(d/A), mnaje B 1"ab (4). O

Jlema 8.1.4 Heka je (I,<) Geckonauan ckyn ypebhenux Hepacnos3HaThUBUX
Hanx A. Onna:

1) I je ckyn Hepacmo3HAT/FUBUX HAL A;

2) 3a cBaky ¢opmyny ¢(T,y) Hax A, nocroju mpuponan 6poj n Takas na
3a CBE @ Bayku

{Bel| p@h} <nmm el -p@h} <n.
Ioka3z: 1) je morazano y semu 6.3.9.

2) Be3 ymamema ommroctu Heka je |[| = Ng. IIpermocraBumo cymporHOo: 3a
Hery ¢opmyny ¢(T,y) u 3a cBako n nocroje I, I/ C I mohwu n takBu na je ckyn

{e@.0)[be L} U{~p(z,b)|be I}

HenpoTuBpedaH. [lo KOMIakTHOCTM M M3 HEPACIO3HATHUBOCTU CKyna [, ciienm
na je 3a cBaku ckyn I’ C I mempoTUBpeYaH CKyTI

pr(T) = {p(@,0)[b € '} U{~p(@b) [be I\ I'}.

[Ipumerumo ma cy, 3a pasauuure I’-oBe Tunosu py (Z) mebhycobuo KoHTpamu-
kroprr. Kako mma 2% pazmmumrux I’-oBa 3aksmyuyjemo |S(I)| > 280, mro je y
CympoTHOCTHU ca w-crabuanomhy. Konrpamukmuja! U
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Iepunuunuja 8.1.5 Heka je p € S(C) craumonapan tun u B O C. Kaskemo
na je A = {ag|p < a} Mopaujes uu3 Han B y p aro je 3a cBe § < a Tun
tp(ag/BUAp) jemmacrBeno cno6onHo npomupeme tuna py S(BUAg), npu uemy
je Ag ={as|d < B}. 0]

JIema 8.1.6 Hexra je p € S(C) craumonapan tun, B D C u A= {ag|f < a}
Mopaujes uu3 van B y p. Tana je A ckyn Hepacno3HaT/LUBUX HAI B.

Hoxa3z: Ilpenecumo ypebeme ca opamnana Ha ckyn A: ag < a, akko <. Ha
ocHoBy Jsieme 8.1.4, noBosHO je mokasatu ga je (A <) ckyn ypebenux mepacmo-
3HAT/bUBUX. [[OKaKMMO MHIOYKIMjOM na je

tp(ag,,ag,, - --,ag,,/B) = tp(Gyy, sy - - -, 0n,, /B),
3a CBe ag, < ag, < - <aB, A Gy <Oy <+ 0 < Ay, -

MNuanyxkrtuBaa xunoresa: TBpbheme Baxku 3a cBe k < n.

Hexka je ag, < ag, < --- <@g, MU Qy, < Gy, < -+ < @y, . llo nEAYKTUBHO]
xumoresu je tp(ag,,ap,, ..., ap, /B) =tp(Gy,; 8y, - ., 0y, ,/B). Hakrire, mocToju
ayTOMOp(U3aM [, YHMBEP3yMa KOju (UKCHpa Tauke CKyna [ U CIUKa ag, y a,
3ai€{l,2,...,n—1}. Iaxke,

i M(B U {65176527 s 7557171}) =BU {5717672’ T 76%171};
e ayToMopduamu uyBajy MopiaujeB panr na je

MR(p)= MR(ag, /B U{a1,...,ap, ,})=MR(u(ag,)/BU{a,...,ay, ,});

o u(ag,) n a,, peammusyjy p;

e Oynyhu ma je cranmmoHapaH, p MMa jeAMHCTBEHY CJIOOOMHY €KCTEH3U]Y
p* € S(BU{ly,, Gy, -0y, 1))

N3 oBora cinemn ma cy p(Gg,) U a,, peanusanuje p*, ma BasKu:
tp(1(@g,, ), Gy s Qrygs - - -5y, 1 /B) =tp(ag,, Gy, s Ayys - -5 Qy, _, /B).
Kako je p ayromopduzam, Baxku u
tp(1(ag,, ), @y, s Qg - - -5 G,y /B) = tD(ag,,, ap, , gy - - -, g, _, / B),
ITO Cca MPETXOMHUM Jaje
tp(ag,,ag,,...,ap,/B) =tp(ay,, Gy, ..., Gy, /B).

Tume je nmokasano na je (A, <) ckyn ypebhenux Hepacno3HaT/buBUX, A je U CKYII
HEPAaCHO3HATLUBUX. O
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Jlema 8.1.7 (JIema cumerpuje): 3a cse ckynose A, B u C Baxu:
A LM B (C) akko B LIM7 A (0.

Iloka3: IIpermocraBumo cympotuo. Tama, 300T KOHAUHOT KapakTepa, IMOCTOje
(KOHAUHM) HU30BU @ ¥ b TakBU na je

al™ by u b2 @ ().
(x)  MR(a/Cb) =MR(a/C)=a u  MR(b/Ca) < MR(b/C) = B.

[Ipso tBpmuMo nma y () C' moskemo 3amenutu Wo-zacuhennm monemom M D C.

Hera je M’ D C Ny-szacuhen u Hera b peammsyje ci060MHO MPOMUpPEE THIA
tp(b/C) mang M':
MR(5 /M) = MR(b /C) = B.
Heka je @ Takas ma je tp(&’l_)//C’) = tp(ab/C) (umme ompebyjemo tp(&'/C’B/)) u
na @ peanusyje cI000JHO HIPOMUPEHe TUIA tp(d’/C’B,) nan M'D . Tana:
MR(@ /M'b) = MR(@ /Cb ) = MR(@/C) = a |
MRV /M'a) < MR(b /Ca') < B = MR(b/M’).
Axko je p ayromopdumzam roju ¢purcupa C, @b coumka y @b, u M' ciuka y M,
tana M 3amoBosbaBa:
MR(a/Mb) = MR(a/M)=a u  MR(b/Ma) < MR(b/M) = j3.
IIpema mocaemumm 7.2.4 p = tp(b/M) u q = tp(a/M) cy cTammosapEM THIOBH.
Hera je ¢(Z,7y) € tp(ab/M) TakBa na je
MR(¢(@,7)) < =MR(p) u MR(¢(T,b) = a=MR(qg).
Heka je I 6ecrkonavan MopaujeB uu3 sanx M y q. Tana:
3a cBaku a; € I Basxxu MR(p(a;,7)) < 5,
3aro mwro je MR(p(@,7y)) < Butp(a;/M) =tp(a/M) = q. Hera je b’ peammsammja
Tuna p Koja je He3aBucHa ox I mamg M: MR(EN/M I) = MR(p) = p. Tana:

3a cBaku a; € I Baku |= w(ai,l?").

Hexka je ¢* € S(MEHI) (jenuHCTBEHO) CIOBOMHO paIIUpEmhe TUMA ¢. 1 BPAUMO
na (T, I;//) € ¢*: JemuHCTBEHO CIOOOAHO paMMpen-e TUNA ¢ Ha | Mb je tp(a/Mb)
koju canp:ku p(T,b). 360r ayroMopusMa, jeMHCTBEHO CJIODOIHO pammupene g
TUIA ¢ HAI My’ canpxu (T, 5//), na kako je ¢’ C ¢* cnemu (T, 5//) € q*.

Hexka je J 6eckonauan MopiuujeB HU3 HAI Mb'T y q*:
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3a CBakM a; € J Baxu = gp(&i,l_)”).

[Tocmarpajmo wm3 IJ pemuzanuja q. Ilpema m3bopy I u J, cBaku mHeros
wiad uMa panr « = MR(q) van M w nperxoguuM dgaHOBUMAa HU3a, mna je I.J
MopnujeB vu3 van M y q. Ilpema nperxomgHOM:

{@elllF-o@b)}=I n {@mell|lpdb)}=1J
mTOo je, Kako cy u I u J OecKoHAYHU, Y KOHTPAAUKIUjU ¢ JeMoM 8.1.4. 0

Hapenna Teopema canpsku JUCTy HajBa:KHUjUX OCOOUWHA pesianuje ’He3aBU-
2
cHOCT” .

Teopema 8.1.8
(1) 3a cBaku ayromop(du3aM yHUBEP3YyMAa [ BarKU:

AL B () amo  p(A) 'TouB) (w(0));
(L) (xoHaurm Kapakrep)
A IM® B (C) axko 3a ce vonaune Ag C A u By C B sawu 49 M By (C);
( I3) (Tpam3uruBHOCT)
ALM B (cyuA M By, (CB))  amxo A M BB, (C);
(1y) (cmmerpumja) AME B (0) arxo B IMF A (0);
(I5) Aro je A C B, rana:

Csaku p € S,,(A) uMa KOHAYHO MHOTO NPOMUPEHa UCTOT paHra y S,(B);
(Is) a M acB (B);

( I7) (monoronoct) Ako je A M BB, (C), ouna je A L BB, (CBa);
( Is) (momoronoct) Ako je A " BB, (C), onna je A LBy (C).

: . MR
Iokaz: () Cuemn us nedpummmuje penarmje > u unmmenune na ce Mop-
JUjeB PaHr HE MEma IIPU ayTOMOP(PUIMUMA.

(L) Cunenn n3 nedpununuje penanuje J,MR u nepuaunje MopaujeBor paHra.
Ioxrazano y memu 8.1.3.

Jlema 8.1.7.

I3)
)
5) Cnenu u3 tBphema 7.2.3.
) Ileo 3 meme 8.1.3.

)

Axo je A ME BB, (C) w @ unpousBosmHA n-Topka ckyna A, onnxa
je
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MR(@/B; B:C) = MR(@/C), maje MR(a/B;B2C) = MR(a/B2C), a 0
ynpaso suaun ga je A M7 B ( B2C).

(Is) Axro je A I BB, (C) wn @ npoumsBosHA N-TOPKa ckyna A, oHzxa je
MR(a/B1B2C) = MR(a/C). Tana je MR(a/B;C) = MR(a/C), a To ynpaso
3HauM (y3 YMEEHUIY Ia je 4 IPOU3BOJLHA N-TOPKa ckyna A) ma je

A LM% B (o). 0
8.2 He3aBucue ¢pamuiuje

Hepnunmuja 8.2.1  Ckyn (nun pammnuja ckynosa) {C;|i € I} je nesaBucua
Han A ako 3a cBaku ¢ € [ BaKU:

MR
c, ' ¢ (4,
jen{i}
Yy CYIPOTHOM je 3aBuCHA HaO A. O

Canyno tBphemy 4.1.8 Koja roBOpU O UHAYKTUBHO] KOHCTPYKIUjU HE3ABUCHUX
CKyIIOBa y IpeareoMerpujama, cieneha sema omoryhasa na ce mcra mueja Moke
OIPUMEHUTHU 38 KOHCTPYKIM]Y CKYIOBa He3aBUCHUX y MopiujeBoM paHTy.

Jlema 8.2.2 {C;|i < a} je mesaBucan Hag A aKO U CAMO aKO
sa ceako j < a sawu C; U7 {Ci|i<j} (A).
Jloka3: =) cuenu mUpEKTHO U3 HNeduuunuje, mokazalieMo camo <).
[IpernocTaBka je ma BayKu:
C; P qcili < j} (A) 3a cBako j < a.

Csobema Ha rouTpamuknujy paau, npernocrasumo na {C; |i < a} muje mesza-
Bucan Han A. Tana mocroju k < o TakBO ma je

Cr 2 {Cilk#i<a} (A).
Hexka je m majmamu Takas na je
Ce ' {Cilk#i<m+1} (A).
Osuaumvo C = U{C; |k # i < m}. Tazma je: Cp £ CCm (A). Kako, 360r

MR
MUHUMAJHOCTU 1M, MMaMO Cr L' C (A), npumenom TpamsuTuBHOCTH I
cuMmeTpuje, noodmjamo:
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Cr M Crit (AC) m Coypy P70y (AC) .

360r mouoronoctH, ( I7) u ( Ig), carenn ma je Chpi M {C;]i <m} (A), mro
nosnauu ma je {C;|i < m+ 1} 3aBucan van A. Kourpamuknuja. O

Axo je {C;|i € I} dammanja ckynosa u J C I taga ca C; o3Ha4aBaMoO:
c;=J¢;
JjeJ
Jlema 8.2.3 Hera je {C;|i € I} nezaBucanm mazm A.
(1) Axo je Cp MB (A) tama je {C;|i€ I} nesaBucan u Hag AB.
(2) Bacsaku J C [ je {C;|ie I\ J} je mezaBucan Han AC;.

(3) Axo je {Dj|j € J} mesaBucan man A m Cj "D, (A) rtana je n
{CilieI} U{D;|je€ J} nezaBucan nan A.

Iloxka3s:
(1) Cyp B (A) 36or cumerpuje nosraun B oo (A). Ilpumemy-
jyhwu npso ( I7) a morom ( Ig) moGujamo:

36or cumerpuje: Ck M B (CrmA).

. MR
Kaxo je, 360r mesasucuoctu man A, C, L Cn{xy (A) TmpuMeroM TpaH3u-
TUBHOCTU OOOUjaMoO:

Cr L' CpB (A).
[Tpumenom ( I7) ma morom ( Ig) moGujamo:

Kako mocmenma pernanuja Ba:ku 3a cBako k 3akpyuyjemo ma je {C;|i € I}
He3aBucHa Han AB.

(2) Hera je K =1\ J. Tlopebajmo [ y opaunamsam HU3 TAako ma mpBo oDy
eneMmentu C; roe 1 € K a moroM oHu 3a 1 € J:

Cry Chy . Cj, Cy .

Taj M3 3am0BObABA WHIYKTUBHU yCJIOB HE3aBUCHOCTU M3 Jieme 8.2.2, omakrie
cremu nma Taj yciaos 3amoBosmaBa m Mz Ok C; Cj, ... . Ilpumenom mapyror
cMmepa neme 8.2.2, 3arpyuyjemo ga je {Cg}U{C;|j € J} meszaBucam Han A ma,
rana ux nopebhamo y mu3 tako na Ck Oyme Ha Kpajy, 3aKbLYyUyjeMo:

cx Moo, (A).
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ITo mpBom meny ose neme cinemu na je {C;|i € K} ueszaBucan manx AC;, mto je
1 TpebaJjio MTOKa3aTH.

(3) Hopebajmo {C;|i € I} U{D;|j € J} y uu3 taro ma upso moby cBu
C;-oBu a onna Dj-oBu. TBpaummo na oBaj HU3 3a]0BOJLABA MHIYKTUBHU yCJIOB
u3 jeme 8.2.2: (J;-oBa ra OUumTO 33I0BOJHABAjJY, Ia IPEOCTaje Oa TO MOKAKEMO
n 3a Dj-oBe. W3 mesaBucuoctn {D;|je€ J} man Au C; b, (A), mpema
IPBOM M€y OBe JeMe 3akpydyjeMo na je on HezaBucan u Han ACT. Opnartne
cleou MHIYKTUBHU ycCJIOB U 3a [j;-oBe. U

8.3 Texumua Tuma

Hepuannuja 8.3.1 (1) IIpenrexuna xommiersor tuna p = tp(a/B), y o3Hanm
pwt(p) nnu pwt(a/B), je nedpunucana na caenehn Hauns:

e pwt(a/B)>n arrko nocroju {C;|1 <i<n} uHesaBucau Ham B Takas ma
a £ C;(B) 3a cBako i.

e pwt(p) = n akko je n majsehwm takas ma je pwt(p) = m; y cynpoTHOM
pwt(p) = oo.

(2) Texuna KOMIUIETHOD THUIA je MaKCUMAJIHA IIPEATEKUHA HETOBOT CJIO-
6oauor pammpemal. Ipyrum pednma

wt(a/B) = sup{ pwt(a/B’)| a MEp (B) u BC B'},

aKo je cympemyM mpupomad 6poj, a y cynporaoMm wt(a/B) = oo. O

MR MR
Hamomena 8.3.2 1. Kako cy 2 u £ komaunor KapakTepa HeMa yMaHe-
Ha OIIITOCTU aKO ce IpernoctaBu na cy (C;-0BU y FOPH0j Je(UHUNNjU KOHAYHU.

2. IlpenrexuHa 1 TeXKUHA TUNA CY WHBAPUjaHTHE Y ONHOCY HA ayTOMOpPQpU3IMe
YHUBEpP3yMa:

pwt(a/A) = pwt(f(a)/f(A)) u wt(a/A) =wt(f(a)/f(A))
Ba)KU 3a CBAKU AyTOMOpD(PU3aM yHUBEDP3yMa.
3. IIpernocrasumo na {C;|1 <i<n} cBemounm nma je pwt(a/A) > n:
{Ci]1<i<n} jewnesaBucamman A u a P Ci(A) 3acBei<n

[Ipumerumo na ose mBe ocobuue 3aBuce uckmbyuuso oxn tp(Ci...C,/Aa); kanm
rox C1...C!, peamumsyje tp(C;...C,,/Aa) rana C1...C] Ha UCTU HAYMH CBEIOYN
na je pwt(a/A) > n. O

LCnoBomao pammpeme THIA ¢ je KOMILIETAH THI P O ¢ ucTor MopaujeBor paHra.
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N3 nedpumHUMje OIUPEKTHO cienu Ja TeXUHA He Olana IPU IPeJlacKy Ha CJIO-
00mHO pamupeme; IPYyru Aeo HapenHor TBphema rapaHTyje mga He MOKe HUA Oa
mopacre.

Tepbeme 8.3.3 Ilpernocrasumo na je AC B u a MR B (A). Tana:
(1) pwt(a/A) < pwt(a/B);
(2)  wt(a/A) = wt(a/B).

Hoxkaz: (1) IIpernocraBumo ma {C;|1<i<n} cemounu na je pwt(a/A) >n
{C;|1<i<n} jewneszaBucan man A u a e C;(A) 3a cBe i < n.
Kako oBo 3aBucu camo on tp(Ci...C, /A @) TO MO¥KEMO NPETIOCTABUTUA U 1A je
Cy...C, L7 B(Aa)

(y3memo peanuzanujy ciaoboxsor pamwmpewa tp(Ci...C,/Aa) y S(Ba) n 3amenn-
Mo Cj-oBe). Ilokazahemo na {C;|1 <i<n} csemoun u pwt(a/B) > n.

. _ |MR :
Kako je a 2B (A) TpUMEHOM CHMeTpPUje W TPAH3UTUBHOCTU CJIEIU:

P ac.c, (A).

OpnaBzre npBO 3aKbYUyjeMO c, M B B(A) mna, nupema TeMIL 8.2.3(1), je
{C;|1<i<n} nesasucau Hag | B HpeOCTaJe A8 MOKAKEMO & 2o B).

Y cympoTHOM 6uCMO u3 a M Ci(B) mu a [ B( A) npumenom T}E)aHSI/ITI/I-
srocty nobumu a ' BC; (A), mwTo je y IPOTUBPEYHOCTU Ca N Z(A).

OBuMm cMo mokazanu na 3a cBako n u3 pwt(a/A) > n canemn pwt(a/B) >

pwt(a/A) < pwt(a/B) caenn.

(2) Beh cmo Hanomenynu ma TeskuHA He OHAna y CIOOOIHUM DAMIMPEHUMA,
na mpeocraje na, npernocrasusmu wt(a/A) > n, nokaxkemo wt(a/B) > n. Heka
D>Awn {C;|1<i<n} cemoue wt(a/A) > n:

a J/MRD(A>, {C;|1<i<n} jewnesaBucan man D u a e Ci( D).
[Tomrro oo 3aBucu camo ox tp(DCi...C,/Aa) MO¥kEeMO NPETHOCTABUTU U:

DC ..., [MB(Aa).

OnaBne mpBO 3aKJLyt1yJeMo B LME D(Aa), mro ca B LMrg (A), 36or Tpan-
suruerocTy mosnaun B M Da(A). Kako je w D [Ma(A) zaxmyuyjemo
na {a,D,B} 3amoBosbaBa MHIYKTUBHY He3aBI/ICHOCT Han A; nmpema snemu 8.2.2
To je HesasucHa Tpojka Hax A ma jeu a L BD(A). tp(a/BD) je cnobomua
excrensuja tp(a/A).

Hososmro je morazatu ma {C;|1 < i < n} csemoue pwt(a/BD) > n (mro
nosnauu wt(a/B) > n).
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DCy...C, MB(Aa) n B LMa(4)
36OI‘ TPaH3UTUBHOCTHU IIOBJIaYEC
B IMDcCy...CpalA).

36or monoronoctu mvamo B M0 ..C, (D) opakne, 360r HE3aBUCHOCTH
{C;|1<i<n}uang D u aeme 8.2.3(1), cnemn na je {C;|1<i<n} nHesaBucan
van BD. Baxuu a J’,MRCi(BD> : Y CYIPOTHOM U3

a MEc,BDY u a IMPBD(A)

cient a J,MRBDCi(A> IITO je y CYIPOTHOCTU Ca @ \JLMRC’Z-<D>. OBumM cmoO
mokazamu na {C;|i < n} csenoue pwt(a/BD) > n mro 3aBpmasa noka3 TBphe-
Ba. O

JIema 8.3.4 Axo je M Ny-zacuhen Tana je pwt(a/M) = wt(a/M).

IHokaz: IIpema nocaenunu 7.2.4 nocroju kouauan A C M rtakas ma je tp(a/A)
cramuonapas u tp(a/M) merosa caobomuo pamwmpeme. lIpema tBphemy 8.3.3
TEeRUHA Ce He Mema y CJI00oaHMM pamupewmuma na je wt(a/A) = wt(a/M) = n.
Heka je D D A Takas ma je

a M*D(A) u pwt(a/D) =n.

Be3 ymamema onmrocTy, MOKEMO IpPETIOCTaBUTU na je D xoHaudan. Tamna 300r
sacuhenoctu nocroju D' C M rakas na je tp(D’'/A) =tp(D/A). Kako je tp(a/A)
CcTaIMOHapaH "

a D4 u a MDA,

3akmyuyjemo tp(aD/A) = tp(aD’/A), mro nosnaun pwt(a/D) = pwt(a/D’) = n.
[Tpumenom tBpbhema 8.3.3(1) mobujamo pwt(a/A) < pwt(a/M), omakie ciemu
pwt(a/M) = n. O

Jema 8.3.5 Axo je a M"b (A), ako je M D A Np-3acuhen u ako Baxku:
M LI ab (A),

ouma je ceaku ox tp(a/M), tp(b/M) u tp(ab/M) cnoboaHo pammpeme CBOT Cy-
’Kema HA A 1 BasKu:

pwt(@/M) = wt(@/A) pwt(b/M) = wt(b/A) u pwt(ab/M) = wt(ab/A).
Tokaz: Uz M " ab (A) cnemn
ab MM oAy, @ MPmoa) v v MM oA,

na cy tp(@a/M), tp(b/M) u tp(@/M) cnobomma pammpema CBOjUX CyXKeHa Ha
A. KRako ce TeskmHa yyBa y CI000JHUM palMpemUMa, U KaKO je 3a TUIOBE HAL
Ng-3acuheHuM MomenuMa TEXKWHA jeTHAKa NPEeNTERKUHU UMaMO:
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pwt(@/M) = wt(@/A) pwt(b/M) = wt(b/A) u pwt(ab/M) = wt(ab/A). O

Tepbeme 8.3.6 (AIUTUBHOCT TesRUHE)
Axo je @ LYb (A), omma je wt(ab/A) = wt(a/A) + wt(b/A) .

Jokas : Heka je M D A Ng-sacuhen momen takas na je M IME G (A);
npuMeTuMo na TakaB M yBek moctoju: ysmemo Ng-zacuhien M’ O A u M koju
peamusyje caobonmy ekcremsujy tp(M’/A) mam ab. W3 M L ab (A) m
a [ (A) m=wje remko ussectn

a M7 (M),
Takobe
ab LMEyvoay, @ MPvoa) wo b IMFM oA,

na cy tp(a/M), tp(b/M) u tp(ab/M) cmobonua pammpema CBOjUX Cy/HKema Ha
A. Karko ce Te:xuHa uyBa y CJI00OAHUM pammpemuMa Hame TBpheme je ekBuBa-
JIEHTHO €&

wt(ab/M) = wt(a/M) + wt(b/M).
(a) Iokasumo mpso ma Baxm wt(ab/M) > wt(a/M) + wt(b/M):

Heka je wt(@/M) = n u wt(b/M) = m. Kaxo je Texuma Tuma mHam No-
3aculieHNM MOJEJIOM jenHaKa HeroBoj mpenrexkuHu, nMamo pwt(a/M) = n, na
nocroju {Ci,...,C,} ®Oju TO CcBemOUM:

{C1,...,Cn} je mezapucam man M u C; £ @ (M),

Caaku tun uma ciaobonno pamwupewme na tun tp(Ch,...,Cp,/Ma) nvma pea-
nuzanujy mezasucHy on b (mam Ma). He ymamyjyhu ommrocTt, MOKeMO mpeT-
noctaButu na je dam C,...,C, Tta peamuzanuja. lakie,

Cr,....Co 7 b (aM),
ITO 3ajeQHO Ca FOPHUM yCJIOBOM 4 MRy (M) maje
b M oacy,...,C. (M),
Cana Gupamo cemoka 3a pwt(b/M) = m, mexa je To {Di,..., Dy}
{Dy,...,D,,} je nezaBucam max M u b M D, (M).

Kako oBe ocobune D;-oBa 3aBuce uckmbyduBo oa M b moxkeMo ux nponahu Tako
a BayKU U:

Dy,...,Dy, [M%acy,....C, (MD).

[Mokazahemo na {Ci,...,Cpn,D1,...,D,} cBemoun wt(ab/M) >n+m .
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1. ab \JLMRDE(M) cmemn u3 b J;MRD¢<M>. Cnuuro u 3a  ba \JLMRCj<M>.
[Ipema Tome ab 3aBucu ox csakor eaementa ckyna {Ci,...,Cp, D1,..., Dy} van
M.

2. Us Di,...,D, M%ac,,....c, (Mt u b LM% acy,...,C, (M), na

OCHOBY CUMETpHUje U TPAH3UTUBHOCTU 3aKJ/by4dy]EMO

aCy,...,Cpn %bDy, ..., Dy (M),

omakise caemu Dq,...,D,, MR Cy,...,Cp(M), aonasne je, mo semu 8.2.3(3),
ckyu {C4,...,Cn,Dq,...,D,,} uesaBucaun nanm M.
Osum cmo nokazamm ga  {Cy,...,Cp,Di,..., Dy} csemoun wt(ab/M) >

n+m, dYmMe je MOKa3 OBOT IeJia 3aBPIIEH.

(6) Hokaxumo ma Baku wt(ab/M) < wt(@/M) + wt(b/M):
Hexka je wt(@/M) = n, wt(b/M) = m u mexa je {C;|i € I} nezaBucam max M u:

c; £ ab(M) 3a cBako i€ I.

Ilosomuo je mokazatu |I| < m+n; omarie ciema pwt(ab/M) < m+n wu,
KaKO je TeskuHa Tuna Hax M jenHaka HeroBoj IPENTEKUHU, jKeJLeHU 3aKJbyJaK
caeau.

Hexka je J C I makcumaisan takas na je Cj 1MFg (M) . Tana:
a £ ¢ (MCy)  sa caru i € T\ J;

y CYOpPOTHOM, 300I TPAH3UTUBHOCTU, OMUCMO UMAJIUA G J/MRCJu{i} (A) mwro npo-
tuBpeun MakcuManasocTu. Jlame, rako je {C;|i € I\ J} HezaBucan man MCj
(mo memu 8.2.3(2)) u KakO CBakW WEroB ejdeMeHT 3aBucu ox a Hazn MC; mopa
Bazgutu: |I\ J| < wt(a/M) = n.

Us mezasucuoctu {C;|j € J} max M u a [7C;(M) cnemn (mo nemn
8.2.3(1)) mezasucuoct {C} |i € j} mang Ma. Ilamwe, 3a cBaku j € J Bakn

c; £ b (Ma) ;

ycyA}DOTHOM u3 C; L y(Ma) u C; P @(M) s60r rpassuTuBHOCTE Clean
b(M), mwmTO je CympoTHO 1/1360py Cj-oBa.

Harne, {C;|i € j} je nezaBucan Hax Ma@ U CBAKM HEIOB €JIEMEHT 3aBUCH OJ
b man Ma. Onasne caemn |J| < wt(b/M) =

Cse yrynuo |I|=|I\J|+|J] <n+m. 0
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I'imaBa 9

JlnmMeHn3uja Mo mesia

N{-KaTeropuyuHe Teopuje

Y oBOM morsaBiby (UECUPaAMO Nj-KaTeropuyHy Teopujy 1 v HeH yHUBEP3aJHU
nomer U. Ilo komBennuju mu3 meaa 3.3, y KOME CMO YBeJU IOjaM YHUBEP3yMa,
a,b, c 03HAUABA]Y €JNEMEHTE a G, b,.... N-TOpKe egeMenara yausepsyma. A, B,C, ...
cy Maau nonckynoBu a M, N... Maau ejJeMeHTapHU MOIMONENN yHUBEP3yMA.
[Ipema MopaujeBoj Teopemu T je w-ctabunana u HemMa BoroBe mapose. Jenna on
mocJIequIa w-cTabUIHOCTU je ma 3a cBaku Momeda M mocToju jako MUHUMAJIHA
dopmyna ca napamerpuma n3 M. Ilocebno, xana je My mpocT MOIEN MOCTOjU
jako muaMMasHa Gopmyna P(z,a) rme @ € My. Kako je mpoct momen yjemHo
n atomudan tp(a) je mzomosan. Tarobe, jaka MUHMMAJHOCT ce UyBa IPU ay-
TOMOp(U3MUMa Ta je 3a cBaku b Koju peasmsyje tp(a) dopmyra ®(z,b) jaxo
MUHUMaJHA. PUKCHUpPAjMO OBY CUTYaIMjy KPO3 OBO IOTJIABJLE:

1. p*=tp(@) je uzonosawn;

2. ®(z,a) je jako MuHUMAaJHA (HOPMYJIa;

3. 3abe N ca dimg(N) osmauyasamo acl-numensujy (man b) ckyma ®(N,b).
dimg(N) je mumensuja momena N y omHOCY HA b.

[oncerumo na je acl-mumensuja (man b) ckyma ®(N,b) Bemuumna majmamer (y
omuocy ma umkny3ujy) I C ®(N,b) Taksor ma je acl(I U {b}) = ®(N,b) u na je I
acl-mezaBucam manm b: 3a caku c; € I Bamu ¢; ¢ acl(I U {b}\ {¢;}).

Kaxko je p* m3os0Ban OH je peajausoBaH y CBaAaKOM Mozxesy N, Ia CBaKU MO
rMa 6ap jeaHy quMenH3ujy. [ JaBHU pe3ysaTaT OBOL IOrJaB/ma (U mesor pana) je
a OUMEH3Wja MOIesa He 3aBUCU Ol n3bopa peajusaiyje TUNa p* y MOmeNy, Ia
dimy;(N) moxemo oznaumtu u ca dim(XV).

Teopema (Gonnsun, Jlaxman)  dimg(M) me 3aBucu ox uzbopa a € p*(M). O



108 9 Ilmmen3uja Momesna Nj-KATETOPUUHE TEOPUje

9.1 TorasHO KaTeropmyHe Teopuje

T je TOTAJIHO KATETOPUYHA AKO je K-KATEerOpUYHA 3a CBAaKU OECKOHAUAH Kapau-
Haa k. Hama T je Beh HempeOpoOjuBO KaTEropuUYHA Ia OO TOTAJHE HAIOCTAje
camo Ng-rareropuunoct. [loncerumo na je T' Np-KaTeropudvna ako U CaMO aKO
HEeMa HEU30JIOBAHUX TUIOBA HAJ KOHAYHUM TOMEHOM. JOII jedaH eKBUBAJEHTAH
ycJIOB je KoHauyHOCT JIuHaenbayMoOBUX aJjreOpu, MITO 3HAYU Oa 38 CBAKU KOHA-
vyan ckyn Ag C M moctoju camo KOHAYHO MHOTO Ag-mepmHaOUIHUX TOACKYIOBA
cTpykrype M.

Jlema 9.1.1 Cnenehu mcka3u Cy eKBUBAJICHTHU:
1) T je Wp-raTeropmuna Teopuja;
2) Arxo je = p*(a), onna je acl(A) N ®(U,a) xonauan 3a cBe roHauue A D a;
3) dimg(M) >Ng 3acBe M =T u cBe a € p*(M).

Ilokaz: ,, 1= 2" : Heka je T Nyg-rareropuusa, a peajusyje p* u A D @ KoHaAUYAH
crymn. Ilomro mma camo koHAYHO MHOTO Gopmyrna Ham A ca jemHOM CI0060ITHOM
IIPOMEHJEMBOM, TO je W KOHauaH Opoj anrebapckux ¢opMyia, a caMUM TUM U
acl(A) N ®(U,a) mopa Gutu KOHAYAH.

»,2 = 3" : IlpermocraBumo na Baxku 2. Heka je M |= p*(a) u mera je I Han
a 6a3a ckyna ®(M,a); rana je ®(M,a) C acl(I U{a}). Aro 6u I 6uo ronauan
onna 6u, Ha ocHoBy 2, u acl(IU{a}) u ®(M,a) 6unu konaunu. Kako ®(z,a) nuje
anrebapcka popmyna, ®(M,a) je Geckonavan ma u [ = dimg(M) mopa Gurum
OecKOHAYAaH.

»3=17: Heka cy M u N mpe6pojusu Mmomenu teopuje T u Hera cy a € p* (M)
u b € p*(N). Heka je I man a 6asza ckyna ®(M,a) u Hexa je J man b Gasa
ckyma ®(N,b). Axo Basmu 3, omzma je |[M| = |N| = |I| = |J| = Xy ma mocroju
eJleMeHTAPHO TpeciukaBame f koje camka I Ua y J Ub. Iomro je M mpocr
wan I U@ u N mpocrt man J Ub, oHma ce f MOMe IPOLYKUTH 1O “30MOppU3IMa
crpykrypa M u N. Ilakme, T je Np-kaTeropuyna Teopuja. 0]

Jlema 9.1.2  IIpermocraBumo na je a € p*(M) rakas na je dimg(M) 6ecrona-
yan. Tamna je M 3acuhen.

Jlokaz: Hexa je I 6a3a (man @) sa ®(M,a), Tana je |I| = No. Hexa je N npeGpo-
juB 3acuhen monen, Hera b € p*(N) u Hera je J 6asza (max b) 3a ®(N,b). 36or

sacuhienoctu je |J| = Ng. Tama mocroju maprujajHO eJeMeHTAPHO IPEeCIUKa-
Bame koje I U {a} npecaurasa wa J U {b}. Ono ce nponyskasa no mzomoppusma
M u N. U

W3 nperxonne meme u3zBoaumMmo jenan neo Loamsue-JlaximanoBe Teopeme.
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Teopema 9.1.3 Axo je dimg(M) Geckonavan 3a meru a € p*(M) Tana je
dimg(M) = dimz(M) 3a cBaku b € p*(M).

Jlokas : U3 |M| > Yy u xapmunansor padysa ciaean dimg(M) = |M| 3a
ceaku b € M, ma ocraje ma mokaskeMmo ciydaj Kaza je |M| = Rg. IIpeocraje
na mokaskeMo na je dimp(M) yBek Geckonadan. Y CyIPOTHOM, ako je I KOHaUHA
6aza 3a ®(M,b), Tana jemumcTBen meadrebapcku l-tun y Si(Ia) xoju campim
®(x,b) muje peammsosanx y M. Kaxo je, mpema mperxonsoj maemu, M 3acuhien,
TO HHUje Moryhe. O

9.2 KoHauHOCT TeXMHE TUIIOBA

Y oBoMm meny heMo mOKa3aTW TJIABHU TEXHUYKU PE3YJITAT OBOI IOTJIABJhA: KO-
HAYHOCT TEXWHE TUIOBA Y HEIPEeOPOjUBO KATETOPUYHUM TeOpUjaMa. 3alpaso,
OBY OCOOUWHY MMajy THUIOBU y Ma KOjO] w-CTaOUIHO] TEOPUjU, &l je MOKA3 TOT
TBpbhema 3HATHO KOMIIJIEKCHU]jU.

Jlema 9.2.1
(1) Axo je tp(a/B) jako MUHUMAJAH, OHIA

a £ 4 (B) AKKO a € acl(AB);

(2) Ako je tp(a/B) jako murnMazas, ouna je wt(a/B) = 1;
(3) Axo je {ai,as,...a,} mesaBucan Han B n cBaku tp(a;/B) je jako MuHU-
mazaH, tana wt(aias...a,/B) = n.

Ilokas :
(1) Axo je tp(a/B) jako muummausan, ouga je MR(a/B) = 1. Cuaenehn
YCJIOBU Cy €KBUBAJICHTHU:

a "™ A(B);  MR(a/B) > MR(a/AB); MR(a/AB)=0; a€ acl(AB).

(2) Hexka je tp(a/B) jako Munumasan u Heka je B’ O B rakas na a J,MRB’( B).
Hosomno je mokaszatu ga je pwt(a/B’) < 2. Hera cy C1,Cy nesasucuu vanx B’ u
npernocrasmvo a 17 C1(B'). Tama, 36or (1), umamo a € acl(B'Ch).

IIpema ocobunu Ig uz Cy LMR01<B’> caenu
Cy Macl(B'Cy)(B),

na, kako a € acl(B'C1), 3akmyuyjemo Ch MR (B") u pwt(a/B’") < 2.

(3) Cnenu 3 gpyror mesa oBe jJeMe U aauTUBHOCTU TeskuHe (TBpheme 8.3.6).

g

Axko je tp(a/D) jako munumanan u ¢(x) € tp(a/D) jako MuHIMAaTHA GOPMYIA
Tana 3a cBaky Gopmyiy ¢(r) ca mapamerpuma usz D TadyHo jemHa om Gpopmyia
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o) Np(r) u @(x) A=)

je amrebapcka. IIpyra je meanrebapcka (uma GECKOHAYAH CKYTI PEIIema) U MOPa,
6utu canp:kana y tp(a/D). Oryn caemeha mema:

Jlema 9.2.2 Axo je tp(a/D) jako MuHMMAanaH Tama 3a cBaky dopmyiy ¢(z,7)
ca mapamerpuma u3 D:

3a cBako d € D Bazxu: ¢(z,d) € tp(a/D) axo u camo ako = (3%°x)p(z,d)'.0

Jlema 9.2.3 Cnobonna ekcTeH3Uuja jaKO MUHUMAJHOT HEM30JIOBAHOT TUIA j€ He-
M30JI0BAHA.

JHoka3z: Heka je p € S1(A) jako MuHMMAaJIaH, HEM30JIOBAH TUI U HEKa je ¢ €
S1(B) merosa caobomHa excreHsuja. Vizabepumo jako MUHUMAIHY (GOPMYILY
¢(x) € p. KRaro je p HemsosmoBaH, OH je Tauka HaroMumaasama (y S1(A)) Tumosa
mamer M R-pasra, ma mOCTOjU HU3 Pa3nuduTux tunosa {p,|n € w} C Si(A)
Koju canpike ¢(x) m mmajy mamu M R-panr om p; caMuM TUM Cy ajrebapcku.
Ilakne, p je Tayka HaroMumiiaBama CKyna {p, | n < w}, 6ynyhu na je To jenuuu
HeanrebapCKU TUI KOju caupsku ¢(x).

Heka je ¢, € S(B) ekcTeH3uja p,. ¢,-OBU Cy DPA3IUYUATH, [a MOCTOJUA TAUKA
HAOMMJIABamkha CKyna {¢,|n € w} Koja He Moke OuTH asurebGapCKu TUN Ia MOpa
nvatu M R-panr 6ap 1; kako canpsxku ¢(x) ona uma M R-panr 1. Bynyhwu na je
q jemuuu measrebapcku tun y Si(B) roju canpxku ¢(x), 3akbydyjeMo ma je To
q. q je Hem3oaoBaH Oynyhu ma je Tauka HATOMUJIABAIHA (,-OBA. 0

Jlema 9.2.4 Ako je P= tp(b/d) jaxo MummMasan u wemsososaH, a tp(bd/C)
= MR
uzonosan raga bd L C.

IToxas: Kaxo je tp(bd/C) uzomnosan Tana je u tp(b/dC) uzonosan. C apyre crpa-

HE, TpeMa MPEeTXOMHOj JeMHU, CBAKO CIOOOMIHO MPONMPEHe TUTA P je HeU30JI0-

BaHO, na tp(b/dC) Huje crobomno HPOMUPETHe T P. Buaum: b L7 C(d)
— R

omakJie, 300 MOHOTOHOCTHU, cjaeau bd 2o, [l

Tepbeme 9.2.5 CBaku TUn MMa KOHAUYHY TEKUHY.

Iloka3: Kako ce TekuHa HEe Mema y CIODOMHUM MPOMUPEHUMAa, TOBOJHHO je
MOKa3aTU Ja CBAKU TUI HAI No-3aCUNeHnM MOIEeJIOM UMa KOHAUHY TEeKUHY. 3aTO
¢urcupajmo No-zacuhen momen M u @ ¢ acl(M) m moraskumo na je wt(a/M)
KOHA4YaH OPOj.

durcupajmo jako MuHUMAIHY Gopmyry ¢(x) ca mapamerpuma u3 M u jako
muanManan tun ¢ € S1(M) koju canpxwu ¢(z). Heka je N mpocr man Ma.
Kako T mema Botoux maposa, N je mumumanan Han M U ¢(N). Auam man
M U ¢(N) mocToju 1 KOHCTPpYKTUOUIAH (CAMUM THUM W MPOCT, ATOMCKU) MOIEJ

LOBo 3maun ma je tp(a/D) mepunaburasn.
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KOju ce Mozke yrorutu y N, na 3akmydyjeMo ma je N kKoucTpykTubuian (mpocr,
aTommyan) u MurEMagan vax M U ¢(N). Baro je tp(a/Mé(N)) msonosan ma
nocroju b€ ¢(N)\ M rtakas na je tp(a/Mb) nzonosan. Ilpernmocrasumo na je
n3abpan b = by, ..., b, Hajmame moryhe nyssune. okazahemo wt(a/M) < n.

(1) ¥Y upBOM KOpaky mOKa3a TBPAUMO:

(a)  tp(b;/M) = q je jako MuHUMAJIAH;

(6) {b1,b2,...,b,} je mezaBucan mam M;

(B8) tp(a/Mb;...b,) je nzomoBamu.

(a) u (B) cene memocpemro u3 uzbopa b. Ia moxaskemo (6), TPETIOCTABIMO
na {b1,ba,...,0,} HI\I/dee HesaBucad Han M. Tana Heku b; 3aBUCU Ol OCTAJIUX HA
M, pemvo by, £ by by (M). Tpema memu 9.2.1(1), by, € acl(by...bp_1 M)
na je tp(by,/by...b,_1 M) uzonosau. Kako je u tp(a/Mb;...b,) nzomosau, mo Tpas-
3UTWBHOCTU M30JO0BAHOCTU, uMaMo nxa je tp(ab,/Mb;...b,_1) u3omoBaH, na je u
tp(a/Mb;...b,—1) m3om0Ban, wrTo nporuBpeyn MuHEMaIHOCTH N. OBNM je neo (6)
JOKa3aH.

(2) ¥ mpyrom ropaky mOKa3yjemo:

sa cako C: uz C JMF by..bp (M) cnemn C L by...bpa(M).

[IpumeTuMo na je NOBOJBHO HOKa3aTu 0BO TBpheme 3a komaume C. Heka je
(T, y1, ..., Yn) € tp(@by...b, /M) Taxsa na

0(z,b1,....,b,) F tp(a/Mby...by,).
[IpernocTaBuMo, cynpoTHo TBphemy, na je ¢ TakaB na
e M bb, M) uwooe 27 by bya (M)

OmnaBne, 360T TPAH3UTUBHOCTHU, 3aKHYUyjeMO € MR g (Mby...b,), mTO
nossiaun na tp(¢/Mb;...b,) uma Gap mBa paznuuura npomupewa y S(Mb;...b,a)
(tp(¢/Mby...by,a) m caoboxso npomupere). 36o0r Tora u tp(a/Mby...b,) nma Gap
nBa npoummpema y S(Mb;...b,¢), na nocroju dpopmyna (T, yi...Yn, Z) TaKBa Ia:

):T/J(E,bl...bn,f) u
= (TT172) (0F1, b, oo b)) A OF, by oo b)) A (T, b1rbry, ©) A (T, b b, B)).

O6enexumo oBy ¢popmyry ca ¢(by,...,b,,¢). Kako je by,...,b, nesaBucan nax M

u ¢ JME by...b, (M), Ha OCHOBY CUMETpUje U TPAH3UTUBHOCTU CJIEAU
MR _
bn J_/ C(Mbl...bn_l),
na je tp(b,/Mb;...b,_1C) jaKO MUHMMAJIHO NPOIIUPEHE TUNA ¢ U BAKU:

): (Elooyn)(gp(bl’ ceey bn—la yn:E) A ¢(yn)
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(rme je ¢ € q jako munuMaaHa popMmyiia). [lonoBuBmM 0BO pe3oHOBame jour n — 1
nyT mo0Oujamo:

= (3%°91)...(3%Yn) (W1 Yn—1,Yn, €) A O(Y1) A oo A d(yn)).

OBa dopmyaa je 3amoBosmsena u y M ma mocroju ¢ € M Takas na:

E (3 1) .- 3%Yn) W1 Yn—1,Yn, € ) A O(Y1) A . A d(Yn))-

[Ipumenom sneme 9.2.2 modbujamo:

E (3%y2). (3% Yn) (b1, Y2, - Yn—1,Yn, € ) N D(y2) A .. A D(yn))-

[IpumenuBmu nemy 9.2.2 jom n — 1 oyt mobujamo:

): gO(bl, bg, ...bn,E/).

3HauM, BaKU:
= (F37172)(0(T1, b1, .., b)) A O(T2, b1, -y b)) AY(T1, 012200, T ) A —0(T, by...by,, T)).
Habumo @1,a2 KOju cBemode ersucTeHIrjalHne KBAaHTOPE:
= 0(ay, b1, ..., b)) A O(@2, b1, ..., b)) Atb(@y, b1...by,, € ) A —)(az, by...by,, ).

Kako 6(%,by,....,b,) b tp(a/Mb;...b,) umamo: tp(ay/Mby...b,) = tp(az/Mby...by,),
mTo je, 36or ¢ € M, y KOHTpaIuKIuju ca

E(a,by...bn,¢) A —b(as, by...b,, ).
OBuM CcMO 3aBpHmUIN APYTU KOPAK TOKA3A.

ITprmerumo na u3 (a) u (6), npema nemu 9.2.1(3), cnenn wt(by,...,b,/M) =n.
[Tpeocraje ma moka:xemo pwt(a/M) < n (6ynyhwu na je pwt = wt wax M). 3aro
npernocrasumo na je {C4,...,Cpi1} He3aBucanm man M u DOKAKUMO na HEKU
C; me 3aBucu on a Hanm M.

IIpso, rako je pwt(by,...,b,/M) = n, 3a HEKO i BaKuU

c; M oby, b, (M.
Y IpyroMm KOpaky CMO HOKA3aJ1 Ma OHAA MOPA BaKUTU U
c; P aby, .. bu (M),

MR _ :
omakie, 360or MonoToHOCTH, ciemn C; o a( M), unme je moka3s 3appues. [J
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9.3 Jloka3 boanmBun-JlaxsanoBe Teopeme

Jlema 9.3.1 Heka je M npebpojus monen u a,b € M peanusyjy p*. Axo je
dimg(M) # dimz(M) rana M peammusyje csaxu Tum u3 S(T).

Hoxra3z: Kako je M upebpojus 1o je |dimz(M)| < Ny 3a cBako ¢ uz M koje
pauusyje p*. Karo je dimg(M) # dimz(M), Gap jenan om mux Mopa OUTH KO-
mavan. [lIta Bume, 3a cBako @ u3z M koje peanusyje p*, dimg(M) je kKoHauHo.
Heka je ¢ u3 M rtakBo ma je i = dimg(M) muanmanna moryha mumensuja. Heka
je I 6asza 3a ®(M,¢). Tana je M npocr man I UC.

[ Jlema: 3a cako n mocroju d us M koje peanusyje p* TakBo ma je dimz(M) = n.
IIpernocTaBUMO CympOTHO, Tj. Oa je CKYI
{dimz(M)|d je u3 M u d peanusyje p*}

orpannuen. Hexka je meros makcumy™m dimg(M) = j u neka je J 6a3za 3a ®(M,d)
sa mexo d. Kaxo je dimg(M) # dimz(M), 360r MUHUMAIHOCTY § U MAKCUMAJHO-
ctu j, Bazku i < j. Hera je J' momckyn 6ase J mohu i u N C M mpoct mMomed
man J' Ud. Tlpuvermvmo ma je tp(I¢) = tp(J'd), ma cy, 360r jeamucTBeHOCTH
npoctux mMomena, M u N cy uzomopdru. 3aro moctoju Hu3 d’ u3 N Takas na
je dimz(N) = j. Kako T mema Botose mapose To ne Mowe 6uru ®(M,d’) C N,
nma mopa Ourtu dimg (M) > dimg(N) = j, mro je y KOHTpaIMKIuju Ca IIpeT-
MIOCTaBKOM O MaKCHUMAJHOCTHU j. |

Hexra je p mpomssoman esement ckyma S(T), ¢ merosa peamusamuja u N
npoct Mozen Hazm ¢. Jame, Heka je d peammsanuja p*-a y N. Tana je N mpocr
man J Ud roe je J 6a3a 3a ®(N, d) max d. HOCTO_]I/I komauan Jo C J Takas gma
je ¢ = tp(¢/Jo U d) usonosan. Ilo memu, moctoju b w3 M koje peamusyje p* n
b-mesasucan ckyn K C ®(M,b) 3a koju Baskw |K| = |Jo|. OTyn, mocroju ememe-
HTApHO IpecinKaBame koje ciua d y b u Jy v K. ¢ je usomoBan dhopmy oM
ca mapamerpuma u3 Jy Ud ma je f(q) m300BaH (OPMYJIOM Ca mapaMeTpUMa, I3
K Ub. Crora ra peanu3syje mexu ¢ uz M. ¢ peamusyje py M. U

Hapenuo tBpbheme kommietupa noka3 LomnnBun-JlaxmanoBe TeopeMe.

Tepbheme 9.3.2 Hexa je M mpebpojus Moznen u @, b peanmzanuje Tuma p* y
vonerny M. Tana je dimg(M) = dimz(M) .

Ilokas: Hexka je M raxas ma dimg (M) # dimg, (M) 3a Heke @', b’ koju peamusyjy
p*. Tana, npema Teopemu 9.1.3, dimg (M) Mopa 6uTu KOHAUAH 38 CBAKO @ KOje
peanusyje p*. PurcupajMo TakBo a u Heka je I omrosapajyha 0Ga3a; Tama je
M mpocr wax Ia. Osmaummo al ca d ¥ IPUMETHMO [a jAKO MUHMMAJAH THII
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q € S1(d) roju canpxu ®(x,a) uuje peanuszoan y M (y cynpormom [ e 6u
6una Ga3a). 3akmydyjeMo ma je ¢ HemsosoaH. Heka b peammsyje q.

Hexra je wt(d) = n u mera je r € S(()) Tun mesasucuor (man () ckyma peanu-
sanmja tp(bd) mysuue n+ 1. Ipema memu 9.3.1, cBaku Tun je peamusoBan y M,
ma mocroje bidy,bads, ..., byp1dn1 KOju peamusyjy r. Kako je M mpoct Haz d,
10 3a cBakm i je tp(b;d;/d) nzonosam.

Buaum p = tp(h;d;) je jako MuEWMaTaH m HemsososaH, a tp(b;d;/d) je m3o-

f— M —
JIOBAH, Ma MOKEMO Oa mpuMeHuMoO jgemy 9.2.4:  b;d; 1774, IIpema towme, d
3aBUCH O] CBAKOT 01 N+ 1 He3aBucHUX eneMeHata ckyna {bidy,bada, ...,bp11dp41}
mwTo je y cynporHocTu ca wt(d) = n. O

Kao nmocnemumy Lonnsur-JlaxmanoBe TeopemMe mMaMO NPENW3aH OIMC THUIA
n3oMop(puzaMa Mozesna Hame Teopuje. PasnukyjeMo nBa ciaydaja:

1) T je ToTaiaHO KATErOpUYHA.

Y OBOM cJiyd4ajy MOCTOjU eJeMeHTapaH JIaHAIl MOIesa
MNO =< MNl < MN2 < ...

takaB ga je dimMy, = N, u cBaku monen teopuje 1’ je U30MOp(HaAH TAYHO jeTHOM
My, .

2) T uuje Np-KaTeropuyHa.

Y oBoMm ciayuajy, Heka je My npoct momen u dim(My) = ng. IIpema memum 9.1.1,
ng je mpupomau O6poj. Heka je a € p*(My) u I acl-6a3a (manx a) 3a ®(My,a).
Tana je jemuucrBen Heasrebapcku tun ¢ € Si(la) koju canpxu ®(z,a) jako
MUHUMAaJIaH 1 Hen3ouoBaH (Oyayhu na muje peamusosan y My). Hera je b pea-
au3anuja tuma g u Heka je My npoct Han I ab. Ilpema nemu 9.2.3, Tun ¢, xkoju je
cioboauo npommpewme tuna q y S1(/ba) (u jenuacTBeH HeaIreGapCKU TUN KOjU
canp:xu ®(x,a)) je memsonoBan, na je ucmymren y M. 3akmyuyjemo na je 1b
acl-6a3a (man @) 3a ®(M;,a). IIpema Ttome dim(M;) = ng + 1. Ha oBaj mauun
KOHCTPYUIIEMO €JIEMEHTapaH JIaHAIl MOIEeJa

My < Mpgy1 < Mpgyo < oo < My, < My, < ...

takaB na je dimM, = k u cBaku Monen teopuje 1' je nuzomopdaH TAYHO jeTHOM
M.

Teopema (Bosnupsun-Jlaxnan) HenpeGpojuBo kaTeropudna Teopuja UMa WU
jenan unu Ny HEM30MOP(HUX IPeOPOJjUBUX MOEA. [l
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