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1 Uvod

Teorija reprezentacija je grana matematike koja se bavi prouc¢avanjem apstraktnih matematickih
struktura putem reprezentacije njihovih elemenata kao linearnih transformacija vektorskih pros-
tora, i proucava module nad tim apstratnih algebarskim strukturama. U sustini, reprezentacija
¢ini apstraktni algebarski objekat konkretnijim, opisujuéi njegove elemente matricama i pred-
stavljajuci algebarske operacije u terminima sabiranja i mnozenja matrica. Algebarski objekti
koji se opisuju uklju¢uju grupe, asocijativne algebre i Lijeve algebre. Najvaznija od ovih i
istorijski prva je teorija reprezentacije grupa u kojoj su elementi grupe predstavljeni invertibil-
nim matricama tako da je operacija grupe mnozenje matrica. U ovom radu bavimo se teorijom
reprezentacija konacnih grupa.

U poglavlju Reprezentacije grupa uvode se pojmovi reprezentacije, ekvivalencije reprezentacija
1 jezgra reprezentacije.

U poglavlju F'G-moduli uvodi se pojam F(G-modula i pokazuje veza izmedu F'G-modula i
reprezentacija.

U poglavlju FG-podmoduli i reducibilnost uvode se osnovni gradivni blokovi teorije - ire-
ducibilni F'G moduli.

U poglavlju Algebra grupe uvodi se pojam algebre konacne grupe G kao vektorskog pros-
tora dimenzije |G| koji je nosilac operacije mnozenja u G. Algebre grupe su, na neki naéin,
izvor svega Sto treba znati o teoriji reprezentacija. Posebno, krajnji cilj teorije reprezentacija,
razumevanje svih reprezentacija konacnih grupa, mogao bi biti postignut ako bi algebre grupa
bile u potpunosti proucene. Stoga su one od velikog interesa. Nakon uvodenja definicije algebre
grupe G iskoristicemo je da konstruiSemo vaznu vernu reprezentaciju, znanu i kao regularna
reprezentacija od G koja ¢e nam kasnije koristiti.

U poglavlju FG-homomorfizmi uvodimo funkcije za F'G-module poznate kao F'G-homomorfizmi
koje cuvaju strukturu F'G-modula.

U poglavlju Maskeova teorema dolazimo do prvog znacajnijeg tvrdenja u teoriji reprezentacija,
Maskeove teoreme. Posledica ove teoreme je da je svaki F'G-modul direktna suma ireducibilnih
FG-podmodula, sto prouc¢avanje svodi na ireducibilne F'G-module.

U slede¢em poglavlju, Surova lema, dokazuje se istoimeno tvrdenje i daju neke njegove primene,
posebno sve ireducibilne reprezentacije konacnih abelovih grupa.

U poglavlju Ireducibilni moduli i algebra grupe pokazujemo da je svaki ireducibilni C'G-modul
izomorfan jednom od ireducibilnih CG-modula u dekompoziciji na direktnu sumu ireducibil-
nih C'G-modula regularnog C'G-modula C'G. Kao posledica, postoji samo kona¢no mmnogo
neizomorfnih ireducibilnih CG-modula.

U poglavlju Vise o algebri grupe bavimo se dalje strukturom algebre grupe C'G i pitanjem broja
ireducibilnih CG-modula u rastavu na direktnu sumu ireducibilnih CG-modula regularnog C'G-
modula C'G, izomorfnih datom ireducibilnom C'G modulu.

U poglavlju Klase konjugacije razvijamo dovoljno teorije da odredimo klase konjugacije diedarskih,
simetricnih i alternirajuc¢ih grupa. Takode, na kraju, dokazujemo tvrdenje koje povezuje klase
konjugacije grupe sa strukturom algebre te grupe.



U poglavlju Karakteri uvodimo pojam karaktera, neke osobine karaktera, jezgra karaktera, reg-
ularnog karaktera i permutacionog karaktera. Karakteri su od posebne vaznosti, jer kako ¢emo
kasnije pokazati, C'G-modul je u potpunosti odreden svojim karakterom.

U poglavlju Unutrasnji proizvodi karaktera ustanovljavamo neke vane osobine karaktera, pokazu-
jemo da dva C'G-modula su izomorfna ako i samo ako imaju isti karakter i opisujemo metod
za rastav datog C'G-modula na direktnu sumu C'G-podmodula.

Poglavlje Broj ireducibilnih karaktera posvecujemo teoremi koja kaze da je broj ireducibilnih
karaktera konacne grupe jednak broju klasa konjugacije te grupe i nekim posledicama te teo-
reme.

U slede¢em pogalvlju Tabele karaktera i relacije ortogonalnosti uvodimo pojam tabele karaktera
i relacija ortogonalnosti vrsta i kolona koje govore o povezanosti elemenata tabele karaktera.
U poglavlju Normalne podgrupe i podignuti karakteri uvodimo pojam podignutih karaktera,
ispitujemo neke informacije koje nam tabela karaktera pruza o strukturi grupe i pokazujemo
da su linearni karakteri od G podizanja ireducibilnih karaktera od G/N u slucaju kada je N
izvedena podgrupa od . Takode, prikazujemo kako se linearni karakteri mogu koristiti da bi
se iz datih ireducibilnih karaktera dobili novi.

U poslednjem poglavlju ilistrujemo do sada prikazane tehnike kontruisuéi tabele karaktera grupa
Sy, Ay 1 diedarskih grupa.



2 Reprezentacije grupa

Reprezentacija grupe G predstavlja nacin da se grupa G zamisli kao grupa matrica. Tacnije
reprezentacija je homomorfizam iz G' u grupu invertibilnih matrica. U ovom odeljku se dalje
obrazlaze ova ideja, i dati su neki primeri reprezentacija. Uvodi se pojam ekvivalencije matrica
i razmatra jezgro reprezentacije.

Neka je G grupa i F' polje R ili C. GL(n, F’) je grupa invertibilnih n X n matrica sa elementima
u F.

Definicija 2.1. Reprezentacija od G nad F je homomorfizam p iz G uw GL(n, F), za neko n.
Stepen od p je n.

Dakle, ako je p funkcija iz G u GL(n, F'), onda je p reprezentacija ako i samo ako je
(gh)p = (gp)(hp), za svako g,he€G.

Posto je reprezentacija homomorfizam, sledi da za svaku reprezentaciju p : G — GL(n, F),
imamo
lp=1,, 1

g p=1(gp)"" za svako g€ G,
gde I, oznacava jedinicnu n X n matricu.

Primer 2.1. Neka je G dihedralna grupa Dg = (a,b:a* =b* =1, b~ lab= a™'). Definisimo

matrice A 1 B sa:
0 1 1 0
a=(40) m=(0 5)

A*=PB*=1] B 'AB=A"%
Sledi da je funkcija p: G — GL(2, F) koja je data sa

Proveri se da je

p:a' - A'B7 (0<i<3, 0<j<1)

reprezentacija od Dg nad F. Stepen od p je 2.
Matrice gp za g u Dg su date u sledecoj tabeli:

g 1 a a’ a’

1 0 0 1 -1 0 0 —1
P01 10 0 -1 1 0
g b ab a’b a’b

v (0 4) (50) (1) (0o)




Primer 2.2. Neka je G proizvoljna grupa. Definisimo p: G — GL(n, F) sa
gp=1, za svako g€ G,
gde je I, jedinicna matrica. Tada je

(gh)p = I, = LI, = (gp)(hp)

za svako g, h € G, pa je p reprezentacija za G. Ovo pokazuje da svaka grupa ima reprezentaciju
proizvolyno velikog stepena.

Definicija 2.2. Neka sup: G — Gl(m, F) i 0 : G — Gl(n, F) reprezentacije grupe G nad F.
KaZemo da je p ekvivalentno o ako je n = m 1 postoji invertibilna n X n matrica T takva da za
svako g € G, vazi

go =T " (gp)T.

Ekvivalencija matrica je relacija ekvivalencije.

Pod jezgrom reprezentacije p : G — Gl(m, F) podrazumevamo skup
Kerp={9€G:gp=1,}
Kerp je normalna podgrupa u G.
Definicija 2.3. Reprezentacija p: G — GI(1, F') data sa
gp = (1)
za svako g € G, naziva se trivijalna reprezentacija.
Definicija 2.4. Reprezentacija p : G — Gl(n, F') je verna ako Kerp = 1.

Tvrdenje 2.1. Reprezentacija p konacne grupe G je verna akko je Imp izomorfno sa G.

3 FG-moduli

Neka je G grupa, F polje Rili C, V = F" i p: G — Gl(n, F) reprezentacija za G. Kako je p
homomorfizam vazi
v((gh)p) = v(gp)(hp)
zasvakov € Vig,he€ G, kaoi
v(lp) =v

za svako v € V.Iz osobina mnozenja matrica sledi

(M) (gp) = Av(gp)), (u+v)(gp) = ulgp) +v(gp)

za sve u,v € V,\ € F'i g € G. Motivisani ovim primerom uvodimo:



Definicija 3.1. Neka je V' wvektorski prostor © G grupa. V je FG — modul ako je definisano
mnozenje vg koje zadovoljava sledece uslove za sve u,v € V,.X € F i g,h € G:

1. vgeV;

v(gh) = (vg)h;

vl =wv;
(Av)g = A(vg);

(u+v)g = ug +vg.

Svojstva 1,4 i 5 definicije ukazuju da je za svako g € G funkcija
v—uvg (veV)
endomorfizam od V', dok zajedno sa 2 i 3 ukazuju da je to i invertibilno preslikavanje.

Definicija 3.2. Neka je V. FG-modul i B baza od V. Za svako g € G, neka
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oznacava matricu endomorfizma v — vg, u odnosu na bazu B.

Veza izmedu F'G-modula i reprezentacija od G nad F' je data slede¢om:

Teorema 3.1. Neka je p: G — Gl(n, F) reprezentacija od G nad F iV = F".

1. 'V postaje FG-modul ako definisemo mnoZenje vg sa
vg =v(gp) (vEV,g9€Q).

Postoji baza B od V' takva da
gr = l9ls
za svako g € G.

2. Neka je V. FG-modul 1 B baza od V. Tada je funkcija

9 — lgls

reprezentacija za G nad F.

Dokaz:



1. Veé¢ smo uocili da za svako u,v € F™", A € F, g, h € G imamo:
v(gp) € F",

v((gh)p) = (v(gp))(hp),
v(lp) = v,
(Av)(gp) = AMv(gp)),

(u+v)(gp) = ulgp) + v(gp).
Stoga, F™ postaje F'G-modul ako definiSemo

vg = v(gp),
za svako v € F" g € (G. Takode, ako stavimo da B bude baza
(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,0,...,1)
od F", onda gp = [g]s za svako g € G.

2. Neka je V' FG-modul sa bazom B. Kako je v(gh) = (vg)h za svako g,h € G i svako v u
bazi B od V sledi da je:

97l = lg]s[N]s.
Dakle, g — [¢]g je homomorfizam iz G u GL(n, F) i time reprezentacija za G. B

Sledece tvrdenje navodimo bez dokaza.

Tvrdenje 3.1. Neka je vy, ..., v, baza vektorskog prostora V nad F'. Pretpostavimo da je dato
mnozZenje vg za svako v € V i g € G koje zadovoljava sledece uslove sa 1 <1 < n, za svako

g,hed, iA,..\, €F:

1. vigeV;
2. vi(gh) = (vig)h;
3. vl =v;;
4. (Mvr 4 o+ o) g = M(v1g) + o+ An(vn9).
Tada je V' FG-modul.
Definicija 3.3. Trivijalni FG-modul je jednodimenzionalni vektorski prostor V- nad F' sa
vg = v

za svev €V, g e G.



Definicija 3.4. FG-modul je veran ako je jedinicni element 1z G jedini element g za koji
vg = v

za svev € V.

Neka je G podgrupa od S, V n-dimenzionalni vektorski prostor nad F' sa bazom vy, ...,v,. Za
svako i sa 1 <1 < n isvaku permutaciju g € G definisimo

Vg = Vig-
Tada v;g € V i v;1 = v;. Vazi i
vi(gh) = vign) = vigyn = (vig)h.

Ako prosirimo akciju svakog ¢ linearno na celo V', tada na osnovu tvrdenja 3.1 sledi da je V
FG-modul. Taj modul nazivamo permutacioni modul, a bazu vy, ..., v, prirodna baza.

Teorema 3.2. Neka je V- FG-modul sa bazom B i p reprezentacija od G nad F data sa
pg—lgls (9€G).
1. Ako je B' neka baza od V tada je reprezentacija
¢:9—=lgly (9€G)
ekvivalentna sa p.
2. Ako je o reprezentacija od G ekvivalentna sa p tada postoji baza B' od V takva da je
o:9—glgr (9€G).

Dokaz:

1. Neka je T matrica promene baze sa B na B onda za svako ¢ € G imamo
l9]s =T [9lp T,
pa je ¢ ekvivalentno sa p.
2. Neka su p i o ekvivalentne reprezentacije. Tada za neku invertibilnu matricu 7" imamo
gp=T"(go)T,

za svako g € G. Neka je B” baza od V takva da je metrica promene baze sa B na B bas
T. Tada za svako g € G vazi

l9]s =T 9] T,
pa je go = [g]g".
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4 FG-podmoduli i reducibilnost

Definicija 4.1. Neka je V. FG-modul. Podskup W od V' je FG-podmodul od V ako je W
podprostor i wg € W za svako w € W i g € G.

Zmaci FG-podmodul od V je podprostor koji je i FG-modul.

Definicija 4.2. FG-modul V' je ireducibilan ako je neprazan i nema podmodula osim {0} i V.

Ako V ima pravih F'G-podmodula W nazivamo ga reducibilnim.
Sli¢no, reprezentacija p : G — G L(n, F') je ireducibilna ako je odgovarajué¢i F'G-modul F™ dat
sa

vg=v(gp) (veF" geq)

ireducibilan i p je reducibilno ako je F™ reducibilan.

Neka je V reducibilan F'G-modul. Dakle, postoji pravi FG-podmodul W. Uzmimo bazu B; od
W i progirimo je do baze B od V. Tada za svako g € G matrica [g]z ima oblik:

Xy1 0

Yo | Z,
za neke matrice X, Y, 1 Z, gde je X, formata k x k, gde je k = dimWW. Reprezentacija stepena
n je reducibilna ako i samo ako je ekvivalentna reprezentaciji oblika (1), gde je X, formata
kxkiO<k < n. Primetimo da u (1) funkcije ¢ = X, i ¢ = Z, su reprezentacije od G, a

da bi ovo videli uzmimo g, h € G 1 pomnozimo matrice [g]s i [h]g oblika (1). Primetimo i da je
ako je V reducibilan dimV > 2.

5 Algebra grupe

Neka je GG konac¢na grupa ¢iji su elementi g1, ..., g, i F' polje R ili C. Definisimo vektorski prostor
nad F sa gi, ..., g, kao bazom i nazovimo ga F'G. Dakle, elementi od F'G su izrazi oblika

Mg+ + Mg (N €F),

sa prirodno definisanim operacijama sabiranja i mnozenja skalarom. U F'G mozemo definisati
mnozenje koriste¢i mnozenje u G na sledeci nacin:

(Z Agg) (Z “hh) = Agun(gh) =D ) (Nattn-19)g

geG heG g,heG g€G heG

gde su Ay, up, € F.
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Definicija 5.1. Vektorski prostor FG sa mnoZenjem definisanim sa

(z Agg) (z m) = et

geG heG g9,heCG

gde su Ay, i, € F' nazivamo algebra grupe G nad F.

Sledece tvrdenje navodimo bez dokaza.

Tvrdenje 5.1. MnoZenje u F'G zadovoljava sledece osobine za svako r,s,t € FG 1 A € F':

1. rs € FG;

2. r(st) = (rs)t;
S.rl=1r=r;

4. (Ar)s = A(rs) = r(As);
5. (r+s)t=rt+ st;

6. r(s+t)=rs+rt;

7. 10 =0r =0.

Sada ¢emo iskoristiti pojam algebre grupe da definisemo vazan F'G-modul.
Neka je V' = F@G, dakle V' je vektorski prostor dimenzije n nad F, gde je n = |G|.Za svako
u,v € V.A € F,g,h € G imamo

vg €V,
v(gh) = (vg)h,
vl =,

(Av)g = Avg),
(u+v)g = ug + vg.

Stoga je V' FG-modul.

Definicija 5.2. Neka je G konacna grupa ¢ F polje R ili C. Vektorski prostor FG sa prirodnim
mnoZenjem vg (v € FG, g € G) naziva se reqularan FG-modul.

Reprezentacija ¢ — [g]g za prirodnu bazu B od F'G nazivamo regularnom reprezentacijom od
G nad F. Dimenzija regularnog F'G-modula je |G|.

12



Tvrdenje 5.2. Regularan FG-modul je veran.

Dokaz: Neka je g € G za koje za svako v € F'G vazi vg =v.0Onda lg=1,pajeg=1. 1

FG-modul je vektorski prostor nad F' sa mnozenjem vg za svako v € V,g € G. Prosirimo
definiciju mnozenja na sve elemente algebre F'G.

Definicija 5.3. Neka je V- FG-modul, i neka jev € V,r € FG i neka je r = deG Leg (g €
F). Definisimo vr sa
vr = pg(vg).

geG

Tvrdenje 5.3. Neka je V. FG-modul. Tada vaze sledeca svojstva za svako u,v € V,\ € F i
r,s € FG:

1. vr € FG;

2. v(rs) = (vr)s;

3. vl =wv;

4. (Av)r = Aor) = v(Ar);
5. (u+v)r=ur+or;

6. v(r+s)=uvr+wvs;

7. v0 = 0v = 0.

6 FG-homomorfizmi

Definicija 6.1. Neka su V i« W FG-moduli. Funkcija 6 : V — W je FG-homomorfizam ako
je @ linearna transformacija 1

(vg)8 = (v)g,
za svakov € V, g € G.

Drugim rec¢ima, ako 6 preslikava v u w, onda preslikva vg u wg. Ako je G kona¢na grupa i

0:V — W FG-homomorfizam onda za svako v € V ir = dec Agg € F'G, imamo

(vr)0 = (vO)r
jer je

(vr)d = Z Ag(vg)0 = Z Ag(v0)g = (vO)r.

gelG geG

13



Tvrdenje 6.1. Neka suV i W FG-moduli i neka je 6 : V. — W FG-homomorfizam. Tada je
Ker 0 FG-podmodul od V', a Im 0 FG-podmodul od W .

Dokaz: Primetimo da je Ker 6 podprostor od V i Im 6 podprostor od W jer je 6 linearna
transformacija. Neka je v € Ker 61 g € G. Tada

(vg)0 = (vh)g = 0g = 0,

pa vg € Ker 6. Dakle, Ker 6 je FG-podmodul od V. Neka je sada w € Im 6 tako da je w = v
za neko v € V. Tada za svako g € G,

wg = (v8)g = (vg)b,
a (vg)f € Im 0, pa je i Im 6 podmodul od W. B

Definicija 6.2. Neka suV « W FG-moduli. Funkciju 6 :V — W nazivamo FG-izomorfizmom
ako je F'G-homomorfizam i invertibilna. Ako postoji takav FG-izomorfizam, kaZemo da su'V i
W izomorfni FG-moduli i piSemo V =W,

U sledecem tvrdenju proveravamo da ako V' = W ondai W = V. Tvrdenje dajemo bez dokaza.

Tvrdenje 6.2. Ako je 0 : V — W jedan FG-izomorfizam, onda je njemu invertibilno preslika-
vanje 071 : W — V takode FG-izomorfizam.

Neka je 6 : V — W FG-izomorfizam. Tada se pri prelasku sa V' na W oc¢uvavaju svojstva
strukture kao sto su:

1. dimV=dimW
2. V je ireducibilan ako i samo ako je W ireducibilan

3. V sadrzi trivijalni F'G-modul ako i samo ako W sadrzi trivijalni F'G-modul.

U slede¢em tvrdenju pokazujemo da izomorfni F'G-moduli odgovaraju ekvivalentnim reprezentaci-
jama.

Teorema 6.1. Neka je V. FG-modul sa bazom B i W FG-modul sa bazom B . Tada su'V i W
1zomorfni ako i samo ako su reprezentacije

p:g—1lgls i o:9—|gg

ekvivalentne.

Dokaz: Najpre ustanovimo sledece:
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Lema 6.1. Dati FG-moduli V 1 W su izomorfni ako i samo ako postoje baze By od 'V i By od
W takve da

za svako g € G.

Da bi ovo pokazali,pretpostavimo prvo da je § F'G-izomorfizam iz V u W, i neka je vy, ..., v,
baza By od V i 10, ...,v,0 baza By od W. Neka je g € G. Kako je (v;9)0 = (v;0)g za svako 1,
sledi da je [g]s, = [9]B,-

Obrnuto, neka je vy, ..., v, baza By od V i wy,...,w, baza By od W takva da [g]z, = [g]s, za
svako g € G.Neka je 6 invertibilno linearno preslikavanje iz V' u W za koje v, = w; za sve
i. Neka je g € G. Kako je [g]s, = |9]s, zakljucujemo da je (v;9)0 = (v;0)g za sve i, pa je 0
FG-izomorfizam.To je i kraj dokaza leme.

Sada neka su V' i W izomorfni F'G-moduli. Na osnovu leme postoje baze By od V i By od W
takve da [g]g, = [g]s, za svako g € G. Definisimo reprezentaciju ¢ od G sa ¢ : g — [g]s,. Onda
je ¢ ekvivalentno sa p i 0 po Teoremi 3.2. Stoga su p i o ekvivalentni.

Obrnuto, neka su p i o ekvivalentne. Po Teoremi 3.2 postoji baza B takva da go = [g]z za
sve g € G; tj. [9]g = [g]g za sve g € G. Stoga su V' i W izomorfni FG-moduli. B

Neka je V' F'G-modul i neka je
V=UasW,

gde su U i W FG-podmoduli od V. Neka je uq, ..., u,, baza By od U i, wy, ..., w, baza By od
W. Onda je uq, ..., Uy, W1, ..., w, baza Bod V,izage G,

95 = ( [ggfl [g(]JBQ ) .

Opstije ako je V = U; & ... ® U,, direktna suma F'G-podmodula U;, i B; baza od U; mozemo
spojiti By, ..., B, ubazu Bod Viza g€ G,

Direktne sume prirodno odreduju F'G-homomorfizme.

Tvrdenje 6.3. Neka je V. FG-modul i pretpostavimo da
V=U®&..aU,

gde je svaki U; FG-podmodul od V. Za v € V imamo v = uy + ... + u, za jedinstvene vektore
w; € U i definisimom; -V =V (1 <i<r) sa

T, = Uy

Tada je svaki m; FG-homomorfizam i projekcija od V.
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Dokaz: 7; je linearno preslikavanje i F'G-homomorfizam jer za v € V sa v = u; + ... + u,
(uj € Uj za svako j), g € G imamo

(vg)m; = (wg + ... +up9)m = u;g = (vm;)g.

Takode,
VT = WT; = Uy = VT,
pa je w2 = m;. Sledi, m; je projekcija. W
Tvrdenje 6.4. Neka je V- FG-modul i pretpostavimo da je
V:Ul—i-...—{—Ur,

gde je svako U; ireducibilan F'G-podmodul od V. Onda je V direktna suma nekih od FG-
podmodula U;.

Dokaz: Zamisao je da odaberemo koliko god mozemo medu F'G modulima Uy, ..., U, tako da
suma bude direktna. U ovom smislu odaberimo podskup Y = Wy, ..., W, od Uy, ...U, koji imaju
osobinu da je Wi + ...+ Wy direktna suma i da Wy + ... + Wy + Uj; nije direktna suma za U; ¢ Y
Neka je W =W, + ... + W,.

Tvrdimo da je U; C W za svako i. Ako je U; € Y to je jasno, pa pretpostavimo U; ¢ Y.
Onda W + U; nije direktna suma pa je W NU; # 0 Ali W N U; je FG-podmodul od U; i U; je
ireducibilan, pa je W NU; = U; i time U; C W.

Kako je U; C W zasvakoisa 1l < ¢ < r,imamo V =W = W; & ... & Wy, §to je i trebalo
dokazati. H

7 Maskeova teorema

Posledica sledece teoreme je da je svaki F'G-modul direktna suma ireducibilnih F'G-podmodula,
gde je F =R ili C. Ovo teoriju reprezentacije svodi na proucavanje ireducibilnih F'G-modula.

Teorema 7.1. Neka je G konacna grupa, F = R ili C, i neka je V. FG-modul. Ako je U
FG-podmodul od V', postoji FG-podmodul W od V' takav da

V=UaW.

Dokaz: Odaberimo bilo koji podprostor W, od V takav da
V=UsW,

(Postoji veliki izbor za W - uzmimo bazu vy, ..., v, of U, prosirimo ga do baze vy, ..., v, of Vi
neka je Wy = sp(vm1, vy Un)-)
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Za v € V, imamo v = u + w za jedinstvene vektore u € U i w € Wy, definis§imo ¢ : V' — V sa
vp = u. ¢ je pojekcija of V' sa jezgrom Wy i slikom U.

Cilj nam je da modifikujemo projekciju ¢ da napravimo F'G-homomorfizam iz V' u V sa slikom
U. Definisimo 6§ : V — V

qug¢g (veV)

geG
0 je endomorfizam od V i Imf C U.

Prvo pokazimo da je § F'G-homomorfizam. Zav € Vix € G,

€] Z va)gpg "
99

Kada g prolazi G, to ¢ini i h = xg. Odatle

(vx)f |G| thgbh x

he€g

<|G|th¢h )

heg
= (vl)z
Time je # FFG-homomorfizam.

Sledeée dokazujemo da je §? = . Prvo primetimo da za u € U i g € G imamo ug € U, i time
(ug)p = ug. Koristeéi ovo,

_ 1
uf |G|g;ug¢g ,G|g§(ug)g |G|g;u u (1)

Neka je v € V. Onda je vf € U pa po prethodnim jednakostima imamo (vf)§ = vf. Time
62 = 0.

Ustanovili smo da je #V — V projekcija FG-homomorfizam. (2) pokazuje da je Imf = U.
Neka je W Kerfl. Tada je W FG-podmodul od ViV =U & W. Time je dokaz zavrsen. B

Zakljucak Maskeove teoreme ne mora da vazi za F' # R, C.

Neka je p prost broj i G = C, = (a : @’ = 1), i neka je F polje celih po modulu p. Proveri se

a] ] (j 0717"'7p 1)
.]

reprezentacija iz G u GL(2, F'). Odgovaraju¢i FFG-modul je V' = sp(vy,v9), gdeza 0 < j < p—1,

na’ = vy,
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Vo’ = Juy + vs.

U = sp(v1) je FG-podmodul od V, ali ne postoji F'G-podmodul W takav da je V. =U & W,
posto je U jedini jednodimenzionalni F'G-podmodul od V.

Primer 7.1. Neka je G = S i neka je V. = sp(vy,ve,v3) permutacioni modul od G nad F.
Stavimo u = vy + vy +v3 1 U = sp(u).

Tada je U FG-podmodul od V', jer je ug = u za svako g € G.

Postoje mnogi podprostori W od V' takvi da V-=U @& W, na primer sp(ve, v3) i sp(vy,ve — 2v3),
ali postoji tacno jedan FG-podmodul W od V' takav da'V = u & W. Pronacicemo ga koristeci
dokaz Maskeove teoreme.

Neka je Wy = sp(vy,v9) tada je V- =u & Wy ali Wy nije FG-podmodul. Projekcija ¢ na U je
data sa
¢31)1 —>0,U2 —>0,U3 — U1 + Vg + V3.

Proveri se da je FG-homomorfizam 0 iz dokaza teoreme dat sa
1 .
0:v; — §(Ul +uve+w3) (i=1,2,3).
Trazent FG-podmodul W je tada Kerf pa je
W = sp(v1 — v2,v2 — v3).
Ako je B baza vy + ve + v3, 01,02 of V', onda za svako g € G matrica [g]g ima oblik

m 0 0
gs=(m m =
EEN

Nule u matrici su usled toga sto je U FG-podmodul od V.

Ako uzmemo vy + vy + v3, V1 — Vs, Uy — v3 za bazu B’, imamo:

HEOo
HEOo

[ |
lglz =1 0
0
jer sp(vy — vg, v9 — v3) je FG-podmodul od V.

Ovaj primer ilustruje matricnu verziju Maskeove teoreme: za proizvoljnu kona¢nu grupu G,
ako odaberemo bazu B FG—modula V, takvu da [¢]z ima oblik

(1)
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za sve g € (G, onda mozemo naéi bazu B’ takvu da [g]s ima oblik

x| 0
0] =
za svako g € G.

Pretpostavimo da je p reducibilna reprezentacija konacne grupe G nad F' stepena n. Znamo
da je p ekvivalentno reprezentaciji oblika

g+<%%) hea)

za neke matrice Xy, Y, i Z,, gde je X, dimenzija k X k, 0 < k < n.

Maskeova teorema pokazuje da je p reprezentacija oblika

(A0
g OBg )

gde je A, matrica k x k.

7.1 Posledice Maskeove teoreme

Mozemo iskoristiti Maskeovu teoremu da pokazemo da je svaki nenula F'G—modul direktna
suma ireducibilnih F'G—podmodula. Pod ireducibilnim F'G—podmodulima podrazumevamo
FG—podmodule koji su ireducibilni #'G—moduli.

Definicija 7.1. FG—modul V je kompletno reducibilan ako je V.= U, & --- ® U,, gde je U;
wreducibilan FG—podmodul od V.

Teorema 7.2. Ako je G konacna grupa i F = R ili C, tada je svaki nenula FG—modul
kompletno reducibilan.

Dokaz: Neka je V nenula FFG—modul. Dokaza¢emo indukcijom po dim V. Iskaz je tacan za
dimV =1 jer je V ireducibilan u ovom sluc¢aju.

Ako je V ireducibilan, dokaz je trivijalan, medutim pretpostavimo da je V reducibilan. Tada V'
ima FFG—podmodul U koji je razli¢it od {0} i V. Po Magkeovoj teoremi, postoji F'G—podmodul
W takav da V =U & W. Kako je dimU < dimV i dimW < dim V', imamo po indukciji da je:

v=00--- U W=W,@--- & Wi,
gde su U; i W; ireducibilni F'G—moduli. Pa je dalje
U:Ul@@Ur@szl@@W&

direktna suma ireducibilnih G —modula. B
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Tvrdenje 7.1. Neka je V. FG—modul, gde je F =R ili C i G konacna grupa. Pretpostavimo
da je U FG—podmodul od V. Tada postoji surjektivni ("na”) homomorfizam iz V u U.

Dokaz: Po Maskeovoj teoremi, imamo F'G—podmodul W od V takav da je V =U @& W. Tada
je funkcija 7 : V' — U definisana sa

m:u+w—ulueUweW)

je FG—homomorfizam na U. B

Teorema 7.2 kaze da je svaki nenula FFG—modul direktna suma ireducibilnih F'G—modula.
Dakle da bismo razumeli F'G—module, mozemo se usredsrediti na ireducibilne F'G—module.
Njima ¢emo se baviti u narednom poglavlju.

8 Surova lema

Surova lema je jedno od osnovnih tvrdenja koja se odnose na ireducibilne module. Iako su
formulacija i dokaz jednostavni Surova lema je od velikog znacaja za teoriju reprezentacija;
u ovom poglavlju dajemo direktnu primenu odredivanjemm svih ireducibilnih reprezentacija
konac¢nih abelovih grupa.

Surova lema se odnosi na CG—module i njima é¢emo se nadalje baviti.

8.1 Surova lema

Lema 8.1. (Surova lema)

Neka su'V i W ireducibilni CG—moduli.

1. Ako je 9 : V. — W CG—homomorfizam, tada je v je CG—izomorfizam ili v = 0 za svako
velV.

2. Ako je 9 . V. — W CG—izomorfizam, tada je ¥ jednako identicnom preslikavanju
pommnozenom skalarom.

Dokaz:
1. Pretpostavimo da v # 0 za neko v € V. Tada Imd # {0}. Kako je Imiy CG—podmodul
od Wiz Turdenja 6.1.,1 W je ireducibilan, imamo da je Imd = W. Dalje je, na osnovu

Tvrdenja 6.1, Ker?d CG—podmodul od V. Kako je Kerd # V i V je ireducibilan,
Kerv = {0}. Stoga je ¢ invertibilan, pa je CG—izomorfizam.
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2. Endomorfizam ¢ ima sopstvenu vrednost A € C i Ker(d — Aly) # {0}. Stoga je
Ker(v¥ — Ay ) nenula CG—podmodul od V. Kako je V' ireducibilan,

Ker(d —Aly) =V.
Dakle

v(¥ — Aly) =0 za svako v € V.

Stoga je, ¥ = A\1y. A
Za deo (2) Surove leme vazi obratno tvrdenje.

Tvrdenje 8.1. Neka je V' nenula CG—modul i pretpostavimo da je svaki CG—homomorfizam
12V uwV skalarni umnoZak od 1y. Tada je V ireducibilan.

Dokaz: Pretpostavimo da je V reducibilan, pa V' ima CG—podmodul U razli¢it od {0} i V.
Po Masekovoj teoremi, postoji CG—podmodul W od V takav da

V=UacW.

Onda preslikavanje 7 : V' — V definisano sa (v + w)m = w za svako u € U, w € W je
CG—homomorfizam i nije skalarni umnozak od 1y, Sto je kontradikcija. Sledi da je V ire-
ducibilan. W

Dalje ¢emo prikazati Surovu lemu i njen obrat u terminima reprezentacija.

Posledica 8.1. Neka je p : G — GL(n,C) reprezentacija od G. Tada je p ireducibilan ako i
samo ako svaka n X n matrica A koja zadovoljava

(gp)A = A(gp) za svako g € G

ima oblik A= M\I,,, A € C.
Dokaz: Po Teoremi 3.1, posmatrajmo C" kao CG—modul definisuéi sa vg = v(gp) za svako
veCnr ged.
Neka je A matrica n x n nad C. Endomorfizam v — vA od C" je CG—homomorfizam ako i
samo ako je

(vg)A = (vA)g za svako v € C", g € G;
Sto vazi ako i samo ako

(gp)A = A(gp) za svako g € G.

Tvrdenje sada sledi iz Surove leme i prethodnog tvrdenja. W
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8.2 Teorija reprezentacije konac¢nih abelovih grupa

Neka je GG konac¢na abelova grupa i V' ireducibilan CG—modul. Odaberimo z € G. Posto je G
abelova,

vgxr = vxg za svako g € G,

odakle je endomorfizam v — vz od V je CG-homomorfizam. Na osnovu Surove leme, ovaj
endomorfizam je skalarni umnozak identicnog preslikavanja 1y, tj A\;1y. Stoga,

VT = A\yU za svako v € V.

To znaci da je svaki podprostor od V' CG—podmodul. Kako je V ireducibilan, zakljucujemo
da je dim V' = 1. Time smo dokazali

Tvrdenje 8.2. Ako je G konacna abelova grupa, tada je svaki ireducibilan CG—modul dime-
nzije 1.

Sledeca teorema je jedno od bitnijih tvrdenja o abelovim grupama. Nec¢emo ga dokazivati ovde.

Teorema 8.1. Svaka konacna abelova grupa je izomorfna direktnom proizvodu ciklicnih grupa.

Dokaz: Odredi¢emo ireducibilne reprezentacije svih direktnih proizvoda
Cpy X Cpy X ...Cy,

gde su nq,...,n, pozitivni celi brojevi. Po prethodnoj teoremi ovo pokriva sve ireducibilne
reprezentacije kona¢nih abelovih grupa.
Neka je G =C,, x Cp, X ...Cy,, zal <7 <r, neka je ¢; generator C,,.

¢ =(1,...,¢,...,1) (¢ na i—toj poziciji)
Tada je

G=(g1,---,9r) ,2a 9" =11 9,9, = g;9; za sve i, j.

Neka je sada p : G — G'L(n, C) ireducibilna reprezentacija G nad C. Tada je n = 1 po tvrdenju
8.2..pazal<i<r, postoji \; € C, takvo da

gde je (A\;) 1 x 1 matrica. Kako je g; reda n;, imamo da je A" = 1, tj. A; n;—ti koren jedinice.
Takode, vrednosti Aj, ..., A, odreduju p, pa posto za g € G imamo da je g = g{' ... g, za cele
brojeve i1, ...,1,, i tada je:

gp=(gi"-..g7)p= (AN ...AD).
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Za reprezentaciju p grupe G koja zadovoljava prethodnu formulu za sve iy, ..., %, piSemo
p = p>\17--47>\7“
Obrnuto, za date n;—te korene jedinice \; (1 < i < r), funkcija
[ L O VU

je reprezentacija G. Imamo nins . ..n, takvih reprezentacija i medu njima nema ekvivalentnih.
Time je dokazana sledeca teorema. W

Teorema 8.2. Neka je G abelova grupa C,, x ---x C,, . Reprezentacije py, . . od G, konstru-

isane na navedeni nacin, su ireducibilne i stepena 1. Postoji |G| takvih reprezentacija, i svaka
wreducibilna reprezentacija od G nad C je ekvivalentna tacno jednoj od njih.

Primer 8.1. 1. Neka je G = C, = {(a:a” = 1) i w = >™/™. n ireducibilnih reprezentacija
od G nad C sup, (0<j<n-—1), gde je

afpyi = (W) 0<k<n-1).

2. Cetiri ireducibilna CG—modula za G = Cy x Cy = (g1, 92) su Vi, Va, Vi, Vi, gde su 'V
jednodimenzionalni prostori sa bazom v; (i =1,2,3,4) i

U191 = Vg, V1g2 = V2
V241 = V2, V2ga = —U2
U3g1 = —U3, U3gs = U3
Vag1 = —UV4, UV4g2 = —U4.

8.3 Dijagonalizacija

Neka je H = (g) ciklicna grupa reda n, i neka je V nenula CH—modul. Na osnovu Teoreme
7.2. imamo

V=U,d---oU,

direktna suma ireducibilnih CH—podmodula U; od V. Svako U; je dimenzije 1 na osnovu
turdenja 8.2.; neka je u; vektor koji razapinje U;. Neka je w = e?™/™. Tada za svako i postoji
ceo broj m; takav da

u;g = wiu,.

Stoga ako je B baza uq,...,u, od V, tada

l9]s = : (2)
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Sledece tvrdenje je direktna posledica ovoga.

Tvrdenje 8.3. Neka je G konacna grupa i V. CG—modul. Ako je g € G, tada postoji baza
B od V takva da je matrica [g|p dijagonalna. Ako je g reda n, tada su elementi na dijagonali
matrice [glg n—ti koren jedinice.

Dokaz: Neka je H = (g). Kako je V- CH—modul, dokaz sledi. B

8.4 Neke primene Surove leme

Slede¢a primena tice se vaznog podprostora algebre CG.

Definicija 8.1. Neka je G konacna grupa. Centar algebre CG, zapisan kao Z(CG), definise
se na sledect nacin

Z(CG)={2€CG: zr=rz za sver € CG}

Na osnovu osobina podprostora lako se proverava da je Z(CG) podprostor od CG. Za abelove
grupe G, centar Z(CG) je cela algebra. Za proizvoljne grupe G videéemo da Z(CG) igra
kljuénu ulogu u razmatranju reprezentacija grupe G (na primer, njegova dimenzija je jednaka
broju ireducibilnih reprezentacija od G (videti poglavlje 16 Broj ireducibilnih karaktera)).

Primer 8.2. Elementi 1 1 deGg pripadaju v Z(CG). Ako je H normalna podgrupa G, tada

> he Z(Ca).

heH

Da bi to pokazali, predstavimo z =,y h. Tada za svako g € G,

g'2g=) g 'hg=> h=xz

heH heH

i tada zg = gz. Sledi zr = rz za svako r € CG. Na primer, ako je G = Dg = (a,b: a® = b* =
L,b~tab = a™1), tada {1}, (a) i G su normalne podgrupe grupe G, pa elementi

1,1+a+a?>il4+a+a®>+b+ab+a’b

pripadaju Z(CG). Videcemo kasnije da ovi elementi formiraju bazu Z(CGQ).

Iskoristi¢emo Surovu lemu da dokazemo sledeéu karakteristiku elemenata Z(CGQ).

Tvrdenje 8.4. Neka je V' ireducibilni CG—modul, i neka je z € Z(CG). Tada postoji A € C
tako da
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vz =M\ za svev €V.

Dokaz: Zasver € CGiv eV vazl
vrz = Var,

dakle funkcija v — vz je CG—homomorfizam iz V u V. Po Surovoj lemi, ovaj homomorfizam
je jednak A1y za neko A € C. Odatle dokaz sledi. B

Neki elementi centra CG su uzeti iz centra G, koje ¢emo sada definisati.

Definicija 8.2. Centar grupe G, u oznaci Z(G), definiSemo sa
Z(G)={2€G:z9 =gz za sve g € G}.

Ocigledno je Z(G) normalna podgrupa grupe G i podskup Z(CG). Tako smo videli u Twrdenju
5.2. da za svaku konacénu grupu postoji veran CG—modul, nije neophodno da postoji uvek
veran ireducibilan CG—modul. Sledece tvr denje pokazuje da postojanje vernog ireducibilnog
CGE—modula povlaci snaznu restrikciju strukture G.

Tvrdenje 8.5. Ako postoji veran ireducibilni CG—modul, tada je Z(G) ciklicna.

Dokaz: Neka je V' veran ireducibilni CG—modul. Ako je z € Z(G) tada z € Z(CG), iz
Tvrdenja 8.4 sledi da postoji A, € C tako da

vz = Mvzasvev V.

Kako je V' veran, funkcija
z—= N(z€ Z(Q))

je injektivni homomorfizam iz Z(G)) u multiplikativnu grupu C* nenula kompleksnih brojeva.
Stoga Z(G) =2 {\, : z € Z(G)} je ciklicna kao kona¢na podgrupa od C*. B

Primer 8.3. Ako je G abelova grupa, tada je G = Z(G), i po prethodnom tvrdenju ne postoji
veran ireducibilni CG—modul ako G nije ciklicna. Na primer, Cy x Cy nema vernu ireducibilnu
reprezentaciju (uporediti sa Primerom 8.1.(2).

Ireducibilne reprezentacije neabelovih grupa je teze konstruisati od onih od abelovih. Nisu svi
stepena 1, sto je pokazano slede¢im obratom Twrdenja 8.2.

Tvrdenje 8.6. Pretpostavimo da je G konacna grupa takva da je svaki ireducibilnit CG—modul
dimenzije 1. Tada je G abelova grupa.

Dokaz: Po Teoremi 7.2. mozemo napisati

CG:%@"‘@VW
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gde je svako V; ireducibilni CG—podmodul regularnog CG—modula CG. Tada je dim V; = 1 za
svako ¢ jer je pretpostavka da su svi ireducibilni CG—moduli dimenzije 1. Za 1 < ¢ < n neka je
v; vektor koji razapinje V;. Tada je vq,...,v, baza za CG; oznac¢imo je sa B. Za sve z,y € G
matrice [z]z 1 [y]p su dijagonalne i stoga komutiraju. Posto je reprezentacija

g—l9lslg € G)

od G verna, videti Twrdenje 5.2, zaklju¢ujemo da z i y komutiraju. Stoga, G je abelova, sto je
trebalo dokazati. W

9 Ireducibilni moduli i algebra grupe

Neka je G konacna grupa i CG algebra grupe G nad C. Posmatrajmo CG kao regularan
CG—modul. Na osnovu Teoreme 7.2. mozemo zapisati

CG=Uis---al,

gde je svako U; ireducibilni CG—modul. U ovom poglavlju pokazac¢emo da je svaki ireducibilni
CG—modul izomorfan sa jednom od CG—modula Uy, ..., U,. Posledica toga je da postoji samo
kona¢no mnogo neizomorfnih ireducibilnih CG—modula (to smo veé ustanovili za abelove grupe
u Teoremi 8.2). Takode teoretski, za odredivanje svih ireducibilnih CG—modula dovoljno je
zapisati CG kao direktnu sumu ireducibilnih CG—podmodula. Medutim, to je nije prakti¢no
ukoliko G nije mala grupa.

9.1 Ireducibilni podmoduli od CG

Poce¢emo sa jos jednom posledicom Maskeove teoreme.

Tvrdenje 9.1. Neka suV i W CG—moduli i neka je 9 : V. — W CG—homomorfizam. Tada
postoji CG—podmodul U od V' takav da je V = Kerd ® U i U = Imd.

Dokaz: Kako je Ker?d CG—podmodul od V na osnovu tvrdenja 6.1, postoji na osnovu
Maskeove teoreme CG—podmodul U od V takav da V = Kerv & U. Definisimo funkciju
9 : U — Imd na sledeéi nacin:

ud = ud(u € U).

Pokazujemo da je 9 CG—izomorfizam iz U u Imd. Ocigledno je da je ¥ je CG—homomorfizam,
posto je ¥ CG—homomorfizam. Ako je u € Kerd onda u € KerdNU = {0}; sledi Kerd = {0}.
Sada neka je w € Imd; pa je w = vv za neko v € V. ZapisSimo v = k + u gde je k € Kerd,
u e U. Tada

w = v =k + ud = ud = ud.

Sledi Imd = Imd. Sada smo pokazali da je ¥ : U — Imd invertibilni CG—homomorfizam.
Stoga je U = Imd), sto je trebalo dokazati. B
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Tvrdenje 9.2. Neka je V CG—modul i predstavimo

V - U1 EB oo US,
kao direktnu sumu ireducibilnih CG—podmodula U;. Ako je U ireducibilni CG—podmodul od V,
tada je U = U; za neko 1.

Dokaz: Za u € U, imamo da je u = uj + - - - + u, za jedinstvene vektore u; € U; (1 < i < s).
Definisemo ; : U — U; kao um; = ui. Birajudi ¢ tako da u; # 0 za neko u € U, imamo 7; # 0.

Sada je m; CG—homomorfizam. Kako su U i U; ireducibilni i 7; # 0, iz Surove leme zaklju¢ujemo
da je m; CG—izomorfizam. Stoga U = U;. B

Naravno da se moze desiti da je U ireducibilni CG—podmodul od U; & --- @ U, (svako U;
ireducibilno) pri ¢emu je U razlicito od U;, kao sto sledeéi primer pokazuje.

Primer 9.1. Neka je G bilo koja grupa i V 2—dimenzionalni CG—modul, sa bazom vy, vs, tako
daovg=wvzasveveVigeG. Tada

V:UI@UQ,

gde su Uy = sp(v1) 1 Uy = sp(vq) ireducibilni CG—podmoduli. Medutim, U = sp(vy + vg) je
wreducibilni CG—podmodul koji nije jednak Uy ni Us.

Definicija 9.1. 1. Ako je V. CG—modul i U je ireducibilni CG—modul, tada kaZemo da je
U faktor kompozicije od V ako V ima CG—podmodul koji je izomorfan sa U.

2. Za dva CG—modula V i W kaZemo da imaju zajednicki faktor kompozicije ako postoji
wreducibilni CG—modul koji je faktor kompozicije od oba, V i W.

Sada dolazimo do glavnog dela ovog poglavlja, koji pokazuje da je svaki ireducibilni CG—modul
faktor kompozicije regularnog CG—modula.

Teorema 9.1. Posmatrajmo CG kao reqularan CG—modul i zapisimo
CG=U,s---0U,

kao direktnu sumu ireducibilnih CG—podmodula. Tada je svaki ireducibilni CG—modul izomo-
rfan jednom od CG—modula U;.

Dokaz: Neka je W ireducibilni CG—modul, i izaberimo nenula vektor w € W. Primetimo da
je {wr : r € CG} CG—podmodul od W; posto je W ireducibilan, to povlaci da je

W ={wr:r e CG}. (3)

Sada definisimo 9 : CG — W sa
rY = wr(r € CG).
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Ocigledno je da je ¥ linearna transformacija, i Imd = W po (3). ¥ je CG—homomorfizam,

posto za r, s € CG vazi
(rs)d =w(rs) = (wr)s = (rd)s.

Po Twvrdenju 9.1, postoji CG—podmodul U od CG, takav da
CG=Ud KerdiU=ZImy=W.

Kako je W ireducibilan, to je i U ireducibilan. Po Twrdenju 9.2. imamo da je U = U; za neko
1; tada W = U, pa je dokaz zavrsen. B

Ova teorema pokazuje da postoji konacan skup ireducibilnih CG—modula takvih da je svaki
ireducibilni CG—modul izomorfan jednom od njih. To formuliSemo slede¢om posledicom.

Posledica 9.1. Ako je G konacna grupa, tada postoji samo konacno mnogo neizomorfnih

ireducibilnih CG—modula.

Po Teoremi 9.1. za nalazenje svih ireducibilnih CG—modula, potrebno je samo rasclaniti
regularne CG—module na direktnu sumu ireducibilnih CG—podmodula. To ¢emo uraditi za
nekoliko primera; medutim to nije prakti¢na metoda proucavanja CG—modula.

Primer 9.2. 1. Neka je G = Cs = {(a:a®=1), i neka je w = /3. Definisimo vy, v1, vy €
CG sa

vo =14 a+ a?,
v1 = 1+ w?a + wa?,
vy = 1 4+ wa + w?a?,
i neka je Uy = sp(v;) zai=0,1,2. Tada je via = a + w?a® + wl = wuvy, i sliéno

via = w; zai=0,1,2.

Stoga, U; je CG—podmodul od CG za 1 =10,1,2.

Lako se proveri da je vy, vy, vs baza za CG, i stoga je

CG =Uy U, @ U,,

direktna suma ireducibilnih CG—podmodula U;. Po Teoremi 9.1, svaki ireducibilni CG—modul
je izomorfan sa Uy, Uy ili Uy. Ireducibilna reprezentacija od G koja odgovara U; je
reprezentacija p,: iz Primera 8.1(1).
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2. Neka je G = Dg = {(a,b: a® =0* = 1,b"'ab = a™'). Napisimo CG kao direktnu sumu
ireducibilnih CG—podmodula. Neka je w = €2™/3 i definisimo

vo=1+a+d% wo =bvy (= b+ ba+ba?),
v = 1+ w?a+wa? w = by
Ve = 1 +wa + w?a?, wy = bu,.

Kao u prvom primeru, via = w' za i = 0,1,2, i zato su sp(v;) i sp(w;) Cla). Sada,
primetimo da

vob = wo, web = vy,
Ulb = W3, wlb = V2,
Ugb = Wy, ’U)Qb = V1.

Prema tome, sp(vy, wy), sp(vy, ws) i sp(ve, wy) su C(b)—moduli, i stoga su CG— podmoduli
od CG. CG—podmoduli U3 = sp(vy,wsy) 1 Uy = sp(ve,wy) su ireducibilni. Medutim,
sp(vo, wy) je reducibilan, jer su Uy = sp(vy + wp) @ U2 = sp(vyg — wy) CG—podmoduli.
Sada je vy, vy, V9, Wy, Wy, ws je baza za CG—, i sledi

CG=U,0U,®Us® Uy,

je direktna suma ireducibilnih CG— podmodula. Primetimo da je Uy trivijalni CG—podmodul,

i da Uy nije izomorfan sa U, drugim jednodimenzionalnim U;. Ali U3 = Uy (postoji
CG—izomorfizam koji slika vi — wy , we — Vg ).

Iz Teoreme 9.1. zakljucujemo da postoje tacno tri neizomorfna ireducibilna CG—modula,
Uy , Uy i Us. Stoga, svaka ireducibilna reprezentacija od Dg nad C je ekvivalentna tacno
jednom od sledecih:

p1:a— (1),0— (1);

p2ia— (1),b— (—1);

w 0 01
pg.a—>(0 w_l),b—>(1 0).

10 VisSe o algebri grupe

Sada idemo dublje u strukturu algebre grupe CG konacne grupe G. Kao u Poglavlju 9, pisSemo
kao
CG=Ui®---a@U,

direktnu sumu ireducibilnih CG—modula U;. U Teorem: 9.1 smo dokazali da svaki ireducibilni
CG—modul U je izomorfan sa jednim od U;. Sada se postavlja pitanje: koliko U; je izomorfno
sa U? Odgovor na ovo pitanje je dim U (videti Teoremu 10.1.).

Nas dokaz Teoreme 10.1. se bazira na teoriji vektorskog prostora CG—homomorfizama iz jednog
CG—modula u drugi.
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10.1 Prostor CG—homomorfizama

Definicija 10.1. Neka su V i« W CG—moduli. Oznacavamo sa Homea(V, W) skup svih
CG—homomorfizama iz V u W.

Definisemo sabiranje i mnoZenje skalarom uw Homeg(V,W) na slede ’ci nacin: za 9,¢ €
Homea(V,W) i X € C, definisemo ¥+ ¢ i AV sa

v(¥ + @) = v + v,
v(AJ) = A(vd)
za svako v € V. Tada 9 + ¢, \0 € Homea(V,W). Na osnovu ove definicije je Homeg(V, W)
vektorski prostor nad C.
Pocinjemo proucavanje vektorskog prostora Homcg(V, W) sa jednostavnom posledicom Surove
leme.
Tvrdenje 10.1. Pretpostavimo da su 'V i W ireducibilni CG—moduli. Tada

1, ako V=W,

dim(Homca(V,W)) —{ 0, akoV 2 W.

Dokaz: Ako V 2 W tvrdenje sledi iz Surove leme.

Sada pretpostavimoda V' = W, inekaje ¥ : V. — W CG—izomorfizam. Ako ¢ € Homeg(V, W),
tada je 9! CG—izomorfizam iz V u V, pa po Surovoj lemi postoji A € C takvo da

o0 = Ay

Tada je ¢ = A\, i dalje je Homeg(V, W) = {AJ : A € C} jednodimenzionalni prostor. W
Podsetimo se definicije faktora kompozicije CG—modula (videti Definiciju 9.1.).
Tvrdenje 10.2. Neka su'V i W CG—moduli i pretpostavimo da je Homea(V, W) # {0}. Tada

V @ W imaju zajednicke faktor kompozicije.

Dokaz: Neka je ¥ nenula element iz Homeg(V,W). Tada je V = Kerd @ U, za neki nenula
CGE—modul U, po Maskeovoj teoremi. Neka je X ireducibilni CG—podmodul od U. Posto
X9 # {0}, na osnovu Surove leme je X = X. Prema tome X je zajednicki faktor kompozicije
zaVilW. R

Sledeé¢ih nekoliko tvrdenja pokazuju kako se u opstem sluc¢aju racuna dimenzija Homcg(V, W).
Kljucni korak je prikazan slede¢im tvrdenjem.

Tvrdenje 10.3. Neka su V, Vi, Vy i« W, Wy, Wy CG—moduli. Tada
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1. dim(Homcg(V, W1 & W) = dim(Homcg(V, W1)) + dim(Homeg(V, W3)),
2. dim(Homeg (V) @ Vo, W)) = dim(Homeg(Vy, W)) + dim(Homeg(Va, W)).

Dokaz:

1. Definisimo funkcije my : Wi & Wy — Wi i g : Wi & Wy — W5 na slededi nacin
(w1 + we)m = wy,

(wy + we) Ty = wo

za sve wy € Wi, wy € Wy, mp 1 mg su CG—homomorfizmi. Ako ¢ € Homeg(V, W1 @ Ws),
tada ¥ € Homeg(V,W1) i Ome € Homea(V, Wa).

Sada definisimo funkciju f iz Homcg(V, W1®Ws3) u (spoljasnju) direktnu sumu Homeg(V, Wh)
i Homeg(V, W3) na slededi nacin

f 9 = (9my,9m) (¥ € Homeg(V, W1 @ Wy).
Ocigledno je da je f linearna transformacija. Pokazujemo da je f invertibilno.
Za zadato ¢; € Homeg(V, W;)(i = 1,2), funkcija
¢:v—=vp+vdy (VEV)

pripada Homeg(V, W1 @ Ws), i slika od ¢ funkcijom f je (¢1, ¢2). Stoga, f je surjektivna.

Ako je ¥ € Kerf, tada vdm; = 01 vimy = 0, za sve v € V, pa sledi da je vt =
vi(m + mp) = 0. Sledi ¥ = 0, pa je Kerf = {0} i f je injektivna.

Pokazali smo da je f invertibilna linearna transformacija iz Homcg(V,W; & Ws) u
Homeg(V,W1) @ Homeg(V, Ws). Sledi da ova dva vektorska prostora imaju iste di-
menzije, pa smo dokazali deo (1).

2. Za ¥ € Homeg(Vh & Vo, W), definiv si-mo 9y, : V; = W i = 1,2 kao restrikciju ¥ na V;;
tj. Uy, je funkcija

’Uﬂ9vb = v (Ui € V;)

31



Tada ¥y, € Homeg(V;, W) za i =1, 2.

Sada neka je h funkcija iz Homeg (Vi ® Vo, W) u Homea(Vi, W) ® Homeg(Va, W) zadata
sa

h:9 — (Yy,, V) ¥ € Homeg(Vi @ Vo, W).

Ocigledno je h injektivna linearna transformacija. Zadato ¢; € Homeg(V;, W) (i = 1,2),
funkcija

¢ZU1+UQ—>U1¢1+U1¢2 (UiGVizai:l,2)

pripada Homcg(Vi @ Vs, W) iima sliku (¢4, ¢o) preslikavanjem h. Dakle, h je surjektivna.
Pokazali smo da je h invertibilna linearna transformacija, odnosno deo (2).

Sada pretpostavimo da imamo CG—module V, W, V;, W; (1 <i <r), (1 <j <'s). Indukcijom,
koriste¢i Twrdenje 10.53. imamo

(%)

dim(Homeg(V, W1 & --- @& Ws)) = Z dim(Homea(V, W)

Jj=1

dim(Homeg(Vi®--- @ V,,W)) = Z dim(Homeg(V;, W)).
i=1
Iz prethodna dva sledi

dim(Homeg(Vi @ -+ @V, Wi @ --- @ W) = > Y dim(Homee (V;, W))).

i=1 j=1

Ako primenimo (3) kada su svi V; i W; ireducibilni, koriste¢i Twrdenje 10.1., mozemo naci
dim Homeg(V, W) uopste. U sledeéoj posledici izdvoji¢emo slucaj kada je jedan od CG—modula
ireducibilan.

Posledica 10.1. Neka je V- CG—modul takav da
V=U&&- - a&U,

gde je svako U; ireducibilni CG—modul. Neka je W proizvoljni ireducibilni CG—modul. Tada
dimenzije Homeg(V,W) i Homeg(W, V') su jednake i jednake broju CG—modula U; takvih da
U, =W.
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Dokaz: Iz (10.1)
dim(Homeg(V,W)) = _ dim(Homee (U, W),

=1
dim(Homea(W,V)) = dim(Homea(W, U;)).
i=1
Sledi po Twrdenju 10.1.

1, ako U; =W,

dim(Homeg(U;, W)) = dim(Homea(W, U;)) = { 0, ako U, 2 W.

|
Primer 10.1. Za G = Dy videli smo u Primeru 9.2.(2) da je
CG=UoU,®Us® Uy,

direktna suma ireducibilnih CG—podmodula, gde vazi Us = Uy, ali Us nije izomorfno sa Uy ni
sa Uy. Iz Posledice 10.1 sledi

dim(Homee(CG,Us)) = dim(Homeg(Us, CG)) = 2.

Sledece turdenje se odnosi na prostor CG—homomorfizama iz reqularnog CG—modula u bilo
koji CG—modul. Kombinovanjem sa Posledicom 10.1. docié¢emo do sustine ovog poglavlja.

Tvrdenje 10.4. Ako je U CG—modul, tada
dim(HOTn(cg((CG, U)) =dimU.

Dokaz: Neka jed = dimU. Biramo bazuuy,...uq zaU. Za 1l < i < d, definisimo ¢; : CG — U

sa
r¢; = u;r (r e CG).

Tada ¢; € Homea(CG,U) posto za sve r,s € CG vazi
(rs)di = ui(rs) = (ur)s = (re;)s.
Dokazaéemo da je ¢, ..., ¢q baza od Homea(CG,U).
Pretpostavimo da ¢ € Homee(CG,U). Tada
1o = Mug + - -+ + Agug
za neko \; € C. Posto je ¢ CG—homomorfizam, za sve r € CG imamo
re = (1r)p = (1¢)r = Mquar + -+ + Agugr = (A1 + - -+ + Aada)-
Sledi ¢ = M1 + -+ + Aga. Stoga ¢1, ..., ¢q razapingu Homea(CG,U) .

Sada pretpostavimo da
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M1+ + Xaga =0 (A, € C)
Vrednujuci obe strane u jedinici imamo

0=1(A11 + -+ + X\gga) = Mg + - - - + Aqua,

pa sledi da je N\; = 0 za sve i. Stoga, ¢1,...,¢q je baza za Homeo(CG,U), koje je na osnovu
toga dimenzige d. B

Sada dolazimo do glavne teoreme ovog poglavilja, koja nam govori koliko cesto se svaki ire-
ducibilni CG—modul pojavijuje u reqgularnom CG—modulu.

Teorema 10.1. Pretpostavimo da
cCG=U®---aU,

direktna suma ireducibilnih CG—podmodula. Ako je U ireducibilni CG—modul, tada je broj
CG—modula U;, gde je U; = U, jednak dimenziji U.

Dokaz: Po Tvrdenju 10.4,

dim U = dim(Homce(CG,U)),
1 to je po Posledici 10.1 jednako broju U; takvih da U; = U. B

Primer 10.2. Podsetimo se iz Primera 9.2.(2) da ako je G = Dg tada
CG=U U, ®Us®Us,

gde su Uy, Us neizomorfni jednodimenzionalni CG—moduli, i Us, Uy su izomorfni ireducibilni
dvodimenzionalni CG—moduli. Ovo ilustruje Teoremu 10.1:

U, jedno pojavijivanje, dimU; = 1;
Us jedno pojavijivanje, dim Uy = 1;
Us dva pojavljivanja, dim Uz = 2.

Zakljucujemo ovo poglavije bitnom posledicom Teoreme 10.1 koja se odnosi na dimenzije ire-
ducibilnih CG—modula.

Definicija 10.2. KazZemo da ireducibilni CG—moduli Vi, ..., V) formiraju kompletni skup ne-
1zomorfnih ireducibilnih CG—modula ako je svaki ireducibilni CG—modul izomorfan sa nekim
Vi, i nikoja dva Vi, . .., Vi nisu izomorfna. (Po Posledici 9.1, za svaku konacnu grupu G postoji
kompletni skup neizomorfnih ireducibilnih CG—modula.)
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Teorema 10.2. Neka Vi, ..., Vi formiraju komletni skup neizomorfnih ireducibilnih CG—modula.

Tada
k

D (dimVi)* = [G].

=1

Dokaz: Neka je CG = U +1® --- & U,, direktna suma ireducibilnih CG—podmodula. Za
1 < ¢ <k, imamo d; = dimV;. Na osnovu Teoreme 10.1. za svako i, broj CG—modula U,
takvih da U; = V; jednak je d;. Stoga,

k k
dim CG = dimU; + -+ + dim U, = Y dy(dim V;) = Y _d?.

1
i=1 =1

dim CG = |G|, pa dokaz sledi. B

11 Klase konjugacije

Na kraju ovog poglavlja dokazacemo tvr denje koje povezuje klase konjugacije grupe sa struk-
turom algebre grupe.
Kroz celo poglavije, G je konacna grupa.
11.1 Klase konjugacije
Definicija 11.1. Neka su x,y € G. KaZemo da je x konjugat od y u G ako

y =g lxg za neko g € G.
Skup svih elemenata konjugata od x u G je

v ={g'wg: g € G},

1 naziva se klasa konjugacije od x u G.

Razlicite klase konjugacije nemaju zajednickih elemenata.

Tvrdenje 11.1. Ako su x,y € G, tada vazi ili 2¢ = y© ili ¢ Ny je prazan skup.

Dokaz: Pretpostavimo da je x©Ny® neprazan, i izaberimo z € % Ny®. Tada postoje g, h € G
takvi da
2 =g 'zg = h yh.

Stoga x = gh~'yhg™' = k~'yk, gde je k = hg~'. Pa vai
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a€x®=a=0b"'2bzanekobe G
= a=>b"tk"tykb
= a = c 'yc gde je c = kb
= a € y“.
Sledi da je v C y©. Slicno se dokazuje y* C 2@ (koristeéi y = kxk™'), i stoga 2% = y©. W

Posto svaki element z iz G pripada klasi konjugacije 2 (kako je x = 17121 sa 1 € G), G je
unija njenih klasa konjugacije @ zakljucujemo

Posledica 11.1. Svaka grupa je unija klasa konjugacije, © razlicite klase konjugacije su dis-
Junktne.

Konjugovanost je relacija ekvivalencije, 1 klase konjugacije su klase ekvivalencije.

Definicija 11.2. Ako je G = 2§ U---Uzf, gde su klase konjugacije 2§, ... x¢ razlicite, tada
x1,...,x; naziwvamo predstavnicima klasa konjugacije od G.

Tvrdenje 11.2. Neka su x,y € G. Ako je x konjugat od vy, tada je ™ konjugat od y" u G za
svaki ceo brojn, i x 1y su istog reda.

Dokaz: Primetimo da za a,b € G, vazi

g 'abg = (g ag) (g "bg).

Stoga g~'z"g = (g7 'xg)". Pretpostavimo da je x konjugat do y u G, pa je y = g~ 'xg za neko
g € G. Tada je y* = g ta™g i stoga je " konjugat od y* u G. Neka je x reda m. Tada
ym =g lamg=1,12a0<r<m,y =g la"g#1, pa jey takode reda m. A

11.2 Velicine klasa konjugacije

Sledeca teorema odreduje velicine klasa konjugacije u G u terminima odre denih podgrupa koje
cemo sada definisati.

Definicija 11.3. Neka je x € G. Centralizator od x u G, u oznaci Cg(x), je skup elemenata
od G koji komutiraju sa x; tj,

Ca(r) ={g € G:xg = gh}.

(Takode Cg(z) = {9 € G: g 'xg = x}.)

Lako se proverava da je Cq(z) podgrupa od G. Primetimo da x € Cg(x) i (x) C Cg(x) za sve
req.
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Teorema 11.1. Neka je v € G. Tada je velicina klase konjugacije ¢ data sa
|29 = |G : Ca(2)] = |G]/|Ca(2)].

Posebno, |2¢] deli |G)|.
Dokaz: Primetimo da za g, h € G, vazi

g 'zg=h"'zh & hg'lz = zhg ' & hg™! € Co(z) & Cg(x)g = Ca(z)h.

G

Imajuci ovo u vidu, mozZemo definisati injektivnu funkciju f iz x% u skup desnih koseta od

Ca(x) u G na sledeéi nacin

fig97'zg = Ca(x)g(g € G).

Ocigledno je da je f surjektivna. Stoga f je bijekcija, sto dokazuje da je |x%| = |G : Cq(z)|. B

Pre nego sto sumiramo rad na klasama konjugacije, primetimo da

29| =1 g lrg=2 za sve g € G & v € Z(G) (4)
gde je Z(G) centar od G. Time smo dokazali

(4) Jednacina klasa

Neka su xy,...,x; predstavnici klasa konjugacije od G. Tada
Gl =12(@)+ > |af],
¢ Z(G)

gde je |28 = |G : Ca(xy)], i oba |Z(G)| i || dele |G|.

11.3 Klase konjugacije diedarskih grupa

Iskoristicemo Teoremu 11.1. da nademo klase konjugacije svih diedarkih grupa.
Neka je G = Do, diedarska grupa reda 2n. Tada

G={(a,b:a"=b"=1,b""ab=a"").

Kada trazimo klase konjugacije od G, pogodno je razmatrati posebno slucajeve kada je n neparan
1 kada je n paran.
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1. n neparan
Razmotrimo prvo a* (1 <i<mn —1). Posto Cg(a') sadrzi (a),

|G Cq(a))| < |G : {a)| = 2.

Takode b~la'b = a™', pa {a',a™"} C (a')¥. Kako je n neparno, a' # a~%, tada je
|(a®)¥] > 2. Koristeéi Tepremu 11.1, imamo da je

2> |G : Colal)] = |(a)] > 2
Stoga ovde postoji jednakost i
CG(a') = (a), () = {a',a™"}.

Dalje, Cq(b) sadrzi {1,b}; i kako b~'a'b = a™, ni a’ ni a’d (1 <i <n—1) ne komutira
sa b. Stoga
Ca(b) = {1,b}

Po Teoremi 11.1 sledi [b%| = n. Posto su svi elementi a' uracunati, b mora sadrzati n
preostalih elemenata G. To jest,

bY = {b,ab,...,a" b}
Dokazali smo: Diedarska grupa Do, (n neparno) ima tacno 1/2(n+ 3) klasa konjugacije:

{1}, {a,a 1}, ..., {a™ Y2} {b,ab,... a" " 'b}. (5)

2. n paran
Zadajmo n = 2m. Kako je b='a™b = a™™ = a™, centralizator od a™ u G sadrZi i a i
b, i stoga Ci(a™) = G. Sledi klasa konjugacije od a™ u G je samo {a™}. Kao u prvom
slucaju, (a')% ={a’;a™" za 1 <i<m—1.
Za svako celobrojno 7,

m

a’ba™d = a¥b, o’ (ab)a™ = a¥*1b.
Sledi da
b =1{a¥b:0<j<m—1}, (ab)¥ ={a¥*:0<j<m—1}.

Stoga
() Diedarska grupa Ds, (n paran, n = 2m) ima taéno m+3 klasa konjugacije:

{1}, {a"}, {a,a'},... . {a™t a~ ™},

{a¥b:0<ji<m—1}{a®*b:0<j<m—1}.
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11.4 Klase konjugacije od S,

Kasnije é¢e nam biti potrebno da znamo klase konjugacije simetricne grupe S,.
Tvrdenje 11.3. Neka je x k—ciklus (iyiy . .. i) u Sy, i neka je g € S,,. Tada je g~ xg k—ciklus
(41929 - - - ixg)-

Dokaz: Neka je A = {iy,...,ix}. Za i, € A,
irg(g  wg) = i,xg = i,419 (iliirg akor =k).
Takode, za 1 <i<mnii¢ A,
igg~'zg) = ixg = ig.
Stoga g~ (ivia .. .ix)g = (119729 . . .ixg), §to je i trebalo dokazati. W
Posmatrajmo sada proizvoljnu permutaciju x € S,,. Tada je
Tr = (al...akl)(bl...ka)...(cl...ckS),

proizvod disjunktnih ciklusa, ki > ke > -+ > ks. Po Tvrdenju 11.3, za g € S, vazi

g 'wg =g (a1 ar)gg (b bry)g. .. g7 (er cr)g (6)
= (a19...ar,9)(01g ... br,q) ... (c19...Ck.g)

Za (ky, ..., ks) kaZemo da je ciklusni tip od x, i primetimo da x i g~ xg imaju isti ciklusni tip.
Sa druge strane, za bilo koje dve permutacije x,y istog ciklusnog tipa

(proizvod disjunktnih ciklusa), postoji g € S, koje slika ay — al, ..., cp, — ¢}_,i po (6),

Dokazali smo sledece tvrdenje.

Teorema 11.2. Za x € S, klasa konjugacije x5 od x u S, sastoji se od svih permutacija u Sy,
koje imaju isti ciklusni tip kao x.

Primer 11.1. 1. Klasa konjugacije od S3 su

Klasa Ciklusni tip
{1} (1)
{(12).(13),(23)} (2)
{(123).(132)} (3)
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2. Klasa konjugacije od (1 2)(3 4) u Sy se sastoji od svih elemenata ciklusnog tipa (2,2) i to
Je

{(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

3. Postoji tacno pet klasa konjugacije Sy, sa predstavnicima (pogledati Definiciju 11.2 ):

1,(12), (123), (12)(34), (1234).

Da izracunamo velicine klasa konjugacije, prosto izbrojimo broj 2— ciklusa, 3— ciklusa, itd.
Broj 2—ciklusa je jednak broju parova koji mogu biti izabrani izmedu {1,2,3,4}, §to je
(3) = 6. Broj 3—cliklusa je 4 x 2 (4 za izbor fiksne tacke i 2 jer postoje dva 3— ciklusa
koji fiksiraju datu tacku). Slicno postoje tri elementa ciklusnog tipa (2,2) i postoji Sest
4— ciklusa. Stoga za G = Sy, predstavnici klasa konjugacije g, velicine klasa konjugacije
|g%| i redovi centralizatora |Cg(g)| (dobijeni koristeéi Teoremu 11.1) su sledeéi:

Predstavnik g 1 (12) (128) (12)(34) (123}4)
Velicina klase l9¢| 1 6 8 3 6
Calg)l 24 4 J 8 4

Proveravamo racunicu napominjuci da

1Sy/=14+6+8+3+6.

4. Slicno, odgovarajuca tabela za G = S5 je

Pred. g 1 (12) (123) (12)(34) (1234) (123)(45) (12345)
g€ 110 20 15 30 20 24
ICalg)] 120 12 6 8 4 6 5

11.5 Klase konjugacije od A,

Za datu parnu permutaciju x € A,, videli smo u Teoremi 11.2 da se klasa konjugacije x°"
sastoji od svih permutacija u S, koje imaju isti ciklusni tip kao x. Klasa konjugacije x4 od x
u A,, data kao

i = {g_lxg cg € Ay},

naravno sadrzano uw x°"; ali, x°* moZda nije jednako sa x°". Prost primer gde jednakost ne
vazi, podrazumevajuéi da x = (123) € Asz; ovde 23 = {z}, dok je x°* = {x,z7}.

Sledeée tvrdenje odreduje tacno kada su x* i 5 jednaki, i $ta se desava kada jednakost ne
vazi.

Sh A Sh
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Tvrdenje 11.4. Neka je x € A, i neka jen > 1.

1. Ako x komutira sa nekom neparnom permutacijom u Sy, tada 5" = x4,

2. Ako x ne komutira ni sa jednom neparnom permutacijom u S, tada se x° deli na dve
klase konjugacije u A, iste velicine, sa predstavnicima x i (12) 1z(12).

Dokaz:

1. Predpostavimo da x komutira sa neparnom permutacijom g. Neka y € z°, tako da
y = h~'zh za neko h € S,. Ako je h parno tada y € z?"; i ako je h neparno tada
gh e A, i

y=h"lah=h""g 'wgh = (gh)'z(gh),

pa opet y € xin, Stoga xn C gAn § g5 = pAn,

2. Pretpostavimo da x ne komutira ni sa jednom neparnom permutacijom. Tada
Cs, (x) = Cy, ().
Stoga po Teoremi 11.1. (i kako je |A,| = 5|5,
2] = |An : Ca, ()] = 5180 : Ca, (2)] = 31Sn : Cs, ()] = 5l2%].
Primetimo sada da je
{h=Yzh : h je neparno} = ((12)"tx(12))4n
posto svaka neparna permutacija ima oblik (12)a za neko a € A,,. Sada
a9 = {h~'xh : h je parno} U {h™'xh : h je neparno} = x4 U ((12)~tz(12))4".

Posto je |an| = 3|25, klase konjugacije 2 i ((12) " x(12))* moraju biti disjunktne i jed-
nakih velicina, $to je trebalo dokazati. W

Primer 11.2. 1. Nalazimo klase konjugacije od Ay. FElementi Ay su identitet, zajedno sa
permutacijama ciklusnog tipa (2,2) i (3). Posto (12)(34) komutira sa neparnom per-
mutacijom (12), iz Tvrdenja 11.4. sledi da

(12)(34)%M = (12)(34)™ = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Ipak, 3-ciklus (123) ne komutira ni sa jednom neparnom permutacijom: jer ako g~ (123)g =
(123) tada je (123) = (192¢g3g) po Tvrdenju 11.1 , pa g je 1,(123) ili (132), parna
permutacija. Stoga po Tvrdenju 11.4 , (123)% se deli na dve klase konjugacije u Ay
velicine 4, sa predstavnicima (123)4 (12)71(123)(12) = (132).

Sledi klase konjugacije od Ay su
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Predstavnik 1 (12)(34) (123) (132)
Velicina klase 1 3 4 4
Red centralizatora 12 4 3 3

2. Nalazimo klase konjugacije od As. Neidenticne parne permutacije u Ss su ciklusnog tipa
(3), (2,2) i (5). Elementi (123) i (23)(45) komutiraju sa neparnom permutacijom (45);
ali (12345) ne komutira ni sa jednom neparnom permutacijom. Iz Tvrdenja 11.4 sledi da
su pedstavnici klase konjugacije od As 1,(123),(12)(34),(12345),4(12)71(12345)(12) =
(13452). Koriste¢i Turdenje 11.4(2) , vidimo da su veli¢ine klasa i redovi centralizatora
prikazani tabelom:

Predstavnik 1 (123) (12)(34) (12345) (13452)
Velicina klase 1 20 15 12 12
Red centralizatora 60 3 4 5] 5

11.6 Normalne podgrupe

Normalne podgrupe su povezane sa klasama konjugacije slede¢im tvrdenjem.
Tvrdenje 11.5. Neka je H podgrupa grupe G. Tada H << G ako i samo ako je H unija klasa
konjugacije od G.

Dokaz: Ako je H unija klasa konjugacije, tada
heHgeG= g 'hg= H,

pa g *Hg C H. Stoga H <1 G.
Obratno, ako je H <A G tada za sve h € H, g € G, imamo da ¢ *hg € H, pa h® C H. Sledi

H=]Jne,
heH

pa je H unija klase konjugacije od G. B

Primer 11.3. Nalazimo sve normalne podgrupe od Sy. Neka je H <1.S4. Tada po Tvrdenju
11.5 , H je unija klasa konjugacije od Sy. Kao Sto smo videli w Primeru 11.1(3), ove klase
konjugacije su veli¢ina 1,6,8,3,6. Posto |H| deli 24 po Lagranzevoj teoremi, i 1 € H, postoje
samo cetiri mogucénosti:

|H|=1,1+3,1+8+3li3+6+8+3+6.
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U prvom slucaju H = {1}, u poslednjem slucaju H = Sy, i u trecem slucaju H = Ay. U slucaju
gde je |H| =1+ 3, imamo

H=1%U(12)(34)% = {1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Lako se proverava da je ovo podgrupa od Sy; pisemo ga kao V.
Pokazali smo da Sy ima tacno cetiri normalne podgrupe:

{1}, Sy, Ay i Vi = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

11.7 Centar algebre grupe

U ovom delu povezacemo klase konjugacije grupe G sa centrom algebre grupe CG. Podsetimo
se iz Definicije 8.1 da je centar od CG

Z(CG)={2€CG:z2r=rz za sve r € CG}.

Znamo da je Z(CG) podprostor vektorskog prostora CG. Postoji baza za ovaj podprostor koja
se moze opisati u terminima klasa konjugacije od G.

Definicija 11.4. Neka su C4,...,C; razlicite klase konjugacije od G. Za 1 <1 <1, definisimo

Ci=)Y geCa.
geC;
Elementi C, ...,C, od CG se zovu sume klasa.

Tvrdenje 11.6. Sume klasa C, ..., C; formiraju bazu od Z(CG).

Dokaz: Prvo pokazujemo da svaki C; pripada Z(CG). Neka se C; sastoji od r razlicitih kon-
Jugata yy gy, ...y gye elementa g, i

Ci= Z Y 9y;-
j=1
Za sve h € G,
h'Cih =Y h7 'y gysh.

j=1

Kako j ide od 1 do r, elementi h_lyj*lgyjh prolaze kroz C;, posto

hlytgyih = by gueh = s gy = v g
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Stoga
> by tgyh =G,
=1
pa je R C;h = C;. To jest,
C;h = hC;.

Sledi da svaki C; komutira sa svim h € G, stoga i sa svakim Y ohec Awh € CG, pa tako
C; € Z(CQG).

Zatim, primetimo da su Cy,...,C, linearno nezavisne: ako 22:1 NC; =0 ()N € C), tada svi
Ai = 0 kako su klase C1, ..., C; u parovima disjunktne po Posledici 11.1.

Ostaje da pokazemo da Ci,...,C; razapinju Z(CG). Neka je r = deG N9 € Z(CG). Za
h € G, imamo rh = hr, pa je h™'rh =r. To jest,

> A Tigh =" Ny,
geG geG

Sledi da za svaki h € G, koeficijent Ny od g je jednak koeficijentu Ny-14, od h™rgh. Tj. funkcija
g — Ag je konstantna na klasama konjugacije od G. Sledi da je r = 22:1 NG gde je A
koeficijent Ay, za neko g; € C;. Time je dokaz zavrsen. B

12 Karakteri

Pretpostavimo da je p : G — GL(n,C) reprezentacija konacne grupe G. Svakoj n X n matrici
gp (9 € G) pridruzujemo kompleksan broj dobijen sabiranjem dijagonalnih elemenata matrice,
i ovaj broj oznacavamo sa x(g). Funkcija x : G — C se naziva karakter reprezentacije p
. Karakter reprezentacije tma puno znacajnih osobina, 1 one su bitne za racunanje u teoriji
reprezentacija. U ovom delu prikazacemo neke osnovne osobine i primere.

12.1 Trag matrice

Definicija 12.1. Ako je A = (a;;) n X n matrica, tada je trag matrice A, u oznaci trA, zadat
na sledeci nacin

n
trA = Z Qi .
=1
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To jest, trag matrice A je suma dijagonalnih clanova matrice A.

Sledece tvrdenje navodimo bez dokaza.

Tvrdenje 12.1. Neka su A = (a;;) i B = (b;;) n x n matrice. Tada vaZi

trA(A+ B) =trA+1trB, i
tr(AB) = tr(BA).

Ako je T invertibilna n X n matrica, tada

tr(T'AT) = trA.

Primetimo da, za razliku od determinante, trag nije multiplikativan, tj. tr(AB) ne mora biti
jednako (trA)(trB).

12.2 Karakteri

Definicija 12.2. Predpostavimo da je V. CG—modul sa bazom B. Tada je karakter od V
funkcija x : G — C definisana na sledeci nacin

x(g) = trlgls (g € G).

Karakter od V' ne zavisi od baze B, jer ako su B i B' baze od V', tada je

l9ls =T '[g]sT

za neke invertibilne matrice T i po Tvrdenju 12.1,
trlgls = tr(gls za sve g € G.

Definisimo karakter reprezentacije p : G — G L(n, C) da bude karakter x odgovarajuéeq CG—modula
C™, naime
x(g) =tr(gp) g€ G

Definicija 12.3. KazZemo da je x karakter od G ako je x karakter od nekog CG—modula. Dalje,
x je ireducibilan karakter od G ako je x karakter ireducibilnog CG—modula; i x je reducibilan
ako je karakter reducibilnog CG—modula.
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Primetimo da pisemo karakter kao funkcije s leva. To jest, pisemo x(g) a ne gx.
Tvrdenje 12.2. 1. Izomorfni CG—moduli imaju isti karakter.

2. Ako su x iy konjugovani elementi grupe G, tada

za sve karaktere x od G.

Dokaz:

1. Predpostavumo da su'V 1 W izomorfni CG—moduli. Tada postoji baza By za V i baza By
za W takve da

l9]B1 = [g]B2 2a sve g € G.

Kao posledica vazi tr(g)p1 = tr(glge za sve g € G, tako i V i W imaju isti karakter.

2. Predpostavimo da su x iy konjugovani elementi od G, takvi da vazi x = ¢ 'yg za neko
g € G. Neka je V. CG—modul, i neka je B baza za V. Tada

(215 = [97"y9]s = [d]5'[¥]5l9ls.

Iz Tvrdenja 12.1. vazi triz|s = trlylg. Stoga x(z) = x(y), gde je x karakter od V. B

Turdenje koje odgovara Tuvrdenju 12.2.(1) za reprezentacije je da ekvivalentne reprezentacije
mmaju 1sti karakter.

Kasnije éemo dokazati obrat Turdenja 12.2.(1): ako dva CG—modula imaju isti karakter, tada
su oni izomorfni.

Definicija 12.4. Ako je x karakter CG—modula V', tada se dimenzija od V naziva stepen od
X-

Primer 12.1. 1. Ako je V jednodimenzioni CG-modul, onda za svako g € G postoji kom-
pleksan broj A\, takav da vg = A\yv za svako v € V. Karakter x od V' je dat sa x(g) = Ay
za g € G 1 x tma stepen 1. Karakter:t stepena 1 nazivaju se linearnt karakter: i oni su
ireducibilng.

Primetimo da nam Teorema 8.2 daje sve ireducibilne karaktere konacnih abelovih grupa,
svi su linearns.

Svaki linearni karakter od G je homomorfizam iz G u muiltiplikativnu grupu ne-nula kom-
pleksnih brojeva. Ovo su jedini ne-nula karakteri od G koji su homomorfizma.
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2. Karakter trivijalnog CG-modula je linearan karakter koji se naziva trivijalni karakter od
G. Oznacavamo ga sa 1g. Stoga je

1@29-}1,

za sve g € G.
Dakle, za datu grupu G znamo barem jedan ireducibilan karakter, tj. trivijalan karakter.

12.3 Vrednosti karaktera

Sledeée tvrdenje daje informaciju o kompleksnim brojevima x(g), gde je x karakter od G i
geq.

Tvrdenje 12.3. Neka je x karakter CG—modula V. Predpostavimo da g € G i g je reda m.
Tada

1. x(1) =dim V;
. x(g) je suma m—tih korena jedinice;

97" = x(9);

. x(g) je realan broj ako je g konjugat od g=*

(
(
( —
(

Dokaz:

1. Neka je n = dimV, i neka je B baza za V. Tada je matrica [1]g jedinicnog elementa 1 u
bazi B je jednak I,,, n X n jedinicnoj matrici. Stoga

x1 = tr[l]g = trl, = n,
pa je x(1) = dim V.
2. Po Tuvrdenju 8.3. postoji baza B za V takva da je

w1 0

[9]3 =
0 Wn,

gde je svako w; m—ti koren iz jedinice. Stoga
x(g) = w1+ -+ 4w,

suma m—tih koren iz jedinice.
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3. Imamo da je

i tako je x(g7') = wyt+...w; . Svaki kompleksni m—ti koren iz jedinice od w zadovoljava

w™l =W, posto za sve realne Y vai,
(€)™ = e,
sto je kompleksni konjugat od €. Stoga
X(g™) =wr+ -+, = x(g).

4. ako je g konjugat sa g~' tada je x(g) = x(g71)

X(g) po prethodnom primeru, i tada je x(g) = x(g); tj. x(g) je realno.

Posledica 12.1. Neka je x karakter od G, i neka je g element reda 2 u G.
celobrojan, 1
x(g9) = x(1)mod2.

Dokaz: Iz Tvrdenja 12.3, imamo da

x(9) =wi+ - 4w,

gde je n = x(1) i svako w; je kvadratni koren iz jedinice. Tada svako w; je +1
postavimo da su r njh +1, a s njih —1, pa vaz

(9)=r—s,ix(l)=r+s.

Tada je x(g) € Z, i posto jer —s =r+s—2s = (r + s)mod2, imamo da je x(g)
|

po Tordenju 12.2.(2). Takode x(g~') =
g);

Kada su elementi g € G reda 2, mozZemo konkretnije odrediti moguénosti za x(g):

Tada je x(g)

it —1. Pred-

= x(1)mod2.

Sledeca teorema otktriva prvi nagovestaj vaznosti karaktera, pokazujuci da mozZemo odrediti

jezgro reprezentacije ako znamo njen karakter.

Teorema 12.1. Nega je p : G — GL(n,C) reprezentacija od G, i neka je x karakter od p.

1. Za g € G vazi
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IX(9)] = x(1) < gp = M, za neko X € C.
2. Kerp={g € G:x(9) =x(1)}
Dokaz:

1. Neka je g € G, i pretpostavimo da je g reda m. Ako je gp = M, gde je A € C, tada je A
m—ti koren iz jedinice, i x(g) = n\, pa je |x(g)] =n = x(1).

Obratno, pretpostavimo da je |x(g)] = x(1). Iz Tvrdenja 8.5. sledi da postoji baza B za
C* takva da je
w1 0

9B =
0 Wn

gde je svako w; m—ti koren jedinice. Tada je
IX(9)] = lwr + -+ wa| = x(1) = n. (8)
Primetimo da za proizvolyne kompleksne brojeve z1, ..., z, vaZi
21+t 2] S o]+ [zl

gde jednakost vazi ako 1 samo ako su zq, ..., z, svi jednaki.
Posto je |w;| =1 za svako i, zakljucujemo iz (8) da je w; = w; za svako i, j. Stoga

w1 0

[g]B = :wljnn
0 w1

Sledi da za sve baze B' od C" vaZi [glg = wiln, i tada je gp = wil,. Time je dokaz
zavrsen.

2. Ako g € Kerp tada je gp = I,,, i vazi x(g) =n = x(1).
Obratno, pretpostavimo da je x(g) = x(1). Tada iz prvog primera sledi da je gp = M\, za neko
A € C. Sledi da je x(g) = Ax(1), odakle je A = 1. Stoga je gp = I,,, pa g € Kerp, Sto je trebalo
dokazati. B

Podstaknuti Teoremom 12.1.(2), definiSemo jezgro karaktera na sledeéi nacin.
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Definicija 12.5. Ako je x karakter od G, tada je jezgro od x, u oznaci Kery, definisano sa

Kerx={g€G:x(g9) =x(1)}.

Po Teoremi 12.1.(2), ako je p reprezentacija od G sa karakterom , tada je Kerp = Kery.
Posebno, Kerx <<G. x zovemo veran karakter ako je Kery = {1}.

Sada ¢emo dokazati turdenje koje je ponekad korisno za konstruisanje novog karaktera od veé
zadatog. Za karakter x od G, definisimo X(g) : G — C na sledeéi nacin

x(9) = x(9)(g € G).
Stoga vrednosti X su kompleksni konjugati vrednosti x.

Tvrdenje 12.4. Neka je x karakter grupe G. Tada je X karakter grupe G. Ako je x ireducibilan,
tada je i X ireducibilan.

Dokaz: Predpostavimo da je x karakter reprezentacije p : G — GL(n,C). Tada je

x(g) =tr(gp) (9€G).

Ako je A= (a;;) n x n matrica nad C, tada definisimo A kao n x n matricu (a;;). Primetimo
da su A = (a;;) 1 B = (b;j) n x n matrice nad C, tada je

(AB) = AB, (9)
posto je ij—ti element AB

> @by,
k=1
$to je jednako kompleksnom konjugatu od > _, aybyj, ij—tog elementa od AB.

Iz (9) sledi da funkcija p: G — GL(n,C) definisana sa

gp = (g9p) (9 € G)

je reprezentacija G. Posto je

tr(gp) = tr(gp) = tr(gp) = x(g9) (9 € G),

karakter reprezentacije p je X.

Ocigledno je da ako je p reducibilan onda je p reducibilan. Stoga x je ireducibilan ako i samo
ako je X treducibilan. W
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12.4 Regularni karakter

Definicija 12.6. Regularni karakter od G je karkater reqularnog CG—modula. Regularni ka-
rakter oznacavamo sa Xreg

U Teoremi 12.2, izrazicemo reqularni karakter u terminima ireducibilnih karaktera od G. Prethodno
nam je potrebno sledece turdenge.

Tvrdenje 12.5. Neka je V- CG—modul, i predpostavimo da je
V:Ul@"'@Ur;

direktna suma ireducibilnih CG—modula U;. Tada je karakter od V' jednak sumi karaktera

CG—modula Uy, ..., U,.

Dokaz: Dokaz direktno sledi iz (6). B

Teorema 12.2. Neka su Vi,...,V, kompletan skup neizomorfnih ireducibilnih CG—modula
(videti Definiciju 10.2), i za i = 1,...,k neka je x; karakter V; i d; = x;(1). Tada

Xreg = dix1 + -+ + dpXk-

Dokaz: Po Teoremi 10.1

CG=Viw---oV)o(Vad---aV)e o (Vid &V,
gde za svako i postoje d; faktora V;. Sada dokaz sledi po Tvrdenju 12.5. B
Vrednosti xyeq elemenata od G se lako opisuju, i dati su u sledecem tvrdenju.
Tvrdenje 12.6. Ako je Xyreq regularan karakter od G, tada je

XT@Q(D - |G|7 i
Xreg(9) = 0 ako g # 1.

Dokaz: Neka su gy, ...,g, elementi od G, i neka je B baza g1, ...,¢g, od CG. Po Tvrdenju
12.8.(1), Xreg(1) = dim CG = |G|.

Sada neka je g € G gde g # 1. Tada za 1 < i < n, imamo da je g;g = g; za neko j gde j # 1.
Stoga i—ta vrsta matrice [g]p ima nule na svakom mestu osim u preseku sa kolonom j; posebno,
element na poziciji it je nula za svako i. Sledi da je

Xreg(9) = trlgls = 0.
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12.5 Permutacioni karakteri

U slucaju gde je G podgrupa simetricne grupe S, postoji konstrukcija koja koristi permutacioni
modul koja daje karakter stepena n, i sada cemo to opisati.

Predpostavimo da je G podgrupa od S, tako da je G grupa permutacija od {1,...,n}. Per-
mutacioni modul V' za G nad C ima bazu vy, ..., v, gde za sve g € G vazi

;g =y (1 <1< n)

Neka B oznacéava bazu vy, ..., v,. Tada su ii—ti ¢lanovi matrice [glg 0 ako je ig # i, a 1 ako
je itg = 1. Stoga je karakter m permutacionog modula V' dat sa

7(g) = (broj i-ova takvih da je ig =1).
Za g € G, neka je
fix(g)={i:1<i<niig=i}.

Tada,

m(g9) = | fiz(g)|g € G. (10)

m zovemo permutacionim karakterom od G.

Tvrdenje 12.7. Neka je G podgrupa od S,,. Tada je funkcija v : G — C definisana sa

v(g) = |fiz(g)| — 1(g € G)
karakter od G.

Dokaz: Neka je vy,...,v, baza permutacionog modula V' kao iznad, i neka
u=vy+--+uvy,, t U=sp(u).

Primetimo da ug = u za sve (g € G), pa je U CG—podmodul od V. U je izomorfan sa
trivigalnim CG—modulom, pa je karakter od U trivijalni karakter 1. Po Maskeovoj teorems,
postoji CG—podmodul W od V' takav da
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V=UacW.

Neka je v karakter od W. Tada je

T™=1g+ v,
pa je | fix(g)| = 1 +v(g) za sve g € G, i sledi

v(g) = |fiz(g)| — 1 (g € G).

13 Unutrasnji proizvod karaktera

U ovom poglavlju ¢emo utvrditi neke znacajne osobine karaktera, i posebno, dokazacemo vazno
turdenje Teorema 13.4. koje kaZe da ako dva CG—modula imaju isti karakter onda su izomorfni.
Takode, opisacemo metodu za razlaganje datog CG—modula na direktnu sumu CG—podmodula,
koristeéi karaktere.

Dokaz se zasniva na unutrasnjem proizvodu karaktera grupe.

13.1 Unutrasnji proizvodi
Karakteri konacne grupe G su neke funkcije 1z G u C. Skup svih funkcija iz G uw C formira
vektorski prostor nad C, ako usvojimo prirodna pravila sabiranja funkcija i mnoZenja funkcija

kompleksnim brojevima. To jest, ako su ¥,¢ funkcije iz G u C, i A € C, tada definisimo
V+¢:G—C sa

(0 +¢)(g) =(g) + ¢(9) (9 € G)
i definisimo M : G — C sa
M(g) = A(D(g)) g € G.

(Ove funkcije zapisujemo s leva da bismo usaglasili oznake sa oznakama karaktera.)

Vektorski prostor svih funkcija iz G u C moZe biti opremljen unutrasnjim proizvodom na nacin
koji éemo dole opisati. Svakom uredenom paru vektora 9, ¢ u vektorskom prostoru, dodeljen je
komleksan broj (9, ¢) koji zadovoljava sledeée uslove:
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(0, 0) = (¢, V) za svako I, ¢;

(M1 4+ Aala, @) = A (U1, @) + Aa(Ua, @) za sve A\, Ay € C i za sve vektore ¥q,02, ¢;
(¥,9) >0 ako ¥ # 0.

(1)

Primetimo da uslov (a) implicira da je (J,9) uvek realno, i da uslovi (a) i (b) daju

(¢, A\101 + Xat2) = A {0, V1) + Ao(g, Vo)

za sve A, Ag € C i za sve vektore 1, s, ¢.

Sada ¢emo predstaviti unutrasnji proizvod vektorskog prostora svih funkcija iz G u C. Ovo ¢e
biti znac¢ajno u nasem istrazivanju karaktera.

Definicija 13.1. Predpostavimo da su ¥ i ¢ funkcije iz G u C. Definisimo

1 _
(¥, ¢) = €] > 9(9)é(9)-

geG

Jasno je da uslovi (13.1) vaze, pa je (, ) unutrasnji proizvod vektorskog prostora finkcija iz G
u C.
13.2 Unutrasnji proizvodi karaktera

Iskoriti¢emo ¢injenicu da su karakteri konstantni na klasama konjugacije da uprostimo izrac¢unavanje
unutrasnjeg proizvoda dva karaktera.

Tvrdenje 13.1. Predpostavimo da G ima tacnol klasa konjugacije, sa predstavnicima gy, ..., ;.
Neka su x i karakteri od G.

1. {(x, vy = (¥, x) = ‘—é' deG x(9)¥(g™1), i ovo je realan broj.
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1. Imamo da je ¥(g) = ¥ (g7') za sve g € G, po Twrdenju 12.3.(3). Stoga
7 - ZX
gEG
Posto je {g7': g € G} = G, imamo

o) =1 Zx “e(g) = (¥, x)-

geG

Posto je (¥, x) = (x, 1), sledi da je (x, ) realno.

2. Podsetimo se da g¢ oznacava klasu konjugacije od G koja sadrzi g;. Posto su karakteri
konstantni na klasama konjugacije, vazi

> x(9)¥(g) = 19 Ix(9:)P(g:)-

gegf

Sada

G=U_ ¢¢1l¢ =|G|/|Calgi)l,

po Posledici 11.1. i Teoremi 11.1. Stoga

o rcwz" Vo \G|ZZ

geG =1 9691

w>=z|‘%‘x( :Z::

=1

(9:)¢(1)-

Sada ¢emo prikazati dokaz kljuéne ¢ninjenice (Teoreme 15.1) da ireducibilni karakteri od G
formiraju ortogonalni skup vektora u vektorskom prostoru funkcija iz G u C; tj. za razlicite
ireducibilne karaktere y i ¢ od G, imamo da je (x,x) =11 (x, %) = 0.

Podsetimo se iz Poglavlja 10 da je regularni CG—modul direktna suma ireducibilnih CG—podmodula,

CG=U;8 U,

i svi ireducibilni CG—moduli su izomorfni sa jednim od CG—modula Uy, ..., U,. Postoji neko-
liko na¢ina biranja CG—podmodula Wi i W5 od CG tako da je CG = Wy @ Wy i Wy i W
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nemaju zajednicki faktor kompozicije (videti Definiciju 9.1). Na primer, mozemo izabrati W,
da bude suma onih ireducibilnih CG—podmodula U; koji su izomorfni sa zadatim ireducibil-
nim CG—modulom, i neka je W5 suma preostalih CG—modula U;. Istrazi¢éemo neke posledice
zapisivanja CG na ovaj nacin; stoga, privremeno usvajamo slede¢u hipotezu.

Hipoteza 13.1. Neka je CG = W1®Ws,, gde su Wy i Wy CG—podmoduli koji nemaju zajednicki
faktor kompozicije. Pisemo 1 = e 4+ ey gde e € Wy i ey € W,

Izveséemo formulu za e; u terminima karaktera od Wj.

Tvrdenje 13.2. Za sve wy € Wi i wy € Wy, vazi

wiey = wy, weey = 0,
Wi1€g = O, Wo€y = Wy.

Dokaz: Ako je wy; € Wi tada funkcija wy — wiwy (wy € Wh) je ocigledno CG—homomorfizam
iz Wo u Wy, Ali W5 i Wi nemaju zajednicki faktor kompozicije, pa je svaki CG—homomorfizam
iz Wy u Wi nula, po Tvrdenju 10.2. Sledi da je wyws = 0 za sve wy; € Wi, wy € Wy, Sliéno je
wowy = 0. Posebno, wyes = wye; = 0. Sada je

w1 = U}11 = w1(61 + 62) = Wi€q, 1
Wy = wyl = wa(eg + e2) = waes,

i dokaz je zavrsen. W

Posledica 13.1. Za elemente ey i ea od CG koji se pojavljuju v Hipotezi 13.1, vazi
€2 =ey, €2 =ey i e1eg = eze; = 0.

Dokaz: 1z Twvrdenja 13.2, uzmemo da je wy = e 1wy =e5. M

Sada, procenimo ej.

Tvrdenje 13.3. Neka je x karakter CG—modula Wy koje se pojavljuje u Hipotezi 13.1. Tada

vazi 1
o E —1

geG

Dokaz: Neka je x € G. Tada je funkcija

Y:w— werz™ (w e CQ)
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endomorfizam od CG. Odredi¢emo trag od ¥ na dva nacina.

Prvo, za wy € Wi i wy € Wy vazi po Twurdenju 13.2,

WY = wierx = wix

wy) = weerx ™t = 0.

Stoga ¥ deluje na W; sa w; — wix~! i na Wy sa wy — 0. Po definiciji karaktera y od Wi,

endomorfizam w; — wyz~! od W, ima trag jednak x(x 1), i naravno endomorfizam w, — 0 od
W5 ima trag 0. Pa sledi

trd = x(x ).
Drugo, e; € CG, pa
e1=2_ Mg
geG

za neko A\, € C. Po Turdenju 12.6, endomorfizam w — wgz™' (w € CG) od CG ima trag 0
ako g # x i ima trag |G| ako je g = z. Stoga, kako je ¥ : w — w dec Nggr~t, vazi

tro = \|G.

Ako izjedna¢imo ove dve jednakosti za trd, vidimo da je za svako x € G,

M= x(@ /|Gl
Sledi da je
1 _
€1 = —ZX(Q Ng.
Gl 2=
[ |

Posledica 13.2. Neka je x karakter CG—modula W1 koji se pojavijuje u Hipotezi 13.1. Tada
je
(G x) = x(1).

Dokaz: Koriste¢i definiciju mnozenja u CG, zakljucujemo iz Twvrdenja 13.3 da je koeficijent
od 1ue?

1 X 1
GE > x(gxlg) = TeThRes

geG

Sa druge strane, iz Posledice 13.1. znamo da je €3 = ey, i da je koeficijent od 1 u ey x(1)/|G|.
Sledi da je (x.x) = x(1), $to je i trebalo dokazati. B

Sada mozemo dokazati glavnu teoremu koja se ti¢e unutrasnjeg proizvoda ( , ).
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Teorema 13.1. Neka su U @V neizomorfni ireducibilni CG—moduli, sa karakterima x 1 1,
redom. Tada je

Gx)y =1,
(x,¥) =0.

Dokaz: Podsetimo se iz Teoreme 10.1. da je CG direktna suma ireducibilnih CG—podmodula,

CG=Uia---0U,,

gde je broj CG—modula U; koji su izomorfni sa U dim U. Neka je m = dim U, i definisimo W
kao sumu m ireducibilnih CG—modula U; koji su izomorfni sa U; neka je X suma preostalih
CG—podmodula U;. Tada je

CG=WaoX.

Stavise, svaki faktor kompozicije od W je izomorfan sa U, i ni jedan faktor kompozicije od X
nije izomorfan sa U. Posebno, W i X nemaju zajednickih faktora kompozicije. Karakter od
W je my, posto je W direktna suma m CG—podmodula, svaki ima karakter x.

Sada primenjujemo Posledicu 13.2. na karakter od W, i dobijamo

(mx, mx) = mx(1).
Kako je x(1) = dimU = m, sledi da je (x, x) = 1.

Sada, neka je Y suma onih CG—modula U; od CG koji su izomorfni ili sa U ili sa V, i neka je
Z suma preostalih CG—podmodula U;. Tada je

CG=Yaz

iY i Z nemaju zajednicki faktor kompozicije. Karakter od Y je myx + niy, gde je n = dim V.
Po Posledici 13.2. vazi

mx (1) +np(1) = (mx + b, mx +nap) = m*(x, x) +n° (¥, ) +mn({x, ¥) + (¥, x)).

Sada je (x,x) = (¥,¢) = 1, po delu teoreme koju smo ve¢ dokazali; i x(1) = m, (1) = n.
Stoga

(G ¥) + (1, x) = 0.

Po Turdenju 13.1(1), (x,) = {1, x), i stoga je (x,v)) = 0.
[ |
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13.3 Primena Teoreme 13.1
Neka je G konacna grupa, i neka je Vi,..., Vi kompletan skup neizomorfnih ireducibilnih

CG—modula (videti Definiciju 10.2.). Ako je x; karakter od V; (1 < ¢ < k), tada po Teo-
rems 13.1, imamo da je

<Xi7 X]> = 51] Za sve iaja (12)

gde je 0;; Kronekerova delta funkcija (tj. 6;; je 1 ako je i = j a 0 ako je i # j). Posebno, iz
toga sledi da su ireducibilni karakteri xq, ..., xx razliciti.

Sada neka je V' CG—modul. Po Teoremi 7.2, V je jednako direktnoj sumi ireducibilnih
CG—podmodula. Svaki od njih je izomorfan sa V;, pa postoje ne-negativni celi brojevi dy, ..., dy
takvi da vazi

VeWie--on)o(Vee-- oW oVd- oV, (13)

gde za svako i, postoji d; faktora V.

Stoga karakter ¢ od V je dat sa
Y =dix1+ -+ dpXe (14)

Koristeé¢i (12), dobijamo

c(, xi) = (X, ¥) =dj za 1 <i < k, i
W, ) =di +--- + . (15)

Sumirajuéi sve, dobijamo sledece

Teorema 13.2. Neka su 1, ..., Xr ireducibilni karakteri od G. Ako je v proizvoljan karakter
od G, tada je

Vv =dix1+ -+ dixk

za neke nenegativne cele brojeve dy, . ..,dy. Takode,

di = (Y, xi) za1 <i<k, i

59



k
() = d;.
=1

Definicija 13.2. Predpostavimo da je v karakter od G, i da je x wreducibilan karakter od G.
Kazemo da je x konstituent od v ako je (1, x) # 0. Stoga, konstituenti od 1 su ireducibilni
karakteri x; od G za koje su celobrojni d; w izrazu v = dyx1 + - - - + dpxr ne-nula.

Sledeca teorema je znacajna posledica Teoreme 13.1. Ona nam daje brz i koristan metod
odredivanja da li je zadati CG—modul ireducibilan ili ne.

Teorema 13.3. Neka je V. CG—modul sa karakterom 1. Tada je V' ireducibilan ako i samo
ako je (1), ) = 1.

Dokaz: Ako je V ireducibilan tada je (¢, 1) =1 po Teoremi 15.1.
Suprotno, predpostavimo da je (1,1) = 1. Imamo da je

Y =dix1+ -+ diXk

za neke ne-negativne cele brojeve d;, i po (13) vazi

1= (¢, 9) =di+ - +dy.

Sledi da jedan od celih brojeva je d; 1 i ostali su nule. Tada po (13), V =V} za neko i, pa je V
ireducibilan. W

Sada smo u mogucnosti da dokazemo znacajnu teoremu koja kaze da je CG—modul odreden
svojim karakterom. Na osnovu ove ¢injenice na veliki broj pitanja o CG—modulima odgov-
ori¢emo koristeci teoriju karaktera.

Teorema 13.4. Predpostavimo da su'V i W CG—moduli, sa karakterima x i 1, redom. Tada
su'V i W izomorfni ako i samo ako je x = 1.

Dokaz: U Twvrdenju 13.2. dokazali smo da ako je V' = W tada je y = 1. Obrat tog tvrdenja
dokazujemo u ovoj teoremi.

Dakle, predpostavimo da je x = ¢. Neka su Vi, ..., Vi potpun skup neizomorfnih ireducibilnih
CG—modula sa karakterima x1, ..., xx. 1z (13) znamo da postoje ne-negativni celi brojevi ¢;, d;
(1 <i<k) takvi da

VEWVo---oWe(WKho---oWe - a(Vid--- oV

sa ¢; faktora V; za svako i, i
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WweWie---aV)eWe  -aoWhe---a(Vid oV

sa d; faktora V; za svako i. Po (15),

Posto je x = 1, sledi da je ¢; = d; za svako i, i stogaje V=W. R

Teorema 13.5. Neka su x1,..., Xk treducibilni karaktert od G. Tada su x1,..., Xk linearno
nezavisni vektori u vektorskom prostoru svih funkcija iz G u C.

Dokaz: Predpostavimo da je

Tada za svako i, koriste¢i (12) imamo da je
Sledi da su x4, ..., x& linearno nezavisni. B

Sada povezujemo unutrasnji proizvod sa prostorima CG—homomorfizmima koje smo konstru-
isali u Poglavlju 10.

Teorema 13.6. Neka suV i W CG—moduli sa karakterima x i v, redom. Tada je
dim(homee(V, W)) = (x, ).

Dokaz: 1z (13) znamo da postoje ne-negativni celi brojevi ¢;,d; (1 <14 < k) takvi da

VeWie--eV)o(WKhe oo o(Vid- oV
sa ¢; faktora V; za svako 7, i
weWVie---oW)e(Vd---oWe---a(Vid---&V)
sa d; faktora V; za svako i. Po Twrdenju 10.2, za bilo koje 7, j imamo da je
dim(homeq(V;, V;)) = d;5.
Stoga, koriste¢i &.(3) vidimo da je

k
dim(homeg(V, W)) = Z cid,;.

i=1

Sa druge strane,
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X = Zi; ciXi 1Y = Zle d;Xi

pa iz (12) sledi da je

Time je dokaz zavrsen. B

13.4 Dekompozicija CG—modula

Ponekad je od prakticne vaznosti rasclaniti dati CG—modul na direktnu sumu CG—podmodula,
i sada ¢emo opisati jedan nacin da se to uradi.
Jos jednom usvajamo Hipotezu 13.1:

CG =Wy @ Wy, gde CG—moduli W i W5 nemaju zajednicki faktor kompozicije; i 1 = e + e
gde su ey € Wy, eq € Wh.

Neka je V proizvoljan CG—modul. Mozemo zapisati V' = V; &V, gde je svaki faktor kompozicije
od V; faktor kompozicije od W i svaki faktor kompozicije od V5 je faktor kompozicije od Wh.
Tvrdenje 13.4. Koristeci prethodnu notaciju, za sve vy € Vi 1 vy € Vo vaZi

viep = vy, vge; =0,
V1€ = 0, Vo€g = V3.

Dokaz: Ako je v; € V; tada je funkcija ve — viws (wy € W) ocigledno CG—homomorfizam iz
Wy u Vi, Posto Wy 1 Vi nemaju zajednicki faktor kompozicije, zaklju¢ujemo da tvrdenje vazi
kao u dokazu Twrdenja 13.2. B

Tvrdenje 13.5. Ako je x ireducibilni karakter od G, i V' bilo koji CG—modul, tada

V(> x(gMg)

geG
je jednako sumi onih CG—podmodula od V' koji imaju karakter x (gde za r € CG— definisemo
Vi ={vr:veV})

Dokaz: Zapisujemo
CG=U&---a@U,,

kao direktnu sumu ireducibilnih CG—podmodula U;. Neka je W; suma onih CG—podmodula
U; koji imaju karakter x, i neka je W5 suma preostalih CG—podmodula U;. Tada je karakter
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od Wy myx gde je m = x(1), po Teoremi 10.1. Takode W; i W5 zadovoljavaju Hipotezu 13.1, 1
po Twvrdenju 13.3 , element e; od Wi je dat sa

m _
e = @Zx(g Ng.
geG

Neka je W; suma onih CG—podmodula od V' koji imaju karakter x. Twrdenje 13.4 kaze da je

Ve, = Vi. Ocigledno mozemo zanemariti konstantu |—TC’§|, pa

Vi=V0> xlg M)

geqG

Ukoliko su ireducibilni karakteri grupe G poznati Twrdenje 153.5 predstavlja koristan nacin za
nalazenje CG—podmodula zadatog CG—modula V. Postupak je slededi:

1. Izaberimo bazu vy,...,v, od V.

2. Za svaki ireducibilni karakter x od G izracunamo vektore v; (3 ¢ x(g71)g) zal <i <n,
i neka je V) podprostor od V' razapet ovim vektorima.

3. Tada je V direktna suma CG—modula V), kad x prolazi kroz ireducibilne karaktere od G.
Karakter od V, je umnozak od .

14 Broj ireducibilnih karaktera

Ovo poglavlje ¢emo posvetiti teoremi koja kaze da je broj ireducibilnih karaktera konacne grupe
jednak broju klasa konjugacije grupe, i nekim posledicama ove teoreme. Zajedno sa materi-
jalom iz Poglavlja 13 teorema nam omogucuje istrazivanje karaktera.

Podrazumevamo da je G, kao i obi¢no, konacna grupa.

14.1 Klasne funkcije

Definicija 14.1. Klasna funkcija na G je funkcija ¢ : G — C takva da je ¥(x) = ¥(y) kada
su x 1y konjugovani elementi od G (tj, 1 je konstantna na klasama konjugacije).

Po Twrdenju 12.2(2) , karakteri od G su klasne funkcije na G. Skup C' svih klasnih funkcija
na G je podprostor vektorskog prostora svih funkcija iz G u C. Baza od C je zadata onim
funkcijama koje uzimaju vrednost 1 na ta¢no jednoj klasi konjugacije a 0 na svim ostalim
klasama. Stoga, ako je [ broj klasa konjugacije od G, tada

dimC = 1. (16)
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Teorema 14.1. Broj ireducibilnih karaktera od G je jednak broju klasa konjugacije od G.

Dokaz: Neka su xi,...,xs ireducibilni karakteri od G i neka je [ broj klasa konjugacije od
G. po Teoremi 13.5. x1, ..., Xk Su linearno nezavisni elementi od C, pa iz (16) sledi da je k < .

Da bismo dokazali obrnutu nejednakost | < k, razmatramo regularni CG—modul. Ako je
Vi,..., Vi kompletan skup neizomorfnih ireducibilnih CG—modula, iz Teoreme 7.2. znamo da
je

CG:Wl@@Wlm

gde za svako i, W; je izomorfno direktnoj sumi kopija od V;. Posto CG sadrzi identi¢ni element
1, mozemo napisati
L=fit+-+fi

gde fy e Wi, zal <i<k.

Sada neka je z € Z(CQG) centra od CG. Po Tvrdenju 8.4, za svako i postoji A; € C tako da za
svako v € V; vazi
VZ = \U.

Stoga je wz = \;w za svako w € W;, i posebno

Sledi
z=lz= (it +fo)z=fiz+-+fir = i+ + NS

Ovo pokazuje da je Z(CG) sadrzano u podprostoru od CG razapetom sa fi,..., fr. Posto je
Z(CG) dimenzije [ po Tvrdenju 11.6 zakljucujemo da je [ < k. Time smo dokazali da je k = .
|

Posledica 14.1. Ireducibilni karakteri x1, ..., xx od G formiraju bazu vektorskog prostora svih
klasnih funkcija na G. Zaista, ako je ¥ klasna funkcija, tada je

k
Y= Z AiXi
r=1
gde je \i = (¥, x;) za 1 <i<k.

Dokaz: Posto su xi, ..., X linearno nezavisni, oni razapinju podprostor od C' dimenzije k. Po
(16) dim C = [, $to je jednako k po Teoremi 14.1. Stoga, x1,..., Xk razapinju C' i formiraju
bazu za C. Poslednje sledi iz (12). W

Posledica 14.1 ima slede¢u korisnu posledicu:
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Tvrdenje 14.1. Pretpostavimo da g,h € G. Tada je g konjugat od h ako i samo ako je
x(g9) = x(h) za sve karaktere x od G.

Dokaz: Ako je g konjugat od h, tada je x(g) = x(h) za sve karaktere y od G po Twvrdenju
12.2(2).

Obratno, pretpostavimo da je x(g) = x(h) za sve karaktere x. Tada po Posledici 14.1. 1(g) =
Y (h) za sve klasne funkcije ¢ na G. Posebno, ovo je ta¢no za klasnu funkciju ¢ koja uzima
vrednost 1 na klasi konjugacije od g, a inace uzima vrednost 0. Tada je ¥(g) = ¥(h) = 1, pa
je g konjugat od h. B

Posledica 14.2. Pretpostavimo da je g € G. Tada je g konjugovano sa g~* ako i samo ako je
x(g) realan za sve karaktere x od G.

Dokaz: Posto je x(g) realan ako i samo ako je x(g) = x(¢~!) (videti Twrdenje 12.5(3) ), dokaz
sledi direktno iz Twrdenja 14.1. B

15 Tabele karaktera i relacije ortogonalnosti

Ireducibilni karakteri grupe G su klasne funkcije, i njihov broj je jednak broju klasa konjugacije
od G. Stoga je pogodno zapisati sve vrednosti ireducibilnih karaktera od G u kvadratnu matricu.
Tu matricu nazivamo tabela karaktera od G. Elementi tabele karaktera su povezani na vise
nacina, od kojih su mnogi sadrzani u relacijama ortogonalnosti ( Teorema 15.1.). Razumevanje
tabela karaktera je od velike vaznosti u teoriji reprezentacija. Osnova za ovo je Teorema 13.4.
koja kaze da je svaki CG—modul odreden njegovim karakterom. Stoga, mnogi problemi u teoriji
reprezentacija se mogu resiti razmatranjem karaktera.

15.1 Tabele karaktera

Definicija 15.1. Neka su x;, . . ., X ireducibilni karakteri od G i neka su g, . . ., gp predstavnici
klasa konjugacije od G. Matricu k< k ¢iji je ij—ti element x;(g;) (za svei,j takve dal < i <k,
1 < j < k) nazivamo tabela karaktera od G.

Uobicajeno je da numeriSemo ireducibilne karaktere i klase konjugacije od G tako da y; = 1¢,
trivijalni karakter, i g; = 1, identi¢ni element G. Osim toga, numerisanje je proizvoljno.
Primetimo da su u tabeli karaktera vrste indeksirane ireducibilnim karakterima od G, a kolone
klasama konjugacije (tj. predstavnicima klasa konjugacije).

Tvrdenje 15.1. Tabela karaktera od G je invertibilna matrica.

Dokaz: Dokaz direktno sledi iz ¢injenice da su ireducibilni karakteri od G, a stoga i vrste
tabele karaktera, linearno nezavisni. (Teorema 13.5) B
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15.2 Relacije ortogonalnosti

Vel smo vise puta koristili relacije (12),

<Xra Xs) - 57“57

izmedu ireducibilnih karaktera yi,...,x% od G. Ove relacije se mogu predstaviti u terminima
vrsta tabele karaktera, tako sto ih zapisemo kao

X'I‘ gl XS ’L _
Z Colo =

(videti Twrdenje 13.1(2)). Sliéne relacije postoje izmedu kolona tabele karaktera, i one su date
u delu (2) sledecée teoreme.

Teorema 15.1. Neka su x;, ..., Xx treducibilni karakteri od G, i neka su gy, . .., gp predstavnici
klasa konjugacije od G. Tada vaZe sledece relacije za sve r,s € {1,... k}.

1. Relacije ortogonalnosti vrsta:

Xr(9:) xs i)
Z Colo = b

2. Relacije ortogonalnosti kolona:

> xi(9)xi(95) = 6,5Ca(gy)].

=1

Dokaz: Relacije ortogonalnosti vrsta su ve¢ dokazane. Ovde su zapisane samo zbog uporedivanja
sa relacijama ortogonalnosti kolona.

Za 1 < s <k, neka je ¢ klasna funkcija koja zadovoljava uslov

¢s<gr) = 5rs (1 <r< k)

Po Posledici 14.1, 1, je linearna kombinacija x1, . .., X%, npr.

Y = Zf:l Aixi (A € C).

Znamo da je (¢, x;) = 05, pa je

Ai = <¢87Xz |G‘ Zd}s Xl

geG
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Sada 1s(g) = 1 ako je g konjugovan sa gs, i ¥s(g) = 0 inace; takode postoji |G|/|Cca(gs)]
elemenata od G koji su konjugovani sa g,, po Teoremi 11.1. Sledi

, o xilgs)
A |G|Z¢S Xil9) = el

9€g¢

Stoga je
Xi(gr) Xz
= s(9r) E Aixi(9r) E Calg)]

i relacije ortogonalnosti kolona slede. l

15.3 Vrste 1 kolone

Tabela karaktera od G je k x k matrica; uvedimo k£ x k& matricu M, tako da i7—ti element

matrice M bude
Xi(gj) ‘
|Cal(g;)|H/?

Neka M? oznacéava transponovani kompleksni konjugat matrice M.

Sada je rs—ti element matrice M M?

~ Xe(9xa(9) _
[Calg:)] v

i=1

po relacijama ortogonalnosti vrste, pa je MM? = I. Zaista, jednakost MMt = I je samo drugi
nacin predstavljanja relacija ortogonalnosti vrste. S druge strane, rs—ti element matrice M*M
je
1
Ca(g:)"?|Ca(gs)]

po relacijama ortogonalnosti kolona, pa je MtM = I.

k
1/2 ZXZ(QT)XZ(QS) = 57”5;
=1

Posto su osobine MtM = I i MM?* = I kvadratne matrice M ekvivalentne jedna drugoj, vidimo
da su relacije ortogonalnosti vrsta i kolona ekvivalentne.

16 Normalne podgrupe i podignuti karakteri

Ako je N normalna podgrupa kona¢ne grupe G, 1 N # {1}, tada je faktor grupa G/N manja
od G. Karaktere od G/N bi stoga trebalo da je lakse pronaéi nego karaktere od G. U stvari,
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mozemo iskoristiti karaktere od G/N za pronalazenje nekih karaktera GG, postupkom koji se
naziva podizanje. Stoga, normalne podgrupe nam omoguc¢uju da nademo karaktere od G. U
suprotnom smeru, takode je tacno da nam tabela karaktera od G omogucéuva nalazenje nor-
malnih podgrupa od G; posebno, lako je videti iz tabele karaktera da li je G prosta ili ne.

Linearni karakteri od G (tj. karakteri stepena 1) su dobijeni podizanjem ireducibilnih karaktera
od G/N za slucaj kad je N izvedena podgrupa od G.(Izvedena podgrupa bié¢e definisana u
Definicigi 16.2). Linearni karakteri se mogu upotrebiti za pronalaZenje novih ireducibilnih
karaktera iz datih ireducibilnih karaktera, na nacin koji ¢emo opisati.

16.1 Podignuti karakteri

Poceéemo konstruisanjem karaktera od G na osnovu karaktera od G/N.

Tvrdenje 16.1. Pretpostavimo da je N<\G i neka je x karakter od G/N. Definisimo x : G — C
na sledeci nacin

x(9) =X(Ng) (9 € G).
Tada je x karakter od G, i x i X su istog stepena.

Dokaz: Neka je p : G/N — GL(n,C) reprezentacija od G/N sa karakterom y. Funkcija
p: G — GL(n,C) koja je zadata kompozicijom

g— Ng— (Ng)p (g € G)

je homomorfizam iz G u GL(n,C). Stoga je p reprezentacija od G. Karakter x od p zadovoljava

x(g) = tr(gp) = tr((Ng)p) = X(Ng)
za sve g € G. Takode, x(1) = x(N), pa su x i x istog stepena.
Definicija 16.1. Ako je N <G i X karakter od G/N, tada se karakter x od G dat sa

x(9) = X(Ng) (9 € G)

naziva podizanje od X u G.

Teorema 16.1. Pretpostavimo da je N<\G. Pridruzivanjem svakog karaktera od G/N njegovom
podizanju u G, dobijamo bijektivnu korespondenciju izmedu skupa karaktera od G/N i skupa
karaktera x od G koji zadovoljavaju uslov N < Kerx. Ireducibilni karakteri od G/N odgovaraju
ireducibilnim karakterima od G koji sadrie N u svom jezgru.
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Dokaz: Ako je x karakter od G/N, i x je podizanje od ¥ u G, tada x(N) = x(1). Takode, ako
k € N tada
X(k) = X(Nk) = x(N) = x(1),

paje N < Kery.

Sada neka je x karakter od G sa N < Kery. Pretpostavimo da je p : G — GL(n,C)
reprezentacija od G sa karakterom Y. Ako gi,go € G i Ngi = Ng, tada gig,° € N, pa je
(9192) Y)p = I, iz stoga gip = gop. Sada mozemo definisati funkciju p : G/N — G(n,C) na
slede¢i nacin

(Ng)p=gp (g € G).

Tada za sve g, h € G imamo

(Ng)(Nh))p = (Ngh)p = (gh)p = (gp)(hp) = (Ng)p)((Nh)p),

pa je p reprezentacija od G/N. Ako je x karakter od p, tada

X(Ng) = x(g) (g € G).

Sledi da je x podizanje od ¥.

Ustanovili smo da je funkcija koja slika svaki karakter od G/N u njegovo podizanje u G bijekcija
izmedu skupa karaktera od G/N i skupa karaktera od G koji sadrze N u jezgru. Preostaje da
pokazemo da ireducibilni karakteri odgovaraju ireducibilnim karakterima. Da bi ovo pokazali,
neka je U podporostor od C™ i primetimo da

u(gp) € U zasveu € U < u(Ng)p € U zasveu € U.

Stoga, U je CG—podmodul od C™ ako i samo ako je U C(G/N)—podmodul od C". Reprezentacija
p je odatle ireducibilna ako i samo ako je reprezentacija p ireducibilna. Sledi da je y ireducibilna
ako i samo ako je y ireducibilna. W

Ako znamo tabelu karaktera od G/N za neku normalnu podgrupu N od G, tada Teorema 16.1.
omogucuje da zapisemo onoliko ireducibilnih karaktera od GG koliko ima ireducibilnih karaktera

od G/N.
Primer 16.1. Neka je G = Sy @

N =Vi={1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)},

tako da N QG (vidi Primer 11.8 ). Ako jea = N(123) i b= N(12) tada

G/N = {a,b) ia®>=b*= N, b~ lab=a""!,
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pa je G/N = Dg. Znamo da je tabela karaktera od G /N

N N(12) N(123)
|1 1 1
v |1 -1 1
Y |2 0 ~1

Za izracunavanje podizanja x od karaktera X od G /N, primetimo da

x((12)(34)) = X(N) posto (12)(34) € N,
v((1234)) = Y(N(13)) posto N(1234) = N(13).

Sledi da su podizanja od X1, X2, X3 SU X1, X2, X3, koja su data tabelom

1 (12) (123) (12)(34) (1234)
xvi| 1T 1 1 1 1
Yo | -1 1 1 1 ~1
vs| 2 0 -1 2 0

Tada su x1, X2, X3 ireducibilni karakteri od G, posto su X1, X2, X3 ireducibilni karakteri od G /N

16.2 Nalazenje normalnih podgrupa

Tabela karaktera sadrzi pristupacne informacije o strukturi grupe, sto ¢e pokazati sledec¢a dva
tvrdenja. Prvo ¢emo pokazati kako na¢i sve normalne podgrupe od G kada znamo tabelu
karaktera od G. Podsetimo se da mozemo lako odrediti jezgro ireducibilnog karaktera y iz
tabele karaktera, posto je

Kerx={g9e€ G :x(g) =x(1)}

(videti Definiciju 12.5) Takode Kery < G. Svaka podgrupa koja je presek jezgara ireducibil-
nih karaktera je normalna podgrupa. Sledece tvrdenje pokazuje da svaka normalna podgrupa
nastaje na ovaj nacin.

Tvrdenje 16.2. Ako je N < G tada postoje ireducibilni karakteri x1,...,xs od G takvi da

N = ﬁKe’rXi.

i=1
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Dokaz: Ako g pripada jezgru svakog ireducibilnog karaktera od G, tada je x(g) = x(1) za sve
karaktere x, pa je ¢ = 1 po Tvrdenju 14.1. Stoga, presek jezgara svih ireducibilnih karaktera
od G je {1}.

Sada neka su X7, ..., Xs ireducibilni karakteri od G/N. Po prethodnom delu vazi
ﬂ Kerx; = {N}.
i=1

Za 1 <1 < s neka je x; podizanje u G od x;. Ako je g € Kery; tada

Xi(V) = xi(1) = xi(9) = Xi(Ng),

pa Ng € Kery;. Stoga, ako g € NKery; tada Ng € NKery; = {N}, pa g € N. Sledi da je

N = ﬁK@TXi.

i=1
|
Veoma je lako odrediti iz tabele karaktera da li je G prosta ili nije:

Tvrdenje 16.3. Grupa G nije prosta ako i samo ako

za neki netrivijalni ireducibilni karakter x od G i neki od jedinice razli¢it element g od G.

Dokaz: Pretpostavimo da postoji netrivijalni ireducibilni karakter y takav da je x(g) = x(1)
za neki od jedinice razlicit element g. Tada g € Kery, pa Kery # {1}. Ako je p reprezentacija
od G sa karakterom Yy, tada je Kery = Kerp po Teoremi 12.1.(2). PoSto je x netrivijalan i
ireducibilan, Kerp # G; stoga Kery # G. Sledi da je Kery normalna podgrupa od G koja
nije jednaka {1} ili G, pa G nije prosta.

Obratno, pretpostavimo da G nije prosta, pa postoji normalna podgrupa N od G, pri ¢emu
N # {1} i N # G. Po Turdenju 16.2 postoji ireducibilni karakter x od G takav da Kery
nije {1}, ni G. Kako Keryx # G, x je netrivijalan; uzmiajuéi da 1 # g € Kery, imamo da je
x(g) =x(1). ®

16.3 Linearni karakteri

Podsetimo se da je linearni karakter grupe karakter stepena 1. Pokazatemo kako naci sve
linearne karaktere bilo koje grupe GG, posto je ¢esto prvi korak u konstruisanju tabele karaktera
od GG zapisivanje linearnih karaktera. Pre toga, potrebno je odrediti izvedenu podgrupu od G,
koja je definisana na sledeci nacin.
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Definicija 16.2. Za grupu G, neka je G' podgrupa od G generisana svim elementima oblika
g 'h7lgh (9,h € G).
Tada G’ nazivamo izvedena podgrupa od G ili izvod grupe G.

Oznac¢imo g~ 'h~'gh sa [g, h]. Stoga,
G'={(lg;h]: 9,h € G).
Primer 16.2. 1. Ako je G abelova, tada [g,h] =1 za sve g,h € G, pa je G' = {1}.

2. Neka je G = S3. Ocigledno je [g,h] uvek parna permutacija, pa je G' < Az. Ako je
g=(12) i h = (23), tada [g, h] = (123). Stoga je G' = ((123)) = As.

Pokaza¢emo da je G' <G i da su linearni karakteri od G podizanja u G ireducibilnih karaktera
od G/G'. Jedan korak je omogucen sledeé¢im tvrdenjem.
Tvrdenje 16.4. Ako je x linearni karakter od G, tada je G' < Kery.

Dokaz: Neka je y linearni karakter od G. Tada je x homomorfizam iz G u multiplikativnu
grupu ne-nula kompleksnih brojeva. Stoga, za sve g, h € G,

X(g7'h7 gh) = x(9)" " x(h) "' x(g)x(h) = 1.
Sledi da je G’ < Kery. B
Sledece tvrdenje navodimo bez dokaza.

Tvrdenje 16.5. Pretpostavimo da je N < G. Tada je

1. G'«<dq.
2. G' < N ako i samo ako je G/N abelova grupa. Posebno, G/G' je abelova.

Sledi iz Teoreme 16.5. da je G’ najmanja podgrupa od G sa komutativnom faktor grupom.

Uz datu izvedenu podgrupu G’ mozemo dobiti linearne karaktere od G primenjujuéi sledeé¢u
teoremu.

Teorema 16.2. Linearni karakteri od G su tacno podizanje u G ireducibilnih karaktera od
G/G'. Posebno, broj razlicitih linearnih karaktera od G je jednak |G/G'|, i deli |G)|.

Dokaz: Neka je m = |G/G'|. Posto je G/G" abelova, iz Teoreme 8.2 sledi da G/G’ ima taéno
m ireducibilnih karaktera X7,...,Xm, svi stepena 1. Podizanja xi,..., xm ovih karaktera su
takode stepena 1 i po Teoremi 16.1. oni su upravo ireducibilni karakteri x od G takvi da
G' < Kery. Po Turde nju 16.4. karakteri x1, ..., X, su svi linearni karakteri od G. B
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Primer 16.3. Neka je G = S,,. Pokazacemo da je G' = A,. Ako jen = 1 ilin = 2 tada
je Sp abelova, pa je G' = {1} = A,,. Dokazali smo da je Si, = As u Primeru 16.2(2), pa
pretpostavljamo da je m > 4.

Kako je S, /A, = Cy, imamo da je G' < A,, po Turdenju 16.5.(2). Ako je g = (12), h = (23) 1
k= (12)(34), tada

g, h] = (123), [h, k] = (14)(23).

Posto je G' < G, svi elementi u (123)¢ i (14)(23)¢ pripada G'. Iz Teoreme 12.12 sledi da G
sadrzi sve 3—cikluse i sve elemente ciklusnog tpa (2,2). Ali svaki proizvod dve transpozicije je
jednak identitetu, 3— ciklusu ili elementu ciklusnog tipa (2,2); a A, se sastoji od permutacija,
od kojih je svaka proizvod parnog broja transpozicija. Stoga A, < G'. Sada smo dokazali da je

G' = A,.

Primer 16.4. Nalazimo linearne karaktere od S, (n > 2). Iz proslog primera znamo da je
S! = A,. Posto je S, /S, = {A,, An(12)} = Cy, grupa S,/S) ima dva linearna karaktera X7 i
Xz, gde je

Xi(An(12)) =1,

Ta(4,(12) = —L.

Iz Teoreme 16.1. sledi da S, ima tacno dva linearna karaktera x1,x2 koji su dati sa

X1 = 1Sn7

|1, akogeA,,
x2(9) _{ -1, ako g ¢ A,.

Ne samo da su linearni karakteri od G bitni kao ireducibilni karakteri, ve¢e oni mogu biti korisni
u konstrukciji novih ireducibilnih karaktera iz starih, kao Sto pokazuje sledece tvrdenje.

Tvrdenje 16.6. Pretpostavimo da je x karakter od G i A linearni karakter od G. Tada je
proizvod X\, definisan sa

xAg) = x(9)A(g) (9 € G)

je karakter od G. Stavie, ako je x ireducibilan, tada je i Y\ ireducibilan.

Dokaz: Neka je p : G — GL(n,C) reprezentacja sa karakterom y. Definisimo pA : G —
GL(n,C) na sledeéi nacin.

g(pA) = Mg)(gp) (9)-
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Stoga je g(pA) matrica gp pomnozena kompleksnim brojem A(g). Posto su p i A homomorfizmi,
lako sledi da je pA homomorfizam. Matrica g(pA) ima trag A(g)tr(gp), koji je A(g)x(g). Sledi
da je pA reprezentacija od G sa karakterom yA.

Sada za sve g € G, kompleksan broj A(g) je koren jedinice, pa je A(g)A\(g) = 1. Stoga

(XA XA = |Zx ‘Zx = (X, X)-

geG geqG

Iz Teoreme 13.3. sledi da je x A ireducibilan ako i samo ako je y ireducibilan. B

17 Neke elementarne tabele karaktera

Sada ¢emo ilustrovati tehnike koje smo do sada predstavili konstruisanjem tabele karaktera
grupa Sy, Ay i svih diedarskih grupa.

17.1 Grupa Sy

U Primeru 16.1. nasli smo tri ireducibilna karaktera x1, x2, x3 od S; podizanjem karaktera fak-
tor grupe S;/V,. Sada ¢emo upotrebiti {Tvrdenje 16.6. koje se odnosi na proizvod karaktera i
linearnog karaktera, da kompletiramo tabelu karaktera od Sj.

Neka je x4 karakter

xa(g) = |fix(g)| — 1 (g € S4)

koji je dat u Twrdenju 12.7. Vrednosti xa, X4 1 XaX2 su sledece

Ji 1 (12) (123) (12)(34) (1234)
Colg)l | 24 4 3 3 4
X2 1 -1 1 1 -1
X4 3 1 0 -1 -1
X2X4 3 -1 0 -1 1
Primetimo da je
_9 1 11
(asxa) =g+ +g+7=1

pa je x4 ireducibilan. Karakter y4x» je takode ireducibilan, na isti nacin ili koris¢enjem tvrdenja
16.6. Neka je x5 = xaXx2. Posto Sy ima 5 klasa konjugacije i imamo 5 ireducibilnih karaktera,
odredili smo kompletnu tabelu karaktera od Sj.
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G 1 (12) (123
[Calgi)l | 24
X1
X2
X3
X4
X5

(12)(34

N—

—
—_
[\
w
N

SN—

W W N = =
e = ')

17.2 Grupa A,

Neka je G = A, alternirajuéa grupa stepena 4. Tada je |G| = 12, i G ima 4 klase konjugacije
sa predstavnicima

1,(12)(34),(123),(132)

(videti Primer 11.2.(1)).

Neka je v karakter od Ay dat u Twrdenju 12.7 tako da je v(g) = |fiz(g)| — 1 za sve g € Ay.
Vrednosti v su sledece:

i 1 (12)(34) (123) (132
[Calg)] | 12 4 3 3
v 3 —1 0 0

Primetimo da je

9 1
-~ 41
(v, v) 12 4 ’

pa je v ireducibilni karakter od G stepena 3.

Posto G ima 4 ireducibilna karaktera i suma kvadrata njihovih stepena je 12 mora postojati
tacno 3 linearna karaktera od G. Stoga, |G/G’'| = 3 po Teoremi 16.2. Nije tesko potvrditi ovo
pokazujuci da

G =V, ={1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Sada je G/G" = {G',G'(123),G'(132)} = (4, i tabela karaktera od G/G" je

G G'(123) G'(132)
| 1 1 1
Xz 1 w w?
X1 1 w w
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(gde je w = *™/3). Podizanja od Y1, X2, X3 u G zajedno sa karakterom y, = v, daju kompletnu

tabelu karaktera od Ajy:

gi 1 (12)(34) (123) (132)
[Calgi)] | 12 4 3 3
X1 1 1 1 1
X2 1 1 w w?
X3 1 1 w? w
X4 3 -1 0 0

17.3 Diedarske grupe

Neka je G diedarska grupa D,, reda 2n, gde je n > 3, tako da
G={a,b:a"=b"=1,b""ab=a"?).

[zves¢emo tabelu karaktera od G.

Neka je ¢ = e?™/™, Za svaki ceo broj j gde je 1 < j < n/2, definigimo

el 0 0 1
a=(2 5)m=(00)

n __ 2 -1 _ —1
Sledi da definisanjem p; : G — GL(2,C) sa

Proverimo da

(a"b*)p; = (A;)"(By)® (1,5 € Z),

dobijamo reprezentaciju p; od G za svako j gde je 1 < j < n/2.
Svako p; je ireducibilna reprezentacija.

Ako su i, j razliciti celi brojevi takvi da 1 < 4,5 < n/2, tada e’ # &/ 1 &' # 77, pa ap; 1 ap;
imaju razlicite sopstvene vrednosti. Sledi da ne postoji matrica T' gde je ap; = T~ *(ap;)T, pa
pi 1 p; nisu ekvivalentne.
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Neka je 1; karakter od p;. Sada smo konstruisali razli¢ite ireducibilne karaktere 1; od G, po
jedan za svako j za koje vazi 1 < j < n/2.

U ovom trenutku pogodno je razmatrati posebno slucajeve kada je n neparan i kada je n paran.

Slucaj 1: n neparan

Po (5) klase konjugacije od Dy, (n neparan) su
{1}.{a",a™"}(1 <r<(n—1)/2),{a’b: 0 < s <n-—1}.

Stoga, postoji (n + 3)/2 klasa konjugacije.

Svaki od (n — 1)/2 ireducibilnih karaktera

1/}17 ¢27 <o 71/}(n—1)/2
je stepena 2. Kako G ima (n+3)/2 ireducibilnih karaktera, postoje jos dva koja bi trebalo naéi.

Posto je (a) <G i G/({a) = Cy, dobijamo dva linearna karaktera y1, x2 od G tako §to podignemo
ireducibilne karaktere od G/{a) u G. Ovi karakteri x; i x2 su dati sa x; = 1g i

(g) = 1, ako g =a" za neko r,
X297 11, ako g = a"b za neko r.

Sada smo pronasli sve ireducibilne karaktere od Ds,. (Dokazali smo i da je D) = (a) za
neparno n u Teoremi 16.2).

Stoga je tabela karaktera od Dy, za n neparan(gde je ¢ = 2>™/):
gi 1 a(1<r<(n-1)/2) b
1Ca(g:)] 2" n 2
X1 1 1 1
X2 1 1 -1
Y; 2 elr + 7T 0
(1<j<(n-1)/2)

Slucaj 2: n paran

Ako je n paran, npr. n = 2m, tada klase konjugacije od Dy, kao u delu (<)) su

{1}, {a™}, {a",a7"}(1 <r <m —1),{a’b: s paran}, {a®b : s neparan}.
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Sledi da G ima m + 3 ireducibilnih karaktera, od kojih su m — 1 dati sa

¢17¢27 s awm—l-

Za nalazenje preostala 4 ireducibilna karaktera, prvo primetimo da je (a?) = {a’ : j paran}
normalna podgrupa od G i

G/{a*) = {{a®), (a®)a, (a®)b, (a*)ab} = Cy x Cs.

Sledi da G ima 4 linearna karaktera x1, X2, x3, x4 (i G’ = (a?)). Posto su ovi linearni karakteri
podizanja ireducibilnih karaktera od G/{(a?), lako ih je izracunati, i njihove vrednosti su date
u slede¢oj kompletnoj tabeli karaktera od Ds, (n paran, n = 2m, € = 2™/ ).

gi 1 a™ a(l1<r<(n-1)/2) b ab
1C(g:)] 2n 2n n 4 4
1 1 1 1 1 1
X 1 1 1 1 -1
v Ly -1y R
Xa 1 (- (-1 1 1
W, 2 21y ei" 4 g=ir 0 0
(1<j<(n—-1)/2)
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18 Zakljucak

Teorija reprezentacija je korisno orude jer svodi probleme u apstraktnoj algebri na probleme
u linearnoj algebri koju dobro razumemo. Dalje, vektorski prostor na kom je grupa predstavl-
jena mo ze biti beskona¢no dimenzionalan i ukoliko je taj prostor Hilbertov, metode analize
mogu biti primenjene na teoriju grupa. Teorija reprezentacija je vazna i u fizici, na primer,
opisuje kako simetri¢na grupa fizickog sistema utic¢e na resenje jednacina koje opisuju taj sistem.
Teorija reprezentacija poznata je po mnostvu grana i razli¢itosti pristupa prouc¢avanju reprezentacija
grupa i algebri. Tako teorije imaju zajednicke osnovne koncepte, priliéno se razlikuju. Razlike
su barem trostruke.

Prvo, teorija reprezentacije zavisi od tipa algebarskog objekta koji se predstavlja. Postoji neko-
liko klasa grupa, asocijativnih algebri i Lijevih algebri i odgovarajuce teorije reprezentacije su
zasebne.

Drugo, teorija reprezentacije zavisi od prirode vektorskog prostora preko kojeg je algebarski ob-
jekat predstavljen. Najvaznija razlika je izmedu kona¢no dimenzionih reprezentacija i beskonaéno
dimenzionih. U beskona¢no dimenzionom slucaju dodatne strukture su vazne (da li je prostor
Hilbertov, Banahov, itd.). Dodatne algebarske strukture mogu biti nametnute i u konaéno
dimenzionom slucaju.

Trece, teorija reprezentacija zavisi od tipa polja nad kojim je vektorski prostor definisan. Na-
jvazniji slucaj je polje kompleksnih brojeva. Drugi vazni sluc¢ajevi su polje realnih brojeva,
konac¢na polja, itd. Dodatne teskoce se pojavljuju za polja pozitivne karakteristike i polja koja
nisu algebarski zatvorena. Ako polje skalara vektorskog prostora ima karakteristiku p i ako p
deli red grupe, tada se ovo naziva modularna teorija reprezentacija. Ovaj poseban slucaj ima
vrlo razli¢ita svojstva.

Posebno svojstvo teorije reprezentacija je njena Siroka primena u matematici. Uz uticaj na alge-
bru, teorija reprezentacija generalizuje Furijeovu analizu preko harmonijske analize, povezana
je sa geometrijom preko teorije invarijanti i Erlangen programa i ima dubok uticaj u teoriji
brojeva preko automorfnih formi i Langlandovog programa. Drugo vazno svojstvo je razlicitost
pristupa teoriji reprezentacija; isti objekti mogu se proucavati koristeéi metode algebarske ge-
ometrije, teorije modula, analiticke teorije brojeva, diferencijalne geometrije, teorije operatora
i topologije.
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