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Uvod

U ovom radu proucavan je jedan od vaznijih slucajnih procesa, Puasonov proces. Motivacija za
izbor ove teme proistekla je iz toga §to ovaj proces ima znacajnu ulogu u modeliranju mnogih
pojava koje su slucajnog karaktera, a deo su prirode koja nas okruzuje ili su deo ¢ovekove
delatnosti. U radu je najpre definisan slucajni proces kao i neke klase slu¢ajnih procesa. Potom
je detaljno proucavan homogeni Puasonov proces ¢ija je primena i ilustrovana kroz primere.
Osim homogenog Puasonovog procesa u radu su proucavani i nehomogeni Puasonov proces,
sloZeni Puasonov proces, kao i takozvani procesi obnavljanja.



1. Osnovne teorije slucajnih procesa

Osnovni koncept teorije verovatnoCe je sluCajan eksperiment. Slucajan eksperiment je

eksperiment ¢iji ishod ne moze biti odreden unapred. Skup svih mogucih ishoda slucajnog
eksperimenta se naziva prostor elementarnih ishoda tog eksperimenta i oznacavamo ga sa S.

Definicija 1.1. Neka je dat prostor verovatnota (£,A,P), i neka je (R,B) par Cije su
komponente skup realnih brojeva i Borelova o — algebra podskupova skupa realnih brojeva.
Funkcija X: Q — R zove se slucajna veli¢ina, ako je merljiva u odnosu na o — algebre A i B, tj.
ako za svaki Borelov skup B € B vazi
X 1(B) = {w: X(w) € B} € A.

Zamislimo da se u svakom momentu t nekog vremenskog intervala T posmatra jedna
karakteristika X fizickog sistema. I neka je ta karakteristika slucajnog karaktera, preciznije, neka
vrednost veli¢ine X U momentu t nije unapred odredena, ve¢ je sluc¢ajna veli¢ina. Dakle, X(t) je
neka slucajna veli¢ina za svako t iz T. Zato na skup svih slu¢ajnih veli¢ina {X(t),t € T}
mozemo gledati kao na slu¢ajnu veli¢inu koja se menja u vremenu, odnosno dobijamo jednu
slu¢ajnu funkciju vremena. U tom sluéaju, kazemo da je {X(t),t € T} slu¢ajni proces.

Postoje mnogi primeri procesa ili pojava u prirodi i covekovoj delatnosti, gde se slu¢ajni procesi
mogu uzeti kao matematicki modeli. Braunovo kretanje Cestica, brzina aviona, zemljotresi,
temperatura vazduha na odredenom mestu, razni sistemi pracenja nekog objekta ili sistemi
opsluzivanja klijenata u vremenu su neki od primera. Svim ovim primerima je zajednicko to da
je vrednost sluc¢ajnog procesa pri datoj vrednosti argumenta (ili argumenata ako ih ima vise)
realna slucajna funkcija.



Slucajni proces ili slu¢ajna funkcija {X(t),t € T} je familija ralnih slu¢ajnih veli¢ina definisanih
na istom prostoru verovatnoca (£, A, P). Za svako t € T prostor vrednosti je R, pa je (R, B)
prostor vrednosti svake slucajne veli¢ine X (t) ili fazni prostor. Skup T nazivamo parametarski ili
indeksni skup.

Definicija 1.2. Neka je (£2, A, P) prostor verovatno¢a i T indeksni skup. Realan slu¢ajni proces
X na (2, A, P) sa faznim prostorom (IR, B) i parametarskim skupom T je familija

X = {X(t),t €T} (1.2)
merljivih funkcija
X():@®,A) - (R,B) (1.2).

Ovo znaci da je slucajni proces jedna familija slucajnih veli¢ina koje zavise od parametra t i Sve
su definisane na istom prostoru verovatno¢a. Parametar t moze biti realan, kompleksan ili, jo$
opstije, n — dimenzionalan. Takode on moze biti diskretan i neprekidan.

Ako za indeksni skup T vazidaje T = R = (—,+»),T =[0,+) ili T = [a,b] c R,
onda se parametar t € T najéeSCe interpretira kao vreme, a sluc¢ajna funkcija {X(t),t € T} zove
se sluéajan proces sa neprekidnim vremenom. Ako je T < Z, gde je Z skup celih brojeva, onda
se slucajna funkcija {X(t),t € T} zove slu¢ajan proces sa diskretnim vremenom ili slu¢ajni niz.
AkojeT c R% gdejed > 2, onda se sluéajna funkcija {X(t),t € T} zove sluc¢ajno polje.

Slu¢ajni proces {X(t),t € T} = {X(t,w),t € T}je, zapravo, funkcija dva parametra, t i
w. Koristi¢emo kraéi zapis {X(t),t € T}.

Ukoliko fiksiramo t € T dobijamo jednu slucajnu veli¢inu koju zovemo zasek ili seCenje
procesa X u trenutku t. Ta slu¢ajna promenljiva ima svoju funkciju raspodele

Fi(t,x) = P{X(t) < x} (1.3).

Ovi jednodimenzionalni zakoni raspodele nisu dovoljni za karakterizaciju slucajnog procesa,
osim u sluéaju kada se vrednosti slu¢ajnog procesa u raznim momentima vremena posmatraju
izolovano. Zato je, u opStem slucaju, neophodno znati viSedimenzionalne zakone raspodela,
odnosno kona¢no — dimenzionalne raspodele procesa.

Neka je fiksirano n vremenskih trenutaka t, ... , t,;. Svakom od njih odgovara po jedna slucajna

veli¢ina. Dobijamo n slu¢ajnih veli¢ina X(t;), ... ,X(t,), koje moZemo posmatrati kao
koordinate n — dimenzionalnog sluéajnog vektora (X(t,),..,X(t,)). To je jedan n—

dimenzionalni zasek slu¢ajnog procesa X.

Definicija 1.3. Kona¢no — dimenzionalne raspodele slu¢ajnog procesa {X(t),t € T} date su sa:



Fe(x) = Fi(t;x) = P(X(0) <x)

Froe,(x1,x2) = Fo(ty,ty; x1, %) = P{X(t1) < x,X(t2) < x5}

(1.4)

Ftl‘m‘tn(xl, ...,xn) = Fn(tl' ...,tn; X1, ...,Xn) = P{X(tl) < X1, ,X(tn) < xn}
gdesuty,..,t, €T,ixq,..,x, € R.

Familija svih n — dimenzionalnih funkcija raspodele E,(ti,...,ty; X1, .., X)), n =1,2,... je
familija kona¢nodimenzionalnih funkcija raspodele sluc¢ajnog procesa X .

Konaénodimenzionalne raspodele slucajnog procesa zadovoljavaju, izmedu ostalog, uslov
simetrije i uslov saglasnosti.

Uslov simetrije zna¢i da je funkcija F, invarijantna u odnosu na permutacije svih n parova
(tj,x;), tj. za svaku permutaciju (jy, ..., j) skupa (1, ...,n)

Fn(tjl, vt s le,...,xjn) = E(ty, o)ty X1, ) Xp) - (1.5)
Uslov saglasnosti znaci da za svaku n —torku (¢4, ..., t;;) i svako k < n vazi jednakost
Fr(ty, ooty X1, e, X)) = Ey(tq, ooy ty 3 X4, oeey Xg, +90, ..., +00).
Iz uslova saglasnosti sledi da zadavanje F,, n = 2 istovremeno odreduje F,, 1 <k <n —1.

Neka je {X(t),t € T} realan slucajan proces definisan na nekom prostoru verovatnoca
(12, A, P), sa indeksnim skupom T i faznim prostorom (R, B). Napomenuli smo da je X(t, w)
funkcija dva argumenta, t € T i € 0 . Kada smo fiksirali vremenski trenutak t dobili smo
funkciju X(t,e) merljivu u odnosu na A, tj. dobili smo slucajnu veli¢inu. Obrnuto, kada
fiksiramo w dobijamo funkciju (o, w): T — R.

Definicija 1.4. Pri fiksiranom w € (2 realna neslucajna funkcija X (o, w), argumenta t € T zove
se realizacija ili trajektorija slu¢ajnog procesa {X(t),t € T}.

Skup RT je prostor realizacija ili prostor trajektorija slu¢ajnog procesa.



2. Neke Kklase slu¢ajnih procesa

Definicija 2.1. Sluéajni proces {X(t),t € T} je proces sa nezavisnim vrednostima ako su
sluGajne veli¢ine X(t,),... ,X(t,) zasvakon € Ni (ty,...,t,) € T™ nezavisne. Vazi:

Fn(tlr ey tTl 5 xl, ...,xn) == Fl(tl ; xl) ‘e Fl(tn ; xn). (21)

Ovo =znac¢i da se kod ovih procesa sve n — dimenzionalne raspodele izucavaju preko
jednodimenzionalnih.

Definicija 2.2. Proces {X(t),t € T} je proces sa nekoreliranim vrednostima ako za svako t # s
slu¢ajne velic¢ine X (t) i X(s) su nekorelirane. Tada, znaci,

Cov(X(0),X(s)) = E[X(®) — EX(D)]- [X(s) — EX(s)] =0, (2.2)
odnosno,
E[x(®X(s)] = EX(t) - EX(s). (2.3)

Definicija 2.3. Slucajni proces {X(t),t € T} je proces sa ortogonalnim vrednostima ako za
svako t # s sluCajne veli¢ine X (t) i X(s) su ortogonalne, §to se zadaje uslovom

E[x@®)X(s)] = 0. (2.4)

Napomena: Klasa procesa sa ortogonalnim vrednostima je podklasa klase procesa sa
nekoreliranim vrednostima. Ovo sledi iz toga $to iz nezavisnosti sledi nekoreliranost, dok
obrnuto ne vazi.

Definicija 2.4. Za proces {X(t),t € T} za koji vazi da su sluajne promenljive (tzv. prirastaji)
X(ty), X(t) — X(ty), X(t,) — X(ty), ..., X(t,) — X(t,_1), .. nezavisni za bilo koji izbor
to < t; <. < t, <-, kazemo da je slucajni proces sa nezavisnim prirastajima.



Za poznavanje procesa {X(t),t € T} sa nezavisnim prirastajima dovoljno je da znamo funkcije
raspodela slu¢ajnih veli¢ina X (t) i X(t) — X(s), dakle dovoljno je znati funkcije

Fi(t;x) = P[X(t) <x],
G(t,s;x) = P[X(t) -X(s) < x]. (2.5)

Definicija 2.5. Procesi sa kona¢nim momentima drugog reda ili L? — procesi su kompleksni
procesi X(t) = &(t) + in(t),t € T, kod kojih su procesi € i n realni i vazi da su drugi momenti
konacni, §j. E|IX(6)|1? = E[X()X(t)] = E€%(t) + En*(t) zasvakot €T.

Funkcija matemati¢kog o&ekivanja L? — procesa je kompleksna funkcija
EX(t) =m(t) = EE(t) + iEn(t). (2.6)
Korelaciona funkcija L? — procesa je kompleksna funkcija
K(s,t) = E[X(s) — m(s)] E[M] = EX(s)X(t) — m(s)m(t). (2.7)
Disperzija L? — procesa je funkcija
DX(t) = K(t,t) = EIX(t) — m()|* = EIX(t)|* — Im(D)|*. (2.8)

Definicija 2.6. Ako slu¢ajne promenljive X(t, + h) — X(t; + h) i X(t,) — X(t;) imaju istu
funkciju raspodele, za svako h i t; < t,, tada je sluCajni proces {X(t),t € T} proces sa
stacionarnim prirastajima.

Definicija 2.7. Slucajni proces {X(t),t € T} je strogo stacionaran ako su sve njegove
kona¢nodimenzionalne raspodele invarijantne u odnosu na translaciju vremena, tj. ako vazi

E,(ty +h, ..ty +h; xq, ., %) = E(ty, o, ty; X1, ee) Xp) (2.9)
zasvako h, ty,...,t, €Tin.
Za strogo stacionarne procese vaze osobine:

EX(t) = EX(t + h) = m = const, (2.10)

K(s,t) = E[X(s) — ml[X(t) — m| = E[X(s —t) — m][X(t—t) — m] =
= E[X(s—t)— m]-[X(0) — m] = B(s —t). (2.11)

Definicija 2.8. Slucajni proces {X(t),t € T} je slabo stacionaran ako su svi njegovi momenti
drugog reda konacni, matematicko ocekivanje konstantno i korelaciona funkcija je funkcija
razlike argumenata, tj. ako vazi

E|X(t)|? < o0, EX(t) = m = const,K(s,t) = B(s — t). (2.12)

Napomena. Slabo stacionarni procesi nazivaju se jo§ 1 stacionarni u Sirem smislu kao i
stacionarni u smislu Hin¢ina, dok se umesto naziva strogo stacionarni procesi koristi i process
stacionaran u uzem smislu.



Definicija 2.9. Za slu¢ajni proces {X(t),t € T} kazemo da je proces Markova ukoliko vazi:
P{X(tn) < Xn /X(tl) < X1 -e :X(tn—l) < xn—l} = P{X(tn) < Xn /X(tn—l) < xn—l}(2-13)
za svaku neopadajucu kolekciju vremenskih trenutaka t4, ..., t, €T .

Drugim re¢ima ako su poznate “proSlosti” (X(t;), ..., X(t,—,)) i “sadasnjost” X(t,_;), onda
“buducénost” X(t,,) zavisi samo od “sadaSnjosti”, a ne i od “proslosti”’. Dakle, ako je poznato
X(t),tada X(s) zasve s >t ne zavisiod X(u) zau < t.

2.1 Markovski procesi

Ovi procesi kao $to smo ve¢ rekli u definiciji imaju osobinu da pod uslovom da je poznata
predistorija procesa, zaklju¢no sa sadasnjim trenutkom, verovatnosna struktura procesa u
buducnosti ne zavisi od cele predistorije procesa ve¢ samo od sadasnjeg trenutka. Dakle,
buducénost zavisi samo od sadasnjosti i ona je uslovno nezavisna od proslosti.

Sluéajni proces sa diskretnim vremenom n € {0,1,2,..} je niz slu¢ajnih promenljivih
X(0),X(1), X(2),... ioznatavamo gasa X = {X(n), n € Ny}.

Pocetno stanje procesa je X(0), a S je prostor stanja, tj. skup svih vrednosti koje proces X moze
da uzme.

Lanac Markova je Markovski proces kod kojeg je skup indeksa koji predstavlja vreme diskretan,
a prostor stanja je konacan ili prebrojiv.

Definicija 2.1.1. Diskretan slucajni proces {X(n), n = 0} je lanac Markova ako za svaki
trenutak n > 0 i sva stanja iy, i;,... €ESii,j €S vazi:

PX(n+ 1) =j/Xm) = ,X(n—1) = ip_q,..,X(0) = iy} =
= PX(n+1)=j/X(n) =i} (2.2.1)

tj. ne zavisi od cele proslosti, ve¢ verovatnoca prelaska u sledece stanje zavisi samo od trenutnog
stanja.

Definicija 2.1.2. Verovatnoca prelaza iz i — tog u j — to stanje (u jednom koraku) je
pi = PXyyr = j/Xn = 1} (2.2.2)

nn+1
i,j

Poo Po1 Po2 -
Matrica P = [pi, j] = lplo P11 P12 l je matrica verovatnoca prelaza za jedan korak homogenog

ne zavisiod n (tj. p"**!

Ukoliko verovatnoca p iy

= p;;), onda je lanac homogen.

lanca Markova. Matrica P je"kvadratna, ako skup stanja S ima m elemenata, onda je P formata
m Xm.



Definicija 2.1.3. Matrica P = [pl-, j] je stohasticka matrica jer zadovoljava sledeca dva uslova:

1) pij =20,V i,j €S (jer suovo verovatnoce)
2) Yjespij =1,Vi €S (jer ¢e sa verovatnocom 1 sistem preci u neko od stanja iz skupa
S).

Sli¢no, mozemo da govorimo o verovatnoci prelaza iz i — tog u j — to stanje i kroz n koraka.
Definicija 2.1.4. Verovatnoca prelaza iz i — tog u j — to stanje u n koraka je

pl = PX(n) = j/X(0) = i} (2.2.3)
zasvakon >0isvakoi,j €S.
Matrica prelaza za n koraka je (n) = B, = [p;;(n)] .

Metod za izraCunavanje verovatnoce prelaza iz i — tog u j — to stanje kroz n koraka obezbeduju
nam jednacine Cepmen — Kolmogorova.

Teorema 2.1.1. Za proizvoljne prirodne brojeve m i nvaze sledeée jednacine Cepmen —
Kolmogorova:

pij (m,n) = X Pi,k(m)Pk,j (n). (2.2.4)
Vaze i jednakosti P,,,, = PP, 1P, = P", gdeje P" oznaka za n — ti stepen matrice P .
Dokaz. Za proizvoljne dogadaja A, B i C vazi jednakost:
P(AB/C) = P(A/BC)P(B/C). (2.2.5)
Koriste¢i jednakost (2.2.5) i Markovljevo svojstvo dobijamo da za verovatno¢u p; ;(m + n) vazi

pijm+n)=PX(m+n) =j/X(0) =i}

_ ZP{X(m+n) =j,X(m) =k /X(0) =i}
k

= ) PXOn+m) =/ X(m) = k,X(0) = (PX(n) = k / X(0) =1}
k

- ZP{X(m+n) =j/X(m) =k}P{X(m) =k /X(0) =i}
k

= Z Dik (m)Pk,j (n).
3

Ovim smo dokazali jednakost (2.2.4). =



Kod diskretnog slucaja lanca Markova, vreme koje sistem provede u datom stanju je
deterministicki odredeno. Kod neprekidnog slucaja lanca Markova, za razliku od diskretnog,
vreme koje sistem provede u datom stanju je sluajna promenljiva koja ima eksponencijalnu
raspodelu.

Neka je {X(t),t = 0} slucajni proces sa prebrojivim skupom stanja S.

Definicija 2.1.5. Slu¢ajni proces {X(t),t = 0} ima Markovljevo svojstvo, ako za sve prirodne
brojeve n, proizvoljne iy, ..., i,_1,j € Sisvetrenutke t; < t, < -+ < t, vaZzi jednakost:

P{X(ty) =j/X(t1) = iy, e, X(tno1) = in_1} = P{X() =)/ X(tn-1) = in-1}- (2.2.6)

U ovom sluéaju {X(t),t =0} zove se Markovljev lanac u neprekidnom vremenu i sa
prebrojivim skupom stanja S.

Definicija 2.1.6. Verovatnoca prelaza iz i — tog u j — to stanje u toku vremenskog intervala t je
pij(t) = P{X(t+s) =j/X(s) =i} =P{X(®) =j/X(0) =i}. (2.2.7)

Teorema 2.1.2. Za homogeni lanac Markova se neprekidnim vremenom vaze sledece jednacine
Cepmen — Kolmogorova:

Dij(s +t) = XpPir(S)Dr,;j(t) = X Pix(O)Dk,j () (2.2.8)

zasvako s,t > O istanjai,j €S.



3. Puasonovi procesi

Puasonov proces nosi naziv po francuskom matemati¢aru Simeo — Deni Puasonu®, i predstavlja
slucajni proces u kojem se dogadaji desavaju neprekidno i nezavisno jedan od drugog. Puasonov
proces je neprekidan slucaj lanaca Markova. Ima primenu u modelovanju tzv. retkih dogadaja,
odnosno, dogadaja koji su takvi da se u kratkim vremenskim intervalima moze dogoditi najvise
jedan takav dogadaj. U realne dogadaje koji se mogu opisati kao Puasonovi procesi su broj
telefonskih poziva u centrali, radioaktivno raspadanje atoma, difuzija gasova, posete nekom web
sajtu, broj zahteva koje korisnik uputi nekom sistemu, itd ...

Pre svega, definisaCemo proces prebrajanja.

Definicija 3.1. Slucajni proces {N(t),t = 0} je proces prebrajanja ako N(t) predstavlja ukupan
broj dogadaja koji se dese u intervalu [0, t]. Slu¢ajni proces {N(t),t = 0} naziva se jo$ i proces
brojanja dogadaja.

Svojstva procesa prebrajanja:

1) N(t) = 0.

2) Zafiksirano t, slu¢ajna promenljiva N (t) uzima vrednosti iz skupa N,,.
3) Akojes <t,ondajeN(s) < N(t), dakle funkcija N(t) je neopadajuca.
4) Zas < t, N(t)-N(s) predstavlja broj dogadaja koje se realizuju u (s, t].

Iz definicije 3.1 sledi da proces prebrajanja ima nezavisne prirastaje ako je broj dogadaja koji se
dese u disjunktnim vemenskim intervalima nezavisan. S druge strane, proces prebrajanja ima
stacionarne prirastaje ako raspodela broja dogadaja koji se dese u proizvoljnom vremenskom

! Simeon — Denis Poisson (1781 - 1840)
10



intervalu zavisi samo od duzine vremenskog interval a ne i od pozicije tog intervala na
vremenskoj osi.

Sada mozemo da definiSemo Puasonov proces.

Definicija 3.2. Proces prebrajanja {N(t),t > 0} naziva se Puasonov proces sa stopom rasta
A > 0 ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

1) N(0) = 0.

2) Proces N(t) ima nezavisne prirastaje.

3) Broj dogadaja u proizvoljnom intervalu duzine t ima Puasonovu raspodelu sa
parametrom At, tj. zasvakos,t =20in=20,1,2,....

PN(t+5) — N(s) =n} = &2 (3.1)

Primeéujemo da definicija 3.1 znaci da je broj dogadaja u nekom vremenskom intervalu duzine t
Puasonova slucajna promenljiva sa srednjom vrednosScu At.

Iz uslova 3) mozemo zakljuciti da Puasonov proces ima stacionarne prirastaje jer raspodela
dogadaja N(t + s) — N(s) ne zavisi od s, odnosno, zavisi samo od duZine interval t, a ne zavisi
od njegovog poloZaja na vremenskoj osi.

Posto sluéajna promenljiva N(t) ima Puasonovu raspodelu sa parametrom At,t = 0 mozemo
odrediti ocekivanje i disperziju ovog procesa.

E(N@®) = At

D(N®)) = 2t
E(N2(t)) =D(N(®)) + (E(N(t)))2 = At + A%t2.

Koriste¢i osobine Puasonovog procesa {N(t),t = 0} da su prirastaji nezavisni i stacionarni,
sledi korelaciona funkcija Puasonovog procesa {N(t),t = 0},za0 <s < t je:

K(s,t) = EN(s)N(t) — EN(s)EN(t) = EN(s)(N(t) — N(s) + N(s)) — AsAt

= E (N(s)(N(t) —N()) + E(N?(s)) — 2sat
= As(A(t =) + As+ (As)? — AsAt = Zs.

Uopste za proizvoljne s,t = 0 korelaciona funkcija Puasonovog procesa sa parametrom
(stopom) rasta A > 0 je:

K(s,t) = A-min{s,t}.

11



Definicija 3.3. Proces prebrajanja {N(t),t = 0} je Puasonov proces sa stopom rasta A > 0, ako
su ispunjeni sledeci uslovi:

1) N(0) = 0,

2) Proces prebrajanja N(t) ima stacionarne i nezavisne prirastaje, (3.2)
3) P{N(t+h) — N(t) =1} = Ah + o(h),

4) P{X(t+h)— Xt)=2}= o(h),

e _
h

pri ¢emu vazi limy,
Teorema 3.1. Definicije 3.2 i 3.3 su ekvivalentne.
Dokaz.
Pokazimo da definicija 3.3 implicira definiciju 3.2. Pretpostavimo da je
pn(t) = PIN(t) = n}. (3.3)
Klasi¢nom analizom verovatnoce, p, (t) ¢e zadovoljiti slede¢u diferencijalnu jednacinu
po(t) = —Apo(t), (3.4)
pn(t) = —Ap,(t) + Ap_1(t), n=1,2,.. (3.5)

sa pocetnim uslovom

_ (1l,akojen =0,
Pn(0) = {0, ako jen # 0. (3.6)
Zapravo, zan > 0,
pa(t + h) = P{N(t + h) = n}
=P{N(t) =n,N(t+h)— N(t) =0}
+ P{N(t) =n—1,N(t+ h) — N(t) = 1}
+ Z{N(t) —n—kN(t+h) — N@&) = k}
k=2
= pp(Opo(h) + pr_1(O)p(R) + o(h) (3.7)
= (1= AR)p,(t) + Ahp,_1(0) + o(h), (3.8)

gde (3.7) sledi iz uslova (2) i (4), dok (3.8) zavisi od uslova (3) i (4) iz definicije 3.3
respektivno, tako da je

po(h) =1—=P{N(h) =1} — P{N(h) =2} =1—- Ah+ o(h).

Prema tome je
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pa(t+h) — pp(t) o(h)

h - _Apn(t) + Apn—l(t) + T

Ako h — 0, daje 3.5. Dokaz za 3.4 je slican tome. Sada mozemo resiti diferencijalne jednacine
sa po¢etnim uslovima. Zapravo, iz 3.4 i 3.6 lako je uoditi da je

po(t) = e™ ™.
Zatim pretpostavimo da je
-1
Pn-1(t) = %Q_M
1z 3.5 uz pomo¢ 3.6, dolazimo do
pr(t) = (%)ne‘”. (3.9)
Na ovaj nacin zakljucujemo da 3.9 sadrzi celobrojne vrednosti za svako n=20,1,... . Ovo

dokazuje da definicija 3.3 implicira definiciju 3.2. =

Primer. Kvarovi na kablu pod morem prestavljaju Puasonov proces sa intezitetom A = 0.1 po
kilometru.

a) Koja je verovatnoc¢a da nece biti kvarova u prva dva kilometra kabla?
b) Ako je poznato da nema kvarova u prva dva kilometra kabla, koja je uslovna verovatnoca
da ih nece biti ni u slede¢i kilometer kabla?

Resenje.

a) A=0.1,t=2, pa na osnovu osobine Puasonovog procesa da broj dogadaja u
proizvoljnom intervalu duzine t ima Puasonovu raspodelu sa parametrom At

(0.2)°

01 e~ %2 =0.8187.

k

P{N(t) =k} = %e"’” = P{N(t) =0} =

b) P{N(3) — N(2) =0|N(2) — N(0) = 0} = (zbog. osobine nezavisnosti) =
P{N(3) — N(2) =0} = P{N(1) = 0} = e~ °1 = 0.9048.

Primer. Pretpostavimo da se neka masina kvari nedeljno u skladu sa Puasonovim procesom sa
parametrom rasta A = 2 i da se na intervalu [0, 1] koji predstavlja nedelju jave ta¢no dva kvara.
Neka je t, > 3 proizvoljna vrednost za t.

a) Kaoja je verovatnoca da ¢e u trenutku t, proci bar dve nedelje od:
I.  poslednjeg kvara?
ii.  pretposlednjeg kvara?
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b) Koja je verovatnoéa da se pocev od trenutka t, nece pojaviti nijedan kvar u naredna tri
dana, ako se zna da se u protekle dve nedelje pojavio ta¢no jedan kvar?

Resenje.
Neka je N (t) broj kvarova koji se dese na interval [0, t], gde se vreme t meri nedeljama. Kako je

prosena stopa javljanja kvara 2 nedeljno, sluajna promenljiva N(t) imace Puasonovu
raspodelu sa parametrom 2t.

a) i. Dakle, interesuje nas broj kvarova tokom perioda od dve nedelje. Kako Puasonov
proces ima stacionarne prirastaje, raCunamo verovatno¢u uzimaju¢i u obzir slu€ajnu
promenljivu N(2)~ P(4).

Sledi,
PIN2)=0}= e * = e™* = 0.0183.

ii. Od pretposlednjeg kvara proslo je dve nedelje ako i samo ako je broj kvarova na
intervalu [t, — 2,t,] ili 0 ili 1. Pa raCunamo:

P{N(22) < 1}=P{N(2)=0}+ P{N(2) =1} = e *(1+4) =0.0183 -5 = 0.0915.

b) Kako Puasonov proces ima nezavisne prirastaje, podatak da se u poslednje dve nedelje
desio jedan kvar nije bitan za ovaj slucaj. Ono $to nas zanima jeste

¥+ 7) - v = (7)~25)

Sto je, kad izracunamo,
3 _8
P{N (;) = 0} = e 7 = 0.4244.

U prikazanom primeru pretpostavili smo da je intezitet rasta Puasonovog procesa isti za svaki
dan u nedelji. Naravno, u praksi, ova pretpostavka nije realna, jer je intezitet rasta po danima
verovatno razli¢it u zavisnosti od optere¢enja masine. Na primer, realno je pretpostaviti da je
stopa kvara maSine razli¢ita radnim danima u odnosu na neradne, kada se masina ne koristi.
Dakle, ukoliko zelimo realnije da razmatramo ovaj problem, moramo koristiti parametar A koji
nije konstantan, ve¢ je promenljiv u odnosu na vreme, odnosno, A bi trebalo da bude funkcija od
t, o ¢emu Ce biti reci kasnije.

Primer. Neka je X(t) =min{2,N(t)},t =0 i Y(n) =min{n,N(n)},n € N,, gde je
{N(t),t = 0} Puasonov proces. Ispitati da li

a) proces {X(t),t > 0} ima svojstvo Markova
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b) proces {Y(n),n € Ny} nema svojstvo Markova.

Resenje.
a) Prvo ispitujemo da li proces {X(t),t = 0} ima markovsko svojstvo, tj. da li vazi
P{X(th+1) = ansq [X(t0) = an, ., X(t1) = a1} = P{X(tns1) = an1|X(60) = ag}.
Oznacimo
Up = P{X(ths1) = pyr X&) = ay, ., X(8) = aq}

v, = P{X(the1) = ane X)) = a,},0< 1 < t, < e < tpyps a1 < ay < o0 <

a,ia; €{0,1,2}, jer X(t): Q — {0,1,2} zato $to X(t) = min{2, N(t)} i vazi X(t;) < X(t,)
kada je 0 < t; < t,, jer su sve trajektorije Puasonovog procesa monotono neopadajuce
funkcije.

Sada,
i)akojea, = 2,ondaje a,;q = 2,u, = 1,v, = 1pasledi u, = v,,
ii) akojea, <1, a,.; = 2,0ndaje

Up = P{N(tn+1) =2 IX(tn) = ap, ---:X(tl) = al} = P{N(tn+1) =2 |N(tn) = Aap, ---»N(tl)
= a1} = P{N(tp41) = 2N (t,) = ay}

jer je {N(t),t = 0} Puasonov proces pa ima svojstvo Markova.
Sledi u, = v,.
b) Kontraprimerom ¢emo pokazati da proces {Y (n),n € N} nije MarkovsKi

P{Y(4) = 3 |X(2) = 2,X(1) = 0} = P{N(4) = 3 |N(2) = 2,N(1) = 0}
P{N(4) = 3,N(2) = 2, N(1) = 0}
- P{N(2) = 2,N(1) = 0}
P{N(4) = 3,N(2) = 3, N(1) = 0} + P{N(4) = 3,N(2) = 2, N(1) = 0}
PIN(2) — N(1) = 2,N(1) — N(0) = 0}

23€_A 226—1 2&6_2/1 /13 . e—4/'l 13 . 6—41
-2 A€ . _22 -1, .
_ e 3 e +e > 1 _ G + 1
el (1—e 1= e ) e M(1—e 1= e Y
7 A3e—31
T 6 1—e2— qe X
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P{N(2) > 2,N(4) = 3}

P{Y(4)=3|X(2)=2}=P{N4) =3|N(2) =22} =

P{N(2) = 2}

_ P{N(2)=2,N(4) =3}+ P{N(2) =3,N(4) = 3}
B P{N(2) > 2}
_ PN =2,N(4) - N(2) =1} + P{N(2) =3,N(4) — N(2) = 0}
B P{N(2) = 2}

(21)229_2/1 .2le~ 2% + (2/1)369_2)l .o~ 22 43¢~ 4 + %/136—41
- 1— e 24— 2)e" 22 T 11— e 24— 2)e- 22

16 Ae— 44 16 A3e~ 24

3 1_e2A_22e-22 3 e _1-21°
Kako je

16 ABe24 . 7 ABe34
3 e2A—1-22 6 1— e *— pe ¥

sledi da proces {Y(n),n € N} nije markovski

Teorema 3.2. Neka su {N;(t),t =0} i {N,(t),t = 0} dva nezavisna Puasonova procesa sa
stopama rasta A, i A,, respektivno. Proces {N(t),t = 0} definisan kao N(t) = N,;(t) + N,(t)
Jje takode Puasonov proces sa stopom rasta A = A, + A,.

Dokaz. Da bismo dokazali teoremu pokazacemo da i za zbir Puasonovih procesa vaze osobine iz
definicije Pasonovog procesa. Najpre pokazujemo prvu osobinu

N(0):= N;(0)+ N,(0)= 0+0=0,
§to vazi.

Pokazujemo drugu osobinu, pos§to su prirastaji procesa {N;(t),t =0} i {N,(t),t = 0}
nezavisni, pokazacemo da su nezavisni i prirastaji procesa {N(t),t = 0}.

N(tk) - N(tk—l) = (N1(tk) - N1(tk—1)) + (Nz(tk) - Nz(tk—1))
= (N, (t) + No(t)) — (Nl(tk—l) + Ny(tx-1)),

§to takode vazi.

Pokaza¢emo da vazi i trea osobina iz definicije, da suma nezavisnih Puasonovih slucajnih
promenljivih sa stopama rasta A; i 4, takode ima Puasonovu raspodelu sa stopom rasta A =
A, + A,. Zaista, ako X; ~ P(4;), tada je njegova generatorna funkcija momenata data sa

Iy, (t) = e~ 4 - exp{etl;}.
Dalje, koristec¢i nezavisnost, sledi da je
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Ix,+ x, (t) = Iy, (t)- I, (t) = e~(atz). exp{e’ (4, + 1)}.
Dakle, mozemo pokazati da je
N(s+t)— N(s) = (Nl(s +t)— Nl(s)) + (Nz(s +t)— Nz(s))~ ?((/11 + Az)t),
zasvakos,t > 0.
Prethodna teorema se moze uopstiti i na vise nezavisnih Puasonovih procesa.

Primer. Neka su {N,(t),t =0} i {N,(¢t),t = 0} dva nezavisna Puasonova procesa, prvi sa
parametrom A, drugi sa parametrom A, i X(t) = N1(2N2(t)). Odrediti generatornu funkciju
slu¢ajne veli¢ine X (t) i a2X(t).

Resenje.

Slucajan proces X (t) ¢emo predstaviti na slede¢i nacin

X(©) = (N (2) = N () + (N (4) = Ny(@) + ot (Ny(2No(8) = Ny(2No(8) — 2))
= X1 + XZ + ...+ XNz(t)J

gde je
X; = Ny(20) — Ny(2i - 2).
Dalje,
2/1 k —211
PX; = k} = %,(k ~0,1,..)
dakle

0 1 2
X o2y 2/11e‘2’11 (2/11)2@—2/11 .
1! 2!

Raspodela za N, (t) je

0 1 2
N,(t) : o Aot Ayte= 2t )2t e~ A2t :
1! 2!

Sada raCunamo generatorne funkcije
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(21,5)?
2
= g 2M(s-1) (i =12,.., Nz(t))'

CS0N + >

Gx,(s) = Es¥i = e~ ?h <1 + 245 + + ) = e . e2hS = g 24(1-9)

e—ﬁ.zt . elzst — e—/’lzt(l—s)

G,y (s) = EsM2(®) = =42t (1 + 2A,st + >

= e lzt(s—l),

pa sledi,

GX(t)(S) = GNz(t) (GXi(S)) = 8/121“( e2 M (s—1)— 1).

, 22 (e 1) ! 221 (s—1) _ !
Gy () = (e Apt( ez (s—1) 1))S _ (e Apt(ePM D) lzt)

S
— oMot . g Apt(e?MTV) ()lzt ) 32/11(5—1))'

— o hat(e?Ml7D-1) Ayt - 22, - e~2 M . g2hs
= 22yt - @22t 1) L 25
Kako vazi da je Gy (s)|s=1 = EX(t), sledi
Gx)(S)ls=1 = EX(t) = 215t
Giiy(ls=1 = EX(X — 1) = 42725t% + 425 1,¢,
pa je
02X (t) = 422582 + 430, — 4AA325t% 4+ 24,0, = 422 2,t + 24445t

Definicija 3.4. Za kontinuiranu sluc¢ajnu promenljivu X kaze se da ima eksponencijalnu
raspodelu verovatnoée Exp(4), ako je njena gustina odredena sa

_ Ae~ ako je x >0,
f&) = {0, ako jex < 0. (3.10)

Odgovarajuca funkcija raspodele ima slede¢i oblik:

_ - Ax :
1—e ,ako jex >0, (3.11)

F@) = {0, ako jex < 0.

Matematicko ocekivanje i disperzija eksponencijalne raspodele su:

EX) = [} “xieMdx =2 D(X)= = (3.12)

Vazne osobine eksponencijalne raspodele su:
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1) Svojstvo odsustva secanja: za s,t > 0
PIX>t+s/X>s}=PX>t}=1-F() = e ™,
Dokaz.Na osnovu formule za uslovnu verovatnocu, sledi

PX>t+s5X>s} P{X>t+s} e M
P{X > s} - PX>s} e

- At

P{IX>t+s/X>s}=

= e
=P{X>t}lm

To znaci da je uslovna verovatnoéa da sistem radi najmanje s + t sati, u slucaju da je radio s sati,

ista kao i bezuslovna verovatnoca da radi najmanje t sati, t > 0. Drugim re¢ima, sistem ne moze
da zapamti koliko dugo je radio. Moze se re¢i da je kontinuirana raspodela bez secanja ako 1
samo ako je to eksponencijalna raspodela.

2) Neka su X; i X, dve nezavisne sluc¢ajne promenljive sa eksponencijalnom raspodelom
Exp(A) | Exp(u) respektivno. Tada min{X;,X,} ima eksponencijalnu raspodelu sa
parametrom A + pu.

Dokaz.

P{min{X;, X,} > x} = P{X; > x,X, > x} =P{X; > x}-P{X, >x} = e -~
= e_(l"'li)x_ ]

3) Neka su X; i X, dve nezavisne sluc¢ajne promenljive sa eksponencijalnom raspodelom

Exp(A) i Exp() respektivno. Tada je {X; > X,} = ﬁ
Dokaz.
+00 + 00 + o
P{X, > X,} = .U fiw)fo(w)dudv = j J le= M pe~ W dudv
{(w,v):u>v>0} 0 v

+ o +
He"“’dvf Ae~Mdy = J ﬂe—””/l(—l(e‘lulm))dv
2 v
v 0

+ oo

|

0]

+ o

pe F(+(e=® + e ")) dv

pe F= Mgy = — - e VAW Fe = 4 (e=® + e9)

U+ A u+ A

O\EO\
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Definicija 3.5. Diskretna slucajna veli¢ina X ima geometrijsku raspodelu G(p) sa parametrom p,

ako je funkcija verovatno¢e odredena sa
p(x) =P{X =x}=pg*', x=1,2,.. (3.13)

gdejeg=1—-p,0<p<1.
Tadaje E(X) = i

Slucajna promenljiva celobrojne vrednosti X ima odsustvo memorije ako je
PIX>m+n/X >n}=P{X>m}, mn =0,1,... (3.14)

Raspodela celobrojne vrednosti ima odsustvo memorije ako i samo ako je to geometrijska
raspodela.

U odredenom (datom) Puasonovom procesu sa stopom rasta A, neka je 7; vreme prvog dogadaja.
Uopste, za n > 1, neka je 7,, vreme izmedu (n — 1) - tog i n - tog dogadaja. Uzimajuéi ovo u
obzir imamo narednu teoremu.

Teorema 3.3. Neka je {N(t),t = 0} Puasonov proces sa stopom rasta A, a t; vreme koje proces
provede u stanju i, gde je = 0, 1, ... . Slucajne promenljive T; SU nezavisne i sa istom raspodelom
(n. i. r.) slucajne promenljive, i svaka ima eksponencijalnu raspodelu Exp (1).

Dokaz.

Jasno je da je P{r; >t} =P{N(t) =0} = e *. Tada 7, ima eksponencijalnu raspodelu
Exp(A). Sada razmatramo
P{T1>S,T2>t}: fP{T1>S,T2>t/T1 =x}/1€_'1xdx
0

o)

= f P{bez dogadajau (x,t + x]/ t; =x}Ae™*¥dx
S

[ee)

= f P{bez dogadaja u (x,t + x]}Ae~**dx (3.15)
S

= e-MfAe-XX dx (3.16)

S

= e~ Asg— At’
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gde je (3.15) prouzrokovan nezavisnim prirastajima, i (3.16) zavisi od (3.1). Stoga su 7, i 7,
nezavisne i svaka ima Exp (4) raspodelu.

N(t)
2 —
1 -~
Toy Tt | T2 T3 | Ta | Ts |
- | | | | | t
L L L I I

Slika 3.1. Trajektorije Puasonovog procesa

Lema. Neka su Xj, ..., X,, nezavisne slucajne promenljive sa eksponencijalnom raspodelom sa
parametrom A, za svako i. Tada slucajna promenljiva Y}, X; ima gama raspodelu sa
parametriman i A.

Posledica. U Puasonovom procesu sa stopom rasta A, vreme potrebno da se desi svih n
dogadaja, pocev od ma kog vremenskog trenutka, ima gama raspodelu sa parametrima n i A.

Dokaz. Vreme pojavljivanja n - tog dogadaja T,, mozemo definisati kao

jer je {N(t),t = 0} neprekidan stohasti¢ki proces. S obzirom da su t;, gde je i =1,2,...,n,
nezavisne 1 sa istom raspodelom slucajne promenljive, svaka ima eksponencijalnu raspodelu
Exp(A), na osnovu leme tvrdimo da

T,, ~ T'(n, A).

StaviSe, na osnovu toga §to Puasonov proces ima nezavisne i stacionarne prirastaje, zaklju¢ujemo

da
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P{T;x <t+ t, IN(ty) =k} =P{T, <t},Vk € N,.

Ovo znaci da ako znamo da se do trenutka t, desilo tacno k dogadaja (od nekog pocetnog
trenutka), onda vreme potrebno da se desi n dodatnih dogadaja od trenutka t; ima istu raspodelu
kao i T,,.

Prethodno tvrdenje i relacija
N(it) 2n o T, <t (3.17)

omogucavaju da na jo§ jedan nacin definiSemo Puasonov proces. Ova alternativna definicija u
nekim sluc¢ajevima je jednostavnija za pokazivanje.

Kako su t;, gde je i =1,2,..,n, nezavisne i sa istom raspodelom slu¢ajne promenljive,
T; ~ Exp(A), tada (3.17) daje

P{S, <t} =P{N(t) =n}= Z@e-ﬂt. (3.18)

Prema tome naéi izvod funkcije a uzimajuéi u obzir t, T,, ¢e imati gama raspodelu I'(n, 1) sa
funkcijom gustine

An
n-1,-Ax
@) =14 Tm” x>0 (3.19)
0 ,inace

Primer. Neka je {N(t),t =0} Puasonov proces sa parametrom A > 0. Dokazati da je

Yoy P{T,, < y} = Ay, zay > 0. T, je trenutak ostvarivanja n - tog dogadaja.

Resenje.

iP{Tn < y}= i iP{N(y) =k} =
n=1 n=1

k=n
=P{N(y) =1}+ P{N(y) =2}+ P{N(y) =3}+ ..(zan=1)
+ P{N(y) =2}+ P{N(y) =3}+ P{N(y) =4} + ..(zan = 2)

+ P{N(y) =3}+ P{N(y) =4}+ P{N(y) =5}+ ..(zan=3)+ ..
_ z nP{N(y) = n} = E(P(Ay)) = 1y.
n=1

Teorema 3.4. Neka su X; ~ Exp(A), i € N, nezavisne slucajne promenljive i neka je Ty := 0 i
T, := Y=, X;,zan € N. dko definisemo N(t) = max{T, <t,n = 0}, onda je {N(t),t = 0}
Puasonov proces sa parametrom A.
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Teorema 3.5. Neka je {N(t),t = 0} Puasonov proces sa stopom rasta A. Tada uslovna sluc¢ajna
promenljiva T; | N(t) =1 ima uniformnu raspodelu na interval (0,t], gde je T, vreme
pojavijivanja prvog dogadaja u ovom procesu.

Dokaz. Za 0 < s <'t, koriste¢i Bajesovu teoremu za verovatnoc¢u, dobijamo da vazi

P{T;, <s n N(t) = 1}_ P{N(s) =1 nN(t) — N(s) =0}
P{N(t) =1} B P{N(t) =1}
B (Ase—)ls)e—)l(t—s) B s

Ate— At Tt

P{T, <s|N(t)=1}=

Napomena. Ova teorema sledi direktno iz osobine da su prirastaji Puasonovog procesa nezavisni
1 stacionarni. Vazi da verovatnoc¢a da se dogadaj pojavi u proizvoljnom vremenskom intervalu
zavisi samo od duZine tog interval. Jo§ opStije, ako T* predstavlja vreme pojavljivanja jedinog
dogadaja na intervalu (t,,t;], gde je 0 < t; < t,, tada T ima uniformnu raspodelu na datom
intervalu.

Uopsticemo prethodnu teoremu tako $to ¢emo racunati raspodelu verovatnoce za (74, T, ..., Tn),
kada se na intervalu (0, a] pojavi tacno n dogadaja.

Teorema 3.6. Ako je {N(t),t = 0} Puasonov proces, a > 0, 74, Ty, ..., T, trenuci ostvarivanja
dogadaja u procesu {N(t),t =0}, onda {(74,75, ..,7,)/ N(a) =n} 1ima gustinu
[y X Xp) = 2 (0 < Xy S < Xy Sa); f(Xy,Xpy o, X)) = 0 za ostale
(X1, Xy, s X))

Dokaz. Najpre razmatramo slucaj kada jen = 3.
Nekaje0 < t; < t, < t3 < a.Racunamo
F(tl, tz,t3) = P{Tl < t1IT2 < tz,T3 < t3/N(a) = 3} = P{N(tl) = 1,N(t2) > 2,N(t3)

1
>3,N(a) — N(t3) = 0}~ m;

pa sledi da je

P{N(a) = 3} F(t;,t5,t3)
= P{N(t;) = 1,N(t) — N(t;) = 1,N(t3) — N(t;) = 1,N(a) — N(t3) = 0}
+ P{N(t;) = 1,N(t;) — N(t;) = 2,N(a) — N(t;) = 0}
+ P{N(t;) = 2,N(t3) — N(t;) = 1,N(a) — N(t3) = 0}
+ P{N(t,) = 3,N(a) — N(t,) = 0}. (3.20)

Sada diferenciranjem izraza (3.20) dobijamo
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03F (tq, ty, t3)
0t,0t,0¢
03
= —P{N({t,)=1,N(t,)— N(t;) =1,N(t;) — N(t
3t,0t,08, {N(t1) (t2) (t) (t3) (t2)
1,N(a) — N(t3) =0}+ 0+0+0
63
= — —Aty . _ —Atz-ty) . _ —Ats—tz) . ,—Ala—t3)
5590, (At,e At, —ty)e At; — ty)e e )
03

" 9t,0t,0t, (72 - ()6 = (65 ~ 1) (3.21)

P{N(a) =3}

I na kraju sledi da je
0%F (ty,t5,t3) 3! 03
ononan ~ aananor il m )t~ )

_310%(ty(t, — 1) (ts — 1)) 3!
VE dt,0t,0t, ¥

f(ttyts) =

(3.22)

. !
Znaci, na skupu0 < t; < t, < t3 <aje f(ty,tyt3) = %,a kako skup A = {(t,,t,,t3) €

3
R3|0<t; <t,<t;<a} ima meru (zapreminu) jednaku % jer skup A; = {(t;, t,, t3) €
R3|10<t; <a0<t,<a0<t;<a}ima zapreminu a3, a jedna od 3! moguénosti je da
bude t; < t, < t3,pasledidaje jevanskupaa, f(t,,t,, t3) =0.

Da bismo razmotrili jednakost iz teoreme u opsStem obliku, a ne samo za slucaj n = 2,
neophodno je da uzmemo u obzir sve moguée vrednosti slu¢ajnih promenljivih N(t,), N(t,) —
N(t;),..,N(t,) — N(t,_,), gde je 7; < t;, 75, < ty, ..., T, < t,, N(t) =n. Ukupan broj
sluajeva da se smesti n dogadaja u n intervala (0,t,], (¢t;,t5], ..., (tn—1, t,] dat je
multinomijalnim koeficijentom (daje re¢i duzine k od n slova, bez ponavljanja). Stavise, N(t;)
mora biti veci ili jednak 1, N(t,) mora biti ve¢i ili jednak 2, itd. Medutim primecujemo da ¢e
jedini uslov razli¢it od nule, posle diferenciranja funkcije uslovne verovatnoce po svakoj
promenljivoj ¢4, t,, ..., t,, biti onaj za koji se desi dogadaj

D ={N(t;) =1,N(t,) — N(t;) =1,..,N(t,) — N(t,—,) = 1}.
Neka je
G={N(t,) >1,N(t,) =2,..,N(t,) =n}.
Tada je

F(tlﬂtzﬂ""t‘n):P{Tl S tl'TZ S tz,...,Tn Stn,N(a):n}:P{D,N(a):n}+
P{G,N(a) =n} = P{D,N(a) — N(t,) =0} + P{G,N(a) =n} = At;-e= - [[_, A(t) —
tk—l) . e_l(tk_ tk—1) . e_l(a_ tn) + P{G,N(a) = n}

Sada iskoristimo Bajesovu teoremu za uslovnu verovatnocu i dobijamo
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P{t; < t;, 1, < ty, ., T, <t,,N(a) =n}
P{t; < t;,1; < ty,..,T, <tp/N(a) =n} = P{N(a) :nn} .
_ /‘lntle_la H;}:Z(tk - tk—l)
- (Aa)ne—/lt
n!

+ P{G|N(a) = n}.

Posto bar jedno t; nije prisutno u P{G|N (a) = n}, funkcija gustine je

vtz tn) = e 5t . ot, an av
n!

za0 < t; < ... < t, < a.Ovimsmo dokazali teoremu.m

Teorema 3.7. Neka su {N;(t),t =0} i {N,(t),t = 0} dva nezavisna Puasonova procesa sa
stopama rasta A, i A,, respektivno. Dogadaj Dy, ,, je definisan na sledeci nacin: ny dogadaja
procesa {N;(t),t = 0} se desi pre nego sto se dogodi n, dogadaja procesa {N,(t),t = 0}.
Tada je verovatnoca dogadaja Dy, ., oblika

P{Dy n,} = P{X = ny},

A1

gdejeX ~B(n,p),n=n+n,— 1,p:= PRI Odnosno,
Poun= 2, | )37 555
ez & i M+ A \ 4+ A,

Dokaz. Neka je N(t) = N;(t) + N,(t) i neka je E; neki slucajni eksperiment koji se sastoji u
posmatranju da li je j — ti dogadaj procesa {N(t),t = 0} ujedno i dogadaj procesa {N,(t),t =
0}, ili nije. Posto Puasonov proces ima nezavisne i stacionarne prirastaje, eksperimenti E;
zapravo predstavljaju nezavisna ispitivanja za koje je verovatnoca da je j —to ispitivanje
uspesno, jednaka za svako j. Tada slucajna promenljiva X koja broji uspehe u n ispitivanja, po
definiciji, ima binomnu raspodelu sa parametrom n, i vazi

A

p = P{Ym < Y2,1} = m,

gde su Y;; ~ Exp(A;) i Y1 ~Exp(A;) nezavisne sluCajne promenljive. Kako se dogadaj
{Dpn,} desi ako i samo ako postoji najmanje n, dogadaja procesa {N;(t),t = 0} u prvih
n, + n, — 1 dogadaja procesa {N(t),t = 0}, sledi jednakost za P{Dnl,nz}-.

Primer. Neka je broj kupaca koji dolaze u neku prodavnicu u intervalu [0, t] Puasonov proces
{N(t),t =0} sa stopom rasta 1 =4 po satu. Ako se prodavnica otvara u 09.00h, koja je
verovatnoc¢a da ¢e do 9.30h do¢i ta¢no jedan kupac, a da ¢e ih do 11.30h do¢i 5?
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Resenje.
. 1 5 . . . .
Potrebno je da nademo P{N (E) = 1,N(5) = 5} (jer vreme merimo u satima). Koristimo

nezavisnost N (g) - N G) iN G) — N(0), pa dobijamo

Pfn(g)=1n(3)=s)= Plv(g) - vo =1(3)- n(5) =4

2 2
1 (4-05' _, . G-2* _,,
= PN (3) =1 PN == e S
8192
= 2 e~ 10 =341.33 -0.000045 = 0.0154.
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3.1 Nehomogen Puasonov proces

U definiciji 3.2. ili 3.3. parametar A Puasonovog procesa je stalan, zbog ¢ega se takav Puasonov
proces naziva homogen Puasonov proces. U mnogim primenama Puasonovog procesa nije realno
pretpostaviti da je prosecna stopa pojavljivanja dogadaja tog procesa konstantna. Na primer,
prosecna stopa ulaska klijenata u banku nije ista u toku dana. Takode, prose¢an broj automobila
u saobracaju razli¢it je u toku saobracajnog Spica i van njega. U skladu sa ovim zakljuccima,
uopsticemo definiciju Puasonovog procesa I Sada ¢emo razmotriti slu¢aj kada je parametar
funkcija vremena t. Ovo je nehomogen Puasonov proces.

Definicija 3.1.1. Proces prebrajanja {N(t),t = 0} se naziva nehomogen Puasonov proces sa
intezitetom funkcije A(t), gde je t > 0 ako je

1) N(0) = 0.

2) Proces prebrajanja ima nezavisne prirastaje.
3) P{N(t+h) — N(t) =1} = A(t)h + a(h).
4) P{N(t+ h) — N(t) =2} = o(h).

Napomena. 1z uslova 3) ove definicije sledi da proces {N(t),t = 0} nema stacionarne
prirastaje, osim ako je A(t) = A. Ako proces {N(t),t = 0} ima stacionarne priraStaje, onda
zakljucujemo da je u pitanju homogen Puasonov proces Sa stopom rasta A.

Takode, kao i u slu¢aju homogenog Puasonovog procesa kada je stopa pojavljivanja dogadaja
konstantna, i kod nehomogenog procesa vazi da broj dogadaja koji se javi u datom intervalu ima
Puasonovu raspodelu.

Teorema 3.1.1. Neka je {N(t),t = 0} nehomogen Puasonov proces sa funkcijom inteziteta
A(t). Tada vazi:

N(s+t)— N(s): ?(m(s +t)— m(s)),za svako s,t =0,

gde je m(s) funkcija srednje vrednosti nehomogenog Puasonovog procesa. Dakle,

N

m(s) = f A(y)dy.

0

Dokaz. Neka je p,(s,t) :=P{N(s+t)— N(s) =n},zan=0,1,2,.... Koriste¢i uslove iz
definicije nehomogenog Puasonovog procesa, za = 1, 2, ..., odredujemo
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pn(s,t+h)= P{N(s+t)— N(s)=n NN(s+t+h)— N(s+t)=0}
+ P{N(s+t)— N(s)=n—1nP(s+t+h)=1}+ a(h)
= p,(s, t)(l — As+t)h + a(h)) + pn_1(s, t)(l(s +t)h + O'(h)) + a(h),

odakle sledi da je
pa(s,t + h) — p,(s,t) = A(s+ t)h - (pn_l(s, t) — p,(s, t)) + o(h).

Sada obe strane prethodne jednakosti podelimo sa h i pustimo da h — 0, pa dobijamo

2
5P = As+ 1) (Pnoa(s,6) = Pals, D). (3.1.1)

Zan = 0 prethodna jednakost postaje

0
EPO(S' t) = —A(s + t)po(s + t).

Promenljivu s mozemo posmatrati kao konstantu, pa ova jednakost postaje homogena
diferencijalna jednacina prvog reda, ¢ije je opSte reSenje oblika

s+t

Po(s,t) = coexp{ — j A)dy ¢,
S

gde je c, konstanta.

Kada iskoristimo grani¢ni uslova da je py(s,0) = 1, zaklju¢ujemo da je ¢, = 1, pa je prethodna
jednakost oblika

S+t

Do(s, t) = exp{ — J A(Y)dy = emS)=mG+D) 20 5 ¢ > 0.
N

Zamenom ovog reSenja u jednakost (3.1.1), dobijamo

d
apl(s' t) = A(s +1t) (em(s)—m(s+t) — pyi(s, t))

Ako drugacdije zapiSemo, prethodna jednakost postaje

d 9
5o Pa(s,0) = (emOTmErY — i (5,0)) — (m(s + 1) = m(s)).

Resenje ove nehomogene diferencijalne jednacine koje zadovoljava graniéni uslov p;(s,0) = 0
je oblika
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pi(s,t) = (m(s, t) — m(s))em(s)‘ ms+) zq svako s, t > 0.
Na kraju, koriste¢i matematicku indukciju, sledi da je

(m(s +t)— m(s))n

~ eMmE)-ms+) 7q spakos,t = 0,n € Ny. m

pn(s' t) =

Neka je t; slucajna promenljiva koja oznacava vreme pojavljivanja prvog dogadaja procesa
{N(t),t = 0}. Sada ¢emo odrediti raspodelu za slu¢ajnu promenljivu 74, ako je N(t) = 1.

Teorema 3.1.2. Neka je {N(t),t = 0} nehomogen Puasonov proces sa funkcijom inteziteta A(t).
Funkcija gustine za slucajnu promenljivu

S = TllN(t) = 1,
je oblika

A(s)
m(t)’

zas € (0,t].

f(s) =

Dokaz. Ako je s € (0, t] funkciju raspodele odredujemo na sledeéi na¢in

P{N(s) =1 nN(t) — N(s) = 0}

P{t; <sIN(t) =1} = PINGD =1 = (nez.)
_ (m(s) - e—m(S)) . e~ mO+m(s) B m(s)
B m(t)e” m®  m(t)

Kako je

d d [
() = = [ Awdu = 25),
0

jednakost je dokazana. m
U praksi su bitna dva posebna nehomogena Puasonova procesa.

1) Koks — Luisov model
Funkcija inteziteta je
A(t) = exp(ag + ayt), — 0 < oy, 04 < 0o, t > 0.
2) Model Vejbulovog procesa.
Funkcija inteziteta je
A(t) = abt® 10,0 >0,t > 0.
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3.2 Slozeni Puasonov proces

Pretpostavimo da je N Puasonova sluc¢ajna promenljiva sa parametrom 2, a {X;,i = 1,2, ...} su

nezavisne i sa istom raspodelom slucajne promenljive gde svaka ima raspodelu F. Dalje
pretpostavimo da su {X;,i = 1,2, ...} nezavisne od N. Stoga se slu¢ajna promenljiva Sy = X; +
..+ Xy naziva slozena Puasonova sluc¢ajna promenljiva sa Puasonovim parametrom A i
raspodelom komponenata F.

Teorema 3.2.1. Matematicko ocekivanje i disperzija slucajne promenljive Sy su oblika:
E(Sy) = E(N)-E(Xy)
2
D(Sy) = E(N)-D(X,) + DIN) - (E(X1))".

Napomena. Umesto X; moze se uzeti bilo koje X}, jer su ove slucajne promenljive nezavisne i
imaju istu raspodelu.

Dokaz. Pokazac¢emo prvu jednakost za matemati¢ko ocekivanje

E (i Xk> = ZE(Xk) =n -E(Xy).

k=1

Posto je N nezavisno od X; — ova, mozemo zapisati kao

E(kzzlxk N =n> =E(2Xk> =n-EX,),

k=1
pa dolazimo do jednakosti
E <

N N
k k=1

=1

X

T

N) =N -E(X,).

Sledi da je

N) = E(N -E(Xy)) = E(N) - E(Xy).

Sada dokazujemo jednakost za disperziju.
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n
(Y
k=1

N =n> =n -D(X,),

Sto implicira

N
o)
k=1

Na osnovu jednakosti za uslovno ocekivanje

N) = N-D(X,).

D(X) = E(D(X [Y)) + D(E(X |Y)),

dobijamo

D(iXk>=E D(iXk N) + D E(iXk

k=1

N>,

N
D(Z Xk> =E(N -D(X,))+ D(N -E(X,)) = E(N): D(X,) + D(N) - (E(Xl))z. m

k=1

pa sada moZemo pisati

Definicija 3.2.1 Pretpostavimo da je {N(t),t = 0} Puasonov proces, i da su {X;,i=1,2,...}
n.i.r. sluajne promenljive i da su nezavisne od procesa {N(t),t > 0}. Neka je Y(t) = X, +
..+ Xy(¢), tada se stohasticki proces {Y(t),t = 0}, gde vazi da je Y(t) = 0 ako je N(t) =0,

naziva slozeni Puasonov proces.

Ako je {Y(t),t = 0} slozeni Puasonov proces, onda je Y(t) sloZzena Puasonova slu¢ajna
promenljiva sa Puasonovim parametrom At.

Prethodna definicija nam daje jo$ jedan nacin uop$tavanja Puasonovog procesa. Ak bi vazilo da
su slucajne promenljive X, konstantne i jednake 1, tada bi procesi {Y(t),t = 0} i {N(¢t),t = 0}
bili identi¢ni, tj. i {Y'(¢t),t = 0} bi bio homogeni Puasonov proces.

Sada ¢emo definisati matematicko ocekivanje i1 disperziju sloZzenog Puasonovog procesa koristeci
se prethodno dokazanom teoremom.

Zamenom oznaka, Sy = Y (t) i N = N(t), dobijamo

E(Y(©) = E(N®) -E(X,) = At - E(Xy),
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D(r(t)) = E(N(®)-DX) + D(N®) - (E(x))" = 2t - (D) + (EX))
= At - E(X?).

Odredi¢emo i genaratornu funkciju momenata slu¢ajne promenljive Y (t).
Neka je
1(s) = Ty, (s) = E(e).
Sledi
Ty (s) = E(est®) = E(es(X1+...+XN(t))) — E( ( s(X1+ ot Xnpy)

(0]

N(t))) = (nez.)
— 2 E(es(X1+...+Xn)) . = (ni.r) = Z(Fl( )) o- At (lt)n
n=0

= et . MO = expOK(T, (s) — 1)}

(lt)"
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3.3 Procesi obnavljanja

Procesima obnavljanja modeliraju se dogadaji koji se deSavaju u trenucima koji su slucajni, ali
takvi da se vremena izmedu uzastopnih dogadaja mogu aproksimirati nezavisnim i jednako
raspodeljenim slu¢ajnim promenljivim.

Definicija 3.3.1. Neka je {N(t),t = 0} proces prebrajanja i 7; slucajna promenljiva koja
oznacava vreme koje proces provede u stanju i, za i = 0. Proces {N(t),t = 0} nazivamo proces
obnavljanja ako su nenegativne slucajne promenljive 7; nezavisne i sa istom raspodelom,
zai = 0. Kazemo da se proces obnavljanja javi svaki put kada se javi i proces prebrajanja.

Ukoliko slu¢ajna promenljiva t, ima istu raspodelu F kao i ostale slu¢ajne promenljive 74, 7, ...,
onda je {N(t),t = 0}cist proces obnavljanja, a ukoliko nema istu raspodelu F onda
je {N(t),t = 0} modifikovan ili proces obnavljanja sa kasnjenjem.

Primer. Osnovni primer za ove procese jeste proces zamene nekog elementa koji se kvari, na
primer sijalice. Uzastopni trenuci kvarova su {S,,n = 0}. Ako je prva sijalica bila nova u
trenutku kad smo poceli da posmatramo proces, to je Cist proces obnavljanja, a ukoliko nije, onda
je to proces obnavljnja sa kasnjenjem. Smisao slucajne promenljive T, je nesto drugaciji od
ostalih i oznac¢ava preostalu duzinu trajanja onog elementa koji je bio koris¢en u trenutku t = 0.

Primer. Masina koja radi i popravlja se (takozvani ,,on - off* proces). U po€etnom trenutku nova
masina pocinje da radi. Periodi rada maSine se smenjuju sa periodima popravke masine, za
vreme kojih mas$ina ne radi. Pretpostavimo da su periodi rada {X,,n > 0} i {Y,,n = 0} periodi
popravke nezavisne i jednako raspodeljene slucajne promenljive sa funkcijama raspodele, redom,
X; ~ F;(x),Y; ~ F5(x). U ovom modelu imamo dva procesa obnavljanja:

1) trenuci kada se masina pokvari — proces sa kasnjenjem;
2) trenuci kada masina pocinje sa radom — ¢ist proces obnavljanja.

Vreme T, n - tog ponavljanja neprekidnog slu¢ajnog procesa {N(t),t = 0} definisanog kao

zadovoljava relaciju
T, <t & N(t) = n.
Ukoliko je T(0) = 0, onda, mozemo pisati
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N(t) = max{T,, <t,n = 0}. (3.3.1)

U opstem slucaju, tesko je naci tatnu funkciju raspodele za promenljivu T,. Slucajevi kada je
poznata raspodela su:

e akot; ~Exp(1) = T,, ~T(n, A1),
e akot;~P() = T, ~Pnl).

Takode ukoliko je n dovoljno veliko, na osnovu centralne grani¢ne teoreme dolazimo do
zakljucka da

Ty ~ N (ny,no?),
gde je u; = E(1;), 0% = D(1;), Vi.

Kada je 7; diskretna slu¢ajna promenljiva, verovatno¢a P{t; = 0} moze biti strogo pozitivna. T0O
znaci da vreme koje je potrebno da se neka pojava dogodi moze biti jednako nuli. Na primer, ako
je t; ~ P(1), tada je P{r; = 0} = e~* > 0. Medutim, ako nenegativna slu¢ajna promenljiva t;
nije stalno jednaka nula, moZemo pisati da je u > 0. Ako pretpostavimo da je u < i g% < oo,
na osnovu jakog zakona velikih brojeva, imamo

n-1
_ . i=0 Ti _ _ : &_ }
1—P{nlg11w—n = y}— P{nh_{noon = U,

na osnovu Cega sledi da je

P{lim T, = o} =1,

n - oo
odakle zaklju¢ujemo na osnovu jednakosti (3.3.1), da je
P{N(t) = o} = 0, Vt < oo,

jer ¢e slucajna promenljiva T, na kraju biti veca od bilo kog kona¢nog t. To znaci da ne postoji
beskonacan broj ponavljanja nekog procesa u kona¢nom vremenskom intervalu. Obzirom da je
P{T,, = oo} = 0, moZemo zakljuciti da je

P {nli_r)nooN(t) = oo} = 1.

Kako je u vecini sluéajeva tesko odrediti verovatno¢u dogadaja {N(t),t = 0}, u opStem slucaju
se bavimo nalazenjem ocekivanja slu¢ajne promenljive N (t).

Definicija 3.3.2. Funkcija my(t) = E(N(t)) zove se funkcija obnavljanja ili funkcija srednje
vrednosti procesa obnavljanja {N(t),t = 0}.
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Teorema 3.3.1. Funkcija obnavljanja my (t) moze se definisati na sledec¢i nacin

my(t) = Z P(T, <t}

Dokaz. Posto je N(t) slucajna promenljiva koja uzima vrednosti iz skupa {0, 1, ...}, koriste¢i
relaciju

T, <t & N(t) = n,

sledi
E(N®) = ii PIN(D) = i} = i PIN() = i} = zZP{N(t) = i}
= iiP{N(t) i P{N(t) = n} = ZP{Tn <t}.m

Primer. Posmatramo slucaj kada slucajna promenljiva t; ima Bernulijevu raspodelu sa
parametrom p € (0, 1). Tada vazi

n-—1

T, = zri ~B(n,p),

i=0

tako da

P(T, <t} = )k - p)nE,

MH

k=0
gde je [t] najveci ceo deo broja t. MoZemo odrediti vrednost sume

[t]

S(n,p) = i Z p*(1-p)"7",

n=1k=

O

gdevazidaje (7) = 0,akojek >n.

Ako uzmemo poseban slucaj, kadajep = % tada je



Racunanjem dobijamo sledece rezultate:

)
VS
l—\
N = N -
N———
Il
=

N——
Il
w

95}
/-~
N
N =
N——
Il
y'l

odakle sledi jednakost
1
S(t,i) = 2[t]+ 1,vt = 0.

Ako definiSemo slucajnu promenljivu X := N(r) + 1, gde je r € {0,1,2, ...}, tada slucajna
promenljiva X ima negativnu binomnu raspodelu sa parametrima r + 1 i p. Pa je o¢ekivanje
slu¢ajne promenljive X oblika

r+1
EX) = :
p

odakle sledi da je

[t] + 1_ L

+1
E(N()) = rT -1 =ENQ®)=
Pazap = % ponovo dobijamo jednakost kao i u prethodnom primeru

1
S(t,i) = 2[t] + 1,vt = 0.

Kada su slucajne promenljive t; apsolutno neprekidne, vazi slede¢a jednakost:

oo

my(t) = E(N®)) = E(E(N®)Itp)) = f E(N®)It = 1) f,(1)dr.

0

Na osnovu relacije T, >t < N(t) = 0, sledi da je

t

my(t) = j EN@lto = D) f,, (Dd.

0
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Slucajne promenljive 7; SU nezavisne i sa istom raspodelom, pa mozemo pisati da je
E(N®|to=1) =1+ E(N(t — T)) =14+ my(t— 1),zat €[0,t].

Uzimajuci ovo u obzir, sledi da je
t
ma(® = [ (14 my(e = ), @,
0
tj.
t
my(t) = F (t) + ij (t— 1f,(Ddr,zat = 0.
0
Definicija 3.3.3. Jednakost
t
my(t) = F,(t) + me (t— f,(Ddr,zat =20
0

naziva se jednacina obnavljanja procesa {N(t),t = 0}.

Da bismo izracunali funkciju obnavljanja, neretko je lakSe resiti integralnu jednacinu
t
my(t) = F (t) + ij (t— f,(Ddr,zat =20,
0
koju kada uvedemo smenu s = t — 7, mozemo zapisati kao
t
my(t) = F () + f my (5)foy (¢ — $)ds,za t > 0.
0
Diferenciranjem, ona postaje,
t
M) = foo) + mu @, 0+ [ my (), (6 = 5)ds.
0

Kada je f;,(t —s) polinom, mozemo je diferencirati po svim promenljivim dok ne dobijemo

diferencijalnu jednacinu za funkciju my (t). U tom slucaju grani¢ni uslov je my(0) = 0.

Drugi nacin reSavanja jednacine obnavljanja jeste pomocu Laplasove transformacije.
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Oznacimo sada sa Ty, vreme proteklo od poslednjeg ponavljanja dogadaja koji se dogodio pre
ili u trenutku t. Analogno, Ty()+1 Predstavlja vreme koje je proslo od prvog ponavljanja
dogadaja nakon trenutka t.

Teorema 3.3.2. Prosecan broj ponavljanja dogadaja po jedinici vremena, @ — %, kada

t — o,aE(t;) = u < o,Vi.0dnosno, drugacije zapisano

P{lim @: A}z 1,

t— oo
gde je konstanta A = i i naziva se stopa procesa.

Dokaz. Vazi da je
Tney <t < Tnesr)s

Sto je ekvivalentno sa

T <t Tn(e+1)
N(t) = N(t) N(t)

Na osnovu jakog zakona velikih brojeva, posto je E(t;) < o, za N(t) > 0 imamo

N(t)—1
Tney Z T
= — U,
NGO T L NO
l=

kada N(t) — oo, sa verovatnocom 1, §to ¢e biti samo u slu¢aju kada t — oo.

Odnosno vazi

Tney
m =
t—o N(t)

Tne “ i o Tnw _ TN+ ( 1 )
o mozemo drugacije zapisati kao YO - No1 1+ o)

pa Zakljuéujemo daje
H = " m N( ) = U,

odnosno,

(:)P{tlim M: 1}: 1.m

— oo t u



Teorema 3.3.3. (Osnovna teorema obnavljanja) Ako je ocekivanje E (t;) konacno, tada vazi

. E(N®) _1

t—o t u
Napomena. Ova teorema vazi i kada je E(t;) = pu = oo, jer je onda% = 0.
Definicija 3.3.4. Neka je t fiksiran vremenski trenutak. Slu¢ajna promenljiva
A(t) =t — Ty
zove se starost procesa obnavljanja u trenutku ¢, dok je
B(t) = Tyw+1—t

preostali vek trajanja procesa u trenutku t.

A(Y) B(1)

—% X X >

»
Ty t Tyer

Slika. Starost i preostali vek trajanja procesa obnavljanja

Pretpostavimo sada da u momentu n - tog ponavljanja procesa {N(t),t = 0} primimo nagradu
R,,. Pretpostavimo jo$ i da su nagrade {R,},-; nezavisne slucajne promenljive koje imaju istu
raspodelu. U opstem slucaju, R,, zavisi od 7,,_;, odnosno od duzine perioda n — tog ponavljanja
koji se zove ciklus. Neka je R(t) ukupna nagrada primljena na intervalu [0, t]. To znaci da je

N(t)

RO = ) Ry,

ivazidaje R(t) = 0ako je N(t) = 0.
Napomena. R,, moze biti i troSak.

Vazi da je proseCna nagrada primljena po jedinici vremena, u granicnom smislu, jednaka
prosecnoj nagradi primljenoj tokom ciklusa podeljenoj sa prose¢nom duzinom trajanja ciklusa.
Ovo ¢emo pokazati narednom teoremom.
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Teorema 3.3.4. Ako je E(R;) < i E(ty) < oo, vazi da je

. R({®)  ERy) _
P{tlimooT‘ E(TO)}_ 1

Dokaz. Koristimo zakon velikih brojeva i teoremu 3.3.2. Posto N(t) — o kada t — oo,
mozemo pisati

N(E) .
P tlem;N(’;) =ER);=1,
odakle je
RO INT L (ENOR) L (NO) 1
Jim —= = th—>moo?; R, = tll_)moo (—N(t) ) - th_)moo <T> =E(Ry)- EG)

sa verovatno¢om 1, ¢ime je tvrdenje dokazano. m

Napomena. Posto vrednost nagrade moze biti 1 pozitivna 1 negativna, treba pretpostaviti da je
E(IR]) < oo.
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Zakljucak

Cilj ovog rada je bio da se prikazu i objasne vazne osobine slucajnih procesa kao i da se opisu
neke od klasa. Posebna paznja je posvecena jednom od najbitnijih slucajnih procesa,
Puasonovom procesu koji ima Siroku primenu i upotrebu u mnogim oblastima nauke. Kao §to
smo rekli Puasonovi procesi se primenjuju za modelovanje broja tzv. retkih dogadaja, tj.
dogadaja gde se u kratkom vremenskom intervalu moze odigrati najvise jedan takav dogadaj.
Realni dogadaji koji se mogu modelovati Puasonovim procesom su npr. broj telefonskih
razgovora sa neke telefonske govornice do nekog trenutka t, broj autobusa koji produ pored
nekog mesta, broj zahteva koje korisnik uputi nekom racunarskom sistemu, broj musterija koji
dolaze u neku radnju, broj masina koje ¢ekaju na popravku. Neki od pomenutih relanih primera
predstavljeni su u radu.
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