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1 VYBOI

1.1 Tlojam KoMOUMHaATOpUKE

Kombunaropuka je rpana MareMarwke 4uje MpBe ujeje MOTUIy jOII U3 Bpe-
MEHA HACTAHKA MATEMAaTHKe Kao Hayke, n3 Bpemena Crapux ['pka. ok je kom-
OmHATOPHKA KAa0 MaTeMaTHYIKa AUCHUIINHA yremesbena 1666. rogume, ca Jlajo-
HunoBuM' pagoMm ,,Dissertatio de arte combinatoria “.

Peu xombumnamopura nona3um oj JaTuHCcKe peun combinare mrTo 3Ha4Yn cja-
ratu. KombuHnaropuka je jako moBe3aHa ca IpaKTUIHUM MOTpebaMa CAaBPeMEHOT
xKuBoTa. lIpuMemyje ce n y Teopuju BepoBarHolie, CTATHCTHUINN, EKOHOMU]jU, (DH-
3UIHM, XeMUjH, OVOJOTHjH, TICHXOJOTHjU, U MHOTUM JIpyrnM Haykama. Ilpumena
rombuHaTopuke ce cpehie u v pagosuma Taprame?, Iackana®, Ojmepat. ..

VY cpenmeM BeKy, jedaH 33JaTaK W3 KOMOWHATOPWKE je MMa0 U JIEKOBUTA CBOj-
crBa. Cmarpano ce ga ,Ko mpounrta Ha cBe Moryhe Haunne ped
ABRACADABRA“, y nom0j meMu uayhu HaBUINE U yIeCHO, ,,CUI'ypHO Mopa
Ja O3paBHu OJ TPOIHEBHE I'PO3HUIIE

CpenmOBEKOBHY PEIENT TPOTUB T'PO3HUIIE:
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Kombunaropuka je rpaHa MareMaTHKe KOja Cce HAJa3W y MHOIHM JPYIHM
objacTuMa MareMaTuke, u 300r Tora jy je remko medunucarn. Mana, mocroju
jenHa KpaTKa U J0CTa TadHA JeDUHANN]a KOMOMHATOPHKE

»,KKoMbrHaTOpuKa mpoydaBa pacrnopehuBama ejgeMeHaTa y CKymnoBuMa.

[Tpu permaBamy KOMOMHATOPHUX 3a0aTaKa MPBU O BUX j€ 13 Ce UCITUTA A
JI TIOCTOjU, WJIM HE TIOCTOJU, JaTh pacuopen (npobaem ezsucmentuje), T0K je

! Lajbnic Gotfrid Vilhelm (Gottfreid Wilhelm Leibniz)(1646-1716), nemauku dbuiaozod u
MaTemMaTudap

2 Nikolo Fontana Tartelja (Niccolo Fontana Tartaglia)(1499-1557), maremarudap, uHxu-
BEp U UCTpakuBad u3 Penybsuke Benenuje, koja nanac npunaga Uranuju

3 Blez Paskal (Blaise Pascal)(19.06.1623.-19.08.1662.), dbpaunycku maremaruuap, dpusu-
qap, nucar 1 puio3od

4 Leonard Paul Ojler (Leonhard Paul Euler)(1707-1783), msajuapcku matemaruaap u dbu-
3mIap



1.1 Tlojam xoMmMbuHATOPHKE

Apyru 3agarak Hahu 6poj HEKMX PACIIOpPea IpeMa JaTuM ocobunama, (npobaem
npebpojasarsa). A €BO M HEKUX NPUMEDPA KOJU OMUCYjy HaBeieHe mpobieme:

IIpumep 1.1. Ca wazroscke mabae uceweno je no jedno nowe u3d 066 cynpomua
yeaa. Umamo 31 domuny, 0d Kojuxr cearxa mooce da npexpuje mawno 06a nosa
wazxoscke mabae. Ja su ca mux 31 domuny mooicemo 0a npexpujemo ocmamar
wazroscke mabae?

Pewerve. Kako ce He 3Ha Ja JU MOCTOjU, WU HE, HEKO OBAKBO MPEKPUBAILE,
MOXKEMO [1a 3aKJBY9IUMO JIa je y TuTamy npobaem nocmojarva. U3 ycnosa 3a-
JAaTKa, CBAKA JOMHUHA MPEKPHUBA TAYMHO ABA IM0Jba, U TO jeJHO IMPHO U jeaHo 6eso
nospe. Kana u3 asa cynporna yria maxoBcke Tabiie ucedeMo 1o jeAHo mnosbe (a
oHa cy ucre 6oje, WK IpHA UK Oesa), U U3BPIIMMO MPEKPUBAE TPEOCTATIX
oJba, OCTAjy HaM 1Ba Oejia WM JBa IPHA 1M0/ba. Kaxko HU jelaH 1e0 JTOMUHE
HE CMe TPEKPUBATH MOBPIIUHY BAH ITAXOBCKe Tabje, 3aK/bydyjeMO Ia OBAaKBO
[IpeKpUBak-€ HUje Moryhe. %

IIpumep 1.2. Jlama nam je waxoscka mabaa u 32 domune, 0d Kojux ceaxa
domuna npexpusa maumno dea nosa waroscke mabae. Ha xosuxo nwavwumna mo-
IHCEMO NPEKPUMU WLGTOBCKY Mabay damum domurama?

Pewerve. Kaxko je y mocTaBImm 3aaTKa MOCTAB/bEHO MTHTAE ,, Ha KOIMKO HaTNHA,
MOZKEMO MTPEKPUTH IIAXOBCKY Tab/Iy JATUM JOMUHAMA? | 3aKJbYIyjeMO 1 TAKBO
NIPEKPUBAILE ITOCTOJU U JIA je y NIUTa’my npobaem npebpojasatsa. O

[Ipuay o npebpojaBamy, Ka0 U HAYMHUMA, TpedpojaBama heMo HACTABUTH Y
cnenehium norstasipbuMma.



2 IIPUHIINIIN ITPEBPOJABAIHA

2.1 Ilpunmnun cyme

[Tpuntun cyMe je BeoMa jeTHOCTABAH M KOPUITNEH je mpu mpedpojaBamy jOII
OJI, IPAJABHUAX BPEMEHA.
ITokymahemo ma ra objacaumo ciemehum mpuMepoM.

IIpumep 2.1. Bayajy ce dse xoure ucmospemerno. Ha xoauko Havuna ce mosice
dobumu 6poj 7 uau 6poj 127

Pewerve. Bpoj 7 Mmoxkemo nobutu Ha jenan of cienehux HaYWHA!
(1,6);(2,5);(3,4); (4,3); (5,2); (6, 1).

IIpBu 6poj y 3arpaau o3HaYaBa OpOj HA MPBOj KOIKH, & APYru OpOj O3HAUABA
6poj Ha IPyroj KOIKH.

Jlok 6poj 12 moxemo mobutn camo y jemaoM Ganamy, n To (6,6) Kama npu Ga-
namy mobujemo 6poj 6 Ha 00e Kolke. YKymaH OpOj TpaskeHUuX HAYWHA J0OUjaMo
cabupameM Gpoja HaduHA HA KOje MoxkeMo nobutu 6poj 7 (uma ux 6) u 6poja
HAYMHA HA KOje MoKeMOo nobutu 6poj 12 (uma camo 1 nauun), 1j. 6+1=7. O

®opmymucaheMo nNpuHyun cyme TPEnn3Hrje caegeNoM TeopeMoM.

Teopema 1. (IIpunuun cyme). Hexa cy D1, Do, ..., D, xonaunu cxynosu xoju
cy y naposuma ducjyrkmmuu, mj. 3a cee 1 < i # j < n eaocu D;ND; = 0. Tada
je:

IIpumep 2.2. Cmydenm mooice da uzabepe ucnummo numatrbe u3 jedue 0d mpu
ducjynxmmue epyne. Oee 2pyne cadporce 17,23, u 19 numarsa, pedom. Koauxro
UMG PA3AUNUMUT NUMGHG KOJjo cmydenm mooce da usabepe?

Pewerse. Heka cy ckymoBu mpse, apyre u Tpehe rpyne nuTama O3HaueHu (pe-
gom) ca A,B u C. W3 Tekcra 3amarka BAIAMMO Ja Cy TH CKYIIOBH U JIHC-
jyukTau. Crynent 6upa nutame u3 ckyna A U B U C, Koju 0 npunuuny cyme
uMa

|[AUBUC| = |A|+|B|+|C|=17+4+23+19 =59
PA3IMYATUX ITUTAA. O

IIpumep 2.3. Ho nexom maxmumery u3 mamemaemure buaso je b sadamaxa
PABAUNUME TEHCUHE, TG HUKOJG 068G HUCY HOCUAL ucmu 6poj 60dosa, anru je
ceaxy Hocuo 6poj 6odosa xoju je npupodan 6poj. Axo ce 3a dea ypabena naj-
aekwa 3adamxa dobujano 10 60dosa, a 3a dea ypabena wajmesca sadamxa 18
6odosa, koauro Godosa ce dobujano 3a ceux 5 ypahlenux 3adamara?( Oxpyorcro
MAKMUNEE U3 MAMEMATMUKE YHEHUKG NPE02 Padpeda cpedrur wrose y Cpbuju,
2012, sadamax 5)



2.1 Tlpmunun cyme

Pewerve. Axo ce 3a mBa ypafena Hajmakma 3amatka jgobujano 10 6omosa, a
HMKOja JBa HUCY HOCHJIa MCTH Opoj 60mo0Ba TO he m TeXXu O Ta JABa 33IaTKA 113
Hocu Hajsuie 6 Gonosa (ykosuko 6u Texku 3aJarak HOCUO Buiue oz 6 6o10Ba y
HapeIHa TPU 33JaTKa OM ce TIojaBuIIa JIBa KOja OM HOCHIA MCTH Opoj GOIOBA).
Axko ce 3a nBa ypahena Hajrexa 3amarka mobujano 18 6010Ba, JAKIIH O Ta IBa,
3amarka he mocurtu Hajsuie 8 6omoBa. Kako mpeu 3amarax mHocu 4, apyru 6,
gerBptu 8 u metu 10 60m0Ba, 3aKkbydyjeMo ga Tpehm 3amaTak Mopa ma HocH 7
60710Ba, Kao U Jia Cy CKYIIOBHU MPBOT, Apyror, Tpelier, 4eTBpTor u meror 3a/1aTka
JUCjYHKTHU CKyIoBu. lIpmMenoMm npuryuna cyme O6poj 60moBa KOju ce MOrao
nobutu 3a cBux 5 TavHo ypahenux zamaraxa je

4+6+7+8+10 = 35.
O

IIpumep 2.4. Ha wazrosckom myprupy yuecmeyje 8 uzpana. Ceakxo uzpa ca
csaxum no jedny napmujy. Y ceaxoj napmuju nobednuk dobuja 1 noen, nopa-
otcenu dobuja 0 noena, a npu Hepewerom ucrody oba uzpaywa dobujajy 0,5 noena.
Ha xpajy mypHupa ceu uzpayu cy oc0just passudum 6poj noena. Axo je nemo-
NAGCUPAHY UZPAY 0CB8OJUO 2,D NOEHA, AKO NOCMOJU U2PaY KOJU je 0C60juo 3,D no-
ena, U aKo IPY2ONAGCUPAHY UMA Matbe Noena 00 36Upa Noena wemepmoz, cedmoz
u 0cmo2, Koju je 6poj noena npsonsacupanoz u dpyzonaacupanoe ?(Ilpunpeme 3a
npujemnu ucnum u3 mamemamuke, Mamemamuuxy paxyamem y Beozpady,
2007, sadamax 811)

Pewerve. Axo je meroriacupaHu Urpad OCBOJUO 2,5 MOEHA, W aKO je CBaKW
WrPad OCBOJUO DPA3IUYUT OpOj MOeHa, MaKCUMAa/aH OpOj MOeHa KOjU je OCBO-
JUO TMIEeCTOTTACUPAaHU UTPAd je 2, CeIMOITaCUPAH Urpad 1,5 u ocMoILTacupaHu
urpad 1 moen. Nrpad koju je ocBojuo 3, 5 moeHa Moxke 6uTu wian Tpehermacupann
win 4eTBpromiacupanu. Ako je rpeliemnacupanu urpad ocBojuo 3,5, oHAA je
YeTBPTOIJIACUPAHN OCBOjUO 3 ToeHa. llpumeHOM npunyuna cyme OPOj MOeHA,
KOjU Cy OCBOJUJIM YE€TBPTOIIACUDAHY, CEIMOILIACUPAHA U OCMOILIACHPAHU je

3+1,54+1=5,5

a Kako je Opoj moeHa APYTONIACHPAHOr MAMU OJT OBOT 30Mpa, 3HAYU 113 je JIpy-
TONJIACUPAHNT UTPAY OCBOJHO O MOEHA.

VYkynan 6poj moeHa Ha IIAXOBCKOM TYPHHPY je 28, IITO 3HAYH 13 je MPBOILIA-
CHPaHHU UrPpad OCBOjHO

28— (5+3,5+3+2,54+2+1,5+1)=9,5

a 1o nuje moryhe (ako je urpad ca CBAKMM UIDA0 L0 jejiHY LAPTH]Y, U aKO je
mobeIno y CBAKOj MaAPTHjU, MAKCUMAJIAH OPOj TOEHA KOjU je MOTA0 /13 OCBOjU je
8).

3ak/byUyjeMo Ja je Y4eTBPTOILIACHPAHU OCBOjUO 3,5 MOEHA, CAMUM THM KaKO
JPYTOILIACHPAHT UTPAd MMa, Marbe O 30mpa MOeHa YeTBPTOr, CeAMOr W OCMOT,
MakcuMaJaH Opoj moeHa ApyroiiacupaHor mrpada je H5,5. Makcumaaan 6poj



2.2 TlpuHOMI yKIBydUeha - UCKIbYIeHha

noena tpehemracupanor je 5. Ilpumenom npunyuna cyme 6POj TOEHA KOju Cy
OCBOJUJIN IPYTOIJIACUPAHH, TpehemTacupany, YeTBPTOIIACHPAHN, TeTOMIACH-
paHu, IIEeCTONIACUPAHH, CEIMOIITIACHPAHN U OCMOILJIACHPAHN je

5,0+5+3,564+2,64+2+1,54+1=21
JIOK je Opoj moeHa KOju je OCBOMO MPBOILIACUPAHU UTPad

28-21="1.

2.2 IlpuHnun yk/pydYema - UCKJbyUeHha
Ha ocuoBy npunuyuna cyme 3HaMO 12 je
|[AUB| = [A] +|B]

kana cy A n B qucjyHKTHE CKymoBu. YKOMWKO CKynoBH A n B HECY quCjyHKTH,
cabupamem |A| u |B|, enemente npeceka |A N B| 6pojumo gBa myTta. Y Tom
cayuajy, ga 6u cmo gobunu npasy speasoct |A U B| mopamo omyseru |A N B,
Tj.

|[AUB| =|A|+|B| - |ANB|.

A B

VY cayuajy kaga umamo tpu ckyma A, B, C, u kaga cabupamo |Al,|B|,|C|,
enemente npeceka |ANB|,|[ANC| u |BNC| 6pojumo aBa nyTa (YKOJIUKO HUCY Y
npeceky cBa Tpu ckyua). Jla we 6u mouuio xo Tora, onysehemo |[AN B|,|ANC|
u |BNC|. Am caga cmo enemente |A N B N C|, kKoje cmo 6pojamu Tpu myTa
Kama cmo cabupanm enemente ckynosa |Al,|B|,|C|, omysenwn tpu myTa. a 6u
cMo momun 1o npase spegroctu |A U B U C/|, mopamo gomaru |[AN BN C|, tj.

[AUBUC| = (|A|+|B|+|C))— (|JANB|+|ANnC|+|BNC|)+|ANnBNC|.

B




2.2 TlpuHOMI yKIBydUeha - UCKIbYIeHha

Teopema 2. ([IpuHuun ykibyuema - UCKIby9eba). 36 KOHauHE CKYNoGe
Ay, As, ... Ay eaoicu

U
=1

D G L a P 2)

0AIC{1,2,...,n} i€l
Zoxas. OBy Teopemy hieMo oKa3aTu WHIYKIIAJOM.
Wnnykuumja je o 6pojy ckynosa n, 3a 6a3y uHayKIHje ieMo KOPpUCTUTH 14 je

n = 2. Beh je nosuaro na jennaunna (2) Baxku 3a aBa ckyna. IIpernocrasuhiemo
Ja OHA BAaXKM U 3a MPEOCTANINX N — | KOHAYHUX cKymoBa. Mmamo 1a je

U Al = | (U ) va,
Uis Al + 14l = [ (U5 4) n 4,
Ui A + 4] = Ui (4: 0 40)
© (Z@;ﬁzg[nq}(—l)m_l‘ Nier Ai ) + |An|—

—<Z@¢1gn—11(—1)|1|71‘ ﬂielu{n} A; )

V jemrakoctu (a) (MO KOPUCTHITA NPUHGUT YKAOYUEHA- UCKOYUEHHA 38 TBA CKYTIA,
Tj. [AUB| =|A|+|B| - |ANB|ca A= U?:_ll A;n B=A,. Y jemnakocru (b)
CMO KOPHCTHJIM AUCTpUbyTUBHOCT mpeceka, Tj. (AUB)NC = (ANC)U(BN(C).
U ma kpajy y jemHakocTw (¢) CMO KODHUCTHIW HHIYKTHBHY TPETIOCTABKY JIBA

U jeJIHOM 33, ‘ U;L_:ll(Ai NA,)

(@)

®)

yTa, jeHOM 3a ’ U;:ll A;

VY 1pB0j cyMu cabupamo BeJIMUMHE CBUX NPECEKA CKYIIOBA KOJU He YKIbYUIY]y
ckyn A,. Y Ipyroj cyMu ce TOjaBJbyjy BeJIMIUHE CBUX MPECEKa k CKyMmoBa KOju
yKByuyjy ckyn A, ca smakom —(—1)F"1 = (=1)k. Jpyra cyma me ykmyuyje
|An|, anu ce Taj cabupak mojasibyje nsmehy mBe cyme. Bemmumaa mpeceka 6miio
kojux k cxymosa m3mely Ajp,..., A, mojaByje ce TA9HO jeTHOM y H3Pasy Ca
smakoM (—1)*~1 mro ce caaske ca jeqmaxomhy (2). O

IIpumep 2.5. V paspedy ca 30 yuernuxa, 12 wux eoau mamemamuxy, 14 sosu
dusury, 13 zemujy, b yueHuKra 804U U MAMEMATNUKY U GU3UKY, T €0AU U Pu-
3uKy u remujy, a 4 eosu mamemamury u remujy. Tpu yuenura sone cea mpu
npedmema. Koauko yuenura we 6oau wu jedan od osux npedmema?

Pewerve. O3naanhemo ca M cKyn yueHWKa KOjU BOJIE MATEMATHKY, ca F cKym
yUeHHKA KOju BoJe (pU3uKy, n ca H cKyn ydueHnka Koju BoJse xemujy. 13 yciosa
3aJaTKa UMaMo Ja je

|M| + |F| +|H| =12+ 14+ 13 = 39

IMNF|+|FNH|+|HNM|=5+7+4=16
IMNFNH|=3



2.2 TlpuHOMI yKIBydUeha - UCKIbYIeHha

Kopucrehu npunyun yxwoyuerva - ucknsyiersa UMaMo Ja je

IMUFUH| =(M|+|F|+|H|)—(MNF|+|FNH|+|HnNM|)+
(IMNFNH|)=39—16+3 =26

ma je 6poj ydeHnKa KOju He BOJIE HU jeJaH OJ OBUX IIPEIMETa jeTHAK
30 — 26 = 4.
%

IIpumep 2.6. O yuenura u3 npemrodnoz NPUMEPQ, KOAUKO HUL B0AU MAUHO
jedan npedmem? A xoauxo wuxr eoau bap dea npedmema?

Pewere. Oznaunhiemo ckynose Ha cienehu HaunH:

MFH - CKYT KOjU CaJpKU eieMeHTe mpeceka ckymnosa M, F, H

MFH - cKyn KOju CaJp:KH eJleMeHTe Tpeceka ckynosa M u F, xoju nucy y H
MFH - cKym KOju Cap:Ku ejeMeHTe Tpeceka ckynosa M u H, xoju mucy y F
MFH - cKyl KOjU CaIpyKi eJleMenTe Tpeceka ckynosa F'u H, xoju mucy y M
MFH - CKYM KOju caapxKu enemente ckymna M koju aucy um y F, un y H
MFH - CKYyT KOjU CaJp KU ejleMenTe cKyma F' xoju ancy an y M, vny H
MFH - CKYII KOju cajipzku ejaemenrte ckyna H koju uucy uuy M, uny F
MFH - CKYT KOjU CaapxKu eneMmenTe koju aucy amy M, any F, auy H

Caga hemo oapeanTu KOJIMKO CBaKH OJ OBUX CKYIIOBA MMAa €JIeMEeHaTa.

|MFH| =3
IMFH|=|MF\MFH|=|MF|—-|MFH|=5—-3=2
IMFH|=|MH\MFH|=|MH| - |MFH|=4-3=1
IMFH|=|FH\MFH|=|FH| - |MFH|=7-3=4
|M57H\ = |M\MFHUMFHUMFH| = |M| - (|(MFH| + |MFH| +
|[IMFH|)=12—6=6
IMFH| = |[F\MFH UMFH UMFH| = |F| - (|(MFH| + |MFH| +
IMFH|)=14—-9=5
IMFH| = |H\MFH U MFH U MFH| = |H| — ((MFH| + |MFH| +
IMFH|)=13—-8=5

OnpehuBame 6poja yuennka y nojenuHuM JiejoBuMa BeneoBor aujarpama cy

[IPUKA3AHU HA CJIAIIA:

A
M P ! F M F



2.3 Ilpusnun npousBoma

Hobujamo ma je 6poj yueHuKa KOju BOJIE TAYHO je/IaH MPEaMeT jeTHAK
IMFH|+ |MFH|+|MFH|=6+5+5 = 16,
JOK je Opoj yUeHMKa KOju BoJie Oap JABa TMPEIMeTa jeTHaK

IMFHUMFHUMFHUMFH|=2+1+4+3=10.

2.3 IlpuHnun mpou3BoIa

Crenehnm npumepom hemo moKyImaTu 3 00jaCHUMO U IPYTH MIPWHITUIIA, TTPe-
6pojaBama, NpuHUUN NPou3eoda.

IMpumep 2.7. U3 zpada A y 2pad B 6odu nem nymesa, a u3 2pada B y 2pad C
sodu mpu nyma. U3z z2pada A y 2pad C' mooice ce ecmufiu camo axo ce nposasu

kpo3 2pad B. Ha xoauko pasausumus nawuna mooce da ce nymyje us epada A
y epad C'?

Pewerve. Jla 6u cmo npebpojasu cBe Te myTeBe KOpUcTHheMo u ciaefaelly cimky.

g
A 3 B 2 c
3

s N

Axo 3 rpaga A KeamMo A3 CTUTHEMO y Tpaj B MoxKeMO m3abparh jeJan of,
marux ner myrtesa (1,2,3,4,5). Axo umnp. uzabepemo ma u3 rpaga A y rpax B
Kpenemo myTeMm 1, ma 6ucMo u3 rpaga B crurau mo rpaga C' mmMaMmo Tpu myTa
(1,2,3). Ako 6u u3 rpaga B no rpaga C HaCTaBUIU MyT€M KOJU j€ O3HAYEH CA
1, nyT ox rpaga A mo rpaga C hiemo o3sauuru ca 1,1. Axko 6u u3 rpaga B no
rpaga C HacTaBU/IM IIyTEM KOJH je O3Ha4eH ca 2, myT on rpajga A mo rpaga C
hemo ozmaauTn ca 1,2. Ox rpaga A mo rpaga C mmamo 15 myresa, u TO:

1L,1:1,2:1,3;:1,4, 1, 5;
2,1;2,2;2,3;2,4;2,5;
3,1;3,2;3,3;3,4; 3,5.
Hamu cvo 1a m3 rpaga A go rpama C uma yKynHO 5 - 3 myTeBa. O

QopumymaucaleMo NPuHUUN NPouseoda Tperu3Huje cieaehoM TeopeMoM.

Teopema 3. (Ilpunuun upoussona). Hexa cy D1, Do, ..., D, konaunu cky-
noeu. Jupexman npouseod mux ckynosa uma |D1| - |Ds| - |Dy| eaemenama,
00HOCHO

|Dy x Dy X -+- X Dy| = |D1| - |D2| -+ |Dnl. (3)
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2.3 Ilpusnun npousBoma

IIpumep 2.8. Koauro nocmoju passuvvumur wuzosa bumosa 0 u 1 dyscune
87

Pewere. Tlomro ce cBakm o ocaM OMTOBA MOXKe m3abpaTh Ha ABA HAYHUHA
(nmm 0 wm 1), o3raaunliemo ca Aq, As, ..., Ag ckynose unjm cy enementn {0, 1},
Tj. Ay = Ay = ... = Ag = {0,1}. Kopucrehin npunyun npouseéoda moCTOjU
YKYITHO

|A1 XAQ Xoee XA8| = |A1‘|A2||A8| =

=92.2.2.2.2.2.2.2=28 =956

PA3IUYATHX HU30BA OMTOBA JAyKUHE 8. O

HAIIOMEHA. Hus 6urosa ayxuue 8 ce nasusa 6ajm.

IIpumep 2.9. Ha K0A4uko HAMURG CE NEM YHEHUKA MOHCE PASMECTNUMY HE NEM
cmoauya?

Pewerve. Ha mpBy CTOMNIY MOXKEMO CMECTHUTH jEIHOT O TIET YIEHUKa, HA APYTY
CTOJIHILY MOXKEMO CMECTHTH jeTHOT OJf IIPEOCTAIa YIeTHPH YISHHKA, HA Tpely cTo-
JIUIY MOYXKEMO CMECTHUTH JEJIHOL O/I IIPEOCTAJIA TPU YUEHUKA, HA YETBPTY CTOJIHILY
MOXKEMO CMECTUTUu je,HHOF Ol TpeoCTasa ABa YYCHUKaA, U Ha TeTy CTOJIUILY MO-
JKeMO CMECTHTH jeJHOT IIpeocTajlor ydeHmka. Kopucrehu npunyun npoussoda
IIOCTOJH

5-4-3-2-1=120

HAYUHA HA KOj€ MOXKEMO PA3MEeCTHUTH IIeT YUYeHHKa Ha IeT CTOJIHIA. O

IIpumep 2.10. Ha KOAUKO HAMUHA MONCEMO NOCTMABUMU GU2YPY KPaba Ha
jedno none wazroecke mabae 8 X 8, a samum oduepamu nomes?

Pewerve. Tloznaro HaM je ma ce KpajbeM Ha IMTAXOBCKO] TabJIM MOYKEMO TIOMe-
PUTH Ca jeIHOT T0/ba HA JAPYTIO CAMO AKO je TO MOJbe JI0 IMOJba Ca KOra BPIIMMO
nomepame. Ha OCHOBY Tora, KpaJ/beM Ce M3 CBAKOr yraOHOr M0/ba (MMaMO WX
4) moxke opurparu 3 moresa, u3 CBAKOL O Ipeocraia 24 1mosba Koja ce Hajaze
Ha pyby Tabje MOXKe ce OQUrpaTH b moTe3a, JOK Ce ca ImpeocTanux 36 mosba
Moke omurparu 8 moreza. Kopucrehu npunuyun cyme m npunyun npoussoda,
nobujaMo 11a je Tpaykenu Opoj moTesa

4.-34+24-5+36-8=124 120+ 288 =420
v

IIpumep 2.11. Csaxu cmydenm nexoez gaxyamema uma wudpy, xoja je dyza-
wka 00 weem 00 0cam 3HAKO6aA U 20€ je C6aKU 3HAK UM BEAUKO CAOB0 EHZAECKE
a3byxe uayu yuppa. Cseaxa wugpa mopa da cadpocu 6ap jedny yudpy. Koauro
Mmozyhuz wudpu nocmoju?

11



2.4 Tlpunnun Omjeximje

Pewerve. Oznaunhemo ca X ykyman 6poj moryhux mudpu, mok hemo ca Xg, X7
u Xg o3HaunTn Opojese Moryhux mmdpu ca 6,7 u 8 3mHakoBa, peaom. I[Ipumenom
npuHYUNG cyme yKymaH opoj moryhux mudpu je

X = X¢ + X7+ Xs.

Bpoj moryhux mmdpu koje mmajy 6 3nakoBa hemo mobmTu Tako IMTO HAjUpe
n3padyHamo 6poj mudpu Koje cagapKe U CI0Ba eHryiecke a3byke u mudpe, Kako
enrjiecka a3byka mma 26 ciaoea m mmamo 10 mudapa, HA CBAKOM MeCTy IIu-
dpe moxke ce nahu jeman o 36 3maka. [Ipumenom npunyuna npoussoda 6Gpoj
voryhux mudpu Koje nmajy 6 3HaKOBa je

36-36-36-36-36-36 = 36°.

On oBor 6poja hemo omy3eru 6poj moryhux mudpu Koje He caapke mudpe, Taj
6poj 1001jaMo IPUMEHOM NPUHUUNG NPOU3E0Ia

26 - 26 - 26 - 26 - 26 - 26 = 26°5.

Ykynan 6poj moryhux mudpu Koje nmajy 6 3HaK0OBa, rJe je CBaKU 3HAK HJIH Be-
JIMKO CJIOBO eHryIecke a30ykKe mian mudpa, u y K0joj ce Hanaasu 6ap jemgHa mudpa,
je

X = 36° — 26° = 1867866560.

Cmwano gobujamo X7 u Xg, Tj.
X7 =36" — 267 = 70332353920, Xg = 36% — 26% = 2612282842880.
Vkynan 6poj moryhux mudpu, Koje 3a10BO/bABA]y YCIOBE 33/1aTKA, je

X = X¢ + X7 + Xg = 2684483063360.

2.4 Ilpunnun Oujexkmnuje

Ako 6u ce Hamwin y GHOCKOICKO] caiu Koja uMa 50 MecTa U 3alurare ce
,Konuko nma jpymm y canu?“; Huje morpebHO ma Opojure jenany mo jemny ocody,
JIOBOJLHO je CaMo Jia NPUMEeTHTE JIa JIM CY CBAa MEeCTa IONYH-EHA U J0Ja3uTe 10
JKesbeHOT onroBopa. CBakoj ocobu m3 cKyma S ce TPHAPYXKHU jeTHO MEeCTO U3
ckyma X.

12



2.4 Tlpunnun Omjeximje

Honazumo u 1o rpeher npunmmna npebpojaBama - NPUHUUN jedHaKoCcmy Wi
npunyun bujexyuge.

Teopema 4. (Ilpunuun 6ujekuuje). Axo usmehy dea xonawna ckyna A u B
nocmoju bujexyuja, mada je |A| = |B].

Zokas. Osunaunhiemo ca A u B Ta aa KOHa4YHa CKyla. 300r IOCTOjarma OMjek-
mje uamehy cxymnosa A n B, ako je A = () onga je u B = ), Takohe axo je B = ()
ouma jem A= (. [Takme, y 0ba ciiydaja BaKu

| Al=| B |=0.

Ca mpyre ctpane, meka je | A |=n u | B |= m, 3a Heke nmpupomae Gpojese n u
m. Heka cy

f:n]—> A
g:|ml— B
k:A— B

Omjexmmje.
Tazga cy Oujeximje u

g kf [0 = Im] w fTET g [m] = [n).

Axo je m < n taga je g~ 'kf, Koja je OWjeKumja, yjeaHO U WHjeKTUBHA M3
[n] = [m], mTo je korTpamukmMja (Teopema. Ako cy m um n npupomHu GpojeBw
u m < n, Taga HE MOCTOju WHjeKumja u3 [n] y [m]).

Ca mpyre crpane, axko je m > n tana je f~'k~lg, koja je Gujexunja, yjeano
u wHjekTHBHA w3 [m] — [n], mTo je kKorTpamukimja (Teopema. Axo cy m m n
npupoaHu GpojeBn u n < M, TaJa He TOCTOjW WHjeKIHMja u3 [m] y [n]).

IIpema rope HasemenoM mobujamo ma je m =n, 1j. | A |=| B |. O

Oo6jacauhemo npunyun bdujexyuje jeTHOCTABHOM, aju ¥ KOMOMHATOPUIH Be-
OMa 9eCTO KOPUIINEHOM TEOPEMOM.

Teopema 5.. Hexa cy A u B xonauwnu ckynoeu. Bpoj ceux dynryuja ca A y
B je | B, mj
[{f1f:A= By =B (4)

Joxas. Heka je A = {a1,a2,...,a,}. Csakoj dbyaxumju f : A — B MoxkeMO
nonenuru ypeheny n — ropry O(f) enemenara uz B:

O(f) = (f(a1), f(az),..., f(an)) E BXx B x---x B.

n IyTa
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2.4 Tlpunnun Omjeximje

Huje rermko mposeputu na je ¢ 6ujeknuja uamehy ckyna ceux dbyHrmja ca A y
B u gupekrHor npou3Boga n — konuja ckyna B. Crora je, Ha OCHOBY npuHyuna
bujexyuje n npuryuna npouseoda, 6poj ceux dpyuaknmja ca A y B jexmak

| {f|f:A=B}|=|BxBx---xB|=|B|4l.
N——

n IIyTa

Teopewma 5. ce gecro mojasibyje v caenehem oOUKYy:

IMocaenuua 2.1. Hexa je L cxyn xoju cadpoicu s cumbosa (carosa). Bpoj pas-
Aunumur pewu (nusoea) dyorcune k koje cy cacmaswene 00 cumbonrs uz L je
k
s".

Aokas. Pea a = ajas . .. ay npearndukyjemo ca dynaxmmjom a : [k] — L, rae je

a(i) = a;. Jlako ce mpoBepn Ja je TUME onmcaHa Oujeknuja m3mely TpazKkeHor

ckyna ceux dyukuuja ca [k] y L. U3 Teopeme 5. 3uamo ga Tux GyHKIHja nMa
k

s®. d

Jlera wnycrpamyja npunyuna bujexyuje je u mokas caemelier mpumepa.

IIpumep 2.12. Hexa je S wonawan cxyn u nexa je |S| =n € N. Joxasamu da
je mada |P(S)|=2".

Joxas. Ako je S mpasan cKyI, Taja je jeJuHEu MOJACKYI CKyTa S mpa3aH CKyI

S={}=IP(S)={0}

Tj.

P(S)=20 = 1.

Hexa je cama
S ={ay,as,...,an}t,n €N.

ITocmarpahemo cBe OmHapHE HU30BE Ay’KHUHE N, CBAKH O Hux he oapehusBaru
jenaH mojcky  ckyma S. AKo je Ha i-ToM MecTy y Hu3y 6poj 1, unan a; ce HaIa3u
y TOJCKYyNy Koju je ompehen Tum HuzoM. AKo je Ha i-ToM MecTy 6poj 0, wian
a; ce He HaJla3u y MOJICKYIy Koju je oapehen tum nuzom. Ha osaj naunmn hemo
Jla OZIPETUMO CBe MOJCKYIOBE CKyTa S, jep CBAKOM TOJACKYILY OArOBapa TATHO
jenan OMHAPHE HU3 IyKWUHE 7.

Kako ce Ha cBakoMm MecTy y OmHapHOM Hu3ly moxe Hahim 6poj 1 umu 0 6poj
TakBux Hu30Ba je 2". Tlpema npuniuny Oujexnuje nobujamo ga je |P(S)|=
2", d

IIpumep 2.13. Ha muxemy cnopmcke npoznose Hara3y ce 12 cycpema.

a) Ha xoauxo wavumna moscemo nonyrumuy KoAoHe muxema?

14



2.5 Meron gBocTpykor npebpojaBama

6) Ha KoAuko navuna Modcemo NOnYHumu KoA0He MuKema, ako je no3namo
da cedam cycpema nefie bumu nepeweno?

Pewerse.  a) Kako 3a cBaky yrakMmuily umMamo Tpu Moryha ucxoma, u to 0, 1
u 2, a yKymnHo 12 meweBa, Ha ocHOBY mocaenurie 2.1 6poj moryhmx nagmaa
Ja ce TOIyHe KOJIOHE TUKETA je

312 = 531441.

6) Kako je 3a cemaM MedeBa mo3HATO Ja Ucxol Hehe OUTH HepeleH, OHa 3a
Te MeueBe UMaMo JBe MoryhHocTtH, Tj. wian 1 niau 2. Kopucrehn nocse-
muity 2.1, 6poj moryhux HadwWHa, & Ce MOMyHE KOJOHE THKETa, KO KOjUX
cycper mmje mepermen je 27. 3a cBaky MOryly MONymseHy KOJIOHY, OBHX
ceJaM MedeBa, MoCToju 6poj MOryhmx HCXo/1a MPeocTa X 5 MedeBa. Bpoj
MOryhux mcxoma 3a IpeocTaJnX D MedeBa, TaKohe Kopucrelin mocsemuiry
2.1, je 3°. Ykynan 6poj HaunHA TOMyHaBamba THKETa CIOPTCKe MPOTHO3e,
kopucrehn npunyun npouseoda, je jemHax

27.3% =198 -243 = 31104.

2.5 Metoxa ABocTpyKor nmpebpojaBama

Ako ucrm ckyn mrnp. X mpebpojuMo Ha JBa PA3JIMUYNTa HAadWHA, 002 MyTa
TagHo, mobuliemo uctu pezyarar. To je cynrruaa memoda deocmpyroz npedpo-
jaearpa.

A caza hemo npenusauje dopmymaucaru memod deocmpyroz npebpojasatva
cnemehioM TeopemMoMm.

Teopema 6. (Meton npocTpykor npebpojasamwa). Heka cy damu ckynoeu A =
{a1,a2,...,an} v B = {b1,ba,...,by} u nexa je S C A x B. [lane, texa je
z =|{(z,y) € S:x=a;}| sa ceei=1,2,...,n, odnocno y; =| {(z,y) € S :
y=>}|saceej=12,...,m. Tada je

1S=>zi=> v (5)
i=1 j=1

Jokas. Younmo cienehe moackymnoee ckymna S:
Ai={(z,y)eS:z=a;}zai=1,2,...,n
Bj={(z,y) € S:y=bj}zaj=12,...,m.

ITpumernmo fma 3a cBaxo ¢ u j Baxku | A; |= z; onnocno | B; |= y;. Hamwe, u3
nmedurummje ckynosa A; (ogmocto Bj) 3HaMO fa Cy Vv HapOBUMA AUCjYHKTHH
Ja je

ATUAU---UA,=S=BiUByU---UB,,.

Tepheme Teopeme caean HA OCHOBY NPUHUUNG CYME. |
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2.6 Pekypsune penamuje

IMpumep 2.14. Koauko dujazonana uma n-moyzao?

Pewerve. Osnauuhemo ca d,, tpaxkenu 6poj aujaronana. Ca S fiemo oznaunTu
ckyn TemeHa u |S| = n, a ca D hemo o3raunTH ckyn aujaronana na je |D| = d,,.
ITocmarpajmo ckyt

A={(s,d)|s € S,d € D, gde dijagonala d sadrzi teme s}.

Ha cnoumnu cy npukazana 1aBa MpaBUIHA MHOTOYTJIA N = O U 1 = §, ca e
MOXKEMO IIPUMETUTH Oa he CBAKO TeMe€ MPaBUJTHOT MHOTOYTJIa CaJpzKaTu 1 — 3
(1j. 5 — 3 u 8 — 3) Aujaronasie u Ja CBaKa AUjarOHAJA CAJAPXKU JIBA TE€MEHA.

Axo m3 (s,d) € A npso GupaMo Teme S, Kako je 6poj Temena n, 6poj HaTuHA
J1a TO ypaauMo je jemuax n. Ako satum u3 (s,d) € A 6upamo aujaronany d Koja
CAJIPIKU TO TEME S, KAKO CBAKO TeMe CAAPXKU N — 3 AujaroHasia, 6poj moryhux
HaumnHa 33 TO je n — 3. Kopucrehu npunyun npouseoda 6poj moryhinx naumna
3a m360p TeMeHa s W AujaroHasne d jemHak

Al =n-(n—3).

Ako Ou u3 (s,d) € A upso Oupanu gmjaroHany d, 3a Taj u3bop umMamo d
moryhnocTu, a 3aTuM U TeMe S KOje CANpPKU Ty IUjaroHaay (CBaka IujaroHasa
cazpxu nBa remena). Kopucrehu npunyun npouseoda umamo 1a je

|A] =2-d,.
Kazma m3jeanagmmo oBe aBe crpane, mobujemo ciaenehnm m3pas
2-d,=|Al=n-(n—-23)
3aTUM TIOHENNMO 00e CTpaHe ca 2, u J00ujeMo Ja je Opoj TparxKeHuX JUjaroHaJIa,
jemHak

n-(n—23)
—

d, =
2.6 Pekyp3uBHe peaanuje
ITonekas je 3a ompehuBame ekcruiuTHe QoOpMysIe 3a HU3 OpojeBa HIIP. Ay

rae je n € N, moryhe (u xopucuo) mahu dopmyny nomoly koje hemo cBaku
YJIaH TOI HU3a M3PA3UTH NPEKO HEKOJMKO MPEeTXOMHMX wiaHoBa. Ta dopmyna
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2.6 Pekypsune penamuje

ce Ha3UBA PEKYP3uGHa pesayuje (naruHcku recurrere - paruhie ce). A mero,
peraBama 3a1aTaka je memod ceolierva Ha pexyp3usne peaqyuje.

Axko ycmemo nma ompenumo a,, nomohy wmemoda 3a ceolierve Ha pexyp3ucHe
peaayuje 3a1aTak ca n objexara CBOIUMO Ha 331aTak ca n— 1 objexara, 3amarak
ca n — 1 objekara Ha 3amaTak ca n — 2 objekara, ¥ TaKO CBe JOK Ce He johe 110
33/1aTKa KOjU je JIAKO PEeruTH.

V macraBky hemo ypajuTr HEKOJIMKO MPUMEPA HA OBY TEMY.

Y neny npunyun 6ujexyuje CMO TOKA3ATN KAKO MOKEMO OIPEIUTH OpOj mMo-
CKYIIOBa HEKOI' cKymna of n eneMenara. Caj hemo moxkazaru kako ce Taj 6poj
onpebhyje kopucrelin memod ceobera Ha pexypausHe pesauuje.

IIpumep 2.15. Koauxo nodckynosa uma ckyn od n esemenama?

Pewerve. Ca A, hemo o3HaUNTH CKyT CBUX NoacKymoBa ckyna S = {1,2,...,n},
3a n € N, nok hemo ca a, o3HauuTH 6POj TUX MOJACKYIOBA, Tj. an = |A,|.
IMonckynose ckyna A, hemo nomenuTu y ase rpyne, y 3aBUCHOCTH OJ TOTA
M cagprke Opoj nm MM He campike.

a) IMomckynoew ckyna S = {1,2,...,n} xoju He campxke Gpoj n Cy MOICKY-
HOBU CKYTIA,
{1,2,...,n — 1}, u TAKBUX TIOACKYTIOBA UMa Up_1 = |Ap_1]-

6) Ipeciukapamwe X — X \{n} je Gujexiuja usmehy nmonckymnosa ckyma {1,2, ...

KOju canapxke 6poj n u cBux nojckynosa ckyna {1,2,...,n — 1} koju e
caspxke 6poj n. Ha ocHOBY npunuyune 6ujexuyuje Opoj CBUX TOIACKYITOBA
ckyna {1,2,...,n} xoju campxke 6poj N AMA Ayp_1.

Ha ocuoBy npunyuna cyme mMaMo 12 je n 6poj CBUX IMOACKYIOBA CKyIIa
{1,2,...,n} jenmax
Ap = Ap—1+ Ap—1 = 2 an—1-

IIpumenom pekypa3uBHE pesalnuje J0BOJbAH Opoj myTa moduhemo aa je
an, =21 a.
Kako je a1 = 2, 6poj moacKymoBa CKyIa O N eTeMEHATa, je
a, = 2".
O

IIpumep 2.16. (Xanojcku Topmesu) Heka je damo n xoaymosa, pasauwu-
MUL BEAUNUHG, KOJU CY HACAGRGHU WG wmany, 00 najeehiee npema Hajmarbem,
¢ mum da je najeehu na dny. Hexa cy dama jow dea wmana, sHceaumo cee Ko-
AYMOBE G 0802 WMana npebayumuy Ha dpyeu wman, jedan no jedan, maxo da
Koaymosu 6ydy y ucmom pacnopedy. Hu y jednom mpenymxy wu jedan kosym
He cme bumu cmewmen ustad marez xoayma. Koauro je xopaxa nompebro
YyuurumUu da 6u cmo dowau do pewerva?
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2.6 Pekypsune penamuje

Pewerve. Momen XaHOjCKAX TOPHEBA 32 N = 3 MOXKETe BUIETU HA CJIWUIIH.

Oznaunhemo ca a, TpaxkeHu OPOj KOpaKa 3a 1 KOJIYTOBA.

Quuraenso je ga je 3a n = 1 noTpebHO YYUHUTH CAMO je€JaH KOpPaK, Ia je y TOM
cayuajy a1 = 1. JIok je 3a n = 2 mOTpeOHO YIMHUTH 3 KOpaKa, IPBH KOpPaK je
pebaIuTi MakU KOJIYT HA TPBU CJI0D0IAH ITall, 3aTuM Belin KoayT npebanutu
Ha [Apyru cJ0O0MaH IITAT, 114 Maku KOJIyT mpebanutu Ha Behu.

AKo je y nuramy n KOJayToBa, 13 6u cMo noMmepunn Hajpelin KoayT norpeban
HAaM je jeman mpa3aH IITal, ITO 3HAYHA Ja CMO CBHX N — 1 KOJIyTOBa IpebaIimin
na apyru mran. Ja 6u cmo ycnemn ga tux n — 1 KoayToBa rnpebarmmMo Ha, je/1aH
mrrar, moTpebHO HaM je a,_1 Kopaka. J3arum mpebanumo HajBehu KoOgyT Ha
c0DOJAH TITAI, ¥ YIUHUMO JOIII G,—1 KOPAKA /13 MpebarmMo mpeocTaanx n — 1
KOJIyTOBa Ha HajBehu KOIyT.

Kopucrehu npunyun cyme mMaMo 1a je
p =0ap_1 +1+ap_1=2ap_1+1.

Ha ocHoBy mperxonme jeaHadmHe MOXKEMO HANHWCATH W ciaeaehwm wman y Hu3y,
Tj.
Gn+1 = 2ap + 1.

Ja 6u cmo mobuu xoMmoreny jennadnny onysehemo cimenelie jennadnne

ap = 2a,_1+1
An+1 = 2a, +1

HAKOH 4era mo0mjamo
n+1 — 3an + 2an_1 = 0.

Kapakrepuctuyuna jemHaunHa, je

2 —3t+2=0,
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2.6 Pekypsune penamuje

OBa jeTHAYWMHA UMa JIBA PEIermha, U TO

3E+v9-38
tl/zif

t1=2uty=1
TIa je pelleme XOMOTEHOT Jefa
}Ln = Cl Al + CQ -1

V3 nouerne ycnose a; = 1,ay = 3 mahu hemo u xoucranre Cp,Co (pemasamem
CHCTeMa JINHEAPHUX je/THAYMHA,)

a1:1:01'21+02~11
a2:3201'22+C2'12

201+ Cy =1
4C1+Cy =3
Oy3MeMO TIPBY jeaHATHHY O APYyTe u JA001jemMo
—2C; = -2
Ci=1
yepcrumo C y jennauuny 2C, + Cy = 1 u nobujemo ma je 2+ Cy =1
Cy=-1

Onmrr yjaH Hu3a noOMjaMo Kajda OBe KOHCTAHTE yOalluMo y OIMINTE Perleme,
Tj. OpOj KOpaka ma 6m cMO TmpedaInIn N KOJIYTOBA je

n=hp=1-2"—1-1"=2" —1.

¢

Osaj npobaem je npsu objasuo ®pannycku maremaruydap Edouard Lucas®.
IIpobaem je moBe3san ca JiereHJIOM O BHjETHAMCKOM MW WHIMjCKOM XpaMmy y
KOMe cBemTeHuru npebdaityjy 64 37aTHa IMCKa Ca jeJHOr CTYIA HA JIPYTH, MO
rope onucaHuM mnpasuiuMa. llo Jjeremju, Kaja ce 3aBpIIHU ITIOCJIEIIHU KOPAK
nohu hie 10 cmaka cBera. Y3 IPETIOCTABKY /13 jeaHO nmpedannBambe Tpaje jemaHy
CEeKyHIy, 3a Ie0 mporec 6u uM 6MIo moTpebHo OKO H8D MUIMjapan TOANHA.

IIpumep 2.17. Ha xoauxo Hawuna MOHCEMO NA0%Y 1 X N Nonsowamu naowu-
yama Koje cy dumensuja 1 x 1 u 1 x 27

Pewerve. Heka je a,, 6poj moryhux HaunHa Ha KOje II0TY 1 X 1 MOKEMO MOILIO-
9aTH IJIOYHIIAMa Koje cy mumen3uje 1 X 1 u 1 X 2. ITocmaTrpamo TIPBY IJIOUHILY:

a) ako je mwiouuia auMmensuje 1 X 1 ocrarak miode Koja je aumensuje 1 X n
MOXKEeMO IIOIJIOYaTH Ha An-—1 HAYHUHA,

6) ako je mwiouuI@a auMensuje 1 X 2 ocrarak IJiove Koja je aumensuje 1 X n
MOZKEMO IIOILJI0OYaTH Ha Ap—2 HAYWHA.

5 Francois Edouard Antole Lucas(1842-1891), dpanmnycku Maremarudap
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2.6 Pekypsune penamuje

ITo npuamUIy cyme umamo 1a je
Ap = Ap—1 + Gp—2.

Pemhemo oBy xoMmoreny jemHadnty, Tako mTo hemo Hajupe cBe mMpebamuTh Ha
JIEBY CTPaHy W U3jeHAYUTH Ca HYJIOM

Gp —Ap—-1 — Qp—2 = 07
KapaKTEPUCTUYHA JeTHAYNHA je
t?—t—1=0.
OBo je KBaJpaTHa jeTHAYMHA U OHA MUMA JIBA PEIema, U TO

1+v1+4+4
2

1+5 1-5

t1: I/It2:

t1)2 =

[1a je pelleme XOMOIeHOI' Jesia,

1+v5,, 1-v5.,
5 )+ Csy - ( 5 )"

Y3 mouerne ycaose ag = 0,a; = 1l mwag =
(pelaBameM CHCTEMa, JIMHEAPHUX JeHATMHA

2,
ag=0=Cy - (155)0 +02 (=50
w=1=Cr () 4 ¢y (155)!

cl+02_o =
O (B52) + Gy (155) =
LY. 0y 4+ B8 0y =0
Ci- (5510, (158 =1
OJIy3MeMO MPBY jeIHAYUHY Of APYTe U J00UjeMo

%.CZ,(#).@:,
02(1+\/5 _ 172\/5) -1

2
VB Cy = -

hn:Cl(

nahu hemo u xomcraure Cq,Co

Gz = =2
Cy=-C
_ 1
(/‘1—\/5

W na xpajy mobujamo OmITy 4yiaH HU3a KaJa OBe KOHCTaHTe yHAIMMO y OIIITE
perreme, Tj. 7oOHjaMo OpPOj HAYKMHA HA KOjeé MOXKEMO IMOILIOYATH IIJIOUY JUMEH-
3uje 1 X n ca maouynnama aumesnja 1 X 1 u 1 X 2

Vh\" —VByn
ﬁ(lg 5) 7%0 2 5)

an, = h, =
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3 JBE BA?KHE TEOPEME

[Tpu pemapamy 3a1aTaKka U3 EHYMEPAMUEHE KOMOUHATIOPUKE, MOXKE Ce e~
CUTH 713 je TIOTPeOHO AT OATrOBOD U Ha HEeKO o cienelinx nurama:

a) Ha kouMKo HauMHA MOXKEMO CBE eJIeMEHTe HEKOI KOHAYHOI CKYIa Pacio-
peauru y Hu3?
6) Ha konuko HaumHa M3 HEKOI KOHAYHOD CKyla MOXKEMO u3abparu noACKyn

JKeJbeHe BeJInYnHe?

Y HacTaBKy cy mare reopeme kKoje he HaM TOMONYU y IPOHAIAKERY OJr0BOPA
HA OBA MMUATAHA.

3.1 Ilepmyramnuje

Hedbununuja 3.1. Bujexmueno npecaurasarve Konawnoz ckyna X Ha camoz
cebe nazusa ce mepMmyrtanuja ckyno X.

Teopema 1.. Bpoj nepmymavujo ckyna ca n esemenama je
nl=nn-1)---3-2-1 (6)

Joxas. Heka je X = {P, P,,..., P,} ckyn enemenara Koje pacmopehyjemo y
um3. [IpermocraBumo ma cy Mecta Ha Koja pacropelyjemo eemente n3 X o3HA-
yena O6pojesuma u3 [n]. Ipeaver P; MOXKEMO IOCTABATH HA OUJIO KOJU O TUX 7
Mecra, penumo Ha Mecto my € [n]. Crenehn mpemnmer P, cama MOXKeMO TOCTa-
BuTH Ha N — 1 mpeocrano mecto u3 [n]\{mi}.

Kanma cmo mocrasumm mpeamere Pp, Po, ..., P; 3ay3ero je TadHO ¢ MeCTa.
Crora, mpenmer Pjy1 MOXeMO TOCTABUTH HA HEKY O TPeoCTaJnX 7N — i T0-
sunmja. Ha xpajy, 3a npenmer P, hie ocratu camo jemro mecto. Ha ocromy
NPUHYUNG NPOU36eoda, 6POj paclopesia n NpeIMeTa Ha 1 MecTa je

nl=nn—-1)---3-2-1.

Bpoj n! ce unta en-garxmopujes. Ilocebuo 3a n = 0 Baxku 0! = 1.

HATIOMEHA. ®yuxmuja n! jako 6p30 pacre, Gprke 0 CBake eKCIOHEHIAjaIHe (DYHK-
nmje. 3a TPOLEHY HeHe BPESHOCTH KOPHUCTH ce Cmupaunzosa Gopmyasa KOja TBPIAU 13 33

BEJINKO N BasKH nan
n! x \/27rn<7) .
e

Oga npouena je Bpyo qo6pa, urp. seh 3a n = 8 rpemxka je camo 1,04%.

IIpumep 3.1. Ha koauko mauuna mozy cedam 0cobe pessunume CMaepocmu
cmamu y epcmy nod yecaosom da najcmapuju mopa bumu y cpeduru?

21



3.1 TIlepmyranmje

Pewerve. Kama majcrapujy ocoby CTaBUMO y CPEIWHY, Tj. HA 9€TBPTO MECTO,
OCTaHe HaM jOIIl MIeCT CIODOIHIX MECTa

Kako cM0 Ha 9eTBPTO MECTO MMOCTABUJK HAJCTAPHUjy OCODY, OCTAJIO HAM je jOIII
mecT ocoba Koje Tpeba PaCIOpeInTH Ha OCHOBY BUXOBe cTrapoctu. C 0b03upom
JIa He 3HAMO Koja 0c00a, Of IPEeOCTAJINX IEeCT, jé HajCTapWja Ha IPBO MECTO ¥
0BOj BpCTH J0sia3e y 063up cBe ocobe 1j. mux mect. Bpoj ocoba ce cmamyje 3a
jenaH, ma Ha APYro MECTO MOKEMO IOCTABUTH jeIHY O MPEOCTAJIHX MeT 0coba,
JOK Ha Tpehe MecTo MOXKEeMO MOCTABUTH jeTHY O IMPEOCTATNX YeTUPHU 0cobe.

Ha uerBpToM MecTy je Hajcrapuja ocoba, Tako Ja TO MECTO MPECcKaIeMo, Ta
Ha ciegehie eTo MecTo MOYKEeMO IOCTABUTH jeJHY O/ IpeocTaje Tpu ocobe, Ha
IIeCTO MECTO IIOCTaB/baMO je/IHy OJ1 IIPeocTasie JiBe ocobe, M Ha CeJIMO MeCTO
TIOCTaB/HAMO jEIHY TPEOCTANY U HajMahy ocoby y TOj BPCTH.

6541321

Bpoj moryhux nHadmua Ha Koje MOXKEMO PaCIOPEIUTH OCOOE, HA OCHOBY IHUXOBE
CTapOCTH je jeTHaK
6-5-4-3-2-1-=6!=720.

¢

IIpumep 3.2. Koja je 1841. nepmymayuja y aekcurozpadcrom nopemry nep-
mymayuja cxyna {a,b,c,d,e, f,g}?

Pewere. Bpoj mepmyTanuja, y JeKCUKOTPAMCKOM MOPETKY MEPMYTAIN]a CKYTIA
{a,b,c,d,e, f,g}, y Kojuma je npBu enement ciioBo a je Ps = 6! = 720, y kojuma
je pBu eniemenT ¢10BO b je P = 6! = 720. Umamo ma je 720 + 720 = 1440. mep-
MyTammja, y JekcukorpadCKoM mopeTkKy mepmyranumja ckyna {a, b, c,d, e, f, g},

bg fedca.

o 1841. nepmyranuje mpeoctasa je jour 401 mepmyranuja y JeKCHKOrPADCKOM
MOpeTKy mepMyTanmja ckyma {a,b,c,d,e, f,g}. Kaxo je 6poj mepmyrammja, y
nekcrukorpadhCKOM TIOPeTKy mepMyTanmmja ckyma {a,b,c,d,e, f, g}, y xojuma je
IPBU €JIeMeHT clI0BO ¢ Pg = 6! = 720, To 3HaYM 12 IPBU €JEMEHT TPAXKEHE
TepMyTalyje MoInHe CJIOBOM C.

Bpoj nepmyTamuja, y gekcukorpadckoM MOPETKY MepMyTaluja CKyra
{a,b,e,d,e, f,g}, y xojuma cy npBa aBa enementa ca je Ps = 5! = 120, comano
U Kaja cy mpBa apa enementa cb mim cd. Hobujamo ma 1440 + 120 + 120 +
120 = 1800 mepmyrarmja, y JeKCHKOTPAGCKOM MOPETKY MTePMYTallja CKYTIa,
{a,b,¢,d,e, f, g}, n3rmena oBako

cdg feba.
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3.1 TIlepmyranmje

Cneneha mepMyranuja, y meKCHKOrpadCcKoM MOPETKY MEPMYTAIrja CKYTIa
{a,b,e,d,e, f,g}, mounme croBuma ce u mma nx Ps = 5! = 120. Cnosuma cea
nountbe Py = 4! = 24 nepmyranumje. Crnosuma ceba u cebd nouunme no Py = 3! =
6 mepmyTaiuja, ma 1800 4+ 24 4 6 + 6 = 1836 mepmyTanuja, v JeKcukorpadcrom
noperky nepMmyTanuja ckyna {a, b, c,d, e, f, g}, nsrnena osako

cebdg fa.

Bpoj nepmyranuja, y TeKCHKOrpadCKOM MOPETKY MEPMYTaIHja CKYIIa,
{a,b,c,d,e, f,g}, xoje moummy cioeuma cebf je P3 = 3! =6, u o cy

cebfadg
cebfagd
cebfdag
cebfdga
cebfgad
cebfgda

Opnasge Buaumo ga je 1841. nepmyTanuja, y J€KCUKOrpadCKOM [IOPETKY IIEPMY-
Taﬂﬂja CKylla {a‘v b» ) da ¢, f7 g}?

cebfgad.

O

Heka je X ckym om n enemenara, u Heka je r € N, tama je r-mepMyrarmja
ckyna X ypebena r-ropka (Py, Py, ..., P.), rnecy Pi, Ps, ..., P. mehyco6Guo pas-
smautu ejieMenty ckyna X. Ca P(n,r) hemo o3HauuTu 6poj CBUX T-IEPMYTAIM]a,
CKyTIa OJ] 1 eJeMeHaTa.

Hup. mexa je X = {a,b,c,d}, Tama cy cBe 2-mepmyTanuje JaTOr 9€TBOPOIAHOT
CKyTIa

(a,0); (a, c); (a,d); (b, a); (b, c); (b, d); (c, a); (¢, b); (¢, d); (d, a); (d, b); (d, c).

1j. P(4,3) = 12.
Hamomenyhemo u To 1a ce HEKaT r-MepMyTaIHja N-CKYIIa 30BE jOIT U NapULjaita
NePMYMauuja.

IMocaenuna 3.1 (r-uepmyranuje). Bpoj c6ux r-nepmymanuja y n-4aamom cEyny
X ={P,Ps,...,P,}, 2de jer < n, je

n(n—l)-u(n—r—kl):m. (7)
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3.1 TIlepmyranmje

Jowxas. IlpBu enement P;, y ypelenoj r-topuu MoxkeMo 01abpaTu Ha 1 HAYUHA.
Enement P;, Ha IpyroMm MecTy MOzKe OUTH HEKM OJI IpeocTannx n — 1 exemeHara
n3 X. Ilocnenmwu enement F;, je jesan on n—r-+1 enemenara u3 X koju ce HuCy
TIOjaBUIN Ha TIPBUX T — 1 MecTa. Bpoj cBux r-nepmyranuja ckyma X mo0ujemo
MIPUMEHOM NPUHUUNG TPOU3E00a. d

Y cayuajy kana je 7 = n 6poj nepmyTanuja o1 n ejgemenara je P(n,n) = nl.

ITpumep 3.3. Koaukro ce memoyugpenur 6pojesa mooice obpasosamu 00 yu-
dapa 0,1,2,5,7,9 mako da ce HYyAG He HAAA3U HU HE NPEOM HU HG NOCAedHeM
mecmy u da ce nu jedna yudpa e nonassa?

Pewere. Hajupe fiemo uspadyHatu KOJMKO ce neronudpeHnx OpojeBa MOxKe
obpaszoBaru o marux mudapa 0,1,2,5,7,9 rako 1a ce Hu jeaua nudpa HE MO-
HaBiba. 3a m3bop mpse nudpe TpaxkeHor mneronudpenor 6poja MOCTOjU MIECT
MoryhuocTu, 3a n3bop apyre nudpe mocroju mer MoryhmHocTH, 3a u3bop Tpehe
nudpe mocroje derupu MmoryhHOCTH, 33 u360p 4YerBpTe IMdpe MOCTOje TPHU
MoryhuocTu, u 3a u3bop mere mudpe TOCTOje ABe MOryHHOCTH.

Bpoj r-mepmyTammja, vae je r = 5 y MeECTOYIAHOM CKYTY, Ha OCHOBY TIPETXOIHE
nocyaeaulie, je jeiHaK

P(6,5)=6-5-4-3-2 =720

nJIn
6/  6:54-3.2-1

(6—5) 1
Kako y 3agaTky nMamo jour jemaH ycaoB, u TO, Aa ce nudpa 0 He HaIa3uw HE Ha
MIPBOM HF HA mOcCjJedmeM MecTy. [la 6m ¢cMo Jomumm 40 pe3yaraTa MmoTpeOHO je
na on gobujenor 6poja P(6,5) omysmeMmo cBe merormdpene 6pojese Koj, KOjux
je mudpa 0 Ha TPBOM WK HA TOCTEIHEM MECTY.

Kana je nudpa 0 Ha npsom MecTy, 6pOj r-TiepMyTalija y IeToYIaHOM CKYITy
{1,2,5,7,9} rae ce mudpe He MOHABBA]Y, je

P(6,5) = — 720.

P(5,4)=5-4-3-2=120

i

50" 5.4.3.2-1
(5-4)! 1
Hcro pagynamo u kaza je mudpa 0 Ha MOCTEIHEM MECTY.

Bpoj nerormmdpernx 6pojeBa koju ce mory obpazosaru ox nmudapa 0,1,2,5,7,9
TaKo Ja ce Hysa He HAJA3W Ha MPBOM HU HA MOCIETHeM MeCTy U Ja ce HU jeqHa
nudpa He MOHABbBA, j&

= 120.

P(5,4) =

P(6,5) — P(5,4) = 720 — 2 - 120 = 720 — 240 = 480.
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3.2 Bpoj k-unanux moackymosa

3.2 bBpoj k-uynaHUX MOACKYIIOBA

Teopema 2. (Bpoj k-uianux noackyunosa). Bpoj ceuz k-waanuz nodckynosa
crYna 00 N esemerama je
nn—1)---(n—k+2)(n—k+1) n! ()
k(k—1)---3-2-1 Ckl(n— k)

Aoxas. Heka je S npowsBoman ckyn ca n ememenara. Ckyn ¢Bux k-diaHux
S .
TTOZICKYTIOBA, O, S’ O3HAYMMO Ca ( e ) Kaxko cBu n-4jlanu CKyTOBU UMAajy UCTH

6poj k-4IaHUX TMOACKYITOBA, Taj OPOj O3HAUMMO Ca,

ny\ _[(|S]) _ S
k)] k o k '
IIpasan ckyn je jemuau moiackyn ox S koju uma 0 enemenara, a neau ckyi S je

. . n n
JEJIMHE MOJICKYII ca N eJleMeHaTa. 3aTo je ( 0 ) =1= ( n )

.(n .
Ha 6ucmo ogpeannm 6poj i | 3& cpakm k, mocMaTpajMo CKyII

P:{(x,A):AG(i),xeA}.

Bpoj enemenara y ckymy P mpebpojuMo Ha gBa HAUHNHA!

1) Ako upso uzabepemo = € S (TO MOKEMO yPaJUTH HA N HAYMHA), CKyn A
KOju cauapzku T Tpeba momyHuTH ca k — 1 enemenroMm og n — 1 npeocraiux

-1
3 S\{z}. To moxkemo ypamurn Ha ( Z_ 1 ) HAYHH.

2) Ako npBo 6upamMo cKyn A, TO MOXKEMO YPaJuTh Ha ( Z ) maunna. Cana,

jenan ememMenT r € A MoxkeMo uzabparTy Ha k HAYUHA.

a( B2y )=r=e(h )

ma, Baxku cieneha pekyp3wBHA peJIaly]ja;

(i)-5(it)

AKko oBy penauujy npumenumo k myTa, 1o0ujeMo 1a je:

()= () e

Tako cmo mobuau ma je
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3.2 Bpoj k-unanux moackymosa

ITpumep 3.4. Odpedumu cee deourate, KaO U C6E MPOUAGHE NOOCKYNOBE CKYNA
A={a,b,c,d,e}.

Pewerve. TpazkeHn qBOYIAHY TIOACKYTIOBA CKyna A (paanm jeHOCTABHOCTH yMe-
cro {a, b} macahemo ab), cy:

ab, ac, ad, ae, be, bd, be, cd, ce, de.

TpaskeHu TpodIaHu NOACKyoBH cKyra A (paau jennocrasuoctu ymecro {a, b, ¢}
mcaliemo abc), cy:

abe, abd, abe, acd, ace, ade, bed, bee, bde, cde.
O

IIpumep 3.5. Kowapkowku mum canurbasajy 5 bexosa, 4 yewmpa, u 3 Kpusa.
Ha xoauxo ce navuna 00 mux mModice CACmasumu nemopka, ako Y woj mopajy
da uepajy bap dea bexa u jedan uenmap?(Ilpunpeme 3a npujemnu ucnum us
mamemamure, Mamemamuuru daxyamem y Beoepady, 2007, sadamax 800)

Pewerve. mamo crenehe ciayuajere:
a) IIpsa meTopka 6u Moria ma caapxku 2 Geka, 1 menrap n 2 kpuia. /Ipa Gexka

MOXKEeMO Hu3abpaTu Ha HA4YWHA, jelaH IEeHTap MOXKeMo u3abpaTtu

2

4 3
Ha, ( | ) HAMHHA, U JBa KPHJIA MOXKEMO n3abpaTu Ha o | HaTHMHA.

Ha ocuoBy npuwnyuna npouseoda 6poj moryhux mauwmna 3a dopmupame

IETOpKE je (g)(?)(g)

6) Hdpyra neropka Gu morsa na caapxku 2 6eka, 2 nearpa u 1 xpuso. Ipa

OeKa MOXKEMO H3a0paTh Ha, HAYMHA, ABA IEHTPA MOKEMO n3abparu

5

2
4 . 3

Ha ( , | HauMHA, M jeJHO KPHJIO MOKEMO n3abpaTu Ha | | HaummHa.

Ha ocnoBy npunyuna npouseoda 6poj moryhimx HaumHa 3a (opMupambe

Heropke je (g)(;‘)(f)

B) Tpeha neropka 6u morna ja caapxku 2 6eka u 3 nenrpa. /Isa Geka Mo-

5
KEMO m3abparu Ha ( 9 Ha4YWHA, TPU MEHTPa MOXKeMO m3abpaTu Ha,

4 .
HaurHa. Ha ocHOBY npunyuna npouseoda 06poj Moryhimx HadmHa

(3)-(5)

3a opMupaHe METOPKe je
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3.2 Bpoj k-unanux moackymosa

r) Yerspra neropka 6u mMoryia ga caapxku 3 6eka, 1 nenrap u 1 kpuno. Tpu

O6eka MOXKeMO m3abpaTm Ha HAYWHA, jeJaH IEeHTAp MOXKEMO M3a-

5

3
4 . 3

O6paru Ha 1 HAUWHA, U JETHO KPWJIO MOXKEMO M3abparu Ha, 1

HaurHa. Ha ocHoBy npunyuna npouseoda 6poj moryhux HayuHa 3a dop-

MUpame METOPKE je
5V (4 (3
3 1 1

1) Tlera neropka 6u morua ga caapxu 3 6eka u 2 uenrpa. Tpu 6eka MOKEMO
=

5
n3abparu Ha, < 3

HaunHa. Ha ocHoBy npunyuna npouseoda 6poj moryhux HauuHa 3a dop-

MUpame METOPKE je
5\ (4
3 2

h) Hlecra neropka 6u morsa ja caapxu 4 Geka u 1 uenrap. Uerupu Geka

4
> HavYMHA, JBa IEHTPA MOYKEMO W3abpaTu Ha ( 9 >

5 .
MOXKEMO M3a0paTh Ha, ( 4 | HAUWHA, jeNaH NeHTap MOKeMo u3abpaTy Ha

4 .
waunnaa. Ha ocHOBY mpunuyuna npouseoda 6poj moryhinx nadmua

1
3a, (bopMHupaIbE METOPKE je
5 4
4 1
Ha ocHoBy npunyuna cyme OPOj HAUNHA 14 CE CACTABU TTETOPKA, TAKO J1a UCITY-
HaBa yCJIoBe 3aJaTKa, je

() ()G () () (0)0) ()
)06 G ()

O3znaky ( Z ) upsu je ynorpebuo Amapeac don Erunrmaycen®, u 6po-

. n )
jeBe ( i > Ha3uBaMo OuHomHu koepuyujenmu. C tum y Be3u, noxkazaliemo u

crmemehy Teopemy.

6 Andreas Freiherr von Ettingshaussen(1796-1878), nemauku dpuzudap u MareMaTudap
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3.2 Bpoj k-unanux moackymosa

Teopema 3.. 1) 3a npoussonan npupodan 6poj n easicu

(8)+(?>+m+<2>:w. (9)

2) 3a cee npupodne Gpojese n =k > 1 je

(1)=Cm)+ () "

Pewere. 1) IlaprutwBam cKyn o7 [n] je AMCjYHKTHA YHHAja CKYTIOBA

(Y. () ()

Tpaxkena dopmyna ce mobuja moMohy npuryuna cyme u TBphema nu3 te-
opema 2. u ipumep 2.12.

2) Cee k-wmare mopckymose on [n] momenumo y ape rpyne. Ioxckymosu o [n]
KOju He caapKe n ¢y Takofe k-umanu moackymnoBu ckyma [n — 1], u mux

-1 . .
nMa < " K > Caga onmmumo Gujekumjy usmehy ckyna csux (k — 1)-
WIAHWX TIOACKYTIOBA o7 [n — 1] m ckyna k-4imaHux momckymoBa ckyma [n)
KOju cagpzke 6poj n. Ta Omjeknuja je ,, momabame” 6poja ny (k— 1)-wrane

noznckynose o [n — 1]. 3aro je O6poj k-unmanux momckymoBa on [n] koju

-1
Jo0uja moMONy npunyuna cyme.

(k)= (im0 =),

ce y crpanoj aureparypu Hasusa Ilackanos udenmumem (eur. Pascal’s iden-
tity) u Gumcko je nosesan ca 138. Iackaro6um mpoyzaom, KOju je NpUKa3aH y
Tabenn

. n .
caapKe N jemHaK < i . ®opMmyna KOjy ¥KeJINMO JOKa3aTH ce Cajaa

O

Jemmakoct

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1

Iacxanoe mpoyezao npencras/ba OeCKOHAYAH HU3 MpuponHux OpojeBa. Kpajmu
6pojeBu cy yBek jemmnune. Ilackanos mpoyzao ce KOHCTPYWINE TAKO IITO CE
Kpere o7 1, a HOBHU Opoj ce mobuja cabupameM cycema u3 mperxoaHor peaa. Ha
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3.2 Bpoj k-unanux moackymosa

OBaj HAYUH MOKEMO Op30 jgohu 10 bunommoz koedpuyujenma 6e3 morpebe na
MHOXKHUMO H JEJNMO.

IIpasuna y ITackasoBom Tpoyriy:

1.

36up S, OpojeBa y n-T0j BpCTH je maBa myTa Behu ox 30upa Sp,—1 y n— 1
BPCTH.

. Y cBakoj BPCTH IBa, O KPajeBa jeTHAKO yIaJbeHa, wiaHa cy Melycobmo

jenHaKa.

. Enement koju Hacraje cabupameM y3aCTOIHUX eJleMeHaTa a 1 b nperxoaHe

Bpcre (a ce Haja3M JeBo, A0K b necuo), jenHak je 36upy 6pojeBa Ha Koje
ce HAWJIA3W Tebyin ce o1 a TI0 apaJiesin JIEBe CTPAHUIIE TPOYTJIA, WU O
b 110 mapaJiesiu JecHe CTPAHUIE.

. YKOJIMKO ce mpubJmKaBaMO CPEINHN KOJIOHE, YIAHOBU HAIMCAHU Y KOJIO-

HaMa pacTy.

. Y cBakoj BpcTH, 30Up eJleMeHaTa MApHUX PEIHUX OpojeBa u 30Mp HEmapHUX

peauux OpojeBa je jemHak.
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4 3AJIAIIA CA PEIIIEIBUMA

IIpumep 4.1. V nekom pecmopany cayoice mpu epcme npedjesa, cedam epema
2AA68HUT Jeaa u mem eépema kKoaawa. Ha woauxo mwavumae ce mooice usabpamu
Komnaeman o6pok, mj. npedjeso, aaasho jeao u decepm? Ha xoruro nawuna ce
Mmoorce udabpamu jepmunuju“ obpox 0d camo dea deaa, aKo 24G6HO jeao MOpa
bumu yrsYyweno?

Pewerve. OznaunhiemMo ckymoBe mpemjesa, TJIABHOT jea W KOJAYa, PEIOM, Ca
A, B, C. Kopumihiemem npunyuna npouseode n360p KOMIJIETHOT 00POKa, Tj. je/I-
HOT TIpejena, jeJHOr IVIABHOT jesia W jeIHOT JecepTa, je m300p eaemMeHaTa w3
A x B x C, na je 6poj Ha9MHA, Ja Ce TO yPaOy jeTHAK

[Ax BxC|=3-7-5=105.

N360p ,jedbrurmjer“ obpoka, Tj. 0OPOK O /IBA jesia TAKO Ja CBAKKM 00POK CAIPIKU
[JIaBHO jeJio, je u30op ejgeMeHara U3 CKylla Ipenjena W riaaBHor jega A X B
u u3b0p ejleMeHaTa M3 CKyla IyaBHOr jesa u gecepra B X C. Kombunyjyhu
NPUHYUN CYMe U NPUHYUN NPoudsoda jedTUHUjU 00POK MOKEMO U3aDpaTh Ha

|[AxB|+|BxC|=3-T+7-5=56
HAYUHA. O

IIpumep 4.2. 3a nymepayujy cmporuya jedne wruze ynompebsoene cy 2322
yugpe. Koauro ma xruza uma cmpanuya?(Ilpunpeme 3a npujemmnu ucnum us
mamemamure, Mamemamuuru daxyamem y Beozpady, 2007, sadamarx 783)

Pewere. 3a crpanure Koje cy Hymepucane Opojesuma 1 — 9 ymorpebspeno je 9
nudapa. Crpanurie koje cy mymepucane 6pojesuma 10 — 99 umajy 90 6pojesa, u
cBaku o7 Tux OpojeBa campxu 2 1udpe, 33 BUXOBY HyMepanujy ynorped/beHo
je 2-90 = 180 mudapa.

On crpanune koja je Hymepucana 6pojem 100 10 cTpaHmile KOja je HyMEPHUCAHA
6pojem 199 uma 100 6pojesa, u caku o Tux OpojeBa cauapxku 3 mudpe, na je
3a HyMmepalmjy Tux crpanura ynorpedbsseno 3 - 100 = 300 mudapa. Cauuno u
3a cTpanune HyMmepucane opojeeuma 200 — 799, one campxke 600 6pojesa, cBaku
0poj canprxku Tpu nudpe, 1ma je yKymnan 6poj mudapa ymoTpedibeH 33 Te CTPAHUIE
3-600 = 1800. ¥Ykynan 6poj ynorpebspenux nudapa of crpanutie 1 mo crpanure
799, je

9 + 180 + 300 + 1800 = 2289.

Kako je 3a mymeparujy crpanuniia Kibure ynorpebbero 2322 nudpe, mpeoctano
je jorrt
2322 — 2289 = 33

uudpe 3a aymepaiyjy crpanuna. Qg crpanuie 800 — 810 uma 11 6pojesa, u 3a
BUXOBY HyMepanujy morpebue cy 3 - 11 = 33 mudpe. Ykynau 6poj ymorpedibe-
Hux 1udapa ox crpanure 1 no crpanure 810, je

9 + 180 + 300 + 1800 + 33 = 2322.

Tj. Kibura uMa 810 crpanuna. O
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IIpumep 4.3. Koauko uma nenapruz npupodnur 6pojesa eehux od 1000 a ma-
toux 0d 10000 xod xojux cy cee yugpe passuwume?

Pewere. Cu 6pojesn usmehy 1000 u 10000 cy uerBopouudpeHu, a Kako y
3aJaTKy HHje ToceOHO HATJIAIIEH CKyT g apa, 3aK/byIyjeMo Ja y 003up A0Ia31
CKyII

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

on gecer enemenara. C o63upoM Ja ce Tpayke HEIAPHUM HPUPOAHH OpojeBH,
mudpa jeaununa je jenan on Opojea u3 ckyna A = {1,3,5,7,9}

* %k | Al

ITudpa mecerna u nndpa CToTHHA MOXKe OMTH jemaH on OpojeBa M3 CKyIa
B =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
* 1Bl 1Bl 4]

mok madpa xubaga Moxke 6urn 6poj u3 ckyma C = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
lCl1B] 1514

Kaxko je ycmos 3amarka jga nudpe mMopajy Outu pasnwante, 3aK/bydyjeMo Ia
3a m36op mmdpe jeaunune mocroju b mMoryhuocTH, 3a m3bop mudpe meceTuie
nocroju 9 moryhuocTn, 3a n3bop nmudpe cToTHHE MOCTOju 8 MOryhHOCTH U 33
u360p uudpe xupasga nocroju 7 moryhHocru. Ha ocHoBY npunuunae npouseoda
UMaMO

5-9-8-7=2520

TakBux O6pojesa. IlormTo cMo oBre pauyHasu u OpojeBe Ko KOjux je npea mudpa
0, moTpebHO je ma cBe TakBe OpojeBe omy3MeMo o Tope nobujeror 6poja. bpojese
KO/ KOjux je npsa mudpa 0 modbuhemo momohy npunyuna npouseoda. 3a u3dop
mudpe jemunwure mocroju 5 moryhHocrH, 3a m3bop mmdpe gAecernie mocToju 8
MoryhuocTu, 3a u360p 1mudpe CTOTHHE MOCTOju 7 MOryRHOCTH 1 HA MeCTy nndpe
xusbaga Moxke outu 6poj 0. Bpoj mpupoauux 6pojeBa Kox KOjux je mpsa 1udpa
0, KOju Cy HemapHW, U KO KOJUX Cy CBe Iudpe Pa3IuIuTe jeTHAK

5-8-7-1=280.

ok je 6poj mpupoauaux 6pojea mamehy 1000 u 10000, xox Kojux cy cBe mudpe
Pa3IUYnTE jeTHAK

5.9-8-7—5-8-7-1=5-8-7-(9—1) = 2240.
%

IIpumep 4.4. Ha K0AUKO PA3AUNUMUT HGUUHA CE MO2Y NOPESAMU WECTN MO~
MOBG EHUUKAONEIUJE HA NOAUYY, MAKO 06 NPEU MOM HUJE HU NPEU HU NOCAEOHU
Y HU3Y, Opyeu Mom ce Haaa3u noped mpehee MOMa, G NEMU U WECTY MOM Ce
ne naaase jedan noped dpyzoe? ( ONwmuncko MaKmMuderse us Mamemamuke yie-
HuKa wemepmoz paspeda cpedrux wrora y Cpbuju, 2008, zadamak 5)
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Pewerve. Hajupe hiemo m3padyHartu Ha KOJUKO PA3MAYATHX HAYMHA CE MOXKE
[IOPEAATH IIECT TOMOBA €HIMKJIONEANje Ha IMOJHUILY, Y3 YCIOBE /13 IIPBU TOM HUje
HU [IPBY HY IIOCJEAbU Y HU3Y, U Ja ce Apyru TOM Hajas3u nopes rpelier roma. C
ob3upoM n1a ce Apyru u Tpelin ToM Hasiaze jemaH mopes apyror, mocmarpahemo
X Kao JeJIaH TOM, Ma HAJA3UMO Opoj MOryfimx pazauyuTvx pacuopena 3a meT
TOMOBA, EHITUKJIONE /IHje HA Tosmily. Ha mpBo MecTo MOKeMO 13 TIOCTABAMO jeTaH
ox TomoBa 2—3,4, 5, 6 kako he ce 6poj TOMOBa, CMamBUTH 33 1 HA TIOCTIETIHE MECTO
MOXKEMO IIOCTABUTH j€JIaH O, IPEOCTAJIa TPH TOMA.

Kako ce mHa mpeocrana Tpu MecTa, Apyro, Tpehe u 4eTBpTo, MOKe Hahu n mpBH
TOM, mocMarpaheMo CKyIl KOju CaJIpyKu IpeocTasa JBa ToMa u npBu ToMm. Ha
JPYTO MECTO MOXKEMO TIOCTABUTH jEeIaH O TOMOBA, 3 TOT CKyTa, Ha Tpelie MmecTo
MOZKEMO TIOCTABUTH jeJIaH OJI TPEOCTAJIA /IBA TOMAa, U HA YeTBPTO MECTO MOYKEMO
TTOCTABUTH jeIaH TMPEOCTAJA TOM.

Kopucrehu npunyun npoussoda 6poj moryhux HauwnHa 1a MOCTABUMO MET TO-
MOBa, EHITUKJIOTIEMj€ Ha TOJWILY, V3 YCJIOB Jia TPBU TOM HUje HU TPBU HU TO-
CIeU Y HU3Y, je

4.3-2-1-3=4!-3.

Jlpyru u Tpehu TOM CMO TTOCMATPAJIN KAO jelaH, Ta je MoTpedHO mobujern Opoj
TTOMHOXKHUTH €A 2, W3 PA3JIOra MITO WMAMO PACIOPETe V KOJUMA j& IPYTHA TOM
ucnpen tpeher u pacrmopene y KojuMma je apyru ToMm w3a Tpeher toma. Bpoj
MOryhux HaYWHA Ja TOCTABMMO IECT TOMOBA EHIWKJIONEIWje Ha TMOIUILY, y3
yCJIOBe 7@ TPBW TOM HHje HU MPBHU HU MOCIEIHU y HU3Y U JA C€ APYTH TOM
HaJa3u nopes Tpeher roma, je

41.3.2 = 144.

Kazna cmo pacmopeljuBanmu oBux 1mect TOMOBA, HUCMO MA3WJIU HA, YCIAOB 1A CE
IeTH U IIECTU TOM He HaJjIa3e jeJdaH Mope APYyror, Tako 1aa heMo of mobujeHor
6poja pacropena y3 IPeTXOJHE YCJIOBE Oay3eTd Opoj pacuopena Kaja Cy IeTh
U IIeCTu TOM jemaH mopend apyror. W y oBoMm ciydajy hemo apyru m Tpehn
TOM TTOCMATPATU KAO jeJaH, KA0 W METH W IEeCTH TOM, TAKO 13 je mOTpebHO maa
pacnopeaumo detupu ToMa 1,2—3,4, 5—6 Ha npBo MecTo MOXKeMO /13 TTIOCTABUMO
jeman om TomoBa 2—3, 4, 5—6 kako fie ce 6poj TomoBa cMamuTH 33 1 Ha TTOCTE TR
MECTO MOXKEMO IIOCTABUTHU jeIaH O IIPEOCTAIa IBa TOMA.

Kako ce ma mpeocrana msa mecra, npyro u Tpehe, Moxke Halim m mpBu TOM,
nocMarpaheMo CKyIl KOju CaJp Ky IIPEOCTAIN jeaH TOM U npBu ToM. Ha apyro
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MEeCTO MOXKEMO TIOCTABUTH jeJlaH O TOMOBA W3 TOT CKymna, u Ha Tpehe mecto
MOKEMO TMOCTABUTH jeJaH MPEOCTATN TOM.

Kopucrehu npunyun npouszseodas 6poj moryhinx HaumHA 12 MOCTABUMO YETUPHU
TOMa, EHITMKJIONE/INje Ha MOJIUILY, y3 YCJIOB /i3 IMPBA TOM HUje HW TPBUA HU II0-
CJeIU Y HU3Y, je
3-2-1-2=3!-2.

W oBme cmo apyru u Tpehu TOM mocMaTpasIn Kao jeIaH, 11a, je moTpebHo 100ujeHn
6p0j TOMHOXKUTH €A 2, U3 PA3J0ra MITO UMaMO PACIOPee Vv KOjUMa, je APYTH TOM
ucnpen tpehier u pacnopene y Kojuma je npyru ToM m3a Tpeher Toma, CIUIHO
U 3a IMeTH W IecTH TOM. bpoj moryhmx HaumHa 4a MOCTABMMO IIECT TOMOB3,
EeHIWKJIONEJrje Ha MOJNILY, Y3 YCIOBE a MPBU TOM HUje HU IPBU HU HOCJIEIHT
y HU3Y, Ja Ce APYTu TOM HaJja3u mopen Tpeher Toma, W MeTw W IIeCTH TOM Ce
HaJa3e jefaH mopes ApyTror, je

31-2.2-2=148.

Opny3umajyhu npeu mobujeru 6poj pacmopena TOMOBA, y3 YCIOBE 11a Ce IPBU
TOM HE€ HaJla3W HU Ha IIPBOM HH Ha IIOCJEAIHEM MECTY U Ja Ce€ APYTId TOM HaJla3u
nopea Tpeher Toma, on apyror mobujeHor Opoja, y3 ycaoBe Ja Ce IPBU TOM HE
HaJIa3y HU HA [MPBOM HU HA TOCJEIHeM MECTY, /13 ce APYTH TOM HajIa3u Mopes
Tpefier Toma, U 14 ce MeTH W MECTH TOM HAJa3e jelaH Mopel Apyror, aobujaMo
n 6poj moryhux pacriopesia ToMOBa y3 yCJIOBE naTe y 3aJaTKy, Tj.

144 — 48 = 96.
¢

Ilpumep 4.5. Ha koauxo navwune ce wa mabay n X n mooice nocmasumu k
monosa Koju cy pasaunume boje u xoju ce ne nanadajy? Illma axo cy monosu
ucme 6oje?

Pewerve. OBaj 3amarak hemo ypaauru Ha JIBA HAYUHA.

IlpBu mauwmn: /la 6w cMmo Jakime ypaauan OBaj 3aaaTak 3a n hemo ysern
BpeaHoCT 3, 3Hauu n = 3. mamo Tadiry 3 X 3, mpBOr TOMa MOXKEMO ITOCTABUTH HA,
61110 Koje MecTo Ha Tabau (uma ux 9), yCJIoB 3a/1aTKa je J1a Cy TONOBU PA3JINIUTEe
60je m ma ce He Hamamajy. M3 oBUX ycoBa 3HAMO 13 TI€ je MOCTAB/bEH MPBHU
TOI HE MOTY ce Hahu Jpyrw TOMOBU, APYTOT TOMA MOYKEMO TIOCTABUTH Ha HEKO
on mpeocrasa 4 Mecta. 3a Tpeher Toma je mTpeocTasio caMo jeIHO MEeCTO.

ha

e
e
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Ha ocuoBy npunyuna npouseoda umamo na Ha Tabiy 3 X3 MOKEMO TOCTABUTH
3 pa3juyuTa TOMA KOju Ce He HAIa ajy Ha

9-4-1=3*-(3-1)-(3-2)

Ha4YWHa, WX

9-4-1=3%-(3-1)?-(3-3+1)?

HaunHa. Ha oCcHOBY rope mo0HjeHOr pe3yaTara, Ha Tabay n X 1 MOKEMO IOCTa-
BUTH k Pa3IMYUTHX TOITOBA KOJU C€ HE HAMAIA]Y HA

n?-(n—1)% - (n—k+1)>
HAYWHA.

Hpyru nauun: Heka je a(n, k) 6poj pasmernraja k Tomosa Ha Tabay n X n.
IIpBor TOma MOYKEMO MOCTABUTH HA n’ HAYUHA, JOK mpeoctasux k — 1 Tomosa,
Ha Tabiay (n — 1) x (n — 1) moxkemo mocrautu Ha a(n — 1,k — 1) naunna. Ila
HA, OCHOBY NPUHUUNY NPou3cods IMaMo JIa je

a(n,k) =n*-a(n — 1,k —1)

Kako je a(l,1) = [?, npuMeHOM pekyp3usne pesayuje TOBObAH OpOj MyTa,
nobuliemo
a(n,k)=n*-(n—172---(n—k+1)>=2

Bpoj pasmernraja Tonosa Koju ¢y ucte Goje je -1 1eo gobujenor 6poja a(n, k),

jep CBaKy mepMyTallujy k TOMOBA BUAMMO K0 UCTY, HE PA3IUKYJEMO WX, Tj.

n?-n—1)72% - (n—k+1)>2
k! ’

O

ITpumep 4.6. Koauro uma wuszosa 0 u 1 dyocune 10, maxeux da ce mehy
COAKA MPU Y3ACTNONHA MAAHG HUZE HAAA3YU Hajeuwe jedna jedunuya?( Oxpyocho
MAKMUYEILE U3 MOMEMATNUKE YHEHUKE HeMEPMo2 Pa3peda cpedrur wWKoaa i
Cpbugju, 2008, zadamax 5)

Pewerve. Jla 6u ycoB JaT y 3a0aTKy OMO UCTYHEH, W33 CBaKe JeIVHUIIE MOPA]Y
6uTu 1Be Hyse, ma hemo Ha HU3 ayxube 10 10maTH joIur ABe Hyse, U TOCMATPATH
um3 ayxume 12. Heka je k O0poj jemnnuiia y HU3y, U3 YCJIOBA 330aTKA BHIAMO
maje k > 0.V cayuajy kazga je k = 0 umMaMo caMo jeJjaH HU3 KOjU 33/I0BO/bABA
yCJIOBE 33/1aTKa, U TO

000000000000.
Kaza je £ = 1 umamo 10 Mecra Ha KoOje MOXKEMO IOCTABHATH JeIHY jeIUHHUILY,
. 10 . .
Tj. 1 pazsmunTtux Huzosa 0 u 1. Kana je k = 2 nmamo 8 mecra Ha Koje

MOXKEMO TIOCTAaBUTH JBE jeIUHHUIE, TAKO /13 Ce M3a CBAaKe jeanHHIEe Hahy aBe
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HYJIE, Tj. ©UMaMO paznmunTux HU30Ba 0 1 1 Koju McnymwaBajy ycjaoB 3a-

2
marka. Kaga je k = 3 umamo 6 mecTa Ha KOje MOKEMO ITOCTABUTH TPHU jeIUHHUIIE,

. 6 . .

1j. | 5 ) pasmmunTHX HU3OBA 0ul. Kaga je k = 4 umamo 4 mecra Ha KOja
. . 4

MOXKEMO TTOCTABATH YETUPU JEAWHUIIE, Tj. j | DasIMUMTHX HH30B Oul, m

TO HH3

100100100100.

Kazna je k = 5, 3a uu3 xom xora 6u w3a cBake jequnuile Ouae aBe 0 moTpedHO
naMm je jgecer 0, Kako je Ham HU3 AyxuHe 12, 3akspyuyjemo ga je 0 < k < 4.
Ha ocuoBy npunyuna cyme 6poj umzosa 0 u 1 gyxuue 10, TakBux ma ce mehy
CBaKa TPHW y3aCTOIHA YJIAHA HW33 HAJIA3W HAJBUIIE jeJHA jeIMHUIIA, je

10 8 6 4
1+< : >+<2>+<3)+<4)_1+10+28+20+1—60-

IIpumep 4.7. Zawmo 6poj ( 13 ) ( bl ) Huje odzoeop na numaree: Ha xo-

O

1 4
AUKO HGWUHA CE MOdICE U3aOPATU Nem Kapama maxo da 6ap jedna xapma 6yde
mpegp?
Odpedu manvan odzosop!

Pewerve. Ykonuko 6u pessmyrar oBOr 3aJaTKa 010

()%

Jomio ou 10 Opojama HEKUX PeIerha, BUIIE IIyTa, HIIP.

Tauno perewme 6u 6uI0 cnenehe:
52
n3 CKyma o H2 KaprTe m3abepeMo mer KapTu ( 5 > Ilomro he ce y oBum

KOMOWHAIMjaMa MOjaBUTH U HEKA KOJI, KOje OJ THX IeT Kapara Hu jeaHa vehe 6uru
Tped, morpebHo je ma om rope mobujeHor 6poja 0ay3MeMO CBE Te KOMOMHAIH]E.
Bpoj xkombunanuja Koa Kojux HE jeqHa Kaprta Huje Tped hemo mobutu Taxo mro
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. . . 39
on 39 kapara, Mehy Kojuma Hu jenHa Huje Tped, m3adepeMo meT Kapara 5

3Hauu, mer Kapara Tako ja 6ap jeaHa kapra Oyme Tped MokeMmo u3abparu Ha

52 39
5 ) \5
HAYUHA. O

Ilpumep 4.8. V opmany ce uaradu 10 napu yunesa. Ha xoaurxo navuna ce
Mmozy udabpamu 4 yuneae maxo da mehy usabpanum yunesama byde bap jedan
nap ucme spcme?(Ilpunpeme 3a npujemnu ucnum u3 mamemamure, Mamema-
musku garyamem y Beozpady, 2007, sadamax 802)

Pewerve. Y opmany ce Hanasu 10 mapu numnena, mro 3Ha49n 13 uMa 20 mumnesa.

20
On 20 numena 4 nunene Mox)eMo m3abpaTu Ha 4 ) HaYUHA.

Kako cMo0 y oBuM KoMOMHAIMjaMa padyHa M U OHe Y KojuMa Mely nzabpaHum
LU/ IAMa HEMA, HU JeJaH Tap IUIesIa UCTe BPCTe, IOTPEOHO je 1a TakBe KOMOu-
HaIlMje Oay3MeMO O YKyITHOT Opoja kombuuarmja. bpoj TakBux KoMmOuHaImja, y
KOjuMa HeMa HHU jeTaH Map IUIeIa UCTe Bpcre, modmhemo Tako mro oa 10 mapun
10
4 HaJIUHA, a 3aTHM
U3 CBAKOT TOT Tapa m3abepeMo TIo jemHy IUIeTy, TO MOMKeMO ypaauTh Ha 2%
HaunHa. llpumenom npunyuna npouseoda 6poj nzbopa 4 nunene mely kojuma
HEMA HU jeJIaH I1ap IUIesa UCTe BPCTE je

a (1),

ok je 6poj HaumHa HA KOjU MOKeMo m3abparn 4 1mumnene Tako a3 mehy uzabpa-
HUM Iunenama Oyme 6ap jesaH map ucre BPCTe

(7)-+(2)

ITpumep 4.9. Koauxo uma 6pojesa 0d 1 do 10000 y wujem ce sanucy 6ap jedrom
ynompebu, yugppa 1%

numesia n3abepemo 4 mapa u TO MOXKEMO yPAJIUTH Ha,

Pewere. Bpojese koje Tpeba ma npedpojumo Mory na 6ymy jeaHonudperu, 1B0-
nudpern, Tporu@pPeH, YeTBOPOINGPEHN U 3 ¥ CBOM 3amucy uMajy 6ap jemHy
madpy 1. Axo 6poj mma, mnp. k (k = 1,2,3,4) mudapa, mommcahemo ucmpen
wera 4 — k nyna. Opako mobujernx HU30Ba o4 4 nudpe y KOjuMa, ce jaBibajy
mudpe 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, Koje MOTy OUTH ITOHOBJ/bEHE, UMA,

10-10-10-10 = 10*
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ykpyuayjyhu Tty u muz 0000. Vcnos 3azarka je na y 3amnucy Oyrae 6ap jegna
mudpa 1, momro cMo y rope JOOHjeHOM Pe3yaTaTy padyHa d u OpojeBe Koju He
HCIyBaBajy Taj yciIoB, mMOTPeOHO je ma cse Te 6Gpojese omy3memo ox 10%. Bpoj
TakBUX KOMOUHAIMja hieMo mo0uTH Tako IITO €313 00pa3yjeMo HIH30BE O YeTHPHU
nudpe y kojuma ce jaBmajy mudpe 0,2,3,4,5,6,7,8,9, 3naun wema mudpe 1.
Tako n0OMjeHNX HHU30BA UMa

9-9.9.9=94

ykspyuyjyhu Ty u ruz 0000.
Paznuka
10* —9*

npeacTaBba, Opoj mpupoauaux Opojesa ox 1 mo 10000, y umjem ce 3ammcy Gap
jenaoM ymorpebu mudpa 1. O

IIpumep 4.10. Ha xoauko nawuna wecm naposa mooce da cedue y ped buo-
ckona xoju uma 20 mecma, axo ceaxu map sceau da cedne Ha cyceona me-
cma? (OKPpYNiCHO MAKMUNMEIE U3 MATNEMATNUKE YUEHUKE NPEO2 PA3Peda cpedtous
wroaa y Cpouju, 2010, sadamax 5)

Pewere. U3 ycnosa 3amarka BuauMo aa he CBaku map a3 Ceau Ha JBa, CyCETHA
MecTta, na hemo Ta mBa MecTa mocMmarpard Kao jenno. Kana ce cBu mapoBu
cmecre umahiemo 6 3ayserux u 8 ciaobomuux mecra. M3 ckyna oz 14 mecra (6

14
3ay3erux u 8 ciaobomaHuX) MOKeMO pacnopeautu 6 mecra Ha ( 6 ) paziuyn-

Tux HaunHA. CBaKOM 3ay3eToM MecTy Tpeba ma npuapy:KumMo mnapose. Ha npso
3ay3e€TO MECTO MOYKEMO TOCTABUTH je/IaH OJT IMECT MapoBa, HA JIPYTO MECTO MO-
ZKEMO TIOCTABUTH jeJaH O IPEOCTAJNX IeT MapoBa, Ha Tpehe MecTo MOXKeMO
MIOCTABUTH jeJIaH O MIPEOCTANa YeTUPH apa, HA Y€eTBPO MECTO MOXKEMO ITOCTa-
BUTH jeJaH Of TPEOCTATNX TPH Tapa, Ha TeTO MECTO MOYKEMO TMOCTABUTH je/IaH
Ol TpeoCTasTa, IBa Mapa, U Ha, IIECTO MECTO MOKEMO MOCTABUTH jeTaH MPEOCTATH
nap

654321
[IpumenoMm npunyuna npouseoda MapoBe MOXKEMO NPUIPYKUTH 3ay3eTUM Me-
cruMa Ha 6! Hauwna. CBaku map Ha 3ay3€TO MECTO MOYKE CECTH Ha JIBa HAUWHA,
ma je 6poj moryhuocTn 3a To 26.
Bpoj Haumna Ha Koje IIecT mapoBa MOXKeE 3 cemHe y pen Omockomna koju uma 20
MeCTa, TaKO JIa CBAKW Tap CeIN HA CYCETHUM MECTUMA, je

26-(164)-6!
O

IIpumep 4.11. Bauajy ce mpu passunwume xoukuye 3a jamb. Jokasicu da je
Opoj pasAuNUMUL ucToda K00 Kojux je 36up Opojesa Koju cy ,NaAU“ HO KOUKU-
yama marvu 0d 11 jednar noasosunu 6poja ceux mozyhur ucroda!
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Pewerve. O3naauhemo ca a, b, ¢ penom 6pojese Koje ¢MO JOGHTN TPUIUKOM Oa-
a3 KOIKHIA. Ha OCHOBY yC/I0Ba M3 33aTKa OPOjuUMO Pa3IMINTE MCXOIE KO
KOjUX je

a+b+c<1l.

Hexa je
a+b+c=k k=3,4,...,18

NPECTUKABARE
(a,b,c) — (7T—a,7—0,7—¢)

je bujeknmja, namehy ckyma Kom Kojux je 30up OpojeBa Koju Cy ,,mmaau’ Ha KOI-
kurama Mamu o 11 u ckyma Koj kKojux je 36up 6pojesa Koju cy ,manm‘ Ha
Komkmiiama sehu ox 11, Tj.

Ky ={(a,b,c)la+b+c <11} m Ky = {(T—a,7=b,7—c)|T—a+7—b+7—c > 11}

U UMaMo Ja je
|K1| = |K2| = m1 = ma.

Ckynosu K; u Ko cy IUCjYHKTHH, 11a je Ha OCHOBY NpPUHUUNG Cyme

|K1|+|K2| = |K1 +K2|:77L
mi+my = m
2-m = m
mq = %

O

IIpumep 4.12. Jlsa muma ceaxu ca no 6 @gydbasepa, umajy Ha pacnosczary 4
wopya u 4 majuye, y ceaxoj 0d caedehux 60ja upsena, nrasa u 6esa. Ha woruro
Hawuna gydbarepu mozy da ce obyky 3a ymarmuyy makxo da ceaxu dydbarep
0bye WOPY, U MAJUYY, AKO Ce 3HG 0G C8AKY MUM MOPG J& UM CBOJY KapaKme-
pucmusny 605y ?(OKpYIHCHO MAKMUMEE U3 MAMEMATIUKE YHEHUKE 4eMEPIMoz
paspeda cpedrwux wrora y Cpbuju, 2009, zadamax 5)

HATIOMEHA. FBoja je xapaxmepucmusna 36 mum ako c6aKU U2pad Mo2 MUMG UM
6ap jedan odeseru npedmem me 6oje, a 06 NPUMOM HUKO U3 CYNPOMHO2 MUMA HEMA HU jedar
odeseru npedmem me 6oje.

Pewerve. Y cnyuajy Kama 6v jenad THM WMao JBe KapakTepucTudHe 6oje, Kako
y tpehioj 6oju uma 8 omeBeHUX mpenMera, a 3a 0bJIAYEHe je/IHOT TUMA je Io-
Tpebuo 6 - 2 (umamo 6 urpada Koju Tpeba na 0OyKy IIOPI] U MAJUILY) OJIEBEHUX
npejMerTa, Urpade u3 JApyror TuMa He 6u Morim Ja obydueMo. 3aKIbydyjeMo ia
jemaH THM HEe MOKe MMATH JIBE KapakTepucTudHe 6oje.

Nrpasu jemnor Tuma mopajy obyhm cBux 8 ofeBEeHHX IPEIMETa Y CBOjOj Kapak-
TepucTUYHO] 60ju, U mpeoctana 4 omeBeHa mpeaMera fie butu Ha 4 pasauUATa,
nrpava y 60ju Koja HHje KapaKTePUCTUIHA 3a JAPYTH THM.

[Mpumenom npunyuna npoudeoda 6POj HAUMHA HA, KOje ce MOYKe n3abpary Kapak-
repucTuyHa 60ja 3a TuM je 3 - 2 (umamo cKyn oz Tpu 6oje U CKyIl KOjU CajipxKu
JIBa THMA), Tj.
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{cc, ce, ep, ep, pe, pc}
{bb, bb, bp, bp, pb, pb}
{ece, ce, b, b, be, be}
{pp, pp, Pb, Pb, bp, bP}
{bb, bb, be, be, cb, cb}
{pp, pp, pC, pe, cp, cp}

Ako cy wrpaun usabpajii KapakKTepUCTUYHY 00jy 3a CBOj THUM, 33 0DJaYerhe
pBOT urpada uMamo 6 mMoryhHOCTH, 3a APYTrOr Wrpada MMAMO MPEOCTATUX D
MoryhuocTH, 3a Tpeher urpatda nMamo mpeocranux 4 moryhuocTu, 3a 4eTBpTOr
Urpada UMaMO MPEOCTaINX 3 MOrYNHOCTH, 3a TEeTOr Urpadva MMaMO MPEOCTAIIEe
JABe MOryhHOCTH, U 3a ODJadere [MIecTOr UIPada UMAMO jJeJHY MPEOCTAy KOM-
6UHAIN]Y.

654321
[TpnMeroM npunyune npou3eoda MMaMo

6-5-4-3-2.1=6!

HauMHa, 33 obademe urpada. CBaKy MepMyTalld]y UIPada KOju HOCE MCTEe KOM-
6Gunanuje (HOp. IBA WUrpada U3 UCTOr TUMA MMAjy LPBEHY MAJUIly W IPBEHU
MIOPII, JIBA MI'PA¥Ya UMajy IPBEHY MAjully W IJIaBU IIOPIl, U IBA UIPAYa UMAjy
[JIABY MAjJUILy ¥ LPBEHU IIOPIL) BUAMMO KA0 UCTY, UIPAYHU jEJHOI THMA MOLY 13
ce 0OyKy Ha
6!
2. 212
HauynHa. Kako CBAKW THM MOXKE M3a0paTH KapaKTepUCTUIHY 00jy Ha 6 HAUIMHA,
TO je u, IPUMEHOM NPUHUUNG NPOU36oda, O6POj pazauauTux 00JIadera OBa 1BA
TUMA JeJIHAK
6!
6 —>-.
21.21.21
%

Ipumep 4.13. Koaukxo uma ypehenuzr naposa (m,n) npupodnux 6pojesa xo-
juma je najmaru 3ajednunky cadporcaray 2° - 37 - 532

Pewemwe. da 6u matu 6poj 2° - 37 - 5% 6uo HajMamH 33jeHHYMKH CaIpIKaIaL]
O6pojeBa m u n, 06a 6poja Mopajy dbutnu obuKa

m = 29 .3%.5%

n = 201.3%.5%

7 TIPU TOMe je:

0 g ai, bl
< ag, by
0 < asz, bS

o
NN N
w =1 Wt
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Kako je

NZS(QGI . 392 . 5a3’2b1 . 3b2 . 5b3) _ 2ma${a1,b1} . 3maa:{a2,b2} . 5maa:{a3,b3}

T0 Takolje pelin on GpojesBa a;, b; Mopa Outu jeaHak oaropapajylieM ekcrioHeHTy
5,7, man 3. 3aTo 3a n360p (ai,by) mmamo 2 -6 — 1 moryhwuocru (jeman 6, npyru
MamHu o7 iera uian 00a 6), 3a (az,bs) umamo 2 - 8 — 1 moryhuocru, u 3a (as, bs)
wmamo 2 - 4 — 1 moryhinocru. Ha ocHOBY npunyuna npouseoda, Tpazkeru 6poj
mapoBa je

11-15-7=1155.

O

IIpumep 4.14. Koauko uma ypehenux naposa cxyna (A, B) maxeux da je A C
B C [n]?

Pewere. YounMo mpow3BosbaH MOJACKYN B ckyma [n] koju mma k ejsemeHara.
Taza je 6poj ckymosa A koju 3amoBosbasajy A C B jemmak 2F. Oso Baxu 3a

ceaku nojackyn B C [n], |B| = k, a 6poj oBakBux B-oBa je (6poj m3bopa

n
k
k-TounaHor moacKyna n-TOwIaHor CKyna). Jlakie,

(1)

npeacrasba 6poj maposa A, B, A C B taksux ga je |B| = k. Kako je 0 < k < n,
TO je yKymaH Opoj OBAKBUX IIapOBa

- n B ~ n k n—k (BI/IHOMHa_Cl)OpMyJIa) n__ an
Z(k)z _Z(k)-2~1 = (1+2)" =3

k=0 k=0
O

ITpumep 4.15. Jla au je moeyhe da y nexom dpywmey 6poj »ydu ca HENGPHUM
bpojem nosnaruka byde nenapan?

Pewere. Ilocmarpajmo ckyn
A ={(z,{z,y})|x 1y suljudi iz tog drustva koji se poznaju}

Hexka je m 6poj neypehennx maposa y ToM OPYIITBY, U HEKA je a;,t = 1,2,...,n,
6poj mosHaHWKA i-Te ocobe m3 Tor apymrea. Ako y mapy (z,{z,y}) € A mpso
uzabepemo Heypelhenn nap, ma OHJAA 0co0y KOja MpHUmnaaa ToM HeypelieHOM mapy
nobutiemo ga je |A] = 2m. Ako ckyn A npefpojuMo Tako mTo cabepemo mo-
3HAHWKE CBake 0cobe m3 ckyma moouhemo |A| = ay + az + ... + ap. Uvamo ma
je

2m=a1+as+ ...+ a,.

Hexa je
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k —  ©poj /pyau ca mapHuM OpOjeM MO3HAHUKA,
I —  ©poj Jbyau ca HemapHUM OpoOjeM MO3HAHUKA,

TAIA je
2m=a1+ax+...+ar+agy1 + ...+ Akt kE+l=n

napas 6poj HerrapaH 6poj

Hemapa# 6poj
2m = memnapan 6poj

Ha OCHOBY TOTa 3aKJbydyjeMo na je O6poj jbyau ca HenmapHUM OpojeM MO3HAHUKA
YBEK TapaH. O

Ilpumep 4.16. Jleme uma ,kouruue“ 3a caazare kKoje cy cee mehycobrno pas-
aunume no: mamepujasy (0peo u naacmura), sesununy (mase, cpedive u Ge-
auke), 6oju (upsene, naase, seaene u sicyme) u obauky (okpyzae, mpoyesacme,
Keadpamue U npasoyzaone). Yrynno uma 96 = 2-3-4-4 xoyxuya. Koauxo uma
KOuKuya Koje ce 0d dpeenoe, 6eAUKOz2, NAGGO2 K8AOPAMA PA3AUKYJY Y Ma4Ho d6e
ocobune?

Pewerve. Y oBoMm ciyuajy mmMamo 4eTupu CKyla, W TO CKynm marepujansa M =
{ drvo, plastika}, ckyn sesmunna V = { mala, srednja, velika}, ckym 6oja B =
{ crvena, plava, zelena, zuta} u ckyn obmuka O = { krug, trougao, kvadrat,
pravougaonik}. Komnxwure xoje Tpeba na npebpojuMo mMmajy 4eTupu OCoOuHE,
JIBe OCOOHHE Cy MCTe a JIBe Pa3jInduTe OJ KOIKHUIE KOja mMa ocobuHe ma je
JpBeHa, BEIUKA, [JIaBa, U ODJIUKA KBAIPATA.

JAPBO BCJIMKa * *

-kopucrehu npunyun npoussoda 6poj oBakBUX KOIKUIEA je 1-1-3-3

JIPBO * ILIaBa *

-kopucrehu npunyun npoussoda 6poj OBaKBUX KOIKUIEA je 1-2-1-3

IPBO * * KBaJapar

-kopucrehu npunyun npouseoda 6poj oBakBHX Koukuua je 1-2-3 -1

* BEJIUKa ILJIaBa *

-kopucrehu npunyun npoussoda 6poj oBakBux Koukuma je 1-1-1-3

* BEJIMKa * KBaJapaT

-gopucrehu npunyun npouseoda 6poj oBakBuX Koukuia je 1-1-3-1

* x IIJIaBa KBaJapaT

-gopucrehu npunyun npouseoda 6poj oBakBHX Koukuia je 1-2-1-1
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Kopucrehu npunyun cyme, 6poj KOIKUIIA KOje ce Of Ip8eHoz, eAukoz, naa-
602, K6a0PAMA PA3IKNKY]y Y TAYHO ABe 0COOUHE je

3:3+42:-342-341-34+1-3+1-2=29.

Ipumep 4.17. Koaukxo uma gynxuuja [ : [n] — [n] 6es durcre mauxe?

Pewemwe. Cpaku k € [n] moxe ce mpecamkarn y Heku enemeHt ckyna [n]\k.
Jakne, ceaku ox 6pojesa f(1), f(2),..., f(n) moxe ce buparu Ha n — 1 HaduwH,
na je mpeMa npunyuny npouseoda 6poj dbyaxkuuja f : [n] — [n] 6e3 dukcue
TAUKe

(n—1)".

O
IIpumep 4.18. Koauxo uma nepmymavuja [ : [n] — [n] 6es duwcre mauxe?
Pewerse. Bpoj nepmyraryja Koje GpUKCUPA]y Tauke pi,Pa, - .., Pk € [n] je
(n—Ek).

IIpema npunyuny yroYy4erva-UCK Y et e YKYIaH OPoj MepMyTaldja Koje nMajy
6ap jenay PUKCHY TadKy U3HOCH

Yoon=1l= > (n=2)l 4 (—DF! > (n—Fk)+--
{pr1}Cln] {p1,p2}C[n] {p1,p2,..,pr }C[n]

rae cy cyme no k-rowmnanum moackymosuMa ckyma [n]. Cpebusamem ropmer
n3pasa mxobujamo

(71‘)(n_l)!—<g)(n—2)1+~--+(—1)’f—1<z)(n—k)!+---=

k=1
Vkymnan 6poj mepmyTanuja 6e3 GUKCHE TauKe je jeTHax

nl =3 (~1)F? ( . ) (n— k)l = n!kz_o(—l)k;! =

k=1

O

IIpumep 4.19. Hexka je F neka damuauja nodckynosa konaunoe ckyna X. Axo
c8u ckynoeu u3 F umajy mavwno k eaemenama u ako ce ceaku esemenm u3 X
HAAG3Y Y MAYWHO T CKYNosa us damusuje F, doxasicu da je | F | -k =| X | -r.
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Pewerve. TIpebpojMO KOJIMKO €jleMEHATa MMajy CBH CKYNOBU u3 damuiuje F
paudyHajyhu cBaku esleMeHT OHOJUKO My Ta KOJUKO ce TojaBibyje. CBaku eneMeHT
u3 ckyma X ce HaJa3u y TAa4HO r cKymoBam3 damunuje F, ma je yKyman Opoj

|Ar| + Az + ...+ A = |X]-r

rae je Aj, 5 =1,2,...,1 erement u3 bavunuje F.
C apyre crpane, 3HaMo n1a je

|[Aj|=Fk,j=1,2,...,i
na je
i-k=|X|r
Tj.
Pl o7 =1X] v
O

IIpumep 4.20. Koauro uma nemoyudpenur npupodnux 6pojesa 0enusux ca
mpu, Kojuma je cpedrva yugpa jednara 67

Pewere. a bu cMO A0ULTH IO peIlerha IpBo NeMo 13 N3padyHaMO KOJIUKO HMa,
merorngpennx OpojeBa Koa KOjux je cpeama nmdpa 6. Kopucrehu npunuyun
npou3eoda MOIAZUMO 10 TOT OpPOoja

9-10-1-10-10 =103 -9 = 9000

Jlok meronmdpernx 6pojeBa KOI KOjuX je cpemmpa mudpa 6 u Koju cy JAe/buBU
ca bpojem 3 uma
9000 =+ 3 = 3000.

O

Ilpumep 4.21. Koaukxo umo passusaumux m X n mabeis nonyreHur 6pojesuma
—1 uau 1 y xojuma je npoudsod esemerama Y C6aK0J 8PCMU U C8AKOJ KOAOHU
jednax 1.

Pewere. Jlako MOKEMO Ja TPUMETUMO Ja TPOU3BO/I €JIEMEHATA Y CBAKO] BPCTH
M CBAKOj KOJIOHM 3aBHCH OJI OCJIEIIH-Er YHETOr eJIeMEeHTa. [IpIMEeHOM IoCIeIuIe
2.1, momasumo m no Hamer pemema. Ckyn L = {—1,1} wma mea cmmGoma,
Tj. § = 2, IOK je my>kvHa Hu3a k = (m — 1) - (n — 1).

gk — 9(m=1)-(n—1)
je 6poj pasznamuuTHX M X n rabesa monymeHunx opojesnma —1 wiam 1 y Kojuma je

TIPOM3BOT eJleMeHaTa y CBAKO] BPCTH M CBAKOj KOJOHW jeqHak 1. %

IIpumep 4.22. Cedmoyudpenu meseponucku 6poj abedefg je aax 3a namherve
axo je (a,b,¢) = (d,e, f) uau (a,b,¢) = (e, f,g). Koauxo uma maxeur mene-
poncrux bpojesa cacmasmenur 0d yugapa 0,1,2,3,4,5,6,7,8,97

43



Pewerve. TIpBo hiemo ma m3bpojumo komuko uma TesedoHcKux OpojeBa Ko KO-
jux je (a,b,¢) = (d, e, f). Kopucrehn npunyun npouseoda 6poj abedefg, toe cy
6pojesu a, b, ¢ jeqrosHauno oxpeljenn uzbopom 6pojesa d, e, f, MOXKEMO Halpa-
BUTH HAa

1-1-1-10-10-10-10- = 10*

naunHa. Vcro tako, kopucrehu npunyun npouseoda, moxkemo jgohu u 710 6poja
moryhmx temedonckux Gpojesa kon kojux je (a, b, ¢) = (e, f, g), Tj. toe cy 6po-
jeBu a, b, ¢ jenHosHauno oapehenn uzbopom Opojesa e, f,g. Bpoj TakBux rese-
douckux OpojeBa jemHak je

1-1-1-10-10-10-10- = 10%.

Kaxo osa apa ckyna, anp. A = {a,b,c,d,e, f,g € P|(a,b,c) = (d,e,f)} n
B ={a,b,c,d,e, f,g € P|(a,b,c) = (e, f,9)} tne je P ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
HHUCY IWCjYHKTHA, Tj. 06a camgpzke TenedoHcKe OpojeBe KO KOjux Cy cBe nnudpe
HcTe, KOPUCTUNEMO NPUHUUN YKbyuerva - ucknsyuersa. Temedonckux Hpojena
KO/ KOjux cy cee nudpe ucre uma 10, ma je u

|[ANB| =10
Bpoj resredonckux OpojeBa KOju MCIyHaBajy yCJIOB 331aTKa jeIHAK je
|AU B| = |A| +|B| — |An B| = 10* + 10* — 10.

O

IIpumep 4.23. Ha woauxo nawuna moocemo usabpamu dea nodckyna 00 [n)
wuja je ynuja yeau cxyn [n)?

Pewere. Heka cy A,B C [n] u AU B = [n]. Tana craku k € [n] uma Heky o7
crenehux moryhuoctu:

ke AA\BVke B\AVke ANnB

OBHU CKYIIOBH Cy JUCjYHKTHH.

A B

IIpema Tome, ceakom k € {1,2,...,n} momespyjemo mecto ox Tpu moryha, u
oBaKkBa, nojena oapeljyje jennosnauno ckynose A u B. 3aro je 6poj moryhuocTu
usbopa ckymnosa A, B;AN B rae je A,B C [n],AU B = [n], jennak 6pojy
pasmenrraja k-0Ba U3 [n] y TpU HaBEIEHA CKYIA, Tj. IPEMa NPUHUUNY NPOU3E00a,

3"‘ <>
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IMpumep 4.24. Koauxo uma naposa cycednuz 6pojesa y cxyny {1000, 1001, . . .,
2000} k00 wujee cabuparba nema npenowersa yugdapa?

Pewerve. To cy napoBu Koj, KOjux je Mamu Opoj oOsnKa
labc nmm 1ab9 wnm 1a99 nim 1999

rae ¢y a,b, ¢ m3 ckyma {0, 1,2, 3,4}. Kopucrehu npunyun npouseoda u npunyun
cyme ONAZUMO U 10 PE3YIATATA.

labc = Ha OCHOBY LPHHIMIA IPOU3BOIA, 6poj KomOuHanmja je 1-5-5-5 =53
1ab9 = Ha OCHOBY LPUHLKIA LIPOU3BOAA, Opoj KoMOuHanuja je 1-5-5-1 =52
1a99 = Ha OCHOBY HPHHIIMIA TPOU3BOA, Opoj KoMGuHammja je 1-5-1-1 = 5!
1999 = Ha OCHOBY MPHHITHIIA TPOU3BOAA, Op0j KoMbuHanmja je 1-1-1-1=1
Ha ocnoBy npunyuna cyme umamo Jja je
57 +5°+5' +1 =156
moryhu 6poj maposa. O

IIpumep 4.25. Jloxeorcu da y ckyny npupodnuxr 6pojeea mMarux 00 MUAUOH
uMa jednar 6poj onux Kojuma je 36up yudapa jednar 20 u onux KojuMma je 36up
yugape jednar 34.

Pewerve. BpojeBn Mamy 0/ MEJIHOH MOTY & HMa]jy HajBHINE mrecT mudapa.
Hup. a,b,c,d,e, f u To

a,b,c,d,e, f €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
IIpecinkaBame
(a,b,c,dye, f) - (9—a,9—-5,9—¢,9—-d,9—¢,9—f)

je bujeknumja, namely ckyma OpojeBa Kojuma je 36up nmdapa jemnak 20 u cKyma
6pojeBa Kojuma je 30up mudapa jeqaaxk 34. Heka je

s=a+b+ct+d+e+ f

TA1A je
5 —-5=9-a4+9—-b0+9—-c+9—-d+9—e+9—f

3a s = 20 umamo 1a je
54 — s =54 — 20 = 34.

¢

ITpumep 4.26. Bpojese 21,31,41,51,61,71 u 81 mpeba nopedamu y Hu3 mako
da 36up ceaxa wemupu cycedna bpoja 6yde demus ca 3. Ha xosuxo nawuna ce
mo mootce ypadumu,?
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Pewerve. Oznaunhemo 6pojee y Husy ca abedefg. OBme mmamo Tpu CKyma, u
to ckyn A = {21,51,81} rae 6pojerw w3 CKymna mpHM Jesbemy ca 3 Aajy OCTaTak
0, ckyn B = {31,61} rue 6pojern m3 cKyma mpu Jesbemy ca 3 aajy ocrarak 1,
u ckyn C = {41,71} rue 6pojeBu U3 CKyma Mpu Je/bemy ca 3 Aajy ocTaTak 2.
IMopenahemo 6pojeBe y HU3 HA OCHOBY EBUXOBOT OCTATKA, HA cyemehn HAYUH

0120120

Hekajea+b+c+d=siud+e+ f+ g = s, Taga je

3|s1 3 memuBo ca s } 35t s — d

3ls2 3 memuBoO ca So

3a u36op 6poja d umamo 3 moryhnocru. Bpojesu e, f, g cy jennosnauno oapeljenn
uzbopom Gpojesa a, b, c. 3a uzbop O6poja a umamo 6 moryhinocru, 3a u3bop 6poja
b nmamo 4 moryhuocru, u 3a u3dop 6poja ¢ umamo 2 moryhHOCTH.

Kopucrehu npunyun npouseoda mobujamo ma je 6poj HaumHaA 3a HOPMUDAFHE
HU30Ba KOjU UCIYHABA]y YCJIOB 33JIaTKa jeTHAK

6-4-2-3=144.

O

IIpumep 4.27. Koauxo uma ypehenuz k-mopru (X1, Xo, ..., Xx) nodcxkynosa
cxyna [n] xod xojuz je X1 N XoN...N X, =07

Pewerve. CBaxu efeMeHT i € [n] MOXKe IPUNATATH Ma KOM 07 CKymoBa X, j =
1,2,...,k, jenunu je yCJIOB /1a He MPUIAIA CBUM CKYyMOBHMAa. BpOj TaKBUX W3-
6opa MOXKeMO ofpeauTh Kao Opoj k-TOpKWM Hysa W jeJWHUIA, TIe je HyJIa Ha
J-troM Mecry ako ¢ ¢ X, ako je jenununa ouna je i € X;. OBakBux usbopa nma

2k
aJIl KaKO HE CMEMO MMAaTHU CBE HYJIE, OHJA MOCTOjU
2k _ 1

u3bopa KOju OAroBapajy ycJoBy 3alaTka. llpema mpuwyuny npouseoda u u3
HE3ABUCHOCTH Pa3MEINTama i-0Ba U3 [n|, ykyman 6poj ypehennx k-Topku 4mju
je mpecek Ipas3aH CKYyII, je

(28 —1)".
O
IMpumep 4.28. Koauko pasiuiumur padHocmporusHUL Mpoyzio6a ce MONCE
nanpasumu 0d dyoicu wuje cy cmpanuye 1,2, ... ,n?
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Pewerve. Heka je 1 < x < y < z. Oapenumo Opoj pellieha HejeTHATHHE
rT+y>=z

3a (PUKCHUPAHO Z.

1° 2z =2m
y>xAy>z—x=2m—z=y>max{z,2m—z}

1< s<m:

Tama je y > 2m —x (jep je 2m —x > z) uw y < 2m — 1, na je 3a ¢ukcu-
pano z € {1,2,...,m}, 6poj omrosapajyhux y-ma: = — 1. Cuenu, 3a ciaydaj
1 <z < m umamo

m

~m-(m+1) ~m-(m—1)
Z(Ifl)fﬁfmff

r=1

moryhHocTH.
m+1l1<ae<2m—2:
Tama jey 2 x4+ 1 (jep je x > 2m —a) u y < 2m — 1, 1j. 3a dukcupaso

x € {m+1,...,2m—2} 6poj moryhuocru 3a y je 2m — 1 — z, na je ykynan 6poj
naposa (,y) y OBOM CIydajy:

2m—1 2m—1
Z 2m—-1)—z=2m—1)(m Z x =
r=m-+1 r=m+1
:(Qm_l)(m_l)_(2m—1)-2m+m-(m—|—l):
2 2
m? +m

= (@m—1)- (- + T =

- m?=3m+2  (m—1)-(m—2)
B 2 B 2
= 3a z = 2m 6poj moryhHocTu je:

m m-—2

(5+557) m=1=(m-1>

y > max{x,2m —x — 1}

2°z2=2m—1

I1<z<m-—1:

Tazga je y > 2m — z — 1 u CIMYIHO KAO M PAHUje WMAMO

m—1

m—1)-m
Zﬂc—l f

=1

8
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m<ax<2m—1:

Taga je y 2 x + 1, u umamo

2m—1 2m—1
Z(Qm—l)—m:@m—l).m_ Z =
(2m — 1) -m — (2m—1).2m+(m_1).m: (m—l)-m.

2 2 2
Hakye, y oBOM caydajy je
—1)-
o m=lem
2
Kako je z > 4, 10 je ykynan Op0j TPaXKEHUX PEIeha

n =2p:
2p 5 21

NCEDESN(EEDRHE
-y (k—1)2+pi(k+1).k:
k=2 k=2

p—1 p—1 p—1
=3 K+> K+> k=
k=1 k=2 k=2

=—1+2-pz_:k2+(—1)+zik:
k=1 k=1
:_2+2.p.(p—1)6.(2p—3)+p.(p2_1):
:_2+2-]7-(p—l)-(ng3)—|-3.p.(p_1):
_p(p—1)-B+4p—6)—12 _
6
_p-(p—1)-(4p—-3)—12
6
n=2p—1:
—2 » 9 2p—1 . .
G-+ X (G [E)=
p (p—1)~(64p—3)—12_(p_l)2
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IIpumep 4.29. Koauro 6pojesa y cxyny {9% : k € [4000]} nowurve yudpom 9?2
ITosnamo je da 990 uma 3817 yudapa!

Pewerve. Axo 6poj 9% mounme nudpom 9 Taga on uMma uctu 6poj mudapa Kao
u 9571,V 3999 kopaxy 6poj mmdbapa nosehan je ma 3816 mudapa, ma je 6poj
6pojera 3amoderux mmdpom 9 obamka 9* jenmax

3999 — 3816+ 1 =184
(pauymanu cmo u 9* = 9). O

IIpumep 4.30. Ha cacmanky ce nanasu 12k wydu. Ceara ocoba ce pyrosars ca
maywno 3k+6 ocmasux. 3a 6uno Koja dea woeeka Ha MOM Cacanky, bpoj sydu
Koju ce pykosao ca obojuyom je yeex ucmu. Koauro je nydu 6us0 mpucymHo
HG MOM cacmanky?

Pewerve. 1Ipebpojmo ememenTe CKyma,
X ={(A, B,C)|A se rukovao sa B'i C, B i C se nisu rukovali}

Hexka je n 6poj /byau KOju ce pyKOBaO ca ABOJUIIOM U3 CKyma X.
Bupajyhin ocoby A, a sarum u ocobe B u C, mmamo 3a X na je

|X| =12k - (3k+6) - (3k +5 —n).
Bupajyhu npeo ocoby B, ma C, a 3arum u ocoby A, mobujamo
|X| =12k- (12k — 3k +7)) -n =12k - (9% —7) - n.
OpaBae umaMo 13 je
12k - (3k+6)- (3k+5—n)=12k- (9 —7)-n

=12k - (3k+6) - (3k +5) —n-12k- (3k +6) =n - 12k - (9% — 7)

(3k + 6) - (3k + 5)
12k -1

Bakmyuyjemo na je 3|n, m u3 ycnora ma je

4n 3k —44

3 :k+47712k:—1 S/
= 12k—1|—-3k+44, 12k—1< -3k+44
= 15k < 45
= ke {1,2,3}

amu Kako je 12k — 144 — 3k, nobujamo na je k = 3, a omarie u na je 6poj byau
H& CACTAHKY
12 - k = 36.
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Ipumep 4.31. @amuauja nodexynosa S = {Aq, As, ..., As} exyna [n] je cena-
pabuana axo 3a cee x,y € [n], nocmoju cxyn A; € S maxas da je | A;N{z,y} |=
1. Hawe, S je noxpusajyha axo je ceaxu x € [n] cadpocan y nexom 00 crynosa
u3 S. Koauko najmarbe eaemenama Moxce 0a ume Hexa cenapabuina, noxpu-
sajyhia damuauja nodckynosa 0d [n].

Pewerve. Heka je S = {A1, Aa, ..., Ay} jenna cenapabunna nokpusajyha da-
MUIIja TTOACKYTIOBa CKyma [n]. 3a z € [n] mocmaTpajMo t-0pKy

(x1,22,...,2¢)
MHIMKATOPA, T;
xvi=lreAnx; =0,z ¢ A,

Kako je S nokpusajyha, ne nojassyje ce t-opka (0,0,...,0), na je
n<2t— 1, 1j.

2t2n+1:>t>1—|—log2n.

Bammcyjyhm 6poj « € [n] y GuraprOM cucremy, mobujamo HU3 (X1, Lo, ..., Tt).
Vaumajyhu na je

A; = {z € [n]| u binarnom zapisu broja z jedinica je na i-tom mestu}

“MaMO

cBaku € [n| nma Gap jenHy jenmuuiy y GWHAPHOM 3ammcy, jep je & # 0,
1j. S je mokpusajyhia damuauja.

Huxkoja npa paznuaura © u Yy HeMajy cBe ucre mudpe y OMHAPHOM 3aIuCy,
TIa TTOCTOjU TO3UIM]a Y 3aIMUCy Ha K0joj je Kox jeanor 1, a kom apyror 0, ma ako
je To j-ra mosunuja, TaJa jenaH ox ,y upunana A;, a gpyru =e.

Baro je A;,i =1,2,...,t;t =1+ |log, n|- 6poj mecTa (Gunapawx) y 3anucy
6pojesa {1,2,...,n}, cemapabumra mokpueajyha dbaMmuinja TOICKYIOBa CKYTIa

[n]. %
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5 3AKJ/bYYAK

Kaxko je kombunaTropuka jeqHa of oOJacTH U3 MaTeMaTHKe Koja je HajBHIe
MTOBE3aHa, Ca MPAKTUYIHUM TOTpedaMa CaBpPeMeHOr KUBOTA, MOTPEDHO je TocBe-
TUTU MHOI'O BHUIIE PDaJda Y Ib€HOM CaBJlaJaBalby.

Jla 6ucMmo yueHmKe mpupeMuan 3a Oyayhu >XuBOT, KOjU je IPemyH KOM-
6unamnyja n Moryhux m3bopa, a Heke Of IUX, MOXKIa, 1 3a Oyayhe HayaHUKE,
noTpebHO je ja uMmajy n1ob6py ocHOBY n3 kKombuHaropuke. Permasajyhn kombruna-
TOpHE TTPOOJIeMe YUEHUI TPOIIUPYjy HAYUH pa3Munibara. Huje noBospHO 13
YUYEHHUIIN PEIIaBajy 33/IaTKe MEXaHUIKH, 6e3 HEKOr MPETEPAHOr PA3MHUIILbAA O
npobyieMy KOjH je mpeJ| ihiMa, U /13 TIPY PEIaBaby 33/aTaka nu3 KOMOUHATOPUKE
mpBo 1mTo he ux MyunTn OyJe TUTamke Ja N Cy Y TTUTAhY 6apujeyje, nepmyma-
yuje I Komburayuje, ca MOHAB/bAEM UM 0e3 MOHABbAA, & 3aTHM U Ja Ce
npucere HopMysIe Koja uM je moTpedbHa ga bu monum fo pernema. Heku o mux
he y6p30 3abopasutu u GopMmyse, jep je KpaTKor BeKa OHO IINTO Ce yUIH ,Hala-
MeT“, a Mok Ia he nM 6UTH TOTPEOHO TO 3HAIE Y PEIIaBaky HEKHX KHUBOTHUX
mmpobsema.

Y 0BOM pajiy Cy HABEIEHU CAMO OCHOGHU NPUHUUNY CHYMEPAMUGHE KOMOU-
HeMopuKe, Koja ce 0DaBu mpedpojaBameM OpOja eIeMeHaTa Y KOHAYHUM CKYIIO-
puma. CBpxa OBOr pala je na, Kpo3 pasHe BPCTE 3aJaTaka Koju cy ypaheHu
Ha PA3INIUTE HAYNHE, TIOKAXKEMO YICHUIINMA, 13 HUje IOoTPeOHO 13 maMTe hop-
MyJIe U JIa TIOCTOjU BUIIE HAYWHA U METO/IA 33, PellraBarmhe HeKOr 3agaTka. CaMum
TUM HE OFPAaHUYIABAMO WX, U J03BO/HABAMO Ja Ha HUMA HAjPa3yM/bUBUjU HAUWH,
MIPUMEHOM HEKe O MeTOJa 3a mpedpojaBaibe, 100y 10 pelrema.

ZKenum ma ce 3axBanum cBoM MeHtopy npod. ap 3opany Ilerposuhy, na
CABETHUMA W CyTeCcTHjaMa y TOKY W3paje OBOT paja. Takole wejum ma ce 3a-
xBajguMm u gp lopany BDamkosuhy, kao u np Hebojmm Wxkomunosuhy koju cy
JeTa/bHO MPOYUTAJMA PAJ U CBOJUM CYTe€CTHjaMa JIOIMPUHETH HEeroBOM (DUHAJI-
HOM yOOJIM<IaBaiby.
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