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YBoJ

IIpBu koju je pazmuiisbao 0 HpodieMy reo/Ie3ujCKOr IPeC/nKaBama 0uo je Besrrpamu u To 1865. mo-
cmaTpajyhu ciryuaj reojie3mjckor npecankaBammba mospmu (PrMaHoBe IBOJIMMEH3HOHE MHOTOCTPYKOCTH)
ua Eyxkmmncky pasan E2. Kacuuje, 1869. romume, Y. JuHu je pemmo oBaj mpobGieM 3a IMHPY KJIACY
mpocTopa ocMarpajyhiin reofesnjcka mpecanKaBamba, IBe noBprmu. 3atuM, 1896. roawne, Jlesu-Yusura
je Halllao OCHOBHY jeTHAYNHY 33 pelllaBaibe re0Je3hjCKOr IpecinKaBama n3Melhy ase n-auMmen3none Pu-
MaHOBe MHOTOCTpYKOocTH. OH je J0mao A0 mpobjiemMa reoIe3ujcKor IpecinkaBama, uaMey Pumanosux
MHOTOCTPYKOCTH IIPH HPOyYaBamky jeanaunna juaHaMurke. (CBOj JONPHHOC TEOPHUjH T'eOJE3UJCKUX Ipe-
caukasamwa faju cy T. Tomac n X. Beji koju cy Hamuim Heke reOMeTPHjCKe WHBAPU]AHTE I'€OJE31jCKOT
[IPECIIUKABAA.

Teopwuja reofae3njcKUX MpecanKaBamba PUMAHOBUX U TPOCTOPA JIUHEAPHE TTOBE3AHOCTH j€ OJT BEJIMKOT
WHTEPEeca, KAKO Ca TEOPHjCKe, TAKO U €4 TaUKe TJICININTA TpuMeHa. Kperame MHOTUX TUIOBA MEXAHUI-
KHX CUCTEMA, a Takohe Tesa u 9ecTura y rpaBUTAIMOHUAM U €JIEKTPOMATHETHUM OJBUMA, ¥ HEITPEKUTHO]
CpeIwHHU, Ce YeCTO BPINHU MO IMyTarmaMa KoOjeé ce MOTry MOCMaTpaTh Kao reoae3wjcke JjmHuje. Tako, Ha
mpuMep, aBa PuMaHOBa IpocTopa, Koja JOMYIITajy y3ajaMHO MeoJe3njcKO TMPECTUKaBakhe, OMMUCY]y MPOo-
1ece KOju Ce OJBUjajy, IPW €KBUBAJEHTHUM CIIOJBHUM OIrTepenemnMa, M0 UCTUM MyTamaMa, aJiu IMpu
PA3IUIUTAM E€HEPIETCKUM PEKUMUMA.

VY HOBHje Bpeme reoJie3njCKa MPeC/MKaBama PUMaHOBAX HIPOCTOPA U HHUXOBA YOUIITEHE Cy MOCMa-
tpasiu H. C. Cumykos, J. Mukemt, . Xunrepnentuep, B. Kuocax, M. Ilpsanosuh, M. Crankosuh.

OyHIaMEeHTAJIHE jJeJHAYNHE Me0Ie3H]jCKUX Ipec/nKaBama ¢y npoHaherne y mekosmmko obimka. Mehy
BUMa je ToceOHO BaXkaH cucreM audepeHrnyjaHnx jeanadnna KormmjeBor tuma. 3a Te JuHEapHe
obJiuke, 1pobJieM er3uCTeHIYje U JeJIMHCTBEHOCTH PEIIEha MOYKE Ce PENIUTH AJrefapCKUM MeTOJIAMA.
Ounrienno, er3uCTeHImja pememnha TX (HYHIAMEHTAJTHAX jeHAYNHA, MTOBIAYNA €r3UCTEHIIN]Y TOMEHY-
THX IPECIUKABAKA, Tj. HA OCHOBY BUX ce Kiaacudukyjy npocropu uzmMel)y KOjuxX ce MOXKE yCIOCTABATH
re0JIe3MjCKO TPECJIMKABALE.

Osaj paj ce 6aBu reoje3WjCKUM HpPECIMKABABEMA HOBpHM y K3, Besom m3mely reosesmjckux u
KOH(MDOPMHIX IpecInKapama moBpin y E3, kKao u reo/ie3anjcKuM IpecnKapambuMa MHOTOCTPYKOCTH Ca,
JIMHEAPHOM IIOBE3AHOIINY.

Y HpBOM IIOIJIABJBY JATH Cy OCHOBHH HOjMOBU ¥ jeduruImje 3a nospmm y E3 n ussemene dop-
MyJie Koje ce Kopucte y pamy. llocebuo cy mocmaTpane jeHadnie TEOAE3UjCKUX JTUHK]A HA TOBPIIH U
dopMyia 3a re€0/Ie3njCKy KPUBUHY, ACHMITOTCKY U KOHjyrOBaHU UPABIM u l'aycoBa KpuUBUHA.

Y apyrom morJiaBiby OMKCAH je mpobjeM MaTeMaTudKe Kaprorpaduje, Tj. IPeacTaB/bamba IeJ1a, TJI0-
Oyca HAa PABHO] LNOBPIIMHU. 3aTHUM CY MOCMATpaHa KOH(MODPMHA IIPECIMKaBamba, Tj. jaudeomMopduzmMu
KOjH 4yBajy yIJioBe. YCTaHOBJbEHA je Be3a u3aMmely Merpuka nospiin uaMmehy kojux nocroju koHgopmua
KOPECIIOJIeHITH]ja 1 Y oapeheHoj mapamMeTpu3alyjy MperTas/beHa crepeorpadcka IpojeKIrja Kao IpuMep
KOH(POPMHOT TTPECTUKABAIHA.

Y Tpehem noraBsby Cy TpUKa3aHe HEKE YHHEHUIIE O TEOAE3NjCKUM U KOH(DOPMHUM ITPECTUKABAHUMA,
TIOBPITA. YCTAHOBJLEHO j€ JIa Ce Te0Ie3WjCKUM TpecINKaBambUMa IyBajy Komyropann mpapiu. [lokazano
je /1a mpecsuKaBame MoBPIH Koje je KOH(MOPMHO U TeOHe3UjCKO MOpa 6uTr M30MeTpPHUja, WU CJAUTHOCT.
Hagpenene cy Benrpamujepa u JunmjeBa TeopeMa, Kao M HEKH IIPUMEPH KOJH CY HJIYCTPOBAHU ITOMOhy
makera Mathematica.

Y 4eTBPTOM IOIJIABJBY Cy mocMaTpaHe judepennujabuine Maorocrpykoctu. Haseneny cy ocHoBHe
nedwHHUIEje 38 MEOTOCTPYKOCTH, AudepeHInjabuIHa mpecnKaBama u3Mel)y X, TAHT€HTHE BEKTOPE U
[IPOCTOPE, BEKTOPCKA 1I0Jha U TAHI'€HTHE BEKTOPE HA KpHUBE HA MHOTOCTpyKOocTH. lIpupojiHo cy yBejneHu
Kpucrodemosu cumbosu spyre Bpcre momohy JimHEapHE TIOBE3aHOCTH, 3a KOje y ciy4ajy PumanoBux



MHOTOCTPYKOCTH Baxke (hopmyse kojuma cy Kpucrodesnosu cumbonu nedpunucanu ua nospimu y 3.
IlocMaTpanu cy mmapaJeiHO IOMEPAE U T'e0JIE3UjCKe JIMHHAjEe HAa MHOTOCTPYKOCTH.

Y nmerom morsiaBiby Ccy m3Besnene Jlesu-UusrTa jeHatunnae reoie3mjCKUX TPECINKABAHA MHOTOCTPY-
KOCTH, KOj€ yCIIOCTaBJhajy Be3y m3Melhy KOMIIOHEHATA HOBE3AHOCTH MHOT'OCTPYKOCTH KOj€ Ce Te0e31jCKHI
MOI'Y IIDECJIMKATH jejiHa Ha Jpyry. ¥ cekuuju 5.4 je youeHa Be3a METPUKA €KBUIUCTAHTHUX MHOTOCTDY-
KOCTH u3Mel)y KOjuX je yOueHO Ie0JIe3UjCKO MPECIUKABAKE ¥ KAHOHCKOM KOODJMHATHOM CHUCTEMY, IITO
je meo paga 1. Hinterleitner, Special mappings of equidistant spaces.






6 1 IOBPIIIN YV E3

1 TIlospmu y E3

1.1 OcuHoBHU nOjMOBU u JedUHUIIL]E

Hedbununuja 1. Hapamempusosana eaemernmapna nospw xaace CF. k > 1 je 1 — 1 npecauxasarve
r: U — E3 waace CF, 20e je U = U(u,v) omeopen nodexyn 0d E2, a 0x/0u u 0x/0v cy suneapno
neszasucnu eexmopu na U.

Hedbununuja 2. Koopdunammna mpanchopmavuja (xaace C*) je CF dudeomopdusam ¢V — U, 2de
cy V u U omsopenu cxynosu y E2.

Yoynyhe hie ce npermocraB/baTi f1a Cy MapaMeTpu3alifje U KOOPAWHATHE TpaHcdOpMAaIdje KIace
C™, ako ce He UCTaKHE JIpyTadnje.

Axo je z : U — E? enemenTapna nospim u ¢ : V — U koopauraTHA TpancdopMaluja, tama je
T=x0¢:V — E3 eremenrapna moBpII ¥ UMa UCTY CJIUKY K0 2. Taa KarkeMo Jia je MOBPII T eKBH-
BaJIEHTHA €A T y OJHOCY Ha KOOPAUHATHY TpaHchopMannjy ¢. Kiaca ekBuBasieHmje mapaMeTpu3oBaHe
€JIEMEHTAPHE TIOBPIIH je (HENAPAMEMPUIOEAHG) EAEMEHMAPHA NOGPUL.

Iapamemapexe (voopdunamne) xpuee Ha eneMenTapHOj oppi « : U — E? y Tauku p = z(a, b) cy
kpuse oapehene ycnosuma x(u,b) u x(a,v). Houxosn Bekopm 6p3una y Taukm p Cy peaom

ox ox
xl(av b) = 3 5 .’EQ(CL, b) = 5 .
ou (a,b) ov (a,b)

Hedununuja 3. Tanzenmmna pacan na esemenmapny nosput x : U — E3 y mauxu p = z(a, b) je pasan
Koja cadpotcu mauky p u napaseana je sexmopuma x1(a,b) u xo(a,b). Jedunuuna nopmanra na nospw
y mauru p = x(a,b) je
n(a’ b) _ le(a,b) X ﬂj‘g(a,b) ]
[lz1(a, b) x @2(a, b)|

Bekrop X je maneenmnu 6exmop Ha eJeMEHTApHY TOBpIN = y Tavyku p = z(a,b), ako je X BeKTOp
Op3ube y TaU4KW p 33 HEKY KPUBY KOja MPUMAIA MOBPINU W CAAPKU TAYKY P, Tj. aKO 3a HEKO £ > (
noctoju Kpuba ¢ : (—¢,¢) — x(U) C E3, tako ma je ¢(0) = p, ¢(0) = X u c(t) = z(u(t),v(t)), rae cy
u(t) m v(t) kmace C1L.

CKyIl TAaHTEHTHHX BEKTODa y TAYKH p Ha eJeMeHTapHy mospim z : U — E3 je BeKTOpcKm mpocTop
ca 6asom {x1(a,b),z2(a,b)} u o3nauasa ce ca Tpx. Taneenwmmuo pacaojerve una U ce o3uauasa ca TU u
IpeJICTaB/ba JUCJyHKTHY YHHUJY TaHIeHTHHUX npoctopa Ipx, p € U.

Hedbunnmuja 4. Had esemernmaprom nospwu x : U — E3 gexmopero nowe je dudepenyujabuaro
npecauxasarve X : U — E3, mako da je 3a ceaxy mauxy p € U, X(p) € Tm(p)IE3.

Mozke ce mOKa3aTH jia ce JieIoBH cepe S2 Mory napaMeTpH30BATH, Al He IOCTOjH HapaMeTpH3a-
nuja nesie cdepe. 3aTO je y CKIQNY €4 WHTYUIUJOM TOTPEOHO yBECTH MOBPIIMH HA CJAOXKEHW)H HAYWH.
Hawmme, moBpin he 6utn dpaMmunnja eJeMeHTApHAX HOBPINH KOje ce IMPEKJalajy, a Ha IPeKJIOIy ce 3a-
XTeBa /@ Cy lapaMeTpu3alyje 1oBe3aHe KOOPJMHATHIM TpaHcdopMaliijaMa.
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82 82 82 82 .
Osnaunmo ca z11(a,b) = 35 r12(a,0) = g5, 721(a,b) = 55 u x22(a,b) = Jo5 TaprmjasHe
U3BOJE APYTOr pPeja Ha IOBPIIA .

Koedunujenrn npse u jpyre ocnosne ¢opme nospuiu r cy dynxkuuje g;; u L;; pejom, pedunucane
na U ca
9ij = (wi,xj),  Lij = (2ij,n).
Herye fiemo kopucrnru oznake E = (v1,21), F = (x1,22), G := (x2,22) 1
e:=(x11,n), f:=(x12,n), g:= (T2, N).
IIpsa ocuosra Gopma I Ha eremenrapuoj nospum z : U — E3? je pecTpuximja CKasapHOr HPOU3BOJIA

ma E? ma BekTOpCKHM TIpOCTOD Tpx, p = x(a,b).
3a npomssosmue Bektope X,Y € Tpo (X = X'a;, Y =Yx;), [(X,Y) = ¢;; XY,

Hpyra ocuosua dopma I ma eneMeHTapHOj nospum x : U — E3 je 6unuueapua dopma Ha Tz,
p = z(a,b), nara ca II(X,Y) = > L;; X'Y/. Oyukunje g;; u L;; nedbunnmy cumerpudne MaTpuie y
CBAaKOj TAYKU CJUKE MOBPIIHA .

Kpucrodesosu cumbosu pse u jipyre Bpcre Cy pejaom (QyHKIHje

1
= (Gjksi + Gikg — i) 1 T = g Tija, (1)

Lijk = 5

re je iji1 = 0gij/Ou, gij2 = 0gij/Ov n g MHBep3HA MATPHUIA MATDHUIE gij, Tj. MATPUIA JedbUHECAHA
ca gijg" = 6]. ¥ paseujenom obsmky, Kpucrodenosn cumGomn apyre spere cy pedurucanu ca

_ GE,—2FF,+ FE, o 2EF,— FEE,—FE,

M= 20EG-F2) M (EG-F?)
I = GE,—FG, 5 _ EG,—FE, @
2(EG — F?2)" 127 2(EG - F2)’
., 2GF,-GG,—-FG, _, GE,—2FF,+FG,
I3 = I'n=

2(EG — F?) ’ 2(EG — F?) ’
k _ 1
I3 =T,
BekTopu 1, To U N Cy JUHEAPHO He3aBUCHH u umie 6azy mpocropa E3. Mmajy ciamuny ysory xao
IIOKPETHH pellep y CIydajy KpHBe, aadm HUCY MeljycobHo HOpMasHu. Csaku BexTop m3 E3 Moxke 6utn
MIPECTaB/bEH KA0 JinHeapHa KoMbOuHuanmja Tux BekTopa. [locebno, 3a BeKTOpE T11, T12 U T2 BaXKH

1 1
r11 = ey + Digze +en,
1 2
12 = [ox1 +Tsxe + fn, (3)
1 2
T2 = I'sow1 + 599 + gn.
Ia 61 KOMILIETHPAJIH MIPETXOAHE jeTHAUNHE, N3PA3UMO BEKTOpE 1| U Ng y ucToj 6aszu. OHH Jexe y

TAHTEHTHO] PABHU, 114, Ce M3PAXKABAJY Ca

np = p1x1 + p2x2,

n2 = 171 + q2T2.

—e=(x1,n1) =p1E+pF, —f=(x1,n2) =qFE+ @F,
—f =(w2,n1) = p1 '+ p2G, —g=(x2,n2) = 1 F + G,



8 1 IOBPIIIN YV E3

cJre

_ fF—eG +eFffE
T B  T EG—ph
gF — fG fF —gE

EG -2 ' T EG - 2t (4)

ng =
Jennagmne Ha3mBajy ce jemnaumnama Bajuraprena.

VemoB MHTErpabUITHOCTH (37”) E= (a;lk) ce Ha OCHOBY jeIHAYIMHA, . MOXKe HAIUCATU KO

0 0

%(Fh-fl + Tjyzo + en) = %(F%le + %20 + fn),
J 1 2 9 2
%(mel + g2 + fn) = %(Fzﬂl + 59w + gn).

AKO y HpeTXOIHHUM jeJHATHHAMA Tjj U3PA3UMO IIPEKO z; U n; (jenmaunue (3))), a n; npeko x; (jeanaduie
(4)), mopehemenm roedurnmjenara y3 1 n xo nobujamo caezehe jesaaqunne

2
e —
(F%l)v - (F%Q)u + Fhfb + F%lF%Q — F%QF%I — F%QF%Q = Egif?
EG - F
eg — f*
(T'g)u — (T11)y + T, — T Ty = FEG 2k
(Thy)u — (Tla)y + ThThy + T3, — Th,Tl, —T3,T), = G2 I (5)
22)u 12)v T Laglyy 221 12 12l 12 12b22 = G0,
eg — f*
(T39)e — (T59)u + Tl — Tgpl'} = Fm-

IIpumernmMo 118 ce y OBUM jeTHATHHAMA KoepHIMjeHTH Apyre dpyHIaMeHTaaHe (¢popMe MojaBbyjy caMo
y komburammju (eg — f2)/(EG — F?), mro he 6urn ox 3Ha4aja y gambem u3sohemy.

1.2 Teone3umjcke JuHuIje

Hedbununuja 5. Hexa je x: U — E3 eaemenmapna nospw. Kpusa na nospwu je kpusa ¢ : I — E3
obauxa x oy, 2de je v : I — U xpusa y U.

3a kpusy c(t) = x(y(t)) nma x, xyxuna ayka s(t) je jeqaosnaqano oapehena pesanujama

ds ) du du, dv dv\?
(&) =i =r(5) +25 5 ¢ ()

AKo je mapaMerap KpuBe ¢ Ay>KUHA JIyKa S, Ta HapaMeTPH3alja je npupodHa.

Hexka je c(s) riaTka Kpuba IapaMeTpUI30BaHa Jy>KIHOM JTyKa Ha eJeMeHTapHo]j moppim @ : U — E3,
Kpusa ¢ uma nokpernau peuep {7'(s), N(s),B(s)}, upu uemy je T'(s) = ¢é(s) TaHr€HTHO BEKTODPCKO
nosme, N(s) = T(s)/||T(s)|| Bexropcko mome raasrux Hopmaa u B(s) = T(s) x N(s) BeKTOPCKO mobe
6umopmana. Kpuenma xpuse c(s) je byuxmmja k(s) = ||T(s)]].

Bynyhu na sekropu {T,n,n x T = S} (S je yHyTpalma HOpMaJIA), THHE OPTO-HOPMUpPAHY 6a3y y
R3, BekTop ¢(s), S je NPUPOHE HapaMeTap KPUBE ¢, MOMKEMO HAIMCATH Kao

E=k -N=0-T+knn+ kyS, (6)
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kn u kg cy HOpMaJHA U TeOAe3UMjCKa KPHBUHA KpHBE C(S).

[MocmaTpajmo mpobsieM HajarKema KpuBuMX Ha 1ospimm y E3 Koje cy amajiorHe mpasaMa y PaBHH.
Pemmeme Tor mpobisiema, cy reomesujcke qunuje. Uarepuperupajyhu cBojcTso ja npase aunuje umajy (y
paBHM) KpUBUHY HyJa, umamo ciegaehy jnedununmjy:

Hedunurnmja 6. [codesujcka sunuja Ha eAeMeRmMaproj nospult je Kpuea napamempudosana JyYyrHcuHom
AYKa, wuja je zeodeaujcra KpusuHa ceyade jedHara HYAU.

Jennocrasan npumep reosiesujcke smnnje je (neo) npase ¢(t) = a + bt, a,b € R na nospiu, 6yxyhu
ma je ¢ = 0.

Teopema 1. Hexa je x : U — E3 eaemenmapna nospw, U = U(u',u?). Tada 3a npouseomny xpuscy
c = z(u'(s),u?(s)) Ha nospwu napamempusosany OYsNCUHOM AYKG 6AHCU:

kgS:Z[d ZI‘ Aoy, k=1,2.
k

Hoka3z. 3amenom dhopmyse
Tij = Ll-jn + Z Ffjxk
k

y jeqHadnHA

dsQ = wau W+ Zwl

J00mjamMo
Z " 4 ZI‘ Al | xy + (Z Liju'a? )n. (7)
k i ij
Tlopeheme oBe jegmaduutie ca jegHAITHOM @ KOMILTETUPA, J0KA3. O

Ha, ocHOBY TIpeTxo/He TeopeMe BHAUMO Jia je Kpuba ¢ = x(u', u?) reomesmjcka ako n caMo ako Bazkm

i+ Thued =0, k=1,2. (8)

TIpumep 1. [8] Haliu zeodesujcke aunuje na yuaundpy x2+y* = 1 pewasarem odzosapajyhez cucmema
JuepeHuujaNtUT jedHauuna.

[Mapamerpusyjmo mmsamemap ca o(u,v) = (cosu,sinu,v). Taga, F = G = 1, F = 0, na cy jegHaunne
reofesujckux aunmja i = ¥ = 0. 3aro, u = a + bt, v = ¢+ dt, vae ¢y a, b, ¢, d Koucranre. Axo je b =0,
reoJIe3njCKa, JINHNja, Ha, IIMJIHHJIPY je mpaBa napaJjesna z-ocu. Ako je d = 0, To je KpyKHUIA, MAPaJIeTHA
zy-ocu. MHade, reoyie3njcka JIMHA]A je KPYXKHU XEJTHKC.

Teopema 2. Kpusa c(s) jedunuune 6psune na nospwu M je zeodesujcra xpusa axo u camo axo je ¢
HOPMAAGH HG NOBPUL Y CEAKOJ MAwKY (MAHZERMHY 8EKMOP C je NAPaAeAaH Yot Y ).

Hoxkas. ¢ = kN = kyS + k,n. ¢ je HOpMaIaH Ha IOBPII aKO U caMoO aKo je kg = 0. ]

Tpumep 2. Hocmampajmo seauru xpyz c(s) = (sins, 0,coss) na S2. ¢(s) = (coss,0, —sins), é(s) =
(—sins, 0, —coss). Hopmana na S? y mauwu c(s) je +c(s), na je na ocnosy npemzodne meopeme c
2eodesujera xpusa. Basicu u obpam: axo je ¢ 2eodezujcka kpusa na S2, mada je ¢ Ayk ceauxoz Kpyea.
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IIpumep 3. Hexa je r(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)) pomayuona nospus 2ernepucana kpusom je-
dunuune bpsune (f(u),0,g(uw)), f > 0. Tada sasrcu
a) Cearu mepudujan je zeodesujcka aunuja;
6) lapanena je 2eodesujcka AUHUIA GKO U CAMO AKO je MAHZENMA MEPUIUJAHA NAPAAEAHA OCU POMAULUTE
Y COUM MAYKAMO NAPAACAE.

Howmo je u npupodnu Napamemap 3a 2eHEPAMOPHY KPUGY, NPEaA BOPMa NOSPWU Je

2 -2
w-(£77 2)-(3 )

I

a Kpucmogerosu cumboru cy nyaa ocum 12y =T3 == uTl, = —ff.

Teodesujere aunuge c(s) = r(u(s),v(s)) sadosomasajy cucmem jednauuna (8)

i — ff(0)* =0, (9a)
5+2?w:0. (96)

a) Mepudujanu cy odpehenu ca v = const. Tada cy U u ¥ nysa, na je jednavuna (@) 300080/mEHQ.
Hyoc mepudujara u=3s, na je t =1 u i = 0 u 3adosomena je .
6) Ilapanrene cy odpehene ca uw = const. Tada je v = 4 = 0. Iowmo zeodesujcka aunuja c(s) =
r(u(s),v(s)) uma jedunuuny 6psuny,

or. Or 2

L= fofs)/? = |G+ 5o

au T e T g22(0)° = £(0)°.

1
Caedu da je O = +— = const, jep je [ = f(u), u = const u 3adogomena je jedrnauwuna (@/ Jednavura

1
je aboz f >0 u 02 f2 £ 0 excusasenmmna ca f = 0. 060 6adICU KO U CAMO GKO je Manzenma

MePUOUJaHa (f COS v, fbln v, ) napaseana ocu pomavuje (0,0,1) y cearoj mauru napasese.

Y paBHu, npaBa je ojpeheHa TaukoM Koja joj mpunaja u upabieMm Te npase. Cueyeha Teopema
1oKa3yje Jia je 0BO TBpheme TauHO 3a [IPOU3BOJbHY I'E€OJIE3UJCKY JIMHU]JY.

Teopema 3. Hexa je p mauka wa nospwu M, x : U — M u nexa je X jedunuunu 6eKmop maH2eHmaH
na M y maurku p. Tada nocmoju jeduncmeena zeodesujcxa aunuja ¢ : R — M, maxea da je nexo 3sa
s0 €ER, c(sp) =p u é(sp) = X.

Teopema 4. Hexa je ¢ xpusa jedunuune 6psune na nospwu M, usmely mauaxa p = c(a) u q = ¢(b).
Axo je ¢ najrpaha xpusa usmehy mavaxa p U q, mada je ¢ 2e0de3Uujcka AUHUIA.

O6puyTo TBpheme Huje TauHO. l'eoyie3ujcke JIMHUje HE MOPajy MUHUMU3UPATHU pacrojame. Heka cy
p u ¢ pasnmumre Tauke Ha cepu S, Koje HECY amjaMeTpaJsHO cynpoTre. llocroje spe reojesmjcke
JIMHUjE PA3JIUYINTUX JIyKUHA KOje CIAjajy p W ¢, a OAroBapajy JIyKOBMMA BEJIMKOT KPyra, KPO3 TadKe
p u q. Ilpumerumo n na Hajkpahu myT msmely cympoTHHX TOJIOBA HHUje JEAUHCTBEH, KAO W J3a aKO U3
cdepe oACTpAHUMO jeIHy TAYKy, HajKkpahu myT m3mely aBe Tadke HE MOPA YBEK 3 MOCTOjU, YK U aKO
[IOCTOJHU TeOde3MjCKa n3Mehy mux.

Teopema 5. Hexa je p mauxa na nospwu M. Tada nocmoju oxosuna O mauke p marsa da npouseonste
dse mauxe uz oxoaune O mozy dumu cnojene JeOUHCMBEHOM HATKEPahom 2€00e3UjcKOM AUHUIOM, TPU
yemy je ma 2e0de3ujcka Aunuja cadprcana y oxosunu O.
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Jomt jemHo exBuBasieHTHO TBpheme ma je KpuBa ¢ jeamnwane Op3mue ma nospim M reone3mjcka je
JIa je OHa MOTIIYHO TIPaBa, IIITO 3HAYH Ja jé BEKTOPCKO MoJbe dc/ds mapasieTHO oYK KPUBE C.

Jokasu HaBemennx Teopema mory ce mahum y [1, [7].

1.2.1 Omnmira jegHauYMHA reOAE3UjCKUX JIMHUjA

IMocmarpajmo cucreM jegHaqdunHa reoje3ujckux junauja (8)

d*u du\ 2 du dv dv\?
- =T ort,—— 41, [ —
ds? 1 (ds) T T <ds> ’

d*v du\ 2 du dv dv\?
- =13 e, —— +T2%(— | .
ds? 1 (ds) TG s T (ds)

TToMHOXKKMMO NIPBY jeJHAYMHY NPETXOHOr cucTeMa ca dv/ds W 01 e OJly3MHUMO JIDYTY HOMHOXKEHY

ca du/ds

dud?v  dvd*u dv\® du [ dv\?
— - ——— =TI = orl, —T3,)— | —
ds ds?>  dsds? 22 (ds) + (2T~ Ia) ds <d5>
du\? dv du\?
+h-arh) (3) %t (%) (10)
. dv  dvdu . .
[Mormmro je = — —, JIeBa CTPAHA TPETXOJHE jeTHATNHE je
ds duds

du? ds ds + du ds?

ds duds2 ~ ds " dsduds?

dﬁi @dj _dj@@_du d?vdudu  dvd*u dudvdzu_ d7u 3@
ds ds \ du ds ds ) du?

: ds\’ : : . .
Mmuoxkemem jemmaunne (|10]) ca T JIOOHjaMO onwimy JeOHAUURY 200€3UJCKUL NUHUIG
U

d?v dv\® dv \ 2 dv
dd F%z <du> + (ZF%Q - F%Q) <du> +(Iy; — 21?2)@ - F%y (11)

Jenmaauna (L1)) je ekBuBaseHTHA cHCTEMY jeHAYNHA , IIITO 3HAYM JIa je KPUBA Ha TOBPIIU I'€0JIe3H]-
CKa KPHMBA aKO M CaMoO akKo 33/10BoJbaBa, jegaaaqduny ((11]).

1.3 Tone3mjcka KpuBMHA

Hexka je c(s) xpuBa Ha eiemenTtapnoj mospmm x : U — E? mapamerpmsopama my»kumHOM JyKa. Ha
ocHoBy jenmaunue ([6) Baxn

kg:(kN).szT.szT.(nxT):[n,T,T]:\/ﬁ[(%xxv)-(Zx‘iﬁ)].

Ca apyre crpamne je

dzr du dv
=Ty— +Ty— ¥

ds  ““ds ds

d?x d?u dv du\ 2 du dv dv\ 2
—— =Ty T o5 + Tyu | 5 + 200+ T | 5 | »
ds? ds? s sds
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IIITO CA& TIPETXOIHOM (POPMYJIOM y3 HICHTUTET

(axb)-(cxd)y=(a-c)-(b-d)—(a-d)-(b-c) naje
3 2 2
kg = |:F%1 <ZZ> + (27, — Ty <Zl;;> % + (T3 — 211%2)% (Z)

dv\® dud?v d*ud
—rl, <Z> T U]\/EG—FQ. (12)

ds ds?  ds? ds

1.3.1 Teogesmjcke KpUBHUHE IIaPAMETAPCKUX KPUBUX

O3HAYNMO ca S| U Sg MPHPOJHE MapaMerpe 3a mapamerapcke Kpupe (u,vo) u x(ug, v) peIoM Ha
ejieMeHTapHOj noBpiu x. Taja je u3 mpse ocHoBHE (popMme:

dv 0 du 1
[ ] 2K U-KOO MHATHUX KPpUBUX. — — _—
ay P p i = d = IR
0o a du 0 dv 1
® IyXK U-K WHATHUX KpuBnx: — = (0, — = ——.
ay P p 5o i5s =

Hakue, Ha ocaoBy dhopmyie (12)

du \ > VEG — F2
k)pevy =T (— | VEG—F2=T2"T ",
( 9) 0 11 <d51> 11 E\/E

dv\® ——— VEG — F2
(kg)u=uo = _F%Q <d82> EG - F2 = _F%QW'

Crenu Jia cy u-KOOpDJIMHATHE KPHUBE HA IOBPINK T'€0/e3UMjCKEe KPUBE aKO M CAMO aKO je F%l =0, a
V-KOOD/IMHATHE KPUBE Ie0JIC3UjCKe aKO U CaMo ako je sy = 0.
1E, _4 1Gy

Axo cy mapamerapcke Kpuge oproronaase, F = 0, F%l = = —, BaXn

o R T

E,
(kg)v:vo = _QE\/E7 (13)
G (14)

k u=ug — o =-
( 9) 0 2G\/E

1.3.2 JImysunosa cdopmyia 3a k,

O3HAYUMO ca ] W iy JeUHAIHE BEKTOpE YK OPTOTOHAJHHUX MMAPAMETAPCKUX KDPUBUX (U, vg) U
x(ug,v) peaom, a ca S U So IPUPOJHE MAPAMETPE /yK THX KPUBHX penoM. Tana je
. dx(u,ve) . dz(up,v)
W =——>, lg=——">.
d81 d82
Jlyx u-koopmumaaTHUX KpuBux je S = n X T = (i1 X ig) X i1 = i3, & Ay, U-KOOPJUHATHUX KPHUBUX
S = (i1 X 12) X iy = —i1, ma Cy reoJIe3ujCcKe KPUBHUHE JIyK MAPAMETAPCKHUX KPHBHUX IIPEMA jeTHAIMHA

©



1.4 T'eone3mjckm KOODIWHATHA CHCTEM 13

. dil . diz
(kg)fu:vo = ZQTﬁ’ (kg)u:uo = _Zldisg' (15)

[Mocmarpajmo KpuBy ¢ Kpo3 Tauky p Ha nospimu z, ¢(s) = x(u(s),v(s)), Koja ca KpusoM v = v
zakiana yrao 6. Taga meH jeauauwdanan BeKTOp 1 3a10BOHABA jeIHAUNHY

T = 41cosf+igsinf

_dz(u,v)
= T de cosf + 59

Oz (u, vo) du 0x(ug,v) dv

= — 17 5 0 —— sin 6.
ou dsi cos O+ ov  dsoy st

douo,v) 1 g

Ca spyre crpane je
_dz(u,v) Oxdu Oz dv

P =0 “ouds T ovds
ma je

@—d—ucos @—@sinﬁ

ds  dsy T ods  dsy '

Ha ocuory mperxommor Baxku dhopmysia

diq, Oig du 0Oig, dv  dig dig . )
- Pa B0 _ Do osg+ Lo6ing, (i=1,2
Ov ds ds; €08 dsy sing, (@ 2)

ds ~ Ou ds
ma audepernupameM 1 OyXK ¢ y3 gobujamo
do

dl’  di di di di
- = %81100529—% d—;;cosesine—i— ﬁcosﬂsin@—i— d—Zsin29—|—S£,

rje je S yHyTpalmha HOpMaJa Ha TOBPII
S = —i1sinf + i9 cos 6.
Tana na ocHOBY jennauune k; = T-Su ¢dopmyite 1) BaXKu

do .
k?g == % + (kg)vzvo cos 0 + (kQ)UZUO sin 0. (16)

Dopmyia je mosnata xao Jlmysunosa dopmyia 3a k.

1.4 Teone3mjcKu KOOPAMHATHU CUCTEM

[IpernocraBumo i 3a Kpuee v = const nzabpana GpaMUINja TeOJe3UjCKUX KPUBUX HA MOBPIIH, 4
IbUXOBE OPTOTOHAJIHE TpajekTopuje ca u = const. Ha ocHoBy ycjosa ma cy kpuBe v = const reone3njke
kpuse je E, =0, tj. E = FE(u). Merpuuka ¢dbopma Taja uma 00JIUK:

ds* = E(u)du® + G(u,v)dv?.

Heka cy u = a u v = b aBe KoopamHaTHE KpuBe n3 oproroHasue dpamvuinje. Heka cy A u B npeceune
TaYKe THX KPUBHUX PEIOM Ca Ieolle3ujcKoM KpuBoM v = c¢. Tama je pacrojame on A mo B

B bd b

/ds:/sdu:/\/Edu,
du

A a a
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jep ce ay» KpuBe v = ¢ Kao mapameTap Moxe yseru u u ds? = E(u)du?.

Baxmuo je mpumeruTu ja je ucta gyxuna AB nyx cBux reosesmjckux gwHuja v = const. OBo je
AHAJIOTHO CJIy9a]y MMapaJieJITHUX MPABUX y PABHU, A Ce OPTOTOHAJHE TPAJEKTOPUje HA3UBA]Y 2eodesujcke
napasee.

DuKCHUPajMO jeJHy TeOJIE3UjCKY TaPAJICSLy U OAPEINMO JIPYTY U = const ca u = s, T/Ie je S pacTojarme
oBe mapaJiesie oj1, (hUKCHpaHe HapaJese MepPeHo JIyK IMPOU3BOJbHE Te0e3njCKe JinHuje v = const. 3aro
je mapaMeTep u Teo/ie3njcKe JIMHEjE v = const mpupojaH, du = ds, na je E = 1. OBo mokasyje sa ce 3a
Jary daMuiinjy reojie3ujCKuX JIMHUja apaMeTpu Mory n3abpaTn Tako Jia METPUKA MMa, 0DJIMK

ds® = du® + Gdv>.

[Mapamerpn u m v ce HA3WBAJY 2eode3ujcke KoopduHame.

1.5 AcuMnOToTrckKe JIMHUje U KOHjyTrOBaHU IIPaBIu

Hedbunanuuja 7. Acumnmomceka AUHUJAE HA EAEMEHMAPHO] NOSPUIY e KPUSA NAPAMEMPUIOSAHA OY-
AHCUHOM AYKQ, HUJG Je HOPMAANG KPUSUHG c8yade JedHaKa HYAU.

Hexa je c(s) kpusa na nospum z = z(u,v). Taga ce na ocuosy jesnauune (6) nopmasuna kpusuua
KpHBE ¢ padyHa 1o (hopmyiu
k,=1T - n.

Hudepenrmupamem jegaagune 1T -n = 0 ayx c jpobujamo

Fome T oh— . h__didﬂ_ dx'dn__d:c-dn
ds ds ds? dx-dx’

rrme je dn = nydu 4+ nydv u de = x,du + rodv. Hopmasna kpuBuHA KpUBE C JaTa j€ jeJHATHHOM

(@ Ny)du? + (24 - Ny + 24 - Ny )dudv + (24 - 1y )dv?
Edu? 4+ 2Fdudv + Gdv?
U U av U 2
e(#) +2/@tiro(f)° _nmo) a7
P arkt a gy 10T)

d
Haxute, kpuse ¢ 3a koje Baxu [I(T,T) = 0, T = ¢ cy acHMOTOTCKe KpHBE, a oAropapajyhiu mpasmu cy
ACUMNMOMCKU NPAEUL.
Hexka je z(u,v) exemenrapna nospit u p = x(a,b). Ilpasmu X,Y € T)x cy xomjyeosanu, ako BaxKu
I(X,Y) = 0.
X u Y cy tanrentHu BekTopu y Tauku p, ma je X = &(0) u Y = ﬁ(O) 3a HEKe KpuBe o U 3 Ha
nospim x(u,v), upu yemy je a(0) = 5(0) = p. Kpuse a u 3 ce mory upejcrasuru y obsuky

a(t) = z(a'(t),a’(t)) w B(t) =x(B'(2), B(1)),

kn, =

ma je
dal da? dﬁl

IIpaBm X m Y cy KOHjyroBaHW akKo BaXXu

0=II(X,Y) = (da'/dt,da?/dt) ( Jf J; ) ( Zg;;ﬁ )

dat dp! da' dB?  da?dB! dpt ap?
= Caa v (dtdt + dtdt> BT
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Jennaunna (18) wma jegHOocTaBHY reoMeTpujcKy MHTEpHperanyjy. TaHMeHTHe DABHU JIy»K KpPUBE
¢ = z(u(s),v(s)) na mosprm x(u,v) ca jeMHAIHOM HOpMaJioM n 06pa3yjy pa3sojuy moepin D. Heka
jesHavuHe

X(s,a) = x(u(s),v(s)) +aY(s)

onpehyjy remeparope Te moepimm (3a ¢dburcupano s). [yx reHeparopa, jeIUHWIHA HOpMAJa HA TY
TIOBPII je n, Ta je
n-dX =0,
rae je dX = dx+da-Y +a-dY audepennumjan npeciukasama X, dX : TE? — T'D. Ilomro je n-dx = 0
un-Y =0, Baxn
n-dY =0, omakie je u

dn-Y =0,
. . dy? dy? .
re je dn = nydu + nydv. Ako je Y = l‘ug + :EUE, "3 MPETXOHE jeIHAYHE CJIe/In
Jtdu o e gty
ds ds ds ds ds ds I ds ds

IITO 3HAYM JIa Cy IPaBIy ¢ U Y KOHjyroBaHu. /Ipyrum pedammas:
Tenepamopue auruje Ha PA360JHOJ NOSPULY “UJE MANZEHTIHO PACAOJEE YUHE MAHZEHMHE PASHU OYIHC
KPUBE C HG NOSPUY UMAY JYAHC C NPABaAl, KOHJY208GH CA NPABUEM KPUBE C.

1.6 T'aycoBa kKpuBuUHAa

Axo y jenmadmmm ozHaunmo dv/du = X, Taja je

e+ 2fA+ g)\?
 E+42F\+ G\’

fen = kn(N)

ExcTpemHe BpeIHOCTH HOpMAaJTHE KPUBUHE CY 24G8HE KPUBUHE W MOTY Ce OIHUCATHU Ca

dhy _
o , OJHOCHO

(E+2FX+ GAY)(f + g)\) — (e + 2f\ + gA2)(F + GA) = 0.
[Tormrro BaxwM
E+2FA+GN = (E+FN+ANF+G)\) 1 e+2fA+9)2 = (e+ fA) +A(f +9)\)
¢dopmysia 3a TIaBHE KPUBUHE j€

fHgh et fA
- F+G\N E+FX

3aTo k 330BOHABA e THATUHE
(e —kE)du+ (f —kF)dv=0 wmn (f—kF)du+ (9—kG)dv=0
KOje €y MCTOBPEMEHO 33 I0BOJHEHE aKO M CaMO aKo je

Ek—e Fk—f

Fk—f Gh—g |~ "
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N3 ose jennaunne uzsogumo 'aycoBy kpusuny

eg — f?

K=hbk =5

Ha ocuony jemmaunna , BuIUMO 13, [aycoBy KpuBUHA MOXKe U3PA3UTH ITPEKO KOeUIHjeHATa, TTPBE
dbynnamenTanae dhopMe U BEHUX TPBUX K JAPYrux naprpjasaux m3soqa (Teopema Egregium).

[Toepmu kox kojux je laycoBa KpuBWHA WCTA y CBAKO] TAYKW HABUBA]Y CE NOSPUIL KOHCMAHMHE
Taycose xpusune. Ha mpumep, noppmu 4uja je I'aycoBa KpUBUHA y CBAKOj TaYKHA HYJIA Cy pPA360JHE
mospru. Ty cnasajy mOBPINN TeHEpUCAHe TAHTEHTAMa HA TPOCTOPHY KPHUBY, KOHYC M IMuanHap. Hhu-
XOBa 3ajeJHUYKA OCOOMHA je Jia MMajy KOHCTAHTHY TAHIeHTHY PABaH JiyK reneparpuca. Cbe pa3BojHe
nospum y R? cy npasosmnujcke noBpinu, aiam obpar He Baxku. Ilpumep je jegHorpanu xumnepboJom,
JEp Ce TaHTeHTHA paBaH HA XUIIEPOOJIOU] MEHA JIyK T'eHepaTPHCE.
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2 Kaprorpadcke npojekiiije 1 KOH(QOPMHA NPeCINKaBamkha MOBPIIN

2.1 JdudeomopdHe noBpiu

Hedbununuja 8. Pyuxyuja f : S — S usmely nospwu S u S je dupepenyujaburna y mavwsu p € S
axo nocmoje napamempusavuje x : (U C E?) — S uz: (V C E?) = S, p € z(U), f(p) € z(V)
makee da je xomnoszuyuja T Lo fox : U — V dubepenyujabuino npeciurasare y c6arkoj mauxy u3
S. Oynxyuja f : S — S je dugeomopdusam, axo je dudepenyujabunna, Gujexyuia u roen u3ceps je
dupeperyujadbusna Pynryuja. ee nospuwu cy dudeomoppre, axo nocmoju dugeomoppusam usmehy
UL,

Tpumep 4. Eauncoud E? = {(z,vy,2) 2—; + ‘z—j + i—; =1} u cepa S? cy dugdeomopdrnu. Odzosapajyhiu
dupeomoppusam f : S? — E? je
f(@,y,2) = (azx, by, cz).

Ha ckyny cux nospmm y E3 nudeomopdusam je pesanuja exsupasennuje. JTudeomopdue nospim
Cy eKBUBAJIEHTHE Y CMUCJIY JIa Jejie eKBUBAJEHTaH CKyIl audeperujadbunanx dyurmuja. Ora peaimja
€KBUBAJICHIIAjE j€ OCHOBa 3a JAUQEpeHInjaJHy TOIIOJOTH]Y IOBPINH, AJU CE HA OCHOBY e HE MOTY
pa3mKOoBaTH OWMTHA FeOMETPHUjCKA CBOjCTBA MOBPIIIH.

2.2 Kaprorpadcke npojekriiuje

Y MareMaTudkoj Kaprorpaduju mMpoydaBa ce CIeNUjasial Cayda] TPecIUKaBamba MOBPIIH, MPOjeK-
mije cdepe Ha paBaH, Koje mMajy yJjory kaprorpadcke npojekmmje (mame). Kooppunarae xapre 3a
mOBpINU Cy jobwuie Ha3uB nocjie kKaprorpadcknx mana. OCHOBHEM mpobseM je mpeicTaBibatbe 00Jia-
cru R rnobyca (maeasmsosanor Kao jequnnuna cdepa S2) Ha pasBHOj noppimiu, Tj. Hahm mpeciamKaBambe
v : (R C 8?) — R? koje je mnjektusHo, mudepennujabmino u nMa gudepennujabuaan naseps. Takso
npeciamKaBame y ce 30Be Kaprorpadceka mpojeknuja. Koopaumarna xapra chepe x : (U C R?) — §2
onpeljyje Kaprorpadcky mpojeximjy ca ¥ = x~! u mociexmuno, Kaprorpadcka mpojekimja oxpelyje
KOODJMHATHY KapTYy.

IIpema morpebama Kaprorpadmuje, ogapehere cy Baxkue ocobuue Kaprorpadcke mpojekmuje. Hde-
aana Kapmozpadcra npojexuuja je oHa KO Koje Cy Jy’KHHA, YIJIOBH ¥ HOBPINHA HA S° IPOjEKTYjy y
WHJEHTHYHE JIy>KWHE, YTJIOBE W MOBPIIUHE 33 oAroBapajyhu u3bop jemwaurne. OMIITHjE, TAKBA MTPECIIH-
KaBama u3Mely moBpIinu ce 30By uszomempuje. Ha maeasmno] kaprorpadckoj MpojeKImju, Morje Ou ce
BUIETH HEKe Bakue reorpadcke ocobure - najkpahe pacrojame mamely tauaka 6uo 6u mpeacTaB/beHO
CEerMEHTOM IIPaBe.

Jeman o nmpeux pesyaTara y MaTeMaTHuko] kaprorpaduju mao je Ojmep y ceom pasgy u3 1778:
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Teopema 6. He nocmoju udeasna xapmozpadcra npojexuuja.

Joxkaz. Ojnepor foka3 ce 3acHUBAO HA AubEPEHINjANTHUM jeTHATHHAMA, KOje OTHCY]jy

"unpuHUTEIUMATHY cauanoct” . OBJe je moBobaH cuaTeTHIkn apryment. Heka je AABC tpoyrao Ha
S? opMmEpaH o1 cermenaTa BeJIMKUX KPyroba. Kako Cy BeJMKM KPYTOBH reoie3njcke junmje na cepn,
mpu ujeasnoj kaprorpadgcekoj mpojekmuju AB, BC' u AC 6u ce TIpojeKTOBAIN y CeTMEHTe TPABHUX Y
pasuu. Wnax, 30up yrsosa y cdeprom Tpoyriy je Behm om 7, mok je 30mup yrsioBa TpOyrya y PaBHH
m. 3aro muipeanHa Kaprorpadcka IpojeKIHja HE MOXKE Jia UyBa yIJVIOBE, IITO je Y KOHTPAJUKIIUJU CA
[IPETIIOCTABKOM. O

Ha ocnoBy mperxomme Teopeme, He MOxKe ce m3abpaTu Kaprorpadcka IpojeKIinja Kol Koje Cy cBe
HaBeJleHe MeTpuuke ocobune cavysane, Beh ce no norpebu Gupajy nojegmHayvne Mame KoJ KOjUX Cy
cagyBaHe HeKe o 0CcoOMHA.

2.3 MWNszomerpuje

Hedbunnnuja 9. Jupeomoppusam f : S — S je je usomempuja, axo sa cee p € S u T, € T,S sascu

Ip(V,%) = L) (fip (0); fip (W)

Zese nospwu cy usomempuune aKo NOCMOoju U3oMempuja usmehy wur.

OcobuHe TOBPIIY KoOje ce UyBajy U30METPU]jaMa Cy YHYMPauLtbe 0COGUHE NOSPULY.

Hedununuja 10. Ipecaurasare f: (U C S) — S oxoaune U mauxe p uz S je soxaina usomempuja
y mauky p, axo nocmoje okoaune W CV 0d p u W 00 f(p) maxee da je flw : W — W usomempuja.
Jlse nospwu cy A0OKAAHO USOMEMPUYHE GKO NOCMOJU AOKAAHG USOMEMPUIL Y CBAKO] Mauky 3a 0be
NOSPUIY.

2.4 KoxadopmHa npecanKaBama

Hedbununuja 11. Jupeomoppusam f : S — S je Kongopmmo npecaurasarve aro wyea yaaose, mj. 3a
dame dee rpuse o : (—¢,¢) = S u B:(-n,n) = 5, a(0) =p = B(0), yeao usmely o'(0) u 5'(0) y T,
je uemu xao yeao usmehy fip(a’(0)) u fup(B'(0)) y Trp)S-

Teopema 7. Jugeomoppuszam f : S — S je xondopmno npecaurasarve axo u camo ako nocmoju
pynryuga p : S — R pasauvuma od nyse mawsa da 3a cee p € S u v, w € 1,5

Lp(@,0) = p* () L) (Fep (), Fop ()

Hoxaz. Ilpernocrasumo ga je f: S — S mudeomopduzam u ma mocroju He-Hyna GyHKnuja p : S — R
KOja 33JI0BOJbaBa MPEIHOAHY jeHaunuHy. Ymopeaumo yrao 0 wimelly ase kpuse Ha S u yrao 6 usamely
onrosapajyhux kpusux Ha S:

cosf =

W)
(p)ff(p (fp(0), fap (@) z

= = cos0.

¢p2<p>zf<p><f*p<v>,f*pw)) 2 0) ) (Fup (), Fop ()

IIpernocraBumo caja jga je f: S — S koHdOpMHO npeciuKaBame. f je mudeomopduzam, Ha Kapra,
z: (U C R?) — S onpebyje xapry na S, nanme fox : (U C R?) — S. 3aro MoXKeMO HpPeTIOCTABATH
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Jia obe noBpim uMajy ucre Jokasine koopgaunare. Kpusa at) = x(u(t),v(t)) va S ce cauka y KpuBy
foa(t)=y(u(t),v(t)) ma S. 36or Tora je

du dv du dv
f*p(xui + -’L‘vi) =Yu—7 t Yo—.

dt dt dt dt
Kowmnonente npse dopme y raukama p = z(u,v) u f(p) = y(u,v) osnauumo pejom ca E(u,v), F(u,v),
G(u,v) m E(u,v), F(u,v), G(u,v).
IlpernocraBumo na cy U u W jeauundnu oproronannu sekropu y 1,S. Tana us I,(U, W) = 0 crenn
Lpp) (fap(v), fep(w)) = 0. Hexa je V= fup(0), W = fup(w) m |[V]| = c1, [[W]| = ca.

Ilo muaeapHOCTH MeTpHYKe (hopMme a06MjaMo

Sl
(\]
“GN
—~
St
N
e
<y

+ 0, T + W)
_ Ly (V. V + W) 3
= — S
\/If(p)(V,V) Iipy(V+ W, V+W) avata

OJTAKJIE CJIESN C] = C2.
Hedunummmo dyukmmjy p : S — R ca p(p) = ¢1. Heka je 2, = a¥ + b y Taukum p € S; tana je
fap(xy) = aV +0W n

E = Ipp) (fep(n), fap(au)) = a*V -V 4 2abV - W+ DWW
= p*(p)(a® +b%) = p*(p)E.

Cmmuano je F = p?(p)F u G = p?(p)G. I'natkum nomepameM OpTOHOPMEpaHe 6a3e y OKOJHHE TadIKe
p 10bujamMo OBy Be3y KOMIIOHEHATa (PYHKIM]E 33 CBE TAYKE y OKOJIMHA P. O

Jedununuja 12. Ipecaurasarwe f : (U C S) — S oxosune U mauxe p us S na S je aokaamo
KOHPOPMHO npecaukasarve y mauxu p, axo nocmoje okoaurne W C U 0d p u W 0d f(p) maxee da je
flw : W — W xongopmmo npecaukasaroe. Jlee nospw cy A0KAAHO KOHBOPMHE, GKO NOCTNOU AOKAAHO
KOHPODMHO NPECAUKABAIE Y C6aKO] Mmadku obe 3a obe nospwu.

Hajpaxxunja ocobuna KongOPMHAX IpeCcInKaBambha JaTa je cieaehom Teopemom:
Teopema 8. Csaxe dge pezyarapre nospuit cy A0KAGAHO KOHPHOPMHE.

Joka3 ce 3acumBa Ha MOryNHOCTH MapaMeTPU3AIUje OKOJIMHE TPOU3BOJ/LHE TAUKE PEryJIaPHE TOBPIITH
TaKoO J1a Cy KoeduIujeHTH IpBe ocHOBHE hopMe

E =X (u,v), F=0, G=N(uv).

TakBe KoopauHaTe Cy usomepmaarne. Kama ce MpPeTIOCTABH er3UCTEHIN]a U30TEPMAJHUX KOOPIUHATA
peryiapse moBpim S, S je jioKaaHO KOH(OPMHA PABHU W KOMIIO3UIHjOM JIOKAJHO KOH(MOPMHA OGHII0
KOjOj JIpyTroj peryjaapHOj TMOBPIIIH.

Ilocmatpajmo ciresnehy napamerpusanujy gena cgepe S2

x:(—m,m) X (—g, g) 5%, x(p,0) = (cospcosb,sin pcos b, sin 0),
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rie je ¢ reorpadceka gyxkuaa (JOHrHTYHA) W Mepu ce oj ['puHmukor mepwamjana, a f reorpadcka
MupHHa (JATATYa) U MEPH ce O]l eKBATOPHjaJIHe PABHH. EjeMenT nyxume jyka je ds? = (cos? 0)dp? +
df?.

Heka je Y : (R C S?) — R? mudeomopdusam u ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv? enement myxume
JIyKa, TIapaMeTPU3alinje

Yox:(UC (—m,m) x (—g, %)) — R

Taza je Ha OCHOBY HperxojHe TeopeMe Y KoH(MOPMHO IpecinKaBame chepe S2 6e3 jeqaor Mepumjana,
wa pasan ako je ' =0, E = p*(¢,0)cos? 0 u G = p*(p,0), 3a nexy byukmmjy p na U pazmwaury of
HyJIe.

2.4.1 Crepeorpadcka npojekmuja

[Ipeciukasame cdepe S? 6e3 ceBePHOr H0JIA HA PABAH UHIYKOBAHO TPAHC(HOPMAIIjOM
u=Inry, =1,

rje cy (71, 1) moJgapHe KOOp/MHATE y PaBHHM, je KOH(GOPMHO NpecinKaBamwe. Besa namelly Merpuuknx
dbopmu pasun ds® u cdepe d5? je

ds® = dr? + r2de? = v (du® + dp?) = e*d5>.

Koopaunare na chepu cy

u—/ a0 =Int Q—I-K +c
Y AU ’

@ u 0 cy reorpadcka JIy’KUHA, U MIUPUHA PEJIOM, 114 je 3a ¢ = In 2a mpecimKaBame J1aTo ca

0 =«
r1 = 2a-tg §+Z , Y1 = Q.

OgBo npeciinkaBame je crepeorpadcka IpojekIyja - mpojeKkiuja Tauaka cgepe 6e3 ceBepHOr 1MoJa u3
CeBepHOT II0JIa Ha paBaH TAHTeHTHY Ha jyKHH mos. Kpyrosu ma cdepu Koju caIpiKe CeBepHH IIOJ Ce
crepeorpadCKOM TPOJEKIMjOM CJAUKAJy y MPaBe y PaBHU, & KPYTOBU KOJU HE CAIPIKE CEBEPHU TIOJ CE
CIIMKAJy ¥ KPYroBe Y PABHHU.

Cnenehu rpaduk y nporpamckom makery Mathematica nemoncTpupa Kako ce mepujiujas Ha cdepu
LIPETXO/IHUM IIPECJINKABAEM CJIMKA Y IIPABY JIMHUAJY Yy PABHH.
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Crepeorpadcka mpojeximja,
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Manipulate|

Show|

Module[{¢, 0}, ParametricPlot3D[{Cos[¢]Cos[0], Sin[¢]Cos[0], Sin[0] },
{6, —m, 7}, {6, —7/2,7/2},

PlotStyle — Directive[Orange, Opacity[0.5], Specularity[White, 10]],
Mesh — None, Axes — False, PlotPoints — 30]],
ParametricPlot3D[{{Cos[¢]Cos[6], Sin[¢]Cos[6], Sin[6]} }, {6, 0, 2Pi}],
ParametricPlot3D[{{r1[0]Cos[¢1], r1[0]Sin[41], —1}}, {6, 0, 2Pi}],
Graphics3D[{Point[{0, 0, 1}], Dashed,

Line[{{0,0, 1}, {r1[57/4]Cos[¢1],r1[5m/4]Sin[¢1], —1}}}],
Initialization :— (

o1 = =n/3;

a=1;

rl[0 ]:=2aTan[0/2 + 7 /4];)]
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3 Teomesmjcka mpecjimKaBama IIOBPIIA

3.1 OcHOBHe 0COOUHE T'e0Ie3NjCKUX MPECInKaBamha

Hedbunnmuja 13. 3a dame nospwu S u S , dugeomoppusam f : S — S ce nasusa zeodesujcro
npecaukasarve nospwu S na nospus S axo f caukra buao kojy 2eodesujcky wpuesy y S wa zeodesujeky
Kpuey y S.

Axo je S mobujena mpUMEHOM HEKe W30MeTpHje Ha S, YHyTpallikha TeOMETPHja MOBPIINH HUje MPO-
Memena. Taja ce reone3ujcke yiHMje HA S CIUKAJy HA TeoJie3UjcKe JinHUje HAa S U MPECIUKABAKGE je
re0JIe31jCKO.

Teopema 9. [8/ Csaka aokasna usomempugja usmelly d6e nospwy cauka 2eodesujcke asunuje na jednog
nospwL Ha 2e0de3ujcre Aunuje Ha dpyz20] noSPUL.

Joxka3. Heka cy S u S ge nospmm, f : S — S sokanna uzomerpuja uamely BUX U ¢ reome3ujcKa
quanja Ha S. Heka je p taura Ha ¢ u x(u,v) mapamerpusarmja of S ca TaukoM p y caunu. Tama, mxeo
¢ Koju Jiexku y napamerpusanmju r uma obmuk ¢(t) = z(u(t),v(t)) ca a < t < b, vae rnarke dynkmje
U W U 33JI0BOJHABA]Y jeTHATUHE

i+ Tha? + 2T i + Ty = 0,

b4 T2 02 + 202,00 + T0% = 0.
OyuKIHje Ffj 3aBHCE CAMO OJ pBe (byHIAMEHTAIHE (1)9pMe mapaMeTpu3almje T, Koja je ucTa Kao IpPBa
dbynnamenranaa dbopma napamerpmsammje f oz ma S. Tama je &(t) = f(x(u(t),v(t))), a < ¢t < b

reosie3njcKa JUHAja Ha S, jep 3aJ0B0/baBa CHCTEM jeJHAYUHA TeONe3WjCKUX JHHHja. JHAYU Ja je C
Hopmasiao Ha Sy f(p). Kako je 0BO TauHOo 3a CBE Tauke p, € je reoe3mjCKa JMHUjA, HA S. O

Cana npernocTaBuMo ja je S ciamka oj S HpH XOMOTETHjH HPOCTOpa M HeKa je k KoeUIIMjeHT
xomotrernje. Taja Cy METpHYKM TEH30DU HMOBPIIX IOBE3AHU €A §;j = k‘Qgij B
(g% = 1/k%g,j, Gijsk = k2Gijk), na cy saro Christoffel-ou cum6oJu KOUHIWIEHTHHY, Ffj = Ffj (Ffj =
3 5°,9"(gijik + Gjkzi — Grizj))- Hocenuuno, reogesujcke v na S ce ciaukajy Ha reosesujcke 4 na S, rje
cy HmapaMeTpH AyXKHUHe JyKa S Ha Y B § Ha 7 HOBE3aHHU ca § = ks + const.

3ajeITHIYKO CBOJCTBO 3a MPETXOJHE TPUMEpPe je Ja MPHU YCJIOBY oAroBapajyhe KOOpAnHATH3AIM]Ee

y y y

noBpid uMajy ucre Kpucrodenose cumbose apyre Bpere y oarosapajyhum taukama. Taksa reome-
3WjCKa MPECIINKABAHA C€ HA3UBAJy MPUsujasna zeodesujcka npecaurasara. Ilpupommno, meTpuBujamna
reoJIe3ujCKa IPECIUKABAKA Cy Of] Beher nHTepeca.

Teopema 10. [1]] Axo je npecauxasarve f usmelly nospwu S u S zeodesujcro u xongopmmo, onda je
MO NPECAUKABAIE USOMEMPUIE UAU CAUYHOCTT.

Hoxka3. [locmaTpajMo cucreM reoje3mjcKuX KOODJIWHATA HA S TAKO Jia €y IapaMETAPCKE KPUBE U =
const reosie3ujcke kpuee Ha, S. Taga je merpuuka opma HA S

ds® = du® + Gdv®.
Ilpecnukapame f KoHMOPMHO, 1Ia je MeTpuuka dopma Ha S
ds = Au,v)[du® + Gdv?].
[Tommro je f e0JIE3UJCKO LIPECIIMKABALE, CIIMKA I€O0JIe3U]CKUX JIMHUja U = const na S mopa Guru

reosieaujcka JuHAja Ha S. YcJI0B 3a 0BO je Ha ocHOBY ([13))

_ OA(u,v)

E’U == T :0, Tj. )\:)\(u)
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Hexka je v reomesmjcka nmanja Ha S Koja cede v = const mox yraom 6. Tana je mena reomesmjcke
KpueuHa 110 JluyBuiosoj dbopmysu

de :
kg = I + (kg)v=const €08 8 + (kg)u=const Sin 0,
rae ¢y (Kg)v=const ¥ (Kg)u=const T€0/I€3UjCKE KPUBUHE IAPAMETAPCKUX KPHBUX U = const U u = const
. . G, i
pegom. ITomro je E = 1u F = 0 caegu 12 je (kg)v=const = 0 1 (Kg)u=const = 2—5 Ba reojesujcke
mungje je kg = 0, na Jlnysunosa ¢dbopmyna mocraje
dd  G,dv
0= —+ ——,
ds = 2G ds
OJTHOCHO
db + Gud 0
—dv =0.
2G
IlpecnukaBame f je reonesnjcko u KOHGOPMHO, Ha je oxropapajyha jenmaumna na S
G
0=d0+ —=dv.
2G
Jlakne, Baxu -
Gu Gy  (AG)y MG+ MG, Gy n Au
G G G AG G A7
omakie je Ay, = 0, Tj. A = const. 3arTo0 je UpecaHKaBame CIUIHOCT, KOje MOCTaje M30METPHUja 33
A= 1 O

Teopema 11. Ilpu zeodesujckom nNPpeciurasarny NOSPULL YYSGJY Ce KOHJY208GHU U GACUMNMOMCKU
npasuu.

Hoxkas. /lokazahemo oBy Teopemy reomerpujcku. llocmarpajmo KpuBy ¢ Ha moBpid S u pa3BojHY
nospm D koja orpanmuasa S gy c. Le0me3ujcKo IpeciuKaBame moBpmm S Ha HOBPIT S, KPUBY C
C/IMKa, HA KPHBY € U Pa3BOjHy IOBpII D Ha pa3pojHy moBprmn DD Koja orpanudasa S jyx ¢. Tanrente
na C u € 0[roBapajy jejHa Jpyroj Ipu IpecimKaBaiby, Kao U reneparopue jmnuje na D u D. TTomro
rerepaTopHe JuHAje moppmu D u D uMajy IIpaBlie KOHjyrOBaHe Ca IIPABIUMA C U € YK THX KPHBHX
pesoM, Teopema je JI0Ka3aHa. ]

3.2 BearpamujeBa Teopema

Ilocmarpajmo npobiieMm Koju je BearpamMu mocTaBno U AEIUMHUYIHO PEIrno: Hahu JIOKaJIHH yCJIOB Ha,
mapy mosprmu S u S Koju rapanTyje /ma mocToju Jokasan gudeomopduszam S — S KOju reoesnjcke Ha
S cnuka Ha reojiesujcke Ha S. Benarpamu je pemno mpobisieM Kajia je jegHa oJ BbUX €YKJIMJICKA PABAH.

Teopema 12. (Beampamu, 1865.) Axo nocmoju 2eodesujcko npecaukasarve ca nogpuwt S Ha eyrauo-
cky pasan, mada je Taycosa xpusuna nospwu S KOHCMAHMHA.

Joxka3z. Ilpernocrasumo maje f : (W C S) — E? reogesmjcko npecimkasame. Heka je U C E? orBopen
CKyTI KOju jrexxkn y comnu f u vexa je x : U C E2 — W kapra gara ca x = f~!. Tomro je f reomesujcxko,
npase sunmje y U ce ciukajy y reomesmjcke nmunje Ha S. Heka je ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
merpuka Ha S. IIpernocrasumo ga ce y(t) = (u(t), v(t)) cauka y reogesujeky smuujy x oy (t) ma S. ITo
npernocTaBiy, Y(t) je me0 eyKINACKe mpase, Tj.

au(t) + bu(t) + ¢ =0,
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3a a m b xoju Hucy mcroBpemeno Hyaa. [omro je au'(t) + bv'(t) = 0 m au(t) + bv” (t) = 0, Baxmu:
/ !/
( ;f,, :,, ) =0, maje uv"—Ju" =0

Ommrru yeoB jia KpuBa Oyle reojie3ujcKa je Ha OCHOBY
I3y (u)? + (2%, — Ty (u)?0 + (T3, — 2T p)u/ (v)? = Thy (/) = 0.
Bupamem mojemaadnux npasux pasanauntux Haruba y U 3a y(t) mobujamo penammje:
F%l =0= F%% 2F%2 = Fha 21—%2 = F%Q'
Jeanaawnne Koje moBe3yjy Kpucrodesoe cumbosie u ['aycoBy KpWBUHY Ce y OBOM CJIy4Yajy MOTY
I10j€THOCTABUTH:
(a) EK =T}l — (T)u,  (6) FK = (Tly)u — (2I)y + Moy,
(8) GK = Fbr%z - (F%z)va (r) FK = (T%,)v — (20]5)u + Dol
Onysumamme (1) ox (6) mmMamo
(Fb)u = (F%Q)v-
Baro moxemo (6) u (r) Hanucaru Kao
(6) FK = Fbr%z - (Ffz)va (r) FK = F%QP%Z - (P%z)u-
Cajia, KOPUCTUMO jeHAINHE
(F%Q)uv = (F%Z)vm n (F%Z)uv = (F%2)vu-

Y3uMmameM MapiujaJHuX U3BOJA 10 ¥ Y jeTHAYNHA (a) U 10 u y jeaHaduunu (6) uMamo

O(EK
(81) ) = E,K+ EK, = 2F%2(F%2)v - (Fiz)uvv

A(FEK) R R
. FuK + FKy =T5(T)u + T12(T12)u — (T12)uws

na je EK, — FK, + K(E, — Fy) = 21(T%,)s = T15(TT)u — T2 (Tio)u.
Bamenom (a), (6) u (r) y nperxo/Hoj jejHaYnHE CIie/Iu
EK, - FK, =-K(E,—F,)+ 23,1}, — FK)
—T(T5IT, — BK) =TTl — FK)

= -K(BE, - F,) + KTi,E - T2,F).
Homro je I'?; = 0 u I'}; = 2I'%,, moxemo HamucaTn
I,E—T3,F =ThLE+T%LF - 2T4LF - T4HG

=T B +THEF — (I F +1%,6)

= %Ev_ (Fu_ %Ev) :EU_F’M7
[Jle CMO U3 jeJHAYIHHA wspaswmm [, F + ' F = E, u 1, F +1'3,G = 2F, — E,.
3aro je EK, — FK, = 0.

J(FK) O(GK)

Pagynamem - M3BOJUMO CJIMYaH padyH u jobujamo F K, —GK, = 0. ¥ MaTpudaoM

s e

ITomro je EG — F? # 0, ciemu na je K, = K, = 0, na je K koucTanTHoO. O

0bJINKY:
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Baxwn u o6par mperxoine Teopeme: ako je S MOBPIT KOHCTaHTHE ['aycoBe KpMBUHE, TAa 33 CBAKY
TauKy p € S Hocroju mapamerpusanuja o : U — S, TakBa Ja je 3a caky Tauky p € o(U), 0~ : o(U) —
U reosie3mjcko mpec/imKaBame.

Ja 6u To mokazaJu, nmoTpebHa je ciemeha Teopema:

Teopema 13. ( Mundune) Iospwu ucme xoncmarnmue Taycose KpusuHe ¢y AOKANHO USOMEMPULHE.

[Ipermocrasumo ma je S mospit koHcTanTHe [aycoBe kpuBuHe. VM30Merpuje u XoMOTETH]E Cy Te0jIe-
3UjCKa IPECIUKABAA, & IPU XOMOTETH)U IIPOCopa, ca Koedunujerrom k, 'aycope kpuBuHe moBpIu S u
meHe cauke S cy mosesane ca K = k%K . Ha ocHOBY 0BHX YMIE€HHIA W ITPETXOJIHE TEOPEME, JTOBOJHHO
j€ TIoKa3aTH Jia IIOCTOjU Te0JIe3N]CKO MPECIUKABAE Ca MOBPIIU S HA PABAH y TPHU CJIyUaja:

(1) S je papam;
(77) S je jenmawana cdepa;
(7i7) S je nceymocdepa.

Cayuaj (i) je TpuBHjasiaH.

TMocmarpajmo cayuaj (ii). Vaseps nenrpasne npojekuuje f ca HEHTPOM Y KOODJMHATHOM IIOYETKY
Jome xemucdepe jenuanuane chepe S? Ha paBaH z = —1 je mapaMeTpHU3aIMja OTBOPEHOT MOACKyHa S2
ca 0cOBMHOM Jia reojiesujcke aunuje Ha S2 omrosapajy mpasama y kapru. Ciryuaj (iii) je cioxenuju n
Ka0 U JIOKA3 TeopeMe Moxe ce Hahu y [§].
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3.3 JIunujeBa Teopema
3a goka3 /lurujese Teopeme, morpebHa HaM je cjeseha Teopemas

Teopema 14. [1]|] (Tuco) 3a ceaxu dugdeomoppusam f : S — S woju nuje xongopmmno npecaurasaroe
y ceéaxo] mauxu p nospwu S nocmoju jeduncmeeno odpehen nap opmozonasnur npasaya maxo da cy
odzosapajyhu npasyu na S maxohe opmoz20HaAH.

Joxasz. Heka je z : U — E? mapamerpuzanuja mospimm S y OKOJIMHE Tadke p U HeKa HoBpmu S u S
nMajy ucTe JOKaJHe KoopauHaTe (u,v) y TOj oKomMHH, Tj. y = x o f je onrosapajyha mapamerpusarmja
nopprm S. IIpernocrasumo ma Bextopu X = > Xix; mY = Y Yiz; uz TpS onpelyjy asa oproronana
npasna y Tauku p € S, a sekropu X = > X'y; mw Y = Y Yy, omprosapajyhe opToronasHe mpasie y p
ua S. Tana je

EX'Y'+ F(X'Y?2 + X2V + GX?Y? =0,
OJIHOCHO

(EY' + FYH X! + (FY' + GY?) X% = 0. (19)
O,rosapajyhn npasmu #a S cy Takohe OPTOrOHAIHH, JIAKIIE

EX'Y'+ F(X'V2+YV'X?) + GX?Y?2 =0.

d d d _
Ilomro moOBpIIE UMAajy UCTe KOpDAHHATE, BaxKH X | = du du p, p= d—f u camano 3a X2, Y u Y2
S S 5
360r Tora mocJje/mkha je [HAUNHA IOCTaje
(EY'+ FYH) X' + (FY' + GY?)X? =0. (20)

Enuvunanujom X' u X2 u3 je,HHa‘II/IHa, u (D cJen

(EF — EF) (;) +(EG - EG) <£> +(FG - FG) =0, (21)

Osa KkBajpaTHa jepuadnna ogpehyje asa oproronasua mpasia (X1, X2) u (Y1, Y?) y csakoj Taukn.
Ako o3naunmo ca P = EF — EF,2Q = EG — EG u R = FG — FG, ouya Baxu
xt oyt -2Q X'y! R
X2 y:T p "XxwyrTp
OJTHOCHO

X'yt x?y?  X'y?4ylx?
R P —20Q '
3aro yeaop oproronammoctn EX'Y! + F(X'Y?2 4+ Y1X?) + GX?Y? = 0 gobuja obauk
ER—-2FQ+ QP =0, koju je y 0BOM CJIy4ajy 3aJ0BOJbEH.
JuckpuMUHAHTA jeTHAINHE je

(EG — EG)? — 4(EF — EF)(FG — EG)
_ (EG - EG)> — 4(EF — EF)%(F(E(_J _ EG) - G(EF — EF))

o 2F . 1* EG-F? __
= |(BEG = EG)~ (BF - EF)| +4=—5—(EF - EF)?
IIpecimKaBame HEje KoHBOPMHO, na He axku E/E = F/F = G/G. Hakne, EG — EG u EF — EF
HuCy mcToBpeMeHo Hyia. Iomro je u E # 0 u EG — F? > (0, IUCKPDUMUHAHTA, je yBeK IIO3UTHBHA U
KODEHHU jeJHAYUWHE Cy peajiHu u pasiaumuutu. Jlakie, y cBakoj Tauku P moBpim S 1OCTOje TaAYHO JIBA
OPTOTOHAJIHA, TIPABIA TAKBa JIa Cy oArosapajylim npasmm Ha S Takohe OPTOrOHAJHMA. ]
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Y. Jdunu je 1869. nokazao:

Teopema 15. [locmoju zeodesujcko npecaurasare usmehy nospwu S u S Koje nuje usomempuja uiu
CAUMHOCT, QKO U CAMO GKO Hurose mempure umajy Jduysuaos obauk:

v s o e (3

du®  dv?
5-7) (T ). (22)

U * Vv
ede je U dynxyujo xoja sasucu camo 0d u u 'V dyrnruuje xoje 3asuct camo 00 v.

Joxka3z. Heka je f : S — S merpusujamno reomesmjcko npecimkapame. Taza 1o Teopemm Tucoa 3a
cBaky Tauky P u3 S moctoju jeimHCTBEHO ofpeleH map OPTOrOHAJHUX MPABAIA TAKBUX Ja Cy OJTIOBa-
pajyhu npasu na S raxolje oproronannm. Ako Cy mapamerapcke KpuBe u3abpaHe Jy’K THX IIPABAIA,
TaJa cy MeTpuKe Ha S u S pemoM

ds® = Edu® + Gdv?®, u ds° = Edu® + Gdv?.

Ommra jeHaYMHA IeO/IE3MjCKUX JIMHUjA HA IIPBO]j HOBpInH je mpema ((11)

v -G, (dv 3+ E, G, (dv 2+ By G\ dv B

du?  2E \du E  2G) \du 2E G )du 2G°
OmrmTa je THAYNHA TEOAE3NjCKUX JIMHUjA Ha, JIPYTO]j TTOBPINTHA NMa aHAJIOTaH OOJIUK. AKO je TPecInKaBamhe
n3Mely TOBPITK Te0Ie3MWjCKO, OIIIITE jeIHAYMHE TeOIe31]CKUX JUHAja Mopajy Outu ucre, na je morpeban

¥ JIOBOJbAH YCJIOB JIa IPECJUKaBame OyJie reoae3unjcKo

W3 apyre o IpeTxoaHUX jeJHATHHA J00UjaMO

E2
G

EQ
E.

a u3 Tpehe
G? G?
E G
e je U dynmmja koja 3aBucu camo ox v u V' dyHKIHja KOja 3aBUCU CAMO OJ ¥, ONAKJE CICINA /3 je
E =FEU?V u G = GUV?. Kana Te speauocty 3a £ n G 3aMeHIMO y OPBY jeJHAYHHY, J00HjaMO

V(v),

Gu(U=V)=GU,,

OJIAKJIE je
G =(U-V)V"*),
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e je V! dyuxuuja xoja 3asucu camo ox v. Kaga spensoctn 3a F u G 3aMeHIMO Y HOCIIE/IIbY j€/IHAMIHY,

J00mjaMo
E,(V —U) = EV,,

oJaKJIE je
E=(V-U)U"(u),

e je U' dbyuknumja Koja 3aBucu caMo o u. 3aTo cy merpuke nospiu S u S pejom

1 1 2 2
ds? = (U = VYU d® + V2dv?), ds? = <v _ U) (UUM + Vvdv2> ,

WIN TocIe oarosapajyhe rpancdopMmalmje KOOpINHATS,

1 1 1 1
2 _ (17 _ 2 2 2 _ _ 2 2
ds® = (U — V)(du® + dv?), ds < U> (Udu + —dv ),

a cy nospimu S u S Jluysunose. 0
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3.4 TIlpumepu reome3mjcKux NPeECINKABAKHA

3.5 IIpumep m3omerpuje moppmu y E3

IIpumep 5. Hexa je M pomauuona nospu

f(u,0) = (chucosf,chusinb, u),

sa —sh™1(1) <u<sh (1) u0 <6 <2

Hexa je N xpyorcua 3as0jnuua

9(v,¢) = (vcosp,vsin g, ¢),
306 —1l<v<1lul<¢<2nm.

Ipecaurasare (g~ o F o f)(u,8) = (shu,0) je dudepernuyujabuaro u odpelyje dugpeperuujabunmy
Pyrryugy
F:M— N, F(f(u,0))=g(shu,0).

Ipumehyjemo da je F b6ujexuuja u uma dugepenyujaburan uneepa, daxae dugeomopdphusam.

Mempuuka gopma 3a nospws M y oduocy na xoopduname (u, ) je

(gi7) = ch?u 0
ij) = 0 ch?u )’

a 3a nospw, N y odnocy na xoopduname (v, @) je

@j):<(1) 1+v(2)>‘

Hexa je xpusa 7y : [c,d] = M zadama gopmyaom y(t) = f(u(t),0(t)). Tada je dyscuna sexmopa
dry/dt jednara ch(u(t)) (a2 + 62)1/2.

C dpyee cmpane je (F ov)(t) = g(sh(u(t)),0(t)). Ayocuna sexmopa d(F o~y)/dt jednaxa je marohe
(ch?(u(t))d® + (1 + sh?u(t))6?)Y/? = ch(u(t))(u? + 62)'/2.

Kpuee v u F o cy ucme dyocune. J[yoicuna xpuse 7y je jednara fcd ||dy/dt||dt, a dyorcuna Kpuse

Fo~ je fcd ||d(F o ~)/dt||dt. Kaxo cy nodunmezpasne dynkuyuje jednaxe xpuse v u F oy cy ucmuz
dyorcuna. F je dudeomopdpusam, na je usomempuja.

Ha npumep, mepudujanu na wamenoudy f(u,0p) = (chucosby,chusinby,u) ce caurajy y (F o
f)u,6p) = g(shu,by) = (shucosby,shusinby,by), wmo cy ceemenmu npasuxr na resukoudy. Ila-
panesa f(0,6) = (cosf,sinb,0) na xamenoudy ce cauxa y (F o £)(0,0) = (0,0,0), wmo je ceemernm
gepmukasne npase wa reauxoudy. Ilpemzxzodno ussoberve daje da ce npousdsomue zeodesujcke auHuje
nospwu M caukajy y 2eodesujcke aunuje nospuits N.
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3.6 T'momMmomcKka mpojekiizja

[IpBu HETpUBUjaJHE IPUMED I'eOJIE3UjCKU EKBUBAJIEHTHUX MeTpUKa jiao je Jlarpaunxk. OH je mocma-
TPAO IEHTPAJHY IpojeKimjy u3 mentTpa chepe S? jome noay-chepe HA PaBAH TAHICHTHY HA jyKHA
most. llpm Toj mpojekmnuju reomesmjcke numHEje HAa cdepu ce CAMKAjy y IpaBe y pasHu, oyayhum na cy
reoJIe3ujcKe JUHUje y 00e MEeTPUKe TMPECEeId PABHHU KOje CapiKe KOOPIAUHATHN MovYeTak ca moppimu. OBa
MIPOJEKIIMja CEe 30BE 2HOMOHCKA NPOJEKUUIQ.

NEBep3 rHOMOHCKe mpojekiuje uma obsmk x : R? — S2,

z(u,v) = ;(u,v,—l). (23)

V1+u? 402

Cunuka 1: VlHBep3 rHOMOHOMCKE IIpOjeKITHje

Ozmaunmo ca Q(u,v, —1) TauKy y paBHH TAHTEHTHO] Ha jy»KHH IIOJI H HOCMATPajMO CerMeHT y R3
koju cnaja (@ m koopaumnaTau noverak (Cimka . On nposiazm kpo3 tauky P nHa cdepu, uuje cy
koopauHuate z(u,v) = P(r,s,t). 3 nuneapue 3aBucuoctu Bekropa OP u OQ) je

(0,0,0) =O?>< Oﬁz (—s —tv,r + tu,rv — su).

Creqt jia je 7 = —tu n 8 = —tv. Uz yeaosa 72 + 52 +t2 = 1w t < 0 mobujamo t = —1/v/1 + u2 + v2.

Ha ocropy jenpaumne (23), npase y pasan TanrenTHoj Ha jysan nodn c(t) = (¢, kt+n, —1) ce camkajy

@ ) — t kt+n —1
y BeJIWKe Kpyrose Ha S°, ¢(t) = s AT o)
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Manipulate[

WuBep3 rHoOMOHOMCKE
TPOjEKITNje-KOPECIIOICHITA]a Te0/Ie3N]CKAX
JIMHU] A

Show|

Module[{¢, 8}, ParametricPlot3D[{Cos[¢]Cos[6], Sin[¢]Cos[6], Sin[0]},

{¢,—m,7},{6, —m/2,0},

PlotStyle — Directive[Orange, Opacity[0.5], Specularity[White, 10]],

Mesh — None, Axes — False,

PlotPoints — 30, ViewPoint — {6, —10,2.5}]],

ParametricPlot3D[{{t, kt + n, —1}}, {t, —2/3,2/3}],

ParametricPlot3D[{t/Sqrt[t"2 + (kt + n)"\2 + 1], (kt 4+ n)/Sqrt[t"2 + (kt + n)"2 4+
—1/Sart[t"2 + (kt + n)"2 4+ 1]}, {t, —2/3,2/3}],

Graphics3D[{Point[{0, 0, 0}], Dashed, Line[{{0, 0,0}, {2/3,1, =1} }]}]],

Initialization :— (

k= 3;

n=—1;)]
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3.7 DBearpamujeB mpumep

[Tocmarpajmo cramnapmay cdepy
S ={(a!, ... e R (@) 4 (@2 = 1)

ca METPUKOM ¢ KOja je PecTpukIinja eykauiacke merpuke Ha chepu. [eonesmjcke sunmje na cdepu cy
BeJIMKHM KPYT'OBU KOju Cy Tpecernn cdepe ca paBHEUMA Koje cajipike meHTap cdepe. lokas oBe autbeHUIe
MO2Ke Ce M3BeCTH mocMaTpameM peduiekcuje y omrocy Ha oarosapajyhe pasau. To je mzomerpuja chepe
9Hju je CKyIl (PUKCHUX Tadaka BeJUKU Kpyr. Kajga reoxesmjcka jauHHja He 6m Omiaa Besmku Kpyr Beh
TAHTEHTA HA Wera (PasjudnTa 01 BEJIMKOT Kpyra), Taja Om CJIUKa Te Teofe3ujcKe juauje npu pediiek-
cuju OmIa reoIe3ujCcKa, JUHUJA, IITO je Y KOHTPATUKIIAJU CA TEOPEMOM O IHbHXOBO] jeIMHCTBEHOCTH.

3a cako A € Sl(n + 1) KOHCTPYUIITUMO ITPECINKABAE

A(v)
a:S"—= 8" av)=——
’ A"
e je A(v) npoussox MaTpume A n v € S™ nocmarpan Kao BekTop u3 R" ! ||-|| osnagasa crammapmay

nopmy Ha R7HL,

Hudeomopduzam a je reome3mjcko mpecaukaBame. [eoge3ujcke JInHUje y g Cy BEJIUKK KPYTOBHU

(mpecenu cdepe ca paBHEMa Kpo3 KOOPJAMHATHU Hoverak). llomTo je MHOXKeme ca A JIMHEApHO Tpe-
. . w

CJIMKaBam-€, PAaBHM ce CanKajy y paBuu. Hopmanuzaimja w +— W cJIMKa TpoOyIlieHe PaBHUA § HUXOB
w

npecek ca cdepom, Ia a CJOUKa BeJIMKe KPYyroBe y BeJIMKe KPYIroBe.
Mozxke ce nokazaru ([4]) na ce ca reosmesmjcka upeciaukasama cdepe S MOry KOHCTPyHCATH HA
oBaj HaunH. QUUTIIETHO, G jeé U3OMETPHja AKO U CaMO aKo je A CIMIHOCT.
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4 JIndepeHnujabujiHe MHOTOCTPYKOCTH

4.1 Tomonormike u gucpepeHnnjabuIHE MHOTOCTPYKOCTHI
MHOI‘OCprKOCT Ce MO2Ke CXBATUTU KAO N-JUMEH3NOHO YONIIITECIHC KPUBUX W ITOBPINHA.

Hedbununuja 14. Axo je M Xaysdopdos monosowru npocmop ca npebpojusom basom, maxas oa
3a cearxy mavwky p € M nocmoju omeopen ckyn U C M xoju cadpoicu mayuky p u TomeomopPhudam
© xojum ce U npecaurasa y nexu omsopern nodckyn od R™, onda je M n-dumensuona monosowra
MHOZOCTPYKOCTN.

Ypehen nap (U, ¢) HABUBAMO A0KGAHOM KAPMOM WIA AOKGANUM KOOPOUHATNHUM CUCTNEMOM MHO-
rocrpykoctu M, a mpecimukasame ¢! JTOKaJgHOM mapamerpusanujoM. CKYII JIOKAJHUX KOOPIHHATHIAX
cucrema (Uy, po) Taksux ga je | J U, = M 30BeMo amaac.

Heka je (U, ¢) jenna kapra muorocrpykoctu M. U je orBopen nogckyn om M u ¢ : U — ¢(U)
xoMeoMopduzam Ha orBopen noackyn o(U) y R?. zt : U — R cy koopaunarne byHKIHEje y KapTH,
2 (p) = mi(p(p)), p € M, tie je m; : R — R xanoHcKa mpojekiuja Ha i-Ty Komronenty. Paju kpaher
zarmmca, wecto hemo maentudukonarn (1¢) = (U, ¢).

Jlpe KapTe y TOMOJIOIIKO] MHOTOCpYKocTu M

(@) =(U,9), ¢:U=R" u (y)=(V,¢), v:V —=R"

WHJYKYjy TpecimkaBama @ o~ R™ — R™ ca gomenom (U NV) mhpo ! : R® — R ca jomenom
©(U N V) koja ce HA3UBA]Y npomeHom Aokasnux xoopdunama (') u (y*) pemom.
pecimkaBamy @ o1 1 : R” — R™ onrosapa mpoMeHa JIOKAJIHEX KOODIMHATA,

y =yl 2", i=1,...,n. (24)

Hedunnunuja 15. Hexa je A = {(Uy, pa)|a € A} amaac n-dumensuone monoaowre mmno2ocmpyrocmu
M maxae da cy npomerne xoopdunama usmehy buso xoje dee xapme Jdugeomoppusmu kaace CT. Tada
je A dugepenyujabuanu amaac xaace CT.

Yronuko je arnac kmace C°°) jemnocrasno hiemo ra 3Batu pucepennmjabmmanm atmacom. z6op
aTiaca HOje JeMHCTBEH. YHHja JIBa aTiaca je Takohe (TomoJomku) amiac, aau JudepenujabuiHocTt
Ce HE MOpa O4YyBaTU. YKOJIMKO je yHuja aBa aupepennujabusna arnaca A; n As Takohe nudepen-
mujabuiHu aTiac, OHjma Kaxkemo jga cy amiacu A; u A exBuBasieHTHH (0Ba peslaliyja je peJiaruja
€KBUBAJICHIIH]E ).

Hedbunnuuja 16. Tonosowra mMHozocmpykocm 3ajedHo ca KAGCOM ckeusaseHyuje dudepenyujabun-
HUT amaaca je JuPeperyujabuina MHo2ocmpyrocm.

Ilpumep 6. Jedunuuna cgepa S? je dudepenyujabunna mmozocmpyrocm.
Jupeperyujabuaru amaac na S% je ckyn

{(S*\{N}, ow), (8% \ {5}, 05)}

2de cy N u S cesepru u jyscruu noa pedom, a ON U Qs cmepeozpacke npojexyuje U3 mux noso6a.

4.2 undepenmnujabuana mpecankKaBaiba MHOTOCTPYKOCTH

Heka cy M u N ape audepennujabuige MHOTOCTPYKOCTH auMensuja m un u f : M — N mempe-
KWJIHO TpecsmkaBame. Heka cy, peaom, (U, ) u (V1)) npoussosbHe JoKaHEe KapTe MHOTOCTPYKOCTH M
u N. Tamaje UNf~1(V) orsopen ckyn y M, o(UU f~1(V)) oreopen ckyn y R™, Koju ce KOMIO3HIIT]OM
¢o fop ! camka y mogckyn ox R™,
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Hedbunnmuja 17. Hexa cy M u N dugepervyujabunne muozocmpyxocmu u f : M — N uenpexudno
npecauxasarve. Axo nocmoje dudpepenyujabuanu amaacu {(Uq, po)|a € A} u {(Vp,¢p)|8 € B} mnozo-
cmpyxocmu M u N pedom maxeu da je npecaukasarve

vgofowy': palUaUfH(Vs)) = 15(Vp)
dugpeperuujabuano sa cee o € A, f € B, onda je [ dudepenyujaburno npecaurasarve.

Ouurne1HO je KOMIO3UIHja Jud epeHIInjabMIHUX TIPECIUKABAKa, ONeT Ju(epeHInjabuIHO Tpecu-
KaBabe.

Hudepennmjadbunno npecaukapawwe f : M, — R ce nazusa (mudepennujabmina peasna) ¢dpyHKImja.
Ckyn cux rnarkux dbyknuja Ha M ce obuaHo o3nauasa ca F(M).

Hedbunnuuja 18. Judepenuujabunsno npecauxasarwe f : M — N je dugpeomopdusam axo je romeo-
mopusam u axo je f1 maxobe eaamro npecaurasarve.

Hedbunumnja 19. Ipecaurxasare f : M — N ce nasusa soxasnu dugdeomopdusam, axo 3a ceaxy
mauky p € M nocmoju oxoauna U maxea da je f(U) omeopern y N u fly : U — f(U) dupeomopdusanm.

4.3 TaHreHTHU IPOCTOP
4.3.1 dedununuja TaAaHreHTHOT HPOCTOPA

CimvHO Kao 3a KpuBe U MoBpmH y K2, MOkeMO yBecTH M I0jaM TAHTEHTHOT HPOCTOPA AU(bepeHIIH-
jabuiiHe MHOTOCTPYKOCTH Y HEKOQj HEHOj TAUYKH.

OkonwvHa Tauke p qudepenipjabuiaae muorocrpykoctu M je penpesentosana HekoM kaptoM (Uy, ¢4 ),
U, C R”, na TaHr€HTHHU IPOCTOP MOXKEMO UJIEHTH(DUKOBATH Ca BEKTOPCKUM ITpocTopoM R”, a TaHreHTHU
BEKTOP MHOTOCTpykocTu M MOXKeMO penpe3eHnToBaTH HeKuM TanreHTHuM BekTOopoM X, € R™. Heka je
(Us, ¢p) Heka apyra KapTa Koja IIPeKPUBA OKOJIHMHY Tadke p eksuBasenta Kaprtu (Uy, po). Ilutame je
Koju BekTOp 3 R” je mpecTABHUK TAHTMEHTHOT BEKTOPA IIyTEM JIPyTre KapTe.

Hedbunnuuja 20. Hexa je M n-dumensuona muozocmpyrocm ca dudeperuujabuitum amaacom
{(Ua, o)l € A}. Hexa cy (Ua, pa) u (Ug, pg) dse kapme Koje npekpusajy omsopeny oKOAURY mavke
p. Hea npedcmasrura X, u Xg woja odzosapajy osum xapmama cy excusarenmma Xq ~ Xg, yKoauxo
je

Xs = d(psopa')(Xa).

Penamnumja ~ je penanuja eKBuBaJIeHITH]E.

Hedbunnmuja 21. Kaiaca exsusasenyuje peaauuje ~ je manzenmus eexmop y mayuxu p na M. Tan-
eenmuu npocmop y mavuky p, y osnayu Tp,M je cxyn ceuxr maneenmuur eexmopa y mayuku p na M,
0dnocHo penpesenmosan je sexmopckum npocmopom R™.

C 003upoM fa je TAHTEHTHH ITPOCTOP MHOTOCTPYKOCTH M penpe3eHTOBAH BEKTOPCKUM MPOCTOPOM
R"™, om maciehyje m crpyKTypy BeKTOpCKOr mpocropa ca R™ um Ta Haciaehema cTpykTypa He 3aBHCH
on m36opa Kapre, OAHOCHO TipeacTaBuuKa. (CBaka JBa TPEJCTABHUKA Ce TPECINKABAJY jeJaH y ApYyrd
nudepennujasoM npeciukasama d(gg o o2 1), Koje je MMHeapHO, TIA je y CATJIACHOCTH Ca OHepAIHjaMa,
cabupama BEKTOPa U MHOXKEHha BEKTOPA CKaJIAPOM.
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4.3.2 TaHreHTHHU BEKTOpP Kao M3BOJ Y IPAaBILY

TaureHTHH BEKTOP HA MHOI'OCTPYKOCTH C€ MOXKe JedUHUCATH U KaO YOIIIITehe ' U3BO/Ia ¥ IMPaBILy”
y R". Ako je X, Bekrop y Tauku p uz R" u f ruarka dyHkuuja y okomHu p jieUHUIIEMO U3BOJL
dbyukuuje f y upasiyy sekropa X, X, f = X, - (grad(f))p, raue je grad(f) rpaaujeHTHO BEKTOPCKO II0Jbe
on, f. V3 ocobuHa cKaJapHOT MPOU3BOIA, U TPAJMJEHT, CICIN

o Xp(af +bg) =aXp(f)+bXp(9) (R-mmueaprocr) u

o Xp(fg) =Xp(f)gp) + f(p)Xp(g9) (JIajorunoso upasuio),

rre je g raartka hyHKIHja y OKoJuHA p u @ u b peasinu OpojeBu.

Heka je M C"-pudeperiujabuiina MEOTOCTPYKOCT JUMEH3H)E M.

Hedununmja 22. Tanzenmuu sexmop y mauku p € M je peaano-8pednocho npeciurasarve
v : F(M) — R maxeo da sasrcu

e viaf +bg) =av(f)+bv(g) u
e v(fg) =v(f)glp) + f(p)v(9).

3a cee a,beR u f,g € F(M).

Ha ckymy T,M cBuX TaHTeHTHHX BeKTopa Ha M y p yBeJieHa je MUHeapHa CTPYKTypa Koja UMHH
T, M peasHuM BEKTOPCKHUM IIPOCTOPOM JIUMEH3H)E 1.

Cnenpjamaa 6a3a TarrenTHOT TpocTopa 1), M cacTaB/beHa je 011 n TAHTeHTHHX BEKTOPa KOODAWHAT-

HUX JuHAja y Tauku p. OBU BEKTOPHU Cy O3HAUEHHU Ca %, wim ca 0;, a 6aza (popmupana nomohy HBUX

ce 30Be kKoopdunamua basa WA Npupodua 6a3a.

Heka je TM = {(p,v) : p € M,v € T,M}. Moxkemo nocmarparn T'M kao mudepentmjabuany
MHOTOCTPYKOCT aumMensuje 2n. T M zajeano ca mudepeHnujabmIHOM CTPYKTYPOM Ce HA3UBa TAHTEHTHO
pacmojeme na M.

Hedbunnunmuja 23. Kosapujanmmuu eexmop (xosexmop) usu 1-gopma w(zx) y mauku p je auneapho
NPECAUKABATHE
w:T,M — R.

4.4 undepeHIujaj IJIaTKOT IPeCcInKaBambha

Hedbunummja 24. Hexa je © : M — N eaamxo npecaurasarve uamehy dudepenyujobusnur mmozo-
cmpyrocmu.. 3ap € M

Dup : TyM — ToyN,  v(f o @) ®uy(v)(f)
(03nanasa ce u ca d®p) je dudepenyujan npecaiurasara  y mauky p.

V sokasmamm koopauHaTama ¢ = () y okomuan p w1 = (y') y oxommmm (p)

k .
0 Iyt o®) 0 ,
o (2])- 5200 e
0xl,) = 07 e
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Ha 6u cvo yBesn tamrenTHu BeKTOP Kpuse [ : I — M, I C R, moxe ce uckopuctutu audepeHiimjat
npecaukaBpama [y : TR — T M

MO = () = 1, (CZL

d(ziol) . 0O
_Ar ey 9
t> du 8[131 1(t)

Judepeniujanm koopauHaTHnX GyHKImja dr’ y tauku p GOpPMEPAjy CKYII O 7 JIHHEAPHO HE3ABH-
CHHX KOBEKTODa, Koju 00yxBaTajy Jyanuu mpoctop ox T, M - koraurentnu npocrop 1, M. Basa {dz"}

je fyasHa mpupoiHoj 6a3u ( 827; ), Tj.

9 , .
—(da*) = 6.
aacj(m) 5J

4.5 Ten3zopu Ha MHOTOCTPYKOCTH

JlekapToB IPOU3BOT,

Mg =Ty M x Ty M x -« X TyM X TyM x T,M x -+ x T,M

r S

MPOCTOPA KOBEKTOPA W MPOCTOPA BEKTOPA Yy TAYKHU P je ypelen ckym KOBeKTOpa u BEKTOPA
1 T

(W', o, W vy, .., V).

Tenszop Tuna (r,s) y Tauku p je npecankapambe T, Koje je JMHEApHO 10 CBAKOM apryMeHTy U Ipe-

cmmkasa (w', ..., w",vy,...,vs) HA 6p0j T(w?, ... ,w", v1,...,0s).

Hedunanuuja 25. Cucmem T;ll”jt je menszop muna (r,s), ako Npu NPOMEHU KOOPIUHAMG sasicu
30,
30K0H Mmparchopmayuje
, . , .
. . 1 7 J1 J . .
el dy Oy'r Ox Oz’ 0150y
Jrendls 7 gpit Qe Oyt Qyd's " Ireds”

4.6 BexkTopcko mosbe

BekTopcko nome X mna M ce Moke AepUHUCATH Kao TIAIaK H3060p TAHTEHTHUX BEKTOPA
X, € T,M 3a cBako p € M. Ycnos raarkoctn 3uaun ga je dyuknuja p — X,(f) rmarka dynknmja ma
M 3a npoussosbuy riarky dyskuujy f ma M. Ako ysemeMmo cabupame BEKTOPCKHX II0Jba Y TAYKHA H
MHOXK€eHhe BEKTOPCKOT 10Jba, MIATKOM (yHKujom, ckyn X(M) cBux BeKTOPCKUX mosba Ha M je Momys
Ha 1 ipcreHoM F (M).
i o)
Y gokasauM KoopaumHatama (x') Ha U C M, KOOpJIMHATHA BEKTOPCKA MOJba, 5,7 Ha U cy rnarxa,
P
He3aBUCHA U (HOPMUPA]y KOOpAUHATHY 6a3y y cBakoj Tauku. CBako BeKTOpcKo mosbe X Ha M Moxke ce

wa U manucatn kao X = X* 8?&’

X' cy KOMIIOHEHTE BEKTOPCKOT T10Jha X .

BekTopcko mospe Ha MHOTOCTPYKOCTH C€ MPETCTaB/ha JUdEepeHIujaTHOM jeaaaanaoM. Kaxkemo a

je xpusa | : I — M wunrerpasna kpusa BekTopckor nojpa X € X(M) ako je I = X. ¥V jokananum
KOOpJIMHATAMA, KaJa ca X' 03HAUMMO KOMIIOHEHTe o X, MPEeTXOJHU YCJIOB Ce MOXKe HAIUCATH Kao
cucTeM o6muIHEX AudepeHITHjaTHIX jeHaanaa npBor pega dr'/dt = Xi(ztol,--- 2" ol), 1< i< n.

3a C"-udepeninjabuiiHO BEKTOPCKO 10/be U (GUKCUPAHY TAYKY P YBEK IOCTOjU UHTErPATHA KPUBA,
l, nedunucana y oxkosunu 0 € R 3a kojy je 1(0) = p.
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4.6.1 JInneapHa MOBE3aHOCT

Hedununmja 26. Jluneapra nosezanocm wa muozocmpyrocmu M je npecaurasarve
V:X(M)xX(M)— X(M) maxo da 3a cee X, Y, Z, W € X(M), r € R u f € C*°(M) sasrcu

(i) Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
(ii) VxiwY =VxY + VY,
(iii) VipxY = f(p)VxY u
(iv) Vx(fY)= (XY + fVxY (Jlajbrnuyosa dopmyra).

Omeparop Vx : X(M) — X(M) nazuBa ce Kosapujanmny u3600 y TPABILy BEKTOPCKOT TMOba X .
V JOKaJHIM KOOpAMHATaMa Yy ofaHocy Ha Kapty (U, @), ¢ = (xl,---  a™),

Vojoci () Z i (%, (25)

e ¢y pyHKIje Ffj € C°(M) koje KapakTepuIlly JmHeapHY moBe3anoctT Kpucroderaoru cumbomm
JPyTe BPCTE WM KOMIOHEHTE MOBE3aHOCTH V Y OJTHOCY HA MTOCMATPAHY KAPTY.

Jluneapua mosezanocT V MHIYKYyje KOBAPUjAHTHO MU(EPEHINPAKHE TEHZ0PCKUX [I0JhA Y OJIHOCY HA,
BEKTOPCKO 10sbe. Axko je T rensop tuna (p,q), Tasa je meros koBapujanTau u3sog V1 TeH30p THOA

(p,q+1):

i1°+1 B10 i1°+1 'L clg—1Qlgt 1T z Y
T = Voo Til ”:—Tl P+Zr e ers U

J1Jq, J1-dq J1j J1-dq k% g1 js—10fst1-dq?

rme ”,” 03HaYaBa KOBAPUjAHTHO Au(DEPEHIMPAbE ¥ OIHOCY HA TTOBE3aHOCT V.

4.6.2 PumMaHOBe MHOTOCTPYKOCTH

Pumanosa muorocrpykocr je judepennujabusiina MHOIOCTPYKOCT TakBa Jia je 3a p € M na rtaHrent-
HOM npocropy 1, M nedunncan mosuTusHO JedUHUTAH CKaJIapHU IPOU3BOJ, ¢ KOju je audepeHnyja-
omwrHa dyukimja Tauke p € M. To 3uaum na cy ucnymenu ciaemehu ycmosu:

(1) g(V,W)=g(W,V),3a V,W € T,M,
(11) g je Omnmmeapua dyukmmja o V u W,
(t3i) g(V,V) >03acseV #0eT,M,

)

(iv) g(X,Y) je rnarka dyukmja Ha M 3a TpoM3BOJFHA IJIATKA BEKTOPCKa moba X, Y € X(M).

9 0
oxt’ OxJ

Y joKaaHEM KoopauHaTtama (x'), METpHKA ¢ je JaTa CBOjUM KOMIOHEHTaMa ¢;; = ¢( ), WIH

Yy KJIaCUIHUM O3HAKAMA:

ds? = g;j(z)dz"dx’.

Ha Pumanosoj muorocrpykocru Kpucrodenopn cumbosu yeeieru ca (25) umajy ucry ymory Kao
Kpucrodenosu cumbon yseaenn y noriasiby 1 3a nospmu cmenrrene y E3.



38 4 JIM®EPEHIINJABUJIHE MHOI'OCTPYKOCTHU

4.7 Ilapaneano nomepamme

Hekaje c: I — M, t+ (t) = (ztoc(t), - ,2" o c(t)) (U, ) = (2') nokanna kapra) mudepeniy-

jabmiiaa KpuBa Ha MHOTOCTpyKocTH M ca JsinneapHOM moBe3aHoiiny V v HEKa A 03HAYABA TAHI'E€HTHO
BEKTOPCKO TMOJHE JTYK C.

KosapujaaTHo qudepermuparme BEKTOPCKOT mosba X iy kpuse ¢(t) je maro ca
VX =V, X.
3a BEKTOPCKO ToJbe X JIyXK € KaxKeMo J1a je napaseano dysc | ako saxu V¢ X = 0 3a cBako t.
Komnrent mapaJjesnor BEKTOPCKOT MOJba, JIyK KPUBE HE 3aBUCH O] TApaMETPU3AIje TOjeTHHATHE
Kpuse.

Teopema 16. Hexa je c: [a,b] — M xpusa na M, p = c(a) u f/p € T,M. Tada nocmoju jeduricmeeno
sexmopcko nowe Y napaseano 0ysic kpuse ¢, maxo da je Yoq) = Yy, Ilpecaurasare Poy @ Ty M —

ToyyM, Pui(Ya) = Yeu) je auneapru usomopdusam xoju ce HA3UGE NAPANEARO NOMEParbE JYXC KPUSE C
00 c(a) do c(t).

4.8 Teonesujcke auHHTjeE

leosie3ujcke smnuje, 06jekTr aHAJIOIHM IPABAME Y €YKJIUJICKO] PABHU, MOI'Yy OMTH KapaKTEePHUCAHE
Ha pPa3JnyuTe HaUWHe: KOpucTehy BapHjallMOHU PAYyH KAO KpHWBE HajMaibe JIy:KHWHE KOje IIOBE3Y]y JIBe
(Guincke) Tauke WiM KAO0 KPUBE 4Mja Cy TAHIEHTHA, BEKTODCKA 110/bA NAPAJIEJHU JlyXK BUX Yy CBAKO]
taurn. OB KOPUCTUMO JIPYTy AeOUHATIN]Y:

Hedbunaunuja 27. Kpusa c(t) na mmozocmpyxocmu M ca auneaprom nosesano7ly je ecodesujcka
Kpu6a, ako je KosapujaHmmu u3coo wenoz manzenmuoez eexmopa \(t) = ¢(t) nponopuyuonanar camom
MAHZEHTIHOM BEKTNODY

VamAt) = p(HA(), (26)

2de je p Hexa Pynryuja napamempa t xpuese c.

Y JIOKOJIHUM KOOpJWHATaMa, Kopuctehn uCTy 03HAKY 3a KOODJHMHATE KPUBE C KAO 33 KOOPIUHATHE
dbyukmmje mopprm (z* o ¢ = '), oBe jeaHAUMHE MMAjy 00K

d?x* Z”: - dx® da? da®

- kT — — =1,...,n. 2
dt2 1] dt dt p(t dt Y k I 7n ( 7)

Z?J:

Axo je mapamerap t uzabpan Tako ga je p(t) = 0 taga Taj mapamerap HazuBamMo npupodru. IIpu-
pOJIHM TIapaMeTap OOMYHO 03HAYABAMO Ca S.

Y JIOKAJHUM KOODJIMHATAMA, T'EOJIe3UjCKe JUHHUje CY V CJIydajy TpUPOJHOT napamerpa onpehene
JeTHATTHAMA,:
d*ak s datdd

2. s =0
,7=1
do'  dxtdt dx'l  d*xt APzt 1 dat B ) § . ds

= -— = — U —5 = —5 5 — —— 3, BaXH =, 8§=—.
“ds  dids dt §  ds*  dt? §2  dt § P 8 dt

U3 jennaunna (28) ciequ jeana o HajBaXKHUjUX OCOOMHA TEOJIE3UJCKUX: Ja KPO3 JIATY TA4Ky T
HA MHOTOCTPYKOCTH y JaTOM mpasily (ofpeheHuM (DUKCHpAHUM TAHTEHTHUM BEKTOPOM () MPOJIA3H
jemmuaCcTBeHA reonesurjcka. OBa ocobuHa je mocaemuna jeamuacrsenocru Cauchy-jesor mpobiema 3a Te

jegHaTHe, KOJH MOXKe OMTH IpeacTaB/beH v caemehoj dpopmmu:

ITomTo je

df]jk k
ds A (s),
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dXF(s) k
== Y ThAi(s
ds ;1 )

k <k k \ k
7 (s0) =%, A%(s0) = A"
Axko je Ffj € CY, tana je ersucTeHNuja pellema IrapaHTOBAHA.
Axo je I‘fj € C', tana mocToju jeMHCTBEHO pellerse.

4.9 TIlpumenbe ma aeduHUIAje TEOAE3UjCKUX JUHIjA

Joxan Bepnysnu je y mucmy Jlajbuumy w3 1679, mocrasmo mpobaem: woliu kpusy Ha damoj noepuiu
K0Ja NPOAG3Y KPO3 NAP PA3AUNUMUL TRAYAKA U UMG 0COOURY 0a je 1er cezmenm Koju nosesyje dame
dse mauke najrpahu (usu uemu) mehy ceum Opyzum ceemernmuma Kpusur koje ux nosesyjy. Cuenehe
TOJIMHE IIOCJIA0 je pelleme OBOr mpobsemMa, omeT J1ajoHuily, Kao u J0Ka3 BapujaluoHOr Ipobiema reo-
Je3ujckux guauja. 3aTo 1679. MokeMO cMATPATH 33 TOAUHY HACTAHKA KOHIIEITA T'e0/Ie3UjCKUX JINHU]A,
MaKo je mMpBU paji Ha OBy Temy objauo Ojmep 1728. romgune.

Hamomenumo 1a ce y smureparypu mopes HaBeaeHe MU UHUTIA]e TeOMe3N]CKUX JIMHWja TI0jaBJbyje U
apyra e UHALIH]a:

Hedununuja 28. Kpusa c(t) na mruozocmpyrocmu ca suneaprom nosesanowhy je 2eodesujcka Kpuea
aKo je eno manzenmmno 6exmopcko nose A(t) napaseano dyotc ¢, mj. eascu Gopmyaa:

VA(t))\(t) =0. (29)

Y kaacnanum nzpopuma (Benrpamu, Jlarpanx, Ajzenxapr) kopumiliena je gedununuja (26). Yesa-
jajvhm Tezy nma je mum mudepeHIrjaiHe TeOMETpPHje U3yUIaBaIb€ reOMeTpHjCKUX 00jeKaTa, Tajga je OHa
6smka TakBOM npucryiy. Jlanac, Kajia yBoJie reo/ie3ujcKe JMHIje, MHOI'M ayTOpU KOpucTe JepUHUII]Y
(29)), 06uuHO 360r TEXHUYKUX pa3yIora.

Y HEKMM paJIOBMMa M KHraMma, Te0JIe3MjCKe JMHUje Koje Cy pemema jepuaqdune (26) ce 30By he-
nAPaMeEmpu30sane 2eodedujcke WA npezeodeaujcke aunuje, JOK TOJL TEOJAE3UJCKUM JUHUjAMA AyTOPHU
Ho/IPa3yMeBajy CamMoO OHE KOje MMajy KAHOHCKM napamerap s (Tj. OHe KpuBe KOje Cy KapaKTepucaHe
jemuaaunom (29)).

Hedbuanmmja 29. Mnozocmpyxocm A, = (M,V) ca auneaprom nosesanowhy je 2eodesujcru Kom-
naemua axo je ceaxa zeodesujera aunuja l(s) dedunucana na M 3a cee epednocmu npupodnoz napa-
mempa s € R.

TToznara Teopema Xomnda n Punosa t8pau 1a je M reone3mjcku KOMILIETHA, TIOBPIIT AKO U CAMO aKO
j€ KOMILIETHA, KA0 METPUYKH TPOCTOP.
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5 Teone3mjcka mpecjaukaBama A epeHInjabuIHNX MHOTOCTPYKOCTH

5.1 Admuna npeciankaBamba

Heka cy (M, V) u (M, V) nBe MHOrOCTPYKOCTH JIUMEH3HjE N Ca JUHEAPHUM MoBe3aHocTuma V u V,
PECIEKTUBHO.

Hedununuja 30. Jupeomoppuszam f : M — M ce nasusa aduro npeciurasarve axo ciuka 6uio xoje
napaseano eexmopcko nosve dysc ¢ C M y napaseano sexmopero none dyosie f(c) C M.

Teopema 17. Jugpeomoppusam f : M — M je aduno npecaukasare axo u camo axo je fo(VxY) =
Vi x(fY) sa npouseonmna eexmopcra nova X u'Y (f wysa nosesanocm), mj. y aokasnum £oopouna-
mama,

f‘f](:v) = I‘fj(:n) (30)

Joxas. Heka je f : M — M aduno npeciukasame. M3abepumo oxosmny U C M ca 3ajeauudakum
KOODJIMHATHUM cucTeMoM (z') y ofaocy Ha npeciaukasame f. Heka je A(t) = A\'(t) mapasesiHo BEKTOPCKO
nosbe JIy>K Kpuse ¢ : ¢ = z'(t), t € I, mro 3na4u na Baxkn VA = 0, Wim y JIOKAJHUM KOOD/MHATAMA

()
dt

dz’(t)
dt

+ T8 (z(t)M (t) =0. (31)

ITpema nperocrasiy, BeKTOPCKO 1osbe A(t) je mapasenno u y M, mro 3naqm jga je ViA = 0, wim y
JIOKAJIHAM KOOPIUHATAMA

k gy
A d(t” TR () (1) dit) 0. (32)

Oryzumarmem o1 nobmuja ce
(0 (1)) — T (e ()N () 0 — o, (33)

dt

@opmyna (33)) Baxu 3a npousBosbHy KpuBy ¢ C M u NPOU3BOHHO BEKTOPCKO 110JbE A TIAPAJIEJIHO JIy 2K
we. To 3Haun na Mopa 6utu 3a10B0beHa Gopmyda (30).

Ca apyre cTpaHe, aKO BaXKu , Ta A, caemm w3 (31)). O

Teopema 18. [12] Hexa je f : M — M dugpeomopdusam u ¥V nosesarnocm na M. Tada nocmoju
jeduncmeena nosesarnocm V na M maxsa da f uyea nosesanocm.

Hoxa3z. Heka je X € T,M n Y BexkTOpcKo nosbe y okomuuu p u3 M. f je mudbeomopduszam, na je fiY
BEKTOPCKO nosbe y okosuan f(p). Jdedurunmmo

VxY = i1 (Vix(fY)).

Joka3 sia je V 1I0Be3aHOCT CJie/[d U3 JIMHEAPHOCTH OHeparopa fi ' O

5.2 Teomesumjcka mpec/iMKaBamba MHOTOCTPYKOCTH Ca JUHEAPHOM
nose3aHoInhy

Hedbunnmuja 31. Hexa cy M u M mH020cmpyKocmu ¢ AUHEAPHUM NOGE3GHOCTIUMG JuMeH3UTe M.
Hupeomoppusam f: M — M ce nasusa zeodesujcro npecaurasare M na M axo [ cauxa 6uso xojy
2eodesujery wpusy na M Ha zeodesujeky wpusy wa M.
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Wcropujcku tiiemano, mpeu je Besrpamu 1865. mocTaBmo MUTAHE TTOCTOjarha TeOME3UjCKUX MTPECIIn-
KaBamha y CIydajy IPecInKaBama MOBPIIM S HA eyKIWICKY paBaH E2.

1779. Jlarpamxk je OTKPHO TIPBE HETPUBHUjAJHE IPUMEPE T'€OJIE3NjCKUX TPECTUKABAHA.

1869. V. /luHH je IOCTABHO OIINTHje HATAME EI3UCTEHIN]e Te0Ie3HjCKuX MpecauKaBama Vo Ha Vo
¥ J1a0, y HAYE/y, lBErOBO KOMILIETHO perieme. Hheroso pememe, koje je OuI0 BEOMa KOMILIMKOBAHO, j€
BHIIIE IIyTa [I0j€THOCTABJHEHO U MOJIU(PUKOBAHO.

Konauno je 1896. Jlesu-Ymsura y cBOM pajay Ha TpaHChOPMAIUU jeTHAUNHA JIUHAMUKE UCIIHU-
TA0 TMHUTAHE CA OMIITHJUM MPETIOCTABKAMA 1 JI0OMO OCHOBHE jeIHAYMHE 33 Ie0e3UjCKa MPECTNKABATHA
u3mely PumanoBux MHOTOCTPyKOCTH.

5.3 JleBu-YHuBuTa jegHaYNHE IeO€3MjCKUX MTPECINKABAIHA

IlocMaTpajMo MHOFOCTPYKOCTH ca JiaHeapHaM nosesanoctuma (M, V) u (M, V) muvenzuje n. Heka
je f: M — M reonesujcko npeciukasame. oo je f mudeomopduzam, MOKEMO IPETIOCTABATH /I3
M u M wmMajy ucre gokasme Koopaunarte (xl, - .- 2™).

Ba BekTOpcka mosba X,Y € X(M) medburumenmo mensop depopmavuje P mosesanoctn V u V. y
onHOCY Ha f:

P(X,Y)=VxY — VyY,

AT y KOMIIOHEHTaMa, Pj; = f‘fj — Ffj
Hekajec: I — M, c(t) = (x'(t), -, 2"(t)) reomesnjcka junmja ma M u A\(t) = é(t) men TanrenTHA

BekTOp. Tasa cauka Kpuse ¢ Ha M mma ucTy HapaMeTpu3alujy U 3aT0 MOPa OWTH 33J10BOJHEH CUCTEM
jesHaInHa

VA = DA, (34
, dx’
Axo y jemnaunnama, KOMITOHEHTE TAHTEHTHOT BEKTOPA A 03HAYMMO ca \'(t) = d—i, BaXKM
ANk i k
v +TEN (BN () = p(L)N"(2). (35)

Ha wnctn naunn jobujamo jepHavnHe reQ/e3njCcKuX JMHMja Ha JPYTOj MOBPIIH:

ddA: +TEX ()N () = p(t)A"(2). (36)
O nysuMmameM oIl cJenn
PE()XN (0N () = 20(H)A*(2), (37)

3a HeKy byHkmmjy ¥(t) Ha M Koja uma obmuk () = ; () A (t), ma Baxu
Pli(x) = ¢i(2)8} + ()5, (38)

rJe cy Y; HEKM KOBEKTODH.
KonTpaxoBameM mperxogme jengmauune 3a j = k mobujamo

1
VYi(x) = mpﬁm

IITO Ce MOYKE HAIMCATH y ODJINKY

P(X,Y)=¢(X)Y +4(Y)X, X,Y € X(M). (39)
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Uz cJIeau

T} =T5 + ¥i0f + y;0F, (40)

nJIn

VxY =VxY +y(X)Y + (V)X (41)
Jeanagume Hazupamo jemuauwHama Jlesu-Uusura. Jlakie, Baxu

Teopema 19. [Ipecaurasare f muozocmpyrocmu (M, V) ca sureaprom nosesanowhy Ha MHO20CTPY-
xocm (M, V) auneaprom nosesanowhy je zeodesujcro axo u camo axo je menzop dedpopmayuje P npe-
crurasara f obauka (@,mj. saoce Jlesu- Yusuma jednavune (@)

Axo msmehy kommonenara mosesanoctu muoroctpykocru M u M mocroju sesa (40), kaxemo ja
IIpecJMKaBamy [ O/roBapajy KopekTopu ;. HBep3HO mpecimkasame f | mpecsimkasama f je Takobe
re0Ie31jCKO IPeCcInKaBambe MHOrocTpyKocTr M Ha M KOMe 0IroBapajy KOBEKTODH —1;.

Hexka je f TeO0JIE3MjCKO TPeCIMKaBame MHOTocTpykocTn M Ha Morocrpykoct M KOMe 0froBapajy
KOBEKTOPU ?;i, TaJIa je mpeMa,

f‘fj:f?j“r’([}ié?‘f‘@j&f,

rjae cy ff’] KOMIIOHEHTE IIOBE3aHOCTU HA MHOTOCTPYKOCTH M. Jaxkne,
TF =T5 + (¥ + )% + (5 + )0k,

ma je KOMIIO3WITHja MpeJuKaBame f u f reo/ie3ujcko mpecaukasame M Ha M kome OJITOBaPajy KOBEK-
Topr 1; + 1;. CKyII CBEX I'€OE3H]CKAX IIPECIHKABAGA JAATE MHOTOCTPYKOCTH M YMHHM IpyIy y OJHOCY
HA KOMIO3UIM]Y HPECINKABABA, 113, j€ CKyIl CBUX MHOrocTpykoctu M 3a Koje II0CTOjU Te0ie3UjKO IIpe-
CJIMKABAKE HA JIATY MHOTOCTPYKOCT M je 3aTBOpEH Yy OJHOCY HA I'€OJIE3UjCKA ITPECIIUKABAIHA.

Kaa je na muorocrpykoctn M n3abpan koopauuarnm cucreM (1, ..., 2") ca KOMIOHEHTaMA, [O-
BE3AHOCTH Ffj (x), Ha OCHOBY jeHAUMHA 1D KOHKDETHUM U360poM KoBeKTOpa 1; () padmHAMO KOMIIO-
HEHTE HOBE3AHOCTH MHOTOCTPyKOocTH M 33 KOjy IIOCTOjU re0e31jCKO MPECINKABAE HA MHOIOCTPYKOCT
M. Akocey KOBEKTODH 1); CMATPajy NPOU3BOBLHUM, (POPMYJIOM Cy JaTe KOMIIOHEHTE [TOBE3AHOCTH

cBux muorocrpykoctu M Koje ce reojesujcku npecsukasajy na M.
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5.4 Teone3mjcka mpecaIMKaBamka €KBUIUCTAHTHUX MHOTOCTPYKOCTHU

Pumanosa muorocrpykocer M jmamensuje n oapehena koopaunaraum cucremom x = (zl, ... 2™) n

METPHUKOM ¢ j& eK6uducmaninmGg Mroz0cmpykocin aKo y Ib0j IIOCTOju BEKTOpCKO mosbe P 3a koje Baxu
Vx®=pX, (VX eTM), (42)

raeje p: M — R dynkiuja u V nosezanoct Ha mHorocrpykoctu M. BekTopcko 1osbe Koje 3a/10B0/baBa
ycaoB (A2) ce HA3BUBA KOHUUPKYAGPHO 6EKMPOCKO Nowve. Y KOMIIOHEHTAMA OBaj YCJIOB Ce 3alucyje Kao

o = pol. (43)

Ha exkBMAuCTAHTHO] MHOTOCTPYKOCTH C€ MOXKE yBECTH TAKO3BAHU KAHOHCKU CHCTEM KOODJIMHATA X
y KOMe MEeTPWKa WMa, 00JIUK

ds* = a(z")(dz')? 4 b(xt)d3?, (44)

a,b € C! cy ne-myna ¢pyunknuje, di? = g,-j(x2, ..., x")dr'dx’ je meTpuka PuMaHOBE MHOTOCTDYKOCTH M
sumensuje n — 1 (Bugern [9]). YV oBoj ceknuju ce moapasymesa ja WHAEKCH i, j, k y3umMajy BpemHOCTH
on 2 yio n. Ilpu perymapuoj tpanchopmanuju 7! = ! (2!), z¢ = z'(2?,...,2") obauk MeTpuKe ce
HE MEma.

N3 merpuuke dhopme pauynamo Kpucrodenose cumbosne npse u jgpyre Bpere (pasmmauTe O
HyJIE)

1 1
i = 5(31911 + 01911 — O1g11) = §a’
1 1,
P = 5(0u9i + g — 9ig1:) = 55/9@' =T
1 1.,
Lijin = 5(31;%1 + 0j9i1 — 019i5) = _ib/gij
Tiji = Lk
I, = ¢"Tiua=g¢"Ti = La
H @ 2a
, . ) 1 .. 1., 1y A
T, = ¢Tia=¢" Tk = ggjk : iblgik = 5353 =T}
1
1 la 11 .
Uiy = g%Tha=9 Tiji= 54 i
ry = Tj,

rje cy fijk u f‘fj Kpucrodenou cumbosin 1ipee u Apyre BpCTe PeJiOM HA M,_;.

Younmo mpeciimkaBame f usmely eKBHIuCTaHTHUX MHOrOCTpYKocTu M u M y 3aje JHUIKOM KOOP-
JIMHATHOM CHCTeMY, Tj. Tauke p € M u mena ciuka f(p) € M umajy ucre koopauaaTe x = (zl,... 2").
[Ipernocrapumo jia Merpuka Ha M obsmuka (44), a merpuka na M uma aajoran obamK

ds* = A(z')(dz')? + B(z1)ds?,

e ¢y A, B € C! ne-nyna dbynkmmje, di? = §;;(2?,...,2")dz'dz?, (i,j = 2,...,n) je merpuxa Puma-
HOBe MHOorocrpykoctu M jumensuje n — 1.



44 5 I'EOJAE3UJCKA IIPECJ/INMKABAIBA JIMOEPEHIINJABUJIHUX MHOI'OCTPYKOCTHU

Axo je f reomesujcko mpeciuKaBame, KOMIOHEHTE TeH30pa jedopMaliuje
PZIE = Ffj (z) — Ffj(x) npecyukaBama, f ¢y

1 A/ a// ; ] ; 1 B/ b/ ;
111_2<4 >? Pj; =P = Py, = 0; 1jz zjl 2<B b) 1?5

1 (B, b . -
P} = 3 (Agij - agij> ; PE=TF T}

Ha ocuoBy norpe6ror u joposbHOr ycaosa (40) jna npeciaukapambe Oyje reofie3ujcKo y 3aBHCHOCTH
o1, Ter30pa aedopmariyje PZ; = wiéf + wjéf JobujamMo

1A d A d
Pl =-(=~-— = 0] =2, = ———=4
=5 =) Y101 + P10y = 293 A1 g =
o1 Loy ; ; B v
pPl=-(=—-—)¢ = Y0l + 10l =6 = — - =2
14 2(B b> : % 1+'¢11 7#1 R B b ¢1 (45)
1 /B, b ; B v
P%_—g Agij_agij> = b} + 18] =0, = 4,0
Pz]; ffj — ffj = wzéf + Tﬁ]&f =0; = 1 =0.
W3 npee u Jipyre jeJIHAYUHE CHCTEMA clienu
A d BV
———=2=-=].
A a ( B b )
UnTerpabemeM oBe jeIHATHHE IO =1 106HjaMo
A/ a/ B/ b/
———)dat= 2= - )dat
/(A a>x/(B b>x’
OJIHOCHO
In|A] —1In|a| = 2(In |B| — In |b]) + ¢ (46)
rie je ¢ koncranta. CpehusameM jeauaunse (6) nobujamo
2
In|—|=In|-—
n . n b + ¢,
OJIHOCHO,
A (B\’
—_ = (> c9, Cy = :tecl.
a b
U KOHA4YHO 9
coaB
A== (47)
Bamenom (A7) y Tpehy jeqpaumny cucrema J00ujamo
vB Y
)
caB?2  a
OJIHOCHO,
B’ b
=0. (48)

0232 B ﬁ
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Uurerpamemenm jemaaxoctn ({8) mo z! mobmjamo

B/ /
/ det = | Sdat,

0232 b2
OOHOCHO,
! ! + (49)
—_— = — Cs
CQB b 3

pu Uemy je ¢z KoHcTanTa. Jlabe, cpeljuBamem jemnakocru (49) mobujamo

(1/c2)b

1 —c3b
U konauno, ako je p = 1/co u ¢ = —c3 nobujamo
b= 1 ibqb’
a xopucrehn u ba
T+

Jakne, Baxu caemeha Teopemas

Teopema 20. IIpecauxasarwe f usmehy exsuducmanmuuxr mrozocmpyrocmu M u M je nempusujanto
2eodesujcko axo u camo axo je M romomemuuno M u mempuxa na M je obauxa

52 — pa(l"l) ( 1)2+ pb(l"l) ds?

(14 gb(zh))? 14 gb(at)

2de cy p u q Koncmanme maree da je p # 0, 1+ gb(z') # 0 u gb'(z') # 0.
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