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Teorija nepokretne talke je danas samostalna matema-
.{%ka oblast &ije su metode prihvadene u mnogim drugim oblasti-
ia matematike. Posebno je znafajna uloga metoda teorije nepok-
-etne tadke pri reSavanju nelinearnih opefatorskih jednacina,
1 teoriji optimizacije 1 numerickoj matematici. Do sada se po-

javilo i nekoliko knjiga iz ove oblasti (|11|,l33l,|34\,|60|;

64],]78|) a u Stampi je i knjiga | 7|. Pojedini delovi teorije

iepokretne tadke su obuhvadeni knjigama |4 l,]6|,141,]63} i
| 661.

Sve je vi¥e matematifara u svetu i kod nas koji su
aaintgreédvaﬁi za ovu oblast matematike 1 moguénosti njene pri-
nene.;To}ée posebno odnosi na mnogobrojne primene metoda teori-
je nepokretne tadke u numerickoj matematici a poslednijih godina
i na reéévanje problema nelinearnog preéramiranja, gde se ova
teorija pokazala kao veoma uspesna.

Osnovni rezultati teorije nepokretne tacke su teore-
na Brouwera, Banacha, Schaudera i Tihonova. Mnogi kasniji rezul-
tati su generalizacije ovih teorema.

Banachov princip kontrakcije je generalisan kako u odno-

su na prostor nad kojim je preslikavanje definlsano tako i1 u odnosu




,a uslove koje zadovoliava to preslikavanje. Do sada Jje objav-
1jen veéi broj radova iz ove oblasti izmedju ostalog 1 u vero-
satnosnim metrickim prostorima (] 1!,{13]), 1 lokalno konveks-
him prostorima (|14],123},]26],{70])-

Posebno znafajno mesto u teoriji nepokretne taclke
ima Brouwerova teorema iz koje sledi da svaki kompaktan i kon-
veksan podskup KC_Rn ima osobinu nepokretne tadke (t3.
£ : K » K je neprekidno implicira da je Fix(f) £ ). U posled-
nje vreme objavljen je vedi broj radova koji se odnose posebno
na moguénost konstrukcije nepokretne tatke neprekidnog preslika-
vanija f : K » K, (KCR") (138],]63|,[81]).

Teorema Schaudera odnosno Tlhonova daje nam poziti-
van odgovor na pitanje da 11 konveksan i kompaktan podskup
normiranog, odnosno lokalno konveksnog prostora, ima osobinu
nepokretne tatke ali Je otvoren problem da 11 1 svaki konveksan
i kompaktan podskup vektorskog topoloskog prostora, koji ne mo-
ra biti Iokalno konveksan, ima oscbinu nepokretne tadke.

vi%eznadna preslikavanja, koja se prirodno namecu,
dobila su svoje mesto 1 u teoriji nepokretne talke izmedju os-
talog i zbog mogucénosti primene {(Teorija igara). 2a viZeznacna
preslikavanja uopiten je BanachoVv princip kontrakcije ([521]),
teorema Brouwdera (|37!) a zatim { teoreme Schaudera (}167]) 1
Tihonova (|10]{,[32]).

Poslednjih petnaest godina u znaajnoj je meri po-

rastao interes matematicara za teoriju nepokretne tacke u vek-

.....




torskim\tOpoloékim prostorima koji ne moraju biti i lokalno

konveksni. Mnogi poznati vektorski topoloski prostori, kao pros-
tor LP(0 < p < 1), nisu lokalno konveksni te je dugo godina
bio otvoren problem primene metoda teorije nepokretne tacke na
re¥avanie operatorskih jednadina u ovim prostorima. |
Medﬁgufadovima vezanim za teoriju nepokretne tacke Eh“h
vektorskim topolo3kim prostorima koji nisu lokalno konveksni
posebno mesto zauzimaju radovi V. Klee-a ([40],|66]) koji je u
ovim prostorima razvio Leray-Schauder-ovu teoriju,.ﬁkazujuéi na
znadaj dopustivih skupova u teoriji nepokretne tatke. Isto tako
znaZajni su i rezultati iz rada 130/ S. Hahn-a i Potter-a u ko-
jem je, pored ostalog, dokazano i u0p§ténje teoreme Tihonova ©
nepokretnoj tadki, a data je i primena ovog uwopStenja na integ-
ralne jednacine u proétoru merljivih funkcija. U istom radu jJe
pokazanofda se mnogi rezultati teorije nepokretne taZke u lokal-
no kopvéﬁénim prostorima mogu uopstitl na dopustive vektorske
t0poloéké.prostore. zbog toga je od posebnog interesa da se
utvrdi klasa dopustivih podskupova vektorskog topoloskog pros-
tora. Do sada nije dat odgovor na ovaj problem, ali su otkriveni
neki dopustivi vektorski topolo3ki prostori. Tako je T. Riedrich
u [56] i |57| dokazao dopustivost prostora 1.2 (0 < p < 1) 1
S{0,1) a dopustivost odredjenih prostora funkcija je dokazana u
radovima |40|,|43],]44]|. 0. HadZié je dokazala dopustivost jed-
ne klase podskupova ¢-paranormiranih prostora [12] a u radu |21] Je
dokazana 1 dopustiﬁost odredjenih podskupova paranormiranih pros-

tora.




poznato je da je svaki konveksan podskup lokalno
.onveksnog prostora dopustiv ali je jos uvek nere%en problem da
4 je 1 svaki konveksan podskup vektorskog topolo&kog prostora
ilopustiv.

Isto tako je otvoreno pitanje dopustivosti nekonvek-
snih podskupova lokalno konveksnih prostora. Primer jednog ne-

conveksnog, kompaktnog, nedopustivog podskupa od ].2 je skup

|43} =

n 1
{(t )HG_N\O st g 3]

U radu |65| poljskil matematiar K. Zima je dokazao
jedno interesantno uop3tenje teoreme Schauder-a o nepokretno]
tadki u paranormiranim prostorima, koii su odredjena klasa
vektorskih topoloskih prostora~a koiji ne moraju biti lokalno
konveksni. Za domen definisanosti K pfeslikavanja T, ¢ija se
nepokretna tacdka trazi, 2Zima pretpostavlia da zadovoljava sle-
dec¢i uslov:

Postoji C(K) > 0 tako da Jje:
(1) ex||* c celx]|Y , 0gtsgl L x&KK.

U istom radu Zima je dao 1 primer paranormiranbg prostora L
i skupa K C E takvog da je C(K) = 3.

Neka uopitenja njegovih rezultata za videznacna pres-
likavanja dobila je i 0. Had%ié u radu |16]|. Dopustivost podsku-
pova K sa uslovom (1) u paranormiranom prostoru dokazana je u

radu |21| kao i neka uop3tenje Zimine teoreme O nepokretnoj talki.




U ovoj doktorsko]j disertaciji u I glavi dobijeni su
sdredjeni rezultati o postojanju nepokretne tadtke preslikavanja,
jefinisanog nad podskupom paranormiranog prostora, koje je uops-—
teno kondeﬁzﬁjuée kao i za odredjenu klasu viZeznatnih preslika-
vanja (teorema I.4., tvrdjenje I.2. i teorema I.6.).

U teoriji nepokretne talke za viZeznalna preslikavanja
posebno je znacZajno pitanje postojanja neprekidne selekcije vise-
znadnog preslikavanja jer té omogudava korifdéenje dobro razradje-
ne teorije nepokretne talke za jednoznalna preslikavanja. Neki
rezultati u ovom pravcu dati su i u ovom radu na kraju I glave.

NemaXki matematidar Krauthausen u svojoj doktorsko]
jisertaciji uveo je pojam lokalno konveksnog podskupa vektor-
skog’topoloékog prostora i dao nekoliko primera takvih podsku-~
pova u vektorskim topoloskim prostorima koji nisu lokalno konvek-
sni. Takqdje je pokazac da Jje svaki lokalno konveksan podskup
metrizabilnog vektorskog topocloskog prostora dopustilv skup te
da se zaéﬁreslikavanja definisana nad ovakvim skupovima mogu
koristigi rezultati Hahn-a i Potter-a.

Svaki podskup paranoxrmiranog prostora koji zadovolja-
va uslov (1) je lokalno konveksan podskup a u radu |17| O. Ha-
d%ié je dokazala da je i podskup 3-tipa takodje lokalno konvek-
san. 2Za podskupove ¢-tipa O. Had¥ié 1 Li. Gajié |24| su dokaza-
le postojanje nepokretne tacke vi%ezna&nog u-neprekidnog presli-

kavanja.

C. Krauthausen je u |44| postavio slededi problem:




ko je E vektorski topologki prostor, AC E i K proizvolj-

wn kompaktan podskup od A pod kojim uslovima za A 1 E je
. conv K relativno kompaktan skup?

Poznato je da ovaj rezultat vaZzi za lokalno konveks-
e prostore i svako A< E. U radu |44]| su dati primeri podsku-
ova ACE, gde su E vektorski topolo¥ki prostori koji nisu

Lokalno xonveksni, sa navedenom osobinom. Poznato Jje 43| da

iopiteno kondenzujuce preslikavanje F definisano nad skupom

A = conv A sa navedenom osobinom ima bar jednu nepokretnu tac-
<u. U |21 je dokazano da podskupovi K sa osobinom (1) para-
normiranog prostora imaju tu osobinu a u 18] da i svi skupovi
s»-tipa takodje imaju navedenu osobinu. Otvoren je je jo3 uvek
oroblem da 1i navedenu osobinu imaju svi lokalno konveksni pod-
skupovi vektorskih topoloskih ﬁfostora.

U radu |84] O. HadZi¢ je uvela pojam podskupa Z-tipa vektor-
skog topolofkog prostora i u radovima |17],]18] i |19]| dobila
rezultate © postojanjﬁ nepokretne tadke za viSeznalna preslika-
vanja F : K - R({X) (KE;,E, E vektorski topoloski prostor,

K = conv K) gde je F(K) 2-tipa. Neki rezultati o postojanju
nepokretne tadke videznacnih preslikavanja F : K + R(K) gde
je F(K) 2~tipa dobijeni su i u ovoj disertaciji. Pored toga
sadrZaj II-glave &ini i primena teoreme O nepokretnoj tacki vi-
feznadnog preslikavanja na teoremu O nepraznom preseku familije
zatvorenih skupova i primena ovog rezultata na minimax problem.

U teoriji nepokretne talke znacajno mesto zauzima 1




reorija stepena preslikavanja koja se veoma uspe3no primenjuje
1 teoriji obi&nih i parcijalnih diferencijalnih jednadina. U
ITI glavi ove disertacije data je moguénost zasnivanja ove te-
srije za Jjednu klasu preslikavanja (vezanu za Zz-uslov}) u vek-
rorskim topoloskim prostorima koji nisu lokalno konveksnil a kao
srimena dokazane su teoreme O nepokretnoj tacki.

Poslednja, IV glava, sadrZi rezultate vezane za eg-
sistenciju zajednidkih nepokretnih tacaka tri preslikavanja
A, S i T kao i teoremu O koincidenciji za videznacdna preslii-
kavanja koja je uopStenje teoreme ameri®kog matematiCara E.

F. Browdera.

Akademiku prof. Dr B. Stankovidu Zelim da izrazim
svoju zahvalnost 5to me Je ukljudio u rad svoje grupe 1 od sa-
mog poéééka vodio nesebinu brigu o mom radu. .

 Na'kraju, Z%elim iskreno da se zahvalim Dr Olgi HadZid,
redovnom_profesoru Prirodnomatematidkog fakulteta u Novom Sadu,
5to me jé ukljuéila'u ovu oblast matematidkih istraZivanja, ve-
likoduino mi pomagala svojim idejama i savetima u celom toku iz-
rade i omoguéila da i zajednicke rezultate izloZim u ovom radu

2zbog &ega joj dugujem trajnu zahvalnost.
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TEORTJA NEPOKRETNE TACKE U
PARANORMIRANIM PROSTORIMA




I.1. DOPUSTIVOST PARANORMIRANIH PROSTORA

U teoriji nepokretné tatke pojam dopustivosti poka-
a0 Se veoma znaéajan. Zza dopustive podskupove proizvol)nog
jausdorffovog vektorskog topoloskog prostora dobijen je niz zna-
sajnih rezultata od kojih treba posebno istadi rad |30]|
3. Hahna 1 K.F. PSttera u kome su mnogi rezultati iz teorije
iepokretne tacke u konadnodimenzionalnim prostorima prenetl na
jopustive podskupove Hausdorffovog vektorskog topoloskog pros-

tora.

Definieija I.1. Podskup A Hausdorffovog vektors-
<og topolo3kog prostora je dopustiv ako i samo ako za svaki kom-
maktan podskup K C: A 1 svako U GE U, gde je U fundamenta-

lan sistem okolina nule u E, postoji neprekidno preslikavanje

h +: XK » A

tako da je:

1. dim(span h{K)) < e

2. x - h{x)&E U za svako x & K

a span h(K-K) je vektorskl prostor generisan sa h(K).
Ako je A = E kaZemo da je prostor E dopustiv.

0. Had?ié je pokazala da su svi konveksni podskupovi ¢~tipa




yyoizvolinog Hausdorfovog vektorskog topoloZkog prostora tako-
ije dopustivi. U radu |21] dat je dokaz o dopustivosti jo& jed-
e klase konveksnih podskupova vektorsko topoloZkih prostora

.0ji ne moraju biti i lokalno konveksni.

pefinteija I.2. Neka je E vektorski prostor nad

>oljem realnih ili kompleksnih brojeva. Funkcija

o

l* : E » [O,w) naziva se paranorma ako i samo ako je:

1. | x| =0 <=> x =0
2. ||-x|1" = | x|{*  za svako x & E
3. |Ix+y]]” s x| | + ||y||* za svako X,y & E

4. ako | xn-xoll* >0 1 X =~ A, onda i

*
Iiknxn-loxo|| + 0.
Prostor (E,Il ll*) naziva se paranormiranim. Funk-
~ija p(x,y) = ||x—yl|* je funkcija rastojanja na E pa je

(E, o) metriéki prostor. Ukoliko je i1 kompletan E Je Frechie-tov
prostbr.iTopologija koju ova metrika indukuje jJe kompatibilna
sa njegovom algebarskom strukturom te je (E,|] |17 41 jedan
vektorsko topolo3ki prostor. U tom prostoru fundamentalan sis-

tem okolina nule ¢ dat je familijom (u} , gde je

£ €20
u, = {x | x € B |Ix]]7 < e}

Definieija 1I.3. Podskup K paranormiranog prosto-

. * . . . :
ra (E,|| ||} =zadovoljava Zimin uslov ako i samo ako postoji

C(K) > 0 tako da je:
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(1) ax! " < C(K)*h-llx]l* za svako 0 ¢ A £ 1 1

NaveSdemo jedan primer |65| podskupa ne lokalno
.onveksnog vektorskog topoloSkog prostora koji zadovoljava

1islov (1).

PRIMER I.1. Neka je E skup svih nizova

3 = (51,02,03,...) ¢ije su koordinate I b neprekidne realne

funkciie u intervalu [0,a) i neka je paranorma na E defini-

sana na slededéi naéin:

(2) HUH* _ 'E 1.' HUJ'. l

i=1.27 M, + |]o,. ||
1 1

a
gjde je Jlo.|| = max_|a (t)]| a M, = J m,(t)dt pri Cemu su
- 1 0, a 1l XL 1
0
funkcijeé n&(tj , 1 =1,2,3,... Lebeg-integrabilne na [O,a].
prostor (E, || 11*) je kompletan metrilki prostor |65] koji

jeste vektorsko topoloski ali nije 1 lokalno konveksan. Skup

il

K_ {c]o & E, Hcill*c Mo i=1,2,...} je konveksan, zatvoren

i ograniden u E. Po3to vaZii da je:

At
M, + At <€ 3

X

t
> za GékslitE[O,gMi]

paranorma (2) zadovoljava uslov:
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A
Syt
/e
ot

ol e nalloll® oz o i o & KK,

sto po definiciji znaZi da podskup Ko(:: E zadovoljava i Zi-

min uslov za C(Ko) = 3.

K. Zima je dokazao uopdtenje Sauderove teoreme u
paranormiranim prostorima.

Teorema I.1. |65]. Neka je K ogranicen, zatvoren

i kxonveksan podskup kompletnog paranormiranog prostora

(F, || 1{*) 1 neka je A : K -~ F totalno neprekidan operator

na X. Ako:

1. A(K) g X

2. postoji broj C(K) > 0 tako da je

| ax] ™ < c(r)r]|x|]1¥ za 0<er <€l &

x & A(K) - A(K)

tada postoji elemenat p ¢ K takav da je A(p) = p.

Moguénost primene i kori%€enja ove teoreme Zima je

ilustrovao sledecim primerom:

Neka je dat beskonadan sistem integralnih jedna&ina

t
(A) X = J fi(SrAil(xl)'AiZ(XZ)""AiH_(xn ))ds
L i
0
i=1,2,3,...

gde su funkcije £ (t,X /X reeesX) y, i=1,2,3,... definisane
i
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Za t E [Ora]r xj E("'“;“); j=1,2,...,n ’ Sup{ni} = oo

4 zadovoljeni su slededéi uslovi:

(3) funkcije 'fi’ 4=1,2,3,... su neprekidne za svako

xj, j=1,2,3,...,ni i merlijive po t za svako

(xlrxzr'--rxn ) ;
1
(4) postoji Lebegov integral na [0,a] funkcija m, koje

imaju osobinu da je

lfi(t,xl,xz,...,xni)ls M. (t) t & [0,a],

i=1,2,...

(5) Aij i=1,2,3,4¢.4, j=1,2,...,ni su neprekidne trans-

formaclije prostora C{o 2y U samog sebe.

Neka je (E,|| | *) paranormiran prostor iz Pri-

mera I.l a Ko = {g,0 EE E, aill*s Mi}' Kao 3to je tamo poka-

zano, podskup koji ima osobinu Zime. Operator T definisan na

sledeéi nadin:

(o )lds,
n

t
Tg = (:J fl(s'All(gl)'Alz(dz)""'Aln,
0 1

t

I fz(s;Azl(Ul);Azz(ﬂz);n..rpkzn _(Un

))ds,...)
0

2

preslikava Ko u KO.

Poito je potreban i dovoljan uslov da podskup X (_ E

bude relativno kompaktan u E da za svako k & N skup
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ﬁk(g) =0, bude uniformno ograni¥en i podjednako neprekidan
na [O,a] pod predpostavkama (3), (4) 1 (5} zadovoljeni su svi
uslovi Teoreme I.2. Time je dokazana egzistencija nepokretne
talke preslikavanja T koja je ujedno 1 resenje beskonadnog

sistema integralnih jednaZina (A)}.

Tordjenje I.1. Neka je A konveksan podskup para-
rormiranog prostora (E,|{ |[¥) 1 neka skup A zadovoljava

2imin uslov. Tada je A dopustiv.

Dokaz: Neka je K kompaktan podskup od A a U
proizvoljna ckolina nule u E. Tada postoji ¢ > 0 tako da je
u_ = {xIxEE,HxII* < ¢} Q U. Po%to je skup K po pretpos-

tavci kompaktan za svaku okolinu nule pa i za U postoji

C(X)

konacan éodskup {yl,yz,...,yn} (::K takav da je:

Neka je {g.}"

iV e podela jedinice koja odgovara ovom prepokri-

valu skupa K. Funkcija

def 3
hixy €° ] 9.y, . x €& K

i=1

je po konstrukciji neprekidna a podto je h(K) C conv{y ¥, .-

...yn} i kona®nc dimenzionalna. Skup A Jje po pretpostavci
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xonveksan pa je h(K) g; A. Zadovoljen je 1 uslov da

x-h(x) & U za svako x & K jer je:

Il 1
x=h () [1* = |1 ] 9,00 =y D [1* < €)Y ] g (0 [ [x-y, |17

e i=1
= C(K) - ) g, (x) | {x-y |]7 <
i:gi(XJ#O
i:gi(x)#o

¥to znadli da je A dopustiv podskup.
Kao posledica prethodnog tvrdjenja i Teoreme 3 O

nepokretnoj tadki Hahn-a i Pdttera |30| dobija se slededa teorema:

Teorema I.2. Neka je (E,{| |!*) paranormiran pros-
tor, K Q;IE neprazan, zatvoren i konveksan podskup kojl zado-
voljaga Zimin uslov, 0 & K a W zatvorena okolina nule u E.
Ako jé £ W[] K + K kompaktno preslikavanje koje zadovoljava

uslov:
x Ca[] K, £(x) = ax => agl
cnda postoji bar jedna nepokretna talka preslikavanja f£.

Posledica I.1. Ako je (E,|] [l*) paranormiran
prostor, K (_ E =zatvoren i konveksan podskup koji zadovoljava
Zimin uslov i f : K + K kompaktno preslikavanje onda postoji

bar jedna nepokretna tacka preslikavanja f.
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- 1.2.1. UOPSTENJE TEOREME SAUDERA
U PARANORMIRANIM PROSTORIMA

Jedno od otvorenih pitanja koje od znaCaja i u te-
oriji nepokretne talke je sledele:

Neka je E Hausdorffov vektorski topoloski pros-
tor i K konveksan podskup od E. Ako je A (UK i A pred-
kompaktno da 11 je to onda i convA? Pod kojim uslovima za A
to moZemo tvrditi?

Ovaj problem je postavlijen u doktorskoj disertaciji

C. Krauthausena |44

Tvrdjenje I.2. Neka je (E,|]| 11" paranormiran
prostor, K =zatvoren i kbnveksan podskup od E tako da O GEEK iK

zadovoljava Zimin uslov. Tada vaZi slededa implikacija:
A g; K, - A je predkompaktno => conv A Jje predkompaktna.

Dokaz: Neka je A predkompaktno a V proizvoljna

okolina nule u E. Tada postoji ¢ > 0 tako da je
u_ = fzlz € E |z < e} & v,

PoSto je A predkompaktno ono je i ogranifeno Sto znali da

postoji M > 0 tako da je ||x|!" < M za svako x & A.
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Neka Jje- & = 2CiK) . Iz predkompaktnosti takodje sledi da je

A i totalno ograniceno tj. da za svako ¢” > 0 pa 1 za
¢~ = & postojil konadan skup {xl,xi,...,xn(éj} (: A

takav da je:

(6) AC U tx, + U}

' n{d)
Skup S = {(s +S,s..0s8  ()) | 1 s, =1 {
n=1
S; ? 0 =za i=1,2,...,n{8)} Jje kompaktan podskup od RH{GJ pa

1
za svako t > 0 postojl konacan skup {BJ}jnj (C s sa slede-

Som osobinom:

» m
7a svako s & S postoji 87 - {Bj}jﬂl tako da je:

n 6) - & j
(7) f s, ~ 87| < ¢ (87 = (87))
| . 1 1 i
.- 1=]
_ 5 ' n(é) F
Neka je t =5 1 neka je Yy, = 151 B X, 3=1,2,..m.

Pokazacemo da skup {yl,yz,...,yn} (_ conv A ima oscbinu da
je:

in

COHV’A.g; U {yi + V}

i=]

$to de znaditi da je i skup conv A predkompaktan.

Neka je x € conv A. Tada je:




it

§ . 1, ai ?r 0 Za i=l;21t.-;r v | ui E A Za
i=1
i:l,Z,..t'ri

1z (6) sledi da se svako u moZe napisati u obliku

uk = xi(k) + Zk

gde 2 €E UG' i(k) GE {(1,2,...,n(8)} za svako k=1,2,...,r.

Ali tada je:

r r Ir
* = k£1 4 kzl % Xi(k) kEJ %%k =
nf&) Ir
= L ulxl + kz; ukzk
n{s)
gde je 151“5 =1, a2 0, i=1,2,...,0(8).
i

-

. ) j ' = - -
Neka je -8 tako da za s (ul’az""'anfﬁy) vazi (7) a

yj = :ijéixi. Pokazademo da x-yj EE UE. Naime:
l‘x'Yj||* < ll:ijj“fxi * ki}arzk ~ :gj) Bixillt =
= Iljij){a - Bi)xi + ki} ukzkII* £
AT P A TLI I SENPRT

i=1 | k=1
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Kako je. Zp = U <7 X, ., & K-K vaZi da je:

k
r * r *
llkzl a2z, |1 < C(K)-.kgi a tlz, |

sa druge strane O GE K i1 K Jje konveksan skup te tx QE K

za svako X 6 K i t & [0,1]. Odavde sledi da je

a;xi EE K i Bixi GE K za 1i=1,2,ce.,n(8), 3=1,2,...,M 1

e .

n{é) : n{é) :
1Y e = ehx 11T s cwre b [ = epllx;]

|*

f

. Ali to povla&i da je:

n(d)
x=y. 1 1* € CK)YMs ) a7 = 87| + C(K) -6 <
7 ey 1 b

1 r e g i, Y L S

< C(K)-M-% + C(K)+6 = ¢

5to je i trebalo dokazati.

Primedba. Pretpostavka da O GE K Jjednostavno se
moZe izhed¢i. Naime, ukoliko O %K a x é K onda

0 & X-x = K. Ako y & K°-K° onda y & K-K te je:

- 2l gl v S el —r e 1 e R Sl

Dalje, ako je A E; K predkompaktan onda je to i A" = A -~ X.

 Prema Tvrdjenju I.2 conv A Jje predkompaktna a kako je

Dyll* s eyt za svake y € kK7 1y & [0,1],
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conv A7 = conv A-x sledi da je i conv A = conv A'+#X takodje
predkompaktna.

Definicija I.4. Neka Jje X Hausdorffov vektorskil

topologki prostor, X podskup od X i f : K » K. Preslika-

vanje £ Je uopiteno kondenzujuce ako i samo ako je

(i) £ neprekidno;
({1} vaZi slededa implikacija:

p#a Cx, £ C A,

A\\\conv f£(aA) je kompaktno = A Jje relativno

kompaktno.
S1iéno kao u |44| mo¥e se dokazati sledefa teorema o nepokret-
noj tacki.

Teorema I.3. Neka je (E,|| ll*) paranormiran
prostor, 'K néprazan, konveksan i kompaktan podskup kojil zado-

voljava Zimin uslov. Ako je £ uopSteno kondenzujuce preslika-

vanje iz 'K u K onda je Fix(f) # 9.
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1.2.2. UOPSTENJE TEOREME KAKUTANIJA U
PARANORMIRANIM PROSTORIMA

Dademo prvo neke oznake i definicije koje &emo ko-
ristiti u daljem tekstu.

Neka su X i Y vektorski topoloski prostori. Sa
2¥  Gemo ozna&iti skup svih nepraznih podskupova od Y.

Svako preslikaﬁanje F : X ~» ZY, koje svakoj tacki

x & X dodeljuje neprazan podskup F(x) od Y naziva se vige-

zna&no preslikavanje.

Defintetja I.5. Preslikavanje F : X ~» 2¥ je od

dole poluneprekidno (l.s.c.) ako i samo ako je skup:

{(xEXx : F(x)[] V # ¢}

otvoren u X 2a gvaki otvoren skup V u Y.

Defintetja I.6. Preslikavanje F : X » 2¥ je od

gore poluneprekidno (u.s.c.) ako i samo ako je:

(xE X ;5 FxX)[]V#a)

ézatvoreno 1 X za svaki zatvoren skup V u Y.

Definteija I.7. Preslikavanje F je zatvoreno ako

1 samo ako je graf:



Gr(F) = {(x,y) : (x,¥)E& X x ¥, v & F(x)}

zatvoren 1 X x Y.
Definicija I.8. Preslikavanje F : X = 2Y je kom-

paktno ako i samo ako je od gore poluneprekidno 1 skup F(X)

je kompaktan.

Definteija I.9. TaZka X je nepokretna tacka pres-

likavanja F : X - 2*¥  ako i samo ako xUEF(xO) .

Teorema I.4. Neka je (E,| ! I‘*) paranormiran
prostor, K neprazan, konveksan i kompaktan podskup od E,
F : K » 2% u.s.c. preslikavanje takvo da je conv F(x) = F(x)
za svako x €K a skup F(K) zadovoljava Zimin uslov. Tada

postoji, za svako ¢ > O, neprekidno preslikavanje fe : K+ K

sa sledeéim osobinama:

1) postoji xEEK tako da je xgeFix (fc)

2) postoji niz {x_ }nGEN takav da je:

I

lim X _ ¢ Fix (F)

nre n

Dokaz: Ovaj dokaz je vrlo slican dokazu teoreme

Kakutanija iz |73

*

Neka je dato ¢ > 0. Na osnovu kompaktnosti skupa K

n{e)
je K E; L x + UE}. Kao i u |73]| defini3imo preslikavanje

. £,1
§ = !

fg : K » K tako da Je:
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£ (x) = 1 B ;Y ;0 X K

1

EK ! i=1r2;.-.rn(€) ’ y . GF(XE 1") i.—..';_{:,.qn(f:}

gde je £, 1 €, 1 ,
a {p, i]?iij je podela jedinice koja odgovara prepokrivﬁﬁu
(x .+ U }?(E) skupa K. Posto je K konveksno 1
£, 1 € i=]
c, conv{ygii,yhz,...,ygm}CK za £_: C_~»C_ se

primeniti teorema Brauera.
Posto je Fix(f ) # @ postoji x (K tako da Je

x =f x_ za avako ¢ > 0. Iz kompaktnosti skupa X gledl da
£

postoji niz (e > 0) tako da je:

{En}neﬂ'

(8) lim e, = 0

n-+w

{9) lim x_ = xOEK

n-»e n

Dalje, kakolje X, = fs(xe) za gvako ¢ > 0, sledi da jo 1

(10) fe (xg) = xg za svako nEN.
n I I

Pokazademo da za svako & > 0 x & F(x)) + U odakla ¢o
slediti da X, 6 F(xo) . Po3to Je na skupu F(K) zadovol jen

Zimin uslov lako se proverava da je:

conv (U s [} (P(K) - F(K))) QUG
C(F(K))

a iz pretpostavke da je F u.s.c. preslikavanje sledl da
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ostojl Ug, tako da je:

I

&
F(x_ + Uy Crx) +U :
C(F(K))

, uslova (8) 1 (9) sledi da postoji nDGEEN tako da je

5 _ L
<3 i xEn xﬁ-ézugf za svako n 3 n_. Iz (10) sledi da je:
2
xg. - z me ,1(xs ;J)YE , 1
n i:w .(x _Jgo n 1 n
£ ., 1 £
n n

gde Y_ ,iéE Flx, ). Ali za n 2 n :
I . - -
F(xen’.i) Crix_ + U, ) S Fx) +U
C(F{(K)})
pa je y_ ; =2z,  ;*tu ., 2z neko z_ EEF(xO) i
Il Il I n
u, cu o, . Na kraju se dobija za n » n:
a C(F(K))
X, = ) R A T
n isw (x )>0 n’ n n’
“n’ n
+ Z mE :l(xE;)‘uE fle
I:w { x ) >0 n n n
E F E :l
Il I

& Fx ) +conv(U s [ EE -F(K))) CF(x ) + U,
C(F(K))

$to znad&i da xoéE;F(xo)+U6 za svako & pa je zbog toga

X QF(xo) = F(xo) .
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Iz Tvrdjenja I.2. i Teoreme I.4. dobija se sledeca

posledica:

Posledica I.2. Neka je (E,|| ||™) paranormiran
prostor, K neprazan, zatvoren i1 konveksan podskup od E
F : K+ 2¥ kompaktno preslikavanje tako da Je conv F(x) =
- F{x) za svako x& K 1 zadovoljen Zimin uslov za skup
F(K). Ako je E kompletan onda postoji bar jedna nepokretna

tacka preslikavanja F.

Dokaz: Skup conv F(K) Je kompaktan i na njemu
su zadovoljeni svi uslovi Teoreme I.4. za preslikavanje

F, = Flconv F(K).
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1.3. TEOREMA O NEPREKIDNOJ SELEKCIJI
U PARANORMIRANIM PROSTORIMA

Jedan'od interesantnih i vaZnih problema u topolo-
giji je problem prodirenja, ekstenzije preslikavanja.

Neké su data dva topolodka prostora X 1 Y 1 neka
je A zatvoren podskup od X. Problem je: kada se svaka nep-
rekidna funkcija g : A > Y moZe proliriti do neprekidne funk-
cije f definisane na celom prostoru X? Ogranicenja, s obzi-
rom na funkciju £, mogu biti i slededeg oblika: za svako
x € X, f£(x) mora biti elemenat nekog unapred utvrdjenog sku-
pa. Ovajlnovi problem, koji se naziva problem selekcije; je da-
leko opstiji od problema ekstenzije.

| Specijalne slulajeve problema selekcije ispitivalil
su Tong H; |80}, Xatetov M. |74|, C. H. Dowker |[71] ali
tek pedesetih godina E. Michael je doSao do znacajnih rezultata.
U radu | 50| Michael je pokazao da se vecina do tada poznatih
teorema o ekstenziji, kao 3to je Urisonova karakterizacija nor-
malnih prostora, teorema o ekstenziji za kona¢no dimenzionalne
prostore Kuratovskog, teorema o proiirenju homotopije, mogu
dobiti iz odgovarajuéih teorema teorilje selekcije.

Definicija I.10. Preslikavanje F : X » 2¥  ima

Oosobinu neprekidne selekcije ako i samo ako postoji neprekidno
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preslikavanje f : X » Y tako da je:

£ (x) & P(x)

za svako x & X,

Definietja I.11., Preslikavanje F : X » 2¥ ima
osobinu gotovo neprekidne selekcije ako i samo ako za svaku
okolinu nule V u Y postoji neprekidno preslikavanje

fv . X - Y tako da je:
fv(x) & {(F(x) + V} ﬂ conv F (X)

za svako x X.

Defintetja I.12. Dimenzija topoloskog prostora X,
u oznaci dim X, je ceo broj n 3 -1 1ili « kojl je induktiv-

no odredjen na slededi nadin:

1. dim X = -1 ako i samo ako je X = ¢ ;

2. ako je X # @ onda je dim X = sup dim X
(gde se dimpx naziva dimenzija prostora X

u tacki p)

3. dimpx < n+ 1 ako i samo ako svaka okolina tacke p

sadr®i okolinu tadke p ¢&iji rub ima dimenziju <n,

Posebno mesto u ovoj klasifikaciji zauzimaju O0-di-
émenzionalni prostori koji imaju niz znaajnih karakteristika

'kao 3to je na primer slededa:

Tvrdienje I.3.]51] X je O-dimenzionalan prostor
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sko i samo ako svaki otvoren i konacan prepokrivac ima disjunk-

+an, konadan i otvoren prepokriva& koji je od njega finiji.

Definictja I.13., Neka je X topolodki prostor i
7z ( X. Dim 2 ¢« n ako 1 samo ako je dim S £ n =za svaki pod-
skup S od 2, gde je S zatvoreno u X.

U jednom od svoijih radova E. Michael i C. Pixley
dokazall su teoremu koja objedinjuje i uopstava ranije poznate
rezultate. Sé F(Y) oznaCimo familiju svih nepraznih i zatvo-

renih a sa R(Y) familiju svih nepraznih, zatvorenih i konvek-

snih podskupova od Y.

Teorema I.5.|51] Neka je X parakompaktan, Y
Banachov prostor, z§;~X za koji je dimxz £ 0, ¢ ¢+ X + F(Y)
l.s.c. preslikavanije takvo da je o¢(x) konveksno za svako
xEx\ Z Tada o dopusta neprekidnu selekciiju.
Analizom dokaza ove teoreme lako se moZe uoliti da
ukoliko je [J g (x) sadrZano u nekom kompaktnom podskupu do-
| x€X

volino jeiza X pretpostaviti samo normalnost.

Pre nego 5to dokaZemo jedno uwops$tenje ovoqg rezulta-

ta pokazademo slededu osobinu paranormiranih prostora:

Lema I.1. Neka je K neprazan, konveksan i kompak-
tan podskup paranormiranog prostora (E,|| ||*). Ako skup K
zadovoljava Zimin uslov onda za svako ¢ > 0 postoijl broj

§ > 0 tako da je:

conv ((B + U [) K)_C_B + U
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,a svaki neprazan, konveksan i zatvoren podskup B u K.

Dokaz: Neka je 6 > 0 tako da Jje

u + u.Cu (C=C(K)).

poito je 1 skup B kompaktan postoji podskup {xl,xz,...,xn}(::B

takav da je:

B C.:.'Un: {x  + U__E__}

2¢2
Ali tada je i:

It
B+U_E_-C—-U (x, +U _}+U C

i1=1 —_

2c2 2c? 2c*
n
C lJ {x, +U } .
— 1 €
i=1
c2
Neka je {pk}iﬂj podela jedinice koja odgovara prepokrivacu

{xi + UE:}n . Proizvoljan elemenat 2z Cconv{(B + U . )[1 K
— i=m]} —_—

ce ‘ 2C2

2
mo%fe se napisati kao z = ) v.z., gde je zj €<B + U . )ﬂ K,

, J 7
1=1
2¢?
£ n
j=1 k=]
£
onda b,& B za j=1,2,...,%. Isto tako 1 b = ) Y.b, & B.

Tada je:
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TR oy cce b oy llzb 1"
-bl] = Y.Z., — Y.b, < Ce Y.l |lz.-b. 3
| jop 3T Ly 3T jep 33T
' n | «
< C-jgi vjilkzl pk(zj)(zj-xk)ll <
o A I I N
< .jzl ;L Rt iz i =
2. § ) z,-x | "
= C2e Y . pk(z.) 27X, <
2 § z £
£ C4- Y. p,.{z,) — = ¢
j=1 J kip, (250 k™1 e

$to znali da je =z GUE + bg-Ue + B a to je i trebalo dokazati.

Teorema I.6. WNeka je X normalan topolo3ki prostor,
(x,!1 1||") paranormiran prostor, 2 (X takav da dim Z < O
i o :: X » F(Y) l.s.c. preslikavanje tako da je o({x) konveksno
Z&a X EX\Z. Ako je o (X) QK gde je K konveksan i kompaktan
i zadovoljava Zimin uslov onda ¢ ima osobinu gotovo neprekid-

ne selekcije.

Dokaz. Neka je dato ¢ > 0. Iz Leme I.1 sledi da

Postoji 6 > 0 tako da je za svako x.ézx\\z:

conv ((c(x) + Uﬁjﬂ K)Ca(x) + UE

Prepokrivac {U6 + Y}QGEK' zbog kompaktnosti, ima

konadan podprepokrivad {u, + yi}?_l- Neka je:
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Uy = {x &X : ykeu(x) + U} za k=1,2,...,n.
k
n

sada Je {Ug }kui jedan otvoren prepokrivad od X jer je o
k

1.s.c. preslikavanje. Po3to je X normalan topoloski prostor
n

postoji nov otvoren prepokrivac {Vg }k-l sa osobinom da je
k

v U za svako k. Skupovi F_ = {y K : x&V_ } ima-
vykc L X ke Y,

ju osobinu da je F_ (Co(x) + U, za svako x X. Neka je

H

dalje &S X\Z i za svako s GS neka je:

s

G = {x EX T Cconv FSQU(X) + ng U {vyk : YR¢FS}

Tada '.s & G_ Jer je conv F_ ( conv ((U(5 + o(s))[) K)Ca(s) +U_
pa je G_# @, za s S. Skupovi G_, s €S su otvoreni
(Lema 11.3 |50}) i za svako x &G_ vaZi da je F_(_F_  Jer

x¢i}' ‘ako yk¢F . Neka je G = U G a E = X\G. Skup
_ " S s€s °

EE je zatvdren i podskup od Z te je dim E ¢ 0. Za relativno
| n

otvoren prepokrivac : {Vg f] E}k=1“ od E postojl relativno ot~
? k

|

voren, disjunktan prepokrivad {Dy }sz od E sa osobinom da
k

je D (C vV (E za %k=1,2,...,n. Neka je

n

Kot Jje otvoren te

W =V (1 (D ) G). Prepokrivaé (W }
K Yk " g

n .
k=]

postoji odgovarajuda podela jedinice {py }
k

DefiniX¥imo preslikavanje:
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In
£x) = L p, (X) vy, . x € X.
k=1 7k

ono je neprekidno po konstrukciji pa preostaje joS5 da se poka-
se da £f(x) EUE + o(x) za svako x & X.
Ako x & E onda je £f£(x) = Y, (o (x) + B) N K C

Co(x) + B_ za jedinstveno y, za koje xEDy .
| k

Ako x &G onda x& G, za neko s& 5 pa je

f(x)GE conv Fx(: conv FS(: UE + o(x)

35to je 1 trebalo dokazatl.

: - Ako je paranormiran prostor Y 1 kompletan onda
sliéno kao i u |51}, dobijamoida ¢ ima neprekidnu selekciju,
tj. vazZi: -

| | Posledieca I.3. Neka jJe X normalan topoloski pros-

Eor, Y kompletan paranormiran, zg;;x sa dimxz £ 0 a
s X - F(Y) l.s.c. preslikavanje tako da je o¢(x) konveksno

a xe X\Z. Ako je «(X) g K, pri ¢emu je skup K konveksan,
ompaktan%i na nijemu je zadovolijen Zimin uslov, onda ¢ dopus-
a neprekidnu selekciju.

Svaki rezultat iz teorije selekcijé povlaci i rezul-

tate iz teorije nepokretne tacke.

Teorema I.7. Neka je (¥,{]| |1") kompletan para-
ormiran prostor, K neprazan, konveksan i kompaktan podskup ko-
)1 zadbvoljava Zimin uslov, Z(;;K. sa osobinom dimyz < 0 1
: K » F(K) l.s.c. preslikavanje tako da je o{x) konveksno za

vako x(EiK\\Z. Tada postoji bar jedna nepokretna talka presli-

avanija o.
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Dokaa. Poito je svaki kompaktan topoloSki prostor
~pormalan iz prethodne teoreme sledi da postoji neprekidna
elekcija preslikavanja o. Ali ona, koristedi Posledicu I.1,

ma nepokretnu tatku koja je ujedno i nepokretna tacka presli-
-avanja oJ.

Posledica I.4. Neka je (¥,]]| |]|*) kompletan
baranormiran prostor, K neprazan, zatvoren i konveksan podskup
vd _Y, ¢ : K+ F(X) 1l.s.c. preslikavanje tako da je o (K)
compaktno, conv o(K) zadovoljava Zimin uslov i postoji
ﬁgm o (K) tako da je dim M < 0. Ako je o(x) konveksno
a svako xE conv _U(K)\M onda postoji bar jedna nepokretna

tacka preslikavanja o.
|

Dokaz. Primenidemo Teoremu I.7. na skup c¢onv o(K).

o8to jJje -ETKT kompaktno a Y kompletno na osnovu. Tvrdjenja
.2. 1 skup ESHF g (K) Jje kompaktan. Posto je U(K)g; K é

konvekgnoxi zatvoreno imamo da je i o(conv U(K))g; U(K)g;
.g;3535 otR) pa su svi uslovi za primenu Teoreme I.7. zadovo-
jeni.

Posledtea I.5. Neka je Y kompletan paranormirani

rostor, K neprazan, zatvoren i konveksan podskup od ¥,

: K » F(K) l.s.c. preslikavanje tako da je na skupu conv o(K)

adovoljen Zimin uslov i

1) Postoji neprazan podskup c (K takav da je

CCU(C) i M;C, dimYM £ 0 takav da je
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o {x) konveksno za svako x(::K\\M :

2} Ako je Q = conv QC_K 1 Q = conv ¢(Q) onda

je Q kompaktno.

rada postoji nepokretna tacka preslikavanja o.

Dokaz. Slidno kao i u |5 | neka je:

A =19 0oCk, g=conva, cCa o@Cal.

A je neprazna familija sa osobinom:

Q0 & A= conv o(Q)E& A

Neka 3Je CO = oC A Q. Posto je Cg_ca, Cﬂ je neprazan, zat-
voren i konveksan podskup od K. Na osnovu 2) C, je 1 kom-

paktan jer je C = conv c(co). Posto je M(::C(::CG vazi da je

CO\M ;K\M

pa su uslovi Teoreme I.7 za preslikavanje uIC0 zadovoljeni ,
a time ovo tvrdijenje dokazano.

Na sli®an nadin se mo¥e pokazati da Lema I.1 vaZi
i za jednu klasu konveksnih i kompaktnih podskupova proizvolj-
nog realnog Hausdorfovog vektorskog topoloskog prostora.

Neka je E vektorski prostor nad poljem K realnih
111 kompleksnih brojeva, rR® neka je skup svih preslikavanja

1z o u R sa topologijom proizvoda Tihonova i operacijama

* 1 mnoZenja skalarom., Ako f,q(EERA kazemo da je f <« g ako
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A

; samo ako je f(t) < g(t) za svako t & a. Sa P°  oznali-
Lemo XKOnus nenegativnih elemenata u Rﬁ.

Definteija I.14. Trojka (E, 1,8) je ¢-para-
qrormirani prostor ako i samo ako je || : B o Pﬁ, s line-

arna., neprekidna i pozitivna funkcija 1z Rﬁ u Rﬁ koja zado-

voljava sledece uslove:

; 1. |ix|] =0 <=> X = 0
| 2. |lex|| = || |Ix]] , =za svako X &E i
svako t & K;
t 3. Ix+yll ¢ o(|x[]) + otllyl]D za sver x,y CE.
Topologija na (E,|| |1,%) Jje uvedena na sledeéi
nagin: Bazu okolina nule &ine skupovi oblika:
SR (x{x €E , [|{x|[(t) < e, za svako t &}

gde je p konalfan podskup od A 1 e > 0.
S. Kasahara je pokazao da se svaki vektorski topolos-

ki prostér nad poljem realnih 1li kompleksnih brojeva moZe pa-

ranormirati nad nekim topoloskim polupoljem Rﬁ 139

L

Definicija I.15.]12| Neka je (E,|]| ||,%) ¢- paranor-
miran prostor nad polupoljem rR® 1 Kf;;E. K je ¢-tipa ako

1 samo ako je za svako n& N, U, & K-K (4=1,2,...,n) 1
Il

(SlpSZ;---;Sn) E [Ogl]n’ iZI Si’ = ]_'F zadovoljena nEjedrlﬁkDSt
i n
) siuill ) si¢(llui||) .

inf J:#I
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Lema I.2. Neka je (¥,|| !l,4) paranormiran pros-
or, X neprazan, konveksan 1 kompaktan podskup od Y ¢-tipa.

} postoji VE{Uu E} tako da je:

r

rada za svako U GE{Uu

4

conv((v+<::)ﬂ k) c+ U

,a svaki zatvoren i konveksan podskup C od K.

Dokaz. Neka je U =10 _ ,u &a i e > 0. Pojto
!

je preslikavanje ¢ linearno i neprekidno skup:

_ 2y~ 1L
N, = (&%) (Up'e)

e okolina nule u RA. Neka je u'QE A 1 €7 > 0 tako da je:
0, -, Sl lxl €
u”é‘tﬁ i €77 > 0 tako da je

U . --+U »n - - U - s
u t £ U r € g H €

okazademo da je:

conv C+ U .. o - K) C + U
| (( u 't £ )n C HeE

eka je 2z 41 ¢ kao u Lemi I.1l., pri cemu je Uu" c e
r

esto U, i Uu, .+ umesto U . . 2a proizvoljno t &
!

Fledi da je: CQ(KJ

m I

leel e = 11T vz = L ovge e o
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< j§1 Yj¢(||zj-cj\‘}(t) =

m Il
b v (1 stzpetilzmin) @ s

i k=1

j

A
B t~13

n
2 - =
YJ'(;;:Z.; Bk(zjw (llzj xkll)(t))

Il
2 -
| Yj( D 8tz 02 (] z,x, | ) (0)
k=l .
B (24170

Poito Bk(zj) # 0 implicira da Z, = X QEUﬁ.. . sledi da

? E

Ilzj-xll & N, te se na kraju dobija da je:

p )
z=c || (t) < Y. B (z.)e = ¢
1' ll jzi 3 Ry k ]
Bk(zj)#o

Pomodu ove leme moZe se pokazatl slededa teorema o

epokretnoij tacki.

Teorema I.8. Neka je Y kompletan ¢-paranormiran
rostor, K neprazan, konveksan i kompaktan podskup od ¥

~tipa i 2z (K sa dim,Z s 0. Neka je, dalje, o : K + F(K)

-8.c. preslikavanje tako da je o(x) konveksno za svako

EK\Z i skup {x|x& K, cC U + o(x)} otvoren za svako

g;Y' koje je kompaktno i U G_:_{Uu }. Tada postoji bar jedna

r

eépokretna tadka preslikavanja o.



[l cLAVA

NEKE PRIMENE TEOREME O NEPOKRETNOJ TACKI U
VEKTORSKIM TOPOLNSKIM PROSTORIMA
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IT.1. PRIMENA PRINCIPA DUALITETA

0. Had%idé je u radu |19] dokazala uop3itenje teoreme
akutanija &ije femo neke primene pokazati u ovoj glavi. Evo

rvo te teoreme.

| Teorema II.1.|19| ©Neka je K neprazan i konveksan
I .
odskup Hausdorffovog vektorskog topolosSkog prostora E a

: K » R(K) kompaktno preslikavanje. Rko za svako V &

ostoji U EEU (! je baza okolina nule) tako da jei

(1) conv (U n(-F(K) - F(K)))gv

nda postoji bar jedna nepokretna tatka preslikavanja F.

Sa R(K), kao 3to je ranije recdeno, oznacena je fa-
ilija nebraznih, konveksnih i zatvorenih podskupova skupa K.

Podto se osobina (1) pokazala kao vrlo znaCajna 1
orisna u teorijl nepokretne talke O. HadZié je uvela sledecu
efiniciju:

Definieija II.1. Podskup KC E je zZ-tipa ako i

amo ako za svako V &V postoji U& V  tako da

conv (U N (K*K))E V.

Da klasa Z-podskupova nije prazna pokazade nam sle-

eCa dva primera.
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PRIMER II.1. Neka je (E,|| Il*) paranormiran

costor (Definicija I.2.). Svaki podskup KE;;E kojl zadovo-

java 7zimin uslov zadovoljava 1 Z-uslov. Neka je K*;;E koji
sdovoljava Zimin uslov a VGEEU. Tada postoji € > 0 tako da

u C V. Lako se mofe pokazati da se za okolinu U moZe
e =

zeti U _ . Nalme, ako z & convi U 3 N (K—K)) onda je

C(K) C(K)

=

= )} t.z. gde ziEE U | (K-K) a t, » 0, i=1,2,...,n,

n n
||zll* — ]|i£1,tizi|[* P C(K).izl ti.C?K) = ¢

E

;to znadi da zEUEg_ V.

PRIMER II.2. WNeka je (E,|] ||,¢) ¢ paranormiran

rostor iz Definicije I.14.

|

U radu {15[ O. Hadfié je pokazala sledeéu lemu:

Lema II.1. Ako je (E,|! {]l.,¢) ¢ paranormiran
rostor i K;g;E podskup ¢-tipa onda je K i Z-tipa.

A. Tarfdar i T. Husain do$li su na vrlo jednostavnu

1i interesantnu i korisnu ideju da primene princip dualnosti 1

teoriji nepokretne talke. Neka je F : X + 2¥ 1 za svako

& F(x) neka je:

Fliy) = (xlx €X, yEF(x)).
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ada F_l : P (X} - 2X i o&igledno x Jje nepokretna tacka
reslikavanja F ako i samo ako je i nepokretna tacka presli-

. -1
avania F .

arafdar i1 Husein su takodje dokazall potreban i dovoljan us-

ov da F ' bude u.s.c. 162].

Pvrdjenje II.1. Ako su X,¥Y i F(X) kompaktni a
(x) (x €x) i F l{y) {y EF(X)) =zatvoreni onda je preslikavanje

. . . -1
. X o 2Y n.s.c. ako i samo ako je F : F (X} ~+ 2x 1.5.C.

Teorema II.2. |82] Neka je X neprazan i kompaktan
;odskup Hausdorffovog vektorskog topoloskog prostora E 1 ne-~

a K zadovoljava 2Z-uslov. Ako je F : K + R(E) u.s.c. pres-

ikavanje takvo da je K g;F(K), F-l(x) = COnv F_l(x), x(E;F(K)

F(X) konveksno i kompaktno onda postoji nepokretna taclka

reslikaﬁanja F.
Dokaz. Defini3imo preslikavanje T : F(K) =~ iK sa

T(x} = P (x) za svako x & F(X).

obzirom na pretpostavke T Jje u.s.c. preslikavanje. Za svako

& U postoji U& U tako da je
conv (U () (T(F(K)) - T(F(K}))g_ \'%

er je conv (U ﬂ tK—K)) g V. Iz Teoreme IIl.l1 sada sledi egzis-

éncija nepokretne tacke preslikavanja T a ona Jje istovreme-

O i nepokretna tadka preslikavanja F.

Slidno kao i u radu |20| O. HadZi¢, koristedi se
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:moremom II1.2. pokazademo teoremu O nepokretnoj tacki viseznad-

n0G preslikavanja F + S gde je F jednoznalno a S vilez-

1a&no preslikavanje.

Teorema II.3. Neka je E -Hausdorffav vektorski
popolodki prostor, K neprazan, kompaktan podskup od E 1 K
zadovoljava Z-uslov, Dalje, neka je F : E - E linearno i
beprekidno preslikavanje, 8 : K ~+ 2 u.s.c. preslikavanje ta-

ito da je (I-F) (K) QS(K) i zadovoljeni su sledeéi uslovi

1. S(K) je kompaktno i konveksno ;

2. S(x) = conv S(x), =za svako X &K i

S-l(y) = CONV S“1 (y} za svako yGS(K) ;

3. 2Za svako y & S(K) postoji jedno i samo jedno

x(y) & E tako da je x(y) = F(x(y)) +y 1 skup

{x{y)] je kompaktan.

yeS{K)

pada je PFix(F+S) # @.

Dokaz. Poito za svako y & S(K) postoji x(y) &E

2ko da je x{y) = F(x(y)) + y definisacemo preslikavanje

t S(K}) » E na sleded¢i nacin:
Ry = x(y) za svako y & S(K).

Ockazademo pre svega, da je R neprekidno preslikavanje. Neka

e =~ : —_—
{ya}u€EA C:S(K) konvergentna mrezZza 1 neka je aé;? Y, = Y-

Po3to je skup {(Ry[y& S(K)} kompaktan postoji
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,dmreZa {YGB}B€EB takva da je Bt%g RY“B = z, Za svako ol A

| | RY, = FRY, ¥ ¥4

je-:

lim Ry = P(lim Rya ) + lim Y,
sCB  “g 8 'R 8 8

vati da je 2z = Fz + y &to znaci da je =z Ry. Posto za

aku konveérgentnu podmreZu od {Ryu} vazi da ima istu granicu

edi da je i

lim Rya = Ry,
a -

smatrajmo sada preslikavanje R : : R(S(KJ) + S(K).

3to je R '2 = 2-Fz =za svako =z ER(S (_K)) preslikavanie

1 je takedije neprekidno na R(S(KJ).
finisimo preslikavanje R* : K » 2 na sledeéi na&in:

*

R*'x= U Rry.
y& Sx

kazacdemo da preslikavanje R” zadovoljava sve uslove Teore-
IT.2.,Iz Ry = FRy + y sledi da je KQR* (K} Jjer za svako
K pdstoji y & S(K) tako da je y = z - Fz te je

= Ry(EER(S(K}). Po3to je § u.s.c. preslikavanje a R nep-
kidno i R" je u.s.c. preslikavanje. Kako je R afini homeo-

rfizam sledi da je za svako x &K R(S(x{) zatvoreno i da je

:(K) kompaktan 1 konveksan podskup od E. Preostaje jos da

pokazZe da je (R*)_l(x) zatvoreno i konveksno. Ali

*, -1 -1 =1 : :
) = § "R pa je 1 taj uslov zadovoljen. Sada iz Teore-

I1.2 sledi da je Fix(R*) # @. Po¥to je Fix(R*) C Fix(F+s)

I'djenje je dokazano.
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11.2. TEOREMA O MEPRAZNOM PRESEKU FAMILIJE ZATVORENIH
SKUPOVA I PRIMENA NA MINIMAX PROBLEM

Koristedi Teoremu II.l1 pokazademo, pre svega, wops-—

::tenje Teoreme 13. F.E. Browdera |3}.

Teorema II.4. Neka je {Ki}iér familija nepraznih

xonveksnih i kompaktnih podskupova Hausdorffovih vektorskih to-

polokih prostora {Ei}iEI(Ki; E, 1€1), K= iQIKi i

za svako 1 &1 Ki = jDin. Dalje neka je Si = Sig_K i za

gvako x &K, 1 &I neka je skup:

5.(x) = {yi|yl. K., [yl.,ii] esi}, ii = projKE X

neprazan i konveksan.

Ako je za svako 1& I skup K, 2-tipa onda je:

N s, #¢
ierT
Dokaz. Defini3imo preslikavanje T : K - 2¥ na
Slededi nadin:
Yy & T(x) (xK) <=y = (y.,) . gde je Y.< S, (x)
za svako ie I,
1. T(x) = ﬂ S (x) za svako x & K. Pokazademo da presli-

1 I 1
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kavanje‘ T 1 skup K zadovoljavaju sve uslove Teoreme IT.1.

Po3to je po pretpostavci S, (x), i & I neprazno i kon-

veksno 1 T{x) je neprazno i konveksno. Neka su preslikavanja

- -, 4 * * F
0 KixKi + K, a o, .KixKi -+ Ki projekcije. Skup {xi} je

satvoren (prostori su Hausdorffovi) pa je i “;l(xi) ‘zatvoren

pa 1 kompaktan u X te je uzlixi)r]si zatvoreno a time i

1ompaktno. Lako se pokazuje da je:
-1 -
S Ax) = a,(n, (x)[]5,), i€l

a je T(x) kao proizvod kompaktnih skupova 1 sam kompaktan. Time

je pokazano da T : K » R(K).
Sada ¢emo pokazati da je skup K Z-tipa. Neka je
v fundamentalan sistem okolina nule u E = [1 Ei a Ui
iecI

fundamentalan sistem okolina nule u Ei za svako 1 & I. Tre-

a da pokaZemo.da za svako V &V postoji U & V tako da je:
(2) conv (U N (K-K]) Cv

Neka je V & V., Tada postoji konadan podskup

(1 ,i ,...,1 yC 1 tako da je V = r] E. gde je:
172 n- — iEIl

E., 1€ IN{i,,d,,...,1 )

1

. Lvi , L€ (4 ,si,,000,4 )

a v & V. (i=t ,i_,...,1 ). PoSto su skupovi Kig E, (1€ 1)

1 Ki je Z-tipa postoil UiGE Ui tako da je
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conv (Uiﬂ (Ki-—Ki)>_C_ Vi . i & {il,iz,....,in}.

okazademo da za okolinu U, &ija se egzistencija u (2) traii,

!

'Epo“z'emo uzeti okolinu:
E., 1€I\{id,,..eri)
- . , pi Il
= H Ei gde je E.i = <
_]:EI ._Ui ie {il;iz;-nn;in}

eka je 2z & conv (U ﬂ (K—K)) . To znaci da postojil

k< u ) (X-K)  (k=1,2,...,m}, r_ >0 (k=1,2,...,m) 1

T k
(3) z = )} ru .
kal
¢4 k
z (3) sledi da je proj, z = ) r proj u" za svako 1 & I,
g i k=] i

. : k .o _
}. Posto jJe pro;Eiu - Ei ﬂ (Ki Ki‘)

leka 1 & IS SRR

_ Il
U ()] (K ~K. ) sledi da je:
X B 4 1

proj z & conv (U, A (K,-K_))C '
Ei 1 X 1 — 1l

to znadi da z & Vv &to je i trebalo dokazati.

Kao 1 u | 3| mo¥e se pokazati da je T =zatvoreno
reslikavanje. Pretpostavimo da (x,y)¢ Gr (T). To znacCi da
cstoji bar jedno 1& I takvo da Y. ¢ Si(x)' tj. da
Yi,ii] g Si' Posto je Si kompaktno postoji okolina N, od

. u K i okolina N_ od %, u K7 tako da Je:
1 i 2 i b1

(leNz)ﬂ Si=¢.
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ako je N7 za svako

1
EN; i yENl' imamo da ije yk%si(x) t]y.

=leKiiN2=leN2

(v x Np) [} Gr(T) = ¢

to znadi da je preslikavanje T zatvoreno. Ali svako zatvo-
eno preslikavanje nad kompaktnim skupom je i u.s.c. $to znadi
; je 1 T u.s.c. preslikavanje. Svi uslovi za primenu Teo-
;me II.) su zadovoljeni pa postoji u& K takvo da je
€ T(u) ali to zna¥i da je uiéz Si(u) za svako 1& I te je:

N s, #¢
icrl

oristedi princip dualnosti pokazademo sledece tvrdijenije.

Tvrdjenje II.2. Neka jJje {Ki}iGEI familija nepraz-

ih, konveksnih i kompaktnih podskupova Z-tipa Hausdorffovih

ektorskih topoloskih prostora {Ei}iEI (Kig E., 1€ I),

= H K. 1 S,=..'§;£K za svako i & I. Neka je, za
icr 4 i 1 . ‘

:ako x ={x.)& K, A((x) = f1 S.(x) gde je:
1 icr *

5.(x) = {y |y, € K, . [y,.x ]€ 5.}

i - ’ - -
S, (x) = (R, &K, [x;.%,]C& S}, K[ = IHL K

orjE:

1) X = |J ax ;
x& X

2) za svako x &K skup Si(X) je neprazan za svako i & r;
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3) za svako x &€ K 1 svako 1 &I skup 5.(x,) Je
konveksan;

da je:

1 s, #9
i&1T1 -

Dokaz. Xao i u |62| definisimo preslikavanje
. K » 2K sa T(x) = A(x) za svako x & K. Iz 2) sledi da
T(x) # § za svako x & K 1 kao i u Teoremi II.4 da je

x) kompaktno pa i zatvoreno za svako x & K. Kako je

-1
T (y) = igr((si(y‘i) x Ki))

_ -1 , )
i s (y,) = 7, (n] ' (y)) ﬂsi), gde Je w, : K x K7 » K, 4
i

: K, o~ K£-¥> KI, vazi da je conv T-l(y) = T_l(y) za svako

k{T(K).iKao i u prethodnoj teoreml moZe se pokazati da je skup

7-tipa 1 da je T u.s.c. preslikavanje. Po3to je K = T(K)

"psnovu’ Teoreme II.2 sledi da postoji u & K tako da je

& T(u) 8Sto povlaci da je 1165-[1 S, # @.
: B i< I

risteéi Lemu II.l dobijamo slededu posledicu:

Posledica II.1. Neka je {Ki} familija nepraznih

nveksnih i kompaktnih podskupova ¢§paranormiranih prostora

1 1

iecI _

& K, 1& I) Xkao u Teoremi II.4.

© je za svako 1& I skup K ¢ .~tipa onda je:

N s, # 9.
icT



511En0. ‘koristedi &injenicu da svakil Zimin podskup paranormi-

ranog prostora zadovoljava 2Z-uslov, dobija se jos jedna posle-

jica prethodne teoreme.

Posledica II.2. ©Neka je {Ki}iEI familija nepraz-

inih: kompaktnih 1 konveksnih podskupova paranormiranih prosto-

— icr 1

| * . _
a (EnlL DY, opr (K, C E;y za svako 1€ 1), K X
K., S, i Si(x) (x €K, 1 & I) kao u Teoremi II.A4.
1

i o za svako i1i& I postoji C_i > 0 tako da je

l|tx||: < Citll:{]l;r , za svako t & [0,1] i

'vako X & K.-K, onda je:

N s, #9¢.
icI

lededa teorema je generalizacija Teoreme 1 5 iz |3 1.
. . Teorema II.5. Neka je {Ki}ieir familija nepraznih,
ompaktnih 1 konveksnih podskupova Hausdorffovog vektorskog

opolodkog prostora (B}, g (KiC_: E, za svako 1& I)

= ﬂ K. 1 neka je {fi}i odgovarajucda familija nepre-

—TI
idnih funkcionela na K. Ako je za svako 1i& I 1 svako

vako t & R skup:

L]

ly, ; v, EKI.. fi(yi,x.) > t }

L 1

onveksan podskup od K. za svako X. & K7 1 K, ije Z-tipa

A 1 1

nda postoji u & K tako da Je:
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fi (u) = max fi(yl_,ui), ic I,
v;eX;

Dokaz. Ako primenimo Teoremu II.4, kao i u |3 |,
Si = {u, u& K, fi(u) > max fi(yi'ui”

YieKi
za svako 1 < I

dobijamo da Jje r] Si # @§. Ako u & [W S. tada je
icr | ieI

£ (u) = max £ _(y.,u,), eI .
i gie"{j i1 1 . _

pre nego &to damo jo¥ jednu teoremu o nepraznom preseku zatvo-
renih skupova dokazademo uopStenje rezultata C.J. Himmelberga
iz |32].

Definteija II.3. Podskup A vektorskog topoloskog
prostora E je gotovo konveksan ako i samo ako za svaku okoli-
nunule V. u E 1 svaki konadan podskup {ml,mz,...,mn}cz A
postoji podskup {zl,zz,...,zn}CA takav da je z, - mke vV

za svako 'k=1,2,...,n i

conv {zl,zz,...,zn}g;}x.

Neka je V fundamentalan sistem okolina nule vek-

torskog topolofkog prostora E <¢iji su elementi zatvoreni i

Simetridni.

Teorema II.6. Neka je K neprazan 1 kompaktan pod-
Skup Hausdorffovog vektorskog topoloskog prostora E,

G : K+ F(K) u.s.c. preslikavanje takvo da je G(x) konveksno
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3 svako X iz nekog gustog gotovo konveksnog podskupa A
4 c(X). Ako je na G(K) =zadovoljen Z-uslov onda postoji bar

edna nepokretna tacka preslikavanja G.

Dokaz. Preslikavanje G 1ima nepokretnu tacku ako

| gamo ako jei ,

ﬂ{Fvlv CVy # @

ide je F_ = (x|x € (Gx(x) + V) (1 K}.
* Neka je VEV 1 UECV tako da je:

'F
[.
E

conv (U [) (G(K) - G(K))} __C__ v, a

F: = {x|x & K, x& G(x) + conv (U () (G(K) - G(K)))}.

0EtO je F: CFv ‘dovoljno je dokazatl da je:

(3) - NFXlve vy # .

a bi pokazali (3), zbog kompaktnosti skupa K 1 &injenice
a je F" ﬂ F*_:_? P’ dovolijno je pokazatl da je F: zatvore-
o 1 neprazno za svakoe V& V.

Za proizvoljno V& V neka je:

Gv(x) (G(x) + conv (U ﬂ (G(K) - G(K) )) ﬂ K i

Rv(x) (x + conv (U ﬂ (G(KR) - G(K)))ﬂK

a svako x & K.

ada je Gv = R +G. Skup Gr(RV) je zatvoren podskup od K x K
v

er je Gr(R ) = {(x,y) | (x,¥) € K x K, y=x & conv (U (1 (G(K) -G (X)) .
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509 xompaktnostl skupa K preslikavanja R i G su u.s.c.

v

s je i G, u.s.c. preslikavanje a to znali da je Gr(G )

,atvoren u K x K. Neka je & dijagonala u K x K. Tada jJe

A projekcija kompaktnog skupa 4 r]GV na domen od Gv i kao
akav 1 zatvoren skup. PoSto je A gotovo konveksan podskup
gust'u G(K) imamo egzistenciju skupa {zl,zz,...,zm}(: AC

C G(K) takvog da je:

| m
| 6(x)C {J (z, +U} i C=conv {z,,2,,...,2 }C_ A.

i=l *

efinifimo jo3 jedno novo preslikavanje HVC: C x C

u €f ¢ N x ¢
Vv v

a svako x & C Hv(x) je zatvoren, konveksan i neprazan skup

(ziGE;G(x) + EEE?(U r](G(K)-G(K))za nekoe i=1,2,...,m). Presli-
kavanje ‘Hv je zatvoreno (jer jJje GV zatvoreno) pa zadovolja-
a sve uslove za primenu teoreme Kakutanija. Ali, ako je x EEC

epokretna tadka preslikavanja HV onda je

xE(G(x) + conv (U n (G(K) - G(K))) ﬂ K

L. RQF: pa je F:#Q-

Primedba II.1. Ukoliko se pretpostavi da Jje A

Just gotovo konveksan podskup od K onda se za Z-uslov takodje

ora pretpostaviti da je zadovoljeno na K.

Tvrdjenje II.3. Neka je {Ei}iEEI familija



- 5§51 -

iwﬂ5d0r£EOVih vektorskih topoloSkih prostora, A, gust gotovo

ksan podskup kompaktnog skupa K. u E. =za svako i< 1,

conve i

\ . = I—l Aj a K£ = r] Kj. Ako je {Si}iEEI familija zatvore-
S ! j#1

ih podskupova od K = fw K. takvih da je:
i icr*

Si (gi) {xi - Kil [xi,xi] & Si} konveksan za svako X - Ai i

peprazan za svako iie K (L& I) a K. su Z-tipa za svako

il

{ €I onda je

ier
Ks
Dokaa. Defini3imo preslikavanje Fi : K » 2 sa
F.(x) = Si(xi) gde je X, = projK}x ’ i& 1,

?reslikavénje Fi je u.s.c. jer je kompozicija neprekidne 1

h.s.c. funkcije. Naime, Fi(X} = Sj(“l(x)) gde je

%1 : KE X Kif+ KE neprekidna funkcija. Preostaje da pokaZemo

i . 1‘ K L .. bt F -~ N [
da je §., : K7 » 2 1 (S5,(x.) = 8S(x.)) wu.s.c. preslikavanje.
i 1l i 1 » 1

Neka je (2{*} . €K[ i neka 2 4 2 a yMe s M)

i 1

SEEEETETET R TR TR T AR e

Yik) > Y. Ali to znaci da:
~(X) _(X) ~(X) (X)) -
2] es, 1[5y - [2,0v,] € 5,

Jer je si zatvoren skup pa Y GESi(ﬁi) $to znacdi da je Si

2atvoreno preslikavanje pa zbog kompaktnosti i u.s.c..

1

Definisimo F ¢ K =» 2% sa F({x) = [1 Fi(x). Posto

Ie T
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. K kompaktno a F. u.s.cC. preslikavanje za svako 1 &I

1edi da je 1 F u.s.c. | 5

Neka je dalje A = | Ai. A je gusto u K a po-
iecr

razaCemo da je i gotovo konveksno u K. Neka je

:(w;),(mi),...,(m?)}gh i V& U. Tada je

;

E . i I N\N{i,,i,,...,1}
vV = IW EE gde je EE = ¢ \\ 172 m
iEeI v, iE{il,iz,...,im}

b

v, éEUi. Skup Ay k=1,2,...,m Jje gotovo konveksan podskup

| k
d K, pa za svaki konaZan skup tadaka pa 1 za skup
k .
% ,mi ,...,mg }(::Ai i okolinu nule V, postoiji skup
'k Tk k k Tk
z% ,z% ,...,z? }C A, takav da je:
v ko Tk *k
(4) 2] - W] €V, za 3=1,2,...,n a
k k k
(D) : conv {z! ,z% ,...,2"° }QA,
'k Tk Tk Tk

a svako _ik 65{11,12,...,1m}.
Formirajmo sada tacke (zi) j=1,2,...,n tako Sto

emo uzeti 27 iz gornje konstrukcije a preostale koordinate

1k

z Ai tako da je zadovoljen uslov:

1 2 _n )
conv {zi,zi,...,zi}f::Ai 1& I\\{ilfizl"'!im}'

roizvoljno 2z & conv {zl,zz,...,zn} moze se napisati u obliku
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2 L
} = Z (IJZJ, L s I, E Clj = 1 i EIJ > 0, J=1r21-.-;£-
j=1 =l
\14 Y aj(zi) = ( ) ujzi) pa zbog (5) =z pripada A, a
bog (1) 27 = o €V za 3=1,2,....n.

E Po3to je F({x) po definiciji konveksno i neprazno

.a gsvako X €A a neprazno za svako X &« K na osnovu Teore-
.e 11.6 sledi da postoji x &€ K tako da je x & F(x) sSto pov-
_Ea(’.':i da je [xi'ii] G S.i za svako 1 e I pa je:
N s, # 0.
ier
2 prethodnog uop%tenja Teoreme II.4 sli&no kao i u [32] moZe

e pokazatl sledefa minimax teorema:

. Teorema II.7, Neka su K, 1 K, kompaktni podsku-
vi Hausdorffovih vektorskih topoloskih prostora L, 1 L,
neka sﬁ A, 1 A, gustli gotovo konveksni podskupovi od
, 1 X, respektivno a f neprekidna funkcionela na K; x K,.
ko za svako X - A, i Y, c A?. skupovi:

{x|x €EK1, f{x,y } = max £(u,y )}
O UEK1 0

(yly €K,, f£(x ,y) = min £(x_,v)}
o v E K, o

Su konveksni . a Ki 1 K2 7-tipa, onda Je:

max min £(x,y) = min max f£(x,y).
xC K, yek, yc kK, r&K,
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TEORIJA STEPENA PRESLIKAVANJA
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IT1.1. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE STEPENA U R

Teorije stepena preslikavanja zasnovana je u okviru
wombinatorne topologije i pripada H. Poincareu, L. Kroneckeru
{ L. Broweru. Medjutim, ovaj prilaz bio je relativno sloZen pa
swwva teorija, u poCetku, nije naisla na vecu primenu. Tek njeno
snalitiko zasnivanje, za koje su zasluZni M. Nagumo i E. Heinz,
pobudilo je interesovanje matematifara i naiflo na mnogobrojne
brimene. Na &elu sa M.A. Krasnoseljskim velika grupa matemati-
?ara u SSSR-u veé viZe od dvadeset godina radi na ovoj teoriji
; njenoj primeni |41|. Teorija stepena preslikavanja detalino
je izloZena u knjizi I 6| K. Deimlinga gde je dat i obiman spi-
?ak radovélvezanih za ovu oblast kao i njenu primenu.

, U najnovijoj literaturl moZe se naci i aksiomatski

kao i algoritamski pristup (F. Stenger).
; Z2a razumevanje ove teorije neophodno je njeno pozna-

Il

?anje u R koja je onda uwopStena prvo za slulaj Banachovih

76| a onda i lokalno konveksnih prostora

Iznedemo prvo neke rezultate teorije stepena presli-

i

faVanja u R? ]11] koristeci pri tome analiticki pristup.
Neka je D otvoren podskup od R?, C otvoren, og-

. . Y
Yanien podskup 1 ¢cCDp, F : D~ R” jednozna¥no, neprekidno
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diferencijabilno preslikavanje i y#F(BC). 7a a > 0 sa

demo oznaditi skup svih realnih funkcija o koje preslika~
raju [O,w) u er neprekidnih nad [Ofw) i za koje postoji
, & (0,a) takvo da je:

o(t) =0, té&][sa]

eka je dalje g : R = R! definisano na sledeéi nadin:

g({x) = o(|lx|lz) , za svako x & R"

i

pri gemu je | |x|1, (_zi 12 ) Y gy
i=

|
f
Po¥to preslikavanje g ima kompaktan nosal definisan je

ntegral:

Y

J U(IIXllz)dx

Il
R -

/

i moZemo izdvojiti Sledeéi podskup funkcija iz W :
o

W= (0w | J o x]],)ax = 13,

n
R

Kako YQF(BC) onda je:
(1) min{HFx-sz | x& 3Cl =y > 0

Pa postoji « tako da je zadovoljena nejednakost 0 < a < ¥.

. Defintietja III.1. Neka su D,C,Y i « sa gore



navedenim osobinama. Integral stepena preslikavanja F na sku-

ou c(CC D) u tadki y u odnosu na funkciju o & W Je:

(2) dU(F,C,y) = I 9 (x)dx gde je funkcija
Rn

I

o : R" » R" definisana na sledeci nalin:

o (| |Fx-yl||) det F~(x) x &C
0 :{ﬁé(l

| Teorema III.1.111] Neka je F : D >+ R neprekildno

il

¢ (%) )

.

iferencijabilno preslikavanje, D otvoren podskup od R i
otvoren i ograniZen skup takav da je C C D. Pretpostavimo

a je za dato vy, yéz;F(aC), izvod P (x) nedegenerisan za

H

vako x4=T gde je T = {x|x &C, Fx = y}.
ada skup [ sadr%i ne viSe od kona¢no mnogo tacdaka i postoji

a EE(O,yjIItgko da je za svako UEEW;, a & (0,8):

C o p
Z sgn det F (x.) , r={x1,x2,...,x }
j=1 g "
dg (FICIY) = 4
0 Fr= ¢
,

Definicija III.2. Neka je F : D » R™ neprekidno
diferencijabilno preslikavanje i vy ¢ F(3c) (¢C D, C otvore-

no i ogranideno). Tada Jje:

dgf

deg(FrCry) dU (F,C,y)

i 0 < a < min {HFx--y]l2 | x & aC}.
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Koristedi se &injenicom da je svako neprekidno pres-
11kavanje F : C~+ R granica niza neprekidno diferencijabll-

in preslikavanja (s obzirom na normu 1G], = sup |[Gx|],)
x&C

noze se dat sledeca definicija stepena neprekidnog preslikava-

nja-

Definictija III.3. Neka je F : C -+ R” neprekidno,
gde je C otvoren i ogranicen skup, a Yy gé F(3C). Tada je
stepen preslikavanja F u tacki y u odnosu na skup C, u
oznaci deg(F,C,y), definisan na sledec¢i nacCin:

deqg(F,C,y) = lim deg(Fk,C,y)

k+o

gde je F_ : D = R?” (CC D) niz neprekidno diferencijabilnih

preslikaganja za koje je:

lim ||F -F|| . =0
k C

k>

Koristedi .se osobinama Stepena neprekidno diferencijabilnog

preslikavanja i gornjom definicijom dobija se sledeca teorema:

Teorema III.2. Neka je C otvoren i ogranicen
podskup od R?” a F : C » R" neprekidno preslikavanje. Ako
5{§éFWaC) tada je deg{(F,C,y) <ceo broj.

Ova teorema nadla je vrlo veliku primenu u numeric-
koj matematici.

Evo sada jo3 nekoliko osnovnih rezultata iz teorije

stepena preslikavanja.
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Teorema III.3.|11| Neka je C ogranilen i otvoren

podskup u R?, F :C ~ R" neprekidno preslikavanje a
¥ QF(aC) . Tada stepen preslikavanja funkcije F u tacki vy

u odnoéu na skup C ima sledede osobine:

1) Ako je F : C + C identino preslikavanje i y&C

onda je deg(F,C,y) = 1.

2) Ako je F : C » R" neprekidno preslikavanje i ako
y(EiRn\\F(C) 11i je C prazno onda je deg(F,C,y) = 0.
3) 7a svako neprekidno preslikavanje G : C + R  za
koje je

|[G-F|lc < vazi da Je

o]
7
deg (F,C,y) = deg(G,C,y)

"gde je 0 < a <'min {1|Fx-yl|, | x & 3C}

n

4) "Ako jé G : C-+R neprekidno preslikavanje tako da

da je Fx = Gx za svako X & aC, tada je
deq (F,C,y) = deg(G,C,y)
5) 7a svako z & R" vaZi da je:
deg (F-2,C,y~2) = deg(f,c,y)

6) Ako je z GERF tako da se y 1 2z mogu spojiti
lukom p : [0,1] - R” koji je takav da je

p({0,1]) [} F(3C) = ¢ onda je:

deg (F,C,y) = deg(F,C,2).
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7} . deg(F,C,+) ije konstantan na svakoj ogranicenoj kom-

ponenti od Rn\\F(aC)

8) Ako je Q =zatvoren podskup od C i y¢ F(Q) wvazi
relacija:

deg (F,C,y) = deg(F,C\Q,y).

m
m L] —

9) AKoO je U CiCC, C = U Ci gde su C.:'. otvoreni
1=1 i=1

skupovi takvi da je Cif] Cj @ za 1 #3J a

n
Y lJ F(aci) onda je:
I=1

m
deg (F,C,y) = ) deg (F,C_,y).

1=]

Jednu od najznadajnijih osobina stepena preslikavanja daje nam
slededa teorema poznata pod nazivom teorema o homotopijskoj

invarijantnosti.

Peorema III.4. Neka je C otvoren i ogranicen skup,
Y Ezﬁj' a% H: C x [0,1] + R” neprekidno preslikavanje tako da
je H{x,t) # y =za svako (x,t)& 3C x {0,1]. Tada deg(H(+,t),C,y)
ne zavisi od t & [0,1].

Slededa teorema, koju ¢emo u kasnijem radu koristiti,

lzrazava osobinu redukciije stepena preslikavanja.

Teorema III.5. Neka je C otvoren i ogranicen pod-
skup od R%, c[1R" # ¢ za neko m <n, F : C + R" neprekid-

no preslikavanje, G = I-F dok ¥ CRT i Yéfé G(3C).
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Tada je.

deg (G,C,y) = deg (G| _ m,ij Rm,y)
CNR

Fvo 1 teoreme koja najbolje pokazuje ulogu pojma stepena presli-

kavanja, kao i moguénost njene primene.

Teorema III;G.(Teorema Kronekera) Neka je C otvo-
ren i ograniden skup iz R? i F : C » R" neprekidno presli-

kavanje. Ako y%F(BC) i deg(F,C,y) # 0 onda jednalina
| Fx =Y

ima bar jedno re3enje u C.
Oova definicija stepena preslikavanja moZe se vrilo lako preneti

i u proizvoljan realan kona¢no dimenzionalnom normirani prostor.

. Defintcija III.4. Neka je E realan normirani pros-

tor sa dim E = n, A otvoren i ogranifen podskup od E,

F : A ~» E neprekidno preslikavanje i ygé F(3A). Tada je:
def
deg(F,A,y) = deg (f,h(A) ,h(y))

stepen pfeslikavanja F nad A u odnosu na Y. Pri tome je h
odredjeno zahtevom da je h(xi) = ei, gde je {x}xg...x”} baza
od E a {e}e%...,e”} baza od R”, h je linearni homeomorfi-
zam E na R? 1 £ = heFeh ',

U radu | 6 | je pokazano da se stepen preslikavanja

koji je definisan za otvorene i ograniene skupove moZe uopsti-

ti, naravno pod dodatnim uslovima, za otvorene skupove koji ne

moraju biti ograniceni.
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Definicija III.5. Neka je C(_ R , C otvoreno,

YéF(&C), F : C -+ R” neprekidno i

sup{ | |x-F(x) || : x&C} < =

onda Jje

deg (F,C,Y) = deq(FlE rclry)
1

gde je C, otvoren i ogranicen podskup, Cl(:_c i F_l(y)(: C,.
Lako se proverava da ova definicija ima smisla tj.
da ne zavisi od skupa C, sa traZenim osobinama.

U nizu radova koji su objavljeni poslednjih godina

ispitana je teorija stepena viSeznadnog preslikavanja.

A. Granas je 1959. godine uveo pojam stepena kompak-
tnog viZeznalnog preslikavanja primenjujuéi metode algebarske
topologi{é,Hukuhara (1967. god.), Cellina i Lasota (1969. god.)

i T.W. Ma (1972. god.) su iskoristili analiti¢ki pristup u zas-
nivanju teorije stepena viSeznalnog preslikavanja. U daljem ra-
du koristféemo metod:i ideju kojima je Ma dobio definiciju 1 oso-
bine stepena vi%eznalnog preslikavanja za sluca] lokalno kon-

veksnih prostora |48].
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111.2. DEFINICIJA I OSOBINE D(F,C,y) u
VEKTORSKIM TOPOLOSKIM PROSTORIMA

Koristedi se definicijom Lere-éaudérovog stepena,
zapravo ldejom kojom je teorija stepena preslikavanja prvo pre-
neta na proizvoljne realne normirane |76| a zatiﬁ i lokalno
konveksne prostore |78| dademo definiciju stepena jedne klase

preslikavanja u realnim Hausdorffovim vektorskim topoloskim

prostorima. Pre toga dademo dva tvrdjenja koja su neophodna za

samu definiciju.

i Tordjenje IIT.1.16 | Ako je X Hausdorffov vektor-

ski topolo8ki prostor, C C X, FO : C » X kompaktno preslika-~

vanje onda preslikavanje F = I-F0 preslikava svakli zatvoren

podsku? od C na zatvoren podskup od X.

Primedba. Preslikavanje oblika F =1 - F , za

Fo kompaktno preslikavanje naziva se kompaktno polje.

Tvrdjenje III.2. Ako je X Hausdorffov vektorski
topolodki prostor, C C X, F : C » X kompaktno preslikavanje
tako da skup F_(C) zadovoljava Z-uslov onda za svako ve& U

postoji neprekidno konalno dimenzionalno preslikavanije

F : C + X tako da je:

v




...63...

F X - Fox =V za svako x &C.

Dokaz. TIsto kao i u radu |19} 0. Had%ié neka je

g = U,& U sa osobinom da je

(3) conv (U ﬂ (FD(C) - FO(C))) C V.

Posto je FO(C) relativno kompaktno postoji

{eryzr--*ryn}<::Fo(C) takvo da je

n
Fo(C)'; U -{yi + U}

i=t
Neka je {pi}gui podela jedinice koja odgovara ovom prepokriva-
du i neka Jje:
def 1
F(x) = ig::l p (F_(x))-y, | x & C..

I.-.
]

Preslikavanje F_o: C » conv{yl,yz,...,yn}(::x po konstrukciji

je kompaktno, konacno dimenzionalno 1

I
Fx - F x ) pi(Fo(x))(yi - Fox) =

1=]

) p. (F (x)) (y. - F x)&
i:p,(F_(x))#0 0 * ©

& conv (U () (F_(C) - FO(C))) C v

za svako x &€ C a to je trebalo dokazati.

Neka je X Hausdorffov vektorski topologki prostor,

c Cx otvoren podskup, F = I-F , F C + X kompaktno pres-




- 64 -

likavanje tako da FO(C) zadovolijava Z-uslov i yQF(BC) . Na

osnovu Tvrdjenja IXI.l postoji okolina nule v& U tako da je
(4) (y + V)[)} F(3C) =@

Ali na osnovu Tvrdjenja III.2 za svaku okolinu nule, pa i za
balansirajucdu okolinu V, sa osobinom da je V, + Vlg; VvV, pos-
toji kompaktno kona¥no dimenzionalno preslikavanje, oznacimo

ga sa F,, tako da je:
Fx - F1x &V, za svako x & C.

‘Neka je X, potprostor prostora X, dim X, < =,
FOCX, yex, i cflx #8. _

Skup C, = le] C Jje otvoren u X,, (I—Fl)gﬁl)C:;xl,
(I ~ (I-Fd))(al) = F1(EI) je ogranic¢eno i vy gé(I-Fl){acl).
Ukoliko ovo poslednje ne bi vazilo postojalo bi x Gzacl(: aC

tako da je y = x - F,x. Ali tada:
y = %-F x =-x-F X+F x-F1x € x-F x+V = (I-F ) (x) + V

pa je (y + V) [] (T - F )(aC) # @ BSto je kontradikcija.
Time su ispunjeni uslovi za definisanost stepena:
(5) | deg(I-F1|Ei,Cl,y) .
Sada <femo pokazatl da ceo broj (5) ne zavisi od pres-
likavanja F, 1 prostora X, sa navedenim osobinama. Neka je

F, takodje jedno kompaktno kona¢no dimenzionalno preslikavanje,
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: C » X,, dim X, < », Yy E X, ©C =X, []C#9 i
Fpx = F X &V,, x&C. Neka je, dalje, X  prostor generisan
sa X, 1 X, a C_-= x ) c. Tada je dimX <=, y&X 1
c,6 # 2.
Primenjujuéi Teoremu III.5 dobija se da je
(6) deg(I—Fi|Eﬁ,Ca,y) = dEg(I—FiIEi'Ci'y)' i=1,2.
preslikavanje H, : C_x [0,1] - X  definisademo na sledeci

o

nac¢in:

H](X,t) = t(x-Fl(x)) + (1-t) (X_Fz(x))r (X;t)eco X [0?1],

Tada je preslikavanje H I-H

o , kompaktno i

Hy (6, 8)-F (x) = £(F (x)=F (x)) + (1-8) (F (x) =F, (x)<

Ctv, + (1-t)v, Cv, + v;C v.

te odavde sledi da vy QHl(x,t) za (x,t) & aco x [0,1].
Primenom teoreme o homotopiijskoj invarijantnosti
dobija se da Jje:
(7) deg(I—FI{EO,CO,y) = deg(Iﬂlego,Co,y)

Sada iz (6) i (7) sledl da (5) ne zavisi od izbora F i X

i 1
sa navedenim osobinama.

Preostaje jo3 da se pokaZe da taj broj ne zavisil ni
od izbora okoline V,. Neka Je 1 V, balansirajuca okolina nu-

ve sa osobinom da je V, + V,CV a F, i X, odgovarajude
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preslikavanje i prostor. Tada je 1 V4 = v, [} v, balansirajuda
okolina nule za koju vaZi da je V3 + V, g;V} Neka su F, 1

X 5 odgovarajuce kompaktno kona&no dimenzionalno preslikavanje
i proétor za okolinu V,,.

Posto je

F_(x) -Fyax)E Vv, vy, x &C

xoristedi dokazanu nezavisnost stepena preslikavanja od lizbora

preslikavanja i prostora, sa odredjenim osobinama, sledi da je:
(8) deg(I-FIIEI,Cl,y) e deg(I-FalEé,Ca,y)
Iz istih razloga, koristecdi da Jje V, (_;Vz , sledi da je:

(9) , deg(I-legé,Cz,y) = deg(I—FalEa,Ca,y)

Sada iz (8) i (9) sledi da (5) ne zavisi ni od 1iz-
bora okoline V, 6 sa navedenim osobinama pa moZemo dati slede-

cu defini&iju:

Definictja III.6, Neka je X realan Hausdorffov
vektorski topoleiki prostor, C otvoren podskup od X,
F o C — X kompaktno preslikavanje tako da FO(E) zadovolja-
va Z-uslov, F = I--FO 1 y(ﬁ?F(BC). Stepen preslikavanja F u
odnosu na skup € u tacki vy, u oznaci D(F,C,y), neka 59

def
D(F,C,v) = deg(I“Fll‘E rCIrY)
1

gde je:
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(t)- F, = C +» X kompaktno konacno dimenzionalno preslika-
vanje sa osobinom da je:
Fo(x) - Fo(x) &V, za svako x & C,
éde je v, je balansirajuéa okolina nule, V, + V, __C__ v

a V &U dobijeno iz uslova:

(y + V) {] F(3C) # 4.

(¢¢) X, Je potprostor od X takav da je: dim X, < =,

vex, F,OCx, 1 ¢ =cf}x #4.

Napomena. Ozna&imo sa K(X) familiju svih nepraz-
nih, konveksnih i kompaktnih podskupova vektorskog topoloskog

prostora X. U radu |17| 0. HadZié je dokazala sledeée tvrdjenje:

Tvrdjenje III.3. Neka su M i E dva Hausdorffova
vektorska. topolosdka prostora, F : M +K(E) kompaktno preslikava-
nje sa osobinom da F (M) zadovoljava Z-uslov. Tada za svaku
okolinu nule VGEEU(OE) postoji kompaktno kona&nodimenzionalno

preslikavapje tako da je:
G(x) C F(x) +V za svako x &M,

Posto je poznato da Tvrdjenje III.l. vazi 1 za slu-
¢aj kada je F viSeznacno u.s.c. preslikavanje u K(E) moZemo

definisati i stepen vi3eznaénog preslikavanja.

Definicija III.7?. Neka je A otvoren podskup Haus-

dorffovog vektorskog topoloikog prostora E, p & E,

P : A »K(E), V¥ géF(aA) i FO = I-F kompaktno preslikavanie
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rako da je na FD(K) zadovoljen Z-uslov. Neka je, dalje U & U

tako da Je:
(v + V) {) F(sn) =9

a V, balansirajuca okolina nule sa osobinom da je V, + VIE;;V.

Tada je stepen preslikavanja F u odnosu na skup A u tacki p:

It

D(FIAIY) deg(I_Fli”A"' lAer)
i

gde je (Z) F, : A » E kompaktno konafno dimenzionalno presli-
‘kavanije sa osobinom:
Fl(x)_C__Fo(x) + Vy,  za svako x & A;
(¢} E, Je potprostor od E takav da je:
dim E, < =, pcE,, F, B CE i
A, =A[]E, # ¢

sada femo dokazati teoremu u kojoj su sadrZane oso-

bine ovako definisanog stepena preslikavanja u slucaju kada je

ono jednoznacno.

Teorema III.7. Neka je X realan Hausdorffov vek-

torski topolo3ki prostor i neka je:

M= ((F,C,y] C Jje otvorenou X, F = I-FO, gde je
F_ oz C » X kompaktno, na FO(E} je
zadovoljen Z-uslov i y € F(3C) .

Tada preslikavanje D : M - 2 1ima sledecCe osobine:




2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

.D(I,C,y!}

Ako je
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=1 ako y&cC i D(I,C,y)=0 ako yg{C.

D(F,C,y) # O

onda postoji

F (X):Y--

x & C tako da je

ako je H - C x [0,1] - X kompaktno, skup HG(C x [o0,1])

zadovoljava Z-uslov i ygz H(3C x [0,1}), H =

onda D(H(.,t),C,¥)

Vazi da

Ako je

za x &C, gde je W&l

\YJ balansirajuéa okolina nule,

1

je

D(F,C,y)

ne

zavisi od t.

D(F—Y;C;O)

I-H
0

(G,C,y)& M, G =1I-G a Fo(x) - Go(x)GE W

vy + ) []FC) = ¢ 14

T e

Ako je

svako x & 3C

D(FrCrY)

D(GICIY) =

(G,C,y)& M,

D(G:CrY)

G

onda je

(y + V)] G(aC)

D(F,C,v)

il

I-G i G (x)
o 0

= D(F,C,vy).

i

@

sa osobinom W + W& v, a

v, + vV, &V, v U,

onda je

F (x) Za
0

je konstantno na svakoj konalno dimenzional-

noj ludnoj komponenti od X\\F(BC).

m
Ako je Cig; C

i=]

mn
i ¢ = | Ei gde su C.

i=ld

1

otvoreni

skupovi takvi da Je Cifw Cj =@ za 1 #3J a

in
da -
y'gé U F(3C ) onda je

i=1

D(F,C,v)

I

m
) D(F,C.,Y)
1

i=]
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9) Ako Je C*g;(h. c* zatvoreno i 3{§§F(C*) onda je:

D(F,C,y) =D (F rC\C*fY)
Dokaz.

1) Po definiciji je D(I,C,y) = deg(I-F | ,C,,y) pri
1
Semu su zadovoljeni uslovi (i), (1i) definicije III.6..

Ali za F, mo¥emo uzeti nula preslikavanje pa Jje:
D(I,C,y) = deg(I[E-,Cl,y).
1

a za deg(IlEI,Cl,y) vazi da jJje deg(IIEI,CI,y) = 1

ako y & ¢C, ideg(I[-E ,Cy,y) = 0 za ygcl.
. |

2) Pretpostavimo suprotno. Tada yQF(E) pa postoji
v €U tako da je (y + V)[] P(C) = @. Posto je po de-

finiciji D(F,C,y) = deg{I-FI[E ,C ,v¥) koristeci pret-
1

postavku da je D(F,C,y) # 0 sledi da je i ceo broj
deg(I—Fllg ,C ,y) # 0. Tada na osnovu teoreme Kronekera

1

postoii xoecl tako da je x

o Flgxo) = y. Ali onda

je za xOE CIQC:

F(xg)=y = x -F_(x )-x +F;(x ) = Fl(xa)—Fo(xo)éE v,V

%to je kontradikcija s obzirom na izbor okoline V & U.
3) Po¥%to je skup H(3C x [0,1]) =zatvoren postoji V&

tako da je (y + V)[W H{(3C x [0,1]) = ¢, Neka je, dalje,

H, : C x [0,1] » x kompaktno i konaZno dimenzionalno

sa osobinom da je: H (x,t) - H;y(x,t) Evl '




4)

3)

6)
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(x,t) & C x [0,1] (V1 balansirajuce 1 V, + V, QV).

Kako ije:

deg (H(+,t),C,y) = deg(I-Hl(',t)l51;01:Y3

a za konadno dimenzionalna preslikavanja poznata jJe
nezavisnost deg(I-H (+,t)|z ,Cy,y) od % & [o,1],
1

tvrdienje je dokazano.
Koristedi definiciju dobija se da je

D(F,C,vy) deg (I-F, 'Cyey) = deg(I—Fl—y|E~,C1,0) =

) 1

=

(¢injenica da y Q F{3C) nam osigurava da O é}_é_F(aC)-y) .

Neka je G, kompaktno, konadno dimenzionalno presliika-

vanje, Glx-—Gux & W, x& C 1 G, (C) C Xf,dim Xf < o,

Ali tada je:

F x-G.x = F x-G x+G x¢.x Ew + wCQ v
o 1 0 o 0 l 1

pa za F, moZemo uzeti G, a za X, bas X?, $to onda

povliac¢i da je:

D(F,C,y} = deg(i~-G,| _,c%,y) = D{(G,C,y)
1'—" 71

Neka je V & U tako da je:

(y+v) [} F(aC) =@ 1 (y+V)[] G(3C) = @,

v, kao u definiciji III.6. F, : C » X, kompaktno,

""‘- F F
F (C) Cxf, atm x] < =, y&xi, cF=x"Ncto i

naravno Fi(x)—FG(x)EEEV . Isto tako G, : C + X kompak-
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- . G G G

i Gyx-G x &« V, za x & C. Tada je:

| F
D(F,C,y) = deg(I-F,|_..Cy,¥)
(10) ‘1
G
D(G,C,y) = deg(I—Gll_chlfy)
Cy
Neka je X,; prostor generisan sa Xf i Xf a

c, =X, {]C # @. Tada je:

i

F
deg(I—Fll_F,Cl,y) deg(I“FllE&’C1'y)
(11) “1

| G
deg(I—GllEG,Cl,y) deg(I—GI[Ei,Cl,y)
1

Neka je dalje H,(x,t) : €, x [0,1] + X, definisano sa
H o (x,t) = t(x-F (x)) + (1-t) (x-G,(x))

Preslikavanje Ho(x,t) = x - H;(x,t) = tF; (x) + (1-t) G, (x),
(x,£t) € C; x [0,1] 3je kompaktno i kona¢no dimenzionalno pa
preostaje -jo¥ da se pokaZe da y@ H,(x,t) =za (x,t) & aclx[O,l] .

Medjutim:

Hy(x,t) = F(x) = t{x-F;(x)) + (1-t) (x-G, (X)) - x + F (X} =
= t(F_(x)=F) (x)) + (1-t) (G_(x)-G| (x))&

ctv, + 1-t)v, C v,

pa ako bi HI(x,t) =y za neko (x,t) & ac1 X [0,1]§;
C. aC x [0,1] onda bi Y&V + F(X) za to x & 3C  3to je kon-

tradikcija. Iz teoreme 0 homotopijskoj invarijantnosti (8) 1

(9) sledi tvrdjenje.




....73...

Neka su y, i vy dve proizveoljne tacke lucno pove-
0

zanog skupa X koji je sadrZan u konac¢nodimenzionalnom

prostoru X i neka je p = [0,1] + K, tako da je

p(0) =y i p(l) =y,. PoSto je p([0,1]) kompaktno
postoji W& U tako da je:

(p([0,1]) + wWi[] F(a3C) = & .

Isto tako postoji VC W ‘tako da je

(y, + V)[] F(aC) = ¢ za  i=0,1.

Po definiciji stepena preslikavanja postoji F, : C + X
sa osobinama (i), (ii) iz definicije III.6 (neka je jo3

i XO(: X,). Tada je:

- D(F,C,y ) = deg(I-F;|z ,Cy,v )}

!
(12)

D(Frcryl) = dEg(I-FIIE rclryl),
1
Définiéimo preslikavanje:

H, (x,t) = (I-F;) (x) - p(t).

Tada je: Hy(x,0) = (I-F)(x) =¥

(13)

Hy(x,1) = (I-F;(x)) -y,

Odgovarajuce preslikavanje Ho

I -~ H; Jje oblika:

H (x,£) = F,(x) + p(t) (x,£) & C, x {0,1] .




- 74 -

Ono je kompaktno pa treba jo¥ pokazati da O ¢ H, (x,t)

za (x,t) & 3C, «x [0,1]. Ako'bi 0& H (x,t) onda bi:

p(t) = Hl(x,t) = X - Fltﬁc) za neko Xx & 3C, 1
t £[0,1] a F(x)-p(t) = x-F_x-x+F x = Fl(x)—FO(x)GE W
to bi znafilo da F(x) & W + p(t) za neko t& [0,1] i
x &ac, C acC.
Ova kohtradikcija pokazuje da je i taj uslov zadovoljen
pa se moZe primeniti teorema o homotopijskoj invari-
jantnosti iz koje se onda dobija da je:
(14) deg(Hl(n,l)lEl,Cl,O) = deg(Hl(-,O)]E-,Cl,O)

1
*

Iz (13) i (14) se dobija da je:

(15) deg(I-Fl-—yO[El,Cl,O) = deg(I-Fl—y1|El,C1,0)
Sada 1z (15) i dokazanog pod talkom 4) sledi da je:
deg(I-F1|Eer1rYo) = deg(I'F1lE&rcer1)

5to je 1 trebalo dokazati.

8) Koristedi definiciju i poznate osobine dobija se

m '
D(F,C,y) deg(I-FIISI'OIFY) = E deg(I—Fll_jro'}rY) =

L4

j=1 | o

i

J

m .
z D(Frcj}’) gde je O‘i = QO ﬂ C..
= 1

(G, = c|) Xl) 3J=1,2,4..,Mm.
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'Na osnovu dokazanog pod 8) sledi da je:

(16)  D(F,C,y) = D(F,C\C ,y) + D(F,c*,y)

Posto je F(C*) zatvoreno postoji W& U tako da
(y + ) [V F(CT) = ¢

a iz istih razloga postoji i V& U, v W tako da je
(y + V) [ F(3C) = ¢ .

Za ovo V neka su V, i F, kao u definiciji IIT.6.

Ako bi bilo y = (I—Fl) (x) za neko xectc c* onda bi:
y - F(x) =x - F,(x) - x + Fix]= Fofx}— F{xic W

3to je kontradikecija.

Ali iz y Z (I-F ) (x), x&C" sledi da je:
* w
D(F,C ,y) = deg(I-FllE,,Cl,y) = ()
1
5to znaldi da (14) dobija oblik:
D(F,C,y) = D(F,c\cC",y).

Kao posledica se dobija da ukoliko ygF(C) onda je

D(ch;}’) = {0 .
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I11.3. PRIMENA TEORIJE STEPENA PRESLIKAVANJA

Ulogu pojma stepena preslikavanja u teoriji nepok-

retne talke pokazade nam sledece teoreme.

Teoremg III.8., Neka je C otvoren i konveksan

podskup Hausdorffovog vektorskog topcloZkog prostora X 1

0& C. Ako F_ : C - C je kompaktno preslikavanje tako da skup
FD(E) zadovoljava Z=-uslov onda postojl bar jedna nepokretna

tac¢ka preslikavanja F .

Dokaz. Pretpostavimo da F0 nema nepokretnu tadku.

Tada:

(17) - 0 # (I-F ) (x) x & C.

- Po definiciji III.6 je za F = I-F

1
pri Cemu Fl i C1 imaju osobine (i)}, (ii).

Definisimo homotopiju:

Hy(x,t) = x - t.F, (x) x&C, 1 t&[o0,1].

I - H

Preslikavanie H_ , Je kompaktno pa treba jo$ pokazati

da 0 # x - tF (x}) za x& aC, i t &{0,1]

Za t =1 4z (17) sledi da je 0 # x =~ F,(x).




Neka je 0 ¢ t < 1. PoSto F, : C,—~ C

1 . za X & 3C,

1
18 F 00 € aC; ili F (x) € 9C;. Ako F,(x) & 3C, za

_)VI—;.:.E:-'_BC1 onda F,{x)& C; pa poSto je 1 C, konveksno
t.Fl(x)e C, za tE[O,l). Ako Fl(x)E oC,, za xEBCI

onda na osnovu osobine da ako je skup A konveksan 1 x & A

a y &A vaZi da je:
(zl]z = (=t)x + ty, t E[0,1]}\(yIC A

sledi da je:

t.F, (x) < C, za x &3C,, t&[o0,1) .

ali to znaci da t-Fl(x)gg'aC1 pa je x # t-Fl(x), x:éEBCﬁ,
odnosno 0 # (I-t.F;)(x) za x &3¢, L t& [0,1) Bto je i
trebalo dokazati.

Koristedi teoremu o homotopijskoj invarijantnosti u
konaénodimenzidnalnim prostorima dobija se da Je:

(18) deg{I—F.Ile-l,Cl,O) = deg(I[EI,Cl,O)

Poito 0 & C| deg(I|s ,C,,0) =1 sledi da je:

| 1

D(F,C,0) # 0.

sada na osnovu Teoreme III.7 pod tadkom 2) sledl da

il

jednadina PFX 0 ima bar jedno reSenje a to redenje je 1

nepokretna tadka preslikavanja F .

Teorema III.3. Neka je C otvoren podskup Hausdor-
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ffovog vektorskog topolosSkog prostora X, 0&C a G0 : C » X

kompaktno preslikavanje za koje je zadovoljen Z-uslov na skupu

GO(E)-_AkO je Gﬂ(x) # Ax za svako x> 1 1 x& 3C onda

pesto]i bar jedna nepokretna tadka preslikavanija GO.

Dokaz. Skup:

Je zatvoren, Ako pretpostavimo da preslikavanije GO nema ne-

pokretnu taclku onda O é L. pa postoji V& U tako da je:

vilL = @.

Za V1€E u, v, +v,C Vv 1 V, balansirajude neka

Je G, kompaktno kona¢no dimenzionalno preslikavanje iz defi-

niciije IIf.G sa osobinama (i), (ii). Tada, za G = I - GG, po'

definiciji je:

(19)  D(G,C,0) = deg(I-G,|= ,C,,0).

1

l-f

- Neka je, kao 1 u prethddnoj tecremi, homotopija defi-

nisana sa:

H) (x,t) = x - t:G (x) za (x,t) & 51 x [0,1]

Preslikavanie HD =1 - H, je kompaktno pa preostaje da se

dokaZe da (}gﬂl(acI x [0,1]).

AXo bi bilo

0 = x -~ t-Gl(x)
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za neko (x,t) & 3C % (0,1] onda bi:

0 = x ~ tG,(x) = x ~ tGO(x) + tGG(x) - tG, (x) =

= X - tGO(x) + t(GO(x)-Gl.(x))E L + tVl_CL + vV,

$to je kontradikcija,
Ponovnom primenom teoreme O homotbpijskoj invarijan-
tnosti dobija se da je:
deg(I-GllE&,Cl,O) = deg(IlE&,CI,O)

a podto O ECI imamo da je:

deg(I|s ,Cy,0) =1 #0

)3
pa je i D(G,C,0) # 0 3Sto znall da jednac¢ina Gx = 0 ima re-

Senje. To redenje je ujedno i nepokretna tafka preslikavanja Go.




IV sLAVA

TEOREME O KOINCIDENCIJI
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IV.1. TEOREME O KOINCIDENCIJI
VISEZNACNIH PRESLIKAVANJA

Jedan od interesantnih problema koji se re3avaju u
teoriji nepokretne talke je 1 pitanje tataka koincidencije ko-
ji u slucaju viSeznadnih preslikavanja dobija sledeéi oblik:

Data su dva preslikavanja F 1 G topoloZkog pros-
tora X u 2¥. pa 1i postoji XOEX tako da je F(xo)ﬂ G(xo) #
# 92

Odgovori na ovakva pitanja nalaze svoju primenu u
teoriji diferencijalnih i integralnih jednac&ina.

Evo prvo uopitenja rezultata V.M. Segala i E. Mori-

sona iz |85].

-~ Teorema IV.1. Neka Je S neprazan 1 konveksan pod-
skup Hausdorffovog vektorskog topoloskog prostora E a K
kompaktan podskup cd S. Neka je dalje H regularan Hausdorff-
ov topolo3ki prostor i F : S -+ F(H) u.s.c. preslikavanje 1
G : K+ 2% wu.s.c. preslikavanje tako da je G({x}) kompaktan

skup za svako x €& K. Ako su zadovoljeni sledeé¢i uslovi:

(i) F(x)[) G(K) # ¢ za svako x& S;
(i) G P (F(x)) je konveksno za svako x & S;

(i1Z¢) skup K zadovoljava Z-uslov;
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onda postoji x & K takvo da je:

F(x)[)] c(x) # &.

Dokaz. Neka je V baza okolina nule €1ji su ele-
menti zatvoreni i simetridni skupovi 1 neka V& V. Podto je na

K zadovoljen Z-uslov postojl U = UVGE V tako da je:
conv (UV N (K—K)) C wv.

Po3to je K kompaktan skup postojil konacan podskup

{xl,xz,...,xn}(:_K takav da je:

Il

K = iLJI ((x,+U ) M X)
te je
‘ n -
(1) - Flem)yC |y F l(c-*.((ximv) N K)) i
iwl

Neka je S(Uv) = conv {xl,xz,.‘.,xn}. Skup S(UV) je kdﬁpaktan

i
. "
(2) | S(Uv)g ilzjI F (G((xi-t-Uv) M K)) .

Naime iz x& s(U ) C S na osnovu (Z) sledi da je
v
F(x) [ G(K) #¢ pa x €EF '(G(K)) te je sCF '(G(K)).
Sada iz (1) sledi (2).
S(uU )
Definidimo preslikavanje FV : S(Uv) + 2 v tako
da je za svako x & S(Uv):

(3) F (x) = (G"(F(xn + w)ﬂ S(U )

v
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jde je W = conv(UV[j (K-K)) .

Ako jJe XGE_S(UV) onda (na osnovu (2)):
X EEF_I(G(xi+UV)[] K)) za neko i=1,2,...,n.

Ali tada je:

F{x) ﬂ G((xi-l-U?)n K) # @ pa Jje 1
cTHE () () (x40 )] K) # @ t3.

-1 -1
xiEG (F(x)) -UV=G (F({x)) + U

sa to i € {1,2,...,n}. Znadi da postoii y &G (F(x)) i

[

a & U tako da je x, =y + u, All tada je u Xx. -y & K-K

v i 1

te xiEE'G_l(F(x)) + W. Time smo pokazali da je Fv(x) # @
za svako X ES(UV) . Po3to e F(x) po pretpostavcl zatvoren
skup u H " za svako x;EES(UV)C: S, a G Jje u.s.c. preslikava-

ik je zatvoreno preslikavanje) to je G_I(F(x))

nje (tj. G
zatvoreno u K pa 1 kompaktno. Kako je zbir kompaktnog i
zatvorenog skupa zatvoren skup to Je G-I(F(x)) + W zatvoreno
a E pa iu S(UV). Pokazacdemo da je F i u.s.c. preslikava-

v

nje. Neka je A =zatvoren (a time i kompaktan) podskup od S(Uv).

Tada je:
- ] _ ' _
Foo(a) = (x €SU D [F _(x)[] A # 9} =
= (x €5(U) G HE )+ [ su )} a#9) =
(4) -
= (x €5(U )| (G Lrn+n A # 9) =

(x €S )G (Fx)) [} (A-wW) # 2)
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{x GS(UV) G'I(F(X)) (1 (a+W) # @)
{x &s(U ) |F(x) N e+ {1 K # @) =
(x Cs ) |xEF  (Glam[] K} =
FriG(asw k) sw) .

(4)

Po3to je A+W =zatvoren skup, (A+W)f] K Jje kompaktan pa na
osnovu Leme 2 |85], koristedi pretpostavku da je G(x) kompak-
no za svako x & K, sledi da je skup G((A+W)f] K) kompaktan.
Kako je i F u.s.c. preslikavanje F-l(G((A+W)r} K)) Jje zat-

voreno u S pa se moZe napisati u obliku:
Fl@G(@a+w) N K =sc

gde je C neki skup zatvoren u E,., Sada iz (4) sledi da je

F:l zatvoreno preslikavanje jer je:

F:’I(A) = F G (a+w) ) X)) sw ) =cls)

zatvoreno u S(Uv), a to znacdi da je 1 u.s.c. preslikavanje.

Posto je Fv(x) po konstrukeiil konveksno svi uslo-

vi za primenu teoreme Kakutanija su zadovoljenl pa za svako

V& ¢ postoji xVE S${U_) takvo da je xve F(x).

Ali tada je i:
Glx+W 1 K Fix) # 2.
Neka su zveva iy € G(K) takvi da je:

y, & Glx +z ) [] F(x ) .
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Mreza {z_ .,V &V} » 0. Po3to Je xv+zV€_ K postoji konvergent-
na podmreZa {xv,+zv,|V’EE,U’ C V) + x €K, All mreia {y_ .}, -y~
je sadrZana u kompaktnom skupu G(K) pa ima konvergentnu pod-
mreZu {yv,,lV” cy - C v C V). Neka 'yV”._,..y E G(K). Posto

su preslikavanja F 1 G zatvorena sledi da vy & GI(x) ﬂ F(x}.

Posledica IV.1. ©Neka je S neprazan 1 konveksan
podskup Hausdorffovog vektorskog topoloskog prostora E a K
kompaktan podskup od S. Neka je F : S - F(E) u.s.c. presli-
kavanje a G : K -~ 2% u.s.c. preslikavanije takvo da je G(x)
kompaktan skup za svako x & K. Ako su zadovoljeni uslovi %),

ii), iii), prethodne teoreme onda postoji x &K tako da je:

F(x)[) Gix) # @.

Ako je H -

kLl

E 1 G Jje identiéno preslikavanje ddbija se sle-

deca posledica:

Posledica IV.2. Neka je S neprazan 1 konveksan
podskup Haﬁsdorffovoé vektorskog topoloZkog prostora E a K
kompaktan podskup od S. Ako je F : § » F(E) u.s.c. preslika-
vanje tako da je F(x}[j K neprazan i konveksan skup za svako
x €8 1 na skupu K je zadovoljen Z-uslov onda F ima nepok-

retnu tacku.

Druga teorema o koincidenciji je ucopStenje rezultata

E.F. Browdera iz | 3

Teorema IV.2. Neka je K konveksan, neprazan pod-
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skup vektorskog topolodkog prostora E, K, Kkompaktan i kon-
veksan podskup vektorskog topoloskog prostora F a T 1 5

K
dva preslikavanja skupa K u 2 ! takva da su zadovoljeni

gsledec¢i uslovi:

K
| .
(Z) Preslikavanje T : K » 2 je u.s.c. 1L T(u) je kon-

veksan, neprazan i zatvoren u K, =za svako u & K;

(1) za svako u & K, S(u) je otvorenou K, 1 S_l(v)

je neprazan i1 konveksan podskup od K za svako v & K,;
(171) Skup T(K) zadovoljava Z-uslov.

Tada postoji uﬂéE_K- tako da je:

T(u ) []S(u) # ¢ '.
u e K

pokrivac skupa K, pa zbog kompaktnosti postoji konafan pod-

Dokaz. Familija {S(u)} je jedan otvoren pre-

prepokrivaé {S(ul),S(uz),...,S(un)} gde je {ul,uz,...,un}(: K.
Neka je {pi}? 1 podela jedinice koja odgovara ovom'prepokri-
1=

vacu. Preslikavanje p : Kl + K definisano sa:

Il
p(v) = jzl Pj(V) u

je neprekidno. Ako je p(v) # 0 onda V'€£S(uj) pa 'quE S-I(V).
J

=1

Po%to je S ‘(v) po pretpostavci konveksno sledi da je p(v)

linearna kombinacija onih elemenata uj (j=1,2,...,n) koli le-
Ze U S_l(v) pa za svako v & K vazi da je:
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(5) v & S(p(v)) &

Neka je R preslikavanje definisano sa:

R(v) = T(p(v)) za svako v & K.

K

'ada R+ K, » 2 ' §{ za svako Vv EEKI skup R(v) Je neprazan,

.onveksan i zatvoren u KI.,Poéto je T u.s.c. a p neprekid-

o preslikavanje i R Jje u.s.C. preslikavanje. Dalje, po§t¢ je

?.(Kl) _C_T(K) i conv (U ﬂ (T(K)-T(K))) QV sledi da je:
conv (U () (R(Kl)-R(Kl))) C conv(U [] (T(K)-T(K) )) g_v.

>rimenjujuéi Teoremu II.1l dobijamo egzistenciju nepokretne tac-

e u_ preslikavanja R. Ali tada iz (5) sledi da je:

T(p(u)) [} Siplu)) # &

stc je 1 trebalo dokazati.
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IV.2. TEOREME 0 KOINCIDENCIJI
JEDNOZNACNIH PRESLIKAYANJA

U radovima Marinescua i1 Deleanua |70|, HadZié i
Stankovié |26|, Florea |77|, HadZié [83|, i Rusa |79]| dokazano
je nekoliko teorema o nepokretncj tacdki za preslikavanje T
koje preslikava M u M gde je ng (x’{pi}ier) je lo-

kalno konveksan prostor sa familijom seminormi koja

Pilics
generise topologiju na X i

(x=y) . za sve 1 &I i

P, (To0) - T(y)) € a) B,

sve X,y & X

gde Jje £ : I » I 1 q : I » [O,N).
U radu [26] data je i primena na diferencijalne jed-
natine u polju operatora Mikusinskoqg.

U ovoj tacki dacdemo uopsStenje teoreme Fishera o pos-
tojanju zajednilke nepokretne tacdke u metrickom prostoru 19 |
a kao primena bice dokazane teoreme o postojanju zajednifke ne-

pokretne tacdke preslikavanja A+F, § 1 T:
x = A(x) + F{X) = 8(x)} = T(x) ,

gde je F kompaktno preslikavanje.
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Pri tome bide kori%dena teorema o egzistencijl ne-
pokretne talke kompaktnog preslikavanja definlsanog nad podsku-
pom vektorskog topoloskog prostora Wlé\.

Neka le X véktorski prostor nad poljem K realnih
ili kompleksnih brojeva, {Pi}iezl familija funkcionela,

p : X~ [0,=), (1LE€I) sa slededim osobinama:

(1) pi(O) = 0
(11) pi(x+y) £ pi(x) + pi(y)
(111) Ako x -+ x 1 x_ =+ 2 sledi da p.{(x» x -x x ) =+ 0.
Il Ii Q 1 n n 0O O
Poznato je da za svaki vektorski topolofki prostor X postoji

ovakva familija {pi}iézr koja generise konvergenciju u X.

$to demo oznadavati sa (x'{Pi}ié;I)' Prostor (X'{pi}iézr) pri

tome je Hausdorffov ako i samo ako je:

x = 0 <=> pi(x) = 0 za svako 1& I.

Neka su A, S, T

X + X 1 xo'e X. U daljem tekstu koristice-

mo sledede oznake

e

n~-1 k
b (1) = ql£5(1)] nEN, L1&I ;
n k=0
c (i) = EI (kff q{f”+r(i)])p (Ax - TA®x ) +
n ko2 \r=0 fn+k(i} 0 0
ya
+ q[fn(i)].pfn”(“(p.‘*xo - TA'x ), n&N| (0}

1& 1.
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Teorema IV.3. Neka je (X'{pi}i ) sekvencijalno

&I
xompletan realan Hausdorffov vektorski topoloski prostor. Neka
su § 1 T neprekidna preslikavanja od X u X 1

A : X + SX r]TX neprekidno preslikavanje komutativno sa 5 i

T koje zadovoljava sledede uslove:

1) 2a svako 1 €I postoji gq(i) » 0 1 £f(1)& I tako
da je:

pi{Ax-Ay) < g(i) p (Sx-Ty), 2za sve X,y & X;

£(1i)
2) Postoji X & X tako da za svako i &I red:

® , k-1
) ( q(fr(i))) P (A*x -TAx )
k=1 J:L 5 i) 0 o’

konvergira.

Tada postojli x & X tako da je 8x

TX = AX.
Ako za svako n &N |J {0} i svako 1 &I red c (i)

konvergira i 1lim bn(i)cn(i) = 0 onda je x° zajednic-

n-+e

ka nepokretna tadka za preslikavanja §, T 1 A gde
je x° ; AXx.

Dalje, postoji jedna 1 samo jedna zajednicka nepok-
retna tactka y za preslikavanja S, T 1 A takva da
je:

k-1

1im IH] q(fk(iDP n (A%x -y} = 0 za svako 1 & 1T
n+® k=0 £ (1) °

i za svako i &I 1i za svako k&N dje:
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gde Jje co(i) k-ta parcijalna suma reda co(i).

Dokaz. Neka jJe X proizvoljan elemenat iz X.
Pposto A preslikava X u S8X r]TX postoji X, C X tako da
je Azxc = 8x, 1 inGEX. tako da je Tx, = AX;. Nastavljajuci

ovaj postupak dobijamo niz {xn}nézﬂ C X takav da je:

X e AX i ™%, = AX, za svako n & N.

It

S

Sli¥no kao i u |84| lako se pokazuje da je za svako i1i& I i

svako n 3z 3:

pi(Axn-Axn-I) < q(i) pf(i)(Axn-l_Axn—2)'

Po3to Jje:

— - | — — - — 2
p,(Ax,-Ax,) ¢ q(i) P ., (TX, Sxy) = q(i)+p, ;, (A, 7ATX ) <

< q(i)eq(f(lp , (Sx,~TAx ) = q({i)-q(f(i))p , (A2x -TAx )
£°(1) £4(1) © °

sledi da za svako 1€ I, n 3 2 je:

n-1

(6) p.(Ax -Ax__) ¢« [] a(E°(1))p

-1 n (AZXG-TAXO)
k=0 F (1)

Ako za xO izaberemo ba3 ono ¢iju egzistenciju lmamo pod 2)

dobija se da red ] (Ax -Ax, ) konvergira pa onda i niz:
k=1




I3
= - konvergira.
Ax = AX + ) (Ax -Ax ) nverg
k=1
Neka je iiﬂ Axn = z. Po3to je Sx2n+1 = szn i szn = szn_l
sledi da Jje 1lim Sx2n+1 = lim szn = 2, Preslikavanja S, T 1
nroe nro.

su neprekidna pa je:

Sz = lim SAx2n+I = lim ASx2n+I

n-—>ow o R aded =

A(lim Sx2n+1) = Az

a isto tako je Tz = Az,

Pretpostavimo da je 1lim bn(i) cn(i) = 0 za svako 1 & I.

n-+o
Pokazademo da je u tém sludaju Az zajedni&ka nepokretna tad&ka
preslikavanja S, T i A 3to je ekvivalentno sa finjenicom da
je P, (A2z-Az) = 0 za svako i & I.

Podto je Az = lim Azxn pokazacdemo da je:
, e

lim P (Azz—Azxn) = 0 za svako 1 & 1I.

n+e

Za svako i€ I 1 n&N vaZi da je:

3 3 n 2 2

D (A x,~A"x ) ¢« q{£7(i})-p (SA“x,-TA"Xx ) =

i) ° £ (1) 1 °

X 2 2 n,. L 2

= gq(f"(i))p (A°Sx;-A°Tx ) = q(f7{(i))p (A'x -TA“x ).

fn+1(i) 0 fn+1{i) o 0
i slicno:
(7) p (Aaxz-haxl) < a(f N p 1 (AZTXZ—AZSXI) £

£ ¢i) £ 1
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s aE@WHaE™ une

(S (A%x ) -T(a°x )) =
f (1)

I

n n+l _
gq(f (1))g(f (1))p "2

(A"x —AngD)
£ (i) °

Neka Je m 2k+1. Tada 3je:

3 3 n 2 2
P (A°x -A°x_ ) < (£ (1))p (A“Sx -A°TX ) =
fn{.i) m m-1 fn+1{i) m m—1
_ n 3 _n 3
= q{f " ine ., (A°x _ —A X _,) €
f (i)
n n+l 2 2 =
s qUE" @) eqE"T W ep L, (ATTX  -ATSX )
f (1)
- n . n+l . 3 a3
= q(£7 (1)) -q(f7 " (1)) P ez, (A% -ATX ) & .. 8
~ (1)
m=3 r 3 3
< [1 q(£ (1) p ., (A°x,-A°x,) , za svako 1 I
r=0 - f {i)

i svako n & N.

Koristedi rezultat .(2) dobijamo da je za m = 2k+l:

m-1
3, _p3 r )
(8) p (A x -A°x ) ¢ M aE™ W) o

£701) r=0 £ ei)

Lako se vidi da (8) vaZi i za m = 2k, pa za svako 1& I i

svako n & N, m& N vazi:

3, _n3 3, _a3
p (A X A xo) £ P (Ax -A xm

) +p (A°X -2 %x ) +
£0i) i) n

" TP
-ee ¥ P (A3x2-A3x1) + p | (Aaxl-Aaxg)
£ (1) £ (1)
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m- 1 -

< [] atgT(np (A% -a¥Tx ) 4 ... + @(ETW) Q(EMTHE)) -

_ n+m , . 0 0
r=0 £ (1)

he, _pnd n |
P ., (A X A Txo) + g(f' (1)) p .y

(A“xO—AZTxO) =
£ 1) 17 i)

('k'l r+m
q (£ ci>0*p
2 ' r=0 fn+k{i)

(A%x -TA%x ) +
k Q- 0

n b, _mp2
v qUE?@Wtp ,, (A'x -TA%x ),

£ (1)

Ako m - =, poito je red c (i) konvergentan, za svake n & N|J{0}

i svako 1 &I Je

(9) P (a2z-A%x ) < c_(1}),
fn(i) Q n

Neka je n = 2k. Tada za svako 1 &I je:

(A2z-A%x ) <

2 2 _ — :
pi(A z-A xn) < q{i)p (ASz ATxn) q(l)pf(i) one1

£(1)

(10) ¢ g{i)q(f(i))p ,  (ATz-ASx _

Y=g {i)g(f£(i))p p (Azz-Azxn ) <
£2(1) - £ (1)

-2

n-1 X
s sees[]aET )P

(A2z-A%x ) ¢ b (i).c (1)
k=0 fn(i) o Il n

Lako se pokazuje da (10) vaZi i za n=2k-l. Posto je

lim b (i)+c (i) = 0 sledi da je 1lim pi(Azz-Azxn) = 0.

n>o« I} o0

Sada je:
Az = A(Az) = A(Sz) = A(Tz} = S(Az}) = T(Az)

Sto znadi da je Az zajednilka nepokretna taclka preslikavanja




Pokazademo sada nejednakost

k,.
c, (1) ~C (1)
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2 (Az-A'x ) < k &N, 1&1
fk(i) o k-1 r.. .
[ a(£7 (1))
r=0
a pre toga da Jje:
. c (1)=cf(1)
(11) pfk(.)(A x -A"X ) € 7 - k &N, 1<
: M a7 (1))
r=0 -
Za svako 1€ 1 1 kX &N vaZi da je:
P, (A3x1-A“x0) < q(fk(i))p kel (Azsxl—A3Txo) =
£ (i) £ (1)
= k b, _n3
= q(f"(L))p kel (A X —A Txo) ;
£ (1)
3 3 K 2 2 =
P x (Ax,-A xy) < q(£{1i)ip . | | (A“TX,-A“SX,) =
£ (1) £ (1)
- k 3., _pl
g{(£"{iVp ., | (A x,~A"x )
t (1)
i dalje:
3 4 3 3 3 3
P (A% -A'X ) ¢ P (A x -A°X }+p (A°x_ ~A°Xx
fk(i) n 0 fk(iJ n n-1 fk(i} n-1 n-2
d: A r+k
+ P, (A3x1~A”xo)-$ ) ( g(f (i){)p oy (A%x -A°Tx ).
£(1) j=1*r=0 57 (1) ° °

Posto je:
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«° n-—1
c (1) = e (i) = ) ( q(ff(i)f)p (A"x -TA’x ) =
° ° n=k+1 J:L fﬂ(i) 0 0
k-1 ; . | 3
= [1 gq(f” (1)) {g(f"(1))p oy (A“xo—TA xo) +
£=0 £ 1) |

+ q(fk(i))q(fk+1(i))p (A“XO-TA3xO) + ... +}

fk+2(i)

dobija se da je

_k
S (1) S (1)
k-1

= k ) by _ma 3
; q{f™ (1)) pfk+1(j)(A x_-TA xo) S
q(f” (1))

r=0

odakle sledi (11).

Iz ¢injenice da je 1lim (co(i)-citi)) = 0 sledi da je

k->oo

k=1
lim q(£¥ (1)) -p (Az-A"%x ) = 0.
ke J:L | 1) °

il

Pretpostavimo da je 2z~ = Az” = Sz~ = Tz~ i da je:

k=1

lim g(£7(1))p X (Z'*A“xo) = 0.

k¥ r=_0 F (i)
Tada je:
Pi(AZ“Z'J = Pi(Az-Az') < ad)p, ;,(82-Tz7) =

n-1
k -
£(1i) k=0 n
£ (1)
n~1 n=l k

¢ [] atg®W@np (az-a¥x ) + [] alff))p (Az “~Abx )

n
k=0 i) k=0 £¢1) 0
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i

z Teorema IV.3 sledi da postoji x & X tako da je 5x = Tx =

Ax. Treba jo% da pokaZemo da postoji nepokretna tatka 1 da Je

1]

yna jedinstvena. PosSto je

@™ k-1
: , ro,. : b, _mn 3
> (1) rc {1) < k=g+2 ( rDo g(f (3.))) a, (1) "Pai) (A"x -TA x ) *

I
T b, _mn2
+ ;Do q(£F (1)) -a_ (i)pB(i) (A x -TA X )

1 red:

o k-1
) ( ﬂ q(fr(i))) a, (1) konvergira
k=1 Nr=0

sazi da je 1lim bn(i)-rcn(i) = 0 za svako 1 &1I.
’ n-ro

Iz Teoreme IV.3 sada sledl da postoji zajednicka nepokretna
tacka y'éfk za preslikavanja S, T 1 A. Medjutim, za svako

xOEX i svako i &€ 1 je:

n-1
lim( B q(fk(i))>p (A"x ~y) = 0
n., . O
n+o > k=0 F (1)

na je ta zajednilka nepokretna talka i jedinstvena.

Lema IV.1. ©Neka su S 1 T neprekidna preslika-
vanja sekvencijalno kompletnog realnog Hausdorffovog vektorskog
topoloskog prostora (x'{pi}iEEr) u samog sebe 1 za svako
u & U neka je Au : X » S(X) [)] T(X) neprekidno preslikavanje

komutativno sa S 1 T takvo da jJe:
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() 2Za svako x & X preslikavanje u -~ hu(x) je nepre-

kidno preslikavanije 1z U u S(X)[j T(X),

({Z) 2a svako i €I postoji gqf{i) » 0 1 £(i)& I tako

da je:
p, (A, (x)-A () < a(l)p, ,, (SEK)-T(Y)), x,¥y EX, u€U;

(ii7) 2a svako n &N|J {0} i i1& I postojl a (1) » 0

i B(i) & I tako da je

an(i)(x) £ an(i)-PB(i)(x) za svako x & X

pri Cemu je:

o0 k-1
gl[£* (1) )a (1) = K(1) < = ,
kgo (J:L [ ] k

za svako 1 & 1I.

Tada postoji jedno i samo jedno neprekidno preslika-

vanje z : u + z(u) tako da je:

z(u) = A (z(u)) = 8(z{(u)) = T(z(u)) , u cUu.

Dokaz. Posto su svi uslovi za primenu Posledice IV.3
zadovolijenl za svako u & U postojl jedan i samo jedan eleme-
nat z{u) € S(X) [} T(X) tako da va%i (1). Pokazademo da je
preslikavanie 2 :u -+ z(u) rneprekidno. Neka je u proizvoljan

O
elemenat iz U 1 ¢ > 0. Tada za svako i &I imamo da je:

pi{z(u)—z(uo)) < pi(Z(u)-Au(Z(uo})) tp, (A (z(u-z(u)) =

= PI(AU(Z(H))-AU(Z(HOH)+ pi(Au(z(uo))— AuG(Z(uo)))

N
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< q(i)pf(i)(s(z(u))-T(z(uOn)+ pi(Au{z(uo))-AuO(Z(uo)))

n-} .
k |
£ aaak || gl{E£" (1) )p (A (z(u))=-A (z{u)))} +
(mklﬂ [ ] i) ¢ . ©

n—-2
+ ( r] q[fr(i)ﬁrp _ (Au(z(u })-A (z(uo))) +,..+
r=y 1701 . Y

+ q(i)pf(i)(AU(Z(uOD-Aun(z(uOJ))+pi(Au(z(uo))-AUO(Z(uo)))

n-1
£ ( r] q[fk(i)])an(i)psfi)(Au(z(u))-Au(z(uO))) +
k=0 |

+ )

k=0

n-1, k-1
I ;. :
( LA qlf (1)]) ak(i}.pB(i}{AH(Z(UOJ)_Auo(z(uo)))-

Kada n + = dobija se:

oo

k-1
p (zw ~zu)) < ] (] al£T@]) a b -
i 0 k=0 >r=0
(12) |

. PBri)(Au(z(uo))"AuO(z(uo)))

jer prvi sabirak teZi nuli kad n + o,
Posto je preslikavanje u - Au(z(uo)) neprekidno

postoijl okolina V(uo) tacke u_ takva da vaZzi sledeca impli-

kacija:

u GEV(uO) => P )(A (ztuo))—Au (Z(uo))) < T .

0

B(1 u
Sada iz (12) sledi da je za svako u.GEV(uo):

pi(z(u)-z(uon < g

a to je 1 trebalo dokazati,




- 100 -

Teorema IV.4. Neka je (X'{Pi}iqgr) kompletan rea-
lan Hausdorffov vektorski topoloski prostor, KQ;;X zatvoren
i konveksan podskup, $ 1 T : X + X neprekidna aditivna presli-
kavanja, A : K> X, F : X+ X neprekidna preslikavanja takva
da je F(K) kompaktno, S|F(K) = T|F(K) = Id|F(K),
AK) + F(X) Cs(x) NTK, SK UJ TR CK 1 zasvako i1

postoji gq(i) > 0 £(i) & I tako da je

p, (A(X)-A(y)) < qli) Prey) (SXI-T(Y)) X,y < K

pri &emu je zadovoljen uslov (717) Leme IV.1l.
Ako su S 1 T komutativna sa A 1 S(K)fw T (K)

je 7z-tipa onda postoji x & K tako da je:

x = A{x) + F(x) = S(x) = T(x) .

Dokaz. Za svako u & K neka Jje Au(x) = A(x) + F{u),
x & K. Pokazademo da familija {Au}uegk zadovoljava uslove

prethodne leme. Pre svega je:

pi(RU(X)-Au(y)) = piIA(x)~A(y)) < qfi) pf(i)(s(x)-T(y))

sa svako u &U i x,yE< K. Po¥to je X vektorski topolosSki
prostor a F neprekidno preslikavanje sledi da je 1 u ~» Au(x)
neprekidno za svako X & K., Iz A(K) + F(K]g; S(K)fw T{K) sle-

di da je A_(K) L S(K) N T(K) =za svako u & K. Dalje imamo da je:

S(A (x)) = S(A(X)+F(u)) = S(A(x)) + S(F(u))

= A(S(x)) + F(u) = AU(S(K)) .
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Slic¢no je i T(Au(x)) = AU(T(x)) za svako x,u & K.
Sada iz Leme IV.l sledi da za svako u € K postoji Ru GES(KHW

f] T{(K) tako da je:
Ru = A{Ru) + F{u) = S{Ru) = T(Ru)

Preslikavanje R : K =+ S(K) [} T(K) ovako definisano je nepre-
kidno i kao ito demo pokazati, zadovoljava sve uslove Teoreme
IT.1. Posto je R(K) C s(K) N T(K) i skup S(K) [}l T(K) Jje
7-tipa sledi da je 1 R(K) Zz-tipa. Prostor X Jje kompletan
pa ukoliko se pokaZe da je R(K) predkompaktno sledice i1 kom-

paktnost skupa R(K). %a svako z, i1 1z, & K Je:

Rz

A(Rz,) + F(z,) = S(Rz,;) = T{(Rz,) i

1

Rz, = A(Rz,) + F(z,) = S(Rz,) = T(Rz,) te je

pi (Rz 1-R22} 3 Pi_(A(Rzl)“A(RZZ)) + Pi(F(zl)_F(ZZJJ <

N

Q(i)Pf(iJ(S(RZI)“‘T(Rzz)) + Pi(F(zﬂ"F(Zz)) £

< q(i)pf(i)(Rzl-Rzz) + pi(E{zl)—F(zz))xg cees £
n-1 X

< ( ﬂ q[f (i)]) P ; (RZI_RZZ) +
k=1~ £7 (1)

N (F(z,)-F(z2,)) <

. n-z-j (kl:li q[fr(i)]) pf .

k=0 \ r=(

n-1 X
(Rzl-Rzz)(f1 qlf (i)Dan(i) +

< Pgri) R

-1 K
2 (ﬂ q[fk(i)])ak(i)}?sri)(F(zl)-’f‘(zz)).
k=0 > r=0
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Kad n » = imamo da je:

Pgri)

= k-1
(13)  p,(Rz;-Rz,) < (F(z))-F(z,)) ] (rﬂo al£7(]) 2, (.

k=0

Neka je dato r > 0., Tada postoji konadan skup

{F(zl),F(zz),...,F(zn)} (szE;Kr 3 GE{l,Z,...,n}) tako da Jje:

Il
r(K) C ijJJ1 (F(z)) +U )

K(i)

Iz (13) sledi da je:

n
R(K) C jL-JI (Rz_+U_},

Sada iz Teoreme IX.l sledi da postojil x & K tako da je

x = Rx. Ali tada je:

X = RX

il
i

A({x} + F(x) S{x) = T(x) .

Definieija IV.1. preslikavanje F : X 4 2F je de-

mikompaktno ako 1 samo ako svaki ogranicen niz {xi} za

iecr’
koji niz {xn-yn}nEN (yné F(xn) , n & N} konvergira, ima

konvergentni podniz.

Teorema IV.5. Neka je (x'{pi}i } kompletan

cI
yausdorffov lokalno konveksan prostor &ija topologija je gene-

risana familijom seminormi {Pi}i cr’ K C X =zatvoren i kon-

veksan podskup, S 1 T : X -~ X neprekidna i linearna preslika-
vanja takva da je s(K) {) T(K) ograni&eno, A : K + X nepre-

kidno preslikavanje, F : K > X kompaktno preslikavanje, X_
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svezdasta tadka za S(K) 1 T(K), A(K)+F(K) _C_ s(x) {] T(x),
s (x) |J t(K) < K, s|F (k) U {xo} = TIF(K)lj {xo} = IdIF(K)LJ{xO},

za svako 1 €I postoji q(i) » 0 i f£(i) &I tako da je:
p, (A(x)-Aly)) < q(i)pf(i)(S(x)*T(y)), (x,y & K)

pri cemu Je:

n n-~1
(B) 1im \/(ﬂ q[fr(i)]) a (i) =1 i< 1.
n->o

r=_

Ako su S§ i T komutativni sa A 1 S(K)ﬂT(K) je Z-tipa

onda postoji x &K tako da je:

% = A(x) + F({x) = S(x) = T(x) .

Dokaza. Neka 3je {rn}nEE,NC:(O'l) 1 lim r = 1.
Zg svako n & N neka Je An(x) = rnA(x) + (1-rn)x0 a
Fn(x) = rnF(x) za svako x & K. Pokazademo da za svako n & N

preslikavanja An, Fn, S i T zadovoljavaju sve uslove pret-

hodne teoreme.

Po¥to su S 1 T linearni sledi da je:

S(F (x)) = S(r F(x)) = r S(F(x))
n I I

i

rnF (x) =

= F_(x) = 1d|Fn(x) , za svako X &K .

s1iéno se dobija da je i T(F (X)) = IdIFn(x) za svako x &K

te je S|F_(x) = T{F_(K) = Id|F_(K) za svako n € N. Dalije je:

s(a_(x)) = S(r A(X)+(1-r )x,) = SAG)) + (A-r )x, =

r A(S{x)) + (1‘rn)x = A {S({x)) za svako
n o] n

x &K i n & N.
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Isto tako se pokazuje da su i T 1 A komutativni. Treba jos

pokazati da je AH(K)+Fﬁ(K)§; S(K)[W T{K). Podto je za svako

il

n & N, An(K)+Fn(K) rn(A(K)+F(K)y + (1-r )%, A(K)+F (K) O
C sx) () T(K) & x_ je zvezdasta tatka za S(K) 1 T(K)

sledi da je AH(K)+FH(K)§; S(K)fT T(K). Dalje je za svako i &1

pi(An(x)-An(y)) pi(rnA(x)-rnA(y)) <

< rn'q(i)pf{i)(six)*T(y)) < Q(i)Pf(i)(S(x)'T(Y))_

i n\/rm mﬁl(q[fk(i)])a (i) » r <1 kada m + = ,
n m n

k=0

sada iz prethodne teoreme sledi da za svako n & N

postoji X_ € K takvo da je:

(14) - xn = An(xn) + Fn(xn) = S(xn) = T(xn)
Tada je:"
x - A(x ) = F(x ) = (r =1)(A({x )+F{x ))+(l-r )x_, n &N
I n Il n n n n Q

pa podto r

+ 1, n+o i A(xn)+F(xn)C_ZS(K) ) T(K) 1 skup

S (X) r]T(K) je ogranicen iz (14) sledi“da je:

(15) lim (xn-A(xn)-F(xn)) = Q

n"b‘ﬂﬂ

skup F(R) Jje kompaktan pa postoji podniz _{F(xn )}kEEN takav

k
da je lim F(x_ ) = 2 € X. Tada 1z (15) sledi da je:
K+ Tk
(16) lim (Xn - A(Xn YY) = =z .

k™ k Kk
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Poito je A demikompaktno sledi da postoji podniz {x }

takav da je lim x = u €K. Iz (15) sledi da je u = A(u)+F(u)

rorw nk
r

a iz X = S(xn) T(xn) i neprekidnosti preslikavanja S 1 T

da Jje:

A{u) + F{u) = S{u) = T(u) .

o

Definicija IV.2. Neka je M C:ZX sa oscbinom da iz
QE M sledi da je i conv Q& M za svako Q& M. Ako je

(A,<) parcljalno uredien skup i ¢ : M + A tako da je

Y (conv Q) = ¥ (Q) za svako Q& M

katemo da je ¢ mera nekompaktnosti,

Mera y Jje monotona ako i samo ako iz Q; 1 Q&M |
i @, C Q, sledi da je ¢(Q;) < ¥(Q;).

Mera ¥ Jje algebarskil semiaditivna ako i samo ako

za svako Q, 1 Q,& M vaZi da je:
wi(Q,+Q,) <« ¢(Q) + ¢(Q,)

Mera ¢ Jje 2-regularna ako i samo ako je ¥(Q) = 0

za @ kompaktno.

Definicija IV.3. Preslikavanje F : M + X (M X)

je y-kondenzujuée ako i samo ako 1z QM sledl da je Q& M

i TFO)E M a iz v(Q) ¢ v(F(Q)), sledl da je Q kompaktno.
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Posledica IV.4. Neka jJe (x'{pi}iézr) kompletan

realan Hausdorffov lokalno konveksan prostor, K g;x zatvoren

i konveksan podskup X s, F i T kao u Teoremi IV.5,

A : K+ X neprekidno p-kondenzujude preslikavanje gcde je

v : U+ G, U familija svih ogranifenih podskupova od X (G,<)

totalno uredjen skup a mera nekompaktnostil Yy monotona, 2-re-~

gularna i algebarski semiaditivna. Ako za svako 1 & I postoji
q(i) 2 0 i £(i) & 1 tako da je:
pi(A(x)-A(y)) 3 q(i)pf{iJ(S(x)"T(y)) za svako X,y & K,

i&e1,
va¥i uslov (B) Tvrdjenja IV.5 a preslikavanje & 1 T komuta-

tivno sa A onda postoji x € K tako da je:
x = A({x) + F(x) = S{x) = T(x) .

Dokaz. Kao i u prethodnoj teoremi treba pokazati
da iz (16) sledi da postojil konvergentni pedniz {x_}
n_ k&N
niza {xn}HEH' Neka je y_ = x - A(xn) za svako n¢& N,

Tada je:'

$to znac¢i da je:

(x In€ENC {y In€E N} + (A(x)[nE N},

Kako je X & s(K) [} T(K) a S(X) [) T(K) ogranifeno sledi da
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je {xn-}neﬂ C U. Po3to je ¢ algebarski semiaditivno vaZi

da je:
p[ix |nEm] < vliy ln €n] + vlAK)In SN},

Mera V¥ je i 2-regularna pa Jje w[{yn]n G_N}] = 0 te Je

na kraju:

v[{x_|n &N} < w[{AK) In & N},

Preslikavanje A je y-kondenzujude pa sledi da postoji konver-

gentan podniz {xnk-}kEN niza {Xn}nEN'

Sada iz Teoreme IV.5 sledi da postoji u & K tako

da je:

u A(u) + F(u) S{u) = T{u) .
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