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Zahvalnost
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novima komisjije prof. dr Aleksandru Lipkovskom i dr Marku Radova-
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nalnu verziju.
Najvixe bih �elela da se zahvalim svojim roditeǉima, Zoranu i Dra-
gani, bratu Bojanu, i naravno suprugu Predragu koji su verovali u mene
i podr�avali me tokom mog studiraǌa, kao i svim mojim prijateǉima
koji su upotpunili studijske dane.
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Glava 1

O Davidu Hilbertu

1.1 David Hilbert
David Hilbert (David Hilbert) je bio quveni nemaqki matematiqar

koji je �iveo krajem XIX i u XX veku. Hilbert je, kao jedan od naj-
boǉih matematiqara tog perioda, ostavio izuzetno veliki trag. Bio
je jedan od posledǌih univerzalnih matematiqara koji se bavio naj-
razliqitijim temama, od teorije brojeva, preko geometrije i funkci-
onalne analize, do matematike u fizici. ǋegova dela i radovi su
imali ogroman uticaj na razvoj matematike u XIX veku. Predavaǌe
koje je Hilbert odr�ao u Parizu 1900. godine pod nazivom Matema-
tiqki problemi, od izuzetnog je znaqaja za daǉi razvoj matematike.

1.1.1 �ivot Davida Hilberta
David Hilbert je ro�en 23. januara 1862. godine u Kenigsbergu,

Istoqna Pruska, od oca Ota i majke Marije Hilbert. Otac mu je bio
okru�ni sudija, veoma strog u ǌegovom vaspitaǌu, a majka je bila
fascinirana filozofijom, astronomijom i prostim brojevima. Veruje
se da ga je prvim matematiqkim pojmovima bax ona nauqila.

David je poha�ao gimnaziju ”Fridrihskoleg gimnaziju”1 (istu x-
kolu poha�ao je i Imanuel Kant2), u kojoj je naglasak bio na latinskom
i grqkom jeziku, zbog qega se 1879. prebacio i 1880. zavrxio nauqno
orijentisanu gimnaziju u Vilhemu, u kojoj je ve�i prioritet u uqeǌu
imala matematika. Dobio je najvixu ocenu iz matematike, a na ǌego-
vom zavrxnom ispitu je pisalo:
,,Za matematiku je uvek pokazivao veoma �ivahan interes i prodorno

1Collegium fridericianum - bila je presti�na gimnazija u Kenigsbergu, osnovana je
16. avgusta 1698. a zatvorena je 1944.

2Immanuel Kant (1724-1804) je bio rodonaqelnik klasiqnog nemaqkog idealizma i po
mnogima jedan od najve�ih filozofa svih vremena
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GLAVA 1. O DAVIDU HILBERTU 4

razumevaǌe, savladao je sav materijal koji je uqio u xkoli na veoma lep
naqin i bio je u staǌu da ga primeni sa sigurnox�u i domixǉatox�u”.

U jesen iste godine upisuje fakultet u Kenigsbergu, kao i ve�ina
velikih nemaqkih matematiqara, u to vreme svetski matematiqki cen-
tar. Tamo se upoznao sa Hermanom Minkovskim3 sa kojim je bio vrlo
blizak prijateǉ, zajedno su delili ǉubav prema matematici i sna�no
su uticali na matematiqki napredak. Jox jedno prijateǉstvo, koje je
tamo stekao, i koje je imalo znaqajan faktor u Hilbertovom matema-
tiqkom razvoju bilo je sa Adolfom Hurvicom4, koji je bio doktorant
na fakultetu kao i Hilbert i Minkovski. Veliki deo svog radnog veka
provedenog na Univerzitetu u Kenigsbergu iskoristio je za nauqnu
razmenu znaǌa sa kolegama matematiqarima Hurvicom i Minkovskim.
Na univerzitetu u Kenigsbergu, Hilbert je studirao kod Lindemana5

kod koga je radio doktorat koji je zavrxio 1884. godine. ǋegov dokto-
rat posve�en je jednom problemu iz teorije algebarskih invarijanti,
i do 1892. godine Hilbert je uglavnom radio na toj teoriji. Do mno-
gih znaqajnih rezultata doxao je prilikom tih istra�ivaǌa, od kojih
neki nose ǌegovo ime (Hilbertov Nullstellensatz), Hilbertova teorema o
nesvodǉivosti polinoma.
Godine 1886. postao je Privatdozent6, 1892. dobija zvaǌe vanrednog pro-
fesora (Extraordinarius), a 1893. postaje redovan profesor (Ordinarius)
Univerziteta u Kenigsbergu, i tada zameǌuje svog profesora Linde-
mana.

Na nagovor Feliksa Klajna7, godine 1895., dolazi na Univerzitet
u Getingen, gde je imenovan za predsednika matematike na univerzi-
tetu8, gde predaje do kraja karijere, do 1930. godine. Za to vreme
uspeo je da dovede svog prijateǉa Minkovskog u Getingen. Mogu�nost
da zajedno rade bila je obojici od velikog znaqaja. Predavaǌe koje je
Hilbert odr�ao 1900. godine, o kom �e kasnije biti vixe reqi, veoma
je uticalo na daǉi tok razvoja matematike.
Izme�u 1892. i 1909. godine Hilbert je dao svoje najve�e doprinose
matematici, bavio se osnovama geometrije i radio je na teoriji in-
tegralnih jednaqina, pojednostavio je postoje�e dokaze za postojaǌe
transcendentnih brojeva e i π. Potom je, bave�i se integralnim jed-
naqinama, uveo analizu sa beskonaqno mnogo promenǉivih, iz koje �e

3Hermann Minkowski (1827-1904) je bio istaknuti nemaqki matematiqar i fiziqar,
profesor univerziteta u Cirihu i Getingenu. Bio je uqenik Davida Hilberta.

4Adolf Hurwitz (1859-1919) je bio nemaqki matematiqar koji se bavio algebrom, ana-
lizom, geometrijom i teorijom brojeva.

5Karl Luis Ferdinand Lindeman (1852-1939) bio je nemaqki matematiqar. Poznat je po
dokazu da je π transcendentan broj koji je objavio 1882. godine.

6vixi predavaq na univerzitetu, platu je dobijao direktno od studenata koji su
poha�ali ǌegova predavaǌa

7Christian Felix Klein (1849-1925), nemaqki matematiqar koji se bavio teorijom grupa,
kompleksnom analizom i neeuklidskom geometrijom

8osnovao ga je 1732/1734. britanski kraǉ i hanoverski izbornik �or
 II, dok je
otvoren za nastavu 1737.
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se razviti ono xto se danas naziva teorijom Hilbertovog prostora.

Te Hilbertove ideje su dale veliki doprinos razvijaǌu matema-
tiqke analize u fizici, taqnije kvantnoj mehanici. Zatim je 1909.
godine rexio Varingov9 problem o predstavǉaǌu prirodnih brojeva
pomo�u suma n-tih stepena. Te godine, veliki udarac za Hilberta,
bila je smrt ǌegovog prijateǉa Minkovskog. Posle ǌegove smrti,
Hilbert se uglavnom bavio problemima teorijske fizike, sve do 1922.
godine kada se opet posve�uje osnovama matematike.

Do duboke starosti dr�ao je predavaǌa koja bi davala detaǉan
pregled matematike, kao i predavaǌa iz filozofije matematike. Bio
je sjajan lider i zagovornik matematike za �ivota, ǌegov uticaj na ma-
tematiku i dan danas je veoma veliki, deo tog uticaja prenosi se preko
ǌegovih problema. Umro je 14. februara 1943. u Getingenu. Uqenici
Hilberta su bili sve sami velikani matematike dvadesetog veka.

Slika 1.1: Hilbert, 1937.

9Edvard Waring (1736-1798) bio je britanski matematiqar.
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1.1.2 Predavaǌe u Parizu
,,Istorija nas uqi kontinuitetu razvoja nauke. Znamo da svako

doba ima svoje probleme, koje slede�a godina ili rexava ili ih od-
bacuje kao beskorisne i zameǌuje ih novim. Da bismo dobili ideju o
mogu�em razvoju matematiqkog znaǌa u bliskoj budu�nosti, moramo
da pustimo da nam nerexena pitaǌa pro�u kroz umove i da se osvrnemo
na probleme koje danaxǌa nauka postavǉa i qije rexeǌe ixqekujemo
u budu�nosti. Takvom pregledu problema danaxǌi dan, koji le�i na
sastanku vekova, qini mi se dobro prilago�en. Jer, zavrxetak velike
epohe ne samo da nas poziva da se osvrnemo u proxlost, ve� i usmerava
naxe misli u nepoznatu budu�nost.”

Godine 1900. 8. avgusta ovim reqima zapoqeto je, i odr�ano quveno
predavaǌe Davida Hilberta, na kom je izlo�io, opisao, 10 od 23 pro-
blema sa svoje liste. On je �eleo da ti problemi poka�u put matema-
tiqarima u dvadesetom veku. U prvom delu ǌegovog izlagaǌa govorio
je o va�nosti problema za odre�ivaǌe pravca razvoja u nauci. Zatim
su razmatrani neki veliki problemi u matematici, i govorilo se o
zahtevima koje rexeǌa moraju da zadovoǉe, gde Hilbert insistira
na rigoroznosti tih zahteva, jer smatra da samo na taj naqin mo�emo
da otkrijemo jednostavnije metode dokazivaǌa. Izlo�eni problemi su
izazvali, i jox uvek izazivaju, matematiqare da rexe osnovna pita-
ǌa. Kompletna lista od 23 problema pojavila se u radu objavǉenom
u Zbornik radova konferencije. Probleme ne navodimo u potpunosti,
ve� qitateǉu dajemo samo kontekst problema:

1. Kantorov problem kardinalnog broja kontinuuma.

2. Konzistentnost aksioma aritmetike.

3. Pitaǌe jednakorazlo�ivosti dva poliedra istih zapremina.

4. Problem prave linije kao najkra�eg rastojaǌa izme�u dve taqke.

5. Koncept Lijevih grupa neprekidnih transformacija, bez pretpo-
stavke diferencijabilnosti.

6. Matematiqki tretman aksioma fizike. Mo�e li se fizika aksi-
omatizovati?
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7. Iracionalnost i transcendentnost izvesnih brojeva, oblika ab,
npr. 2

√
2, eπ.

8. Problem prostih brojeva, Rimanova hipoteza.

9. Opxti dokaz teorema reciprociteta teorije brojeva.

10. Opxte rexeǌe Diofantove jednaqine.

11. Rexavaǌe kvadratnih formi sa algebarskim numeriqkim koefi-
cijentima.

12. Proxireǌe Veber - Kronekerove teoreme

13. Nemogu�nost rexeǌa opxte jednaqine 7-og stepena funkcijama
sa samo dva argumenta.

14. Problem konaqne generisanosti izvesnih prstena invarijanata

15. Strogo zasnivaǌe Xubertovog enumerativnog raquna.

16. Problem topologije algebarskih krivih i povrxi.

17. Izra�avaǌe nenegativne racionalne funkcije u obliku koli-
qnika suma kvadrata.

18. Problem prekrivaǌa i pakovaǌa.

19. Jesu li rexeǌa varijacionih problema uvek analitiqka?

20. Da li svi varijacioni problemi sa odre�enim graniqnim uslo-
vima imaju rexeǌe.

21. Dokaz egzistencije linearne diferencijalne jednaqine sa una-
pred zadatom grupom monodromije.

22. Uniformizacija analitiqkih relacija pomo�u automorfnih funk-
cija.

23. Daǉi razvoja varijacionog raquna.

Mi �emo se u ovom radu posvetiti tre�em Hilbertovom problemu, tj.
problemu jednakosti zapremine dva tetraedra jednakih baza i jedna-
kih visina. U celosti prenosimo Hilbertovo predavaǌe u Parizu o
ovom problemu.

,, U dva pisma Gerlingu10, Gaus11 izra�ava �aǉeǌe xto odre�ene te-
oreme u geometriji zavise od metoda iscrpǉivaǌa, tj. od aksiome kon-
tinuiteta (ili od Arhimedove aksiome). Gaus posebno spomiǌe Eukli-
dovu teoremu, da se tetraedri jednakih visina odnose kao ǌihove baze.

10Christian Ludwig Gerling(10. jul 1788. - 15. januar 1864.) bio je Gausov uqenik,
doktorirao je 1812. na Univerzitetu u Gentingenu.

11Johann Carl Friedrich Gauss (30. april 1777. - 23. februar 1855.) bio je nemaqki
matematiqar i nauqnik koji je dao znaqajan doprinos u mnogim poǉima, ukǉuquju�i
teoriju brojeva, analizu, . . .
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Analogni problem u ravni je rexen. Gerling je tako�e bio uspexan u
dokazivaǌu jednakosti zapremine simetriqnih poliedara tako xto ih
je podelio u kongruentne parove. Ipak, qini mi se verovatnim da je
opxti dokaz ove vrste za Euklidovu teoremu koji je upravo spomenut
nemogu�, a nax zadatak je da damo strog dokaz o ǌegovoj nemogu�nosti.
Ovo bi se dobilo qim bismo uspeli da odredimo dva tetraedra jednakih
baza i jednakih visina koje ni na koji naqin ne mo�emo podeliti na
jednakorazlo�ive tetraedre, i koji se ne mogu kombinovati sa jedna-
korazlo�ivim tetraedrima da bi se formirale u poliedre, koji bi se
mogli podeliti u jednakorazlo�ive tetraedre.”

Problem je rexen, rexio ga je Hilbertov uqenik Maks Den12. Den
je shvatio, da ne ostaje samo zapremina nepromeǌena u odnosu na ope-
racije koje vrximo, deǉeǌe i lepǉeǌe, ve� i da odre�ene du�ine
stranica i diedri ostaju nepromeǌeni. Ova kombinacija je sada po-
znata kao Denova invarijanta.

Slika 1.2: Iseqak o Hilbertovom izlagaǌu Matematiqkih problema
u Parizu, 1900.

12Max Wilhelm Dehn (13. novembar 1878. - 27. jun 1952.) bio je nemaqki matematiqar,
najpoznatiji po svom radu u geometriji, topologiji i teoriji geometrijske grupe. Bio
je Hilbertov uqenik, koji je rexio tre�i Hilbertov problem.
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Uvod

Krenimo od najprostijeg primera. Posmatrajmo najjednostavniji
mnogougao, trougao, i odredimo ǌegovu povrxinu. To �emo uraditi
na slede�i naqin. Uoqimo teme kod najve�eg ugla, i kroz ǌega provu-
cimo pravu paralelnu naspramnoj stranici. Potom, spustimo normale
iz preostala dva temena na povuqenu pravu. Za kraj, spustimo jox i
normalu iz temena kod najve�eg ugla. Ovim postupkom dobili smo
pravougaonik kog formiraju dva para podudarnih trouglova, odakle
nam direktno sledi da je povrxina trougla jednaka jednoj polovini
povrxine pravougaonika.

U kasnijem delu ovog rada pokaza�emo xta se dexava u prostoru,
taqnije qemu je jednaka zapremina najjednostavnijeg poliedra, tro-
strane piramide. U quvenom Euklidovom u
beniku geometrije, Ele-
menti, Euklid, u vezi sa ovim pitaǌem, navodi slede�e teoreme.

2.1. Teorema. (Teorema 3 iz XII kǌige Elemenata)
Svaka piramida sa trougaonom osnovom mo�e se podeliti na dve

jednake piramide sa trougaonim osnovama, sliqne jedna drugoj i celoj
piramidi, i na dve jednake prizme. Zbir te dve prizme je ve�i od polovine
cele piramide.

2.2. Teorema. (Teorema 1 iz X kǌige Elemenata)
Neka su date dve nejednake veliqine. Ako od ve�e oduzmemo veliqinu

ve�u od ǌene polovine, a od ostatka ve�u od ǌegove polovine i tako
postupamo neprekidno, osta�e neka veliqina koja je maǌa od druge date
veliqine.

2.3. Teorema. (Teorema 4 iz XII kǌige Elemenata)
Ako postoje dve piramide sa istom visinom, qije su osnove trou-

glovi, i svaku podelimo na dve jednake piramide, me�usobno sliqne i
sliqne sa celom piramidom, i na dve jednake prizme, osnova jedne pi-
ramide odnosi�e se prema osnovi druge piramide kao sve prizme prve
piramide prema svim, u istom broju, prizmama druge piramide.

9
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2.4. Teorema. (Teorema 5 iz XII kǌige Elemenata) Trostrane piramide
sa istom visinom se jedna prema drugoj odnose kao ǌihove baze.

Dokaz. Dokaz ove teoreme Euklid daje pomo�u metode ekshaustije1.
Neka su date piramide sa osnovama ABC i GEF , sa istom visinom
i vrhovima u taqkama D i H. Pokaza�emo da se osnova ABC prema
osnovi GEF odnosi kao zapremina piramide ABCD prema zapremini
piramide GEFH.
Ako se osnova ABC ne bi odnosila prema osnovi GEF kao zapremina
piramide ABCD prema zapremini piramide GEFH, onda bi se osnova
ABC prema osnovi GEF odnosila kao zapremina piramide ABCD
prema zapremini maǌoj ili ve�oj od zapremine piramide GEFH. Po-
kaza�emo da oba sluqaja vode kontradikciji.
Pretpostavimo prvo da se osnova ABC odnosi prema osnovi GEF kao
zapremina piramide ABCD prema zapremini tela X, maǌoj od za-
premine piramide GEFH. Podelimo piramidu GEFH na dve jednake
piramide, me�usobno sliqne, i sliqne celoj piramidi, i na dve pri-
zme jednakih zapremina, pri qemu je zbir zapremina prizmi ve�i od
polovine zapremine piramide (na osnovu teoreme 2.1). Zatim dobi-
jene piramide ponovo delimo na sliqan naqin, i tako postupamo sve
dok od polazne piramide GEFH ne ostanu piramide qije su zapremine
maǌe od razlike zapremina piramide GEFH i tela X (na osnovu teo-
reme 2.2). Obele�imo odgovaraju�e piramide EPJS i SRUH. Tada je
ukupna zapremina ostalih prizmi u piramidi GEFH ve�a od zapre-
mine tela X. Podelimo i piramidu ABCD na sliqan naqin i na isti
broj delova, kao xto je podeǉena piramida GEFH. Tada se osnova
ABC prema osnovi GEF odnosi kao prizme u piramidi ABCD prema
prizmama u piramidi GEFH, (na osnovu teoreme 2.3). Ali osnova
ABC je prema osnovi GEF kao piramida ABCD prema telu X. Xto
daǉe implicira, piramida ABCD prema telu X se odnosi kao prizme
u piramidi ABCD prema prizmama u piramidi GEFH. Na taj naqin,
imamo slede�e, odnos piramide ABCD prema prizmama u ǌoj isti je
kao odnos tela X prema prizmama u piramidi GEFH. Daǉe, imamo da
je zapremina piramide ABCD ve�a od zbira zapremina prizmi u ǌoj,
pa prema tome i zapremina tela X je ve�a od zbira zapremina prizmi
u piramidi GEFH, xto nas dovodi do kontradikcije sa zakǉuqkom
da je ukupna zapremina ostalih prizmi u piramidi GEFH ve�a od
zapremine tela X. Ne mo�e zapremina tela X u isto vreme biti i
maǌa i ve�a od zapremina piramidi u piramidi GEFH. Prema tome,
osnova ABC prema osnovi GEF nije u razmeri kao zapremina pira-
mide ABCD prema telu zapremine maǌe od piramide GEFH. Xto nas
dovodi do kontadikcije sa naxom pretpostavkom.
Na sliqan naqin se dokazuje da se osnova GEF prema osnovi ABC nije

1Metoda ekshaustije (u prevodu sa grqkog metod iscrpǉivaǌa) predstavǉa metod
izraqunavaǌa povrxine neke figure tako xto se polazna figura podeli na poligone
qije povrxine konvergiraju ka povrxini posmatrane figure.



GLAVA 2. UVOD 11

u razmeri kao zapremina piramide GEFH prema telu zapremine maǌe
od piramide ABCD.
Tvrdimo da osnova ABC prema osnovi GEF nije ni u odnosu kao za-
premina piramide ABCD prema telu X zapremine ve�e od zapremine
piramide GEFH. Dakle, posmatrajmo sada sluqaj da se osnova ABC
odnosi prema osnovi GEF kao zapremina piramide ABCD prema za-
premini tela X, ve�oj od zapremine piramide GEFH. Obrnuto gle-
daju�i, osnova GEF je prema osnovi ABC kao zapremina tela X prema
zapremini piramide ABCD. Ali zapremina tela X prema zapremini
tela ABCD je u odnosu kao zapremina piramide GEFH prema telu ma-
ǌe zapremine od zapremine piramide ABCD. Dakle, osnova GEF se
prema osnovi ABC odnosi kao zapremina piramide GEFH prema telu
qija je zapremina maǌa od zapremine piramide ABCD, xto smo do-
kazali da je besmisleno. Prema tome osnova ABC prema osnovi GEF
nije u razmeri zapremina piramide ABCD prema telu ve�e zapre-
mine od zapremine piramide GEFH. Xto znaqi da i ovaj sluqaj vodi
kontradikciji, pa dolazimo do toga xto je trebalo dokazati. Dakle,
osnova ABC odnosi se prema osnovi GEF kao zapremina piramide
ABCD prema zapremini piramide GEFH. 2

Slika 2.1: Euklidova podela piramide metodom ekshaustije.

2.5. Teorema. (Teorema 7 iz XII kǌige Elemenata) Zapremina tro-
strane piramide jednaka je jednoj tre�ini zapremine prizme sa istom
bazom i istom visinom.

Dokaz. Prizmu ABCDE podeli�emo na tri piramide na slede�i naqin.
Povucimo prvo dijagonale boqnih strana AE, CD i CE. Poxto je
ABED paralelogram, a AE ǌegova dijagonala imamo da je trougao
ABE podudaran trouglu AED, prema tome piramida kojoj je u osnovi
trougao ABE i vrh u taqki C, oznaqimo je sa P1 = ABEC, ima istu
zapreminu kao piramida kojoj je u osnovi trougao AED i vrh tako�e
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u taqki C, oznaqimo je sa P2 = AEDC. Ali piramida P2 = AEDC
ima istu zapreminu kao piramida kojoj je osnova trougao ACD i vrh
u taqki E, jer su obuhva�ene istim ravnima. Prema tome piramida
P1 = ABEC ima istu zapreminu kao piramida P2 = ACDE. Daǉe
posmatrajmo paralelogram ACFD, i ǌegovu dijagonalu CD, tada je
trougao CDF podudaran trouglu ACD i na taj naqin piramida qija
je osnova trougao ACD i vrh u taqki E, ima istu zapreminu kao pira-
mida sa osnovom CDF i vrhom u taqki E, oznaqimo je sa P3 = CDFE.
Sada piramide P2 i P3 imaju istu zapreminu. Dokazali smo ve� da su
zapremine piramida P1 i P2 jednake. Prema tome, iz tranzitivnosti,
sledi da je zapremina piramide P3 = CDFE ista kao zapremina pi-
ramide P1 = ABEC. Na ovaj naqin je prizma ABCDEF podeǉena na
tri me�usobno podudarne trostrane piramide. Jasno je da je zapre-
mina trostrane piramide jednaka jednoj tre�ini zapremine prizme sa
istom bazom i istom visinom. 2

Slika 2.2: Zapremina piramide iznosi jednu tre�inu zapremine pri-
zme.

Nakon xto se upoznao sa ovim problemom, i sa dobijenim rezulta-
tima u ravni, da ako imamo figure iste povrxine, mogu�e je podeliti
jednu od ǌih na konaqan broj delova, od kojih se mo�e sastaviti druga
figura, Hilbert se zapitao da li je isti metod, metod ekshaustije,
neophodan i prilikom odre�ivaǌa zapremine piramide. Ako bi u pro-
storu va�ilo sliqno tvr�eǌe, da ako imamo poliedre jednakih zapre-
mina, i jedan od ǌih podelimo na delove od kojih se mo�e sastaviti
drugi, bili bismo u staǌu da damo osnovnu definiciju za zapreminu
piramide. Taqnije, tada bismo prizmu podelili na konaqan broj po-
liedara, od kojih bi sastavili tri podudarne piramide, i time bi-
smo dobili rezultat za zapreminu piramide koja ne zahteva metod
ekshaustije. Ispostavi�e se da je odgovor na ovo pitaǌe negativan,
i da je nemogu�e izbe�i metod ekshaustije, odgovor, odnosno rexeǌe
ovog problema je dao Den, ubrzo nakon xto ga je Hilbert postavio.
Den je pokazao da ukoliko pravilan tetraedar podelimo na bilo koji
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naqin, nikako ne bi bilo mogu�e sastaviti kocku iste zapremine. U
nastavku rada �emo prezentovati detaǉnije ovaj problem.



Glava 3

Jednakorazlo�ivost u
ravni

Pre nego damo negativan odgovor na pitaǌe o tre�em Hilbertovom
problemu, sagleda�emo na jox jedan naqin analogan problem u ravni.
Pokaza�emo da je mogu�e da, ako posmatramo mnogouglove jednakih po-
vrxina, jedan od ǌih podelimo na konaqan broj delova i preslo�imo
ga u drugi. Pozitivan odgovor na ovo pitaǌe da�e nam Valas-Boǉai-
Gervinova teorema. Teorema je dobila naziv po matematiqarima koji
su je dokazali u prvoj polovini XIX veka, kako oni tvrde nezavisno
jedan od drugog, Vilijamu Valasu1, Farkaxu Boǉaiu2 i Polu Ger-
vinu3.
Boǉai je prvi formulisao pitaǌe. Gervin je dokazao teoremu 1833.
godine, dok je Valas isti rezultat kao i Gervin dao 1807. godine.
Prema nekim drugim izvorima, Boǉai i Gervin su samostalno dali
dokaz ove teoreme 1833. i 1835. godine.

Pre nego doka�emo Valas-Boǉai-Gervinovu teoremu, uvex�emo po-
jam o jednakorazlo�ivosti i pomo�ne leme koje �e nam biti potrebne,
neke od ǌih �emo i dokazati.

3.1 Jednakorazlo�ivost
Posmatrajmo proizvoǉno razlagaǌe mnogougla A. Jasno nam je da

dato razlagaǌe mnogougla rotacijama i translacijom mo�emo preve-
sti u neki drugi mnogougao B. Jednakorazlo�ivost, je pojam koji nam
objaxǌava odnos polaznog mnogougla A, i dobijenog mnogougla B.

1William Wallace(1768-1843) xkotski matematiqar i astronom
2Farkas Bolyai(1775-1856) ma�arski matematiqar, bavio se geometrijom
3Paul Gerwien o ǌemu se malo zna, bio je nemaqki oficir koji se bavio matematikom

14
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3.1. Definicija. Mnogouglovi A1, A2, . . . , An qine razlagaǌe (dekom-
poziciju) mnogougla A, u oznaci A = A1 + A2 + · · · + An, ako je A =
A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An i mnogouglovi imaju disjunktne unutraxǌosti.

3.2. Definicija. Mnogouglovi A i B su jednakorazlo�ivi, u oznaci
A ∼ B, ako postoje mnogouglovi A1, A2, . . . , An i B1, B2, . . . , Bn, takvi da
je ispuǌeno slede�e A = A1 + A2 + · · · + An, B = B1 + B2 + · · · + Bn, i
A1
∼= B1, A2

∼= B2, . . . An ∼= Bn.

3.2 Osobine jednakorazlo�ivosti
Dakle, za mnogouglove A i B ka�emo da su jednakorazlo�ivi ako

postoji mnogougaona dekompozicija A1, A2, . . . , An i B1, B2, . . . , Bn mno-
gougla A i B, redom, tako da je Ai podudarno sa Bi za svako 1 ≤
i ≤ n. Ukratko, dva mnogougla su jednakorazlo�iva ako jedan od ǌih
mo�e da se rastavi i ponovi sklopi u drugi. Jednakorazlo�ivost
obele�ava�emo ∼, i pixemo A ∼ B.

Pokaza�emo da je ∼ relacija ekvivalincije u Euklidskoj ravni.

3.3. Teorema. Neka su dati mnogougli A, B, i C. Tada va�i:

Refleksivnost: A ∼ A. A je jednakorazlo�ivo sa samim sobom.

Simetriqnost: A ∼ B ⇒ B ∼ A. Ako je A jednakorazlo�ivo sa B,
onda je i B jednakorazlo�ivo sa A.

Tranzitivnost: A ∼ B ∧B ∼ C ⇒ A ∼ C. Ako je A jednakorazlo�ivo
sa B i B jednakorazlo�ivo sa C, tada je i A jednakorazlo�ivo sa C.

Dokaz. Refleksivnost i simetriqnost slede direktno iz definicije
jednakorazlo�ivosti. Ostaje nam da poka�emo da va�i tranzitivnost.

Tranzitivnost: Pretpostavimo da je A ∼ B i B ∼ C. Neka dekompo-
ziciju mnogougla A qine mnogouglovi A1, A2, . . . , An, a dekompoziciju
mnogougla B mnogouglovi B1, B2, . . . , Bn, i neka pri tome va�i Ai ∼= Bi
za svako 1 ≤ i ≤ n. Neka mnogouglovi B′1, B

′
2, . . . , B

′
m qine drugu dekom-

poziciju mnogougla B, a neka mnogouglovi C1, C2, . . . , Cm qine dekom-
poziciju mnogougla C, tako da je B′j ∼= Cj, za svako 1 ≤ j ≤ m.
Posmatrajmo slede�u dekompoziciju mnogougla B :

Bij=Bi ∩B
′
j , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

Neki od Bij mogu biti prazni skupovi, ili skupovi disjunktnih ta-
qaka. Mi �emo posmatrati samo one Bij koji predstavǉaju konvek-
sne mnogouglove. Sada za i1 6= i2 va�i int(Bi1) ∩ int(Bi2) = ∅, pa je i
int(Bi1j) ∩ int(Bi2j) = ∅. Analogno pokazujemo za j. Odatle sledi da
{Bij : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} zaista predstavǉa razlagaǌe mnogougla B.
Fiksirajmo sada indeks i. Tada va�i
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∪mj=1Bij= ∪mj=1 (Bi ∩B
′

j)=Bi ∩ ∪mj=1B
′

j=Bi ∩B=Bi.

Analogno, ako fiksiramo indeks j dobijamo

∪ni=1Bij= ∪ni=1 (Bi ∩B
′

j)=(∪ni=1Bi) ∩B
′

j=B ∩B
′

j=Bj .

Poxto je A ∼ B, i Ai je podudarno sa Bi za i = 1, . . . , n, svako Ai mo�emo
zapisati kao uniju nekih Aij, gde je Aij ∼= Bij, za j ≤ m. Analogno, i
Bj je podudarno sa Cj za j = 1, . . . ,m, i svako Cj mo�emo zapisati
kao uniju nekih Cij, Bij ∼= Cij, za i ≤ n. Kako je podudarnost relacija
ekvivalencije, dobijamo Aij ∼= Cij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, odnosno A
i C su jednakorazlo�ivi, xto je i trebalo dokazati. 2

Slika 3.1: Primer prethodne teoreme 3.3.

Iz prethodne teoreme sledi da jednakorazlo�ivost zadaje relaciju
ekvivalencije na skupu svih mnogouglova.

Uvedimo sada leme koje �e nam u nastavku rada biti potrebne.

3.4. Lema. Svaki trougao je jednakorazlo�iv sa pravougaonikom iste
osnove.

Dokaz. Posmatrajmo neki proizvoǉan trougao PQR. Neka je ǌegova
najdu�a stranica stranica PQ. Neka je RS visina tog trougla iz
temena R na stranicu PQ. Taqka S se sada nalazi izme�u taqaka P
i Q (u suprotnom to ne bi bila najdu�a stranica). Daǉe, povucimo
sredǌu liniju trougla XY , ona je paralelna sa PQ, zatim je produ-
�imo, i na produ�enu pravu spustimo normale iz temena P i Q. U
preseku normala iz temena P i Q i prave koja sadr�i taqke X i Y
dobijamo neke nove taqke M i N . Sada je pravougaonik PQNM tra-
�eni pravougaonik koje je jednakorazlo�iv sa trouglom PQR (slika
3.2). Jedna stranica tako dobijenog pravougaonika odgovara osnovici
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trougla PQR, PQ, a druga stranica iznosi polovinu visine trougla
RS

2
. 2

Slika 3.2: Trougao PQR i pravougaonik PQNM su jednakorazlo�ivi.

3.5. Lema. Dva pravougaonika jednakih povrxina su jednakorazlo�ivi.

Dokaz. Neka su dati pravougaonici P1 stranica a1 i b1, i P2 stranica
a2 i b2, i neka im je povrxina jednaka, tj. a1 ·b1 = a2 ·b2. Pretpostavimo
daǉe da je b2 < b1, tada je b2 < b1 ≤ a1 < a2. Dakle, imamo da je
pravougaonik P2 du�i od pravougaonika P1. U nastavku �emo dokazati
da mo�emo pretpostaviti da je b2 < b1 ≤ a1 < a2 < 2a1 (za konstrukciju
ne odgovara da jedan pravougaonik bude znatno du�i od drugog).

Slika 3.3: Pravougaonici za koje va�i b2 < b1 ≤ a1 < a2 < 2a1.

Daǉe, ako se desi da je 2a1 < a2, tada mo�emo po du�ini podeliti
pravougaonik P2 na dva maǌa pravougaonika, od kojih mo�emo napra-
viti novi pravougaonik tako xto ih slo�imo jedan na drugi. Time do-
bijamo pravougaonik P ′2 qija du�ina sada iznosi

a2
2
,a visina 2b2. Kako

su povrxine polaznih pravougaonika jednake, i povrxine pravougao-
nika P1 i P ′2 bi�e jednake, tj. va�i jednakost, a1 · b1 = a2

2 · 2b2. Iz pret-
postavke 2a1 < a2 i iz posledǌe jednakosti imamo da je 2b2 < b1, pa ako
ponavǉamo spomenuti postupak vixe puta, pravougaonik P2 mo�emo
preslo�iti u pravougaonik kod koga je a2 < 2a1. Pretpostavimo da
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imamo bax takav pravougaonik.
Smestimo pravougaonike P1 i P2 u ravan tako da im doǌa leva te-
mena budu smextena u koordinatnom poqetku. Potom, povucimo du�
koja spaja gorǌe levo teme pravougaonika P1 i doǌe desno teme P2.
Na ovaj naqin smo pravougaonike podelili na po jedan petougao, je-
dan ve�i i jedan maǌi trougao. Primetimo da su petouglovi C1 i C2

podudarni, a da su trouglovi A1, A2 i XOY sliqni. Iz jednakosti
a1 · b1 = a2 · b2 dobijamo b1 · a2 − a1 · b1 = b1 · a2 − a2 · b2, odnosno imamo
(a2 − a1)b1 = (b1 − b2)a2. Odavde je

b1 − b2
a2 − a1

=
b1
a2
.

Poxto su A1 i XOY sliqni, i iz posledǌe jednakosti, mo�emo zakǉu-
qiti da je jedna kateta trougla A1 du�ine b1 − b2, a druga kateta
je a2 − a1. Sliqno dobijamo i za trougao A2, jedna ǌegova kateta je
du�ine a2 − a1, a druga je b1 − b2. Xto daǉe implicira da je A1

∼=
A2. Trivijalno sledi i podudarnost trouglova B1 i B2, B1

∼= B2. Na
osnovu ovoga mo�emo do�i do zakǉuqka da su katete oba trougla a1 i
b2. Iz svega ovoga dolazimo do onoga xto smo trebali dokazati, tj da
su pravougaonici P1 i P2 jednakorazlo�ivi. 2

3.6. Lema. Svaki n-tougao A1, A2, ...An (n > 3) ima unutraxǌu dijago-
nalu (du� koja spaja dva nesusedna temena i koja, sa iskǉuqeǌem krajǌih
taqaka, cela pripada unutraxǌosti mnogougla).

Dokaz. Izaberimo proizvoǉno teme Ai, mnogougla A1, A2, ...An, koje je
ujedno i teme konveksnog pokrivaqa tog mnogougla. Tada je mogu� je-
dan od slede�ih sluqaja:

1) du� Ai−1Ai+1 je unutraxǌa dijagonala mnogougla.

2) u unutraxǌosti trougla 4Ai−1AiAi+1 postoji bar jedno teme
mnogougla A1, A2, ..., An razliqito od temena trougla 4Ai−1AiAi+1, koje
je u ǌemu, najudaǉenije od prave p(Ai−1Ai+1), a koje zajedno sa Ai qini
unutraxǌu dijagonalu n-tougla A1, A2, ...An.

3) teme n-tougla A1, A2, ...An nalazi se na stranici Ai−1Ai+1 tro-
ugla 4Ai−1AiAi+1, tada imamo da to teme i teme Ai qine unutraxǌu
dijagonalu. 2
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3.7. Lema. Svaki mnogougao A1, A2, ...An mo�e se razlo�iti unutrax-
ǌim dijagonalama na trouglove, tj. mo�e se prikazati kao unija trou-
glova, sa temenima me�u temenima poligona A1, A2, ...An, za koje va�i
da svaka dva od ǌih imaju disjunktne unutraxǌosti, i pri tome broj
tih trouglova je uvek jednak n − 2, bez obzira na razbijaǌe mnogougla
A1, A2, ...An.

Dokaz. U lemi 3.6 pokazali smo postojaǌe unutraxǌe dijagonale u
mnogouglu A1, A2, ...An. Razlagaǌem n-tougla A1, A2, ...An po unutrax-
ǌoj dijagonali dobijamo dva disjunktna mnogougla. Svaki od mnogou-
glova ima unutraxǌu dijagonalu po kojoj ih razla�emo. Ponavǉamo
taj postupak dok ne dobijemo da su se svi mnogouglovi, nastali od
n-tougla A1, A2, ...An, razlo�ili na trouglove.

Dokaz da takvih trouglova ima taqno n−2 da�emo indukcijom po n:

1) B: Za n = 4, qetvorougao mo�emo unutraxǌom dijagonalom ra-
zlo�iti na dva disjunktna trougla;

2) I.H.: Pretpostavimo da za neki broj k, k < n, va�i da broj tro-
uglova na koje se razla�e k-tougao A1, A2, ...Ak jednak k − 2;

3) I.K.: Treba pokazati da je za n broj trouglova na koje se ra-
zla�e n-tougao A1, A2, ...An jednak n − 2. Lema 3.6 nam daje postojaǌe
unutraxǌe dijagonale. Mnogougao se razla�e na dva dela. Neka su do-
bijeni k-tougao i n−k+ 2-tougao. Iz induktivne hipoteze za k-tougao
imamo k − 2 dijagonale i za n− k + 2 - tougao imamo n− k dijagonala,
xto je ukupno n− 2 dijagonale. 2

3.8. Lema. Za svaki pravougaonik postoji pravougaonik, sa unapred za-
datom jednom stranicom, koji je sa ǌim jednakorazlo�iv.

Dokaz. Tvr�eǌe ove leme sledi direktno iz leme 3.5, ali mi �emo u
nastavku rada dati jox jedan, konstruktivan dokaz ove leme.
Razmotrimo prvo sluqaj kada je zadata stranica novog pravougaonika
ve�a od maǌe stranice pravougaonika ABCD, i neka je ona maǌa od
dijagonale pravougaonika ABCD.

Uoqimo taqku E, koje je u produ�etku stranice CD, tako da je du�
AE jednake du�ine kao zadata stranica. Iz temena B povuqemo pravu
paralelnu sa AE i na ǌu spustimo normale AF i EK iz taqaka A i
E. Taqke preseka CD sa BK i AF oznaqimo slovima L i N .
Nanosimo du�inu du�i EN na stranicu AB, od taqke A ka taqki B,
i neka je broj nanoxeǌa n, tako da je n ·EN ≤ AB, a (n+ 1) ·EN > AB.
Iz taqaka deǉeǌa A1, A2, . . . An−1 povlaqimo prave paralelne sa AF
do preseka sa LD u taqkama N1, N2, . . . Posledǌu pravu povlaqimo iz
An paralelno sa AF , ona seqe BL u taqki M .
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Na isti naqin nanosimo du�inu du�i AN na stranicu EK i iz taqaka
deǉeǌa E1, E2, . . . povuqemo prave paralelne sa EN , do preseka sa AF u
taqkama F1, F2, . . . . Posledǌa od tih taqaka seqe KF u taqki M1. Pri-
metimo da �e broj taqaka E1, E2, . . . biti koliko i taqaka A1, A2, . . . An.
Iz konstrukcije ovog pravougaonika sledi podudarnost delova, ozna-
qenih na slici 3.4, deo 1 im je zajedniqki. Tako se dobija da su pra-
vougaonici ABCD i AFKE jednakorazlo�ivi.

Slika 3.4: Jednakorazlo�ivost pravougaonika.

Drugi sluqaj je kada je data stranica tra�enog pravougaonika
ve�a od dijagonale datog pravougaonika.
Pretpostavimo da je AFKE dati pravougaonik (ista slika 3.4). Produ-
�imo stranicu KF do taqke B, tako da je du� AB jednake du�ine kao
data stranica tra�enog pravougaonika. Povlaqimo EC ‖ AB, AD ⊥
EC i BC ⊥ EC. Na stranicama EK i AF iz taqaka E i A, ponovo
nanosimo du�i du�ine AN , i konstruixemo E1F1, E2F2, . . . Nalazimo
podudarne delove u pravougaonicima AFKE i ABCD.
Posledǌi sluqaj je kada je tra�ena stranica pravougaonika maǌa od
svake stranice datog pravougaonika AFKE (ista slika 3.4). Tada je
dovoǉno da konstruisemo du� EC iz E na rastojaǌu AD od temena A.
Daǉa kontrukcija je analogna prethodnom sluqaju. 2
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3.9. Lema. Svaki n-tougao (n ≥ 3) je jednakorazlo�iv sa nekim pravou-
gaonikom.

Dokaz. Dati n-tougao se unutraxǌim dijagonalama razbija na (n− 2)
trougla (Lema 3.6 i Lema 3.7). Oznaqimo ih sa T1, T2, . . . , Tn−2, a ǌi-
hove povrxine sa P1, P2, . . . Pn−2, respektivno. Formirajmo pravougao-
nik A0B0Bn−2An−2 osnovice A0B0 proizvoǉne du�ine i povrxine jed-
nake povrxini datog mnogougla. Na stranici A0An−2 oznaqimo taqke
A1, A2, . . . An−3, a na stranici B0Bn−2 oznaqimo taqke B1, B2, . . . Bn−3,
tako da va�i raspored Ai−1 −Ai −Ai+1 i Bi−1 −Bi −Bi+1, i povrxina
pravougaonika AiBiBi+1Ai+1 je Pi+1 za i = 1, 2, . . . n− 3. Primenom leme
3.8 i leme 3.4 dokazuje se da je dati n-tougao jednakorazlo�iv sa pra-
vougaonikom A0B0Bn−2An−2. 2

3.10. Teorema. (Volas-Boǉai-Gervinova teorema)
Dva mnogougla su jednakorazlo�iva akko imaju jednake povrxine.

Dokaz. Ako su dva mnogougla jednakorazlo�iva onda oni imaju jednake
povrxine. To nam sledi iz aditivnosti funkcije povrxine. Sa druge
strane, poka�imo da su dva mnogougla jednakih povrxina jednakora-
zlo�ivi. Mnogouglove obele�imo sa A1 i A2, a ǌihovu povrxinu sa
P (A1) i P (A2). Na osnovu leme 3.9, postoje pravougaonici R1 i R2 koji
su jednakorazlo�ivi mnogouglovima A1 i A2, redom. Jasno je da su i
ǌihove povrxine jednake, tj. imamo P (R1) = P (A1) = P (A2) = P (R2).
Primeǌuju�i lemu 3.5, dobijamo da su pravougaonici R1 i R2 jedna-
korazlo�ivi. Daǉe, primeǌuju�i teoremu 3.3 na poligone A1, R1 i
R2, a zatim na poligone A1, R2 i A2 dobijamo da su poligoni A1 i A2

jednakorazlo�ivi, xto je i trebalo dokazati. 2

3.11. Posledica. Svaki mnogougao je jednakorazlo�iv sa kvadratom
koji ima istu povrxinu.

U slede�em primeru �emo objasniti kako mo�emo ku�icu razlo�iti
u kvadrat, u qemu nam poma�e Valas-Boǉai-Gervinova teorema. (Slika
3.5)
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Slika 3.5: Razla�emo ku�u u kvadrat.

3.12. Primer. Ku�icu smo prvo podelili na dva mnogougla, na tro-
ugao i kvadrat. Zatim smo kvadrat razlo�ili na dva maǌa trougla,
i svaki od tih trouglova daǉe razlo�ili na pravouganik. Koristili
smo lemu 3.4, dobijene pravougaonike smo spojili i dobili kvadrat.
Dobijeni kvadrat je iste povrxine kao i povrxina naxe ku�ice.

Da�emo jox dva dokaza Volas-Boǉai-Gervinove teoreme.

Prvi dokaz.

3.13. Lema. Svaki mnogougao ima mnogougaono razlagaǌe na trouglove.

Slika 3.6: Razlagaǌe mnogougla.

Dokaz. Iz jednog temena izaberimo liniju qiji je nagib razliqit od
nagiba svih stranica, time se osiguravamo da ne�emo dobiti liniju
paralelnu sa nekom stranicom. Zatim ako iz svakog temena povuqemo
liniju sa istim tim nagibom, odnosno povlaqimo paralelne prave sa
prvom povuqenom pravom, mi tada taj mnogougao delimo na trouglove
i trapeze, a daǉe te trapeze mo�emo podeliti na trouglove. 2
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3.14. Lema. Bilo koja dva paralelograma sa istom osnovicom i istom
visinom su jednakorazlo�ivi. Isto va�i i za trouglove.

Dokaz. Neka je ABCD pravougaonik qija je osnovica stranica AB,
a visina je jednaka stranici AD. Neka je ABXY paralelogram sa
visinom AD. Pretpostavimo da je | DY | ≤ | DC |. Tada je

ABCD ∼ AYD +ABCY ∼ ABCY +BXC ∼ ABXY .

Slika 3.7: Razlagaǌe mnogougla.

Sada pretpostavimo da je | DY | > | DC |. Ho�emo da doka�emo da
je ABXY podudaran sa nekim paralelogramom ABMN kome je visina
jednaka stranici AD i gde va�i | DN | ≤ | DC | i onda na osnovu
prethodno dokazanog imamo

ABXY ∼ ABMN ∼ ABCD.

Daǉe, ABXY razlo�imo du� dijagonale BY i taj trougao 4BXY
nalepimo sa druge strane (to je 4AY Y1). Sada je

ABXY ∼ ABY Y1 i va�i | DY1 | = | DY | − | Y Y1 | = | DY | − | DC |,

jer je | Y Y1 | = | AB | = | CD | . I sada po tome, mogu�e je da | DY1 | ≤
| DC |, xto smo dokazali, ili ako je | DY1 | > | DC | onda opet ponovimo
razlagaǌe sa ABY Y1 i onda dobijemo taqku Y2 tako da va�i | DY2 | =
| DY1 | − | DC | i tako svaki put smaǌujemo dok ne dobijemo Yi tako da
va�i | DYi | ≤ | DC | i onda

ABXY ∼ ABY Y1 ∼ ABY1Y2 ∼ . . . ∼ ABYi−1Yi ∼ ABCD,

xto smo i hteli pokazati. 2

Slika 3.8: Razlagaǌe mnogougla.
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Za svaki trougao va�i da je jednakorazlo�iv paralelogramu, ako
oni imaju iste osnovice i visina paralelograma odgovara polovini
visine trougla, xto daǉe implicira da bilo koja dva trougla sa
istom osnovicom i jednakom visinom su jednakorazlo�ivi.

Slika 3.9: Razlagaǌe mnogougla.

3.15. Lema. Svaka dva trougla, jednakih povrxina, su jednakorazlo�iva.

Dokaz. Koristi�emo prethodnu lemu 3.14. Pretpostavimo da su oba
trougla pravougla. Tada imamo slede�e

P (4ABC) = P (4AXY )

⇒ |AB||AC|
2 = |AY ||AX|

2
⇒ |AB| |AC| = |AY | |AX|
⇒ |AY |

|AC| = |AB|
|AX|

⇒ |AY |
|AB| = |AC|

|AX|

Dobili smo da je 4ABY sliqan 4AXC po stavu SUS. Ovo nam da-
ǉe implicira da je BY paralelna sa XC. Dakle trouglovi 4BY C i
4BYX imaju jednake osnovice i jednake visine, pa na osnovu pret-
hodne leme mo�emo zakǉuqiti da su oni jednakorazlo�ivi,

ABC ∼ ABY +BY C ∼ ABY +BYX ∼ AXY .

Da bismo zavrxili dokaz zakǉuqimo slede�e.
Dva trougla sa istom bazom i visinom su jednakorazlo�ivi. Pa ako
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imamo trougao sa osnovicom a i visinom h on je jednakorazlo�iv
sa nekim pravouglim trouglom, iste osnovice a, i visine h. Kori-
ste�i prethodno dokazano da su dva pravougla trougla jednakorazlo-
�iva, mo�emo zakǉuqiti da pravougli trougao osnovice a i visine

h, (P =
ah

2
), je jednakorazlo�iv sa pravouglim trouglom visine 2, i

osnovice P (zanemarimo jedinice P =
2P

2
). Sada gledaju�i poqetni

trougao sa osnovicom a i visinom h, on je jednakorazlo�iv sa nekim
pravouglim trouglom visine 2, i osnovice P , koji je daǉe jednakora-
zlo�iv sa pravougaonikom iste osnovice i visine 1.

Slika 3.10: Jednakorazlo�ivost.

Oznaqimo taj pravougaonik Px, gde je x du�ina osnovice posmatra-
nog trougla. Tada za svaki mnogougao M va�i,

M ∼ T1 + T2 + · · ·+ Tn
∼ Px1

+ Px2
+ · · ·+ Pxn

∼ Px1+x2+···+xn

∼ PM

Odakle sledi da su mnogouglovi jednakih povrxina jednakorazlo�ivi
sa pravougaonicima jednakih povrxina. 2

Drugi dokaz.

Da bi dali drugi dokaz, potrebne su nam leme 3.13 i 3.14 koje smo
pokazali u prvom dokazu. Preostaje nam da damo dokaz jox jedne leme
tj. da poka�emo da za svaki pravougaonik i kvadrat jednakih povr-
xina va�i da su jednakorazlo�ivi. Poka�imo to prvo na konkretnom
primeru, pa �emo dati dokaz.

3.16. Primer. Posmatrajmo pravougaonik dimenzije 5×2. Razlo�imo
ga na 3 dela koje �emo preslo�iti u kvadrat stranice

√
10. Jedno

od mogu�ih rexeǌa je prikazano na slici. Na stranicama pravouga-
onika AD i BC konstruiximo du� AE = CF =

√
10 xto je ujedno i

du�ina stranice kvadrata MNPQ. Pravougaonik razla�emo po du�i
DF i EK ‖ AB, gde je K taqka preseka du�i EK i DF . Na strani-
cama kvadrata MN i QP �emo konstruisati du� PR = MS = 2, daǉe
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razla�emo kvadrat po du�ima NR i ST ‖ MQ, gde je T taqka pre-
seka du�i ST i NR. Iz podudarnosti odgovaraju�ih figura, sledi i
jednakorazlo�ivost pravougaonika i kvadrata povrxine 10.

3.17. Lema. Pravougaonik i kvadrat jednakih povrxina su jednakora-
zlo�ivi.

Dokaz. Prate�i prethodni primer, ova lema je uopxteni sluqaj ra-
zlagaǌa pravougaonika u kvadrat. Posmatrajmo pravougaonik stra-

nica a i b, i kvadrat stranice
√
ab. Na isti naqin kao u primeru 3.16

razla�emo pravougaonik i presla�emo ga u kvadrat. Uoqimo taqke E
i F na stranicama AD i BC redom, qija du�ina odgovara du�ini
stranice kvadrata

√
ab, tj. AE = CF =

√
ab. Potom konstruixemo du�

DF i du� EK i va�i EK ‖ AB. Razla�emo kvadrat na tri mnogougla
podudarna sa mnogouglovima na koje je pravougaonik razlo�en. Pri-
metimo da je to mogu�e samo u sluqaju kada EK seqe du� DF , a za
to je neophodno da du� AE =

√
ab ne bude maǌa od polovine stranice

AD = b. 2

Na osnovu leme 3.13, i 3.14 i 3.17 mi znamo da svaki mnogougao
mo�emo podeliti na trouglove, a svaki trougao T je jednakorazlo�iv
sa kvadratom koji ima istu povrxinu (posledica 3.11). Obele�imo
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to na slede�i naqin KP(T )
. Daǉe ako spajamo te kvadrate po dva, re-

cimo povrxine a2 i b2, dobijamo (iz Pitagorine teoreme) mnogougao
povrxine c2, opet kada primenimo posledicu 3.11 dobijamo kvadrat
povrxine c2, i tako nastavǉamo postupak dok ne dobijemo jedan ve-
liki kvadrat qija je povrxina jednaka povrxini poqetnog mnogougla.
Tada za svaki mnogougao M va�i:

M ∼ T1 + T2 + · · ·+ Tn
∼ KP(T1)

+KP(T2)
+ · · ·+KP(Tn)

∼ KPx1+x2+···+xn

∼ KP(TM )

Slika 3.11: Jednakorazlo�ivost kvadrata i jednakostraniqnog trou-
gla.

3.18. Primer. Dati kvadrat smo razlo�ili na jedan trougao, i tri
qetvorougla. Daǉe smo te delove rotacijom i translacijom preslo�ili
i dobili smo jednakostraniqni trougao jednake povrxine, kao i poqetni
kvadrat. Jasno je da ovo nije jedini naqin da kvadrat razlo�imo i
preslo�imo u trougao.



Glava 4

Jednakorazlo�ivost u
prostoru

4.1. Definicija. Poliedar je geometrijsko telo u E3 prostoru ograni-
qeno mnogouglovima.

4.2. Definicija. Du�i kojima su spojene dve susedne strane poliedra
nazivamo ivice poliedra, a taqke u kojima se spajaju susedne ivice su
temena poliedra.

4.3. Definicija.
Poliedarska dekompozicija poliedra A je konaqan skup poliedara A1,

A2, . . . , An qija je unija poliedar A, a presek svaka dva maǌa poliedra
jeste ǌihova zajedniqka strana.

4.4. Definicija. Za poliedre A i B ka�emo da su jednakorazlo�ivi
ako postoji poliedarska dekompozicija A1, A2, . . . , An i B1, B2, . . . , Bn po-
liedara A i B, redom tako da je Ai podudarno sa Bi za svako 1 ≤ i ≤ n.
Ukratko, dva poliedra su jednakorazlo�iva ako jedan od ǌih mo�e da se
rastavi i ponovi sklopi u drugi. Jednakorazlo�ivost obele�ava�emo
∼, i pixemo A ∼ A1 +A2 + · · ·+An.

4.5. Propozicija. Ako su dva poliedra jednakorazlo�iva, A ∼ B, tada
oni imaju istu zapreminu, V (A) = V (B).

U ravni smo pokazali da ako dva poliedra imaju jednaku povrxinu,
onda su oni jednakorazlo�ivi. U prostoru, ako posmatramo dva poli-
edra koja imaju istu zapreminu ne�e va�iti da su oni i jednakorazlo-
�ivi, xto �emo pokazati u primeru. Da bi to va�ilo jox jedan uslov
mora biti ispuǌen, Denova invarijanta im mora biti ista. Pre uvo-
�eǌa Denove invarijante, o kojoj �e kasnije biti reqi, prvo moramo
uvesti neke osnovne pojmove teorije (Abelovih) grupa.

28
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4.1 Osnovni pojmovi teorije grupa
4.6. Definicija. Grupa G je neprazan skup, sa binarnom operacijom ·,
i neutralnim elementom e, gde va�e slede�i uslovi:

1) Za svako f, g ∈ G va�i f · g ∈ G;
2) Za svako f, g, h ∈ G va�i f · (g · h) = (f · g) · h;
3) Postoji e ∈ G tako da za svako g ∈ G va�i g · e = e · g = g

(e se naziva neutralni element);
4) Za svako g ∈ G postoji g−1 ∈ G, tako da va�i g · g−1 = g−1 · g = e

(g−1 se naziva inverz elementa g).

4.7. Definicija. Grupa G je Abelova grupa, ako je binarna operacija ·
komutativna, tj. ako za svako f, g ∈ G va�i f · g = g · f .

4.8. Definicija. Neka je G grupa sa neutralnim elementom e, i ope-
racijom · . Neka je H grupa sa neutralnim elementom e′ i operacijom
∗. Homomorfizam Ψ : (G, ·, e) −→ (H, ∗, e′) je funkcija u kojoj za svako
f, g ∈ G va�i

Ψ(f · g) = Ψ(f) ∗ Ψ(g).

4.9. Definicija. Neka je H neprazan podskup grupe (G, ·). Tada H qini
podgrupu grupe G ako i samo ako va�e slede�i uslovi:

1) Za svako f, g ∈ H va�i f · g ∈ H;
2) e ∈ H;
3) Za svako f ∈ H postoji f−1 ∈ H.

4.10. Definicija. Neka je H podgrupa grupe G. Neka je g ∈ G. Skup {gh
| h ∈ H}, oznaqavamo sa gH i zovemo levi koset, a skup {hg | h ∈ H},
oznaqavamo sa Hg i zovemo desni koset.

4.11. Definicija. Neka je N podgrupa grupe G. Ako za svako g ∈ G va�i
gNg−1 = N (tj. gN = Ng, svaki levi koset, poklapa se sa odgovaraju�im
desnim kosetom) onda ka�emo da je N normalna podgrupa grupe G.

4.12. Definicija. Neka je G grupa i N ǌena normalna podgrupa. Koliq-
niqkom grupom nazivamo grupu qiji su elementi levi koseti (ili desni
koseti) podgrupe N . Koliqniqku grupu obele�avamo G/N .

4.13. Definicija. Grupa G/N bi�e definisana na skupu koseta Ng : g ∈ G
podgrupe N tako xto za a, b ∈ G definixemo Na ·Nb = Nab

4.2 Tenzorski proizvod
4.14. Definicija. Neka su G i H Abelove grupe. Definiximo tenzor-
ski proizvod na G i H, u oznaci G⊗H, na slede�i naqin:

G⊗H := {
∑
ai(gi ⊗ hi) | gi ∈ G, hi ∈ H, ai ∈ Z},
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za koji va�e slede�e osobine:
1) a1(g ⊗ h) + a2(g ⊗ h) = (a1 + a2)(g ⊗ h);
2) (g1 + g2)⊗ h = (g1 ⊗ h) + (g2 ⊗ h);
3) g ⊗ (h1 + h2) = (g ⊗ h1) + (g ⊗ h2).

Posmatrajmo koliqniqku grupu R/πQ sa operacijom + i neutral-
nim elementom 0.

4.15. Definicija. Denova invarijanta

Za ivicu a poliedra P , neka l(a) oznaqava du�inu ivice a, a θ(a) ugao
diedra u poliedru P sa ivicom a. Tada Denova invarijanta δ(P ) poliedra
P jeste

δ(P ) =
n∑
i=1

l(ai)⊗ (θ(ai) + πQ) ∈ R⊗ (R/πQ), gde je n broj ivica.

Simbol ⊗ quva δ(P ) da se ne promeni prilikom seqeǌa du� ivice
ili du� diedra, tj. δ(P ) je invarijanta jednakorazlo�ivosti (ra-
stavne kongruencije). Sada mo�emo formulisati i dokazati slede�u
teoremu.

4.16. Teorema. Ako su poliedri A i B jednakorazlo�ivi, onda je V (A) =
V (B) i δ(A) = δ(B).

Dokaz.Lako dokazujemo sluqaj, ako su dva poliedra jednakorazlo�iva,
onda oni imaju jednaku zapreminu. Posmatrajmo poliedre A i B i ǌi-
hovo razlagaǌe A1, A2, . . . , An i B1, B2, . . . , Bn, gde za svako i va�i Ai ∼=
Bi. Uzmimo u obzir razlagaǌe poliedra A i B i ǌihov uticaj na De-
novu invarijantu. �elimo da poka�emo, ako je poliedar A razlo�en
na dva maǌa poliedra A1 i A2, tada je δ(A) = δ(A1) + δ(A2).
Poliedre mo�emo se�i du� ivice a, tako da diedri ostaju oquvani,
tada va�i l(a) = l(a1) + l(a2), gde su a1, a2 du�ine ivica poliedara
A1, A2 dobijene seqeǌem ivice A. Koriste�i relaciju ekvivalencije
tenzorskog proizvoda imamo slede�e

l(a)⊗ θ(a) = [l(a1) + l(a2)]⊗ θ(a)
⇒ l(a)⊗ θ(a) = [l(a1)⊗ θ(a)] + [l(a2)⊗ θ(a)],

i vidimo da to ne utiqe na Denovu invarijantu.

Ako poliedre seqemo du� diedra θ, tada ivica ostaje nepromeǌena
i va�i θ(a) = θ(a1)+θ(a2). Na osnovu prethodnog i ovde zakǉuqujemo da
tenzorski proizvod ne utiqe na Denovu invarijantu i va�i slede�e

l(a1)⊗ θ(a1) + l(a2)⊗ θ(a2) , l(a1) = l(a2)
= l(a1)⊗ [θ(a1) + θ(a2)]
= l(a1)⊗ θ(a),

tj. Denova invarijanta se ne meǌa.
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Prema tome mo�emo primetiti, prilikom razlagaǌa A i B imamo:

δ(A) = δ(A1) + δ(A2) + · · ·+ δ(An)
= δ(B1) + δ(B2) + . . . δ(Bn)
= δ(B),

xto je i trebalo dokazati. 2

Ova teorema nam dozvoǉava da damo negativan odgovor na tre�i
Hilbertov problem, xto �emo prezentovati u nastavku, u odeǉku De-
novo rexeǌe.
Vratimo se Tre�em Hilbertovom problemu koji je glasio ,, Da li su
poliedri jednake zapremine u E3 jednakorazlo�ivi?” Hilbert je jasno
stavio do znaǌa da oqekuje negativan odgovor na ovo pitaǌe, xto je
par godina kasnije, kao xto smo ve� spomenuli, Max Dehn i dokazao.
Pokaza�emo kako je Den posmatraju�i pravilan tetraedar i kocku dao
negativan odgovor na tre�i Hilbertov problem.

4.3 Denovo rexeǌe
Den je pokazao da kocka i pravilan tetraedar, koji imaju istu za-

preminu, nisu jednakorazlo�ivi.

Slika 4.1: Kocka i tetraedar.

Pokuxavao je na dva naqina da iseqe kocku i preslo�i u tetraedar.
Jedan od naqina bio je da kocku seqe vertikalno i tada ivicu podeli
na dva ili vixe delova, tako da diedri oquvaju svoju meru, ili da seqe
diedre, tako da du�ina ivice ostane nepromeǌena. Sa l obele�imo
du�inu stranice kocke, a sa θ ugao diedra.
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Slika 4.2: Podela kocke.

Dakle, ako bi sekli vertikalno dobili bi

(l1, θ), (l2, θ), l1 + l2 = l,

a ako bi sekli po ivici i razlagali diedre dobili bi

(l, θ1), (l, θ2), θ1 + θ2 = θ.

Kada bismo kocku na jedan ili drugi naqin razlo�ili na konaqan
broj delova koje mo�emo sabrati dolazimo do slede�e sume∑

i

l(ai)⊗ (θ(ai) + πQ) ∈ R⊗ (R/πQ), i = 1, 2 . . . n

Pre nego nastavimo da obrazla�emo Denovo rexeǌe, navedimo neka
pravila.

4.17. Lema. Za ai, bi ∈ R va�i:

1. a⊗ b ∼ a⊗ (b+ 2π);

2. (a1 ⊗ b+ a2 ⊗ b) = (a1 + a2)⊗ b;

3. (a⊗ b1 + a⊗ b2) = a⊗ (b1 + b2).

Na osnovu ovih pravila mo�emo zakǉuqiti da kako god iseqemo
kocku ili bilo koji drugi objekat ǌihova zapremina ne�e se prome-
niti.

4.18. Definicija. Invarijanta je svojstvo koje poseduje klasa mate-
matiqkih objekata koje ostaje nepromeǌeno kada se na objekte primene
transformacije odre�enog tipa.

Zapremina je invarijanta jednakorazlo�ivosti, tj. dva objekta koja
jesu jednakorazlo�iva imaju istu zapreminu.

Prikaza�emo u par koraka kako je Den pokazao da pravilan tetra-
edar i kocka, koji imaju istu zapreminu, nisu jednakorazlo�ivi.
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4.19. Lema. U δ(P ) diedri koji sadr�e broj π kao rezultat daju 0.

Izraquna�emo Denovu invarijantu za kocku zapremine 1. Jasno je,
da je stranica kocke dimenzije 1.

δ (kocke) = 12× 1⊗ (
π

2
) = 6⊗ π = 6⊗ 0 = 0.

Daǉe nas zanima, koliko iznosi Denova invarijanta za pravilan
tetraedar zapremine 1, gde je du�ina svih stranica neki pozitivan
broj a, i svi diedri imaju ugao θ. Posmatrajmo pravilan tetraedar i
izraqunajmo ǌegove diedarske uglove. Posmatra�emo trougao ABC u
osnovi tetraedra i uoqimo te�ixte tog trougla T (slika 4.3). Kako
je u pitaǌu pravilan tetraedar DT je visina posmatranog tetraedra.
Iz osobine te�ixta mi znamo da taqka T deli AE u odnosu 2 : 1. Kako
je |AE| = |DE|, dobijamo

cosα = |TE|
|DE| =

1
3 |AE|
|DE| = 1

3 ,

tada da cosα =
1

3
. Odakle nam sledi da je α = arccos

(
1

3

)
.

Slika 4.3: Diedarski ugao pravilnog tetraedra.

Daǉe nas zanima da li je arccos

(
1

3

)
racionalni umno�ak broja π.

Odgovor na to pitaǌe daje nam slede�a lema.

4.20. Lema. Izraz 1
π arccos

(
1
n

)
je iracionalan broj za svako n > 3.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je izraz 1
π arccos

(
1
n

)
neki ra-

cionalan broj. Koristi�emo kra�i zapis, arccos
(
1
n

)
= φ. Sada mo�emo

zapisati φ
π = l

k gde su l i k prirodni brojevi. Iz posledǌe jednakosti
sledi da je φk =πl, xto daǉe implicira cos(kφ) = ±1, tj. cos(kφ) je
neki ceo broj.
Pokaza�emo da ova pretpostavka vodi kontradikciji, tj. pokaza�emo
da cos(kφ) ne mo�e biti ceo broj za bilo koje k = 1, 2, . . .
Krenimo od adicione formule za transformaciju zbira kosinusa u
proizvod kosinusa.
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cosα+ cosβ = 2 cos α+β2 cos α−β2 ,

Za α = (k + 1)φ i β = (k − 1)φ imamo slede�e

cos(k + 1)φ+ cos(k − 1)φ = 2 cos(kφ) cos(φ),

xto daǉe implicira

cos(k + 1)φ =
2

n
cos(kφ)− cos(k − 1)φ. (*)

Znamo da je cos(φ) = 1
n .

Daǉi tok dokaza zavisi od parnosti broja n. Ispita�emo oba sluqaja,
kada je n paran broj, i kada je n neparan broj.

Pretpostavimo prvo da je n neki neparan broj. Pokaza�emo da
cos(kφ) mo�emo predstaviti kao razlomak, qiji je imenilac nk, a bro-
jilac je jednak nekom broju koji je uzajamno prost sa n, ovo daǉe im-
plicira da cos(kφ) ne mo�e biti ceo broj za bilo koje k = 1, 2, . . . Do
dokaza dolazimo matematiqkom indukcijom.

1) B: Za k = 1 i k = 2 direktno sledi

cos(φ) =
1

n
, cos(2φ) = 2

1

n
cos(φ)− cos(0) = 2 cos2 φ− 1 = 2

n2 − 1 = 2−n2

n2 .

Kako je n neparan broj razliqit od 1, imamo da
1

n
nije ceo broj. n i 2

su uzajamno prosti, sledi da su i 2− n2 i n2 uzajamno prosti.

2) I.H.: Pretpostavimo da naxa pretpostavka va�i za sve brojeve
k > 2, pa va�i i za k, gde dolazimo do

cos(kφ) = a
nk , cos(k − 1)φ = b

nk−1 .

gde su a i b celi brojevi, uzajamno prosti sa n.

3) I.K.: Poka�imo da tvr�eǌe va�i za k + 1.
Iz * imamo slede�e

cos(k + 1)φ = 2
n
a
nk − b

nk−1 = 2a−bn2

nk+1 .

Daǉe, kako su brojevi 2 i a uzajamno prosti sa n, jasno je da su i bro-
jevi 2a i n uzajamno prosti, isto, b i n su uzajamno prosti, pa samim
tim brojilac 2a − bn2 je uzajamno prost sa n. Ovim smo dokazali da
cos(kφ) ne mo�e biti ceo broj ako je n neparan broj.

Pogledajmo xta se dexava ako je n paran broj.
Neka je n paran broj, tada va�i n = 2m, gde je m je ceo broj, m > 2.
Tada cos(kφ) predstavǉamo kao razlomak qiji je imenilac (2m)k, a
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brojilac je jednak nekom broju koji je uzajamno prost broju m. Ovo se
dokazuje analognom indukcijom kao malopre.

1) B: Za k = 1 i k = 2 direktno sledi

cos(φ) =
1

n
=

1

2m
,

cos(2φ) = 2
1

n
cos(φ)− cos(0) = 2 cos2 φ− 1 = 2

n2 − 1 = 2−n2

n2 =
2− 4m2

4m2
,

odakle sledi da je cos(2φ) = 1−2m2

2m2 .

Kako je m > 2 broj
1

2m
, kao i broj 1−2m2

2m2 nije ceo broj. Izrazi 1− 2m2

i 2m2 su uzajamno prosti.

2) I.H.: Pretpostavimo da naxa pretpostavka va�i za sve brojeve
k > 2, pa va�i i za k, gde dolazimo do

cos(kφ) = a
(2m)k

, cos(k − 1)φ = b
(2m)k−1 ,

gde su a i b celi brojevi, uzajamno prosti sa m.

3) I.K.: Poka�imo da tvr�eǌe va�i za k + 1.
Iz (∗) imamo slede�e

cos(k + 1)φ = 2
2m

a
(2m)k

− b
(2m)k−1 = 2a−4m2b

(2m)k+1 ,

cos(k + 1)φ = 2a−4m2b
(2m)k+1

Dakle, ni u ovom sluqaju ne bi dobili da je cos(kφ) ceo broj za bilo
koje k = 1, 2 . . .

Samim tim ni arccos

(
1

n

)
, n > 3 nije racionalan broj. 2

Xto nas dovodi do toga da shvatimo da je naxa poqetna pretpostavka

bila pogrexna, odnosno
1

π
arccos

(
1

n

)
je iracionalan broj za bilo koje

n > 3.
Na osnovu svega ovoga mo�emo zakǉuqiti da δ(tetreaedra) ne�e biti
jednaka 0, ve� �e imati neku vrednost

δ (tetreaedra) = 6× a⊗ arccos

(
1

3

)
Kada uporedimo δ (jediniqne kocke) i δ (tetreaedra) dobijamo slede�e

δ (jediniqne kocke) = 0 6= 6× a⊗ arccos( 1
3 ) = δ (tetreaedra)
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Odakle nam sledi da kocka i tetraedar jednakih zapremina nisu jed-
nakorazlo�ivi objekti.
Sidler1 je 1965. proxirio Denov rezultat, i dokazao da svi polie-
dri koji imaju istu zapreminu i istu Denovu invarijantu jesu jed-
nakorazlo�ivi, tj. mo�emo ih razlo�iti na konaqan broj delova i
preslo�iti jedan u drugi.

4.21. Teorema. (Den - Sidler) Neka su dati poliedri A i B koji imaju
istu zapreminu. Tada va�i,

A i B su jednakorazlo�ivi akko je δ(A) = δ(B).

Dokaz ove teoreme je dosta slo�en i izlazi van okvira ovog rada
qiji ciǉ je bio da predstavimo Denov dokaz.
Istra�ivaǌe o jednakorazlo�ivosti vrxi se i u vixim dimenzijama,
ali tu je matematika dosta slo�enija, stoga to nije obra�eno u ovom
radu.

1Jean-Pierre Sydler (1921-1988) xvajcarski matematiqar, poznat po svom radu u geo-
metriji, najvixe po tre�em Hilbertovom problemu



Glava 5

Zanimǉivosti

Ideja o jednakorazlo�ivosti dolazi od davnina, jox od Euklida1.

Jednostavni metod razlagaǌa i metod dopuǌavaǌa mnogouglova se
koristio jox pre nove ere za dokazivaǌe nekih osnovnih teorema ele-
mentarne geometrije.
Ilustrova�emo ove dve metode na primeru Pitagorine teoreme koja
ka�e da je povrxina kvadrata nad hipotenuzom pravouglog trougla jed-
naka zbiru povrxina kvadrata konstruisanih nad katetama istog tro-
ugla.

Predstavimo prvo dokaz Pitagorine teoreme metodom razlagaǌa.
Kvadrati konstruisani nad stranicama pravouglog trougla ABC raz-
bijaju se odgovaraju�im du�ima na neki broj mnogouglova (slika 5.1),
tako da se izme�u mnogouglova, na koje je razlo�en kvadrat nad hipo-
tenuzom i unije svih mnogouglova na koje su razbijeni kvadrati nad
katetama trougla ABC, mo�e uspostaviti bijekcija odakle imamo da
su odgovaraju�i mnogouglovi podudarni.

Prodiskutova�emo prvi crte� sa slike. Posmatramo raznostrani
pravougli trougao ABC za koji va�i |AC| < |BC| < |AB|. Taqka M do-
bijena je u preseku poluprave pp(J,A) sa du�i |CG|. Taqku N dobijamo
u preseku poluprave kojoj je poqetak u taqki F , paralelna je stranici
|AB|, sa du�i |CD|. Taqka O dobijena je u preseku du�i |AJ | sa polu-
pravom koja ishodi iz L i paralelna je kateti |BC|. Daǉe, taqke P i Q
dobijaju se u preseku du�i |LO| sa pravama koje sadr�e redom taqke J
i B i paralelne su kateti |AC|. Taqka S se dobija u preseku du�i |BC|
sa pravom koja prolazi kroz taqku N i koja je normalna na hipotenuzu
|AB|. Posledǌe taqke koje su nam potrebne su taqke koje se formiraju
redom na du�ima |BL| i |BQ|, oznaqimo ih sa T i U . Taqka T dobijena

1Euklid (oko 300.p.n.e. - 4.vek p.n.e.) iz Aleksandrije bio je antiqki matematiqar po-
znat po svojim delima Elementi, Data, Optika i algoritmu za izraqunavaǌe najve�eg
zajedniqkog delioca (NZD) koji je po ǌemu nazvan Euklidov algoritam.

37
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je tako xto prenesemo du�inu du�i |NS| iz temena B na stranicu BL,
a taqka U dobijena je u preseku poluprave, koja ishodi iz temena T i
paralelna je kateti BC, sa du�i |BQ|. Povrxina kvadrata konstrui-
sanog nad hipotenuzom, sledi nam iz aditivnosti funkcije povrxine,
jednaka je zbiru povrxina trouglova oznaqenih sa 1, 3 i 4, i qetvorou-
glova oznaqenih sa 2 i 5. Na osnovu zadatog razlagaǌa, lako uoqavamo
da je povrxina kvadrata nad ve�om katetom BC, trougla ABC, jednaka
zbiru povrxina trouglova 1 i 3, i qetvorougla 2, kao i da je povrxina
kvadrata nad maǌom katetom AC jednaka zbiru povrxina trougla 4 i
qetvorougla 5, odakle nam sledi tvr�eǌe Pitagorine teoreme.

Slika 5.1: Dokazi Pitagorine teoreme metodom razlagaǌa - dokaz koji
odgovara prvom crte�u potiqe iz 900. godine n.e. od Anerizi-a, dok
dokaz koji odgovara drugom crte�u potiqe od Perigala.

Istu teoremu doka�imo sada metodom dopuǌavaǌa. Oznaqimo stra-
nice pravouglog trougla ABC sa a, b, i c, tako da va�i a ≤ b < c (slika
5.2 ). Dopunimo kvadrat AEFB nad hipotenuzom pravouglog trougla
ABC trouglovima ABC, AEG, FEH i BFI koji su me�usobno podu-
darni. Tako dobijeni kvadrat CGHI je stranice du�ine a + b. Dopu-
nimo sada uniju kvadrata nad katetama trouglovima ABC, BAD, CMO
i COL do kvadrata PDKO. Kako je du�ina stranice i ovog kvadrata
jednaka a+ b, tada su kvadrati CGHI i PDKO podudarni, te su im i
povrxine jednake. Posledica ovoga je da je zbir povrxina kvadrata
nad katetama AC i BC jednaka povrxini kvadrata PDKO umaǌenoj
za qetvorostruku vrednost povrxine trougla ABC, xto je jednako po-
vrxini kvadrata CGHI umaǌenoj isto za qetvorostruku vrednost po-
vrxine trougla ABC, tj jednaka je povrxini kvadrata AEFB.
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Slika 5.2: Dokaz Pitagorine teoreme metodom dopuǌavaǌa.

Pokaza�emo jox jedan interesantan dokaz, kako se preko analitiqke
geometrije, dolazi do formule pomo�u koje se izraqunava ugao diedra
u tetraedru. Posmatrajmo tetraedar sa osnovom ABC i vrhom u taqki
D, ABCD.

Slika 5.3: Izraqunavaǌe diedra u pravilnom tetraedru.

Radi jednostavnijeg zapisa obele�imo ivice AD, AB, i AC brojevima
1, 2 i 3 redom. Neka su −→v1 ,−→v2 i −→v3 tri jediniqna vektora, iz temena A ka
ostalim temenima, koji odgovaraju ivicama 1, 2 i 3. Posmatrajmo jednu
od ivica, recimo ivicu 2. Ona je odre�ena dvema ravnima. Jedna ravan
je odre�ena vektorima −→v1 i −→v2, tj. 4ABD, a druga ravan odre�ena je
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vektorima −→v2 i −→v3, tj. 4ABC. Unutraxǌi normalni vektori na ove dve
ravni izraqunavaju se na slede�i naqin:

−→n12 =
−→v1×−→v2
|−→v1×−→v2|

i −→n23 =
−→v2×−→v3
|−→v2×−→v3|

.

Ovi normalni vektori obrazuju ugao φ2 na slici 5, diedarski ugao, u
odnosu na ivicu 2, i izraqunavamo ga na slede�i naqin:

cos(φ2) = −−→n12 · −→n23
= − (−→v1×−→v2)·(−→v2×−→v3)

|−→v1×−→v2||−→v2×−→v3|

= − (−→v1·−→v2)(−→v2·−→v3)−(−→v1·−→v3)|−→v2|2
|−→v1×−→v2||−→v2×−→v3|

=
−→v1·−→v3−(−→v1·−→v2)(−→v2·−→v3)
|−→v1×−→v2||−→v2×−→v3|

.

Obele�imo sa θij ugao izme�u ivica i i j. Mo�emo pojednostaviti
posledǌu jednakost, i time dobijamo inverznu kosinusnu formulu za
izraqunavaǌe diedra u tetraedru

cos(φ2) = cos(θ13)−cos(θ12) cos(θ23)
sin(θ12) sin(θ23)

,

tj.

φ2 = cos−1
(

cos(θ13)− cos(θ12) cos(θ23)

sin(θ12) sin(θ23)

)
.

Kako posmatramo pravilan tetraedar imamo da je θ12 = θ13 = θ23 = 60◦

odakle sledi

φ2 = cos−1
(

cos(60◦)− cos(60◦) cos(60◦)

sin(60◦) sin(60◦)

)

= cos−1


1

2
− 1

2

1

2√
3

2

√
3

2



= cos−1

 2

4
− 1

4
3

4



= cos−1

 1

4
3

4


= cos−1

(
1

3

)
= arccos

(
1

3

)
S obzirom da ugao φ2 odgovara gore pomenutom uglu θ, dobili smo da

je ugao θ = arccos

(
1

3

)
.
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