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3axBaJIHOCT

Ha nouwemxy oceaum da ce saxeasum c8om mexmopy npod. dp Jopany

Ilemposuhy wa u3bopy 3aHUMDUSE MEME U CEUM KOPUCHUM CAEEMUMA U CY-
2eCMUjaAMG OAMUM MOKOM NUCA®HA 0802 PGOa, MaKohe ce 3aT8ANYJEM U UAG-
Hosuma Komucjuje npod. 0p Aaexcandpy Junxoeckom u dp Mapry Padosa-
noeuhy xoju cy ceojum cyzecmujama donpureau da osaj pad dobuje caojy du-
HAANY 8EP3UJY.
Hajeuwe bur acenena da ce zarsasum ceojum pooumenuma, Jopany u Zpa-
2anu, 6pamy Dojany, u napasrno cynpyey Ipedpazy xoju cy eeposanu y mene
U NOOPAHCABAAY ME MOKOM MO2 CTYOUPAHA, KGO U CEUM MOJUM NPUJATNEHUMA
KOju cy ynomnyrual cmyoujcre dare.



I'maBa 1

O laBuny Xmnuadepty

1.1 JaBmun Xuideprt

Hasun Xunbepr (David Hilbert) je 6uo uyBenn HemMauku mMareMaTuiap
koju je sxkmBeo kpajeM XIX m y XX Bery. Xunbept je, ka0 jeqan ox Haj-
Oomux MaTeMaTnyapa TOr IePrOAa, OCTABUO M3Y3€THO Beauku tpar. buo
je jemaH o MOCJHEeNmUX YHUBEP3AJHUX MaTeMaThuyapa KOoju ce DaBUO Haj-
pPa3InyuTHjUM TeMaMa, Ol Teopuje OpojeBa, IPEKO reoMeTrpuje n (GpyHKIU-
OHaJIHE aHaJmM3e, N0 MareMaTuke y ¢usunu. Iberopa mena m panoBu cy
uMaJu OrpoMaH yTunaj Ha pa3Boj marematmke y XIX Beky. IlpenaBame
roje je Xunbepr oap:xao y Ilapuzy 1900. roaguuae mon Hasusom Mamema-
MUYk Npobaemu, O U3Y3€THOD je 3HaJvaja 3a Oajbu Pa3sBOj MaTeMaTUKe.

1.1.1 sKuBor laBuma Xuabepra

Hasun Xunbepr je pobern 23. jamyapa 1862. romnue y Kenurcbepry,
Ucrouna Ilpycka, on ona Ora u majke Mapuje Xunbepr. Oran my je 6uo
OKPYsKHM CyOHuja, BeOMa CTPOT y HETOBOM BacCIUTaBy, & Majka je Oumia
¢acnmHEIpaHa (UIO30(YUjoM, ACTPOHOMUjOM U IpOoCcTUM OpojeBuma. Bepyje
ce na ra je IpPBUM MATEMATUYKMM IIOjMOBMMA Oaml OHA HAYUMUIIA.

Hasun je noxabao rumuasujy ” ®punpuxckoner rumuasujy” ! (mery m-
rosry moxahao je u Umamyen Kant?), y k0joj je Harmacak 610 Ha TaTUHCKOM
U IPUYKOM je3uky, 30or uvera ce 1879. npebanmo u 1880. 3aBpmmo HaydHO
opujeHTHCaHy TUMHA3u]y y Bunxemy, y kojoj je Behu mpuopurer y yuemy
umasia maremMatuka. JloOuo je HAjBUIIY OLEHY M3 MATEMATHUKE, a HA EHEro-
BOM 3aBPIIHOM KCIUTY j€ IHCAJIO:

,, 30 MAMEMAMUKY je Y8eK NOKAZUBAO 8EOMA NCUBATAH UHMEPEC U NPOJOPHO

LCollegium fridericianum - 6umra je mpecrmkHa ruMHasuja y KemurcGepry, ocHoBaHa je
16. aBrycra 1698. a 3aTBOpeHa je 1944.

2Immanuel Kant (1724-1804) je 6uo pomOHAYENHNK KJIACAYHOT HEMAUKOD WICAIN3MA U IO
MHOTHMA jefaH on HajBehux ¢umaozoda cBux BpemeHa



I'NNIABA 1. O JABUIY XUJIBEPTY 4

PaA3YMeBame, casaadao je ca8 MaAMepujas Koju je Yyuuo Y UKOAU HA 8€0MA AN
HAYUH U OUO je Yy cmamy 0a 2a npumeny ca cuzyprouwhy u domuwmamowhy”.

Y jecen ucrte roguse ynucyje ¢aryarer y Kenurcbepry, kao u Behwnna

BEJIMKUX HEMAUKNX MaTeMaTUdapa, ¥ TO BPEME CBETCKU MATEMATUYKN I€H-
rap. Tamo ce ymosnao ca XepmanoMm MUHKOBCKUM® ca KOjuM je 61O BPIIO
Onu3ak IpujaTesb, 3ajeqHO CY AeIniIn JbyOaB mpeMa MaTeMATUIN U CHAKHO
Cy YyTUIAJIN HA MAaTEMATUYKU HANpPeIakK. JOIl jeIHO MPUjaTehCTBO, KOje je
TaMO CTEKao, U KOje je MMAaJo 3HadajaH (pakTop y XumiabepTOBOM MaTeMa-
TUYKOM pa3Bojy 6mio je ca Amondom Xypsunom?, xKoju je 6uo moxTopanT
Ha parynrery Kao u Xuiabeprt u Munkoscku. Benuky neo cBor panHOr Beka
MPOBEIEHOT Ha Y HUBEP3UTeTy y KeHurcbepry MCKOPUCTUO je 3a HAYIHY
pa3MeHy 3Hama ca KoJierama MareMaTrndaprMa XypBUIOM 1 MUHKOBCKUM.
Ha yruBepsurery y Kenurc6epry, Xunbept je crympao kon Jluamemana’
KOJ KOTa je paamo JOKTOopaT Koju je 3aBpmwuo 1884. romuue. Hberos noxro-
part nocseher je jemaom mpobiiemy m3 Teopuje aaredbapCKuX WHBAPU)AHTH,
u no 1892. romume XuabepT je yriaaBHOM panuo Ha TOj Teopuju. Ilo MHO-
rUX 3HAYAJHUX PE3yJITaTa AOMIAO jeé IPUINKOM TUX UCTPAKUBAKA, O] KOJUX
Hexu Hoce meroso ume (Hilbertov Nullstellensatz), Xunbeprosa Teopema o
HECBOIJbUBOCTU MOJMHOMA.
Fomure 1886. mocTao je Privatdozent®, 1892. no6uja 3Bame BapeaHOT IPO-
¢pecopa (Extraordinarius), a 1893. nocraje pegosan npogecop (Ordinarius)
Yuusepsurera y Kenurcbepry, u tana 3amemyje cBor npodecopa Jlunne-
MaHa.

Ha marosop ®emukca Knajua’, romure 1895., monasu Ha Y HUBEpP3UTET
y I'eTunren, rue je mMeHOBaH 3a IpeICeNHUKA MATEMATUKE HA YHUBEP3U-
rery®, rme mpenaje mo kpaja kapujepe, mo 1930. romume. 3a TO Bpeme
ycmeo je ma moBene cBor mpujaresba Mwunarkosckor y [erunren. Moryhuaoct
na 3ajemHo pane Owuia je obojui ox BesuKOr 3Hadaja. [IpenaBame koje je
Xunbepr oap:xao 1900. rogune, o koM he KacHuje OuTu BumIe peyn, BEOMa
je yTunaJso Ha najbd TOK Pa3BOja MATEMATUKE.
WNameby 1892. u 1909. romune XunbepT je mao cBoje HajBehe mompurOCce
MaTeMaTUIM, OABMO Ce OCHOBaMa I'e€OMEeTpHje U Paauo je Ha TeOPUjU WUH-
TErpaJiHIX jeqHAYWHA, II0jeTHOCTABUO je mocrojehe mokase 3a mocrojame
TpaHCIeHIeHTHUX OpojeBa e u 7. [lorom je, 6aBehu ce mHTErpaJHUM jeI-
HaYMHAMa, YBEO aHaJuU3y ca DECKOHAUYHO MHOTO IPOMEHJ/PUBUX, 13 Koje he

3Hermann Minkowski (1827-1904) je 6mo McTaKHYyTH HEMAUKMA MATEMATHUap U (Gu3ndap,
npodecop yuumsepsurera y Hupuxy u 'etunreny. Buo je yuenur /laBuna XunGepra.

4 Adolf Hurwitz (1859-1919) je Gmo HemMauku MaTeMaTHUap KOju ce GaBro aiareGpom, aHa-
JIN30M, TEOMETPUjOM U TeopujoM Opojesa.

5Karl Luis Ferdinand Lindeman (1852-1939) 6uo je memauku Marematwuap. [losmat je mo
IOKa3y na je 7 TPaHCIEeHAEHTaH Opoj kKoju je objaBuo 1882. romume.

Spumm mpemaBay Ha YHHMBED3UTETY, IJATY je AOOMja0 IUPEKTHO OX CTYICHATA KOJU CY
noxabanu merosa mpenasama

"Christian Felix Klein (1849-1925), HeMauku MaTeMaTU4ap KOjU ce GABUO TEOPUjOM IPYIA,
KOMIIJICKCHOM aHAJU30M 1 HECYKJIUIACKOM I‘eOl\IeTpI/IjOI\/[

8ocHoBao ra je 1732/1734. 6purancku kpas u xanosepcku u3bopuux Llopu II, nok je
OTBOPEH 3a HacTaBy 1737.
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Ce pa3BUTU OHO IITO C€ JAHAC HA3WBa TEOPUjOM XMIOEPTOBOI IPOCTOPA.

Te XunbeproBe umaeje cy majge BEIUKU AOMPUHOC PA3BUjaAy MaTeMa-
TUYKe aHajau3e y (U3UIM, TadHUje KBAHTHO] MexaHumu. 3atuMm je 1909.
romuee pemuo Bapurros” mpofieM o IpeacTaBbamy IPUPOIHUX OpOjeBa
nomohy cyma n-tux cremeHa. Te romuHe, BeJUKM ymaparl 3a Xwuiabepra,
busma je cMpT merosor mpujaresa MwuukoBcror. Ilocme merose cmpTwm,
Xunbepr ce yriaBHOM 0aBuMO npobieMuMa Teopujcke Gpu3nke, cBe 10 1922.
roavee Kaga ce omer nmocsBehyje ocHOBamMa MaTeMaTHUKe.

Ilo myboke crapocTu Ap:Kao je mpenaBama Koja Ou maBaJsia meTaJbaH
nperjyen MaTeMaTuKe, Ka0 U IIpenaBama U3 Quiosoduje MaremMaTure. buo
je cjajan muaep U 3arOBOPHUK MAaTEMATUKE 34 KMBOTA, lHETOB YTUIIA] HA Ma-
TEMATUKY U JaH NaHAC je BeoMa BEJIMKU, Ne0 TOT YTUIAja IPEHOCU Ce IIPEKO
BeroBux npobiaema. YMpo je 14. ¢pebpyapa 1943. y 'etunreny. Y uyeHurm
Xunbepra cy Omam cBe caMu BeJIUKAHU MaTeMATHUKE ABAJLECETOr BEKA.

Canuka 1.1: Xunbept, 1937.

9Edvard Waring (1736-1798) 6uo je GpuTancks MaTeMaTHdap.
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1.1.2 IlIpenaBame y Ilapmu3y

,,/lcropuja Hac ydu KOHTUHYUTETY pa3BOja HAYKe. 3HAMO Oa CBaKO
noba mMa cBoje mpobieme, Koje ciaeneha romuHa uaW pemnraBa WU UX OI-
bamyje kao DeckopucHe W 3aMemyje ux HOBUM. [la Oucmo moOunau maejy o
Moryhem pasBOjy MaTeMaTWJKOr 3Hama y Oauckoj OymyhHOocTH, MOpamo
Ia IIyCTHUMO Oa HaM HePEeIIeHa MUTama NPohy KPpo3 yMOBE U Ja Ce OCBPHEMO
Ha mpobJieMe Koje maHallma HayKa MOCTaB/ba U YKje PElleHhe UITYEKYjeMOo
y oymyhuoctu. TakBoMm mperseny mpobJjeMa AaHAIIMYA OaH, KOJU JEKN HA
CacTaHKy BEKOBa, YMHU MU ce nodpo npuinaroben. Jep, 3aBpureTax Beuke
eroxe He caMO [a Hac MO3WBa Ja Ce OCBPHEMO y mpouwaoct, Behi u ycmepasa
Hallle MUCJIM y Hemo3Hary Oyayhuoct.”

lomuue 1900. 8. aBrycra oBuUM pedmMa 3aIlI0YETO je, U OAPKAHO YyBEHO
npenaBame /laBuna Xunbepra, HA KOM je M3510:%mM0, onucao, 10 ox 23 npo-
Giema ca cBoje sucte. OH je skeyeo na T TpobIeMu HOKa:Ky IIyT MaTeMa-
TUYApPUMA y NBAMIECETOM BeKy. Y MPBOM eIy HEeroBOT M3Jarama COBOPUO
je o BazxkHOCTH mpobiema 3a onpebuBame npasna pa3Boja y HAynud. 3aTUM
Cy pa3dMaTpaHW HEKW BEJUKA NPOOJIeMH y MaTeMaTUNW, U TOBOPUJIO CE O
3aXTEBUMa KOj€ pemema MOopajy Oa 3aI0BoJse, rae XuiabepT WHCUCTUPA
Ha PUTOPO3HOCTU THUX 3aXTeBa, jep cMaTpa Ia CaMO Ha Taj HAYWH MOYKEMO
Ia OTKPUjeMO jeTHOCTABHUjE METOAE HOKa3uBama. V3mnoskenu npobiemMu cy
M3a3BaJi, U jOII YBEK M3a3MBajy, MaTeMaTUJYape na pelle OCHOBHA MUTa-
ma. Rommnerna nucra on 23 mpobiiema mojaBuia ce 'y pany ob0jaBibeHOM
y 3bopruk padosa roupepennuje. [Ipobieme HE HABOIUMO Yy MOTIYHOCTH,
Beh ymTaTesy majeMo caMo KOHTEKCT mpobiema:

1. KanTopoB mpobJiieM KapAMHAJIHOT Opoja KOHTUHYYMA.
2. KoH3UCTEHTHOCT akcuoMa apuUTMETUKE.
IMurame jeqHAKOPA3TOKUBOCTYA ABA MOJIUEIPA UCTUX 3AIMPEMUHA.

IIpo6aem nmpaBe munuje kao najrpaher pacrojama usmebhy nBe Tauke.

oo W

Komnent JlujeBux rpyna HenpeknmgHUX TpaHchopmalmja, 6e3 IpeTno-
cTaBKe IU(epPeHIN)aduIHOCTH.

6. MaremaTnuku TpeTMaH akcuoMa ¢u3ure. Mowke nu ce Pusmka axcu-
oMaTu3oBaTU?



I'NNIABA 1. O JABUIY XUJIBEPTY 7

7. VIpammoHa HOCT ¥ TPAHCUEHAEHTHOCT M3BECHUX OpojeBa, obiuka a’,
HIID. 2\/5, e’.

8. IIpobmem mpocTtux 6pojeBa, PumanoBa xumoresa.
9. Ommty mOKa3 TeopeMa PEenuIpoIUTeTa Teopuje OpojeBa.
10. Omnmre pememe /Inodanrose jenHauwnue.

11. PemaBame kBagpaTHUX (GopMU ca airedbapCcKUM HyMEPUYKUM Koedu-
I1jeHTUMA.

12. IIpomupeme Bebep - Kponekepose Teopeme

13. Hemoryhsoct pemema onmre jenHaduHe 7-OT CTeNeHA (GYHKIMUjaMa
ca caMO ZIBa apryMeHTA.

14. IIpobGieMm KOHAYHE TEHEPUCAHOCTU M3BECHUX MPCTEHA WHBAPUjaHATA
15. Crporo 3acuuBame lllyb6epToBOr €eHyMepaTUBHOI padyHa.
16. IIpobGaem Tomosoruje anredbapCKUX KPUBUX U TOBPIIU.

17. V3paxkaBame HEHETaTUBHE paIVOHAJHE (QYHKHUje y OOJIMKY KOJIU-
YHUKA CyMa KBaIpaTa.

18. IIpobieMm mpekpuBama U MTAKOBAMA.
19. Jecy nu pemema BapujanuoHUX TpoOJIeMa YBEK AHAJUTUYKA!

20. [da nu cBu Bapujanmonu npobieMu ca onpeberuM rpaHUYHUM yCIIO-
BUMAa UMajy pelemne.

21. Iloka3 er3ucreHIyje JuHEapHEe OU(EPEHIUjATHE jeAHAUYWHE Ca yHa-
npen 3aJaTOM I'PYIOM MOHOAPOMIU]E.

22. YuupopMmmzanuja aHAJIUTUYKUX peJanrja noMohy ayToMmopdhHUX (yHK-
nuja.

23. Ilasmu pa3Boja BapWjalriOHOD padyHA.

Mwu hemo ce y oBoMm pany nocserutu tpehem XuabepToBoM mpobIieMy, Tj.
npobiieMy jeaIHAKOCTU 3allpeMUuHE OBa TeTpaenapa jemHakux Oasa u jemHa-
KX BUCUHA. Y IEJOCTU TpEeHOCUMO XuiabepToBo mpenaBame y Ilapusy o
0OBOM IIpobieMmy.

., ¥ 0ea nuema Fepaunzy'®, Fayc't uspamcasa acameme wmo oopehene me-
opeme Y zeomempuiu 3a8uce 00 MEMOOA UCYPNOUBAHA, MJ. 00 AKCUOME KOH-
munyumema (uau 00 Aprumedose axcuome). Layc nocebro cnomume Eyrxau-
dosy meopemy, 0a ce mempaedpu jeOHAKUL BUCUNG 00HOCE KAO BUT0BE basze.

10Christian Ludwig Gerling(10. jym 1788. - 15. jamyap 1864.) 6umo je Taycos yuenuk,
nokropupao je 1812. ma YuuBepsutery y I'enTunreny.

1 Johann Carl Friedrich Gauss (30. ampmr 1777. - 23. ¢ebpyap 1855.) 6mo je memauku
MaTeMaTH4Yap M HayYHUK KOJU je Na0 3HauajaH JOIPUHOC y MHOIMM IOJbUMA, yKBY4yjyhn
Teopujy OpojeBa, aHAIU3Y, . ..



I'NNIABA 1. O JABUIY XUJIBEPTY 8

Ananoznu npobaem y pasnu je pewen. Iepaunz je maxobe 6uo ycnewar y
00Ka3uBamY JEORAKOCU 3GNPEMUHE CUMEMPUUHUT NOAUEOAPA MAKO WIMO UT
je nodeauo y xowepyewmmue napoee. Mnak, wunu MU ce 8epogamwum 0a je
onwmu dokaz oee epcme 3a Eykaudosy meopemy xoju je ynpaso cnomenym
nemozyh, a naw s3adamax je da damo cmpoz 00KaA3 0 HE2080) HEMOZYNHOCTIU.
080 6u ce 006un0 wum bucmo ycneauw 0a 00pedumo 08a mempaedpa jeoRaxux
ba3a U jeOHaAKUT BUCUHA KOJe HU HA KOJU HAYUN HE MOACEMO NOJEAUMU HA
jeonaxopaznsoncuse mempaedpe, U KOju Ce HE MOZY KOMOUHOBGMU CG jedHa-
KOpasroncueum mempaedpuma 06 6u ce gopmupanse y noasuedpe, Koju b6u ce
MO2AU NOJeAUMY Y jeOHaKopasroncuse mempaeodpe.”

IIpo6eM je pemen, pemuo ra je Xunbepros yuenuk Maxc len'?. Ilen
je cxBaTmo, a He OCTaje caMo 3alpPeMUHa HEIMPOMEHmEeHa Y OJHOCY Ha Ore-
paimuje Koje BpIMMO, Heheme U Jenbeme, Beh u ma ompebene myskune
CTpaHuIla U Ouenpu ocrajy HempoMmemenu. OBa kOMOUHAIMja je cama mo-
3HaTa Kao /[leHoBa mMHBapujaHTA.

Mathematische Probleme.

Vortrag, gebalten aof dem internationalen Mathematiker-Kongre
zu Paris 1900,
Voo
D. Hilbert.

Wer von uns wiirde nicht gern den Schleier liiften, unter dem
die Zukunft verborgen liegt, um cinen Blick zu werfen auf die
bevorstehenden Fortschritte unsrer Wissenschaft und in die Ge-
heimnisse ihrer Entwickelung wihrend der kiinftigen Jahrhun-
derte! Welche besonderen Ziele werden es sein, denen die fith-
renden mathematischen Geister der kommenden Geschlechter nach-
streben? welche nemen Methoden und neuen Thatsachen werden
die newen Jahrbunderte entdecken — auf dem weiten und reichen
Felde mathematischen Denkens?

Die Geschichte lebrt die Stetigkeit der Entwickel der
Wissenschaft. Wir wissen, dafi jedes Zeitalter eigene Probleme
hat, die das kommende Zeitalter lost oder als unfrochtbar zme
Seite schiebt und durch nene Probleme ersetzt. Wollen wir eine

Cauka 1.2: Vceuak o XunbeproBoMm m3iaramy Maremarudrux mpobiaema
y Hapwuzy, 1900.

12Max Wilhelm Dehn (13. mosemGap 1878. - 27. jyu 1952.) 6uo je Hemaukw MaTemaTadap,
HAJIO3HATUJU IO CBOM DALy y I'€OMETPHUju, TONOJIOTUjU U TeOPUju reomerpujcke rpyme. buo
je XunbeproB yueHuk, koju je pemuno Tpehu Xunbepros mpobiem.
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Y Bono

Kperumo on majupocrujer mpumepa. Ilocmarpajmo HajjemHocTaBHUju
MHOTOYTa0, TPOyrao, U OAPEeArMO HeroBy mnoBpmwuHy. To hiemo ypamutu
Ha caenehu Hauma. Younmo teme konx HajBeher yria, m Kpo3 mera mpoBy-
OUMO IpaBy MapaJieHy HACIpaMHOj cTpanunu. [loToM, CIiycTUMO HOpMAaJe
U3 IpeocTaJia ABa TEMEHa Ha MOBydYeHy IpaBy. 3a Kpaj, CIyCTUMO jOII U
HOpMaJiy u3 TeMeHa kox HajBeher yrsa. OBuM mocTynkoMm mobuam CMO
NIPaBOYTaOHUK KOT (OpMUPA]jy nBa Iapa NOLyJapHUX TPOYIJVIOBa, ONAKIE
HAM OUPEKTHO CJIEIW Aa je MOBPIIMHA TPOYILJa jeTHAKA jeNHOj MOJOBUHU
TMOBPIIVHE MPABOYTAOHUKA.

Y kacHHMjeM mesy OBOr pana mokaszalieMo mrTa ce mgemasa y OIpPOCTOpPY,
TayHUje YeMy je jeqHaKa 3alpeMUHa HajjeJHOCTABHUJEr TOJUEeApa, TPO-
cTpane mumpamuze. Y uyBeHoM EykaumoBoMm ynOeHuky reomerpuje, Fae-
menmu, Eyraunn, y Be3u ca oBUM nuTameM, HaBoau cienehie teopewme.

2.1. Teopema. (Teopema 3 us XII xwuze Enemenama)

Caakxa nupamuda ca mpoyzaoHOM OCHOBOM MONICE Ce NOJEAUMU Ha 08€
jeonaxe nupamude ca mpoyeaOHUM OCHOBAMA, CAUMHE jedHa OpY20] U Ueao]
nupamuou, u Ha 0ae jeonaxe npuame. 36up me dge npusme je el 00 nososure
yeae nupamude.

2.2. Teopema. (Teopema 1 uz X xmwuee Enemenama)

Hexa cy dame dee nejednare eeaunune. Axo 00 eehie 00yamemo eeauvuny
eehy 00 wene noaosure, a 00 ocmamxa eehy 00 wezoge NOAOBUHE U TAKO
nocmynamo rvenpexuoro, ocmahe Hexa 8eAunUHa Koja je mama 00 dpyze dame
BENUNUNE.

2.3. Teopema. (Teopema 4 uz XII xwuee Eaemenama)

Axo nocmoje dse nupamude ca UCMOM BUCUROM, HUje CY 0CHOBE MPOY-
2008U, U CBAKY Moldeaumo Ha dee jednare nupamuode, mMehycobno cauvne u
CAUYHE CA YEeAOM NUPAMUOOM, U Ha 08€ jedHaKe npusme, 0CHO8A jedHe Nu-
pamude odnocuhe ce mpema ockosu dpyze nupamude KO CBE NPUIME NPEE
NUPaAMUOe NPeMa C8UM, Y UCTOM ODOJY, NPpuamama 0pyze nupamude.

9



I'JIABA 2. YBOU 10

2.4. Teopema. (Teopema 5 uz XII kwuze Eaemenama) Tpocmpare nupamuode
Ca UCTNOM BUCUHOM Cce jedna npema 0pyzoj 00HOCE KaO BUTOBe Oase.

Iokas. Ilokas oBe Teopeme Eykmmm maje momohy merome ekcxayctujel.
Heka cy mare nupamume ca ocmoBama ABC u GEF, ca mCTOM BHUCHUHOM
u BpxoBuma y taukama D um H. Ilokazahemo na ce ocumoBa ABC mnpema
ocuoBu GEF omuocu kao 3anpemuna nupamune ABCD npema 3ampeMuHu
nupavune GEFH.

Axo ce ocaoBa ABC me 6u omnocusna npema ocuoBu GEF kao 3ampeMuHa
nupavuae ABCD npema sanpemunu nupavmune GEFH, ouna 6u ce ocCHOBa
ABC upema ocuoBu GEF omuocuna kao s3ampemuna nupamune ABCD
npeMa 3anpeMuHr Mawmoj uiau Behoj on 3anpemuue nupavmune GEFH. Tlo-
razahemo ma oba cirydaja BOME KOHTPAIUKIV)U.

[MpernocraBumo npBo na ce ocaoBa ABC omnocu npema ocaoBu GEF kao
zanpemuna nupamune ABCD mpema 3ampeMuHu Tena X, MamO] OO 3a-
npevune tupamune GEFH. Ilonenumo nupamuny GEFH Ha nBe jennake
nupamuae, MeycobHO cauUHe, U CIAWYHE I[€JI0] TUPAMUIN, U HA IBE MPU-
3Me jeOHAKMX 3aIpEeMUHA, IPU veMy je 30up 3ampemmHa npusmu Behu on
[IOJIOBUHE 3ampeMuHe nupamune (Ha OoCHOBY Teopeme 2.1). 3arum mobu-
jeHe mupammpme MOHOBO MEJIWMO HAa CJIWYAH HAUWH, M TAKO MOCTYIAMO CBE
ok on nosiasue mupamunge GEF H He ocTaHy mupaMuae yuje cy 3alpeMuHe
Mame o1 pasuauke sanpemuna nupamvuine GEFH u trena X (#a 0CHOBY Teo-
peme 2.2). OGenesxumo omrosapajyhe mupavmune EPJS u SRUH. Tana je
VKYIHA 3ampeMuHa ocrajux npusmu y mupavmumu GEFH Beha on 3ampe-
muae Teaa X. [omeaumvo un mupamuny ABCD Ha cinyaH HAYWH U HA UCTU
Opoj menoBa, kKao mrTo je momesbena nupamuna GEFH. Tanma ce ocHoBa
ABC npema ocuosu GEF omuocu kao npuszme y mupamumu ABCD npema
npusmama y nupamugu GEFH, (ma ocHoBy Teopeme 2.3). Anm ocHOBa
ABC' je npema ocuoBu GEF kao mupavmuna ABCD unpema texy X. IllTo
nasme nmiuiupa, nupamuna ABCD npema teny X ce 0JHOCU KAO MPU3ME
y nmupamunun ABCD npema npusmama y nupamunun GEFH. Ha rtaj naunn,
nmamo caenehe, ogaoc mupamune ABCD npema mpusMaMa y HBOj UCTH je
ka0 omHoc Tena X mpema npusmama y mupavumu GEF H. Jlame, umaMo na
je sanpemuna mupamuge ABCD Beha on 36upa 3anpeMuna Tpu3Mu y 0],
ma nmpema ToMme u 3ampemuba tesa X je Beha on 30mupa 3ampeMuHa TPU3IMU
y mupamumu GEFH, mTo Hac ZOBOAU OO0 KOHTPAAUKIUjE Ca 3aKJbYUYKOM
Ia je yKyIHa 3ampeMuHa ocTajux npusmu y nupamuan GEFH Beha on
zanpemune Tena X. He moxke 3anpemwumua tema X y MCTO Bpeme OUTU U
Mama u Beha ox 3anpevmuna nupamuau y nupavmunsu GEF H. IIlpema towme,
ocuoBa ABC npema ocuoBu GEF Huje y pasMmepu Kao 3alpeMUHA MHUPa-
muae ABC D npema Teny 3anpemune mame on nupamune GEFH. Illto nac
MOBOIM O KOHTAAUKIVjE CA HAINIOM IIPETIOCTABKOM.

Ha cnuuan mauwun ce moka3syje na ce ocaoBa GEF npema ocuoBu ABC uuje

IMerona excxaycruje (y MpeBOLy Ca TPUKOT METO.N MCHPIUBUBAHA) MPEJCTaBIbA METO
u3padyHaBama [OBPIIMHE HEKE (PUIype TAKO IITO CE€ MOJIa3HA (UIypa HOLEIM Ha IIOJIUIOHE
4Yyje HOBPIIMHE KOHBEPrupajy Ka MOBPIIMHU IOCMAaTpaHe ¢Gurype.
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y pasmepu kao 3anpemuna nupamuae GEF H npema Tely 3anpeMuHe Mame
on mupamuae ABCD.

Tepmumo na ocuoBa ABC mpema ocuoBu GEF Huje HU y OIZHOCY Kao 3a-
npemuna nupavmune ABCD npema teny X 3anmpemune Behe onx 3ampeMuse
nupamune GEFH. Ilakne, mocMaTpajMo cama ciaydaj na ce ocuoBa ABC
omuHocu npema ocHoBu GEF kao sanpemuna mupamuige ABCD npema 3a-
npevmunu tesna X, sefioj ox 3anpemune nupamune GEFH. OGpuyTo rie-
najyhu, ocaoBa GEF je npema ocuoBu ABC kao 3anpemuna tesa X mpema
zanpevmunu nupamune ABCD. Anu 3anpemuna Tena X mnpema 3ampeMuHu
tena ABCD je y omaocy rao 3anpemuna nupamune GEFH npema tery ma-
wme 3anpemune on 3anpemune nupamune ABCD. Ilakne, ocaoBa GEF ce
npema ocuosu ABC omuocu kao 3anpemuna mupamune GEFH npema Tery
yyja je 3ampeMuHa Mama on 3anpemumHe nupamune ABCD, mro c¢Mo mo-
kasasuu ga je 6ecmuciaeno. Ilpema tome ocaoa ABC npema ocuoBu GEF
Huje y pasmepu 3anpemuna nupamune ABCD npema teny Behe 3ampe-
MuHe on 3anpemune mupavune GEFH. lIlto 3nauun na u oBaj ciydvaj BOAU
KOHTPAAUKINUjU, Ta HOJA3UMMO MO TOora mTo je Tpebamo morazatu. llakie,
ocuaoBa ABC omuocu ce mpema ocHoBu GEF Kao 3ampeMuHa NUPaMUIE
ABCD npewma 3anpemunu nupavune GEFH. O

A G

Cuaura 2.1: EykannoBa momena mupaMuae METOIOM €KCXayCTHhje.

2.5. Teopema. (Teopema 7 uz XII xwuze Eaemenama) 3anpemuna mpo-
cmpane nupamude jeOHaka je jednoj mpehuny 3anpemune npuame ca UCmom
6a30M U UCTNOM BUCUHOM.

Ioxas. [Tpusmy ABC DE nonenuhemo na Tpu nupaMuie Ha ciaenehn nauun.
[MoByurmo mpso mmjaronane Gounux crpana AE, CD wn CE. Ilomto je
ABED mnapasnenorpaMm, a AFE merosa moujarosaja mMaMoO [a je TPOyrao
ABFE nonynapan tpoyriy AED, npema ToMe nmupaMuaa KOjoj je y OCHOBU
tpoyrao ABE u Bpx y Tauku C, oznaummo je ca P; = ABEC, uma ucry
3alpeMUHyY Kao MUPaMUIa KOjoj je y ocuoBu Tpoyrao AED u Bpx Takobe
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y Ttauku C, o3Haummo je ca P, = AEDC. Anu mupamuna P, = AEDC
UMa KUCTY 3alpeMUHy Kao mUpamMuia Kojoj je ocHoBa Tpoyrao ACD u Bpx
y taukun F, jep cy obyxBahene mctum pasruma. [Ipema Tome mumpammga
P, = ABEC wma ucty 3ampemuny kao nupamuna P, = ACDE. ame
nocmatpajmo napaserorpam ACFD, u weroBy mujaromaxy CD, Tana je
tpoyrao CDF nonynapau tpoyriay ACD u Ha Taj HAYMH NUPAMUAA YUja
je ocuoBa Tpoyrao ACD u Bpx y Tauku F, uMa UCTy 3alpeMuHy Kao MUpa-
Muga ca ocaoBoM CDF u BpxoM y taukn F, oznauumo je ca P3 = CDFE.
Cana nmupamune P, u P3 umajy ucty 3anpemuny. /lokaszanu cmo Beh ma cy
3anpemune nupamuna P u P jennake. Ilpema ToMe, 13 TpaH3UTUBHOCTH,
crnenu na je zanpemuna nupamune P3 = CDFFE ucra Kao 3anpeMuHa IU-
pamune P; = ABEC. Ha oBaj mauun je npusma ABCDEF nonemena Ha
Tpu MehycobHO momymapHe TpOoCTpaHe mupamume. JacHO je ma je 3ampe-
MWHA TPOCTpaHe NUpaMUe jeqHaka jequHoj Tpehunu 3ampemMune npusme ca
uctoM 56a30M U MCTOM BUCHUHOM. O

Cuurka 2.2: 3anpeMuHa nupamMuie U3HOCHU jenny Tpehwuny 3anpemune mpu-
3Me.

Haxkon mTo ce ymo3nao ca oBuM IpoOIEMOM, U Ca HOOUjEeHUM pe3yaTa-
THMa y PaBHU, Aa aKO MMaMO (pUIype MCTe MOBPIINHE, MOrylie je momeamuTu
jemHy om BUX Ha KOHAYAH OPOj HeJIoBa, O KOJUX CE€ MOKE CACTABUTUA APYTa
¢urypa, Xunbepr ce 3ammTao na JU je UCTUA METOH, METOX E€KCXayCTHje,
HEOIIXOIaH U NMPUINKOM onpebuBama 3anpemune nupamuae. Ako 61 y mpo-
CTOPY BaKUJIO CIUYHO TBpDeme, 1a aKko MMaMO MOJIMeIpe je IHAKUX 3alpe-
MWHA, U jelaH OX HUX MOMEJIMMO Ha MNEJIOBE O KOjUX Ce€ MOKE CaCTABUTU
opyru, bunum OUCMO y CTamy Oa JaMO OCHOBHY AEPUHUIU]Y 38 3aMPEMUHY
nupamMuae. Tadnuje, Tama OUCMO TPU3MY MOIEJIUIN HA KOHAYAH OPOj mMO-
auenapa, on KOjuxX Ou cacTaBUiIyd TPU IOLyAapHE HNUpaMuie, U TUMe Ou-
cMO mo0uiau pe3yJsTar 3a 3alpeMuHy OUpaMuUe KOja He 3aXTeBa MeTOH
ekcxaycruje. Mcnocrasuhie ce ma je oaroBOop Ha OBO NUTAH-€ HETATUBAH,
u na je memoryhe uzbehwm merTon ekcxaycruje, OATOBOD, OQHOCHO PEIICHE
oBor npobiema je mao Ilen, yOp30 HakOH mTO ra je XwmibepT mOCTaBuO.
Ilen je moka3ao na yKOJIWUKO IPABUJIAH TeTpaemap IONeINMO HAa OMIIO KOju
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HAYWH, HUKAKO He Om Oumisio moryhe cacTaBUTH KOIKY KCTE 3aIpeMuHe. Y
HACTABKY paJga heMo MPEe3eHTOBATHU AeTaJjbHUje 0Baj mMpobIeM.



I'maBa 3

JemHakopas3JjioKUBOCT Yy
paBHUI

IIpe mHero mamo HeraTwpBaH OArOBOP Ha nuTame 0 Tpehiem XunbeproBoMm

npobieMy, carnenaheMo Ha joun jemaH HAYMH aHAJOraH MpobJeM y PaBHU.
[Torkazahemo na je moryhe ma, ako mocMaTpaMoO MHOTOYTJIOBE jeTHAKUX TIO-
BPIIMHA, jeJaH O HUX MONEJUMO HA KOHAUYaH OpOj HeIOBa U IPECTIOKUMO
ra y gpyru. llosutuBan onrosop Ha oBO nurawme nahe mam Banac-Boman-
l'epBunoBa Teopema. Teopema je mobuia HA3UB IO MaTeMaTUYAPUMa KOjU
cy je mokasaju y mpBoj mosioBuHEA XIX Beka, KAKO OHM TBPIE HE3aBUCHO
jemam oxm mpyror, Bummjamy Bamacy!, ®apramy Bomawny? u Iony Iep-
BUHY".
Boman je mpsu ¢popMmynmcao nurame. I'epBur je mokxaszao Tteopemy 1833.
ronuHe, OOk je Bamac mctu pesynrar xao u I'epsur mao 1807. romumue.
[Ipema merkum apyrum m3sopuma, bosam u ['epBur cy camocTasHO maau
nmoka3 oBe TeopeMe 1833. u 1835. romnuse.

IIpe mero moraskemo Bamac-Bomau-I'epBunoBy Teopemy, yBermrhemo mo-
jaM O jeIHaKOPa3JIOKUBOCTU U moMohHe seme kKoje hie mam 6utu morpebue,
HEKe O] BbUX NeMOo U JOKa3aTH.

3.1 Jempakopa3JIo:KHUBOCT

[TocmaTpajMo Tpom3BOBLHO pasiarame MHOroyriaa A. JacHo Ham je ma
IAaTO pazJjarame MHOTOYTJIa POoTaludjaMa M TPAHCIAIUjOM MOKEMO IpPEBe-
CTH y HEKU APYTW MHOTOyrao B. JemHakopasJaoKMBOCT, je mojaM KOju HAM
objammaBa OMHOC MMOJNA3HOT MHOrOoyraa A, u mobujenor muoroyriaa B.

'William Wallace(1768-1843) mkoTCKM MaTEeMATHYAD U ACTPOHOM
2Farkas Bolyai(1775-1856) mabapcku maremarndap, 6aBHO Ce T€OMETPUjOM
3Paul Gerwien o menmy ce mMaJso 3Ha, 6UO je HeMaUky OQUIMD KOjU ce BABMO MATEMATHKOM

14
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3.1. Hedbuuunmja. Mnozoyzaoeu Ai, As,..., A, wune pasaazame (dexom-
nosuyujy) muozoyena A, y osmayu A = Ay + Ag + -+ A, axo je A =
AT UA U UA, u MHO20Y2408U UMAJY OUCTYHKMME YHYTPGUOCTI.

3.2. Hedpununuja. Mnozoyeroeu A uw B cy jeonaxopasiomcusu, y 03Hayu
A ~ B, axo nocmoje mnozoyesosu A1, As, ..., A, u By, Bs, ..., By, makeu da
je ucnymweno caedehe A = Ay +As+---4+ A, B=B1+Bs+---+B,, u
A1 = Bl,AQ = B2,...An = Bn

3.2 OcobOumne jemHaKOpPa3JI0KUBOCTHU

Hakme, 3a MEOrOoyriose A u B KajkeMO la Cy jeIHAKOPA3JIOKUBU aKO
OCTOju MHOrOoyraoua nexommnosunuja Ai, As,..., A, u By, B, ..., B, MHO-
royria A u B, pemom, tako ma je A; momymapuo ca B; 3a cBako 1 <
1 < n. YKpaTKO, ABAa MHOTOYIJIA CY jeIHAKOPA3JIOKMABA aKO jelaH OX HUX
MOK€ Ma C€ pPaCTABU W IMOHOBU CKJIONU Yy OPYTUA. JeTHAKOPA3JIOKUBOCT
obenexxkaahemo ~, 1 mumemo A ~ B.

ITorkazahemo na je ~ penamnuja exkBuBasuHIUje y Eykanmackoj paBHU.

3.3. Teopema. Hexa cy damu mwozoyeau A, B, v C. Tada saxncu:
Pegnrexcusrnocm: A~ A. A je jeOnaxopaznooncueo ca camum cobom.

Cumempuurnocm: A ~ B = B ~ A. Axo je A jeonaxopasromcuso ca B,
onda je u B jednaxopazromcuso ca A.

Tpansumuenocm: A~ BAB ~C = A~ C. Axo je A jeonaxopazroncuso
ca B u B jeonaxopaszaoxncueo ca C, mada je u A jednaxopazsoncueo ca C.

IToka3. PedexkcuBHOCT M CUMETPUUYHOCT Cjlede OUPEKTHO U3 ae(pUHULL]e
jemmakopaznoxkuBoctu. Ocraje HAM Oa MOKaKeMO 12 BaKU TPAH3UTUBHOCT.

Tpausurusuoct: [Ipernocrasumo na je A~ B u B ~ C. Heka mekomio-
3uijy MHOTOyraa A umHe MHOrOyrioBu Ai, As,...,A,, a DEKOMIO3UIM]Y
MHOrOyTJa B MuOrOyraosu By, Bs, ..., B,,, u seka npu Tome Baxku A; = B;
3a cBako 1 <14 < n. Heka muoroyrnosu B, B),..., B! uune npyry neKoM-
nosurjy MHOTOyria B, a meka muoroyraosu Ci,Co,...,C,, 4duHe TEKOM-
no3urmjy MHOroyria C, Tako ma je BJ’. = (Cj, 3acBako 1 < j <m.
ITocmarpajmo cnenehy nexomnosuiujy mHOroyria B :

Bl-j:BiOBlj,i = 1,...7TL,j = 1,...,m.

Hexn on B;; Mory ©uTu mpasHM CKYyNOBM, UM CKYIOBU IUCjyHKTHUX Ta-
gaka. Mu hemo mocmarpaTru camo oHe B;; KOju HmpencTaBibajy KOHBEK-
cue muoroyruose. Cana 3a i1 # io Baskn int(B;,) Nint(By,) = 0, na je n
int(B;,;) Nint(B;,;) = (. Anranorao nokasyjemo 3a j. Omarie crean na
{B;; :1<i<n,1<j<m} 3ancra npeacraB/ba paszjiarame MHOroyria B.
Purcupajmo cana unnexc 7. Tana Baku
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U™, Byj= U (B; N B))=B; UM, B;=B; N B=B,.
AHaJOrHO, aK0 PUKCHPAMO MHIEKC j HoOujamo
U, Bi= U, (B;N B;)=(U%, B;) N B;=B N B,=B;.

ITomro je A ~ B, u A; je nonynapuo ca B; 3ai¢=1,...,n, ceako A; MokeMO
3amucary Kao yHujy Hekmx A;j, rme je A;; = Byj, 3a j < m. AsaJjorso, u
B; je momymapuo ca C; 3a j = 1,...,m, u cBarko C; MOXEMO 3aIuCaTU
kao yunjy Hekux Cy;, Bi; = (Cy;, 3a 1 < n. Kako je momymapHOCT penamuja
exBuBaJeHIuje, qobujamo A;; = Cyy, i =1,...,n, j =1,...,m, omaocuo A
u C' cy jeaHAKOPA3JIOKUBU, WTO je u Tpebasio HoKa3aTu. O

Cuura 3.1: Ilpumep nperxomne Teopeme 3.3.

W3 nperxonnHe TeopeMe cienm Oa jeTHAKOPA3JIOKUBOCT 3a0aje Peanu]jy
€KBUBAJICHIIj€ HA CKYIy CBUX MHOTOYTJIOBA.
YBemuMmo cama jgeMme Koje he HaM y HACTABKY paga OuTu morpebHe.

3.4. Jlema. Ceaxu mpoyeao je jeOHAKOPAZAONCUE CG NPABOY2AOHUKOM UCTNE
ocHoase.

IToka3. ITocmarpajMo Heku mpousBosban Tpoyrao PQR. Heka je merosa
Hajay:ka crpanuna crpanuna P(Q. Herka je RS Bucuma Tor Tpoyria us
temena R ma crpanurny PQ. Taura S ce cama nanasu musmely tauvaka P
u @ (y cynporaom To He Ou Ouna Hajmy:ka crpanuna). Jlame, moOBymuMO
cpenmy auHU]y Tpoyriaa XY, oHa je mapaJjenHa ca P(Q), 3aTum je mpomy-
JKMMO, M Ha NPOLYKEHy MpaBy CIyCTMMO HoOpMaJe u3 Temena P u Q. Y
npeceky HopMaja m3 TeMmeHa P u () m mpaBe kKoja caapsku Tauke X u Y
nobujamo merke HOBe Tauke M u N. Cana je mpaBoyraouuk PQNM tpa-
JKEHM IPABOYTAOHUK KOje je jeIHAKOPa3iokuB ca TpoyrioMm PQR (cauka
3.2). Jemna crpaHuna Tako HOGUjEHOr IPABOYTAOHUKA OArOBAPa OCHOBULU
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tpoyraa PQR, PQ, a npyra cTpaHWIA U3HOCU MOJIOBUHY BUCUHE TPOYTJIIA
RS

iy i

Cuurka 3.2: Tpoyrao PQR u npaBoyraouuk PQN M cy je THAKODPA3JIOKUBU.

3.5. Jlema. /[sa npagoyeaonuka je0HAKUT NOBPUURG CY JEOHAKOPAIA0 HCUB.

Iloka3s. Heka cy martu npaBoyraouunu P; ctpanuna a; u by, u P, cTtpanumna
as ¥ by, ¥ HEKA WM je MOBPIIUHA jemHakra, Tj. ai-b; = as-by. [IpernocTaBumo
name ma je by < by, Tama je by < by < a1 < ag. Ilakme, mmamo ma je
npaBoyraoHuk P, mysxwm on npaBoyraonmka Pj. Y macraBky hemo moxazartu
Ja MOKEMO NPETIOCTAaBUTU A je by < by <ay <ag < 2aq (3a HOHCprKHI/ij
HE OAroBapa Aa jeJaH IPABOYTAOHUK OyAe 3HATHO Ly:KU OX APYTOT).

ay

by by

Cuuka 3.3: [IpaBoyraonunu 3a koje Basku by < by < a1 < ag < 2a;.

Iame, ako ce mecu ma je 2a; < ag, Tada MOKEMO IO OY:KUHU IOACIUTH
npaBoyraonuk P, Ha mBa Mama IpaBOYraOHWKA, ON KOjUX MOKEMO Hampa-
BUTU HOBU MPABOYTAOHUK TAKO IITO UX CIOKUMO jedaH Ha APYyTuU. Tume mo-

a

. . 2
OujaMo IpaBOYraoHUK Py umja My:KUHA CaIa N3HOCH ?,a BucuHa 2by. Kako

Cy MOBPIIVHE MOJIA3HUX NPABOYTAOHUKA jeTHAKE, W MOBPIIMHE MPABOYTA0-
muka Py u Py Guhe jemsake, Tj. Bawn jemHakocT, ai-by = % - 2by. VI3 mper-
mocTaBke 2a; < Qo ¥ U3 MOCIEIHE je IHAKOCTU UMaMo na je 2by < by, ma ako
MMOHABJLAMO CIIOMEHYTHU IMOCTYIAK BUIIE IyTa, IPABOYTaOHUK Ps MOKeMO
MPECIOKUTA Y TPABOYraOHUK KOI Kora je as < 2ap. IIpermocraBumo na
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uMaMo Oalll TakaB MPaBOYTAOHUK.

Cumectumo mpaBoyraouuke P; u P, y paBaH Tako na UM IOHa JeBa Te-
MeHa Oymoy CMemTeHa Y KOOPAWHATHOM IMO4YeTKy. IloToM, MOBYyIMMO my:K
KOja cIaja ropme JIEBO TeMe IpaBOyraoHUKa P} m nome mecHo Teme Ps.
Ha oBaj maumn cMO mpaBOyTraoHWKE MOAEJIUIN HA MO jelaH MEeTOyrao, je-
naH Behu u jemanm mamu Tpoyrao. Ilpumerumo na cy meroyriosu C1 u Co

B,
A

G Cy Ay

nomynapuu, a ma cy tpoyraoBu A;, As m XOY ciauunu. U3 jemmaxkoctu
aj - by = as - bs mobujamo by - as — a1 - by = by - ag — as - by, 0OHHOCHO MMaAMO
(ag - al)bl = (b1 - bg)ag. O,HH,B,HG‘ je

bi—by by

Gz — ax B az’
[Momro cy Ay u XOY cauunuy, U U3 MOCHENHE je IHAKOCTU, MOKEMO 3aKIbY-
uuTH ga je jenHa karera Tpoyraa A; myskume by — by, a mpyra rarera
je as — ay. Cnmuno mobujamo u 3a Tpoyrao As, jenHa meEroBa KaTeTa je
Oy:KUHE ap — a1, a apyra je by — by. IIlTo mame mmmuunupa na je Ay &
As. Tpusujanuo cienu u momxymapHocT Tpoyriosa By u By, By = By. Ha
OCHOBY OBOra MokeMoO nohim mo 3ak/pydkra Oa Cy Karere oba TpOyria a; u
by. VI3 cBera oBora moJiasmMo IO OHOTA IITO CMO Tpebasiu HOKas3aTu, Tj Oa
cy npaBoyraoununu P; u P» je THAKOPa3JI0KUBU. O

3.6. Jlema. Ceaxu n-moyeao Ay, As,...A, (n > 3) uma yrympawmny oujazo-
naay (Qyxc Koja cnaja 08a Hecyceona Memera U Koja, ca UCKpYIenem KPajuus
MAAKA, YEAA NPUNAOG YRYMPAUBOCTY MHO20Y2AA,).

Ilokas. N3abepumo npoussosHo TeMe A;, muoroyria Aj, As,...A,, Koje je
yjemHO M TeMe KOHBEKCHOI IOKpWBava TOT MHOroyria. lTama je moryh je-
naH on ciaenehwmx ciaydaja:

1) mys A;—14,41 je yHyTpamma aujaroHaga MHOTOYTIIA.

2) y ymyrpammoctu tpoyriaa AA; 1A;A;1; mocroju Gap jenHo teme
Muoroyria Aj, A, ..., A, paznuuuro ox temena tpoyria AA; 1 A; A1, KOje
je y meMy, Hajynamenuje on upase p(A;_14;41), a Koje 3ajenno ca A; yuHU
VHYyTpAaIlikhy aujarosaty n-royriaa Ai, As,...A,.

3) teme n-toyraa Aj, As,...A, wamasu ce ma crpasunu A;_1A;11 Tpo-
yraa AA;_1A;A;11, Taga uMaMo ma TO TeMe U TeMe A; UnHe yHyTpalllhy
IIjarOHAJY. O
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3.7. Jlema. Csakxu muozoyzao Ay, As,...A,, Moxce ce pazioxcumu yHympaw-
BUM OUJAZOHAAAGMA HG MPOY2A08€, M. MONCE CE NPUKA3AMU KGO YHUJG MPOY-
24080, CA MEMEHUMA MEDY memernuma noauzona Ay, As, ... Ay, 3a xoje saxncu
da ceaxa 08a 00 BUT UMAfy OUCIYNKMHE YHYMPAUBOCU, U NPU MOME OPOjJ
muT mpoyzaosa je ysex jednax n — 2, 6ez obzupa wa pasdbujame MHO20Y2AA

A, Ay, LA

IToka3z. Y nemu 3.6 moka3anu CMO IOCTOjalkbe€ YHYTDAIIkhEe IUjaroHAJE Y
MHOTOYTIY A1, As,...A,. Pazmaramem n-toyrana Ai, As,...A, mo yHyTpar-
B0j aujaroHasm mqobmjamMo ABa OWCjyHKTHA MHOTOYTAa. CBaKM OX MHOTOY-
IJI0Ba MMa YHYTPAaIlRhy AUjaroHAJIy IO KOjoj MX pa3siaxemo. IlomaBmamo
Taj MOCTyIaK IOK He NODOHjeMO na Cy Ce CBU MHOIOYIVIOBH, HACTAJIN O
n-toyraa Aq, As,...A,, Pa3ioENIN Ha TPOYIJIOBE.

Jlokas ma TakBUX TPOYIJIOBA MMa TayHO n—2 nahemo mHIyKIMjoM 1O n:

1) B: 3a n = 4, 4eTBOPOYTa0 MOMKEMO YHYTPAIIHOM AUjArOHAJIOM Pa-
3JIOKUTU Ha IBA AUCjYHKTHA TPOYTIIA;

2) N.X.: IIpernocraBumMo na 3a mexu 6poj k, k < n, Baxku na 6poj Tpo-
yIJI0Ba Ha Koje ce pasiaske k-toyrao Ai, As, ... Ay jemuax k — 2;

3) N.K.: Tpeba nokazatu ma je 3a n Opoj TpOyriosBa Ha Koje ce pa-
snazke n-royrao Ai, As, ... A, jennak n — 2. Jlema 3.6 mam maje mocrtojame
yHyTpamme qujarosage. Muoroyrao ce pasnake Ha nsa nena. Hexka cy mo-
oujenu k-toyrao u n — k4 2-royrao. VI3 unayktuBHe Xxunorese 3a k-TOyrao
nmamo k — 2 nujaronase u 3a n — k + 2 - Toyrao umamo n — k aujaroHada,
ITO je YKYIHO n — 2 OujaroHaJe. a

3.8. JIema. 3a ceaxu npagoyzaonux noCmMoju npasoy2aoruk, ca yranped 3a-
0amMoM JEOHOM CMPAHUYLOM, KOJU jE Ca BUM JEOHAKOPAN0 NCUS.

Ioxa3. Tspbheme oBe seme cienu OupeKTHO u3 jeme 3.5, aau My hemo y
HACTABKY paja OaTH jOUI jeldaH, KOHCTPYKTUBAH JOKA3 OBE JIEeMe.
PazMmoTpumo mpBo ciydaj Kaga je 3amaTa CTpaHUIA HOBOT IPABOYTAOHUKA
Beha on mame crpanune npasoyraouuka ABCD, u Heka je oHa Mama OJ
nujaronasue npasoyraounka ABCD.

Youumo tauky F, Koje je y nmpomy:keTky crpaunurie C' D, Tako ma je gy
AF jemmake ny:kuHe Kao 3amaTa cTpanuna. M3 remena B moByueMmo mpaBy
napasuenny ca AE u Ha By cuayctumo HopMmaste AF u EK u3 tavaka A u
E. Taure npeceka CD ca BK u AF o3uauumo ciosuma L u N.
Hanmocumo mysxumy nysxu EN ma crpanuny AB, onm tauke A ka tauku B,
” HeKa je Opoj HaHOmEmA n, Tako na je n- EN < AB, a (n+1)-EN > AB.
W3 ravaka memema Aq, As,...A,_1 moBrauumMo mpase mapaJjease ca AF
no npeceka ca LD y taukama Ny, No, ... Ilocmenmy mpaBy moBiavyumo u3
A, mapasnenno ca AF, ona ceue BL y Ttauxu M.
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Ha vctu maunn sasocumo nysxuny ay:xu AN Ha crpanuny FK u u3 tavaka

nemema Fi, Fo, ... moBydyeMo npase napaJeinne ca EN, mo npeceka ca AF' y
Taukama Fi, Fs,.... [locnenwma on tux tauaka ceue KF' y tauxku M. [pu-
MeTuMO na he 6poj rauaka Fi, Es, ... 6utu konmuko u tavaka Ay, As, ... A,.

W3 roHCTpYKUMje OBOI IPABOYTAOHUKA CJIEIU MOLYIAPHOCT IEJIOBA, O3HA-
yenux Ha cauiy 3.4, meo 1 mm je 3ajemmuurm. Tako ce mobumja ma cy mpa-
Boyraouunu ABCD u AFKFE jenHakopasio:KUBU.

Cuuka 3.4: JemHakopas3JyoKUBOCT IIPABOYTaOHUKA.

Hpyru cayyaj je kama je maTa CTpaHUIA TPaKEHOT TPABOYTAOHUKA
Beha on mujaromane maTor mpaBOyraoHUKA.
IIpernocrasumo na je AF K E natu npasoyraouuk (ucra cauka 3.4). IIpony-
sgumo crpanuily KF no tauke B, Tako na je ny:xk AB jenHake my:KuHE Kao
IaTa CTPAHUNA TPAKEHOT mpasoyraoHuka. llosmaummo EC || AB, AD L
EC u BC 1 EC. Ha crpanunama EK u AF u3 tavuaka F u A, noHOBO
HaHOCUMO Iysku myskuae AN, m rouctpyumemo [y Fy, EsFsy, ... Hamazumo
nonynapue nenose y npaBoyraouunuma AFKE u ABCD.
[Tocaemmu cayyaj je kama je TpaskeHa CTPAHUIA MIPABOYTAOHUKA Mamha O
cBake crpanune maror npasoyraounka AFKE (ucra cauka 3.4). Tanma je
MOBOJLHO na KoHcTpyucemo nysk EC u3 E mwa pacrojamy AD on temena A.
Jla/ma KOHTPYKIMja je aHAJOTHA IPETXOTHOM CIYUajy. O
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3.9. Jlema. Ceaxu n-moyeao (n > 3) je jeOHaAKOPAZAONCUE CA HEKUM NPABOY-
200HUKOM.

Ioxka3s. Jlatu n-Toyrao ce yHyTpaNlbUM AujaroHajgaMa pasbuja ma (n — 2)
tpoyraa (Jlema 3.6 u Jlema 3.7). Osmauumo ux ca T1,7Ts,...,Th_2, a Bu-
xoBe moBpmuHe ca Py, P, ... P,_o, pecunektuBro. PopMupajmMo npaBoyrao-
vuk AgBoBp—_2A,_2 ocuoBune AgBy Ipou3BoLHE MysKUHE U TOBPIIUHE €I~
HaKe MOBPIIMHU AaTor MHOTOyria. Ha crpannmm AgA,_s 03HAUMMO Tauke
Ay, As, ... Ay_3, a Ha cTrpanunu ByB,_s o3nauuMo tauke Bi,Bs,...B,_3,
Taro ma Basku pacrnopen A;_ 1 — A; — A;1 u Bi—1 — B; — B;41, ¥ IOBpIImHA
npaBoyraounka A;B;B;y1A;+1 je Piyv1 3ai=1,2,...n— 3. [Ipumenom sneme
3.8 n meme 3.4 nmokasyje ce na je OATU N-TOYTao jeTHAKOPA3JIOXKUB ca Ipa-
BoyraouukoM AgBoB,_2A,_s. O

3.10. Teopema. (Boaac-Bowau-TI'epsurnosa meopema)
Jlea MHO20y2AG CY JEOHAKOPAZNONCUBA AKKO UMATY JEOHAKE MOBPUIUNE.

ITokas. Ako cy nBa MHOTOyTIJIA jeJHAKODPA3JIOKIBA OHIA OHU MMAjy jeTHAKE
nospiuee. To HaM ciequ M3 aguTUBHOCTU (pyHKnUje noppmwune. Ca apyre
cTpaHe, MOKAKMMO O3 Cy ABAa MHOTOYIJIA jeIHAKUX MOBPIIMHA jeTHAKODPA-
3moxkuBu. MHOrOyrioBe obenexxknMo ca Ay u A, a HUXOBY HOBPIIUHY Ca
P(Ay) u P(As). Ha ocuoBy neme 3.9, moctoje npasoyraonuimu Ry u Ry koju
Cy jemHaropasiokuBU MHOroyrioBuMa A; u As, pemom. Jacuo je ma cy u
BUXOBE MOBDPUIMHE jenHake, Tj. umamo P(R;) = P(A;) = P(Az) = P(Rs).
[Mpumewnyjyhu nemy 3.5, mobujamo ma cy npaBoyraouunu R; u Ry jenna-
ropasnoskuBu. Jlame, npumemyjyhu Tteopemy 3.3 ma mosurome A;, Ry u
R5, a 3aTtum Ha mosurone Ay, Ry u As mobujamo ma cy mosuronu Ay u As
jemHAKOPAa3J0KUBYU, MITO je U TPpebAJO MOKA3ATH. a

3.11. ITocaemuma. Ceaxu MH020Yy2a0 je jeORAKOPAAONCUE €A KEAOPATOM
KOJU UMG UCNY NOBPULUNY.

Y caemehem nmpumepy hemo 06jacHUTH KAKO MOKEMO Ky NUIY Pas3aoKuTu
y KBampat, y ueMy HaMm nmoMaske Barnac-Boman-T'epsunosa Teopema. (Cinka

3.5)
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Cuura 3.5: Paznaskemo kyhy y KBaapar.

3.12. IIpumep. Kyhumy cmo nmpBo momesniau Ha ABAa MHOTOYTJIA, HA TPO-
yrao 1 KBaapaT. 3aTUM CMO KBAAPAT PA3JIOKUIMA HA IBA Mama TPOyrJia,
U CBAKU OJI TUX TPOYIJIOBA NAJHE PA3JIOKUIN HA MPABOYTaHUK. Kopuctuimu
cMmo jgemy 3.4, mobujeHe mpaBOyraoHUWKE CMO CIOjUIN U HOOWIM KBAAPAT.
Ilobujenu kBagpaT je ucTe MOBPIIMHE KA0 U IOBPIIMHA HAIE Kyhwuie.

IHahemo jom gBa mora3a Bomxac-Bosmawn-I'epBunose Teopewme.

IIpBu mokas.

3.13. Jlema. Ceaku MH020Y200 UMG MHOZOY2GOHO DA3AGZATE HA MPOY2A0BE.

Cuaura 3.6: Pazmarame MHOrOyTIIA.

Ioka3. V3 jennor temena m3abepuMo JIMHUJY YUjU je HATUO PA3IUUUT O1
Haruba CBUX CTPaHUIA, TUME Ce€ ocurypasamo na Hehemo moburtu nuHMIjy
napaJiesiHy ca HEKOM CTPAHUIIOM. 3aTUM aKO U3 CBAKOT TEMEHA MOBYYEMO
JUHU]Y Ca MCTUM TUM HArmboM, OZHOCHO IOBJIAUYMMO IapaljiejHe IIPaBe ca
MIPBOM IOBYYEHOM IPaBOM, MU Tala Taj MHOTOYTao AEJIMMO Ha TPOYITJIOBE
u Tpamese, a Jajbe Te Tpame3e MOKEMO IMOIEJIUTU Ha TPOYTJIIOBE. O



I'NTABA 3. JEIJHAKOPA3JIOEMBOCT Y PABHU 23

3.14. Jlema. Lu.o koja 08a napanseaozpama ca ucmom 0CHOBULOM U UCTNOM
BUCUHOM CY jeonaKropasroxcusy. Memo sancu u 3a mpoyzrose.

IToka3. Herka je ABCD npaBoyraoHuk umja je ocHoBuma crpanuna AB,
a BucuHa je jemmaka crpamunu AD. Heka je ABXY mnapaiesorpam ca
sucuaoMm AD. Ilpernocrasumo na je | DY | < | DC |. Tana je

ABCD ~ AYD + ABCY ~ ABCY + BXC ~ ABXY.

Cuaura 3.7: Pazmarame MHOroyria.

Cama npernocrasumo na je | DY | > | DC |. Xohemo na morakeMo nma
je ABXY monynapan ca HexkuMm mapasuenorpamom ABM N kome je BucuHa
jemnaka crpanumu AD u rme Baxku | DN | < | DC | u onna Ha OCHOBY
IPETXOIHO JOKA3aHOI MMAaMO

ABXY ~ ABMN ~ ABCD.

ITamwe, ABXY paznoxkumo ny:x aujaronasie BY wu Ttaj tpoyrao ABXY
HasenuMmo ca gpyre crpase (to je AAYY:). Cana je

ABXY ~ ABYY, usamu | DY, | = | DY | — | YY1 | = | DY | — | DC |,

jepje |YY1 | =|AB|=|CD|. W cana no rome, moryhie je ma | DY; | <
| DC' |, mro cMmo nokaszanu, uiau axo je | DY | > | DC | orna onmer TOHOBUMO
pasnarame ca ABYY] u onna nobujemo taury Ys tako ma sBaxkwm | DY | =
| DY; | — | DC' | m Tako cBaku myT CMamyjeMo IOK He nobujemo Y; Tako na
Basgku | DY; | < | DC | n onna

ABXY ~ ABYY; ~ ABY1Y; ~ ... ~ ABY,_,Y; ~ ABCD,

IIITO CMO M XTeJIN IIOKa3aTH. O

Cuaurka 3.8: Pazmarame MHOroyria.
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3a CBaKM TPOyrao BaskKU Ja j€ jeIHAKOPA3JIOKUB Mapajieiorpamy, ako
OHU MMAajy WCTe OCHOBUIE M BUCHHA IIapajejorpaMa OATOBapa IOJOBUHU
BUCUHE TPOYTJIa, MTO Oajheé UMIIUAIMPA Aa OUIIO KOja ABa TPOyTJIa ca
MCTOM OCHOBUIIOM U j€IHAKOM BUCWHOM CY j€ITHAKOPA3JIOKUBU.

E

&

Cunura 3.9: Pazmarame MHOrOyrIIa.

3.15. JIema. Csaka dsa mpoyezaa, jeOHAKUT NOBPUWURA, CY JEOHAKOPAZN0 NCUBAE.

IToka3. Kopucrtuhemo nperxomuay aemy 3.14. IlpermocraBumo ma cy oba
Tpoyraa mpaBoyria. Tama umamo ciaenehe

P(AABC) = P(AAXY)
AB||AC] _ |AY||AX]
= 2 - 2
= |AB||AC| = |AY||AX]
lAY| _ |AB
- 7
= [AB] — JAX]

Hobunu cmo na je ANABY cinvan AAXC no cray SUS. OBo Ham na-
me ummaunupa na je BY mapasenna ca XC. Ilakne tpoyraosu ABYC nu
ABY X wMmajy jemHake OCHOBUIE W jeJHAKE BUCHHE, [1a HA OCHOBY HpET-
XOJHE JIEMe MOYKEMO 3aKJ/LYyUUTU I CY OHU jeTHAKODPA3JIOKUBH,

ABC ~ ABY + BYC ~ ABY + BY X ~ AXY.

LN

Jla 6ucMmo 3aBpHIMIN NO0Ka3 3aKbyUunMo ciienelie.
IlBa Tpoyria ca ucTtoM 6a30M M BHCHUHOM Cy jenHaxopasioxusu. Ila axo
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nMaMO TPOyrao Ca OCHOBUIIOM G W BUCHHOM h OH je jeqHAKODPA3IOKUB
ca HEKVM IIPABOYIJINM TPOYIJIOM, MCTe OCHOBule a, u BucuHe h. Kopu-
crehu mpeTxoaHO HOKa3aHO & Cy ABA MPABOYIJIa TPOYIJIA jeTHAKOPA3IIO-
’KMBA, MOKEMO 3aK/bYUYUTU A& IPABOYTVIM TPOYTa0 OCHOBUIE 4 W BUCUHE

a L
h, (P = 7), jé JeIHaKOpa3JoKUB ca IIPaBOYTJIMM TPOYTJIOM BUCHUHE 2, U

. 2 .
ocuosune P (3ameMapumo jemuuune P = 7) Cana raemajyhu moueTHu
TPOYrao ca OCHOBUIIOM 4 WM BUCHUHOM h, OH je jeOHAKOPA3JIOKUB Ca HEKUM
MPaBOYyTJIMM TPOYTJIOM BUCUHE 2, U OCHOBUIlE P, KOju je masne jeHAKOpPa-
3JIOKUB Ca MPABOYTAOHUKOM MCTE OCHOBUIE U BUCUHE 1.

Caunra 3.10: JenmakopasioKUBOCT.

OsraunMo Taj npaBoyraoHuk P, rae je  my:kKuHa OCHOBUIIE IOCMATPAa~
HOT Tpoyriaa. Tama 3a cBaku MHOTOyrao M Bakwu,

M Ty + Tyt +T,
Py + Ppy +-- + Pa,
Pritoatotan,

Py

2 2

2

Opakie cienu na cy MHOTOYTJIOBU jeqHAKAX MOBPIIUHA jeTHAKOPA3IOKUBU
ca IpaBOyTraOHUINMA jeTHAKAX ITOBPIIMHA. a

Ilpyru moka3s.

Ha 6u manu npyru nokas, norpebHe cy HaMm seme 3.13 u 3.14 koje cMmo
moka3ajiu y mpBoM mokaly. IIpeocraje HaM ma mamo IOKA3 joIn jenHe jieme
Tj. Ja TOKAKEMO Ma 3a CBAKM IIPABOYTMaOHUK W KBaAPAT jEeIHAKUX IMOBP-
MIVHA BaKU OA CY jeTHAKOPA3JIO:KUBU. [[OKaAKMMO TO IPBO HA KOHKPETHOM
npuMepy, ma hemMo maTm mOKa3.

3.16. IIpumep. [TocmaTpajmo mpaBoyraonuk aumensuje 5 X 2. Pazmoxumo
ra Ha 3 gena koje hemo mpeciowxmtu y kBagpar crpamume v/10. Jemso
on Moryhux pemema je mpuka3zaHo Ha cauiu. Ha crpamunama mpaBoyra-
ommka AD un BC komcrpyummmo myx AE = CF = /10 mTo je yjemso u
nysxuHa crpanune ksanpara M N PQ. IIpaBoyraoHuk pasiiaskeMo IO Ly:KU
DF u EK || AB, rne je K tauka npeceka nysxku EK u DF. Ha crpann-
nama kBagpara MN u QP hemo koucrpyucaru ny:xk PR = MS = 2, name
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J— P
E R
.K V10 o Q .P
5
F .T
V10
>~ °
A B M S N
2

pasnaszkemo kBanpar mo ayskmma NR u ST | MQ, rme je T Tauka mpe-
cera aysxu ST u NR. VI3 nonynaprHoctu oarosapajyhux ¢urypa, ciem u
jemHaKOPAa3JI0KUBOCT MPABOYTAOHUKA W KBanapara nopimuHe 10.

3.17. Jlema. Ilpasoyeaonuk u xeadpam JjeOHaAKUT NOSPUUNHG CY JEOHAKOPaA-
3N0NCUBY.

Ioxka3z. [Iparehu nperxongau mpumep, OBa JeMa je YOIIITEHW CIydYa] pa-
3jarama MpaBOyraoHWKa y kBampar. [locMarpajMo mpaBOyraoHUK CTpa-

D C
Vab
E
& | Vab
b
E
Vab Vab
A B
a

HUIA ¢ ¥ b, 1 KBaApaT CTPAHUIE Vab. Ha mctu HAYMH KaO y npumepy 3.16
pas3iaskeMo NPAaBOYTaOHUK M IPECIAKEeMO T'a y KBaapaT. Y 0unMo Tauke F
u F wa crpamunama AD u BC pemowm, umja Oy:KUHA OArOBapa Iy:KUHU
crpanune ksaapara vab, 1j. AE = CF = v/ab. TIoTOM KOHCTPYMIIEMO Iy
DF u nyx EK u Basku EK || AB. PaznaxemMo KBapaT Ha TPU MHOTOYTJIA
nomyJapHa ca MHOIOYIJIOBUMa HA KOje je IPpaBOYTraoHUK pa3ioskeH. [Ipu-
MeTuMO na je To Moryhe camo y ciayuajy kama EK ceue ny:xk DF, a 3a
10 je Heomxomuo ma ayx AE = v/ab me Gyne Mama O MONOBUHE CTPAHUIE
AD =b. O

Ha ocuoBy neme 3.13, u 3.14 u 3.17 Mu 3HaMO Oa CBAKM MHOTOYTAO
MOKEMO IOJEJIMTU Ha TPOYIJIOBE, a CBAKM Tpoyrao 1I' je je IHAKOPAa3JIOKUB
ca KBaJIpaToM KOju uMa ucTy noBpmuny (nmocaemuua 3.11). OGenesxumo
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To Ha cnenehn maumn Kp,, . [ame ako cmajamo Te KBagpaTe 1O ABa, pe-
muvo mospmmEe a’ u b, mobujamo (u3 [uraropure Teopeme) MHOTOYTAO

HOBpIIMHE €2, OHNeT Kaja IPUMEeHuMO mociaenuny 3.11 mobujamo kBagpar

HoBpmIMEE 2, W TAKO HACTAB/HAMO TOCTYTAK MOK He nobujeMo jemaH Be-
JUKY KBaIpaT Ydja je HOBPIIMHA jenHaKa MOBPIIMHYA MOYETHOT MHOIOYTJIA.

Tana 3a cBaku mMHOTOyrao M Ba:Ku:

M Ty +Ty+-+T,
~  Kpgy + Kpgy + + Kpyp )

~ KP

Ty taro+-trn

2

P(TM)

Cauka 3.11: JemHakopa3iioKUMBOCT KBaApaTa U je IHAKOCTPAHUYHOT TPOY-
ria.

3.18. IIpumep. laTtu KBagpaTr CMO Pa3jOXUIN HA jeAaH TPOyrao, U TPU
yeTBOpOyTaa. Jlame cMO Te meoBe POTANM]OM U TPAHCIIAIN]OM IPECIOKAINA
1 TOOMIN CMO je THAKOCTPAHUYHUA TPOYTao jeqHaKe MOBPIINHE, KAO U TOYETHU
KBaIpaT. JacHO je ma OBO HUje jeIUHW HAYUWH Oa KBaApPaAT PA3JIOXKUMO U
NPECIOKUMO y TPOYTao.



I'masa 4

JemHakopas3JjioKUBOCT Yy
IIPOCTOPY

4.1. Heduaunuja. [losuedap je zeomempujcro meso y E3 npocmopy ozpanu-
YEHO MHO20Y2A08UMA.

4.2. Heduuunuja. Jyxcu xojuma cy cnojene dge cycedne cmpare nosuedpa
HAZUBAMO UBUYE MOAUEOPA, G MAyKe Y KOJuMa Ce Cnajajy cyceone usuye cy
memeHa noaueopa.

4.3. Hedpununmnuja.

Hoauedapcra dexomnosuyuja nosvedpa A je xonauwar ckyn noasuvedapa Aq,
Ag, ..., Ay wuja je ynuja noauedap A, a npecex ceara 068G Mama NOAUEODG
jecme murosa 3ajedHUNKG CMPAHA.

4.4. Hebununuja. 3a noauedpe A u B kaxcemo 0a cy jeORaKopazro ncusu
axo nocmoju noavedapcera dexomnosuyuja Ay, As, ..., Ay u By, B, ..., B, no-
auvedapa A u B, pedom maxo da je A; nodydapro ca B; 3a ceaxo 1 < i < n.
Yrpamxo, 08a nosuedpa cy je0naKopasoncuea arko jedar 00 wuT Moxce 0a ce
PACMABY U NOHOBY CKAONY Y Opyeu. Jednakxopassoncusocm obenencasahemo
~, u nuuwemo A~ Ay +As + -+ A,.

4.5. Ilpomosumuja. Axo cy dsa noauedpa jeonarxopasnoxncusa, A ~ B, mada
onu umagy uemy sanpemuny, V(A) = V(B).

Y paBHEM CMO IIOKa3aJI1 & aKO ABa MOJIMEApa UMajy jeTHAKY IOBPIIUHY,
OHZIa Cy OHM jeIHAKOPA3JIOKUBU. Y IPOCTOPY, AKO IOCMATPAMO OBA MOJIU-
enpa Koja uMajy UCTy 3anpeMuHy Hehe BaKUTU 1a Cy OHU U je THAKOPAa3JI0-
’KMBH, TITO NeMo moka3aTu y npumepy. la 6u TO BaKUIO jOII jeaH yCIIOB
Mopa Outu ucnyimeH, /lenoBa muBapujanTa um Mopa outu ucrta. lIpe yBo-
bema JlenoBe unBapujaute, o K0joj he KacHuje OUTH peunm, TPBO MOPAMO
yBECTU HEKe OCHOBHE mojMmoBe Teopuje (Abenosux) rpyma.

28
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4.1 OcHOBHU MOjMOBU Te€OpPHje rpylia

4.6. Hedbumaunmja. ['pyna G je nenpaszan ckyn, ca OUHAPHOM ONEPAYUJOM -,
U HEYMPAAHUM EACMEHMOM €, 20€e 8axce caedehiu Yycaosu:
1) 3aceaxo f,g € G samcu f-g € G;
2)  3a ceaxo f,9,h € G samcu f-(g-h) = (f-9g)-h;
3)  Hocmoju e € G maxo da 3a ceaxo g € G éamcug-e =e-g =g
(e ce nasusa weympaanu esemenm);
4)  3a ceaxo g € G nocmoju g~' € G, maxo da eamcu g-g P =g t-g=c¢
(971 ce nasuea uneeps eaemenma g).

4.7. Hebunummja. ['pyna G je Abenosa 2pyna, axo je bunapHa onepayuja -
Komymamuera, mj. axo 3a ceaxo f,g € G sancu f-g =g- f.

4.8. Hedununmja. Hexa je G 2pyna ca HeympasHum eaemMeRmom e, u one-
payujom - . Hexa je H zpyna ca neympasrnum esemenmom € u onepayujom
*. Xomomopgusam ¥ : (G,-,e) — (H,*,¢') je dynryuja y xojoj sa ceaxo
fr9 € G samcu

U(f-g)=w(f)*¥(9).

4.9. Hedununmuja. Hexa je H nenpasan noockyn epyne (G,-). Tada H wunu
nodepyny zpyne G axo u camo axo samxce caedehiu ycaosu:

1) 3aceakxo f,g € H samcu f-g € H;

2) e€ H;

3) 3a ceaxo f € H nocmoju f~* € H.

4.10. Hedpuuaunuja. Hexa je H nodepyna epyne G. Hexa je g € G. Cryn {gh
| h € H}, osnauasamo ca gH u s0eemo aeeu xocem, a ckyn {hg | h € H},
osnanasamo ca Hg u 308emo dechu Kocem.

4.11. Hedbuaumuja. Hexa je N nodzpyna epyne G. Axo 3a ceaxo g € G eaxncu
gNg=' = N (mj. gN = Ng, ceaxu aesu xocem, nokaana ce ca 00zoeapajyhum
decnum Kocemom) onda Kaxcemo oa je N nopmaara nodepyna epyne G.

4.12. Hedpununnmja. Hexa je G epyna u N wena nopmaara nodzpyna. Koauu-
HUYKOM 2PYNOM HAZUBAMO 2DYNY HUJU CY EACMEHMU ABU KOCemU (Ul 0eCHU
xocemu) nodepyne N. Koauwnuuky epyny obeaemcasamo G/N.

4.13. Hepurunuja. I'pyna G/N 6uhie degunucarna na cxyny xocema Ng : g € G
nodepyne N maxo wmo 3a a,b € G dedunuwemo Na- Nb = Nab

4.2 TeH30pCKU NPOU3BOL,

4.14. Hedunurnuja. Hexa cy G u H Abenoase epyne. ledurnuwumo mensop-
cxu npouszeod na G u H, y osnayu G ® H, na caedehu navun:

G®H:={> ai(9i®h;i)| gi € G,h; € H,a; € L},
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3a Koju eamce caedehe ocobuwe:
1) ai(g®h)+ax(g®h) = (a1 +a2)(g®h);
2) (1+92)®@h=(91®h)+ (92®h);
3) 9@ (hi+h2)=(9®h)+ (9 h).

IMocmarpajmo komumuuunuky rpyny R/7mQ ca omepamujom + u mHeyTpas-
HUM esieMeHTOM 0.

4.15. Ilepuaunuja. leHoBa mHBapujaHTa

3a ueuyy a noauedpa P, nexa l(a) osnavasa dyacuny usuye a, o 0(a) yeao
ouedpa y noauedpy P ca usuyom a. Tada Aenosa unsapujarma 6(P) noauedpa
P jecme

n

o(P) = Zl(ai) ® (0(a;) + Q) e R® (R/7Q), 20¢ je n 6poj usuya.

i=1

Cumboa ® uysa 6(P) ma ce He IPOMEHU HPUIMKOM Cedera [Ly:K UBUILE
i ayx auenpa, Tj. 6(P) je mHBapmjaHTa jeIHAKOPA3IOKUBOCTH (pa-
craBHe KOHrpyeniuje). Cana MokeMo popMmyaucaru u DokasaTtu ciexehy
TeopeMmy.

4.16. Teopema. Axo cy noauedpu A u B jednarxopasnroncusu, onda je V(A) =
V(B) ud(A) = §(B).

IToka3z. Jlako nokra3yjemo ciydaj, ako Cy JIBa IOJUEIPA jeTHAKOPA3IOKUABA,
OHZla OHU MMajy jenHaky 3ampemuny. [locmarpajmo nmonuenpe A u B u wu-
X0BO paznarawme Ay, As,..., A, u By, Bs,...,B,, rue 3a cBako i Baxku A; =
B;. ¥Y3umumo y 063up pasznarame noauenpa A m B u muxoB yrunaj Ha lle-
HOBY MHBapujaHTy. sKeamMo ma mokaskemo, ako je moamenap A pasiioskeH
Ha ABa Mama moiuenpa A; u A, tama je 0(A) = 0(A1) 4+ 6(Az).

[Tonuenpe moskemo cehwu mgy:x mBHIE a, TAKO Oa AWEIPU OCTAjy OUYBAHMU,
rana Baxku l(a) = l(a1) + l(az), roe cy ai,az AysKWHE MBULA HOJKEAAPA
Aj,As nobujene ceuvemem mBure A. Kopucrehu penamnujy exBuBaseHrmje
TEH30PCKOTr npom3Boaa nMamo cienehe

l(a) ®0(a) = [I(a1) + I(a2)] ® 8(a)
= l(a)®0(a) = [l(a1) ® O(a)] + [l(a2) ® O(a)],
U BUAUMO Oa TO He yTude Ha J[eHOBY MHBapujanty.

Axo nonuenpe ceueMo nysk auenpa f, Tama MBUIA OCTaje HEIPOMEH-E€Ha
n Basku 0(a) = 0(a;)+60(az). Ha 0CHOBY IPETXOIHOT 1 OB 3aKILYdyjeMO 1a
TEH30PCKU IPOU3BOI He yTude Ha JleHoBy mHBapujanTy u Ba:ku cienehe

l(al) ® 0(@1) + Z(CLQ) ® 0(@2) 5 l(al) = l(ag)
= l(a1) ® [0(a1) + 0(a2)]
= U(ar) @ 6(a),

Tj. lleHOBa MHBapUjaHTa ce HE MEHA.
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[Ipema TOME MOMKEMO MPUMETUTU, IPUIUKOM pasnarama A u B nmamo:

5(A) = 6(A1) +6(A2) + -+ 8(A,)
= 8(B1) +8(B2) +...6(By)
=4(B),

mTo je m TpebaJyio mOKa3aTu. a

OBa TeopeMma HaM O03BOJ/baBa Oa TaMO HeEraTMBAaH OArOBOD Ha Tpehn

XuabeproB mpobiieM, mTo heMo MPe3eHTOBATH Y HACTAaBKY, V OneibKy Ile-
HOBO DpeIlemhe.
Bparumo ce Tpehem XunbeproBom mpobieMy Koju je raacuo ,, Jla au cy
Hoauenpu jenHake 3ampemure y E° jenmaxopasmoxusu?” Xunbept je jacHo
CTABMO MO 3Hama Oa OYEKyje HeraTWuBaH OJrOBOD HA OBO IUTAHE, IITO je
map roauHa KacHUje, kao mro cMo Behl cnomenynu, Max Dehn m mokasao.
[Torazahemo rako je Ilen nmocmarpajyhu mpaBuiasn Tterpaenap U KOUKY a0
HeraTuBaH oaroBop Ha Tpehwm XunbeprtoB mpobiem.

4.3 JJlenoBo pemniene

Ilen je moka3ao ga KOUKA U MPABUWJIAH TeTpaenap, KOju MMajy UCTY 3a-
NpEeMUHY, HUCY jeTHAKOPA3I0KUBU.

Cuuxka 4.1: Kouka u Terpaenap.

[MokymaBao je Ha nBa HaUWHA Oa KMCEUYe KOIKY U MPECIOKU y TeTpaemap.
Jeman on HauvmHa OMO je Oa KOIKY ceve BEPTUKAJIHO U TaAa WUBUIY IIOIEIN
Ha ABa WM BUIIE NeJI0Ba, TAKO Ja AUEeIpPU OUyBa]y CBOjy MEpPY, WX Ha Ceue
ouenpe, TakKO Oa Oy:KUHA UBUIE ocTaHe Hempomemena. Ca [ obejexkumo
NYy>KUHY CTPaHUIlEe KOIKe, a ca f yrao muenpa.
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N

1

1

1

1

1

]
N=—==4==2

Ciuura 4.2: Ilonena Kouke.

Haxkme, ako OU CEKIU BEPTUKAIHO KOOMIU OU
(l1,0), (12,0), b + 12 =1,

a aro OM CERJIM MO MBUIM U PA3Jaraju Aueape nodoumiau Ou
(1,01), (1,02), 61+ 62 =0.

Kama 6ucMo KOIKY Ha jemaH Wiy APYTU HAUUH PA3JIOKUIN HA KOHAUAH
Opoj mesnoBa Koje MOkeMO cabparu monasumo 1o ciaenehe cyme

> lai) ® (0(a;) + Q) eR® (R/7Q), i =1,2...n
ITpe mero macraBuMo na oOpasziakeMo JleHOBO peleme, HABE MO HEKA
npasuia.
4.17. Jlema. 3a a;, b; € R samxcu:
1 a®b~a® (b+2m);
2. (a1 @b+ az®b) = (a1 + az) ® b;
3. (a®bi+a®by) =a® (b + ba).

Ha ocroBY oBmX mpaBmiIa MOMKEMO 3aKBYUYUTU A KAKO TOJ KCEYEMO
KOIIKY MV OuMio Koju npyru objerar mUXOBa 3ampeMuHa Hehe ce mpowme-
HUTU.

4.18. Hedbuuunuja. Unsapujanma je ceojcmeo Koje nocedyje xaaca mame-
MAMUNKUT 06jexama Koje ocmaje HenpoMeneHo Kada ce na objexme npumere
mpanchopmayuje odpehernoz muna.

3ampeMuHa je NHBAPUjAHTa je THAKOPA3JIOKUBOCTH, Tj. ABA 00jeKTa Koja
jecy jemHaKOpAa3JIoKUBa UMAjy WUCTY 3allPEMUHY.

IIpurazahemo y map xopaka xako je /leH moka3ao na mpaBuiaH TeTpa-
enap M KOIKAa, KOjU MMajy UCTY 3aIPEMUHY, HUCY jeIHAKOPA3JIOKUBU.
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4.19. Jlema. Y §(P) duedpu xoju cadpace bpoj m xao pesyamam dajy 0.

WNspauynahemo /leHOBYy mHBapuUjaHTy 3a KOUKY 3ampemumue 1. JacHo je,
Ia je cTpaHulla KOIKe nuMmeHsuje 1.

§ (romxe) = 12 x 1®(g) —6@T=6®0=0.

Ilame HAC 3aHUMA, KOJIUKO mM3HOCU JleHOBA WMHBAPUjaHTA 33 MPABUJIAH
TeTpaenap 3ampeMuHe 1, rae je Oy:KWHA CBUX CTPAHUIA HEKW HO3UTWBAH
Opoj a, u cBu muenpu umajy yrao . [TocmarpajMo npasuian Terpaenap u
u3padyHajMo merose mauemapcke yriaose. [locmarpahemo tpoyrao ABC y
OCHOBU TeTpaeapa 1 yourMmo texumTe tor Tpoyriaa 1 (cauka 4.3). Kako
je y mutamy npaBuiaH Terpaenap DT je BUCHHA MOCMATPAHOT TETpaeIpa.
W3 ocobune TesxumTa Mu 3HaMo na tauka 1 meau AE y ommocy 2 : 1. Kako
je |AE| = |DE)|, nobujamo

Ccosx = 7|TE| = %‘AEl =
~ |DE| T |DE| —

)

W=

1 .
Tama Oa CoSo = 3 Opnmagkie HaM cJaeou Ia je o = arccos <3>

Cnuka 4.3: Ilmenapcku yrao mIpaBUIHOL TETPAEAPA.

. 1 .
Hame Hac 3aHmMMa Oa Ju Je arccos (3 panvoOHaJIHU YMHOKAK 6p0Ja .

Onarosop Ha TO muUTame maje HaMm ciaeneha mema.

4.20. Jlema. Hszpas %arccos (%) je upayuonanar 6poj 3a ceaxo n = 3.
1

n

) = ¢. Cama MOKEeMO

Ioxa3s. [IpernocTaBuMo CynpOTHO, Tj. Aa je M3pa3 = arccos (=) Hekm pa-

nuonanan 6poj. Kopucruhemo kpahu 3amuc, arccos (%
3anrcaTu % = i rae cy | n k npuponsau 6pojesu. VI3 nocnenme jenHakocTu
cremu na je ¢k =wl, mro mame mmmmunupa cos(kg) = £1, 1j. cos(kg) je
HEKU 11eo Opoj.

ITorkazahemo ma oBa mpeTmocTaBKa BOIM KOHTPAAUKIUjU, Tj. MOKazahemo
na cos(k¢) He Moske Guru neo 6poj 3a 6uno koje k=1,2,...

Kpenumo on amunmone ¢opmysie 3a TpaHchopmanujy 306mpa KOCHHyCA Yy
IPOU3BOJ KOCUHYCA.
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cosa +cosfl = QCOSQTMCOSQT_B,

Saa=((k+1)¢pupf=(k—1)¢ mmamo crnenehe
cos(k + 1)¢ + cos(k — 1)¢ = 2 cos(ko) cos(¢),

mMTO JaJbe UMIIIUINPA

cos(k+ 1)¢p = %cos(k@) —cos(k — 1)¢. (*)

i -1
3uamo nma je cos(¢) = . . .
ITamu TOK mokasa 3aBucu on nmapHoctu 6poja n. Mcnurahiemo o6a ciayuaja,

Kama je n mapaH Opoj, 1 Kamna je n HemapaH Opoj.

IIpernocraBumo mpBO ma je n Hekwm Hemapan O6poj. Ilokaszahemo ma
cos(k¢) MOKEMO MpeJCTaBUTH KAo PA3IoMak, Uuju je mMenmaan nF, a 6po-
junarn je jemHak HEKOM OpOjy KOju je y3ajaMHO MPOCT ca N, OBO NaJbe MM-
munupa xa cos(k¢) me Mozke Gutm neo 6poj 3a 6mio koje k= 1,2,... Ilo
IOKAa3a M0JIA3UMO MATEMATUYKOM WHIYKIjOM.

1) B: 3a k=1 wu k =2 nuperrHo cuenu

2

cos(¢) = %, cos(2¢) = Q%COS((ﬁ) —cos(0) =2cos? ¢ — 1= % —1 =23,

n

1
Kako je n menmapan 6poj pasauuur on 1, umamo mna — HUje meo O6poj. n u 2
n

2

Cy y3ajaMHO mpocT#, ciIema aa cy u 2 —n? u n? y3ajaMHO TpOCTH.

2) N.X.: IIpernocTaBuMo na Hamla IPETIOCTABKA BAKU 3a CBe OpoOjeBe
k > 2, ma Basku u 3a k, Tae mOJIa3UMO OO

cos(kp) = %, cos(k —1)¢ = %

rme cy a u b neau 6pojeBu, y3ajaMHO MPOCTHU Ca N.

3) N.K.: Tloraxumo na tBpbeme Bakm 3a k + 1.
W3 * umamo caenehe

2 b 2a—bn?
cos(k +1)p = 2% — 2= 2020,

Hame, karo cy 6pojeBu 2 1 a y3ajaMHO IPOCTU Ca N, jACHO je ma Cy U Opo-
jeBu 2a U m y3ajaMHO IPOCTU, UCTO, b U N Cy y3ajaMHO IPOCTHU, [ CAMUM
tuM Gpojunan 2a — bn? je y3ajamuo mpoct ca n. OBUM CMO JOKa3aau Oa
cos(k¢) He Moske Gutu meo 6poj ako je n HemapaH 6pOj.

Ilornenajmo mta ce memaBa ako je n mapaH Opoj.
Heka je n mapan 6poj, Tama Baxku n = 2m, rme je m je meo 6poj, m = 2.
Tana cos(k$) mpencTaBmamMo kKao pasioMak umju je mmenmtan (2m)F, a
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Opojunarn je jemnak HekoM OpPOjy Koju je y3ajamuHo mpoct 6pojy m. OBo ce
OOKa3yje aHAJOMHOM WHIAYKIMjOM Kao MAJIOIpe.

1) B: Bak=1u k=2 nupexrno caenu

1 1
cos(9) =2 = 5
2-n2 2 — 4m2
2 - 4m2 b

n

cos(2¢) = 2% cos(¢) — cos(0) =2cos?p— 1= 2% — 1=

1—2m?
2m?2

omakie ciaemu na je cos(2¢) =

1—2m?
2m?2

1
Kako je m > 2 6poj s Kao u O6pOj Huje meo 6poj. Uspasu 1 — 2m?
m

u 2m? cy y3ajaMHO IPOCTH.

2) N.X.: IIpernocraBuMo na Hamla IPETIOCTABKA BAKU 3a CBe OpojeBe
k > 2, ma Basku u 3a k, rOe M0JTa3UMO MO

cos(kd) = %, cos(k —1)¢ b

rme cy a m b neau 6pojeBu, y3ajaMHO MPOCTHU Ca M.

3) N.K.: Tloraxkxumo na tBpbheme Bakm 3a k + 1.
N3 (x) umamo caenehe

cos(k + 1) = 52 GrayE — @aT= (omjh

cos(k+ 1)¢ = Fdmd

Ilakne, HU y OBOM caydajy He Ou mobunu ma je cos(k¢) meo 6poj 3a Guio
roje k=1,2...
1
CaMuM TUM HE arccos (), n 2 3 HUje paIroHaJIaH Opoj. a
n

IIITo mac J0BO M OO TOr'a Ja CXBAaTHUMO Oa je Halla MOYETHa IIPETIOCTaBKa

1 1Y . . .
Ousa morpemHa, OTHOCHO — arccos | — | je mpamuoHasan 6poj 3a OUII0 Koje
T n

n = 3.
Ha ocHoBy cBera oBora MO:KeMo 3akbyunTu Aa 0(Terpeaenpa) nehe Guru
jennaka 0, Beh he umaru HEeKy BpemHOCT

1
d (rerpeaenpa) = 6 X a ® arccos (3)

Kana ynopemumo 0 (jequnanuse xouke) u 6 (terpeaenpa) mobujamo ciaenehie

§ (jemammane koure) =0 # 6 X a ® arccos(3) = § (reTpeaenpa)
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Omakiie HAM CIeIM Ja KOIKA U TeTpaelap jeIHAKAX 3a0pEeMUHA HUCY jel-
HAKOPAa3JI0KUBU O00jEKTH.

Cunnep! je 1965. mpomupuo IleHOB Pe3yITAT, U OKA3a0 AA CBU IIOJILe-
IpU KOJU MMajy UCTY 3alpeMUHy U UCTY [leHOBY MHBapujaHTy jecy jen-
HAKOPA3JIOKUBHU, Tj. MOKEMO MX PA3JIOKATA Ha KOHAUYAH OpPOj HEeyoBa U
NPECIOXKATA jeaH V OPYTH.

4.21. Teopema. (Jen - Cudaep) Hexa cy damu noauedpu A u B xoju umajy
uemy sanpemuny. Tada saxcu,

A u B cy jeonaropaszaoncusu axxo je §(A) = 6(B).

Jlokas oBe Teopeme je mOCTa CIOMEH U U3Ja3V BaH OKBHPA OBOI Pala
Yuju UJb je Ouo na mpencraBuMo JleHOB moxas.
WcrpaskuBame 0 je JHAKOPA3JIOKUBOCTU BPIIU CE W y BUIIMM OUMEH3UjaMa,
aju Ty je MaTeMaTuKa NOCTa CJIOKEHUja, cTora To Huje obpabeno y oBom

pany.

! Jean-Pierre Sydler (1921-1988) mBajuapckn mMateMaTuyap, O3HAT MO CBOM DAy Yy T'eo-
Merpuju, HajBume no tpehem XuabeproBom mpodiaemy



I'maBa 5

3aHMJBUBOCTHA

Wreja o jemHAKOPA3IOAKUBOCTH JOJIA3U O JABHUHA, jomr on Eykmummal.

JennocTaBHM MeTO[ pa3iiarama U METOX NONyHaBama MHOTOYIJIOBA Ce

KOPUCTHO jOII IIpPEe HOBE €pe 3a MOKA3UBAKE HEKUX OCHOBHUX TEODPEMa eJjie-
MEHTapHE TeOMeTpHje.
WNaycrpoBahemo oBe mBe Mmerone Ha mpumepy lluraropmue Tteopeme Koja
KaKe Ja je noepuuna xeadpama Had TUNOmMeRYysom npasoyenoz mpoyaia jeo-
HAKG 30UPY MOBPULURA KEAOPAMA KOHCTPYUCAHUT HA0 KAMEMaMa UCMOoz Mpo-
yeaa.

IIpencraBumo npBo nmoka3 Iluraropune Teopeme MeTOmOM paszijarama.
KBangparu KOHCTpyuCanu Hax cTpaHuIaMa npasoyriaor rpoyria ABC pas-
6ujajy ce omrosapajyhum myskuma Ha Hekn 6poj MHOTOyrIoBa (Canka 5.1),
TaKO Oa ce m3MeDhy MHOrOyryioBa, Ha KOje je pa3JIoyKeH KBaApaT HaJ XUIO-
TEHy30M U yHHje CBUX MHOI'OYIJIOBA Ha KOje Cy pa3bujeHu KBaapaTyu HaL
raTerama Tpoyria ABC, Moke ycnmocTaBuTu OHMjeKnMja OJAKIE MMaMO Ia
cy oxrosapajyhu MHOroyryoBu IIOLyapHU.

IMpomuckyroBahemo npsBu npres ca ciauke. [locMaTpamMo pasHOCTpPaHU
npasoyrau Tpoyrao ABC 3a koju Basku |AC| < |BC| < |AB|. Tauka M no-
bujena je y npeceky noayupase pp(J, A) ca ny:xu |CG|. Tauky N nobujamo
y IMpeceky TMoJIyImpaBe K0joj je mouerak y Tauku F', mapaJjenna je cTpaHuAu
|AB|, ca mysn |CD|. Tauka O nobujena je y npeceky mysku |AJ| ca momy-
IpaBoM Koja ucxomu n3 L u napasnenna je kareru |BC|. Hame, Tauke P u @
nobujajy ce y npecery my:xu |[LO| ca mpaBaMa Koje caupske penoMm Tadke J
u B u napanenne cy kareru |AC|. Tauka S ce nobuja y npecery aysxu |BC|
ca mpaBoOM KOja MpoJia3u Kpo3 Tavky N W KOoja je HOpMaJIHA HA XUIOTEHY3Y
|AB|. Tlocnenme Taure Koje Cy HaM NOTpebHE Cy Tauke Koje ce GopMupajy
pemoMm Ha myskuma |BL| u |BQ)|, o3raunmo ux ca T u U. Tauka T nobujena

'Eyknun (oko 300.1m.1.¢. - 4.Bex m.u.e.) u3 Anekcanapuje 610 je AHTUYKYA MATEMATAYAD TO-
3HAT 10 cBOjuM genuma FEaemenwmu, Jama, Onmuxe m arropuTMy 3a n3padyHaBame HajBeher
sajemunuror genvona (H3ID) koju je mo memy HaszBan EyKINIOB ajaropuraM.

37
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je Tako mwTo mpeHeceMo ny:kuHy my:xu |NS| u3 remena B na crpanuny BL,
a taurka U mobujeHa je y mpeceky moaympaBe, KOja UCXOOW u3 TeMeHa 1’ u
napasensa je karern BC, ca ayxu |BQ)|. IloBpmuHa KBaapara KOHCTPYU-
CaHOT HAJ XUIIOTEHY30M, CJIeIU HaM U3 aIUTUBHOCTU (YHKIMje HOBPIIVHE,
jenmHaka je 30Upy MOBPIIMHA TPOYIVIOBA O3HAUEHUX ca 1,3 u 4, m 4eTBOpPOy-
raoBa o3HaveHux ca 2 u 5. Ha ocHOBy 3amaror pasigarama, JIaKO yOo4aBaMo
na je moBpimHa kBaapara Han Beliom karerom BC, tpoyraa ABC, jennaka
36upy moBpIIMHA TPOyraoBa 1 1 3, 1 yeTBOPOyTIa 2, KA0 1 14 je TOBPIIUHA
KBagpaTa Haa MamoM kareroM AC jemHaka 30upy moBpmuHa TpOyria 4 u
yerBOpOyTraa 5, omakie HaMm cienu TBpheme [luraropmue Teopeme.

Cuauka 5.1: Iloka3u [luraroprae Teopeme MeTOIOM pa3iararma - JOKa3 KOju
oarosapa npBoM mpresky norude u3z 900. roauue H.e. on AHepusu-a, HOK
IOKa3 KOju OAroBapa APYroM IpTexy norude on [lepurasna.

Ucty Teopemy MOKa:KMMO caa METOJIOM JOIymaBama. O3HaumMo cTpa-
Hune npasoyraor Tpoyraa ABC ca a,b, u ¢, Tako na Baxku a < b < ¢ (caura
5.2 ). Honyammo kBazpatr AEFB HaJ XANOTEHY30M IPABOYTJIOr TPOYTJIA
ABC tpoyraosuma ABC, AEG, FEH u BFI koju cy mebycobuo momy-
napuu. Tako nmobujenu kBanpar CGHI je crpanune nysxkusue a + b. Ilomy-
HUMO caja YHUjy KBagpara Hax katerama tpoyriaosuma ABC, BAD, CMO
u COL no xsagpara PDKQO. Kako je mysKrHa CTpaHuUIle U OBOT KBaIpaTa
jemnaka a + b, tana cy kBagpatu CGHI u PDKQO nonynapuu, Te Cy UM U
nospmuHe jemHake. [locmenuna oBora je ma je 30up moBpHIMHA KBaIpaTa
wan karerama AC u BC jemmaka noBpmuuu kBanpata PDKQO ymameHoj
3a YeTBOPOCTPYKY BpeAHOCT moBpiiuHe Tpoyriaa ABC, mto je jemako mo-
ppuvau kBagpara CGHI yMameHOj UCTO 3a YeTBOPOCTPYKY BPEIHOCT IIO-
ppmmHe Tpoyria ABC, Tj jennaka je moBpmmuu kBagpara AFFB.
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Cuaura 5.2: [loka3 [luraropune TeopeMe METOAOM AOMYHaBabA.

[Torazahemo jomr jenan uHTEpECAHTAH TOKA3, KAKO CE IPEKO aHAJIUTUYKE
reoMmerpuje, 40Ja3u 10 GpopMmyse moMONy Koje ce m3padyHaBa yrao auenpa
y Terpaenpy. I[locmarpajmo Terpaenap ca ocaoBom ABC 1 BpXoM y Tauku
D, ABCD.

B

Cunuka 5.3: zpauynaBame quenpa y IPaBUIHOM TETPAEIPY.

Pamu jemmocrasuujer 3anuca obenesxumo usuine AD, AB, u AC 6pojeBuma
1, 2 u 3 pemom. Hera cy v_f, T u v_3> TPpU jeqUHUYHA BEKTOpAa, 13 TeMeHa A ka
OCTaJIIM TEMEHNMa, Koju oarosapajy usunama 1, 2 u 3. Ilocmarpajmo jenay
on uBuna, permumo usuiy 2. Ona je onpebena nsema pasauma. Jenna pasad
je onpebena BekTOopuUMa o u v, 1j. AABD, a npyra pasau oxpebena je
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BekTOpUMA U3 1 U3, Tj. AABC. YHyTpalmhy HOPMAJIHA BEKTOPY HA OBE IBE
paBHU M3padyHaBajy ce Ha ciaeneliv HAUMH:

— -

— _viXvy _ v3Xv3
n = =S_=un = ==
12 [v{ xv3]| 23 [v5 x 03|

OBu HOpMAJHU BEKTOPU 00pasyjy yrao ¢, Ha CIUIU 5, OUEIaPCKU yrao, y
ONHOCY HA WBWILY 2, U U3padyHaABaMo ra Ha ciaenehu mauwm:

cos(¢p) =~} - iz}

O6enesxwumo ca 6;; yrao msmeDy uBuma ¢ u j. MosxeMo mojerHOCTaBUTH
OCJEeNHY jeJHAKOCT, M TUMe NOOMjaMO MHBEDP3HY KOCUHYCHY (OPMYIy 3a
u3padyHaBame OUEApa y TeTPaenpy

cos(¢z) = AT,

Tj.

sin(@lg) Sin(023)
Kako mocmarpamo mpasuian Terpaemap uMaMmo na je 1o = 613 = a3 = 60°
OJlaKJIe CJIenu

¢2 = cos™? (COS(QK”) — cos(f12) cos(f23) )

6o = cos~! <cos(60°) — c0s(60°) cos(60°)>
5 =

sin(60°) sin(60°)
o1l
sl | 222
V3 V3
2 2
2.1
= cos~!| 4 3 4
4
1
= cos™! (g)
4
1
I By
= cos <3>
1
= arccos | =
3

C 0063upoM ma yrao ¢, oaroBapa rope IMOMEHYTOM yriay 6, mobuin cMoO Ia

. 1
je yrao 6 = arccos | -
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