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YBoa

Tapcku je 60-ux roamHa MPOILIOT BEeKa M3BOjUO camo 11 OCHOBHUX HJICHTHUTETa O
NpUPOTHUM OpojeBuMa N KOju ce yue y Cperh0] IIKOJIU:
Dx+y=y+Xx
@)x+(y+z2)=(x+y)+z
(3)x-1=~x
(A)x-y~y-x
G)x-(y-2)=(x-y)-z
HSI 6)x-(y+z)=X-y+X-2
(M1 ~1
(8)x' ~ x
Q)x"* = x’ - x*

(10)(x-y)* = X" -y’
AD(x*)* = x>*.

HSI

Cae oBe ujeHTHTeTE 3ajeHO o3HauaBamo HS/ (High School Identities), a unenturere koju ce
oHOCE caMo Ha omepauuje +,",1 osmauasamo HSI . Wnentutetn HS/ MCTAKHYTH Cy U Y
yyBeHOM geiy Jenexunna usz 1888. ronune ,,Was sind und was sollen die Zahlen®. Jlenexuun
je IoKa3ao 1a OBM HICHTHTETH CjeiAe H3 TMOo3HAaTHX [leaHOBHMX akcHOMa. 3a MHOTe
MareMaThJape, W3ydaBarme OCHOBHHX HJICHTHTETa 3a NMPUPOJHE OpojeBe 3aBpiiaBa ce y
cpenmwoj mkoau. Unak, moctoju mocta mpodsiemMa 3a UCTPaKUBaWkhe, KOJU M3JIa3e U3 OKBHUpA
CPEIEbOIIKOJICKE HacTaBe MatemaTuke. Ha mpumep,

1. mocToju myHO TaKO3BaHUX MaJMX Mojena 3a uaeHTutTere HS/, u
2. mocroje uaeHTuTeT! Koju Baxe y N, a koju ce He Mory u3Bectu u3 HS/.

[Tokymaj kacudukaiyje KOHaYHUX MO/JIeNa J0BOIM A0 3aHUMJBUBUX ITpo0iieMa y TeopUju
opojesa. [ToBogom 2, cam Tapcku ce mutao na nu je HS/ ocHoBa 3a cBe uaenturere u3 N. Ha
OBO MHUTame, MO3HATO Kao TapcKujeB CPelrOLIKOJICKU MPOoOJieM, HEraTUBHO je OJrOBOPHO
Bunku 1980. rogune. BunkujeB pesynrar gokasyjemo kopuctehu jeman mamu monen HSI,
METO/IOM Kojy je yBeo I'ypeBuu 1985. ronune.



1. OcHoBe

Nedunnmmja 1.1. Heka je A jesuk {+, -, T, 1} koju ce cacroju ox tpu cumbona 3a
OuHapHe omepanMje W jeaHor cumbona KoHCTaHTe. A -anreOpa koja 3amoBosbaBa (1)-(11)
HazuBa ce HS/-aneebpa.

Nedpunnmuja 1.2. N je HSFanredpa (N, +, +, T,1), rae je N CKyl MO3UTHBHUX IETHUX
OpojeBa, u +, *, T cy pemom ormepaiuje cabupama, MHOXKEHA U CTEIICHOBAMba MPUPOITHUX
Opojena.

JMepununuja 1.3. Heka je A jesux {+, -, 1} xoju ce cactoju ox nBa OuHApHA
omepanujcka cuM60lla M jeJHOT cuMOona KOHCTaHTe. A -anmrebpa A Koja 3a10BOJbaBa
HSI nazusa ce HSI-aneeopa.

Nepununmja 1.4. Axo je A = (A, +, -, 1,1) 1 -anrebpa, oHma ce mweHa pedyKyuja Ha
jesuk A o3HawaBa A, 1j., A = (4, +, 1), tnecy +, -u 1 u3 A.

OuurnenHo je 1a ako je A HS/-anre6pa ouna je A HSI-anre6pa. Crnienujanso, N je nosnara
HSI-anre6pa (N, +, -, 1). HapaBHo, noctoju Moryhaoct na ce neka HSI-anre6pa B ne Moxe
npomuputu 10 HSI -anre6pe, Tj. na He noctoju HS/ -anredpa A Taxo na Baxu N = B. 3aucra,
yckopo hemo BHIeTH MHOIITBO MpUMepa KOju NOTBPhyjy To.

Nedununuja 1.5. Hexa je A HSI- umu HS[Fanre6pa. Enementu yHuBepsyma anrebpe
reHepucaHe KOHCTaHTOM 1 Ha3uBajy ce yeau opojesu u3 A.

Jlema 1.6. Axo je A HSI- unu HSFanzebpa onoa je ckyn yenux 6pojesa uz A
{1+1+--+1:n€N},

n

CKYN KOHAYHUX CYMA jeOUuHUyd.

Joxka3. JacHo, cBaka KOHauHa cyMa jeuHHIa Mopa 6utH 11eo O0poj u3 A. Kopucrehu HSI,
pecriekTuBHO HS/, BUIMMO N1a je OBa KOJIEKIMja eJeMeHaTa 3aTBOpEeHa 3a omepanuje u3 A
yKJbyuyjyhu u enement 1. O

Y HSI unu HSI -anre6pu A jeqHocTaBHO numeMo 1 ymecto 1+ 1+ -+ n.
n

Huje Temko youuTd na ce kao mojeiu Teopuje HSI, ocum anrebpe N Haj ckyrnom
MPUPOJTHUM OpojeBa, TMOjaBJbYjy M JIpyre mo3HaTe aireOpe OpojeBa, HaJ CKYIOM IIENHX,
palMoHaTHUX, PEANTHUX M KOMIUIEKCHHX OpojeBa; kao M oaromapajyhe momanreOpe Han
MO3UTUBHUM OpojeBuma. Mehytum, MHOre o1 OBHX aireOpu He MOry OWUTH palIMpeHe 10
Mmojena 3a HSI. Ha npumMep, NO3UTHBHU paliMOHAIHU OpOjeBH HUCY 3aTBOPEHHU 32 YOOU4ajeHO
CTENEeHOBamke pealHux OpojeBa. Baxkno je mpumeTuTd na HSI-anrebpa Haja MO3MTUBHAM
peannuM OpojeBUMa JOMyIITa IIPUPOAHO Ipommpeme 1o HSI-anrebpe RT = (R*, +,-, exp, 1).

Jenan mpuponan u3Bop mpumepa nponamao je bupkxod (1942). On je mokazao na
unentutetd HSI Bake 3a anrebpy mocera, ca cienehuM onepanujama: + je AUCJyHKTHA YHH]a
IBa moceta, X je JlekapToB mpowmsBoj mocera, T je ckyn (yHKIHMja Koje 4yBajy ypehema.
CamuM TuM, anreOpa KapAMHATHUX OpojeBa Takolhe 3anoBosbaBa HSI uaenturere. Y HapenHoj
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JIEMHU M3]IBOjE€HE CYy OCOOMHE KOj€ CE€ OJIHOCE Ha CTETICHOBAaMmkE KapIMHATHUX OpojeBa. AKO Cy
A u B ckynosu, onja je B4 ckyn cux Qpynkiuja uz A 'y B. Ilpu 0B0j MHTEpIpETaLUju, HIIP.
unentutety (10) u (11) moctajy [(A X B)¢| = |A¢ x B¢| u [(4B)¢| = |AB*C|.

Beoma BakHe Merone 3a mpoyyaBame uaeHTHTeTa anreope N motmuy u3 Xapnaujese
MoHoTrpaduje

(1921) o mapumjanaum ¢yHKOMjamMa AehUHUCAHUM TEpMHMa TaplyjaTHe ajreope Haj
peasiHuM OpojeBUMa KOjy 03Ha4aBaMo Ry;:

RH = <R, +) _)"/’ (7i/_)nEN ) EXp, IOg, (r)TER> .

Heka je ' ckyn cBux mapiuujainux ¢pyHknuja nedunucanux y Ry tepmuma t(x), u Heka
je Ho cxyn ¢pyHkumja f € H koje cy aeduHuCaHEe 32 JOBOJFHO BEIIMKE peaiiHe Opojese (Tj.
MOYEeB OJ] HEKOr peanHor Opoja). Xapau je Ha ckyny Ho, T3B. JIOTapuTaMCKO-
eKCIOHEeHIMjamHuX (QyHKIM]ja AeuHmcao ypeheme <,

f < g axo cy BpenHoctu pyHKIHjE [ Mame O]l BPSIHOCTH
dbyHKIMje g, 32 TOBOJHHO BEJIHKE peanHe Opojese,
u cienehy penanujy

f = g axo cy Bpennoctu pyHkuuja f u g jeaHake,
3a IOBOJHHO BENIMKE peasiHe Opojese.
Jlokazao je u cienehu pyHaaMeHTaIHu pe3yTar.

Teopema 1.7.3acBe f,g E HBaxu f < g,g<fwmf = g.
[Toce6Ho je BaxkHa creneha mocneauna.

IMocaenuna 1.8. Axo cy f,g € H nBe dyHkuuje nepunucane Ha (a,+00), amu HHUCY
jeIHaKe Ha OBOM MHTepBaly, oHnaje wm f < guwm g < f.

Xap/njeBo HCTPaKUBAME CE HA TPUPOJAH HauMH NpeBoau Ha anreOpy R¥: 3a cakm A-
TepM t(x) Heka je t*(x) TepM H0OMjEH TAKO IITO ce MOATEPMH OJ t obimka u’ 3amemyjy ca
exp(vlogu). Tama 3a cBaku A-tepm t(x), mpeBon t*(x) neduHmiNe jeqHy napiujamHy
¢byHKIM)y KOja je neuHucaHa 3a CBe IIO3UTUBHE peaHe OpojeBe, U 3a T€ BPEIHOCTH (PyHKIIHja
je jennaka (ynxuuju Hag RY kojy nedunumie tepm t. OBako aeuHnuCcaHO TpeBoherbe n3pasa
Ham omoryhasa na nperxoany nocieauiy npenecemo Ha anrebpe R* u N.

Teopema 1.9. Ako tepmu s u t oxpelyjy nse pasnuuute pyukimje Hax RY, oqrocuo N,
oHmajeunu s < twmt < s.
Teopema 1.10. Anre6pe R* u N 3a10BosbaBajy ucre A-uaeHTureTeE.

Hoka3s. Kako je N moganre6pa ox R*, TpeGa noka3atu na cBaku uaeHTUTET Tayad y N
takohe Baxu u y R,

Hajope pasmarpamo WIEHTHTET ca jeHOM mpoMmeHBMBOM, S(x) = t(x). Ao OBaj
uaeHTurer Huje tTauad y R™, onna cy speanoctu s(x) u t(x) pasnuuure 3a JOBOJLHO BEIHKE
peaiHe OpojeBe X, a CaMUM THM U 3a JOBOJbHO BEJIHKE Ipupoane Opojese. akie, s(x) = t(x)
He Baku y N. MHyKIMjoM 110 Opojy IPOMEHIJBMBHX CE J0Ka3yje Ja CBAKU UICHTUTET Ta4aH y
N takohe Baxku uy R*. o



XapaujeBa HCTpaKMBamba aCUMITTOTCKOT TToHamama H o, -pyHKIMja Onia cy mojiazHa Tauka
3a HCTPaXHBamba OIYYMBOCTH jeTHaKOCHE Teopuje cTpykType N. Puuapacon je 1969. ronune,
ocnamajyhu ce Ha XapawjeB pajl, MoKa3ao Ja je jeaHakocHa Teopuja ox N Ham jemHoOM
POMEHJEMBOM OJTY9HBA, Tj. JIa TOCTOjH TPOIIEAypa a Ce OUTYIH JIa JIH je jemHakoct s(x) =
t(x) tauna y N. PU4apICOHOB METOJI CE CacT0ja0 y HCIUTUBAY BaXKCHha jeTHAKOCTH Y jeIHO]
Momudukanuju cTrpykrype Ry. Hamme, ma Ou ce yommTe AMCKYTOBajiO O OMIYyYHUBOCTH,
HEOIXOHO je Ja je3uk Oyne npeOpojuB, MTO 3HAUW jaa Tpeba nzdbehu HernpeOpojuBO MHOTO
peaTHNX KOHCTAHTH KOje Ce T0jaBIbyjy y Xap/IujeBOM MPUCTYIy. AKO 0] KOHCTaHTH ("), cgr ¥
Ry octaBumo camo 0 u 1, je3uk mocraje mpedpojuB, a cBaka napuujaiHa GpyHknuja u3z H je
neuHUCaHa HEKUM TEPMOM OBOT' PEIYKOBAHOT je€3MKa, aJld Ca pealHuM IapaMmerapuma, Tj.
uspaszoMm t(x,7), rae je t(x, y) TepM y KOME ce €BEHTyalHO 110jaBJbyjy camo KoHcTante 0 u 1,
U 7 je HEeKU HU3 peaHux OpojeBa. Puuap/con je u3 XapaujeBor je3uka n3baiyo u KOPEHOBAbE
(Tv_)nav’ a pynkuujy log 3amenuo ca log| |:

Ry =(R,+,—,,exp,log| [,0,1).

Heka je H cxyn napuujansux ¢yHkiuja nedpuHucanux Tepmuma t(x,7) Haj je3sukoM
anre6pe Ry ca peannum mapamerpuma 7, a H,, ckyn ¢ynxuuja f € H koje cy nepunucane
3a JIOBOJBHO BeNHKe peanHe opojese. Ouurnenno je H € H, na Xapaujesa TeopemMa Baku U
3a H,,. [TpumerrmMo U 1a cy cBe TepM-pynkiuje Hag RY pectpukuuje na (0, +00) pynxuuja
n3 H,.

IIpumerumo na ceaku TepM t(x,y) Han jesuxom anredpe Ry u cBe b € R Taxse 1a je
t(x, E) nepuHUCAHO HAaJ HEKUM HHTEpBaioM I, t(x, B) neununme ¢yukiujy uz C*(I).
OcHoBHa ujeja PuvapicoHOBOr NpUCTYyIIA je a CBakoM TepMy t Haj jesukom airedpe Ry
MPUAPYKU HU3 TEPMOBA HCTOT je3uka ty,ty, ..., t;, KOjU naje BakHe nHpopmanuje o Opojy
pa3NUUYUTUX HyNa QYHKIHjE t(x, I;) y Ha MHTEpBaJly Ha KOME je JerHHICaH.

Kaxemo ma tepm t(x,y) uma ocobuny R(x,k) ako 1mocroju HHM3 TEPMOBA HaJ j€3UKOM

anredpe Ry:
tO (X, 5})' tl (X, 5}): ey tk(x' 5})'
TaKaB Ja
- - i) -
i to(XJY)=t(x:3’)H£tk(X»J’)=01
e 3acBaku uHTepBai | © R U cBe be R, ako je t(x, l;) neduHncano Ha I, OHJIa 3a CBAKO
a € Rucgel <k, tl-+1(a, E) je nepuHUCaHO U

- a -
ti+1(a, b) =0 & atk(a, b) = 0.

Caaku nonuHOM t(Xx) je HajjeTHOCTaBHUjU IPUMEp TepMa Koju uma ocoduny R(x, k).

IMpumep. Axo je p(x) momurom cterneHa k u q(x) momuHoM crernena €, Heka je t(x) =

exp(p(x)/q(x)) = 1ur(x) = p(x)q'(x) — q(x)p’ (x). Hus
exp(p(x)/q(x)) — 1,7(x), 7" (x), ..., T *+t=D (x)

nokasyje na tepm t(x) uma ocoouny R(x, k + £ — 1).

Axo Ttepm t(x,y) uma ocoduny R(x, k), jeaHOCTaBHO ce TMOKa3yje Ja 3a CBaKH MHTEPBAJI
ICRucse b€ R, ako je t(x, I;) nedunrrcano Ha I, Tana je win t(x, 5) =0mnal, nm t(x, I;)
YMa HajBHIIE K pasIuuUTUX KopeHa y . PUuapacoHOB OCHOBHM PE3YJITAT jeCTe 1a 3a CBAKU
TepMm t(X) W CBaKy NPOMEHJBMBY X; IIOCTOjH e(pEKTHBHA INpolEeaypa aa ce mnpoHahe
HeHeratuBaH 0poj k Takap ma t(X) mma ocobuny R(x;, k). 3aHuMIBHBO je ma ce e()eKTUBHO



MOJKE OJIpEINTH TOPHa IpaHmIla Opoja KOpeHa o1 t(x, B) Ha OMJIO KOM MHTepBaiy I, Ha KOMe
je TepM neduHHUCAH W HUje UASHTHYKY jeJHAK HYJIH, aJId HUje MO3HATO Ja JIK ce e(heKTHUBHO
MOJXE OJIPEIUTH TOPHE OTPAaHUYCHE CaMHX KOpeHa y uHTepBany [. M3 PuuapaconoBor
pesynTara cieau cieacha reopema.

Teopema 1.11. Jennakocna Teopuja ox N Haj jeTHOM TPOMEHJBUBOM j€ OJIJTyYHBa.

Kacnwuje, 1981. ronune, MekuHTajep je J0JIaTHO YCaBPIIHO Xap/aujeBe TEXHUKE U JOOHO
cieaehu onIuTHju pe3ynTar.

Teopema 1.12. Jegnakocna teopuja on N je onmyuusa.
Ckopaumu  MOJIE-TEOPETCKM  PE3YNTaTH KOjU CE OJHOCE Ha CTPYKTYPY Reyp =

(R, +,—,-,exp, 0,1, <) 3HauajHO HONpPUHOCE pasyMmeBamy ainreOpe N, anm uX y OBOM paiy
Hehemo HaBOIHUTH.



2. Hanomene o jeanakocnum teopujama 3a N u N

Paj ca jenHakocHOM TeopujoM 3a N 3HauajHO MOjeJHOCTABIbYje UME-CHHIIA 1a CBAKH A-
TepM ¢ MMa jeHOCTaBHY Hopmanny gopmy V(£) — nonunom. Y CTBapH, jeJHAKOCT A-TepMa
onrosapajyhe Hopmanne dpopme jecte mocnenuna HSI.

Teopema 2.1.

(a) jeonaxocna meopuja Id(N) 3a npupooue 6pojese ca cabuparem u MmHOMNCEREM je
0071yuUBA.

(6) jeonaxocna meopuja 3a N je axcuomamuszosarna uoenmumemuma HSI.

Hoxka3. (a) JemHakoct t; = t, Baxku y N ako u camo ako Baxku v(t;) = v(t,). byayhu na
MOKeMO e(EKTHBHO J1a OJpeMMO HOpMaaHy (GOpMy CBAKOT A-TepMa, jacHoO je Ja MMaMo M
NPOLIELYPY OJUTyYHBAIbA.

(6) Hexa je Y ckyn A-jexHakocTn Koje Mory jaa ce m3peny u3 HSI. Kaxo HSI Baxe y N
ciequ ga Y, € Id(N). Ako t; ~ t, Baxu y N, kopucrehn HSI Moxxemo Halir HopMaiHe Gopme

3a tq, t,, ¥ caMUM TUM JOOUTH J0Ka3 3a t; = t, u3 HSI. O

He nocroje nene HopmanHe dopme 3a A-repme mo moxyry Id(N) ma ce ysoxe pasme
coducTunrpane Texuuke. Merone u3 aHanuse (koje motuuy ox I.X.Xapauja) KOpHCTHO je
Puuapyacon [12] na mokake oUTydruBOCT jeIHAKOCHE TEOPHjE Ca jeTHOM MPOMEHJbUBOM 3a N.

Bunkujes nokas [16] na HS/ ue axcuomarusyje Id(N) 3acHOBaH je Ha HEKMM CYNTHIHEM
MeTo1amMa TeopHje qoKa3a. Buiku je mponarnao uaentutetr W (x, y) koju Bakuy N uus HSI +
W(x,y) cnenu (1)-(10) - W (x, y). Enumunanuja motpede 3a AxcromoM (11) je HajTexu neo
BErOBOr J0ka3a. HakoH oBora, oH jgeMHHIIE jeqHO HEOOMUYHO CTemeHoBame Hax N[x],
MOJIMHOMHUMA Ca HPUPOAHUM KoepuiujeHTuma, aa Ou noduo mozaen 3a (1)-(10) xoju He
3agoBosbaBa W (x, y) . Kacuwuje, I'ypeBuu [4] je mponarmao 59-enementru moaen HS/ xoju He
3agoBoskaBa W(x,y) .



3. lenoopojue Anreope u Ilpoctu bpojeu

HMepunnuumja 3.1. HSI-anreOpa reHeprcana KOHCTaHTOM | HaszuBa ce yenoobpojra HSI-
aneedopa. Ucto tako, HSFanreOpa reHepucaHa KOHCTaHTOM | HasuBa ce yenoopojua HSE
aneeopa.

Jlema 3.2. Ako je A yenoopojua HSI- unu HSFaneeopa onoa
A={1+1+--+1:n€N}.

n
Hoxa3. JlupextHo u3 1.6. O
Jdema 3.3. YV yenobpojnoj HSI- unu HSEaneebpu A mosxcemo Kopucmumu uHOYKmueHe

ookasze, mj. ako je ® ceojcmeo mako oa eaxcu P(1), u sasxncu O(x)— ®(x + 1), onoa 3a céaxo
x ®(x) saoxncu.

Hoxka3z. JlupextHo u3 3.2. O
Jema 3.4. Crno6ooua aneebpa eenepucana npasuum ckynom y knacu HSI-aneepu je N; u

vy knacu HSFaneeopu je N. Ilocneouuno, yenobpojue HSI-anzebpe cy (0o na usomopdusam)

mauno konuunuyu 00 N; u yenopojue HSI -anzebpe cy komuunuyu 00 N.

Hoka3. OBo je eBHICHTHO U3 YHEEHUIIE Jla MOCTOjU caMo OeckonauHa HSI-anreOpa,
pecriekTuBHO HS/-anrebpa, reHeprcaHa Mpa3HUM CKYIIOM. O

"=

JMepunnnmja 3.01. BSunapua penayuja kowepyenyuje, y osnayu "=" oeghunuwe ce na
cKyny yenux opojesa Ha ciedehu HauuH:

a = b mod m ako u camo ako m|a — b.
Teopema 3.02. 3a cée a,b,c,d € Z um > 0 sadncu:

1) a =amodm.

2) a=bmodm = b=amodm.

3) a=bmodm, b=cmodm = a=cmodm.

4 a=bmodm, c=dmodm = a+c=b+dmodm, a—c=b—dmodm.
5 a=bmodm, c=dmodm = ac = bd modm.

JHoxka3s. Wnycrpanuje paau, mokazahemo camo 5. ITo gatum ycmoBuma uMamo 1a mla — b
u m|c — d. 360r Tora, m|c(a — b) + b(c — d) = ac — bd, 1j. ac = bd mod m. o

Hepununuja 3.03. Hexa je ~ penayuja exsusanenyuje na ckyny A. Kocem (knaca)
enemenma a € A je ckyn

a/.={b € Alb~a}.
Konuunuuku (paxmop) ckyn cxyna A no perayuju ~ je ckyn

A/.={a/.la € A}.



Hepununmja 3.5. Heka je Ay penamnuja jennakoctd Ha N, u3a a, k € N Heka je

O ={{mn) ENXN:m=mnuma<mnum=nmod k}.
Mponosunuja 3.6. Konepyenyuje 00 N cy mauno penayuje Ay u Oak ,20e a,k €N.

Hoxa3. IIpso hemo nokasaru 1a je penauuja 6, , penanuja eKBUBaJICHIM]E U J1a j€ caracHa
ca omepaiujama cabupama 1 MHOXKCHA.

(P): Heka (m,m) € N X N.m = m, tpusujaino. Takohe, a < mum = m mod k. Ilpema
neUHHUIM]U pellalifje KOHTPYEeHIIMje uMaMo Ja je m = m mod k mTo je eKBUBAJEHTHO ca
k|0. Caxu 6poj Koju je Behu o1 HyJIe ICITH HYITY.

(C): IIpermocraBumo na {m, n) npunana penauuju 8, .. Tpeba nokasaru na (n, m) takohe
npunaga 8, ;. U3 (m,n) € N X N cieqn na {n,m) € N X N. Axo jem = nougajen = m. U3
a<m,nciaemu a < n,mu ako je m = nmod k ouna je n = m mod k (ocobuna pesnanuje
KOHTPYEHIIH]e).

(T): IpernocraBumo na (£,m) u (m,n) npunanajy penanuju 8, ,. Tpeba mokasatu na
(£,n) Taxohe npunana G, .

U3 (f,m) €Oy cemmpmajel =mumwma<I,m, | =mmod k. U3 (m,n) € 0, cnenu
najem =nwuma < m,n, m =nmod k. Paznukyjemo ueTupu ciaydaja.

1. cnydaj:l=m,m =n.Tagajef =n,ma{f,n) € O, .

2. cuyyaj: l=m,a<mmn m=nmodk. Tanaje a <¥,n, {f =nmodk, na (£,n) €
O k-

3. cayuaj:a <l,m, |l =mmod k, m =n. Ciiuudo kao y 2. ciy4ajy 3akbydyjeMo Ja
<‘€,n) € Qa,k.

4. ciydaj:a < I,m, |l = mmod k,a < m,n, m = nmod k. Kourpyenmuja mmo 3aatom
MOJYNy je TpaH3WTHUBHA penanuja, ma je £ =nmodk, a xako je u a < ¥,n,
3aKJpydyjemo (£, n) € 6, .

Haxne, nokasamm cmo 1a je penauuja 8, , PCT penanyja.

CarmnacHoct ca cabupamem: Heka (e, f ) u (g, h) npunanajy penamuju 6, ,. U3 (e, f) €
NXNwu (g,h) € NXNcnemunale+g,f +h) E NXN.Axkojee = fug = honuajee +
g=f+th Ma<efuasghciemmnpnjea<e+g f+huakojee=fmodk u
g = hmod k cienu na je e + g = f + h mod k (ocobuna pesanuje KOHTPyCHIIH]E).

CarnacHoct ca MHOXemweM: Heka (e, f') u (g, h) npunanajy penauuju 6, ;. U3 (e, f) €
NXNwu (g h) ENXN cnienu na{e-g,f-h)ENXN.Axkojee=f u g =honnaje e-
g=f-hMa<efuasghcremumnajea<e-g,f-huakojee=fmodk n g=
hmod k cnequ naje e - g = f - h mod k (ocobuHa penaiyje KOHTpyeHIH]e).

Haxne, Ayu 6, ) Cy KOHIpyeHIHUje O/ N, Ima jequHO wTo TpeGa a MOKAKEMO jecTe 1a je

6110 Koja KoHrpyermmja o N y xebenoj dpopmu. Heka je 6 kourpyenmmja ox N. Bupamo
HajMamHu eleMeHT a € N Tako Ja a/6, Kiaca eKBHBaJCHIMje MO MOAyy 6, uma Oap 1aBa
€JIEMEHTa, a 3aTUM OHJ1a Oupamo Hajmame k € N tako naa +k € a/0. Tagaje 0 = O, . O



Hepununuja 3.7. 3a a,k € N Heka je ﬁa‘k KOJIMYHHYKA anreGpa N/ Oa k-

Huje temko omucary (1o Ha n3oMopdusam) cee nenobpojue HSI-anre6pe. To cy N u ﬁa,k

3a a,k € N. Konaune neno6pojue HSI-anrebpe N, , MOkeMO BH3yalnn3oBaTH Kao NETJbE ca
perom:

Cnuka 1. Nak

Jlema 3.8. buno xoja konepyenyuja oo N koja Huje perayuja uoenmumema mopa oumu
Jjeona 00 O .

Jloka3s. Csaxa xonrpyennuja ox N je taxohe n kourpyenumja ox N. O
Jedpunnnmja 3.9. Axo je 0, xonrpyennuja ox N nexa N ,, o3nagasa N /0, .
Jlema 3.10. 6, je konepyenyuja 00 N axo u camo axo

x* = x%** mod k

gadcu 3a ceée X € N.

Hoxkas. 6, je konrpyennuja ox N ako 1 camo aKo ce caaxe ca OIepalujoM CTENEHOBAmbA,
Tj. ako (m,n) € 6, oHna3a s € N Tpebda na Baxku cinenehe:

(ms, ns) € Ha,k (12)
(s™,s™) € Ok (13)

Penanuja (12) cnenu us yumeHule aa ce 0, caaxe ca MHOXKemeM. OcTaje HaM oIl yCIIOB
(13) xoju ce cBoau Ha cienehu cnenujanHu cayyaj:

(s%,s9K) € 0, (14)



KOJH MOXe OUTH (OPMYIIHCAH B KaO 3aXTEB!

x* = x%** mod k (15)
KOoju Bakr 3a cBe X € N. O

Jlema 3.11. 3a 6uno xoje a,k € N

x* = x*** mod k , (16)
gaorcu 3a cée X € N ako u camo ako 3a cee npocme Gpojese p UMamo,

pllk=>e<a u (17)
plk = (p — Dlk. (18)

Hoka3. (=) [IpernocraBumo a cy npoct 6poj p u e € N taksu 1a Baxu p®|k. Tana
p? = pa+k mod k = k|pa+k —p
= klp®(p* - 1)
= p°lp*(p* - 1)
= e < a.

OBuM cmo ycranoBui (17).

Cana niperrocrtaBuMo j1a plk. bupamo b € N tako na pexn on [b] y MyJITHILIIMKaTHBHO]
rpynu Zj, npcrena Z,, 6yzae p — 1 (1o je moryhe jep je momenyTa rpyna muknuyna). U3 plk u
(16), Tj. k|b*(b* — 1), cnemn ma p|b*(b* —1) ; a momro pHE memm b 3aKIbyUyjeMO
na p|b* — 1. Naxne, [b]* = 1y Z;, na xopucrehu nosuary Teopemy Teopuje rpyma 106ujamo
(» — Dk, 1j. (18).

(&) Axo je k = 1, ummnukanyja je TpuBujaiHa. Hekaje k > 1, u

= pft e pl

r7ie Cy p; Pa3Iu4uTH MPOCTH OpOojeBU, W e; TMO3WTHBHU Iienu OpojeBu. Tama w3 Hammx
MpeTnocTaBku umamo, 3a 1 < i <r,

ee<a u (pi—DIk.
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dokycupajMo ce Ha jeJlaH O]l p; U HeKa je nat b € N.
Cnyuaj 1. TlpetnoctaBumo Aa p;|b. Taga KopucTuMo

pilb = p;|b%|b*
= p;'|b%(b* — 1)

=b% = b¥** modp,".

Cnyuaj 2. TlpernoctaBumo na p; {1 b. Ilpumerumo mpBo 1a (p(pl.e Nk, rae je @ Ojneposa
dynkumja, jep je ¢(p;") = pfi_l(pi —1),un pfi_1|k u p; — 1|k . Kopucrehu oBo nmamo

pith Sb?® ) = 1 mod p;t
=b* = 1mod p;'
=b%** = % mod p;".

. e; e;
Tako, y cBakoM ciyuajy, umamo b® = b%+* mod p;'; ¥ MOLITO OBO BaXKU 3a CBAKO p; ' CIIEIH
naje b® = b%** mod k. OBuM je neMa JokazaHa. O

KomOuHoBameM oOBe JBe JiemMe JOLUUIM CMO [0 Hallleé IJIaBHE KapakTepusaluje
KoHrpyeH1uja o1 N.

Teopema 3.12. 3a a,k € N penayuja 0, je konepyenyuja 00 N axo u camo axo 3a cee
npocme 6pojese p 6axicu

pélk 2e <a (19)
plk = (p — Dlk. (20)

M3 (20) Buaumo 1a 3a HemapaH O6poj k 1001jaMo KoHauHy 11enoopojHy HSI-anre6py N x
camo y ciyuajy na je k = 1. Axo je k = 1 onja 3a cBako a € N uMaMo 1O jeJJHy KOHAYHY
nenodpojuy HSI-anrebpy N, i, kK0ja caapu NpupoaHe OpojeBe MAamEe MM JeIHAKE OJ d.
Takohe, mako ce Buau aa 3a kK = 2 u 6mio koje a € N numMamMo KoHauHy Iieno0pojuy HSI-
anreopy Ng .
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Hocaexuna 3.13. Heka je N, konauna yenobpojna HSl-ancebpa sa k > 1, u nexa je
k =p,ftp.fr3ap; < <p,. Taoa

e,<a 3a 1<i<r (21)
b1 = (22)
@i — Dlpy® = pi1®t 3¢ 2<i<r, (23)

Hoxa3z. (21) cnenu u3 (19); (22) u (23) cnene u3 (20). o

U3 (23) Bunumo 1a je p, yBek obauka 2™ + 1, u crora je depmaos npoct 6poj. Ciencha
MOCNeANIa HaM Jiajeé KOMIUIETHY JUCTY 5 ,,IIUKINYHUX 1enodpojuux HSI-anrebpu, Tj.
anrebpwu ,,06e3 pena‘“ 3a koje je a = 1.

Hocaexuna 3.14. (J. Xurc) Ilocmoju xonauna yenobpojua HSI-aneebpa Ny axo u
camo axo k € {1,2,6,42,1806}.

Hoxas. IlpernocraBumo za je Njy nenoopojua HSI-anrebpa. Tana npema Ilocnenuuu
3.13. umamo

e k=py-p, THE P; < - < Py
e P =2
e Pi—Dlpy-pig3a 2<is<r.
OHJ1a KaKo je CBaku 011 P, JI0 P4 jeNMHCTBEHO ojipehen, Hanme
(P2 — DI2=p, =3
(ps—DI2:-3=>p;=7
(Pa—DI2:3:7 = p, = 43;

U HE MOCTOju TPOCT O6poj ps > 43 tako naje (ps — 1)[2-3-7-43 = 1806. O

Nepununmja 3.15. 3a marto a € N Heka je )., = (p1, P2, ... ) HU3 IPOCTUX OpojeBa:
eP1=2
e 3a JaTe Py, ..., P; HEKa p; 41 Oyne HajMam¥ MpocT Opoj p Koju je Behu o p; Tako na

(p — D|(p1 - pi)® npernocraBmajyhn ma p mocroju. AKO p HE MOCTOjU OHIa Ce
), 3aBpIlIaBa ca p;.
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Ipono3unuja 3.16. 3a dam nosumusan yeo 6poj a, nNOCMoju OECKOHAYHO MHO20
yenobpojuux HSI-aneebpu Ny (ca penom oyoscune a — 1) ako u camo ako je nuz npocmux
opojesa Y., beckonauaH.

JHoxka3. Hexka je Y., = (py, .. ), 1 nedunnmmmo na [[, = (qq, ...) Oyae comcak mpocTux
opojesa q, y pactyhem moperky, 3a koje mocroju k € N taxo na q|k u 0, je KoHrpyeHiuja
ox N.

Axo je [], Oeckonadan oHJja MOpa IOCTOjaTH IPOM3BOJAHO BEJIMKO k Tako na je O,y
KOHrpyeHuuja oa N, 1akiie nocroje Npou3BOJbHO BelMKe 1eao0pojue HSI-anredpe N .

Ca mpyre ctpase, 3a J1aT KOHa4aH CKyIl MpocTux Opojera S, mo Teopemu 3.12., 3a camo
KOHA4yHO MHOTO k 3a Kkoje je 6, xonrpyenuuja o N n npocre 6pojese xoju gene k cy y S.
Tako ako mmamo GeckoHauHO MHOro 1enoopojuux HSI-anrebpu N, Hus [[, mMopa Outn
0eckonaya. [locnennuno nocroju 6eckonayno MHOro N, j ako u camo ako je [], 6eckonayan.

Cana >xemumo J1a mokakemo aa je Y., = [|4- Hexka p € }.,, p = p;. Tana craBmajyhu k =
(p1 -+~ pi)® umamo 1a je 6, , xourpyenija ox N mo Teopemu 3.12., ma ce p; nojasiyje y [[,.

Jla mokaxkeMo Jja ce CBakH CBaku mpoct Opoj u3 [[, jaBba y ),, KOPUCTHUMO jeTHOCTaBaH
MHJIyKTHBHM aprymeHT. IIpeo mpumeTumo na je p; = q; = 2. Cajja IpeTnocTaBuMo aa je p; =
gj3al < j < i. Axo nocToju q;,; ona 6upamo k € N Tako 1a q;41|k 1 04 ) je KoHrpyeHIHja
ox N. IIpoctu OpojeBu koju nene k a Koju Cy MambH Of ;.1 Mopajy outu uzmely q, ..., q; (1o
nebununnju [[,), na tako u usmelhy py, ..., p;.- 13 Iocnegune 3.13. Bugumo na (qjy1 —

DI(p1 - p)® mace qiyq jaBmay Yq.
Taxo je Y., = [[, ma je mpomo3uiyja g0Ka3ana. O
Kao mro cmo Buenu y XurcoBom pesynrary, )., = (2, 3,7,43) je koHauaH HH3.
Ipo6aem 1. [la nmu je ), koHauaH 3a a > 17

ITposepeno je nma oko 20% mnpoctux OpojeBa Mamux on 1000000 mpumanga ckymy
>, =(2,3,57,11,13,19,23,...,999667,999727,...). OBa ummenuna obecxpabpyje
MOKYIIIaje Aa ce ¥ moMohy padyHapa oJpean CKYII ). ,, YKOJIHKO j¢ OH KOHAa4YaH.
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4. Iler 2-eemenTHux HSI-Asreopu

Y oBoM oxesbKy onpeamhemo mer 2-eneMeHTHUX HSI-anreOpu, U UCKOPUCTUTH HMX Ja
MIOKa)KEMO KaKO €€ MOX€ HaIllpaBUTU BeIMK Opoj kKoHauHuX HSI-anreOpu u3 Beh mosHatux
anreOpu (Ha mpuMep TUCTPUOYTHBHE MPEKE).

Teopema 4.1. [locmoju mauno 5 2-enemenmuux HSI-aneeopu, 0o na usomopghuzam, u one
cy:

+|1 a - 11 a T_la
1. 101 1 1/1 a 1411
all a ala a ala 1
+|1 a -1 a T_la
2. 11 1 1/1 a 1111
all a ala a ajla a
+ a -11 a T_la
3.1 a 11 a 1111
ala a ala a ala a
112 112 T]1 2
4. 12 2 11 2 1111
212 2 202 2 212 2
+11 2 11 2 T]L 2
5. 12 1 111 2 1111
211 2 202 2 212 2

Hoka3. IIpBo kpehemo Hamazutu mo moryhctBy 2-enmementne HSI-anreOpe. Taxsa
anreOpa caipKu jeaad 1meo 0poj Uity aBa 1ena 0poja, ma ¢y Moryhu cirydajeBu:

Cnyuaj 1. N3 (6) u (9) umamo

X+x=x XxX-X=X.
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Kejnmujese Tabnuiie 3a TakBy jeany HSI-anreOpy Ou usrienaie oBako
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MehyTtum, nocnenma anredpa He 3a1080sbaba (9) jep al*™®* =a%* =1, amal a*=a-1=
a.

Cnyuaj 2. Tana cy cBu enemenTu anredpe 1enu 6pojeBu, na ce 6aBUMO 11eT00POJHUM
HSI-anre6pama. IToctoje TauHo JBe 2-eneMeHTHe Lenodpojue HSI-anrebpe: N, 1, koja je 4.,
u Nj 5, KOja je 5. Ha IPETXO/IHO]j CTPaHU.

Ha oBaj nHaunH, Opoj moryhux 2-enementHux HSI-anrebpu je 5. Jlako je mpoBeputu 3a
CBaKy O]l BbHX JIa 3aUCTa 3a7j0BoJbaBa HSI, u na HUCY CBake JABEe M30MOpQHE. O

IIpo6aem 2. Jla nmu cBaka 2-enemenTHa HSI-anreOpa 3a10BoJbaBa CBE UACHTUTETE 13 N?

Hapagsno, anrebpe N ; u N, 3anosossaBajy (N) , jep cy kommununu oz N. ITpobaem cy
npeoctranie Tpu anrebpe u3z 4.1. Ca Tauke rieAMINTa YHHUBEP3aJIHE aireOpe OJroBOp je
MOTBPJAH aKO U CaMO aKo j€ CBaka 0]l HaBeJIeHE TPH aliredpe XoMoMopdHa CIIMKa moaanredpe
F on NV renepucane enementom (1, 2,3, ...). AKO II0CTOjU UIEHTUTET P =~ q KOju Baxku y N
a He BaXHU y HEKO] OJ1 OBUX 2-eIEMEHTHHUX anreOpu, oHJa A00HjamMo J0Ka3 1a p =~ ¢ He Clequ
u3 HSI.
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5. Iletr Kinaca HSI-Auareopu

IIpBo Hekonuko npumepa HSI-anredpu.

HMepunnumja 5.01. Mpesca (D,V,\) je oucmpubymusna axo ciedehu uoenmumemu
sadsice 3a cée X, yuz uz D: xA(yvz)=xAy)VxAz) uxV(yAz)=xVYyA
(x Vv 2).

HMepunnumja 5.02. [lonympesca (S,N) je aneebapcka cmpykmypa Koja ce cacmoju 00
ckyna S u bunapne onepayuje N\, maxko oa 3a cée X,y U Z uz S eagce cieoehu uoenmumemu:
XANWYAZ)=(XAY)ANZ, XAy =YAX u X \X =X.

Jlema 5.1.

(a) Heka je D= (D,V,A, 1) oucmpubymuena mpedxica ca najeehium enemenmom 1. Tada je D
HSI-anze6pa.

(6) Hexaje S= (S,A, 1) A-nonympesrca ca najsehum enemenmom 1. Taoda je (S,A\,A, 1) HSI-
aneebpa.

Jloka3. JIMpexTHO U3 OCHOBHMX 3aKOHA JAUCTPUOYTHBHHUX MPEXa U MOIyMpexa. O

Jlema 5.2. Hexa je A = (A, +,-, 1) HSI-aneebpa. Taoa je npowuperwe A, = (A, +,-,m, 1)
anceope A, e2oe je m npea npojexyuja na A X A, jeona HSI-aneebpa axo u camo axo je
onepayuja MHOJ Cerba UOEMNOMEHMHA, Mj., X * X = X eaxcu ) A.

Jlokas. Axo umamo A-anrebpy ca cTeleHOBameM Tie je a’ = a oHna je TpuBHjaIHO
npoBepuTH na uaeHtutetH (7), (8), (10) u (11) Baxke. U (9) Baxku ako 1 caMo aKo je MHOKEHE
UAEMIIOTEHTHO. O

[Tpumernmo n1a je y ceuM anredbpama u3 Teopeme 4.1, ocuM y npBoj airedpu, CTEIIEHOBAHE
3amMpaBo TpBa MpOjeKIHja. Y HACTaBKY OIKUCYJeMO CBOJEBpPCHA YOMINTEHA CBaKe OJ 2-
eneMeHTHUX HSI-anreOpu.

HMepunnuuja 5.03. Xejmuneosa ancebpa je ocpanuuena mpedxca Oeduuucana ca
bunaprom onepayujom a = b, maxo oa je (¢ A a) < b exsusanrenmno ca ¢ < (a - b).

Iponosuuuja 5.3. Heka je H= (H\V,A —,0,1) Xejmunecosa ancebpa. Taoa je H*=
(H,V,A\, <, 1) HSI-aneebpa, 20e je a < b depunucarno ca b - a.

Hoxka3z. Ilpucernmo ce na je XejTUHTOBa omneparnuja — neduHrcaHa Ha ciieaehn HauYuH:
a - b =cako u camo ako je ¢ Hajsehu enement tako ga cy (c Aa) < b. Byayhu na je

(H\V,A,1) nuctpuOyTHBHA Mpeka ca jeAuHHIOM, TO je u HSI-ance6pa mo Jlemu 5.1.
Wnenturern (6)-(11), 3anucanm ca oneparujama u3 H*, nobujajy cnenehu oomk:

16



lex=1

x<1l=x
xe—Vz)=(xey)A(x < 2)
xAy)cz=(x<2)A(Y < 2)

(xey)ezxmx < (yA2z),

Y TI03HATa Cy CBOjCTBA X€jTHHIOBUX alreOpu. O

IMpono3uuuja 5.4. Heka je D = (D,V,A, 1) oucmpubymusna mpesca ca jedunuyom. Taoa
je D, = (D,\V,A, m, 1) HSI-anzebpa.

Hoxa3. IIpumenutu Jleme 5.1 u5.2. 0
D, je m3omopdHa nmoganredpu HEKOT cTerneHa apyre ainreope y Teopemu 4. 1.

IMpono3unuja 5.5. Hekaje S = (S,A, 1) nonympesica ca jeounuyom. Taoa je (S,ANA, T, 1)
HSI-aneeopa.

Hoxa3. Ilpumenutu Jleme 5.1 u5.2. 0
(S,A\ A, m, 1) je uzomopdHua nmoganredpu Hekor crenena tpehe anrebpe y Teopemu 4.1.

Ipono3uuuja 5.6. HekajeS = (S,A,0,1) nonympescaca0,1. Taoaje (S, f,A,m, 1) HSI-
aneebpa, 20e je f bunapua koncmanmua @yukyuja yuja je epeonocm ysek 0.

Hoxka3. Ilpumenuru Jlemy 5.2. O
(S, f,A\, m, 1) je usomopdhHa moganreOp HEKOT cTerneHa YeTBpTe ainredpe y Teopemu 4.1.

Ipono3uuuja 5.7. Hexa je R=(R,+,,0,1) Byroe npcmen. Taoa je (R, +,,m, 1) HSI-
aneebpa.

Hoxka3. Ilpumenurn Jlemy 5.2. O

(R, +,,, m, 1) je usoMopdHa moganrebpu HEKOT crenena mere anrebpe y Teopemu 4.1.
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6. Hamomene 0 MmoryhHocTuMAa NpUMeHe payyHapa

Axo je A xOHaYaH HeTpa3aH CKYIl O]l N eJIeMeHaTa OH/Ia IMOCTOjH n"’ Moryhux OMHapHHX
onepanuja Ha A4; ma mocToju n - n3n’® Moryhux A-anrebpu uz A, un - n2n’ Moryhux Z-anre6p1/1
u3 A. Jla 6ucmo mponanum 3-enemeHtHe HSI[-anreOpe YWHU ce MyApO Ja yHoTpeOMMO
padyHap, HAaKOH IITO NMPETXOJHO Ha HEKHM HAYMH cMambuMO Opoj moryhnoctu. IlpumeHom
unenturera (1), (3), (4), (7) u (8) youaBamo na cy 3-enementHe HSI-anreOpe cieacher
o0nuKa:

Vxynan 6poj anrebpu 3a Tectupame je caaa 33, npubamxno 1600000. KommjyTepy 61
Tpebajo Jyro BpeMeHa Ja CIpoBele cBa TecTHpama. [la 6ucMo nomatHO yOp3anu morpary,
HACTaBJ/baMO Kao y O/ieJbKy 4 W Jia pa3iuKyjeMO CIy4ajeBe Y 3aBUCHOCTH OJl TOTa Kako
usrienajy memodbpojue  HSI[-anrebpe. Pa3matpamMo cBaky oa TmeT MOryhHOCTH
Ni1,N12, N2 1, Npp, Ngjs.

Cayuaj 1. Y OBOM ciTy4ajy BOXH X + X =& X H X * X & X, ¥ OBO CMamyje MOryhHOCTH 32

Kejnujese Tabnuie no cnexehux:

Konauan 6poj ciydajeBa 3a posepy je cana 3% = 6581. Ako ce OrpaHMYMMO Camo Ha TIpBe
nee Kejmujese Tabmune, tpeb6a ucrmtat 3* = 81 A-anre6pu, u ucnocrasuhe ce na cy HSI-
anre6pe camo mux 10. 3a cBaky ox oBux 10 HSI-anre6pu umamo 81 Moryhux mnpommpemma 10
A-anrebpe 3acHoBane Ha Tpehoj KejnujeBoj Tabnuim n3Ham, na ykynHo umamo 810 A-anrebpu
3a MPOBEPY Y OBOM CITyuajy.

Cnyuaj 2. VY oBoM ciy4ajy (a u y mpeocTaniM ciaydajeBUMa) UMaMo X + X = 2 X U X -

X ~ x?, WTo HAac A0BOAY 0 cneaehux ciyyajesa:

Konauan 6poj A-anre6pu 3a IpoBepy y 0BoM ciyuajy je 3% = 729.
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Cnyuaj 3. HNmamo

o N | >

o N R
~ N N
o 3 | T

Konauan 6poj A-anre6pu 3a IpoBepy y 0BOM ciIyuajy je Takohe 3% = 729.

Cnyuaj 4. Jenuna HSI-anre6pa je N ;.

Cnyuaj 5. Jenuna HSI-anre6pa je N3 ;.

Huje Temko nanucaru nmporpam koju he nponahu 3-enementne HSI-anrebpe. Mcnocrasiba
ce 1a rmocroje tauHo 44 3-enementHe HSI-anrebpe.

Mornu 6ucmo takohe Hahu cBe 4- u S-enementHe HSI-anreOpe y pa3yMHOM BpEMEHY.
[ToTpara 3a 6-enemenTHuM HSI-anrebpamMa Tpajana Ou Meceruma, JIOK je padyHapcKa rorpara
3a 7-enemeHTHUM HSI-anreOpama 3a cana Oe3HaIeKHa.
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/. BuakujeB UnenTurer

Hepununuja 7.1. Heka cy
P(x)=1+x
Q(x) =1+x+x?
R(x)=1+x3

S(x) =1+ x%+x%

1980. ronune Bunku je mokaszao aa cienehu naentuter, koju 30Bemo W (x,y), Baxu y N
anu He Moxe n1a ce u3Bene u3z HSI (rne je P = P(x), uth):

(P*+Q*)Y-(RY+S8V)* = (PY +Q7)* - (R* + 5%)7.
Iponozunuja 7.2. N 3adosomasa W(x,y) .

Hoxka3. Jlepunuimmmo onepauujy O Ha N ca

m-—nakom>n

moOn = {
1 mHaye,

u Heka je N npommpeme (N, +, -, 1,0,1) ox N. Taza, ako je F(x) = (1 + x?)0Ox umamo 1a
y Np Baxu:
R~P-F
S=Q-F
Tako N, 3a10BosbaBa
(P¥+ Q%) - (R +5Y)* = F*(P¥ + Q%) - (PY + Q)"
~ (R* + S*)Y - (PY + Q¥)*
~ (PY +QY)*- (R* +§%)”.
Kaxko N 3amoBospaBa W (x,y), tako u N. O

W (x,y) je HajjenHOCTaBHUjH TTO3HAT UAECHTUTET KOjU Baxkk y N, aiu ce He MOKE M3BECTH
u3 HSI. Kao mito je cioMeHyTo Ha MouYeTKy, BHUJIKH je KOpUCTHO CUHTAKCHY aHaIM3Y JI0Ka3a;
kacuuje, 1985. romune, 'ypeuu [4] je 06jaBrO HOBU J0Ka3 KOHCTPYHCAmEM 59-eleMeHTHE
anre0Ope koja 3agoBosbaBa HSI amu ve u W (x, y).

Hedpununumja 7.3. [ypesuu-anceopa (nnu G-anredpa) je moaen HSI xoju He 3a10BOJbaBa
Bunkujes unenturer W (x, y).

I'ypeBuu y pany [6] Ha ctp. 30 HanmomMumbe:

K. B. XeHCOH ce jeIHOM 3aluTao Ja JIi OCTOje KOHTpaMoienu 3a TapckujeBo nuTame (1a jau
cy cBu TauHu uaeHTuteTd (+,, T) U3BOAJBMBHI) BeoMa MaJie BeJTMUUHE, perumMo, 5. TpeHyTHo,
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HE 3HaM, MO]j COTICTBEHHU peKopH je 33 elneMeHTa, ajli caM 4yo TJIacCHHE Jia jé HeKO 00opro
pekop.1 Ha 28 enemeHara.

[Tokazahemo nma HajmMama G-anreOpa mma Oapem 7 enemeHara (BHAETH ojejbak 8). 28-
eneMeHTHY G-anreOpy je mpoHamao 1988. rogune bypuc, a 16-enementny Jlu 1990. HenasHo,
JIn je mpoHamao HajMamwy IMO3HATY TAakKBY aireOpy, ca 15 enemeHara, Koja je mpUKa3aHa y
0JIeJbKY 9.
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8. Jlowa rpanuna

[Tokazahemo ma Owmino koja HSI-anreOpa koja He 3amoBosbaBa W (x,y) mma Oapem 7
enemenara. J[a OMCMO MOCTUTIIM OBO, HABOJUMO HEKOJIMKO CBOjCTaBa elieMeHara a, b Heke
HSI-anre6pe A koja rapantyjy na W(a, b) Baxu y A. M30eraBame 0BHX CBOjcTaBa rmokasahe
Jla BeJIMYHMHA alreOpe Mopa z1a Oyie 6apem cemam.

Kana mumemo P, Q, R, S 6e3 aprymenTa, muciaumo Ha P(x), Q(x), R(x), S(x).
Jlema 8.1.

HSI + VxW (x, x).
Hoxka3. To je ouurnieqHo jep cy obe ctpane jennakocta W (x, x) ucre. o

Jlema 8.2. 3a yeo 6pojn,mj.n =1+ ---+ 1, umamo

n

HSI - VyW(n,y).

Jokas. Hekajem = 1 —n + n?, ueo 6poj. Tana
HSI + P(n)-m = R(n)
HSI +-Q(n) -m = S(n)

W3 HSI mory ce nssectn caeache jennakocTn:
(PM" +P(m)™)” - (R(M)” + SM)”)* = m™(P(M)" + Q(m)")” - (P()” + Q(m)”)"
~ (RM)" +SMm)")” - (P(n)” + Q(n)")"
~ (P(n)Y + Q(m)")" - (R(M)" + S(n)™)”.
Taxue,

HSI - W(n,y).o
Jlema 8.3.

HSIFP-S=Q-R.

Joxa3. OBo 3anpaso cinenu u3 HSI; o6e crpane cy jeqnake 1 + x + x2 + x3 + x* + x°. o

22



Jlema 8.4. 3a yeo 6poj n umamo
HSI + VxW (x,n).
Hoxka3. Kopucrehu HSI Mory ce U3BECTH jeTHAKOCTH.
(P¥+ QX" (R™ + 5™ =~ (Zo(T) - (P - (@)"™) - (R™ + 5™)*

~ 2‘{;0(711) . (Pl . Qn—i “R™ 4+ Pi . Qn—i . Sn)x;

(P" + Q)% (RX + 5" = (P + Q) - (Teo() - (RN - (55)™Y)
~ Z?:o(?) . (Pn . Ri . Sn—i + Qn . Ri . Sn—i)x.
Cana, xopuctehu Jlemy 8.3, moxkemo u3Bectu u3 HSI,3a 0 < i < n,
Pi . Qn—i . Rn ~ Pn . Ri . Sn_i;
Pi . Qn—i . Sn ~ Qn . Ri . Sn_i.

Tako umamo u3Boheme u3 HSI
(Px + Qx)n . (Rn +Sn)x ~ (Pn + Qn)x . (Rx _|_Sx)n,
koje je W(x,n). O

Mocaenuna 8.5. Axo je A G-ancedopa u a,b € A maxsu oa W(a, b) ne sasxcu onoa cy a, b
paznuyumu eremenmu u3 A Koju Hucy yenu.

Jloka3. KomOunoBamem Jlema 8.1, 8.2 u 8.4. O
Nedpunnmmja 8.6. Heka je u|v ckpaheme 3a hpopmyny Iw(v = u - w).
Tephewe HSI + Y, - W (x, y) 3anpaso 3aaun HSI + VxVy[Y, - W(x,y)].
Jlema 8.7. (JIm)

HSI + x|y - W(x,y).

Hoka3. Heka je y = u - x. [Ipumerumo 1a je metu kopak cieneher uzBohema uz HSI,
nocneauna Jleme 8.3:

(PF 4 Q%) - (RY 4 S9Y% ~ (P + QF)¥% - (R 4 S¥3)5
o [(PF 4 Q7Y - RV 4 SWTY]*
= [((P R + (@ R + (P~ ) +(Q - HIP*
= [P R + (PSP + (@ R)* + (Q - )P
o [PY*(R* 4+ S¥Y5 4+ QU (RY 4 ST
o [P + Q%) (RY 4 S)4]
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~ (PY + Q¥) - (R + S¥)ux
~ (PY + QY) - (R* + S¥)Y. 1

Y HacTaBKy OIKCYjeMO jeIHY O] OCHOBHHUX TEXHHKA 32 YCIIOCTaBJbAhE YCIIOBA O] KOjUMa
W (a, b) Baxu.

Hepununuja 8.8. Ilpasuna ,, I'ypaj-Byyu

Heka je £ Heku ckyn A-unenturera. DopmynuineMo rpaBuiia npenucruBama neTopku HS1-
TepMOBa Kao ITO cieu (TipBa JBa Cy 8yyu npasuid, Ipyra Jisa 2ypaj npaguia),

(t,t-pt-qrs)—g (t-tpqr,s) (24)
(t,p,qt 1.t s) >y (t-t,p,qr1,5) (25)
t Ep.qrs) =5 LI pEqrs) (26
(t-t,p,qrs) =5 (tp,qt-1,t"s) (27)

nakojeY ot=t' Ap=p' A--As=s' nocnenuua HSI onna
(t.p.q,7,8) =5 (.0, q,7",s") (28)
Nepunnmuja 8.9. Heka je =5 peIeKCMBHO M TPAaH3UTHBHO 3aTBaparbe 3a —y.
Jlema 8.10. IIpemnocmasumo (t,p,q,7,s) =% (t',v',q',r',s"). Taoa
(t.q,p,r,s) =5 (¢,q,p\r',s)  (29)
(t.p,q,s,7) =5 (E,p.q,s,r")  (30)
(trs,pq) -5 (t,r,s",p.q) (31)
Joxa3. Ilocnenuna nepununyje 8.8. O
Cana na morsienamo pasjore 3a yBoheme rypaj-ByIu mpaBuia.
Jlema 8.11. Axo
(L,P,Q,R,S) =3 (t,p,q,7,5)
oHOA

HSI ) >t-p-s=t-q-r; (32)

HSI Y = (P* + Q%)Y - (RY + SY)* ~ t*Y(p* + q¥)Y - (Y + s¥)*  (33)

Joka3. Tepheme ce jeqHOCTaBHO MOKa3yje MHAYKIMOM TI0 JAYKUHH —j3 H3BOlema 3a
(t,p,q,1,s). 3a 6a3y unaykimje kopuctu ce Jlema 8.3. O
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Jlema 8.12. Axo
(LP,Q,R,S) -5 (t,p,qrT,S)

u 8adcu jeona oo credehux jeOnHakocmu:

. q} = {r,s} (34)
P=q (35)
r=s (36)
oHOa
HSI =Y - W(x,y).
Jlokas.

Cnyuaj 1. |{p, q} ={r, S}l U3 (31) umamo

(LR,S,P,Q) =z (t,7,5,P,9)
u 3atuM u3 (33) u
HSI + Y - W(x,y).
oynyhu na {p, q} = {r, s} 06e36ehyje
HSI - t*Y(p* +q*)Y - (Y +s¥)* = t*Y(p¥ + q¥)* - (r* + s*)7.
Cnyuaj 2. VY 0BOM CiIy4ajy KOPUCTHMO T'ypaj-ByIlH npasuia u Jlemy 8.3:
(t,p,qrs) >z Lp,pT,S)
-y (t-p,1,1,1,5)
-y (L1, L,t-p-r,t-p-s)
-y (L, 1,1,t-q-r,t-p-s)
-y (L,1,1,t-q-r,t-q-7r)
S (toqer1,1,1,1).
Jlo6ujamo
(1,P,Q,R,S) -5 (t-q-1,1,1,1,1)
ma MO>KeMO MPUMEHUTH pe3yTaTe u3 ciryuaja 1.

Cnyuaj 3. Kao ciyuaj 2. OBuM je noka3 3aBpiieH. O
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Jlema 8.13. (JIu) Axo je ). jedan o0 crnedehux ycinosa

P|Q (37)
QIP (38)
R|S (39)
SIR (40)

t-PxRut-Q=S (41
P=t-RuQ=t-S (42)
oHOa 8adxcu
HSI + Y - W(x,y).

Joxa3. IlpernocraBumo na Baxu (37). Heka je ), jeanako u - P = Q. Taga u3 rypaj-Byuu
npaswia u Jleme 8.3 umamo

(L,P,Q,R,S) -5 (1,P,u-P,R,S)
-5 (P,1,u,R,S)
-5 (1,1,u,P-R,P-S)
-5 (1,1,u,P-R,Q-R)
-5 (R, 1,u,P,Q)
-5 (R,1,u,P,P-u)
- (R-P,1,u,1,u)

na, o (34) u3 Jleme 8.12, W (x, y) je mocnenuna Y. , 3a nary HSI. Jlokasu cieneha tpu cirydaja
Cy CIIMYHA.

3a ety ciaydaj Heka je ). ckyn {u-P = R,u - Q = S}. Tana
(L,P,Q,R,S) »5 (1,P,Qu-P,u-Q)
-5 (w,P,Q,P,Q),
na, oreT u3 (34) y Jlemu 8.12, W (x, y) je mocneauna Y, u octanux uaeHrutera us HSI.

lecTu cnyyaj je ciuyaH MeTOM Cly4ajy. O

Caz[a CMO CIIPpEMHH J1a ITOYHCMO YCIIOCTAaBJbAaTHU JOKEC I'PAHUIC 34 BCIINIUHY G-anre6pe.
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Ipono3unuja 8.14. Hexa je A HSI-aneebpa. Axo nocmoju camo jedan yeo opoj (mj.2 =
1 saorcu y A) onoa A 3adosomasa W(x,y).

Hoka3. Heka je Y ycinoB 1 = 2. Ipernocrassajyhu HSI u Y, umamo Q(x) = 1 + x +
x’~1+x+x~1+2x~1+x=P(x), naus (37) y Jlemu 8.3 Bungumo na HSI + Y —
W (x,y). Makie, A 3agoBosbaBa W (x,y). O

IIpono3unuja 8.15. (/ejpuacon) Heka je A HSI-aneebpa. Ako nocmoje mauno osa yeia
opoja y A onoa A 3a0o6omasa W (x,y).

Hoxka3. Ilomenmhemo oBo Ha ciyuajeBe Kaja je Y, jeqHakoct 3 = 1, m kana je 3 = 2.

Cnyuaj 1. Tamajel+x~ (1+x)3~1+3x+3x2+x3 =1+ 2x + x%, nonasze
umamo P(x) - Q(x) =~ (1+x)(1+x+x*) ~1+2x+2x*+x3~1+3x+2x>~ (1 +
2x+x)+(x+x)~A+x)+(x+x)~1+2x+x2=1+x=P(x). U3 (38) vy
Jlemu 8.13 Bunumo na A 3agoBosbaBa W (x, y).

Cryuaj 2. Tama je: R(x)?~ (1+x3)?~ (14+x%)? =1+ 2x*+x* ~ 14+ 2x* +
22 1+2x2=14+x2+x*=1+x*2+x*=SKx). U3 (39) y Jlemu 8.13 Buaumo ma A
3amoBosbaBa W(x,y). O

Mocaequna 8.16. Axo je A G-aneeopa u a,b maxeu oa W(a,b) ue sadxcu onoa cy
eremenmu 1,2,3, a, b paziuuumu.

Hoxka3. U3 mocnenma Ba pe3yirara BUIANMO JIa MOpPajy mocTtojatu 6apem 3 mena Opoja
u3 A, u Tume cmo nokazanu na 'y [Hocneaumum 8.5 a, b mopajy aa Oyny nenu 6pojeBH. O

Jlema 8.17.
HSIFx=k+x->W(x,y)3ak > 1; (43)
HSIF1=k+x->W(x,y)3ak>0. (44)

JMokas. (43) 3a n€N, x"~ (k+x)x" =~ kx™ 1 +x™ kx"=x"+ (k— Dx" =
(kx™ T+ x™ + (k—1Dx" =~ kx™ 1+ kx™.Tako R(x)=1+x3~1+ (kx> +x3) =1+
kx+x)+x3~A+20)QA+(]k-Dx+x>)=Px)-(1+k-Dx+x2); S)=1+
2 txt =1+ kx+x)+ ka3 +x) =1+ kx+x2+ kx?+x3)+x* =~ 1+ kx +
A+)x?+kx3+x* =1 +x+x)A+*k—-Dx+x2) =~ 0(x)-(1+ (k—1)x + x?).
W (x,y) cnemu u3 (41) y Jlemn 8.13.

(44) RX)~1+x3=~(k+x)+x3~k+k+x)x+x3~k+kx+x>+x3=~0+
X)k+x?)=~Plx) - (k+x?); S=1+x>+x*=~k+x)+k+x)x*>+x*~k+
x+kx?+x3+xt2k+(k+x)x+kx?+x3+xt~k+kx+(k+Dx?+x3+
x* =(1+x +x2)(k +x2) = Q(x) - (k + x?). Naxne, W (x, y) cnenau u3 (41) y Jlemn 8.13. O

27



Jlema 8.18.
HSIFx?~k+x->W(x,y)sak =0; (45)
HSIFx = k+x? > W(x,y)3ak > 0. (46)

Hokas. (45) Q(x) ~1+x+x2~A+k)+2x; R ~1+x3=1+x-(k+x) =~
1+kx+x?~=1+kx+(k+x)=~A+k)+QA+kx~A+k)-A+x)=A+k)-
P(x); S)=1+x?+x*=1+x2+x*(k+x)~ 1+@Q+k)-x>+x3~1+1+
) x> +x-(k+x)~1+kx+Q+k)x*~1+kx+Q+k)-(k+x)~ 1+ 2k+
ED+@Q+2k)x~A+k)-[A+k)+2x] ~(1+k)-Q(x). W(x,y)cnenu u3z (41) y
Jlemnu 8.13.

(46) Cnyuaj k = 0 noxpuses je ca (45). I[IpernoctaBumo k > 1.R(x) = 1 + x3 ~ 1 + x? -
k+x)=1+kx?+x*~1+x2+ k-1 x?+x*=~1+*k+x>)x+(k—-1)-
x2+xt=1l+hkx+ (k-1 x2+x3+x*~ A+ Gk -Dx+x3)-Q+x)~ 1+ (k-
Dx+x3) Px);S) ~1+x?+xt=1+x-(k+x)+x*~1+kx+x3+xt~1+
kx+x?-(k+x)+x*~1+hkx+hkx?+2x* =1 +kx+ kx> +x*+x* =1+ kx +
kx? +x3(k+x)+x*=~1+kx+kx?+kx®+x*+x°~ (A+k-Dx+x3)-(1+
x+x3) =1+ (k—-Dx+x3):-Qx).W(x,y) cnenu us (41) y Jlemn 8.13. 0

Jlema 8.19.
HSIFx*~k-x>W(x,y)sa k=1  (47)

Joxa3. RX)=1+x3~1+kx?=1+kx+ k-1 x>~1+k-Dx)-(1+
)~ 1+ k—-—Dx)-P(x); SX)~1+x2+x*~1+kx+kx3~1+kx+hkx®+ (k-
Dxl~A+k—-Dx)-A+x+x)~ 1+ (k—1Dx) Q(x). W(x,y) cnemu u3z (41) y
Jlemu 8.13. O

Jlema 8.20. Ako je Y. buno koju 00 ycrosa p = q, 20e P 03Ha4asa peo, q 03Ha4asda KOaoH),

y cnedelioj mabenu, u nojaémyje ce ,, »«y nomwy (p,q), onda HSI + 2 - W (x,y). Axo cmoju

., 0% ynowy (p,q) onoa HSI + 2 - W(x,y). (3Hak ,,?* 03HauaBa 1a He U3BOJUMO HUKAKBY
TOCJICIUILY. )
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2 3 X 1+x 2+x 2x x* 1+x* x°

1 o o o o o e o o o
2 o [ o o [] ? ?2 7 ? ?
3 o o [] o ? 2 9 ) )
X o o o [] ° ° ° ° ° ?
1+x | O ? e [] o ?7 e ? °
2+X |e 7?2 7 e o ?7 e ? ?
2X | ?2 7 o 7 ? 0 e ? ?
X |e 2 7 e o . o [ . 0
1+x* | 2 2 o 2 ? ?7 e 0 ?
XX |e 2 2 2 e ? ? 0 0

Hoxka3. Pesynrare koju noBesyjy 1, 2, 3, u x 3aamo u3 [locnenune 8.16. 3a mpeocraie
ciny4uajeBe mokasahemo m3Boheme W (x, y).

Cnyuaj W(x,y) cnenn u3 (44) y Jlemn 8.17.
Cnyuaj W (x,y) cnenu u3 (44) y Jlemu 8.17.
Cnyuaj Tana x|1. W (x,y) cneau u3 Jleme 8.7.
Cnyuaj Tana x|1. W (x,y) cneau u3 Jleme 8.7.

Cnyuaj Px)~1+x~1+x*+x~Q(x).W(xy) cienu uz (37) y Jlemu
8.13.

Cnyuaj Tana x|1. W (x,y) cneau u3 Jleme 8.7.
Cnyuaj W(x,y) cnenn u3 (43) y Jlemn 8.17.
Cnyuaj W(x,y) cnenn u3 (43) y Jlemn 8.17.

Cryuaj Q) = 1+x+x2Q(x) =1+ 2x+x%~ (1+x)? = P(x)2. W(x,y)
ciemu u3 (37) y Jlemu 8.13.

Cnyuaj W (x,y) cnenn u3 Jleme 8.18.
Cnyuaj W (x,y) cnenn u3 (46) y Jlemn 8.18.

Coyuall+x~2+x] Q) =1+x+x’=1+x(1+x)~1+xQ2+x)~1+2x+
x?2 = (1+x)? =~ P(x)2. W(x,y) cnenu u3 (37) y Jlemu 8.13.

Cryuaj W (x,y) cnenn u3 (45) y Jlemn 8.18.
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Cnyuaj W (x,y) cnenn u3 (45) y Jlemn 8.18.

Cryuaj Q)= 1+x+x?=x3+x2=x2-(1+x)=x%-P(x). W(x,y)
cnenu u3 (37) y Jlemu 8.13.

Cnyuaj W (x,y) cnenu u3 (47) y Jlemu 8.19.

szyttaj Q) =1+x+x?~x+x?=x-(1+x)=~x-P(x). W(x,y) cnenu
u3 (37) y Jlemn 8.13. O

Jla OucMo ycrocTaBiiIN 7 Kao 0y MPaHHMILy 3a BEMUIHHY G-anreOpu 0060.bHO je yzemu y
003up aneebpe ca 3 unu 4 yena 6poja (jep mamu O6poj 1eaux OpojeBa rapanrtyje xa W(x,y)
BaXH; U jep Ouio xoja G-anreOpa mma OapeM JiBa elleMeHTa KOju HHUCYy e Opojesu). [IpBo
ce Bpahamo Ha clTy4aj KaJla *MaMo Ta4HO 3 1ena 0poja, y ToM ciaydajy umamo 4=3 miu 4=2.

8.1. Tpu nesa opoja, ca 4=3

Kpo3 oBaj mogoaespak mpernoctasbamo aa je A G-anredpa ca tauno 3 1ena 6poja, 4=3, u
A W (a,Db).

Jlema 8.21. Enemenmu 1,2,3,a,1 + a, a® cy paznuyumu. Taxo A uma eenuyuny dapem 6.

Hoxka3. Ilokasyjemo na ako UACHTH(DHUKYjEeMO IBa O/ HABEACHUX IIECT elieMeHaTa, OHJa
W (a, b) Baxxu. Yetnpu ciydaja cy Mpe3eHTOBaHA UCIOJ, a CBH OCTalH Cy nocieauie Jleme
8.20.

Crnyuaj Q@ =1+a+a*=1+a(l+a)=1+4+a-2=1+a+a=2+
a=14+1+a=14+2=3=4=2-2=2-(14a)=2-P(a). W(a,b) cnenn u3 (37) y
Jlemu 8.13.

Cnyuaj Qla)=14+a+a*=14+a(l+a)=1+a'3=14+a+a+a=
3+tat+ta=2+1+a+a=2+3+a=4+a=3+14+a=3+3=4=3=1+a=
P(a).W(a,b) cnenu u3 (37) y Jlemu 8.13.

Cryuaj S@=1+a?+a*=1+2+4=1+4=1+a*=1+d3=R(a).
W (a,b) cnenn u3 (39) y Jlemn 8.13.

Cryuaj S@W=1+a?+a*=1+34+9=149=1+a*=1+d®=R(a).
W(a,b) cnenu u3 (39) y Jlemn 8.13. O

Jlema 8.22. Cxyn U ={1,2,3,a,1 + a,a?} nuje nomnpocmop A. Taxo A uma b6apem 7
elemenama y ceou.

Joxka3s. Pasmorpumo enement a®. 3uamo na a’nmuje 1 wmm 1 + a mo Jlemu 8.20. Cnenehu
aprymMeHTH nokasyjy aa U Huje 3aTBOpeH 3a +,".
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Cuyuaj 2 =a3=a® = (a®)? = 2% = 4 = 3. Kourpaaukiyja ca OpeTHoCTaBKOM J1a
“MaMo TpH 1eia opoja.

Cryuaj S(@)=1+a*+a*=1+a*+a*=4+a*=7+a*=1+a*+
203 =1+4+a’+a®+a®=1+a’+a®+a*> =1 +a®)(1+a?) =R(a) - (1+a?).
W (a, b) cnemu u3 (39) y Jlemn 8.13.

Cryuajla® = a]P(@) =1+ a=1+a® = R(a). W(a,b) cnenu us (41)y Jlemn 8.13.

Jakne, ako je a’y U oHja OH Mopa OMTH eneMeHT a?.

Cnyuaj ITokaszahemo na oBo uMmunupa aa 1 + a? muje y U. Ipso Buaumo aaje 1 +
a? paznuuuro ox 1, a, a® no Jlemu 8.20.

Hoocnyuaj |[1+a>=2|R(@)=1+a®=1+a?=2;S@=14+a?+a*=1+a*+
a=1+2a’2=1+a*+a*=2+a?=1+1+a?>)=3=4=22=R(a)®2. W(ab)
cinenu u3 (39) y Jlemn 8.13.

Hoocnyuaj[1+a®> =3 R(@)=1+a®=1+a?=3;S(@)=1+a’+a*=1+a%+
a>=1+2a?=1+a*+a*=3+a?>=5=3=R(a). W(a,b) crnemu u3 (39) y Jlemu
8.13.

Hoocnyuaj [1+a>=14a] P@=1+a=1+a?=1+a3=R(a); 0(a) =1+
a+a’=14+a*+a*=1+a*+a®>=1+a?+a*=S(a). W(a,b) cnenuus (41)y Jlemu
8.13. o

8.2. Tpu nena 6poja, ca 4=2
VY oBOM citydajy He 3Hamo Ja Jiu noctoju G-anredpa.

Kpo3 oBaj nogozesbak npernocraBibamo Aa je A G-anredpa ca tauno 3 uena 6poja, 4=2, u
A W (a,b).

Jlema 8.23. Enemenmu 1,2,3,a,1 + a cy pazmuuumu.

Joka3. C o63upom Ha Jlemy 8.20 moTrpeOHO je 1a mpoBepuMO caMo Ja ju je 1+ a
pasnuuuTo on 2 u 3.

Coyugj [2=1+a] Q@ =1+a+a’=1+a-(1+a)=1+2'a=1+a+a=2+
a=3;Pla)=1+a=2=2-3=2-Q(a). W(a,b) cnemu u3 (38) y Jlemn 8.13.

Cryuaj Q@ =1+a+a*=1+a-(1+a)=1+3-a=3+2a=7=
3; P(a) =1+a=3=0Q(a). W(a,b) cnenu u3 (38) y Jlemu 8.13. O
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Jlema824. a? #2+a,ua’® w2+ ane npunaoajy {1,2,3,a,1 + a}.

Nokas. a® # 2+ a no Jlemu 8.20. Axo {a%,2+a} €{1,2,3,a,1+ a} ouna u3 Jleme
8.20. a? je wmm 2 umm 3; ucto Tako 2 + a je wam 2 wimu 3. Anu OHAAa KOpucTHMO (45) u3
[Tponosunuje 8.18 na mokaxxemo na W(a, b) Baxu. O

Jlakre, mOTpeOHO je MOKas3aTW Ja JA0JaBame ejleMeHTa a’

{1,2,3,a,1 + a} e naje momanrebpy ox A, omakie ce 3aKJbydyje na A uma Oapem 7
eJeMeHara.

WU eleMeHTa 2+ a y

Jlema 8.25. Cxyn U ={1,2,3,a,1+ a,2 + a} nuje nodanzebpa 00 A.

Hoxa3z. IlpernocraBumo aa je U momanredpa ox A. Kao mTo cMo IpuUMETHIN U3HA, a?
6u moro owutn 2 wim 3. [Tox GmiTo KOjoM 01 OBUX MPETHoCTaBKH mokasahemo na 3 +a € U.
[TpBo mpumernmo na 3 + a € {1,a}, no Jlemn 8.17. Takohe 3 + a & {2,3} mo (45) u3 Jleme
8.18 (jep a? € {2,3}). Ilpeocraje na nokaxemo na 3 + a & {1+ a,2 + a}.

Ciyuaj

Moocnyuaj |3+a=1+a| Qa)=1+a+a’*>=14+a+2=3+a=1+a=P(a).
W (a,b) cnenu u3 (37) y Jlemu 8.13.

IMoocnyuaj (3+a=2+al Q@)=14+a+a’?=1+a+2=3+a=2+a=a*+
a=a(l+a)=a-P(a).W(a,b) cnenu u3 (37) y Jlemn 8.13.

Ciyuaj

Ioocnyuajl3+a=1+a|l Qa)=1+a+a’?=4+a=2+a; Pa=1+a=3+
a=7+a=4+a+a*=4+a(l+a)=4+a(B3+a)=4+3a+a?=2+3a+a®=
24+a)-1+a)=0Q(a)-(1+a). W(a,b) cnemu u3 (38) y Jlemn 8.13.

IMoocnywaj [3+a=2+al Q@=1+a+a’*=1+a+3=4+a=2+a=3+
a=a’+a=a(l+a)=a-P(a). W(a,b) cnenu u3 (37) y Jlemu 8.13.

Jlakne, npeTnocTaBka ja je U momanre6pa oa A noBoju, Kpo3 cBe Moryhe ciydajese, 10
KOHTpaJUKIINje. O

Jlema 8.26. Cxyn U = {1,2,3,a,1 + a, a?} nuje nooarzebpa oo A.

Joxa3. IlpernocraBumo na je U nonanredpa o A. Y HactaBky hemo nokaszaru na W (a, b)
BaXKH, IIITO J]aje KOHTPAJAUKIIH]Y.

[IpBo nocmarpamo enement 2a. U3 Jleme 8.20. 3namo na 2a € {1,a,a?}. Y cneneha nsa
cirydaja nmokazahemo na 2a € {3,1 + a} nosomu no W(a, b).

Cnyuaj 3=2a=4a=2-2a=2-3=2 OB0 je y KOHTPAAMKIHjH ca
MPETIOCTABKOM Jla IMaMo TpH I1esa Opoja.
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Cryuaj Pla)=14+a=2a Qa)=1+a+a*=2a+a’*=a+ a(1+
a)=a+aa) =a(l+a)+a?=aa)+a?>=3a% Sa)=1+a’+a*=1+a?*+
a’?=1+4a-2a=1+a-(1+a)=1+a+a*=2a+a*=a+a(l+a)=a+

a(2a) = a(1+ a) + a? = a(2a) + a? = 3a?.

Ca oBum nopauma o P(a), Q(a) u S(a) MokeMo /1a CIIPOBEAEMO I'ypaj-ByLU apryMEHT
na mokaxxemo na W(a,b) Baxu:

(1,P(a),Q(a),R(a),S(a) » (1,2a,3a% 1 + a3, 3a?)
- (a,2,3a,1+ a3,3a?
- (1,2,3a,a + a*,3a®)
- (1,2,3a,a + a?,3a®)
- (1,2,3a,2a? 3a3)
- (a,2,3a,2a,3a?)
- (1,2a,3a?,2a,3a?).
W<(a,b) cnenu uz (34) y Jlemu 8.12.
Jlakre, ako je U momanre6pa ox A, ouna je [2a = 2].

Hame onpeaumhemo moryhe BpenHoctu 3a 2 + a. Buaumo uz Jleme 8.17 ma 2+ a &
{1,a,1+ a},u 2 + a # a? no Jlemnu 8.18. Cnenehnu ciyuaj nokasyje na 2 + a # 2.

Cwuaj [2+a=2]S(@)=1+a*+a*=1+a’+a?=1+2a*>=1+Q2+a)a’=1+
202 +al=1+Q2+a)a’+a®=1+2a*°+2a3=1+a’+a®)-1+a®) =10 +a*+
a®) -R(a). W(a,b) cnenuu3 (39)y Jlemu 8.13.

IMocneauuHO HaIlla mpeTHocTaBka ja je U nopanre6pa ox A gopcupa .

Konauno norneznajmo moryhe Bpennoctu 3a 1+ a? u a3 y U. U3 Jleme 8.20. Buaumo 1a
1+a?¢{1,aa.

Cryuaj 2=4=1+1+a*)=2+4a*=2a+a*=a(2+a)=a-3=

2a+a =2+ a = 3. 0Bo je y KOHTPAAUKIIHUjU Ca MPETIOCTAaBKOM Jla UMaMo TpH Iiena Opoja.

Tako |1+ a? € {2,1+ a}|.

U3 Jleme 8.20. Takohe umamo na a® & {1,1 + a}. Cneneha apa ciydaja nokasyjy na a® €
{2,3}.

Cnyuaj S@=1+a*’+a*=1+a*’+a’?=1+4+2a>=1+a%a’ =1+a°=
1+ a® =R(a). W(a,b) cnemu u3 (39) y Jlemu 8.13.
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Coyuai[a®=3] S(@=1+a*+a*=1+a?+a?=1+2a2=1+6a®= 1+6aS=
1+2-3a%3-a®=1+2-3-33=1+2=3; R(a)=1+a®*=1+3=2=2:3=2"
S(a). W(a,b) cnenu u3 (40) y Jlemu 8.13.

[MocneauyHo Hama IpeTnocTaBka Aa je U nopanredpa ox A gopeupa |a® € {a, a?}|.

KombunosameMm moryhinoctu 3a 1 + a? u a® uMamo yeTupu cirydaja 3a aHaIu3y.
Yy

Coyuagj |1+a2=2udl=a|lR@=1+a®>=1+a=Pa); S(a)=1+a®+a*=
1+2a2=2+a2=3=2+a=1+a?+a=0(a). W(ab)cremmus(4l)y Jemu8.13.

Coyugj [1+a®>=2ua®=d?|S(@=1+a’+a*=2+a>=3;R(a)=1+a3=1+
a’?=2=2-3=2-5(a). W(a,b) cnenu u3 (40) y Jlemn 8.13.

Coyuagj [1+a?=1+aua®=a] R@=1+a=1+a=P(a); S(a)=1+a®+
a*=1+2a?2=1+a?+a=Q(a). W(a,b) cnenu u3 (41) y Jlemn 8.13.

Coyugj |[1+a*=1+aua®=d?| R@=1+a®>=1+a>=1+a="P(a); S(a) =
1+a’+a*=1+2a*>=1+a+a?=Q(a). W(a,b) cnenu u3 (41) y Jlemu 8.13.

Jlakne, mpernocTaBka aa je U noganre6pa ox A 10BOIH, KPO3 HEKOIMKO CIIydyajeBa, Jo
KOHTpaJIUKIHje. O

IIpono3unuja 8.27. G-ancebpa A uma 6apem cedam enemenama ako A uma mauno mpu
yena obpoja.

8.3. UeTrnpm nesa 6poja
Kpo3 oBaj nonozaesbak npernocraBuhemo aa je A G-anreOpa ca TayHo 4 1ena 0poja, u
A ¥ W (a, b). Iloctoje nBe moryhHocTh: wim je 3=5 nm je 4=5.

Jahemo 15-eneMeHTHH IpUMep 3a TakBY anreOpy y mocieameM oebKy, ca 4=5. (IIpumep
3a 3=5 HHUje Mo3HaT.)

Jlema 8.28. [lem enemenama 1,2,3,4,a cy paznuuumu u ne ¢popmupajy nooaneedopy 00
A.

Joxa3. Osu enemeHTH cy paznuuutu 1o Jlemu 8.2. IIpernocraBumMo 1a oHH GopMHpPajy

noganre6bpy ox A, u mocMarpajmMo Kojy BpeaHocT 1 + a moxke na uma. U3z Jleme 8.20 ciemu
1+a¢{la}

Cwuaj[l1+a=3]Pl@)=1+a=3; Q@ =1+a+a’=1+a(l+a)=1+3a=7.
W (a, b) cnenn u3 (37) y Jlemu 8.13 (jep 3|7).
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Cryuaj P@=1+a=4 Q@ =1+a+a*=1+a(l+a)=1+4a=
13 = 3. Oner W (a, b) cnenu u3 (38) y Jlemu 8.13.

Tako ocTaje jemHo MoryhHocT |1 + a = 2| Jlasbe mocMaTpajMo MoryhHOCTH 3a BpetHOCT
a?. U3 Jleme 8.20 umamo a? ¢ {1, a}. Tako |a? € {2,3,4}| Anu onzga nocroju k = 1 Tako na

je k+a = a? Cana npumenom (45) u3z Jleme 8.18 Buaumo na W (a,b) Baxku, mro je
KOHTpaJIUKIIHja. O

JNednuuuja 8.29. Hexka je U, nonanre6pa on A renepucana ca d.
Jlema 8.30. Axo U, uma wecm eremenama onoa A uma bapem 7 eremenama.

Hoxa3. IIpernocraBumo na U, nma Tauno mect enemenarta. Kako U = {1, 2, 3, 4, a} Huje
nofanre6bpa ox A ciemu na 6ap jenan ox 1+ a,2a,a? muje y U; U caMuM THM je IIECTH
enement y U,. AKo je mecTu eneMeHT 2a umi a onna b ve 6u morao 6utu 'y Uy , jep b He
Moyke OuTH 11eo Opoj niu aesbuB ca a no Iocnenumum 8.5 u Jlemu 8.7.

Konauno mnpernocrasumo U, = {1,2,3,4,a,1+a} . U3 Jleme 8.20 3mamo a? &
{1,a,1+ a}, u Taxo a? € {2,3,4}. Takohe u3 Jleme 8.17, 2+a ¢ {a,1+a}, ma2+a€
{1,2,3,4}. Takohe a? # k + a 3a 6uno xoje HeneratusHo k u3 (45) y Jlemu 8.18, na

|2 +a € {3, 4}| u|a? € {2,3}| Paznuxyjemo crneneha 1Ba ciyuaja 3a ueTHpH 1ena 6poja.

Cnyuaj[5 = 3| Tamaje a® =2 u 2+ a € {3,4} u3 (45) y Jlemu 8.18, maje S(a) = 1+ a? +
a*=1+24+4=3; R(a)=1+a®>=1+ 2a.Axo je 2a ueo 6poj onga S(a)|R(a) mna
npumeroM (40) u3 8.13 nodbujamo W (a, b). Kako 2a uuje neo 6poj, u3 Jleme 8.20 cnean 2a =
1+a Tamaje R(a) =1+a®=1+2a=2+a € {3,4}. IMaoner S(a)|R(a) onaxne ciexu
W (a, b) u3 (40) y Jlemn 8.13.

Cryuaj Heka je a®> = m € {2,3,4}. Tamaje R(a) =1+ a®=1+ma; S(a) =1+
a’+a*=4=4+4=4a*+ 4ma® = 4a*(1 + ma) = 4a* - R(a). Tlpumenom (39) wu3
Jleme 8.13 mobujamo W (a, b). o

Ipono3unuja 8.31. Axo nocmoje mauno uemupu yena opoja y G-anceopu A onoa A
caopoicu Hajmaree ceoam elemeHama.

Hoxka3. 3namo ja noctoju 6ap mect enemenara y U, no Jlemu 8.28; u ako nmocroju U, ca
TayHO IIECT eJeMeHaTa oHaa A uma O6ap cenam enemenata no Jlemu 8.30. O

Teopema 8.32. (G-aneebpa mopa umamu bapem cedam eremerHama.

Hoka3. Tephewe crnenu u3 Ilocnemune 8.5, Ilocnenune 8.16, Ilponosummje 8.27 u
[Tpono3unyje 8.31. O

IIpo6aem 3. Jla nu mocToju KoHayHa G-anreOpa A ca nenum OpojeBuma u3 A Koja je
nsomopdHa ca N, 3a Hexko k > 17
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9. Cajmon JlujeB 15-e1eMeHTHU PpUMeP
Heka je C cneneha anre6pa.

o S T T T T T T T T TS
O ¥ Y T T T T T T T T TS

Ml T T T T T T T TS
M T T TS

) R B T S S S R
] A SRR SR R T B A

R i D 2 A AU R TSR S R
—T T T T TSNS

Cle v T T T T T TS T TS
Sl T T T TS

Do T O o T T T <
DY S ¥ T T S & -

e T YT xS
S0 20 R R R R

| o o o
PO ST T T OTOST T TS D & Sy STSTS
lo o v < 0m oMttt TlTOE®MITT OT OY OT T T TS
vlmT T T OTOTITTITTITITITSTITST T T IToeoeToOoNTTFTFTFTFTTY
Sl omomEs T T TTE T OMOMTT 0T ONF TN T T
tTIF T ST T T TTSTSITSTSTSISSTSTSS TSI SSYSS
mld - 9 < 9 9 9 S T F S T g POOTETITOTOT T T T TS
NjO T FTOIFTOFT T I IIT TS T AT T T O0F 0oF F 85 FF 55T
AN O T TN OO TTTITTSIST AN TET B OT O DEC =X O
+ [ N MO < ©@ O T © v~ D L. = '™ X O - N M < © O T O v~ D) L = " ~ O

36



o N O MO b R|IDT

S Q = O QO 0O 9 A OWOWODN R
S KQ - o0 QO 0 9 b~ WNN R
N N

N N e I N N S T S T = TR SN & R SN N SN N I\

A MDD MO DM DMDMPW
B N R T S T T S - N SN @ T SN @ R s A
A A = B DD DO MO PMPQ PO
N I S S N . T > TR =T SN & S SN N SN ol I )
A DA MDD PdPPpPOO PP DM DdPRCO
B I S N S N SN N N =R SN & S SN N N L
B N N N N > T S T = I SN & i SN N SN el )
A A dMDdMPMDdMPMMOO MO DM DD PC@
N N N R L T > T =T SN & S SN o SN ol e
N I I N > T - = S - & S i N SN el Bl
N N I I N S T S = S SN & R S N S o el
N N I N R L T S T =N - © S - N o SN ol

O N e
O N
A~ b B~ -

buhe nokazano na je C G-anrebpa, u oBa anredbpa he Hac goBectu 10 n0kaza Bunkujese
teopeme. OBO je HajMama no3Hara G-anredpa; mTaBuiIe OoHa je TakBa Aa W (x,y) He Baxu
camo 3a nap (x,y) = (a, b).

Heka je S;={1,a,d},S, ={2,c,e},S={2,3,4,c,e,h,j},R=C\S;. Y HacraBKy
kopuctumo o3Haky A + B3a{a + f:a € A,§ € B}, tne cy A, B € C; v cnu4HO 3a Ipyre JBe
oreparyje.

Jlema 9.1. Hexa a, 8 € C Taoa sadxcu

a+f €S, axkoa,f €S;.

a + [ = 3 akko je jeoan u3z S1 u opyau je uz S,.
af = 3 akko je jeoan jeonax 3 u opyeu je uz Sj.
af = g axko je jeoan jeOnak g u opyeu je uz Sy.
RS={4},R1TS={4},RC=R,R+R ={4,h,j}.
C+C=S.

S o

Joxa3. OBu HCKa3W Cy OUUTJICTHH U3 TaOJIUIA. O

Heduanmmmo T; = {a, d}u M = {3,4,c,d, g, k}. [lpumernmo na je T; C S;.
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Jlema 9.2. Hexa a,f € C\{1} uy € T,. Taoa sadxcu

a+f =cakkoa,fp €T;.

af = c akxo je jeoan uz Ty u opyeu je uz S,.
af = d akko cy oba uz T;.

af € T, akxo cy oba uz T;.

(C\{1}) - (C\{1}) = M.

6 €ES;akkoyd €T, C S;.

6 €S, akkoyd € S,.

NoahkowdE

Joxa3. Orner, OBH UCKa3U Cy OYHUTIICTHH U3 TaOIHIa. O
Teopema 9.3. Cje HSI-ancebpa.

Hoxka3z. Wnpenruretu (1), (3), (4), (7) u (8) u3 HSI jacuo Baxe y C. OcTanu WIACHTUTETH
Takohe Baxke. Y HacTaBKy HeKa «, 5,V € C.

IIposepa 3a (2). U3 Jleme 9.1, f + y € S. IlocmaTpameMm Tabuuiie cabupama, BUANMO Ja a +
(B + y) € {3, 4} (3anpaBo, 36up 61O KOja TpU ejeMeHTa Mopa outH miu 3 wiu 4). Byayhu na
30up JBa e1eMeHTa He MOXKe OMTH HUKaA y S1, Ha ocHOBY Jleme 9.1 umamo:

a+(+y)=3 akkoa ES; uB+Yy €S,
akko a, B,y € 5,
akkoa + L ES,uy €5,

akko a + (B +vy) = 3.

Ilposepa 3a (5). Ilpumerumo na axo 1€ {a,fB,y} oHma je mpoBepa TroToBa. 3aTo
npernocraBumo aa «, B,y # 1. [IpousBox Ouno xoja nBa enementa (#+ 1) mopa 6utu y M na
je mpousBon tpu enementa (# 1) y{3,4,¢,d, g}.

a(By) =3 akkoa €Ty, fy =3 uwma =3,y €T,

aKKoO je TauHo jeNiaH o1 &, 3,y jeaHak 3, u npyru ¢y y Ty

akko a(fy) = 3 (1o cumeTpujn).
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a(fy) =c akkoa € T;,fy €S, umua € S,, By €T
aKKO je TauHo jenan on a, 3,y 'y Sy, u apyru cy y Ty

akko a(By) = ¢ (o cumerpujn).

a(By) =d akko a,By €Ty
akko a, B,y €T

akko a(By) = d (no cumerpuju).

a(fy) =g akkoa €Ty, fy =guma =g,y €Ty
aKKo je TauHo jellaH a, 3,y jeaHak g, u apyru cy y T

akko a(fy) = g (1o cumeTpujn).

IIposepa 3a (6). Axo je @ = 1, rotoBu cMo. [IpernocraBumo na je a # 1.

Axo @ €R ouma a(f+y)€RS={4}. Cama (aff)+ (ay) ERC+RC=R+R=
{4, h,j}. Mehytum, camo f +g=g+f =hug+i=1i+g =j u He NIOCTOjU & TAaKBO J1a
{f.g} S aCum{i,g} S aCuna(af)+ (ay) =4 =a(B +7y).

IMperniocraBumo « € T;. Tama a(f +y) € .S ={3,4,c} u (aB) + (ay) € T,C + T,C.
Kaxo je T,C = {3,4,a,¢,d, g}, T,C + T,C = {3,4,c}.

a(B+y)=3 akkof +y =3
aKKO Ta4HO jelaH o1 3,y € Sy, u Apyru je y S,
aKKO Ta4yHO jesiaH o aff, ay € S;, M Ipyrujey S,

akko (af) + (ay) = 3.

a(f+y)=c akkoB+Y ES,
akko 3,y € S
akko afs,ay €T,

akko (af) + (ay) = c.
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IIposepa 3a (9). Axo je @ = 1, rotoBu cMo. [IpernocrtaBumo na je a # 1.

3aq €R,a S ={4}naaf?’ = 4 Taxohe (af)(a?) = 4.

3aq €Ty, aPtY € a 1S = {d}. Takohe af,a” € « 1 C = T, na (a?)(a") € T, T, = {d};
na (9) Baxu.

Ilposepa 3a (10). Ako 1 € {a, 8, v}, roroBu cmo. [IpernocraBumo na «, 3,y # 1.
Tana (aB) e M T (C\{1}) ={4d,g}. U (@)(B") el{sd f,9,}{4d.f, g,i} =

{4,d, g, k}; mehytum, k uuje moctwxkHo jep He moctoju y TakBo ma {a¥,BY} = {f,i}, na

(a¥)(B") € {4,d, g}

(aB)Y =d akkoaf €Ty
akko a, S €Ty
akko a¥,BY =d

akko (a¥)(BY) =d.

(aB)Y =g akkoaff =3uy € {a,f}
aKkko je jemanon a, S = 3, npyrujey Ty, uy € a, b
akko jenan ox a, BY = d u npyru je jenHak g

akko (a’)(BY) = g.

Ilposepa 3a (11). Axo 1 € {«, B, y}, rotoBu cmo. [IpernocraBumo na «, 8,y # 1.

Tana (aP)Y € {4,d}; u aPY € {4,d}.
(aP) =d akxoaf €T,

akko a € Ty

akko afY = d.
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Teopema 9.4. C je G-ancebpa.

Jokas. Ilocmarpajmo W(a,b). P(a) =1+a=2, Q(a)=1+a+a?*=3, R(a) =
1+a®=euS(a) =1+ a?+ a* = 3. Jlesa crpana jennaxoctu, LHS 3a W (a, b) je tana:

LHS = (2% +3%)? - (e? +3")®
=+’ (+9°

=hb'ja

JlecHa cTpaHa jeJTHAKOCTH je:
RHS = (2% +3%)%- (e® +3%)P
=@4+9" (4+9)°

= 4% 4P

Haxne, W (x,y) ne Baxu y HSI-anre6pu C, na je C 3aucra G-anrebpa. O

Hapenna TaGena mokasyje nporpec y Tparamy 3a MauMm G -anredpama.

Gurevic 59 enemenara 1985
Gurevic 33 ememeHaTa < 1990
Buriss 28 ememenara 1988
Buriss 16 enremenara 1990
Lee 15 eremenara 1991
Buriss 15 enemenara > 7 1992
Lee

Jackson 14 enemenara >8 1996
Buriss 13 enemenara 2001
Yeats

Buriss 12 enemenara 2001
Lee
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10. 3ak/byuak

VY Ha3uBy TeMe OBOT MacTep paaa ce, u3mely ocranor, Hama3u ped "CpeamOonKoicka', u
MHOTH O MOMHCIHIIH J1a hemMo ce 6aBUTH CPeAOIIKOICKOM MaTEMaTUKOM | J]a Ty HeMa IITa
npeTepaHo jaa ce kaxe. Mehyrtum, Ha TapckujeBo mutame na qu je HSI ocHoBa 3a cBe
uaentutere u3 N 1aT je, kao mro je Beh peueHo, HeraTuBaH oJroBop oj crpane Bunkuja 1980.
ronune. 36or Tora cy TapckujeB npodseM nu BuikujeBo penieme MOKPEHYIIH pa3He, JOIl YBEK
aKTyeJHe TpaBIle Y ucTpaxkuBamwy HSI-anredpu.

Y pamy Ccy Tpe3eHTOBAaHW HajBaXHHUjU pe3yiaratu o HSI[-anreOpama, y3 HCTHIAmkE
3aHUMJBMBHX BE€3a OBUX alre0apCKUX CTPYKTypa ca TEeOpHjoM OpojeBa, TEOPHUjOM HOJIHMHOMA,
HEKUM JIOTUYKHM CHUCTEeMHMa M TeopujoM mokasza. IloceOHo je Omia mocBeheHa mnaxma
KOHCTPYKIIH]jU T3B. ManuX (koHauHux) HSI-anrebpu. HaBeneHo je u Hekonuko npodiaema Koju
CY | J1aJbe OTBOPEHHU. 3a BEPOBATH je€, 300T CBe OprKer HaIlpeI0Bamka Ha IM0Jby HHPOPMAITUOHUX
TEXHOJIoTHja, 1a he ce y 6nuckoj OyayhHOCTH TH POOIEMH PEIIUTH.
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