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O3Hake

e Rez = Re(x + 1y) = z - peasan jeo KomILIekcHOT Opoja z =z + iy € C
e Imz =Im(z +iy) = y - umarunapan Jieo KomiiekcHor 6poja z = x + iy € C
e argz - apryMeHT KOMILTIeKcHOTr 6poja z € C

e D(zy,7) ={z € C: |z — 2| < r} - orBopen auck ca mearpom y zo € C norynpednuka
r>0

e D={z€C:|z| <1} - jequananu AUCK 3a MEHTPOM Y KOODIHHATHOM HOYETKY
e T={zeC:|z| =1} - jenunnuna KpyxKumna

e H={z€ C:Imz > 0} - ropma noaypaBaH KOMILIEKCHE DABHU

o —iH={zecC:Rez >0} - gecna nonypaBan KOMILICKCHE DABHH

e C=CuU{oc} - Pumanosa cdepa

e () C C obaacT y KOMILIEKCHO] paBHH - HENPA3aH, OTBOPEH U MOBE3aH CKYII

e O - zarBopeme obaactu 2y C

e 0) - rpannma obtact Qy C

e length~ - eykanjcKa JIyKHHA JYKa KPUBE Y

e diam F' = sup |z — 25| - aujamerap obactu ckyna E C C
21,226 K

| flloo - ecenmujanan cynpemym dyukimje f #a obractn gedunncanocrn dyHKIje



YBOI

XapMOHHIjCKe Mepe NPEeJICTaB/bajy je/laH OJf HajBayKHUJUX KOHIENATa y TEOPUjU XapMOHU]-
ckux (YHKIHja Koje Npousmiase u3 pemema Jupuxiaeopor! mpobiaema. Ako je € obmacT y
KOMILIEKCHO] paBuu u [ C 0f), xapmonujcka mepa w(-, F, Q) je perteme IupuxiieoBor mpobJie-
Ma €a PPAHUYHIAM YCJIOBOM ¢ = 1p.

Hasus zapmonujexa mepa upsu 1yt je npeacrasuo Pond Hesamnuma®? 1928. romume 3a
JIBOJIMMEH3HOHE 00JIaCTH, MaJia Cy ce oJAroBapajyhu KOHIEIITH jaB/baJld U PaHHje.

Xapmonnujcka mepa w(-, £, 09Q), 3a nekun duxcnpan ckyn £ C 02, mpecraB/ba XapMOHHjCKY
dyuxnujy wa (). OcHOBHA CBOjCTBA XapPMOHUJCKUX W CYOXapMOHUjCKUX (DYHKIHja OMUCAHA CY
y TPBOJj TJIaBH.

Y npyroj ryiaBu jiepuHHIIEMO XapMOHHU]CKe Mepe Ha T'OpIbOj MOJYPaBHU U HA JINCKY, & IIOTOM
y3 nomoh Pumanose® n Kapareonopujese! Teopeme nedpunnmmjy npoayzxasamo na 2Kopaanose’
IIPOCTO MOBe3aHe 00JIACTH.

Haxon Tora, y Tpehoj riasu, npukasan je noka3 XejMman®-Byose TeopeMe Kao uiaycrpanuja
JUPEKTHe pUMeHe XapMOHUJCKUX Mepa.

[Torom ce obpabhyjy OCHOBHM KOHIENTH TEOpPUje IOTEHIMjaJa KOjU Cy YCKO IHOBE3aHU Ca
XapMOHHjCKUM MepaMa, Kao IMITo ¢y moTeHnujast, I'punosa’ GYHKIHja U KaaIHATeT.

Y 1meroj riaBu, moMohy Teopuje XapMOHUJCKUX Mepa, J0Ka3aHa je TeopeMa Koja e OJHOCH

Ha KapaKTepHu3alujy IPHIaJHOCTH KOH(POPMHEX IPeCc/INKaBamha KJIacl XapAnjeBux. IpocTopa
HP.

! Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet(1805-1859)- nemauku maremarudap
2Rolf Nevanlinna (1895-1980)- ¢bumckn MaTemMaTHIap

3Georg Fridrih Bernhard Riman(1826-1866)- nemauku mMaTemMaTugap
4Constantin Carathéodory(1873-1950)- rpukn maremaTnaap

5Camille Jordan(1838-1922)- dbpaniyckn MaTemaTaaap

6Walter Kurt Hayman(1926-1920)- enrsiecku matemMaTuyap

TGoerge Green(1793-1841)- enrsiecku Maremaruiap

8Godfrey Harold Hardy(1877-1947)- enrieckn MaTemaTmaap



I'maBa 1

XapMOHHIjcKe U cCyOxXapMOHUjCKe

dbyHkIuje

1.1 JdedmnHumnuje u ocCHoBHa CBOjCTBA

Hedunumnuja 1.1 Heka je (2 C C obsacr. Henpexkunana dpyuknuja u : 2 — R je xapmonujcka

aKo 3a cBako z € () moctoju r > 0 Tako 7a 3a cBe 0 < p < 7 BaxKH

2

u(z) = % /u(z + pet®)db. (1.1)

0
Hedbunnouja 1.2 Heka je Q C C obmact. Henpeknana dyukmuja u @ Q — [—o00,00) je
cybxapMoOHIjCKa aKo 3a ¢Bako 2z € {2 moctoju r > 0 Tako jaa 3a c¢Be 0 < p < r Baxkn

27
1

u(z) < — /u(z + pe®)de.
2m

0

Ocobumne: Heka cy uy, us, u : 2 — R dynkuuje nedpununcane na odmactu €2 C C.

(i) Ako ¢y uy,us xapmMoHHjcKe DyHKIHje U ai,a; € R, Tama je aju; + asus XapMOHHjCKA

dyHKIHT]A.

(ii) Axko cy uy, uy cybxapmonunjcke dbyHKIHje U ap, as > 0, Tajga je aju; + asus cybXapMOHHjCKA

dyHKIHja.
(iii) Ako cy u m —u cybxapmonujcke QyHKIHje, OHIA je u XapMOHUjCKa DYyHKIHja.
(iv) Axko je u xapMoHmjcKa, Taja je |u| cybxapmonmjcka dbyHKIHMja.

(v) Axo cy uy, us cybxapmonujcke byuknuje, taga je ynknuja gedunncana ca u = max{uy, us}

cybxapMOHHjCKA.



I'JTABA 1. XAPMOHNJCKE N1 CYBXAPMOHNJCKE ®YHKIINJE

CraB 1.1 Hexka je f : (2 — C xonomopdna Ha (), tama cy ¢yuknuje Re f,Im f xapmonnjcke,

a dyukuuja |f| cybxapmonujcka.

Joxas. Heka je z € () npousBo/bHO m3abpano. Kako je ) obmact, mocroju r > 0 Tako 1a

D(z,r) C Q. Ha ocnoBy Komujese! unrerpanue dopmyie paxku

1 f(w)
f(z) = o ]{ mduh
0D(z,p)

3a 0 < p < r. Hakon yBohema cMene w = z + pe'® nobujamo

2

f2) =5 / F(z + pe)db.
0

Kako f = Re f +iIm f, dyuknuje Re f u Im f cy Hempekuamne u BaxKu
1 27
Re f(2) = - [ Re f(z+ pe)as
0

2

Im f(2) = % /Im f(z+ pe®ydo.

0
Hake, dyukmuje Re f u Im f cy xapmonujcke.
Oynkuuja | f| je HenpexkumHa u
2
1 )
1) =1 = 5= [ £+ eyt
0
2m

0

Onakae 3akbydyjemo na je dbyuxnuja | f| cybxapmonmjcka Ha ).

2m
1 0 1 0
< - = — .
<on [t petlan = o [ 171G+ pe)as
0

Teopema 1.2 (Ilpurnun makcumyma) Heka je u cyGxapmonujcka dbyukmmja y €2, Tako na

u(zp) = maxu(z) 3a HeKo zp € §2. Tana je u KoHcTanTHA Ha ).
2€Q

oxas. Heka je E={z € Q:u(z) =u(z)} =u™" ({u(zo)})

e F je mempasan jep 2o € F.

e [/ je 3aTBOpEH, jep je DyHKIHUja u HeNMpeKuIHa U F ce MoKe IIPeJCTaBUTH Kao WHBEP3HA

CJINKa 3aTBOPEHOI' CKYIIA.

! Augustin Louis Cauchy(1789-1857) - dbpaniycku MaTeMaTudap



I'JTABA 1. XAPMOHNJCKE N1 CYBXAPMOHNJCKE ®YHKIINJE 5

e [/ je oTBOpEH:

Heka je z; € E upousBosbho omabpano. Kako je u cyoxapmonujcka y €2, nmocroju r > 0

TaKO [a BazKN
2

(o) < — / w(z1 + pe®)db,
2

0
3a cBe 0 < p < r. OanocHo,

27
i /(u(zl) —u(z + pew))dG <0,
27

0

3a ce 0 < p < 7, a Kako je dynrkmmja u(z;) —u(z; +pe?) > 0 jep je z; € E u nenpexuna

Kao KOMITO3UIMja TAKBUX, BayKU J1a je
u(z1) = u(z + pe?)
3acBe 0 < p<rul<0<2r Onnocno, D(z,7) C E.

Kako je F Henpa3saH, 3aTBOPEH U OTBOPEH HOJACKYII O/ MoBe3aHor ckyma 2, To je £ = (). Ha

ocuoBy nebununuje ckyna F, byuknuja u(z) = u(zp) 3a cBako z € , 1j. u je koucrantaa. W

ITocnenuma 1.3 Heka je u nekoncranTHa cybxXxapMOHHjCKa (DYHKIMja Y OrpaHUYEHOj 00J1aCTH
Q) u nenpeknuua na ). Taja

r?e%x u(z) = max u(z).

Jloxas. Kako je 2 orpanmdena obsact, ckyn {) je KOMIaKTaH, 1Ma ce max u JOCTHKE y HEKOj
Q

Tauku 2o € ().
Ha ocnosy Ilpunnuna makcuMyma, BUIIMO 12 zo ¢ (), uHade je byHKIHMja U KOHCTAHTHA.

Hake, zy € 0€). |

Jlema 1.1 Heka je u cy6xapmonujcka dynknuja y €2 u ¢ pacryha u KOHBEKCHA Ha | —00, +00)

TaKBa Jia je HempekuaHa y —oo. Taja je ¢ o u cybxapmonujcka dbynkiuja y €.

Joxas. Hajupe, pou je nenpexkuao Ha €1, jep je dpyHKIM]ja 0 HEMpeKUIHA 3007 KOHBEKCHOCTH.
Heka je z € ) npousBosbHO ogabpano. Kako je dyakiuja u cybxapMoHujcKa, mocToju 1 > 0

TaKO 1a
27

1 ”

< . K3

u(z) < 5 / u(z + pet®)do,
0

3a cse 0 < p < r. Kopucrehu npernocrasky aa je dpynkmuja ¢ pacryha u Jencenosy? Hejemna-

KOCT 3a KOHBeKCHe (DYHKIIHje HATA3UMO

plu(:)) < (5 [ ute+pe)ab) < o [ plute + pe))ab,

2Johan Jensen(1859-1925) - nancku MaTemaThyap
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3a ¢cBe 0 < p < r. Kako je z € () mpousBo/bHO u3abpaHo, BUANMO 12 je (yHKIHja @ o u

cybxapmonujcka y €. ]
ITocaenuna 1.4 Heka je f xosmomopdua dbyukmmjay Q n 0 < p < +o00. Taga je |f|P cybxap-

MoHUjcKa pyHKIHja y (2.

Jloxas. Ha ocroBy Crasa 1.1 u Jleme 1.1 dynkmuja log | f| je cyGxapmonujcka y €. TIpumenom
cojersa (ii) TakBa je u dyukuuja plog|f|.
Kaxko je ekcrnoneniujanna hyHKIHja pacTylia 1 KOHBEKCHA Ha [ —00, +00), HENPEKUIHA Y

—00, Ha OCHOBY TIPETXO/IHE JieMe (PYHKITHja

|f|P = ePlosg|f|

je cybxapmonujcka y 2. ]

1.2 IIIBapmoBa TeopeMa M IOCJIEIUIIE
Teopema 1.5 (IIIsapuosa TeopeMa3) Heka je g : T — R menpekunna dyHknuja u

F 1P |2
27T |ei® — 2|2 z|2

edh, zeD.

Tana je dyukimja v xapmouujcka y D 1 BaxKu

lim u(z) = g(a),
3acsea € T.

Joxas. Hexka je
2r

10
G(z) = i/ ° +Zg(ei9)d9, z € D.

o2 | e — 2
0

Jokaxumo na je dyukmmja G xomomopdua y D.

[Ipe cBera, npumernmo Ja je G 1obpo nedbunucana dyukimja va D, jep nHTErpas KojuM je
dbyHuKHEja 3a1aTa MOCTOjU U KOHAYAH je Kao WHTerpaJs Henpekuaae dbyHukimje Ha [0, 27] . Baxun
=1+

- = iy
el — . 1 _ e 0y 1 —e 0y «
n—

0 719 —i6
+ 1+ 2e
€ z € z 2 § —inf 'rL

rae pen npejacTaBba Tejaopos® passoj. OBaj pen paBHOMEPHO KOHBEprupa Ha KOMIAKTHMA, Ma
MOKEMO 3aMEHUTH uHTerpai u cymy. /laxie,
2 o 2
1 , 1 . .
G(z) = — e?)do + 2 <— e g (et d9> 2"
(= gz [ o423 (5 [ yte?)
0 n= 0

3Hermann Schwartz(1843-1921) - nemauku mMaremaruyap
“Brook Taylor(1685-1731) - enrsieckn MaTeMaTHIap
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Kaxko je G(z) npejicraB/beHO KOHBepreHTHM creneHnM pejom y D, dyakimja G je xomomopdHa
y D u Baxu

Re (e?i) ~ Re (<€”+Z><e—” ) |1 ek

cif _ PE e — 22
Hakie, ¢dynknuja v = ReG je xpamonujcka y D, ma ocroBy Crasa 1.1. OcuMm Tora, ako je
g=1rua T, rana je u G = 1p wa D. Cuenujaano, v = 1p wa D.

Heka cy a = ¢ € T n € > 0 nponsBo/bHO onabpann. Kako je g menpeknana, nocroju § > 0
Tako Ja 3a cBe f Koju 3am0BosbaBajy |0 — al < § Baxku |g(e?) — g(e®)| < e. Ozmaunmo ca I

ckyn {0 € R: |0 —a| < d}. Tana

27

1 [ 1—|22 L=z
)~ st = |- [ zate®)as — (5 / ) a(e”)
0
1 27r1 | |2
—I? i i
b m(g(ee)—g(e ))d9
0

2

1 1-— |z|2 ; o
S %/m‘g(ee)—g(e )|do
0
112, B
Son ) e —2p g(e?) — g(e)|do
Is
! 1= |Z’2 i 2o
T on / mg(ee)—g(e )|do
[0,271']\[5
11—
— | ———d0
2 ‘619 _ Z|2
15
L—[2["\ 1 . |
—_— | — ad _ 16" de
+96[§}21}r)]\15 (|€’9 — Z|2>27r / ‘9(6 ) —g(e")

[0,27] \ I
< 2¢

: i 1—|z|? .
jep Kaja z — €'“ caenm  sup <|ee%i|2> — 0, ma 3a z J0BOJHHO OJU3Y TadKe @ HEjeTHAKOCT
9¢[0,27]\I5

Bazku. Omaocno, limu(z) = g(a). |
z—a

IMocnenuna 1.6 Axo je u xapmonnjcka ¢yukimja y I, nenpexuana y D, Taja je 3a ce z € D

1- Z|2 6
e)df.
27?/\619 ,z|2 )

oxas. O3Ha9MMO ca

2
— |2 .
Uz) = L / &u(ele)dﬁ, z € D.

27 ) e — 2|2
0
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Ha ocroBy nperxomne Teopeme, U je xapmonnjcka Ha D u Mmoxke ce Hempekuaao ca U(z) =
u(z) nedunncarn na T.
[Ta mpumenom IIpunnuna makcumyma ua dpyuxnuje v — U u U — u, Bugumo ga je u—U =0

na D, ogaocno u = U na D. ]

Teopema 1.7 Hexa je u xapmonnjcka dyukimja y D, nenpexnaua y D. Taza je dynxunja f,

snecbunucana ca
2

1 [el+2
1) = o [ Sty
0

3a cBe z € D, jequncrBena xonomopdua dyHknuja 3a kojy Baxku Re f = uw u Im f(0) = 0.

Jloxas. Ha ocHoBy mperxoane nocjaemuie u gaokasa [IIBaprose Teopeme, BaxKu aa je [ xoJio-

Mopdua u Re f = u. Ilopen Tora

Haxkae, Im f(0) = 0.

Kako 6mcMO IOKa3aiM jeMHCTBEHOCT oBakBe (PYHKIMje, NPETHOCTABAMO /13 HOCTOjU HEKa
dbyukmja g Tako ja Baxke rpaxkene ocobune. Taua je f — g xonomopdua y D u Re(f —g) = 0.
Ha ocnoBy Teopeme jequnoctu 3a xoaomopdue dpyuknuje f — g je KoncranTHa #Ha D # TO Tako
na f(z) —g(z) =ic3acse z €D. 3a z =0 Baxu ic = f(0) — g(0) = 0, omakne ¢ = 0, OHOCHO
f=gyD. u

Hamomena 1.1 IlIBaproBa Teopema BaxK# H IOJ CJIa0UjEM ycaoBuMa. J[oBobHO je 1a (DyHK-

nuja g : T — R 6yne unTerpabu/ina u HelIpeKuHa y Tadku a € T.

Teopema 1.8 Heka je f: T — C unrerpabunna ¢yskuja u
L[ f)
F(z)=— | =—=d C\T
()= 5 [ £ zecT
T

Komujesa rpancdopmanuja dyukuuje f. Tana je F' xonomopdua y C\ T u Baxku

tim (F(z) - F(2)) = £(¢)

z—(

y taukama ( € T menpexkuaunoctu dhyakimje f.

Jlokas. Heka je z € C\ T upoussosbno. Taja

Pl -FE) L[ f@ 1 F(6) b
h 2m'/<5—z>2d£ '/<s—z>2<§—z—h>

271
T

d.
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N3pa3 ca gecue crpane jeanakoctn texkn 0, kaxa h texu nynau. /laxie
1 f(§)
Fl(z) = — dg.
() =55 / e 2%
T

Ognnocho, F je xomomopdua y C\ T.
Heka je f menpexkumgua y tauku ( € T. @yuaknuje Re f,Im f : T — R cy unrerpabusine u

Herrpekuae y (.
1—|z[?

1 1
F(z)—F<%>=%/f<§) _f £—2)(1-¢2)
1—|Z|2 _ 1o de 1 1—_|Z|2§
2m/f -7) & —ZWiT/f(g)K_ZPf

= — ) ———d#.
27 /f(e )]e“’ — z|?
0

[Ipumenom IlIBaprosoBe Teopeme Ha dpyuknuje Re f u Im f u nposackom nmumeca lim kpo3

MIH

jeTHAKOCT 100MjaMo
lim <F(z) - F(%)) — £(0).
|

z—(

Jlema 1.2 Heka je u xapmonujcka dbyukmuja y Q u D(z,r) C . Tazxa je

2

1 )
—/u(z+pew)d9,

u(z) = 2

zacee 0 < p<r.

Joxas. Heka je 0 < p < r npoussBosbHo. Taja

D(z,p) C D(z,7) C Q.
Dynknuja u je xapmonujcka y D(z, p) u menpekunna Ha D(z,p), a mpeciukaBame w —

z 4+ pw npeciukaba D va D(z, p). Ako 03Ha9MMO ca

w(w) = u(z + pw),

Taja je u xapMmonujcka na D u nenpekuana na D. Ha ocnoBy nocsieutie I1IBapriose Teopeme

1 _
/ 1= jul® a(e®)dd, weD,
T or |

619 'LU’Q
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Ka/Ia 3aMeHUMO U Ca U

fitur o, D
u(z + pw) = 27 T wp U)P u(z + pe') w e D.

3a w = 0 gobujamo TpaykeHo. ]

[Iperxoana JleMa HAM FOBOPH Ja aKo je u XapMOHHjcKa (byHKImja y €2 u z € () oHga jeaHa-
koct (1.1) Bazxku 3a ce p > 0 Takse na D(z,p) C €, mTo je onmruja TBpAma o1 neduHUIje.

CmdHo BaxKu 1 3a cyOXapMoOHUjcKe (hYHKIIH]e.

Jlema 1.3 Heka je u cybxapmonnjcka dynkmujay Q u D(z,r) C Q. Tazna je

2
1

u(z) < — /u(z + pe®)do,
2m
0

3acBe 0 < p<r.
Aoxas. Heka je 0 < p < r upoussosbho. Taja
D(z,p) C D(z,7) C S

Kaxo je u cybxapmonujeka y D(z, p) n menmpekuana Ha D(z, p), a IpecanKaBame w — z + pw

npecankasa D vHa D(z, p) ¥ aKo 03HAYNMO ca
i(w) = u(z + pw),

Taja je u cybxapmonujcka na D u menpekuana va . O3nagmmo ca

2
1 1— |w|?

U(w) = or | T —wp
0

a(e)dh, weD.
Oynknnja U je xapmonnjcka y I, nenpeknana y D u U = @ na T. Tazna je dynkunja @ — U

cyGxapmonnjcka y D n wenpexuna v D. Ha ocrnosy Ilpuarmna mMakcumyMma

max (i — U) = max(a — U) = 0.
D T

Hakme, u < U y D, ogrocHO

2w
1— |wf?

MMgUmﬁ?—/T@F%w%m weD.
Kama BpatnMo cMeHy mMaMO

2m
1 1—|wl? -
[l su(z + pe)dl, w e D.

S | T 5
u(z + pw) or | Tl
0
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Baw=0

Tana je v cyoxapmonujcka dpyukiuja y D.

Jlokas. Heka je z € D npoussossro. [loctoju 7 > 0 tako ma D(z,7) C D. Heka je 0 < p < r

npousBo/bHO. IIpumenom PybunujeBe TeopeMe U IPeTXo/IHe JeMe Ha (DYHKIU]Y u JT0OHjaMo

2w

1

27

2m 27
, 1 1 L
it _ = ity 16
v(z 4 pe”)dt = 2W/Qﬂ_/u((2+p€ )e')dbdt
0 0 0

2T 27
1 1 .
-5 / - / w((2¢ + pel™0)))dtdo
0 0
2 2

27+60

1 1 , , , ,
= _/_</u(ze’9 + pe*®)ds + / u(ze' +pe’s)ds>d9
b

2

Jlaxkae,
2

1 .
v(z) < — /v(z + pe')dt. (1.2)
2
0
@yHKIMja 1 je HempeknaHa Ha D, mMa je m paBHOMEPHO HeNpeKUIHA Ha KOMIAKTHMa, OJTHOCHO

2 2
: : 1 0 1 : 0
o) = Jin 2 [ oG 10108 = 5 f g+ eyt
0 0
27
1

= — [ u(ze")df = v(2),
2m
0

onHocHO, dbyHKIHja v je HenpekuaHa y D, a kako Baxku u ycios (1.2), dyrkuuja v je cybxap-

Monujcka y D. |
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1.3 IlpunHiunu mMakcumMyMa

[TpuHnun MakcuMyma TBPJU Ja aKo je 1 cyOXapMOHHUjCKA HEKOHCTaHTHA (DYHKIHja Y 00J1a-
cru (), Taga ce He jgocTuke MakcumyMm ¢yuknuje v y 2. Jlok mocaesuna kaxke jga ako je 2
orpanndena o6JacT M u HEOpeKHaHA y (), OHJa ce MakCcHMyM (DYHKIHje u JOCTHZKE Ha py6y
obnacTu.

Jakme, mo mpuHIMIYy MakcumyMa, 3amnpaBo u(z) Hajsehe BpemHOCTH mOCTHXKE Kaja ce 2
npubanzKaBa IpaHuIl 06gacTh {2 Uy 0BOM CIyUajy moapa3yMeBaMo J1a ako je {2 HeorpaHudYeHa
obstacT, OHJ/Ia 0O HPHIIAJA TPAHWUIM, HHAYE IPETXOIHN 3aK/byYaK He OU BayKHO.

Jpyrum peunma,

limsup u(z) = sup u.
z2—00Q Q

Ha oBaj mauun mobujamo jomr jexny Bapujanty llpuHmuna makcumyMma 3a cyOXapMOHHjCKe

dyHKIHj]E.

Teopema 1.10 (IIpunnun makcumyma) Axo je u cybxapmonujcka dyHKIrja y obaacru €2, Taja

je limsup u(z) = sup u.
z—0%) Q

Teopema 1.11 (Teopema o Tpu kpyzxuune) Heka je f xomomopdna dyHKImja y npcreny
A={ze€C:r<z<R},tnecyr,R>0,um = limsup |f(2)| < cou M = limsup |f(2)| < occ.

|z|]—r |z]| =R
O3znaanmo ca

Tana Baxkn
1f(2)] < M®m!1=¢® 3a cpe z € A.

Joxas. OyHKIT]a
_ log|z| —logr

c(2)
je cyboxapmonmjcka y npcereny A, jep je log|z| cybxapmonunjcka Ha Toj obsactu. Ouma je u

bynxumja

~ logR —logr

g(z) = —(c(z) log M + (1 —¢(2)) log m)

cybxapmonujcka y upcreny A. Ocum rora, Baxu ja je g(z) = —logm kaga je |z| = r u
g(z) = —log M kana je |z| = M.

Osnaunmo ca u(z) dyrkuujy log |f(z)| + g(2). Kako je u 36up e cy6xapmonujcke byHK-
muje, TO je u cybxapMoHujcka y npcreny A.

lakmne, Ha ocHOBY lIpwmHNNmNa MakcumMyMa

supu = limsupu(z) < 0.
A z—0A

Onakae je u(z) < 0y A, kaga JejcTBYjeMO eKCHOHEHIUjaTHOM (DYHKIHjOM A00HjaMo /1a BazKu

1f(2)] < MPm1=<@) 34 cre 2 € A.
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Teopema 1.12 (Jlungesnedor® Ipunnun makcumyma) Heka je u cyGxapmonujcka (pyHKImja
orpaHmYena om03ro y obmactu €2, F' KoHavYaH mpaBH TOACKYI o 0f), IpH YeMy BaryKu
limsupu(z) <m 3acee € 0N\ F.
z—E
Tana je

u(z) <m 3acse z € Q.

Jloxas. Heka je F = {&, &, ..., & C 0.

1. Axo je () orpanmdena objact, o3HaanMo ca d = diamQ u & > 0,

, z€eq.

us(z) = u(z) +SZlog‘Z Zlfj

z2—&;
d

Tana je dyuknmja u. cybxapmonujcka y obsactu {2 u Baxn u.(z) < u(z) kaga z € Q u

<03acBej=1,2 ..n.

[Ipumerumo jia log ‘

U, — —oo Kaja z —§;3aj =12 ..., n.
Ha ocnoBy Ilpuniuna makcuMmyma 3a GYHKIH]Y Ue U TPETXOJIHOT BayKU
sup u. = limsup u.(z) < m.
Q z—00
Kana mycrumo a e Texku Hysm, mobujamo ga u(z) < my Q.

2. Ako je () meorpanmueHa 00J1acT, OMHOCHO 00 € Of), 6e3 yMamema OMIITOCTH MOYKEMO
IPETIIOCTABUTH Ja je ; # 00, 3a cBe j = 1,2,...,n, jep je y CyIPOTHOM JIOBOJ/BHO je HAIPABHTU
KOMIIO3HIIUjy ca oJropapajyhumM OuiuHeapHUM Ipec/uKaBambeM KOJHM ce TO §; CIMKa Y HeKd
KOMILJIEKCAH OPOj.

Heka je € > 0 mpouspo/bHO. Mokemo omabpatu R Tako ma BaxKu

R > 121%}%|§j| u u(z) <m-+e,

3a cBe 2 € QN (C\E(O,R)).
Ob6mact QN D(0, R) je orpannyeHa ma MOXKeMO MPUMEHHTH ciaydvaj 1., rope HaBejeH, Ha
dbyuxnujy u —e. Oanocuo, Baxu 1a je u —e < m Ha (). Kako € mozxke 6utn npon3Bo/pHO MaJIO,

nobujamo u < m Ha ().
|

Teopema 1.13 (Teopema o Tpu npase) Heka je u cybxapmonujcka byHKIHja, OrpaHuvIeHa
os03ro y tpau S = {z € C: 0 < Rez < 1}. O3nauumo ca
mo = limsupu(z) u my; = limsupu(z).
Re 20 Rez—1
Tana Baxkn 1a je
u(z) < my Rez +mo(1 —Rez).
SErnst Leonard Lindelof(1870-1946) - dbumckn MaTemMaTndap
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oxas. Oyukimja
v(z) =u(z) — (ml Re z +moy(1 — Re z))

je cyGxapMoHHMjcKka u orpaHmdeHa ogo3ro y S. 3a ce £ € 0S \ {oo} Baxku limsupwv(z) < 0.
z—¢&

Ha ocuosy Jlunmesredosor npunnuna makcmmyma gobujamo ma je v(z) < 0 3a ce z € S, T1j.
u(z) < mpRez+mp(l —Rez).
|

Hamomena 1.2 [Ipumerumo ja je 3a Teopemy o 1pu KpyzKuuile 6uia JIoBOJbHA 0OMYHA BEP-
3uja [IpuHnuna mMmakcumyMma jep je obiacT Ouia orpanmdena. ¥ ciaydajy Teopeme o Tpu mpa-
Be HEONXOJHO je m3 rpanuie 0S m30auTH KOHAYaH CKYyT KOjU caaprKu Tadky {oo}, jep Ka-
Jla Z — OO y ONIITeM CJy4ajy, Ja (yHKIHja u HUje orpaHuydeHa He OM MOpaJIO ja BarxKu
u(z) < myRez+mp(1 —Rez), 3aT0 je HEOXOAHO TOJATH U Taj YCJIOB U TpuMeHUTH Jlunmesre-

OB IPUHIHIL.



I''taBa 2

XapMOHHIjCKe Mepe

Heka cy a u b peasnu 6pojeBu Tako na je a < b. Tana je

o= oe) = (=) = (105 (2= 7))

xapmonnjcka dynknnja Ha H. @yuknujy 0 nedunumnemo y taukama R\ {a, b} ca

0(z)=n, z€(a,b) m 0(z)=0, zeR\][a,b].

Teomerpujcku, 0 = Rep, rne je ¢ xordopmuo npeciukapame obractn H y tpaky {z € C :
0 < Rez < 7}, Tako ga ce unrepsas (a,b) coiuka y {z € C : Rez = 7} u R\ [a,b] y
{z € C:Rez = 0}.

ay by a3 by as b3

Cauka 2.1

Hedunumnuja 2.1 Heka je F C R konauna yHHja OTBOPEHHX JIUCjyHKTHUX WHTEPBAJA, Tj.
n

z—b;

E = J(a;,b;) Tako ma je b,y < a; < b;. O3naqaumo ca 0; = 0;(z) = arg (z—a‘~>' OyHKIHI)Y
i=1 J

w(z, E,H) = Z ejiz),

HAa3MBAMO XapMOHUCJKOM MepoM ckyna F y tauku z y H.

15
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Ocobune:
1. 0 <w(z, B H) < 13aze€H.

2. limw(z, £,H) = 1.

z—E

3. lim w(z, E,H)=0.

z—R\E

CraB 2.1 Xapmonujcka pyHKuja w ca ocobunama 1., 2. u 3. je IuHCTBEHO je ojpehena.

Jloxas. Heka je w xapmonujcka dynkiuja y H rakBa ja 3ag0BosbaBa ocodbune 1., 2. u 3. Tana
je m dpyHrnuja w — @ xapmonujcka y H.
Osnaunmo ca F = {a;,b; : 1 <i<n}U{oo} konauan ckymn. 3a cee ¢ € OH \ F' Baxku

lim (w(z) - d}(z)) = lim sup (w(z) - @(z)) = 0.

z—( z—(

Ha ocuoBy Jlungenedosor npunnuna, w(z) — w(z) < 0 3a cee z € H, 1j. w < @ nwa H.

Amnasorno, Baxkn n @ < w Ha H. /laknae, 0 = w ua H. |

Hexka je € obsact u dbyuknuja f venpexkuana uwa 0S). Jupuxiaeos npodieM 3a dhyuruujy f na

obmactu ) jecte ma ce Hale HempexuaHa DyHKIHEja u y €2, XapMoHHjcKa ¥ Q 1 u|oq = f.

Teopema 2.2 (/Iupuxsieos npobiem Ha ropmoj nonypasuu H) Heka je dyuknuja f nenpexugaa

Ha R U {oo}. Taga mocroju jequncreena xapmonujcka GyHKnnja u geduHucana Ha H rtaxo na

je U|QH = f

Jlokas. JloBospHO je mpermocTaBuT 1a je dyukmuja f peanno spegrocHa u f(oo) = 0, nunaqe
3ace0HO MOCMaTpaMO peasiaH U UMarnHapas jeo dbyHKiuje f Tpascaupas 3a Bpegnoct f(00).

Hexa je ¢ > 0 npoussossro. I3abepumo [; = (t;,t;41) aucjynkrHe nurepsase u ¢; € R 3a

n
Jj=1,2,..,n Tako na dynxmuja f.(t) = ) ¢;1;; 3a10B0/HaBA
j=1

Ife = flleo <& (2.1)

OzHauumo ca
n

chwzf H).

7j=1
n
Pyukunja u. je xapmonnjcka. Axo t € R\ |J 01}, onga na ocuoBy 1. 1 2. 0cobnHEe XapMOHIjCKe
=1
Mepe Baxku ’
n

uc(t) = lim u.(2) = ¢l (t) = f(b).

Haz—t -
J=1

[Tpumernmo ma 3a t € R\ U 0I; na ocuoBy (2.1) cenn
=1

|ue, (1) = ue, (B)] = [ /e, (8) = oo ()] < [fer () = F(O + [ (1) = for (D)] < &1 + &2
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Ha ocuoBy JlunmesnedoBor npuHInma BaKu
Sup |ug, — Ue,| < €1 + 9.
H
KomujeBa Teopema 06e36ehyje j1a HapeHU JUMeEC IIOCTOJU Ta4dKa 110 TavKa

ii_r)r(l) us(z) = u(z).

Tana je 3a cBako € > ()

sup |u(z) — u.(z)| < 2e.
H

Bak/pydyemMo ga je hH(l) u-(z) = u(z) paBrHOoMepaH, onakie je dbyHkmja u xapmonujcka ua H.
E—r
Hajbe TBpIMMO J1a BaKu
limsup |uc(2) — f(t)| <e, (2.2)

z—t

n
3a cse t € R. Ha ocuoBy nperxoamor, jacuo je ga (2.2) saxku 3a cse t ¢ |J 01;, kako 6ucmo mpo-
j=1
BepUJIH J1a BazKU U 32 Kpajibe Tauke t;,j = 1,2, ..., n, IpuMeTnMo Ja Ha ocHOBY JIunnenedosor

NPUHIHTA, 2. U 3. CBOJCTBA XapMOHUjCKe Mepe BarKm’:

9

s]lllﬂp cjw(z, Ij, H) + cipiw(z, I, H) — < ’ 9 Pw(z, I U[j+1’H)>‘ S ‘ : 2 -

JIOK je
€+ G+t

tim (L (z, [ U T, H) = .

z—tj41 2
Kako za cse e >0

limsup u.(z) € [¢j, ¢jt1],
z—tj41

Ha ocHOBY (2.1) mmamo
thUp ‘U’E(Z) T f(t)| SE,

z—t

3a cee t € R.

Hexka je t € R npou3Bo/bHO, TaJIa BazKu

limsup |u(z) — f(2)] < sup |u(z) — ue(2)| + limsup |u.(2) — f(t)] < 3e.

z—t z€eH z—t

Wern 3x/byvyaKk Baxku Kajia je t = oo. Jlakie, u MoxKeMO NMpOayKUTH HenpekuaHo Ha H Tako
Ta ulpg = f. JemmHCTBEHOCT NpecaWKaBara U CJAeIH AUPEKTHOM mnpuMeHoM Jluuaemedopor

IPUHIHTIA. |

38a a < b, e1eMeHTapHH padyH HaM Jaje

b
, 1 r—a x—0b Yy dt
w(z + iy, (a,b),H) = ;(arctg o arctg ; ) = / m?,

COJIaKJ/Ie UMaMO MOTHUBAIU]y 3a Hapeany aedunuimjy.
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Hedunumnuja 2.2 Axo je E C R Jleber mepspus, jgepuHUTIIEMO XapMOHHUJCKY Mepy cKymna F

y Tauku 2z = x + 1y € H ca

. Y dt
E
Hedununuja 2.3 Oyuxmnuja
1 y
Pa(zt) = ~—
]HI(Z’ ) W(t—$)2—|—y2’

rne z =x +iy € Hut € R, nasusa ce Iloaconosum® jesrpom ma H.

Pememe Tupuxieosor npobiaema 3a dbyukinujy f nenpexuany Ha R U {oo} je dynkuuja
us(s) = [ F(0Palz. 00t
R

®Oynkunjy uy naszuamo n I[loaconosum nurerpansom dynximje f.
[Tpumermo na je w(z, B, H) pememe upuxseoBor npobsiema ca rpaHuIHOM (BYyHKIHjOM
f = 1g. Ocum tora, xapmonnjcka Mepa w(z, £, H) je xapmonnjcka byHKIHja M0 TPOMEHFUBO]

Z W BEPOBATHOCHA Mepa IO MPOMEH/bUBO] F.

Cras 2.3 (Xapaakosa HejegHakoct) AKo 21,22 € H Taga mocroju Heka peajHa KOHCTAHTA

C > 0 Koja 3aBHCH O 21 U 29, &JIM HE U OJ CKyla F Tako 1a je

0< 1 < w(z, B, H)

< .
C w(227E7H) € <o

oxas. Heka je z1 = 1+ 1y, U 2o = 19 + 1yo. Kako 6ucMo 10Ka3aau 0By HejeIHAKOCT TOBOJHHO
je ynopenutu jesrpa Py(z1,t) u Py(z2,t). Hwse je na nahiemo C' Tako na

1 Y2 U1 Y2
— < <C .
Clza—t)2+y3  (z1—024y  (za—1)2+y3

JoBosbHO je

_t2 2 —t2 2
C)max{%(xl )‘2917@@2 )‘1;92}’
ek Ly, (22 —1) Y2 (21—1)

a MaKCHMyM Ca JecHe CTpaHe HejeTHAKOCTH MocToju u KoHadaH je. akmae, C' mocroju u He

3aBUCH O]l cKyla . [ ]

Ja 6u cmo geduHECAIN XapMOHUJCKY Mepy Ha ITPOM3BOJHHO] MPOCTO MOBE3aHO] 00JIacTH, 1Tpe
cBera noTpedHo je JiebMHUCATH je HA JeJUHUYHOM JUCKY. Y Ty CBPXY UCKOPUCTHhEeMO YUHEHUILY

na cy jenuHIIHE Juck D u ropma noaypasal H KoHGOPMHO eKBUBAJIEHTHH.

1Siméon Poisson(1781-1840) - dbpaniycku maremarudap
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Hedunumnuja 2.4 Heka je D jequanyann quck u F KOHAYHA yHUja OTBOpeHUX JiykKoBa Ha OD.

Xapmonujcky mepy ckyna F y rauku z y D gedunuiemo ca
w(z, B,D) = w(p(z), o(E), H),
rie je ¢ : D — H kondopMuO npec/imkaBambe.

Kako 6u medununmja 6mia gobpa, moTpeOHO je JTOKa3aTH 1a XapMOHHUjCKA Mepa Ha JUCKY He
3aBUCHU OJI TIPECTUKABAIbA (.
Heka cy ¢ u 9 #eka asa xoudopmua npecankasama [ na H u F npousBosbHa KOHAYHA

yHEJa HEKUX OTBOpeHuX JiyKoBa Ha OD. O3naunmo ca F' = 0F u jedunnimnmo GyHKIHUjy

u(z) = w(p(z), p(E),H) —w(y(z),(E),H), zeD.
GOyukuuja u je xapmonujcka va D u 3a cee ¢ € D \ F' Baxu

limu(z) = 0.

z—(

Ha ocuosy Jlunenedosor npunnuma Baxu 1a je u(z) < 0 3a cse z € D. Anasorno, nobujamo
ma je —u(z) < 0 3a ce z € D. Jlakae, u = 0, ogHocHO meduHUIMja He 3aBUCH 0] n300pa

KOH(MOPMHOI' IPEC/IMKABAbHA.

Ocobune:
1. 0<w(z,E,D) <1, zeD
2. wiz, EH)—»1, z—>FE
3. wz, E;H) -0, z—T\E.

Cmenom npoMensbuBiX y (2.3) ca ¢(z) = i1 nobujamo

L2
w(z, E,D) = / ﬁd—e,

le?? — 2|2 27
arg(E)

re je arg(E) = {6 € [0,27) : € € E}. ¥V namem Texcry, paju jeHOCTaBHUjUX O3HAKA,

1 1|z

5 [ 7 HASHBAMO [ToaconoBUM

ckym arg(FE) osnagaahemo camo ca E. Oyukiujy Pp(z,0) =

jesrpom Ha D.

Bujyiesin cmo na na ocuosy IlIBapriose Teopeme, 3a Henpekuaay ¢pyuxnujy f na T, pynknuja

19 Z|2 de
/f 619 z|? o
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je xapmonmjcka Ha D u limuy(z) = f(a) 3a cBe a € T. ®ynkuujy uy HasuBamo IloaconoBum
z—a

uurerpajsom ¢yuknuje f va D. Jlok dpynxnuja

up(z), ze€D
f(z), =z€T

U(z) =

npejcTaB/ba pemteme upuxsieosor mpodiema 3a dyukiujy f wa D.

Bunamo ja he KoH(DOPMHO IpecauKaBame IIPecTuKaTH 001acT v 00J1acT, aJd OCTaje MUTAbEe 1A
JIW Ce TO NMPECJUKABambe MOXKe MPOAYKUTH Ha TPAHHUILYy OOJACTH W Ja JIK Ce IhUMe TPAHHIA

cjauka Ha rpanuily. Hapejina Teopema ynpaso TO U TBP/IU.

Teopema 2.4 (Kapareonopujesa Teopema) Hexka je {2 mpocto moBesana 06aacT y C TakBa Ja
je I = 09 Kopaanosa kpusa y C u mexa je ¢ : D — Q koudopmuo. Tajia ¢ MoKe HENPEKUIHO
1-1 1a ce mpomyxu Ha D.

Joras. Be3 ymamema ONIITOCTH TpeTrnocTaBuMo ja je {2 orpanmuenHa objact y C. Heka je
¢ € T nupowusBospHo. JlokazaheMo ja ¢ MOYKe HENMPEKUIHO Jia ce MPOAYKHU Y (.

Heka je 0 < 6 < 1, o3rauumo ca 75 = DN ID((,0), Taxa je ¢(vs) 2Kopaanosa kpusa, u ca
L) = [ 1/)las
Vs

Jyxuny kpuse 5. Ha ocnoBy Kommu-IIIBapiose nejeinakocTu BazxKu

L@ < [ as [ 1S = lengthne) - [ ¢S,
Vs Vs Vs

OJTHOCHO

SL0P < [ 192 Pas.
s

p
Kajia kpo3 nperxoaHy HejeHAKOCT pohemo ca f dd, tne p < 1, nobujamo
0

P ) p
/L((?) d§<7r//]cp'(z)|2d5d5:7r / ' (2)Pdzdy
0 s )

0 DND((,6

=7 -area(p(D N D(C, p))) < oo,

jep je ) orpanuvena obJacT.
Axko yamemo Hu3 4, tako ma lim §, = 0, taga je lim L(d,) = 0, omakie 3akbydyjemMo
n—-+0o0o _n—>+oo
L(5,) < oo. Heka cy o, u 5, kpajime Tauke ¢(vs,) v Q. Tama oy, B, € 0L, y cympoTHOM, aKO
ou HOp. o, € () oHJga OU mocTojaa TavyKa OJHMCKA (v, KOja UMa JiBe HHBep3He cianke v D, a oBo

je memoryhe jep je ¢ xomeomopduzam.
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Heka je o, kpahn ayk ca kpajiwum taukama oy, u 3, Ha ['. Kako je |a, — 8, < L(6,) — 0,
Kajga n — oo, u I' xomeomopduo ca T, nodbujamo diam o, — 0.

Kpusa o, U (7;,) aemn C Ha gBa oTBOpeHa cKyma, orpanmden U, u neorpanmden C\ U,,.
Kako je Q orpanuuen u 0U, C (, Baxu jga je u U, C . Ila je u diamoU, = diam(o, U
©(7s,)) = 0 kaga n — 400. OxrocHo, diam U, — 0 kaga n — +00.

Osnaunmvo ca V,, = DN D((, §,). Jokazahemo na je 3a gosossuo Benuke n € N, o(V,,) = U,.

Axo oBa TBpama He OM BaxKmjia, OHIA 3a CBako ng € N, mocrojano 6u Heko n € N Tako
ma oD\ V,) = U, (oBo Barku Ha OCHOBY IIOBE3AHOCTH CKyIOBa), aan Tajga je diamU, >

diam ¢ (D(0, %)) > 0, mrTo je y kouTpamuknuju ca diam U, — 0 kama n — +00.

Haxkie, diam ¢(V,,) — 0 xaga n — +o0o u u3 naunna gedunucanocru V,, Baxu o(V,41) C

o(Va). )

Ha ocuoBy Kamtopose neme, ckyn [ ¢(V,,) je Hempasan u jennowran. ledunumemo ca
neN

N e(V,), z€T
B(z) = { nei
o(2), z € D.

bynxmujy xa D. Opako nedunucano P je menpexnano sa D 1 HA jep je u ¢ HA na Q.
Ocraje jomr ga mokaxkemo ma je @ 1-1, anm Kako je ¢ KOHMOPMHO W HENPEKUIHO, TO je

JIOBOJbHO TIpoBepuTH 1a Jim je @ 1-1 na T.

[Ipernocrasumo ga je P(¢1) = B((2), 3a Heke pasauuute Tauke (1, (s € T.
Kpuse {p(r¢1) : 0 <r < 1} u{@(r¢) : 0 < r < 1} orpannvasajy

obasact W C Q. Kaxko je o (W) nosezana obiacr, mopa 6uTu s
jellHa oJ1 IBe KOMIIOHEHTE NOBE3aHOCTH 00JIaCTH '

D\({rgl:ogr@}u{r@;o@gl}) "

Kako je B(T) = T, ona TN (e (1)) C W N2 = {(G1)},
Tj. P KoHcranTHa Ha JIyKy T. Onakie, Ha ocHoBy [Ipunnumna max-
cuMyMa, (pyHKIHja ¢ KoHcTanTHa Ha D, mTo je memoryhe. Cornca, 2.2
Jlakie, P je TpaxKeHo HeMpeKuIHO 1-1 mpoayzxKeme KOHMOPMHOT

npecankaBama ¢ na D.

Heka je ) 2Kopnanosa obyiact u ¢ : D — €2 KOH(POPMHO NpecIuKaBabe, IMPeTX0IHa TeopeMa
Kaske J1a MOCTOju HempeKuHO 1-1 mpoy Keme oBor mpecinkaBarma Ha T. Heka je f Henpexkunmna

bynknuja na I' = 99, tagna je f o p nenpexuina na T, u w = ¢~ '(2). Oyuknuja

2
1 o0 1 — Jwl]?
u(z) =ug(z) = o /f o (e Q)Md&
0
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je xapMoHujcka Ha () u

3a cBe ¢ € I'. Oynkmjy
Po(2,¢) = Po(¢™'(2), arg(¢™'(€)))

nazuBamo [loaconosum jesrpom ua (2.

Hedunumnuja 2.5 3a ceaku bopenos ckyn E C ' nedpununimemo xapMOHIjCKY MePy TOT CKYTIa

y Tauku z Ha () ca

1— ]w[Q
oz B,9) = wlw, ¢ (B),D) = 5 / e

wP

Jedbununuja 2.6 Hexa je £ C Q 3atropen, z € Q\ E u ) KommnonenTa nosesanocta (2 \ F

KOja caapKu Tauky z. ledunuimemo

w(z, E,Q) =w(z,0E N0, 0).

Cauxka 2.3

Jlema 2.1 Heka je E C Q satBopen u 25 € Q \ E. Taza je
w(zo0, B,Q) = w(zg, 0E N0, Q).

Jlokas. O3nauumo ca €)1 komnonenrty nosesanocru 2\ E koja cajapxku Tauky zg. Taga je
npocto moe3ano. O3maunmo ca wy(z) = w(z, F,Q) = w(z,0E N0, Q) kamga z € Q) u ca
w(z) = w(z, 0E NN, Q) kaxa z € (1.

OyHKINje w; U w Cy XapMOHHUjCKe Ha (2, ofakiie je u PYHKIM]a w — w1 XapMOHHUjCKa. Taza

BaKH
w(z) —wi(z) =w(z,0EN 0N, Q) —w(z,0ENIN, Q) =
=w(z,0EN0Q,Q) —1<0,

3a 2z € 0F N 0. OmgHocHO,

w(z) —wi(2) = w(z,0ENIN, Q) —w(z,0EN 0N, Q) =0,
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3a 2z € 0 \ E. Jakne, w(z) —wi(z) < 0 vHa 0, na Ha ocHoBy JlungenedoBor mpuHIHIA

Baku Ja je w(z) —wi(z) < 0 na Q. Onakie Baxku j1a je wy(29) = w(2p). [ |



I'imaBa 3

XejmaH-ByoBa Teopema

Heka je 2 C C mpocro noseszana obsact, L 6mio koja npaBa y C u ¢ : Q — D xondopmuo
npecjaukaBaibe. XejMan-ByoBa Teopema TBp/u jia MOCTOju YHEHBep3asina koucranta C' Tako ja
je

length(y(L N Q)) < C,
rze je length o3maka 3a ayxkuny. Y oBoM pajy jgokazahemo teopemy 3a C' = 4m. Mehyrum
HajMama TakBa KOHCTAHTA O3HaYaBa ce ca () y wact maremarnydapa Oume, Koju je J10Ka3ao aa
je m2 < O < 4n. YV pokasy Xejman-Byose Teopeme kopucTulieMo ocobrHe HeeyI0XHIepOOIHIKe

MeTpHKe Koje ieMo HaBecTH y HapeTHOM OJIeJbKY.

3.1 Ilceynoxunepbosimika MeTpuka

Hedununuja 3.1 [lceymoxunepbondky METPUKY HA JeIMHUYHOM JIUCKY, 33 21, 2o € D jmedu-

HUIIEMO Ca
21 — %2

) =l

Ha ocnosy IlIsapi-Ilukose! seme 3a caky xomomopduy ¢ynkuujy f : D — Du 2,20 € D

P(f(21)7 f(Zz)) < p<217 22)7

jemmaxoct Baxku akko je f € Aut(D). Ounrnenno je ma je p(z1,22) = 0 u p(21,22) = 0 ako u
CaMo aKo je z1 = 2o, W BaXKu p(z1, 29) = p(29, 21).

[Torpebuo je mokasaru joOIl HejeTHAKOCT TPOyTJia, KAKo Om p 3amcrta Omsia merpuka. Heka
cy 21,722,23 € D npoussosbru. O3naunmo ca ¢,,(2) = p(z,29). Taga ., € Aut(D). Ako je

a = p(Zh 23) = (7023(21) ub= p(z3; 22) = QOZ3(Z2)7 Talla je

p(a,0) = p(z1,23), p(0,0) = p(z3,22) w p(a,b) = p(z1, 22),

1Charles Emile Picard(1856-1941) - dpanmycku MaremaTudap

24
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jep ¢, € Aut(D). ToBosbHO je mokazarTu
p(a,b) < p(a,0) + p(0,b) = |a] + [b],

3a a,b € D. Ilpumerumo ma

(L= lal)(X = 1o1*) _ (1 = la*)(1 = [b])

2 2 _
1 —p(a,b)” =1~ |pp(a)]” = 11— bal? ~ (14 ]al[p])?

=1 p(|al, —[b])*.

OnrOCHO,

a.b < a’_b = ———— < l|a|l + bl.

axme, p jecTe MeTpHUKA.

Ha ocnoBy Pumanose Teopeme 3a csaky upocto nosesany oosact (2 C C nmocroju kondopmuo

npeciukaBame f : () — D. Vcnocrasmpa ce
Aut(Q) = {ftopof:pecAut(D)}.
Ha obsiactu ) nedunuimemo merpuky pg ca

pa(z1, 22) = p(f(21), f(22)),

3a 21, 29 € ).

[Torpebno je mpoBepuTH J1a OBAKO Je(UHUCAHO P HE 3aBUCH 01 KOH(MOPMHOT ITPECIUKABAIHA

f.
Axo ¢y f,g : Q — D kondopmua npecamkasama, onga je go f1 : D — D xondopmmo,
omnocuo go f~1 € Aut(D). Ha ocnosy IIsapu-Ilukose Jeme:

p(f(z1), f(22)) = ©5(e0) (f(21)) = @gor-1(s¢apy (g © 7 (f(22)))
= Pg(=)(9(21)) = p(g(21), g(22))-

Hakne, pg He 3aBUCH 0] KOH(MOPMHOI IIpecuKaBama f.

ITpumep 3.1 3a Q= —iH := {2z € C: Rez > 0} Baxku

21 — 22

sz'H(ZhZz) = it 2

CraB 3.1 Heka cy () u {2y mpocto nose3ane obsractu Ttakse ja () C €2y C C. Taga Baxku

P (Zb ZQ) < Py (Zl7 22)7

3a cBe 21,29 € (.
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Joxas. Hexa je f; : ; — D xondopmuo, 3a i = 1,2. Osnaunmvo ca ¢ = foo fi': D — D
xojoMopdHO npecaukaBambe. Heka cy 2,20 € ) npousBosbhm, taga fi1(z1), fi(z2) € D. Ha

ocroBy [IBapn-IIukose meme

p(fa(21); f2(22)) = ple(fi(21)), o(f1(22))) < p(f1(21), f1(22)).

OnroCHO,

pa, (21, 22) < po, (21, 22).

3.2 Xejman-ByoBa Teopema

Teopema 3.2 Heka je (2 C C upocro nosesana obsiact u ¢ : D — {2 kondopmMHo pecinkaBame.

Tana 3a 6wio kojy mpaBy L y C Baxku ja je
length(o™ (L NQ)) < 4.

Joxas. Moxkemo npernocraBuTu Ja je ¢ xogaomopdHa QyHKIUja Y HEKOj OKOJIUHHA 3aTBOPEHOT
jemummranor mucka D. Y cynmpornowm, ako mocMarpamo D(0,7), r < 1u Q. = ¢(D(0,7)), MoxKeMo
aedumnncarn ca ¢, (z) = ¢(rz) npecaukasame @, : D — €, koje je xondopmmuo ma D(0,1)
n D C D(0,%). Axo repheme Baxku 3a ¢, onga saxu u length(p, (L N Q,)) < 4m. Kaxo
je o1 (z) = ¢ (rz) wenpekuuna dynkuuja 1o r, Kajga uycrumo ja r — 17 gobujamo ja
length(p™ 1 (L NQ)) < 4.

HejerBoBameM poramujom Ry u Tpancaanujom 7 Ha C ay:kuHe ce He Membajy, a mpecanKa-

Bame Ry o T 0 ¢ ocraje KOHGPOPMHO, na 0e3 yMarbema OIIITOCTH npernocraBumo ja je L = R.

D L X

® RooT | L1 L
WA / L=R
Cauka 3.1

Heka je Ly, k = 1,2,..., N xkomnonenTa mnopezanoctu L N ) u Heka je () KOMIIOHEHTA
noeesanocTu ckymna {z : z € Q}, rako ga Ly C Q.

[Ipumerumo na je 2 cumerpuyuno y ognocy Ha L. Ha ocnoBy PumanoBe Teopeme mocToju
KOH(hOPMHO mpecaukaBame ¥y, : p — —iH tako na je Y (Ly) = [0,400), n Bume, npecauka-

Bambe 1 Ce MOYKe HEMPEKUTHO MPOIyKUTH HA ).
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Ako je a € 9, N IQ onpa nocroju jeauucreeno & € ID N A~ () Taxo na je p(€) = a.
O3zunauumo ca
B=v ([n(@)]) € Ly mea z=¢'(B) €D.
Heka je P C 0f) koHauaH CKyl KOju Ce cacroju oj Kpajibux ravaka ckyna Lp u P C 0D

KOHA4YaH CKYI KOjH Ce CACTOJH OJI Kpajibux Tadaka ckyna ¢ ' (Lg). Heka je

E=¢ (00N 0\ P) C 0D

F:¢_1<ULk> \ P' CD.

' e Uy [Ga(o)]

Cnuxka 3.2

Hedunumumo dpyunknujy ¢ na E ca

= o (|tkol)

3a k =1,2,..., N, 0BO MOXKEMO J]a YIUHUMO jep cy JoMeHH (DYHKIH]ja 1 MehycoOHO JTUCjyHKTHH.

[IpeciukaBame ¢ : F — F' je menpekuano u 1-1. Kako je ¢ u cypjekruBna (yHKIHja Ha

N
CKyILy g0_1< U Lk> \ P’, ona je m mapamerpu3anmja Tor cKyna. Baxn
k=1

I = length(p ' (LNQ)) = length(gofl(U Ly))

—tengt(p™ ((J L0\ P) = [ [V0(6)]1de|.
k E
Hososbno je nokazaru na je |Vo(§)| < 2 3a cse £ € E, jep je tana

I < 2/ |dé| = 2length(E) < 4r.
E

[TocmaTpajmo Iloaconoso jesrpo Ha D y Taukama e u z,

, 1—|2?
P]D)(Z,@lt) = m
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Heka je I = (£,£') orBopen mureppan y ¢ (0Q: NIN) 1 a = ¢(&) m o = ¢(&'). Ozmaunmo

Cca

v = (@) m 2" = |(a’)],
B=v (@) =poo(s) n B'=u (@) =pos(¢).

Tana je

pa(p(0(8)), v(0(£))) = palB; B')
< pa, (B, 6') = p—m(¥r(B), V("))

x—a

T+

p((8), ¢(£))

/
= p,iH(.%,f) = ‘
Hoxkaszaliemo na 3a 2’/ 10BOBHO OIU3Y T BaxKu

w(z, Yi(p(1)), —iH) = —(1+ o(jx — 2'])) - p-im(z, ).

3 |

Ob6nact —iH nobujamo poramujom H, ma cBa cBojcTBa xapMmonujcke Mepe koja Baxke y H Baxwuhe
ca MUHUMAaJTHUM n3Menama u y —iHL

Baxkn p
w(:zc, wk(@(n)’ _iH) =

m
rje je f yrao Koju ce HaJa3d IPH TeMeHy X Tpoyria x, —ix, —ix’.

Tana je
T x
tg(l@+—-)=—=1+9
g0 +7)=—=1+4
rie je 6 = x;x/. C nmpyre crpane
T 14 tgh
te( 4+ o) = 1 °7 Cinka 3.3
olakje J00ujaMo 1a je
tgf = 0
AT
OJIHOCHO
9] 9]
0 = arctg —— = — )
arcg‘2+5‘ 2+0( )7
' ' 5ol _
. A :‘ T ‘: 1% o5
p-in(e, ) ‘x+x’ z(2+9) 2+95] 2 +0ld).
SBamucra,

ol (D)), ~H) = 21 0(8) = L1+ off — ])) - p_ssla. ).

Jlakjie, Ha OCHOBY aQHAJUTUYHOCTU U MHJEKTUBHOCTH [PECJMKABAA Y O (0 Y OKOJIMHU TauKe &



I'VTABA 3. XEJMAH-BYOBA TEOPEMA 29

NMaMO

~0(0(€),(€)) < —p-anl, )

< (L+o(lr —2'))) - w(, Yu(p(1)), —iH)
= (1 +o(lE =€) - wlz 1,07 (W)
O3HaumMo ca

hy = ha(€) = w((€), 1,07 ()
hy = hy(§) = w(¢(§), [, D).

Taua je hy < hy na ODNIp~1(Qy,). Ha ocnosy [puniuna makcumyma hy —hy < 0 na = 1(Qy,).
Ba z = ¢(&) € p 1 (Q) Bakm

1—
Wiz 1,07 (W) < w(z,I,D) %/W |6()
OJIHOCHO,
1 1 1
— mﬂ(cb(f), ¢(§)) < (1 +o(lg =€) MWW(S% 1,D)
/ 1 1 - |¢(§)|2 do
=(1 — . . —.
el =ED =1 | 1= gp on
Kako je © (@)
Ny | 918 = o(€
00060 = | ot
kajaa nycrumo ga & — & pobujamo
LIVOOL |1 po(.0(6) _ -t
Tl—[o())  e¢=em €= 3 € — f’ o e — (&) 2m
1 1—[(§* 1 1—[¢()* 1
— i i .
R R e T e
rae 0 € (§,&) u l1(&,€) npeacrabmba nyxuny kpaher Jjiyka orpanmdaenor ca & u &', omakie
llm |§£5§)| 1.
§&—¢

Kako je [§ = ¢(£)[ = 1 —|¢(§)] m 1+ |¢(€)] < 2, nobnjanto

1A= [6@P)? _ 11 [0(E)]y? )
e aer = 3leoge)) (LT 10© <2

Vo)l =
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Teopuja moreHmujaja

4.1 Ilorenumjann

[Torennujaan mam 06e36ehyjy Guran n3zBop mpumMepa cyoxapMoHUjCKUX (pyHKIHja, jJajyhn Ham
ajiaTe y3 nmomoh Kojux ce KOHCTpyuIiy (pyHKIHje ca ojgroapajyhum cojcrBuma. /Ipyra yaora
MOTEHIIMjaJIa jecTe y HBUXOBO] NPHINYHO MMocebHoj npupoau. Vcemocras/ba ce 1a cy HOTEHIH-
jaJIl OMINTH KOJMKO W MPOW3BOJbHE cyOXapMoHHjcKe (YHKIHje, W 3a MHOTe MOTpede OBe NiBe
KJIace Cy eKBHBaJeHTHEe. Y 0BOM pajy AedununcahemMo moTeHnujame caMo 3a KOHAYHE Mepe ca

KOMIIaKTHHUM HOCA4Y€M.

Hedbunaunuja 4.1 Heka je p konauna BopesoBa mepa na C ca komnaxkTaum nocadem. [loren-

nmjan mepe o je dbynakmuja p, 1 C — [—o00,00) nedunncana ca

palz) = / log |2 — wldp(w),

C

3a z € C.

Teopema 4.1 ®Pyuxunja p, je cybxapmonnjcka na C n xapmonujcka va C \ supp p. Takobe,
pulz) = 1(©) log |2] + O(|21™") 5a = = oc.

Joxas. Heka je K = supp u, Taja p MOXKeMO mocMarpatn u kao Mepy Ha K. O3maummo ca
v(z,w) = log |z —w| dbyukuujy pedunucany na C x K. Oyukuuja v(z, w) je mepsbusa na C x K
v ogHOCY Ha Mepy A X u, rae je A JleGerosa mepa nedunncana va C. Ocum Tora, kajga v(z,w)
nocMarpamo Kao MYHKIHU]Y of z 3a dpukcupano w € K, oa dpyHKINja je cyOXapMOHHMjCKA HA

C 3a cBe w € K, na moctoju r > 0 Tako ma 3a cee w € K u 0 < p < r BaKu

27

1 )
v(z,w) < — /v(z%—pew,w)d&
2m
0

30
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[Tpumenom Pybunujese Teopeme 3a 0 < p < r Baxku

2m 2m
1 , 1 ,
— /pu(z + pe®)dh = —//v(z + pet w)dp(w)df
2m 2m

0 0 K

v(z + pe® w)dhdu(w)
v(z, w)dp(w) = pu(z).

Kako je ;1 KoHauna Mepa, v HellpeKu/Ha GyHKIMja u p, he butn nenpexuina gynxnuja. Jakoie,
JIOKazaan cMo jia je dynknuja p, cybxapmonmjcka Ha C. Amasormo, Moxkemo mokasarn jia he
—p,, 6urn cy6xapmonujcka Ha C\ K y3mmajyhu 3a v(z,w) = —log|z —w| ma (C\ K) x K.
Opmaocno, p, he 6utn xapmonnjcka xa C\ K. 3a z # 0,

() = (@) loglel + [ og[1 = Zlduu)

Kako p nva komnakran vocad [ log |l — 2|du(w) = O(|z|™!) kana z — oo. |
C

Teopema 4.2 (Tlpunanun wvenpekugrocTn) Heka je p konawna Bopesosa mepa wa C ca Kom-

nakTanM mocadem K.

(a) Ako (p € K, onza liminfp,(z) = liminfp,(().

(6) Axo h%n; g}lf Pu(C) = pu(Co), onna ZlgIClO Pu(2) = pu(Co)-
S

Hokas.  (a) Ako je p,((y) = —00, Ha OCHOBY HEIPEKUTHOCTH lirrcl pu(z) = —o0.
z2—(Co

[Ipernocrasumo xa je p,((y) > —oo. Tama je u({¢}) = 0 u 3a maro ¢ > 0, mocroju r > 0
tako ma je pu(D((p, 7)) < e
3a naro z € C, uzabepumo ¢ € K koje murumu3syje | — z|, oHo moctoju jep je K KOMIakKT.

Tana 3a cBe w € K,

Cw) [l —w] _,
z—wl |z — w =T
Jlaxe,
Pu(2) = pu(C) — [ log dyi(w
Joul=
>pl0) - etog2 = [ tog | fdu(w)

K\D(o,r)
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Kana z — (o y C, onucono ( — (o y K numamo

ligzilfpu(z) > hgzgié}fp“(o —¢clog2 —0.
€

Kako je € mpon3Bo/bHO UMAaMO TPaKeHY jeJTHAKOCT.

6) Axo p, 3agoBosbaBa liminf p = pu(Cp), HA OCHOBY JieJia 1O (a
# 6 M .
CeK

liminf p,(2) = p.(¢o)-

Z—>C0

Kako je p, nenpexnjHa 0J03/10

limsup p,(2) < pu(Co)-
Z—>C0
KomGunyjyhn mperxoane pesyarare 106ujaMo 111121 pu(2) = pu(Co)-
z—C0
|

Teopema 4.3 (ITpunnun murnmyma) Heka je p konauna Bopesosa mepa na C ca KoMIakTHUM

nocadeMm K. Axo p, > M wa K, ouga p, > M na nerom C.

Hoxas. Hebunummnmo ca u = —p, va C\ K. Taga je u xapmonnjcka va C\ K, na u cydxapmo-
mujcka Ha C\ K n y3 mpernocraBky ga p # 0, u(z) — —oo kaga z — 0o. Takobe, ako (o € 0K,
Ha OCHOBY NIPETXOJHe TeopeMe 10/ (a)

limsupu(z) < —liminfp,(z) = —liminf p,(¢) < —M.

2—Co ¢—Co
e (ek

Ha ocnoBy npumene [Ipunnumna makcumyma 3a HYHKIU]Y 4 HA CBAKOj O] KOMIIOHEHTH TTOBE3a-

nocru ckyna C\ K, gobujamo na v < —M. Oxuocno, p, > M na C. |

4.2 IlosmapHu CKynosu

[lotapEE CKyTIOBH TIpeJICTaB/bajy 3aHEeMap/bUBe CKYIIOBE Y TEOPHUjU MOTeHIHjaJia, Ha CJANYaH

HaYWH Ka0 W CKYMOBH Mepe HYJIa ¥ TEOPHUJU Mepe.

Hedunumnuja 4.2 Heka je ;1 konauna Bopesoa mepa na C ca kommakTaum Hocadem. Euepruja

I(p) mara je ca

1) = [ [ tog 2 = wldn(:)autw) = [ py()duta)
C

CxC

Moryhe je ga (1) = —oo. Vcnocraiba ce a HEKH CKYTOBH HOIPZKAaBajy caMo Mepy GeCKOHATHe

eHepruje.
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Hedbunannuja 4.3 Ckyn F C C naszuBamo nomapauMm ako [(p) = —o0 3a cBaKy KOHAYHY
BopeJioBy Henysia Mepy (@ 4Mju je HOCAY KOMIIAKTAH MOJICKYI O F. YKOJIHMKO HEKH CKYIl HUje

noJiapaH, Ha3UBaMO I'a He-TIOJIapHUM.

[TpumeTnmo j1a Cy CHHTJITOHU TOJAPHU CKYMOBH. Takohe cBaKW MOJCKYI MOJIAPHOT CKYyIia je

oJIapaH.

Teopema 4.4 Heka je p konauna Bopenoa mepa na C ca KOMIaKTHEM HOCAYEM H IIPETIIO-

craBumo Ja I(p) > —oo. Tama p(FE) = 0 3a ceaku Bopesos nomapun ckyn E.

Jlokas. Heka je E Bopenos ckyn takas ma pu(E) > 0. Jdokazahemo ga E nuje mormapan. Ha
OCHOBY DPeTyJapHOCTH Mepe [, MOzKeMo u3abparu koMmnakran ckyn K C E takas na u(K) > 0.
[Mocmarpajmo pectpuknujy mepe p Ha ckyn K, i = p|x n vexa je d = diam(supp p). Tazna je

[l KOHAYHa HeHyJIa Mepa 4Yhju je KOMIAKTaH HOocad MOJCKYN CKyna [,

1) = [ [ 1os|*= | dnt:)antw) + i oga

KxK

> // log‘%(du(@du(w) + u(K)*logd
CxC
= I(p) — u(C)*logd + pu(K)*logd > —oo.

Omakiie BuauMo 1 je ' He-mmoapaH CKyil. [ |
ITocnenuna 4.5 Ceaku Bopesnos nmomapan ckyn je Jleberose mepe Hyia.

/oxas. JloBosbHO je jokasaru ja 3a csako p > 0 mepa dy = dA|po,), e je A o3naxa 3a
Jleberosy mepy, uma eneprujy I(u) > —oo. Hakon Tora Ha 0CHOBY IpeTXOHE TEOpEMe CBAKH
Bopenos ckyn E uma p Mepy HyJa, ogacono E N D(0, p) je Mepe Hysa, 0 pe3yATaT BazKu KaJa
IIyCTUMO Ja p — OQ.

3a duxcupano p > 0 n du = dA[p,). Tana 3a z € D(0, p)

p(s) = [ o]

D(0,p)

Z— W
2p

‘dA(w) + mp* log(2p)

2w p
> / /log %Td?“d& + mp* log(2p)
0 0

1
> —57p’ +7p” log(2p).

Onakse nMamo

I(p) = / pu(2)dp(z) = (_%WPQ + 7p?log(2p))mp? > —oo.

D(0,p)
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Y uszunm, ejleKTpUYHO HaeJeKTPHUCahe ce pacrnopehyje Mo MPOBOJAHUKY TAKO J1a MUHUMAJIH-
3yje eHeprujy. Yy HallleM KOHTEKCTY, OBO CYI€pHUIlle Ha IIOCMaTpaibe BEPOBATHOCHE Mepe [ Ha

KOMIAKTHOM cKyny K koja makcumusyje I(p).

Hedunnnnuja 4.4 Heka je K xomnaxran nogckyn o C, u mexka je P(K) dbamvmunimja cBux

BepoBaTHOCHHX Bopemosux mepa medbunucannx wa K. Axo mocroju v € P(K) tako ma

I(v) = sup I(p),
HEP(K)

TajJa ce Mepa v Ha3WBa eKBUIMOpPUjYM Mepa 3a K.
Hapenne nBe Teopeme Hapenihiemo 6e3 moka3a, a onn ce mory nHahu y [5].
Teopema 4.6 3a csaku komnakTtan ckyn K y C mocroju jeauHcTBeHA eKBUJIXOPUjYM Mepa.

Teopema 4.7 (Ppocrmanosa Teopema') Heka je K kommakTan ckyn y C, u Heka je v eKBUJIH-

opujym Mepa 3a K. Tama
(a) py > I(v) na C;

(6) p, = I(v) na K\ E, tae je E nonapan nojckyn ox 0K.

4.3 TI'punoBa yHKIIIja

XapmoHnnjcka Mepa Heke 00,1aCTH YCKO je moBe3aHa ca [ puHOBOM (BYyHKIHjOM. 3anpaso, | puHO-

Ba dyuknuja je pamuimja pemema Jlupuxjieosor npobdsema y HeKOj 001acTu, rjie je rpaHuyuHa

dyHKIHja HYIA.

Jedununuja 4.5 Heka je Q npocro nosesana obiaacr y C. Tpunosa dyukimja 3a obaact

je mpecauKaBame gq : ) X Q — (—00, 00|, Tako na 3a cBe w € ) BaXKu

1) ga(-,w) je xapmonujcka dbyuxnuja za  \ {w} u orpanudena Ha KOMILIEMEHTY OHJIO KOje

OKOJIMHE TadKe W,
2) ga(w,w) =00 u

log |z] + O(1), w = 00,
ga(z,w) = , Kaja 2z — w;
—log|z —w|+ O(1), w#

3) ga(z,w) = 0 xkamga z — (, 3a ckopo cBe ¢ € JN).

Ha npumep, y obnactu D, I'punosa dpyuknuja je odauka

1—zw

—1
go(z, w) = log | ———

1Otto Albin Frostman(1907-1977) - mBeacku MaTeMaTudap
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Teopema 4.8 Ha npocto nosesanoj obaactu 2 v C, Taksoj 1a je JS) He-mos1apaH CKYII, TTOCTOJI

jeauncrsena ['punosa dyHkIumja.

Joxas. 1lpBo hemo mokasatu jemuncrBenocT. Heka cy ¢ u go I'puHoBe (byuknmje Ha obractu

). 3a "Heko w € § jedpuHUIIEMO Ca

h(z) = gi(z,w) — ga(2, W),

3a z € Q\ {w}. Ha ocuoBy nedunnnuje I'punose dbyukiuje, byHKIuja h je XapMOHUjCKa 1
orpanudena Ha )\ {w} u iLIIé h(z) = 0 3a ckopo cBe ¢ € 0f2. Ha ocnoBy Jlunaenedosor
IPUHIKIA TpEMeTHMO Ta je dyukmuja h(z) = 03a z € Q\ {w}. Kako oBo Baxu 3a cBe w € (2,
3aKJBydyjeMo Ja je gi(z,w) = go(z,w) 3a (z,w) € Q x Q.

Jokazkumo caja nocrojame bynxmuje go(z, w) kaga w = oo € Q. Ozuaunmo ca K = C\ €.
Cxyn K je xommakTaH He-mosapan moackyn on C, m Heka je v ekBwmOpujyMm Mmepa Ha K.
Hedunumnmmo ca

p(2) = I(v), z€Q\ {oo} .

00, Z =00

gQ(Z7 OO) =

Ha ochnoBy ®@pocrmanoBe Teopeme, JIAKO ¢e IpoBepasa Ja go(-, 00) 3a/10BoJbaBa yC/jaoBe jedu-
nunuje I'punose dyHknuje 3a w = oo.

Y caydajy Kama w € 2 u w # 00, jjedUHAIIEMO

1
gQ(Zaw) = gov <—7 OO),
Z—Ww

3a z € Q, rae je @ cimka obnacrn Q npu kordopMHOM npecaukasamy z — ——. Kopucrelin
Beh mokaszano 3a obmact € Bugenn cmo ga byHKIHjaA go (-, w) 33/10B0JbaBa yCI0Be AeduHUIm]e,

oJlakJIe BUIUMO JIa oz, w) mocroju 3a c¢Be z,w € ). [ |
Teopema 4.9 Hexa je € npocto mose3ana ob;ract y C tako ma 9S) je ne-momapan ckyi. Tazga
go(z,w) >0,
3a z,w € (.
Hoxas. Pukcupajymo w € ), u gedpunummmmo 3a z € () GyHKIHjy
u(z) = —galz,w).

Tana je u orpammyeHa omo3ro cybxapMoHmjcka (yHKIja Ha () u lirré u(z) = 0 3a cKopo cBe
z—

¢ € 09. Ha ocuosy Jluumenedopor npurnuna v < 0 Ha Q. Illtaurre, ako 6u u(z) = 0 3a HEKO

z € ), Ha ocHOBY npuHEIIa Makcumyma v = 0 Ha (), mrro Huje TauHo jep u(w) = —go(w,w) =

—o00. Hakie, u < 0 Ha Q. |
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DOynkumja w(z, -, 2) je Bopenosa mepa Ha 0f), 3a ) mpocro nosesany 2KopaanoBy 06Jact

1 BazKH

W(Z, Ev Q) = /PQ<Z7 C)dC
o0
Osunaunmo ca dwg(z,() = Po(z,()d(. Tama ce periese TupuxiieoBor npobiema y §) 3a Hempe-

kuauay pysrmujy f #a 0f) MOYXKe U3pas3uTH ca
us(2) = [ FQ)dz,0). (4.1)
o9

Teopema 4.10 Hexka je ) orpanundena mpocto mosesana obact y C. Taga 3a z,w € 2

gazw) = / log ¢ — w|dwa(z, ¢) — log |2 — w].
o0

Jloxas. Heka je w € Q, nedunumumo byHKIHIjy ¢, @ 02 — R ca

Pu(() = log ¢ —wl.

Tana je uy, nedunucana ca (4.1) xapmonujcka u orpanndena dyukuuja va {2, u 1in% U, = Pu(Q)
2—

3a ckopo cBe ¢ € 0N). Jlakie, byHKIHja
(Z,U)) = ’Lb¢w<2) - log ‘Z - U)’,

3aJ10BO/baBa ycaoBe gaedunuimje ['punose dpyHKIM]je, Ta Ha OCHOBY jeIUHCTBEHOCTH UCTE TO je

dam pyHknuja gq. ]

Teopema 4.11 Heka je ) mpocTto moBe3ana obmact u z € (). I'puHoBa DyHKIMjA go MOXKe ce

XAaPMOHUJCKHU TTPOYKUTH HA OKOJUHY {) U BaXKu

9920 _

8n<

3a ¢ € 99, tae je ne jerunnuna sopmasia y ¢ Koja m3supe 3 §). Ako je u menpekuana y ) u

) = 5= [~ u@as o)
o0

xapMoHHjcka y (), oHIa

Jokas oBe Teopeme moxke ce nahu y [2] na crpanu 45.

Teopema 4.12 (Bjypaunrosa® teopema o npojekuuju) Heka je F C D 3arBopen m nosesan
ckyt, takas ga ENOD # 0. u E* = {—|z] : 2z € E} = (=1, —r¢], v1e je ro = min{|z| : z € E}.
Tanazal0 <z <1

w(z, E,D) > w(z, £*,D) = %arcsin 8 _T_ :38 _T_ g

2Arne Carl-August Beurling(1905-1986) - nmseickn MaTemaTniap
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Jlokas. O3naunmo ca w(z) = w(z, E,D). 3uamo ga je I'punosa dbyuknuja nedunncana Ha D

ca mnoJsiom y ( obinka

1_%
gp(z,¢) = 10g) Z _ZCC
7 3a By BazKe HejeJJHAKOCTH
go(lz], =1¢]) < gn(2, ¢) < gn(—|z], —I¢])- (4.2)

Kako je w xapmonnjcka yHkiuja, na ocHoBy ['puHoBe hopMmyJie U IPETXO/IHE TEOPEMEe BayKu

1

w2) =5 | gD<z,<>§—;<0ds - [ .00, (4.3)

oFE oF

rie Hopmasa n¢ uznasu u3 D\ E Taxko ga je o > 0. [locmarpajMo KpyzKHY Ipojeknujy o* o o
tana je 0" (A) =c({z € E: —|z| € A}).

Cnuka 4.1

O3Ha4umMo ca

Ha ocnoBy (4.2) mmamo
v(lznl) S wlzn) < o(=|za))-

Kajia y nperxojaHoj Heje HaKOCTH IIYCTHUMO Ja 2, — 2z € I/, jecHa HejeiHAKOCT HAM Jiaje

. _ S
hzrrrll_{rzlfv( |zn]) = 1,

ma Ha ocHOBY Jlmnmenedosor npasmia u E* = (OF)" umamo w(z, E*, D) < v(z). Ha ocnoBy

JIeBe Heje THAKOCTU UMaMO
w(lz], E7,D) < v(]2]) < w(z).

Hame, xkemmmo na m3padyHamo Bpenuoct w(z, (—1,79],D), rme je x > 0. Hakon mpumene

npecmukasamba ©(z) = \/(z +19)/(1 +Zro), na D, obmact D\ (—1,7,] ce cimka KoHDOPMHO

y Dt =DnNn{z € C: Rez > 0}, a cermenr (—1,r¢] nocraje {iy : -1 < y < 1} n x
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nocraje po = \/(z + 1)/ (1 + zrp). Ao z € DT, osnaummo ca 0(z) yrao y Temeny z Tpoyria ca
TeMeHuMa 2,1, —i, OHJa Ha ocHOBY JluH esiecpboBor npasu/ia Baxku

T T
Ew(x, (—=1,—ro],D) =0 — BL

jep aara jennaxkocT paxku Ha ODT, a oxrosapajyhe dpynkuuje cy xapMoHHjCKe.

Heka je 0y = 0(po), Tae po > 0, onna je

sin (gw(x, (=1,79) ,]D)) — sin2(0/2) — cos2(0/2) =

_ 1 Py
1+p2 1+p2
(1 —=ro)(1—x)
(I4+ro)(1+2z)

Xurnepbondky MeTpUKy Ha jeguanudHoM jgucky D pedbunuiiemo ca

1 + 12:;%
dID)(Zv U}) = IOg 3
1 - lz:z%

3a ce z,w € D, ako je w € D wim z € JD MeTpuKy aedUHUAIIEMO Ca
dp(z, w) = +00.
Xunep6oamuko pacTojame Tauke z € D ox ckyna £ C D 6uhe

dp(z, F) = inf dp(z,w).

weFE

ITocaenuna 4.13 Heka je £ C D 3arBopen u mosesan ckyil, Takas ga £ N OD # 0. Tana

w(0, B,D) > 2 = (0.5)
e

Zoxas. Ilpumermmo na je

1+T’0
dp(0, F) =1

rae je ro = min{|z| : z € E}. [Ipumenom Bjypauarose Teopeme 3a x = 0 mobujamo

1—T0
1+T0

= sin (gw(o, E*,]D)) < gw(O, E.D).
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4.4 Kanamurer

Jedbunrunuja 4.6 Jlorapuramkcen xkamamurer ckyna F C C nedunntre ce ca

Cap(E) = sup e!™,
n

Ijle Ce CyNpeMyM y3WMa 110 CBUM BepoBaTHOCHUM bopemosum mepama p Ha C umju je HOCAd

KOMTAKTaH MOJCKYT ckyna F.

Y caydajy Kajga je K KOMIAaKTaH CKYI €& eKBIJIHOPHjyM MEpPOM I/, Taja
Cap(K) = '™,

Axo je E monapan ckyi, cmarpamo ja je Cap(E) = 0.
[Iperxoana jedunuimja HaM Jlaje TEOPHUjCKa CBOjCTBA Kamamurera, Me)yTuMm He MOYKEeMO
YBEK y3 MOMON Ihe m3padyHaTu BPEIHOCT Kanarurera. ¥ CAy4dajy Kaja TPazkKuMO KalalurTer

KOMITAKTHOT CKYyTa MOXKeMO KOpHCTUTHU ['pWHOBY (DyHKITH]Y.

Teopema 4.14 Hexka je K xkomnaxTtan He-mosapal ckyn y C, u () KoMImoHeHTa MOBe3aHOCTH

C\ K Taxsa ma oo € Q. Tana
ga(z,00) =log |z| + v(K) + o(1),
KaJla 2 — 00.

Jloxas. Heka je v ekpuimbpujym Mepa 3a . Ha ocHOBY HaumHa Ha KOjI CMO KOHCTPYHCAIN (g

y Teopemu 4.8, mmamo
9a(2,00) = p,(2) = 1(v) = p, () — log ( Cap(K)).
3a z € 2\ {oco}. Ha ocnoBy Teopeme 4.1

pu(2) =log|z] + o(1),
KaJla 2 — 00, OJlaKJe U J00HjaMo TParKeHo. [ |

IIpumep 4.1 Akojew € Cur >0u Q= C\ D(w,r) Baxn
ga(z,00) =log ‘ﬂ’ = log|z| — logr + o(1),
r

Kaga z — oo. Ha ocroBy nperxomne Teopeme je Cap(D(w,7r)) = 7.



Ii1aBa 5
XapaujeBu npocTopu

Xapaujesu npoctopu HP cy npoctopu xotoMopdHux (byHKnuja Ha jequauanoM aucky D. Ipe-
cTaBuo ux je Puc! 1923. roqmme, aam cy Ipe Tora OBH KOHIIENITH JeTa/bHO IPOydaBaHd O CTpaHe
Xapauja. Y oBoj miaBu ynosunaheMo ce ca ocHOBHUM cBojcTBuMa HP mpocropa u jpoxkazahemo
HeKe eKBUBAJICHTHe KapaKTepHu3allije MPUIaIHoCTH TpecanKaBama HP mpocTopy, Te ce jeaHa

O]l KapaKTepH3allija OIHOCH U Ha yHHBaJeHTHe? (pyHKIHje.

5.1 JleduHuimja m o0CHOBHA CBOjCTBA

Jlema 5.1 Heka je u cybxapmonujcka dyukiuja gedpunucana Ha . Tasa je pyukiuja

2
1

T —/u(reie)dQ
2m
0

pactyha na cermenty (0, 1).

Hoxas. ledunummumo ca

dbyukiujy va D. Oynknuja v je cydoxpamonujcka na ocaoy Teopeme 1.9. [Tpumerumo j1a Baxku

27 27 2ntarg z
1 - 1 - 1 |
v =g, / uale @ sap = [ (el + o [ ullale
arg z o

arg z

:—/ (]z|e™) dt+—/u(|z|ei5)ds.

arg z

!Frigyes Riesz(1880-1956) - mahapcku MaTemaTnIap
2XomnomopdHa dyHKIMja 1edUHACAHA HA OTBOPEHOM CKYIy je YHHBAJEHTHA AKO je HEEKTUBHA HA TOM
CKYILy.

40
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2
Haxue, v(z) = QL [ u(]z|e?)db, 1j. byukuuja v je poranuono nHBapujaHTHA.
0
2 2
Ba z € 0D(0,71), :%f u(re?)do, Tj. arlr)l(ax)v—%f Ndh. Akocy 0 <r < R< 1
0,r 0
IIPOU3BOJHHO oga6paH1/1 OH/JIA
2 2
1 , 1 .
—/u(rew)dG = max v = max v < max v = max v = —/u(Rew)dQ.
2m aD(0,r) D(0,r) D(0,R) dD(0,R) 2m
0 0
27 )
Ognmocno, byukuuja r — 5= [‘u(re)dd je pacryha na (0,1). |

0

Hedbuaunuja 5.1 Heka je dyukiuja f xomomopcdua za D u 0 < r < 1. Bpeanoct

M1, f) = (% / rf<re”>\pde> ,
0

HAa3MBaMO MHTEIPAJTHOM CPeJIMHOM peja p, rae je 0 < p < 0o (pUKCHPaH.

Teopema 5.1 Heka je f xomomopdua bynknuja na D. Taga je byukuuja r — M, (r, f) pactyha
a (0,1),3a 0 < p < 0.

Jlokas. Jloso/bHo je moxasatu ja je dyuxuuja r— MP(r, f) pacryha.

Ha ocuosy Ilocrenune 1.4, dbyukimja |f|P je cyGxapmonujcka y D, a Ha OCHOBY MpeTXojHe

2m

JeMe, onza Baxu U g2 je dynkumja r > o= [ | f(re?)[Pdf pacryha. |
0

Hedunaunuja 5.2 XapaujeBUM IIPOCTOPOM HA3HMBAMO CKYII

H? = {f xonomopbuay D ||f|lgr = sup M,(r, f) < oo}

0<r<1

Ha ocnosy Teopewme 5.1 Baxu na je || f|lge = Hm My(r, f).
r—1-
Heka je f mpousBosbHa xossomopdua dyrkmmjay D u 0 < r < 1. Oznaunmo ca My (r, f) ==

sup |f(2)|].- Kako je f xomomopdua y D, ouna je |f| wenpexnnna wa kommakry 0D(0,7), na
aD(0,r)

| f| moctmke makcumym. Ognocno, Moo (1, f) = drg)1(a:><)| (2)]-
0,r

Teopema 5.2 Heka je f xomomopdua dynkmuja y D. Tana je dyukmuja r — M (r, f) pactyha
a (0,1).

oxas. Heka cy 0 < r < R < 1 npousBosbro omabpanu. Taga je Ha ocuoy [Ipuaimma makcn-
MyMa

Moo(r,f)—arggx |f|—1r(lai<)|f| max x |f| = agg@;ﬂfl Moo (R, f).
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Hedbununuja 5.3 Hedpunumenmo Xapaumjes mpoctop 3a orpanndene pyukimuje H> ca

1 = { f xoromopdma y D ||~ = sup Ma(r, /)M < o0 }.
0 1

<r<

Jlema 5.2 3a cBe 0 < p < oo Baxxku H*> C HP.

/oxas. Heka je f € H* npousposbHa dyrKImja n 0 <7 < 1.

2

27

1 - 1

D - 0\ |p < P — P < 0o

My f) = 5 [ Ve Pds < - [ M2 (v, )d0 = M2 < [
0 0

Hakie, 3a cee 0 < r < 1, M,(r, f) < ||f|lg~. Kaga npoljemo cympemymom Kpo3 mperxosiy
nejeguaxoct Baxku Ja je || fllae < || fllae < 0o, 1j. f € HP. |

Jlema 5.3 3a cBe 0 < p < g < oo Bazku HY C HP.

Aoras. Heka je f € H? nmpousospHa dynkiyja u 0 < r < 1. O3raunMo ca b = % > 1 u HeKa

je § + 3 = 1. Hakon npnmene Xemaepose® nejesnakoctn gobuja ce

27
1

MY 1) = 5l frepas < (-0 sepyas) (5 [10an)” =

2
0
- (%]f(rew)‘ch)q = Mg(ﬁ f) < Hf”i]q

Onaxkie je My(r, f) < ||f||ze. Hakon nposacka ca cynpemymonm mo6ujamo || f | gr < || flge < 0.
Hakne, f € HP. |

5.2 Kapakrepusaluje npunagaoctu H? mpocTopy

Teopema 5.3 Heka je 0 < p < oo. 3a xonomopduy dyuknujy f y D Baxku ciaemehe

fem®) — [P E)P oy ddy < . (5.1)
D

B
Jlokas. 3a e > 0 gebunnmmmo f-(2) = (|f(2)]2 + 2)P/2. Taga f. € C2(D) n
AL(2) = 2 PSR+ 2722 (BIF1 +22).
V T'punosoj gpopmy/n

/ (uAv —vAu)dxdy = / <u(z)%(2) - U(Z)E(Z)> |dz|,

D(0,7) oD(0,r)

30tto Ludwig Holder(1859-1937) - nemauku maremaTuuap
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yamumo ga je u =1, v = f. ur < 1 taga

2
-

_ oy g & i/ i0
an / Afe(z)dxdy 2 a0 (re"”)do = dr(27r fe(re )d@).

D(0,r) 0 0
NaTerpabemeM 1Mo r MpeTxo/iHe jeIHaKOCTH JI001jamMo
1 2 1

/%(%O/fe(rew)dﬁ)dr:/(% / Afs(z)dxdy)dr,

0 D(0,r)

npumenoMm @ybunujese Teopeme
1

L / J-(e®)d0 — £.(0 / INXE / L0, (2) % ) dady

0

/ Af(z —dxdy

Kana myctumo ja € — 0 gobujamo tpaykeny ekpubaseHuujy (5.1).

43

Teopema 5.4 Heka je ¢ ynuBasenTHa dyukiuja va D, raksa na ¢ € |J HP(D). 3a a > 0,

p>0

nedunuiuno ca B, = {1 |[p(e?)| >a}u F,={z€D: |(z)| =a}. Tana cy cregehu

NCKa3U €KBUBAJICHTHUA:
(i) ¥ € H(D);
(ii) [P 'w(0, By, D)da < oo;
0

(iil) [ o 'w(0, F,, D)da < co.
0

Joxras. (1) < (ii):

1, <z
Osunauumo ca |E| Jleberosy mepy ckyna E C 0D u ca x(z,y) = Y

ol = li / (re")dt = 5 / ()8 -

27

0, wHave

[e. 9] o0

1 1
= —/ e ldy = CMeHa: Yy = ap> = — /pap_1|Ea]da =
2 2
0 0

27T

1 o0
/ocp 'w(0, E,,D)da.
0

0
= — ‘ = — > dy =
- / [t mdn)as = - [ 1 ey > )y
0 0 0
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Opaxne Bugumo ja v € HP(D) ako u camo ako je dbynknuja o '|E,| € L'(0, 00). Ilpumerumo
naje |E,| < 27 uszap > 0 gyukuuja o’ E,| je yBex unrerpabuina y okojunu nyse. Jlakie,

Y € HP(D) ako u camo ako o’ !|E,| uATErpabuino y OKOJIUHA GECKOHATHOCTH.

(ill) = (ii):
Heka je 2 = (D). Taga moctoju HeKo o > 0, TaKO Ja 3a cBe @ > v, Bazku 0D(0, a)\Q # (. 3a
a > ag, ckyn F,, ce cactoju on HajBuIe MpeOPOJUBO MHOTO PA3IUIUTHX AHATUTHYKAX JIYKOBA
y D. IllraBurre, cBaku o7 THX JIyKOBa WMa TA9HO JiBe Kpajie Tauke Ha OD.

Heka je ) kommonenra nosesanocru D\ F, koja cagpzxu 0. Taza je €1 npocro noesano
u E, € D\ Q. Osmaumvo ca wi(z) = w(z, Fo,D) = w(z,0F, N 90, Q) kama z € O u
ca w(z) = w(z,0E,,D) kana z € Q. Pyrknmuje w; n w ¢y XapMoHujcKe Ha {1, OjaKje je u

dyHKIIja w — wy XapMoHKjcKa. Ta/ia Bayku
w(z) —wi(2) =w(z, By, D) —w(z,0F N 0Ny, Q) =
=w(z,E,,D)—1<0, kama 2z € JIF,NIY
w(z) —wi(2) =w(z, Ea, D) —w(z,0F, NN, Q) =0, kama 2z € 00 \ OF,.

Hakne, w(z) — wi(2) < 0 na 0§y, na na ocuoBy JlunmesedoBor npaBuia Baxu aa je w(z) —

wi(z) < 0 ma ;. Ogakie Baxu 1a je wq(0) > w(0), Tj.

w(0, By, D) < w(0, F,, ).

(i) = (iii):
Osnaunmo ca L, = {z € D : w(z, By, D) > %} [Ipumerumo na je E, C L, N ID, jep 3a cBe
z € E, w(z, E,,D) = 1. Ocum Tora, mpuMeTnMo j1a Ha ocHOBY [lpuniuma makcumyma cBaka
KoMIonenTa noesanocru D\ L, Mopa 6uru mpocto noesana. Bakuhe
1
w(0, By, D) > §w(O,La,ID)). (5.2)

Y cayuajy qa 0 € L, onga je tpeujasino. Nuade, ako 0 ¢ L, 03Ha9nMO ca (dy KOMIIOHEHTY
nosesanoctu D \ L, koja caapxu 0. Taga je 0y = (02 N Ly) U (0925 N OD).

Oyukugje w(-, E,, D) u %w(-, L, D) cy xapmonujcke Ha (o U BayKu

1 1
§w(z,La,D) —w(z, E,,D) = 5 w(z, By, D) <0, xauma z € 00 N Ly,

1
§w(z, Ly, D) —w(z,E,,D)=0—-0=0, xamaz € 0 N ID.
Ha ocnosy Jlunzenedosor npuHiuna Makcumyma petangja (5.2) je tadna.

Hexka je zo = 1(0) u o > max{ vy, |20]}, rzie je ap Takso ga 3a cBe a > g, 0D(0,a) \ Q # 0,
onaksie ckyu C\ Q nosesyje 0D(0, «) ca 6eckonaunonthy. Tepaumo jga Mmoxkemo uzabparu My >
1 rako na Fop, C Lo, 32 o > . Heka je M > 1uw € F,yy. Taga z = ¢(w) € 9D(0, aM) NS

u Ha ocHOBY Jleme 2.1

w(w, By, D) = w(z,00\ D(0,a),Q) > w(z,dQ\ D(0,a),Q2\ D(0,a)).
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[puvemyjyhu xKordopmuo npecinkaame ( — /¢, xoje cimka Q \ D(0, ) y oTBOpeH cKym
W c D, ckyn ((C \ Q) \ D(0,a) y ckyn A koju nosesyje 0 ca 0D u z y a/z € dD(0, %) Ha

ocHOBY BjypsmmHroBe Teopeme o mMpojeKIuju

1

w(z,00\ D(0,a),2\ D(0,a)) = w(a/z, A, W) > w(M, (—1,0],D).

[Mpumernmo ga kajga M rTexxknm GECKOHAYOCTH w(%, (—=1,0],D) rexu 1, ma moxkemo uzbparn

1

My > 1 Tako ga je w(Mi()?(—l,O] D) = % Taua, 3a cse w € Fupy,, uvmamo w(w, £y, D) > 3,

opnocHo Fyy, C L. Jaxie, Ha ocHOBY oBora u Jleme 2.1 Baxkn

w(0, By, D) > —w(0, Fyny, D).

| —

Teopema 5.5 Heka je ¢ koHdOpMHO HpecInKaBambe jeUHUIHOr Aucka ) Ha HeorpaHUUIeHYy

obmact . Osnaunmo ca F, = {z € D: |¢(2)] = a} 3a o > 0. Ako je 0 < p < 00, Taga

2

€ HP(D) «— /&p_le_dD(O’F")da < +00. (5.3)
0

Jlokas. =—>:  Hexka je 1p € HP(D) 3a meko 0 < p < +00

Ha ocnoBy Teopeme 5.4 u [locnennte 4.13 Baxku 1a je

2m 400
/ap_le_dD(O’F“)doz < g / a? (0, F,,D)da < +oo.
0 0

<=: llpernoctaBumo m1a 0 < p < +oo u

27
/ap_le_dD(O’F“)da < +o00.

0

Bes ymamema onrmroctu, Moxkemo npernoctasutu ga je 1¥(0) = 0. 3a I'punoBy byuxrmjy

Ha obmactu  Baxku go(0,w) = 0, kaga w ¢ Q. CMeHOM POMEHBUBAX T0OMjaMO:

/Iw(Z)\p_zllb’(Z)!Qlog iclﬂvdyz/Iiﬂ(Z)\i"_zl?ﬂ’(»’r)!29]1)(0,Z)Olﬂwly

||
:/|w|p_2gD(0,¢_1(w))dudv:/|w|p_2gg(0,w)dudv

Q Q
+o00 27 +o0 2

= //ap2gg(0,aei9)ad9da: /Oﬁ’l(/gg((),aew)d@)da.
0 0

0 0
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Baxn

46
e’ +1 _x

log 1 < Ce ™™,
3a HEKY MO3UTUBHY KOHCTaHTY C u cBe T > Xy, jep lim

(5.4)
AL .
. x—H—oo' € .
Kaxko je ) meorpanmuena m mpocToO moBe3aHa 00JaCT jep je 1) KOHMOPMHO MPeCINKABAHE,
da(0,9(F,)) — 400 kaga a — +o00. Ha ocuoBy (5.4) nocroju Heko oy > 0, Tako Ja 3a cBe
a > BaXKu

90(0, ae®®) < Cemda(00e®) < Cp=da0b(Fa)) = Cp=db(0.Fa)
NuTerpamemeM 1o 6 mpeTxoiHe HejeTHAKOCTH, J00HjaMo

27 2
/ 9(0,ae”)ds < C / e~ ®OF) g = 9 Ce=O.Fa)
0

0
3a cBe a > «ag. OmgHOCHO,

[1w@r2 )P s

’ ‘dxdy < 27TC/ ot~ tem®OF) go 4 O, (5.5)

2 -

ag 27 ) 2T

rae je C' = [ af"”(f gg((),aew)cw) da. Ha ocnosy npernocraske ja je [ aP~le=®0Fa)da <
0 0

+oo u (5.5) mobujamo

0
/W(z)|p—2|¢/(2)|2 log —dady < +50.
D

2]
[ITro ma ocroBy Teopeme 5.3 nosaaun na ¢ € HP(D).

Exsusanennuja (5.3) je riaBHu pe3yarat pajaa [3]
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