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Oznake

• Re z = Re(x+ iy) = x - realan deo kompleksnog broja z = x+ iy ∈ C

• Im z = Im(x+ iy) = y - imaginaran deo kompleksnog broja z = x+ iy ∈ C

• arg z - argument kompleksnog broja z ∈ C

• D(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| < r} - otvoren disk sa centrom u z0 ∈ C polupreqnika

r > 0

• D = {z ∈ C : |z| < 1} - jediniqni disk za centrom u koordinatnom poqetku

• T = {z ∈ C : |z| = 1} - jediniqna kru�ica

• H = {z ∈ C : Im z > 0} - gor�a poluravan kompleksne ravni

• −iH = {z ∈ C : Re z > 0} - desna poluravan kompleksne ravni

• C = C ∪ {∞} - Rimanova sfera

• Ω ⊂ C oblast u kompleksnoj ravni - neprazan, otvoren i povezan skup

• Ω - zatvore�e oblasti Ω u C

• ∂Ω - granica oblasti Ω u C

• length γ - euklidska du�ina luka krive γ

• diamE = sup
z1,z2∈E

|z1 − z2| - dijametar oblasti skupa E ⊂ C

• ‖f‖∞ - esencijalan supremum funkcije f na oblasti definisanosti funkcije
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Uvod

Harmonijske mere predstav	aju jedan od najva�nijih koncepata u teoriji harmonij-

skih funkcija koje proizilaze iz rexe�a Dirihleovog1 problema. Ako je Ω oblast u

kompleksnoj ravni i E ⊂ ∂Ω, harmonijska mera ω(·, E,Ω) je rexe�e Dirihleovog proble-

ma sa graniqnim uslovom ϕ = 1E.

Naziv harmonijska mera prvi put je predstavio Rolf Nevanlina2 1928. godine za

dvodimenzione oblasti, mada su se odgovaraju�i koncepti jav	ali i ranije.

Harmonijska mera ω(·, E, ∂Ω), za neki fiksiran skup E ⊂ ∂Ω, predstav	a harmonijsku

funkciju na Ω. Osnovna svojstva harmonijskih i subharmonijskih funkcija opisana su

u prvoj glavi.

U drugoj glavi definixemo harmonijske mere na gor�oj poluravni i na disku, a potom

uz pomo� Rimanove3 i Karateodorijeve4 teoreme definiciju produ�avamo na�ordanove5

prosto povezane oblasti.

Nakon toga, u tre�oj glavi, prikazan je dokaz Hejman6-Vuove teoreme kao ilustracija

direktne primene harmonijskih mera.

Potom se obra�uju osnovni koncepti teorije potencijala koji su usko povezani sa

harmonijskim merama, kao xto su potencijal, Grinova7 funkcija i kapacitet.

U petoj glavi, pomo�u teorije harmonijskih mera, dokazana je teorema koja se odnosi

na karakterizaciju pripadnosti konformnih preslikava�a klasi Hardijevih8 prostora

Hp.

1Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet(1805-1859)- nemaqki matematiqar
2Rolf Nevanlinna (1895-1980)- finski matematiqar
3Georg Fridrih Bernhard Riman(1826-1866)- nemaqki matematiqar
4Constantin Carathéodory(1873-1950)- grqki matematiqar
5Camille Jordan(1838-1922)- francuski matematiqar
6Walter Kurt Hayman(1926-1920)- engleski matematiqar
7Goerge Green(1793-1841)- engleski matematiqar
8Godfrey Harold Hardy(1877-1947)- engleski matematiqar

2



Glava 1

Harmonijske i subharmonijske

funkcije

1.1 Definicije i osnovna svojstva

Definicija 1.1 Neka je Ω ⊆ C oblast. Neprekidna funkcija u : Ω→ R je harmonijska

ako za svako z ∈ Ω postoji r > 0 tako da za sve 0 6 ρ < r va�i

u(z) =
1

2π

2π∫
0

u(z + ρeiθ)dθ. (1.1)

Definicija 1.2 Neka je Ω ⊆ C oblast. Neprekidna funkcija u : Ω → [−∞,∞) je

subharmonijska ako za svako z ∈ Ω postoji r > 0 tako da za sve 0 6 ρ < r va�i

u(z) 6
1

2π

2π∫
0

u(z + ρeiθ)dθ.

Osobine: Neka su u1, u2, u : Ω→ R funkcije definisane na oblasti Ω ⊆ C.

(i) Ako su u1, u2 harmonijske funkcije i a1, a2 ∈ R, tada je a1u1 + a2u2 harmonijska

funkcija.

(ii) Ako su u1, u2 subharmonijske funkcije i a1, a2 > 0, tada je a1u1 +a2u2 subharmonijska

funkcija.

(iii) Ako su u i −u subharmonijske funkcije, onda je u harmonijska funkcija.

(iv) Ako je u harmonijska, tada je |u| subharmonijska funkcija.

(v) Ako su u1, u2 subharmonijske funkcije, tada je funkcija definisana sa u = max{u1, u2}
subharmonijska.
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GLAVA 1. HARMONIJSKE I SUBHARMONIJSKE FUNKCIJE 4

Stav 1.1 Neka je f : Ω → C holomorfna na Ω, tada su funkcije Re f, Im f harmonijske,

a funkcija |f | subharmonijska.

Dokaz. Neka je z ∈ Ω proizvo	no izabrano. Kako je Ω oblast, postoji r > 0 tako da

D(z, r) ⊂ Ω. Na osnovu Koxijeve1 integralne formule va�i

f(z) =
1

2πi

∮
∂D(z,ρ)

f(w)

w − z
dw,

za 0 < ρ 6 r. Nakon uvo�e�a smene w = z + ρeiθ dobijamo

f(z) =
1

2π

2π∫
0

f(z + ρeiθ)dθ.

Kako f = Re f + i Im f , funkcije Re f i Im f su neprekidne i va�i

Re f(z) =
1

2π

2π∫
0

Re f(z + ρeiθ)dθ

i

Im f(z) =
1

2π

2π∫
0

Im f(z + ρeiθ)dθ.

Dakle, funkcije Re f i Im f su harmonijske.

Funkcija |f | je neprekidna i

|f |(z) = |f(z)| =
∣∣∣ 1

2π

2π∫
0

f(z + ρeiθ)dθ
∣∣∣

6
1

2π

2π∫
0

|f(z + ρeiθ)|dθ =
1

2π

2π∫
0

|f |(z + ρeiθ)dθ.

Odakle zak	uqujemo da je funkcija |f | subharmonijska na Ω. �

Teorema 1.2 (Princip maksimuma) Neka je u subharmonijska funkcija u Ω, tako da

u(z0) = max
z∈Ω

u(z) za neko z0 ∈ Ω. Tada je u konstantna na Ω.

Dokaz. Neka je E = {z ∈ Ω : u(z) = u(z0)} = u−1
(
{u(z0)}

)
.

• E je neprazan jer z0 ∈ E.

• E je zatvoren, jer je funkcija u neprekidna i E se mo�e predstaviti kao inverzna

slika zatvorenog skupa.

1Augustin Louis Cauchy(1789-1857) - francuski matematiqar
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• E je otvoren:

Neka je z1 ∈ E proizvo	no odabrano. Kako je u subharmonijska u Ω, postoji r > 0

tako da va�i

u(z1) 6
1

2π

2π∫
0

u(z1 + ρeiθ)dθ,

za sve 0 6 ρ < r. Odnosno,

1

2π

2π∫
0

(u(z1)− u(z1 + ρeiθ))dθ 6 0,

za sve 0 6 ρ < r, a kako je funkcija u(z1)−u(z1 +ρeiθ) > 0 jer je z1 ∈ E i neprekidna

kao kompozicija takvih, va�i da je

u(z1) = u(z1 + ρeiθ)

za sve 0 6 ρ < r i 0 6 θ 6 2π. Odnosno, D(z0, r) ⊂ E.

Kako je E neprazan, zatvoren i otvoren podskup od povezanog skupa Ω, to je E = Ω. Na

osnovu definicije skupa E, funkcija u(z) = u(z0) za svako z ∈ Ω, tj. u je konstantna. �

Posledica 1.3 Neka je u nekonstantna subharmonijska funkcija u ograniqenoj oblasti

Ω i neprekidna na Ω. Tada

max
z∈Ω

u(z) = max
z∈∂Ω

u(z).

Dokaz. Kako je Ω ograniqena oblast, skup Ω je kompaktan, pa se max
Ω

u dosti�e u nekoj

taqki z0 ∈ Ω.

Na osnovu Principa maksimuma, vidimo da z0 /∈ Ω, inaqe je funkcija u konstantna.

Dakle, z0 ∈ ∂Ω. �

Lema 1.1 Neka je u subharmonijska funkcija u Ω i ϕ rastu�a i konveksna na [−∞,+∞)

takva da je neprekidna u −∞. Tada je ϕ ◦ u subharmonijska funkcija u Ω.

Dokaz. Najpre, ϕ◦u je neprekidno na Ω, jer je funkcija ϕ neprekidna zbog konveksnosti.

Neka je z ∈ Ω proizvo	no odabrano. Kako je funkcija u subharmonijska, postoji r > 0

tako da

u(z) 6
1

2π

2π∫
0

u(z + ρeiθ)dθ,

za sve 0 6 ρ < r. Koriste�i pretpostavku da je funkcija ϕ rastu�a i Jensenovu2 nejedna-

kost za konveksne funkcije nalazimo

ϕ(u(z)) 6 ϕ
( 1

2π

2π∫
0

u(z + ρeiθ)dθ
)
6

1

2π

2π∫
0

ϕ(u(z + ρeiθ))dθ,

2Johan Jensen(1859-1925) - danski matematiqar
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za sve 0 6 ρ < r. Kako je z ∈ Ω proizvo	no izabrano, vidimo da je funkcija ϕ ◦ u
subharmonijska u Ω. �

Posledica 1.4 Neka je f holomorfna funkcija u Ω i 0 < p < +∞. Tada je |f |p subhar-
monijska funkcija u Ω.

Dokaz. Na osnovu Stava 1.1 i Leme 1.1 funkcija log |f | je subharmonijska u Ω. Primenom

svojstva (ii) takva je i funkcija p log |f |.
Kako je eksponencijalna funkcija rastu�a i konveksna na [−∞,+∞), neprekidna u

−∞, na osnovu prethodne leme funkcija

|f |p = ep log |f |

je subharmonijska u Ω. �

1.2 Xvarcova teorema i posledice

Teorema 1.5 (Xvarcova teorema3) Neka je g : T→ R neprekidna funkcija i

u(z) =
1

2π

2π∫
0

1− |z|2

|eiθ − z|2
g(eiθ)dθ, z ∈ D.

Tada je funkcija u harmonijska u D i va�i

lim
z→a

u(z) = g(a),

za sve a ∈ T.

Dokaz. Neka je

G(z) =
1

2π

2π∫
0

eiθ + z

eiθ − z
g(eiθ)dθ, z ∈ D.

Doka�imo da je funkcija G holomorfna u D.
Pre svega, primetimo da je G dobro definisana funkcija na D, jer integral kojim je

funkcija zadata postoji i konaqan je kao integral neprekidne funkcije na [ 0, 2π] . Va�i

eiθ + z

eiθ − z
=

1 + e−iθz

1− e−iθz
= 1 +

2e−iθz

1− e−iθz
= 1 + 2

∞∑
n=1

e−inθzn,

gde red predstav	a Tejlorov4 razvoj. Ovaj red ravnomerno konvergira na kompaktima, pa

mo�emo zameniti integral i sumu. Dakle,

G(z) =
1

2π

2π∫
0

g(eiθ)dθ + 2
∞∑
n=1

( 1

2π

2π∫
0

e−inθg(eiθ)dθ
)
zn.

3Hermann Schwartz(1843-1921) - nemaqki matematiqar
4Brook Taylor(1685-1731) - engleski matematiqar
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Kako je G(z) predstav	eno konvergentim stepenim redom u D, funkcija G je holomorfna

u D i va�i

Re
(eiθ + z

eiθ − z

)
= Re

((eiθ + z)(e−iθ − z)

|eiθ − z|2
)

=
1− |z|2

|eiθ − z|2
.

Dakle, funkcija u = ReG je hramonijska u D, na osnovu Stava 1.1. Osim toga, ako je

g = 1T na T, tada je i G = 1D na D. Specijalno, u = 1D na D.
Neka su a = eiα ∈ T i ε > 0 proizvo	no odabrani. Kako je g neprekidna, postoji δ > 0

tako da za sve θ koji zadovo	avaju |θ − α| < δ va�i |g(eiθ) − g(eiα)| < ε. Oznaqimo sa Iδ

skup {θ ∈ R : |θ − α| < δ}. Tada

|u(z)− g(a)| =

∣∣∣∣∣ 1

2π

2π∫
0

1− |z|2

|eiθ − z|2
g(eiθ)dθ −

( 1

2π

2π∫
0

1− |z|2

|eiθ − z|2
dθ
)
g(eiα)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

2π

2π∫
0

1− |z|2

|eiθ − z|2
(
g(eiθ)− g(eiα)

)
dθ

∣∣∣∣∣
6

1

2π

2π∫
0

1− |z|2

|eiθ − z|2
∣∣∣g(eiθ)− g(eiα)

∣∣∣dθ
6

1

2π

∫
Iδ

1− |z|2

|eiθ − z|2
∣∣∣g(eiθ)− g(eiα)

∣∣∣dθ
+

1

2π

∫
[ 0,2π] \Iδ

1− |z|2

|eiθ − z|2
∣∣∣g(eiθ)− g(eiα)

∣∣∣dθ
6 ε

1

2π

∫
Iδ

1− |z|2

|eiθ − z|2
dθ

+ sup
θ∈[ 0,2π] \Iδ

( 1− |z|2

|eiθ − z|2
) 1

2π

∫
[ 0,2π] \Iδ

∣∣∣g(eiθ)− g(eiα)
∣∣∣dθ

6 2ε

jer kada z → eiα sledi sup
θ∈[ 0,2π] \Iδ

(
1−|z|2
|eiθ−z|2

)
→ 0, pa za z dovo	no blizu taqke a nejednakost

va�i. Odnosno, lim
z→a

u(z) = g(a). �

Posledica 1.6 Ako je u harmonijska funkcija u D, neprekidna u D, tada je za sve z ∈ D

u(z) =
1

2π

2π∫
0

1− |z|2

|eiθ − z|2
u(eiθ)dθ.

Dokaz. Oznaqimo sa

U(z) =
1

2π

2π∫
0

1− |z|2

|eiθ − z|2
u(eiθ)dθ, z ∈ D.
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Na osnovu prethodne teoreme, U je harmonijska na D i mo�e se neprekidno sa U(z) =

u(z) definisati na T.
Pa primenom Principa maksimuma na funkcije u−U i U −u, vidimo da je u−U = 0

na D, odnosno u = U na D. �

Teorema 1.7 Neka je u harmonijska funkcija u D, neprekidna u D. Tada je funkcija f ,
definisana sa

f(z) =
1

2π

2π∫
0

eiθ + z

eiθ − z
u(eiθ)dθ,

za sve z ∈ D, jedinstvena holomorfna funkcija za koju va�i Re f = u i Im f(0) = 0.

Dokaz. Na osnovu prethodne posledice i dokaza Xvarcove teoreme, va�i da je f holo-

morfna i Re f = u. Pored toga

f(0) =
1

2π

2π∫
0

u(eiθ)dθ ∈ R.

Dakle, Im f(0) = 0.

Kako bismo dokazali jedinstvenost ovakve funkcije, pretpostavimo da postoji neka

funkcija g tako da va�e tra�ene osobine. Tada je f − g holomorfna u D i Re(f − g) = 0.

Na osnovu teoreme jedinosti za holomorfne funkcije f − g je konstantna na D i to tako

da f(z)− g(z) = ic za sve z ∈ D. Za z = 0 va�i ic = f(0)− g(0) = 0, odakle c = 0, odnosno

f = g u D. �

Napomena 1.1 Xvarcova teorema va�i i pod slabijim uslovima. Dovo	no je da funk-

cija g : T→ R bude integrabilna i neprekidna u taqki a ∈ T.

Teorema 1.8 Neka je f : T→ C integrabilna funkcija i

F (z) =
1

2πi

∫
T

f(ξ)

ξ − z
dξ, z ∈ C \ T,

Koxijeva transformacija funkcije f . Tada je F holomorfna u C \ T i va�i

lim
z→ζ

(
F (z)− F

(1

z

))
= f(ξ)

u taqkama ζ ∈ T neprekidnosti funkcije f .

Dokaz. Neka je z ∈ C \ T proizvo	no. Tada

F (z + h)− F (z)

h
− 1

2πi

∫
T

f(ξ)

(ξ − z)2
dξ =

1

2πi

∫
T

f(ξ) · h
(ξ − z)2(ξ − z − h)

dξ.
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Izraz sa desne strane jednakosti te�i 0, kada h te�i nuli. Dakle,

F ′(z) =
1

2πi

∫
T

f(ξ)

(ξ − z)2
dξ.

Odnosno, F je holomorfna u C \ T.
Neka je f neprekidna u taqki ζ ∈ T. Funkcije Re f, Im f : T → R su integrabilne i

neprekidne u ζ.

F (z)− F
(1

z

)
=

1

2πi

∫
T

f(ξ)
( 1

ξ − z
− 1

ξ − 1
z

)
dξ =

1

2πi

∫
T

f(ξ)
1− |z|2

(ξ − z)(1− ξz)
dξ

=
1

2πi

∫
T

f(ξ)
1− |z|2

(ξ − z)(ξ − z)

dξ

ξ
=

1

2πi

∫
T

f(ξ)
1− |z|2

|ξ − z|2
dξ

ξ

=
1

2π

2π∫
0

f(eiθ)
1− |z|2

|eiθ − z|2
dθ.

Primenom Xvarcovove teoreme na funkcije Re f i Im f i prolaskom limesa lim
z→ζ

kroz

jednakost dobijamo

lim
z→ζ

(
F (z)− F

(1

z

))
= f(ζ).

�

Lema 1.2 Neka je u harmonijska funkcija u Ω i D(z, r) ⊂ Ω. Tada je

u(z) =
1

2π

2π∫
0

u(z + ρeiθ)dθ,

za sve 0 6 ρ < r.

Dokaz. Neka je 0 6 ρ < r proizvo	no. Tada

D(z, ρ) ⊂ D(z, r) ⊂ Ω.

Funkcija u je harmonijska u D(z, ρ) i neprekidna na D(z, ρ), a preslikava�e w 7→
z + ρw preslikava D na D(z, ρ). Ako oznaqimo sa

ũ(w) = u(z + ρw),

tada je ũ harmonijska na D i neprekidna na D. Na osnovu posledice Xvarcove teoreme

ũ(w) =
1

2π

2π∫
0

1− |w|2

|eiθ − w|2
ũ(eiθ)dθ, ω ∈ D,
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kada zamenimo ũ sa u

u(z + ρw) =
1

2π

2π∫
0

1− |w|2

|eiθ − w|2
u(z + ρeiθ)dθ, ω ∈ D.

Za w = 0 dobijamo tra�eno. �

Prethodna lema nam govori da ako je u harmonijska funkcija u Ω i z ∈ Ω onda jedna-

kost (1.1) va�i za sve ρ > 0 takve da D(z, ρ) ⊂ Ω, xto je opxtija tvrd�a od definicije.

Sliqno va�i i za subharmonijske funkcije.

Lema 1.3 Neka je u subharmonijska funkcija u Ω i D(z, r) ⊂ Ω. Tada je

u(z) 6
1

2π

2π∫
0

u(z + ρeiθ)dθ,

za sve 0 6 ρ < r.

Dokaz. Neka je 0 6 ρ < r proizvo	no. Tada

D(z, ρ) ⊂ D(z, r) ⊂ Ω.

Kako je u subharmonijska u D(z, ρ) i neprekidna na D(z, ρ), a preslikava�e w 7→ z + ρw

preslikava D na D(z, ρ) i ako oznaqimo sa

ũ(w) = u(z + ρw),

tada je ũ subharmonijska na D i neprekidna na D. Oznaqimo sa

U(w) =
1

2π

2π∫
0

1− |w|2

|eiθ − w|2
ũ(eiθ)dθ, ω ∈ D.

Funkcija U je harmonijska u D, neprekidna u D i U = ũ na T. Tada je funkcija ũ − U
subharmonijska u D i neprekidna u D. Na osnovu Principa maksimuma

max
D

(ũ− U) = max
T

(ũ− U) = 0.

Dakle, ũ 6 U u D, odnosno

ũ(w) 6 U(w) =
1

2π

2π∫
0

1− |w|2

|eiθ|2
ũ(eiθ)dθ, w ∈ D.

Kada vratimo smenu imamo

u(z + ρw) 6
1

2π

2π∫
0

1− |w|2

|eiθ − w|2
u(z + ρeiθ)dθ, w ∈ D.
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Za w = 0

u(z) 6
1

2π

2π∫
0

u(z + ρeiθ)dθ.

�

Teorema 1.9 Neka je u subharmonijska u D i

v(z) =
1

2π

2π∫
0

u(zeiθ)dθ, z ∈ D.

Tada je v subharmonijska funkcija u D.

Dokaz. Neka je z ∈ D proizvo	no. Postoji r > 0 tako da D(z, r) ⊂ D. Neka je 0 6 ρ < r

proizvo	no. Primenom Fubinijeve teoreme i prethodne leme na funkciju u dobijamo

1

2π

2π∫
0

v(z + ρeit)dt =
1

2π

2π∫
0

1

2π

2π∫
0

u((z + ρeit)eiθ)dθdt

=
1

2π

2π∫
0

1

2π

2π∫
0

u((zeθ + ρei(t+θ)))dtdθ

=
1

2π

2π∫
0

1

2π

( 2π∫
θ

u(zeiθ + ρeis)ds+

2π+θ∫
2π

u(zeiθ + ρeis)ds
)
dθ

=
1

2π

2π∫
0

1

2π

2π∫
θ

u(zeiθ + ρeis)dsdθ

6
1

2π

2π∫
0

u(zeiθ)dθ = v(z).

Dakle,

v(z) 6
1

2π

2π∫
0

v(z + ρeit)dt. (1.2)

Funkcija u je neprekidna na D, pa je i ravnomerno neprekidna na kompaktima, odnosno

lim
h→0

v(z + h) = lim
h→0

1

2π

2π∫
0

u((z + h)eiθ)dθ =
1

2π

2π∫
0

lim
h→0

u((z + h)eiθ)dθ

=
1

2π

2π∫
0

u(zeiθ)dθ = v(z),

odnosno, funkcija v je neprekidna u D, a kako va�i i uslov (1.2), funkcija v je subhar-

monijska u D. �
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1.3 Principi maksimuma

Princip maksimuma tvrdi da ako je u subharmonijska nekonstantna funkcija u obla-

sti Ω, tada se ne dosti�e maksimum funkcije u u Ω. Dok posledica ka�e da ako je Ω

ograniqena oblast i u neprekidna u Ω, onda se maksimum funkcije u dosti�e na rubu

oblasti.

Dakle, po principu maksimuma, zapravo u(z) najve�e vrednosti posti�e kada se z

pribli�ava granici oblasti Ω i u ovom sluqaju podrazumevamo da ako je Ω neograniqena

oblast, onda ∞ pripada granici, inaqe prethodni zak	uqak ne bi va�io.

Drugim reqima,

lim sup
z→∂Ω

u(z) = sup
Ω
u.

Na ovaj naqin dobijamo jox jednu varijantu Principa maksimuma za subharmonijske

funkcije.

Teorema 1.10 (Princip maksimuma) Ako je u subharmonijska funkcija u oblasti Ω, tada

je lim sup
z→∂Ω

u(z) = sup
Ω
u.

Teorema 1.11 (Teorema o tri kru�nice) Neka je f holomorfna funkcija u prstenu

A = {z ∈ C : r < z < R}, gde su r, R > 0, im = lim sup
|z|→r

|f(z)| <∞ iM = lim sup
|z|→R

|f(z)| <∞.

Oznaqimo sa

c(z) =
log |z|

r

log R
r

, z ∈ A.

Tada va�i

|f(z)| 6M c(z)m1−c(z) za sve z ∈ A.

Dokaz. Funkcija

c(z) =
log |z| − log r

logR− log r

je subharmonijska u prstenu A, jer je log |z| subharmonijska na toj oblasti. Onda je i

funkcija

g(z) = −
(
c(z) logM + (1− c(z)) logm

)
subharmonijska u prstenu A. Osim toga, va�i da je g(z) = − logm kada je |z| = r i

g(z) = − logM kada je |z| = M .

Oznaqimo sa u(z) funkciju log |f(z)|+ g(z). Kako je u zbir dve subharmonijske funk-

cije, to je u subharmonijska u prstenu A.

Dakle, na osnovu Principa maksimuma

sup
A
u = lim sup

z→∂A
u(z) 6 0.

Odakle je u(z) 6 0 u A, kada dejstvujemo eksponencijalnom funkcijom dobijamo da va�i

|f(z)| 6M c(z)m1−c(z) za sve z ∈ A.



GLAVA 1. HARMONIJSKE I SUBHARMONIJSKE FUNKCIJE 13

�

Teorema 1.12 (Lindelefov5 Princip maksimuma) Neka je u subharmonijska funkcija

ograniqena odozgo u oblasti Ω, F konaqan pravi podskup od ∂Ω, pri qemu va�i

lim sup
z→ξ

u(z) 6 m za sve ξ ∈ ∂Ω \ F.

Tada je

u(z) 6 m za sve z ∈ Ω.

Dokaz. Neka je F = {ξ1, ξ2, ..., ξn} ( ∂Ω.

1. Ako je Ω ograniqena oblast, oznaqimo sa d = diam Ω i ε > 0,

uε(z) = u(z) + ε
n∑
j=1

log
∣∣∣z − ξj

d

∣∣∣, z ∈ Ω.

Primetimo da log
∣∣∣ z−ξjd ∣∣∣ < 0 za sve j = 1, 2, ..., n.

Tada je funkcija uε subharmonijska u oblasti Ω i va�i uε(z) 6 u(z) kada z ∈ Ω i

uε → −∞ kada z → ξj za j = 1, 2, ..., n.

Na osnovu Principa maksimuma za funkciju uε i prethodnog va�i

sup
Ω
uε = lim sup

z→∂Ω
uε(z) 6 m.

Kada pustimo da ε te�i nuli, dobijamo da u(z) 6 m u Ω.

2. Ako je Ω neograniqena oblast, odnosno ∞ ∈ ∂Ω, bez uma�e�a opxtosti mo�emo

pretpostaviti da je ξj 6=∞, za sve j = 1, 2, ..., n, jer je u suprotnom dovo	no je napraviti

kompoziciju sa odgovaraju�im bilinearnim preslikava�em kojim se to ξj slika u neki

kompleksan broj.

Neka je ε > 0 proizvo	no. Mo�emo odabrati R tako da va�i

R > max
16j6n

|ξj| i u(z) 6 m+ ε,

za sve z ∈ Ω ∩
(
C \D(0, R)

)
.

Oblast Ω ∩ D(0, R) je ograniqena pa mo�emo primeniti sluqaj 1., gore naveden, na

funkciju u− ε. Odnosno, va�i da je u− ε 6 m na Ω. Kako ε mo�e biti proizvo	no malo,

dobijamo u 6 m na Ω.

�

Teorema 1.13 (Teorema o tri prave) Neka je u subharmonijska funkcija, ograniqena

odozgo u traci S = {z ∈ C : 0 < Re z < 1}. Oznaqimo sa

m0 = lim sup
Re z→0

u(z) i m1 = lim sup
Re z→1

u(z).

Tada va�i da je

u(z) 6 m1 Re z +m0(1− Re z).
5Ernst Leonard Lindelöf(1870-1946) - finski matematiqar
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Dokaz. Funkcija

v(z) = u(z)−
(
m1 Re z +m0(1− Re z)

)
je subharmonijska i ograniqena odozgo u S. Za sve ξ ∈ ∂S \ {∞} va�i lim sup

z→ξ
v(z) 6 0.

Na osnovu Lindelefovog principa maksimuma dobijamo da je v(z) 6 0 za sve z ∈ S, tj.
u(z) 6 m1 Re z +m0(1− Re z).

�

Napomena 1.2 Primetimo da je za Teoremu o tri kru�nice bila dovo	na obiqna ver-

zija Principa maksimuma jer je oblast bila ograniqena. U sluqaju Teoreme o tri pra-

ve neophodno je iz granice ∂S izbaciti konaqan skup koji sadr�i taqku {∞}, jer ka-

da z → ∞ u opxtem sluqaju, da funkcija u nije ograniqena ne bi moralo da va�i

u(z) 6 m1 Re z+m0(1−Re z), zato je neophodno dodati i taj uslov i primeniti Lindele-

fov princip.



Glava 2

Harmonijske mere

Neka su a i b realni brojevi tako da je a < b. Tada je

θ = θ(z) = arg
( z − b
z − a

)
= Im

(
log
( z − b
z − a

))
,

harmonijska funkcija na H. Funkciju θ definixemo u taqkama R \ {a, b} sa

θ(z) = π, z ∈ (a, b) i θ(z) = 0, z ∈ R \ [ a, b] .

Geometrijski, θ = Reϕ, gde je ϕ konformno preslikava�e oblasti H u traku {z ∈ C :

0 < Re z < π}, tako da se interval (a, b) slika u {z ∈ C : Re z = π} i R \ [ a, b] u

{z ∈ C : Re z = 0}.

Slika 2.1

Definicija 2.1 Neka je E ⊂ R konaqna unija otvorenih disjunktnih intervala, tj.

E =
n⋃
i=1

(ai, bi) tako da je bi−1 < ai < bi. Oznaqimo sa θj = θj(z) = arg
(
z−bj
z−aj

)
. Funkciju

ω(z, E,H) =
n∑
j=1

θj(z)

π
,

nazivamo harmonisjkom merom skupa E u taqki z u H.

15
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Osobine:

1. 0 < ω(z, E,H) < 1 za z ∈ H.

2. lim
z→E

ω(z, E,H) = 1.

3. lim
z→R\E

ω(z, E,H) = 0.

Stav 2.1 Harmonijska funkcija ω sa osobinama 1., 2. i 3. jedinstveno je odre�ena.

Dokaz. Neka je ω̃ harmonijska funkcija u H takva da zadovo	ava osobine 1., 2. i 3. Tada

je i funkcija ω − ω̃ harmonijska u H.
Oznaqimo sa F = {ai, bi : 1 6 i 6 n} ∪ {∞} konaqan skup. Za sve ζ ∈ ∂H \ F va�i

lim
z→ζ

(
ω(z)− ω̃(z)

)
= lim sup

z→ζ

(
ω(z)− ω̃(z)

)
= 0.

Na osnovu Lindelefovog principa, ω(z) − w̃(z) 6 0 za sve z ∈ H, tj. ω 6 ω̃ na H.
Analogno, va�i i ω̃ 6 ω na H. Dakle, ω̃ = ω na H. �

Neka je Ω oblast i funkcija f neprekidna na ∂Ω. Dirihleov problem za funkciju f na

oblasti Ω jeste da se na�e neprekidna funkcija u u Ω, harmonijska u Ω i u|∂Ω = f .

Teorema 2.2 (Dirihleov problem na gor�oj poluravniH) Neka je funkcija f neprekidna
na R ∪ {∞}. Tada postoji jedinstvena harmonijska funkcija u definisana na H tako da

je u|∂H = f .

Dokaz. Dovo	no je pretpostaviti da je funkcija f realno vrednosna i f(∞) = 0, inaqe

zasebno posmatramo realan i imaginaran deo funkcije f transliran za vrednost f(∞).

Neka je ε > 0 proizvo	no. Izaberimo Ij = (tj, tj+1) disjunktne intervale i cj ∈ R za

j = 1, 2, .., n tako da funkcija fε(t) =
n∑
j=1

cj1Ij zadovo	ava

‖fε − f‖∞ < ε. (2.1)

Oznaqimo sa

uε(z) =
n∑
j=1

cjω(z, Ij,H).

Funkcija uε je harmonijska. Ako t ∈ R \
n⋃
j=1

∂Ij, onda na osnovu 1. i 2. osobine harmonijske

mere va�i

uε(t) = lim
H3z→t

uε(z) =
n∑
j=1

cj1Ij(t) = fε(t).

Primetimo da za t ∈ R \
n⋃
j=1

∂Ij na osnovu (2.1) sledi

|uε1(t)− uε2(t)| = |fε1(t)− fε2(t)| 6 |fε1(t)− f(t)|+ |f(t)− fε2(t)| < ε1 + ε2.
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Na osnovu Lindelefovog principa va�i

sup
H
|uε1 − uε2 | < ε1 + ε2.

Koxijeva teorema obezbe�uje da naredni limes postoji taqka po taqka

lim
ε→0

uε(z) = u(z).

Tada je za svako ε > 0

sup
H
|u(z)− uε(z)| 6 2ε.

Zak	uquemo da je lim
ε→0

uε(z) = u(z) ravnomeran, odakle je funkcija u harmonijska na H.
Da	e tvrdimo da va�i

lim sup
z→t

|uε(z)− f(t)| 6 ε, (2.2)

za sve t ∈ R. Na osnovu prethodnog, jasno je da (2.2) va�i za sve t /∈
n⋃
j=1

∂Ij, kako bismo pro-

verili da va�i i za kraj�e taqke tj, j = 1, 2, ..., n, primetimo da na osnovu Lindelefovog

principa, 2. i 3. svojstva harmonijske mere va�i:

sup
H

∣∣∣cjω(z, Ij,H) + cj+1ω(z, Ij+1,H)−
(cj + cj+1

2
ω(z, Ij ∪ Ij+1,H)

)∣∣∣ 6 ∣∣∣cj − cj+1

2

∣∣∣,
dok je

lim
z→tj+1

(cj + cj+1

2

)
ω(z, Ij ∪ Ij+1,H) =

cj + cj+1

2
.

Kako za sve ε > 0

lim sup
z→tj+1

uε(z) ∈ [ cj, cj+1] ,

na osnovu (2.1) imamo

lim sup
z→t

|uε(z)− f(t)| 6 ε,

za sve t ∈ R.
Neka je t ∈ R proizvo	no, tada va�i

lim sup
z→t

|u(z)− f(z)| 6 sup
z∈H
|u(z)− uε(z)|+ lim sup

z→t
|uε(z)− f(t)| 6 3ε.

Isti zk	uqak va�i kada je t = ∞. Dakle, u mo�emo produ�iti neprekidno na H tako

da u|∂H = f . Jedinstvenost preslikava�a u sledi direktnom primenom Lindelefovog

principa. �

Za a < b, elementarni raqun nam daje

ω(x+ iy, (a, b),H) =
1

π

(
arctg

x− a
y
− arctg

x− b
y

)
=

b∫
a

y

(t− x)2 + y2

dt

π
,

sodakle imamo motivaciju za narednu definiciju.
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Definicija 2.2 Ako je E ⊂ R Lebeg mer	iv, definixemo harmonijsku meru skupa E

u taqki z = x+ iy ∈ H sa

ω(x+ iy, E,H) =

∫
E

y

(t− x)2 + y2

dt

π
. (2.3)

Definicija 2.3 Funkcija

PH(z, t) =
1

π

y

(t− x)2 + y2
,

gde z = x+ iy ∈ H i t ∈ R, naziva se Poasonovim1 jezgrom na H.

Rexe�e Dirihleovog problema za funkciju f neprekidnu na R ∪ {∞} je funkcija

uf (z) =

∫
R

f(t)PH(z, t)dt.

Funkciju uf nazivamo i Poasonovim integralom funkcije f .

Primetmo da je ω(z, E,H) rexe�e Dirihleovog problema sa graniqnom funkcijom

f = 1E. Osim toga, harmonijska mera ω(z, E,H) je harmonijska funkcija po promen	ivoj

z i verovatnosna mera po promen	ivoj E.

Stav 2.3 (Harnakova nejednakost) Ako z1, z2 ∈ H tada postoji neka realna konstanta

C > 0 koja zavisi od z1 i z2, ali ne i od skupa E tako da je

0 <
1

C
6
ω(z1, E,H)

ω(z2, E,H)
6 C <∞.

Dokaz. Neka je z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2. Kako bismo dokazali ovu nejednakost dovo	no

je uporediti jezgra PH(z1, t) i PH(z2, t). Ci	 je da na�emo C tako da

1

C

y2

(x2 − t)2 + y2
2

6
y1

(x1 − t)2 + y2
1

6 C
y2

(x2 − t)2 + y2
2

.

Dovo	no je

C > max
t∈R

{y2

y1

(x1 − t)2 + y2
1

(x2 − t)2
,
y1

y2

(x2 − t)2 + y2
2

(x1 − t)2

}
,

a maksimum sa desne strane nejednakosti postoji i konaqan je. Dakle, C postoji i ne

zavisi od skupa E. �

Da bi smo definisali harmonijsku meru na proizvo	noj prosto povezanoj oblasti, pre

svega potrebno je definisati je na jediniqnom disku. U tu svrhu iskoristi�emo qi�enicu

da su jediniqni disk D i gor�a poluravan H konformno ekvivalentni.

1Siméon Poisson(1781-1840) - francuski matematiqar
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Definicija 2.4 Neka je D jediniqni disk i E konaqna unija otvorenih lukova na ∂D.
Harmonijsku meru skupa E u taqki z u D definixemo sa

ω(z, E,D) = ω(ϕ(z), ϕ(E),H),

gde je ϕ : D→ H konformno preslikava�e.

Kako bi definicija bila dobra, potrebno je dokazati da harmonijska mera na disku ne

zavisi od preslikava�a ϕ.

Neka su ϕ i ψ neka dva konformna preslikava�a D na H i E proizvo	na konaqna

unija nekih otvorenih lukova na ∂D. Oznaqimo sa F = ∂E i definiximo funkciju

u(z) = ω(ϕ(z), ϕ(E),H)− ω(ψ(z), ψ(E),H), z ∈ D.

Funkcija u je harmonijska na D i za sve ζ ∈ ∂D \ F va�i

lim
z→ζ

u(z) = 0.

Na osnovu Lindelefovog principa va�i da je u(z) 6 0 za sve z ∈ D. Analogno, dobijamo
da je −u(z) 6 0 za sve z ∈ D. Dakle, u = 0, odnosno definicija ne zavisi od izbora

konformnog preslikava�a.

Osobine:

1. 0 < ω(z, E,D) < 1, z ∈ D

2. ω(z, E,H)→ 1, z → E

3. ω(z, E,H)→ 0, z → T \ E.

Smenom promen	ivih u (2.3) sa ϕ(z) = i1+z
1−z dobijamo

ω(z, E,D) =

∫
arg(E)

1− |z|2

|eiθ − z|2
dθ

2π
,

gde je arg(E) = {θ ∈ [ 0, 2π) : eiθ ∈ E}. U da	em tekstu, radi jednostavnijih oznaka,

skup arg(E) oznaqava�emo samo sa E. Funkciju PD(z, θ) = 1
2π

1−|z|2
|eiθ−z|2 nazivamo Poasonovim

jezgrom na D.

Videli smo da na osnovu Xvarcove teoreme, za neprekidnu funkciju f na T, funkcija

uf (z) =

2π∫
0

f(eiθ)
1− |z|2

|eiθ − z|2
dθ

2π
,
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je harmonijska na D i lim
z→a

uf (z) = f(a) za sve a ∈ T. Funkciju uf nazivamo Poasonovim
integralom funkcije f na D. Dok funkcija

U(z) =

uf (z), z ∈ D

f(z), z ∈ T

predstav	a rexe�e Dirihleovog problema za funkciju f na D.

Znamo da �e konformno preslikava�e preslikati oblast u oblast, ali ostaje pita�e da

li se to preslikava�e mo�e produ�iti na granicu oblasti i da li se �ime granica

slika na granicu. Naredna teorema upravo to i tvrdi.

Teorema 2.4 (Karateodorijeva teorema) Neka je Ω prosto povezana oblast u C takva da

je Γ = ∂Ω �ordanova kriva u C i neka je ϕ : D→ Ω konformno. Tada ϕ mo�e neprekidno

1-1 da se produ�i na D.

Dokaz. Bez uma�e�a opxtosti pretpostavimo da je Ω ograniqena oblast u C. Neka je

ζ ∈ T proizvo	no. Dokaza�emo da ϕ mo�e neprekidno da se produ�i u ζ.

Neka je 0 < δ < 1, oznaqimo sa γδ = D ∩ ∂D(ζ, δ), tada je ϕ(γδ) �ordanova kriva, i sa

L(δ) =

∫
γδ

|ϕ′(z)|dS

du�inu krive γδ. Na osnovu Koxi-Xvarcove nejednakosti va�i

L(δ)2 6
∫
γδ

dS

∫
γδ

|ϕ′(z)|2dS = length(γδ) ·
∫
γδ

|ϕ′(z)|2dS,

odnosno
1

δ
L(δ)2 6 π

∫
γδ

|ϕ′(z)|2dS.

Kada kroz prethodnu nejednakost pro�emo sa
ρ∫
0

dδ, gde ρ < 1, dobijamo

ρ∫
0

L(δ)2

δ
dδ 6 π

ρ∫
0

∫
γδ

|ϕ′(z)|2dSdδ = π

∫∫
D∩D(ζ,δ)

|ϕ′(z)|2dxdy

= π · area(ϕ(D ∩D(ζ, ρ))) <∞,

jer je Ω ograniqena oblast.

Ako uzmemo niz δn tako da lim
n→+∞

δn = 0, tada je lim
n→+∞

L(δn) = 0, odakle zak	uqujemo

L(δn) < ∞. Neka su αn i βn kraj�e taqke ϕ(γδn) u Ω. Tada αn, βn ∈ ∂Ω, u suprotnom, ako

bi npr. αn ∈ Ω onda bi postojala taqka bliska αn koja ima dve inverzne slike u D, a ovo
je nemogu�e jer je ϕ homeomorfizam.
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Neka je σn kra�i luk sa kraj�im taqkama αn i βn na Γ. Kako je |αn − βn| 6 L(δn)→ 0,

kada n→ +∞, i Γ homeomorfno sa T, dobijamo diamσn → 0.

Kriva σn ∪ ϕ(γδn) deli C na dva otvorena skupa, ograniqen Un i neograniqen C \ Un.
Kako je Ω ograniqen i ∂Un ⊆ Ω, va�i da je i Un ⊆ Ω. Pa je i diam ∂Un = diam(σn ∪
ϕ(γδn))→ 0 kada n→ +∞. Odnosno, diamUn → 0 kada n→ +∞.

Oznaqimo sa Vn = D∩D(ζ, δn). Dokaza�emo da je za dovo	no velike n ∈ N, ϕ(Vn) = Un.

Ako ova tvrd�a ne bi va�ila, onda za svako n0 ∈ N, postojalo bi neko n ∈ N tako

da ϕ(D \ Vn) = Un (ovo va�i na osnovu povezanosti skupova), ali tada je diamUn >

diamϕ(D(0, 1
2
)) > 0, xto je u kontradikciji sa diamUn → 0 kada n→ +∞.

Dakle, diamϕ(Vn) → 0 kada n → +∞ i iz naqina definisanosti Vn va�i ϕ(Vn+1) ⊆
ϕ(Vn).

Na osnovu Kantorove leme, skup
⋂
n∈N

ϕ(Vn) je neprazan i jednoqlan. Definixemo sa

ϕ(z) =


⋂
n∈N

ϕ(Vn), z ∈ T

ϕ(z), z ∈ D.

funkciju na D. Ovako definisano ϕ je neprekidno na D i NA jer je i ϕ NA na Ω.

Ostaje jox da doka�emo da je ϕ 1-1, ali kako je ϕ konformno i neprekidno, to je

dovo	no proveriti da li je ϕ 1-1 na T.
Pretpostavimo da je ϕ(ζ1) = ϕ(ζ2), za neke razliqite taqke ζ1, ζ2 ∈ T.

Slika 2.2

Krive {ϕ(rζ1) : 0 6 r 6 1} i {ϕ(rζ2) : 0 6 r 6 1} ograniqavaju
oblast W ⊂ Ω. Kako je ϕ−1(W ) povezana oblast, mora biti

jedna od dve komponente povezanosti oblasti

D \
(
{rζ1 : 0 6 r 6 1} ∪ {rζ2 : 0 6 r 6 1}

)
.

Kako je ϕ(T) = Γ, onda T ∩ ∂(ϕ−1(W )) ⊆ ∂W ∩ ∂Ω = {ϕ(ζ1)},
tj. ϕ konstantna na luku T. Odakle, na osnovu Principa mak-
simuma, funkcija ϕ konstantna na D, xto je nemogu�e.
Dakle, ϕ je tra�eno neprekidno 1-1 produ�e�e konformnog

preslikava�a ϕ na D.
�

Neka je Ω �ordanova oblast i ϕ : D → Ω konformno preslikava�e, prethodna teorema

ka�e da postoji neprekidno 1-1 produ�e�e ovog preslikava�a na T. Neka je f neprekidna
funkcija na Γ = ∂Ω, tada je f ◦ ϕ neprekidna na T, i w = ϕ−1(z). Funkcija

u(z) = uf (z) =
1

2π

2π∫
0

f ◦ ϕ(eiθ)
1− |w|2

|eiθ − w|2
dθ,
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je harmonijska na Ω i

lim
Ω3z→ζ

u(z) = f(ζ),

za sve ζ ∈ Γ. Funkciju

PΩ(z, ζ) = PD(ϕ−1(z), arg(ϕ−1(ζ)))

nazivamo Poasonovim jezgrom na Ω.

Definicija 2.5 Za svaki Borelov skup E ⊆ Γ definixemo harmonijsku meru tog skupa

u taqki z na Ω sa

ω(z, E,Ω) = ω(w,ϕ−1(E),D) =
1

2π

2π∫
0

1− |w|2

|eiθ − w|2
dθ.

Definicija 2.6 Neka je E ⊂ Ω zatvoren, z ∈ Ω \ E i Ω1 komponenta povezanosti Ω \ E
koja sadr�i taqku z. Definixemo

ω(z, E,Ω) = ω(z, ∂E ∩ ∂Ω1,Ω1).

Slika 2.3

Lema 2.1 Neka je E ⊂ Ω zatvoren i z0 ∈ Ω \ E. Tada je

ω(z0, E,Ω) > ω(z0, ∂E ∩ ∂Ω,Ω).

Dokaz. Oznaqimo sa Ω1 komponentu povezanosti Ω \ E koja sadr�i taqku z0. Tada je Ω1

prosto povezano. Oznaqimo sa ω1(z) = ω(z, E,Ω) = ω(z, ∂E ∩ ∂Ω1,Ω1) kada z ∈ Ω1 i sa

ω(z) = ω(z, ∂E ∩ ∂Ω,Ω) kada z ∈ Ω1.

Funkcije ω1 i ω su harmonijske na Ω1, odakle je i funkcija ω−ω1 harmonijska. Tada

va�i

ω(z)− ω1(z) = ω(z, ∂E ∩ ∂Ω,Ω)− ω(z, ∂E ∩ ∂Ω1,Ω1) =

= ω(z, ∂E ∩ ∂Ω,Ω)− 1 6 0,

za z ∈ ∂E ∩ ∂Ω1. Odnosno,

ω(z)− ω1(z) = ω(z, ∂E ∩ ∂Ω,Ω)− ω(z, ∂E ∩ ∂Ω1,Ω1) = 0,
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za z ∈ ∂Ω1 \ E. Dakle, ω(z) − ω1(z) 6 0 na ∂Ω1, pa na osnovu Lindelefovog principa

va�i da je ω(z)− ω1(z) 6 0 na Ω1. Odakle va�i da je ω1(z0) > ω(z0). �



Glava 3

Hejman-Vuova teorema

Neka je Ω ⊂ C prosto povezana oblast, L bilo koja prava u C i ψ : Ω → D konformno

preslikava�e. Hejman-Vuova teorema tvrdi da postoji univerzalna konstanta C tako da

je

length(ψ(L ∩ Ω)) 6 C,

gde je length oznaka za du�inu. U ovom radu dokaza�emo teoremu za C = 4π. Me�utim

najma�a takva konstanta oznaqava se sa Ø u qast matematiqara Oime, koji je dokazao da

je π2 6 Ø 6 4π. U dokazu Hejman-Vuove teoreme koristi�emo osobine pseudohiperboliqke

metrike koje �emo navesti u narednom ode	ku.

3.1 Pseudohiperboliqka metrika

Definicija 3.1 Pseudohiperboliqku metriku na jediniqnom disku, za z1, z2 ∈ D defi-

nixemo sa

ρ(z1, z2) =
∣∣∣ z1 − z2

1− z2z1

∣∣∣.
Na osnovu Xvarc-Pikove1 leme za svaku holomorfnu funkciju f : D → D i z1, z2 ∈ D
va�i

ρ(f(z1), f(z2)) 6 ρ(z1, z2),

jednakost va�i akko je f ∈ Aut(D). Oqigledno je da je ρ(z1, z2) > 0 i ρ(z1, z2) = 0 ako i

samo ako je z1 = z2, i va�i ρ(z1, z2) = ρ(z2, z1).

Potrebno je dokazati jox nejednakost trougla, kako bi ρ zaista bila metrika. Neka

su z1, z2, z3 ∈ D proizvo	ni. Oznaqimo sa ϕz2(z) = ρ(z, z2). Tada ϕz2 ∈ Aut(D). Ako je

a = ρ(z1, z3) = ϕz3(z1) i b = ρ(z3, z2) = ϕz3(z2), tada je

ρ(a, 0) = ρ(z1, z3), ρ(0, b) = ρ(z3, z2) i ρ(a, b) = ρ(z1, z2),

1Charles Émile Picard(1856-1941) - francuski matematiqar

24
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jer ϕz3 ∈ Aut(D). Dovo	no je dokazati

ρ(a, b) 6 ρ(a, 0) + ρ(0, b) = |a|+ |b|,

za a, b ∈ D. Primetimo da

1− ρ(a, b)2 = 1− |ϕb(a)|2 =
(1− |a|2)(1− |b|2)

|1− ba|2
>

(1− |a|2)(1− |b|2)

(1 + |a||b|)2

= 1− ρ(|a|,−|b|)2.

Odnosno,

ρ(a, b) 6 ρ(|a|,−|b|) =
|a|+ |b|
1 + |a||b|

6 |a|+ |b|.

Dakle, ρ jeste metrika.

Na osnovu Rimanove teoreme za svaku prosto povezanu oblast Ω ( C postoji konformno

preslikava�e f : Ω→ D. Ispostav	a se

Aut(Ω) = {f−1 ◦ ϕ ◦ f : ϕ ∈ Aut(D)}.

Na oblasti Ω definixemo metriku ρΩ sa

ρΩ(z1, z2) = ρ(f(z1), f(z2)),

za z1, z2 ∈ Ω.

Potrebno je proveriti da ovako definisano ρΩ ne zavisi od konformnog preslikava�a

f .

Ako su f, g : Ω → D konformna preslikava�a, onda je g ◦ f−1 : D → D konformno,

odnosno g ◦ f−1 ∈ Aut(D). Na osnovu Xvarc-Pikove leme:

ρ(f(z1), f(z2)) = ϕf(z2)(f(z1)) = ϕg◦f−1(f(z2))(g ◦ f−1(f(z2)))

= ϕg(z2)(g(z1)) = ρ(g(z1), g(z2)).

Dakle, ρΩ ne zavisi od konformnog preslikava�a f .

Primer 3.1 Za Ω = −iH := {z ∈ C : Re z > 0} va�i

ρ−iH(z1, z2) =
∣∣∣z1 − z2

z1 + z2

∣∣∣.
Stav 3.1 Neka su Ω1 i Ω2 prosto povezane oblasti takve da Ω1 ⊂ Ω2 ( C. Tada va�i

ρΩ2(z1, z2) 6 ρΩ1(z1, z2),

za sve z1, z2 ∈ Ω1.
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Dokaz. Neka je fi : Ωi → D konformno, za i = 1, 2. Oznaqimo sa ϕ = f2 ◦ f−1
1 : D → D

holomorfno preslikava�e. Neka su z1, z2 ∈ Ω1 proizvo	ni, tada f1(z1), f1(z2) ∈ D. Na
osnovu Xvarc-Pikove leme

ρ(f2(z1), f2(z2)) = ρ(ϕ(f1(z1)), ϕ(f1(z2))) 6 ρ(f1(z1), f1(z2)).

Odnosno,

ρΩ2(z1, z2) 6 ρΩ1(z1, z2).

�

3.2 Hejman-Vuova teorema

Teorema 3.2 Neka je Ω ( C prosto povezana oblast i ϕ : D→ Ω konformno preslikava�e.

Tada za bilo koju pravu L u C va�i da je

length(ϕ−1(L ∩ Ω)) 6 4π.

Dokaz. Mo�emo pretpostaviti da je ϕ holomorfna funkcija u nekoj okolini zatvorenog

jediniqnog diska D. U suprotnom, ako posmatramoD(0, r), r < 1 i Ωr = ϕ(D(0, r)), mo�emo

definisati sa ϕr(z) = ϕ(rz) preslikava�e ϕr : D → Ωr koje je konformno na D(0, 1
r
)

i D ⊂ D(0, 1
r
). Ako tvr�e�e va�i za ϕr onda va�i i length(ϕ−1

r (L ∩ Ωr)) 6 4π. Kako

je ϕ−1
r (z) = ϕ−1(rz) neprekidna funkcija po r, kada pustimo da r → 1− dobijamo da

length(ϕ−1(L ∩ Ω)) 6 4π.

Dejstvova�em rotacijom Rθ i translacijom τ na C du�ine se ne me�aju, a preslika-

va�e Rθ ◦ τ ◦ ϕ ostaje konformno, pa bez uma�e�a opxtosti pretpostavimo da je L = R.

Slika 3.1

Neka je Lk, k = 1, 2, ..., N komponenta povezanosti L ∩ Ω i neka je Ωk komponenta

povezanosti skupa {z : z ∈ Ω}, tako da Lk ⊂ Ωk.

Primetimo da je Ωk simetriqno u odnosu na Lk. Na osnovu Rimanove teoreme postoji

konformno preslikava�e ψk : Ωk → −iH tako da je ψk(Lk) = [ 0,+∞), i vixe, preslika-

va�e ψk se mo�e neprekidno produ�iti na Ωk.
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Ako je α ∈ ∂Ωk ∩ ∂Ω onda postoji jedinstveno ξ ∈ ∂D ∩ ∂ϕ−1(Ωk) tako da je ϕ(ξ) = α.

Oznaqimo sa

β = ψ−1
k (|ψk(α)|) ∈ Lk i sa z = ϕ−1(β) ∈ D.

Neka je P ⊂ ∂Ω konaqan skup koji se sastoji od kraj�ih taqaka skupa Lk i P
′ ⊂ ∂D

konaqan skup koji se sastoji od kraj�ih taqaka skupa ϕ−1(Lk). Neka je

E = ϕ−1(∂Ω ∩ ∂Ωk \ P ) ⊆ ∂D

i

F = ϕ−1
(⋃

k

Lk

)
\ P ′ ⊆ D.

Slika 3.2

Definiximo funkciju φ na E sa

φ = ϕ−1 ◦ ψ−1
k (|ψk ◦ ϕ|)

za k = 1, 2, ..., N, ovo mo�emo da uqinimo jer su domeni funkcija ψk me�usobno disjunktni.

Preslikava�e φ : E → F je neprekidno i 1-1. Kako je φ i surjektivna funkcija na

skupu ϕ−1
( N⋃
k=1

Lk

)
\ P ′, ona je i parametrizacija tog skupa. Va�i

l = length(ϕ−1(L ∩ Ω)) = length(ϕ−1(
⋃
k

Lk))

= length(ϕ−1(
⋃
k

Lk) \ P ′) =

∫
E

|∇φ(ξ)||dξ|.

Dovo	no je dokazati da je |∇φ(ξ)| 6 2 za sve ξ ∈ E, jer je tada

l 6 2

∫
E

|dξ| = 2 length(E) 6 4π.

Posmatrajmo Poasonovo jezgro na D u taqkama eit i z,

PD(z, eit) =
1− |z|2

|eit − z|2
.
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Neka je I = (ξ, ξ′) otvoren interval u ϕ−1(∂Ωk ∩ ∂Ω) i α = ϕ(ξ) i α′ = ϕ(ξ′). Oznaqimo

sa

x = |ψk(α)| i x′ = |ψk(α′)|,

β = ψ−1
k (x) = ϕ ◦ φ(ξ) i β′ = ψ−1

k (x′) = ϕ ◦ φ(ξ′).

Tada je

ρ(φ(ξ), φ(ξ′)) = ρΩ(ϕ(φ(ξ)), ϕ(φ(ξ′))) = ρΩ(β, β′)

6 ρΩk(β, β
′) = ρ−iH(ψk(β), ψk(β

′))

= ρ−iH(x, x′) =
∣∣∣x− x′
x+ x′

∣∣∣.
Dokaza�emo da za x′ dovo	no blizu x va�i

ω(x, ψk(ϕ(I)),−iH) >
1

π
(1 + o(|x− x′|)) · ρ−iH(x, x′).

Oblast −iH dobijamo rotacijom H, pa sva svojstva harmonijske mere koja va�e u H va�i�e

sa minimalnim izmenama i u −iH.

Slika 3.3

Va�i

ω(x, ψk(ϕ(I)),−iH) =
θ

π
,

gde je θ ugao koji se nalazi pri temenu x trougla x,−ix,−ix′.
Tada je

tg(θ +
π

4
) =

x′

x
= 1 + δ,

gde je δ = x−x′
x
. S druge strane

tg(θ +
π

4
) =

1 + tg θ

1− tg θ
,

odakle dobijamo da je

tg θ =
δ

2 + δ
,

odnosno

θ = arctg
|δ|
|2 + δ|

=
|δ|
2

+ o(δ),

i

ρ−iH(x, x′) =
∣∣∣x− x′
x+ x′

∣∣∣ =
∣∣∣ x · δ
x(2 + δ)

∣∣∣ =
|δ|
|2 + δ|

=
|δ|
2

+ o(δ).

Zaista,

ω(x, ψk(ϕ(I)),−iH) =
|δ|
2π

+ o(δ) =
1

π
(1 + o(|x− x′|)) · ρ−iH(x, x′).

Dakle, na osnovu analitiqnosti i injektivnosti preslikava�a ψk ◦ ϕ u okolini taqke ξ
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imamo

1

π
ρ(φ(ξ), φ(ξ′)) 6

1

π
ρ−iH(x, x′)

6 (1 + o(|x− x′|)) · ω(x, ψk(ϕ(I)),−iH)

= (1 + o(|ξ − ξ′|)) · ω(z, I, ϕ−1(Ωk)).

Oznaqimo sa

h1 = h1(ξ) = ω(φ(ξ), I, ϕ−1(Ωk))

h2 = h2(ξ) = ω(φ(ξ), I,D).

Tada je h1 6 h2 na ∂D∩∂ϕ−1(Ωk). Na osnovu Principa maksimuma h1−h2 6 0 na ϕ−1(Ωk).

Za z = φ(ξ) ∈ ϕ−1(Ωk) va�i

ω(z, I, ϕ−1(Ωk)) 6 ω(z, I,D) =
1

2π

∫
I

1− |φ(ξ)|2

|eiθ − φ(ξ)|2
dθ,

odnosno,

1

π
· 1

|ξ − ξ′|
ρ(φ(ξ), φ(ξ′)) 6 (1 + o(|ξ − ξ′|)) · 1

|ξ − ξ′|
ω(φ(ξ), I,D)

= (1 + o(|ξ − ξ′|)) · 1

|ξ − ξ′|

∫
I

1− |φ(ξ)|2

|eiθ − φ(ξ)|2
dθ

2π
.

Kako je

ρ(φ(ξ), φ(ξ′)) =
∣∣∣ φ(ξ)− φ(ξ′)

1− φ(ξ′)φ(ξ)

∣∣∣,
kada pustimo da ξ′ → ξ dobijamo

1

π

|∇φ(ξ)|
1− |φ(ξ)|2

= lim
ξ′→ξ

1

π
· ρ(φ(ξ), φ(ξ′))

|ξ − ξ′|
6 lim

ξ→ξ′
1

|ξ − ξ′|

∫
[ ξ,ξ′]

1− |φ(ξ)|2

|eiθ − φ(ξ)|2
dθ

2π

= lim
ξ→ξ′

1

|ξ − ξ′|
· 1− |φ(ξ)|2

|eiθ′ − φ(ξ)|2
· 1

2π
l(ξ, ξ′) =

1− |φ(ξ)|2

|ξ − φ(ξ)|2
1

2π
,

gde θ′ ∈ (ξ, ξ′) i l(ξ, ξ′) predstav	a du�inu kra�eg luka ograniqenog sa ξ i ξ′, odakle

lim
ξ′−ξ

l(ξ,ξ′)
|ξ−ξ′| = 1.

Kako je |ξ − φ(ξ)| > 1− |φ(ξ)| i 1 + |φ(ξ)| 6 2, dobijamo

|∇φ(ξ)| = 1

2

(1− |φ(ξ)|2)2

|ξ − φ(ξ)|2
=

1

2

(1− |φ(ξ)|
|ξ − φ(ξ)|

)2

(1 + |φ(ξ)|)2 6 2.

�



Glava 4

Teorija potencijala

4.1 Potencijali

Potencijali nam obezbe�uju bitan izvor primera subharmonijskih funkcija, daju�i nam

alate uz pomo� kojih se konstruixu funkcije sa odgovaraju�im svojstvima. Druga uloga

potencijala jeste u �ihovoj priliqno posebnoj prirodi. Ispostav	a se da su potenci-

jali opxti koliko i proizvo	ne subharmonijske funkcije, i za mnoge potrebe ove dve

klase su ekvivalentne. U ovom radu definisa�emo potencijale samo za konaqne mere sa

kompaktnim nosaqem.

Definicija 4.1 Neka je µ konaqna Borelova mera na C sa kompaktnim nosaqem. Poten-

cijal mere µ je funkcija pµ : C→ [−∞,∞) definisana sa

pµ(z) =

∫
C

log |z − w|dµ(w),

za z ∈ C.

Teorema 4.1 Funkcija pµ je subharmonijska na C i harmonijska na C \ suppµ. Tako�e,

pµ(z) = µ(C) log |z|+O(|z|−1) za z →∞.

Dokaz. Neka je K = suppµ, tada µ mo�emo posmatrati i kao meru na K. Oznaqimo sa

v(z, w) = log |z−w| funkciju definisanu na C×K. Funkcija v(z, w) je mer	iva na C×K
u odnosu na meru A× µ, gde je A Lebegova mera definisana na C. Osim toga, kada v(z, w)

posmatramo kao funkciju od z za fiksirano w ∈ K, ova funkcija je subharmonijska na

C za sve w ∈ K, pa postoji r > 0 tako da za sve w ∈ K i 0 < ρ < r va�i

v(z, w) 6
1

2π

2π∫
0

v(z + ρeiθ, w)dθ.

30



GLAVA 4. TEORIJA POTENCIJALA 31

Primenom Fubinijeve teoreme za 0 < ρ < r va�i

1

2π

2π∫
0

pµ(z + ρeiθ)dθ =
1

2π

2π∫
0

∫
K

v(z + ρeiθ, w)dµ(w)dθ

=

∫
K

1

2π

2π∫
0

v(z + ρeiθ, w)dθdµ(w)

>
∫
K

v(z, w)dµ(w) = pµ(z).

Kako je µ konaqna mera, v neprekidna funkcija i pµ �e biti neprekidna funkcija. Dakle,

dokazali smo da je funkcija pµ subharmonijska na C. Analogno, mo�emo pokazati da �e

−pµ biti subharmonijska na C \ K uzimaju�i za v(z, w) = − log |z − w| na (C \ K) × K.

Odnosno, pµ �e biti harmonijska na C \K. Za z 6= 0,

pµ(z) = µ(C) log |z|+
∫
C

log
∣∣∣1− w

z

∣∣∣dµ(w).

Kako µ ima kompaktan nosaq
∫
C

log |1− w
z
|dµ(w) = O(|z|−1) kada z →∞. �

Teorema 4.2 (Princip neprekidnosti) Neka je µ konaqna Borelova mera na C sa kom-

paktnim nosaqem K.

(a) Ako ζ0 ∈ K, onda lim inf
z→ζ0

pµ(z) = lim inf
ζ→ζ0
ζ∈K

pµ(ζ).

(b) Ako lim inf
ζ→ζ0
ζ∈K

pµ(ζ) = pµ(ζ0), onda lim
z→ζ0

pµ(z) = pµ(ζ0).

Dokaz. (a) Ako je pµ(ζ0) = −∞, na osnovu neprekidnosti lim
z→ζ0

pµ(z) = −∞.

Pretpostavimo da je pµ(ζ0) > −∞. Tada je µ({ζ0}) = 0 i za dato ε > 0, postoji r > 0

tako da je µ(D(ζ0, r)) < ε.

Za dato z ∈ C, izaberimo ζ ∈ K koje minimizuje |ζ−z|, ono postoji jer je K kompakt.

Tada za sve w ∈ K, ∣∣∣ζ − w
z − w

∣∣∣ 6 |ζ − z|+ |z − w||z − w|
6 2.

Dakle,

pµ(z) = pµ(ζ)−
∫
K

log
∣∣∣ζ − w
z − w

∣∣∣dµ(w)

> pµ(ζ)− ε log 2−
∫

K\D(ζ0,r)

log
∣∣∣ζ − w
z − w

∣∣∣dµ(w).
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Kada z → ζ0 u C, odnsono ζ → ζ0 u K imamo

lim inf
z→ζ0

pµ(z) > lim inf
ζ→ζ0
ζ∈K

pµ(ζ)− ε log 2− 0.

Kako je ε proizvo	no imamo tra�enu jednakost.

(b) Ako pµ zadovo	ava lim inf
ζ→ζ0
ζ∈K

pµ(ζ) = pµ(ζ0), na osnovu dela pod (a)

lim inf
z→ζ0

pµ(z) = pµ(ζ0).

Kako je pµ neprekidna odozdo

lim sup
z→ζ0

pµ(z) 6 pµ(ζ0).

Kombinuju�i prethodne rezultate dobijamo lim
z→ζ0

pµ(z) = pµ(ζ0).

�

Teorema 4.3 (Princip minimuma) Neka je µ konaqna Borelova mera na C sa kompaktnim

nosaqem K. Ako pµ >M na K, onda pµ >M na celom C.

Dokaz. Definiximo sa u = −pµ na C \K. Tada je u harmonijska na C \K, pa i subharmo-

nijska na C\K i uz pretpostavku da µ 6= 0, u(z)→ −∞ kada z →∞. Tako�e, ako ζ0 ∈ ∂K,

na osnovu prethodne teoreme pod (a)

lim sup
z→ζ0
z∈C\K

u(z) 6 − lim inf
z→ζ0

pµ(z) = − lim inf
ζ→ζ0
ζ∈K

pµ(ζ) 6 −M.

Na osnovu primene Principa maksimuma za funkciju u na svakoj od komponenti poveza-

nosti skupa C \K, dobijamo da u 6 −M . Odnosno, pµ >M na C. �

4.2 Polarni skupovi

Polarni skupovi predstav	aju zanemar	ive skupove u teoriji potencijala, na sliqan

naqin kao i skupovi mere nula u teoriji mere.

Definicija 4.2 Neka je µ konaqna Borelova mera na C sa kompaktnim nosaqem. Energija

I(µ) data je sa

I(µ) =

∫∫
C×C

log |z − w|dµ(z)dµ(w) =

∫
C

pµ(z)dµ(z).

Mogu�e je da I(µ) = −∞. Ispostav	a se da neki skupovi podr�avaju samo meru beskonaqne

energije.



GLAVA 4. TEORIJA POTENCIJALA 33

Definicija 4.3 Skup E ⊂ C nazivamo polarnim ako I(µ) = −∞ za svaku konaqnu

Borelovu nenula meru µ qiji je nosaq kompaktan podskup od E. Ukoliko neki skup nije

polaran, nazivamo ga ne-polarnim.

Primetimo da su singltoni polarni skupovi. Tako�e svaki podskup polarnog skupa je

polaran.

Teorema 4.4 Neka je µ konaqna Borelova mera na C sa kompaktnim nosaqem i pretpo-

stavimo da I(µ) > −∞. Tada µ(E) = 0 za svaki Borelov polarni skup E.

Dokaz. Neka je E Borelov skup takav da µ(E) > 0. Dokaza�emo da E nije polaran. Na

osnovu regularnosti mere µ, mo�emo izabrati kompaktan skup K ⊂ E takav da µ(K) > 0.

Posmatrajmo restrikciju mere µ na skup K, µ̃ = µ|K i neka je d = diam(suppµ). Tada je

µ̃ konaqna nenula mera qiji je kompaktan nosaq podskup skupa E, i

I(µ̃) =

∫∫
K×K

log
∣∣∣z − w

d

∣∣∣dµ(z)dµ(w) + µ(K)2 log d

>
∫∫
C×C

log
∣∣∣z − w

d

∣∣∣dµ(z)dµ(w) + µ(K)2 log d

= I(µ)− µ(C)2 log d+ µ(K)2 log d > −∞.

Odakle vidimo da je E ne-polaran skup. �

Posledica 4.5 Svaki Borelov polaran skup je Lebegove mere nula.

Dokaz. Dovo	no je dokazati da za svako ρ > 0 mera dµ = dA|D(0,ρ), gde je A oznaka za

Lebegovu meru, ima energiju I(µ) > −∞. Nakon toga na osnovu prethodne teoreme svaki

Borelov skup E ima µ meru nula, odnsono E ∩D(0, ρ) je mere nula, i rezultat va�i kada

pustimo da ρ→∞.

Za fiksirano ρ > 0 i dµ = dA|D(0,ρ). Tada za z ∈ D(0, ρ)

pµ(z) =

∫
D(0,ρ)

log
∣∣∣z − w

2ρ

∣∣∣dA(w) + πρ2 log(2ρ)

>

2π∫
0

ρ∫
0

log
r

2ρ
rdrdθ + πρ2 log(2ρ)

> −1

2
πρ2 + πρ2 log(2ρ).

Odakle imamo

I(µ) =

∫
D(0,ρ)

pµ(z)dµ(z) > (−1

2
πρ2 + πρ2 log(2ρ))πρ2 > −∞.

�
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U fizici, elektriqno naelektrisa�e se raspore�uje po provodniku tako da minimali-

zuje energiju. U naxem kontekstu, ovo sugerixe na posmatra�e verovatnosne mere µ na

kompaktnom skupu K koja maksimizuje I(µ).

Definicija 4.4 Neka je K kompaktan podskup od C, i neka je P(K) familija svih

verovatnosnih Borelovih mera definisanih na K. Ako postoji ν ∈ P(K) tako da

I(ν) = sup
µ∈P(K)

I(µ),

tada se mera ν naziva ekvilibrijum mera za K.

Naredne dve teoreme navex�emo bez dokaza, a oni se mogu na�i u [5].

Teorema 4.6 Za svaki kompaktan skup K u C postoji jedinstvena ekvilibrijum mera.

Teorema 4.7 (Frostmanova teorema1) Neka je K kompaktan skup u C, i neka je ν ekvili-
brijum mera za K. Tada

(a) pν > I(ν) na C;

(b) pν = I(ν) na K \ E, gde je E polaran podskup od ∂K.

4.3 Grinova funkcija

Harmonijska mera neke oblasti usko je povezana sa Grinovom funkcijom. Zapravo, Grino-

va funkcija je familija rexe�a Dirihleovog problema u nekoj oblasti, gde je graniqna

funkcija nula.

Definicija 4.5 Neka je Ω prosto povezana oblast u C. Grinova funkcija za oblast Ω

je preslikava�e gΩ : Ω× Ω→ (−∞,+∞] , tako da za sve ω ∈ Ω va�i

1) gΩ(·, w) je harmonijska funkcija na Ω \ {w} i ograniqena na komplementu bilo koje
okoline taqke w;

2) gΩ(w,w) =∞ i

gΩ(z, w) =

log |z|+O(1), w =∞,

− log |z − w|+O(1), w 6=∞
, kada z → w;

3) gΩ(z, w)→ 0 kada z → ζ, za skoro sve ζ ∈ ∂Ω.

Na primer, u oblasti D, Grinova funkcija je oblika

gD(z, w) = log
∣∣∣1− zw
z − w

∣∣∣.
1Otto Albin Frostman(1907-1977) - xvedski matematiqar
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Teorema 4.8 Na prosto povezanoj oblasti Ω u C, takvoj da je ∂Ω ne-polaran skup, postoji

jedinstvena Grinova funkcija.

Dokaz. Prvo �emo dokazati jedinstvenost. Neka su g1 i g2 Grinove funkcije na oblasti

Ω. Za neko w ∈ Ω definixemo sa

h(z) = g1(z, w)− g2(z, w),

za z ∈ Ω \ {w}. Na osnovu definicije Grinove funkcije, funkcija h je harmonijska i

ograniqena na Ω \ {w} i lim
z→ζ

h(z) = 0 za skoro sve ζ ∈ ∂Ω. Na osnovu Lindelefovog

principa primetimo da je funkcija h(z) = 0 za z ∈ Ω \ {w}. Kako ovo va�i za sve w ∈ Ω,

zak	uqujemo da je g1(z, w) = g2(z, w) za (z, w) ∈ Ω× Ω.

Doka�imo sada postoja�e funkcije gΩ(z, w) kada w =∞ ∈ Ω. Oznaqimo sa K = C\Ω.

Skup K je kompaktan ne-polaran podskup od C, i neka je ν ekvilibrijum mera na K.

Definiximo sa

gΩ(z,∞) =

pν(z)− I(ν), z ∈ Ω \ {∞}

∞, z =∞
.

Na osnovu Frostmanove teoreme, lako se proverava da gΩ(·,∞) zadovo	ava uslove defi-

nicije Grinove funkcije za w =∞.

U sluqaju kada w ∈ Ω i w 6=∞, definixemo

gΩ(z, w) = gΩ′

( 1

z − w
,∞
)
,

za z ∈ Ω, gde je Ω′ slika oblasti Ω pri konformnom preslikava�u z 7→ 1
z−w . Koriste�i

ve� dokazano za oblast Ω′ videli smo da funkcija gΩ(·, w) zadovo	ava uslove definicije,

odakle vidimo da gΩ(z, w) postoji za sve z, w ∈ Ω. �

Teorema 4.9 Neka je Ω prosto povezana oblast u C tako da ∂Ω je ne-polaran skup. Tada

gΩ(z, w) > 0,

za z, w ∈ Ω.

Dokaz. Fiksirajmo w ∈ Ω, i definiximo za z ∈ Ω funkciju

u(z) = −gΩ(z, w).

Tada je u ograniqena odozgo subharmonijska funkcija na Ω i lim
z→ζ

u(z) = 0 za skoro sve

ζ ∈ ∂Ω. Na osnovu Lindelefovog principa u 6 0 na Ω. Xtavixe, ako bi u(z) = 0 za neko

z ∈ Ω, na osnovu prinicpa maksimuma u = 0 na Ω, xto nije taqno jer u(w) = −gΩ(w,w) =

−∞. Dakle, u < 0 na Ω. �
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Funkcija ω(z, ·,Ω) je Borelova mera na ∂Ω, za Ω prosto povezanu �ordanovu oblast

i va�i

ω(z, E,Ω) =

∫
∂Ω

PΩ(z, ζ)dζ.

Oznaqimo sa dωΩ(z, ζ) = PΩ(z, ζ)dζ. Tada se rexe�e Dirihleovog problema u Ω za nepre-

kidnu funkciju f na ∂Ω mo�e izraziti sa

uf (z) =

∫
∂Ω

f(ζ)dω(z, ζ). (4.1)

Teorema 4.10 Neka je Ω ograniqena prosto povezana oblast u C. Tada za z, w ∈ Ω

gΩ(z, w) =

∫
∂Ω

log |ζ − w|dωΩ(z, ζ)− log |z − w|.

Dokaz. Neka je w ∈ Ω, definiximo funkciju φw : ∂Ω→ R sa

φw(ζ) = log |ζ − w|.

Tada je uφw definisana sa (4.1) harmonijska i ograniqena funkcija na Ω, i lim
z→ζ

uφw = φw(ζ)

za skoro sve ζ ∈ ∂Ω. Dakle, funkcija

(z, w) 7→ uφw(z)− log |z − w|,

zadovo	ava uslove definicije Grinove funkcije, pa na osnovu jedinstvenosti iste to je

bax funkcija gΩ. �

Teorema 4.11 Neka je Ω prosto povezana oblast i z ∈ Ω. Grinova funkcija gΩ mo�e se

harmonijski produ�iti na okolinu Ω i va�i

−∂g(z, ζ)

∂nζ
> 0,

za ζ ∈ ∂Ω, gde je nζ jediniqna normala u ζ koja izvire iz Ω. Ako je u neprekidna u Ω i

harmonijska u Ω, onda

u(z) =
1

2π

∫
∂Ω

−∂g(z, ζ)

∂nζ
u(ζ)dS(ζ).

Dokaz ove teoreme mo�e se na�i u [2] na strani 45.

Teorema 4.12 (Bjurlingova2 teorema o projekciji) Neka je E ⊂ D zatvoren i povezan

skup, takav da E ∩ ∂D 6= ∅. i E∗ = {−|z| : z ∈ E} = (−1,−r0] , gde je r0 = min{|z| : z ∈ E}.
Tada za 0 6 x < 1

ω(x,E,D) > ω(x,E∗,D) =
2

π
arcsin

(1− r0)(1− x)

(1 + r0)(1 + x)
.

2Arne Carl-August Beurling(1905-1986) - xvedski matematiqar
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Dokaz. Oznaqimo sa ω(z) = ω(z, E,D). Znamo da je Grinova funkcija definisana na D
sa polom u ζ oblika

gD(z, ζ) = log
∣∣∣1− zζ
z − ζ

∣∣∣
i za �u va�e nejednakosti

gD(|z|,−|ζ|) 6 gD(z, ζ) 6 gD(−|z|,−|ζ|). (4.2)

Kako je ω harmonijska funkcija, na osnovu Grinove formule i prethodne teoreme va�i

ω(z) =
1

2π

∫
∂E

gD(z, ζ)
∂ω

∂nζ
(ζ)dS =

∫
∂E

gD(z, ζ)dσ(ζ), (4.3)

gde normala nζ izlazi iz D \E tako da je σ > 0. Posmatrajmo kru�nu projekciju σ∗ od σ

tada je σ∗(A) = σ({z ∈ E : −|z| ∈ A}).

Slika 4.1

Oznaqimo sa

v(z) =

∫
(∂E)∗

gD(z, |ζ|)dσ∗.

Na osnovu (4.2) imamo

v(|zn|) 6 ω(zn) 6 v(−|zn|).

Kada u prethodnoj nejednakosti pustimo da zn → z ∈ E, desna nejednakost nam daje

lim inf
zn→z

v(−|zn|) > 1,

pa na osnovu Lindelefovog pravila i E∗ = (∂E)∗ imamo ω(z, E∗,D) 6 v(z). Na osnovu

leve nejednakosti imamo

ω(|z|, E∗,D) 6 v(|z|) 6 ω(z).

Da	e, �elimo da izraqunamo vrednost ω(x, (−1, r0] ,D), gde je x > 0. Nakon primene

preslikava�a ϕ(z) =
√

(z + r0)/(1 + zr0), na D, oblast D \ (−1, r0] se slika konformno

u D+ = D ∩ {z ∈ C : Re z > 0}, a segment (−1, r0] postaje {iy : −1 < y < 1} i x
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postaje p0 =
√

(x+ r0)/(1 + xr0). Ako z ∈ D+, oznaqimo sa θ(z) ugao u temenu z trougla sa

temenima z, i,−i, onda na osnovu Lindelefovog pravila va�i

π

2
ω(x, (−1,−r0] ,D) = θ − π

2
,

jer data jednakost va�i na ∂D+, a odgovaraju�e funkcije su harmonijske.

Neka je θ0 = θ(p0), gde p0 > 0, onda je

sin
(π

2
ω(x, (−1, r0] ,D)

)
= sin2(θ/2)− cos2(θ/2) =

=
1

1 + p2
0

− p2
0

1 + p2
0

=

=
(1− r0)(1− x)

(1 + r0)(1 + x)
.

�

Hiperboliqku metriku na jediniqnom disku D definixemo sa

dD(z, w) = log
1 +

∣∣∣ z−w1−zw

∣∣∣
1−

∣∣∣ z−w1−zw

∣∣∣ ,
za sve z, w ∈ D, ako je w ∈ ∂D ili z ∈ ∂D metriku definixemo sa

dD(z, w) = +∞.

Hiperboliqko rastoja�e taqke z ∈ D od skupa E ⊂ D bi�e

dD(z, E) = inf
w∈E

dD(z, w).

Posledica 4.13 Neka je E ⊂ D zatvoren i povezan skup, takav da E ∩ ∂D 6= ∅. Tada

ω(0, E,D) >
2

π
e−dD(0,E).

Dokaz. Primetimo da je

dD(0, E) = log
1 + r0

1− r0

,

gde je r0 = min{|z| : z ∈ E}. Primenom Bjurlingove teoreme za x = 0 dobijamo

1− r0

1 + r0

= sin
(π

2
ω(0, E∗,D)

)
6
π

2
ω(0, E,D).

�
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4.4 Kapacitet

Definicija 4.6 Logaritamksi kapacitet skupa E ⊂ C definixe se sa

Cap(E) = sup
µ
eI(µ),

gde se supremum uzima po svim verovatnosnim Borelovim merama µ na C qiji je nosaq

kompaktan podskup skupa E.

U sluqaju kada je K kompaktan skup sa ekvilibrijum merom ν, tada

Cap(K) = eI(ν).

Ako je E polaran skup, smatramo da je Cap(E) = 0.

Prethodna definicija nam daje teorijska svojstva kapaciteta, me�utim ne mo�emo

uvek uz pomo� �e izraqunati vrednost kapaciteta. U sluqaju kada tra�imo kapacitet

kompaktnog skupa mo�emo koristiti Grinovu funkciju.

Teorema 4.14 Neka je K kompaktan ne-polaran skup u C, i Ω komponenta povezanosti

C \K takva da ∞ ∈ Ω. Tada

gΩ(z,∞) = log |z|+ γ(K) + o(1),

kada z →∞.

Dokaz. Neka je ν ekvilibrijum mera za K. Na osnovu naqina na koji smo konstruisali gΩ

u Teoremi 4.8, imamo

gΩ(z,∞) = pν(z)− I(ν) = pν(z)− log
(

Cap(K)
)
,

za z ∈ Ω \ {∞}. Na osnovu Teoreme 4.1

pν(z) = log |z|+ o(1),

kada z →∞, odakle i dobijamo tra�eno. �

Primer 4.1 Ako je w ∈ C i r > 0 i Ω = C \D(w, r) va�i

gΩ(z,∞) = log
∣∣∣z − w

r

∣∣∣ = log |z| − log r + o(1),

kada z →∞. Na osnovu prethodne teoreme je Cap(D(w, r)) = r.



Glava 5

Hardijevi prostori

Hardijevi prostoriHp su prostori holomorfnih funkcija na jediniqnom disku D. Pred-
stavio ih je Ris1 1923. godine, ali su pre toga ovi koncepti deta	no prouqavani od strane

Hardija. U ovoj glavi upozna�emo se sa osnovnim svojstvima Hp prostora i dokaza�emo

neke ekvivalentne karakterizacije pripadnosti preslikava�a Hp prostoru, gde se jedna

od karakterizacija odnosi i na univalentne2 funkcije.

5.1 Definicija i osnovna svojstva

Lema 5.1 Neka je u subharmonijska funkcija definisana na D. Tada je funkcija

r 7→ 1

2π

2π∫
0

u(reiθ)dθ

rastu�a na segmentu (0, 1).

Dokaz. Definiximo sa

v(z) =
1

2π

2π∫
0

u(zeiθ)dθ,

funkciju na D. Funkcija v je subhramonijska na osnovu Teoreme 1.9. Primetimo da va�i

v(z) =
1

2π

2π∫
0

u(|z|ei(θ+arg z))dθ =
1

2π

2π∫
arg z

u(|z|eit)dt+
1

2π

2π+arg z∫
2π

u(|z|eit)dt

=
1

2π

2π∫
arg z

u(|z|eit)dt+
1

2π

arg z∫
0

u(|z|eis)ds.

1Frigyes Riesz(1880-1956) - ma�arski matematiqar
2Holomorfna funkcija definisana na otvorenom skupu je univalentna ako je i�ektivna na tom

skupu.

40
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Dakle, v(z) = 1
2π

2π∫
0

u(|z|eiθ)dθ, tj. funkcija v je rotaciono invarijantna.

Za z ∈ ∂D(0, r), v(z) = 1
2π

2π∫
0

u(reiθ)dθ, tj. max
∂D(0,r)

v = 1
2π

2π∫
0

u(reiθ)dθ. Ako su 0 < r 6 R < 1

proizvo	no odabrani, onda

1

2π

2π∫
0

u(reiθ)dθ = max
∂D(0,r)

v = max
D(0,r)

v 6 max
D(0,R)

v = max
∂D(0,R)

v =
1

2π

2π∫
0

u(Reiθ)dθ.

Odnosno, funkcija r 7→ 1
2π

2π∫
0

u(reiθ)dθ je rastu�a na (0, 1). �

Definicija 5.1 Neka je funkcija f holomorfna na D i 0 < r < 1. Vrednost

Mp(r, f) =

(
1

2π

2π∫
0

|f(reiθ)|pdθ

) 1
p

,

nazivamo integralnom sredinom reda p, gde je 0 < p <∞ fiksiran.

Teorema 5.1 Neka je f holomorfna funkcija na D. Tada je funkcija r 7→Mp(r, f) rastu�a

na (0, 1), za 0 < p <∞.

Dokaz. Dovo	no je pokazati da je funkcija r 7→Mp
p (r, f) rastu�a.

Na osnovu Posledice 1.4, funkcija |f |p je subharmonijska u D, a na osnovu prethodne

leme, onda va�i i da je funkcija r 7→ 1
2π

2π∫
0

|f(reiθ)|pdθ rastu�a. �

Definicija 5.2 Hardijevim prostorom nazivamo skup

Hp =
{
f holomorfna u D : ‖f‖Hp = sup

0<r<1
Mp(r, f) <∞

}
.

Na osnovu Teoreme 5.1 va�i da je ‖f‖Hp = lim
r→1−

Mp(r, f).

Neka je f proizvo	na holomorfna funkcija u D i 0 < r < 1. Oznaqimo sa M∞(r, f) :=

sup
∂D(0,r)

|f(z)|. Kako je f holomorfna u D, onda je |f | neprekidna na kompaktu ∂D(0, r), pa

|f | dosti�e maksimum. Odnosno, M∞(r, f) = max
∂D(0,r)

|f(z)|.

Teorema 5.2 Neka je f holomorfna funkcija u D. Tada je funkcija r 7→M∞(r, f) rastu�a

na (0, 1).

Dokaz. Neka su 0 < r 6 R < 1 proizvo	no odabrani. Tada je na osnovu Principa maksi-

muma

M∞(r, f) = max
∂D(0,r)

|f | = max
D(0,r)

|f | 6 max
D(0,R)

|f | = max
∂D(0,R)

|f | = M∞(R, f).

�
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Definicija 5.3 Definixemo Hardijev prostor za ograniqene funkcije H∞ sa

H∞ =
{
f holomorfna u D : ‖f‖H∞ = sup

0<r<1
M∞(r, f)M <∞

}
.

Lema 5.2 Za sve 0 < p <∞ va�i H∞ ⊂ Hp.

Dokaz. Neka je f ∈ H∞ proizvo	na funkcija i 0 < r < 1.

Mp
p (r, f) =

1

2π

2π∫
0

|f(reiθ)|pdθ 6 1

2π

2π∫
0

Mp
∞(r, f)dθ = Mp

∞ 6 ‖f‖H∞

Dakle, za sve 0 < r < 1, Mp(r, f) 6 ‖f‖H∞ . Kada pro�emo supremumom kroz prethodnu

nejednakost va�i da je ‖f‖Hp 6 ‖f‖H∞ <∞, tj. f ∈ Hp. �

Lema 5.3 Za sve 0 < p < q <∞ va�i Hq ⊂ Hp.

Dokaz. Neka je f ∈ Hq proizov	na funkcija i 0 < r < 1. Oznaqimo sa b = q
p
> 1 i neka

je 1
b

+ 1
b′

= 1. Nakon primene Helderove3 nejednakosti dobija se

Mp
p (r, f) =

1

2π
|f(reiθ)|pdθ 6

( 1

2π
(|f(reiθ)|p)bdθ

) 1
b
( 1

2π

2π∫
0

1b
′
dθ
) 1
b′

=

=
( 1

2π
|f(reiθ)|qdθ

) p
q

= Mp
q (r, f) 6 ‖f‖pHq .

Odakle jeMp(r, f) 6 ‖f‖Hq . Nakon prolaska sa supremumom dobijamo ‖f‖Hp 6 ‖f‖Hq <∞.

Dakle, f ∈ Hp. �

5.2 Karakterizacije pripadnosti Hp prostoru

Teorema 5.3 Neka je 0 < p <∞. Za holomorfnu funkciju f u D va�i slede�e

f ∈ Hp(D) ⇐⇒
∫
D

|f(z)|p−2|f ′(z)|2 log
1

|z|
dxdy <∞. (5.1)

Dokaz. Za ε > 0 definiximo fε(z) = (|f(z)|2 + ε2)p/2. Tada fε ∈ C2(D) i

4fε(z) = 2p|f ′(z)|2(|f(z)|2 + ε2)p/2−2
(p

2
|f(z)|2 + ε2

)
.

U Grinovoj formuli∫
D(0,r)

(u4v − v4u)dxdy =

∫
∂D(0,r)

(
u(z)

∂v

∂r
(z)− v(z)

∂u

∂r
(z)
)
|dz|,

3Otto Ludwig Hölder(1859-1937) - nemaqki matematiqar
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uzmimo da je u = 1, v = fε i r < 1 tada

1

2πr

∫
D(0,r)

4fε(z)dxdy =
1

2π

2π∫
0

∂fε
∂r

(reiθ)dθ =
d

dr

( 1

2π

2π∫
0

fε(re
iθ)dθ

)
.

Integra	e�em po r prethodne jednakosti dobijamo

1∫
0

d

dr

( 1

2π

2π∫
0

fε(re
iθ)dθ

)
dr =

1∫
0

( 1

2πr

∫
D(0,r)

4fε(z)dxdy
)
dr,

primenom Fubinijeve teoreme

1

2π

2π∫
0

fε(e
iθ)dθ − fε(0) =

1

2π

∫
D

4fε(z)
( 1∫

0

1D(0,r)(z)
dr

r

)
dxdy

=
1

2π

∫
D

4fε(z) log
1

|z|
dxdy.

Kada pustimo da ε→ 0 dobijamo tra�enu ekvivalenciju (5.1). �

Teorema 5.4 Neka je ψ univalentna funkcija na D, takva da ψ ∈
⋃
p>0

Hp(D). Za α > 0,

definiximo sa Eα = {eiθ : |ψ(eiθ)| > α} i Fα = {z ∈ D : |ψ(z)| = α}. Tada su slede�i
iskazi ekvivalentni:

(i) ψ ∈ Hp(D);

(ii)
∞∫
0

αp−1ω(0, Eα,D)dα <∞;

(iii)
∞∫
0

αp−1ω(0, Fα,D)dα <∞.

Dokaz. (i) ⇐⇒ (ii):

Oznaqimo sa |E| Lebegovu meru skupa E ⊂ ∂D i sa χ(x, y) =

1, y < x

0, inaqe
. Tada je

‖ψ‖pp = lim
r→1−

1

2π

2π∫
0

|ψ(reiθ)|pdθ =
1

2π

2π∫
0

|ψ(eiθ)|pdθ =

=
1

2π

2π∫
0

( ∞∫
0

χ(|ψ(eiθ)|p, y)dy
)
dθ =

1

2π

∞∫
0

|{eiθ : |ψ(eiθ)|p > y}|dy =

=
1

2π

∞∫
0

|Ey1/p|dy =
(
smena: y = αp

)
=

1

2π

∞∫
0

pαp−1|Eα|dα =

=
1

2π

∞∫
0

αp−1ω(0, Eα,D)dα.
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Odakle vidimo da ψ ∈ Hp(D) ako i samo ako je funkcija αp−1|Eα| ∈ L1(0,∞). Primetimo

da je |Eα| 6 2π i za p > 0 funkcija αp−1|Eα| je uvek integrabilna u okolini nule. Dakle,
ψ ∈ Hp(D) ako i samo ako αp−1|Eα| integrabilno u okolini beskonaqnosti.

(iii) =⇒ (ii):

Neka je Ω = ψ(D). Tada postoji neko α0 > 0, tako da za sve α > α0, va�i ∂D(0, α)\Ω 6= ∅. Za
α > α0, skup Fα se sastoji od najvixe prebrojivo mnogo razliqitih analitiqkih lukova

u D. Xtavixe, svaki od tih lukova ima taqno dve kraj�e taqke na ∂D.
Neka je Ω1 komponenta povezanosti D \ Fα koja sadr�i 0. Tada je Ω1 prosto povezano

i Eα ⊂ D \ Ω1. Oznaqimo sa ω1(z) = ω(z, Fα,D) = ω(z, ∂Fα ∩ ∂Ω1,Ω1) kada z ∈ Ω1 i

sa ω(z) = ω(z, ∂Eα,D) kada z ∈ Ω1. Funkcije ω1 i ω su harmonijske na Ω1, odakle je i

funkcija ω − ω1 harmonijska. Tada va�i

ω(z)− ω1(z) = ω(z, Eα,D)− ω(z, ∂F ∩ ∂Ω1,Ω1) =

= ω(z, Eα,D)− 1 6 0, kada z ∈ ∂Fα ∩ ∂Ω1

ω(z)− ω1(z) = ω(z, Eα,D)− ω(z, ∂Fα ∩ ∂Ω1,Ω1) = 0, kada z ∈ ∂∂Ω1 \ ∂Fα.

Dakle, ω(z) − ω1(z) 6 0 na ∂Ω1, pa na osnovu Lindelefovog pravila va�i da je ω(z) −
ω1(z) 6 0 na Ω1. Odakle va�i da je ω1(0) > ω(0), tj.

ω(0, Eα,D) 6 ω(0, Fα,Ω1).

(ii) =⇒ (iii):

Oznaqimo sa Lα = {z ∈ D : ω(z, Eα,D) > 1
2
}. Primetimo da je Eα ⊂ Lα ∩ ∂D, jer za sve

z ∈ Eα ω(z, Eα,D) = 1. Osim toga, primetimo da na osnovu Principa maksimuma svaka

komponenta povezanosti D \ Lα mora biti prosto povezana. Va�i�e

ω(0, Eα,D) >
1

2
ω(0, Lα,D). (5.2)

U sluqaju da 0 ∈ Lα, onda je trvijalno. Inaqe, ako 0 /∈ Lα, oznaqimo sa Ω2 komponentu

povezanosti D \ Lα koja sadr�i 0. Tada je ∂Ω2 = (∂Ω2 ∩ Lα) ∪ (∂Ω2 ∩ ∂D).

Funkcije ω(·, Eα,D) i 1
2
ω(·, Lα,D) su harmonijske na Ω2 i va�i

1

2
ω(z, Lα,D)− ω(z, Eα,D) =

1

2
− ω(z, Eα,D) 6 0, kada z ∈ ∂Ω2 ∩ Lα,

1

2
ω(z, Lα,D)− ω(z, Eα,D) = 0− 0 = 0, kada z ∈ ∂Ω2 ∩ ∂D.

Na osnovu Lindelefovog principa maksimuma relacija (5.2) je taqna.

Neka je z0 = ψ(0) i α > max{α0, |z0|}, gde je α0 takvo da za sve α > α0, ∂D(0, α) \Ω 6= ∅,
odakle skup C\Ω povezuje ∂D(0, α) sa beskonaqnox�u. Tvrdimo da mo�emo izabratiM0 >

1 tako da FαM0 ⊂ Lα, za α > α0. Neka je M > 1 i w ∈ FαM . Tada z = ψ(w) ∈ ∂D(0, αM)∩Ω

i na osnovu Leme 2.1

ω(w,Eα,D) = ω(z, ∂Ω \D(0, α),Ω) > ω(z, ∂Ω \D(0, α),Ω \D(0, α)).
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Prime�uju�i konformno preslikava�e ζ 7→ α/ζ, koje slika Ω \ D(0, α) u otvoren skup

W ⊂ D, skup
(
C \ Ω

)
\ D(0, α) u skup A koji povezuje 0 sa ∂D i z u α/z ∈ ∂D(0, 1

M
). Na

osnovu Bjurlingove teoreme o projekciji

ω(z, ∂Ω \D(0, α),Ω \D(0, α)) = ω(α/z,A,W ) > ω(
1

M
, (−1, 0] ,D).

Primetimo da kada M te�i beskonaqosti ω( 1
M
, (−1, 0] ,D) te�i 1, pa mo�emo izbrati

M0 > 1 tako da je ω( 1
M0
, (−1, 0] ,D) = 1

2
. Tada, za sve w ∈ FαM0 , imamo ω(w,Eα,D) > 1

2
,

odnosno FαM0 ⊂ Lα. Dakle, na osnovu ovoga i Leme 2.1 va�i

ω(0, Eα,D) >
1

2
ω(0, FαM0 ,D).

�

Teorema 5.5 Neka je ψ konformno preslikava�e jediniqnog diska D na neograniqenu

oblast Ω. Oznaqimo sa Fα = {z ∈ D : |ψ(z)| = α} za α > 0. Ako je 0 < p <∞, tada

ψ ∈ Hp(D) ⇐⇒
2π∫

0

αp−1e−dD(0,Fα)dα < +∞. (5.3)

Dokaz. =⇒: Neka je ψ ∈ Hp(D) za neko 0 < p < +∞
Na osnovu Teoreme 5.4 i Posledice 4.13 va�i da je

2π∫
0

αp−1e−dD(0,Fα)dα 6
π

2

+∞∫
0

αp−1ω(0, Fα,D)dα < +∞.

⇐=: Pretpostavimo da 0 < p < +∞ i

2π∫
0

αp−1e−dD(0,Fα)dα < +∞.

Bez uma�e�a opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je ψ(0) = 0. Za Grinovu funkciju

na oblasti Ω va�i gΩ(0, w) = 0, kada w /∈ Ω. Smenom promen	ivih dobijamo:∫
D

|ψ(z)|p−2|ψ′(z)|2 log
1

|z|
dxdy =

∫
D

|ψ(z)|p−2|ψ′(z)|2gD(0, z)dxdy

=

∫
Ω

|w|p−2gD(0, ψ−1(w))dudv =

∫
Ω

|w|p−2gΩ(0, w)dudv

=

+∞∫
0

2π∫
0

αp−2gΩ(0, αeiθ)αdθdα =

+∞∫
0

αp−1
( 2π∫

0

gΩ(0, αeiθ)dθ
)
dα.
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Va�i

log
ex + 1

ex − 1
6 Ce−x, (5.4)

za neku pozitivnu konstantu C i sve x > x0, jer lim
x→+∞

log ex+1
ex−1

e−x
= 1.

Kako je Ω neograniqena i prosto povezana oblast jer je ψ konformno preslikava�e,

dΩ(0, ψ(Fα)) → +∞ kada α → +∞. Na osnovu (5.4) postoji neko α0 > 0, tako da za sve

α > α0 va�i

gΩ(0, αeiθ) 6 Ce−dΩ(0,αeiθ) 6 Ce−dΩ(0,ψ(Fα)) = Ce−dD(0,Fα).

Integra	e�em po θ prethodne nejednakosti, dobijamo

2π∫
0

gΩ(0, αeiθ)dθ 6 C

2π∫
0

e−dD(0,Fα)dθ = 2πCe−dD(0,Fα)

za sve α > α0. Odnosno,∫
D

|ψ(z)|p−2|ψ′(z)|2 log
1

|z|
dxdy 6 2πC

∫ ∞
α0

αp−1e−dD(0,Fα)dα + C ′, (5.5)

gde je C ′ =
α0∫
0

αp−1
( 2π∫

0

gΩ(0, αeiθ)dθ
)
dα. Na osnovu pretpostavke da je

2π∫
0

αp−1e−dD(0,Fα)dα <

+∞ i (5.5) dobijamo ∫
D

|ψ(z)|p−2|ψ′(z)|2 log
1

|z|
dxdy < +∞.

Xto na osnovu Teoreme 5.3 povlaqi da ψ ∈ Hp(D). �

Ekvivalencija (5.3) je glavni rezultat rada [3].
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