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| YBOA. O KOHCTPYKLIUIU

['eomeTpujcKke KOHCTPYKIIH]jE CY €0 TEOMETPH]E Y PAaBHU KOjU TJIAHUMETPH)CKE 3aJ]aTKE pelaBa
KOHCTPYKTUBHOM MeTo/IoM. OHE Cy BpJIO OTOJHO CPEJICTBO YIIO3HABAaMka ca O0JIMIIUMa y paBHH
U BUXOBUM OcoOMHaMa. Y HacTaBU MaTeMaTHKE OHE BUIIIE HErO HEKU APYrH 3aJalu JOIPUHOCE
OCTBapemy IMJbEBa HACTaBE MaTeMaTHKe M pPa3BOJHUX OCOOMHA YYEHUKA: IOBUTJHHBOCT,
CaMOCTAJIHOCT, CMMCa0 3a pPeJ, HPEUU3HOCT U YPEIHOCT, OPUIMHAIHOCT, CHUCTEMATUYHOCT,
JIOTHYKO M CTBApaJlayko MUILbEHE; YHampelyjy MareMaTudky MHUCMEHOCT M KOHIIU3HOCT,
pa3Bujajy MaTeMaTUUYKy MHTYHIM]y U MaIITy U JIp. [ 'eOMeTpHjcKe KOHCTPYKIIMj€ UMa]y BEIUKH
3HAuYaj y TEXHHIH jep, u3Mel)y ocTayior, HalpTHAa T€OMETPHja Y CBOjOj OCHOBH ce 0a3upa Ha
IeOMETPH]CKUM KOHCTpYyKIMjaMa. KOHCTpyKTHBHHM 3aJjaTak ce cacTOjU y TOME J1a C€ KOHCTpYHIIIE
(HampTa) HeKa reoMeTpHjcKa purypa onabpaHuM JOMYIITEHUM CIpaBama ako je JaTta HeKa JIpyra
¢burypa u u3BecHu oHOCH u3Mel)y aare u TpaxeHe gurype. buio kojy gurypy xoja 3a10BosbaBa
y 3aJIaTKy MTOCTaBJbEHE YCIOBE 30BEMO PEHICHEM 331aTKa. 3aaTak MOXKE UMATH jeTHO VIJTU BHILE
pemiemwa. [locroju Benuku 6poj MHCTpyMeHaTa MOMOhy KOjUX c€ MOTY W3BOJIUTH T'€OMETPH]CKE
KOHCTPYKIIM]j€, a TO Cy JICHHp, IIECTap, IBOCTPAHH JICHUP, JCHHUP Ca MOACOLHNMA, YIIIOMEp,
KpUBYJbap, eauncorpad, koHan u Apyru. Kpos ucropujy cy MHOrM MaTeMaTU4apH MOKYIIaBaIH
pELuTH TeOMETpHjCcKe mpobdiieme kopuctehn camo sewup u mecrap. OBo orpaHuYaBamke MOTHYE
O]l CTaporpykuxX MaremaThyapa, HapouyuTo 3a Bpeme llmaToHoBe Akanemuje, U cMaTpa ce
HajeJIeraHTHU)UM PELICHEM.

O6jacHUMO HajIIpe HA KOJU HAYMH HaM je AONyLITeHo Kopulthemwe nemupa u mecrapa. [lomohy
JemHUpa MOKEMO KOHCTPYHCATH MPaBy Koja Mpoja3u Kpo3 JIBE 3a7aTe TauKe Tj. MOXe ce moByhu
JI0BOJBHO JTyrauak J1eo IpaBe Koja 1poJja3u kpo3 ase Tauke. lllectapom onucyjeMo Kpyr Tako IITO
IIOCTaBMMO BPX J€THOT Kpaka IecTapa y npBy 3aJaTy TauKy (Tauky Koja TpeGa OUTH LeHTap Kpyra)
U BpX JIPYTOT Kpaka Lectapa y Apyry 3aJaTy Wid Ipou3BoJbHY Tauky. Mako u3 onuca kopuuthema
miecrapa He cieiad JAa je Moryhe ommcaTd HOBU KPYr HCTHM OTBOPOM, y T€OMETPUJCKUM
KOHCTpYKIIMjama ce Mojipa3yMeBa Jia je Moryhe omucaTi BUIIEe KpyroBa UCTOT MOJYIPEYHHUKA ca
pa3IUYUTUM LIEHTpuMa (0coOnHa MpeHoIema ayxu). C TUM y Be3H, JOBOJHHO j€ JI0Ka3aTH Ja ce
MOK€ KOHCTpYUCATH JpYTH Kpyr YMjU j€ ILEeHTap pa3jiMuuT Of IEHTpa MNpBOI Kpyra, a
MOJIYNIPEYHUK JeTHAK MOJYIPEUYHUKY MPBOr Kpyra MOMOhy Iiectapa KOju HHUj€ cayyBao OTBOP
Iy’KUHe ToJTynpedHrKka npeor kpyral. Takole, kopuiheme IecTapa Kao IPEeHOCHOLA LYKU He
71aje pa3IMyuT CKYI PEHIMBUX KOHCTPYKIMja y OJTHOCY Ha CKYI PEIIMBUX KOHCTPYKIIMja 0 KOTa
ce onasu 0e3 Kopuihema Te 0COOUHE.

CBaka KOHCTPYKIMja JICBbUPOM H INECTapOM C€ CacTOju OJf KOHAYHO MHOTO H3BEICHUX
efleMeHMapHux KOHCMPYKYuja uiu onepayuja.

| N360p npousBosbHE TaUKE YHYTAp AATOT Jejia PaBHH.

Il Konctpykiyja npase Koja npoJjia3u Kpo3 jBe Beh nzabpaHe Tauke WM KOHCTPYHCAHE TauKe.
Il Konctpykiuja kpyra koMme je n3adpaH WM KOHCTPYHCaH LIEHTap U Tauka Ha nepudepuju.

IV OnpehuBame Tauke npeceka 1Be Beh KOHCTpyuCaHE MpaBe WIM KOHCTpyHCaHE IpaBe ca
KOHCTPYHCAHHM KPYTOM MU JIBa KOHCTPYHCaHa KpyTa.

3a majpe pazyMeBame TEKCTa MOTPEOHO je Aa ynuTaial Oyje yrno3HaT ca KOHCTPYKIIHjama Koje ce
WCTHYY TI0 CBOjOj jeIHOCTAaBHOCTH M Ha3BaheMO WX OCHOBHUM KOHCMPYKYUjama.

! KoHCTpyKIMjy Kpyra ca HOBUM LIEHTPOM MOeTe poHahu y kisusu [Ipasunnu nonuronu ap Bype [aynuha na
crpanu 13.



1 YBO/[. O KOHCTPYKLIHJH

OmHe ce y HacTaBM yBO/I€ TIOCTYITHO, JOIII OJ1 TPaIMBa IMIECTOT pa3peia OCHOBHE IIKOJIe. JacHO je na
Ce COdHCeHUja KOHCMPYKYuja, KOpucTehn BUIlle reOMETPHjCKUX YMEHCHUIA Y TIPOIECY aHAJIM3e,
pasnaxe Ha HU3 OCHOBHUX KOHCTPYKIIMja Koje ce JIako u3Boze. [logena Ha OCHOBHE U CIIOKEHE
KOHCTPYKIIM]j€ HHUje MPEIU3HO oJpehena, anu mocroje uiak HeKe OCHOBHE KOHCTPYKITH]E KOje ce
HE MOTY 3a00uhu W Mopajy ce TOMEHYTH, Kao IITO Cy: MPeHOC OVICU U NPEeHOC Yeloéd,
KOHCMPYKYUja cumempalie u cpeouuma 0yoicu, KOHCmpyKyuja cumempaine y2ia u cpeouuma iyKda,
KOHCMpYKYuja npage Koja nponasu Kpo3 oamy mauky u Koja je napaneiHa ca oamom npasom,
KOHCMPYKYUja Hopmaie uz oame mauke Ha 0amy npasy, oemerbe oame OyicU Ha jeOHaKe 0enose
Uy 0amoj pasmepu, 0OCHO8He KOHCMPYKYuje mpoyaia u op.

1.1. 'eomeTpHjcKe KOHCTPYKIHje ca OTPaHUYEeHHMA

Huje petko ma cy maTemMaTHyapyl MOKYIIABAJIM Jla CBeAy Kopuiiheme Jemupa M HiecTapa Ha
Kopumheme camo miectapa WiM camo Jemupa. llpumeheHo je ma je miectap caBpuIeHHjH
MHCTPYMEHT OJ1 JIHhHpa IITO 3HAYM J]a HEKe KOHCTPYKIIMje MOTY OUTH U3BEICHE CaMO ILIECTapoOM
Kao HOp. MOAETUTH KPYT HA IIECT jeHAKHX JEJI0OBA, KOHCTPYHCATH TAYKy CHMETPUYHY JaTOj
TauK{ y OJHOCY Ha Jary npaBy uTa. [IpaBuinaH mecroyrao ce Moxe KOHCTpyHCaTH KOpHIIhemeM
camo ImecTapa, 0K HaM JICHUP CIIY)KH CaMO KaKo OMCMO CITOjHITM TEMEHA Tj. HAaI[pTaId CTPAHHIIE
Ha Kpajy. [locTaBmio ce nurame: [la 1u je Moryhe KOHCTpyncaTu CBaky MpaBHiIaH ITOJUTOH CaMO
[IecTapoM, WM, TaK caMo JemupomM? YommreHo roBopehu, moa Kojum ycioBuMma ce
reOMETPHjCKa KOHCTPYKIMja KOja je W3BOJJBMBA IIECTAPOM U JICEHHPOM, MOXE H3BECTH CaMO
mecTapoM WM caMo JiekhupoMm? Maremarnyapyu Koju Cy Jaiu HajBehw mompuHOC pas3Bojy
TEOMETPHUjCKIX KOHCTPYKIMja ca OrpaHW4YHUM cpeactBuma jecy ['eopr Mop, Jlopenno
Mackeponu u Jakos IlItajuep. Jomr 1672. roaune nancku maremaruyap ['eopr Mop (Gorg Mohr,
1640-1697) y cBojoj kmu3u ,,Jlancku Eyknua™ je mokazao aa cBaka KOHCTPYKIIHja KOja MOXe Ja
ce U3BeJIe JICHUPOM U IIIECTapOM, MOXKE JIa Ce M3BEJIE CaMO IIIeCTapoM. Y TO BpeMe Taj JI0Ka3 HHje
6uo mpumeheH, a mopex Tora M Kmura ce 3aryouna, te je Tek npoHahena 1927. y jenHoj
antukBapHuIM y Konenxareny. Tek 1797. ronune y Mtanuju maremaruyap Jlopeniio MackepoHu
(Lorenzo Mascheroni, 1750-1800) je moHOBO MOKa3ao KCTO IITO je OBaj IMYT OWJIO 3ala)KCHO.
Takobe, cienehn cyrectuje ppaniyckor marematnyapa [lonciea (Jean Victor Poncelet, 1788-
1867), IlItajuep (Jakob Steiner, 1796-1863) je noka3ao 1833. roaute 1a 6WII0 KOja KOHCTPYKIIHja
U3BEJICHA JICKUPOM M LIECTApOM MOKE OUTH H3BEJCHA CAMUM JIEHUPOM, aKO Cy JaTH jeAaH Kpyr
Y HETOB IIEHTap. JacHO je Ja ce HempeKHuHa paBa He MOXKe KOHCTPYHCATH CaMO HIeCTapoM, Ia
ce y TeOMeTpMjU lIecTapa cMaTpa Jia je IpaBa KOHCTpyHCaHa ako Cy KOHCTpyHcaHe OMJIO Koje
meHe nBe Tauke. C pyre cTpaHe, y KOHCTPYKIMjaMa caMoO JICEbUPOM CMaTpaMo Jia j€ TPaKeHU
KpYT' KOHCTPYHCAH aKo je ojjpeheH LeHTap U MoIyNpeyHuK.

1.2. ETane y pemiaBampby KOHCTPYKTHBHHX 321aTaKa

[TpunrkoM m3pase KOHCTPYKTUBHOT 3ajlaTKa jaBJba C€ HU3 MUTama Ha Koja Tpeba OJroBOPUTH
Kako Ou 3ajaTak OMO pelleH y MOTIIYHOCTH M KOpeKTHO. Jla nu cMo Hauum cBa peuewma? Kako
n300p NaTHUX eneMeHaTra yTude Ha MOryhHocT pemiewma uian Opoj pemema? Kako crnposectu
KOHCTPYKIIM]Y Ha HajjeJTHOCTABHU]U HAUYUH?



1 YBO/[. O KOHCTPYKLIHJH

Nmajyhu cBe TO Ha yMmy, jolI 3a BpeMeHa kinacuuHe [ puke, HacTana je mema Koja ce cacToju O
YEeTHPH y3aCTOITHA KOPaKa:

1. ananusa

2. KOHCTPYKIIHja

3. nokas

4. nuckycwja.

1. AHanau3a npeTxoau camoM H3BoheHlY KOHCTPYKIMje TE€ Y OBOM KOpaky Tpeda pas3iioKHUTH
3aJaTaKk Ha HU3 €JeMEHTapHUX KOHCTPYKLHMja Wiu Beh mo3HaTHX 3amaraka. AHAIU3HPAMO TaKO
IITO IPETIOCTABUMO JIa je 3aaTak Beh peieH u youaBaMo 3aBUCHOCTH u3Mel)y JaTuX U TpaKeHUX
o0jekara koje 6u omoryhune pemasame npodiema. On Benuke moMohu jecte w a ce HampTa
CKUIIa WJIM ILPTEXK JaTOr M TPAKEHOT, KOjU C€, YKOJIHMKO je TOTPEeOHO, IOIMyHH MOMONHHM
JTUHUjaMa, KOjJU HaM CITY’KH Kao TPOjeKaT came KOHCTPYKIIHje.

2. KoHcTpyknmja ce cactoju y TOME Jia C€ Ha OCHOBY aHalIM3€ OJpe/in U3Bohermhe KOHaYHOT Opoja
EIIEMEHTAPHUX KOHCTPYKIIMja W peunMa OIHIIE CacTaBjbambe TpakeHe (urype ox aaTux
enemenara. Pemocnen onmpehuBama mojeMHHMX elieMEHaTa MPOM3HMIA3W W3 HU3a 3aBUCHOCTH
u3Melhy \BuXx, yTBph)eHUX IPEeTX0IHO aHAIN30M. 3a U3pay LPTEKa KOPUCTE CE€ UCKIbYUNBO JICHUP
W miectap, OCHM aKO HHUje Jpyraddje JoroBopeHo. KOHCTPYKIUjy MOKEMO TYMAuuTH U Kao
JITOpPHUTaM Y KOME Cy yJia3 JIaTH eJIEMEHTH 33/1aTKa, a U3J1a3 peliekhe 3a/1aTKa.

3. Jlokas3 je kopak y kome Tpeba JoKa3aTH Jja CBaka, KOHCTPYKILKjoM noOujeHa Gpurypa, oarorapa
CBHM YCIIOBMMa 3aJlaTKa. 3a JIOKa3 je 4eCTO MOTPEOHO KOPUCTUTH CTaBOBE OOPHYTE CTaBOBHMa
MPUMEHCHUM TIPU BPIICHY aHAIH3E.

4. luckycuja yTBphyje yCIOBE €r3MCTEHIMje peliema Kao U O0poj pemema. OOMYHO ce y
KOHCTPYKIIMjU OTPaHWYaBa Ha KOHCTPYKIIM]Y JEJHOT pelliekha, IPU YeMy TPETIIOCTaBIhaMO Jia Cy
KOpaly KOHCTpyKIuje cBu Moryhu. Mehyrtum, na 6u ce moTIyHO permo KOHCTPYKUBHU 331aTaK
Mopa Jla ce OJIrOBOPH Ha jOIII HEKA MUTama:

a) 3a Koje BeJMYMHE M KakaB Mel)ycoOHM mojoxkaj aatux obOjexara je moryhe KoHCTpyHcatu
TpaxkeHy gurypy?

6) Konuku je Opoj peiema y 3aBUCHOCTH O mojaTaxa?

IIpu ToMe ce moayaapHa peliema He cMaTpajy 3a pasjiiyuTa U KaXeMo J1a 3a7aTak hMa jeHO
pernieme (10 Ha TOIYAapHOCT).

JacHo je na je moryhe Heke KOHCTPYKTHBHE 33JJaTKe PEIIaBaTH U ca HELITO U3MEHEHOM IIEMOM.
Jlaknie, HUje HY)XHO Jla CBaKM KOHCTPYKTMBHH 33JaTak CaJpKd HCTAaKHYTE€ KOpake jep y
JEIHOCTaBHUJUM KOHCTpPYKIIMjaMa HEKH OJ OBHX KOpaka Cy TPUBMjaJHM M HEMOCPEIHO ciene
jellaH U3 Ipyror. Y HACTaBKy TEKCTa /1ajeMO MPUMEp PEIICHOT 3a1aTKa.

IIpumep 1.2.1. Koncrpynmm tpoyrao ABC ako cy c
3amare crpaHuna AB, texumHe nyxu t, u t, u3
TemeHa A ogHocHO TeMeHa B tpoyria ABC.

Ananuza. 3aMuciuMo Ja je 3amarak pemeH (ci. 1).
Texwure T je npecek 3aaTUX TEXKUIIHUX TyXKH t,
u t,. Ha ocHOBY Teopeme:

Teopema 1.2.2. Texxunine nyxu Tpoyria ce ceKy y
TayKy KOja JENU CBaKy TEXKHUIIHY AYX y OJHOCY
1:2.

Cn. 1.



1 YBO/J. O KOHCTPYKLIUJN

Moskemo youutu Tpoyrao ABT uwmje cy ctpanune nyx AB (3amara), BT = EBE (nyx BE =t je

3amata) u AT = §AD (myxx AD = t, je 3amata). Onatie nako nobujamo Tauke E u D. [lasmwe,

npoayxaBamweM Ayku AE u BD npeko tayaka E u D nmobujamo Tauky C Kao Tayky Ipeceka
MIPOIyKEeTaKa.

Konempyxyuja.

1. Koncrpyumemo nyx AB npeMa 1aToj BeIH4uHU (CI1. 2), . |
KopHIIhemeM OCHOBHE KOHCTPYKIIU]E npeHouerse OYiuCU. A Q le
KOHCTpyHILIEMO Tauky A, nonynpasy AQ, Tauky Cn. 2.

B =k(A,c)NAQ.
2. Koncrpyumemo nyx BT nyxune BT = %BE (c. 3).
3. Koncrpynmemo nyx AT nyxune AT = %AD (cn. 4).
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Cn 5

5. Ctpanuny AT npoayxumo npeko TemeHa T u o1 A HaHecemo 3anaty nyx AD (ci. 6).
6. Ctpanuity BT npoayxumo npeko temena T u o1 B Hanecemo 3aaary ayx BE (ci. 6).
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7. Koncrpyummemo mipecek npaa p(A,E) u p(B,D) u o3HaunMo ra TadykoMm C, MTO je TeMe
TpaxkeHor Tpoyria ABC (ci. 6).

Cu. 6.

Hoxkaz. Kako je TD : TA = —%, a ucto tako u TE : TB = —% To cy Tpoyrnosu ABT v DET

. .1 . 1
XOMOTETHYHH ca KOe(PULIjEHTOM XOMOTETH]E — > To nasee 3Haun na je ED : AB = > 1na ED ceue

crpanute AC n BC y wmuxoBum cpeaumruMa. To, nasee, IupekTHO 3Hauu na cy AD u BE
TeXUILIHE Oyxu Tpoyria ABC.

Huckycuja. CBu cy KopalM y KOHCTPYKLIMJU YBEK M3BOAJBUBU OCUM, MOXJa, Kopaka 4. Haume,

KOHCTPYKLIM]ja TPOYIJIa j€ U3BOJJbMBA aKO 3a T€ TPU CTPaHUIE BaXH HEJEIHAKOCT TPOYIa Koja
TJIaCH:

Teopema 1.2.3. CBaka cTpaHuIla TPOYIJIa je Mara o] 30upa u Beha oJ1 pa3iuke Apyre JBe.

Crora, Tpeba 1a Baxu

2 2
5 (BE — AD) < AB < 3 (BE + AD),
OIHOCHO

2 2
§(tb—ta)<AB<§(tb+ta)-

I[aKJ'IC, 3aaaTak I/IMaje,Z[HO peHICHC Y3 TOPHU YCIIOB, Y IPOTUBHOM HEMA PCIICH:C.
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Il KOHCTPYKTUBHE METOJIE

2.1. O meToaama

Hajucraknytuje reomeTpujcke METOJE pellaBaba KOHCTPYKTMBHHUX 3a/aTaka jecy: .memood
npecexa (2eomMempujckux mecma madaxa), memooa nomohnux gueypa, memooe 2eomempujckux
mpancghopmayuja (memooa OcHe cumempuje, Memooda pomayuje, Memooda YeHMmpaiHe
cumempuje, Memooa mpanciayuje, memooa xomomemuje, memooa cauunocmu). OBe METOzIE ce y
HAaCTaBU MOTY HEMOCPETHO NPUMEHUBATH jep 3a HUX YYCHHIM Yy4€ TEOPH]CKY OCHOBY.
[Ipumehyjemo na cy To BehnHoM MeTozie TeoMeTpHjCKUX TpaHchopmalirja. Y reoMeTpHju KpyroBa
BEOMa CE YeCTO ynoTpedibaBa memoda uHeep3uje 3a Kojy je morpedHa nmocedHa TeOpHjcKa OCHOBA.
VY HalpTHOj TEOMETPHU)U BAXKHY YJIOTY UMajy Memood agpuHocmu U Memooa Koauneayuje.

Yecro ce, n3 came popmynarnmje 3agaTka HacIyhyje, Koja reoMeTpHjcKa MeTo/1a je HajepukacHuja,
HIIp:

- KOHCTPYKIIMja Kpyra ca 3aJaTHM IOJYIPEYHHUKOM KOjU AOAMPYje AaTy MpaBy U JaTH KPYr
(MeToa reOMeTPHjCKUX MECTa Tauaka);

- KOHCTPYKIIM]ja TIETOYTJIa KOME Cy 3aJ1aTa CPEIUIITa CTpaHHIa (METO/Ia IIEHTPATHE CUMETPH]E);

- KOHCTPYKIIHMja KBajipata KOMe Cy 3aJaTH CPEIUIITE U 10 je[JHa TaYKa Ha CYCeJHUM CTPaHHUI[aMa
(Meroma poranuje);

- KOHCTPYKIIMja Kpyra KOju AOJUpYje TpH 3a7ata Kpyra (MeToaa UHBEp3HUje);

- KOHCTPYKIIMja Kpyra KOjU CaApXH JAaTy Tadky P u goaupyje IBe naTe mpaBe Koje HHUCY
napasiesine (MeTo/1a XOMOTETH]e).

MHOTrH KOHCTPYKTHUBHH 3aJlalli C€ MOTY PEIINTH Ha BWIIE HauWHa, Tj. Kopuctehu pazmmunre
Mmetojzie. HapaBHO, yecTo ce KoMOMHY]y JiB€ WJIM BUIIE METO/a IIPU pelllaBamy jeJHOT 3aJaTKa.
Mebhytum, moHekan ce JAOTOAM 1a, Ma KOJWKO Ce TPYAWJIM M TOKYIIaBaJIM, HE yCIeBamo Ja
pelIMMO TpaXkeHy KOHCTPYKLHM]y. Y TakBUM ciy4yajeBUMa yMme Ja Oyae o momohu T3B.
aneebapcka memooa. O woj he Outu peun KacHuje.

Kpo3 oBaj pag hemo ce Oosbe ymo3HaTH ca rope HaBEACHMM METOJa W 3a CBaKy OJ HHX
uiyctpoBahemo 1o jeJjaH KOHCTPYKTHUBHU 33/1aTaK.

OcHoBHe enemeHnte Tpoyria ABC, ako HHMje MOceOHO Ha3zHadyeHo, oOenexaBaheMo Ha moie
HanucaH HauuH. Mcnncane cy camo o3Hake Koje oaronapajy Temeny A. 3a temena B u C o3Hake
Cy aHAJIOTHE.

a — ctpanuna B(C;

a —yrao £BAC;

h, — BucuHa U3 TeMeHa 4,

t,— TeXUIIHA TyXK U3 TeMeHa A;
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2.2. MeToaa npeceka (MeT0a reOMeTPHjCKHX MeCTa Ta4aKa)

Behnna reomeTpujckux KOHCTPYKIIMja KOje C€ M3BOJE y OCHOBHUM M CPEIIBUM IIKOJIaMa ce
pemaBajy MmoMohy MeToAe Ipeceka CKyNoBa Tayaka WIIHM, Jpyraddje pedyeHo, MeETOJe
reOMETPHjCKIX MECTa Tayaka.

Hepununuja 2.2.1. TMT (a) - [eoMeTprjcKO MECTO Tayaka paBHH j€ CKYIl CBMX Tadaka Koje
3aJ10BOJbaBajy oapeheHu ycioB «a.

Axo je S maBeneHo reomerpujcko mecto tadaka I'MT (a), tama S 3amoBosbaBa cieneha asa
ycIoBa:

1. CBaka Tauka y paBHH KOja 33JI0BOJbaBa YCJIOB @ MPHUIIaJIa CKYIy S.

2. Caka Tauka cKyma S uMa ocoOuHy «.

Ocnosna uzeja npumene meroge [ MT je cineneha. Pagu ce o KOHCTpYKIHju KJbYYHE Taduke X Koja

HCTOBpeMEHO MMa ocobuue a u . 30or tora X jexu y npeceky ¢purypa ®; = TMT(a) u @, =
I'MT(p).

3a xopumheme 0Be METOE HEONXOIHO je MO3HABamhe OCHOBHUX I'€OMETPHjCKHX MECTa Tadaka,
OHMX KOjux ce Hajuenthe cpehy. To cy:

| TeomeTpHjcKO MECTO Tayaka 4Mja Cy pacTojarba of Aare Tauke O moayaapHa aaToj ayxu d je
kpye ca yeumpom y mauxu O nonynpeunuxa d (cnuka 7.1).

Il T'eomerpujcko MecTo Tayaka uyWja Cy pacTojama of JaTux Tadaka A u B moxynmapha jecte
cumempana oyxcu AB (cnuka 7.2).

11 TeomeTpujcko MeCTO Tauaka 4uja Cy pacTojama O] Jare Mpase p MoAyaapHa AaToj nyxu d je
CKyn 00 0s6e npase napaienme ca p Ha pacmojarby d 00 re (ciuka 7.3).

IV T'eoMeTpujcko MECTO Tavyaka 4rja Cy pacTojama oJ1 IBE JaTe MpaBe a U b moayaapHa, mpu 4emy
npase a U b HUCy napaiesHe, je cKyn 00 0ee y3ajamMHo HopMaiHe npase oopehere cumempanama
yenoea Koje obpa3zyjy npase a u b (cnuka 7.4).

V I'eomeTpHjcko MECTO Tayaka M3 KOjUX ce Jata nyx AB BuaM 1o AaTuM yriioM @ € yHuja 06a
kpyaicua ayka AB - ocnocumempuuna y oonocy na npasy AB maxeu da cy nepugepujcku yenoeu
Hao memusom AB jeounaxu a (cmuka 7.5).

s p
a A N b
k /\\ / \
//1\\ == —— — // \\
/, SN N\
JUSA [ 4 _|_d ] NN
\ ; B ’
\ /
\ / - — —|— —
\ /
v
Vi
1) 2) 3) 4) 5)

Cn. 7.
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Crnenu npuMmep 3a1aTka y kKoMme heMo KOPUCTUTH METOy
I'MT:

Hpumep 2.2.2. Konctpyumn tpoyrao ABC kome cy hy
3a/laTe cTpaHuIle a u b BucuHa h,,.

Ananuza. Heka je ABC Tpakenu Tpoyrao. O3HauuMo
Jare eJeMEeHTE U MCIUTajMo ogHoce Mehy muma (ci. 8).
bynyhu na je mara crpanuna a, remeHa B u C MoxxeMo Cn 8.
KOHCTpyucatu aupektHo. Tpehe Tteme A wmopa

3aJj0BoJbaBatu cieaeha qsa yciosa:

1. 30or mator h,, Tauka A Mopa Outu ynasbeHa oxa mpaBe BC 3a nayxuny h,. Ilpema Tome, A
npunaga MT Il, 1j. ckyny Tayaka umja cy pacrojama ox npase BC jeanaka h,. To cy nBe npase
napanenne ca BC cBaka Ha pacrojamy h, on BC.

2. 30or maror b, Tauka A Mopa OutH ymasbeHa oj Tauke C 3a myxuny b. Crneau na A npunana
I'MT 1, 1j. kxpyry ca neHTpoM C ¥ MOIyIIPEYHUKOM b.

Hakine, Teme A je y 1mpeceky Ta JBa
reoMeTpHjcKa MecTa Tadyaka.

Koncmpyxkyuja. —e

1. Koncrpyummumo ayx BC noaynapHoj 1atoj
IYXH A.
2. KoHCcTpyHmemMo napaieiaHe nmpase p u q

kao ['MT uwuja cy pacrojama o npase BC
jenHaka hy,.

3. KoHcTpyniemMo Kpyr ca IIeHTpoM y Tadku C B a C
Y TIOJTYTIPEYHUKOM b. h,
4. OsHaunMo ca A mpecek mpaBux p mq ca
kpyrom k(C, b). q
5. Tpoyrao ABC je tpaxenu (ci. 9).
Cn9

lokas3. Jlokas cneau U3 aHajan3e U KOHCTPYKIIH]E.

Juckycuja. OuurnenHo, 3aaTak UMa OHOJIMKO pellieha KOJUKO MMa Tayaka A, a TO je jeTHaKo
Opojy Tauaka npeceka npaBux p u q u kpyra k(C, b). Cny4ajeBu cy cienehu:

(a) h, > b. Hema perema.

(6) hy = b. JIBe Tauke npeceka. Kako cy moOujeHH TpOYTIOBU moayaapHu (OCHOCHMETPUYHH),
JEITHO pelIeHe.

(B) hy < b. YeTnpu Tauke npeceka u JBa pelieha.

10
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2.3. Metoaa nonyHckux gurypa

Kao mTo Ham je Beh mo3HaTO, y aHAIM3M MPETIIOCTAaBUMO Ja j€ 33JaTak pelleH, CKUIpPaMO
TpaxeHy (GUrypy v 00CJIC)KUMO TO3HATE CIIEMEHTE. Y KOJHUKO j&, Ha OCHOBY J0OHjEHOT LpTEeXa,
TEIIKO HM3BECTH KOHCTPYKLHjy, 4eCTO je Moryhe CKuily TpaxkeHe (urype JOMYHHUTH HOBUM
TuHUjaMa (JemoBMMa MpaBUX W Kpyroma). Tako ce moOuja T3B. domyncka ¢ueypa. Hakon
KOHCTpPYKILIMje JIONyHCKe (UTrype KOHCTPYKIHMja TpaxeHe ¢urype Moxe OWTH 3HATHO
M10j€THOCTABJbCHA.

[Ipumep 2.3.1. Koncrpyucatu npasoyriu tpoyrao ABC ako cy jaTu omrap yrao a Koja remeHa A
1 30up Karera a u b.

Ananuza. Heka je AABC tpaxenu Tpoyrao (ci. 10). bynyhu na 36up xarera a + b, uzeja je aa ce
nobuje gurypa xoju caapxu Oamr Taj enemenar a + b. [Ipoxyxuhemo katety AC nipeko C 3a nyx
CD = a. Cana nob6ujamo AABD y kome je mo3Hato: ctpanuna AD = a + b, yrao a ko TeMeHa A
u yrao kox temena D, 4D = 45° jep je ACDB jenHaKOKpako-TIpaBOyriik. Y OBOM 3aJIaTKy je
kopumthena nomyncka ¢urypa AABD.

Konempyxkyuja.

1. Koncrpyummmo nyx AD = a + b (cn. 11).

2. Tlperocumo yrao « Ha Teme A, Tj. ZDAL = a (0CHOBHA KOHCTPYKIIHja npeHouere yeia).
3. Konctpywumemo yrao on ZADM = 45°.

4. Hekaje B =DM N AL.

5. Koncrpyuiemo Hopmaity n u3 Tauke B Ha npaBy AQ.

6. Heka je C = AQ N n.

7. AABC (cn. 11).

Hoxkasz: Jloka3 cnenu U3 aHaiuu3e U KOHCTPYKLHUje

Juckycuja: 3amatak uMa yBEK
JEIMHCTBEHO peLICHeE.

a+b

+ O —— - — - — - — - — — — — — —

11
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2.4. Kopumtheme reomeTpujckux Tpancdopmanuja

[TpetniocTaBUMO J1a je y KOHCTPYKTUBHOM 3aJIaTKy KJby4Ha KOHCTpYKIHja Tadyaka A u B koje cy
MOBE3aHe HEKOM reoMeTprjckoM Tpancdopmaijom f, 1j. B = f(A). Ilpurom Tauka A npunaaa
natoj purypu F;, a tauka B naroj purypu F,. Tana tauky B mobujamo y npeceky ¢urypa f (F;)
ukF,.

Mma Buie morogHOCTH O0Be MeToze. Perumo, y 1oka3y KOHCTPYKIIHje MOTY 3T0JTHO KOPHCTHTH
ocobune Tpanchopmarmje f. Ocum Tora, Hajuenthe je Opoj periema jeHaK Opojy 3ajeTHUIKUX
tayaka urypa f(F;) u F,.

2.4.1. Metona ocHE cUMETpHje

3a map Tauaka A u A’ KaxeMo j1a Cy cumempuune y OJHOCY Ha 0Cy S, aKo je gy AA’ okomuTa Ha
[paBy S M aKo IpaBa S CajipKu cpeaute xyxu AA'.

Hedpununuja 2.4.1.1. Tpancopmaijy y paBHU KOja MpeciIMKaBa CBaKy TaykKy paBHU A Ha 0]

CUMETpUYHY Tauky A’ y OJIHOCY Ha HEKY IPaBy S, 30BEMO OCHOM CUMEMpPUjoM y OJHOCY Ha Ty
2

ocy s.

Crenu pemiere 3a/1aTKa y KOjeM WIyCTPYjeMO MIPUMEHY METOJIe OCHE CUMETPH]E.

[Ipumep 2.4.1.2. Jlatu cy kpyroBu k, u k, u npasa s. KoHcTpyncaTu jeiHaKOCTpaHHUYAH TPOYTrao
ABC Tako na teme A mpunana kpyry kq, teme B kpyry k,, 10K BUCHHa U3 TemeHa C mpumnajia
paBoj S.

Ananuza. Hexa je AABC tpaxenu tpoyrao (ci. 12). byayhu nma je tpoyrao ABC
JeIHAaKOCTpaHW4YaH, CAMETPHYAH je y OJTHOCY Ha mpaBy s. Tauka A mpunana kpyry kq, mma cimka
tauke A (Tauka B) y 1aT0j 0CHOj pediekcuju npumaaa ciunu kpyra k, (xpyry kq). Jlakie, Tauka
B je npeceuna tauka kpyrosa k, u ki. Tauka C je mpecedHa Tauka mpase S U Kpyra ca [EeHTPOM Y
Tayku B, nomynpeuynuka AB.

Koncmpyxkyuja.

1. KoHCTpyHIIIUMO U 03HAYUMO ca ki Kpyr
CHUMEeTpHUYaH Kpyry k; y oqHOCY Ha TIpaBy S. .

2. Heka je B jemHa o mpeceyHHX Tadaka
Kkpyrosa k, u kj.

3. Ca A 03HaYuMO CUMETPUYHY TaYKy TAYKH
B y ogHOCY Ha mIpaBy S.

4.Hekaje C = k(B,AB) N's.
5. AABC (cn. 12).

2 1. anman, I eomempujcke koncmpykyuje, ctp. 36.

12
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Jloxaz. Ha ocHOBY KOHCTPYKIIMje W aHalW3e Tauka B mpumana kpyry k,, tauka A xpyry k; u
tauka C npaBoj s. Tauka O mpumnaga mpasoj S ¥ npeacraBiba cpeaumte ayxu AB. yx CO je
TpaxkxeHa BucuHa Tpoyria ABC u3 temena C u npunajaa npasoj s. Baxxu BO = AO u BA L s, na
cy AAOC u ABOC npaBoyriu u mehyco6Ho mogynapumu, onakie cieau BC = AC. Kako je AB =
BC, AABC je jenHakoCTpaHH4YaH.

Huckycuja. Bpoj pelerma 3aBucu oj1 Opoja 3ajeJHNYKUX Tayaka Kpyrosa k, u k,'. CiayuajeBu cy
cnenehu:

(a) Kpyrosu k, u k;' ce cexy. 3a cBaky npeceuHy TauKy OBHMX KpyroBa Tauka C MOXe Ja ce
n3abepe Ha 1o J1Ba (cuMeTpryuHa) HaunHa. Kako cy 1001jeHH TpOyTriIoBY OAYAapHH, IBa PEIICHA.

(6) Kpyrosu k, u k;' ce nonupyjy. 3amaTak uMa jeIHO PEILEH-E
(8) Kpyrosu k, u k;' cy uaentuunu. 3agaTak vMa OECKOHAYHO PEIIEHA.

(r) Mnaue Hema perema.

2.4.2. Mertona poralniyje u IICHTPAIHE CUMETPH]e

Jom jeqHa reomeTpujcka TpaH(opMalrja y paBHU KOja ce MOXKE JICTIO YITOTPEOUTH IIPU PElIaBamby
KOHCTPYKTHBHHX 3a/1aTaka jecTe METO/a pOTallyje.

Hedunummja 2.4.2.1. Heka je mara Tauka S U opujeHTHCaHU yrao «. Hekoj Taukm paBHU A
npuapyuMo Tauky A’ Tako na je SA = SA'u LASA' = a. TakBy OujeKTUBHY TpaHCHOPMAILIH]Y
PaBHM 30BEMO pomayujom paBHU OKO LIEHTpa S 3a opujeHTHCaHu yrao a.’

LJenmpanna cumempuja je Bpcta poTaiuje, TadHuje potaruja 3a 180°. 3aro je HUje MOTPeOHO
noceOHO omucuBaTh. MokeMo je Takole mpHKazaTh U Kao KOMOHMHAIIM]y JIBE Y3aCTOITHE OCHE
CHUMETpHje KojuMa cy oce J1Be Mel)ycoOHO okomuTe npase. LlenTpanHa cumeTpuja ce u3iaja noj
MmoceOHUM Ha3MBOM 300T CBOJUX CBOjCTaBa U jJeIHOCTaBHE U JIAKO YOUJbUBE MIPUMEHE.

NnyctpyjMo 1 pa3jacHUMO IpUMEHY poTauuje y cieaehem npumepy.

IIpumep 2.4.2.2. late cy npase b, ¢ u Tauka A. KoHcTpyucatu jegHakocTpaHUUHU Tpoyrao ABC
TaKo J1a My je Teme B Ha nipaBu b, a Teme C Ha IIpaBH C.

Ananuza. Heka je AABC tpaxenu Tpoyrao (ci. 13). C 063upom J1a je Tpoyrao jeIHaKoCTpaHHYaH,
yrao ko tremeHa A uzHocu 60°. Potupamem npase b oko tauke A 3a 60° 1o6ujaMo MKy mpase
b xojy hemo obGenexutu ca b’. Tauka C je mpecek mpase ¢ u npase b'. Porauujom Tauke C y
CYIPOTHOM cMepy OKO Tauke A 1o0ujamo Tauky B koja mpunaja npasoj b.

Koncmpyxyuja.
1. KoHCTpyHImmmo Kpo3 Tauky A mpaBy HOpMaJTHy Ha MpaBy b ¥ 03HAYMMO je ca ca n.

2.HekajeM =nnb.

3 1. anman, I eomempujcke xoncmpykyuje, crp. 51.
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3. Heka je M’ tauka noGujena porarujom tauke M oko tauke A 3a 60°.

4. KoHCcTpyuimumMo kpo3 Tauky M’ mpaBy HopManHy Ha kpak AM' o3uaunmo je ca b'.
5.HekajeC =cnb'

6. Hexka je B Ttauka nobujena porupameM Tadke C oko Tauke A 3a 60°, y CympoTHOM cMepy.
7. Tpoyrao ABC je tpaxenu (ci. 13).

Jloxaz. Ha ocHOBY KOHCTpYKIIHje Tauka C mpuIiaja npasoj ¢, a Tauka B npaBoj b. Youumo aa ce
poramujoM oko Tauke A 3a yrao on 60° tauka B npeciukaBa y Tauky C, TOK c€ POTalHjoM y
CyNpoTHOM cMjepy Tauka C mpeciaukaBa y Tauky B. Baxu AB = AC u £BAC = 60°, onakie
cienu na je Tpoyrao ABC jemHaKOKpaky U J1a Cy yriOBH Ha ocHOBHUIM o 60°. Jlakie, Tpoyrao
ABC je jennakocTpaHHUYaH.

Huckycuja. bpoj pelierba 3aBUCH O] TT0JI0Kaja Tauke A mpema rnpaBama b U ¢ Kao U 0] BEJTHYHHE
yTiia KOju Te JBeE mpase o0pasyjy.

(@) f{A}=bncucsbc)+ 60°

321,[[8.T8.K HEMa pCUICHa.

(6) {A} # bncusb,c) = 60°.

3ajaTak uMa jeTHO PEUICHe
®){A}#bncwus(b,c) # 60°

3amaTak MMa J[Ba peliema jep porauujy ’ ,
MOEMO M3BOJUTH y JIBa CMEpa.

o {A}=bncwucslbc)=60°

3az[aTaI< nMa 0ECKOHAYHO MHOTO peuicmka.

Cn. 13.

2.4.3. Metona TpaHcnanuje

Hedunnnmja 2.4.3.1. Heka je y paBHH 3a/1aTa jeIHa OpHUjSHTHCAHA JTYK AA'. CBakoj Tauku paBHU

X npuapyxkumo tauky X' TakBy jaa IyxK XX uma HCTY IY>)KMHY Kao U JAyX ﬁ, T€ UCTU CMEP U

opujentaiujy. TakBy Tpanhopmalujy 30BeMo mpanciayujom.*

Ipumep 2.4.3.2. Jlatu cy kpyrosu k, u k, u npasa p. KonctpyucaTtu npaBy napajeiny ca p Koja

ceue k; y Taukama A; u By, a k, y Taukama A, u B,, Tako na je 30up nyxu A,B; u A,B,
noJtyJapaH J1aToj AyxHu d.

4 1. anman, I eomempujcke xoncmpykyuje, cTp. 42.
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Ananusza. Heka je | Tpaskena npasa (ci1. 14). O6enexumo ca C; u C, MoIHOXK]a HOpMasia U3 Tayaka
0, u 0, na nipaBy l. Taxohe, C; u C, cy cpenumra TetuBa A, B, u A, B,, penom. Takohe, mpase
0,C; u 0,C, cy nopmanne p. Heka je kpyr k,' nobujen tpancianmjoM Kpyra k, mayx npase [

Tako 1a ce tauke A, u B; noknanajy. Bekrop tpancnanuje je 0,0, je myxune 0,5 — %d (S je

OIHOXKje HopMate u3 Tauke 0, Ha npaBy 0, C;).

Konempyxkyuja.

1. Heka cy n; u n, npase Koje Cy HOpMajHe Ha IpaBy p Hu mposase kpo3 0, u O, penom.

2. Hexka je n; mpaBa HOpMaliHa Ha MpaBy N4 mpoiiaszu Kpo3 0.

3.Hekaje S = ny Nns.

4. Tpauncnupajmo k, 3a Bektop ayxune 0,5 — %d y IpaBIly P U J00MjE€HU KPyT 03HaYUMO ca k',
5.Hekaje B; = k; N k'

6. O3naunmo ca [ mpaBy napajenHy ca p Koja npoJia3u Kpo3 Bj.

Hoxkas. Bextop 0,0," ce moxe nahu jep je

OZOé = OZS - SO% = OZS _é(AlBl‘l'AZBZ) — OZS —_ %d.

Juckycuja. Tloctoju aBa, jeTHO WM HUJEAHO PEIICHE y 3aBUCHOCTH O] TOTa CEKY JIU CE KPYTOBH
k, v ki' y nBe, jeqHOj WK HUj€AHO] TAUKH.

Cn. 14.
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2.4.4. Merona cnuaHOCTH (METOJIa XOMOTETH]E)

Hedununmja 2.4.4.1. Heka je S ¢uxcHa Tauka paBHH. buiio k0joj Tauku X y paBHU (pa3Iu4nTO]
on S) npuapyxkumo Tauky X' Koja je KonuHeapHa ca X u ca S U 3a KOjy Bpeau

sx! _— =
— =k (wm SX' =SX - k),
SX

rjae cy SX u WopnjeHTHcaHe nyxu, a k 6unmo koju peasnan Opoj pazmmuut ox 0. Taksy
TpaHchopMaIijy 30BEMO XOMOmMemujom, Tadky S 30BEeMO yeHmpom xomomemuje, a 0poj k
koeguyujenmom xomomemuje (cu. 15, 16. u 17).°

|
<
|

x
X e

Cn. 15. Xomomemuja pasnu ca yeHmpom y mauxu S u

1 koeguyujenmom k = 3.
o e e Cn. 16. Xomomemuja pasnu ca yenHmpom y mauxu S u
X X . 1
S Koeguyujenmom k = >
D ) Cn. 17. Xomomemuja paguu ca yeHmpom y mauxu S u
! .
X S X rkoeguyujenmom k = —2.

CauyHOCT je TakBa TpaHCOpMallMja Tayaka KOJ KOje Cy CBaka JiBa MPUAPYKEHA CETMEHTa Y
pa3Mepu. XOMOTETH]a je CIUYHOCT 3a KOjy MOpa OUTH HCITYEH-CHO JIa CY CBaKe JIBE MPUIPYKCHE
Tayke KOJMHEApHE ca LIEHTPOM XOMOTETH]E.

Crenu pelnieme 3a/1aTKa JJOOUjeHO MPUMEHOM METOJIE CIIMYHOCTH.

IIpumep 2.4.4.2. Koncrpyucaru kBajapatr ABCD ako nata JQyXHHa p, HpeACTaB/ba AYXKUHY
yraseeHocTH cpenumta P crpanuue CD kBaapata ABCD on temeHa A.

Ananuza. CBaka JBa KBajpara cy ciuuyHa. Hajmpe ce koHcTpyuiue OMIIO KOjU KBajpar, youu
yIaJbEHOCT jeIHOT HErOBOI TEMEHAa O]l CPEAMIITa jelHE HACHpaMHE CTPaHMIE, a 3aTHUM
KOHCTpYHILIE KBaJIpaT KOME j€ TaKBa y/1aJb€HOCT Ta4HO P.

Koncmpyxkyuja.

1. Koncrpyummmo kBaapat ABqCy Dy Ipou3BOJBHO. /

2. Heka je P; cpenumite merose crpanuie C; D, . Dpm——p —— —C,

2. Koncrpyummmo nyx AP Ha ipaBoj AP; ayXuHe p. |

3. Koncrpyummumo kBagpar ABCD Tako na je P /P :

cpeamiTe merose crpanuiie CD (cn. 18). / |
[
l

Jloxasz. Jloka3 je Ha OCHOBY aHQJIM3€ OYMTJIC/IaH. B

Jluckycuja. 3amatak iMa YBEK JETMHCTBEHO PEIICHE. c
. 18.

5 1. anman, I eomempujcke xoncmpykyuje, cTp. 63.
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2.5. Anrebapcka meroaa

[lonekan ce AOroau Ja HUjEAHOM O]l HaBEACHUX METOJa I€OMETPH)jCKOT KOHCTpyHCama He
MOKEMO PEIIUTH KOHCTPYKTHBAH 3a7aTak 0e3 003upa KOJMKO IMOKYIIAaBaaH. Y TOM CIIy4ajy
nokymaheMo NpUMEHUTH a1eebapcKy Memoody peuasarba KOHCMPYKMUGHUX 3a0amaxd.

Heka cy y KOHCTpYKTUBHOM 3aJaTKy JaTe IyKu IyKuHe a,b,c,...,k n Heka je 3a pelieme
3a/laTKa MOTPeOHO KOHCTPYMCATH HEMO3HATy Iy AyXHuHE X . J[y)KMHY X H3pa3MMO HEKUM
anre0apCKUM U3pa3oM OJHOCHO (hopMysIoM oMohy AaTuX BeIHYMHA

x=f(ab,c,..., k).

Kako Cy AYKHHC YBCK IO3UTUBHC BPCAHOCTH, I'OPHHU HU3paA3 f HMa CMHUCJIa CaMO aKoO IIoIIpHuMa
IMO3UTUBHE BPCAHOCTH.

[Tocmarpajmo HajIpe HEKe jeTHOCTaBHUje KOHCTPYKIIH]je anre0apcKux n3pasa koje hemo Ha3Bath
OCHOBHUM U3paszuma. AKO je u3pa3 CIIOKCHHUjer 00JIuKa (crodceHu aneebapcku uzpas), IoTpeoHo
je TpaHcOopMHUCaTH Ta y OCHOBHE U3pase.

2.8.1. OcHoBHH anredapcku U3pazu

1. x = a + b (cabupame qy:ku 1y:kuHa a u b).

Jlyx y’KuHE X 00HMjaMO aKo Ha UCTY TpaBy HAaHECEMO MYXXHMHY @ U 3aTHM Ha by HaJI0BEKEMO
AyXUHY b, Tako /1a Te JBe Ay)KUHE UMajy caMo jeHy 3ajeJHHYKyY Tauky (ci. 19).
2.x = a— b,a > b (ogy3umame ayu 1y:KuHa a u b).

Jlyx TyKuHE X 100HjaMo aKko Ha MCTy NPaBy HAHECEMO AY)KUHY @, 3aTHM U AYKUHY b, alnu Tako
Jla UM Ce jeJIHa Kpajiha Tauka IMOKJIamna 1 Jia IocToje 3ajeIHInuKe Tauke aatux ayxuna (ci. 20).

3. x =n-a,n € N (MHOKeH€ TYyKHU Ty:KHHE A MPUPOTHUM OGpojeM n)
Ha ocHoBy cabupama ayxu cieam aa AyX AyKUHE X Jo0MjaMo Kaja n myTa cabepemMo Iyx
ayxune a (ci. 21).

4. x = %, n € N (mesbeme ay:Ku Jy’KHHe @ NPUPOIHUM OpojeM n)

Hexa je nara nyx OA nyxune a. Konctpyummmo npou3BosbHO Kpak u3 0 pasznuuut ox OA u Ha
HBEMY HaHECHMO IPOU3BOJBHY AYXHHY b, n nyra. Baxu OB = n-b. Kpo3 kpajwy Tauky B,

0OA
KOHCTPYMIIIMMO IpaBy napainenny ca AB xoja ceue OA y tauku A,. Baxu 04, = - (cm. 22).

a b | - a a k‘__"L‘i“ L N
- ) | - | - | I
a—+b | a—2b - b ) - ’ I

n-a

Cn. 19. Cxn. 20. Cn. 21.
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n
5 x=—-a, nmeN
m

OBa KOHCTpYKIIMja C€ HM3BOAM NPUMEHOM KOHCTpPYKIHMje 4. I/ie MOAEIMMO a Ha M jeIHaKuX
JIe7I0Ba, a 3aTUM IIPUMEHOM KOHCTpYKIHje 3. Tie ce m-TH Aeo noseha n myTa.

ab .
6. x = @ b, c € N (koHCTpyKIHja YeTBPTe NMPONOPIHOHAIE)

Ha ucty nonynpasy Hanecemo nyx OA = a u nyx OC = c¢. KoHCTpyuIIMMO NPOU3BOJBHO Kpak
u3 O pasnmuuut on OC v Ha wemy HaHecuMo nyx OB = b. KoHCTpyHIIMMO TipaBy mapajienHy ca
BC xoja npona3u kpo3 Tauky A. Heka je X Tauka npeceka Te npase u OB. 0X je TpakeHa ayxK.

Hoxkasz. Kako je £0CB = £0AX n £0BC = £0XA, cnenu na cy tpoyriaosu OCB u OAX cnuvHu.

300r ciuunoctu je OX : OB = 0A : OC, omHocHo x : b = a : ¢ . Jlobujamo x = a—cb (cm. 23).

Cn. 22. Cn. 23.

7.x =+vab,a,b € N (reomerpujcka cpeIuHa Jy:Ku Ay>KUHA a U b)

ITo xoHcTpykumju 1. koHcTpyHmumo nyx AC kao 36up ayxu AB = a u nyx BC = b. Heka je O
at+b
2
Hexka je Tauka X npecek kpyra k u npaBe HopmaiHe Ha AC koja nposaszu Kpo3 Tauky B. lyxx BX

cpenumre ayxu AC. KoHcTpynmmmo kpyr ca neHTtpoM y Ttadku O noaynpeunuka OC =

Jj€ TpakeHa IyX JTYKUHE X.

/Jlokasz. Tlpema TeopeMu O OAHOCY LIEHTPAIHOTI M NEepU]EepHjCcKOr yria HajJ UCTHUM KPY>KHUM
nykom® cienu ma je £AXC mpas yrao. Tpoyrinosu ABX u ACX cy cIM4HM jep Cy UM YITIOBH
jennaku. Takohe, tpoyrnoBu CXB u ACX cy cnuuynu. [IlpuMeHOM TpaH3UTHUBHOCTH peialuje
,OUTH ciauyaH®, cieau aa je tpoyrao ABX ciamuan tpoyrny CXB. Oparie mpousuiasu aa cy
onroBapajyhe crpanune mnpomnopuuoHaiHe, na je AB:BX =BX:BC, 1j. a:x=x:Db .
Baxu x = Vab (ci. 24).

8.x=va?+b? (x=.a?>—-b?), abeN

6 [{entpasnuu yrao je asa myra Behiu oj1 nepudepujcKor yria HaJ MCTUM KPYXKHHUM JIYKOM.
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[Tpema [TuTaropuHoj TeopeMu, OUUTO j€ 1A j€ X Ty KHHA XUTIOTEHY3€ MPaBOYTJIOT TPOYTJa uyrje Cy
KareTe OykuHe a u b, (x je myKuHa jelHe KaTeTe MPaBOYIJIOr TPOyIiia 4uja je dyKHHA
XHMIIOTCHY3¢ @, a Jy’)KuHa Ipyre katere je b) (ci. 25).

|
k o-mme- R
P I /\‘-.
”’ I / \ \\\
L’ J/ N
e ) \ N
’ Ve \ S X
’ e I \
J < N Y a
1 // | & N\ \
1J < | N ‘|
] -~ N
s | W |
 §
A a IO B b C b
1 I
Cn. 24 . Cn 25.

Hamahe ce nurame, 1a u ce cBaku anre0apcku u3pa3 Moxke KoHCTpyucaTu? Mana npepaHo (a
najbe y pany u onpasnaaHo) hemo usnetu cineachy reopemy:

Teopema 2.8.1.1. CBaku oOHaA] HW3pa3 Koju J00MjaMO M3 JaTHX IY)XH KOHAYHMM Opojem
palMoOHATHKUX OIepalija U HAJIAXKESHEeM KBAIPATHOT KOpEeHA MOXKE Ce KOHCTPYHCATH.

2.8.2. CriosxeHu anrebapcKu u3pazu
Cazma xaja 3HaMO Ja KOHCTPYMIIEMO jeJHOCTaBHHjE M3pa3e, MOXEMO KOHCTPYHCATH U MHOTO
CIIOYKEHH]j€ U3pa3e TaKo IITO UX PACTaBUMO y HH3 jeTHOCTABHUJUX KOHCTPYKIIHja KOj& CMO yIIPaBO

omnucanu. Y Be3u C THM, ypa,[[I/IhGMO CJ'ICI[ehI/I IMpuMeEp.

Hpumep 2.8.2.1. KoHcTpyncatn QyXuHy TyXH X aKo Bpenu x = a*vn ,n € N.

KoncTpykuujy hemo pemnty Ha Tpu HauMHa.

1. lati u3pa3 MokeMo 3amucaTu kao x = Vn - a?. IlpumeHom n — 1 koHCTpyKIHja 8. Ha U3pase

X1 =+a%+a? x; =x12+a?, ..., Xp_1 =+ Xn_2% +a?
n00ujaMo TpaskeHy KOHCTPYKIHjy (cit. 26.3an = 5).

2. Ako jen = p- q, e Cy p U q IPUPOHU OpOjeBU, OHJA JIaTH M3pa3 MOXKEMO HAIUCATU Y

00Ky x = +/(pa) - (qa). Canma u3paze x; = pa ¥ X, = a KOHCTPYHUIIIEMO KOHCTPYKIIHjOM 3.
Jlatm wm3pa3 MOXKEMO 3amucaTH TMOMONy X = +/X;*X, W KOHCTPYHCATH Ta TPUMEHOM
KOHCTPYKIIMj€ TeOMETPHjCKE CpeTuHe OpojeBa X U X, (ci. 27.3an = 5).

3.Axkojen = p?+ g2, e cy p ¥ q IpUPOAHU OPOjEBH, IATH HU3Pa3 MOKEMO 3aIUCATH Y OOIHMKY

x = +/(pa)? + (qa)?, mro ce cBou Ha koHcTpykImje 3. u 8. (cm. 28.3an = 5).
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av'’h

Cn. 26. Cn. 27. Cn. 28.

2.8.3. [Ipumena anred6apcke MeTo/Ie Y KOHCTPYKTUBHOM 337aTKY

[pumep 2.8.3.1. Jlat je Tpoyrao ABC. KoHCcTpyHcaTu KpyroBe Tako Ja ¢ CBaka JBa JAOJUPY]y H
Jla Cy UEHTPHU KPyroBa TeMeHa JaTor TPOyTJia.

Ananuza. llpernoctaBumo naa je 3amatak pemeH (ci. 29). Ca a,b u ¢ olenexumo TyKHUHE
CTpaHUIIa TPOYIJIA, a ca X, Y U Z MOJMYIPEUYHUKE TpakeHHX Kpyrosa. Ca cimke ce oaMax BUAM J1a
Bpemu X +y=c, y+z=a u z+x=>b. PemaBameM OBOI cHCTeMa OJ TPH JIMHEAPHE
jeIHadMHe ca TpU HEemo3HaTe J00ujaMo

Koncmpyxyuja. Tlpumenom xoHcTpyknmja 1, 2 m 4. Hajpe KOHCTPYHIIEMO jeHY OJ IATHX
X
BEJIMYMHA, PEUMO X, U TO Xy = b + ¢, X, = X1 — A, X3 = X = 72 Capa ce oxo tauaka A, B u C

OTHIITY KPYTOBHU MOMYMPEYHUKA X, C —X U b — X.

Jlokasz. Cnenyn 3 aHaIM3e.

Juckycuja. KoHCTpyKiHMja je jeIMHCTBEHa. 3a ’ ‘
Tpoyrao ABC, u3 HejeTHaKOCTH TPOyTJa, Bpeau Ja Y

je c+b > a, na TuMe X ce MOXX€ KOHCTPYHUCATH.
Ocum Tora je

c+b—a a+c—b
c—Xx=c— = > 0.

ITa je ¢ > x. Ciimuno nobujamo u b > x.
Cn. 29.
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3.1. [lojam npaBUJIHOT MOJHUIOHA

[Tomuron je Bpiio YecT mojaM y MaTE€MaTHIIM, J1a YaK Cy U OCHOBIHM BpPJIO Op30 YIO3HATH ca
neduHUIMjaMa 1 ocoOMHAaMa KOje€ OHHU 3a/10BOJbaBajy. IIpaBuiiaH MOJUTOH j& TOJIUTOH YHje CYy
ctpanuile MehycoOHO jemHake, yriaoBu mel)ycoOHO momaymapHU M caMO JBE CYCEIHE CTPaHHUIIC
¥Majy TeMe MOJMroHa Kao 3ajeJHMUKy Tauky.’ YTao NMpaBUIHOT MHOTOYTNIA Ca 7. TEMEHa ce
padyHa Tako IITO ce€ 30Mp CBUX YIJIOBA IMOAEIM OpojeM yrioBa (TeMeHa), Tj. OpojeM n. Ako ca
Q,, 00EJIeKUMO YTao MPAaBHIHOT N-TOYTJIA, TaAa je

_ (n—2)-180°

n n

Cpaku [MpaBUJIaH MHOI'OYIrao UMa OIIMCAaHU U YIIUCAHU KPYT. HeHTpI/I THUX KpyroBa c¢ HOKJIaHajy u
Ta Ta4kKa NpeACTaBJba LNECHTApP MPAaBHUIIHOI MHOI'OYyTJIA. Je,I[HaKOKpaKI/I TpOoyrao III/I_]'EI je OCHOBHIIA
CTpaHUlla MMPABUJIHOT N-TOYIJI4, a BpX HEHTAp TOI N-TOYIJia jeCTe KapaKTCpUCTUYIHHU TpOYyrao

o

MPABIJIHOT N-TOYIJIa. YTao MPHU BPXY KapaKTEPUCTUUHOT TPOyTia je ¢ = . Kao mto je Beh

peueHo, TeMeHa IPAaBUIIHOT MOJIMIOHA CE Hajla3e Ha KPYyry M y3acTOIIHAa TeMEHa Jiejie Kpyr Ha n
jenHakux aykoBa. OBaj nmpo0iieM ce HazuBa LUKI0oTOMM]ja. [{ukiioTomMuja y OyKBaJIHOM IPEBOY
3Ha4M ,,pe3ame Kpyra“ u Omia je eHurma kojy cy jour npe 2000 roauHa MOKyIIaBaId PELINTH
IpuKkd MaTemMatudapu u ¢punozodu. O mukioToMuju he OUTH jol pedn KacHHje.

3.2. KoHcTpyKkumja npaBUJIHHUX NOJUTOHA KPO3 HCTOPHJY
3.2.1. Antuka

Kpo3 wucropujy spyAcke LIUBHIM3AIMje MPAaBUIHM IOJUTOHM Cy C€ IOKa3aJd Kao BeoMa
3aHUMJBMBH reOMeTpHjcKu 00jexTH. HajcTapuja nuBuiaM3anmja y Kojoj ce MareMaTHKa U3y4aBa
aricTpaKkTHO, a TEOMETpHja pa3BHja Kao HayKa je cTaporpuka nuBwinzanuja. Y crapom Erunty u
Meconoramuju reoMeTpuja ce M3ydaBaja TEK [0 I03HaBamkba HEKUX KIACHYHUX IOCTYyMaKa
npuMeryjyhu ux y npakcu u 3aHaty. OTy/a 1 pasJior IITO j€ KOHCTPYKIIHja, HAPOUUTO MPABHITHUX
MOJINTOHA TIPBO HM3ydaBaHa y AHTUIM. HajuyBeHHje W HajyTUIlAjHU]E NIEI0 U3 TE€OMETpHje Cy
,,EJIEMEHTH KOje je cacTaBMO aJIeKCaHAPUjCKH MaTeMaTtnyap Eykima, y Kojoj ce Haima3e OCHOBE

7'B. Mayuuh, IIpasurnu noauzonu, [pearosop
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KoHCTpyKuHuje. OCKYIHU Cy MOAALM KOjU Cy JOILIM JI0 HAaC U3 aHTHUYKe ctapuHe 0 EykiannoBom
AKHUBOTY, HErOBO] JIMYHOCTH U BPEMEHY y KOM je KuBeo. 3Ha ce Ja je muahu ox IlmatoHoBHX
yUYeHHKa, a crapuju o1 EpatocTena u Apxumesa, 1a je HajBuie ctBapao otnpruiuke 300. ronune
npe HoBe epe. EneMeHTH Ccy cacTaBJbeHU OJ1 TPMHAEACT KHUIa 0] KOJUX e MPBUX IIECT OJHOCH
Ha FeOMETPHjy PaBHU — IUNIAHUMETPH]Y, ciefehe ueTHpu KibUre HUCY T€OMETPH)CKOT KapakTepa 1
OaBe ce mpobieMuMa TeopHje OpojeBa, a MOCIEAmkEe TPH CE OJIHOCE HAa TEOMETPH]jYy IpocTopa —
crepeomeTpHjy. UeTBpra Kibura nocseheHa je moJuroHnMa 4vja TeMeHa MPUIaaajy Kpyry WiH
UBUILE AOAUPY]Y HEKH Kpyr. CBH CTaBOBU y OBOj KHIbU3M KOHCTPYKTHBHOI Cy KapakTepa. Y
craBoBuma 1V.2 — IV.5. xoHCTpYyHIIIE CE TpOyTao ca 3aJaTuM yrioBUMa (CIUYaH JAaTOM TPOYTITY)
YIHCaH y 33/1aTU KPYT' WK OMMCaH OKO Hera, U Kpyr YIHUCaH WIN OMMCaH OKO 3a/1aTor TPOyIJa.
CraBoBu I1V.6 — IV.9. cy aHanorau nmpeTxoIHUM CTaBOBMMA, Y3 3aMEHY TPOYIJIa 3a KBaJpar, Tj.
KOHCTPYKIIMja KBaJpara yINUCAHOI y HEKU KPYT WU ONHCAHOI OKO Hera, U Kpyr ONHCaH WX
ymucaH y kBazpar. Y craBy 1V.10. Eykinn KoHCTpyHIIe jeJHAKOKPAKH TPOYTao y KOME Cy YIIIOBH
Ha OCHOBMLIM JBa myTa Behu oj yria npu Bpxy. Y craBosuma IV.11 — IV.14. xoHcTpyHie ce
MIPaBUJIAH METOYTA0 YIUCAH UM OMTUCAH OKO 33/1aTOT KPYTa, U KPYT YIIHCAH WA OIMCaH OKO JaTOT
neroyrna. Eyknun ueTBpTy kmbury 3aBpmiaBa craoBuma 1V.15. u IV.16. y kojuma KoHCTpyHIle
MIPAaBUJIHM IECTOYTA0 U MPABWIHM NIeTHaecToyrao. Takohe, y AHTHIIM Cy CIIO3HANH /4 je 3a IaTH
MIOJIMTOH MOTyhe KOHCTpyUCaTH MOJUTOH ca ABOCTPYKUM OpojeM CTpaHHIa, U joIl, Ja je Moryhe
KOHCTPYHCATH MOJUTOH ca mn OpojeM CTpaHMIIa, TJIe Cy M U N y3ajaMHO MPOCTU OpOjeBH, aKo je
Mo3HaTa KOHCTPYKIMja TOJIMTOHA ca M, OJAHOCHO ca M cTpaHuna. KoHCTpyKImjy mpaBHIHOT
CeIMOYTJia je MPBEHCTBEHO MPOYyYaBa0 APXMMe] U HETOBH 3alCH CY JEJIOMHYHO CadyyBaHU Y
aparcKoM IPEBOJY.

3.2.2. Aparnicku MatemaTu4apu

AHanu3a KOHCTPYKIIMje IPaBUIHOT CeIMOYTJIa 3aroyeTa je jou y AHTULU. APXUMEIOBH CITUCH O
KOHCTPYKIIMJU TPABUIHOT CEAMOYTJa Cy CadyBaHM Ha apancKoM jE3WKy, T€ Cy MHOTHU
CpeameBEKOBHU aparncku marematnuapu (u3 10. m 13. Beka) HacTaB/balli M ycaBpIIaBaJu
ApxumenoB paja. Aparicke KOHCTpyKije cy obenomamene 1984. romune, 3axBasbyjyhu Jany
XO0XEeH/IeJKY, XONaHICKOM HCTOpUYapy MareMaTHKe. 3a KOHCTPYKIH]Y MPaBUIIHOT CEIMOYTIa,
Mope/] JIekhHpa U LIecTapa, Mopajy ce KOPUCTUTH KOHYCHU Ipeceny (xumnepoosna, napadosua) uin
yMmeTame®. Apxume] 10Kasyje fa ce MOKe KOHCTPYHCATH MPABUJIAH CEIMOYrao ako Ce Ha HEKOj
Hajy»O0] JUjaroHaIM 3Hajy Tayke Ipeceka ca JIBe Ipyre Hajayke aujaroHane. TauHMje, ako ce
3Hajy JIBE MPOIOPLIKje KOje 3aJ0BOJbaBajy Ty>KU Ha HajAyK0j TUjaroHaIn J00HjeHe Mmpeceruma ca
Ipyre JIB€ HajIyXe aujaroHayie, Ipu 4yeMy Te ApPyre JBe AHjaroHajie Mojia3e M3 JeTHOT HUCTOT
TEMEHa OHE CTpaHMIle IPAaBUIIHOT CeIMOYTJIa KOja je MapajieliHa IijaroHalii Koja ce mpecena, Tj.

AB-AC = BD?*wu CD - CB = AC?,

mro hemo HazBatu Apxumedosu ycrnosu (ci. 30). HakoH noka3uBama yTBpEHO je Ja ce MOXKe
KOHCTpYHCAaTH MpaBUJIaH CeAMOYTao ako je moryhe Ha nyxku AD onpenutu tauke B u C Tako aa
Bake ApXUMEIOBU yCIIOBH.

8 Hajuemhe nocrapsbame npase Ja Mposia3d Kpo3 3ajaTy TaukKy, a Ja JBE JaTe JuHUje (IpaBe WM KPUBE) Ha HOj
oJcelajy ayx 3aiaTe IyxuHe. OBaj HOCTYIAK ce MPAKTHYHO U3BOAU TaKO LITO CE€ HA BHLH JICHHUpPa 03HA4YE KPajeBH
JiaTe TyXKH I1a ce Jemup o0phe 0Ko 3a/aTe Tauke Tako Ja jeiHa 0O3Ha4eHa Tauka KJIM3H 110 je/IHO] O] 33aTHX KPUBHUX
JIOK ce JIpyra o3HaueHa Tauyka He Hal)e Ha APYroj 3a1aToj KPHUBOj.
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'eomeTpujcki TpUKa3 OBHUX YCJIOBa H3BEO je caM E K
Apxumen, a 3a KoHCTpykuujy tadaka A,B,C u D ce
KOpUCTH yMeTame. Hanme Apxumes rmosasu oj1 KBajipara
I Kpo3 jeTHO TeMe Tpeba KOHCTPYHCATH MpaBy TaKo Jia
j€ TOBpIIMHA TPOYTJIOBA KOjH OJICEIa O] JHjarOHaTHOT

TpOyIJia y KBajpaTy jelHaKa MOBPIIMHU TPOYIJIA KOjH
oJIcela Ha jeIHOj HECYCEHO] CTPAHUIIM U TPOAYKETKY
apyre.® Mopamo HamoOMeHYTH Ja HHje jaCHO Kako ce
MPAKTUYHO M3BOJM TMOMEHYTO YMETambe, jep ra Hema y
ApXUMEIOBUM CIIHCHMA, @ HAKAIOCT, HeKa ApXHMeI0Ba
Jena ¢y u3ryosbeHa. Y OMINTEM CIy4ajy YMETame ce He
MOJKE HM3BECTH JICHHHPOM W IIecTapoMm, 300r Tora cy
aparckKu MaTeMaTU4apH cMmarpaiu yMeTame
HEJIONYCTHBOM OIIEpalMjoM Ta Cy IMOKYIIaBaJiyd Ja ra
3aMeHe ,,(UKCHOM TreoMeTpujoM, Hajuernhe, mopen Cn. 30.
NpaBUX U KPYroBa, KOpUCTehW KOHYCHE IMpEceKe Kao

G

nomohHa cpeacrtBa. MaremaTnuapu KOjU Cy KOHCTpyucalu ApXHMEIOBY NpaBy Kopuctehu

xurnepOosie u napadoue, jecy a0y’n Ilya, an-Caranu u nu6n Jynuc. M6H-an-Xajram u an-Kyxu cy

KOHCTpyHcalln ApXHMEI0OBE YCIIOBE AUPEKTHO, Takohe kopuctehn mapabdoie u xurnepoode, 10K je
AOy’n Ilyn KoOHCTpyHcao NpaBWJIaH CEIMOYrao KOPHCTHBIIM COICTBEHY AaHAIU3y YMECTO

Apxumenose.

3a KOHCTPYKLU]Yy MPaBUJIHOT JEBETOYIJa MOTPeOHO je MO3HAaBaTH KOHCTPYKLH]Y TPHCEKIH]je
yrnal® ox 120°, jep cy yHyTpammu yriosu aeseroyria 40°. Mako cy cTaporpyky MaTeMaTHUapH,

Apxumen u Ilanoc, 3HanM W3BPIINTH TPUCEKLHU]y YIJla YMETameM, HHUje MO3HATO Ja Cy
3aHUMalld KOHCTPYKLHMjoM JneBeToyria. [lo3Hara wuMeHa Koja ce MOMHIbY Y BE3H

ce
ca

KOHCTPYKIIMjOM JeBeToyria cy cuHoBu Myce uH [llakupa (Myxamen, Axmen u an-Xacan), A0y’ n

[lyn u nepcujcku Mmarematuyap an-bypuHu.
3.2.3. 'aycoB yunHaK U HETOBO 3HAUYCHE

Hemauku wmarematnyap Kapn Opugpux Iayc (Carl
Friedrich Gauss, 1777-1855) je moka3zao jma ce mpaBuiIaH
CeJlaMHAaeCcTOyrao Mo)ke KOHCTpyucaTu nmomohy jewmupa u
miecrapa. Ca cBojux HemyHux 19 roguna [Mayc je mokydno
710 JaCHOT JIoKa3a 0 MOTyhHOCTH KOHCTPYKIIHM]j€ MPaBUITHUX
N -TOYIJIOBA JIEKUPOM M HIECTapoM, a TO je 00jaBHO Y
AputmernukuM pacnpaBama 1801. roaune. 36or osor
(dacuuranTHOT OKpHuha I'ayc je omnyuno aa he ce GaBuTH
MaTEeMaTHKOM IIpe CBera, Mako je OMo BpCTaH y MHOTHM
nossbuMa. [lo3Har je kao ,,ipUHIl MaTeMaTHKe™ U cMaTpa ce
JEIHUM O HajyTHIAJHUX MaTeMaTu4apa y UCTOPH]jH.

I 5\
—

W

Cn. 31. Kapn @puopux 'ayc

9 Jloka3s 1a OBO yMETamE Jaje MOTpeOHy MOAENy AUjaroHae 3a KOHCTPYKIH]y TIPABUITHOT CEAMOYTIIA j€ AETabHO
oOpazioxxeHo Ha ctpaHama 81. u 82. [Ipasunnux noaueona np. Bype [Naynnha.
10 ApxuMenoBa KOHCTPYKIIH]Y 38 TPUCEKIIH]Y YIila yMeTameM, [Ipasuinu noauzonu, cTp. 83.
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3.3. KoHcTpyKUMja NPaBUJIHOT IIECTOYIJIA U MPABUJIHOT TPOYIJia

KoHcTpycaTu npaBuiian mIEeCTOyrao je Jako jep je CTpaHHLa IMPABUIHOT MIECTOYIJIa YIIHCAHOT Y
KpYT, HOJIYIPEYHUK TOT Kpyra. [IpaBuian Tpoyrao (jeJHKOCTpaHUYaH TPOYrao) ce 1o0uja Kaja ce
CIIOjM CBako JPYro TEeMe MpaBHJIHOI LIECTOYINIa. AKO je 3aiar Kpyr k mojymnpedHuka r
KOHCTPYKIIHja MPaBIIHOT IECTOYIJIa YIUCAaHOT y k ce n3Boau Ha cienehu HaumH.

Onabepumo Tauky P; Ha gatoM Kpyry k Kao jeiHO TeMe TpakeHor mectoyria (ci. 32). Teme P,
je mpecek kpyra k v Kpyra ca IeHTpoM y Tauku P; monynpedynuka r. [IoHaBJbameM TOT MOCTYIKa
u3 tauke P, nobujamo tauky P; utn. Iloctymak ce 3aBpiiaBa kaga qooujemo Tauky Pg. Hexum
JIPYrUM 0J1a0upoM Tauke P; Ha k moOwim OMcMO HEKH JOPYTH IIecToyrao ymnucad y kpyr k. Ho,
Kako je Beh peueHo, CBU Tako 100M]eHH IIECTOYTII0OBU Mel)ycOOHO Cy OIyAapHH U IPECTaBIbajy
JEIHO pelee.

AKO je Jar KOHCTpyHCaH MPABWJIHU IIECTOYrao y JIaToM KPYry, OHJa MOXEMO jeJIHOCTABHO
KOHCTPYUCATH W TPABWIAH JIBAHAECTOYTrao, TaKO ITO heMO KOHCTPYHMCATH CPEIUINTa JIYKOBa
n3Mely Ba cycenHa TeMeHa MIEeCTOyria. TakBUM MOCTYIKOM ITOJIOBJBEHa JTYKOBA, MOKEMO OJ1
KOHCTPYMCAHOT j€HAKOCTPAHHMYHOT TPOYIJIa OJHOCHO MPAaBUIHOT HIECTOYTJIa YIHCAHOT Yy NaTH
Kpyr, koHctpyucatu (2V-3)-toyrao, rue je v =0,1,2,3,... Jacho, 3a v =0 y nutamy je
JeIHAKOCTpaHWYaH TPOYyrao, 3a Vv = 1 mecroyrao ut.

Cn. 32. Cn. 33.

3.4. KoncTrpykumja npaBuJIHOT 4eTBOPOYIJIa

KoHcTpyKija MpaBUIIHOT Y€TBOPOYTJIa YIHCAHOT Y 3aJIaTU KPYT K MONYNpPEYHHUKA 1 C€ U3BOAH
Ha cienehy HaymH.

Onabepumo tauky P; Ha k kao jegHo TeMe TpaxkeHor yerBopoyria (ci. 33). IIpeunuk d, xpyra k
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KOjU Tpoiia3u Kpo3 Tauky P; ceue k y P;. Tauke P, u P, nobujajy ce y mpeceky Kpyra k u
npevyHuka d, Koju je OKOMUT Ha d;. Ha Taj HaumH moOMIM CMO CBa YETHPU TEMEHA TPaKEHOT
YEeTBOPOYTJIA.

[TonoBIbEmHEM KPYXKHHX JyKOBa M3Mely 1IBa cycejHa TeMeHa, MOXeMo KoHcrtpyucatu (2V)-
Toyrao, rae je v = 2,3, ... 3a v = 2 y nuTamy je KBaJpar, 3a V = 3 0CMOYTao UT/I.

3.5. KoHcTpyKIMja MpaBUJIHOT METOYIJIa M PABUJIHOT JeCeToyrJia
3.5.1. KoHcrpykuuja 3;1aTHOT peceka

KoHcTpyKiirja npaBUiIHOT METOYTIIa U MPaBUITHOT JIECETOYTJIa 3aXTeBa M03HaBabe AePUHUIIM]E U
KOHCTPYKIIU]E 31amHO2 NpeceKd.

Hedununmja 3.5.1.1. Heka Tauka C nenu nyx AB tako ma Bpeau AB : AC = AC : BC. dyx AC
30BEMO 3JIaTHUM ITpecekoM (Sectio aurea) nyxu AB.

Ako ca a, x u a—x o3nHaunmo AB, AC u BC peaom, nobujamo a:x=x: (a—x) .
PemaBameM KBajpaTHe jeTHAYMHE
x*>+ax—a® =0,

cienqu

a
x=—(v5—-1),
~(V5-1)
1ITO TIPE/ICTaBIba AyKMHY 371aTHOT Tpeceka nyxu AB = a.l!

Konempykyuja 3namnoe npecexa. Han nyxum AB ka0 KareToM KOHCTPYUIIEMO MPaBOYIIIH
1
Tpoyrao ABO, tako na je npyra xareta BO = > AB (cn. 34). Ha ocHoBy [lutaropune teopeme

no0ujamo
0A2 = AB? +~ AB? = a® +~ a? =2 @?.
4 4 4
Opnatne je OA = % V5.
Ha nyx OA vanecemo ayxx OP = OB. U3 AC = AP, cnequ
AC=0A-0P=2%(V5-1).

Teopema 3.5.1.2. V mpaBoyriom Tpoyriy y KOMe je
Iy’KUHA jeJHE KaTeTe jeJHaKa MOJOBUHU AYKUHE JpyTre
KaTeTe, 371aTHU Mpecek Behe KaTeTe jefHaK je pa3iuiu
XHUTIOTEHY3€ U Makbe KaTeTe. 2

1 1. Tanman, I eomempujcke koncmpykyuje, ctp. 103.
12 1. Manman, I'eomempujcke koncmpykyuje, ctp. 104.
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3.5.2. KoHCcTpyKIIHja IeceToyriia ako je mo3HaT HOJYIMPEYHUK OIMMCAHOT Kpyra

Heka je AB crpaHuiia NpaBWIIHOT JECETOYrJa KOjU je ymucaH y Kpyr ca ueHtpom O
noaynpeunuka r (ci. 35). Llentpannu yrao @ tetuse AB je Tana

360°
a =2A0OB =
10

= 36°.

Tpoyrao OAB je jennakokpaku. Kako je 28 + o = 180°, f = 72°. Cumerpaiia yria y TeMeny B
1
tpoyrina AOB ceue crpanuny OA y tauku C. Kako Baxu £ABC = 5,8 =au LACB=p

nobujamo AB = BC = OC. Tpoyrnosu OAB u BAC cy canunn na Bpenu OA : AB = AB : AC.
N3 AB = 0C, nobujamo aa je OC 3matHu npecek nyxu OA = .

Teopema 3.5.2.1. CtpaHuia mpaBUIHOT A€CETOYIJIAa YIUCAHOT Y KPYT JeIHAKA je 371aTHOM IPeceKy
TIONyHpedHHUKa ToT kpyra.t®

[Tomohy HaBenmeHne Teopeme mgoOHjaMO Ja je Jako
KOHCTPYUCATH TPaBUIJIAH JIECETOYrao Yy MOJIA3HU KPYT aKo je
MO3HAT MMOTYIPEYHUK KpyTa.

[Ipema Teopemu 3.5.1.2. u cnunm 34. KOHCTPYUIIEMO 3J1aTHU
npecek OC nyxu OA = r . Kako nyxuna npyxu OC
IIpeJCTaB/ba AY)KMHY CTPAHHULE JECETOYIJIa, 1001jaMo Teme
B kao npecek Kpy>KHOT JIyKa ca LHeHTpoM y C MoJdylnpeuHuKa
OC u xpyxHor nyka ca LeHTpoM y A momynpeunuka OC.
Jlasbe HHje TEeIIKO JOBPLIMTH KOHCTPYKLU]Y.

3.5.3. Crpanuua u JujaroHana NpaBUIHOT METOYTJIA

Jla 6GucMo onpeauiay CTpaHHIle MPAaBUIIHOT METOYIJia aKo MY je 3aaT MOJYIPEYHHK OIUCAHOT
Kpyra r , MOXXeMO KopucTUTH Tmo3Haty IltomomejeBy Tteopemy (Claudius Ptolemaeus,
Ankcanapuja, oko 100. — oko 178) kojy Hehemo noka3uBaru.

Teopema 3.5.3.1. Heka je y kpyr ynucan uerBopoyrao ABCD, u uexka cy AC u BD merose
JjaroHalie, Tajaa BaxKu
AC-BD =AB-CD + AD - BC

Tj. IPOU3BO/J AMjaroHaia TETUBHOT YETBOPOYIJIA jeTHAK je 30upy MpoHu3BOJa MapoBa CYMpPOTHUX
cTpaHuIa (Baxku U 06pHyTO) .

1B 1. anman, I eomempujcke koncmpykyuje, ctp. 105.
14 1. Manman, I'eomempujcke koncmpykyuje, ctp. 105.
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Youumo Tpu Temena A,B,C TpaBUIHOT JI€CETOYTIJIA
YIUCAHOT Yy KPYT MOJYNPEUHUKA I M jOIII YeTBPTO Teme D
KOje je IujaMeTpaiiHo cympoTHO TemeHy B (ci. 36). IIpema
TOME je

r

Bpenu jor u
BD = 2r.

JlujaroHana MpaBWJIHOT TETOyTJa je AYX Koja craja JBa
TEMEHa TeTOyrJia Koja He Jieke Ha HcToj crpaHunu. Cae
JMjaroHaje MpaBUIHOT METOyIIIa cy jeaHake. [lpema ciumm
36. cneau

AD = DC = VBD? — AB? = 210 + 25 (3.1)

IITO MPEJCTaBJba IYXKHHY JIUjaroHalle TMPaBHIHOI METOYra M3pa)keHy rmoMmohy momynpedyHuka
onucanor kpyra. [Ipumemyjyhu IItonomejeBy reopemy u jennakoctu AB = BC u AD = DC

no0ujamo
AC = 22222 na je xomauno AC = 55 = V10 -2v5. (3.2)

Jlaxie, n3pa3uiy CMO CTpaHMILy IPAaBUJIHOT METOyrJa MOMONy MOJyHIpeYHUKa OMMCAHOI Kpyra
TOT TETOYIIA.

3.5.4. KoHCTpyKIIMja MpaBUIIHOT NETOYrJia MoMohy NOJIyIpeYyHHKa OMUCAHOT Kpyra

VY narom kpyry k ca neHTpoMm y O MOJYyIpeuyHuKa r ToByYe ce MpeuHuk AB 1 HOpMallHO Ha era
nonynpeunuk OP; (ci. 37). Heka je N cpenumire nonynpeunka OA. Ca 1ieHtpom y tauku N
MOBY4YEeMO KpYXHHU JyK Kpo3 P;. Taj nmyk cede mpeunuk AB y Tauku Q. YouuMo MpaBOYTIH
tpoyrao NOP;. Imamo

2
NQ = NP, = JNOZ + OP,* =\/(1) +7r2 =L+,

2 2
Hame je

0Q=NQ-NO=2V5-2=2(5-1) =5

2
PQ = P102+002=jr2+(§(ﬁ—1)) =~V10-2V5 =55,

Ha ocnoBy noGujenor u npema ciaunu 37. 1o0ujamo

2 2
sg2 =810  + 12, onHOCHO 552 = $10° + Sg°. (3.3)
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Tume cmo mobwim u nokas EyknmmmoBe Teopeme
X110, na je cTpaHuWIla MPaBWJIHOT TETOYTJIA
XHUIIOTEHY3a MPaBOYTJIOT TPOYTJa Yy KOME je jeaHa
Karera IMOJYIPEYHUK OMUCAHOT Kpyra, a Apyra
Behu [1e0 MpH MOAENH MONYIPEYHUKA OIHMCAHOT
Kpyra 110 371aTHOM Hpeceky™>.

Heka je xoHcTpyucaHa cTpaHMIla NETOYrJia Ha
HayuH KOju je mnpuka3 Ha ciaunu 37. Jlambe
U3BOhemE KOHCTPYKIMje TMeToyrja je JaKo.
Onuiie ce KpyKHH JyK ca I[eHTpoM Yy Pj
nonynpeyHuka P; Q na ce y mpeceky ca Kpyrom k

nobujy tauke P, u P; Koje TMpencraBibajy IBa

TeMeHa neroyria. [Ipeocrana nBa remeHna P; u Py
n00MjaMoO Kao TIpeceke KpPY)KHUX JIyKOBa ca
ueHtpuma y P, u Ps mnomynpeunuka P;Q ca
MI0JIa3HUM KpPYTroM K.

3.5.5. KoHcTpyKIIMja MpaBUIIHOT IIETOYTJIa aKo je 3a/1aTa CTpaHula

Hexka je wa cnuum 38. mayx PP, (P;P, = a) cTpanuiia npaBWwiHOT netoyria. KoHCTpyHImmMo
CpeIuIITe AaTe CTpaHUIle U obeexumo ra ca N. 3atum y tTauku P, moguraemo Hopmany P, M Ha
P;P, tako nma je P,M = P;P, . Jlajbe, Tauky TMpeceka KpYXKHOr Jyka ca ILeHTpoM y N
nonynpeunrka NM u npoayxkerka crpanuie P; P, obenexxumo ca Q. Caga teme P; TpakeHOT
MeToyria 100MjaMo Kao MpeceKk KPYKHOT JyKa ca EHTPOM Y P; Koju TIpoia3u Kpo3 Q ¥ Kpy>KHOT
JyKa ca HeHTpoM Yy P, koju nposa3u kpo3 P;.

Ha ocnoBy ciuke 38. nobujamo

NP, ==
2_2’

NM = /NP2 + MP,% = (g)2 +a?=

kako je NM = NQ umamo

PPs=PQ=PN+NQ=5+ ZV5=3 (V5+1).

OBuM cMmO 00wk ayxuHy aujaronane P;P; momohy

CTpaHuLE a.

15'B. aynuh, Ipasunnu noauzconu, ctp. 26.
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N3 (3.1) u (3.2) cnenun

d zV10+2V5 541
@ IVio-255 2
0J1aKJie 100ujamMo
a(\/g + 1)
A==

Tj. 1a je P; P 3aucTa aMjaroHa TpakeHor neroyria. Yume je oBa KOHCTpyKIMja goka3zaHa. Cana
HUj€ TEHIKO JOOUTH OCTajla TEMEHA MEeTOYTIIa.

3.6. KoHcTpyKIMja mpaBUJIHOT ceAMOYTIJIa M MPABUJIHOT IeBeToyr1a y3 nomohHa cpeacrea

3.6.1. KoHcTpykiuja mpaBHIIHOT CEaIMOYTIIa y3 moMohHa cpeacTBa

W3BenuMo M OKaXUMO cajl KOHCTPYKIM]y MPaBWIIHOT ceaMmoyria kopucrehu ocobuHy na je
moryhe Ha ayxu AD onpenutu Tauke B u C Tako ja Baxke Apxumenosu yciosu AB - AC = BD?
u CD-CB = AC>.

Hexka cy A, B, C u D Tauke Ha nipaBoj ca HaBeZieHOM ocoOouHoM (ci1. 39). Koncrpyumemo tauky E
tako naje CE = CA n BE = BD w onumemo kpyr oko Tpoyria AED. Jlokazahemo nia je crpanuia
npaBuHOT ceamoyria AE.

Tpoyrnosu ACE w DBE cy jenmnakokpaku. Jemnake yrioBe y AACE o3Haummo ca ff, a y
ADBE ca a. Ilponyxumo nyx EB npeko B 1o npeceka ca KpyroM U Ty TayKy O3Ha4uuMo ca F.
[Iponyxumo nyx EC mpexko C no mpeceka ca

KPYyroM M Ty Tayky o3Hauumo ca G. [{yx AF he
cehu EG y H.

U3 CD - CB = AC? u AC = EC nobujamo
CB:CE=CE:CD, 1j. ABCE u AECD cy
CIIMYHU jep UMajy 3ajeJHUuYKku yrao kox C, a
Hajerjie  CTpaHulle Ha Ta] yrao cCy
nponopuuoHainte. Jlaswe cnenu aa je

£CBE = £CED = 2a

jep je £CBE cnospamimu yrao 3a AEDB. Tana je
2CEB = a.
[Tocmarpajmo caga AEHF. Umamo

2HEF = £CEB =«
¢HFE = £AFE = £ADE = «
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(xao mepudepujcKu YIriIoBU Hall jenHaKuM JykoBuma). Jlooujamo LAHE = 2a u LABE = 2a, Te
je uerBopoyrao AHBE tetuBHu. Yriosu LHAB u £HEB cy nepudepHU HaJ UCTUM KPYKHUM
JTyKoM U jepHaku cy a. TpoyrmoBu AACH w AECB cy nopynapuu jep cy yrinoBu kog A u E
jemnaku «, AC = EC no KOHCTpyKIUju yrioBu kop C cy yHakpcHu, ma cnequ AH = EB. U3
tetuBHOT YeTBopoyria AHBE nobujamo LABH «koju je jennak yriy £LAEH wu xoju jennak 5. U3
ocobune tayaka A,B,C uD,AB - AC = BD?, EB = BD u EB = AH no6ujamo AB : AH = EB :
EC Tj. nacy tpyrnosu ABAH u ABEC cnuunu. Jenan yrao uMm je jenHak, ZBAH = £BEC = a, a
HaJIeTJIe CTpaHUIIe Ha Taj yrao cy nmpornopiuonaine. M3 oBe cnmumyHoctr gob6ujamo 1a je f = 2a.
OBuM je noka3 3aBpIleH jep je Mmoka3aHo Aa nykoBuma ED u AG oaroBapajy nepudepujcku
YIIJIOBH 2, YMMe J00MjaMo MOAeTy Kpyra Ha ce/iaM jeTHaKuX JIYKOBa (jep CBaKOM O] TUX JIyKOBa
0JIroBapa MCTU epupeprjCcKu yrao a).

3.6.2. KoHCTpyKITHja MpaBUIHOT IEBETOYTIIA Y3 TIOMOhHA CpelcTBa

Heka je nar kpyr k ca nentpom y O nonynpeunuka a (ci. 40). Koncrpyummumo yrao £P0OQ =
120° xoju hemo na mojenumo Ha Tpu jeia (YHyTpallkbu YIIIOBHU JeBeroyria cy mo 40°) nmpema
ApXuMeIoBOj KOHCTPYKLHUJU 3a TPHUCEKLHjy yria ymerameM mnomohy kpyra. Kpo3 tauky Q
koHcTpyHucahemo mapaneny npednanky PR u u3 Q hemo cryctutu HOpMainy n Ha nmpevyHuK PR.
Cana cnenu ymerame, Tj. kpo3 Tauky O nmoByhu hemo npaBy Tako aa oaceyak AB Oyne jeqHak 2a
u 1a QB 6yne Behe o QA, rie je A npecedna Tauka npase kpo3 O u Hopmalie n, a B je mpecedna
Tayka IpaBe U napasiele.

Hexka je M cpenumire nyxu AB, taga cy AMQO u AMQB jennakokpaku. YriaoBu £POB u
£0BQ cy jennaxu (yTjaoBH ca NapajeJIHUM Kpanuma).

Tpoyrao AMQB je jemHakOKpaku ma je
CIOJbAIILU yTa0

24QMO = 24MBQ = 24BOP.

bynyhu na je AMQO jenHakoKpaku Baxu
£2QMO = £MOQ wn nobwuja ce na je

1
£POB = - £P0Q = 40°.

Jlasbe HMje TeIKO JOBPIIUTH KOHCTPYKIH]Y
JIEBETOYTJIA.

Cn. 40.
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3.7. IIpubanKHa KOHCTPYKIMja MPABUIHOT CeIMOYIJIa M NMPABUJIHOT JI€BETOYIJIa

Moxe ce AOroAMTH M3 NPAaKTUYHHUX pasjiora Ja Tpeba HaupTaTh NpaBHIAH CEAMOYTrao WIH
MpaBUJIaH JEBETOYyrao. ¥ Ty CBpXy, Oyayhu na Huje Mmoryhe KOHCTpyHCaTH MpaBUIIaH CEIMOYTao
U TpaBWIAaH JEBETOYrao, MPUOErHeMO HEKOj MPUOIMKHO] KOHCTPYKIMJH TAaKBUX 1 -TOYIJIOBA.
ITocToju HM3 TaKBUX KOHCTPYKIIMja KOjEMa J100MjaMO CEIMOYTJIOBE M JCBETOYIJIOBE C HEKOM
MamboM Wik BehoMm rpemkomM. OOUYHO Cy T€ TpemIke JaIeKo Mambe O] Tpellaka Koje YHHUMO
CIIOOOJHMM IPTamkEeM, 3aTO Cy TakBe NMPUOMKHE KOHCTPYKIIMje CacCBUM 3aJI0BOJbaBajyhe 3a
MpaKcy.

3.7.1. [IpubnwmkHa KOHCTPYKIIH]ja MPABHIIHOT CEIMOYTJIa

Hexka je mat kpyr k ca HOJIYNpeYHHKOM T U HeKa Tpeba KOHCTPYHCATH MPABWIHU CEIMOYrao
ynucal y 1aj Kpyr. Onabepumo jenan nonynpedHuk OM (ci. 41) U KOHCTPYUIINMO CUMETpay
TOT MOJIypeUHUKa. JeIHy peceyHy TauKy Te CUMeTpajie U Kpyra k o3Haunhemo ca K, a cpenuiire
nyxu OM ca L. [lyx KL uma nyxuHYy TPUOIMKHO jEAHAKY IYKUHY CTPAHHIIEC IPABHIIHOT
ceIMOYTJia yInucaHor y Aatu Kpyr. Ha ciuuum BuanMo fa Baxu cienehe

KL =2-v3=71-08660.. (3.4)

Heka 51a je nat jenMHUYHU KPYT K, ¥ HEKa je y ’lbeMy YITUCaH MpaBUjIaH NOJUroH. TakaB n-royrao
MOKEMO TOJICTTUTH Ha N jeJHAKOKPAKHX TPOYTJoBa (KapaKTEPHCTUYHUX TPOYTIIOBA) KOjUMA je
Jy’KHHA KpakoBa 1, ¢ TEMEHOM Y IICHTPY Kpyra ¥ ca OCHOBHIIOM KOja j€ M CTpaHHIIa TOCMaTpaHoOT
nonuroHa. Jly>xuHa CTpaHuUIIe S, MPaBUIHOT N-TOYTJa YIUCAHOT Y jeAUHUYHU KPYT je

Sp =2+ sin % (3.5)
3a cTpaHUILy MPAaBUIIHOT CEIMOYTJIa YITUCAHOT Y jeIMHUYHU KPYT BaXKH
I
Sy =2 sin7 = 2- sin 25,7143 = 0,867767 ~ 0,868

[Mpumernmo, 3a moaympednuk ox 10cm , u3 (3.4) nobujamo ma cCTpaHWIA TPHOIMIKHO
KOHCTPYHCAHOT CeIMOYTJia U3HOCH 8,66, TOK Ta4HO KOHCTPYHCAHOT ceamoyria (kaaa Ou Taksa
KOHCTpYKIHja Ouia Moryha, mro Huje ciy4aj) ou usHocwia 8,68. JoOmjamo 1a rpeiika H3HOCH
Mame 0J1 1Ba JieceTa Jiela MIJIMMETpa, 1ITO je MPaKTUYKU 3aHEMapaJbUBO.

Takole, yrao npu BpXy KapakTepUCTHYHOT TPOYTJIa IPUOIIKHO, OJHOCHO TAYHO KOHCTPYHCAHOT
cenmoyria uzHocu 51,317812°, ogaocHO %Oo = 51,428571°, mto naje NMpOLEHTYalHY TPEIIKY
0x1 0,216%.
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Cn. 41. Cn. 42.

3.7.2. Ilpubnu>kHa KOHCTPYKIIHja MPABUIIHOT JIEBETOYTIIa

Hexka je mat kpyr k ca HOJIyHNpeYHUKOM 7y KOjU Tpeba KOHCTpyHMCaTH IPAaBUIHH JEBETOYTao.
Oppeanmo npou3BOJbHO HEKU IPEUHUK U 03HauuMo ra ca K L. Koncrpyummmo nonynpeunuk O Py
Koju je okoMuT Ha KL (cin. 42). Ca neHTpoM y Tauku K ONHUIINMO KPYXXHH JIYK Kpo3 Tauky P;, a
ca LEHTPOM Yy TauykH L onmuImmMo KpyXHH JyK Kpo3 Tauky O. Heka kpyxHHu Jyk Kpo3 P; ceue
npeuHuk KL y tauku N, a Heka ce 00a oBa KpyXHa Jiyka ceky y Tauku M. Jlyxx MN Ham je Tajga
MPUOJIMKHO jeTHaKa CTPAHUIY TIPABIITHOT JIEBETOYTIIA YITUCAHOT Y KpyT k.

Amnanorso, kopucrehu popmyny (3.5) nobujamo fa je Ay’kMHA CTpaHULE TPABUIHOT I€BETOYTIIA
ynucaHor y jenuHuyHu kpyr 0,68404, 1ok je qyXHHA CTpaHUIE MPUOIMIKHOT KOHCTPYHUCAHOT
nesetoyria 0,68493. Takohe, ynopelyjyhu yrioBe mpu BpxXy KapakTEpUCTUYHOI Tpoyria y
JIEBETOYIIy W  KapaKTEPUCTHYHOT TPOYyIJIa Yy JICBETOYINIYy JOOHJEHOT  MPUOIMHKHOM

o

. . 360 o o .
KOHCTPYKLIMJOM, 100HjaMO BPEIHOCTHU 50 = 40° 1 39,91° mTo Aaje NPOLEHTYAIHY TPEUIKY O]l

0,226%.16

[TocToju jomr HEKOJMKO MPUOTMKHMX KOHCTPYKLHMja TMPABMWIHOT CEAMOYIia M IMPaBHIHOT
JIEBETOyTJa, Al TOpE OIMHCAHE CE€ HM3][Bajajy MO JeTHOCTABHOCTH M HAjMAmbUM HAYNECHUM
rpemkama.

16 TTomauu no6ujenn npeko mporpama Geogebra, NpuIMKoM KOHCTPYKIH]E ca CuKe 42.
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Jla 6ucmo ce 6aBwIHM 030MJBHMM KOHCTPYKIIMjama JIClbUPOM M IIECTapOM IMOTPEOHO je 3HaWmE U
BEILITHHA BJajlaltbha MONHUM alrebapckuM opyXkjeM (aredapcKuM CTpyKTypama, MOJIMHOMHMA,
pelaBameM jeJHaYrHA, TPOLTUPEHEM 110Jba, TEOPHjOM Tpyna, TeopujoM ['aroa....). HaBemrhemo
HAjOCHOBHH]jE W3 HAaBEJCHUX OOJIACTH Y IMJBY JaJbel pa3yMeBama PEIIMBOCTH KOHCTPYKIIH]ja
JCEHUPOM U IIECTAPOM.

4.1. PemnaBame jeqHauYnHAa
4.1.1. KBamparHa jeqHaunHa

Pemagame jennaunna je OMo jeaH oj Haj3HAYajHUX MpolIeMa cTapux MaTeMarndapa, a MOpamo
MPU3HATH M ITPOOJIEM CBUX KOjU OM XTENH Ja ce MaTeMaThyaprMa Ha3oBy. bap ca jeaHaunnaMa
JPYTOTr CTENCHA HHje TEIIKO M TO CBAKH CPEAbOIIKOIAIl 3Ha, PEIICha jeAHAUNHE

ax’ +bx+c=0 (4.1)

jecy

_-b ++/b? —4ac

gk 2a

Jlo OBHX pellierha 101a3uMo Tako mto Gopmyiny (4.1) Tpancdopmuiiemo y

2 2
a x2+2£x+(£) —a(EJ +c=0,
2a 2a 2a

( bjz b2 —4ac
al x+— | - — _0
2a

.

OJaKJI€ N3pa3nuMo X.

4.1.2. KyOna jenHaunHa
3a Bpeme penecance, 1539. rogune, anrebapcko perieme KyOHe jenHaunHe je oTkpro Hukoma

Taprassa (Niccolo Tartaglia, oko 1500-1557), yuectByjyhim y Tama 4ecTto OpraHW30BaHUM
MaTeMaTHYKHM TaKMHYCHHMa y3Mel)y rpazoBa penyosrka.
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Mehyrtum, Buponamo Kapmano (Girolamo Cardano,
1501-1576) ycneBa ybOemutu Taprasby na My OTKpuje
CBOjy TajHy (QopMyly, U OH je KOHauHO OO0jaBJbyje y
KIBbH3Y ,,Bennka BemrrHa®, J0JaBIIu jOII ¥ TEOMETPH]CKe
J0Ka3e 3a pemiema. 300r Tora ce obpaciu 3a anredbapcko
pemieme KyOHMX jenHauMHa HasuBajy Kapoanosu
obpacyu.

CBaky KyOHY jeHAUnHy

ax®+bx?+cex+d =0

b
TIOJICTIMBIIH Ca 4 U YBOHCHEM CMEHE X —> X — 3

CBOIWMO Ha OOJINK

N pX+q=0, (4.2) Cn. 43. Huxona Tapmaswa

T7ie CY P U q U3paxkeHe Mpeko koedullvjeHara mnoyasHe jeqHaunHe. YBohemem cmeHe X=U+V y
(4, 2) nobujamo

(u3 +v3)+(u +V)(Buv+ p)+qg=0.

3
[IpermocraBumo na je u’+v° =—(, raga mobwjamo na je udv® = —%- Kopucrehu Bujerose

obpacrie!’ 10ma3uMo 10 KBaJpaTHE jeHAUNHE,

p3
2P+qz-—=0
d 27

) . . 3 3
KOja ce Ha3uBa K6aopamua pe3ojeeHma KyOHe jeIHaUnHe U uHja cy pemema U™ u V™ . A mbeHu
KOPEHHU Cy

Bpahajyhu ce Ha U, oHOCHO V, MOpamMoO UMaTH y BUY Ja KYOHU KOPEH U3 Z1, OJHOCHO U3 Z, UMa

TPHU BPETHOCTH Y IMOJbY KOMIUIEKCHUX OpojeBa. O3HAUMMO TJIaBHO pelieme ca U, OJHOCHO V,

1,43, 1 V3,
ocrane aBe BpeaHoCTU cy fu u &2u, ognocHo E2v u v, rae cy & = —5+§1 ué? = —5—§l

KOMIUIEKCHU KYOHH KOPEHH U3 JeAUHUIIE.

7 Bpojeu X, 1 X, Cy pelliesmha KBajgpaTHe jeaHaunne ax’ + bx + ¢ = 0,a,b,c € R,a # 0, ako u caMo aKo BaxKu

b [4
x1+ x2=—; I/lexzz_;.
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Konauno mobujamo obpaciie 3a Tpu pelierma MoYeTHe
KyOHe jeqHaunne T3B. Kapaanose obpaciie (a cetumo ce |
Ia cy P u ( M3paXeHU NPEKo KoeduIjeHara moina3He

jeHaunne):
S TRk ER Ok

e TR OROR EROkO)
stégzi/—%ﬂ/(%TJrgT+§i/—%— (%T{gﬁ Cn. 44, Buponamo Kapdano

4.1.3. JeqHaurHA YETBPTOT CTEIEHA

Kapnanos yuenwuk, JlogoBuko ®@epapu (Lodovico de Ferrari, 1522-1565), je ycneo mohu 1o
ommTe (GopMyie 3a peliekha jeJHaudHe YETBPTOT CTENEHa W3PAKEHUX IPEKO HEHUX
koeduijenata. CIMYHO Kao jeHa4YMHE Ipyror U Tpeher creneHa, jeqHaYMHy YEBPTOT CTEICH
MOKEMO CBECTH Ha OOJIMK

X'+ pxE+ax+r=0. (4.3)

Tpancdopmarjama 1 yBo)emeM @ TOpmHa jeTHaYHHA TI0CTaje
2

2
(x2+§+aj —2ax2+qx+[r—p7— pa—aszo.

Jla 6u BaXkuII0
p’ Q)
20X —OX—| r-——-pa—-a’ |=2a| x——
4 da

JTUCKPUMHIHAHTA MOpa OUTH jeIHAKa HYJIH, Tj.

2

q2+80{r—p?— pa—azjzo,

IITO TpejcTaB/ba KyOHy jenHaunHy mno « . [lo3naBajyhu
Kapnanose ¢Qopmyne, a MOXEMO H3pasUTH  MPEKO
koepuuyjeHata P, U I TPEKO YETUPHU palMOHAIHE
orepalje u ornepaunuje kKopeHoBama. [lakie, u3

2 2\2
(X2+£+aj -2a X—q— =0
2 4o

Cn. 45. Jlooosuxo ®epapu
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no0ujamo

2

2
(x2+g+aj—\/ﬂ x—z— [xz+g+aj—\/ﬂ x—j— =0, (4.4)
a

104

Jennaunny (4.4) pemaBamMo jeJHOCTABHO peliaBajyhu aBe KBaapaTHE jeJHAYMHE O KOjH Ce
CacToju, a ’beHa pelleha MPEICTaBbajy pelekha jeanadnte (4.3) 4eTBPTOr CTENCHa.

Jlakiie, pemera jeHaunHa Ipyror, Tpeher 1 4eTBPTOr CTENeHa MOTy Jia ce u3pase Gpopmyiama y
KOjuUMa ce Hajlaze orepanuje cabupama, OJy3MMama, MHOXCHA, Ne/hCHha WIH KOPCHOBambha
Koe(ulrjeHaTa moixa3He jelHaYrHe, U TAKBE U3pa3e HA3UBAMO PAOUKAIUMA.

3a jesiHAYMHE BUILIET CTETICHA O] YSTBPTOT HE TIOCTOjE OMIIITe (OpPMYyIIe pelieha y paIiuKaanMa, 1
T"anoa (Evariste Galois, 1811-1832) je y cB0joj Teopuju pa3jacHHO MO KOjHM yCIOBUMA jeHAYNHA
OWJIO KOT CTENEHa MMa PEIIEhe U3PAKEHO Y paJIuKaTHMA.

4.2. Papukaianu uzpa3u. KoHCTpykTHONIHYU OpojeBu

VY cprcKoM je3uKy 3Hauewe MpUAeBa ,,paauKaiaH jecTe CyIITHHCKH, KOPEHCKH. Y MaTeMaTulu
y m3pasy v x 3HaK KopeHa ,\/ © Ha3MBAMO PaJWKAIHH 3HAK, a X HA3MBAMO paxukaHi. CBaku
M3pa3 KOjUu CaJap>Ku paJiuKall Ha3uBa ce paJuKaTHUM u3pa3oM. KBajpaTHU paguKkaiHu U3pas3 win
K8AOpamua upayuoHaiHocm jecy pauKalHy U3pa3u y KOjuMa ce 10jaBiby]y KBaJpaTHU KOPECHH.
[Ipeunsuuje, To Cy U3pa3u CaCTaB/LEHU O] KOHAYHO MHOTO PAallMOHAIHUX OIepalfja i KOHa4YHO
MHOTO HajlaXKema KBaJIpaTHUX KOpeHa Ha npuponHe OpojeBe. Ha ocHoBy anrebapcke meToje
nobujamo 1a je Opoj 3amucaH y oOJIMKY KBaJpaTHE WPAIMOHAIIHOCTH KOHCTPYKTHOWJIAH Opoj.

_ Vva++vVb++c "

d+ /e+\/7

BucuHoM n KBajgpaTHe HpalMOHATHOCTH mojpaszymeBahemo Hajehu Opoj mnojaBsbHBama

[Tpumep pagukana je

a

KBaJpaTHOT KOpEHa Mo MyOWHU YHYTap pajaukaia. ¥ TOpPHEM MpUMEpPy BUCHHA je 3 (pagukan y
uMeHuoly). Pagukane y KkojuMma ce Ta BUCHHA pealn3yje Ha3uBaMO MaKCUMAaJHUM paJHuKaluMa.
Bpoj MakcMManHUX paauKania Ha3WBaMO MIMPHHOM M KBAJpaTHE WPANMOHATHOCTH. Y TOPHEM
npumMepy mupuHa je 1. lllupuna m 6poju caMmo oOHe MakCHUMajHe paJuKalie KOju ce He MOTy Ja
M3pa3UTH PAuyHCKHM OIlepalijamMa MpeKo OCTAIHMX paauKaia MCTe BUCHUHE WM Mame. Jlakie,
CBAKO]j KBaJIPaTHOj MPAIMOHAIHOCTH MOKEMO MOAEIUTH Tap (1, M) KOju ce 30Be mun paouxdid.
Panukanau u3pas a je paunoHaianu 0poj ako u camo ako je tuna (0,0).

18 F, Klein, Elementary Mathematics from an advanced standpoint of Arithmetic, Algebra and Analysis, ctp. 53.
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AKO J1Ba KBaJipaTHA paJUKaIHa U3pa3a MMajy pa3InuuTe BUCMHE N U N, HY>KU TUI he UMaTu oHaj
y

paJiMKaJIHA U3pa3 YMja je BUCHA Marbka; aKo JIBa KBaJ[paTHA pauKalHa u3pa3a iMajy UCTE BUCHHE

HIDKY TUT he UMaTH OHaj paJiMKaIHu U3pa3 udja je MUpPUHA Mamba.

Tephewe 4.2.1. Cpaku pagukanau u3paz X Tumna (n,m) MOXKEMO 3amucaTd y OOJIHKY
x = P+ QvR, rae cy P,Q u R pajyKaaHi H3pa3 HIKET THIIA.

Jloxas. Heka je VR jeman o MakCHMaJHHX pajyKala BHCHHE 7T IOCMATPAHOT paauKana X .
3anuimuMo X y o0IuKy

a+BVR
X =—-,
¥ + 6VR

rae a, f3,y, 6 caapxe Hajpuine m — 1 MmoHaBJ/bama BUCHHE N, A R je Bucuae n — 1.

Yy+86VR %0

Osxe je y — VR # 0, jep nuje moryhe y = § = 0, mutu VR = g, MOIITO OM Taja BaXKWIIo Ja ce
MaKCUMAaJTHU PaJuKal MOXe NpPEJCTaBUTH PAauyyHCKHM OIepalyjama MpeKo OCTAIHUX pajIuKaia

uCTe Uiu Mame Bucune. [IpommpuBameM x ca y — VR, nobujamo

x_a+ﬁx/§_)/—6\/§
"~ y+68VR y-6VR

rae ¢y P v Q panmonanHe ynaknmje ox «, B,y, 6 koje cy Hajumier tuna (n,m — 1).

=P+ QVR,

4.3. Anrebapcke CTpyKType

Kaxko oBaj pan He Ou Ipemarimo orcer JeJHOT MacTep pajia U He OM MHOTO CKPEHYO C TeMe, €BO
KpaTKOT MIPUPYYHUKA O OCHOBHUM Je(pUHHIM]jaMa U TeopemMaMa airedpe, yriiaBHOM 0e3 Jokaza
UCTHX.

Hedunnmmja 4.3.1. I'pynoun je ypehenn map (G,*), rae je G Hempas3aH CKym, a * OWHapHa
ornepauuja Ha G.

Hedununmja 4.3.2. Iloxyrpyna je acolyjaTuBHU TPYHOU.

Hedunnnmja 4.3.3. I'pyna je Haj3Ha4YajHUja anrebapcka ctpykrypa. ['pymowns (G,-) je rpymna ako y
G 1OCTOjM eJeMeHaT e, TaKo J]a BaXKu:

(1)3acBako x,y,z€ GRaku x - (y - z) = (x - y).

(2)3acBako x € G BaXu X - e = e * X = X, (€ je HEyTpaJHH EJIEMEHT OIepanuje ).

1= ,-1.

(3) 3a cBako x € G mocroju x 1€ G, Tako 1a je X - X x =e, (x! je unBep3HM eneMeHT
3a X orepanuje -)
AKo je omepanuja y TPy KOMyTaTUBHA, Tj. aKO 32 CBE X, Y € G BaAXU X * Y = Y * X, OHJA je Tpyma

KomymamueHa unu Abenosa.

Hebunuinja 4.3.4. Pex rpyne (G,”) je kapauHaaHocT |G|. Pex enementa x rpyne (G,’) je HajMambu
no3utuBan 6poj M 3a KOju Baxu X" = e.
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HNedununmja 4.3.4. IlpcreH je anrebapcka cTpykrypa (R, +,°), ca 1Be OMHAapHE omnepaliyje, 3a Koje
BaXKU:

(1) (R, +) je AGenoBa rpyma;

(2) (R,’) je nomyrpyna;

(3) ucnymenu cy cineachu nucTpuOyTHBHH 3aKOHU: 3a CBAKO X, Y, Z € R Baxu
x-(Y+z)=x-y+x-zu(x+y)-z=x-z+y-z

Jedununuja 4.3.5. Towe je npcten (P, +,) y kome je (P \ {0},") AGenoa rpyma. *°

Jedbununmja 4.3.6. Heka je (P, +,7) MoJbe M € je HeyTpaJlHU €JIEMEHT 3a omepanujy -. Heka je 3a

n € N nedunucano na =a+a+--+a . Heka je S ={n|ne=0}. Ako je S # @ tana je
n
p = min S kapakTepucTuka noba (P, +, - ). Axko je S = @, Tana je p = 0 (wiu 66CKOHAYHO).

Jlpyraumje pedyeHo, KapaKTepUCTHKA MOJba j€ pel HEYTPAIHOI €JIeMEHTa olepaiyje * y Tpymnu
(P, +).

AKo je moJbe KOHauHe KapakTepuctuke, p # 0, oHaa je p npoct 6poj.

Hedpununmja 4.3.7. Heka je (G,") rpyna, a A noackyn ckyna G. [loarpymna renepucana ckynom A,
y osHauu (A), je HajmMama moarpyma rpyme (G,”) uuju momen campxu ckyn A. I'pyma G je
HUKJIMYHA aKO U CaMO aKO je TeHepUCaHa HEKUM jeTHOCIIEMEHTHUM CKYITOM.

Hedununmja 4.3.8. Hexa cy G = (G,)) u H = (H,*) nBe rpyne. IlpecnukaBame G — H je
xomomopdu3am rpymne G y rpyny H ako u camo ako Baxu: Va,b € G f(a-b) = f(a) * f(b)
(caxxero ce Qopmynuie ca: CIMKa MPOU3BOJA jeqHAKA je MPOM3BOAY CIHKa). MHjeKTHBHH,
OJTHOCHO CHUPJEKTHBHH, OJHOCHO OMjEKTMBHH XOMOMOp(pu3aM 30B€ ce MOHOMopduzam
(yTamame), OJHOCHO emuMoOp(pu3aM, 0JTHOCHO u3omMop¢pu3zam. Axo je H Oam G oHJ1a TOBOPUMO
o engomoppusmy, 1j ayromopdusmy (OMjeKTUBHOM eHI0MOpPU3MY).

Nedbunumja 4.3.9. Heka je H morpyna rpyne G u Heka a € G. Jdedunumumo aH & {ah | h €
H}. H je nopmaana nmoarpymna rpyme G, y o3nanu H< G, ako u camo ako Baxu, g € G gH = Hg.

Tepheme 4.3.10. Heka je H nopmanna noarpymna rpyne G. Taga je G/H = ({aH | a € G}, -), rue
jeaH - bH ¥ abH, 138 ¢pakTop rpyna rpyne G mo rpynu H.

Tepheme 4.3.11. 3a koHAUHE TpyTe BaXKu:
a) AKxo je pen rpymne npoct 6poj, Tpyna je MUKInYHa.

0) ['pyna umju je pen crenen npocror 6poja p je je p-rpyna.

1 NNedunuuuja 4.3.1 —Jlepunuumja 4.3.5. yzere us b. lllemerna, A. Tenasuesuh, Areebpa 1
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Hedununmja 4.3.12. Hopmanuu Hu3 rpyme G je KOHauaH HuU3 mnoArpyna rpyme G ,
G=Gy>G, D DGr.1 DGy =E,rneje3acnakoi, 1 <i <k, G; HopManHa norpyma rpymne
Gi_q.

Hedununmja 4.3.13. HopManau HHU3 je pEeIIUB aKo U CaMo aKo Cy CBH BeroBU (aktopu Abenose
rpyne, 1j Gy-1/E.

Teopema 4.3.14. 'pymna je pemmBa ako ¥ caMo aKO UMa PEIIMBYA HOPMAaJIHHU HU3 YUju Ccy pakTopu

LUUKIMYHE Ipyrie npoctor pena. Konaune p-rpyrme cy pemnimse.
Teopema 4.3.15. Konaune p-rpyre cy pemmuse.?°

4.4. IIpcTeH noJauHOMA

Hedununmja 4.4.1. Heka je R koMmyTaTUBaH MPCTEH, a X MpoMeHJpuBa. M3pa3
Do+ p1x +pox? + -+ ppx", p,€R,i=01,..,n, p,*0,

jecre moJHMHOM ca KoeduimjeHTHMa M3 R cTemeHa n u o3HadaBamo ca p(x). Hopmanusosan
MIOJIMHOM j€ OHaj 3a KOju BaXu p,, = 1.

CKkynl ToIMHOMAa ca Koe(UIMjeHTHMa M3 KOMYTAaTUBHOI MNpCTeHa R je Takohe mnpcreH u
o3HayaBamo ra ca R[x].

Hebunuiuja 4.4.2. Kopen nommHoma « je 6poj 3a koju Baxu p(a) = 0.

Teopema 4.4.3. (be3yoBa Teopema). @ je KOpPEH MOJIMHOMA f aKO M CaMO aKO MOJMHOM X — &
nemu noiuaoM f Tj. Baxku f(x) = (x — a)g(x) + r(x), mpu demy je r(x) = 0 win je cremneH
r(x) mamu ox crenena g (x).

Ckyn mnosvHOMa ca KoepUIMjeHTHMMa M3 KOMYTAaTMBHOI IpcTeHa R je Takohe mpcreH u
03Ha4aBaMo ra ca R[x].

Hedununmja 4.4.4. [TommHoM ca koeuIMjeHTUMA U3 KOMYTaTUBHOT ITPCTEHA JeCTe CBOABHMB aKO
MOJKE Jla c€ MPEeACTaBU Kao MPOM3BO/J JIBa MOJIMHOMA MamEer CTEIeHa, a HeCBOJJbUB aKo TO HE
BaXH.

Hip. x2 — 2 = (x + vV2)(x + V2) je cBOI/BUB HaZ MOBEM PEATHHM OpOjeBa, a HECBOBUB Ha[
M0JbEM PAIUOHATHHUX.

Teopema 4.4.5.(Aj3eHmiTajHoB Kputepujym) Heka je 1aT moauHOM ca [eiuM KoeQHIIUjeHTUMA

f=ay+ ax +--- +a,x".

20 NTepunnimja 4.3.6 —ledununmja 4.3.13, Tepheme 4.3.10. Tepheme 4.3.11, Teopema 4.3.14. yzere u3z M. 3.
I'pynosuh, Ocnosu meopuje epyna
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AKo mocToju nmpoctu Opoj p Takas 1a:

(1) p ne menu HajcTapuju KOSHHUIUJEHT Ay,

(2) p nemu cBe ocrane KoehUIHjEHTE Apy_q, - - . , A1, Ay
(3) p? He nenu cnOOOAHM UNAH d,

Taja je monuHOM f HecBoa/buB y Q[x].%

Teopema 4.4.6. CBaky KOMIUIGKCHH TIOJMHOM Ca KOMIUICKCHUM KOe(HUIMjeHTUMa HMa
KOMITJIEKCHU KOPEH.

Kao mocnemuity oBe Teopeme 100MjaMo J1a c€ CBAaKH KOMIUICKCHH MOJHHOM MOYXE 3aIlUCaTH y
00muky f = a,(x —x1) * ...” (x — x,). Y 10Jby KOMIUIEKCHUX OpoOjeBa CBaKd MOJMHOM CTEleHa
N UMa Ta4yHO N KOPEHA KOjU HE MOpajy OMTH MeljyCOOHO pa3in4uTé W TO TBplEeme ce Ha3uBa
OCHOBHU cmag aneedpe.

Teopema 4.4.7. (PaunmoHAIHH KOPEeHH LeJI00pojHuX mojmHoma). Heka je

f=ay+ ax +--- +a,x"
MOJIMHOM Ca IEJIo0pojHIM Koe(duIjeHTuMa. AKO je HECKpPAaTUBU pAa3IOMaK a = S KOpeH
MOJIMHOMA |, TaJla BaXKU Ja je p Jenuan KoepuirjeHTa ay, a q Aenunal KoeuujeHTa a,,.

Joka3. Kako je @ kopeH nmoyimHoMa f BaXH
n
P P
ap + a;= +--- +an(—) =0.
q q
MHoxemeM ca ¢" 1 1obujamo

-1 n-2 anp”
aq™ " + aq"p +--- + . = 0. (4.5)

U3 (4.5) nobujamo na Baxku q | a,p™ (jep cy octayiu cabupIiu 1eiau OpojeBn).
MuoxemeM (4.5) ca q nobujamo ayq™ + a;q" p + -+ + a,p™ = 0, onHOCHO
apq" = —p(a;q"™t + -+ +ap™)
ojakie nooujamo p | anq™.
[Tomro je pazmomak s HECKpaTHB, U3 q | a,p™, OMHOCHO P | ayq™, ocTaje aa Baxku q | a,,, OTHOCHO
p | ay, uuMe je Teopema Joka3aHa.

Tepheme 4.4.8. Ako kyOHa jennaumna x> + ax? + bx + ¢ = 0 UMa KOHCTPYKTHOMIIHM KOpEH,
OHa MMa U PAl[MOHAIHU KOPEH.

21 Tepunniyja 4.4.1, Hebununuja 4.4.2, Nedunuunja 4.4.4, Teopema 4.4.3, Teopema 4.4.5 npeysere u3 b.
Haynuh, IIpasunuu nonueonu
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Jloka3. Heka je a xopeH maTe KyOHEe jeJHAuWmHe, KOjH je paaudKajiHud u3pa3 tuma (n,m).
[Tokazahemo na he u pagukamTHu U3pa3 HIKET THUIIA OUTH KOPEH KyOHE jeTHAaYrHE.

Hckopuctihemo TBpheme Koja Kaxe a CBaKH paJuKaIHU u3pa3 tuma (1, m) MOKeMO 3arucarH
y obnuky a = P + QVR, rnecy P, Q u R panukanHu u3pa3 HIKET TUIA, Te J00HjaMo

(P+QVR)’ +a(P+QVR) +b(P+QVR)+c=A+BVR=0

3a A=P3+3PQ%+ aP?+ aQ?R+bP +¢
B = Q3R + 3QP? + 2aPQ + bQ.

. . . A
Baxu B = A = 0, jep ako je B # 0, no6ujamo VR = — —» IITO 3HAYM J1a CC MAKCUMAJIHHU PajIiKal

VR u3paxka pallMoOHAIHO MPEKO paauKalHuX u3pasza P u @, mro Huje moryhe, jep mupuHa 6poju
caMo OHE MaKCHMaJHE paJuKaje KOju He MOTY Jia ce M3pase, padyyHCKUM ollepaljama, mpeKko
OCTaJIMX paJivKalia ICTe BUCHHE WA Mambe.

Jlako ce Buam na je u f = P — QVR, takohe kopen Hamie jeaHaumue. IIpema BujeroBum
oOpacuuma 100ujaMo
a+B+y=—ar1. 2P+y=—a

ollakiie je y = —a — 2P, mTo je paAuKalHU U3pa3 HUXKET TUMa of Tura u3pa3a a u . Jlobujamo
na y mosxke jemuro outu tuma (0,0), oMHOCHO pannoHanaH 6poj, jep 61 y CylpoOTHOM JOOHIH J1a
MOCTOjU KOPEH HUKET THIA OJ TUMA Y, a TUM M Of TUMa a U [, mrto 6u Ouino Hemoryhe jep cy
jemuau Kopenu a, § u .

AKO 0Baj /10Ka3 U3aHaIM3upamo Kopuctehu ce anatuma U3 00J1aCTH ,,IPOLIMPUBAKE T0JbA™ (O
yeMy TOBOPUMO Y HapeIHOM IOIIaBJby), Te Jooujamo cieneha 3anaxama. Ako ca Ky 03HaunMo
MoJbE paIfMoHATHUX OpojeBa, OHJA OM pemema @ U f mocMarpaHe KyOHe jeTHaYMHe MpHIaaaia
HEKOM aJjjyHKIIMJOM TpomupeHoM nomby K, (n = 1) nosa Ky, o1 n KBaJpaTHUX KOpeHa. 3a
a =P+ QvVR 6u Baxuno P,Q, R€EK,_; u VR& K,_, . Vepcrusumt P + QvR y kyGuy
jemHauYMHy, Kao BWeH KopeH, aodujamo A,B € K,,_; . Pemewa @ u [ Ouna Ou pasnuuura,
cynpotHo, m3 @ — ff = 2QvVR = 0 mobujamo na je Q =0 mTo 6M 3Haumwio a =B =P €
K,,_, to Huje moryhe npema cBojctBuMa K,,. Jlasme, nonasehu o tpeher kopenay = —a — 2P €
K,_1, nobujamo na je y paumoHanaH Opoj, jep y CYHpOTHOM, MOHaBJbajyhu IMmocTymak 3a y,
nobunu 6ucmo na a € K,,_, , mto je Hemoryhe.

4.5. Ilpommpeme no/ba

[Tosee L je mpommmpeme no/ba K ako je mosbe K mornoske mosba L. CBako mpommpeme hemo
MocMaTpaTH Kao BEKTOPCKH MPOCTOp HaJ MoJjbeM K, pu ueMy je cabupame y nojby L cabupame

22 Teopema 4.4.6, Teopema 4.4.7, Tepheme 4.4.8. y3etn u3 A. Jlunkoscku, Enemenmapna anzebpa | deo
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BEKTOpa, a MHOXCHE elieMeHTa u3 L enemMeHTOM u3 K je MHOXEHE BEKTOpa CKaJlapoM.
[Ipucerumo ce na je 6a3a BEKTOPCKOT MPOCTOpA CKYIl BEKTOpa KOjH j€ TEHEPHUINY U KOjU CY
JTUHEapHO HE3aBHCHH, T¢ Ja CBE 0a3e MMajy UCTH Opoj eleMeHara KOju MPeaCcTaBiba JUMEH3U]Y
TOT BEKTOPCKOT mpocTopa. Crora, AMMEH3Hja 10Jba L MOCMaTpaHOT Kao BEKTOPCKU MPOCTOP HAT
nojbeM K HaswWBa ce CTEeleH eKCTeH3Wje W o3HadaBa ca [L : K]. Ako je cTemeH eKCTeH3Huje
MpUpoJIaH Opoj, OHJIA j€ MPOIINPEHE KOHAYHO NMPOIIMpehe, Y CYyIIPOTHOM je O0ECKOHAYHO.

[Tpumep 4.5.1. CteneH ekcTeH3HUje T0Jba KOMIUIEKCHUX OpojeBa HaJ MOJbEM peaaHux OpojeBa je
2, jep je jenna Gaza {1, i}.

CBako KOHAYHO MPOIIMPEHE je anredapcko mpormpeme. HarMe, ako je mpommrpeme KOHAYHO
ounaje [L : K] = n, rae je n koHadan 6poj. ITocmarpajyhu 6110 KOju eleMEeHT @ ToJba L, KOju je
BekTop, u n + 1 Bektopa a® = e, al, a?, ..., a", xoju Mopajy 6UTH IMHEAPHO 3aBHCHU (jep aKo Cy
JTMHEaHO He3aBUCHU, Owin Ou 0asa, a cBaka 0a3a MMa WCTH Opoj eleMeHara), 0OJIHOCHO, ITOCTOje
ckanapu a;, 0 < i < nus K, on kojux 0ap jeqaH Mopa OUTH pa3Iu4UT O] HYyJIe, TAKBU J1a BaXH

n

z a;at = 0.

i=0
OBHM 3aKJbydyjeMO Ja je Hall MOCMaTpaHU €JIEMEHT ¢ YCTBapW KOPEH HEHylla IOJIMHOMA
f(x) = Y™ ,a;x", oMHOCHO MOJMHOMA YMjU Cy KOe(UIMjeHTH eIeMeHTH mosba K, cTora ra
Ha3UBaMO aneebdapckum enemenmom Hao K. A mpoummpeme je areebapcko ako Cy CBU HETOBH
enemenTH anrebapcku Haxa K. Tpeba umaTtu Ha yMy aa monuHoM f (X) HUje jeIMHH TOJMHOM KOj!
npumana npcreHy K[x| ¥ Koju ce TMOHMINTaBAa y Ta4KH (¢, jep TaKaB je M CBAaKd IMOJHUHOM
f(x)g(x), 3a 6uno xoju nonuaom g(x) € K[x]. Mely cBuM OBaKBMM MMOJTMHOMHMA MIOCTOjH OHAj
HajMamer CTereHa, KOju HOpMHUPaH, Ha3UBa C€ MUHUMATHUM NOJUHOMOM, y O3HAIH [, (X), a FeroB
CTEIEH Ha3MBa Ce CTEIEH eJIeMeHTa & Ha 1ojbeM K.

Tepheme 4.5.2. (O munumaanom nouHomy). Heka f(x) € K[x] unekaje f(a) = 0,3aa € L,
rae je L mpommpere nosba K. Taga je f(x) MUHUMATHU TIOJIMHOM 3a @ aKo U caMo ako je f(x)
HecBoubMB y K [x], y o3namu f, (x) € K[x].

[Ipommpera HacTana ajijyHKIN]OM

Heka je L npommpewme noba K u a € L. Penanmjom f(x) = f(a) BpmmMO mpecinkaBame
npcrena K|[x] y mosee L. Hajmamu motnpereH moska L xoju canapxu K u a je

Kla] = {f(a) | f(x) € K[x]}.

VY cnydajy na je a anrebapcku Opoj, KOMYTaTMBHM NPCTEH ca jeAMHUYHUM eJeMEHTOM 0e3
nenutesba Hyne, K[a], yBek nMa 1 HHBEpP3HHU €IEMEHT CBAaKOT HEHYJITOT EIEMEHTa, T1a j€ MOJbe, 1
mutiiemo K[a] = K(a). lpeuusnuje, K (@) je Hajmame noTmosbe mosba L xoju caapxku K u a, u
Ka)XKeMO J]a HacTaje aAjyHKIMjoM eleMeHTa  mosby K. YMmecto camo jemHor eineMeHTta a € L,
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MOXKEe ce ajjyHroBatu enu moackyn A mosba L, y o3namm K[A]. Axo ce A cactoju camo of
anredapckux enemenara onja je K[A] = K(A) anre6apcko npommpemse mojba K, a ako je ckym A
jour u konauas, oHja je K(A) koHauHO anreb6apcKo MpOIIUperHe.

Tephewe 4.5.3. (O cremeny ekcren3uje). Heka je L mpommupeme nosba K u Heka je a € L
anrebapcku enemeHt Hang K cremena n. Tama je muHuManau notnpcred K(a) mosba L koju
canpxu K u @, xonauno npoumpeme nosba K ekcrensuje [K(a) : K] = n.

[Tpumep. Hexkaje K = Qu L = C.

a) Tocmarpajmo momunoM f(x) = x% — 2 € K[x]. INonunom f(x) je HeHyNTH, HOPMHUpaH U
HECBOUBUB Haj K, Ha OCHOBY Aj3CHIITAJHOBOT KPUTEPUjyMa 3a P = 2, IbETOB KOPEH je @ = V2.
3ato je f(x) MUHMMAIHU TOJWHOM eleMeHTa @ Han K, uuju je crenen 2. ba3a BekTopckor
pocTopa K(\/E) Haa K je {1,\/5}. OnHOCHO K(\/E) = {a +bV2|abe K}.

b) Tocmarpajmo momuuoM f(x) = x2 + 1 € K[x]. Homauom f(x) je HeHysITH, HOPMHUpAH U
HECBOJUbUB HaJl K, 1eroB KopeH je @ = i.3aro je f(x) MUHMMAIHK IOJIMHOM ejleMenTa @ Hax K,
ynju je cremeH 2. basza BekTopckor mpocropa K(i) wang K je {1,i} . Ogmnocuo
K(i)={a+bi|abeK}

¢) 3a momunom f(x) =x3—2x+6 € K[x] . Ionunom f(x) je HeHyITH, HOPMHMpPaH U
HECBOJUBMB HaJ] K, Ha OCHOBY Aj3€HILTAjHOBOT KPUTEPHUjyMa 32 P = 2, M IpeMa OCHOBHOM CTaBYy
anreOpe oH Mopa uMartu Oap jenan KopeH a y L 3aro je f(x) MUHUMAIHH TTOJMHOM €JIEMEHTa O
Hag K, umju je cremen 3. Basza Bektopckor mpocropa K(a) man K je {1,a, a 2}, OmHOCHO
K(a)={a+ba+ca?|lab,c€EK}.

[Tosbe paznarama

Kaxo cmo Beh pekin, ako je L nipormperbe mosba K n @ € L anrebGapcku eJeMeHT, OHJa MTOCTOjH
HOPMHPAaHU HECBOUbMBH TONMHOM 13 K|[x] unja je jenna myma a. Mehyrum, na nu 3a cBaku
HOPMHpaHN HECBOUbMBH TONMHOM u3 K [x]| moctoju mpommupeme L noska K koju caapxu Gap
jemny Hyny tor moiauHoma? Ha ocHoBy KpomekepoBe Teopeme j0ia3uMo 0 3aKJbydka Jia
MIOCTOjU TakBO Tpommpemne L. OQHOCHO, ako jeaHa ox Hyda ' € L', oHma mocroju usomopduszam
noma @: Kl[a] - K[a'], tako na ¢@(a) = a’,¢(a) = a,a € K. Jlonazumo 10 3aKk/bydka Ja
MOCTOjH TpomMpene L mosba K Koje caapKu CBe HyJle HECBOIJLMBOI MOJMHOMA CTETEHA N W3
K[x], omnocuo Bpemu f(x) = ag [Ii=o(x — @;) € L[x] u TakBo L ce Ha3uBa moJbe pas3jiarama
nojuHoMa f(x) y omHocy Ha K.

Hopmanno npommpeme

Teopema 4.5.4. Konauno npomupemne L moska K je HopMaiHo npoudpeme nojba K, ako u camo
aKo je L moske pasnarama Hekor nonuaoma f(x) € K[x] y onxocy Ha K.
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IIpumep 4.5.5. Heka je K = Q mnosme paumoHanHux OpojeBa, a f(x) =x*—2 € K[x] .
ITpumehyjemo na je f(x) HecBObMB (Ha OCHOBY Aj3€HIITAjHOBOT KpUTEpPHjyMa 3a p = 2).

Konauno npommupeme L noba K jecte L = K[\/E], f(x) = (x2 - \/E)(xz + \/7), U TO je ToJbe

pasmarama nonuaoMa g(x) = x2 — 2 € K[x], jep nopen uyne V2 caapxu n —V2. 3ato je L
KOHAYHO ¥ HOPMAJIHO ITPOLIUPERE MoJba K.

Tocmartpajmo nomanrom h(x) = (x2 —v2) = (x — V2)(x + V2) € L[x] . Konauno npoumpeme
M nospa L jecte M = L[W] =K [W] U TO je IoJbe pasiiarama nojauHoMa h(x) y oxHocy Ha L.
3aro je M KOHAYHO U HOPMAITHO MPOIIUPEHE M0Jba L.

[osse M canpsxu kopere +v/2 momaoma f(x) = x* — 2 € K[x], anu He canpxu +%/2i, ma 360r
TOra HUje HOPMAIHO IPOIIUPEHE MoJba K.

3akspyuyak: HopmanHOo mnpommpeme HOPMATHOT NPOLIMpEeHma HE Mopa OWUTH HOPMAIHO
MIPOLINPEHHE TIOJIA3HOT M0JbA.

Penatuau MmoHOMOphU3amMm

JHebununuja 4.5.6. (PesiatuBHu Monomopdgu3sam). Heka cy L u M nBa mpommpema mnosba K.
Nzomopduzam @:L — M 30Be ce peramusHu monomopguszam y onHocy Ha K, ako Bpenu
@:a — a, a € K. Ako nocroju penatuBHI MOHOMOp¢u3am @: L - M y onHocy Ha K, onna cy L
1 M ekBUBaJCHTHA MPOLINPEHHA.

Jlema 4.5.7. Heka je L anrebapcko npommupemne nosba K, a M anrebapcku 3aTBopeHo noJbe. Taga
ce CBakM MOHOMOpdu3aM @o: K — M Moxe NpoIyKUTH 10 MOHOMOpdu3ma ¢: L — M. Axo je
L = K[a] jennocraBHO anre0apcko MpoIIMpere mojba K, Taja THX MPOIIUpPEha UMa yIpaBo
OHOJIMKO KOJHMKO MuHHManHu TmomuHoM f(x) € K[x] emementa a y omHocy Ha K wuwma
pasTMUMTHX Hyna (Y HEKOM CBOM TI0JbY pa3iarama).?s

CenapabUITHO POIIUpPEHE

Nedunummja 4.5.8. (Cenapaduano npommpene). Heka je L mpormpeme nosba K. 3a eneMeHT
a € L xaxemo na je cenmapabuian Hajg K ako je a anrebapcku eneMeHT Hax K, a ocuMm Tora
MHUHHMAJHU TOIHHOM [, (x) € K[x] enementa a y omHocy Ha K mMa camo jemHoCTpyke Hyre. L
je cenapabunno npowuperse ojba K ako je cBaku enemMeHT a € L cemapabwmian Han K.

Teopema 4.5.9. Konauno npomupemne L osba K je cenmapaOrIHO ako M caMO aKo TIOCTOJH YIIPaBO
[L : K] penatuBanx MoHOMOpm3ama @: L — L .24

3 Nlepununmja 4.5.8. u Jlema 4.5.9. y3ere us B. Ilepuh, Arzebpa |l
24 Tepununija 4.5.10. u Teopema 4.5.11. y3eto u3 .B. Tlepuh, Anzebpa |l
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I"anoaoBa Teopuja

Axo je moJbe L mpommpeme nosba K, ouma ce moarpyna rpyme Aut(K) ca momenom {o €
Aut(K) | olg = ig}30Be rpyna I'anoa u o3nayasa ca Gal(L/K). Ipyrum peurma, TO je rpyrma
CBHX pEJIaTUBHHX ayroMopdmusama 1mosba L y omHocy Ha mosbe K. Heka je G moarpyma rpyie
Gal(L/K) nosbe unBapujanara je L; = {a € L1o(a) = a,Vo € G} u 10 je nomen mehymnossa
K c L; c L. Ako je L npommpemne KOHAYHO, HOPMAIHO U CenapaOuiIHO Mpolpemke nojba K
tagaje G = Gal(L/K) xonauna u Bpeau |Gal(L/K)| =[L: K]u K = L.

Hanowmena. Hujenan of ycioBa HOpPMaIHOCTH M CeNapaOMIIHOCTU HE cMe OMTH n30cTaBibeH. Ha
npumep, [Q(W) : Q] = 3, am |Gal(Q(§/§)/Q)| = 1.0Bo npomupeme nosba Q HUje HOPMATHO
IPOIIMPEILE jEP CATAPKH CaMo jeIHy Hylly HECBOIJBMBOT moiuHOMa x> — 2 € Q[x]. ITonunom
x3 — 2 je cenapabunaH.

Jlema 4.5.10. Heka je K moJbe KapakTepUCTHKE P, a N MPUPOJaH Opoj, TakaB aa p + n (p Moxe
outi Hyna). Axo je L mosbe pasnmarama monumHoMa X" — 1 Hax K Tj. mosbe neobe Kpyra Ha n
jennakux  gemoBa, Tama je rpyma  Gal(L/K) w3omopdHa  mOArpymH  rpyre
{l11<sl<n(k,n) =1}, ).

Jloka3. ITomunom x™ — 1 je cenapabuian (Beros u3Box je nx" 1, ¢ 063upoM 1a Baxu p + n, na
je (x™ — 1,nx""1)~1), a ckyn cBUX BErOBHX HyJa j€ JOMEH IOArPYIE MYITUILIMKATHBHE IPyIIe
nosba L. Ta moarpyna je uukianuHa u pena n. [lpumemyjyhu 3Hame 0 NUKIMYHUM rpylama
nobujamo na, ako je ¢ jeqan reHepaTopHH eneMeHT Te rpyne (3Hauu L = K[]), onma cy enementu
rpynie Gal(L/K) onpehenu ciukoM eneMenTa &, a TO OfeT Mopa OUTH FreHepPaTOPHU €JIEMEHT JlaTe
nukmane rpyne ( ako o € Gal(L/K) n o(§) = &', tana u & u &' uMajy MCTH MYITHIITHKATHBHH
pen). Ilpema tome, enementu rpyne Gal(L/K) cy obmuka o;, tne je 1 <l<n,(k,n) =1mu
0,(§) = &'. Kopecnonennmija o; — | je MHjeKTHBHO NpeciukaBame (yraname) rpyne Gal(L/K) y
rpyny ({L[1<1<n,(k,n) =1} ).

I'pyna Gal(L/K) je A6enosa jep je rpyma ({{ |1 <1l <n,(k,n) =11}, -,,) AGenosa, ma je Taksa
U BeHa moarpyna koja je uzomopoua ca Gal(L/K). I'pyma ({L|1 <1< n,(k,n) =1}, -,) je
[UKJIMYHA aKO je N poCT Opoj, 1a je MUKJINYHA U CBaKa heHa noarpyma, ma u rpymna Gal(L/K).

4.6. [IpyMUTHBHU N-TH KOPEHH U3 jeJMHULIE

Jennaunna x™ — 1 = 0 genu jeTMHUYHU KPYT Ha NjeTHAKHUX JETI0BA U IMa N PEIICHha H3PAKEHIX
TPUTOHOMETPUJCKUM (yHKIMjamMa. Y HacTaBKy hemo ce 6aBUTH anre0apcKuM pelielhuMa OBe
jennaunne. Kao mto je Beh pedeno mopes Opoja 1, ocrana pemera jeqnaunte x™* — 1 = 0 cy n-

TH KOPEHU U3 JeTUHUIIC

2km 2km
& =cos—+isin—,k=1,2,...,n—1.
n n
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Heka je ¢ n-tu KopeHu U3 jeAMHUIIE, Taaa je pex 6poja &, y o3uaim ord(§), Hajmamu 6poj k € N
TakaB [a BaXd Ek =1, nox 3a cBaku m € Z Baxu ™ =1 ako u camo ako k | m (omakie
nobujamo na k | n). [locmarpano ¢ je IpUMUTHBAH N-TH KOPEHU U3 JEIMHUIIC aKO je k = n u Taga
je ckyn {&€0,&L, ...,&" 1} ckyn n-THX KopeHa M3 jenuHMie. Ha Taj HauMH Cy n-TH KOPEHH M3
JeIMHHUIIE TEHEPUCAHH, TIO3HABAKHEM jeTHOT IIPUMHUTHUBHOT KopeHa. KoHauHO J01a31uMo 10 Beoma
OWTHOT 3aKJbydyKa KOju he HaM CIy)KUTH y KAaCHHJUM JIOKa3UMa.

Jlema 4.6.1. Heka je £ npuMUTHBHHA N-TH KOpeHHU U3 jeaunuie. Tama je u &¢ NpUMUTHBHH NM-TH
KOPEHHM U3 jeTHHUIIE aKo U caMo ako je (n,a) = 1.

Jloka3. Heka je ord(é%) = d. Tana je £%4 =1 ako u camo ako n | ad. Heka Baxu (n,a) = 1,
Taja nooujamo aa n | d. oxgakie cienau aa je d = 0 wiu d = n. To 3nauu aa je pen enementa ¢
jenHak n, na je £ npuMHTUBAH KOPEH.

C npyre ctpane, ako je (n,a) =1[,l > 1,unekajen =1 n, ua =1 -a; tako naje (ny,a;) = 1.
Tamaumamo (§4)™ = (§l4)M = (EM)% = (EM)% = 1% = 1, Te 1oOHjaMoO /12 je pes eTeMeHTa
&% HajBumie pena n,; < n, na HUje NPUMUTUBHU KOPEH, TJC J0Ja3MMO J0 KOHTPAIUKIH]C U Ja
Baxu (n,a) = 1.

Jlakie, IPUMUTHBHUX N-THX KOPEHa U3 jeMHUIIEC MMa YIIPaBO OHOJIMKO KOJIMKO y HH3Y 1, 2, 3, ...,
N NpUPOJHUX OpojeBa KOju HHUCY Behu o] m MMa OHUX KOjU Cy pelaTHBHO Ipoctu ca n. OBuM
3aKJbydyjeMoO a ynpaso, no0po mosHara, OjmepoBa (yHkuuja, @(n), 6poju MPUMUTHBHE N-TE
kopene. Ilpucerumo ce, @(n) € |{a |1 <a <n,(a,n) =1} . 3a kaHoHcku o6muK Opoja

n =p;% - .- p%, Ojneposa pynxuuja rmacu ¢(n) = n - [[X, (1 — pll)

HNedbununmja 4.6.2. Heka je n mpousBoJbaH mpuponaH Opoj. Taga n-TUM HHUKIOTOMUYHUM
MOJJMHOMOM Ha3MBaMO MOHHWYaH IIOJIMHOM YHjU Cy KOPEHH NPUMMTUBHU N -TH KOPEHU U3
jenuHuIle (1 IpUTOM HEMa JBOCTPYKHX HYJIa)

o, = | | (x-¢)
1<i<n
(in)=1
Opnasnie cnem ma je x™ — 1 = [[q, Pa(x).
n3
D (x)=x—1ux?—1=,(x)P,(x) = (x — 1)D,(x)
nobujamo aa je P,(x) = x + 1.

IMocTymak je ananoran 3a uspauynaBame O, (x) 3an > 2.

46



V AJITEBAPCKA AHAJIM3A KOHCTPYKIIMJA MTPABUJTHUX
HOJIMI'OHA

5.1. IuKJI0TOMHjCKA jeTHAYNHA

[TpoGiieM KOHCTPYKIIHMje TMPABIIHOT MMOJIMTOHA Ca N-CTpaHa CBOAM CE Ha PEIIaBambe jeTHAYMHE
nojene kpyra x™ — 1 = 0, koja je y XVI| Beky Ha3BaHa IIUKJIIOTOMUjCKOM jeTHAUMHOM.

Teopema 5.1.1. IIpaBusian n-Toyrao ce Moxe KOHCTPYHUCATH JICHLUPOM M IIECTApOM aKO M Camo
ako ce jeqHaunHa X" — 1 = 0 MOKe PeIIMTH HU30M JIMHEAPHUX U KBAJIPATHUX jECAHAYMHA.

l"ayc je mpBu oxpenuo 3a koje n je Moryhe pemuTd HUKJIOTOMHUJCKY jelHadyrHy moMohy Hu3a
KBaJIpaTHUX jeHaunHa U To je o0jaBuo 1801. rogune y cenMom aeny CBOJUX ,,ApUTMETHYKHX
pacmipaBa“. Tume je TEOMETPHjCKH TIPOOJIeM CBeJie Ha aredbapcko penieme (penieme y Gopmu
paaukana).

MHoro je jenHocTaBHHMje HahM KOMIUIEKCHA peliermha IHKIOTOMH]CKE jeIHAuYnHE, TadyHHje
¢dakTopucaTi je HaJ KOMIUIEKCHUM OpojeBHMa. Y TOM ciy4ajy OaBUMO c€ KOHCTpYKIIHjama
NPaBUWIHUX TIOJIMTOHA YNUCAHUX Y JEAMHUYHU KPYT, YMja TeMEHa MpPEACTaBJbajy KOMILICKCHA
pemiema jenHaunne z" — 1 = 0, u3parkeHa TPUTOHOMETPUjCKUM OOJTMKOM M IIPUTOM j€ jeTHO TEME
y tauku (1,0). ITopen 6poja 1, ocrana pemea jeaHaunne z" —1 = 0 cy n-TH KOpPEeHH U3
jenunwurte (ci. 46)

Ek=0052k7n+isin¥,k=1,2,...,n—1. (5.1)

Kana je k y3ajamHO mpocTo ca n 100Hja ce MPUMUTHUBAH N-TH KOPEH M3 jeIMHUIIE, Hajuenrhe ce
Kopuctu 3a k = 1.

Ha 6ucmo 6osbe pazymenu (5.1) npucerumo ce
CTENIEHOBaka TPUTOHOMETPUJCKOT  OOJIMKa
KOMIUICKCHOT Opoja z = r(cose + ising), 1j.
yyBeHe MoaBpoBe popmyiie

z" =r"*(cos np + i sin ny). (5.2)

bynyhu na nmocmarpamo komiiekcHe OpojeBe
Ha JeIUHUYHOM KpYTY, Tj. UMja je arlcoyTHa
BpenHocT Izl =r =1, u3 (5.2) ciequ na je
z" = cos ng + i sinng, mro ca z" = 1, naje
cosng +isinng = 1. U3 cos np = 1 cneqn

na je
ne = 0,2mn,4n, ...,
a oJaBJie 1a je @ = (),27”,47”, Cn. 46. Ilpumumusnu n-mu Kopex u3 jeOurHuye
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V AJII'EBAPCKA AHAJIN3A KOHCTPYKLHUJA IIPABUJIHUX T[10JIMT'OHA

Jlakiie, CBaKM KOPEH HUKINYHE jenHa4ynHe je oomuka (5.1).
) . 0 z1 n-1
[IpumeTnMo, N -Te KOpEHE W3 jeAMHHIIE MOXXEMO TpUKa3aTH U Kao cremeneé &, .., &
21 . . 2T . . .
MPUMHUTHBHOT KOpeHa ¢ = cos— +isin— 3a k = 1. BaxHo je ucrahu jour n1a je
- — 2km . . 2km =
gk =gk = cos—— —isin=—, nawie {pk =32k =01,2,...,n—1. (5.3)

Kaxo je
x"—=1=(x-DE" T +x" 2+ +x+1)

po0JIeM KOHCTPYKIIM]je IPABIIIHUX ITOJIMTOHA CE CBOJU HA PEIIABAE jeTHAUUHE

x4 X" x = -1
5.2. Aarebapcka aHaIM3a KOHCTPYKIHje MPABUJIHOT TPOYIJIa M MPABUJIHOT Y€TBOPOYIJIa

IIpe Hero MmMTO MOYHEMO aHAIM3UPATH LHUKIOTOMHJCKY jeJHAUMHY 3a ojApeheHH MOJIUroH,
MPHUCETHMO C€ Ja j€ Ty>KUHA CTPAHHUIIE S, TPABUIHOT N-TOYTJIA YIHCAHOT Y jeIUHUYHU KPYT

. Vs
S, =2"- sin—.
n n

3a n =3, mpaBWIHM TOJUTOH j€ jeIHAKOCTPAaHUYHH TPOyrao M Bpeau Sz = 2 - sin60°,
OIHOCHO S3 =+/3. 3a n =4, NpaBWIHH MOJNUIOH je KBaapaT W Bpeau S, = 2+ sin45°,
OIHOCHO S, = /2. Ha OBaj HA4MH BHIMMO DENIMBOCT KOHCTPYKIIHja NPABHIHOT TPOYIIa H

4eTBOPOYTIIA JICEHHPOM 1 1mectapoM (V3 1 V2 cy KOHCTpYKTHOWITHI 6pojeBn).

Kopucrehu nosnary ¢gopmyny 1 —cosa =2 - sinzg, JI0JIA3UMO 10 Jy’KMHA CTpaHula 2n-

TOYIJIa YIIMCAHOT y JeIMHUYHH Kpyr. 13

. T . T
1— /1—sm2—=2-sm2—,
2 2n

2 — /4 — 5,2 = 5502

no0ujamo

Te CIIEIN

Sop = [2 — /4 — 5,2 (5.4)

5.3. Airedapcka aHaJM3a KOHCTPYKIMje NPaBUJIHOT MeToyria

TemeHa NpaBUJIHOT METOYTNa A00Ujajy ce Kao pellema HUKIOTOMHUjcke jemHadnne z° — 1 = 0.
ITpema nocaganimeM H3Iaramy MeTH KOPEHH JeANHUIIE MOPajy 3a0BOJbAaBATH

zt+ 23+ 2722 +z2=—-1.
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V AJII'EBAPCKA AHAJIN3A KOHCTPYKLHUJA IIPABUJIHUX T[10JIMT'OHA

U3 (5.3) mobujamo ga je &* = €71,&3 = 72, na ropmy jeiHAUMHY MOKEMO 3aIMCATH Y OOJIHKY
E+ET+EP+EP+1=0.
Veperumo i cMmeny € + 71 =y, onakne je u 2 + 72 = y? — 2, na 1o6KMjaMo jeTHAYUHY

y2+y—1=0. (5.5)

Kopenu jennaunne (5.5) cy y1, = %ﬁ Kana yspctumo y; y € + 71 = y nobujamo na je

1 .
g:z(\/ﬁ—1+L/1o+2\/§) (5.6)

Kako je Beh ycTaHOBIJbEHO, BpeIH

_ 21 T isi 2m (5.7)
& =cos z isin = .
U3 (5.6) u (5.7) nobujamo na je
2r V5-1
cos?n = (5.8)

IITO TpPEJCTaB/ba KOOPAHMHATY IOJHOXK]ja HOpMalie ¢ Ha X -0Cy, YUME je peIIeH MpolieM
KOHCTPYKIIHj€ TPABUIHOT IETOYTJIA.

[TpumeTumo jorur,

_€+€_1_2 27r_2 ) (n 27r)_2_ T
y = = cos5 = 2sin > =)= smlo—slo.

Jennauwna (5.5) uMa Ba KOpeHa, IO3UTHUBAH U HeraTuBaH. [[03UTHBaH KOpEH HaM J1aje TyKUHY
CTpaHUIle MPABUIHOT JECETOYTIa, OAAKIIE Ce JaKo JoOHja Jy>KWHA CTPAHUIIE IPABUITHOT METOYTIa
kopuctehu (5.4)

1
ss? =7 (10 - 2V5) =1+ 552

IIpema Tome, Bpenu (3.3), Tj. Jla je CTpaHHUIa MPABWJIHOT IETOYIJIa XUIOTEHY3a IMpaBoyria
TPOYTIJIa YHja je jeJJHa KaTeTa CTpaHMLa IPaBHIIHOT JeCEeTOyTJIa, a Apyra KaTeTa je jeJUHUYHA TYX
(ToryieaTH KOHCTPYKIIH]Y MPABUIIHOT METOYIJIa Ha CIUIHU 374).

5.4. Aarebapcka aHaIM3a KOHCTPYKIMje MPABUJIHOT CeIMOYTJIa

PemmBoCT KOHCTPYKIIMj€ TIPABHITHOT CEAMOYTTIA CBOIM CE HA PEIIMBOCT jeHAUNHE
2+ + 2+ 723+ 22 +z2=—1.
pumeryjyhu (5.3) nobujamo na je ¢ = £71,85 = £72,&* = £73, ropma jeiHaunHa nocraje
E+ETTHEPHETTHE+HEPH1=0.
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VBomumo cmeny ¢ + 71 =y, onakneje 2 + 2 =y2 —2u &3 + &3 = y3 — 3y na nobujamo
jenHauYuHy
y2+y2+2y—1=0. (5.9)

Ha ocHoBy teopeme 4.4.7. mobujamo na ako KyOHa jeaHauwHa (5.9) uma parmoHaTHH KOPEH

a= s, OHJIa MOpa BKUTH J1a ¥ P | q nene 0poj 1, ogaxie nodujamo na je ¢ = +1. bynyhu na au

1 Hu —1 Hucy kopenu jenHauuse (5.9) 3akibydyjeMO Ja OHAa HEMa PAIMOHAIHUX peEIICHa.
Hajzan, npema tBphemy 4.4.8, oBa jeqHauMHa HEeMa HU KOHCTPYKTHOWIHE KopeHe. To 3Hauu na

. 21
ce 6p0_] cos 7 HC MOXE U3PA3UTH KBAJAPATHUM paJUuKaAIHUM HU3Pa3oM.

5.5. Aaredapcka aHaju3a KOHCTPYKIIHje PABUJIHOT IeBeTOyIJia
Pererbe mpobiieMa KOHCTPYKIIHj€ MPABUIHOT IEBETOYINIA MICCTAPOM M JICKHHPOM j€ aHaJOTHO
peliekhy KOHCTPYKIIH]jE TPABUIIHOT CEMOYTJIA.
Axo je & neBeTH KopeH jeauHule, ouna je &3 tpehu kopen jemunuie. Jlakie Bpenu
(E)2+8+1=0,1.+8+1=0
U3 (5.3) nobujamo na je £¢ = 73, ropma jeqnaunna nocraje
E+iP+1=0
YBoaumo cmeny & + £~ = y, nobujamo na je &3 + £73 = y3 — 3y onakne no6ujamo
y*=3y+1=0. (5.10)

AHAJIOTHO Kao y ciIy4ajy IpaBUIIHOT CeAMOYTIa, MpuMewyjyhu teopemy 4.4.7. u tBpheme 4.4.8.
Ha (5.10) momasuMo 10 3ak/byyka Ja KOHCTPYKIMja MPaBWJIHOT JEBETOYIJa JICHUPOM H
mecTapoM Huje Moryha.
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V| PEHIMBOCT KOHCTPYKIUJA JEHBUPOM U IIECTAPOM

6.1. YBoaum xeo

[Ipu pemaBamy KOHCTPYKTHBHHX 3aJaTaka KOPUCTHMO CE€ Pa3HUM MeETOJaMa Ie€OMETpPHjCKOT
KOHCTpyHCama. JeHO 0]l OCHOBHHX NHUTama jecte: Koje ce KOHCTPYKIIHje MOTy pemunTH nomohy
Jewupa ¥ mecrapa? Y eJIeMEeHTapHO] T€OMETPHjHU HE MTOCTOjJU aJITOPUTaM KOJUM O ce, y OIIITEM
CIIy4ajy, MOTJIO OJPEJAWTH KOjU C€ KOHCTPYKTHBHH 33JaTaK MOXE PEHIMTH MOMONY Jemupa u
niecrapa, a koju He. OAroBop Ha OBO MUTamkE J100Mja ce MPUMEHOM aHAJIUTUYKE T€OMETPH]E, Y3
TeopHjy anredbapckux jenHaunHa. Kopumhemem Teopuje anrebapckux jeHaunHa YTBpHEHo je 1a
ce mIecTapoM H JICEbUPOM MOT'Y M3BECTH CaMO OHE KOHCTPYKIHMje KOje ce CBOJE Ha airedapcke
jemIHAYMHE YHWja ce peliema a00ujajy BPIICHEM palMOHATHUX Olepalrja ¥ W3BIAYCHEeM
KBaJIpaTHOT KOpeHa KOoHadaH Opoj myra. Bpatmmo ce Ha aryiebapcky METOAy KOHCTPYKIHjE U
cTpany 18. rie cMo mpeacTaBUiIN KOHCTPYKIH]Y AYXKH X aKo Cy 3ajJare AYXH a u b Tako aa je

a )
x=a—b,x=a—-—b,x = > x = Vab, KOPUCTUIIM CMO pallMOHATIHE OMepalje U KOPEHOBAE.

Jlakie, nyx IyKHHE X c€ MOXK€ KOHCTPYMCATH aKo je X KOHCTpYKTUOmiIan 6poj. yx je ogpehena
JIBEMa KpajlbUM TaukKama, OJJHOCHO KOOpJIMHAaTaMa THX Tadaka. Y3umajyhu na je y paBHU Jar
JlexapToB MpaBOyTIM KoopanHaTHU cucteM u Tauka E (1,0), rae ayxx OF nipeicTaBiba jeqJUHUYHY
ayx. Jlako je yBumeTH na ce CBakM KOHCTPYKTHBHH IpoOJIEM MOXKE CBECTH Ha ojpehuBame
TpaXXEHUX Tayaka, noja3ehn o KOHAYHOT CKyIla Tauyaka y paBHH. JacHO, ako je 3aJaTta HeKa Tauka
A(a, b) oHna MOXXEMO KOHCTPYHCATH CBaKy TauKy Yje KoopauHate jexe y moiby Q(a, b).

Ananusupajyhu enemeHTapHe KOHCTpYKIHje (ca cTpane 3):

| M360p npon3BoJbHE TauKe YHYTap JATOr JeJia paBHU.

Il KoncTpykimja npase Koja npoJjia3u Kpo3 jBe Beh nzabpaHe Tauke WM KOHCTPYHCAHE Tauke.
Il Konctpykiuja kpyra koMe je n3adbpaH WM KOHCTPYHCaH LIEHTap U Tauka Ha nepudepuju.

IV OnpehuBame Tauke npeceka aBe Beh KOHCTpyHCaHE IMpaBe WM KOHCTPpyHCAHE IpaBe ca
KOHCTPYHCAHHM KPYrOM HJIM JIBa KOHCTPYHCaHa KpyTa.

Nwmajyhu y Buay Aa ce mpaBe y paBHHM MPEACTaBJbajy jelHAYMHAMa MPBOT CTEMEHA ca JBE
MIPOMEHJbUBE

Ax + By +C =0,
a KpyT KBaJIpaTHOM j€THAYMHOM Ca JIBE€ HETIO3HATE

Ax? + Bxy + Ay*+Cy+D =0,A+#0, B2+ C?>—4AD >0

JI0J1a31MO JI0 3aKJby4YKa J1a C€ CBaKa KOHCTPYKIIM]a JEHUPOM U LIECTApOM, Tj. IOMOhy MpaBuX U
KpYroBa, MOK€ CBECTH Ha peIllaBambe HU3a JIMHEAPHUX U KBAJPATHUX jeTHAUYMHA.
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JleTaspHUjE, aKO C€ y paBHU yBeJe KOOPJAMHATHU CHUCTEM, TaJa CBAKOj JMHHUJU OATrOBapa je/Ha
jeHaYMHA ca JBE HEIMO3HATe, a MPECEeKy JBEjy JWHHja OJroBapa pelICHkhe CHUCTeMa O] JIBE
jeHaYnHEe KOjuMa Cy MPeACTaBIbeHE TE JIMHHU]E K OOPHYTO, CBAKOM CHCTEMY OJI JIBE jeTHAYMHE ca
JIBE HEMO3HATE OJIroBapa map JmHuja koje he ce cehm wim He, Beh mpema ToMe Ja Jik Taj CHCTEM
Ma WM HeMa peIlehe.

Jlema 6.1.1. Axo je P(a, B) xouctpykTn6unHa tauka, ouaa je [Q(a, f) : Q] = 2%,3a k > 0 (k je
HEHEeTaTHUBaH 1eu 0poj).

Joxkas. 30or jeqaocraBuujer 3anuca yoyayhe hemo nucaru Q(P).

Heka cy ce y mporecy nobujama Tauke P jaBipajie eleMeHTapHOM KOHCTpykiujom |V pemom
tauke P; ..., B, = P, rne je P; = (a;, B;). Uuaykuujom mo n hemo mokazaheru na je cremex
excrensuje [Q(Py,..., B,) : Q] crenen 6poja nBa.

Cnyuaj n = 1 je obpahen y npenasy us k y k + 1. IlpernocraBumo na je [Q(Py, ..., Pr—1): Q]
crenieH Opoja 2. Tauka Py je moOujeHa MpPEeceKoM WM JIBE MpaBe, WM MPaBe M KPyra WId JBa
kpyra. [IpaBe cy onpeljene Taukama ca koopaunartama u3 Q(Py, ..., Py_1), Kpyroeu cy oapehenu
HeHTpoM umje ¢y KoopauHare u3 Q(P;, ..., Py_1)U MOIYIPEYHUKOM jeTHAKMM PACTOjamy IBEjY
Tayaka ca koopauHarama u3 Q(Py,..., Pr_1).

Axo cy nare nBe tauke A(y;, 8;) u B (yj, 61-), jeIHaUYMHa MpaBe KPo3 HUX je
8 — 6;

— 5 = L (x — y)). 6.1
y =96 — Yi (6.1)

Axo je Kpyr ca neHTpoM y Tauku (Y, §5) U MONYIIPEYHUKOM jeHAKUM pacTojarmy Tadyaka (¥, §;)
u (V;, 64), BETOBa jeIHAYNHA je

(x=¥)*+ (= 8)% = 0y —v0)? + (6, — 8> (6.2)

Axo je tauka P, npecek aBe mpase tuna (6.1), Tj. mpecek JBe MpaBe y YMjUM jeJHaYNHAMa Cy
koedurrjentr u3 Q(Py,..., Py,_1), OHIa cy meHe kKoopauHate Takohe y moby Q(Py, ..., Pr_1),
onHocHO Q(Py,...,Pr_1) = Q(Py,...,Pr_1,Py). Y TOM cnydyajy ce pelraBa CHCTEM OJ JBE
JIMHEapHe jeHaYnHe Koje cy onpeljeHe THM mpaBaMa. AKO CHCTEM MMa je[JHO PelICHe paBe ce
CeKy, aKko UMa OECKOHA4YHO MHOTO pellieha MpaBe ce MOKJIAIajy, a ako HeMa pellieka MpaBe Cy
napa’seiHe. 3a pelaBame OBOT CHCTeMa KOPHCTE ce cabupame, O1y3UMathe, MHOXKEHE U JIe/bCHE.

Axo je tauka Pj, mpecek mpaBe tuna (6.1) m xpyra tuma (6.2) Tj. Tpecek JUHHjA Y UYHjUM
jemnaunnama cy koebunujentu u3 Q(Py,...,Pr_1), OHIA Cy HWEHE KOOpIHMHATE WIH Y TOJbY
Q(Py, ..., Pyx_1) nau HEKOM IPOLIUPEEHY TOT M0JbA CTEIIEHA EKCTEH3H]jE 2. Y TOM CiIydajy ce mocie
eIMMUHAIIN]E jeTHe TIPOMEHJBUBE PEIllaBarh-¢ CBOJIM Ha PEIlaBamke jeJHE KBaIpaTHE jeTHAUNHE ca
JETHOM HEeTMO3HaToM (Ty KBaJpaTHY jenHadnHy hemo o3HauuTH ca (*) paau, Ha najbe, JaKier
npahema TekcTa). PemaBame kBagpaTHe jegHaunHe (*) mopea paliMoHaTHUX OTepalnja, y clyqajy
KaJia TUCKPUMUHAHTA HUje MOTIIYH KBaJpaT, 3aXTeBa U U3BJIaYCHE KBaPaTHOT KOPEHA.
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AKO je TUCKpMMHHAHTA HETaTHBHA TaJ1a ce MpaBe U KPYT He CeKy. JacHo, Kaja je AMCKpUMUHAHTA
MOTITYH KBaJIparT, Pelice Ce Hala3u y MoJby KoeduIimjeHara u 1o0uja ce, Kao U y MPETXOTHOM
cnydajy, na Baxd Q(Py,...,Px_1) = Q(Py,...,Px_1,Py). AKO AMCKPHMHHAHTA HHje MOTIYH
KBaJIpaT, Tajaa je

—b +Vb? — 4ac b 1

=
2a 2a " 2a b,

X

rze ¢y a, b, ¢ koepuMjeHTH KBaapaTHe jeqHaduHe (*) 1o0ujeHn NPUMEUBABEM PAlHOHAIHUX
orepanyja Ha KoeuujeHTe jeJHaYnHa IoCMaTpaHe MpaBe U Kpyra (kopumheHa cy JaTHHUYHA
cioBa a,b,c ymecro cnoBa andabera 300(g jemHocTaBHHMje HoTamuje). Jlakie, mosby

xoeduumjenara Q(P;, ..., Py_,) ce anjynryje 6poj VD, cTeneH ekcTeH3mje

[Q(P1:---;Pk—1) : Q(Pli""Pk—l'Pk)] = 2;

jep je nommuomM x?—D =0 MMHMMAIHM NOIMHOM 3a VD , KOju je HECBOIJBUB Haj

Q(Py,..., Py_1), jep axo 61 6ro cBoasbHB Tajga 61 VD npumagao moby Q(Py,..., Pe_1).

Konauno, ako je tauka P, moOujeHa mpecekoMm 1Ba kpyra tuma (6.2), ompehuBarme pericwma
CHCTeMa Ce€ CBOJM Ha MpeTXoHu ciyyaj. [lonoBo hemo, panu 60spe nmperaeHoCTH, YMECTO CIIOBA
anabera KOPUCTUTH JIATHHUYHA cioBa. Heka je, nakie, Tauka Py, mpecek Kpyroa

kl: al(xz + yZ) + b1X + 1y + d1 =0
kz: az(xz + yZ) + bzx + Gy + dz = 0,
rae je a;a, # 0. Ako ce mpBa jeqHaYMHA TOMHOXU Ca Ay, IPyra a, ¥ jeJHAaYNHE Ce OJy3MYy Tajaa

je
(azby — ayby)x + (azcq — a163)y + ady —agd, =0,

I1a ce pelIeke CBOJIM Ha pellaBame OBE JIMHEapHe jeJHaYMHEe U jeJHAUYMHE jeTHOT O]l JIBa Kpyra,
TJ. HA IPETXOAHHU CIIYYaj.

[Mpumep 6.1.2. (ITpodaem yaBocTpyuaBama KOIKe) AKO je JaTa KOIKa 4Ydje Cy CTpaHHIE
nyxuHe 1, 1a M je KoHcTpykTHOMIHa Tauka (@, 0) 3a kojy Baxu a> = 2 (KOIKa ca CTpaHuLamMa
@ KOja uMa aymiio Behy 3anpeMuHy oJ] nosasHe)?

Jloxas. Kako je @ = V2 n xako je [Q(?i/f) Q] = 3 (jep je nmommnoMm x> — 2 € Q[x] HecBOMIBHEB
npeMa Aj3eHIITajHOBOM KPUTEPUjyMY), OATOBOD je, IpeMa MPeTXOAHO] JIEMH, OJIpHYaH, jep HHje
crerneH /Bojke. HapaBHo, ucto 6u 6110 1 ja cMO 3a Iy>)KMHY CTpaHHIIE [T0JIa3HE KOIIKe Y3elIu Ma
KOJU APYTY NO3UTHBAH pallMOHaIHU OpOj.

[Mpumep 6.1.3. (KBaaparypa kpyra) [la iu je Mmoryhe KOHCTpyHCaTH KBaJIpar Yuja je MOBpPIIMHA
JjeIHaKa MOBPIIMHU Kpyra HojaynpedHuka 1?

Jlokas. AKo 3a jeTHO TeMe TPaKEHOT KBapaTa y3MeMO KOOpIMHATHH TT0YeTak, a 3a octaie (a, 0),
(0, @) u (@, @), BumuMo 1a je @ = /m. Kako je 7 TpaHcIeaeHTan 6poj, TpaHCIENeHTaH je U /T,
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JaKie [(@(\/E):Q] = 00, INTO NpeMa MPETXOJHO] JIEMH IIOHOBO 3Ha4M aa je Hemoryhe
KOHCTPYHCATH.

Cana ce namehe nurtame: J[a mu ce oBaj mpoOIeM MOXKe MOCMAaTPaTH U3 CYNITOPHOT cMepa?

Teopema 6.1.4. Heka je nara tauka P(a, 8). Ako nmosbe Q(a, f) campku HU3 TIOTIIOJbA
Q=KycKyc CcKp 1<K, =Q(ap)

rae je [K,—1:K,] =2,i=1,..,n, onna je tauka P(a, f) KOHCTPYKTHOUIIHA.

Hoxka3s. Jlokazahemo unaykuujom mo n. Crnydaj n = 0 je TpuBHjasiaH, Taaa Cy KOOpIUHATE TauKe
P panunonanuu 6pojeBu. [IpeTnocraBumo 1a ¢y cBe Tadke nosba K ;_; KoHcTpykTHOmIHe. Kako je
[K; : K;_1] = 2,10 je,3amMakojey € K; \ K;_1, K; = K;_1(y). Hexa je

1 \° 1
p(x)=x2+ax+b=(x+5a> +b—Za2

MHHUMAJIHU MOJIMHOM eJieMeHTa y Haa K;_4.

Ako je 6=y+%a, Taga je 82 =y2+ay+b+ia2—b =ia2—b. IIpema Tome 62 je
HeHeraTuBaH enemeHT nosba K;_;, a K; = K;_1(y) = K;_1(6). C 063upom na je Tauxa (52,0)

KOHCTPYKTHOMJIHA, KOHCPYKTHOMIIHE ¢y U Tauke (+6,0), (+y,0).

Tepheme 6.1.5. Heka je mara tauka P(a,f). Axo je mosse Q(a,f) HOPMAITHO MPOLIMPEEHE
nosba Q Taxso ma [Q(a, B) : Q] = 2% (3a Hexm HemeratmBan nenm 6poj k), oHna je Tauka P
KOHCTPYKTHOMITHA.

JTokas. Heka je Q(a, f) HopManHO mpoIinupere mosba Q. JacHo, y muTamy je U cernmapaduiIHO
npomupene noba Q, ma je |Gal(Q(a, £)/Q)| = [Q(a, B) : Q] = 2%, k = 0. IIpernocTaBumMo 1a
je k mosutuBHO. Ox panuje 3Hamo aa je rpyna Gal(Q(a, f)/Q) pemmBa. Heka je

Gal(Q(a, )/Q) =Gy 2 Gy D+ DGy DG =E

IBEH pEIIMBH HOPMAJTHHM HU3; Aakie, ¢aktop rpyne G;_;/G; Cy UMKIAYHE Tpyne pema 2.
[Tpuapyxxumo ToM HU3Y oAroBapayhu HU3 MoJba

Q=KycKiccKyyCKy=Q(a,p),

rrne je K; nosse uHBapujanara (nmox)rpymne G;. Kako je G;< G;_1, T0o je nmosbe K; HOpMaIHO Haj
noeM K;_1 u |Gal(K;/K;_1)| = [K; : Kj_1] = |Gi_1/Gi| = 2.

[Tpumep 6.1.6. (IIpodaem Tpuceknmje yriaa). AKo je 1aT yrao a ca jellHUM KpakoM Ha X-OCH, J1a
7 Ta je Moryhe KOHCTPYKTHOUITHO MOJIETIUTH Ha TP jeHaKa?

Jloka3s. JacHO, TOBOJBHO j& caMO MOCMaTpaTH yriioBe yHyTap IpBor kBaapaHnTta. Heka je 0° < a <
90°. HampTajMo KpyT ca IIEHTPOM Y KOOPAMHATHOM MOYETKY, MOJTYIIpeYHrKa 1, 1 Heka je P Tauka
mpeceka Tor Kpyra ca apyrum kpakom. Tauka R(cosa, 0) je mpojexitija Tauke P Ha X-0Cy; OHa

54



VI PELIINBOCT KOHCTPYKLNJA JIEEbHUPOM U LLIECTAPOM

HaM je, JMakie, aara, PYyrHM pednma y monasHoMm mosby ce Hamasze Tauke 0(0,0), 1(1,0) u
. . . a

R(cosa,0) . TIpobieM TpUCEKIHje yIia @ je pPEIIMB aKO M CaMO aKo je Tayka (COS;,O)

KOHCTPYKTUOMITHA HaJ ITOJIA3HUM I0JbeM. 13 mo3HaTe TpUroHOMETpHjCKe JeAHAKOCTH

a , a
cosa = cos3 +— = 4cos® —— 3cos =25
3 3 3

CIIC/IN J1a j€ COS % uyna nonuHoma p(x) = 4x3 — 3x — cosa € Q(cosa)[x].

Axo je nomunoMm p(x) cBomibus Hax mnosbeM Q(cosa), Tana je [(Q(cosa)) (cos g) : (@(cosa)]

a B
win 1 unum 2 u Tauka (cos 3 0) j€ KOHCTPYKTHOMITHA HaJl TOJIA3HUM MOJHEM.

Y CympoTHOM je [(Q(cosa)) (cos g) : Q(cosa)] = 3y Tauka (cos%, O) HHje KOHCTPYKTHOMIIHA

HaJ IIOJIa3HUM I1OJBEM.

TpuBHjanan mpumep yria 3a KOju UMaMO TPHCEKIIH]y je mpaB yrao. Ilpumep yria 3a xoju He
. o . 1 1.
noctoju Tpucekuuja je 60°, jep cos60° = S € Q, a nmonunom 4x3 — 3x — 5 HHJE CBOJUBHB Hall

mosbeM Q.

6.2. KoHCTPYKTHMOMIHOCT NPABUJIHUX MHOTOYTJI0BA

ITocMaTpaMO TIpaBUIIHK N -TOYTrao yIUCaH y KPYr ca LEHTPOM Yy KOOPAMHATHOM IOYETKY U
nosiynpeyHuka 1, uuje je jeaHo teme, Ay Ha x-ocu. [lompazymeBamo u ga ce ocrajga TeMeHa
Ay, ...,An_1 pebajy y cMepy CympoOTHOM KpeTamy Ka3ajbke Ha caTy. TakaB n -Toyrao je

. 21 . 2T
KOHCprKTI/I6I/IJ'IaH dKO U CaMO aKo j¢€ KOHCTpYKTI/IGI/IHHa Tauka A COS —,Sln— ) ako U caMo
1 n n

. , 2n
aKo je KOHCTpyKTHOWIHa Tauka A’ | cos — 0).

Jlema 6.2.1. Heka je tauka (cosa,0) koHcTpykTHOMIHA. Tama cy KOHCTPYKTHOWJIHE U Tauke,
(cos ka,0), (sinka,0), tne k € Z. Axo cy tauke (cosa,0) u (cosfB,0) KOHCTPYKTHOUIIHE,
KoHCTpyKTHOMIHE cy 1 Tauke (cos(ka + mp),0) u (sin(ka + mB),0) rae k, m € Z.

Jloka3. Y mpBOM ciy4ajy, 3a TO3UTHBHO k KOPHCTUMO HWHIYKIH]y W TPUTOHOMETPHjCKE
TpaHcdopmanuje
cos((k + 1)a) = coska-cosa—sinka-sina

sin((k + 1)a) = sinka - cos a + sin a - cos ka.

Hpyru neo cineaw w3 mMpBOT U oAroBapajyhux penaruja 3a KOCHHYCE W CHHYcE 30Mpa yriioBa.
Kopucru ce jour cos(—y) = cos(y) u sin(—y) = —sin(y).

25 3BeeHo u3 cos 3a = cosia — 3cos asin’a.
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. . 21
vy MUJbY IIOJEAHOCTABJbEHa HOTAI]€ o0enexunhemMo Y HaCTaBKy yrao 7 ca an.

Tephewe 6.2.2. Heka cy m u n mo3uTuBHU Lieau OpojeBH. AKO je NpaBWJaH Mn - TOYrao
KOHCTPYKTHUOMIIaH, KOHCTPYKTHOWITHY CY H MIPaBWJIAH M- TOYTao U MpaBUIIaH N- TOYTao.

Jokas. Axo je Tauka (C0S Ay, 0) KOHCTPYKTHOMITHA, TIPeMa MPETXO/IHO]j JICMH KOHCTPYKTHOMITHE
cy u Tauke (cos (N * ), 0) u (cos (M- apyy), 0), oxHOCHO Tauke (cos &y, 0) u (cos ay,, 0).

Jlema 6.2.3. AKo Cy NMpaBWIHH M-TOYrao M MPABUIHU N-TOYrao0 KOHCTpYKTuOWIHH, u (m,n)=1,
Taja je KOHCTPYKTHOWIIAH U IIPaBUIIaH MN-TOYTAo.

Jloka3. Heka cy ucnymeHH YIIOBH JIeMe M Heka je 3a 1ene opojese r,t mrm + tn = 1. Onna je
An =ty + 1, , @ mnomro cy Ttauke (coS a,;,,0) u (cos a,,0) KOHCTPYKTHOWIIHE,
KOHCTPYKTHOMJIHA je 1 Tauka (cos ta,, + ra,, 0) = (cos ay,y,, 0).

KoHnauHo m051a3uM0 710 TeopeMme Koja Jaje MOTIYH OJrOBOP Ha MUTame KOHCTPYKTHOMIHOCTH
MpaBWIHUX N-Toyriosa. [Ipe Tora, moHoBuMoO na cy depmaoBu nmpoctu OpOjeBH MPOCTU OpOjeBU
o6muka 22" 4 1; npBux Hekoiuko ¢y 3,5,17,257,65537, ...

Teopema 6.2.4. [IpaBwiian n- Toyrao je KOHCTPYKTHOMIIAH aKO U Camo ako je

n=2%p, .- p,
rnejek,r = 0urnecysar > 0 py, ..., p, pa3munta OepmMaoBu IPOCTH OPOjEBH.

Jlokas.

(=) IlpermocraBuMO [a je TpaBWIaH N -TOYrao KOHCTPYKTHOWJIAH W Ja Baxu
n=2k.p,* . -pSr TIpema nperxognoM TBphemy KOHCTPYKTHOMIAH je U CBAKM MpaBMIAH
k.
pit-

Toyrao, 3a 1 < i < r. KoHcTpyKTHOWIIHE CY, CTOra, Tauke (cos a, k;, 0), na je npema jJemMu
4

p

6.1.1. je [Q (cos apiki) : @] creriel Opoja 2. Heka je fpiki = cosa,, k; + isina,, k;. Jacwo, fpiki je

P
p;Xi-Kopen u3 jenuHMIE Y TOJBY KOMIIIEKCHHX OpojeBa. U3

-1 —
fpiki + ¢ piki = 2cosa,,

i
crenu
2 _ . —
fpiki 28,0 "cosa, ki +1=0,

TE j€ [Q (fpiki) :Q (cos apiki)] win | nim 2. Y cBakoM ciydajy je [Q (fpiki) : @] crerneH Opoja
2. C mpyre crpane, je & piki Jj€ HyJIa HECBOJIJBHBOT TTOJTMHOMA

Cbpl.ki (x) = H1sr<piki (x - ";rpiki)
(rp))=1

ctenena p;~i - (1 - pll) = p;¥i1- (p; — 1) , npema OjnepoBoj GyHKIH]H.
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Kaxo je p;¥i™1 - (p; — 1) crenen 6poja 2, moctoje camo aBe MoryhuocTu:
p; =2 u k; je mpoussosbHo win k; = 1 u p; — 1 je crenen 6poja 2, penumo p; — 1 = 2%, 1j.
p; = 2% + 1 (luTo 3Hauu Ja CBU HENMapHU CTENEHH 6poja 1 ce MOTy MOjaB/bMBATH CAMO Ha IIPBH
CTEIIEH, IITO M JECTE TPAKEHO). 3aK/byIMMO, KOHAYHO, JIa aKo t HHje cTenen Opoja 2, onna 2F + 1
Huje mpocT O0poj. Heka je t = [ - m, re je m Henapan Opoj (jep t HHUje cTeneH Opoja 2, ma Mopa
umaru Henapas ¢axtop). Tana je x™ + 1 nespuBo ca x + 1, 3Hamo xa je

xm+1=(x+1) (x™ P4+ (D)™ 4+ 1)

aoHmajeuxt+1= (xH™ 4+ 1 nemuBo ca x' + 1 (omaxne nobujamo na je m xt + 1 cnoxken
6poj). Ilpema 3akoHy KoHTpanosuumje 10oujamMo aa ako je x* + 1 mpoct 6poj, oHaa je t cTenen

Opoja 2, oqHOCHO p; je PepmaoB mpocT Opoj.

(&) Heka jen=2%-p;-..-p,, tne je k,r =0 u rae cy 3a r >0 py,...,p, PA3IUUUTH
®epmaoBu npocTu OpojeBu (ako ux uma). OjnepoBa QyHKIIH]ja je 3a CBAKU OJ1 OBAKO HA3HAYCHHX
¢dakropa crenen Opoja 2:

p(2) = 2k"1(2 —=1) = 2% aakojep; = 22" + 1, Tana je
e(22" +1) = (2" +1) —1=22""

Oceparmo ce Ha Pepmaose dakrope. Ormert, ako je Epi MPUMHUTHBHH P;-TH KOPEH W3 jeIUHUIIE,
BHJIUMO J1a je [(@(Epi) : (@] creneH Opoja 2. JacHo, Q(Epi) je cemapaOwiHa W HOpMaliHA
excTeH3uja nosra Q, arpyma Gal(@(fpi) /Q) je pemuBa jep joj je pea crereH 6poja 2. [lITa Buie,
Ta rpyna je u AOenoBa, jep je mnpema jemu  4.5.12 uzomopdHa mHOArpynu rpyrme
({l 11<1<p} 'pi)' Kako cy cBe meHe moarpymne (TpUBMjajJHO) HOpPMajHe, TO Cy U CBa
Mehynosba (matux mnoJba) HopmanHa. I[locebHo, @(cosapi) je HopMaiHa U cemnapaOuiiHa

eKcTeH31ja noJba Q, unju je creneH eKCTeH3uje creneH Opoja 2, MTO UMIUIMLKpPA U J1a je TauKa
(cosapi, 0) KOHCTPYKTHOMIIHA, TipeMa TBphemy 6.1.5. Jlema 6.2.3 3aBpiaBa J10Ka3.
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