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IIpearosop

Teopuja MapTuHTajia HIYCTPYje HCTOPHjY MaTeMaTHYKe BepoBarHohe, mpu deMy
MOZKeMO OCHOBHe Jie(bHHHIIEje TTOUCTOBETHTHU Ca CTpaTerujoMm mrapa Ha cpehy. ITojam
MapTuHTaj a je OJim3aK IOjMy CJydajHOr KOpaka, Ila je caMuM THM TO W OMO MOTHUB
3a yBobheme y Teopujy BeposarTHohe. Bpemenom Teopuja je mocrtasa coducCTUITPAHT
aJiaT MOJiepHe MaTeMaTuKe JoNpuHOceln W ocTaamM MO/bUMa, Kao IITO Cy MpOoydaBa-
e (PMHAHCHJCKUX TPKUIITA U (PUHAHCHjCKUX JIepUBaTa, Ia YaK U TeopHju audysuja
KOja ce paHuje LpoydaBaJjia MeTojaMa U3 Teopuje O HapliujajsHuM JudepeHiujaJHum
jemHAYMHAMA JaHAC Ce PAa3BUJIA Y TEOPHjy MApPTUHTAJA.

Jomr panmx cemamuecernx rogwaa npatehn passoj H, — BMO rteopuje nHa R", pa-
3BHjaJla ce W Teophja MapTUHTaJIa, MPU deMy he KacHUje JOOUTH HA3WB MAPTUHTAJIHU
IPOCTOPU U MapTHHTAIHE HejeHakocTu. CBe 710 cajia, HajOUTHUje YNeHUIE Y TeOPUju
H,, — BMO na R" nmajy cBoje 3a10Bo/baBajylie aHAJIOTHe YNIbEHUIIE Y MAPTHHTATHOM
OKpyzKemy. Maprunraan Mory 6uTu pa3mMaTpaHu y Caydajy JUCKPETHOr mapaMerpa u
HEIPEeKHIHOT apaMeTpa. ¥y paiy, ¢dpokyc he 6uTu Ha JUCKPETHOM CJIY4Yajy, ¢ 003UPOM
Ja je Taj cJaIydaj Hajpa3BUjeHHjU W HAjJIAKIIH.

Pay ce cacroju o mect norjiaB/ba, Koja Cy 10/ie/beHa y TPH [eJIMHe, IPBA JBa 110-
rJIaB/ba Cy Ha MPUPOJIAH HAYUH yBe/Ia OCHOBHA TIPE3HAHA U3 TEOPHje BepoBaTHOhe Koja
cy HaM noTpebHa Ja Oucmo gedunucann Maprunranne H, mpocrope. Tpehe, seTBpro
IOrJIaB/be Cce OMHOce Ha jJedbHHHCAIe MAPTUHTAIHAX XapaujeBux! IIpocTopa M HEKHX
on HajBehmx HaydHux mocturuyha y oBoj objacTu, a TO Cy aToOMapHa JIEKOMIIO3HUIN]a,
U HejeJHAKOCTH MapTHHTAJIHUX XapiaujeBux rnpocropa. [lero morsasipe npommupyje o-
OJstacT M3yvyaBara paja ca KOMYTATUBHUX MAPTUHTAJIHUX MPOCTOPA HA HEKOMYTATHUBHE
MapTUHTaJIHE MPOCTope, Tajyiu HAM IMHPOK CIEKTap HEKUX O/ HOBHjUX HAyIHUX J0-
crurayha y oBoj obmactu. [llecto mornapsbe mpecTaB/ba HEKa O] CKOPAITBbUX HAYTHUX
gocturayha y KOMyTaTUBHOM CJIy4ajy.

Y IpBOM MOIJIaB/bY YBOJMMO OCHOBHE MOjMOBE U3 TeOpHje BepoBaTHohe, nedunurie-
MO BpeMe 3aycTaB/balba U (DUITpaAIMje Koje cy HaM BaykaH IPeaycaoB 3a JTeUHUCAEe
MapTUHTAJIA.

Y JpYyroM MOIVIaB/bY YBEJIMMO KOHIEHNT MapTHHIAAa U JIe(DUHUIIEMO JeJIHY BPCTA
MapTHHTAJHAX IIpocTopa, Tj. L, mpocropa. ledunnmemo mojMose cyOMapTHHTANT H
cylepMapTHHTA, Kao U HeKe oJ ONTHUjHX TeopeMa nomyT /ly62-Mejepose® mexommosn-
nuje. Takohe, akieHnar je cTaB/beH U Ha KOHBEPIEHIW]Y MapTHHTAJIA.

Y Tpehem moriaB/by yBOAHM ce KOHIENT JBa OMTHA OIEpaTopa - MAKCHMAJHH OIe-

!Godfrey Harold Hardy (1877-1947.), enrieckn MaTemMaTHIap
2Joseph Leo Doob (1910-2004.), avMepudku MaTeMaTudap
3Paul-André Meyer (1934-2003.), dbpaniiyckn MaTemaTaaap



Capkaj 2

parop M u kBagpaTHm oneparop S. 3a 1 < p < 00, ycnocras/baMo L, eKBHBaJIeHIIN]y
uzmehy M u S (1j. mokasyjemo Jlejeucosy”® Hejesnaxoct). 3aTum, IpoydaBaMo MapTHH-
rajgne H, npocrope, kao 1 BN O npocTope, IpH 4eMy yBOAUMO U IPOcTOp K, 1 .+ K,
KOJU IIpeJICTaB/bajy HOBH OIMC NPOCTOpa L, W KOJU Cy 3HAYaJHW y KapaKTepHU3aluju
BMO npoctopa.

Y 4eTBPTOM IOIJIaB/bY MPOYyYaBaMO MAPTUHTAJIHE HEjeJHAKOCTH Mehy KojuMma je Kao
najsnavajanja lybosa makcnmanna n L, nejeqnakoct. Hedunnmnemo jorr neke on mMa-
pTUHraJHuX XapJujeBux IpocTopa, Tj. npocrope P, u Q,, 3a 0 < p < oo. Teopemy o
KOHBEKCHOCTH U KOHKABHOCTU TeHEePaJIU3yjeMo 3a MPOU3BObaH MPEOPOJUB CKYT
WHJIEKCA, & 3aTUM TOTBPDYjeMO U 3a JIUCKPETAH CJIy4Yaj U HPUMEEhYjeMO [IPH JI0KA3UBAbY
MapTUHTAJHUX HejegHakocTu. IlokaszyjemMo TeopeMy Koja OIHCYyje OJHOC CBUX TeT Xa-
pAMjeBUX MapTHHTAIHUX IIpocTopa Py, Q,, Hp, Hg u H. Kopuniliemem aTomaphe Jie-
KOMIIO3HUIIMje U oHoca u3Mehy mpocTopa, mokasyjemo Bypkxosnep®-lejsuc-Ianninjesy®
HEjeJIHAKOCT KOja HaM Kazke Jia ¢y upocropu Hj n H]f eKBUBaJIEHTHH 32 1 < p < 00.

Y 1eToMm morjaB/by yBOJIMMO KOHIIENT HEKOMYTATUBHUX Xap/AUjeBUX MPOCTOPA Map-
TUHTAJIa, Ka0 ¥ HEeKe 0J] HOBUJUX pajoBa M3 TOI MOjApydYja, mocebHo ce ocsphyhu Ha
JocTurayha U3 Te 00JIaCTH KOja CMO MPeTXOIHO (POPMYIUCATH Y KOMYTATHBHOM CJIyYa-
Jy.

Y 1ecToM morJIaB/by IPOydYaBaMO MEMIOBUTE MapTHHTa/IHe Xap/ujeBe IMPOCTope H

MpUKa3yjeMo HUXOBY aTOMapHY JIEKOMIIO3HITH]Y.

AyTop ce oBuM mmyTeM 3axBasbyje MeHTOPY, mpod. ap Aparomyoy Keuknhy, Ha naeju
3a W3pajy paja, Kao W Ha cyrecrujama u rnoMmohum mpum m3pajm ucror. Taxohe, ayTop
ce 3axBaJbyje diaHoBuma komucuje npod. ap I[lasay Maanenosuhy un gon. ap bupanu
Byjomesuh, na mpumepbama, cyrecTujama U yKazaHuM rpemikama. MIckycTBo MeHTOpa 1
YJIAHOBA KOMHUCH]je 3HAYAJHO je YHAIIpeJUI0 KBaauTeT pasta. Ha kpajy, ayTop ce HCKpeHo
3axBaJbyje MOPOJMIU U [PpUjATE/bUMA, KOjU Cy ra OOJApUJIM 1IPU U3pau paja, 1oceOHO

kosieruauin Mununu Josanosuh u kojeru Jluvmurpujy IInamgujep.

4Burgess James Davis (1944.), amepuakn mMaTeMaTmaap
®Donald Lyman Burkholder (1927-2013.), amepudkn maremaruaap
6Richard Floyd Gundy (oxo 1934.), amepudku maremaTudap
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1 Teopuja BepoBaTHOhE

MapruHraju npejcraB/bajy jejaH 0j KJ/by4UHHUX 1I0jMOBA MOJIEpHE TeOpuje BepoBa-
taoha. ¥V camoj nepunuIMju MapTUHTA/Ia jaB/ba Ce IMOjaM yCJAOBHOT OYEKUBaIba, CTOTa
hemo y 0BOM TOrJIaB/bY YBECTH MOjaM YCJIOBHOT OYEKWBaha HA o—10aarebpn 1 moBe3a-
TH jJeduHrcane MojMoBe ¢ yOOMYajeHuM YCJIOBHUM OYEKHBaIbeM Ha IIpocTopy Jorahaja

MO3UTHUBHE BepoBaTHONE.

1.1 VYcia0BHO oyeKuBame

®ukcupajmo npoctop Beposatuohe (§2, F, u). [loacernmo ce mrra to 3nauu y Teopuju

BepoBarTHohe:.

(1) Ckyn € je HenmpasaH ¥ ¥HEroBe eJeMeHTe Ha3MBAMO €JTeMEeHTAPHUM HCXOINMA;

(2) F je o—anrebpa jgorabhaja, 1j. HenpasHa damMuInja mogackymnona of {) Koja caapKu

(), Te je 3aTBOpEHA 3a KOMILIEMEHTUDAe U IPedpojuBe YHIUjE;

(3) u:F —[0,1] je o-amnTupna dbyukmuja vHa F taksa 1a je p(2) = 1 u 30Bemo je

BepoBaTHONA.

Beposarnocuu mpoctop (£, F, i) je mpuMep HpocTopa ¢ MepoM, a CJydajHa mpo-
MenspuBa f Ha () je MepsbuBa dyHKIHja. Teopuja Mepe HaM FOBOPHU KaKO WHTETPATUTH
CAydajHy TPOMEH/bUBY [ y OAHOCY Ha o-aauTuBHY Mepy . CBe 0OBO HAC JOBOIU 0

nojMa OYeKWBama y HAITeM CJIydajy.

Hedbununmja 1.1. IIpocmop seposammohia (2, F, 1) je xomnaeman axo o—anzebpa F

cadporcu cee nodckynose ckynoea wuja je seposammoha jednarxa HyAu.

Heka je (€2, F, 1) komiuieran npocrop sepoaruoha, F; C F KOMILIeTHA o—1104a/1re6pa.
3a crako f € L1(Q, F,u) ca

v(F)= [ fdu, FeF
/

nedbuHUCAHA je KOMILIEKCHA Mepa Ha Jj KOja je alcoJyTHO HEeNPEKUIHA Y OTHOCY Ha

8 Teopeme, mocTojn jeamHCTBeHA (DYHKIHI]A

mepy ji|F, . Ha ocnosy Pajion’-Hukonumose
osnauena ca Fi(f), Ex (f) nnm E(f | F1), koja je Mep/puBa y onHOCY Ha JF| W HHTe-

rpabuiiHa y OJHOCY Ha fi|F TakBa na

[ B 1 Fodu= [ fin, Fer, (1)

"Johann Karl August Radon (1887-1956.), aycTpujcku MaTemaTnaap
80tto Marcin Nikodym (1887-1974.), mosbckm MaTemMaTuaap
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Hedbununuja 1.2. Heka je f € Li(Q,F,u). Tada ce Ex (f) = E(f | F1) nasusa
yeaoero ovexusare dynruuje [y odnocy na Fi. 3a ceaxo F € Fy, Ex (xF) ce nazusa

yeaosha seposammoha od I, 2de je xp kapaxmepucmuuna gynryuja 00 F.

ITpumep 1.3. Hexa je Fy 0-nodanrzebpa 2enepucana amomuma { Fi}i_,. Amom mepau-
602 npocmopa je ckyn A makas da He nocmoju cxyn B xoju 3adosonasa 0 < |B| < |A],

ede | - | osnauasa mepy. Tada 3a f € Li(Q,F, p) umamo

PRl =3 7/ S, 2)

Kaxo mo moorcemo sudemu.
C obaupom da je Ex, (f) woncmanmna na ceaxom amomy, jep je mako dedpurucana Fi,

odamae caedu .
Er(f) =) cixr
i=1

unmezpayujom obe cmpare u kopucmehu (1) dobujamo

)
¢ = fdp
Eil Jr,

Kao u (2).
IMpumep 1.4. Hexka je Fy 2enepucar amomuma {F,F¢}, F € F| u nexa je f = xq-
Tada
Er (xe) |GmF|X N meFC|X
F1 G) — F FC.
|F| |[FC|

Osoe je |G|;|F‘ Huwma dpyeo do ycaosne seposamuohe dozahaja G npu ycaosy da ce

doeahaj F' pearusosao.

Hapeanmo cajia ocobmHe yCJIOBHOT OYeKHBaha.
(1) Ex (1) =1

(2) Ez, je (KOMILIEKCHO) JIMHeApAH W KOMYTHPA ca CBOJUM KOMILIEKCHUM KOH]yTaTOM,

Tj.

E]:l(f) = Ef1(f)

(3) Ez, je nosurusro. lakie, f > 0 ummmrnupa Ez (f) > 0. Ykoauko 6u mocmarpa-
m ckyn F' = {Ex (f) <0}, rana

[ Exn)du = [ g0

onakJe caean ga je |[F| = 0.



1 Teopuja BepoBaTHohe 3

(4)

MapTunra,iHo ¢BojcTBO:

Heka cy F; u Fy aBe o—nojairebpe u F; C Fo. Tana je

E]'—I(E]:Q(f)> = EJ-H(f)v f €L

Heka je F' € F; C F5, oHja je
/F B, (Br,(f))du — /F B, (f)dp = /F fu = /F Ex,(f)dp

Axo je |||, mopma L,~mpocTopa, omna

1E7 (Dl <[ fll, 1 <p< o0,

OBy unmenuity mobujamo u3 caemneher. Heka cy p u ¢ Taksu 1a je % + % =1

Ha ocuoBy ocobune (4) mo6ujamo

1Ex (), = sup [E(EF(f)g)] (3)

llgllg<t
Yanmajyhu maspe, cynipeMyM O CBUM ¢ OOJTHKA
n
g:ZCiXFm HEN, {Ciznzlccvﬂeflalgigrh
i=1

nobujamo, Ha ocHoBy (1) M JIMHEAPHOCTH MHTErpaJsa, Ja je

sup |E(Ex (f)g)l = sup [E(fg)| (4)

llgllq<1 llglla<1
Tasa, sakmyayjemo u3 (3) u (4) ma je

1EA(Nllp = sup [E(EF(f)g)l = sup |E(fg)l < [[fl

llglla<1 llglla<1

3a feL, ge L, (F) (nakue g je takohe Fi—mepimpusa) n 1 < p < 00 mMaMo

3a g obsmka

g = Z CiXFy

=1

jemnakoct (5) OUMIIETHO BAKU.

Yammajyhu g = xp, F' € F; nmamo na cy Ex (fxr) 1 Ex (f)xr F1Mep/buse, na

ako 3a cBako G € F| Baxu

/ En(fxe)dp= [ fdu= / Er (f)xrdp
G NG G
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OHJIA je
Ex (fxr) = Ex (f)xr

Vxomuko younmo uuz { g™} takas na g™ — gy L, nopmu, tanay (5) obe crpae

KOHBEPTHUPAjJy V L1 W IUXOBU JTUMECH CY UCTH.

(M) [ER (NI < Er(f]), c.e. Vf e Ly

[IpernocraBumo ja je f peayino BpejgHocHa PyHKIHjA. Y3MIMO

F=A{Ex(f) > Er(fD}

Taga FFe Fin

A&ﬁmmljw<ﬁmwzéﬁﬂmm

na je |F| = 0. Takolje, anamorno, ckym

{Er(f) < —Exr(fD}

je mepe 0.

VKonKO je yHKImja f KOMIJIEKCHO BPEJIHOCHA, Taja nocToju Fi—Mep/bus 0(w)

TaKaB 712
Efl (f)ew(w) - ‘Ej:l (f)|

Kopucrehu ocobuny (6) nmamo

Ex, (f*“) = |Ex (f)]

U Taja je

|Ex ()| = Ex <Re(fei9(“’))> < Ex (’Re(few(“’))

)<Eﬂm)

(8) Ilapcepasosa® jemnaxocr. Heka je f € L,, g € Ly, 1 < p < oo. Taza je
E(EF (f)9) = E(fEF(g)).

O6e crpane jeguakocru jeanake ¢y E(Ex (f)Ex (g)). 3aucra, o3Haanmo o—ajarebpy
{0,Q} ca Fo. Tana je Ex, (f) = E(f) u u3 ocobuna (4) u (6) nmamo

E(Er (f)g) = E(Er,(Ex,(f)g)) = E(Ex (f)Ex(9)).

9Marc-Antoine Parseval (1755-1836.), dbpaHityckn MaTeMaTHIap
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(9) Xemneposa'® nejennaocr. 3a f € Ly, g € Ly, 1 < p,q < oo takse maje - + 2 =1
HMaMO

|Ex,(f9)] < Ex (If1")7 | B (|9])7. (6)

Hexka je
F={Ex (") >0, Ex(|lg?) > 0}.

Tamga wa F umamo
_1 _1 1 -1 1 -1
Ex (IfP) " 1f1Ex (l917) 19l < ];Efl (1f17) ’f|p+aE}1 (lg) " lgl".
Iomto je F' € F;, umamo

By, (Eﬁ (1F1) Ex, (jgl) |f||g|) r

1 B 1 _
< Ex, (2—9Ef1(|f!”) 1|frpxF) T By, (aEfxrgrq) 1rgquF)

1
4+ =
q

/AN
i B

Jaxe,
Er (Ifglxr) < Ex (If1")? Ex (|g]%)7.

Mebyrmm, npumernmo ga #a Fy = {Ex (|f|P) = 0} Baxkn ga je f =0 c.c. jep
fPdn = [ En(sP)n =0,
Fy Fy

Amnanorno, g =0 c.c. na F; = {Ex (|g|?) = 0}. Taga fg =0 c.c. na F° = FyUF,

arMe cMo Jlokazasn (6).

Cuenieha nedununuja youmrasa mojam odeknBamba Ha QyHKIMje KOje He ITPHUITAIAjy

HYKHO L1 IpocTopy, aau MOpajy OUTH IIO3UTHBHE.
Hedbunaumnuja 1.5. Heka je f nenezamusna u mepruea.
f(N) d;f f7 f <N
N, f>N
3602 no3umueHOCMU U MOHOMOHOCINU,

lim Efl (f(N))

N—oo

nocmoju c.c. Osnauwasamo 2a ca Ex (f).

00tto Ludwig Holder (1859-1937.), Hemaukn MaTeMaTHIap
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IIpumenda 1.6. Osaxsa depunuyuja Er, wysa dee xapaxmepucmuvre ocobune, mo

/F fdp = /F Ex, (f)dn (7)

30 cee HeHnezamuehe u mepmuse gynkyuje f u 3a ceaxo F € Fi.

cy F1-meprusocm u

(10) Teopema o monoronoj kouseprenmujn. Heka je { £ },,50 pacryhn nus nemerarusmu-

X MEepJ/bUBUX (PYHKIMja TAKBUX JIa

lim f"(w) = f(w)

n—oo

MIOCTOJW CKOpO cByJa. Tasma je

lim Er, (f™) = Ez (f) c.c.

n—oo

Bamncra, 3060r ocobuna MO3UTUBHOCTH U MOHOTOHOCTH Er mmamo 1a

lim Ex (f™)=hc.c.

n—oo

rae je h Fi-mepsbuba dpyuknuja. Taga je
h 2 Er(f), cc.

MelyTum, 3a cBako F' € F; uMaMo

[ hau= [ tim Er ()
F Fn*)OO
= lim [ Ex (f™)du

n—oo F

= lim [ f™du
F

n—oo
:/ﬁmfww
F n—oo

=éjw

= /FEfl(f)dl%

rge Jpyra U YeTBpTa jeJHaKOCT Barke Ha OCHOBY TeopeMe O MOHOTOHO] KOHBe-
preumuju 3a Gynknuje, Tpeha u mecra caeae u3 (7), 10K meTa jeJHAKOCT CJIe/H

u3 jedunUIMje TPAHTYHE BPEJIHOCTH (DYHKITH]E.

Onagne 3akspydyjemo aa je h = Ex (f) c.c.
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(11) @aryosa mema. 3a 6mio koju wus { f(M}, - HemeraTHBHIX Mep/BUBIX (BYHKINM]a

nMaMO

Er (h_m f<”>) < lim Ex (f1), cc.

n—oo n—oo
OBaj 3ak/bydak HM3BEIEH je 3 TeopeMe O MOHOTOHO] KOHBEPTEHIIH]H.

Osznaunmo ca g™ = irif ). Tana je

lim ¢ = lim f™, c.c.
n—00 n—o0

OJIaKJIE je

Ex (h_mf‘”)> = Er, (hm g(’”) = lim B (9") < lim Bx, (/).
n—00

n—00 Nn—00 n—»00

(12) Teopema o mommmanTHOj Komsepremmuju. Hexa je {f™},50 C Ly, lim f = f
n—oo

ce.u |[f™M]| < ge L. Tana

lim Er, (f™) = Ex(f), cc.

n—oo

Osaj pesysrrar npoucrude u3 (11). Banpaso, umamo

Ex,(29) - Tn Ex, (|f = /*]) = lim Ex, (29— |1 = /]

n—o0

> 5, (1 29— 17 - 1))

n—o0
= Er (29)
U Taja
T Ex, (|f = 1) <o.
Veaos 0 < f < g € Ly moru emo 3amennti yeaosom h < f™ < g, h, g € Ly.

(13) Jemcenosa!' mejemmakocr. Heka je p(u) KombekcHa dbyHKIHja JeduHACAHA HA
(a,b). Tapa 3a cBako u € (a,b) u 3a cBe A € (a,b), rakBe ga nocroju ¢'(\)

(ceMm eBeHTYaHO 3a HajBUIIEe TPEOPOJHBO MHOTO BPEJAHOCTH A) 3HAMO Ja je
pu) = o(A) = ¢ (M) (u—N). (8)

Heka je f € Ly TakBa ja je f(w) € (a,b) 3a ckopo cBako w u TakBo Ja je ¢(f) € Ly

win ¢(f) je nenerarusna. Tana je

w(Ex () < Er(p(f)) cc. (9)

1 Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925.), nancku matemaTugap
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Jokazknmo mperxoiHy Hejennakoct. Heka cy A m w taksu 1a ¢’ (\) nocroju u na
je

a<u(= f(w)), v(=Exr(f)w)) <b.
3a rakBo A u u npuMemyjyhu (8) u ysumajyhu ycioBHo oueknBarbe Ha 06e cTpane,

J1001jamo
Ex (o(f) 2 ¢ (N(Ex(f) = A) + @(A).

YKOJIMKO y3MeMO HU3 TaKBUX A\ Koju Texke Ka v, tafga ¢ (A\)(Ex (f) — A) + ¢(\)

rexu o(Er (f)) nu rume ecmo jgokazanum (9).

1.2 ®uarpamuje

[Mocmatpajmo (2, F, 1) mpoctop BepoBaruoha. Ilpu mpoyuasamy MareMaTHdux Mo-
JieJia cJydajHuX IPOMEHJbUBUX KOj€ Ce Mehajy y BpeMeHy pa3marpajy ce u neonaJjajyhe
davmuinje o-nogaaredpun u3 o-aaredbpe F Koje Hazupamo dpuiarpaiujama. Puarparuje
NpeJICTaB/bA]y jeJlaH OJI K/bYUHUX TI0JMOBA Teopuje MapTunraia. MokeMo uX noucToBe-
TUTH Ca IPUKYIbaIbeM HH(pOPMAIIHja Koje Cy HaM Ha Pacrojaramy y HeKUM ogpeheHum
BpPeMEHCKUM TpeHymnuMa. /Jla 6ucMo yTBpAWIN J1a JIU je HeKH TpOoIlec MapTHHTAI WU

HUje, NCKJBYYNBO 3aBUCHU O] MPOCTOPa BepoBaTHOhA HA KOM ce mocMmarpa duarpamuja.

Hedbununmja 1.7. Hexa je (2, F, p) xomnaeman npocmop seposamuoha. Quampavuja

F = {F.}n>0 je neonadagyha damuruja o-nodaneebpu 0d F, mako da
FoCFHC---CF.
2de je o—anzebpa Fy xomnaemupara vyaa dozahajuma usd F.

Hedbununmja 1.8. IIpocmop seposammoha (2, F, ) cnabdesen duampavujom F, y
osnayu (2, F, F, 1), Ha3usa ce cmoracmuykum 0a3ucom Uil Npocmopom ca Guimpa-
UUJOM.

Hajmama o—asnrebpa y o3nanu Fo, = \/ F, je o-anrebpa rerepucana dpaMunnjama

n=0
obmuka |J Fp, Tj.
n=0

JacHo je na Baxku F,, C F.
Mozxkemo cxBarutu durrpanujy F = {F, },>0 Kao onucuBame MpoILIOCTH HEKe TMojaBe,
JIOK je o—aJiredpa J,, KoJieKiuja gorahaja Koju ce MOry JECUTH Ipe WU Y TPEHYTKY 7,

Tj. TO je CKYIl CBUX MOIyhuX ,, TIPOILIOCTH “ IO TPEHYTKA N.
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1.3 Bpewme 3aycTaB/bama

Bpeme 3aycTtapsbarma npejacTaB/ba jeJaH o OMTHHJHX MOjMOBA TEOpHje CIYUajHUX
nporeca. C 063upoM J1a OIHCcyje TpeHyTKe Kaaa ce porahaj peannszoao, Behuna reopuje

u3 BeposaTHOhe ce Be3yje Dalr 3a ImHUX.

Hedbununuja 1.9. Heka je (Q, F, ) npocmop eeposamuoha u {F,}n=0 neonadajyha

pamuruja Komniemuur o-nodanrzebpu maxeux da je F = \/ F,. Bpeme zaycmasnarva
n=0

y oduocy wa damuaugy {F, tnso je npecaurasare T : Q — Z+, maxso da je
{T=n}={weQ|T(w)=n} e F,

3a cearxo n = 0 uau €KBUBANECHMHO
{T<n}={weQ|T(w) <n}eF,

3a ceaxo n = 0.

Bpewme 3aycrasbamwa T(w) je oapeheno gorabajem {T° < n} u y3 10 je mep/buBo y

OJHOCY Ha IIPOHIJIOCT.

Heka je a A b = min{a,b}.

Hedbunuaunmja 1.10. Hexa je f = {fn}ns0 cayuajan npouec u T epeme zaycmasnatva.

Tada npouec depunucan ca
{fnT}n>0 = {frrntn>0

HA3UBAMO NPouecom 3aycmasmenum y mpenymry 1. Ilpeyusnuje, 3a cearxo n u 3a

ceako w € €
fg@’) = fT(w)/\n(W)'

MapTuHra/ m cy CTOXacTHYH IIPOIEC KOjU je cTabWUIaH y OJHOCY Ha BpeMe 3ayCcTa-
BJbatba, Tj. ako je f = {f},>0 Maprunras u T Bpeme 3aycraBibatba, OHJA j€ 1 IPOLEC
T = {fF},0 Takohe, maprunrai, mro hemo u nokazaru y Jlemu 2.16. Ouno mro je
BayKHO je JIa Ce BPEMeHa 3ayCTaB/batha MOT'Y KOPUCHTH 3a JeduHucame o—aaredbpu Koje

HpeJICTaB/bajy cBe HHMpOPMaIFje Koje CMO IPUKYIIUIHN JI0 TpeHyTka 1.

Hedbuaumnuja 1.11. Hexa je T epeme 3aycmasnarsa odpeheno damusujom duimpa-

yuja o-nona {Fy,}nso. O3navwumo ca Fr xaacy dozalaja

Fr={AeFu | AN{T <n} € F,, n€ Ny}, (10)
ede je Foo 0-nome 2enepucano ca |JF,. Fr ce nasusa o-nowe dozahaja koju cy ce
n=0

decunu npe spemena 3GYCmasHatba.
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Ako mpermocraBumo jga nmamo Maprunran f = {f,},>0 u Bpeme 3aycraBmparma T,

MOZKEeMO J1a jJepuHHIIeMO caydajuy npoMenbuBy fr: €2 — R ca

fr(w) = fre(w)

Oap 3a HEKO w U3BaH cKyna BepoBarHohe (.

Hapenmo Heke 071 0cOOMHA BpeMeHa 3ayCTaB/batba.

(1)

Heka je T Bpeme 3aycraBmpamma. Taga B € Fr< B € F, n

T, webB
o0, wé¢B

T =

je BpeMe 3ayCTaB/harba.

. = ..
Hexka je S Bpeme 3aycTaB/bama u 1’ TpecauKaBame ca BpeIHOCTHMA Y 7, Koje je

Fs—meppuBo u TakBo Aa je S < 1. Taga je T Bpeme 3aycraBbatba.

Heka cy T} u T, Bpemena 3aycraBbama, ouga cy u 11 ATy = min(Ty, Ty), Ty VT, =

max(T1,Ty), Th + Ty Bpemena 3aycraB/barba.

Heka cy T u T, Bpemena 3ayctaBbatbha U B je Fp—MepJ/buB, Taja
Bn{T, < Ty} € Fr,
oflakJIe 3aK/bydyjemo yrosuko je Ty < T, ounma je Fp, C Fr,.

Heka cy Ty u T, Bpemena 3aycrabbamba. Taga csaku on morabaja {17 < Tb},
{Th > Tx}, {T) < Tp} n {1\ = T} npunaga ucrospemeno o-nomy Fr, N Fr, u
Fr, NV Fr, = Froam,-

Yroauko je {1} }r~0 HU3 BpeMeHa 3aycTaBibarba, Taga je suply u infT} takobe,
k k

BpeMe 3ayCTaBJ/balba.

Hexka cy 71 u 15 Bpemena 3aycras/bamba U B C 1) <1y u B € Fp,, Tajga je
BN ./—"Tl C BN ./T"T2

Heka je B C {T = S}, B € Fs N Fr. Tana, 3a cako f € Ly, Baxu
E(f|Fs)xs = E(f|Fr)xB
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(9) Heka je T Bpeme 3aycraBbama, f € L.
Tana, fr nedunucano usnam, takso ga je f, = E(f|Fn), 3an > 0u foo = f,
3a710BOJbABA,

fr = E(f|Fr)
E(lfrl) < E(1f1)

(10) Hexka cy T) u Ty Bpemena 3aycrabibarba. Taja, 3a cako f € L, Baxku

(fT1)T2 = leATz'
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2 MapTuHraam, cyOMapTUHTAJIN U CyllepMapTUHIa-

Jn

VY Teopujy Bepoparnoha Konment Mapruarana ysoau Bmr'? 1939. rogmme y nmuiby
no0oJbIlIarba KOHIIENTa CIydajEnx Hu3oBa. y6 je y pagosuma, 1940. ronune, HanmpaBuo
BEJIMKHU [IOMAaK, nocMarpajyhu Besy msmel)y maprunrajia u XapMOHUJCKUX (PYHKIMja U
oJIaT/Ie PA3BUO [EJIy TEOPHjy MapTUHTaIa Oa3upaHy Ha Teopuju BepoBaTHohe. 300r Tora
ce Jlyb cmaTpa ocHHBa4YeM TeOpHje MaPTHHIAJA.

Maprunran mpempcrasba Mozesa dep onkaajge. CamM Ha3WB MOTHYE O TOMYyJapHe
KOIIKapcKe cTpareruje Hactage y X/X BeKy y K0joj ce yJOT AVILIUPaA TOCTE CBAKOT
rybuTka ce 10 npsor gobmrka. OBakBa CTpaTermja HaM TapaHTyje JOOUTAK y HEKOM
MOMEHTY, jep aKO HAKOH CBAaKOT' I'yOMTKa JYTIJAUPAMO YyJIOT, NMPBU IIYT Kaja MO0eIuMO
BpaTuheMo CBe IIPETXOHO V3 JT0JaTH MPOQUT.

MaremaTn4ku pedeno, ako mocMarpamo caydajuu aporec f = {f},>0, TakaB ma cy
caydajue mpoMen/buBe f, maTerpabmsine u 3a n > 1 oznaunmo d, = f, — fn._1, T1€
pazauky d, cMaTpaMo jeJMHHYHIM JOOUTKOM (MM TyOUTKOM) y M—TOj UTPH, OHJA TIO/
nojMoM dep ouexyje ce na odekuBaHu Jgo6uTak Oyie wyna, 1j. Fld,|F,_1] = E[f, —
fo1|Fno1] = 0, 1j. ma je ympaso Taj mponec Maprunrai. Behuna wrapa Ha cpeliy je
He-(bep u bUMa 0AroBapajy cylepMapTUHIAJIN.

Hedunumnumo cajia mojaMm MapTHHTaIa, CylepMapTHHTa/Ia U CyOMapTHHTAIA.

Hedbununmja 2.1. Heka je f = {fu}ns0 npouec. Kaorcemo da je f adanmupar axo je
fn Fn-mepaue sa céaxo n (mj. f1(B) € F, sa cearu Bopeaos cxkyn B C R).

Hedbununmja 2.2. Cayuajan npouec f = {fulnso ®oju je adanmupan y oduocy na
durmpavujy {F,tnso je mapmunean y odnocy na guampayuiy {F, tnso ako je

(1) E|ful <00, n=0;
(2) E(ful Fa-1) = fa1, n>1

Ykoauro y yeaosy (2) samenumo snak jednakocmu ca <, 00nocko = dobujamo nojam

CYNEPMAPMUH2ANG, 00HOCHO CYOMADPMUHLAAG.

IMpumenda 2.3. Moowcemo youumu da yroauxo je [ mapmunzas, mada 3a m < n
KOpuwliehem MapmuH2aitoz c60jcmea U NPUHUUNG Mamemamuyke urdykuuje dobuja-

MO da je

E(fn|Fm):E<E(fn|Fn—l) |‘/T'-m) :E(fn—1|fm)::E(fm|fm):fm
12 Jean Ville (1910-1989.), dbpaniycku maremaTuiap
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Mozkemo npumeruTn 12 je f cynmepMapTHHTAI KO U CaMO aKo je — f cyOMapTHHTAI.

CBak# MapTHHTAJ je CIeNnjaTHO U CYIIePMapTUHTAT U CyOMapTHHTAT.

Y nabem usiaramy nocmarpahemo kommeran BepoBaTHOCHH pocTop (€2, F, i) ca
dbavumujom {F, }nso o-moganrebpu, e je {F, },>o Heonanajyhn Hu3, Takap aa

F =\ F,, Upu 9emy jour BazKu u Jia je 3a ¢Bako n upoctop (£, F,, i) KOMILIETaH.
n=0

IIpumep 2.4. Hexa je f € Ly u f, = E(f | Fu), n = 0. Tada je [ = {futnz0
MAPMUHRAN.

Hexa je {d,}n>0 adanmupanu npoyec maxas da d, € Ly u E(d, | F,_1) = 0 3a

n > 1. Axo je f = {fu}nso damo ca f, = > dy, onda je f mapmunean.
k=0
Baotcu u obpamno. Cearu mapmunean [ = {fn}ns0 Mootce Gumu 2enepucan ma 06aj

HAYUH. Baucma, axo O3HAYUMO
dn = Anf = fn - fn—h n 2 07

2de nodpasymesamo da je f_1 = 0, wmo je yobuuajeno, onda je {d,}n>0 adanmupan

npouec makas da je E(d, | Fno1) =03an>1wu f, = > dy 3an>0.
k=0

CrasB 2.5. Heka je f € Lo, onda je {dn}nz0 = {Anf}nso opmozonanan cucmem y Lo,
jep 3a l < k saorcu
E(dydy) = 0.

2de, d; 03HAMG6A KOMNAEKCHO KOHJY2080GHbeE.

oxas: Heka je | < ku dy = fr — fr_1.

Kopucrehin ocobuny (6) ycaoBHOD 0YeKHBamba, Kao U JedUHAIN]Y MAPTHHTAIA, CJI6/TH

E(dyd)) = E (E(dpd; | Fr-1)) = E (i E(dk | Fior)) = E(GE(fi — foo1 | Fio1))
= E (di(fe—1 — fe-1)) = 0.
O

ITpumenba 2.6. Hexa je f = { fn}ns0 Mapmunear ul < p < oco. Ha ocrosy Jencenose

Hejednarxocmu npumersere Ha ynkuujy t — tP dobujamo da sascu

[ful? = [E(fosa | F)IP < E([faal” [ Fn), 020,

odaxne saxwyuyjemo 0a je {|fnl? tnso cybmapmunean.
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Hexa je cada [ = { fr}ns0 cybmapmunzanr u wexa je o pacmyha koneekcra hynryuja.
Tada je u {@(fn)}nzo cybmapmunean. Oso ce, nonoso, aako dobuja us Jencernose ne-

jednaxocmu npumerernoj na Gynkuusy ¢. Haume,

o(fn) < O(E(farr | Fn)) < E(@(fasa) | Fa), 12 0.

Taxobe, ykoauko je [ = {fn}ns0 cynepmapmunzan u ¢ pacmyhia xonkasna Gyrryu-
ja, onda je {o(fn)}nso cynepmapmunzan. Ja 6ucmo mo eudeau nocmampajmo uneepany

dynruugy ¥ dynryuje ¢ xoja je pacmyha u xvouserxcra. Tada umamo

E(far1 | F) = E@(e(fa1)) | Fn) Z 0(E(@(fasr) | Fn)),

o(fn) 2 o(E(farr | Fn)) 2 E(@(fasa) | Fu), 12 0.

ITpumenba 2.7. Ycaos da je dynrkuyuja ¢ pacmyha je osde eeoma buman, jep y mom
CAYMATY UHBEPSHA GYHKUUIG KOHKABHO] je KOHBEKCHA. YKOAUKO BUCMO Y3l KOHBEKCHY
Pynruujy p(u) = |ul, koja nuje monomona, u { fn}nso0 Henezamuean cynepmapmunzan,
aau we u cybmapmunzan, onda je {—fnlnso cyomapmunean, aru {p(—fn)}tnso Huje

CYOMaAPMUH2AL.

Ilpumep 2.8. Jedan 00 najearcHujur npumepa Mapmur2ana je 0uadudkty MapmuH2ai.
Hexa je ([0,1), B,dx) Jlebezos npocmop eeposamnoha, 2de je damuruja {F, =0
maxsa da je F, 0-Nowe 26HEPUCAHO GIMOMUME

o
F§n>:[ij+ ) j=0,...,2" — 1.

J 2n’ on

Tada ce ceu mapmunzasu y oonocy na (Q, F, p, {Fn}ns0) Has3usajy duaduuru mapmu-

Heaau.

Hedbununmja 2.9. Hexa je 1 < p < oo u f = {fuluso Mapmunean, cynepmapmumrzan

uau cyomapmunzan. O3Ha4UMO
1 llp = sup [ fullp-
n

Axo je || fll, < oo, sa [ wasrcemo da je L,-mapmunzan, L,-cynepmapmunzan uau
L,—cybmapmunzaa, ( 00nocro xascemo da je f oepanunen L,- mapmureans uiu cynep-
(cy6-) mapmunzan ) u nuwemo f € L.

Axo 3a f € L, easrcu da je f, = E(f | Fn) 3a ceaxo n = 0, onda 3a f wascemo da

je LP—mapmunean.

Osnaky L, KOpPHCTEMO 3a HPOCTOP MAapTHHrala (Kao U CyIepMAapTHHTAIA HIH Cy-
OmapruHraia) ca cumbosiom JleGeropor mpocropa, na Moxke Jolin 1o 3abyHe.

MebhyTum, obparumo nazkimy Ha cjejiehe dumbeHuIe :
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(1) Paznuka y cayuajy 1 < p < oo mmje cymruncka, 1j. L, = L2 u || f]l, = || fllcos
(2) L. C Ly, rue je L. nmpocrop yurdopMHO HHTErpabHIHEX MApPTHHIAA,

(3) Axo f € Ly, oHJa CKOPO CBY/IA MOCTOjU foo = lim f,, ckOpO curypHo, u || foo|| < || f]]

n—o0
IPU TeMy Ce JeJIHAKOCT JOCTHKe akko f € Ll

Yumenutie (1) u (3) mokasane cy y kwusu [2, Teopema 1.3.2.8, Teopema 1.3.2.9, Teopema
1.3.2.13], nok caenehu upumep nokasyje (2).

IIpumep 2.10. ITocmampajmo duaduuku mapmunzan. Hexa je f, = 2"x(02-n), mada

je { futnz0 Mapmunean, ¢ 063upom da je

2771
E(fnlFn) = 2"/ 2" Y 0.0-n-1ydTX[0.0-n) = fr
0

Mapmunean {fn}nso0 je nenezamusan u E(f,) = 1, wmo snauu da je y L. Fhezos

AUMEC ManKa 1o mauka je foo = 0, na cmoza f & LL.

I = (2 0r))" = ([ f|pd,u)

Jejan on Hajehux JompuHOca Teopuju MapTuHrasia gaje y6 1953. roaune Teope-

ITpumenda 2.11.

MOM O jiekomnozunuju Maprunraia. o 1962. rogune nuje 6usao moryhe mponmmpuru
OBy jAeduHHUIUjy U Ha HenpekujaaH caydaj. le rogune Mejep Jioka3yje €r3ucTeHIIH]y
U TOKa3yje Ja ce TeopeMa MOYKe TPOIMPUTH Ha HANpeKujaH cjaydaj. [oauny mgana
KacHHUje MOoKa3yje jeJIMHCTBEHOCT JIEKOMIIO3MIMje Koja je JaHac MO3HaTa IO Ha3HBOM
Jly6—MejepoBa mekommnosunuja. [Ipe came dpopmynanmje TeopeMe U T0Ka3a, YBEIUMO
norpedHe 1MojMOBe.

Cneneha pedpunuimja saM Kake j1a Ce BPEJTHOCT f, MOXKe MpPeJBUIETH y OTHOCY HA

undopmMalmje Koje cy JIOCTYIHe y TPeHyTKy n — 1.

Hedbunnnuuja 2.12. Cmozacmuyku npovec {fnlnso ce nazuea npedsudus, yroaiuko

8aMCU:
(1) fo je wonemanmmo
(17) fn je Fa_1—Mmepwus 3an > 1

JIema 2.13. Hexa je {fn}ns0 npedsudue mapmunezan. Tada je on wowcmarwman, mj.

nocmoju ¢ € R, maxo da je f, = ¢, 3a ceaxo n > 0.

Joxas: Mnakynujom:
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Baza: C o63upom na je {fn}nso0 MpeaBuanB MapTuHTaI, U3 geduHAIN]e, 3aKbYIY]jeMO

Ja mocToju KoHctaHTa ¢ € R Tako qa je fo = c.
H.X.: Tlpernocrasumo na je f, = c.

U.K.: Kopucrehu maprunranto csojerso u (it) u3 dedununuje 2.12 umamo

fovr = E(foalFn) = fu

Oparse, kopunihemeM UHIYKTHBHE XUIIOTe3€ CJIean 12 je f,11 = C.

Osuwm je poka3 3aspiies. [

Teopema 2.14. (/ly6-Majeposa dexomnosuyuja)
Hexa je { X, }n>0 adanmupan unmezpabuian npovec. Tada nocmoju mapmunzan { M, }n>o

u npedsudue npouec {A, =0 maxas da je
X, =M, + A,
3a ceaxo n € Ny. IlIma suwe,

(1) Hexomnosuyuja je jeduncmeena do na xoncmanmy. Yxoauxo je X, = M, + A,,
HEKG Opy2a dekomMno3uyuja, mada nocmoju kowcmarma ¢ € R maxo da je 3a ceako
n € Ng umamo M, = M, +c u A, = A,, — c.

(i1) Yroauko je npouec { X, =0 cyomapmunzan (cynepmapmunzans), npouyec { A, oo
je pacmyhu (onadajyhu), mj. Apy1 = An (Ans1 < An), 3an > 0.
Zloxa3z: JemMHCTBEHOCT JIEKOIMO3UTINje JTI0 Ha KOHCTATHY je mocaenuna Jleme 2.13, mponec

M, — M, = A, — A, je upeapuja MapTHHIaJI U CTOra KOHCTaHTaH. Jla Ou mokasaJim

er3UCTEHIN]Y, HEKa je
An = Z E(Xk - Xk_1|fk_1)
k=1
M, =X, — A,

Ounro, Ay = 0, Tj. koucrantan u A, je F,_1—Mep/buB 3a n > 1, na je tama mpo-
nec {A, }n>o mpeasuaus maprunran. [lra pume, mpouec { M, },>o je uHTErpabuIan u
uHTerpabuIan, u 3a n > 1 Baxkn

E(Mn - Mn—1|~Fn—1) - E(Xn - Xn—l - (An - An—1)|fn—1)
- E(Xn - Xn—l - E(Xn - Xn—1|Fn—1)|Fn—1)
=0
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Crora, mporec { M, },>0 je MapTuHra.
Konuno, ykosuko je mpotec { X, },>0 cyOMapTuHras (cymepMapTHHIAT), IMaMO
Ap — Ayt = E(Xy — X1 |Fuet) 2 0(<0),3an > 1. O

Jlema 2.15. Hexa je { f,}ns0 Mapmunzans(cybmapmunzans, cynepmapmurean) y 00Hocy
na gusmpayugy {Fntnso u Hexa je { X, }nso 02panuuen, adanmupan npouec, 3a Koju
cmampamo da je nenezamusan axo je { fn}nso UCkpYUUB0 CYO- UM CYNEPMAPMUHLAAL.
Tada (cyb6-/cynep-) mapmunzasna mparchopmayuje mapmuneanrs f 1y odnocy na X
dedpunucana ca

(X = Xea(fi — i)
=1

je mapmunzas (cyomMapmunzan, cynepmapmur2an).

Jokas:
E(((X ) f)n+1 - (X : f)n)|"rn> = E(Xn(fn+1 - fn)|-’rn)
= XnE((fn—H - fn)‘]rn)
{=, >, <}0.
]

JIema 2.16. Hexa je {f,}ns0 Mapmunzans (cybmapmunzan, cynepmapmunzan) u Hexa
je T epeme saycmasmara. Tada je saycmasmen npouec { frantns1 maxohe mapmumrean

(cybmapmurean, cynepmapmunzan).

Jokas: Hexa je X, ‘= X{rsnt1}. Henerarusan nporec {X,},>o je azanrtupan jep je

{T > n+1} = {T < n}°. Maprunraaua tpancdopmanuja Mmapruaraia f ca X je tana
(X Pl = Xeea(fr = fro1)
k=1

= Xrory (fi = fio1)
k=1

TAn

= (fi — fre)
k=1
= fT/\n - fO

Opatite, BUIUMO 11 je fra, — fo JeAHAK MapTHHTAIHO] TpaHchOpMaIluju MapTHHIAIA

f ca X, 3a Kojy cMO y nperxoaHoj JieMu JoKa3aan aa je mapruarai. Ogarie, fra, — fo
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je maprurTan (cyoMaprTuHrasi, cynepmapruaran). OsuM je moka3 3aspried. [

Uuryurusno, FE( fr) npeacraBiba 09eKHBAHO 6OTaTCTBO Urpada y TpeHyTKy 1. YKo-
JIMKO ZKeJIMMO JIa MOKazKeMo Jia je urpa ¢gep u y TpenyTky 7' MopaMo Ja MOKazkKeMo Jia
je E(fr) = E(fo) y tou tpenyrxy.

Hy6 je y cinemehoj TeopeMu Hpegodno Jia MOXKEMO OYEKHBATH TaKaB HCXOJ IOJ
onpehernM ycaopuma. Kako ce MapTUHTaIuW KOpPUCTe W Y CcTpaTerdjaMa KOIKAmba TO
01 3HAYMJIO JIa Ce HUIITA HEe MOYKe JIOOMTH 3ayCTaB/balbeM UI'PE, Ha OCHOBY JOCTYITHUX

nadopmanmja, tj. 6e3 riaegama y OyayhHoCT.

Teopema 2.17. (/[ybosa meopema o onyuonarrom saycmasnary) Heka je f mapmu-
Hean Yy odnocy wa puampayugy F u vexa je T epeme zaycmasnara. IIpemnocmasumo
da je 3adosomen Heku 00 caedehur yerosa:

(i) T je oepanuuen, mj. nocmoju N € N maxo da je T'(w) < N, 3a w € Q

(it) Ilocmoju K € RT maxo da |f,(w)| < K, 3a csako n,w u T je cropo cuzypho

KOHAYHO.
(iti) E(T) < oo u nocmoju K € R, mxd. |f,(w) — fn_1(w)| < K, 3a cearo n,w.
Tada je fr unmeepabusto u

E(fr) = E(fo).

Joxas: Youumo 1a je y cBa Tpu ciaydaja 1’ CKOpo CHTYpHO KOHYHO. 10 3Ha4m j1a je oHJa
u fr ckopo curypuo aedwunucano. I mmamo na fra, — fo ckopo curypno. Illta Burie
U3 IPETXOJHE JIeMe, UMaMO Ja je fra, unrerpabunuo u E(fra,) = E(fo).

Heka je ucnymeno (i). Taga 3a cako n > N umamo ga je T(w) An =T (w), 3a w € (.

Onatne, fra, = fr,3an > N, na je taga fr uHTepaOUIHO U BaXKu

E(fr) = E(fram) = E(fo)-

Heka je caga ucnymeno (ii). 13 ycmoBa orpanndenoctu f, umMamo 1a je

[fran(w)] < K

3a cBako n u w € ).

Jlaxo ce mpoBepaBa u n1a je

TAn(w)

fran(@) = fow) + Y folw) = fia(w)

k=1
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3a CBAKO w, Ma KOJUKO O OWJI0 MCIyHeHO (i41) nMagn GHCMO

TAn(w)
Fran@)] < fo@)] + D2 1) = firs(@)] < o) + KT(w)
k=1
OHo mTo je curypHo, To je ma je fo mHTerpabmIHO M 18 WMaMO Ja je MO IPEeTIO-
crapin E(KT) = KE(T) < oo. Crora, 6uno ma nocmarpamo caydaj (i) wam (ii7)
MOZKEMO |fran| OPpAHUYIUTH ca MHTErpaOHIHOM CJIYYajHOM MPOMEHJBUBOM. [IpuMersy-
jyhu Teopeme 0 JOMHHAHTHO] KOHBEPIEeHIMjU U KAKO je fr MHTErpabMIHO MMaMO Ja

Je

lim fT/\n(w)dV(w) = /Q lim fT/\n(w)dV(w) = /QdeV(W)

n—oo Q n—oo
ExpupasnenTHo,

nh_{glo E(f:r’/\n) = E(f:r’)-

Mebyrum, kako je E(fra,) = E(fo), 3a cBako n, m00ujaMo yopaBo OHO IITO je W GHO
nnsb, a 10 je E(fr) = E(fo). U

ITpumen6a 2.18. 3a T kasicemo da je ckopo cuzypro konauwo yroauko je u(T = oo) =
0.

2.1 KoHBepremijmja MapTUHIaJIa

JIema 2.19. 3a cyomapmunzan { f,}ns0 caedehu uckasu cy exsueasermmuy

(i) sup E((fn)+) < o0,

n€Np

(it) sup E(|f.]) < oc.

neNy

Jlokas: Kako je (f,)+ < |fn], 1ako ce Bumm na apyru nckas nosaadu upsu. O6paTHO,

KaKo je
|fn’ - f: + fn_ - 2fr—:_ - fm
AMaMO

E(|fal) < 2E(f)) — E(fo),

1a U NpBU UCKA3 NOBJIAYHU JpyTH. []

Teopema 2.20. (/lybosa meopema wonsepeenyuje) Heka je {fn}n=0 cybmapmunean

makas da sasicu sup E((f,)+) < 0o (uau, exeusasenmno, sup E(|f,]) < o). Tada nus
neNy n€Np

{fn}ns0 KOHEEP2UPA CKOPO CULYPHO KG UHMELPAOUAHO] CAYUATHO] NPOMEHNDUBO] foo -
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Jloxas: Tokas ce moxke nahm y [25]. O

Y HapeIHOM ey HCIUTYjeMO Ja JIM KOHBepreHnuja f, — fo Baxku y Lp, Kao u

Ja I ako yameMo Fo, = o9 U Fn ¢, mporiec { fr fnengu{oo} j€ MAPTHHTAT Y OJHOCY Ha
n=0

dunrpanujy {Fnfnenouioc)-

Jlema 2.21. Cayuajrna npomennusa X je urmezpabuina aKo U camo axo je
lim | X|dp = 0. (1)
M=eo J{ix 1>y

Jlokas: TIpernoctaumMo Hajope na Baxku (1).

Tana je narerpan [ | X|du xomauan 3a eko M, na je
{IX[>M}

BUX) = [ Xl [ Wldp< M [ X< o
{X|<M} {IX|>M} {IX|>M}

O6paTHo, IPeTIoCTaBUMO Ja je cJydajHa npoMen/buBa X wnHTerpabuina. Mmamo

0 < |X| - xqxj<my X, na na ocnosy Bemno-Jlesujese reopeme nobujanmo

| Xl E(X)).
{1 XI<M}

[Tpema ToMme, Kako mpernoctabamo Ja je E(|X|) konauno,

/ X|du = E(X]) - / X |y — 0,
{IX|>M} {IX|<M}

kaga M — oco. U

Hedbununuja 2.22. Kaoscemo da je damunuja caywajnux npomenvueur {X;}ier ynu-

PopmHo unmezpabusna YKoAUKO 3600605060 Ycaos (1) yrudopmmo no i, mj. ykosuko

je
lim sup/ | X;|dp = 0.
M=oeier Jyxi/>m}

CrasB 2.23. Heka je F(e) ={A € F | u(A) < e}. Qamusuja cayuajuus npomensbusus

{Xi} je ynudopmmo unmezpabusna axo u camo aKo 6axHcu

(i) supE(|X;]) < oo,

icl

(1) lim  sup [, |X;|du = 0.
e04er(e), iel

Joxas: Jokas ce moxe nahu y [25]. O
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Cras 2.24. (/losonwan ycros sa yrudopmuy unmezpabusnocm) Pamuiuja cayuajrus
npomennueur {X;}ticr je yrugopmmo unmezpabusna axo ascyu ap jedar 0d HapedHa

dsa ycroea

(i) Ilocmoju unmeezpabuana cayuajua npomennuea X maksa da je | X;| < X sa csako
ve 1.
(ii) Ilocmoju p > 1 maxeo da je supE(|X;|P) < oo.
el
Jlokas: TIpernocraBumo ja je 3a10Bo/beH TpBu yeiaoB. Tana je davumnnja {X; }ier orpa-
uuvena y Ly ca E(|X|). [llraBurre, umMamo

swp [ 1l < swp [ [XJd 0
AeF(e), icl J A AcF(E) Ja

jep je cBaka MHTerpabW/IHA CJIydajHa IMPOMEH/bUBA je YHU(MOPMHO HHTEIPadUIHA.

[IperocTaBuMO cajia da je HCIyHeH apyru yeaoB. Tamga

| Xl 1
sup/ | X;|dp < sup/ —dpy < ——sup E(|X;|?) - 0, M — oco. O
{1X:1> M) {xal>any MPZET M

icl icl el

Teopema 2.25. (Bumaaujesa'

meopema o koneepeenyuju) Hexa je { Xy} ns1
HU3 UHMEPAOUNHUT CAYUAJHUT NPOMEHAUGUT U Heka je X unme2pabusmna CAyajHa

npomensusa. Caedehu uckasu cy exsusaseHmHU
(i) X, = X y Ly

(it) Hus cayuajnux npomennueur { X, }n=1 je yrudopmmo unmeepaburan u X, — X
Yy eeposammohu.

Jlokas: (i) = (ii): 3namo na u3 KOHBepreHmuje y L cjegu KOHBEPreHIHja ¥ BepoBa-
tHONHK. [Ta 6Gucmo mokazanu aa je uus { X, },>1 yHudopmHo nHTerpabuian, mpso hemo
nokasaru ja je uu3 {X,, — X},>1 yHudOpMHO HHTErpabHIaH.

3a ¢ > 0 meka je ng(e) € N Takso na je E(|X,, — X|) < e 3an > ny(e).

HaJswe,

sup/ | X, — X|dp
neN J{|X,—x[>M}

= max sup/ | X, — X|dp, Sup/ | X, — X|dp | .
n<no(e) J {| Xn—X|>M} n>no(e) J{| Xn—X|>M}

13Giuseppe Vitali (1875-1932.), utanujancku MareMaTudap
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Kako je cBaka konauna hamuinja vHTErpabUJIHUX CJIydYajHUX TPOMEH/bUBAX U YHU-

dbOpMHO HHTErpabUIHa, 3a IIPBH CYIPEMYM BaXKH

sup / | X, — X|dpu < e
n<ng(e) J{|Xp—X|>M}

je < € 3a noBosbHO Besiuko M. JIpyru cynpeMyM je orpaHUYeH ca

sup E(|X, — X]|) <e

n>ng(g)
13 yaudopmue unrerpabunnoct vusa { X, — X },>1 crenu na je
lim sup sup/ | X, — X|dp =0,
=0 4er (e) neN
oJlaKJe je
sup sup/ | X |dp < sup sup [ | X, — X|du+ sup / | X |du — 0, € —0,
AeF(e) neN AeF(e)neNJ A AeF(e)

na je takohe u uu3 { X, },>1 uHTErpabUIaH.
(1) = (i): Hajupe moka3zyjemo ga je un3 {X, — X},>1 yEudopmHo wHTErpabuiaH.

Baxxu

sup sup/ | X, — X|dp < sup sup \X |dp 4+ sup /]X!du—>0 e —0.
AeF(e) neN A€eF(e) neN AeF(e)

Ja 6ucmo mokazaam ga X, — X y Lq, MopaMo moKa3aTu ja 3a cBako £ > () BaxKu
E(|Xn - X|) <€
3a 10BosbHO BeuKO 1 € N. 3a cBako 0 > 0 omabepumo ng(d) € N rako 1a je
p{[Xn — X[ >0} <6

3a cBako n = ng(d) (oBo je moryhe jep X,, — X y BepoBarHolin).
Tama saxu {|X,, — X| >} € F(J) 3a cako n > ny(), na je
sup / |X,, — X|du < sup sup/|X — Xldp — 0, 6 —0.
n=no(0) J {| Xn—X|>6} AeF(6) neN

Omabepumo cama 6 > 0 TakBo ma je 6 <

sup / |X,, — X|dp < <<
n>no(0) J {| X, —X|>8} 2
Taga mmamo 1a 3a cBako n = ng(d) Bakn
B(X, - x) < | X, Xldu+ [ X, — X|dp
{1Xn—X1<4} {|Xn—X|>6}
<6+
T2

<e O
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Teopema 2.26. Hexa je {f,}n=0 cybmapmunezan na npocmopy seposammuohia (Q, F, 1)

ca puampavujom {F,}nso u Hexa je Foo = 03 | fn}.
n=0
(i) Cybmapmunzan {fn}ns0 Koneepeupa y Ly ako u camo axo je yrudopmmo urme-

2pabunfaH.

(ii) Axo je ucnyrwen neonxzoduu ycaoe, onda je npovec { fnlnenouisc} (20 je

foo 1= lim f,,) cybmapmunzan y odnocy na duimparugy {Fn }nenguiso}-
n—oo

Joxas: VI3 Teopeme 2.25 umamo ja Koueprenmnuja y L; mojadm YHU(POPMHY HHTE-
rpabuinoct. O6pHYTO, TpeTnocTaBuMo ja je cyomapruurai { f,, } >0 yHUDOMPHO HHTE-
rpabuian. Tama je on orpanmyen y Ly, nma Ha ocHoBy Teopeme 2.20 KOHBeprupa cKopo
CUTYDHO Ka HHTErpabUIIHOj CJIyYajHOj IPOMEHIBHBO] foo. Ha ocHoBy Teopeme 2.25 ( Bu-
TasnjeBe TeopeMe ), y3 yCa0B YHHMDOPMHE HHTErpabUIHOCTH, T0OH]jaMO KOHBEPTEHITH]Y
y L.

Konauno, ma 6u nmokazamnu jga je nporec { fn}nengu{oo} CYOMAapPTHHIA, TIOTPEOHO je

A@m>£nw

3acBako n € Ngu A € F,,. Kako f, — fx v L', mmamo

/foodﬂz lim /fmdu>/fndu- O
A m—00 A A

Teopema 2.27. Hexa je {fn}n>0 Mapmuneas na npocmopy eeposamnoha (2, F, 1) ca

mnoKazaru Jia je

durmpavujom {F, tnso v Hewa je Foo = 04 |J Fn ¢ Tada cy caedefiu uckasu exeusa-
n>0
AEHMHU.

(i) Mapmunean { f,}ns0 je ynudopmmo unmezpabuian.
(it) {fn}ns0 Koneepeupa y Ly xa nexom f*.

(i1i) Ilocmoju Foo-MePAOUBH CAYUATHA NPOMEHDUBE fon MaKea da je npouec

{fntnenoutosy Mapmunzan y odnocy na puampayugy {Fntnengufoc}-
HImasuwe, y osom cayuajy je foo = f*.

Joxas: (i) < (it) = (i4i): OBe UMILTEKAIEje CJIe/ie U3 IPETXOJHE TeopeMe.
(171) = (i): Kako je bamummja {E(f | A)} (rae cy A o-ioganrebpe ox F) yaudbopMHO

unrerpabuina, o je u uu3 { f, }n>1 yaudopMHO HHTErpAOUIAH.
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JHa 6ucvo mokazanu na je fo, = f*, mpumerumo Hajiupe fa 3a cee A € |J F, Baku
m=0

/A Frdp = lim /A Fuddp = /A fredlp 2)

Kako je {A € F | [, f*du = [, fodp} o-anrebpa, ciaean na (2) Baxu 3a cBe
A € Fu. Kako ¢y f* un foo Foo-MepsbuBu (f* jep je nmmec Foo-MepP/BUBAX CJIyYajHUX

IIPOMEHJBUBUX, & fo, O MPETIOCTABIM), TO je foo = f*. O

Teopema 2.28. (Teopema o L,-ronsepeenyuju) Hexa je {fn}ns0 Mmapmunezas maxas

da je sup E(|fn|?) < oo sa mexo p > 1. Tada {f,}ns0 woMGEP2UPA CKOPO cuzypro u y
n€Ng
L

-

Aoxas: Kako je maprunran {f,},>o orpanuden y L,, Tajga je oH u yHUDOPMHO
HMHTerpabu/iaH, IIa KOHBEPTUPa CKOPO CHI'YDHO Ka fo. JloKazKuMO ga KoHBeprupa y L.

Osnaunmo Y = sup|f,,|. Tana Bakn
neNg

’fn - foo‘p § (2Yp)

Ha ocuoBy Teopewme 4.4 ( TyGoBa HejemHAKOCT ),

neNp n€Ng

E(Y?) = E <sup rmp) < (%) sup E(|f,") < oo,

na je omaryie YP € L.

Konauno, Ha ocroBy Jleberose Teopeme 0 JOMUHAHTHO] KOHBEPTEHIN]H, 1001jaMO

lim E(|f, — fool?) = 0. O
n—oo
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3 H,(p>1) m BMO maprunraan

Y mpeTxonHoj TJIaBH YBEIN CMO KOHIIENIT MApPTUHTAJIA U jeJHY BPCTY MApPTUHTAJTHIX
npocropa L,. ¥ oBOoM Horjas/by yBemheMo KOHIENT MaKCHMAJIHOT omneparopa M u
kBagparHor oneparopa S. IIpoyaaBahemo mapTtunramau npocrop H, u yrBpautn L,
ekpuBasieHnnjy (1 < p < oo) uamehy M u S. dedunucahemo u maprunramae BMO
pOCTOPE.

Y napegnom uznaramwy (€, F, {F, >0, i) je KOMIIeTaH 1pocTOp BepoBarHoha CHAO-
JeBeH pactyhoMm damvuanjom o-mojganredpu Koju 3a0BO/baBa yoOWYajeHH YCJIOB, Tj.

(QJEU M) je KOMILIETaH U F = \/ fn
n=0
Heduaummumo makcumasaan oneparop M u kBagparau oneparop S. Heka je

f =A{fn}ns0 Maprunran. Paszmuky mapruaransa neduHHIIIEMO Kao

def def
dOf = O, dnf = fn_fn*h n e N>
Hus df = {d,f},>1 HasuBa ce maprunrainu Hu3 paziuka o f. Kaxkemo ga je f
KOHAYaH MapTHHTaJI YKOJIuKo noctoju N TakBo na je d,f = 0 3a ceako n > N.
YeqosHo oueknBambe f-a y oguocy Ha {F, tnso0, E(f|F,) osnauaBahemo ca E,(f) 3a
CBAKO M, KaJi IoJl HaM OyJie NOTOJHKje PaJu eJeraHTHUJEr 3aIlnca.

Makcumanua dyukuja mapruarana f = { f,}nso Aedunumie ce kao

def rx
M, (f) = fr zigplfk\,

M(f) = lim M,(f)“ f* = sup|fa.

n—o0

Kgsajparna Bapujamnuja gedunuiie ce Kao

2

SulH) L Nt
k=0

n—oo

S(f) = lim S,(f) < (Z rdnfﬁ) ,
n=0

JIOK Ce YCJOBHA KBaJIpaTHA Bapujanuja jiepuHUIIe Kao

2

de “
sl ) Z S Eeldif )
k=0

N

n—oo

s(f) = lim s,(f) Y (Z En_lwdan)
n=0
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ITocmatpajmo cBojcTBa omeparopa M u S Ha L, mpocTopmMa, HOMTO ce MapTH-
HraJIHM XapAujeBu NpocTopu Aedunauiry nomohy mux. Y HapeJHuM TBphemHuMma 1moc-
MaTpaMo KoHauHe maprunrane (tj. one mapruuraie f = {f,},>0 Takee ma mocroju
N > 0 3a koje Baxu f, = fy 3a cBako n > N), a 3aTHM IpeJIa3uMO HA MapTHHIA-
Jie y OIIITeM CJIy4ajy y3umajyhu gmmec. 3ama3uMo jorr, ja 3a OMI0 KOju MapTHHTAT
f = {fu}nso m3a cBako N, f™) = {f n}.>0 je KOHAYAH MApTHHTAI I HA3HBAMO Ta
jJOII MapTHHIAJ 3aycTaB/baiba MapTuaraia f y Tpenytky N. Ha Taj naunn usberaBamo

ojipehene norenikohe Koje ce THYy KOHBEPIreHIMje U UHTErpabuIHOCTH.

Hajmpe, pazmorpumo kako ce oneparopu M u S moHamajy Ha Lq MapTHHTAJIHMA.

Jlema 3.1. Hexa je f = {fn}ns0 L1 mapmunean, A >0 vty = inf{n | |f,| > A\}. Tada
je
1
[{m: < oo} < FI1h.

Zloxas: IlocmaTpajMo KOHAYaH MapTHHTAJT f(") = {form}mzo U
T, = inf{m < n, |fn| > A\} =
00, Ty>N
Tanma je | f.,| > A ma {7, < co}. Crora,

<ot <y [ mlan=3 3 [ ldnsy [ il

{Tn<oo} =0 {Th=m} {Tn<oo}

Kako nvanmo | {7, < co}| — [{7\ < co}|, nobujamo

1 1
[{m < ool < Fsu [l = 51 O

Teopema 3.2. Maxcumannu onepamop M je onepamop caaboz muna (1,1). 3a ceako

f € Ly, umamo
[{O4F > A} < {1l A0, )
ede popmyaa (1) daje oueny caabe (1,1) nopme.
Zokas: Heka je A > 0 npousBoJ/bHO U
= inf{n | [f.| > A}.

[Ipumernmo m1a je
{M[f> At ={m < oo},

1a Ha OCHOBY TIPETXOJIHE JeMe TobujaMo

M f > 0 < Il O
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IIpumenba 3.3.

(1) 3a f € L. moscemo mepdumu u suwe. Kaxo je fr, = E(foo | Fn), 20e cmo ca foo
osnauuau f(kao wmo unaue wunumo 3a f € LP), us dokaza npemzodue aeme

dobujamo

=N <y [ il 2)

{Mf>\}
(2) Hejednaxocm (1) maxobhe sasrcu u 3a cee nenwezamuene Li-cyomapmunrezane.

Jlema 3.4. Hexa je [ = {fun}tns0 L1—-mapmunzas, X >0 u 7 = inf{n | |f.| > A\}. Tada
je
DB (ldef Pximsn) < 271 £

k=0
2(9€j6 d, = fn_fnflan >20u f,1 = 0.

Jlokas: TIpso mokaxkumo Ja 3a 6u1o koju konauru Maptunrai f = {f, },>0 1 6uio xoje

BpeMe 3ayCTaB/bamba T UMAMO UJIEHTUTET

—

T—

i f P+ [ fraP =D oo = fi) + D fea(fior = fi) + fofror + Frfr
k=1 k=1

B
Il

0

Y Taukama y KojuMma je T < 00 UMaMO

—_

T—1

i f1”+ | frma? =D (fe = foet) (Fe = fam1) + froa oo

k=0

= Qkaflf_kfl - fT*lf_Tfl - kaf_kfl + fo_Tfl
k=1 k=1

3

iy
o

- Z fefoe1 + Fofroa + froi froa
k=1

= Joo1(fr1 — fo) + Z Soer(foer = fo) + fefraa + Frfra
k=1 k=1
Y onuM TavykaMa y KOjuMa je 7T = 00, ¢ 003UPOM Jia je MapTUHTaJ KOHAYAH U HE MEHHa
ce nocae n, Tj. 3a k > n je d = 0, umamo na cy Zg_l, fro1, frm D20, y ctBapn » (),
fo, fn 1Yy, PEOOM.

Capna, 3a Li—maprunrane [ = {f,}ns0 u 7\ = inf{n | |f,| > A} y3umajyhin y o63up
f(n) = (fn/\m)mzo n

T, TASN
Ty =
00 TA>N
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u 3anucyjyhu ux xao f u 7 umamo

T7—1 T T
B> def P | + E (1)’ = EQ_ fir(foor = fi) + > foor(Fior = fi) + frfror + frfor)
k=0 k=1 k=1

=EQ_ fialforr = 1) + EQ_ frier(foms = fi) + E(fr 1) + E(f2
k=1 k=1

= E(foT—l) + E(JETfT—1> < 2/\E<|f7|) < 2)‘||f||1

ITpenackom Ha JimMec Kajga n TexKu OECKOHAYHOCTH, J00HjaMo

Z E (i fPPXgrasky) < 2M 1

k=0

o0

MehyTum, younmo Heke OUTHE TEXHHYKE JIeTa/be KOje CMO KOPUCTUJIH ITPU U3BODerby

dbopmyae u3HaI:

(i) 13 ocobumne (6) yCIOBHOD OUEKHBAI>A, IMAMO 1A je

E]ﬁ(fQ) = gE}'1(f); f € Lpag € Ll
u g je F1-Mep/buBa.

(17) U3 neduHunmje MapTuHTaga
E(fn|Fn-1) = fn-1, 1a na ocuosy llpumente 2.3 Baxu Er,, (f,) = fm, 32 m < n.

(17i) Cana, na ocHoBy (i) u (i7) umMamo

E(fie1(fim1 — fu)) = E (E (froe1(feo1 — fk)’fk—l))
= E (fisr E(fue1 — frl Fr-1))

E

0

(fr1(frm1 — fre1))

Jakate, u3 (ii1) 3ak/pydyjemMo Ja je

T

E ka—l(sz—l —fe) | = ZE(fk_l(fk_l — fr)) =0.

k=1 k=1

Anasorso je u

E ka—l(fk—1 —fi) ] =0. O
k=1
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Teopema 3.5. Keadpamuu onepamop S je caaboe muna (1,1).

oxas: Ipumenom nperxoane aeme n Yebumessbese nejennaxocru [{h > A} < 55|73

J1001jamo

1 1 3
H{Sf > A < {Sn-af > A+ {m < oo} < ﬁ”sn\—lng + XHle < XHle’

rae je f € L1, A>0u 7y =inf{n | |f,| > A} Bpeme 3aycrasmpama. []

JyboBa MakcHMaJiHa HejeTHAKOCT M3 KOje 3aK/bydyjeMo L,-orpaHHYeHOCT olepa-

topa M 3a p > 1 je nocsenuna nejegaakoctu (2).
Teopema 3.6. Hexa je f = {futns0 € Ly, 1 < p < oco. Tada

1Al < IMFllp < gqll flp- (3)
ede je }—17 + % =1

Jlokas: Hejennakoct (2) Ham jaje

s < [ il

{Mf>X\}

0JIaKJIe MHTerpamujoM obe crpaHe HejeJHAKOCTH J00HjaMo

Joueran=p [0t aar > 2y an

<p [ 2 [ 1f] dpar
0

{Mf>)}

—q [ 1710
Q
<alisty ([ rrran)”.
rie je % + % = 1, a KAKO MOXKeMO TTPEeTIOCTaBUTH JIa je
[ty < o
Q
nobujamo jga Baxku (3). O

[a 6ucMo moKasaau orpaHHueHOCT olepaTopa S Ha IpocTopy L, MapTHHTaJa, 3a

1 < p < o0, nocmarpahemo napasteano u L,-exkBusaneHuujy usmehy M u S.
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ITpe cera norpeban HaM je mpocTop 2K ,. C 063upom 1a je Banaxos nmpoctop ypehen
nap cKylla U HOpMe, a Kako je opJie JecbuHUCaHa 9/, HOpMa pa3ju4uTa oj L, HopMe,
Yy TOM CMHCJIY OH IpeJCcTaB/ba HOBU IMpocTop. MeljyTum, Kao CKyIl jeqHAK je IPOCTOpY

L,3a2<p<oo.

Hedbununmja 3.7. Hera je 2 < p < oo u f = {fu}nso L1-mapmuneas. Kaorcemo da f
npunada npocmopy 2K, axo nocmoju v € LY maxso da je

E(|f_fn—1|2 | Fn) < E(/72 ’ fn)v n € N. (4)

Hopma y osom npocmopy ce depuruwe ca

£, = nf{{[7[lp [ v 3adosonasa (4)}.

ITpumenba 3.8. V wuejednarocmu (4) ca [ osnauasamo fo. Hanomenumo, da ucmu,
cumbon [ wopucmumo xada osnauasamo mapmunzas f = {fnlnso0 t Kada oznavasamo
foo = lim, o0 fn, ®K@da nocmoju mauka no mauxa.

Hexa je f = {futnso € L1 u nexa saorcu (4). Tada moorcemo yowumu da je f € Lo.

3aucma, yroauko y (4) ybayumo n = 0, dobujamo

E (|f«|* | Fo) < ER | Fo),
00HOCHO
E(|f?) < E(Y?)

Odamuae,

E(|fa®)? < E(|fa — fal®)? + E(|fx]?)z

<E(B(fxo— ful? | Fain))® + B (|f?)?
<E(E(0 | Far))? + E(lf )
< 2E(7?):.

0dasoe je [ € Ly. Hndexc 2 ne uepa npecydny yro2y iy 08uM apeymMeHmuma.

Cana MoxkeMo gedunncaTd npoctope o K, 1 K, 1 < a < p < 00 Kao

= {1 € L3 By € L) e N) E(If - £ | ) < B “\f}
K, = {f €Ly Fve)(VneN) E(|f — foul® | Fa) S E(G | F) }
ca HOPMOM
£ == igfllvllp

IIpuTom, Moxke ce nokasaTu Ja je oK, ~ K, ~ L, 3a 1 <p<oo.
Crenehy jemy HaBoauMO Ge3 JI0Ka3a, a eH JoKas ce Moxe Hahu y [2]. Kopucrumo

je Kao OuraH KOpakK MpH MPUKA3UBAIGY CBOjCTaBa omneparopa S.
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JIema 3.9. Heka je ¢ = {ek x>0 nus wuju cy eaemenmu {—1,1}, dox je T. onepamop
dedpunucan ca

T&f =g= {gn}n>07
2de je

gn = Z gkdkf
k=0

u f = {fatnso. Tada 30 2 < p < 0o savcu

p3
1Myl < Vey meHzKp-

Hapeana pedununuja npejacraBiba K/by4HH 110jaM pa/ja.

Hdedunnnnuja 3.10. Hexa je 0 < p < oo. Mapmuneasnu Xapdujesu npocmopu Hp,

H;?, Hp cy npocmopu mapmunzana 3a Koje pedom 6astcu

£l < s ()l < oo

1£llus Z 1S < oo,

1fllms M) < oo.

Kana nam cnryamnmja 6yae mo3sosbasadia, 3amennhemo H), 3a Hg . OBakBa TepMUHO-
JoTHja je 103BoJbeHa jep 3a morofan usbop (2, F, u) u {F,} oBu npoctopu Mory Guru
HJIeHTH(UKOBAHU ca KJIacu4HuM H,, npoctopoM, Tj. ckynoM dbynkuuja F(z) anamuru-
9KUX Ha JUCKY |z| < 1 n TakBuUX Ja je

™ .
sup / |F(re)|Pdf < oo.
o<r<1 J—n

Ilpumenda 3.11. Ilpocmop H; ce Y AUMEpPamypu 03Ha4a6a U ca h, u nasusa ce

yeaoshu mapmurzasnu Xapdujes npocmop, 3a 0 < p < 0.

Y Hape/IHOM u3Jiaramy nokazahemo Xu4nMHOBY HejeJIHAKOCT, KOja HAM je 1noTpedHa
J1a OMCMO JloKazaJi fa 3a 2 < p < 00 BayKu Jia je HE = H;; = 9K, ca eKBUBaJICHTHIM

HOpMaMa, KopuctuhemMo HapegaHy JeMy, KOjy npuka3yjemo 6e3 jJoka3a.

Jlema 3.12. Hexa cy X1, ..., X, HE3GBUCHE CAYUATHE NPOMEHDUBE, NPU UEMY J€ CBAKA

ca Pademaprosom ducmpubyuyujom. 3a aq,...,a, € C u X > 0 sascu

| 1Sal > A law)? | < de?
k=1

2de je

3
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Tpumenba 3.13. Hexa je {ri(t) }rso Pademazepos™ cucmem, 20e je

1, 0<z<1/2
~1, 1/2<2<1

ury(z) =r2"), (0<xz<1,neN).
Tada Kascemo He3a6UCHE CAYUATHE NPOMEHDUBE T1, .. ., T} umajy ucmy Pademaprosy

ducmpubyyugy axo je p(ry =1) = p(ry = —1) = 1/2.

Teopema 3.14. Hexa je 1 < p < oo, C(p) = (21+% p- I‘(%’))% u i +% = 1. Vroauro

cy Xi,...,X, Hezasuche cayuajne npomensuse ca Pademaprosom ducmpubyuyujom u
ai,...,a, € C, mada
1/2 P\ /P 1/2
Clg)™ Z || S Zaka < C(p) z:|0l1c|2 (5)
k=0 k=0 k=0

Jloxaz: Youumo 1pBO J1a MOXKEMO U3padyHaTH Ja je

o0 2 l/p 1 p 1
([T aeera) =@y ) = cw

Hexa je 0° = > ), |ax|* u neka je oy, = %. Vkonuko je o = 0 0Ka3 je 3aBplie.

Jokasusame (5) eKBUBAJEHTHO je JOKa3uBamwy cJiejelie Heje i HAKOCTH

p\ /P

Clg) "< |E < C(p)

o0
E o X,
=0

Heka je S, := > _, apXy. Kopucrehn ocobuny ma 3a ciyuajay npomenbusy X 3a

Kojy Bazxkn (X > 0) = 1, nmamo

E(Xp)—/ pt? (X > t)dt,
0

na, ogatriae, kopucrehn Jlemy 3.12

oo

B = [ o> 0ars [ et actea
0 0

Opnarite, 3aK/ByIyjeMo,
E(|S.[)'" < C(p). (6)

!4Hans Adolph Rademacher (1892-1969.), HemMauko-aMepUIKH MaTeMaTHIAP
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Kako cy X mesapucue ciydajue npomensbuse, E(X;) = 0 u E(|X;]?) = 1, kopucrehn

XeJ1mepoByY HejeTHAKOCT, CJIeTh

n n 2 n D 1/p n q 1/q
Z'Qk’2 =F Zaka <E Z%Xk -E Zaka
k=1 k=1 k=1 k=1
Kopucrehu (6) mobujamo
" q\ /4
E Z o X < Cp),
k=1
na Kako je y_,_, |a|? = 1 gobujamo caenehe
1/q

Crora, mmamo

quMe je JIoka3 3aspriex. [

Teopema 3.15. 3a 2 < p < o0 savicu da je Hps = H; = 2K, ca exsusasenmuum

HOPMAMG.

Zloxas: IlpernoctaBumo 11a je p > 2.

Kopucrehn Crap 2.5 numamo

E(f — fusl? | F) = B [ 13 dufPIF E(@dkmzmm
k=n k=n k=n
=F

[e%s} n—1
= E | Q_ldef* = ldif ") Fn
k=0 k=0

E((S(f))* = (Su-1(N))* | Fu)
E((S(f)* | Fa), n €N,

<

KaoO U

E(If = fasi? | Fu) S B(2Mf)?* | Fn), neN.
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ITpumernmo caja, jga je omatiie
HY C oK, H:C,K,,

rage Cy OBa yTallalba HEIIPEKHUIHA.

Ykoauko npumMeHuMo Jlemy 3.9 Ha ujpenTuuku oneparop I mobujamo

IM £l <

ep3
2 HfHZKp

OnJie 3ak/byuyjemo ja je oK), C Hy u yraname je neupexkujno. [pumersyjyhu Jlemy 3.9
na ¢ = {ry(t) }r=0 Pagemaxepos'® cucrem, nobujamo

p

Lo s )] du< G,
] k=0
mna je
/ / DOTNE [ dtdy = / / (1) ()|
(O B Q
</%M&ﬁ
= Gl fl2, 8|,
= Gllf 13
Kopucrehn Xunuunony mejemuaxkoct (5) nmamo
1/2 1/p 1/2

STl | < B mdefl? ] <ap [ ldif]?
k=0 k=0 k=0

1/p
rze je a, KoHcTanTa Koja sasucu on p u (E| > 57 redi f|P) Ve (fol 1>, rkdkf|pdt>
Jasbe,

1/2 1/p 1/2

0 1 oo 00
SflE| < / S rdifPit ] <ay [ S 1difP (7)
k=0 0 k-0 k=0

a je ojlatTie,

o0

Z t)d f(w

k=

A me , (s)

5Hans Adolph Rademacher (1892-1969.), HemMadKo-aMepHIKH MaTeMaTHIAD
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rie je f ~ g ako moctoju KoHcTanToM ¢ > 0 Tako ga je ¢ 1 f < g < cf.

U3 nese crpane uejeanaxkoctu (7) caeam:

1/2

Ap | D0 ldefP?
k=0

a, )P,
C obsupom 1a je, S(f) (322, |difI?)

rae je A, = (

N

A, (S()

A, [ (st
Q

p

<

~

]_ o0
[ 1> e
(U —

, 3amemyjyhu y (9) mobujamo,

/|Zrkdkf|pdt
/ / ]Zrkdkﬂpdtdu

1/p
1 o0
a,’ (/ (S(f)) ) // !Zmdkf\pdtdu
Q oJo 15,
1/p
IS < / / |Zmdkf|pdtdu
J100ujamo
1S < / / > i) [ atdn | <clfil.
k=

Onabze 3ak/bydyjeMo Ja je o/, C Hf
JIOKa3 3a p > 2.

Y cayuajy, p < 2 umamo ciaejehe.

U yTaname je HempekuTHO. OBUM je 3aBpIIeH

[Tpumerunmo na je oneparop T, jedpunucan y Jlemu 3.9 camoaajynrosan u ja je T2 = 1.

Jakse, Heka je 1 < p <

9= {Gn}tnz0 € Lg, t1e je ¢ + o =1 pasmu

|E(Tf9)| = |E(fTeg)| <

OBo HaM TOKa3yje 1a je
IENAFES

l<p<23acsako f € L,. O

2u f={fu}tns0 € L, KOHAYHE MapPTHUHTAJ, TAa 33 CBAKO

1Al 729l < ClI fllpllgllq-

ClI Ny,
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IIpesnackom na snmec, 1, ce Mo¥Ke TPOLYKNATH Ha 1eo L,, 1 < p < 2 n npn Tome na
octane L,—OrpaHn4eH.

Ilopen Tora, uMamo
Ifllp = IT2Tefllp < ClTEfllp, 1 <p <o (10)

[Ipema Tome g06ujamo

CHpr < ||Tapr < OHszn 1 <p<oo. (11)
Tana u3 (8) u (11)

OHf”p < HS(f)Hp < OHprv I <p<oo,
oJ/laKJie JI00MjaMO HApPeIHY TeOPeMy.

Teopema 3.16. 30 1 < p < 00 umamo H} = HS = L, ca

IMfllp = IS = 1Ll

VeTum 1oKa3oM MOZKeMO IOKasaTH J1a je o/, 3a 1 < a < p < 00 eKBHBaJICHTaH ca
S *
H, (Hy wma Hj, c 0631poM Jia cy HCTH).

ITocmarpajmo ciyuaj p = 1. Taga umamo caejehy reopemy.

Teopema 3.17. 3a ceaxu mapmunzan f = {fn}ns0 umamo
ClIMfll < 1SN < CIM f)1

IIpu jmokasy mperxogHe Teopeme KOPUCTH ce /lejBucoBa gekoMIo3uiinja, Kojy hemo

dbopmynucaT Kao JeMy u J0Ka3arTu, 0K ce J0Ka3 Teopeme Moke Halim y Kibusu [2].

Jlema 3.18. (/lejeucosa dexomnosuuyuja) Hexa je f = {fn}ns0 Mapmunean, mada ce

f moorce pasaootcumu xao f = g+ h, 2de je

g= {gn}n207 ‘dg’ g 4Mn71A7 n 2 07

h={h}uzo, E| D |dih| | <4E(MA),
k=0

2de je A, =d,f, n>0.

Jlokas: Heka je f = {fu}lnso 1 fr = > Ag. Taga nedunnmenmo
k=0

dng = Anxqiani<ams, oy — B (Anxqan<anm, 1ay | Fao1), n =0,



3 H, (p>1)u BMO maprunraiu 37

dog = go =0,
dnh = NpX(ans2m,ia} — B (Anxgans2m,ay | Fao1), n =1,
doh = hy = Ay.
Umawno |d,g| < 4M,,1 A, kao u

IAnlXanson,_iay < (2]An] = 2M 1 A) XA, som, 4 < 2(MpA — M, 1 A),

OIaKJIe CJIeIN

(Z d, h|> (i 2(MpA — My_1A) + E(2(MyA — M,_ A | fnl)))>

n=

4E< S (MuA — M, 1A)>

Hoxkaxkumo 1a je H; bamaxos mpoctop. /loBo/bHO je mokazaTm KoMILteTHOCT. Heka
je {f®1, Kommjes'® nus y H;. Taza je fék) — fny L1, 0 < n < oo. Vamnmo nus {k;}
TakaB Ja je

lim f = fu

]*}OO

Ta4yKa [0 Ta4vka 3a cBako n. Tama 3a cBako € > () mocToju jp TaKBO Ja je
1
2\ 2
— (ki) _ k)
1S(f — fH))|; = / (Zjlggo n (f 7= [ > ) dp
1
00 2\ 2
< lim o (f) = fE0)| ) di
s [ (3

J]—00 n=0

<e.

To snaun ga f*) — fy Hy ncrora f* — fy H,. O

[IpumeTnmo 1a je MPOCTOP KOHAYHUX MapTUHTaJa KOju je V Lo, je TYyCT TOTIIPOCTOP
oIl Hl.

16 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857.), dbpanityckn MaTemarnyap WHxKemep u puznaap
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3.1 Maprtuuraaau BMO npocropu

Cana hemo natu pedpununujy maprunragnux BMO mnpocropa.

BMO = {f :||fllamo = Sup

E(f = fasP | F)

| <ol
o0

Hedbunrnmnuja 3.19. Hexa je 1 < a < oo. Ipocmop BMO,, dedpunuwemo

a de a 1
BMO, ={f € L : || fllzmo. lef Sug HE (]f — [l |]:n)a < oo},
ne 00
Hedunumuja 3.20. Hexa je 1 < a < oo. IIpocmop BMO;
a def a %
BMO; ={f€ Ly flpmor = sup || En (If = fal*lFa) || < oo}
ne 00

IMpumenda 3.21. Cmpurmmo 206opehu, da 6u usnad depurucar GyHKUUOHAA OUO HO-
pma, mopa da eastcu Fof =0 3a ceaxo f € Ly.

Axo je f € Ly, npumemumo da je Hu3 f = {E.[ }nen Mapmunzan.

Ilpumenba 3.22. Illpocmop 2K je ynpaso BMO npocmop.
Yroauwo f € BMO, onda je

(dfn)2 < En|f - En—1f|2 < ||fHJ2BMO

wmo nac 6odu do 3axmyywka da je || fllsyo = || fllaxe, mj- BMO = oK.

Taxobhe, mooice ce nokazamu u da je
aKoo = BMOCL?
wr Koo = BMO}.

Jacno je aa je | fllmaio, < 2/ flleo 1 1 yrop < 201 Fllce Miranmme,

| f1 Brros = sup VE.If = f2 N
= sup | (Euls* ()~ 520} |
<sup (B, [*(1)
<[5l i

[Mokazkumo jorn ma ykoquko je f € BMO,, ouna je f, € Lo, ma je

|fn_fn—l| g HfHBMOa; 1 <Q<OO. (12)
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Ha Guemo nokasasn (12), younmo na yciosruo ouekusarbe (Ey|fin — fuoi |)m>n pacre
Kako m pacre, 3a dukcupano n € N. To npoucrude u3 aumenure 12 je (| frn — fru-1|)msn
cyomaprunran. Kaxko je f € L,, oBaj cyOMapTHHTaJ KOHBePIupa CKOPO CBYJa U Takobhe

kouseprupa ka |f — f,_1| y L1 sopmu. Onarie

|fn = fam1|l < Enlf — fal (13)

1 Kao I[OCJIeIUIA TOra,

En|fm_fn—1| gEn|f_fn—1|7 m?” (14)

YKOJIMKO cTaBuMO m = n 'y Hejeaqrakoctu (14) u kopucrelin XesiepoBy HejeHAKOCT
nobujamo (12).

[Ipumemwyjyhu nejegnakoct MUHKOBCKOT, Tj. HEJeIHAKOCT TPOYIJa, 3aK/by4yjeMo
caenehe

(En|f - fn’a)

1
a

IS

= (Bulf = fut far = Fart")" < (Ballf = faal + | fo = faa)?)"
< (Blf = Factl)* + ([fr — |7
= (Bulf = fadl)* + | fa — fad]

[pu wemy, Ey|fo — fo1l = |fo — fao1l, jep | fo — foo1| npunaga o—amnrebpu F,.
Kopucrelin nejequnakoct (12) u HejeHAKOCT BUIIE

1
a

(En|f - fn‘a) < (En’f - fnfl‘a)% + ’fn - fnfll

J100ujamo
HfHBMO,f < 2HfHBMOa-

Crora, 3aK/bydyjemMo
L., C BMO, C BMO; C L,, 1<a< oo.
VBe MO jOTIT ABa HOBa MPOCTOPa MapTHHTAIA.

Jedununuja 3.23. Heka je 0 < r < co. BMOS u BMO?, mum pedom, jecy npo-

cmopu mapmunezana [ = {fn}ns0 3a Koje je

I lsao; = sup || (Bals*(f) = 2(0)F) || < ox,
neN -
| llmaros = sup [|(Ea [S%() = S20(N]F) || < oo,
neN -

MozKeMo younTn Kao GuTHY uumbenuiy fa je BMO; = BMOy, HS, C BMO? u
BMO35 = BMO,, HS ¢ BMOS.
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4 MapTuHra/jiHe Heje THAKOCTH

Y 0BOM 1OIJIaB/bY Pa3dMaTpaMO HEjeJIHAKOCTH u3Mely MapTUHIaJHUX Xap/ujeBux
HpPOCTOPa yBEJIEHUX y MpeTxoHoM noraas/by. [lokazahemo kinacuune /Iybose nejemna-
KOCTH W uuibenuily ja je Hy ~ L, 3a p > 1. Ha noverky ysemhemo nojam P, n Q,
npocropa u nomohy @, mpocropa JaTH jeJHOcTaBaH J0Ka3 /lejsucose HejeHAKOCTH.
Kopucrehn aromapry gekoMmo3unujy u ogHoce uszMehy mpoctopa koje hemo moxazaru
y Teopemn 4.15 nahemo HoB joka3 bypkxomaep-/lejpuc-I'anaujeBe HejetHAKOCTH KOja
HaM Kazke Jia cy npocropu Hy n H]f eKBUBAJIEHTHH 3a 1 < p < 00.

N3 Teopeme 4.22 3ak/byunheMo 1a YKOJHKO je CTOXacTUUKH Oasuc F peryiapam,

onza cy npocropu Hp, Hg, Hy, P, n Q, mehycobHo exBuBastenThu 3a p > 0.

Hedbununmuja 4.1. Adanmuparu npovec { f,}nso0 ce nasusa L,-npedeudus, 0 < p < 0o

aKo nocmoju newezamusar, adanmupan u pacmyhu npouec {v, bnso makas da je

’fn| < VYn-1, 120, Yoo 'i= Sugfyn € Lp' (1)
ne

U degpuruuemo

P, = {mapmunzanr f = {fo}ns0 | f je L, — npedsudus}

1£llp, = nf{ll7sollp}, 0 <p < oo.

Hedbununuja 4.2. Adanmupanu npouec { [, }nso ce Hazusa mapmurean ca npedsudu-
6oM Keadpamrom eapujayujom y Ly, 0 < p < 00 ako nocmoju nernezamuean, adanmu-

par u pacmyhu npovec {7V, }nso0 marae da je

1S0()] < Y1, 720, 7Yoo i= Sup 7 € L. 2)

U depuruwemo
Q, = {mapmunzan f ={fn}ns0 | f je ca npedeudusom xeadpammom sapujayujom y L,}
Ifle, = inf{ll7eollp}, 0 <p < oo,
Hapenna nema Ham je nmorpedbna ja 6ucmo goxkazasun /[yboBy HejeHaKOCT.

Jlema 4.3. Csaxu nenezamusan cyomapmunzan { fnlnso0 3adosomasa nejednarocm

il fi > \) < / fudit, nEN, A> 0.
{fax>A}

ede je fr = sup,c, |fl-
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Jlokas: Heka je 7» = min{n | f, > A} Bpeme 3aycraBaspama. Kopucrehu ocobune

cyOMapTHHTa/Ia KMAaMO

My <n) =AY pu(ma = k)
k=0

n

<Z / frdp

k=0 {m\=k}

n

<> /Eszndu

k=0 {Tx=k}

= i / fndp

k=0 {mx=k}

= / frndp.
{ra<n}

Kaxo je {7\ < n} = {fF > A}, nema je nokazana. [

[Tokaxkumo cazna [ly6osy nejeanaxocr, a 3arum ja paxu H, ~ Ly, 3a p > 1.

Teopema 4.4. (/[y6osa nejednarocm,)
Hexa je p > 1. 3a cearu nenezamusan, L, -oeparnuven cyomapmurzan { fn}nen 6a01cu

da sup,cy fn € Ly. Hpeyusnuge,

< sup || follp-

sup fn
D p— 1 neN

neN

Zokas: HejeqnakocT U3 mpeTxojHe JieMe MOXKeMO 3amucaTu y ciaejgehem obuky

AE(Xqsz5x1) < E(faX(z>np), n €N, A >0.

VKOIMKO HHTErpajnMo obe cTpane y ogHocy Ha Mepy pAP~2d\ 3a p > 1 u npumeHEMO
OyduHujeBy Teopemy, J100MjaMo

E(f1)) = / PN E(x (o)A
< / T ONZE(Faxggeon )dA 3)
0
= LB (5.

p

N3 XenepoBe HejeTHAKOCTH A€ UMaMO

E(fa(f)P ) < Wl ey = Il L2157 (4)
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Mocse mozene mo || fx|[P~" < oo w3 (3) u (4) moGujamo
% p
1 fallp < F||fn||p~

Kaxko je {f'} nepacryhu nus, ysumarme cynpemyma 1o ceum n € N 3appmasa noka3. [

Hakae, ykomuko je {f,}n>0 Maprunran, taga je jacuo {|f,|}n>0 HeHerarusam cy-

OMapTUHTAJ 114 je

Ml >N < [ 1fldn fe L Aso
{f*>A}
KaO "
£l < 171l < ]ﬁnfnp, feLy p>1,

Tj. apyrum pedanmva Hj ~ Ly, 3a p > 1.
Y napemnom geny dopmyancahemo TeopemMy 0 KOHBEKCHOCTH W KOHKABHOCTH, a TIPe

Tora ojpelene mojMoBe Koju ¢y HOTPEOHH IIPH JTOKAZHBAILY TeOpeMe.

Hedununuja 4.5. Hexa je T npebpojus cxyn undexca. Ly(l,), 1 < p, r < 00, 03navasa

npocmop ceux Hu306a & = {&, tner Meprusur dynryuja 3a xoje sasrcu

(Z w)i

neT

def
1€llz,a) =

< 00.
p

Jlema 4.6. [Ayan npocmopa L,(l,) je Ly(l5) ®ad 20d je 1 < p, r < o0, 1%4—% =1u
I+ 1=1. Jluneapru oepanuvenu dyrwryuonaau y Ly(l,) mozy ce sanucamu xao

A& =D E(&Gm), €€ Ly(l)

keT
u |A] = |nllz,q.), 30 coanu n € Ly(ly).

Jlokas nperxone jeme je camydan JoKasy Jyajnoctu npocropa L, n L, na ra nehemo

HaBOJNTH.

cDOpMylHI/IHH/IMO cald TeopeMy O KOHBEKCHOCTH U KOHKaBHOCTH.

Teopema 4.7. Hexa je T npebpojus ckyn undexca u wexa je { A }rer nposusonan (He

HYHCHO MOHOMOK) Hu3 o-aseebpu u neka je A = o(|JAs). [Ipemnocmasumo da 3a
teT
cearo h € L, saosrcu JJybosa nejednarocm

sup |[Ezhl|| < Cpllhllp, p>1, ()
tel

p
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ede Ey osnauasa ycrosho ouekusarve y odnocy wa Ay Veoauko je {fiher nus neneza-

MUBHUT MEPHUBUT PyHKUUja, onda 3a 1 < p < 00 UMaMO

E <t€ZTEtft>p < CPE (;Tft)p], (6)
e|(X ft)’l’ < B,E (zfztft)‘i , (7

terT teT

ede je B, > 0 u C; > 1 xoncmanma xoja ce jasna y nejednaxocmu (5) u i + % = 1.

Zokas: 3a p =1 noka3 je Tpubujaian. [lokaxkumo tBpheme 3a 1 < p < oo. Kopucrehn

Prcosy!” Teopemy o pempesenTanuju 106mjaMo

ZEtft = sup |E (ZEtft)g
teT p lalle<t teT
U3 (5) u XesmepoBe HejeHAKOCTH CJIEIH
E (Z Etft)g < Z E(fi|Ewgl)
teT teT
<E(Zﬁowm@w
s teT
< | D] || sup Bl
ter ||, €T q
< Cl[ D £l gl
ter
<G| D f
ter  lp

npu demy je ||gll, < 1. OBuM je mokas mejenuaxoctn (6) 3aBpireH.
Hokaxumo caga uejennakocr (7). Heka je r KoHjyroBanu MHIEKC MHJIEKCA 2p, Tj.

% + Zip =1 u Heka je g, 1= (ft)ﬁ 3at €T ug:={g}ter Ha ocroBy nperxomne jeme

17\ 3
P
(E (}jft) D — 19l zaay = sup
teT 1AM Ly 2y <1

Frigyes Riesz (1880-1956.), mahapcku mMaremarudap

nMaMO

E(E:%M>+

teT
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[MIra Bumte, n3 Xeaaepose HEjeIHAKOCTH CJIE/IH

(5w

teT

< ElElgN)

teT

<X B|EdnEEN

- ZE (ELS BN
<F (ZEtft);p(ZEtMtr)’ll

teT teT
27\ 7
< (E (ZEt’)\t’r> ]) :
teT

v
> Eifi
Kako je 1 < % =2 % < 2, U3 NIpBe HejeJHAKOCTH CJIe/IN 1 je

(o) ] o (g

teT teT

E

E < BE < Byl[AlI7, 0.y < By,

anme je Joka3 Hejexnakoctn (7) 3aBpimen. [

Kaxko (5) Baxku y cayuajy T' = N u kako je {A, }nen HepacTyhu Hu3, go6ujamo ma
H y OBOM cJiydajy (muckpernoM) Bazke mejemmakoctu (6) u (7). Moxe ce Bugeru na he

taga outu C, = p u B, < 4.

4.1 AromapHa JEeKOMMIO3UIINja

AToMapHa JeKOMIO3UIINja MPeICTaB/ba BeoMa OUTHY KapaKTepH3allnjy XapIujeBux
IPOCTOPA KOJOM Ha MOjeTHOCTAB/bEH HAUNH MOYKEMO TTOKA3aTH HeKe O TeOpeMa TyaTHO-
CTH U MapTUHIAIHUX HejeanakocTu. Kopucrehu Bpeme 3aycrapibaiba, jeUuHUILY ce TPU
BDCTE aTOMa M JIOKa3yjeMo aToOMapHy JeKoMnosunujy npocropa Hy, mpn gemy dbopmy-
JHIIEMO I TeopeMe aToMapHe JeKomnosunuje nmpocropa P, n Q,. Taxobe, nedunumemo
U [POCTe aToMe, MPH YeMy je BayKHO HAIIOMEHYTH, Ja TeopeMe aTOMapHe JeKOMIIO3H-

IKje Bayke W 3a HPOCTe aTOMe.

ITpso hemo dopmynucarn nojam aroma.
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Hedbunununuja 4.8. Meparusa dynryuja a je (p,00) amom npse xamezopugje (00HocHo

(1,p,00) amom) axo nocmoju epeme 3aycmasmara v € T makso da je

(i) an = FE,a=0, 3av>=n;

, _1
(ii) ||s(a)llec < pu(v # 00) 7.

Yroauko samenumo s(a) ca S(a), oonocno ca M(a) y (ii), dobujamo xonuenm amoma

dpyee kamezopuje ((2,p,00) amom), odnocro mpehe kamezopuje (3,p,00) amom). Ca

A;(p, 00) osnanasamo ckyn ceuz (i,p,00) amoma (i = 1,2,3).

Teopema 4.9. (Amomapna dexomnosuyuja) Yroauwo je f = {fulnzo € Hy, 0 <p <
00, onda nocmoju muz {a*}rez € Ai1(p,o0) (1,p,00) amoma u wuz 1 = {Nx}rez € 1,

pearnur bpojesa makxeux da 3a ceako n € N sascu

Z nkEnak = fn7 (8)
k=—0o0
Sl | < Collfllag- (9)
k=—0o0

Taxohe, > mpa® woneepeupa xa f y Hj nopmu.

Obpamno, axo je 0 < p < 1 u mapmunzan [ uma dekomnosunyugy (8), onda je f € H;

P

wy~inf | Y ] (10)

k=—o00

/]

ede je undumym yzem no ceum dexomnozuyujama obauxra (8).
Joxras: Heka je f € Hj. [locmaTtpajmo mepacTylin HU3 BpeMeHa 3ayCTaB/bamba
v o= inf{n € N | s,1(f) > 2"}, kcZ

3a mpoM3BOJ/HLHO BpeMe 3ayCcTaB/baiba ¥ U MapTHHIAI f,

Y ={f"}n>1 nedpurumemo kao
fg = Z X{VZm}dmf
m=0
Jame,

Z (f;/k+1 - f;:k) = Z <Z(X{Vk+1>m}dmf - X{I/k>m}dmf)>

keZ keZ \m=0

(11)

n

ZX{Vk<m<Vk+1}dmf - fn

m=0 \ k€Z
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Heka je
1
ne = 283y # 00)7, (12)
Ve+1 _ ryg
ak = n—f" (13)
Nk

Vkonuxko je n, = 0, taga crasumo af = 0, k € Z, n € N. 3a dukcupano k € Z

{ak},>1 maprunran. To gedunnmuju je,

N|=

1
2

S(fyk) - Z En—l|dnfuk ‘2 - Z En—l|X{l/k>n}dnf|2
neN neN
3
14
- Z X{Vk>n}En—1‘dnf‘2 ( )
neN
v 3
= Z En—1|dnf|2) = Suk(f)
n=0
U3 (14) u nedununuje BpeMeHa 3ayCTaB/batba Vj, HMAMO
S(f:@/k) = Sz%(fn) < 2k7 (15)

OJIaKJIE je
s(fn" ™) + s(fi¥)
Mk

s(ak) < < vy # 00) 77,

n

mrro cenn u3 (15) u (13).

U3 mpeTXoHOT pa3MaTparma MOKeMO 3akbydutn 1a je { f¥¢},~o orpannden Lo Ma-
pTHHTaI, a caMuM TuM H {a*} je Lp-orpanmden. Tama nocroju lim, . a% = a* y Ly
CKOPO CBY/Ia TaKO Jia je

k_ _k
E,a" = a,,

Osnwu je 3am0B0sbeH0 (8).
IIposepumo na s je a® neku (1,p, 00) arom.

Younmo fa Ha cKymy {n < v} mMamo

Mk Mk (16)

n

Crora E,a* = a* =0, kaga v, > n. Taga je ucnymen ycios (i) dedbununuje 4.8.

Kopucrehu (16) 3akspyuyjemo ciegelie

X{Vk=00}(s(a'k))2 < Z X{uk>n}En—l|dnak|2 = Z X{Vk>n}En—1|X{uk>n}dnak|2 =0

meN meN
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Hexka je naspe,

k_ dp (f7o41 — %)

dna - ::dnkguk<n<uwﬂ}nk
Tajga je
2 1\ 2 k+1 2
S, 2 2 _1\?2
(s(a*)? = D Bua|dua* < (J) < ~ )< (uln #00)77)
neN M Mk 2k3ﬂ(bki#iOO)P

Onatne, s(a¥) < p(vy, # oo)_%. a ¢ ob3upom na je s(a*) = 0 ussan cxyma {v), # oo}
3aKJby9dyjeMo 14 je
1
I5(a)lloe < pu(vi # 00) 7>

anMe je ucywer u ycaos (i) Tedununuje (4.8).

Kako cy ucnymenu ceu yeiosu Jedunnnuje (4.8) MozkeMo 3aK/byduTH 12 je a® Hekn

(1,p,00) aTom u

fo= Y (o= ) = mal = meBuat

k€EZ kEZ keZ

Hasbe,

Dol =3 2u(vy # o)

o 3P§2k”u{8(f) > 2k}
_ 3p;<zk>m{sl’<f> > (257}
_ 2p3f 1 Z (@) = (2] ufs(f) > (29)°)
e %(2?)%{(2?)’“* < () < (27
< S B())

OsuwMm je mokasano (9).
ITokaxkumo cajaa 1a
>_ma = f (17)
keZ
y HOpmu H ).
Kaxko je
e
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Taja je
Domat =D (fr = ) = free -
k=l k=l
Ouuregao,
F=S b = (f — o)+
k=l
148

E k Vm 17
Hf N k=l e HH; slr=1 +1HH§ +1If l“Hﬁ (18)
N3 nedpununuje umamo 1a je

If=f

= [ls(f = /" )lp-

Jasbe,

Is(f — ) ( st =) |pdu)p - ( |- f”m“)du)p (19)

MeDyrinm, kako je s*(f — 1) = s(f) — s*(f*+1), onamne s(f — f+1) < s(f) n
s(frmet) < s(f).

ITa je onma n

sP(f = frmt) < sP(S)
n Jo 5" (f)du =[£I

s < 0.
P

Kopucrehu ga je lim,, oo s(f — f¥) = lim,, o S(fY") = 0 cKOpO CBy1a 3aK/by-
qyjeMo Jia
S(f = ) = () = () =0
CKOPO CBYJa, Kajaa m — 00.

Taga npumeryjyhu Teopemy o TOMHHAHTHO] KOHBepreHumjn u3 (19) caenn

[s(f = f)llp =0

Kaja m — oo.

Crora,

If = fmet

1y — 0 (20)

Kajia m — oQ.

Takobhe u3 unmennte 1a je s(f*) < 2!, 3axmyuyjemo

I

= [Is(f"ll, < 2'



4 MapruHra/THe HejeTHAKOCTH 49

Crora,
1]
kaga | — —oo Tama wuz (18) mpumemyjyhn (20) u (21) gobujamo ma pex > - npa®

Hs = 0 (21)

KoHBeprupa ka [y Hj HOpMu Kajga m — +00, [ — —o0.

Jlokazkumo nocsaeame TBpheme Teopeme.

Heka je 0 < p < 1 w neka [ mMoxkemo 3anucatu y obsuky (8), taga

s(f) < ) Imls(a

k=—o00

[TomTo je 0 < p < 1, TO je

)< D InklPE(s”(a")).

k=—oc0

Vkomuko je a nexn (1, p, 00) aTom, onjia u3 came Jedpunnnmje kako je a® = E,a* =0

Ha CKyIy {Vy = n} umamo

Xgv=ky Be1ldial® = Er1(Xqsiyldial®) =

Tako Ja je s(a) = 0 ma ckyny {v = oo}.

Tana je E(sP(a)) < 1, Tj. BaxKu HEjeTHAKOCT
)< Y Imf. O
k=—0o0

Teopema 4.10. Vkoauro y Teopemu 4.9, samenumo Hy u Aq(p,00), mum pedom, ca

Q, u As(p, oo), odrocno ca P, u As(p,00) 3a 0 < p < 0o. mada, maxohe sasice (8) u

(9). Cyma ana wonusepeupa ka f y Qp nopmu (0 <p < 2) uyP, nopmu (0 <p < 1),
k=1
kada m — +00, | — —oo. Obpuymo, u (10) sasce y oba cayuaja, 30 0 < p < 1.

Jlokas: Tokas ce mozke nponahu y [1]. O

Hedbununmja 4.11. Meprusa dynryuja a je (1, p, 00) npocm amom ykosuko nocmoje
neNuH e F, maxeu da

(i) a, = E,a=0,
(ii) |15(a)]|oo < p(H) 77,
(iii) {a #0} C H.
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Yroauko samenumo s(a) ca S(a), odnocno ca M(a) y (i), dobujamo konyenm (2, p, 00),
odrocto (3,p,00) npocmoe amoma. Ca A;(p, 00) osnauasamo cxyn ceux (i,p, 00) npo-

crmuxr amoma.

[Ipumerumo na yxoauko je H € F,,, 3a cBako n € N, oHJIa je IIpec/IMKaBambe

n, weH

valw) = oo, wé¢H

BpeMe 3ayCTaB/baba.
Kaxko je H = {vy # oo}, MoKeMO youuTn ja je cBaku (i, p, 00) MPOCT ATOM Y CTBApH
(1,p,00) atom (i = 1,2,3, 0 < p < 00). Teopema 0 aTOMapHOj JEKOMIO3UIUjU TaKohe
S
BaZKW 3a IPOCTE aTOMe, TaKo Ja Maprudrane y Hy, P, Q, Takohe MoxKeMO pacTaBuTH

Ha IIPOCTE aTOoMe.

4.2 HejegHakoCcTu MapTUHTAJHUX XapAnjeBUX ITPOCTOPA

Ha 6ucmo mokasann Bypkxomnaep-ejsuc-TanaujeBy uejennakoct (Teopemy 4.16),
OCJIAIbaMO Ce Ha TeoOpeMy O aTOMAaPHO] JeKOMIO3WIUjH, IPH UeMy HaM je Takobhe Io-
Tpebua u JlejBucoBa AeKOMIIO3UIINA]a MapTUHTAIA Hps u HJ npocropa kojy hemo obze

MPAKa3aTH.

Hedbunnunuja 4.12. Osnavumo ca G,, 0 < p < 0o npocmop mapmurzars [ 3a xoje

> ldnf]
n=0

6aMHCU
def

1fllg, =

< OQ.

p

IIpocrop G, je yBeo Lapenja'® y [7].

Jlema 4.13. Hexa je f € Hg, 1 < p < oo. Tada nocmoju h € G, u g € Q, maxreo da
je fn = hy, + g, 3a céakon € N u

12llg, < (24 2p)[1 fllug

||9||Qp <(7T+ 2p)||f||Hz§

Zoxas: IlpernocTaBuMo Ja je \g < A\ < -+ aJanTupanu HE3 (PYHKIFja TAKaB Ja je

Sn(f) <Ay Ao :I=sUp\, € Ly,

neN

18 Adriano Mario Garsia (1928.), nranujancko-aMepudKkn MaTeMaTuuap
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Mozkemo yountu

dnf = dﬂfX{)\'n>2>\n71} + dan{A"<2)\"*1}.

Heka je
h = Z [dkfx{)\k>2)\k 1y Ey— l(dkfX{/\k>2)\k 1})}
k=1
9-= Z [dkfX{Ak@/\k 1} Ej— l(dkfX{)\k<2)\k 1})} .

B
Il

1

Ha cxymy {A\p > 2Ap_1} umanmo A, < 2(Ap — A\p—1), 11a je

Ak fIX 2200 11 < X Dws2n 13 < 2(A6 — Apm1),
0JIaKJIe JI001jaMo

Z|dkh| 2, +22Ek YOk = A1)

Ha ocnoBy Teopeme 4.7 umamo ja je xoncrarura C, = p ojakie 100ujamo

12llg, < (2 +2p)[|Acollp-

Ca apyre crpase,

‘dkf‘x{)\k<2>\k TR AkX{)‘k<2)\k TR < 2,1
U Kao IOCJIeIHILy TOTa
|drg| < 4Nk
I{OHa‘IHO7 MOZKEMO 3aKJ_bqu/ITI/I

Sn( ) < Sne 1(9) + |dn9|
< Spo1(f) + Sua(h) + 44X,

n—1

< Anot + 2021 2> Bt (A = Mecr) + 4har.
k=1

ITonoso, ra ocroBy Teopeme 4.7, C), = p, ma je

lglle, < (T4 2p)[[Acoll-

Crasmpajyhn A\, := S, (f), noka3 seme je 3aspiren. [
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Jlema 4.14. Hexa je f € H;, 1 < p < oo. Tada nocmoju h € G, u g € P, makeo da je
fn="hp+ g, 3a ceaxon € N u

1hllg, < (44 4p)| /]

*
Hp7

lgll7, < (13 +4p)[| flay-

oxas: JTokas oBe JieMe je CIMYaH OPETXOTHOM JoKa3y u Moxke ce mahu y [7] u [8]. O
ITokazkumo cajia jBe riiaBHe TeopeMe Koje onucyjy ogHoc uamehy XapaujeBux mpo-

cTopa.

Teopema 4.15.

(i) [[flley < Coll fllags [[f g < Coll £
(ii) || flly < Cpllf]
(i) || f|
(iv) || f]

(v) [y < Gollfllm,, [fllmg < Goll fllg,, (0 <p < o0).

Hp» (0 <p < 2)7

s 1y < Cpll flls, (2 < p <o00);

a; < | fllp, 1 fllag < [1flle,, (0 <p < o0);

u; < Gpllflle, I fllug < Collfllp,, (0 <p < o0);

Teopema 4.16. (Byprroadep-/lejsuc-landujesa nejednarocm) IIpocmopu Hg u Hy cy

exkeusanrenmny 3a 1 < p < oo, my.

ol fllmg < M fllay < Collfllmg, 1< p < oo (22)

Ome ape Teopeme noKazaHe cy Kopucrelim MeToLy aTomMapHe aekoMnosunuje. Me-
hyTum, Mory ce mokazatu u 6e3 e, kKopucrehiu apyre aprymente kao y [4], [5] u [6]. V

JIOKA3y KOjH CJIeJIM aKIeHAT he OUTH CTaB/beH Ha KOHIENT aTOMapHe JIeKOMIIO3HIIH]eE.

Jloxaz Teopeme 4.15:
[TokazkuMo, Hajpe, Ja YKOIUKO je a Heku (1,p,00) arom Taja je |af
lallgs <13a0<p<2.

Hexa je a* = sup,c, ar 1 HeKa je v Bpeme 3aycras/barba 33 Koje saxknu (i) u (ii) u3

H;;<2I/I

Hedpununuje 4.8, Tana,

NI

E(a'?) = B(a"X(ypo0}) < B2 (@?)pu(v # 00)' 2.
Kopucrehn HyOoBy HejemHakocT H00HjaMo

E(a*?) < 4E(a®) < 4E(s%(a)),
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na je
D
B(a) < 2° (v # 00) Fulv £ 00)) " (v # 00)' 7§ =27,
rie je v € T BpeMme 3aycTaB/bamba. O1aBiae UMaMo Ja je
lallmy <2 (23)
Commano ce nokasyje ja je ||al|gs < 1.
[Mokazxkumo caja upsy Hejepnakocr y (i) 3a 0 < p < 1.
Heka f uma nexommosurujy xkao y Teopemu 4.9, 1j.
f= Z na
kEZ
rie je ag, k € Z, veku (1, p, 00) atom. Taza,
fo=sup|fol = sup| > mak] < |nelsup laf] = il (ah)”
" " kez keZ " keZ
ma omatie 3a 0 < p <1
Elf P <Y ImlPE((a*))
kEZ

Tj.

11 < 3 el (24

kEZ
Kaxko je a* jeman (1,p,00) arom, Taga 3a 0 < p < 2
l|a®| < 2.
Tana u3 (24) HpUMEHOM IPETXOIHOT, 3aKJbYIyjeMo 1a je
»
ANy <20 Iel? (25)

kEZ

IIpumenom mejemnaxoctu (9) Teopeme (4.9) mobujamo na je

1.f]

iy < 20| f]

Hy

quMe je JI0Ka3 mpse Hejeanakoctu y (i), 3a 0 < p < 1 3aBpimew.

Hokaxkumo cajia gapyry Hejegnaxcoct y (i) 3a 0 < p < 2.

f= anak

kEZ

Hexka je
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u n
F= " Xwemydm .
m=0
[puvenom jeamakoctu f, = Y (fa' ™ — %) m fif ™ — fuk = di f X fv<i<visr}> KOj€

kEZ i=0
CMO TOKazau y joka3y Teopeme 4.9, nHa dyHKuujy d,f ymecro f,, 3ak/bydyjemMo na

BazKu

dnf = Z(dnf)X{Vk<n<Vk+1}'

ke
e je vy = inf{n € N | s,11(f) > 2¥}

3a dukcupano n, ckynobu {vy < n < Vgyq} CY JUCJYHKTHA U HUMAMO

|dnf|2 = Z |dnf|2X{uk<n<Vk+1}- (26)

kEZ

upu gemy je cky {vp < n < Vgy1} je Fn_1 MEpIbUB.
Crora,

SQ(f) = Z SZ(TIkCLk),

kEZ

D=

e cy np u a¥, k € N, necdunucann xao y moxasy Teopemu 4.9 1j. np = 253 (v, # o0)
u a® je mexu (1, p,00) arom.

Kaxko je 0 < £ < 1, u3 mperxomnor ciemu

E(SP(f)) <Y ImPE(SP(a*) <Y Imil? (27)

keZ kEZ

riae npuMenoM Hejeguakoctu (9) Teopeme 4.9 3ak/bydyjeMo na je

1f s < Gyl f]

H

TUME CMO JIoKa3a/m Apyry Hejeanakoct y (i) 3a 0 < p < 2.

Ykomuko y Teopemn 4.7 samennmo {A}ier ca {Fi—1}tren, pca § u f; ca |difI? y

(X |dkf|2)p/2]

keN

nejenmakoctu (6), mobmjamo 3a 1 < & < oo

p/2
(ZEk_ndkﬂ?)

keN

E <C,E

omaxse jobujamo 1a je || fllms < CprHHps, 2 < p < 00, YAME CMO JOKA3AIH JAPYTY

HejenHakoct y (it).
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Hokaz (ii1) gaxo ciaeam n3 JeduHAINjE TPOCTOPA.

Jeanocrasno ce yrephyje (u3 (i) na je ||lafm; < 2 axo je a € Az(p,o0) u ||al|lgs <1
ako a € As(p,00) (0 < p < 2). Camyno Kao y gokazy (i) MOXKeMO IMOKa3aTh ja [npBa
HejennakoctT y (iv) Baxkn 3a 0 < p < 1 m ma npyra Baxu 3a 0 < p < 2 mpuMeHOM
Teopeme 4.10.

Oznaunmo ca Ky cKyn orpaHudeHux u J,—MepsbuBux (YHKIH]a, 32 HEKO n. K je
OYMIVIE/IHO CAJIpZKaH Yy CBUX IeT Xap/MjeBUX IPOCTOPa MAapTUHIAJIA KOJU Cy YBeJIeHU
pannje. [Tokazahemo na mpsa Hejegaakoct (iv) Baxku 3a ceako f € K, w3a p > 1.
IIpernocTaBuMo Ja oBa HejelHAKOCT Baxku 3a cse f € Ko u 3a dbukcupano £ (p > 0),
OJHOCHO

£y <Cyliflo, — (f € Ko) (28)

" IIOKa2KHUMO Ja OBa BazKH M 3a P.

Hexka je
def
In = 5 - Sfl,(f)

Jlako ce Buan 12 je g = {gn}ns0 MapTunran u ga g € Ky nomro f € K. lrasuire,
BazK1

5721(9) < 42f;315’5<f) < 42f;31)‘2717
rae je {\n}nso nu3 npensubama musa (S, (f)) v L,. Ilpema XesgepoBoj HejenakocT
J1001jamo

lglley < 2[f Aellz < 2[[ 7 lp[1Aco]lps

TO jecT

lglley < 2[/ 1l 1l flle,- (29)

[omro je f2 = g, + S%(f), nmamo

Hy

[l < 2% (1gnl® + 5200)

<2 (1g1F + 57())
Jlpyrum peunma,

1771

Creneha nejennakocr caeau u3 (28) u (29):

. < 28"

2. 4 28| f|I2
H% Qp'

/1

L
7 I718,) <o.

b =28 (170, + C32E NS
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D
PemasameM oBe KBaparne Hejennadnue mo z = || f||7. mobujamo na Baxkm
P

1l < (4C; +2) Ifla,

3a cee f € K. Crora oBa HejeqHakocT Baxku 3a cBe f € Ko u 3a cBe 1 < p < 00, 300r
Tora mTo Baxkn 3a 0 < p < 1, kKao mro BuAnMO Tope. Ocraje jour ma ce goKayke J1a
Baki 1 3a cse f € Q,. To hie 6uru nokazano kopumhemem Teopeme 4.16.

Konauno, morro je, kao y (26), ckyn {vp < n < vpy1} Fn_1-MepJbUB, JOKa3u obe

nejennakoctu (v) 3a 0 < p < 2 ¢y camanu gokazy (7). O
Cajta MoxkeMo 3arodern Jioka3 bypkxomnep-/lejuc-IanujeBe Heje tHAKOCTH.

Jlokas meopeme 4.16: Tlokaxumo, Hajupe, JecHu Jeo HejeqHakocTu (22) 3a CBaKO

f € HY yxonmko je p =1, u 3a cBako f € Ky, ykommko je 1 < p < 00, Tj.Ja BaXKn
1l < Cpll fllas, 1<p<oo.

Jlako ce MO¥Ke TOKa3aTu Ja je
12|y < lIPllg,,

1Pllzg < NIAllg,,

rjae je h ysegeno y Jlemn 4.13.
Heka je f € HY sap=1u f € Ky3a 1 < p < oco. Taga nocroje h € G, u g € Q,
takBu Ja Baxku Jlema 4.13. C 063upoM 1a je g KOHAUHA CyMa OTPAHUYCHHX PA3JIHKA,

taga g € Ky. [lpumemyjyhin ose pesynrare u meo (iv) Teopeme 4.15 na g € K, mobujamo

[y < WAlley + llglla; < Whllg, + Collglle, < Cpllfllms-

Jleru jieo mejemraxocTn (22) Mozkemo ciuano mokazat 3a f € Hy, 1 <p < 2.
Hejsucosa Hejeqnakoct (caydaj kaja je p = 1) Koja TpecTaB/ba TeKU €0 JT0Ka3a

je oBuM Beh mokazana. Hanwme, kopuctehu /lejucoBy nekomnosurujy f = h+g u Jlemy

4.13, kao u npBy Hejeanakocr y (iv) Teopeme 4.15

[l < All; + Mgl < hlle, + Collglle, < 4l fllag + M fllmp = 131 fllag

ok, kopucrehu /lejpucoBy nekomnosunujy f = h'+¢', Jlemy 4.14 u 1pyry HejeTHAKOCT
y (iv) Teopeme 4.15

1 s < 1A s + N9 s < NRllgy + Collgllp < 81 f ez +17I1f ey = 25[1F 11
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Opurnuanau noka3 /lejBrucoBe HejeHAKOCTH MOzKe ce TpoHahin u y pamy [9].

[TokazkuMO caJl ja JieBr Jeo Hejeqnakoctu (22) Baxku 3a ceako f € Ko, 3a p > 2.

HejetrakocT

Flls (30)

MozKe OuTH Jokazana Oamr kKao u (29). U3 nedununuje g, MokeMO 3aK/bYyUHTH 1A je

lollag <21l

S2(f) = f* — g, u kao mocaeUIA TOTA
p L 5 B P
1 s < 22Mlgll 5, + 221/ 1
2
U3 necror mena nejeanakoctd 3a 5w us (30) caemu 1a je

D 2 p L
11 = 25 (115 + 528 A1

fli3s) <o

Pemasajyhu oBy nejesnakocr 3a z = || f ||§Ips 3aKJbY1YyjeMO 14 JICBH 10 HejeHAKOCTH
Baxku 3a p > 2u f € K.

[Tokazasm cMo 710 caja ja HejenHakocT (22) Baxku 3a p = 1 n mocebHO 32 1 < p < 00
ykomuko je f € Ko Kako cmo gokasamm H) ~ L, 3a 1 < p < oo, npocrop Hj je
Banaxos npocrop u Ky je rycr y Hy, 3a 1 < p < oo. Hcra mocientswa j1pa TBphema
BaxkKe W 3a H]‘f . Tayta joka3 Teopeme cjejn JUPEKTHO W3 MIPETXOJHOT W TBphema jia
ie lIfllh < ||fllm, toe je H € {H}, Q1,P1} (0Ba HejenmakocT mpeacTaBba IOCIETHILY
Teopeme 4.9 u Bazxu 3a H = HY), ¢ 063upom n1a je ||a||; < 1 yronuko je a € Ay(p, 00),
3at=1,2,3. 01

Hacmasax doxasza meopeme 4.15: Tipea nejeqnakocr y (i) 3a 1 < p < 2 je jenHocTtaBHa
nocieauna Teopeme 4.16 u apyre nejeanakocru y (i). Takohe, npsa Hejeanaxkoct y (i7)
3a 2 < p < 00 je jeIHOCTABHA MOCJIEIUIA UCTE TeOpeMe W Jpyre HejeaHakoctu y (7).
Ocrarak (iv) caenn u3 Teopeme 4.16 u (7ii), 3a cBako 1 < p < 00. 3a 2 < p < o0

HejennakocT y (v) caene u3 (i) u (4ii). O

Kontpanpumep Mapruukjesuha 12 n 3urmynga?’ us [1] nokasyje ma Byprxomnmep-

ejsuc-lanmujeBa HejeqnakocT He Baxky 3a 0 < p < 1, a uckazad je cienehum cTaBoM.

CraB 4.17. He nocmoju ¢, > 0 numu C, > 0 maxeu da sasrcu

ISPl < M1 o < Coll Sl

3a cee mapmunzaie, ykoasuko je O < p < 1.

19 J6zef Marcinkiewicz (1910-1940.), mombcKkn MaTeMaTnaap
20 Antoni Zygmund (1900-1992.), mo/bcKu MaTeMaTHIap
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Jlokas: Tokas ce moxe wahn y [1]. O

113 oBor craBa cienn na aeme (4.13) u (4.14) me Baxke 3a 0 < p < 1, jep 6u y cympo-
THOM J10Ka3 Bypkxosiep-/lejsuc-I'anmjese Heje tHAKOCTH MPOIIA0 U 3& 0Baj CJIydaj.

Y caenehem npumepy hemo Bumern na Hejegnakoctn (i) 3a 2 < p < oo u (i) 3a
0 < p < 2 Teopeme 4.15 He BaxKe.

ITpumep 4.18. Hexa je Fo:={0,Q} uw Fy = F, = ... = F. Tada je
HY = HY =L,N Ly,

1AWy = W fllezg = 151l
HZ = L27
P,=9,=Ls, 0<p<oo.

Curyamnuja je apyradmja YKOIHKO je F' peryiapan croxacTudkn Oasuc. Tajga je cBux
ner XapamjeBux mpocrtopa MelycobHO ekBHBaJeHTHO. PeryiapHu croxacTwdyku Oas3uc

jgedunuiemo Ha ciejehn Havyun.

Hedbunumuja 4.19. Cmozracmuuru basuc F' ce nazusa pe2ysaprum yKoaukxo nocmoju

bpoj R > 0 maxase da 3a ceary nenezamusny u unmezpabusny pyruxuugy [ eascu
Enf < REn—1f7 ne Na
npu wemy je E_1 = Ejy.

OBge he OuTH moKa3aH reHepaJiaH CJIy4aj, IpUd deMy hemMo JedHHUCATH MOjaM pe-
ryJapHOr 0a3uca y TaKBOM CJaydajy Kopucrehn mojam ,, Hesudsusoz MapTHHIAA.
Bejc?! je nazpao maprunran f = {f},>0 ,He6udpUGUM“ YKOJHUKO TOCTOjH peasia
opoj R > 0 TakaB na je
|dn f|? < RE,_1ldnf|?, n>0. (31)

Knacy ,,nesudpusuxr “ MapTunransa Koju mMajy UCTy KOHCTaHTy R o3madaBahemo ca
vr. CroxacTudkn Oa3mc je peryjapaH akKo W CaMO je CBaKH MapTHHIA ,, HEGUdmUS .

Hejennakoct (31) mMoxke ce nedpuHHCATH ca eKCIIOHEHTOM D yMeCTO 2.

Jlema 4.20. Ykoauko (31) eaosicu, onda nocmoju nosumusan 6poj R, makas da 3a
ceakro n € N saorcu
|dn fIP < RyEy_1ldn fIP, 0<p < oo. (32)

21 Ferenc Weisz, Mahjapcku MaTeMaTmaap
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Jlokas: Tokas ce moxe wahn y [1]. O

Yeros (32) 3a p = 1 norepano je apcuja [7].

Cras 4.21. Yroauko eaoicu (31) 3a cee mapmunzane ca ucmom koncmarmom R, mada

je cmozacmuuky basuc F pezyaapan. Obprymo makohe easrcu.

Jlokas: Heka je f = {fn}n>0 HeHerarusan maprunrai. Tana

Enalfo— faoal S Enca(fal + [ faal) = Enca(fa + fa1) = 2fna

p

U3 (31) u mejeqrakocTr Koja je nobujena uz (31) (E,_1|d,f]*)? < R%En_1|dnf|p 32
p =1 cnegm

n l|d f|2

<R
< RY(Ep i|fo — fa1l)?
<AR*f?

| fI?

Tana je
fn < fnfl + |dnf| < (1 + 2R)fn717

ojlakJjie caenu ja je I perymapan. O6pHyTO Baxku u3 jeduHUNKje peryaapHocTH. [

Teopema 4.22. Heka je vg kAaca ,HEBUIJBUBHUX “ MAPMUH2G.AG KOJU UMY UCTY KO-

wemarnmy Ry (17). Hexa je f € vg. 3a 0 < p < 00 sastcu

iy < Cpllfug < Cpllflluy < Collfllp, < GollFllo, < Coll Fll;,

ede je Cp KOHCTIANMA KOJG 3A6UCU UCKAYIUEO 00 Koncmarnmu R u p.

Jloxas: Tokas ce moxe nahn y [1]. O

Crap 4.21 u Teopema 4.22 nosjade HAPETHY MOCTEIUILY.

Ilocnenuma 4.23. YVkoauro je I' peeyaapan cmozacmuyku basuc, mada cy Hy, Hps ,

Hy, Py u Q, exeusasenmnu npocmopu 36 0 < p < 00.
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5 HekomyTaTuBHU MapTUHTAJIHI Xap/IUjeBU MPOCTO-
pu

Y oBom morasipy JeduHncalieMo HEKOMyTaTHBHE MapTHHTa He H, IpocTope u ca-
yuHrheMO Iperyien CKOpallbuX HaydHux gocturnyha y oBom mpasiy.

Heka je M don Hojmanosa?? anrebpa ca HOpMAJIHUM BEPHUM 1 HOPMAJIN30BAHUM
rparom 7. Heka je N' C M doun Hojmanosa nopanrebpa. Hekomyrarnsan L, mpo-
crop npuapyzxken npocropy (N, 7|y) je upuponso maeHTHdUKOBAH Ca MOTIPOCTOPOM
on L,(M). Ilocroju jeiMHCTBEHO, HOPMAJHO, BEPHO YCJIOBHO odekuBaibe € : M — N,
Koje ayBa tpar 7, Tj. 7(£(x)) = 7(z), 3a cBako x € M. 3a 1 < p < 0o, &€ je mpommpen
110 KOHTpakTuOmIHe npojekuje npocropa L,(M) na upocrop L,(N) npn uemy o3xaxa
ocTaje ucTa.
3a cBako 0 < p < oo Heka je L,(M, T) umu jennoctasHo L,(M) npuapyKeH HEKOMY-
TaTHBAH L,-IPOCTOpP. younuMo Ja je 3a p = 00, L,(M) je 3anpaso M ca onepaTopom

nopme. Hopma na L,(M) je nedunucana xao

Jell, = (7 ()" = € LM),

rie je
1
|z| = (z72)2
CTaHap/HA allCOIyTHA BPETHOCT O . YKOINKO je ||z, < 00 KaXKeMo Ja je MapTHHTaJl

L, orpann4es.

IIpumenda 5.1. Ilpocmop ceuxr oepanuyvenux L, mapmunzara moogice ce udenmudu-
kosamu ca npocmopom L,(M), 3a 1 <p < oo [10].

3a BHIIE JeTasba O OBOM MPOCTOPY MOXKe ce moraesarn [22].

3a x € L,(M) oznaunmo pemom ca r(z) n [(x) mecHn u jieBH HOCAY €JIEMEHTa .
YKOIMKO je © = u|x| momapna mexommosunuja o x, taga je r(z) = u'u u l(z) = uu*.
Youasamo ga cy r(x) un [(x) Takohe HajMame Mpojekiuje e TakKBe 1a re = T, OXHOCHO

ex = x. YKOJIMKO je eJIeMeHT T caMoajjyHroBat, ouja je r(x) = I(x).

[TocTaBumo caja ommre mojMoBe IOTpebHE 3a AedHHUCAIE MAPTHHIANIA Y HEKO-
MYTaTUBHOM CJIyUa]y.
Heka je {M,, },>1 pacryhu uu3 don Hojmanosux nogasnrebpu anrebpe M takas ja

je UM, W*ryct y M u &, = E(-|M,,) ycnoBro ouekuBambe 01 M y ogHocy Ha M,,.

n=1

22John von Neumann (1903-1957), mahapcKo-aMepuaKn MaTeMaTHIap
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Tama je &, npojeximja nopme 1 mpocropa L,(M) ma npocrop L,(M,,) u &, > 0, xax
rox je x > 0.

Hedbunaunmja 5.2. Huz x = {x,}n>1 € L1(M) nasusa ce nexomymamuenu mapmu-

Heaa y odrnocy wa { My =1 yroauko je

En(Tp1) =ap, n 21

Jlodamno, ako je x, y L,(M) 3an>1ul<p< oo onda ce v nazusa
L,-mapmunezanom.
Y mom cayuajy je

Hpr = sup H%L”p
n=1

Yroauko je ||z||, < 0o, onda ce x nasuea oeparnuver Ly-mapmumnean.

Heka je mame © = {x,},>1 HEKOMyTaTWBaH MapTHHTAT y omHOCY Ha { M, },>1.
Hedununmmo

dxn =Tp—Tp-1, N = 17
Zo = 0.

Huz dr = {dr,},>1 Ha3uBa ce HU3 MapTUHIAJIHUX pas3jinka o r. Kaxkemo ja je x

KOHAYaH MapTHHTAJ YKOJUKO moctoju N TakBo ja je dx, = 0 3a cBako n > N.

VY HacTaBky 3a cBaku oneparop x € Ly(M) oznaunhemo z, = E,(x), n > 1.

Hedunumumo kBajapaTny (GpyHKIHjy U Xap/HjeB MpocTOp 3a HEKOMYTATHUBHE Ma-
prurTase. C 003UpOM /1a Y HEKOMYTATHBHOM CJIYYajy MOCTOje JBe BpcTe Xap/ujeBUX
HpoCTOpa, Tj. Xap/ujeBu HPOCTOPU KOJIOHA U Xap/IMjeBH IIPOCTOPU PEJIoBa, Y CKJIAJLY Ca
UM JedbUHATITEMO Bep3Hjy KBaapaTHe (DYHKIH]e KOJIOHEe W pea y OJHOCY Ha (KOHAYaH)

MapTuarat © = {Z, }fn>1-

[N]]
[N

Senl@) = | D_ldanl | Selw) = [ Y lduwl® |
k=1 k=1

|
[SIE

Sea(x) = | D _ldzi | . Si(a)= | Y |dajf?
k=1 k=1

Hedbunrumnuja 5.3. Heka je 1 < p < 0o. Jedunuwumo npocmop H;(M) Kao KoMn.ie-

mupare ceUur KOHGYHUT Lp—MCmeU,HZCL,/LU, ca HOPMOM

||37HH§ = [|Se(@)]lp-
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Hedpuruwumo npocmop H) (M) Kao Komnaemuparve ceus Konawnur Ly,-mapmunzaia

ca HOPMOM

]|y = 15 ()]
Hedunumumo Xap/ujeB IpoCTOP HEKOMYTATHBHUX MapPTHHIAA.
Hedbunaumnuja 5.4. Hexa je 1 < p < 2.
Hy(M) = Hy(M) + H (M)

ca HOPMOM

ol = inf { Iyl + 12l }

2de je ungumym ysem no ceum y € H(M) u z € H) (M) makeum da v =y + z.
Hexa je 2 < p < 0.

Hy(M) = Hy(M) N Hy(M)

ca HOPMOM

o, = max {allmg, el |-

IIpumenba 5.5. Paszaoe sawmo je depurucarn H,(M) pasauwumo 36 1 < p < 2 u
2 < p < oo npedecmasnen je y [10].

JedunuiiumMo cajia ycJoOB/bEHY KBaJparHy (DYHKIU]Y KOJIOHA U YCJIOB/bEHY KBa-
aparHy DYHKIH)Y PeroBa I Ha OCHOBY Ibe Aeduuumnmo (ycaoBmenn) Hy mpocTop, Kao
mTo je To passujeno y paay Jyurea? u Cjya ** y [11].

Heka je x = {x, },>1 KoHauan mapruaran y Lo(M).

N
[SIE

Sen(T) = ng—lldxkF , se(x) = ng—1|d95k\2 ’
k=1 k=1
. 3 - 3
srn(®) = | D Enldmi? | o se(@) = | Y Exmrldap)?
k=1 k=1

Hebununuja 5.6. Hexa je 0 < p < oo. Hepunuwemo hy(M) Kao xomnaemuparve

ceuT Konaunur Loo-mapmunezana y odnocy Ha (K6a3u)Hnopmy

[2]lng = llse(@)lp-

3a p = 00, depunuwemo hS (M) xao Banaxos npocmop Lo (M)-mapmunzana x ma-

weux da Y. Ex_1|dxy|? Konsepeupa y caaboj monosozuju.
k>1

Z8Marius Junge (1962.), Hemaukn MaTemMaTHIap
24Qinwu Xu, KHHECKH MaTeMaTHIIap



5 HekoMyTaTuBHN MapTHHTAJIHU XapIujeBU MPOCTOPHU 63

Hedbunumnuja 5.7. Hexa je 0 < p < oo. Jepunuwemo h;(/\/l) KA0 KOMNAEMUPAIHE

ceur Konawhur Loo-mapmunzana y 00nocy Ha (K6a3u)Hopmy

[l = llsr ()l

3a p = oo, dedpunuwemo hl (M) xao Banazos npocmop Lo, (M)-mapmunzana x ma-
weux da Y Ex_1|dxl|? Komsepeupa y caaboj monosozuju.
k>1
Takobe, norpeban mam je [,(L,(M)) npocrop cBux un3osa a = {a,}n>1 € Ly(M)

TaKBUX J1a je

lall, oy = | D llanlh | < o0, 0<p< oo,
n=1
u
allio (Lo vy = sup [|anlo, p=o0.
Heka je
%
sa(x) = [ D lldza |
n>1
148
[2llng = l[sa(@)llp = lldz([1,(L,rm)

ITpocrop hg(./\/l) je mormpoctop mpocropa l,(L,(M)) Koju caap:ku HH30Be MapTH-
HIAJTHAX PAa3JUKa H ca HOPMOM JepUHUCAHOM BHIIE.

JeduHumumMo caja yeaoBHY Bep3ujy XapAujeBUX MapTUHTAJTHUX IPOCTOPA.

Hedbunaunmnuja 5.8. 30 0 < p < 2,
hy(M) = RE(M) + hS(M) + hl (M)

ca HOPMOM

b+ 12l }

ede je undumym ysem no ceum w € hi(M), y € hi(M), z € hi(M) marsum da je

Ioln, = inf { wllng + lly

r=w-+y+=z.
3a 2 < p<oo,
hy(M) = BI(M) O RE(M) N (M)

ca HOPMOM

hs» ||$Hh;} -

o, = max { zllg, 1o
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5.1 HekxomyratuBuu maptuarajau BMO npocTtopu

Mozxkemo nedunucaru u HeKoMyTaTuBHe MapTunraiane BMO npoctope.

Hedunrunuja 5.9. Hekxa je npocmop

BMO“(M) = {a € Lo(M) | sup €, (Ja — £ (@)P) [l < oo},

nz

ca HOPMOM

-

lallsaroroy = (50 l1€n (la = Ena(@)?) 1)
n=1

Caunno, npocmop

BMO"(M) = {a € Ly(M) | a* € BMO*(M)},

ca HOPMOM
||a||BMOT(M) = HG*HBMOC(M).
Konauno,
BMO(M) = BMO*‘(M)N BMO" (M),
ca HOPMOM
HCLHBMO(M) = Inax {||a||BMOC(M)7 ||aHBMOT(M)} .
Mozke ce mokasau ja je npocrop (BMO“(M), || - || smoem)) Banaxos.

Hedbunumnuja 5.10. Hexa je npocmop
tmo" (M) = {a € Ly(M) | sup €, (ja — Ex(@)P) | < oo},

ca HOPMOM

1

2

[@llpmor () = max { [[€1(a) oo, <s1i;1>||5n(\a—5n(a)|2) Hoo>

Cauuno, npocmop

bmo" (M) = {a € Ly(M) | a* € bmo* (M)},
ca HOPMOM

allbmor (amy = lla™ lomoert)-
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3a 6uno koju wus a = {ap}tns>1 y M je
1l]1 (Loort)) = Sup 1] oo-
Hexa je
allpmor = ||d37||loo(Loo(M))
ITpocmop bmo*(M) je nomnpocmop 00 loo(Loo(M)) Koju cadpoicu nusose mapmunza-
AHUT PAAUKA €4 HOPMOM OEPUHUCAGHOM BULULE.

Konaunro,

bmo(M) = bmo®(M) N bmo" (M) N bmo* (M),

ca HOPMOM

lallomotrty = max { allomerrnys llallmor vy lalmosian | -

Mozke ce mokazaru jia cy upocropu bmo®(M), bmo” (M) u bmo(M) noxckynosu oz
Lo.

VY nacraBky, { M, },>1 he 6utn buarpannja dorn Hojmanosux nomanredpu aaredpe

M. Csu maptunraiu he 6utu y ogHOCY HA Y.

5.2 HekomyrtatnBHa Bypkxongep-I'anaujeBa Heje JHAKOCT

Y kJjlacu4yHoj Teopuju BepoBarTHOhe, BypKXOojjep M IHeroBu KoayTOpH Cy pPa3BH-
JIM CHazKaH ajaT MapTUHTAJHUX TpaHcgOopMallija, MAKCUMAJIHUX (DYHKIUja U BpEeMe-
Ha 3aycTaB/baiba KOjU €y H00po yTBpheHU y MOJEepHO] TEOPHUjH CTOXACTHIKUX IIPOIeca
[4]. Ta 6GucMo mpenuiu U3 KIACHYHUX MAPTHHTAJHUX HEjeTHAKOCTH ¥ HEKOMYTATHBHU
cJlydaj, 3axXTeBa ce JI0JaTHU (DYHKIMOHAJHU PAYyH U KOMOMHATOPHU YBU/I, IIPU Y€MY U

Behuna aprymenara 3a Bpeme 3aycTaB/baiba HUCY BHUIIE JTOCTYITHH.

[Tucuep? u Cjy cy y 3ajemunakom paay [10] uz 1997. romune npsu nokasaam Bypxosmep-
lanamjeBy HejeTHAKOCT Yy HEKOMyTaTHBHOM cay4ajy. Teopema 5.11 n mene mociemure

Cy jeJlaH oJi KJbY9HUX JIeJI0Ba OBOT Pajia.

Teopema 5.11. Heka je 1 < p < 00 u & = {&p}tnzo0 Lp-Mapmunzas y odnocy na
{Mp}nso. Tada je x oepanuuen mapmunean y L,(M) axo u camo axo x npunada

H,(M). Hlmasuwe, yroiuko je 060 caysaj, onda

o el < llzlly < Byllzlm, - (1)

ede cy oy U B no3umueNHe KOHCMANME Koje 3a6UCE UCKAYHUBO 00 P.

2 Gilles Pisier (1950.), dbpaniiyckn Maremarnaap
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Jlokas: Jlokas ce moxke Hahn y [10, Teopema 2.1.]. O

INocnenuna 5.12. Hexa je 1 < p < oo. Tada H,(M) = L,(M) ca exsusarenmmum

HOPMAMG.

Jloxas: Jokas ce moxe nahn y [10, Hocaeaumna 2.2.]. O

Ocnamajyhiu ce na Teopema 5.11, y paay [12] u3 2005.roaune, ayTopu ¢y pe3eHTOBa-
JIM TpoTieHe 3a Hajbosbe KoucTanTe y Bypxonaep-TannujeBoj nejeanakocru (1). Omarie,

MMaMo 13 je:
(i) o <Clp—1)72), P> L
(ii) ap, ~p, p— o0;

(it7) Bp=1, p—1;

(iv) B, ~p, p— .

rje je a, ~ b,, p — po, aKO IOCTOje NIO3UTHBHE KoHcTaHTe K1 u Ky Tako j1a

Q

K, < £ <K,
by

3a p 61m3y pp.
Bakno je marmacuru, Ja je jeJuHu CJaydaj KOju je ocTao HeperieH y paiy [12], mpornena
ONTHUMAJHE OIeHe 33 (v, Kajaa p — 1, pemno PangmananToanuna, 2004.rogume 10K je
pax [12] 6uo y daszu npunpeme 3a mybaukanujy. OH je mokasao jia je
a, = (p— 1)~', p — 1. Yecro ce oBa mponeHa IPUIIACYje YIIPABO ayTopuMa paja [12].

Jomr jenan on pazosa Ha oBy Temy je paj [11] w3 2003. roguse. Ayropu ¢y npomru-
putn BypkxoJiiepoBy HejeTHAKOCT U MPHKa3yjy HaM cjiejehn pe3ysraT ocjamajyhu ce
na pas [10] u Teopemy 5.11 .

Teopema 5.13. Hexa je 1 < p < 00 u & = {Tp}tnso Ly-mapmunzan y odnocy na
{M,, }nso. Tada je x oeparuven y L,(M) axo u camo axo x npunada h,(M). Ilmasuwe,

YKOAUKO je 080 CAYUG], 0HOa

8y Nln, o < Nzl < mpllzlin, (- (2)

2de cy 6p U 1p no3umusHe KORCMAaHMe Koje 3a6uUce UCKHYHUBO 0d p.

Jlokas: JTokas ce moxke uahu y [11, Teopema 6.1.]. O
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IIpumendba 5.14.

IMocnemuna 5.15. Heka je 1 < p < oo. Tada je h,(M) = Ly(M) ca exsusarenmrum

HOPMAMQ.
Jlokas: Tokas ce mozxke Hahu y [11, [Tocrenuna 6.2.]. OJ
Mebyrum, Beli 2007.rogune y paay [19] ayrop Kao jeman oj nubeBa paja uMma JIa

0be30e/ 11 TIpaBU pejlocse/l pacTa 3a Hajooskbe KoHCcTaHTe y Bypxosgep-l'anujeBoj He-

jemnakoctu (2). Jeman ox pesynrara je caezelie.

Teopema 5.16. Hexa je 1 < p < oo. ITocmoje xoncmanme 0, u 1,, Koje 3a6uce usk.by-

wueo 0d p, makee da 3a OUAO KOJu KOHAuaH Mapmunzas T npocmopa L,(M),
8, 1l ey < llzllp < mplllay o) (3)
IITma suwe, umamo caedehe npouene 3a najbose Konemanme (3)
(i) Bpm (p—17Y, p—= 1
(ii) B, ~p, p— o0;
(iii) mp =1, p—1;
(iv) Iocmoju xonemanma C > 0, maxo da n, < Cp, sa p > 2.

Kombunyjyhu mexkomyratusay bypxonnep-l'anmgujeBy Hejeqnakoct Teopema 5.11 u
HEeKOMYTaTuBHY DypxoanepoBy HejemnakocT Teopema 5.16 Kao 3aK/by4aK U TOTEHITHU-

jaJHO OTBOpPEH MpobhJIeM, ayTop HaBoau caeaehe.

CraB 5.17. Hexa je 1 < p < 0o. Ilocmoge koncmanme ky, u v,, Koje 3a6uce Uskpy4u6o

00 p, makee da 3a U0 KOJu KoOHauaH Mmapmuneas T npocmopa L,(M),
ky Hlzln,on < l2llm,nn < vplleln, . (4)
IIma suwe, umamo caedehe npouene 3a najbone Konemanme (3)
(i) k,=0(p—1)7"), p—=1
(i) kp=0(p), p— oo;
(i3i) vy =1, p—1;
(iv) v, = O(\/p), p— 00;.

Naaswe, He MOXKeMO €a CUI'ypHOIINY TBP/IMTH JIa Cy OBE BEJMYNHE OITHUMAJIHE.
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5.3 HekxomyratuBHa /lejBucoBa JeKOMMNO3UIINja MAaPTUHTAJIA

JlejBUCOBY JIEKOMIIO3HUIIU]Y LIPBU ILyT CMO CPeJIM [PH JOKA3UBakby €KBUBAJCHIIUE Y
Ly-vopmu u3mehy maprunraine KBajaparine pyukiuje n Jlydbose makcumasine pyHkImje
IM(f)llx = IS(f)]l1- Yromuko je ca Hi o3maven mpocTOp MapTHHTAJIA TAaKaB J1a je
M(f) € Li(Q) u H{ (tj. H;) mpocTop cBUX L;-MapTHHIaJIa TAaKBUX Ja je
S(f) € L1(Q) y xiacuunom ciydajy je Baxuio ga je Hy = hy = Hf, vae je (92, F, p)
npocTop BepoBaTHOhA, Tj.
~c

(>3 ABE

re je A ~. B, aKo IOCTOju KOHCTaHTa ¢, Tako j1a ¢ A < B < cA. JIoka3 MOKeMo

sup | fnl
n 1

nponahu y [9)].

Hekomyrarusan ciiy4aj je usnenahyjyhe jpyraduju, jep Ty He MOZKEMO TBPJMUTHU /I3

ce mpocropu Hy n Hf mokanajy, mro je u nokasaso y pauy [12]./1o 2009.roxuue, oHOC
npoctopa hy n Hy, onrocHO H y HEKOMYTATHBHOM CJIy9ajy OCTaje OTBOPEH.
Y paxy [13] jenan of TIaBHUX IHJbeBa OGHO J1a ce mokazxke [lejBrcoBa JeKOMIO3UIH]A 38
MapTHUHTaJIe Y HeKOMYTaTUBHOM L, IIPOCTOPY KOja je aHaJIOrHa OHOj KOjy CMO MOKa3a/Iu
y KOMyTaTUBHOM cJjiy4ajy. [1aBuu pesyiarar pajia je 6uo nokazaru jga Baxku Hy; = hy
U Yy HEKOMYTaTUBHOM CJydYajy, IPH YeMy TO TpeACTaB/ha W HEKOMYTATHUBHU aHAJIOT
JlejBucoBe JEeKOMIIO3UIIKAje ca KBaJpaTHOM ymMecTo Makcumasne ¢gpynkmuje. [Iyr kojum
CY ayTOPHU OBO JOKA3WBAJIHU, OHO je IIPEeKo IYAJHOCTH, onucyjyhu gayas npocropa h Kao
npocrop BMO Tuna, 10K je y KOMyTaTUBHOM CJIy4ajy MOKA3aHO /2 je JAyaJj MpocTopa
hy mpocrop bmo, npu vemy ce goka3 moxke nporahu y [15]. Kombunyjyhu taj pesyarar
U YHEbeHHIly Ja je ayan npocropa Hi(M) jemmak BMO(M) , mto je pesynrara paja
[10], Hapeana Teopema Ham Jaje na je Hy = hy y HEKOMYTATHBHOM CJIyYajy.

JakJjie, Kao jejgaHn oJf IJIaBHUX pe3yJrara, umMmamo cJjejehe.

Teopema 5.18. H;(M) = h1(M) ca exusarenmmuum nopmama. Ipeyusnuge, yrosuro
je x € Hi(M), onda je

1

Sl < el < V6o,

Jlokas: lokas ce moxe nahn y [13, Teopema 2.1.]. O
Jeal o HOBHjUX pajioBa Ha OBy TeMy, je paj u3 2017.roxune [28]. AyTopu cy npu-

kazasu ejsucoBy aexkommozunujy 3a 1 < p < 2. Jenna o1 3HaUaJHUX KapaKTePUCTHKA

OBOI' pa3/Iarabe je HCTOBPeMeHO KoHTposmcamwe Hy u H; nopmu 3a 2 < ¢ < 0.
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Crap 5.19. Hexa je 1 < p < 2 < q < oo. Tada cearu mapmunzan x € H(M)UH (M)

4 maxo da:

Modice 0a ce pasaodicu 1a 064 MapmuH2ana I u T
(i) v = x¢+ 2%

(é) =]

(#44) [|2°||ng + Ha:dth < Cqllzllmg, C > 0 xonemanma

ne + 2% ng < 25722 mg

Jlokas: Jlokas ce moxke mponahy y pany [28].
Aytopu cy Takohe nmoxaszanm ma laBucopa JeKOMIIO3HMIIM]a HEKOMYTATHBUX MapTH-
HraJIHUX XapAujeBUX IIPOCTOpa KojoHa Huje Moryha 3a 0 < p < 1, mTo mpeacTaB/ba,

Taxkobhe, jegan oj OUTHUjUX JIeJI0BA Pa/ia.

5.4 AromapHa JIeKOMIO3UIMja HEKOMYTAaTUBHUX MapPTUHTAJTHUX

XapamjeBux mpocTopa

Y pazay [14] nokazano je ga aTomapHa JeKoMIo3uiuja npocropa hy u Hy Baxn 3a
HEKOMYTaTHUBHE MapTHUHTaJIE.

C 0063upoM J1a 1ocToje JiBe BpcTe Xap/HjeBUX IPOCTOPA, Tj. XapaujeB IIPOCTOpP KO-
JIOHA B XapJ/ujeB IpoCcTOp PeloBa, Y Pay cy IpuKa3aHa JiBa ojropapajyha tumna aroma
M TO je jejiHa OJi IJIABHUX Pa3JIMKa y OJHOCY Ha KOMyTarubHu cjydaj. [Ipucryn ayropa
pU JIOKA3UBAIbY aTOMapHe JEKOMIIO3UIINA]e YCAOBHUX XaP/IHjeBUX HEKOMYTATUBHUX Ma-
PTUHTATHUX IIPOCTOPA je AyaJaHoCT npoctopa hy n bmo. dyannoct hi = bmo noka3ana je
y Teopemu pasy [13, Cras 2.3.]. Meljyrum, oBaj MeTo1, He j1aje eKCILTUIIUTHO ATOMAPHY
JeKOMTO3uInjy. Jpyru BaxkaH pe3yaTaT paja je WHTepIoJIalnja yCI0BHEHOT Xap/IiH-
jesor mpoctopa h,. I'maBna maeja je mucnupucana eKBHBAICHTHOM (KBA3H)HOPMOM 33
hy, 0 < p < 2 xojy je yseo Xepr [17]. Ayropu cy mpebammin oBy (KBa3u)HOPMY Y
HEKOMYTaTHUBaH cJIy4daj, Ja 01 j1001/Id HOBY KapaKTepusalujy 1pocTopa /.

yBe,ZLI/IMO KOHIEIT HEKOMYTATHUBHHX aTOMa.

Hedbununuja 5.20. a € Ly(M) ce nazusa a (1,2).-amom y odnocy na {M,}n=1

yroaukro nocmoju n = 1 u npojekmop e € M,, maxo da easicu
(i) E€n(a) =0,
(ii) r(a) < e,

(iii) llallz < (e)"2

Sameryjyhu (ii) cal(a) < e, dobujamo a (1,2),-amom. Osde cy (1,2).-amomu u (1,2),-

amomu Hexkomymamusry, npedecmasnuyy (1,2, 00)-amoma 36 kaacuure mapmurzane.
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Cras 5.21. Vkoauxo je a (1,2).-amom, mada

lallms < 1, lalls < 1.

Caunne nejednarocmu saoce u 3a (1,2),-amome.

Jloxas: Tokas ce moxe nahnm y [14, Cras 2.2.]. O

Hedunnnuja 5.22. Jedunuwumo h$™ (M) xao Banazos npocmop ceux x € Ly (M)

r = E )\kaka
k

ede je ay (1,2).-amom uau eaemenm y Li(My) nopme marve uau jednare 1 u A, € C

30 KojE 8aHCU 0EKOMNOZUYUTA

maxeo da je » || < o0.
k

Y 060Mm npocmopy, HOpmMYy yeoduMO Ca
g = inf > 0l
k

2de je unuMYyM y3em no ceuM 0eKoMNO3UUUIAMA EAEMEHMA T ONUCGHULT BUULE.

Couuno depuruwenmo u hy* (M) u || - [t

IIpocrop h$™ (M) je Banaxos u h$* (M) C h§(M).
Caieneha Teopema roBopu ja ce oBa JBa IPOCTOpA HOAyJapajy u omoryhasa Ham
ATOMADHY JIEKOMIO3HUIHjY YCJOBHOT XapAMjeBOr IPOCTOPA INTO IPEACTABIbA TJIABHH

pe3yJITar.

Teopema 5.23. Baoicu da je h$(M) = h$™ (M) ca exsusarenmmum nopmama. Ipe-

yusnuge, yxoaruko je v € hi(M), onda je
1
EHQ?Hh;m < l2llng < flaf]pee

Couranio, hy (M) = hy™ (M) u sasice ananrozne nejednarocmau.

Jlokas: Jlokas ce moxke uahu y [14, Teopema 2.4.]. O

Hedbuanmnuja 5.24. Hexa je

Bt (M) = BEM) + B5™ (M) + B (M)
nPOCMOP Ca HOPMOM

l@lage = inf {1l + 19llygor + 120 }

2de je ungumym yzem no ceum w € he, y € h{", z € b maxeum da je © = w+y+ 2.
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Teopema 5.25. Baoicu da je hy(M) = h{' (M) ca exsusarenmmum nopmama. Ipeyu-

anuje, yroauro je x € hi*(M) onda je
1
EHxtht < [zl < ||$||hf;t-

Jlokas: Jlokas ce moxke uahu y [14, Teopema 2.9.]. O

Hekomyrarusua Jejsucosa nexkomnosunuja [13] nam rosopu na je Hy (M) = hy(M).
Crora, Teopema 5.25 gooan g0 Hi(M) = h{*(M), mro 3na4m ja MH MOXKEMO Da3JI0-
Kutn 6uno koju Maprunrana y Hp(M) Ha aromMapHu Jeo u aujaroHajquu jeo. Taksa
JIEKOMIIO3UITN]a je aToOMapHa JeKOMIIO3HUINja HEKOMYTAaTUBHUX MaprHTaaa Xap/IujeBuX
LPOCTOPA.

Jeman on paaoBa BpeJHHX Maxkibe je n pax [27] u3 janyapa 2020. romumae. Ayropu
yBOJIe JBa HOBA TOjMa, & TO cy rpydom aromm u anarebapcku aromu. OBae hemo camo
nedUHUCATH TaKBe aTOMe, JTOK MPOCTOpe KOju cy m3rpaheHu o TWX aTroma, Kao U Je-

KOMITO3HIIMje UCTUX MOTY ce mponahm y pany.

Hedbununmuja 5.26. Hexa je 0 < p < 2. Onepamop a € L,(M) ce nasusa

(p, 2).—cuposu amom, axo nocmoju n = 1 u Paxmopusayuja a = yb, mako da easrcu:
(i) y € La(M), Enly) = 0, u [lyll2 <1

(ii) b € Ly(M). by < 1. 2de je = § 42

q

Sameryjyhu daxmopusayugy ca a = by, dobujamo (p,2),—cuposu amom.

Hedununuja 5.27. Heka je 0 < p < 2. Onepamop x € L,(M) ce nasusa

hy,—anzebaperu amom, Kad 200 modice bumu sanucar y 0bauky T = Y o1 Ynbn, 20e yp u
b, sadosomasajy caedehe ycarose, 3a % = % + é :

(Z) gn(y) = O; U bn € Lq(Mn), 3a N 2 1

1/2
(zw) | <1
n>1 q

(ii) > llyall3 <1,

n=>1
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6 MemoButn MapTUHraJHN XapaujeBu IIPOCTOPH,

aToMapHa JeKOMIIO3UINja U AyaJdHOCT

VY pagy [18] u3 2020. rouHe yBoJie ¢ MEIOBUTH MAPTHHTAIHE Xap/UjeBH IIPOCTOPU
Hj ., Qpg 1 Ppy. AYTODH NPE3EHTYjy JIBE aTOMapHe JEKOMIO3HIIAje OBUX TPOCTODA.
TMokasyjy ma je myan npocropa H 3a 0 < p < ¢ < 1 mpocrop Kammnanara® [26].

Hexa je ) mpoussosban Hempasan ckyn i {€);}jcz HI3 HENPa3HUX MOACKYIOBA O €2
takas ja je ;NQ; =0, 3a ceako i # ju JQ; = Q.

Ba 0 < p,q < o0 KJIACUIHH MeHIOBI/I”i“iIZ IpocTop o3HauaBaMo ca L,, Ha (), Kao
IPOCTOP KOjU CaJpzKu (DYHKIHje Koje Cy JIOKaaHo L,, a y OeckoHadynoctn nmajy [,

noHamae, Tj. 3a p,q € (0,00),

Ly = LS T fllpg = [1F1l2, 4000 < 00, }

rie je

B =

1l = 1yt = | 3 ( /1 fy%jdu)’”

jET

Bal0<p<ooumqg=o0

Lyoe = 4 £ 11 oo = 11— —sup(/ |f|%dﬂ) -5

Ca (kBa3n) HOPMOM || ||, MeIIOBUTH IPOCTOP L, , je KoMILIeTan npoctop 1 banaxos

npoctop 3a 1 < p, g < 00

o [ fllpp = lfllp, f € Lyp(€2),
o | fllpg < Ifllps p<a, € Ly(Q),

L ”f”p ||f“pqv <p, f€ an(Q)'
JlepunuieMo MeIoBuTe MapTUHTAJIHE Xap/HjeBe IMPOCTOpe.

(1) Hexka je
Hp (Q)={feM]||f]

s @ = [[5(f)llpg < 00}

Heka je I' ckyn cBux Huzora 5 = {3, },>0 amantupanux, Hepacryhux n Henera-

TUBHUX DYHKIHU]a U JAepUHHITIEMO
n—oo

26Sergio Campanato (1930-2005.), nTagnjaHcKi MaTeMaTAIap
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(2) Ilpocrop Q,,4(?) campzxu cBe MaprTuHrase f 3a Koje MOCTOjU HU3 QyHKIUjA

B ={Bn}nso € I Takas na je
Sn(f) < Bn1, Boo € Lpg().

Ha Q, , nedunumemo HopMy ca

Hf”Qp,q(Q) = érellf‘ HBOOHP:‘Z'

(3) IIpoctop P, () campxku cBe MapTuHTaze f 3a Koje MOCTOjH HU3 DYHKIHjA

B ={Bn}nso € I Takas na je
[ful < Bnoty oo € Lpg(Q).

Ha P, ,(Q2) nedunumemo nopmy ca

117y 02 = 1 [ Bocllpa-

Ilpumenba 6.1. 3a 0 < p = ¢ < oo npocmopu H; , Qv Ppq noxaanajy ce ca

npocmopuma Hy, Qp u Py, pedom.

V pany cy IpuKasaHa IBa THIIA TOMA U aTOMapHe JCKOMIO3HUILjE 33 0BAKO aedu-
HHECAHe HPOCTOpe, MPH YeMy heMo Ipe3eHTOBATH CaMO jeJaH OJ IM/beBa Pala, a To je
aromapHa JIeKOMIIO3MIMja poctopa [ . JIOK ce aToMapHa JIeKOMII3HIHja 3a IPOCTOope
Qp.q» Ppg» Moxke mponahu y paxy [18, Teopema 3.5., Teopema 3.6.], xao u ayaanocrt

npocropa Hy  3a0<p<qg<1. .

Hedbunnnmja 6.2. Hexa je 0 < p < oo u max(p,1) < r < oo. Mepausa dynryuja a

je (p,r)*-amom yroauro nocmoju epeme saycmasmara v € T makeo da je
(i) an = E,a=0, v=>n,

(ii) [|5(a)|lrr == |ls(@)ll» < u(B,)" 7,

ede je B, = {v # oo}.
Yroauro y (ii) emasumo ||S(f)||, uau ||a*|,. ymecmo ||s(f)|» dobujamo dedpurnuyujy

(p,7)%, odnocro (p,r)*-amoma pedom.

Hedbunnnnuja 6.3. Hexa je 0 < p < 00, 0 < ¢ < 0o u max(p,1) < r < 0o. Mepausa

dynxyuja a je (p,q,T)*-amom ykosuko nocmoju epeme 3aycmasnarwa v € T maxeo da

je

(i) an=FE,a=0, v>=n,
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(i) |s(@)llr < u(B,)" lIxz, Il

Vkoauxo y (ii) emasumo ||S(a)|,, odnocro ||a*||, ymecmo ||s(a)l, dobujamo (p,q,r)°-

amom, odnocro (p, q,r)*-amom.

Ap,q,7)* (Ap,q,7)°%, A(p,q,7)*) je ckyn cux muzoBa Tpojru (M, a®, v¥) rae cy
\x Hemeratusum 6pojesu, a* cy (p,r)*-atomu ((p,r)%-aromu, (p,r)*-atomm) u v*¥ € T

3asoBosbaBa yeiaos (i) u (i) y Hdedununuju 6.2 u tako na 3a csako 0 <7 < 1

A n
2 <—k> xp, € Lyg.
k :U(Bl/k)p

B(p,q,7)% (B(p,q,7)°, B(p,q,7)*) je ckyn cux muzosa Tpojku (g, a®, v¥) tue cy Ay
HeHeraTHBHH 6pojesn, a® cy (p, q,7)*-atomu ((p, g, 7)%-aTomu, (p, ¢, r)*-atomu) u vk € T

3aj10Bo/baBa yeiaoB (i) u (i) y ledununuju 6.3 n tako na 3a ceako 0 <7 < 1

2 (L> X8, € Lyg.

k ||XBVk ||P7q

IIpukazxumo cama atomaphy jgekomnosunnjy Hp .

Teopema 6.4. Heka je 0 < p < 00, 0 < p < 00 u max(p,1) < r < co. Ykoauko je

mapmunzan f € M y Hj ., mada nocmoju nus mpojru (g, a®, ) € A(p,q,7)° maxae

7q7
da 3a ceaxo n € N sasrcu

Z )\kEnCLk == fn (1)

keZ

u 3a 6uno xoje 0 <n <1

3 (A—> ol <Clf

k>0 /L(Buk)

3=

s .
prq

RSA

3
3

LImasuwe,
> and — f
k=l

y H, , xada m — oo, | — —o0.

Obpamno, ykoauro f € M uma dexomnosuyujy (1), mada 3a 6usro xoje 0 <n < 1

)\ n
Hp g < ¢ Z < ( - ) XBuk
1]

1£]
kEZ Bu’“)

3=

S
S
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Jlokas: Jlokas ce moxke uahu y [18, Teopema 3.3.]. O

Teopema 6.5. Hexa je 0 < p < 00, 0 < p < 00 u max(p,1) < r < 0o. Vkoauko je

s

mapmumnzan f € M y Hj . mada nocmoju nus mpojru (A, a® v*) € B(p,q,r)° maras

7q7
da 3a ceaxo n € N gaoscu

kEZ

u 3a 6uno xoje 0 <n <1

)\ n
Z(—’“ )x < Cllflls,.
p,q

3
3

HImasuuwe,
m
> nd — f
k=l

y H,, xada m — oo, | — —o0.

Obpamno, ykoauko f € M uma dexomnosuyugy (2), mada 3a 6uro xoje 0 <n < 1
1
A ! !
k
W, <3 (1) o

| =¥/ HXBVk ”pvq p
n

3

)

Jlokas: lokas ce moxke uahu y [18, Teopema 3.4.]. O



7 3akJspydak

[Musb oBor macrTep pajia OMO je U3JI0KUTH HEOUXOJHY TEOPHjy MAPTUHIAJIHUX Xa-
pJIMjeBHX MMPOCTOPA, OJroBapajyhe mpumepe u 'y 3aBpITHOM JIeJIy CAYMHUTH MPErJie 1 CKO-
paIllbuX HAYYHUX JOCTUTHYha Y 001aCTH HEKOMYTATUBHUX MapPTHHIATHUX Xap/IujeBUX
npoctopa. Maprunraanun XapaujeBu MPOCTOPH IPeJCTaB/bajy 001acT BEJHKOT HHTEpe-
coBamba. [Touerkom 20-Tor Beka, HHTEPECOBAIbE Ca je/[HOAPAMETAPCKUX MAPTUHIAJTHUX
IpocTopa, Ha JBOIapaMeTapcKe je mopacso. YommTeme mojMa [, mpocropa ca aume-
H3HUje 2, Ha BUIIE JUMEH3Hje YCKO je MOBE3aHO Ca OJICYCTBOM aHAJUTHIHOCTH. [Tojam
MapUTHHraJIHuX H, npocTopa jean je ol HadyuHa akcmoMmaTusanmje H, npocropay R"
YHja ce HAPOUYHWTA MPETHOCT CACTOJU Y JIAKOM TTPEHOIIEhY Ha HEKOMYTATHBHU CJIVYA)].
[IpoyuaBame HEKOMYTATUBHUX Xap/IMjeBUX IIPOCTOPA HAJIa3U Ce y IEHTPY MaxKibe Jia-
HAIBUX UCTPAKUBAYKUX PaoBa. Cse je Behe mHTEpecOBambe U 3a MPOYYaABAHE MEITO-
BUTHX Xap/WjeBUX MapTHUHTATHUX MPOCTOpa, Ka0 W aToOMapHe TeKOMIIO3UIHje NUCTHUX.
AToMapHa IeKOMIIO3HUIUja UTPa BaykKHY YJIOrY ¥ KJIACHYHO] TEOPHjH MAPTUHTAJIA U Xa-
PMOHMJCKO] aHa/n3u. Kao TakBa, aroMapHa JeKOMIIO3UIIAja je CHaxKaH aJaT y u3yda-
Balby TeopeMa JyaJHOCTH, TeopeMa WHTepIoJaluje, Kao u pyHJIaMeHTaTHUX Heje Ha-
KOCTH KaKO y TeOPHju MapTUHTajIa, TAKO U Y XapMOHHjcKOj aHamm3u. C 0b63upom na ce
ATOMH y KJIACHYHO] TEOPHjU MapTUHTaJIa JeUHUITY HA OCHOBY BpEeMEHa 3ayCTaB/baiba,
a KaKO OCHOBHE KOHCTDYKIIuje Oa3upaHe Ha BPEMEHY 3ayCTaB/batba HUCY BaJIUJIHE Y He-
KOMYTATUBHOM CJIy4ajy, aTOMapHa JEKOMIIO3UIIHAja HPEICTaB/ha OTBOPEH MPOOJIEeM 1pu
N3ydaBamy HEKOMYTATUBHUX MApPTHHTATHEX mpoctopa. O6/1acT BEJTHKOT HHTEPECOBAH-
ja mpeacTaBsbajy Takohe n NpOMEH/bUBU MapTHHIAIHUA XapAujeBH IIPOCTOPH U IHHXOBA
npumena y ®ypujeosoj?’ ananusu. Kao jenan on mpumMepa, Mozke ce IpUKa3aTh pa, [24]
y KOMe€ je MCIIUTHBAHO MEeT BPCTa MAPTUHTAJTHUX XaP/MJEeBUX MPOCTOPA Ca MPOMEH/bU-
BUM eKcoHeHToM, Hy.y u Hpy(.) 4 Kao 1 luxoBe aToMapHe jJekomnosunuje. Maprunraime
HejeTHAKOCTU W TeopeMe JAyaJJHOCTU UCTUX, MpeJicTaB/baHe Cy Kao IMOC/Ieaulle TeopeMa

0 aTOMapHOj TEeKOMITO3UIIH]H.

27 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830.), dpanmyckn maremaTudap un dbusmgap
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