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Predgovor

Teorija martingala ilustruje istoriju matematiqke verovatno�e, pri qemu

mo�emo osnovne definicije poistovetiti sa strategijom igara na sre�u. Pojam

martingala je blizak pojmu sluqajnog koraka, pa je samim tim to i bio motiv

za uvo�e�e u teoriju verovatno�e. Vremenom teorija je postala sofisticirani

alat moderne matematike doprinose�i i ostalim po	ima, kao xto su prouqava-

�e finansijskih tr�ixta i finansijskih derivata, pa qak i teoriji difuzija

koja se ranije prouqavala metodama iz teorije o parcijalnim diferencijalnim

jednaqinama danas se razvila u teoriju martingala.

Jox ranih sedamdesetih godina prate�i razvoj Hp − BMO teorije na Rn, ra-

zvijala se i teorija martingala, pri qemu �e kasnije dobiti naziv martingalni

prostori i martingalne nejednakosti. Sve do sada, najbitnije qi�enice u teoriji

Hp −BMO na Rn imaju svoje zadovo	avaju�e analogne qi�enice u martingalnom

okru�e�u. Martingali mogu biti razmatrani u sluqaju diskretnog parametra i

neprekidnog parametra. U radu, fokus �e biti na diskretnom sluqaju, s obzirom

da je taj sluqaj najrazvijeniji i najlakxi.

Rad se sastoji od xest poglav	a, koja su pode	ena u tri celine, prva dva po-

glav	a su na prirodan naqin uvela osnovna predzna�a iz teorije verovatno�e koja

su nam potrebna da bismo definisali martingalne Hp prostore. Tre�e, qetvrto

poglav	e se odnose na definisa�e martingalnih Hardijevih1 prostora i nekih

od najve�ih nauqnih dostignu�a u ovoj oblasti, a to su atomarna dekompozicija

i nejednakosti martingalnih Hardijevih prostora. Peto poglav	e proxiruje o-

blast izuqava�a rada sa komutativnih martingalnih prostora na nekomutativne

martingalne prostore, daju�i nam xirok spektar nekih od novijih nauqnih do-

stignu�a u ovoj oblasti. Xesto poglav	e predstav	a neka od skorax�ih nauqnih

dostignu�a u komutativnom sluqaju.

U prvom poglav	u uvodimo osnovne pojmove iz teorije verovatno�e, definixe-

mo vreme zaustav	a�a i filtracije koje su nam va�an preduslov za definisa�e

martingala.

U drugom poglav	u uvedimo koncept martingala i definixemo jednu vrsta

martingalnih prostora, tj. Lp prostora. Definixemo pojmove submartingal i

supermartingal, kao i neke od bitnijih teorema poput Dub2-Mejerove3 dekompozi-

cije. Tako�e, akcenat je stav	en i na konvergenciju martingala.

U tre�em poglav	u uvodi se koncept dva bitna operatora - maksimalni ope-

1Godfrey Harold Hardy (1877-1947.), engleski matematiqar
2Joseph Leo Doob (1910-2004.), ameriqki matematiqar
3Paul-André Meyer (1934-2003.), francuski matematiqar
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rator M i kvadratni operator S. Za 1 6 p 6∞, uspostav	amo Lp ekvivalenciju

izme�uM i S (tj. pokazujemo Dejvisovu4 nejednakost). Zatim, prouqavamo martin-

galne Hp prostore, kao i BMO prostore, pri qemu uvodimo i prostor aKp i a+Kp

koji predstav	aju novi opis prostora Lp i koji su znaqajni u karakterizaciji

BMO prostora.

U qetvrtom poglav	u prouqavamo martingalne nejednakosti me�u kojima je kao

najznaqajnija Dubova maksimalna i Lp nejednakost. Definixemo jox neke od ma-

rtingalnih Hardijevih prostora, tj. prostore Pp i Qp, za 0 < p < ∞. Teoremu o

konveksnosti i konkavnosti generalizujemo za proizvo	an prebrojiv skup

indeksa, a zatim potvr�ujemo i za diskretan sluqaj i prime�ujemo pri dokaziva�u

martingalnih nejednakosti. Pokazujemo teoremu koja opisuje odnos svih pet Ha-

rdijevih martingalnih prostora Pp, Qp, Hs
p , H

S
p i H∗p . Korix�e�em atomarne de-

kompozicije i odnosa izme�u prostora, pokazujemo Burkholder5-Dejvis-Gandijevu6

nejednakost koja nam ka�e da su prostori H∗p i H
S
p ekvivalentni za 1 6 p <∞.

U petom poglav	u uvodimo koncept nekomutativnih Hardijevih prostora mar-

tingala, kao i neke od novijih radova iz tog podruqja, posebno se osvr�u�i na

dostignu�a iz te oblasti koja smo prethodno formulisali u komutativnom sluqa-

ju.

U xestom poglav	u prouqavamo mexovite martingalne Hardijeve prostore i

prikazujemo �ihovu atomarnu dekompoziciju.

Autor se ovim putem zahva	uje mentoru, prof. dr Drago	ubu Keqki�u, na ideji

za izradu rada, kao i na sugestijama i pomo�i pri izradi istog. Tako�e, autor

se zahva	uje qlanovima komisije prof. dr Pavlu Mladenovi�u i doc. dr Bi	ani

Vujoxevi�, na primedbama, sugestijama i ukazanim grexkama. Iskustvo mentora i

qlanova komisije znaqajno je unapredilo kvalitet rada. Na kraju, autor se iskreno

zahva	uje porodici i prijate	ima, koji su ga bodrili pri izradi rada, posebno

koleginici Milici Jovanovi� i kolegi Dimitriju Xpadijer.

4Burgess James Davis (1944.), ameriqki matematiqar
5Donald Lyman Burkholder (1927-2013.), ameriqki matematiqar
6Richard Floyd Gundy (oko 1934.), ameriqki matematiqar
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1 Teorija verovatno�e

Martingali predstav	aju jedan od k	uqnih pojmova moderne teorije verova-

tno�a. U samoj definiciji martingala jav	a se pojam uslovnog oqekiva�a, stoga

�emo u ovom poglav	u uvesti pojam uslovnog oqekiva�a na σ{podalgebri i poveza-

ti definisane pojmove s uobiqajenim uslovnim oqekiva�em na prostoru doga�aja

pozitivne verovatno�e.

1.1 Uslovno oqekiva�e

Fiksirajmo prostor verovatno�e (Ω,F , µ). Podsetimo se xta to znaqi u Teoriji

verovatno�e:.

(1) Skup Ω je neprazan i �egove elemente nazivamo elementarnim ishodima;

(2) F je σ{algebra doga�aja, tj. neprazna familija podskupova od Ω koja sadr�i

Ω, te je zatvorena za komplementira�e i prebrojive unije;

(3) µ : F → [0, 1] je σ{aditivna funkcija na F takva da je µ(Ω) = 1 i zovemo je

verovatno�a.

Verovatnosni prostor (Ω,F , µ) je primer prostora s merom, a sluqajna pro-

men	iva f na Ω je mer	iva funkcija. Teorija mere nam govori kako integraliti

sluqajnu promen	ivu f u odnosu na σ{aditivnu meru µ. Sve ovo nas dovodi do

pojma oqekiva�a u naxem sluqaju.

Definicija 1.1. Prostor verovatno�a (Ω,F , µ) je kompletan ako σ{algebra F
sadr�i sve podskupove skupova qija je verovatno�a jednaka nuli.

Neka je (Ω,F , µ) kompletan prostor verovatno�a, F1 ⊂ F kompletna σ{podalgebra.

Za svako f ∈ L1(Ω,F , µ) sa

ν(F ) =

∫
F

fdµ, F ∈ F1

definisana je kompleksna mera na F1 koja je apsolutno neprekidna u odnosu na

meru µ|F1 . Na osnovu Radon7-Nikodimove8 teoreme, postoji jedinstvena funkcija

oznaqena sa E1(f), EF1(f) ili E(f | F1), koja je mer	iva u odnosu na F1 i inte-

grabilna u odnosu na µ|F1 takva da∫
F

E(f | F1)dµ =

∫
F

fdµ, F ∈ F1. (1)

7Johann Karl August Radon (1887-1956.), austrijski matematiqar
8Otto Marcin Nikodym (1887-1974.), po	ski matematiqar
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Definicija 1.2. Neka je f ∈ L1(Ω,F , µ). Tada se EF1(f) = E(f | F1) naziva

uslovno oqekiva�e funkcije f u odnosu na F1. Za svako F ∈ F1, EF1(χF) se naziva

uslovna verovatno�a od F , gde je χF karakteristiqna funkcija od F .

Primer 1.3. Neka je F1 σ{podalgebra generisana atomima {Fk}nk=1. Atom mer	i-

vog prostora je skup A takav da ne postoji skup B koji zadovo	ava 0 < |B| < |A|,
gde | · | oznaqava meru. Tada za f ∈ L1(Ω,F , µ) imamo

EF1(f) =
n∑
i=1

1

|Fi|

∫
Fi

fdµχFi . (2)

Kako to mo�emo videti.

S obzirom da je EF1(f) konstantna na svakom atomu, jer je tako definisana F1,

odatle sledi

EF1(f) =
n∑
i=1

ciχFi

integracijom obe strane i koriste�i (1) dobijamo

ci =
1

|Fi|

∫
Fi

fdµ

kao i (2).

Primer 1.4. Neka je F1 generisan atomima {F, FC}, F ∈ F1 i neka je f = χG.

Tada

EF1(χG) =
|G ∩ F |
|F |

χF +
|G ∩ FC |
|FC |

χFC .

Ovde je |G∩F ||F | nixta drugo do uslovne verovatno�e doga�aja G pri uslovu da se

doga�aj F realizovao.

Navedimo sada osobine uslovnog oqekiva�a.

(1) EF1(1) = 1.

(2) EF1 je (kompleksno) linearan i komutira sa svojim kompleksnim konjugatom,

tj.

EF1(f̄) = EF1(f).

(3) EF1 je pozitivno. Dakle, f > 0 implicira EF1(f) > 0. Ukoliko bi posmatra-

li skup F = {EF1(f) < 0}, tada∫
F

EF1(f)dµ =

∫
F

fdµ > 0

odakle sledi da je |F | = 0.
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(4) Martingalno svojstvo:

Neka su F1 i F2 dve σ{podalgebre i F1 ⊂ F2. Tada je

EF1(EF2(f)) = EF1(f), f ∈ L1.

Neka je F ∈ F1 ⊂ F2, onda je∫
F

EF1(EF2(f))dµ =

∫
F

EF2(f)dµ =

∫
F

fdµ =

∫
F

EF1(f)dµ

(5) Ako je ‖·‖p norma Lp{prostora, onda

‖EF1(f)‖p 6 ‖f‖p, 1 6 p 6∞.

Ovu qi�enicu dobijamo iz slede�eg. Neka su p i q takvi da je 1
p

+ 1
q

= 1.

Na osnovu osobine (4) dobijamo

‖EF1(f)‖p = sup
‖g‖q<1

|E(EF1(f)g)| (3)

Uzimaju�i da	e, supremum po svim g oblika

g =
n∑
i=1

ciχFi , n ∈ N, {ci}ni=1 ⊂ C, Fi ∈ F1, 1 6 i 6 n.

dobijamo, na osnovu (1) i linearnosti integrala, da je

sup
‖g‖q<1

|E(EF1(f)g)| = sup
‖g‖q61

|E(fg)| (4)

Tada, zak	uqujemo iz (3) i (4) da je

‖EF1(f)‖p = sup
‖g‖q<1

|E(EF1(f)g)| = sup
‖g‖q61

|E(fg)| 6 ‖f‖p,

(6) Za f ∈ Lp, g ∈ Lq(F1) (dakle g je tako�e F1{mer	iva) i 1 6 p 6∞ imamo

EF1(fg) = gEF1(f). (5)

Za g oblika

g =
n∑
i=1

ciχFi

jednakost (5) oqigledno va�i.

Uzimaju�i g = χF , F ∈ F1 imamo da su EF1(fχF ) i EF1(f)χF F1{mer	ive, pa

ako za svako G ∈ F1 va�i∫
G

EF1(fχF )dµ =

∫
F∩G

fdµ =

∫
G

EF1(f)χFdµ,
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onda je

EF1(fχF ) = EF1(f)χF .

Ukoliko uoqimo niz {g(n)} takav da g(n) → g u Lq normi, tada u (5) obe strane

konvergiraju u L1 i �ihovi limesi su isti.

(7) |EF1(f)| 6 EF1(|f |), s.s. ∀f ∈ L1

Pretpostavimo da je f realno vrednosna funkcija. Uzmimo

F = {EF1(f) > EF1(|f |)}

Tada F ∈ F1 i∫
F

EF1(f)dµ =

∫
F

fdµ 6
∫
F

|f |dµ =

∫
F

EF1(|f |)dµ,

pa je |F | = 0. Tako�e, analogno, skup

{EF1(f) < −EF1(|f |)}

je mere 0.

Ukoliko je funkcija f kompleksno vrednosna, tada postoji F1{mer	iv θ(ω)

takav da

EF1(f)eiθ(ω) = |EF1(f)|.

Koriste�i osobinu (6) imamo

EF1(f
iθ(ω)) = |EF1(f)|

i tada je

|EF1(f)| = EF1

(
Re(feiθ(ω))

)
6 EF1

(∣∣∣Re(feiθ(ω))
∣∣∣) 6 EF1(|f |).

(8) Parsevalova9 jednakost. Neka je f ∈ Lp, g ∈ Lq, 1 6 p 6∞. Tada je

E(EF1(f)g) = E(fEF1(g)).

Obe strane jednakosti jednake suE(EF1(f)EF1(g)). Zaista, oznaqimo σ{algebru

{∅,Ω} sa F0. Tada je EF0(f) = E(f) i iz osobina (4) i (6) imamo

E(EF1(f)g) = E(EF1(EF1(f)g)) = E(EF1(f)EF1(g)).

9Marc-Antoine Parseval (1755-1836.), francuski matematiqar
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(9) Helderova10 nejednakost. Za f ∈ Lp, g ∈ Lq, 1 6 p, q 6∞ takve da je 1
p

+ 1
q

= 1

imamo

|EF1(fg)| 6 EF1(|f |p)
1
p |EF1(|g|q)

1
q . (6)

Neka je

F = {EF1(|f |p) > 0, EF1(|g|q) > 0}.

Tada na F imamo

EF1

(
|f |p
)− 1

p |f |EF1

(
|g|q
)− 1

q |g| 6 1

p
EF1

(
|f |p
)−1 |f |p +

1

q
EF1

(
|g|q
)−1 |g|q.

Poxto je F ∈ F1, imamo

EF1

(
EF1

(
|f |p
)− 1

p EF1

(
|g|q
)− 1

q |f ||g|
)
χF

6 EF1

(
1

p
EF1(|f |p)−1|f |pχF

)
+ EF1

(
1

q
EF1(|g|q)−1|g|qχF

)
6

1

p
+

1

q

= 1

Dakle,

EF1(|fg|χF ) 6 EF1(|f |p)
1
pEF1(|g|q)

1
q .

Me�utim, primetimo da na Ff = {EF1(|f |p) = 0} va�i da je f = 0 s.s. jer∫
Ff

|f |pdµ =

∫
Ff

EF1(|f |p)dµ = 0.

Analogno, g = 0 s.s. na Fg = {EF1(|g|q) = 0}. Tada fg = 0 s.s. na F c = Ff ∪Fg,
qime smo dokazali (6).

Slede�a definicija uopxtava pojam oqekiva�a na funkcije koje ne pripadaju

nu�no L1 prostoru, ali moraju biti pozitivne.

Definicija 1.5. Neka je f nenegativna i mer	iva.

f (N) def=

f, f 6 N

N, f > N

Zbog pozitivnosti i monotonosti,

lim
N→∞

EF1(f
(N))

postoji s.s. Oznaqavamo ga sa EF1(f).
10Otto Ludwig Hölder (1859-1937.), nemaqki matematiqar
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Primedba 1.6. Ovakva definicija EF1 quva dve karakteristiqne osobine, to

su F1{mer	ivost i ∫
F

fdµ =

∫
F

EF1(f)dµ (7)

za sve nenegativne i mer	ive funkcije f i za svako F ∈ F1.

(10) Teorema o monotonoj konvergenciji. Neka je {f (n)}n>0 rastu�i niz nenegativni-

h mer	ivih funkcija takvih da

lim
n→∞

f (n)(ω) = f(ω)

postoji skoro svuda. Tada je

lim
n→∞

EF1(f
(n)) = EF1(f) s.s.

Zaista, zbog osobina pozitivnosti i monotonosti EF1 imamo da

lim
n→∞

EF1(f
(n)) = h s.s.

gde je h F1-mer	iva funkcija. Tada je

h > EF1(f), s.s.

Me�utim, za svako F ∈ F1 imamo∫
F

hdµ =

∫
F

lim
n→∞

EF1(f
(n))dµ

= lim
n→∞

∫
F

EF1(f
(n))dµ

= lim
n→∞

∫
F

f (n)dµ

=

∫
F

lim
n→∞

f (n)dµ

=

∫
F

fdµ

=

∫
F

EF1(f)dµ,

gde druga i qetvrta jednakost va�e na osnovu teoreme o monotonoj konve-

rgenciji za funkcije, tre�a i xesta slede iz (7), dok peta jednakost sledi

iz definicije graniqne vrednosti funkcije.

Odavde zak	uqujemo da je h = EF1(f) s.s.
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(11) Fatuova lema. Za bilo koji niz {f (n)}n>0 nenegativnih mer	ivih funkcija

imamo

EF1

(
lim
n→∞

f (n)

)
6 lim

n→∞
EF1(f

(n)), s.s.

Ovaj zak	uqak izveden je iz teoreme o monotonoj konvergenciji.

Oznaqimo sa g(n) = inf
m>n

f (m). Tada je

lim
n→∞

g(n) = lim
n→∞

f (n), s.s.

odakle je

EF1

(
lim
n→∞

f (n)

)
= EF1

(
lim
n→∞

g(n)

)
= lim

n→∞
EF1(g

(n)) 6 lim
n→∞

EF1(f
(n)).

(12) Teorema o dominantnoj konvergenciji. Neka je {f (n)}n>0 ⊂ L1, lim
n→∞

f (n) = f

s.s. i |f (n)| 6 g ∈ L1. Tada

lim
n→∞

EF1(f
(n)) = EF1(f), s.s.

Ovaj rezultat proistiqe iz (11). Zapravo, imamo

EF1(2g)− lim
n→∞

EF1

(∣∣f − f (n)
∣∣) = lim

n→∞
EF1

(
2g −

∣∣f − f (n)
∣∣)

> EF1

(
lim
n→∞

(2g − |f − f (n)|)
)

= EF1(2g)

i tada

lim
n→∞

EF1

(∣∣f − f (n)
∣∣) 6 0.

Uslov 0 6 f (n) 6 g ∈ L1 mogli smo zameniti uslovom h 6 f (n) 6 g, h, g ∈ L1.

(13) Jensenova11 nejednakost. Neka je ϕ(u) konveksna funkcija definisana na

(a, b). Tada za svako u ∈ (a, b) i za sve λ ∈ (a, b), takve da postoji ϕ′(λ)

(sem eventualno za najvixe prebrojivo mnogo vrednosti λ) znamo da je

ϕ(u)− ϕ(λ) > ϕ′(λ)(u− λ). (8)

Neka je f ∈ L1 takva da je f(ω) ∈ (a, b) za skoro svako ω i takvo da je ϕ(f) ∈ L1

ili ϕ(f) je nenegativna. Tada je

ϕ(EF1(f)) 6 EF1(ϕ(f)) s.s. (9)

11Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925.), danski matematiqar
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Doka�imo prethodnu nejednakost. Neka su λ i ω takvi da ϕ′(λ) postoji i da

je

a < u(= f(ω)), v(= EF1(f)(ω)) < b.

Za takvo λ i u prime�uju�i (8) i uzimaju�i uslovno oqekiva�e na obe strane,

dobijamo

EF1(ϕ(f)) > ϕ′(λ)(EF1(f)− λ) + ϕ(λ).

Ukoliko uzmemo niz takvih λ koji te�e ka v, tada ϕ′(λ)(EF1(f) − λ) + ϕ(λ)

te�i ϕ(EF1(f)) i time smo dokazali (9).

1.2 Filtracije

Posmatrajmo (Ω,F , µ) prostor verovatno�a. Pri prouqava�u matematiqih mo-

dela sluqajnih promen	ivih koje se me�aju u vremenu razmatraju se i neopadaju�e

familije σ{podalgebri iz σ{algebre F koje nazivamo filtracijama. Filtracije

predstav	aju jedan od k	uqnih pojmova teorije martingala. Mo�emo ih poistove-

titi sa prikup	a�em informacija koje su nam na raspolaga�u u nekim odre�enim

vremenskim trenucima. Da bismo utvrdili da li je neki proces martingal ili

nije, isk	uqivo zavisi od prostora verovatno�a na kom se posmatra filtracija.

Definicija 1.7. Neka je (Ω,F , µ) kompletan prostor verovatno�a. Filtracija

F = {Fn}n>0 je neopadaju�a familija σ{podalgebri od F , tako da

F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ F .

gde je σ{algebra F0 kompletirana nula doga�ajima iz F .

Definicija 1.8. Prostor verovatno�a (Ω,F , µ) snabdeven filtracijom F , u

oznaci (Ω,F , F, µ), naziva se stohastiqkim bazisom ili prostorom sa filtra-

cijom.

Najma�a σ{algebra u oznaci F∞ =
∨
n>0

Fn je σ{algebra generisana familijama

oblika
⋃
n>0

Fn, tj.

F∞ = σ

{⋃
n>0

Fn

}
.

Jasno je da va�i F∞ ⊆ F .
Mo�emo shvatiti filtraciju F = {Fn}n>0 kao opisiva�e proxlosti neke pojave,

dok je σ{algebra Fn kolekcija doga�aja koji se mogu desiti pre ili u trenutku n,

tj. to je skup svih mogu�ih
”
proxlosti\ do trenutka n.
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1.3 Vreme zaustav	a�a

Vreme zaustav	a�a predstav	a jedan od bitnijih pojmova teorije sluqajnih

procesa. S obzirom da opisuje trenutke kada se doga�aj realizovao, ve�ina teorije

iz verovatno�e se vezuje bax za �ih.

Definicija 1.9. Neka je (Ω,F , µ) prostor verovatno�a i {Fn}n>0 neopadaju�a

familija kompletnih σ{podalgebri takvih da je F =
∨
n>0

Fn. Vreme zaustav	a�a

u odnosu na familiju {Fn}n>0 je preslikava�e T : Ω→ Z+
, takvo da je

{T = n} := {w ∈ Ω | T (w) = n} ∈ Fn,

za svako n > 0 ili ekvivalentno

{T 6 n} := {w ∈ Ω | T (w) 6 n} ∈ Fn,

za svako n > 0.

Vreme zaustav	a�a T (ω) je odre�eno doga�ajem {T 6 n} i uz to je mer	ivo u

odnosu na proxlost.

Neka je a ∧ b = min{a, b}.

Definicija 1.10. Neka je f = {fn}n>0 sluqajan proces i T vreme zaustav	a�a.

Tada proces definisan sa

{fTn }n>0 := {fT∧n}n>0

nazivamo procesom zaustav	enim u trenutku T. Preciznije, za svako n i za

svako ω ∈ Ω

fTn (ω) = fT (ω)∧n(ω).

Martingali su stohastiqi proces koji je stabilan u odnosu na vreme zausta-

v	a�a, tj. ako je f = {f}n>0 martingal i T vreme zaustav	a�a, onda je i proces

fT = {fTn }n>0 tako�e, martingal, xto �emo i pokazati u Lemi 2.16. Ono xto je

va�no je da se vremena zaustav	a�a mogu korisiti za definisa�e σ{algebri koje

predstav	aju sve informacije koje smo prikupili do trenutka T .

Definicija 1.11. Neka je T vreme zaustav	a�a odre�eno familijom filtra-

cija σ{po	a {Fn}n>0. Oznaqimo sa FT klasu doga�aja

FT =
{
A ∈ F∞ | A ∩ {T 6 n} ∈ Fn, n ∈ N0

}
, (10)

gde je F∞ σ{po	e generisano sa
∞⋃
n=0

Fn. FT se naziva σ{po	e doga�aja koji su se

desili pre vremena zaustav	a�a.
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Ako pretpostavimo da imamo martingal f = {fn}n>0 i vreme zaustav	a�a T ,

mo�emo da definixemo sluqajnu promen	ivu fT : Ω→ R sa

fT (ω) = fT (ω)(ω)

bar za neko ω izvan skupa verovatno�e 0.

Navedimo neke od osobina vremena zaustav	a�a:

(1) Neka je T vreme zaustav	a�a. Tada B ∈ FT ⇔ B ∈ F , i

TB =

T, ω ∈ B

∞, ω /∈ B

je vreme zaustav	a�a.

(2) Neka je S vreme zaustav	a�a i T preslikava�e sa vrednostima u Z+
, koje je

FS{mer	ivo i takvo da je S 6 T . Tada je T vreme zaustav	a�a.

(3) Neka su T1 i T2 vremena zaustav	a�a, onda su i T1∧T2 = min(T1, T2), T1∨T2 =

max(T1, T2), T1 + T2 vremena zaustav	a�a.

(4) Neka su T1 i T2 vremena zaustav	a�a i B je FT1{mer	iv, tada

B ∩ {T1 6 T2} ∈ FT2

odakle zak	uqujemo ukoliko je T1 6 T2, onda je FT1 ⊂ FT2 .

(5) Neka su T1 i T2 vremena zaustav	a�a. Tada svaki od doga�aja {T1 6 T2},
{T1 > T2}, {T1 < T2} i {T1 = T2} pripada istovremeno σ{po	u FT1 ∩ FT2 i
FT1 ∩ FT2 = FT1∧T2 .

(6) Ukoliko je {Tk}k>0 niz vremena zaustav	a�a, tada je sup
k
Tk i inf

k
Tk tako�e,

vreme zaustav	a�a.

(7) Neka su T1 i T2 vremena zaustav	a�a i B ⊂ T1 6 T2 i B ∈ FT2 , tada je

B ∩ FT1 ⊂ B ∩ FT2

(8) Neka je B ⊂ {T = S}, B ∈ FS ∩ FT . Tada, za svako f ∈ L1, va�i

E(f |FS)χB = E(f |FT )χB
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(9) Neka je T vreme zaustav	a�a, f ∈ L1.

Tada, fT definisano iznad, takvo da je fn = E(f |Fn), za n > 0 i f∞ = f ,

zadovo	ava

fT = E(f |FT )

E(|fT |) 6 E(|f |)

(10) Neka su T1 i T2 vremena zaustav	a�a. Tada, za svako f ∈ L1, va�i

(fT1)T2 = fT1∧T2 .
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2 Martingali, submartingali i supermartinga-

li

U teoriju verovatno�a koncept martingala uvodi Vil12 1939. godine u ci	u

pobo	xa�a koncepta sluqajnih nizova. Dub je u radovima, 1940. godine, napravio

veliki pomak, posmatraju�i vezu izme�u martingala i harmonijskih funkcija i

odatle razvio celu teoriju martingala baziranu na teoriji verovatno�e. Zbog toga

se Dub smatra osnivaqem teorije martingala.

Martingal predstav	a model fer opklade. Sam naziv potiqe od popularne

kockarske strategije nastale u XIX veku u kojoj se ulog duplira posle svakog

gubitka sve do prvog dobitka. Ovakva strategija nam garantuje dobitak u nekom

momentu, jer ako nakon svakog gubitka dupliramo ulog, prvi put kada pobedimo

vrati�emo sve prethodno uz dodati profit.

Matematiqki reqeno, ako posmatramo sluqajni proces f = {f}n>0, takav da su

sluqajne promen	ive fn integrabilne i za n > 1 oznaqimo dn := fn − fn−1, gde

razliku dn smatramo jediniqnim dobitkom (ili gubitkom) u n{toj igri, onda pod

pojmom fer oqekuje se da oqekivani dobitak bude nula, tj. E[dn|Fn−1] = E[fn −
fn−1|Fn−1] = 0, tj. da je upravo taj proces martingal. Ve�ina igara na sre�u je

ne-fer i �ima odgovaraju supermartingali.

Definiximo sada pojam martingala, supermartingala i submartingala.

Definicija 2.1. Neka je f = {fn}n>0 proces. Ka�emo da je f adaptiran ako je

fn Fn{mer	iv za svako n (tj. f−1
n (B) ∈ Fn za svaki Borelov skup B ⊂ R).

Definicija 2.2. Sluqajan proces f = {fn}n>0 koji je adaptiran u odnosu na

filtraciju {Fn}n>0 je martingal u odnosu na filtraciju {Fn}n>0 ako je

(1) E|fn| <∞, n > 0;

(2) E(fn | Fn−1) = fn−1, n > 1.

Ukoliko u uslovu (2) zamenimo znak jednakosti sa 6, odnosno > dobijamo pojam

supermartingala, odnosno submartingala.

Primedba 2.3. Mo�emo uoqiti da ukoliko je f martingal, tada za m < n

korix�e�em martingalnog svojstva i principa matematiqke indukcije dobija-

mo da je

E(fn | Fm) = E
(
E(fn | Fn−1) | Fm

)
= E(fn−1 | Fm) = . . . = E(fm | Fm) = fm

12Jean Ville (1910-1989.), francuski matematiqar
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Mo�emo primetiti da je f supermartingal ako i samo ako je −f submartingal.
Svaki martingal je specijalno i supermartingal i submartingal.

U da	em izlaga�u posmatra�emo kompletan verovatnosni prostor (Ω,F , µ) sa

familijom {Fn}n>0 σ{podalgebri, gde je {Fn}n>0 neopadaju�i niz, takav da

F =
∨
n>0

Fn, pri qemu jox va�i i da je za svako n prostor (Ω,Fn, µ) kompletan.

Primer 2.4. Neka je f ∈ L1 i fn = E(f | Fn), n > 0. Tada je f = {fn}n>0

martingal.

Neka je {dn}n>0 adaptirani proces takav da dn ∈ L1 i E(dn | Fn−1) = 0 za

n > 1. Ako je f = {fn}n>0 dato sa fn =
n∑
k=0

dk, onda je f martingal.

Va�i i obratno. Svaki martingal f = {fn}n>0 mo�e biti generisan na ovaj

naqin. Zaista, ako oznaqimo

dn = ∆nf = fn − fn−1, n > 0,

gde podrazumevamo da je f−1 = 0, xto je uobiqajeno, onda je {dn}n>0 adaptiran

proces takav da je E(dn | Fn−1) = 0 za n > 1 i fn =
n∑
k=0

dk za n > 0.

Stav 2.5. Neka je f ∈ L2, onda je {dn}n>0 = {∆nf}n>0 ortogonalan sistem u L2,

jer za l < k va�i

E(dkd̄l) = 0.

gde, d̄l oznaqava kompleksno konjugova�e.

Dokaz: Neka je l < k i dk = fk − fk−1.

Koriste�i osobinu (6) uslovnog oqekiva�a, kao i definiciju martingala, sledi

E(dkd̄l) = E
(
E(dkd̄l | Fk−1)

)
= E

(
d̄lE(dk | Fk−1)

)
= E

(
d̄lE(fk − fk−1 | Fk−1)

)
= E

(
d̄l(fk−1 − fk−1)

)
= 0.

�

Primedba 2.6. Neka je f = {fn}n>0 martingal i 1 6 p <∞. Na osnovu Jensenove

nejednakosti prime�ene na funkciju t→ tp dobijamo da va�i

|fn|p = |E(fn+1 | Fn)|p 6 E(|fn+1|p | Fn), n > 0,

odakle zak	uqujemo da je {|fn|p}n>0 submartingal.
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Neka je sada f = {fn}n>0 submartingal i neka je ϕ rastu�a konveksna funkcija.

Tada je i {ϕ(fn)}n>0 submartingal. Ovo se, ponovo, lako dobija iz Jensenove ne-

jednakosti prime�enoj na funkciju ϕ. Naime,

ϕ(fn) 6 ϕ(E(fn+1 | Fn)) 6 E(ϕ(fn+1) | Fn), n > 0.

Tako�e, ukoliko je f = {fn}n>0 supermartingal i ϕ rastu�a konkavna funkci-

ja, onda je {ϕ(fn)}n>0 supermartingal. Da bismo to videli posmatrajmo inverznu

funkciju ψ funkcije ϕ koja je rastu�a i konveksna. Tada imamo

E(fn+1 | F) = E(ψ(ϕ(fn+1)) | Fn) > ψ(E(ϕ(fn+1) | Fn)),

ϕ(fn) > ϕ(E(fn+1 | Fn)) > E(ϕ(fn+1) | Fn), n > 0.

Primedba 2.7. Uslov da je funkcija ϕ rastu�a je ovde veoma bitan, jer u tom

sluqaju inverzna funkcija konkavnoj je konveksna. Ukoliko bismo uzeli konveksnu

funkciju ϕ(u) = |u|, koja nije monotona, i {fn}n>0 nenegativan supermartingal,

ali ne i submartingal, onda je {−fn}n>0 submartingal, ali {ϕ(−fn)}n>0 nije

submartingal.

Primer 2.8. Jedan od najva�nijih primera martingala je diadiqki martingal.

Neka je ([0, 1),B, dx) Lebegov prostor verovatno�a, gde je familija {Fn}n>0

takva da je Fn σ{po	e generisano atomima

F
(n)
j =

[
j

2n
,
j + 1

2n

)
, j = 0, . . . , 2n − 1.

Tada se svi martingali u odnosu na (Ω,F , µ, {Fn}n>0) nazivaju diadiqki marti-

ngali.

Definicija 2.9. Neka je 1 6 p <∞ i f = {fn}n>0 martingal, supermartingal

ili submartingal. Oznaqimo

‖f‖p = sup
n
‖fn‖p.

Ako je ‖f‖p < ∞, za f ka�emo da je Lp{martingal, Lp{supermartingal ili

Lp{submartingal, ( odnosno ka�emo da je f ograniqen Lp- martingal ili super-

(sub-) martingal ) i pixemo f ∈ Lp.
Ako za f ∈ Lp va�i da je fn = E(f | Fn) za svako n > 0, onda za f ka�emo da

je Lpu{martingal.

Oznaku Lp koristimo za prostor martingala (kao i supermartingala ili su-

bmartingala) sa simbolom Lebegovog prostora, pa mo�e do�i do zabune.

Me�utim, obratimo pa��u na slede�e qi�enice :
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(1) Razlika u sluqaju 1 < p <∞ nije suxtinska, tj. Lp = Lpu i ‖f‖p = ‖f‖∞,

(2) L1
u ( L1, gde je L

1
u prostor uniformno integrabilnih martingala,

(3) Ako f ∈ L1, onda skoro svuda postoji f∞ = lim fn
n→∞

skoro sigurno, i ‖f∞‖ 6 ‖f‖

pri qemu se jednakost dosti�e akko f ∈ L1
u.

Qi�enice (1) i (3) pokazane su u k�izi [2, Teorema 1.3.2.8, Teorema 1.3.2.9, Teorema

1.3.2.13], dok slede�i primer pokazuje (2).

Primer 2.10. Posmatrajmo diadiqki martingal. Neka je fn = 2nχ[0,2−n), tada

je {fn}n>0 martingal, s obzirom da je

E(fn+1|Fn) = 2n
∫ 2−n

0

2n+1χ[0,2−n−1)dxχ[0,2−n) = fn

Martingal {fn}n>0 je nenegativan i E(fn) = 1, xto znaqi da je u L1. �egov

limes taqka po taqka je f∞ = 0, pa stoga f 6∈ L1
u.

Primedba 2.11.

‖f‖p =
(
E
(
|f |p
)) 1

p
=

(∫
Ω

|f |pdµ
) 1

p

Jedan od najve�ih doprinosa teoriji martingala daje Dub 1953. godine teore-

mom o dekompoziciji martingala. Do 1962. godine nije bilo mogu�e proxiriti

ovu definiciju i na neprekidan sluqaj. Te godine Mejer dokazuje egzistenciju

i pokazuje da se teorema mo�e proxiriti na naprekidan sluqaj. Godinu dana

kasnije pokazuje jedinstvenost dekompozicije koja je danas poznata pod nazivom

Dub{Mejerova dekompozicija. Pre same formulacije teoreme i dokaza, uvedimo

potrebne pojmove.

Slede�a definicija nam ka�e da se vrednost fn mo�e predvideti u odnosu na

informacije koje su dostupne u trenutku n− 1.

Definicija 2.12. Stohastiqki proces {fn}n>0 se naziva predvidiv, ukoliko

va�i:

(i) f0 je konstantno

(ii) fn je Fn−1{mer	iv za n > 1

Lema 2.13. Neka je {fn}n>0 predvidiv martingal. Tada je on konstantan, tj.

postoji c ∈ R, tako da je fn = c, za svako n > 0.

Dokaz: Indkucijom:
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Baza: S obzirom da je {fn}n>0 predvidiv martingal, iz definicije, zak	uqujemo

da postoji konstanta c ∈ R tako da je f0 = c.

I.H.: Pretpostavimo da je fn = c.

I.K.: Koriste�i martingalno svojstvo i (ii) iz Definicije 2.12 imamo

fn+1 = E(fn+1|Fn) = fn

Odatle, korix�e�em induktivne hipoteze sledi da je fn+1 = c.

Ovim je dokaz zavrxen. �

Teorema 2.14. (Dub-Majerova dekompozicija)

Neka je {Xn}n>0 adaptiran integrabilan proces. Tada postoji martingal {Mn}n>0

i predvidiv proces {An}n>0 takav da je

Xn = Mn + An

za svako n ∈ N0. Xta vixe,

(i) Dekompozicija je jedinstvena do na konstantu. Ukoliko je Xn = M̃n + Ãn,

neka druga dekompozicija, tada postoji konstanta c ∈ R tako da je za svako

n ∈ N0 imamo M̃n = Mn + c i Ãn = An − c.

(ii) Ukoliko je proces {Xn}n>0 submartingal (supermartingal), proces {An}n>0

je rastu�i (opadaju�i), tj. An+1 > An (An+1 6 An), za n > 0.

Dokaz: Jedinstvenost dekopozicije do na konstatnu je posledica Leme 2.13, proces

Mn − M̃n = Ãn − An je predvid martingal i stoga konstantan. Da bi pokazali

egzistenciju, neka je

An :=
n∑
k=1

E(Xk −Xk−1|Fk−1)

i

Mn := Xn − An

Oqito, A0 = 0, tj. konstantan i An je Fn−1{mer	iv za n > 1, pa je tada pro-

ces {An}n>0 predvidiv martingal. Xta vixe, proces {Mn}n>0 je integrabilan i

integrabilan, i za n > 1 va�i

E(Mn −Mn−1|Fn−1) = E(Xn −Xn−1 − (An − An−1)|Fn−1)

= E(Xn −Xn−1 − E(Xn −Xn−1|Fn−1)|Fn−1)

= 0
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Stoga, proces {Mn}n>0 je martingal.

Konqno, ukoliko je proces {Xn}n>0 submartingal (supermartingal), imamo

An − An−1 = E(Xn −Xn−1|Fn−1) > 0(6 0), za n > 1. �

Lema 2.15. Neka je {fn}n>0 martingal(submartingal, supermartingal) u odnosu

na filtraciju {Fn}n>0 i neka je {Xn}n>0 ograniqen, adaptiran proces, za koji

smatramo da je nenegativan ako je {fn}n>0 isk	uqivo sub- ili supermartingal.

Tada (sub-/super-) martingalna transformacija martingala f u odnosu na X

definisana sa

(X · f)n =
n∑
k=1

Xk−1(fk − fk−1)

je martingal (submartingal, supermartingal).

Dokaz:

E(((X · f)n+1 − (X · f)n)|Fn) = E(Xn(fn+1 − fn)|Fn)

= XnE((fn+1 − fn)|Fn)

{=,>,6}0.

�

Lema 2.16. Neka je {fn}n>0 martingal (submartingal, supermartingal) i neka

je T vreme zaustav	a�a. Tada je zaustav	en proces {fT∧n}n>1 tako�e martingal

(submartingal, supermartingal).

Dokaz: Neka je Xn := χ{T>n+1}. Nenegativan proces {Xn}n>0 je adaptiran jer je

{T > n+ 1} = {T 6 n}c. Martingalna transformacija martingala f sa X je tada

(X · f)n =
n∑
k=1

Xk−1(fk − fk−1)

=
n∑
k=1

χ{T>k}(fk − fk−1)

=
T∧n∑
k=1

(fk − fk−1)

= fT∧n − f0

Odatle, vidimo da je fT∧n − f0 jednak martingalnoj transformaciji martingala

f sa X, za koju smo u prethodnoj lemi dokazali da je martingal. Odatle, fT∧n− f0
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je martingal (submartingal, supermartingal). Ovim je dokaz zavrxen. �

Intuitivno, E(fT ) predstav	a oqekivano bogatstvo igraqa u trenutku T . Uko-

liko �elimo da poka�emo da je igra fer i u trenutku T moramo da poka�emo da

je E(fT ) = E(f0) u tom trenutku.

Dub je u slede�oj teoremi predoqio da mo�emo oqekivati takav ishod pod

odre�enim uslovima. Kako se martingali koriste i u strategijama kocka�a to

bi znaqilo da se nixta ne mo�e dobiti zaustav	a�em igre, na osnovu dostupnih

informacija, tj. bez gleda�a u budu�nost.

Teorema 2.17. (Dubova teorema o opcionalnom zaustav	a�u) Neka je f marti-

ngal u odnosu na filtraciju F i neka je T vreme zaustav	a�a. Pretpostavimo

da je zadovo	en neki od slede�ih uslova:

(i) T je ograniqen, tj. postoji N ∈ N tako da je T (ω) 6 N , za ω ∈ Ω

(ii) Postoji K ∈ R+ tako da |fn(ω)| 6 K, za svako n, ω i T je skoro sigurno

konaqno.

(iii) E(T ) <∞ i postoji K ∈ R, tkd. |fn(ω)− fn−1(ω)| 6 K, za svako n, ω.

Tada je fT integrabilno i

E(fT ) = E(f0).

Dokaz: Uoqimo da je u sva tri sluqaja T skoro sigurno konqno. To znaqi da je onda

i fT skoro sigurno definisano. I imamo da fT∧n → f0 skoro sigurno. Xta vixe

iz prethodne leme, imamo da je fT∧n integrabilno i E(fT∧n) = E(f0).

Neka je ispu�eno (i). Tada za svako n > N imamo da je T (ω) ∧ n = T (ω), za ω ∈ Ω.

Odatle, fT∧n = fT , za n > N , pa je tada fT interabilno i va�i

E(fT ) = E(fT∧n) = E(f0).

Neka je sada ispu�eno (ii). Iz uslova ograniqenosti fn imamo da je

|fT∧n(ω)| < K

za svako n i ω ∈ Ω.

Lako se proverava i da je

fT∧n(ω) = f0(ω) +

T∧n(ω)∑
k=1

fk(ω)− fk−1(ω)
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za svako ω, pa koliko bi bilo ispu�eno (iii) imali bismo

|fT∧n(ω)| 6 |f0(ω)|+
T∧n(ω)∑
k=1

|fk(ω)− fk−1(ω)| 6 |f0(ω)|+KT (ω)

Ono xto je sigurno, to je da je f0 integrabilno i da imamo da je po pretpo-

stavci E(KT ) = KE(T ) < ∞. Stoga, bilo da posmatramo sluqaj (ii) ili (iii)

mo�emo |fT∧n| ograniqiti sa integrabilnom sluqajnom promen	ivom. Prime�u-

ju�i teoreme o dominantnoj konvergenciji i kako je fT integrabilno imamo da

je

lim
n→∞

∫
Ω

fT∧n(ω)dν(ω) =

∫
Ω

lim
n→∞

fT∧n(ω)dν(ω) =

∫
Ω

fTdν(ω)

Ekvivalentno,

lim
n→∞

E(fT∧n) = E(fT ).

Me�utim, kako je E(fT∧n) = E(f0), za svako n, dobijamo upravo ono xto je i bio

ci	, a to je E(fT ) = E(f0). �

Primedba 2.18. Za T ka�emo da je skoro sigurno konaqno ukoliko je µ(T =∞) =

0.

2.1 Konvergencija martingala

Lema 2.19. Za submartingal {fn}n>0 slede�i iskazi su ekvivalentni

(i) sup
n∈N0

E((fn)+) <∞,

(ii) sup
n∈N0

E(|fn|) <∞.

Dokaz: Kako je (fn)+ 6 |fn|, lako se vidi da drugi iskaz povlaqi prvi. Obratno,

kako je

|fn| = f+
n + f−n = 2f+

n − fn,

imamo

E(|fn|) 6 2E(f+
n )− E(f0),

pa i prvi iskaz povlaqi drugi. �

Teorema 2.20. (Dubova teorema konvergencije) Neka je {fn}n>0 submartingal

takav da va�i sup
n∈N0

E((fn)+) <∞ (ili, ekvivalentno, sup
n∈N0

E(|fn|) <∞). Tada niz

{fn}n>0 konvergira skoro sigurno ka integrabilnoj sluqajnoj promen	ivoj f∞.
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Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [25]. �

U narednom delu ispitujemo da li konvergencija fn → f∞ va�i u L1, kao i

da li ako uzmemo F∞ = σ

{⋃
n>0

Fn

}
, proces {fn}n∈N0∪{∞} je martingal u odnosu na

filtraciju {Fn}n∈N0∪{∞}.

Lema 2.21. Sluqajna promen	iva X je integrabilna ako i samo ako je

lim
M→∞

∫
{|X|>M}

|X|dµ = 0. (1)

Dokaz: Pretpostavimo najpre da va�i (1).

Tada je integral
∫

{|X|>M}
|X|dµ konaqan za neko M , pa je

E(|X|) =

∫
{|X|6M}

|X|dµ+

∫
{|X|>M}

|X|dµ 6M +

∫
{|X|>M}

|X|dµ <∞.

Obratno, pretpostavimo da je sluqajna promen	iva X integrabilna. Imamo

0 6 |X| · χ{|X|6M} ↗ X, pa na osnovu Bepo-Levijeve teoreme dobijamo∫
{|X|6M}

|X|dµ↗ E(|X|).

Prema tome, kako pretpostav	amo da je E(|X|) konaqno,∫
{|X|>M}

|X|dµ = E(|X|)−
∫
{|X|6M}

|X|dµ→ 0,

kada M →∞. �

Definicija 2.22. Ka�emo da je familija sluqajnih promen	ivih {Xi}i∈I uni-
formno integrabilna ukoliko zadovo	ava uslov (1) uniformno po i, tj. ukoliko

je

lim
M→∞

sup
i∈I

∫
{|Xi|>M}

|Xi|dµ = 0.

Stav 2.23. Neka je F(ε) = {A ∈ F | µ(A) 6 ε}. Familija sluqajnih promen	ivih

{Xi} je uniformno integrabilna ako i samo ako va�i

(i) sup
i∈I

E(|Xi|) <∞,

(ii) lim
ε→0

sup
A∈F(ε), i∈I

∫
A
|Xi|dµ = 0.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [25]. �
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Stav 2.24. (Dovo	an uslov za uniformnu integrabilnost) Familija sluqajnih

promen	ivih {Xi}i∈I je uniformno integrabilna ako va�i bar jedan od naredna

dva uslova

(i) Postoji integrabilna sluqajna promen	iva X takva da je |Xi| 6 X za svako

i ∈ I.

(ii) Postoji p > 1 takvo da je sup
i∈I

E(|Xi|p) <∞.

Dokaz: Pretpostavimo da je zadovo	en prvi uslov. Tada je familija {Xi}i∈I ogra-
niqena u L1 sa E(|X|). Xtavixe, imamo

sup
A∈F(ε), i∈I

∫
A

|Xi|dµ 6 sup
A∈F(ε))

∫
A

|X|dµ→ 0

jer je svaka integrabilna sluqajna promen	iva je uniformno integrabilna.

Pretpostavimo sada da je ispu�en drugi uslov. Tada

sup
i∈I

∫
{|Xi|>M}

|Xi|dµ 6 sup
i∈I

∫
{|Xi|>M}

|Xi|p

Mp−1
dµ 6

1

Mp−1
sup
i∈I

E(|Xi|p)→ 0, M →∞. �

Teorema 2.25. (Vitalijeva13 teorema o konvergenciji) Neka je {Xn}n>1

niz integrabilnih sluqajnih promen	ivih i neka je X integrabilna sluqajna

promen	iva. Slede�i iskazi su ekvivalentni

(i) Xn → X u L1

(ii) Niz sluqajnih promen	ivih {Xn}n>1 je uniformno integrabilan i Xn → X

u verovatno�i.

Dokaz: (i) ⇒ (ii): Znamo da iz konvergencije u L1 sledi konvergencija u verova-

tno�i. Da bismo pokazali da je niz {Xn}n>1 uniformno integrabilan, prvo �emo

pokazati da je niz {Xn −X}n>1 uniformno integrabilan.

Za ε > 0 neka je n0(ε) ∈ N takvo da je E(|Xn −X|) 6 ε za n > n0(ε).

Da	e,

sup
n∈N

∫
{|Xn−X|>M}

|Xn −X|dµ

= max

(
sup

n6n0(ε)

∫
{|Xn−X|>M}

|Xn −X|dµ, sup
n>n0(ε)

∫
{|Xn−X|>M}

|Xn −X|dµ

)
.

13Giuseppe Vitali (1875-1932.), italijanski matematiqar
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Kako je svaka konaqna familija integrabilnih sluqajnih promen	ivih i uni-

formno integrabilna, za prvi supremum va�i

sup
n6n0(ε)

∫
{|Xn−X|>M}

|Xn −X|dµ 6 ε

je 6 ε za dovo	no veliko M . Drugi supremum je ograniqen sa

sup
n>n0(ε)

E(|Xn −X|) 6 ε.

Iz uniformne integrabilnost niza {Xn −X}n>1 sledi da je

lim
ε→0

sup
A∈F(ε)

sup
n∈N

∫
A

|Xn −X|dµ = 0,

odakle je

sup
A∈F(ε)

sup
n∈N

∫
A

|Xn|dµ 6 sup
A∈F(ε)

sup
n∈N

∫
A

|Xn −X|dµ+ sup
A∈F(ε)

∫
A

|X|dµ→ 0, ε→ 0,

pa je tako�e i niz {Xn}n>1 integrabilan.

(ii) ⇒ (i): Najpre pokazujemo da je niz {Xn − X}n>1 uniformno integrabilan.

Va�i

sup
A∈F(ε)

sup
n∈N

∫
A

|Xn −X|dµ 6 sup
A∈F(ε)

sup
n∈N

∫
A

|Xn|dµ+ sup
A∈F(ε)

∫
A

|X|dµ→ 0, ε→ 0.

Da bismo dokazali da Xn → X u L1, moramo pokazati da za svako ε > 0 va�i

E(|Xn −X|) 6 ε

za dovo	no veliko n ∈ N. Za svako δ > 0 odaberimo n0(δ) ∈ N tako da je

µ{|Xn −X| > δ} 6 δ

za svako n > n0(δ) (ovo je mogu�e jer Xn → X u verovatno�i).

Tada va�i {|Xn −X| > δ} ∈ F(δ) za svako n > n0(δ), pa je

sup
n>n0(δ)

∫
{|Xn−X|>δ}

|Xn −X|dµ 6 sup
A∈F(δ)

sup
n∈N

∫
A

|Xn −X|dµ→ 0, δ → 0.

Odaberimo sada δ > 0 takvo da je δ 6 ε
2
i

sup
n>n0(δ)

∫
{|Xn−X|>δ}

|Xn −X|dµ 6
ε

2
.

Tada imamo da za svako n > n0(δ) va�i

E(|Xn −X|) 6
∫
{|Xn−X|6δ}

|Xn −X|dµ+

∫
{|Xn−X|>δ}

|Xn −X|dµ

6 δ +
ε

2

6 ε. �
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Teorema 2.26. Neka je {fn}n>0 submartingal na prostoru verovatno�a (Ω,F , µ)

sa filtracijom {Fn}n>0 i neka je F∞ = σ

{⋃
n>0

Fn

}
.

(i) Submartingal {fn}n>0 konvergira u L1 ako i samo ako je uniformno inte-

grabilan.

(ii) Ako je ispu�en neophodni uslov, onda je proces {fn}n∈N0∪{∞} (gde je

f∞ := lim
n→∞

fn) submartingal u odnosu na filtraciju {Fn}n∈N0∪{∞}.

Dokaz: Iz Teoreme 2.25 imamo da konvergencija u L1 povlaqi uniformnu inte-

grabilnost. Obrnuto, pretpostavimo da je submartingal {fn}n>0 unifomrno inte-

grabilan. Tada je on ograniqen u L1, pa na osnovu Teoreme 2.20 konvergira skoro

sigurno ka integrabilnoj sluqajnoj promen	ivoj f∞. Na osnovu Teoreme 2.25 ( Vi-

talijeve teoreme ), uz uslov uniformne integrabilnosti, dobijamo konvergenciju

u L1.

Konaqno, da bi pokazali da je proces {fn}n∈N0∪{∞} submartingal, potrebno je

pokazati da je ∫
A

f∞dµ >
∫
A

fndµ

za svako n ∈ N0 i A ∈ Fn. Kako fn → f∞ u L1, imamo∫
A

f∞dµ = lim
m→∞

∫
A

fmdµ >
∫
A

fndµ. �

Teorema 2.27. Neka je {fn}n>0 martingal na prostoru verovatno�a (Ω,F , µ) sa

filtracijom {Fn}n>0 i neka je F∞ = σ

{⋃
n>0

Fn

}
. Tada su slede�i iskazi ekviva-

lentni.

(i) Martingal {fn}n>0 je uniformno integrabilan.

(ii) {fn}n>0 konvergira u L1 ka nekom f ∗.

(iii) Postoji F∞-mer	iva sluqajna promen	iva f∞ takva da je proces

{fn}n∈N0∪{∞} martingal u odnosu na filtraciju {Fn}n∈N0∪{∞}.

Xtavixe, u ovom sluqaju je f∞ = f ∗.

Dokaz: (i)⇔ (ii)⇒ (iii): Ove implikacije slede iz prethodne teoreme.

(iii)⇒ (i): Kako je familija {E(f∞ | A)} (gde su A σ-podalgebre od F) uniformno
integrabilna, to je i niz {fn}n>1 uniformno integrabilan.
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Da bismo dokazali da je f∞ = f ∗, primetimo najpre da za sve A ∈
⋃
m>0

Fm va�i

∫
A

f ∗dµ = lim
n→∞

∫
A

fndµ =

∫
A

f∞dµ. (2)

Kako je {A ∈ F |
∫
A
f ∗dµ =

∫
A
f∞dµ} σ{algebra, sledi da (2) va�i za sve

A ∈ F∞. Kako su f ∗ i f∞ F∞-mer	ivi (f ∗ jer je limes F∞-mer	ivih sluqajnih

promen	ivih, a f∞ po pretpostavci), to je f∞ = f ∗. �

Teorema 2.28. (Teorema o Lp-konvergenciji) Neka je {fn}n>0 martingal takav

da je sup
n∈N0

E(|fn|p) < ∞ za neko p > 1. Tada {fn}n>0 konvergira skoro sigurno i u

Lp.

Dokaz: Kako je martingal {fn}n>0 ograniqen u Lp, tada je on i uniformno

integrabilan, pa konvergira skoro sigurno ka f∞. Doka�imo da konvergira u Lp.

Oznaqimo Y = sup
n∈N0

|fn|. Tada va�i

|fn − f∞|p 6 (2Y p).

Na osnovu Teoreme 4.4 ( Dubova nejednakost ),

E(Y p) = E

(
sup
n∈N0

|fn|p
)
6

(
p

p− 1

)p
sup
n∈N0

E(|fn|p) <∞,

pa je odatle Y p ∈ L1.

Konaqno, na osnovu Lebegove teoreme o dominantnoj konvergenciji, dobijamo

lim
n→∞

E(|fn − f∞|p) = 0. �
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3 Hp (p > 1) i BMO martingali

U prethodnoj glavi uveli smo koncept martingala i jednu vrstu martingalnih

prostora Lp. U ovom poglav	u uvex�emo koncept maksimalnog operatora M i

kvadratnog operatora S. Prouqava�emo martingalni prostor Hp i utvrditi Lp

ekvivalenciju (1 6 p 6 ∞) izme�u M i S. Definisa�emo i martingalne BMO

prostore.

U narednom izlaga�u (Ω,F , {Fn}n>0, µ) je kompletan prostor verovatno�a snab-

deven rastu�om familijom σ{podalgebri koji zadovo	ava uobiqajeni uslov, tj.

(Ω,Fn, µ) je kompletan i F =
∨
n>0

Fn.

Definiximo maksimalni operator M i kvadratni operator S. Neka je

f = {fn}n>0 martingal. Razliku martingala definixemo kao

d0f
def
= 0, dnf

def
= fn − fn−1, n ∈ N,

Niz df = {dnf}n>1 naziva se martingalni niz razlika od f . Ka�emo da je f

konaqan martingal ukoliko postoji N takvo da je dnf = 0 za svako n > N .

Uslovno oqekiva�e f -a u odnosu na {Fn}n>0, E(f |Fn) oznaqava�emo sa En(f) za

svako n, kad god nam bude pogodnije radi elegantnijeg zapisa.

Maksimalna funkcija martingala f = {fn}n>0 definixe se kao

Mn(f)
def
= f ∗n = sup

k6n
|fk|,

M(f) = lim
n→∞

Mn(f)
def
= f ∗ = sup

n
|fn|.

Kvadratna varijacija definixe se kao

Sn(f)
def
=

 n∑
k=0

|dkf |2
 1

2

,

S(f) = lim
n→∞

Sn(f)
def
=

(
∞∑
n=0

|dnf |2
) 1

2

,

dok se uslovna kvadratna varijacija definixe kao

sn(f)
def
=

 n∑
k=0

Ek−1|dkf |2
 1

2

,

s(f) = lim
n→∞

sn(f)
def
=

(
∞∑
n=0

En−1|dnf |2
) 1

2

.
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Posmatrajmo svojstva operatora M i S na Lp prostorima, poxto se marti-

ngalni Hardijevi prostori definixu pomo�u �ih. U narednim tvr�e�ima pos-

matramo konaqne martingale (tj. one martingale f = {fn}n>0 takve da postoji

N > 0 za koje va�i fn = fN za svako n > N), a zatim prelazimo na martinga-

le u opxtem sluqaju uzimaju�i limes. Zapazimo jox, da za bilo koji martingal

f = {fn}n>0 i za svako N , f (N) = {fn∧N}n>0 je konaqan martingal i nazivamo ga

jox martingal zaustav	a�a martingala f u trenutku N . Na taj naqin izbegavamo

odre�ene potexko�e koje se tiqu konvergencije i integrabilnosti.

Najpre, razmotrimo kako se operatori M i S ponaxaju na L1 martingalima.

Lema 3.1. Neka je f = {fn}n>0 L1 martingal, λ > 0 i τλ = inf{n | |fn| > λ}. Tada
je ∣∣{τλ <∞}∣∣ 6 1

λ
‖f‖1.

Dokaz: Posmatrajmo konaqan martingal f (n) = {fn∧m}m>0 i

τn = inf{m 6 n, |fm| > λ} =

τλ, τλ 6 n

∞, τλ > n

Tada je |fτn| > λ na {τn <∞}. Stoga,∣∣{τn <∞}∣∣ 6 1

λ

∫
{τn<∞}

|fτn| dµ =
1

λ

n∑
m=0

∫
{τn=m}

|fm|dµ 6
1

λ

∫
{τn<∞}

|fn|dµ.

Kako imamo
∣∣{τn <∞}∣∣→ ∣∣{τλ <∞}∣∣, dobijamo∣∣{τλ <∞}∣∣ 6 1

λ
sup
n
‖fn‖1 =

1

λ
‖f‖1. �

Teorema 3.2. Maksimalni operator M je operator slabog tipa (1, 1). Za svako

f ∈ L1, imamo ∣∣{Mf > λ}
∣∣ 6 1

λ
‖f‖1, λ > 0. (1)

gde formula (1) daje ocenu slabe (1, 1) norme.

Dokaz: Neka je λ > 0 proizvo	no i

τλ = inf{n | |fn| > λ}.

Primetimo da je

{Mf > λ} = {τλ <∞},

pa na osnovu prethodne leme dobijamo

|{Mf > λ}| 6 1

λ
‖f‖1. �
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Primedba 3.3.

(1) Za f ∈ L1
u mo�emo tvrditi i vixe. Kako je fn = E(f∞ | Fn), gde smo sa f∞

oznaqili f (kao xto inaqe qinimo za f ∈ Lpu), iz dokaza prethodne leme

dobijamo ∣∣{Mf > λ}
∣∣ 6 1

λ

∫
{Mf>λ}

|f |dµ. (2)

(2) Nejednakost (1) tako�e va�i i za sve nenegativne L1-submartingale.

Lema 3.4. Neka je f = {fn}n>0 L1{martingal, λ > 0 i τλ = inf{n | |fn| > λ}. Tada
je

∞∑
k=0

E
(
|dkf |2χ{τλ>k}

)
6 2λ‖f‖1.

gde je dn = fn − fn−1, n > 0 i f−1 = 0.

Dokaz: Prvo poka�imo da za bilo koji konaqni martingal f = {fn}n>0 i bilo koje

vreme zaustav	a�a τ imamo identitet

τ−1∑
k=0

|dkf |2 + |fτ−1|2 =
τ∑
k=1

f̄k−1(fk−1 − fk) +
τ∑
k=1

fk−1(f̄k−1 − f̄k) + fτ f̄τ−1 + f̄τfτ−1

U taqkama u kojima je τ <∞ imamo

τ−1∑
k=0

|dkf |2 + |fτ−1|2 =
τ−1∑
k=0

(fk − fk−1)(f̄k − f̄k−1) + fτ−1f̄τ−1

= 2
τ∑
k=1

fk−1f̄k−1 − fτ−1f̄τ−1 −
τ∑
k=1

fkf̄k−1 + fτ f̄τ−1

−
τ∑
k=1

f̄kfk−1 + f̄τfτ−1 + fτ−1f̄τ−1

=
τ∑
k=1

f̄k−1(fk−1 − fk) +
τ∑
k=1

fk−1(f̄k−1 − f̄k) + fτ f̄τ−1 + f̄τfτ−1.

U onim taqkama u kojima je τ =∞, s obzirom da je martingal konaqan i ne me�a

se posle n, tj. za k > n je dk = 0, imamo da su
∑τ−1

0 , fτ−1, fτ i
∑τ

1, u stvari
∑n

0 ,

fn, fn i
∑n

0 , redom.

Sada, za L1{martingale f = {fn}n>0 i τλ = inf{n | |fn| > λ} uzimaju�i u obzir

f (n) = (fn∧m)m>0 i

τn =

τλ, τλ 6 n

∞ τλ > n
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i zapisuju�i ih kao f i τ imamo

E

τ−1∑
k=0

|dkf |2
+ E

(
|fτ−1|

)2
= E(

τ∑
k=1

f̄k−1(fk−1 − fk) +
τ∑
k=1

fk−1(f̄k−1 − f̄k) + fτ f̄τ−1 + f̄τfτ−1)

= E(
τ∑
k=1

f̄k−1(fk−1 − fk)) + E(
τ∑
k=1

fk−1(f̄k−1 − f̄k)) + E(fτ f̄τ−1) + E(f̄τfτ−1)

= E(fτ f̄τ−1) + E(f̄τfτ−1) 6 2λE(|fτ |) 6 2λ‖f‖1.

Prelaskom na limes kada n te�i beskonaqnosti, dobijamo

∞∑
k=0

E
(
|dkf |2χ{τλ>k}

)
6 2λ‖f‖1.

Me�utim, uoqimo neke bitne tehniqke deta	e koje smo koristili pri izvo�e�u

formule iznad:

(i) Iz osobine (6) uslovnog oqekiva�a, imamo da je

EF1(fg) = gEF1(f), f ∈ Lp, g ∈ L1

i g je F1{mer	iva.

(ii) Iz definicije martingala

E(fn|Fn−1) = fn−1, pa na osnovu Primedbe 2.3 va�i EFm(fn) = fm, za m < n.

(iii) Sada, na osnovu (i) i (ii) imamo

E
(
f̄k−1(fk−1 − fk)

)
= E

(
E
(
f̄k−1(fk−1 − fk)|Fk−1

))
= E

(
f̄k−1E(fk−1 − fk|Fk−1)

)
= E

(
f̄k−1(fk−1 − fk−1)

)
= 0

Dakle, iz (iii) zak	uqujemo da je

E

 τ∑
k=1

f̄k−1(fk−1 − fk)

 =
τ∑
k=1

E(f̄k−1(fk−1 − fk)) = 0.

Analogno je i

E

 τ∑
k=1

fk−1(f̄k−1 − f̄k)

 = 0. �
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Teorema 3.5. Kvadratni operator S je slabog tipa (1, 1).

Dokaz: Primenom prethodne leme i Qebixev	eve nejednakosti |{h > λ}| 6 1
λ2
‖h‖2

2

dobijamo

|{Sf > λ}| 6 |{Sτλ−1f > λ}|+ |{τλ <∞}| 6
1

λ2
‖Sτλ−1f‖2

2 +
1

λ
‖f‖1 6

3

λ
‖f‖1,

gde je f ∈ L1, λ > 0 i τλ = inf{n | |fn| > λ} vreme zaustav	a�a. �

Dubova maksimalna nejednakost iz koje zak	uqujemo Lp{ograniqenost opera-

tora M za p > 1 je posledica nejednakosti (2).

Teorema 3.6. Neka je f = {fn}n>0 ∈ Lp, 1 < p 6∞. Tada

‖f‖p 6 ‖Mf‖p 6 q‖f‖p. (3)

gde je 1
p

+ 1
q

= 1.

Dokaz: Nejednakost (2) nam daje∣∣{Mf > λ}
∣∣ 6 1

λ

∫
{Mf>λ}

|f |dµ,

odakle integracijom obe strane nejednakosti dobijamo∫
Ω

(Mf)pdµ = p

∫ ∞
0

λp−1
∣∣{Mf > λ}

∣∣ dλ
6 p

∫ ∞
0

λp−2

∫
|f |

{Mf>λ}

dµdλ

= q

∫
Ω

|f |(Mf)p−1dµ

6 q‖f‖p
(∫

Ω

(Mf)pdµ

) 1
q

,

gde je 1
p

+ 1
q

= 1, a kako mo�emo pretpostaviti da je∫
Ω

(Mf)pdµ <∞,

dobijamo da va�i (3). �

Da bismo pokazali ograniqenost operatora S na prostoru Lp martingala, za

1 < p <∞, posmatra�emo paralelno i Lp{ekvivalenciju izme�u M i S.
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Pre svega potreban nam je prostor 2Kp. S obzirom da je Banahov prostor ure�en

par skupa i norme, a kako je ovde definisana 2Kp norma razliqita od Lp norme,

u tom smislu on predstav	a novi prostor. Me�utim, kao skup jednak je prostoru

Lp za 2 6 p <∞.

Definicija 3.7. Neka je 2 6 p <∞ i f = {fn}n>0 L1{martingal. Ka�emo da f

pripada prostoru 2Kp ako postoji γ ∈ Lp+ takvo da je

E
(
|f − fn−1|2 | Fn

)
6 E(γ2 | Fn), n ∈ N. (4)

Norma u ovom prostoru se definixe sa

‖f‖2Kp = inf{‖γ‖p | γ zadovo	ava (4)}.

Primedba 3.8. U nejednakosti (4) sa f oznaqavamo f∞. Napomenimo, da isti

simbol f koristimo kada oznaqavamo martingal f = {fn}n>0 i kada oznaqavamo

f∞ = limn→∞ fn, kada postoji taqka po taqka.

Neka je f = {fn}n>0 ∈ L1 i neka va�i (4). Tada mo�emo uoqiti da je f ∈ L2.

Zaista, ukoliko u (4) ubacimo n = 0, dobijamo

E
(
|f∞|2 | F0

)
6 E(γ2 | F0),

odnosno

E(|f∞|2) 6 E(γ2)

Odatle,

E(|fn|2)
1
2 6 E(|f∞ − fn|2)

1
2 + E(|f∞|2)

1
2

6 E
(
E(|f∞ − fn|2 | Fn+1)

) 1
2 + E

(
|f∞|2

) 1
2

6 E
(
E(γ2 | Fn+1)

) 1
2 + E(|f∞|2)

1
2

6 2E(γ2)
1
2 .

Odavde je f ∈ L2. Indeks 2 ne igra presudnu ulogu u ovim argumentima.

Sada mo�emo definisati prostore a+Kp i aKp, 1 6 a 6 p 6∞ kao

a+Kp =
{
f ∈ Lau | (∃γ ∈ L

p
+)(∀n ∈ N) E

(
|f − fn|a | Fn

)
6 E(γa | Fn)

}
,

aKp =
{
f ∈ Lau | (∃γ ∈ L

p
+)(∀n ∈ N) E

(
|f − fn−1|a | Fn

)
6 E(γa | Fn)

}
,

sa normom

‖f‖ := inf
γ
‖γ‖p

Pritom, mo�e se pokazati da je aKp ∼ a+Kp ∼ Lp, za 1 < p <∞.

Slede�u lemu navodimo bez dokaza, a �en dokaz se mo�e na�i u [2]. Koristimo

je kao bitan korak pri prikaziva�u svojstava operatora S.
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Lema 3.9. Neka je ε = {εk}k>0 niz qiji su elementi {−1, 1}, dok je Tε operator

definisan sa

Tεf = g = {gn}n>0,

gde je

gn =
n∑
k=0

εkdkf

i f = {fn}n>0. Tada za 2 < p <∞ va�i

‖Mg‖p 6
√
e

√
p3

p− 2
‖f‖2Kp .

Naredna definicija predstav	a k	uqni pojam rada.

Definicija 3.10. Neka je 0 < p 6 ∞. Martingalni Hardijevi prostori Hs
p,

HS
p , H

∗
p su prostori martingala za koje redom va�i

‖f‖Hs
p

def
= ‖s(f)‖p <∞,

‖f‖HS
p

def
= ‖S(f)‖p <∞,

‖f‖H∗p
def
= ‖M(f)‖p <∞.

Kada nam situacija bude dozvo	avala, zameni�emo Hp za H
S
p . Ovakva termino-

logija je dozvo	ena jer za pogodan izbor (Ω,F , µ) i {Fn} ovi prostori mogu biti

identifikovani sa klasiqnim Hp prostorom, tj. skupom funkcija F (z) analiti-

qkih na disku |z| < 1 i takvih da je

sup
06r<1

∫ π

−π
|F (reiθ)|pdθ <∞.

Primedba 3.11. Prostor Hs
p se u literaturi oznaqava i sa hp i naziva se

uslovni martingalni Hardijev prostor, za 0 < p 6∞.

U narednom izlaga�u pokaza�emo Hiqinovu nejednakost, koja nam je potrebna

da bismo dokazali da za 2 < p < ∞ va�i da je HS
p = H∗p = 2Kp sa ekvivalentnim

normama, koristi�emo narednu lemu, koju prikazujemo bez dokaza.

Lema 3.12. Neka su X1, . . . , Xn nezavisne sluqajne promen	ive, pri qemu je svaka

sa Rademarhovom distribucijom. Za α1, . . . , αn ∈ C i λ > 0 va�i

µ

|Sn| > λ(
n∑
k=1

|αk|2)1/2

 6 4e−λ
2/2

gde je

Sn =
n∑
k=1

αkXk.
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Primedba 3.13. Neka je {rk(t)}k>0 Rademaherov
14 sistem, gde je

r(x) =

1, 0 6 x < 1/2

−1, 1/2 6 x < 1

i rn(x) := r(2nx), (0 6 x < 1, n ∈ N).

Tada ka�emo nezavisne sluqajne promen	ive r1, . . . , rk imaju istu Rademarhovu

distribuciju ako je µ(rk = 1) = µ(rk = −1) = 1/2.

Teorema 3.14. Neka je 1 6 p < ∞, C(p) = (21+ 1
p · p · Γ(p

2
))

1
p i 1

p
+ 1

q
= 1. Ukoliko

su X1, . . . , Xn nezavisne sluqajne promen	ive sa Rademarhovom distribucijom i

a1, . . . , an ∈ C, tada

C(q)−1

 ∞∑
k=0

|ak|2
1/2

6

E∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

akXk

∣∣∣∣∣
p
1/p

6 C(p)

 ∞∑
k=0

|ak|2
1/2

(5)

Dokaz: Uoqimo prvo da mo�emo izraqunati da je(∫ ∞
0

ptp−1 · 4e−t2/2dt
)1/p

= (21+ 1
p · p · Γ(

p

2
))

1
p = C(p)

Neka je σ2 =
∑n

k=1 |ak|2 i neka je αk = ak
σ
. Ukoliko je σ = 0 dokaz je zavrxen.

Dokaziva�e (5) ekvivalentno je dokaziva�u slede�e nejednakosti

C(q)−1 6

E∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

αkXk

∣∣∣∣∣
p
1/p

6 C(p)

Neka je Sn :=
∑n

k=1 αkXk. Koriste�i osobinu da za sluqajnu promen	ivu X za

koju va�i µ(X > 0) = 1, imamo

E(Xp) =

∫ ∞
0

ptp−1µ(X > t)dt,

pa, odatle, koriste�i Lemu 3.12

E(|Sn|p) =

∫ ∞
0

ptp−1µ(|Sn| > t)dt 6
∫ ∞

0

ptp−1 · 4e−t2/2dt.

Odatle, zak	uqujemo,

E(|Sn|p)1/p 6 C(p). (6)

14Hans Adolph Rademacher (1892-1969.), nemaqko-ameriqki matematiqar
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Kako su Xk nezavisne sluqajne promen	ive, E(Xk) = 0 i E(|Xk|2) = 1, koriste�i

Helderovu nejednakost, sledi

n∑
k=1

|αk|2 = E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αkXk

∣∣∣∣∣
2
 6 E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αkXk

∣∣∣∣∣
p
1/p

· E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αkXk

∣∣∣∣∣
q
1/q

Koriste�i (6) dobijamo

E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αkXk

∣∣∣∣∣
q
1/q

6 C(p),

pa kako je
∑n

k=1 |αk|2 = 1 dobijamo slede�e

1 6 C(q)E

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

αkXk

∣∣∣∣∣
q
1/q

.

Stoga, imamo

C(q)−1 6 E(|Sn|p)1/p 6 C(p)

qime je dokaz zavrxen. �

Teorema 3.15. Za 2 < p < ∞ va�i da je HS
p = H∗p = 2Kp sa ekvivalentnim

normama.

Dokaz: Pretpostavimo da je p > 2.

Koriste�i Stav 2.5 imamo

E(|f − fn−1|2 | Fn) = E

| ∞∑
k=n

dkf |2|Fn

 = E

(
∞∑
k=n

dkf)(
∞∑
k=n

dkf)|Fn


= E

(
∞∑
k=n

dkfdkf)|Fn

 = E

(
∞∑
k=n

|dkf |2)|Fn


= E

(
∞∑
k=0

|dkf |2 −
n−1∑
k=0

|dkf |2)|Fn


= E

(
(S(f))2 − (Sn−1(f))2 | Fn

)
6 E

(
(S(f))2 | Fn

)
, n ∈ N,

kao i

E
(
|f − fn−1|2 | Fn

)
6 E

(
(2Mf)2 | Fn

)
, n ∈ N.
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Primetimo sada, da je odatle

HS
p ⊂ 2Kp, H∗p ⊂ 2Kp,

gde su ova utapa�a neprekidna.

Ukoliko primenimo Lemu 3.9 na identiqki operator I dobijamo

‖Mf‖p 6

√
ep3

p− 2
‖f‖2Kp .

Ovde zak	uqujemo da je 2Kp ⊂ H∗p i utapa�e je neprekidno. Prime�uju�i Lemu 3.9

na ε = {rk(t)}k>0 Rademaherov
15 sistem, dobijamo∫

Ω

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

rk(t)dkf(ω)

∣∣∣∣∣
p

dµ 6 Cp‖f‖p2Kp ,

pa je ∫
Ω

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

rk(t)dkf(ω)

∣∣∣∣pdtdµ =

∫ 1

0

∫
Ω

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

rk(t)dkf(ω)

∣∣∣∣pdµdt
6
∫ 1

0

Cp‖f‖p2Kpdt

= Cp‖f‖p2Kpt
∣∣∣1
0

= Cp‖f‖p2Kp

Koriste�i Hinqinovu nejednakost (5) imamo

a−1
p

 ∞∑
k=0

|dkf |2
1/2

6

E| ∞∑
k=0

rkdkf |p
1/p

6 ap

 ∞∑
k=0

|dkf |2
1/2

gde je ap konstanta koja zavisi od p i
(
E|
∑∞

k=0 rkdkf |p
)1/p

=
(∫ 1

0
|
∑∞

k=0 rkdkf |pdt
)1/p

.

Da	e,

a−1
p

 ∞∑
k=0

|dkf |2
1/2

6

∫ 1

0

|
∞∑
k=0

rkdkf |pdt

1/p

6 ap

 ∞∑
k=0

|dkf |2
1/2

(7)

pa je odatle, ∫ 1

0

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

rk(t)dkf(ω)

∣∣∣∣pdt ≈
 ∞∑

k=0

|dkf |2


p
2

, (8)

15Hans Adolph Rademacher (1892-1969.), nemaqko-ameriqki matematiqar
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gde je f ≈ g ako postoji konstantom c > 0 tako da je c−1f 6 g 6 cf .

Iz leve strane nejednakosti (7) sledi:

Ap


 ∞∑

k=0

|dkf |2
1/2


p

6

∫ 1

0

|
∞∑
k=0

rkdkf |pdt

 (9)

gde je Ap = (a−1
p )p.

S obzirom da je, S(f)
def
=
(∑∞

k=0 |dkf |2
) 1

2 , zame�uju�i u (9) dobijamo,

Ap
(
S(f)

)p
6
∫ 1

0

|
∞∑
k=0

rkdkf |pdt

Ap

∫
Ω

(
S(f)

)p
dµ 6

∫
Ω

∫ 1

0

|
∞∑
k=0

rkdkf |pdtdµ

a−1
p

(∫
Ω

(
S(f)

)p
dµ

)1/p

6

∫
Ω

∫ 1

0

|
∞∑
k=0

rkdkf |pdtdµ

1/p

a−1
p ‖S(f)‖p 6

∫
Ω

∫ 1

0

|
∞∑
k=0

rkdkf |pdtdµ

1/p

dobijamo

‖S(f)‖p 6 Cp

∫
Ω

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

rk(t)dkf(ω)

∣∣∣∣pdtdµ
 1

p

6 Cp‖f‖2Kp .

Odavde zak	uqujemo da je 2Kp ⊂ HS
p i utapa�e je neprekidno. Ovim je zavrxen

dokaz za p > 2.

U sluqaju, p 6 2 imamo slede�e.

Primetimo da je operator Tε definisan u Lemi 3.9 samoadjungovan i da je T
2
ε = I.

Dakle, neka je 1 < p 6 2 i f = {fn}n>0 ∈ Lp konaqni martingal, tada za svako

g = {gn}n>0 ∈ Lq, gde je 1
p

+ 1
q

= 1 va�i

|E(Tεfg)| = |E(fTεg)| 6 ‖f‖p‖Tεg‖q 6 C‖f‖p‖g‖q.

Ovo nam pokazuje da je

‖Tεf‖p 6 C‖f‖p,

1 < p 6 2 za svako f ∈ Lp. �



36

Prelaskom na limes, Tε se mo�e produ�iti na ceo Lp, 1 < p 6 2 i pri tome da

ostane Lp{ograniqen.

Pored toga, imamo

‖f‖p = ‖TεTεf‖p 6 C‖Tεf‖p, 1 < p <∞. (10)

Prema tome dobijamo

C‖f‖p 6 ‖Tεf‖p 6 C‖f‖p, 1 < p <∞. (11)

Tada iz (8) i (11)

C‖f‖p 6 ‖S(f)‖p 6 C‖f‖p, 1 < p <∞,

odakle dobijamo narednu teoremu.

Teorema 3.16. Za 1 < p <∞ imamo H∗p = HS
p = Lp sa

‖Mf‖p ≈ ‖S(f)‖p ≈ ‖f‖p.

Istim dokazom mo�emo pokazati da je aKp za 1 6 a < p < ∞ ekvivalentan sa

Hp (H
s
p ili H

∗
p , s obzirom da su isti).

Posmatrajmo sluqaj p = 1. Tada imamo slede�u teoremu.

Teorema 3.17. Za svaki martingal f = {fn}n>0 imamo

C‖Mf‖1 6 ‖S(f)‖1 6 C‖Mf‖1.

Pri dokazu prethodne teoreme koristi se Dejvisova dekompozicija, koju �emo

formulisati kao lemu i dokazati, dok se dokaz teoreme mo�e na�i u k�izi [2].

Lema 3.18. (Dejvisova dekompozicija) Neka je f = {fn}n>0 martingal, tada se

f mo�e razlo�iti kao f = g + h, gde je

g = {gn}n>0, |dg| 6 4Mn−1∆, n > 0,

h = {hn}n>0, E

 ∞∑
k=0

|dkh|

 6 4E(M∆),

gde je ∆n = dnf, n > 0.

Dokaz: Neka je f = {fn}n>0 i fn =
n∑
k=0

∆k. Tada definixemo

dng = ∆nχ{|∆n|62Mn−1∆} − E
(
∆nχ{|∆n|62Mn−1∆} | Fn−1

)
, n > 0,
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d0g = g0 = 0,

dnh = ∆nχ{|∆n|>2Mn−1∆} − E
(
∆nχ{|∆n|>2Mn−1∆} | Fn−1

)
, n > 1,

d0h = h0 = ∆0.

Imamo |dng| 6 4Mn−1∆, kao i

|∆n|χ{|∆n|>2Mn−1∆} 6 (2|∆n| − 2Mn−1∆)χ{|∆n>2Mn−1∆|} 6 2(Mn∆−Mn−1∆),

odakle sledi

E

(
∞∑
n=0

|dnh|

)
6 E

(
∞∑
n=0

(
2(Mn∆−Mn−1∆) + E(2(Mn∆−Mn−1∆ | Fn−1))

))

6 4E

(
∞∑
n=0

(Mn∆−Mn−1∆)

)
= 4E(M∆) �

Doka�imo da je H1 Banahov prostor. Dovo	no je dokazati kompletnost. Neka

je {f (k)}k Koxijev16 niz u H1. Tada je f
(k)
n → fn u L1, 0 6 n 6∞. Uzmimo niz {kj}

takav da je

lim
j→∞

f (kj)
n = fn

taqka po taqka za svako n. Tada za svako ε > 0 postoji j0 takvo da je

‖S(f − f (kj0 ))‖1 =

∫
Ω

(
∞∑
n=0

lim
j→∞

∣∣∣∣dn (f (kj) − f (kj0 )
)∣∣∣∣2
) 1

2

dµ

6 lim
j→∞

∫
Ω

(
∞∑
n=0

∣∣∣∣dn (f (kj) − f (kj0 )
)∣∣∣∣2
) 1

2

dµ

6 ε.

To znaqi da f (kj) → f u H1 i stoga f (k) → f u H1. �

Primetimo da je prostor konaqnih martingala koji je u L∞ je gust potprostor

od H1.

16Augustin-Louis Cauchy (1789-1857.), francuski matematiqar in�e�er i fiziqar
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3.1 Martingalni BMO prostori

Sada �emo dati definiciju martingalnih BMO prostora.

BMO = {f : ‖f‖BMO = sup
n>1

∥∥∥E (|f − fn−1|2 | Fn
)∥∥∥
∞
<∞},

Definicija 3.19. Neka je 1 6 a <∞. Prostor BMOa definixemo

BMOa = {f ∈ Lau : ‖f‖BMOa

def
= sup

n∈N

∥∥∥∥E (|f − fn−1|a|Fn
) 1
a

∥∥∥∥
∞
<∞}.

Definicija 3.20. Neka je 1 6 a <∞. Prostor BMO+
a

BMO+
a = {f ∈ Lau : ‖f‖BMO+

a

def
= sup

n∈N

∥∥∥∥En (|f − fn|a|Fn) 1
a

∥∥∥∥
∞
<∞}.

Primedba 3.21. Striktno govore�i, da bi iznad definisan funkcional bio no-

rma, mora da va�i E0f = 0 za svako f ∈ L1.

Ako je f ∈ L1, primetimo da je niz f̃ = {Enf}n∈N martingal.

Primedba 3.22. Prostor 2K∞ je upravo BMO prostor.

Ukoliko f ∈ BMO, onda je

(dfn)2 6 En|f − En−1f |2 6 ‖f‖2
BMO

xto nas vodi do zak	uqka da je ‖f‖BMO = ‖f‖2K∞, tj. BMO = 2K∞.

Tako�e, mo�e se pokazati i da je

aK∞ = BMOa,

a+K∞ = BMO+
a .

Jasno je da je ‖f‖BMOa 6 2‖f‖∞ i ‖f‖BMO+
a
6 2‖f‖∞. Xtavixe,

‖f‖BMO2 = sup
n∈N

∥∥∥√En|f − f 2
n|
∥∥∥
∞

= sup
n∈N

∥∥∥∥(En[s2(f)− s2
n(f)]

) 1
2

∥∥∥∥
∞

6 sup
n∈N

∥∥∥∥(En[s2(f)]
) 1

2

∥∥∥∥
∞

6 ‖s(f)‖∞.

Poka�imo jox da ukoliko je f ∈ BMOa, onda je fn ∈ L∞, pa je

|fn − fn−1| 6 ‖f‖BMOa , 1 6 a <∞. (12)
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Da bismo pokazali (12), uoqimo da uslovno oqekiva�e
(
En|fm − fn−1|

)
m>n

raste

kako m raste, za fiksirano n ∈ N. To proistiqe iz qi�enice da je (|fm−fn−1|)m>n
submartingal. Kako je f ∈ Lp, ovaj submartingal konvergira skoro svuda i tako�e

konvergira ka |f − fn−1| u L1 normi. Odatle

|fm − fn−1| 6 Em|f − fn−1| (13)

i kao posledica toga

En|fm − fn−1| 6 En|f − fn−1|, m > n. (14)

Ukoliko stavimom = n u nejednakosti (14) i koriste�i Helderovu nejednakost

dobijamo (12).

Prime�uju�i nejednakost Minkovskog, tj. nejednakost trougla, zak	uqujemo

slede�e(
En|f − fn|a

) 1
a =

(
En|f − fn + fn−1 − fn−1|a

) 1
a 6

(
En(|f − fn−1|+ |fn − fn−1|)a

) 1
a

6
(
En|f − fn−1|a

) 1
a + (|fn − fn−1|a)

1
a

=
(
En|f − fn−1|a

) 1
a + |fn − fn−1|

Pri qemu, En|fn − fn−1| = |fn − fn−1|, jer |fn − fn−1| pripada σ{algebri Fn.
Koriste�i nejednakost (12) i nejednakost vixe(

En|f − fn|a
) 1
a 6

(
En|f − fn−1|a

) 1
a + |fn − fn−1|

dobijamo

‖f‖BMO+
a
6 2‖f‖BMOa .

Stoga, zak	uqujemo

L∞ ⊂ BMOa ⊂ BMO+
a ⊂ La, 1 6 a <∞.

Uvedimo jox dva nova prostora martingala.

Definicija 3.23. Neka je 0 < r < ∞. BMOs
r i BMOS

r , tim redom, jesu pro-

stori martingala f = {fn}n>0 za koje je

‖f‖BMOsr = sup
n∈N

∥∥∥∥∥(En[s2(f)− s2
n(f)]

r
2

) 1
r

∥∥∥∥∥
∞

<∞,

‖f‖BMOSr
= sup

n∈N

∥∥∥∥∥(En [S2(f)− S2
n−1(f)

] r
2

) 1
r

∥∥∥∥∥
∞

<∞.

Mo�emo uoqiti kao bitnu qi�enicu da je BMOs
2 = BMO+

2 , H
s
∞ ⊂ BMOs

r i

BMOS
2 = BMO2, H

S
∞ ⊂ BMOS

r .
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4 Martingalne nejednakosti

U ovom poglav	u razmatramo nejednakosti izme�u martingalnih Hardijevih

prostora uvedenih u prethodnom poglav	u. Pokaza�emo klasiqne Dubove nejedna-

kosti i qi�enicu da je H∗p ∼ Lp za p > 1. Na poqetku uvex�emo pojam Pp i Qp
prostora i pomo�u Qp prostora dati jednostavan dokaz Dejvisove nejednakosti.

Koriste�i atomarnu dekompoziciju i odnose izme�u prostora koje �emo pokazati

u Teoremi 4.15 da�emo nov dokaz Burkholder-Dejvis-Gandijeve nejednakosti koja

nam ka�e da su prostori H∗p i H
S
p ekvivalentni za 1 6 p <∞.

Iz Teoreme 4.22 zak	uqi�emo da ukoliko je stohastiqki bazis F regularan,

onda su prostori Hs
p , H

S
p , H

∗
p , Pp i Qp me�usobno ekvivalentni za p > 0.

Definicija 4.1. Adaptirani proces {fn}n>0 se naziva Lp-predvidiv, 0 < p 6∞
ako postoji nenegativan, adaptiran i rastu�i proces {γn}n>0 takav da je

|fn| 6 γn−1, n > 0, γ∞ := sup
n∈N

γn ∈ Lp. (1)

I definixemo

Pp = {martingal f = {fn}n>0 | f je Lp − predvidiv}

‖f‖Pp = inf
γ
{‖γ∞‖p}, 0 < p 6∞.

Definicija 4.2. Adaptirani proces {fn}n>0 se naziva martingal sa predvidi-

vom kvadratnom varijacijom u Lp, 0 < p 6 ∞ ako postoji nenegativan, adapti-

ran i rastu�i proces {γn}n>0 takav da je

|Sn(f)| 6 γn−1, n > 0, γ∞ := sup
n∈N

γn ∈ Lp. (2)

I definixemo

Qp = {martingal f = {fn}n>0 | f je sa predvidivom kvadratnom varijacijom u Lp}

‖f‖Qp = inf
γ
{‖γ∞‖p}, 0 < p 6∞.

Naredna lema nam je potrebna da bismo dokazali Dubovu nejednakost.

Lema 4.3. Svaki nenegativan submartingal {fn}n>0 zadovo	ava nejednakost

λµ(f ∗n > λ) 6
∫
{f∗n>λ}

fndµ, n ∈ N, λ > 0.

gde je f ∗n = supk6n |fk|.
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Dokaz: Neka je τλ = min{n | fn > λ} vreme zaustava	a�a. Koriste�i osobine

submartingala imamo

λµ(τλ 6 n) = λ

n∑
k=0

µ(τλ = k)

6
n∑
k=0

∫
{τλ=k}

fkdµ

6
n∑
k=0

∫
{τλ=k}

Ekfndµ

=
n∑
k=0

∫
{τλ=k}

fndµ

=

∫
{τλ6n}

fndµ.

Kako je {τλ 6 n} = {f ∗n > λ}, lema je dokazana. �

Poka�imo sada Dubovu nejednakost, a zatim da va�i H∗p ∼ Lp, za p > 1.

Teorema 4.4. (Dubova nejednakost)

Neka je p > 1. Za svaki nenegativan, Lp -ograniqen submartingal {fn}n∈N va�i

da supn∈N fn ∈ Lp. Preciznije,∣∣∣∣∣∣∣∣ sup
n∈N

fn

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6
p

p− 1
sup
n∈N
‖fn‖p.

Dokaz: Nejednakost iz prethodne leme mo�emo zapisati u slede�em obliku

λE(χ{f∗n>λ}) 6 E(fnχ{f∗n>λ}), n ∈ N, λ > 0.

Ukoliko integralimo obe strane u odnosu na meru pλp−2dλ za p > 1 i primenimo

Fubinijevu teoremu, dobijamo

E((f ∗n)p) =

∫ ∞
0

pλp−1E(χ{f∗n>λ})dλ

6
∫ ∞

0

pλp−2E(fnχ{f∗n>λ})dλ

=
p

p− 1
E(fn(f ∗n)p−1).

(3)

Iz Helderove nejednakosti da	e imamo

E(fn(f ∗n)p−1) 6 ‖fn‖p‖(f ∗n)p−1‖ p
p−1

= ‖fn‖p‖f ∗n‖p−1
p . (4)
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Posle podele po ‖f ∗n‖p−1
p <∞ iz (3) i (4) dobijamo

‖f ∗n‖p 6
p

p− 1
‖fn‖p.

Kako je {f ∗n} nerastu�i niz, uzima�e supremuma po svim n ∈ N zavrxava dokaz. �

Dakle, ukoliko je {fn}n>0 martingal, tada je jasno {|fn|}n>0 nenegativan su-

bmartingal pa je

λµ(f ∗ > λ) 6
∫

{f∗>λ}

|f |dµ, f ∈ L1, λ > 0,

kao i

‖f‖p 6 ‖f ∗‖p 6
p

p− 1
‖f‖p, f ∈ Lp, p > 1,

tj. drugim reqima H∗p ∼ Lp, za p > 1.

U narednom delu formulisa�emo teoremu o konveksnosti i konkavnosti, a pre

toga odre�ene pojmove koji su potrebni pri dokaziva�u teoreme.

Definicija 4.5. Neka je T prebrojiv skup indeksa. Lp(lr), 1 6 p, r 6∞, oznaqava

prostor svih nizova ξ = {ξn}n∈T mer	ivih funkcija za koje va�i

‖ξ‖Lp(lr)
def
=

∥∥∥∥∥
(∑
n∈T

|ξn|r
) 1

r

∥∥∥∥∥
p

<∞.

Lema 4.6. Dual prostora Lp(lr) je Lq(ls) kad god je 1 6 p, r < ∞, 1
p

+ 1
q

= 1 i
1
r

+ 1
s

= 1. Linearni ograniqeni funkcionali u Lp(lr) mogu se zapisati kao

Λ(ξ) =
∑
k∈T

E(ξkηk), ξ ∈ Lp(lr)

i ‖Λ‖ = ‖η‖Lq(ls), za svaki η ∈ Lq(ls).

Dokaz prethodne leme je sliqan dokazu dualnosti prostora Lp i Lq pa ga ne�emo

navoditi.

Formuliximo sad teoremu o konveksnosti i konkavnosti.

Teorema 4.7. Neka je T prebrojiv skup indeksa i neka je {At}t∈T prozivo	an (ne

nu�no monoton) niz σ{algebri i neka je A = σ(
⋃
t∈T
At). Pretpostavimo da za

svako h ∈ Lp va�i Dubova nejednakost∥∥∥∥ sup
t∈T
|Eth|

∥∥∥∥
p

6 Cp‖h‖p, p > 1, (5)
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gde Et oznaqava uslovno oqekiva�e u odnosu na At. Ukoliko je {ft}t∈T niz nenega-

tivnih mer	ivih funkcija, onda za 1 6 p <∞ imamo

E

[(∑
t∈T

Etft

)p]
6 Cp

qE

[(∑
t∈T

ft

)p]
, (6)

kao i

E

[(∑
t∈T

ft

) 1
p

]
6 BpE

[(∑
t∈T

Etft

) 1
p

]
, (7)

gde je Bp > 0 i Cq > 1 konstanta koja se jav	a u nejednakosti (5) i 1
p

+ 1
q

= 1.

Dokaz: Za p = 1 dokaz je trivijalan. Poka�imo tvr�e�e za 1 < p <∞. Koriste�i

Risovu17 teoremu o reprezentaciji dobijamo∥∥∥∥∑
t∈T

Etft

∥∥∥∥
p

= sup
‖g‖q61

∣∣∣∣∣E
[(∑

t∈T

Etft

)
g

]∣∣∣∣∣.
Iz (5) i Helderove nejednakosti sledi∣∣∣∣∣E

[(∑
t∈T

Etft

)
g

]∣∣∣∣∣ 6∑
t∈T

E(ft|Etg|)

6 E

[(∑
t∈T

ft

)(
sup
t∈T
|Etg|

)]

6

∥∥∥∥∥∑
t∈T

ft

∥∥∥∥∥
p

∥∥∥∥ sup
t∈T
|Etg|

∥∥∥∥
q

6 Cq

∥∥∥∥∥∑
t∈T

ft

∥∥∥∥∥
p

‖g‖q

6 Cq

∥∥∥∥∥∑
t∈T

ft

∥∥∥∥∥
p

pri qemu je ‖g‖q < 1. Ovim je dokaz nejednakosti (6) zavrxen.

Doka�imo sada nejednakost (7). Neka je r konjugovani indeks indeksa 2p, tj.
1
r

+ 1
2p

= 1 i neka je gt := (ft)
1
2p za t ∈ T i g := {gt}t∈T . Na osnovu prethodne leme

imamo (
E

[(∑
t∈T

ft

) 1
p

]) 1
2

= ‖g‖L2(l2p) = sup
‖λ‖L2(lr)

61

∣∣∣∣∣E
(∑

t∈T

gtλt

)∣∣∣∣∣.
17Frigyes Riesz (1880-1956.), ma�arski matematiqar
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Xta vixe, iz Helderove nejednakosti sledi∣∣∣∣∣E
(∑

t∈T

gtλt

)∣∣∣∣∣ 6∑
t∈T

E[Et|gtλt|]

6
∑
t∈T

E

[
(Etg

2p
t )

1
2p (Et|λt|r)

1
r

]
=
∑
t∈T

E

[
(Etft)

1
2p (Et|λt|r)

1
r

]

6 E

[(∑
t∈T

Etft

) 1
2p
(∑

t∈T

Et|λt|r
) 1

r

]

6

(
E

[(∑
t∈T

Etft

) 1
p

]
E

[(∑
t∈T

Et|λt|r
) 2

r

]) 1
2

.

Kako je 1 < 2
r

= 2− 1
p
< 2, iz prve nejednakosti sledi da je

E

[(∑
t∈T

Et|λt|r
) 2

r

]
6 BpE

[(∑
t∈T

|λt|r
) 2

r

]
6 Bp‖λ‖2

L2(lr) 6 Bp,

qime je dokaz nejednakosti (7) zavrxen. �

Kako (5) va�i u sluqaju T = N i kako je {An}n∈N nerastu�i niz, dobijamo da

i u ovom sluqaju (diskretnom) va�e nejednakosti (6) i (7). Mo�e se videti da �e

tada biti Cq = p i Bp 6 4.

4.1 Atomarna dekompozicija

Atomarna dekompozicija predstav	a veoma bitnu karakterizaciju Hardijevih

prostora kojom na pojednostav	en naqin mo�emo pokazati neke od teorema dualno-

sti i martingalnih nejednakosti. Koriste�i vreme zaustav	a�a, definixu se tri

vrste atoma i dokazujemo atomarnu dekompoziciju prostora Hs
p , pri qemu formu-

lixemo i teoreme atomarne dekompozicije prostora Pp i Qp. Tako�e, definixemo
i proste atome, pri qemu je va�no napomenuti, da teoreme atomarne dekompozi-

cije va�e i za proste atome.

Prvo �emo formulisati pojam atoma.



4 Martingalne nejednakosti 45

Definicija 4.8. Mer	iva funkcija a je (p,∞) atom prve kategorije (odnosno

(1, p,∞) atom) ako postoji vreme zaustav	a�a ν ∈ T takvo da je

(i) an := Ena = 0, za ν > n;

(ii) ‖s(a)‖∞ 6 µ(ν 6=∞)−
1
p .

Ukoliko zamenimo s(a) sa S(a), odnosno saM(a) u (ii), dobijamo koncept atoma

druge kategorije ((2, p,∞) atom), odnosno tre�e kategorije (3, p,∞) atom). Sa

Ai(p,∞) oznaqavamo skup svih (i, p,∞) atoma (i = 1, 2, 3).

Teorema 4.9. (Atomarna dekompozicija) Ukoliko je f = {fn}n>0 ∈ Hs
p, 0 < p <

∞, onda postoji niz {ak}k∈Z ∈ A1(p,∞) (1, p,∞) atoma i niz η = {ηk}k∈Z ∈ lp

realnih brojeva takvih da za svako n ∈ N va�i
∞∑

k=−∞

ηkEna
k = fn, (8)

 ∞∑
k=−∞

|ηk|p
 1

p

6 Cp‖f‖Hs
p
. (9)

Tako�e,
∞∑
−∞
ηka

k konvergira ka f u Hs
p normi.

Obratno, ako je 0 < p 6 1 i martingal f ima dekompoziciju (8), onda je f ∈ Hs
p

i

‖f‖Hs
p
∼ inf

 ∞∑
k=−∞

|ηk|p
 1

p

, (10)

gde je infimum uzet po svim dekompozicijama oblika (8).

Dokaz: Neka je f ∈ Hs
p . Posmatrajmo nerastu�i niz vremena zaustav	a�a

νk := inf{n ∈ N | sn+1(f) > 2k}, k ∈ Z.

Za proizvo	no vreme zaustav	a�a ν i martingal f ,

f ν = {f νn}n>1 definixemo kao

f νn :=
n∑

m=0

χ{ν>m}dmf

Da	e, ∑
k∈Z

(f νk+1
n − f νkn ) =

∑
k∈Z

(
n∑

m=0

(χ{νk+1>m}dmf − χ{νk>m}dmf)

)

=
n∑

m=0

∑
k∈Z

χ{νk<m<νk+1}dmf

 = fn

(11)
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Neka je

ηk := 2k3µ(νk 6=∞)
1
p , (12)

akn :=
f
νk+1
n − f νkn

ηk
. (13)

Ukoliko je ηk = 0, tada stavimo akn = 0, k ∈ Z, n ∈ N. Za fiksirano k ∈ Z
{akn}n>1 martingal. Po definiciji je,

s(f νk) =

∑
n∈N

En−1|dnf νk |2
 1

2

=

∑
n∈N

En−1|χ{νk>n}dnf |
2

 1
2

=

∑
n∈N

χ{νk>n}En−1|dnf |2
 1

2

=

(
νk∑
n=0

En−1|dnf |2
) 1

2

= sνk(f)

(14)

Iz (14) i definicije vremena zaustav	a�a νk imamo

s(f νkn ) = sνk(fn) 6 2k, (15)

odakle je

s(akn) 6
s(f

νk+1
n ) + s(f νkn )

ηk
6 µ(νk 6=∞)−

1
p ,

xto sledi iz (15) i (13).

Iz prethodnog razmatra�a mo�emo zak	uqiti da je {f νkn }n>0 ograniqen L2 ma-

rtingal, a samim tim i {akn} je L2-ograniqen. Tada postoji limn→∞ a
νk
n = ak u L2

skoro svuda tako da je

Ena
k = akn,

Ovim je zadovo	eno (8).

Proverimo da li je ak neki (1, p,∞) atom.

Uoqimo da na skupu {n 6 νk} imamo

akn =
f
νk+1
n − f νkn

ηk
=
fn − fn
ηk

= 0 (16)

Stoga Ena
k = akn = 0, kada νk > n. Tada je ispu�en uslov (i) Definicije 4.8.

Koriste�i (16) zak	uqujemo slede�e

χ{νk=∞}(s(a
k))2 6

∑
m∈N

χ{νk>n}En−1|dnak|2 =
∑
m∈N

χ{νk>n}En−1|χ{νk>n}dna
k|2 = 0
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Neka je da	e,

dna
k =

dn(f νk+1 − f νk)
ηk

= dnχ{νk<n6νk+1}ηk

tada je

(s(ak))2 =
∑
n∈N

En−1|dnak|2 6
(
sνk+1(f)

ηk

)2

6

(
2k+1

ηk

)2

=

(
2k+1

2k3µ(νk 6=∞)
1
p

)2

6
(
µ(νk 6=∞)−

1
p

)2

Odatle, s(ak) 6 µ(νk 6= ∞)−
1
p . a s obzirom da je s(ak) = 0 izvan skupa {νk 6= ∞}

zak	uqujemo da je

‖s(a)‖∞ 6 µ(νk 6=∞)−
1
p

qime je ispu�en i uslov (ii) Definicije (4.8).

Kako su ispu�eni svi uslovi Definicije (4.8) mo�emo zak	uqiti da je ak neki

(1, p,∞) atom i

fn =
∑
k∈Z

(f νk+1
n − f νkn ) =

∑
k∈Z

ηka
k
n =

∑
k∈Z

ηkEna
k

Da	e,

∑
k∈Z

|ηk|p = 3p
∑
k∈Z

2kpµ(νk 6=∞)

= 3p
∑
k∈Z

2kpµ{s(f) > 2k}

= 3p
∑
k∈Z

(2k)pµ{sp(f) > (2k)p}

=
3p

2p − 1

∑
k∈Z

[
(2p)k+1 − (2p)k

]
µ{sp(f) > (2p)k}

=
3p

2p − 1

∑
k∈Z

(2p)kµ{(2p)k−1 < sp(f) 6 (2p)k}

6
3p

2p − 1
E(sp(f)).

Ovim je pokazano (9).

Poka�imo sada da ∑
k∈Z

ηka
k → f (17)

u normi Hs
p .

Kako je

ηka
k = f νk+1 − f νk
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tada je
m∑
k=l

ηka
k =

m∑
k=l

(f νk+1 − f νk) = f νm+1 − f νl

Oqigledno,

f −
m∑
k=l

ηka
k = (f − f νm+1) + f νl .

i ∥∥∥f − m∑
k=l

ηka
k
∥∥∥
Hs
p

6 ‖f − f νm+1‖Hs
p

+ ‖f νl‖Hs
p

(18)

Iz definicije imamo da je

‖f − f νm+1‖Hs
p

= ‖s(f − f νm+1)‖p.

Da	e,

‖s(f − f νm+1)‖p =

(∫
Ω

|s(f − f νm+1)|pdµ
) 1

p

=

(∫
Ω

sp(f − f νm+1)dµ

) 1
p

(19)

Me�utim, kako je s2(f − f νm+1) = s2(f) − s2(f νm+1), odatle s(f − f νm+1) 6 s(f) i

s(f νm+1) 6 s(f).

Pa je onda i

sp(f − f νm+1) 6 sp(f)

i
∫

Ω
sp(f)dµ = ‖f‖pHs

p
<∞.

Koriste�i da je limm→∞ s(f − f νm+1) = limm→∞ s(f
νm+1) = 0 skoro svuda zak	u-

qujemo da

sp(f − f νm+1) = (s2(f)− s2(f νm+1))p/2 → 0

skoro svuda, kada m→∞.

Tada prime�uju�i teoremu od dominantnoj konvergenciji iz (19) sledi

‖s(f − f νm+1)‖p → 0

kada m→∞.

Stoga,

‖f − f νm+1‖Hs
p
→ 0 (20)

kada m→∞.

Tako�e iz qi�enice da je s(f νl) 6 2l, zak	uqujemo

‖f νl‖Hs
p

= ‖s(f νl‖p 6 2l
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Stoga,

‖f νl‖Hs
p
→ 0 (21)

kada l → −∞ Tada iz (18) prime�uju�i (20) i (21) dobijamo da red
∑m

k=l ηka
k

konvergira ka f u Hs
p normi kada m→ +∞, l→ −∞.

Doka�imo posled�e tvr�e�e teoreme.

Neka je 0 < p 6 1 i neka f mo�emo zapisati u obliku (8), tada

s(f) 6
∞∑

k=−∞

|ηk|s(ak).

Poxto je 0 < p 6 1, to je

E(sp(f)) 6
∞∑

k=−∞

|ηk|pE(sp(ak)).

Ukoliko je a neki (1, p,∞) atom, onda iz same definicije kako je akn = Ena
k = 0

na skupu {νk > n} imamo

χ{ν>k}Ek−1|dka|2 = Ek−1(χ{ν>k}|dka|2) = 0,

tako da je s(a) = 0 na skupu {ν =∞}.
Tada je E(sp(a)) 6 1, tj. va�i nejednakost

E(sp(f)) 6
∞∑

k=−∞

|ηk|p. �

Teorema 4.10. Ukoliko u Teoremi 4.9, zamenimo Hs
p i A1(p,∞), tim redom, sa

Qp i A2(p,∞), odnosno sa Pp i A3(p,∞) za 0 < p < ∞. tada, tako�e va�e (8) i

(9). Suma
m∑
k=l

ηka
k konvergira ka f u Qp normi (0 < p 6 2) i u Pp normi (0 < p 6 1),

kada m→ +∞, l→ −∞. Obrnuto, i (10) va�e u oba sluqaja, za 0 < p 6 1.

Dokaz: Dokaz se mo�e prona�i u [1]. �

Definicija 4.11. Mer	iva funkcija a je (1, p,∞) prost atom ukoliko postoje

n ∈ N i H ∈ Fn takvi da

(i) an := Ena = 0,

(ii) ‖s(a)‖∞ 6 µ(H)−
1
p ,

(iii) {a 6= 0} ⊂ H.
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Ukoliko zamenimo s(a) sa S(a), odnosno sa M(a) u (ii), dobijamo koncept (2, p,∞),

odnosno (3, p,∞) prostog atoma. Sa Ai(p,∞) oznaqavamo skup svih (i, p,∞) pro-

stih atoma.

Primetimo da ukoliko je H ∈ Fn, za svako n ∈ N, onda je preslikava�e

νH(ω) =

n, ω ∈ H

∞, ω /∈ H

vreme zaustav	a�a.

Kako je H = {νH 6=∞}, mo�emo uoqiti da je svaki (i, p,∞) prost atom u stvari

(i, p,∞) atom (i = 1, 2, 3, 0 < p < ∞). Teorema o atomarnoj dekompoziciji tako�e

va�i za proste atome, tako da martingale u Hs
p , Pp, Qp tako�e mo�emo rastaviti

na proste atome.

4.2 Nejednakosti martingalnih Hardijevih prostora

Da bismo dokazali Burkholder-Dejvis-Gandijevu nejednakost (Teoremu 4.16),

osla�amo se na teoremu o atomarnoj dekompoziciji, pri qemu nam je tako�e po-

trebna i Dejvisova dekompozicija martingala HS
p i H∗p prostora koju �emo ovde

prikazati.

Definicija 4.12. Oznaqimo sa Gp, 0 < p < ∞ prostor martingala f za koje

va�i

‖f‖Gp
def
=

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

|dnf |

∥∥∥∥∥
p

<∞.

Prostor Gp je uveo Garsija18 u [7].

Lema 4.13. Neka je f ∈ HS
p , 1 6 p < ∞. Tada postoji h ∈ Gp i g ∈ Qp takvo da

je fn = hn + gn za svako n ∈ N i

‖h‖Gp 6 (2 + 2p)‖f‖HS
p
,

‖g‖Qp 6 (7 + 2p)‖f‖HS
p
.

Dokaz: Pretpostavimo da je λ0 6 λ1 6 · · · adaptirani niz funkcija takav da je

Sn(f) 6 λn, λ∞ := sup
n∈N

λn ∈ Lp.

18Adriano Mario Garsia (1928.), italijansko-ameriqki matematiqar
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Mo�emo uoqiti

dnf = dnfχ{λn>2λn−1} + dnfχ{λn62λn−1}.

Neka je

h :=
∞∑
k=1

[
dkfχ{λk>2λk−1} − Ek−1(dkfχ{λk>2λk−1})

]
,

g :=
∞∑
k=1

[
dkfχ{λk62λk−1} − Ek−1(dkfχ{λk62λk−1})

]
.

Na skupu {λk > 2λk−1} imamo λk 6 2(λk − λk−1), pa je

|dkf |χ{λk>2λk−1} 6 λkχ{λk>2λk−1} 6 2(λk − λk−1),

odakle dobijamo
n∑
k=1

|dkh| 6 2λn + 2
n∑
k=1

Ek−1(λk − λk−1).

Na osnovu Teoreme 4.7 imamo da je konstatnta Cp = p odakle dobijamo

‖h‖Gp 6 (2 + 2p)‖λ∞‖p.

Sa druge strane,

|dkf |χ{λk62λk−1} 6 λkχ{λk62λk−1} 6 2λk−1

i kao posledicu toga

|dkg| 6 4λk−1.

Konaqno, mo�emo zak	uqiti

Sn(g) 6 Sn−1(g) + |dng|
6 Sn−1(f) + Sn−1(h) + 4λn−1

6 λn−1 + 2λn−1 + 2
n−1∑
k=1

Ek−1(λk − λk−1) + 4λn−1.

Ponovo, na osnovu Teoreme 4.7, Cp = p, pa je

‖g‖Qp 6 (7 + 2p)‖λ∞‖p.

Stav	aju�i λn := Sn(f), dokaz leme je zavrxen. �
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Lema 4.14. Neka je f ∈ H∗p , 1 6 p <∞. Tada postoji h ∈ Gp i g ∈ Pp takvo da je
fn = hn + gn za svako n ∈ N i

‖h‖Gp 6 (4 + 4p)‖f‖H∗p ,

‖g‖Pp 6 (13 + 4p)‖f‖H∗p .

Dokaz: Dokaz ove leme je sliqan prethodnom dokazu i mo�e se na�i u [7] i [8]. �

Poka�imo sada dve glavne teoreme koje opisuju odnos izme�u Hardijevih pro-

stora.

Teorema 4.15.

(i) ‖f‖H∗p 6 Cp‖f‖Hs
p
, ‖f‖HS

p
6 Cp‖f‖Hs

p
, (0 < p 6 2);

(ii) ‖f‖Hs
p
6 Cp‖f‖H∗p , ‖f‖Hs

p
6 Cp‖f‖HS

p
, (2 6 p <∞);

(iii) ‖f‖H∗p 6 ‖f‖Pp, ‖f‖HS
p
6 ‖f‖Qp , (0 < p <∞);

(iv) ‖f‖H∗p 6 Cp‖f‖Qp, ‖f‖HS
p
6 Cp‖f‖Pp, (0 < p <∞);

(v) ‖f‖Hs
p
6 Cp‖f‖Pp, ‖f‖Hs

p
6 Cp‖f‖Qp , (0 < p <∞).

Teorema 4.16. (Burkholder-Dejvis-Gandijeva nejednakost) Prostori HS
p i H∗p su

ekvivalentni za 1 6 p <∞, tj.

cp‖f‖HS
p
6 ‖f‖H∗p 6 Cp‖f‖HS

p
, 1 6 p <∞. (22)

Ove dve teoreme dokazane su koriste�i metodu atomarne dekompozicije. Me-

�utim, mogu se dokazati i bez �e, koriste�i druge argumente kao u [4], [5] i [6]. U

dokazu koji sledi akcenat �e biti stav	en na koncept atomarne dekompozicije.

Dokaz Teoreme 4.15:

Poka�imo, najpre, da ukoliko je a neki (1, p,∞) atom tada je ‖a‖H∗p 6 2 i

‖a‖HS
p
6 1 za 0 < p 6 2.

Neka je a∗ = supk6n ak i neka je ν vreme zaustav	a�a za koje va�i (i) i (ii) iz

Definicije 4.8, tada,

E(a∗p) = E(a∗pχ{ν 6=∞}) 6 E
p
2 (a∗2)µ(ν 6=∞)1− p

2 .

Koriste�i Dubovu nejednakost dobijamo

E(a∗2) 6 4E(a2) 6 4E(s2(a)),
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pa je

E(a∗p) 6 2p
(
µ(ν 6=∞)−

2
pµ(ν 6=∞)

) p
2
µ(ν 6=∞)1− p

2 = 2p,

gde je ν ∈ T vreme zaustav	a�a. Odavde imamo da je

‖a‖H∗p 6 2 (23)

Sliqno se pokazuje da je ‖a‖Hs
p
6 1.

Poka�imo sada prvu nejednakost u (i) za 0 < p 6 1.

Neka f ima dekompoziciju kao u Teoremi 4.9, tj.

f =
∑
k∈Z

ηka
k

gde je ak, k ∈ Z, neki (1, p,∞) atom. Tada,

f ∗ = sup
n
|fn| = sup

n
|
∑
k∈Z

ηka
k
n| 6

∑
k∈Z

|ηk| sup
n
|akn| =

∑
k∈Z

|ηk|(ak)∗

pa odatle za 0 < p 6 1

E|f ∗|p 6
∑
k∈Z

|ηk|pE((ak)∗)p

tj.

‖f‖pH∗p 6
∑
k∈Z

|ηk|p‖ak‖pH∗p (24)

Kako je ak jedan (1, p,∞) atom, tada za 0 < p 6 2

‖ak‖H∗p 6 2.

Tada iz (24) primenom prethodnog, zak	uqujemo da je

‖f‖H∗p 6 2

∑
k∈Z

|ηk|p
 1

p

(25)

Primenom nejednakosti (9) Teoreme (4.9) dobijamo da je

‖f‖H∗p 6 2Cp‖f‖Hs
p

qime je dokaz prve nejednakosti u (i), za 0 < p 6 1 zavrxen.

Doka�imo sada drugu nejednaksost u (i) za 0 < p 6 2.

Neka je

f =
∑
k∈Z

ηka
k
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i

f νn :=
n∑

m=0

χ{ν>m}dmf.

Primenom jednakosti fn =
∑
k∈Z

(f
νk+1
n − f νkn ) i f

νk+1
n − f νkn =

n∑
i=0

difχ{νk<i≤νk+1}, koje

smo pokazali u dokazu Teoreme 4.9, na funkciju dnf umesto fn, zak	uqujemo da

va�i

dnf =
∑
k∈Z

(dnf)χ{νk<n6νk+1}.

gde je νk = inf{n ∈ N | sn+1(f) > 2k}
Za fiksirano n, skupovi {νk < n 6 νk+1} su disjunktni i imamo

|dnf |2 =
∑
k∈Z

|dnf |2χ{νk<n6νk+1}. (26)

pri qemu je skup {νk < n 6 νk+1} je Fn−1 mer	iv.

Stoga,

S2(f) =
∑
k∈Z

S2(ηka
k),

gde su ηk i a
k, k ∈ N, definisani kao u dokazu Teoremi 4.9 tj. ηk = 2k3µ(νk 6=∞)

1
p

i ak je neki (1, p,∞) atom.

Kako je 0 < p
2
6 1, iz prethodnog sledi

E(Sp(f)) 6
∑
k∈Z

|ηk|pE(Sp(ak)) 6
∑
k∈Z

|ηk|p. (27)

gde primenom nejednakosti (9) Teoreme 4.9 zak	uqujemo da je

‖f‖HS
p
6 Cp‖f‖Hs

p

time smo dokazali drugu nejednakost u (i) za 0 < p 6 2.

Ukoliko u Teoremi 4.7 zamenimo {At}t∈T sa {Fk−1}k∈N, p sa p
2
i ft sa |dkf |2 u

nejednakosti (6), dobijamo za 1 6 p
2
<∞

E

[(∑
k∈N

Ek−1|dkf |2
)p/2]

6 CpE

[(∑
k∈N

|dkf |2
)p/2]

odakle dobijamo da je ‖f‖Hs
p
6 Cp‖f‖HS

p
, 2 6 p < ∞, qime smo dokazali drugu

nejednakost u (ii).
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Dokaz (iii) lako sledi iz definicije prostora.

Jednostavno se utvr�uje (iz (i)) da je ‖a‖H∗p ≤ 2 ako je a ∈ A2(p,∞) i ‖a‖HS
p
≤ 1

ako a ∈ A3(p,∞) (0 < p ≤ 2). Sliqno kao u dokazu (i) mo�emo pokazati da prva

nejednakost u (iv) va�i za 0 < p ≤ 1 i da druga va�i za 0 < p ≤ 2 primenom

Teoreme 4.10.

Oznaqimo sa K0 skup ograniqenih i Fn{mer	ivih funkcija, za neko n. K0 je

oqigledno sadr�an u svih pet Hardijevih prostora martingala koji su uvedeni

ranije. Pokaza�emo da prva nejednakost (iv) va�i za svako f ∈ Ko i za p > 1.

Pretpostavimo da ova nejednakost va�i za sve f ∈ K0 i za fiksirano p
2
(p > 0),

odnosno

‖f‖H∗p
2

6 C p
2
‖f‖Q p

2

(f ∈ K0) (28)

i poka�imo da ova va�i i za p.

Neka je

gn
def
= f 2

n − S2
n(f).

Lako se vidi da je g = {gn}n>0 martingal i da g ∈ K0 poxto f ∈ K0. Xtavixe,

va�i

S2
n(g) 6 42f ∗2n−1S

2
n(f) 6 42f ∗2n−1λ

2
n−1,

gde je {λn}n>0 niz predvi�a�a niza (Sn(f)) u Lp. Prema Helderovoj nejednakosti

dobijamo

‖g‖Q p
2

6 2‖f ∗λ∞‖ p
2
6 2‖f ∗‖p‖λ∞‖p,

to jest

‖g‖Q p
2

6 2‖f‖H∗p‖f‖Qp . (29)

Poxto je f 2
n = gn + S2

n(f), imamo

|fn|p 6 2
p
2

(
|gn|

p
2 + Spn(f)

)
i

|f ∗|p 6 2
p
2

(
|g∗|

p
2 + Sp(f)

)
.

Drugim reqima,

‖f ∗‖pH∗p 6 2
p
2‖g∗‖

p
2
H∗p

2

+ 2
p
2‖f‖pQp .

Slede�a nejednakost sledi iz (28) i (29):

‖f‖pH∗p − 2
p
2

(
‖f‖pQp + C

p
2
p
2
2
p
2‖f‖

p
2
H∗p
‖f‖

p
2
Qp

)
6 0.
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Rexava�em ove kvadratne nejednaqine po z = ‖f‖
p
2
H∗p

dobijamo da va�i

‖f‖H∗p ≤
(

4C p
2

+
√

2
)
‖f‖Qp

za sve f ∈ K0. Stoga ova nejednakost va�i za sve f ∈ K0 i za sve 1 < p <∞, zbog

toga xto va�i za 0 < p ≤ 1, kao xto vidimo gore. Ostaje jox da se doka�e da

va�i i za sve f ∈ Qp. To �e biti dokazano korix�e�em Teoreme 4.16.

Konaqno, poxto je, kao u (26), skup {νk < n ≤ νk+1} Fn−1-mer	iv, dokazi obe

nejednakosti (v) za 0 < p 6 2 su sliqni dokazu (i). �

Sada mo�emo zapoqeti dokaz Burkholder-Dejvis-Gandijeve nejednakosti.

Dokaz teoreme 4.16: Poka�imo, najpre, desni deo nejednakosti (22) za svako

f ∈ HS
1 ukoliko je p = 1, i za svako f ∈ K0, ukoliko je 1 < p <∞, tj.da va�i

‖f‖H∗p 6 Cp‖f‖HS
p
, 1 6 p <∞.

Lako se mo�e pokazati da je

‖h‖H∗p 6 ‖h‖Gp ,

‖h‖HS
p
6 ‖h‖Gp ,

gde je h uvedeno u Lemi 4.13.

Neka je f ∈ HS
1 za p = 1 i f ∈ K0 za 1 < p < ∞. Tada postoje h ∈ Gp i g ∈ Qp

takvi da va�i Lema 4.13. S obzirom da je g konaqna suma ograniqenih razlika,

tada g ∈ K0. Prime�uju�i ove rezultate i deo (iv) Teoreme 4.15 na g ∈ K0, dobijamo

‖f‖H∗p 6 ‖h‖H∗p + ‖g‖H∗p 6 ‖h‖Gp + Cp‖g‖Qp 6 Cp‖f‖HS
p
.

Levi deo nejednakosti (22) mo�emo sliqno pokazati za f ∈ H∗p , 1 6 p 6 2.

Dejvisova nejednakost (sluqaj kada je p = 1) koja predstav	a te�i deo dokaza

je ovim ve� pokazana. Naime, koriste�i Dejvisovu dekompoziciju f = h+g i Lemu

4.13, kao i prvu nejednakost u (iv) Teoreme 4.15

‖f‖H∗1 6 ‖h‖H∗1 + ‖g‖H∗1 6 ‖h‖G1 + Cp‖g‖Q1 6 4‖f‖HS
1

+ 9‖f‖HS
1

= 13‖f‖HS
1

Dok, koriste�i Dejvisovu dekompoziciju f = h′+g′, Lemu 4.14 i drugu nejednakost

u (iv) Teoreme 4.15

‖f‖HS
1
6 ‖h′‖HS

1
+ ‖g′‖HS

1
6 ‖h‖G1 + Cp‖g‖P1 6 8‖f‖H∗1 + 17‖f‖H∗1 = 25‖f‖H∗1
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Originalni dokaz Dejvisove nejednakosti mo�e se prona�i i u radu [9].

Poka�imo sad da levi deo nejednakosti (22) va�i za svako f ∈ K0, za p > 2.

Nejednakost

‖g‖HS
p
2

6 2‖f‖H∗p‖f‖HS
p

(30)

mo�e biti dokazana bax kao i (29). Iz definicije gn mo�emo zak	uqiti da je

S2
n(f) = f 2

n − gn i kao posledica toga

‖f‖p
HS
p
6 2

p
2‖g‖

p
2
H∗p

2

+ 2
p
2‖f‖pH∗p .

Iz desnog dela nejednakosti za p
2
i iz (30) sledi da je

‖f‖p
HS
p
− 2

p
2

(
‖f‖pH∗p + C

p
2
p
2
2
p
2‖f‖

p
2
H∗p
‖f‖

p
2

HS
p

)
6 0.

Rexavaju�i ovu nejednakost za z = ‖f‖
p
2

HS
p
zak	uqujemo da levi deo nejednakosti

va�i za p > 2 i f ∈ K0.

Pokazali smo do sada da nejednakost (22) va�i za p = 1 i posebno za 1 < p <∞
ukoliko je f ∈ K0. Kako smo dokazali H∗p ∼ Lp, za 1 < p < ∞, prostor H∗p je

Banahov prostor i K0 je gust u H∗p , za 1 6 p < ∞. Ista posled�a dva tvr�e�a

va�e i za HS
p . Tada dokaz teoreme sledi direktno iz prethodnog i tvr�e�a da

je ||f ||1 6 ||f ||H , gde je H ∈ {Hs
1 ,Q1,P1} (ova nejednakost predstav	a posledicu

Teoreme 4.9 i va�i za H = H∗1 ), s obzirom da je ||a||1 6 1 ukoliko je a ∈ A1(p,∞),

za i = 1, 2, 3. �

Nastavak dokaza teoreme 4.15: Prva nejednakost u (i) za 1 < p ≤ 2 je jednostavna

posledica Teoreme 4.16 i druge nejednakosti u (i). Tako�e, prva nejednakost u (ii)

za 2 ≤ p < ∞ je jednostavna posledica iste teoreme i druge nejednakosti u (ii).

Ostatak (iv) sledi iz Teoreme 4.16 i (iii), za svako 1 < p < ∞. Za 2 ≤ p < ∞
nejednakosti u (v) slede iz (ii) i (iii). �

Kontraprimer Marcinkjevi�a 19 i Zigmunda20 iz [1] pokazuje da Burkholder-

Dejvis-Gandijeva nejednakost ne va�i za 0 < p < 1, a iskazan je slede�im stavom.

Stav 4.17. Ne postoji cp > 0 niti Cp > 0 takvi da va�i

cp‖S(f)‖p 6 ‖f ∗‖p 6 Cp‖S(f)‖p

za sve martingale, ukoliko je 0 < p < 1.

19Józef Marcinkiewicz (1910-1940.), po	ski matematiqar
20Antoni Zygmund (1900-1992.), po	ski matematiqar
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Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [1]. �

Iz ovog stava sledi da leme (4.13) i (4.14) ne va�e za 0 < p < 1, jer bi u supro-

tnom dokaz Burkholder-Dejvis-Gandijeve nejednakosti proxao i za ovaj sluqaj.

U slede�em primeru �emo videti da nejednakosti (i) za 2 6 p < ∞ i (ii) za

0 < p 6 2 Teoreme 4.15 ne va�e.

Primer 4.18. Neka je F0 := {∅,Ω} i F1 = F2 = . . . = F . Tada je

H∗p = HS
p = Lp ∩ L1,

‖f‖H∗p = ‖f‖HS
p

= ‖f‖p,

Hs
p = L2,

Pp = Qp = L∞, 0 < p <∞.

Situacija je drugaqija ukoliko je F regularan stohastiqki bazis. Tada je svih

pet Hardijevih prostora me�usobno ekvivalentno. Regularni stohastiqki bazis

definixemo na slede�i naqin.

Definicija 4.19. Stohastiqki bazis F se naziva regularnim ukoliko postoji

broj R > 0 takav da za svaku nenegativnu i integrabilnu funkciju f va�i

Enf 6 REn−1f, n ∈ N,

pri qemu je E−1 := E0.

Ovde �e biti pokazan generalan sluqaj, pri qemu �emo definisati pojam re-

gularnog bazisa u takvom sluqaju koriste�i pojam
”
nevid	ivog\ martingala.

Vejs21 je nazvao martingal f = {f}n≥0 ”
nevid	ivim\ ukoliko postoji realan

broj R > 0 takav da je

|dnf |2 6 REn−1|dnf |2, n > 0. (31)

Klasu
”
nevid	ivih\ martingala koji imaju istu konstantu R oznaqava�emo sa

νR. Stohastiqki bazis je regularan ako i samo je svaki martingal
”
nevid	iv\.

Nejednakost (31) mo�e se definisati sa eksponentom p umesto 2.

Lema 4.20. Ukoliko (31) va�i, onda postoji pozitivan broj Rp takav da za

svako n ∈ N va�i

|dnf |p 6 RpEn−1|dnf |p, 0 < p <∞. (32)

21Ferenc Weisz, ma�arski matematiqar
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Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [1]. �

Uslov (32) za p = 1 potvrdio je Garsija [7].

Stav 4.21. Ukoliko va�i (31) za sve martingale sa istom konstantom R, tada

je stohastiqki bazis F regularan. Obrnuto tako�e va�i.

Dokaz: Neka je f = {fn}n>0 nenegativan martingal. Tada

En−1|fn − fn−1| 6 En−1(|fn|+ |fn−1|) = En−1(fn + fn−1) = 2fn−1.

Iz (31) i nejednakosti koja je dobijena iz (31) (En−1|dnf |2)
p
2 6 R

2−p
2 En−1|dnf |p za

p = 1 sledi

|dnf |2 6 REn−1|dnf |2

6 R2(En−1|fn − fn−1|)2

6 4R2f 2
n−1.

Tada je

fn 6 fn−1 + |dnf | 6 (1 + 2R)fn−1,

odakle sledi da je F regularan. Obrnuto va�i iz definicije regularnosti. �

Teorema 4.22. Neka je νR klasa
”
nevid	ivih\ martingala koji imaju istu ko-

nstantu R u (17). Neka je f ∈ νR. Za 0 < p <∞ va�i

‖f‖Hs
p
6 Cp‖fHS

p
6 Cp‖f‖H∗p 6 Cq‖f‖Pp 6 Cp‖f‖Qp 6 Cp‖f‖Hs

f
,

gde je Cp konstanta koja zavisi isk	uqivo od konstanti R i p.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [1]. �

Stav 4.21 i Teorema 4.22 povlaqe narednu posledicu.

Posledica 4.23. Ukoliko je F regularan stohastiqki bazis, tada su Hs
p, H

S
p ,

H∗p , Pp i Qp ekvivalentni prostori za 0 < p <∞.
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5 Nekomutativni martingalni Hardijevi prosto-

ri

U ovom poglav	u definisa�emo nekomutativne martingalne Hp prostore i sa-

qini�emo pregled skorax�ih nauqnih dostignu�a u ovom pravcu.

Neka jeM fon Nojmanova22 algebra sa normalnim vernim i normalizovanim

tragom τ . Neka je N ⊂ M fon Nojmanova podalgebra. Nekomutativan Lp pro-

stor pridru�en prostoru (N , τ |N ) je prirodno identifikovan sa potprostorom

od Lp(M). Postoji jedinstveno, normalno, verno uslovno oqekiva�e E :M→ N ,

koje quva trag τ , tj. τ(E(x)) = τ(x), za svako x ∈ M. Za 1 6 p 6∞, E je proxiren
do kontraktibilne projekcije prostora Lp(M) na prostor Lp(N ) pri qemu oznaka

ostaje ista.

Za svako 0 < p 6 ∞ neka je Lp(M, τ) ili jednostavno Lp(M) pridru�en nekomu-

tativan Lp-prostor. uoqimo da je za p = ∞, Lp(M) je zapravo M sa operatorom

norme. Norma na Lp(M) je definisana kao

‖x‖p =
(
τ
(
|x|p
)) 1

p
, x ∈ Lp(M),

gde je

|x| = (x∗x)
1
2

standardna apsolutna vrednost od x. Ukoliko je ‖x‖p <∞ ka�emo da je martingal

Lp ograniqen.

Primedba 5.1. Prostor svih ograniqenih Lp martingala mo�e se identifi-

kovati sa prostorom Lp(M), za 1 < p <∞ [10].

Za vixe deta	a o ovom prostoru mo�e se pogledati [22].

Za x ∈ Lp(M) oznaqimo redom sa r(x) i l(x) desni i levi nosaq elementa x.

Ukoliko je x = u|x| polarna dekompozicija od x, tada je r(x) = u∗u i l(x) = uu∗.

Uoqavamo da su r(x) i l(x) tako�e najma�e projekcije e takve da xe = x, odnosno

ex = x. Ukoliko je element x samoadjungovan, onda je r(x) = l(x).

Postavimo sada opxte pojmove potrebne za definisa�e martingala u neko-

mutativnom sluqaju.

Neka je {Mn}n>1 rastu�i niz fon Nojmanovih podalgebri algebreM takav da

je
⋃
n>1

Mn W
∗-gust uM i En = E(·|Mn) uslovno oqekiva�e odM u odnosu naMn.

22John von Neumann (1903-1957), ma�arsko-ameriqki matematiqar
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Tada je En projekcija norme 1 prostora Lp(M) na prostor Lp(Mn) i En > 0, kad

god je x > 0.

Definicija 5.2. Niz x = {xn}n>1 ∈ L1(M) naziva se nekomutativni marti-

ngal u odnosu na {Mn}n>1 ukoliko je

En(xn+1) = xn, n > 1

.

Dodatno, ako je xn u Lp(M) za n > 1 i 1 6 p 6∞ onda se x naziva

Lp-martingalom.

U tom sluqaju je

‖x‖p = sup
n>1
‖xn‖p.

Ukoliko je ‖x‖p <∞, onda se x naziva ograniqen Lp-martingal.

Neka je da	e x = {xn}n>1 nekomutativan martingal u odnosu na {Mn}n>1.

Definiximo

dxn = xn − xn−1, n > 1,

x0 = 0.

Niz dx = {dxn}n>1 naziva se niz martingalnih razlika od x. Ka�emo da je x

konaqan martingal ukoliko postoji N takvo da je dxn = 0 za svako n > N .

U nastavku za svaki operator x ∈ L1(M) oznaqi�emo xn = En(x), n > 1.

Definiximo kvadratnu funkciju i Hardijev prostor za nekomutativne ma-

rtingale. S obzirom da u nekomutativnom sluqaju postoje dve vrste Hardijevih

prostora, tj. Hardijevi prostori kolona i Hardijevi prostori redova, u skladu sa

tim definixemo verziju kvadratne funkcije kolone i reda u odnosu na (konaqan)

martingal x = {xn}n>1.

Sc,n(x) =

 n∑
k=1

|dxk|2
 1

2

, Sc(x) =

 ∞∑
k=1

|dxk|2
 1

2

,

Sr,n(x) =

 n∑
k=1

|dx∗k|2
 1

2

, Sr(x) =

 ∞∑
k=1

|dx∗k|2
 1

2

.

Definicija 5.3. Neka je 1 6 p <∞. Definiximo prostor Hc
p(M) kao komple-

tira�e svih konaqnih Lp-martingala sa normom

‖x‖Hc
p

= ‖Sc(x)‖p.
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Definiximo prostor Hr
p(M) kao kompletira�e svih konaqnih Lp-martingala

sa normom

‖x‖Hr
p

= ‖Sr(x)‖p.

Definiximo Hardijev prostor nekomutativnih martingala.

Definicija 5.4. Neka je 1 6 p < 2.

Hp(M) = Hc
p(M) +Hr

p(M)

sa normom

‖x‖Hp = inf
{
‖y‖Hc

p
+ ‖z‖Hr

p

}
,

gde je infimum uzet po svim y ∈ Hc
p(M) i z ∈ Hr

p(M) takvim da x = y + z.

Neka je 2 6 p <∞.

Hp(M) = Hc
p(M) ∩Hr

p(M)

sa normom

‖x‖Hp = max
{
‖x‖Hc

p
, ‖x‖Hr

p

}
.

Primedba 5.5. Razlog zaxto je definisan Hp(M) razliqito za 1 6 p < 2 i

2 6 p 6∞ predstav	en je u [10].

Definiximo sada uslov	enu kvadratnu funkciju kolona i uslov	enu kva-

dratnu funkciju redova i na osnovu �e definiximo (uslov	eni) Hp prostor, kao

xto je to razvijeno u radu Jungea23 i Sjua 24 u [11].

Neka je x = {xn}n>1 konaqan martingal u L2(M).

sc,n(x) =

 n∑
k=1

Ek−1|dxk|2
 1

2

, sc(x) =

 ∞∑
k=1

Ek−1|dxk|2
 1

2

,

sr,n(x) =

 n∑
k=1

Ek−1|dx∗k|2
 1

2

, sr(x) =

 ∞∑
k=1

Ek−1|dx∗k|2
 1

2

.

Definicija 5.6. Neka je 0 < p < ∞. Definixemo hcp(M) kao kompletira�e

svih konaqnih L∞-martingala u odnosu na (kvazi)normu

‖x‖hcp = ‖sc(x)‖p.

Za p = ∞, definixemo hc∞(M) kao Banahov prostor L∞(M)-martingala x ta-

kvih da
∑
k>1

Ek−1|dxk|2 konvergira u slaboj topologiji.

23Marius Junge (1962.), nemaqki matematiqar
24Qinwu Xu, kineski matematiqar
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Definicija 5.7. Neka je 0 < p < ∞. Definixemo hrp(M) kao kompletira�e

svih konaqnih L∞-martingala u odnosu na (kvazi)normu

‖x‖hrp = ‖sr(x)‖p.

Za p = ∞, definixemo hr∞(M) kao Banahov prostor L∞(M)-martingala x ta-

kvih da
∑
k>1

Ek−1|dx∗k|2 konvergira u slaboj topologiji.

Tako�e, potreban nam je lp(Lp(M)) prostor svih nizova a = {an}n>1 ∈ Lp(M)

takvih da je

‖a‖lp(LP (M)) =

∑
n>1

‖an‖pp

 1
p

<∞, 0 < p <∞,

i

‖a‖l∞(L∞(M)) = sup
n
‖an‖∞, p =∞.

Neka je

sd(x) =

∑
n>1

‖dxn‖pp

 1
p

i

‖x‖hdp = ‖sd(x)‖p = ‖dx‖lp(Lp(M))

Prostor hdp(M) je potprostor prostora lp(Lp(M)) koji sadr�i nizove marti-

ngalnih razlika i sa normom definisanom vixe.

Definiximo sada uslovnu verziju Hardijevih martingalnih prostora.

Definicija 5.8. Za 0 < p < 2,

hp(M) = hdp(M) + hcp(M) + hrp(M)

sa normom

‖x‖hp = inf
{
‖w‖hdp + ‖y‖hcp + ‖z‖hrp

}
gde je infimum uzet po svim w ∈ hdp(M), y ∈ hcp(M), z ∈ hrp(M) takvim da je

x = w + y + z.

Za 2 6 p <∞,

hp(M) = hdp(M) ∩ hcp(M) ∩ hrp(M)

sa normom

‖x‖hp = max
{
‖x‖hdp , ‖x‖hcp , ‖x‖hrp

}
.
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5.1 Nekomutativni martingalni BMO prostori

Mo�emo definisati i nekomutativne martingalne BMO prostore.

Definicija 5.9. Neka je prostor

BMOc(M) =
{
a ∈ L2(M)

∣∣ sup
n>1
‖En

(
|a− En−1(a)|2

)
‖∞ <∞

}
,

E0 = 0,

sa normom

‖a‖BMOc(M) =
(

sup
n>1
‖En

(
|a− En−1(a)|2

)
‖∞
) 1

2
.

Sliqno, prostor

BMOr(M) =
{
a ∈ L2(M) | a∗ ∈ BMOc(M)

}
,

sa normom

‖a‖BMOr(M) = ‖a∗‖BMOc(M).

Konaqno,

BMO(M) = BMOc(M) ∩BMOr(M),

sa normom

‖a‖BMO(M) = max
{
‖a‖BMOc(M), ‖a‖BMOr(M)

}
.

Mo�e se pokazati da je prostor
(
BMOc(M), ‖ · ‖BMOc(M)

)
Banahov.

Definicija 5.10. Neka je prostor

bmoc(M) =
{
a ∈ L2(M)

∣∣ sup
n>1
‖En

(
|a− En(a)|2

)
‖∞ <∞

}
,

sa normom

‖a‖bmoc(M) = max

‖E1(a)‖∞,

(
sup
n>1
‖En

(
|a− En(a)|2

)
‖∞

) 1
2

 .

Sliqno, prostor

bmor(M) =
{
a ∈ L2(M) | a∗ ∈ bmoc(M)

}
,

sa normom

‖a‖bmor(M) = ‖a∗‖bmoc(M).
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Za bilo koji niz a = {an}n>1 uM je

‖a‖l∞(L∞(M)) = sup
n>1
‖an‖∞.

Neka je

‖a‖bmod = ‖dx‖l∞(L∞(M))

Prostor bmod(M) je potprostor od l∞(L∞(M)) koji sadr�i nizove martinga-

lnih razlika sa normom definisanom vixe.

Konaqno,

bmo(M) = bmoc(M) ∩ bmor(M) ∩ bmod(M),

sa normom

‖a‖bmo(M) = max
{
‖a‖bmoc(M), ‖a‖bmor(M), ‖a‖bmod(M)

}
.

Mo�e se pokazati da su prostori bmoc(M), bmor(M) i bmo(M) podskupovi od

L2.

U nastavku, {Mn}n>1 �e biti filtracija fon Nojmanovih podalgebri algebre

M. Svi martingali �e biti u odnosu na �u.

5.2 Nekomutativna Burkholder-Gandijeva nejednakost

U klasiqnoj teoriji verovatno�e, Burkholder i �egovi koautori su razvi-

li sna�an alat martingalnih transformacija, maksimalnih funkcija i vreme-

na zaustav	a�a koji su dobro utvr�eni u modernoj teoriji stohastiqkih procesa

[4]. Da bismo prexli iz klasiqnih martingalnih nejednakosti u nekomutativni

sluqaj, zahteva se dodatni funkcionalni raqun i kombinatorni uvid, pri qemu i

ve�ina argumenata za vreme zaustav	a�a nisu vixe dostupni.

Pisier25 i Sju su u zajedniqkom radu [10] iz 1997. godine prvi pokazali Burholder-

Gandijevu nejednakost u nekomutativnom sluqaju. Teorema 5.11 i �ene posledice

su jedan od k	uqnih delova ovog rada.

Teorema 5.11. Neka je 1 < p < ∞ i x = {xn}n>0 Lp-martingal u odnosu na

{Mn}n>0. Tada je x ograniqen martingal u Lp(M) ako i samo ako x pripada

Hp(M). Xtavixe, ukoliko je ovo sluqaj, onda

α−1
p ‖x‖Hp(M) 6 ‖x‖p 6 βp‖x‖Hp(M). (1)

gde su αp i βp pozitivne konstante koje zavise isk	uqivo od p.

25Gilles Pisier (1950.), francuski matematiqar
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Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [10, Teorema 2.1.]. �

Posledica 5.12. Neka je 1 < p < ∞. Tada Hp(M) = Lp(M) sa ekvivalentnim

normama.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [10, Posledica 2.2.]. �

Osla�aju�i se na Teorema 5.11, u radu [12] iz 2005.godine, autori su prezentova-

li procene za najbo	e konstante u Burholder-Gandijevoj nejednakosti (1). Odatle,

imamo da je:

(i) αp 6 C((p− 1)−2), p→ 1;

(ii) αp ≈ p, p→∞;

(iii) βp ≈ 1, p→ 1;

(iv) βp ≈ p, p→∞.

gde je ap ≈ bp, p→ p0, ako postoje pozitivne konstante K1 i K2 tako da

K1 6
ap
bp
6 K2

za p blizu p0.

Va�no je naglasiti, da je jedini sluqaj koji je ostao nerexen u radu [12], procena

optimalne ocene za αp, kada p → 1, rexio Randianantoanina, 2004.godine dok je

rad [12] bio u fazi pripreme za publikaciju. On je pokazao da je

αp ≈ (p− 1)−1, p→ 1. Qesto se ova procena pripisuje upravo autorima rada [12].

Jox jedan od radova na ovu temu je rad [11] iz 2003. godine. Autori su proxi-

rili Burkholderovu nejednakost i prikazuju nam slede�i rezultat osla�aju�i se

na rad [10] i Teoremu 5.11 .

Teorema 5.13. Neka je 1 < p < ∞ i x = {xn}n>0 Lp-martingal u odnosu na

{Mn}n>0. Tada je x ograniqen u Lp(M) ako i samo ako x pripada hp(M). Xtavixe,

ukoliko je ovo sluqaj, onda

δ−1
p ‖x‖hp(M) 6 ‖x‖p 6 ηp‖x‖hp(M). (2)

gde su δp i ηp pozitivne konstante koje zavise isk	uqivo od p.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [11, Teorema 6.1.]. �
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Primedba 5.14.

Posledica 5.15. Neka je 1 < p <∞. Tada je hp(M) = Lp(M) sa ekvivalentnim

normama.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [11, Posledica 6.2.]. �

Me�utim, ve� 2007.godine u radu [19] autor kao jedan od ci	eva rada ima da

obezbedi pravi redosled rasta za najbo	e konstante u Burholder-Gandijevoj ne-

jednakosti (2). Jedan od rezultata je slede�e.

Teorema 5.16. Neka je 1 < p <∞. Postoje konstante δp i ηp, koje zavise izk	u-

qivo od p, takve da za bilo koji konaqan martingal x prostora Lp(M),

δ−1
p ‖x‖hp(M) 6 ‖x‖p 6 ηp‖x‖hp(M). (3)

Xta vixe, imamo slede�e procene za najbo	e konstante (3)

(i) βp ≈ (p− 1)−1, p→ 1;

(ii) βp ≈ p, p→∞;

(iii) ηp ≈ 1, p→ 1;

(iv) Postoji konstanta C > 0, tako da ηp 6 Cp, za p > 2.

Kombinuju�i nekomutativnu Burholder-Gandijevu nejednakost Teorema 5.11 i

nekomutativnu Burholderovu nejednakost Teorema 5.16 kao zak	uqak i potenci-

jalno otvoren problem, autor navodi slede�e.

Stav 5.17. Neka je 1 < p <∞. Postoje konstante kp i vp, koje zavise izk	uqivo

od p, takve da za bilo koji konaqan martingal x prostora Lp(M),

k−1
p ‖x‖hp(M) 6 ‖x‖Hp(M) 6 vp‖x‖hp(M). (4)

Xta vixe, imamo slede�e procene za najbo	e konstante (3)

(i) kp = O((p− 1)−1), p→ 1;

(ii) kp = O(p), p→∞;

(iii) vp ≈ 1, p→ 1;

(iv) vp = O(
√
p), p→∞;.

Ida	e, ne mo�emo sa sigurnox�u tvrditi da su ove veliqine optimalne.
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5.3 Nekomutativna Dejvisova dekompozicija martingala

Dejvisovu dekompoziciju prvi put smo sreli pri dokaziva�u ekvivalencije u

L1-normi izme�u martingalne kvadratne funkcije i Dubove maksimalne funkcije

‖M(f)‖1 ≈ ‖S(f)‖1. Ukoliko je sa H∗1 oznaqen prostor martingala takav da je

M(f) ∈ L1(Ω) i HS
1 (tj. H1) prostor svih L1-martingala takvih da je

S(f) ∈ L1(Ω) u klasiqnom sluqaju je va�ilo da je H1 = h1 = H∗1 , gde je (Ω,F , µ)

prostor verovatno�a, tj. ∥∥∥(
∑
n

|dfn|2)
1
2

∥∥∥ ∼C ∥∥∥ sup
n
|fn|
∥∥∥

1

gde je A ∼c B, ako postoji konstanta c, tako da c−1A 6 B 6 cA. Dokaz mo�emo

prona�i u [9].

Nekomutativan sluqaj je iznena�uju�e drugaqiji, jer tu ne mo�emo tvrditi da

se prostori H1 i H
∗
1 poklapaju, xto je i pokazano u radu [12].Do 2009.godine, odnos

prostora h1 i H1, odnosno H
∗
1 u nekomutativnom sluqaju ostaje otvoren.

U radu [13] jedan od glavnih ci	eva bio da se poka�e Dejvisova dekompozicija za

martingale u nekomutativnom Lp prostoru koja je analogna onoj koju smo pokazali

u komutativnom sluqaju. Glavni rezultat rada je bio pokazati da va�i H1 = h1

i u nekomutativnom sluqaju, pri qemu to predstav	a i nekomutativni analog

Dejvisove dekompozicije sa kvadratnom umesto maksimalne funkcije. Put kojim

su autori ovo dokazivali, bio je preko dualnosti, opisuju�i dual prostora h1 kao

prostor BMO tipa, dok je u komutativnom sluqaju pokazano da je dual prostora

h1 prostor bmo, pri qemu se dokaz mo�e prona�i u [15]. Kombinuju�i taj rezultat

i qi�enicu da je dual prostora H1(M) jednak BMO(M) , xto je rezultata rada

[10], naredna teorema nam daje da je H1 = h1 u nekomutativnom sluqaju.

Dakle, kao jedan od glavnih rezultata, imamo slede�e.

Teorema 5.18. H1(M) = h1(M) sa ekivalentnim normama. Preciznije, ukoliko

je x ∈ H1(M), onda je
1

2
‖x‖h1 6 ‖x‖H1 6

√
6‖x‖h1 .

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [13, Teorema 2.1.]. �

Jedan od novijih radova na ovu temu, je rad iz 2017.godine [28]. Autori su pri-

kazali Dejvisovu dekompoziciju za 1 6 p < 2. Jedna od znaqajnih karakteristika

ovog razlaga�e je istovremeno kontrolisa�e Hc
p i H

c
q normi za 2 6 q <∞.
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Stav 5.19. Neka je 1 6 p < 2 6 q <∞. Tada svaki martingal x ∈ Hc
p(M)∪Hc

q(M)

mo�e da se razlo�i na dva martingala xc i xd tako da:

(i) x = xc + xd;

(ii) ‖xc‖hcp + ‖xd‖hdp 6 25/2‖x‖Hc
p

(iii) ‖xc‖hcq + ‖xd‖hdq 6 Cq‖x‖Hc
q
, C > 0 konstanta

Dokaz: Dokaz se mo�e prona�u u radu [28].

Autori su tako�e pokazali da Davisova dekompozicija nekomutativih marti-

ngalnih Hardijevih prostora kolona nije mogu�a za 0 < p < 1, xto predstav	a,

tako�e, jedan od bitnijih delova rada.

5.4 Atomarna dekompozicija nekomutativnih martingalnih

Hardijevih prostora

U radu [14] dokazano je da atomarna dekompozicija prostora h1 i H1 va�i za

nekomutativne martingale.

S obzirom da postoje dve vrste Hardijevih prostora, tj. Hardijev prostor ko-

lona i Hardijev prostor redova, u radu su prikazana dva odgovaraju�a tipa atoma

i to je jedna od glavnih razlika u odnosu na komutativni sluqaj. Pristup autora

pri dokaziva�u atomarne dekompozicije uslovnih Hardijevih nekomutativnih ma-

rtingalnih prostora je dualnost prostora h1 i bmo. Dualnost h
∗
1 = bmo pokazana je

u Teoremi radu [13, Stav 2.3.]. Me�utim, ovaj metod, ne daje eksplicitno atomarnu

dekompoziciju. Drugi va�an rezultat rada je interpolacija uslov	enog Hardi-

jevog prostora hp. Glavna ideja je inspirisana ekvivalentnom (kvazi)normom za

hp, 0 < p 6 2 koju je uveo Herc [17]. Autori su prebacili ovu (kvazi)normu u

nekomutativan sluqaj, da bi dobili novu karakterizaciju prostora hp.

Uvedimo koncept nekomutativnih atoma.

Definicija 5.20. a ∈ L2(M) se naziva a (1, 2)c-atom u odnosu na {Mn}n>1

ukoliko postoji n > 1 i projektor e ∈Mn tako da va�i

(i) En(a) = 0,

(ii) r(a) 6 e,

(iii) ‖a‖2 6 τ(e)−
1
2

Zame�uju�i (ii) sa l(a) 6 e, dobijamo a (1, 2)r-atom. Ovde su (1, 2)c-atomi i (1, 2)r-

atomi nekomutativni predstavnici (1, 2,∞)-atoma za klasiqne martingale.
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Stav 5.21. Ukoliko je a (1, 2)c-atom, tada

‖a‖Hc
1
6 1, ‖a‖hc1 6 1.

Sliqne nejednakosti va�e i za (1, 2)r-atome.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [14, Stav 2.2.]. �

Definicija 5.22. Definiximo hc,at1 (M) kao Banahov prostor svih x ∈ L1(M)

za koje va�i dekompozicija

x =
∑
k

λkak,

gde je ak (1, 2)c-atom ili element u L1(M1) norme ma�e ili jednake 1 i λk ∈ C
takvo da je

∑
k

|λk| <∞.

U ovom prostoru, normu uvodimo sa

‖x‖hc,at1
= inf

∑
k

|λk|,

gde je infimum uzet po svim dekompozicijama elementa x opisanih vixe.

Sliqno definixemo i hr,at1 (M) i ‖ · ‖hr,at1
.

Prostor hc,at1 (M) je Banahov i hc,at1 (M) ⊂ hc1(M).

Slede�a teorema govori da se ova dva prostora podudaraju i omogu�ava nam

atomarnu dekompoziciju uslovnog Hardijevog prostora xto predstav	a glavni

rezultat.

Teorema 5.23. Va�i da je hc1(M) = hc,at1 (M) sa ekvivalentnim normama. Pre-

ciznije, ukoliko je x ∈ hc1(M), onda je

1√
2
‖x‖hc,at1

6 ‖x‖hc1 6 ‖x‖hc,at1
.

Sliqno, hr1(M) = hr,at1 (M) i va�e analogne nejednakosti.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [14, Teorema 2.4.]. �

Definicija 5.24. Neka je

hat1 (M) = hd1(M) + hc,at1 (M) + hr,at1 (M)

prostor sa normom

‖x‖hat1 = inf
{
‖w‖hd1 + ‖y‖hc,at1

+ ‖z‖hr,at1

}
,

gde je infimum uzet po svim w ∈ hd1, y ∈ h
c,at
1 , z ∈ hr,at1 takvim da je x = w+y+z.
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Teorema 5.25. Va�i da je h1(M) = hat1 (M) sa ekvivalentnim normama. Preci-

znije, ukoliko je x ∈ hat1 (M) onda je

1√
2
‖x‖hat1 6 ‖x‖h1 6 ‖x‖hat1 .

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [14, Teorema 2.9.]. �

Nekomutativna Dejvisova dekompozicija [13] nam govori da je H1(M) = h1(M).

Stoga, Teorema 5.25 dovodi do H1(M) = hat1 (M), xto znaqi da mi mo�emo razlo-

�iti bilo koji martingal u H1(M) na atomarni deo i dijagonalni deo. Takva

dekompozicija je atomarna dekompozicija nekomutativnih maringala Hardijevih

prostora.

Jedan od radova vrednih pa��e je i rad [27] iz januara 2020. godine. Autori

uvode dva nova pojma, a to su grubi atomi i algebarski atomi. Ovde �emo samo

definisati takve atome, dok prostore koji su izgra�eni od tih atoma, kao i de-

kompozicije istih mogu se prona�i u radu.

Definicija 5.26. Neka je 0 < p < 2. Operator a ∈ Lp(M) se naziva

(p, 2)c{sirovi atom, ako postoji n > 1 i faktorizacija a = yb, tako da va�i:

(i) y ∈ L2(M), En(y) = 0, i ‖y‖2 6 1

(ii) b ∈ Lq(M), ‖b‖q 6 1, gde je 1
p

= 1
2

+ 1
q

Zame�uju�i faktorizaciju sa a = by, dobijamo (p, 2)r{sirovi atom.

Definicija 5.27. Neka je 0 < p < 2. Operator x ∈ Lp(M) se naziva

hcp{algebarski atom, kad god mo�e biti zapisan u obliku x =
∑

n>1 ynbn, gde yn i

bn zadovo	avaju slede�e uslove, za
1
p

= 1
2

+ 1
q
:

(i) En(y) = 0, i bn ∈ Lq(Mn), za n > 1

(ii)
∑
n>1

‖yn‖2
2 6 1,

∥∥∥(∑
n>1

|bn|2
)1/2 ∥∥∥

q
6 1.
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6 Mexoviti martingalni Hardijevi prostori,

atomarna dekompozicija i dualnost

U radu [18] iz 2020. godine uvode se mexoviti martingalni Hardijevi prostori

Hs
p,q, Qp,q i Pp,q. Autori prezentuju dve atomarne dekompozicije ovih prostora.

Pokazuju da je dual prostora Hs
p,q za 0 < p 6 q 6 1 prostor Kampanata26 [26].

Neka je Ω proizvo	an neprazan skup i {Ωj}j∈Z niz nepraznih podskupova od Ω

takav da je Ωi ∩ Ωj = ∅, za svako i 6= j i
⋃
j∈Z

Ωj = Ω.

Za 0 < p, q 6 ∞ klasiqni mexoviti prostor oznaqavamo sa Lp,q na Ω, kao

prostor koji sadr�i funkcije koje su lokalno Lp, a u beskonaqnosti imaju lp

ponaxa�e, tj. za p, q ∈ (0,∞),

Lp,q = {f | ‖f‖p,q := ‖f‖Lp,q(Ω) <∞, }

gde je

‖f‖p,q := ‖f‖Lp,q(Ω) =

∑
j∈Z

(∫
Ω

|f |pχΩjdµ

) q
p

 1
p

.

Za 0 < p <∞ i q =∞

Lp,∞ =

f | ‖f‖p,∞ := ‖f‖Lp,∞(Ω) := sup
j∈Z

(∫
Ω

|f |pχΩjdµ

) 1
p

<∞

 .

Sa (kvazi) normom ‖·‖p,q mexoviti prostor Lp,q je kompletan prostor i Banahov
prostor za 1 6 p, q <∞

• ‖f‖p,p = ‖f‖p, f ∈ Lp(Ω),

• ‖f‖p,q 6 ‖f‖p, p 6 q, f ∈ Lp(Ω),

• ‖f‖p 6 ‖f‖p,q, q 6 p, f ∈ Lp,q(Ω).

Definixemo mexovite martingalne Hardijeve prostore.

(1) Neka je

Hs
p,q(Ω) = {f ∈M | ‖f‖Hs

p,q(Ω) := ‖s(f)‖p,q <∞}.

Neka je Γ skup svih nizova β = {βn}n>0 adaptiranih, nerastu�ih i nenega-

tivnih funkcija i definixemo

β∞ = lim
n→∞

βn.

26Sergio Campanato (1930-2005.), italijanski matematiqar
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(2) Prostor Qp,q(Ω) sadr�i sve martingale f za koje postoji niz funkcija

β = {βn}n>0 ∈ Γ takav da je

Sn(f) 6 βn−1, β∞ ∈ Lp,q(Ω).

Na Qp,q definixemo normu sa

‖f‖Qp,q(Ω) := inf
β∈Γ
‖β∞‖p,q.

(3) Prostor Pp,q(Ω) sadr�i sve martingale f za koje postoji niz funkcija

β = {βn}n>0 ∈ Γ takav da je

|fn| 6 βn−1, β∞ ∈ Lp,q(Ω).

Na Pp,q(Ω) definixemo normu sa

‖f‖Pp,q(Ω) := inf
β∈Γ
‖β∞‖p,q.

Primedba 6.1. Za 0 < p = q < ∞ prostori Hs
p,q, Qp,q, Pp,q poklapaju se sa

prostorima Hs
p, Qp i Pp, redom.

U radu su prikazana dva tipa atoma i atomarne dekompozicije za ovako defi-

nisane prostore, pri qemu �emo prezentovati samo jedan od ci	eva rada, a to je

atomarna dekompozicija prostora Hs
p,q, dok se atomarna dekompzicija za prostore

Qp,q, Pp,q, mo�e prona�i u radu [18, Teorema 3.5., Teorema 3.6.], kao i dualnost

prostora Hs
p,q za 0 < p 6 q 6 1. .

Definicija 6.2. Neka je 0 < p < ∞ i max(p, 1) < r 6 ∞. Mer	iva funkcija a

je (p, r)s-atom ukoliko postoji vreme zaustav	a�a ν ∈ T takvo da je

(i) an := Ena = 0, ν > n,

(ii) ‖s(a)‖r,r := ‖s(a)‖r 6 µ(Bν)
1
r
− 1
p ,

gde je Bν = {ν 6=∞}.
Ukoliko u (ii) stavimo ‖S(f)‖r ili ‖a∗‖r umesto ‖s(f)‖r dobijamo definiciju

(p, r)S, odnosno (p, r)∗-atoma redom.

Definicija 6.3. Neka je 0 < p < ∞, 0 < q 6 ∞ i max(p, 1) < r 6 ∞. Mer	iva

funkcija a je (p, q, r)s-atom ukoliko postoji vreme zaustav	a�a ν ∈ T takvo da

je

(i) an = Ena = 0, ν > n,
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(ii) ‖s(a)‖r 6 µ(Bν)
1
r ‖χBν‖−1

p,q.

Ukoliko u (ii) stavimo ‖S(a)‖r, odnosno ‖a∗‖r umesto ‖s(a)‖r dobijamo (p, q, r)S-

atom, odnosno (p, q, r)∗-atom.

A(p, q, r)s (A(p, q, r)S, A(p, q, r)∗) je skup svih nizova trojki (λk, a
k, νk) gde su

λk nenegativni brojevi, ak su (p, r)s-atomi ((p, r)S-atomi, (p, r)∗-atomi) i νk ∈ T

zadovo	ava uslov (i) i (ii) u Definiciji 6.2 i tako da za svako 0 < η 6 1

∑
k

(
λk

µ(Bνk)
1
p

)n

χB
νk
∈ L p

n
, q
n
.

B(p, q, r)s (B(p, q, r)S, B(p, q, r)∗) je skup svih nizova trojki (λk, a
k, νk) gde su λk

nenegativni brojevi, ak su (p, q, r)s-atomi ((p, q, r)S-atomi, (p, q, r)∗-atomi) i νk ∈ T
zadovo	ava uslov (i) i (ii) u Definiciji 6.3 i tako da za svako 0 < η 6 1

∑
k

(
λk

‖χB
νk
‖p,q

)n

χB
νk
∈ L p

n
, q
n
.

Prika�imo sada atomarnu dekompoziciju Hs
p,q.

Teorema 6.4. Neka je 0 < p < ∞, 0 < p 6 ∞ i max(p, 1) < r 6 ∞. Ukoliko je

martingal f ∈M u Hs
p,q, tada postoji niz trojki (λk, a

k, νk) ∈ A(p, q, r)s takav

da za svako n ∈ N va�i ∑
k∈Z

λkEna
k = fn (1)

i za bilo koje 0 < η 6 1∥∥∥∥∥∥
∑
k>0

(
λk

µ(Bνk)
1
p

)η

χB
νk

∥∥∥∥∥∥
1
η

p
η
, q
η

6 C‖f‖Hs
p,q
.

Xtavixe,
m∑
k=l

λka
k −→ f

u Hs
p,q kada m→∞, l→ −∞.

Obratno, ukoliko f ∈M ima dekompoziciju (1), tada za bilo koje 0 < η 6 1

‖f‖Hs
p,q
6 C

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Z

(
λk

µ(Bνk)
1
p

)η

χB
νk

∥∥∥∥∥∥
1
η

p
η
, q
η

.
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Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [18, Teorema 3.3.]. �

Teorema 6.5. Neka je 0 < p < ∞, 0 < p 6 ∞ i max(p, 1) < r 6 ∞. Ukoliko je

martingal f ∈ M u Hs
p,q, tada postoji niz trojki (λk, a

k, νk) ∈ B(p, q, r)s takav

da za svako n ∈ N va�i ∑
k∈Z

λkEna
k = fn (2)

i za bilo koje 0 < η 6 1∥∥∥∥∥∥
∑
k>0

(
λk

‖χB
νk
‖p,q

)η

χB
νk

∥∥∥∥∥∥
1
η

p
η
, q
η

6 C‖f‖Hs
p,q
.

Xtavixe,
m∑
k=l

λka
k −→ f

u Hs
p,q kada m→∞, l→ −∞.

Obratno, ukoliko f ∈M ima dekompoziciju (2), tada za bilo koje 0 < η 6 1

‖f‖Hs
p,q
6 C

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Z

(
λk

‖χB
νk
‖p,q

)η

χB
νk

∥∥∥∥∥∥
1
η

p
η
, q
η

.

Dokaz: Dokaz se mo�e na�i u [18, Teorema 3.4.]. �



7 Zak	uqak

Ci	 ovog master rada bio je izlo�iti neophodnu teoriju martingalnih Ha-

rdijevih prostora, odgovaraju�e primere i u zavrxnom delu saqiniti pregled sko-

rax�ih nauqnih dostignu�a u oblasti nekomutativnih martingalnih Hardijevih

prostora. Martingalni Hardijevi prostori predstav	aju oblast velikog intere-

sova�a. Poqetkom 20-tog veka, interesova�e sa jednoparametarskih martingalnih

prostora, na dvoparametarske je poraslo. Uopxte�e pojma Hp prostora sa dime-

nzije 2, na vixe dimenzije usko je povezano sa odsustvom analitiqnosti. Pojam

maritingalnih Hp prostora jedan je od naqina aksiomatizacije Hp prostora u R
n

qija se naroqita prednost sastoji u lakom prenoxe�u na nekomutativni sluqaj.

Prouqava�e nekomutativnih Hardijevih prostora nalazi se u centru pa��e da-

nax�ih istra�ivaqkih radova. Sve je ve�e interesova�e i za prouqava�e mexo-

vitih Hardijevih martingalnih prostora, kao i atomarne dekompozicije istih.

Atomarna dekompozicija igra va�nu ulogu u klasiqnoj teoriji martingala i ha-

rmonijskoj analizi. Kao takva, atomarna dekompozicija je sna�an alat u izuqa-

va�u teorema dualnosti, teorema interpolacije, kao i fundamentalnih nejedna-

kosti kako u teoriji martingala, tako i u harmonijskoj analizi. S obzirom da se

atomi u klasiqnoj teoriji martingala definixu na osnovu vremena zaustav	a�a,

a kako osnovne konstrukcije bazirane na vremenu zaustav	a�a nisu validne u ne-

komutativnom sluqaju, atomarna dekompozicija predstav	a otvoren problem pri

izuqava�u nekomutativnih martingalnih prostora. Oblast velikog interesovan-

ja predstav	aju tako�e i promen	ivi martingalni Hardijevi prostori i �ihova

primena u Furijeovoj27 analizi. Kao jedan od primera, mo�e se prikazati rad [24]

u kome je ispitivano pet vrsta martingalnih Hardijevih prostora sa promen	i-

vim eksponentom,Hp(·) iHp(·),q kao i �ihove atomarne dekompozicije. Martingalne

nejednakosti i teoreme dualnosti istih, predstav	ane su kao posledice teorema

o atomarnoj dekompoziciji.

27Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830.), francuski matematiqar i fiziqar
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