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1 Uvod

U ovom poglavǉu izlo�ene su teorijske osnove proksimalnih opera-

tora. Pored predstavǉaǌa ǌihovih osnovnih karakteristika dati su

neki osnovni pojmovi iz konveksne analize. Treba napomenuti da su

izlo�eni dokazi samo onih teorema koje su od fundamentalne va�nosti

za ovaj rad. Vixe detaǉa se mo�e na�i u [1–6].

1.1 Konveksni skupovi i funkcije

Skup definicija i teorema koji slede su neophodni za daǉi rad i defi-

nisaǌe slo�enijih pojmova, kako u teku�oj, tako i u narednim sekcijama.

Definicija 1.1. Skup C ∈ Rn je konveksan ako za proizvoǉne dve taqke

x1, x2 ∈ C i sve λ ∈ [0, 1] va�i:

λx1 + (1− λ)x2 ∈ C.

Definicija 1.2. Skup C ∈ Rn je afin ako za proizvoǉne dve taqke x1, x2 ∈
C i sve λ ∈ R va�i:

λx1 + (1− λ)x2 ∈ C.

Definicija 1.3. Neka je X realan vektorski prostor. Funkcija

〈·, ·〉 : X ×X → R

predstavǉa skalarni proizvod na prostoru X ako zadovoǉava slede�e uslove:

(1) 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉 za svako x, y, z ∈ X i α, β ∈ R,
(2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 za svako x, y ∈ X,
(3) 〈x, x〉 ≥ 0 za svako x ∈ X,
(4) 〈x, x〉 = 0 ako i samo ako je x = 0.

Tada se ure�en par (X, 〈·, ·〉) naziva unitaran ili pred-Hilbertov prostor.

Definicija 1.4. Neka je X realan vektorski prostor. Funkcija

|| · || : X → R

predstavǉa normu na prostoru X ako su ispuǌeni slede�i uslovi:

(1) ||x|| ≥ 0 za svako x ∈ X,

1



(2) ||x|| = 0 ako i samo ako je x = 0,

(3) ||αx|| = α||x|| za svako x ∈ X i α ∈ R,
(4) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| za svako x, y ∈ X.

Tada se ure�en par (X, || · ||) naziva normiran vektorski prostor.

Definicija 1.5. Neka je X realan vektorski prostor. Na ovom prostoru,

norma se mo�e definisati slede�om formulom:

||x||p =

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

, (1.1)

za p ≥ 1, pri qemu je x = (x1, x2, ..., xn)T . U graniqnom sluqaju, kada p→ +∞
dobija se:

||x||∞ = max
1≤i≤n

|xi|. (1.2)

Norma definisana pomo�u (1.2) se naziva uniformnom normom vektora.

Za p = 1 dobija se:

||x||1 =
n∑
i=1

|xi|, (1.3)

a za p = 2:

||x||2 =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2. (1.4)

Norma definisana pomo�u (1.3) se naziva apsolutnom ili l1 normom vek-

tora, a norma definisana pomo�u (1.4) se naziva euklidskom ili l2 normom

vektora.

Na jednom vektorskom prostoru, norma se mo�e zadati na vixe naqina.

Od posebnog znaqaja jeste norma koja je indukovana skalarnim proizvo-

dom.

Teorema 1.1. Neka je X unitaran prostor sa skalarnim proizvodom 〈·, ·〉.
Tada je ||x|| =

√
〈x, x〉 norma na prostoru X koja zadovoǉava uslove:

(1) |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ (nejednakost Koxi-Xvarc-Buǌakovskog),

(2) ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 (pravilo paralelograma).

Dokaz teoreme 1.1 mo�e se na�i u [7].
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Definicija 1.6. Neka je x ∈ Rn i f(x) ∈ C1(Rn). Tada se vektor:

5f(x) =
[ ∂f
∂x1

,
∂f

∂x2
, · · · , ∂f

∂xn

]T
naziva gradijent funkcije f u taqki x = (x1, x2, ..., xn).

Definicija 1.7. Neka je x ∈ Rn i f(x) ∈ C2(Rn). Tada se matrica:

52f(x) =


∂2f
∂x21

· · · ∂2f
∂x1∂xn

... . . . ...
∂2f

∂xn∂x1
· · · ∂2f

∂x2n


naziva Hesijan funkcije f u taqki x = (x1, x2, ..., xn).

Definicija 1.8. Neka je data funkcija f : Rn → R ∪ {+∞}. Efektivni

domen funkcije f, u oznaci dom(f) predstavǉa skup taqaka u kojima ta

funkcija ima konaqnu vrednost, odnosno:

dom(f) = {x ∈ Rn : f(x) < +∞} .

Definicija 1.9. Simetriqna matrica A ∈ Rn×n, gde n ∈ N je pozitivno-

semidefinitna, u oznaci A � 0, ako za svako x ∈ Rn va�i:

xTAx ≥ 0.

Definicija 1.10. Afini omotaq skupa A, u oznaci aff(A) je presek svih

afinih skupova koje ga sadr�e.

Definicija 1.11. Konveksni omotaq skupa A, u oznaci conv(A) je presek

svih konveksnih skupova koji ga sadr�e.

Drugim reqima, afini omotaq skupa predstavǉa najmaǌi afin skup

koji sadr�i taj skup, dok je konveksni omotaq skupa najmaǌi konveksni

skup koji sadr�i taj skup.

Pri prouqavaǌu konveksnih skupova, qesto se umesto unutraxǌosti

skupa definixe relativna unutraxǌost skupa koja ne zavisi od dimen-

zije ambijentnog prostora. Na primer, relativna unutraxǌost zatvore-

nog intervala �e uvek biti otvoren interval, nezavisno od prostora u

kojem je taj interval smexten. S druge strane, unutraxǌost zatvorenog

intervala u prostoru Rn, gde n ∈ N i n > 1, predstavǉa prazan skup.
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Definicija 1.12. Taqka x ∈ Rn je relativno unutraxǌa taqka skupa

A ⊂ Rn ako za neko ε > 0 va�i: (x + εB) ∩ aff(A) ⊂ A, gde je B = K(0, 1)

jediniqna lopta u Rn. Skup svih relativno unutraxǌih taqaka skupa A

predstavǉa relativnu unutraxǌost skupa A, u oznaci relint(A).

Definicija 1.13. Neka je C konveksan skup u Rn. Funkcija f : C → R je

konveksna ako za sve x, y ∈ C i sve λ ∈ [0, 1] va�i nejednakost:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Pritom, ako za x 6= y i λ ∈ (0, 1) va�i stroga nejednakost, funkcija f je

strogo konveksna. Funkcija f je konkavna (strogo konkavna) ako je funkcija

−f konveksna (strogo konveksna).

Postoji alternativni pristup pri definisaǌu konveksne funkcije

tako xto se skupu vrednosti konveksne funkcije doda beskonaqno veliki

broj +∞. Naime, ako se polazna konveksna funkcija proxiri na qitav

Rn tako da u svim taqkama van konveksnog skupa C uzima vrednosti +∞,

nejednakost koja uqestvuje u definiciji konveksne funkcije i daǉe va�i.

Na taj naqin se posti�e da se za domen svake konveksne funkcije mo�e

uzeti qitav euklidski prostor Rn.

Funkcije koje �e biti razmatrane u daǉem radu bi trebalo da pored

konveksnosti zadovoǉavaju odre�ene dodatne uslove. Shodno tome, u

nastavku rada sledi skup definicija koje govore o tim dodatnim osobi-

nama.

Definicija 1.14. Neka je data funkcija f : C → R, gde je C ⊂ Rn. Tada

se skup epi(f) = {(x, α) ∈ C × R : f(x) ≤ α} koji sadr�i taqke iznad grafika

funkcije f naziva nadgrafik funkcije f.

Na slici 1 prikazana je funkcija f i ǌen nadgrafik, oznaqen sa epif .

Slika 1: Nadgrafik funkcije
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Teorema 1.2. Neka je C konveksan skup u Rn. Funkcija f : C → R je kon-

veksna ako i samo ako je ǌen nadgrafik epi(f) konveksan skup.

Dokaz teoreme 1.2 mo�e se na�i u [1].

Definicija 1.15. Funkcija f : Rn → R∪{+∞} je prava funkcija ako va�i

f(x) < +∞ za bar jedno x ∈ Rn i f(x) > −∞ za sve x.

Dakle, funkcija je prava ako je odgovaraju�i efektivni domen neprazan

skup i ako nikada ne uzima vrednost −∞. Funkcije koje nisu prave, na-

zivaju se nepravim funkcijama.

Definicija 1.16. Funkcija f : Rn → R ∪ {+∞} je zatvorena ako je ǌen

nadgrafik epi(f) zatvoren podskup skupa Rn+1.

U nastavku rada pretpostavǉa se da je funkcija zatvorena, prava i

konveksna (ukoliko se eksplicitno ne navede drugaqija pretpostavka).

Shodno definicijama, u tom sluqaju va�i da je nadgrafik funkcije f

neprazan, zatvoren i konveksan skup.

Pod posebnim pretpostavkama o funkciji f mogu se zadati uslovi koji

garantuju konveksnost zadate funkcije. Slede�e dve teoreme govore o

tome.

Teorema 1.3. (Uslov prvog reda za konveksne funkcije) Neka je data

diferencijabilna funkcija f : Rn → R ∪ {+∞}. Tada je f konveksna ako i

samo ako je dom(f) konveksan skup i za sve x, y ∈ dom(f) va�i:

f(y) ≥ f(x) + 〈5f(x), y − x〉 .

Teorema 1.4. (Uslov drugog reda za konveksne funkcije) Neka je data

dva puta neprekidno diferencijabilna funkcija f : Rn → R∪{+∞}. Tada je

f konveksna ako i samo ako je dom(f) konveksan skup i odgovaraju�i Hesijan

pozitivno semidefinitan, odnosno za sve x, y ∈ dom(f) va�i:

52f(x) � 0.

Dokazi teorema 1.3 i 1.4 mogu se na�i u [2].
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1.2 Subdiferencijabilnost

Mnoge poznate metode optimizacije (npr. metoda najbr�eg spusta, metoda

konjugovanih gradijenata) zahtevaju diferencijabilnost funkcije koju

treba optimizovati. Me�utim, u praksi se qesto dexava da funkcija ne

ispuǌava ovaj uslov. Na primer, apsolutna vrednost funkcije, f(x) =

|x|, x ∈ R, kao i ǌena proxirena verzija u Rn, odnosno l1 norma, f(x) =

||x||1 =
∑n

i=1 |xi| nisu diferencijabilne na celom svom domenu. U ciǉu

prevazila�eǌa ovog problema, uvedena su proxireǌa pojma diferenci-

jala i gradijenta, xto doprinosi razvoju metoda za optimizaciju nove

klase funkcija.

Definicija 1.17. Neka je data funkcija f : C → R, C ⊂ Rn i x ∈ C. Tada:

(1)Vektor g ∈ Rn je subgradijent funkcije f u taqki x ako za sve y ∈ C

va�i:

f(y) ≥ f(x) + 〈y − x, g〉.

(2) Skup svih subgradijenata funkcije f u taqki x se zove subdiferencijal

funkcije f u taqki x i oznaqava se sa ∂f(x).

(3) Funkcija f je subdiferencijabilna u taqki x ako je ∂f(x) 6= ∅.

Iz definicije subgradijenta sledi da za svako g ∈ ∂f(x), grafik

afine funkcije date sa: y → f(x)+〈y−x, g〉 le�i ispod grafika funkcije

f i dodiruje f u taqki (x, f(x)).

Sliqna interpretacija va�i za konveksne diferencijabilne funkcije

(teorema 1.3) i ispostavǉa se da su pojmovi subdiferencijabilnosti i

konveksnosti veoma bliski.

Teorema 1.5. Neka je f : C → R konveksna funkcija definisana na konvek-

snom skupu C ⊂ Rn i x0 taqka iz relativne unutraxǌosti skupa C. Tada

je funkcija f subdiferencijabilna u taqki x0.

Teorema 1.6. Funkcija f : Rn → R je konveksna ako i samo ako je subdife-

rencijabilna na Rn.

Dokazi teorema (1.5) i (1.6) mogu se na�i u [1].

Da bi subgradijent funkcije postojao u nekoj taqki, funkcija ne mora
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biti diferencijabilna u toj taqki. Tako�e, ako subgradijent funkcije

postoji u nekoj taqki, ne mora biti jedinstven.

Primer 1. Neka je data funkcija norme, indukovane skalarnim proiz-

vodom na Rn, u oznaci f(x) = ||x||, f : Rn → R. Ova funkcija nije dife-

rencijabilna u 0. Neka je φ ugao izme�u vektora x ∈ Rn i x0 ∈ Rn. Tada

je subdiferencijal funkcije norme u 0 jednak:

∂f(0) ={x0 ∈ Rn : (∀x ∈ Rn)||x|| ≥ 〈x, x0〉}

={x0 ∈ Rn : 1 ≥ ||x0|| cosφ}

=K[0, 1].

Pod odre�enim uslovima, subgradijent u nekoj taqki je jedinstveno

odre�en i poklapa se sa gradijentom u istoj toj taqki.

Teorema 1.7. Neka je f : C → R konveksna funkcija definisana na konvek-

snom skupu C ⊂ Rn, diferencijabilna u taqki x0 koja pripada unutraxǌo-

sti skupa C. Tada je: ∂f(x0) = {5f(x0)}.

Dokaz teoreme 1.7 mo�e se na�i u [1].

Na slici 2 je predstavǉena konveksna funkcija f i ǌeni subgradi-

jenti u razliqitim taqkama. Funkcija f je diferencijabilna u taqki

x1, pa je na osnovu teoreme 1.7 ǌen subgradijent g1 u taqki x1 jedin-

stveno odre�en i predstavǉa gradijent funkcije f u taqki x1. U taqki

x2 funkcija f nije diferencijabilna, pa funkcija u ovoj taqki nema

jedinstveno odre�en subgradijent. Na slici 2 su predstavǉeni sub-

gradijenti funkcije f u taqki x2, oznaqeni sa g2 i g3.

Slika 2: Subgradijent funkcije
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U jednostavnijim sluqajevima, za odre�ivaǌe subdiferencijala je

dovoǉno primeniti definiciju. U komplikovanijim sluqajevima, u li-

teraturi je predlo�eno nekoliko pravila koja olakxavaju ǌegovo izraqu-

navaǌe.

Teorema 1.8. (1) Pravilo sabiraǌa: Neka su f1 : C → R i f2 : D → R
konveksne funkcije definisane redom na konveksnim skupovima C i D u Rn

za koje je relint C ∩ relint D 6= ∅. Tada za svako x ∈ C ∩D va�i:

∂(f1 + f2)(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x).

(2) Mno�eǌe skalarom: Neka je f : C → R konveksna funkcija definisana

na konveksnom skupu C u Rn i λ > 0. Tada va�i:

∂(λf)(x) = λ∂f(x).

(3) Afina transformacija: Neka je f : C → R konveksna funkcija defin-

isana na konveksnom skupu C u Rn, U ∈ Rn × Rn i v ∈ Rn. Ako je g(x) =

f(Ux+ v), tada va�i:

∂g(x) = UT∂f(Ux+ v).

(4) Pravilo maksimuma: Neka je f(x) = max{f1(x), ... , fm(x)}, gde su fi, i =

1, ... ,m konveksne funkcije i I(x) = {i | fi(x) = f(x)} skup indeksa koji odgo-

vara aktivnim fi funkcijama. Tada va�i:

∂f(x) = conv{∂fi(x)|i ∈ I(x)}.

Dokaz teoreme 1.8 mo�e se na�i u [3].

Primer 2. Neka je data funkcija l1 norme, f : Rn → R, f(x) = ||x||1 =

|x1|+ . . .+ |xn|. Koriste�i slede�u reprezentaciju ove funkcije:

||x||1 = max{sTx | si ∈ {−1, 1}},

gde je s = (s1, s2, ..., sn)T , mogu�e je primeniti (4) iz teoreme 1.8. Prvo,

potrebno je prona�i odgovaraju�e s ∈ {−1, 1}n za koje va�i sTx = ||x||1,
a to se mo�e posti�i odabirom si = 1 za xi > 0, si = −1 za xi < 0 i

si ∈ {−1, 1} za xi = 0. Funkcija φs(x) = sTx je diferencijabilna i ima

jedinstveni subgradijent s. Koriste�i adekvatan izbor koordinatnih
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vektora gi:

gi =


1 , xi > 0

−1 , xi < 0

±1 , xi = 0,

zakǉuquje se da je subgradijent funkcije l1 norme konveksni omotaq svih

onih vektora g qije koordinate zadovoǉavaju gore navedene uslove, odno-

sno:

∂f(x) = {g | ||g||∞ ≤ 1, gTx = ||x||1}.

Pojam subdiferencijabilnosti je posebno znaqajan pri odre�ivaǌu

uslova pod kojima postoji minimum konveksne funkcije koja nije obavezno

diferencijabilna.

Teorema 1.9. Neka je data konveksna funkcija f : Rn → R ∪ {+∞}. Tada

funkcija f dosti�e minimum u taqki x∗ ako i samo ako va�i 0 ∈ ∂f(x∗).

Dokaz. Na osnovu definicije subgradijenta za svako y ∈ Rn va�i ekvi-

valencija:

f(y) ≥ f(x∗) + 0T (y − x∗) ⇐⇒ 0 ∈ ∂f(x∗).

1.3 Jaka konveksnost

U problemima matematiqke optimizacije je qesto po�eǉno da funkcija

ciǉa bude jako konveksna. Osim xto ovo svojstvo garantuje postojaǌe

samo jednog optimuma, mo�e se pokazati da je i taqka u kojoj se taj op-

timum dosti�e jedinstvena. Tako�e, osobina jake konveksnosti znaqajno

doprinosi br�em pronala�eǌu optimuma kod metoda optimizacije prvog

reda.

Definicija 1.18. Funkcija f : Rn → R ∪ {+∞} je jako konveksna ako je

konveksna i ako postoji α > 0 takvo da za sve x, y ∈ dom(f) i g ∈ ∂f(x)

va�i:

f(y) ≥ f(x) + 〈y − x, g〉 +
α

2
‖y − x‖2 .

Teorema 1.10. Neka je data jako konveksna funkcija f : Rn → R ∪ {+∞}.
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Tada za proizvoǉne λ ∈ [0, 1] i x, y ∈ Rn va�i:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)− λ(1− λ)

2
α ‖y − x‖2 . (1.5)

Dokaz. Neka je g ∈ ∂f(λx+(1−λ)y) i λ ∈ [0, 1]. Tada na osnovu definicije

1.18 va�e slede�e nejednakosti:

f(y) ≥ f(λx+ (1− λ)y)− λ〈x− y, g〉+
α

2
λ2||y − x||2, (1.6)

f(x) ≥ f(λx+ (1− λ)y) + (1− λ)〈x− y, g〉+
α

2
(1− λ)2||y − x||2. (1.7)

Nakon sabiraǌa pomno�enih nejednakosti (1.6) sa 1 − λ i (1.7) sa λ,

dobija se nejednakost (1.5).

Uslov za postojaǌe minimuma konveksne funkcije dat u teoremi 1.9

mo�e se generalizovati za jako konveksne funkcije. Neka su x, y ∈ Rn,

f : Rn → R ∪ {+∞} jako konveksna, subdiferencijalna funkcija u x i

g ∈ ∂f(x). Tada va�i:

f(y)− f(x) ≥ 〈y − x, g〉+
α

2
||y − x||2

≥ min
t>0

{
−t ‖g‖+

t2α

2

}
= − 1

2α
||g||2.

Specijalno, ako se minimum funkcije f dosti�e u taqki x∗, tada va�i:

f(x∗) ≥ f(x)− 1

2α
||g||2, (1.8)

odakle sledi:

||g|| ≤ (2αε)1/2 =⇒ f(x)− f(x∗) ≤ ε,

odnosno, ako je subgradijent u nekoj taqki blizak nuli, tada je ta taqka

bliska taqki u kojoj se dosti�e minimum posmatrane funkcije.

Teorema 1.11. Neka je f : Rn → R ∪ {+∞} jako konveksna funkcija. Tada

postoji minimum funkcije f i taqka u kojoj se taj minimum dosti�e je

jedinstvena.

Dokaz. Neka su x, y ∈ Rn i g subgradijent funkcije f u x. Na osnovu
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(1.8) sledi da je f ograniqena odozdo i da postoji f ∗ = inf
x∈Rn

f(x) < +∞.

Tada postoji niz realnih brojeva (xn) takav da f(xn)→ f ∗, kada n→ +∞.

Neka je ε > 0 i Nε ∈ N dovoǉno veliko da f(xi) ≤ f ∗ + ε za sve i ≥ Nε.

Koriste�i nejednakost (1.5) za λ = 1
2
i i, j ≥ Nε dobija se:

f ∗ ≤ f

(
xi + xj

2

)
≤ f(xi) + f(xj)

2
− α

8
‖xi − xj‖2

≤ f ∗ + ε− α

8
‖xi − xj‖2 ,

a odavde :

‖xi − xj‖ ≤
√

8ε

α
,

xto znaqi da je (xn) Koxijev niz. Kako je Rn kompletan metriqki pro-

stor, postoji lim
n→∞

xn = x∗. Daǉe, neka je g subgradijent funkcije f u x∗.

Tada va�i:

f(xi) ≥ f(x∗)− ‖g‖‖xi − x∗‖+
α

2
‖xi − x∗‖2. (1.9)

Koriste�i f(xi)→ f ∗ i ‖xi − x∗‖ → 0 kada i→ +∞, iz nejednakosti (1.9)

sledi da f(x∗) ≤ f ∗. Poxto ve� va�i da f(x∗) ≥ f ∗, sledi da je f(x∗) = f ∗,

qime je pokazano da postoji taqka x∗ u kojoj se dosti�e minimum.

Konaqno, ako bi postojao x∗∗ 6= x∗ u kojem se tako�e dosti�e minimum

funkcije f , tada bi niz x∗, x∗∗, x∗, x∗∗, ... bio Koxijev (jer je prethodno

pokazano da va�i za opxtiji sluqaj). Odatle bi sledilo da x∗ = x∗∗.

Dakle, taqka minimuma funkcije f je jedinstvena.

Teorema 1.12. Neka je f : Rn → R ∪ {+∞} jako konveksna i g : Rn → R ∪
{+∞} konveksna funkcija. Tada je funkcija h : Rn → R ∪ {+∞} definisana
sa h = f + g jako konveksna.

Dokaz. Na osnovu pretpostavki o funkcijama f i g i teoreme 1.3, postoji

α > 0 tako da za sve x, y ∈ Rn, a ∈ ∂f(x) i b ∈ ∂g(x) va�i:

f(y) ≥ f(x) + 〈y − x, a〉+
α

2
||y − x||2,

g(y) ≥ g(x) + 〈y − x, b〉.

Sabiraǌem ovih nejednakosti dobija se:

h(y) ≥ h(x) + 〈y − x, a+ b〉+
α

2
||y − x||2.

11



Na osnovu (1) iz teoreme 1.8, sledi da a + b ∈ ∂h(x), xto znaqi da je h

jako konveksna funkcija.

1.4 Proksimalni operatori

Definicija 1.19. Neka je f : Rn → R∪{+∞} prava, zatvorena, konveksna

funkcija. Proksimalni operator funkcije f , u oznaci proxf : Rn → Rn se

definixe na slede�i naqin:

proxf (v) = arg min
x∈Rn

(
f(x) +

1

2
‖x− v‖22

)
. (1.10)

Qesto �e biti potrebno da se odredi proksimalni operator skali-

rane funkcije λf , gde je λ > 0 :

proxλf (v) = arg min
x∈Rn

(
f(x) +

1

2λ
‖x− v‖22

)
. (1.11)

Operator definisan izrazom (1.11) u literaturi je poznat pod nazivom

proksimalni operator funkcije f sa parametrom λ.

Iz definicije se mo�e primetiti da se pomo�u proksimalnog opera-

tora pronalazi ona taqka koja predstavǉa kompromisno rexeǌe izme�u

problema pronala�eǌa minimuma funkcije f i taqke najbli�e zadatoj

taqki v. Posebno, ako bi bio posmatran proksimalni operator sa para-

metrom λ, uloga parametra bi bila da kontrolixe koliko se te�ine pri-

daje svakom od ova dva uslova. Preciznije, xto je ve�a vrednost parame-

tra λ, rexeǌe bi bilo bli�e minimumu funkcije, a u suprotnom bli�e

zadatoj taqki v. Kako je norma jako konveksna funkcija i f je po uslovu

konveksna, na osnovu teoreme 1.12 sledi da je f(x)+(1/2) ‖x− v‖22 jako kon-

veksna funkcija. Stoga na osnovu teoreme 1.11 sledi da je proksimalni

operator korektno definisan.

Slede�i primer pokazuje da proksimalni operator generalizuje or-

togonalni operator projekcije.

Primer 3. Neka je C ∈ Rn zatvoren, neprazan, konveksan skup i neka je

Ic : Rn → R ∪ {+∞} indikator funkcija skupa C definisana na slede�i

naqin:
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Ic(x) =

{
0 , x ∈ C

+∞ , x /∈ C.

Proksimalni operator funkcije Ic predstavǉa projekciju na skup C,

odnosno:

proxIC (v) = arg min
x∈Rn


1

2
||x− v||22, x ∈ C

+∞, x /∈ C

= arg min
x∈C

1

2
||x− v||22

= Pc(v).

Kao xto je ve� pomenuto, proksimalni operator se mo�e odrediti i

za funkcije koje nisu diferencijabilne.

Primer 4. Neka je data funkcija f : R → [0,+∞], definisana sa f(x) =

|x|. Tada na osnovu definicije 1.19 va�i:

proxλf (v) = arg min
x∈R

φ(x),

gde je:

φ(x) =


φ1(x) ≡ x+

1

2λ
(x− v)2, x > 0

φ2(x) ≡ −x+
1

2λ
(x− v)2, x ≤ 0.

Ako se minimum funkcije φ(x) dosti�e u x > 0, tada je φ
′
1(x) = 1+ 1

λ
(x−v) =

0, odnosno x = v−λ. Stoga, za v > λ va�i: proxλf (v) = v−λ. Na isti naqin

se mo�e pokazati da je proxλf (v) = v + λ za v < −λ. Ako je |v| ≤ λ, tada se

minimum funkcije φ dosti�e u taqki u kojoj ona nije diferencijabilna,

odnosno u x = 0. Konaqno sledi:

proxλf (v) =


v − λ , v ≥ λ

0 , |v| ≤ λ

v + λ , v ≤ −λ.

Ova funkcija je poznata u literaturi kao meko odsecaǌe (engl. soft

thresholding). Na slici 3 je prikazana funkcija mekog odsecaǌa za vred-
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nost parametra λ = 1.

Slika 3: Funkcija mekog odsecaǌa

U prethodnim primerima proksimalni operatori su se mogli izraqu-

nati direktnom primenom definicije. U komplikovanijim sluqajevima

od koristi �e biti slede�a teorema:

Teorema 1.13. Neka je f : Rn → R ∪ {+∞} prava, zatvorena i konveksna

funkcija, λ > 0 i x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn. Tada se odgovaraju�i proksimalni

operatori mogu predstaviti na slede�e naqine, u zavisnosti od forme

funkcije f :

(1) Separabilne funkcije: Ako se f mo�e predstaviti kao f(x) =
∑n

i=1 fi(xi),

tada va�i:

(proxf (v))i = proxfi(vi).

(2) Skaliraǌe i translacija: Ako se f mo�e predstaviti kao f(x) =

φ(αx+ b), gde je φ : Rn → R ∪ {+∞} i α 6= 0, b ∈ Rn, tada va�i:

proxλf (v) =
1

α
(proxα2φ(αv + b)− b).

(3) Kompozicija sa afinim preslikavaǌem: Ako se f mo�e predstaviti

kao f(x) = φ(Qx), gde je Q ortogonalna matrica (Q ∈ Rn × Rn, QTQ =

QQT = I) i φ : Rn → R ∪ {+∞}, tada va�i:

proxλf (v) = QTproxλφ(Qv).

(4) Kvadratna perturbacija: Ako se f mo�e predstaviti kao f(x) = φ(x)+

14



c
2
||x||2 + aTx+ b, gde je φ : Rn → R ∪ {+∞}, c > 0, a, b ∈ R, tada va�i:

proxf (x) = prox 1
c+1

φ

(
x− a
c+ 1

)
.

Primer 5. Neka je funkcija f : Rn → (−∞,∞] definisana na slede�i

naqin:

f(x) =


−λ

n∑
j=1

log(xj), x > 0

∞, x ≤ 0,

gde je x = (x1, x2, ... , xn) ∈ Rn i λ > 0. Tada je f(x) =
∑n

i=1 φ(xi), gde je:

φ(t) =

{
−λ log(t), t > 0

∞, t ≤ 0.

Vrednost proksimalnog operatora proxφ(s) predstavǉa taqku u kojoj se

dosti�e minimum funkcije φ1(x) = −λ log(x) + 1
2
(x− s)2, odnosno:

proxφ(s) =
s+
√
s2 + 4λ

2
.

Kako f jeste separabilna to na osnovu (1) iz teoreme 1.13 sledi:

(proxf (x))j = (proxφ(xj)) =

(
xj +

√
x2j + 4λ

2

)
,

gde j = 1, ... , n.

1.5 Konjugovane funkcije

U ciǉu detaǉnijeg ispitivaǌa karakteristika date funkcije, ponekad

je korisno pridru�iti posmatranoj funkciji novu funkciju koja �e

dati dodatne informacije o osobinama polazne funkcije. Jedna takva

pridru�ena funkcija je takozvana konjugovana funkcija.

Definicija 1.20. Neka je zadata funkcija f : C → R, gde je C ⊆ Rn. Tada

se funkciji f mo�e pridru�iti konjugovana funkcija f ∗ : D → R koja se
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definixe na slede�i naqin:

f ∗(y) = sup
x∈C

(〈x, y〉 − f(x)),

gde je D ⊆ Rn skup taqaka na kojem je ovaj supremum konaqan.

Na slici 4 je ilustrovana geometrijska interpretacija konjugovane

funkcije f . Naime, konjugovana funkcija govori o rastojaǌu izme�u

neke prave sa zadatim pravcem i tangente na posmatranu funkciju koja

je paralelna zadatoj pravoj.

Slika 4: Geometrijska interpretacija konjugovane funkcije

Primer 6. Neka je data funkcija f : R+ → R, f(x) = − log x. Tada je

f ∗(y) = sup
x∈R

(yx+ log x).

U sluqaju y > 0, vrednost izraza sup(yx+ log x) konvergira ka +∞ kada x

konvergira ka +∞. U tom sluqaju, konjugovana funkcija f ∗ nije korektno

definisana. Kada je y < 0, diferenciraǌem funkcije φ(x) = yx + log x i

izjednaqavaǌem φ(x) sa 0, sledi da se ǌena najve�a vrednost dosti�e u

− 1
x
. Nakon zamene x = − 1

y
u φ(x), konaqno sledi:

f ∗(y) = −1− log(−y).

Na slici 5 su predstavǉene funkcija f(x) = − log(x) i odgovaraju�a kon-

jugovana funkcija f ∗(y) = −1− log(−y).
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Slika 5: Funkcija − log(x) i odgovaraju�a konjugovana funkcija

Teorema 1.14. Svaka konjugovana funkcija je zatvorena i konveksna.

Teorema 1.15. Neka je data zatvorena, jako konveksna funkcija f : C → R,
gde je C ∈ Rn. Tada je odgovaraju�a konjugovana funkcija f ∗ glatka.

Dokazi teorema (1.14) i (1.15) mogu se na�i u [1].

Definicija 1.21. Neka je zadata funkcija f : C → R, gde je C ∈ Rn. Tada

se drugi konjugat funkcije f , u oznaci f ∗∗ definixe na slede�i naqin:

f ∗∗(y) = sup
x∈dom(f∗)

(〈x, y〉 − f ∗(x)).

Teorema 1.16. Neka je f : C → R zatvorena i konveksna funkcija na

zatvorenom konveksnom skupu C u Rn. Tada je f ∗∗ = f.

U sluqaju prvog konjugata, mo�e se pokazati da je f(x) = 1
2
||x||2 jedina

funkcija za koju va�i da je f = f ∗. Me�utim, na osnovu teoreme 1.16

postoji vixe od jedne funkcije koje se poklapaju sa svojim drugim kon-

jugatom, npr. f(x) = − log(1− x2), |x| < 1.

1.6 Moreov omotaq

Definicija 1.22. Neka su f, g : Rn → R ∪ {+∞} prave, zatvorene konvek-

sne funkcije. Tada se infimalna konvolucija funkcija f i g, u oznaci f2g

definixe kao:

(f2g)(x) = inf
x1,x2∈Rn

{f(x1) + g(x2) |x1 + x2 = x},
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i pritom va�i da je dom(f2g) = dom(f) ∪ dom(g).

Definicija 1.23. Moreov omotaq funkcije f (engl. Moreau envelope) pred-

stavǉa infimalnu konvoluciju funkcija f i 1
2
|| · ||22, odnosno:

Mf (v) = inf
x∈Rn

{
f(x) +

1

2
‖x− v‖22

}
. (1.12)

Definicija 1.24. Moreov omotaq funkcije f sa parametrom λ se defin-

ixe na slede�i naqin:

Mλf (v) = inf
x∈Rn

{
f(x) +

1

2λ
‖x− v‖22

}
. (1.13)

Izraqunavaǌem proksimalnog operatora se zapravo odre�uje jedin-

stvena taqka u kojoj se dosti�e infimum definisan Moreovim omotaqem,

odnosno:

Mf (x) = f(proxf (x)) +
1

2
‖x− proxf (x)‖22. (1.14)

Primer 7. Neka je zadata funkcija f(x) = |x|. Tada je Moreov omotaq

funkcije f dat sa:

φ(x) =


1

2λ
|x|2 , |x| ≤ λ

|x| − λ

2
, |x| > λ.

Ova funkcija je u literaturi poznata i pod nazivom Huberova funkcija

i prikazana je na slici 6.

Slika 6: Huberova funkcija

Teorema 1.17. Neka su f, g : Rn → R ∪ {+∞} prave, zatvorene konveksne
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funkcije. Tada va�i:

(f2g)∗ = f ∗ + g∗.

Dokaz. Neka je h = f2g, dom(h) = dom(f) + dom(g). Koriste�i qiǌenicu

inf f(x) = − sup(−f(x)) za x ∈ Rn, sledi da za svako y ∈ Rn va�i:

h∗(y) = sup
x∈Rn
{〈x, y〉 − inf

x1+x2=x
{f(x1) + g(x2)}}

= sup
x∈Rn
{〈x, y〉+ sup

x1+x2=x
{−f(x1)− g(x2)}}

= sup
x∈Rn

sup
x1+x2=x

{〈x, y〉 − f(x1)− g(x2)}

= sup
x1,x2∈Rn

{〈x1, y〉+ 〈x2, y〉 − f(x1)− g(x2)}

= sup
x1∈Rn

{〈x1, y〉 − f(x1)}+ sup
x2∈Rn

{〈x2, y〉 − g(x2)}

= f ∗(y) + g∗(y).

Teorema 1.18. Neka je f : Rn → R ∪ {+∞} prava, zatvorena konveksna

funkcija i x, x∗ ∈ Rn. Tada va�i:

(1) Gradijent odgovaraju�eg Moreovog omotaqa uvek postoji i mo�e se

odrediti na slede�i naqin:

5Mλf (x) =
1

λ
(x− proxλf (x)). (1.15)

(2) U taqki x∗ ∈ Rn se dosti�e minimum funkcije f ako i samo ako je

ujedno i nepokretna taqka odgovaraju�eg proksimalnog operatora proxλf ,

odnosno x∗ = proxλf (x
∗).

(3) Varijaciona nejednakost:

〈x− x∗, y − x∗〉+ λf(x∗)− λf(y) ≤ 0, ∀y ∈ Rn (1.16)

je ekvivalentna sa: x∗ = proxλf (x).

(4) Skupovi taqaka u kojima se dosti�e minimum funkcija f i Mλf se

poklapaju.

Vixe detaǉa o osobinama Moreovog omotaqa, kao i dokaz prethodne

teoreme mo�e se na�i u [5], [8], [16].

Teorema 1.19. Neka je f : Rn → R ∪ {+∞} prava, zatvorena, konveksna
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funkcija. Tada je Moreov omotaq funkcije f (u smislu definicije 1.12)

glatka funkcija.

Dokaz. Koriste�i interpretaciju (1.14), mo�e se pokazati da je Mf za-

tvorena i konveksna funkcija. Na osnovu teoreme 1.16 va�i M∗∗
f = Mf .

Sada koriste�i ove posledice, kao i qiǌenice da je funkcija f(x) =
1
2
||x||22, x ∈ Rn jednaka svom prvom konjugatu i izraqunavaǌem drugog kon-

jugata funkcije Mf sledi:

Mf =

(
f ∗ +

1

2
‖·‖22

)∗
.

Na osnovu teoreme 1.14, f ∗ je konveksna funkcija. Norma je jako kon-

veksna pa na osnovu teoreme 1.12 va�i da je funkcija f ∗ + 1
2
‖·‖22 jako

konveksna. Svaka konjugovana funkcija je i zatvorena (teorema 1.14), pa

na osnovu teoreme 1.15, sledi da je Mf glatka funkcija.

Na osnovu teoreme 1.19, funkcija Moreovog omotaqa Mf mo�e biti

posmatrana kao glatka aproksimacija funkcije f bez obzira da li je f

uopxte i diferencijabilna. Na osnovu teoreme 1.18, skupovi taqaka

u kojima se dosti�e minimum funkcija f i Mf su identiqni. U nekim

situacijama, mo�e biti texko odrediti Mf , ali qiǌenica da je Mf

glatka obezbe�uje da se problem optimizacije funkcije Mf qesto mo�e

lakxe rexiti nego problem optimizacije same funkcije f .

1.7 Rezolventa operatora subdiferencijala

Veza izme�u proksimalnog operatora i operatora subdiferencijala data

je slede�om teoremom:

Teorema 1.20. Neka je f : Rn → R ∪ {+∞} prava, zatvorena, konveksna

funkcija. Tada va�i:

proxλf = (I + λ∂f)−1. (1.17)

Preslikavaǌe na desnoj strani jednakosti (1.17) naziva se rezolventa ope-

ratora ∂f sa parametrom λ.

Dokaz. Neka je z ∈ (I + λ∂f)−1(x). Tada va�i: x ∈ (I + λ∂f)(z), odnosno:

0 ∈ ∂f(z) +
1

λ
(z − x),
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xto je ekvivalentno sa:

0 ∈ ∂(f(z) +
1

2λ
||z − x||2).

Na osnovu teoreme 1.9 ovo je neophodan i dovoǉan uslov za postojaǌe

minimuma jako konveksne funkcije f(u) + 1
2λ
||u− x||2 u jedinstvenoj taqki

z, odnosno:

z = arg min
u∈Rn

(
f(u) +

1

2λ
‖u− x‖22

)
.

Stoga, z ∈ (I + λ∂f)−1(x) ako i samo ako z = proxλf (x).

Jedna od direktnih posledica teoreme 1.20 je slede�a. Iako ∂f nije

funkcija (subdiferencijal u nekoj taqki mo�e uzimati vixe razliqitih

vrednosti), rezolventa operatora subdiferencijala jeste funkcija, pri

qemu se (I + λ∂f)−1 slika u samo jednu taqku.

Specijalno, ako je f dva puta diferencijabilna, razvijaǌem desne

strane jednakosti (1.17) u Tejlorov red sledi:

proxλf (x) = (I + λ∂f)−1(x) = x− λ5 f(x) + o(λ), λ→ 0.

Odavde sledi da se za malo λ, proxλf mo�e interpretirati kao apro-

ksimacija iterativnog koraka u metodi gradijentnog spusta pri mini-

mizaciji funkcije f .

Primer 8. Neka je f indikator funkcija konveksnog skupa C, u oznaci

IC . Mo�e se pokazati da je subdiferencijal ove funkcije jednak normal-

nom konusu koji odgovara konveksnom skupu C:

NC(x) =

{
∅ , x /∈ C

{w |wT (z − x) ≤ 0,∀z ∈ C} , x ∈ C.

Tada koriste�i primer (3), rezolventa koja odgovara normalnom konusu

konveksnog skupa C je jednaka:

(I + λ∂IC)−1(x) = arg min
u∈Rn

(
IC(u) +

1

2λ
‖u− x‖22

)
= PC(x), x ∈ Rn,

odnosno ortogonalnoj projekciji na konveksni skup C.
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2 Konvergencija proksimalnih operatora

Definicija 2.1. Operator F : Rn → Rn je kontrakcija ako je Lipxic-

neprekidan sa Lipxicovom konstantom L < 1, odnosno postoji norma || · ||
na Rn tako da za sve x, y ∈ Rn va�i:

||F (x)− F (y)|| ≤ L||x− y||.

Teorema 2.1. (Banahova teorema o nepokretnoj taqki) Neka je (X, d) kom-

pletan metriqki prostor, M neprazan i zatvoren podskup od X i F :

M → M kontrakcija nad M. Tada postoji jedinstvena nepokretna taqka

x∗ preslikavaǌa F i va�i da niz (xn) odre�en rekurentnom formulom

xn+1 = F (xn), n = 0, 1 ... konvergira ka x∗, gde je x0 proizvoǉan element

iz M.

Rezultati o egzistenciji nepokretne taqke nekog preslikavaǌa datog

skupa u samog sebe se qesto primeǌuju u mnogim matematiqkim dis-

ciplinama. Naime, mnogi problemi pronala�eǌa rexeǌa jednaqina

odre�enog tipa mogu se formulisati kao problemi odre�ivaǌa nepokret-

nih taqaka odgovaraju�ih pridru�enih funkcija. Banahova teorema o

nepokretnoj taqki je jedna od najqex�e primeǌivanih teorema u ovakvim

problemima. Ona garantuje postojaǌe i jedinstvenost nepokretne taqke

posmatrane funkcije, ali i konstruktivni metod za pronala�eǌe te

nepokretne taqke. Me�utim, Banahova teorema (teorema 2.1) zahteva

da posmatrana funkcija bude kontrakcija. Ispostavǉa se da proksi-

malni operatori ne zadovoǉavaju uslove Banahove teoreme. U ovom

delu rada bi�e predstavǉena klasa operatora kojoj proksimalni op-

eratori pripadaju. Tako�e bi�e predstavǉene teoreme qiji rezultati

daju konstruktivan metod za pronala�eǌe fiksnih taqaka proksimalnih

operatora. Vixe detaǉa se mo�e prona�i u [5], [10].

2.1 Neekspanzivni operatori

Definicija 2.2. Operator F : Rn → Rn je neekspanzivan ako postoji

norma || · || na Rn tako da za sve x, y ∈ Rn va�i:

||F (x)− F (y)|| ≤ ||x− y||.

22



Definicija 2.3. Operator F : Ω → Rn, Ω ⊂ Rn je qvrsto neekspanzivan

ako za sve x, y ∈ Rn va�i jedan od slede�a dva ekvivalentna uslova:

||F (x)− F (y)||22 ≤ 〈x− y, F (x)− F (y)〉, (2.1)

||F (x)− F (y)||22 ≤ ||x− y||22 − ||(I − F )(x)− (I − F )(y)||22. (2.2)

Teorema 2.2. Svaki qvrsto neekspanzivan operator je neekspanzivan ope-

rator.

Dokaz. Koriste�i nejednakost Koxi-Xvarc-Buǌakovskog (teorema 1.1)

sledi:

||F (x)− F (y)||22 ≤ 〈x− y, F (x)− F (y)〉 ≤ ||x− y||2||F (x)− F (y)||2,

a odavde se dobija: ||F (x)− F (y)||2 ≤ ||x− y||2.

Teorema 2.3. Neka je data konveksna, prava, zatvorena funkcija f : Rn →
R∪{+∞} . Tada odgovaraju�i proksimalni operator proxλf za λ > 0 pripada

klasi qvrsto neekspanzivnih operatora.

Dokaz. Koriste�i varijacionu nejednakost (1.16) iz teoreme 1.18 i za-

meǌuju�i y sa proxλf (y) i x∗ sa proxλf (x) dobija se:

〈proxλf (x)−x, proxλf (x)−proxλf (y)〉+λf(proxλf (x))−λf(proxλf (y)) ≤ 0. (2.3)

Neka je y∗ = proxλf (y). Tada za svako x ∈ Rn na osnovu teoreme 1.18, va�i

slede�a varijaciona nejednakost:

〈y − proxλf (y), x− proxλf (y)〉+ λf(proxλf (y))− λf(x) ≤ 0. (2.4)

Zameǌuju�i x sa proxλf (x) u (2.4) sledi:

〈proxλf (y)−y, proxλf (y)−proxλf (x)〉+λf(proxλf (y))−λf(proxλf (x)) ≤ 0. (2.5)

Sabiraǌem nejednakosti (2.3) i (2.5) dobija se:

〈proxλf (x)− proxλf (x)− (x− y), proxλf (x)− proxλf (y)〉,
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odnosno nakon sre�ivaǌa:

||proxλf (x)− proxλf (x)||22 ≤ 〈x− y, proxλf (x)− proxλf (y)〉,

xto prema definiciji 2.3 znaqi da proksimalni operator proxλf pripada

klasi qvrsto neekspanzivnih operatora.

2.2 Uproseqeni operatori

Definicija 2.4. Operator F : Rn → Rn je uproseqen ako postoji ne-

ekspanzivan operator R : Rn → Rn i konstanta α ∈ (0, 1), takav da je

F = αI + (1− α)R.

Mo�e se pokazati da za operatore F i R iz definicije 2.4 va�i da

se ǌihovi skupovi nepokretnih taqaka poklapaju:

F (x) = x ⇐⇒ αx+ (1− α)R(x) = x

⇐⇒ (1− α)R(x) = (1− α)x

⇐⇒ R(x) = x.

Veza izme�u kontrakcija, uproseqenih, neekspanzivnih i qvrsto ne-

ekspanzivnih operatora je data u slede�oj teoremi:

Teorema 2.4. Neka je dat operator F : Rn → Rn. Tada va�i:

(1) Ako je operator F uproseqen, onda je i neekspanzivan.

(2) Ako je operator F kontrakcija sa Lipxicovom konstantom L < 1,

tada je F tako�e uproseqen operator kojem odgovara parametar α ∈ (0, L−1
2

].

(3) Operator F je qvrsto neekspanzivan ako i samo ako je uproseqen ope-

rator kojem odgovara parametar α = 1
2
.

Dokaz. (1) Neka je operator F : Rn → Rn uproseqen. Prema definiciji

2.4, F se mo�e predstaviti kao F = αI + (1 − α)R, gde je R : Rn → Rn

neekspanzivan operator i α ∈ (0, 1). Tada va�i:

||F (x)− F (y)||2 = ||αx+ (1− α)R(x)− αy − (1− α)R(y)||2
≤α||x− y||2 + (1− α)||R(x)−R(y)||2
≤α||x− y||2 + (1− α)||x− y||2
= ||x− y||2.
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(2) Neka je operator F : Rn → Rn kontrakcija sa Lipxicovom kon-

stantom L < 1 i neka je operator R : Rn → Rn definisan na slede�i

naqin: R = 1
1−α(F − αI). Tada va�i:

||R(x)−R(y)||2 =
1

1− α
||(F − αI)(x)− (F − αI)(y)||2

≤ 1

1− α
||F (x)− F (y)||2 +

α

1− α
||x− y||2

≤ L+ α

1− α
||x− y||2.

Ako je α ≤ 1−L
2
, tada je po definiciji 2.2 operator R neekspanzivan, pa

iz definicije operatora R sledi da je F uproseqen operator.

(3) Ako je operator F uproseqen sa parametrom α = 1
2
, tada se F

mo�e predstaviti pomo�u odgovaraju�eg neekspanzivnog operatora R na

slede�i naqin: F = 1
2
(I + R), pri qemu je R = 2F − I = F − (I − F ). Tada

koriste�i pravilo paralelograma (teorema 1.1) sledi:

||R(x)−R(y)||22 = ||F (x)− F (y)− ((I − F )(x)− (I − F )(y)||22
= − ||x− y||22 + 2||F (x)− F (y)||22 + 2||((I − F )(x)− (I − F )(y))||22.

(2.6)

Nakon sre�ivaǌa izraza (2.6), dobija se:

||x− y||22 − ||F (x)− F (y)||22 − ||((I − F )x− (I − F )y)||22
= ||F (x)− F (y)||22 + ||((I − F )x− (I − F )y)||22 − ||R(x)−R(y)||22

=
1

2

(
||x− y||22 + ||R(x)−R(y)||22

)
− ||R(x)−R(y)||22

=
1

2

(
||x− y||22 − ||R(x)−R(y)||22

)
. (2.7)

Iz jednakosti (2.7) sledi tra�ena ekvivalencija. Naime, ako je opera-

tor R neekspanzivan, desna strana izraza (2.7) je nenegativna, pa je na

osnovu uslova (2.2) operator F qvrsto neekspanzivan. Sa druge strane,

ako je operator F qvrsto neekspanzivan, odnosno va�i (2.2), tada je

izraz u posledǌoj zagradi nenegativan pa je shodno definiciji opera-

tor R neekspanzivan.

Teorema 2.5. Ako su F1, F2 : Rn → Rn uproseqeni operatori, tada je ope-

rator F2 ◦ F1 : Rn → Rn tako�e uproseqen.
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Dokaz. Kako su operatori F1 i F2 po pretpostavci uproseqeni, postoje

neekspanzivni operatori R1, R2 : Rn → Rn i parametri α1, α2 ∈ (0, 1),

takvi da va�i F1 = α1I + (1−α1)R1 i F2 = α2I + (1−α2)R2. Koriste�i ove

reprezentacije operatora F1 i F2 sledi:

F2(F1(x)) =α2F1(x) + (1− α2)R2(F1(x))

=α2(α1x+ (1− α1R1(x))) + (1− α2)R2(F1(x))

=α2α1x+ (α2 − α2α1)R1(x) + (1− α2)R2(F1(x)).

Ako je α = α1α2, tada va�i:

F2(F1(x)) = αx+ (1− α)
(α2 − α

1− α
R1(x) +

1− α2

1− α
R2(F1(x)

)
.

Kako su i kompozicija i konveksna kombinacija dva neekspanzivna

operatora tako�e neekspanzivni operatori, tada je operator α2−α
1−α R1(x)+

1−α2

1−α R2(F1(x)) neekspanzivan, odakle se zakǉuquje da je i operator F1 ◦F2

uproseqen.

2.3 Asimptotski regularni operatori

Definicija 2.5. Operator F : Rn → Rn je asimptotski regularan ako za

proizvoǉno x0 ∈ Rn va�i:

lim
r→∞

(xr+1 − xr) = 0,

gde je niz (xr) odre�en rekurentnom formulom: xr+1 = F (xr), r = 0, 1, 2, ... .

Teorema 2.6. Neka je F : Rn → Rn uproseqen operator i neka je skup

nepokretnih taqaka operatora F neprazan. Tada je F asimptotski regu-

laran.

Dokaz. Neka je s ∈ Rn nepokretna taqka operatora F i neka je (xr) niz

odre�en sa xr+1 = F (xr), r = 0, 1, 2, ... , gde je x0 ∈ Rn proizvoǉan vektor.

Na osnovu (1) iz teoreme 2.3, F je neekspanzivan operator, pa va�i:

||xr+1 − s||2 = ||F (xr)− F (s)||2 ≤ ||xr − s||2,
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odakle sledi:

lim
r→∞
||xr − s||2 = d ≥ 0. (2.8)

Kako je po pretpostavci teoreme operator F uproseqen, on se mo�e

predstaviti kao: F = αI+(1−α)R, gde je α ∈ (0, 1) i R neekspanzivan ope-

rator. Tako�e va�i da se skup nepokretnih taqaka operatora F poklapa

sa skupom nepokretnih taqaka operatora R, pa je s tako�e nepokretna

taqka operatora R. Budu�i da je R neekspanzivan operator, sledi:

lim sup
r→∞

||R(xr)− s||2 = lim sup
r→∞

||R(xr)−R(s)||2 ≤ lim
r→∞
||xr − s||2 = d. (2.9)

Pod pretpostavkom da je:

lim
r→∞
||xr+1 − xr||2 6= 0, (2.10)

postoji (xrl)l∈N takav da ||xrl+1 − xrl ||2 ≥ ε, gde je ε > 0. Sada, koriste�i

(2.8), sledi da je (xrl)l∈N ograniqen i da postoji konvergentan podniz

(xrlj )j∈N , odnosno:

lim
r→∞

xrlj = a, a ∈ S(s, d) = {x ∈ Rn : ||x− s||2 = d}. (2.11)

Kako je R neekspanizvan operator, on je i neprekidan. Koriste�i (2.9)

sledi:

lim
r→∞

R(xrlj ) = b, b ∈ B(s, d) = {x ∈ Rn : ||x− s||2 ≤ d}. (2.12)

Tako�e va�i:

ε ≤ ||xrlj+1 − xrlj ||2 = ||F (xrlj )− xrlj ||2

= ||(α− 1)xrlj + (1− α)R(xrlj )||2.

Puxtaǌem limesa kada j → +∞ sa obe strane posledǌe nejednakosti

i koriste�i (2.11) i (2.12) sledi da a 6= b. Koriste�i neprekidnost

operatora F i (2.8) sledi:

lim
j→∞

F (xrlj ) = c, c ∈ S(s, d) = {x ∈ Rn : ||x− s||2 = d}. (2.13)

27



Koriste�i (2.11), (2.12) i strogu konveksnost funkcije norme dobija se:

||c− s||2 = lim
j→∞
||F (xrlj )− s||

2
2

= lim
j→∞
||α(xrlj − s) + (1− α)(R(xrlj )− s)||

2
2

= ||α(a− s) + (1− α)(b− s)||22
<α||a− s||22 + (1− α)||b− s||22 ≤ d2,

xto je kontradikcija sa (2.13). Stoga pretpostavka (2.10) nije dobra,

odakle se zakǉuquje da je operator F asimptotski regularan.

Teorema 2.7. Neka je F : Rn → Rn neekspanzivan, asimptotski regularan

operator koji ima bar jednu nepokretnu taqku. Tada za proizvoǉno x0 ∈ Rn,

niz (xr), definisan sa xr+1 = F (xr), r = 0, 1, 2... konvergira ka nepokretnoj

taqki operatora F.

Dokaz. Neka je s nepokretna taqka operatora F. Zbog pretpostavke da je

F neekspanzivan operator va�i:

||xr+1 − s||2 = ||F (xr)− F (s)||2 ≤ ||xr − s||2.

Odavde sledi da je niz (xr) ograniqen te postoji podniz (xrl)l∈N koji kon-

vergira ka nekoj taqki t ∈ Rn. Iz pretpostavke teoreme, F je asimptot-

ski regularan, pa va�i:

(F − I)(xrl) = xrl+1
− xrl → 0, l→∞.

Kako je F neprekidan, sledi da je (F−I)t = 0, odnosno F (t) = t. Odavde se

zakǉuquje da je t nepokretna taqka operatora F i da niz (xr) konvergira

ka t.

Konaqno, kombinuju�i rezultate teorema 2.4, 2.6 i 2.7 sledi glavni

rezultat u ovom delu rada, odnosno teorema koja govori o konvergenciji

uproseqenog operatora ka nepokretnoj taqki.
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Teorema 2.8. Neka je F : Rn → Rn uproseqen operator i neka je skup

nepokretnih taqaka operatora F neprazan. Tada za proizvoǉno x0 ∈ Rn

va�i da niz (xr), definisan sa xr+1 = F (xr), r = 0, 1, 2... konvergira ka

nepokretnoj taqki operatora F.
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3 Proksimalni algoritmi

U ovom delu rada su izlo�eni proksimalni algoritmi. Centralni

problem pri primeni proksimalnih algoritama predstavǉa odre�ivaǌe

proksimalnog operatora. Iako na prvi pogled mo�e delovati jednos-

tavno i uvek primenǉivo, implementiraǌe proksimalnih algoritama je

mogu�e samo u onim sluqajevima gde se proksimalni operator posma-

trane funkcije mo�e eksplicitno odrediti.

3.1 Proksimalni algoritam minimizacije

Neka je f : Rn → R∪{+∞} prava, zatvorena konveksna funkcija. Tada na

osnovu (2) iz teoreme 1.18 sledi da je taqka u kojoj se dosti�e minimum

funkcije f nepokretna taqka operatora proxλf . Na osnovu teorema 2.3

i 2.4, proxλf pripada klasi uproseqenih operatora. Stoga, na osnovu

teoreme 2.8, sledi da niz (xr+1) definisan za proizvoǉno x0 ∈ Rn sa

xr+1 = proxλf (xr), r = 0, 1, 2..., konvergira ka nepokretnoj taqki operatora

proxλf , odnosno minimumu funkcije f (ako postoji). Odgovaraju�i algo-

ritam pomo�u kojeg je generisan niz (xr+1) je poznat kao proksimalni
algoritam minimizacije (engl. proximal minimization algorithm):

Algoritam 1: Proksimalni algoritam minimizacije
Ulaz: f : Rn → R ∪ {+∞}, x0 ∈ Rn, λ > 0, ε > 0, k ∈ N
Iterativni r-ti korak: xr+1 = proxλf (xr)
Kriterijum zaustavǉaǌa: |xr+1 − xr| < ε ili r = k
Izlaz: xr+1

Postoje razliqite verzije ovog algoritma zavisno od odabira parame-

tra λ. Qest pristup je da se u svakom iterativnom koraku izabere λi,

gde je i redni broj iterativnog koraka. Mo�e se pokazati da je kon-

vergencija garantovana ako je λi > 0 i
∑∞

i=1 λ
i = ∞. Ovaj algoritam je

najqex�e korix�en u domenu numeriqke linearne algebre pri rexavaǌu

loxe uslovǉenih sistema jednaqina [4].

Postoji analogija izme�u proksimalnih algoritama minimizacije i

rexavaǌa odre�enog tipa diferencijalnih jednaqina. Naime, proksi-

malni algoritam minimizacije se mo�e interpretirati kao diskretizo-

vani metod za rexavaǌe odre�enog tipa diferencijalnih jednaqina. U

nastavku rada sledi pregled osnovnih pojmova iz teorije diferencijal-
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nih jednaqina koji �e biti neophodni za daǉi rad. Vixe detaǉa se

mo�e prona�i u [9].

Definicija 3.1. Neka je U ⊂ Rn otvoren skup i neka je V : U → Rn vek-

torsko poǉe. Sistem diferencijalnih jednaqina je vektorska jednaqina:

d

dt
x(t) = V (x(t)), (3.1)

gde je t ∈ I realna promenǉiva, a x(t) nepoznata vektor-funkcija.

Definicija 3.2. Neka je poqetni uslov u sistemu (3.1) vektor x0 =

x(t0) ∈ Rn. Trajektorija sistema (3.1) je kriva x(t), t ∈ Rn koja prolazi

kroz x0 i qiji je tangentni vektor u svakoj taqki jednak vektorskom poǉu

V.

Definicija 3.3. Stacionarna taqka ili ekvilibrijum sistema (3.1) je

taqka x∗ u kojoj je V (x∗) = 0.

Definicija 3.4. Neka je f : Rn → R diferencijabilna, konveksna funkcija

i neka je x : R+ → Rn. Sistem diferencijalnih jednaqina:

d

dt
x(t) = −∇f(x(t)) (3.2)

se naziva gradijentni protok funkcije f .

Kako je funkcija f po pretpostavci konveksna i diferencijabilna,

stacionarne taqke gradijentnog protoka (3.2) su nule gradijenta ∇f ,
odnosno taqke u kojima se dosti�e minimum funkcije f. Gradijentni pro-

tok se mo�e posmatrati i kao neprekidna analogija sa metodom gradi-

jentnog spusta. Naime, poqevxi od nekog inicijalnog vektora x(0) =

x0 ∈ Rn, rexavaǌem sistema (3.2) pronalazi se trajektorija x(t), t ∈ Rn

za koju va�i f(x(t))→ f ∗, gde je f ∗ minimum funkcije f. Ova ideja se mo�e

generalizovati i na sluqaj kada konveksna funkcija f nije diferenci-

jabilna. U tom sluqaju, umesto gradijentnog protoka, bio bi posmatran

slede�i sistem jednaqina:

d

dt
x(t) ∈ −∂f(x(t)).

Bez umaǌeǌa opxtosti, daǉa diskusija �e biti ograniqena na sluqaj
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kada je f konveksna i diferencijabilna. Ve�ina numeriqkih metoda za

rexavaǌe sistema diferencijalnih jednaqina zasnovana je na diskreti-

zaciji, odnosno odre�ivaǌu pribli�nih vrednosti rexeǌa u nizu ek-

vidistantnih taqaka. Neka je xk oznaka za aproksimaciju trajektorije

x(t) sistema (3.2) u t = kh, gde je k = 1, 2, ... i h ∈ Rn dovoǉno malo u smi-

slu norme da bi se sistem (3.2) mogao diskretizovati. U tom sluqaju,

sistemu (3.2) se mo�e pridru�iti sistem jednaqina qije rexeǌe pred-

stavǉa pribli�no rexeǌe poqetnog sistema (3.2) i zadat je na slede�i

naqin:
xk+1 − xk

h
= −∇f(xk), k = 0, 1, ... (3.3)

Preciznije, izvod trajektorije x(t) u t = kh je zameǌen podeǉenom

razlikom unutar vremenskog intervala [kh, (k + 1)h], odnosno:

d

dt
x(t) ≈ x((k + 1)h)− x(kh)

(k + 1)h− kh
.

Ovaj metod je poznat kao eksplicitni Ojlerov metod [19], a odgo-

varaju�i algoritam za rexavaǌe (3.3) je dat iterativno:

xk+1 = xk − h∇f(xk), k = 0, 1..., (3.4)

gde je x0 ∈ Rn proizvoǉno i h > 0.

Algoritmom (3.4) je upravo definisan metod gradijentnog spusta.

Stoga ovaj metod se mo�e interpretirati i kao eksplicitni Ojlerov

metod za rexavaǌe odre�enog sistema diferencijalnih jednaqina.

Implicitni Ojlerov metod je zasnovan na diskretizaciji:

xk+1 − xk

h
= −∇f(xk+1), (3.5)

gde je izvod trajektorije x(t) u t = (k+ 1)h zameǌen podeǉenom razlikom

unutar intervala [kh, (k + 1)h]. Mo�e se pokazati da ovaj metod daje

boǉu aproksimaciju nego eksplicitni Ojlerov metod. Me�utim, mana

je xto se iterativni korak za pronala�eǌe xk+1 ne mo�e eksplicitno

predstaviti u zavisnosti od xk, odnosno dat je u slede�oj formi:

xk+1 + h∇f(xk+1) = xk. (3.6)
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Koriste�i teoremu (1.20), sledi da je (3.6) ekvivalentno sa:

xk+1 = proxhf (x
k), k = 0, 1..., (3.7)

gde je x0 ∈ Rn proizvoǉno i h > 0.

Stoga, proksimalni algoritam minimizacije mo�e biti i interpre-

tiran kao implicitni Ojlerov metod za rexavaǌe odgovaraju�eg si-

stema diferencijalnih jednaqina. Parametar λ u proksimalnom mini-

miziraju�em algoritmu odgovara du�ini vremenskog intervala h korix-

�enog u diskretizaciji.

3.2 Proksimalni gradijentni algoritam

Neka su f : Rn → R, g : Rn → R ∪ {+∞} prave, zatvorene, konveksne

funkcije, pri qemu je f diferencijabilna i ima Lipxic-neprekidan

gradijent, odnosno za sve x, y ∈ Rn i L > 0 va�i:

||∇f(x)−∇f(y)||2 ≤ L||x− y||2. (3.8)

Uslov (3.8) za svako x, a ∈ Rn povlaqi slede�u nejednakost:

f(x) ≤ f̂L,a(x), (3.9)

gde je:

f̂L,a(x) = f(a) + 〈∇f(a), x− a〉+
L

2
||x− a||22. (3.10)

Neka je dat slede�i problem:

min
x∈Rn

(f(x) + g(x)). (3.11)

Na osnovu teoreme 1.9, x∗ je rexeǌe problema (3.11) ako i samo ako va�i:

0 ∈ ∇f(x∗) + ∂g(x∗), (3.12)

odnosno:

x∗ − λ∇f(x∗) ∈ x∗ + λ∂g(x∗). (3.13)
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Izraz (3.13) je ekvivalentan sa:

x∗ = (I + λ∂g)−1(x∗ − λ∇f(x∗)). (3.14)

Koriste�i interpretaciju proksimalnog operatora pomo�u rezolvente

subdiferencijalnog operatora (teorema 1.20) sledi:

x∗ = proxλg(x
∗ − λ∇f(x∗)). (3.15)

Na osnovu (3.15), definisan je proksimalni gradijentni algori-
tam (engl. proximal gradient algorithm). Pomo�u ovog algoritma mo�e se

generisati niz (xr) koji konvergira ka rexeǌu problema (3.11). Va�no je

napomenuti da postoji jox jedan naqin pomo�u kojeg se mo�e interpreti-

rati ovaj algoritam. Naime, koriste�i uslov (3.9), mo�e se definisati

niz (xr) pomo�u proizvoǉnog x0 ∈ Rn i γ = 1
L
na slede�i naqin:

xr+1 = arg min
x∈Rn

(
f̂ 1
γ
, xr

(x) + g(x)
)

= arg min
x∈Rn

(
1

2γ
||x− xr + γ∇f(xr)||2 + g(x)

)
= arg min

x∈Rn

(
1

2
||x− (xr − γ∇f(xr))||2 + γg(x)

)
= proxγg (xr − γ∇f(xr)) ,

gde je funkcija f̂ 1
γ
, xr

(x) definisana pomo�u (3.10). Za dovoǉno malo γ

va�i:

f(xr+1) + g(xr+1) ≤min
x∈Rn

(
f̂ 1
γ
, xr

(x) + g(x)
)

≤f̂ 1
γ
, xr

(xr) + g(xr)

=f(xr) + g(xr), (3.16)

odakle sledi da niz (xr) konvergira ka rexeǌu problema (3.11). Stoga,

u svakoj iteraciji je potrebno pa�ǉivo birati parametar γ ∈ R kako bi

se obezbedila monotonost definisana izrazom (3.16). Jedan od naqina

da se ispuni uslov (3.16) je da se u svakoj iteraciji r proverava da li

va�i f(xr+1) ≤ f̂ 1
γ
, xr

(xr+1). U sluqaju da je ovaj uslov ispuǌen, zadr�ava

se parametar γ iz prethodne iteracije, a u suprotnom se smaǌuje. Pseu-

dokod proksimalnog gradijentnog algoritma se mo�e predstaviti na

34



slede�i naqin:

Algoritam 2: Proksimalni gradijentni algoritam
Ulaz: f : Rn → R, g : Rn → R ∪ {+∞}, x0 ∈ Rn, k ∈ N, γ > 0, ε > 0,

β ∈ (0, 1).
Iterativni r-ti korak:
1. xr+1 = proxγg(xr − γ∇f(xr))

2. Prekinuti ako je: f(xr+1) ≤ f̂ 1
γ
, xr

(xr+1)

3. γ = βγ
Kriterijum zaustavǉaǌa: |xr+1 − xr| < ε ili r = k
Izlaz: xr+1

Specijalno, kada je f = 0, proksimalni gradijentni algoritam se

svodi na proksimalni minimiziraju�i algoritam, a u sluqaju kada je

g = 0, svodi se na metodu gradijentnog spusta. U sluqaju g = IC, de-

finisan je tzv. projektovani gradijentni algoritam (engl. projected

gradient algorithm):

Algoritam 3: Projektovani gradijentni algoritam
Ulaz: f : Rn → R, x0 ∈ Rn, k ∈ N, γ > 0, ε > 0, β ∈ (0, 1)
Iterativni r-ti korak:
1. xr+1 = PC(xr − γ∇f(xr))
2. Prekinuti ako je: f(xr+1) ≤ f̂ 1

γ
, xr

(xr+1)

3. γ = βγ
Kriterijum zaustavǉaǌa: |xr+1 − xr| < ε ili r = k
Izlaz: xr+1

Teorema 3.1. (Teorema Bailon-Haddad) Neka je funkcija f : Rn → R Frexe-

diferencijabilna i konveksna. Ako postoji α > 0 takvo da je operator

α∇f neekspanzivan, tada je operator α∇f qvrsto neekspanzivan.

Dokaz teoreme 3.1 mo�e se na�i u [11].

Teorema 3.2. Neka su f : Rn → R i g : Rn → R ∪ {+∞} prave, zatvorene,

konveksne funkcije. Pored toga, f je diferencijabilna i ima Lipxic-

neprekidan gradijent. Ako rexeǌe problema (3.11) postoji, tada za proiz-

voǉno x0 ∈ Rn i λ ∈ (0, 2
L

), niz (xr), gde r = 1, 2, ... , n, generisan proksimal-

nim gradijentnim algoritmom konvergira ka rexeǌu x∗ problema (3.11).
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Dokaz. Na osnovu teorema 2.3 i 2.4, operator proxλg je uproseqen. Tako-

�e, na osnovu teoreme 3.1, funkcija 1
L
∇f pripada klasi qvrsto neekspan-

zivnih operatora. Sa druge strane, na osnovu teoreme 2.4 funkcija 1
L
∇f

pripada i klasi uproseqenih operatora sa parametrom 1
2
. Stoga, postoji

neekspanzivni operator R, tako da va�i 1
L
∇f = 1

2
(I +R), odnosno:

I − λ∇f = I − λL

2
(I +R) = (1− λL

2
)I +

λL

2
(−R). (3.17)

Na osnovu (3.17) i definicije 2.4, sledi da je operator I − λ∇f upro-

seqen za λ ∈ (0, 2
L

). Koriste�i teoremu 2.5 mo�e se zakǉuqiti da je i

operator proxλg(I − λ∇f) uproseqen, pa na osnovu teoreme 2.8 niz (xr)r∈N

generisan proksimalnim gradijentnim algoritmom konvergira ka rexe-

ǌu x∗ problema (3.11).

Mo�e se pokazati (videti u [12]) da je konvergencija niza (xr)r∈N

generisanog proksimalnim gradijentnim algoritmom linearna, tj. va�i:

f(xr)− f(x∗) = O(1/r).

Proksimalni gradijentni algoritam tako�e mo�e biti interpreti-

ran pomo�u gradijentnog protoka (vidi definiciju 3.4). Gradijentni

protok pridru�en problemu (3.11) je dat sa:

d

dt
x(t) = −∇f(x(t))−∇g(x(t)), (3.18)

gde su, po pretpostavci, f i g diferencijabilne funkcije. Ponovo, ideja

je zasnovana na diskretizaciji posmatranog sistema diferencijalnih

jednaqina. Neka je izvod trajektorije x(t) zameǌen sa: (xk+1 − xk)/h. Za

dovoǉno malo h, vrednosti x((k + 1)h) i x(kh) su pribli�no jednake, te

se na desnoj strani (3.18) razliqita pojavǉivaǌa x(t) mogu zameniti

sa xk i xk+1. Kombinovaǌem eksplicitne i implicitne Ojlerove metode

diskretizacije mo�e se formulisati slede�i sistem jednaqina:

xk+1 − xk

h
= −∇f(xk)−∇g(xk+1), (3.19)

odnosno:

xk+1 = (I + h∇g)−1(I − h∇f)xk, k = 0, 1..., (3.20)

gde je x0 ∈ Rn proizvoǉno i h > 0.
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3.3 Ubrzani proksimalni gradijentni algoritam

Koriste�i ideju o ekstrapolaciji, odabirom odgovaraju�eg parametra

τr u svakoj iteraciji, konvergencija proksimalnih gradijentnih algori-

tama mo�e biti ubrzana na slede�i naqin:

yr = xr + τr(xr − xr−1), r = 0, 1, ... (3.21)

xr+1 = proxλg(yr − λ∇f(yr)), r = 0, 1, ..., (3.22)

za λ > 0 i proizvoǉne x0, y0 ∈ Rn.

Iterativni koraci (3.21) i (3.22) definixu ubrzani proksimalni
gradijentni algoritam (engl. accelerated proximal gradient algorithm).

Pokazano je da se za odgovaraju�e vrednosti parametara τr dosti�e

kvadratna konvergencija. Ispostavǉa se da se ne mo�e posti�i br�a

konvergencija od kvadratne, xto je dokazano u [13, 14]. Postoji vixe

naqina na koji se mo�e odabrati parametar τr u ciǉu postizaǌa br�e

konvergencije. Jedan od pristupa u ǌegovom odabiru (vidi detaǉnije

u [5]) predla�e da se za τr u svakoj iteraciji izabere (r − 1)/(r + 2). U

ciǉu preglednijeg zapisa odgovaraju�ih iteracija u okviru algoritma,

neka je θr ∈ R izabrano tako da va�i:

τr =
θr(1− θr−1)

θr−1
.

U tom sluqaju je θr = 2/(r+ 2) i odgovaraju�i algoritam je predstavǉen

na slede�i naqin:

Algoritam 4: Ubrzani proksimalni gradijentni algoritam
Ulaz: f : Rn → R, g : Rn → R ∪ {+∞}, x0, y0, z0 ∈ Rn, k ∈ N, γ > 0,

ε > 0, β ∈ (0, 1)
Iterativni r-ti korak:
1. θr = 2

r+2

2. yr = (1− θr)xr + θrzr
3. xr+1 = proxγg(yr − γ∇f(yr))
4. zr+1 = xr + 1

θr
(xr+1 − xr)

5. Prekinuti ako je: f(xr+1) ≤ f̂ 1
γ
, xr

(xr+1)

6. γ = βγ
Kriterijum zaustavǉaǌa: |xr+1 − xr| < ε ili r = k
Izlaz: xr+1.
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Teorema 3.3. Neka je data funkcija h = f+g, gde je f : Rn → R konveksna i

Lipxic-diferencijabilna, sa Lipxicovom konstantom L > 0, a g : Rn →
R ∪ {+∞} zatvorena, prava i konveksna funkcija. Daǉe, neka se minimum

funkcije h dosti�e u taqki x∗ i neka je niz (xr), gde r = 1, 2, ... , n, generisan

ubrzanim proksimalnim gradijentnim algoritmom. Tada za svako r ∈ N
va�i:

f(xr)− f(x∗) = O(1/r2).

Dokaz. Koriste�i (3.9) i uslov λ < 1
L
dobija se:

f(xr+1) ≤ f(yr) + 〈∇f(yr), xr+1 − yr〉+
1

2λ
||xr+1 − yr||22. (3.23)

Tako�e, koriste�i varijacionu nejednakost (1.16) iz teoreme (1.18) sledi:

g(xr+1) ≤ g(u) +
1

λ
〈yr − λ∇f(yr)− xr+1, xr+1 − u〉

≤ g(u)− 〈∇f(yr), xr+1 − u〉+
1

λ
〈yr − xr+1, xr+1 − u〉 (3.24)

Sabiraǌem nejednakosti (3.23) i (3.24) sledi:

h(xr+1) ≤ h(u)− f(u) + f(yr) + 〈∇f(yr), u− yr〉

+
1

2λ
||xr+1 − yr||22 +

1

λ
〈yr − xr+1, xr+1 − u〉. (3.25)

Zbog konveksnosti funkcije f , na osnovu teoreme (1.3) va�i:

f(yr)− f(u) + 〈∇f(yr), u− yr〉 ≤ 0. (3.26)

Kombinuju�i nejednakosti (3.25) i (3.26) sledi:

h(xr+1) ≤ h(u) +
1

2λ
||xr+1 − yr||22 +

1

λ
〈yr − xr+1, xr+1 − u〉. (3.27)

Zamenom u = x∗ i u = xr u (3.27), a zatim kombinovaǌem dobijenih nejed-

nakosti, dobija se:

h(xr+1)− h(x∗) + (1− θr)(h(x∗)− h(xr))

= θr
(
h(xr+1)− h(x∗)

)
+ (1− θr)

(
h(xr+1)− h(xr)

)
≤ 1

2λ
||xr+1 − yr||22 +

1

λ
〈yr − xr+1, xr+1 − θrx∗ − (1− θr)xr〉

=
1

2λ
(||yr − θrx∗ − (1− θr)xr||22 − ||xr+1 − θrx∗ − (1− θr)xr||22)
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=
θ2r
2λ

(||zr − x∗||22 − ||zr+1 − x∗||22).

Dakle, za dve susedne iteracije va�i nejednakost:

λ

θ2r
(h(xr+1)−h(x∗))+

1

2
||zr+1−x∗||22 ≤

λ(1− θr)
θ2r

(h(xr)−h(x∗))+
1

2
||zr−x∗||22 (3.28)

Rekurzivno ponavǉaju�i (3.28) i koriste�i: 1−θr
θ2r
≤ 1

θ2r−1
, sledi:

λ

θ2r
(h(xr+1)− h(x∗)) ≤ λ(1− θr)

θ2r
(h(xr)− h(x∗)) +

1

2
||zr − x∗||22 −

1

2
||zr+1 − x∗||22

≤ λ

θ2r−1
(h(xr)− h(x∗)) +

1

2
||zr − x∗||22 −

1

2
||zr+1 − x∗||22

≤ λ(1− θr−1)
θ2r−1

(h(xr−1)− h(x∗)) +
1

2
||zr−1 − x∗||22 −

1

2
||zr − x∗||22+

+
1

2
||zr − x∗||22 −

1

2
||zr+1 − x∗||22

=
λ(1− θr−1)

θ2r−1
(h(xr−1)− h(x∗)) +

1

2
||zr−1 − x∗||22 −

1

2
||zr+1 − x∗||22

≤ . . .

≤ λ(1− θ0)
θ20

(h(x0)− h(x∗)) +
1

2
||z0 − x∗||22

=
1

2
||x0 − x∗||22,

odakle sledi tvr�eǌe teoreme:

h(xr+1)− h(x∗) ≤ 2

λ(r + 2)2
||x0 − x∗||22.

3.4 Douglas - Rachford razdvajaju�i algoritam

Neka je dat problem:

arg min
x∈Rn

(f(x) + g(x)) , (3.29)

pri qemu su obe funkcije f, g : Rn → R∪{+∞} zatvorene, prave i konvek-

sne bez dodatnih pretpostavki o diferencijabilnosti, a pretpostavka

je da je jedna od ǌih neprekidna u nekoj taqki iz dom(f) ∩ dom(g). Neka
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je taqka x∗ rexeǌe problema (3.29). Tada na osnovu teoreme 1.9 va�i:

0 ∈ ∂f(x∗) + ∂g(x∗). (3.30)

Na osnovu teoreme 1.20, (3.30) je ekvivalentno sa:

x∗ = proxλg(x
∗ − ξ), (3.31)

gde je ξ ∈ λ∂f(x∗). Neka je pomo�ni operator T definisan na slede�i

naqin:

T = proxλg(2proxλf − I)− proxλf + I. (3.32)

Mo�e se pokazati da postoji veza izme�u rexeǌa problema (3.29) i fik-

sne taqke t operatora T. Neka je y = proxλf (t), odnosno t ∈ y + λ∂f(y), i

neka je ξ = t− y ∈ λ∂f(y). Tada va�i:

t = T (t) = proxλg(2y − t)− y + t,

odnosno:

ξ + y = proxλg(y − ξ) + ξ

y = proxλg(y − ξ). (3.33)

Na osnovu (3.31) i (3.33), sledi da je y rexeǌe problema (3.29). Na ovoj

qiǌenici zasnovan je algoritam pod nazivom Douglas - Rachford razdva-
jaju�i algoritam (engl. Douglas - Rachford splitting algorithm). Pseudokod

ovog algoritma mo�e biti predstavǉen na slede�i naqin:

Algoritam 5: Douglas - Rachford razdvajaju�i algoritam
Ulaz: f : Rn → R, g : Rn → R ∪ {+∞}, x0, t0 ∈ Rn, k ∈ N, λ > 0, ε > 0,

β ∈ (0, 1)
Iterativni r-ti korak:
1. tr+1 = proxλg(2xr − tr) + tr − xr
2. xr+1 = proxλf (tr+1)
3. λ = βλ
Kriterijum zaustavǉaǌa: |xr+1 − xr| < ε ili r = k
Izlaz: xr+1

Teorema 3.4. Neka su f, g : Rn → R ∪ {+∞} prave, zatvorene, konveksne

funkcije od kojih je jedna neprekidna u nekoj taqki iz dom(f)∩ dom(g). Ako

postoji rexeǌe problema (3.29), tada za proizvoǉno x0, t0 ∈ Rn i λ > 0,
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niz (tr)r∈N generisan Douglas - Rachford razdvajaju�im algoritmom konver-

gira ka fiksnoj taqki operatora T iz (3.32), a niz (xr)r∈N generisan istim

algoritmom ka rexeǌu problema (3.29).

Dokaz. Neka su operatori R1, R2 : Rn → Rn definisani na slede�i naqin:

R1 = 2proxλf − I, R2 = 2proxλg − I.

Tada va�i:

2T = 2proxλg(2proxλf − I)− (2proxλf − I) + I = R2 ◦R1 + I,

odnosno:

T =
1

2
I +

1

2
R2 ◦R1.

Operatori proxλf i proxλg su qvrsto neekspanzivni (teorema 2.3), odnosno

neekspanzivni (teorema 2.2). Prema naqinu konstrukcije, sledi da i

operatori R1 i R2 pripadaju klasi neekspanzivnih operatora. Sledi

da je i R2 ◦R1 je neekspanzivan, pa je operator T uproseqen i na osnovu

teoreme 2.8 sledi dokaz.

Mo�e se pokazati (videti u [15]) da je konvergencija niza (xr)r∈N

generisanog Douglas - Rachford razdvajaju�im algoritmom linearna, tj.

da za svako r ∈ N va�i:

f(xr)− f(x∗) = O(1/r).
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4 Primene proksimalnih algoritama

U ovom delu rada izlo�eni su osnovni pojmovi iz teorije obrade sig-

nala. Tako�e, predstavǉena su i dva problema iz ove oblasti, kao i

ǌihova rexeǌa uz pomo� proksimalnih algoritama.

4.1 Obrada signala

U opxtem sluqaju, signal predstavǉa funkciju jedne ili vixe nezavis-

nih promenǉivih. U ve�ini sluqajeva nezavisna promenǉiva je vreme,

pa je uobiqajeno da se signali posmatraju kao funkcije vremena i u

sluqajevima kada nezavisna promenǉiva ne predstavǉa vreme. Prema

tome, signal se mo�e definisati kao funkcija vremena koja nosi in-

formaciju o nekoj veliqini od interesa. Parametar koji odre�uje nivo

znaqajnosti te informacije se naziva amplituda signala. U ovom radu

�e biti razmatrani diskretni vremenski signali koji su definisani

samo za diskretne vrednosti nezavisne promenǉive vremena. Diskretni

signal se matematiqki mo�e predstaviti kao niz realnih brojeva (xr),

gde je r ceo broj iz intervala [R1, R2], a granice R1 i R2 su celi brojevi

iz [−∞,+∞]. Za razliku od diskretnih, postoje i neprekidni vremenski

signali. Specijalno, diskretni vremenski signali se dobijaju kao vred-

nosti neprekidnih vremenskih signala u odre�enim trenucima. U tom

sluqaju, vremenski interval izme�u dve uzastopno odabrane vrednosti

se naziva period uzorkovaǌa. Vixe detaǉa se mo�e prona�i u [17,18].

Primer 1. Jediniqni impuls je najjednostavniji diskretni signal qiji

je opxti qlan definisan slede�im izrazom:

δr =

{
1 , r = 0

0 , r 6= 0.

Pomo�u jediniqnog impulsa se mo�e izraziti bilo koji diskretni signal,

odnosno niz (xr). Ako su dati odgovaraju�i elementi niza: x0, x1, . . . , tada

se r-ti qlan niza (xr) mo�e predstaviti u slede�em obliku:

xr =
∞∑

k=−∞

xkδr−k. (4.1)
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U analizi diskretnih signala koriste se slede�e operacije sa ni-

zovima: sabiraǌe i mno�eǌe nizova, mno�eǌe nizova konstantom i po-

meraǌe niza.

Definicija 4.1. Za niz (yr) se ka�e da je pomeren u odnosu na niz (xr)

za r0 odabiraka ako za svako r ∈ Z va�i relacija yr = xr−r0 . Pomeraj niza

r0 je najqex�e pozitivan broj i u tom sluqaju operacija pomeraǌa niza se

naziva kaxǌeǌe niza.

Definicija 4.2. Diskretni vremenski signal (xr) je periodiqan sa peri-

odom T ∈ N ako va�i xr+T = xr za svako r ∈ Z.

Primer 2. Diskretni kosinusni niz (fr) se definixe na slede�i naqin:

fr = cos(ωr),

gde je sa ω oznaqena kru�na frekvencija u radijanima. Za razliku od nepre-

kidnog kosinusnog niza koji je uvek periodiqan, diskretni kosinusni signal

da bi bio periodiqan mora da zadovoǉava uslov:

cos(ω1r) = cos(ω1r + ω1T ),

xto je ispuǌeno ako je ω1 = 2kπ/T, gde k ∈ Z i T ∈ N.

Kosinusni i sinusni signali predstavǉaju va�nu klasu periodiqnih

signala. Naime, periodiqne funkcije, pod odre�enim uslovima, mogu

biti proizvoǉno dobro aproksimirane pomo�u linearnih kombinacija

funkcija sinusa i kosinusa razliqitih frekvencija. Na ovaj naqin je

omogu�ena analiza signala u odnosu na frekvencije koje su u ǌemu zas-

tupǉene, xto qesto omogu�ava lakxi rad u pore�eǌu sa analiziraǌem

signala u vremenskom domenu.

Definicija 4.3. Neka je data periodiqna funkcija f : [−π, π] → R. Tada

se trigonometrijski Furijeov red funkcije f definixe na slede�i naqin:

f(t) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(akcos(kt) + bksin(kt)), (4.2)

gde se odgovaraju�i Furijeovi koeficijenti ak i bk mogu odrediti pomo�u
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slede�ih formula:

ak =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos(kt)dt, k = 0, 1, 2 ...

bk =
1

π

∫ π

−π
f(t) sin(kt)dt, k = 1, 2 ...

Furijeov red se mo�e i kompaktnije predstaviti pomo�u kompleksne

reprezentacije na slede�i naqin:

f(t) =
∞∑

i=−∞

f̂ke
−ikt

f̂k =
1

2π

∫ π

−π
f(t)eiktdt

U ovoj reprezentaciji, f̂k se nazivaju Furijeovim koeficijentima i pred-

stavǉaju intenzitete odgovaraju�ih frekvencija u signalu.

Treba napomenuti da je trigonometrijski Furijeov red (4.2) odre�en

u odnosu na ortonormirani sistem trigonometrijskih funkcija:

1√
2π
,
cos t√
π
,
sin t√
π
, . . . ,

cosnt√
π
,
sinnt√

π
, . . . (4.3)

Razvoj u Furijeov red predstavǉa jednu vrstu Furijeove transfor-

macije, a pored Furijeovog reda postoje i neprekidna i diskretna Furi-

jeova transformacija. Zavisno od osobina funkcije, odre�uje se odgo-

varaju�a Furijeova transformacija pomo�u koje se mogu izvu�i dodatne

informacije o posmatranoj funkciji.

Definicija 4.4. Periodiqnoj funkciji f : (−∞,∞)→ R se mo�e pridru-

�iti neprekidna Furijeova transformacija na slede�i naqin:

f̂(u) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−2πiutdt

f(t) =

∫ ∞
−∞

f̂(u)e2πiutdu.

Definicija 4.5. Neka su vrednosti funkcije f : (−∞,∞) → R, u oznaci

fj = f(tj) poznate samo u taqkama tj = t0 + jh, za j = 0, 1, 2..., n − 1 i h > 0
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i neka je funkcija periodiqna sa periodom nh, gde n ∈ N. Tada je diskretna

Furijeova transformacija odre�ena sa:

f̂k =
1

n

n−1∑
j=0

fje
−2πkj/n, k = 0, 1, ... , n− 1,

fj =
n−1∑
k=0

f̂ke
2πkj/n, j = 0, 1, ... , n− 1.

Kao xto je i pomenuto, Furijeova transformacija omogu�ava jedno-

stavniju interpretaciju signala, xto omogu�ava efikasnije rexavaǌe

problema iz oblasti obrade signala.

Lema 4.1. Neka su date periodiqne funkcije f, g : (−∞,∞) → R. Tada

va�i:

f̂ + ĝ = f̂ + g.

Dokaz. Na osnovu definicije 4.4 za svako u ∈ (−∞,∞) va�i:

f̂(u) + ĝ(u) =

∫ ∞
−∞

f(t)e2πiutdt+

∫ ∞
−∞

g(t)e2πiutdt

=

∫ ∞
−∞

(f + g)(t)e2πiutdt

=f̂ + g(u),

odakle sledi tvr�eǌe leme.

U sluqaju mno�eǌa Furijeovih transformacija ne postoji odgovaraju�a

analogija sa lemom 4.1, xto je dalo motivaciju za definisaǌe nove ope-

racije koja se pokazala veoma znaqajnom u teoriji obrade signala.

Definicija 4.6. Konvolucija neprekidnih vremenskih signala f i g, u

oznaci f ∗ g se definixe kao:

(f ∗ g)(v) =

∫ ∞
−∞

f(x)g(v − x)dx.

Teorema 4.2. (Teorema o konvoluciji signala) Za neprekidne vremenske

signale f i g va�i:

f̂ ∗ g = f̂ ĝ,

gde je sa ̂oznaqena Furijeova transformacija, a sa ∗ operacija konvolucije.
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Konvoluciju je mogu�e definisati i u diskretnom sluqaju zamenom

integrala sumama.

Definicija 4.7. Neka su dati diskretni vremenski signali f i g. Tada

se ǌihova konvolucija definixe pomo�u slede�e formule:

(f ∗ g)i =
n−1∑
j=0

fjgi−j, i = 0, 1, ..., n− 1.

Pored diskretne Furijeove transformacije, znaqajnu primenu u obradi

signala ima i diskretna kosinusna transformacija.

Definicija 4.8. Neka su vrednosti funkcije f : (−∞,∞) → R, u oznaci

fj = f(tj) poznate samo u taqkama tj = t0 + jh, za j = 0, 1, 2..., n − 1 i h > 0

i neka je funkcija periodiqna sa periodom nh, gde n ∈ N. Tada je diskretna

kosinusna transformacija odre�ena sa:

f̂k =

√
2

n

n−1∑
j=0

fjck cosπ
k(2j + 1)

2n
, k = 0, 1, ... , n− 1,

fj =

√
2

n

n−1∑
k=0

f̂kck cosπ
k(2j + 1)

2n
, j = 0, 1, ... , n− 1,

ck =


1√
2

, k = 0

1 , k 6= 0.

Definicija 4.9. Diskretni sistem se definixe kao postupak preslika-

vaǌa koji transformixe jedan diskretni signal (ulaz) u drugi diskretni

signal (izlaz). Neka su ulaz i izlaz oznaqeni sa (xr) i (yr), respektivno.

Tada se pomo�u izraza

yr = Φ{xr} (4.4)

mo�e prikazati kako se izraqunava r-ti qlan izlaza na osnovu ulaza pomo�u

operatora pridru�enog definisanom diskretnom sistemu, u oznaci Φ{·}.

Oznaka Φ{·} implicira da se za izraqunavaǌe jednog qlana niza (yr)

pomo�u transformacije Φ{·} koriste svi qlanovi niza (xr).

Definicija 4.10. Impulsni odziv sistema, u oznaci (hr), je odziv si-
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stema odre�enog operatorom Φ{·} na jediniqni impuls (δr), odnosno:

hr = Φ{δr}.

U zavisnosti od razliqitih osobina operatora Φ{·}, mogu se defi-

nisati razliqite vrste diskretnih sistema.

Definicija 4.11. Neka su (ar) i (br) ulazni nizovi u sistem definisan

operatorom Φ{·}, a (cr) i (dr) odgovaraju�i izlazni nizovi dobijeni trans-

formacijama:

cr = Φ{ar},

dr = Φ{br}.

Sistem odre�en operatorom Φ{·} je linearan ako zadovoǉava princip su-

perpozicije, odnosno ako va�i:

Φ{αar + βbr} = αcr + βdr,

gde su α, β ∈ R.

Definicija 4.12. Sistem je vremenski invarijantan ako pomeraj ulaznog

niza (xr) za r0 ∈ Z prouzrokuje isti takav pomeraj izlaznog niza (yr). Neka

je niz na ulazu oznaqen sa (xr) i neka mu odgovara izlazni niz (yr). Ako je

pomo�u operatora Φ{·} definisan posmatrani sistem, tada se vremenska

invarijantnost sistema mo�e izraziti pomo�u relacija:

Φ{xr} = yr,

Φ{xr−r0} = yr−r0 .

Definicija 4.13. Diskretni sistem Φ{·} je kazualan ako signal na izlazu

za n = n0 ∈ N zavisi samo od onih qlanova niza ulaznog signala za koje je

n ≤ n0.

U praktiqnim primenama od najve�eg znaqaja su linearni vremenski

invarijantni sistemi. Naime, kombinacija ovih osobina ih qini pogod-

nim za predstavǉaǌe i interpretaciju. Jedna od najznaqajnijih osobina

je da se izlazni niz mo�e izraziti pomo�u ulaznog niza i impulsnog

odziva sistema.
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Teorema 4.3. Neka je linearni, vremenski invarijantni diskretni sis-

tem odre�en operatorom Φ{·}. Ako ulaznom nizu (xr) odgovara izlazni niz

(yr), tada va�i:

yr =
∞∑

k=−∞

xkhr−k, (4.5)

gde je sa (hr) oznaqen impulsni odziv posmatranog diskretnog sistema.

Dokaz. Na osnovu (4.1) va�i:

yr = Φ{fr}, (4.6)

gde je fr =
∑∞

k=−∞ δr−kxk. Koriste�i osobine linearnosti i vremenske

invarijantnosti posmatranog sistema va�i:

Φ{δr−kxk} = xkhr−k. (4.7)

Primeǌuju�i (4.7) i osobinu linearnosti sistema odre�enog opera-

torom Φ{·} na (4.6) sledi konaqno tvr�eǌe.

Mo�e se primetiti da je pomo�u izraza (4.5) odre�en niz (yr) koji

predstavǉa diskretnu konvoluciju nizova (xr) i (hr).

Diskretni sistemi se mogu klasifikovati i prema du�ini impul-

snog odziva. Prema ovoj klasifikaciji, razlikujemo sisteme sa konaq-

nim impulsnim odzivom (engl. Finite Impulse Response, FIR ) i sisteme

sa beskonaqnim impulsnim odzivom (engl. Infinite Impulse Response, IIR ).

Reprezentacija iz teoreme 4.3 ima primenu samo kod FIR sistema, jer

u tom sluqaju suma (4.5) ima konaqan broj sabiraka. Za IIR sisteme je

karakteristiqna reprezentacija pomo�u linearnih diferencnih jedna-

qina sa konstantnim koeficijentima. Opxti oblik linearne diferencne

jednaqine sa konstantnim koeficijentima glasi:

N∑
k=0

bkyn−k =
M∑
k=0

akxn−k,

gde ak, bk ∈ R, k ∈ N0, a max(M,N) predstavǉa red sistema. U opxtem

sluqaju ova jednaqina nema jedinstveno rexeǌe, te je neophodno defi-

nisati poqetni uslov kako bi rexeǌe bilo jednoznaqno odre�eno. Jedna

od najqex�ih pretpostavki u praksi je da posmatrani sistem bude kauza-
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lan. Tada je uobiqajeno da se odgovaraju�a linearna diferencna jedna-

qina predstavi na pogodniji naqin:

yn =
M∑
k=0

akxn−k −
N∑
k=0

bkyn−k, (4.8)

pri qemu je, bez umaǌeǌa opxtosti, pretpostavǉeno da je b0 = 1. Shodno

ovakvoj interpretaciji, IIR sistemi se qesto nazivaju i rekurzivnim

sistemima.

4.2 Problem retke dekonvolucije signala

Problem dekonvolucije signala (engl. signal deconvolution) se mo�e de-

finisati kao problem pronala�eǌa ulaznog signala ako su poznati

izlazni signal i odgovaraju�i diskretni sistem. Ovaj problem se mo�e

jednostavno matematiqki formulisati (npr. linearnim sistemom jedna-

qina), ali postupak pronala�eǌa rexeǌa nije uvek trivijalan. Iako je

odgovaraju�a matrica iz sistema invertibilna, zbog eventualne loxe

uslovǉenosti, dobijeno rexeǌe mo�e dosta odstupati od taqnog rexeǌa.

U ciǉu pronala�eǌa rexeǌa xto bli�eg taqnim, potrebno je ukǉuqiti

i dodatne informacije koje govore o prirodi ulaznog signala.

Ako je poznato da je ulazni signal redak, odnosno ako ulazni niz

sadr�i veliki broj nula u pore�eǌu sa ǌegovom du�inom, problem

rekonstrukcije ovog signala se naziva retkom dekonvolucijom (engl.

sparse deconvolution). Informaciju o retkosti signala mogu�e je iskoris-

titi dodavaǌem odgovaraju�eg regularizacionog dela funkciji ciǉa. U

nastavku sekcije je prvo izlo�ena matematiqka formulacija ovog pro-

blema a potom je prikazan efikasan naqin rexavaǌa ovog problema.

4.3 Matematiqka formulacija problema retke dekonvolu-

cije signala

Neka je dat izlazni signal (yr), odre�en na slede�i naqin:

(yr) = (hr) ∗ (xr) + (wr), (4.9)
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gde (hr) oznaqava impulsni odziv linearnog vremenski invarijantnog

diskretnog sistema Φ{·}, (xr) predstavǉa ulazni signal, a sa (wr) je

predstavǉen Gausov beli xum. Korix�eǌem reprezentacije (4.8), diskretni

sistem Φ{·} se mo�e predstaviti i u matriqnoj formi pomo�u odgo-

varaju�ih matrica A, B ∈ Rn × Rn:

Ay = Bx. (4.10)

Na primer, ako je data diferencna jednaqina prvog reda:

a1yr−1 + yr = b1xr−1 + b0xr,

odgovaraju�e dvodijagonalne matrice A i B se mogu predstaviti na

slede�i naqin:

A =



1

a1 1
. . . . . .

a1 1

a1 1


(4.11)

B =



b0

b1 b0
. . . . . .

b1 b0

b1 b0


(4.12)

Prema tome, izlazni signal y ∈ Rn se mo�e predstaviti i u slede�oj

formi:

y = Hx+ w,

gde je sa H ∈ Rn × Rn oznaqena matrica A−1B, x ∈ Rn predstavǉa ulazni

signal, a w ∈ Rn vektor xuma. U ciǉu xto preciznije rekonstrukcije

signala x, trebalo bi iskoristiti qiǌenicu da je x redak signal. Ova

pretpostavka se mo�e iskoristiti tako xto se u pridru�enom proble-

mu minimizacije ukǉuqi i norma signala x, xto se posti�e dodava-

ǌem odgovaraju�eg regularizacionog dela. Stoga, u ciǉu pronalaska
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ulaznog signala, formulisan je slede�i problem:

min
x∈Rn

1

2
||y −Hx||22 + λ||x||1. (4.13)

Problem (4.13) je poznat i kao laso problem (engl. lasso – least absolute

shrinkage and selection operator).

Treba napomenuti da se problem (4.13) mo�e formulisati i na slede�i

naqin:

min
x∈Rn

1

2
||y −Hx||22 + λ||x||2. (4.14)

Ispostavǉa se da se rexavaǌem problema (4.14) ne dobijaju zadovo-

ǉavaju�i rezultati. U problemu (4.14), regularizacioni deo je pred-

stavǉen u l2 normi. Na ovaj naqin se posti�e da se apsolutne vrednosti

koeficijenata smaǌe i pribli�e nuli, ali ne i da postanu taqno nula.

Me�utim, retki signali imaju osobinu da im je ve�ina koeficijenata

jednaka nuli, pa predstavǉaǌe regularizacionog dela u l1 normi u ovom

problemu daje boǉe rezultate.

4.4 Algoritam majorizacije - minimizacije

Problem (4.13) se mo�e rexiti pomo�u proksimalnog gradijentnog al-

goritma i ǌegove poboǉxane varijante u smislu brzine izvrxavaǌa. U

ciǉu pore�eǌa rezultata dobijenih pomo�u proksimalnih algoritama

sa rezultatima drugih metoda, u ovom delu rada �e biti predstavǉen

algoritam majorizacije-minimizacije pomo�u kojeg se tako�e problem

(4.13) mo�e rexiti.

Glavna ideja algoritama majorizacije-minimizacije (engl. majoriza-

tion - minimization) je da se prona�e funkcija koja predstavǉa gorǌe

ograniqeǌe funkcije ciǉa i zatim posmatra novi optimizacioni prob-

lem. Ciǉ je u tome da nova funkcija ima pogodnija svojstva od posma-

trane funkcije ciǉa, u smislu da je novi problem lakxi za rexavaǌe

od poqetnog. Preciznije, ako se posmatra problem:

min
x∈Rn

(F (x)), (4.15)

tada bi odgovaraju�i algoritam majorizacije - minimizacije mogao biti
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predstavǉen na slede�i naqin:

xr+1 = arg min
x∈Rn

Gr(x), (4.16)

gde je x0 ∈ Rn i r = 0, 1, 2.., a funkcija Gr predstavǉa bilo koje gorǌe

ograniqeǌe funkcije F . Preciznije, za funkciju Gr(x) va�i:

Gr(x) ≥ F (x), ∀x ∈ Rn (4.17)

Gr(xr) = F (xr). (4.18)

Konkretno, u problemu (4.13) funkcija ciǉa se mo�e modifikovati

tako xto se prona�e gorǌe ograniqeǌe regularizacionog dela. Naime,

mo�e se pokazati da za svako v ∈ Rn va�i:

||x||1 ≤
1

2
xTΦx+

1

2
||v||1, (4.19)

gde je sa Φ oznaqena dijagonalna matrica dimenzije n ∈ N, za koju va�i

[Φ]i,i = 1
|v(i)| i |v(i)| 6= 0, pri qemu i = 1, 2, ..., n. Stoga se, gorǌe ograniqeǌe

funkcije 1
2
||y−Hx||22+λ||x||1, mo�e predstaviti pomo�u funkcije Gr : Rn →

R na slede�i naqin:

Gr(x) =
1

2
||y −Hx||22 + xTΦrx+

λ

2
||xr||1, (4.20)

gde je sa Φr oznaqena dijagonalna matrica, [Φr]i,i = λ
|xr(i)| , gde je |xr(i)| 6= 0

i i = 1, 2, ... , n. Sada se, umesto problema (4.13), mo�e posmatrati ekvi-

valentan problem:

min
x∈Rn

(
1

2
||y −Hx||22 +

1

2
xTΦrx

)
. (4.21)

Va�no je napomenuti da je posledǌi qlan od Gr izostavǉen u (4.21)

jer ne zavisi od x. Odgovaraju�i algoritam se mo�e predstaviti na

slede�i naqin:

xr+1 = arg min
x∈Rn

(
1

2
||y −Hx||22 +

1

2
xTΦrx

)
, (4.22)

gde je x0 ∈ Rn i r = 0, 1, 2... Nakon odre�ivaǌa prvog izvoda desne strane

u (4.22) i izjednaqavaǌem sa nulom, xr se mo�e eksplicitno odrediti
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na slede�i naqin:

xr+1 = (HTH + Φr)
−1HTy, (4.23)

odnosno pomo�u matrica A i B:

xr+1 = (BT (AAT )−1B + Φr)
−1BTA−Ty. (4.24)

Iterativni algoritam predstavǉen pomo�u (4.24) nije najpogodniji

za rexavaǌe problema (4.13). Signal, odnosno vektor x sadr�i veliki

broj nula, pa bi u tom sluqaju elementi matrice Φr te�ili ka +∞. Ta-
ko�e, ovaj naqin zahteva mno�eǌe matrica velikih dimenzija xto bi

bilo prihvatǉivo u sluqaju da su odgovaraju�e matrice retke. Me�u-

tim, u (4.24) to nije sluqaj (matrica (AAT )−1 nije retka iako matrica

A jeste). Opisani problemi se mogu nadomestiti pomo�u Vudburijevog

matriqnog identiteta (engl.Woodbury matrix identity), odnosno ako bi ma-

tricu (BT (AAT )−1B + Φr)
−1 predstavili na drugi naqin:

(BT (AAT )−1B + Φr)
−1 = Wr −WrB

T (AAT +BWrB
T )−1BWr, (4.25)

gde je Wr = Φ−1r dijagonalna matrica dimenzije n ∈ N, odre�ena sa:

[Wr]i,i = |xr(i)|
λ
, gde i = 1, 2, ... , n. Pseudokod opisanog algoritma se mo�e

predstaviti na slede�i naqin:

Algoritam 6: Algoritam majorizacije - minimizacije
Ulaz: x0 ∈ Rn, λ > 0, ε > 0, k ∈ N.
Iterativni r-ti korak: Za r = 0, 1, ... odrediti:
1. g = BT (A−1)Ty;
2. dijagonalnu matricu Wr za koju je: [Wr]i,i = |xr(i)|

λ
, i = 1, 2, ... , n;

3. xr+1 = Wr(g −BT (AAT +BWrB
T )−1BWrg).

Kriterijum zaustavǉaǌa: |xr+1 − xr| < ε ili r = k.
Izlaz: Rexeǌe je: xr+1.

U narednoj podsekciji su predstavǉeni eksperimentalni rezultati

dobijeni rexavaǌem problema (4.13) pomo�u proksimalnog gradijentnog

algoritma (PGD), ǌegove poboǉxane verzije u smislu brzine izvrxa-

vaǌa (UPGD), Douglas - Rachford razdvajaju�eg algoritma (DR) i algo-
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ritma majorizacije-minimizacije (MM).

4.5 Numeriqki eksperiment 1

Neka je ulazni signal {x(n)} odre�en na slede�i naqin:

xn = δn−50 + 0.8δn−80 − 0.3δn−120.

Odgovaraju�i diskretni konvolucioni sistem je drugog reda i odre�en

je diferencnom jednaqinom sa slede�im koeficijentima:

b0 = 1, b1 = 0.9

a0 = 1, a1 = −0.98, a2 = 0.72.

Izlazni signal pored konvolucije impulsnog odziva i ulaznog signala,

sadr�i i beli Gausov xum sa standardnom devijacijom σ = 0.2. Na

slikama 7 i 8 prikazani su ulazni i izlazni signal.

Slika 7: Ulazni signal
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Slika 8: Izlazni signal

Pre primene bilo kojeg od pomenutih algoritama, potrebno je defi-

nisati ulazne parametre. Prvo, poznati su izlazni signal y i odgo-

varaju�a matrica konvolucionog sistema H = A−1B. Tako�e, da bi se

problem (4.13) mogao efikasno rexiti pomo�u algoritma majorizacije-

minimizacije, neophodno je pa�ǉivo odabrati parametar λ. U radu [20]

je detaǉnije izlo�en ovaj algoritam. Posebno, u ovom radu je poka-

zano da algoritam konvergira ka rexeǌu pod uslovom da va�i: λ ≥
3σ
√∑

n |hn|2, gde je sa h(n) oznaqen impulsni odziv odgovaraju�eg di-

skretnog sistema. Na osnovu ulaznih podataka, mo�e se izraqunati da

λ ≥ 1.9 zadovoǉava ovaj uslov, te je ova graniqna vrednost izabrana za

vrednost parametra λ. Posebno, proksimalni gradijentni algoritam i

ǌegova ubrzana verzija zahtevaju ulazni parametar γ. Ovaj parametar

zavisi od Lipxicove konstante L koja odgovara kvadratnoj funkciji
1
2
||y − Hx||22. Mo�e se pokazati (detaǉnije u [12]) da je u ovom sluqaju

L = λmax(H
TH), gde je sa λmax oznaqena maksimalna sopstvena vrednost

odgovaraju�e matrice.

U ciǉu upore�ivaǌa efikasnosti primeǌenih algoritama na prob-

lem (4.13), razmatran je potreban broj iteracija koji je neophodan da

bismo dobili rexeǌe sa odre�enom preciznox�u, odgovaraju�e vreme

izvrxavaǌa i grexka u smislu koliko dobijeno pribli�no rexeǌe od-

stupa od taqnog u l1 i l2 normi. Preciznost je merena tako xto su posma-

trane svake dve uzastopne iteracije, te kada razlika izme�u ǌih bude

maǌa od odre�eneg praga tolerancije (u ovom sluqaju 0.01), algoritam
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bi se zaustavio. Rezultati su sumirani u slede�oj tabeli:

Tabela 1: Pore�eǌe rezultata nakon primene algoritama (PGD),
(UPGD), (MM) i (DR) za rexavaǌe problema (4.13)

Algoritam Broj iteracija Vreme izvrxa-

vaǌa (s)

Grexka u

l2 normi

Grexka u

l1 normi

PGD 112 0.0193 0.7359 0.5233

UPGD 40 0.0072 0.3833 0.2427

MM 124 1.0823 0.7053 0.5698

DR 87 0.2267 0.3220 0.2180

Kao xto se mo�e primetiti iz Tabele 1, u pogledu brzine, ubrzani

proksimalni gradijentni algoritam daje najboǉe rezultate. Najboǉu

rekonstrukciju polaznog signala daje Douglas-Rachford-ov razdvajaju�i

algoritam. Tako�e, grexka dobijena primenom ubrzanog proksimalnog

gradijentnog algoritma je jako bliska grexci dobijenoj primenom Doug-

las-Rachford-ovog razdvajaju�eg algoritma.

Na Slici 9 dat je grafik koji ilustruje koliko se brzo svaki od

algoritama pribli�ava rexeǌu problema, odnosno prikazuje zavisnost

funkcije ciǉa od rednog broja iteracije. Mo�e se uoqiti da je algo-

ritam majorizacije-minimizacije priliqno nestabilan (videti sekciju

4.4). Od preostala tri razmatrana algoritma u pogledu brzine kon-

vrgencije, poboǉxana verzija proksimalnog gradijentnog algotitma i

Douglas - Rachford razdvajaju�i algoritam daju najboǉe rezultate. Slike

10-13 ilustruju rekonstruisani signal nakon primene svakog od razma-

tranih algoritama.
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Slika 9: Zavisnost funkcije ciǉa od rednog broja iteracije

Slika 10: Rekonstruisani signal dobijen nakon primene proksimalnog
gradijentnog algoritma
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Slika 11: Rekonstruisani signal dobijen nakon primene ubrzanog
proksimalnog gradijentnog algoritma

Slika 12: Rekonstruisani signal dobijen nakon primene algoritma
majorizacije-minimizacije
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Slika 13: Rekonstruisani signal dobijen nakon primene Douglas-
Rachford-ovog algoritma

4.6 Problem kompresovanog detektovaǌa

U danaxǌem svetu se, vixe nego ikada ranije, susre�emo sa ogromnom

koliqinom informacija. Istovremeno, znaqaj kompresije slika i zvu-

qnih fajlova dobija na jox ve�em znaqaju. Na primer, istra�ivaǌa su

pokazala da je u 2017. godini svakog minuta postavǉeno vixe od 400 sati

videa na Youtube-u, 136000 slika na Facebook-u i 46740 slika na Instagram-

u. Mnogi algoritmi kompresije (engl. compression algorithms), ali i

drugi problemi iz oblasti obrade signala su zasnovani na operacijama

u frekvencijskom domenu (Furijeova transformacija, diskretna kosi-

nusna transformacija, transformacija talasi�ima). Neki od najpoz-

natijih algoritama kompresije su JPEG, MPEG, MP3 koji omogu�avaju

efikasno quvaǌe fotografija, video i audio fajlova. Jedan od novijih

metoda koji daje na velikom znaqaju pri rexavaǌu opisanih problema

je tzv. kompresovano detektovaǌe (engl. compressed sensing). Ovaj metod

omogu�ava rekonstrukciju signala koriste�i maǌi broj informacija u

pore�eǌu sa nekim drugim popularnim metodama. U ovom radu �e biti

izlo�en problem rekonstrukcije jednodimenzionog signala koji se mo�e

predstaviti kao problem kompresovanog detektovaǌa i odgovaraju�e re-

xeǌe uz pomo� proksimalnog gradijentnog algoritma.

Kod standardnih algoritama kompresije, osnovna ideja je da se sig-
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nal podeli na maǌe delove, a zatim se svaki deo zasebno obra�uje,

odnosno transformixe u frekvencijski domen kako bi se xto preciznije

utvrdilo koji delovi signala su najznaqajniji. Na kraju, maǌe znaqa-

jne informacije iz svih delova se grupixu i primenom posebnih metoda

zajedno kompresuju. Kod problema kompresovanog detektovaǌa, osnovna

ideja je da se na poqetku izdvoji samo jedan deo signala, a potom iz tog

maǌeg signala izvlaqi najva�nija informacija. Jedna od prvih pret-

postavki ovog algoritma je da se signal u nekoj bazi mo�e predstaviti

u retkoj formi, odnosno da ima dosta nula u pore�eǌu sa svojom du�i-

nom. Iako deluje da je ova pretpostavka prisutna samo u specijalnim

sluqajevima, ipak nije neuobiqajena stvar. Naime, fotografije i audio

fajlovi predstavǉeni npr. u Furijeovoj transformaciji imaju retku

reprezentaciju. Druga pretpostavka se tiqe tzv. inkoherentnosti, odno-

sno matrica u kojoj odgovaraju�i signal ima retku reprezentaciju i

matrica pomo�u koje se izdvaja maǌi signal od poqetnog signala bi

trebalo da budu nisko korelisane. Na taj naqin, kada na poqetku izd-

vajamo maǌi signal, garantuje se da �e upravo biti birani oni delovi

koji nose informaciju od najve�eg znaqaja.

4.7 Matematiqka formulacija problema kompresovanog de-

tektovaǌa

Neka je originalan signal oznaqen sa x ∈ Rn, a maǌi signal koji je do-

bijen uzorkovaǌem originalnog signala sa y ∈ Rm, gde je m < n. Izme�u

ovih sinala postoji odgovaraju�a veza:

y = Φx, (4.26)

gde je sa Φ oznaqena matrica pomo�u koje je signal y sluqajno uzorkovan.

Sistem linearnih jednaqina (4.26) ima maǌe jednaqina nego nepoznatih,

odakle sledi da ima beskonaqno mnogo rexeǌa. Dodavaǌem posebnih

uslova o nepoznatim, skup mogu�ih rexeǌa se mo�e suziti. Konkretno,

u problemu kompresovanog detektovaǌa jedna od pretpostavki je da je

signal u nekoj bazi redak, odnosno sadr�i k ne-nula koeficijenata, gde

je k << n, pa �e ta pretpostavka biti iskorix�ena. Kao xto je ve�

pomenuto, mnogi signali u Furijeovoj, kosinusnoj ili reprezentaciji

pomo�u talasi�a imaju retku reprezentaciju. Neka va�i pretpostavka
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da signal x ima retku reprezentaciju u kosinusnoj transformaciji i

neka je matrica koja odgovara kosinusnoj transformaciji oznaqena sa

Ψ. Tada va�i:

x = Ψa, (4.27)

gde je sa a oznaqena retka reprezentacija signala x u kosinusnoj trans-

formaciji. Kombinuju�i (4.26) i (4.27), sledi:

y = ΦΨa. (4.28)

Sliqno kao u problemu retke dekonvolucije signala, informacija o

retkosti signala a se mo�e iskoristiti dodavaǌem odgovaraju�eg regu-

larizacionog dela, odnosno predstavǉaǌu problema na slede�i naqin:

arg min
a∈Rn

1

2
||y − ΦΨa||22 + λ||a||1. (4.29)

4.8 Numeriqki eksperiment 2

Neka je zadat signal u vremenskom domenu na slede�i naqin:

x(t) = sin(2π · 240t) + sin(2π · 3250t), (4.30)

gde je ukupna du�ina trajaǌa signala T = 0.125s i neka je uzorkovan

frekvencijom od F = 30000Hz. Signal zadat izrazom (4.30) je redak

i u Furijeovoj i u kosinusnoj transformaciji (izdvajaju se samo dve

frekvencije). Slikom 14 je ilustrovan signal x(t) u vremenskom domenu.

Slika 14: Originalni signal
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Zadatak je da na osnovu odre�enog broja nasumiqno uzetih uzoraka,

ovaj signal ponovo bude rekonstruisan. Neka je izabrano 190 proizvoǉ-

nih uzoraka (xto predstavǉa 5% od ukupnog broja uzoraka, N = F · T =

3750 uzorka) iz signala x i neka je novi signal oznaqen sa y. Daǉe, neka

je sa A oznaqena matrica koja predstavǉa reprezentaciju signala y u

diskretnoj kosinusnoj transformaciji. Stoga, u formulisanom prob-

lemu (4.29), ΦΨ zapravo predstavǉa matrica A, a problem koji odgo-

vara oznakama koje su korix�ene konkretno u ovom problemu se mo�e

predstaviti kao:

min
a∈Rn

1

2
||y − Aa||22 + λ||a||1. (4.31)

Iako u praksi nije mogu�e odrediti optimalnu vrednost parametra

λ, u ovom radu je to ura�eno u pokazne svrhe. Pristup koji je korix�en

za odabir regularizacionog parametra λ se zasniva na mre�nom pre-

tra�ivaǌu. Prvo je posmatrano oko 100 razliqitih vrednosti izme�u 0

i 500 sa korakom 5, dok je kriterijum za odabir najpogodnijeg parametra

λ bila grexka u l2 normi izme�u poqetnog i rekonstruisanog signala

u vremenskom domenu. Nakon ove analize, utvr�eno je da se minimalna

grexka dosti�e kada parametar λ uzima vrednost 20. Na kraju je posma-

trano 40 razliqitih vrednosti u rasponu izme�u 10 i 30 sa korakom 0.5

i tada se minimalna grexka dostizala kada parametar λ uzima vrednost

18.5.

Problem (4.31) je rexen uz pomo� ubrzanog proksimalnog gradijentnog

algoritma. Rexeǌe problema (4.31) vodi do signala a koji predstavǉa

reprezentaciju originalnog signala x u diskretnoj kosinusnoj trans-

formaciji. Slikom 15 je ilustrovan rekonstruisani signal a.

U ciǉu rekonstrukcije originalnog signala x, neophodno je pri-

meniti inverznu diskretnu kosinusnu transformaciju na signal a. Do-

bijeni rezultati su prikazani na Slici 16.

62



Slika 15: Rekonstruisani signal u diskretnoj kosinusnoj transforma-
ciji

Slika 16: Rekonstruisani signal nakon primene inverzne diskretne kos-
inusne transformacije

Nyquist-Shannon-ova teorema garantuje da je mogu�e jednoznaqno rekon-

struisati polazni signal ako bi uzimali uzorke 2 puta ve�om frekven-

cijom od najve�e frekvencije u spektru polaznog signala. Konkretno,

u ovom sluqaju graniqna frekvencija je 3250Hz, pa bi trebalo uzeti

0.125s · 2 · 3250Hz = 812.5 uzoraka. Stoga, koriste�i princip kompreso-

vanog detektovaǌa, mogu�e je dovoǉno dobro rekonstruisati signal ko-

riste�i dosta maǌi broj uzoraka u pore�eǌu sa standardnim pristupom.
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Va�no je napomenuti da pri pristupu zasnovanom na kompresovanom de-

tektovaǌu postoji odre�ena grexka, odnosno rekonstruisani signal i

polazni signal nisu identiqni. Me�utim, opisanim pristupom se mo�e

ostvariti dovoǉno dobra rekonstrukcija oslaǌaju�i se na dosta siro-

maxniju informaciju polaznog signala i u tome le�i osnovna pred-

nost nad standardnim pristupom. Zbog ove qiǌenice, mnogi in�eǌerski

problemi se mogu jednostavnije i br�e rexiti, te kompresovano detek-

tovaǌe pronalazi svakim danom sve vixe primena.
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5 Zakǉuqak

U radu su predstavǉeni neki od najpoznatijih proksimalnih algori-

tama. Prikazano je kako se odre�eni problemi iz oblasti obrade sig-

nala mogu formulisati kao laso problemi, ali i kako se mogu rexiti

koriste�i proksimalne algoritme. U tom ciǉu, ilustrovani su rezul-

tati nakon primene proksimalnih algoritama na problem retke dekon-

volucije signala. Tako�e, u ciǉu pore�eǌa sa drugim algoritmima,

predstavǉeni su i rezultati nakon primene algoritma majorizacije-

minimizacije. Analizom implementiranih eksperimenata i dobijenih

rezultata mo�e se do�i do zakǉuqka da, poboǉxana varijanta u smi-

slu brzine izvrxavaǌa proksimalnog gradijentnog algoritma (UPGD),

daje najboǉe rezultate. Pored ovog problema, predstavǉen je i problem

kompresovanog detektovaǌa na primeru jednodimenzionog signala koji je

efikasno rexen korix�eǌem UPGD algoritma. Eksperimentalni rezul-

tati dobijeni rexavaǌem ovog problema pokazuju da se, na ovaj naqin,

signal mo�e uspexno rekonstruisati koriste�i vixestruko maǌi broj

uzoraka nego xto predla�e Nyquist-Shannon-ova teorema.

Budu�a istra�ivaǌa bi se mogla koncentrisati na primenu proksi-

malnih algoritama za rexavaǌe problema iz oblasti vixedimenzionih

signala.

65



Literatura
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