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1 ¥YBon

Y OBOM HOIJaBJbYy WU3JIOKEHE CY TEOPHjCKe OCHOBE INPOKCUMAJHUX OIlepa-
topa. llopen mpencraB/bama HBUXOBUX OCHOBHUX KAPAKTEPUCTUKA NATU CY
HEKM OCHOBHU TOJMOBU U3 KOHBEKCHE aHajau3e. 1peba HATOMEHYTU Oa CY
M3J0KEHN JOKa3M caMO OHUX TeopeMa Koje Cy ol (pyHIaMeHTaJHe BAKHOCTU

3a oBaj pan. Bume nerama ce moxke mahm y [1-6].

1.1 KoHBekCHU CKyNOBU U (yHKIHjE

Ckyn neduHmMIja 1 TeopeMa KOju cjene Cy HEONXOIHU 3a NaJbU pan U nedu-

HUCAE CIOKEHUJUX MMOJMOBa, KAKO y TEKyN0j, TAKO U Y HAPEIHUM CEKIMjaMa.

Hedbununuja 1.1. Ckyn C' € R" je xonsexcan axo 3a npoussonmne dge mavke

z1,x9 € C' u cee A € |0, 1] samcu:
Azy+ (1= N)zg € C.

Hedpurunmja 1.2. Crxyn C' € R” je adun axo 3a npoussomre 0se mavke T1, s €
C u cee A € R saxcu:
Ay + (1= N)zy € C.

Heduaunuja 1.3. Hexa je X peasan sexkmopcku npocmop. Pynruyuja
() X xX—=>R

npedcmas.oa CKarapHy npou3sod wa npocmopy X axo 3adogomasa caedehe ycaose:
(1) {ax + By, z) = oz, z) + B{y, z) 3a ceaxo x,y,z € X v, €R,

(2) (x,y) = (y,x) 3a ceaxo x,y € X,

(3) {(x,x) >0 3a cearo x € X,
(

(4) (z,z) =0 axo u camo axo je x = 0.

Taoa ce ypehen nap (X, (-, -)) Hazuea ynumapar usu nped-Xuabepmoa npocmop.

Heduaunuja 1.4. Hexa je X peasan sexkmopcku npocmop. Pynruyuja
-]: X—R

npedcmaspa Hopmy wa npocmopy X axo cy ucnywenu caedehu ycaosu:
(1) ||z|| > 0 sa cearo x € X,



(2) ||z|]| =0 axo u camo axo je x =0,
(3) ||ax|| = a||z|| 3a cearo x € X u o € R,
(4) |lz +yll < |lx][ + [lyl] 30 cearo 2,y € X.

Taoa ce ypehen nap (X, || - ||) nasusa nopmupar eexmopcku npocmop.

Hedumuunmja 1.5. Hexa je X peasan eexmopcru npocmop. Ha osom npocmopy,

HOpMa ce Moxuce defunucamu caedehom gopmysom:

el = (Dxﬂp)p, (1)

3ap > 1, npu wemy je x = (1, T, ..., 1)L . YV epanuunom cayuajy, xada p — +00
dobuja ce:

lolloo = mmas ). (1.2)

Hopma odepurucarna nomohy (1.2) ce nazusa ynugopmHom HOPMOM 8EKMOPA.

3a p =1 dobuja ce:
ol =) |ail, (1.3)
i=1
a3ap=2:

lz(l2 = (1.4)

Hopma degurnucarna nomohy (1.3) ce masusa ancoaymuom uau ly wopmom sex-
mopa, a Hopma dedunucara nomohy (1.4) ce nazuea eykaudckom uau ly Hopmom

aexrmopa.

Ha jemroM BEeKTOpPCKOM IPOCTOPY, HOPMa Ce MOKE 3aIaTH Ha BUIIE HAYMHA.
On mocebHOr 3HAUYAja jecTe HOPMA KOja je MHAYKOBAHA CKAJAPHUM IIPOU3BO-

IIOM.

Teopema 1.1. Heka je X ynumapar npocmop ca CKaAGPHUM NPOU3BOIOM (-, ).
Tada je ||z|| = \/(x, ) nopma na npocmopy X ®oja 3ad0eomasa ycaose:

(1) {x,y)| < ||lz|l|lyll (nejeonarocm Kowu-Ileapy-Bymwakosckoz),

(2) llz+ylI* + llz = ylI* = 2||=[]* + 2[jy|* (npasuro naparerozpama).

Hoka3z teopeme 1.1 moxe ce mahu y [7].



Hedpmaunmja 1.6. Hexa je v € R™ u f(x) € CY(R™). Tada ce sexmop:

_rof of af 17
Vf(m)_ 8_113178_@"”78_%]

nasuea zpadujenm gynrkyuje f y mawku x = (1, Ta, ..., Tp).

Hedumaunmja 1.7. Hexa je v € R™ u f(x) € C*(R"™). Tada ce mampuya:

2f . 9
83:% O0x10xn
2 _
V@)= : Lo
o’y ... 9f
O0xn 0z ox2

nazuea Xecujan gynryuje f y mauku © = (T1, Ta, ..., Tp).

Hepumuannuja 1.8. Hexa je dama ¢ymnxyuja f: R* — R U {+oo}. Efexmuenu
domen Pynrkuuje f, y oswauyu dom(f) nmpedcmasnma ckyn mauara y Kojuma ma

Pyrryuja uma Konawny e8peodrocm, 00HOCHO:
dom(f) ={z e R": f(z) < +o0}.

Heduaunmja 1.9. Cumempuurna mampuya A € R™" 20e n € N je nosumusero-

cemuodepunummua, y osnayu A > 0, axo 3a cearo x € R" saxncu:
zT Az > 0.

Hedoununmuja 1.10. Agunu omomay cxyna A, y osnayu aff(A) je npecex ceux

afurux cxynoea xkoje 2a cadpice.

Hedbuuannuja 1.11. Konsexcrnu omomay ckyna A, y oznayu conv(A) je npecex

C8UT KOHBEKCHUTL CKYNo8a 7{30]"& 2a CCL@])O?CG.

IpyruMm peumMa, auHM OMOTAY CKyIlla IpPEACTaB/ba HAajMambU adUH CKYII
KOjU CcanpKy Taj CKYI, MOK je KOHBEKCHM OMOTadY CKyIla HajMamhU KOHBEKCHU

CKYIl KOJU CaAP:KU Ta] CKYII.

[Ipu nmpoy4yaBamy KOHBEKCHUX CKYIIOBa, YECTO CE YMECTO YHYTPAIlHOCTHU
CKyINla Ne(UHUIIE peJaTUBHA YHYTPAIIBHOCT CKyIa Koja He 3aBUCHU OX JVMEH-
3uje ambujenTHor pocTopa. Ha mpumep, pesraTuBHA YHY TPAIIHOCT 3aTBOPE-
HOT MHTEepBaJia he yBeK OUTU OTBOPEH MHTEPBAJI, HE3aBUCHO OJ IPOCTOPa Y
KojeM je taj uHTepBas cmemren. C Apyre cTpaHe, YHYTPAIIHOCT 3aTBOPEHOT

uHTepBaJsa y npoctopy R”, rme n € N u n > 1, npeacraBsa nmpa3aH CKYII.



Iepuaumnmja 1.12. Tauxa v € R" je pesamusno ywympawmna mauka cryna
A C R" axo 3a nexo € > 0 samcu: (x +eB) N aff(A) C A, 2de je B = K(0,1)
jedunuuna aonma y R". Crxyn ceur peaamusHo yHympawmnur mavarxa ckyna A

npedcmasna peaamusny yrympawmwocm ckyna A, y osnayu relint(A).

Hedumaunmja 1.13. Hexa je C' xouserxcan cxyn y R". dymwxyuja f : C' — R je

KoneexcHa axo 3a cee x,y € C u cae A € [0,1] samcu nejednarocm:

FOz+ (1 =Ny) <Mf(z)+ 1 =N F(y).

IIpumom, axo sa x #y u X € (0,1) eamcu cmpoea nejednarocm, pywrkuuja f je
cmpozo koneexcra. Pywkuuja f je kowkasna (cmpozo kKonKasra) axo je Pynryuja

—f xoneexcna (cmpozo xoneexcHa).

[locToju anTepHATWBHM OPUCTYI OpPU JePUHUCAIY KOHBEKCHE (YHKIN]jE
TAKO IITO C€ CKYIy BPEIHOCTU KOHBEKCHE (YHKIMje N0na OECKOHAYHO BEJIUKU
6poj +oo. Hawmme, arko ce mosa3zHa KOHBEKCHA (YHKIMja IPOIMMPY HA YUTAB
R™ Tako ma y CBUM TadykaMma BaH KOHBEKCHOT ckyma (' y3mMma BPEemHOCTHU 00,
HejeJHAKOCT KOja yUYeCTBYJje y NJe(PUHNNIN]U KOHBEKCHE (DYHKIU]e U NaJbe BAKU.
Ha Taj maume ce mocTmw:xke ma ce 3a HOMEH CBaKe KOHBEKCHE (YHKIMje MOKe
Y3€TU YUTaB €YKIUIACKU npocTtop R”.

dyurnuje koje he butu pasmarpane y majmeM panxy ou Tpebajo ma mopen
KOHBEKCHOCTU 3a10BOJbaBajy oapebene momartue ycaoBe. (CxomHo Tome, y
HACTAaBKYy paja Ccjenu CKyI neduHUNNja Koje TOBOPe O TUM HOJaTHUM OCOOU-

HaMa.

Hedpurunmja 1.14. Hexa je dama dynrkyuja f : C — R, 20e je C C R". Tada
ce ckyn epi(f) = {(z,a) € C x R: f(x) < a} xoju cadpacu mawke usnad epafura
Pynryuje f nasusa nadzpadur pynryuge f.

Ha caunum 1 npukasana je ¢yurnuja f 1 meH HaArpaduk, O3HAUEH ca epif.

epi f

Cuuka 1: Haarpaduk ¢pysxnuje



Teopema 1.2. Hexa je C xousexcan cxkyn y R". Qynwxuyuja f : C — R je xon-

BEKCHA AKO U CaMO aKO je wen nadzpadur epi( f) xoneexcan cryn.

Ioka3z teopeme 1.2 moxe ce mahu y [1].

Hepumannuja 1.15. dynxyuja f : R* — RU{+o00} je npasa pynryuja axo saxncu
f(z) < 400 3a bap jeono x € R™ u f(x) > —o0 3a cee .

Ilakie, pyHEIMja je IpaBa ako je oarosapajyhu eekTuBHN TOMEH HeIpa3aH
CKYI 4 aKO HUKAJAa He y3uMa BpemgHocT —oo. PyHKNHMje Koje HUCY mpaBe, Ha-

3UBajy Ce HempaBUM (QYHKIVjaMa.

Hebpumannuja 1.16. dynxuyuja f : R" — R U {400} je zameopena akxo je men

nadzpadux epi(f) sameopen nodcxyn ckyna R

Y HacTaBKy paja IPETHOCTaB/ba ce na je QYHKOUja 3aTBOPEHA, IpaBa U
KOHBEKCHA (YKOJIMKO C€ EKCIUIMIMTHO He HaBele Apyravrja IPEeTIOCTABKA).
CxonmHO mepuHMIMjaMa, y TOM CIy4Yajy Bakd Ja je Haarpadur (QyHrnuje f

Helpa3aH, 3ATBOPEH U KOHBEKCAH CKYTI.

[Tox mocebHMM peTmocTaBKaMa O GYyHKIUjU f MOTY ce 3aJaTu yCJIOBU KOjU
rapaHTyjy KOHBeKCHOCT 3anate ¢yukrmnuje. Craenehe nse teopeme rosope o

TOME.

Teopema 1.3. (Y caoB npBor pena 3a KOHBeKcHe ¢pyukrnuje) Heka je dama
dupepenyujabuana gynryuje f : R — R U {4+o00}. Tada je f xonsexcha axo u

camo axo je dom(f) xoneexcan cxkyn u 3a cee x,y € dom(f) eaxncu:

fly) = f(z) +(Vf(x), y—x) .

Teopema 1.4. (Y caoB npyror pena 3a KOHBekcHe ¢pyHkuuje) Heka je dama
dsa nyma Henpekudno dufepenyujabuana pynryuja f: R — RU{+oo}. Tada je
f womeexcha axo u camo axo je dom(f) xonsexcan cxyn u odzoeapajyhu Xecujan

nosumuero cemudeduruman, oonocro 3a cee x,y € dom(f) saxcu:
Vi f(x) = 0.

Hokasu Teopema 1.3 u 1.4 mory ce nahu y [2].



1.2 CyomudepeHjabMIITHOCT

Msmore no3sare MeTone onTuMu3anyje (HIp. MeTona Hajop:Ker CIyCcTa, MeToIa
KOH]yTOBAHUX TpalrjeHarTa) 3axTeBajy Au(epeHnunjabuiHoCcT GYHKIUje KOjy
Tpeba onTumuzoBaTu. MebhyTum, y npakcu ce dyecto memasa ga GyHKIUja He
UCIyHhaBa oBaj ycioB. Ha mpumep, amcosnyTHa BpenHocT ¢yuruuje, f(x) =
|z|, = € R, kao u wmena npomwupena Bepsuja y R", omHocuo [y HopMma, f(z) =
l|z|ly = D>, |z;| Bucy mudpepennujabuine Ha HEIOM CBOM HOMEHY. Y LUIBY
IpeBa3uiakemha OBOT MpobieMa, yBeldeHa Cy MPOMUPena MojMa AudepeHIu-
jajla u rpajujeHTa, MTO NOINPWMHOCHU Pa3BOjy MeTOJa 3a ONTHUMU3AIN]y HOBE

KJIace QpyHKIUja.

Hedurnnmja 1.17. Hexa je dama ¢ynryuja f: C — R, C CR" uwz € C. Tada:

(1)Bexmop g € R" je cybepadujenm ¢ynwyuje f y mawku x axo 3a ceey € C

8aNU.

fy) > f(x) +{y — =, g).

(2) Cryn ceux cybepadujenama gynryuje f y mauku x ce 308e cyboudeperyujan

dynxyuje [y mawku x u osnauasa ce ca Of(x).
(3) Pynwuyuja f je cyboudepenyujabunna y mavwku x axo je Of (x) # 0.

N3 mnepununuje cybrpamujenrta ciaenu na 3a cBako g € Jf(x), rpaduk
adune pymrmuje nare ca: y — f(x)+ (y—x, g) nexu ucnon rpadura GyHKIMU]je
f u momupyje [y Tausu (z, f(z)).

Crnuuna MHTEpIpeTAIrja BasKU 38 KOHBEKCHE MuepeHIunjabuane GpyHKIMIje
(Teopema 1.3) m mcnocrasiba ce ma cy mojMoBU CyOaudepeHinjabuiIiHOCT 1

KOHBEKCHOCTHU BeOMa OJIUCKHU.

Teopema 1.5. Hexa je f: C — R xongexcrna gpynruuja dedunucana na xoneex-
chom ckyny C C R™ u xy maura uz peaamusne ynympawmwocmu ckyna C. Tada

je pynruyuja f cyboudepenyujabusna y mawky To.

Teopema 1.6. Pynruuja f : R — R je xonsexcra axo u camo axo je cyboude-

pernyujabusra na R™.

Hoxkaszn teopema (1.5) u (1.6) mory ce mahwu y [1].

Ila 6u cyOrpaaujeHT QyHKIMje IOCTOjao Y HEKOj TaUKM, (YHKIMja He MOPa



outn mupepennujadbunna y Toj Tauku. Tarobe, ako cyOrpanujeHT ¢yHKOUje

MMOCTOjU y HEKOj TAYKW, HE MOpPa OUTU je TUHCTBEH.

IIpumep 1. Hera je mata ¢yHEIUja HOpMeE, MHAYKOBAHE CKAJAPHUM IIPOU3-
BogoM Ha R", y ozmamm f(z) = ||z||, f : R® — R. OBa ¢yurmuja Huje mude-
pennujabununa y 0. Heka je ¢ yrao mameby Bektopa z € R" u g € R". Tana

je cyomudepernujan pyurnuje sopme y 0 jenHax:

0f(0) ={zo € R" : (Vz € R")||z|| > (x,z0)}
={zg € R" : 1 > ||x¢]|| cos ¢}
=K][0,1].

[Ton onpebenum ycaoBuma, cyObrpaadjeHT y HEKOj TAYKUA j€ jeIUHCTBEHO

onpeben u mokgama ce ca rpaanjeHTOM Y UCTOj TO] TAUKMU.

Teopema 1.7. Hexa je f: C — R xoneexcra $ynryuja dedurnucana na Kongex-
chom cxyny C' C R™, dudepenuyujadbusna y mavwky o K0ja npunada yrympauimo-

cmu ckyna C. Tada je: Of(xg) = {7 f(x0)}-

Iokaz reopeme 1.7 moxe ce mahu y [1].

Ha caunu 2 je mpencraBimbeHa KOHBEKCHa (yHKIUja f ¥ meHU cyOrpanu-
jeHTn y paszauunTtuM TadykaMa. Pymrmuja f je mudepennujabunna y Tadvkm
Ty, Ta je Ha OCHOBY TeopeMe 1.7 meH cyOrpaaujeHT ¢; y TadykW Tj jeIUH-
crBeno oapeben m npencraspa rpaaujeHt ¢GyHKIUje f y TAuKM Tp. Y TAUYKHU
Ty pyHEIUja [ Huje mudpepeHnujabmiIHA, ma (QYHKOMja Yy OBOj TAYKM HEMA
jemmucTBeHo ompeben cybrpamujent. Ha cawumu 2 cy mpencraB/beHU CyO-

rpaaujeHTu QyHKIUje f y TaUYKU To, O3HAUEHU CA ¢ U (3.

f(z)

ICARYACEENY

Sl + 93 (2 — x2)

@) i)

Cnuka 2: CybrpamujeHT QyHKIUIjE



Y jemHOCTaBHUjUM CJydYajeBuUMa, 3a onpebuBame cybmudepeHnumjaga je
JOBOJPHO IPUMEHUTU AePUHUNM]Y. Y KOMIIMKOBAHUjUM CJIydajeBUMa, y JIU-
TepaTypH je MpemIoKeHO HEKOJIUKO IPaBuIa KOja OJaKIIaBa]y leroBo n3pavy-

HaBale€.

Teopema 1.8. (1) Ilpasuno cabupawa: Hexa cy f1 : C — R u fo : D — R
Konaexcre gynkyuje dedunucarne pedom na xKonsexcrnum ckynosuma C u D y R"

3a xoje je relint C N relint D # (). Tada 3a ceaxo x € C N D sancu:

O(fi + f2)(x) = 0f1(x) + O fa(x).

(2) Mroncewe cxanapom: Hexa je f: C — R xomsexcna gynruyuja defunucana

na Koneexcrom ckyny C y R™ u X > 0. Tada eaxncu:

OAf)(x) = A0 f(x).

(3) Afuna mpancpopmayuja: Hexa je f: C — R xwonsexcra dynxuuja dedumn-
ucana na xoneexcrwom ckyny C y R", U € R* X R™ uw v € R". Axo je g(x) =

f(Ux +v), mada saxncu:
Og(z) = UTOf(Ux + v).

(4) IIpasuro maxcumyma: Hexa je f(z) = max{fi(z),..., fm(x)}, 20e cy fi, i =
L,...,m xoneexcre gynxyuje u I(x) = {i| fi(x) = f(x)} cxyn undexca xoju 0dzo-

sapa axmuerum f; pynruujama. Tada saxncu:
Of(z) = conv{0f;(x)i € I(x)}.

Hokaz reopeme 1.8 moxe ce mahu y [3].

IIpumep 2. Heka je mara ¢yurmumja [ wopme, f : R" — R, f(zx) = ||z||; =

|z1| + ... + |x,|. Kopucrehu cnenehy penpesenranujy ose ¢pyHruuje:
l2|l = max{s"z|s; € {~1,1}},

rae je s = (81,89,...,8,)7, moryhe je npumenutu (4) us Teopeme 1.8. IIpso,
norpebuo je mponahu omrosapajyhe s € {—1,1}" 3a koje Bawu s’z = ||z]|y,
a TO ce MOoxke moctuhm omabupom s; = 1 3a x; > 0, s, = —1 3a x; < O m
s; € {—=1,1} 3a z; = 0. ®yurmaja ¢,(r) = sTx je mudepenmujabunna u nma

jenmHCTBEeHU CcybOrpamujeHT s. Ropucrehu anexkBaTtan m300p KOOPAMHATHUX

8



BEKTODA ¢;:

1 , ;>0
g=494—1 ,x;,<0
+1 ,.I‘Z‘:O,

3ak/pyudyje ce na je cybrpaaujeHT ¢yHKUUje [; HOpMe KOHBEKCHU OMOTAY CBUX
OHUX BEKTOPA ¢ UMje KOOpAUHATE 3a00BOJbABAjy TOpe HaBeeHE YCIIOBE, OTHO-

CHO:!:
of (@) ={glllglle < L g"x = [|2[1}.

[Iojam cybmudepennmjadbmIHOCTA je TOCEOHO 3HaYajaH IpU onpebuBamy
yCJIOBa IOJ KOjUMa IIOCTOjU MIHUMYM KOHBEKCHE (pyHKIMj€e KOja HIje 00aBe3HO

mudepeHnnjaduTHa.

Teopema 1.9. Hexa je dama xonsekcna dgynryuja f: R — R U {+oco}. Tada

Pynxyuja f docmuoce munumym y mauky ¥ axo u camo axo saxcu 0 € Jf(x*).

/loxas. Ha ocuHoBy medumnmnuje cyorpamujenra 3a cBako y € R" Baku exBu-
BaJIEHIA]a:
fly) = fa") +0"(y —2") <= 0€df(a").

1.3 Jara KOHBEKCHOCT

Y npobiremMmMa MaTeMaTHWUYKe ONTUMU3AIMjE je YeCTO MOKEJLHO na (YHKI]a
muba Oynme jako koHBekcHa. (OCuM mITO OBO CBOjCTBO rapaHTyje MOCTOjarmhe
caMoO jegHOT ONTUMyMa, MOKe Cce TOKa3aTH! [a je W Tadyka y KOjOj ce Taj OI-
TUMYM OOCTIKE jenmHCTBeHa. Taxkobe, ocoOmHA jake KOHBEKCHOCTU 3HAYAjHO
OOTPUHOCHU Op:KeM IPOHAJAKEHY ONTUMYMa KO METOIa ONTUMU3AIN]€e TPBOT

pena.

Hebumannuja 1.18. dynxuyuja f : R” — R U {400} je jaxo xowsexcna axo je
Koneexcha u axo nocmoju o« > 0 maxeo da 3a cee x,y € dom(f) u g € 0f(x)

8AMNU:

) = f@)+ (=, ) +5 lly -2l

Teopema 1.10. Heka je dama jaxo koneexcua gynkyuja f : R" — R U {+o0}.



Taoa 3a npoussonne X € [0,1] u xz,y € R™ sancu:

A1 =)

—aly-af.  (15)

fOz+ (1 =Ny) <Af(@)+ Q=N fly) -

Jloxas. Hera je g € 0f(Az+(1—N)y) u A € [0,1]. Tana va ocHOBY medununuje

1.18 Baske caenehe HejemnaxkocTu:
o
F(y) 2 fOw + (1= Ny) = Mz =y, 9) + 5 X[ly — 2", (1.6)

a
f(@) = fOa+ (1= Ny) + (1= Nz =y, 9) + F (1= Ay — [ (1.7)
Haron cabupama momHOkeHuX HejemHaroctu (1.6) ca 1 — A m (1.7) ca A,

nobuja ce Hejenuaroct (1.5). ]

Y cyoB 3a moCTOjame MUHMUMyMa KOHBEKCHe (QyHKOUje mat y Teopemu 1.9
MOKe Cce IeHepaju30BaTU 3a jako KOHBekcHe ¢ynkmuje. Heka cy z,y € R”,
f:R" - RU{+0} jako koHBekcHa, cybmudpepeHnmjanna QyHKIUja y T U
g € 0f(z). Tana Basku:

Fo) = f@) = (g ==, )+ S lly — o

in { ¢l + 22
min 3 ¢ lg]| + -

1 2
= — gl

v

Croenujanano, ako ce MUHUMYM (QyHKOUje f DOCTMKE y TAUYKM ™, TaJa BayKWU:

1) 2 1) = 5 lolP (1.8)

OAKJIE CIIEeIN:
lgl] < (20)'? = f(z) - f(z") <,

OMHOCHO, aKO je CyOrpaarjeHT y HEeKOj TaUKy OJIM3aK HYJIU, Talda je Ta TadKa

OJMCKa TAYKM Y KOjOj Ce NOCTIKE MUHUMYM IIOCMaTpaHe (YHKIHje.

Teopema 1.11. Heka je f : R" — R U {400} jaxo xonsexcna dgynruuja. Tada
nOCMoju, MUHUMYM Pynryuje f u mavwka y Kojoj ce maj MUKUMYm docmunce je

jedurcmeena.

Zoxas. Herka cy z,y € R" u g cybrpamujeat ¢yurmuje f y x. Ha ocmoBy
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(1.8) cmenn na je f orpammdena omo3zno u ma mocroju f* = irg f(z) < +o0.
reR™

Tana mocroju Hu3 peanuux Opojesa (r,) Takas na f(x,) — f*, kaga n — +oo.

Heka je ¢ > 0 u N. € N nosomno Benuko na f(x;) < f*+¢e 3a ce i > N..

Kopucrehn mejenmakocr (1.5) 3a A =3 n i,j > N. mobuja ce:

Frsd (+) <T@ oy e

2 2 8
(6%
< f*+€—§‘|xl—xj||2,
a omaBIe :
8¢
o -yl < (/22

mro 3HauM ga je (x,) Kommje mm3. Kako je R" kommieran MeTpUYKM IPO-

ctop, nocroju lim x, = x*. Ilame, Heka je g cyOrpaaujeHt ¢pyuruuje f y z*.
n—oo

Tana Baxu:

f(xi) = f(x") = llgllll: — 2™ + %lei — 27|, (1.9)

Kopucrehu f(z;) = f* u ||z; — 2*|| — 0 kama i — 400, u3 nejemnakoctu (1.9)
cnemu na f(z*) < f*. Tlomro Beh Bawxku na f(z*) > f*, cienn na je f(z*) = f*,

YyrMe je IMOKa3aHO Ja MOCTOJU Tadyka T* y KOjO] ce NOCTUKE MUHUMYM.

Komauno, ako 6u mocrojao x** # z* y Kojem ce takobhe mOCTUKE MUHUMYM
¢yurnmje f, Tama 6u mHu3 zf, ™ z* 2 ... 6uo Kommjes (jep je mperxomHO
MOKA3aHO 1A Baku 3a ommTuju ciaydaj). Omarme Ou caemmio ma x* = z**.

Ilakne, Tauka MUHUMyMa ¢QyHKNUje [ je jeAMHCTBEHA. []

Teopema 1.12. Hexa je f : R" — RU {400} jaxo xonsexcna u g : R — R U
{+00} wonsexcna dynryuja. Tada je gynruyuja h : R* — R U {+oo} defurnucana

ca h = f + g jaxo xoneexcHa.

Zloxas. Ha ocHOBY mpernocTaBku o ¢pyHKmujama f u g u teopeme 1.3, mocroju

a >0 rako na 3a cse x,y € R", a € 0f(x) u b € 0g(x) Basku:
o 2
fly) 2 fl@) +{y =z a) + Slly — =,

9(y) > g(x) + (y — z, b).

CabupameM OBUX HEjeTHAKOCTU qO0Uja ce:

(e}
h(y) > h(z) + (y — x, a + b) +§|Iy—w||2'

11



Ha ocuoBy (1) u3 Teopeme 1.8, caemu na a + b € Oh(z), mro 3uaum na je h

JAKO KOHBEKCHa (DYHKIU]A. ]

1.4 IlpokcuMmasHu omepaTopu

Hedpumannuja 1.19. Heka je f: R" — RU {400} npasa, sameopena, xonsexcra
pyrryuja. Ilpoxcumasnu onepamop dynwyuje f, y osnayu prors : R* — R" ce

dedurnuvwe na caedehu Hawum:

proxs(v) = argmin (f(x)+%||x—v||§) . (1.10)

z€eR™

Yecto he Obutu moTrpedHO ma ce oapenu MPOKCUMAJHU OMEPATODP CKAJIU-

pane ¢yurmuje \f, rae je A > 0

) 1

proxas(v) = argmin | f(z) + = |lz —v|3 ) . (1.11)
zeR? 2

Omneparop pepunucan uzpasom (1.11) y nureparypu je HO3HAT IO HA3UBOM

IPOKCUMAJIHU OonlepaTop ¢yHKIHje [ ca mapaMeTpoM .

W3 nedpumHumnmje ce Moske MPUMETUTHU Ia Ce MOMONY MPOKCHUMAJHOL Oolepa-
TOpa MPOHAJIA3W OHA TAYKa KOja MPencTaB/ha KOMIPOMUCHO pememe ndMmehy
npobJjeMa TmpoHATaKemha MUHUMyMa (QyHKIUje [ 1 Taduke HajOIMEKe 3a0aTOj
tauku v. [locebuo, ako 6u O6moO mocMaTpaH IPOKCUMAJIHI OIIePaToOp Ca mapa-
METPOM A, yJiora mapaMerpa ou O0miaa na KOHTPOJIUIIE KOJUKO Ce TeKUHE MPU-
naje cCBaKOM O OBa nBa yciyoBa. lIpenusnuje, mro je Beha BpemnocT napame-
Tpa A, pememe 6u 6ua0 OAMKEe MUHUMYMY (DYHKIHjE, & Y CYIPOTHOM OJIMKe
3a1aTO0j Tavykd v. Kako je HOpMa jako KOHBEKCHa (GyHKIUja U f je o yCIOBY
KOHBEKCHA, Ha OCHOBY Teopeme 1.12 ciemu ma je f(z)+(1/2) ||z — v|)3 jako xos-
BekcHa ¢yukuuja. Crora Ha ocHOBY Teopeme 1.11 cienu ma je MpOKCUMAJIHUA

oIepaTop KOPEKTHO Ae(OUHUCAH.

Crnenehu mpumep mokasyje na TPOKCUMAJHU OMEPATOP T'eHepau3yje op-

TOTOHAJHU ONEPATOP MPOjEKIU]E.

IIpumep 3. Heka je C' € R" 3arBOpeH, Hempa3aH, KOHBEKCAH CKYIl U HEKa je
I.: R" - RU {400} unmurarop ¢pyurmmja ckyna C nedpruucana Ha cienehn

Ha4MH:

12



0 ,xeC
I(z) =
+oo ,x¢C.

[Ipokcumanuu omeparop ¢ysrmuje [. mpeacraBmba npojernujy Ha ckym O

OJHOCHO:

1
Lol aec
proxy.(v) = arg min

zER™ +00, ré¢C

1 9
= arg min —||z — v||3
zeC 2

= P.(v).

Kao mro je Beh moMeHyTO, IPOKCUMAJHUA ONMEPATOP CE€ MOKE OAPEIUTU U

3a (yHKIUje KOoje HUCY audepeHnyjadbuine.

IIpumep 4. Hera je nara ¢pyuruuja f: R — [0, +00|, nepunucana ca f(z) =

|z|. Tana ma ocuoBy medununmje 1.19 Basku:

proxys(v) = arg min ¢(z),
zeR

rue je:

1
o) =2+ —~(r—v)}, x>0
P(z) = 1 2>\1

o) = —x + a(w —v)?, 2 <0.

. . ’ 1
Axo ce MurnMyM (yHEIUIje ¢(r) mocTmke y © > 0, Tamga je ¢, (v) = 1+5(z—v) =
0, omocHO © = v—A. Crora, 3a v > X Basknu: prozys(v) = v—A. Ha ncru naunn
ce MOske HOKazaru na je prorys(v) =v+ A 3a v < —A. Aro je |[v| <A, rana ce
MUHUMYM QYHKIj€e ¢ TOCTIKE y TAYKU Y KOjOj OHA HUje mudepeHnyujadbuiHa,

onuocHo y x = (0. Konauno caenu:

v—A ,Uv>A
proxys(v) =<0 , vl <A
v+A < =\

OBa ¢yHEUUja je mO3HATA y JUTEPATYPU KAO MEKO oncename (eHri. soft

thresholding). Ha caumu 3 je mpukaszana (GyHKOUja MEKOD OJCElama 3a BPe -

13



HOCT mapamMerpa A = 1.

0.5

0.5

Cuaura 3: PyHKIMja MEKOT OICENaa

Y mpeTxXoIHUM IPpUMePUMa IPOKCUMAJIHUA OIIEPATOPHU CY Ce MOTJIN U3pady-
HATU AUPEKTHOM NPUMEHOM AeduHunMje. Y KOMIIJIMKOBAHUJUM CJIydYajeBUMAa

on kopuctu he dutu cieneha Teopema:

Teopema 1.13. Hexka je [ : R" — RU {4+00} npasa, sameopena u xoneexcra
dynryuja, A >0 vz = (21,29, ...,z,) € R*. Tada ce odzosapajyhu npoxcumarru
onepamopu mozy npedcmasumu Ha caedehe navwune, y 3a8ucrHocmu 00 @opme
fyronuje f:
(1) Cenapabuane gynryuje: Axo ce f moxce npedcmasumu xao f(x) = > - | fi(x:),
mada 8anCu:

(prox¢(v)); = proxy,(v;).
(2) Cranupamwe u mpancaayuja: Axo ce f moxmce npedcmasumu xao f(xr) =

¢(ax +b), ede je ¢ : R* - RU {400} v a #0, beR"”, mada sancu:

1

= a(proxa%(av +b) —b).

proxys(v)
(3) Komnosuyuja ca afurnum npecaukasamwem: Axo ce f moxce npedcmasumu
kao f(x) = ¢(Qx), 20e je Q opmozonarna mampuua (Q € R™ x R", QTQ =
QQT =1)u¢:R" — RU{+oc}, mada eamncu:

prozys(v) = QTproxw(Qv) .

(4) Keadpamna nepmypbayuja: Axo ce f moxce npedcmasumu kao f(x) = ¢(x)+

14



lzl|* + a"x + b, 2de je ¢ : R" - RU{+o0}, ¢ >0, a, b € R, mada saxcu:

B r—a
pro:r;f(x)—proaccilq5 1)

IIpumep 5. Hera je ¢pymrmmja f : R" — (—o0,00] medpmuucana wa ciaenehn

Ha4ylH:

-2 log(z;), >0
fx) = JZI

0, xr <0,

rue je ¢ = (r1,%g, ..., 2,) € R" mw A > 0. Tana je f(z) =", ¢(z;), voe je:

o) = {—Alog(t), t>0

o, t<0.

BpenrocT mpokcmMmalsiHOr omepaTopa prors(s) OpeicTaBiba Tadky y KOjoj ce

nocrwre MuHUMYM (yHEITje ¢ (z) = —Alog(z) + 1(z — s)?, omHOCHO:
s+ Vs? 4+ 4\
proxg(s) = —

Kako f jecre cemapabunna to Ha ocHOBY (1) u3 Teopeme 1.13 caenn:

xj+,/a:§+4>\>

(proxs(x)); = (provy(z;)) = ( 5

rme j=1,...,n.

1.5 Komnjyroane ¢yHKIIHjE

Y mumpy meTtasbHUjer UCIUTVBAKa KaPDAaKTEPUCTUKA JaTe (YHKOUje, IOHEKa I
je KOPHMCHO HPUIADPY:KUTU IIOCMATPaHOj (YHKIUjX HOBY (YHKIMUjY Koja he
OaTu mojaTHe mHGOpMaluje o ocoOMHaMa moja3He (yHKNUje. JemHa TakBa

npuapy-KeHa QYHKIUja je TaKO3BaHA KOHjyroBaHa (pyHKIU]ja.

Hedpuaunmja 1.20. Hexa je 3adama pynryuja f: C — R, 20e je C C R". Tada

ce pynryuju f moxmce npudpyxcumu xonjyzosana pynruuja f*: D — R xoja ce
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dedurnuwe na caedehu nawum:

f(y) =sup((z,y) — f(x)),

zeC
20e je D C R"™ ckyn mavaxa Ha Kojem je 08aj CYnpemym KoHa4aH.

Ha coumu 4 je mmycTpoBaHa reOMeTpPHUjCKa MHTEPIPETAIja KOH)yTrOBaHe
¢yurmuje f. Hamme, rkoHjyroBana ¢(yHKIMja TOBOpU O pacrojamy m3Meby
HEeKe IIpaBe ca 3aJaTUM IIPaBIEeM U TaHTeHTE Ha IOoCMaTpaHy (QYHKIU]Y KOja

je mapaJiesHa 3a4aTO] IPaBOj.

f(x)

\/"’l ,"/ *
Cunuka 4: I'eomeTpujcka mHTEpIpeTaIja KOHjyrOBaHe (DYyHKIMje

IIpumep 6. Heka je mara ¢pyurmumja f: RT = R, f(z) = —logz. Tana je

f*(y) = sup(yx + log x).
zeR

Y cayuajy y > 0, Bpennoct uspasa sup(yz + log z) kouBeprupa ka +00 Kaga
KOHBeprupa kKa +00. Y TOM CiIy4ajy, KOHjyroBaHa (GpyHKIUja f* HUje KOPEKTHO
nepunncana. Kana je y < 0, mupepenmupamem ¢pyuruuje ¢(x) = yxr + logz u
n3jenuavasameM ¢(x) ca 0, carenu ma ce meHa HajBelia BPETHOCT HOCTUKE Yy

1 __1 )
~. Hakxon 3amene x = y Y ¢(x), KOHAYHO CIequ:

[ (y) = =1 —log(~y).

Ha caunu 5 cy npencrasmene pyurmmja f(x) = —log(x) u onrosapajyha kon-

jyrosana ¢yurumja f*(y) = —1 — log(—vy).
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-log(x)

fix)
fely)

Caura 5: $ymrumja —log(x) m onroapajyha koHjyroBasa ¢yHKIuja

Teopema 1.14. Csaxa konjyeosana pynryuja je 3ameopena u KOH8EKCHA.

Teopema 1.15. Hexa je dama 3ameopena, jaxo xonsexcra pynryuja f: C' — R,

20e je C € R™. Tada je odzosapajyha xkonjyzosana pynruuja f* enamxa.

Iloka3u teopema (1.14) m (1.15) mory ce mahwm y [1].

Hedpuaunuja 1.21. Hexa je 3adama gynxyuja f: C — R, 20e je C' € R". Tada

ce Opyeu konjyeam Pynryuje f, y osnayu f** dedunuwe na caedehu nawun:

[ )= swp ((z,y) — f"(2))
xedom(f*)
Teopema 1.16. Hexa je f : C — R sameopena u xonsexcra @ynkuyuja Ha

sameopenom xonsexcrom ckyny C y R™. Taoda je f** = f.

. . . 1 9 .

Y cmyuajy npBOr KOHjyraTa, MOke ce Iokasaru na je f(r) = 3||z||* jenuna
¢yurmmja 3a kojy Basku ma je f = f*. Mebhyrtum, HA OocHOBY Teopeme 1.16
IIOCTOJU BUIIE OJ jenHe (YHKIUje KOje ce IIOKJAaIajy ca CBOJUM APYTUM KOH-

jyratom, mup. f(z) = —log(l — 2?), |z| < 1.

1.6 MopeoB omoTau

Hebumannuja 1.22. Hexa cy f, g : R® — R U {400} npase, sameopene xoneaex-
cne gynryuje. Tada ce ungumanna xKongoayyuja gynrkyuja f u g, y osnayu fOg

deduruvuie Kao:

(fO)@) = _inf {f(x1)+gs)| 2+ = 1),

x1,r2€
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u npumom saxcu da je dom(fOg) = dom(f) U dom(g).

Hepuannuja 1.23. Mopeos omomay gynruuje f (enea. Moreau envelope) npeo-

cmas.pa undumanny Konsoayyusy fyrwruuja f u 3| - [[3, odnocHo:
Myw) = inf { @)+ 2 fle — ol (1.12)
s()= Inf o f@@)+5llz vl :

Hedpurunmja 1.24. Mopeos omomay dynkyuje f ca napamempom A\ ce dedun-

uwe Ha caedehu Havur:
(v) = inf (v) 1“ ”2 (1.13)
Mys(v xle%%” f(x +2)\ x—o|5¢. )

N3pauynaBameM TPOKCUMAJHOT OllepaTopa ce 3ampaBo onpebhyje jenmH-
CTBEHa TadyKa y KOjOj ce NOCTW:xRe MHPMMYM HeprHucad MopeoBum oMoTadeM,

OIHOCHO: .
Mj(x) = f(prozys(z)) + 5llz — prozy(z)]3. (1.14)

IIpumep 7. Heka je zamara ¢ymrmuja f(x) = |z|. Tanma je Mopeos omorau

¢yurmuje f mar ca:

1

Lje ] <
¢($)— A

FEEENFE

OsBa ¢yHEKIUja je y IuTepaTypu MO3HATA U O] Ha3uBOM XybepoBa (yHKIja

U IIpUKa3aHa je Ha caunu 6.

Cnuka 6: XybepoBa ¢yHKIUIja

Teopema 1.17. Hexa cy f, g : R" — RU {400} npase, zameopene xonsexcne
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pynryuje. Tada eaxncu:
(fOg) =f"+g"

Joxaz. Hera je h = fOg, dom(h) = dom(f) + dom(g). Kopucrehu uumenuiry

inf f(z) = —sup(—f(x)) 3a z € R", caequ na 3a cBako y € R" Basn:

W(y) = sup{(z,y) — inf {f(z1) +g(2)}}

rER™ Tr1t+r2=

= Sup{<x7y> + sup {_f<1'1) - g(xQ)}}

TeR™ T1t+x2=2

= sup sup {(z,y) — f(z1) — g(x2)}

zeER" T +To0="2

= sup {{(x1,y) + (x2,y) — f(x1) — g(z2)}

r1,r2ER"
= sg}gﬂ{(wl,m — f(z)} + Slelllgn{@z,y) —g(x2)}

= f"(y) + 9" (y).
[]

Teopema 1.18. Hexa je [ : R" — R U {400} npasa, zameopena xoneexcra
pyrryuje u x, x* € R". Tada eaxncu:
(1) I'padujenm odezoeapajyhez Mopeosoe omomaua yeex nocmoju u Mmoxnce ce

o0pedumu wa caedehu navum:

1

<V Mys(x) = X(x—prox,\f(:v)). (1.15)

(2) Y mauku ¥ € R ce docmuxmce munumym gynrkyuje f axo u camo axo je
yjeoro u Henokpemmna mawka 00zosapajyhez npoKCUMANKOZ ONEPAMOPA ProT\f,
00nocHo ¥ = proxys(z*).

(3) Bapujayuona nejednaxocm:
(x =z, y—a") + Af(z") = Af(y) <0, Vy e R" (1.16)

je exsusanenmua ca: r* = proxys(x).
(4) Crynosu mavaka y xojuma ce docmuxnce munumym gyrwkyuja f u Myy ce

NoKAANG]Y.

Bume merama o ocobmrama MopeoBor omorada, Kao U J[OKa3 MPETXOTHE

teopeme Moske ce mahwu y [5], [8], [16].
Teopema 1.19. Hexa je f : R" — R U {400} npasa, sameopena, xoneercra
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dynxyuja. Tada je Mopeos omomaw dymxyuje f (y cmucay dedurnuyuje 1.12)

enamra pynryuja.

Loxas. Kopucrehn uarepunperanujy (1.14), moske ce morazatu na je M 3a-
TBOpeHa U KOHBekCHa ¢yHrnuja. Ha ocuoBy teopeme 1.16 Basu Mp* = My.
Cana ropuctehm oBe mocsemuue, ka0 u unmenune na je ¢yurmumja f(r) =
:||z|3, © € R™ jenmaka cBOM HPBOM KOHjyTaTy ¥ M3padyHABAKEM APYTOT KOH-

jyraTta ¢ymrnuje M; cnemm:

* 1 ’
My = (g E)

Ha ocuoBy Teopeme 1.14, f* je romBerkcHa ¢ynrmuja. Hopwma je jako KOH-
BEKCHA IIa Ha OCHOBY Teopeme 1.12 Baxm na je ¢pymrmmja f* + 5|3 jaxo
kouBekcHa. CBaka KOHjyroBaHa (yHKIUja je u 3aTBopeHa (Teopema 1.14), ma

Ha OCHOBY Teopeme 1.15, ciemu na je My rnaTka QyHENUja. []

Ha ocumoBy Teopeme 1.19, ¢pynrmuja Mopeosor omoraua M; Moxe Outnu
mocMaTpaHa Kao IJlaTKa alpokcuMaluja ¢yHknuje f 6e3 ob3upa na au je f
yonmre n mudepennujadbunna. Ha ocHoBy Teopeme 1.18, ckymoBm Tauaka
y KOjUMa ce NOCTWke MUHUMYM ¢(yHKnuja f m My cy muoeHTUYHN. Y HEKUM
cATyanudjaMa, MOxKe OWTH Temko oapemutu My, anm unmeHnna ga je My
riaaTka obesbebyje ma ce mpobaem ontummsanuje ¢pyHEIUje My decTo Morxke

JIaKIIIe PEIUTU Hero npobseM onTtuMusanuje came GpyHruuje f.

1.7 Pe3onBeHTa omeparopa cyomudepeHnujaia

Beza uzmebhy nporcumasHOr onepaTopa u onepaTopa cyoaudpepeHnmjaga gaTa

je cremehom Teopemom:

Teopema 1.20. Hexa je f : R* — R U {400} npasea, sameopena, xoneercha

dynryuja. Tada éaxcu:
prozyy = (I +A0f)~". (1.17)

IIpecaurasame na decnoj cmpanu jeonaxocmu (1.17) nasuea ce pezossenma one-

pamopa Of ca napamempom \.
Joxas. Heka je z € (I + \0f) ! (z). Tana Basku: = € (I + \Jf)(z), omrocHo:
1
0€0f(z)+ X(Z — ),
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IITO je €eKBUBAJICEHTHO Ca:
0€0(f(z) ! | 1%)
a(f(z)+ o\ z—x|7).

Ha ocuoBy Teopeme 1.9 0BO je HEONIXOIAH M JOBOJbAH YCJIOB 3a IOCTOjamke
MVHIMyMa jaKO KOHBEKCHe ¢pyHrmuje f(u)+ 5x|lu — z|[* y jenumcTsenoj Tauxu

Z, OOHOCHO:

) 1
z = argmin (f(u) + X ||lu — x||§)

u€R™

Crora, z € (I + A\0f)'(z) ako u camo akxo z = proxys(z). []

Jemna on mupertHux mocaemuna teopeme 1.20 je ciemeha. Mako Jf uuje
¢yurmuja (cybaupepeHnmjan y HeKOj TaUK MOKe Y3UMATH BUIIE DA3IMYUTIAX
BPEIHOCTHU), PE30JIBEHTA OoepaTopa cybaudpepennujasa jecre QyHKIU]a, IPU

yemy ce (I + AJf)~! caura y camo jenmy Tauky.

Crmenujanno, ako je f mBa myTa mupepeHnnjabmiIHa, pas3BUjameM IECHE

crpane jennaxoctu (1.17) y Tejmopos pen cienn:

prozys(z) = (I + A0f) '(z) =2 — A f(x) + o(N), A — 0.

OnaBne ciaenu ma ce 3a MaJo A, proT,s MOKe MHTEPIPETUPATH Kao alpo-
KCUMAaIldja UTEPATUBHOT KOPaKa y METOIW T'PAANjEHTHOTr CIIyCTa MPU MUHU-

Muzanuju Gysknuje f.

ITpumep 8. Heka je f uraukatop ¢yHKnMja KOHBEKCHOT ckymna C, y o3Hau
Ic. Moxe ce mokazatu fa je cydaudepeHnujat oBe GyHKIHje jeIHaK HOPMaJI-

HOM KOHYCY KOju OAroBapa KOHBeKCHOM ckymy C':

{@ ,x ¢ C

Ne(z) =
o) {wlw'(z—2)<0,Vz€C} ,xeC.

Tana rkopucrehu npumep (3), pe3osnBeHTa KOja 0AroBapa HOPMAJIHOM KOHYCY

koHBeKCHOT ckymna C' je jenHaka:

1
(I + \I¢) ! (r) = arg min (IC(U) + 33 l|lu — x||§> = Po(z), z € R",

u€eR™

OJTHOCHO OPTOTOHAJIHOj MPOjeKNMju Ha KOHBEKCHU CKym C.
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2 KoHBeprenmmja mpoKCUMAJIHUX OIEPaTOPa

Hedbumuunuja 2.1. Onepamop F : R" — R" je xonmpaxyuja axo je Jlunwuy-
nenpexudar ca Junwuyosom xonemarwmom L < 1, oonocrno nocmoju nopma || - ||

na R™ maxo da 3a cee x,y € R" saxncu:
|1F(z) = F(y)l] < Lllz —yll.

Teopema 2.1. (banazxosa meopema o nenoxkpemnoj mauxu) Hexa je (X, d) xom-
naeman mempuuky npocmop, M wenpazan u zameopen modckyn 00 X u F
M — M xowmpaxyuja wad M. Tada nocmoju jeduHcmeena Henoxpemmna maska
r* npecauxasana F u saxcu da wusz (x,) odpehen pexypenmmuom dopmyaom
Tpr1 = F(z,), n = 0,1... xoneepzupa xa =*, 20e je To NPOUICOLAH EAEMENT

uz M.

Pesynraty o er3aucreHnmnju HEMOKpPETHE TayKe HEKOT IPECIMKABAMKha JATOT
CKyma y caMor cebe ce 4YecTO HPUMEnY]y Yy MHOTUM MATEMAaTUYKAM IKC-
nmuimEaMa.  Hawmme, MHOTM mpoOJjeMu TpoHAJaKEHa pellema jeTHaunHa,
onpebenor Tuna Mory ce popmynmcaTn kao npobsieMu ogpebhrBama HETOKpeT-
HUX Tayaka OAroBapajyhux mpuiapy:xkeHux ¢yHknuja. DanaxoBa Teopema o
HEIIOKPETHO] TAYKM je jenHa Ol Hajuelrhe MPUMEHUBAHUX T€OPEMa Y OBAKBUM
npobiemuma. OHa rapaHTyje MOCTOjare W je IMHCTBEHOCT HEIIOKPEeTHE TauKe
mocMaTpaHe (YHKIMVje, aagy M KOHCTPYKTUBHM METOH 3a IPOHAJAKEHE Te
HenmokpeTHe Ttauke. Mebhyrum, Bamaxosa teopema (Teopema 2.1) 3axreBa
na mocMaTpaHa ¢yHKIUja Oyme koHTpakimuja. McmocraBiba ce ma TPOKCU-
MaJIHM OIepaTOpu He 3aJ0BOJbaBajy ycioBe banaxoBe Teopeme. Y OBOM
nesy pana Omhe mpencrtaB/beHa Kjaaca olepaTopa KOjoj MPOKCUMAJHU OII-
eparopu npunanajy. Takobhe 6mhe mpencraBmbeHe TeopeMe UMjU PE3yaTaTU
1ajy KOHCTPYKTUBAH METO/I 38 MpOHAJaKeHhe QUKCHUX TavyaKa MPOKCUMAaJTHUX

oneparopa. Bume merasma ce moske npouahu y [5], [10].

2.1 Heekcnan3mBHU onepaTopu

Hedumaunmja 2.2. Onepamop F : R" — R" je neexcnansusan axo nocmoju

nopma || - || wa R™ maxo da 3a cee x,y € R" samcu:

|E(z) = F)Il < llz = yll-
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Hedmaunmja 2.3. Onepamop F : Q2 — R", Q C R" je uapcmo neexcnanzusan

axo 3a cee x,y € R" gaxmcu jedan 00 caedeha dsa exeusasenmma yYciosa:
|1F'(z) = F(y)ll3 < (z =y, Fx) = F(y)), (2.1)

1F(@) = F)llz < llz —yll2 = 11 = F)() = (I = F)(»)l[3- (2.2)

Teopema 2.2. Csaku 48pcmo HEEKCNARIUBAH ONEPAMOD J€ HEEKCNAHIUBAH ONe-

pamop.

Jloxas. Kopucrehu nejemnakocr Komu-IlIsapi-Bymakosckor (teopema 1.1)

cJenun:

1F(@) = F)l; < (@ —y, F(z) = F(y)) < ||z = yll2|[F(2) = F(y)]l2,
a omasne ce moouja: ||[F(x) — F(y)|lz < ||z — ylla- ]

Teopema 2.3. Hexa je dama xonsexcha, npasa, sameopena pynxyuja f: R™ —
RU{+o0}. Tada odeosapajyhu npokcumanru onepamop proxyy 3a X > 0 npunada

KAGCU H48PCIMO HEECKCNAHIUBHUL ONEPAMOPAQ.

Jloxas. Kopucrehu Bapujanmony nejemuakoct (1.16) u3 reopeme 1.18 u 3a-

Mewyjyhu y ca prozys(y) m o* ca proxys(x) nobuja ce:

(proxys(x)—z, proxs(x) —proxrs(y))+Af(proxas(x)) —Af(proxas(y)) < 0. (2.3)

Hexka je y* = proxys(y). Tana 3a cBako v € R" Ha ocHOBY Teopeme 1.18, Basku

caemeha BapujanuoHa HejeTHAKOCT:

(y — proxys(y), © — proxys(y)) + Af (proxas(y)) — Af(z) < 0. (2.4)

Samewyjyhu x ca proxys(z) y (2.4) caemu:

(prowxs(y) —y, prowas(y) —prowss(x)) +Af (prowas(y)) = Af (proxas(x)) < 0. (2.5)

Cabupamem Hejequaxoctu (2.3) u (2.5) mobuja ce:

<p7”0$Af(x) - PTOI/\f@) — (v —y), pmx,\f(I) - PTOIAf(?J»,
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OMHOCHO HaKOH cpebuBama:

\lproxas(z) — prozas(z)||5 < (& —y, prowas(x) — prozas(y)),

MTO IpeMa AepUHUIMjU 2.3 3HaUM Ja IPOKCUMAJIHU OIePaTOP pProx) s Ipuiana

KJIaCl UBPCTO HEECKCIIaH3MBHUX OII€paTOopa. D

2.2 YmupoceueHu omepaTopu

Hedumaunuja 2.4. Onepamop F' : R" — R" je ynpoceuen arxo nocmoju wHe-
excnanzuean onepamop R : R" — R™ u xoncmanma o € (0,1), makae da je
F=al+(1-a)R.

Mosxe ce mokaszaTm na 3a omeparope [’ m R mu3 medpununuje 2.4 Baxm na

C€ IbUXOBU CKYIIOBU HEIIOKPETHUX TadaKa HOI{.T[aHajyI

Flz)= 2 <= ar+ (1 -a)R(zx)=2x
— (1-—a)R(x)=(1-a)z

< R(x) = z.

Besa uzmebhy komTpakrmuja, ynpocevyeHnx, HEEeKCHAH3UBHUX U UBPCTO HE-

eKCIIaH3MBHUX OllepaTopa je mara y ciaemehoj teopemu:

Teopema 2.4. Hexa je dam onepamop F' : R" — R". Tada eaxncu:
(1) Axo je onepamop F ynpoceuen, onda je u HeekcnaH3u8a.

(2) Axo je onepamop F xoumparyuja ca Jlunwuyosom wowcmarmom L < 1,
Lfl]

mada je F' maxohe ynpoceuen onepamop xojem odeosapa napamemap o € (0, =5=].

(3) Onepamop F je wepcmo Heekcnan3usan aKO U CaMO GKO je YnpoceueH one-

1

pamop Kojem 00208apa NAPaMemap o = ;.

Joxas. (1) Heka je omeparop F : R" — R" ynpoceuen. [Ipema nedpunnnuju
2.4, F ce moxe npencrasutu kao ' = ol + (1 — )R, rme je R : R" — R”

Heekcnansusan oneparop u « € (0,1). Tana Basku:

1F(x) = F)llz =laz + (1 = a)R(z) — ay — (1 — @) R(y)]|2
<aflz —yllz + (1 = )|[R(x) = B(y)]]2
<allz —yllz + (1 =)l =yl
=llz = yll2.
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(2) Hera je omeparop F : R" — R" rourpakuuja ca JlunmumoBom KOH-

crautoM L < 1 u Hera je omeparop R : R" — R" nedpunucan ma cuenehnu

nauna: R = = (F — ol). Tana Basmu:
1
17(z) = R(Y)lle = T I(F — ad)(z) = (F = al)(y)]l:
1
ST IF@) = F@lz + 7——llz = yll2
L+«
<INy,

Axo je a < %, Tala je mo mepmHUNUjU 2.2 onmepaTop R HeeKCIaH3WBaH, IIa

u3 nedpmHUNMje onmeparopa R ciemm na je F' ympocedeH omepaTop.

(3) Ako je omeparop F ympoceueH ca mapamMeTrpoM o = %, taga ce I
MOJKe IPEeACTAaBUTY MOMONY oaroBapajyher HeekcnaH3uBHOT onepaTtopa R Ha
cnenehu waunn: F = %([—l— R), npu wemy je R=2F -1 =F — (I — F). Tana

kopuctehu npaBuio nmapasenorpama (Teopema 1.1) cuenu:

1R(z) = RW)|; =1F(x) = F(y) — (I = F)(z) — (I = F)(y)ll3
= —|lz —yll3 +2[1F(z) = F(y)ll5 + 2/ - F)(=) = (I = F)(»))l]5.

(2.6)
Hakon cpebusama m3zpaza (2.6), nobuja ce:

lz = yli3 = 17 (2) = F@IE = II(( = F)z — (1 = F)y)ll

= 1F(@) = F@)IB+ (1 = F)a— (1 = F)y)|l§ — || R(x) = R(y)

= 2 (ke =l + 11R@) — R)IE) ~ 1R() - RG)IE

= 2 (lle =l ~ 1R@) — BG)IZ). (2.7)

N3 jemnakoctu (2.7) cimenu TpaskeHa ekBuBajeHuuja. Haumme, ako je omepa-
Top R HeekcmaH3uWBaH, HeCHa cTpaHa m3pasa (2.7) je HeHeraTuBHa, Ia je HA
ocHOBY yciaoBa (2.2) onmepartop F uspcro Heekcnansusan. Ca qpyre crpane,
ako je omepartop F UBPCTO HEEKCIAH3WBAH, ONHOCHO Baxku (2.2), Tama je
n3pa3 y HNOoCJIeH0] 3arpald HEHEraTUBaH I1a je CXOAHO Ne(UHUIMjU olepa-

TOp R HEeKCIIaH3UBaH. Il

Teopema 2.5. Axo cy F1, Fy : R" — R" ynpocewenu onepamopu, mada je one-

pamop Fy o F} : R" — R"™ maxohe ynpoceuen.
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Zlokas. Rako cy omeparopu F| u F, mo mpermocTaBuy yIpoCedeHU, IOCTOje
HeeKCIaH3uBHU omeparopu Ry, Ry : R — R" u mapamerpu aj,as € (0,1),
rakBu na Basku F) = oyl + (1 —ay)Ry u Fy = apl + (1 — ag) Re. Kopucrehu ose

penpeseHranuje oneparopa I u F, cuenu:

Fy(Fi (7)) = agFi(x) + (1 — ag) Re(Fi(2))
=az(anz + (1 — anRa(2))) + (1 — az) Ro(Fi())
= 0T + ((1/2 — OéQOzl)Rl(ZE) + (1 — O(Q)RQ(Fl(:B)).

AKo je a = ajqp, Tama BayKM:

Fy(Fi(z)) = az + (1 — @(Of — % Ri(z) + 11_ OQRZ(Fl(:c)).

— —

Kako cy m komMmosmnmja m KOHBEKCHA KOMOWHAIVja OBA HEEKCIAH3WBHA

omepaTopa TakoDhe HeeKCIaH3UBHU ONePaTOPH, Tada je omepaTop T R (r)+

1—aso
11—«

YIPOCEUEH. []

Ry(Fi(x)) HeekciaH3MBaH, OJaKye ce 3akbydyje na je u oneparop Fjo Fhy

2.3 AcuMOTOTCKM peryJjiapHU omepaTopu

Hedpumaunuja 2.5. Onepamop F : R" — R" je acumnmomcku pezysapan axo 3a

npoussonro Ty € R" saxncu:

lim (2,41 — 2,) =0,
r—00

ede je nuz (x,) odpehen pexypenmmom popmysom: .1 = F(z,), r=0,1,2,... .

Teopema 2.6. Hexa je F' : R" — R" ynpoceuwen onepamop u wexa je cxyn
HenoxpemHuxr mavaxa onepamopa F' nenpasan. Tada je F' acummmomcexu peey-

AAPAH.

Jloxas. Hera je s € R" menokperna taurka omeparopa F u meka je () HU3
onpeben ca z,41 = F(z,), r=0,1,2,..., rme je g € R” mpousBosbsan BEKTOD.

Ha ocuoBy (1) u3 Teopeme 2.3, F' je HeeKCIaH3UBAH ONEPATOD, A BAKU:

|2r1 = sllo = [[F(22) = F(s)ll2 < [[z, — ]2,
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OJaKJIe CIIEMIN:
lim ||z, — s|la =d > 0. (2.8)
r—00

Kako je mo mpernocraBmu Teopeme omepatop F ympoceden, OH ce MOKe
npeacrasutu kao: F'=al+(1—a)R, rue je a € (0,1) u R Heexkcnan3uBaH ore-
patop. Takobe Baskm na ce CKyI HEMOKPETHUX Tadaka omeparopa F mokmama
ca CKyIOM HEIOKPDEeTHUX Tadaka omeparopa R, ma je s takobhe HemokperHa

tauka omeparopa R. Byanyhu mna je R HeekcmaH3uBaH OomepaTop, CJEIN:

limsup ||R(x,) — s||2 = limsup || R(z,) — R(s)||]2 < ILm ||z, —slla=d. (2.9)

r—00 T—00

I[Ton mpeTrnocraBroMm na je:
lim ||z,41 — @,||2 # 0, (2.10)
T—00

nocroju (,,)iey TakaB xa ||T,4+1 — Tn|l2 > €, nae je € > 0. Cana, xopucrehn
(2.8), caemu na je (,,)ien OIPAHMYEH M Ja MOCTOJU KOHBEPIEHTAH IIOIHU3

(xnj )j€N> OJHOCHO:

lim z,, =a, a€ S(s,d) ={z € R" : ||z — s||o = d}. (2.11)

r—00
Kako je R HeekcnaHu3BaH omepartop, OH je u Hempekunan. Ropucrehu (2.9)

cJenun:

lim R(z,

1
r—00 J

)=0b, be B(s,d) ={z e R": ||z — s|] < d}. (2.12)
Takobe Basku:

€< ||Ile+1 - IleH? = ||F(IT1]~) - lejH?

— ll(a ~ D, + (1 - a)R(x,, )l

[Iymramem nmumeca kaga j — 400 ca 0be cTpaHe MOCIIenmhe Heje THAKOCTHI
n kopucrehu (2.11) u (2.12) cremu nma a # b. Kopucrehm menpermmaoct

omeparopa I u (2.8) crenqu:

lim F(mrlj) =c, c€ S(s,d)={zx € R": ||z — s|]» = d}. (2.13)

j—o0
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Kopucrehu (2.11), (2.12) u cTpory KOHBEKCHOCT (yHKIMje HOpMe nobuja ce:

lle = sll; = lim ||F (2, ) - s|f3
J—00 J

= lim [a(z,, —s)+ (1 - )(R(z, ) — 5|3

j—00
=la(a —s) + (1 = a)(b—s)[[3
<alla=s|l; + (1 —a)llb—s|f; <

mTo je kKoHTpamukimja ca (2.13). Crora mpernocraska (2.10) Huje mobGpa,

oJaKJIe ce 3akbyuyje na je omepatop F aCUMITOTCKUA peryJiapaH.

[]

Teopema 2.7. Hexa je F': R" — R" neexcnanzusakn, acumMnmomcku pe2ysapan,
onepamop xkoju uma 6ap jedny wenoxpemuny mavwky. Tada 3a npouszsonno xy € R",
wus (z,), dedunucar ca x,41 = F(x,), r = 0,1,2... Konsepeupa ka Henokpemmoj

mawky onepamopa F.

Jloxas. Heka je s mHemokperHa taura omneparopa F. 300r mpermocTaBke ma je

F' HeercnmaH3WBaH onepaTOp BaKU:
|r1 = sll2 = |[F(zr) = F(s)l]2 < [|lr — s]]2-

OpnaBne ciaemu na je Hu3 (2,) OrPAHUYEH T€ MOCTOJU MOIHU3 (I, )jen KOjU KOH-
Beprupa ka Hekoj Tauku t € R". M3 npernoctaBke Teopeme, F' je acMMITOT-

CKU peryjapaH, I1a BasKU:
(F = 1I)(zy,) = 74, — 2y, = 0, | = 00.

Kako je F menpekunan, cienu na je (F—1)t =0, onuocuo F(t) =t. Onasne ce
3akjbydyje ma je t HemOKpeTHa Tauka oneparopa F' u na Hu3 (r,) KOHBEprupa
Ka t. [

Konauno, komOunyjyhu pesynrare teopema 2.4, 2.6 u 2.7 cienu riaBHU
pe3yJaTaT y OBOM Aejly paja, OIHOCHO TeopeMa KOja TOBOPY O KOHBEPIEHIU]U

YIPOCEUYEHOT OllepaTopa Ka HEMOKPETHO] TAYKMU.
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Teopema 2.8. Hexa je F' : R — R" ynpoceuwen onepamop u wexa je cxyn

HenoxkpemHur mavaxa onepamopa F nenpazan. Tada 3a npoussonrno xg € R"

saxwcu 0a Huz (x,), deduwucan ca v, = F(z,), r = 0,1,2... Konsepeupa xa

HENOKPEMHO] mauky onepamopa F.
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3 IIpokcumasiHM asiropmuTMU

Y oBOM meny pala Cy M3JI0KEHH IPOKCUMAJHM aJjgroputMu. llernTpannm
npobJieM IpU TPUMEHU TPOKCUMAJJIHUX JTOpUTaMa IpeacTaBsba OapehuBame
IPOKCUMAJHOr omepaTropa. ako Ha OmpBU HOrjaen MOKe IeJIOBATU jeTHOC-
TaBHO W YBEK IPUMEHJ/LUBO, UMIIJIEMEHTUPAHE€ IPOKCUMAJIHAX aJrOpuUTaMa je
Moryhe camMo y OHUM cilydajeBUMa TJle Ce€ MPOKCUMAJHU ONepaTop MOCMa-

TpaHe (QpyHKIUje MOKe EeKCIUIMIUTHO OIPEAUTH.

3.1 IIpokcumaJsiTHM ajJirOPpUTAM MUHUMMU3AIAjE

Heka je f: R" — RU{+4oc0} npasa, 3arBOpeHa KOHBeKCHa (yHKImja. Tana Ha
ocHOBY (2) u3 Teopeme 1.18 cienu na je rauka y KOjoj ce HOCTUKE MUHUMYM
¢yHEIMje [ HEmMOKpeTHa Tadka omeparopa pror,s. Ha ocHoBy Teopema 2.3
n 2.4, pror,y mpunaja Kilacu ympocedeHunx omeparopa. Crora, Ha OCHOBY
Teopeme 2.8, ciuemu na Hu3 (r,.1) medpuHUCAH 3a TMPOU3BOLHO To € R" ca
Tyy1 = proxas(z,), r=0,1,2..., KOHBeprupa Ka HEIOKPETHO] TAYKU OLEPATOpPa
proxys, OqHOCHO MuHEMYMYy ¢yukmuje f (axo mocroju). Onxrosapajyhu amro-
puram nmomohiy kojer je remepucad HU3 (T,;1) je MO3HAT KAO MPOKCUMAJIHU

asiropuraM MuHUM#B3anuje (euri. proximal minimization algorithm):

AgropuraMm 1: I[Ipokcumas Hu ajropuraM MUHUMU3AI]E
Yaaz: f:R" 5 RU{+oo}, 0 € R", A >0, >0,k eN
M repaTtuBHuU r-TH KOPaK: ;41 = proxys(z,)
Kpurepujym 3aycraBmama: |1, — x| < unmu r =k
N3na3: z,4

[TocToje pazmuumuTe Bep3uje OBOT aJropuTMa 3aBUCHO OJ1 0qabupa mapame-
tpa A. YecT mpUCTYI je Oa ce y CBAKOM UTEpPaTUBHOM KOpaky m3zabepe A,
rae je ¢ peau Opoj uTepaTuBHOr Kopaka. Moske ce mokaszaTu Oa je KOH-
BepreHnyja rapantoBana ako je A' > 0 m Y oo A" = co. OBaj anropuram je

Hajuemrhe KopuinheH y TOMEHY HyMepUYKe JuHeapHe ajaredpe npu perraBamy

JIOIe YCJIOBJbEHUX CUCTeMA jemHaduna [4].

[TocToju ananoruja mamehy mpoKCUMATHUAX AJrOpUTaMa MUHUMU3AINU]E U
pemaBama ongpebenor tuna mudpepeHnujasHUX jenHavuHa. HawmMe, mpokrcu-
MAJIHI QJITOPUTAM MUHUMU3AIU)E Ce MOKE MHTEPIPETUPATU KAO AUCKPETU3O-
BaHU METOJ 3a pellaBame onpeheHor Tuna audepeHlrjaTHnx jegHavnHa.

HACTaBKy paJa CJIelu IIperjels OCHOBHUX IIOjMOBA U3 TeOpuje NudepeHnn)asl-
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HUX jeJHAYMHA KOju he OWTM HEOUXOTHU 3a Najbu pan. DBwume nertasma ce

moske nporahwu y [9].

Iepumaunmja 3.1. Hexa je U C R™ omaeopen cxyn u nexa je V : U — R" aex-

mopcko nome. Cucmem OuPeperuujarnus je0navuna je 8eKkmopcka jeoHavuna:

d
80 =V(x(t), (3.1)

20e je t € I peaana npomennwusa, a x(t) nenoswama sexmop-PyHKyuja.

Hedbuaunuja 3.2. Hexa je nouwemnu ycaos y cucmemy (3.1) sexmop xy =
z(tg) € R™. Tpajekmopuja cucmema (3.1) je xpusa x(t), t € R™ xoja nposasu
KPO3 To U “UjU je MaANZENMHU 8EKMOD Y C8AKO] MAMKY JeORAK 8EKMOPCKOM NOMDY

V.

Heduannmja 3.3. Cmayuonapra mavka uau exeuaubpujym cucmema (3.1) je

mawka * y xojoj je V(x*) = 0.

Hebununuja 3.4. Hexa je f: R" — R dufepenyujadbunna, xonsexcra pynxyuja

u nexa je x : RT — R". Cucmem dufepenyujasnus jeonavuna:

d
Zalt) = -V f(a(0) (3.2)

ce nazuea zpadujenmnu npomok dyrkyuje f.

Kako je ¢ymrumja f mo mpeTmocTaBIu KOHBEKCHA U audepeHnujaduiaHa,
cTalMoOHAPHE Tadke IpagujeHTHOr mporoka (3.2) cy wmysae rpaaujenta Vf,
OJTHOCHO TauKe Y KOjUMa Ce NOCTW:Ke MUHUMYM ¢pyHEnuje f. I'panujerTau mpo-
TOK C€ MOKe IOCMATPATU U KaO HENPEKUIHA AHAJIOTHUja Ca METOAOM TPaIu-
jentHor cmycra. Hawmme, moueBmm oj Heror mHUNUjaiaHor Bekropa z(0) =
zg € R", pemasameMm cucrema (3.2) nponanasu ce Tpajekropuja x(t), t € R”
3a kojy Basku f(x(t)) — f*, rme je f* munumywm dpyurmuje f. OBa uneja ce moxke
reHepaJim30BaTU U HA CIIyYaj Kaaa KOHBEKCHA (GyHKIUja [ Huje mnupepeHiu-
jabuaHa. Y TOM Ciydajy, yMEeCTO I'paldujeHTHOr IPOTOKa, Ouo Ou mocMarpan

caenmehmu cucreM jenHAUMHA:

d
Salt) € ~0f (e(1)).

Be3 ymamema ommrocTu, naksa AUCKycuja he OUTU OrpaHUYEHA HA CIy4Yaj
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Kana je f KoHBeKkcHA u nudepennujabunna. Behwna HyMepuukux Merona 3a
pelraBame CUCTeMa TUPEepPeHIN]aJIHUX jeJHAaUYNHa 3aCHOBAaHA je Ha AUCKPeTHU-
3anuju, OMHOCHO onpebuBamy NpUOIMKHUX BPENHOCTU Pellelmha y HU3Y €K-

¥ o3HaKa 3a AIpPOKCHUMAIM]y TPajeKTOpUje

BUAMCTAHTHUX Tadyaka. Heka je x
x(t) cucrema (3.2) y t = kh, roe je k=1,2,... u h € R" 10BOJBHO MaJIO ¥ CMU-
cay HopMe ma 6u ce cucreM (3.2) MOrao QUCKpeTHU30BATH. Y TOM CJyUajy,
cucreMmy (3.2) ce MOMKe NPUAPYRATU CUCTEM jeIHAYNHA UYMje PEIIeHe Mpe-
cTaB/ba MPUOIMKHO pellemne moveTHor cucrtema (3.2) u 3anar je na ciaenehu
HAYUH:

= -Vf("), k=0,1,.. (3.3)
[Ipeunsnuuje, n3Bon tpajekropuje z(t) y t = kh je 3amemeH mone/beHOM

pa3auMKOM yHyTap BpeMeHCKor uHTepBasa |kh,(k+ 1)h], omHocHO:

ia:(t) - z((k + 1)h) — z(kh)
dt (k+1)h — kh

OBaj meron je mosmar kao excmuiurau Ojmepos meron [19], a omro-

Bapajyhu anropuram 3a pemasame (3.3) je JaT UTEPATUBHO:
" = aF — AV f(2F), E=0,1..., (3.4)

rae je ° € R® mpoussosmuo u h > 0.

Asropurmom (3.4) je ympaBo meUHUCAH METOJ TPAAUjeHTHOT CIyCTa.
Crora oBaj MeTon ce MOKe WMHTEPHpPeTUpaTy M Kao ercmaunuTau Ojaepon

MEeTOJ 3a pemaBame onpebheHor cucreMa muepeHINjaJHUX jeIHaUNHA.

Nynnunuran OjnepoB MeTOm je 3aCHOBAH HA AUCKPETU3AINjU:

= —Vf(;pk+1)’ (35)

rae je uzBox tpajexkropuje z(t) y t = (k+ 1)h 3aMemen moae/LeHOM PA3IUKOM
yuyrtap unrepBasa |kh,(k + 1)h]. Moske ce mokaszaru na oBaj MeTox mHaje

6oy amporcumalnujy Hero erkcmiaunutan OjmepoB Meron. Mebyrum, mana

je mTo ce WTEPATWBHU KOPAkK 3a HpOHAJakeme rh !

IPeACTABUTH Y 3aBUCHOCTH o1 z*, omHOCHO maT je y ciaemehoj dopmu:

HE MOKE€ CKCIIJIMIMTHO

" BV (2T = ok (3.6)
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Kopucrehu reopemy (1.20), cienn na je (3.6) eKBUBAJIEHTHO ca:
" = prowy,; (%), k=0,1..., (3.7)

rae je 2° € R® npousBomsOo 1 h > 0.

Crora, TpOKCUMAJHA AJTOPUTAM MUHUMU3AIMjE MOKE OUTU U UHTEPIpe-
Tupad kao uMmunutHr OjaepoB MeTOn 3a pelnaBame oaroBapajyher cu-
creMa mudepeHIjaTHuX jeqHaumHa. [lapamerap A y IPOKCMMAJIHOM MUHU-
Mu3upajyhem anropurmy oaroBapa Ay:KUHU BPEMEHCKOT MHTepBaJia h Kopuii-

hewnor y muckperumzanuju.

3.2 IlpokcumaJsiHU TrpaaujeHTHU aJITOPUTAM

Heka cy f : R" - R, g : R* - R U {400} npase, 3arBOpeHe, KOHBEKCHE
¢yurnuje, npu dvemy je [ mudepennujabunna m uma Jlunmun-sHenpexkunaH

rpaaujeHT, OMHOCHO 3a cBe z,y € R" u L > 0 Baxmu:

IVf(z) =Vl < Lllz = yll2- (3-8)

Ycnos (3.8) 3a cBako z,a € R" noBnauu cienehy HejeqHaKOCT:

f@) < fra(), (3.9)
re je:
fra(z) = fla) +(V f(a), x—a>+§|\x—a\|§- (3.10)
Heka je nar cienchu npoGaem:
min (f(z) + g(x)). (3.11)

Ha ocuoBy teopeme 1.9, z* je pemene npo6aema (3.11) ako u camMo ako BaKu:
0€ Vf(z")+ dg(z"), (3.12)

OJHOCHO:!:

x* = AV f(z") € "+ Adg(x™). (3.13)
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Nzpa3z (3.13) je exBuBaIeHTaH Ca:
¥ = (I 4+ \g) 1 (z* — AV f(z%)). (3.14)

Kopucrehu maTepnperaiujy mpoKCUMaJIHOT omepaTopa moMohy pe3ojBeHTe

cybaudepenmujasaor oneparopa (reopema 1.20) ciemu:

" = prozyg(x® — AV f(z7)). (3.15)

Ha ocuoBy (3.15), me¢uHucan je MPOKCUMAJIHMA T'PANVjEHTHU AJITOPU-
tam (eurs. proximal gradient algorithm). Ilomohy oBor amropurma Mozke ce
remepucaTu Hu3 (,) KOju KOHBeprupa ka pememny npobiaema (3.11). Baskwno je
HAIIOMEHYTH Jla TTOCTOjU jOIII je IaH HAUWH MOMONY KOjer ce MOKe MHTEPIPETU-
paru oBaj anropuram. Hawmme, kopucrehu ycaos (3.9), moske ce nepunucaru

3 (r,) momohy mpousBosHOr Tp € R" u v = % Ha cienehn HauwmH:

try =argmin (f1 ,, (@) + g(x) )
TzER™ v

1
= arg min (aHx — 2, + YV (2)|]* + g(x))

z€eR™

—angin ( 3lle = (o = 19| +9(0))

z€R™

=Proxyg (xr =V f(2,)),

rae je QpyHruuja f%xr(x) nepurncana nmomohy (3.10). 3a moBosmHO Majo 7y

BaiKNM:

F@rsn) + glern) < min (f1, () + 9(a)

z€R™ v’
<Fy .. @) + 9(z2)
=f(z,) + g(z,), (3.16)

omakJe cieau ma Hu3 (x,) KOHBeprupa kKa pemewny npobiaema (3.11). Crora,
Yy CBaKO] MTepaluju je moTpebHO makKbUBO Oupartu nmapamerap vy € R kako 6u
ce 06e30emuiaa MOHOTOHOCT nepuHrcana u3pasoMm (3.16). Jenan on mHaumua
na ce ucnynu ycuaos (3.16) je ma ce y CBakoj mrepanuju r mpoBepaBa ga JIin
Basku f(Z,41) < fl,m (Tyy1). Y cayuajy ma je oBaj yCJIOB UCIYH€H, 3apPKaBa
ce mapaMeTap I/;S IpeTXOHEe UTepamnuje, a y CyonpoTHoMm ce cMamyje. Ilcey-

JOKO O IIPOKCHUMAJIHOT rpaﬂyUeHTHor aJIrTOpUTMa Ce MOMKEe IIpeaCTaBUTU Ha
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canenehm mauun:

Anropuram 2: [Ipokcumasisnu rpaaujeHTHN aJTrOPUTAM

Yaaz: f:R" >R, g:R*" 5> RU{+0}, 20 e R", k€N, v>0, ¢ >0,
g e (0,1).

NrepaTuBHU r-TM KOpak:
1. 2y = provy(x, —yVf(x,))
2. pekunytu aro je: f(x,41) <
3. v=p7
Kpurepujym 3aycraBiama: |r,.; — ¢,| <& nmm r =k
N3naz: x,4

~

Lo, ($r+1)
>

Crnemnujanno, kana je f = 0, IPOKCUMAJHU TPAIUjEHTHU AJTOPUTAM CE
CBOOM Ha NPOKCUMAJHU MUHMMHU3UPAjyNU ajropuram, a y CIydajy Kamna je
g = 0, cBOIM ce Ha MeTOHYy I'DaOUjeHTHOr cmycrta. Y caydajy g = Io, ne-
¢uHKCAH je T3B. IPOJEKTOBAHM IPAMUjEHTHU ajropuram (eHri. projected

gradient algorithm):

Agaropuram 3: IIpojekToBanu rpaarjeHTHU aJropUTaM
Yanaz: f:R" - R, zp e R", k€N, 7v>0,¢>0, §€(0,1)
NrepaTuBHU r-Tm KOpak:

1. Try1 = PC(xr - VVf(xr))

2. Ilpekunytu ako je: f(x,41) <
3.7 =D

Kpurepujym 3aycraBimama: |v,.1 — 2| <& nmm r =k
N3na3: v,

~

Loz, (xTJrl)
5

Teopema 3.1. (Teopema Bailon-Haddad) Hexa je ¢yrnryuja f: R" — R Ppewe-
Jupepernyujabusna v Koneercrna. Axo nocmoju o > 0 makeo da je onepamop

aV f neexcnansuean, mada je onepamop aV f wepcmo Heekcnan3usan.

Ioka3z teopeme 3.1 moxe ce mahu y [11].

Teopema 3.2. Heka cy f:R*" - R u g : R* - RU {400} npase, samesopene,
xonaexcre @ynwkyuje. Iloped moea, [ je Jupepenyujabusna v uma Jlunwuy-
nenpexudan zpadujenm. Axo pewewe npobaema (3.11) nocmoju, mada 3a npous-
8omHo g € R™ u A € (0, %), wu3z (x,), 2de r = 1,2,... . n, 2enepucan npoKcuMa-
HUM 2PAOUJEHMMNHUM AA20PUMMOM KOHEEP2UPa Ka peueny x* npobaema (3.11).
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Aoxas. Ha ocHOBY Teopema 2.3 u 2.4, omepaTop prox,, je ynpocedes. Taxo-
De, Ha ocHOBY Teopeme 3.1, QpyHKIUI]A %Vf IpuIana KIacu YBPCTO HECKCIaH-
3uBHUX oneparopa. Ca mpyre crpane, Ha OCHOBY Teopeme 2.4 QyHKIUIja %Vf
IpUIAIa U KJIACU YIIPOCEUEHUX OIMePaTOpa ca mapaMeTpoM % Crora, mocroju
HEEeKCIaH3MBHU onepaTop R, Tako ma Baku %Vf = %(I + R), omHOCHO:

AL AL

AL
[_AVf:[_T([‘i_R):(l_?)[_'_ 5 (—R). (3.17)
Ha ocuoBy (3.17) u mepununuje 2.4, caemu na je omeparop I — AV f ympo-
T
omepatop prozy(l — AV f) yupoceuen, ma Ha OCHOBY Teopeme 2.8 HU3 (Z,)ren

ceuen 3a A € (0,%). Kopucrehu Teopemy 2.5 Moske ce 3akbyduTu na je u
reHepUCaH MPOKCUMAJIHUM T'PAIMjeHTHUM aJrOPUTMOM KOHBEPrUpa Ka perre-

wmy ¢* mpobuema (3.11). []

Moske ce morazaru (Bumeru y [12]) ma je kouBeprenmmja Husa (,).en

reHEePUCAHOT TPOKCUMAJHNAM I'PDAIUjEeHTHIM aJITOPUTMOM JIMHEAPHA, Tj. BaKU:
far) = (@) = O(1/r).

[IpokcumanHy rpaaujeHTHU aJroputaM Takohe Moske OUTU MHTEPIPETU-
pan nmomohy rpamujentHor nporoka (Bumu medpununujy 3.4). ['pamujentHu

IPOTOK IpUAPyskeH npobiemy (3.11) je mar ca:

alt) =~V (a(t)) — Vo((t), (3.18)

rze cy, Io npernocrasuu, f u g nudpepennujabunne pyurnuje. Ilonoso, nneja
je 3acHOBaHa Ha AWCKPETU3ANMjU IIOCMATPAHOT CHUCTeMa AUQepeHIN]aTHIX
jemmaunna. Hexka je mzson Tpajexropuje x(t) 3amemen ca: (xFT1 — 2%)/h. 3a
noBospHO Maiuo h, spenuoctu x((k + 1)h) n z(kh) cy upubiamkHo jenHake, Te
ce Ha nmecHoj crpanu (3.18) pasnnunra nojaBipuBama r(t) MOrYy 3aMEHUTH
ca 2% m 2", Kombunosamen excrmunutae u nmmiummtae Ojiepose MeTome

OUCKpeTu3anuje Moske ce popmyaucatu ciaenehu cucrem jeqHadumHa:

= —Vf(") — Vg(z*), (3.19)

OJHOCHO:

" = (I+hVg) "I —hVf)a¥, k=0,1.., (3.20)

rae je ro € R" mpousBosmuo u h > 0.
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3.3 YOp3aHu NPOKCUMAJIHU I'PAOUJEHTHU aJITOPUTAM

Kopucrehu unejy o ekcrpanonamnuju, omabupom oarosapajyher mapamerpa
T, ¥ CBaKO] UTepalmju, KOHBEPTeHIINja MPOKCUMAJHNX I'PAIUjEHTHUX aJIrOopu-

TaMa MOske OuTu yOp3aHa Ha ciaemehwm HAYWH:
Yr = Tp + 7z —x0q), 7=0,1, ... (3.21)

Trp1 = provag(y, — AV f(y,)), r=0,1,.., (3.22)
3a A > 0 1 mpou3BOJLHE Tg, Yy € R”.

UNreparusuu kopanu (3.21) u (3.22) medpunumy yOp3aHM IPOKCUMATHA

rpamujenTHU ajmropuram (eHri. accelerated proximal gradient algorithm).

[Torkazano je ma ce 3a omrosapajyhe BpemHocTu mapamerapa T, TOCTUKE
KBaapaTHa KOHBepreHmuja. McmocraBiba ce ma ce He MOske mocTuhu Opska
KOHBEpIreHIMja O KBaaparHe, mTo je mokaszano y [13,14]. Tlocroju Bume
HAUYMHA Ha KOJU Ce€ MOKe omabpaTu mapameTrap 7, y HUJbY IOCTHU3ama Opike
KOHBEpreHnuje. Jeman O MPUCTYIA y HEroBOM omabupy (Buau meTasbHUje
y [5]) mpemnaske ma ce 3a 7, y cBakoj urepammju usabepe (r —1)/(r +2). Y
IUJbY TIpErJiefHUjer 3almnca OAroBapajynmx urepanuja y OKBUPY aJrOpuUTMa,

Heka je 6, € R uzabpaHo Tako ma BaKu:

0.-(1—6,_1)
Q'r—l

T, =

Y tom cayuajy je 6, = 2/(r+2) u ongrosapajyhwu aaropuram je nmpencTaBibeH

Ha ciaenehu HaYwMH:

Anropuram 4: Y 06p3aHu TPOKCUMAJIHU I'PAAUjEHTHUA AJTOPUTAM
Yaaz: f:R" =R, g:R" - RU{+o0}, xg, ¥o, 20 € R", k€N, v >0,

e>0, 5€(0,1)
NreparuBHU r-tm KOpak:
6, = 2

r—+2
yr=(1=0,)x, + 0,2,
Tri1 = ProXag(yr — YV f(yr))
Zr41 = Ty + i(xrqtl - IT)
Mpesmyra axo je: f(zr1) < o, (0r11)

,y7 T

-y =07
Kpurepujym 3aycraBmama: |r,.1 — x| < umu r =k
N3naz: z,.

A e
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Teopema 3.3. Hexa je dama gynwkyuja h = f+g, 20e je f : R" — R xonsexcra u
Jlunwuy-odudepenyujadbuana, ca Junwuyosom xoncmarmom L >0, a g : R" —
R U {+o0} sameopena, npasa u xonsekcna pynkuuja. Aamwe, neka ce MURUMYM
dyrryuje h docmumxce y mavwku * u nexa je nusz (z,), 2der = 1,2, ..., n, eenepucan
YOP3AHUM NPOKCUMAAHUM 2padujenmuum anrzopummom. Tada 3a ceaxo r € N

8AMNU:

flar) = fla") = 0(1/r?).

Jlokas. Kopucrehu (3.9) u ycaos A\ < % nobuja ce:

f@rr) < flye) +(VF(Yr), Trp — ) + %er-&-l - ?J’r||§‘ (3.23)

Taxobe, kopucrehu Bapujanumony uejennarxoct (1.16) u3 reopeme (1.18) caenu:

g(errl) < g(u) §< - )‘Vf(yr) — Tty Tpg1 — u)
< 9(0) V), Trn )+~ e T — ) (3.24)

Cabupamem Hejennarkoctu (3.23) u (3.24) cuemu:
hyi1) < h(u) = f(u) + fye) + (V) uw—yr)
1 1
+ﬁ||xr+1 _?/r”g"}_X(yr_xH-la Lr+1 _u>' (3'25)

360r KOHBEeKCHOCTU (yHKUUje f, HA ocHOBY Teopeme (1.3) Basku:
Kombunyjyhu mejennarkoctu (3.25) u (3.26) cuemqu:

1 1
h(@r1) < h(w) + ol = gell5 + (0 = Tes1, 21— ), (3.27)

2\

Samenom u = z* u u =z, y (3.27), a 3aTuM KOMOMHOBaWKeM NOOUjeHUX Heje -

HaKOCTH, mobuja ce:

h('xr-&-l) ( ) (1 ‘gr)( ( *) - h(xr))
=0, ("(zr41) — h(z*)) + (1 = 0,) (h(zr41) — W(z,))
_;mwl%m 0 = s, s = 0,0 = (1= 0,3

= 5(“% = 0pa” = (1= 0p)an|l5 — |71 — 2™ — (1= 0,)z,[3)
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62 9
= Sl = 2B = [z — 2| B).

Ilakne, 3a mBe cycemHe UTepaluje BaKU HEjeTHAKOCT:

A(l _'er)

()b )5l =2 B < S (o) —h(a )+ 5l |} (3.28)

T T

Pexrypausuo monassmajyhu (3.28) u kopucrehu:

Lo < S cnenm:
07” 97"71

—"[[3

||ZT_$*||§+

A . A1 -6, . 1 . 1
1) = h(a) < 22 ) = b))+ gl = = Gllere
A . 1 . 1 .
< g (hta) = h@ ) + gl = B = Gl — 71
1-— 1 1
_<931)M@P0—MﬁD+§WprﬂﬂE—§
1
Sl — 13— gl — 213
A1 —6,_ X 1 *
L) () = ha) + Sl — 27 -
6z 2
A(1—4 1
< M) () — () + 510 — 2115
0
1
= o — I,

onakje cienu TBpheme Teopeme:

h@n) — h(z?) < —

< m“% - x*l\g

3.4 Douglas - Rachford pazmsajajyhmu amropuram

Heka je mat mpoGmaewm:
argmin (f(z) + g(z)) ,

z€eR™

npu yemy cy obe dpynrmuje f, g : R" — RU{+o0} 3arBopene, npaBe u KOHBEK-

cHe 0€3 MONATHUX IIPETIOCTABKU O MU(EPEHINjabuIHOCTH, a NPETIOCTaBKa

je ma je jemma on muxX HemperumgHa y Heko] tauku u3 dom(f) N dom(g). Heka
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je rauka x* pememe npobaema (3.29). Tana ma ocHoBy Teopeme 1.9 Bazku:
0 € df(z") + dg(x™). (3.30)
Ha ocuoBy teopeme 1.20, (3.30) je ekBUBaJEHTHO ca:
" = proxyg(x* —§), (3.31)

rae je & € NOf(z*). Heka je momohum onmeparop T medunucan ma cienehn
HAYWH:

T = proxg(2proxyy — I) — proxys + I. (3.32)

Moske ce mokaszaTu Ja nmoctoju Besa uaMeby pemema npobiema (3.29) u duk-
cue Tauke t omeparopa 1. Hera je y = prox,s(t), onocro t € y+ \0f(y), n
Heka je £ =t —y € AJf(y). Tana Baxu:

t =T(t) = proxy,(2y — t) — y + ,
OTHOCHO:
§+y =proxyg(y —§) +¢

y = proxyg(y —§). (3.33)

Ha ocuosy (3.31) u (3.33), cnenu na je y pememe npobaema (3.29). Ha oBoj
UUHEHUIM 32CHOBAH je aaropuraM non Ha3usoM Douglas - Rachford pasnsa-
jajyhm anropuram (enrs. Douglas - Rachford splitting algorithm). Ilceymoron

OBOT' aJITOPUTMa MOKe OUTU ImpeAcTaB/LeH Ha cjenenu HaYWH:

Asropuram 5: Douglas - Rachford pazngsajajyhu anropuram
Yaaz: f:R*" >R, g:R*" -5 RU{+o00}, 2o, tgc € R", k€N, A >0, ¢ >0,
B e (0,1)
WNrepaTtuBHU r-TU KOPaK:
L. ty41 = proxyg(2x, — t,) + t, — x,
2. Ty = proxys(trs1)
3. A=A
Kpurepujym 3aycraBmama: v, — x| < unmu r =k
N3na3z: z,4

Teopema 3.4. Hexa cy f, g : R — R U {400} npase, zamsopene, xonsexcHe
Pynryuje 00 xojuz je jeona wenperxudna y wexoj mavwky uz dom(f)Ndom(g). Axo

nocmoju peweme npobaema (3.29), mada za npousgonrhno xo,ty € R™ u A > 0,
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wu3 (t,)reny eenepucan Douglas - Rachford paszdsajajyhium aszopummom koneep-
eupa Ka Purcroj mawku onepamopa T uz (3.32), a nuz (T, ),en 2enepucar ucmum

an20pUMMOM Ka peweny npobaema (3.29).
oxas. Hera cy oneparopu R, Ry : R" — R" nedpuuncanu Ha cienehu mHauywmn:
Ry = 2proxys — I, Ry = 2proxyg — 1.
Tana Baxu:
2T = 2proxy,(2proxay — I) — (2proxyy — 1)+ 1 = Ryo Ry + 1,

OJIHOCHO:
T = lj—l_lRQORl
2 2
OnepaTopu proxys u proxy, Cy YBpCTO HEEKCIAH3UBHE (TeopeMa 2.3), OAHOCHO
Heekcnan3uBau (Teopema 2.2). Ilpema HaumHy KOHCTpyKUUje, CiIend Oa U
omeparopu Ry m Ry, mpumamajy RJacu HeeKcmaH3WBHUX omnepartopa. Ciemnn
na je u Ry o Ry je HeekcnaH3UWBaH, Na je onepaTop 1’ ympocedyeH U Ha OCHOBY

Teopeme 2.8 clenu IOKa3. ]

Moske ce morazaru (Bumeru y [15]) ma je kouBeprenmmja Husa (,).en
reaepucanor Douglas - Rachford pasnBajajyhum amaropurmom nuaeapHa, Tj.

na 3a cBako r € N Basku:

f@r) = f(@") = O(1/r).
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4 HpI/IMeHe IIPOKCMAJJIHUX AJIrOpUTaMa

Y oBOM gmeny pana MU3JI0KEHU CY OCHOBHU IOJMOBU U3 Teopuje odbpamie CuUr-
Hasja. Tarkobe, mpexncraBibeHa Cy M OBa mMpoOJemMa m3 OoBe 00JacTu, Kao u

ILUXOBa peliema y3 nomoh IIPOKCUMAaJIHUX aJIr'OpUTaMa.

4.1 OOpama curHaJsa

Y ommreM ciy4ajy, CUTHAJ IpencTaB/ba (QYHKIU]Y jeqHEe WU BUIIE HE3aBUC-
HUX MPOMEHBUBUX. Y BehuHU ciydajeBa He3aBUCHA IPOMEHJ/LUBA je BpeMe,
ma je yobuyajeHO na Cce CUTHAJIU IOCMATPajy Kao (QYHKIUje BpeMeHa U Y
claydJajeBUMa KaJla HE3aBUCHA IPOMEHJUBA HE TpeAcTaBsba BpeMme. IIpema
TOME, CUTHaJ ce MOe Ae(UHUCATH Kao (PyHKIMja BpeMeHa KOja HOCHU UH-
dopMmanujy o HeKoj BeauuuHU o4 mHTepeca. [lapamerap roju ompebyje HUBO
3HAYAjHOCTU Te MHpOpMaIje ce HAa3WMBa aMIUIMTYyIa CUATHaJa. Y OBOM pPany
he ObuTm pa3MaTpaHM OVUCKPETHM BPEMEHCKV CUTHAJIU KOJU CY Ae(UHVCAHU
caMO 3a OUCKPETHE BPETHOCTU HE3aBUCHE NPOMEHJbUBE BpeMeHa. JluckperHu
CUTHAJI C€ MaTeMaTUYKU MOMKe IPEeICTABUTH Kao HU3 peasHux O6pojesa (),
rae je r meo 6poj mu3 unrepsBana Ry, Ry|, a rpanune Ry u Ry cy nenu 6pojesu
n3 [—00,+00]. 3a pasnuky oa AUCKPETHUX, MOCTOje U HEIPEKUIHU BPEMEHCKU
curnaau. CrenujaJyHo, TUCKPETHU BPEMEHCKU CUTHAJIM ce NOOUjajy Kao Bpe -
HOCTU HEMPEKUIHUX BPEMEHCKUX CUTHaJNa y onpebeHuMm Tpenymuma. Y TOM
caydJajy, BpEMEHCKM MHTepBaJ u3Mely mnBe y3acTomHO omabpaHe BPEIHOCTU

ce Ha3UBa MePUOJ y30pKOBama. Bume merama ce moske nponahwm y [17,18].

IIpumep 1. JedunuuwHu umnysc je HajjeOHOCMABHUJU OUCKDPEMHU CULHANA YUJU

je onwmu waan dedunucan caedehum uspaszom:

1 ,r=0
0 ,r#0.

0p =

Homohy jeouruuroz uMnysca ce Moxce upasumu OuL0 Koju OUCKDEMHU CUZHAN,
00rnocHO Hu3 (x,). Ako cy damu odzosapajyhiu enemenmu Hu3a: o, T, ..., Mada

ce r-mu uaaH Huza (T,.) moxuce npedcmasumu y caedehem obauky:

oo

Ty = Z xkér_k. (41)

k=—00
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Y aHaJM3u OUCKPETHUX CUTHAJA KOPUCTE ce cienehe omepamuje ca HU-
30BUMa: cabupame M MHOKEH.€ HU30Ba, MHOKEH€e HM30Ba KOHCTAHTOM U IIO-

Mepame HU3A.

Hedbuannmja 4.1. 3a wusz (y.) ce xaxmce da je nomepen y oonocy Ha Huz (x,)
3a o 00abUpaKa aKo 3a C8GKO T € 7 8aANCU PEAGUUIA Yp = Ty_p,. [loMepaj Hu3a
ro je najuewhe nozumusan 6PoOj U Yy MOM CAYUAJY ONEPAUUIGL TOMEPATHA HU3G CE

Ha3uBa KaAWmeEmwe HU3A.

Jepuuaunmja 4.2. /luckpemuu epemencku cuznan (I,.) je nepuoouuat ca nepu-

odom T € N axo saxmcu x,.7 = x, 30 ceaxo r € 7.

IIpumep 2. Auckpemmnu xocunycwu wuz (f,) ce dedurnuwe wa caedehu navum:
fr = cos(wr),

20€ je ca W 03HAYENa KPYICHA PpeKsenyuja Yy padujanuma. 36 pasauKy o0 nenpe-
KUOHO02 KOCUHYCHOZ HU3A KOJU j€ Y8eK NePuooutan, QUCKpemHU KOCUHYCHY CUZHAA

da bu buo nepuodunar mopa 0a 3a0080/5A48a YCAO8:
cos(wir) = cos(wir + wiT),
wmo je ucnyweno axo je wy = 2kw /T, 20e k € Z u T € N,

KocunycHu u cuHyCHM CUTHAJIN IPEACTABIBA]Y BAKHY KIACY MEPUOIUIHUIX
curnana. Hawme, mepmonmune ¢yHENUje, mon ogpebheHMM ycaoBuMa, MOTY
OUTU TPOM3BOJLHO NOOPO ampOKCUMHpaHe MOMONY JuHeApHUX KOMOWHAIM]A
¢yHEIUja CUHyCa M KOCUHyCa Pa3InduTux (pekxBeHnuja. Ha oBaj Haumu je
oMoryhena ananmiza CUrHaja y OTHOCY Ha (PEKBEHIMje KOje Cy y HeMy 3ac-
TyIJbeHe, MITO YecTo omMoryhasa ylakmuy pan y nmopebemy ca aHaAIM3WpPameM

CUrHaJia y BPpEMEHCKOM OOMEHY.

Jedounumnuja 4.3. Hexa je dama nepuoduuna gynwrkyuja f: [—m, 7] — R. Taoa

ce mpuzonomempujcru Pypujeos ped gynrkyuje f dedunuuie na caedehu nawun:

fl) =2+

5 (agcos(kt) + bysin(kt)), (4.2)

WE

£
Il

1

20e ce odzosapajyhu Pypujeoeu xoeduyujenmu ay u by mozy odpedumu nomohy
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caedehuz gopmyaa:

1 s
ap = —/ f(t)cos(kt)dt, k=0,1,2...
7T —T

1 s
by — —/ £ sin(kt)dt, k=1,2..
m —T

Dypujeos ped ce moxuce u Komnaxmmwuje npedcmasumu nomohy xomnaexcre

penpesenmanuje Ha caedehu HawuH:

fty=">" fre

~ 1 [T .
fr = Gy /_7r f(ﬂéktdt

Y 0807 penpezenmanujiu, fk ce nazusajy Pypujeosum xoeduyujenmuma u npeo-

cmasnajy unwmensumeme odzosapajyhur gpexsenyuja y cuznany.
Tpeba mamomenyTu na je rpuronomerpujcku Pypujeos pen (4.2) onpeben
y OZHOCY Ha OPTOHOPMUPAHU CHUCTEM TPUTOHOMETPUJCKUX (DYHKIU]a:

1 cost sint cosnt sinnt

(4.3)

Pa3Boj y ®ypujeoB pen npexncrasiba jenny Bpcty PypujeoBe Tpanchop-
Manuje, a mopen PypujeoBor pena MocToje U HEIPEeKuaHa U AUCKpeTHa Pypu-
jeoBa Tpanchopmaiuja. 3aBUCHO onx ocobuHa ¢yHkuUje, oapebhyje ce omro-
Bapajyha ®ypujeoBa Tpancopmanuja nomMohy Koje ce Mmory usByhm nonatHe

nHpOpManMje 0 IOCMaTPaHO] PyHKIW)H.

Hepumannuja 4.4. Ilepuoduunoj gynrkyuju f: (—o0o,00) = R ce momce npudpy-

acumu nenpexuorna Pypujeosa mpancopmavyuja na caedehu Havun:

Flu) = [ s ar

for= [ Fapeman

Hedoununuja 4.5. Hexa cy epednocmu dynryuje f : (—oo,00) — R, y osnayu

fi = f(t;) noswame camo y mawkama t; =ty + jh, 3a 5 =0,1,2..,n—1uh >0
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u neka je gyrnkyuja nepuoduvna ca nepuodom nh, 2de n € N. Tada je duckpemmna

Pypujeosa mpancdopmayuja odpehena ca:

n—1

ije_z’rkj/", k=0,1,....,n—1,

J=0

1

n

f =

n—1
fi=> ™ =01, ,n— 1.
k=0

Kao mro je m momenyto, PypujeoBa tpancpopmamnuja omoryhasa jemHo-
CTaBHUjy MHTEPIpETaNNjy CUTHAJa, ITO OMOoryhaBa e(puKacHUje pellaBame

npobiiema u3 obsacTu oOpange CUTHAJA.

Jlema 4.1. Hexa cy dame nepuoduune gynkyuje f, g : (—oo,00) — R. Tada

8ANMU.

—

f+3=TI+g.
Joxas. Ha ocroBy medmuunmje 4.4 3a cBako u € (—00,00) BaKuU:
Fo+at) = [ semans [ g
= /_ (Bt
=] +g(u).

omakie ciaemu TBpbheme meme. []

Y cayuajy MHOkema PypujeoBux TpaHCchoOpMaImja He IIOCTOjU OAroBapajyha
aHaJoruja ca jeMoM 4.1, mTo je nano MOTHUBaIUjy 3a Ae@UHUCAH€ HOBE OIle-

paluje Koja ce IMOKa3aJja BeoMa 3HadyajHOM y TeOpUuju oOpane CUTHAJA.

Hedumuunuja 4.6. Koneoayyuja HenpexkuoHur 8pemeHckur cueHasda f u g, y

osnayu f * g ce dedunuwe Kao:

U*m@%=[%f@mw—me

Teopema 4.2. (Teopema 0 KOHBOJIyIMjU CUTHAJA ) 304 HenpeKuoOre 8pEMEHCKE

cuznane f u g eaxncu:
f*xg=1f3,

e0e je ca ~osnavena Pypujeosa mpanchopmayuja, a ca * onepayuja KoH8oAyyUe.
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KonBonynmjy je moryhe mepuHMCaATH M Y AUCKPETHOM CJIyYajy 3aMEHOM

UHTeTrpajia cyMaMma.

Hedbuuunmja 4.7. Hexa cy damu duckpemnu epemencru cuznaau f uw g. Tada

ce mUT08a KonBoAYyuja dedunuuie nomohy caedehe gopmyse:
(f*9)i ijg,],z_01 ~1.

[lopen nuckperne ®ypujeoBe Tpanchopmanyje, 3HaYajHy IPUMEHY Y 00paau

CUTHaJIa UMa U AUCKPEeTHA KOCUHYCHa TpaHChopManuja.

Hepunannuja 4.8. Hexa cy epednocmu gynxyuje f: (—oo,00) = R, y osnayu
fi = f(t;) nosnwame camo y mawkama t; =to+ jh, 3a 7 =0,1,2...,n—1 uh >0
u neka je gynkyuja nepuoduvna ca nepuodom nh, 20e n € N. Tada je duckpemna

Kocunycra mpancpopmavuja oopehena ca:

k(2j+1)

n—1
k(25 +1
fi = \/72]%%0087?%,]0,1,..., —1,

1
k=0

1, k#0.

Hedpuanunmja 4.9. Juckpemnu cucmem ce dedunuuie Kao NOCMYNar npeciuxa-
8ama Koju mparchopmuwie jedan OuCKpemmnu cuznans (Yyaa3s) y 0pyzu OUCKpemmu
cuznan (usnaz). Hexa cy yaaz u uznaz oswavenu ca (x,) u (y,), pecnexkmueno.

Taoa ce nomohy uspasa

v, = o) (4.4)

MONCE NPUKA3AMU KAKO CE uspavyrasa r-mu 4AaH U34a304 HaG 0CHOBY YAa3a NOMO ﬁy

onepamopa npudpyxcenoe dedurucarom ouckpemuom cucmemy, y oznayu e{-}.

Oszmarka ¢{ -} umnaumupa na ce 3a m3pauyHaBame jenHor wiaHa Husa (y,)

nomohy tpanchpopmanuje ®{-} kopucre cBu unanosu HU3a ().

Hepuunnuja 4.10. Umnyascrwu odzue cucmema, y oznayu (h,.), je odzue cu-
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cmema odpehernoz onepamopom P{-} na jedurnuurnu umnyac (6,), 00HoOCHO:

h, = {6, }.

Y 3aBUCHOCTU OX pas3aumdutux ocobuna omeparopa P${-}, mory ce medu-

HYUCATU pa3JMUYnNTe BPCTE AUCKPETHUX CHUCTEMa.

Hepumannuja 4.11. Hexa cy (a,) u (b,) yaasnu wusosu y cucmem dedunucan
onepamopom P{-}, a (¢,;) u (d.) odzosapajyhiv uzrasnu Huzosu dobujeru mparc-
popmayujama:

¢, = ®{a,},

d, = o{b,}.

Cucmem odpehen onepamopom ®{-} je auneapan axo zadosomaea npuwyun cy-

nepnosuyuje, 00KOCHO AKO A NCU:
d{aa, + Bb.} = ac, + Bd,,

20e cy a, B € R.

Heduaunmja 4.12. Cucmem je 8peMeENCKU UNBAPUJAHMAH GKO NOMEDPQ] YAA3HO2
nusa (x,) 3a 19 € Z npoyspokyje ucmu makxas nomepaj uzraznoz nusa (y,). Heka
je nu3 na yaazy oznwaven ca (r,) u Heka My 00zosapa uzaraznu wuz (y.). Axo je
nomohy onepamopa ®{-} degurnucan nocmampanu cucmem, mada ce 8pemMeHCKa

uneapujcmm%ocm Cucmema Monce u3pa3umu TlOMOﬁy p@JLCLu’UJCL.’

(I){xr} =Yr,

(I){xr—ro} = Yr—ry-

Hebumannuja 4.13. Juckpemnu cucmem ®{-} je kasyaran axo cuernans na uznaszy
3an =ng €N za6ucu camo 00 OHUT YAAHOBA HU3AL YAA3HOZ CUZHAAG 30 KOjJE je

n < ng.

Y mpakTUYHUM IpuUMeHaMa ol HajBeher 3Hauaja cy JuHeapHU BPEMEHCKU
uHBapujaHTHU cucTeMu. Hawmme, KomOMHAIIja OBUX OCOOMHA UX YMHU TOTOI-
HUM 33 IpeACTaB/balhe U MHTepIpeTanujy. JenHa on Haj3HAUAJHUJUX OCOOMHA
je ma ce M3JIa3HU HU3 MOXKE M3PA3UTU MOMONY yJIa3HOT HU3a W UMITYJICHOT

Oo31Ba CUCTEeMa.
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Teopema 4.3. Heka je auneapHu, 8PeMENCKU UHEAPUJAHMHU QUCKDPEMHU CUC-
mem odpehen onepamopom ®{-}. Axo yaaszwom nuzy (x,) 00zosapa usraznu Hu3

(yr), mada eaxncu:

Yr = Z gl (4.5)

k=—o0

20e je ca (h,) 03HaUeEH UMNYACHU 003U NOCMAMPAHOZ QUCKPEMHOZ CUCTMEMA.

Uoxas. Ha ocroBy (4.1) Basn:

Yr = @{fr}a (46)

rae je fr = Y 4o 0. Kopucrehm ocobune nmHeapHOCTH M BpeMEHCKe

I/IHBapI/IjaHTHOCTI/I IIoOCMaTpPaHOT CUCTEMa BaiKN:
CD{(ST_kxk} == Jfkhr_k. (47)

[Mpumewyjyhu (4.7) u ocobumy aumeapuocTu cucreMa onpebenor omepa-

topoMm ®{-} ma (4.6) ciemu ronauno TBpheme. ]

Moske ce mpumeruTtu na je momohy wmspasa (4.5) onpeben uu3s (y,) roju

IpeACTaB/ba AUCKPETHY KOHBOJIYLU]y HU30Ba (r,.) u (h;,).

IInckpeTHu cuUCTEeMU Ce MOTr'Yy KIACU(PUKOBATU W MpPeMa MYKUHU WMITYJI-
cuHor on3mBa. lIpema 0BOj KIacupuUkanUju, Pas3anKyjeMO CHUCTEME Ca KOHAU-
HUM UMIIyJCHUM om3uBoM (enri. Finite Impulse Response, FIR ) u cucreme
ca 6eCKOHAYHUM UMILYJICHUM om3uBoM (eHri. Infinite Impulse Response, IIR ).
Penpezentanmja u3 teopeme 4.3 mma npumeny camo kon F'IR cucrema, jep
y ToM cayuajy cyma (4.5) uma koHadan Opoj cabupaka. 3a [IR cucreme je
KapaKTepPUCTUYHA pelnpe3eHTanrja NoMoly nmHeapHUX IM(EPEHIHUX jemnHa-
YMHA ca KOHCTAHTHUM KoeduinujeHTuMa. OnmTy oO6IvK JuHeapHe IudepeHItHe

jemHaurHe ca KOHCTAHTHUM KOe(UIMjeHTHMa TJIacu:

N M
E bkyn—k = E ApTp—k,
k=0 k=0

rae ag, by € Rk € Ny, a max(M, N) npencrasima pen cucrtema. Y ONMITEM
caydYajy OBa jenHaUMHA HEMA JeQWHCTBEHO PeIIeme, Te je HeOUXOITHO nedu-
HUCATU IIOYETHU YCJOB KaKO Ou pemreme 6o jemnosnavno onpebheno. Jemna

Ol HajYyenrNmX MPeTIOCTABKU Y IIPAKCH je [1a MOCMATPAHU CUCTEM Oy e Kay3a-
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nan. Tana je yobmuajeHo ma ce oarosapajyha guHeapHa nudepeHIHA jenHa-

UMHa IIpeacTaBy Ha HOFO,I[HI/IjI/I HaY4lH:

M N
Yn = Z ApTp—f — Z bkynflm (48)
k=0 k=0

npuy yeMy je, 6e3 ymMamema ONIITOCTU, IPETIOCTABLEeHO na je by = 1. Cxomno
oBakBO] mHTepupetanuju, [/ R cucreMu ce yecTO HA3UBA]y U PEKYP3UBHUM

cucreMmuMa.

4.2 IIpobGisiem peTke NEKOHBOJIyIIMj€é CUTHAJIA

[IpoGaem mekomBoxyumje curnana (ewrs. signal deconvolution) ce moxke me-
¢rHMICATH Kao IpOOJIeM NOpOHAJaKEHma YJIa3HOI CHUTHAJA aKO Cy IIO3HATHU
M3Ja3HU CUTHAJ U oArosapajyhm muckpernu cucreM. OBaj mpobiseM ce MOKe
jeIHOCTABHO MATEMATUYKA (OpMyaucaTu (HID. JUHEAPHUM CUCTEMOM e IHAa-
YMHA), aJIi IOCTYIAaK IPOHAJAKEHa pellekha Hije YBeK Tpusujagan. Vako je
onrosapajyha mMaTpuia 1“3 cucTeMa MHBEPTUOUIHA, 300T €BEHTyaJIHe JIOolIe
YCJIOBJHEHOCTH, NOOMjEHO peleme MOKe JOCTa OACTYIATH O TAYHOT PelleHha.
Y mumpy mpoHallakema pPellena MTO OJIMKer TaYHUM, TOTPEOHO je YKIbYUUTHI

U noJaTHe MH(pOopMalije Koje TOBOpe O IPUPOAU yIa3HOT CUTHAJA.

Ako je mosHaTo ma je yJasHU CUTHAJ peaak, OJAHOCHO aKO yJa3HU HU3
caIp:Ky BeJUKM Opoj Hyjda y mopebemy ca meroBoM Iy:KWHOM, TpoOOIeM
PEKOHCTPYKIMjeé OBOI CHUTHAJA C€ HA3UBA PETKOM NEKOHBOJIYIMjOM (EHIJI.
sparse deconvolution). VInpopmaimjy o peTKkoCcTu curaasia Moryhe je uckopuc-
TUTU O0JaBameM oArosapajyher perynrapusanuoHor nejaa GyHKIAjU uba. Y
HACTaBKy CEKIUje je IPBO U3JIOKEeHa MaTeMaTUYKa (opMyJianuja OBOI IPO-

OiieMa a IOTOM je IpUKa3aH epUKacaH HAUYWH pelaBama OBOT IpobiieMa.

4.3 MaremaTnuka ¢popMyJanuja mpodJieMa peTKe IEeKOHBOJLY-

nyje curHasa

Heka je mar usnaszuu curnaua (y,.), onpeben ma cirenehu mauwmn:

(yr) = (he) * (@) + (wr), (4.9)
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rae (h,) O3HAUABA UMIYJICHU OI3UB JIMHEADHOT BPEMEHCKU WHBAPUjAHTHOT
muckperaor cucrema ®{-}, (z,) mpeacraBma ynasHu cursas, a ca (w,) je
npeacrasiben [aycos 6enu mrym. Kopumhemewm penpesenraimje (4.8), nuckperHu
cucrem ®{-} ce moxke mpencraBuTm M y MaTpuuHOj (opmu momohy omro-

Bapajyhux marpuna A, B € R” x R":
Ay = Bu. (4.10)
Ha npumep, ako je mara audepeHnHa jeTHAUNHA IPBOT pela:
a1Yr—1 + Yr = b1z, 1 + bozy,

omrosapajyhe nsomujaronanne marpumne A m B ce MOry mnpencraBUTH Ha

caenehm vayuH:

g -
a; 1
A= (4.11)
a; 1
a; 1
_bo -
by bo
B = (4.12)
by by
b bo

[Ipema Tome, uznaszuaum curnaa y € R" ce moxke npencraButu u y ciaenehoj

dopmu:
y=Hzx + w,

rae je ca H € R® x R" osmauena marpuna A~!B, x € R" npencrasiba yra3au
curaJs, a w € R” BekTop myma. Y IUBY MTO MPENU3HU]jE€ PEKOHCTPYKIIM)E
cur"aJia r, Tpebaso 6u MCKOPUCTUTH YUHLEHUILY aa je r penak curuajg. Osa
IPETIOCTaBKa Ce€ MOKE MCKOPUCTUTH TAKO IITO C€ Y MPUAPY:KEHOM Hpobie-
My MUWHUMHK3AIMAje YKBYYM U HOPMa CUTHAJNA &, IITO CEe MOCTWKE T0HAaBa-

wmeM oarosapajyher perymnapusanumonor nesna. (Crora, y nmipy IPOHAJIACKA
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yJIa3HOI CUTHaJa, GOpPMyJIUCaH je ciaenehu nmpobiem:

1
ggﬂlg§l|y—H$||§+A|le1- (4.13)

[TpoGuem (4.13) je mo3uat u Kao aaco npobiuem (eHri. lasso — least absolute

shrinkage and selection operator).

Tpeba nanomenytu na ce npobiem (4.13) moxke popmynucaTu u Ha ciaenehnu

HAYWH: )
win = ly — Hal|§ + Allal > (4.14)

Wcnocrasma ce ma ce pemaBameMm npobiema (4.14) me nobujajy 3am0Bo-
masajyhu pesyaratu. Y npobuemy (4.14), perynapusanuoHu neo je mpei-
cTtaBsbeH y [ HopMu. Ha oBaj HaAUMH ce MOCTW/RE A Ce alCoJyTHE BPEIHOCTU
Koe(UIMjeHaTa CMame U IPUOJIKE HYIN, ajld He U Ia IOCTAaHY TAadyHO HYyJIA.
MebyTuM, peTkn curaaam mMajy OCOOMHY na UM je BehimHa KoeduimjeHaTa
jenHaka HyJU, Ia MPeaCcTaB/bakhe PeryiapusanuoHor aesjia y [; HOpMU Y OBOM

npobiiemy maje 6oJbe pesyJsrare.

4.4 AJsgropuraM Majopu3anuje - MUHUMMA3AIje

[TpoGaem (4.13) ce moxke pemuTu TOMONY TPOKCUMAJIHOL PAAN]EHTHOD aJl-
roOpuUTMa " HEeroBe MOoOOJbIIaHEe BapUjaHTe Y CMUCIAY Op3WHE U3BpIIaBama. Y
muipy mopebema pesyiarara HOOMjeHUX MOMONY MPOKCUMAJHUX AJTOPUTAMA
ca pe3yaTaTuMa APYTUX METOMa, Yy OBOM MAeyy pana he OUTH mpencTaBbeH
ajJropuraM Majopu3lalldje-MUHUMMU3aIuje moMohy kojer ce takobhe mpobiem

(4.13) Moske pemuTu.

['naBua uneja asropurama MajopuUsalyje-MUHUMU3ANU]e (€HIJI. Mmajoriza-
tion - minimization) je na ce mponabe ¢yHKIMja KOja TpeACTABbA TOPHE
orpaHuYemne (YHKOMje OU/ba Y 3aTUM IIOCMAaTpa HOBU ONTUMMU3AINOHU IPOO-
neMm. Ilusm je y TomMe ma HOBa (QyHKIUja MMa MOTOMHKja CBOjJCTBA OJ MOCMa-
TpaHe (YHKIUje NU/ba, y CMUCIY A4 je HOBU NPOOJEM JIAKIIM 33 PeIIaBaikhe
on moueTtHor. [Ipenmsnumje, ako ce mocmaTpa mpobaeMm:

min (F(x)), (4.15)

zeR™

tana 6u oarosapajyhu anropuramMm Majopusanuje - MUHIMU3AIje MOTao OUTu
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npeAcTaB/bEH Ha cjaenehu HaYWH:

Ty = arg min G,.(x), (4.16)
zeR?
rae je ro € R u r = 0,1,2.., a pyurnuja G, mpencraBba OUIO KOje TOPHE

orpannueme (pynrmuje F. Ilpeunsuuje, 3a ¢pyuruujy G.(r) Baxku:

G.(z) > F(z), Vx € R" (4.17)
Go(er) = Flz,). (4.18)

Koukperno, y npobiuemy (4.13) ¢yHEIMja mUba ce MOKE MOAUYUKOBATL
TAKO MITO ce IpoHabhe ropme OrpaHUYEre peryjapusanuoHor nena. Hawmwme,

MOK€ Ce IIOKa3aTU IOa 3a CBaKO U € R" Basku:

1 1
|l < —Z‘T(I)$+§||U||1, (4.19)

rae je ca ¢ o3HaueHa aujaroHasiHa MaTpulna AuMeHsuje n € N, 3a KOjy Baku
[D];; = ﬁ u |v(i)| # 0, mpu wemy ¢ = 1,2,..., n. Crora ce, TOpHe OrpaHUYCH €
¢yrrnmje 5|ly—Hz||3+\||z]|1, Mmoxke npencrasur nomolhy ¢pynrmmje G, : R™ —

R ma caenehu mavun:

1 A
Gr(x) = 5lly = Hall; + 2" @ + a1, (4.20)
rae je ca ¢, o3nauena gujarorasHa marpuna, O,];; = m, rae je |z.(i)] #0
ni=12,..,n Cana ce, ymecro npobiema (4.13), MOke mMOCMATPATU EKBU-

BaJIEHTaH POOJIeM:

1 1
in ( =|ly — He|3 + za" : :
min (2Hy z||5 + 5% @rx) (4.21)

Bakuo je HamomenyTu na je nocuaensmu dial on G, mzocrtasiber y (4.21)
jep me 3aBucu om x. Omrosapajyhu ajropuraMm ce MOKe MPEACTABUTH HA

caenehwm vauuH:

1 1
Tr41 = argmin | = ||y — Hz|3 + s2" @,z ), (4.22)
TzER™ 2 2

rae je xo € R ur =0,1,2... Hakoun onpebuBama mpBor u3BoAa necHe CTpaHe

y (4.22) u usjennavaBameM ca HYJIOM, T, C€ MOKe EKCIUIMIUTHO OIPEIUTU
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Ha ciaenchu HauwmH:
T = (HTH + ) Hy, (4.23)

onuocHo nomohy marpuna A u B:

2,11 = (BT(AAT)'B+@,) ' BTA™ Ty, (4.24)

WNreparusHu ajropuram npencrtaBibed nomohy (4.24) Huje HAjOOrOIHUjU
3a pemasame npobiema (4.13). Curnas, oqHOCHO BEKTOP T CAIPKUA BEJIUKUA
Opoj myJsa, ma 6u y ToM cayuajy esneMmentu marpure O, rexxuau ka +o0o. Ta-
kobe, oBaj HAUMH 3aXTeBa MHOKEHE€ MATPUIA BEJUKUX AUMEH3Wja ITO Ou
OuJI0 IPUXBAT/LUBO Yy CAyYajy Oa cy oaroBapajyhe marpure perke. Mebhy-
tuM, y (4.24) To muje cayuaj (marpumna (AAT)~! muje perka mako mMaTpuna
A jecre). Onucanu npobiemu ce Mory HagoMmectutu nomohy BynbGypujesor
mMaTpudHor unenturera (enri. Woodbury matriz identity), omHOCHO ako Ou Ma-

tpuny (BT(AAT)™1B + ®,)"! npencraBuam Ha APYTY HAUWH:

(B(AATY B+ ®,) ' =W, — W, BT (AA" + BW,.B")"'BW,, (4.25)

-1
r

roe je W, = & mmjaromasna marpuna auMmensuje n € N, omapebena ca:

Wi = ‘x’/\(m, rae 1 = 1,2,...,n. Ilcey1okon OOUCAHOT AJITOPUTMA CE MOKE

opeacTaBUTUA Ha CJIG,HGEI/I Ha4lH:

Asropuram 6: Anropuram Majopusanje - MUHUMU3AIM]Ee
Ynaz: xg € R", A>0,e>0,keN.
NrepaTuBum r-tu xkopak: 3a r = 0,1, ... ogpenuru:
1. g=BT(A™)Ty;
2. mujaronasmy marpumy W, 3a xojy je: W] = 228l =12 .. n;
3. 2,41 = W,(g — BT (AAT + BW,.BT)"'BW,g).
Kpurepujym 3aycraBiama: |r,.1 — x| < € nau r = k.
WN3na3: Pemewe je: x,.1.

Y HapemHOj MOACEKNUjUu Cy HPEINCTaBHEHU EKCIEPUMEHTAJJIHU Pe3yJITaTh
nobujenu pemasameM npobiema (4.13) nomohy npokcuMaIHOT T'paanjeHTHOT
anmropurma (IIT'J1), merose mobospinane Bep3uje y CMUCIY Op3uHE U3BpIIA-

Bama (YIIT'I), Douglas - Rachford paszmsajajyher anropurma (IP) u amro-
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purMa Majopusanuje-muHUMU3anumje (MM).

4.5 Hywmepuuku ekcrepuMeHt 1

Heka je ynaszuu curnasa {z(n)} onpeben na crnenehu mauwmn:
Tp = Op—s50 + 0.80,—80 — 0.36,—120-

OparoBapajyhu AucKpeTHU KOHBOJYIMOHU CUCTEM je Opyror pena u oxpeben

je mudepeHHOM jeqHAUMHOM ca cielfehmM koeduujeHTruMa:
bp=1,0,=0.9

ag — 1, a; = —0.98, a9 — 0.72.

W3na3zuu curaas mopen KOHBOJIYIMje MMITYJICHOT OA3WMBa M YJIa3HOT CUTHAJA,
canp:xku m Oenu ['aycoB myMm ca crammapaaoM apeBujamujom o = 0.2. Ha

caukaMa 7 1 8 IPpUKa3aHU CYy YJIa3HW W M3JIa3HU CUTHAJ.

10+

0.8 4

0.6 -

04

02 4

0.0 A

—0.2 A

0 50 100 150 200 750 300

Crauka 7: Y 1a3HU CUTHAJ
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Cnuxra 8: V3na3au cureai

IIpe mpumMmene OmiIoO KOjer ol IOMEHYTHX aJropuraMa, IMOTPeOHO je medu-
HUCATU yjaa3He mapamerpe. [IpBo, mo3HaTu cy m3ja3Hu CUTHAJI Y U OATO-
Bapajyha marpuna komBoxymumonor cuctema H = A~'B. Taxobe, ma 6u ce
npobiem (4.13) Morao epuracHo pemuTy NOMONyY aaropurMa Majopusaluje-
MUHAMU3AIH]je, HEOIXOAHO je TakBUBO omabpaTtu mapamerap A. Y paxy [20]
je meraJspbHUje M3JIOKEH oBaj ajgropuram. IlocebHo, y OoBOM pamy je MOKa-
3aHO na aJropuTaM KOHBEPTrUpa Ka pEeNemy MOJ YCIOBOM Oa BaKW: A >
304/, |hnl?, Toe je ca h(n) o3maden mmmysacH:M on3uB oxrosapajyher mau-
CKpeTHOr cucteMa. Ha OCHOBY yna3HUX mOJaTaka, MOKE Ce M3padyHaTH a3
A > 1.9 3amoBoJ/baBa OBaj yCJIOB, T€ je OBa I'PAHUYHA BPEIHOCT mM3abpaHa 3a
Bpenunoct napamerpa A. IlocebHO, mpoKCcUMAaJIHU T'paAVjeHTHU AJTOPUTAM U
merosa yops3aHa Bep3uja 3axTeBajy yJaszHu napamerap 7. OBaj mapamerap
3aBucu on JlunmmwumosBe koHcTaHTe L KOja oarosapa KBaIpPaTHO] (YHKIWjU
slly — Hz||3. Moske ce nokasatu (neramauje y [12]) ma je y oBom ciyudajy
L = Mae(HTH), THE je ca Aper O3HAUEHA MaKCUMAaJiHa COINCTBEHA BPEIHOCT

oarosapajyhe marpurie.

Y mnmy ynopebuBama ePUKACHOCTV HPUMEHEHUX aJropuraMa Ha Ipoo-
aem (4.13), pasmarpan je morpeban 6poj uTepanuja KOjU je HEONXOIAH Ia
bucmo mobuau pememe ca onpebhenom mperusHomhy, oarosapajyhe Bpeme
M3BPIIABaKka U TPENIKA Y CMUCIY KOJUKO NOOUWjeHO TPUOIMKHO Pellemne O-
cTyma on TavyHoOr y [y u [y HopMmu. IIpenusHocT je MepeHa Tako MTO Cy MOCMa-
TpaHe CBaKe MIBe y3aCTOIHE WTepalyje, Te Kana pa3nuka naMmeDy mux Oyme

mama on onpebener mpara tosnepanunuje (y osom cayuajy 0.01), amropuram
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ou ce 3aycraBuo. Pesynratu cy cymmpanu y ciaenehoj tadenu:

Tabena 1: Tlopebemwe pesyarara makon npumene asroputama (IITI),
(YIITO), (MM) u ([IP) 3a pemasame npobiema (4.13)

Aaropuram | Bpoj urepamnuja | Bpeme wu3spma- | 'pemka y | ['pemka y
Bama (S) lo HOpMU | [} HOpMU
Ira 112 0.0193 0.7359 0.5233
YIIT'IL 40 0.0072 0.3833 0.2427
MM 124 1.0823 0.7053 0.5698
1P 87 0.2267 0.3220 0.2180

Kao mTo ce moxke npumerutu u3 Tabene 1, y morsneny Op3uHe, yOp3aHuU
IPOKCUMAJIHI TPAAUjeHTHU aJropuTaM naje Hajoosme pesynrare. Hajbosmy
PEKOHCTPYEIMjy moma3Hor curHasga npaje Douglas-Rachford-os pazmsajajyhm
anmroputaM. Taxkobe, rpemrka nobujeHa mpuMeHOM yOpP3aHOT ITPOKCUMAJHOT
rpPaarjeHTHOT aJrOPUTMa je jako OJsmcka rpemnu nobujenoj mpuMmenom Doug-

las-Rachford-oBor pasmBajajyher amropurma.

Ha Caonmm 9 nmar je rpadur KOju MIYCTPYje KOJIUKO ce Op30 CBAKU OJ
ajJropuTaMa mpudbImKaBa peleny TpodieMa, OMHOCHO MPUKA3yje 3aBUCHOCT
¢yHEIUje MUba On pemHOr Opoja mrepamuje. Moske ce youuTu Ia je aJuro-
pyuTaM Majopr3aluje-MUHUMU3AINje MPUINYHO HeCTAOUIaH (BUIETU CEKIU]Y
4.4). Opn mpeocrasa Tpu pasMaTpaHa aJrOPUTMa Y NOTJIeLy Op3UHE KOH-
BpreHIyje, mo0OJbIIaHa Bep3uja MPOKCUMAJHOT T'DAANjEeHTHOT aJrOTUTMa U
Douglas - Rachford paznsajajyhu anropuram najy zajoosme pesyarare. Cauke
10-13 mycTpyjy peKOHCTpyMCAHU CUTHAJ HAKOH IPUMEHe CBAKOI O pa3Ma-

TpaHUX AJrOpUTaMa.
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Cunuka 9: 3aBUCHOCT QyHKIUje nu/ba OX PeTHOT Opoja mrepamnyuje
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Cnura 10: Pekoncrpyucanu curaas noOujeH HAKOH IPUMEHE MPOKCUMAJHOT

rpagrjeHTHOT aJIlOPUTMa
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Cauka 11: Pekoncrpyucanu curHaj mnoOujeH HAKOH IpuUMeHe YyOp3aHor
TPOKCUMAJIHOT T'PAAVjEHTHOT aJrOPUTMa
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Cnura 12: Peroncrpyucany cur"aj mnoOMjeH HAKOH MPUMEHE aJrOPUTMa
MajOpU3aIje-MIHIMU3alllje
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Cunuka 13: Peroncrpyucanu cursaid mnobujeH HakoH mnpumene Douglas-
Rachford-oBor amropurma

4.6 IIpobGisiem KOMIIPECOBAHOT NETEKTOBAHA

Y nmaHammeM CBETy ce, BUIIEe HETO MKaAa paHuje, cycpehemo ca orpoMHOM
KOJIMYMHOM mHpopmanuja. VcroBpemeHO, 3HaUaj KOMIpeCHje CINKA U 3BY-
yHUX (ajioBa nobuja Ha jom Behewm 3Hauajy. Ha nmpumep, mcrpaskuBama cy
noka3aJja na je y 2017. roamam cBakor MUHyTa mocTaBibeHo Butie ox 400 catu
Bunea Ha Youtube-y, 136000 camra Ha Facebook-y u 46740 cnuka wa Instagram-
y. Muoru anropurmu rommpecuje (eHris. compression algorithms), amu u
Opyru npobiaemu u3 obsactu 0O6pale CUrHajJa Cy 3aCHOBAHU HA ONepalrjaMa
y ¢peksBeruujckoM nomeny (PypujeoBa Tpanchopmanmja, IUCKPETHA KOCU-
HyCHa TpaHchopMmamuja, TpaHchopmanuja tamacuhuma). Herku ox Hajmos-
HaTUjux anropurama rommupecuje cy JPEG, MPEG, MP3 koju omoryhasajy
epukacHO uyBame ¢ororpaduja, Bumeo n ayauo ¢ajirosa. Jeman om HOBUjUX
MeTona KOjU Maje Ha BEJUKOM 3Hauajy IPU pellaBamy OMMCAHUX IpobjaeMa
je T3B. KOMIPECOBAHO HeTeKToBame (eHri. compressed sensing). OBaj meTon
omoryhaBa peKOHCTPYKIMjy cursaia kopucrehu mamu 6poj mHbpOpManuja y
nopebemy ca HEKMM APYTUM MOMyJapHUM MeTonama. Y OBOM pamny he outu
U3JI0KEeH TPOOJIeM PEKOHCTPYKINjE jeTHOIUMEH3UOHOT CUTHAJA KOJU Ce MOKe
IpenCcTaBUTUA KAo MPOoOJIeM KOMIPECOBAHOT MeTEKTOBama 1 oArosapajyhe pe-

meme y3 MOMON MPOKCUMAJIHOT I'PAANjeHTHOT aJrOPUTMA.

Kon crammapmnaux agropuramMa KOMIpECHje, OCHOBHA HIAEja je Ia Ce CUT-
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HaJ TONeJM Ha Maihe MeJioBe, a 3aTUM Ce CBaku neo 3acebHo obpabyje,
OJHOCHO TpaHC(opMUIle y (PEKBEHIIN]CKN JOMEH KaKO O ce IMITO MPenu3Huje
YTBPAXUIO KOjU MEJOBU CUTHAJA Cy Haj3HauvajHuju. Ha kpajy, mame 3HaUA-
jHE mH(pOpMaIMje U3 CBUX NeJOBa Ce I'PYNUILy U IPUMEHOM MOCEOHUX METOda
3ajemno rkommpecyjy. Kom mpobiema KOMIPECOBAHOT METEKTOBAMmA, OCHOBHA
uaeja je ma ce Ha MOYETKY M3IBOJU CaMO jedaH Me0 CUTHAJa, a MOTOM U3 TOT
Mamer CUTHAJAa M3BJadyd HajBaKHUja MHPOpMaIluja. JemHa om MPBUX MPET-
MMOCTABKM OBOT' aJITOPUTMA j€ Ia Ce CUTHAJ y HEKOj 0a3u MOke MpencTaBUTU
Yy PEeTKOj GpopMU, OJHOCHO Aa MMa NOCTa HyJa y mopebemy ca CBOjOM Iy:KU-
HoMm. HMako meisyje ma je oBa mpeTHOCTaBKa MPUCYTHA CaMO Y CIIEIU]jaJTHAM
caydJajeBuUMa, WUIAK HUje Heyobuuajena crBap. Haume, pororpaduje n ayamo
¢ajiroBu nmpencraBbeHU HOp. y PypujeoBoj TpaHCcHOpMaIUjU MMajy PETKY
penpesenranujy. Ipyra nmpernocraBka ce Tude T3B. MHKOXEPEHTHOCTHU, OJTHO-
CHO MaTpulla y KOjoj oAroBapajyhm curmaj mMa peTKy pelpe3eHTalujy u
MaTpuiia ToMohy Koje ce m3aBaja MamU CUTHAJ OJ MOYETHOT CUTHAJIA Ou
TpebaJsio ma Oymy HUCKO Kopeaucane. Ha Taj HaumH, Kamga Ha MOYETKY W3-
BajaMO MamW CUTHAJ, TapaHTyje ce na he ynpaBo OMTH OMpaHU OHU JIEJIOBU

KOju HOce mHpopManujy onx HajBeher 3nauaja.

4.7 MaremaTuuka ¢opMyJianuja npodsieMa KOMIPECOBAHOT Iie-

TEKRTOBambAa

Heka je opurunasan curmai o3HaueH ca r € R", a Mamu CUTHAJ KOJjU j€ MO-
OujeH y30pPKOBaWmeM OPUTMHAJHOT curHaJjga ca y € R™, rme je m < n. ameby

OBUX CHUHAJIa TOCTOju oarosapajyha Besa:
y = dux, (4.26)

rzae je ca ¢ o3Havena mMaTpuia NOoMoNy Koje je CUrHAJ Y CIIydajHO Y30PKOBAH.
Cucrem nuneapuux jennaumsa (4.26) uma Mame je [HAUMHA HETO HEMO3HATHUX,
oJakJie ciemd na uMa OECKOHAYHO MHOIrO pemema. J[lomaBameM MOCeOHUX
yCJIOBa O HEMO3HATHUM, CKYI MOTYNUX pemnema ce MOyKe Cy3UTu. KOHKpPETHO,
y mpobJieMy KOMIIPECOBAHOI AETEeKTOBama jedHa OJ MPETIOCTABKU je ma je
CUTHAJ y HEKOj 6a3u penak, OOQHOCHO CaIOp:RMU k He-HyJa KoeduiujeHara, rie
je k << n, ma he ta mpernocraBka Outu umckopumhena. Kao mTo je Beh
MMOMEHYTO, MHOTY CUTHaJ y PypujeoBOj, KOCUHYCHO] WU PENpe3eHTAIIN]U

nmomohy Tasacuha mMmajy peTrky pemnpeseHtanujy. Heka Baku mpeTmocTaBKa
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Ja CUTHAJ T MMa PETKY pelpe3eHTalu]y y KOCHUHYCHO] TpaHCPOpMaIUujul U
HEKa je MaTpulla Koja OATroBapa KOCUHYCHO] TpaHC(popMalulju O3HAUEHA Ca
V. Tana Baxu:

x = Va, (4.27)

rze je ca a O3HaYeHa PEeTKa pempe3eHTalnja CUrHajJa £ Y KOCUHYCHOj TpaHC-

popmarmju. KomGunyjyhu (4.26) u (4.27), crnenu:
y = dVa. (4.28)

Cnuuao ka0 y mpobieMy peTKe NEeKOHBOJYNMje CUTHAJa, WHPOPMAIHja O
PETKOCTHU CUTHAJA G Cé MOKe MCKOPUCTUTU O0JaBameM oarosapajyher pery-

JapU3aIMOHOT feJia, OMHOCHO MPEACTaB/bamy MpobiaemMa Ha cieaehu HauyuH:

1
arg min §||y—q)\lla||g+)\|]a||1. (4.29)

acR”

4.8 Hywmepuuku ekcriepuMeHT 2

Heka je 3amaT curaas y BpeMEHCKOM OOMEHY Ha cjienenu HAUUH:
x(t) = sin(2m - 240t) + sin(27 - 3250¢), (4.30)

rme je yKymHa aOy:kvHa Tpajama curaaiga 1 = 0.125s u Heka je y30pKOBaH
¢perBenmujom oxn F' = 30000Hz. Curnan sanar uspasom (4.30) je penak
u y PypujeoBoj u y KOCHMHYCHO] TpanchopMmanuju (uU3aBajajy ce camo ase

¢persenmje). Cuurom 14 je maycrposan curtad z(t) y BDEMEHCKOM NOMEHY.
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Cnura 14: OpuruHaJ HU CUTHAJ
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3anaTak je Ja Ha OCHOBY onpebheHor 6poja HACYMUUYHO y3€THX Y30DaKa,
0Baj CUTHAJ MOHOBO Oyne pekoncTtpyucan. Heka je mzabpano 190 npousBosb-
HUX y3opaka (mTo mpencrasiba 5% on ykymHor Opoja ysopaka, N = F - T =
3750 y30pKa) U3 CUrHAJIa T W HEKA je HOBU CUIHAJ O3HaUeH ca y. Jlawe, Heka
je ca A o3HadeHa MaTpuUIla KOja MPEICTABJ/hA PEINPE3EHTAIM]Yy CUTHAJA Y Yy
AUCKPETHO] KOCWMHYyCHO] TpaHchopmanuju. Crora, y dpopmyaumcanoM mTpob-
aemy (4.29), ®¥ zanpaso npexncrasmba Marpuna A, a mpobiem koju 01ro-
Bapa O3HaKaMa Koje Cy KopullheHe KOHKPETHO y OBOM MIpODJIEMy ce MOKe

IIpeacTaBUTU Kao:

1
m1n§||y—z4a\|§+>\\|a]|1. (4.31)

(A

Naxro y npakcu muje moryhe ompenuty onTvMasiHy BPETHOCT mapamMeTrpa
A, y oBOM pany je To ypabeno y mokasue cpxe. [Ipuctyn koju je kopumhen
3a omabup peryiapu3airoHOr MapaMeTpa A ce 3aCHMBa Ha MPEKHOM IIpe-
TpaxkuBawy. lIpBo je mocmarpano oko 100 paznmuuutux Bpennoctu usmeby 0
u 500 ca KOpakoM 5, MIOK je KPUTEPU)yM 3a 01a0Up HAjIOrOTHUjEr MapaMeTpa
A Ouna rpemka y [y HOpMU m3Mehy MOUYETHOT U PEKOHCTPYUCAHOT CUTHAJIA
y BpemeHckoM nomeny. HakoH oBe aHasu3e, yTBpbheHO je ma ce MUHUMAJHA
rperrka TOCTIKe Kamga mapamerap A ysuma Bpennoct 20. Ha kpajy je mocma-
Tpano 40 pa3znauuntux BpemHoctu y pacmnony mameby 10 u 30 ca roparom 0.5
U Tala Ce MUHUMAJIHA TPEIIKa JOCTU3aJa Kada mapaMeTap A y3uMa BPeIHOCT
18.5.

[Tpo6aem (4.31) je pemren y3 momoh y6Gp3aHOr IPOKCUMAIHOT I'PAIUjeHTHOT
anroputma. Pememe npobiema (4.31) Boam 0 curHAJa @ KOjU HPEACTABIHA
penpe3eHTannjy OPUTUHAJHOL CUTHAJa T Y JUCKPETHO] KOCUHYCHO] TPaHC-

dopmanuju. CauroMm 15 je miaycTpoBaH PEKOHCTPYUCAHU CUTHAJ G.

Y 1muiby PEKOHCTPYKIMje OPUTMHAJIHOT CUTHAJa T, HEONXOMHO je IPU-
MEHUTU WHBEP3HY AMCKPETHY KOCWHYCHY TpaHCchopManujy Ha curxaia a. lo-

Obujenu pesynararu cy npurasanu xHa Coaunm 16.
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Cnura 16: PekoncTpyucanu CUrHAIJ HAKOH IPUMEHE UHBEP3HE AUCKPETHE KOC-
UHyCHe TpaHC(popMaIuje

Nyquist-Shannon-oBa Teopema rapanTyje na je Moryhe jeIHO3HAYHO PEKOH-
CTPYMCATH IOJIA3HN CUTHAJ aKO OW y3mMaiau y30pke 2 myTa BehoMm (pekBeH-
nujoMm on HajBehe ¢pexkBeHIUje y CIEKTPY IOJA3HOI CUTHAJIA. KOHKPETHO,
y OBOM ciyyajy rpaHuyHa (pekBeHnuja je 3250Hz, ma Oum Tpebano y3eru
0.125s - 2 - 3250H 2z = 812.5 y3opaka. Crora, kopucrehu mpuHIUIT KOMIIpPECco-
BAHOI NETEKTOBara, MOryhe je MOBOJLHO MOOPO PEKOHCTPYUCATU CUTHAJ KO-

puctehu nocra mamu 6poj y3opaka y nopebhemy ca cTanmapIHUM IPUCTYIIOM.
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Ba:kuo je HamoMeHyTU ma Ipu MPUCTYIY 3aCHOBAHOM Ha KOMIIPECOBAHOM Je-
TEKTOBamy IOCTOju oapelheHa rpemka, OMJHOCHO PEKOHCTPYWCAHU CUTHAJ U
MOJa3HN CUTHAJ HUCY UaeHTUYHU. MelhyTwMm, onrcaHuM TPUCTYIIOM C€ MO:KE
OCTBAPUTU AOBOJHLHO NOOPa PEKOHCTPYKIMja ocjlamajyhm ce Ha mocTa CUpPO-
MAaIlHUjy WHOOPMAaNUjy MOJJAa3HOT CUTHAJA MW Yy TOME JEKU OCHOBHA Ipen-
HOCT HAJ CTAHAaPIHUM IPUCTYIOM. 300r OBE UMHEHUIle, MHOTY WHKEHEPCKA
npobJieMu ce MOry jeQHOCTaBHHUje U OpyKe PeluTU, T€ KOMIPECOBAHO JETEK-

TOBalL€ IIPOHAJA3W CBAKMM OAaHOM CB€ BHUIIEC IIPDMMECHA.
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5 3akyuak

Y pany cy mpencTaB/beHU HEKU OJ HAJIMO3HATUjUX TPOKCUMAJIHUX aJrOpu-
tama. IIpumrasano je kako ce onpebhenu mpobaemMu u3 objactu obpamge Cur-
HaJIa MOTY (OPMYJIMCATH KaO JIacO MPOOJIeMU, ajlu U KAKO CE€ MOTY PEIIUTU
kopuctehmu nmpokcuMmasnne ajropurMe. Y TOM IUJbY, MIYCTPOBAHU Cy PeE3yJi-
TaTU HAKOH IPUMEHEe MPOKCUMAJHUX aJrOPUTAMa Ha TPOOJIEeM peTKe IeKOH-
BoJsIyIje curHaJsga. Takobe, y mumy mopebema ca APyruM aaropuTMuUMa,
IpeNCTaB/bEHN Cy U PE3YJITATH HAKOH NPUMEHE aJITOPUTMa Majopu3allnje-
MUHUMET3AIUje. AHAJIM30M UMIIJIEMEHTUPAHUX EKCIepUMeHATa U N00UujeHuX
pesyaraTa MO:ke ce mohm mo 3ak/bydka na, moOoJbllaHa BapuUjaHTa Yy CMU-
ciy Op3uHe M3BpIIaBamha MPOKCUMAJIHOT TpaaujentHor agropurma (Y IITI),
naje Hajoosme pesyarare. [lopen oBor mpobiemMa, mpeacTaBbeH je u mpodbaem
KOMIIPECOBAHOT NETEKTOBAHA HA MIPUMEPY j€THOIUMEH3NOHOT CUTHAJIA KOJU je
epuracHo pemreH kopumhemem Y [IT'J] anropurma. Excnepumentannu pesyii-
TaTu HOOWjeHM pelaBameM OBOT MMpoOJeMa TMOKa3yjy da ce, Ha OBaj HAYUH,
CUTHAJI MOYKE YCIIEITHO PEKOHCTPYUCATU KOPUCTeNU BUIIECTPYKO Mamu OpOj

y30paka Hero mro npenmaxke Nyquist-Shannon-oBa Teopema.

Bynyha ucrpakuBama Ou ce MOria KOHIEHTPUCATU HA NPUMEHY ITPOKCU-
MaJIHUX aJropuraMa 3a pelraBaime npobiieMa u3 00JaCTU BUIIEINMEH3NOHUX

CUTr'HaJIa.
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