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3axXBaJIHOCT U1 IIOCBeTa

Heuszmepno ce 3axBaJbyjeM cBoMm MeHTOPY 1pod. 1p 3opany Pakuhy Ha mpeioxe-
HOj TeMH, TIOJPIIIH, IOBEPEY Aa Ny yeleTu y Mucamy 0 OBOj TeMHU, KA0 U CTPYUHO]
moMONM W caBeTUMa MPUJIUKOM U3pajie caMor paaa. MoTuBucao Me je Jia IMTo BU-
e Hay4uM M HeCeOMYHO MU je, Ca IYHO CTPIJbeHba, IPEHOCHO 3HAILE KAKO O OBOj
TEeMH, TaKO U Ca Ib€HOM TEeXHUYIKOM IIPUIPEMOM.

3axBaJIHOCT JAyTyjeM W WiaHoBHMa Kommucuje, mpod. ap 3opany [lerpopuhy n
np Dophy Bapanuhy. FbuxoBu cTpydnu KOMeHTapH, CyrecTuje U mpuMeioe 3Ha-
YajHO Cy JOIPHHEN KBAJUTETY OBOI PaJia.

3axBaJ/byjeM ce M CBHMa OHUMA KOjU CY Me Ha pa3He HaUWHE MOJCTUIAIH Ja
HamuieM oBaj paa. Ty mocebHo MucIMM Ha mpujaTe/be U apare kKosere Jbyournry
Munanenosuha u Wimjy Muposuha. Hbuma jyryjem m 3axBajHocT npe cBera Ha
MCKPEHO] W MPHjaTes/hCKOj] TOAPIIIN, CaBeTUMA W PAa3rOBOPHUMA.

Nwmao cam cpehy j1a MU y OCHOBHOj M CPeIb0j KON, Ka0 U Ha PaKy/ITeTy, Ma-
TeMaTHUKYy Ipe/iajy npodecopu Koju cy Ouin 3a/byO/beHUIU Y CBOj IpeJIMeT, U KOju
Cy MU IIpeHeJIu Ty CBOjy Jby0aB IpeMa MareMaTuiu. Fbuma ce Takohe 3axBasbyjem.

OBaj pax nocsehyjem cynpysu MBanu koja je cBOjuM 0eCKpPAjHUM CTPILBEIHEM,
pa3ymMmeBameM U MOJAPITKOM TTOMOT/IA Jla UCTPajeM y mucamy oBor paja. Mako nuje
MaTeMaTu4dap MO CTPYIIH, MayK/bUBO je TMPOYUTATIA Me0 PaJl, H TAKO JIaa BEJTUKU
JIOTPUHOC JTa ¥ TeMy WMa TITO Marhe MTAaMIapCKUX W Je3NIKUX rpemaka. bes me
He OUX yCIIeo y Hucamy OBOI' paJia.






IIpearosop

[Husb oBOr pajia je jia yIIO3HAMO je/laH OJ1 BEOMa, BaXKHUX U 3HAYAJHUX MaTeMaTHY-
KHX 00jeKaTa — eJIUNTUIKY KPUBY, 3aTUM JIa MOKazKeMO KaKO Ce IIOMOhYy TaHr€HTHO-
TEeTUBHOT 3aKOHAa YBOJM Ollepalirja cabupama Tadaka Ha 10j, W Ja Ha Kpajy dhop-
MYJIHIIEMO U J0KaxkeMo MopenoBy Teopemy.

Leo pan je moje/beH Ha JeBeT HYMEpPHCAHWX IOTJaB/ba. CUBAaKO MOTJIaBJbe je
OJIeJbeHO Ha BUINle HyMepHcaHUX maparpada, a cBaku maparpad ce cacToju of
HCKOJINKO Ta4aKa WJIN CeKI_H/Ija.

Y 1pBOM LOIJIaB/BY 1OJCETUNEMO €€ IIPOJeKTUBHUX IIPOCTOPA, jep CYy HaM HeKa
3HAba M3 MMPOJeKTUBHE TeOMeTpHuje morpebHa jga oucMo J00uinu MOTHYHU]Y CIAUKY
0 EJIUMITUYKUM KPUBAMA.

Ipyro noryasibe mpeacTaB/ba Kpatak yBoj y kpuse. /lepunucahemo kpuny,
HaBelheMo pobJieM KOjH ce MOXKE JaBUTH IPUIUKOM IHeHOr JepUHUCAIHA, U I0-
KazaheMo Ha Koje HAUUMHE MOXKEMO 33JIaTH KPHUBE.

Tpehe morymapbe je nmocseheno ajrebapckKuM KpuBama. Y OKBUPY Ibera Impe-
nu3upaheMo Heke MOjMOBE M CaJprKaje KOju €y HaM HEOIXOIHH 3a YIO3HaBaIbe
ca enuntudkuMm KpuBama. /ledpunucahemo ajiredbapcky Kpuy, nokazahemo mene
ocobune ua nmosbeM C koMmILtekcHUX OpojeBa, 3aTuM hemo U3BPIMUTH U Kiaacudu-
KaInjy aJredapcKux KPUBUX IIPeMa pPejly W poay. YIpPaBo poj aarebapcke KpuBe
he mam omoryhurn 1a jgaMo reoMeTpHUjCcKy JepUHHUIU]Y €IUNTHYKE KPUBE, Koja je
MO3HATa U Kao heHa mupa gedunnnmja. OBo, U MpeTXo/IHa IBa TOTTIABhA, MOKEMO
CXBATUTH U KAO MPHUIPEMY 32 yBODEme eJIMITHIKAX KPUBUX.

Y 4erBpTOM IIOIJIABJ/BY, Ca BHIIE jeTasba yrosnahemo esunruyke Kpune. Io-
Mohy BajepmirpacoBe KybOHe Kpuse jiaheMo ajredapcky JeUHUNA]Y eJTUITHYKE
KpHBe, 3aTUM lieMO IIOKa3aTH CBOCTBA JUNTHYKHX Kpubux HaJj mosbeM C, u yka-
3alieMo Ha HeHy Be3y ca eJIMNTUYKUM HHTerpaauMa.

[IeTo nmornas/be mocseheHo je TaHreHTHO-TeTHBHOM 3akoHy. [loMohy mera yBer-
heMo cabupame Tayaka Ha eJHNTHYKO] KPUBOj, A caMUM THM u Jeduaucahemo
cTpyKTypy Ha 10j. Ilokazahemo ja je Ta crpykrypa rpymna, u y ciaydajy mnoJba R
peannux OpojeBa mahemo u ekcrnmuTHe popMysie 3a cabupare Tadaka Ha eJIHII-
TUYKO] KPUBO].

[TlecTo moryiaB/be ce HaBM €MUITHIKUM KpuBaMa HaJ mosbeM (Q parmoHaTHIX
OpojeBa. Y OKBUDPY Ibera, yosnaheMo ce ca CKyIIOM paluoOHAJHIX TadaKa eJTHIITH Y-
Ke Kpuse, dopmynucahmo MopeloBy TeopeMy v Be3u ca THM CKymnom, u gahemo
jiecbununmje Top3uje u paHra eJuITHIKe KPUBE.



X [Ipenrosop

Y ceaMoM TOTJIaB/bY YIIo3HAeMO eJIMNTHYKe KPUBE HaJl KOHAYHUM IOJbHMA.
Hctaknyhemo mpobsiem Koju ce jaB/ba HPUJIKKOM OJpehuBarba CTPYKyTpe Ipylie
equnTrake KpuBe Had mo/beM (Q, m objacumhemo 3amTo je mOTpPeOHO eUITHYKE
KpUBE MOCMATPATU HaJ KOHAYHUM nosbuma. /ledpunucahemo L-dpyuxmujy enur-
TUYKe KpPUBE U yIo3HaheMo jegaH oJ1 cejlaM MUJIEHHjyMCKHX IpobjieMa.

OcMmo noryiaB/be CaJipzKe JIOKa3, Mpelu3Huje uejy jJokasa Mop/ienose TeopeMe.
To hemo nokazaru nomohy ciabe Mopaenose Teopeme, (PyHKIIHje BECHHE H TeOpeMe
0 CIIYCTY.

JleBeTo morsaB/be HAM IOKa3yje Ja, HaKo Cy jedaH OJ Haju3ydaBaHUjUX 00je-
KaTa, eJIMITUYKe KpuBe uMajy u Bejuky tpumeny. [locebuo hemo ce ocBpuyTn
Ha MPUMEHY KOJy Cy eJUNTUYKE KPUBEe HMaJie NMpu JoKa3y nocaeme Pepmaone
TeopMe, Koja je, He CJydajHO, Oall OCTaB/heHA 33 CaM Kpaj OBOT Paja.

Ha xpajy, HamoMmeHnumo Jia cy mopeji TJIaBHOT IHJba OBOT paja obyxBahene n
HeKe JI0JaTHe TeMe KOje 3ay3uMajy 3HaTajHO MecTO y Teopuju eTuNITHIKIX KPUBHUX
U KOje HaM, Ha W3BeCTaH HAYWH, NMPYXKAa]y jeTHY KOMILIETHH]Y CJIUKY O CaMUM
eJUNTUIKUM KpuBama. To je m pasJior 300r HeyobudajeHor obuma KOju oBaj pai
nMa.

Nmena crpannx MareMarudapa cy TpaHCKpuOOBaHA Ha CPICKH je3uk. Tako je,
Ha mpuMep, Hanucano Mopdearosa meopema, ymecro Mordell-oea meopema. Csa
HaBeJleHa UMEHa y CaMOM PaJIy, HaJla3e ce Ha HeroBOM Kpajy 1o HasuBoMm Undexc
umena. Kopumrhena nureparypa je, Takohe, HaBe/IeHa Ha Kpajy paja.

Tekcr pama je ciaoxkem y KIEX-y — cucremy 3a 00pajiy TekcTa KOjH je HaMe-
IbeH [HCAbY JICNUX KEbUTA, HOroToBy Maremarndkux, [46], [54]. Behuna nprezxka
je ypabua nmomohy amnukanuje I'eoeebpa [9] a mawmu 6poj y3 momoh nporpama Po-
mowon [56].

S
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e ITojam sunmIje

MaremaTuka® je Hayka Koja ce pa3Bmja oI Kaja # JeYJACKH pod. OHA HaM OMOTY-
hasa 1a CO3HAMO CBeT OKO Hac. Lammiej®) je pekao 1a je BeJmKa KIbUTa IPHPOLIE
HaIICAHA je3WKOM MareMaTuke, a JIoMoHOCOB®) cmarpa ma mMaremMarnka T0BOIHA
VM y XapMOHH]y. 3a MaTeMaTHKY ce KaykKe W J1a je YMETHOCT JbYACKOT yMma. Mako
ancTpakTHa®) HayKa — 4Hje Cy TeopHje CaCBAM JAJTEKO OJ ONMIL/BHBOT U CTBAPHOT
— OHAa TIpoyYaBa MU 00jeKTe KOjH Cy MO3HATH BeNHHHU JbYIH KOJU HHUCY CTPYUHbAIN
3a MareMaTuky. JegaH oj TakBux objexara je u aunuja. OHa je j1e10 mpupoie u
BEKOBHMMa je TPUCYTHA Y JbYJICKUM KUBOTUMA. [lojam JMHUje y cBEeCTH 4OBEKa TO-
cTao je jacaH Beoma JaBHO, jorr y mpauctopuju. Ilyrama 6adeHor kameHa, 3pain
cBet1a, obsiniy Juirha u npeha, uBuie obaja peka u Mopa, caMo €y HeKe 0JI IojaBa
y MPUPOIN KOje CY MPUBJIavdnIe MayK\py HAMUX Tpefaka. lyrorpajauMm nmocmarpa-
IbEeM THX 110jaBa OHM CY IOCTYIIHO yCBajaJiu 110jaM JinHuje. buiio je morpedno jgocra
BpeMeHa IIpe Hero IMITO Cy Jby/IU NoYesn YynopehuBarn u pas3jinKoBaTH pas/indauTe
BpCTE U O0JIMKE JIMHU]A.

e VcTopujcKu OCBPT HA pa3BOj HAyKe O KpuBaMa

YoumrasameM U alCcTpaxoBambeM JIMHUje HACTaje MaTeMaTudkKu o0jekar KOju Ha-
3MBaMO Kpuea. IIpBH JTOKyMEHTOBAaH HMHTepeC 3a KpuBe jaBno ce kox Memexma?)
ok0 350. roguue nipe HoBe epe. MnTepecoBame 3a KpUBE MOYEJIO0 je MHOTO Mpe Hero
IITO Cy OHe IocTaJje IpeJMeT MaTeMaTUIKUX IMpoydaBama. 10 ce BUJIU Y MHOTUM
OpUMepUMa M3 MPAWCTOpHUje Tje cy JWHHje KOpUITheHe Kao YKpac Ha 3UI0BAMA

3)Ha TpUKOM [1afn QT RGOS TIITO Y TIPEBOLY 3HAUM HAYHU, O, udfnuo — snaree. Hasus puddnpa

je 610 y eTmMOIIONTKOj*) CpOHOCTH ca TPYKHM HA3HBOM UONUOTIRG — MAMEMAMUKY CIUCU,
0J1 Koje moruye Mojiepan Hazus Mamemamuxa.

Y Emumonozuja je nayka o HOpeKy pedn

) Tammneo Tammej (Galileo Galilei, 1564-1642), nranujamnckn acTporoM, bu3mdap, MaTeMa-
THyap u puao3od

6) Muxann Bacwbesuu JIOMOHOCOB (Muxana Bacrabesuu Jlomonbcos, 1711-1765), pycku
nucar u epyauTa’)

") CHHOHEM 3a y9eHOr, OGPA30BAHOT, HAYHTAHOT YOBEKA, CKJIOHOT TyGOKOM Pa3MHUIILbAbY

8)Peu ancmpakyuja norwue on saruacke pedn abstractio mro y npesosy 3madn usdeajaree,
udeaauere, odsajarve, odeaayerpe. MaTreMaTnka je ancTpakTHA jep HAC, HA IPUMED, YUu CADUPAY
He nuTajyhu 7a Ju ce paau O KPyIIKaMa, KalmuTajly win Hedem Tpehem.

9 Menexmo (Mévouypol, oko 375-300 mpe HOBe epe), IPYKH MATEMATHYAD
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nehuHa, UM Kao YKpac Ha CBAKOJIHEBHUM IPEJIMETUMA.

OcHOBHU TPUHIUIN HA KOjUMA je 3acHOBaHA Teopuja kpusur morude u3 1004
Eykmmma'?). Tama, y Bpeme pa3Boja rpuke reoMeTpije, Ipe pa3poja PadyHCKHAX
olepalmja — CHeNujaJHo judepeHnujajHor padyHa — Teopuja KpuBHUX je cajip-
JKaJia pasMaTparba Be3aHa caMo 3a eJleMeHTapHe KPHBe: IPaBy, U3J0MJ/bEHY JIMHH-
jy, KpyT, KPYKHH JIYK, €JUICY, XUIepbory u mapaboy. ¥ cpeameM BeKy oTkpuha
IPUKHX MareMarmdapa cy 3abopasibena. Saxsasbyjyhn pagosmma Ojmepa'V, Mo-
mka!? u Tayca'®, Teopnja kpusux je mouesa aa ce passuja Tokom 18. n 19. Bexa.

Pazuu 3aa1mm u3 reomerpuje, Mexanuke, (pusnke, NIPUPOIHUX HAYKA U TEXHU-
Ke Cy OCHOBa Ha KO0jOj ce pa3Bmjia Hayka 0 kpusama. I eoMeTpujcka U MeXaHHIKA
CBOjCTBa KPUBUX yOUaBajy ce, HA IpUMeEP, Y Ipa)eBUHCKUM KOHCTPYKIIHjaMa, OITH-
U, CJIUKAPCTBY, apXUTEKTYPHU, IPTAkhy U FeOMETPHUjCKUM KOoHCTpyKInjama. Heke
KpUBE Cy LIPUCYTHE Yy (PU3MUKUM II0jaBaMa, PUPO/UA U CBAKOJHEBHOM KUBOTY.

e Ajsrebapcke U eIMNTHYKE KPUBE

[locebny yiory melly kpuBaMa mMmajy oHe Koje cy oapehene ajnredapckum jegHa-
yuHaMa — asazebapcke xpuee. IlpoydaBane cy jomr y crapoj I'pukoj, a mamac cy
HAjIpoydYaBaHUju 00jeKT aszebapcke 2eomempuge. Teopuja anrzebapcrur Kpusur je
BeJIMKA 00JIACT Ca JYT'OM UCTOPHUJOM M MHOIOOPOJHUM IIPUMEHAMA.

Baxxna kjaca anrebapckux KpUBUX Cy eAUNMuUYKe Kpuee — KPUBE 3a/1aTe ajre-
GapckuM jemHaumHaMa 00auKa y? = 1 + ax +b. IHTeH3uBHO ce IpoydaBajy IpeKo
CTO TOJIMHA, & Y HOCJIE/IIbUX CTO TOAUHA Cy OUTAH Jie0 OPOJHUX BaXKHUX MaTeMaTHY-
KHX pe3yaraTta. Teopuja esunmuukus kKpucus CIIaia y Jele  BaXKHe TeMe caBpe-
MeHe MaTeMaTHKe, jep MoBe3yje HU3 BayKHUX MATEeMATUUKHX JUCITUILINHA KAO MITO
Cy anzebapcka M npojexmusHa 2e0MeMpPuia, meopuja bpojesa, ar2ebpa, Monoso2uja

u JIpyTe.

e /InodaHT n eTunTYKEe KpuBe

Baveny mieje o eJTUNTHUKHM KPUBaMa jaBsbajy ce jom ko Jduodpanta'?. On je
Heospehene kyOHe jejlHaunHe peniaBao HOMONY reoOMeTPHjCKUX TeXHHKA. JejaHa-
YUHE je MOCMaTpao Kao KPHUBE U 3a HUXOBA PAUUOHAAHG PEUEHhE je TPAaXKUO CBE
PAUUOHAAHE MaYKe KOje TPUIAAajy Toj KpuBoj. MeToze kKoje je, TpuToM, KOPUCTHO
cy Mmemoda marzenme — aKO PallMOHAJIHA TadKa MPUIAJIa KPUBOj, Tajaa TAHTEHTA
KpHUBEe y TOj TaYKH cede KPHUBY y JOII jeJHOj PAIMOHATIHO] TaYKH — U MEmModa

10)EyKnH;L 3 Anexcaugpuje (Edxhedne, oko 330-275 mpe HOBe epe), FPUKH MaTeMaTHIap,

OCHUBAY '€OMETPHjCKe MIKoJe y AjlekcanIpuju

1) Teonapz Ojnep (Leonhard Euler, 1707-1783), mBajuapckn matemarudap u busmaap

12)Tacnap Monzx (Gaspard Monge, 1746-1818), dpanilycku mareMaruiap U UHKEHED

13) Joxan Kapa ®puapux Taye (Johann Carl Friedrich GauB, 1777-1855), nemadukn maremaru-
qap

19 ITnodpant (Aw6gavtoc, 3. BeK), rpuku Maremarndap. 2Kuseo je y Asekcanapuju, na je mosnar
u kKao Juodant Anekcanapujcku.
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memuee — aKO JIBe paIMOHaJHe TadKe NPHUNAJAjy KPHUBOj, IpaBa Koja je HUMa
ojipeheHa cede KpuBY y jOIT jeHOj PAIMOHAIHO] TAUKH.

Te nBe MeToe cy KacHUje W Ha3BaHe 1O meMy: Jluodarnmosa memoda manzenme,
oganocuo /[uogarmosa memoda memuee. Ha mwuma ce 3acHUBa TAHI€HTHO-TETUBHU
3aKOH cabuparba Ha eJIMITHYKIM KPHUBaMAa.

e Enuntuuke KpuBe Haa mosbeM Q panumoHaanux 6pojeBa

Nako je 3a dopmarny depuruyujy eJITUNTHIKE KPUBE MOTPEOHO MO3HABAILE aJire-
bapcke reoMerpuje, Moryhe je onmcarn Heka IbeHa CBOjcTBa HaJl mosbem Q parmo-
HaJTHUX OpojeBa KopuihemeM caMo TIKOJICKe aaredpe u reoMeTpuje.

OcHoBHU npobaem y Be3W ca JATOM eJTHNTUIKOM KPUBOM E cactoju ce y Tome
na ce oapean ckyn F(Q) ¢BUX HeHUX PAIMOHATHUX Ta4aKa — YKOJIUKO OH MOCTOjH.
Jla 6u ce permuo Taj mpobaeM youeHo je Ja ce Ha eJTUNTHIKO] KpUBO] F MoxKe yBe-
CTH CTPYKTYPa JIe(PUHUCABEM MaAH2EHMHO-TEMUBH02 3aK0Ha cabupatba. [Tokazyje
ce ja je Ta crpykTypa Abesosa® rpyma. Cxyn E(Q) je jemna moarpyna AGesnose
rpyne E y oxmocy na medunucano cabmparse. [1ltasnmre, npema Mopaenrosoj'®)
Teopemu u3 1922. rogune, ckyn E(Q) je xonauno 2enepucana Aberosa epyna, TO
jeCT TMOCTOju KOHAYAH CKYI PAIMOHATHUX TadaKa TaKaB Ja Cce CBaKa JIpyra palyo-
HaJIHA TaYKa Ha eJTUNTUYKO] KpuBOj E MoxKe 100UTH TOMONY TaHT€HTHO-TETUBHOT
3aKoHa cabupama. Kako je cBaka KoHadHO renepucana AbeoBa rpyma nzoMopdHaa
IPOU3BOJIY MUKJIMYHUX TPYIA, MOKEMO OlucaTH ¢cTpyKTypy rpyne E(Q):

E(Q) =7Z" & Tor(E),

e je Z" ciaobouua noarpyna, a 7 or(E) ropsuona noarpyua oi E(Q). Bpoj r € Z§
je paur on E(Q) wnu pane eaunmuure xpuse E, n ou mepu Bemauny rpyne E(Q),
TO jecT OpOj FHEHNX HE3aBUCHUX PAIlMOHAJIHIX Tadaka. [Ipobiem je mrTo He mocToju
anaropuraM 3a oapehupame paHra M He 3HA Ce KOJU HeHeraTHBAH Heo OpOoj MOKe
OUTH paHr eJUNTHYKe Kpuse [

e Enuntuuke KpuBe um mmpobjieMu 3a MUJIEHUjyMCKY Harpamgy

Ba:kHOCT Teopuje eJIMITUYKUX KPUBHUX MOKa3yje W YUILEHHIIA JIa je TIpobJieM OJI-
pehuBama parea eunTHuke Kpuse npeamer dysere Bupu!” u Ceunepron-/laje-

15) Huse Xenpuk AGer (Niels Henrik Abel, 1802-1829), HopBeIiku mareMarundap
16) JTyuc Iloen Mopzen (Louis Joel Mordell, 1888-1972), aMepuuKo-6pUTAHCKH MATEMATHYAD
") Bpajam Ilon Bupu (Bryan John Birch, 1931), Gpurancku MaremMarmdap
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8) 0)

pose!® xunoresze'?. Oua je jenan o1 cedam munrenujymerus npobaema Kiaejosor?
nrcTaTyta’l)| 3a wnje pemerme je HCTHTYT MORY/MO HADALY O MEAIHOH JI0IADA.

Bupu u Ceunepron-/lajep cy 1965. rogune hopmyaucanm Xunore3y Koja yKby-
ayje Tako3Bany L-dyukiujy emunrudke kpuse F. To je dyuknuja L(E;s) kojy
MOZKEMO JIOJIEJIUTH eJTUNTHIKO] KpuBoj E u ona oarosapa Opojy peliema oJaroBa-
pajyhe jernaunne y? = 2% + ax + b 10 MoayIy p, TJie je p mpocT 6poj. Ta xumoresa
JIOBOJM Y Be3y noHamame gyukuuje L(E;s) ca paHroM eJIMITHYKe KpUBe.

Jloka3 oBe xurmore3e omMoryhmo Oum HaMm Jia OJApPEAMMO CJIODOJAHY Hoaryiy Z"
rpyne F(Q), ma caMum THM U paHT 7 eJUnTHYKe KpuBe F.

e Enquntuuke xpuBe u nocieama PepmaoBa TeopemMa

Juogarmose jednauune m npobaemu Koju ce mpoydasajy join ong crape I'puke,
MOYesIU Cy CBE BUIIE JIa Ce U3ydaBajy Yy JBaJIeCETOM BEKY y3 Kopuiitheme caBpemMe-
Hujer n MohHHjer anapaTa y Koje CIa/1ajy 1 eJJUNTHIKe KpuBe. Y JT0Ka3y HajIlo3Ha-
THjer TakBor mpobseMa —nocaedwe DPepmaose?? meopeme, Bajnc?® je xopucTno
TEOPU]Y €JIMITHIKUX KPUBHUX.

Pememe nociseamwe Gepmaose reopeme, MOKasyje jga €JIUITHIKE KPUBE HPEI-
CTaB/bajy jeJIHO O/ HAJKOPUCHUJUX MCTPaKuBaYKuX opyha y Teopuju OpojeBa, na
je I’UXO0BO MpoyYaBamke N3y3eTHO KOPUCHO U 3HAYAjHO.

e Esnmnntuuke KpuBe u kpurnrorpaduja

Nako ce mehemo mocebno GaBuTH y OBOM pajly, HAIOMEHUMO Ja KJbYYHY YJIOTY
y JaHAImo] kpunmozpaduju’l) nmajy Taxobe eumruuke xpuse. laxo cmamajy y
«IHUCTY» MaTeMaTUKY, eJUNTHIKe KPUBe Cy ce M0ojaBoM Kpunrorpaduje mokasase
Ka0 M3y3eTHO KOPUCHE U Y MPUMEHH.

Kpunrorpaduja je 1eo naire cBakoIHEBHUIE, MaIa 9€CTO TOra HUCMO HU CBECHH.
Kaga obasbamo ejieKTpoHCKe TpaHcakiuje ca bankoMm — miahamo, yiiahyjemo nin
O/IIZKEMO HOBAIT — MPpeKo KoMmIjyrepa (e-banking), mobuanor ypehaja (m-banking)
nim GaHKoMaTa, Te TpaHCAaKIMje Koje cajipyke Opoj Halmer padyHa, Opoj KapTuiie,
U CJUYHO, ce mMUudpyjy, 1 HA JIPYTOM Kpajy Aemudpyjy, moMohy ajJropurma Koju
KOPHCTH elunTudke Kpuse. Buiie o kpunrorpaduju sugeru y [17], [14] u [15].

18)
19)

ITurep Ceuneproun-ajep (Peter Swinnerton-Dyer, 1927), enrnecku maremarudap
Peu zunomesa motude oj rpuke peun UmoUECLS MITO y TPEBOAY 3HAYH N00A02G, NPEMNO-
cMasKa. Y MaTeMaTUIKO] TEPMUHOJIOIHjU MMa 3HAYEHHE MCKA3a 3a KOjU MPETIIOCTABIHAMO 1A je
WCTUHUT, aJI KOj¥ jOIT YBEK HUje HU JOKA3aH HU OMOBPTHYT, OJTHOCHO MCKA3a, KOjU Ce KOPUCTH Y
HEKOM pacyljuBamy min JOKA3UBAIGY & KOjU C&, TOM TPUJIUKOM, HE JTOKA3Yje.

20) JTarmon Tomac Kiej (Landon Thomas Clay, 1926-2017), amepuuxu 6Gu3HICMEH
1) Clay Mathematics Institute of Cambridge, Massachusetts — CMI)
)ljep ®epma (Pierre de Fermat, 1601-1665), dpaniyckn MareMarinyap u IpaBHAK
3)Enupy Ion Bajic (Andrew John Wiles, 1953), Gpurancku maremarudap
24) Kpunmoepaduja nin wudposarse je HayKa Koja ce GaBi METOIAMA O9yBaFha TajHOCTH HHPOP-
Marmja. OHa mpoHaA/Ia3u MeTo/e 3a dyBame nHopMmanuja y ouoj dpopmu koja he Outu 4uT/HbuBa
caMo OHHMa KOjuMa je mHpopMaIrja HaMemeHa T0K he 3a ocraje 6UTH HeymoTped/huBa.

[



IIpojekTBHU npocTopu

Heke unmeHnurie y Be3u ca eTUNTUIKAM KpUBaMa «IPUPOJHUje» hie HAM JeI0BATH
KPO3 3HaWma O MPOjeKTUBHUM MPOCTOPHMA. 300T TOra, Y OBOM TOIVIABIBY, MOJCe-
tuheMo ce, YKpaTKo, MpojeKTUBHOT mpoctopa. [lonoBuheMo BekTOpcke u adume
TPOCTOpE, aJll CaMO y OHOj MepH KOja HaM je HeomXoJ/Ha 3a M3Jjarame O MPOjeK-
THBHEM IPOCTOPHMA. 33 BHIIE JeTa/ba O HUMa mortegarn y [23], [24], [25] u [7].

1.1 BekTopcKu mpocropu

Og mpBEX MMoYeTaka aHTHYKe reomerpuje, Eykiunosux Eaemenama D, mpeko Hy-
THOBe?) MeXaHHKe, HCTPazKHBaba HeeyKIHICKHX TeOMeTpHja, na 10 AjHmrrajaose®
TeopHje peJaTUBHOCTH, TeOMeTpHja je HajBelie moacTHIAje TMATIa Y HACTOjArbUMa,
JOBEKa Jla OIHIIe CBeT Y KOMe KUBH. | eoMeTpuja Koja ce yuu y OCHOBHO] M CPeJI-
1b0j IITKOJIM 3aCHOBaHAa je Ha MPeTIOCTAaBIM Jia je MPOCTOP V KOMe YKHBUMO J100PO
AIPOKCUMUPAH EYKAUICKUM NPOCTNOPoM, WU MPENU3HIje MPEeTHOCTaB/haMo Ja je

D Enemenmu (XTouxela) cy najuyBenuju u HajyruuajHuju yubeHUK reoMerpuje IpYKor Ma-
remarnaapa Eykmmma. OH je THM yIIOEHUKOM TIOCTABUO TEMeJhe TeOMETPHUjU KOja Ce TIO HeMy U
Ha3uBa eykaudcka zeomempuja. Eaemenmu cucTeMaTCKu N3JaKy IPpUYKa reOMeTpHjCKa 3HAMA TOT
BPEMEHa aKCHOMATCKOM METOIOM, U IPEACTAB/bajy IPBY AKCHOMATHU3ANN]Y MaTeMaTuke. 300r TO-
ra ce eyKJIuICKa FeOMEeTPHja 9eCTO KOPHUCTHU KAO CPEICTBO 33 yUerhe aKCHOMATCKOr MeTona. Fae-
MEHMU CAIPIKE TPUHACCT KIbUTA O/ KOJUX MPBUX IMECT 00YyXBATA]Y NAGHUMEMPUJY, HAPETHUX
YETUPH 2e0MEMPUJCKY Mmeopujy bpojesa, a Tocaeaie Tpu cmepeomempujy. OHN TPEICTABIbAjY
M3BaHpeIaH oOpasal] M3rpajme TeoMeTpuje JIe/lyKTUBHOM MeTonoM. EmemenTtapHa reomerpwuja,
KOja ce mM3ydvaBa y MIKOJaMa MHOTHX 3eMaJjba CBETa, Ce y MaJIO YeMy Pa3JuKyje OJf reoMeTpuje
n3noxene y FEaemenmuma. Hakon Bubauje, Eaemenmu cy KibUra Koja je MOXKHUBEa HAjBUIIE
u3gama — 1700 uzgamwa g0 1900. roauue. 3aro je Ha3uBajy U «reoMeTpujckoM Bubsimjom» .

DUcax Boyru (Isaac Newton, 1643-1727), enruecku maremaruyap, Gusnuap, TeOPUjCKM Me-
XaHUYap W aCTPOHOM, jefjaH o Hajehnx HaydHWKA y UCTOPHUjN

3) Anbepr Ajumrraju (Albert Einstein, 1879-1955), reopujcku dbusmaap poben y Hemaukoj y
jeBPEjCKOj TIOPOIUITH, jeIaH O TBOpalia caBpeMene (pusnke



2 [IpojekTuBHN TpOCTOPHU

IIPOCTOP y KOME KHBHMO OIMCAH GKCUOMAMG KOje je momyamo Xmibepr®, xpa-
jem 19. m mouerkom 20. Beka npuiarohasajyhu Fykaudosy axcuomamury aaTy y
Eaemenmuma caBpeMeHOM MaTeMaTHIKOM je3UKY.

BuiieBekoBHa mpuMeHa reoMeTpuje, a HaApOYUTO HoTpeda ja ce objacHe I10j-
MOBH CHJIE U KpeTama y (DU3HIM U MEXaHHIH, IOBeJH Cy 10 I0jaBe BeKTopa®.
YoumrapameM U alCTPaXoBambeM BEKTOpa U Ollepalldja ca IbUMa, JI0JA3UMO 0
BEKTOPCKOI' UJIU JIMHEAPHOT IIPOCTOPA — OCHOBHOT' O0jeKTa y JIMHEAPHO] aareOpu.

o J/Tedpunumnmja BEKTOPCKI MPOCTOPA

Hedbunannuja 1.1. Bexmopcxu WIN AumneapHy npocmop HaI AaTUM nojbem K
je ypehena werBopka (V, K, +,-) ckyna V, noma K, jeame 6unapue oneparuje

(u,v) »u+v VxV->V,

KOJOM ce CBaKOM Tapy eJeMeHaTa u W v U3 V NPUAPYKYje HEKN eJTeMeHT U + v
u3 V, u jeane crnosbHe K-omeparuje

(,v) = a-v KxV -V,

KOjoM ce cBakoM ejieMenTy o u3 K u cBakoMm ejieMeHTy v U3 V IPUJAPYKYje HEKH
eeMeHT - v U3 VYV, TaKBa Ja 3a CBaKo u, v U w u3 V u cBako a u [ u3 K Baxke
caesiehu yCJIOBH WU GKCUOME SEKMOPCKO2 NPOCMOPA:

Bl. (V,+) je AGesosa rpymna, To jecr:
1°ut (v+w) = (u+v)+w,
2° nocroju egement 0 u3 V rtakas 1a je v+ 0 = v,
3° 3a cBako v u3 V IOCTOjU jeJIMHCTBEHU eJeMEeHT —U TaKaB Ja je
v+ (—v) =0,
4° u+v=v+u,
B2. a-(f-v)=(a-f)-v (xBA3uACOIHjATHBHOCT),
B3. (a+p) - v=a-v+ - -v (KBa3uaucTpuOYTUBHOCT),
Bd. a- (u+v)=a-u+a-v (KBa3UIUCTPUOYTHUBHOCT),
B5. 1-v=v (HeTPHBHjaJHOCT),
npu demy je 1 = lg jenwanna, a o +  u o - § cy cyma u ITPOM3BOJL eJIeMeHaTa

au [y youenom nospy K.

6)

EnemenTe ckyma V 30BeMoO sexmopuma, a eneMenTe u3 noba K cxasapuma® y ToM

Y Masux Xunbepr (David Hilbert, 1862-1943), nemauku maTemaTmdap

5)Peu eexmop noruue o jgaruncke peun veho, vehere mro y mpeBomy 3HaYu 6yhu, 603umu,
mezaumu, OJHOCHO vector TITO Yy MPEBOLY 3HAYN NPEHOCUAGY, KO HEWMO HOCU [Ha cebu).

6)Pey cranap moTwde O TATHHCKAX peun scala lestve ITO y MIPeBOLY 3HAYH 06jexamn Koju uma
ceoje mecmo Ha ckaau [6pojesal.
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BEKTOPCKOM 1pocropy. Kazxemo u j1a je cam ckyn V jead BEKTOPCKHU IIPOCTOD HA/T
nosbeM K, wian camo K-BeKTOpCcKU mpocTOp y OJHOCY Ha YOUEHE Olepaliyje.

Bekropcku mpoctop je peasaH, OTHOCHO kKomnaekcan, ako je K = R, ogHocHO
K=C.

Axko je jacuHo o koM nosby K je ped, n ako HeMa oTpede HCTHIATH BeroBe Olepa-
muje + u -, yoyayhe ymecro sekropeku mpoctop (V, K, 4+, ) pehun iemo BekTopcku
npoctop V WU camMo MpocTop V.

e KoopanaaTHI BEKTOPCKU MPOCTOP

Hedbunumuja 1.2. 3a craxo noke K u 6m10 Koju mpupogan 0poj n, CKyI
K" = {(z1,...,2,) | z, € K}

cux ypehenux n-topku (z1,...,2,), ca r-opuMa u3 K jecre u jejaH BEKTOPCKH
nupocrop Haj K. HazuBamo ra x0opdunammum 6EKmMopekum npocmopom JAMeH-
3nje n HaJ youdeHUM moJbem K.

Axko je K mope R peannux 6pojeBa, KOOpANHATHA BEKTOPCKH TpocTop R™ HazsHBaMO
CMAHOAPOHUM BEKMOPCKUM NPOCMOPOM HAT TTO/beM R.

1.2 AdwusuU mpocropu

Y npocropy Tavaka, rje je Tadka jeJaH OJ OCHOBHHUX IOjMOBa, MOXKEMO YBECTH
HOBU oOjekaT — BeKTOp. Tako mpocTopy Tadaka HPHJIPYKYjeMO je/laH BEKTOPCKU
npoctop Haj no/beM K y kome Hema Tadaka Beh je ocHoBuu objekar BekTop. /[la
OMCMO, ¥ TOM MPOCTOPY, YBEJIH TadKe Kao HOBe 00jeKTe, TO jecT moMohy BeKTOp-
CKOT' IPOCTOPA YBEJIU HPOCTOP TavyaKa MOPAMO MOCMATPATH HOBY BPCTY IPOCTOPA
— adume”) mpocTope — v KoMe ¢y OCHOBHHI 0GjeKTH Tadka I BeKTOp. THMe yemocTa-
B/baMoO jeHy (pyHmaMeHTaany Be3y usmehy aBe ocHoBHe 00J1aCTH MaTeMaTHKE —
reomerpuje u aarebpe. Ta Besa nam omoryhasa ga MHOre BakHe 0cOOMHE BEKTOP-
CKUX MPOCTOPA IIPeHeceMo Ha MPOCTOP TaYaKa U TAKO HeKe reoMeTpHjcKe mpodiieMe
MOTIIYHU]e pa3yMeMO W 3HATHO jeITHOCTABHUjE JOKAZKEMO.

o /ledbununuja acdpuror mpocropa

Hedbuanmnuja 1.3. Agpunu npocmop nan narum nobeM K je ypehena Tpojka
(A, V,+) ckyma A — quje eeMeHTe 30BEMO MA4KaMAE, BEKTOPCKOT V HAJT T0JbeM
K u jemnor mpecinKaBama

(Av)—»A+v  AxV—o A

Peu aguna noruae ox Ojirepa, Koju y cBojoj Kwusu Introductio in analysin infinitorum w3

1748. roauHe KOPUCTH JATUHCKY ped affinis, MTO y NPEBOLY 3HAYU CPOOHO, OTHOCHO NOBE3AHO.
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kojuM ce ceakom mapy (A, v) ememenara A w3 A u v u3 V npuapyxkyje Hekn
erement A + v u3 A, koje 3an0BosbaBa caenehe ycaose win akcuome agunoz
npoCcmopa;:

Al. A+ 0= A 3a cBaky Tauky A u3 A,
A2. (A+v)+u=A+ (v+u) 3a cBaky tauky A u3 A u cBako v u u u3 V,

A3. 3a cpaku map tauaka A u B u3 A mocToju TaYHO jedaH BEKTOp v U3 V,
TakaB Ja je B = A+ v.

Opa meduHUIITja WIYCTPOBAHA je caeaenuM mpTesKoM.

A+ E
A+v+u

:f U+U/ A A+U

Adunn npocrop (A, V, +) ce cacroju u3z mauvaka A, B, ..., éekmopa v, u, ... u cka-
AGpa o, B, ..., 1 KaJa TOBOPHUMO O BbUMa MHCJIUMO Ha Tadke U3 cKyna A, 0IHOCHO
Ha BEKTOpe M CKaJjape U3 BEKTOPCKOT mpocTopa V.

YKOJIUKO TO He JI0BOIH 10 3a0yHe, adunu mpoctop (A, V, +) hemo oznagasarn
UCTUM CUMOOJIOM Ka0 M HEroB CKYIl Tadaka, 1o ject ca A.

Jenuncrsern BekTop v U3 akcuoMe A3 o3nadaBamo ca B — A nin /@, ma je
B:A+v<:>v:B—A<:>U:ﬁ.

Y3 1o, ako je u C' = B + u, npema akcuomu A2, tana je u C' = A+ (v + u), anme
ce u came akcuome Al, A2 u A3 coue na:

(1) 3a npomssosbhe Tpu Tatuke A, B u C u3 E Baxn 1@4—37 — AC (akcuoma
TpOyIJIa),
(2) 3a cBaky Tauky A u3 E u cBaku BekTop v u3 V MOCTOjU W TAYHO jeHA

tauka B u3 E 3a kojy je v = AB (akcHOMa HaJIOBE3UBAIHA).
e /lupexkTpuca u aumens3uja adpuHOT IPOCTOPA

Hedunnnuja 1.4. 3a BeKTOpcKH HpocTop V KaxkeMo J1a je HPHIPYKeH adu-
uoM mpoctopy (A, V, +). Hasusamo ra u dupexmpucom Wi npocmopom mpamc-
Aavujae adpunor npocropa A.
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Hedunumnuja 1.5. /[umensuja adpunor npocropa A je nuMeH3uja HeEroBe JIu-
pexTpuce V, to ject dim A = dim V.

Adwune mpocTope mUMeH3Hje jeJaH 30BeMO U aPUuHUM MPasaMa, a OHE TAMEH3Hje
JIBa, aurum pasruma. AKo je adpuHE HPOCTOP JAMMEH3HUje HyJld, heroBa JIHPeK-
TpHUCA CAJAPZKHU CAMO HYJIA BEKTOP, Ma Taja U caM a(puHU MPOCTOP CAJIPAKHU CaAMO
jeTHy TadKy.

YKOJIMKO KeJUMO J1a NCTaKHEMO JuMen3ujy adpuHor mpocropa, nucahemo A",
WIH, aKo je norpebno, (A", V", +).

[lornpocrop mumensuje n — 1 uian komuMmensuje 1 HazuBaMo zuneppasan®
apuHOM IPOCTOPY JAUMEH3HjE N.

y

Adunn mpocTop je peanaH, OTHOCHO KOMNAEKCAH, KO je oaropapajyhin BekTop-
CKHU TIPOCTOP peasiaH, OJHOCHO KOMIIJIEKCAH.
e AduHnzamnmja BEKTOPCKOT IIpocTOpa

Ako y adunom npocropy (A, V,+) crabumo ga je A = V, Tako nobujeHn mpo-
crop (V,V,+) je takohe jeman adbunu mpoctop, u y BmeMy ce Tauke W BEKTOPH
moayaapajy — ako je A 6uno Koja Tauka u3 A, oHa je U BeKTOp v V.

Hedbununuja 1.6. Adbuunu npocrop (V,V,+) mazusamo cmandapdrom adu-
HUBAUUJOM UIH CAMO aUHUSALUJOM YOUEHOT BEKTOPCKOT TpocTopa V u o3Ha-
qaBaMo Ta Ca

Va=V=A=(V,V,+4).

[Tocebno, ako je aupektpuca V ckyn K" cBHX n-TOPKH ca KOMIIOHEHTaMa, U3 I10-
n

mpa K, Tana cy tauke u BekTopu Tor acdunor npocropa K7; ypehene n-topke ca

kommonentama u3 K. Oznauasahemo ra u ca A™(K)'0):

A"K)={(z1,...,2,) |z, €K, i=1,...,n} =K". (1.1)
Ba nac cy og nocebnor unrepeca adgpunn npocropu A'(K) qumensuje jenan
A'K)={z |z €K} =K' =K - aguna npasa,
onnocuo adgunu npocropu A?(K) mumensuje apa

A*K)={(z,y) |z,y e K} =K* =K x K - aguna pasan.

8)Ipedukc Tunep- MOTHYE O IPUKE PEUl VTEp IITO y TIPEBOLY 3HaUn usHad, Had, npexo. Kao

NIPBHU JIe0 CJIOYKEHHUIe yIoTpebbaba ce /1a O3HAYH Hewmo euwe, jave, y eehoj mepu, nosehano.
VY MaTeMaTH9KO] TepMUHOIOTH)H, HA3HB XUIEePPaBaH MOTHYE Of, BUIIEIIMEeH3HOHATHE AHATOTH-
je?) IBoIIMEeH3HOHAIHE PABHE Y TPOJMMEH3HOHATHOM IIPOCTODY.

NPeu ananozan nOTHUE O I'PUKE PEUM QUANOYOS IITO y HPEBOLY 3HAUM CAUYAH, N00OAH,
cazaacam, 00z06apajyiiu, cpodan, UCTROEPCMAN; KOJU 00206aPA HEKOM 3AKOHY, NPAGUAY, MUNY UAU
obpacyy.

10)kopuctuhemo 0By 03naKy yoGudajery y anrebapckoj reoMeTpuju
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Axko je K = R peanny acduny npasy A'(R) = R' = R nasusamo peaana npaca, a
peanny aduny pasan A%(R) = R? =R x R peaana pasan.

8a K = C kommnekcny acduny npasy Al(C) = C' = C nazuamo xomnaexcra
npaea, a kommiekcHy aduny papan A%(C) = C? = C x C xomnaekcra pasan.

Peanny pasan R? y k0joj mpeacTaB/baMo KOMILIEKCHe G6pojese 3pahemo u Iay-
cosa pasar U o3HadaBahemo je, Takobhe, ca C.

e Koopamuaare

Jla 6ucmo y adpmHOM TPOCTOPY ONEPATUBHO 3ANUCHBAIN TeOMeTPHjcKe 00jexTe,
VBOJIMMO KOODIMHATE M300POM KOOPIHUHATHOI cHcTeMa. 1mme, Takohe, ycmocra-
BJHAMO Be3y reoMeTpuje u aarebpe.

Hedbununnuja 1.7. Vpeheny n-topry (z1,...,x,) u3 jennakoctu (1.1) Hazu-
BaMO aurum K0OPOUHAMAMA WIX CAMO KOOPOUHGMAMG KAKO TAadKe, TAKO M
BEKTOPa, TOI' apUHOI MPOCTOPA.

[lopen acdunux, Tauke apHHOr TPOCTOPA MOI'Y UMATH U XOMOTeHe auHe W Ka-
JKeMo caMo xoMorere'!) koopammare.

Hedbunnnnuja 1.8. Heka cy (x1,...,2,) KoopauHaTe Tadke u3 adguHOr mpo-
cropa. Kaxemo na cy Xq,..., X, X1 meHe xomozene koopdurame aKo BazxKu
Xl Xn
b% :xl,...,X :.ﬁEn,Xn+17éO.
n+1 n+1

Axko xoMoresne KoopJuHATe MOMHOXKAMO jeJTHUM MCTUM OpojeM A\ # 0 oHe mpejicTa-
B/bajy UCTY TAUKYy, TO jecT (n + 1)-Topke

(Xl,...7Xn+1> u ()\X17~--7)\Xn+1>;)\7£0
Cy KoopauHaTe HUCT€ Tadke, IIa XOMOI'¢He KOOpJHHaTe TadaKa a(bI/IHOF IIpoOCTOpPa

HUCY jeIMHCTBeHe. 300T Tora, XOMOTreHe KOOPAMHATE O3HAYABAMO Ca JIBOTAUYKOM
YMECTO ca 3aIlleTOM, TO jecT MHUIEMO

(Xl Do Xn+1).

Cama Ta O3HaKa HaM CyTepHIIe 1a je KOJ XOMOTeHHX KOOpJIHMHATAa OUTaH OIHOC
opojeBa Xi,...,X,11, a He BPEJHOCT CBAKOI OJ IbUX nHojeannavyHo. Kaxkemo u
Jla Cy XOMOTeHe KoopjuHaTe jiehuHucaHe JI0 Ha MHOZXKEIhe KOHCTAHTOM, OJIHOCHO
onpehene 10 HAa XOMOTEHOCT.

¢ BeckoHauyHO JajieKa TavykKa W IPOjeKTUBU3AIIMAjA

VBoheme XOMOreHnx KOOpAMHATa OoMoryhapa Ham 7a a(UHOM IPOCTOPY ITOAAMO
OECKOHAYHO JTaJIeKe TadKe,

W Peu womozer moTHde O rpUKe peUH GpuoYEVNS MTO y MPEBOLY 3HAUM jedrnopodrocm, onaj

KOjU UMG UCTA CBOJCMBA Y C8AKOM Jesy U YBex.
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Hedbunnunuja 1.9. Beckonauno dasexa mauka je objekar Koju mepMHATIIEMO
y XoMoreHuM Koopamuarama (Xi : -+ : X, : X,,11) yciaoBom

Xns1 =0,
a Meljy mpeocrasuM KoopauHaTaMa je 6ap jeiHa pasJuduTa O HyJIe.
Axko je, Ha mpumep, Tauka A GecKoOHAYHO gaseka, nucahemo
A =(X7:--: X, :0).

[IpegHOCT XOMOTEHUX KOOPJHMHATA je JIa OHEe <«JIEMO» MPEeJICTaB/bhajy OeCKOHAYHO
JlajieKe Tadke.

Hedunanmuja 1.10. Jogapame O6CKOHAYHO JTAJEKHX Ta9aka aPUHOM IIPOCTO-
Py Ha3MBAMO NPOJeKMUBA3aUUJoM AMDUHOT ITPOCTOPA.

[IpojekTuBU3aIujomM 1006MjaMO MOTIYHU]Y CJAUKY O 00jeKTUMA Y apUHOM TPOCTOPY.
3060r Tora 6ECKOHAYHO JIAJIEKe TaUKe ¥ H3BECHOM CMHUC/TY H3/IBAjaMO OJ1 TPEeOCTATNX
Tavaka adpuHOT TPOCTOpA.

Beckonauno naseke tauke bopMupajy xumeppaBaH KOjy Ha3UBaAMO 0eCKOHAYHO
danera runeppasan. Y ahuHO] PaBHU XUIEPPABAH je 0eCKOHAUHO daNeKa NPABa.

1.3 IIpojeKTuBHU HmpocCTOPU

[TocToju npocTop y KOMe HM Ha KOjU Ha4YMH HE U3J1BajaMO DECKOHAYHO JIaJIeKe Tad-
Ke, TO jecT y KOMe Cy Tadke U OECKOHAYHO /lajleKe TadKe paBHONpaBHe. HaszmBamo
ra MpojeKTHBHI mpocTop. [eoMeTpuja TOr mMpocTopa — mpojekTuBHA'?) reomerpuja
— je Kkpaspuna cBuX reomerpuja. OHa je CHHOHUM 3a MOJIepHY TeoMeTpujy 19. Beka.

Y 1Mo4YerKy, IpPOjeKTHBHOM IeOMETPHUjOM €y ce OABHJIM CJAUKAPH, UHIKEIHEPH,
aApXWTeKTe W TeK M0 HeKH MaTeMaTwdap. [JIaBHU passor 3a TO OWIH Cy YIpaBo
npobJieMu ca IPTabeM Ha KOje Cy OHU CBAKOJIHEBHO HAWJIA3WJ/HU, II0CEOHO 1IPod/IeM
MPTarkba WIy3nje TPOCTOpHe AyOnHe, OHAKO KAKO TO MU PeAJHO BUANMO. 300T Tora,
HBUXOBU PaJ0BU CYy 6I/IJ'II/I JA0CTa HEMPEIMU3HU W HENMOTIIYHH, aJIi Cy YCII€JIn MHOI'O
Tora na orkpujy. Hajsnauajuuju meljy muma 6uo je lesapr'™.

OcHuBay MojepHe IpojeKTHBHe TeoMerpuje 6uo je [lomcere'® | koju je mpey-
3e0 mieje cBOr yuuTesba MoHZXKa W pas3paano WX Ha BUIIEM AlCTPAKTHOM HUBOY.

OH je, 3a BpeMme 3apob/beHHMTBA y Pycuju 1813, anagutudkn gokazao™) jeamy

12) Pey NPOJeKMUBAH TIOTHYE O HOBOJIATUHCKE PEUU Projectivus MITO y TPEBOLY 3HAUN U30AYEH,

Koju 6aya, 60YaAUKU.

13)7Kepap esapr (Girard Desargues, 1591-1661), dpaniuycku MareMarudap U UHZKEHep

1)%Kan Buxrop Ioncese (Jean Victor Poncelet, 1788-1867), dpanuyckn maremarnvap u
UHIKEHEP

15)10 jecT JOKA3a0 je METOIOM KOOpIMHATa KOje TOApa3syMeBa Ja F€OMETPHjCKIM OGjeKTHMa,
IpUIPYKyjeMo ypeherne n-Topke 6pojeBa
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O/ HajJIeIIINX, HAJBAYKHAJUX 1 Hajyb/enx Teopemal®) kmacwdne reomerpumje umjn

nokaz'”) mpencraBpa cHHTETHYKE'S) HAUNH yBOLjema CTPYKTYpe Ipylie Ha eJuil-
TUYKO] KPUBO].

e XoMOreHe KOOpPAUHATE

C 003upom Ha TO Jia Cy CBE TA4Ke MPOJEKTHUBHOI IIPOCTOPA PABHOIPABHE, XOMO-
reHe KoopjuHaTe MOxKemo jedpuHucatu Haj omao xkojuM mnosbeMm K, mpu Tom He
KopucTehu mojam adpuHOT MPOCTOPA.

Hedunnnnuja 1.11. [dse (n+1)-topke (Xi,..., X)) m (X],..., X)) ckyna
KnJrl \ {<Oa s 70)} Cyy Peﬂaul/ljl/l ~ aKO je

( {""7 7/1—1-1) = )‘(Xlw--vXn-i—l)v
mro je ekBuBajgenTHO ca X; = AX;3ai=1,...,n+1u X #0.

Ha ocuosy [7, ctpana 11], Baxu

Jlema 1.1. Penannja ~ nedunncana na ckymy K"\ {(0,...,0)} je peranuja

eKBHUBaJICHITH]€. O
Veegena ekpuBagennmja pacrasmba ckyn K\ {(0,...,0)} na krace ekpuBasien-
nmje. Knacy exsupanenmmje {(Xi,..., Xo) | (X1, ., X)) ~ (X, .., X0 )}
y OJIHOCY Ha Ty pesanujy o3madaBamo ca (Xi :---: X,41). Ckyn

{Xi: X)) | X €K i=1,...,n}
CBHX KJaca eKBHBaJeHIuje, To jecT Koauduuuku ckyn ckyma K"\ {(0,...,0)}

osnauapahemo ca P"(K)'). Takae,

(KN, 0}) /o = {(Xy o X)) [ Xs €K i =1, /o
={(X1: X)) | X €K i= 1.}
= P"(K).

e J/ledpunnumnuja npojeKTUBHOT IPOCTOpA

IIpojekTUBHU TIPOCTOPU Cy CJAOYKEHH MATEeMaTHIKU O0jeKTH, jep ce OHU j100uja-
jy kao kojuaHUYKU npocropu. [lopesx npojekTurHe TeoMeTpuje, mpoyvdaBajy ux u

16) [Tonceaeosa meopema, [12, crpana 23]: Heka cy C u D nBe pasre kKouuke. IIpernocraBumo na

mocroju mosiuron yrucad y C u onucan oko D. Taga nma 6€CKOHATHO MHOIO TAKBUX MOJUTOHA U
CBU OHU UMajy uctu 6poj crpanuna. CBaka Tadka koHUKe C MOXKe OUTH Teme TaKBOT MOJUTOHA.

17)Taj HOBH JOKa3, 4UCTO reoMerpujcku, objesiwen je y Traité des propriétés projectives des
figures, 1822. rogune.

18)10 jecr 6e3 kopunthema MeToIa aarebpe n aHaIu3e, 3aCHNBajyhn ce camMo Ha TeOMETPHjCKIM
objekTuma

19)kopuctuhemo 0By o3naxy yoGudajery y anrebapckoj reoMeTpHju
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JjadepeHIirjasna reoMmerpuja, aaredbapcka reomerpuja, TOMOJOruja u Apyre JUCIi-
winae. /lecbunuiremo nx Kao mpocrope Tadaka Koje cy y OujekIuju ca XOMOTeHUM
KoopmHaTaMma. [Ipemusnuje,

Hedbununmuja 1.12. [Ipojexmusru npocmop AUMEH3Hje N HAL HobeM K je
ypebenu map (P",B) ckyna P™ — duje ejeMeHTe 30BEMO MAYKAMAG U je/THe
oujeximje

A= PBA) = (X1 Xoa1) P — P"(K)
KOJOM ce cBakoM eslemeHTy A 3 P npuapy:xkyje Hekn eaement (X : -+ : X,11)
u3 P"(K).
Y rom cayuajy, (Xp @+ X,11) HA3UBAMO TomoOzeHe WM NPOJEKMUEHE KOOD/IU-

Hare Tauke A n3 P". Younmmo [a y MPOjeKTUBHOM IPOCTOPY AUMEH3H]E 1 UMaMO
n + 1 koopamHATY.

[TorTo ce bujekiuja P nojapazymeBa, y O3HAIM 3a MPOjEeKTUBHE MPocTOp hemo
je najuenthe mzocraBbaru, To ject ymecro (P, P) nucahemo camo P.

[IpojexTusHe npocTope P! nuMeH3Hje jenal 30BeMO NpojekmuUEHUM Npa6aMa,
a IPOjeKTHBHe IpocTope P? nuMeHsHje 1Ba NpojesmueHum pasHUMA.

o Kommiekcudukanuja

[IpojekTuBHU HPOCTOP je& peanan, OJTHOCHO kKommniexcan, ako je K = R, ogHocHO
K = C, 1o ject ako cy koopaunare (X; : -+ : X, 1) peajiHe, OMHOCHO KOMILIEKCHE.

36or anrebapcke HE3ATBOPEHOCTH To/ba R, jaB/bajy ce mHOrH mpobsevu. Pe-
MMaBaMO UX KOMILIEKCU(DUKAIITJOM.

Hedbununmuja 1.13. Cwmenrrame peaJHOr TPOJEKTUBHOT TPOCTOPA Y OJr0Bapa-
jyhu KOMILIEKCHH TIPOjeKTHBHU MPOCTOP HA3UBAMO KOMNAEKCUPDUKGUUJOM.

[IpojekTuBu3anmja 1 KoMILIeKCH(PUKAIMja HaM OMOryhaBajy MOTIYHO CXBaTarhe
IPOjeKTUBHHUX ODjeKaTa.

e IIpojekTuBHE TPOCTOP XOMOTEHUX KOOPAMHATA

Axo y mpojektuBaom mpoctopy (P",P) crasumo ma je P* = P*(K) u P = Id,
tako nobujenn npocrop (P"(K), Id) je Takohe jenan nmpojeKTHBHE TPOCTOD.

Hedununuja 1.14. Tpojekrusan npocrop (P (K), Id) nazusamo npojexmus-
HU NPOCMOP Tomozenux koopdunama u o3nadasamo ra ca P (K).

Ba nac cy oj mocebHor unrepeca npojektusnu npocropu P(K) qumensuje jenan
PHK)={(X:Y)|X,Y €K} - npojexmusna npaea,
onrocHo npojekTusEu npoctopu P?(K) mumensuje aBa

PPK)={(X:Y:2)|X,Y,ZeK} - npojexmusna pasan.
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Axko je K = R upojextusny upasy P'(R) nazusamo peaana npojexmuena npasa,
a npojextusny pasan P?(R) peaana npojexkmusna pacan. 3a K = C npojextusny
upasy P!(C) masupaMo komniekcra npojexmuena npaea, a NPOjeKTUBHY paBaH
P?(C) komnaexcra npojekmusHa pasan.

[Ipojexturna npasa P'(K) ce cacroju on adune npase A'(K) kojy moxemo
UICHTH(PUKOBATH €A HOJACKYIIOM

X
{(X:Y)|Y #0} = <?;1) X e Ky c PY(K)
u jorr jeqane GeckonaqHo geseke tauke X (1 :0), To ject
PHK) = AY(K) U29{X_}. (1.2)
Couano je
PA(K) = A2(K) Up, (13)

DU 9eMY je Do, OECKOHATHO JaJIeKa MpaBa.

1 yormre, 3a cBaku npojektusan mpoctop P"(K) Baxku
P"(K) = A"(K) UP" (K).

36or jeanakocru (1.2) KazkeMo ja NPOjeKTUBHA MpaBa JIOKAJTHO H3Lyena Kao adu-
Ha npasa. Canano, 360r jegraxkoctn (1.3) KazKeMo 1a IPOjeKTHBHA PaBaH JOKATHO
usrieaa Kao adpuHa paBaH. 300T OBe IOBE3aHOCTH u3Mely HmpojeKTuBHE U acune
npaBe, OJHOCHO IIPOjeKTHBHE 1 aduHe paBHH, ¢Ba TBphema Koja Baxke y MPOjeK-
TUBHOM, Bazke U Y apUHOM CJIydajy.

. . =2
e IIpojexTuBHN MpocTOp U Bu3lyenusanuja. Pasau S? u R

Buzyesmmzanuja, Kao HaYUH JIa ce allCTPAKTHH IMOJMOBU NPHUOJIUZKE JBYJICKOM yMY,
OJIYBeK je OmIa moBe3aHa ca reoMeTpujoM. Hamr Bu3yeaHn cBeT, HaKO MHOTH JbYIN
TOra HUCY CBECHU, UMa IeOMETPHjy OJUKY HPOJEKTUBHOM HErO €yKJUICKOM IPO-
cropy?!). 36or Tora cy MaTeMaTHuapH MOYeNH CBE BHIIE 2 BEPYjy y GECKOHATHO
JIajieKe TadKe, J0KUB/haBajyiu OCHOBHE KOHIICNITE TeOMeTpHUje Kao IIPOjeKTHBHE.

C npyre crpane, IpOjeKTHBHH IIPOCTOP HHUje JaKo Bu3yean3osaTu. Hapemhemo
JIBe BU3yaJU3anuje peanne npojekrusre pasan P?(R).

Heka je A%(R) = R? peanan adpuin TpojauMeH3HoHATHE TPOCTOp. ITocmaTpajmo
CKYTI CBUX MPAaBUX KoOje Mposalze Kpo3 koopanHaTau novetak (. Taj ckym nHaszuBa-
MO cHon ca nearpom O, n o3HavdaBamo ra uctum caosom (. CBaka mpaBa CHOIA
jeTHO3HATHO je ojpeheHa 3ajaBarbeM Heke cBoje Tauke M Koja je pasjamdmra o]
tauke O. Heka cy (X,Y, Z) koopaunare Tauke M.

20) OBowm yrmacTom o3aaxoM Kpahe osnagasamo ducjynxmny ynugy, o ject yamujy A (K)U{ X}
re je AYK)N{X} =0

2 Unycrpyjmo To Ha, ciegehier mpuMepy: CTOjUMO Ha TPY3H M MOCMATPAMO ITHHE, y3 MPETIO-
cTaBKy Ja je npyra npasa. [lluxe cy napasesnne, ajau HaMa U3IJea Kao /1a Ce ’UXOBO PACTOjarbe
[IOCTENEHO CMakbyje, TAKO Ja Ce OHE 3aBPIINaBajy jeHOj [BeCKOHAYHO JAJIeKO]] TauKHu.
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(AX, \Y, \Z)

M(X,Y, Z)

Tana Tauka (AX, \Y, A7) 3a cBako A\ # 0 oxpebyje Ty mcry npasy OM??). Ilpasy,
pasMaTpany Kao eJleMeHT CHOMA, Ha3uBaMo mauka, a Tpojky (X : Y : Z) menum
romozenum koopduramama. CKyIl CBUX Tadaka, TO jecT upasux y cuory O, 3aJ0-
BosbaBa ycsose nedununuje (1.12) nmpojekrusnor npocropa 3an =2 u K = R. Ha
Taj HauMH JOOUJIA CMO jeJan Mojiea peaine npojekrusae pasau P?(R). Hazusamo
ra cron modes npojexmueHe paéru W o3HauaBaMo Ta ca S2. CBH eJeMeHTH OBe
IPpOjeKTHBHE PaBHU, TO JeCT IpaBe CHOMA Cy TeOMEeTPHUJCKU PABHOIPABHU.

Haxnie, peanny nmpojekTupHy pasai P?(R) M0KeMO CXBATHTH KAO CKYI TPABAX
y mpoctopy R3 koje canp:xe koopaunaTau nodetak O, To jecT Kao CHOI MPaBUX Y
npocropy R? ca mentpom y Taukn O. [Ipema Tome,

PPR)={(X:Y:2)|X,Y,ZeR} =8

Peasny npojextusiy pasan P?(R) MoKeMO BU3YeJM30BaTH M Ha JAPYIM HAYMH.
[Tocmarpajmo, orer, A3(R) = R3 peasnan adunu TpoAuMEH3HOHATHE HPOCTOP U
CHOTI PAaBHUX Y TOM MPOCTOPY Ca IMEHTPOM y KOoopamHaTHOM modeTky (. Younmmo
HEKY pPaBaH Koja He caJIpKu KoopauHaTHu nodetak (.

T

22) CJIM9HO U MU BHIMMO o0jexTe OKO HAC, OJHOCHO I[PTAMO TO IITO BUIAUMO. JBYICKO OKO miaeH-

tuduKyje cBe TauKe KOje ce HAJa3e Ha jeJHOM 3paKy — 3aMMINIbEHOj MOIyTpaBoj2’)y mpocTopy
KOja TIoJTa3u M3 OKa — ONHOCHO BHIH CAMO jedHy TadKy KOja IpeacTaB/ba Taj 3pak. Tako, Ha
npuMep, KaJa CJUKAP [MOCTABU IJIATHO, CBAKA TAYKA KOjy BUIMMO HA CJIULK IIPEJACTABIbA IIPECEK
3paka u IJIaTHa, TO JeCT HOJIYIPABE U PABHU.

23) Y MmecTo mosynpase MoxKeMo y3eru u npasy. To nelie HUITTa GUTHO TPOMEHUTH jep €0 MpaBe
«m3a okay mehemo Bujern HuTH he oH cehwm mIaTHO, a ¢ Apyre cTpaHe, MOXKe OUTHO OJIAKIIATH
II0Ca0 y 3aCHUBAIY IMPOjEKTUBHE NeOMETPHje.
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Heka je To, Ha mpuMep, paBaH Koja je mapapaJjenta ca xOy paBHH U Ha PACTOjarby
jenam O KOODAMHATHOD MOYETKA, TO jecT pasan z = 1°%. CBaka mpasa a cHoma
O, koja je jeanozuauno ogpehena taukom M (XY, Z), ocuM OHEX KOje mpumajiajy
2Oy paBHH, TO jecT paBHE z = (), cede paBaH z = 1 y TauKH A(%, %, 1). To 3naum
Jla cBaKOj ITpaBoj a Koja He mpunajga paBHHA z = () oJroBapa Tadka A(%, %, 1). Ao
O3HAYUMO % cazr,a % ca y, koopauuare Tauke A cy (x,y,1). 3aro cBaky npay
a cuona O Koja He mpumnaga paBHu z = () MOXKEMO MOMCTOBETHTH Ca IMOMEHYTHM
npeceannM Ttadkama A(z,y, 1) koje ce mamaze y pasan z = 1. [Ipeocrase Tauke

(z,y,0) ynne GECKOHATHO JAJIEKY TPABY.

Jaxne, peanny npojekTusHy pasan P?(R) MozkeMo cxBaTuTu Kao acdbUHY pa-
Ban R? k0joj cMO no1ain GeCKOHAYHO JATEKY IIPABY Poo. OBaj MOJEN HA3HBAMO

donyrena WIN NPOUWUPEHA APUHA PaBaH W O3HAYABAMO Ca R". ITpema Tome,
PX(R) = {(X:Y:2)| X,Y,Z€R} =R*Ups =K.

OBa paBaH je mpUPOIHU aMOMjEeHT 33 KPUBE JIPYTOr pejia, MEPCIEeKTUBHE IPTeXKe
u JIpyre objexTe.

2Y)PaBan z = 1 cMO m3a0paJi TOTIYHO TPOM3BOJHHO, TO JECT YMECTO e CMO MOLIIH JIa MOCMa-

Tpamo 6uiI0 KOjy Apyry pasan koja e caapxku tauky (0,0,0).



YBO4 y KpuUBeE

EsmmnTrake KpuBe cy, Kao IITO UM U caMO UMe Kaxke, KpuBe, 1a ieMo ce 360r Tora,
Yy OBOM IIOIVIABJbY, ITOJACETUTH HAJOCHOBHUJUX UHUILCHHIA V BE3U €& MOJMOM KPHBE.
3a Bumte geraspa moraenaru [41], [30], [58] u [11].

2.1 Jledunucame KpusBe

e ITojam xpuBe

KpwuBa je BeoMa BazkKaH MaTeMaTHYKH mojamM. MoxkeMo je medHHUCATH U 33TaTH
Ha pa3He HauMHEe.

Kao 1mro je yobudajeno y MaTeMATHIN a1 U y APYIHM Haykamal), mpema [41,
2.2, crpana 43] monasumo on HajjenHOCTAaBHEjUX OOjekara y aduHOM mpocropy R”
KOJU Cy Y HEKOM CMUCJIY jeTHOANMEH3NOHATHI U IbIX HA3UBAMO KPUBAMEG. 338 KPUBY
KaxKeMo | JIa je Hajjednocmasnuju Heaureapru objexam. Mu hemo ce orpanunauTu
Ha cJydaj Kaja je n = 2, To jecT Ha KpHuBe y pasHu R2

e IIpobaemu npu necdpmHUCABY KpUBE

Kpo3 ucropujy 6mno je MHoro norpemnux jedpununuja kpuse. Jak je u 2Kop-
nan? y 19. Beky jao jenny jedpuHHIMjy Koja je y moueTKy 6uia npuxsaliena o
MaTeMaTmdapa, a 3a KOjy ce KacHuje YITBPAWIO Aa Huje TavHa. Hamme, o je cMa-
TPao Jia je KprBa HeIIPEeKu/IHa CJIUKA je/IHOI cerMeHTa u3 1moJba R peasnux 6pojesa.

[Tocse m3BecHor Bpemena, Ileano® je 3a1MBHO MATEMATHIKH CBET YOUMBIIN J14

1)33L11p3uBo paju ce O IPUHLMILY: O, jeJHOCTaBHUjer Ka CJIOKEHHUjeM.

Q)MapI/I Enemon Kamuj ZKopman (Marie Ennemond Camille Jordan, 1838-1922), dpaniycku
MaTeMaTuIap

3)Byszemne Ieano (Giuseppe Peano, 1858-1932), nraiujanckn MareMaTnaap i JOCHYAD
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je mpeTnocraBka O HENPEKHJHOCTH TaKBOI' IpecuKaBamba HejoBosbHA. J[la 6u To
nokazao, o je 1890. rojune KOHCTPYyHCAO HENPEKHIHO MIPECInKaBame ojpeheHor
cermenTa n3 R y R? umja je cimka meo kBajapat. Tako je 10610 objekaT Koju mpe-
KPHUBA II€0 KBaJIpaT, TO jecT objekar duja je nuMmensuja seha o jeman. Maycrpyjmo
To Ha ciaegeheM nmpumepy, Koju je npeyser u3 [11, crpana 5).

ITpumep 2.1. [IleanoBa kpusa] Heka je
cn iR D[0,1] = [0,1] x [0,1] C R?,

rae je n u3 N, HempekuaHo npecinkasaibe cermenta [0, 1] y kBaapar [0, 1] x [0, 1]
nedpurMCaHO Ca

cn(t) = m(t), t € [0,1],

Ipu 9eMy je 7, jJaro Ha ciaegehu nagyun. [logenumo paru KBajpar Ha 4 1MOIy-
napHa KBagpaTa. OOpHIIIMO TPH OJ1 YKYITHO YeTUPU CTPAHUIIE MAJIAX KBaIpaTa
KOje He JIeyKe Ha CTpaHulaMa BeJUKOI KBajipara. Taja je vy, n3/J10M/beHa JIMHU)a
KOja cmaja meHTpe 4 MaJia KBaJpaTa W Koja je cacTaBJ/hbeHa OJI Y KW TapaJsies-
HIX CTPaHHIIAMa KBaapaTa. 3aThM, MOJEJIUMO JATH KBaApaT Ha 16 momymapHux
KBaJipaTa. V36amumMo cajia HEKOJIMKO YHTPAIIbUX cTpaHuna 16 KBajapaTa, TaKo
J1a je KOMILIEMEHT IPeOCTAINX CTPAHUIA U CTPAHMIIA M3 IPBOI KOPAaKa MOBE3aH
ckyu. Taja je 7o uzjioM/beHa JIMHUjA KOja cliaja 1eHTpe 16 Maiux kKsajpara u
KOja je cacTaB/heHa OJ1 Ay KU MapajleTHuX CTpaHuIaMa KBajpaTa.

—

71 Y2
‘ (&1 ‘ Co

AKO mpoayKUMO 0Baj OCTyIaK, A00HjaMo J1a je

v(t) = lim v,(¢), te€0,1]

n—o0

HenpekuaHa canka cermenTa [0, 1] Koja mpekpuBa 11€0 youeHu KBaJjpar.

OBako 100mjern 06jekaT, He 0/Ir0OBapPa HAIIO] HTYUTUBHO] MPEICTABH O KPH-

BOj. A
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2.2 Pa3nu HaunHU 3ajJjaBambhba KpPHUBE

Y pazauunTuM JIeJ0BAMA MaTeMaTHKe KPHBa MMa Pa3InduTO 3HAYEHe, Y 3aBU-
CHOCTH OJ1 IUJbeBa W MeTO/Ia N3ydaBamba.

e KpuBa kao ckyn Tayaka

JelHA O MHTYUTUBHUX IpeJicTaBa O KPUBO] MOTHYe U3 reomerpuje. laga KpuBy
MOCMAaTPaMO Kao AUHUJY, TO jeCT Kao TeOMETPHjCKH 00jeKaT. Y OBOM CJIyYajy, IO
KPUBOM MOAPa3yMeBaMo ckyn mauaka (x,y) y paBHU ca oapeheHuM CBOjCTBHMA.
BagajeMo je umnauyumno®) Kao CKyI perrera HeKe jeIHATHHe

flz,y)=0. (2.1)

OBakaB HaYMH 33JaBarha KPUBE ce BeoMa decTo yrmorpebsbasa. [IpoydaBame Ta-
KBUX KPUBHUX JIOBOJIM HAC /IO HETPUBHjAJIHUX MaTeMaTUIKUX 1IpobJiemMa u jaje Ham
MOryhHOCT reoMeTpHjCKOT MorJie/a Ha mpobJeme u3 APYyTrux 00JacTH MaTeMaTHKe.

Y cayuajy ga je jennaqwna (2.1) asrebapcka, TOBOPHMO O anz2ebapckoj kpusoj, a
ako je jemnaumna (2.1) TpaHCIeH/IeHTHA?) TOBOPUMO O MpPaHCUEHOEHMHO] KPUBO).
AJrebapcke KpHBe cy HEONXOJIHE 3a pasyMeBarmbe meopuje cmpyna®, 10K Tpamc-
HEeHIEHTHE KPUBE IPUMEBYJEMO Y KUHEMATULU.

) Pey UMNAUYUMEH TIOTUYE O JIATWHCKE pedu implicare MTO y TIPEBOAY 3HAYU OHAJ] KOJU

je obyxeahen, cadpoican y newemy, npuxpusen. Y MaTeMaTUIKOj TEPMUHOJIOTHJU TO 3HAYH, jel-
HOCTABHO DPEYEHO, Hepewer 00auk, jep Cy W MPOMEH/bUBA W (DYHKIMjA Ca HUCTE CTPAHE 3HAKA
JEeTHAKOCTH.

%) Peu mpancyendenman moTude oJ JATHHCKE Pedl transscendens ITO y HPEBOLY 3HAYH Npe-
AG3UMUY, NPEBA3UAA3UMU. Y MATEMATUIKO] TEPMUHOJIOTH]N NMA 3HAUEHE 0H02 KOJU Ce He MOodice
U3PA3UMUY aN2ebaPCKU, TO JECT “uje ONUCUBAIbEe NPEBA3UAA3U MOTL arzebpe.

%) Teopuja cmpyna je TOKyIIaj 1a ce y OKBUPY (PU3uke “eCInuuya TOMIPE TPUHII ONUTe
meopuje pesamueHocmu u xKeaumue mexanuke. [lo Toj Teopuju, ceeMup Hema 4 TUMEH3Hje — TpH
[IPOCTOPHE U 9e€TBPTY AUMEH3Hjy Bpeme — Bell HajMarbe /1ecerT MPOCTOPHO-BPEMEHCKUX AUMEH3H-
ja. Y Teopwuju cTpyHa, cynepcuTHe CTpyHE cy cMemTeHe y mpoctopuma o 10 g0 11 aumemn3wuja.
Takolje, yKOIMKO ce Ta TeopHja MoKayke Kao MCIpaBHA, mocrahie raaBHM KaHIWIAT 33 TaKO3BAa-
Hy «Teopwujy cBeras, OTHOCHO 3a TOKYIIa] OMUCUBAIHa CBUX MO3HATUX OCHOBHUX CHUJIA W CTAMbHa
Marepuje, Ha KOHAYaH MATEeMATHIKA HAYWH.
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Ako je kpuBa rpaduk Heke (pyHIHUje ¢ Y TPABOYIJIOM KOODAUHATHOM CHCTEMY,
TO ject ckyn Tavaka (x,g(x)), npu demy je x u3 D, rue je D noxckyn og R momen
OIl ¢, Taja KPUBY MOKEMO 33JaTH U eKNAUYUMHO)

y =g(x).

3a pazauky on QyHKIHje, KO KOje jeJJHOM X OJIrOBapa TadHO je/IHO Y, 3a MPOU-
3BOJbHY KPHUBY TO He MOpa Jla BaxKu. 300T Tora, KpUBY HHUje yBeK Moryhe 3a1aTn
CKCIIJIMITMTHO.

e ITapameTrpu3zoBaHa KpuBa

Jlpyra uHTYUTUBHA 1IpeJICTaBa O KPUBOj HOTUYEe U3 MexaHuke. Tajla KpuBy 1ocMa-
TPaMO Kao HENPEKUOHY Nymary WIN Mpajekmopujy MaTeprujaJHe TauKe V PaBHH,
npu 4emMy ce Ta Tadka Kpehe moJ JejcTBOM HeKe Chjie Y HEKOM BPEMEHCKOM HMHTep-
BaJly. Y OBOM CJIY4ajy, IO/ KPUBOM IOJIPA3yMeBaMoO Jupepenuujabuito npeciu-

Ka6arve
a:(a,b)=1—R?

unrepsaita I = (a,b) peanne npase R y pasan R?.

") Peu EKNAUYUMAH TTOTHYE O HOBOJIATUHCKE Pedn explicitus TTO y TPEBOAY 3HAYN 0Haj KOJU
je u3paszum, jacan, u3paHcer no Hewemy, & y MaTeMaTHIKOj TEDMIHOJIOTHjU M3, 3HAUEHE Peulet
no y.
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BagajeMo je napamemapcru

a(t) = (z(t),y(t), t €l (2.2)
noMoNy napamemapcrur jedHa uHa
z=xz(t) n y=y), (2.3)

npn 4emy je t napamemap® wz I. Jemnaumma (2.2) je sexmopcka napamemapcrka
JedHauura W HA3UBAMO je napamempudauuja kpuse, a jeqnadnne (2.3) ¢y koopou-
HaAMHE napamemapcke jedHavure U OHe YUHE MapaMeTPU3aIujy KpHuBe.

Y 0BOM ¢€JIy4ajy TOBOPHMO H O Napamempu3osano] kpusoj. CBaka KpUBa MMa
GeCKOHAUHO MHOTO TapaMeTpH3alyja, jep ce mapamerap ¢ yBeK MOYKe 3aMEHUTH Ca
HEKUM JPyruM napamerpom s = h(t), rue je h HeKO OUjEeKTUBHO MPECTUKABAE.

Jlakje, oBjie ¢cMO KpuBy jeduHucaIn Kao AudepeHnjaduaino mpec/inKaBamhe
«, a He Kao cKyl Tadaka. CJAUKy TOT MpeCc/nKaBamba, TO jeCT CKYII

IF'=a(l)={ceR|(3tel)alt)=c} CR’

0)

Ha3WBaMO mpae Ui HOCCL“{,I napamempu3o6aHe Kpuse «.

YecTo, YKOIUKO TO He JOBOAM N0 3abyHe, MOJ KPHUBOM IIO/Ipa3yMeBaMO caM
ckyn I'. Hazuamo ra nenapamempusosana xpusa y R? u taga je a(t) jeana mena
napaMeTpH3alyja Win mapaMeTapcku obJHuK camor ckyna [

Ha ocuoBy (2.2) 3ak/bydyjeMo Ja je cBaka Tadka Ha KPHBO] ojpeljeHa jemaum
mapaMeTpoM, TO jecT UMa jedar cmenen cAob0de, TIa 3a KPUBY KarxKeMO H JIa je
JjedHonapamemapcky cKyn mavara.

BajaBame KpUBUX MOMONY TapaMerapa je HapOYUTO MOTOHO 34 IPTAe KPH-
BUX, TO jeCT HUXOBY allPOKCUMAINA]y MOJUTOHCKUAM JIUHHAjaMa, Ka0 U 33 OIHC Kpe-
Tama objekara Jy»K KPHUBeE.

IIpumep 2.2. Kpyr ca nenarpom y tauku O(0,0) u nmosynpeanukom r = 1 je
jesHa KpuBa y paBuu. Iben umnimnurau oOJuK je

flay) =2 +y* —1=0.

OBowm jennaumuoMm Huje nedpunucaHa HYHKIN]A jep 32 jeTHO T UMAMO JIBA PeIre-
a 3a Y. MehyTum, ropimy moJIOBHHY KPyTa MOYXKEMO U3PA3UTH Y eKCILTUITUTHOM
00JIUKY

8) [Tapamemap® je npoMensbuBa BeMuUHA Y MATeMATHIKHM peJaldjaMa Koja UMa, y AATHM

yCJIOBAMa, KOHCTAHTHY BpeAaHoCT, u oxpelyje meljycoOHy 3aBHCHOCT OCTaMX MPOMEHbUBHUX Be-
JIMYHHA.

9 Peu napamemap TOTHIE O TPUKE PEUN TAQMET OOV TITO y TPEBOILY 3HAUH MePa, MePUIO,
OHGJ KOJU 00MEPABA, MPOUErbYje.

10)Oryna n 03HaKa SUpp (¢ 33 CKyII a(I) ox enrsiecke pedu support — nodpwKa, HaACAOH.
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sint

Jeaua o mapamerpusanuja OBOr Kpyra je
a(t) = (cost,sint),

rje je t yrao usamely mosuruHOr Jiesia T-0ce U BekTopa (r,Yy) M HA3UBAMO je
NAPaMempu3auuja Kpyaa uenmpainum yeaom. Ilapamerapeke jeaqnadanne

r=cost u y=sint, t € [0,2n)

OBOI' KpyTa MPEJCTaB/bajy je/IHO KPYHCHO KPEMAtE Ca KOHCMAHMHOM Y2GoHOM
bpsurom. Hanmve, ako je t Bpeme mM3pakeHo y CeKyHjama, Taja je Ta yraona
. : rad
6psmHa jedan wpye 3a 27 cexyndu UIH padujan no cexyndu (F22). A
VY naspem majaramy, Mu hemMo KpUBY TTOCMATPATH KAo JUHHU]Y Y PABHH, TO JECT KAO
reoOMeTPUjCKHU 00jeKaT, OJHOCHO KAao CKYIl TavaKa y paBHH ca OJpel)eHuM CBOjCTBH-
Ma.



Anrebapcke Kpuse

Buaenun cMo ja cy eJIMNTHYKe KpuBe moceOHA BPCTa ajirebapCKuX KpHBUX. 3aTO
oBO TorIaBsbe nocsehyjemo anrebapekum kpuBama. Ommupnuje v [12], [18] u [27].

[Ipema [4], aseebapcre kpuse ¢y, CIUKOBUTO PEUEHO, MATEMATHIKU OGjEKTH
KOJU HACTA]y TaMO TJe Ce CacTajy zeomempuja W nosunomu. Haszus anarebapcka
KpHUBa MMOTHYE OTY/Ia IITO ¢y ajiredbapcke KpuBe ojipehene uim 3aj1are arzebapckum
jednavunama. Kaxkemo n 1a anrebapcke jeHadMHe OMUCYjy aaredapcke KpuBe.

3.1 AuJarebapcke KpuBe

Heka je K npoussosbHO nosbe. Fheroso ajiredbapcko 3aTBopeme o3nadasahemo ca K.
Haname, npermocrasuhemo ja je mosbe K anrebapcku 3arBopeno, to ject K = K,
7 HelieMo TO TTOCeOHO UCTUIATH.

e Aduna anrebapcka Kkpusa

HajjenocraBuuju obuk ajiredbapcke Kpuse je anarebapcka Kpuba y apuHoj paBHH

A%(K) = K2,

Hebunnnnmja 3.1. Anzetapcra xpusa y agunoj pasnu K? je cxyn Cp/K cux
tavaka (z,y) u3 K? Taksux ga je f(z,y) = 0 3a HeKH He-HyJda NOJUHOM f W3
K[z, y], To ject

C;/K = {(z,y) € K*| f(z,y) = 0} .

HazuBamo je u aguna arzebapcra pasarcka kpusa Had novem K.
Ako je jacro o KoM mosby K je ped mim ako Hema morpebe TO MOJbe HCTHUIATH,

yoynyhe ymecto Cr/K mucahiemo camo Cy. C 063upom ga hiemo roopurn o asre-
HapcKuM KpuBaMa y paBHH, Ha/asbe HeieMO HCTHIATH HU MPHJIEB PABaHCKA.
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Aduna anrebapcka kpusa Cy oarosapa moimuomy f(z,y). Kaxemo u na je
ona geduHHcaHa THM noanHoMoM. Crenen d° f moauaoma f je m cmenex nam ped
acdune asredbapcke Kpuse.

Adwuna anrebapcka kKpusa je onpeheHa man 3a7ara aaredbapCKoM jeTHAIHHOM

flz,y) =0, (3.1)

ca JBe Hemo3HaTe Hajkd mojbeM K, Kojy, y OBOM CIy4ajy, 30BeMO U ahuHom jeoHa-
YUHOM, TIA TTUIITEMO U

Cr: f(x,y) =0.

Kaxemo u 1a je f(z,y) = 0 jednawuna arzebapcre xpuse y adunum koopounamama
win 12 je jennadunn f(z,y) = 0 npuapyxkena aduna aarebapcka kpusa Cy.

Ckyn tauaka Cy ce Hehe pa3IMKOBaTH aKo MOCMaTpPaMoO HOJHMHOME KOjU ce pa-
3JIUKY]Y JI0 HA MHOYKEHe KOHCTAHTOM Kk Pa3JIMIuTOM OJ HYJIE, TO jecT

Cf = Ckf

WK aKo mojuHOM [ mMma u Bumectpyke ¢akrope y daxkropusainuju. 300r Tora,
Ha Ty KOHCTaHTy Hehemo obpaharn naxmy, u momycruhemo ma moauaoM f uma u
BHUIIIECTPYKe (haKTOpe.

e IIpojekTuBHA anrebapcka KpuBa

[Tornynuja canka o aarebapcKuM KpuBama J100Hja ce IMPOojeKTUBU3aInjoM aduHe
pasun A?(K), jep aduna paBan He NOKpMBa HAIly MHTYHIHjy. 360r Tora, aJre-
Gapcke Kpube jnedunucaliemo un y npojextusnoj pasau P*(K). ¥V Tom ciyuajy,

XOMOTeHe KoopjauHaTe Tadke (r,y) o3HadaBamo ca (X :Y : Z), u mpu TOM BaKm
X Y

Hedbunnmuja 3.2. Aszebapcra xpusa y npojexmuenoj pasnu P?(K) je ckyn
Cr/K cBux tauaka (X : Y : Z) uz P*(K) rakeux ga je F(X,Y,Z) = 0 3a nexku
xomorenn nosnaom F usz K[X, Y, Z], To ject

Cr/K = {(X Y :Z)eP*K) | F(X,Y,Z) = O}.
Haszusamo je u npojexmusta anzebapcra pasarcks kpusa Had nowvem K.

U3 ucrux pasiaora kao u koi acdune aarebapcke kpuse, ymecto Cr/K mucahemo
camo Cp, n HeheMo UCTHIIATH IIPUIEB PABAHCKA.

[IpojexTuBHa anredbapcka Kpua omropapa moaunomy F(X,Y, 7). Kaxkemo n
sa je ona jedunucana tum nojguaomom. Crenen d°F nosmunoma F' je u cmenen
WIn ped MpOjeKTHBHE ajrebapcKe KPUBE.

[IpojekTupHa asrebapcka Kpuba je ojapehena mym 3ajara ajredbapckoM jegHa-
YMHOM

F(X,Y,Z) =0, (3.2)
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ca Tpu Hero3HaTe HaJ 1no/beM K, KOjy, y OBOM CJiy4ajy, 30BEMO U NPOJEKMUBHOM
jednauurom, na MUIeMo

Cr:F(X,Y,Z)=0.

Kaxemo u na je F(X,Y, Z) = 0 jednauuna anzebapcre kpuse y tomozenum Koop-
dunamama nan xa je jennaunaun F(X,Y, Z7) = 0 npuapy:keHa npojeKTHBHA ajre-
bapcka kpusa Cp.

Canuno Kao n'y adwHOM Caydajy je
CF = C/\Fa

a Ha KOHCTaHTe A\ pazjmaute oj Hysjae nehemo obpaharu mazxkmy, u gomyctuhmo
Jia moJinHoM F' mMma u BuUIIecTpyke (haxkTope.

e IIpojekTuBHA U adpuHA penpe3eHTanuja ajaredbapcke KpuBe

[IpojekTuBHa ajrebapcka Kpuba, 3a pas3iukKy oj aduHe ajredapcke Kpupe, o0y-
xBarTa u OeckoHauHO Jajieke Tadyke. Jlobujamo mx 3amenom Z = (0 y jeiHAYUHY
(3.2), To ject permapajyhin jegHavquny

F(X,Y,0) =0.

Te Tauke HAM TpYy2Kajy MOTIYHU]Y CJAUKY O ajrebapckum KpuBama. lIpomecom de-
xomozenusayuje, To ject 3amemyjyhin Z = 1y (3.2) gobujamo na je adunu meo
asrebapcke Kpupe y npojektusnoj pasau P?(K) naT jeanadunom

F(X,Y,1) =0.

C npyre crpame, IPOIECOM LOMO2EHU3AYUJE, TO JeCT MPEJACKOM Ha XOMOTEeHE KO-
opAuHATe, OIHOCHO 3aMemyjylin = 2 ny = L y (3.1), nobujamo xa je

fen) =1(5) = 7aFX.1.2)

npu demy je d = d°f. To 3maun na anreGapckoj kpusoj y adunoj pasun A?(K)
MOZKEMO IPUPOJHO IPUJAPYKATH KPUBY

XY

F(X,Y,Z)=Zf (7, E) . d=d°f (3.3)

y npojexrusroj pasan P?(K). Cramajyhn naje Z =1y z =3, y = L u (3.3),
nobujamo majex = X, y=Y,u F(X,Y,1) = 14f(X,Y) = f(X

F(r,y,1) = f(x,y).

Onagje 3ak/byayjemo aa cy noaunomu F(X,Y, Z) u f(x,y) ucror cremnena, To ject
&P°F = d°f.
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3060or Tora, cBejeHo je aa Jin ¢MO aaredapcKy KPUBY 3aaJH MPOJeKTHBHOM UJIN
apUHOM jeITHAYUHOM.

Jpyrum pedmma, npojexmuena u apuna penpezenmanuje anzebapcre Kpuee
cy TOTIYHO €KBHUBAaJIEHTHE, W JIAKO Ce Ipesas’ ca jeJlHe Ha JApyry. 1o je m pa-
3J10T 300r Kojer yoyayhe mehemo yBek mcTunaTu ja JiM je Heka ajaredbapcka KpHUBa
achuHa WM NMPOjeKTHBHA. Y TOM ciay4ajy pehm hemo camo aszebapcra xpusa u
npernocraBulieMo Ja je oHa 3ajara HeKoM jeaHadunoM, acdunom f(x,y) = 0 uin
npojekrusaom F(X,Y, Z) = 0.

Anrebapeky kpusy oznadasahemo ca C/K uan C yKOIHKO HEje TTOTPEOHO HCTH-
natu nosbe K naj kojum je ona jepunucana.

e L-panmumonanna rauka aiarebapcke Kpuse
Heka je C/K : f(z,y) = 0 anrebapcka kpuba u L > K neko parmmpere noba K.

Hedunnnuja 3.3. Tauxy anrebapcke kpuse C/K auje cy obe koopaunare us3
L mazuBaMo L-panuoHAIHOM TAYKOM T€ KPHUBE.

Ckyn cBux L -parmonannux tadaka anrebapcke kpuse C/K oznagasamo ca C(L),
TO jecT

C(L) = {(z,y) €L?| f(z,y) = 0}.
VYwmecro L-panuonansna rauka decto KaxkemMo Kpahe L-radka.

Ako je L = 7Z, ognocuo . = Q, roBopumMo 0 1eg0O0pOjHIM WA Z-TadKaMma,
oHOCHO O parmonatauM win Q-raukama anrebapceke kpuse C /K. [Iponanaxkemenm
THX TadaKa U M3yIaBambeM IbUXOBe CTPYKTYpe OaBH Ce apmuMemuke aa2ebapcrus
KPUBUL.

3a L = C rosopumo o kommrekcaum uian C-raukama anredbapeke kpuse C/K,
U HhUXOBUM HPOYUABAImHEM Ce DABU 2e0MeMPUjQ AA2E00PCKUT KPUBUT.

3.2 Aunarebapcke kpuBe HaJ nmojbem C

e Peasnna anrebapcka kpusa

Anrebapcky KpuBy HaI mo/beM R peannux OpojeBa Ha3MBaMO peajHa ajrebapcka
kpuBa. llpenuszanje,

Hedununuja 3.4. Anrebapcka KpruBa Koja OJAroBapa He-HyJIa TOJHHOMY f u3
R[z,y] ca peamanm koebunujentuma je ckyn C/R csux tavaka (x,y) u3 R?
rakpux ja je f(z,y) =0, 1o ject

C/R = {(z,y) e R*| f(x,y) =0} .

HazuBamo je peaana aszebapcra xpusa.
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YKOJIHMKO je jacHO ja TOBOPHMO O peasiHoj airebapckoj kpusoj ymecro C/R nu-
cahemo camo C.

Peanne anrebapcke kpuse cy Owmie mo3nare jomr ctapum | primva. OHu HECY
3HAJN 33 BUXOBE jeJHAaUnHEe, HETO CYy WX MPOYYaBaJIM Kao CKYIOBe TadaKa ca He-
KM criemudUIHIM CBOjCTBUMA. JeTHAUWHE Cy ce MojaBuje MHOTO KacHUje, KpajeM
XVII Beka, kaza je Jdexapr!), yBoljermeM KOOpPAMHATHOT CHCTEMA, CIIOJHO aarebpy
U T€OMETPUJY U TAKO JAJEKOCEXKHO 110BE3a0 BU3YEJHO U AlCTPAKTHO.

Ha caenehem 1mprexy npukazanu cy rpaduiyd HEKUX PEAJHUX aJiredapCKux
KPUBHUX.

xyt—2?+1=0 e I =

Heka je C peasnna anrebapcka Kpuba 3aara jegnaunaom f(x,y) = 0. 3a mpak-
THYHO MpOyUYaBahe TAKBUX KPHUBUX, KOPUCHO je Ty jeHAUYMHY HamucaTu y o0Jiu-
Ky y = ¢(z), TO jecT eKCILTUIUTHO M3PA3UTH Y Kao HeKy byHKuujy ox x. OBaj
MOCTYIAK HEje YBEK jeJHOCTABAaH, YecTO je W HeMoryh, ocuMm Kaja je jeTHAauYnHA,
f(z,y) = 0 nuHeapHa nam KBaJpaTHA.

e Anrebapcka ¢pyHKIIja

Jpyrum peunma, najuenthe we nocroju ejnemenrtapha ¢yuknuja y = ¢(x) no-
Mohy Kkoje ce moxke uzpaszutu Besa f(xz,y) = 0, To ject 3a Kojy je

f(z,9(z)) = 0.

Kana je moryhe m3BecTu onmcanu mocrymnak, ToBOpu HaM cjiejieha Teopema.

TeopeMa 3.1. Hexa je (xg,yo) Tauka na anrebapckoj kpusoj C/R: f(x,y) = 0.
Axo je —(350, Yo) # 0, Taga mocroju jenHosHauHo oapehena dyHknuja y = g(x)
;LechlecaHa y JIOBOJAHO MaJioj OKoJIMHU Opoja xo Koja uMa ciejehe ocodbune:
1° f(z,g9(z)) =0,
2° g(xo) = Yo O

DPene Texapr (René Descartes, 1596-1650), dbpanmyckn dumozod u Maremarmaap
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OBa Teopema je crerjana ciydaj meopeme 0 uMniuyumuoj gynryuju, [1, crpana
68].

Oyukmnjy y = g(z)? o kojoj je peu y Teopemu (3.1) 30BenMo anrebapckom
dyukiujom. [Iperusnuje,

Heduunuuja 3.5. Oyuknujy y = g(x) taksy ga je f(z,y) =0, To ject

f(z,9(z)) =0,

3a Heku moaunoM f u3z Rz, y|, HazuBamo aszebapckom dyrryujom.

3a anrebapcky dynknmjy y = g(r) 100ujeny OmuCaHUM MOCTYMKOM KAaXKeMO U 11
je anrebapcka pyHKIHja KOjy MO npudpyscuay aaredbapckoj kpusoj C.

Yumecro y = g(x) je anrebapcka dbyHKIMja, KaxkeMo u Ja je y ajarebapcka
dyuKIMja o1 x, UMajyhu Ha yMy CBe IPETXO/IHO PEYEHO.

Yranose moanHoMa [ U3 mperxoaHe neWHUIIjE MOKEMO I'PYIHUCATH 110 CTe-
neHnMa Heojipehene y, ma moauHOM [ 9ecTO M3parkaBamo y OOJIUKY

Pu(2)y" + po1(2)y" ™+ + polz) =0,

IpPU 9eMy CY Dn, - .., Po noauHomu u3 R[z] u p, # 0. Crenen n nosmaoma f 1o y
je u cmenen anzebapcre dynruuje y = g(x).

Anrebapceky hyHKIMjy Koja je Hamucana y OOJHKY pa3IoOMKa, %, pu demMy
cy P u @ mommromu u3 R[x] n Q # 0, HA3UBAMO payuoHasnom PYHKUUjoM O .
JpyruMm pednma, paruoHaJina (pyHKIHja IPOMeH/bUBE T je aarebapcka pyHKIHja

00JIHKa )
apT™ + -+ asx” + a1x + ag

Y o™ + - + byt + by + by
npu 4eMy cy n H m IeJd HeHeraTHBHH OpojeBH, a a; 3a ¢ = 0,...,n # b; 32
j=0,...,mu3 R 1akBu ga je a,, b, #0u (by,...,b) # (0,...,0).
3a m = 0, pannonasna dynknuja (3.4) nocraje

(3.4)

Y= cot" + -+ o + 1 + oo,

IpHu 9eMy je cp = ‘g—’g 3a k=1,...,n. Tamza roBopuMO 0 4es0] PAYUOHAAHO] PYHK-
YUJU WIA NOAUHOMHO] PyHryuju. CHenujaano, y = ¢ je KoHcmanmua Gyuxyuja,
y = ax + b auneapna dynxyuja, a y = ax® + bx + ¢ keadpamma dyruuja.
Ako je n = m = 1, Taga paunonasny GyHKIH]y HA3HBAMO GuAuHeaprom’
dyrruyujom, 1 OHA je 0DJIUKA
axr +b
Y= —""7
cr +d

npu demy je (c,d) # (0,0).

2)

IIpenusuuje 6u 6uio pehu dymnxyuja g deunucana ca y = g(x), anu hiemo u ybyuyhe pio
YeCTO KOpUucCTU OBaKaB KpahI/I Ha4UH MU3PparKaBatba.

3)[Ipedure Gu- TOTHYE O JATHHCKE peun bis MTO y mpeBomy 3uadn deanym. OBaj mpeduke
HaJIa3uMO y CJIOKEHUI[AMa, KOjUM Ce 03HAYaBa Ja Ce HEIITO jaBjba deanym, na je ydeojeno, deo-
cmpyxKo.
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¢ KomMmniekcHa anrebapcka KpuBa

[IpoyuaBameM peaanux aarebapckux KpUBUX MOTY Ce JaBUTH PA3HU TPOD/IeME KO-
ju cy nocaeauna ajgrebapcke HesarpopenocTu nosba R. Takse npobjieme perraBaMo
Komnaekcupurayujom — npoydaBambeM aiaredapckux KpuBux Haj nobeMm C, To
jeCT cMemTambeM peaaHor apuHOT WM IIPOjeKTUBHOT IPOCTOPA HAJ, KOjUM IOCMAa-
TpamMo ajirebapcke Kpupe y ojroBapajyhum KoMmIiuieKCHU aUHM WU LPOjeKTUBHU
npoctop. KoMmiutekcudukaiiyja, y3 npojeKTHBH3AIN]y, HaM oMoryhaBa Jia moTImyHo
cXBATUMO aJiredapcke Kpuse. 300r Tora hemo medwrmCcaTn anredbapcke KpuBe HAJL
nosseM C. IIpso hemo gedunncarn anrebapcKy KpuBy v KoMmiiekcHoj pasau C2,

Hedbunnumnumja 3.6. Anrebapcka Kpuba Koja OAroBapa He-HYJA HOJHHOMY [ u3
Clz,y] ca kommaekcanm koedurmjenTuma je ckyn C/C cux tavaka (x,y) u3
C? raxsux ja je f(x,y) =0, To jecr

C/C={(z,y) € C*| f(z,y) =0} .
HasuBamo je aszebapcra kpusa y KOMNAEKCHO] pasHU.

YKOJIUKO je JaCHO J1a TOBOPUMO O airebapcKoj KPUBO] Y KOMILIEKCHO] PABHU YMeECTO
C/C nucahemo camo C.

Peasine ajirebapcke Kpupe ce MHOIO 60/b€ «IIOHAIIA]y» aKO UX HOCMATPAMO Ha/l
komiaekcaoMm pasan C2, To jecT mOTHyHHU]Y CAUKY 0 HEMA J00HjaMO TAKO MITO IX
cmectumo y C2

IIpumep 3.1. Anrebapcka xpuba Ci/R : 22 + y? = 0 y peannoj pasau R? je
tauka (0,0), a ucra ta kpusa C;/C : 2% + y? = 0 nocmarTpana y KOMILIEKCHO]
pasau C? mpesicTas/ba Hap KOMIUIEKCHHX TIPABHX KOje Ce CeKYy.

Anrebapcka kpusa Ca /R : 22 +y? = —1 npejicrasiba npazat CKyll y peajiHo]
pasau R?) a ucra Ta kpusa Co/C : 22 + y* = —1 mocmarpana y KOMILIEKCHO]
pasan C? je KOMIJIEKCHA KPYZKHHIA. A

JIBe ajirebapcke KpuBe MOI'Y IPEJICTaB/baTh UCTH I'€OMETPHJCKH CKYIl Tadaka,

C/C={(z,y) eC?| f(x,y) =0} = {(z,y) € C* | g(z,y) =0} .

Y koM caydajy je To moryhe, ropopu Ham caejseha reopema, [4, crpana 6).

Teopema 3.2. Heka cy f u g nomunomu u3 Clz,y|. Taga oru oapeljyjy ucry
anrebapcky kpusy y C? ako u caMo ako UMajy HcTe HepacTaB/bube (pakTope, TO
jecT ako W caMo aKo MOCTOje MPUPOJTHU OPOjeBH M U N TAKBU Ja

flgmmglf™ O

Teopema (3.2) je cmennjasnan ciaydaj Teopeme nostHare Kao Xusibepros Hysrmre-
fenzan — TeopeMme Koja ycrocraniba (dbyHIAMEHTATHN oxHOC n3Mely reomerpuje

Y Hymmrenensar je nemauka pea Nullstellensatz mro y npesony 3uauu Teopema ny.aa.
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u anrebpe. Taj onHoc je ocHoBa anrebapcke reomerpuje. 13 [4, crpana 7] Baxku u

ITocaenuna 3.1. Heka cy f u g nomuaomu u3z Clz, y| koju Hemajy KBajpaTHe
bakTope® . Tama onn oapeljyjy ncry anrebapcky kpusy y C? ako i caMmo ako cy
CKaJIADHU MHOKHOIM jeJan apyror, 1o ject 3a Heko A € C\{0} je

f=Ag. m

Anrebapcka xpuba pefa d u mpasa y C? y ommreM ciaydajy uMajy d IpecedHmux
Tavyaka, padyHajyhu BumrecTpykocTu. [IpupoaHO je M3BPIIUTH KOMIIETAPATHE OJI-
HOCHO KOMIakTupuKanujy ajirebapcke Kpuse y IPOJEKTUBHO] paBHu, rje he ona
UMATH TAIHO d MPECeTHUX TAYaKa CA CBAKOM MPABOM. Y TOM CJIyUajy, «HEIOCTa-
jyhes Tauke m3 C? he ce namasnTn Ha GeCKOHAYHO NAJeKOj MpaBoj. 300T Tora, cana
hemo fgedbunucary u aare6apcky KpuBy y KOMILIEKCHO] IIpojekTuBHOj pasuu P?(C).

Hedununumja 3.7. Anredbapcka KpuBa KOja OArOBapa XOMOIE€HOM IIOJTHHOMY
F w3 C[X,Y, Z] ca kommiekcanm Koedunujertuma je ckyn C/C c¢Bux Tadaka
(X :Y : Z) uz P?(C) raksux ma je F(X,Y,Z) =0, to ject

C/C={(X:Y:Z)eP*C)|F(X,Y,Z)=0}.
Hazusamo je aszebapcka xpusa y KOMNAEKCHO] NPOJEKMUBHO] PAGHU.

YKOJHKO je JacHO /1a TOBOPUMO O anredbapcKoj KPUBOj Y KOMILIEKCHO] TPOjeKTUBHO]
pasuu ymecro C/C nucahemo camo C.

3a anrebapeky kpusy C/C kaxkeMo u 1a je npojekmususanuja aarebapcke KpH-
Be C/C. Ta mpojekTuBM3aNMja ce MOYKE MOCMATPATH M KAO KOMIAKTH(DUKAIN]A
anrebapcke kpuse C/C 6eCKOHAYHO JAIEKUM TAYKAMA.

I'pad anrebapcke kpuse C/C ronosomku je jeana nospur. MoxkeMo je BueTn
KA0 peasiHy J[BOJANMEH3NOHAIHY IOBDIT ¥ YeTBOPOIMMEH3HOHATHOM TpOcTOpy®).
[IITaBumre, Ta MOBPIN je KOMIIAKTHA, IJIaTKAa W HoBe3aHa. VI3 Tomojormje HAM je
I03HATO JIa je cBaKa Takpa HOBpII xoMeomopdua”) cdepn ca KOHATHEM 6pojem
«PYYKH», TO JecT OHa je Wau cpepa WM TOPYC ca n pymna, upu demy je n u3 N,

(") \(\ \6(\‘

axie, anrebapcke xkpuse y P?(C) umajy o6k cdepe wim Topyca ca n pyla, Ia
X MOKEMO IPOYYABATH U Ca CTAHOBUIITA TOIOJIOTH]E.

5)
6)

TO jecT He HOCTOje NOJMHOMU U U v Taksu Ja u? | f u v? | g
Kowmruiekcun mpojektusan mipocrop P (C) nma peasny numensujy 2n, To ject aymio Behy
Hero onrosapajyhu peasmu P (R). 36or tora, P?(C) uma peanny anvensujy 2 - 2 = 4.

)70 jecT TOMOTOMIKH €KBHBAIEHTHA, OJHOCHO Y TOMOJOIMIKOM CMECTY X He PA3IHKYjeMO
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Anrebapcka kpusa C/C y P2(C) je orpanmden u 3aTBOPEH, TO jeCT KOMITAKTaH
ckyn. Ha TaksuMm ckymosuma je moryhe gedunucarn xomomopdue® n mepomopd-
ne”) bynkuuje, na ce anredapcke kpuse y P?(C) Mory npoydapaTu i ca CTaHOBHII-
Ta KOMILTEKCHe aHAJIN3e.

Anrebapcke kpuse y C? n anrebapeke kpuse y P?(C), yKOIHKO TO He JOBOJH 10
3a0yHe, 3BalieMo jeIHUM UMEHOM — KOMNACKCHE aA2ebapcke kpuse WIH an2ebapcke
kpuse nad nowem C.

Komiutekcue ajrebapcke Kpupe Cy 1modelie Jia ¢e poyvaBajy TeK XUjbaJly Iojiu-
Ha HAKOH IIOYeTKa MPOoyJdaBama peaaHnx aaredapckux Kpubux. OmaMax je mocraio
jacHo Jla cy KOMILJIEKCHE ajredapcke KPUBe U jeIHOCTABHUjE W WHTEPECAHTHHjE 3
IpoydaBame 0/ PeaJHUX aJrebapcKuX KpuBuxX. Tako je, Ha HpUMepP, MHOIO JIAKIIe
MOJTUHOM €A PEATHUM KOeDHUIUJEHTUMA, — PEAAAGH NOAUHOM — TOCMATPATH KAO I0-
JITHOM Ca KOMILJIEKCHUM KoeduimjeHTuMa — KOMNAEKCaAH NOAUHOM — Jep, IIpeMa,
0CHOBHO] MEOPeMY aszebpe, CBAaKU KOMILJIEKCAH TOJIMHOM cTenena Beher o jenan
je pacrappup Haa nosbeM C, To ject nma Gap jeany myay y C.

3.3 Cunry/japHe Tavke ajJredbapckmx KPUBHUX

Ocobune aarebapcKux KPUBHUX, KAO U IbUXOBH PA3JIUIUTU OOJIUIHU, 3aHHTEPECOBATI
cy MHOTe MaTemaTndape. Tako je uyBeHnm mMaTemaTndap HbyTH mpoydaBao HUXO-
Be cunrynapurere'?. To cy Tauke y KOjHMa, CJIHKOBHTO PEYEHO, KPUBA OICTYIA
o/t cBOr cmandapdnoz obauxa. Kaxkemo u jia anrebapcka KpuBa y THM TadKaMa
u3rena dedopmucano Win dezenepucano'’), TO jecT He H3IIIETA <IITATKOS.

e CuHrynapua tayka. Bpcre cuHrymapurera

Hedbununuja 3.8. Tauka (g, yo) Ha anrebapCkoj KPUBO] 33/1aTO] MOTMHOMOM
f(z,y) je cuneyarapra Win jenan cuxzyaapumen ako je

0 0
a_i(%,yo) = a_ch(me%) = 0.

Y cynporHoM, 3a (g, Yo) KAXKEMO JIa je HeCUuH2YAAPHA, DE2YAGPHG WITH 06UYHA
mayka.

8) Kommnexcua ¢ynxmuja f : Q — C je 2040mopdna na OTBOPEHOM LOIACKYILY ) KOMILIEKCHE

pasuu C axo je ona naudepeHnyujaduaHa y CBaKOj Tadku zg € €.

9) Xomomopdua dbyukmmja f : Q — C je mepomopdra Ha OTBOPEHOM CKyIy ) KOMILIEKCHE
paBuu C ako OHA HA TOM CKYIy HEMA JIPyTWX CHUHIYJIAPUATETA M3Yy3€B IOJIOBA, TO jECT TAYAKA
a € C rakBux na je glglll f(z) = o0.

10)Pey cumzyrapar moTHYE O HOBOJATHHCKE pedn singularitas MTO y HPEBOLY 3HAYH noceb-

HOCN, NOJEdUHAUHOCT, “YIHOBATMOCT.

W Peu dezenepucan TOTHYIE O JATHHCKE peun degenerare MTO y TPEBOLY 3HAUM uspolieH, Uu3-
MEMHYM, UONAY%EH. Y MATEMATHIKO] TEDMUHOIOTHJU 3HATN 0HAJ K0ju odemyna 00 cmandapdnoz
obauKa.
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AKko je Gap jemaH o mapipjaJHnX U3BOIA JAPYTOr peaa

02 f 0*f 0 f
0 = @(%;yo)’ vy = a—xy(%ayo)v 523_y2(x0’y0)

PA3IIIUT OJ1 HyJe, TaJa MOKEMO Ja OJpPEINMO BPCTY CHHTYIapHe Tauke (o, Yo) V
3aBUCHOCTH O] 3HaKa U3pa3a

a(J)Qfg(/)Q - ( a?y)
Moryha cy Tpu ciydaja:
1° £2f52 — (f2,)? <0 — rauxa (o, y0) je deocmpyra wmn deojua,
2° £2f52 — (f2,)? > 0 — rauxa (x, o) je usonosana,

3° ggfl?g — (f2,)? = 0 — 3a oapebhuBame Bpcre Tauke (zg,yo) MOTpeGHA CYy
NOaTHA ACIUTHBAIGA, jeP ¥ OBOM CJydajy MocMaTpaHa TadKa MOKe OH-
TH N0GPAMHG NPSe 6pCMe, NOSPAmHa OpY2e 6PCme, U30A06aHA TIA MAYKa
camododupa.

Hedbunnnuja 3.9. Tauxa (X : Yy : Zy) na anrebapckoj KpuBoj 33aT0j XO-
morenum nosuaoMoM F(X,Y, Z) je cuneysapra Wim jefan cunzyaapumem axo

Je
OF oOF oOF
3_X(X07 )/07 ZO) — a_Y<X07 %7 ZO) — ﬁ(XOJ }/07 ZO) — 0

[Tpema [12, crpana 37| Baxu caeneha Teopema.

Teopema 3.3. Heka je F(X,Y, Z) xomoren momunoMm, (Xo : Yy : Zp) Tauka
ca xomorennMm koopamuarama u F(Xo, Yo, Zy) = 0, Zy # 0. Axo je f(x,y) =
F(X,Y,1), tana je cucrem

OF OF OF

8_X(XO’YO’ZO) = 8_Y(X0’YO’ZU> = a—Z(Xo,Yo,Zo) =0

EKBHBaJICHTaH Ca

of Xo Yo, _0f Xo Yo

Ry el ek R P e oY [l
8I<Z0’ZO> 8y Z()7Z0) 0

IToctoju epekTUBaH MOCTYIAK TOCTEIIEHOT YKJIahakha CUHIYJIapUTeTa paBHe aJjre-
bapcke kpuBe. HazuBamo ra decunayiapusayuja Kpuee.

N3zyuaBameM cuHryaapuTera ajredapcKux KpuBux 0aBu ce nocebua 001acT Ma-
TEMATHUKE — MEeOPuja CUH2YAGPUIMEMaA.

e HecBoaspuBa asirebapcka kpuBa

Hedununuja 3.10. Anrebapcka KpuBa je upedyyubuiHa WIH HEC800HUBH AKO
j€ TMOJIMHOM KOjHUM je oHa Je(pbuHUCaHA HEPACTAB/LUB.
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Anrebapcke KpuBe JeduHECAHEe PACTAB/BUBHM ITOJTHHOMUMA MOTY Ce TPEeJICTABUTH
Ka0 YHHja HEKOJUKO HECBOJ/HPUBAX KPUBHUX. 300T TOra C€ y MHOTHM CJIyYajeBUMa
mpoyvaBame aarebapcKuX KpUBUX MOXKe OTPAHUIUTH CaMO Ha MPOYyUYaBarmbe HeCBO-
JJbUBUX KPUBHUX.

[Ipema [12, crpana 35|, MOKeMO MOKA3aTH Jla HECBOJJbHBA aarebapcKa KpuBa
“Ma caMO KOHAYHO MHOTO CHHTYJIAPHUX TadakKa.

e 'naTka anrebapcka kpuBa

Hedbunnumumja 3.11. Asrebapcka KpuBa je 24amka WIH HECUH2YAAPHA AKO je
IJIATKa y CBAKO] CBOjOj TAYKHU, TO jeCT aKO je CBaKa HeHa TadyKa peryjapHa. Y
CYIIPOTHOM KazKeMo JIa je ajiredapcka KpuBa CUH2YAGPHA.

[narka ajrebapcka KpuBa uMa Jie(pbUHHCAHY TAHTEHTY Y CBAKOj CBOjOj TAYKH.

3.4 Pen anredbapcke KpuBe

Jla 6ucmo JerasbHUje YHO3HAIM ajrebapcke KpuBe, MOPaMO HUX KJIAaCH(DPUKOBATH.
To 3naum ja MopaMo omnucaru cBe Moryhe ckynoBe Tadaka KOju 3a/0BOJbaBa]jy
jeTHAYUHY KOjoM je 3ajara ajarebapcka KpHBa.

Hajupupoanuja, u UCTOPUjCKH HajpaHuja, Kaacuukamumja aarebapckux Kpu-
BHX je IIpeMa CTeNeHy Wiu peay ajrebapcke Kpuse. Kao mro 3namo, cmenen uin
ped anzebapcke Kpuse je CTEIEH IMOJUHOMA KOJUM je OHA Jie(PUHUCAHA.

Osge heMo naTu Kpatak Iperjiejl HeKuX aaredapckux KpHBHUX, IocMaTpajyhn
ux y acdunoj pasau R2.
e IIpaBa
Hajjeanocrapuuja aarebapcka KpuBa je KpuBa IPBOT pejia.
Jedununuja 3.12. Anrebapcky KpuBY MPBOT pejia HA3HBAMO npasa ).

[akie, HejjenHOCTaBHMja aarebapcka KpuBa je nmpaBa. CBaka mpaBa je 3ajaTa jej-
HaunHoM f(x,y) = 0, npu wemy je f u3 Rz, y|] moauroM mpBOr CTemeHa MO HEO-
npehennma x u y. Ilpenusnuje, cBaka mpapa je 3aJaTa JUHEAPHOM jeTHATHHOM

ar + by +c =0,

ca JIBe Helmo3HaTe T W Y, IJie Cy a, b u ¢ peasjHe KOHCTAHTE 3a KOje BaxKu Ja je
(a,b) # (0,0).

12)

IIpaBa ce y cBaKOJHEBHOM TOBOPY KODHCTH Kao MPHUIEB Y >KEHCKOM POJY: TPaBa ITHAITKA,
mpaBa cTpesia. Y TeOMETPHUjU Ped 7npasa je HA3UB NeOMETPHUjCKOr O0jeKTa, ma je OHa MMEHWIQ
2KEHCKOI' poJia, a He HpuaeB. Ay ce 1o maJexkuMa Merbha Kao IPUIEB: HA Npasoj, BaH npase.
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e KBangpuka m KoHUKa
[Tocie mpaBux, NpBU MpUMEpPU AATeOAPCKUX KPUBHUX Cy KPHUBE JPYTrOr pe/ia.

Hedununnmja 3.13. Anredbapcky KpuUBY ApyTor pelia Ha3WBaMO keadpukd.

O/1 aHTUYKUX BpPEMEHa KBaJIPUKE Cy MO3HATE U KA0 KowycHu npeceyu. Oue cy mo-
BOJbHO je/IHOCTAaBHE Jia ce BehmHa HUXOBUX 0COOMHA MOYKE MPOYUHUTH €JIeMEeHTap-
HUM CPEJCTBUMa, Ma WIAaK OMOryhaBajy pa3Boj MHTEPECAHTHUX CTPYKTypa Koje
[pe/ICTaB/hajy U3a30B U 32 CaBpeMeHe MaTeMaTHdKe TeXHUKe.

Caaka kBajipuka je ogpelena jennaunuom f(x,y) = 0, mpu yemy je f u3 Rz, y]
HNOJIMHOM JIPYTOT cTelleHa 1Mo Heofpehenuma x u y. [Ipenusnnje, cBaka KBaJpuKa
je onpebena KBagpaTHOM jeTHATTHOM

az® + 2bzy + cy* + 2dx + 2ey + f =0, (3.5)

ca JIBe HeMO3HATE T W Y, e ¢y a, b, ¢, d, e m [ peajHe KOHCTaHTe 3a KOje BayKu
aa e (a,b,¢) # (0,0,0).

Ksaapuka naa nmosbem R moxke Outn:

o Eaunca. TToroganm 0gabupoM KOOPAMHATHOT CHCTEMa, jenHadnny (3.5) Mo-
JKeMO JIa HAIUIIIEMO y O0JUKY

B+ %yt = %0 wm =+ L =1

HasuBamo je kanoncka nam ceedena jeTHAUHHA €TUTICE.

o Xunepbonra. Kanoncka jegHadnna xunepooJe je
Bt — oyt = % wm = — L =1,

o Ilapabosa. Kanoncka jeanauuna mapabosie je

y=2pz®,  p#D0.

bpoj p nazuBamo napamemap napabone.
o IlIpasan cxyn. Ha mpumep, 22 +y?> +1 = 0.
o Tauwa. Ha mpumep, 22 + y? = 0.

o Ynuja dse npase. OBo ce jienaBa KaJia je MOJUHOM Ha JIEBO] CTPAHU j€[HA~
quHe (3.5) pacTaB/bUB y IPOU3BOJ J(BA JHHEAPHA MOJHMHOMA:

(alx + bly + 01)(a2$ + b2y + 02) = 0.

OBzie ce MOry pas3jMmKOBATH TPHU HOJCAyYaja: Te JiBe MpaBe MOTY Ja Ce
MOKJIAIIA]y, MOI'y OUTH JIUCJYHKTHE M MOTY ce cehu y jeHOj TauKH.
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Hedbunanmnuja 3.14. Eauncy, xumepbosy u mapadoy HA3UBAMO KOHUKAMA, A
Ipa3aH CKyI, TAYKy W YHHU]Y JBe IIpaBe de2eHepucaHum KOHUKAMA.

He moctoje kBampuke Koje HUCY HU KOHUKe HU JereHeprcaHe KOHWKe, MTO MO-
tBphyje caeneha Teopema, [6, crpana 57].

Teopema 3.4. KBajipuka je nin KOHUKA WX JieTeHEPHUCaHa KOHHUKA. ]

e Kybna kpuBa namn Kybmka. Enunruyka xkpuBa
Bazkna kjaca ajqredapckux KpUBHUX cy ajarebapcke Kpupe Tpeher peja.

Hedbunnumumja 3.15. Anrebapcky kKpuBy Tpeher pega HazsmBaMO KyOHG KPUGH
Wik Kyoura.

Ceaka kybOuka je oapebena jemmaumuom f(x,y) = 0, npu wemy je f uz Rz, y]
moTuHOM Tpeher crenena 1o meonpehenuma x u y. llpenusnuje, cBaka Kyouka je
ojipehena KyOHOM jeTHAUMHOM

az® + 3br?y + 3caxy® + dy® + 3ex® + 6 fry + 3gy* + 3ha + iy +j = 0,

ca JiBe Hemo3HaTe T u Y Ije ¢y a, b, ¢, d, e, f, g, h, © n j peajgHe KOHCTAHTE 3a KOje
Baku 1a je (a,b,c,d) # (0,0,0,0).

[IpBu mokymiaj kJjacugukanuje Kyonnx kpusux jpao je Fbyrn 1704. rogune
y nomatky csoje Onmure.'® O je ommcao 72 moryha ciyuaja KyOHEX KPHBHX,
U THMe TOCTaBUO OCHOBY EBUXOBOI CHCTEMATCKOr MpOydYaBarma. YKOJIUKO KyOHY
KPUBY MOCMATPAMO Y MPOjeKTHBHOM TTPOCTOPY, MHOTE OJT OBUX 72 KPHUBE MOCTAjy
eKBUBAJICHTHE jeJIHA JIPYTO].

[ToceGro mecro y HbyTHOBOj Kiacudukanmjn KyOuka unne auBeprenTae ) ma-
pabose!?).

Hedbunnnmnuja 3.16. Kybny kKpuBy 3a7aTy jeTHATHHOM OOJTHKA
y* = f(x),

npu demy je f m3 R[z] momuuom Tpeher cremena mo meompeljenoj r nazmBamo
dusepzenmmna napabosa.

[Ipenusnuje, juBeprerTHa napaboia je cBaka KybHa KpHUBa 3a/1aTa jeTHATHHOM
y? = ax® + b’ + cx + d,

ca JIBe Helmo3Hare * u Yy rjae ¢y a, b, ¢ u d peajne KOHCTaHTE.

13)
14)

Isac Newton, Fnumeratio linearum tertii ordinis
Peu dueepzenman motude of JaTuHCKE peun divergens 1ITO Y TPEBOLY 3HAUH DA3UAAHCEHE,
odcmynarve, OHO WMO ude Y PA3AUHUTIUM TPALEUUME UL UWMO e YIuba6a.

15)na narunckom parabolae divergentes
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[Toctoje nBe cuernujasHe MOTKJace jauBepreHTHuxX mnapabosia: FbyrHose mpusep-
reaTHe napabosie U eJMNTUIKe KPUBe.

Hedbunnnuja 3.17. JlupeprenTny napadoJy 3a1aTy jeIHATAHOM

y? = 2® + ax® + bz (3.6)
ca JiBe HENMO3HATe T W Y TJAe Cy a W b peajHe KOHCTaHTe HazuBaMo Fbymmosa
dusepzermna napaboaa.

FbyTHoBe nuBeprenTHe mapadoJie MOYXKEMO MOJAEJTUTH Ha cjiejaehe BpcTe, 3aBUCHO
OJ1 KOpeHa MOJIMHOMA Ha JIECHOj cTpaHu jeanadute (3.6):

O CBHU KOPEHWU Cy peasiHu u pa3jundunTu. Kpusa ce cacToju o1 JiBe KOMIIOHEHTE
— jeTHOT OBaJIa M HEOTPAHWIEHOT Jesa (IPUKa3aHa je Ha HapeTHOM [[PTeXKY
JIEBO);

O CBU KODEHH Cy peaJsiHH, JiBa Mama cy Mehycobno jemnaka. Kpusa ce cacro-
ju Ol TauKe W HEOIDaHWYEHOr Jeia (MPUKA3aHA je Ha HAPETHOM MPTeKY

JIECHO);
0 { 0 E

O CBM KOpPEHHU Cy peaJjinu, JiBa Beha cy mehycobno jepnaka. KpuBa uma rauky
camonpecexa'®). Tlosnara je u kao aada-xkpusa (NpuKasana je Ha HADEIHOM
[PTEXKY JIE€BO);

O CBH KOpEHH Cy peasiHu U jefHaku, jeqnaquna je y° = x°. Oa Kpusa, I03Ha-
Ta Ka0 noayky6Ha napabora'’), ce cacTojn m3 IBa TIATKA €13 CHMETPHIHA
y OJTHOCY Ha x—ocy 1 nMa Kaci')y KOOpIuHATHOM HO‘{eTKy y KOMe ce TH
JeJIOBH cacTajy (MpUKa3aHa je Ha HAPETHOM IPTekKY JECHO);

KazKeMO U 4BOD

i Hunoea® napaboaa
18)Bumem Hun (William Neil, 1637-1670), enriecku u MaremaTudap
19)kazkeMoO ¥ IITINIL, OJHOCHO BPX

16)
17)
)
)
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0 jeJlaH KOpDEH je peaJjiaH, a JiBa Cy KOHjyroBaHO KOMILJIEKCHa. KpuBa mma
CaMo jeJIHy KOMIIOHEHTY — IJIATKY, 3BOHACTOT OOJIMKA.

Hedbunumnuja 3.18. /lusepreatny mapaboJiy 3a7aTy jeHATHHOM
y> =12° +az + b,

ca JiBe HEMO3HATe & U Y IJe Cy a U b peajiHe KOHCTAHTE HA3UBAMO EAUNMUYKI
KPUBQA.

OcumMm HbyTHOBe Knacudukanymje KyOHUX KPUBUX, TIOCTOjU W OHA KOjY je TPeII0ZKIO
[Taukep?®, a koja ce Gasupa Ha 0COOHHAMA GECKOHAYHO TAJEKHX TAYaKa KyOHHX
KPUBUX.

Kybue kpupe cy Beoma 3HadajHe 3a MOJEPHY MaTeMaTHKy. UuTaBa Teopuja
EAUNMUYKUT PYHKUUJO T EAUNMUYKUT UHMEe2PaAd 3aCHOBAHA je Ha CBOjCTBUMA
OBUX KpHBHX. MHOIM IEeHTpaJIHA pe3yJTaTH aHAJIM3€ U MeOMeTPHje Be3aHH CY 3a
KyOHe KpHBe.

e KpuBa uerBpTOr pesia mim KBapTUKa. XUMEPEJIUNTAIKA KPUBA

Hedbunnmnumja 3.19. Anredbapcky KpuBy 4eTBPTOI CTEIeHA WK I€TBPTOI peia
HA3HBAMO KE6aAPMUKA.

Cpaka kBapTuKa je oapehena jeanadunom f(z,y) = 0, upu uemy je f uz Rz, y]
HOJIMHOM YeTBPTOr cTenena 1o Heoapehernuma x u y. [lpennsnuje, ceaka KBapTuKa
je oapebhena jeIHAUMHOM YETBPTOT CTENEHa

ax? +4bx3y + 6cx2y2 +4d:1:y3 4 ey4 +4fl’3 4 12gx2y 1 12hxy2
+ 4iy® + 6§22 4 12kxy + 6ly* 4+ 4max + 4ny + 0 = 0,

ca JiBe HemosHare r u y rue ¢y a, b, ¢, d, e, f, g, h, 1, 7, k, [, m, n u o peajne
KOHCTaHTe 3a Koje Baxu na je (a,b,c,d,e) # (0,0,0,0,0).

[enepajim3anujoM eJUNTHYKAX KPUBUX JOJA3UMO JIO JOIII jeJiHe BayKHe Kjace
aJIre0apCKUX KPUBUX.

20) Jynujyc Tlmakep (Julius Pliicker, 1801-1868), HemaMuKi MaTeMaTIIap
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Hedbunumnuja 3.20. Aarebapcky KpuBY 3aJ1aTy jeIHAYHHOM O0JIHKA

y? = f(x)

rae je f 3 K[x] mosmnrom crenena d°f > 4 Ge3 BUIECTPYKAX KOPEHA HA3HBAMO
TUNEPEAUNIMUNKG KPUGCA.

Ona uMa MHOIO 3aj€,ZLHI/I‘{KOF Ca KJaCOM €JUIITHYKUX KPUBHUX.

3.5 Poag anrebapcke Kpuse

Knacudukanuja anarebapcKux KpHBUX IPeMa CTEIEeHY W PeIy ¢e HCIOCTABUIIA
Kao npuandHo rpyda. Jlenma kiacudukanuja ajgredapckux KPpUBUX je HA OCHOBY
poza anrebapcke KPHBE — TeOMETPHjCKO-TOIOIOMKe nHBapujanTe’!) Kojy MOKeMO
NPUIPYKUTH CBAaKOj anrebapckoj kpuroj. OBa kimacudukanuja je Hacraga y 19.
BeKy o crpane Pumana®? u A6era. Ona je Hajbo/ba KiaacupuKanmja mo <«KoM-
IJINKOBAHOCTH» aJIre0apCKUX KPHUBHUX.

ITpumep 3.2. Anrebapcka Kpuba
Cy : 3x*y* + 52y + 1lay + 23z + 14 = 0,

je 3HATHO CJIOXKEeHHUja o ajredapcke KpuBe

Co:y—2a®=0,

nako ajrebapcka Kpusa Co nma Behu cremen o anrebapcke kpuse Ci. A

e 'eoMeTpUjCKU MPUCTYII

Bujiesiu cmo jla anrebapcka KpuBa y MpojeKTuBHOj Komiiekcuoj pasuu P?(C) uma
00K cdepe Uau TOpyca ca n pyla, y3 HAllOMeHY Ja je v cay4dajy cdepe n = 0.

Hedbununuja 3.21. Bpoj pyna n HazuBaMo 2enyc Win pod aaredapcke Kpuse,
7 03HAYABAMO Ca (.

Baxkuo cBojcTBO KOje mMma poj ajarebapcke Kpupe JaT je ciaegehoM TeopeMoM, y3
HATIOMEHY J1a ¢y oHa u cjejelia Tpu craBa dopMmyaucanu Ha OCHOBY [48, cTpana
39].

2D Peu uneapujorman mOTHYE O JATHHCKHX PEUH N — Y U VATiare — HENPOMEHbeH, IITO Y
MIPEBOY 3HAYHU 0HG)] KOJU Ocmaje nenpomerven. Y mMareMaruiy u (pu3uiym npeicraBba CBOjCTBO
MOjeIMHUX MATEMATHIKUX 00jeKaTa M BEJIMINHA, KOja Ce He MeHhajy TPU HEKUM MPECTNKABAHIMA,
OJIHOCHO TpaHcdOpMaInjama.

22)Teopr ®puapux Beprxapza Puvan (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866), nemau-
KA MaTEeMaTH4Iap
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Teopema 3.5. 3a cBaku 1eo 6poj g > 0 mocToju anredbapcka Kpusa poja g. [

Ha ocHoBy 0BOr cBOjCTBa MOYKEMO U3BPIIUTH KJIACU(PUKAIIN]Y aJdredapCKuX KPUBUX
mpeMa BUXOBOM POIY.

Jla 6ucMo reoMeTpHjCcKH OJpeamsin poj ajrebapcke Kpuse C mocMarpaheMo
je xao amrebapcky kpusy C/C y npojektuproj xoMmmuekcnoj pasan P?(C). Pox
asirebapcke kpuse C'/C 6ulie u pox anredbapcke kpuse C.

IMpumep 3.3. Adwuna mpara, To ject mpasa mma poga g = 0. 3aucra, mpaBy
ar + by + ¢ = 0 mpojekTuBHO HpeacTaB/baMo Kao aX + bY + c¢Z = 0, a oBo je
130MOPGHO KOMILIEKCHO] MpojekTuBHoj mpasoj P1(C).

C apyre crpane, P}(C) ce cacroju og Laycose pasum C u jeame 6ecKOHATHO
Jajeke rauke Kojom komuaktTudukyjemo ty pasan, na PH(C) moxemo Bugeru
u kao cepy S? y P?(C), To ject P}(C) = S% Tlomro cepa y cebu ue cajgpku
pyle, poj KomiiekcHe npojektusne npase PH(C), ma camum THM u mpase je

g=0. A

IIpumep 3.4. Konuke Takohe mozkemo Bugeru xao cdepe y P?(C), na u one
nMmajy pox g = 0. A

e Anrebapcku HpPUCTYII

CraB 3.1. Heka je C anrebapcka kpupa pema n. Tama 3a zenyc mam pod g
asrebapcke kpupe C Baxku cjeneha HejeHAKOCT
(n—1)(n—2)

g = 5 . O

Ako je asrebapcka KpuBa IjIaTKa, WX aKO Cy IbeHE je/INHE CHUHTYJIapHe TadKe
JIBOjHE, TaJia poj, ajrebapcke KpuBe MOYKEMO H eKCILTHIIUTHO JIa U3PA3UMO.

CraB 3.2. Heka je C riarka anarebapcka KpuBa pefa n. Taga 3a pod g anre-
bapcke KpuBe C BaxKH jeTHAKOCT

g= = 1)2(” ~2 (3.7)

Jemnakocr (3.7) je mo3HaTa Kao Gopmyaa cmenena.

CtaB 3.3. Heka je C anrebapcka kpusa pega n ca d JBOJHUX TadaKa, HPU 9eMy

je d > 0. Tama 3a pod g anrebapcke kpuBe C BayKn jeTHAKOCT

(n—1)(n—2)
2

—d. U

g:
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e Pammmonanna Kpusa

Ha ocuoBy medununuje (3.2) anrebapcka kpupa C uma poj g = 0, ako je OHa mpasa
WM KBaJIPHKA, TO jeCT KPUBE IIPBOT U APYIOT pela cy ucror pojga g = 0.

Hedbununuja 3.22. Anrebapcky kpuBy poma g = 0 HA3WBAMO PAUUOHGAHA
Kpusa.

HazuB panmonasna KpuBa MoTUYe OTyAa IMITO airebapcka KpuBa poga g = 0 uMa
napaMerpusanujy noMohy panuonajHux (GpyHKIHMja, TO jecT KOOPJUHATE Tavaka
KOje NPHUIa/Iajy TOj KPUBOj MOZKEMO H3Pa3UTH PAIMOHAJTHUM (PYHKIMjaMa HEKOT
napamMeTpa.

IMpumep 3.5. Kpyr 22 + 4% = 1 kao aarebapcka KpuBa JPyTor peja HUMa Pojl
¢ = 0 1 paroHaJIHy TTapaMeTPH3aI]jy
1—¢? 2t
rT = ——— _=
1+ YTy

momohy mapamerpa t u3 R. A

e Enunruyka mn XUnepeJanIiTNIKa KpuBa

Ha ocuoBy crasa (3.3) anarebapcke kpuse rpeher pega — kyOHe KpuBe — mMajy
pox g = 1 ako HeMajy JIBOjHY Ta4dKy, TO jJeCT aKo cy ryarke, wian pod g = 0 ako
UMajy jeHy JBOjJHY TAUKY, TO jeCT aKO HUCY TJIaTKe. 300T TOra, mope 1euHHIHje
(3.18), eunTHYKY KPUBY MOKeMO JebUHUCATH U OBAKO:

Hedununumja 3.23. Anredapcky KpuBy poaa ¢ = 1 HasMBaAMO eAUNMUYKA
Kpusa.

Hazup enunruyka KpuBa moTuUYe OTYy/Aa IMTO ajrebapcka KpuBa pojga g = 1 uma
napaMeTpu3aIujy noMohy equnTuukuX PpyHKIHja, 0 KOjuMa he jeTapbHUje OUTH
pevu y HapeTHOM IMOTJIABJEY.

Hakie, mpema pofy, KybHe KpUBe MOXKEMO MOJIETUTH Ha JIBe KJIace:
o KyOHe KpuBe unju je poq g = 0 — payuorasne Kpuse;
o KyOHe KpuBe 4uju je poa g = 1 — eaunmuvuke Kpuee.

U xunepesunrudky Kpusy, nope gebununmje (3.20), Mmozkemo Jedunncaru u oBa-
KO:

Hedbununuja 3.24. AnrebapcKy KpuBY poia ¢ = 2 HA3UBAMO TUNEPEAUNIIUY-
Ka Kpusa.

Yomnrre, XunepeaunTHuKe KpUBE UMajy pox ¢ > 1, y3 HaOMeHy jga Cy CBe ajl-
rebapcke KpuBe pojia JBa XHIepeJHNTHYKe, ald 3a Belln poJ moctoje Kpube Koje
Hucy xunepemuntuuke. [Tpema [44, ctpana 18], Baxn
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Cras 3.4. Anrebapcke Kpuse 3ajate jeHauunoM y? = f(x), rae je f moaunom
crenena d°f > 3 u 6€3 BUIIECTPYKUX KOPEHA, UMAjy PO/

o= |"5]

TO jecT ¢ je HajBehu 1eo maeo Opoja ”T’l He Behu o1 "T’l O

To mocebHO 3HAUM jda, OpeJ caydaja Kajga je n = 3, 0 y caydajy Kaja je n = 4
ajrebapcke Kpuge 3ajate jeanauunom y° = f(x) umajy pox g = 1. Illtasume, axo
je f nmosmuOM cTemena d°f > 3 m Ge3 BUIIECTPYKUX KOPeHA, Taja, aKo je:

o n =1 ummn = 2 amrebapcke Kpuse 3aj1are jeqHaqdnnoM y° = f(x) umajy

pon g = 0;
o n =5 um n = 6 arrebapcke Kpupe 3ajare jeqHaqdnnoM y? = f(x) umajy
pon g = 2.

Jake, crenen d° f mosmmuaoMma f, Ge3 BUIIECTPYKUX KOpPEHA, KOjUM je neduHucaHa
asnrebapcka kpusa obsinka y° = f(x) onpehyje poq te kpuse. OTyja u, Ha OCHOBY
[11, crpana 254]

CraB 3.5. [losmmaoM f, 6€3 BUIIECTPYKUX KOPEHA, CTEIeHA
d°f=29g+1 wm d°f =29+ 2

onpebyje anebapcky kpusy y> = f(z) pona g. O

e Pon anrebapcke kpuse u InodanTroBe jegHaumue

Pos anrebapcke KpuBe mMa BakHY yJa0ry Koj Kiaacudukanuje /unodanrosux je-
Ha4yuHa, jep cBakoj JlmodaHTOBO] jelHAYMHU MOXKEMO NPHJIPYKUTH HEKY aJjre-
bapcky kpuBy. Pox mpuapy:kene ajirebapcke Kpuse ojapehyje CTPpYKTYPY CKyIIa
pererba came Tnodanrtose jenunaunue. [Ipso ce nogcerumo, [19, crpana 129]:

Hedbunumnuja 3.25. Juoparnmosa nnn duoganmera jednavuna je jeTHaUINHA
obamka f(xy,...,2,) = 0 unja pemiema Tpaxkumo y ckymy Z", riae je n u3 N u
f meka dyHKITja N TPOMEH/HPUBUX.

Oyuknuja [ usz gedununmje (3.25) je Hajuenhie moaMHOM ca 1Mea100pOjHIM Koedu-
nujenruma, 1o jecr f € Z[xy, ..., x,]. Taga roopumo o aszebaperum Juodarmo-
suM jedHavurama. 300 Tora, Kajaa Kaxkemo JnodanToBa jeHAUYNHA MUCIAMO HA
anarebapcky JInodanTosy jemnaanny®®) ca jBe WM BHIIe HETIO3HATHX HHjH CY KOe-
durujeHTn e 6pPojeBu 3a KOjy TParKHUMO MeJOOPOjHA WU PpAIHOHAHA Pellelba.
[Tox JlnopanToBuM jenadnnama, Takohe, moapa3syMeBaMo U cucTeMe aarebapckux

23)Tpeba mMaTH Ha yMy 13 HUCY peTKe Hu ekcronennujasue /lnodantoBe jeqHadnne, Kao u

jennaumue xoje cy 3amare dopmyiom g(x1,...,x,) =0, rae je g Heka ciaoxena dyHKIH]a.
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jesiHAaYMHA ca 1eJIO0POjHIM KoeduIujeHTrMa.

Jnocdanrose jeHaunne ce HAjJUPUPOJHUjE U HAjyCIENIHUje TPOydaBajy U pe-
maBajy merojama aazebapcke 2eomempuje. Jleo anredbapcke reoMeTpuje KOju mpo-
yuasa Jlnodanrose jepnaunne kopucrehu Merojie u3 ajiredbapcke Teopuje 6pojena
je Apummemumxa®®) [anzebapcra) 2eomempugja win Juodarmosa 2eomempuga.

Logune 1887. Pynre?® nounme ja npuMemyje ajirebapcKy reoMeTpHjy Ha pe-
maBame nodantopux jeqnaunna. O cBakoj JnodanToBoj jeTHAUMHE TPUIAPY KU
ajirebapcKy KpHUBY, M YMECTO Jia TPakKu PalMOHAJIHA WM TEeJ00pojHa pelieha
JlnodanTose jeHaunne, OH TPayKu paloHaHe WK 1e100pojHe Tauke aarebapcke
KpuBe Koja je mpuapyzkena Toj jexnaunau. O pojga g MpUApyrKeHe ajarebapcke
KpUBE 3aBUCH OpOj pallMOHAJTHHUX, OJHOCHO IMEJOOPOJHUX pelllerha Te jeJHaduHe.
Axko je:

1° g = 0, Tayga cy Hduodanrose jenadunne, y npuHIuUNIy, pemuse. Mozxe ce j10-
TOJINTH JIa OHA HEMa HHjeIHO PAIIMOHAIHO pellleibe, all aKo uMa 6ap jeIHo,
OHJIa UX UMa DECKOHAYHO MHOT'O. Y 0BOM ciy4ajy /luodanroBa jepnaunna
nMa OECKOHATHO MHOTO IeJIOOPOjHUX pellerha.

2° g = 1, Tama cy oBaKBH NpoOJeMH HajOOTATHjU, ¥ MAaTEeMATUIKU Haj3aHH-
MsbuBuju. Moxke ce JlorojuTn j1a OHA HEMa, HUjeIHO PAIlMOHAJIHO PeIleHe,
JIa, UX UMa KOHAYHO MHOIO WK JIa UX UMa O€CKOHAYIHO MHOr0. AKo uma 6ec-
KOHAYHO MHOT'O PAIMOHAJIHUX PEIIerhba OHA Cy KOHAYHO FeHeprcana, TO jecT
CBa palMOHAJIHA PEIIeHba ¢ MOT'Y JOOUTH U3 KOHAYTHO MHOT'O PAITMOHATHUAX
peliema mpuMeHoM ozipeliene onepanuje. Y oBoM ciayuajy dunodantosa je-
HAYMHA UMa KOHAYHO MHOT'O 1EeJJ00POJHUX Pellletba.

3° g > 1, Taga 3a upuiapyzxKene aiaredapcke KpuBe KaykeMo Ja CY onuimez
muna, a JlmoanTose jeHaunHe KOjUMa Cy MPHAPYKEeHe TaKBe aaredbapcke
KPHUBE MMajy KOHAYHO MHOTO PAlMOHAIHUX, I1a CAMUM THM U TEJI00POjHAX
perema.

e Pon anrebapcke KpuBe U Ib€HE PAIMOHAJHE TAYKE

[Iperxoano pedeno y Be3u ca JluodaHToBUM jeHAYMHAMA U BUMA IPUIPY KEHUM
anrebapcKuM KpHBaMa je MpUMep NPHHIUIA 2eomempuja odpehyje apummemury
jep reoMeTpHjcKO CBOjCTBO ajredapcke KpUBe — IbeH PoJl — ojapelhyje apuTMeTHIKo
CBOJCTBO T€ KpUBE — OPOj IbeHUX PAIMOHAJTHUX TavyaKa, OJTHOCHO OPOj PAITMOHATHUAX
periema npuapyzxkene /lunodantose jeanadune. Ta mope3anocT poja ajaredapcke
KPHUBE ca CTPYKTYPOM CKYIIa IeHUX PAIMOHAJIHUX Tadyaka Jara je ciaeaehom BeoMa
BAYKHOM TeopemoM, [44, crpana 17):

Teopema 3.6. Cxyn C(Q) pannonannux Tadaka aarebapcke Kpuse C pona g je:

24)
25)

Apurmeruka je crapa ped 3a Teopujy 6pojesa
Kaps Jasux Tonme Pynre (Carl David Tolmé Runge, 1856-1927), nemauku Maremarudap
u puzuIap
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1° mpasan wiu GeckoHadaH, ako je g = 0,
2° KoHa4vaH Wau OecKoHA4YaH, ako je g = 1,

3° KoHadaH, ako je g > 1. O]

[Ipema Teopemu (3.6) anrebapcka kpusa C poma g = 0 He MOpa Ja UMa DPAIHO-
HaJHUX Tadaka, To ject moxke 6utn C(Q) = () mam ux nma Geckonaano Muoro. 3a
oBaxBe Kpube Bazku Teopema Xace’®-Munkosckor?”), 33, crpana 5].

Teopema 3.7. [Xace-Muukoscku| Heka je C anrebapcka kpusa poja g = 0.
Tazna je C(Q) # 0 ako u camo axo je C(R) # 0 u C(Q,)® # 0 3a caxu mpoct
opoj p. O

OBy TeopeMy He MOXKEMO HPUMEIHLUBATH Y CAydajy aiaredbapckux KPUBHX poOJIa
Beher on jeman. OHa je mo3HATa U KAO AO0KGAHO-2A0004HU NPUHUUN, JeP TBPIA
na he anrebapcka KpuBa poja HyJIa uMaTh Tauke Haa (Q — rimobaaHo — aKo U caMo
nma tadke Hag (Q, 3a cBakm mpoct 6poj p m Hax R — gokasnHo.

ITpoBepa ma au anrebapcka Kpusa poja g = 0 mma tauke Han QQ, ce moke
06aBUTH y KOHAYHOM OpPOjy KOpaka jep je JIOBOJAHO NMPOBEPUTH Ja JIM jeTHAYHHA
KOjOM je OHa 3a7aTa IMa pellermba 1o MOAYTy p* 3a KOHAUHO MHOTO p-0Ba U k-OBa,
TO jecT He Tpeba IIPOBEpaBATH 1A JIH OHA MMa peIlerha 33 CBAKH IPOCT Opoj p.

Omet, npema Teopemu (3.6), anrebapcka kpusa C/Q poga g > 1 uMa KOHAYHO
MHOT'0 palHOHAJTHUX Tadaka. To je dopmymrucao Mopaen 1922. roauae Kao Xu-
noresy, a nokazao Paxrunrc?® 1983. romumme, 36or wera je 1986. rommme 10610
Dunrdcosy® medany®?, [19, crpana 283).

Teopema 3.8. [@asrunrc] Heka je C/Q anrebapcka xkpusa poga g > 1. Taza
je ckyn C'(Q) meHux paruoHATHUX TadaKa KOHAYAH. H

26) XenmyT Xace (Helmut Hasse, 1898-1979), Hemauky MaTeMaTIIap

2T Xepman MHHKOBCKH (Hermann Minkowski, 1864-1909), nemauku maremarudap u dpusungap

28)[Tonazehu ox noma Q panuonanuux GpojeBa 1 MOryHuX HETPHBHjAJIHUX ALCOIYTHHX BPE-
HOCTH HA BeMy, T0 nosbe (Q MokeMOo npormpuTy Tako jga 106ujeMo 6ecKoHaTHO MHOIO 1mosba Q)
p-aamaHUX Opojena n mosbe Qs = R peannnx 6pojea. Cra Taxko mobujena moma Q,, cy mehycobro
PA3/INYNTa ¥ HE MOCTOje APYra KOMILIETHPaha mosba Q.

29)Tepn @anrunre (Gerd Faltings, 1954), HeMauky MaTeMaTHIap

30)1Ion Yapac ®uac (John Charles Fields, 1863-1932), xana/ckn MareMarndap

31) @uadcosa medama je HajIpeCTUKHIjA MATEMATHYKA HArpasa, u y paury je Hobesose narpa-
ne, oo ce HobesioBa Harpaaa He goespyje 3a orkpuhia n3 maremarnke. CBake 4eTBPTE TONUHE,
jelaH WU BUIlE MaTeMaTrdapa J100uje OBO yBaXkeHo mpusHame. [lobeauuka dbupa Mehyrapoana
MaTeMaTHU4Ka YHHUja, a 3BaHn4IHO uMe Ouicose meqane je Mehynapodna medana 3a usysemna
mamemamuywka docmueznyha. OHa ce 1o7ebyje caMo aKTUBHUM MAaTeMaTHIapuMa KOju UMajy Haj-
BHUIIIE YeTpJeceT roauHa. JanuMipuBo je Ja HobenoBa marpaja 3a MaTeMarwky, WUIAK, HOCTOju!
To je Abeaosa nazpada ®ojy om 2003. crake romuue momebyje Hoprenika akagemuja HayKe Kao
MeljyHapoaHy Harpaay 3a m3y3eTaH HaydHU JOMPUHOC HA TOJ/bYy MareMaTnke. BpemHocT Harpase
je 660000 eBpa. Mory je mobuTu m MaTeMaTHYapy MPEKO YE€TPAECET TOAWHA, jep Ce Ta HArpaaa
Jaje 3a *KUBOTHO JIEJIO.
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3.6 Dbes3yoBa Teopema

Bujiesiu cMo jla y KOMILTIeKCHO] npojekTusnoj pasuu P?(C) anrebapcka Kpusa cre-
neHa d W npaBa UMajy TAYHO d MIPECeYHUX Tadaka y3umajyhu y o63up u HUXOBE
BUIIECTPYKOCTH. [IpyrumM pednma, Te 1Be Kpube nMajy d = d-1 mpecevHuX Tavaka.

Besyosa®?) teopema®® je yommnrerme oBor cBojcTBa Ha IIapoBe KPUBHX IIPOU3BO-
JbHOT cTenena. OHA je CYIITHHCKHT TPBO OWIa HCTaKHyTa o1 cTpane EbyTna y moka-
3y 28. jieme 1pBOI TOMA CBOje Kibure Principia, rje TBpIU ja je 0poj 3aje JHuYKnX
Tavaka JBe aarebapcke KpHWBe jelHAK MPOU3BOLY HUXOBUX crermena. OBa Teope-
Ma je kKacHuje objaB/bena 1779. rogune y BesyoBoj kmwusu Théorie générale des
équation algébrique.

BesyoBa Teopema je KJjiacm4yan pesy/arar Teopuje ajarebapckux kpunux. OHa
yornmTaBa u OcHosnu cmae anzebpe 1O KOME KOMILIEKCHU ITOJUHOM CTeleHa 7
uMa TAYHO N HyJIa padyHajyhu BUIIECTPYKOCTH.

e MyaTuniunuTeT npeceKka aBe KPUBE

[Ipe Hero mro bopmynieMo TeopeMy, Tpeba j1a 1euHUIIIEMO BUIIECTPYKOCT UK

MYJITHILIHIITET IIPeceKa JBe Kpuse, nocebno Tpancsepsannu®) npecek, [4, crpana
16].

Hdedununmja 3.26. Ako je P 3ajennndka Tadka JBe paBHe ajarebapcke KpuBe
C:; u Cy Koja je HecwHryJIapHa 3a obe KpuBe, W TaHTeHTHe mpase Ha C; u Cy y
P cy pazamante, oHJA je MYAMUNAUYGUMEM TpeceKa 1 U caM MpeceK HA3UBaMO
mpanceepaantu. Axko xpuse C; u Cy UMajy 3ajeHHYKY TaHTeHTY y P, Taja je
0Baj Mpecek Mmyamunivyumema dap 2.

WNuryutusao, myamunasvuyumem npeceka aaredbapckux kpusux C; u Cy y Tauku P
je cmenen nokaanara Kpusux Cy u Co y Tauku P.

e besyoBa Teopema

[Topes, Besyose Teopeme, Hapenthemo 1 meHy nociaenuiy, [4, crpana 16).

Teopema 3.9. [Be3y| Heka cy C; u Cy nBe mpojekTuBHe anrebapcke Kpupe
nedbunucane Haj nobeMm K Koje HeMajy 3ajeIHUYKUX KOMIOHEHTH, TO jecT Jie-
duHHCaHe CYy PA3IUYUTUM HEpACTaB/bUBUM HoJHHOMEHMA. Taja je ykynan 6poj
tadaka npeceka C; u Cy ca KoopaumHaTaMa y ajarebapckoM 3aTBopemsy o K, pa-
gyHajyhu myarumuimurere, jeqaak npousoiay cremnena C; u Co. ]

32) Exjen Besy (Etienne Bézout, 1730-1783), dpamiyckn Maremaruaap

33)OBae ce Mmcnm Ha TakosBamy eeauxy Besyoey meopemy, 1ok manra Besyosa meopema —
TBpherme No3HATO U3 IIKOJICKe ajirebpe — IJ1ach: (v je KOPeH NOJIMHOMA P aKO M CaMO aKO T — (v
JIeJIN Taj ToJMHOM, TO jecT p(a) = 0 & (z — a) | p(x).

39 Peu mpanceepsa.na TOTHYE O HOBOJATHHCKE pedn transversalis MTO y TPEBOLY 3HAUH 70-
NPeNHULA, AMUNUIE UL NOSPULUNG KOJO NPECEUR CUCTIEM AUHUIL UL NOBPULHA.
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ITocnenuna 3.2. Heka nse npojektunhe anrebapcke kpuse C; u Co UMajy TaATHO
n? Tagaka mpeceka W HeKAa mn OJ HUX JIeKe Ha HeCBOI/bIUBOj KpuBoj D cTenena
m < n. Taga nmpeocranaux n(n — m) Tadaka Jeke Ha KPUBOj CTeleHA HajBHUIIe
n—m. ]

3.7 Hopmanuzanuja anrebapcKmx KPUBUX

e Curma-nporec

Heka je jara cunrynapna ajrebapcka kpusa. [lomohy ogrosapajyhe cmene, cun-
ryjapHa aJjrebapcka KpuBa MOKe IOCTAaTH aJjrebapcka KpupBa 0€3 CHHIYJIapHUX
Tadyaka, TO jecT IVIaTKa aJrebapcka Kpusa. Ipyrum peduma, o CHHIYJIapHE ajre-
bapcke KpuBe, momMohy cMmene, MoxKeMo dohu 10 TIaTke aaredapcke KpuBe 3a KOjy
KayKeMo Jia je npudpyscena CUHTYIapHOj anrebapckoj kpusoj. Tama, Ty npuapy-
JKeHY KPUBY HA3UBAMO HECUH2YAAGPHO NPUIPYHCEHE WA HOPMAAUSAUUJI TTOTIA3HE
KpHUBE, a OIHUCAHM IOCTYIIAK, KOJU Ce YBEK MOXKE CIHPOBECTH Y KOHAYHO MHOI'O KO-
pakKa Ha3UBAMO PA3PEULABATHE CUHLYAGPUMEME WA CUMA-TPOUEC.

ITpumep 3.6. Tauka (0,0) je cunrysapHa Tadka agrebapcke Kpube

C:y*>=a’+ 2%

Axko ozmaunmo ca f(x,y) = y? — 2% — 2%, Tana je
0 0
a—i(o, 0) = —32° — 2% |,—0.y—0=0 m a—ch(o, 0) = 2y |4=0,y=0 = 0.

36or Tora je m anrebapcka kpupa C cuHTyIapHa. AKO yBememMo cMeHy y = tx,
jennaunna koja medunume C mocraje t2 = x + 1. Ona oxpebyje anrebapcky
KpUBY 0€3 CHHI'YJIapHUX Tadaka, jep je

%(Jfo,to) =1 7é 0

3a cBaKy Tauky (To,tp), na je raarka ajarebapcka KpuBa

C:t’=zx+1

HECHHTYJIAPHO MPUIAPYKEHhe Win HopMaau3amnuja aaredbapcke kpuse C. A

e Enmunruuka un XUIIEePEeJINIITUNYIKA KpHuBa

Curma-mportec HaM omoryhasa 7a, Ha jOII jeJaH HAYMH, eKBHBAJEHTAH IIPETXO-
JTHOM, TebUHUITEMO eJTUNTHYKY U XUTIEPeJTHITHIKY KpuBy, [12, crpana 56).
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Hedbununuja 3.27. Fiunmuuka kpuea je HOpMaJIu3alnja aaredbapcke KprBe
3ajiaTe jeTHAINHOM

npu demy je d°f = 3 win d°f = 4.

Hedbununuja 3.28. Xunepesunmuuka kpuea je HOpMaJHM3alnja ajaredapcke
KpHUBE POJa ¢ 33JiaTe jeJHAIUHOM

npu demy je d°f =29+ 1 wm d°f = 2¢g + 2.



YBO y €JIUITUYKE KPUBE

o cama cMo ynosnau ajarebapcke kpupe. Cajia hemo ymosHaTw U eJIMITHYKE
kpuBe. OBo MorJIaB/be je MocBelieHO HAjOCHOBHUJUM YHEEHHIIAMA Y BE3U ca HUMA.
3a Bumre geraspba moraenatu [33], [15], [57], [48], [8] u [49].

4.1 Pa3B0oj Teopuje eIUNTUIKNX KPUBUX

Buaenun cMmo ma ce 3adenu ujeje 0 eJMNTHIKAM KPUBaMa jaBJbajy JOII YV 3. BEKYy
koa Jluodpanra y mocrynky pemaBama nodaHToBUX jeaHavunHa, MOCEOHO HEO-
npehennx KyOHUX jeTHAUMHA.

Hakon muOro BekoBa 3abopasa, Bame!) je y 17. BeKy IOHOBO OTKPHO CIMYHE
noctynke, a FbyrH je j1ao m BHUXOBY TeOMeTPHjCKYy uHTeprperarujy. Pa3Boj Te
nzeje je, mpexo Pepma y 17. Beky, [Toenkapea? y 19. i 20. Beky, 3arnm Mopzeia,
Beja®), Cepa® u mpyrux, kpajem 20. Beka 10Beo 10 mo0Ka3a mocienme Depraose
TeopeMe.

Y3 Ta] apUTMeTHYKH, TIOCTOJU T'eOMETPHUJCKU U AHAJUTUIKU aCHeKT eJTUHTHI-
KX KPUBHUX. AHAJUTHYKH ACIEKT C€ MOXKe MPATUTH KPO3 Pa3BOj CAUNMUNKUL
uHmezpars u esunmuykur Gyrurxyuje ox 17. Beka, ma CBe 0 JaHAIIBUX JaHa. Y
17. BeKy 3a Beros pas3soj cy 3acayxuan Bommc® u Hhyrn, y 18. Beky Bepmymun®,

DKmozx Bamre (Claude Gaspard Bachet de Méziriac, 1581-1638), dbpanmyckn maremarmaap
2)Kun Anpnu Iloenkape (Jules Henri Poincaré, 1854-1912), dpanmycku Mmaremarudap u T€0-
pujcku pusmgap
3) Anzipe Bej) (André Weil, 1906-1998), dpamiyckn MaremaTmaap
YYewha, Masa HepaBuiHA, CPICKA TPAHCKPHIILL]A HEroBOr UMena je Beju.
5) 3Kan-TTuep Cep (Jean-Pierre Serre, 1926), dbpauiycku maTemaruvap
9 1Iom Bomuc (John Wallis, 1616-1703), eHIJIECKH CBEIITEHNK I MATEMATHYAD
)

) Jako6 Bepmymu (Jakob Bernoulli, 1654-1705), mBajmapckn MaTeMaTHaap
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Maksopen®), ®@amano® u Ojiep, 10k ¢y To y 19. Bexy Jexanap'?, Taye, Aben,

Jakoou'", Puman, Bajepurrpac'®, Knaju'® n TToenxape.
Esimnrudke Kpuse MOKeMO JiepUHUCATH HaT Tpou3BobHUM 1ToJbeM K. MehyTum,
HajBaykHUjU cay4ajeBu cy Kaj je K jenno o moma Q, R, C mwin F,.

4.2 BajepimmTpacoBe KyOHEe KpuBe

e BajepirpacoB onmitu 06J1uK KyOHEe KpuBe

V nortaBsby 0 ajarebapckuM Kpupama geduHUCAJIN MO HaI To/beM R xyoHy xpusy
Wik Kyouky Kao ajrebapcky KpuBy Tpeher pema koja je ogpehena KyOHOM jegHa-
YUHOM

az® + 3bx*y + 3cxy® + dy® + 3ex® + 6 fxy + 3gy* + 3hx + 3iy +j =0

ca JiBe HeIlo3HaTe © U Yy TIe ¢y a, b, ¢, d, e, f, g, h, i u j peajiHe KOHCTaHTE 3a KOje
Bazku ja je (a,b,c,d) # (0,0,0,0).

[Ipu npoyuasamy KyOHe KpHUBe YKeJUMO Jia je npesejiemMo y ojpehenu o0k
y KojeM hemo mohwm Jtakime ga paguMo ca BOM. 3aTo hemMo npBo gedUHHCATH
Bajepirpacoy KyGHY KpuBY, 1 To Hajupe y npojekrusnoj pasuu P?(K), a satum
u y adunoj papnu A?(K) = K2, npu gemy je K neko mnospe.

Hedbunnnnja 4.1. Bajepwmpacosa kybrna xpusa je ypehenn nap (E, O) ckyna
E ravaka y npojektusroj pasan P?(K) unje cy KoopauHaTe perrema jeJHAYAHE

Y2Z + a1 XYZ +a3YZ? = X3 4+ 0, X° 7 4+ ay X 7% + agZ® (4.1)

u 6a3ue Tauke O u3 E koja uma xoopauuare (0 : 1 :0), npu gemy cy ay, as, as,
as 1 ag 13 K.

Jennaunua (4.1) je npojexmuena Bajepwmpacosa jednanuna.

CBaxky KyOHY KpHUBY, HOTOJHUM U300POM 0OCa y NMPOjEKTHBHO] PABHU U MPOje-
KTUBHUM TpaHdopManujaMa, MOXKeMo cBecTd Ha obsmk (4.1), mro je meraspHUje
objamtmeno y [48, crpana 42].

BajepirpacoBy KyOHYy KpUBY MOXKeMO JehHHUCAHATH ¥ apUHOM jeTHAYUHOM
npeJackoM Ha HEXOMOTeHe KOOpJuHaTe MoMohy cMeHe T = % uy = % Y Tom
cay4dajy, 6aszna tauka O mocraje 6eCKOHAYHO JaJIeKa TauKa KOjy He MOXKeMO BHIETH
y adunoj pasuu K2, aau hemo cMarparTn ja ce oHa HAJA3H Ha CBAKO] BEPTHKAJIHO]
1paBoj © = ¢, e je ¢ Heku ejgemenT u3 K.

8) Ko Maksopen (Colin Maclaurin, 1698-1746), ImKOTCKE MaTeMaTIIap
) BHynuo Damano (Giulio Fagnano, 1682-1766), nranrujanckn MareMarmaap
10) A npujen-Mapu Jlezxamap (Adrien-Marie Legendre, 1752-1833), dbpaunuycku maremaruvap
"W Kapa Tycras Jako6 Jaxobu (Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851), nemauku maremarudap
12)Kapn Teomop Bumaxenam Bajepmrrpac (Karl Theodor Wilhelm Weierstra8l, 1815-1897), ne-
Ma4YK{ MaTeMaTrudap

13) @emxce Kpucrnjan Kmaju (Felix Christian Klein, 1815-1897), memMadxn mMatemarmaap
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Hedbununuja 4.2. Bajepuwmpacosa kybHa xpusa je ypehenn map (E, O) ckyna
E ravaka y adgunoj pasan K? umje cy KoopIuHATE PelIerha je HaTIHe

v + arzy + asy = 23 + asx? + aqz + ag, (4.2)
n Oeckonauno jgajeke tadke O u3 E, npu aemy cy ai, as, a3, ay 1 ag u3 K.
Jennaunua (4.2) je adpuna Bajepumpacosa jednavuna.

Hedununnja 4.3. Cpaky on jeanaunna (4.1) u (4.2) mazuBamo Bajepumpacos
onwmu obauk Kybne kpuse E uim Bajepwmpacosa gopma on E.

BajepmirpacoBa kybHna KpuBa UMajy jeJHy BEOMa BazKHY OCOOMHY:

Cpaka mpaBa cede BajeprmTpacoBy KYOHY KPUBY Y TAYHO TPU TavKe, pauyHajyhu
14)

BUIIIECTPYKOCTH .

YV upojekrusnoj pasuun P?(K) to ce saxo sugu. ¥ adunoj pasum K2, ako mo-
cmarpamo jeanaunny (4.2) npumehyjemo, nomro y moj Hema Wiana y°, j1a ceaxa
BepTHUKAJIHA HpaBa T = ¢, 3a ¢ u3 K, cede BajepurrpacoBy KyOHmy KpuBy y /Be
Tauke. AJIM, aKo ce y3Me y 003up 1a 6eckoHaTHO gasteka Tadka O Ttakohe mpumama
TOj KpHUBOj, A00HjaMO U Tpehy mpecedHy Tauky.

BajepmracoBy Kybny kpupy Kpahe HaszuBamo u Bajepumpacosa kybuka.

e BajepinrpacoB HopMasiHu OOJIMK KyOHE KpuBe

Y cayuajy kajza 3a nobe K Bazke onpehenu jiojarnu yciaosu, acdpuna Bajepuirpa-
coBa jemnaunua (4.2) Moxke GUTH joIT HOjeTHOCTaBBeHA, [49, crpana 25].

CraB 4.1. Heka je BajepmrpacoBa kybna kpusa E nedunncana jeqHnaqnnom
(4.2) max nomem K unja je xapaxrepucrnka'®
jeTHAUYMHY MOZKEMO CBEeCTH Ha OOJUK

pazsmanTa ox 2 u 3'9. Taza Ty

y* =2 + ax +b. (4.3)
Zoxas. IlomTo je KapakTepucTuKa mosba K pasgmdanta o 2, MOXKEMO KOMILIETH-
parTu KBaJpar Ha JIeBoj crpanu jejanakoctu (4.2), u tajga je

1 1
(y + §(a1x + ag)) 1 (ar1z + a3)2 = 2° + ap2”® + ayx + ag. (4.4)

14)
15)

Ha ocnoBy Besyose Teopeme, 0BO BayKu 1 3a CBaKy KyOHY KPHBY.
Kapaxmepucmura nowa K je Hajmamu mpupojan Opoj m — akO OH MOCTOjU — TAKaB 11a je
n - lxg = Og, mpu demy cy Og u lg HeyTpasHu ejleMeHTH 3a cabuparbe, OJHOCHO MHOXKEHme Y
rom nosby K. Ako TakBo m He mocroju, To ject ako je n - lg # Og 3a cBaku npupojan 6poj n,
onzla kaxkemo Ja je nowe K xapaxkmepucmure 0. ITospa Q, R u C cy kapakrepucruke 0, 10K je
KapakTepucTrnKa mosba [y jenmaka p, rae je p mpoct 6poj m ¢ = p”* 3a HeKW Tpupoman 6poj m.
16) To 3Hatm 4 CMEMO BPIIATH JOMYHY, TO jeCT KOMIUIETHPAIHE 10 TOTITYHOT KBAIPaTa, OIHOCHO
MOTIIyHOT Ky0a, Kao u Jiesbere OpojeM 2, 0IHOCHO Opojem 3.
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VBogehu cmeny y + %(alx + a3) =1, u gaspum ynponthasamem (4.4) 6uhe

1 1 1
0 = + 1 (4as + af) 2* + 5 (2a4 + ajaz) x + 1 (4a6 + a3) -

Osznauasajyhu 4as + a? ca by, 2a4 + ajaz ca by u 4dag + a2 ca bg nobujamo
) 1 1 1
2 3 2
= -b b —bg. 4.5
0’ =+ haa’ + Shiw + b (4.5)

Caza ce Buan 3amro cy Koedunujentn y jennaqnnu (4.2) tako o3nadenn. Hanwme,
UHJIEKCe CMO M3adpaJsid TaKo Jia cBe IpeTxo/iHe ¢popMye OyIy XOMOoreHe y HHIeKCY .
[TomrTo je kapakTepucTHKA 110Jba K pazninauTa u 011 3, MOKeMO KOMILIETHPATH KyO
Ha JiecHoj crpanu jeanaxkocru (4.5), u tajga je

1\* 1 1 1 1
2 by | — b — b} + by + b 1.6
7 (x+12 2) 182 T R Tt e (4.6)

Veozxehnu emeny @ + 5by = &, n gabnm ynpomhasamen (4.6) Gulie

1 1
n* =€ — (b5 — 24b0)€ — o (=03 + 36baby — 216b).

Osnavasajyhim b3 — 24by ca cq m —bi + 36byby — 216 ca cg m0OUjaMO jeHATHHY

1

2 [
8646

1
=& - E&Lf -
Konauno, crapmajyhu ga je n =y, £ =, —ﬁcll =au —2cs = b gobujamo

864

y? =23 + ax +b. O]

Cras 4.2. Heka je BajepmrpacoBa kydoHa Kpuba F jnedunucana jeHaquuHOM
(4.2) mag mospem K. Ako je KapakTepUCTHKA TOT T0Jba 2, Taja jeanaqduny (4.2)
MOZKEMO CBECTH Ha jejiaH o cjejieha jBa obsimka

V4+ey=a4ar+b wm y?+ay=2>+ar+0b, (4.7)
a aKo je heroBa KapakKTepuCTuKa 3, jeguaunny (4.2) MOKeMO ¢BecTd Ha

2=t ar’ +br+c O (4.8)

Hedununuja 4.4. Cpaky on jeanaunna (4.3), (4.7) u (4.8) nazuamo Bajepus-
mpacos nopmasar obaur Kyone kpuse E wim xpamka Bajepuwmpacosa @opma
on E.

3a ky6uy kpuBy E 3agary jenmaunom (4.3), (4.7) mwin (4.8) kaxkemo u Ja je Ba-
Jepumpacosa KyoHa Kpusa Y HOPMAAHOM 0BAUKY.



BajepmrpacoBe KyOHe Kpube 47

e BajepimrpacoBa KyOHa kpuBa Haa mojbeM R

Han Behunom nospa, yryiaBHoOM HEje Moryhe jatu cMucjeH rpadgpudkn npukas Ba-
jepuirpacoBe Kybmne kpupe. MehyTum, KOpucHo je pasMOTPUTH HeH rpaduK HaT
no/beM R peasnux 6pojeBa. [lobe R uma kapakrepuctuky 0, Ia eJIMITHYKS KPUBA,
Haj no/beM R nma Bajepmrpacos HopMaann obauk y2 = 23 + ax + b.

Ha cnenehem npre:ky npukaszanu cy Heku rpaduiu BajeprrpacoBux KyOHHX
KpI/IBI/IX Ha;L nobeMm R.
y?=a— yr=2%+1 v =2 —2+3 yP=a2—4dx Vi =x—x

ARt A

BajepmTpacose KyOHe KpuBe HaJl 1o/beM R MOry OMTH TJIaTKe WU CHHTYJIapHE.
[TocToje nBa Moryha ob/mKa peanne cHHTYIapHe KyOHE KPUBe KOja 3aBUCE OJ TOTa,
Ja n noanHoM T + ax + b mma JABOCTPYKH WJIA TPOCTPYKHU PEaIHU KOPEH.

y? =3+ y? =13

K

Y npBOM caydajy, peaqHa KyOHa KpUBa UMa TaUKy CaMOIPeceKa, a y APYyToM Kact.

e /IluckpumunanTa BajepuiTrpacoBe KyOHe KpuBe

Hedunuimmmmo cajia jeIHY BaxKHY BEIUYHHY KOJy NPHIAPYKYjEMO CBaKOj KyOHO]
kKpuBoj y BajeprmirpacoBom o0/uKYy.

Hedbunnmmja 4.5. Heka je kyOna kpuBa F 3a1arta jeHATHHOM
v+ a1zy + azy = ° + apr” + auw + ag
y BajepmrpacoBoMm ominreM 001uKy. Bennunny
A = —b3bg — 8b3 — 27b% + bybybs

Ha3suBaMO duckpumunarmom BajepinrpacoBe kKybme Kpube FE, mpu uyemy je

by = a? + 4ay, by = aja3+2ay, bg = a§—|—4a6, bg = a%a(j—a1a3a4—|—4a2a6—|—a2a§—ai.

Hapenna nedunuimja je crnenujanan ciydaj nperxoare nedpurumnuje (4.5).
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Jedbununuja 4.6. Heka je xkyOna kpuBa E 3amara jeHadnHOM
v’ =12 +ax+b
y BajepmirpacoBom HopmasiHoM 00nKYy. Bemmunny
A = —16(4a® + 27b%)
Ha3uBaMo duckpumunarmom Bajeprirpacose Kybme kpuse F.

Uaxko dakrop —16 nenyje HebutHO y mecdbununuju (4.14), ucmocrapba ce aa je oH
3rojlaH y HANPEIHUjeM MPOYyUIaABAIbY OBUX KPUBHUX. AKO YKEJTUMO JIa HCTAKHEMO 714
je A nuckpumunanTa Kpuse E nmcahemo u A(E).

[Tomohy jiucKpuMHHAHTE MOXKEMO JIATU KPUTEPUjYM KaJla je KyOHa KpuBa rjiatr-
Ka, & KaJla je CHUHTyJapHa. ¥ CJIydajy KaJla je OHa CUHTY/JapHA, MOYKEMO JIaTH U
tun curryiraputera. O Tome Ham roBopu caenehia Teopema, [48, ctpana 45].

Teopema 4.1. Hexa je xybna kpusa E 3amata jemnaannom y2 = 23 +ax + by
BajepmrpacoBom nHopmasiHoM 00nKYy. Tama Bayku:

1° Kpusa F je rnarka ako u camo ako je A # 0.
2° KpuwBa FE je cmHTyJIapHa M UMa Ta4dyKy caMoOIpeceKa aKo W caMo ako je
A=0wua#0.

3° Kpusa F je cunryiaapHa u uMa Kacl ako U camo ako je A = a = 0.

Jloxas. 1° IlpBo mpernoctaBuMo 1a je A # 0, n J0KaKuMO Ja je KpuBa F raaTka.
Hamumumo jeanauuny y* = 23 + ax + b y obmuxy F(z,y) = y*> — f(z) = 0, ue je
f(z) = 2% + az + b. Tana Baxku

oF ., . OF

Kpusa je riarka ako He mOCTOjU HUje/IHA TavuKa HA KPUBO] y KOjOj CY HapIUjaaHu
u3Boau (4.9) wcropeMeno jeanaku Hyau. To 3HAYH J1a ¥ CBAKO] TAYKH HA KPUBO]
OCTOjU J00po jnedpuHUCAHA TAHTCHTA.

[IpeTmocTaBuMO CYyIpOTHO, HeKa KpuBa F HHUje I1aTKa, TO jecT HeKa Cy MapIiy-
jasau u3Boam (4.9) MCTOBPEMEHO jejiHAKK HYJIM Yy Tadku (Zg, Yo), OJHOCHO

or oFr
%(I()ay()) = a—y(xoayo) =0.

Tana je — f'(z9) = 0 u 2yp = 0, 10 ject f'(x9) = 0u yo = f(x9) = 0. Onapue ciaeau
Ja je

f'(zo) = f(z0) =0,
onnocuo aa dyukuuje f(x) u f'(x) umajy 3ajeqHuuru KopeH xy. Taga je zo IBO-
cTpyKu Koper of, f(z), ma je xy u JBOCTPYKO pertebe jeqnaudnue f(x) = 0. Y
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TOM CJIy4ajy, IHCKPUMHHAHTA jegnadnne r° + ax + b = 0'7)3a10B0spaBa petamujy

D =0, To ject

a® b

— 42 -0
27+4 ’

oruocHO 4a® + 27b% = 0, na je u A = —16(4a® + 27b%) = 0. Tume cMo0, Ha OCHOBY
3aKOHa KOHTpamosumuje'®, nokazamm J1a ako je A # 0,1a1a je kpusa F riarka.

Caga mpermnoctaBuMo 12 je KpuBa F rimaTka u mokaxkmmo ga je A # 0. [Iper-
moctaBuMo cynpoTHo, Heka je A = 0. Taga je u D = 0, ma f(z) uma Gap jenam
JIBOCTPYKH KODEH, Ha HPUMEpP Tg, ojak/e cjieju jaa je (ro,0) cuHryjapHa rauka
kpuse F. Jlakse, nocroju 6ap jejna cuHryIapHa Tauka Kpuse F/, na oHa HHje TiaT-
ka. I y oBom cjydajy cMO, Ha OCHOBY 3aKOHa KOHTPAMO3UIIHjE, JTOKA3AJIN & aKO
je kpuBa F rnarka, taga je A # 0. OBuM cMo mokazann Tepheme 1°.

Cauvno 6ucMo J0Ka3aJu U TBphema moi 2° u 3°. O

4.3 Eaunrunyike KpuBe

o /ledununuja eunTnuKke KpuBe

Y UperxoJHOM MOIJIaB/by, €JIUINTUYKY KPHBY CMO Jie(DUHUCAIN Kao aaredapcky
kpuBy poxa g = 1. To je eeomempujcka dedhunuyujoe. Camga hemo eTMIITHIKY KPUBY
neduHucaTh U anzebapcku peko Bajepmrpacose Kybne kpuse. Fako je eunTudka
KPHBa IIPOjeKTUBHA KpHuBa, MU hemo je nedunucaru apuHOM jeJHaduHOM, jep he
HaM TO OUTH TOTOJHUje 3a Jasbu paj, [15, crpana 451].

Hedbununmja 4.7. Eiunmuura kpusa (E, O) nay nomem K je riiarka Bajepui-
TpacoBa KyOHa KpuBa 3ajara apuHOM jeTHAIHHOM

2 3 2
y° + a1xy + asy = x° + asx” + asx + ag, (4.10)
npu gemy je O u3 E OecKOHATHO JajeKa Tadka, a ai, G, a3, G4 1 ag 13 K.

Jemnaunuy (4.10) wasuBamo Bajepwmpacos onwmu obauk enunrTudke Kpuse F
unn Bajepuwmpacosa dopma ox E, 1 MOKeMO je JT0CTa MOjeTHOCTABUTH YKOJIUKO
je kapakrepuctuka nospa K pasaununta ox 2 u 3, [15, crpana 452.

Hedbunnnmja 4.8. Esunmuura xpusa (E,O) nan mobem K kapakTepucTuke
pazimuute o 2 u 3 je riarka BajepmirpacoBa KybHa Kpuba 3ajiara auHOM
JjeTHaYmHOM

y? =2’ +az +b, (4.11)

npu demy je O u3 E GecKoHaYHO Jajieka Tadka, a a u b u3 K.

18) Bakon wowmpanozuyuge je tayronoruja (p = q) < (—q = —p).
2 3

18 : 3 —0; _
) Tuexpumunanma D xybue jemnauamue x° +pr +q=0je D = T+ 5.
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Jennaunny (4.11) nazuBamo Bajepuwumpacos nopmaany o6auk enunrudke Kpuse F
win kpamka Bajepwmpacosa ¢opma ox E.

Y HacTaBKy, yrJiaBHOM heMo pa3zMaTpaTh eJUnTHYKe KPpUBe Koje cy jedunuca-
He HaJ nosbeM K 4nmja je KapaKTepUCTHKA Pa3JIuduTa Of 2 U 3, ajIi HaBelIheMo U
nedbuHnEje Kaja je KapakTepucTuka nosba K jeanaka 2, onnocuo 3, [21, crpana
234].

Heduunuuja 4.9. Eaunmuuka xpusa (E,O) naxn nomem K kapakrepucruke
2 je rarka BajeprirpacoBa KyOHa KpuBa 3ajaTta je JHOM o/ adUHAX jeTHaTuHA

V4+ey=2d4+ar+b wm y+zy=23+ax+b, (4.12)

npu demy je O u3 F GeckoHavdHO gajieka Tadka, a a, b u ¢ uz K.

Heduunuuja 4.10. Eaunmuyka kpusa (E, O) mag nomem K kapakrepucTuke
3 je niarka BajepmirpacoBa KybHa KpuBa 3ajiara apuHOM jeIHAYMHOM

y? =2 +az’ + bz +c, (4.13)
npu demy je O u3 F GeckoHavdHO jgajieka tadka, a a, b u ¢ uz K.

Yecro hemo ymecro (E,O) mucatu camo E, kama je jacHo Kojy ¢MO GECKOHAYHO
Jlasieky Taduky u3abpasiu. Takobhe, aKo KeJIMMO Jia HCTAaKHEMO J1a IIOCMATPaMoO eJIH-
nTHIKy KpuBy Haj nosbeMm K, nucahemo u F/K.

3a BajepuirpacoBy dhopmy (4.10) kazkeMmo Ja je «g10b6pay HaJ CBUM MOJBUMA.

Esunrruka Kpusa je riatka BajepurrpacoBa kybHa KpuBa, Ia je TUCKPHUMHE-
HaHTa A BajepurrpacoBe KyOHe KpHBe YjeIHO B JUCKPUMHHAHTA eJTUITHIKE KPUBE,
y ojarosapajyhem obJinky. YcJioB J1a je equnTHuYKa KpuBa [ rjiarka ekBuBaJieHTaH
je yCJIOBY 1a je meHa AUCKPpUMHHAHTA A pa3IudnTa O HyJe.

e N3oMmopdHe emnnTuyke KpuBe
Caza fiemo BujeTn Kajia cy JiBe eJUNTHYKE KpuBe u3oMopdue, [33, ctpana 18].

Hedununumja 4.11. Heka cy /K u E,/K enunruuke kpuse 3a1are jejHa-
quHaMa,

Ei: v+ arzy + asy = 23 + asx? + auz + ag

E2 o y2 A blxy = bgy = ZL’3 T bg[L’2 T b4[L’ aF b6-

y BajepmTpacoBom onmirem 001uKy. Kaxkemo 1a cy oHe usdomopgre HAI MOTbEM
K, u nmumemo E; = Es, ako nocroje u, r, s u t u3 K, npu gemy je u # 0, TakBu
Jia TpancdopMalija KoopanHaTa

(z,y) = (vlz 4+ r,udy + usz + 1)

Tpancdopmulie jeanaduny on Fy y jennauuny ox Fs.
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Hapenna nedunnmja je cnenujanan ciydaj nperxoaue gedbuanmuje (4.11).

Hedununuja 4.12. Heka cy Ei/K u Ey/K equnrtudxe Kpube 3ajare jeHa-
qUHAMA

By’ =x34ar+b
Ey:y?=x3+dz+0.

y BajepmrrpacoBom nHopmasiHoMm o0uky. KakemMo 1a cy oHe uszomopgre Han
nosbeM K dmja je KapaKTepucTHKa pa3JIndInTa OJ1 JIBa U TPH, U nuimemo £ = Fy,
axo moctoju u n3 K, mpu gemy je u # 0, TakBO 78 TpaHC(OPMAINja KOOPIMHATA

(z,9) = (v?z,u’y)
Tpancdopmuiie jegHadnny o F y jexnauuny ox Fo.

Hakie, 3a enuntuake kpuse ) /K un Ey /K 3amare y BajeprirrpacoBom HOpMaTHOM
00JINKY BayKu:

E, 2 By & (uy)? = (vPz)? + d (vPz) + b < d = u'a, b = u®b
mpu demy (z,y) npunaga E /K, u

A(Ey) = —16(4(a’)? + 27(V)?) = u*A(Ey).

¢ J-MHBApPHUjaHTA E€JIMIITUYKE KPUBE

[Mopen auckpumunante A(FE) emuntuake Kpuse F, gedununcahemo jout jeany Bazx-
HY BeJIMYUHY KOjy NPUJIPYZKYjEMO CBAKOj €JIMNITUYKOj KpuBoj F, a Koja je moBe3ana
ca TOM JUCKpUMUHAHTOM, [33, cTpana 19)].

Hedbunnnmnmja 4.13. Heka je emunTtuyka kKpuba F 3ajata jeiHAIUHOM
yQ + a1y + azy = z3 + a2x2 + a4 + ag

y BajepmrpacoBoMm ominreM 001uKy. Beanunny

i

j:A’

HA3UBAMO j-UNGAPUJAHMOM eJunTHYKe Kpuke F., npu demy je ¢y = b3 — 24by,
bg = 4CL2 == a% n b4 = 2(14 + aias.

Hapenna nedunnimja je crenujanan ciydaj nperxoasae gedbuanmmje (4.13).
Hedbunnmmja 4.14. Heka je ermunTtudka Kpuba F 3ajara jelHAUUHOM

v =2 +ar+b



02 YBOJl y eJINIITUYKe KPUBE

y BajepmirpacoBom HopMasiHOM 00nKYy. Bemmunny

1728(—4a)?
J= A

Ha3MBaAMO J-UHBAPUJAHMOM eJIUTITHYKe KpubBe F.

AKO KeJnMo J1a HCTAKHEMO j-HHBApUjaHTy equnTuike kpuse F nucahemo u j(FE).

[Tomohy j-mHBapujaHTe MOXKEMO YTBPAWTH KaJa Cy JB€ eJIMITHYKE KPUBE HAIL
ueTuM osbeM u3omopdre. O Tome Ham roopu ciejnelin cras, [33, crpana 19].

CraB 4.3. Heka je K mnospe unja je kKapakTepucTHKa pa3anduTa OJ JIBa U TPH.
Taa Baxku:

1° Enmunruuke xpuse E) /K u Ey /K cy usomopdue mag K ako u camo ako
je J(E1) = j(Er).
2° 3a cBako j u3 K nmocroju emunruaka kpusa £ /K tako naje J(E) = 5. O

e EyilmnTuuyka kpuBa Han mossem R

Emunruaky kpuBy E/R, 6e3 tauke y GECKOHATHOCTH, MOYKEMO MPHKA3ATH KAo
kpuBy v R2, To ject xao mojckyn papnm. Taja rpaduK eIHNTHYKe KPHBE MOYKE
UMAaTH jeJaH OJ JIBa OCHOBHA OOJIMKA, KAO IITO je IIPUKA3aHO.

Y =a3—x+3 =3z

1 i X2 x3

C

Axo nomunom z® + ax + b uMa jesaH peajaH KOpeH, Ha IIpUMep T, Taja ce I'pa-
UK emWnIITHYKe KPUBE CACTOJU OJ] je/IHe KOMIIOHEHTe. Y TOM CIy4ajy jeTHAadnHa
emuntuake kpuse E/R je y? = (v — 21)(x — 22) (2 — To), IpH deMy ¢y To U T3 = Ty
KOHjyTOBAaHO KOMILIEKCHH KOPEHH JATOr moauHoMa. Taga je u 4a’ + 27b% > 0, na
rpaduk o1 E/R nma jenny kommoHeHTy ako je A < 0.

Ako nojmuom 73 + ax + b uMa Tpu pazauuUTa peajHa KOpeHa, Ha IpUMep T,
To U T3, Tajga ce rpaduK eJIUITHYKE KPUBE CACTOJH OJ JIBE KOMIIOHEHTe. Y TOM
caydajy jennaunna enuntauke kpuse E/R je y? = (z — x1)(x — xo)(z — x3). Tana
je m 4a® + 27b* < 0, ma rpacduk o F/R uma ape KommnonenTe ako je A > 0.
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e EnunTuyka kpuBa u 6upanmumonasiHa Tpancdopmamnuja

[eomeTpujcka neduHUIMja €TUNITHYKE KPUBE TIO3HATA je U KAaO «Iupay JeduHu-
IMja eJTUITHYKE KPHUBE, jep OHa YKJ/bydyje He caMo IyIaTKe KyOHe KpuBe, Beli u cBe
OHe KpHBe Koje cy MM OHpaIMOHAJIHO €KBHBaJEHTHE, TO jeCT OHe KpHBe Koje ce
Jiobujajy rnmomohy OGupanuonajinux Tpancdopmalimja.

Hedbunnnuja 4.15. Bupayuonasna mparchopmayuje je pamruoHaaIna TPAHC-
dopManuja duju je MHBEP3 TaKohe palpoHaHa TpaHchopMaIuja.

BupanuonaJsine rpancdopmaiiuje 4yBajy poj KPUBE, ajid He 4yBajy HEH Pe/l.
ITpumep 4.1. Heka je C xpuBa 3ajaTa apuHOM jeTHAUHHOM
C:y* =a*+32% + 2.
Fbena jenmmaumna je obnmka y? = f(x), npu gemy je d°f = 4. Cmena

2 2t

T y:m, (4.14)

je pamumonaJsiHa TpaHcgopmalja jep T, OJJHOCHO Y PallMOHAJJHO H3parkaBaMoO
nmomohy s, ogHocHO s u t. Fbena naBep3na Tpancdopmaimja
_x+2 . 2y

S — =
x x2’

je, Takobe, pannonasHa Tpancdopmarmja, na je (4.14) u GupanuoHa HA TPAHC-
dopmannuja. 360r Tora je kpuBa C OHpaAIMOHATHO €KBHBAJIEHTHA KPHUBO]

E:t?=5"—3s+6.

C E

N

Kaxko je kpuBa E equntudka, TO je u moja3na KpuBa C eTUITHIKA. A

Jlake, eJlUIITHYKe KpUBe MOTY OMTH U ajrebapcke KpHUBe 3aJaTe jeIHAYUHOM

y?> = f(x), npu vemy je d°f = 4, ako ¢y oHe OGMPAIMOHAJIHO €KBHBAJCHTHE He-

KOj €JTUIITHIKO] KPUBO].
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4.4 Emunrmyke Kpube Haa nosbem C

Kama ce mocmarpa wa nmobem R, ennnrudka kpwBa F je kpuBa, TO jecT jeaHO-
JUMeH3MOHAJIHN 00jeKaT. AKO eIMITHYKY KpUBY mocMaTpaMmo Hax mosbeMm C, meH
rpad je, kao 1 anredapcke kpuse Haa C, HOBPII, TO jecT ABOIUMEH3UOHATHE 00je-
KaT y 4eTBOPOAMMEH3HOHAJIOM IpocTopy. Jla OmcMo BU3yeaIn30Baud €IUNTUUKY
kpuBy F/C, o ject Ty mospiir, Mopamo JAedHHHCATH HEKOJIHKO HOBUX IIOJMOBA.

e Pemmerka n dbyHmamenTaanu mapajejgorpam perierke Ha C

Hedbununuja 4.16. Heka cy w; 1 wo KOMILIEKCHH OpOjeBH JTHHEAPHO HE3aBU-
cun Haj mo/beMm R. Taga ckymn

A= A(wl,WQ) = Zwn + Lws = {n1w1 -+ NaoWws | ni,Ng € Z} cC
Ha3WBaMO pewemrxa NIl Mpexnca Ha C pa3alieTa Ca Wi U Way.

JacHo je 1a KOMILTEKCHE OPOjeBH wi W we duHe 6asy pemnretke A, [33, ctpana 24].
A A W1 + wWa

o o o

) )

w1 w1

Ipyna (A, +) je auckperna noarpyna Atemnose rpyne (C,+). Ilpema [35, cTpana
410] umamo caenehy nedbununujy.

Hedununuja 4.17. Ckyn
IT = {CL1CU1+CL2(,U2 | 0<a; < 1,@2 1,2}

HAa3UBAMO (PyHOGMERMAANY NAPAAENOPAM WA HyHdamenamana obiacm pe-
merke A.

e Komniekcan Topyc

Pemerka A je nuckperna noarpyma on C, nma je u C/A Takohe rpyma. Taga cBaka
kiaca u3 C/A uma no jemnor csor npejcrasauka y 11. Omepanuja y rpynu C/A je
cabuparme KoMILTeKCHuX Opojesa mo moaysry A. Ipyrum peunma, caxka tauka n3 C
je kourpyenrtna 1o Moaysy A tauno jemgnoj tauxu u3 1. OBo 3Ha4n ja ereMenTe u3
C/A zampaBo moxkeMmo cMarparu ejgemenTuma u3 [I. Ako mocMmarpaMo 3aTBOperbe
I, Tana cy HacmpaMHe cTpaHHIe Tapajiesorpama Il wienTudukosane.
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Jla 6ucMo cBe 0BO BU3YEJM30BAJIN, MOKEMO 3AMUCUTH J1a CMO HAjJIPUjE «CJIe-
UMY J[BE CYNPOTHE CTPAHUIE HapaJesorpaMa, W Tako JMOOWIN BajhbaK, a HAKOH
TOTA JIa CMO <«CJICIHJINY U JIPYTe JBe CYIPOTHE CTPAHUIE Mapasieorpama, To jecT
6aze gobujeHor BasbKa. Tako cMO JOOUJIH TOPYC KOJH HAZUBAMO KOMNAEKCHU MOPYC
u o3uadaBamo ra ca T(w;,ws) mrm kpahe camo ca T.

o,

Jpyram peanva, komaarmaru npoctop C/A je eksubanenTan napanenorpamy 11 ca
nIeHTU(DUKOBAHUM HACIHPAMHUM CTPAHUIIAMA, IITO je TOMOJIOIIKK €KBHBAJIECHTHO
komiiekcnoM topycy T. lakme, kommuanudaku npocrop C/A Tonosomku je KoMm-
wiekcau Topyc T na xkome umamo crpykrypy kKojuunuuke rpyune C/A kojy cmo
[PETXOHO OIUCAJIH.

Ja Gucmo nokazanu ja je enunrtuuka kpusa [£/C ucro mro u topyc T =
C/A, xoncrpyncahemo mzomopduzam msmehy T = C/A u ckyna FE(C) ceux C
-Tavaka enuntudke kpuse E 3ajenno ca taukom O. To hiemo ypagutu momohy
Bajepmtpacose plQ)—(byHKque, KOja je BaKaH M HeTPUBHUjaJIaH MPUMep eJTUTTTHIKE
dyukmnumje. 3aTo MpBO AePUHANIIMO eTUNTHIKY (DYHKIIA]Y.

e EnunTunyka dyHKIHja

Ja oucmo meduHucaIn eIUNTHYIKY (DUHKIH]Y, MOpaMo Ja jJedUHHIIEMO HEepUo-
muany GysHkuujy, (35, crpana 408].

Hedbunumnuja 4.18. Kovmnekcny ¢pyukujy f Ha3uBaMo nepuodutta, ako mo-
cToju 6poj w # 0 TakaB jia 3a CBe BPEJIHOCTH MPOMEHJ/bUBE z U3 jioMeHa (yHK-
nuje [ BaxKu

fz+w) = f(2).

Koncranry w HazuBamo nepuodom komiuiekcHe yHKIHje f.

Heka je f nepwmommuna mepomopdua dyuknuja y oxrocy ua pemerky A. Tana,
3a cBako z u3 C u cBako w w3 A Baxu f(z + w) = f(z). lomrro dbuskujy f
OCMaTPaMO y OJHOCY Ha pelreTky A Koja je pasamera ca wi; W wg, HA OCHOBY
IPETXOMHOT MOKeMO 3ak/pydntn 13 je f(z +wi) = f(2) u f(z + we) = f(2), TO
ject f(z+wi) = f(z + wq), omHOCHO

f(z +mwi + nws) = f(2),

w1

: 21
IpU YeMy Cy m u n u3 Z, a KOJUIHUK o, HHJe peasan ).

19)
20)

suak 2% ce unra ne
Bajepmrpac je Ha modeTky cBOje Kapujepe paJno y TMMHA3WJU T/IE je TIPEIaBao U JIEMO THC-
came, Ta je 3a cBojy (YHKIHUjy U3MUCINO KAIurpadCcKy BEp3ujy CJIOBA p KOja je MOCTajIa CTAH-
JapJHa O3HAKA.
2Ymmro je mero kao u Im L # 0
2
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Jpyrum peunma, nmocmarpana mepomopdua dyuknuja [ je mepuognydna y o/-
HOCY Ha J[Ba JIMHEAPHO He3aBUCHA mepuojia y komiiekcuoj pasanau C. Ha ocaoBy
[35, ctpana 408] umamo

Hedbunnnuja 4.19. OyHKIMjy Koja UMa JIBa PA3JIAIATA IEPUOJA W1 U Wy TUJU
KOJIMIHUK Z—; HHUje peaslaH HAa3UBAMO 060NepUoduUNHOM WU 080CMPYKO NEPuo-
duuHoM GyHKUUIOM.

[Tpema [35, crpana 410], nmamo u

Hedbununuja 4.20. /Iponepuoandne MepoMopdHe DYHKIUje HAZUBAMO €AUTN-
MUYKUM PYHKUUIJAMA.

Jlaxte, eunTuyuka (hpyHKIOHja Y OMHOCY HA perneTky A je mepomopdua dpynkmmja
f rmakBa ma 3a cBako z w3 C u cBako w u3 A Bakn

Jz+w) = f(2).

VkomKO 3a enuntudky yHKIujy f Tpeda HarsacuTu pererky A meHux mepuoia

wy 1 wy?? | Tama mamenmo f(z | A) mmu f(z | wi,ws). Ha ocrosy [50, cTpana 1]

nMaMO

Teopema 4.2. [A6es| Mepomopdua dbyuknmja f MoxKe UMATH HAJBHIINE /B
JIMHEAPHO HEe3aBUCHA MEpPUo/a, TO jeCT MOCTOje HAjBUINE JIBa MEPHOJA Wi U Woy
TaKBa JI1a je

W = mwi + nws

3a OMJI0 Koju mepuo w o f. O]

[Tpema AbeoBOj Teopemu, MepoMopdHe (PyHKITHje MOZKEMO TIOIETUTH Y TPH KJIace:

O HelepuoUYIHe,
O MEPHOJUYHE Ca jJeJHHM IEPHOIOM — NPOCMONEPUOIULHE,

O JIBOTIEPUOIAYHE — €JUITHYKE.

Jaxne, emuntuyke pynknuje cy mocedua kjiaca mepomopduux gpyukiuja. Laun-
TUYKe (PYHKIUjEe UMAjy BEJHUKY TPUMEHY Y Pa3HUM JEJTOBAMA MaTeMAaTHUKE U Me-
XaHUKe.

e BajepmrpacoBa p-dyHKIIja 1 BbeHe 0COOuHE

[TomTo cMo neduHUCAIN eTHITHYKY DYHKIH]Y, MOKeMO cajia jtedunucaru u Baje-
purrpacoBy p-bynknujy, [35, crpana 414).

22)113 TPAIUIIMOHAIHUX PA3JIOra — OCHOBHU TIEPUOJ, CHHYCA, U KOCUHYCA je 27, a epuos pyHKImje

z — €® je 27 — HeKM ayTOPH NEePHOJIe eUIITUYKNX (DYHKIIN]a 03HAYABA]Y €A 2wy U 2wa, & PEIIeTKY
muMa oapeheny ca 2A.
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Hedununuja 4.21. Heka je A pemerka na C u A’ = A\ {0}. Taga Bajepw-
mpacosy @-pynryujy medpunuiremo momohy ciemeher pema

p(z) = % + ) (ﬁ - é) . (4.15)

weN

Ocuosre ocobune Bajeprirpacose p-dyukuumje gare cy y HapeaHoj Teopemu, [59,
crpana 262].

Teopema 4.3. Heka je mara pemerka A ma C. Tama 3a BajepmrpacoBy o-gy-
HKIIUjy Baxke cjejeha TBphema:

1° Pen (4.15) koju gedunnire o(z) KOHBEPrupa AlCOIYTHO W PABHOMEDHO
Ha CBAKOM KOMIAKTHOM CKYIy KOJH HE CQJPIKHU eJeMeHTe u3 A.

2° ©(z) je mepomopdua Ha C u uma JBOCTPYKH 1101 ¥ ¢BakoM w u3 A.

3° p(z) je memapHa, To jecT Baxn p(—z) = p(2) 3a cBako z u3 C.

4° ©(z) je eunTHYKA Y OJHOCY HA perieTky A, To ject Baxku p(z+w) = p(z)

34 CBaKO w u3 A. O]

Caenehe gBe Teopeme (4.4) u (4.5) Ham roBope o Bajepurrpacosoj p-byHKIHH 1
meHoM u3Boay . IlpBa of mux je mpeysera u3 [12, crpana 46|, a apyra u3 [59,
crpana 262]

Teopema 4.4. BajepmrpacoBa p-pyHKIIHja 33/ 10BO/baBa, JTU(EPEHIH]ATHY jeI-
HAYUHY OOJIHKA,
(¢)? =4p® +ap+b (4.16)

3a Heke a u b u3 C. O

Haxue, BajeprrpacoBa @-dyHKIMja U HeH U3BOJ (' 3aI0BOJHABA]Y jeTHOCTABHY
anrebapeky pesaiujy (4.16). OBo mpejcraBba MOBOJ 32 JeTa/bHUjE MPOYIABAHE
KPUBUX 00JMKA

v =4a® +ar +b
3a "Heke a u b us C.

Teopema 4.5. Ckyn cBux emunTuyukux GyHKIUja f y ogHOCY Ha perneTky A je
Clp, ¢). O

Ha ocnosy [35, crpana 422] umamo u caenehy Teopemy y Besu ca p u ¢'.

Teopema 4.6. Heka je p BajepmrpacoBa u f enmunrudka (QpyHKIHja ca Mpe-
sxom mepuosia A. Taga mocroje panmonanne ¢yukiuje R n S ca KOMILIEKCHUM
KoeHUIUjeHTHMA TaKO J1a je

f(2) = R(p(2)) + S(p(2))¢'(2). O
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Jlpyrum pednma, cBaka eJulTuYKa (PyHKIHja je panuoHaHa KoMOuHamuja hyHk-
ije o U BHeHOT u3Boaa (.

Ha 6ucmo koucTpyucamn tpazxkenn uzomopduszam usmelhy T = C/A u ckymna
E(C), norpe6uo je ma ysegemo jom jeman mojam — Ajzemmrajuos®) pe.

e AjseHInrajHoB pen

Hedunnnnuja 4.22. Heka je A pemerka vHa C, A’ = A\ {0} u Heka je k > 2
1meo 6poj. Ajsenwmajnos ped texxkune 2k, y omHOCY Ha pemreTky A je pen

Gop = ng(A> = Z w2k,

we’

[puvernmo aa je Gopp = 0, jep ce wianosn w™ A g (—w) =+ normmrasajy,
na 360r Tora jgeduHUIIeMO Aj3eHINTAjHOB pel caMo 3a IIapHe Ieje Opojese.

Cuoresiehiom Teopemom Jata je Besa usMmehy Bajeprurpacose p-dbyuknuje u Aj-
3€HITAjHOBOT pefa, (12, crpane 46 u 47].

Teopema 4.7. Heka je p(z) Bajepmrpacosa p-byukimja u Goy, Aj3eHInTajuon
pen. Taza je
(¢'(2))* = 4(p(2))* — 60G49(2) — 140Gs. O (4.17)

Yoouuajeno je ga ce xkopucre o3Hake go = 60G4 n g3 = 140Gg. Tama jeanakocr
(4.17) rracu

(9'(2))* = 4(p(2))’ — gap(2) — gs. (4.18)

e IIzomopduzam uzmehy T u E(C)

Ha ocnosy jenmakoctu (4.18), tauke (p(z), ¢'(z)) Jexke Ha KpuBOj
y? = 4a® — gox — g3 (4.19)

TpaJUIHOHATHO ce OCTaBba 4 Kao KoedUIHjeHT y3 I°, yMecTo Ja ce W3BpIm
cMeHa MPOMEH/bUBHX Kako 0m Koedummjent y3 2 6uo 1. JucKpuMUHanTa KyOHOT
MOJIMHOMA Ha JIeCHO] CTPaHu je

A =16(g5 — 2793)

Tana Baxu caenehn cras, [59, crpana 269).

Cras 4.4. 3a xy6un nosunom 47° — gox — g3 Baxku ga je A # 0. m

U3 crasa (4.4) ciequ na je kpusa (4.19) enmunruuka kpusa. Jakie, dyHknuja

2 (p(2), ¢ (2))

®epaunang Lorxomn Make Ajsenmraju (Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 1823-1852),
HEMAYKH MaTeMaTHIap

23)
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CBaKOM KOMILIEKCHOM OpOjy 2 NpuApyzKyje Heky Tadky (o(z), ¢'(2)) Ha eunTudkoj
kpuBoj E : % = 42 — gox — g5. AKO TPOMEHIMO 2 32 HEKH eJeMeHT u3 A BpeaHocT
dbyuknuja p(z) u '(2) ce nehe npomenuTu, jep cy oHe IBOMEPUOTUYHE.

Hakne, p(z) u p/(z) 3aBuce camo ox z( mod A), ma mmamo geduHICAHO TPECTT-
kapaibe 3 T = C/A y E(C). Oryna u na ocuosy [59, crpana 270],

Teopema 4.8. Heka je A pemerxa na C u nexa je F : y?> = 42° — gox — g3
equntuika kpusa. Taja, npeciukapawe © : T = C/A — E(C) nedbunucano ca

z = (p(2), ¢'(2))
0+— oo

je nmzomopduzam nzmely kommiekcaor ropyca T = C/A u KOMIUIEKCHIX Tadaka
E(C) exnntuuke kpuse F. O

Hakie, emuntuaky KpuBy Has C MO2KeMO NOUCTOBETUTH ca KOTUIHUIKOM TPYIIOM
C/A, To ject xommiekcauM Topycom T.

L] -G

Ha ocuoBy Teopeme (4.4) BajeprirpacoBa p-byHKIHja 3a70B0JbaBa U Tu(EPeHITH-
JaJIHY je THAYNHY

(¢)* = 49" — 20 — g5.

To 3Ha4N Ja KOMILIeKCHe TauKe Ha eJUITHYIKO] KpUBOj 32 = 423 — gox — g3 MOKEMO
napamerpusobaru nomohy (o(t), ¢'(t)), caM9HO Kao MITO jeMHUYHE KPYTI MOKe-
MO mapamerpusoBaru momolly (cost,sint), jep dyHKnuja y = sinz 3am0Bo/baBa
nudepennujainy jegamaunny y° + (y')? = 1.

['ope maBejiena mapameTpu3aliija Tadaka Ha eJHMITHYKO] KpUBOj moMohy Ba-
jepirpacoBe p-dyHKIHje mpegcrasba nzomopduszam uz E(C) y T = C/A. Ba-
jepmTpacoBa @-bYHKIHja je y TOTHyHOCTH oapehena cBojuMm BpeaHocTuMa y (hyH-
JIAMEHTAJIHOM 1apaJjie/IorpaMy KOju ce CacTojH 0J CBUX KOMILIEKCHUX OpojeBa 00J1u-
Ka G1w1 + aowsy, 0 < a; < 1,0 =1,2.

4.5 Eauntuyka KpuBa M €JUNTUYKUA MHTErpaJl

VcTopujcku, mojaM eaunmu4ka Kpusa je HacTao O MOjMa eAUnMUYKY UHMe2pant,
KOJH ce IojaBJbyje y MpodaeMy u3padyHaBaiba Iy KHHE JIyKa, TO JeCT 00UMa eAunce.
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e OOuM egurce

N3 mouernux KypceBa aHaju3e je nosnara (popMmysia 3a U3padyHaBarbe JyKUHE
JIYKa KpUBe.

Hedununumja 4.23. Axo je y = f(z) nenpekunna dbyHKIITja KOja UMa Hempe-
KH/JIaH U3BOJ| HA CerMeHTy [a, b], Tasia je jayKuua | KpuBe Ha cerMenty [a, b] nara
dbopmyiom

I, b] = / VIt (F@)de (4.20)

Uckopucrumo dbopmyay (4.20) 3a Hanaxkerme gy KuHe gyka l[zg, x1] exunce nzmelhy
Tavaka Tog W T, Ia CAMHM THUM W 33 W3padyHaBarme obuma esurnce. Heka cy a u b
no3uTuBHU OpojeBu, mpu demy je a > b. [locmarpajmo eumcy

IQ y2
St =1 (4.21)

qnje cy moJayoce a u b.

Kama pemnmvo jeqnadnny (4.21) 1o y 1 y3MeMo MO3UTHBAH KBAIPATHU KODEH, J0-
oujamo byukuujy y = f(x) = 2\/ a’? — x2. Barum, kaja uspadynamo /1 + (f'(z))?
1 CTaBUMO Ja je k = —Vbza_“z), dbopmyra (4.20) 3a qyKuHY JyKa HOCTaje

a’® — k2z?
l[zg, x1] dx,
0 /\/ 2 —22)(a® — k%a?)

omakJje ce gobuja aa je obum O eurce JaT ca

72,2
4/ NG o S W = Q)dm. (4.22)
— X — xr

CwmenoMm x = at, dr = adt uarerpan (4.22) nocraje

1 — Kk?t?
=4a / dt. (4.23)
V(1= 2)(1 - k22)
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Hherosum ymnponthasamem j106mjamo

1

/ dt ) t2dt
0= 4a0/ N — 4ak 0/ NG (4.24)

e Enquntuyku mHTErpas

Nurerpan (4.23), onHocHo oba maHTerpasa y (4.24) He MOYKEMO H3Pa3UTH IPEKO
eseMeHTapHnX (PyHKINja, TO jJeCT He MOYKEMO MX PAIMOHAJINCATH PAIMOHAJIHUM
dbyukumjama. [Tomoly palmoHasine cMeHe, MOXKEMO MX CBECTH HA HHTEIPAJ

/ R(z,/P(2))dx

pauuonaue dbyukuuje R(z,/P(zr)) aBe npomensbupe, npu demy je P 1oJuHOM
tpelier crenena. Kako ce uarerpanm (4.23) u (4.24) nojasbyjy y pernaBamy mpo-
OeMa ojpehjuBama oOuMMa eJIHIlce HAa3MBAMO HX EJUITHYKHM HHTerpauMma. Ha
ocHoBy [12, crpana 51| umamo caenehy nedununujy.

Hedbunumnuja 4.24. Fiunmuvwky unmezpas je TaTerpas odamKa
/R(x, V P(z))dx

rze je R paunonaana Gyukunja, a P monannom Tpelier unn gerspror cremena’?.

Enuntwake naTerpase cy orkpuiau Ojnaep u Pamano. Ca eTUITAUIKAM HHTETPAIi-
Ma 3al0Unh-€e jeJIHA O] HajaelllIuX Teopuja v MaTeMaTuru — Teopuja esunmuskus
dyrryuja.

Heka je mara anrebapcka KpuBa ahuHOM jeTHATHHOM

f(z,y) =0. (4.25)

[Ipema Teopemu 3.1, mox oapeherum yeaosuMa, u3 jegHaqdune (4.25) MOXKeEMO u3-
pasuTH MPOMEH/BUBY Y K0 HeKy GYHKIM]Y on =, Ha nmpumep y = g(x). Tamga je u
f(x,g(x)) = 0 3a cBako = rue je byukuuja g sedpunucana. Heka je caga R(z,y)
panuoHasiHa (yHKIHUja jBe mpomenspbuBe r u y. PyHknuja R je KOJUIHHUK JIBA
nosmaoMa. Ako y R(z,y) samennmo y = g(x) mobujamo anrebapcky GyHKIUjy
R(z, f(x)) xoja je moBesamna ca anrebapckoM KpusoM (4.25). Vnrerparn e asre-
bapcke (pyHKIHje je mHTerpas o0JIuKa

/R(x,y)dx: /R(x,g(x))dx. (4.26)

3a unarerpan (4.26) kaxemo u Ja je npudpyotcen anrebapckoj kpusoj (4.25). Cana
MOZKEMO ﬂed)I/IHI/I(jaTI/I CJIMIITUYKHN UHTErpaJ u HOMOhy €JINTIITUYIKE KPpUuBE.

)10 jecr, P = az® 4+ bx? + cx + d umn P = az* + bad + cax® + dz + e
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Hedunumnuja 4.25. Muarerpas

| Blagla)as

je eaunmuuku unmeepas ako je anrebapcka kpusa C : f(z,y) = 0 K0joj je ou
OpUAPYKeH equnTuyka, R panuonanta dbysknuja u y = g(x).

Bunenu cMo j@ ¢y eIUNTUYKHA MHTErPAU MPUMEPH MHTerpaja YujuM ce perna-
BambeM He j100mja yBek ereMentapra byukmuja’?). OBy UHIEHWIY CY JIOKA3AIN
Aben n JInysmn®®). YkoIuKo ce pemmaBameM eJIHNTHYKAX MHTErpaJa Jobmja ese-
MeHTapHa (GpyHKIHja, HA3WBAMO UX nceydoeaunmuukum unmezpasuma. [lokazano
je Jla ce CBaKHU eJIMIITUYKHA UMHTEIPAJI MOZKEe U3PA3UTH HIOMONY ejileMeHTapHUuX (PyHK-
I1ja U WHTerpaJsa obJImKa

/ dx / x2dx
\/(1 —z2)(1 — /{:23:2)7 \/(1 —z2)(1 - /<:25172)7
dx

(4.27)
/ (1+ ha2) /(1 — 22)(1 — k22?)

npu demy je k u3 (0,1), a mapamerap h MOXKe UMATH W KOMIUIEKCHE BPEIHOCTH.
HazsuBaMo UX eAunmuskum unmezpasuma, peaioM, npee, dpyze u mpehe epeme??.

Cwmenom x = sin, ¢ u3 [0, 5], Jlexxanap je unrerpane (4.27) cBeo ma obmmke

d d
/ Ld ,/\/1—1# sinzgodgo,/ Ld (4.28)
1 — kZsin? (14 hsin?p)\/1 — k2sin? o

KOje HA3WBAMO EAUNMUYKUM UHMepasuma Yy Jlescandposom 0bauky, pesom, npee,
dpyee nu mpehe epcme.

Ako y cBakom on unrerpasa (4.27) u (4.28) craBuMO HyJIy 3a JIOY TDAHHUILY
HHTerpamnmje, 106ujaMo odpehere eaunmunre unmezpane y Jarxobujecom, OJTHOCHO
MPULOHOMEMPUICKOM 0OAUKY, THAM PEIOM:

(4.29)

7 dt 7 dp
F(k’x>_0/\/(1—t2)(1—k2t2)’ F(k’w)_o/m—k%in?w’

f t2dt f 22 '
E(k,x)zo/\/(l_t2)<1_k2t2), E(k,go)zo/\/l—k sin?ody; (4.30)

25V omwrem ciydajy, MHTErpajid 00/MKa [ R(z,\/P(z))dz, rae je R panuonanna dbynkuuja,
a P momwHaOM cremena Beher o 1Ba HUCY ejleMeHTapHe (DYHKIINje

26) 3K ozedp JInysm (Joseph Liouville, 1809-1882), ¢dpanmycku maremarudap

2Ty npsor, apyror u rpelier peaa
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xT

dt
ti{h, b, 2) = 0/ (1+h2) /(1 - 2)(1 - 2)

@

(4.31)
/ W
J (1+ hsin? h)\/1 — k2sin?i)’

mpu uemy je k u3 (0,1), z m3 [0,1] u ¢ u3 [0,7]. Hasusamo ux nenomnymum
CAUNTMUNKUM UHTNEZPAAUMA, DEIOM, npse, dpyze u mpehie epcme. Y TpuroHome-
TPUJCKOM OOJINKY HEMOTIYHHUX EJUNTHUKAX HHTErPAJIa, ADTYMEHT (0 HABHBAMO (M-
NAUMYOOM EAUNMUNKO2 UHMELPAAG.

I(h, k@) =

Ako y unrerparne (4.29), (4.30) u (4.31) craBuMo Ja T, OJAHOCHO ( y3UMajy
najselly Bpeanoct u3 cermenta [0, 1], oxmocno [0, 7], To jecT cTaBumo fa je x = 1,
OIHOCHO ¢ = T, T0OHjaMO nomnyne eAunmudke urmezpane, peoM, npee, opyze u

mpehe epcme:
1 bl
0=/ =
/ \/1—752 (T=#) ) V/1-k2sin®y)

t2dt
\/1 — k2sin? 4 dup,
\/1—152 — k*t?) / v

Wl

- / dt :/ dy)
(1 + ht?)y/(1 — 2)(1 — k2t2) (14 hsin®¢)y/1 — k2sin®

0

Caza J1ako yodaBaMoO J1a ¢e OOMM eJTHIICe

1
t2dt

dt ,
O:4a0/ Jioma e / VI-B)-ee)

MOZKe H3PA3UTH KA PA3/InKa
O = 4aK (k) — 4ak*E(k).

HOTIYHOT eJTMITHYKOr WHTerpaJia npse spere K (k) moMHOXKeHOT ca 4a U MOTIIYHOD
eJIMITHYKOr WHTerpasa japyre spere E(k) mommoxkenor ca 4ak?. Bpeanoctu 3a
K (k) m E(k), y 3aBucnoctn o7 k, autamo u3 tabena, u Tako oapeljyjeMo Tpakern
obum O pare ejmuce.

[TomTo ce eJUITUYKY UHTEerpad He MOI'Y U3Pa3UTU Ko ejieMeHTapHe (PyHK-
IHje, MaTeMaTu4apyu UX, y CAaBPEMEHOM IIPUCTHUILY, TPETUPAjy KA0 HOBE (DYHKITH]E.
Oryna u nedpwHUITja:
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Hedbununuja 4.26. Fiunmuuku unmezpas je dbyukmuja f obimka

T

fla) = [ Rt /Pt

C

e je R pannonaina dynknuja, P nmoaunom Ttpeher winm 4eTBPTOr CTENeHa, a
¢ KOHCTAHTA.

Ejmmnrudkn nnrerpas He MOYKEMO YBEK U3Pa3UTH MOMONY ejileMeHTapHuX (DyHKIIH-
ja, ayim ra MozKeMo yBek m3pasutu nomohy Bajepmirpacose @-dyuknuje. [Ipyrum
peynMa, eJUNTHYKe WHTerpaJe, Y OMNIITeM CIydajy, He MOYKeMO PallMOHAJIUCATH
paIMOHAJIHUM (PYHKITjaMa HETO TO PaJuMo MOMONY eTunTHIKAX (PYHKIHja. YI0-
ra BajepmTpacoBe p-dyHKIHje KOI eTUNTUIKUX WHTETpaaa aHAJOTHA je YI03’
dyHKIMje cunyc nim Kocunyc KOJ padyHama MHTerpaja KoJi KOjuX ce HCIOJ KO-
peHa jaBsbajy MOJHWHOMHI JAPYTOT CTeleHa. la aHAJOTHja MOTHYe OTYAa IMTO CYy
TPUTOHOMETPHUjCKe (PYHKIHje CIeIUjaJaH CJIydaj eJTUNTHIKAX (DYHKIH]A.

e JakoOujeBe enuntuyuke (pyHKIH]je
Ocum Bajeprirpacose @-dyHKIHje, MOCTOje U Apyre BayKHe eunTudke (hyHKIH]e.

Hedbunnnuja 4.27. OyHKIU]Y HHBEP3HY HEIOTIYHOM €JTUITHIKOM HHTEIPAJLY
MpBe BPCTE

r dt
z=F(k,z) = 0/ N (4.32)

rae je k peasHa KoHCTaHTa, |k| < 1, HA3UBAMO eAUNMUYKOM CUHYCHOM PYHKUU-
jom, a k IBEHUM eAunmuuxum Moodysom, 1 O3HAIABAMO je Ca

r = sn(z) = sn(z; k).
Hanasme, Kaga rox To He qoBoaM 10 3abyHe, ymecto sn(z) mucahemo camo sn z.

Ha ocuoBy mnperxojue jgedununuje Mmoxkemo pehm jga je enunTtudka CUHyCHA
dbyHKIMja sn Be3aHa 3a WHBEP3W]y e€MMITHYKOr mHTerpaia (4.32), To jecT oHa ce
10jaBJbyje V OIHOCY HA Taj JMITUYKN HHTerpaJr.>)

@yHKIM]a SN je ABOIMEePHOANTIHA ca EPHOITMA

/ dt _ g dt
4Z\AL%%0—W& Hm/\mﬁ—wu—ww

U HellapHa, TO JeCT BaxKu
sn(—z) = —sn(z)

28) DyHKI@]y SN GHTAMO €C-eH WIH CEH.

dt
V1—t2"’

29)

)
Cinano, y = sinx ce mojasibyje Kao nHBep3Ha DYHKIWMja HHTErpana & = [
0
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3a CBAKO Z.

[Tomohy esiunTuuke cunycue (byHKIMje SN yBerrheMo jorr jiBe etunTudake hyHk-

nmje
cnz=+v1-—sn?z, dnz=+v1-—k?sn?z.

[psy ox mux, cn®”| HABMBAMO EAUNMUYKOM KOCUNYCHOM PYHKUUIOM, & APYTY,
dn®Y, deama amnaumyono. Llesokymna KIACHYHA TOPHja eIUITHIKAX (DyHKIT]A
MOYKE Ce CBECTH Ha MPOydYaBarhe OBe TPU eJTUNTHYKe (DYHKINje U BUXOBHX KOM-
OMHAIMja, 1Ma 3aTO KaxkKeMo Ja cy sn, cn u dn ocnosne esunmuuke dynkuyuje. Ha-
3uBaMoO UX U Jakxobujesum eaunmuukum dynryujama. Beza mamehy JakodbujeBux
eMUNTHYIKHAX (DYHKIM]A JaTa je pegaiujama

2
sn’z +cn?z =1, k*sn’z 4+ dn’z =1,

0JI KOjUX je IpBa UCTAa Kao M peJialuja Koja m3pazkaBa Be3y uaMely Tpuromome-
TpHjcKuX DYHKIMja CAHYC H KOocHHYC. Mozke ce nmokasaTu jia cy dyHKIHje T = ch 2
n r = dn z UHBEp3HE, PEJOM, HHTETrPATIMA

y y Ny
°T \/(1—t2)(1—k2+k2t2)ﬂz_ VI =)@+ k2 -1)

Ako y jearakoct (4.32) cTaBuMo Ja je BpeIHOCT ennTudkor Moayna k = 0, mobu-
jaMo J1a ce HHTerpaJ

] dt
VT en e

Koju jedunuire YHKIU]Y * = Sin 2 CBOJM HA UHTETPA

x
dt )
2 = | ——= = arcsinuz,
V1—1t?

0
a oaroBapajyha muBep3Ha (YHKIHja SN 2 ce cBOAU Ha sin z. Cauvuno ce pyHKIHja
cn z cBOJMW Ha Cos z, a dpyHknuja dnz Ha 1, ma cy TpuroHomerpujcke (GyHKIHje,
3amcTa, cruenujasan cay4aj — 3a k = 0 — ermuntuukux QyaKmuja. 36or Tora, Jako-
oujeBe esunTHYKe (PYyHKIHje sn, cn U dn, TUM peJoM, Ha3UBaMO U nceydo-cunyc,
nceydo-Kocuryc U nceydo-nosynpenruk, Kao aHaJOTU]y Ha YUHHEHUILYy Ja Cy TpH-
rouoMerpujcke YHKIHje CHHYC W KOCHUHYC JedUHHCaHe HA TPUTOHOMETPH)CKOM
KPYTy HMOJyIpedHuKa 1.

Ha kpajy, HalmoMeHUMO J1a CMO €JIUITUYKY CUHYCHY (DYHKIU]Y SN MOIJIH JI& Jie-
dunUEeMO 1 Kao (PYHKIMjy WHBEP3HY HEMOTIIYHOM €JUNTUYKOM WHTErpajy IpBe

BpCTE
o "

z:F(k,go):/

0

1 —k:QSin%D.

30)
31)

OYHKIHjY cn IUTAMO Ue-eH WU KeH.
Oyukuujy dn yuramo de-en Wiau JeH.
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Y cnenumjaanom ciy4ajy, kaja je k = 0, pobujamo na je z = . [Ipomenbupy ¢
HA3WBAMO AMNAUMYJOM TTPOMEH/BUBE 2, 03HATABAMO je ca

Z=ame.

Axko je k = 0 Baxmu sin z = sinp u cos z = cos @, a 3a k # 0 equnTuake QyHKIHjE
SN z M CN z 03HAYABAO, PeJIoM, ca sin(am ) u cos(am ¢). HazuBamo ux cunyc am-
naumyodny 1 kocunyce amnaumyodrnu. O3nake sin(am @) u cos(am @) €y mpeTxoamIe
O3HAKAMA SN 2 U CI 2.

o lupuxie o equnTudkum (pyHKIIjama

2)

Ha xpajy, HaBeagumMo mta je dupuxiae®?) 1852. rogune pexao o eJUNTUIKAM ByHK-

nujama.

10K CY IIPeTXOJHM HCTPAaKUBAUH Y OBOj OOJIACTU €JUITUYKH UHTErpas MpBe
BpCTe MOCMAaTpad Kao (DYHKIW]Y IberoBe ropime rpannme, Aber u Jakodbu cy
HE3ABHUCHO jeJlaH O/ JPYIror — HAKO MPBU HEKOJMKO MECEIH PAHUje — CXBATHUIIH
HEOIIXO/THOCT JIa Ce IocMaTparmke OOpHe, TO JecT Ja ce TPAHUIE U jOIl JBe jejl-
HOCTaBHE BeJIMYMHE KOje Cy TaKO HEPA3J0KUBO Ca HIMAa IMOBE3aHE — KAO IMTO
CHUHYC IIPUIAJJIa KOCHHYCY — pa3MaTpajy Kao dyHKIHje HHTerpaJsa; yipaBo Kao
IITO ce paHuje JOILIO JIO Ca3Haba O HAjBaXKHUJUM OCOOMHAMA TPAHCIICHICHATA
KOje 3aBHce O/l Kpyra MocMaTpambeM CUHYCA W KOCHHYyca Kao MYHKIHje JYKa, a
He IocMaTpameM JiyKa Kao (pyHKIHja cuiyca u Kocunyca. Joir Behe 3naverne je
nMmaJja apyra, 3a Abena m Jakobuja 3ajemHmdka uaeja, ga ce y TEOPHUjy yBeIy
KOMILIeKCHU OpojeBu.”

32) Joxam Ilerep I'ycras Jlexen dupuxise (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859),

HEMa4YKH MaTeMaThu4dap



TaHreHTHO-TeTUBHU 3aKOH

BEsmmnruyuke kpuBe uMmajy jeTHO BaxKHO ¢BojcTBO. Ha muma ce — Ha mpupojial HauYnH
— MOYKe YBECTH Olepaliija y3 Kojy oHe mocrajy Abemose rpyme. To je u jeman of
HAjJICIIIUX TPUMepa rpyle y MaTeMaTHI, W jeJlaH OJ] eHTPAJTHUX pe3ysrara Te-
opHje eJUNTUYKHX KpuBuX. Ty omnepanujy ysemheMo momohy TaHreHTO-TETHBHOT
3akoHa. Fbemy je nmoceheno oBo norJiap/be, y3 HallOMeHy Ja ieMo cBe wiycTpalyje
y BE3U ca TUM HpUKaA3aTh HaJI 1o/beM R, nako cBe 1ITo paJiuMo BaxKu U HaJl OUJI0
KojuM Jpyrum nosbem. Ommupnauje y [14], [17], [15], [48] u [57].

5.1 Cabupame Tavyaka Ha €JIUNTUIKO] KPUBO]

e Komno3unuja Tauaka

Y mpeTxoIHOM TOTJIAB/BY BUJETIN CMO Ja CBaKa MpaBa cede BajepmrrpacoBy KyOHY
KPUBY y TaYHO TPHU Tadke, padyHajyhm Bumectpykoctu. C 0b63UpoM Ja cy eull-
THYKe KpuBe 1nocebHa Bpcra BajepiiTpacoBux KyOHUX KPUBHX, OBa I'€OMETPU]CKA
ocobuHa je o1 PyHIaMEHTAJHOr 3HAYaja U 33 eJUNTHYKE KPHBe, TO jeCT BaXKM:

CBaka mpaBa cede eJUNTUYKY KPHUBY y TAYHO TPHU Tadyke, padyHajyhu Buime-
CTPYKOCTH.

To 3nauwm j1a npaBa Koja CaJpzKu JIBE — HE HYKHO PAa3JIUYUTE — TAYKe eJIUITHYKE
KpUBE cede Ty KPHBY y jOII jeJHOj Tauku. 1o HaM oMoryhapa Ja reoMeTpHjcKu
VBeJIEMO Ollepaliije Ha eJIUNTUIKOj KpuBoj, [21, cTpana 234].

Hedbunumuja 5.1. Heka cy P u () nBe paziunaure Tadke HA €JIANITHIKOj KPUBO]
FE n neka je p npaBa ojnpehena Tum Taukama. ' pehy npecedny Tadyky mpase p u
eJTUITHYKe KpuBe F, He HYKHO pa3audury o P u (), Ha3uBaMO KOMNO3ULUJOM
tavaka P u () u o3HauaBamo ca P x ().
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Vkoauko ce Tauke P u () mokamajy, Taaa ToOBOpUMO 0 KoMmmosunuju P x P tauke
P ca camom cobom. KoHCTpyKIMjoM TaHreHTe { HA €JIUNTUYKY KPUBY Kpo3 P,
KOHCTPYHUCAJIH CMO, CJ00OJHH]je pedeHo, IpaBy Kpo3 P u P, jep Tadka J10aupa
TaHTeHTe W KpUBE MMa BHINeCTPYKOCT mIpeceka 2. Otyna u ciaeneha nedbununumja,
[21, crpana 234]:

Hedbununuja 5.2. Heka je P Tauka Ha eJUNTHYKO] KpuBo] F u Heka je t
TanreHTa Ha F y T0j Taukn. Taga womnosuyujy P x P nedunumemo kao Tpehy
MPECeYHy TAUYKy TAHTEHTe ¢ U eTUNTHYKe Kpuse F.

P Px P
PxP

E E
Jlaxie, 3a cBake jBe tadke P u () ca esmnruake Kpuse E moxkemo jgedunucaru
tpehy Tauky P * () Koja Takohe mpunasa T0j KpUBO].
Hanasme, npuankoM rpadudkux WiycTpaluja, Kaja je TO JOBOJbHO, TPUKA3H-
BaheMoO caMoO eTUNTHYKe KPUBE KOje Ce cacToje OJl je/lHe KOMIIOHEHTE.

e 30up Tavyaka

[Tocmarpajmo crpykrypy (F,*) . Ta crpykTypa HEUje Tpyma, jep HeMaMo HeyTpaJt
y omHOocy Ha x. Mehyrum, ako dpurcupamo npousposbHy Tauky ) Ha €TUNTHYKO]
kpuBoj E — kojy heMo cmarparun HeyTpajoM — U HA JIPYId HAYUH JieDUHUIITIEMO
onepanujy na E, [49, crpana 12], no6uhemo crpykrypy rpyue. [ltasume, (E, +)
he 6utu u Abemosa rpyma.
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Hedbunumnuja 5.3. Heka cy P u () jBe npow3Bo/bHE Tadke HA €IUNTHIKO]
KpuBoj F Ha Ko0joj je dpukcupana tauka O. Tama sbup P + ) mawaxa P u Q
Ha eJINIITHYKO] KpuBoj F AeduHHUIIEMO KAaO

P+Q=0x%(P=xQ). (5.1)

P+Q

Haksie, nomohy TanrenrTe u ceduie, OJJHOCHO TaHI'€HTE U TETUBE, 3a CBaKe JBe
tauke P u () ca emuntudke kpuse F moxkemo onpenutu Tpehy meny tauky P+ Q).
3aTo KazxKeMo J1a CMO Ha eJUNTHIKOj KPUBOj F TeOMeTpUjCKy yBeIn Omepanujy +
cabupama Tadaka MoMohy manzenmHo-memuero2 3aKOHA.

[TocmaTrpajmo, tauke P, Q u P % (). OHe npumnajaajy eIunTudkoj Kpuboj F,
KOJIMHeapHe Cy, U HUXOB 30up je jemHak HeyTpaaHoMm ejgeMeHTy . 3ancTa,

P+Q+P+xQ=(P+Q)+PxQ=0%x((P+Q)*x(PxQ)=0x0=0.

Axko Tauky P * () oznaunmo ca R, tana je P+ Q)+ R = O 3a Heke TpHu KOJIMHEAPHE
tauke P, QQ u R. Cnuuno, ako, rauky Px P o3nauumo ca S, raga jeu P+P+S5 = O.

Omnepamnujy + cabupame Tavaka Ha €JUNTHIKO] KPUBO] MOYKEMO J1a YBEJIEMO,
ymecto nedunumujom (5.3), momohy Hapemue nedunnnmje, [33, crpana 10].

Hedbunnnmnuja 5.4. Tpu tauke P, () 1 R Ha eTUOTHYKO] KpUBOj E cy Koaume-
apre ako u camo ako je P+ Q + R = O.

5.2 CrpyKTypa rpyne Ha eJUINTUYKO] KPUBO]

¢ Kejau-BaxapaxoBa Teopema

Ha 6ucmo moxazamu jaa je (E, +) Abesosa rpyna, norpebna mam je Kejan')-Baxa-
paxosa?) Teopema Koja roBopu 0 npeceky Kybmnx kpupnx, [20, crpamna 301].

D Apryp Kejmu (Arthur Cayley, 1821-1895), 6puranckn MaTemarnaap
2 Ncax Baxapax (Isaak Bacharach, 1854-1942), nemauku MaremMaTuiap jeBPejCKOr MOPEKJa
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Teopema 5.1. [Kejnu-Baxapax] Heka cy C; u Cy 1Be KyOHE KpUBe Y MpOjek-
tusHoj pasuu P?(K) koje ce ceky y 9 Tauaxa, pauynajyhin Bumecrpykocru. Heka
je C Tpeha xyOHa KpuBa Koja mposasu Kpo3 8 o1 9 MOMEHYTHX TadaKa IPeceKa.
Tama C nposa3u u Kpo3 JI€BETY MPECEYHY TAUKY.

Cruya dokasa. Onmra jeTHaYNHA KyOHE KPUBE je 3a/1aTa jeTHATMHOM
ax® + b’y + cay? + dy® + ex® + fry + gy’ +hx +iy+j =0,

Koja je 36up 10 wraHoBa, 1a je oHa oapehena ca 10 koedurujenara. AKO MOMHOZKH-
MO CBe OBe KoedHuIHjeHTe He-HyJjla KOHCTAHTOM, Jo0ujeHa jepHavnna gedunucahe
HCTY KPHUBY. 3aTO je CKYI ¢BUX MOTyhuX KyOHHX KPHUBHX 9-IMMeH3HMOHAIAH HaI
nosbeM K. Ako xemMo Jja KyOHA KpuBa IpoJia3u Kpo3 HEKY Tadky (Tg, o) uduje
cy KoopaunHare (pukcupane, To HaM HaMmehe jejgaH JuHeapHU YCJIOB

axy + badyo + cxoys + dys + exd + froyo + gy + hag +iyo +j =0

Koju koedwumnujeatu a,b,c,d,e, f, g, h,i,j Tpedba ma 3amoBosbaBajy. Tako mobuja-
MO JIa je CKyIN CBUX KyOHHX KPHBHUX KOje CaJipKe HeKy (PUKCHPAHy TadKy 8-
JITMEH3NOHAJIAH.

Jlaksie, cBaku MmMyT KaJja 3aJaMO YCJOB Ja KyOHa KpHBa CAJIPKU HEKY TAUKY,
UMaMO jeJlaH JOJAaTHH JIMHEApHH YCI0B 3a Koedunujente. Tako modujamo ma je
daMuinja cBUX KyOHUX KPUBHUX KOje IIPoJia3e Kpo3 8 HPECceYyHUuX Tavyaka KpPUBUX
Cy u Cy 3ampaBo jeTHOANMEH3HOHAIHA (DAMUIM]a.

Heka cy Cy : fi(z,y) = 0u Cy : fo(x,y) = 0 ape kyOHe kpuse. Tama MoxkeMO
Hahu kyOHe KpuBe Koje mpoJiaze Kpo3 8 3ajeaanukux tavaka kpusux Ci, Co u C
Tako mro fiemo yzeru quneapue komOunanumje A\ f1(z,y) + Aafo(x,y), npu gemy je
Oap jeman ox 6pojeBa Ay U Ao pasjauduT o HyJe. MopamMo mMaTu Ha yMy Ja jOII
YBEK He 3HaMO Jia Jjiu ce Mehy oBuMm JjiHeapHuMm KomMOUHAlLlMjaMa HaJla3e cBe KyOHe
KpHUBe KOje caJp:Ke 8 MOMeHyTHX TadakKa Mpecexa.

MebhyTum, Ha OCHOBY HPETXOJHOI pa3Marpara, 3HaMO Jia je hamMuinja CBUX
KyOHUX KPUBUX KOje CaJpzKe OBUX 8 MpecedHnx Tadaka jeHoguMmen3noHas na. Ca
Japyre crpase, damvmauja A f1(z,y) + Ao fo(x,y) je Takohe jenHomumeH3nOHATHA.
Wako Buaumo 2 mapamerpa \; U A, jennadauny A\ f1(z,y)+ Aafo(x,y) = 0 Mmoxkemo
MOJIE/IUTH Ca jJeTHUM OJ, FhUX — IIOIITO je 0ap jeJaH pasJIuduT O HyJe — IPU deMy
he nobujena jeHadnna ONUCUBATH UCTY KPUBY. 10 3HAYM Jla 3aIIPABO UMAMO je/IaH
napamMerap.

Hakie, cama 3akpydyjemo na davmauja A fi(x,y) + Aefe(z,y) onmcyje cre
KyOHe KpuBe Koje mposa3e Kpo3 8 3ajequmukux Tadaka KpuBux Ci, Co u C. To
sHaun jga u kpua C uma jennauuny \ifi(x,y) + Ao fo(x,y) = 0 3a Heku uzbop
KOHCTAHTH A;, A\o. Caja, MOIMITO ce JeBeTa Tadyka Hada3d W Ha Kpuboj C; U Ha
kpuBoj Co, caeau na je u fi(z,y) = 0 u fo(x,y) = 0y T0j Tauku. lakie, Mopa u
Mfi(z,y) + Aafo(x,y) = 0 y Toj Tauku, mro ynpaso 3Haun ga u Kpusa C cajpKu
Ty Ta4Ky.

[Tperxoana Teopema mo3HaTa je U KaO NPUHUUN <OCaM HA MPU», I MOXKEMO je
nckazaTu u Ha caenehn vauwmn, [11, crpana 254):
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Teopema 5.1. [[Ipuamun «ocam Ha Tpu»| Ako Tpu KyGHe Kpube y P?(K)
uMajy 8 3aje/JHUYKUX TavyaKa, Taja OHEe UMajy jOIII jejiHy 3ajeIHUYKY Tadky. L[]

o CrpykTypa AbGesioBe rpyme

[Ipema [33, crpana 13] umamo caenehy Teopemy.

Teopema 5.2. Crpykrypa (F,+) je AGenosa rpyna unju je vHeyrpan O duk-
cipaHa Tayka u3 F.

Jloxas. Cee akcmome AGesoBe Tpyle, OCHM aCONUjATHBHOCTH, Ce JIAKO JTOKA3Yjy,
na hemo, 360r Tora, aconujaTuBHOCT OCTABUTHU 33 KPaj J0Ka3a.

Heka cy P u () jBe npou3BosbHEe Tadke HA equnTudkoj Kpusoj F. Ha ocuoBy
nepUHANTje KOMIIO3HUIAje TadaKa %, MPBO 3aK/byIyjeMo 1a je Ha F u tauka Px(), a
3aTHM J1a ncTo Bayky 1 3a Tadky Ox(PxQ), jep je u O na E. Jlakie, Ha eMITHIKO]
kpuBoj E je u tauka P+ @ = O % (P * Q)), na je eunTudka Kpusa £ 3aTBOpeHa
y OJHOCY Ha omepalujy + cabuparme Tadaka. Ta omepanuja je 1 KOMyTaTHBHA jep
BaK1

P+Q=0%P*xQ)=0%(Q*xP)=Q+P

3601 Tora o P * () u () * P npeacraB/bajy uCTy TaYKy Ha eJUINTHYKOj KPUBOj F.

Jokaxkumo ga je tauka (O HeyTpaa y OZHOCY Ha omepanujy +, TO jecT aa
je P+ O = P 3a craky tauky P ma F. Heka je P npou3BosbHA TadKa, p mpaBa
onpehena taukama P u O u Heka je () Tpeha mpecedna Tadka MpaBe p U eTUITHIKE
kpuBe E. Hapapmno, ako je p tanrenTta Ha kpunBy F, tauke P, () u O ne mopajy
ouTn pasnaumdure. Taga je

P+O=0x(Px0)=0xQ=P

na je tauka O u3 E HeyTpas 3a onepaiujy +.
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JlokaxkuMmo J1a cBaka Tadka P Ha F nma wHBep3 y ojHOCYy Ha omnepanujy +. Heka
je P mpowusBosbHa Tauka, ¢ TanrenTa Ha KpuBy E y tauku O u S npyra mpecedna
Tauyka npase t u KpuBe F. O3HaummMo ca s npaBy oxapeheny taukama P u S. Ilo-
KazKuMoO J1a je unBep3 tauke P Tpeha npecedna Tadka npase s u Kpuse E, To ject
na je —P = P x S. Kaxo je

P+ (—P)=P+(PxS)=0x(Px(PxS)=0xS5=0

Tauyka —P = P xS je 3amcTa uHBep3 Tauyke P, ma 3a cBaky Tadky P na F nmocroju
IbeH MHBep3, Tauka —P.

Hokaxknmo ma je omepanuja + u aconujarusHa. Heka cy P, () mw R Tpu mpou-
3BOJbHE TAYKe Ha eJUNTUYK0] KpuBoj F. Tpeba jokazaru jla BaxKu

(P+Q)+R=P+(Q+R),

To ject O * (P +Q)* R) =0 * (P % (Q + R)), o1HOCHO
(P+Q)xR=Px(Q+R).

IIpumerumo Ja cBaka oj Tadaka O, P, Q, R, P*Q, P+ Q, Q+« Ru Q + R

NpHUIajaa jeHO] MpaBoj Koja je MpejcTaB/heHa MYHOM JHHUJOM W jeJTHO] TpPaBoj
KOja je mpeJicTaB/beHa UCIPEKUIAHOM JIMHU]OM.

[TocmaTpajmo Tauky 1’ Koja je mpecedHa Tadyka mpase oapehene Taukama P+ () u
R u npase oxpehene taukama P u () + R. lokaxkumo ja Ta tadka 1 mpunaaa u
eJIUNITUYIKO] KPUBOj F.

CBaka mpaBa je onmcaHa JHHEAPHOM jeJIHAYMHOM, a TPH Ipase cy ojpehene
jeIHAYUHOM KOjy J100MjaMO MHOKEIbeM TPH JIUHeapHe jeJHadrHe, a TO je je THAUH-
na tpeher crenena. Kao mro cMmo Buie/n, TakBa jeJHadunHa oapehyje jeany Kyony
KpuBY. 300T TOra, MOXKEMO CMATPATH JIa TPU MpaBe Koje Cy MPeJICTaB/beHe TYHOM
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JIMTHUJOM, OJTHOCHO TPH IIpaBe Koje Cy IpeJiCTaB/beHe MCIPEKUIAHOM JUHUJOM OJI-
pebyjy aBe nmerenepucane kyoue kpuse Cp, omuocHo Co. OHe cajipike CBUX JIEBET
IIOMEHYTHX Tadaka, [0 KOHCTPYKIuju. EjunTudka kpusa F je KyOHa KpuBa Koja
CaJIPYKU OCaM O] THX JleBeT Tadyaka — CBe TadkKe ocuM Tadke 1. lIpema Teopemn
5.1 oHa Mopa /a caapKu W JeBeTy Tadky, To jecT Tauky 1. lakme, tauka T Ta-
kobe npunaja esiuTu4Koj KpuBoj . Kako je ona npecek mpasux Koje cy ojpehene
taukama P 4+ @ u R, ogrocno P u Q + R, Baxu

(P+Q)*R=P=x(Q+R).
Omnasge 3akspyuayjemo ga Baxkn u O % (P 4+ Q) *x R) = O % (P % (Q + R)), To ject
(P+Q)+R=P+(Q+R),

na je omepanuja + u aconujatrupHa Ha E. Jlakie, crpykrypa (E, +) je jeqna AGe-
JIOBa I'pyTIa. O

Heka je F/K emnnruuka kpuba u F(K) ckyn csux menux K-ragaka. Tazga, na
OCHOBY IpeTxofHe Teopeme (5.2), BaxKm:

Teopema 5.3. Ckyn
E(K)u {0}

je jemna moarpyma on E/K. O

OBoM TeopeMoM ycrocTaBbaMo ¢TpyKTypy Abemnose rpyne u wa ckyny E(K). To
he nam mocebuo momohu MPUANKOM Jla/ber UCHUTUBAILA, TOT CKYIIA.

5.3 ExcnaumurHe popmysie 3a cabupame Tadaka

Pamuje cmo mamomenysn, a u Buau ce u3 aebunungja (5.1), (5.2) u (5.3) ma cmo
KOMIIO3HIIA]Y, OJHOCHO 30Up Tadaka Ha €IUNTHUYKO] KPUBOj JePUHUCATU TeoMe-
TpHjcKH. 30Up Tavaka MOXKEMO aJarebapCKu MpeJICTaBUTH MOMONY eKCITHIUTHUX
dopmy.ta. IIpe HEro mTo TO MOKAXKEMO, HOJICETUMO CE U YTBPAUMO HEKE YNHHEHUIIE
y BE3U Ca eJUNTHYKUM KpHBama Koje he nam 3a To 6utu norpebdHe.

Heka je esunTuyka Kpuba 3ajaTta apuHOM
y® = 2° + ax + b, (5.2)
OJTHOCHO TIPOjeKTUBHOM jeTHAUHHOM
Y27 = X3 +aXZ? +07° (5.3)

Bamenom Z = 0y (5.3) gobujamo jepnauuny X° = 0, Koja uMa TPOCTPYKH KO-
pean X = 0. To 3Haum ja eqUNTUYKA KpHBa U OCCKOHATHO JajeKa IIpaBa UMa]y
TPOCTPYKHU TpeceK y jeHOj, OeCKOHAYHO JaJIeKO] TauKH. Y3MHMO OBY OeCKOHa-
YHO JaJieKy TauKy Ja Oyrae mHarra tauka (O — Koja WMa yJIOTy HEyTpaJa y rpynu
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Ha eaunTuIKOj KpuBoj. Cajta MOKEeMO CMaTpaTH Ja Ce eJIMITUIKA KPUBA, CaCTOju
0/l «OOMYHUX» Ta4daka y a(uHOj paBHH, YK/bYy4dyjyhu jour caMo jejHy JA0JaTHY,
beckonavno jaaeky Tadky O, Kojy He MOXKEMO BUJETH y TOj acbUHOj paBHHU.

Jlakse, ¢ 003UpoM J1a CBaKa IIpaBa cede eJTUITHYKY KPUBY Y TAYHO TPHU TadKe,
pauyHajyhu BUIIECTPYKOCTH, MOXKEMO 3aKJ/byUUTH cJeaehe:

o OEeCKOHAYHO JIAJIEKA TIpaBa ceve eJUIMTUYKY KPUBY Yy OECKOHAYHO JIAJIEKO]
Tauyku O — TPOCTPYKH IIPECeK,

0 BepTUKAJHA MpaBa cedue eJTUNTHIKY KPUBY Y JIBE «0OMYHE» Tadke u 'y bec-
KoHa4IHo jasekoj Tauku O,

O HEBEePTUKAJHA MPaBa cede eJUNTUIKY KPUBY Yy TPH «OOMYHE» TadKe.

Ose unmenune HaM omoryhapajy na cabupame Tadaka y adpunoj pasnn K2
ajirebapcKu MpeacTaBuMO TOMONY eKCILTUIUTHUX (HhopMyJia.

e Cabupame Tavaka Haja mobemM R

Aurebapceky geduHuUIM]y 30Mpa Tavaka Ha eJHNTHYKO] KpuBOj F mokasahemo y
acduroj pasan R2 Heka cy P u Q nse tauxe Ha E. Jla 6ucmo oapeamnn P + )
upBo Tpeba 1a oapeaumMo Tadky P x (), Koja ce mobuja Kao Tpeha mpecedna tadka
npape oapehene raukama P u () u enunnTuuke Kpuse F. /labe, npapa kpo3 P*x () u
O je BepTukaana mpasa Kpo3 Px* (), jep je O GeckoHAUHO JajieKa TauKa 1 OHA IPH-
aJja CBaKkoj BepTukaJyinoj upasoj. [lomro je eunruyka kpusa y BajepurrpacoBom
HOPMAJIHOM OOJINKY CHMETPHYHA y OJHOCY Ha r-ocy, Tauky P + () hemo moburn
KaJa Tadky P * () mpecmKaMO OCHOM CHMETPHJjOM Y OJHOCY Ha T-OCY.

oD o0
£
P(z,y)
Q oY
P

Y —P(ZL‘,—y)
P+Q
E \E

Heka je P = (z,y) Tauka na emuntudkoj Kpusoj F. [lokaxkumo na je men nmseps
tauka —P = (z, —y), 10 ject na je P4+ (—P) = O. Illpso onpeanmo Tauky Px(—P).
IIpaBa kpo3 P u —P je BeprukaJjHa, 1na je Tpeha mpecedna tauka Te npase ca F
tauka O. Tauka P + (—P) je tpeha mpeceuna tauka mpase koja cagpxu O u
P % (=P), o ject O u O. Mehjyrum, ta mpasa je y crBapu tanrenra y tadku O,
TO jecT, HECKOHAYHO JIajieKa IpaBa, na je mwena Tpehia npecedna tadka ca KpUBOM
FE nounoso O. laxne, Baxu aa je P+ (—P) = O.
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Casia MozkemM0 u3BecTu eckKuuiuTHe opMmy/ie 3a cabupame Tavyaka Ha eJul-
THuKoj KpuBoj y adunoj pasaum R?. Ty he mam momohm 3Hame n3 aHATUTHYKE
reomerpuje. Heka je x(P) o3Haka 3a z-koopiauHaty Tadke P, a y(P) o3Haka 3a
eHy y-koopauHaty. Y ciaenehoj Teopemu hemo ompenuru z(P + Q) u y(P + @),
npu demy cy P u () Tauke Ha eJIMITUYKO] KpuBoj E. Pazmorpuhiemo ciydaj kaia
je P# Q, asarum u P = @, [49, crpana 25].

Teopema 5.4. Heka cy P = (x1,y1) 1 Q = (2, y2) TAUKe HA eJTUITHYKO] KPUBO]
E natoj y BajepmTpacosom HopMaaHoM o0auKy y? = x3+ax+b, rae je P # +Q
n "HEjeaHa of Tavaka P u () nuje 6eckonauno majieka tadka O. Tana je

2
z(P+Q)= (%) — (21 + x9), (5.4)
Y(P+Q) = (P Q) - PR (5.5)

Axko je P(z1,y1) # O ny1 # 0, Taza je

(3x%+a)2
P+ P) = z(2P) = —9 .
x(P + P) = z(2P) 1 bam 1) 2 (5.6)
327 + 2yt — x1(327 +
y(P+ P) = y(2P) = - 21 "% 9py - 24 (31 + @) (5.7)
21 21

Jlokas. J1a 6ucmo ogpeaunn z(P+Q), npso nHalhumo jejnaunny npase kpos P u Q:

Y2 — U1

x + . (5.8)

Lo — X1

Y

P+ Q= (z3,—ys)

Barum, ja 6ucMo HaILIM KoopjaumHary o3 tadke R = (x3,y3) Koja ce jpobuja y
npecexky npase (5.8) ca kpusom y? = 13 + ax + b, 3amenuliemo y u3 jepHauune
(5.8) vy jemnaunny y? = 23 + ax + b. Ha Taj nauun nobujamo jeanauumy

2
_(u) x2+(a—2lu)x+b—l2:o. (5.9)

To — 1 To — X1
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[omro ¢y 1, 3 u o3 Tpu periea jegnaqdune (5.9), mHeHa JgeBa cTpaHa je

(x — 1) (x — 29)(x — x3) = = (x1 4+ 22 + x3)x2 (5.10)
+ (l’ll'g + 13 + .TQl'g).Z' — T1T9X3. .

Vnopebhyjylin koedunnjenre y3 22 y jeanaunnama (5.9) u (5.10) u umajylin y Bumy
na tauke R u P+ ) umajy ucty r-KoopauHary, 100ujamo

2(P+Q)=mz5 = (M)2 — (1 + 22).

To2 —T1

Ha 6ucmo j1obuiam y-koopauuary rauke R, nspauynaliemo | u3 jennaxocru (5.8).
[Tomrro mpasa (5.8) caapzxku tauky P = (z1,y;), nMaMo

Y2 — ylx _ Y1%2 — Yo
Ty — I1 To — 1 .

Caja, y-koopaunaty Tadke R nobujaMo 3aMeHOM J0OMjeHHX uU3pasa 3a xr3 U [y
jemnaunny (5.8), To ject

Yo — Y1 Y12 — Y21
= I3 + .
To — I To —T1

Ys

Dopmyay (5.5) mobujamo umajyhu y Buy ja je y-xkoopaunara tadke P + ) cume-
TpudHa Tauku Ry omHOCy Ha x-ocy, To jecT y(P + Q) = —ys3. akue,

y(P+Q) = —ys = — 2N y(py @) - L2280

To — X1 To — 1

Ha 6ucmo oxpeamwin x(2P), Tpeba HAM jeHAYNHA TAHTEHTE HA €JTUITHYKY KPHUBY
E y tauxu P. Ilomoly m3Bona ummmnuTHO 3a1are dbynkiuje®) nobujamo koedu-
IIjeHT TpaBIla TAaHTeHTe Y TauKu P, ma je jeHavunHa TaHTeHTe JaTa ca

311 +a
= —u

5.11
2y1 ( )

Hexa je P = (Z1,71) Tauka pazamdaura ox P Koja ce q00mja y mMpeceKky TaHPeHTe
(5.11) u exunTuuke Kpuse F.

3) U3Box mmmmmuTHO 3a5ate dyHKIHje F (z,y) = 0 TpaxkMMO TAKO IMITO jeJHY TTPOMEHJHUBY

— 00MYHO je TO Y — CXBATHMO Ka0 (PYHKIUjy OHE Jpyre MPOMEH/bUBE — OOWYHO j€ TO &, TO jecT
y = y(x) — u nudepennupamo obe crpane jennauune F(x,y) = 0 kopucrehin npaBuso 3a u3Boj
croXKeHe (pyHKIHje.
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2P = (517 _gl)

Koopaunary 7; hemo no6uTh Kaja y jeanauuny y? = x3+ ax + b zamenumo (5.11).
obujamo

3 2 2 3 2
Iuwxu a—22T) 2y, (5.12)
4yq 2y,

BHamo Ja ¢y x; U Tp pelnema jeaHaqdune (5.12), npu demy je perieme x; BHUIIe-
CTPYKOCTH 2, Tla U3

(z —21)*(x — 7)) = 2° — (221 + T1)2* + 20171 + )z — 2774,

yuopehyjyhu koedunujenre y3 2 u nvajyhu y suny na je yi = 25 + azx? + b
J1061jaMo

(322 +a)?
4(x3 + azxy +b)

Jla bucMo J100UIN Y-KOOPAMHATY TaUKe ]5, Tpeba ja nahemo r U3 jeHAYNHE TaH-
reare (5.11). Ilomro tanrenta (5.11) caapxxku Tauky P, mobujamo na je

37+ axl _ 2y? — 21(373 + a)
21 21

r=1Yy —

Caza y; 10o0ujaMo Kaja r 13 MPETXOJHE jeHAKOCTH 3aMEHUMO Y jeIHAYUHY TaH-
renre (5.11)
_ 3zi+a 2y? — 11(323 + a)
N =
2y, AT

a dopmyna (5.7) cnenn u3 jennakocru y(2P) = —y;. Jakae,

z(2P) +

)

323 4+ a
2y,

x<2p)_2yf—x1(3x%+a). -
2y,

y(P+ P)=y(2P) = G =

®opwmyae (5.4) - (5.7) cy anrebapcka penpeseHTalyja cabuparma Tavyaka Ha eJnll-
THYKO] KPUBO]j, TO jJeCT TAHI'€HTHO-TeTUBHOI' 3aKOHA ITIOMONY KOra BPIIHMO TO cabu-
pame. 3aT0 UX HA3UBAMO H (POPMYAAME MAH2EHMHO-MEMUSHO2 3AKOHA CaOUPAILa
HA EAUNMUNKUM KPUBAMA.
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lobujene dpopmysie Baxke u y ciaydajy 6mao kojer nosba K uuje je kapakrepu-
CTHKa pa3andnuTa o7 2 u 3. AKO je mojbe KapakTepucruke 2 man 3, hopmyre cy
candne gobujeHuM popMyaaMa y3 MaJie MoguduKaImje.

Y3 momoh ¢dopmysia TaHM€HTHO-TETUBHOI 3aKOHa cabuparba Takohe MOKeMO
YCTAHOBHUTH U CTPYKTYPY I'PyIle Ha eJIMITHYKO] KpuBoj. MehyTum, ucrnocrassba ce
Ja je JIoKa3 acoNMjaTUBHOCTHU TEYKW HEeTO IMITO ce YUHHW Ha mpBu noraen. [loctoju
MHOI'O CIIeIIMjAJTHUX CJIydajeBa Koje Tpeba 1moceOHO MCIUTATU, HA HPUMEDP KaJla je
HeKa o7 Tadaka jeanaka O, kaga je 36up ase tauke jennak O, wian Kajga je 30up
JiBe Tadke jejiHak Tpehoj, u camuno. Illtasuire, 3a npoBepy HEKWX HJICHTUTETA je
HOTPeOHO HEKOJIMKO CATH Pajia Ha MOJAEPHOM KOMIIjJyTepy, TAKO Ja OBaj J0Ka3 HUje
Hu 6uo u3BeneH upe 1980. rogune.

e Cabupame Tauyaka Haza mobem C

[TokaxkuMo, YKpaTKoO, KaKo cadupamMo Tauke Ha eJIUNTHIKO] KPUBO]
2 4 3
y =4z +ar+0b

naj nosbem C. Bugenw cMo ja KOMILIEKCHe Tadke Ha equnTu4koj Kpusoj E/C
MozkeMo napamerpusosasu momohy (p(t), ¢'(t)), jep Baxknu

(¢'(2))* = 4(p(2))* + ap(z) + b.
Heka cy P = (p(t), ¢'(t)) 1 Q = (p(u), ¢'(u)) ase Tauke na £/C. Tana je
P+Q=(p(t+u), ¢t +u)),

na cabuparme Tadaka Ha F/C onrosapa cabuparmy KoMILIeKCHUX GpojeBa. [To3Ha-
Barbe OBe YWIbeHnIe oMoryhasa Ham Jia eeranTHO J0KayKeMO acOIMjaTUBHOCT Ca-
Oupama Tadaka Ha eJTUNTHIKO] KPUBO].

5.4 Tadyke KOHAYHOT peja

e Tauke pena 2

ITocmaTpajmo Tavyke y KojuMa eJUNTHYKA KpuBa E cede x-ocy.

t tv Tty |13

\_/
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Y TuM Taukama TAHTEHTa je HOPMAJIHA Ha T-0CY, TO jJeCT HapaJjiejna je y-ocu. AKo
TaKBY Ta4Ky O3HAYUMO ca P, taja je

P+P=0%(PxP)=0x0=0,

TO jecT

2P = O,

jep je Tpeha mpecedna Tadka Te TAHTEHTE Ca CIUITHYKOM KPHBOM OECKOHAYHO
nasneka Tauka O. [lopen osnake 2P y ynorpebu je u o3naka [2] P, [16, 8. sexiuja,
crpana 1].

Hedbunnmnumja 5.5. Axo je P Tadka eJIuNTHYKe KPHBE 3a KOjy je

2P=0
TaJa Ty Ta4Ky HA3UBAMO Maukom peda 2 WiH 2-mopauorom™ maurom.
3a Tauky P 3a kojy je 2P = O, 1aKo 3aK/by9yjeMO J1a BayXKu U
P=-P.
C mpyre crpane, ako je P(x,y) Tauka pema aBa, Taja je
(z,y) = (z,—y)
oJTlaKse ciaeau qa je y = —y, To ject y = 0. [lakse, Tauke peja 2 eTUITHIKE KPUBe

E cy yupaso Tauke ca y-koopjunarom jepnakom 0. TakBux ravaka Ha eJIMIITUYKO]
KPHUBOj MOZKeMO UMATH HYyJIa, je/IHY WA TPH.

e Tauke komauynor u 6eckonadHor pega. Pexa tauke

Tauke pega 2 cy mpuMepH Tadaka KOHAYHOT peJia WM TOP3UOHMX Tadaka. Ha
ocroBy [16, 8. seknumja, crpana 1], umamo u

Hedbunumnuja 5.6. Tauky P enuntuuke KpuBe F 3a KOjy MOCTOju mMpUpPOIaH
Opoj n TakaB 1a je
nP=P+P+---+P=0 (5.13)

n

HA3UBAMO MAYKOM KOHAYH02 Peda WIH Mop3uoHom mayukom. HajMarmy TakBy
BpeaHOCT Opoja n HazuBaMo ped mauxe P.

Pen Tauke eunTuyke KpuBe OJroBapa CTaHIAPIHOM PeJy €JIeMeHTa Y HEKOj IPYIIH.
36or Tora, TauKe KOHAYHOT peJla eJTUNTHYKe KPUBE YHHE TPYILY, TO jecT

(P)={0O,P,2P,...,(n—1)P)}

Y Peu mopsuja TOTHYE 07 HOBOJIATHHCKE PEUH t0T'Si0 IITO Y IPEBOLY 3HATH YEPMarse, Yeujarse,

ynpedarve.
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je IMUKJIMYHA TPyla N-TOr pejia ca rermeparopom P, koja je uzomopdHa 1pymnu
Z/nZ = Z,. Ty rpyny moxemo peanuzoatu kao ckyn {0,1,2,...,n — 1} y3 ca-
bupame +, 1o Moaysay n. Tauky O HA3UBAMO MPUBUJAAHOM MOP3UOHOM MAYKOM.

Ako He mocToju npupoian 6poj n Takas Ja Baxu (5.13), CBU eJleMeHTH HHU3a
O,P2P 3P, ...
CY pa3JHYATU. Y TOM CJIy4dajy KarxKeMo Ja je Tauka P beckonavwnoz peda. Tama je
(Py={...,—2P,—P,O,P,2P,...}

OecKOHaYHA MUKJMYHA Ipylla reHepucana ca P, ognocno — P, Koja je uzomopdua
rpynu Z.



Enuntundke KpmuBe HaO IIOJbeM
palnuoHaJIHUX OpojeBa

BI/I,ZLGJ'II/I CMO J[Jda CJHUIITUYIKE KPpHUBE MO2KEMO ﬂed)I/IHI/I(faTI/I HaJd IIPOU3BO/bHUM IIO-
beM K. Jegan o1 HajBaKHUjUX cydajeBa — HAPOUYUTO y Teopuju OpojeBa — je 3a
K = Q. 3aro oBo morsiabjke mocBehyjeMo eJUNTHIKHM KpuBaMma Haj mo/beMm Q
pamponatnux 6pojesa. 3a Buiie getasba morieaaru [33], [16], [48], [49] u [57].

6.1 PamuonajgHe Tauke 1 paliiuoOHAJJIHE KPHUBE

e Panmmonasina tauka. Panmmonasna npasa

Heka je R? peasna pasan. Taja umamo, [44, crpana 1):

Hedunnmnuja 6.1. 3a tauky P = (z,y) uz R? kaxemo j1a je pauyuonasia
mauka aKo cy o0e heHe KOOpJAWHATe T U Y PAIHOHAIHU OPOjeBH.

Hedunumuja 6.2. [Ipasa p us R? je payuonasna npaca ako cy y meHO] jeji-
Hauuuu ax + by + ¢ = 0 KoecbunujenTu a, b u ¢ panuoHaTHU OPOjEBH.

3a parnuoHajHe Tauke W PAIlMOHATHE MpaBe BaxkH, (44, crpana 1]:

Ako cy gBe Tauke panmoHAIHE, TaJaa je W BuMa ofpehena mpasa panuoHAIHA.
IIpecek nBe pammoHa/THE IpaBe je pallMoHAJHA TavdKa.

Koedunujent npapia paiyoHaJiHe Ipase je paimuoHanan o6poj k = —s, a yMecTo

palliOHaJIHa IIpaBa KaxKEeMO U npasa pauuoHasHo2 nazuoq.
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e Pammmonanna kpusBa. PanmmoHajina KOHUKA

VY jelHOM 0T paHUjUX TOTJIAB/bA, PAIMOHATHY KPUBY CMO JeUHUCATN KA0 ajre-
bapcky kpuBy pona g = 0. Caza hemo panuonaysiHy KpuBy jnedHHHCATA U OBAKO,
[44, cTpana 1]:

Hedunnunuja 6.3. Kpusa {(ac7 y) | flz,y) = 0}, KOja oJIroBapa motuHoMy f ca
JIBe HeopeheHe x U ¥y, je pauuonaita kpuea ako ¢y CBU KOeUIUjeHTH TOTTHOMA
f panmonannu 6pojesu, To jecr f npunama Q[z,y].

Bugnesu ¢cMo 1 j1a Ha3WB palMoHa/Ha KPUBa HOTUYE OTY/1a IITO KOOP/IMHATE TavyaKa
KOje MPHUIa/Iajy TOj KPUBOj MOZKEMO H3PA3UTH PAIMOHAJTHUM (PYHKIMjaMa HEKOT
mapaMeTpa, TO jeCT OHa MMa IapaMeTPHU3alljy MOMONY pamuoHaaIHuX (PyHKIH]a.
PannonajiHa KOHHKA je CTeNujajJal cJydaj paloHatHe Kpuse, [44, crpana 1].

Hedununuja 6.4. Konuxa ax® + bry + cy? + dx + ey + f = 0 je payuonanna
KoHUKa ako cy Koeduiujentu a, b, ¢, d, e u f panmonasau 6pojesu. Pammonaany
KOHHKY o3HadaBahemo ca K.

e PanmonasiHa nmpaBa 1 paruoHa/JIHA KOHUKA

Heka je p panmonanna mpaBa u K pannonagHa KOHAKA. ¥ ONIITEM CIYIajy, OCTOje
JIBe TadKe WHUXOBOT Mpeceka, Ha mpumep P u @, 1o jecr p N K = {P,Q}.

Koopannare npecedne Tauke Mopajy jia 3aJ0B0OJ/baBajy jeHAUYNHY MIPaBe p U jej-
HAYUHY KOHUKe K, aJii oHe He MOpajy 6utu pamuonasne. /Ipyrum pednma, rnpeced-
He TadyKe paluoHAJHE IpaBe W PalMoHaIHe KOHUKE He MOpajy OUTH paluoHaJIHe
tauke. OTyga U 3aK/byYaK:

Pamuonanna KOHWKa He MOpa Jia CaJIpKUA PAIMOHATIHY TAUKY.

C npyre crpame, Ha ocuoBy Bujerosux'dopmyna, axku cienche:

Axo je jemHa 01 mMpecevHNX TadaKa PAlUOHAIHE MPaBe W PAIMOHATHE KOHUKE
paluoHa/IHa, Taja U JApyra HUX0Ba IpecevHa Tauka Mopa OUTH palioOHAJTHA.

D ®pancoa Bujer (Francois Victe, 1540-1603), dpaniyckn MareMar#dap u mpaBHEK
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¢ KoHCcTpyKIInja panMOHAJITHAX TadaKa

[TperxoaHOo cBOjCTBO HAM oMoryhaBa KoHCMPYKYUjy TOMONY KOje MOZKEMO OJpe 11~
TH CBe DallMOHAJIHe TauyKe KOHUKe W TAKO je paIlMoHaTHO napamerpu3oBaru. [3a-
OeprMO jeHY palMOHAJHY Tadyky P Ha panmoHaaHoj KoHUIM K M mocMarpajMo
PAIlMOHAJIHY MPaBy p Koja caJapku Tauky P u cede konuky K. Hobujena mpecedna
tauka () npase p n kouuke K, npema Beh pedenom, Mopa OGuTH paruoOHATHA.

[Ipecek Te panmoHa/HE TmpaBe p W yHaIpe] (PUKCHPAHE DAIHOHATIHE mpase [ je
Takohe parmonasHa Tauka R. Haswamo je npojexyujom tauke () kKonumke K Ha
npaBy .

[lonaB/bameM onucane KOHCTPYKIHje 38 OMUJI0 KOjY palMoOHAIHy TadKy () ycIo-
CTaBbaMO Oujexyujy u3Mely CcBUX palHOHAJHUX Tadaka () KoHuKe K W yHampes
dukcupane panponasne npase [. Kaxkemo u 1a ¢M0O, THM IOCTYIKOM, PAIMOHAJIHY
KoHUKY C npojexmosasu Ha pAMOHATHY TIPaBy [.

Jlaksie, aKo paruoHa/IHa KOHUKA UMA jJeJIHY PAIlMOHAJIHY Ta4dKy, Ta/la MOXKEMO,
OTMCAHUM TOCTYIKOM, KOHCTPYHWCATH, TO jeCT OJpeUTH CBe HheHe pallmoHaJIHe
TavyKe.

e Panmonasina napamerpu3saiuja Kpyra

[IperxomHO pevyero mpuMeHMheMO Ha KPYT, TO jeCcT oJpeauheMo CBe Herose paru-
onastHe Tauke. Heka je K jeIuHWYIHN KPYT YHja je jeTHATUHA

K:a*+y*=1. (6.1)

OapeanMo cBe Herope palroHaJIHe TadKe.
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Koedunujentn y (6.1) cy panuonaaun 6pojesu, na je kpyr K parmonasan. [Ipumve-
HUMO Ha Hhera IPeTXO0/IHO OMUCAHY KOHCTPYKIIHA]Y, TO jeCT YCIOCTABUMO OUjeKITU]y
u3Mebhy parmumonannux radaka kpyra K u Heke (pukcupane pamnuoHaJsiHe npase [. 3a
panuonanHy Tadky P msabepumo tauky (—1,0), a 3a panuonagny npasy | y3Mu-
Mo y-ocy. [pyra mpeceduna Tauka mpase p u kpyra K je panuonanna tadka (z,y).
[Tpojekryjmo kpyr K Ha upaBy [, To ject na y-ocy. Heka je tauka (0, t) npojeknuja
panunonaiHe Tadke (r,y) Ha y-ocy. JenHaunHa npase p kpo3 tauke (—1,0) u (0,1)
jey—0= %(w —(=1)), To jecr

y=t(x+1). (6.2)
Pemasamem cucrema (6.1) u (6.2) no x u y xobujamo ja je
y=tlx+1) u t*(x+1)>=(1-2)(1+2). (6.3)

Jenno pememse cucrema jeanaunna (6.3) je tauka P(—1,0). Ilocae ckpalinBama ca
x4 1, y3 yeros na je & + 1 # 0, To jecr & # —1?), u Hakon cpeljuBama, 1061jaMo
KOOD/{HATE

11— 2t

_--r _ 6.4
r=1r Y 1op (6.4)

panunonaiHe Tadke (z,y) Kpyra K Koja je paznununta o1 tadke P(—1,0). Ako oBum
TadKaMa J1071amMo Tadky P pobujamo cBe payuoransre mavke kpyea K. Te Tauke, To
jecT mBUXOBe KOOpJAuHaTe, 3aBUce caMo oj 6poja t. 3aTo O6poj ¢ HABUBAMO napame-
map. 300r Tora KaxkeMmo Ia cMo Kpyr K mapamempusosanu W Ia je jeTHAUHHAMA
(6.4) maTa meropa payuonaana napamempusayuja’. Jennaumne (6.4) mazEBaMO
napamMemapcrum jednavunama Kpyea K.

YerocraB/bemhe onncane OMjeKIrje 3HaUn Ja ce, ca TaeauinTa Juopanmose aHa-
ause? | xpyr K u npasa | e pazinkyjy. Fbuxosn ogrosapajyhn ckymosu parmo-
HAJTHUX Ta4daKa Cy €eKBUBAaJEHTHHU 0e3 003upa IITO Cy IbUXOBU CTEIEHU PA3IUIUTH.

Bugenn cmo, npema teopemu (3.6) aa je ckyn C(Q) panmoHagHux Tavaka aji-
rebapcke kpuse C pojga g = 0 — pamnuona/ne KpuBe — Ipas3an wid deckonadan. C
Jpyre crpane, TeopeMa (3.7) Xace-MUHKOBCKH HaM Jaje ajropuram nomohy kora
yTBphyjeMo jia Jin parMoHa/ina KpuBa UMa KOHAYHO MHOI'O PAlMOHAJIHUX TadaKa.
VipaBo npukazaHu MOCTYIIaK HAM WIYCTPYje KaKO Ja OJpeIuMO CBE paIlMOHAIHE
TadKe TaKBe KpHBe aKO 3HAMO JeJHY heHY pPaIlmOHAJHY TadKy, W Ha Ta] HAUUH je
PAIIMOHAJIHO ITapaMeTPHU3YjeMo.

2)OBaj yCJIOB je MCHIYHEH jep TpasKMMO KOODIMHATE TAadaKa KOje Cy DPa3JIHYhTe OJ TAdKe

P(-1,0), na je x # —1.

310 ject, jenna o Moryhux panuoOHATHUX IapaMeTpU3aluja, jep GucMo 3a u3bop Heke Apyre
Tauke P mobunm apyry mapamerpusaiujy Kpyra K

1) Tuodanmosa anarusa je 1eo Teopuje Gpojena KOjH M3ydyaBa HAMNHE 33 PElTaBarbe aarebap-
CKUX jeJHAYMHA, WU CHCTEMA OBAKBUX jEIHAYNHA, CA MEJUM KOEMHUIUJEHTHMY y IEJIUM WA
parmonastHM OpojeBuma. Y apyroj monosunau 20. Beka InodanToBa aHanmm3a mocrajia je Moaep-
Ha 300T MOBE3aHOCTH Ca aJIrebapPCKOM TeOMETPHjOM.
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e ITutaropuue Tpojke

Heka je K jeiunuynu Kpyr 4uja je jeHavqnHa

K:2*+y*=1. (6.5)
Ako y jennauunu (6.5) 3aMeHUMO x = % ny = %, npu yeMy cy X, Y u Z npupojann
Opojesu, Taja jeanaduna (6.5), HAKOH MHOXKEHbA ca 72 1pejasu y

X2 4+v2=22 (6.6)

Hedbunnmuja 6.5. Jeanauuny (6.6) nasusamo [Mumazopuna® Juoganmosa
jednanuna o kpahe IMumazopuna jednauuna.

[IuTaropuna je;iHauMHA je CIIEIUjaJaH Caydaj onwme xeadpamme luoparnmose jed-
HAYUHE
X2+ aXY +Y? =272
npu deMy je a u3 Z. Hacraje kaga y Ty jeqnaunny ctaBumo 1a je a = (. [Imtaropuna
jeiHaYnHa, je T0CeOHO BaykKHA Yy MPU2OHOMEMPUIU U AHAAUTNUYKO] 2E0MEMPUIU.
Iben crnennmjanan caydaj, 3a X =Y, 1o jecr X? + X? = Z2, ogmocuo
2X* =77

je TmoBe3aH ca HajjeJHOCTABHUJUM JIOKA30M HOCTOjaba UPAUUOHAAHUL OPojesa.

Hedbununuja 6.6. Ypeheny tpojky (X,Y, Z) upupoguux 6pojesa X, Y u Z
KOja 3a710BOJbaBa [luraropuny jejanadnny HasuBamo [Tumazopura mpojka.

Hedbunumnuja 6.7. [Ipupoaue 6pojese X, Y u Z koju unne [luraropuny Tpojry
naszuBamo [Tumazopuru 6pojesu.

Kazxemo u 1a je (X,Y, Z) [ypehena] Tpojka ITuraropurux Gpojesa. [TpoGiem oj-
pebuBama IIutaropunux 6pojeBa nmosHar je Kao [lumazopun npobaem.

[IuTaropune 6pojeBe MOXKEMO H T€OMETPHjCKH CXBATHTH, TO jeCT OHU UMajy U
reOMeTPUjCKY UHTEPIPETAIH]Y.

Hdedunnmnuja 6.8. Tpoyrao uuju cy MepHE OPOjeBU CTPAHUIA IPUPOIHE OpOje-
BU KOju 3a710BoJbaBajy [Iurtaropuny jennaunmny HazuBamo l[lumazopur mpoyezao.

Ha ocroBy obpara ITuraropune Teopeme’) Takas rpoyrao je npasoyriau. OTyaa u

5)
6)

Iuraropa (ITudaybpac, 580-500 mpe HOBe epe), rpukn MaTeMarnuap u $Honozod
O6pam ITumazopune meopeme”: Ao je AC? + BC? = AB?, tazna je Tpoyrao ABC mnpaso-
yIJIA Ca TpaBuM yrjioMm Koz temena C.

) [Tumazopuna meopema: TIOBPIINHA KBaJpaTHe TOBPIIH 4Mja je MBHIA XHUIOTEHY3a HEKOT
IPAaBOYIJIOr TPOYIJIa jeHAKa je 30Mpy MOBPIIWHA [BEjy KBAJAPATHUX MOBPIIMU KOJUMA Cy WBHUIIE
Karere TOr Tpoyraa. JIpyrum peumma, ako je yrao kox temena C Tpoyrna ABC mpas, Taga je
AC? + BC? = AB?. Tlutaropuna TeopeMa je jeqHa o7 Haj3HAUajHHX TeOpeMa Y MATeMATUIH I
“Ma, MHOTO JI0Ka3a — 6ap 365 mo ampuia 1940 — u wu3 yommrema. Ona npeacras/ba u BpxyHar [
kmure Eyknunosux Fiemenama.
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Hedunnunuja 6.9. Ypehena tpojka (X,Y, Z) npuponuux 6pojesa X, Y u Z
je IHumazopuna mpojxa, ako cy o6pojeu X u Y aykuHe Karera, a / JIyKUHA
xumnoreHyse lluraropusor Tpoyria.

—

Y

Nurepeconame 3a Ilutaropune 6pojese norude joir o1 Bapuionana — 2 000 roauna
npe HoBe epe. OHM cy 3HAIN Ja aKO 3aTBOPEHN KOHOIAIL YBOPOBUMA Mojese Ha 12
je/IHAKUX JIeJIOBA M TITAIIOBUMA I'a 3aTerny y ojanocy 3 : 4 : 5, oHjga je nobujeHu
TPOYrao IpaBOyT/IM, a MPaB yrao ce HaJa3W HacIpaM CTpaHure ca b jeaosa. Ka-
Ko cy BaBuonnu 6miu 1mo3HaTu I'paJIuTe/bH, MPaB yrao UM je OMO CBAKOJIHEBHA
norpeba, ma cy UCTPayKUBAJM JIa JIU U JAPYTH TPOYIJIOBU UMAjy UCTY OCOOHMHY.

Teopuja [IuTaropuHux TPOYIJIOBa 00jeIUIbYj€ BUIIE MATEMATHIKUX JTUCIIATLITH-
Ha, a MoceOHO aarebpy, reoMeTpujy, KOMOMHATOPUKY U TEOPHUjy OpojeBa.

Jacuo je ma ako Heka nBa o7 6pojeBa X, Y u Z koju 3ai0BosbaBajy [lutaropuny
jeiHauMHy uMmajy 3ajeanudku jenauaan d > 1, onja je u Tpehu on mwux jespus ca
d. 3aro hemo Hamasme npermocraBuTu fa cy opojesu X, Y u Z y3ajamMHO mpocTu
y IIapPOBUMa, jep ¥ CYHPOTHOM J0OHjeHy jeTHAINHY MOKEMO CKPATHTH ca d2.

Hedununumja 6.10. [luraropuny tpojry (X, Y, Z) y Kojoj cy npupomamu 6poje-
Bu X, Y u Z takBu Jia cy cBaKa JiBa y3ajaMHO IIPOCTa HA3UBAMO NPUMUMUGHOM
win ochosrom Iumazopurom mpojxom.

3a mpumuTusHy [luraropuay Tpojky Karkemo W Ja je NpuMumueHo I 0CHOBHO
pewerve lnTaropune jemrmaunne X2 +Y?2 = 72,

Hanaxkemem cBux mpumuTubHuX [luraropuaux tpojku (XY, 7) Hanmazumo u
cse octasne [luraropune Tpojke, jep cy one obanka (aX,aY,a”), 3a neko a u3 N.
Crora ITuraropunux Tpojku uma beckonauno mroz0. JIpyrum pednma, CBaka mpu-
muTusHa [luTaropuna Tpojka remepuiiie 6eCKOHAYHO MHOTO HOBUX [luTaropmnmx
Tpojku. Ha ocHoBy [44, ctpana 5], mmamo

Teopema 6.1. ¥ cBakoj nmpuvmutusHoj [Iutaropunoj tpojmu (X,Y, Z) Tauno
jeman ox OpojeBa X um Y je memnapan, To ject OpojeBu X m Y cy pazinuaure
MaPHOCTH. O

Mu hiemo Hajja/be TPETIIOCTABUTH Ja je pernuMo X Helmapat, a Y je mapan 0poj.
U3 Teopeme 6.1 1ako 3akmydyjemo ga y csakoj [luraropunoj Tpojum (X, Y, Z)
Opoj Z Mopa OuUTH Hemapa.
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Baxan kopak y mpoydasamwy [lutaropunux tpojku je ojpehusame gpopmyia
38 IPOHAJIAYKEhe NPUMUTHBHUX IlHTaropmanx Tpojku®
ocraaux Iluraropunux Tpojku, [44, crpana 6.

, Ia CaMUM THUM K CBHUX

Teopema 6.2. Heka cy m u n aBa peJlaTUBHO MPOCTa NpHUPOHA OpPOja TaKBa
Jla je m — m mo3uTuBaH u Hermapan 0poj. Tajxa je

(n* —m?,2mn, n* + m?)

npumuTuBHa [IuTaropuna Tpojka, u cBaka npuMutTuBHa [luTaropuna Tpojka je
oBOTr 00JIMKa 3a HeKH 300D MPUPOJIHUX OpojeBa m u n.

Jlokas. Heka je (X,Y, Z) upumurusua [Turaropuna rpojka. Taja je ona u upumu-
THBHO pererse jegaaunne X2 + Y? = 72, Ako 1ey jeHAUNHY HOAEANMO ca Z2,

J1001jaMo
X\* /)’
— — ] =1.
() (%)
Oparse 3ak/bydyjemo aa je (%, %) panmonanna tauka kpyra 22 + y? = 1, ma Ha

OCHOBY pallHOHA/IHE TTapaMeTpHu3allije KPyra MOCTOju panuonatan 6poj ¢ = =, npu
YeMy Cy IIPUPOJHH OPOjeBU M U N y3ajaMHO IIPOCTH, TAKAB Ja je

2
1-— m 9. M
X n) n*—m’ Y "n_ 2mn
zZ m\2 n?+m? Z m\2 nZ+m?
1+ (= 14+ (=
n n

Opapne naxo 3akmydyjemo ja je u (n? —m?, 2mn, n? + m?) npumurusna [utaro-

pUHa TPOjKa 3a HEKH M300p MPUpPOAHUX OpojeBa m U n KOju Cy y3ajaMHO IIPOCTH,
U TAKBU JIa je N — M NO3UTHBAH U HelapaH Opoj. O]

113 nperxomue TeopeMe MOXKEMO 3aKJ/bYYUTH Ja Cy CBe IPUMUTHBHE lluTaropume
tpojke (X, Y, Z) nare dpopmyrama:

X=n>—m? Y =2mn, Z=n>+m’ (6.7)

Ipu YeMy cy m u n aBa mapamerpa. Ipyrum peunma, dopmyrava (6.7) Morkemo
na zenepuwemo cse npumutusHe Ilutaropune tpojre. Kaxkemo u 1a je dbopmy-
nama (6.7) narta napamempusayuje cBuX npuMuTHBHUX Ilutaropuaux tpojku. Ha
OCHOBY JI0Ka3a Teopeme (6.2) MOKeMO 3aK/byddTH U Ja je mocTynak ojgpehubama
[IuTaropuHux TPOjKH CJAMYAH NOCTYIKY PalMOHAJIHE TapaMeTpu3alyje Kpyra.

Hagenene dbopmyste (6.7) gecro je kopucruo Tnodant y cBojum npobaeMuma.

Ilocnenuna 6.1. [locroju Geckonauno Muoro npuMutuBauX [luraropuaux Tpo-
JKH. O

8)10 jecT CBUX IPUMHUTHBHHUX WM OCHOBHEX peruema IIuraropuse jexnaunme X2 + Y2 = 72
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6.2 TI'pyma E(Q)

e Enuntuyke kpusBe Ha mojbem Q

Hexka je
E/Q:y*=2"+ax+b

eJUNTHYKa KpuBa Ha nmosbeM Q pammonanuux Gpojesa. Ilo medununuju, Koedu-
IMjeHTH a W b ¢y palm@oHaIHu OpojeB U Baxku fa je A = —16(4a® + 27b%) # 0.
Tana mocToje nenu 6pojeBH M U p, U IPUPOIHE OPOjeBU N U ¢ TAKBH JIa je

E/Q:y2:x3+mx+]—).
n" o q
Ha ocrosy nedununmje (4.12), crasmajylin na je u = H3C(n,q), ¢/ = u'™ u

b = u6§ nobujaMo Ja je u
E/Q:y*=2*+dz+V

eJIMNTHYKA KpuBa, au ca koedunmjentuma a’ n b’ koju cy nenm Gpojesu. 360r
TOra, HaJlaJbe Kajia KazxkeMo equntnika Kpusa F/Q noxpasymesaliemo na cy mheHn
KoepUIUjeHTH eI OPOjeBn.

e I'pyna E(Q)

Heka je E(Q) ckyn ceuzr payuonasnuz mavake ennnTudke kpuse FE/Q, To ject

EQ) ={(z,y) €eQ® |y’ =2"+az+bu A#0} U {oo}.

OcHoBHU npobaem y Be3u ca enunTudkom kKpusom F/Q cacroju ce y Tome na ce
onpean ckyn E(Q) cBUX WeHHX PAIMOHATHIX Ta4aKa — YKOJIUKO OH TIOCTOjH.

Kao mrro cMo Bujies i y MpeTX0HOM TIOTJIaB/bY, OMEPAIH]Y + cabupame TavaKka
Ha eunTH4IKoj Kpusoj F /R yBesn cMo reomeTpujcku moMohy TaHT€HTHO-TETHBHOT
3aKOHA, M TaJa cMO HanoMmenyn aa dbopmyne (5.4) - (5.7) Baxke u y ciy4dajy 6umio
Kor nosba K dmje je KapakTepucTuka pa3andaura o1 2 u 3. C 063upoMm ja je nmobe Q
KapaKTepUCTUKE HYJIa, TOMONY TAHI€HTHO-TETUBHOI 3aKOHA, TO jecT (popmyiama
(5.4) - (5.7) MozKeMO yBecTH U cabuparbe Tadaka Ha eTUITHYKO] Kpuoj £ /Q.

Teopema 6.3. Crpykrypa (E/Q,+) je AbesoBa rpymna y 0IHOCY Ha OMEPAILA]Y
+ nedunucany dbopmynama (5.4) - (5.7). ]

[Tpema reopemu (5.3) u Ha ckyny E(Q) moxkemo ycrnoctaBuTi ¢TpykTypy Abesone
rpyme. Otyaa u

Teopema 6.4. Crpykrypa (E(Q), +) je AGesnoBa rpyma y 0JHOCY Ha OTEPAIH]y
+ nedbunucany dopmynama (5.4) - (5.7). O
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e Topzuonu geo rpyne E(Q)

Abenosa rpyna F(Q) caap:ku tauke KOHa4HOT U OeckoHadHOr pea. Cee Tad-
Ke KOHAYHOT pejla YMHe HeHY MOATPYIY KOjy HA3UBAMO MOP3uoHa nodzpyna W
mopauonu deo Tpyne E(Q) u ozunauasamo je ca Jor(E) win E(Q)iors-

6.3 Panr equnTtuyke kpuBe HaJ mmojbem

e MopaesoBa TeopeMa

Crpykrypa (E(Q),+) Huje camo AGesoBa rpyma, Hero je u Buille oj Tora, [33,
crpana 13].

Teopema 6.5. [Mopgaen| Crpykrypa (F(Q),+) je komauno renepucana Abe-
JIOBa T'pyTa. O

Y wact Mopzena, wecro rpyny F(Q) wazusamo u Mopdenosa epyna.

MopenoBa Teopema mpeacTaBba HajBaKHUjy dntbeHurly o ckyny F(Q). Ona
HaM, IPYTUM pedmMa, KayKe Jia MOCTOjH KOHAYaH CKYT PAllMOHATHUX TavdaKa TaKaB
Jla ce CBaKa JIpyra paldoHaJIHA TadKa Ha eJMNTHYIKO] KpuBoj F/Q Moxke mobutu
moMoly TaHIeHTHO-TETUBHOT 3aKOHA CaDUpPaIba.

Kaxko je cBaka KoHa4YHO reHepucana AGesoBa rpyia n30MOopdHA IPOU3BOLY -
KJIMYHHUX I'pylia, Jobujamo ciiejehy Henocpeny nocjeuily MopejenoBe Teopeme,
Koja HaM omucyje ctpykrypy rpymne E(Q), [33, crpana 14].

ITocaequua 6.2. 3a konauno renepucany AGenosy rpyny E(Q) Baxu

EQ=2® - -0Z&Tor(E) =17 & Tor(E),

T

rae je Z7 caobodua nodzpyna wnn caobodny deo rpyne E(Q) — moarpyna xoja ce
CacTOjU OJl CBUX eJleMeHATa OeCKOHAYHOT peja u HeyTpasa rpyme FE(Q). O

e Top3uja erunTunyuke KpuBe
Ha ocnosy [44, crpana 11| umamo

Hedununuja 6.11. Topsuony noarpyny Jor(E) rpyne E(Q) nazuamo mop-
auja epyne E(Q) nwau mopsuja eaunmuuke kpuse E/Q.

Maszyp? je 1978. rogume goka3ao aa mocroju'?) Tauno 15 moryhnx mernx Top3uja,
[44, cTpana 11].

9 Bapu Masyp (Barry Charles Mazur, 1937), amepuuxkn MareMaragap
10) 10 na m3oMopdusam
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Teopema 6.6. [Ma3zyp]| Axo je F/Q enuntuuka Kpusa, tajga je Jor(E) jeana
ox ciaeaehux 15 rpyma:

7,V 3an=1,2,3,4,56,7,8,9,10,12;
Loy ® 7y, 38 m = 1,2,3,4. ]

Hpyrum peunma, Jor(FE) je uukjndana rpyna wjid Mpou3BoJl J(BE HUK/IUIHE IPYIIE.

13 Maszypose Teopeme 3ak/bydyjemo ja y ciaydajy £/Q ne nocroju rop3uona
Tayka peja Beher oy 12, kao Hu Top3uona rpyna seher peaa ox 16.

Ha 6ucmo oapenuan Jor(E), To ject c¢Be Tauke (x,y) KOHAYHOT peja, IPBO
npermocTaBuMo j1a je (x,y) tauka peaa 2. To je Tauka ca y-KOOPAMHATOM jeJHAKOM
0, To ject Tauka (z,0). Moxemo umaru 0, 1 win 3 TakBe Tadyke, MITO 3ABUCH OJ
Opoja palnmoHaJHUX HyJa nojnHoMa x° + ax + b. Te Tauxke, 3ajenno ca Taukom O,
uune noirpyiy oi Jor(E) koja je wim TpuBujasina uiam Zs uiu Lo @ ZLs. Ocraje
TavKe KOHAYHOT pejia oapehyjemo momohy Jlyi'? — Harenose!®) teopeme koja mam
n omoryhasa na edukacno uspadynamo Topsuony rpyny Jor(E), [44, crpana 11].

Teopema 6.7. [JIyn — Haren] Heka je £/Q : y*> = 2° + ax + b equntuyka
kpusa. Axo je (z,y) n3 Jor(E) u (x,y) # 00, Taga ¢y © u y u3 Z U BaxKu

—-A

y =0 wmin y2\4a3+27b2:ﬁ. O

JIynm — HaresioBa Teopema HaM TOKa3yje ja MMaMO CaMO KOHAYHO MHOTO KaHIH-
JlaTa 3a Y-KOOPJIMHATY TOP3HOHE Tavke (r,y) Koje MopaMo mpoBepuru. HaBeanmo
npuMepe Koju ie HaM MIyCTpOBaTH TY TEOpeMy.

ITpumep 6.1. OapeauTn TOP3Ujy €IUNTHIKE KPUBE

E/Q:y* =2 +u. (6.8)

E

1) Ca Z,, cMO o3HAYMIH TPYILY Z/nZ 6pojesa 1o Moayay n, jep je Z/nZ = 7, 3a cako n u3 N.
12) Emmsaber Jlyn (Elisabeth Lutz, 1914-2008), dbpaniycka MareMaTHdapKa
13)Tpajree Harerr (Trygve Nagell, 1895-1988), HopBemkn MareMaradap
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Kaxko je 4a® + 27b* = 4, npema Jlyn — Hareaosoj TeopeMn 3a CBaKky TOP3HOHY
Tauky (x,%y) Mopa BaxuTi y = 0 unu y? | 4, upu demy cy x, y u3 Z, 1a je

ye{0,1,-1,2 -2}

Vepmrasamem y = +1 y (6.8) mobujamo jemnauuny z° + z = 1 koja Hema
nes106pojaux penrerba. Comdno, 3a y = £2 gobujamo Ja jennaduna r° + x = 4
HeMa, 1e100pojuux perema. Heka je y = 0. Tazga je z = 0 jeauno 1e100pojHo
permerse jennagnne x° + x = 0. To 3Haunm ga je

Tor(E) = {0, (0,0)} = Zs. A

IIpumep 6.2. IIpema [33, crpana 14], Topsuja emunTuuke kpuse F/Q : y? =
13 — x je Tor(Ey) = Zy & Zsy, a emuntuuke kpuse Fy/Q : y*> = 23 — 2 + 1 je
rpusnjaana, 1o jecr Jor(E,) = {O}. A

- _

E1 E2

Hakue, 3a nary exuntudaky kpuby E/Q rako nspadynaBamo mweny Topsujy Jor(E),
TO JeCT MOCTOje aJITOPUTMU 33 IbeHO U3padyHaBambe, H OHU Cy y IPAKCH BPJIO edu-
KaCHH.

e Panr enunruyke Kpuse
Ha ocuosy [44, crpana 9], nmamo

Hedunnunuja 6.12. Henerarupan meo 6poj r u3 penaryje F(Q) = Z" @ Jor(E)
HazuBamo parz epyne E(Q) wiu pane eaunmuuke xpuse E Q.

YKOJIHKO KeJTUMO Jla HArIacuMo Ja je r padr rpyme F(Q), oMHOCHO paHr eui-
tnuke Kpuse E wax Q mucahemo r(E(Q)), ommocuo r(F).

[Mocaenuna (6.2) HaM Kayke J1a MOCTOJU T PAMOHATHUX Tadaka Py, P, ..., P,
OeCKOHATHOT pejla Ha eTUITHIKOj KpuBoj F/Q ca cBojcTBOM 1a ce cBaka Tauka P
u3 E(Q) mMoxe npecraBuT y 00JUKY

P=nP +noPy+---+n P +T
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3a Heke 1ese bpojese ny, Ny, ..., N,, rae je T HeKa Taduka KOHAYHOT pejia.
Panr mepu seaununy kako exmnrudke kpuse E/Q, tako u came rpyne E(Q),
TO jecT Op0j FHEHNX He3aBUCHUX PAIMOHATHUX Tadaka. AKO je:
o r(E(Q)) =0, rpyna E(Q) je konauna,
o r(E(Q)) > 0, rpyna E(Q) je 6eckonatna.

IIpumep 6.3. Panr emuntuare kpuse ) : y?> = 23 — x je r(Ey) = 0, jep je

FE1(Q) = Zy ® Zy a panr enuntuuke kpuse Fy @ y? = 23 — x4+ 1 je r(Ey) = 1,
jep je Ex(Q) = Z. JAN

Panr enuntuyke Kpuse je, 3a pasjivKy OJ TOP3HUje €JUNTUYKE KPUBE, JOCTA TEZKE
omucaru. CaMo pauyHambe panra eaunruuke kpuse nan Q je Bpso Texkak mpobiiem,
jep 3a paHr eJIMITHYIKE KPHBE He MOCTOje anajioronu TeopeMa (6.6) u (6.7), To jecr:

0 He MOCTOjU aJropuTaM 3a ojipehuBame paHra nNpou3BOJ/bHE eJTUITHIKE KPHU-
Be; TIOCTOje aJITOPUTMHU 3a PadyHahe TOPHe U J0Hhe I'PaHuIle PaHTa,
O He 3Ha ce KOju Ieju OpojeBH MOTY OMTH PAHTOBH HEKE eJIUNTHYKE KPUBE;

He 3Ha ce HU Jda JIH je pPaHI eJIMIITHYKEe KpUBE OI'PaHUYICH.

C gpyre crpaHe, HHje TMO3HATO [a JU PAHr MOYKe OMTH MPOU3BO/HHO BEJHNK WU
IIOCTOjU AIICOJYTHA rOpia rpanuna. [Ipema [44, crpana 9] Baxku

Xwumore3a. Panr eanntrake KpuBe MoyKe OUTH ITPOU3BOJbaH TIPUPOIAH OPOj, TO
ject mocroju emuntuaka kpusa F/Q guja je rpyna panuonannux tadaka E(Q)
IPOU3BO/BHO BEJIMKOT PAHTA.

Jpyrum pedanma, 3a cBaKM MPUPOIAH Opoj 1 mocToju ernnrudka Kpusa £/Q Takpa
na je r(E) > n.

Jamac ce Tek 3Ha Ja MOCTOju equntudka Kpupa F/Q panra Hajmame 28. Hby
je 2006. roquue mponamao Enxuc'®). Oryna u, npema [44, crpana 10]

Teopema 6.8. Esnnrtuyka kpusa
E:y+oy+y=a"—2°>—ar+0,

e je a = 20067762415575526585033208209338542750930230312178956502 u
b = 3448161179503055646703298569039072037485594435931918036126600829629
1939448732243429 na nosmem Q uma panr Hajmambe 28, 1o ject r(E) > 28.
Teneparopu rpymne E(Q) cy:

Py = [—2124150091254381073292137463,
259854492051899599030515511070780628911531];
Py = [2334509866034701756884754537,
18872004195494469180868316552803627931531];
P3 = [-1671736054062369063879038663,

“YHoam Hasug Enxuc (Noam David Elkies, 1966-), amepuuxu MareMaTmaap
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251709377261144287808506947241319126049131];
P, = [2139130260139156666492982137,
36639509171439729202421459692941297527531];
P; = [1534706764467120723885477337,
85429585346017694289021032862781072799531];
Ps = [—2731079487875677033341575063,
262521815484332191641284072623902143387531];
P; = [2775726266844571649705458537,
12845755474014060248869487699082640369931];
Py = [1494385729327188957541833817,
88486605527733405986116494514049233411451];
Py = [1868438228620887358509065257,
59237403214437708712725140393059358589131];
Piy = [2008945108825743 774866542537,
47690677880125552882151750781541424711531];
Py = [2348360540918025169651632937,
17492930006200557857340332476448804363531];
Py = [—1472084007090481174470008663,
246643450653503714199947441549759798469131];
P53 = [2924128607708061213363288937,
28350264431488878501488356474767375899531];
Py, = [5374993891066061893293934537,
286188908427263386451175031916479893731531];
Pi5 = [1709690768233354523334008557,
71898834974686089466159700529215980921631];
P = [2450954011353593144072595187,
4445228173532634357049262550610714736531];
P17 = [2969254709273559167464674937,
32766893075366270801333682543160469687531];
Pig = [2711914934941692601332882937,
2068436612778381698650413981506590613531];
Py = [20078586077996854528778328937,
277960854 1137806604656051725624624030091531];
Pyy = [2158082450240734774317810697,
34994373401964026809969662241800901254731];
Py = [2004645458247059022403224937,
48049329780704645522439866999888475467531];
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Py = [2975749450947996264947091337,
33398989826075322320208934410104857869131];
Poy = [—2102490467686285150147347863,
259576391459875789571677393171687203227531];
Py, = [311583179915063034902194537,
168104385229980603540109472915660153473931];
Pos = [2773931008341865231443771817,
12632162834649921002414116273769275813451];
Pog = [2156581188143768409363461387,
35125092964022908897004150516375178087331];
Py7 = [3866330499872412508815659137,
121197755655944226293036926715025847322531];
Pog = [2230868289773576023778678737,
28558760030597485663387020600768640028531]. [

ocroju n xunoresa Toiadennal®, (33, crpana 14].

Xunoresa. [Tonadena] Ako nopehamo erunruake kpuse E/Q no BesnduHu
koedunmjenara, acumnTorcku 50% kpusux uma panr 0, a 50% ux uma panr 1.

axse, [onadennosa xunoresa npeasuha jna je mpoceunu panr jeanax 0, 5.
5 p

6)

Ha kpajy maBeamvo n reopemy Baprase!®) n ITTankapa!” n3 2011. romuwe, (33,

crpana 14].

Teopema 6.9. [Baprasa-ITTankap] Ako nopehamo equnruake kpuse F/Q mo
BeJIMYMHU KoedUImjeHarTa, Tajia je mpoceunu panr marmu o 0,99. O

15) Mopuan Mopuc Tosudei (Dorian Morris Goldfeld, 1947), amepuuku maremarndap

16)M3HLIy.H Baprasa (Manjul Bhargava , 1974), KaHaJCKO-aMepUYKU MAaTEMATUYAD WHIU)CKOD
nopekJia, nooutauk Puimcose memasbe 2014. roanne

17) Apyn Mlankap (Arul Shankar), mammjckn MaremMarmaap



Eauntmake KpHnB€ HA/l KOHAYTHUM
IIOJbMAQA

OnpehuBame crpykrype rpymne E(Q) moxe 6utn Bp/o Temko. 360r Tora, mocMma-
Tpahemo enmunrTudky KpuBy FE HajJ HEKUM KOHAYHUM mosbeM. JIpyrum pedmma,
YMECTO Jia TPasKUMO DAIlMOHATHE Tadke enunTudke Kpuse F/Q mocmarpahemo
eJUNTUYKY KPUBY F HaJ HEKMM KOHAUHUM TOJHEM U TPAYKUTH FHeHE PAINOHATHE
TavKe Y TOM MOJBY, IITO je OYUIJIeTHO JIAKIIE jep je TAaKBO MoJbe KOHAYHO. CIMIHO
je u ca onpeluBamem mene Topsuje Jor(E). OBo nornasspe je mocseheno eaunrud-
KAM KpPUBaMa HaJ KoHauHuUM nospuma. Oumupuuje y [57], [33] [16] u [15].

7.1 KoHaauHa moJspa

e Konauyno nmosbe u HEroBa peajm3amnmja

Konaumna mospa cy npsu npoy4asain Pepma, Ojiep, Jlesxkanap, Jlarpanx® u Tayce
3001 CBOjUX MCTPaKUBaIba y Teopuju Opojesa.

Konauwno nowe F pepa ¢, 70 jecT ca TavHO ¢ ejieMeHaTa O3HAYaBaMO Ca FqQ).
Hapasmno, meropa kapakTepucTHKa MOpa OUTH HEKHU IPOCT Opoj P.

Ocnosro koHauyHo noswe je IF),, m oHO HacTaje craspajyhum ga je ¢ = p, npn
geMy je p npoct 6poj. Tasa, 3a cBaku mpocT OpPoj p MOCTOjU TOJBE OJI P eJIeMeHATa.
Mozkemo ra peanusobaru kao ckyn Z, = {0,1,...,p — 1} 3ajexno ca onepanujama
cabupame +, I MHOXKee -, 110 MOAYJIY D, TO jecT

Fp = (Zpa *p 'p) :

1 7Kozed-Jlyj Jlarpamzxk (Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813), urasiujancko-gppaHilycku mare-
MaTH4ap B aCTPOHOM

2)Kopucra ce joIr i 03HaKA GF(q) jep ce koHAYHA 1I0JbA HA3BUBAJY U Tanoaoea®

nosa
3)Epapuct Tamoa (Evariste Galois, 1811-1832), dbpaniycku Maremaruvap
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Anasorno, [F), MmoxkeMO peanm3oBaTu U Ka0 KOJUYHIYKH IPCTEH

F, = (Z/pZ, +p 'p) :

Crasmajyhn y F, na je ¢ = p", upm gemy je p npocT, a n Ipupojan 6poj, 1o006mujamo
KoHauHO nosbe Fpn. Tazna, 3a cBaku mpocT 6poj p U npupojan Opoj n HOCTOjH
nobe ca ¢ = p" eneMenara. Baxkum m oOpaTHO, aKO je KapaKTepUCTUKA KOHATHOT
nosba [, Heku npocr 6poj p, Taja TO Hmo/be uMa pP" egeMeHaTa. 3a;uCTa, aKo je
KapakTepuctuka of F, = p m p mpoct 6poj, Taza F, caapkum mpocTo HmOTHObE
F, = Z/pZ = 7Z, ca tauno p eaemenara n F, je jenan KOHATHO TUMEH3HOHAIAH
BeKTOpPCKH 1pocrop Han nokeM F,. Heka je n merosa aumensuja u [eq, ..., €]
jenna merosa 6a3za. Taga ce csaku ejeMenT a € [Fy, Moxke Ha jeJHO3HaYaH HAYUH
HpUKa3aTh y O0JIMKY JIMHeapHe KOMOUHAIIM]e

a=Aer + -+ Apén,

npn demy je A\; u3 Z,. Ha Taj maumun je csakom enementy a n3 [, nmpuapyrkena
ypebjena n-topka (A1,...,\,) u3 (Z,)". 36or tora je ¢ = p", To ject nosse F, nma
p" elleMeHaTA.

Jeana o peanmsanuja mosba Fyn 32 n > 1 je kommaunakn npered Z,[z]/(f(x)),
rae je f meku mosmnom crenena d°f = n Koju je mepacraBbuB HaL Z,, a (f(z))
IJIaBHU WjleaJl TeHEPUCaH ca f(x)4). Taj npcren je u mosbe, jep je f HepacTaB/bUB
nosinnoM. Esremente mosba Zy,[x]/( f(x)) MoxkeMO nmpukazaTu Kao MOJHHOME HAJ 7,
cTeleHa Mamer uin jeanakor of n— 1. TakBux nosmHoMma uMa Tadno p'. Ouepaiuje
cabupame U MHOXKeme y 1moby Fyn ¢y omepanuje Hacteljene us Z,[z], ¢ tTum ga ce
HAKOH MHOZKEIHba MOJUHOMA, PAYYHA OCTATAK MPHU JIE/HEIY Ca MOJUHOMOM f.

IIpumep 7.1. [Korcrpyknuja nosba [y [locmarpajmo nosunom f(x) = 2+
1 nag Zs = {0,1,2}. On je nepacrabbus Haj Zg, jep HeMa KopeH y Zg. 360r
tora, mobe Fg = 32 mMoxkemo mpencraButu kao mosbe Zslz|/(f(x)). Onasme
3aKJ/bydyjeMo Jia cy ejaeMeHTH o Fg:

0,1,2,z,z+1,x+2,22,2x + 1 u 2z + 2,
TO jecT
Fso ={a+bn:abelFs}

y3 yCI0B fa je n? = —1, 1e je n Kaaca eJleMenTa Ty KOJAWIHIIKOM mpeTery. To
o/be mMa TadHo 9 ejqemenara. Mspaaynajmo, Ha npumep, (n + 1)? y nomy Fy.
Umawmo:

(n+1)*=n*+2n+1 =2,

jep ce mpu gesperby moamuoMa 12 + 2n + 1 ca n? + 1 gobuja ocrarax 21). A

) I'aénu udean KOMyTATMBHOL IPCTEHA (K,+,-) je naean® npcrena (K, 4+, -) xoju je rerepucan

jemHuUM esreMeHTOM, TO jecT muaean obnnka (a) = aK = {ap:p € K} 3a a u3 K.
5) Hdean youenor mpcrena (K, +,-) je cBaku ox ckymosa I, y osmamu I < K, 3a Koju Bake
yeaosu: (1) I je mogrpyna rpyne (K,+), (2) a € K,z € [ = ax,za € I.
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o MynTuijimKaTuBHA IPyNa KOHAYHOT II0JhA

Heka je F, konauno nosve. Esementn nospa [, paznmuant ox nyne uune AGexoBy
IPYIy V OIHOCY Ha MHOKeme. Hazmsamo je myamuniuxamuena® epyna nospa F,
u o3HavaBamo ca K. Omna je muk/au4Ha, 1a nocroju ejgement g € F, Takas na ce
CBaKH €JIEMEHT U3 FZ MOZK€ HalluCaTH KaO CTelleH O g.

e Ilospe Fym. OnTumanua HOpMAaJHA Oa3a

Bugenn cvo ga je nobe Fom BeKTOpCKEM TIpocTOp HaJ nosbeM [Fo aumensuje m.
[TocToju MHOrO pasjHIUTHX Oa3a TOr BEKTOPCKOI IpocTopa. Mu heMo criomenyTu
JIBa THIIA TaKBHX 0a3a: TPUHOMHE U HOPMAJIHE.

Heka je f moamnom mepacrapmbus Hajg Fo crenena d°p = m. Tama ce nosbe Fom
MOYKE HPEJCTABUTU KAO CKYI CBUX IOJUHOMA HaJI 1mo/beM o cremena d°p < m
ca omepamnujamMa mo MOJIYJIy MOJUHOMA f. 3a TAKBO IIPEJCTaB/bAbe KAXKeMO J1a je
[peJICTaB/batmhe TTOMONY noAunomHe base.

[Tpenacrapmbarme moMohy mpuromme base je CrierujaJHu Caydaj MpeIcTaB/barha
nomohy nosmnomue 6a3e y KojeM IMOJHHOM [ uMa 0OJIMK

f(x) =™+ 2"+ 1.

[TpeanocT TakBOr TpejicTaB/batha je epuKacHOCT cripoBohema peayKIirje Mo Mo-
nayay noiuaoma f. 3a Heke m-oBe, Ha mpumMep m = 0 (mod 8), TpuHOoMHA Gaza u
He mocToju. ExcrepuMeHTaIHo je MOKa3aHO Jla TPHHOMHA 0a3a MOCTOJU 3a HEIITO
BHUIIIe oA ImoJa m-oBa Mamux ox 1000.

Hopmanana 6aza BekTOpcKor mpoctopa Fom HaT moBeM Fo je 0bIuKA
2 2m—1
[b,b%,....b ],

npu demy je b u3 Fom. Takpa 6a3a, 3a pas3iauky o IOJTUHOMHE, YBEK IHOCTOjH.
[IpriukoMm mpencTaBbama noMohy HOpMaaHe 6a3e, KBAIPUPAIhe Y TOJbY TTOCTaje
TPUBHjAJTHO: AKO je

a = (a()aala e 7am*1)7

OHJIa je

2
a = (am—la ap, A1, - .. 7am—2)7

TO jecT KBaJIpUpame HUje HUIITA JIPYTO Hero MUKJIWYHO IOMepPambe VIeCHO.

MebhyTum, 3a yormreny HOpMaJIHy 6a3y MHOXKEH:€ Y MOJbY je 3HATHO KOMILIHU-
KoBaHHUje. 300T Tora Cy OJ MHTepeca OHe HOPMaJiHe 0a3e KO/l KOjUX je MHOZKEHHe
mTo jeanocraBuuje. Takpe 0a3e HA3UBAMO ONMUMAAHE HOpMaare baze. OnTuMmali-
Ha HOpMaJiHa Da3a He MOpa /i MOCTOju. JeaH O/ HEONXOHUX YCI0BA 3a MOCTOjarhe
TakBe 0aze je jia je 6ap jeman oj 6pojeBa n + 1, 2n + 1 mpocT.

6) Pey MYAMUNAUKGTNUBAH TIOTHYe O JJATUHCKE pedn multiplicatio T1TO y TPEBOAY 3HAYH MHO-

HCEME, YMHONHCABAHE.
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7.2 Ejguntuyke kpuse HaJ mosbem I,

e Penyknuja mo momyny p

Penyknuja 1mo Momaysy p, TO jecT ocTaTak IPH Je/beiby ca p je Xomomopdusam
Z — F, = Z/pZ 3axar ca
m +— m (mod p). (7.1)
To je jeman onm ocnosnux asama y Teopuju OpojeBa. Hamabe, pagm Kparkohe,
ymecro m (mod p) nucahemo .
Y Be3u ca peJyKIHMjOM 10 MOJYJIY p, HAIIOMEHHMMO U JIa C€ 10 NPOjeKTUBHU
upocrop P*(Q), ogrnocno P*(Z) mozxke peaykoBaru y npojekrusmn mpocrop P (FF,).
EyiunTudKy KpuBy peayKyjeMo MO MOJYJIYy p TaKO IITO IheHe KOeDUIHjeHTe, TO
jecT KoeduIujeHTe MOJTUHOMA KOJUM je OHa JedpHHUCAHA PEIYKY]jeMO 110 MOy p.

Heka je E/Q emuntuuka kpupa. /la 6u Ty KpUBY peIyKOBaJd [O MOIYIY D,
IpPBO je TpebaMo cBecTH Ha morogan obauk. [logceTnmo ce ja je cBaka eJTMITHYKA
KpuBa HaJ mobeM Q msomopdHa HEKOj €TUNTUYUKO] KPUBOj 00IMKA

E:y* =2 +ax +0,

rae ¢y a u b neaun Opojeu. Ibenom pegykiumjoMm 1mo Moay/y p aodujamo Kyomy
kpusy E/F, auja je jennaunna

E:y*=2°+ax+b(modp),

O/THOCHO
E:y* =2 +ax +0,

rje cy a u b us Z,. Ona, y onmreM cJjy4ajy, He MOpa OUTH eJIMITHYKA, jep He MOpa

OWTH TJIaTKA.

C apyre crpane, nocroje u m3omopdue eauntudke Kpuse F/Q mam nomem Q
Ynje peayKIdje 1Mo HeKOM MOIYJIY p HHUCY HCTe, IITO je WIYCTPOBAHO ciaenehmm
HPUMEPOM.

ITpumep 7.2. EjmnTuydke Kpuse
E/Q:y*=2"+2+1 u E/Q:y*=2°+ 81z + 729

cy uzoMopdue Ha nobeM Q, jep je

. . 30
J(Er) = j(E2) = 22257

Hbuxose penykimje mo Moayry 3
By =a+ax+1u Ey:y?=2°
nucy mcre. 3ancTa, ca B, je 3aj1aTa eJMITHYKA KPUBa, a ca By To Huje, jep je

A(E) =—-2"-31=1(mod3), a A(F,)=2*-32.31=0(mod3). A
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e MuHumMajian MOAeJ eJuNTHYKE KpuBe. p-aaAnvHa Bajyamnuja 6poja

Penyxiuja E/F, eiunruuke kpuse E/Q he umaru cmuciia, ako uzabepeMmo munu-
MaAaH modea y Kaacu n3omMopduiaMa eauntrdke Kpuse Ha sl mobem Q. /la 6ucmo
0ByXBaTHIIN PeJyKIfje eJunTudkux kpubnx F/Q mo momymy p 3a cBako p, mo-
cMarpalieMo equnTHuky KpuBy y Bajepmirpacosom ommireM obiuky. IIpema [33,
crpana 31] mmamo

Hedbunumuja 7.1. Kaxemo na je
E :y? + a1y + asy = 2° + axx® + aux + ag, (7.2)

Ipu 9emy Ccy a; u3 Z, MuHuMaraH moden esunruake kpuse £/Q ako je |A(E)|
MUHUMAJIaH y Kiaacn nzomopdusma on F/Q.

Jenuaunuy (7.2) nHazuBamo munumaana Bajepumapcosa jednavuna on E/Q.

Ja 6HCcMO MPaKTHIHO MCIHTAIN Ja JIH je HeKH MOJes equnTudke kpuse £/Q
MHUHHMAJIaH, TOTpeOHA HAM je p-ajuvHa Basayaiuja 6poja, [33, crpana 31].

Hedununuja 7.2. Heka je n 1meo 6poj 3ammcan y obauky n = p*-m, npn yemy
je (p,m)” = 18u k > 0. Tana je p-aduuna saayayuja v,(n) 6poja n Hajehin
CTeTeH OJ1 p KOJU JeJu N, TO jecT

vp(n) = vp(p* - m) = k.

VY Be3u ca NPETXOAHHM, 3a LOjeJuHe BPEJHOCTH 0J p, Kopuctumo ciexehu cras,
(33, crpana 31].

Cras 7.1. Hexa je F : y?> + ayzy + asy = 2° + aex® + asx + ag, 3a a; u3 7Z,
Bajeprmirpacosa dopma esmnruake kpuse E/Q u A(F) meHa IHCKPUMIHAHTA.
Axko je

0 < y,(A(R)) < 12,

3a CBe IpocTe Opojese p, Taga je F MUHUMAIAH MOJIE. O
3a p pasamunTo o1 2 U 3 BayKl U 00OpAT OBOT CTABA.

IIpumep 7.3. Bugenn cmo y npumepy (7.2) 1a cy eantudke kpuse Ey /Q : y? =
’+r+1u Ey/Q: y? = 2% +81x+ 729 uzomopdue. Mogen E, : y> = 23 +x+1
je MUHuUMAaJaH, jep je

A(E) =231 u n(A(E)) =4 < 12,5 (A(E))) =1 < 12,

")Ca (p, m) cMO TPaMIMOHAIHO O3HAYHIE Hajeehu 3ajednuuky deauay, nemux 6pojesa p i m.
Yrnorpebsparajy ce, TOrOTOBO y MIKOJICKO] Maremarnnu, jom u o3nake H3(p, m) nom D(p, m).
TpaanumoHasHa O3HAKA 33 HAJMatU 3ajednuuku cadpacaray eIanx 6pojesa a u b je [a,b], a of
napyrux moryhinx oszunaka nomernumo H3C(a, b) wau S(a, b).

8)ITowto je, y OBOM ciy4dajy, p IPOCT OPOj, MOIIH CMO 4 HAIMUIIEMO H CAMO P tm.
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oK Ey 1 y? = 23 + 81z + 729 nuje MuUHEMATIAH MOJE, jep je

A(Ey) =232 .31 u 1h(A(E,)) = 4 < 12, 15(A(Ey)) = 12. A

e Enunruuka kpusa Haj nosmem I,
Ha ocnosy [33, crpana 31| umamo

Hedbununuja 7.3. Hexa je E : y? + ajxy + asy = 2% + apx® + asx + ag, upu
qeMy cy a; u3 Z, MEHEMaJaH Mojes euntudke kpuse F/Q. Tana je ca

E:y® +airy + agy = 2° + Gpx” + G4z + T,
rjie je @; cJuKa oj a; Ipu xoMoMmopdusmy Z — [, pelykinuja mo MoJyily p,
nedunucana emunTudka kpusa £/, nag nosem F,. Hazusamo je pedyryujom
eaunmuyke kpuse E/Q 1o mouyiy p.

[Ipumernmo na Baxku cienehe:

Ky6ua kxpusa E max nomem F, je emumroaka ako u camo axo je A(E) # 0y

nosy [, To jecr A(E) # 0 (mod p), oguocuo p { A(E).

Ha cienehem nprexy npukasane cy Heke eJUITHYKe KpUBe HaJl 1osbuma [,

E/Fi;:y? =2° 45z — 2 E/Fs;:y? =2 +22+5
u . . - -
. | |
m m oo .
[ | . | -
m_
| |
n u REREEAN
| | u,
u u SR B
| : ki -

e /ToGpa u Jioria peaykiuja mo MOAYJIY P
Ha ocuosy [33, crpana 31| numamo

Hedunnnuja 7.4. Ako p + A(E), tana emuntuuka kpua E/Q uma dobpy
pedyKyufy IO MOAYIY p. Y CYIPOTHOM, OHA MMa 40Uy Pedykuujy IO MOLYILY .
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Jlpyrum peunma, axo je peayknuja £ mo Momy/ty p eruntuaka Kpusa nai F,, Taga
E/Q nma 106py peayKuujy mo MOJAyIy p, HHa4Ye WMa JIOTIY.

YMmecTo ja KaykeMoO eJUNTHYKA KPUBa UMa PEIYyKIUjy 1o mModysy p Kazahemo
kpahe 7a eTUNTHYKA KPUBA UMa PEAYKIH]Y Y P.

C 063upoM Ha YUHEHUILY JTa JUCKPUMUHAHTA eJTUITHYKE KPHBE HMa CaMO KO-
HAYHO MHOTO MPOCTUX (haKTOPa, MOKEMO 3aKJbYUUTH Jla CBaKa eJTUITHIKA KPUBA
nMa JIOTTY PeyKIUjy ¥ caMO KOHAYHO MHOTO P-OBa.

ITpumep 7.4. BEsmmnTuyuka Kpusa
By Qg =" — 3
uma 100py PeIYKIH]y y CBUM p # 2, jep je
A(E;) = 2°.

EsmmnTuaka Kpusa

Ey/Q:y? = 2° — 2% — 86x + 240
uMa 100py penyKInjy CBYT/le OCUM MOXKAa y p = 2,3,5, 13, jep je

A(Ey) = —2°.3".5%. 132 JAN

e KBaspaTHu ocTtaTak mo MOIYJIY P

Jla 6ucMO HacTaBU/IM POy YaBalbe eJUITHYKIX KpUBUX HaJl nosbeM [Fy, u jnera/bnu-
je ymosHasm Jiome penyKnuje, ToceGHO MYJATUILIMKATHBHY, MOPAMO Ce MOJCeTHTH
neduHATIje KBAAPATHOT OCTATKA 110 MOYJIY p, [32, crpana 67].

Hedunnmnuja 7.5. 3a 1meo 6poj a KaxkeMo Ja je keadpammu, ocmamar no Mo-
dyay p, TIE je p MpocT Opoj U p 1 a, aKO TMOCTOju 1e0 OPOj T TakaB Ja je

7% = a (mod p).

Jpyrum peunma, a je KBaIpaTHH OCTATAK IO MOJIYJIY P aKO IOCTOJH MOTIYH KBa-
JIpaT KOJU JIaje MCTH OCTATaK IPH JEJhery €a P Kao U a. Y CYHPOTHOM KayKeMmoO
na je a xeadpamuu Heocmamar no modysy p. CKyI CBUX KBaJIPAaTHUX OCTATAKA,
OJIHOCHO HEOCTATaKa I10 MOJYJIY P O3HAaYaBaMo ca (),, OJHOCHO Ca @p.

IMpumep 7.5. 3a p =17 je

x 11213 (456|789 |10]11]12]13|14|15]|16

22(mod17)| 1 | 4|9 |16|8 |2 [15[13[13|15| 2|8 |16|9 |4 |1

maje Q7 = {1,2,4,8,9,13, 15, 16}, onmocuo Q,, = {3,5,6,7,10,11,12,14}. A

[Ipema [32, crpana 67] Bazku HapeJHa TeOpeMa.
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Teopema 7.1. 3a maru Hemapas npoct 6poj p u 1eo 6poj a, upu demy p 1 a,
jesnmaunna r? = a (mod p) WaM HeMa pelllera M UMa TadHO JiBa pellema. [

U3 oBe jearocTaBHe Teopeme, mpema [32, crpana 67|, caean

Teopema 7.2. 3a cBaku Hemmapan poct 6poj p, mehy 6pojesuma 1, ..., p—1 uma
TATHO 1%1 KBaJIDATHUX OCTATAKA [M MCTO TOJMKO KBaJIPATHUX HeocTarakal. [

e AMTUBHA U MYJTUILINKATUBHA PEAYKINja Y P

Heka je emunrnuka kpusa E/Q samara momenom E : y? = f(z), npu gemy je f
nosmHOM cTererra d°f = 3, u nexa je E : y? = f(x), vne je f € F,[z] momunom 1o
MOJIYJIy P, TO jeCT HOJUHOM 4Yuju cy KoeuiujeHTH Jo0ujeru o, koeduiujeHara
nosimHOMa [ pefyKuujom no momaysy p. Taga, mpema [33, crpana 32], Baxkn

CraB 7 2. EJIHHTqui KpUBa _E /Q uma sowy pedykuujy y p aKO U CaMO aKo

nosiunom f y mogeny E :y? = f(z) uma suwecmpyru xopen. ]
[Tocrojn Bue BpeTa Jtotre peaykimje y p. [Ipsa o wux je agnrisHa’)
[33, crpamna 32].

peyKIyja,

Jednanmuja 7.6. Axo momunom f y mogeny E : y? = f(x) mMa TpocTpyKn
KOpeH, Taja ejmmnrudka kpusa E/Q uma adumueny pedyruujy y p.

V oBoMm ciyuajy, Kybna kpusa E mma Kacl, a To je eksupajentHo ca p | A(E) u
p | ((4as + a?)? — 24(2a4 + aja3)), upu wemy cy a;, as, a3 u a4 KoePUIHJEHTH Y
Bajeprrrpacoroj dopmu enntuake kpuse E/Q.

Hpyra sorma pegyKiuja je MyJITHILIHKATHBHA, [33, cTpana 32].

Jednanuuja 7.7. Axo momnom f y mogeny E : y? = f(x) nuMa aBocTpyKn
KOPEH, Taja eIunTuika kpusa F/Q uma myamuniukaemusny pedykuujy y p u
BEeH MOJIE] je 0bJImKa

E:y* =12z +a).

V oBoM ciyuajy, KyOHa KpuBa F MMa TAadKy CAMOIIPECEKa, a TO je eKBHBAJIEHTHO
cap|A(E) upt((4ay + a?)? — 24(2a4 + aya3)).

[locToje, Takohe, pacienuBa U HepacleuBa MyJITUILIMKATHBHA PEYKIHAja Y P,
0 YeMy ToBOpH HapejHa Hedbunuimja, [33, crpana 32).

Hedunumnuja 7.8. Ako je 6poj a KBajpaTHH OCTATAK 110 MOIYIY Py MOJEJY

E:y’ =2z +a)

9)Peu adumuean moTHYe O JaTHHCKe peun additivus MTO y TpeBOLy 3HAUH 000am, KOjU UMA
da ce doda.
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equnTudke Kpuse £ /Q ca MyATHIIMKATHBHOM DEIYKIMjOM y D, Taja Ta eJInll-
THIKA KPUBA UMA PACUENUBY MYMMUNIUKGMUESHY PedyKuujy Y p, NHATE je MyJI-
TUIJINKATABHA PEJIYKIIHA]A Y D HEPACUENUEa.

e Konaykrop eanntumuke kpuse. [lonycTabuina ennnruyka KpuBa

[Mopen muckpuvnuante A(E) n j-unBapujanre j(E) emnnrudke kpuse E, gedwu-
HucalieMo jomn jegHy BayKHY BEJIHYHHY KOjy HNPHIPYKYJEMO CBAKOj EJHITHIKO]
kpuBoj E, a Koja je, rakobe, moBe3aHa ca TOM JUCKPUMUHAHTOM, [15, ctpana 470].

Hedbununmja 7.9. Kondyxmop eaunmuure xpuse E/Q je 6poj

N: H pfza(E)7

P TIPOCT

npu gemy je

0, ako E/Q uma mo6py peaykuujy y p
, ako F/Q uMa MyJTUIJIMKATUBHY PELYKIUJY Y P

2, axo F/Q uma amurusny pexykuujy y p u p & {2,3}10).

—_

fp(E) =

KomnyKTop eJunTHYKe KpUBE HAM TOBOPH O IheHO] epemu pedyruyuge. Ilpema [33,
crpana 126] nmamo

Hedbunumnuja 7.10. Equnruuky KpuBy KOja HEMa aJUTHBHY PeAYKIM]Y HU Y
JEJIHHOM MPOCTOM OPOjY P, TO jeCT UMa MYJTUILIMKATHBHY WU J00PY PeyKIH]y
Yy CBAKOM IPOCTOM OPOjy p HABUBAMO NOAYCMAOUAHOM EAUNTIUYKOM KPUBOM.

CBe momycrabuine e TMITHYKE KPUBE UMy KOHIYKTODP KOjU HUje TIOTIYH KBa paT.

7.3 TIpyna E/F,

e Cxyn E(F,)

Bungemn cmo na je E/Fp peaykiuja exuntudke kpuse E/Q nmo momymy p, To ject
esunTudka kpusa E nag nowem F,. Ca E(F,) o3naunhemo ckyn

E(F,) = {(x, y) € F2 | 4> 4+ arxy + asy = 2° + asa® + a4z + ag (mod p)

uA(E)#0 (modp)} U {oo}.

193a p € {2,3}, nedunummja on f,(E) je KoMmmmkoBanuja, aiu y ommrrem cayuajy je f,(F) > 2
aKO eJIUNTHYKA KpUBa E uMa aJuTUBHY PEJyKIUjy y p.
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HasuBamo ra ckyn mavaka pedykyuja no modysy p eaunrudke kpuse F/Q.

e 'pyna Tayaka peayKiuja 1mo MOAYJIY P

Cabupame Tauaka Ha [/ F, 3a p > 3 yBOoJMMO TaKO IITO KOPHUCTUMO UCTe (HPOPMY-
ne (5.4) - (5.7) xkojuma cMo yBeu cabuparme Tadaka Ha F/R camo mro padyHa-
b€ BPIIUMO [0 MOJYJIY P, Y3 HAIIOMEHY Jla padyHaibe MHBEep3a Ha E/Fp BPIIIIMO
nomohy Eykmmmosor anmropurma. Cabupame na E/Fy win E/F3 je Takobhe ncro
Kao cabupame Ha E/R camo cy dopmyne (5.4) - (5.7) apyraduje jep, OpUIUKOM
IBUXOBOT (popMuparba, yMecTo KpaTke Bajepirrpacose (popme kopuctumo Bajepii-

TpacoBy ¢gopmy o1 F.

Teopema 7.3. CrpykTypa (E/F,,+) je AbGesosa Tpyna y ofHOCY Ha OTEpaIujy
+ cabupame Tadaka Ha F/F,. O

[pema teopemn (5.3) u ma cxyny E(F,) Moxemo ycnoctapuTn cTpyKTypy AGesose
rpyme. Otyaa u

Teopema 7.4. Crpykrypa (E(F,), +) je AGesosa rpyna y ojnocy na onepanujy
+ cabupame tadaka Ha F/F,. O

A6enosy rpyny (E(F,), +) HazupaMo 2pyna mauaxa pedyryuja no modyay p eIui-
truake kpuse E(Q).

e Yonmreme Jlexkanaposor cumbosia Ha nojee I,

[a OucMO HacTaBWJIM NPOydaBaibe eJIMNTHUYKUX KPHBHUX HaJ nobeM [, mMopamo
yommrutu Jlexkanapos cumbos za [Fy,. Ilpe Tora, moacerumo ce Jlexkanaposor cuM-
6oJ1a 1 OCHOBHHX CBOjCTaBa y Be3H ca UM, [32, crpaHa 68].

Hedununuja 7.11. 3a garu Hemapas npoct 6poj p u 1eo 6poj a, Jleoscarndpos

a
cumbon | — | meduHHIIIEMO KAO
p

1, ako pf{a W a je KBaAPATHU OCTATAK 1O MOJYIY P
a
(—) =<(¢ —1, akopfau aje kKBagpaTHM HeocTaTak 1Mo Momyay p  (7.3)

0, akop]|a.

JleskampoB cuMB0/T MOZKEMO BUJIETH K0 apuTMeTHdKy (byHkmujy'"

a (%) Z - {-1,0,1}

D) Apummemunra dynryuja je craka Komrekcrna byHKImAja gebuHICAHA Ha CKYTTY TPHPOIHIX

opojeBa N ca Bpeanocruma y ckymny R peamxaunx nin C kommiekcaux O6pojesa. pyrum pednma,
apuTMeTndKe (PYHKIHje Cy HU30BU PEATHUX WU KOMILTIEKCHHX Opojesa.
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nedunncany nomohy (7.3). [llraBuine, ta apurMernyka GyHKIHja je U My TTHILIN-
KaTnpHA'?).

Bazkna cBojcrsa Jlexkanaposor cumboa ciene nupekTHo u3 Ojaeposoez kpume-
PUjyma KOra yBOIHMO Ha ocHOBY Pepmaose meopeme'). 3aTo ce IpBO MOICETHMO
®epmaose Teopeme, [22, crpane 109 u 110].

Teopema 7.5. [@PepmaoBa Teopema) 3a cBaku 1eo 6poj a u mpoct 6poj p
Baku a” = a (mod p), Ka0 U TOMe eKBUBAJIEHTHA MMILITAKAIK]a

pfa = a” ' =1(modp). O
Cana, uHa ocHoBy [32, crpana 68|, Moxemo dbopmynucaru OjJepoB KPUTEPUjYM.
Teopema 7.6. [Ojsnepos kpurepujym| 3a cBaku 1eo 6poj a 1 HemapaH mMpocT

Opoj p BaxKu
pta = a7 = (E) (mod p). O
p

Ceojcrsa JlexkanapoBor cumbogia, gara cy ciaegehnm tephemem, [32, crpane 68,
69, 70, 72 u 75] u [19, crpane 168, 169, 170 u 172].

Tepbeme 7.1. Heka cy p u ¢ pasjmauTH HemapHu TpocTu OpojeBu u a, b nean
opojeu. Tama Baxu:

b
1° ako je a = b # 0 (mod p), ouna je (E) = (_);
p p
ab a\(b

2° ako p1a,b, onna je (—) = (—)(—) (MyJITHILIIKATHBHOCT )
p

Db/\p

—1

p—1 1, =1 d4
3° ako je p > 37 OHa je (_) — (_1)T _ { 3a p (mo )
p

—1, 3a p = 3 (mod 4);

2 pe—1
4° ako jep > 3, onma je | — | =(—1) s
opr= Aad (p) (=1) —1, 3a p = £3 (mod 8);

()(8) = o moe (1) = { oy o=t

[Ipu ToMm, camo TBpheme o 5° HazuBamo laycos 3akon keadpamroz peuunpo-
yumema. L]

2 { 1, 3a p = £1 (mod 8)

(o]

5

12) Apurmermuka dynxmmia f 1 N — C je myamuniuramuena axo je f(1) = 1 u f(mn) =
f(m)-f(n), 3a cee (m,n) = 1, T0 ject ako OHA NOMTYje MYJITHIINKATUBHY CTPYKTYDY TPUPOIHUX
OpojeBa

13) OBy ®epMaoBy TeopeMy TecTo Ha3mBaMO U Maaa Depmaosa meopema 1A OU je pasTHKOBAIM
on, npyror ®epmaosor TBphema nazsamor Bennka @epmaoBa Teopema.
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ITpumep 7.6. Ha ocuoBy cBojcraBa u3 TBphemba (7.1) u unmenune ja je 2311

2311
(%) B (%) B (23311) (2;11) (2211)
T Y
< 11 >_ (23311) <;)1>0-11i1 1
()=~ () - () = ()
() () () - (252 () -
(G- (@) - o

(3 ) = CDEDED =1 A

) . (2013
pocT OPOj, MOYKEMO TOKA3aTH J1a je = —1. Bancra,

Hedunnmumo cana yonmreme Jlexxanaposor cumbosna Ha nosse [,

Hedunnnmja 7.12. Heka je x u3 F) u F) mynrrunimkarusia rpyna mosba F.
Tana je

1, ako jemmaunna t* = z mma pemreme t € F
x

(Ff) =< —1, ako jennaumna t? = r Hema pememe ¢ € [,
P 0, akojex =0.

e Pen rpyne E(F,)

Heka je P[X : Y : Z] npousBo/bHa Tauka npojekTupHor mnpocropa P?(Z) taxsa
ga cy X, Y u Z nesum OpojeBH KOjH HUCY JE/bUBH Ca P U OJI KOJUX je Oap jejan
pasamaut of Hyte. Bumenn cMo ga ce neo npojektusiu npoctop P*(Q), omxnocHo
P"(Z) moxe penykosaru y upojekrusuu npocrop P*(IF,). IIpema [33, crpana 32]
BazK1

Cras 7.3. Hexka je E/Q enmnnruuka kpusa ca go0pom peayknujom y p. Tazna je
PeJyKImja 1mo MOJyJLy p
EQ) — E(F,)

neduHHICAHA Ca,
PX(Z)> P[X:Y :Z]—[X:Y :Z] € EF,)

xomomopduzam rpyna. On npecaukasa O u3z E(Q) y O uz E(F),). ]
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Hasmase, 360r jesnocrasnocrn, rpyny E(F,) Tauaxa peayKimja mo MOy p eJuli-
ke Kpuse E/Q hemo oznauasarn ca E(F,), ogaocno ymecro E nucahemo E.

Bpoj |E(F,| eremenara rpyme E(F,), To jecr pex rpyne E(F,), oxnocno 6poj
Tadaka Ha enuntudkoj Kpusoj F(F,) oznauasaliemo ca #E(F)).

IMpumep 7.7. Hexa je E : y?> = 23 + v + 3 xpusa Hax nomem Fr;. OHa je u
eJTANTHIKA jep je

A(E)=-2*-13-19 u 712*-13-19.

Bamenom v = 0,z =1, =2, x =3, v =4, v =5 uz = 6y jeqnauuny
emunTHuKe Kpuse F gobujamo, pemom, y? = 3, y2 =5, y> =6, y®> =5, y* = 1,
> =0muny? =1y F;. C obsupoM na cy 6pojesu 0, 1, 2 u 4 jequHyE KBaJApaTH y
nospy Fr, camo 3a x =4, x = 5 u x = 6 moxkemo Hahm oarosapajyhe y. Kako je

¥y’ =1(mod7) < y==+1(mod7) < y=1(mod7)Vy=6(mod?7),
y> =0 (mod7) < y=0(mod7),

MOXKEMO 3aKJ/byIUTH 1 je
E(Fr) = {0, (4,1),(4,6),(5,0),(6,1),(6,6)} ,

na je #FE(F7) = 6. Cee 0BO MOXKeMO TIPECTABUTH U TTOMONy Tabese.

E/F;:y*=a23+2+3
T WIN Y 0 1 2 3 4 5 6
3+ 2+3(mod7) | 3 5 6 5 1 0 1
y* (mod 7) 0 1 4 2 2 4 1
Osnaunmo rauxy (4,1) ca P, u pauynajmo nP 3an = 2,3, ... Jobujamo:

2P = (6,6), 3P = (5,0), 4P = (6,1), 5P = (4,6) un 6P = O,

onakie 3ak/pydyjemo ga je E(F;) nukiandna rpyna peia 6 4uju je reHepatop
Tauka (4,1). Cpe Tauke enmuntuuke kKpuse E/F7 : y* = 13 + z + 3 ocum Tauke
O npukaszane cy Ha ciaegeheM nprexy. A

E/F;:y* =23+ x+3

"
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IMpumep 7.8. Hexa je E : y? = 23 4 22 + 1 equnrnuka Kpusa HaJ mosbeM [Fs.

E/F5:y* =23+ 2z +1
T UIn Y 0 1 2 3 4
23 +2z+1(mod5) | 1 4 3 4 3
y? (mod 5) 0 1 4 4 1

Ha ocHoBy nomaraka u3 Tabejie, BUIAUMO J1a je
E(Fs) = {0,(0,1),(0,4),(1,2),(1,3),(3,2), (3,3)}

na je #E(F5) = 7. Kako je pex oBe rpyne npoct 6poj, OHa je MUKIUIHA U CBaKa
meHa Tadka, ocuM Tadke () y 6€CKOHAYHOCTH, je HeH TeHEepPaTop, TO jeCT e
cBaKe WmeHe Tauke, ocuM Tavyke (O je jeHAK peiy I'pyIe, OJHOCHO

(0, D= 1(0,4)|= [(1, 2)[= |(1,3)|=[(3,2)[= |(3,3)|= 7.

Osnaunvo P = (0,4), n moka)KuMo Ja je OHa 3amcTa jeJaH OJ TeHepaTopa.
Pauynom mobujamo na je

OP=P+P=(1,2), 3P=2P+P=(3,2), 4P=3P+ P =(3,3),
5P=4P+P=(1,3), 6P=5P+P=(0,1), TP=6P+P=0,
na je Tauka (0,4) 3ancra jeman oj reneparopa mukangdue rpyme F(Fs) u, y Tom

cayuajy je E(Fy) = {k;(O, 4) | k=0,1,2,3,4,5, 6}. CBe Tauke eJIMITHYKE KPUBe
E/Fs5: y* = 23+ 2z + 1 ocum tauke O mpukasane cy Ha caegeliem nprexy. A

E/Fs:y*=x3+2x+1

IIpumep 7.9. Hexka je E : y? = 2® + 52 + 3 equnTuuka Kpuba HaJ| HosbeM Fr.

EJF7:y? =%+ 5z +3
T WIH Y 0 1 2 3 4 5t
23 +52+3(mod7) | 3 2 0 3 3 6 4
y* (mod 7) 0 1 4 2 2 4 1
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Ha ocnoBy mnojaraka u3 tabesie, BUAUMO Ja je
E<F7) = {07 (17 3)7 (17 4)7 (27 0)7 (67 2)7 (6, 5)} )

To ject #E(F7) = 6. Kako je u

P 2P 3P 4P 5P 6P
1,3)] 6.2 [ 2065 ] 1,49 o
1,4) | 6.5 | 20|62 ] @3] o
2,00 | ©
6,2) | 6,5 | o
6,5 | 6,2)] O

BUJIUMO J1a je
‘(17 3>|: 6, |(174)|: 6, |(270)|: 2, |(6v 2)’: 3, ‘(67 5>|: 3,

oflaKJie 3aKbyayjemo ja je rpyna F(F;) nukamana u mga cy tauke (1,3) u (1,4)
menn reaeparopu. Cee Tauke emuntudke kpuse F/F7 : y* = 23 + 5z + 3 ocnm
radke O npukazame cy Ha ciaegehem nprexy. A

EJF;:y*=x2%4+5r+3

N
_
N
N
IMpumep 7.10. Heka je E : y? = 23 + 32 equnruuka kpusa Haj nosbem Fs.
E/Fs:y* =23+ 3z
T WA Y 0 1 2 3 4
234 3z (mod5) | O 2 0 0 3
y* (mod 5) 0 1 4 4 1

Ha ocnoBy nojaraka u3 tabeJie, BUAUMO Ja je
E(F;5) ={0,(0,0),(2,0),(3,0)},
to ject #E(F5) = 4. Kako je n
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P 2P 3P 4P
0,0 | o
2,00 o
3,00 o

BUJIMMO /13 je

1(0,0)[=1(2,0)|=(3,0)|= 2,
TO jecT He MOCTOjJU TadKa YHju je peJ jeITHaK peay rpyle, Mma 3aK/bydyjemMo Ja
rpyna E(F5) auje mukinana. Ona je npavep Knajaose!*)uersopne rpymne!®V =
Zo & Zy. Ce Tauke emunruuke kpuse E/F5 : y?> = 2° + 3z ocum tauke O
npuKazaHe cy Ha ciegelieM HpTexKy. A

EJF5:y?=23+3x

Axo je B : y? = 23 +ax+b, Tana 3a cBako x € F, nmamo 0 Tauaka axo 2°+ ax +b
HUje KBaJpaTHH OcTaTaK 110 MOAYIY p, 1 Tauky ako je 23 + ax + b ge/buso ca p, u
2 TadKe aKo je x° + ax + b KBaJpaTHU ocTaTaK 110 MOIYIY p W HHUje Je/bHBO ca p.
To cBe moxxemo zanucaru nomohy Jlexkanaposor cumbolia

2 +ar+b 23+ ax+b
1+ ) 1+<T =l+p+) | —% |
z€F, p z€F, p

npu dYemy cMo 6poj 1 mcmpen 3uaka 3a cymy moganu 36or tauke 0. OTyna, mpeMa
[33, ctpana 34] u caenehe

Tephemwe 7.2. Pen #FE(F,) rpyne E(F,) etuntuuke kpuse E : y* = 2°+ax+b
JAaT je ca

SE(F,) =1+p+ Y (W) .0 (7.4)

z€lFp p

Pauayname pena #E(F,) 3a Beauke p-ose nuje jemuocrasan npobiem. Melyrmw,
y IpHUMeHaMa Cy p-OBH BpJIO MaJjd jep ODMpaMo HajMarbe HellapHe p-OBe KOjH He

) ®esmke Kpucrujan Kiaju (Felix Christian Klein, 1849-1925), nemadku maremaruuap

15) K najnosa wemeopna epyna Vi je AGenoBa rpymna y Kojoj je CBAKH €J€MEHT WHBEP3AH CAMOM
cebn nedunncana Haz ckynom {0, a,b, ¢} Ha cienelin Haumn: 0 je HeyTpas, JOK 3a IPEOCTANIA TPU
ememenTa Baxku 2a =2b=2c=0,a+b=b+a=c,b+c=c+b=auc+a=a+c=5b.
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Jeste JUCKpuMuHAHTY A, Tako Ja je 3a padyname #E(F,) cacBum 3an0Bo/paBajyha
dbopmyra (7.4).

IIpumep 7.11. Oxpenumo pen rpyne E(Fs) enunruuke kpuse y? = 13 +4x+2.
Kaxo je Fs = {0,1,2,3,4}, 6uhe

0°+4-0+42) (2 _ | Pd-142) (7Y _
Fs C\F) 7 Fs C\F) 7

2+4-2+2\ (18 _ 344342\ (41 _
s C\Fs/) 7 s C\Fs/) 7

P44-4+2\ (82 .
F5 C\Fs)
ma je
3 4 dz 42
4EF) =145+ 5 (02} 511 o141-1-3
x€lFs5 ]F5

Maxse, eunruuka kpusa FE/Fs 1 y? = 23 + 42 + 2 uma Tpu Tauke, oji KOjuX je
jenna Tauka O. A

e IIpouena pexna rpyne E(F),)

Bugesn cMo ja je dopmyiia (7.4) edukacua 3a Bpjo majue p-ose. 3a p > 10* oua
je IpakTHYHO HempUMeH/bHBA. 300r Tora He MoxKeMo yBek oapeautu pex #E(F,),
[a 3aTO BPIIUMO H-erOBY IIPOTIEHY.

Kako he 3a nososuny z-esa x® + ax + b 6uTH KBajJpaTHH OCTaTaK 110 MOJLYIY
p, a 3a apyry nojosuHy Hehe, odekyjemo jga he y npoceky OuTu

#E(Fp):2-§+0-§+1:p+1,

TO jecT

#E(F,) ~p+1,
onuocuo #E(F,) ne moxke 6uru npesute gaieko of p + 1. 36or Tora je
p+1l-—e<#EF,) <p+l+e
3a HEKY T'DeIIKY €, TO jecT
HEF,) —p—1<e.

[Tokasyje ce na je ¢ = 2,/p. Oryna u caejeha Teopema moszHaTa T0J, HA3UBOM
Xaceosa Teopema. Ona nam naje nponeny peaa #E(F,) rpyne E(F,), [33, crpana
34].
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Teopema 7.7. [Xace] 3a ernnruuky kpusy E/F, Baxu
#E(F,) —p— 1]< 2,5 O (7.5)

Penanuja (7.5) mosuara je u kao Xaceosa oyena.

IMpumep 7.12. Ucnurajmo ga jm nocroje equnrudke kpuse E/Fy rakse ja je
#E(Fyy) =25 wm #E(Fy) = 55. Y oBom cay4dajy je p = 41 u Baxmu

#EFy)=1+p+e=14+41+¢c=42+c¢,
re je
le|< 2y/p = 2V41 = V164

Kako je 12 < v/164 < 13, 10 je —12 < ¢ < 12, ma je
42 —12 =30 < #FE(Fy) <54 =42+ 12.

Jakiie, He mocTOje TakBe equnTu4Ke Kpube, jep #FE(Fy) = 25 u #E(Fyy) = 55
He mpunajaajy cermenty [30, 54]. JAN

3a equntudke Kpuse Haj nosbeM [, Xaceosa omena je najoosba Moryha, y cMuciy
Jla 3a CBaKW MPUPOJ/aH Opoj

n€(p+1-2yp,p+1+2yp)

nocroju eauntudka kKpusa Han I, pena #E(F,) = n. Oa unmennna, Koja je
cBojeBpcran o6par Xaceose Teopeme, je mosHara u kao Jlojpurrosa'®) reopema.
[Tpe wero mro dbopmyauieMo Ty Teopemy, aeduHUIEMO XaceoB uHTepBas, [15,
crpana 511].

Hedununmja 7.13. Unrepsan (p+ 1 —2,/p,p + 1 + 2,/p) nasusamo Xaceos
unmepsa.n 1 o3HadaBamo ca H(p), To jecr

H(p)=(p+1-2yp,p+1+2yp) = ((vp— 1 (VP +1)).
Ha ocuosy [15, crpana 511], Baxku

Teopema 7.8. [dojpunr| 3a csaku npuposan 6poj n u3 H(p) mocroju eur-
tnuka kpusa E/F, taksa 1a je #E(F,) = n. O

Y mpumenama, gecto bupamo ejauntudake kpuse F anju peg #E(F,) uva neko 3a-
JIATO ApUTMETHYIKO CBOJCTBO — ITPOCT je, UMa CaMO MaJie IpocTe (paKkTope, U CJAMIHO.
IIputoM je jako BaxkHa WHIbeHHIA, [15, crpana 511], kojy je mokaszao Jlemcrpal?,
a koja Kaxke n1a he penosu #E/(F,) enruntuukux KpuBuX £ HaJ KOHAYHAM I10JbEM
F,, 3a (a,b) u3 F, x F,, umatu «ckopo yHH(DOPMHY» PACIOAeNy YHYyTap HHTEPBa-

16) Maxkc dojpunr (Max Deuring, 1907-1984), HemMauky MaTeMaTIIap
1) Xennpuk Bunem Jlencrpa (Hendrik Willem Lenstra, 1949), memauxn MareMaTmaap
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1a (p+1—/p,p+1+,/p). To snaun ga he pex ciayuajuo ogabpane eJIUITHYKE
kpuse F nan F, mmaTtn 3a1aT0 CBOjCTBO ca MPUOJNKHO NCTOM BEPOBATHONOM Kao
1 caydajHo ojabpaH HpUpOJaH OPoj pejia BeJHYHHE Kao P.

Naxko y peaamnuju (7.5) jeJHAKOCT HUKaJ HEe HACTYIH, Taj OOJUK Ce TPaJUIlK-
OHAJTHO TIWIIE jep BaXKH M 33 CBAKO KOHAYHO IMOJbe ca ¢ = P’ ejleMeHaTa, TO jecT
BayKu

[#E(F,) —q— 1< 2\/q.

Ha kpajy HAOMEHHMO Jla BayKu U yomIuTere Xaceoe Teopeme (7.7). [IpBu men
noka3 je 1ao Bej. 30or Tora, oHa je mo3HaTa moj uMeHOM Xace-BejoBa Teopema,
[33, crpana 35].

Teopema 7.9. [Xace-Bej] Heka je C' riarka ajnrebapcka KpuBa pojia ¢ Haj
noweM ). Tana je
[#E(F,) —p —1|< 29/p. O

e ®pobeHnjyCcOB Tpar eJIUNTHYKE KPUBE
[Tpema [15, crpana 511] umamo

Hedununuja 7.14. Beanunny a,(E) = p+ 1 — #E(F,) nazusamo @poberu-
jycoe'®mpae eaunmuuxe wpuse E/F,.

Ako je jacHo 0 K0joj estuntuakoj Kpusoj E je ped, gecro hemo ymecro a,(E) uucaru
camo a,. Ha ocrnoBy Xaceose Teopeme (7.7) Baxn

’ap‘g 2\/]_7'

Jlako MOKeMO 3aK/byunTH, Ha OCHOBY dedunurmje (7.14), 1a je npobiaem n3pady-
naBamba pefa #FE(F,) eksuBanentan mpobiaemy m3padyHnasamba PpobemujycoBor
Tpara a, eaunTudke kpuse E/IF, mTo ce Haj6o/be BHIM NPUINKOM OJpeluBama
pena #E(F,) v ciyuajy kaga je ¢ = p”. O Tome HaM ympaso rosopu cieneha
Teopema, [17, crpana 205).

Teopema 7.10. Hexka je ¢ = p™. Tana nocroju enunruuxa kpusa E/F, raksa
na je #E(F,) = ¢+ 1 — a, ako 1 camo axo je |a,|< 2,/q u a, 33a710B0/baBa jesan
oJ1 cjieehux ycjosa:

1° (ap,p) =1;

2° n je mapan u a, = £2,/q wm (a, = /g u p Z 1 (mod 3)) wmn (a, =
0) up #1(mod4));

3° n je memapaun u a, = 0 win (a, = £/2q u p = 2) win (a, = £/3qup =
3). 0

18) ®epaunans Leopr ®pobernjyc (Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917), nemaukn Marema-

TH4ap
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e AHOMAaJIHE W CYNEPCUHTY/IAPHE eJUNTHYKE KpPUBe

Ha ocnoBy ®@pobenujycoBor Tpara jgedurucahemMo jorn apa THHA eTANTHIKAX KPH-
BuX, [17, crpana 207].

Hedunnnuja 7.15. Emunruuka kpusa E/F, je anomasna axo je men Ppobde-
HHjyCcOB Tpar a, = 1, 1o ject ako je #E(F,) = p.

Hednunnmja 7.16. Enunruuxa kpusa E/F,, rae je ¢ = p¥, je cynepcuney-
AGpHG AKO KapaKTepHCTHKa p nosba Fy gemn men ®pobenmycos Tpar a,.

e Crpykrypa rpyune E(F,)

O crpykrypu rpyne E(F,) rosopu nam cireneha teopema, [15, crpana 512].
Teopema 7.11. Heka je E/F, exunruuka kpusa. Tazga je
E(F,) = Zp, & Z,
rae cy nj U Ny Tpupoanu 6pojesu, ny | ng u ny | p — 1. O

Ako je ny = 1, onna je rpyna E(F,) nuximuna. U3 ycrosa ma ny | (ng,p — 1)
3aK/bydyjeMO Jia ¢ MOYKe OYEeKHMBATHU Jia he, y ommrem ciaydajy, ny outn maan
npuposan 6poj , a rpyna E(F,) «ckopo mukimanas.

e Top3uja erunTnyke KpuBe U pPeAyKIuja MO MOLYIY P

[Tpo6em ca npumenom Jlyn-Harenose Teopeme (6.7) MoKe ce jABUTH aKO je TEITKO
dgakTopucarn AUCKpUMUHAHTY A WM aKO OHA WMa IIyHO KBaJparTHUX (axTopa.
Crenehu craB HaAM mMOKa3yje Kako MOMONhy peayKIje o MOIYILy p Moxkemo Hahm
topsujy Jor(E) emunruuke kpuse E/Q u onpemuru pen #7Tor(E), y3 Hamomeny
Jla Taj MOCTYNAK HUje aJropuTaM Kao mro Ham jaaje JIyn-Harenosa Teopema (6.7),
[33, crpana 32].

CraB 7.4. Heka je E/Q emuntuuka Kpusa u p mpoct 6poj. Ako F/Q uma
JI00PY PEAYKIIU]Y V P, TAJIA je PECTPUKIIH]a PEIYKIIIje IO MOIYIY P Ha TOP3UOHY
HOArpyIy

pp : Tor(E) — E(Fy)

UH]EeKTUBHU XOMOMOPdu3am. [

Kako je p, nnjexTuBnu xoMoMopdusaM, mHeroBo jesrpo'? Ker Pp J€ TPUBHUJAJIHO,

na je Jor(E) n3omopdua caumu Im p, Tor xomomopdusma, a TO je mMOArpyma o

1910 jecT CKyII CBHX eJeMeHaTa W3 TJor(E) koju ce npeciukajy y Heyrpasau ejement O u3
E(Fy)
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E(F,). OmaBzue 3axkspydyjeMo ga

#Tor(E) | #E(Fy),

jep pen moxarpyme npeau pen rpyme. OBO ¢BOjcTBO heMO MCKOPUCTUTH TPUIRKOM
u3padyHaBamwa #Jor(E). Y3eheMo HEKOIMKO BPeTHOCTH 3a p, U Taja Hajehn 3a-
jenHuuky nesmarn Tako gobujenux #E(IF,) mopa 6urn canprkanan on #Jor(E).

IIpumep 7.13. Oxpemumo Topaujy eauntuuke kpuse F/Q : y? = 23 +18z+72.
Kako je 4a3+270% = 4-1834+27-72% = 163296 = 2°-35.7, npema JIyu-Harenosoj
Teopemu (6.7) Tpebamo mposepuTu cBe geaunore y | 108. YmecTo Tora, MOKeMO
uposeputu ga je #FE(F5;) = 5 u #E(F;) = 8. C o63upom jga je (5,8) = 1,
MOYKEMO 3aKJbyIUTH Ja je Top3uja Jor(E) nare ennnrudke KpuBe TPUBHjaHA,

to ject Jor(E) = {O}. A

7.4 L-dbyuknuje n eunTudKe KpuBe

o ledbununuja L-pyHKIHje

BEsunruuke KpuBe MozKeMmMo mpoydaBartu u nomohy L-dyHKImja, 3aTO 1MITO CBa-
KOj eJIMNTUIKO] KPUBOj MOYKeMO HpuapyzkuTu Heky L dyuknujy. Ha ocuoy [44,
crpana 14] u [15, crpama 500] umamo

Hedbunnnmja 7.17. Heka je E/Q enunrtuuka kpusa. Tana je mena L-dy-
HKIIM]ja JedUHUCAHA Ca

o0

-1
L(E;s) = H (1 - ]% +P128) = %> (7.6)

p n=1

IIPpH 4eMy je s KOMILIeKcan bpoj, a, = p+1— N, 3a p-oBe y Kojuma E nma 100py
peayknujy, a, = 0 y caydajy aJIuTUBHe pelyKnuje, a, = 1 y caydajy My/ITH-
IVINKaTHBHE pacleluBe, a a, = —1 y cilydajy MyJITHITHKaTHBHE HepaclelnBe
peIyKIuje.

®pobeHujyco Tpar @, KOPHCTHIH CMO Y 00/UKY a, = p + 1 — N,?%), npn wemy je
N, = #F(F,) 6poj pemema jemnauune y* = z*+ar+b( mod p),3ax =0,...,p—1.

L-dyuKIujy enunTudke KpuBe F M0OXKeMO CXBAaTHTH Kao aHAJOron Pumanose
¢ dynkmnumje, ako ce mogcernmo Ojrepose dopmye

)= =T

p

[Ipoussoy (7.6) kouBeprupa 3a R(s) > % Axo dopmaino yeperunvo s = 1y (7.6),

20 Vwmecro a,, omrocro N, Kopucre ce u o3maxe a(p), omuocuo A(p).



116 Enuntunydke KpuBe Ha/lT KOHAYHAM TOJBAMA

noomhemo
a 1\ ! p—a,+1 ! N\ !
en=T1(0-5+7) -T(=3=) -1(5
TO jecT
p
L(E:;1) = - .

Ha ocnoBy (7.7) MOXKeMO 3aK/BY9IHTH Ja ako je, y upoceky, N, sehe ox p raga he
npon3Bo/ (7.7) KOHBEPIHPATH.

e Bupu u CBunepron-/lajepoBa xunoresa

Heka je F/Q enmmuruyka Kpusa ca g00poM peaykimjoM y p. Bugenan cmo, mpema
craBy (7.3), Ja peJyKiuja Mo MOAYIy p HHIAYKYje XoMOMOpdU3aM rpyta

E(Q) — E(F,).

Bupu u Csunepron-/lajep cy youmnn na ako je seha rpyma E(Q) u rpyne E(F,)
ouhe y mpoceky Behe. JIpyrum pednwma, ako eaunTuyaka Kpusa F/Q nma «MHOro»
pPAIlMOHAJHHUX Ta4yaka, TO jecT Behm panr, oHa hie uMaTu u «MHOTO» TadakKa IpHU
peIyKIHjH 110 MOAYJIY p, TO jecT 06poj [V, he 6utu Besuk 3a «Behuny» p-osa. To
ux je 1965. ropuue joBesio jo dbopmynanuje ciaegeher npobiaema, [5, crpana 12].

Xunoresa. [Bupu n Ceunepron-ajep] Hexa je f(P) =[] <p %. Tana je

f(P) ~ C(log P)",

Kaga P — oo, rue je r panr exunrudke Kpupe F/Q u C' KoHCcTaHTa KOja 3aBUCH
OJI Te eJINIITHIKE KPHUBE.

C apyre crpane, byukuuja L(FE; s) nmMa aHAJIUTHYKO IPOJLY KEHE HA HEKY OKOJIUHY
tauke s = 1, mro cy 1995. roxume noxasanu Bajiac u Tejaop??. To nam omoryhasa
1a Bupua n Ceunepron-/lajepoBy xunoresy nckaxkemo n nomohy L-dbyukimje, [44,
crpana 15].

Xumnoresa. [Bupua u Csunepron-/lajep| Tejiopos passoj ox L(E;s)y s =1
uMa 00JIUK
L(E;s) = c(s — 1)" + uianoBu BuIIer peja,

npu demy je ¢ # 0 KoHCTaHTa, a r paHr eunTudke kpuse F/Q.
U3 ose xumorese, npema [60, crpana 2], 3a s = 1, MOXKeMO 3aK/by4UTH Ja je

L(FE;1) =0 ako u camo ako equntudka Kpusa F /Q mva 6eCKOHAYHO MHOTO Dalli-
OHAJIHUX TavaKa.

21) Pyaapy, Jlopenc Tejop (Richard Lawrence Taylor, 1962), GpuTancku u aMepudku MaTeMa-

THYap
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Pememe oBor npobsema — Koju je u jejiaH 0 Haju3a30BHUjUX IpobJiemMa — BOJIH-
J10 Om perery MHOTHX TTpo0siemMa Be3annx 3a /Iunodanrose jeqraunne. Ox 2017. ro-
JITHE TOKA3aHU Cy CaMO CIIeIUjaHu CJIy9ajeBU OBe XHUIIOTe3e.

Bupu u Csunepron-/lajeposa xunore3a’?) je jesan o1 cedam MUACHUTYMCKUL
npobaema KOju €y TO3HATH U IO HABUBOM 7NPOOAEMU 3G MUAECHUJYMCKY HA2PadY.
To cy nmpobieMu MocTaB/beHH IIpe BHINE CTOTUHA T'OJHWHA, &I U OHU TOCTAB/HEHU
nocsaeamux genennja. CBu OHU ce cBpcTaBajy Mehy Hajrerke MareMaTndke mpodJie-
Me Ha CBeTy. 3a pelleme CBAKOTr O] mpunpeM/bennx mnpobiema, KiejoB nncturyT
je ToHyImo HArpay O/ YaK MUJIUOH J0Japa. 3aTO MAaTeMaTHIapH, Y AN, KakKy
Jla je HaJTeKW HAYUWH Ja ce 3apaJii MUJIMOH JoJapa YIPaBo Taj Ja ce Peliu HeKn
0/l OBEX Ipo0JIeMa, TO jecT JOKazKe HeKa O] IIOCTaB/beHUX Xumoresa/

Ho cama, camo jemaH on cemaM MHJIEHH]YMCKHX mpobsema je pemen! Ilepe-
pman®?) | joburauk Puincose Megasbe, perno je Ioenkapeosy xumoresy?d — jenam
0/t HajBehuX M NMEeHTpaJTHUX TPob/IeMa reOMeTPHjCKe TOTOJIOTuje, Koju ce, Hajkpahe
pedeHo, CBOJN Ha ONUCHUBabEe TPOAUMEH3MOHAJHHUX MMOBPIIN Y Y€TBOPOAUMEH3NO-
HaJHOM mpocTtopy. Kiejos mHcTuTyT je 18. Maprta 2010. roamue objaBHO Ja cy
UCIYH-eHHN YCJIOBH 3a J0JIeTy NMpBe MHJIEHH]YMCKe Harpaje OJ MUJIUOH J0Japa.

Harpana unak muje jmoxesbena, jep je llepesbMman oabmo n mpu3Hame U HOBAIL
3a perreme Tor mpobiema?”). OH je Tajga U3jaBUO Ia HUje y pedy [a HAUDaiLy He
no6uje n Xavmrron?®) uuje je maeje uckopucruo u mogudurosao. Tako Tlepebmar
FICTIPel CBera CTaB/ba HAYKY 7 FheHe pesysrare, a He MaTepujasna g06pa’).

22)Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture

Tpuropuj Iepessman (I'purépunt Ilepennman, 1966), pycku maremarudap
Poincaré Conjecture

)
23)
24)
25)3anuMibiBO je na je IlepesbMan 0Baj IOKa3 HAIMNCAO Ha Kpajihe OpUTHHANaH HadnH. Komnko
j€ /ToKa3 OWo je3rpOBUT CBEIOYH U YMIHEHWUIIA, 1A j€ BPXYHCKUM MaTeMaTHIapuMa OujI0 moTpeOHO
gernpu roguue na #Ha oko 500 crpana paspaze ono mmro je Ilepessman manucao ma 58 crpana.

26) Puaapy Xavmaron (Richard Hamilton, 1943), amepudkn maremarmaap

2Dlepesman je 2006. rommme, naxo je 106mo ®UIICOBY MeIasby, OAOHO Ja TPUME W Ty HATPa-
ny. Oma ce cacrojana ox 15000 xanaiackux gojapa u 3jarHe Menasbe. Huje ce Hu mojaBmo Ha
Mebhynapoaaom KoHrpecy maremarndapa y Majapumay, Ha CBE9aHO] [OJe/d Te€ HArpaJe, Te je u
3BaHUYHO 00jaBbeHo: Jlokas je mavan, Iloenkapeos npobaem je pewen!






Joka3z MopaejoBe TeopeMe

Bumenn cmo, npema Masypy, Ja je Top3uja equntudake kpuse F/Q, 1o ject rpy-
ne F(Q) KoHAYHO TeHepucaHa — MUKJIXIHA WM MPOW3BOJ JIBE IMUKJIUIHE TDYIIE.
Mopaenosa Teopema TBpau ja je nieia crpykrypa (E(Q), +) KoHauHO TeHepucana
Abenosa rpyma. Y oBom moriasby gahemo uzejy mokaza Mopaenose Teopeme. 3a
BHIIIe JeTasba noraegarn [57], [33], [16] u [15].

[Ipoyuasame rpyne E(Q), kKao u MeTonu, TeXHHKe U KOHIENTH Koje je yBeo Bej
npuanKoM yonmrerma Mopsenose Teopenme Ha AGeose MEOTOCTpYKOCTH') HaL MO-
JBIMA aJIre6apCKIX GpojeBa’), CTBOPHIL CY GPUMMEMUYKY aA2ebapCry 2eomempu-
JY, Koja je m3a3BaJjia PeBOJIYIH]Y V Teopuju OpojeBa, aJd U MaTeMaTHIU YOIIIITE.

MopzesioBa Teopema je jeIHa ol uyemupu GyHiamenmanne meopeme KOHAIHO-
cru nodantose reomerpuje. Octase Tpu cy: 3uzeaosa® meopema®), Qarmume-

cosa meopema u Pomosa® meopema® .

JIBa ocHoBHa Kopaka y jiokazy MopjenoBe TeopeMe Cy:
> kopuithieme unmenuie jaa je umaaerc [E(Q) : 2E(Q)] konawan, to jecrt

aa je rpyna E(Q)/2E(Q) konauna, 0 4yeMy HaM roBOPH TAKO3BaHA CAG0G
Mopdenosa meopema;

> moka3 jga konaunocT rpyme E(Q)/2FE(Q) nosraun na je E(Q) konawHo re-
Hepucana rpymna. KjbydHa mjieja y oBoM J0Ka3y he OUTH /1a MHOXKEIe €a

D) AGenose mmozocmpykocmu cy anrebapcke MHOTOCTPYKOCTH KOje Cy yjeano i AGesose rpyTe.

2 Tako je macrama Mopdea — Bejosa meopema: Hexa je E eunTmdaka KpuBa HAJT TOHEM ajre-
6apckux 6pojea K. Tana je F(K) konauno renepmcana AbGenosa rpyma, [33, crpana 13].

3 Kapn JIymsur 3uren (Carl Ludwig Siegel, 1896-1981), nemauku MareMarmdap

) CBaka aduna KpuBa poja ¢ > 1 ©Ma KOHAYHO MHOIO TAYAKA Ca IeJ00POjHIM KOOPIHHATAMA,
[19, crpana 283].

5 Kmayc Por (Klaus Roth, 1925), Gpurancks MaTeMaTHyap HEMAYKOT TTOPEK/IA

6)3a cBakm WparmoHaTaH axreGapcKu Opoj & 1 cBako € > (), MOCTOjH KOHAYHO MHOTO PAIlio-
HaJTHUX OpojeBa % TAKBUX 713 je |a — §|< qz%, [19, crpana 283].
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2 «mnopehaBay Koop/HMHATE TavyaKa HA EJUITUYKO] KPUBOJ, U JIa TOCTOJU
KOHAYHO MHOTO Ta4YaKa «MarmhX» O HEKe, YHAIPE/ 33/aTe, BeJTNINHe. 34
To he HaMm OuTH MOTPEOHO J1a, HA HEKH HAYMH, U3MEPUMO «BEJTUYUHY» Tad-
Ke, y ueMmy he Ham momohu gynruyuja eucure. O cBeMy TOMe HaM TOBODH
Meopema 0 cnycmy.

8.1 Cmaba MopaesoBa TeopeMa

e ®opmynanuja
Ha ocuosy [16, 11. siemuja, crpana 1] Baku

Teopema 8.1. Heka je F/Q enuntuuka kpusa. Tazga je unnexc [E(Q) : 2E(Q)]
noarpyue 2E(Q) y rpynu E(Q) konaga.

e Muoxxkeme ca 2

Pann jemmocraBroctn, rpyny F(Q) ozmaunmo ca I'. Fbena moarpyna 2E(Q) = 2T
ce cacToju OJI CBUX PAIMOHAJIHUX TadaKa Koje cy, cJ000JHUje PEeYeHo, jBa MyTa
HeKa palmuoHajHa Tadka u3 [

C nmpyre cTpane, onepainja MHOMCEWE ¢4 2
P—2P=P+P E—FE (8.1)

je jeman xomomopdusam rpyme (E, +) koju cBakoj tauku P na F fomespyje Tauky
2P na E.

Jla bucmo u3bersin npeJia3ak y 1moJbe ajaredapckux opojena, jokas ciaadbe Mop/ie-
JI0Be TeopeMe u3BerthieMo 3a euITHIKY KpuBy F/Q Koja nma panuoHaJHy TauKy
pena 2, To ject

E/Q:y* = (z—e)(2* +ax +D), (8.2)

IIpH YeMy Cy a, b u e nean 6pojeBn. AKO yBeIeMO CMEHY KOOPIMHATA TaKO JIa TY
TAYKy MOMEPUMO Yy KOOPIMHATHH TodeTak, Taga je ' = (0,0) meHa pamuoHa Ha
Tavka pena 2 u (8.2) nocraje

E/Q:y* = x(2® + azx +1D),

OJIHOCHO
E/Q:y* =2+ ax’® + b (8.3)

JIMCKPUMUHAHTA T€ eJUITHYKE KPUBE HU3HOCH
A = b*(a® — 4b),

Ila KaKo OHa Huje cuHryiapHa, saxuhe u b # 0 u a® # 4b. lIpe nero mro HoKazKe-
MO c1aby MopesoBy Teopemy, YHO3HAjMO XOMOMOpdu3Me Koje heMo KOPUCTHTH
OPIIHKOM U3BOhema TOT JT0KA3a.
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e N30reHuje eMNTUYKNX KPUBUX

[Mocmarpajyhu dopmyae (5.6) u (5.7) — 3a Koje KaxkeMo Ja cy U popmyre 3a
dynauparee mavke — yodaBaMoO J1a OHe HICY jeHOCTaBHe. 300r TOora, OIepalu]jy
MHOKeIbe ca 2 heMo MoJe/IUTH Ha JIBe Malbe U jeIHOCTABHUje Oolepaluje.

Heka je F enuntuyka Kpupa jedpHHUCAHA CA
E:y* =2 + a2’ + ba,

npu 4eMmy je @ = —2a u b = a? — 4b. Ona je mopezaHa ca eJMITHYKOM KPHBOM
(8.3), nako Ha MPBU MOIJIE]] OHe HEMAJy HUINTA 3aje JHUIKO. Pasmor 360T KOr HaM
je oHa 3HaYajHa yBuhaMo Kaja IpUMEHUMO UCTY mpoieaypy Ha F. Tako mobujemo

E:y2:x3+ﬁx2+lz)x,

upu 4emy je @ = —2a = 4a n Z = @ — 4b = 16b. JlakJie, esunTuuka KpUBa E je
JaTa jeITHaYNHOM

E:y* =2 + daz® + 16ba,

I TOTOBO je mcTa Kao W mosasHa kpusa (8.3). Iltasurmme, tama cy u rpyme I' u I’
nzomopdue.

Oapeaumo xomoMopdusme ca E #a F u ca E nHa E Tako 13 BUXOBA KOMIIO-
sunuja Gyse onepanuja MHOXKebe ca 2. Ty fie nam momohn crenehe TBpheme, [16,
11. nexmnuja, crpana 1):

Tepheme 8.1. Hexa cy E u E enunTuuke KpiuBe 33/aTe Ca
E:y* =2°+ar® + ba,
E:y=2*+a? +bx, a=—2a, b=a*—4b,

u meka je T = (0,0) Tauka na E. Tana:

1° Tocroju xomomopduzam ¢ : E — E nedurncan ca

i, WD) je P = 0. T
¢(P) _ £m2 ) 2 ; @Ko J€ (.T, y) 7é ) (84)
0, ako je P € {O, T},
1 1Beroso jesrpo je Ker¢ = {O, T'}.
2° Tlocroju xomomopduzam ¢ : E — E nedurncan ca
w(1—3>: (f?ayBEZ )7 aKo JeP— (ﬂf,y)#O,T (85)

O, axo je P € {O,T},

3° Kowmmnoswumuja v o ¢ : ' — E, 01HOCHO ¢ 0 w:_E —>_E je MHOXKemhe ca
2, 0 ject (Y 0 §)(P) = 2P, onnocno (¢ o ¥)(FP) = 2P, 3a cee P ca E,
onnocHo P ca F. ]
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Xomomopduzmu (8.1), (8.4) u (8.5) cy u mpuMepH H30TeHUja eTUNTHIKIX KPUBHX,
npenusHuje To ¢y 2-uzorenuje. Yorrre, npeMa [33, crpana 21], mmamo

Hedbunnunnuja 8.1. Heka cy (F1,O;) n (Es, Oy) enuntnuke kpuse. Haozenuja
usmely Ey u Fy je XomoMopduzam

Qb By — Es
3a koju Baxku ¢(O;) = Os.

3a exunTuuke KpuBe F) n Fy KaykeMo Jla Cy u302eHe aKo TOCTOjU W30TeHuja u3 Fy
y F5, ogHocHO, eKBUBaJIEHTHO, u3 Fy v Fy. 3orenuje cy xomoMopdu3Mu 3a1aTH
nomohy panuonajHux PyHKIH]a.

Cxyn cBux wm3orenuja uzmelhy enunruiakux kKpuBux F) m Fy o3nadaBamo ca
Hom(FE,, Ey). Ha Tom cKyIy MOXKeMO 3aJIaTh Olleparujy cabuparmba CTaHIapIHO Ca

(¢ +¥)(P) = o(P) +¥(P), (8.6)

3a cBe uzorennje ¢ u ¢ u3 Hom(FEy, Fy) u cBaky Tauky P Ha eJMITHYKO] KPUBO]
E. Ykonuko je Ey = Ey M0OXeM0 BPITUTH U KOMIIO3UIK]y u30reHuja. [Ipenusnuje,
3a emunrudky kpuBy E, End(E) = Hom(FE, E) je npcmen endomopdusama eaun-
muuke kpuse E Ha KOMe je cabupambe fedunnucano nomohy (8.6), a MHOXKeHe Kao
KOMITO3UIINja U30TeHH]a,

(@ o) (P) = ¢((P)),

3a cBe u3orenuje ¢ u ¢ u3 End(F) u cBaky Tauky P Ha eJUNTHYKOj KpuBoj F.

e Jlokas

Ha mouerky namomenumo J1a hemo gaTu caMo CKHILY J10Ka3a 3a cjaaby MopeioBy
TeopeMy, OJJHOCHO MoKa3zahieMo KOojuMm ImmyTem OWCMO JONLIA 0 EHEHOT J10Ka3a, U
IpuUTOM fieMO HCTaKHYTH EberoBe KJ/bYyTHe KOpake.

PamuonaJjine Tauke ca eunTudke Kpupe F ce momohy u3oremuje ¢ cimkajy y
paIlHOHAIHe TAYKe Ha eJUITHYKO] KPUBOj [, a/IM IPON3BO/bHA TauKa ca F He Mopa
OUTH CJMKA PAIMOHAJIHE TauKe ca F npu 10j u3orenuju.

C apyre crpane, cjMKe palMOHAJHUX Tadaka u3 ', Ipu U30reHuju ¢, duHe
NOATPYTY panmonajnux Tadaka o L. Osmauasamo je ca ¢(I'). O Tome Kako oHa
u3raeaa, ropopu Ham caejehie Tepheme, [16, 11. mexknuja, crpane 2 u 3].

Tepheme 8.2. 3a noarpyny ¢(I') rpyne I' Bazku:
1° O mpunaga ¢(T);
2° T = (0,0) npunana ¢(I') axo u camo axo je b = a? — 4b noTmyn Ksajpar;

3° P = (z,y) m3 T, mpu gemy je T # 0, mpumaza ¢(I') ako u camo ako je T
KBaJIpaT HEKOT' PaIlMOHAJIHOT Opoja. O
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Amnanorno Tepheme Baxu u 3a noarpyny ¢(I') rpyme T, jep, kao mTo cvMo Bujeu,
Y ce pecdunHITe aHAJIOTHO KAa0 U @, TO jeCcT 1) je KOMIIO3HUIUja ¢ U u3zomMopusma
(2, y) = (3, %)

oxazxumo ga cy uagexcn [ : ()] u [T : ¢(I')] xonauanm, To ject

()] < 400 n [T ()] < +oo,

jep he Tama 6wt n

[H(I) : (¢(I))] < +oo0,

OJTHOCHO

[T 20) = [0 ()] - [(T) : ((D))] < [[: (D) - [T : $(D)] < +oc,

npu gemy je 2" = ¢(p(I)).

Kaxo cy magexcu [[: (D)) u [T : ¢(T')] cumerpudnn, 10B0/BHO je JoKa3aTH aa
je jenan onn wux Konaudad. [Tokazaliemo 1a je To, Ha npumep, ungekc [I': ()]

Heka je Q* mynrummkarusaa rpyna (Q\ {0}, ) ne-uysa panuonannux 6pojesa,
Q* = {u? | u € Q*} wena noarpyna Koja ce cacToju oJ KBaJApaTa PAIXOHATHHX
6pojeBa Koju mucy nHyaa n Q*/Q*? KosmuHAYKa rpyNa YWju Cy NpeAcTaBHATH — 1
u 1, u npupoHn OpPojeBH KOju y CBOM PacTaB/baiby HeM%jy BHINNX crenena. Koace
y Q*/Q*? oznauasahemo nomohy cumboia ~. Taga je (t)? = 1 3a cako t uz Q.

Jedbunumumo npeciukasame o : [' — Q*/Q*? xao

a(0) =1
a(T) = b= b(mod Q*?) (8.7)
a(P) = a(z,y) = T = z (mod Q*?).

Y Besu ca wuM Baxku caenehe, [16, 11. nekuuja, crpane 3 u 4].

Tepheme 8.3.

1° TlpeciukaBame a gedunucano ca (8.7) je xomomopdusam.

2° Jesrpo Ker a je 1(T). 360r Tora moctoju yTaname Him MOHOMOPMHT3aM
[/(T) — Q*/Q*,

3° Heka ¢y py, ..., pr paznauuautu npoctu 6pojeu koju jgere b. Taga je «(T)
noarpyna noarpyne ox Q* /Q* koja ce cacroju of exemMenaTa obJuKa

:tpil p§2 p2k7

npu yemy ¢; npunaga ckymy {0,1} 3a ceako i =1,... k.
4° NMupgexc [I: (D)) < 28+, O

Hakie, wagekc [[: 2T = [E(Q) : 2E(Q)] je konauan, ma je u rpyna E(Q)/2E(Q)
KOHAYHA. U
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8.2 Bucmna tauke eJNNTHUYKE KPHUBE

Y nokaszy MopaenioBe TeopeMe KOPUCTUMO T10jaM Bucune, Koju norude o Pepmaa.
Ha noderky, npBo hemo pedpunucat BUCUHY palMOHAJTHOT OpPoja.

e Bucuna pammonasiHor 6poja
Ha ocuosy, [16, 10. neknuja, ctpana 2] uMamo

Hedunnnuja 8.2. 3a panuonanan 6poj ¢ = 7, Opu deMy Cy m U N y3ajaMHO
npocru”), ieDHHHIIEMO BEroBY 6UCUHY KAO

() = (%) = max{jm. I}

[loneka 1 Bucuny H Ha3uBaMO M «HaWBHAa» BHCHHA pallMoOHAJIHOr Opoja. OHa HaM,
Ha HEKHM HAYUH, TOBOPHU O TOME KOJHKO je JTaTH PAIMOHATIAH OPOj KOMILTHKOBAH.

e JlorapmTaMcKa BUCHUHA

Axo je P = (x,y) aduna panuoHajHa Tauyka KOja MPHUIAJAA €JUITHIKO] KPUBO]
E/Q, rana mweHy BucuHY JedUHHIIEMO KA0 BUCHHY HheHe IpBe KoopauHare, [16,
10. neknmja, crpana 2.

Hedununuja 8.3. Heka je P = (x,y) € E/Q. Tazna je

Hedunumemo u sucuny H Geckonauno jganeke tauke O ca H(O) = 1, [16, 10.
Jeknuja, crpana 2]. Ha ocHOBY HCTOr W3BOpA MMaMO U

Heduunuuja 8.4. Jlozapumamcra eucuna va E(Q) je dynkmmja
h:EQ)—R

neduHICAHA Ca
h(P) In H(P), ako J:e P+#0
0, axko je P = 0.

[Tpumernmo 1a je Bpeanoct h(P) yBek HeHeraTuBHA.

13 dbopmyaa (5.4) u (5.6) 3a cabuparbe Tavaka Ha CTHITHIKO] KPHBO] MOMKEMO
BHUIETH KaKBa je Be3a m3Mmely BucuHa Tadaka P um 2P, To jecT KOJHUKO IyTa Cce
noseha 6poj nudapa y npukasy rtauke 2P y oxnocy Ha npuka3 tauke P. Heka je
E/Q : y* = 23 + ax + b equntuuka kpusa, P = (z,y) tauka u Py ¢pukcupauna

1o ject pasmomax 7t je «MakcumanHO» cKpahien
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rauka u3 F(Q). Taza je
h(2P) ~ 4h(P) u h(P + Py) =~ h(2P).

8.3 Tpu aeme

[Iperxonna pa3marpatma hemo mpenusupaTn y OKBUPY HapeaHe Tpu Jeme. OHe
[PEJICTaB/bajy CBOjCTBA BUCHHE h.

e ®opmynarnuja

[IpBo fiemo dbopmynucaru ce Tpu jeme, [16, 10. teknuja, crpana 3|, a 3arum fiemo
JMOKa3aTw jeHy 1o jeany, [16, 10. seknuja, crpane 3, 4 u 5).

Jlema 8.1. 3a craku peanan 6poj K, ckym
{P e EQ)|n(P) <K}

CBUX PAaIMOHAJIHUX TadaKa Ha eJIUNTHIKO] KPMBOj] F dmja je BUCHHA Mama O
HEeKoOr, yHalpeJ 3ajaTor, 6poja K je konadan, u Hema pumie oi 2(2eX + 1)
eJeMeHaTa.

Jlema 8.2. Heka je E/Q : y*> = 23+ ax + b u Py uz E(Q) dbuxcupana Tauxa.
Tama nmocToju KoHCTaHTa ko Koja 3aBucH o1 Py, a u b TakBa Ja 3a CBaKy TauKy
P u3 E(Q) Baxnu

h(P + Fy) < 2h(P) + k.

Jlema 8.3. Heka je £/Q : y?> = 23 + ax + b. Taga nocroju xoncranra k xoja
3aBucu o1 a u b TakBa 1a 3a cBaky tauky P u3 E(Q) Baxku

h(2P) > 4h(P) — k.

e J/Toka3 mmpBe JieMme

3a cBaku peasian 6poj C, ckyn
{teQ|H(t) <C}

je ounrienno Konadan. 3anpaso, uma Hajsuire (2C + 1)? esemenara, jep 6pojuar
1 UMEHHJIAIl pa3jioMKa t Mopajy outu 1eau 6pojesu usmehy —C' u C'. amwe, 3a
CBAKO T LOCTOje HAJBUILE JiBe BPEJHOCTU 3a Y Takse Ja je P = (z,y) pauuoHa/na
TadKa equnTuake Kpuse E. 3aro je u ckym

{P e EQ)|nP) <K}

KOHAaYaH. ]
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e /loka3 apyre jeme

Heka je P = (z,y) pamuonanna tadyka Ha eqnntuakoj Kpusoj F/Q. Tana cy obe
IbeHe KOOP/IMHATE T U Y PalMoHaJIHu OpOjeBH, a mocToje 1eau opojesu m, M, n
n N, TakBHU Ja je

m n

T=op Y= (8.8)

npu demy je (m, M) =1, (n,N)=1u M,N > 0. Kana (8.8) 3amenumo y jeana-
auny y? = 23 + az + b enmuntuuke xkpuse E/Q, nobujamo

ORCRON

n_mt o m
- = a—
N2 o A TY

OIHOCHO, HAKOM MHOXKerba ca N2M3

TO jecT

n?M? = m*N? + amN*M? + bN*M?>. (8.9)

Kaxo N? nenmu gecry crpany jennakocTn (8.9) Mopa Ja Je/u U HeHy JIeBy CTpamHy,
To jecr N?|n?M3. Kaxko je u (n, N) = 1 moxkemo 3axsbyunrn ga N2 | M3,

C apyre crpane, u3 jeguakocru (8.9) taxobe caean qa M | N2, Ceu cabupiu na
JecHoj crpann jegaakoctu (8.9) ocum m3N? cy nesbusu ca M?, na M? | N2, ro ject
M | N. Mebhyruwm, caga cy csu cabupuu ocuM m3N? nempusu ca M3, 1a MozKeMo
saksbyunTH ga M3 | N2

Haxne, N? | M3 n M3 | N?, onakne cienn na je N> = M3. 36or tora je

et (58)=(25).

Bucnna tauke P je

H(P) = H(x) = H(&

23 = max{|m, |¢*]},

o |m|< H(P) u e* < H(P). (8.10)

Cana hemo mokymaru Ja OrpaHIYAMO BUCHHY ¥, TO JeCT 73, OJHOCHO 1, jep je e Beh
orpanndeno. 3aMeHoM Koopaunata rauke P = (%, L&)y jenmauuny y* = 2°+ax+b
equntuake Kpuse F/Q, nobujamo

2 3
n . m m b
(5) - (&) i

TO jecT
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OJJHOCHO HAKOM MHOXKema ca ef

n? = m? + ame* + be".

Cana je n
(72 < [m®|+al [m] |e*]+[b]]e%],

ojiHOCHO, npuMemsyjyhu (8.10)
n?|< H(P)? + |a|H(P) - H(P)* + [b|H(P)?,

ma je
n*|< H(P)* + |alH(P)* + |b| H(P)®.

Jlaxe,
[n[*< H(P)*(1 + |al+[0]),

a CMO TaKO OTPAHUYMIA N, TO jeCT NOOUJH OIEHY 3a Fhera:

In|< RH(P)?, R=+/1+ |a|+]b].

Heka je Py = (zg,yo) dukcupana, a P = (z,y) npoussospia tauka u3 £(Q). Heka
jeu P+ Py = (W,Q). Tana je, npema dbopmynn (5.4)

W = <u)2 — (@ + o),

To— T

TO jecT

(g —y)? = (x + m) (w9 — x)?
W = (20— 2)? )

Kaza 0BO H3MHOKEMO 1 3amMeHnMo y2 — 2° ca az + b¥) nobmjamo

—2yoy + xoz? + (a + )T + Yo — x5 + b
13 — 2z07 + 22 ’

W =

TO jecT
Ay+ Bz*+Cz + D

Ex?+Fe+G
upu demy cy koedpumnmjentu A, B, C, D, E, F' u G nemu O6pojesu, jep Opojuarg
W WMEHUJIAIl TOCIeIber M3pa3a MOYKEMO MHOXKUTH CBe JOK OHH TO HE MOCTaHY.
Haxon 3amene v = 5 u y = % y (8.11), moGujamo

W:

(8.11)

Ane + Bm? + Cme? + De*

W =
Em? + Fme? + Get

Cana je n

H(W) = H(P + Py) < max{|Ane + Bm?* + Cme? + De'|,|Em? + Fme® + Ge'|},

8)

jepijey? =23 +ax+b
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1a ako Ha TO npuMeHMMO Beh j100ujene ornene

e < H(P):, n<RH(P): u m< H(P)

ouhe
|Ane + Bm* + Cme® + De| < |Ane|+|Bm?|+|Cme?|+| De|
< (|AR[+|B|+|C|+[ D H (P)?,
OJTHOCHO
|Em? + Fme® + Ge*| < |[Em?|+|Fme?|+|Ge'|
< (|E[+|F+|G)H (P)*.
JakJie,

H(P + Py) < max{|AR|+|B|+|C|+|D|, |E|+|F|+|G|YH (P)>. (8.12)

Haxkon soraputmoBara (8.12) BuAMMO Ja 3amMcTa MOCTOjH KOHCTAHTa ko 3a KOjy
BaXK1

h(P + Fy) < 2h(p) + ko. O

e /loxa3 Tpehe meme

Heka je P = (z,y) npousBospra Tauka u3 £(Q). Heka je uw 2P = (U, V). Tana je
npema dbopmynn (5.6)
(32% + a)?

U:4(x3+ax+b)

— 2x,

TO jecT
xt — 2ax? — 8bx + a?
U= ) 8.13
423 + dax + 4b ( )

Axoy (8.13) samennmo x = ¥, y3 IPETIIOCTABKY [Ja je PA3JOMaK = «MaKCHMAIHO»
ckpahen, mobujamo
ut — 2auv? — 8buv® + av?

U —
4udv + dauvd + 4bv?

Osznauumo u? — 2au?v? — 8buv® + a?v* ca ®(u,v), a 4udv + dauv’ + 4bv* ca U(u,v).
Tana je

_ %(w,0)

U(u,v)
3a pasJuKy O JOKa3a Jpyre JieMe, [je CMO TPazKH/IH MODPHY DAHHUILY, Cajla Tpa-
KHMO J10me orpannderse 3a H(U) = H(2P), ma Ham je Baxuo ga Jju P(u,v)

u V(u,v) umajy 3ajeJHHYKe YHHHOIE. 3a HACTABAK JI0Ka3a, bulie HaM moTpeOHA
cneneha momolina srema, [48, crpana 222):
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JIema 8.4. Heka je D = 4A3 + 2782, u neduHUNIEMO HOJITHOME

(X,Y)
G(X,Y) =4XY + 4AXY? +4BY*,
fi(X,Y) = 12X%Y + 16AY3,
gq(X,Y)=3X> - 5AXY? —27BY?,
f(X,Y) = 4(4A% + 27B*) X® — 4A’BX?Y

+4A(34% +22B*)XY? + 12B(A® + 8B*)Y?,
0(X,Y) = A’BX? + A(5A® + 32B*) X*Y
+2B(134% + 96 B*) XY? — 3A%(A% + 8B%)Y?™.
Taga y Z[A, B, X, Y] Baxu
A(XY)F(X,Y) = gu(X,Y)G(X,Y) = 4DY7,
L(X,Y)F(X,)Y) — ga2(X,Y)G(X,Y) =4DX". [
Heka je § = [®(u,v), ¥(u,v)]. Taga je, na ocHOBY momoline Jeme
fl (U, 1))(1)(”’ U) — 41 (U, U>\Il(u7 U) = 4DU7,
f2(U7 U)(I)(ua U) - g2(U7 U)\I/(U, U) = 4Du77
a MOYKEMO 3aKJbyIuTd Ja 0 | 4D, To jecT na Bayku

|6]< 4D,

IIa je 3aTo "
max{|®(u,v), [ (u,v)|}
[4D] '

C apyre crpane, Ha OCHOBY IOMOhOHe jieMe uMaMo U cJjejiehe nporene

H(U) = H(2P) >

4DVT] < 2max{|fi (u, v)], g1 (u, v)|} max{|(u, o), [T(w,v)]},  (8.14)
4Du™| < 2max{] ol v)]: 9o, v)|} max{|@(u, v)], [P, 0)[}.  (8.15)

[Tocmarpajyhu f1,fs, g1 1 go MOXKEMO 3aKJbYUUTH JIa je
max{] fi(u, v)|, [g1(u, V), [ f2 (w0, v)]. |g2(w, v)[} < Cmax{[u’, [v[’},  (8.16)

upu geMy je C' HeKa KOHCTAHTa KOja 3aBUCH caMoO o u 1 v. KoMOuHOBameM Heje/I-
makoctu (8.14), (8.15) u (8.16), gobujamo

max{|[4Du’|, [4Dv"|} < 20 max{|u|?, |v]*} max{|®(u,v)|, [¥(u,v)|}.  (8.17)
Hakon ckpalimBama o6e ctpane mejemnakoctu (8.17) ca max{|ul?, [v|*} 6uhie

max{|®(u, )], [¥(u,0)]} _ 1 -
> — .
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Kopucrehu unmennny na je max{|ul, |v|} = H(P) nobujamo

1 4
H(2P) > S H(P)" (8.18)

Haxkon siorapurmoBarsa(8.18) BUANMO j1a 3ancTa MOCTOji KOHCTaHTa k 32 KOjy BayKu

h(2P) > 4h(P) — k. 0

8.4 Teopema o cimycty

e @opmyJianuja

[Ipema [48, crpana 218], Baxu

Teopema 8.2. Hexka je I' AGesroa rpymna rtaksa ma je rpyna ['/2]" konauna u
Heka je h: ' = [0, +00) dynknuja Bucnue Koja 3am0BosbaBa ciaeneha ceojcrra:

1° 3a cBaku peanan 6poj K, ckyn {P € I' | h(P) < K} je konauas,

2° mocTOoju KOHCTaHTa ky TakKBa Ja 3a cBaky Tadyky P u3 I’ Baxwu
h(P + Py) < 2h(P) + ko,
3° mocToju KOHCTaHTa k TakBa Jia 3a cBaky Tadky P u3 [' Baxku
h(2P) > 4h(P) — k.

Tama je AbesoBa rpyna [' KoHauHO reHepucaHa. O

e J/lokas

Kaxko je I'/2I" konauna rpyma, Taja je u CKym

A:{Q17~'7Qn}

npejicTaBHEKa U3 rpyne [' ¢ o03upom Ha meny noarpyny 2I" konadan. To 3naun
aa je

(@ +2INU---U(Q,+2I') =T. (8.19)
Hexka cy k;,3a7 = 1,...,n KOHCTaHTe KOje MOCTOj€e NpeMa CBOJCTBY 2°, cTaB/bajyhu
—Q; ymecro Py, u Heka je k' majseha on wux. dedunnmmumo ckym

B={ReTl|hR) <k+k

OH je mpema cBojcTBY 1° KOHaYaH.

[okaxxkumo ja ckyn A U B reneputie rpyny I', mocebno ga je I' konadno remne-
pucaHa.
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Heka je P npoussosban enement rpyne I'. Taga npema (8.19) mocroju enement
Qi1 n3 ckyma A Taxas ja je P — Q;; u3 2I', 1m0 MOXKeMO 3anucari Kao

P—Q; =2P (8.20)
3a "Heku ejemenT P u3 I'. Mcro Baxku u 3a ejement Pp, na je
P — Qi =2P (8.21)

3a HeKH eqeMeHT Pp m3 I'. AKo HacTaBUMO MOCTYIIAK, A00MjaMO HE3 jeIHAKOCTH

Py, — Qi3 =2P5, (8.22)

Py — Qiy = 2P, (8.23)

Pm,1 - le = 2Pm, (824)

Koje Bazke 3a Heke enemente Ps, ..., P, u3 ['. Ako jearakoct (8.21) mOMHOXKHMO ca

2, jeanakoct (8.22) ca 4, jeqnaxoct (8.23) ca 8, u Tako Jasbe, a CBe TaKO J00HjeHe
jenHakocTu cabepemo, mobuhemo

P=Qu+2Qi+4Qis+ -+ +2"7'Q;,, + 2" Py, (8.25)

[Tokaxkumo ja je, 6e3 ob3upa Ha u3b0p ejgeMenTa P, 3a JI0BOJHHO BEJIMKO M, eje-
meHT P, u3 ckyna B, to ject na je h(P,,) < k + k' 3a 10BO/bHO BEJUKO M.

Heka je P; npoussosban esement us I'. Taja, Ha ocHOBY cBojcTaBa 2° u 3° u
yBEeIEeHUX KOHCTaHTH k; U k' Baxku

Ah(Py) < WP+ = h(Pyy — Qi) +
< 2h(Pj_1) + K + K,

ma je
h(P;) < %h(Pj_l) + 1(k:’ + k).
Cana je u
WP < T(P2) + gh(Pyr) = Th(Pi) + 30K+ R),
TO jecT
M(P) < Zh(P) = (h(Pra) = (K + ). (8.26)
Ha ocnoBy (8.26) MoKeMO 3ak/byquTn ja y Hu3y ejgemenara Py, P, Py, ... P ...,

nokse rox je h(P;) — (k' + k) > 0, ro ject h(P;) > k' + k, cnenehin enement Py
nma Bucuny h(Piiq1) 6ap 75% wmamy on sucune h(P;), ma jeHOM, TO jecT 3a HEKO
m sucuna h(P,,) mopa nactu ucnog k' + k. Hakie, saxkn h(P,) < k+ k, na je
P, m3 ckyna B.
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Caza, Ha ocHOBY jeanakoctu (8.25) u npousBosbHOCTH esieMenTa P u3 rpyme I
MOYKEMO 3aKJbYy9HTH J1a je rpyma [ renepucana ca

AUB={Q:,...,Q.}U{ReT | h(R) <k+k}

IMTO je KOHAYHO Kao YHUja JBAa KOHAYHA CKyTa.

Jaxne, Aberosa rpyna [’ je KoHaIHO TeHepHcaHa, TO jecte I je KOHAYHO reHe-
pucana AbGesoBa rpyima. O

Ha ocnoBy csrabe MopjiesioBe TeopemMe, cBojcTaBa BUCHHE h Koje Cy JjilaTe y TpU
JleMe, ¥ TeopeMe O CIYCTy MOXKeMO TBPAUTH jia je ckyn E(Q) ¢BUX paruoHATHUX
Tavaka exuntuuke kpuse £/Q, To ject ctpykrypa (E(Q), +) KOHAYHO reHepucana
AbesoBa rpyna, mro je upsu gokaszao Mopaea 1922. romune. 0



Heke npumMmeHe eJunTUYKNX
KPUBUX

BEsmunruyuke kpuBe — Kao jejlaH OJ Haj3HAYAjHUjUX M HajulydaBaHujux objexara,
KakKo y Teopuju OpojeBa, TaKO W y MOJEPHOj MAaTEMATHUIH YOUIITEe — UMajy U Be-
JIUKY IpUMeHy. Y OBOM IIOIJIaBJ/bY, IIpUKa3alieMo caMo HeKe O] IbUX, ca I0CeOHUM
OCBPTOM Ha jeJIHY OJ] BeHUX HajBaKHUJUX MPUMeHa — J0Ka3 mocjelme Pepmaone
Teopeme. ONIUpPHAje, 0 HEKAM JIEJOBUMA OBOT MOTJIaB/ba, MOoTpaxkuT y [59], [13],

[15], [34] u [55].

9.1 IlupamMm/ja TONMOBCKUX KYIJIN

e TlocTtaBka mpobsema

Heka je ckyi TOHOBCKMX KyIJiM CJIOZKEH y OOJIMKY NMPABUJIHE YeTBOPOCTPAHE IIH-
paMme Tako /a je jelHa KyTrJla Ha BPXYy — KayKeMO W Yy IIPBOM pejy, YeTHpH Y
JIpPyToM, JieBeT Kyrju y TpeheMm pemy m Tako jiajbe.

AKO ce Tako CJI0K€HA TOMWJIA TOMOBCKUX KYTJIH
VPYIIU, /1a JU AX MOYKEMO IOHOBO MPECTOXKHUTU TAKO
JIa, OJ1 IhUX J00HjeMO KBaJapaT?!

AKo nmupaMuia UMa TPHU Pejia — KayKeMo J1a je BUCUHE
3 — oHja HUje Moryhe KyTie oj KOjuX je OHA CaCTaB/beHa
HPECJIOKUTH TaKO Ja J00ujeMo KBajpar ¢ 003upoM ja
jel1+4+4+9 = 14, a 14 Huje mOTHYyH KBaJpaT HEKOT
IpupoaHOr 6poja. AKOo mocMaTpamMo CaMo jeaHy Kyriy,
TajJa je OHa W NMUPAMHUJIa BUCHHe 1, aju W JeIMHUYHU KBaJpar. Y caydajy Ja
HEMAaMO KYTJIe, IOMUbAame MUPaMUJIe U KBaIpaTa HeMa CMUCTA.

[Topea oBa aBa mocjaeamba, KaxKeMo U TPUBHjAIHA, Caydaja, Kopucrehn MeTomy
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kKoja norude jour o JInodanra, nponahu hemo u jorn Heke ciydajese.

e ®opMupame eJIUNITUIKE KPUBE
Heka je z Bucuna nupamuzie. Tama y nupaMuam uMaMO YKYITHO

12z +1
12+22+---+:c2zx(ngr )6(x+ )

kyrian. C o63upoM Jla KeIuMo Jia oBaj Opoj Kyriau Oyjie MOTIYH KBaJpaT HEKOT
OPUPOJTHOT Opoja, HA MPUMED ¥, TPAKUMO PeIerhe jeTHATnHEe

)P = z(z+1)(2z+1)

. (9.1)

y CKYILYy HPHPOIHUX OpojeBa, TO jecT MO3UTUBHHUX IeJuX OpojeBa. Ebenum ympori-
haBameM j100MjaMo jeTHAYUHY
5 1 1 1

Yy = §x3 + §x2 + 5% (9.2)

[Morogaum TpancdopMmarmjama jegaadnny (9.2) MOXKEMO ¢BecTH Ha 0OJIUK
y? =23 + ax + b,

a Kao MITO 3HAMO OBAKBUM jeJIHAUMHAMA Cy ONUCAHE eJUNTHIKEe KPUBE.

e /TuocparnToBa meToma

Ja 6ucMo mpoHANIUTH oI HEKe CJydajeBe, TPaKUMO pelieba jennaunte (9.1) y
CKyTly MO3UTHBHHUX IEINX OpOjeBa, TO jecT TpayKuMo Tadke (x,y) duje cy obe Ko-
op/iMHaTe MO3UTUBHHU IieJin OPOjeBH, a KOje NPUIIA/Iajy eJTUNTHIKO] KPUBOj Yuja je
jennaumma (9.1).

JlnodanToBa MeTo/a TpOHATAXKemha HOBHX TadaKa IIOJA3W OJ UYNHbeHHIE /1A
OZIpeIMMO Tadke (,y) 3a Koje 3HAMO Jia CHT'YPHO TPHNAIAJy eJUNTHIKOj KPHUBO).
Y Hamem ciaydajy, Jgako yodasamo ga cy To tadke (0,0) u (1,1). IlpaBa koja
IpOJIa3u KPO3 OBe JIBe TaYKe UMa jeTHATUHY

y=
U HheHUM ITPECEKOM Ca eJTUNTUIKOM KPUBOM J00UjaMO jeHaAYnHy

D2z +1 1 1 1
x2:x(m+ )6( T+ ):§x3+§$2+6x_ (9.3)

CpebuBamewm jeanaqanne (9.3) gobujamo

3 1
3 2
= Zxr=0.
At —|—2$
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Suamo ja cy pemntema oBe jennadnne xr = 0 u x = 1. Jla 6Gucmo nponarnin u Tpehe
IbEHO PEIIerhe, MOXKeMO (DaKTOpUCATH TOJTHHOM
1
2} — —2? + S
2 2
MebhyTuMm, nmocroju 60/6u HAUYMH Ja johemo o Tpeher periema. Haume, 3namo ja
3a OWJI0 Koje a, b u ¢ BaxKu

(x —a)(x —b)(x—c)=2°— (a+b+c)a* + (ab+ ac + bc)x* — abe.  (9.4)

Kaxo je koedurujent y3 z° jeqnak 1, HeraTubHa BpeHOCT KoeduIujeHTa y3 22 je
30up pelema jeJHadnne. Y HaIleM CJay4ajy TO 3HAYU J1a je

3

O+1+2=_

2 ?

. . o 1 1 .

OJlaKJIe padyHameM IT00HjaMo 13 Jle r = 5. Kako Tauka (3,y) mpunmaga u IpaBoj

Y = x, 1ako Jo0ujamo Ja je u y = 5. Y CMHCJY TOHOBCKHX KyTJIH OBO HE CMaTPaMo

peremeM, ajan cMo 6ap ITPOHAILIN JOIII je/IHY HETPUBHUjAJHY U PAIlMOHAJIHY TAYKY

Ha eJTUITHYIKO] KPUBOj. 300r CHMETPUIHOCTH eJTUIITHYKE KPUBE Y OJHOCY Ha X-0CY,

o/IMax JobujaMo Jla B TadKa (%, —%) HPHUIAJIA eJTUITHIKO] KpuBoj. C 063upoM Ja

TpayKUMO TAa4YKy KOja HMPHIAJa IPBOM KBAJIPAHTY, MOXKEMO HOHOBHTH IIPETXOIHO
11 .

omucany Hpoueypy, a/iu nojsasehn og rauaxa (1,1) u (5, —3). IIpasa koja uposasu

29
KpPO3 OBe JIBe TaYKe MMa, jeTHATINHY
Yy =3 —2

U eHUM TTPECEKOM Ca eJIUNTUIKOM KPUBOM JOOUjaMo jeIHauYuny

1)(2 1 1 1 1
(3x —2)* = ciChs )6( v >= §x3+§x2+6x. (9.5)
Yy=2x Yy =3r —2

Cpebuamewm jegnauanne (9.5) mobujamo

223 — 51x? + 73x — 24 =0,
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na Ha ocHosy (9.4) Baxku
1 ol

1 -+ 5 +x = 7,
jep 3HaMO Jla cy pelllema jeqHadnHe ©r = 1l u r = % Pauynamem pobujamo ja je
xr = 24, a Kako Tauka (24,y) npunajga u mpaBoj y = 3z — 2 JaKo gobujaMo 1a je u
y = 70. To 3na4m ja je
12+ 2% 4 -+ 4 247 = 70%,

Haxse, 702 = 4900 TOHOBCKHX KyTJIH MOYKEMO PACIOACINTH y HEPAMULY BHCHHE
24 wnm y KBaJIpaT 4unja jeHa CTpaHUTA CaJapzKu 70 TOMOBCKUX KYyTJIH.

AKoO HACTABUMO €A TOpe HABEJIEHNM MOCTYITKOM, KOpUCTehn, Ha TPUMEp, YIIPaBO
Jiobujene Tadke, joouheMo GECKOHAYHO MHOIO PAIMOHAJTHUX pellleiba je/IHAYnHe

(9.1).

9.2 IlIpaBoyrjaum Tpoyrao

e ITocTtaBka mpobiiema

Beh je ®epma 3020 j1a HE 1HOCTOJU HPABOYIJIA TPOYrao €a HEJOOPOJHUM JIyKUHA-
Ma CTpaHUIA Yhja je MOBPIMHA KBaJApaT HEKOr 1eaor bpoja. /Ipyrum peunma, e
MOCTOjU MPABOYIJIM TPOYTA0 4Hje Cy JyKUHE CTPaHWIa palmuoHaand OpojeBu, a
nopimHa jennaka 1. C apyre cTpaHe, jacHO je Ja IIOCTOjU TaKaB TPOYrao ¢ IO-
BpmuHOM jenHakoM 6. To je Tpoyrao umje cy ayKuHe cTpaHuna a = 3, b = 4 u
c=0>.

Heka je ABC' mpaBoyrim Tpoyrao ca mpaBuM yrjioM kKoj Temena C, duje cy
JIy2KUHe KaTera a U b u xunorenyse ¢ paruoHajHu OpPOjeBu.

B

]
C b A

OpeanmMo myKuHe THX CTPAHUIA AKO je MOBPITHHA TOT TPOYT/IA 5.

e Popmuparme eIUNTUIKE KPUBE

Kaxko je moBpmmmHa mpaBoOyTIoT TPOYIJIA
ab
P=—=5,
2

TPaxKMUMO palmoHaJHe Opojese a, b U ¢ 3a Koje BaxKu

a>+ b =c* u ab=10. (9.6)
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Ako nohemo ox (%2)% n (%2)? nobujamo aa je
a+b 2_a2+2ab+b2_a2+bz+2ab_62+20_02+5_ c2+5
2 n 4 N 4 44 S \2 ’
n
a—>b 2_a2—2ab—|—b2_a2+b2—2ab_02—20_02_5_ 02_5
2 N 4 N 4 44 S \2 ’

2 . .
CwmenoMm x = (g) peTXO/IHe JIBe jeTHAKOCTH MOCTA]y

b 2 —b 2
<a—2|— > =x+5, (a2 ) =x — 9,

na ce npobsem ojapehuBama panmonasHux Opojesa a, b u ¢ 3a Koje Baxu (9.6)
cBOJM HAa ojpehuBame paluoHAJHOT Opoja X TakBOr Jja cy OpojeBu x, x + b u
T — 5 MCTOBPEMEHO KBaJIPATH PAIMOHAJIHUX OpojeBa. AKO TakaB palmoOHAJAH OpOj
2 TOCTOjH, TaJIa MOpPa U IPOU3BOJ,

(z —5)x(z +5) = 2° — 25z

OUTHU KBa/IpaT paIlMOHATHOT Opoja, Ha MPUMED ¥, 1 TPAKUMO PAITMOHATHO PellleHhe
jeTHaIMHE
y? = 2® — 257 (9.7)

Kao mro 3HaMO, OBaKBUM je,ZLHa‘H/IHaMa Cy onucCaHe eJIMIITUYKE KPpHuBE.

e JImodpanroBa meroma

Ounrneno je ga tauxe (—5,0), (0,0) u (5,0) npunanajy eJUNTHYIKOj KPUBO].
MebhyTum, cBe Tpm Tauke cy W KOJIWHEapHEe, TO jecT He Tpaje TPOyrao, Ima Ham
Ta YMELEHUIA He MOKe momohn.
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[Tocmarpamem rpaduka eJMITUYKEe KPUBE yOoduaBaMoO, & 3aTUM U 3aMEHOM HeHUX
KOODJIMHATA y HeHY jeHaunHy, TpoBepaBaMo, Jda Tadka (—4,6) npunana eammn-
TUYKO] KpuBoj. /ludepennupameM IMILIHITUTHO 3a1aTe (DYHKIA]je

3 — 252 —y? =0

Kojy jobujamo u3 (9.7) MOKEMO OJPeUTH jeTHAYNHY TAHTeHTe  HA eJUNTHIKO]
KpuBoj y? = z° — 25 Koja cagpwxu Tauky (—4,6). Hamve, n3

322 —25—2yy’ =0

3aKJby9IyjeMo 13 je

322 — 25
i — 9.8
y T (9.8)
na yspiihasambem © = —4 u y = 6 y (9.8) s1ako oapelyjemMo jenHadunHy TaHTe€HTe
U
Y=t

OnpehuBameM mpeceka eIHITHYKe Kpube y? = x° — 250 u TanrenTte t 100HjaMo

jennaumny (Bx + %)2 = 2% — 25z, To jecT

1442 — 52922 — 111442 — 26896 = 0

Kaxo je mpasa TaHrenTa Ha eJuITHYKOj Kpusoj y> = x° — 25z y Tauku (—4,6),

x = —4 je IBOCTPYKO pellierbe, a Ha ocHOBY (9.4) je —4 —4 + 2 = (%)2, OJTaAKJIe
3aKJby9IyjeMo 1 je
1681 [41)°
— (=) . 9.9
VY (12) (9:9)
41)2 .
Kako Tauka <(ﬁ) ,y) HPUIAJIA U TAHTEHTH ¢, 0JIMaX U3PAadyHABAMO Ja je u
62279
1728

Bpahamem cvene x = (5)2 y (9.9) nobujamo na je
41
c=—.
6

Kaxo je y? = 2% — 25z, To je

yzm:\/(z_5)x($+5):\/(a;by(gy(a;rb)?
(a—b)cfa+b) (a*—b*)c

2.2.92 a 8 ’

ma je

62279  (a® —0%*)c  41(a® —b?)

1728 8 48 ’
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TO jecT

a?— b =——. (9.10)

C ob3upom ja je Tpoyrao ABC upasoyrin, Baxku u a’ + b = 2, na je

41\
a’ + b = (E) : (9.11)

PemaBamem cucrema jemuaunna (9.10) u (9.11) mobujamo 1a je

Yaumajyhu camMo mo3uTHBHE BPEJTHOCTH 3a a U b, jep Cy TO Karere MpaBoyrjor
TPOYTJIa, Pelllerhe MOCTaBheHOT MpobieMa je

TO jecT TO Cy JyKHHe cTpaHuna mnpasoyrior Tpoyria ABC 4uja je moBpriuHa
jenmaxa 5. Kaxo je 2 = 40y 3 — 9 7ax0 youaBamo ga cTpanume a, b u ¢ 4nme

3 6 2 6
[Turaropuny TpojKy
(40,9,41)

yMalbeHy IIeCT IIyTa.

AKO HACTaBHMO ca rope HaBeJeHNM IIOCTYIIKOM, KopucTehu, Ha IpuMep, YIIPaBo
JnobujeHe Tauke, nobmhemMo OECKOHATHO MHOIO PAIMOHAJIHHX pellerha jeIHaYunHe

9.7).

9.3 KoHrpyeaTnm 6pojeBu

e /Tedpunumnuja KOHTPpyeHTHOT Opoja
Ha ocnoBy [15, crpana 539], nmamo

Hedbunnumumja 9.1. 3a upupoman Opoj n KaxkKeMo Ja je KOH2PYeHmMaH aKo je
OH jeJHAaK TOBPIAHW HEKOT ITPABOYTJIOT TPOYIJa UHje Cy JAyKHHEe CTPAHUIA
paIMoOHaIHA OPOjeBH.

U3 mpeTxomHe cekiuje BHAMMO J1a je Opoj b KOHIDYeHTaH, jep je jeJHAK MOBPIIH-
HE Tpoymjia ca crpanunama (a,b,c) = (?, %, %). Jlako youaBamo 1a je u Opoj
6 KOHI'DYeHTaH, jep je OH jelHAK HOBDPIIMHHM TPOyIJa ca crpaHunama (a,b,c) =

(3,4,5). Bpoj 7 je, Takole, KOHrpyeHTaH, jep je OH jeJHAK MOBPIMHHU TPOYTJIA Ca
crpanunama (a, b, c) = (%, %, %).



140 Hexke mpuMene e TUNITHIKUX KPUBUX

C apyre crpane, mo3Haro je jga opojesu 1, 2, 3, 4, 8, 9 u 10 HUCY KOHIDYEHTHH.

e Konrpyeutnu 6pojeBu U eIUNTUYKE KPUBE

Onpehusame ma Ju je HeKU OPOj KOHIDYEHTAH, MOBE3aHO je ca eTUNTHIKIM KpH-
BaMa, [15, crpana 539].

Cras 9.1. llpupogan 6poj n je KOHIpyeHTaH aKO M CaMO aKO IIOCTOJH Palld-
oHaJIaH OpOj X ca CBOJCTBOM Ja Cy &, © — N H T + N KBaJIpaTH pPaIHOHAJIHHX
opojena.

Jlokas. Heka je n kourpyenrtan 6poj. Tasga, npema aedbununuju (9.1), mocroje pa-
IUOHAJHU OPOjeBU a, b U ¢ KOju cy JyzKHHE KaTeTa W XUIOTEeHY3€e MPaBOyIJIor

. . 2 .
TPOYIJIA YHja je MOBPIIUHA %b = n. CraBumo na je x = % = (g) . Taga je

@ ab A —2ab  a*4+0*—2ab  (a—b)® (a—b 2
S 1 T _<2>’
o ab 42 A+ 42 (a+b)?  [a+b\?
rnEY Tty T T T 4 T4 _<2)’

ma cy &, £ —n U X + N KBaJIpaTH pallmoHAJTHIUX Opojesa.

Ob6patno, HeKa €y x, * —n U T + n KBaJpaTh panuoHaJHuX OpojeBa. Taja

10CTOje palMOHAIHN GPOjeBH, Ha IIPUMeD, U, U M w, TaKBH Ja je © = u?, x —n = v>

n x+n=w? Ako craBuMo Ja je

a=w+v=+vx+n++vVr—n,
b=w—-—v=+vVr+n—+vVzr—n,
c=2u=2/r
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Jiobujamo J1a je

A+ =w+v)+w—-v)2=Wr+n+vVr—n)?+ Wz +n— Vo —n)?
=z+n+2¢y/(r+n)z—n)+r—n+tr+n—2/(x+n)(r—n)+z—n

=4z = (2V2)* = (2u)®

= 627

ma je Tpoyrao ca crpanumnama (a,b, ¢) IpaBoyrJIu U mHeroBa HOBPIIUHA je

ab (\/x—l—n+\/x—n)(\/x+n—\/x—n)_:E+n—x—|—n:2_n

=N

2 2 2 2

Jlake, n je KOHrpyeHTaH OPoj. O

AKko cy 6pojeBu =, x —n U T+ n KBaJIpaTH paluoOHAJHAX OPOjeBa, OHJIA je U IHIXOB
IPOU3BOJL,

z(z —n)(x+n)=z(*—n?) =2°-nx
KBaJIpaT HEKOI' panuoHaJHor Opoja. To 3Ha4n j1a ako je n KOHIpyeHTaH Opoj, OHJIa

Ha TPUJIPYKEHO] eTUNTHIKO] KPHUBO]
E,:y* =2 —n’z (9.12)

ocum 2-topsuonux Tadaka (0,0), (n,0) u (—n,0) mocroju Gap jour jenHa panuo-
HasHa Tauka. Oryna u caeneha reopema, [15, crpana 540].

Teopema 9.1. Tlpuponan 6poj n je KOHIpyeHTaH aKO W CaMO aKO eJIHITHUYKA
kpuba F,, : y? = 23 — n%r cagpxku Gap jenny panmonajnny tauxy (z,%y) 3a Kojy
jey #0.

Jlokas. Ako je m KoHrpyeHnTan Gpoj, BUJEIM CMO Ja eJINITHYKA Kpuba F, : y? =

2% — nx caxpyku 6ap joII jenHy PAIMOHATHY TadKy. 3aTO JTOKAKAMO 14 BayKH H

obpaTtHO.

Heka je P(z,y),y # 0 Heka pannoHajHa Tadka Ha eJunTHIkoj Kpueoj F. Tana
3HAMO JIa je IIPOM3BOJI OpojeBa X, T — n U T + N KBaJpaT paldoHAJIHOr Opoja,
aJd TO He 3HAYM Ja je M CBAaKH OJ THX OpojeBa Takolje KBaJapaT palMOHAJHOT
opoja. [lokazahemo mMehyTum ma je oBaj jaum 3aXTeB HCIYI-EH 33 Tadke OOJIMKA
2P. Baucra, crasbajyhin y jennakoct (5.6) 1a je a = —n? u b = 0, HAKOH yIpOIII-
haBama j100mjaMo

2 2
2, .92 2 4 9mn — 2
x(2P)=<x ;n> , x(2P)+n=<x — ”) ,
Yy Yy
2
x2—2xn—n2>

O

2y

z(2P) —n = <

Mozkemo nokaszaru ga equnrudka kKpupa (9.12), ocuM 2-TOP3HOHHX Tavaka, HEMA
JIpYyTUX Tadaka KoHadHor pega. Oryna u, [15, crpana 540
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Teopema 9.2. Ilpupogan 6poj n je KOHIPYEHTAH aKO U CaMO aKO eJTUINTUIKA

kpusa F, : y? = 23 — n’x caap:km 6eCKOHAYHO MHOTO PAIlHOHAIHUX TAUaKa, TO

JecT aKo je meH PaHT MO3UTHBAH. ]

e KBaaparuo cioboauu 6pojeBu. TanemoBa Teopema

Pezysrar koju je HajO/MzKu OJroOBOPY Ha MHUTAME€ KAKO 3a JIATH TMPUPOIAH OPoj n
VTBP/IATH Ja JII je KOHrpyeHTaH, naT je Tanmersosom!) Teopemom.

[Ipe Tora, mojceTMMO ce KaJa je mpupojaH 6poj KBaJIparHo cjobogaH, [15,
crpana 32|.

Hedbununuja 9.2. 3a upupoman 6poj n KaxkemMo ja je keadpammo ca0000aH
ako je 1 majBehu moTmyH KBaJIpaT KOjU Ta JICJH, TO JeCT aKO BayKH

(Ym € N)(m? | n=m = 1).

ITpumep 9.1. Bpojesu 6 u 15 cy kBajparHo cja0boauu, a 6pojesu 12 u 100
uucy, jep 4 = 2% | 12, ognocuo 4 = 22 | 100 u 25 = 52 | 100. Taxobe, cBaku
npocT 6poj je KBaJapaTHO CJI0DOIAH. A

Ha ocnosy [15, crpana 540] Baxku

Teopema 9.3. [Taunen] Heka je npuponan 6poj n KBaapaTHO cJ10060/IaH, U HEKA
je d =1 ako je n Henapas, a d = 2 ako je n mapa 6poj. AKo je n KOHIpyeHTaH,
OHJA jeTHAUYNHA

2%+ 2dy? 4 82% = g

MMa TaqHO JBa IyTa BUINE 1eJI00POJHUX pertema (X, Yy, 2) O/ jeJHaYnHe
2 2 2 I
o+ 2y’ + 32 = 7. O

V3 npernocTaBky ga Baxku bupu u Csunepron-/lajepoBa xumnoresa, BaxKu U oOpaT
TanesoBe Teopeme.

ITpumep 9.2. Heka je n = 3, nma camum tuM u d = 1. CBaka oj jeHaYINHA
22+ 2y% + 822 = 3 u 22 + 2y® + 3222 = 3 uma 1o 4 pemema: (1,1,0), (1,1,0),
(1,1,0) u (1,1,0), ma ma ocroBy obpara TamenoBe Teopeme 3aK/bydyjeMo na
Opoj 3 HHje KOHTpYEHTAH. A

IMpumep 9.3. Heka je n = 34, ma camum tum 1 d = 2. Jeanauuna 22 + 4y° +
822 = 17 uma 8 pemema (1,2,0), (1,2,0), (1,2,0), (1,2,0), (3,0,1), (3,0,1),
(3,0,1), (3,0,1), nox jeanaunnaa x* + 4y* + 3222 = 17 uma 4 pemema (1,2,0),

D1leponn Bentc Tanen (Jerrold Bates Tunnell, 1950), amepuuxn MaremMarmgap
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(1,2,0), (1,2,0), (1,2,0). TIpema Tome, Ha ocHOBY oGpara TaHenose Teopewme,
3aK/bydyjeMo 1a je 0poj 34 KOHT'PYEeHTaH. YBEPHMO Ce Yy TO TaKO IMTO hemo
npoHali TpaBOYTJIM TPOYTao ca PalMOHATHEM JIy:KHHAMA CTPAHHIAMa JHja je
noppinuHa jeqnaka 34. [Tohumo on enmuntuuke xpuse 32 = x° — 34%x. Ha moj ce
Hajia3u panuonasna rauka P = (—2,48). Taza je

rer - (S - (%) - ()

2(2P) +n = ((—2)2+2.2(‘—428).34—342>2: (_;288>2: (_%)2’
#(2P) —n = ((—2)2—2-2(.—428).34—342>2 _ <_;%16)2: <_%7)2

Ia Ha OCHOBY J0Ka3a craBa (9.1), To ject pesaruja

#(2P) = (g)Z’x(QP)—”Z (agb)Z n 2(2P) + 1 = (“;”7)2

ce— 145 _ 17
HAJIA3UMO CTPAHHUIE NPABOYTJIOr Tpoyraa: ¢ = =2, a =24 n b = <. A

9.4 Xapau - PamanyrtanoB mpo0JjieM TakcHja

e IlocTtaBka mpobsema

IIpobaem maxcuja je j00MO UMe 110 jeJIHO] aHEIJIOTH BE3aHO] 33 MaTeMarudape

Xapmuja? n Pamanynama®)

ok je Pamanynan 6uo y Oosimuim y Jlowgony, y
> MOCeTy My je Jjionrao Xap/au. Xap/In je CIIOMeHYO ja je
'@ = cTurao ca TakcmjeMm O6poj 1729, m momao aa je taj 6poj
— cacBUM He3aHuM/bUB. Mehytum, Pamanynan My je on-
Max OJI'OBOPHO Jla Ce ca UM He cjazxe, jep je 1729 Bpso 3anumsbus 6poj. Kao
pasJor je HaBeo Ja je TO HajMamH MPUPOJIaH OPOj KOjH ce MOYKe NMPHUKA3aTH Kao
30up KyOOBa JBa MPHUPOAHA Opoja HA ABa PA3IUYINTa HAUWHA. 3ANCTa,

1729 = 93 + 103 = 13 + 123,

2)Tondpu Xapoas Xapmu (Godfrey Harold Hardy, 1877-1947), enryiecku maremMarudap
3) CpunnBaca Abanrap Pamamyman (Srinivasa Aiyangar Ramanujan, 1887-1920), mmaujckn Ma-
TeMaTHIaP
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e IIpobisiemM TakcHuja U €TUNTUYKE KPUBE

Cajia ce MOXKeMO IUTATH Jla JIM IOCTOjU IPUPOJIAH OPOj KOjU ce MOXKe IPUKA3ATH
Kao 30up KyOoBa JiBa NpHpoIHa Opoja HA TPH Pa3/JMIUTA HAYMHA, WX YOIIITEHO
Ha M paznnuutux HaunHa. OAroBop Ha TO MUTAIHE je TOTBPIAH U AT je caemehom
Teopemom, [13, Tema 2.2].

Teopema 9.4. 3a cBaku npupogan 6poj M nocroju npupogan 6poj m Takas Ia
jemmaumna 22 + 2 = m uma 6ap M 1mes00pOjHIX pelnerba.

/loxas. Ha modeTky, mocMaTrpajMo, KpUBY
C:2°+9°=0.

TBpauMo Ja oHa WMa GECKOHAYHO MHOTO DAIMOHAJHUX TAYAKA. JeJIHA OUUT/IEHA
panuonaiHa Tavka je (1,2).

C
(1,2)
1
0 1
[Tomohy GuparnuonaJae Tpancdopmalmje
12 _ 12(x —y)
oty (v+y)

nobujamo ja je kpuba C OMpAIMOHAJIHO eKBUBAJIEHTHA IUITHIKO] KPUBO]
E:t*=s"—48.

[Tputom tauxu (1,2) ca C ogrosapa tauka P(4,4) ca E.
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[TocTaB/ba ce nurarme Jia Jiu je Tadka P 0eCKOHAYHOI' pejla WU je OHAa TOP3HOHA.
Pauynajmo nP 3an = 2,3, ... Jlobujamo:

73 595

2P — (28.148), 3P =2P + P = (— =%
(28, 148), * (9’27

).

OBo je noBosBHO 1@ Gucmo, pema Jlyn — HarestoBoj Teopemvn (6.7), 3akbyamin na

je Tauka P OeckonadHor peja, jep jga 6u Heka Tadyka OWIa TOP3MOHA, OHA MOpa

uMaTu 1esobpojue KoopauHare. OmaBae 3ak/bydyjeMo ga KpuBa C U eTHITHIKA

kpuBa F umajy 6ap jeany, a TUMe H OECKOHATHO MHOI'O PAIMOHAJIHHUX Tadaka.
Heka je cama M 3agatu npupoanu 6poj. IIpema mperxoanom, Ha kKpuboj C

MOKeMO n3abpaTh HeKuX M palmoHaJIHHX TadakKa

Qla"'?QM-

Jlako ce BUaM Ja NpBa | Jpyra KOOp/MHATA TUX TadaKa UMajy jeIHake MMEHHOIIE,

TO jecT Tauke (); cy obJmMKa,
a; b

Qi = (Ea d_z)
Jla 6ucMo U3 palnmuoHaIHAX Tadaka Ha KpuBoj C J00WIH IeJoOpOojHA pelllema Ha
Hekoj Kpusoj 2° + y® = m, 10BOJ/BHO je y3eTH Ja je

m = 9<d1 tee d]\/[)3.

Caza, Ha Kpuboj x° + 1> = m aexu M 1eao6pojHuX Tadaka 4duje ce KOOpIuHa-
Te j100ujajy MHOXKEHmeM KoopjuHara Tadaka (), 3a ¢ = 1,..., M ca upousBogom

e Takcu 6poj

Og cBux npupoanux 6pojeBa KOju ce MOI'Yy IpUKa3aTH Kao 30up KyboBa JBa IpH-
poaHa 6poja Ha M pasaMUYNTHX HAYMHA MOCEOHO M3/BajaMo HajMamu Takas, [13,
Tema 2.2].

Hedbunaunmnumja 9.3. Hajmamu npupogan 6poj Koju ce MoKe TTPUKa3aT Kao 301p
Ky0OoBa JBa pupoHa Opoja Ha M pa3auuuTux HadnHA HasuBamo M -mu makcu
6poj u oznadasamo rta ca Ta(M).

Tpusnjaano je
Ta(l) =2 =1%+ 1%

Bugesn cvmo 1a je
Ta(2) = 1729 = 9° +10° = 1% + 12°

[TozmaTo je jomr ja BaxKu

Ta(3) = 87539319 = 167> + 436 = 228° 4 423% = 255% + 4143,
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9.5 JImodaHnToBe m-TOpkKe OpojeBa

e Panunonasna IunodanroBa m-Topka
Ha ocnosy [13, Tema 2.3] umamo

Hedbunnnuja 9.4. Ckyn {ai,...,a,} ox m npupoguux GpojeBa ay,...,an,
nasusamo Jluofanmosa m-mopka axko je a;a; + 1 moTHyH KBaJApar 3a CBAKO
1<1<y <m.

Hpyrum peanma, Jluogparmosa m-mopka je CKym Of m HTPHPOIHUX OpojeBa ca
CBOJCTBOM JIa je HMpPOHM3BOJ CBaKa JIBa I-eroBa pas3iaumdura eneMeHnTa ybehan 3a 1
HOTIIYH KBaJpaT.

[Ipobsem koncTpykiuje dnodaHnToOBUX M-TOPKH UMa KOpeHe Y JAJIeKOj Ipo-
nutoct. CBaKMM JAHOM je ITO3HATO CBE BUIIE HOBUX pe3y/ITaTa U3 OBOI MOJAPYUNja,
aJll M JIa/be MOCTOje MHOTH OTBOPEHM IIPOOJeMHU U HeJ0Ka3aHe XUIoTe3e.

Axo nocmarpaMo m panuoHaHUX OPOjeBa PA3JIUIUTHX O/ HYJIE CA4 UCTUM CBOj-
crBoM, nobujamo panmonasany JnodanroBy m-topky. [Ipenmsanje, [13, Tema 2.3]

Hedbunnnuja 9.5. Ckyn {a,...,a,} ox m panuoHasHux Opojesa aj,. .., Ay,
PA3IMUYUTUX O HyJIe HA3HBAMO pauuonasna Jluodanmosa m-mopka ako je
a;a; + 1 mormyn xkBajapar 3a ceako 1 < i < j < m.

ITpBy nodanToBy 4eTBOPKY, TO jeCT CKyI
{1,3,8,120}
nponainao je @epma. YBepumo ce ja je oBaj cKyn 3aucta JlnodanToBa deTBopKa:
1-34+1=2% 1-120+1=11%
1-84+1=3% 3-120+1=19%
3-84+1=5% 8-120+1=231%

ITpBy panumonanny JlnodanroBy dersBopky uponHaiiao je /lunodant, 110 Kome cy
OBaKBH CKyIOBH M jo0mn ume. 1o je yeTBOpKa

1 33 17 105
16°16" 47 16 |~

e /lonnyua ImodanToBe m-Topke

[Toznato je 1a ce cBaka mnodantoa Tpojka Moxke nonyuutu 10 dunodantose de-
TBOPKe, Kao 1 Jia ce cBaka /lnodanrosa yeTBOpKa MOKe JOILYHUTH JIO PAIIMOHAJIHE
Jlnodpanrose meropke. Ojstep je ycneo gonyautn PepMaoB CKyn €a METHM Dalli-
OHAJHUM Opojem 8722;468401. [TpBa panmonasnna InodanroBa necropka nponalhena je
Tek 1999. ronune. To je ckyn

{11 35 155 512 1235 180873}

19271927 277 277 48 ' 16
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koju je mponamao I'u6e?. Ou je nponamao 45 npumepa pamuonaanux JIuodar-
TOBWIX MIECTOPKH, & jOIT HeKOMHKo ux je 2009. roamne mponamao yjena®. Kopn-
crelin ce meopujom Juogarmosuz anpoxcumayuje®, dyjena je moxasao cuaeaehe
nse Teopeme, [13, Tema 2.3].

Teopema 9.5. He nocroju /lnodanroBa mecropka. ]

Teopema 9.6. [Tocroju camo konauno muoro /lnodanToBUX METOPKH. O]

YormTe, HEje MO3HATO Ja JIH MOCTOJU FOPHbe OT'paHuYehe 38 BeJMINHY PaIllioHa -
Hux JAnodaHToBUX mM-TOPKH.

e /InocpanToBe m-TOpke U eIUNTHYKE KPUBE

Heka je {a,b,c} Tuodantosa Tpojka nin panunonaana InodbanToBa Tpojka, cBe-
jeanno. IIpernocrtaBuMo ja Ty Tpojky Tpeba jornyuutu 10 JInodantose deTBOpKe.
To 3naunm na Tpeba mahm 6poj d Takas a cy 6pojeBu

ad+1, bd+1ucd+1

nornyuu KBaapard. OBoM pobeMy Ha TPUPOJAH HAYHH MOYKEMO IPHIPYKHTH
€JIUIITUYKY KPUBY
E:y* = (z + ab)(z + ac)(x + be).

Haume, ako je d pereme Hairer mpobJjema, OHIA je Tadka ca MPBOM KOOpIMHA-
ToM T = abcd panmonajHa Tavyka Ha enUnTHYKO] KpuBoj F. Kpua F uma Tpu
palnuoHa He TadKe pena 2:

(ab,0), (ac,0), (bc,0),

a Takolje u TpuBHjanny panumonanny tadky P(0,abc) 3a Kojy HUje TENIKO TOKA3aThH
J1a je OecKoHAYHOT pena. /lakiie, Ha eIMOTHYIKO] KpuBoj F mocToju 6ap jeana, a TH-
Me U GeCKOHAYHO MHOIO panuoHa Hux radaka (x,y). [locraBipa ce nnrame 3a Koje
hie o TuX Tawaka 6poj d = - MPEJICTAB/HATH PEIICIHE MOJAZHOT TPOOIEMa, TO jecT
IMaTH CBOJCTBO 1a je {a,b,c,d} pannonanna Tnodanrosa gerBopka. Oaroop je
J1a cy To cBe Tauke obauka P+ 2U, nupu demy je U npousBo/bHA palHOHAIHA TAd-
ka Ha F. Ha enmnnTuykoj KpruBoj F ce HaJ/la3u jOII je/THA 3aHUMJbUBA PAIlHOHATIHA
rauka. To je Tauka ca npBoM KoopjuHaroMm jejnakom 1. [Ipenusnuje, ako je

ab+1=1r% ac+1=s bec+1=1%

) @umnn Expapn ['ube (Philip Edward Gibbs, 1960), 6purancku maremarudap u (usudap

%) Anzpej Iyjena (Andrej Dujella, 1966), xparckn MaremaTmaap

6) Teopuja JTuodanmosuz anpokcumayuja je rpana teopuje 6pojeBa y KOjoj ce IpOydaBajy
ampoKcuManuje peajaHux OpojeBa pammoHaaHuM. Kao 1mTo je mo3HaTo, CBakW peajiaH Opoj ce
MO2Ke TIPOM3BOJHHO J0OPO AMPOKCHMHUPATH PAIMOHAIHUM; MehyTUM, ako ce mpu ToM 3a Opojene
KOjuMa, ce BPIMK allPOKCUMAaIlMja 3aXTeBajy HEKU JIOJATHU YCJIOBU, HA TMPUMEDP, OTPAHNIABA UM
ce Ha onpeleHn HAYWH MMEHWUJIAI, TA/IA CE€ 3aXTEeBAHA TAYHOCT HE MOXKE YBEK IOCTUNH.
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ouza Tauka S(1,rst) npunanga emunruakoj kpusoj E. Illtapurie, Baxu na je S =
2R, vne je
R=((rs+rt+st+1),(r+s)(r+t)(s+t)).

JlupekTaH padyH IIOKa3yje 1a cy IpBe KoopauHaTe Tadaka P — S u P+ S jennake
a+ b+ c=E 2abc + 2rst,

HITO NPEJCTaB/ba JOKA3 YAHEHUIE J1a ce cBaka JInodanToBa TpojKa MOYKE I0My-
autu 10 Juodanrose 4erBopke. AKO IPUMEHHMO OBY KOHCTPYKIW]Y, Ha IpUMep,
na TnocdanroBy tpojky {1, 3,120}, nobuhemo Jnodanrose uersopke {1,3,8,120}
u {1,3,120,1680}. V Besu ca TuM, cnomennmo 1a cy yjena u [lerxo”) mokasamn
1998. ronuue na ce cBaka Jlnodanrosa Tpojka obimka {1,3, c}, rae je ¢ # 8, moxe
Ha TA4YHO JiBa HauumHa npomuputu 10 Jlnodantose yerBopKe.

Y nokasy aa ce cBaka /lmodanroBa deTBOpKa MOKe JIONYHHUTH JI0 PAITHOHATHE
JlnodpanToBe TIETOPKE, TTOHOBO KOPUCTUMO cabuparke n oy3uMarme Tadkom S. Heka
je T'(x,y) Tauka Ha elIMNTHYKOj KpuBoj E Taksa ma 6poj d = —i- 3am0BO/baBa
yeaoB ga cy ad + 1,bd + 1 u c¢d + 1 nornyan kBaapatu. IlocmarpajMo Tauky
T+S=(z,y). Taga u 6poj d' = a“’ﬁ—blc 3a/10BO/bABA UCTH YCI0B Kao u d. Mehyrum,
Baku u Buie, dd’' + 1 je rakohe mormyn kBajpar. Ipyrum peunmva, {a,b,c,d,d'}
je pammonasna /Inodanrosa neropka. [Ipumenom ose koncrpykiuje na Pepmaon

_ : : _ 777480
ckyn {a,b,c,d} = {1,3,8,120}, nobujamo ynpaso Ojnepopo pememe d' = e

9.6 Ilocaeama PepmaoBa TeopeMa

e ®epma u movUeTakK MOJepHEe Teopuje 6pojeBa

JunodanTos pa/i je 3HATHO YyTUIAO HA apaliCKe U €BPOIICKEe MareMarudape, Hapo-
qnto Ha Pepma. Ilpoyuasajyhu Bameos npeson /Inodanrose Apummemure na
JaTuHcKH je3uk u3 1621. roauue, y kKojoj AwnodanT mpukasyje napTukyaapHa pe-
merma jegnadnia, Pepma je modeo Ja TpazKy OIIITa pellerha THX jegaHadnna. OBo
ce cMaTpa moYeTKoM modepre meopuje bpojesa. Tako je @epma 01120 10 HU3A 3HA-
qajHIX pe3y/lTaTa I3 TeopHje GpojeBa, ain HHje OCTABHO CKOPO HUjeIaH JI0Kaz®.
Tokom xuBota, Pepma Huje 0bjaB/bUBAO PaJOBe U3 Maremaruke. To je ydumHHO
IErOB CHH, KOju je 1679. rojnnae u3nao KmbUTY HEroBUX pajioBa Varia opera mat-
hematica — Pasnu mamemamuyuru padosu.

e Ocvmu pobjieM U ABa KOMEHTapa

®epma je na mapruaama BarmreoBor mpesona A pummemurke Hamcao 48 KoMeHTapa.
Ha 61. ctpann apyre Kebure Hatasu ce 8. mpobiem, [34]:

7)
8)

Oruso Tlehy (Attila Pethé, 1950), maljapckn maremaruaap

Hexu maremarnyapu cmarpajy aa je @epma u3 teopuje OpojeBa OCTaBUO CaMO jeJaH TOKA3,
¥ TO J0Ka3 TBphema Ja He MOCTOju MPABOYIJIM TPOYTao Ca IEeJ00POjHUM TyKWHAMA, CTPAHUIA
qmja je MOBPINMHA KBAAPAT HEKOT Meor Opoja
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Ksaapar? mogesmru Ha asa kBajgpara.'?)

HwuodanT y perremy oBor mpobiemMa MoKasyje Kako ce 6poj 16 — kKoju je KBaapat

Opoja 4 — npukasyje Kao 30up KBajpara jBa Jpyra Opoja: % u %. Tako on

peraBa KOHKpeTaH mpodIeM U Ha TOM PEIerby MOKa3yje OIIITH MeTO/I.
Jlatu nmpobJiem je, y CYIITUHE, numazopejckyu npobiem npenacrapber [Tumazo-
PUHOM JeIHAYUHOM
2?4 y? = 22
quje je pereme OMI0 mMo3HATO BaBwioHIMMa JBe XU/ba/le TOANHA PaHUje. Y3 Taj
npobsieM, @epma je 1637. roaune HAUCAO CBOj HAj3HAYAJHUjU KOMeHTAp, [34]:

Ky6 y nBa ky6Ga, man Guksagpar )y nsa 6Guksaapara miId yOommTe OHIO KOjH,
o1 6eCKOHAYHO MHOTO CTelleHa BellmX oj KBajpara, He MOYKe Ce PA3JIOKUTH Y
7IBa CTeleHa nucre spere. )

Wsraepano je ga ce He 3Ha 3amTo Oap jejaH CKYI pelllerha He O Morao OUTH
npoHalen mehy cBum moryhum 6pojeBuma, ma unak, Pepma je TBPAHUO J1a ce HUTIE
y OeckoHaYHOM yHHBep3ymy OpojeBa He Moxke Hahu TakBa Tpojka OpojeBa. busa
je To BpJio HeoOMYHA TBP/Aa, aau Pepma je BepOBao Ja je MOXKe JTO0Ka3aTH.

[Tocse upsor koMenTapa Ha Mapruau, Pepma je 3a0e1eK10 U JT0JATHE KOMEH-
Tap, Koju lie mporamaTy reHepalije Maremarudapa, [34]:

Hamrao camM JMBaH JI0Ka3 3a TO, Al OH He MOYKE Ja CTaHe Ha Majy Maprmay.-)

Be3 o63upa Ha TO, HHjegaH KOpEKTaH J0Ka3, KOjU je MOpao OWTH W3BEIEeH Cpejl-
crBuMa MaTeMaTuke X VII Beka, Huje nponahen napeanux 357 roauHa.

e ®opmynanuja nocienwme PepmaoBe Teopeme

KomenTapuma, koje je @epma octaBmo, MPpaKTHIHO je (bopMy/IncaHa jejaHa o Haj-
nozuaTujux Teopemal?) y ucropujun maremaruke. OHa je CBOM ayTopy JOHeJIa CJla-
By JaJleKO M3BaH rpanmna Mmaremartuke. 1o je nocaedwa @Pepmaosa meopema®
mo3HaTa u Kao seauka Pepmaosa meopema, OTHOCHO nociedrou Pepmaos npobaem.
Y caBpeMeHHM O3HAKaMa Ta TeopeMa IIacH, [34]:

9 Mucu ce Ha 6pOj KOjH je KBaIpaT HEKOr APYTOr Opoja.
10)
)
)

VY opurunaiy, HA JATUHCKOM je3uKy: Quadratum dividere in duos quadratos.
11

12

YETBPTH CTEIEH HEKE BEJIMIUHE
V opurunaiy, Ha JaruHckoMm je3uky: Cubem autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in
duos quadratoquadratos, et generaliter nullom in infinitum ultra quadratum potestatem in duos
eiusdem nominis fas est dividere.

13)Y opurunany, Ha maTuECKOM je3uky: Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi hanc
marginis exiguitas non caperet.

) Ona je BEKOBMMA NMOrPENIHO HA3MBAHA TEOPEMOM YMECTO XMIIOTE30M, jep je depma TBPANo
J1a je Wy JT0Ka3ao.

15) Taj Ha3uB ce KOPHCTH OJ MOYeTKa JEBETHAECTOT BEKA, jep Cy 0 Taja cBe ocraie depmaose
TeopemMe Ome Wian TOTBpheHe uin OmoBPrHyTe.
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Teopema 9.7. Axko je n Ma Koju mpupoian 06poj Behu oz 2, oHZa He MOCTOje

MO3UTHBHY e Opojesi'®a, b u ¢ TakBu 1a je

a" +b" = c".

Jlpyrum pednma, jeTHAUNHA,
"ty =2, (9.13)

3an >2mun €N HeMa pelema y CKyNy MO3UTUBHUX IeTNX OpojeBa. O

Jenmaanna (9.13) je jeaua on majuosnarujux Jlunodanrosux jennaunua. Ilocse-
by PepmMaoBy TeopeMmy MOYKEMO HCKa3aTW M y TePMUHHMA TeOpHje CKYyIoBa, |52,
crpana 12]:

{n|neNA@abceZ)a"+b"=c"} ={1,2}.

Ona je u remepanusanuja Ilutaropune jennaumne x2 + y?> = 22 xoja je nosesana

ca [luraropunom Teopemom. 3601 Tora Kazxemo ja ce [luraropuna reopema MozKe
MOCMATPATH Kao jeJHAYNHA HAJ| PAIMOHAJHUM WUJIM PeaJHuM OPOjeBUMA.

ok nocienma PepmaoBa TeopeMa caMa 1Mo cebu Hema, JUPeKTHY ynoTpeby —
He KOPUCTHU Cce Kao J0Ka3 HU Y jJeJdHOj JPYToj TeopeMH — IMOKA3aHO je J1a je OHa
MOBE3aHa Ca JIPYTHM MATeMAaTHUKHM TeMama, 300T 4era je W JaHac BEOMa IOIIy-
siapra. Fben j10kas je jejunu MareMaTudkKy JI0Ka3 0 KOME je IMMCAHO Ha HACJIOBHOJ
crpann Hhyjopk Tajmcal?.

e Pazuu nokymiaju mokasa nociiegme @epmaoBe Teopeme

[IITo ce Tmye moKymIaja goKa3a mociaename Pepmaose Teopeme, mo3HATO je PepMma-
OBO pelleme caMo 3a 1 = 4, TO jecT 3a

xt + y4 =2
Ojnep, kora je Tonabax'® zamnrepecosao 3a Teopujy 6pojesa, je moxazao nu3 Dep-
MaoBHUX TBphema, a 1753. rojaune je HanuCao Ja 3Ha Ja JIOKaxKe caydaj n = 3, TO
jecT

23 4B =28
Jlokas je objaBben y meroBoj Aazebpu 1770. rogune. Y TOM T0KA3y UMa MPOIYCT,
Tako ja OH nuje kopekrtan. Mehyrum, Ojiep je y Apyrum pajoBuMa U3 TEOPHUjE
OpojeBa KOPUCTHO YMELEHUIE KOjIMa Ce 0Baj IPOIYCT 3a00H1a31, TAKO Jla Ce MOYKe
pehu ma je Ojiep 3Ha0 cBe MOTpeOHE YNELEHUIIE JIa HAMHUIIE KOpeKTaH moka3. OKo
1823. roquue ZKepmen'” je noxasasa ja jeqnadnza

2P 4 yP = 2P

16)Y reopuju 6pojeBa pamje ce KazKe NO3umMueaH 4eo Hero npupodar Gpoj.

1 byjopk Tajmc (na enrsieckom jesuky: The New York Times) cy Bbyjopuike quesne noBuue

18)Kpucruaju Tonnbax (Christian Goldbach, 1690-1764), upycku Maremaruuap, Koju je Kao u
®epMa CTyIMPAO TTPaBa

19 Mapuja-Coduja Kepmen (Marie-Sophie Germain, 1776-1831), dpanmyckn maremaruaap,
dusuuap u pumozod



[Tocrenma PepmaoBa Teopema 151

HeMa pererse ako ¢y p u 2p + 1 npocru 6pojesn u xyz #Z 0 (mod p). Iupuxme u
Jlexkauap cy J0Ka3a/u j1a jeJHaYnHa

2% S = 2

HeMa perierha oko 1825. rogune. Tupuxie je 1832. rogune permo u ciay4daj n = 14,
TO jecT
gyl = 1

0)

a Jlame?) je 1839. rogmue permmo caydaj p = 7, To ject

oyl =27
Jlame je 1847. roaune y (bpaHIlyCKOj aKaJIeMHUju HAYKA M3JI0KHO U CKHILY JOKa3a
nocsieie PepMaoBe TeopeMe, Koja je buita yornmreme OjaepoBor J0Ka3a 3a n = 3.
[locne merosor nzsarama, JIMyBuJI je IpUMETHO HEJIOCTATAK Y U3T0ZKEHOM JI0KA3y.
Kymep?Y je 1947. rogune 10Ka3a0 14 jeIHAYHHA

2P 4 yP = 2P

HEMa pellierke KaJla je p HenapaH mpocT 6poj u p He jejn Opojuore beprynnjeBux
opojesa by, by, ..., b,_3, mpu yemy 3a OpojeBe b; BaxKn peKypeHTHa (bOpMyIa

k—1
-1 k41
b, = —— b.
¢ k+1zjzo( j )]’

rze je k > 0. Kymep je 1857. roaune pokaszao nocaeamy PepMaoBy TeopeMy 3a cBe
n < 101. ¥V merosom joka3y je OHIO HEKUX HPOIYCTa KOje je YOUHO U HUCIPABHO
Bammusep®? ek 1920. rogune. Banausepos moka3 je omoryhmno na ce ox 1928. 1o
1936. rogune nociienma PepmMaoBa TeopeMa IpoBepu MOMONY CTOHHX KaJIKY/IaToOpa
3a cBe p < 619. Banausep je 1954. roaune, 3ajenso ca Jlemepom®®) | u3spiumo meny
mposepy nomohy pauyrapa SWAC 3a cse p < 2003. Cendpun?? je 1967. rogune
poBepno ja mocaenma Pepraosa Teopema Baxkn 3a cee p < 25000. Barcrad?)
je 1978. roguue wa pauynapumva IBM 360/65 u IBM 370 usspiino mpoBepy 3a
cBe p < 125000. 1 na kpajy, 1993. roaure je moka3aHo 1a nociaenama Pepmaosa
Teopema Baxku 3a cse p < 4000 000.

@paHIycKa akajJeMuja HayKa je /IBa IMyTa paclicuBaja Harpaay 3a JoKa3 Io-
crenme PepmaoBe Teopeme, 1816. m 1850. roanue. Harpana muje momebena, aan
je 1856. none/pena mesamba Kymepy.

20)
21

Ta6pujen Jlame (Gabriel Lamé, 1795-1870), dpaniycku maremarudap
Epucr Enyapn Kymep (Ernst Eduard Kummer, 1810-1893), nemauku maremarudap
2 Xapu lyan Banmusep (Harry Schultz Vandiver, 1882-1973), amepuuxu mMaremMaTudap

)

22)

23) Ilepuk Xenpu Jlemep (Derrick Henry Lehmer, 1905-1991), amepuuku maremarudap
)
)

()

21 [Iow Jlesnc Cendpur (John Lewis Selfridge, 1927-2010), amepnakn maTemarnaap
25) Cemjyn Crenadunn Barcrad, jynmop (Samuel Standfield Wagstaff, Jr, 1945), amepuukn
MaTeMaTH4dap
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[Tocsienma PepmaoBa Teopema je NpBH MaTeMaTUIKH IPobJieM, 3a duje pere-
e je pachmcana Harpaia npusarme ocobe. Bondceken®® je ¢BojuM TectamenTOM
3aBemTao 100000 Mmapaka BeHOM pellraBady — Jia je JOKarKe WU OIMOBPTHe. YCJIOB
je na npobiiem Oyne peiren y Hapeanux 100 rogauHa ol MOMEHTa paCHUCHBAIbA, TO
ject nmo 13. centemoOpa 2007. rogune.

e Bajiic u mpuya o gokasy mocaeame PepmaoBe Teopeme

Ca oBom TeopeMoM Bajic ce cycpeo y JiokanHoj 6ubamorenu Kaga je mmao camo 10
rommua. Unrajyhu Benosy?”) kmury ITocaedrwu npobiem MOTIYHO Ta je OIyIIEBHIO
casHambe Jia I0CTOj1 HepellleH pobjeM dnja hopMyialuja, Ha IPBU MOTJIET, Je1y]je
TOJIUKO jJaCHO J1a O BeMy MOYKe Jla PA3MUIL/ba YaK H JIeCETOTOMUIITHAK.

Haxkon 1rro je moctao npodecop na Yuupepsurery [lpuncron, Bajic, na rasa-
HY CBOje KaHIleJapHje, MOKYIIaBa Vv MOTIYHO] TAJHOCTH, IOBYUYeH y cebe — cBe 3001
TOra Jla HEeKO O] HeTOBUX KoJiera He OW ca3Hao ymMe ce OH 0aBW, a 3aTHM Ta jOIIT
U IPEAYXUTPH Ca pelremeM — Jia jiohe 1o peniema. Ilociie cejam rojinna HamopHOT
" yCaMJ/bEHUYKOT Pajia — UAKO je CBe BpeMe 10/ly4¥aBao CTyAeHTe u nmoxahao pasme
cemuHape — y cpeay 23. jyna 1993. rogune na VHCTUTYTY MaTeMaTudKuX HayKa
cep Ucak Hoyta®®)y Kembpuily, v OKBHpY Maje MaTeMaTHdKe KOH(EPEeHIHje H0/I
HazUBOM p-aduune laroaose penpesenmavuje, Heacasuna® meopuja® u Tama-
casunu?) Gpojesu momusa®?, Bajic je 06jaBuo ¢Boj moka3s mocienme Depmaose
TeopeMe TaKO IITO je npeaaBame Ha Temy Modyaapre dopme, esunmuvke Kpuse u
Tanoaose penpesenmayuje 3aBpiuo peunma, [3, crpana 16]:

... 1 0BO JI0Ka3zyje nocaenmy PepmaoBy Teopemy. Mucanm ma hy oszae crarn.’)
3aHUM/BUBO je 12 je a0Ka3 mocientme PepMaoBe TeopemMe y MOTIYHOCTH Pa3yMe-
JIO MOZKJIa CBera JIBaJieceT MaTeMaThdapa Ha CBETY, MaKO je IbeHa (popMyJialmja
HPUJIKYIHO jeJIHOCTABHA, jep caM J0Ka3 IpecTaB/ba OpU/HAHTHU BPX jeJiHe BeoMa
BHCOKe TeopHjcke rpahesune.

Onmax mormrTo je mpefaBame v KemOpuny 3appireno, 200 crpana Bajiacosor
paja, Koju je oH npejao daconucy Inventiones mathematicae, mopaJjo je ourtn
NPOBEPEHO O] CTpaHe TMecT pelleH3eHaTa Koje je OApe uo TJIABHU YPEIHWK TOT

26)[Taysn Bondcexen (Paul Wolfskehl, 1856-1906), memMadki wHIyCTpHjaIall KOJI je U CaM CTY-

JUPA0 MaTEMATUKY

2" Epuk Temmn Ben (Eric Temple Bell, 1883 — 1960), mkorcku MaTeMaruyap U IHUCAL, HAYIHE
danTracTuke

28)Isaac Newton Institute for Mathematical Sciences

29) Kenxmun Wsacasa (Kenkichi Iwasawa, 1917-1998), janancku mMaremMarmgap

30)IpacaBuma Teopuja je meo Teopuje GpojeBa Ha Koje ce oHocHIa BajicoBa 1oKTopCKa amcep-
Talnja, U y KOjy je oH 6mo jako mobpo ymyhew.

3D Tcyneo Tamarasa (Tsuneo Tamagawa, 1925-2017), maremaruyap poben y Janany

32)Y opurunady, na enrseckom jesuxy: P-adic Galois Representations, Twasawa Theory and the
Tamagawa Numbers of Motives

33)Y opurnHaiy, Ha €HIVIECKOM je3uKY: ... and this proves Fermat’s Last Theorem. I think, I’ll
stop here.
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qJaCoIllHuca.

Jenan o esoBa gokasa gar je na nposepy Huxy Kamy®Y, koju je 23. aBrycra
1993. ropwHe ipoHaIao rpemky y gokaly. Ta rperika Huje 3HaduIa 1a cy Bajicon
TPYJ U paJl OMIm y3aJyaHu, ajii jecTe 3Ha4YW/Ia Jia he oH MopaTH Jila 0jadya CBOj
JIoKa3. Bajic ce moTpynuo /1a ucupaBu Ty T'PENIKY, aJI ce TIOKA3aJI0 Ja OHA 3a/iupe
y caMe TeMesbe JOKa3a.

Hakon 1mectomecedne m3o/iamuje oH o Iyayje na mo3ose Tejmopa cBor Ousiier
JIOKTOPAaH/IA U jeJTHOT O PelleH3eHaTa Paja Jia Pajid 3aje/lHO ca UM U IIOMOTHE
MYy y OTKJamaiy Te rpemike. Tek rogauny jpaHa Kacuuje BajJc je ycreo perruTu
npobJieM «3a00UIa3HUM My TEM» .

ITon Koyrc®), BajacoB MeHTOp mpH M3paau JOKTOPCKe IUCEpTAaImje je Taja

objaBuo, [51, crpana 285]:

,Ca MareMaTudKOr IJIeAUTa, (PUHAJTHE JOKA3 HPEJACTaB/ba €KBUBAJIEHT OT-
kpuhy nenama aroma uwin crpykrype JJHK.”

Ha meros nozus, Bajic je kpajem jyna 1993. roaune, y okBupy cemmnnapa o IlBaca-
BUHOj T€OPHjU, OJIPKA0 TPOIACOBHO MTOMEHYTO IIPelaBambe, Koje je OH Paclope o
Ha Tpu jJena. CBaKM JIaH je 0Jp:Kao 10 jeJIaH Je0 y Tpajamy OJ1 jeJJHOr Jaca.

3aHUMJBHBO je 7@ je TpBOT jnaHa Bajuca ciaymmano aBajeceTak MaTeMaTHIapa,
JIpyTOr JaHa je cajia Oujaa MOMyH-eHa JI0 TMOCJeImer MecTa, a Tpeher mana, mT0K
je npmwita3uo cann, Bajiac je Mopao cebu j1a Kpum IIyT KPO3 OKYIIJbEHE CJIYIIAOIIE.
Jbyau cy crajanu u y XOJHUKY, a caJjia je bura npenyHa. /lok je Bajsic nonoo ncnu-
CUBAO HamW3JIe OecKkpajue popMyse u TeopeMe Ha TabJm, arMocdepa je mocrajasia
cBe Hameruja. Muoru cy nonesn u ¢gpororpadeke anapare, jep cy Hacayhusaiu jia
he ce, Ha kpajy BajiacoBor mpegaBarba, JOTOIUTH HEIITO 3aUCTA BEJIHYAHCTBEHO,
IITO Cy KACHHUje U MOTBP/AM/IN HeKn MaremaTndapu. [Ipucyrauma je seh mocie apy-
ror JiaHa OWJIO jacHO Ja je MpaBW IMJb TPOJIHEBHOI IIpejaBara OHO JIOKAa3HBabhe
xunoresze Tanmjama®®-Iumypa’?).

e Xunore3za Tanujama-ITTumypa. Moaymnapue dpopme

Cawm Bajiicos paj He npejicTaB/ba THPEKTaH JI0Ka3 mocaeame PepMaoBe Teopeme,
Beh, Kao mrTo cmo Bujeau, xunorese Tanujama-IIIumypa. Ta xunoresa — Kojy cy
oun noctasuan 1950. npoydaBajyhu emunrtuyke Kpupe — mosesyje JBe ITOTIIYHO
pazsmante obyracTH MaTeMaTuke, 1 omoryhasa ja ce mojMOBHY Be3aHU 3a €JIMTITHYKE
KpHUBE IPeBely Ha Je3HK MOJyJIapHUX (hOpPMH.

[Ipe zero mro dpopmyauiiemo xunoresy Tanujama-IIumypa, mogacerumo ce Mo-
nynaprEX dhopMu, Kao 1 Xexeosor®® omeparopa, [34].

34)Huxomnac Majkn Kar (Nicholas Michael Katz, 1943), amepuuxn MareMarmaap

35)[Ton Xenpu Koyrc (John Henry Coates, 1945), aycrpanujcku mMaremarndap
6) Jyraka Tanujama (Yutaka Taniyama, 1927-1958), janancku Mmaremarudap
)
)

w

30 Topo Mumypa (Goro Shimura, 1930), jamancku MaTeMaTHIap
38)Epux Xexke (Erich Hecke, 1887-1947), Hema4yku MareMaTudap



154 Hexke mpuMene e TUNITHIKUX KPUBUX

Hedbununuja 9.6. Modyrapra dopma Texkune k je xomomMopdHa KOMILIEKCHA
dbyurnmja nedunucana wa H = {z | z € C,Im(z > 0)} U {ico} ropmoj kom-
IJIEKCHO] TIOJIYPABHH €a O0€CKOHAYHOM TAYKOM 32 KO]Y BaXKH

f (Zji;) — (cz + d)*f(2) (9.14)

mpu demy cy a, b, cu d u3 Z, k u3 Ny, ad — bc = 1 u f je orpanuvena Kaja z
TEXKHI 100.
Cxyn cBux moaysiapaux pOpME TeKnHe k o3HadaBamo ca M.
Oynkuuja f(z) u3 (9.14) uma Pypujeos paspoj

oo

f(Z) _ Z anqn7 q= 627riz.

Ha ocuoBy [2, crpana 121], umamo

Hedbununuja 9.7. 3a dukcupanu mneo 6poj k um 6MI0 KOjU TO3UTUBAH OPoOj N
Xekeon omneparop 1;, pebunumnemo na ckyny My ca

(Tuf)(r) = 1S d Z f (”%’d) |

dln
[Ipema [55, crpana 225],

Xunoresa. [Tanunjama-ITTumypa] Heka je F enrunrudka KpuBa ca 1ego6poj-
HuM KoedunmjerTuma. Ako je N BeH KOHJIYKTOP U aKo je a, Hu3 OpojeBa Koju
ce 1M0jaBsbyjy v L-DbyHKIU]U eTuITHIKe KpuBe F, OHJIa MOCTOjH HOBA MOLY/IapHAa
dopma Texkune 2, HuBoa N, Koja je KapakTepucTudna (popmMa XeKeoBOI' olepa-
Topa ca PypujeoBuM pa3BojeM OOJIHKA,

00
E /‘ n
anq .
n=1
ﬂpyI‘I/IM peduMa, CBakKa HOJIyCTa6I/IJIHa CJIUIITUYKa KPpHUBa je MOAYyJIapHa.

e ®pejoBa KpuBa u PuberoBa Teopema

Kapuky mro cnaja nocseamwy PepmaoBy Teopemy ca xunorezom Tanujama—IIIumypa
n3meo je Ppej’?) wa cuvmosnjymy onpzxanom 1984, rommme y Hemaukoj kKoju je mmao
3a MUJb Ja JUCKYTYje Pa3JInauTe MOMaKe y MPOydaBamy eTnnTuaknX KpuBnux. OH
MOJ1a3M O], MPETIIOCTaBKe J1a mocaeama PepmMaoBa TeopeMa HUje UCTUHATA, TO JeCT
Ja mocToju Tpojka (a, b, ¢) y3ajamuO mpocTux OpojeBa Koja 3a mpocT 6poj p > 3

39)Tepxapa ®pej (Gerhard Frey, 1944), memMaduxkn mMareMarmaap
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33/J10BOJbABA je THAUUHY
al +yP = 2P,

[Tomro Taga u Tpojka (a, —c,—b) Mopa OGUTH pelliere HCTe jeTHAYnHe MOZKEMO
3aKJBYyUdTH Ja je b mapan 6poj u a = —1 (mod 4). pej Taga mocmMaTpa KpUBY

v = (e — a)(a + 1)

IO3HATY 1o Ha3uBoM 1 Ppejosa wpuea, 3a Kojy je 1970. ronuue Enryapm®? youno
Jla ©Ma HeoOMIHe 0COOHHE, aKo je

a" +b" = c",

3an > 3. OH u3HOCH U XUIIOTE3Y /14 OBAKBa KPUBA JECTE MOJIYCTAOUIHA €TUIITHIKA
kpuBa HaJ mosbeM Q, anmm ga HeMa MOMyJapHY Npe3eHTalujy, TO jecT a HHje
MoayaapHa. [IpenmsHe ycaoBe moa Kojuma To Bazxku (opmyancao je Cep xkao e-
xunoresy. Jla T ycaosu Bazke jnokazao je 1986. romune Puber??), makon wera omna
nocraje PuberoBa Teopema.

Haxkme, ako mocieama PepMaoBa TeopeMa HUje TadHa, OHJIA MOCTOJU eTUITHY-
Ka KpHUBa KOja HHUje MOJYJapHa, a BUJEJIU CMO Jla CBAaKa €JUINTHYKA KPUBa MOpA
ouTH MOJyJIapHA, 114 MPETIOCTaBKa Ja nocaeama PepMaoBa TeopemMa HUje TadHA je
MOTperrHa, To jecT mocaenma PepmaoBa Teopema je tadra. OgaBie 3aK/byIyjeMO
Ja oKa3 nociaeame PepmMaoBe TeopeMe CJe/id U3 HapeHa jBa TBphema, [34].

Teopema 9.8. [0 moxynapuoctu| CBaka pannoHajHa, eJUNTHYIKA KPHBA
y: =ax® +br® +cx +d

je MoJTyJTapHa. ]

Teopema 9.9. [®@pej, Cep, Puber| Heka je a" + b = ¢". Taga erunrudka
KpHuBa
y? = z(x —a")(x +b")

HUje MOIYJIADHA. [

e BajiicoB konauHu gokas

Bajnc 1993. ronunae, HAKOH ceJaM T'oJMHA TPOyvaBamba Pa3HUX eTUNTHIKUX KpH-
BHUX M IbUXOBHUX MOIYJIAPHOCTHU, U3HOCU CKHUILY J0Ka3a Ja je CBaKa IOJYCTAOUJIHA
eJIUIITHYKA KpUBa MoO/IyJ1apHa. Bujen ¢cMo jia npoiycre Koju ¢y Taja youeHHu, OH,
3ajenHo ca Tejmopowm, ycmeBa ga npepasube. Taga wacrajy apa paga: Modyaaphe
eaunmuyke kpuse u nocaedwa Pepmaosa meopema, ayropa Enapya Bajiaca u Te-
opujcre ocobure npemena nexur Xexeosux aszebpu, ayropa Puuapma Tejaopa u

40)1g Exryapmr (Yves Hellegouarch, 1936), dpaniycku maremMmarudap

4DKen Puber (Ken Ribet, 1948), amepuukn MaTemaTmaap
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Ennpya Bajica. Ouu cy o6jaBibern 25. okrobpa 1994. roqune. Ilpeu pas je mokas
nocreame PepmMaoBe TeOpeMe U OC/Iama Ce Ha JAPYru Y OMTHOM KOPAKY.

O6a Ta pazga ox 130 crpana, HajcTpOXKe Hperegana y HCTOPUjH MaTeMaTHKe,
objaBsbena cy u y 141. 6pojy gaconuca Annals of mathematics una crpanama 443-
551, y majy 1995. roaune.

Mama je Bajic merogama XX Beka jokazao 3aroHeTky u3 XVII Beka, ycneo je
na caBiaana Pepmaos m3a30B 1o yeaopuMma BoadekenoBor komuTeTa, n 27. jyHa
1997. ropuue n06uje Harpaay y usnocy oz 50000 mosapa.

Ha kpajy nanomenumo, nako je Bajiic jokazao nociejmy PepmaoBy TeopemMy,
1O jecT xunorezy Tanumjama-IlIlumypa, MopaMO NPUMETHTH Ja JT0Ka3 IOCIE/IHE
depmaoBe TeopeMe HHje 0 caMo jeaHOor Maremarndapa. VMako je Hajsehu meo
caaBe mpuiiao Bajiicy, Ha By ¢y mojje THaKO MPaBo TMoJIarau U IpYTH MaTeMaTuda-
pu: Puber, Mazyp, [llumypa, Tanujama u @pej. Fbuxopa pasmuribama u Teopuje
cy nomorvie Bajiicy jia jjokaxke Ty TE€OpeMmy.



[1]

2]
3]

4]

[13]

[14]

JIuteparypa

. ATHABEBUR, 3. KAJEABYPT, Maremarnuka anaaunsa I, MatemaTuaku
dakynrer, Beorpas, 2008.

T. AprosToL, The Hecke Operators, Springer-Verlag, New York, 1997.

A. ACEL, Poslednja Fermaova teorema — Odgonetanje drevne matematicke
zagonetke, Narodna knjiga-Alfa, Beograd, 2002.

B. BarAanus, O kpuBama gpyror pega — jgujajor uaMely reomerpuje u aJi-
rebpe, JIp:kaBHU ceMUHAD O HACTABH MATEMATHKE H PAIYHAPCTBA Y OCHOBHO]
u cpeamoj mkoan Ipymrea marematndapa Cpbouje, Beorpas, 2018.

M. BERTOLINI, Report on the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture, 2010.

N. Brazi¢, N. BOkAN, Z. Luci¢, Z. RAKIC, Analiticka geometrija, Mate-
maticki fakultet, Beograd, 2003.

N. BOKAN, S. VUKMIROVIC, Projektivna geometrija, Matematicki fakultet,
Beograd, 2004.

I. VibAv, Elipti¢cne krivulje in elipticne funkcije, Drustvo matematikov, fizi-
kov in asronomov Slovenije, Ljubljana, 1991.

GeoGebra Centar Beograd, http://geogebra.math.rs .

K.DEVLIN, The Millennium Problems — The Seven Greatest Unsolved Mat-
hematical Puzzles of Our Time, Granta Books, London, 2004.

B. JIPArOBUE, /1. MUJIUHKOBUE, Anaju3a na mauorocrpykoctuma: IIpuve-

He y reoMmeTpuju, Mexanuiy, Tornooruju, Maremaruuku daxynrer, beorpa,
2003.

B. JIpAroBus, M. PAJAHOBUE, [loncereosu nopusmu, kBajpuke u Oujimja-
pH, 3aBoj 3a yibenuke, Beorpas, 2013.

A. DUJELA, Elipticke krivulje i njihova primjena u kriptografiji — studentski
seminar, PMF — MO, 2003.

A. DuJELA, Elipticke krivulje u kriptografiji, PMF — MO, Sveuciliste u Za-
grebu, 2013.


http://geogebra.math.rs

b Jluteparypa

[15] A. DUJELA, Teorija brojeva, Skolska knjiga, Zagreb, 2019.
[16] A. DUJELA, Uvod u aritmetiku eliptichkih krivulja, PMF — MO
[17] A. DUJELA, M. MARETIC, Kriptografija, Element, Zagreb, 2007.

[18] G.DANKOVIC, Algebra 3 dodatni materijal, Matematicki fakultet, Beograd,
2018.

[19] G. DANKOVIC, Teorija brojeva, Matematicki fakultet, Beograd, 2013.

[20] D. E1SENBUD, M. GREEN AND J. HARRIS, Cayley-Bacharach Theorems And

Conjectures, Bulletin (New Series) Of The American Mathematical Society,
Volume 33, Number 3, July 1996.

[21] B. IBRAHIMPASIC, Uvod u teoriju brojeva, Pedagoski fakultet, Biha¢, 2014.
[22] G. KALAJDZIC, Algebra, Zavod za udzbenike, Beograd, 2011.
[23] G. KALAJDZIC, Linearna algebra, Zavod za udzbenike, Beograd, 2011.

[24] T'. KAJTAJIUR, JIuneapua ajnrebpa u reoMerpuja, 3aBoj, 3a yyoenuke, bBeo-
rpaj, 2011.

[25] G. KALAJDZIC, M. DORIC, Geometrija — materijal za studente, Beograd,
2003.

[26] 1. CONNELL, Elliptic Curve Handbook, Montreal, 1999.
[27] A. LipKOVSKI, Algebraic Geometry (Selected Topics), Beograd.
[28] M. MATELJEVIC, Kompleksna analiza 1, Zavod za udzbenike, Beograd, 2012.

[29] Maremaruka, pusuka, acTpOHOMHja, PA9yHAPCTBO — HIKOJICKA eHIHKJIOIE/ -
ja, IIpocsera, Beorpas, 1993.

[30] P. MILICIC, Kurs diferencijalne geometrije, Gnosos, Beograd, 2005.

[31] B. MunomeBus, 1. MurPoBUE, Jb. MJIAIEHOBUSR, [Iposop y cBer Ma-
TeMaTHKe — yHOeHHK U3 MaTeMaTHKe 3a HeTH pa3pej OCHOBHe iikoJie, Hosa
mkosa, beorpas, 2015.

[32] B. Munrus, 3. KAOEABYPT, /1. HYKUR, YBox y Teopujy 6pojesa, Jpymirso
Maremarudapa Cpbduje, beorpa, 2013.

[33] F. NAJMAN, Elipticke krivulje nad poljima algebarskih brojeva, Prirodoslov-
no matematicki fakultet, Matematicki odsjek, Zagreb, 2013.

[34] B. ITIAVHUR, Besnka @epmaoBa Teopema — 25 rojuHa o1 JJ0Ka3a — PeIaBabe
onpzxano 15. 03. 2019. ronuae Ha Matemarmukom dakynrery v Beorpamy



JImrepaTtypa c

[35] . PAUNIC, Funkcionalne jednacine klasicnih matematickih funkcija, Drustvo
matematicara Srbije, Beograd, 2020.

[36] M. PEROVIC, Istorija matematike ® Tom III, Crnogorska akademija nauka i
umjetnosti, Podgorica, 2017.

[37] 3. IIETPOBUHE, Asrebpa 1 — llpenaBama 3a mkoacky 2014/15 roxuny
[38] 3. ITETPOBWHE, Asrebpa 2 — [IpenaBama 3a mkoacky 2014/15 roxuny

[39] 3. [IETPOBUHE, 2K. MUJAJJIIOBUTE, Maremarnika JJOTHKA: €JIEMEHTH TEOPHje
CKyIOBa, 3aBoJ 3a yuoenunke, beorpas, 2012.

[40] M. IIETPOBUT, Esmnnruake gpyukimje o arerpamnuja nomohy peiosa, 3aBoj
3a ylibeHuKe W HacTaBHA cpeacTBa, beorpana, 1997.

[41] Z. RAKIC, Materijali za predmet Geometrija 3, Matematicki fakultet, Beo-
grad, 2013.

[42] Z. RAKIC, Materijali za predmet Linearna algebra i analiticka geometrija,
Matematicki fakultet, Beograd, 2015.

[43] Z. RAKIC, Materijali za predmet Matematika 1 — Fizicka hemija, Beograd,
2010.

[44] Z. RAKIC, O rangu eliptickih krivih — Seminar za geometriju, obrazovanje i
vizualizaciju sa primenama, Matematicki institut SANU, Beograd, 2014.

[45] Z. RAKIC, Uvod u elipticke krive — Seminar za geometriju, obrazovanje i
vizualizaciju sa primenama, Matematicki institut SANU, Beograd, 2009.

[46] A. SAMARDZIC, G. NENADIC, P. JANICIC, ITEX 2¢ za autore, Kompjuter
biblioteka, Beograd, 2003.

[47] A. SAVELOV, Ravninske krivulje, Skolska knjiga, Zagreb, 1979.

[48] J. SILVERMAN, The Arithmetic of Elliptic Curves, Second Edition, Springer,
New York, 2009.

[49] J. SILVERMAN, J. TATE, Rational Points on Elliptic Curves, Springer-Verlag,
1992.

[50] Elipticne funkcije, http://sinbad.bplaced.net/dwnldir/elipt funkcije.pdf .
[51] S. SING, Fermaova poslednja teorema, DN Centar, Beograd, 2004.

[52] 3. CTAHUSE, /Jluckperne crpykrype 2, Maremarnuku dakynrer, Beorpas,
2018.

[53] J. STEDALL, Povijest matematike — kratki uvod, Element, Zagreb, 2014.


http://sinbad.bplaced.net/dwnldir/elipt_funkcije.pdf

d Jluteparypa

[54] Z. STojaKOVIC, M. STOJAKOVIC, Vodi¢ za KTEX, Univerzitet u Novom
Sadu, Institut za metematiku i STYLOS, Novi Sad, 1996.

[55] S. USEINOVIC, Posljednja Fermaova teorema, Vaspitanje i obrazovanje —
Casopis za pedagosku teoriju i praksu 1, Podgorica, 2008.

[56] Photo, image & design editor | Adobe Photoshop,
https://www.adobe.com/products/photoshop.html .

[57] D. HUSEMOLLER, Elliptic Curves, Second Edition, Springer-Verlag, New
York, 2004.

[58] T. SUKILOVIC, S. VUKMIROVIC, Geometrija za informaticare, Matematicki
fakultet, Beograd, 2015.

[59] L. C. WASHINGTON, Elliptic Curves: Number Theory and Cryptography
(2nd ed.), Chapman & Hall/CRC, Boca Raton London New York, 2008.

[60] A. WILES, The Birch And Swinnerton-Dyer Conjecture


https://www.adobe.com/products/photoshop.html

A

AGesn, Hume ...l Xix
Ajumrraju, Anbept ...l 1
Ajzenmraju, lotxomm ............ 58
b

Baxapax, Ucak .................. 69
baprasa, Manya ................. 94
bamre, Kmoma ..................... 43
Ben, Epux Temmr ............... 152
Bepuyau, Jakod .................. 43
Besy, Etjen ......... ... 40
Bupu, bpajarg ................... Xix
A

Jekapt, Pene .................... 23
Hezapr, 2Kepap ................... 7
HuodaHT ... xviii
Hupwuxne, Jlexxen ................ 66
Hojpunr, Maxkc ................. 112
Hyjemna, Aumapej ...........o..... 147
E

BEoiryapir, s ..o 155
Eskuc, Hoam ............ ... ... 92
BEyRamm ..o xviil
D

Qayrunre, lepa ... L. 39
Qamano, Dyano ................. 44
Qepma, jep ...l XX
Qunnac, [lon Yapae .............. 39
@pej, l'epxapm ..., 154
O®pobenujyc, Pepaunanf ... ..... 113
r

lammmej, amumeo ............... xvii

Nuanekc nmeHna

lasoa, EBapucr .................. 95
layc, Kapa @puapux .......... xviii
IMube, @umun ..., 147
lonnbax, Kpucrujan ............ 150
lonadenn, dopuan .............. 94
X

XamuatoH, Pugapm ............. 117
Xapau, londpu ................. 143
Xace, XeaIMYT ..vvvirinennnnnn... 39
Xeke, Epux .. ... 153
Xunbepr, HaBum .................. 2
n

NBacaBa, Kenkuan ............. 152
J

Jakoou, Kapa .................... 44
K

Kam, Hux .......... ... ... ... 153
Kejma, Aptyp «.oovvviiei L 69
Knaju, ®esuke .................. 44
Knaju, ®emukc Kpucrujan ...... 110
Knej, JJanmon ................... XX
Koyte, [lor ..ol 153
Kywmep, Epraer ..o 151
JI

Jlarpamx, zKozed-JIyj ........... 95
Jlame, ['abpujet ................. 151
Jlaur, C. oo v
Jlemep, /lepuk XeHpu ........... 151
Jlencrpa, XeHJIPUK ............. 112
Jlexanap, Anpujen-Mapu ........ 44
JImysmit, 2Kozed ... 62
Jlomonocos, Muxamm ........... xvii



NHaekc numena

JIyn, Eamszaber .............. ... 90
M

Maxsopen, Kojmun ............... 44
Mazyp, Bapu .................... 89
MeHexXMO .....oooviiiii, xvii
MuHKOBCKT, XepMaH ............. 39
Momxk, l'acmap ................. xviii
Moppues, JIyuc ... Xix
H

Haren, Tpajree ................ .. 90
Hun, Bumwem ...l 32
Boyrn, Ucak .......... ... ..., 1
O

Ojnaep, Jleowapm ............... xviii
I

ITeano, Byzene .................. 13
[lehy, Otrmo ................... 148
Ilepessbman, ['puropuj ........... 117
[TuTaropa ..........ocoviiionn. 85
[Lnukep, Jymujyc ... 33
[Toenkape, AHDH ...........c...... 43
[Torcene, zKan-Buktop ........... 7
P

Pamanynan, Cpunusaca ......... 143
Puber, Ken ..................... 155
Puman, Bepaxapa ................ 34

Por, Knayc ................. ... 119
Pynre, Kapsr ...t 38
C

Cendpun, 1lon JleBuc .......... 151
Cep, 2Kan-TTuep ................. 43
[Tankap, Apya ......coovvvn.... 94
Mumypa, Topo ... 153
Csunepton-/lajep, Ilutep ........ XX
T

Tamarasa, Tcyneo .............. 152
Tanen, Ilepomm ....ooovveo. ... 142
Tanujama, Jyraka ............... 153
Tejnop, Puwapm ................. 116
B

Barcrad, Cemjyi, jyauop ....... 151
Bajepmtpac, Kapa ............... 44
Bajic, Enapy ...l XX
Banausep, Xap#a ................ 151
Bej, Aagpe ... 43
Bujer, ®pancoa .................. 82
Boadcexen, Iayn ................ 152
Bomuce, [lor ...................... 43
3

2Kepwmen, Mapuja-Coduja ...... 150
Kopman, Kamuj ................. 13

Buren, Kaps Jlyapur ........... 119



buorpaduja

BpauucaaB Mumaoiesuh je pohen 28. noemdpa 1974. ronune y
Beorpany. lerumcTBo je nposeo Ha lophosy. [Toxahao je Ocuos-
uy mkoy , [Tepo TTomosuh Ara” - koja caja nHocu Hasus ,, Muxammio
[TerpoBuh Anac” — u Enexkrporexamaky mkoay , Hukoma Tecma”y
beorpany.

Hunomupao je Maremaruky Ha MaremarwdkoM dakyaTeTy
Yuuep3uteta y beorpay u cTekao 3Bame JUMJIOMUPAHA MaTeMa-
Tu4gap — upodecop MareMarTuke n padyHapcrsa. ako je 3aBpuino
CTyIHUje MaTeMaTuKe npe yBoherma «boJiomes, paiu Jamer ycappiiiaBamba, yIucyje
MacTep akaJeMCKe CTy/Hje Ha UCTOM (akyaTeTy.

[IpesraBao je Maremaruky m PauynapctBo u mHdOpMaTHKY U Y OCHOBHOj] U
y cpenmoj mron. Tperytao je 3anocien y OLl | Topma Bapomr”y 3emyny, riae
mpefaje MaTeMaTHKY.

[IpumpemMao je u BoIuO yUeHHKe Ha MHOTa TakMmudera. Ha jyommapuom 50. [p-
JKaBHOM TaKMHUYemy M3 MareMaTuke, oapzkaHom 2017. rogune, y opraHusanuju
JpymrBa maremarudapa Cpbuje, HeroB y4eHHK je OCBOJUO MOXBAJIy, a IHEMY je
JIOJIE/HEHO TIPU3HATHE 33 MMOCTYTHYTE Pe3y/TaTe y pajy ca MJIaJIUNM MaTeMaTudapu-
Ma.

KoayTop je 37 myOGiaukamnuja m3 MaTeMaTwKe — YIIOeHHKA, 30MPKHU 3a/1aTaKa,
PaJHUX JIUCTOBA M KOHTPOJHEHX BexkOm — y M3naBaukoj xkyhm ,,Hosa mrkona”us
Beorpagia. [Tucao je u nomynapue rekcrose u3 mareMmaruke 3a yaconuc IIkosnapar.
Buo je u ayTtop TekcroBa 3a pybpuky Pauymam y udacomucy Haj, y OKBUPY KOjuUX
je HacTojao Ja Jermu Jodapa JIEOTY MaTeMaTuKe.

[Tonocan je u cpehan mrro npeaje marematuky. Boam 1a capabyje ca aerom n
Jla X noaydaBajyhu yBojau y HeoOMYaH U 4apobaH CBeT MaTeMaTHKe.

Yurame, nucame, MIyTOBama, KA0 1 MPaB/bebe 3aHNM/bUBUX (pOoTOTpaduja TaKo-
he cy mospa meropor unrepecoBaba. Koseknuonap je Behier 6poja Kibura — HapoIn-
TO U3 MaTeMaTuke — JbyOuTesb je HaJUBIEpa U Kajurpaduje.
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