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,,O eliptiqkim krivama je mogu�e beskonaqno pisati.

[Ovo nije pret�a.]"1)

Ser� Lang2)

1)Iz uvoda k�ige S. Lang, Elliptic curves. Diophantine Analysis, Springer-Verlag, Berlin,
1978.

2)Serge Lang (1927{2005), ameriqko-francuski matematiqar
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Predgovor

Ci	 ovog rada je da upoznamo jedan od veoma va�nih i znaqajnih matematiq-
kih objekata { eliptiqku krivu, zatim da poka�emo kako se pomo�u tangentno-
tetivnog zakona uvodi operacija sabira�a taqaka na �oj, i da na kraju for-
mulixemo i doka�emo Mordelovu teoremu.

Ceo rad je pode	en na devet numerisanih poglav	a. Svako poglav	e je
pode	eno na vixe numerisanih paragrafa, a svaki paragraf se sastoji od
nekoliko taqaka ili sekcija.

U prvom poglav	u podseti�emo se projektivnih prostora, jer su nam neka
zna�a iz projektivne geometrije potrebna da bismo dobili potpuniju sliku
o eliptiqkim krivama.

Drugo poglav	e predstav	a kratak uvod u krive. Definisa�emo krivu,
navex�emo problem koji se mo�e javiti prilikom �enog definisa�a, i po-
kaza�emo na koje naqine mo�emo zadati krive.

Tre�e poglav	e je posve�eno algebarskim krivama. U okviru �ega pre-
cizira�emo neke pojmove i sadr�aje koji su nam neophodni za upoznava�e
sa eliptiqkim krivama. Definisa�emo algebarsku krivu, pokaza�emo �ene
osobine nad po	em C kompleksnih brojeva, zatim �emo izvrxiti i klasifi-
kaciju algebarskih krivih prema redu i rodu. Upravo rod algebarske krive
�e nam omogu�iti da damo geometrijsku definiciju eliptiqke krive, koja je
poznata i kao �ena xira definicija. Ovo, i prethodna dva poglav	a, mo�emo
shvatiti i kao pripremu za uvo�e�e eliptiqkih krivih.

U qetvrtom poglav	u, sa vixe deta	a upozna�emo eliptiqke krive. Po-
mo�u Vajerxtrasove kubne krive da�emo algebarsku definiciju eliptiqke
krive, zatim �emo pokazati svostva eliptiqkih krivih nad po	em C, i uka-
za�emo na �enu vezu sa eliptiqkim integralima.

Peto poglav	e posve�eno je tangentno-tetivnom zakonu. Pomo�u �ega uvex-
�emo sabira�e taqaka na eliptiqkoj krivoj, pa samim tim i definisa�emo
strukturu na �oj. Pokaza�emo da je ta struktura grupa, i u sluqaju po	a R
realnih brojeva da�emo i eksplicitne formule za sabira�e taqaka na elip-
tiqkoj krivoj.

Xesto poglav	e se bavi eliptiqkim krivama nad po	em Q racionalnih
brojeva. U okviru �ega, upozna�emo se sa skupom racionalnih taqaka eliptiq-
ke krive, formulisa�mo Mordelovu teoremu u vezi sa tim skupom, i da�emo
definicije torzije i ranga eliptiqke krive.



x Predgovor

U sedmom poglav	u upozna�emo eliptiqke krive nad konaqnim po	ima.
Istaknu�emo problem koji se jav	a prilikom odre�iva�a strukutre grupe
eliptiqke krive nad po	em Q, i objasni�emo zaxto je potrebno eliptiqke
krive posmatrati nad konaqnim po	ima. Definisa�emo L-funkciju elip-
tiqke krive i upozna�emo jedan od sedam milenijumskih problema.

Osmo poglav	e sadr�i dokaz, preciznije ideju dokaza Mordelove teoreme.
To �emo pokazati pomo�u slabe Mordelove teoreme, funkcije visine i teoreme
o spustu.

Deveto poglav	e nam pokazuje da, iako su jedan od najizuqavanijih obje-
kata, eliptiqke krive imaju i veliku primenu. Posebno �emo se osvrnuti
na primenu koju su eliptiqke krive imale pri dokazu posled�e Fermaove
teorme, koja je, ne sluqajno, bax ostav	ena za sam kraj ovog rada.

Na kraju, napomenimo da su pored glavnog ci	a ovog rada obuhva�ene i
neke dodatne teme koje zauzimaju znaqajno mesto u Teoriji eliptiqkih krivih
i koje nam, na izvestan naqin, pru�aju jednu kompletniju sliku o samim
eliptiqkim krivama. To je i razlog zbog neuobiqajenog obima koji ovaj rad
ima.

Imena stranih matematiqara su transkribovana na srpski jezik. Tako je,
na primer, napisano Mordelova teorema, umesto Mordell -ova teorema. Sva
navedena imena u samom radu, nalaze se na �egovom kraju pod nazivom Indeks

imena. Korix�ena literatura je, tako�e, navedena na kraju rada.

Tekst rada je slo�em u LATEX-u { sistemu za obradu teksta koji je name-
�en pisa�u lepih k�iga, pogotovu matematiqkih, [46], [54]. Ve�ina crte�a
je ura�na pomo�u aplikacije Geogebra [9] a ma�i broj uz pomo� programa Fo-
toxop [56].
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Uvod

• Pojam linije

Matematika3) je nauka koja se razvija od kada i 	udski rod. Ona nam omogu-
�ava da spoznamo svet oko nas. Galilej5) je rekao da je velika k�iga prirode
napisana jezikom matematike, a Lomonosov6) smatra da matematika dovodi
um u harmoniju. Za matematiku se ka�e i da je umetnost 	udskog uma. Iako
apstraktna8) nauka { qije su teorije sasvim daleko od opip	ivog i stvarnog
{ ona prouqava i objekte koji su poznati ve�ini 	udi koji nisu struq�aci
za matematiku. Jedan od takvih objekata je i linija. Ona je delo prirode i
vekovima je prisutna u 	udskim �ivotima. Pojam linije u svesti qoveka po-
stao je jasan veoma davno, jox u praistoriji. Puta�a baqenog kamena, zraci
svetla, oblici lix�a i cve�a, ivice obala reka i mora, samo su neke od pojava
u prirodi koje su privlaqile pa��u naxih predaka. Dugotrajnim posmatra-
�em tih pojava oni su postupno usvajali pojam linije. Bilo je potrebno dosta
vremena pre nego xto su 	udi poqeli upore�ivati i razlikovati razliqite
vrste i oblike linija.

• Istorijski osvrt na razvoj nauke o krivama

Uopxtava�em i apstrahova�em linije nastaje matematiqki objekat koji na-
zivamo kriva. Prvi dokumentovan interes za krive javio se kod Menehma9)

oko 350. godine pre nove ere. Interesova�e za krive poqelo je mnogo pre nego
xto su one postale predmet matematiqkih prouqava�a. To se vidi u mnogim
primerima iz praistorije gde su linije korix�ene kao ukras na zidovima

3)na grqkom µαθηµατικóς xto u prevodu znaqi nauqni, od µάθηµα { zna�e. Naziv µάθηµα
je bio u etimoloxkoj4)srodnosti sa grqkim nazivom µαθηµατικα { matematiqki spisi,
od koje potiqe moderan naziv Matematika.

4)Etimologija je nauka o poreklu reqi
5)Galileo Galilej (Galileo Galilei, 1564{1642), italijanski astronom, fiziqar, matema-

tiqar i filozof
6)Mihail Vasi	eviq Lomonosov (Mihaíl Vasíl~eviq Lomonósov, 1711{1765), ruski

pisac i erudita7)
7)sinonim za uqenog, obrazovanog, naqitanog qoveka, sklonog dubokom razmix	a�u
8)Req apstrakcija potiqe od latinske reqi abstractio xto u prevodu znaqi izdvaja�e,

izvlaqe�e, odvaja�e, odvlaqe�e. Matematika je apstraktna jer nas, na primer, uqi sabira�u
ne pitaju�i da li se radi o kruxkama, kapitalu ili neqem tre�em.

9)Menehmo (M&εναιχμoζ, oko 375{300 pre nove ere), grqki matematiqar
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pe�ina, ili kao ukras na svakodnevnim predmetima.

Osnovni principi na kojima je zasnovana Teorija krivih potiqe iz doba
Euklida10). Tada, u vreme razvoja grqke geometrije, pre razvoja raqunskih
operacija { specijalno diferencijalnog raquna { Teorija krivih je sadr-
�ala razmatra�a vezana samo za elementarne krive: pravu, izlom	enu lini-
ju, krug, kru�ni luk, elipsu, hiperbolu i parabolu. U sred�em veku otkri�a
grqkih matematiqara su zaborav	ena. Zahva	uju�i radovima Ojlera11), Mo-
n�a12) i Gausa13), Teorija krivih je poqela da se razvija tokom 18. i 19. veka.

Razni zadaci iz geometrije, mehanike, fizike, prirodnih nauka i tehni-
ke su osnova na kojoj se razvila nauka o krivama. Geometrijska i mehaniqka
svojstva krivih uoqavaju se, na primer, u gra�evinskim konstrukcijama, opti-
ci, slikarstvu, arhitekturi, crta�u i geometrijskim konstrukcijama. Neke
krive su prisutne u fiziqkim pojavama, prirodi i svakodnevnom �ivotu.

• Algebarske i eliptiqke krive

Posebnu ulogu me�u krivama imaju one koje su odre�ene algebarskim jedna-
qinama { algebarske krive. Prouqavane su jox u staroj Grqkoj, a danas su
najprouqavaniji objekt algebarske geometrije. Teorija algebarskih krivih je
velika oblast sa dugom istorijom i mnogobrojnim primenama.

Va�na klasa algebarskih krivih su eliptiqke krive { krive zadate alge-
barskim jednaqinama oblika y2 = x3 +ax+b. Intenzivno se prouqavaju preko
sto godina, a u posled�ih sto godina su bitan deo brojnih va�nih matematiq-
kih rezultata. Teorija eliptiqkih krivih spada u lepe i va�ne teme savre-
mene matematike, jer povezuje niz va�nih matematiqkih disciplina kao xto
su algebarska i projektivna geometrija, teorija brojeva, algebra, topologija
i druge.

• Diofant i eliptiqke krive

Zaqeci ideje o eliptiqkim krivama jav	aju se jox kod Diofanta14). On je
neodre�ene kubne jednaqine rexavao pomo�u geometrijskih tehnika. Jedna-
qine je posmatrao kao krive i za �ihova racionalna rexe�a je tra�io sve
racionalne taqke koje pripadaju toj krivoj. Metode koje je, pritom, koristio
su metoda tangente { ako racionalna taqka pripada krivoj, tada tangenta
krive u toj taqki seqe krivu u jox jednoj racionalnoj taqki { i metoda

10)Euklid iz Aleksandrije (E&υκλειδης, oko 330{275 pre nove ere), grqki matematiqar,
osnivaq geometrijske xkole u Aleksandriji
11)Leonard Ojler (Leonhard Euler, 1707{1783), xvajcarski matematiqar i fiziqar
12)Gaspar Mon� (Gaspard Monge, 1746{1818), francuski matematiqar i in�e�er
13)Johan Karl Fridrih Gaus (Johann Carl Friedrich Gauß, 1777{1855), nemaqki matemati-

qar
14)Diofant (Δι&oφαντoς, 3. vek), grqki matematiqar. �iveo je u Aleksandriji, pa je poznat

i kao Diofant Aleksandrijski.
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tetive { ako dve racionalne taqke pripadaju krivoj, prava koja je �ima
odre�ena seqe krivu u jox jednoj racionalnoj taqki.

Te dve metode su kasnije i nazvane po �emu: Diofantova metoda tangente,
odnosno Diofantova metoda tetive. Na �ima se zasniva tangentno-tetivni
zakon sabira�a na eliptiqkim krivama.

• Eliptiqke krive nad po	em QQQ racionalnih brojeva

Iako je za formalnu definiciju eliptiqke krive potrebno poznava�e alge-
barske geometrije, mogu�e je opisati neka �ena svojstva nad po	em Q racio-
nalnih brojeva korix�e�em samo xkolske algebre i geometrije.

Osnovni problem u vezi sa datom eliptiqkom krivom E sastoji se u tome
da se odredi skup E(Q) svih �enih racionalnih taqaka { ukoliko on postoji.
Da bi se rexio taj problem uoqeno je da se na eliptiqkoj krivoj E mo�e uve-
sti struktura definisa�em tangentno-tetivnog zakona sabira�a. Pokazuje
se da je ta struktura Abelova15) grupa. Skup E(Q) je jedna podgrupa Abelove
grupe E u odnosu na definisano sabira�e. Xtavixe, prema Mordelovoj16)

teoremi iz 1922. godine, skup E(Q) je konaqno generisana Abelova grupa, to
jest postoji konaqan skup racionalnih taqaka takav da se svaka druga racio-
nalna taqka na eliptiqkoj krivoj E mo�e dobiti pomo�u tangentno-tetivnog
zakona sabira�a. Kako je svaka konaqno generisana Abelova grupa izomorfna
proizvodu cikliqnih grupa, mo�emo opisati strukturu grupe E(Q):

E(Q) = Zr ⊕ T or(E),

gde je Zr slobodna podgrupa, a T or(E) torziona podgrupa od E(Q). Broj r ∈ Z+
0

je rang od E(Q) ili rang eliptiqke krive E, i on meri veliqinu grupe E(Q),
to jest broj �enih nezavisnih racionalnih taqaka. Problem je xto ne postoji
algoritam za odre�iva�e ranga i ne zna se koji nenegativan ceo broj mo�e
biti rang eliptiqke krive E.

• Eliptiqke krive i problemi za milenijumsku nagradu

Va�nost teorije eliptiqkih krivih pokazuje i qi�enica da je problem od-
re�iva�a ranga eliptiqke krive predmet quvene Birq17) i Svinerton-Daje-

15)Nils Henrik Abel (Niels Henrik Abel, 1802{1829), norvexki matematiqar
16)Luis �oel Mordel (Louis Joel Mordell, 1888{1972), ameriqko-britanski matematiqar
17)Brajan �on Birq (Bryan John Birch, 1931), britanski matematiqar
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rove18) hipoteze19). Ona je jedan od sedam milenijumskih problema Klejovog20)

instituta21), za qije rexe�e je Institut ponudio nagradu od milion dolara.

Birq i Svinerton-Dajer su 1965. godine formulisali hipotezu koja uk	u-
quje takozvanu L-funkciju eliptiqke krive E. To je funkcija L(E; s) koju
mo�emo dodeliti eliptiqkoj krivoj E i ona odgovara broju rexe�a odgova-
raju�e jednaqine y2 = x3 + ax+ b po modulu p, gde je p prost broj. Ta hipoteza
dovodi u vezu ponaxa�e funkcije L(E; s) sa rangom eliptiqke krive.

Dokaz ove hipoteze omogu�io bi nam da odredimo slobodnu podgupu Zr
grupe E(Q), pa samim tim i rang r eliptiqke krive E.

• Eliptiqke krive i posled�a Fermaova teorema

Diofantove jednaqine i problemi koji se prouqavaju jox od stare Grqke,
poqeli su sve vixe da se izuqavaju u dvadesetom veku uz korix�e�e savreme-
nijeg i mo�nijeg aparata u koje spadaju i eliptiqke krive. U dokazu najpozna-
tijeg takvog problema {posled�e Fermaove22) teoreme, Vajls23) je koristio
teoriju eliptiqkih krivih.

Rexe�e posled�e Fermaove teoreme, pokazuje da eliptiqke krive pred-
stav	aju jedno od najkorisnijih istra�ivaqkih oru�a u teoriji brojeva, pa
je �ihovo prouqava�e izuzetno korisno i znaqajno.

• Eliptiqke krive i kriptografija

Iako se ne�emo posebno baviti u ovom radu, napomenimo da k	uqnu ulogu
u danax�oj kriptografiji24) imaju tako�e eliptiqke krive. Iako spadaju u
<qistu> matematiku, eliptiqke krive su se pojavom kriptografije pokazale
kao izuzetno korisne i u primeni.

Kriptografija je deo naxe svakodnevice, mada qesto toga nismo ni svesni.
Kada obav	amo elektronske transakcije sa bankom { pla�amo, upla�ujemo ili
podi�emo novac { preko kompjutera (e-banking), mobilnog ure�aja (m-banking)
ili bankomata, te transakcije koje sadr�e broj naxeg raquna, broj kartice,
i sliqno, se xifruju, i na drugom kraju dexifruju, pomo�u algoritma koji
koristi eliptiqke krive. Vixe o kriptografiji videti u [17], [14] i [15].

18)Piter Svinerton-Dajer (Peter Swinnerton-Dyer, 1927), engleski matematiqar
19)Req hipoteza potiqe od grqke reqi ν́πóϑεσις xto u prevodu znaqi podloga, pretpo-

stavka. U matematiqkoj terminologiji ima znaqe�e iskaza za koji pretpostav	amo da je
istinit, ali koji jox uvek nije ni dokazan ni opovrgnut, odnosno iskaza koji se koristi u
nekom rasu�iva�u ili dokaziva�u a koji se, tom prilikom, ne dokazuje.
20)Landon Tomas Klej (Landon Thomas Clay, 1926{2017), ameriqki biznismen
21)Clay Mathematics Institute of Cambridge, Massachusetts – CMI)
22)Pjer Ferma (Pierre de Fermat, 1601{1665), francuski matematiqar i pravnik
23)Endru �on Vajls (Andrew John Wiles, 1953), britanski matematiqar
24)Kriptografija ilixifrova�e je nauka koja se bavi metodama oquva�a tajnosti infor-

macija. Ona pronalazi metode za quva�e informacija u onoj formi koja �e biti qit	iva
samo onima kojima je informacija name�ena dok �e za ostale biti neupotreb	iva.
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Projektivni prostori

Neke qi�enice u vezi sa eliptiqkim krivama <prirodnije> �e nam delovati
kroz zna�a o projektivnim prostorima. Zbog toga, u ovom poglav	u, podse-
ti�emo se, ukratko, projektivnog prostora. Ponovi�emo vektorske i afine
prostore, ali samo u onoj meri koja nam je neophodna za izlaga�e o projek-
tivnim prostorima. Za vixe deta	a o �ima pogledati u [23], [24], [25] i [7].

1.1 Vektorski prostori

Od prvih poqetaka antiqke geometrije, Euklidovih Elemenata 1), preko �u-
tnove2) mehanike, istra�iva�a neeuklidskih geometrija, pa do Ajnxtajnove3)

teorije relativnosti, geometrija je najve�e podsticaje imala u nastoja�ima
qoveka da opixe svet u kome �ivi. Geometrija koja se uqi u osnovnoj i sred-
�oj xkoli zasnovana je na pretpostavci da je prostor u kome �ivimo dobro
aproksimiran euklidskim prostorom, ili preciznije pretpostav	amo da je

1)Elementi (Στoιχει̃α) su najquveniji i najuticajniji u
benik geometrije grqkog ma-
tematiqara Euklida. On je tim u
benikom postavio teme	e geometriji koja se po �emu i
naziva euklidska geometrija. Elementi sistematski izla�u grqka geometrijska zna�a tog
vremena aksiomatskom metodom, i predstav	aju prvu aksiomatizaciju matematike. Zbog to-
ga se euklidska geometrija qesto koristi kao sredstvo za uqe�e aksiomatskog metoda. Ele-
menti sadr�e trinaest k�iga od kojih prvih xest obuhvataju planimetriju, narednih
qetiri geometrijsku teoriju brojeva, a posled�e tri stereometriju. Oni predstav	aju
izvanredan obrazac izgrad�e geometrije deduktivnom metodom. Elementarna geometrija,
koja se izuqava u xkolama mnogih zema	a sveta, se u malo qemu razlikuje od geometrije
izlo�ene u Elementima. Nakon Biblije, Elementi su k�iga koja je do�ivela najvixe
izda�a { 1700 izda�a do 1900. godine. Zato je nazivaju i <geometrijskom Biblijom>.

2)Isak �utn (Isaac Newton, 1643{1727), engleski matematiqar, fiziqar, teorijski me-
haniqar i astronom, jedan od najve�ih nauqnika u istoriji

3)Albert Ajnxtajn (Albert Einstein, 1879{1955), teorijski fiziqar ro�en u Nemaqkoj u
jevrejskoj porodici, jedan od tvoraca savremene fizike
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prostor u kome �ivimo opisan aksiomama koje je ponudio Hilbert4), kra-
jem 19. i poqetkom 20. veka prilago�avaju�i Euklidovu aksiomatiku datu u
Elementima savremenom matematiqkom jeziku.

Vixevekovna primena geometrije, a naroqito potreba da se objasne poj-
movi sile i kreta�a u fizici i mehanici, doveli su do pojave vektora5).
Uopxtava�em i apstrahova�em vektora i operacija sa �ima, dolazimo do
vektorskog ili linearnog prostora { osnovnog objekta u linearnoj algebri.

• Definicija vektorskg prostora

Definicija 1.1. Vektorski ili linearni prostor nad datim po	em K
je ure�ena qetvorka (V,K,+, ·) skupa V, po	a K, jedne binarne operacije

(u, v) 7→ u+ v V× V→ V,

kojom se svakom paru elemenata u i v iz V pridru�uje neki element u+ v
iz V, i jedne spo	ne K-operacije

(α, v) 7→ α · v K× V→ V,

kojom se svakom elementu α iz K i svakom elementu v iz V pridru�uje neki
element α · v iz V, takva da za svako u, v i w iz V i svako α i β iz K va�e
slede�i uslovi ili aksiome vektorskog prostora:

V1. (V,+) je Abelova grupa, to jest:

1◦ u+ (v + w) = (u+ v) + w,

2◦ postoji element 0 iz V takav da je v + 0 = v,

3◦ za svako v iz V postoji jedinstveni element −v takav da je
v + (−v) = 0,

4◦ u+ v = v + u,

V2. α · (β · v) = (α · β) · v (kvaziasocijativnost),

V3. (α + β) · v = α · v + β · v (kvazidistributivnost),

V4. α · (u+ v) = α · u+ α · v (kvazidistributivnost),

V5. 1 · v = v (netrivijalnost),

pri qemu je 1 = 1K jedinica, a α + β i α · β su suma i proizvod elemenata
α i β u uoqenom po	u K.

Elemente skupa V zovemo vektorima, a elemente iz po	a K skalarima6) u tom

4)David Hilbert (David Hilbert, 1862{1943), nemaqki matematiqar
5)Req vektor potiqe od latinske reqi veho, vehere xto u prevodu znaqi vu�i, voziti,

tegliti, odnosno vector xto u prevodu znaqi prenosilac, ko nexto nosi [na sebi].
6)Req skalar potiqe od latinskih reqi scala lestve xto u prevodu znaqi objekat koji ima

svoje mesto na skali [brojeva].
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vektorskom prostoru. Ka�emo i da je sam skup V jedan vektorski prostor nad
po	em K, ili samo K-vektorski prostor u odnosu na uoqene operacije.

Vektorski prostor je realan, odnosno kompleksan, ako je K = R, odnosno
K = C.

Ako je jasno o kom po	uK je req, i ako nema potrebe isticati �egove opera-
cije + i ·, ubudu�e umesto vektorski prostor (V,K,+, ·) re�i �emo vektorski
prostor V ili samo prostor V.

• Koordinatni vektorski prostor

Definicija 1.2. Za svako po	e K i bilo koji prirodan broj n, skup

Kn =
{

(x1, . . . , xn) | xr ∈ K
}

svih ure�enih n-torki (x1, . . . , xn), sa xr-ovima iz K jeste i jedan vektorski
prostor nad K. Nazivamo ga koordinatnim vektorskim prostorom dimen-
zije n nad uoqenim po	em K.

Ako jeK po	e R realnih brojeva, koordinatni vektorski prostor Rn nazivamo
standardnim vektorskim prostorom nad po	em R.

1.2 Afini prostori

U prostoru taqaka, gde je taqka jedan od osnovnih pojmova, mo�emo uvesti
novi objekat { vektor. Tako prostoru taqaka pridru�ujemo jedan vektorski
prostor nad po	em K u kome nema taqaka ve� je osnovni objekat vektor. Da
bismo, u tom prostoru, uveli taqke kao nove objekte, to jest pomo�u vektor-
skog prostora uveli prostor taqaka moramo posmatrati novu vrstu prostora
{ afine7) prostore { u kome su osnovni objekti taqka i vektor. Time usposta-
v	amo jednu fundamentalnu vezu izme�u dve osnovne oblasti matematike {
geometrije i algebre. Ta veza nam omogu�ava da mnoge va�ne osobine vektor-
skih prostora prenesemo na prostor taqaka i tako neke geometrijske probleme
potpunije razumemo i znatno jednostavnije doka�emo.

• Definicija afinog prostora

Definicija 1.3. Afini prostor nad datim po	em K je ure�ena trojka
(A,V,+) skupa A { qije elemente zovemo taqkama, vektorskog V nad po	em
K i jednog preslikava�a

(A, v) 7→ A+ v A× V→ A

7)Req afina potiqe od Ojlera, koji u svojoj k�izi Introductio in analysin infinitorum iz
1748. godine koristi latinsku req affinis, xto u prevodu znaqi srodno, odnosno povezano.
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kojim se svakom paru (A, v) elemenata A iz A i v iz V pridru�uje neki
element A + v iz A, koje zadovo	ava slede�e uslove ili aksiome afinog

prostora:

A1. A+ 0 = A za svaku taqku A iz A,
A2. (A+ v) + u = A+ (v + u) za svaku taqku A iz A i svako v i u iz V,
A3. Za svaki par taqaka A i B iz A postoji taqno jedan vektor v iz V,

takav da je B = A+ v.

Ova definicija ilustrovana je slede�im crte�om.

V =
−→
E

E

0

v + u
u

v

A A+ v

A+ u
A+ v + u

Afini prostor (A,V,+) se sastoji iz taqaka A, B, . . . , vektora v, u, . . . i ska-
lara α, β, . . . , i kada govorimo o �ima mislimo na taqke iz skupa A, odnosno
na vektore i skalare iz vektorskog prostora V.

Ukoliko to ne dovodi do zabune, afini prostor (A,V,+) �emo oznaqavati
istim simbolom kao i �egov skup taqaka, to jest sa A.

Jedinstveni vektor v iz aksiome A3 oznaqavamo sa B − A ili
−→
AB, pa je

B = A+ v ⇔ v = B − A⇔ v =
−→
AB.

Uz to, ako je i C = B + u, prema aksiomi A2, tada je i C = A+ (v + u), qime
se i same aksiome A1, A2 i A3 svode na:

〈1〉 za proizvo	ne tri taqke A, B i C iz E va�i
−→
AB+

−→
BC =

−→
AC (aksioma

trougla),

〈2〉 za svaku taqku A iz E i svaki vektor v iz V postoji i taqno jedna

taqka B iz E za koju je v =
−→
AB (aksioma nadoveziva�a).

• Direktrisa i dimenzija afinog prostora

Definicija 1.4. Za vektorski prostor V ka�emo da je pridru�en afi-
nom prostoru (A,V,+). Nazivamo ga i direktrisom ili prostorom trans-

lacija afinog prostora A.
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Definicija 1.5. Dimenzija afinog prostora A je dimenzija �egove di-
rektrise V, to jest dimA = dimV.

Afine prostore dimenzije jedan zovemo i afinim pravama, a one dimenzije
dva, afinim ravnima. Ako je afini prostor dimenzije nula, �egova direk-
trisa sadr�i samo nula vektor, pa tada i sam afini prostor sadr�i samo
jednu taqku.

Ukoliko �elimo da istaknemo dimenziju afinog prostora, pisa�emo An,
ili, ako je potrebno, (An,Vn,+).

Potprostor dimenzije n − 1 ili kodimenzije 1 nazivamo hiperravan8) u
afinom prostoru dimenzije n.

Afini prostor je realan, odnosno kompleksan, ako je odgovaraju�i vektor-
ski prostor realan, odnosno kompleksan.

• Afinizacija vektorskog prostora

Ako u afinom prostoru (A,V,+) stavimo da je A = V, tako dobijeni pro-
stor (V,V,+) je tako�e jedan afini prostor, i u �emu se taqke i vektori
podudaraju { ako je A bilo koja taqka iz A, ona je i vektor u V.

Definicija 1.6. Afini prostor (V,V,+) nazivamo standardnom afi-

nizacijom ili samo afinizacijom uoqenog vektorskog prostora V i ozna-
qavamo ga sa

Vaf = V = A = (V,V,+).

Posebno, ako je direktrisa V skup Kn svih n-torki sa komponentama iz po-
	a K, tada su taqke i vektori tog afinog prostora Kn

af ure�ene n-torke sa
komponentama iz K. Oznaqava�emo ga i sa An(K)10):

An(K) =
{

(x1, . . . , xn) | xi ∈ K, i = 1, . . . , n
}

= Kn. (1.1)

Za nas su od posebnog interesa afini prostori A1(K) dimenzije jedan

A1(K) =
{
x | x ∈ K

}
= K1 = K { afina prava,

odnosno afini prostori A2(K) dimenzije dva

A2(K) =
{

(x, y) | x, y ∈ K
}

= K2 = K×K { afina ravan.

8)Prefiks hiper- potiqe od grqke reqi νπερ xto u prevodu znaqi iznad, nad, preko. Kao
prvi deo slo�enice upotreb	ava se da oznaqi nexto vixe, jaqe, u ve�oj meri, pove�ano.
U matematiqkoj terminologiji, naziv hiperravan potiqe od vixedimenzionalne analogi-
je9)dvodimenzionalne ravni u trodimenzionalnom prostoru.

9)Req analogan potiqe od grqke reqi αναλoγoς xto u prevodu znaqi sliqan, podoban,
saglasan, odgovaraju�i, srodan, istovrstan; koji odgovara nekom zakonu, pravilu, tipu ili
obrascu.
10)koristi�emo ovu oznaku uobiqajenu u algebarskoj geometriji
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Ako je K = R realnu afinu pravu A1(R) = R1 = R nazivamo realna prava, a
realnu afinu ravan A2(R) = R2 = R× R realna ravan.

Za K = C kompleksnu afinu pravu A1(C) = C1 = C nazivamo kompleksna
prava, a kompleksnu afinu ravan A2(C) = C2 = C× C kompleksna ravan.

Realnu ravan R2 u kojoj predstav	amo kompleksne brojeve zva�emo i Gau-
sova ravan i oznaqava�emo je, tako�e, sa C.

• Koordinate

Da bismo u afinom prostoru operativno zapisivali geometrijske objekte,
uvodimo koordinate izborom koordinatnog sistema. Time, tako�e, usposta-
v	amo vezu geometrije i algebre.

Definicija 1.7. Ure�enu n-torku (x1, . . . , xn) iz jednakosti (1.1) nazi-
vamo afinim koordinatama ili samo koordinatama kako taqke, tako i
vektora tog afinog prostora.

Pored afinih, taqke afinog prostora mogu imati i homogene afine ili ka-
�emo samo homogene11) koordinate.

Definicija 1.8. Neka su (x1, . . . , xn) koordinate taqke iz afinog pro-
stora. Ka�emo da su X1, . . . , Xn, Xn+1 �ene homogene koordinate ako va�i

X1

Xn+1

= x1, . . . ,
Xn

Xn+1

= xn, Xn+1 6= 0.

Ako homogene koordinate pomno�imo jednim istim brojem λ 6= 0 one predsta-
v	aju istu taqku, to jest (n+ 1)-torke

(X1, . . . , Xn+1) i (λX1, . . . , λXn+1), λ 6= 0

su koordinate iste taqke, pa homogene koordinate taqaka afinog prostora
nisu jedinstvene. Zbog toga, homogene koordinate oznaqavamo sa dvotaqkom
umesto sa zapetom, to jest pixemo

(X1 : · · · : Xn+1).

Sama ta oznaka nam sugerixe da je kod homogenih koordinata bitan odnos
brojeva X1, . . . , Xn+1, a ne vrednost svakog od �ih pojedinaqno. Ka�emo i
da su homogene koordinate definisane do na mno�e�e konstantom, odnosno
odre�ene do na homogenost.

• Beskonaqno daleka taqka i projektivizacija

Uvo�e�e homogenih koordinata omogu�ava nam da afinom prostoru dodamo
beskonaqno daleke taqke.

11)Req homogen potiqe od grqke reqi óµoγενής xto u prevodu znaqi jednorodnost, onaj
koji ima ista svojstva u svakom delu i uvek.
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Definicija 1.9. Beskonaqno daleka taqka je objekat koji definixemo
u homogenim koordinatama (X1 : · · · : Xn : Xn+1) uslovom

Xn+1 = 0,

a me�u preostalim koordinatama je bar jedna razliqita od nule.

Ako je, na primer, taqka A beskonaqno daleka, pisa�emo

A∞ = (X1 : · · · : Xn : 0).

Prednost homogenih koordinata je da one <lepo> predstav	aju beskonaqno
daleke taqke.

Definicija 1.10. Dodava�e beskonaqno dalekih taqaka afinom prosto-
ru nazivamo projektivazacijom afinog prostora.

Projektivizacijom dobijamo potpuniju sliku o objektima u afinom prostoru.
Zbog toga beskonaqno daleke taqke u izvesnom smislu izdvajamo od preostalih
taqaka afinog prostora.

Beskonaqno daleke taqke formiraju hiperravan koju nazivamo beskonaqno
daleka hiperravan. U afinoj ravni hiperravan je beskonaqno daleka prava.

1.3 Projektivni prostori

Postoji prostor u kome ni na koji naqin ne izdvajamo beskonaqno daleke taq-
ke, to jest u kome su taqke i beskonaqno daleke taqke ravnopravne. Nazivamo
ga projektivni prostor. Geometrija tog prostora { projektivna12) geometrija
{ je kra	ica svih geometrija. Ona je sinonim za modernu geometriju 19. veka.

U poqetku, projektivnom geometrijom su se bavili slikari, in�e�eri,
arhitekte i tek po neki matematiqar. Glavni razlog za to bili su upravo
problemi sa crta�em na koje su oni svakodnevno nailazili, posebno problem
crta�a iluzije prostorne dubine, onako kako to mi realno vidimo. Zbog toga,
�ihovi radovi su bili dosta neprecizni i nepotpuni, ali su uspeli mnogo
toga da otkriju. Najznaqajniji me�u �ima bio je Dezarg13).

Osnivaq moderne projektivne geometrije bio je Ponsele14), koji je preu-
zeo ideje svog uqite	a Mon�a i razradio ih na vixem apstraktnom nivou.
On je, za vreme zarob	enixtva u Rusiji 1813, analitiqki dokazao15) jednu

12)Req projektivan potiqe od novolatinske reqi projectivus xto u prevodu znaqi izbaqen,
koji baca, bacaqki.
13)�erar Dezarg (Girard Desargues, 1591{1661), francuski matematiqar i in�e�er
14)�an Viktor Ponsele (Jean Victor Poncelet, 1788{1867), francuski matematiqar i

in�e�er
15)to jest dokazao je metodom koordinata koje podrazumeva da geometrijskim objektima

pridru�ujemo ure�ene n-torke brojeva
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od najlepxih, najva�nijih i najdub	ih teorema16) klasiqne geometrije qiji
dokaz17) predstav	a sintetiqki18) naqin uvo�e�a strukture grupe na elip-
tiqkoj krivoj.

• Homogene koordinate

S obzirom na to da su sve taqke projektivnog prostora ravnopravne, homo-
gene koordinate mo�emo definisati nad bilo kojim po	em K, pri tom ne
koriste�i pojam afinog prostora.

Definicija 1.11. Dve (n+1)-torke (X1, . . . , Xn+1) i (X ′1, . . . , X
′
n+1) skupa

Kn+1 \ {(0, . . . , 0)} su u relaciji ∼ ako je

(X ′1, . . . , X
′
n+1) = λ(X1, . . . , Xn+1),

xto je ekvivalentno sa X ′i = λXi za i = 1, . . . , n+ 1 i λ 6= 0.

Na osnovu [7, strana 11], va�i

Lema 1.1. Relacija ∼ definisana na skupu Kn+1 \ {(0, . . . , 0)} je relacija
ekvivalencije.

Uvedena ekvivalencija rastav	a skup Kn+1 \ {(0, . . . , 0)} na klase ekvivalen-
cije. Klasu ekvivalencije

{
(X1, . . . , Xn+1) | (X1, . . . , Xn+1) ∼ (X ′1, . . . , X

′
n+1)

}
u odnosu na tu relaciju oznaqavamo sa (X1 : · · · : Xn+1). Skup{

(X1 : · · · : Xn+1) | Xi ∈ K, i = 1, . . . , n
}

svih klasa ekvivalencije, to jest koliqniqki skup skupa Kn+1 \ {(0, . . . , 0)}
oznaqava�emo sa Pn(K)19). Dakle,(

Kn+1 \ {(0, . . . , 0)}
)
/∼ =

{
(X1, . . . , Xn+1) | Xi ∈ K, i = 1, . . . , n

}
/∼

=
{

(X1 : · · · : Xn+1) | Xi ∈ K, i = 1, . . . , n
}

= Pn(K).

• Definicija projektivnog prostora

Projektivni prostori su slo�eni matematiqki objekti, jer se oni dobija-
ju kao koliqniqki prostori. Pored projektivne geometrije, prouqavaju ih i

16)Ponseleova teorema, [12, strana 23]: Neka su C i D dve ravne konike. Pretpostavimo da
postoji poligon upisan u C i opisan oko D. Tada ima beskonaqno mnogo takvih poligona i
svi oni imaju isti broj stranica. Svaka taqka konike C mo�e biti teme takvog poligona.
17)Taj novi dokaz, qisto geometrijski, objev	en je u Traité des propriétés projectives des

figures, 1822. godine.
18)to jest bez korix�e�a metoda algebre i analize, zasnivaju�i se samo na geometrijskim

objektima
19)koristi�emo ovu oznaku uobiqajenu u algebarskoj geometriji
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diferencijalna geometrija, algebarska geometrija, topologija i druge disci-
pline. Definixemo ih kao prostore taqaka koje su u bijekciji sa homogenim
koordinatama. Preciznije,

Definicija 1.12. Projektivni prostor dimenzije n nad po	em K je
ure�eni par (Pn,P) skupa Pn { qije elemente zovemo taqkama i jedne
bijekcije

A 7→ P(A) = (X1 : · · · : Xn+1) Pn → Pn(K)

kojom se svakom elementu A iz P pridru�uje neki element (X1 : · · · : Xn+1)
iz Pn(K).

U tom sluqaju, (X1 : · · · : Xn+1) nazivamo homogene ili projektivne koordi-
nate taqke A iz Pn. Uoqimo da u projektivnom prostoru dimenzije n imamo
n+ 1 koordinatu.

Poxto se bijekcija P podrazumeva, u oznaci za projektivni prostor �emo
je najqex�e izostav	ati, to jest umesto (Pn,P) pisa�emo samo Pn.

Projektivne prostore P1 dimenzije jedan zovemo projektivnim pravama,
a projektivne prostore P2 dimenzije dva projektivnim ravnima.

• Kompleksifikacija

Projektivni prostor je realan, odnosno kompleksan, ako je K = R, odnosno
K = C, to jest ako su koordinate (X1 : · · · : Xn+1) realne, odnosno kompleksne.

Zbog algebarske nezatvorenosti po	a R, jav	aju se mnogi problemi. Re-
xavamo ih kompleksifikacijom.

Definicija 1.13. Smexta�e realnog projektivnog prostora u odgovara-
ju�i kompleksni projektivni prostor nazivamo kompleksifikacijom.

Projektivizacija i kompleksifikacija nam omogu�avaju potpuno shvata�e
projektivnih objekata.

• Projektivni prostor homogenih koordinata

Ako u projektivnom prostoru (Pn,P) stavimo da je Pn = Pn(K) i P = Id,
tako dobijeni prostor (Pn(K), Id) je tako�e jedan projektivni prostor.

Definicija 1.14. Projektivni prostor (Pn(K), Id) nazivamo projektiv-
ni prostor homogenih koordinata i oznaqavamo ga sa Pn(K).

Za nas su od posebnog interesa projektivni prostori P1(K) dimenzije jedan

P1(K) =
{

(X : Y ) | X, Y ∈ K
}

{ projektivna prava,

odnosno projektivni prostori P2(K) dimenzije dva

P2(K) =
{

(X : Y : Z) | X, Y, Z ∈ K
}

{ projektivna ravan.
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Ako je K = R projektivnu pravu P1(R) nazivamo realna projektivna prava,
a projektivnu ravan P2(R) realna projektivna ravan. Za K = C projektivnu
pravu P1(C) nazivamo kompleksna projektivna prava, a projektivnu ravan
P2(C) kompleksna projektivna ravan.

Projektivna prava P1(K) se sastoji od afine prave A1(K) koju mo�emo
identifikovati sa podskupom

{
(X : Y ) | Y 6= 0

}
=

{(
X

Y
: 1

) ∣∣∣∣∣ X ∈ K

}
⊂ P1(K)

i jox jedne beskonaqno deleke taqke X∞(1 : 0), to jest

P1(K) = A1(K) t 20){X∞}. (1.2)

Sliqno je
P2(K) = A2(K) t p∞, (1.3)

pri qemu je p∞ beskonaqno daleka prava.

I uopxte, za svaki projektivni prostor Pn(K) va�i

Pn(K) = An(K) t Pn−1(K).

Zbog jednakosti (1.2) ka�emo da projektivna prava lokalno izgleda kao afi-
na prava. Sliqno, zbog jednakosti (1.3) ka�emo da projektivna ravan lokalno
izgleda kao afina ravan. Zbog ove povezanosti izme�u projektivne i afine
prave, odnosno projektivne i afine ravni, sva tvr�e�a koja va�e u projek-
tivnom, va�e i u afinom sluqaju.

• Projektivni prostor i vizuelizacija. Ravni S2S2S2 i R2R2R2

Vizuelizacija, kao naqin da se apstraktni pojmovi pribli�e 	udskom umu,
oduvek je bila povezana sa geometrijom. Nax vizuelni svet, iako mnogi 	udi
toga nisu svesni, ima geometriju bli�u projektivnom nego euklidskom pro-
storu21). Zbog toga su matematiqari poqeli sve vixe da veruju u beskonaqno
daleke taqke, do�iv	avaju�i osnovne koncepte geometrije kao projektivne.

S druge strane, projektivni prostor nije lako vizuelizovati. Navex�emo
dve vizualizacije realne projektivne ravni P2(R).

Neka je A3(R) = R3 realan afini trodimenzionalni prostor. Posmatrajmo
skup svih pravih koje prolaze kroz koordinatni poqetak O. Taj skup naziva-
mo snop sa centrom O, i oznaqavamo ga istim slovom O. Svaka prava snopa
jednoznaqno je odre�ena zadava�em neke svoje taqke M koja je razliqita od
taqke O. Neka su (X, Y, Z) koordinate taqke M .

20)Ovom uglastom oznakom kra�e oznaqavamo disjunktnu uniju, to jest uniju A1(K)∪{X∞}
gde je A1(K) ∩ {X∞} = ∅
21)Ilustrujmo to na slede�em primeru: stojimo na pruzi i posmatramo xine, uz pretpo-

stavku da je pruga prava. Xine su paralelne, ali nama izgleda kao da se �ihovo rastoja�e
postepeno sma�uje, tako da se one zavrxavaju jednoj [beskonaqno dalekoj] taqki.
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x

y

z

(λX, λY, λZ)

M(X, Y, Z)

O

Tada taqka (λX, λY, λZ) za svako λ 6= 0 odre�uje tu istu pravu OM22). Pravu,
razmatranu kao element snopa, nazivamo taqka, a trojku (X : Y : Z) �enim
homogenim koordinatama. Skup svih taqaka, to jest pravih u snopu O, zado-
vo	ava uslove definicije (1.12) projektivnog prostora za n = 2 i K = R. Na
taj naqin dobili smo jedan model realne projektivne ravni P2(R). Nazivamo
ga snop model projektivne ravni i oznaqavamo ga sa S2. Svi elementi ove
projektivne ravni, to jest prave snopa su geometrijski ravnopravni.

Dakle, realnu projektivnu ravan P2(R) mo�emo shvatiti kao skup pravih
u prostoru R3 koje sadr�e koordinatni poqetak O, to jest kao snop pravih u
prostoru R3 sa centrom u taqki O. Prema tome,

P2(R) =
{

(X : Y : Z) | X, Y, Z ∈ R
}

= S2.

Realnu projektivnu ravan P2(R) mo�emo vizuelizovati i na drugi naqin.
Posmatrajmo, opet, A3(R) = R3 realan afini trodimenzionalni prostor i
snop pravih u tom prostoru sa centrom u koordinatnom poqetku O. Uoqimo
neku ravan koja ne sadr�i koordinatni poqetak O.

x

y

z

z = 1

M(X, Y, Z)

A(x, y, 1)
1

a

O

22)Sliqno i mi vidimo objekte oko nas, odnosno crtamo to xto vidimo. �udsko oko iden-
tifikuje sve taqke koje se nalaze na jednom zraku { zamix	enoj polupravoj23)u prostoru
koja polazi iz oka { odnosno vidi samo jednu taqku koja predstav	a taj zrak. Tako, na
primer, kada slikar postavi platno, svaka taqka koju vidimo na slici predstav	a presek
zraka i platna, to jest poluprave i ravni.
23)Umesto poluprave mo�emo uzeti i pravu. To ne�e nixta bitno promeniti jer deo prave

<iza oka> ne�emo videti niti �e on se�i platno, a s druge strane, mo�e bitno olakxati
posao u zasniva�u projektivne geometrije.
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Neka je to, na primer, ravan koja je pararalelna sa xOy ravni i na rastoja�u
jedan od koordinatnog poqetka, to jest ravan z = 124). Svaka prava a snopa
O, koja je jednoznaqno odre�ena taqkom M(X, Y, Z), osim onih koje pripadaju
xOy ravni, to jest ravni z = 0, seqe ravan z = 1 u taqki A(X

Z
, Y
Z
, 1). To znaqi

da svakoj pravoj a koja ne pripada ravni z = 0 odgovara taqka A(X
Z
, Y
Z
, 1). Ako

oznaqimo X
Z
sa x, a Y

Z
sa y, koordinate taqke A su (x, y, 1). Zato svaku pravu

a snopa O koja ne pripada ravni z = 0 mo�emo poistovetiti sa pomenutim
preseqnim taqkama A(x, y, 1) koje se nalaze u ravni z = 1. Preostale taqke
(x, y, 0) qine beskonaqno daleku pravu.

Dakle, realnu projektivnu ravan P2(R) mo�emo shvatiti kao afinu ra-
van R2 kojoj smo dodali beskonaqno daleku pravu p∞. Ovaj model nazivamo

dopu�ena ili proxirena afina ravan i oznaqavamo sa R2
. Prema tome,

P2(R) =
{

(X : Y : Z) | X, Y, Z ∈ R
}

= R2 ∪ p∞ = R2
.

Ova ravan je prirodni ambijent za krive drugog reda, perspektivne crte�e
i druge objekte.

24)Ravan z = 1 smo izabrali potpuno proizvo	no, to jest umesto �e smo mogli da posma-
tramo bilo koju drugu ravan koja ne sadr�i taqku (0, 0, 0).



2
Uvod u krive

Eliptiqke krive su, kao xto im i samo ime ka�e, krive, pa �emo se zbog toga,
u ovom poglav	u, podsetiti najosnovnijih qi�enica u vezi sa pojmom krive.
Za vixe deta	a pogledati [41], [30], [58] i [11].

2.1 Definisa�e krive

• Pojam krive

Kriva je veoma va�an matematiqki pojam. Mo�emo je definisati i zadati
na razne naqine.

Kao xto je uobiqajeno u matematici ali i u drugim naukama1), prema [41,
2.2, strana 43] polazimo od najjednostavnijih objekata u afinom prostoru Rn

koji su u nekom smislu jednodimenzionalni i �ih nazivamo krivama. Za krivu
ka�emo i da je najjednostavniji nelinearni objekat. Mi �emo se ograniqiti
na sluqaj kada je n = 2, to jest na krive u ravni R2.

• Problemi pri definisa�u krive

Kroz istoriju bilo je mnogo pogrexnih definicija krive. Qak je i �or-
dan2) u 19. veku dao jednu definiciju koja je u poqetku bila prihva�ena od
matematiqara, a za koju se kasnije utvrdilo da nije taqna. Naime, on je sma-
trao da je kriva neprekidna slika jednog segmenta iz po	a R realnih brojeva.

Posle izvesnog vremena, Peano3) je zadivio matematiqki svet uoqivxi da

1)Zapravo radi se o principu: od jednostavnijeg ka slo�enijem.
2)Mari Enemon Kamij �ordan (Marie Ennemond Camille Jordan, 1838{1922), francuski

matematiqar
3)�uzepe Peano (Giuseppe Peano, 1858{1932), italijanski matematiqar i logiqar
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je pretpostavka o neprekidnosti takvog preslikava�a nedovo	na. Da bi to
pokazao, on je 1890. godine konstruisao neprekidno preslikava�e odre�enog
segmenta iz R u R2 qija je slika ceo kvadrat. Tako je dobio objekat koji pre-
kriva ceo kvadrat, to jest objekat qija je dimenzija ve�a od jedan. Ilustrujmo
to na slede�em primeru, koji je preuzet iz [11, strana 5].

Primer 2.1. [Peanova kriva] Neka je

cn : R ⊇ [0, 1]→ [0, 1]× [0, 1] ⊆ R2,

gde je n iz N, neprekidno preslikava�e segmenta [0, 1] u kvadrat [0, 1]×[0, 1]
definisano sa

cn(t) = γn(t), t ∈ [0, 1],

pri qemu je γn dato na slede�i naqin. Podelimo dati kvadrat na 4 podu-
darna kvadrata. Obriximo tri od ukupno qetiri stranice malih kvadrata
koje ne le�e na stranicama velikog kvadrata. Tada je γ1 izlom	ena linija
koja spaja centre 4 mala kvadrata i koja je sastav	ena od du�i paralel-
nih stranicama kvadrata. Zatim, podelimo dati kvadrat na 16 podudarnih
kvadrata. Izbacimo sada nekoliko untrax�ih stranica 16 kvadrata, tako
da je komplement preostalih stranica i stranica iz prvog koraka povezan
skup. Tada je γ2 izlom	ena linija koja spaja centre 16 malih kvadrata i
koja je sastav	ena od du�i paralelnih stranicama kvadrata.

γ1

0 1

c1

γ2

0 1

c2

0 1

c3

Ako produ�imo ovaj postupak, dobijamo da je

γ(t) = lim
n→∞

γn(t), t ∈ [0, 1]

neprekidna slika segmenta [0, 1] koja prekriva ceo uoqeni kvadrat.

Ovako dobijeni objekat, ne odgovara naxoj intuitivnoj predstavi o kri-
voj. 4



Razni naqini zadava�a krive 15

2.2 Razni naqini zadava�a krive

U razliqitim delovima matematike kriva ima razliqito znaqe�e, u zavi-
snosti od ci	eva i metoda izuqava�a.

• Kriva kao skup taqaka

Jedna od intuitivnih predstava o krivoj potiqe iz geometrije. Tada krivu
posmatramo kao liniju, to jest kao geometrijski objekat. U ovom sluqaju, pod
krivom podrazumevamo skup taqaka (x, y) u ravni sa odre�enim svojstvima.
Zadajemo je implicitno4) kao skup rexe�a neke jednaqine

f(x, y) = 0. (2.1)

Ovakav naqin zadava�a krive se veoma qesto upotreb	ava. Prouqava�e ta-
kvih krivih dovodi nas do netrivijalnih matematiqkih problema i daje nam
mogu�nost geometrijskog pogleda na probleme iz drugih oblasti matematike.

x

y2

y1

f(x, y) = 0

U sluqaju da je jednaqina (2.1) algebarska, govorimo o algebarskoj krivoj, a
ako je jednaqina (2.1) transcendentna5) govorimo o transcendentnoj krivoj.
Algebarske krive su neophodne za razumeva�e teorije struna6), dok trans-
cendentne krive prime�ujemo u kinematici.

4)Req implicitan potiqe od latinske reqi implicare xto u prevodu znaqi onaj koji

je obuhva�en, sadr�an u neqemu, prikriven. U matematiqkoj terminologiji to znaqi, jed-
nostavno reqeno, nerexen oblik, jer su i promen	iva i funkcija sa iste strane znaka
jednakosti.

5)Req transcendentan potiqe od latinske reqi transscendens xto u prevodu znaqi pre-
laziti, prevazilaziti. U matematiqkoj terminologiji ima znaqe�e onog koji se ne mo�e

izraziti algebarski, to jest qije opisiva�e prevazilazi mo� algebre.
6)Teorija struna je pokuxaj da se u okviru fizike qestica pomire principi opxte

teorije relativnosti i kvantne mehanike. Po toj teoriji, svemir nema 4 dimenzije { tri
prostorne i qetvrtu dimenziju vreme { ve� najma�e deset prostorno-vremenskih dimenzi-
ja. U Teoriji struna, supersitne strune su smextene u prostorima od 10 do 11 dimenzija.
Tako�e, ukoliko se ta teorija poka�e kao ispravna, posta�e glavni kandidat za takozva-
nu <Teoriju svega>, odnosno za pokuxaj opisiva�a svih poznatih osnovnih sila i sta�a
materije, na konaqan matematiqki naqin.
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Ako je kriva grafik neke funcije g u pravouglom koordinatnom sistemu,
to jest skup taqaka (x, g(x)), pri qemu je x iz D, gde je D podskup od R domen
od g, tada krivu mo�emo zadati i ekplicitno7)

y = g(x).

Za razliku od funkcije, kod koje jednom x odgovara taqno jedno y, za proi-
zvo	nu krivu to ne mora da va�i. Zbog toga, krivu nije uvek mogu�e zadati
eksplicitno.

y = g(x)

x

y

• Parametrizovana kriva

Druga intuitivna predstava o krivoj potiqe iz mehanike. Tada krivu posma-
tramo kao neprekidnu puta�u ili trajektoriju materijalne taqke u ravni,
pri qemu se ta taqka kre�e pod dejstvom neke sile u nekom vremenskom inter-
valu. U ovom sluqaju, pod krivom podrazumevamo diferencijabilno presli-
kava�e

α : (a, b) = I → R2

intervala I = (a, b) realne prave R u ravan R2.

a bt

α(a)

α(b)

α(t)

α

7)Req ekplicitan potiqe od novolatinske reqi explicitus xto u prevodu znaqi onaj koji
je izrazit, jasan, izra�en po neqemu, a u matematiqkoj terminologiji ima znaqe�e rexen
po y.
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Zadajemo je parametarski

α(t) = (x(t), y(t)), t ∈ I (2.2)

pomo�u parametarskih jednaqina

x = x(t) i y = y(t), (2.3)

pri qemu je t parametar8) iz I. Jednaqina (2.2) je vektorska parametarska
jednaqina i nazivamo je parametrizacija krive, a jednaqine (2.3) su koordi-
natne parametarske jednaqine i one qine parametrizaciju krive.

U ovom sluqaju govorimo i o parametrizovanoj krivoj. Svaka kriva ima
beskonaqno mnogo parametrizacija, jer se parametar t uvek mo�e zameniti sa
nekim drugim parametrom s = h(t), gde je h neko bijektivno preslikava�e.

Dakle, ovde smo krivu definisali kao diferencijabilno preslikava�e
α, a ne kao skup taqaka. Sliku tog preslikava�a, to jest skup

Γ = α(I) =
{
c ∈ R2 | (∃t ∈ I)α(t) = c

}
⊆ R2

nazivamo trag ili nosaq10) parametrizovane krive α.

Qesto, ukoliko to ne dovodi do zabune, pod krivom podrazumevamo sam
skup Γ. Nazivamo ga neparametrizovana kriva u R2 i tada je α(t) jedna �ena
parametrizacija ili parametarski oblik samog skupa Γ.

Na osnovu (2.2) zak	uqujemo da je svaka taqka na krivoj odre�ena jednim
parametrom, to jest ima jedan stepen slobode, pa za krivu ka�emo i da je
jednoparametarski skup taqaka.

Zadava�e krivih pomo�u parametara je naroqito pogodno za crta�e kri-
vih, to jest �ihovu aproksimaciju poligonskim linijama, kao i za opis kre-
ta�a objekata du� krive.

Primer 2.2. Krug sa centrom u taqki O(0, 0) i polupreqnikom r = 1 je
jedna kriva u ravni. �en implicitni oblik je

f(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0.

Ovom jednaqinom nije definisana funkcija jer za jedno x imamo dva rexe-
�a za y. Me�utim, gor�u polovinu kruga mo�emo izraziti u eksplicitnom
obliku

y = g(x) =
√

1− x2,

a do�u polovinu u obliku

y = −g(x) = −
√

1− x2.

8)Parametar9)je promen	iva veliqina u matematiqkim relacijama koja ima, u datim
uslovima, konstantnu vrednost, i odre�uje me�usobnu zavisnost ostalih promen	ivih ve-
liqina.

9)Req parametar potiqe od grqke reqi πα%αµετ%σν xto u prevodu znaqi mera, merilo,
onaj koji odmerava, proce�uje.
10)Otuda i oznaka suppα za skup α(I) od engleske reqi support { podrxka, naslon.
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x

y1

y2

1−1

x2 + y2 − 1 = 0 y =
√

1− x2

y = −
√

1− x2

t

(x, y)

sin t

cos t 1

Jedna od parametrizacija ovog kruga je

α(t) = (cos t, sin t),

gde je t ugao izme�u pozitivnog dela x-ose i vektora (x, y) i nazivamo je
parametrizacija kruga centralnim uglom. Parametarske jednaqine

x = cos t i y = sin t, t ∈ [0, 2π)

ovog kruga predstav	aju jedno kru�no kreta�e sa konstantnom ugaonom

brzinom. Naime, ako je t vreme izra�eno u sekundama, tada je ta ugaona
brzina jedan krug za 2π sekundi ili radijan po sekundi ( rad

s
). 4

U da	em izlaga�u, mi �emo krivu posmatrati kao liniju u ravni, to jest kao
geometrijski objekat, odnosno kao skup taqaka u ravni sa odre�enim svojstvi-
ma.



3
Algebarske krive

Videli smo da su eliptiqke krive posebna vrsta algebarskih krivih. Zato
ovo poglav	e posve�ujemo algebarskim krivama. Opxirnije u [12], [18] i [27].

Prema [4], algebarske krive su, slikovito reqeno, matematiqki objekti
koji nastaju tamo gde se sastaju geometrija i polinomi. Naziv algebarska
kriva potiqe otuda xto su algebarske krive odre�ene ili zadate algebarskim
jednaqinama. Ka�emo i da algebarske jednaqine opisuju algebarske krive.

3.1 Algebarske krive

Neka je K proizvo	no po	e. �egovo algebarsko zatvore�e oznaqava�emo sa K.
Nada	e, pretpostavi�emo da je po	e K algebarski zatvoreno, to jest K = K,
i ne�emo to posebno isticati.

• Afina algebarska kriva

Najjednostavniji oblik algebarske krive je algebarska kriva u afinoj ravni
A2(K) = K2.

Definicija 3.1. Algebarska kriva u afinoj ravni K2 je skup Cf/K svih
taqaka (x, y) iz K2 takvih da je f(x, y) = 0 za neki ne-nula polinom f iz
K[x, y], to jest

Cf/K =
{

(x, y) ∈ K2 | f(x, y) = 0
}
.

Nazivamo je i afina algebarska ravanska kriva nad po	em K.

Ako je jasno o kom po	u K je req ili ako nema potrebe to po	e isticati,
ubudu�e umesto Cf/K pisa�emo samo Cf . S obzirom da �emo govoriti o alge-
barskim krivama u ravni, nada	e ne�emo isticati ni pridev ravanska.
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Afina algebarska kriva Cf odgovara polinomu f(x, y). Ka�emo i da je
ona definisana tim polinomom. Stepen d◦f polinoma f je i stepen ili red
afine algebarske krive.

Afina algebarska kriva je odre�ena ili zadata algebarskom jednaqinom

f(x, y) = 0, (3.1)

sa dve nepoznate nad po	em K, koju, u ovom sluqaju, zovemo i afinom jedna-

qinom, pa pixemo i

Cf : f(x, y) = 0.

Ka�emo i da je f(x, y) = 0 jednaqina algebarske krive u afinim koordinatama

ili da je jednaqini f(x, y) = 0 pridru�ena afina algebarska kriva Cf .
Skup taqaka Cf se ne�e razlikovati ako posmatramo polinome koji se ra-

zlikuju do na mno�e�e konstantom k razliqitom od nule, to jest

Cf = Ckf

ili ako polinom f ima i vixestruke faktore u faktorizaciji. Zbog toga,
na tu konstantu ne�emo obra�ati pa��u, i dopusti�emo da polinom f ima i
vixestruke faktore.

• Projektivna algebarska kriva

Potpunija slika o algebarskim krivama dobija se projektivizacijom afine
ravni A2(K), jer afina ravan ne pokriva naxu intuiciju. Zbog toga, alge-
barske krive definisa�emo i u projektivnoj ravni P2(K). U tom sluqaju,
homogene koordinate taqke (x, y) oznaqavamo sa (X : Y : Z), i pri tom va�i
x = X

Z
, y = Y

Z
.

Definicija 3.2. Algebarska kriva u projektivnoj ravni P2(K) je skup
CF/K svih taqaka (X : Y : Z) iz P2(K) takvih da je F (X, Y, Z) = 0 za neki
homogeni polinom F iz K[X, Y, Z], to jest

CF/K =
{

(X : Y : Z) ∈ P2(K) | F (X, Y, Z) = 0
}
.

Nazivamo je i projektivna algebarska ravanska kriva nad po	em K.

Iz istih razloga kao i kod afine algebarske krive, umesto CF/K pisa�emo
samo CF , i ne�emo isticati pridev ravanska.

Projektivna algebarska kriva odgovara polinomu F (X, Y, Z). Ka�emo i
da je ona definisana tim polinomom. Stepen d◦F polinoma F je i stepen

ili red projektivne algebarske krive.

Projektivna algebarska kriva je odre�ena ili zadata algebarskom jedna-
qinom

F (X, Y, Z) = 0, (3.2)
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sa tri nepoznate nad po	em K, koju, u ovom sluqaju, zovemo i projektivnom
jednaqinom, pa pixemo i

CF : F (X, Y, Z) = 0.

Ka�emo i da je F (X, Y, Z) = 0 jednaqina algebarske krive u homogenim koor-

dinatama ili da je jednaqini F (X, Y, Z) = 0 pridru�ena projektivna alge-
barska kriva CF .

Sliqno kao i u afinom sluqaju je

CF = CλF ,

pa na konstante λ razliqite od nule ne�emo obra�ati pa��u, i dopusti�mo
da polinom F ima i vixestruke faktore.

• Projektivna i afina reprezentacija algebarske krive

Projektivna algebarska kriva, za razliku od afine algebarske krive, obu-
hvata i beskonaqno daleke taqke. Dobijamo ih zamenom Z = 0 u jednaqinu
(3.2), to jest rexavaju�i jednaqinu

F (X, Y, 0) = 0.

Te taqke nam pru�aju potpuniju sliku o algebarskim krivama. Procesom de-

homogenizacije, to jest zame�uju�i Z = 1 u (3.2) dobijamo da je afini deo
algebarske krive u projektivnoj ravni P2(K) dat jednaqinom

F (X, Y, 1) = 0.

S druge strane, procesom homogenizacije, to jest prelaskom na homogene ko-
ordinate, odnosno zame�uju�i x = X

Z
i y = Y

Z
u (3.1), dobijamo da je

f(x, y) = f

(
X

Z
,
Y

Z

)
=

1

Zd
F (X, Y, Z),

pri qemu je d = d◦f . To znaqi da algebarskoj krivoj u afinoj ravni A2(K)
mo�emo prirodno pridru�iti krivu

F (X, Y, Z) = Zdf

(
X

Z
,
Y

Z

)
, d = d◦f (3.3)

u projektivnoj ravni P2(K). Stav	aju�i da je Z = 1 u x = X
Z
, y = Y

Z
i (3.3),

dobijamo da je x = X, y = Y , i F (X, Y, 1) = 1df(X, Y ) = f(X, Y ), to jest

F (x, y, 1) = f(x, y).

Odavde zak	uqujemo da su polinomi F (X, Y, Z) i f(x, y) istog stepena, to jest
d◦F = d◦f .
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Zbog toga, svejedno je da li smo algebarsku krivu zadali projektivnom ili
afinom jednaqinom.

Drugim reqima, projektivna i afina reprezentacija algebarske krive

su potpuno ekvivalentne, i lako se prelazi sa jedne na drugu. To je i ra-
zlog zbog kojeg ubudu�e ne�emo uvek isticati da li je neka algebarska kriva
afina ili projektivna. U tom sluqaju re�i �emo samo algebarska kriva i
pretpostavi�emo da je ona zadata nekom jednaqinom, afinom f(x, y) = 0 ili
projektivnom F (X, Y, Z) = 0.

Algebarsku krivu oznaqava�emo sa C/K ili C ukoliko nije potrebno isti-
cati po	e K nad kojim je ona definisana.

• LLL-racionalna taqka algebarske krive

Neka je C/K : f(x, y) = 0 algebarska kriva i L ≥ K neko raxire�e po	a K.

Definicija 3.3. Taqku algebarske krive C/K qije su obe koordinate iz
L nazivamo L-racionalnom taqkom te krive.

Skup svih L -racionalnih taqaka algebarske krive C/K oznaqavamo sa C(L),
to jest

C(L) =
{

(x, y) ∈ L2 | f(x, y) = 0
}
.

Umesto L-racionalna taqka qesto ka�emo kra�e L-taqka.
Ako je L = Z, odnosno L = Q, govorimo o celobrojnim ili Z-taqkama,

odnosno o racionalnim ili Q-taqkama algebarske krive C/K. Pronala�e�em
tih taqaka i izuqava�em �ihove strukture bavi se artimetika algebarskih
krivih.

Za L = C govorimo o kompleksnim ili C-taqkama algebarske krive C/K,
i �ihovim prouqava�em se bavi geometrija algebarskih krivih.

3.2 Algebarske krive nad po	em CCC

• Realna algebarska kriva

Algebarsku krivu nad po	em R realnih brojeva nazivamo realna algebarska
kriva. Preciznije,

Definicija 3.4. Algebarska kriva koja odgovara ne-nula polinomu f iz
R[x, y] sa realnim koeficijentima je skup C/R svih taqaka (x, y) iz R2

takvih da je f(x, y) = 0, to jest

C/R =
{

(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = 0
}
.

Nazivamo je realna algebarska kriva.
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Ukoliko je jasno da govorimo o realnoj algebarskoj krivoj umesto C/R pi-
sa�emo samo C.

Realne algebarske krive su bile poznate jox starim Grcima. Oni nisu
znali za �ihove jednaqine, nego su ih prouqavali kao skupove taqaka sa ne-
kim specifiqnim svojstvima. Jednaqine su se pojavile mnogo kasnije, krajem
XVII veka, kada je Dekart1), uvo�e�em koordinatnog sistema, spojio algebru
i geometriju i tako dalekose�no povezao vizuelno i apstraktno.

Na slede�em crte�u prikazani su grafici nekih realnih algebarskih
krivih.

xy2−x2+1=0 x3+x2+1−y2 =0

• Algebarska funkcija

Neka je C realna algebarska kriva zadata jednaqinom f(x, y) = 0. Za prak-
tiqno prouqava�e takvih krivih, korisno je tu jednaqinu napisati u obli-
ku y = g(x), to jest eksplicitno izraziti y kao neku funkciju od x. Ovaj
postupak nije uvek jednostavan, qesto je i nemogu�, osim kada je jednaqina
f(x, y) = 0 linearna ili kvadratna.

Drugim reqima, najqex�e ne postoji elementarna funkcija y = g(x) po-
mo�u koje se mo�e izraziti veza f(x, y) = 0, to jest za koju je

f(x, g(x)) = 0.

Kada je mogu�e izvesti opisani postupak, govori nam slede�a teorema.

Teorema 3.1. Neka je (x0, y0) taqka na algebarskoj krivoj C/R : f(x, y) = 0.
Ako je ∂f

∂y
(x0, y0) 6= 0, tada postoji jednoznaqno odre�ena funkcija y = g(x)

definisana u dovo	no maloj okolini broja x0 koja ima slede�e osobine:

1◦ f(x, g(x)) = 0,

2◦ g(x0) = y0.

1)Rene Dekart (René Descartes, 1596{1650), francuski filozof i matematiqar
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Ova teorema je specijalan sluqajteoreme o implicitnoj funkciji, [1, strana
68].

Funkciju y = g(x)2) o kojoj je req u teoremi (3.1) zovemo algebarskom
funkcijom. Preciznije,

Definicija 3.5. Funkciju y = g(x) takvu da je f(x, y) = 0, to jest

f(x, g(x)) = 0,

za neki polinom f iz R[x, y], nazivamo algebarskom funkcijom.

Za algebarsku funkciju y = g(x) dobijenu opisanim postupkom ka�emo i da
je algebarska funkcija koju smo pridru�ili algebarskoj krivoj C.

Umesto y = g(x) je algebarska funkcija, ka�emo i da je y algebarska
funkcija od x, imaju�i na umu sve prethodno reqeno.

Qlanove polinoma f iz prethodne definicije mo�emo grupisati po ste-
penima neodre�ene y, pa polinom f qesto izra�avamo u obliku

pn(x)yn + pn−1(x)yn−1 + · · ·+ p0(x) = 0,

pri qemu su pn, . . . , p0 polinomi iz R[x] i pn 6= 0. Stepen n polinoma f po y
je i stepen algebarske funkcije y = g(x).

Algebarsku funkciju koja je napisana u obliku razlomka P (x)
Q(x)

, pri qemu

su P i Q polinomi iz R[x] i Q 6= 0, nazivamo racionalnom funkcijom od x.
Drugim reqima, racionalna funkcija promen	ive x je algebarska funkcija
oblika

y =
anx

n + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0

bmxm + · · ·+ b2x2 + b1x+ b0

, (3.4)

pri qemu su n i m celi nenegativni brojevi, a ai za i = 0, . . . , n i bj za
j = 0, . . . ,m iz R takvi da je an, bm 6= 0 i (bm, . . . , b0) 6= (0, . . . , 0).

Za m = 0, racionalna funkcija (3.4) postaje

y = cnx
n + · · ·+ c2x

2 + c1x+ c0,

pri qemu je ck = ak
b0
za k = 1, . . . , n. Tada govorimo o celoj racionalnoj funk-

ciji ili polinomnoj funkciji. Specijalno, y = c je konstantna funkcija,
y = ax+ b linearna funkcija, a y = ax2 + bx+ c kvadratna fukcija.

Ako je n = m = 1, tada racionalnu funkciju nazivamo bilinearnom3)

funkcijom, i ona je oblika

y =
ax+ b

cx+ d
,

pri qemu je (c, d) 6= (0, 0).

2)Preciznije bi bilo re�i funkcija g definisana sa y = g(x), ali �emo i ubudu�e vrlo
qesto koristi ovakav kra�i naqin izra�ava�a.

3)Prefiks bi- potiqe od latinske reqi bis xto u prevodu znaqi dvaput. Ovaj prefiks
nalazimo u slo�enicama kojim se oznaqava da se nexto jav	a dvaput, da je udvojeno, dvo-
struko.
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• Kompleksna algebarska kriva

Prouqava�em realnih algebarskih krivih mogu se javiti razni problemi ko-
ji su posledica algebarske nezatvorenosti po	a R. Takve probleme rexavamo
kompleksifikacijom { prouqava�em algebarskih krivih nad po	em C, to
jest smexta�em realnog afinog ili projektivnog prostora nad kojim posma-
tramo algebarske krive u odgovaraju�i kompleksni afini ili projektivni
prostor. Kompleksifikacija, uz projektivizaciju, nam omogu�ava da potpuno
shvatimo algebarske krive. Zbog toga �emo definisati algebarske krive nad
po	em C. Prvo �emo definisati algebarsku krivu u kompleksnoj ravni C2.

Definicija 3.6. Algebarska kriva koja odgovara ne-nula polinomu f iz
C[x, y] sa kompleksnim koeficijentima je skup C/C svih taqaka (x, y) iz
C2 takvih da je f(x, y) = 0, to jest

C/C =
{

(x, y) ∈ C2 | f(x, y) = 0
}
.

Nazivamo je algebarska kriva u kompleksnoj ravni.

Ukoliko je jasno da govorimo o algebarskoj krivoj u kompleksnoj ravni umesto
C/C pisa�emo samo C.

Realne algebarske krive se mnogo bo	e <ponaxaju> ako ih posmatramo nad
kompleksnom ravni C2, to jest potpuniju sliku o �ima dobijamo tako xto ih
smestimo u C2.

Primer 3.1. Algebarska kriva C1/R : x2 + y2 = 0 u realnoj ravni R2 je
taqka (0, 0), a ista ta kriva C1/C : x2 + y2 = 0 posmatrana u kompleksnoj
ravni C2 predstav	a par kompleksnih pravih koje se seku.

Algebarska kriva C2/R : x2 +y2 = −1 predstav	a prazan skup u realnoj
ravni R2, a ista ta kriva C2/C : x2 + y2 = −1 posmatrana u kompleksnoj
ravni C2 je kompleksna kru�nica. 4

Dve algebarske krive mogu predstav	ati isti geometrijski skup taqaka

C/C =
{

(x, y) ∈ C2 | f(x, y) = 0
}

=
{

(x, y) ∈ C2 | g(x, y) = 0
}
.

U kom sluqaju je to mogu�e, govori nam slede�a teorema, [4, strana 6].

Teorema 3.2. Neka su f i g polinomi iz C[x, y]. Tada oni odre�uju istu
algebarsku krivu u C2 ako i samo ako imaju iste nerastav	ive faktore, to
jest ako i samo ako postoje prirodni brojevi m i n takvi da

f | gm i g | fn.

Teorema (3.2) je specijalan sluqaj teoreme poznate kao Hilbertov Nulxte-
lenzac4) { teoreme koja uspostav	a fundamentalni odnos izme�u geometrije

4)Nulxtelenzac je nemaqka req Nullstellensatz xto u prevodu znaqi Teorema nula.
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i algebre. Taj odnos je osnova algebarske geometrije. Iz [4, strana 7] va�i i

Posledica 3.1. Neka su f i g polinomi iz C[x, y] koji nemaju kvadratne
faktore5). Tada oni odre�uju istu algebarsku krivu u C2 ako i samo ako su
skalarni mno�ioci jedan drugog, to jest za neko λ ∈ C\{0} je

f = λg.

Algebarska kriva reda d i prava u C2 u opxtem sluqaju imaju d preseqnih
taqaka, raqunaju�i vixestrukosti. Prirodno je izvrxiti kompletira�e od-
nosno kompaktifikaciju algebarske krive u projektivnoj ravni, gde �e ona
imati taqno d preseqnih taqaka sa svakom pravom. U tom sluqaju, <nedosta-
ju�e> taqke iz C2 �e se nalaziti na beskonaqno dalekoj pravoj. Zbog toga, sada
�emo definisati i algebarsku krivu u kompleksnoj projektivnoj ravni P2(C).

Definicija 3.7. Algebarska kriva koja odgovara homogenom polinomu
F iz C[X, Y, Z] sa kompleksnim koeficijentima je skup C/C svih taqaka
(X : Y : Z) iz P2(C) takvih da je F (X, Y, Z) = 0, to jest

C/C =
{

(X : Y : Z) ∈ P2(C) | F (X, Y, Z) = 0
}
.

Nazivamo je algebarska kriva u kompleksnoj projektivnoj ravni.

Ukoliko je jasno da govorimo o algebarskoj krivoj u kompleksnoj projektivnoj
ravni umesto C/C pisa�emo samo C.

Za algebarsku krivu C/C ka�emo i da je projektivizacija algebarske kri-
ve C/C. Ta projektivizacija se mo�e posmatrati i kao kompaktifikacija
algebarske krive C/C beskonaqno dalekim taqkama.

Graf algebarske krive C/C topoloxki je jedna povrx. Mo�emo je videti
kao realnu dvodimenzionalnu povrx u qetvorodimenzionalnom prostoru6).
Xtavixe, ta povrx je kompaktna, glatka i povezana. Iz topologije nam je
poznato da je svaka takva povrx homeomorfna7) sferi sa konaqnim brojem
<ruqki>, to jest ona je ili sfera ili torus sa n rupa, pri qemu je n iz N.

Dakle, algebarske krive u P2(C) imaju oblik sfere ili torusa sa n rupa, pa
ih mo�emo prouqavati i sa stanovixta topologije.

5)to jest ne postoje polinomi u i v takvi da u2 | f i v2 | g
6)Kompleksni projektivni prostor Pn(C) ima realnu dimenziju 2n, to jest duplo ve�u

nego odgovaraju�i realni Pn(R). Zbog toga, P2(C) ima realnu dimenziju 2 · 2 = 4.
7)to jest topoloxki ekvivalentna, odnosno u topoloxkom smislu ih ne razlikujemo
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Algebarska kriva C/C u P2(C) je ograniqen i zatvoren, to jest kompaktan
skup. Na takvim skupovima je mogu�e definisati holomorfne8) i meromorf-
ne9) funkcije, pa se algebarske krive u P2(C) mogu prouqavati i sa stanovix-
ta kompleksne analize.

Algebarske krive u C2 i algebarske krive u P2(C), ukoliko to ne dovodi do
zabune, zva�emo jednim imenom { kompleksne algebarske krive ili algebarske
krive nad po	em C.

Kompleksne algebarske krive su poqele da se prouqavaju tek hi	adu godi-
na nakon poqetka prouqava�a realnih algebarskih krivih. Odmah je postalo
jasno da su kompleksne algebarske krive i jednostavnije i interesantnije za
prouqava�e od realnih algebarskih krivih. Tako je, na primer, mnogo lakxe
polinom sa realnim koeficijentima { realan polinom { posmatrati kao po-
linom sa kompleksnim koeficijentima { kompleksan polinom { jer, prema
osnovnoj teoremi algebre, svaki kompleksan polinom stepena ve�eg od jedan
je rastav	iv nad po	em C, to jest ima bar jednu nulu u C.

3.3 Singularne taqke algebarskih krivih

Osobine algebarskih krivih, kao i �ihovi razliqiti oblici, zainteresovali
su mnoge matematiqare. Tako je quveni matematiqar �utn prouqavao �iho-
ve singularitete10). To su taqke u kojima, slikovito reqeno, kriva odstupa
od svog standardnog oblika. Ka�emo i da algebarska kriva u tim taqkama
izgleda deformisano ili degenerisano11), to jest ne izgleda <glatko>.

• Singularna taqka. Vrste singulariteta

Definicija 3.8. Taqka (x0, y0) na algebarskoj krivoj zadatoj polinomom
f(x, y) je singularna ili jedan singularitet ako je

∂f

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂y
(x0, y0) = 0.

U suprotnom, za (x0, y0) ka�emo da je nesingularna, regularna ili obiqna

taqka.

8)Kompleksna funkcija f : Ω → C je holomorfna na otvorenom podskupu Ω kompleksne
ravni C ako je ona diferencijabilna u svakoj taqki z0 ∈ Ω.

9)Holomorfna funkcija f : Ω → C je meromorfna na otvorenom skupu Ω kompleksne
ravni C ako ona na tom skupu nema drugih singulariteta izuzev polova, to jest taqaka
a ∈ C takvih da je lim

z→a
f(z) =∞.

10)Req singularan potiqe od novolatinske reqi singularitas xto u prevodu znaqi poseb-

nost, pojedinaqnost, qudnovatost.
11)Req degenerisan potiqe od latinske reqi degenerare xto u prevodu znaqi izro�en, iz-

metnut, izopaqen. U matematiqkoj terminologiji znaqi onaj koji odstupa od standardnog
oblika.
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Ako je bar jedan od parcijalnih izvoda drugog reda

f 0
x2 =

∂2f

∂x2
(x0, y0), f 0

xy =
∂2f

∂xy
(x0, y0), f 0

y2
∂2f

∂y2
(x0, y0)

razliqit od nule, tada mo�emo da odredimo vrstu singularne taqke (x0, y0) u
zavisnosti od znaka izraza

f 0
x2f

0
y2 − (f 0

xy).

Mogu�a su tri sluqaja:

1◦ f 0
x2f

0
y2 − (f 0

xy)
2 < 0 { taqka (x0, y0) je dvostruka ili dvojna,

2◦ f 0
x2f

0
y2 − (f 0

xy)
2 > 0 { taqka (x0, y0) je izolovana,

3◦ f 0
x2f

0
y2 − (f 0

xy)
2 = 0 { za odre�iva�e vrste taqke (x0, y0) potrebna su

dodatna ispitiva�a, jer u ovom sluqaju posmatrana taqka mo�e bi-
ti povratna prve vrste, povratna druge vrste, izolovana ili taqka
samododira.

Definicija 3.9. Taqka (X0 : Y0 : Z0) na algebarskoj krivoj zadatoj ho-
mogenim polinomom F (X, Y, Z) je singularna ili jedan singularitet ako
je

∂F

∂X
(X0, Y0, Z0) =

∂F

∂Y
(X0, Y0, Z0) =

∂F

∂Z
(X0, Y0, Z0) = 0.

Prema [12, strana 37] va�i slede�a teorema.

Teorema 3.3. Neka je F (X, Y, Z) homogen polinom, (X0 : Y0 : Z0) taqka
sa homogenim koordinatama i F (X0, Y0, Z0) = 0, Z0 6= 0. Ako je f(x, y) =
F (X, Y, 1), tada je sistem

∂F

∂X
(X0, Y0, Z0) =

∂F

∂Y
(X0, Y0, Z0) =

∂F

∂Z
(X0, Y0, Z0) = 0

ekvivalentan sa
∂f

∂x
(
X0

Z0

,
Y0

Z0

) =
∂f

∂y
(
X0

Z0

,
Y0

Z0

) = 0.

Postoji efektivan postupak postepenog ukla�a�a singulariteta ravne alge-
barske krive. Nazivamo ga desingularizacija krive.

Izuqava�em singulariteta algebarskih krivih bavi se posebna oblast ma-
tematike { teorija singulariteta.

• Nesvod	iva algebarska kriva

Definicija 3.10. Algebarska kriva je ireducibilna ili nesvod	iva ako
je polinom kojim je ona definisana nerastav	iv.
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Algebarske krive definisane rastav	ivim polinomima mogu se predstaviti
kao unija nekoliko nesvod	ivih krivih. Zbog toga se u mnogim sluqajevima
prouqava�e algebarskih krivih mo�e ograniqiti samo na prouqava�e nesvo-
d	ivih krivih.

Prema [12, strana 35], mo�emo pokazati da nesvod	iva algebarska kriva
ima samo konaqno mnogo singularnih taqaka.

• Glatka algebarska kriva

Definicija 3.11. Algebarska kriva je glatka ili nesingularna ako je
glatka u svakoj svojoj taqki, to jest ako je svaka �ena taqka regularna. U
suprotnom ka�emo da je algebarska kriva singularna.

Glatka algebarska kriva ima definisanu tangentu u svakoj svojoj taqki.

3.4 Red algebarske krive

Da bismo deta	nije upoznali algebarske krive, moramo ih klasifikovati.
To znaqi da moramo opisati sve mogu�e skupove taqaka koji zadovo	avaju
jednaqinu kojom je zadata algebarska kriva.

Najprirodnija, i istorijski najranija, klasifikacija algebarskih kri-
vih je prema stepenu ili redu algebarske krive. Kao xto znamo, stepen ili
red algebarske krive je stepen polinoma kojim je ona definisana.

Ovde �emo dati kratak pregled nekih algebarskih krivih, posmatraju�i
ih u afinoj ravni R2.

• Prava

Najjednostavnija algebarska kriva je kriva prvog reda.

Definicija 3.12. Algebarsku krivu prvog reda nazivamo prava12).

Dakle, nejjednostavnija algebarska kriva je prava. Svaka prava je zadata jed-
naqinom f(x, y) = 0, pri qemu je f iz R[x, y] polinom prvog stepena po neo-
dre�enima x i y. Preciznije, svaka prava je zadata linearnom jednaqinom

ax+ by + c = 0,

sa dve nepoznate x i y, gde su a, b i c realne konstante za koje va�i da je
(a, b) 6= (0, 0).

12)Prava se u svakodnevnom govoru koristi kao pridev u �enskom rodu: prava xipka,
prava strela. U geometriji req prava je naziv geometrijskog objekta, pa je ona imenica
�enskog roda, a ne pridev. Ali se po pade�ima me�a kao pridev: na pravoj, van prave.
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• Kvadrika i konika

Posle pravih, prvi primeri algebarskih krivih su krive drugog reda.

Definicija 3.13. Algebarsku krivu drugog reda nazivamo kvadrika.

Od antiqkih vremena kvadrike su poznate i kao konusni preseci. One su do-
vo	no jednostavne da se ve�ina �ihovih osobina mo�e prouqiti elementar-
nim sredstvima, pa ipak omogu�avaju razvoj interesantnih struktura koje
predstav	aju izazov i za savremene matematiqke tehnike.

Svaka kvadrika je odre�ena jednaqinom f(x, y) = 0, pri qemu je f iz R[x, y]
polinom drugog stepena po neodre�enima x i y. Preciznije, svaka kvadrika
je odre�ena kvadratnom jednaqinom

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0, (3.5)

sa dve nepoznate x i y, gde su a, b, c, d, e i f realne konstante za koje va�i
da je (a, b, c) 6= (0, 0, 0).

Kvadrika nad po	em R mo�e biti:

◦ Elipsa. Pogodnim odabirom koordinatnog sistema, jednaqinu (3.5) mo-
�emo da napixemo u obliku

β2x2 + α2y2 = β2α2 ili
x2

α2
+
y2

β2
= 1.

Nazivamo je kanonska ili svedena jednaqina elipse.

◦ Hiperbola. Kanonska jednaqina hiperbole je

β2x2 − α2y2 = β2α2 ili
x2

α2
− y2

β2
= 1.

◦ Parabola. Kanonska jednaqina parabole je

y = 2px2, p 6= 0.

Broj p nazivamo parametar parabole.

◦ Prazan skup. Na primer, x2 + y2 + 1 = 0.

◦ Taqka. Na primer, x2 + y2 = 0.

◦ Unija dve prave. Ovo se dexava kada je polinom na levoj strani jedna-
qine (3.5) rastav	iv u proizvod dva linearna polinoma:

(a1x+ b1y + c1)(a2x+ b2y + c2) = 0.

Ovde se mogu razlikovati tri podsluqaja: te dve prave mogu da se
poklapaju, mogu biti disjunktne i mogu se se�i u jednoj taqki.
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Definicija 3.14. Elipsu, hiperbolu i parabolu nazivamo konikama, a
prazan skup, taqku i uniju dve prave degenerisanim konikama.

Ne postoje kvadrike koje nisu ni konike ni degenerisane konike, xto po-
tvr�uje slede�a teorema, [6, strana 57].

Teorema 3.4. Kvadrika je ili konika ili degenerisana konika.

• Kubna kriva ili kubika. Eliptiqka kriva

Va�na klasa algebarskih krivih su algebarske krive tre�eg reda.

Definicija 3.15. Algebarsku krivu tre�eg reda nazivamo kubna kriva
ili kubika.

Svaka kubika je odre�ena jednaqinom f(x, y) = 0, pri qemu je f iz R[x, y]
polinom tre�eg stepena po neodre�enima x i y. Preciznije, svaka kubika je
odre�ena kubnom jednaqinom

ax3 + 3bx2y + 3cxy2 + dy3 + 3ex2 + 6fxy + 3gy2 + 3hx+ 3iy + j = 0,

sa dve nepoznate x i y gde su a, b, c, d, e, f , g, h, i i j realne konstante za koje
va�i da je (a, b, c, d) 6= (0, 0, 0, 0).

Prvi pokuxaj klasifikacije kubnih krivih dao je �utn 1704. godine
u dodatku svoje Optike.13) On je opisao 72 mogu�a sluqaja kubnih krivih,
i time postavio osnovu �ihovog sistematskog prouqava�a. Ukoliko kubnu
krivu posmatramo u projektivnom prostoru, mnoge od ovih 72 krive postaju
ekvivalentne jedna drugoj.

Posebno mesto u �utnovoj klasifikaciji kubika qine divergentne14) pa-
rabole15).

Definicija 3.16. Kubnu krivu zadatu jednaqinom oblika

y2 = f(x),

pri qemu je f iz R[x] polinom tre�eg stepena po neodre�enoj x nazivamo
divergentna parabola.

Preciznije, divergentna parabola je svaka kubna kriva zadata jednaqinom

y2 = ax3 + bx2 + cx+ d,

sa dve nepoznate x i y gde su a, b, c i d realne konstante.

13)Isac Newton, Enumeratio linearum tertii ordinis
14)Req divergentan potiqe od latinske reqi divergens xto u prevodu znaqi razila�e�e,

odstupa�e, ono xto ide u razliqitim pravcima ili xto se uda	ava.
15)na latinskom parabolae divergentes
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Postoje dve specijalne potklase divergentnih parabola: �utnove diver-
gentne parabole i eliptiqke krive.

Definicija 3.17. Divergentnu parabolu zadatu jednaqinom

y2 = x3 + ax2 + bx (3.6)

sa dve nepoznate x i y gde su a i b realne konstante nazivamo �utnova

divergentna parabola.

�utnove divergentne parabole mo�emo podeliti na slede�e vrste, zavisno
od korena polinoma na desnoj strani jednaqine (3.6):

◦ svi koreni su realni i razliqiti. Kriva se sastoji od dve komponente
{ jednog ovala i neograniqenog dela (prikazana je na narednom crte�u
levo);

◦ svi koreni su realni, dva ma�a su me�usobno jednaka. Kriva se sasto-
ji od taqke i neograniqenog dela (prikazana je na narednom crte�u
desno);

0 0

◦ svi koreni su realni, dva ve�a su me�usobno jednaka. Kriva ima taqku
samopreseka16). Poznata je i kao alfa-kriva (prikazana je na narednom
crte�u levo);

◦ svi koreni su realni i jednaki, jednaqina je y2 = x3. Ova kriva, pozna-
ta kao polukubna parabola17), se sastoji iz dva glatka dela simetriqna
u odnosu na x−osu i ima kasp19)u koordinatnom poqetku u kome se ti
delovi sastaju (prikazana je na narednom crte�u desno);

0 0

16)ka�emo i qvor
17)ili Nilova18)parabola
18)Vi	em Nil (William Neil, 1637{1670), engleski i matematiqar
19)ka�emo i xpic, odnosno vrh
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◦ jedan koren je realan, a dva su konjugovano kompleksna. Kriva ima
samo jednu komponentu { glatku, zvonastog oblika.

0

Definicija 3.18. Divergentnu parabolu zadatu jednaqinom

y2 = x3 + ax+ b,

sa dve nepoznate x i y gde su a i b realne konstante nazivamo eliptiqka
kriva.

Osim�utnove klasifikacije kubnih krivih, postoji i ona koju je predlo�io
Pliker20), a koja se bazira na osobinama beskonaqno dalekih taqaka kubnih
krivih.

Kubne krive su veoma znaqajne za modernu matematiku. Qitava teorija
eliptiqkih funkcija i eliptiqkih integrala zasnovana je na svojstvima
ovih krivih. Mnogi centralni rezultati analize i geometrije vezani su za
kubne krive.

• Kriva qetvrtog reda ili kvartika. Hipereliptiqka kriva

Definicija 3.19. Algebarsku krivu qetvrtog stepena ili qetvrtog reda
nazivamo kvartika.

Svaka kvartika je odre�ena jednaqinom f(x, y) = 0, pri qemu je f iz R[x, y]
polinom qetvrtog stepena po neodre�enima x i y. Preciznije, svaka kvartika
je odre�ena jednaqinom qetvrtog stepena

ax4 + 4bx3y + 6cx2y2 + 4dxy3 + ey4 + 4fx3 + 12gx2y + 12hxy2

+ 4iy3 + 6jx2 + 12kxy + 6ly2 + 4mx+ 4ny + o = 0,

sa dve nepoznate x i y gde su a, b, c, d, e, f , g, h, i, j, k, l, m, n i o realne
konstante za koje va�i da je (a, b, c, d, e) 6= (0, 0, 0, 0, 0).

Generalizacijom eliptiqkih krivih dolazimo do jox jedne va�ne klase
algebarskih krivih.

20)Julijus Pliker (Julius Plücker, 1801{1868), nemamqki matematiqar
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Definicija 3.20. Algebarsku krivu zadatu jednaqinom oblika

y2 = f(x)

gde je f iz K[x] polinom stepena d◦f > 4 bez vixestrukih korena nazivamo
hipereliptiqka kriva.

Ona ima mnogo zajedniqkog sa klasom eliptiqkih krivih.

3.5 Rod algebarske krive

Klasifikacija algebarskih krivih prema stepenu ili redu se ispostavila
kao priliqno gruba. Lepxa klasifikacija algebarskih krivih je na osnovu
roda algebarske krive { geometrijsko-topoloxke invarijante21) koju mo�emo
pridru�iti svakoj algebarskoj krivoj. Ova klasifikacija je nastala u 19.
veku od strane Rimana22) i Abela. Ona je najbo	a klasifikacija po <kom-
plikovanosti> algebarskih krivih.

Primer 3.2. Algebarska kriva

C1 : 3x4y2 + 5x2y + 11xy + 23x+ 14 = 0,

je znatno slo�enija od algebarske krive

C2 : y − x8 = 0,

iako algebarska kriva C2 ima ve�i stepen od algebarske krive C1. 4

• Geometrijski pristup

Videli smo da algebarska kriva u projektivnoj kompleksnoj ravni P2(C) ima
oblik sfere ili torusa sa n rupa, uz napomenu da je u sluqaju sfere n = 0.

Definicija 3.21. Broj rupa n nazivamo genus ili rod algebarske krive,
i oznaqavamo sa g.

Va�no svojstvo koje ima rod algebarske krive dat je slede�om teoremom, uz
napomenu da su ona i slede�a tri stava formulisani na osnovu [48, strana
39].

21)Req invarijantan potiqe od latinskih reqi in { u i variare { neprome�en, xto u
prevodu znaqi onaj koji ostaje neprome�en. U matematici i fizici predstav	a svojstvo
pojedinih matematiqkih objekata i veliqina koja se ne me�aju pri nekim preslikava�ima,
odnosno transformacijama.
22)Georg Fridrih Bernhard Riman (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826{1866), nemaq-

ki matematiqar
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Teorema 3.5. Za svaki ceo broj g ≥ 0 postoji algebarska kriva roda g.

Na osnovu ovog svojstva mo�emo izvrxiti klasifikaciju algebarskih krivih
prema �ihovom rodu.

Da bismo geometrijski odredili rod algebarske krive C posmatra�emo
je kao algebarsku krivu C/C u projektivnoj kompleksnoj ravni P2(C). Rod
algebarske krive C/C bi�e i rod algebarske krive C.

Primer 3.3. Afina prava, to jest prava ima rod g = 0. Zaista, pravu
ax + by + c = 0 projektivno predstav	amo kao aX + bY + cZ = 0, a ovo je
izomorfno kompleksnoj projektivnoj pravoj P1(C).

S druge strane, P1(C) se sastoji od Gausove ravni C i jedne beskonaqno
daleke taqke kojom kompaktifikujemo tu ravan, pa P1(C) mo�emo videti
i kao sferu S2 u P2(C), to jest P1(C) ∼= S2. Poxto sfera u sebi ne sadr�i
rupe, rod kompleksne projektivne prave P1(C), pa samim tim i prave je
g = 0. 4

Primer 3.4. Konike tako�e mo�emo videti kao sfere u P2(C), pa i one
imaju rod g = 0. 4

• Algebarski pristup

Stav 3.1. Neka je C algebarska kriva reda n. Tada za genus ili rod g
algebarske krive C va�i slede�a nejednakost

g ≤ (n− 1)(n− 2)

2
.

Ako je algebarska kriva glatka, ili ako su �ene jedine singularne taqke
dvojne, tada rod algebarske krive mo�emo i eksplicitno da izrazimo.

Stav 3.2. Neka je C glatka algebarska kriva reda n. Tada za rod g alge-
barske krive C va�i jednakost

g =
(n− 1)(n− 2)

2
. � (3.7)

Jednakost (3.7) je poznata kao formula stepena.

Stav 3.3. Neka je C algebarska kriva reda n sa d dvojnih taqaka, pri qemu
je d ≥ 0. Tada za rod g algebarske krive C va�i jednakost

g =
(n− 1)(n− 2)

2
− d.
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• Racionalna kriva

Na osnovu definicije (3.2) algebarska kriva C ima rod g = 0, ako je ona prava
ili kvadrika, to jest krive prvog i drugog reda su istog roda g = 0.

Definicija 3.22. Algebarsku krivu roda g = 0 nazivamo racionalna

kriva.

Naziv racionalna kriva potiqe otuda xto algebarska kriva roda g = 0 ima
parametrizaciju pomo�u racionalnih funkcija, to jest koordinate taqaka
koje pripadaju toj krivoj mo�emo izraziti racionalnim funkcijama nekog
parametra.

Primer 3.5. Krug x2 + y2 = 1 kao algebarska kriva drugog reda ima rod
g = 0 i racionalnu parametrizaciju

x =
1− t2

1 + t2
, y =

2t

1 + t2

pomo�u parametra t iz R. 4

• Eliptiqka i hipereliptiqka kriva

Na osnovu stava (3.3) algebarske krive tre�eg reda { kubne krive { imaju
rod g = 1 ako nemaju dvojnu taqku, to jest ako su glatke, ili rod g = 0 ako
imaju jednu dvojnu taqku, to jest ako nisu glatke. Zbog toga, pored definicije
(3.18), eliptiqku krivu mo�emo definisati i ovako:

Definicija 3.23. Algebarsku krivu roda g = 1 nazivamo eliptiqka

kriva.

Naziv eliptiqka kriva potiqe otuda xto algebarska kriva roda g = 1 ima
parametrizaciju pomo�u eliptiqkih funkcija, o kojima �e deta	nije biti
reqi u narednom poglav	u.

Dakle, prema rodu, kubne krive mo�emo podeliti na dve klase:

◦ kubne krive qiji je rod g = 0 { racionalne krive;

◦ kubne krive qiji je rod g = 1 { eliptiqke krive.

I hipereliptiqku krivu, pored definicije (3.20), mo�emo definisati i ova-
ko:

Definicija 3.24. Algebarsku krivu roda g = 2 nazivamo hipereliptiq-
ka kriva.

Uopxte, hipereliptiqke krive imaju rod g > 1, uz napomenu da su sve al-
gebarske krive roda dva hipereliptiqke, ali za ve�i rod postoje krive koje
nisu hiperelliptiqke. Prema [44, strana 18], va�i
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Stav 3.4. Algebarske krive zadate jednaqinom y2 = f(x), gde je f polinom
stepena d◦f ≥ 3 i bez vixestrukih korena, imaju rod

g =

⌊
n− 1

2

⌋
,

to jest g je najve�i ceo deo broja n−1
2

ne ve�i od n−1
2
.

To posebno znaqi da, pored sluqaja kada je n = 3, i u sluqaju kada je n = 4
algebarske krive zadate jednaqinom y2 = f(x) imaju rod g = 1. Xtavixe, ako
je f polinom stepena d◦f ≥ 3 i bez vixestrukih korena, tada, ako je:

◦ n = 1 ili n = 2 algebarske krive zadate jednaqinom y2 = f(x) imaju
rod g = 0;

◦ n = 5 ili n = 6 algebarske krive zadate jednaqinom y2 = f(x) imaju
rod g = 2.

Dakle, stepen d◦f polinoma f , bez vixestrukih korena, kojim je definisana
algebarska kriva oblika y2 = f(x) odre�uje rod te krive. Otuda i, na osnovu
[11, strana 254]

Stav 3.5. Polinom f , bez vixestrukih korena, stepena

d◦f = 2g + 1 ili d◦f = 2g + 2

odre�uje alebarsku krivu y2 = f(x) roda g.

• Rod algebarske krive i Diofantove jednaqine

Rod algebarske krive ima va�nu ulogu kod klasifikacije Diofantovih jed-
naqina, jer svakoj Diofantovoj jednaqini mo�emo pridru�iti neku alge-
barsku krivu. Rod pridru�ene algebarske krive odre�uje strukturu skupa
rexe�a same Diofantove jednaqine. Prvo se podsetimo, [19, strana 129]:

Definicija 3.25. Diofantova ili diofantska jednaqina je jednaqina
oblika f(x1, . . . , xn) = 0 qija rexe�a tra�imo u skupu Zn, gde je n iz N i
f neka funkcija n promen	ivih.

Funkcija f iz definicije (3.25) je najqex�e polinom sa celobrojnim koefi-
cijentima, to jest f ∈ Z[x1, . . . , xn]. Tada govorimo o algebarskim Diofanto-

vim jednaqinama. Zbog toga, kada ka�emo Diofantova jednaqina mislimo na
algebarsku Diofantovu jednaqinu23) sa dve ili vixe nepoznatih qiji su koe-
ficijenti celi brojevi za koju tra�imo celobrojna ili racionalna rexe�a.
Pod Diofantovim jednaqinama, tako�e, podrazumevamo i sisteme algebarskih

23)Treba imati na umu da nisu retke ni eksponencijalne Diofantove jednaqine, kao i
jednaqine koje su zadate formulom g(x1, . . . , xn) = 0, gde je g neka slo�ena funkcija.
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jednaqina sa celobrojnim koeficijentima.

Diofantove jednaqine se najprirodnije i najuspexnije prouqavaju i re-
xavaju metodama algebarske geometrije. Deo algebarske geometrije koji pro-
uqava Diofantove jednaqine koriste�i metode iz algebarske teorije brojeva
je Aritmetiqka24) [algebarska] geometrija ili Diofantova geometrija.

Godine 1887. Runge25) poqi�e da prime�uje algebarsku geometriju na re-
xava�e Diofantovih jednaqina. On svakoj Diofantovoj jednaqini pridru�i
algebarsku krivu, i umesto da tra�i racionalna ili celobrojna rexe�a
Diofantove jednaqine, on tra�i racionalne ili celobrojne taqke algebarske
krive koja je pridru�ena toj jednaqini. Od roda g pridru�ene algebarske
krive zavisi broj racionalnih, odnosno celobrojnih rexe�a te jednaqine.
Ako je:

1◦ g = 0, tada su Diofantove jednaqine, u principu, rexive. Mo�e se do-
goditi da ona nema nijedno racionalno rexe�e, ali ako ima bar jedno,
onda ih ima beskonaqno mnogo. U ovom sluqaju Diofantova jednaqina
ima beskonaqno mnogo celobrojnih rexe�a.

2◦ g = 1, tada su ovakvi problemi najbogatiji, i matematiqki najzani-
m	iviji. Mo�e se dogoditi da ona nema nijedno racionalno rexe�e,
da ih ima konaqno mnogo ili da ih ima beskonaqno mnogo. Ako ima bes-
konaqno mnogo racionalnih rexe�a ona su konaqno generisana, to jest
sva racionalna rexe�a se mogu dobiti iz konaqno mnogo racionalnih
rexe�a primenom odre�ene operacije. U ovom sluqaju Diofantova jed-
naqina ima konaqno mnogo celobrojnih rexe�a.

3◦ g > 1, tada za pridru�ene algebarske krive ka�emo da su opxteg

tipa, a Diofantove jednaqine kojima su pridru�ene takve algebarske
krive imaju konaqno mnogo racionalnih, pa samim tim i celobrojnih
rexe�a.

• Rod algebarske krive i �ene racionalne taqke

Prethodno reqeno u vezi sa Diofantovim jednaqinama i �ima pridru�enim
algebarskim krivama je primer principa geometrija odre�uje aritmetiku
jer geometrijsko svojstvo algebarske krive { �en rod { odre�uje aritmetiqko
svojstvo te krive { broj �enih racionalnih taqaka, odnosno broj racionalnih
rexe�a pridru�ene Diofantove jednaqine. Ta povezanost roda algebarske
krive sa strukturom skupa �enih racionalnih taqaka data je slede�om veoma
va�nom teoremom, [44, strana 17]:

Teorema 3.6. Skup C(Q) racionalnih taqaka algebarske krive C roda g je:

24)Aritmetika je stara req za teoriju brojeva
25)Karl David Tolme Runge (Carl David Tolmé Runge, 1856{1927), nemaqki matematiqar

i fiziqar
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1◦ prazan ili beskonaqan, ako je g = 0,

2◦ konaqan ili beskonaqan, ako je g = 1,

3◦ konaqan, ako je g > 1.

Prema teoremi (3.6) algebarska kriva C roda g = 0 ne mora da ima racio-
nalnih taqaka, to jest mo�e biti C(Q) = ∅ ili ih ima beskonaqno mnogo. Za
ovakve krive va�i teorema Hase26)-Minkovskog27), [33, strana 5].

Teorema 3.7. [Hase-Minkovski] Neka je C algebarska kriva roda g = 0.
Tada je C(Q) 6= ∅ ako i samo ako je C(R) 6= ∅ i C(Qp)

28) 6= ∅ za svaki prost
broj p.

Ovu teoremu ne mo�emo prime�ivati u sluqaju algebarskih krivih roda
ve�eg od jedan. Ona je poznata i kao lokalno-globalni princip, jer tvrdi
da �e algebarska kriva roda nula imati taqke nad Q { globalno { ako i samo
ima taqke nad Qp za svaki prost broj p i nad R { lokalno.

Provera da li algebarska kriva roda g = 0 ima taqke nad Qp se mo�e
obaviti u konaqnom broju koraka jer je dovo	no proveriti da li jednaqina
kojom je ona zadata ima rexe�a po modulu pk za konaqno mnogo p-ova i k-ova,
to jest ne treba proveravati da li ona ima rexe�a za svaki prost broj p.

Opet, prema teoremi (3.6), algebarska kriva C/Q roda g > 1 ima konaqno
mnogo racionalnih taqaka. To je formulisao Mordel 1922. godine kao hi-
potezu, a dokazao Faltings29) 1983. godine, zbog qega je 1986. godine dobio
Fildsovu30) meda	u31), [19, strana 283].

Teorema 3.8. [Faltings] Neka je C/Q algebarska kriva roda g > 1. Tada
je skup C(Q) �enih racionalnih taqaka konaqan.

26)Helmut Hase (Helmut Hasse, 1898{1979), nemaqki matematiqar
27)Herman Minkovski (Hermann Minkowski, 1864{1909), nemaqki matematiqar i fiziqar
28)Polaze�i od po	a Q racionalnih brojeva i mogu�ih netrivijalnih apsolutnih vred-

nosti na �emu, to po	e Q mo�emo proxiriti tako da dobijemo beskonaqno mnogo po	a Qp

p-adiqnih brojeva i po	e Q∞ = R realnih brojeva. Sva tako dobijena po	a Qp su me�usobno
razliqita i ne postoje druga kompletira�a po	a Q.
29)Gerd Faltings (Gerd Faltings, 1954), nemaqki matematiqar
30)�on Qarls Filds (John Charles Fields, 1863{1932), kanadski matematiqar
31)Fildsova meda	a je najpresti�nija matematiqka nagrada, i u rangu je Nobelove nagra-

de, poxto se Nobelova nagrada ne dode	uje za otkri�a iz matematike. Svake qetvrte godine,
jedan ili vixe matematiqara dobije ovo uva�eno prizna�e. Pobednika bira Me�unarodna
matematiqka unija, a zvaniqno ime Fildsove meda	e je Me�unarodna meda	a za izuzetna
matematiqka dostignu�a. Ona se dode	uje samo aktivnim matematiqarima koji imaju naj-
vixe qetrdeset godina. Zanim	ivo je da Nobelova nagrada za matematiku, ipak, postoji!
To je Abelova nagrada koju od 2003. svake godine dode	uje Norvexka akademija nauke kao
me�unarodnu nagradu za izuzetan nauqni doprinos na po	u matematike. Vrednost nagrade
je 660 000 evra. Mogu je dobiti i matematiqari preko qetrdeset godina, jer se ta nagrada
daje za �ivotno delo.
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3.6 Bezuova teorema

Videli smo da u kompleksnoj projektivnoj ravni P2(C) algebarska kriva ste-
pena d i prava imaju taqno d preseqnih taqaka uzimaju�i u obzir i �ihove
vixestrukosti. Drugim reqima, te dve krive imaju d = d ·1 preseqnih taqaka.

Bezuova32) teorema33) je uopxte�e ovog svojstva na parove krivih proizvo-
	nog stepena. Ona je suxtinski prvo bila istaknuta od strane �utna u doka-
zu 28. leme prvog toma svoje k�ige Principia, gde tvrdi da je broj zajedniqkih
taqaka dve algebarske krive jednak proizvodu �ihovih stepena. Ova teore-
ma je kasnije objav	ena 1779. godine u Bezuovoj k�izi Théorie générale des
équation algébrique.

Bezuova teorema je klasiqan rezultat teorije algebarskih krivih. Ona
uopxtava i Osnovni stav algebre po kome kompleksni polinom stepena n
ima taqno n nula raqunaju�i vixestrukosti.

• Multiplicitet preseka dve krive

Pre nego xto formulixemo teoremu, treba da definixemo vixestrukost ili
multiplicitet preseka dve krive, posebno transverzalni34) presek, [4, strana
16].

Definicija 3.26. Ako je P zajedniqka taqka dve ravne algebarske krive
C1 i C2 koja je nesingularna za obe krive, i tangentne prave na C1 i C2 u
P su razliqite, onda je multiplicitet preseka 1 i sam presek nazivamo
transverzalni. Ako krive C1 i C2 imaju zajedniqku tangentu u P , tada je
ovaj presek multipliciteta bar 2.

Intuitivno, multiplicitet preseka algebarskih krivih C1 i C2 u taqki P
je stepen poklapa�a krivih C1 i C2 u taqki P .

• Bezuova teorema

Pored Bezuove teoreme, navex�emo i �enu posledicu, [4, strana 16].

Teorema 3.9. [Bezu] Neka su C1 i C2 dve projektivne algebarske krive
definisane nad po	em K koje nemaju zajedniqkih komponenti, to jest de-
finisane su razliqitim nerastav	ivim polinomima. Tada je ukupan broj
taqaka preseka C1 i C2 sa koordinatama u algebarskom zatvore�u od K, ra-
qunaju�i multiplicitete, jednak proizvodu stepena C1 i C2.

32)Etjen Bezu (Étienne Bézout, 1730{1783), francuski matematiqar
33)Ovde se misli na takozvanu veliku Bezuovu teoremu, dok mala Bezuova teorema {

tvr�e�e poznato iz xkolske algebre { glasi: α je koren polinoma p ako i samo ako x − α
deli taj polinom, to jest p(α) = 0⇔ (x− α) | p(x).
34)Req transverzala potiqe od novolatinske reqi transversalis xto u prevodu znaqi po-

preqnica, linija ili povrxina koja preseca sistem linija ili povrxina.
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Posledica 3.2. Neka dve projektivne algebarske krive C1 i C2 imaju taqno
n2 taqaka preseka i neka mn od �ih le�e na nesvod	ivoj krivoj D stepena
m < n. Tada preostalih n(n −m) taqaka le�e na krivoj stepena najvixe
n−m.

3.7 Normalizacija algebarskih krivih

• Sigma-proces

Neka je data singularna algebarska kriva. Pomo�u odgovaraju�e smene, sin-
gularna algebarska kriva mo�e postati algebarska kriva bez singularnih
taqaka, to jest glatka algebarska kriva. Drugim reqima, od singularne alge-
barske krive, pomo�u smene, mo�emo do�i do glatke algebarske krive za koju
ka�emo da je pridru�ena singularnoj algebarskoj krivoj. Tada, tu pridru-
�enu krivu nazivamo nesingularno pridru�e�e ili normalizacija polazne
krive, a opisani postupak, koji se uvek mo�e sprovesti u konaqno mnogo ko-
raka nazivamo razrexava�e singulariteta ili sigma-proces.

Primer 3.6. Taqka (0, 0) je singularna taqka algebarske krive

C : y2 = x3 + x2.

Ako oznaqimo sa f(x, y) = y2 − x3 − x2, tada je

∂f

∂x
(0, 0) = −3x2 − 2x |x=0, y=0 = 0 i

∂f

∂y
(0, 0) = 2y |x=0, y=0 = 0.

Zbog toga je i algebarska kriva C singularna. Ako uvedemo smenu y = tx,
jednaqina koja definixe C postaje t2 = x + 1. Ona odre�uje algebarsku
krivu bez singularnih taqaka, jer je

∂f

∂x
(x0, t0) = 1 6= 0

za svaku taqku (x0, t0), pa je glatka algebarska kriva

C̃ : t2 = x+ 1

nesingularno pridru�e�e ili normalizacija algebarske krive C. 4

• Eliptiqka i hipereliptiqka kriva

Sigma-proces nam omogu�ava da, na jox jedan naqin, ekvivalentan pretho-
dnom, definixemo eliptiqku i hipereliptiqku krivu, [12, strana 56].
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Definicija 3.27. Eliptiqka kriva je normalizacija algebarske krive
zadate jednaqinom

y2 = f(x),

pri qemu je d◦f = 3 ili d◦f = 4.

Definicija 3.28. Hipereliptiqka kriva je normalizacija algebarske
krive roda g zadate jednaqinom

y2 = f(x),

pri qemu je d◦f = 2g + 1 ili d◦f = 2g + 2.



4
Uvod u eliptiqke krive

Do sada smo upoznali algebarske krive. Sada �emo upoznati i eliptiqke
krive. Ovo poglav	e je posve�eno najosnovnijim qi�enicama u vezi sa �ima.
Za vixe deta	a pogledati [33], [15], [57], [48], [8] i [49].

4.1 Razvoj teorije eliptiqkih krivih

Videli smo da se zaqeci ideje o eliptiqkim krivama jav	aju jox u 3. veku
kod Diofanta u postupku rexava�a Diofantovih jednaqina, posebno neo-
dre�enih kubnih jednaqina.

Nakon mnogo vekova zaborava, Baxe1) je u 17. veku ponovo otkrio sliqne
postupke, a �utn je dao i �ihovu geometrijsku interpretaciju. Razvoj te
ideje je, preko Ferma u 17. veku, Poenkarea2) u 19. i 20. veku, zatim Mordela,
Veja3), Sera5) i drugih, krajem 20. veka doveo do dokaza posled�e Fermaove
teoreme.

Uz taj aritmetiqki, postoji geometrijski i analitiqki aspekt eliptiq-
kih krivih. Analitiqki aspekt se mo�e pratiti kroz razvoj eliptiqkih
integrala i eliptiqkih funkcija od 17. veka, pa sve do danax�ih dana. U
17. veku za �egov razvoj su zaslu�ni Volis6) i �utn, u 18. veku Bernuli7),

1)Klod Baxe (Claude Gaspard Bachet de Méziriac, 1581{1638), francuski matematiqar
2)�il Anri Poenkare (Jules Henri Poincaré, 1854{1912), francuski matematiqar i teo-

rijski fiziqar
3)Andre Vej4)(André Weil, 1906{1998), francuski matematiqar
4)Qex�a, mada nepravilna, srpska transkripcija �egovog imena je Vejl.
5)�an-Pier Ser (Jean-Pierre Serre, 1926), francuski matematiqar
6)�on Volis (John Wallis, 1616{1703), engleski svextenik i matematiqar
7)Jakob Bernuli (Jakob Bernoulli, 1654{1705), xvajcarski matematiqar
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Makloren8), Fa�ano9) i Ojler, dok su to u 19. veku Le�andr10), Gaus, Abel,
Jakobi11), Riman, Vajerxtras12), Klajn13) i Poenkare.

Eliptiqke krive mo�emo definisati nad proizvo	nim po	emK. Me�utim,
najva�niji sluqajevi su kad je K jedno od po	a Q, R, C ili Fq.

4.2 Vajerxtrasove kubne krive

• Vajerxtrasov opxti oblik kubne krive

U poglav	u o algebarskim krivama definisali smo nad po	em R kubnu krivu

ili kubiku kao algebarsku krivu tre�eg reda koja je odre�ena kubnom jedna-
qinom

ax3 + 3bx2y + 3cxy2 + dy3 + 3ex2 + 6fxy + 3gy2 + 3hx+ 3iy + j = 0

sa dve nepoznate x i y gde su a, b, c, d, e, f , g, h, i i j realne konstante za koje
va�i da je (a, b, c, d) 6= (0, 0, 0, 0).

Pri prouqava�u kubne krive �elimo da je prevedemo u odre�eni oblik
u kojem �emo mo�i lakxe da radimo sa �om. Zato �emo prvo definisati
Vajerxtrasovu kubnu krivu, i to najpre u projektivnoj ravni P2(K), a zatim
i u afinoj ravni A2(K) = K2, pri qemu je K neko po	e.

Definicija 4.1. Vajerxtrasova kubna kriva je ure�eni par (E,O) skupa
E taqaka u projektivnoj ravni P2(K) qije su koordinate rexe�a jednaqine

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3 (4.1)

i bazne taqke O iz E koja ima koordinate (0 : 1 : 0), pri qemu su a1, a2, a3,
a4 i a6 iz K.

Jednaqina (4.1) je projektivna Vajerxtrasova jednaqina.

Svaku kubnu krivu, pogodnim izborom osa u projektivnoj ravni i proje-
ktivnim tranformacijama, mo�emo svesti na oblik (4.1), xto je deta	nije
objax�eno u [48, strana 42].

Vajerxtrasovu kubnu krivu mo�emo definisanati i afinom jednaqinom
prelaskom na nehomogene koordinate pomo�u smene x = X

Z
i y = Y

Z
. U tom

sluqaju, bazna taqkaO postaje beskonaqno daleka taqka koju ne mo�emo videti
u afinoj ravni K2, ali �emo smatrati da se ona nalazi na svakoj vertikalnoj
pravoj x = c, gde je c neki element iz K.

8)Kolin Makloren (Colin Maclaurin, 1698{1746), xkotski matematiqar
9)�ulio Fa�ano (Giulio Fagnano, 1682{1766), italijanski matematiqar

10)Adrijen-Mari Le�andr (Adrien-Marie Legendre, 1752{1833), francuski matematiqar
11)Karl Gustav Jakob Jakobi (Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804{1851), nemaqki matematiqar
12)Karl Teodor Vilhelm Vajerxtras (Karl Theodor Wilhelm Weierstraß, 1815{1897), ne-

maqki matematiqar
13)Feliks Kristijan Klajn (Felix Christian Klein, 1815{1897), nemaqki matematiqar
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Definicija 4.2. Vajerxtrasova kubna kriva je ure�eni par (E,O) skupa
E taqaka u afinoj ravni K2 qije su koordinate rexe�a jednaqine

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, (4.2)

i beskonaqno daleke taqke O iz E, pri qemu su a1, a2, a3, a4 i a6 iz K.

Jednaqina (4.2) je afina Vajerxtrasova jednaqina.

Definicija 4.3. Svaku od jednaqina (4.1) i (4.2) nazivamo Vajerxtrasov
opxti oblik kubne krive E ili Vajerxtrasova forma od E.

Vajerxtrasova kubna kriva imaju jednu veoma va�nu osobinu:

Svaka prava seqe Vajerxtrasovu kubnu krivu u taqno tri taqke, raqunaju�i
vixestrukosti14).

U projektivnoj ravni P2(K) to se lako vidi. U afinoj ravni K2, ako po-
smatramo jednaqinu (4.2) prime�ujemo, poxto u �oj nema qlana y3, da svaka
vertikalna prava x = c, za c iz K, seqe Vajerxtrasovu kubnu krivu u dve
taqke. Ali, ako se uzme u obzir da beskonaqno daleka taqka O tako�e pripada
toj krivoj, dobijamo i tre�u preseqnu taqku.

Vajerxtasovu kubnu krivu kra�e nazivamo i Vajerxtrasova kubika.

• Vajerxtrasov normalni oblik kubne krive

U sluqaju kada za po	e K va�e odre�eni dodatni uslovi, afina Vajerxtra-
sova jednaqina (4.2) mo�e biti jox pojednostav	ena, [49, strana 25].

Stav 4.1. Neka je Vajerxtrasova kubna kriva E definisana jednaqinom
(4.2) nad po	em K qija je karakteristika15)razliqita od 2 i 316). Tada tu
jednaqinu mo�emo svesti na oblik

y2 = x3 + ax+ b. (4.3)

Dokaz. Poxto je karakteristika po	a K razliqita od 2, mo�emo kompleti-
rati kvadrat na levoj strani jednakosti (4.2), i tada je(

y +
1

2
(a1x+ a3)

)2

− 1

4
(a1x+ a3)2 = x3 + a2x

2 + a4x+ a6. (4.4)

14)Na osnovu Bezuove teoreme, ovo va�i i za svaku kubnu krivu.
15)Karakteristika po	a K je najma�i prirodan broj n { ako on postoji { takav da je
n · 1K = 0K, pri qemu su 0K i 1K neutralni elementi za sabira�e, odnosno mno�e�e u
tom po	u K. Ako takvo n ne postoji, to jest ako je n · 1K 6= 0K za svaki prirodan broj n,
onda ka�emo da je po	e K karakteristike 0. Po	a Q, R i C su karakteristike 0, dok je
karakteristika po	a Fq jednaka p, gde je p prost broj i q = pm za neki prirodan broj m.
16)To znaqi da smemo vrxiti dopunu, to jest kompletira�e do potpunog kvadrata, odnosno

potpunog kuba, kao i de	e�e brojem 2, odnosno brojem 3.
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Uvode�i smenu y + 1
2
(a1x+ a3) = η, i da	im uprox�ava�em (4.4) bi�e

η2 = x3 +
1

4

(
4a2 + a2

1

)
x2 +

1

2
(2a4 + a1a3)x+

1

4

(
4a6 + a2

3

)
.

Oznaqavaju�i 4a2 + a2
1 sa b2, 2a4 + a1a3 sa b4 i 4a6 + a2

3 sa b6 dobijamo

η2 = x3 +
1

4
b2x

2 +
1

2
b4x+

1

4
b6. (4.5)

Sada se vidi zaxto su koeficijenti u jednaqini (4.2) tako oznaqeni. Naime,
indekse smo izabrali tako da sve prethodne formule budu homogene u indeksu.
Poxto je karakteristika po	a K razliqita i od 3, mo�emo kompletirati kub
na desnoj strani jednakosti (4.5), i tada je

η2 =

(
x+

1

12
b2

)3

− 1

48
b2

2x−
1

1728
b3

2 +
1

2
b4x+

1

4
b6. (4.6)

Uvode�i smenu x+ 1
12
b2 = ξ, i da	im uprox�ava�em (4.6) bi�e

η2 = ξ3 − 1

48
(b2

2 − 24b4)ξ − 1

864
(−b3

2 + 36b2b4 − 216b6).

Oznaqavaju�i b2
2 − 24b4 sa c4 i −b3

2 + 36b2b4 − 216b6 sa c6 dobijamo jednaqinu

η2 = ξ3 − 1

48
c4ξ −

1

864
c6.

Konaqno, stav	aju�i da je η = y, ξ = x, − 1
48
c4 = a i − 1

864
c6 = b dobijamo

y2 = x3 + ax+ b.

Stav 4.2. Neka je Vajerxtrasova kubna kriva E definisana jednaqinom
(4.2) nad po	em K. Ako je karakteristika tog po	a 2, tada jednaqinu (4.2)
mo�emo svesti na jedan od slede�a dva oblika

y2 + cy = x3 + ax+ b ili y2 + xy = x3 + ax+ b, (4.7)

a ako je �egova karakteristika 3, jednaqinu (4.2) mo�emo svesti na

y2 = x3 + ax2 + bx+ c. � (4.8)

Definicija 4.4. Svaku od jednaqina (4.3), (4.7) i (4.8) nazivamo Vajerx-
trasov normalan oblik kubne krive E ili kratka Vajerxtrasova forma

od E.

Za kubnu krivu E zadatu jednaqnom (4.3), (4.7) ili (4.8) ka�emo i da je Va-
jerxtrasova kubna kriva u normalnom obliku.
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• Vajerxtrasova kubna kriva nad po	em RRR

Nad ve�inom po	a, uglavnom nije mogu�e dati smislen grafiqki prikaz Va-
jerxtrasove kubne krive. Me�utim, korisno je razmotriti �en grafik nad
po	em R realnih brojeva. Po	e R ima karakteristiku 0, pa eliptiqka kriva
nad po	em R ima Vajerxtrasov normalni oblik y2 = x3 + ax+ b.

Na slede�em crte�u prikazani su neki grafici Vajerxtrasovih kubnih
krivih nad po	em R.

y2 =x3−1 y2 =x3+1 y2 =x3−x+3 y2 =x3−4x y2 =x3−x

Vajerxtrasove kubne krive nad po	em R mogu biti glatke ili singularne.
Postoje dva mogu�a oblika realne singularne kubne krive koja zavise od toga
da li polinom x3 + ax+ b ima dvostruki ili trostruki realni koren.

y2 =x3+x2 y2 =x3

U prvom sluqaju, realna kubna kriva ima taqku samopreseka, a u drugom kasp.

• Diskriminanta Vajerxtrasove kubne krive

Definiximo sada jednu va�nu veliqinu koju pridru�ujemo svakoj kubnoj
krivoj u Vajerxtrasovom obliku.

Definicija 4.5. Neka je kubna kriva E zadata jednaqinom

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

u Vajerxtrasovom opxtem obliku. Veliqinu

∆ = −b2
2b8 − 8b3

4 − 27b2
6 + 9b2b4b6

nazivamo diskriminantom Vajerxtrasove kubne krive E, pri qemu je
b2 = a2

1 + 4a2, b4 = a1a3+2a4, b6 = a2
3+4a6, b8 = a2

1a6−a1a3a4+4a2a6+a2a
2
3−a2

4.

Naredna definicija je specijalan sluqaj prethodne definicije (4.5).
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Definicija 4.6. Neka je kubna kriva E zadata jednaqinom

y2 = x3 + ax+ b

u Vajerxtrasovom normalnom obliku. Veliqinu

∆ = −16(4a3 + 27b2)

nazivamo diskriminantom Vajerxtrasove kubne krive E.

Iako faktor −16 deluje nebitno u definiciji (4.14), ispostav	a se da je on
zgodan u naprednijem prouqava�u ovih krivih. Ako �elimo da istaknemo da
je ∆ diskriminanta krive E pisa�emo i ∆(E).

Pomo�u diskriminante mo�emo dati kriterijum kada je kubna kriva glat-
ka, a kada je singularna. U sluqaju kada je ona singularna, mo�emo dati i
tip singulariteta. O tome nam govori slede�a teorema, [48, strana 45].

Teorema 4.1. Neka je kubna kriva E zadata jednaqinom y2 = x3 + ax+ b u
Vajerxtrasovom normalnom obliku. Tada va�i:

1◦ Kriva E je glatka ako i samo ako je ∆ 6= 0.

2◦ Kriva E je singularna i ima taqku samopreseka ako i samo ako je
∆ = 0 i a 6= 0.

3◦ Kriva E je singularna i ima kasp ako i samo ako je ∆ = a = 0.

Dokaz. 1◦ Prvo pretpostavimo da je ∆ 6= 0, i doka�imo da je kriva E glatka.
Napiximo jednaqinu y2 = x3 + ax+ b u obliku F (x, y) = y2 − f(x) = 0, gde je
f(x) = x3 + ax+ b. Tada va�i

∂F

∂x
= −f ′(x),

∂F

∂y
= 2y. (4.9)

Kriva je glatka ako ne postoji nijedna taqka na krivoj u kojoj su parcijalni
izvodi (4.9) istovremeno jednaki nuli. To znaqi da u svakoj taqki na krivoj
postoji dobro definisana tangenta.

Pretpostavimo suprotno, neka kriva E nije glatka, to jest neka su parci-
jalni izvodi (4.9) istovremeno jednaki nuli u taqki (x0, y0), odnosno

∂F

∂x
(x0, y0) =

∂F

∂y
(x0, y0) = 0.

Tada je −f ′(x0) = 0 i 2y0 = 0, to jest f ′(x0) = 0 i y0 = f(x0) = 0. Odavde sledi
da je

f ′(x0) = f(x0) = 0,

odnosno da funkcije f(x) i f ′(x) imaju zajedniqki koren x0. Tada je x0 dvo-
struki koren od f(x), pa je x0 i dvostruko rexe�e jednaqine f(x) = 0. U
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tom sluqaju, diskriminanta jednaqine x3 + ax+ b = 017)zadovo	ava relaciju
D = 0, to jest

a3

27
+
b2

4
= 0,

odnosno 4a3 + 27b2 = 0, pa je i ∆ = −16(4a3 + 27b2) = 0. Time smo, na osnovu
zakona kontrapozicije18), dokazali da ako je ∆ 6= 0,tada je kriva E glatka.

Sada pretpostavimo da je kriva E glatka i doka�imo da je ∆ 6= 0. Pret-
postavimo suprotno, neka je ∆ = 0. Tada je i D = 0, pa f(x) ima bar jedan
dvostruki koren, na primer x0, odakle sledi da je (x0, 0) singularna taqka
krive E. Dakle, postoji bar jedna singularna taqka krive E, pa ona nije glat-
ka. I u ovom sluqaju smo, na osnovu zakona kontrapozicije, dokazali da ako
je kriva E glatka, tada je ∆ 6= 0. Ovim smo dokazali tvr�e�e 1◦.

Sliqno bismo dokazali i tvr�e�a pod 2◦ i 3◦.

4.3 Eliptiqke krive

• Definicija eliptiqke krive

U prethodnom poglav	u, eliptiqku krivu smo definisali kao algebarsku
krivu roda g = 1. To je geometrijska definicija. Sada �emo eliptiqku krivu
definisati i algebarski preko Vajerxtrasove kubne krive. Iako je eliptiqka
kriva projektivna kriva, mi �emo je definisati afinom jednaqinom, jer �e
nam to biti pogodnije za da	i rad, [15, strana 451].

Definicija 4.7. Eliptiqka kriva (E,O) nad po	em K je glatka Vajerx-
trasova kubna kriva zadata afinom jednaqinom

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, (4.10)

pri qemu je O iz E beskonaqno daleka taqka, a a1, a2, a3, a4 i a6 iz K.

Jednaqinu (4.10) nazivamo Vajerxtrasov opxti oblik eliptiqke krive E
ili Vajerxtrasova forma od E, i mo�emo je dosta pojednostaviti ukoliko
je karakteristika po	a K razliqita od 2 i 3, [15, strana 452].

Definicija 4.8. Eliptiqka kriva (E,O) nad po	em K karakteristike
razliqite od 2 i 3 je glatka Vajerxtrasova kubna kriva zadata afinom
jednaqinom

y2 = x3 + ax+ b, (4.11)

pri qemu je O iz E beskonaqno daleka taqka, a a i b iz K.

18)Zakon kontrapozicije je tautologija (p⇒ q)⇔ (¬q ⇒ ¬p).
18)Diskriminanta D kubne jednaqine x3 + px+ q = 0 je D = q2

4 + p3

27 .
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Jednaqinu (4.11) nazivamo Vajerxtrasov normalni oblik eliptiqke krive E
ili kratka Vajerxtrasova forma od E.

U nastavku, uglavnom �emo razmatrati eliptiqke krive koje su definisa-
ne nad po	em K qija je karakteristika razliqita od 2 i 3, ali navex�emo i
definicije kada je karakteristika po	a K jednaka 2, odnosno 3, [21, strana
234].

Definicija 4.9. Eliptiqka kriva (E,O) nad po	em K karakteristike
2 je glatka Vajerxtrasova kubna kriva zadata jednom od afinih jednaqina

y2 + cy = x3 + ax+ b ili y2 + xy = x3 + ax+ b, (4.12)

pri qemu je O iz E beskonaqno daleka taqka, a a, b i c iz K.

Definicija 4.10. Eliptiqka kriva (E,O) nad po	em K karakteristike
3 je glatka Vajerxtrasova kubna kriva zadata afinom jednaqinom

y2 = x3 + ax2 + bx+ c, (4.13)

pri qemu je O iz E beskonaqno daleka taqka, a a, b i c iz K.

Qesto �emo umesto (E,O) pisati samo E, kada je jasno koju smo beskonaqno
daleku taqku izabrali. Tako�e, ako �elimo da istaknemo da posmatramo eli-
ptiqku krivu nad po	em K, pisa�emo i E/K.

Za Vajerxtrasovu formu (4.10) ka�emo da je <dobra> nad svim po	ima.

Eliptiqka kriva je glatka Vajerxtrasova kubna kriva, pa je diskrimi-
nanta ∆ Vajerxtrasove kubne krive ujedno i diskriminanta eliptiqke krive,
u odgovaraju�em obliku. Uslov da je eliptiqka kriva E glatka ekvivalentan
je uslovu da je �ena diskriminanta ∆ razliqita od nule.

• Izomorfne eliptiqke krive

Sada �emo videti kada su dve eliptiqke krive izomorfne, [33, strana 18].

Definicija 4.11. Neka su E1/K i E2/K eliptiqke krive zadate jedna-
qinama

E1 : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

E2 : y2 + b1xy + b3y = x3 + b2x
2 + b4x+ b6.

u Vajerxtrasovom opxtem obliku. Ka�emo da su one izomorfne nad po	em
K, i pixemo E1

∼= E2, ako postoje u, r, s i t iz K, pri qemu je u 6= 0, takvi
da transformacija koordinata

(x, y)→ (u2x+ r, u3y + u2sx+ t)

transformixe jednaqinu od E1 u jednaqinu od E2.
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Naredna definicija je specijalan sluqaj prethodne definicije (4.11).

Definicija 4.12. Neka su E1/K i E2/K eliptiqke krive zadate jedna-
qinama

E1 : y2 = x3 + ax+ b

E2 : y2 = x3 + a′x+ b′.

u Vajerxtrasovom normalnom obliku. Ka�emo da su one izomorfne nad
po	em K qija je karakteristika razliqita od dva i tri, i pixemo E1

∼= E2,
ako postoji u iz K, pri qemu je u 6= 0, takvo da transformacija koordinata

(x, y)→ (u2x, u3y)

transformixe jednaqinu od E1 u jednaqinu od E2.

Dakle, za eliptiqke krive E1/K i E2/K zadate u Vajerxtrasovom normalnom
obliku va�i:

E1
∼= E2 ⇔ (u3y)2 = (u2x)3 + a′(u2x) + b′ ⇔ a′ = u4a, b′ = u6b

pri qemu (x, y) pripada E1/K, i

∆(E2) = −16(4(a′)3 + 27(b′)2) = u12∆(E1).

• j-invarijanta eliptiqke krive

Pored diskriminante ∆(E) eliptiqke krive E, definisa�emo jox jednu va�-
nu veliqinu koju pridru�ujemo svakoj eliptiqkoj krivoj E, a koja je povezana
sa tom diskriminantom, [33, strana 19].

Definicija 4.13. Neka je eliptiqka kriva E zadata jednaqinom

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

u Vajerxtrasovom opxtem obliku. Veliqinu

j =
c3

4

∆
,

nazivamo j-invarijantom eliptiqke krive E, pri qemu je c4 = b2
2 − 24b4,

b2 = 4a2 + a2
1 i b4 = 2a4 + a1a3.

Naredna definicija je specijalan sluqaj prethodne definicije (4.13).

Definicija 4.14. Neka je eliptiqka kriva E zadata jednaqinom

y2 = x3 + ax+ b
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u Vajerxtrasovom normalnom obliku. Veliqinu

j =
1728(−4a)3

∆

nazivamo j-invarijantom eliptiqke krive E.

Ako �elimo da istaknemo j-invarijantu eliptiqke krive E pisa�emo i j(E).

Pomo�u j-invarijante mo�emo utvrditi kada su dve eliptiqke krive nad
istim po	em izomorfne. O tome nam govori slede�i stav, [33, strana 19].

Stav 4.3. Neka je K po	e qija je karakteristika razliqita od dva i tri.
Tada va�i:

1◦ Eliptiqke krive E1/K i E2/K su izomorfne nad K ako i samo ako
je j(E1) = j(E2).

2◦ Za svako j izK postoji eliptiqka kriva E/K tako da je J(E) = j.

• Eliptiqka kriva nad po	em RRR

Eliptiqku krivu E/R, bez taqke u beskonaqnosti, mo�emo prikazati kao
krivu u R2, to jest kao podskup ravni. Tada grafik eliptiqke krive mo�e
imati jedan od dva osnovna oblika, kao xto je prikazano.

x1

y2 =x3−x+3

x1 x2 x3

y2 =x3−x

Ako polinom x3 + ax + b ima jedan realan koren, na primer x1, tada se gra-
fik eliptiqke krive sastoji od jedne komponente. U tom sluqaju jednaqina
eliptiqke krive E/R je y2 = (x−x1)(x−x2)(x− x̄2), pri qemu su x2 i x3 = x̄2

konjugovano kompleksni koreni datog polinoma. Tada je i 4a3 + 27b2 > 0, pa
grafik od E/R ima jednu komponentu ako je ∆ < 0.

Ako polinom x3 + ax+ b ima tri razliqita realna korena, na primer x1,
x2 i x3, tada se grafik eliptiqke krive sastoji od dve komponente. U tom
sluqaju jednaqina eliptiqke krive E/R je y2 = (x− x1)(x− x2)(x− x3). Tada
je i 4a3 + 27b2 < 0, pa grafik od E/R ima dve komponente ako je ∆ > 0.
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• Eliptiqka kriva i biracionalna transformacija

Geometrijska definicija eliptiqke krive poznata je i kao <xira> defini-
cija eliptiqke krive, jer ona uk	uquje ne samo glatke kubne krive, ve� i sve
one krive koje su im biracionalno ekvivalentne, to jest one krive koje se
dobijaju pomo�u biracionalnih transformacija.

Definicija 4.15. Biracionalna transformacija je racionalna trans-
formacija qiji je inverz tako�e racionalna transformacija.

Biracionalne transformacije quvaju rod krive, ali ne quvaju �en red.

Primer 4.1. Neka je C kriva zadata afinom jednaqinom

C : y2 = x4 + 3x2 + 2x.

�ena jednaqina je oblika y2 = f(x), pri qemu je d◦f = 4. Smena

x =
2

s− 1
, y =

2t

(s− 1)2
, (4.14)

je racionalna transformacija jer x, odnosno y racionalno izra�avamo
pomo�u s, odnosno s i t. �ena inverzna transformacija

s =
x+ 2

x
, t =

2y

x2
,

je, tako�e, racionalna transformacija, pa je (4.14) i biracionalna trans-
formacija. Zbog toga je kriva C biracionalno ekvivalentna krivoj

E : t2 = s3 − 3s+ 6.

C E

Kako je kriva E eliptiqka, to je i polazna kriva C eliptiqka. 4

Dakle, eliptiqke krive mogu biti i algebarske krive zadate jednaqinom
y2 = f(x), pri qemu je d◦f = 4, ako su one biracionalno ekvivalentne ne-
koj eliptiqkoj krivoj.
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4.4 Eliptiqke krive nad po	em CCC

Kada se posmatra nad po	em R, eliptiqka kriva E je kriva, to jest jedno-
dimenzionalni objekat. Ako eliptiqku krivu posmatramo nad po	em C, �en
graf je, kao i algebarske krive nad C, povrx, to jest dvodimenzionalni obje-
kat u qetvorodimenzionalom prostoru. Da bismo vizuelizovali eliptiqku
krivu E/C, to jest tu povrx, moramo definisati nekoliko novih pojmova.

• Rexetka i fundamentalni paralelogram rexetke na CCC

Definicija 4.16. Neka su ω1 i ω2 kompleksni brojevi linearno nezavi-
sni nad po	em R. Tada skup

Λ = Λ(ω1, ω2) = Zω1 + Zω2 =
{
n1ω1 + n2ω2 | n1, n2 ∈ Z

}
⊂ C

nazivamo rexetka ili mre�a na C razapeta sa ω1 i ω2.

Jasno je da kompleksni brojevi ω1 i ω2 qine bazu rexetke Λ, [33, strana 24].

Λ

0

ω1

ω2

Λ

0

ω1

ω2

ω1 + ω2

Π

Grupa (Λ,+) je diskretna podgrupa Abelove grupe (C,+). Prema [35, strana
410] imamo slede�u definiciju.

Definicija 4.17. Skup

Π =
{
a1ω1 + a2ω2 | 0 ≤ ai < 1, i = 1, 2

}
nazivamo fundamentalni paralelogram ili fundamenatlna oblast re-
xetke Λ.

• Kompleksan torus

Rexetka Λ je diskretna podgrupa od C, pa je i C/Λ tako�e grupa. Tada svaka
klasa iz C/Λ ima po jednog svog predstavnika u Π. Operacija u grupi C/Λ je
sabira�e kompleksnih brojeva po modulu Λ. Drugim reqima, svaka taqka iz C
je kongruentna po modulu Λ taqno jednoj taqki iz Π. Ovo znaqi da elemente iz
C/Λ zapravo mo�emo smatrati elementima iz Π. Ako posmatramo zatvore�e
Π, tada su naspramne stranice paralelograma Π identifikovane.



Eliptiqke krive nad po	em C 55

Da bismo sve ovo vizuelizovali, mo�emo zamisliti da smo najprije <sle-
pili> dve suprotne stranice paralelograma, i tako dobili va	ak, a nakon
toga da smo <slepili> i druge dve suprotne stranice paralelograma, to jest
baze dobijenog va	ka. Tako smo dobili torus koji nazivamo kompleksni torus
i oznaqavamo ga sa T(ω1, ω2) ili kra�e samo sa T.

Drugim reqima, koliqniqki prostor C/Λ je ekvivalentan paralelogramu Π sa
identifikovanim naspramnim stranicama, xto je topoloxki ekvivalentno
kompleksnom torusu T. Dakle, koliqniqki prostor C/Λ topoloxki je kom-
pleksni torus T na kome imamo strukturu koliqniqke grupe C/Λ koju smo
prethodno opisali.

Da bismo pokazali da je eliptiqka kriva E/C isto xto i torus T =
C/Λ, konstruisa�emo izomorfizam izme�u T = C/Λ i skupa E(C) svih C
-taqaka eliptiqke krive E zajedno sa taqkom O. To �emo uraditi pomo�u
Vajerxtrasove ℘19)-funkcije, koja je va�an i netrivijalan primer eliptiqke
funkcije. Zato prvo definiximo eliptiqku funkciju.

• Eliptiqka funkcija

Da bismo definisali eliptiqku finkciju, moramo da definixemo perio-
diqnu funkciju, [35, strana 408].

Definicija 4.18. Kompleksnu funkciju f nazivamo periodiqna, ako po-
stoji broj ω 6= 0 takav da za sve vrednosti promen	ive z iz domena funk-
cije f va�i

f(z + ω) = f(z).

Konstantu ω nazivamo periodom kompleksne funkcije f .

Neka je f periodiqna meromorfna funkcija u odnosu na rexetku Λ. Tada,
za svako z iz C i svako ω iz Λ va�i f(z + ω) = f(z). Poxto finkciju f
posmatramo u odnosu na rexetku Λ koja je razapeta sa ω1 i ω2, na osnovu
prethodnog mo�emo zak	uqiti da je f(z + ω1) = f(z) i f(z + ω2) = f(z), to
jest f(z + ω1) = f(z + ω2), odnosno

f(z +mω1 + nω2) = f(z),

pri qemu su m i n iz Z, a koliqnik ω1

ω2
nije realan21).

19)znak ℘20)se qita pe
20)Vajerxtras je na poqetku svoje karijere radio u gimnaziji gde je predavao i lepo pis-

sa�e, pa je za svoju funkciju izmislio kaligrafsku verziju slova p koja je postala stan-
dardna oznaka.
21)xto je isto kao i Im ω1

ω2
6= 0
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Drugim reqima, posmatrana meromorfna funkcija f je periodiqna u od-
nosu na dva linearno nezavisna perioda u kompleksnoj ravnini C. Na osnovu
[35, strana 408] imamo

Definicija 4.19. Funkciju koja ima dva razliqita perioda ω1 i ω2 qiji
koliqnik ω1

ω2
nije realan nazivamo dvoperiodiqnom ili dvostruko perio-

diqnom funkcijom.

Prema [35, strana 410], imamo i

Definicija 4.20. Dvoperiodiqne meromorfne funkcije nazivamo elip-
tiqkim funkcijama.

Dakle, eliptiqka funkcija u odnosu na rexetku Λ je meromorfna funkcija
f takva da za svako z iz C i svako ω iz Λ va�i

f(z + ω) = f(z).

Ukoliko za eliptiqku funkciju f treba naglasiti rexetku Λ �enih perioda
ω1 i ω2

22), tada pixemo f(z | Λ) ili f(z | ω1, ω2). Na osnovu [50, strana 1]
imamo

Teorema 4.2. [Abel] Meromorfna funkcija f mo�e imati najvixe dva
linearno nezavisna perioda, to jest postoje najvixe dva perioda ω1 i ω2

takva da je
ω = mω1 + nω2

za bilo koji period ω od f .

Prema Abelovoj teoremi, meromorfne funkcije mo�emo podeliti u tri klase:

◦ neperiodiqne,

◦ periodiqne sa jednim periodom { prostoperiodiqne,

◦ dvoperiodiqne { eliptiqke.

Dakle, eliptiqke funkcije su posebna klasa meromorfnih funkcija. Elip-
tiqke funkcije imaju veliku primenu u raznim delovima matematike i me-
hanike.

• Vajerxtrasova ℘-funkcija i �ene osobine

Poxto smo definisali eliptiqku funkciju, mo�emo sada definisati i Vaje-
rxtrasovu ℘-funkciju, [35, strana 414].

22)Iz tradicionalnih razloga { osnovni period sinusa i kosinusa je 2π, a period funkcije
z 7→ ez je 2πi { neki autori periode eliptiqkih funkcija oznaqavaju sa 2ω1 i 2ω2, a rexetku
�ima odre�enu sa 2Λ.



Eliptiqke krive nad po	em C 57

Definicija 4.21. Neka je Λ rexetka na C i Λ′ = Λ \ {0}. Tada Vajerx-
trasovu ℘-funkciju definixemo pomo�u slede�eg reda

℘(z) =
1

z2
+
∑
ω∈Λ′

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
. (4.15)

Osnovne osobine Vajerxtrasove ℘-funkcije date su u narednoj teoremi, [59,
strana 262].

Teorema 4.3. Neka je data rexetka Λ na C. Tada za Vajerxtrasovu ℘-fu-
nkciju va�e slede�a tvr�e�a:

1◦ Red (4.15) koji definixe ℘(z) konvergira apsolutno i ravnomerno
na svakom kompaktnom skupu koji ne sadr�i elemente iz Λ.

2◦ ℘(z) je meromorfna na C i ima dvostruki pol u svakom ω iz Λ.

3◦ ℘(z) je neparna, to jest va�i ℘(−z) = ℘(z) za svako z iz C.
4◦ ℘(z) je eliptiqka u odnosu na rexetku Λ, to jest va�i ℘(z+ω) = ℘(z)

za svako ω iz Λ.

Slede�e dve teoreme (4.4) i (4.5) nam govore o Vajerxtrasovoj ℘-funkciji i
�enom izvodu ℘′. Prva od �ih je preuzeta iz [12, strana 46], a druga iz [59,
strana 262]

Teorema 4.4. Vajerxtrasova ℘-funkcija zadovo	ava diferencijalnu jed-
naqinu oblika

(℘′)2 = 4℘3 + a℘+ b (4.16)

za neke a i b iz C.

Dakle, Vajerxtrasova ℘-funkcija i �en izvod ℘′ zadovo	avaju jednostavnu
algebarsku relaciju (4.16). Ovo predstav	a povod za deta	nije prouqava�e
krivih oblika

y2 = 4x3 + ax+ b

za neke a i b iz C.

Teorema 4.5. Skup svih eliptiqkih funkcija f u odnosu na rexetku Λ je
C(℘, ℘′).

Na osnovu [35, strana 422] imamo i slede�u teoremu u vezi sa ℘ i ℘′.

Teorema 4.6. Neka je ℘ Vajerxtrasova i f eliptiqka funkcija sa mre-
�om perioda Λ. Tada postoje racionalne funkcije R i S sa kompleksnim
koeficijentima tako da je

f(z) = R(℘(z)) + S(℘(z))℘′(z).
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Drugim reqima, svaka eliptiqka funkcija je racionalna kombinacija funk-
cije ℘ i �enog izvoda ℘′.

Da bismo konstruisali tra�eni izomorfizam izme�u T = C/Λ i skupa
E(C), potrebno je da uvedemo jox jedan pojam { Ajzenxtajnov23) red.

• Ajzenxtajnov red

Definicija 4.22. Neka je Λ rexetka na C, Λ′ = Λ \ {0} i neka je k ≥ 2
ceo broj. Ajzenxtajnov red te�ine 2k, u odnosu na rexetku Λ je red

G2k = G2k(Λ) =
∑
ω∈Λ′

ω−2k.

Primetimo da je G2k+1 = 0, jer se qlanovi ω−(2k+1) i (−ω)−(2k+1) ponixtavaju,
pa zbog toga definixemo Ajzenxtajnov red samo za parne cele brojeve.

Slede�om teoremom data je veza izme�u Vajerxtrasove ℘-funkcije i Aj-
zenxtajnovog reda, [12, strane 46 i 47].

Teorema 4.7. Neka je ℘(z) Vajerxtrasova ℘-funkcija i G2k Ajzenxtajnov
red. Tada je

(℘′(z))2 = 4(℘(z))3 − 60G4℘(z)− 140G6. � (4.17)

Uobiqajeno je da se koriste oznake g2 = 60G4 i g3 = 140G6. Tada jednakost
(4.17) glasi

(℘′(z))2 = 4(℘(z))3 − g2℘(z)− g3. (4.18)

• Izomorfizam izme�u TTT i E(C)E(C)E(C)

Na osnovu jednakosti (4.18), taqke (℘(z), ℘′(z)) le�e na krivoj

y2 = 4x3 − g2x− g3. (4.19)

Tradicionalno se ostav	a 4 kao koeficijent uz x3, umesto da se izvrxi
smena promen	ivih kako bi koeficijent uz x3 bio 1. Diskriminanta kubnog
polinoma na desnoj strani je

∆ = 16(g3
2 − 27g2

3)

Tada va�i slede�i stav, [59, strana 269].

Stav 4.4. Za kubni polinom 4x3 − g2x− g3 va�i da je ∆ 6= 0.

Iz stava (4.4) sledi da je kriva (4.19) eliptiqka kriva. Dakle, funkcija

z 7→ (℘(z), ℘′(z))

23)Ferdinand Gothold Maks Ajzenxtajn (Ferdinand Gotthold Max Eisenstein, 1823{1852),
nemaqki matematiqar
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svakom kompleksnom broju z pridru�uje neku taqku (℘(z), ℘′(z)) na eliptiqkoj
krivoj E : y2 = 4x3−g2x−g3. Ako promenimo z za neki element iz Λ vrednost
funkcija ℘(z) i ℘′(z) se ne�e promeniti, jer su one dvoperiodiqne.

Dakle, ℘(z) i ℘′(z) zavise samo od z( mod Λ), pa imamo definisano presli-
kava�e iz T = C/Λ u E(C). Otuda i na osnovu [59, strana 270],

Teorema 4.8. Neka je Λ rexetka na C i neka je E : y2 = 4x3 − g2x − g3

eliptiqka kriva. Tada, preslikava�e Φ : T = C/Λ→ E(C) definisano sa

z 7→ (℘(z), ℘′(z))

0 7→ ∞

je izomorfizam izme�u kompleksnog torusa T = C/Λ i kompleksnih taqaka
E(C) eliptiqke krive E.

Dakle, eliptiqku krivu nad C mo�emo poistovetiti sa koliqniqkom grupom
C/Λ, to jest kompleksnim torusom T.

ω1

ω2

Π ←→

Na osnovu teoreme (4.4) Vajerxtrasova ℘-funkcija zadovo	ava i diferenci-
jalnu jednaqinu

(℘′)2 = 4℘3 − g2℘− g3.

To znaqi da kompleksne taqke na eliptiqkoj krivoj y2 = 4x3−g2x−g3 mo�emo
parametrizovati pomo�u (℘(t), ℘′(t)), sliqno kao xto jediniqni krug mo�e-
mo parametrizovati pomo�u (cos t, sin t), jer funkcija y = sinx zadovo	ava
diferencijalnu jednaqinu y2 + (y′)2 = 1.

Gore navedena parametrizacija taqaka na eliptiqkoj krivoj pomo�u Va-
jerxtrasove ℘-funkcije predstav	a izomorfizam iz E(C) u T = C/Λ. Va-
jerxtrasova ℘-funkcija je u potpunosti odre�ena svojim vrednostima u fun-
damentalnom paralelogramu koji se sastoji od svih kompleksnih brojeva obli-
ka a1ω1 + a2ω2, 0 ≤ ai < 1, i = 1, 2.

4.5 Eliptiqka kriva i eliptiqki integral

Istorijski, pojam eliptiqka kriva je nastao od pojma eliptiqki integral,
koji se pojav	uje u problemu izraqunava�a du�ine luka, to jest obima elipse.
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• Obim elipse

Iz poqetnih kurseva analize je poznata formula za izraqunava�e du�ine
luka krive.

Definicija 4.23. Ako je y = f(x) neprekidna funkcija koja ima nepre-
kidan izvod na segmentu [a, b], tada je du�ina l krive na segmentu [a, b] data
formulom

l[a, b] =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2dx (4.20)

Iskoristimo formulu (4.20) za nala�e�e du�ine luka l[x0, x1] elipse izme�u
taqaka x0 i x1, pa samim tim i za izraqunava�e obima elipse. Neka su a i b
pozitivni brojevi, pri qemu je a > b. Posmatrajmo elipsu

x2

a2
+
y2

b2
= 1 (4.21)

qije su poluose a i b.

0 a

b

x0 x1

l[x0, x1]

Kada reximo jednaqinu (4.21) po y i uzmemo pozitivan kvadratni koren, do-
bijamo funkciju y = f(x) = b

a

√
a2 − x2. Zatim, kada izraqunamo

√
1 + (f ′(x))2

i stavimo da je k =
√
b2−a2
a

, formula (4.20) za du�inu luka postaje

l[x0, x1] =

x1∫
x0

a2 − k2x2√
(a2 − x2)(a2 − k2x2)

dx,

odakle se dobija da je obim O elipse dat sa

O = 4

a∫
0

a2 − k2x2√
(a2 − x2)(a2 − k2x2)

dx. (4.22)

Smenom x = at, dx = adt integral (4.22) postaje

O = 4a

1∫
0

1− k2t2√
(1− t2)(1− k2t2)

dt. (4.23)



Eliptiqka kriva i eliptiqki integral 61

�egovim uprox�ava�em dobijamo

O = 4a

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

− 4ak2

1∫
0

t2dt√
(1− t2)(1− k2t2)

. (4.24)

• Eliptiqki integral

Integral (4.23), odnosno oba integrala u (4.24) ne mo�emo izraziti preko
elementarnih funkcija, to jest ne mo�emo ih racionalisati racionalnim
funkcijama. Pomo�u racionalne smene, mo�emo ih svesti na integral∫

R(x,
√
P (x))dx

racionalne funkcije R(x,
√
P (x)) dve promen	ive, pri qemu je P polinom

tre�eg stepena. Kako se integrali (4.23) i (4.24) pojav	uju u rexava�u pro-
blema odre�iva�a obima elipse nazivamo ih eliptiqkim integralima. Na
osnovu [12, strana 51] imamo slede�u definiciju.

Definicija 4.24. Eliptiqki integral je integral oblika∫
R(x,

√
P (x))dx

gde je R racionalna funkcija, a P polinom tre�eg ili qetvrtog stepena24).

Eliptiqke integrale su otkrili Ojler i Fa�ano. Sa eliptiqkim integrali-
ma zapoqi�e jedna od najlepxih teorija u matematici { Teorija eliptiqkih
funkcija.

Neka je data algebarska kriva afinom jednaqinom

f(x, y) = 0. (4.25)

Prema teoremi 3.1, pod odre�enim uslovima, iz jednaqine (4.25) mo�emo iz-
raziti promen	ivu y kao neku funkciju od x, na primer y = g(x). Tada je i
f(x, g(x)) = 0 za svako x gde je funkcija g definisana. Neka je sada R(x, y)
racionalna funkcija dve promen	ive x i y. Funkcija R je koliqnik dva
polinoma. Ako u R(x, y) zamenimo y = g(x) dobijamo algebarsku funkciju
R(x, f(x)) koja je povezana sa algebarskom krivom (4.25). Integral te alge-
barske funkcije je integral oblika∫

R(x, y)dx =

∫
R(x, g(x))dx. (4.26)

Za integral (4.26) ka�emo i da je pridru�en algebarskoj krivoj (4.25). Sada
mo�emo definisati eliptiqki integral i pomo�u eliptiqke krive.

24)to jest, P = ax3 + bx2 + cx+ d ili P = ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e
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Definicija 4.25. Integral∫
R(x, g(x))dx

je eliptiqki integral ako je algebarska kriva C : f(x, y) = 0 kojoj je on
pridru�en eliptiqka, R racionalna funkcija i y = g(x).

Videli smo da su eliptiqki integrali primeri integrala qijim se rexa-
va�em ne dobija uvek elementarna funkcija25). Ovu qi�enicu su dokazali
Abel i Liuvil26). Ukoliko se rexava�em eliptiqkih integrala dobija ele-
mentarna funkcija, nazivamo ih pseudoeliptiqkim integralima. Pokazano
je da se svaki eliptiqki integral mo�e izraziti pomo�u elementarnih funk-
cija i integrala oblika∫

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

,

∫
x2dx√

(1− x2)(1− k2x2)
,∫

dx

(1 + hx2)
√

(1− x2)(1− k2x2)

(4.27)

pri qemu je k iz (0, 1), a parametar h mo�e imati i kompleksne vrednosti.
Nazivamo ih eliptiqkim integralima, redom, prve, druge i tre�e vrste27).
Smenom x = sinϕ, ϕ iz [0, π

2
], Le�andr je integrale (4.27) sveo na oblike∫

dϕ√
1− k2 sin2 ϕ

,

∫ √
1− k2 sin2 ϕdϕ,

∫
dϕ

(1 + h sin2 ϕ)
√

1− k2 sin2 ϕ
(4.28)

koje nazivamo eliptiqkim integralima u Le�androvom obliku, redom, prve,
druge i tre�e vrste.

Ako u svakom od integrala (4.27) i (4.28) stavimo nulu za do�u granicu
integracije, dobijamo odre�ene eliptiqke integrale u Jakobijevom, odnosno
trigonometrijskom obliku, tim redom:

F (k, x) =

x∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

, F (k, ϕ) =

ϕ∫
0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

; (4.29)

E(k, x) =

x∫
0

t2dt√
(1− t2)(1− k2t2)

, E(k, ϕ) =

ϕ∫
0

√
1− k2 sin2 ψ dψ; (4.30)

25)U opxtem sluqaju, integrali oblika
∫
R(x,

√
P (x))dx, gde je R racionalna funkcija,

a P polinom stepena ve�eg od dva nisu elementarne funkcije
26)�ozef Liuvil (Joseph Liouville, 1809{1882), francuski matematiqar
27)ili prvog, drugog i tre�eg reda
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Π(h, k, x) =

x∫
0

dt

(1 + ht2)
√

(1− t2)(1− k2t2)
,

Π(h, k, ϕ) =

ϕ∫
0

dψ

(1 + h sin2 ψ)
√

1− k2sin2ψ
;

(4.31)

pri qemu je k iz (0, 1), x iz [0, 1] i ϕ iz [0, π
2
]. Nazivamo ih nepotpunim

eliptiqkim integralima, redom, prve, druge i tre�e vrste. U trigonome-
trijskom obliku nepotpunih eliptiqkih integrala, argument ϕ nazivamo am-
plitudom eliptiqkog integrala.

Ako u integrale (4.29), (4.30) i (4.31) stavimo da x, odnosno ϕ uzimaju
najve�u vrednost iz segmenta [0, 1], odnosno [0, π

2
], to jest stavimo da je x = 1,

odnosno ϕ = π
2
, dobijamo potpune eliptiqke integrale, redom, prve, druge i

tre�e vrste:

K = K(k) =

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

=

π
2∫

0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

,

E = E(k) =

1∫
0

t2dt√
(1− t2)(1− k2t2)

=

π
2∫

0

√
1− k2 sin2 ψ dψ,

Π = Π(h, k) =

1∫
0

dt

(1 + ht2)
√

(1− t2)(1− k2t2)
=

π
2∫

0

dψ

(1 + h sin2 ψ)
√

1− k2 sin2 ψ
.

Sada lako uoqavamo da se obim elipse

O = 4a

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

− 4ak2

1∫
0

t2dt√
(1− t2)(1− k2t2)

.

mo�e izraziti kao razlika

O = 4aK(k)− 4ak2E(k).

potpunog eliptiqkog integrala prve vrste K(k) pomno�enog sa 4a i potpunog
eliptiqkog integrala druge vrste E(k) pomno�enog sa 4ak2. Vrednosti za
K(k) i E(k), u zavisnosti od k, qitamo iz tabela, i tako odre�ujemo tra�eni
obim O date elipse.

Poxto se eliptiqki integrali ne mogu izraziti kao elementarne funk-
cije, matematiqari ih, u savremenom pristipu, tretiraju kao nove funkcije.
Otuda i definicija:
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Definicija 4.26. Eliptiqki integral je funkcija f oblika

f(x) =

x∫
c

R(t,
√
P (t))dt

gde je R racionalna funkcija, P polinom tre�eg ili qetvrtog stepena, a
c konstanta.

Eliptiqki integral ne mo�emo uvek izraziti pomo�u elementarnih funkci-
ja, ali ga mo�emo uvek izraziti pomo�u Vajerxtrasove ℘-funkcije. Drugim
reqima, eliptiqke integrale, u opxtem sluqaju, ne mo�emo racionalisati
racionalnim funkcijama nego to radimo pomo�u eliptiqkih funkcija. Ulo-
ga Vajerxtrasove ℘-funkcije kod eliptiqkih integrala analogna je ulozi
funkcije sinus ili kosinus kod raquna�a integrala kod kojih se ispod ko-
rena jav	aju polinomi drugog stepena. Ta analogija potiqe otuda xto su
trigonometrijske funkcije specijalan sluqaj eliptiqkih funkcija.

• Jakobijeve eliptiqke funkcije

Osim Vajerxtrasove ℘-funkcije, postoje i druge va�ne eliptiqke funkcije.

Definicija 4.27. Funkciju inverznu nepotpunom eliptiqkom integralu
prve vrste

z = F (k, x) =

x∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

, (4.32)

gde je k realna konstanta, |k| ≤ 1, nazivamo eliptiqkom sinusnom funkci-

jom, a k �enim eliptiqkim modulom, i oznaqavamo je sa

x = sn(z) = sn(z; k)28).

Nada	e, kada god to ne dovodi do zabune, umesto sn(z) pisa�emo samo sn z.

Na osnovu prethodne definicije mo�emo re�i da je eliptiqka sinusna
funkcija sn vezana za inverziju eliptiqkog integrala (4.32), to jest ona se
pojav	uje u odnosu na taj eliptiqki integral.29)

Funkcija sn je dvoperiodiqna sa periodima

4

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

i 2i

1
k∫

1

dt√
(t2 − 1)(1− k2t2)

i neparna, to jest va�i
sn(−z) = −sn(z)

28)Funkciju sn qitamo es-en ili sen.

29)Sliqno, y = sinx se pojav	uje kao inverzna funkcija integrala x =
y∫
0

dt√
1−t2 .
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za svako z.

Pomo�u eliptiqke sinusne funkcije sn uvex�emo jox dve eliptiqke funk-
cije

cn z =
√

1− sn 2z, dn z =
√

1− k2sn 2z.

Prvu od �ih, cn30), nazivamo eliptiqkom kosinusnom funkcijom, a drugu,
dn31), delta amplitudno. Celokupna klasiqna teorija eliptiqkih funkcija
mo�e se svesti na prouqava�e ove tri eliptiqke funkcije i �ihovih kom-
binacija, pa zato ka�emo da su sn, cn i dn osnovne eliptiqke funkcije. Na-
zivamo ih i Jakobijevim eliptiqkim funkcijama. Veza izme�u Jakobijevih
eliptiqkih funkcija data je relacijama

sn2z + cn2z = 1, k2sn2z + dn2z = 1,

od kojih je prva ista kao i relacija koja izra�ava vezu izme�u trigonome-
trijskih funkcija sinus i kosinus. Mo�e se pokazati da su funkcije x = cn z
i x = dn z inverzne, redom, integralima

z =

1∫
x

dt√
(1− t2)(1− k2 + k2t2)

i z =

1∫
x

dt√
(1− t2)(t2 + k2 − 1)

.

Ako u jednakost (4.32) stavimo da je vrednost eliptiqkog modula k = 0, dobi-
jamo da se integral

z =

x∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

koji definixe funkciju x = sin z svodi na integral

z =

x∫
0

dt√
1− t2

= arcsinx,

a odgovaraju�a inverzna funkcija sn z se svodi na sin z. Sliqno se funkcija
cn z svodi na cos z, a funkcija dn z na 1, pa su trigonometrijske funkcije,
zaista, specijalan sluqaj { za k = 0 { eliptiqkih funkcija. Zbog toga, Jako-
bijeve eliptiqke funkcije sn, cn i dn, tim redom, nazivamo i pseudo-sinus,
pseudo-kosinus i pseudo-polupreqnik, kao analogiju na qi�enicu da su tri-
gonometrijske funkcije sinus i kosinus definisane na trigonometrijskom
krugu polupreqnika 1.

Na kraju, napomenimo da smo eliptiqku sinusnu funkciju sn mogli da de-
finixemo i kao funkciju inverznu nepotpunom eliptiqkom integralu prve
vrste

z = F (k, ϕ) =

ϕ∫
0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

.

30)Funkciju cn qitamo ce-en ili ken.
31)Funkciju dn qitamo de-en ili den.
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U specijalnom sluqaju, kada je k = 0, dobijamo da je z = ϕ. Promen	ivu ϕ
nazivamo amplitudom promen	ive z, oznaqavamo je sa

z = amϕ.

Ako je k = 0 va�i sin z = sinϕ i cos z = cosϕ, a za k 6= 0 eliptiqke funkcije
sn z i cn z oznaqavao, redom, sa sin(amϕ) i cos(amϕ). Nazivamo ih sinus am-
plitudni i kosinus amplitudni. Oznake sin(amϕ) i cos(amϕ) su prethodile
oznakama sn z i cn z.

• Dirihle o eliptiqkim funkcijama

Na kraju, navedimo xta je Dirihle32) 1852. godine rekao o eliptiqkim funk-
cijama.

,,Dok su prethodni istra�ivaqi u ovoj oblasti eliptiqki integral prve
vrste posmatrali kao funkciju �egove gor�e granice, Abel i Jakobi su
nezavisno jedan od drugog { iako prvi nekoliko meseci ranije { shvatili
neophodnost da se posmatra�e obrne, to jest da se granice i jox dve jed-
nostavne veliqine koje su tako nerazlo�ivo sa �ima povezane { kao xto
sinus pripada kosinusu { razmatraju kao funkcije integrala; upravo kao
xto se ranije doxlo do sazna�a o najva�nijim osobinama transcendenata
koje zavise od kruga posmatra�em sinusa i kosinusa kao funkcije luka, a
ne posmatra�em luka kao funkcija sinusa i kosinusa. Jox ve�e znaqe�e je
imala druga, za Abela i Jakobija zajedniqka ideja, da se u teoriju uvedu
kompleksni brojevi."

32)Johan Peter Gustav Le�en Dirihle (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805{1859),
nemaqki matematiqar



5
Tangentno-tetivni zakon

Eliptiqke krive imaju jedno va�no svojstvo. Na �ima se { na prirodan naqin
{ mo�e uvesti operacija uz koju one postaju Abelove grupe. To je i jedan od
najlepxih primera grupe u matematici, i jedan od centralnih rezultata Te-
orije eliptiqkih krivih. Tu operaciju uvex�emo pomo�u tangento-tetivnog
zakona. �emu je posve�eno ovo poglav	e, uz napomenu da �emo sve ilustracije
u vezi sa tim prikazati nad po	em R, iako sve xto radimo va�i i nad bilo
kojim drugim po	em. Opxirnije u [14], [17], [15], [48] i [57].

5.1 Sabira�e taqaka na eliptiqkoj krivoj

• Kompozicija taqaka

U prethodnom poglav	u videli smo da svaka prava seqe Vajerxtrasovu kubnu
krivu u taqno tri taqke, raqunaju�i vixestrukosti. S obzirom da su elip-
tiqke krive posebna vrsta Vajerxtrasovih kubnih krivih, ova geometrijska
osobina je od fundamentalnog znaqaja i za eliptiqke krive, to jest va�i:

Svaka prava seqe eliptiqku krivu u taqno tri taqke, raqunaju�i vixe-
strukosti.

To znaqi da prava koja sadr�i dve { ne nu�no razliqite { taqke eliptiqke
krive seqe tu krivu u jox jednoj taqki. To nam omogu�ava da geometrijski
uvedemo operacije na eliptiqkoj krivoj, [21, strana 234].

Definicija 5.1. Neka su P i Q dve razliqite taqke na eliptiqkoj krivoj
E i neka je p prava odre�ena tim taqkama. Tre�u preseqnu taqku prave p i
eliptiqke krive E, ne nu�no razliqitu od P i Q, nazivamo kompozicijom
taqaka P i Q i oznaqavamo sa P ∗Q.
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P

Q P ∗Q

p

E

P
Q P ∗Q

p

E

Ukoliko se taqke P i Q poklapaju, tada govorimo o kompoziciji P ∗ P taqke
P sa samom sobom. Konstrukcijom tangente t na eliptiqku krivu kroz P ,
konstruisali smo, slobodnije reqeno, pravu kroz P i P , jer taqka dodira
tangente i krive ima vixestrukost preseka 2. Otuda i slede�a definicija,
[21, strana 234]:

Definicija 5.2. Neka je P taqka na eliptiqkoj krivoj E i neka je t
tangenta na E u toj taqki. Tada kompoziciju P ∗P definixemo kao tre�u
preseqnu taqku tangente t i eliptiqke krive E.

P P ∗ P

t

E

P

P ∗ P

t

E

Dakle, za svake dve taqke P i Q sa eliptiqke krive E mo�emo definisati
tre�u taqku P ∗Q koja tako�e pripada toj krivoj.

Nada	e, prilikom grafiqkih ilustracija, kada je to dovo	no, prikazi-
va�emo samo eliptiqke krive koje se sastoje od jedne komponente.

• Zbir taqaka

Posmatrajmo strukturu (E, ∗) . Ta struktura nije grupa, jer nemamo neutral
u odnosu na ∗. Me�utim, ako fiksiramo proizvo	nu taqku O na eliptiqkoj
krivoj E { koju �emo smatrati neutralom { i na drugi naqin definixemo
operaciju na E, [49, strana 12], dobi�emo strukturu grupe. Xtavixe, (E,+)
�e biti i Abelova grupa.



Struktura grupe na eliptiqkoj krivoj 69

Definicija 5.3. Neka su P i Q dve proizvo	ne taqke na eliptiqkoj
krivoj E na kojoj je fiksirana taqka O. Tada zbir P + Q taqaka P i Q
na eliptiqkoj krivoj E definixemo kao

P +Q = O ∗ (P ∗Q). (5.1)

P Q

O

P +Q

P ∗Q

E

P

P ∗ P

O

P + P

E

Dakle, pomo�u tangente i seqice, odnosno tangente i tetive, za svake dve
taqke P i Q sa eliptiqke krive E mo�emo odrediti tre�u �enu taqku P +Q.
Zato ka�emo da smo na eliptiqkoj krivoj E geometrijski uveli operaciju +
sabira�a taqaka pomo�u tangentno-tetivnog zakona.

Posmatrajmo, taqke P , Q i P ∗ Q. One pripadaju eliptiqkoj krivoj E,
kolinearne su, i �ihov zbir je jednak neutralnom elementu O. Zaista,
P +Q+ P ∗Q = (P +Q) + P ∗Q = O ∗ ((P +Q) ∗ (P ∗Q)) = O ∗ O = O.

Ako taqku P ∗Q oznaqimo sa R, tada je P +Q+R = O za neke tri kolinearne
taqke P ,Q i R. Sliqno, ako, taqku P ∗P oznaqimo sa S, tada je i P+P+S = O.

Operaciju + sabira�e taqaka na eliptiqkoj krivoj mo�emo da uvedemo,
umesto definicijom (5.3), pomo�u naredne definicije, [33, strana 10].

Definicija 5.4. Tri taqke P , Q i R na eliptiqkoj krivoj E su koline-
arne ako i samo ako je P +Q+R = O.

5.2 Struktura grupe na eliptiqkoj krivoj

• Kejli-Baharahova teorema

Da bismo dokazali da je (E,+) Abelova grupa, potrebna nam je Kejli1)-Baha-
rahova2) teorema koja govori o preseku kubnih krivih, [20, strana 301].

1)Artur Kejli (Arthur Cayley, 1821{1895), britanski matematiqar
2)Isak Baharah (Isaak Bacharach, 1854{1942), nemaqki matematiqar jevrejskog porekla



70 Tangentno-tetivni zakon

Teorema 5.1. [Kejli-Baharah] Neka su C1 i C2 dve kubne krive u projek-
tivnoj ravni P2(K) koje se seku u 9 taqaka, raqunaju�i vixestrukosti. Neka
je C tre�a kubna kriva koja prolazi kroz 8 od 9 pomenutih taqaka preseka.
Tada C prolazi i kroz devetu preseqnu taqku.

Skica dokaza. Opxta jednaqina kubne krive je zadata jednaqinom

ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 + ex2 + fxy + gy2 + hx+ iy + j = 0,

koja je zbir 10 qlanova, pa je ona odre�ena sa 10 koeficijenata. Ako pomno�i-
mo sve ove koeficijente ne-nula konstantom, dobijena jednaqina definisa�e
istu krivu. Zato je skup svih mogu�ih kubnih krivih 9-dimenzionalan nad
po	em K. Ako �elimo da kubna kriva prolazi kroz neku taqku (x0, y0) qije
su koordinate fiksirane, to nam name�e jedan linearni uslov

ax3
0 + bx2

0y0 + cx0y
2
0 + dy3

0 + ex2
0 + fx0y0 + gy2

0 + hx0 + iy0 + j = 0

koji koeficijenti a, b, c, d, e, f, g, h, i, j treba da zadovo	avaju. Tako dobija-
mo da je skup svih kubnih krivih koje sadr�e neku fiksiranu taqku 8-
dimenzionalan.

Dakle, svaki put kada zadamo uslov da kubna kriva sadr�i neku taqku,
imamo jedan dodatni linearni uslov za koeficijente. Tako dobijamo da je
familija svih kubnih krivih koje prolaze kroz 8 preseqnih taqaka krivih
C1 i C2 zapravo jednodimenzionalna familija.

Neka su C1 : f1(x, y) = 0 i C2 : f2(x, y) = 0 dve kubne krive. Tada mo�emo
na�i kubne krive koje prolaze kroz 8 zajedniqkih taqaka krivih C1, C2 i C
tako xto �emo uzeti linearne kombinacije λ1f1(x, y) + λ2f2(x, y), pri qemu je
bar jedan od brojeva λ1 i λ2 razliqit od nule. Moramo imati na umu da jox
uvek ne znamo da li se me�u ovim linearnim kombinacijama nalaze sve kubne
krive koje sadr�e 8 pomenutih taqaka preseka.

Me�utim, na osnovu prethodnog razmatra�a, znamo da je familija svih
kubnih krivih koje sadr�e ovih 8 preseqnih taqaka jednodimenzionalna. Sa
druge strane, familija λ1f1(x, y) + λ2f2(x, y) je tako�e jednodimenzionalna.
Iako vidimo 2 parametra λ1 i λ2, jednaqinu λ1f1(x, y)+λ2f2(x, y) = 0 mo�emo
podeliti sa jednim od �ih { poxto je bar jedan razliqit od nule { pri qemu
�e dobijena jednaqina opisivati istu krivu. To znaqi da zapravo imamo jedan
parametar.

Dakle, sada zak	uqujemo da familija λ1f1(x, y) + λ2f2(x, y) opisuje sve
kubne krive koje prolaze kroz 8 zajedniqkih taqaka krivih C1, C2 i C. To
znaqi da i kriva C ima jednaqinu λ1f1(x, y) + λ2f2(x, y) = 0 za neki izbor
konstanti λ1, λ2. Sada, poxto se deveta taqka nalazi i na krivoj C1 i na
krivoj C2, sledi da je i f1(x, y) = 0 i f2(x, y) = 0 u toj taqki. Dakle, mora i
λ1f1(x, y) + λ2f2(x, y) = 0 u toj taqki, xto upravo znaqi da i kriva C sadr�i
tu taqku.

Prethodna teorema poznata je i kao princip <osam na tri>, i mo�emo je
iskazati i na slede�i naqin, [11, strana 254]:
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Teorema 5.1. [Princip <osam na tri>] Ako tri kubne krive u P2(K)
imaju 8 zajedniqkih taqaka, tada one imaju jox jednu zajedniqku taqku. �

• Struktura Abelove grupe

Prema [33, strana 13] imamo slede�u teoremu.

Teorema 5.2. Struktura (E,+) je Abelova grupa qiji je neutral O fik-
sirana taqka iz E.

Dokaz. Sve aksiome Abelove grupe, osim asocijativnosti, se lako dokazuju,
pa �emo, zbog toga, asocijativnost ostaviti za kraj dokaza.

Neka su P i Q dve proizvo	ne taqke na eliptiqkoj krivoj E. Na osnovu
definicije kompozicije taqaka ∗, prvo zak	uqujemo da je na E i taqka P ∗Q, a
zatim da isto va�i i za taqkuO∗(P ∗Q), jer je iO na E. Dakle, na eliptiqkoj
krivoj E je i taqka P + Q = O ∗ (P ∗Q), pa je eliptiqka kriva E zatvorena
u odnosu na operaciju + sabira�e taqaka. Ta operacija je i komutativna jer
va�i

P +Q = O ∗ (P ∗Q) = O ∗ (Q ∗ P ) = Q+ P

zbog toga xto P ∗Q i Q ∗P predstav	aju istu taqku na eliptiqkoj krivoj E.

Doka�imo da je taqka O neutral u odnosu na operaciju +, to jest da
je P + O = P za svaku taqku P na E. Neka je P proizvo	na taqka, p prava
odre�ena taqkama P i O i neka je Q tre�a preseqna taqka prave p i eliptiqke
krive E. Naravno, ako je p tangenta na krivu E, taqke P , Q i O ne moraju
biti razliqite. Tada je

P +O = O ∗ (P ∗ O) = O ∗Q = P

pa je taqka O iz E neutral za operaciju +.

P = P +O

Q = P ∗O

O

p

E

O

E

P

s

S

−Pt
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Doka�imo da svaka taqka P na E ima inverz u odnosu na operaciju +. Neka
je P proizvo	na taqka, t tangenta na krivu E u taqki O i S druga preseqna
taqka prave t i krive E. Oznaqimo sa s pravu odre�enu taqkama P i S. Po-
ka�imo da je inverz taqke P tre�a preseqna taqka prave s i krive E, to jest
da je −P = P ∗ S. Kako je

P + (−P ) = P + (P ∗ S) = O ∗ (P ∗ (P ∗ S)) = O ∗ S = O

taqka −P = P ∗S je zaista inverz taqke P , pa za svaku taqku P na E postoji
�en inverz, taqka −P .

Doka�imo da je operacija + i asocijativna. Neka su P , Q i R tri proi-
zvo	ne taqke na eliptiqkoj krivoj E. Treba dokazati da va�i

(P +Q) +R = P + (Q+R),

to jest O ∗ ((P +Q) ∗R) = O ∗ (P ∗ (Q+R)), odnosno

(P +Q) ∗R = P ∗ (Q+R).

Primetimo da svaka od taqaka O, P , Q, R, P ∗ Q, P + Q, Q ∗ R i Q + R
pripada jednoj pravoj koja je predstav	ena punom linijom i jednoj pravoj
koja je predstav	ena isprekidanom linijom.

P

Q

R

P ∗Q

O

Q ∗R

Q+R

P +Q

T

E

a = −4.3
3.8

Posmatrajmo taqku T koja je preseqna taqka prave odre�ene taqkama P +Q i
R i prave odre�ene taqkama P i Q + R. Doka�imo da ta taqka T pripada i
eliptiqkoj krivoj E.

Svaka prava je opisana linearnom jednaqinom, a tri prave su odre�ene
jednaqinom koju dobijamo mno�e�em tri linearne jednaqine, a to je jednaqi-
na tre�eg stepena. Kao xto smo videli, takva jednaqina odre�uje jednu kubnu
krivu. Zbog toga, mo�emo smatrati da tri prave koje su predstav	ene punom
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linijom, odnosno tri prave koje su predstav	ene isprekidanom linijom od-
re�uju dve degenerisane kubne krive C1, odnosno C2. One sadr�e svih devet
pomenutih taqaka, po konstrukciji. Eliptiqka kriva E je kubna kriva koja
sadr�i osam od tih devet taqaka { sve taqke osim taqke T . Prema teoremi
5.1 ona mora da sadr�i i devetu taqku, to jest taqku T . Dakle, taqka T ta-
ko�e pripada eliptiqkoj krivoj E. Kako je ona presek pravih koje su odre�ene
taqkama P +Q i R, odnosno P i Q+R, va�i

(P +Q) ∗R = P ∗ (Q+R).

Odavde zak	uqujemo da va�i i O ∗ ((P +Q) ∗R) = O ∗ (P ∗ (Q+R)), to jest

(P +Q) +R = P + (Q+R),

pa je operacija + i asocijativna na E. Dakle, struktura (E,+) je jedna Abe-
lova grupa.

Neka je E/K eliptiqka kriva i E(K) skup svih �enih K-taqaka. Tada, na
osnovu prethodne teoreme (5.2), va�i:

Teorema 5.3. Skup
E(K) ∪ {O}

je jedna podgrupa od E/K.

Ovom teoremom uspostav	amo strukturu Abelove grupe i na skupu E(K). To
�e nam posebno pomo�i prilikom da	eg ispitiva�a tog skupa.

5.3 Eksplicitne formule za sabira�e taqaka

Ranije smo napomenuli, a i vidi se iz definicija (5.1), (5.2) i (5.3) da smo
kompoziciju, odnosno zbir taqaka na eliptiqkoj krivoj definisali geome-
trijski. Zbir taqaka mo�emo algebarski predstaviti pomo�u eksplicitnih
formula. Pre nego xto to poka�emo, podsetimo se i utvrdimo neke qi�enice
u vezi sa eliptiqkim krivama koje �e nam za to biti potrebne.

Neka je eliptiqka kriva zadata afinom

y2 = x3 + ax+ b, (5.2)

odnosno projektivnom jednaqinom

Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3. (5.3)

Zamenom Z = 0 u (5.3) dobijamo jednaqinu X3 = 0, koja ima trostruki ko-
ren X = 0. To znaqi da eliptiqka kriva i beskonaqno daleka prava imaju
trostruki presek u jednoj, beskonaqno dalekoj taqki. Uzmimo ovu beskona-
qno daleku taqku da bude naxa taqka O { koja ima ulogu neutrala u grupi
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na eliptiqkoj krivoj. Sada mo�emo smatrati da se eliptiqka kriva sastoji
od <obiqnih> taqaka u afinoj ravni, uk	uquju�i jox samo jednu dodatnu,
beskonaqno daleku taqku O, koju ne mo�emo videti u toj afinoj ravni.

Dakle, s obzirom da svaka prava seqe eliptiqku krivu u taqno tri taqke,
raqunaju�i vixestrukosti, mo�emo zak	uqiti slede�e:

◦ beskonaqno daleka prava seqe eliptiqku krivu u beskonaqno dalekoj
taqki O { trostruki presek,

◦ vertikalna prava seqe eliptiqku krivu u dve <obiqne> taqke i u bes-
konaqno dalekoj taqki O,
◦ nevertikalna prava seqe eliptiqku krivu u tri <obiqne> taqke.

Ove qi�enice nam omogu�avaju da sabira�e taqaka u afinoj ravni K2

algebarski predstavimo pomo�u eksplicitnih formula.

• Sabira�e taqaka nad po	em R

Algebarsku definiciju zbira taqaka na eliptiqkoj krivoj E pokaza�emo u
afinoj ravni R2. Neka su P i Q dve taqke na E. Da bismo odredili P + Q
prvo treba da odredimo taqku P ∗Q, koja se dobija kao tre�a preseqna taqka
prave odre�ene taqkama P i Q i eliptiqke krive E. Da	e, prava kroz P ∗Q i
O je vertikalna prava kroz P ∗Q, jer je O beskonaqno daleka taqka i ona pri-
pada svakoj vertikalnoj pravoj. Poxto je eliptiqka kriva u Vajerxtrasovom
normalnom obliku simetriqna u odnosu na x-osu, taqku P + Q �emo dobiti
kada taqku P ∗Q preslikamo osnom simetrijom u odnosu na x-osu.

P

Q

P ∗Q

P +Q
E

O

P (x, y)

−P (x,−y)

E

O

Neka je P = (x, y) taqka na eliptiqkoj krivoj E. Poka�imo da je �en inverz
taqka −P = (x,−y), to jest da je P+(−P ) = O. Prvo odredimo taqku P ∗(−P ).
Prava kroz P i −P je vertikalna, pa je tre�a preseqna taqka te prave sa E
taqka O. Taqka P + (−P ) je tre�a preseqna taqka prave koja sadr�i O i
P ∗ (−P ), to jest O i O. Me�utim, ta prava je u stvari tangenta u taqki O,
to jest, beskonaqno daleka prava, pa je �ena tre�a preseqna taqka sa krivom
E ponovo O. Dakle, va�i da je P + (−P ) = O.
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Sada mo�emo izvesti eskplicitne formule za sabira�e taqaka na elip-
tiqkoj krivoj u afinoj ravni R2. Tu �e nam pomo�i zna�e iz analitiqke
geometrije. Neka je x(P ) oznaka za x-koordinatu taqke P , a y(P ) oznaka za
�enu y-koordinatu. U slede�oj teoremi �emo odrediti x(P + Q) i y(P + Q),
pri qemu su P i Q taqke na eliptiqkoj krivoj E. Razmotri�emo sluqaj kada
je P 6= Q, a zatim i P = Q, [49, strana 25].

Teorema 5.4. Neka su P = (x1, y1) i Q = (x2, y2) taqke na eliptiqkoj krivoj
E datoj u Vajerxtrasovom normalnom obliku y2 = x3 +ax+b, gde je P 6= ±Q
i nijedna od taqaka P i Q nije beskonaqno daleka taqka O. Tada je

x(P +Q) =

(
y2 − y1

x2 − x1

)2

− (x1 + x2), (5.4)

y(P +Q) = − y2 − y1

x2 − x1

x(P +Q)− y1x2 − y2x1

x2 − x1

. (5.5)

Ako je P (x1, y1) 6= O i y1 6= 0, tada je

x(P + P ) = x(2P ) =
(3x2

1 + a)2

4(x3
1 + ax1 + b)

− 2x1, (5.6)

y(P + P ) = y(2P ) = −3x2
1 + a

2y1

x(2P )− 2y2
1 − x1(3x2

1 + a)

2y1

. (5.7)

Dokaz. Da bismo odredili x(P+Q), prvo na�imo jednaqinu prave kroz P i Q:

y =
y2 − y1

x2 − x1

x+ l. (5.8)

P = (x1, y1)
Q = (x2, y2)

P +Q = (x3,−y3)

R = (x3, y3)

l

Zatim, da bismo naxli koordinatu x3 taqke R = (x3, y3) koja se dobija u
preseku prave (5.8) sa krivom y2 = x3 + ax + b, zameni�emo y iz jednaqine
(5.8) u jednaqinu y2 = x3 + ax+ b. Na taj naqin dobijamo jednaqinu

x3 −
(
y2 − y1

x2 − x1

)2

x2 +

(
a− 2l

y2 − y1

x2 − x1

)
x+ b− l2 = 0. (5.9)
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Poxto su x1, x2 i x3 tri rexe�a jednaqine (5.9), �ena leva strana je

(x− x1)(x− x2)(x− x3) = x3 − (x1 + x2 + x3)x2

+ (x1x2 + x1x3 + x2x3)x− x1x2x3.
(5.10)

Upore�uju�i koeficijente uz x2 u jednaqinama (5.9) i (5.10) i imaju�i u vidu
da taqke R i P +Q imaju istu x-koordinatu, dobijamo

x(P +Q) = x3 =

(
y2 − y1

x2 − x1

)2

− (x1 + x2).

Da bismo dobili y-koordinatu taqke R, izraquna�emo l iz jednakosti (5.8).
Poxto prava (5.8) sadr�i taqku P = (x1, y1), imamo

l = y1 −
y2 − y1

x2 − x1

x1 =
y1x2 − y2x1

x2 − x1

.

Sada, y-koordinatu taqke R dobijamo zamenom dobijenih izraza za x3 i l u
jednaqinu (5.8), to jest

y3 =
y2 − y1

x2 − x1

x3 +
y1x2 − y2x1

x2 − x1

.

Formulu (5.5) dobijamo imaju�i u vidu da je y-koordinata taqke P +Q sime-
triqna taqki R u odnosu na x-osu, to jest y(P +Q) = −y3. Dakle,

y(P +Q) = −y3 = − y2 − y1

x2 − x1

x(P +Q)− y1x2 − y2x1

x2 − x1

.

Da bismo odredili x(2P ), treba nam jednaqina tangente na eliptiqku krivu
E u taqki P . Pomo�u izvoda implicitno zadate funkcije3) dobijamo koefi-
cijent pravca tangente u taqki P , pa je jednaqina tangente data sa

y =
3x2

1 + a

2y1

x+ r. (5.11)

Neka je P̃ = (x̃1, ỹ1) taqka razliqita od P koja se dobija u preseku tangente
(5.11) i eliptiqke krive E.

3)Izvod implicitno zadate funkcije F (x, y) = 0 tra�imo tako xto jednu promen	ivu
{ obiqno je to y { shvatimo kao funkciju one druge promen	ive { obiqno je to x, to jest
y = y(x) { i diferenciramo obe strane jednaqine F (x, y) = 0 koriste�i pravilo za izvod
slo�ene funkcije.
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P = (x1, y1)

2P = (x̃1,−ỹ1)

P̃ = (x̃1, ỹ1)

r

Koordinatu x̃1 �emo dobiti kada u jednaqinu y
2 = x3 +ax+ b zamenimo (5.11).

Dobijamo

x3 − (3x2
1 + a)2

4y2
1

x2 +

(
a− 2r

3x2
1 + a

2y1

)
x+ b− r2 = 0. (5.12)

Znamo da su x1 i x̃1 rexe�a jednaqine (5.12), pri qemu je rexe�e x1 vixe-
strukosti 2, pa iz

(x− x1)2(x− x̃1) = x3 − (2x1 + x̃1)x2 + (2x1x̃1 + x2
1)x− x2

1x̃1,

upore�uju�i koeficijente uz x2 i imaju�i u vidu da je y2
1 = x3

1 + ax2
1 + b

dobijamo

x(2P ) = x̃1 =
(3x2

1 + a)2

4(x3
1 + ax1 + b)

− 2x1.

Da bismo dobili y-koordinatu taqke P̃ , treba da na�emo r iz jednaqine tan-
gente (5.11). Poxto tangenta (5.11) sadr�i taqku P , dobijamo da je

r = y1 −
3x2

1 + a

2y1

x1 =
2y2

1 − x1(3x2
1 + a)

2y1

.

Sada ỹ1 dobijamo kada r iz prethodne jednakosti zamenimo u jednaqinu tan-
gente (5.11)

ỹ1 =
3x2

1 + a

2y1

x(2P ) +
2y2

1 − x1(3x2
1 + a)

2y1

,

a formula (5.7) sledi iz jednakosti y(2P ) = −ỹ1. Dakle,

y(P + P ) = y(2P ) = −ỹ1 = −3x2
1 + a

2y1

x(2P )− 2y2
1 − x1(3x2

1 + a)

2y1

.

Formule (5.4) - (5.7) su algebarska reprezentacija sabira�a taqaka na elip-
tiqkoj krivoj, to jest tangentno-tetivnog zakona pomo�u koga vrximo to sabi-
ra�e. Zato ih nazivamo i formulama tangentno-tetivnog zakona sabira�a
na eliptiqkim krivama.
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Dobijene formule va�e i u sluqaju bilo kojeg po	a K qije je karakteri-
stika razliqita od 2 i 3. Ako je po	e karakteristike 2 ili 3, formule su
sliqne dobijenim formulama uz male modifikacije.

Uz pomo� formula tangentno-tetivnog zakona sabira�a tako�e mo�emo
ustanoviti i strukturu grupe na eliptiqkoj krivoj. Me�utim, ispostav	a se
da je dokaz asocijativnosti te�i nego xto se qini na prvi pogled. Postoji
mnogo specijalnih sluqajeva koje treba posebno ispitati, na primer kada je
neka od taqaka jednaka O, kada je zbir dve taqke jednak O, ili kada je zbir
dve taqke jednak tre�oj, i sliqno. Xtavixe, za proveru nekih identiteta je
potrebno nekoliko sati rada na modernom kompjuteru, tako da ovaj dokaz nije
ni bio izveden pre 1980. godine.

• Sabira�e taqaka nad po	em C

Poka�imo, ukratko, kako sabiramo taqke na eliptiqkoj krivoj

y2 = 4x3 + ax+ b

nad po	em C. Videli smo da kompleksne taqke na eliptiqkoj krivoj E/C
mo�emo parametrizovali pomo�u (℘(t), ℘′(t)), jer va�i

(℘′(z))2 = 4(℘(z))3 + a℘(z) + b.

Neka su P = (℘(t), ℘′(t)) i Q = (℘(u), ℘′(u)) dve taqke na E/C. Tada je
P +Q = (℘(t+ u), ℘′(t+ u)),

pa sabira�e taqaka na E/C odgovara sabira�u kompleksnih brojeva. Pozna-
va�e ove qi�enice omogu�ava nam da elegantno doka�emo asocijativnost sa-
bira�a taqaka na eliptiqkoj krivoj.

5.4 Taqke konaqnog reda

• Taqke reda 2

Posmatrajmo taqke u kojima eliptiqka kriva E seqe x-osu.

t

P

E

t1 t2 t3

P1 P2 P3

E
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U tim taqkama tangenta je normalna na x-osu, to jest paralelna je y-osi. Ako
takvu taqku oznaqimo sa P , tada je

P + P = O ∗ (P ∗ P ) = O ∗ O = O,

to jest
2P = O,

jer je tre�a preseqna taqka te tangente sa eliptiqkom krivom beskonaqno
daleka taqka O. Pored oznake 2P u upotrebi je i oznaka [2]P , [16, 8. lekcija,
strana 1].

Definicija 5.5. Ako je P taqka eliptiqke krive za koju je

2P = O

tada tu taqku nazivamo taqkom reda 2 ili 2-torzionom4)taqkom.

Za taqku P za koju je 2P = O, lako zak	uqujemo da va�i i

P = −P.

S druge strane, ako je P (x, y) taqka reda dva, tada je

(x, y) = (x,−y)

odakle sledi da je y = −y, to jest y = 0. Dakle, taqke reda 2 eliptiqke krive
E su upravo taqke sa y-koordinatom jednakom 0. Takvih taqaka na eliptiqkoj
krivoj mo�emo imati nula, jednu ili tri.

• Taqke konaqnog i beskonaqnog reda. Red taqke

Taqke reda 2 su primeri taqaka konaqnog reda ili torzionih taqaka. Na
osnovu [16, 8. lekcija, strana 1], imamo i

Definicija 5.6. Taqku P eliptiqke krive E za koju postoji prirodan
broj n takav da je

nP = P + P + · · ·+ P︸ ︷︷ ︸
n

= O (5.13)

nazivamo taqkom konaqnog reda ili torzionom taqkom. Najma�u takvu
vrednost broja n nazivamo red taqke P .

Red taqke eliptiqke krive odgovara standardnom redu elementa u nekoj grupi.
Zbog toga, taqke konaqnog reda eliptiqke krive qine grupu, to jest

〈P 〉 = {O, P, 2P, . . . , (n− 1)P}
4)Req torzija potiqe od novolatinske reqi torsio xto u prevodu znaqi uvrta�e, uvija�e,

upreda�e.
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je cikliqna grupa n-tog reda sa generatorom P , koja je izomorfna grupi
Z/nZ = Zn. Tu grupu mo�emo realizovati kao skup {0, 1, 2, . . . , n − 1} uz sa-
bira�e +n po modulu n. Taqku O nazivamo trivijalnom torzionom taqkom.

Ako ne postoji prirodan broj n takav da va�i (5.13), svi elementi niza

O, P, 2P, 3P, . . .

su razliqiti. U tom sluqaju ka�emo da je taqka P beskonaqnog reda. Tada je

〈P 〉 = {. . . ,−2P,−P,O, P, 2P, . . .}

beskonaqna cikliqna grupa generisana sa P , odnosno −P , koja je izomorfna
grupi Z.



6
Eliptiqke krive nad po	em

racionalnih brojeva

Videli smo da eliptiqke krive mo�emo definisati nad proizvo	nim po-
	em K. Jedan od najva�nijih sluqajeva { naroqito u teoriji brojeva { je za
K = Q. Zato ovo poglav	e posve�ujemo eliptiqkim krivama nad po	em Q
racionalnih brojeva. Za vixe deta	a pogledati [33], [16], [48], [49] i [57].

6.1 Racionalne taqke i racionalne krive

• Racionalna taqka. Racionalna prava

Neka je R2 realna ravan. Tada imamo, [44, strana 1]:

Definicija 6.1. Za taqku P = (x, y) iz R2 ka�emo da je racionalna

taqka ako su obe �ene koordinate x i y racionalni brojevi.

Definicija 6.2. Prava p iz R2 je racionalna prava ako su u �enoj jed-
naqini ax+ by + c = 0 koeficijenti a, b i c racionalni brojevi.

Za racionalne taqke i racionalne prave va�i, [44, strana 1]:

Ako su dve taqke racionalne, tada je i �ima odre�ena prava racionalna.
Presek dve racionalne prave je racionalna taqka.

Koeficijent pravca racionalne prave je racionalan broj k = − b
a
, pa umesto

racionalna prava ka�emo i prava racionalnog nagiba.
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• Racionalna kriva. Racionalna konika

U jednom od ranijih poglav	a, racionalnu krivu smo definisali kao alge-
barsku krivu roda g = 0. Sada �emo racionalnu krivu definisati i ovako,
[44, strana 1]:

Definicija 6.3. Kriva
{

(x, y) | f(x, y) = 0
}
, koja odgovara polinomu f sa

dve neodre�ene x i y, je racionalna kriva ako su svi koeficijenti polinoma
f racionalni brojevi, to jest f pripada Q[x, y].

Videli smo i da naziv racionalna kriva potiqe otuda xto koordinate taqaka
koje pripadaju toj krivoj mo�emo izraziti racionalnim funkcijama nekog
parametra, to jest ona ima parametrizaciju pomo�u racionalnih funkcija.
Racionalna konika je specijalan sluqaj racionalne krive, [44, strana 1].

Definicija 6.4. Konika ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0 je racionalna
konika ako su koeficijenti a, b, c, d, e i f racionalni brojevi. Racionalnu
koniku oznaqava�emo sa K.

• Racionalna prava i racionalna konika

Neka je p racionalna prava i K racionalna konika. U opxtem sluqaju, postoje
dve taqke �ihovog preseka, na primer P i Q, to jest p ∩ K = {P,Q}.

P

Q

p

K

Koordinate preseqne taqke moraju da zadovo	avaju jednaqinu prave p i jed-
naqinu konike K, ali one ne moraju biti racionalne. Drugim reqima, preseq-
ne taqke racionalne prave i racionalne konike ne moraju biti racionalne
taqke. Otuda i zak	uqak:

Racionalna konika ne mora da sadr�i racionalnu taqku.

S druge strane, na osnovu Vijetovih1)formula, va�i slede�e:

Ako je jedna od preseqnih taqaka racionalne prave i racionalne konike
racionalna, tada i druga �ihova preseqna taqka mora biti racionalna.

1)Fransoa Vijet (François Viète, 1540{1603), francuski matematiqar i pravnik
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• Konstrukcija racionalnih taqaka

Prethodno svojstvo nam omogu�ava konstrukciju pomo�u koje mo�emo odredi-
ti sve racionalne taqke konike i tako je racionalno parametrizovati. Iza-
berimo jednu racionalnu taqku P na racionalnoj konici K i posmatrajmo
racionalnu pravu p koja sadr�i taqku P i seqe koniku K. Dobijena preseqna
taqka Q prave p i konike K, prema ve� reqenom, mora biti racionalna.

P

Q
R

l

p

K

Presek te racionalne prave p i unapred fiksirane racionalne prave l je
tako�e racionalna taqka R. Nazivamo je projekcijom taqke Q konike K na
pravu l.

Ponav	a�em opisane konstrukcije za bilo koju racionalnu taqku Q uspo-
stav	amo bijekciju izme�u svih racionalnih taqaka Q konike K i unapred
fiksirane racionalne prave l. Ka�emo i da smo, tim postupkom, racionalnu
koniku K projektovali na racionalnu pravu l.

Dakle, ako racionalna konika ima jednu racionalnu taqku, tada mo�emo,
opisanim postupkom, konstruisati, to jest odrediti sve �ene racionalne
taqke.

• Racionalna parametrizacija kruga

Prethodno reqeno primeni�emo na krug, to jest odredi�emo sve �egove raci-
onalne taqke. Neka je K jediniqni krug qija je jednaqina

K : x2 + y2 = 1. (6.1)

Odredimo sve �egove racionalne taqke.

(−1, 0)

(0, t)

l

p

x

y

(x, y)

K
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Koeficijenti u (6.1) su racionalni brojevi, pa je krugK racionalan. Prime-
nimo na �ega prethodno opisanu konstrukciju, to jest uspostavimo bijekciju
izme�u racionalnih taqaka kruga K i neke fiksirane racionalne prave l. Za
racionalnu taqku P izaberimo taqku (−1, 0), a za racionalnu pravu l uzmi-
mo y-osu. Druga preseqna taqka prave p i kruga K je racionalna taqka (x, y).
Projektujmo krug K na pravu l, to jest na y-osu. Neka je taqka (0, t) projekcija
racionalne taqke (x, y) na y-osu. Jednaqina prave p kroz taqke (−1, 0) i (0, t)
je y − 0 = t−0

0−(−1)
(x− (−1)), to jest

y = t(x+ 1). (6.2)

Rexava�em sistema (6.1) i (6.2) po x i y dobijamo da je

y = t(x+ 1) i t2(x+ 1)2 = (1− x)(1 + x). (6.3)

Jedno rexe�e sistema jednaqina (6.3) je taqka P (−1, 0). Posle skra�iva�a sa
x+ 1, uz uslov da je x+ 1 6= 0, to jest x 6= −12), i nakon sre�iva�a, dobijamo
koordinate

x =
1− t2

1 + t2
, y =

2t

1 + t2
. (6.4)

racionalne taqke (x, y) kruga K koja je razliqita od taqke P (−1, 0). Ako ovim
taqkama dodamo taqku P dobijamo sve racionalne taqke kruga K. Te taqke, to
jest �ihove koordinate, zavise samo od broja t. Zato broj t nazivamo parame-
tar. Zbog toga ka�emo da smo krug K parametrizovali i da je jednaqinama
(6.4) data �egova racionalna parametrizacija3). Jednaqine (6.4) nazivamo
parametarskim jednaqinama kruga K.

Uspostav	e�e opisane bijekcije znaqi da se, sa gledixta Diofantove ana-
lize4), krug K i prava l ne razlikuju. �ihovi odgovaraju�i skupovi racio-
nalnih taqaka su ekvivalentni bez obzira xto su �ihovi stepeni razliqiti.

Videli smo, prema teoremi (3.6) da je skup C(Q) racionalnih taqaka al-
gebarske krive C roda g = 0 { racionalne krive { prazan ili beskonaqan. S
druge strane, teorema (3.7) Hase-Minkovski nam daje algoritam pomo�u koga
utvr�ujemo da li racionalna kriva ima konaqno mnogo racionalnih taqaka.
Upravo prikazani postupak nam ilustruje kako da odredimo sve racionalne
taqke takve krive ako znamo jednu �enu racionalnu taqku, i na taj naqin je
racionalno parametrizujemo.

2)Ovaj uslov je ispu�en jer tra�imo koordinate taqaka koje su razliqite od taqke
P (−1, 0), pa je x 6= −1.

3)to jest, jedna od mogu�ih racionalnih parametrizacija, jer bismo za izbor neke druge
taqke P dobili drugu parametrizaciju kruga K

4)Diofantova analiza je deo teorije brojeva koji izuqava naqine za rexava�e algebar-
skih jednaqina, ili sistema ovakvih jednaqina, sa celim koeficijentima u celim ili
racionalnim brojevima. U drugoj polovini 20. veka Diofantova analiza postala je moder-
na zbog povezanosti sa algebarskom geometrijom.
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• Pitagorine trojke

Neka je K jediniqni krug qija je jednaqina

K : x2 + y2 = 1. (6.5)

Ako u jednaqini (6.5) zamenimo x = X
Z
i y = Y

Z
, pri qemu suX, Y i Z prirodni

brojevi, tada jednaqina (6.5), nakon mno�e�a sa Z2 prelazi u

X2 + Y 2 = Z2. (6.6)

Definicija 6.5. Jednaqinu (6.6) nazivamo Pitagorina5)Diofantova

jednaqina ili kra�e Pitagorina jednaqina.

Pitagorina jednaqina je specijalan sluqaj opxte kvadratne Diofantove jed-
naqine

X2 + aXY + Y 2 = Z2,

pri qemu je a iz Z. Nastaje kada u tu jednaqinu stavimo da je a = 0. Pitagorina
jednaqina je posebno va�na u trigonometriji i analitiqkoj geometriji.
�en specijalan sluqaj, za X = Y , to jest X2 +X2 = Z2, odnosno

2X2 = Z2

je povezan sa najjednostavnijim dokazom postoja�a iracionalnih brojeva.

Definicija 6.6. Ure�enu trojku (X, Y, Z) prirodnih brojeva X, Y i Z
koja zadovo	ava Pitagorinu jednaqinu nazivamo Pitagorina trojka.

Definicija 6.7. Prirodne brojeveX, Y i Z koji qine Pitagorinu trojku
nazivamo Pitagorini brojevi.

Ka�emo i da je (X, Y, Z) [ure�ena] trojka Pitagorinih brojeva. Problem od-
re�iva�a Pitagorinih brojeva poznat je kao Pitagorin problem.

Pitagorine brojeve mo�emo i geometrijski shvatiti, to jest oni imaju i
geometrijsku interpretaciju.

Definicija 6.8. Trougao qiji su merni brojevi stranica prirodni broje-
vi koji zadovo	avaju Pitagorinu jednaqinu nazivamo Pitagorin trougao.

Na osnovu obrata Pitagorine teoreme6) takav trougao je pravougli. Otuda i

5)Pitagora (Πυθαγ&oρας, 580{500 pre nove ere), grqki matematiqar i folozof
6)Obrat Pitagorine teoreme7): Ako je AC2 +BC2 = AB2, tada je trougao ABC pravo-

ugli sa pravim uglom kod temena C.
7)Pitagorina teorema: Povrxina kvadratne povrxi qija je ivica hipotenuza nekog

pravouglog trougla jednaka je zbiru povrxina dveju kvadratnih povrxi kojima su ivice
katete tog trougla. Drugim reqima, ako je ugao kod temena C trougla ABC prav, tada je
AC2 + BC2 = AB2. Pitagorina teorema je jedna od najznaqajnih teorema u matematici i
ima mnogo dokaza { bar 365 do aprila 1940 { i niz uopxte�a. Ona predstav	a i vrhunac I
k�ige Euklidovih Elemenata.
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Definicija 6.9. Ure�ena trojka (X, Y, Z) prirodnih brojeva X, Y i Z
je Pitagorina trojka, ako su brojevi X i Y du�ine kateta, a Z du�ina
hipotenuze Pitagorinog trougla.

X

Y

Z

Interesova�e za Pitagorine brojeve potiqe jox od Vavilonaca { 2 000 godina
pre nove ere. Oni su znali da ako zatvoreni konopac qvorovima podele na 12
jednakih delova i xtapovima ga zategnu u odnosu 3 : 4 : 5, onda je dobijeni
trougao pravougli, a prav ugao se nalazi naspram stranice sa 5 delova. Ka-
ko su Vavilonci bili poznati gradite	i, prav ugao im je bio svakodnevna
potreba, pa su istra�ivali da li i drugi trouglovi imaju istu osobinu.

Teorija Pitagorinih trouglova objedi�uje vixe matematiqkih discipli-
na, a posebno algebru, geometriju, kombinatoriku i teoriju brojeva.

Jasno je da ako neka dva od brojeva X, Y i Z koji zadovo	avaju Pitagorinu
jednaqinu imaju zajedniqki delilac d > 1, onda je i tre�i od �ih de	iv sa
d. Zato �emo nada	e pretpostaviti da su brojevi X, Y i Z uzajamno prosti
u parovima, jer u suprotnom dobijenu jednaqinu mo�emo skratiti sa d2.

Definicija 6.10. Pitagorinu trojku (X, Y, Z) u kojoj su prirodni broje-
vi X, Y i Z takvi da su svaka dva uzajamno prosta nazivamo primitivnom
ili osnovnom Pitagorinom trojkom.

Za primitivnu Pitagorinu trojku ka�emo i da je primitivno ili osnovno

rexe�e Pitagorine jednaqine X2 + Y 2 = Z2.

Nala�e�em svih primitivnih Pitagorinih trojki (X, Y, Z) nalazimo i
sve ostale Pitagorine trojke, jer su one oblika (αX,αY, αZ), za neko α iz N.
Stoga Pitagorinih trojki ima beskonaqno mnogo. Drugim reqima, svaka pri-
mitivna Pitagorina trojka generixe beskonaqno mnogo novih Pitagorinih
trojki. Na osnovu [44, strana 5], imamo

Teorema 6.1. U svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojci (X, Y, Z) taqno
jedan od brojeva X i Y je neparan, to jest brojevi X i Y su razliqite
parnosti.

Mi �emo nada	e pretpostaviti da je recimo X neparan, a Y je paran broj.

Iz teoreme 6.1 lako zak	uqujemo da u svakoj Pitagorinoj trojci (X, Y, Z)
broj Z mora biti neparan.
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Va�an korak u prouqava�u Pitagorinih trojki je odre�iva�e formula
za pronala�e�e primitivnih Pitagorinih trojki8), pa samim tim i svih
ostalih Pitagorinih trojki, [44, strana 6].

Teorema 6.2. Neka su m i n dva relativno prosta prirodna broja takva
da je n−m pozitivan i neparan broj. Tada je

(n2 −m2, 2mn, n2 +m2)

primitivna Pitagorina trojka, i svaka primitivna Pitagorina trojka je
ovog oblika za neki izbor prirodnih brojeva m i n.

Dokaz. Neka je (X, Y, Z) primitivna Pitagorina trojka. Tada je ona i primi-
tivno rexe�e jednaqine X2 + Y 2 = Z2. Ako celu jednaqinu podelimo sa Z2,
dobijamo (

X

Z

)2

+

(
Y

Z

)2

= 1.

Odatle zak	uqujemo da je
(
X
Z
, Y
Z

)
racionalna taqka kruga x2 + y2 = 1, pa na

osnovu racionalne parametrizacije kruga postoji racionalan broj t = m
n
, pri

qemu su prirodni brojevi m i n uzajamno prosti, takav da je

X

Z
=

1−
(
m

n

)2

1 +

(
m

n

)2 =
n2 −m2

n2 +m2
i

Y

Z
=

2 · m
n

1 +

(
m

n

)2 =
2mn

n2 +m2
.

Odavde lako zak	uqujemo da je i (n2−m2, 2mn, n2 +m2) primitivna Pitago-
rina trojka za neki izbor prirodnih brojeva m i n koji su uzajamno prosti,
i takvi da je n−m pozitivan i neparan broj.

Iz prethodne teoreme mo�emo zak	uqiti da su sve primitivne Pitagorine
trojke (X, Y, Z) date formulama:

X = n2 −m2, Y = 2mn, Z = n2 +m2. (6.7)

pri qemu su m i n dva parametra. Drugim reqima, formulama (6.7) mo�emo
da generixemo sve primitivne Pitagorine trojke. Ka�emo i da je formu-
lama (6.7) data parametrizacija svih primitivnih Pitagorinih trojki. Na
osnovu dokaza teoreme (6.2) mo�emo zak	uqiti i da je postupak odre�iva�a
Pitagorinih trojki sliqan postupku racionalne parametrizacije kruga.

Navedene formule (6.7) qesto je koristio Diofant u svojim problemima.

Posledica 6.1. Postoji beskonaqno mnogo primitivnih Pitagorinih tro-
jki.

8)to jest svih primitivnih ili osnovnih rexe�a Pitagorine jednaqine X2 + Y 2 = Z2
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6.2 Grupa E(QQQ)

• Eliptiqke krive nad po	em QQQ

Neka je

E/Q : y2 = x3 + ax+ b

eliptiqka kriva nad po	em Q racionalnih brojeva. Po definiciji, koefi-
cijenti a i b su racionalni brojevi i va�i da je ∆ = −16(4a3 + 27b2) 6= 0.
Tada postoje celi brojevi m i p, i prirodni brojevi n i q takvi da je

E/Q : y2 = x3 +
m

n
x+

p

q
.

Na osnovu definicije (4.12), stav	aju�i da je u = NZS(n, q), a′ = u4m
n
i

b′ = u6 p
q
dobijamo da je i

E/Q : y2 = x3 + a′x+ b′

eliptiqka kriva, ali sa koeficijentima a′ i b′ koji su celi brojevi. Zbog
toga, nada	e kada ka�emo eliptiqka kriva E/Q podrazumeva�emo da su �eni
koeficijenti celi brojevi.

• Grupa E(QQQ)

Neka je E(Q) skup svih racionalnih taqaka eliptiqke krive E/Q, to jest

E(Q) =
{

(x, y) ∈ Q2 | y2 = x3 + ax+ b i ∆ 6= 0
}
∪ {∞}.

Osnovni problem u vezi sa eliptiqkom krivom E/Q sastoji se u tome da se
odredi skup E(Q) svih �enih racionalnih taqaka { ukoliko on postoji.

Kao xto smo videli u prethodnom poglav	u, operaciju + sabira�e taqaka
na eliptiqkoj krivoj E/R uveli smo geometrijski pomo�u tangentno-tetivnog
zakona, i tada smo napomenuli da formule (5.4) - (5.7) va�e i u sluqaju bilo
kog po	a K qije je karakteristika razliqita od 2 i 3. S obzirom da je po	e Q
karakteristike nula, pomo�u tangentno-tetivnog zakona, to jest formulama
(5.4) - (5.7) mo�emo uvesti i sabira�e taqaka na eliptiqkoj krivoj E/Q.

Teorema 6.3. Struktura (E/Q,+) je Abelova grupa u odnosu na operaciju
+ definisanu formulama (5.4) - (5.7).

Prema teoremi (5.3) i na skupu E(Q) mo�emo uspostaviti strukturu Abelove
grupe. Otuda i

Teorema 6.4. Struktura (E(Q),+) je Abelova grupa u odnosu na operaciju
+ definisanu formulama (5.4) - (5.7).
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• Torzioni deo grupe E(QQQ)

Abelova grupa E(Q) sadr�i taqke konaqnog i beskonaqnog reda. Sve taq-
ke konaqnog reda qine �enu podgrupu koju nazivamo torziona podgrupa ili
torzioni deo grupe E(Q) i oznaqavamo je sa Tor(E) ili E(Q)tors.

6.3 Rang eliptiqke krive nad po	em QQQ

• Mordelova teorema

Struktura (E(Q),+) nije samo Abelova grupa, nego je i vixe od toga, [33,
strana 13].

Teorema 6.5. [Mordel] Struktura (E(Q),+) je konaqno generisana Abe-
lova grupa.

U qast Mordela, qesto grupu E(Q) nazivamo i Mordelova grupa.

Mordelova teorema predstav	a najva�niju qi�enicu o skupu E(Q). Ona
nam, drugim reqima, ka�e da postoji konaqan skup racionalnih taqaka takav
da se svaka druga racionalna taqka na eliptiqkoj krivoj E/Q mo�e dobiti
pomo�u tangentno-tetivnog zakona sabira�a.

Kako je svaka konaqno generisana Abelova grupa izomorfna proizvodu ci-
kliqnih grupa, dobijamo slede�u neposrednu posledicu Moredelove teoreme,
koja nam opisuje strukturu grupe E(Q), [33, strana 14].

Posledica 6.2. Za konaqno generisanu Abelovu grupu E(Q) va�i

E(Q) = Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
r

⊕Tor(E) = Zr ⊕ Tor(E),

gde je Zr slobodna podgrupa ili slobodni deo grupe E(Q) { podgrupa koja se
sastoji od svih elemenata beskonaqnog reda i neutrala grupe E(Q).

• Torzija eliptiqke krive

Na osnovu [44, strana 11] imamo

Definicija 6.11. Torzionu podgrupu Tor(E) grupe E(Q) nazivamo tor-
zija grupe E(Q) ili torzija eliptiqke krive E/Q.

Mazur9) je 1978. godine dokazao da postoji10) taqno 15 mogu�ih �enih torzija,
[44, strana 11].

9)Bari Mazur (Barry Charles Mazur, 1937), ameriqki matematiqar
10)do na izomorfizam
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Teorema 6.6. [Mazur] Ako je E/Q eliptiqka kriva, tada je Tor(E) jedna
od slede�ih 15 grupa:

Zn11), za n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12;

Z2m ⊕ Z2, za m = 1, 2, 3, 4.

Drugim reqima, Tor(E) je cikliqna grupa ili proizvod dve cikliqne grupe.

Iz Mazurove teoreme zak	uqujemo da u sluqaju E/Q ne postoji torziona
taqka reda ve�eg od 12, kao ni torziona grupa ve�eg reda od 16.

Da bismo odredili Tor(E), to jest sve taqke (x, y) konaqnog reda, prvo
pretpostavimo da je (x, y) taqka reda 2. To je taqka sa y-koordinatom jednakom
0, to jest taqka (x, 0). Mo�emo imati 0, 1 ili 3 takve taqke, xto zavisi od
broja racionalnih nula polinoma x3 + ax+ b. Te taqke, zajedno sa taqkom O,
qine podgrupu od Tor(E) koja je ili trivijalna ili Z2 ili Z2 ⊕ Z2. Ostale
taqke konaqnog reda odre�ujemo pomo�u Luc12) { Nagelove13) teoreme koja nam
i omogu�ava da efikasno izraqunamo torzionu grupu Tor(E), [44, strana 11].

Teorema 6.7. [Luc { Nagel] Neka je E/Q : y2 = x3 + ax + b eliptiqka
kriva. Ako je (x, y) iz Tor(E) i (x, y) 6=∞, tada su x i y iz Z i va�i

y = 0 ili y2 | 4a3 + 27b2 =
−∆

16
.

Luc { Nagelova teorema nam pokazuje da imamo samo konaqno mnogo kandi-
data za y-koordinatu torzione taqke (x, y) koje moramo proveriti. Navedimo
primere koji �e nam ilustrovati tu teoremu.

Primer 6.1. Odrediti torziju eliptiqke krive

E/Q : y2 = x3 + x. (6.8)

E

11)Sa Zn smo oznaqili grupu Z/nZ brojeva po modulu n, jer je Z/nZ ∼= Zn za svako n iz N.
12)Elizabet Luc (Élisabeth Lutz, 1914{2008), francuska matematiqarka
13)Trajgve Nagel (Trygve Nagell, 1895{1988), norvexki matematiqar
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Kako je 4a3 + 27b2 = 4, prema Luc { Nagelovoj teoremi za svaku torzionu
taqku (x, y) mora va�iti y = 0 ili y2 | 4, pri qemu su x, y iz Z, pa je

y ∈ {0, 1,−1, 2,−2}.

Uvrxtava�em y = ±1 u (6.8) dobijamo jednaqinu x3 + x = 1 koja nema
celobrojnih rexe�a. Sliqno, za y = ±2 dobijamo da jednaqina x3 + x = 4
nema celobrojnih rexe�a. Neka je y = 0. Tada je x = 0 jedino celobrojno
rexe�e jednaqine x3 + x = 0. To znaqi da je

Tor(E) = {O, (0, 0)} ∼= Z2. 4

Primer 6.2. Prema [33, strana 14], torzija eliptiqke krive E1/Q : y2 =
x3 − x je Tor(E1) = Z2 ⊕ Z2, a eliptiqke krive E2/Q : y2 = x3 − x + 1 je
trivijalna, to jest Tor(E1) = {O}. 4

E1 E2

Dakle, za datu eliptiqku krivu E/Q lako izraqunavamo �enu torziju Tor(E),
to jest postoje algoritmi za �eno izraqunava�e, i oni su u praksi vrlo efi-
kasni.

• Rang eliptiqke krive

Na osnovu [44, strana 9], imamo

Definicija 6.12. Nenegativan ceo broj r iz relacije E(Q) = Zr⊕Tor(E)
nazivamo rang grupe E(Q) ili rang eliptiqke krive E/Q.

Ukoliko �elimo da naglasimo da je r rang grupe E(Q), odnosno rang elip-
tiqke krive E nad Q pisa�emo r(E(Q)), odnosno r(E).

Posledica (6.2) nam ka�e da postoji r racionalnih taqaka P1, P2, . . . , Pr
beskonaqnog reda na eliptiqkoj krivoj E/Q sa svojstvom da se svaka taqka P
iz E(Q) mo�e predstaviti u obliku

P = n1P1 + n2P2 + · · ·+ nrPr + T
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za neke cele brojeve n1, n1, . . . , nr, gde je T neka taqka konaqnog reda.

Rang meri veliqinu kako eliptiqke krive E/Q, tako i same grupe E(Q),
to jest broj �enih nezavisnih racionalnih taqaka. Ako je:

◦ r(E(Q)) = 0, grupa E(Q) je konaqna,

◦ r(E(Q)) > 0, grupa E(Q) je beskonaqna.

Primer 6.3. Rang eliptiqke krive E1 : y2 = x3 − x je r(E1) = 0, jer je
E1(Q) = Z2 ⊕ Z2 a rang eliptiqke krive E2 : y2 = x3 − x + 1 je r(E2) = 1,
jer je E2(Q) = Z. 4

Rang eliptiqke krive je, za razliku od torzije eliptiqke krive, dosta te�e
opisati. Samo raquna�e ranga eliptiqke krive nad Q je vrlo te�ak problem,
jer za rang eliptiqke krive ne postoje analogoni teorema (6.6) i (6.7), to jest:

◦ ne postoji algoritam za odre�iva�e ranga proizvo	ne eliptiqke kri-
ve; postoje algoritmi za raquna�e gor�e i do�e granice ranga,

◦ ne zna se koji celi brojevi mogu biti rangovi neke eliptiqke krive;
ne zna se ni da li je rang eliptiqke krive ograniqen.

S druge strane, nije poznato da li rang mo�e biti proizvo	no velik ili
postoji apsolutna gor�a granica. Prema [44, strana 9] va�i

Hipoteza. Rang eliptiqke krive mo�e biti proizvo	an prirodan broj, to
jest postoji eliptiqka kriva E/Q qija je grupa racionalnih taqaka E(Q)
proizvo	no velikog ranga.

Drugim reqima, za svaki prirodan broj n postoji eliptiqka kriva E/Q takva
da je r(E) > n.

Danas se tek zna da postoji eliptiqka kriva E/Q ranga najma�e 28. �u
je 2006. godine pronaxao Elkis14). Otuda i, prema [44, strana 10]

Teorema 6.8. Eliptiqka kriva

E : y2 + xy + y = x3 − x2 − ax+ b,

gde je a = 20067762415575526585033208209338542750930230312178956502 i
b = 3448161179503055646703298569039072037485594435931918036126600829629
1939448732243429 nad po	em Q ima rang najma�e 28, to jest r(E) ≥ 28.
Generatori grupe E(Q) su:

P1 = [−2124150091254381073292137463,
259854492051899599030515511070780628911531];

P2 = [2334509866034701756884754537,

18872004195494469180868316552803627931531];

P3 = [−1671736054062369063879038663,

14)Noam David Elkis (Noam David Elkies, 1966{), ameriqki matematiqar
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251709377261144287808506947241319126049131];

P4 = [2139130260139156666492982137,

36639509171439729202421459692941297527531];

P5 = [1534706764467120723885477337,

85429585346017694289021032862781072799531];

P6 = [−2731079487875677033341575063,
262521815484332191641284072623902143387531];

P7 = [2775726266844571649705458537,

12845755474014060248869487699082640369931];

P8 = [1494385729327188957541833817,

88486605527733405986116494514049233411451];

P9 = [1868438228620887358509065257,

59237403214437708712725140393059358589131];

P10 = [2008945108825743774866542537,

47690677880125552882151750781541424711531];

P11 = [2348360540918025169651632937,

17492930006200557857340332476448804363531];

P12 = [−1472084007090481174470008663,
246643450653503714199947441549759798469131];

P13 = [2924128607708061213363288937,

28350264431488878501488356474767375899531];

P14 = [5374993891066061893293934537,

286188908427263386451175031916479893731531];

P15 = [1709690768233354523334008557,

71898834974686089466159700529215980921631];

P16 = [2450954011353593144072595187,

4445228173532634357049262550610714736531];

P17 = [2969254709273559167464674937,

32766893075366270801333682543160469687531];

P18 = [2711914934941692601332882937,

2068436612778381698650413981506590613531];

P19 = [20078586077996854528778328937,

277960854 1137806604656051725624624030091531];

P20 = [2158082450240734774317810697,

34994373401964026809969662241800901254731];

P21 = [2004645458247059022403224937,

48049329780704645522439866999888475467531];
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P22 = [2975749450947996264947091337,

33398989826075322320208934410104857869131];

P23 = [−2102490467686285150147347863,
259576391459875789571677393171687203227531];

P24 = [311583179915063034902194537,

168104385229980603540109472915660153473931];

P25 = [2773931008341865231443771817,

12632162834649921002414116273769275813451];

P26 = [2156581188143768409363461387,

35125092964022908897004150516375178087331];

P27 = [3866330499872412508815659137,

121197755655944226293036926715025847322531];

P28 = [2230868289773576023778678737,

28558760030597485663387020600768640028531].

Postoji i hipoteza Goldfelda15), [33, strana 14].

Hipoteza. [Goldfeld] Ako pore�amo eliptiqke krive E/Q po veliqini
koeficijenata, asimptotski 50% krivih ima rang 0, a 50% ih ima rang 1.

Dakle, Goldfeldova hipoteza predvi�a da je proseqni rang jednak 0, 5.

Na kraju navedimo i teoremu Bargave16) i Xankara17) iz 2011. godine, [33,
strana 14].

Teorema 6.9. [Bargava-Xankar] Ako pore�amo eliptiqke krive E/Q po
veliqini koeficijenata, tada je proseqni rang ma�i od 0,99.

15)Dorian Moris Goldfeld (Dorian Morris Goldfeld, 1947), ameriqki matematiqar
16)Man
ul Bargava (Manjul Bhargava , 1974), kanadsko-ameriqki matematiqar indijskog

porekla, dobitnik Fildsove meda	e 2014. godine
17)Arul Xankar (Arul Shankar), indijski matematiqar



7
Eliptiqke krive nad konaqnim

po	ima

Odre�iva�e strukture grupe E(Q) mo�e biti vrlo texko. Zbog toga, posma-
tra�emo eliptiqku krivu E nad nekim konaqnim po	em. Drugim reqima,
umesto da tra�imo racionalne taqke eliptiqke krive E/Q posmatra�emo
eliptiqku krivu E nad nekim konaqnim po	em i tra�iti �ene racionalne
taqke u tom po	u, xto je oqigledno lakxe jer je takvo po	e konaqno. Sliqno
je i sa odre�iva�em �ene torzije Tor(E). Ovo poglav	e je posve�eno eliptiq-
kim krivama nad konaqnim po	ima. Opxirnije u [57], [33] [16] i [15].

7.1 Konaqna po	a

• Konaqno po	e i �egova realizacija

Konaqna po	a su prvi prouqavali Ferma, Ojler, Le�andr, Lagran�1) i Gaus
zbog svojih istra�iva�a u teoriji brojeva.

Konaqno po	e F reda q, to jest sa taqno q elemenata oznaqavamo sa Fq2).
Naravno, �egova karakteristika mora biti neki prost broj p.

Osnovno konaqno po	e je Fp, i ono nastaje stav	aju�i da je q = p, pri
qemu je p prost broj. Tada, za svaki prost broj p postoji po	e od p elemenata.
Mo�emo ga realizovati kao skup Zp = {0, 1, . . . , p− 1} zajedno sa operacijama
sabira�e +p i mno�e�e ·p po modulu p, to jest

Fp =
(
Zp,+p, ·p

)
.

1)�ozef-Luj Lagran� (Joseph-Louis Lagrange, 1736{1813), italijansko-francuski mate-
matiqar i astronom

2)Koristi se jox i oznaka GF (q) jer se konaqna po	a nazivaju i Galoaova3)po	a
3)Evarist Galoa (Évariste Galois, 1811{1832), francuski matematiqar
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Analogno, Fp mo�emo realizovati i kao koliqniqki prsten

Fp =
(
Z/pZ,+p, ·p

)
.

Stav	aju�i u Fq da je q = pn, pri qemu je p prost, a n prirodan broj, dobijamo
konaqno po	e Fpn . Tada, za svaki prost broj p i prirodan broj n postoji
po	e sa q = pn elemenata. Va�i i obratno, ako je karakteristika konaqnog
po	a Fq neki prost broj p, tada to po	e ima pn elemenata. Zaista, ako je
karakteristika od Fq = p i p prost broj, tada Fq sadr�i prosto potpo	e
Fp = Z/pZ = Zp sa taqno p elemenata i Fq je jedan konaqno dimenzionalan
vektorski prostor nad po	em Fp. Neka je n �egova dimenzija i [e1, . . . , en]
jedna �egova baza. Tada se svaki element a ∈ Fq mo�e na jednoznaqan naqin
prikazati u obliku linearne kombinacije

a = λ1e1 + · · ·+ λnen,

pri qemu je λi iz Zp. Na taj naqin je svakom elementu a iz Fq pridru�ena
ure�ena n-torka (λ1, . . . , λn) iz (Zp)n. Zbog toga je q = pn, to jest po	e Fq ima
pn elemenata.

Jedna od realizacija po	a Fpn za n > 1 je koliqniqki prsten Zp[x]/(f(x)),
gde je f neki polinom stepena d◦f = n koji je nerastav	iv nad Zp, a (f(x))
glavni ideal generisan sa f(x)4). Taj prsten je i po	e, jer je f nerastav	iv
polinom. Elemente po	a Zp[x]/(f(x)) mo�emo prikazati kao polinome nad Zp
stepena ma�eg ili jednakog od n−1. Takvih polinoma ima taqno pn. Operacije
sabira�e i mno�e�e u po	u Fpn su operacije nasle�ene iz Zp[x], s tim da se
nakon mno�e�a polinoma raquna ostatak pri de	e�u sa polinomom f .

Primer 7.1. [Konstrukcija po	a F9] Posmatrajmo polinom f(x) = x2+
1 nad Z3 = {0, 1, 2}. On je nerastav	iv nad Z3, jer nema koren u Z3. Zbog
toga, po	e F9 = F32 mo�emo predstaviti kao po	e Z3[x]/(f(x)). Odavde
zak	uqujemo da su elementi od F9:

0, 1, 2, x, x+ 1, x+ 2, 2x, 2x+ 1 i 2x+ 2,

to jest
F32 = {a+ bη : a, b ∈ F3}

uz uslov da je η2 = −1, de je η klasa elementa x u koliqniqkom prstenu. To
po	e ima taqno 9 elemenata. Izraqunajmo, na primer, (η + 1)2 u po	u F9.
Imamo:

(η + 1)2 = η2 + 2η + 1 = 2η,

jer se pri de	e�u polinoma η2 + 2η + 1 sa η2 + 1 dobija ostatak 2η. 4

4)Glavni ideal komutativnog prstena (K,+, ·) je ideal5)prstena (K,+, ·) koji je generisan
jednim elementom, to jest ideal oblika 〈a〉 = aK = {ap : p ∈ K} za a iz K.

5)Ideal uoqenog prstena (K,+, ·) je svaki od skupova I, u oznaci I C K, za koji va�e
uslovi: 〈1〉 I je podgrupa grupe (K,+), 〈2〉 a ∈ K,x ∈ I ⇒ ax, xa ∈ I.
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• Multiplikativna grupa konaqnog po	a

Neka je Fq konaqno po	e. Elementi po	a Fq razliqiti od nule qine Abelovu
grupu u odnosu na mno�e�e. Nazivamo je multiplikativna6) grupa po	a Fq
i oznaqavamo sa F∗q. Ona je cikliqna, pa postoji element g ∈ Fq takav da se
svaki element iz F∗q mo�e napisati kao stepen od g.

• Po	e F2mF2mF2m. Optimalna normalna baza

Videli smo da je po	e F2m vektorski prostor nad po	em F2 dimenzije m.
Postoji mnogo razliqitih baza tog vektorskog prostora. Mi �emo spomenuti
dva tipa takvih baza: trinomne i normalne.

Neka je f polinom nerastav	iv nad F2 stepena d
◦p = m. Tada se po	e F2m

mo�e predstaviti kao skup svih polinoma nad po	em F2 stepena d◦p < m
sa operacijama po modulu polinoma f . Za takvo predstav	a�e ka�emo da je
predstav	a�e pomo�u polinomne baze.

Predstav	a�e pomo�u trinomne baze je specijalni sluqaj predstav	a�a
pomo�u polinomne baze u kojem polinom f ima oblik

f(x) = xm + xk + 1.

Prednost takvog predstav	a�a je efikasnost sprovo�e�a redukcije po mo-
dulu polinoma f . Za neke m-ove, na primer m ≡ 0 (mod 8), trinomna baza i
ne postoji. Eksperimentalno je pokazano da trinomna baza postoji za nexto
vixe od pola m-ova ma�ih od 1000.

Normalna baza vektorskog prostora F2m nad po	em F2 je oblika

[b, b2, . . . , b2m−1],

pri qemu je b iz F2m . Takva baza, za razliku od polinomne, uvek postoji.
Prilikom predstav	a�a pomo�u normalne baze, kvadrira�e u po	u postaje
trivijalno: ako je

a = (a0, a1, . . . , am−1),

onda je

a2 = (am−1, a0, a1, . . . , am−2),

to jest kvadrira�e nije nixta drugo nego cikliqno pomera�e udesno.

Me�utim, za uopxtenu normalnu bazu mno�e�e u po	u je znatno kompli-
kovanije. Zbog toga su od interesa one normalne baze kod kojih je mno�e�e
xto jednostavnije. Takve baze nazivamo optimalne normalne baze. Optimal-
na normalna baza ne mora da postoji. Jedan od neophodnih uslova za postoja�e
takve baze je da je bar jedan od brojeva n+ 1, 2n+ 1 prost.

6)Req multiplikativan potiqe od latinske reqi multiplicatio xto u prevodu znaqi mno-
�e�e, umno�ava�e.
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7.2 Eliptiqke krive nad po	em FpFpFp
• Redukcija po modulu p

Redukcija po modulu p, to jest ostatak pri de	e�u sa p je homomorfizam
Z→ Fp = Z/pZ zadat sa

m 7→ m (mod p). (7.1)

To je jedan od osnovnih alata u teoriji brojeva. Nada	e, radi kratko�e,
umesto m (mod p) pisa�emo m.

U vezi sa redukcijom po modulu p, napomenimo i da se ceo projektivni
prostor Pn(Q), odnosno Pn(Z) mo�e redukovati u projektivni prostor Pn(Fp).

Eliptiqku krivu redukujemo po modulu p tako xto �ene koeficijente, to
jest koeficijente polinoma kojim je ona definisana redukujemo po modulu p.

Neka je E/Q eliptiqka kriva. Da bi tu krivu redukovali po modulu p,
prvo je trebamo svesti na pogodan oblik. Podsetimo se da je svaka eliptiqka
kriva nad po	em Q izomorfna nekoj eliptiqkoj krivoj oblika

E : y2 = x3 + ax+ b,

gde su a i b celi brojevi. �enom redukcijom po modulu p dobijamo kubnu
krivu E/Fp qija je jednaqina

E : y2 ≡ x3 + ax+ b (mod p),

odnosno
E : y2 = x3 + ax+ b,

gde su a i b iz Zp. Ona, u opxtem sluqaju, ne mora biti eliptiqka, jer ne mora
biti glatka.

S druge strane, postoje i izomorfne eliptiqke krive E/Q nad po	em Q
qije redukcije po nekom modulu p nisu iste, xto je ilustrovano slede�im
primerom.

Primer 7.2. Eliptiqke krive

E1/Q : y2 = x3 + x+ 1 i E2/Q : y2 = x3 + 81x+ 729

su izomorfne nad po	em Q, jer je

j(E1) = j(E2) = 222
30

31
.

�ihove redukcije po modulu 3

E1 : y2 = x3 + x+ 1 i E2 : y2 = x3

nisu iste. Zaista, sa E1 je zadata eliptiqka kriva, a sa E2 to nije, jer je

∆(E1) = −24 · 31 ≡ 1 (mod 3), a ∆(E2) = 24 · 312 · 31 ≡ 0 (mod 3). 4
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• Minimalan model eliptiqke krive. p-adiqna valuacija broja

Redukcija E/Fp eliptiqke krive E/Q �e imati smisla, ako izaberemo mini-
malan model u klasi izomorfizma eliptiqke krive nad po	em Q. Da bismo
obuhvatili redukcije eliptiqkih krivih E/Q po modulu p za svako p, po-
smatra�emo eliptiqku krivu u Vajerxtrasovom opxtem obliku. Prema [33,
strana 31] imamo

Definicija 7.1. Ka�emo da je

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, (7.2)

pri qemu su ai iz Z, minimalan model eliptiqke krive E/Q ako je |∆(E)|
minimalan u klasi izomorfizma od E/Q.

Jednaqinu (7.2) nazivamo minimalna Vajerxtarsova jednaqina od E/Q.
Da bismo praktiqno ispitali da li je neki model eliptiqke krive E/Q

minimalan, potrebna nam je p-adiqna valuacija broja, [33, strana 31].

Definicija 7.2. Neka je n ceo broj zapisan u obliku n = pk ·m, pri qemu
je (p,m)7) = 18)i k ≥ 0. Tada je p-adiqna valuacija νp(n) broja n najve�i
stepen od p koji deli n, to jest

νp(n) = νp(p
k ·m) = k.

U vezi sa prethodnim, za pojedine vrednosti od p, koristimo slede�i stav,
[33, strana 31].

Stav 7.1. Neka je E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6, za ai iz Z,

Vajerxtrasova forma eliptiqke krive E/Q i ∆(E) �ena diskriminanta.
Ako je

0 ≤ νp(∆(E)) < 12,

za sve proste brojeve p, tada je E minimalan model.

Za p razliqito od 2 i 3 va�i i obrat ovog stava.

Primer 7.3. Videli smo u primeru (7.2) da su elptiqke krive E1/Q : y2 =
x3 +x+1 i E2/Q : y2 = x3 +81x+729 izomorfne. Model E1 : y2 = x3 +x+1
je minimalan, jer je

∆(E1) = 24 · 31 i ν2(∆(E1)) = 4 < 12, ν31(∆(E1)) = 1 < 12,

7)Sa (p,m) smo tradicionalno oznaqili najve�i zajedniqki delilac celih brojeva p i m.
Upotreb	avaju se, pogotovo u xkolskoj matematici, jox i oznake NZD(p,m) ili D(p,m).
Tradicionalna oznaka za najma�i zajedniqki sadr�alac celih brojeva a i b je [a, b], a od
drugih mogu�ih oznaka pomenimo NZS(a, b) ili S(a, b).

8)Poxto je, u ovom sluqaju, p prost broj, mogli smo da napixemo i samo p - m.
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dok E2 : y2 = x3 + 81x+ 729 nije minimalan model, jer je

∆(E2) = 24 · 312 · 31 i ν2(∆(E2)) = 4 < 12, ν3(∆(E2)) = 12. 4

• Eliptiqka kriva nad po	em FpFpFp

Na osnovu [33, strana 31] imamo

Definicija 7.3. Neka je E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6, pri

qemu su ai iz Z, minimalan model eliptiqke krive E/Q. Tada je sa

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

gde je ai slika od ai pri homomorfizmu Z → Fp redukcija po modulu p,
definisana eliptiqka kriva E/Fp nad po	em Fp. Nazivamo je redukcijom
eliptiqke krive E/Q po modulu p.

Primetimo da va�i slede�e:

Kubna kriva E nad po	em Fp je eliptiqka ako i samo ako je ∆(E) 6= 0 u
po	u Fp, to jest ∆(E) 6≡ 0 (mod p), odnosno p - ∆(E).

Na slede�em crte�u prikazane su neke eliptiqke krive nad po	ima Fp.

E/F17 : y
2 = x3 + 5x− 2 E/F37 : y

2 = x3 + 2x+ 5

• Dobra i loxa redukcija po modulu p

Na osnovu [33, strana 31] imamo

Definicija 7.4. Ako p - ∆(E), tada eliptiqka kriva E/Q ima dobru

redukciju po modulu p. U suprotnom, ona ima loxu redukciju po modulu p.
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Drugim reqima, ako je redukcija E po modulu p eliptiqka kriva nad Fp, tada
E/Q ima dobru redukciju po modulu p, inaqe ima loxu.

Umesto da ka�emo eliptiqka kriva ima redukciju po modulu p kaza�emo
kra�e da eliptiqka kriva ima redukciju u p.

S obzirom na qi�enicu da diskriminanta eliptiqke krive ima samo ko-
naqno mnogo prostih faktora, mo�emo zak	uqiti da svaka eliptiqka kriva
ima loxu redukciju u samo konaqno mnogo p-ova.

Primer 7.4. Eliptiqka kriva

E1/Q : y2 = x3 − x

ima dobru redukciju u svim p 6= 2, jer je

∆(E1) = 26.

Eliptiqka kriva
E2/Q : y2 = x3 − x2 − 86x+ 240

ima dobru redukciju svugde osim mo�da u p = 2, 3, 5, 13, jer je

∆(E2) = −26 · 34 · 52 · 132. 4

• Kvadratni ostatak po modulu p

Da bismo nastavili prouqava�e eliptiqkih krivih nad po	em Fp i deta	ni-
je upoznali loxe redukcije, posebno multiplikativnu, moramo se podsetiti
definicije kvadratnog ostatka po moulu p, [32, strana 67].

Definicija 7.5. Za ceo broj a ka�emo da je kvadratni ostatak po mo-

dulu p, gde je p prost broj i p - a, ako postoji ceo broj x takav da je

x2 ≡ a (mod p).

Drugim reqima, a je kvadratni ostatak po modulu p ako postoji potpun kva-
drat koji daje isti ostatak pri de	e�u sa p kao i a. U suprotnom ka�emo
da je a kvadratni neostatak po modulu p. Skup svih kvadratnih ostataka,
odnosno neostataka po modulu p oznaqavamo sa Qp, odnosno sa Qp.

Primer 7.5. Za p = 17 je

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

x2 (mod 17) 1 4 9 16 8 2 15 13 13 15 2 8 16 9 4 1

pa jeQ17 = {1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16}, odnosnoQ17 = {3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14}. 4

Prema [32, strana 67] va�i naredna teorema.
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Teorema 7.1. Za dati neparan prost broj p i ceo broj a, pri qemu p - a,
jednaqina x2 ≡ a (mod p) ili nema rexe�a ili ima taqno dva rexe�a.

Iz ove jednostavne teoreme, prema [32, strana 67], sledi

Teorema 7.2. Za svaki neparan prost broj p, me�u brojevima 1, . . . , p−1 ima
taqno p−1

2
kvadratnih ostataka [i isto toliko kvadratnih neostataka].

• Aditivna i multiplikativna redukcija u p

Neka je eliptiqka kriva E/Q zadata modelom E : y2 = f(x), pri qemu je f
polinom stepena d◦f = 3, i neka je E : y2 = f(x), gde je f ∈ Fp[x] polinom po
modulu p, to jest polinom qiji su koeficijenti dobijeni od koeficijenata
polinoma f redukcijom po modulu p. Tada, prema [33, strana 32], va�i

Stav 7.2. Eliptiqka kriva E/Q ima loxu redukciju u p ako i samo ako
polinom f u modelu E : y2 = f(x) ima vixestruki koren.

Postoji vixe vrsta loxe redukcije u p. Prva od �ih je aditivna9) redukcija,
[33, strana 32].

Definicija 7.6. Ako polinom f u modelu E : y2 = f(x) ima trostruki
koren, tada eliptiqka kriva E/Q ima aditivnu redukciju u p.

U ovom sluqaju, kubna kriva E ima kasp, a to je ekvivalentno sa p | ∆(E) i
p | ((4a2 + a2

1)2 − 24(2a4 + a1a3)), pri qemu su a1, a2, a3 i a4 koeficijenti u
Vajerxtrasovoj formi eliptiqke krive E/Q.

Druga loxa redukcija je multiplikativna, [33, strana 32].

Definicija 7.7. Ako polinom f u modelu E : y2 = f(x) ima dvostruki
koren, tada eliptiqka kriva E/Q ima multiplikativnu redukciju u p i
�en model je oblika

E : y2 = x2(x+ a).

U ovom sluqaju, kubna kriva E ima taqku samopreseka, a to je ekvivalentno
sa p | ∆(E) i p - ((4a2 + a2

1)2 − 24(2a4 + a1a3)).

Postoje, tako�e, rascepiva i nerascepiva multiplikativna redukcija u p,
o qemu govori naredna definicija, [33, strana 32].

Definicija 7.8. Ako je broj a kvadratni ostatak po modulu p u modelu

E : y2 = x2(x+ a)

9)Req aditivan potiqe od latinske reqi additivus xto u prevodu znaqi dodat, koji ima

da se doda.
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eliptiqke krive E/Q sa multiplikativnom redukcijom u p, tada ta elip-
tiqka kriva ima rascepivu multiplikativnu redukciju u p, inaqe je mul-
tiplikativna redukcija u p nerascepiva.

• Konduktor eliptiqke krive. Polustabilna eliptiqka kriva

Pored diskriminante ∆(E) i j-invarijante j(E) eliptiqke krive E, defi-
nisa�emo jox jednu va�nu veliqinu koju pridru�ujemo svakoj eliptiqkoj
krivoj E, a koja je, tako�e, povezana sa tom diskriminantom, [15, strana 470].

Definicija 7.9. Konduktor eliptiqke krive E/Q je broj

N =
∏

p prost

pfp(E),

pri qemu je

fp(E) =


0, ako E/Q ima dobru redukciju u p

1, ako E/Q ima multiplikativnu redukciju u p

2, ako E/Q ima aditivnu redukciju u p i p 6∈ {2, 3}10).

Konduktor eliptiqke krive nam govori o �enoj vrsti redukcije. Prema [33,
strana 126] imamo

Definicija 7.10. Eliptiqku krivu koja nema aditivnu redukciju ni u
jednnom prostom broju p, to jest ima multiplikativnu ili dobru redukciju
u svakom prostom broju p nazivamo polustabilnom eliptiqkom krivom.

Sve polustabilne eliptiqke krive imaju konduktor koji nije potpun kvadrat.

7.3 Grupa E/FpE/FpE/Fp
• Skup E(FpFpFp)

Videli smo da je E/Fp redukcija eliptiqke krive E/Q po modulu p, to jest
eliptiqka kriva E nad po	em Fp. Sa E(Fp) oznaqi�emo skup

E(Fp) =
{

(x, y) ∈ F2
p | y2 + a1xy + a3y ≡ x3 + a2x

2 + a4x+ a6 (mod p)

i ∆(E) 6≡ 0 (mod p)
}
∪ {∞}.

10)Za p ∈ {2, 3}, definicija od fp(E) je komplikovanija, ali u opxtem sluqaju je fp(E) ≥ 2
ako eliptiqka kriva E ima aditivnu redukciju u p.
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Nazivamo ga skup taqaka redukcija po modulu p eliptiqke krive E/Q.

• Grupa taqaka redukcija po modulu p

Sabira�e taqaka na E/Fp za p > 3 uvodimo tako xto koristimo iste formu-
le (5.4) - (5.7) kojima smo uveli sabira�e taqaka na E/R samo xto raquna-
�e vrximo po modulu p, uz napomenu da raquna�e inverza na E/Fp vrximo
pomo�u Euklidovog algoritma. Sabira�e na E/F2 ili E/F3 je tako�e isto
kao sabira�e na E/R samo su formule (5.4) - (5.7) drugaqije jer, prilikom
�ihovog formira�a, umesto kratke Vajerxtrasove forme koristimo Vajerx-
trasovu formu od E.

Teorema 7.3. Struktura (E/Fp,+) je Abelova grupa u odnosu na operaciju
+ sabira�e taqaka na E/Fp.

Prema teoremi (5.3) i na skupu E(Fp) mo�emo uspostaviti strukturu Abelove
grupe. Otuda i

Teorema 7.4. Struktura (E(Fp),+) je Abelova grupa u odnosu na operaciju
+ sabira�e taqaka na E/Fp.

Abelovu grupu (E(Fp),+) nazivamo grupa taqaka redukcija po modulu p elip-
tiqke krive E(Q).

• Uopxte�e Le�androvog simbola na po	e FpFpFp

Da bismo nastavili prouqava�e eliptiqkih krivih nad po	em Fp, moramo
uopxtiti Le�androv simbol na Fp. Pre toga, podsetimo se Le�androvog sim-
bola i osnovnih svojstava u vezi sa �im, [32, strana 68].

Definicija 7.11. Za dati neparan prost broj p i ceo broj a, Le�androv

simbol

(
a

p

)
definixemo kao

(
a

p

)
=


1, ako p - a i a je kvadratni ostatak po modulu p
−1, ako p - a i a je kvadratni neostatak po modulu p

0, ako p | a.
(7.3)

Le�androv simbol mo�emo videti kao aritmetiqku funkciju11)

a 7→
(
a

p

)
Z→ {−1, 0, 1}

11)Aritmetiqka funkcija je svaka kompleksna funkcija definisana na skupu prirodnih
brojeva N sa vrednostima u skupu R realnih ili C kompleksnih brojeva. Drugim reqima,
aritmetiqke funkcije su nizovi realnih ili kompleksnih brojeva.
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definisanu pomo�u (7.3). Xtavixe, ta aritmetiqka funkcija je i multipli-
kativna12).

Va�na svojstva Le�androvog simbola slede direktno iz Ojlerovog krite-
rijuma koga uvodimo na osnovu Fermaove teoreme13). Zato se prvo podsetimo
Fermaove teoreme, [22, strane 109 i 110].

Teorema 7.5. [Fermaova teorema] Za svaki ceo broj a i prost broj p
va�i ap ≡ a (mod p), kao i tome ekvivalentna implikacija

p - a ⇒ ap−1 ≡ 1 (mod p).

Sada, na osnovu [32, strana 68], mo�emo formulisati Ojlerov kriterijum.

Teorema 7.6. [Ojlerov kriterijum] Za svaki ceo broj a i neparan prost
broj p va�i

p - a ⇒ a
p−1
2 ≡

(
a

p

)
(mod p).

Svojstva Le�androvog simbola, data su slede�im tvr�e�em, [32, strane 68,
69, 70, 72 i 75] i [19, strane 168, 169, 170 i 172].

Tvr�e�e 7.1. Neka su p i q razliqiti neparni prosti brojevi i a, b celi
brojevi. Tada va�i:

1◦ ako je a ≡ b 6≡ 0 (mod p), onda je

(
a

p

)
=

(
b

p

)
;

2◦ ako p - a, b, onda je
(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
(multiplikativnost);

3◦ ako je p ≥ 3, onda je

(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 =

{
1, za p ≡ 1 (mod 4)

−1, za p ≡ 3 (mod 4);

4◦ ako je p ≥ 3, onda je

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8

{
1, za p ≡ ±1 (mod 8)

−1, za p ≡ ±3 (mod 8);

5◦
(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 , to jest

(
q

p

)
=

{
−(p

q
), za p ≡ q ≡ −1 (mod 4)

(p
q
), inaqe.

Pri tom, samo tvr�e�e pod 5◦ nazivamo Gausov zakon kvadratnog recipro-

citeta.

12)Aritmetiqka funkcija f : N → C je multiplikativna ako je f(1) = 1 i f(mn) =
f(m)·f(n), za sve (m,n) = 1, to jest ako ona poxtuje multiplikativnu strukturu prirodnih
brojeva
13)Ovu Fermaovu teoremu qesto nazivamo i mala Fermaova teorema da bi je razlikovali

od drugog Fermaovog tvr�e�a nazvanog Velika Fermaova teorema.
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Primer 7.6. Na osnovu svojstava iz tvr�e�a (7.1) i qi�enice da je 2311

prost broj, mo�emo pokazati da je

(
2013

2311

)
= −1. Zaista,

(
2013

2311

)
=

(
3 · 11 · 61

2311

)
=

(
3

2311

)(
11

2311

)(
61

2311

)
(

3

2311

)
= −

(
2311

3

)
= −

(
1

3

)
= −1,(

11

2311

)
= −

(
2311

11

)
= −

(
210 · 11 + 1

11

)
= −

(
1

11

)
= −1,(

61

2311

)
= (−1)

61−1
2

2311−1
2

(
2311

61

)
=

(
2311

61

)
=

(
37 · 61 + 54

61

)
=

(
2 · 33

61

)
=

=

(
2

61

)(
3

61

)3

= (−1)
612−1

8

(
61

3

)3

= (−1)465

(
1

3

)3

= −1,(
2013

2311

)
= (−1)(−1)(−1) = −1. 4

Definiximo sada uopxte�e Le�androvog simbola na po	e Fp.

Definicija 7.12. Neka je x iz Fp i F∗p multiplikativna grupa po	a Fp.
Tada je

(
x

Fp

)
=


1, ako jednaqina t2 = x ima rexe�e t ∈ F∗p
−1, ako jednaqina t2 = x nema rexe�e t ∈ Fp

0, ako je x = 0.

• Red grupe E(FpFpFp)

Neka je P [X : Y : Z] proizvo	na taqka projektivnog prostora P2(Z) takva
da su X, Y i Z celi brojevi koji nisu de	ivi sa p i od kojih je bar jedan
razliqit od nule. Videli smo da se ceo projektivni prostor Pn(Q), odnosno
Pn(Z) mo�e redukovati u projektivni prostor Pn(Fp). Prema [33, strana 32]
va�i

Stav 7.3. Neka je E/Q eliptiqka kriva sa dobrom redukcijom u p. Tada je
redukcija po modulu p

E(Q)→ E(Fp)

definisana sa

P2(Z) 3 P [X : Y : Z] 7→ [X : Y : Z] ∈ E(Fp)

homomorfizam grupa. On preslikava O iz E(Q) u O iz E(Fp).
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Nada	e, zbog jednostavnosti, grupu E(Fp) taqaka redukcija po modulu p elip-
tiqke krive E/Q �emo oznaqavati sa E(Fp), odnosno umesto E pisa�emo E.

Broj |E(Fp| elemenata grupe E(Fp), to jest red grupe E(Fp), odnosno broj
taqaka na eliptiqkoj krivoj E(Fp) oznaqava�emo sa #E(Fp).

Primer 7.7. Neka je E : y2 = x3 + x + 3 kriva nad po	em F7. Ona je i
eliptiqka jer je

∆(E) = −24 · 13 · 19 i 7 - 24 · 13 · 19.

Zamenom x = 0, x = 1, x = 2, x = 3, x = 4, x = 5 i x = 6 u jednaqinu
eliptiqke krive E dobijamo, redom, y2 = 3, y2 = 5, y2 = 6, y2 = 5, y2 = 1,
y2 = 0 i y2 = 1 u F7. S obzirom da su brojevi 0, 1, 2 i 4 jedini kvadrati u
po	u F7, samo za x = 4, x = 5 i x = 6 mo�emo na�i odgovaraju�e y. Kako je

y2 ≡ 1 (mod 7)⇔ y ≡ ±1 (mod 7)⇔ y ≡ 1 (mod 7) ∨ y ≡ 6 (mod 7),

y2 ≡ 0 (mod 7)⇔ y ≡ 0 (mod 7),

mo�emo zak	uqiti da je

E(F7) =
{
O, (4, 1), (4, 6), (5, 0), (6, 1), (6, 6)

}
,

pa je #E(F7) = 6. Sve ovo mo�emo predstaviti i pomo�u tabele.

E/F7 : y2 = x3 + x+ 3

x ili y 0 1 2 3 4 5 6

x3 + x+ 3 (mod 7) 3 5 6 5 1 0 1

y2 (mod 7) 0 1 4 2 2 4 1

Oznaqimo taqku (4, 1) sa P , i raqunajmo nP za n = 2, 3, . . . Dobijamo:

2P = (6, 6), 3P = (5, 0), 4P = (6, 1), 5P = (4, 6) i 6P = O,

odakle zak	uqujemo da je E(F7) cikliqna grupa reda 6 qiji je generator
taqka (4, 1). Sve taqke eliptiqke krive E/F7 : y2 = x3 + x + 3 osim taqke
O prikazane su na slede�em crte�u. 4

E/F7 : y
2 = x3 + x+ 3
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Primer 7.8. Neka je E : y2 = x3 + 2x+ 1 eliptiqka kriva nad po	em F5.

E/F5 : y2 = x3 + 2x+ 1

x ili y 0 1 2 3 4

x3 + 2x+ 1 (mod 5) 1 4 3 4 3

y2 (mod 5) 0 1 4 4 1

Na osnovu podataka iz tabele, vidimo da je

E(F5) =
{
O, (0, 1), (0, 4), (1, 2), (1, 3), (3, 2), (3, 3)

}
,

pa je #E(F5) = 7. Kako je red ove grupe prost broj, ona je cikliqna i svaka
�ena taqka, osim taqke O u beskonaqnosti, je �en generator, to jest red
svake �ene taqke, osim taqke O je jednak redu grupe, odnosno

|(0, 1)|= |(0, 4)|= |(1, 2)|= |(1, 3)|= |(3, 2)|= |(3, 3)|= 7.

Oznaqimo P = (0, 4), i poka�imo da je ona zaista jedan od generatora.
Raqunom dobijamo da je

2P = P + P = (1, 2), 3P = 2P + P = (3, 2), 4P = 3P + P = (3, 3),

5P = 4P + P = (1, 3), 6P = 5P + P = (0, 1), 7P = 6P + P = O,

pa je taqka (0, 4) zaista jedan od generatora cikliqne grupe E(F5) i, u tom
sluqaju je E(F5) =

{
k(0, 4) | k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6

}
. Sve taqke eliptiqke krive

E/F5 : y2 = x3 + 2x+ 1 osim taqke O prikazane su na slede�em crte�u. 4

E/F5 : y
2 =x3+2x+1

Primer 7.9. Neka je E : y2 = x3 + 5x+ 3 eliptiqka kriva nad po	em F7.

E/F7 : y2 = x3 + 5x+ 3

x ili y 0 1 2 3 4 5 6

x3 + 5x+ 3 (mod 7) 3 2 0 3 3 6 4

y2 (mod 7) 0 1 4 2 2 4 1
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Na osnovu podataka iz tabele, vidimo da je

E(F7) =
{
O, (1, 3), (1, 4), (2, 0), (6, 2), (6, 5)

}
,

to jest #E(F7) = 6. Kako je i

P 2P 3P 4P 5P 6P

(1,3) (6, 2) (2, 0) (6, 5) (1, 4) O
(1,4) (6, 5) (2, 0) (6, 2) (1, 3) O
(2, 0) O
(6, 2) (6, 5) O
(6, 5) (6, 2) O

vidimo da je

|(1, 3)|= 6, |(1, 4)|= 6, |(2, 0)|= 2, |(6, 2)|= 3, |(6, 5)|= 3,

odakle zak	uqujemo da je grupa E(F7) cikliqna i da su taqke (1, 3) i (1, 4)
�eni generatori. Sve taqke eliptiqke krive E/F7 : y2 = x3 + 5x + 3 osim
taqke O prikazane su na slede�em crte�u. 4

E/F7 : y
2 = x3 + 5x+ 3

Primer 7.10. Neka je E : y2 = x3 + 3x eliptiqka kriva nad po	em F5.

E/F5 : y2 = x3 + 3x

x ili y 0 1 2 3 4

x3 + 3x (mod 5) 0 2 0 0 3

y2 (mod 5) 0 1 4 4 1

Na osnovu podataka iz tabele, vidimo da je

E(F5) =
{
O, (0, 0), (2, 0), (3, 0)

}
,

to jest #E(F5) = 4. Kako je i
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P 2P 3P 4P

(0, 0) O
(2, 0) O
(3, 0) O

vidimo da je
|(0, 0)|= |(2, 0)|= |(3, 0)|= 2,

to jest ne postoji taqka qiji je red jednak redu grupe, pa zak	uqujemo da
grupa E(F5) nije cikliqna. Ona je primer Klajnove14)qetvorne grupe15)V =
Z2 ⊕ Z2. Sve taqke eliptiqke krive E/F5 : y2 = x3 + 3x osim taqke O
prikazane su na slede�em crte�u. 4

E/F5 : y
2 =x3+3x

Ako je E : y2 = x3 +ax+b, tada za svako x ∈ Fp imamo 0 taqaka ako x3 +ax+b
nije kvadratni ostatak po modulu p, 1 taqku ako je x3 + ax+ b de	ivo sa p, i
2 taqke ako je x3 + ax + b kvadratni ostatak po modulu p i nije de	ivo sa p.
To sve mo�emo zapisati pomo�u Le�androvog simbola

1 +
∑
x∈Fp

1 +

(
x3 + ax+ b

Fp

) = 1 + p+
∑
x∈Fp

(
x3 + ax+ b

Fp

)
,

pri qemu smo broj 1 ispred znaka za sumu dodali zbog taqke O. Otuda, prema
[33, strana 34] i slede�e

Tvr�e�e 7.2. Red #E(Fp) grupe E(Fp) eliptiqke krive E : y2 = x3 +ax+b
dat je sa

#E(Fp) = 1 + p+
∑
x∈Fp

(
x3 + ax+ b

Fp

)
. � (7.4)

Raquna�e reda #E(Fp) za velike p-ove nije jednostavan problem. Me�utim,
u primenama su p-ovi vrlo mali jer biramo najma�e neparne p-ove koji ne

14)Feliks Kristijan Klajn (Felix Christian Klein, 1849{1925), nemaqki matematiqar
15)Klajnova qetvorna grupa V4 je Abelova grupa u kojoj je svaki element inverzan samom

sebi definisana nad skupom {0, a, b, c} na slede�i naqin: 0 je neutral, dok za preostala tri
elementa va�i 2a = 2b = 2c = 0, a+ b = b+ a = c, b+ c = c+ b = a i c+ a = a+ c = b.



Grupa E/Fp 111

dele diskriminantu ∆, tako da je za raquna�e #E(Fp) sasvim zadovo	avaju�a
formula (7.4).

Primer 7.11. Odredimo red grupe E(F5) eliptiqke krive y2 = x3 +4x+2.
Kako je F5 = {0, 1, 2, 3, 4}, bi�e(

03 + 4 · 0 + 2

F5

)
=

(
2

F5

)
= −1,

(
13 + 4 · 1 + 2

F5

)
=

(
7

F5

)
= −1,(

23 + 4 · 2 + 2

F5

)
=

(
18

F5

)
= −1,

(
33 + 4 · 3 + 2

F5

)
=

(
41

F5

)
= 1,(

43 + 4 · 4 + 2

F5

)
=

(
82

F5

)
= −1,

pa je

#E(F5) = 1 + 5 +
∑
x∈F5

(
x3 + 4x+ 2

F5

)
= 1 + 5− 1− 1− 1 + 1− 1 = 3.

Dakle, eliptiqka kriva E/F5 : y2 = x3 + 4x+ 2 ima tri taqke, od kojih je
jedna taqka O. 4

• Procena reda grupe E(FpFpFp)

Videli smo da je formula (7.4) efikasna za vrlo male p-ove. Za p > 104 ona
je praktiqno neprimen	iva. Zbog toga ne mo�emo uvek odrediti red #E(Fp),
pa zato vrximo �egovu procenu.

Kako �e za polovinu x-eva x3 + ax + b biti kvadratni ostatak po modulu
p, a za drugu polovinu ne�e, oqekujemo da �e u proseku biti

#E(Fp) = 2 · p
2

+ 0 · p
2

+ 1 = p+ 1,

to jest
#E(Fp) ≈ p+ 1,

odnosno #E(Fp) ne mo�e biti previxe daleko od p+ 1. Zbog toga je

p+ 1− ε ≤ #E(Fp) ≤ p+ 1 + ε

za neku grexku ε, to jest

|#E(Fp)− p− 1|≤ ε.

Pokazuje se da je ε = 2
√
p. Otuda i slede�a teorema poznata pod nazivom

Haseova teorema. Ona nam daje procenu reda #E(Fp) grupe E(Fp), [33, strana
34].
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Teorema 7.7. [Hase] Za eliptiqku krivu E/Fp va�i

|#E(Fp)− p− 1|≤ 2
√
p. � (7.5)

Relacija (7.5) poznata je i kao Haseova ocena.

Primer 7.12. Ispitajmo da li postoje eliptiqke krive E/F41 takve da je
#E(F41) = 25 ili #E(F41) = 55. U ovom sluqaju je p = 41 i va�i

#E(F41) = 1 + p+ ε = 1 + 41 + ε = 42 + ε,

gde je
|ε|≤ 2

√
p = 2

√
41 =

√
164.

Kako je 12 <
√

164 < 13, to je −12 ≤ ε ≤ 12, pa je

42− 12 = 30 ≤ #E(F41) ≤ 54 = 42 + 12.

Dakle, ne postoje takve eliptiqke krive, jer #E(F41) = 25 i #E(F41) = 55
ne pripadaju segmentu [30, 54]. 4

Za eliptiqke krive nad po	em Fp Haseova ocena je najbo	a mogu�a, u smislu
da za svaki prirodan broj

n ∈ (p+ 1− 2
√
p, p+ 1 + 2

√
p)

postoji eliptiqka kriva nad Fp reda #E(Fp) = n. Ova qi�enica, koja je
svojevrstan obrat Haseove teoreme, je poznata i kao Dojringova16) teorema.
Pre nego xto formulixemo tu teoremu, definiximo Haseov interval, [15,
strana 511].

Definicija 7.13. Interval (p + 1 − 2
√
p, p + 1 + 2

√
p) nazivamo Haseov

interval i oznaqavamo sa H(p), to jest

H(p) = (p+ 1− 2
√
p, p+ 1 + 2

√
p) = ((

√
p− 1)2, (

√
p+ 1)2).

Na osnovu [15, strana 511], va�i

Teorema 7.8. [Dojring] Za svaki prirodan broj n iz H(p) postoji elip-
tiqka kriva E/Fp takva da je #E(Fp) = n.

U primenama, qesto biramo eliptiqke krive E qiji red #E(Fp) ima neko za-
dato aritmetiqko svojstvo { prost je, ima samo male proste faktore, i sliqno.
Pritom je jako va�na qi�enica, [15, strana 511], koju je dokazao Lenstra17),
a koja ka�e da �e redovi #E(Fp) eliptiqkih krivih E nad konaqnim po	em
Fp, za (a, b) iz Fp × Fp, imati <skoro uniformnu> raspodelu unutar interva-
16)Maks Dojring (Max Deuring, 1907{1984), nemaqki matematiqar
17)Hendrik Vilem Lenstra (Hendrik Willem Lenstra, 1949), nemaqki matematiqar
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la (p + 1 −√p, p + 1 +
√
p). To znaqi da �e red sluqajno odabrane eliptiqke

krive E nad Fp imati zadato svojstvo sa pribli�no istom verovatno�om kao
i sluqajno odabran prirodan broj reda veliqine kao p.

Iako u relaciji (7.5) jednakost nikad ne nastupi, taj oblik se tradici-
onalno pixe jer va�i i za svako konaqno po	e sa q = pn elemenata, to jest
va�i

|#E(Fq)− q − 1|≤ 2
√
q.

Na kraju napomenimo da va�i i uopxte�e Haseove teoreme (7.7). Prvi �en
dokaz je dao Vej. Zbog toga, ona je poznata pod imenom Hase{Vejova teorema,
[33, strana 35].

Teorema 7.9. [Hase-Vej] Neka je C glatka algebarska kriva roda g nad
po	em Fp. Tada je

|#E(Fp)− p− 1|≤ 2g
√
p.

• Frobenijusov trag eliptiqke krive

Prema [15, strana 511] imamo

Definicija 7.14. Veliqinu ap(E) = p + 1−#E(Fp) nazivamo Frobeni-
jusov18)trag eliptiqke krive E/Fp.

Ako je jasno o kojoj eliptiqkoj krivoj E je req, qesto �emo umesto ap(E) pisati
samo ap. Na osnovu Haseove teoreme (7.7) va�i

|ap|≤ 2
√
p.

Lako mo�emo zak	uqiti, na osnovu definicije (7.14), da je problem izraqu-
nava�a reda #E(Fp) ekvivalentan problemu izraqunava�a Frobenijusovog
traga ap eliptiqke krive E/Fp, xto se najbo	e vidi prilikom odre�iva�a
reda #E(Fp) u sluqaju kada je q = pn. O tome nam upravo govori slede�a
teorema, [17, strana 205].

Teorema 7.10. Neka je q = pn. Tada postoji eliptiqka kriva E/Fq takva
da je #E(Fq) = q+ 1− ap ako i samo ako je |ap|≤ 2

√
q i ap zadovo	ava jedan

od slede�ih uslova:

1◦ (ap, p) = 1;

2◦ n je paran i ap = ±2
√
q ili (ap = ±√q i p 6≡ 1 (mod 3)) ili (ap =

0) i p 6≡ 1 (mod 4));

3◦ n je neparan i ap = 0 ili (ap = ±
√

2q i p = 2) ili (ap = ±
√

3q i p =
3).

18)Ferdinand Georg Frobenijus (Ferdinand Georg Frobenius, 1849{1917), nemaqki matema-
tiqar
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• Anomalne i supersingularne eliptiqke krive

Na osnovu Frobenijusovog traga definisa�emo jox dva tipa eliptiqkih kri-
vih, [17, strana 207].

Definicija 7.15. Eliptiqka kriva E/Fp je anomalna ako je �en Frobe-
nijusov trag ap = 1, to jest ako je #E(Fp) = p.

Definicija 7.16. Eliptiqka kriva E/Fp, gde je q = pk, je supersingu-
larna ako karakteristika p po	a Fq deli �en Frobeniusov trag aq.

• Struktura grupe E(FpFpFp)

O strukturi grupe E(Fp) govori nam slede�a teorema, [15, strana 512].

Teorema 7.11. Neka je E/Fp eliptiqka kriva. Tada je

E(Fp) = Zn1 ⊕ Zn2

gde su n1 i n2 prirodni brojevi, n1 | n2 i n1 | p− 1.

Ako je n1 = 1, onda je grupa E(Fp) cikliqna. Iz uslova da n1 | (n2, p − 1)
zak	uqujemo da se mo�e oqekivati da �e, u opxtem sluqaju, n1 biti mali
prirodan broj , a grupa E(Fp) <skoro cikliqna>.

• Torzija eliptiqke krive i redukcija po modulu p

Problem sa primenom Luc-Nagelove teoreme (6.7) mo�e se javiti ako je texko
faktorisati diskriminantu ∆ ili ako ona ima puno kvadratnih faktora.
Slede�i stav nam pokazuje kako pomo�u redukcije po modulu p mo�emo na�i
torziju Tor(E) eliptiqke krive E/Q i odrediti red #Tor(E), uz napomenu
da taj postupak nije algoritam kao xto nam daje Luc-Nagelova teorema (6.7),
[33, strana 32].

Stav 7.4. Neka je E/Q eliptiqka kriva i p prost broj. Ako E/Q ima
dobru redukciju u p, tada je restrikcija redukcije po modulu p na torzionu
podgrupu

ρp : Tor(E)→ E(Fp)

injektivni homomorfizam.

Kako je ρp injektivni homomorfizam, �egovo jezgro19) Ker ρp je trivijalno,
pa je Tor(E) izomorfna slici Im ρp tog homomorfizma, a to je podgrupa od

19)to jest skup svih elemenata iz Tor(E) koji se preslikaju u neutralni element O iz
E(Fp)
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E(Fp). Odavde zak	uqujemo da

#Tor(E) | #E(Fp),

jer red podgrupe deli red grupe. Ovo svojstvo �emo iskoristiti prilikom
izraqunava�a #Tor(E). Uze�emo nekoliko vrednosti za p, i tada najve�i za-
jedniqki delilac tako dobijenih #E(Fp) mora biti sadr�alac od #Tor(E).

Primer 7.13. Odredimo torziju eliptiqke krive E/Q : y2 = x3+18x+72.
Kako je 4a3+27b2 = 4·183+27·722 = 163 296 = 25 ·36 ·7, prema Luc-Nagelovoj
teoremi (6.7) trebamo proveriti sve delioce y | 108. Umesto toga, mo�emo
proveriti da je #E(F5) = 5 i #E(F11) = 8. S obzirom da je (5, 8) = 1,
mo�emo zak	uqiti da je torzija Tor(E) date eliptiqke krive trivijalna,
to jest Tor(E) = {O}. 4

7.4 L-funkcije i eliptiqke krive

• Definicija L-funkcije

Eliptiqke krive mo�emo prouqavati i pomo�u L-funkcija, zato xto sva-
koj eliptiqkoj krivoj mo�emo pridru�iti neku L funkciju. Na osnovu [44,
strana 14] i [15, strana 500] imamo

Definicija 7.17. Neka je E/Q eliptiqka kriva. Tada je �ena L-fu-
nkcija definisana sa

L(E; s) =
∏
p

(
1− ap

ps
+ p1−2s

)−1

=
∞∑
n=1

an
ns
, (7.6)

pri qemu je s kompleksan broj, ap = p+1−Np za p-ove u kojima E ima dobru
redukciju, ap = 0 u sluqaju aditivne redukcije, ap = 1 u sluqaju multi-
plikativne rascepive, a ap = −1 u sluqaju multiplikativne nerascepive
redukcije.

Frobenijusov trag ap koristili smo u obliku ap = p + 1−Np
20), pri qemu je

Np = #E(Fp) broj rexe�a jednaqine y2 ≡ x3+ax+b ( mod p), za x = 0, . . . , p−1.

L-funkciju eliptiqke krive E mo�emo shvatiti kao analogon Rimanove
ζ funkcije, ako se podsetimo Ojlerove formule

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
=
∏
p

(
1− p−s

)−1
.

Proizvod (7.6) konvergira za R(s) > 3
2
. Ako formalno uvrstimo s = 1 u (7.6),

20)Umesto ap, odnosno Np koriste se i oznake a(p), odnosno A(p).
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dobi�emo

L(E; 1) =
∏
p

(
1− ap

p
+

1

p

)−1

=
∏
p

(
p− ap + 1

p

)−1

=
∏
p

(
Np

p

)−1

to jest

L(E; 1) =
∏
p

p

Np

. (7.7)

Na osnovu (7.7) mo�emo zak	uqiti da ako je, u proseku, Np ve�e od p tada �e
proizvod (7.7) konvergirati.

• Birq i Svinerton-Dajerova hipoteza

Neka je E/Q eliptiqka kriva sa dobrom redukcijom u p. Videli smo, prema
stavu (7.3), da redukcija po modulu p indukuje homomorfizam grupa

E(Q)→ E(Fp).

Birq i Svinerton-Dajer su uoqili da ako je ve�a grupa E(Q) i grupe E(Fp)
bi�e u proseku ve�e. Drugim reqima, ako eliptiqka kriva E/Q ima <mnogo>
racionalnih taqaka, to jest ve�i rang, ona �e imati i <mnogo> taqaka pri
redukciji po modulu p, to jest broj Np �e biti velik za <ve�inu> p-ova. To
ih je 1965. godine dovelo do formulacije slede�eg problema, [5, strana 12].

Hipoteza. [Birq i Svinerton-Dajer] Neka je f(P ) =
∏

p≤P
Np
p
. Tada je

f(P ) ∼ C(logP )r,

kada P →∞, gde je r rang eliptiqke krive E/Q i C konstanta koja zavisi
od te eliptiqke krive.

S druge strane, funkcija L(E; s) ima analitiqko produ�e�e na neku okolinu
taqke s = 1, xto su 1995. godine dokazali Vajls i Tejlor21). To nam omogu�ava
da Birq i Svinerton-Dajerovu hipotezu iska�emo i pomo�u L-funkcije, [44,
strana 15].

Hipoteza. [Birq i Svinerton-Dajer] Tejlorov razvoj od L(E; s) u s = 1
ima oblik

L(E; s) = c(s− 1)r + qlanovi vixeg reda,

pri qemu je c 6= 0 konstanta, a r rang eliptiqke krive E/Q.

Iz ove hipoteze, prema [60, strana 2], za s = 1, mo�emo zak	uqiti da je
L(E; 1) = 0 ako i samo ako eliptiqka kriva E/Q ima beskonaqno mnogo raci-
onalnih taqaka.

21)Riqard Lorens Tejlor (Richard Lawrence Taylor, 1962), britanski i ameriqki matema-
tiqar
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Rexe�e ovog problema { koji je i jedan od najizazovnijih problema { vodi-
lo bi rexe�u mnogih problema vezanih za Diofantove jednaqine. Od 2017. go-
dine dokazani su samo specijani sluqajevi ove hipoteze.

Birq i Svinerton-Dajerova hipoteza22) je jedan od sedam milenijumskih

problema koji su poznati i pod nazivom problemi za milenijumsku nagradu.
To su problemi postav	eni pre vixe stotina godina, ali i oni postav	eni
posled�ih decenija. Svi oni se svrstavaju me�u najte�e matematiqke proble-
me na svetu. Za rexe�e svakog od priprem	enih problema, Klejov institut
je ponudio nagradu od qak milion dolara. Zato matematiqari, u xali, ka�u
da je najte�i naqin da se zaradi milion dolara upravo taj da se rexi neki
od ovih problema, to jest doka�e neka od postav	enih hipoteza!

Do sada, samo jedan od sedam milenijumskih problema je rexen! Pere-
	man23), dobitnik Fildsove meda	e, rexio je Poenkareovu hipotezu24) { jedan
od najve�ih i centralnih problema geometrijske topologije, koji se, najkra�e
reqeno, svodi na opisiva�e trodimenzionalnih povrxi u qetvorodimenzio-
nalnom prostoru. Klejov institut je 18. marta 2010. godine objavio da su
ispu�eni uslovi za dodelu prve milenijumske nagrade od milion dolara.

Nagrada ipak nije dode	ena, jer je Pere	man odbio i prizna�e i novac
za rexe�e tog problema25). On je tada izjavio da nije u redu da nagradu ne
dobije i Hamilton26) qije je ideje iskoristio i modifikovao. Tako Pere	man
ispred svega stav	a nauku i �ene rezultate, a ne materijalna dobra27).

22)Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture
23)Grigorij Pere	man (Grigóriĭ Perel~mán, 1966), ruski matematiqar
24)Poincaré Conjecture
25)Zanim	ivo je da je Pere	man ovaj dokaz napisao na kraj�e originalan naqin. Koliko

je dokaz bio jezgrovit svedoqi i qi�enica da je vrhunskim matematiqarima bilo potrebno
qetiri godine da na oko 500 strana razrade ono xto je Pere	man napisao na 58 strana.
26)Riqard Hamilton (Richard Hamilton, 1943), ameriqki matematiqar
27)Pere	man je 2006. godine, iako je dobio Fildsovu meda	u, odbio da primi i tu nagra-

du. Ona se sastojala od 15 000 kanadskih dolara i zlatne meda	e. Nije se ni pojavio na
Me�unarodnom kongresu matematiqara u Madridu, na sveqanoj dodeli te nagrade, gde je i
zvaniqno objav	eno: Dokaz je taqan, Poenkareov problem je rexen!





8
Dokaz Mordelove teoreme

Videli smo, prema Mazuru, da je torzija eliptiqke krive E/Q, to jest gru-
pe E(Q) konaqno generisana { cikliqna ili proizvod dve cikliqne grupe.
Mordelova teorema tvrdi da je cela struktura (E(Q),+) konaqno generisana
Abelova grupa. U ovom poglav	u da�emo ideju dokaza Mordelove teoreme. Za
vixe deta	a pogledati [57], [33], [16] i [15].

Prouqava�e grupe E(Q), kao i metodi, tehnike i koncepti koje je uveo Vej
prilikom uopxte�a Mordelove teoreme na Abelove mnogostrukosti1) nad po-
	ima algebarskih brojeva2), stvorili su aritmetiqku algebarsku geometri-
ju, koja je izazvala revoluciju u teoriji brojeva, ali i matematici uopxte.

Mordelova teorema je jedna od qetiri fundamentalne teoreme konaqno-
sti Diofantove geometrije. Ostale tri su: Zigelova3) teorema4), Falting-
sova teorema i Rotova5) teorema6).

Dva osnovna koraka u dokazu Mordelove teoreme su:

. korix�e�e qi�enice da je indeks [E(Q) : 2E(Q)] konaqan, to jest
da je grupa E(Q)/2E(Q) konaqna, o qemu nam govori takozvana slaba
Mordelova teorema;

. dokaz da konaqnost grupe E(Q)/2E(Q) povlaqi da je E(Q) konaqno ge-
nerisana grupa. K	uqna ideja u ovom dokazu �e biti da mno�e�e sa

1)Abelove mnogostrukosti su algebarske mnogostrukosti koje su ujedno i Abelove grupe.
2)Tako je nastala Mordel { Vejova teorema: Neka je E eliptiqka kriva nad po	em alge-

barskih brojeva K. Tada je E(K) konaqno generisana Abelova grupa, [33, strana 13].
3)Karl Ludvig Zigel (Carl Ludwig Siegel, 1896{1981), nemaqki matematiqar
4)Svaka afina kriva roda g ≥ 1 ima konaqno mnogo taqaka sa celobrojnim koordinatama,

[19, strana 283].
5)Klaus Rot (Klaus Roth, 1925), britanski matematiqar nemaqkog porekla
6)Za svaki iracionalan algebarski broj α i svako ε > 0, postoji konaqno mnogo racio-

nalnih brojeva p
q takvih da je |α− p

q |<
1

q2+ε , [19, strana 283].
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2 <pove�ava> koordinate taqaka na eliptiqkoj krivoj, i da postoji
konaqno mnogo taqaka <ma�ih> od neke, unapred zadate, veliqine. Za
to �e nam biti potrebno da, na neki naqin, izmerimo <veliqinu> taq-
ke, u qemu �e nam pomo�i funkcija visine. O svemu tome nam govori
teorema o spustu.

8.1 Slaba Mordelova teorema

• Formulacija

Na osnovu [16, 11. lekcija, strana 1] va�i

Teorema 8.1. Neka je E/Q eliptiqka kriva. Tada je indeks [E(Q) : 2E(Q)]
podgrupe 2E(Q) u grupi E(Q) konaqan.

• Mno�e�e sa 2

Radi jednostavnosti, grupu E(Q) oznaqimo sa Γ. �ena podgrupa 2E(Q) = 2Γ
se sastoji od svih racionalnih taqaka koje su, slobodnije reqeno, dva puta
neka racionalna taqka iz Γ.

S druge strane, operacija mno�e�e sa 2

P 7→ 2P = P + P E → E (8.1)

je jedan homomorfizam grupe (E,+) koji svakoj taqki P na E dode	uje taqku
2P na E.

Da bismo izbegli prelazak u po	e algebarskih brojeva, dokaz slabe Morde-
love teoreme izvex�emo za eliptiqku krivu E/Q koja ima racionalnu taqku
reda 2, to jest

E/Q : y2 = (x− e)(x2 + ax+ b), (8.2)

pri qemu su a, b i e celi brojevi. Ako uvedemo smenu koordinata tako da tu
taqku pomerimo u koordinatni poqetak, tada je T = (0, 0) �ena racionalna
taqka reda 2 i (8.2) postaje

E/Q : y2 = x(x2 + ax+ b),

odnosno
E/Q : y2 = x3 + ax2 + bx. (8.3)

Diskriminanta te eliptiqke krive iznosi

∆ = b2(a2 − 4b),

pa kako ona nije singularna, va�i�e i b 6= 0 i a2 6= 4b. Pre nego xto doka�e-
mo slabu Mordelovu teoremu, upoznajmo homomorfizme koje �emo koristiti
prilikom izvo�e�a tog dokaza.
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• Izogenije eliptiqkih krivih

Posmatraju�i formule (5.6) i (5.7) { za koje ka�emo da su i formule za

duplira�e taqke { uoqavamo da one nisu jenostavne. Zbog toga, operaciju
mno�e�e sa 2 �emo podeliti na dve ma�e i jednostavnije operacije.

Neka je E eliptiqka kriva definisana sa

E : y2 = x3 + ax2 + bx,

pri qemu je a = −2a i b = a2 − 4b. Ona je povezana sa eliptiqkom krivom
(8.3), iako na prvi pogled one nemaju nixta zajedniqko. Razlog zbog kog nam
je ona znaqajna uvi�amo kada primenimo istu proceduru na E. Tako dobijemo

E : y2 = x3 + ax2 + bx,

pri qemu je a = −2a = 4a i b = a2 − 4b = 16b. Dakle, eliptiqka kriva E je
data jednaqinom

E : y2 = x3 + 4ax2 + 16bx,

i gotovo je ista kao i polazna kriva (8.3). Xtavixe, tada su i grupe Γ i Γ
izomorfne.

Odredimo homomorfizme sa E na E i sa E na E tako da �ihova kompo-
zicija bude operacija mno�e�e sa 2. Tu �e nam pomo�i slede�e tvr�e�e, [16,
11. lekcija, strana 1]:

Tvr�e�e 8.1. Neka su E i E eliptiqke krive zadate sa

E : y2 = x3 + ax2 + bx,

E : y2 = x3 + ax2 + bx, a = −2a, b = a2 − 4b,

i neka je T = (0, 0) taqka na E. Tada:

1◦ Postoji homomorfizam φ : E → E definisan sa

φ(P ) =


(
y2

x2
, y(x2−b)

x2

)
, ako je P = (x, y) 6= O, T

O, ako je P ∈ {O, T},
(8.4)

i �egovo jezgro je Kerφ = {O, T}.
2◦ Postoji homomorfizam ψ : E → E definisan sa

ψ(P ) =


(
y2

4x2
, y(x2−b)

8x2

)
, ako je P = (x, y) 6= O, T

O, ako je P ∈ {O, T},
(8.5)

3◦ Kompozicija ψ ◦ φ : E → E, odnosno φ ◦ ψ : E → E je mno�e�e sa
2, to jest (ψ ◦ φ)(P ) = 2P , odnosno (φ ◦ ψ)(P ) = 2P , za sve P sa E,
odnosno P sa E.
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Homomorfizmi (8.1), (8.4) i (8.5) su i primeri izogenija eliptiqkih krivih,
preciznije to su 2-izogenije. Uopxte, prema [33, strana 21], imamo

Definicija 8.1. Neka su (E1,O1) i (E2,O2) eliptiqke krive. Izogenija
izme�u E1 i E2 je homomorfizam

φ : E1 → E2

za koji va�i φ(O1) = O2.

Za eliptiqke krive E1 i E2 ka�emo da su izogene ako postoji izogenija iz E1

u E2, odnosno, ekvivalentno, iz E2 u E1. Izogenije su homomorfizmi zadati
pomo�u racionalnih funkcija.

Skup svih izogenija izme�u eliptiqkih krivih E1 i E2 oznaqavamo sa
Hom(E1, E2). Na tom skupu mo�emo zadati operaciju sabira�a standardno sa

(φ+ ψ)(P ) = φ(P ) + ψ(P ), (8.6)

za sve izogenije φ i ψ iz Hom(E1, E2) i svaku taqku P na eliptiqkoj krivoj
E. Ukoliko je E1 = E2 mo�emo vrxiti i kompoziciju izogenija. Preciznije,
za eliptiqku krivu E, End(E) = Hom(E,E) je prsten endomorfizama elip-

tiqke krive E na kome je sabira�e definisano pomo�u (8.6), a mno�e�e kao
kompozicija izogenija

(φ ◦ ψ)(P ) = φ(ψ(P )),

za sve izogenije φ i ψ iz End(E) i svaku taqku P na eliptiqkoj krivoj E.

• Dokaz

Na poqetku napomenimo da �emo dati samo skicu dokaza za slabu Mordelovu
teoremu, odnosno pokaza�emo kojim putem bismo doxli do �enog dokaza, i
pritom �emo istaknuti �egove k	uqne korake.

Racionalne taqke sa eliptiqke krive E se pomo�u izogenije φ slikaju u
racionalne taqke na eliptiqkoj krivoj E, ali proizvo	na taqka sa E ne mora
biti slika racionalne taqke sa E pri toj izogeniji.

S druge strane, slike racionalnih taqaka iz Γ, pri izogeniji φ, qine
podgrupu racionalnih taqaka od Γ. Oznaqavamo je sa φ(Γ). O tome kako ona
izgleda, govori nam slede�e tvr�e�e, [16, 11. lekcija, strane 2 i 3].

Tvr�e�e 8.2. Za podgrupu φ(Γ) grupe Γ va�i:

1◦ O pripada φ(Γ);

2◦ T = (0, 0) pripada φ(Γ) ako i samo ako je b = a2− 4b potpun kvadrat;

3◦ P = (x, y) iz Γ, pri qemu je x 6= 0, pripada φ(Γ) ako i samo ako je x
kvadrat nekog racionalnog broja.
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Analogno tvr�e�e va�i i za podgrupu ψ(Γ) grupe Γ, jer, kao xto smo videli,
ψ se definixe analogno kao i φ, to jest ψ je kompozicija φ i izomorfizma
(x, y) 7→ (x

4
, y

8
).

Poka�imo da su indeksi [Γ : ψ(Γ)] i [Γ : φ(Γ)] konaqni, to jest

[Γ : ψ(Γ)] < +∞ i [Γ : φ(Γ)] < +∞,

jer �e tada biti i
[ψ(Γ) : ψ(φ(Γ))] < +∞,

odnosno

[Γ : 2Γ] = [Γ : ψ(Γ)] · [ψ(Γ) : ψ(φ(Γ))] ≤ [Γ : ψ(Γ)] · [Γ : φ(Γ)] < +∞,

pri qemu je 2Γ = ψ(φ(Γ)).

Kako su indeksi [Γ : ψ(Γ)] i [Γ : φ(Γ)] simetriqni, dovo	no je dokazati da
je jedan od �ih konaqan. Pokaza�emo da je to, na primer, indeks [Γ : ψ(Γ)].

Neka je Q∗ multiplikativna grupa (Q\{0}, ·) ne-nula racionalnih brojeva,
Q∗2 = {u2 | u ∈ Q∗} �ena podgrupa koja se sastoji od kvadrata racionalnih
brojeva koji nisu nula i Q∗/Q∗2 koliqniqka grupa qiji su predstavnici −1
i 1, i prirodni brojevi koji u svom rastav	a�u nemaju vixih stepena. Klase
u Q∗/Q∗2 oznaqava�emo pomo�u simbola ˜. Tada je ( t̃ )2 = 1̃ za svako t iz Q.

Definiximo preslikava�e α : Γ→ Q∗/Q∗2 kao

α(O) = 1̃

α(T ) = b̃ = b (mod Q∗2)

α(P ) = α(x, y) = x̃ = x (mod Q∗2).

(8.7)

U vezi sa �im va�i slede�e, [16, 11. lekcija, strane 3 i 4].

Tvr�e�e 8.3.

1◦ Preslikava�e α definisano sa (8.7) je homomorfizam.

2◦ Jezgro Kerα je ψ(Γ). Zbog toga postoji utapa�e ili monomorfizam

Γ/ψ(Γ) ↪→ Q∗/Q∗2.

3◦ Neka su p1, . . . , pk razliqiti prosti brojevi koji dele b. Tada je α(Γ)
podgrupa podgrupe od Q∗/Q∗2 koja se sastoji od elemenata oblika

±pε11 · pε22 · · · · · p
εk
k ,

pri qemu εi pripada skupu {0, 1} za svako i = 1, . . . , k.

4◦ Indeks [Γ : ψ(Γ)] ≤ 2k+1.

Dakle, indeks [Γ : 2Γ] = [E(Q) : 2E(Q)] je konaqan, pa je i grupa E(Q)/2E(Q)
konaqna. �
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8.2 Visina taqke eliptiqke krive

U dokazu Mordelove teoreme koristimo pojam visine, koji potiqe od Fermaa.
Na poqetku, prvo �emo definisati visinu racionalnog broja.

• Visina racionalnog broja

Na osnovu, [16, 10. lekcija, strana 2] imamo

Definicija 8.2. Za racionalan broj t = m
n
, pri qemu su m i n uzajamno

prosti7), definixemo �egovu visinu kao

H(t) = H

(
m

n

)
= max{|m|, |n|}.

Ponekad visinu H nazivamo i <naivna> visina racionalnog broja. Ona nam,
na neki naqin, govori o tome koliko je dati racionalan broj komplikovan.

• Logaritamska visina

Ako je P = (x, y) afina racionalna taqka koja pripada eliptiqkoj krivoj
E/Q, tada �enu visinu definixemo kao visinu �ene prve koordinate, [16,
10. lekcija, strana 2].

Definicija 8.3. Neka je P = (x, y) ∈ E/Q. Tada je

H(P ) = H(x).

Definixemo i visinu H beskonaqno daleke taqke O sa H(O) = 1, [16, 10.
lekcija, strana 2]. Na osnovu istog izvora imamo i

Definicija 8.4. Logaritamska visina na E(Q) je funkcija

h : E(Q)→ R

definisana sa

h(P ) =

{
lnH(P ), ako je P 6= O
0, ako je P = O.

Primetimo da je vrednost h(P ) uvek nenegativna.

Iz formula (5.4) i (5.6) za sabira�e taqaka na eliptiqkoj krivoj mo�emo
videti kakva je veza izme�u visina taqaka P i 2P , to jest koliko puta se
pove�a broj cifara u prikazu taqke 2P u odnosu na prikaz taqke P . Neka je
E/Q : y2 = x3 + ax + b eliptiqka kriva, P = (x, y) taqka i P0 fiksirana

7)to jest razlomak m
n je <maksimalno> skra�en
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taqka iz E(Q). Tada je

h(2P ) ≈ 4h(P ) i h(P + P0) ≈ h(2P ).

8.3 Tri leme

Prethodna razmatra�a �emo precizirati u okviru naredne tri leme. One
predstav	aju svojstva visine h.

• Formulacija

Prvo �emo formulisati sve tri leme, [16, 10. lekcija, strana 3], a zatim �emo
dokazati jednu po jednu, [16, 10. lekcija, strane 3, 4 i 5].

Lema 8.1. Za svaki realan broj K, skup

{P ∈ E(Q) | h(P ) ≤ K}

svih racionalnih taqaka na eliptiqkoj krivoj E qija je visina ma�a od
nekog, unapred zadatog, broja K je konaqan, i nema vixe od 2(2eK + 1)2

elemenata.

Lema 8.2. Neka je E/Q : y2 = x3 + ax + b i P0 iz E(Q) fiksirana taqka.
Tada postoji konstanta k0 koja zavisi od P0, a i b takva da za svaku taqku
P iz E(Q) va�i

h(P + P0) ≤ 2h(P ) + k0.

Lema 8.3. Neka je E/Q : y2 = x3 + ax + b. Tada postoji konstanta k koja
zavisi od a i b takva da za svaku taqku P iz E(Q) va�i

h(2P ) ≥ 4h(P )− k.

• Dokaz prve leme

Za svaki realan broj C, skup

{t ∈ Q | H(t) ≤ C}
je oqigledno konaqan. Zapravo, ima najvixe (2C+ 1)2 elemenata, jer brojilac
i imenilac razlomka t moraju biti celi brojevi izme�u −C i C. Da	e, za
svako x postoje najvixe dve vrednosti za y takve da je P = (x, y) racionalna
taqka eliptiqke krive E. Zato je i skup

{P ∈ E(Q) | h(P ) ≤ K}
konaqan. �
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• Dokaz druge leme

Neka je P = (x, y) racionalna taqka na eliptiqkoj krivoj E/Q. Tada su obe
�ene koordinate x i y racionalni brojevi, pa postoje celi brojevi m, M , n
i N , takvi da je

x =
m

M
i y =

n

N
, (8.8)

pri qemu je (m,M) = 1, (n,N) = 1 i M,N > 0. Kada (8.8) zamenimo u jedna-
qinu y2 = x3 + ax+ b eliptiqke krive E/Q, dobijamo(

n

N

)2

=

(
m

M

)3

+ a

(
m

M

)
+ b,

to jest
n2

N2
=
m3

M3
+ a

m

M
+ b,

odnosno, nakom mno�e�a sa N2M3

n2M3 = m3N2 + amN2M2 + bN2M3. (8.9)

Kako N2 deli desnu stranu jednakosti (8.9) mora da deli i �enu levu stranu,
to jest N2 |n2M3. Kako je i (n,N) = 1 mo�emo zak	uqiti da N2 |M3.

S druge strane, iz jednakosti (8.9) tako�e sledi daM |N2. Svi sabirci na
desnoj strani jednakosti (8.9) osim m3N2 su de	ivi saM2, paM2 |N2, to jest
M |N . Me�utim, sada su svi sabirci osim m3N2 de	ivi sa M3, pa mo�emo
zak	uqiti da M3 |N2.

Dakle, N2 |M3 i M3 |N2, odakle sledi da je N2 = M3. Zbog toga je

P = (x, y) =

(
m

M
,
n

N

)
=

(
m

e2
,
n

e3

)
.

Visina taqke P je

H(P ) = H(x) = H(
m

e2
) = max{|m|, |e2|},

pa je
|m|≤ H(P ) i e2 ≤ H(P ). (8.10)

Sada �emo pokuxati da ograniqimo visinu y, to jest n
e3
, odnosno n, jer je e ve�

ograniqeno. Zamenom koordinata taqke P = (m
e2
, n
e3

) u jednaqinu y2 = x3+ax+b
eliptiqke krive E/Q, dobijamo(

n

e3

)2

=

(
m

e2

)3

+ a
m

e2
+ b,

to jest
n2

e6
=
m3

e6
+ a

m

e2
+ b,
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odnosno nakom mno�e�a sa e6

n2 = m3 + ame4 + be6.

Sada je i
|n2|≤ |m3|+|a||m||e4|+|b||e6|,

odnosno, prime�uju�i (8.10)

|n2|≤ H(P )3 + |a|H(P ) ·H(P )2 + |b|H(P )3,

pa je
|n2|≤ H(P )3 + |a|H(P )3 + |b|H(P )3.

Dakle,
|n|2≤ H(P )3(1 + |a|+|b|),

pa smo tako ograniqili n, to jest dobili ocenu za �ega:

|n|≤ RH(P )
3
2 , R =

√
1 + |a|+|b|.

Neka je P0 = (x0, y0) fiksirana, a P = (x, y) proizvo	na taqka iz E(Q). Neka
je i P + P0 = (W,Ω). Tada je, prema formuli (5.4)

W =

(
y0 − y
x0 − x

)2

− (x+ x0),

to jest

W =
(y0 − y)2 − (x+ x0)(x0 − x)2

(x0 − x)2
.

Kada ovo izmno�imo i zamenimo y2 − x3 sa ax+ b8) dobijamo

W =
−2y0y + x0x

2 + (a+ x3
0)x+ y0 − x3

0 + b

x2
0 − 2x0x+ x2

,

to jest

W =
Ay +Bx2 + Cx+D

Ex2 + Fx+G
, (8.11)

pri qemu su koeficijenti A, B, C, D, E, F i G celi brojevi, jer brojilac
i imenilac posled�eg izraza mo�emo mno�iti sve dok oni to ne postanu.
Nakon zamene x = m

e2
i y = n

e3
u (8.11), dobijamo

W =
Ane+Bm2 + Cme2 +De4

Em2 + Fme2 +Ge4
.

Sada je i

H(W ) = H(P + P0) ≤ max{|Ane+Bm2 + Cme2 +De4|, |Em2 + Fme2 +Ge4|},
8)jer je y2 = x3 + ax+ b
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pa ako na to primenimo ve� dobijene ocene

e ≤ H(P )
1
2 , n ≤ RH(P )

3
2 i m ≤ H(P )

bi�e

|Ane+Bm2 + Cme2 +De4| ≤ |Ane|+|Bm2|+|Cme2|+|De4|
≤ (|AR|+|B|+|C|+|D|)H(P )2,

odnosno

|Em2 + Fme2 +Ge4| ≤ |Em2|+|Fme2|+|Ge4|
≤ (|E|+|F |+|G|)H(P )2.

Dakle,

H(P + P0) ≤ max{|AR|+|B|+|C|+|D|, |E|+|F |+|G|}H(P )2. (8.12)

Nakon logaritmova�a (8.12) vidimo da zaista postoji konstanta k0 za koju
va�i

h(P + P0) ≤ 2h(p) + k0. �

• Dokaz tre�e leme

Neka je P = (x, y) proizvo	na taqka iz E(Q). Neka je i 2P = (U, V ). Tada je
prema formuli (5.6)

U =
(3x2 + a)2

4(x3 + ax+ b)
− 2x,

to jest

U =
x4 − 2ax2 − 8bx+ a2

4x3 + 4ax+ 4b
. (8.13)

Ako u (8.13) zamenimo x = u
v
, uz pretpostavku da je razlomak u

v
<maksimalno>

skra�en, dobijamo

U =
u4 − 2au2v2 − 8buv3 + a2v4

4u3v + 4auv3 + 4bv4
.

Oznaqimo u4−2au2v2−8buv3 +a2v4 sa Φ(u, v), a 4u3v+ 4auv3 + 4bv4 sa Ψ(u, v).
Tada je

U =
Φ(u, v)

Ψ(u, v)
.

Za razliku od dokaza druge leme, gde smo tra�ili gor�u granicu, sada tra-
�imo do�e ograniqe�e za H(U) = H(2P ), pa nam je va�no da li Φ(u, v)
i Ψ(u, v) imaju zajedniqke qinioce. Za nastavak dokaza, bi�e nam potrebna
slede�a pomo�na lema, [48, strana 222]:
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Lema 8.4. Neka je D = 4A3 + 27B2, i definixemo polinome

F (X, Y ) = X4 − 2AX2Y 2 − 8BXY 3 + A2Y 4,

G(X, Y ) = 4X3Y + 4AXY 3 + 4BY 4,

f1(X, Y ) = 12X2Y + 16AY 3,

g1(X, Y ) = 3X3 − 5AXY 2 − 27BY 3,

f2(X, Y ) = 4(4A3 + 27B2)X3 − 4A2BX2Y

+ 4A(3A3 + 22B2)XY 2 + 12B(A3 + 8B2)Y 3,

g2(X, Y ) = A2BX2 + A(5A3 + 32B2)X2Y

+ 2B(13A3 + 96B2)XY 2 − 3A2(A3 + 8B2)Y 3.

Tada u Z[A,B,X, Y ] va�i

f1(X, Y )F (X, Y )− g1(X, Y )G(X, Y ) = 4DY 7,

f2(X, Y )F (X, Y )− g2(X, Y )G(X, Y ) = 4DX7.

Neka je δ = [Φ(u, v),Ψ(u, v)]. Tada je, na osnovu pomo�ne leme

f1(u, v)Φ(u, v)− g1(u, v)Ψ(u, v) = 4Dv7,

f2(u, v)Φ(u, v)− g2(u, v)Ψ(u, v) = 4Du7,

pa mo�emo zak	uqiti da δ | 4D, to jest da va�i

|δ|≤ |4D|,

pa je zato i

H(U) = H(2P ) ≥ max{|Φ(u, v)|, |Ψ(u, v)|}
|4D|

.

S druge strane, na osnovu pomo�ne leme imamo i slede�e procene

|4Dv7| ≤ 2 max{|f1(u, v)|, |g1(u, v)|}max{|Φ(u, v)|, |Ψ(u, v)|}, (8.14)

|4Du7| ≤ 2 max{|f2(u, v)|, |g2(u, v)|}max{|Φ(u, v)|, |Ψ(u, v)|}. (8.15)

Posmatraju�i f1,f2, g1 i g2 mo�emo zak	uqiti da je

max{|f1(u, v)|, |g1(u, v)|, |f2(u, v)|, |g2(u, v)|} ≤ C max{|u|3, |v|3}, (8.16)

pri qemu je C neka konstanta koja zavisi samo od u i v. Kombinova�em nejed-
nakosti (8.14), (8.15) i (8.16), dobijamo

max{|4Du7|, |4Dv7|} ≤ 2C max{|u|3, |v|3}max{|Φ(u, v)|, |Ψ(u, v)|}. (8.17)

Nakon skra�iva�a obe strane nejednakosti (8.17) sa max{|u|3, |v|3} bi�e

max{|Φ(u, v)|, |Ψ(u, v)|}
|4D|

≥ 1

2C
max{|u|4, |v|4}.
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Koriste�i qi�enicu da je max{|u|, |v|} = H(P ) dobijamo

H(2P ) ≥ 1

2C
H(P )4. (8.18)

Nakon logaritmova�a(8.18) vidimo da zaista postoji konstanta k za koju va�i

h(2P ) ≥ 4h(P )− k. �

8.4 Teorema o spustu

• Formulacija

Prema [48, strana 218], va�i

Teorema 8.2. Neka je Γ Abelova grupa takva da je grupa Γ/2Γ konaqna i
neka je h : Γ→ [0,+∞) funkcija visine koja zadovo	ava slede�a svojstva:

1◦ za svaki realan broj K, skup {P ∈ Γ | h(P ) ≤ K} je konaqan,
2◦ postoji konstanta k0 takva da za svaku taqku P iz Γ va�i

h(P + P0) ≤ 2h(P ) + k0,

3◦ postoji konstanta k takva da za svaku taqku P iz Γ va�i

h(2P ) ≥ 4h(P )− k.

Tada je Abelova grupa Γ konaqno generisana.

• Dokaz

Kako je Γ/2Γ konaqna grupa, tada je i skup

A = {Q1, . . . , Qn}

predstavnika iz grupe Γ s obzirom na �enu podgrupu 2Γ konaqan. To znaqi
da je

(Q1 + 2Γ) ∪ · · · ∪ (Qn + 2Γ) = Γ. (8.19)

Neka su ki, za i = 1, . . . , n konstante koje postoje prema svojstvu 2◦, stav	aju�i
−Qi umesto P0, i neka je k

′ najve�a od �ih. Definiximo skup

B = {R ∈ Γ | h(R) ≤ k + k′}.

On je prema svojstvu 1◦ konaqan.

Poka�imo da skup A∪B generixe grupu Γ, posebno da je Γ konaqno gene-
risana.
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Neka je P proizvo	an element grupe Γ. Tada prema (8.19) postoji element
Qi1 iz skupa A takav da je P −Qi1 iz 2Γ, xto mo�emo zapisati kao

P −Qi1 = 2P1 (8.20)

za neki element P1 iz Γ. Isto va�i i za element P1, pa je

P1 −Qi2 = 2P2 (8.21)

za neki element P2 iz Γ. Ako nastavimo postupak, dobijamo niz jednakosti

P2 −Qi3 = 2P3, (8.22)

P3 −Qi4 = 2P4, (8.23)

...

Pm−1 −Qim = 2Pm, (8.24)

koje va�e za neke elemente P3, . . . , Pm iz Γ. Ako jednakost (8.21) pomno�imo sa
2, jednakost (8.22) sa 4, jednakost (8.23) sa 8, i tako da	e, pa sve tako dobijene
jednakosti saberemo, dobi�emo

P = Qi1 + 2Qi2 + 4Qi3 + · · ·+ 2m−1Qim + 2mPm. (8.25)

Poka�imo da je, bez obzira na izbor elementa P , za dovo	no veliko m, ele-
ment Pm iz skupa B, to jest da je h(Pm) ≤ k + k′ za dovo	no veliko m.

Neka je Pj proizvo	an element iz Γ. Tada, na osnovu svojstava 2◦ i 3◦ i
uvedenih konstanti ki i k

′ va�i

4h(Pj) ≤ h(2Pj) + k = h(Pj−1 −Qij) + k

≤ 2h(Pj−1) + k′ + k,

pa je

h(Pj) ≤
2

4
h(Pj−1) +

1

4
(k′ + k).

Sada je i

h(Pj) ≤
2

4
h(Pj−1) +

1

4
h(Pj−1)− 1

4
h(Pj−1) +

1

4
(k′ + k),

to jest

h(Pj) ≤
3

4
h(Pj−1)− 1

4
(h(Pj−1)− (k′ + k)). (8.26)

Na osnovu (8.26) mo�emo zak	uqiti da u nizu elemenata P1, P2, P3, . . . , Pi, . . . ,
dokle god je h(Pi) − (k′ + k) ≥ 0, to jest h(Pi) ≥ k′ + k, slede�i element Pi+1

ima visinu h(Pi+1) bar 75% ma�u od visine h(Pi), pa jednom, to jest za neko
m visina h(Pm) mora pasti ispod k′ + k. Dakle, va�i h(Pm) ≤ k + k′, pa je
Pm iz skupa B.
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Sada, na osnovu jednakosti (8.25) i proizvo	nosti elementa P iz grupe Γ,
mo�emo zak	uqiti da je grupa Γ generisana sa

A ∪B = {Q1, . . . , Qn} ∪ {R ∈ Γ | h(R) ≤ k + k′}

xto je konaqno kao unija dva konaqna skupa.

Dakle, Abelova grupa Γ je konaqno generisana, to jeste Γ je konaqno gene-
risana Abelova grupa. �

Na osnovu slabe Mordelove teoreme, svojstava visine h koje su date u tri
leme, i teoreme o spustu mo�emo tvrditi da je skup E(Q) svih racionalnih
taqaka eliptiqke krive E/Q, to jest struktura (E(Q),+) konaqno generisana
Abelova grupa, xto je prvi dokazao Mordel 1922. godine. �
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Neke primene eliptiqkih

krivih

Eliptiqke krive { kao jedan od najznaqajnijih i najizuqavanijih objekata,
kako u teoriji brojeva, tako i u modernoj matematici uopxte { imaju i ve-
liku primenu. U ovom poglav	u, prikaza�emo samo neke od �ih, sa posebnim
osvrtom na jednu od �enih najva�nijih primena { dokaz posled�e Fermaove
teoreme. Opxirnije, o nekim delovima ovog poglav	a, potra�iti u [59], [13],
[15], [34] i [55].

9.1 Piramida topovskih kugli

• Postavka problema

Neka je skup topovskih kugli slo�en u obliku pravilne qetvorostrane pi-
ramide tako da je jedna kugla na vrhu { ka�emo i u prvom redu, qetiri u
drugom, devet kugli u tre�em redu i tako da	e.

Ako se tako slo�ena gomila topovskih kugli
uruxi, da li ih mo�emo ponovo preslo�iti tako
da od �ih dobijemo kvadrat?

Ako piramida ima tri reda { ka�emo da je visine
3 { onda nije mogu�e kugle od kojih je ona sastav	ena
preslo�iti tako da dobijemo kvadrat s obzirom da
je 1 + 4 + 9 = 14, a 14 nije potpun kvadrat nekog
prirodnog broja. Ako posmatramo samo jednu kuglu,

tada je ona i piramida visine 1, ali i jediniqni kvadrat. U sluqaju da
nemamo kugle, pomi�a�e piramide i kvadrata nema smisla.

Pored ova dva posled�a, ka�emo i trivijalna, sluqaja, koriste�i metodu
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koja potiqe jox od Diofanta, prona�i �emo i jox neke sluqajeve.

• Formira�e eliptiqke krive

Neka je x visina piramide. Tada u piramidi imamo ukupno

12 + 22 + · · ·+ x2 =
x(x+ 1)(2x+ 1)

6

kugli. S obzirom da �elimo da ovaj broj kugli bude potpun kvadrat nekog
prirodnog broja, na primer y, tra�imo rexe�e jednaqine

y2 =
x(x+ 1)(2x+ 1)

6
(9.1)

u skupu prirodnih brojeva, to jest pozitivnih celih brojeva. �enim uprox-
�ava�em dobijamo jednaqinu

y2 =
1

3
x3 +

1

2
x2 +

1

6
x. (9.2)

Pogodnim transformacijama jednaqinu (9.2) mo�emo svesti na oblik

y2 = x3 + ax+ b,

a kao xto znamo ovakvim jednaqinama su opisane eliptiqke krive.

• Diofantova metoda

Da bismo pronaxli jox neke sluqajeve, tra�imo rexe�a jednaqine (9.1) u
skupu pozitivnih celih brojeva, to jest tra�imo taqke (x, y) qije su obe ko-
ordinate pozitivni celi brojevi, a koje pripadaju eliptiqkoj krivoj qija je
jednaqina (9.1).

Diofantova metoda pronala�e�a novih taqaka polazi od qi�enice da
odredimo taqke (x, y) za koje znamo da sigurno pripadaju eliptiqkoj krivoj.
U naxem sluqaju, lako uoqavamo da su to taqke (0, 0) i (1, 1). Prava koja
prolazi kroz ove dve taqke ima jednaqinu

y = x

i �enim presekom sa eliptiqkom krivom dobijamo jednaqinu

x2 =
x(x+ 1)(2x+ 1)

6
=

1

3
x3 +

1

2
x2 +

1

6
x. (9.3)

Sre�iva�em jednaqine (9.3) dobijamo

x3 − 3

2
x2 +

1

2
x = 0.
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Znamo da su rexe�a ove jednaqine x = 0 i x = 1. Da bismo pronaxli i tre�e
�eno rexe�e, mo�emo faktorisati polinom

x3 − 3

2
x2 +

1

2
x.

Me�utim, postoji bo	i naqin da do�emo do tre�eg rexe�a. Naime, znamo da
za bilo koje a, b i c va�i

(x− a)(x− b)(x− c) = x3 − (a+ b+ c)x2 + (ab+ ac+ bc)x2 − abc. (9.4)

Kako je koeficijent uz x3 jednak 1, negativna vrednost koeficijenta uz x2 je
zbir rexe�a jednaqine. U naxem sluqaju to znaqi da je

0 + 1 + x =
3

2
,

odakle raquna�em dobijamo da je x = 1
2
. Kako taqka (1

2
, y) pripada i pravoj

y = x, lako dobijamo da je i y = 1
2
. U smislu topovskih kugli ovo ne smatramo

rexe�em, ali smo bar pronaxli jox jednu netrivijalnu i racionalnu taqku
na eliptiqkoj krivoj. Zbog simetriqnosti eliptiqke krive u odnosu na x-osu,
odmah dobijamo da i taqka (1

2
,−1

2
) pripada eliptiqkoj krivoj. S obzirom da

tra�imo taqku koja pripada prvom kvadrantu, mo�emo ponoviti prethodno
opisanu proceduru, ali polaze�i od taqaka (1, 1) i (1

2
,−1

2
). Prava koja prolazi

kroz ove dve taqke ima jednaqinu

y = 3x− 2

i �enim presekom sa eliptiqkom krivom dobijamo jednaqinu

(3x− 2)2 =
x(x+ 1)(2x+ 1)

6
=

1

3
x3 +

1

2
x2 +

1

6
x. (9.5)

y = x y = 3x− 2

(1, 1)

(
1
2
,−1

2

)
(

1
2
, 1

2

)

Sre�iva�em jednaqine (9.5) dobijamo

2x3 − 51x2 + 73x− 24 = 0,
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pa na osnovu (9.4) va�i

1 +
1

2
+ x =

51

2
,

jer znamo da su rexe�a jednaqine x = 1 i x = 1
2
. Raquna�em dobijamo da je

x = 24, a kako taqka (24, y) pripada i pravoj y = 3x− 2 lako dobijamo da je i
y = 70. To znaqi da je

12 + 22 + · · ·+ 242 = 702.

Dakle, 702 = 4900 topovskih kugli mo�emo raspodeliti u piramidu visine
24 ili u kvadrat qija jedna stranica sadr�i 70 topovskih kugli.

Ako nastavimo sa gore navedenim postupkom, koriste�i, na primer, upravo
dobijene taqke, dobi�emo beskonaqno mnogo racionalnih rexe�a jednaqine
(9.1).

9.2 Pravougli trougao

• Postavka problema

Ve� je Ferma znao da ne postoji pravougli trougao sa celobrojnim du�ina-
ma stranica qija je povrxina kvadrat nekog celog broja. Drugim reqima, ne
postoji pravougli trougao qije su du�ine stranica racionalni brojevi, a
povrxina jednaka 1. S druge strane, jasno je da postoji takav trougao s po-
vrxinom jednakom 6. To je trougao qije su du�ine stranica a = 3, b = 4 i
c = 5.

Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena C, qije su
du�ine kateta a i b i hipotenuze c racionalni brojevi.

a

b

c

C A

B

Odredimo du�ine tih stranica ako je povrxina tog trougla 5.

• Formira�e eliptiqke krive

Kako je povrxina pravouglog trougla

P =
ab

2
= 5,

tra�imo racionalne brojeve a, b i c za koje va�i

a2 + b2 = c2 i ab = 10. (9.6)



Pravougli trougao 137

Ako po�emo od (a+b
2

)2 i (a−b
2

)2 dobijamo da je(
a+ b

2

)2

=
a2 + 2ab+ b2

4
=
a2 + b2 + 2ab

4
=
c2 + 20

4
=
c2

4
+ 5 =

(
c

2

)2

+ 5,

i (
a− b

2

)2

=
a2 − 2ab+ b2

4
=
a2 + b2 − 2ab

4
=
c2 − 20

4
=
c2

4
− 5 =

(
c

2

)2

− 5.

Smenom x =
(
c
2

)2
prethodne dve jednakosti postaju(

a+ b

2

)2

= x+ 5,

(
a− b

2

)2

= x− 5,

pa se problem odre�iva�a racionalnih brojeva a, b i c za koje va�i (9.6)
svodi na odre�iva�e racionalnog broja x takvog da su brojevi x, x + 5 i
x− 5 istovremeno kvadrati racionalnih brojeva. Ako takav racionalan broj
x postoji, tada mora i proizvod

(x− 5)x(x+ 5) = x3 − 25x

biti kvadrat racionalnog broja, na primer y, pa tra�imo racionalno rexe�e
jednaqine

y2 = x3 − 25x. (9.7)

Kao xto znamo, ovakvim jednaqinama su opisane eliptiqke krive.

• Diofantova metoda

Oqigledno je da taqke (−5, 0), (0, 0) i (5, 0) pripadaju eliptiqkoj krivoj.
Me�utim, sve tri taqke su i kolinearne, to jest ne grade trougao, pa nam
ta qi�enica ne mo�e pomo�i.

t

(−4, 6)

0 1

1

−5 5
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Posmatra�em grafika eliptiqke krive uoqavamo, a zatim i zamenom �enih
koordinata u �enu jednaqinu, proveravamo, da taqka (−4, 6) pripada elip-
tiqkoj krivoj. Diferencira�em implicitno zadate funkcije

x3 − 25x− y2 = 0

koju dobijamo iz (9.7) mo�emo odrediti jednaqinu tangente t na eliptiqkoj
krivoj y2 = x3 − 25x koja sadr�i taqku (−4, 6). Naime, iz

3x2 − 25− 2yy′ = 0

zak	uqujemo da je

y′ =
3x2 − 25

2y
, (9.8)

pa uvrx�ava�em x = −4 i y = 6 u (9.8) lako odre�ujemo jednaqinu tangente

t : y =
23

12
x+

41

3
.

Odre�iva�em preseka eliptiqke krive y2 = x3 − 25x i tangente t dobijamo

jednaqinu
(

23
12
x+ 41

3

)2
= x3 − 25x, to jest

144x3 − 529x2 − 11144x− 26896 = 0

Kako je prava tangenta na eliptiqkoj krivoj y2 = x3 − 25x u taqki (−4, 6),

x = −4 je dvostruko rexe�e, pa na osnovu (9.4) je −4− 4 + x =
(

23
12

)2
, odakle

zak	uqujemo da je

x =
1681

144
=

(
41

12

)2

. (9.9)

Kako taqka
((

41
12

)2
, y
)
pripada i tangenti t, odmah izraqunavamo da je i

y =
62279

1728
.

Vra�a�em smene x =
(
c
2

)2
u (9.9) dobijamo da je

c =
41

6
.

Kako je y2 = x3 − 25x, to je

y =
√
x3 − 25x =

√
(x− 5)x(x+ 5) =

√(
a− b

2

)2(
c

2

)2(
a+ b

2

)2

=
(a− b)c(a+ b)

2 · 2 · 2
=

(a2 − b2)c

8
,

pa je
62279

1728
=

(a2 − b2)c

8
=

41(a2 − b2)

48
,
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to jest

a2 − b2 =
1519

36
. (9.10)

S obzirom da je trougao ABC pravougli, va�i i a2 + b2 = c2, pa je

a2 + b2 =

(
41

6

)2

. (9.11)

Rexava�em sistema jednaqina (9.10) i (9.11) dobijamo da je

a2 =
400

9
i b2 =

9

4
.

Uzimaju�i samo pozitivne vrednosti za a i b, jer su to katete pravouglog
trougla, rexe�e postav	enog problema je

a =
20

3
, b =

3

2
, i c =

41

6
,

to jest to su du�ine stranica pravouglog trougla ABC qija je povrxina
jednaka 5. Kako je 20

3
= 40

6
i 3

2
= 9

6
lako uoqavamo da stranice a, b i c qine

Pitagorinu trojku

(40, 9, 41)

uma�enu xest puta.

Ako nastavimo sa gore navedenim postupkom, koriste�i, na primer, upravo
dobijene taqke, dobi�emo beskonaqno mnogo racionalnih rexe�a jednaqine
(9.7).

9.3 Kongruentni brojevi

• Definicija kongruentnog broja

Na osnovu [15, strana 539], imamo

Definicija 9.1. Za prirodan broj n ka�emo da je kongruentan ako je
on jednak povrxini nekog pravouglog trougla qije su du�ine stranica
racionalni brojevi.

Iz prethodne sekcije vidimo da je broj 5 kongruentan, jer je jednak povrxi-
ni trougla sa stranicama (a, b, c) = (20

3
, 3

2
, 41

6
). Lako uoqavamo da je i broj

6 kongruentan, jer je on jednak povrxini trougla sa stranicama (a, b, c) =
(3, 4, 5). Broj 7 je, tako�e, kongruentan, jer je on jednak povrxini trougla sa
stranicama (a, b, c) = (24

5
, 35

12
, 337

60
).
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20

3

3

2

41

6

P = 5

3

4 5

P = 6

24

5

35

12

337

60

P = 7

S druge strane, poznato je da brojevi 1, 2, 3, 4, 8, 9 i 10 nisu kongruentni.

• Kongruentni brojevi i eliptiqke krive

Odre�iva�e da li je neki broj kongruentan, povezano je sa eliptiqkim kri-
vama, [15, strana 539].

Stav 9.1. Prirodan broj n je kongruentan ako i samo ako postoji raci-
onalan broj x sa svojstvom da su x, x − n i x + n kvadrati racionalnih
brojeva.

Dokaz. Neka je n kongruentan broj. Tada, prema definiciji (9.1), postoje ra-
cionalni brojevi a, b i c koji su du�ine kateta i hipotenuze pravouglog

trougla qija je povrxina ab
2

= n. Stavimo da je x = c2

4
=
(
c
2

)2
. Tada je

x− n =
c2

4
− ab

2
=
c2 − 2ab

4
=
a2 + b2 − 2ab

4
=

(a− b)2

4
=

(
a− b

2

)2

,

x+ n =
c2

4
+
ab

2
=
c2 + 2ab

4
=
a2 + b2 + 2ab

4
=

(a+ b)2

4
=

(
a+ b

2

)2

,

pa su x, x− n i x+ n kvadrati racionalnih brojeva.

Obratno, neka su x, x − n i x + n kvadrati racionalnih brojeva. Tada
postoje racionalni brojevi, na primer, u, v i w, takvi da je x = u2, x−n = v2

i x+ n = w2. Ako stavimo da je

a = w + v =
√
x+ n+

√
x− n,

b = w − v =
√
x+ n−

√
x− n,

c = 2u = 2
√
x
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dobijamo da je

a2 + b2 = (w + v)2 + (w − v)2 = (
√
x+ n+

√
x− n)2 + (

√
x+ n−

√
x− n)2

= x+ n+ 2
√

(x+ n)(x− n) + x− n+ x+ n− 2
√

(x+ n)(x− n) + x− n
= 4x = (2

√
x)2 = (2u)2

= c2,

pa je trougao sa stranicama (a, b, c) pravougli i �egova povrxina je

ab

2
=

(
√
x+ n+

√
x− n)(

√
x+ n−

√
x− n)

2
=
x+ n− x+ n

2
=

2n

2
= n

Dakle, n je kongruentan broj.

Ako su brojevi x, x−n i x+n kvadrati racionalnih brojeva, onda je i �ihov
proizvod

x(x− n)(x+ n) = x(x2 − n2) = x3 − n2x

kvadrat nekog racionalnog broja. To znaqi da ako je n kongruentan broj, onda
na pridru�enoj eliptiqkoj krivoj

En : y2 = x3 − n2x (9.12)

osim 2-torzionih taqaka (0, 0), (n, 0) i (−n, 0) postoji bar jox jedna racio-
nalna taqka. Otuda i slede�a teorema, [15, strana 540].

Teorema 9.1. Prirodan broj n je kongruentan ako i samo ako eliptiqka
kriva En : y2 = x3 − n2x sadr�i bar jednu racionalnu taqku (x, y) za koju
je y 6= 0.

Dokaz. Ako je n kongruentan broj, videli smo da eliptiqka kriva En : y2 =
x3 − n2x sadr�i bar jox jednu racionalnu taqku. Zato doka�imo da va�i i
obratno.

Neka je P (x, y), y 6= 0 neka racionalna taqka na eliptiqkoj krivoj E. Tada
znamo da je proizvod brojeva x, x − n i x + n kvadrat racionalnog broja,
ali to ne znaqi da je i svaki od tih brojeva tako�e kvadrat racionalnog
broja. Pokaza�emo me�utim da je ovaj jaqi zahtev ispu�en za taqke oblika
2P . Zaista, stav	aju�i u jednakost (5.6) da je a = −n2 i b = 0, nakon uprox-
�ava�a dobijamo

x(2P ) =

(
x2 + n2

2y

)2

, x(2P ) + n =

(
x2 + 2xn− n2

2y

)2

,

x(2P )− n =

(
x2 − 2xn− n2

2y

)2

.

Mo�emo pokazati da eliptiqka kriva (9.12), osim 2-torzionih taqaka, nema
drugih taqaka konaqnog reda. Otuda i, [15, strana 540]
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Teorema 9.2. Prirodan broj n je kongruentan ako i samo ako eliptiqka
kriva En : y2 = x3 − n2x sadr�i beskonaqno mnogo racionalnih taqaka, to
jest ako je �en rang pozitivan.

• Kvadratno slobodni brojevi. Tanelova teorema

Rezultat koji je najbli�i odgovoru na pita�e kako za dati prirodan broj n
utvrditi da li je kongruentan, dat je Tanelovom1) teoremom.

Pre toga, podsetimo se kada je prirodan broj kvadratno slobodan, [15,
strana 32].

Definicija 9.2. Za prirodan broj n ka�emo da je kvadratno slobodan
ako je 1 najve�i potpun kvadrat koji ga deli, to jest ako va�i

(∀m ∈ N)(m2 | n⇒ m = 1).

Primer 9.1. Brojevi 6 i 15 su kvadratno slobodni, a brojevi 12 i 100
nisu, jer 4 = 22 | 12, odnosno 4 = 22 | 100 i 25 = 52 | 100. Tako�e, svaki
prost broj je kvadratno slobodan. 4

Na osnovu [15, strana 540] va�i

Teorema 9.3. [Tanel] Neka je prirodan broj n kvadratno slobodan, i neka
je d = 1 ako je n neparan, a d = 2 ako je n paran broj. Ako je n kongruentan,
onda jednaqina

x2 + 2dy2 + 8z2 =
n

d

ima taqno dva puta vixe celobrojnih rexe�a (x, y, z) od jednaqine

x2 + 2dy2 + 32z2 =
n

d
.

Uz pretpostavku da va�i Birq i Svinerton-Dajerova hipoteza, va�i i obrat
Tanelove teoreme.

Primer 9.2. Neka je n = 3, pa samim tim i d = 1. Svaka od jednaqina
x2 + 2y2 + 8z2 = 3 i x2 + 2y2 + 32z2 = 3 ima po 4 rexe�a: (1, 1, 0), (1, 1, 0),
(1, 1, 0) i (1, 1, 0), pa na osnovu obrata Tanelove teoreme zak	uqujemo da
broj 3 nije kongruentan. 4

Primer 9.3. Neka je n = 34, pa samim tim i d = 2. Jednaqina x2 + 4y2 +
8z2 = 17 ima 8 rexe�a (1, 2, 0), (1, 2, 0), (1, 2, 0), (1, 2, 0), (3, 0, 1), (3, 0, 1),
(3, 0, 1), (3, 0, 1), dok jednaqinaa x2 + 4y2 + 32z2 = 17 ima 4 rexe�a (1, 2, 0),

1)�erold Beits Tanel (Jerrold Bates Tunnell, 1950), ameriqki matematiqar
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(1, 2, 0), (1, 2, 0), (1, 2, 0). Prema tome, na osnovu obrata Tanelove teoreme,
zak	uqujemo da je broj 34 kongruentan. Uverimo se u to tako xto �emo
prona�i pravougli trougao sa racionalnim du�inama stranicama qija je
povrxina jednaka 34. Po�imo od eliptiqke krive y2 = x3− 342x. Na �oj se
nalazi racionalna taqka P = (−2, 48). Tada je

x(2P ) =

(
(−2)2 + 342

2 · 48

)2

=

(
1160

96

)2

=

(
145

12

)2

,

x(2P ) + n =

(
(−2)2 + 2 · (−2) · 34− 342

2 · 48

)2

=

(
−1288

96

)2

=

(
−161

12

)2

,

x(2P )− n =

(
(−2)2 − 2 · (−2) · 34− 342

2 · 48

)2

=

(
−1016

96

)2

=

(
−127

12

)2

pa na osnovu dokaza stava (9.1), to jest relacija

x(2P ) =

(
c

2

)2

, x(2P )− n =

(
a− b

2

)2

i x(2P ) + n =

(
a+ b

2

)2

nalazimo stranice pravouglog trougla: c = 145
6
, a = 24 i b = 17

6
. 4

9.4 Hardi - Ramanu
anov problem taksija

• Postavka problema

Problem taksija je dobio ime po jednoj anegdoti vezanoj za matematiqare
Hardija2) i Ramanu
ana3).

Dok je Ramanu
an bio u bolnici u Londonu, u
posetu mu je doxao Hardi. Hardi je spomenuo da je
stigao sa taksijem broj 1729, i dodao da je taj broj
sasvim nezanim	iv. Me�utim, Ramanu
an mu je od-

mah odgovorio da se sa �im ne sla�e, jer je 1729 vrlo zanim	iv broj. Kao
razlog je naveo da je to najma�i prirodan broj koji se mo�e prikazati kao
zbir kubova dva prirodna broja na dva razliqita naqina. Zaista,

1729 = 93 + 103 = 13 + 123.

2)Godfri Harold Hardi (Godfrey Harold Hardy, 1877{1947), engleski matematiqar
3)Srinivasa A�angar Ramanu
an (Srinivasa Aiyangar Ramanujan, 1887{1920), indijski ma-

tematiqar



144 Neke primene eliptiqkih krivih

• Problem taksija i eliptiqke krive

Sada se mo�emo pitati da li postoji prirodan broj koji se mo�e prikazati
kao zbir kubova dva prirodna broja na tri razliqita naqina, ili uopxteno
naM razliqitih naqina. Odgovor na to pita�e je potvrdan i dat je slede�om
teoremom, [13, Tema 2.2].

Teorema 9.4. Za svaki prirodan broj M postoji prirodan broj m takav da
jednaqina x3 + y3 = m ima bar M celobrojnih rexe�a.

Dokaz. Na poqetku, posmatrajmo, krivu

C : x3 + y3 = 9.

Tvrdimo da ona ima beskonaqno mnogo racionalnih taqaka. Jedna oqigledna
racionalna taqka je (1, 2).

0 1

1

(1, 2)
C

Pomo�u biracionalne transformacije

s =
12

x+ y
t =

12(x− y)

(x+ y)

dobijamo da je kriva C biracionalno ekvivalentna eliptiqkoj krivoj

E : t2 = s3 − 48.

Pritom taqki (1, 2) sa C odgovara taqka P (4, 4) sa E.

0 1

1

P (4, 4)

E
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Postav	a se pita�e da li je taqka P beskonaqnog reda ili je ona torziona.
Raqunajmo nP za n = 2, 3, . . . Dobijamo:

2P = (28, 148), 3P = 2P + P = (
73

9
,
595

27
).

Ovo je dovo	no da bismo, prema Luc { Nagelovoj teoremi (6.7), zak	uqili da
je taqka P beskonaqnog reda, jer da bi neka taqka bila torziona, ona mora
imati celobrojne koordinate. Odavde zak	uqujemo da kriva C i eliptiqka
kriva E imaju bar jednu, a time i beskonaqno mnogo racionalnih taqaka.

Neka je sada M zadati prirodni broj. Prema prethodnom, na krivoj C
mo�emo izabrati nekih M racionalnih taqaka

Q1, . . . , QM .

Lako se vidi da prva i druga koordinata tih taqaka imaju jednake imenioce,
to jest taqke Qi su oblika

Qi = (
ai
di
,
bi
di

).

Da bismo iz racionalnih taqaka na krivoj C dobili celobrojna rexe�a na
nekoj krivoj x3 + y3 = m, dovo	no je uzeti da je

m = 9(d1 · · · dM)3.

Sada, na krivoj x3 + y3 = m le�i M celobrojnih taqaka qije se koordina-
te dobijaju mno�e�em koordinata taqaka Qi, za i = 1, . . . ,M sa proizvodom
d1 · · · dM .

• Taksi broj

Od svih prirodnih brojeva koji se mogu prikazati kao zbir kubova dva pri-
rodna broja na M razliqitih naqina posebno izdvajamo najma�i takav, [13,
Tema 2.2].

Definicija 9.3. Najma�i prirodan broj koji se mo�e prikazati kao zbir
kubova dva prirodna broja naM razliqitih naqina nazivamoM-ti taksi

broj i oznaqavamo ga sa Ta(M).

Trivijalno je
Ta(1) = 2 = 13 + 13.

Videli smo da je
Ta(2) = 1729 = 93 + 103 = 13 + 123.

Poznato je jox da va�i

Ta(3) = 87539319 = 1673 + 4363 = 2283 + 4233 = 2553 + 4143.
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9.5 Diofantove m-torke brojeva

• Racionalna Diofantova mmm-torka

Na osnovu [13, Tema 2.3] imamo

Definicija 9.4. Skup {a1, . . . , am} od m prirodnih brojeva a1, . . . , am
nazivamo Diofantova m-torka ako je aiaj + 1 potpun kvadrat za svako
1 ≤ i < j ≤ m.

Drugim reqima, Diofantova m-torka je skup od m prirodnih brojeva sa
svojstvom da je proizvod svaka dva �egova razliqita elementa uve�an za 1
potpun kvadrat.

Problem konstrukcije Diofantovih m-torki ima korene u dalekoj pro-
xlosti. Svakim danom je poznato sve vixe novih rezultata iz ovog podruqija,
ali i da	e postoje mnogi otvoreni problemi i nedokazane hipoteze.

Ako posmatramo m racionalnih brojeva razliqitih od nule sa istim svoj-
stvom, dobijamo racionalnu Diofantovu m-torku. Preciznije, [13, Tema 2.3]

Definicija 9.5. Skup {a1, . . . , am} od m racionalnih brojeva a1, . . . , am
razliqitih od nule nazivamo racionalna Diofantova m-torka ako je
aiaj + 1 potpun kvadrat za svako 1 ≤ i < j ≤ m.

Prvu Diofantovu qetvorku, to jest skup

{1, 3, 8, 120}

pronaxao je Ferma. Uverimo se da je ovaj skup zaista Diofantova qetvorka:

1 · 3 + 1 = 22, 1 · 120 + 1 = 112,

1 · 8 + 1 = 32, 3 · 120 + 1 = 192,

3 · 8 + 1 = 52, 8 · 120 + 1 = 312.

Prvu racionalnu Diofantovu qetvorku pronaxao je Diofant, po kome su
ovakvi skupovi i dobili ime. To je qetvorka{

1

16
,
33

16
,
17

4
,
105

16

}
.

• Dopuna Diofantove mmm-torke

Poznato je da se svaka Diofantova trojka mo�e dopuniti do Diofantove qe-
tvorke, kao i da se svaka Diofantova qetvorka mo�e dopuniti do racionalne
Diofantove petorke. Ojler je uspeo dopuniti Fermaov skup sa petim raci-
onalnim brojem 777480

8288641
. Prva racionalna Diofantova xestorka prona�ena je

tek 1999. godine. To je skup{
11

192
,

35

192
,
155

27
,
512

27
,
1235

48
,
180873

16

}
,



Diofantove m-torke brojeva 147

koji je pronaxao Gibs4). On je pronaxao 45 primera racionalnih Diofan-
tovih xestorki, a jox nekoliko ih je 2009. godine pronaxao Dujela5). Kori-
ste�i se teorijom Diofantovih aproksimacija6), Dujela je dokazao slede�e
dve teoreme, [13, Tema 2.3].

Teorema 9.5. Ne postoji Diofantova xestorka.

Teorema 9.6. Postoji samo konaqno mnogo Diofantovih petorki.

Uopxte, nije poznato da li postoji gor�e ograniqe�e za veliqinu racional-
nih Diofantovih m-torki.

• Diofantove mmm-torke i eliptiqke krive

Neka je {a, b, c} Diofantova trojka ili racionalna Diofantova trojka, sve-
jedno. Pretpostavimo da tu trojku treba dopuniti do Diofantove qetvorke.
To znaqi da treba na�i broj d takav da su brojevi

ad+ 1, bd+ 1 i cd+ 1

potpuni kvadrati. Ovom problemu na prirodan naqin mo�emo pridru�iti
eliptiqku krivu

E : y2 = (x+ ab)(x+ ac)(x+ bc).

Naime, ako je d rexe�e naxeg problema, onda je taqka sa prvom koordina-
tom x = abcd racionalna taqka na eliptiqkoj krivoj E. Kriva E ima tri
racionalne taqke reda 2:

(ab, 0), (ac, 0), (bc, 0),

a tako�e i trivijalnu racionalnu taqku P (0, abc) za koju nije texko pokazati
da je beskonaqnog reda. Dakle, na eliptiqkoj krivoj E postoji bar jedna, a ti-
me i beskonaqno mnogo racionalnih taqaka (x, y). Postav	a se pita�e za koje
�e od tih taqaka broj d = x

abc
predstav	ati rexe�e polaznog problema, to jest

imati svojstvo da je {a, b, c, d} racionalna Diofantova qetvorka. Odgovor je
da su to sve taqke oblika P + 2U , pri qemu je U proizvo	na racionalna taq-
ka na E. Na eliptiqkoj krivoj E se nalazi jox jedna zanim	iva racionalna
taqka. To je taqka sa prvom koordinatom jednakom 1. Preciznije, ako je

ab+ 1 = r2, ac+ 1 = s2, bc+ 1 = t2,

4)Filip Edvard Gibs (Philip Edward Gibbs, 1960), britanski matematiqar i fiziqar
5)Andrej Dujela (Andrej Dujella, 1966), hrvatski matematiqar
6)Teorija Diofantovih aproksimacija je grana teorije brojeva u kojoj se prouqavaju

aproksimacije realnih brojeva racionalnim. Kao xto je poznato, svaki realan broj se
mo�e proizvo	no dobro aproksimirati racionalnim; me�utim, ako se pri tom za brojeve
kojima se vrxi aproksimacija zahtevaju neki dodatni uslovi, na primer, ograniqava im
se na odre�eni naqin imenilac, tada se zahtevana taqnost ne mo�e uvek posti�i.
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onda taqka S(1, rst) pripada eliptiqkoj krivoj E. Xtavixe, va�i da je S =
2R, gde je

R = ((rs+ rt+ st+ 1), (r + s)(r + t)(s+ t)).

Direktan raqun pokazuje da su prve koordinate taqaka P −S i P +S jednake

a+ b+ c± 2abc+ 2rst,

xto predstav	a dokaz qi�enice da se svaka Diofantova trojka mo�e dopu-
niti do Diofantove qetvorke. Ako primenimo ovu konstrukciju, na primer,
na Diofantovu trojku {1, 3, 120}, dobi�emo Diofantove qetvorke {1, 3, 8, 120}
i {1, 3, 120, 1680}. U vezi sa tim, spomenimo da su Dujela i Petho7) dokazali
1998. godine da se svaka Diofantova trojka oblika {1, 3, c}, gde je c 6= 8, mo�e
na taqno dva naqina proxiriti do Diofantove qetvorke.

U dokazu da se svaka Diofantova qetvorka mo�e dopuniti do racionalne
Diofantove petorke, ponovo koristimo sabira�e i oduzima�e taqkom S. Neka
je T (x, y) taqka na eliptiqkoj krivoj E takva da broj d = x

abc
zadovo	ava

uslov da su ad + 1, bd + 1 i cd + 1 potpuni kvadrati. Posmatrajmo taqku
T ± S = (x′, y′). Tada i broj d′ = x′

abc
zadovo	ava isti uslov kao i d. Me�utim,

va�i i vixe, dd′ + 1 je tako�e potpun kvadrat. Drugim reqima, {a, b, c, d, d′}
je racionalna Diofantova petorka. Primenom ove konstrukcije na Fermaov
skup {a, b, c, d} = {1, 3, 8, 120}, dobijamo upravo Ojlerovo rexe�e d′ = 777480

8288641
.

9.6 Posled�a Fermaova teorema

• Ferma i poqetak moderne teorije brojeva

Diofantov rad je znatno uticao na arapske i evropske matematiqare, naro-
qito na Ferma. Prouqavaju�i Baxeov prevod Diofantove Aritmetike na
latinski jezik iz 1621. godine, u kojoj Diofant prikazuje partikularna re-
xe�a jednaqina, Ferma je poqeo da tra�i opxta rexe�a tih jednaqina. Ovo
se smatra poqetkom moderne teorije brojeva. Tako je Ferma doxao do niza zna-
qajnih rezultata iz teorije brojeva, ali nije ostavio skoro nijedan dokaz8).
Tokom �ivota, Ferma nije objav	ivao radove iz matematike. To je uqinio
�egov sin, koji je 1679. godine izdao k�igu �egovih radova Varia opera mat-
hematica { Razni matematiqki radovi.

• Osmi problem i dva komentara

Ferma je na marginama Baxeovog prevoda Aritmetike napisao 48 komentara.
Na 61. strani druge k�ige nalazi se 8. problem, [34]:

7)Otilo Pe�u (Attila Pethő, 1950), ma�arski matematiqar
8)Neki matematiqari smatraju da je Ferma iz teorije brojeva ostavio samo jedan dokaz,

i to dokaz tvr�e�a da ne postoji pravougli trougao sa celobrojnim du�inama stranica
qija je povrxina kvadrat nekog celog broja
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Kvadrat9)podeliti na dva kvadrata.10)

Diofant u rexe�u ovog problema pokazuje kako se broj 16 { koji je kvadrat
broja 4 { prikazuje kao zbir kvadrata dva druga broja: 256

25
i 144

25
. Tako on

rexava konkretan problem i na tom rexe�u pokazuje opxti metod.

Dati problem je, u suxtini, pitagorejski problem predstav	en Pitago-
rinom jednaqinom

x2 + y2 = z2

qije je rexe�e bilo poznato Vaviloncima dve hi	ade godina ranije. Uz taj
problem, Ferma je 1637. godine napisao svoj najznaqajniji komentar, [34]:

Kub u dva kuba, ili bikvadrat11)u dva bikvadrata ili uopxte bilo koji,
od beskonaqno mnogo stepena ve�ih od kvadrata, ne mo�e se razlo�iti u
dva stepena iste vrste.12)

Izgledalo je da se ne zna zaxto bar jedan skup rexe�a ne bi mogao biti
prona�en me�u svim mogu�im brojevima, pa ipak, Ferma je tvrdio da se nigde
u beskonaqnom univerzumu brojeva ne mo�e na�i takva trojka brojeva. Bila
je to vrlo neobiqna tvrd�a, ali Ferma je verovao da je mo�e dokazati.

Posle prvog komentara na margini, Ferma je zabele�io i dodatni komen-
tar, koji �e proga�ati generacije matematiqara, [34]:

Naxao sam divan dokaz za to, ali on ne mo�e da stane na malu marginu.13)

Bez obzira na to, nijedan korektan dokaz, koji je morao biti izveden sred-
stvima matematike XVII veka, nije prona�en narednih 357 godina.

• Formulacija posled�e Fermaove teoreme

Komentarima, koje je Ferma ostavio, praktiqno je formulisana jedna od naj-
poznatijih teorema14) u istoriji matematike. Ona je svom autoru donela sla-
vu daleko izvan granica matematike. To je posled�a Fermaova teorema15)

poznata i kao velika Fermaova teorema, odnosno posled�i Fermaov problem.
U savremenim oznakama ta teorema glasi, [34]:

9)Misli se na broj koji je kvadrat nekog drugog broja.
10)U originalu, na latinskom jeziku: Quadratum dividere in duos quadratos.
11)qetvrti stepen neke veliqine
12)U originalu, na latinskom jeziku: Cubem autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in

duos quadratoquadratos, et generaliter nullom in infinitum ultra quadratum potestatem in duos
eiusdem nominis fas est dividere.
13)U originalu, na latinskom jeziku: Cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi hanc

marginis exiguitas non caperet .
14)Ona je vekovima pogrexno nazivana teoremom umesto hipotezom, jer je Ferma tvrdio

da je �u dokazao.
15)Taj naziv se koristi od poqetka devetnaestog veka, jer su do tada sve ostale Fermaove

teoreme bile ili potvr�ene ili opovrgnute.
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Teorema 9.7. Ako je n ma koji prirodan broj ve�i od 2, onda ne postoje
pozitivni celi brojevi16)a, b i c takvi da je

an + bn = cn.

Drugim reqima, jednaqina
xn + yn = zn, (9.13)

za n > 2 i n ∈ N nema rexe�a u skupu pozitivnih celih brojeva.

Jednaqina (9.13) je jedna od najpoznatijih Diofantovih jednaqina. Posled-
�u Fermaovu teoremu mo�emo iskazati i u terminima teorije skupova, [52,
strana 12]:

{n | n ∈ N ∧ (∃ a, b, c ∈ Z+) an + bn = cn} = {1, 2}.

Ona je i generalizacija Pitagorine jednaqine x2 + y2 = z2 koja je povezana
sa Pitagorinom teoremom. Zbog toga ka�emo da se Pitagorina teorema mo�e
posmatrati kao jednaqina nad racionalnim ili realnim brojevima.

Dok posled�a Fermaova teorema sama po sebi nema direktnu upotrebu {
ne koristi se kao dokaz ni u jednoj drugoj teoremi { pokazano je da je ona
povezana sa drugim matematiqkim temama, zbog qega je i danas veoma popu-
larna. �en dokaz je jedini matematiqki dokaz o kome je pisano na naslovnoj
strani �ujork Tajmsa17).

• Razni pokuxaji dokaza posled�e Fermaove teoreme

Xto se tiqe pokuxaja dokaza posled�e Fermaove teoreme, poznato je Ferma-
ovo rexe�e samo za n = 4, to jest za

x4 + y4 = z4.

Ojler, koga je Goldbah18) zainteresovao za teoriju brojeva, je dokazao niz Fer-
maovih tvr�e�a, a 1753. godine je napisao da zna da doka�e sluqaj n = 3, to
jest

x3 + y3 = z3.

Dokaz je objav	en u �egovoj Algebri 1770. godine. U tom dokazu ima propust,
tako da on nije korektan. Me�utim, Ojler je u drugim radovima iz teorije
brojeva koristio qi�enice kojima se ovaj propust zaobilazi, tako da se mo�e
re�i da je Ojler znao sve potrebne qi�enice da napixe korektan dokaz. Oko
1823. godine �ermen19) je dokazala da jednaqina

xp + yp = zp

16)U teoriji brojeva radije se ka�e pozitivan ceo nego prirodan broj.
17)�ujork Tajms (na engleskom jeziku: The New York Times) su �ujorxke dnevne novine
18)Kristiajn Goldbah (Christian Goldbach, 1690{1764), pruski matematiqar, koji je kao i

Ferma studirao prava
19)Marija-Sofija �ermen (Marie-Sophie Germain, 1776{1831), francuski matematiqar,

fiziqar i filozof
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nema rexe�e ako su p i 2p + 1 prosti brojevi i xyz 6≡ 0 (mod p). Dirihle i
Le�andr su dokazali da jednaqina

x5 + y5 = z5

nema rexe�a oko 1825. godine. Dirihle je 1832. godine rexio i sluqaj n = 14,
to jest

x14 + y14 = z14,

a Lame20) je 1839. godine rexio sluqaj p = 7, to jest

x7 + y7 = z7.

Lame je 1847. godine u francuskoj akademiji nauka izlo�io i skicu dokaza
posled�e Fermaove teoreme, koja je bila uopxte�e Ojlerovog dokaza za n = 3.
Posle �egovog izlaga�a, Liuvil je primetio nedostatak u izlo�enom dokazu.
Kumer21) je 1947. godine dokazao da jednaqina

xp + yp = zp

nema rexe�e kada je p neparan prost broj i p ne deli brojioce Bernulijevih
brojeva b2, b4, . . . , bp−3, pri qemu za brojeve bi va�i rekurentna formula

b0 = 1,

bk =
−1

k + 1

k−1∑
j=0

(
k + 1

j

)
bj,

gde je k > 0. Kumer je 1857. godine dokazao posled�u Fermaovu teoremu za sve
n < 101. U �egovom dokazu je bilo nekih propusta koje je uoqio i ispravio
Vandiver22) tek 1920. godine. Vandiverov dokaz je omogu�io da se od 1928. do
1936. godine posled�a Fermaova teorema proveri pomo�u stonih kalkulatora
za sve p < 619. Vandiver je 1954. godine, zajedno sa Lemerom23), izvrxio �enu
proveru pomo�u raqunara SWAC za sve p < 2 003. Selfri
24) je 1967. godine
proverio da posled�a Fermaova teorema va�i za sve p < 25 000. Vagstaf25)

je 1978. godine na raqunarima IBM 360/65 i IBM 370 izvrxio proveru za
sve p < 125 000. I na kraju, 1993. godine je pokazano da posled�a Fermaova
teorema va�i za sve p < 4 000 000.

Francuska akademija nauka je dva puta raspisivala nagradu za dokaz po-
sled�e Fermaove teoreme, 1816. i 1850. godine. Nagrada nije dode	ena, ali
je 1856. dode	ena meda	a Kumeru.

20)Gabrijel Lame (Gabriel Lamé, 1795{1870), francuski matematiqar
21)Ernst Eduard Kumer (Ernst Eduard Kummer, 1810{1893), nemaqki matematiqar
22)Hari Xulc Vandiver (Harry Schultz Vandiver, 1882{1973), ameriqki matematiqar
23)Derik Henri Lemer (Derrick Henry Lehmer, 1905{1991), ameriqki matematiqar
24)�on Levis Selfri
 (John Lewis Selfridge, 1927{2010), ameriqki matematiqar
25)Semjul Stendfild Vagstaf, junior (Samuel Standfield Wagstaff, Jr, 1945), ameriqki

matematiqar
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Posled�a Fermaova teorema je prvi matematiqki problem, za qije rexe-
�e je raspisana nagrada privatne osobe. Volfskel26) je svojim testamentom
zavextao 100 000 maraka �enom rexavaqu { da je doka�e ili opovrgne. Uslov
je da problem bude rexen u narednih 100 godina od momenta raspisiva�a, to
jest do 13. septembra 2007. godine.

• Vajls i priqa o dokazu posled�e Fermaove teoreme

Sa ovom teoremom Vajls se susreo u lokalnoj biblioteci kada je imao samo 10
godina. Qitaju�i Belovu27) k�igu Posled�i problem potpuno ga je oduxevilo
sazna�e da postoji nerexen problem qija formulacija, na prvi pogled, deluje
toliko jasno da o �emu mo�e da razmix	a qak i desetogodix�ak.

Nakon xto je postao profesor na Univerzitetu Prinston, Vajls, na tava-
nu svoje kancelarije, pokuxava u potpunoj tajnosti, povuqen u sebe { sve zbog
toga da neko od �egovih kolega ne bi saznao qime se on bavi, a zatim ga jox
i preduhitri sa rexe�em { da do�e do rexe�a. Posle sedam godina napornog
i usam	eniqkog rada { iako je sve vreme poduqavao studente i poha�ao razne
seminare { u sredu 23. juna 1993. godine na Institutu matematiqkih nauka
ser Isak �utn28)u Kembri
u, u okviru male matematiqke konferencije pod
nazivom p-adiqne Galoaove reprezentacije, Ivasavina29) teorija30) i Tama-

gavini31) brojevi motiva32), Vajls je objavio svoj dokaz posled�e Fermaove
teoreme tako xto je predava�e na temu Modularne forme, eliptiqke krive i
Galoaove reprezentacije zavrxio reqima, [3, strana 16]:

... i ovo dokazuje posled�u Fermaovu teoremu. Mislim da �u ovde stati.33)

Zanim	ivo je da je dokaz posled�e Fermaove teoreme u potpunosti razume-
lo mo�da svega dvadeset matematiqara na svetu, iako je �ena formulacija
priliqno jednostavna, jer sam dokaz predstav	a bri	antni vrh jedne veoma
visoke teorijske gra�evine.

Odmah poxto je predava�e u Kembri
u zavrxeno, 200 strana Vajlsovog
rada, koji je on predao qasopisu Inventiones mathematicae, moralo je biti
provereno od strane xest recenzenata koje je odredio glavni urednik tog

26)Paul Volfskel (Paul Wolfskehl, 1856{1906), nemaqki industrijalac koji je i sam stu-
dirao matematiku
27)Erik Templ Bel (Eric Temple Bell, 1883 { 1960), xkotski matematiqar i pisac nauqne

fantastike
28)Isaac Newton Institute for Mathematical Sciences
29)Kenkiqi Ivasava (Kenkichi Iwasawa, 1917{1998), japanski matematiqar
30)Ivasavina teorija je deo teorije brojeva na koje se odnosila Vajlsova doktorska diser-

tacija, i u koju je on bio jako dobro upu�en.
31)Tsuneo Tamagava (Tsuneo Tamagawa, 1925{2017), matematiqar ro�en u Japanu
32)U originalu, na engleskom jeziku: P-adic Galois Representations, Iwasawa Theory and the

Tamagawa Numbers of Motives
33)U originalu, na engleskom jeziku: ... and this proves Fermat’s Last Theorem. I think, I’ll

stop here.
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qasopisa.

Jedan od delova dokaza dat je na proveru Niku Kacu34), koji je 23. avgusta
1993. godine pronaxao grexku u dokazu. Ta grexka nije znaqila da su Vajlsov
trud i rad bili uzaludni, ali jeste znaqila da �e on morati da ojaqa svoj
dokaz. Vajls se potrudio da ispravi tu grexku, ali se pokazalo da ona zadire
u same teme	e dokaza.

Nakon xestomeseqne izolacije on odluquje da pozove Tejlora svog bivxeg
doktoranda i jednog od recenzenata rada da radi zajedno sa �im i pomogne
mu u otkla�a�u te grexke. Tek godinu dana kasnije Vajls je uspeo rexiti
problem <zaobilaznim putem>.

�on Kouts35), Vajlsov mentor pri izradi doktorske disertacije je tada
objavio, [51, strana 285]:

”
Sa matematiqkog gledixta, finalni dokaz predstav	a ekvivalent ot-
kri�u cepa�a atoma ili strukture DNK."

Na �egov poziv, Vajls je krajem juna 1993. godine, u okviru seminara o Ivasa-
vinoj teoriji, odr�ao troqasovno pomenuto predava�e, koje je on rasporedio
na tri dela. Svaki dan je odr�ao po jedan deo u traja�u od jednog qasa.

Zanim	ivo je da je prvog dana Vajlsa sluxalo dvadesetak matematiqara,
drugog dana je sala bila popu�ena do posled�eg mesta, a tre�eg dana, dok
je prilazio sali, Vajls je morao sebi da krqi put kroz okup	ene sluxaoce.
�udi su stajali i u hodniku, a sala je bila prepuna. Dok je Vajls ponovo ispi-
sivao naizgled beskrajne formule i teoreme na tabli, atmosfera je postajala
sve napetija. Mnogi su poneli i fotografske aparate, jer su naslu�ivali da
�e se, na kraju Vajlsovog predava�a, dogoditi nexto zaista veliqanstveno,
xto su kasnije i potvrdili neki matematiqari. Prisutnima je ve� posle dru-
gog dana bilo jasno da je pravi ci	 trodnevnog predava�a bio dokaziva�e
hipoteze Tanijama36)-Ximura37).

• Hipoteza Tanijama-Ximura. Modularne forme

Sam Vajlsov rad ne predstav	a direktan dokaz posled�e Fermaove teoreme,
ve�, kao xto smo videli, hipoteze Tanijama-Ximura. Ta hipoteza { koju su
oni postavili 1950. prouqavaju�i eliptiqke krive { povezuje dve potpuno
razliqite oblasti matematike, i omogu�ava da se pojmovi vezani za eliptiqke
krive prevedu na jezik modularnih formi.

Pre nego xto formulixemo hipotezu Tanijama-Ximura, podsetimo se mo-
dularnih formi, kao i Hekeovog38) operatora, [34].

34)Nikolas Majkl Kac (Nicholas Michael Katz, 1943), ameriqki matematiqar
35)�on Henri Kouts (John Henry Coates, 1945), australijski matematiqar
36)Jutaka Tanijama (Yutaka Taniyama, 1927{1958), japanski matematiqar
37)Goro Ximura (Goro Shimura, 1930), japanski matematiqar
38)Erih Heke (Erich Hecke, 1887{1947), nemaqki matematiqar
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Definicija 9.6. Modularna forma te�ine k je holomorfna kompleksna
funkcija definisana na H = {z | z ∈ C, Im(z > 0)} ∪ {i∞} gor�oj kom-
pleksnoj poluravni sa beskonaqnom taqkom za koju va�i

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)kf(z) (9.14)

pri qemu su a, b, c i d iz Z, k iz N0, ad − bc = 1 i f je ograniqena kada z
te�i i∞.

Skup svih modularnih formi te�ine k oznaqavamo sa Mk.

Funkcija f(z) iz (9.14) ima Furijeov razvoj

f(z) =
∞∑

n=−m

anq
n, q = e2πiz.

Na osnovu [2, strana 121], imamo

Definicija 9.7. Za fiksirani ceo broj k i bilo koji pozitivan broj n
Hekeov operator Tn definixemo na skupu Mk sa

(Tnf)(τ) = nk−1
∑
d|n

d−k
d−1∑
b=0

f

(
nτ + bd

d2

)
.

Prema [55, strana 225],

Hipoteza. [Tanijama-Ximura] Neka je E eliptiqka kriva sa celobroj-
nim koeficijentima. Ako je N �en konduktor i ako je an niz brojeva koji
se pojav	uju u L-funkciji eliptiqke krive E, onda postoji nova modularna
forma te�ine 2, nivoa N , koja je karakteristiqna forma Hekeovog opera-
tora sa Furijeovim razvojem oblika

∞∑
n=1

anq
n.

Drugim reqima, svaka polustabilna eliptiqka kriva je modularna.

• Frejova kriva i Ribetova teorema

Kariku xto spaja posled�u Fermaovu teoremu sa hipotezom Tanijama{Ximura
izneo je Frej39) na simpozijumu odr�anom 1984. godine u Nemaqkoj koji je imao
za ci	 da diskutuje razliqite pomake u prouqava�u eliptiqkih krivih. On
polazi od pretpostavke da posled�a Fermaova teorema nije istinita, to jest
da postoji trojka (a, b, c) uzajamno prostih brojeva koja za prost broj p > 3

39)Gerhard Frej (Gerhard Frey, 1944), nemaqki matematiqar
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zadovo	ava jednaqinu
xp + yp = zp.

Poxto tada i trojka (a,−c,−b) mora biti rexe�e iste jednaqine mo�emo
zak	uqiti da je b paran broj i a ≡ −1 (mod 4). Frej tada posmatra krivu

y2 = x(x− ap)(x+ bp)

poznatu pod nazivom i Frejova kriva, za koju je 1970. godine Elguarx40) uoqio
da ima neobiqne osobine, ako je

an + bn = cn,

za n > 3. On iznosi i hipotezu da ovakva kriva jeste polustabilna eliptiqka
kriva nad po	em Q, ali da nema modularnu prezentaciju, to jest da nije
modularna. Precizne uslove pod kojima to va�i formulisao je Ser kao ε-
hipotezu. Da ti uslovi va�e dokazao je 1986. godine Ribet41), nakon qega ona
postaje Ribetova teorema.

Dakle, ako posled�a Fermaova teorema nije taqna, onda postoji eliptiq-
ka kriva koja nije modularna, a videli smo da svaka eliptiqka kriva mora
biti modularna, pa pretpostavka da posled�a Fermaova teorema nije taqna je
pogrexna, to jest posled�a Fermaova teorema je taqna. Odavde zak	uqujemo
da dokaz posled�e Fermaove teoreme sledi iz naredna dva tvr�e�a, [34].

Teorema 9.8. [o modularnosti] Svaka racionalna, eliptiqka kriva

y2 = ax3 + bx2 + cx+ d

je modularna.

Teorema 9.9. [Frej, Ser, Ribet] Neka je an + bn = cn. Tada eliptiqka
kriva

y2 = x(x− an)(x+ bn)

nije modularna.

• Vajlsov konaqni dokaz

Vajls 1993. godine, nakon sedam godina prouqava�a raznih eliptiqkih kri-
vih i �ihovih modularnosti, iznosi skicu dokaza da je svaka polustabilna
eliptiqka kriva modularna. Videli smo da propuste koji su tada uoqeni, on,
zajedno sa Tejlorom, uspeva da prevazi�e. Tada nastaju dva rada: Modularne
eliptiqke krive i posled�a Fermaova teorema, autora Endrua Vajlsa i Te-
orijske osobine prstena nekih Hekeovih algebri, autora Riqarda Tejlora i

40)Iv Elguarx (Yves Hellegouarch, 1936), francuski matematiqar
41)Ken Ribet (Ken Ribet, 1948), ameriqki matematiqar
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Endrua Vajlsa. Oni su objav	eni 25. oktobra 1994. godine. Prvi rad je dokaz
posled�e Fermaove teoreme i osla�a se na drugi u bitnom koraku.

Oba ta rada od 130 strana, najstro�e pregledana u istoriji matematike,
objav	ena su i u 141. broju qasopisa Annals of mathematics na stranama 443-
551, u maju 1995. godine.

Mada je Vajls metodama XX veka dokazao zagonetku iz XVII veka, uspeo je
da savlada Fermaov izazov po uslovima Volfskelovog komiteta, i 27. juna
1997. godine dobije nagradu u iznosu od 50 000 dolara.

Na kraju napomenimo, iako je Vajls dokazao posled�u Fermaovu teoremu,
to jest hipotezu Tanijama-Ximura, moramo primetiti da dokaz posled�e
Fermaove teoreme nije delo samo jednog matematiqara. Iako je najve�i deo
slave pripao Vajlsu, na �u su podjednako pravo polagali i drugi matematiqa-
ri: Ribet, Mazur, Ximura, Tanijama i Frej. �ihova razmix	a�a i teorije
su pomogle Vajlsu da doka�e tu teoremu.
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[13] A. Dujela, Eliptičke krivulje i njihova primjena u kriptografiji – studentski
seminar, PMF – MO, 2003.
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