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1 Óâîä

Îâàj ðàä jå íàìå»åí øèðîêîì êðóãó ÷èòàëàöà, àëè íàjâèøå
ó÷åíèöèìà è íàñòàâíèöèìà ñðåä»èõ øêîëà êàêî jå öè§ îâîã ðàäà îáðàäà
êîìáèíàòîðèêå ó ñðåä»îøêîëñêîj íàñòàâè. Ó íàñòàâè ìàòåìàòèêå çà
ñðåä»å øêîëå êîìáèíàòîðèêà ñå óâîäè ó ïðâîì è ÷åòâðòîì ðàçðåäó
ñðåä»å øêîëå. Ïðâî ïîãëàâ§å ïðàòè íàñòàâíè ïëàí è ïðîãðàì çà ïðâè
ðàçðåä ñðåä»å øêîëå, äîê äðóãî ïîãëàâ§å ïðàòè íàñòàâíè ïëàí è
ïðîãðàì çà ÷åòâðòè ðàçðåä ñðåä»å øêîëå.

Êîìáèíàòîðèêà jå ãðàíà ìàòåìàòèêå ÷èjå ïðâå èäåjå ïîòè÷ó jîø èç
âðåìåíà Ñòàðèõ Ãðêà, òj. èç Ïèòàãîðèíå åïîõå. Ó Ãð÷êîj jå Ïëóòàðõ
íàïèñàî äà jå Êñåíîêðàò îòêðèî áðîj ðàçëè÷èòèõ ñëîãîâà êîjè ñó ìîãó£è
íà ãð÷êîì jåçèêó. Èàêî jå ìàëî âåðîâàòíî, îâî jå jåäíî îä ðåòêèõ
ñïîìè»à»à êîìáèíàòîðèêå ó Ãð÷êîj. Áðîj êîjè ñó ïðîíàøëè, 1.002 · 1012,
òàêî¢å ñå ÷èíè ïðåâèøå îêðóãàî äà áè áèî íàãà¢à»e. Èàêî jå Êèíà èìàëà
âåîìà ìàëî íàïðåòêà ó êîìáèíàòîðèöè, è êîä »èõ ñå îêî 100. ãîäèíå
jàâ§à êîìáèíàòîðíî ðåøå»å ìàãè÷íîã êâàäðàòà. [6] Êîìáèíàòîðèêà
ñå òîêîì èñòîðèjå ðàçâèjàëà çàjåäíî ñà äðóãèì ãðàíàìà ìàòåìàòèêå
ïðîæèìàjó£è ñå ñà »èìà.

È ïîðåä îâàêî äóãå èñòîðèjå êîìáèíàòîðèêó òðåáà ñìàòðàòè
ìàòåìàòè÷êîì äèñöèïëèíîì äâàäåñåòîã âåêà, jåð jå ó îâîì âåêó äîæèâåëà
çíà÷àjàí ðàçâîj. Òî jå äèñöèïëèíà êîjà jå óñêî ïîâåçàíà ñà ïðàêòè÷íèì
ïîòðåáàìà ñàâðåìåíîã æèâîòà. Ñòåïåí ïðèìåíå êîìáèíàòîðèêå äàíàñ
ïîñòàjå ìåðèëî òåõíîëîøêå ðàçâèjåíîñòè äðóøòâà. Äàíàñ ñå îíà êîðèñòè
ó àëãåáðè, ãåîìåòðèjè, òåîðèjè âåðîâàòíî£å, ñòàòèñòèöè, ðà÷óíàðñòâó,
åêîíîìèjè, ôèçèöè, õåìèjè è ìíîãèì äðóãèì íàóêàìà.[5]

Êîìáèíàòîðèêà jå îáëàñò ìàòåìàòèêå êîjà ñå áàâè ðàñïîðå¢èâà»åì
åëåìåíàòà ó êîíà÷íèì ñêóïîâèìà.

Ïðîáëåìè êîjè ñå ïðîó÷àâàjó ó îêâèðó êîìáèíàòîðèêå ìîãó áèòè
ðàçâðñòàíè ó òðè îñíîâíå ãðóïå:

i ïðîáëåìè åãçèñòåíöèjå êîìáèíàòîðíèõ åëåìåíàòà ñà óíàïðåä
óòâð- ¢åíèì îñîáèíàìà;

ii ïðîáëåì ïðåáðîjàâà»à åëåìåíàòà ñà çàäàòèì ñâîjñòâèìà;
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iii ïðîáëåì ãåíåðèñà»à, îäíîñíî êîíñòðóêöèjå êîìáèíàòîðíèõ
åëåìåíàòà ñà óòâð¢åíèì îñîáèíàìà.

Ïîñåáíî jå çíà÷àjàí äåî êîìáèíàòîðèêå êîjè ñå áàâè ïðåáðîjàâà»åì
ó öè§ó ðåøàâà»à ðàçëè÷èòèõ ïðîáëåìà. Çáîã òîãà jå âåîìà áèòíî
ïðîíàëàæå»å åôèêàñíèõ ìåòîäà çà ïðåáðîjàâà»å êîíà÷íèõ ñêóïîâà.
Ïðèëèêîì ðåøàâà»à ïðîáëåìà ïðåáðîjàâà»à êîðèñòå ñå ÷åòèðè
åëåìåíòàðíà ïðèíöèïà.

Ïðèíöèï 1. (ïðèíöèï jåäíàêîñòè) Äâà êîíà÷íà íåïðàçíà ñêóïà A è
B èìàjó jåäíàê áðîj åëåìåíàòà, òj. âàæè äà jå |A| = |B|, àêî è ñàìî àêî
ïîñòîjè áèjåêöèjà f : A→ B.

Ïðèíöèï 2. (ïðèíöèï âå£åã áðîjà) Íåêà ñó A è B êîíà÷íè ñêóïîâè
è f : A→ B ôóíêöèjà òàêâà äà çà ñâàêè åëåìåíò b ∈ B ïîñòîjè òà÷íî
k åëåìåíàòà a ∈ A ÷èjå ñó ñëèêå ïðè ïðåñëèêàâà»ó f jåäíàêå åëåìåíòó
b, òj. |{a|a ∈ A, f(a) = b}| = k. Òàäà jå

|A| = k · |B|

.

Ïðèíöèï 3. (ïðèíöèï çáèðà) Àêî ñó A è B êîíà÷íè äèñjóíêòíè ñêóïîâè,
òàäà jå

|A ∪B| = |A|+ |B|

.

Ïðèíöèï 4. (ïðèíöèï ïðîèçâîäà) Àêî ñó A è B êîíà÷íè ñêóïîâè ïðè
÷åìó jå A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}, òàäà jå

|A×B| = |A| · |B|

.
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2 Êîìáèíàòîðèêà ó íàñòàâè ìàòåìàòèêå çà

ïðâè ðàçðåä ñðåä»å øêîëå

Ó ïðâîì ðàçðåäó ó÷åíèöèìà ñå êîìáèíàòîðèêà óâîäè êðîç ïîjàì ñêóïà
è ñêóïîâíèõ îïåðàöèjà. Ñêóï jå îñíîâíè ìàòåìàòè÷êè ïîjàì êîjè ñå íå
äåôèíèøå è ìîæåìî ãà ðàçóìåòè êàî êîëåêöèjó ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà
êîjè ÷èíå öåëèíó.

2.1 Ñêóïîâíå îïåðàöèjå

Ñêóïîâíå îïåðàöèjå äåôèíèøó øòà ñâå ìîæåìî äà ðàäèìî ñà
ñêóïîâèìà. Ñêóïîâíe îïåðàöèjå ñå íàjjåäíîñòàâíèjå ïðåäñòàâ§àjó
Âåíîâèì äèjàãðàìèìà.

Óíèjà ñêóïîâà A è B jå ñêóï ñâèõ åëåìåíàòà ñêóïà A è ñêóïà B.

A ∪B = {x|x ∈ A ∨ x ∈ B}
Ïðåñåê ñêóïîâà A è B jå ñêóï çàjåäíè÷êèõ åëåìåíàòà ñêóïîâà A è

B.
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A ∩B = {x|x ∈ A ∧ x ∈ B}

Ðàçëèêà ñêóïîâàA èB jå ñêóï åëåìåíàòà ñêóïàA êîjè íèñó åëåìåíòè
ñêóïà B.

A \B = {x|x ∈ A ∧ x /∈ B}

Ïàðòèòèâíè ñêóï ñêóïà A jå ñêóï ñâèõ ïîäñêóïîâà ñêóïà A.

Äåêàðòîâ ïðîèçâîä ñêóïîâà A è B jå ñêóï óðå¢åíèõ ïàðîâà ãäå jå
ïðâè åëåìåíò óðå¢åíîã ïàðà èç ñêóïà A, à äðóãè åëåìåíò óðå¢åíîã ïàðà
èç ñêóïà B.

A×B = {(a, b)|a ∈ A ∧ b ∈ B}

2.2 Åëåìåíòè êîìáèíàòîðèêå

Îâäå £å áèòè ïðèêàçàíî êàêî ñå ðåøàâàjó íåêè jåäíîñòàâíèjè
ïðîáëåìè êîìáèíàòîðèêå, èìàjó£è ó âèäó äà £å ñå ó÷åíèöè òåê ó
÷åòâðòîì ðàçðåäó óïîçíàòè ñà îñíîâíèì ïîjìîâèìà êîìáèíàòîðèêå, êàî
øòî ñó âàðèjàöèjå, ïåðìóòàöèjå è êîìáèíàöèjå. Ïðå ñàìèõ ïðîáëåìà
ó÷åíèöèìà jå ïîòðåáíî îájàñíèòè åëåìåíòàðíå ïðèíöèïå êîjè ñå êîðèñòå
ïðèëèêîì ðåøàâà»à ïðîáëåìà ïðåáðîjàâà»à, êîjè ñó íàâåäåíè ó óâîäó.

2.2.1 Óîïøòå»å ïðèíöèïà çáèðà

Ïðîáëåì 1. Äàòè ñó ñêóïîâè A è B òàêâè äà ñêóï A èìà m åëåìåíàòà
(|A| = m), äîê ñêóï B èìà n åëåìåíàòà (|B| = n). Êîëèêî åëåìåíàòà
èìà ñêóï A ∪B? (|A ∪B| =?)

Îâàj ïðîáëåì èìà äâà ñëó÷àjà:
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1. Ñêóïîâè è B íåìàjó çàjåäíè÷êèõ åëåìåíàòà (äèñjóíêòíè ñó).

Ó îâîì ñëó÷àjó áðîj åëåìåíàòà ñêóïà A ∪B jå:

|A ∪B| = |A|+ |B| = m+ n

.

2. Ñêóïîâè è B èìàjó çàjåäíè÷êèõ åëåìåíàòà, òj A ∩ B 6= ∅. Íåêà
ñêóïîâè è B èìàjó k çàjåäíè÷êèõ åëåìåíàòà.
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Ó îâîì ñëó÷àjó áðîj åëåìåíàòà ñêóïà A ∪B jå:
|A ∪B| = (m− k) + (n− k) + k = m− k + n− k + k = m+ n− k =
= |A|+ |B| − |A ∩B|.

Ïðîáëåì 2. Äàòè ñó ñêóïîâè A,B è C òàêâè äà jå |A| = m, |B| = n,
|C| = k. Êîëèêî åëåìåíàòà èìà ñêóï A ∪B ∪ C?

Îâàj ïðîáëåì òàêî¢å èìà äâà ñëó÷àjà:

1. Ñêóïîâè A,B è C íåìàjó çàjåäíè÷êèõ åëåìåíàòà, îäíîñíî ñêóïîâè
ñó ìå¢óñîáíî äèñjóíêòíè.

Áðîj åëåìåíàòà ñêóïà A ∪B ∪ C jå:

|A ∪B ∪ C| = m+ n+ k

.

2. Ñêóïîâè A,B è C ñå ìå¢óñîáíî ñåêó.
Íåêà jå |A ∩B ∩ C| = t,
|A ∩B| = x+ t,
|A ∩ C| = y + t è
|B ∩ C| = z + t.
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Òàäà jå áðîj åëåìåíàòà ñêóïà A ∪B ∪ C:
|A∪B∪C| = m−(x+y+t)+n−(x+z+t)+k−(y+z+t)+x+y+z+t =
= m− x− y − t+ n− x− z − t+ k − y − z − t+ x+ y + z + t =
= m+ n+ k − x− y − z − 2 · t =
= m+ n+ k − (x+ t+ y + t+ z + t) + t =
= |A|+ |B|+ |C| − (|A ∩B|+ |A ∩ C|+ |B ∩ C|) + |A ∩B ∩ C|

Îíî øòî ìîæåìî çàê§ó÷èòè èç îâèõ ïðîáëåìà jå óîïøòå»å ïðèíöèïà
çáèðà çà êîíà÷íî ìíîãî ñêóïîâà.

Óîïøòå»å ïðèíöèïà çáèðà: Àêî jå A êîíà÷àí ñêóï òàêàâ äà âàæè
jåäíàêîñò A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An, ãäå jå Ai ∩ Aj = ∅ çà i 6= j, îíäà jå
|A| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |An|.

Ïðèìåð 1. Íà ïîëèöè ñå íàëàçè 5 ðàçëè÷èòèõ ê»èãà èç ìàòåìàòèêå, 4
ðàçëè÷èòå ê»èãå èç ôèçèêå è 3 ðàçëè÷èòå ê»èãå èç áèîëîãèjå. Íà êîëèêî
ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà ìîæåìî èçàáðàòè jåäíó ê»èãó?

Ðåøå»å:

Îçíà÷èìî ñà M,F è B ðåäîì ñêóï ê»èãà èç ìàòåìàòèêå, ôèçèêå è
áèîëîãèjå. Ìè çàïðàâî áèðàìî ê»èãó èç ñêóïà M ∪F ∪B. Ñêóïîâè M,F
è B ñó äèñjóíêòíè ïðåìà ïðèíöèïó çáèðà. Ïðåìà òîìå, áðîj ðàçëè÷èòèõ
íà÷èíà jå:

|M ∪ F ∪B| = |M |+ |F |+ |B| = 12.
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N

Ïðèìåð 2. Áàöàjó ñå äâå êîöêèöå èñòîâðåìåíî. Íà êîëèêî íà÷èíà ñå
ìîæå äîáèòè 9 èëè 11?

Ðåøå»å:

Çáèð 9 ñå ìîæå äîáèòè íà ñëåäå£å íà÷èíå: (3, 6), (6, 3), (4, 5) è
(5, 4). Çáèð 11 ñå ìîæå äîáèòè íà ñëåäå£å íà÷èíå: (5, 6) è (6, 5).
Ïðâè áðîj ïðåäñòàâ§à äîáèjåíè áðîj íà ïðâîj êîöêè, äîê äðóãè áðîj
ïðåäñòàâ§à áðîj äîáèjåí íà äðóãîj êîöêè. Îçíà÷èìî äà jå ñêóï A =
{(3, 6), (6, 3), (4, 5), (5, 4)} è ñêóï B = {(5, 6), (6, 5)}. Ñêóïîâè A è B ñó
äèñjóíêòíè, è âàæè äà jå |A| = 4 è |B| = 2. Íà îñíîâó ïðèíöèïà çáèðà
âàæè äà jå

|A ∪B| = |A|+ |B| = 4 + 2 = 6.

Äàêëå, çàê§ó÷ójåìî äà 9 èëè 11 ìîæåìî äîáèòè íà 6 íà÷èíà.

N

Ïðèìåð 3. Ó ãðóïè îä 100 ó÷åíèêà, 60 ó÷åíèêà òðåíèðà ïëèâà»å, 75
êîøàðêó, à 45 ó÷åíèêà òðåíèðà è ïëèâà»å è êîøàðêó. Êîëèêî ó÷åíèêà
òðåíèðà ïëèâà»å èëè êîøàðêó (áàð jåäàí îä îâà äâà ñïîðòà)?
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Ðåøå»å:

Îçíà÷èìî ñà P è K ðåäîì ñêóï ó÷åíèêà êîjè òðåíèðàjó ïëèâà»å è
êîøàðêó. Ñêóïîâè P è K íèñó äèñjóíêòíè. Áðîj ó÷åíèêà êîjè òðåíèðà
áàð jåäàí îä îâà äâà ñïîðòà îäðå¢ójåìî íà ñëåäå£è íà÷èí:

|P ∪K| = |P |+ |K| − |P ∩K| = 60 + 75− 45 = 90.

N

2.2.2 Óîïøòå»å ïðèíöèïà ïðîèçâîäà

Ïðîáëåì 3. Äàòè ñó ñêóïîâè A è B òàêâè äà jå |A| = 2 è |B| = 3.
Êîëèêî åëåìåíàòà èìà ñêóï A×B?

Äàêëå, íà îñíîâó ñëèêå ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå |A × B| = 6 = 2 · 3 =
|A| · |B| èëè |B × A| = 6 = 3 · 2 = |B| · |A|.

Ñëè÷íî âàæè è çà òðè ñêóïà A,B è C. Òàäà jå |A×B×C| = |A| · |B| · |C|.
Îíî øòî ìîæåìî çàê§ó÷èòè jå äà âàæè è óîïøòå»å ïðèíöèïà ïðîèçâîäà
çà êîíà÷íî ìíîãî ñêóïîâà.

10
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Óîïøòå»å ïðèíöèïà ïðîèçâîäà: Ïðåòïîñòàâèìî äà ñêóïîâè A1, A2,
..., An ñàäðæå ðåäîì k1, k2, · · · , kn åëåìåíàòà. Òàäà Äåêàðòîâ ïðîèçâîä
A1 × A2 × · · · × An ñàäðæè k1 · k2 · ... · kn åëåìåíàòà, îäíîñíî âàæè

|A1 × A2 × ...× An| = |A1| · |A2| · ... · |An|

.

Ïðèìåð 4. Øèôðà ñå ñàñòîjè îä 2 ñèìáîëà, îä êîjèõ jå ïðâè ñèìáîë
ñëîâî àçáóêå, à äðóãè öèôðà. Êîëèêî òàêâèõ ðàçëè÷èòèõ øèôàðà ïîñòîjè?

Ðåøå»å:

Èçáîð ñëîâà ñå ìîæå óðàäèòè íà 30 íà÷èíà, à èçáîð öèôðå íà 10
íà÷èíà. Àêî ñà A îáëåæèìî ñêóï ñëîâà àçáóêå, à ñà C ñêóï öèôàðà, òàäà
jå |A| = 30 è |C| = 10. Òàêî äà íà îñíîâó ïðèíöèïà ïðîèçâîäà èìàìî äà
jå |A× C| = |A| · |C| = 30 · 10 = 300.

N

Ïðèìåð 5. Îä ìåñòà äî ìåñòà B âîäå 4 ðàçëè÷èòà ïóòà, à îä ìåñòà
B äî ìåñòà C âîäå 3 ðàçëè÷èòà ïóòà. Êîëèêî ðàçëè÷èòèõ ïóòåâà âîäè
îä ìåñòà A äî ìåñòà C?

Ðåøå»å:

Äà áèñìî ïðåáðîjàëè ñâå ïóòåâå ïîñëóæè£åìî ñå ñëåäå£îì ñëèêîì:
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Àêî èç ìåñòà A ñòèãíåìî ïóòåì 1 ó ìåñòî B, òàäà èç
ìåñòà B èìàìî 3 ìîãó£íîñòè äà ñòèãíåìî ó ìåñòî C è òå
ìîãó£íîñòè îáåëåæèìî ñà (1, 1), (1, 2), (1, 3). Àêî èñòè ïîñòóïàê
óðàäèìî çà ñâå ïóòåâå îä A äî B, äîáèjàìî ñâå ìîãó£å ïóòåâå
(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 3).
Òàêî äà çàê§ó÷ójåìî äà îä A äî C èìà óêóïíî 4 · 3 = 12 ðàçëè÷èòèõ
ïóòåâà.

N

Ïðèìåð 6. Ó ðåñòîðàíó ñå ìîæå äîáèòè ñóïà, ãëàâíî jåëî è êîëà÷.
Àêî èìàìî 3 âðñòå ñóïå, 4 âðñòå ãëàâíîã jåëà è 5 âðñòà êîëà÷à, íà
êîëèêî ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà ìîæåìî íàðó÷èòè ðó÷àê? Ïîäðàçóìåâà ñå
äà jå îáàâåçíî íàðó÷èòè è ñóïó è ãëàâíî jåëî è êîëà÷.

Ðåøå»å:

Îáåëåæèìî ñà S = {s1, s2, s3} ñóïå, ñà G = {g1, g2, g3, g4} ãëàâíà jåëà
è ñà K = {k1, k2, k3, k4, k5} îáåëåæèìî êîëà÷å. Êàêî jå |S| = 3, |G| = 4 è
|K| = 5, íà îñíîâó ïðèíöèïà ïðîèçâîäà äîáèjàìî äà jå

|S ×G×K| = |S| · |G| · |K| = 3 · 4 · 5 = 60

.

N

2.2.3 Äèðèõëåîâ ïðèíöèï

Äèðèõëåîâ ïðèíöèï jå âåîìà êîðèñíî òâð¢å»å ÷èjà ôîðìóëàöèjà êàæå:
Àêî n ·m + 1 ïðåäìåò òðåáà ðàñïîðåäèòè ó n êóòèjà, îíäà ñå íàjìà»å ó
jåäíîj êóòèjè ìîðà íàëàçèòè áàð m+ 1 ïðåäìåò.

Ïðèìåð 7. Àêî ó øêîëè èìà 735 ó÷åíèêà, îíäà íàjìà»å 3 ó÷åíèêà ñëàâå
ðî¢åíäàí èñòîã äàíà.

Ðåøå»å:

Îáåëåæèìî ñà n = 365 áðîj äàíà ó ãîäèíè. Ñëåäå£è êîðàê jå äà 735
ïîäåëèìî ñà 365 è äîáèjåìî êîëè÷íèê 2 è îñòàòàê 5. Ñòàâèìî äà jå m = 2,
òàäà jå 735 = n ·m+ 5 = 365 · 2 + 5, ïà íà îñíîâó Äèðèõëåîâîã ïðèíöèïà
ñëåäè äà áàð 3 ó÷åíèêà ñëàâè ðî¢åíäàí èñòîã äàíà.

N
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Ïðèìåð 8. Ó ñâàêîì ñêóïó îä 8 èëè âèøå îñîáà, ïîñòîjå áàð äâå êîjå ñó
ðî¢åíå èñòîã äàíà ó íåäå§è.

Ðåøå»å:

Áðîj äàíà ó íåäå§è jå 7, ïà jà 8 = 7 · 1 + 1. Íà îñíîâó Äèðèõëåîâîã
ïðèíöèïà ñëåäè äà ñó áàð äâå îñîáå ðî¢åíå èñòîã äàíà ó íåäå§è.

N

2.3 Çàäàöè

Ó ïðâîì ðàçðåäó ñðåä»èõ øêîëà ñå ðåøàâàjó è ñëîæåíèjè
êîìáèíàòîðíè çàäàöè ëîãè÷êèì ðàçìèø§à»åì (áåç ïðèìåíå ôîðìóëà).

Çàäàòàê 1. Êîëèêî jå ïðàâèõ îäðå¢åíî ñà 4 íåêîëèíåàðíå òà÷êå?

Ðåøå»å:

Îâäå jå ëàêî óòâðäèòè êîëèêî jå ïðàâèõ îäðå¢åíî ñà 4 íåêîëèíåàðíå
òà÷êå. Jåäíîñòàâíî èõ ïðåáðîjèìî:
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Ëîãè÷êèì ðàçìèø§à»åì çàäàòàê áè ñå ðåøàâàî íà ñëåäå£è íà÷èí. Çíàìî
äà jå ïðàâà îäðå¢åíà ñà äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå. Èç òà÷êå A ìîãó äà ñå ïîâóêó
3 ïðàâå: AB,AC è AD. Èç òà÷êå B òàêî¢å 3 ïðàâå: BA,BC è BD. Èç
òà÷êå C òàêî¢å 3 ïðàâå: CA,CB è CD. È èç òà÷êå D òàêî¢å 3 ïðàâå:
DA,DB è DC. Èìàìî äà AB è BA ïðåäñòàâ§àjó èñòó ïðàâó. Èñòà ñëîâà
ó ðàçëè÷èòîì ðàñïîðåäó ïðåäñòàâ§àjó èñòó ïðàâó. Òàêî äà jå óêóïàí áðîj
ïðàâèõ: 4·3

2
= 12

2
= 6.

N

Çàäàòàê 2. Êîëèêî jå ïðàâèõ îäðå¢åíî ñà 15 ðàçëè÷èòèõ òà÷àêà ìå¢ó
êîjèìà íå ïîñòîjè íèjåäíà òðîjêà êîëèíåàðíèõ òà÷àêà?

Ðåøå»å:

Ïî ñëè÷íîì ïðèíöèïó êàî ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó, óêóïàí áðîj ïðàâèõ
jå 15·14

2
= 15 · 7 = 105.

N

Çàäàòàê 3. Êîëèêî ïðàâèõ jå îäðå¢åíî ñà 15 ðàçëè÷èòèõ òà÷àêà ìå¢ó
êîjèìà èìà äâå ÷åòâîðêå êîëèíåàðíèõ òà÷àêà?

Ðåøå»å:

Óêóïàí áðîj ïðàâèõ îä 15 ðàçëè÷èòèõ òà÷àêà jå 15·14
2

= 15 ·7 = 105. Îä
îâîã áðîjà îäóçèìàìî áðîj ïðàâèõ êîjå ñå äîáèjàjó îä êîëèíåàðíèõ òà÷àêà.
×åòèðè ðàçëè÷èòå òà÷êå îäðå¢ójó 4·3

2
= 6 ïðàâèõ, àëè àêî ñó êîëèíåàðíå

îíå îäðå¢ójó jåäíó ïðàâó. Ïà jå óêóïàí áðîj ïðàâèõ 15·14
2
− 2 · 4·3

2
+ 2 =

105− 12 + 2 = 95.

N
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Çàäàòàê 4. Êîëèêî ñå ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà, áåç ïîíàâ§à»à öèôàðà,
ìîæå íàïèñàòè îä öèôàðà 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9?

Ðåøå»å:

Íà ïðâî ìåñòî ìîæåìî ïîñòàâèòè áèëî êîjó öèôðó ðàçëè÷èòó îä íóëå,
øòî çíà÷è äà èìàìî 9 ìîãó£íîñòè. Íà äðóãî ìåñòî ìîæåìî ïîñòàâèòè
áèëî êîjó öèôðó, îñèì îíå êîjà jå ïîñòàâ§åíà íà ïðâî ìåñòî, øòî çíà÷è
äà ïîíîâî èìàìî 9 ìîãó£íîñòè. Íà òðå£åì ìåñòó ìîæåìî ïîñòàâèòè áèëî
êîjó öèôðó îä ïðåîñòàëèõ 8 öèôàðà. Íà ÷åòâðòî ìåñòî ìîæåìî ïîñòàâèòè
áèëî êîjó öèôðó îä ïðåîñòàëèõ 7 öèôàðà. È íà ïåòî ìåñòî ìîæåìî
ïîñòàâèòè áèëî êîjó öèôðó îä ïðåîñòàëèõ 6 öèôàðà.

Äàêëå óêóïàí áðîj òðàæåíèõ ïåòîöèôðåíèõ áðîjåâà jå 9·9·8·7·6 = 27216.

N
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3 Êîìáèíàòîðèêà ó íàñòàâè ìàòåìàòèêå çà

÷åòâðòè ðàçðåä ñðåä»å øêîëå

Ó ÷åòâðòîì ðàçðåäó ó÷åíèöè ó÷å íàïðåäíèjå íà÷èíå ðåøàâà»à
ïðîáëåìà ðàñïîðå¢èâà»à åëåìåíàòà ó êîíà÷íèì ñêóïîâèìà è îäðå¢èâà»å
áðîjà òàêâèõ ðàñïîðåäà. Ñâàêè êîíà÷àí ñêóï ìîæå èìàòè âåîìà
âåëèêè áðîj ðàçëè÷èòèõ ðàñïîðåäà åëåìåíàòà, ïà íèjå ìîãó£å óðàäèòè
èñïèñèâà»å ñâèõ ðàñïîðåäà è »èõîâî jåäíîñòàâíî ïðåáðîjàâà»å. Òàêî äà
jå öè§ óïîçíàòè ó÷åíèêå ñà îñíîâíèì òèïîâèìà ðàñïîðå¢èâà»à è îïøòèì
ìåòîäàìà ïðåáðîjàâà»à ðàñïîðåäà.

3.1 Îñíîâíà ïðàâèëà

Íåêà jå S = {A,B,C}, ðåøàâà£åìî ñëåäå£à òðè ïðîáëåìà:

1. Êîëèêî ñå òðî÷ëàíèõ íèçîâà, ñà ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòèì åëåìåíòèìà,
ìîæå ôîðìèðàòè îä åëåìåíàòà ñêóïà S?
Ðåøå»å:

Èìàìî ñëåäå£å òðî÷ëàíå íèçîâå ñà ðàçëè÷èòèì åëåìåíòèìà:
(A,B,C), (A,C,B), (B,A,C), (B,C,A), (C,A,B), (C,B,A).
Êàî øòî ìîæåìî âèäåòè èìà èõ 6.

2. Êîëèêî ñå äâî÷ëàíèõ íèçîâà, ñà ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòèì åëåìåíòèìà,
ìîæå ôîðìèðàòè îä åëåìåíàòà ñêóïà S?
Ðåøå»å:

Ïîñòîjå ñëåäå£è äâî÷ëàíè íèçîâè ñà ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòèì
åëåìåíòèìà: (A,B), (A,C), (B,A), (B,C), (C,A), (C,B).
Êàî øòî âèäèìî, è »èõ èìà 6.

3. Àêî ñó A,B è C òðè òà÷êå ðàâíè êîjå íå ïðèïàäàjó èñòîj ïðàâîj,
êîëèêî jå äóæè îäðå¢åíî îâèì òà÷êàìà?
Ðåøå»å:

Çíàìî äà ñâàêå äâå òà÷êå îäðå¢ójó jåäíó äóæ, ïà ñó
(A,B), (A,C) è (B,C) ìîãó£å äóæè. Äàêëå, èìà èõ 3.
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Ó ñëó÷àjó 1. ðå÷ jå î ïåðìóòàöèjàìà, ó ñëó÷àjó 2. jå ðå÷ î
âàðèjàöèjàìà, äîê jå ó ñëó÷àjó 3. ðå÷ î êîìáèíàöèjàìà. Êðîç îâà òðè
jåäíîñòàâíà ïðîáëåìà ïðåäñòàâ§åíè ñó îñíîâíè òèïîâè ðàñïîðå¢èâà»à
êîjè ñå ìîãó jàâèòè: ïåðìóòàöèjå, âàðèjàöèjå è êîìáèíàöèjå. Ïðè
ðåøàâà»ó êîìáèíàòîðèíèõ çàäàòàêà íàjâå£è ïðîáëåì jå ïðåïîçíàòè î
êîì òèïó ðàñïîðå¢èâà»à ñå ðàäè.

Ó ñëåäå£îj òàáåëè jå ïðèêàçàíî êàêî ïðåïîçíàòè î êîì òèïó
ðàñïîðå¢èâà»à ñå ðàäè:

Tabela 1: Òèï ðàñïîðå¢èâà»à
Äà ëè ñå êîðèñòå Äà ëè ðàçëè÷èò Òèï
ñâè åëåìåíòè ðàñïîðåä åëåìåíàòà ðàñïîðå¢èâà»à

ïî÷åòíîã ñêóïà? èìà èñòî çíà÷å»å?
ÄÀ ÍÅ Ïåðìóòàöèjå
ÍÅ ÍÅ Âàðèjàöèjå
ÍÅ ÄÀ Êîìáèíàöèjå

Êàêî áè ðàçóìåëè ôîðìóëå çà ïðåáðîjàâà»å, ïîòðåáíî jå óâåñòè îçíàêó
çà ïðîèçâîä ïðâèõ n óçàñòîïíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà:

n! = n · (n− 1) · (n− 2) · · · 3 · 2 · 1,

è ÷èòàìî jå "n ôàêòîðèjåë". Òàêî äà èìàìî:

0! = 1,
1! = 1,

2! = 2 · 1 = 2,
3! = 3 · 2 · 1 = 6,

4! = 4 · 3 · 2 · 1 = 24,
5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120,

· · ·

Áèòíî jå íàïîìåíóòè è ðàçóìåòè äà ïîñòîjè è ñëåäå£à âåçà:

n! = n · (n− 1)! =
= n · (n− 1) · (n− 2)! = · · · =

= n · (n− 1) · (n− 2) · · · (n− k + 1) · (n− k)!.
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Ïðèìåð 9. Îäðåäèòè n àêî jå n!
(n−1)!

= 9.

Ðåøå»å:

n!
(n−1)!

= 9 ⇐⇒ n·(n−1)!
(n−1)!

= 9, à ïîñëå ñêðà£èâà»à ñà (n− 1)! ó áðîjèîöó
è èìåíèîöó äîáèjàìî äà jå n = 9.

N

Ïðèìåð 10. Îäðåäèòè n àêî jå (n+2)!
(n−1)!

= 120.

Ðåøå»å:

(n+2)!
(n−1)!

= 120 ⇐⇒ (n+2)·(n+1)·n·(n−1)!
(n−1)!

= 120, à ïîñëå ñêðà£èâà»à ñà

(n− 1)! ó áðîjèîöó è èìåíèîöó äîáèjàìî äà jå

(n+ 2) · (n+ 1) · n = 120.

Äàêëå, (n + 2), (n + 1) è n ñó òðè óçàñòîïíà áðîjà ÷èjè jå ïðîèçâîä 120.
Êàêî jå 120 = 6 · 5 · 4, îíäà jå (n + 2) · (n + 1) · n = 6 · 5 · 4. Ñëåäè äà jå
n = 4.

N

Ïîðåä ôàêòîðèjåëà ïîòðåáíî jå óâåñòè jîø jåäíó îçíàêó. Íåêà n ∈ N,
k ∈ N ∪ {0} è k ≤ n. Áðîj n·(n−1)···(n−k+1)

k!
îçíà÷àâàìî ñà

(
n
k

)
è ÷èòàìî "n

íàä k". Ïî äåôèíèöèjè âàæè: (
n
0

)
= 1(

n
n

)
= 1

Ïðèìåð 11. Ïðèìåíîì ôîðìóëå èçðà÷óíàòè
(
4
2

)
,
(
6
4

)
,
(
15
3

)
.

Ðåøå»å:(
4
2

)
= 4·3

2·1 = 6(
6
4

)
= 6·5·4·3

4·3·2·1 = 15(
15
3

)
= 15·14·13

3·2·1 = 455
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N

Çãîäíî jå ïðèìåòèòè äà çà(
n
k

)
= n·(n−1)···(n−k+1)

k!

ó áðîjèîöó èìàìî k ÷èíèëàöà, à ó èìåíèîöó k!.

3.2 Âàðèjàöèjå

3.2.1 Âàðèjàöèjå áåç ïîíàâ§à»à

Äåôèíèöèjà 1. Âàðèjàöèjå áåç ïîíàâ§à»à k-òå êëàñå ñêóïà A, êîjè
èìà n åëåìåíàòà (k ≤ n) jåñòå ñâàêè íèç k ìå¢óñîáíî ðàçëè÷èòèõ
åëåìåíàòà ñêóïà A.

Òåîðåìà 1. Áðîj âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à k-òå êëàñå ñêóïà A, êîjè
èìà n åëåìåíàòà jå:

V n
k = n · (n− 1) · (n− 2) · · · (n− k + 1)

Äîêàç: Ó k-òîðêè (A1, A2, ..., Ak) ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà ñêóïà A, ïðâè
÷ëàí A1 ìîæå áèòè áèëî êîjè îä n åëåìåíàòà ñêóïà A, äðóãè ÷ëàí A2

ìîæå áèòè áèëî êîjè îä (n−1) åëåìåíàòà ñêóïà A, ..., k-òè ÷ëàí Ak ìîæå
áèòè áèëî êîjè îä n−k+1 åëåìåíàòà ñêóïà A. Ïðåìà òîìå, áðîj k-òîðêè
ðàçëè÷èòèõ åëåìåíàòà ñêóïà A jåäíàê jå n · (n− 1) · (n− 2) · · · (n− k+1).

�

Ñïåöèjàëíî, àêî jå k = n, äîáèjàìî äà jå:

V n
k = n · (n− 1) · (n− 2) · · · 1 = n!

Êàêî jå n! = n · (n − 1) · · · (n − (k − 1)) · (n − k) · (n − k − 1) · · · 1, à
òàêî¢å èìàìî äà jå (n− k)! = (n− k) · (n− k − 1) · · · 1, òàäà ôîðìóëó çà
âàðèjàöèjå ìîæåìî çàïèñàòè ó ñëåäå£åì îáëèêó:

V n
k = n!

(n−k)!
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Ïðèìåð 12. Íàïèñàòè ñâå âàðèjàöèjå áåç ïîíàâ§à»à äðóãå è òðå£å
êëàñå åëåìåíàòà a, b, c, d.

Ðåøå»å:

Âàðèjàöèjå äðóãå êëàñå áåç ïîíàâ§à»à ñó:
ab ba ca da
ac bc cb db
ad bd cd dc
Áðîj âàðèjàöèjà äðóãå êëàñå çà äàòè ñêóï jå:
V 4
2 = 4 · 3 = 12.

Âàðèjàöèjå òðå£å êëàñå áåç ïîíàâ§à»à ñó:
abc bac cab dab
abd bad cad dac
acb bca cba dba
acd bcd cbd dbc
adb bda cda dca
adc bdc cdb dcb
Áðîj âàðèjàöèjà òðå£å êëàñå çà äàòè ñêóï jå:
V 4
3 = 4 · 3 · 2 = 24.

N

Ïðèìåð 13. Äàò jå ñêóï A = {2, 4, 5, 8}:

1. Êîëèêî èìà âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à òðå£å êëàñå åëåìåíàòà ñêóïà
A?

2. Êîjà jå ïî ðåäó âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à 482?

3. Êàêî ãëàñè 20. âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à êëàñå 3?

Ðåøå»å:

1. V 4
3 = 4 · 3 · 2 = 24.

2. Ñà 2 ïî÷è»å V 2
3 = 3 · 2 = 6, ñà 42 ïî÷è»å V 2

1 = 2, øòî jå óêóïíî 8
âàðèjàöèjà. Ñà 45 ïî÷è»ó V 2

1 = 2 âàðèjàöèjå, òàêî äà jå òî óêóïíî
10 âàðèjàöèjà. Êàêî jå 482 ïðâà âàðèjàöèjà êîjà ïî÷è»å ñà 48,
çàê§ó÷ójåìî äà jå îíà 11. âàðèjàöèjà ïî ðåäó.

20



21
3 ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ Ó ÍÀÑÒÀÂÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ ÇÀ ×ÅÒÂÐÒÈ

ÐÀÇÐÅÄ ÑÐÅÄ�Å ØÊÎËÅ

;A<

3. Ñà 2 ïî÷è»å V 3
2 = 3 · 2 = 6 âàðèjàöèjà, ñà 4 ïî÷è»å V 3

2 = 3 · 2 = 6
âàðèjàöèjà è ñà 5 ïî÷è»å V 3

2 = 3 · 2 = 6 âàðèjàöèjà. Òàêî äà èõ jå äî
ñàäà óêóïíî 18. Ïðåìà òîìå òðàæåíà 20. âàðèjàöèjà ñå íàëàçè ìå¢ó
6 âàðèjàöèjà êîjå ïî÷è»ó ñà 8. Îä »èõ ñà 82 ïî÷è»ó 2 âàðèjàöèjå, è
óïðàâî äðóãà îä »èõ jå òðàæåíà âàðèjàöèjà. Äàêëå 20. âàðèjàöèjà
jå 825.

N

Ïðèìåð 14. Êîëèêî èìà òðîöèôðåíèõ áðîjåâà ÷èjå ñó ñâå öèôðå
ðàçëè÷èòå è ÷èjå ñó ñâå öèôðå åëåìåíòè ñêóïà
A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}?

Ðåøå»å:

Ïðâè êîðàê jå äà îäðåäèìî äà ëè ñó ó ïèòà»ó ïåðìóòàöèjå, âàðèjàöèjå
èëè êîìáèíàöèjå (ñà èëè áåç ïîíàâ§à»à).
Äà ëè ñå êîðèñòå ñâè åëåìåíòè ïî÷åòíîã ñêóïà? ÍÅ.
Äà ëè ðàçëè÷èò ðàñïîðåä èñòèõ åëåìåíàòà èìà èñòî çíà÷å»å? Áðîj 123 è
321 íåìàjó èñòî çíà÷å»å (òî ñó ðàçëè÷èòè áðîjåâè), ïà jå îäãîâîð è îâäå
ÍÅ.
Èç îâîãà ñëåäè äà ñå ðàäè î âàðèjàöèjàìà. Ñ îáçèðîì äà ñó ñâå öèôðå
ðàçëè÷èòå ðàäè ñå î âàðèjàöèjàìà áåç ïîíàâ§à»à. Óêóïàí áðîj
âàðèjàöèjà áåç ïîíàâ§à»à ñêóïà A jå :

V 10
3 = 10 · 9 · 8 = 720.

Ìå¢óòèì áðîj íå ìîæå äà ïî÷íå íóëîì, ïà îäóçèìàìî ñâå âàðèjàöèjå êîjå
ïî÷è»ó íóëîì V 9

2 = 9 · 8 = 72. Äàêëå óêóïàí áðîj òðîöèôðåíèõ áðîjåâà
jå:

V 10
3 − V 9

2 = 720− 72 = 648.

N
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3.2.2 Âàðèjàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì

Äåôèíèöèjà 2. Âàðèjàöèjå ñà ïîíàâ§à»à k-òå êëàñå ñêóïà A, êîjè èìà
n åëåìåíàòà, jåñòå ñâàêè íèç îä k åëåìåíàòà ñêóïà A, ïðè ÷åìó ñå
åëåìåíòè ìîãó ïîíàâ§àòè.

Òåîðåìà 2. Áðîj âàðèjàöèjà k-òå êëàñå ñêóïà A, êîjè èìà n åëåìåíàòà
jå:

V
n

k = nk

Äîêàç: Ó k-òîðêè (A1, A2, ..., Ak) åëåìåíàòà ñêóïà A, êîjè ìîãó äà ñå
ïîíàâ§àjó, ïðâè ÷ëàí A1 ìîæå áèòè áèëî êîjè îä n åëåìåíàòà ñêóïà A
è ñâàêè ñëåäå£è ÷ëàí ìîæå áèòè áèëî êîjè îä n åëåìåíàòà ñêóïà A. Òî
çíà÷è äà k-òè ÷ëàí Ak ìîæå áèòè áèëî êîjè îä n åëåìåíàòà ñêóïà A.
Ïðåìà òîìå áðîj k-òîðêè åëåìåíàòà ñêóïà A jåäíàê jå V

n

k = n ·n ·n · · ·n =
nk.

�

Ïðèìåð 15. Íåêà jå A = {a, b}. Íàïèñàòè ñâå âàðèjàöèjå òðå£å êëàñå
ñà ïîíàâ§à»åì îä åëåìåíàòà ñêóïà A.

Ðåøå»å:

Ñâå ìîãó£å âàðèjàöèjå ñêóïà A òðå£å êëàñå ñà ïîíàâ§à»åì ñó:
aaa, aab, aba, baa, abb, bab, bba, bbb. Äàêëå èìà èõ 8.

V
2

3 = 23 = 8.

N

Ïðèìåð 16. Íà òèêåòó ñïîðòñêå ïðîãíîçå íàëàçè ñå 13 ïàðîâà
ôóäáàëñêèõ åêèïà, êîjè £å ìå¢óñîáíî îäèãðàòè óòàêìèöå. Íà êîëèêî
íà÷èíà ñå ìîæå ïðîãíîçèðàòè èñõîä ñâèõ óòàêìèöà àêî ñå ïîðåä ñâàêîã
ïàðà ìîæå óïèñàòè jåäàí îä áðîjåâà 0, 1 èëè 2, êîjè ðåäîì îçíà÷àâàjó
íåðåøåí ðåçóëòàò, ïîáåäà äîìà£å åêèïå è ïîáåäà ãîñòójó£å åêèïå.

Ðåøå»å:

Ó îâîì çàäàòêó îä 3 åëåìåíòà ñêóïà A = {0, 1, 2} ïðàâå ñå íèçîâè îä
13 åëåìåíàòà, øòî çíà÷è äà åëåìåíòè ñêóïà A ìîãó äà ñå ïîíàâ§àjó. Äà

22



23
3 ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ Ó ÍÀÑÒÀÂÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ ÇÀ ×ÅÒÂÐÒÈ

ÐÀÇÐÅÄ ÑÐÅÄ�Å ØÊÎËÅ

;A<

ëè ðàçëè÷èò ðàñïîðåä èñòèõ åëåìåíàòà èìà èñòî çíà÷å»å? Íå. Çíà÷è äà
jå ðå÷ î âàðèjàöèjàìà ñà ïîíàâ§à»åì, ïà ïðîãíîçà ìîæå äà ñå èçâðøè íà

V
2

13 = 213 = 1594323 íà÷èíà.

N

Ïðèìåð 17. Êîëèêî èìà òðîöèôðåíèõ áðîjåâà îä öèôàðà
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Ðåøå»å:

Îâäå jå ðå÷ î âàðèjàöèjàìà òðå£å êëàñå ñà ïîíàâ§à»åì îä 10
åëåìåíàòà. Îä óêóïíîã áðîjà âàðèjàöèjà òðå£å êëàñå ñà ïîíàâ§à»åì
òðåáà îäóçåòè îíå êîjè ïî÷è»ó íóëîì. �èõ äîáèjàìî êàäà âàðèjàöèjàìà
äðóãå êëàñå ñà ïîíàâ§à»åì îä åëåìåíàòà 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 äîïèøåìî
íóëó íà ïðâîì ìåñòó. Äàêëå óêóïàí áðîj òðîöèôðåíèõ áðîjåâà jå:

V
3

10 − V
2

10 = 103 − 102 = 1000− 100 = 900.

N

3.3 Ïåðìóòàöèjå

3.3.1 Ïåðìóòàöèjå áåç ïîíàâ§à»à

Äåôèíèöèjà 3. Ïåðìóòàöèjå áåç ïîíàâ§à»à ñêóïà A, êîjè èìà n
åëåìåíàòà, jåñòå ñâàêè íèç ó êîìå ñå òà÷íî jåäàíïóò ïîjàâ§ójó ñâè
åëåìåíòè ñêóïà A.

Òåîðåìà 3. Áðîj ïåðìóòàöèjà ñêóïà A êîjè èìà n åëåìåíàòà jå:

P (n) = n!
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Ïðèìåð 18. Çà äàòè ñêóï A = {a, b, c, d} íàïèñàòè ñâå ïåðìóòàöèjå
ñêóïà.

Ðåøå»å:

Ïåðìóòàöèjå äàòîã ñêóïà ñó:
abcd bacd cabd dabc
abdc badc cadb dacb
acbd bcad cbad dbac
acdb bcda cbda dbca
adbc bdac cdab dcab
adcb bdca cdba dcba
Áðîj ïåðìóòàöèjà çà äàòè ñêóï jå P (4) = 4! = 4 · 3 · 2 · 1 = 24.

N

Ïðèìåð 19. Îäðåäè:

1. Íà êîëèêî íà÷èíà ìîæåìî ïîðå¢àòè ó íèç åëåìåíòå 1, 2, 3, 4, 5?

2. Íà êîëèêî íà÷èíà ìîæåìî ïîðå¢àòè ó íèç åëåìåíòå 1, 2, 3, 4, 5,
òàêî äà íà ïðâà äâà ìåñòà ñòîjå ïàðíè áðîjåâè?

Ðåøå»å:

1. P (5) = 5! = 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 120

2. Áðîjåâå 2 è 4 ìîæåìî ðàñïîðåäèòè íà ïðâà äâà ìåñòà íà 2! íà÷èíà,
äîê ïðåîñòàëå áðîjåâå 1, 3, 5 ìîæåìî ðàñïîðåäèòè íà îñòàëà 3 ìåñòà
íà 3! íà÷èíà. Ïà jå óêóïàí áðîj ðàñïîðåäà 2! · 3! = 2 · 6 = 12.

N

Ïðèìåð 20. Îäðåäèòè 57 ïåðìóòàöèjó åëåìåíàòà 1, 2, 3, 4, 5.

Ðåøå»å:

Ñà 1 ïî÷è»ó 4! = 24 ïåðìóòàöèjå.
Ñà 2 ïî÷è»ó 4! = 24 ïåðìóòàöèjå, äî ñàäà 48 ïåðìóòàöèjà.
Ñà 31 ïî÷è»å 3! = 6 ïåðìóòàöèjà, äî ñàäà 54 ïåðìóòàöèjå.
Ñà 321 ïî÷è»ó 2! = 2 ïåðìóòàöèjå, øòî jå óêóïíî 56 ïåðìóòàöèjà.
Ïà jå 32415 òà÷íî 57-ìà ïåðìóòàöèjà.

N
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Ïðèìåð 21. Îäðåäèòè êîjà jå ïåðìóòàöèjà ïî ðåäó ðå÷ ÏÅÒÀÐ, ãäå çà
ïðâó ïåðìóòàöèjó óçèìàìî àçáó÷íè ðåä ÀÅÏÐÒ.

Ðåøå»å:

Ñà À ïî÷è»ó 4! = 24 ïåðìóòàöèjå.
Ñà Å ïî÷è»ó 4! = 24 ïåðìóòàöèjå, äî ñàäà 48 ïåðìóòàöèjà.
Ñà ÏÀ ïî÷è»å 3! = 6 ïåðìóòàöèjà, äî ñàäà 54 ïåðìóòàöèjå.
Ñà ÏÅÀ ïî÷è»ó 2! = 2 ïåðìóòàöèjå, äî ñàäà 56 ïåðìóòàöèjà.
Ñà ÏÅÐ ïî÷è»ó 2! = 2 ïåðìóòàöèjå, øòî jå óêóïíî 58 ïåðìóòàöèjà.
ÏÅÒÀÐ jå ïðâà ïåðìóòàöèjà êîjà äîëàçè ïîñëå ñâèõ ïåðìóòàöèjà êîjå
ïî÷è»ó ñà ÏÅÐ. Äàêëå, ÏÅÒÀÐ jå 59-òà ïåðìóòàöèjà.

N

3.3.2 Ïåðìóòàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì

Ó ñêóïó A = {a1, a2, a3} ïîñòîjè 3! = 6 ïåðìóòàöèjà. Òî ñó ñëåäå£å
ïåðìóòàöèjå:

a1a2a3, a1a3a2, a2a1a3, a2a3a1, a3a1a2, a3a2a1 (*).

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà jå a1 = a2. Ïåðìóòàöèjå (*) òàäà ïîñòàjó:

a1a1a3, a1a3a1, a1a1a3, a1a3a1, a3a1a1, a3a1a1,

îäíîñíî èìàìî ñàìî òðè ðàçëè÷èòå ïåðìóòàöèjå.

Ó îâîì ïðèìåðó åëåìåíò a1 ïîíàâ§à ñå äâà ïóòà, ïà ñå ïî 2! = 2
ïåðìóòàöèjà ñïàjàjó ó jåäíó. Òàêî äà êàî êðàj»è ðåçóëòàò íå äîáèjàìî
âèøå 3! = 6, âå£ 3!

2!
= 6

2
= 3 ïåðìóòàöèjå.

Óîïøòåíî, àêî ñà Pk(n) îçíà÷èìî áðîj ñâèõ ïåðìóòàöèjà îä n åëåìåíàòà
ìå¢ó êîjèìà èìà k jåäíàêèõ, îíäà jå áðîj òàêâèõ ïåðìóòàöèjà:

Pk(n) =
n!
k!
.

Îâî ñå ìîæå äà§å ãåíåðàëèçîâàòè íà ñëåäå£è íà÷èí. Íåêà Pk1,k2,...,km(n)
îçíà÷àâà áðîj ïåðìóòàöèjà n åëåìåíàòà ìå¢ó êîjèìà èìà k1 jåäíàêèõ,
çàòèì k2 jåäíàêèõ, ..., km jåäíàêèõ. Òàäà jå:

Pk1,k2,...,k3(n) =
n!

k1!·k2!···km!
.
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Ïðèìåð 22. Îäðåäèòè áðîj ñâèõ ïåðìóòàöèjà åëåìåíàòà {0, 0, 1, 1, 0, 0, 1}.

Ðåøå»å:

Óêîëèêî èìàìî n = 7 åëåìåíàòà, ìå¢óêîjèìà ñå 0 ïîjàâ§ójå k1 = 4
ïóòà, à 1 ïîjàâ§ójå k2 = 3 ïóòà, áðîj ñâèõ ïåðìóòàöèjà jå

P4,3(7) =
7!

3! · 4!
=

7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
4 · 3 · 2 · 1 · 3 · 2 · 1

= 35.

N

Ïðèìåð 23. Îäðåäèòè 15. ïåðìóòàöèjó åëåìåíàòà èç ïðåòõîäíîã
ïðèìåðà.

Ðåøå»å:

Ñà 0 ïî÷è»å P3,3(6) = 6!
3!·3! = 20 ïåðìóòàöèja, øòî çíà÷è äà jå 15.

ïåðìóòàöèjà ìå¢ó »èìà ñà 00 ïî÷è»å P3,2(5) =
5!

3!·3! = 10 ïåðìóòàöèjà, à
ñà 01 òàêî¢å ïî÷è»å 10 ïåðìóòàöèjà. Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå òðàæåíà
ïåðìóòàöèjà ìå¢ó îíèìà êîjå ïî÷è»ó ñà 01. Ñà 010 ïî÷è»å 6 ïåðìóòàöèjà,
øòî çíà÷è äà ñå 15. ïåðìóòàöèjà íàëàçè ìå¢ó »èìà. Êàêî ñà 0100 ïî÷è»ó
P2(3) =

3!
2!
= 3 ïåðìóòàöèjå, çíà÷è äà 15. ïåðìóòàöèjà ïî÷è»å ñà 0101 è

ãëàñè 0101010.

N

Ïðèìåð 24. Îäðåäèòè êîjà jå ïî ðåäó ïðåìóòàöèjà ðå÷ ÒÀÁËÀ, àêî jå
ïðâà ïåðìóòàöèjà ÀÀÁËÒ.

Ðåøå»å:

Ñà À ïî÷è»ó P (4) = 4! = 24 ïåðìóòàöèjå.
Ñà Á ïî÷è»å P2(4) =

4!
2!
= 12 ïåðìóòàöèjà, äî ñàäà 36 ïåðìóòàöèjà.

Ñà Ë ïî÷è»å P2(4) =
4!
2!
= 12 ïåðìóòàöèjà, äî ñàäà 48 ïåðìóòàöèjà.

Ñàäà äîëàçå íà ðåä ïåðìóòàöèjå êîjå ïî÷è»ó ñà ÒÀÀ è òàêâèõ jå
äâå.Ïåðìóòàöèjà êîjå ïî÷è»ó ñà ÒÀÁ jå òàêî¢å äâå, à ðå÷ ÒÀÁËÀ jå
äðóãà. Äàêëå, ÒÀÁËÀ jå 52. ïðåìóòàöèjà.

N
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Ïðèìåð 25. Îäðåäèòè êîëèêî ñå ðàçëè÷èòèõ ðå÷è ìîæå äîáèòè
ïåðìóòàöèjîì ñëîâà ðå÷è ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ.

Ðåøå»å:

Êàêî ñå ñëîâà Ê, Î, È è À ïîjàâ§ójó ïî äâà ïóòà ó ðå÷è
ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ, à ðå÷ èìà óêóïíî 13 ñëîâà, ó ïèòà»ó ñó
ïåðìóòàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì. Ïðåìà òîìå, óêóïàí áðîj ðàçëè÷èòèõ ðå÷è
êîjå ñå ìîãó äîáèòè îä îâèõ ñëîâà jå:

P2,2,2,2(13) =
13!

2! · 2! · 2! · 2!
=

13 · 12 · 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1
2 · 2 · 2 · 2

P2,2,2,2(13) = 389188800.

N

3.4 Êîìáèíàöèjå

3.4.1 Êîìáèíàöèjå áåç ïîíàâ§à»à

Äåôèíèöèjà 4. Êîìáèíàöèjå áåç ïîíàâ§à»à k-òå êëàñå n-÷ëàíîã ñêóïà
A (k ≤ n) jå ñâàêè k-÷ëàíè ïîäñêóï ñêóïà A ãäå ðàçëè÷èò ðàñïîðåä èñòèõ
åëåìåíàòà èìà èñòî çíà÷å»å.

Òåîðåìà 4. Áðîj êîìáèíàöèjà áåç ïîíàâ§à»à k-òå êëàñå n-÷ëàíîã ñêóïà
A jåäíàê jå:

Cn
k =

(
n
k

)
Äîêàç: Îä jåäíå êîìáèíàöèjå áåç ïîíàâ§à»à êëàñå k, ðåöèìî

x1, x2, ..., xk ïðîìåíîì ïîðåòêà ÷ëàíîâà, £åìî äîáèòè P (k) = k!
ïåðìóòàöèjà ñêóïà {x1, x2, ..., xk}, îäíîñíî k! âàðèjàöèjà êëàñå k ïîëàçíîã
ñêóïà A îä n åëåìåíàòà. Àêî jå Cn

k óêóïàí áðîj êîìáèíàöèjà áåç
ïîíàâ§à»à êëàñå k îä n åëåìåíàòà, òàäà jå:

Cn
k · k! = V n

k ,

îäàêëå ñå äîáèjà:

Cn
k =

V n
k

k!
= n·(n−1)···(n−k+1)

k!
= n·(n−1)···(n−k+1)·(n−k)!

k!·(n−k)!
= n!

k!·(n−k)!
=
(
n
k

)
27
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�

Ïðèìåð 26. Íà êîëèêî ðàçëè÷èòèõ íà÷èíà îä 10 ðàçëè÷èòèõ ñóâåíèðà
òóðèñòà ìîæå êóïèòè 3 ðàçëè÷èòà ñóâåíèðà.

Ðåøå»å:

Îâäå ñå íå êîðèñòå ñâè åëåìåíòè ïîëàçíîã ñêóïà, à ðàçëè÷èò ðàñïîðåä
åëåìåíàòà èìà èñòî çíà÷å»å. Íïð. ðåäîñëåä ìàãíåò, ïðèâåçàê è îòâàðà÷
çà ôëàøå èìà èñòî çíà÷å»å êàî ðåäîñëåä ïðèâåçàê, ìàãíåò è îòâàðà÷ çà
ôëàøå. Äàêëå, ðàäè ñå î êîìáèíàöèjàìà. Åëåìåíòè ñå íå ïîíàâ§àjó jåð jå
ïîòðåáíî äà áóäó ðàçëè÷èòè ñóâåíèðè, òàêî äà ñó ó ïèòà»ó êîìáèíàöèjå
áåç ïîíàâ§à»à. Ïà jå îäãîâîð: C10

3 = 10·9·8
3·2·1 = 120.

N

Ïðèìåð 27. Ó îäå§å»ó èìà 12 ó÷åíèöà è 8 ó÷åíèêà. Òðåáà èçàáðàòè
3 ó÷åíèöå è 2 ó÷åíèêà êîjè £å ïðåäñòàâ§àòè îäå§å»å íà òàêìè÷å»ó
ìëàäèõ ìàòåìàòè÷àðà. Íà êîëèêî íà÷èíà ñå òî ìîæå óðàäèòè?

Ðåøå»å:

Îä 12 ó÷åíèöà ìîæåìî èçàáðàòè »èõ òðè íà C12
3 íà÷èíà.

C12
3 =

(
12

3

)
=

12 · 11 · 10
3 · 2 · 1

= 220

Îä 8 ó÷åíèêà ìîæåìî èçàáðàòè äâîjèöó íà C8
2 íà÷èíà.

C8
2 =

(
8

2

)
=

8 · 7
2 · 1

= 28

Íà îñíîâó ïðèíöèïà ïðîèçâîäà äîáèjàìî äà jå òðàæåíè áðîj jåäíàê

C12
3 · C8

2 =

(
12

3

)
·
(
8

2

)
= 220 · 28 = 6160.

N
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Ïðèìåð 28. Íåêà jå A ñêóï îä 9 òà÷àêà ó ïðîñòîðó, îä êîjèõ íèêîjå
òðè íèñó íà jåäíîj ïðàâîj è íèêîjå ÷åòèðè íèñó ó jåäíîj ðàâíè. Îäðåäèòè
êîëèêî jå:

1. òðîóãëîâà

2. ïðàâèõ

3. òåòðàåäàðà

jåäíîçíà÷íî îäðå¢åíî åëåìåíòèìà ñêóïà A.

Ðåøå»å:

1. Áèëî êîjå òðè íåêîëèíåàðíå òà÷êå îäðå¢ójó òðîóãàî. Ïðåìà òîìå
îäðå¢åíî jå C9

3 =
(
9
3

)
= 9·8·7

3·2·1 = 84 òðîóãëîâà.

2. Ñâàêå äâå ðàçëè÷èòå òà÷êå îäðå¢ójó jåäíó ïðàâó. Äàêëå îäðå¢åíî jå
C9

2 =
(
9
2

)
= 9·8

2·1 = 36 ïðàâèõ.

3. Êàêî íèêîjå ÷åòèðè òà÷êå íèñó ó jåäíîj ðàâíè, ñâàêè ñêóï îä ÷åòèðè
òà÷êå îäðå¢ójå jåäàí òåòðàåäàð. Îäðå¢åíî jå C9

4 =
(
9
4

)
= 9·8·7·6

4·3·2·1 = 126
òåòðàåäàðà.

N

Ïðèìåð 29. Êîëèêî êîìáèíàöèjà èìà èãðà íà ñðå£ó "Ëîòî"(èçâëà÷è ñå
7 îä 39 áðîjåâà)?

Ðåøå»å:

Îâäå ñå ðàäè î êîìáèíàöèjìà áåç ïîíàâ§à»à ñåäìå êëàñå îä 39
åëåìåíàòà, òàêî äà jå ðåøå»å:

C39
7 =

(
39

7

)
=

39 · 38 · 37 · 36 · 35 · 34 · 33
7 · 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1

= 15380937.

N
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3.4.2 Êîìáèíàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì

Íåêà jå A = {a1, a2, ..., an}. Êîìáèíàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå k
îä n åëåìåíàòà ñêóïà A jåñó îíå âàðèjàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå
k îä òèõ åëåìåíàòà, êîjå ñå ñìàòðàjó jåäíàêèì àêî ñó ñàñòàâ§åíå îä
èñòèõ åëåìåíàòà (ðàçëè÷èò ðàñïîðåä èñòèõ åëåìåíàòà èìà èñòî çíà÷å»å).

Êàî è ó ñëó÷àjó êîìáèíàöèjà áåç ïîíàâ§à»à, îíà âàðèjàöèjà èç ñêóïà
âàðèjàöèjà êîjå ñìàòðàìî jåäíàêèì êîjà jå ïðâà ïî ëåêñèêîãðàôñêîì
óðå¢å»ó îçíà÷àâà è îäãîâàðàjó£ó êîìáèíàöèjó. Íà ïðèìåð ñâå âàðèjàöèjå
ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå 2 åëåìåíàòà ñêóïà A = {a1, a2, a3} ñó:

a1a1, a2a1, a3a1,
a1a2, a2a2, a3a2,
a1a3, a2a3, a3a3.

Ìå¢óòèì, ñìàòðàìî jåäíàêèì ñëåäå£å ïàðîâå: a1a2 è a2a1; a1a3 è a3a1;
a2a3 è a3a2, ïà ñó ñâå êîìáèíàöèjå ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå 2:

a1a1, a1a2, a1a3, a2a2, a2a3, a3a3.

Íåêà jå a1a2 · · · ak êîìáèíàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå k îä n åëåìåíàòà
a1, a2, ..., an. Òîj êîìáèíàöèjè ñà ïîíàâ§à»åì ìîæåìî ïðèäðóæèòè
ñëåäå£ó êîìáèíàöèjó áåç ïîíàâ§à»à a1a2+1a3+2a4+3 · · · ak+k−1 îä
åëåìåíàòà a1, a2, ..., an, ..., an+k−1. Íà òàj íà÷èí âèäèìî äà êîìáèíàöèjè
ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå k îä n åëåìåíàòà îäãîâàðà êîìáèíàöèjà áåç
ïîíàâ§à»à êëàñå k îä n + k − 1 åëåìåíàòà. Ñòîãà, àêî ñà C

n

k îçíà÷èìî
áðîj ñâèõ êîìáèíàöèjà ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå k îä n åëåìåíàòà äîëàçèìî
äî jåäíàêîñòè:

C
n

k = Cn+k−1
k ,

îäàêëå íåïîñðåäíî ñëåäè ôîðìóëà:

C
n

k =
(
n+k−1

k

)
.

Ïðèìåð 30. Íåêà jå A = {0, 1, 2, 3, 4}. Îäðåäèòè:

1. 66. êîìáèíàöèjó ñà ïîíàâ§à»åì êëàñå 4 åëåìåíàòà ñêóïà A,

2. Êîjà jå ïî ðåäó êîìáèíàöèjà 1224.
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Ðåøå»å:

1. Ñà 0 ïî÷è»å C
5

3 =
(
7
3

)
= 35 êîìáèíàöèjà, ñà 1 ïî÷è»å C

4

3 =(
6
3

)
= 20, ñà 2 ïî÷è»å C

3

3 =
(
5
3

)
= 10 êîìáèíàöèjà, øòî óêóïíî

èçíîñè 65 êîìáèíàöèjà. Ïðâà ñëåäå£à êîìáèíàöèjà jå òðàæåíà 66.
êîìáèíàöèjà è îíà ãëàñè 3333.

2. Ñà 0 ïî÷è»å 35 êîìáèíàöèjà, ñà 11 ïî÷è»å C
4

2 =
(
5
2

)
= 10

êîìáèíàöèjà, à ñà 122 ïî÷è»ó C
2

1 =
(
3
1

)
= 3 êîìáèíàöèjå. Ïîñëåä»à

îä òå òðè êîìáèíàöèjå jå 1224, òàêî äà jå îíäà 48. ïî ðåäó.

N

Ïðèìåð 31. Ðåøèòè jåäíà÷èíó C
n

2 = 276 ïî íåïîçíàòîì ïðèðîäíîì
áðîjó n.

Ðåøå»å:

Êàêî jå C
n

2 =
(
n+1
2

)
= (n+1)·n

2!
, äàòà jåäíà÷èíà ïîñòàjå (n+1)·n

2
= 276,

îäíîñíî (n+1)·n = 2·276 îäàêëå äîáèjàìî (n+1)·n = 552. Îâà jåäíà÷èíà
ìîæå äà ñå ðåøàâà êàî êâàäðàòíà jåäíà÷èíà n2 + n − 552 = 0, àëè jå
jåäíîñòàâíèjå óðàäèòè íà äðóãà÷èjè íà÷èí. Êàêî (n + 1) · n ïðåäñòàâ§à
ïðîèçâîä äâà óçàñòîïíà áðîjà, à áðîj 552 çàïèøåìî êàî 552 = 24 · 23,
äîáèjàìî äà jå (n+ 1) · n = 24 · 23, îäíîñíî, n = 23.

N

3.5 Áèíîìíè îáðàçàö

3.5.1 Áèíîìíè êîåôèöèjåíòè

Äåôèíèöèjà 5. Áèíîìíèì êîåôèöèjåíòîì, ó îçíàöè
(
n
k

)
(÷èòàìî "n

íàä k"), ãäå jå k, n ∈ N è 1 ≤ k ≤ n íàçèâàìî áðîj n·(n−1)···(n−k+1)
k!

, îäíîñíî(
n

k

)
=

n · (n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

.
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Ïî äåôèíèöèjè óçèìàìî äà jå
(
n
0

)
= 1. Òàêî¢å, èìàìî äà jå(

n

n

)
=

n · (n− 1) · · · (n− n+ 1)

n!
=

n · (n− 1) · · · 1
n!

=
n!

n!
= 1

.
Îñíîâíå îñîáèíå áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà äàòå ñó ñëåäå£îì òåîðåìîì.

Òåîðåìà 5. Çà áèíîìíå êîåôèöèjåíòå âàæè:

1.
(
n
k

)
= n!

k!·(n−k)!

2.
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
3.
(
n
k

)
+
(

n
k+1

)
=
(
n+1
k+1

)
Äîêàç:

1. Çà k = 1 è k = n, jåäíàêîñò jå òà÷íà jåð jå òî ïî äåôèíèöèjè
(
n
0

)
= 1

è 0! = 1, äîê jå
(
n
n

)
= 1. Íåêà jå 1 ≤ k ≤ n òàäà jå ïðåìà äåôèíèöèjè

áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà(
n

k

)
=

n · (n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

n · (n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
·(n− k)!

(n− k)!
=

=
n · (n− 1) · · · (n− k + 1) · (n− k) · (n− k − 1) · · · 3 · 2 · 1

k! · (n− k)!
=

n!

k! · (n− k)!

2. Êîðèø£å»åì ñâîjñòâà ïîä 1., çíàìî äà jå
(
n
k

)
= n!

k!·(n−k)!
. Îíäà ðàñïèøåìî(

n
n−k

)
= n!

(n−k)!·[n−(n−k)]!
= n!

(n−k)!·k! =
n!

k!·(n−k)!
=
(
n
k

)
, ïà jå çàèñòà

(
n
k

)
=(

n
n−k

)
. Îâî jå ñâîjñòâî ñèìåòðè÷íîñòè áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà.

3. Àêî ïðèìåíèìî jåäíàêîñò ïîä 1. è ÷è»åíèöó äà jå k! = k · (k − 1)!
äîáèjàìî:(

n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

n!

k! · (n− k)!
+

n!

(k + 1)! · (n− k − 1)!
=

=
n!

k! · (n− k − 1)!
·( 1

n− k
+

1

k + 1
) =

n!

k! · (n− k − 1)!
· n+ 1

(k + 1) · (n− k)
=

=
(n+ 1)!

(k + 1)! · (n− k)!
=

(n+ 1)!

(k + 1)! · ((n+ 1)− (k + 1))!
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

Îâèì ñìî äîêàçàëè ïðàâèëî ñàáèðà»à áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà.
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Ïðèìåð 32. Ïðèìåíîì ôîðìóëå èçðà÷óíàòè
(
8
3

)
,
(
n
1

)
,
(
n
2

)
,
(
n
3

)
.

Ðåøå»å:(
8
3

)
= 8·7·6

3·2·1 = 56;(
n
1

)
= n

1!
= n;(

n
2

)
= n·(n−1)

2!
= n·(n−1)

2
;(

n
3

)
= n·(n−1)·(n−2)

3!
= n·(n−1)·(n−2)

6
.

N

3.5.2 Ðàçâîj áèíîìà (a+ b)n

Çà n = 2 çíàìî äà jå (a + b)2 = a2 + 2 · a · b + b2, êàî è çà n = 3 äà jå
(a+ b)3 = a3 + 3 · a2 · b+ 3 · a · b2 + b3. �èõ ìîæåìî çàïèñàòè ó îáëèêó:

(a+ b)2 =

(
2

0

)
· a2 +

(
2

1

)
· a · b+

(
2

2

)
· b2

(a+ b)3 =

(
3

0

)
· a3 +

(
3

1

)
· a2 · b+

(
3

2

)
· a · b2 +

(
3

3

)
· b3

Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å ðàçâîjà áèíîìà çà n > 3. Îäãîâîð íà îâî ïèòà»å
äàjå ñëåäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n âàæè ôîðìóëà:

(a+ b)n =

(
n

0

)
· an +

(
n

1

)
· an−1 · b+ · · ·+

(
n

k

)
· an−k · bk + · · ·+

(
n

n

)
· bn

.
Îïøòè ÷ëàí ó ðàçâèjåíîì îáëèêó áèíîìà (a+ b)n äàò jå ôîðìóëîì:

Tk+1 =

(
n

k

)
· an−k · bk
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.
Áèíîìíà ôîðìóëà ìîæå ñå è êðà£å çàïèñàòè êàî:

(a+ b)n =
n∑

k=0

an−k · bk, n ∈ N

.
Áèíîìíà ôîðìóëà ñå íàçèâà jîø è �óòíîâà áèíîìíà ôîðìóëà.

Äîêàç: Áèíîìíè îáðàçàö äîêàçà£åìî ìàòåìàòè÷êîì èíäóêöèjîì. Çà
n = 1 èìàìî (a + b)1 =

(
1
0

)
· a1 +

(
1
1

)
· b1 = a + b. Íà ïî÷åòêó ïîãëàâ§à

âèäåëè ñìî äà jå ôîðìóëà òà÷íà è çà n = 2 è n = 3, àëè òî íàì íèjå
íåîïõîäíî çà äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ôîðìóëà òà÷íà çà n, òàäà jå
(a+ b)n =

(
n
0

)
· an +

(
n
1

)
· an−1 · b+ · · ·+

(
n
k

)
· an−k · bk + · · ·+

(
n
n

)
· bn. Õî£åìî

äà ïîêàæåìî äà jå ôîðìóëà òà÷íà çà n+ 1. Äàêëå, èìàìî:

(a+ b)n+1 = (a+ b)n · (a+ b) =
= [
(
n
0

)
· an +

(
n
1

)
· an−1 · b+

(
n
2

)
· an−2 · b2 + · · ·+

(
n

n−1

)
· a · bn−1+(

n
n

)
· bn] · (a+ b) =

=
(
n
0

)
· an+1 + [

(
n
0

)
+
(
n
1

)
] · an · b+ [

(
n
1

)
+
(
n
2

)
] · an−1 · b2 + · · ·+

[
(

n
n−1

)
+
(
n
n

)
] · a · bn +

(
n
n

)
· bn+1 =

=
(
n+1
0

)
· an+1 +

(
n+1
1

)
· an · b+

(
n+1
2

)
· an−1 · b2 + · · ·+

(
n+1
n

)
· a · bn+(

n+1
n+1

)
· bn+1,

øòî çíà÷è äà jå ôîðìóëà òà÷íà è çà n+ 1.

�

Ïðèìåð 33. Íàïèñàòè ðàçâîj áèíîìà (a+ b)4 è (a+ b)5.

Ðåøå»å:

(a+ b)4 =
(
4
0

)
· a4 +

(
4
1

)
· a3 · b+

(
4
2

)
· a2 · b2 +

(
4
3

)
· a · b3 +

(
4
4

)
· b4 =

= a4 + 4 · a3 · b+ 6 · a2 · b2 + 4 · a · b3 + b4

(a+ b)5 =
(
5
0

)
· a5 +

(
5
1

)
· a4 · b+

(
5
2

)
· a3 · b2 +

(
5
3

)
· a2 · b3+(

5
4

)
· a · b4 +

(
5
5

)
· b5 =

= a5 + 5 · a4 · b+ 10 · a3 · b2 + 10 · a2 · b3 + 5 · a · b4 + b5

N
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Çà ëàêøå èçðà÷óíàâà»å áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà ìîæåìî êîðèñòèòè
Ïàñêàëîâ òðîóãàî:

Èç Ïàñêàëîâîã òðîóãëà jàñíà jå îñîáèíà ñèìåòðè÷íîñòè áèíîìíèõ
êîåôèöèjåíàòà.

Ïðèìåð 34. Äîêàçàòè äà âàæè
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+
(
n
2

)
+ · · ·+

(
n

n−1

)
+
(
n
n

)
= 2n

Ðåøå»å:

(1 + 1)n =
(
n
0

)
· 1n +

(
n
1

)
· 1n−1 · 1 +

(
n
2

)
· 1n−2 · 12 + · · ·+

(
n
n

)
· 1n =

=
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+
(
n
2

)
+ · · ·+

(
n
n

)
= 2n

N

Ïðèìåð 35. Çáèð áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà ó ðàçâîjó áèíîìà (2 · n · x+
1

2·n·x2 )
3·n jåäíàê jå 64. Îäðåäèòè ÷ëàí òàêâîã ðàçâîjà êîjè íå ñàäðæè x.

Ðåøå»å:

Çáèð áèíîìíèõ êîåôèöèjåíàòà jå 23·n = 64, îäàêëå èìàìî 23·n = 26 ⇒
3 · n = 6 ⇒ n = 2. Òàêî äà íàø áèíîì ïîñòàjå (4 · x + 1

4·x2 )
6. Êàêî çíàìî

äà jå îïøòè ÷ëàí áèíîìà Tk+1 =
(
n
k

)
· an−k · bk, ó íàøåì ñëó÷àjó jå òî:
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Tk+1 =
(
6
k

)
· (4 · x)6−k · ( 1

4·x2 )
k =

(
6
k

)
· 46−k · x6−k · (4 · x2)−k =

=
(
6
k

)
· 46−1 · x6−k · 4−k · x−2·k =

(
6
k

)
· 46−k · 4−k · x6−k−2k =

=
(
6
k

)
· 46−2k · x6−3k.

Êàêî îâàj ÷ëàí íå áè ñàäðæàî x ìîðà äà âàæè 6 − 3k = 0, îäíîñíî,
3k = 6 ⇒ k = 2. Äàêëå, çà k = 2 èìàìî äà jå Tk+1 = T2+1 = T3 ÷ëàí
ðàçâîjà êîjè íå ñàäðæè x. Ìîæåìî è ïðîâåðèòè:

T3 =

(
6

3

)
· 46−4 · x0 =

6 · 5
2
· 42 = 6 · 5 · 8 = 240.

N

36



37 4 ÇÀÊ�Ó×ÀÊ

;A<

4 Çàê§ó÷àê

Íà îñíîâó âèøåãîäèø»åã èñêóñòâà äðæà»à ïðèâàòíèõ ÷àñîâà
ñðåä»î- øêîëöèìà ñòåêëà ñàì óòèñàê äà ñå ìàëî çíà÷àjà ïðèäàjå
êîìáèíàòîðèöè ó ñðåä»îj øêîëè. Áåç îáçèðà íà ñâå âå£ó ïðàêòè÷íó
ïîòðåáó çà ëîãè÷êèì ðàçìèø§à»åì è ðàñó¢èâà»åì, ðåäîâíà íàñòàâà
ìàòåìàòèêå ó ñðåä»èì øêîëàìà ñèðîìàøíà jå íàñòàâíèì òåìàìà
êîjå ïîäñòè÷ó ëîãè÷êî - êîìáèíàòîðíè ïðèñòóï ïðèëèêîì ðåøàâà»à
çàäàòàêà. Ïîðåä òîãà, ìíîãè íàñòàâíèöè íå ïîñâå£ójó äîâî§íî âðåìåíà
è òðóäà êàêî áè ó÷åíèöè øòî áî§å ðàçóìåëè îâó îáëàñò è óïîçíàëè
âàæíå àñïåêòå »åíå ïðèìåíå ó ðåàëíîì æèâîòó, äîê jå íåêè íàñòàâíèöè
÷àê è ïðåñêà÷ó. Ïîñëåäèöà òîãà jå òà äà ó÷åíèöè ñëàáî ðàçóìåjó
êîìáèíàòîðèêó èëè óîïøòå è íèñó óïîçíàòè ñà îâîì òåìîì. Êàêî ñå
êîìáèíàòîðèêà ó ÷åòâðòîj ãîäèíè ðàäè êàî ïîñëåä»à îáëàñò, jåäàí
îä ðàçëîãà ïðåñêàêà»à îâå îáëàñòè jå íåäîñòàòàê ÷àñîâà, jåð ñó èñòè
èñêîðèø£åíè çà óòâð¢èâà»å äðóãèõ íàñòàâíèõ òåìà.

Íà ïðèjåìíîì èñïèòó çà Ìàòåìàòè÷êè ôàêóëòåò 2020-òå ãîäèíå áèî
jå ñëåäå£è çàäàòàê èç êîìáèíàòîðèêå:

Çàäàòàê: Ó ó÷èîíèöè ñå íàëàçè 6 êëóïà ñà ïî äâà ìåñòà (ëåâî è
äåñíî), êîjå ñó ïîðå¢àíå ó ðåä, jåäíà èçà äðóãå. Íà êîëèêî íà÷èíà ñå íà
îâèõ 12 ìåñòà ìîãó ðàñïîðåäèòè Ïåðà, Ìèêà è Ëàçà, òàêî äà íè ó
jåäíîj êëóïè íå ñåäå äâà ó÷åíèêà è äà íå ïîñòîjå äâå óçàñòîïíå êëóïå ó
êîjèìà ñå íàëàçè ó÷åíèê?

Íà ãðàôèêîíó èñïîä jå ïðèêàçàíî êàêî ñó ïðèjàâ§åíè êàíäèäàòè
óðàäèëè îâàj çàäàòàê.
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Ïðèjåìíè èñïèò 2020-òå ãîäèíå jå ïîëàãàî 651 êàíäèäàò. Êàî øòî ñå
âèäè íà ãðàôèêîíó, ñàìî 25, 65% êàíäèäàòà jå óñïåëî òà÷íî äà óðàäè
çàäàòàê, äîê jå 53, 14% êàíäèäàòà íåòà÷íî óðàäèëî çàäàòàê, è 21, 19%
íèjå çíàëî äà óðàäè çàäàòàê.

Íà ïðèjåìíîì èñïèòó çà ìàòåìàòè÷êè ôàêóëòåò 2019-òå ãîäèíå áèî
jå ñëåäå£è çàäàòàê èç êîìáèíàòîðèêå:

Çàäàòàê: Êîëèêè jå çáèð
(
34
32

)
+
(
33
31

)
?

Íà ãðàôèêîíó èñïîä jå ïðèêàçàíî êàêî ñó ïðèjàâ§åíè êàíäèäàòè
óðàäèëè îâàj çàäàòàê.

Ïðèjåìíè èñïèò 2019-òå ãîäèíå jå ïîëàãàëî 714 êàíäèäàòà. Êàî øòî ñå
âèäè íà ãðàôèêîíó, 82, 49% êàíäèäàòà jå òà÷íî óðàäèëî çàäàòàê, äîê jå
ñàìî 12, 04% êàíäèäàòà íåòà÷íî óðàäèëî çàäàòàê, è 5, 46% íèjå çíàëî äà
óðàäè çàäàòàê.

Çàäàòàê èç 2019-òå ãîäèíå êîjè ñå ðåøàâà ðóòèíñêè ïðèìåíîì
ôîðìóëå çà áèíîìíè êîåôèöèjåíò jå óñïåî òà÷íî äà ðåøè âåëèêè áðîj
êàíäèäàòà. Ñà äðóãå ñòðàíå, çàäàòàê èç 2020-òå ãîäèíå jå ìàëî êàíäèäàòà
óñïåëî òà÷íî äà óðàäè jåð jå áèëî ïîòðåáíî ëîãè÷êè ïðèñòóïèòè
ðåøàâà»ó îâîã çàäàòêà è óî÷èòè äà ëè ñå ðàäè î âàðèjàöèjàìà,
ïåðìóòàöèjàìà, èëè êîìáèíàöèjàìà. Íà îñíîâó îâèõ ïîäàòàêà ìîæåìî
çàê§ó÷èòè äà jå ìàëî ó÷åíèêà ó ñðåä»îj øêîëè äîáðî è ñà ðàçóìåâà»åì
ñàâëàäàëî êîìáèíàòîðèêó.
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Êàêî áè ñå äîíåêëå îâàj ïðîáëåì ðåøèî, ìîj ïðåäëîã jå äà ñå
íàñòàâíà òåìà "Êîìáèíàòîðèêà"çàjåäíî ñà "Âåðîâàòíî£îì", ðàäè îäìàõ
íà ïî÷åòêó ÷åòâðòå ãîäèíå, à äà ñå çà êðàj îñòàâè íàñòàâíà òåìà
"Èíòåãðàëè". Íè íà jåäíîì ïðèjåìíîì èñïèòó çà ôàêóëòåòå íèjå áèî
çàäàòàê âåçàí çà èíòåãðàëå, äîê ñå êîìáèíàòîðíè çàäàöè ÷åñòî ïîjàâ§ójó.
Òàêî äà ñìàòðàì äà jå ìà»à øòåòà óêîëèêî íàñòàâíèê íå ñòèãíå äà
èñïðåäàjå ñâå íàñòàâíå jåäèíèöå âåçàíå çà èíòåãðàëå, íåãî óêîëèêî
íå ñòèãíå äà èñïðåäàjå êîìáèíàòîðèêó. Îâèì ïðåäëîãîì íåæåëèì äà
óìà»èì âðåäíîñò íàñòàâíå òåìå Èíòåãðàëè, jåð ñå îíè äåòà§íî ó÷å è
íà ôàêóëòåòèìà. Òàêî¢å, äðóãè ïðåäëîã jå äà ñå ôîðìóëà çà áèíîìíè
îáðàçàö ñïîìåíå è ó ïðâîj ãîäèíè êàäà ñå ðàäè êâàäðàò è êóá áèíîìà, ñ
òèì äà ñå áèíîìíè êîåôèöèjåíòè ðà÷óíàjó ïðåêî Ïàñêàëîâîã òðîóãëà.
Âåðójåì äà áè îâî ó÷åíèöèìà ïðâå ãîäèíå áèëî êîðèñíî, jåð áè íàó÷èëè
jîø jåäàí íà÷èí íà êîjè ìîãó äà ðàçâèjó âå£å ñòåïåíå áèíîìà (÷åòâðòè
ñòåïåí, ïåòè ñòåïåí...)

Îâàj ðàä áèõ çàâðøèëà öèòàòîì èç ê»èãå ”The art of conjecturing”
ïîçíàòîã ìàòåìàòè÷àðà Jàêîáà Áåðíóëèjà: "Áåñêîíà÷íà ðàçíîëèêîñò êîjà
ñå ïîêàçójå, êàêî ó êðåàöèjàìà ïðèðîäå, òàêî è ó §óäñêèì äåëèìà, è êîjà
÷èíè íåîáè÷íó ëåïîòó óíèâåðçóìà, î÷èãëåäíî íåìà íè ó ÷åìó äðóãîì ñâîj
óçðîê, îñèì ó ðàçíèì jåäè»å»èìà, ìåøàâèíàìà èëè ãðóïèñà»ó ïîjåäèíèõ
äåëîâà. Êàêî jå áðîj ñòâàðè êîjå óòè÷ó íà ñòâàðà»å íåêå ïîjàâå èëè
äîãà¢àjà ÷åñòî òîëèêî âåëèê è òîëèêî ðàçíîëèê, äà çíàòè ñâå íà÷èíå
íà êîjå ñå ìîæå, îäíîñíî íå ìîæå èçâðøèòè òî ñïàjà»å, ìåøà»å èëè
ãðóïèñà»å, íàèëàçè íà íàjâå£å òåøêî£å, íèjå íè ÷óäî øòî è íàjìóäðèjè
è íàjîáðàçîâàíèjè §óäè íå ïðàâå òàêî ÷åñòî íåêó ãðåøêó, êîëèêî ïðàâå
ãðåøêó êîjà ñå ó ëîãèöè íàçèâà íåäîâî§íèì íàáðàjà»åì äåëîâà. Ñòîãà
ñå íå óñòðó÷àâàì äà êàæåì äà jå îâà ãðåøêà ãîòîâî jåäèíè èçâîð ìíîãèõ,
íàjçíà÷àjíèjèõ çàáëóäà ó êîjå ñâàêîäíåâíî óïàäàìî ïîñìàòðàjó£è ïîjàâå,
àêî èõ ïîêóøàìî óïîçíàòè è èñêîðèñòèòè. Çáîã òîãà áèõ îâó âåøòèíó,
êîjà ñå íàçèâà êîìáèíàòîðèêà, ñ ïðàâîì òðåáàëî ñìàòðàòè ïîñåáíî
êîðèñíîì, jåð íàì ìîæå ïîìî£è ó íåäîñòàòêó ñåíçîðíèõ ïåðöåïöèjà. Ó÷è
íàñ êàêî äà ïðèìåíèìî ñâå íà÷èíå è ïîñòóïêå ïîìî£ó êîjèõ ñå âèøå
îájåêàòà ìîæå ìåøàòè, ãðóïèñàòè èëè ìå¢óñîáíî ïîâåçàòè, êàêî ñå ëàêî
ìîãó ñà ñèãóðíîø£ó èçáðîjàòè, à äà íèñìî èçáàöèëè íèjåäàí îä »èõ. Èàêî
îâàj ìåòîä ïðèïàäà øïåêóëàöèjàìà ñàìî àêî ñå ìîæå èçðà÷óíàòè, îí jå
óíèâåðçàëàí çáîã ñâîjå êîðèñíîñòè è íåîïõîäíîñòè è òàêâå âðåäíîñòè äà
áåç »åãà íå ìîãó ïîñòîjàòè íè ìóäðîñò ôèëîçîôà, íè òà÷íîñò èñòîðè÷àðà,
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íè äèjàãíîçà ëåêàðà, íè ðåçîíîâà»å ïîëèòè÷àðà. Äà áèñìî òî ïîòâðäèëè,
ñïîìåíèìî ñàìî äà ñå äåëîâà»å ñâèõ »èõ îñëà»à íà ìèø§å»å è äà ñå
ñâàêî ìèø§å»å çàñíèâà íà êîìáèíàöèjàìà óçðîêà êîjè äåëójó."[12]
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