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1 Uvod

Portfolio je skup razliqitih vrsta finansijskih instrumenata koji slu�e
investitoru u svrhu prisvaja�a dobiti. Jedan od znaqajnijih izazova u
mena
mentu portfolija je izbor udijela finansijskih instrumenata od
kojih se sastoji. Investitori se razlikuju po stepenu averzije prema riziku,
pa �e se prilikom izbora voditi svojim stavom prema riziku. Jedni, sa
ve�om averzijom prema riziku �e te�iti da formiraju xto je ma�e mogu�e
riziqan portfolio, dok �e drugi, tolerantniji prema riziku biti spremni
da podnesu ve�i rizik ukoliko smatraju da �e im to biti od koristi.
Ono xto im je zajedniqko jeste �e	a za ostvariva�em xto ve�eg prinosa,
odnosno dobiti. Teorija modernog portfolija, koju je prvi put predstavio
Heri M. Markovic 1952. godine u radu [1], nala�e da se prinos portfolija
i rizik koji on sa sobom nosi posmatraju kao dvije me�usobno zavisne
veliqine, te se preporuquje da se pri formira�u portfolija fiksira
jedna od tih veliqina pa da se na osnovu �e bira druga, koja je najpogodnija
investitoru. Tako, na primjer, investitor mo�e da formira portfolio
tako xto �e za dati nivo rizika izabrati udijele finansijskih
instrumenata koji �e mu donijeti najve�i mogu�i prinos. Ovo je posebno
znaqajno za investitore sa ve�om averzijom prema riziku koji te�e da znaju
stepen rizika kome su izlo�eni. Sliqno, mo�e i da se za dati prinos
izabere portfolio koji nosi najma�i mogu�i rizik. Osim toga, Heri je
u svom radu izlo�io ideju o diversifikaciji, odnosno ulaga�u u vixe
razliqitih finansijskih sredstava jer se na taj naqin sma�uje rizik,
odnosno vjerovatno�a gubitka.
U standardnom Markovicovom pristupu optimizaciji portfolija
najqex�e se pretpostav	a se da sluqajan vektor prinosa finansijskih
instrumenata od kojih se portfolio sastoji ima vixedimenzionu
normalnu raspodjelu N (µ,Σ), xto se mo�e vidjeti u [1]. Da bi se odredio
optimalni portfolio, odnosno da bi se dobili optimalni udijeli
finansijskih instrumenata od kojih se sastoji, potrebno je znati parametre
µ i Σ. U praksi to najqex�e nije sluqaj, pa je potrebno ocijeniti te
parametre na osnovu uzorka, tj. istorijskih realizovanih prinosa
finansijskih instrumenata. Na ovom mjestu mo�e do�i do grexke u
ocje�iva�u koja �e pos	ediqno imati uticaj i na ocijene udijela
portfolija. Drugi problem nastaje kada realizovani podaci odudaraju
od pretpostav	ene vixedimenzione normalne raspodjele, na primjer kada
jedan ili vixe finansijskih instrumenata ima neoqekivano visoke ili
niske prinose. U statistiqkoj literaturi ovaj drugi problem se sre�e
kao problem statistiqke robusnosti. Ci	 teorije robusne statistike jeste
konstrukcija statistiqkih procedura koje �e biti stabilne qak i kada
se dostupni realizovani podaci ne poklapaju sasvim sa pretpostav	enim
modelom koji je u osnovi tih procedura. Tako je i kod optimizacije
portfolija �en ci	 da se dobiju stabilne ocijene udijela finansijskih
instrumenata na koje ne�e mnogo uticati eventualna odstupa�a podataka
od pretpostav	ene raspodjele.
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Klasiqne ocijene parametara µ i Σ koje se dobijaju uzima�em uzoraqke
sred�e vrijednosti i kovarijacione matrice, iako najqex�e korix�ene,
ne pokazuju zavidan nivo stabilnosti kada do�e do odstupa�a podataka od
pretpostav	ene raspodjele. To �emo i vidjeti, prvo kroz teorijske rezultate
a zatim i na konkretnim primjerima. Sa druge strane ima�emo i robusno
ocije�ene parametre pa �emo ih mo�i uporediti sa onim ocije�enim
klasiqnom metodom. Od mnogih robusnih metoda ocje�iva�a parametara
koji se mogu vidjeti u [2], koristi�emo metod minimalnog pseudorastoja�a.

U poglav	u 2 opisan je standardni Markovicov pristup optimizaciji
portfolija. U poglav	u 3 prikazani su osnovni koncepti na kojima se
zasniva teorija robusne statistike i analiza robusnosti ocijena dobijenih
klasiqnom metodom maksimalne vjerodostojnosti. U poglav	u 4 je
definisano pseudorastoja�e u opxtem sluqaju, i navedena je specijalna
klasa pseudorastoja�a, uopxte�e Kulbak-Lajblerovog rastoja�a, koju �emo
u nastavku koristiti za ocje�iva�e. Poglav	e 5 se bavi ocijenama
parametara metodom minimalnog pseudorastoja�a, prvo u sluqaju
proizvo	ne parametarske raspodjele, a zatim u sluqaju vixedimenzione
normalne raspodjele. U poglav	u 6 su izvedene uticajne krive za ocijene
parametara dobijene metodom minimalnog pseudorastoja�a, a zatim i
uticajna kriva za ocijenu udijela optimalnog portfolija, na osnovu koje
je analizirana robusnost takve ocijene. Tako�e, pokazano je da su takve
ocijene asimptotski normalne i izvedene su �ihove asimptotske
kovarijacione matrice, koje su potrebne za odre�iva�e efikasnosti, xto
�emo vidjeti u poglav	u 7. U poglav	u 8 vjextaqki je naprav	en scenario
da podaci odstupaju od pretpostav	ene, konkretne vixedimenzione
normalne raspodjele, te su upore�ene ocijene parametara metodama
minimalnog pseudorastoja�a i metodom maksimalne vjerodostojnosti.
Pritom, posmatrane su razliqite vrijednosti nivoa odstupa�a podataka
i dimenzija raspodjele. U poglav	u 9 �emo imati konkretne finansijske
podatke, pa �emo ocijeniti udijele u portfoliju koji sadr�i sve
finansijske instrumente, i klasiqnom metodom i metodama minimalnog
pseudorastoja�a. Zatim �emo vidjeti kako se kre�u oqekivani prinosi i
disperzije portfolija u zavisnosti od primije�ene metode ocje�iva�a.
Tako�e, analizira�emo uticaj svakog podatka na ocijene, dobijene
klasiqnom metodom i metodom minimalnog pseudorastoja�a. Mjere
performansi portfolija koji se sastoje od finansijskih instrumenata
opisanih u 9. poglav	u, a qiji su udijeli ocije�eni raznim metodama,
vidje�emo u poglav	u 10. U poglav	u 11 dat je zak	uqak, a u poglav	u
12 kodovi pisani u programskom jeziku R na osnovu kojih su dobijeni
rezultati u poglav	ima 8, 9 i 10.
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2 Standardni Markovicov model

Posmatrajmo portfolio koji se sastoji od N finansijskih
instrumenata. Neka su prinosi tih instrumenata dati sluqajnim vektorom
X = (X1, . . . , XN )T , tako da je Xi sluqajna veliqina koja odgovara prinosu
i-tog instrumenta, i = 1, . . . , N . Neka je p = (p1, . . . , pN )T vektor udijela
finansijskih instrumenata u portfoliju, tako da pi predstav	a udio
investitorovog kapitala koji je on ulo�io bax u instrument i, i = 1, . . . , N .
Sluqajna veliqina pTX = p1X1 + . . . + pNXN predstav	a ukupan prinos
portfolija.

Markovic, u [1], pretpostav	a da sluqajan vektor prinosa X ima
vixedimenzionu normalnu raspodjelu NN (µ,Σ), gdje je µ = (µ1, . . . , µN )
vektor koji sadr�i sred�e vrijednosti prinosa svakog od instrumenata u
portfoliju (µi je sred�a vrijednost prinosa i-tog instrumenta,
i = 1, . . . , N), a

Σ =

σ11 . . . σ1N

...
. . .

...
σN1 . . . σNN


kovarijaciona matrica prinosa instrumenata (σi,j = cov(Xi, Xj) =
= E[(Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj))]). Sada je R(p) = pTµ sred�a vrijednost
prinosa portfolija, a S(p) = pTΣp disperzija prinosa portfolija.

Markovicov pristup optimizaciji portfolija se svodi na rjexava�e
s	ede�eg problema. Za datu investitorovu averziju prema riziku λ > 0
optimalni udijeli instrumenata u portfoliju su rjexe�a s	ede�eg:

argmaxp

{
R(p)− λ

2
S(p)

}
, (1)

uz uslov pT eN = 1, gdje je eN = (1, . . . , 1)T vektor od N jedinica.

Rijeximo sada ovaj problem. Posmatrajmo izraz:

F (p1, . . . , pN , a) = p1µ1 + . . . pNµN−

− λ

2
(p2

1σ11 + . . .+ p2
NσNN + 2 ·

∑
i 6=j

pipjσij)+

+ a · (p1 + . . .+ pN − 1).

Primijetimo da je ovo upravo raspisan izraz (1) uz dodatni pos	ed�i
sabirak koji odgovara uslovu pT · eN = 1. Na�imo sada vektor p∗ koji
maksimizira izraz (1), pa tako i prethodni izraz,
uz uslov pT eN = 1 diferencira�em funkcije F (p1, . . . , pN , a) po svim
pi, i = 1, . . . , N i po a.
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F (p1, . . . , pN , a)
′

p1
= µ1 − λ · p1σ11 − λ

∑
j 6=1

pj · σ1j + a = 0

...

F (p1, . . . , pN , a)
′

pi = µi − λ · piσii − λ
∑
j 6=i

pj · σij + a = 0

...

F (p1, . . . , pN , a)
′

pN = µN − λ · pNσNN − λ
∑
j 6=N

pj · σNj + a = 0

F (p1, . . . , pN , a)
′

a = p1 + . . .+ pN − 1 = 0

Zapiximo prvih N jednaqina matriqno:µ1

...
µN

− λ · Σ ·
 p1

...
pN

+

a...
a

 =

0
...
0

 ,
tj.

µ− λ · Σ · p+ a · eN = 0,

pa je

p =
1

λ
Σ−1(µ+ a · eN ). (2)

Ako pos	ed�u jednakost uvrstimo u uslov eTNp = 1 ⇐⇒ pT eN = 1 dobijamo
parametar a:

eTN · (Σ−1 · (µ+ a · eN )) = λ · 1
eTN · Σ−1µ+ eTN · Σ−1 · a · eN = λ

eTN · Σ−1 · a · eN = λ− eTN · Σ−1 · µ

a =
λ− eTN · Σ−1 · µ
eTN · Σ−1 · eN

Konaqno, ako uvrstimo a u (2) dobijamo:

p∗ =
1

λ
· Σ−1 ·

(
µ+

λ− eTN · Σ−1 · µ
eTN · Σ−1 · eN

· eN
)
. (3)

Me�utim, ako parametri µ i Σ nisu poznati, ocje�ujemo ih, pa �e ocijena
te�ina portfolija biti

p̂∗ =
1

λ
· Σ̂−1 ·

(
µ̂+

λ− eTN · Σ̂−1 · µ̂
eTN · Σ̂−1 · eN

· eN

)
, (4)
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gdje su µ̂ i Σ̂ ocijene parametara µ i Σ.

Posmatrajmo sada druge izvode funkcije F (p1, . . . , pN , a) po pi, i = 1, . . . , N.

F (p1, . . . , pN , a)
′′

p1
= −λ · σ11

...

F (p1, . . . , pN , a)
′′

pi = −λ · σii
...

F (p1, . . . , pN , a)
′′

pN = −λ · σNN

Kako je σii ≥ 0, i = 1, . . . , N , to su svi drugi izvodi ma�i ili jednaki 0
xto znaqi da je p∗ zaista taqka maksimuma izraza (1).

Sve navedeno u ovom poglav	u se odnosi na sluqaj kada je prodaja u kratkom
roku dozvo	ena, i tada imamo eksplicitni izraz za optimizovane udijele
portfolija dat sa (3). Ako prodaja u kratkom roku nije dozvo	ena, dodaje
se i dodatni uslov da su svi udijeli pozitivni, tj. pi > 0, i = 1, . . . , N i
tada ne postoji eksplicitni izraz za p∗.

Podsjetimo se da smo optimizaciju portfolija sproveli za fiksiranu
investitorovu averziju prema riziku λ, tako se i rjexe�a postupka
optimizacije, odnosno dobijeni udijeli p∗ odnose bax na to konkretno
λ. Skup optimalnih portfolija, odnosno optimalnih udijela portfolija
p∗ za sve mogu�e vrijednosti parametra λ definixe efikasnu granicu.
Drugaqije reqeno, efikasna granica predstav	a skup optimalnih
portfolija koji nude najve�i mogu�i oqekivani prinos za odre�eni nivo
rizika.

3 Robusnost Markovicovog modela

3.1 Osnovni koncepti robusne statistike

Huber i Hampel su u svojim radovima, [3] i [4] redom, postavili teme	e
robusne statistike. Robusna statistika, kao uopxte�e klasiqne teorije,
uzima u obzir i neslaga�a dostupnih podataka sa pretpostav	enim modelom.
Zbog toga su �eni rezultati va	ani kada dostupni podaci odgovaraju
pretpostav	enom modelu, i xto je jox va�nije, va	ani su i kada su podaci
iz neke okoline pretpostav	enog modela. Sa druge strane, rezultati
klasiqne teorije ne podr�avaju drugi sluqaj.

Definiximo okolinu pretpostav	enog modela, odnosno parametarske
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raspodjele Fθ sa:
{Gε|Gε = (1− ε) · Fθ + ε ·W}, (5)

gdje je ε ∈ [0, 1], a W proizvo	na raspodjela. Ovaj skup obuhvata sve one
raspodijele koje sa vjerovatno�om ε odstupaju od Fθ. Neka je δyt raspodjela
koja taqku yt (koja mo�e biti i vektor) uzima sa vjerovatno�om 1.
Specijalno, ako izaberemo da je W bax δyt , za proizvo	nu taqku yt imamo
skup:

{Fε|Fε = (1− ε) · Fθ + ε · δyt} (6)

raspodijela Fε koje se sa vjerovatno�om 1 − ε poklapaju sa Fθ, a sa
vjerovatno�om ε sa taqkom yt, za ε ∈ [0, 1].

Robusnost ocijene θ̂ nepoznatog parametra θ se mo�e procijeniti
posmatra�em (asimptotske) stabilnosti te ocijene u okolini

pretpostav	enog modela. Tako robusnost ocijene θ̂ nepoznatog parametra
θ pretpostav	ene raspodjele Fθ procje�ujemo posmatra�em stabilnosti
ocijene θ̂ u okolini te raspodjele koja je data izrazom (5). Hampel je u radu

[6] pokazao da se najve�a pristrasnost ocijene θ̂ dosti�e kada je W = δyt ,
za proizvo	nu taqku yt. Zbog toga, mo�emo posmatrati stabilnost ocijene
θ̂ u okolini datoj izrazom (6) bez uma�e�a opxtosti.

Ako posmatramo sluqaj kada ε → 0 dobijamo tzv. uticajnu krivu koju je
predlo�io Hampel (u radovima [4] i [5]). Uticajna kriva mjeri koliko �e na

ocijenu θ̂, koju posmatramo kao funkciju od raspodjele iz koje je donijeta,
uticati kada se podaci sa beskonaqno malom vjerovatno�om ε razlikuju od
pretpostav	ene raspodjele (odnosno kada uzimaju vrijednost yt). Stoga se
uticajna kriva definixe kao:

IF (yt, θ̂, Fθ) = lim
ε→0

[
θ̂(Fε)− θ̂(Fθ)

ε

]
,

odnosno kada izvod postoji kao:

IF (yt, θ̂, Fθ) =
∂θ̂(Fε)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

.

Hampel je (u [6]) pokazao da se uticajnom krivom mo�e potpuno opisati
eventualna asimptotska pristrasnost ocijene, koja bi se pojavila kao
pos	edica odudara�a podataka od pretpostav	ene raspodjele, navode�i da
ocijene koje imaju ograniqenu uticajnu krivu imaju ograniqenu i
asimptotsku pristrasnost. Tako je robusna ocijena ona ocijena koja ima
ograniqenu uticajnu krivu u okolini pretpostav	enog modela, datoj sa
(6), a time i u okolini datoj sa (5).
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3.2 Robusnost ocijena dobijenih metodom maksimalne

vjerodostojnosti

Pretpostavimo da su prinosi portfolija normalno raspodije	eni sa
N−dimenzionom normalnom raspodjelomNN (µ,Σ).Da bismo odredili udijele
optimalnog portfolija p∗ na osnovu jednakosti (3) potrebno je da znamo
parametre µ i Σ iz pretpostav	ene vixedimenzione normalne raspodjele
NN (µ,Σ). Me�utim, u praksi to najqex�e nije sluqaj, pa ih zbog toga
ocje�ujemo na osnovu raspolo�ivih podataka.

Sred�a vrijednost µ i kovarijaciona matrica Σ prinosa portfolija se
najqex�e ocje�uju iz uzorka, metodom maksimalne vjerodostojnosti. Neka
je

Xs =

Xs11
. . . Xs1N

...
. . .

...
XsT1

. . . XsTN


matrica realizacija vektora prinosa X = (X1, . . . , XN ) pomenutog u
poglav	u 2. Kolona i predstav	a realizaciju, tj. uzorak obima T sluqajne
veliqineXi koja odgovara prinosu i−tog finansijskog instrumenta. Ocijena
µ̂ vektora sred�ih vrijednosti prinosa metodom maksimalne
vjerodostojnosti je data sa:

µ̂MMV =
1

T
· eTT ·Xs,

gdje je eTT = (1, . . . , 1) vektor koji se sastoji od T jedinica. Tako�e, ocijena

kovarijacione matrice Σ̂ prinosa metodom maksimalne vjerodostojnosti je
data sa:

Σ̂MMV =
1

T
· (Xs − eT · µ̂MMV )T · (Xs − eT · µ̂MMV ).

Kako je Hampel pokazao u [6], odgovaraju�e uticajne krive ovih ocijena su:

IF (yt, µ̂MMV , Fθ) = −µ+ yt (7)

i
IF (yt, Σ̂MMV , Fθ) = −Σ + (yt − µ) · (yt − µ)T. (8)

Vidi se da su obje uticajne krive neograniqene po yt, odnosno da za velike
vrijednosti nekih ili svih elemenata taqke yt (u ovom sluqaju
N−dimenzionog vektora), ove uticajne krive mogu postati proizvo	no
velike.

Na osnovu jednakosti (4) i na osnovu Leme 2, navedene u nastavku, sada
imamo da je

p̂∗ =
1

λ
Σ̂−1
MMV ·

(
µ̂MMV +

λ− eTN · Σ̂
−1
MMV · µ̂MMV

eTN · Σ̂
−1
MMV · eN

· eN

)
.

7



Ocijena p̂∗ zavisi direktno od µ̂MMV i od Σ̂MMV , xto znaqi da �e i na
ocijenu udijela portfolija uticati potencijalna pristrasnost ocijena
µ̂MMV i Σ̂MMV . Ovo se mo�e vidjeti iz s	ede�e teoreme, navedene u [10].

Teorema 1. (Asimptotska) pristrasnost ocijene p̂∗ udijela optimalnog
portfolija zavisi jedino od (asimptotske) pristrasnosti ocijena µ̂ i Σ̂.

Dokaz. U dokazu ove teoreme koristi se s	ede�a lema (izvod slo�ene
funkcije):

Lema 2 (Izvod slo�ene funkcije). Neka je g diferencijabilna funkcija.
Va�i s	ede�e:

IF (yt, g(θ̂), Fθ) =
∂g(θ̂)

∂θ̂
· IF (yt, θ̂, Fθ)

Dokaz.

IF (yt, g(θ̂), Fθ) = lim
ε→0

[
g(θ̂(Fε))− g(θ̂(Fθ))

ε

]

= lim
ε→0

[
g(θ̂(Fε))− g(θ̂(Fθ))

θ̂(Fε)− θ̂(Fθ)
· θ̂(Fε)− θ̂(Fθ)

ε

]

=
∂g(θ̂)

∂θ̂
· IF (yt, θ̂, Fθ).

Neka su µ̂ i Σ̂ ocijene parametara pretpostav	enog modela N(µ,Σ)
dobijene proizvo	nom metodom.Tada je ocijena udijela optimalnog
portfolija p̂∗, na osnovu jednakosti (4), data sa:

p̂∗ =
1

λ
Σ̂−1 ·

[
µ̂+

λ− eTN · Σ̂−1 · µ̂
eTN · Σ̂−1 · eN

· eN

]
.

Sada, uzimaju�i u obzir Lemu 2, mo�emo da odredimo uticajnu krivu
IF (yt, p̂

∗, Fθ) ocijene p̂
∗ u taqki yt.

IF (yt, p̂
∗, Fθ) = −Σ−1 · IF (yt, Σ̂, Fθ) · p̂∗

+
1

λ
Σ−1 ·

[
IF (yt, µ̂, Fθ)

+
[eTN · Σ−1 · IF (yt, Σ̂, Fθ) · µ− eTN · Σ−1 · IF (yt, µ̂, Fθ)] · eN

eTN · Σ−1 · eN

−e
T
N · Σ−1 · IF (yt, Σ̂, Fθ) · Σ−1 · eN · (eTN · Σ−1 · µ− λ) · eN

(eTN · Σ−1 · eN )2

]
.

(9)
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Na osnovu prethodnog vidimo da IF (yt, p̂
∗, Fθ) zavisi direktno od

IF (yt, µ̂, Fθ) i IF (yt, Σ̂, Fθ), pa �e se zbog toga pristrasnost ocijena µ̂ i
Σ̂ prenositi i na p̂∗.

Pogledajmo sada da li �e uticajna kriva IF (yt, p̂
∗, Fθ) ocijene p̂∗ biti

ograniqena za proizvo	no odabranu taqku yt kada su µ i Σ ocije�eni
metodom maksimalne vjerodostojnosti. Ako zamijenimo jednakosti (7) i (8)
u jednakost (9) dobijamo:

IF (yt, p̂
∗, Fθ) = −Σ−1 · (−Σ + (yt − µ) · (yt − µ)T ) · p∗

+
1

λ
Σ−1 ·

[
− µ+ yt

+
(eTN · Σ−1 · (yt − µ) · (yt − µ)T · Σ−1 · µ− eTN · Σ−1 · yt) · eN

eTN · Σ−1 · eN

− [eTN · Σ−1 · (yt − µ) · (yt − µ)TΣ−1 · eN − eTN · Σ−1 · eN ]·
(eTN · Σ−1 · eN )2

·[eTNΣ−1µ− λ] · eN
(eTN · Σ−1 · eN )2

]
.

Iz prethodnog se vidi da je uticajna kriva ocijene p̂∗ neograniqena po
yt, xto znaqi da pristrasnost ocijene udijela portfolija mo�e postati
proizvo	no velika ukoliko bi doxlo do odstupa�a podataka od
pretpostav	enog modela, pa u tom sluqaju ocijenu p̂∗ ne mo�emo smatrati
robusnom.

4 Pseudorastoja�e

4.1 Osnovne definicije

Neka je P = {Fθ|θ ∈ Θ ⊂ Rd} parametarski skup raspodijela
vjerovatno�a definisanih na istom prostoru vjerovatno�a (Ω,A, P ).
Posmatrajmo nexto xiri skup P+, takav da va�i P ⊂ P+. Skup P+ mo�e
da obuhvata sve raspodijele oblika Fε = (1 − ε) · Fθ + ε ·W, ε > 0, odnosno
okoline svih raspodijela Fθ, za θ ∈ Θ.

Definicija 4.1. Preslikava�e D : P × P+ → R je pseudorastoja�e
izme�u raspodijela vjerovatno�a Fθ ∈ P i Q ∈ P+ ako je D(Fθ, Q) ≥ 0
za svako θ ∈ Θ i Q ∈ P+ i ako na skupu Θ va�i da je D(Fθ1 , Fθ2) = 0 ako i
samo ako je θ1 = θ2.

Definicija 4.2. Pseudorastoja�e D : P × P+ → R je razlo�ivo ako
postoje funkcije D0 : P → R i D1 : P+ → R i mjer	iva preslikava�a

9



ρθ : Rd → R, za θ ∈ Θ tako da za svako θ ∈ Θ i za svako Q ∈ P+ postoji
integral

∫
ρθdQ i va�i da je

D(Fθ, Q) = D0(Fθ) +D1(Q) +

∫
ρθdQ.

Poznata klasa pseudorastoja�a koju je uveo Basu u radu [7] se mo�e
predstaviti kao:

Dα(Fθ,W ) =

∫ {
(fθ(x))α+1 −

(
1 +

1

α

)
· (fθ(x))α · w(x) +

1

α
(w(x))α+1

}
dx,

gdje je α > 0. Primijetimo da su ova pseudorastoja�a razlo�iva u smislu
prethodne definicije, sa

D0
α(Fθ) =

∫
(fθ(x))α+1dx,

D1
α(W ) =

1

α

∫
(w(x))α+1dx i

ρθα = −
(

1 +
1

α

)∫
(fθ(x))αdx.

Neka je Pemp skup svih empirijskih raspodijela oblika

Fn =
1

n

n∑
i=1

δXi ,

gdje je X1, . . . , Xn uzorak iz raspodjele definisane na (Rd,B(Rd)), koja ne
mora da bude iz P.

Definicija 4.3. Ka�emo da je funkcional T : P+ ∪ Pemp → Θ ocijena
minimalnog pseudorastoja�a ako je pseudorastoja�e D(Fθ,W ) razlo�ivo
na P × P+ i ako parametri T (W ) ∈ Θ minimiziraju D0(Fθ) +

∫
fθdW na

Θ, tj:

T (W ) = arginfθ

[
D0(Fθ) +

∫
fθdW

]
, za svako W ∈ P+ ∪ Pemp.

Specijalno, za W = Fn ∈ Pemp imamo:

T (Fn) = arginfθ

[
D0(Fn) +

1

n

n∑
i=1

fθ(Xi)

]
.

Primijetimo da za svaku ocjenu minimalnog pseudorastoja�a T va�i da je

T (Fθ0) = θ0, za svako θ0 ∈ Θ.
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Zaista, iz definicije minimalnog pseudorastoja�a imamo da je

T (Fθ0) = arginfθ

[
D0(Fθ) +

∫
fθdFθ0

]
= arginfθ

[
D0(Fθ) +D1(Fθ0) +

∫
fθdFθ0

]
= arginfθD(Fθ, Fθ0) = θ0.

4.2 Specijalna klasa pseudorastoja�a

Posmatrajmo familiju pseudorastoja�a reda α ≥ 0, navedenu u [8]:

Rα(Fθ,W ) =
1

1 + α
ln

(∫
fαθ dFθ

)
+

1

α · (1 + α)
ln

(∫
wαdW

)
− 1

α
ln

(∫
fαθ dW

)
,

(10)

gdje su Fθ ∈ P i W ∈ P+. Da bi ovo pseudorastoja�e bilo konaqno,
pretpostavimo da postoji konstanta β > 0 takva da va�i

fβθ , w
β , ln fθ ∈ L1(W ), za sve Fθ ∈ P i W ∈ P+,

gdje je L1(W ) =

{
f : Rd → R|

∫
|f |dW <∞

}
.

(11)

Teorema 3. Pretpostavimo da uslov (11) va�i za neku konstantu
β > 0. Tada je za svako 0 < α < β familija (10) familija pseudorastoja�a
rastav	ivih u smislu:

Rα(Fθ,W ) = R0
α(Fθ) +R1

α(W )− 1

α
ln

(∫
fαθ dW

)
, (12)

gdje je

R0
α(Fθ) =

1

1 + α
ln

(∫
fαθ dFθ

)
i R1

α(W ) =
1

α · (1 + α)
ln

(∫
wαdW

)
(13)

i kada α ↓ 0 va�i

Rα(Fθ,W )→ R0(Fθ,W ) :=

∫
lnwdW −

∫
ln fθdW. (14)

Dokaz. Pod uslovom (11) izrazi ln
(∫
wαdW

)
, ln (fαθ dW ) i

∫
ln fθdW su

konaqni pa su Rα(Fθ,W ) i R0(Fθ,W ) dobro definisani.

Podsjetimo se, za proizvo	ne vrijednosti s, t > 0 i fiksirane parametre
a, b > 0 koji zadovo	avaju uslov

1

a
+

1

b
= 1,
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va�i nejednakost

st ≤ sa

a
+
tb

b
, (15)

pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je sa = tb. Kako je ln rastu�a
funkcija va�i i

ln(st) =
1

a
ln sa +

1

b
ln tb ≤ ln

(
sa

a
+
tb

b

)
,

pri qemu jednakost va�i, tako�e, ako i samo ako je sa = tb.

Neka je α > 0. Uzmimo da je

s =
fαθ(∫

fθ(x)α·adλ(x)
) 1
a

, t =
w(x)(∫
wbdλ(x)

) 1
b

,

gdje je a = 1+α
α , b = 1 + α. Zamijenimo to sada u nejednakost (15) i uzmimo

integral po Lebegovoj mjeri. Dobijamo∫
(fθ(x))α(∫

(fθ(x))1+αdλ(x)
) α

1+α
· w(x)(∫

(w(x))1+αdλ(x)
) 1

1+α

dλ(x) ≤
∫

(fθ(x))1+αdλ(x)
1+α
α ·

∫
(fθ(x))1+αdλ(x)

+

∫
(w(x))1+αdλ(x)

(1 + α) ·
∫

(w(x))1+αdλ(x)

=
α

1 + α
+

1

1 + α

=
1

a
+

1

b
= 1.

Drugaqije zapisano, dobili smo da je∫
fθ(x) · w(x)dλ(x) ≤

(∫
(fθ(x))1+αdλ(x)

) α
1+α

·
(∫

(w(x))1+αdλ(x)

) 1
1+α

,

(16)
pri qemu jednakost va�i ako i samo ako je fθ = w, posmatrano u Lebegovoj
mjeri.

Primijetimo da se jednakost (10) mo�e zapisati na s	ede�i naqin:

Rα(Fθ,W ) =
1

α
·

[
ln

((∫
(fθ(x))1+αdλ(x)

) α
1+α

·
(∫

(w(x))1+αdλ(x)

) 1
1+α

)

− ln

∫
(fθ(x))α · w(x)dλ(x)

]
.

(17)
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Na osnovu nejednakosti (16) vidimo da je Rα(Fθ,W ) ≥ 0 za svako θ ∈ Θ,
odnosno Fθ ∈ P i za svakoW ∈ P+ i da je Rα(Fθ1 , Fθ2) = 0 ako i samo ako je
θ1 = θ2, pa je po definiciji Rα(Fθ,W ) jedno pseudorastoja�e na prostoru
P × P+ za α > 0. Jednakost (12) predstav	a samo na drugaqiji naqin
zapisanu jednakost (10), a iz prve se jasno vidi da je ovo pseudorastoja�e
i rastav	ivo.

Odredimo sada
lim
α→0
Rα(Fθ,W ).

lim
α→0
Rα(Fθ,W ) =

= lim
α→0

[
1

α+ 1
ln

(∫
fαθ dFθ

)
+

1

α · (1 + α)
ln

(∫
wαdW

)
− 1

α
ln (fαθ dW )

]
= lim
α→0

1

α+ 1

[
ln

(∫
fαθ dFθ

)
− ln

(∫
wαdW

)]
+

+ lim
α→0

1

α

[
ln

(∫
wαdW

)
− ln

(∫
fαθ dW

)]
=

= lim
α→0

1

α
ln

∫
wαdW∫
fαθ dW

=

∫
ln
w

fθ
dW = R0(Fθ,W ),

qime je teorema dokazana.

Lema 4. R0(Fθ,,W ) je Kulbak-Lajblerovo rastoja�e za raspodijele W i
Fθ.

Dokaz. Na osnovu jednakosti (14) imamo:

R0(Fθ,W ) =

∫
lnwdW −

∫
ln fθdW

=

∫
w(x) lnw(x)dx−

∫
w(x) ln fθ(x)dx

=

∫
w(x)(lnw(x)− ln fθ(x))dx

=

∫
w(x) ln

w(x)

fθ(x)
dx,

a to je, po definiciji, Kulbak-Lajblerovo rastoja�e izme�u raspodijela
W i Fθ.
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5 Ocijene dobijene metodom minimalnog

pseudorastoja�a

5.1 Ocijene parametara proizvo	ne parametarske

raspodjele, dobijene metodom minimalnog

pseudorastoja�a

Pretpostavimo da imamo neki uzorak X1, . . . , Xn, gdje je svako Xi vektor
qija je dimenzija jednaka dimenziji raspodjele iz koje je uzorak izvuqen.
To ne mora da bude uzorak iz familije raspodijela P, me�utim mi ho�emo
da na�emo parametar θ0 ∈ Θ tako da raspodjela Fθ0 ∈ P najbo	e od svih
raspodijela Fθ ∈ P, θ ∈ Θ opisuje nax uzorak. Neka je Fn empirijska
raspodjela koja odgovara ovom uzorku.

U skladu sa definicijom iz prethodnog poglav	a, posmatrajmo familiju
ocijena minimalnih pseudorastoja�a, za 0 ≤ α ≤ β datu sa θ̂n = Tα(Fn),
tako da T (W ) ∈ Θ, za W ∈ P ∪ P+, gdje je

Tα(W ) =


arginfθ

[
1

1+α ln
(∫
fαθ dFθ

)
+ 1

α·(α+1) ln
(∫
wαdW

)
−

− 1
α ln

(∫
fαθ dW

)]
, α > 0

arginfθ
[∫

lnwdW −
∫

ln fθdW
]
, α = 0

Primijetimo da integrali
∫
wαdW i

∫
lnwdW ne zavise od θ, pa va�i:

Tα(W ) =

{
arginfθ

[
1

1+α ln
(∫
fαθ dFθ

)
− 1

α ln
(∫
fαθ dW

)]
, α > 0

arginfθ
[
−
∫

ln fθdW
]
, α = 0

(18)

Ili, ekvivalentno:

Tα(W ) =

{
argsupθ

[
− 1

1+α ln
(∫
fαθ dFθ

)
+ 1

α ln
(∫
fαθ dW

)]
, α > 0

argsupθ
[∫

ln fθdW
]
, α = 0

(19)

Specijalno,

θ̂n = Tα(Fn) =


argsupθ

[
− 1

1+α ln
(∫
fαθ dFθ

)
+

+ 1
α ln

(
1
n

∑n
i=1 f

α
θ (Xi)

)]
, α > 0

argsupθ
[

1
n

∑n
i=1 ln fθ(Xi)

]
, α = 0

(20)

Neka je

Cα(θ) =

(∫
fθ(x)1+αdλ(x)

) α
1+α

.

Sada jednakost (20) mo�emo zapisati kao

θ̂n = Tα(Fn) =

{
argsupθ

1
α

[
− α

1+α ln(Cα(θ))
1+α
α + ln

(
1
n

∑n
i=1 f

α
θ (Xi)

)]
, α > 0

argsupθ
[

1
n

∑n
i=1 ln fθ(Xi)

]
, α = 0,
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xto je ekvivalentno s	ede�em:

θ̂n = Tα(Fn) =

{
argsupθ

[
(Cα(θ))−1

(
1
n

∑n
i=1 f

α
θ (Xi)

)]
, α > 0

argsupθ
[

1
n

∑n
i=1 ln fθ(Xi)

]
, α = 0.

(21)

Primijetimo jox da kada α ↓ 0 gor�i izraz u jednakosti (20) �e te�iti
do�em izrazu u istoj jednakosti. Zaista,

lim
α→0

[
1

1 + α
ln

(∫
fαθ dFθ

)
+

1

α
ln

(
1

n

n∑
i=1

fαθ (Xi)

)]
=

1

n

n∑
i=1

ln fθ(Xi).

Tako�e, primijetimo da je taj do�i izraz ujedno i ocijena metodom maksimalne
vjerodostojnosti.

5.2 Ocijene parametara vixedimenzione normalne

raspodjele dobijene metodom minimalnog pseudo-

-rastoja�a

Neka je sada P familija vixedimenzionih normalnih raspodijela
NN (µ,Σ) sa nepoznatim parametrima µ i Σ. Sada je nax uzorak X1, . . . , Xn

skup od n N−dimenzionih vektora Xi. Oznaqimo θ = (µ,Σ) ∈ Θ. Kao i u
opxtem sluqaju, tra�imo parametar θ0 = (µ0,Σ0) ∈ Θ tako da raspodjela
Fθ0 = NN (µ0,Σ0) najbo	e opisuje nax uzorak. Za α > 0 jednakost (21)
mo�emo zapisati kao

θ̂n = argsupθ

[(√
det Σ

)− α
α+1 ·

n∑
i=1

−α
2

exp
(
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)]
. (22)
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Zaista,

Cα(θ) =

(∫
fθ(x)α+1dλ(x)

) α
1+α

=

∫ ( 1√
det(2πΣ)

exp

(
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

))α+1

dλ(x)

 α
1+α

=

(∫
1

(
√

det(2πΣ))α+1
exp

(
−α+ 1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
dλ(x)

) α
1+α

=

∫ 1(√
det(2πα+1

α+1Σ)
)α+1 ·

· exp

(
−1

2
(x− µ)T

(
1

α+ 1
Σ

)−1

(x− µ)

)
dλ(x)

) α
1+α

=

 1(√
det(2πΣ)

)α ∫ 1√
(α+ 1)n det(2π 1

α+1Σ)
·

· exp

(
−1

2
(x− µ)T

(
1

α+ 1
Σ

)−1

(x− µ)

)
dλ(x)

) α
1+α

=

 1(√
det(2πΣ)

)α · 1√
(α+ 1)n

· 1

 α
1+α

=

 1(√
(2π)n

)α (√
det Σ

)α√
(α+ 1)n

 α
1+α

= c ·
(√

det Σ
)− α2

1+α

, gdje je c konstanta.
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Uvrstimo to sada u (21), za α > 0.

θ̂n = argsupθ

[
(Cα(θ))

−1 1

n

n∑
i=1

fαθ (Xi)

]

= argsupθ

(c · (√det Σ
)− α2

1+α

)−1

·

· 1

n

n∑
i=1

(
1√

det(2πΣ)
exp

(
−1

2
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

))α]

= argsupθ


(√

det Σ
) α2

1+α

c · n ·
(√

(2π)n
√

det Σ
)α n∑

i=1

exp
(
−α

2
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)
= argsupθ

[(√
det Σ

) α
1+α

n∑
i=1

exp
(
−α

2
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)]
,

xto je bax jednakost (22).

Diferencira�em jednakosti (22) po µ dobijamo:

(√
det Σ

) α
1+α

n∑
i=1

exp
(
−α

2
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)
·

·
[
−α

2
− µ̇TΣ−1(Xi − µ)− α

2
(Xi − µ)TΣ−1(−µ̇)

]
= 0,∀µ̇

=⇒
n∑
i=1

exp
(
−α

2
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)
· µ̇ · Σ−1(Xi − µ) = 0,∀µ̇,

gdje je pos	ed�a jednakost izvod jednakosti (22) u pravcu vektora µ̇. Kako
ona va�i ∀µ̇ slijedi da je:

n∑
i=1

exp
(
−α

2
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)
· (Xi − µ) = 0

=⇒ µ =

∑n
i=1 exp

(
−α2 (Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)
·Xi∑n

i=1 exp
(
−α2 (Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

) .

(23)

Na sliqan naqin, diferenciraju�i jednakost (22) po Σ, dobijamo s	ede�u
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jednaqinu.

α

2(α+ 1)
(det Σ)

α
2(α+1)

−1
det Σ tr

(
Σ−1Σ̇

)
·

·
n∑
i=1

exp
(
−α

2
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)
+

+
(√

det Σ
) α
α+1

n∑
i=1

exp
(
−α

2
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)
·

·
(
−α

2
(Xi − µ)TΣ−1Σ̇Σ−1(Xi − µ)

)
= 0,∀Σ̇.

(24)

Neka je

M =

0 . . . 0
... 1

...
0 . . . 0


matrica dimenzije N ×N koja samo na poziciji (i, j) ima jedinicu, a svi
ostali elementi su nule. Uzmimo da je Σ̇ = ΣMΣ. Kada to uvrstimo u izraz
(24) dobijemo s	ede�e:

α

2(α+ 1)
σij

n∑
k=1

exp
(
−α

2
(Xk − µ)TΣ−1(Xk − µ)

)
+

+

n∑
k=1

exp
(
−α

2
(Xk − µ)TΣ−1(Xk − µ)

)
·
(
−α

2
(Xki − µi)T (Xkj − µj)

)
= 0

⇓

σij =
(α+ 1)

∑n
k=1 exp

(
−α2 (Xk − µ)TΣ−1(Xk − µ)

)
· (Xki − µi)T (Xkj − µj)∑n

k=1 exp
(
−α2 (Xk − µ)TΣ−1(Xk − µ)

) ,

gdje je σij element matrice σ koji se nalazi na poziciji (i, j). Kako je (i, j)
proizvo	na pozicija, ovako mo�emo dobiti sve elemente matrice Σ, pa �e
da va�i:

Σ =

n∑
k=1

(α+ 1) exp
(
−α2 (Xk − µ)TΣ−1(Xk − µ)

)∑n
k=1 exp

(
−α2 (Xk − µ)TΣ−1(Xk − µ)

) (Xk − µ)T (Xk − µ). (25)

6 Uticajne krive

6.1 Uticajne krive ocijena µ̂ i Σ̂

Posmatrajmo sada uticajnu krivu na nexto drugaqiji naqin u odnosu na
onaj pomenut ranije, u poglav	u 3. Preslikava�e T definisano na skupu
vjerovatnosnih mijera, sa vrijednostima u parametarskom skupu Θ je
statistiqki funkcional koji odgovara ocijeni θ̂n parametra θ ako je
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θ̂n = T (Pn), gdje je Pn empirijska mjera koja odgovara uzorku. Sada, uticajnu
krivu preslikava�a T u verovatnosnoj mjeri Pθ definixemo kao

IF (x; T , Pθ) =
∂T (P̃εx)

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

,

gdje je P̃εx = (1− ε)Pθ + εδx, ε > 0, δx(y) = I{y = x}.

Statistiqki funkcionali µ(P ) i Σ(P ) koji odgovaraju ocijenama µ̂ i Σ̂
dobijenim metodom minimalnog pseudorastoja�a su rjexe�a sistema∫

(x− µ) exp
(
−α

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
dP (x) = 0∫ [

(x− µ)(x− µ)T exp
(
−α

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
−

− 1

α+ 1
Σ exp

(
−α

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)]
dP (x) = 0,

(26)

jer za P = Pn dobijamo sistem

T∑
i=1

(Xi − µ) exp
(
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)
= 0

T∑
i=1

[
1

α+ 1
Σ− (Xi − µ)(Xi − µ)T

]
·

· exp
(
(Xi − µ)TΣ−1(Xi − µ)

)
= 0,

qija su rjexe�a bax µ̂ i Σ̂, kako se mo�e vidjeti u (23) i (25). Zapiximo
sistem (26) drugaqije:∫

ω1

(√
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
(x− µ)dP (x) = 0∫ [

ω2(
√

(x− µ)TΣ−1(x− µ))

(x− µ)TΣ−1(x− µ)
(x− µ)(x− µ)T−

−ω3

(√
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
Σ

]
dP (x) = 0,

(27)

gdje su ω1(t) = exp
(
−α2 t

2
)
, ω2(t) = exp

(
−α2 t

2
)
t2 i ω3(t) = 1

α+1 exp
(
−α2 t

2
)
.

Primijetimo da su rjexe�a sistema (27), za proizvo	ne te�inske funkcije
ω1, ω2 i ω3, statistiqki funkcionali uopxtenih M-ocijena (navedenih u
[16] i [17]) para (µ, Σ). Uticajne krive za takve, uopxtene M-ocijene od µ
i Σ (kako se mo�e vidjeti u [17]) su

IF (x;µ, Pµ,Σ) = (x− µ)ωµ

(√
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
(28)
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IF (x; Σ, Pµ,Σ) = (x− µ)(x− µ)Tωη

(√
(x− µ)Σ−1(x− µ)

)
−

− Σωδ

(√
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
,

(29)

gdje su

ωµ

(√
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
=

ω1(
√

(x− µ)TΣ−1(x− µ))

EP0
[ω1(||y||) + 1

N ω
′
1(||y||)||y||]

ωη

(√
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
=

N(N + 2)ω2(
√

(x− µ)TΣ−1(x− µ))

(x− µ)TΣ−1(x− µ)EP0 [Nω2(||y||) + ω
′
2(||y||)||y||]

ωδ

(√
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
=

Nω3(
√

(x− µ)TΣ−1(x− µ))

EP0
[ω

′
2(||y||)||y|| −Nω′

3(||y||)||y||]
−

−
2ω2(

√
(x− µ)TΣ−1(x− µ))

EP0 [ω
′
2(||y||)||y|| −Nω′

3(||y||)||y||]
+

+
(N + 2)ω2(

√
(x− µ)TΣ−1(x− µ))

EP0
[Nω2(||y||) + ω

′
2(||y||)||y||]

,

gdje je P0 vjerovatnosna mera koja odgovara N−dimenzionalnoj standardnoj
normalnoj raspodjeli, a y je N−dimenzionalni sluqajni vektor sa tom
raspodjelom.

Kada uvrstimo naxe te�inske funkcije ω1, ω2 i ω3 dobijamo

ωµ(t) =
(√
α+ 1

)N+2
exp

(
−α

2
t2
)
,

ωη(t) =
(√
α+ 1

)N+4
exp

(
−α

2
t2
)
i

ωδ(t) =
(√
α+ 1

)N+2
exp

(
−α

2
t2
)
.

(30)

Sada, dobijamo uticajne krive

IF (x;µ, Pµ,Σ) =
(√
α+ 1

)N+2
(x− µ) exp

(
−α

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
(31)

IF (x; Σ, Pµ,Σ) =
(√
α+ 1

)N+4
[
(x− µ)(x− µ)T − 1

α+ 1
Σ

]
·

· exp
(
−α

2
(x− µT )Σ−1(x− µ)

) (32)

Vidimo da su obje uticajne krive ograniqene po x, pa su zbog toga ocijene
parametara µ i Σ, dobijene metodom minimalnog pseudorastoja�a, robusne.
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6.2 Uticajna kriva ocijene p̂∗ udijela
optimalnog portfolija

Na osnovu Teoreme 1, navedene u poglav	u 3.2, mo�emo da zak	uqimo da
�e i uticajna kriva ocijene p̂∗ biti ograniqena, pa �e i sama ocijena biti
robusna. Me�utim, da bismo se uvjerili izvedimo uticajnu krivu za p̂∗.

Na osnovu jednakosti (4) i Leme 2 dobijamo

IF (x; p∗, Pµ,Σ) = −Σ−1IF (x; Σ, Pµ,Σ)p∗ +
1

λ
Σ−1

[
IF (x;µ, Pµ,Σ) +

+
eTNΣ−1

[
IF (x; Σ, Pµ,Σ)Σ−1µ− IF (x;µ, Pµ,Σ)

]
eN

eTNΣ−1eN
+

+

(
eTNΣ−1IF (x; Σ, Pµ,Σ)Σ−1eN

) (
eTNΣ−1µ− λ

)
eN(

eTNΣ−1eN
)2

]
.

(33)

Uticajne krive IF (x;µ, Pµ,Σ) i IF (x; Σ, Pµ,Σ) su ograniqene po x, kako smo
vidjeli u jednakostima (31) i (32), pa iz izraza (33) slijedi da je i uticajna
kriva IF (x; p∗, Pµ,Σ) ograniqena po x, pa je zbog toga i ocijena p̂∗ robusna.

6.3 Asimptotska normalnost

Ocijene parametara dobijene metodom minimalnog pseudorastoja�a
opxte parametarske raspodjele su asimptotski normalne, pod nekim
uslovima regularnosti, xto se mo�e vidjeti u [8]. Zbog toga �e i naxe
ocijene parametara µ i Σ pretpostav	ene N−dimenzione normalne
raspodjele NN (µ,Σ) biti asimptotski normalne, te im mo�emo odrediti
asimptotske matrice kovarijacija, koje �e nam kasnije biti potrebne, kada
budemo ispitivali efikasnost ocijena.

Odredimo prvo asimptotsku matricu kovarijacije za ocijenu µ̂. S obzirom
da smo ranije odredili uticajnu krivu ove ocjene, mo�emo da je
iskoristimo, primje�uju�i definiciju

V (µ, Pµ,Σ) = EPµ,Σ
[
IF (X;µ, Pµ,Σ)IF (X;µ, Pµ,Σ)T

]
, (34)

datu u [11], gdje je V (µ, Pµ,Σ) asimptotska matrica kovarijacije ocijene µ̂,
Pµ,Σ vjerovatnosna mjera koja odgovara raspodjeli NN (µ,Σ), a X sluqajan
vektor koji ima tu raspodjelu.
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Koriste�i izraz (31) dobijamo:

V (µ, Pµ,Σ) = EPµ,Σ
[
(α+ 1)N+2(X − µ)(X − µ)T ·

· exp
(
−α

2
(X − µ)TΣ−1(X − µ)

)]
=

∫
RN

(α+ 1)N+2(x− µ)(x− µ)T exp
(
−α

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
·

· 1

det (2πΣ)
exp

(
−1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

)
dx.

Primjenom smjene z = x− µ dobijamo:

V (µ, Pµ,Σ) =

∫
RN

(α+ 1)N+2zzT exp
(
−α

2
zTΣ−1z

)
·

· 1

det (2πΣ)
exp

(
−1

2
zTΣ−1z

)
dz

= (α+ 1)N+2

∫
RN

zzT
1

det (2πΣ)
exp

(
−1

2
zT
(

1

2α+ 1
Σ

)−1

z

)
dz.

Namjestimo sada prethodnu podintegralnu funkciju tako da dio bez zzT

odgovara gustini NN (0, 1
2α+1Σ) raspodjele.

V (µ, Pµ,Σ) = (α+ 1)N+2

∫
RN

zzT

√
1

(2α+1)N

det (2π 1
2α+1Σ)

·

· exp

(
−1

2
zT
(

1

2α+ 1
Σ

)−1

z

)
dz

=
(α+ 1)N+2√

(2α+ 1)N

∫
RN

zzT
1

det (2π 1
2α+1Σ)

·

· exp

(
−1

2
zT
(

1

2α+ 1
Σ

)−1

z

)
dz.

Primijetimo sada da prethodni integral mo�emo posmatrati kao E
[
ZZT

]
,

gdje Z ima NN (0, 1
2α+1Σ) raspodjelu.

Prije nego xto odredimo prethodni integral, sjetimo se definicije
kovarijacije proizvo	nog vektora Y :

Cov(Y ) = E[(Y − E[Y ])(Y − E[Y ])T ]

= E[Y Y T ]− E[Y ]E[Y T ]− E[Y ]E[Y T ] + E[Y ]E[Y T ]

= E[Y Y T ]− E[Y ]E[Y T ].

(35)

Primje�uju�i prethodnu jednakost na vektor Z dobijamo da je

E[ZZT ] = Cov(Z) =
1

2α+ 1
Σ, (36)
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pa slijedi da je

V (µ, Pµ,Σ) =

(
α+ 1√
2α+ 1

)N+2

Σ. (37)

Odredimo sada asimptotsku matricu kovarijacije V (Σ, Pµ,Σ) ocijene Σ̂.
Radi lakxeg postupka, odredimo prvo V (Σ, P0), gdje je P0 vjerovatnosna
mjera koja odgovara N−dimenzionoj standardnoj normalnoj raspodjeli
NN (0, I). S obzirom da je Σ simetriqna matrica, posmatrajmo samo �ene
elemente koji se ne ponav	aju, tj. do�e-trougaonu matricu (s tim da �emo
dijagonalu podijeliti sa

√
2):

4(Σ) = (σ11/
√

2, . . . , σNN/
√

2, σ21, σ31, . . . , σN,N−1)T .

Odredimo sada V (4Σ, P0).

V (4Σ, P0) = EP0

[
4IF (Z; Σ, P0)4IF (Z; Σ, P0)T

]
= dη

(
I− 1

N
ωωT

)
+ dτ

1

N
ωωT ,

gdje su ωT =
(
eTN ,0

T
N(N−1)/2

)
, dη = EP0

[
||Z||4ω2

η(||Z||)
]
/(N(N + 2)) i dτ =

EP0

[
ω2
τ (||Z||)

]
/(2N), gdje je ωτ (t) = t2ωη(t) − Nωδ(t), uz ωη, ωδ i ωτ

definisane u (30). Nakon par raqunskih koraka dobijamo

dη =

(
α+ 1√
2α+ 1

)N+4

i

dτ =
Nα2(α+ 1)N+2

2(
√

2α+ 1)N+4
+

(
α+ 1√
2α+ 1

)N+4

,

pa imamo da je

V (4Σ, P0) =

(
α+ 1√
2α+ 1

)N+4

I +
α2(α+ 1)N+2

2(
√

2α+ 1)N+4
ωωT . (38)

Sada, mo�emo lako da odredimo asimptotsku matricu kovarijacije
V (4Σ, Pµ,Σ) vektora 4(Σ̂), primje�uju�i formulu

V (4Σ, Pµ,Σ) =

∂4
[
Σ

1
2SΣ

1
2

]
∂4S

V (4Σ, P0)

∂4
[
Σ

1
2SΣ

1
2

]
∂4S

T , (39)

datu u [6]. Tako�e, tu se mo�e vidjeti da za datuN×N−dimenzionu matricu
M va�i: ∂4

[
Σ

1
2SΣ

1
2

]
∂4S

4M = 4(Σ
1
2MΣ

1
2 ).
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Specijalno, za M = I imamo:∂4
[
Σ

1
2SΣ

1
2

]
∂4S

4I = 4Σ. (40)

Primijetimo da, ranije definisano, ω = (eTN ,0
T
N(N−1)/2) mo�emo zapisati

kao ω =
√

24I, pa primje�uju�i prethodne jednakosti dolazimo do �e	ene
asimptotske matrice kovarijacije:

V (4Σ, Pµ,Σ) =

(
α+ 1√
2α+ 1

)N+4
∂4

[
Σ

1
2SΣ

1
2

]
∂4S

∂4
[
Σ

1
2SΣ

1
2

]
∂4S

T +

+
α2(α+ 1)N+2

(
√

2α+ 1)N+4
4Σ(4Σ)T .

(41)

7 Asimptotska relativna efikasnost

Efikasnost ocijena ne treba zanemariti prilikom odabira metode
ocje�iva�a nepoznatih parametara u pretpostav	enoj raspodjeli. Poznato
je da su najefikasnije ocijene one dobijene metodom maksimalne
vjerodostojnosti, me�utim ukoliko do�e do odstupa�a uzorka od
pretpostav	ene raspodjele, te iste ocijene pokazuju nizak nivo robusnosti.
Zbog toga je najbo	e odabrati metod koji �e nas dovesti do ocijena koje su
u xto ve�oj mjeri i robusne i efikasne.

Da bismo procijenili efikasnost naxih ocijena parametara µ i Σ,
dobijenih metodom minimalnog pseudorastoja�a koristi�emo asimptotsku
relativnu efikasnost (ARE) kao sredstvo. ARE mjeri efikasnost
pomenutih ocijena u odnosu na ocijene dobijene metodom maksimalne
vjerodostojnosti

Neka je θ d−dimenzionalni parametar i neka je θ̂ �egova ocijena koja je
asimptotski normalna Nd(θ, V (θ, P )). ARE se definixe kao

ARE(θ̂, P ) =

(
detV0(θ, P )

detV (θ, P )

) 1
d

,

gdje je V0(θ, P ) asimptotska matrica kovarijacije ocijene maksimalne
vjerodostojnosti parametra θ (vidjeti u [9]).

Prije nego xto izvedemo ARE u sluqaju kada je θ̂ = (µ̂,4Σ̂), gdje su µ̂ i 4Σ̂
ocijene dobijene metodom minimalnog pseudorastoja�a, primijetimo da su
µ̂ i 4Σ̂ asimptotski nezavisne ocijene (kao specijalan sluqaj M-ocijena).
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Zbog toga mo�emo da zapixemo s	ede�e:

ARE(θ̂, Pµ,Σ) =

(
detV0(θ, Pµ,Σ)

detV (θ, Pµ,Σ)

) 2
N(N+3)

=

(
detV0(µ, Pµ,Σ) detV0(4Σ, Pµ,Σ)

detV (µ, Pµ,Σ) detV (4Σ, Pµ,Σ)

) 2
N(N+3)

(42)

Koriste�i jednakosti (37) i (39) dobijamo:

ARE(θ̂, Pµ,Σ) =

(
detV0(µ, P0) detV0(4Σ, P0)

detV (µ, P0) detV (4Σ, P0)

) 2
N(N+3)

,

detV (µ, P0) =

(
α+ 1√
2α+ 1

)N(N+2)

i

detV (4Σ, P0) =

(
α+ 1√
2α+ 1

)N(N+1)(N+4)
2

(
1 +

Nα2

2(α+ 1)2

)
.

Zbog prethodnog va�i s	ede�e:

ARE(θ̂, Pµ,Σ) =
1(

α+1√
2α+1

)N2+7N+8
N+3

(
1 + Nα2

2(α+1)2

) 2
N(N+3)

. (43)

Primijetimo da ARE ne zavisi ni od µ ni od Σ. U Tabeli 1 su date
vrijednosti ARE za N ∈ {1, . . . 10} i α ∈ {0, 0.1, 0.2, 0.5, 0.75, 1}. Vidimo
da kada α uzima ve�e vrijednosti, ARE je ma�a, xto znaqi da su ocijene
efikasnije za ni�e vrijednosti parametra α.

Tabela 1: Asimptotska relativna efikasnost
α = 0 α = 0, 1 α = 0, 2 α = 0, 5 α = 0, 75 α = 1

N = 1 1 0,98151 0,93872 0,76905 0,63775 0,53033
N = 2 1 0,97704 0,92429 0,72086 0,57043 0,45267
N = 3 1 0,97273 0,91052 0,67698 0,51187 0,38814
N = 4 1 0,96851 0,89718 0,63647 0,46018 0,33371
N = 5 1 0,96436 0,88419 0,59880 0,41421 0,28739
N = 6 1 0,96025 0,87148 0,56361 0,37312 0,24778
N = 7 1 0,95619 0,85903 0,53066 0,33629 0,21381
N = 8 1 0,95216 0,84679 0,49975 0,30323 0,18460
N = 9 1 0,94816 0,83477 0,47073 0,27350 0,15946
N = 10 1 0,94418 0,82295 0,44346 0,24675 0,13779
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8 Monte Karlo simulacije

Poka�imo sada na primjerima, korix�e�emMonte-Karlo simulacija, kako
se ponaxaju ocijene uvedene u poglav	u 5 kada dolazi do odstupa�a
dostupnih podataka od pretpostav	enog modela i kada do �ega ne dolazi.
To ponaxa�e �emo vidjeti kroz asimptotsku relativnu efikasnost i kroz
ocjenu sred�ekvadratne grexke. U sluqaju da je red pseudorastoja�a α = 0,
ocijene dobijene �egovim minimizira�em �e se poklapati sa ocijenama
dobijenim klasiqnom metodom, odnosno metodom maksimalne
vjerodostojnosti, pa �emo, tako�e, na ovim primjerima mo�i uporediti ta
dva pristupa ocje�iva�u.

8.1 Primjer 1

Neka je pretpostav	ena raspodjela N -dimenziona normalna NN (µ0,Σ0),
gdje je µ0 = (0, . . . , 0) N -dimenzioni vektor nula i gdje je

Σ0 =


1 0, 2 . . . . . . 0, 2

0, 2 1 0, 2 . . . 0, 2
...

. . .
...

. . .
...

0, 2 . . . . . . 0, 2 1


N×N−dimenziona matrica sa jedinicama na dijagonali i sa 0,2 na ostalim
pozicijama.

Neka je T obim uzorka koji generixemo iz ove raspodjele. Me�utim,
generixemo ga tako da sa vjerovatno�om (1− ε) elemenati uzorka dolaze iz
raspodjele NN (µ0,Σ0), dok sa vjerovatno�om ε ·T dolaze iz nexto drugaqije
raspodjele NN (µc,Σc), gdje je µc = (−4, . . . ,−4), a Σc = 4 · Σ0. Ovo �emo
posmatrati za razliqite vrijednosti parametra ε iz skupa
ε ∈ {0, 0.05, 0.1, 0.2}.Primijetimo da parametar ε koristimo da bismo dobili
podatke koji se u nekoj mjeri razlikuju od pretpostav	ene raspodjele, te
nam to upravo daje scenario koji nam je od interesa, na kome �emo da
vidimo kako se ocijene ponaxaju. U sluqaju da je ε > 0 imamo odstupa�e od
pretpostavjene raspodjele, a kada je ε = 0 tada odstupa�a nema.
Razmatra�emo dimenzije N ∈ {2, 5, 10, 20, 50} i redove pseudorastoja�a
α ∈ {0, 0.1, 0.2, 0.5, 0.75, 1}.

Za svaku kombinaciju vrijednosti koje uzimaju promjen	ive ε,N, T i α,
1000 puta generixemo uzorak obima T i svaki put ocje�ujemo parametre
µ0 i Σ0 a zatim odredimo sred�ekvadratnu grexku tako dobijenih ocijena.
Konaqna ocjena sred�ekvadratne grexke �e biti prosjek svih 1000
dobijenih ocijena sred�ekvadratnih grexaka.

U svakom od 1000 uzoraka, ocijene µ̂0 i Σ̂0 dobijamo ponav	aju�i niz
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s	ede�ih koraka. Neka je s ∈ N0 redni broj iteracije. Oznaqimo sa µ
(s)
0

i Σ
(s)
0 ocijene dobijene u s−toj iteraciji, pri qemu koristimo pravila

µ
(s)
0 =

{
1
T

∑T
i=1X

i, s = 0∑T
i=1 w

(s−1)
i Xi, s 6= 0

i (44)

Σ
(s)
0 =


1
T

∑T
i=1

(
Xi − µ(s)

0

)(
Xi − µ(s)

0

)
, s = 0∑T

i=1(α+ 1)w
(s−1)
i

(
Xi − µ(s)

0

)(
Xi − µ(s)

0

)
, s 6= 0

, (45)

gdje je

w
(s)
i =

exp

(
−α2

(
Xi − µ(s)

0

)T
Σ

(s)
0

(
Xi − µ(s)

0

))
∑T
i=1 exp

(
−α2

(
Xi − µ(s)

0

)T
Σ

(s)
0

(
Xi − µ(s)

0

)) .
Postupak ponav	amo sve dok se dvije uzastopne ocijene znaqajno razlikuju.

Primijetimo da kada je α = 0 tada je w
(s)
i = 1 za svako s ≥ 1, pa se

postupak svodi na ocje�iva�e metodom maksimalne vjerodostojnosti. A
kada je α 6= 0 tada prethodnim postupkom dodje	ujemo male te�ine wi,
a samim tim i malu znaqajnost, opservacijama koje se bitno razlikuju od
pretpostav	enog modela. Tako�e, primijetimo da se u sluqaju kada je s ≥ 1
formule (44) i (45) poklapaju sa formulama (23) i (25).

Nakon xto 1000 puta ponovimo prethodni postpak, poqevxi od va�e�a
uzorka, a zatim ocje�iva�a, mo�emo da odredimo ocjenu sred�ekvadratne
grexke:

ˆMSE =
1

1000

1000∑
i=1

∥∥∥θ̂i − θ0

∥∥∥2

,

gdje su θ0 = (µ0, .(Σ0)), parametri pretpostav	ene NN (µ0,Σ0) raspodjele, a

θ̂i = (µ̂i, .(Σ̂i)) ocije�eni parametri u i−toj iteraciji, gdje je sa . oznaqena
operacija nad matricom, koja od matrice vra�a do�e-trougaonu matricu
(uk	uquju�i i dijagonalu) zapisanu kao vektor, pri qemu se zapisiva�e
vrxi po kolonama matrice.
Na osnovu rezultata mo�emo da vidimo da kada nema odstupa�a od
pretpostav	enog modela (kada je ε = 0), tada nema velikih razlika izme�u
ocijena sred�ekvadratnih grexaka u sluqaju kada su parametri ocije�eni
metodom maksimalne vjerodostojnosti (α = 0) i u sluqaju kada su ocije�eni
metodom minimalnog pseudorastoja�a (α 6= 0). Me�utim ukoliko postoji
odstupa�e od pretpostav	enog modela tada se ve� vide razlike. Ve�e su
grexke ako parametre ocje�ujemo metodom maksimalne vjerodostojnosti,
i xto je odstupa�e od pretpostav	enog modela ve�e to su grexke ve�e u
odnosu na one koje se jav	aju kada koristimo metod
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Tabela 2: Sred�ekvadratne grexke ocje�iva�a za T = 10 ·N
ε = 0

α = 0 α = 0, 1 α = 0, 2 α = 0, 5 α = 0, 75 α = 1
N = 2 0,354 0,347 0,355 0,403 0,482 0,595
N = 5 0,582 0,575 0,576 0,651 0,985 1,317
N = 10 1,275 1,242 1,223 1,722 2,182 2,601
N = 20 2,531 2,477 2,458 3,402 4,543 5,786

ε = 0, 05
N = 2 4,193 2,578 1,894 1,576 1,423 1,403
N = 5 2,609 2,375 2,182 2,108 2,322 2,538
N = 10 5,576 5,245 4,964 5,245 5,499 5,745
N = 20 13,037 12,462 11,975 12,519 13,408 14,556

ε = 0, 1
N = 2 12,025 8,197 5,818 4,538 3,819 3,404
N = 5 9,107 8,476 7,617 7,020 6,806 6,666
N = 10 17,142 16,017 15,022 14,649 14,355 14,121
N = 20 39,839 37,929 36,238 35,702 35,604 36,007

ε = 0, 2
N = 2 32,469 28,142 22,538 17,197 14,002 11,921
N = 5 29,105 32,410 29,030 26,332 24,381 22,777
N = 10 55,137 52,553 49,133 46,643 44,473 42,603
N = 20 124,332 118,212 112,749 108,741 105,439 103,004

minimalnog pseudorastoja�a za ocje�iva�e parametara. Primijetimo da se
u tim sluqajevima najma�e grexke jav	aju kod pseudorastoja�a ve�eg reda
(α = 0, 75 ili α = 1), me�utim kada biramo koju �emo metodu koristiti
za ocje�iva�e treba, pored razmatra�a grexke koja nastaje tom prilikom,
uzeti u obzir i kriterijum efikasnosti. Ranije smo vidjeli da su
najefikasnije ocijene minimalnih pseudorastoja�a redova α = 0, 1 i
α = 0, 2, dok efikasnost dosta opada za ve�e redove. Stoga, iako su grexke
koje nastaju kada koristimo pseudorastoja�a vixih redova najma�e, i
efikasnost takvih ocijena je veoma niska te one ne predstav	aju najbo	i
izbor. Najbo	i izbor bi bila upravo pseudorastoja�a reda α = 0, 1 ili
α = 0, 2, prvo zbog visoke efikasnosti ocijena dobijenih �ihovim
minimizira�em, a zatim i jer su grexke nastale prilikom ocje�iva�a
ipak ni�e u pore�e�u sa metodom maksimalne vjerodosojnosti.

8.2 Primjer 2

Pogledajmo sada kakve �e biti grexke ocijena kada su nam podaci jako
korelisani. Neka je pretpostav	ena raspodjela NN (µ,Σ), gdje je
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Tabela 3: Sred�ekvadratne grxke ocje�iva�a za T = 100 ·N
α = 0 α = 0, 1 α = 0, 2 α = 0, 5 α = 0, 75 α = 1

ε = 0
N = 2 0,035 0,036 0,037 0,040 0,045 0,052
N = 5 0,051 0,052 0,052 0,056 0,063 0,074
N = 10 0,075 0,075 0,076 0,083 0,101 0,518
N = 20 0,498 0,480 0,466 0,488 1,495 2,522

ε = 0, 05
N = 2 2,496 1,407 0,963 0,736 0,602 0,517
N = 5 1,986 1,764 1,576 1,427 1,310 1,219
N = 10 3,980 3,705 3,465 3,260 3,093 3,367
N = 20 10,400 9,888 9,427 9,053 9,691 10,413

ε = 0, 1
N = 2 8,964 5,754 3,929 2,963 2,386 2,004
N = 5 7,204 6,579 5,858 5,281 4,815 4,433
N = 10 14,395 13,396 12,510 11,741 11,079 10,930
N = 20 36,257 34,453 32,822 31,418 31,100 30,921

ε = 0, 2
N = 2 28,566 23,557 18,191 13,670 10,955 9,149
N = 5 25,762 28,059 24,976 22,490 20,461 18,778
N = 10 50,551 48,180 44,977 42,180 39,737 38,035
N = 20 119,091 113,154 107,776 103,088 99,643 96,633

N = 5, µ = 0 i

Σ =


2 1 1 1 1
1 2 1 1 1
1 1 2 1 1
1 1 1 2 1
1 1 1 1 2


.

Uze�emo uzorak dimenzije 500, pri qemu �e sa vjerovatno�om (1 − ε)
opservacije odgovarati navedenoj raspodjeli NN (µ,Σ), a sa vjerovatno�om
ε raspodjeli NN (4,Σ), pri qemu ε ∈ {0, 0.1, 0.2}. Rezultati, dati u Tabeli
4, pokazuju da su qak i pri visokoj korelaciji izme�u podataka, ocijene
dobijene metodom minimalnog pseudorastoja�a bo	e od ocijena maksimalne
vjerodostojnosti kada postoji odstupa�e od pretpostav	ene raspodjele
(ε > 0). U sluqaju da nema odstupa�a (ε = 0), ocijene metodom maksimalne
vjerodostojnosti su najbo	e, me�utim ni ocijene metodom
minimalnog pseudorastoja�a nisu znaqajno loxije, pogotovo za vrijednosti
parametra α ∈ {0.1, 0.2}.
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Tabela 4: Sred�ekvadratne grexke ocje�iva�a kada su podaci jako
korelisani

α = 0 α = 0, 1 α = 0, 2 α = 0, 5 α = 0, 75 α = 1
ε = 0 1,97343 2,07640 2,14152 2,98822 6,28103 8,93822
ε = 0, 1 34,90889 30,73495 26,07593 21,78896 21,74796 21,72493
ε = 0, 2 106,46890 105,26674 101,27671 85,74475 75,89161 67,79577

9 Primjena na finansijske podatke

Posmatrajmo sada MSCI indekse narednih podruqja: Francuska,
�emaqka, Italija, Pacifiqke zem	e, Xpanija i Velika Britanija. Za
svako od pomenutih 6 podruqja imamo 169 logaritmovanih mjeseqnih
prinosa, u periodu od juna 2006. do maja 2020. godine. Konstruisa�emo
robustan portfolio, primje�uju�i ranije opisanu metodu minimalnog
pseudorastoja�a, te �egove osobine uporediti sa portfoliom dobijenim
klasiqnom metodom.

Prvo, pogledajmo na slici 1 boksplotove ovih podataka. Mo�emo da
primijetimo da svaki od 6 finansijskih instrumenata sa sobom nosi neke
autlajere, kao i da podaci ne odgovaraju sasvim simetriqnim raspodijelama,
kao xto je pretpostav	ena normalna raspodjela. Pogledajmo xta �e se
desiti ako izbacimo autlajere. Kao xto mo�emo vidjeti na slici 2 podaci
ne odstupaju mnogo od normalne raspodjele. Provjerimo to korix�e�em
Xapiro-Vilkovog testa normalnosti. Za neki uzorak x1, . . . , xn ovaj test
testira pretpostavku da on ima normalnu raspodjelu, koriste�i pri tom
test statistiku:

W =

(∑n
i=1 aix(i)

)2∑n
i=1 (xi − x̄)

2 ,

gdje je x(i) i−ti najma�i element u uzorku, a x̄ uzoraqka sred�a vrijednost.
Elementi ai su dati sa:

(a1, . . . , an) =
mTV −1

(mTV −1V −1m)
1
2

,

gdje jem = (m1, . . . ,mn)T vektor oqekivanih vrijednosti statistike poretka
koja se sastoji od nezavisnih i jednako raspodije	enih sluqajnih veliqina
koje imaju standardnu normalnu raspodjelu, a V �ihova kovarijaciona
matrica. Na osnovu rezultata datih u tabeli 5 prihvatamo hipotezu o
normalnosti podataka, pa mo�emo da primijenimo Markovicov metod
optimizacije portfolija.
Ocijene oqekivanih prinosa i disperzije su date na slici 3. Primijetimo
da su oqekivani prinosi ve�i sa porastom parametra α. S obzirom da se
metoda ocje�iva�a za vrijednost parametra α = 0 poklapa sa metodom
maksimalne vjerodostojnosti, vidimo da su oqekivani prinosi vixi kada
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Tabela 5: P -vrijednosti Xapiro-Vilkovog testa
p−vrijednost

FR 0,07303
DE 0,17217
ITL 0,0965
APxJ 0,16722
ESP 0,31406
UK 0,28665

Slika 1: Boksplotovi prinosa od 6 finansijskih instrumenata
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Slika 2: QQplot-ovi za normalnu raspodjelu

se parametri ocje�uju metodom minimalnog pseudorastoja�a. Xto se tiqe
disperzije situacija je obrnuta, ni�e vrijednosti odgovaraju vixim
vrijednostima parametra α. Stoga �e portfolio, qiji su udijeli dobijeni
na osnovu parametara koji su ocije�eni metodom minimalnog
pseudorastoja�a imati vixe prinose i ni�u disperziju u pore�e�u sa onim
qiji su udijeli dobijeni na osnovu parametara koji su ocije�eni metodom
maksimalne vjerodostojnosti.

Na Slici 4 su prikazane efikasne granice dobijene uz pomo� razliqitih
pseudorastoja�a (za razliqite vrijednosti parametra α.) Pri robusnom
ocje�iva�u efikasne granice su dominantnije nego pri klasiqnom, jer se
tada posti�e ve�i prinos uz ma�i rizik.

Prona�imo sada uticajne elemente uzorka koji su odgovorni za pomijera�e
efikasnih granica. Uticajnu krivu mo�emo koristiti za pronala�e�e
takvih elemenata, te posmatrajmo mjeru uticaja podataka DIM(x, p̂∗) koja
je definisana u [10] kao Euklidsko rastoja�e uticajne krive ocjene p̂∗ u
taqki x :

DIM(x, p̂∗) = [IF (x; p∗, Pµ,Σ)T IF (x; p∗, Pµ,Σ)]
1
2 , (46)

gdje je IF (x; p∗, Pµ,Σ) dato jednakox�u (33), sa IF (x;µ, Pµ,Σ) i IF (x; Σ, Pµ,Σ)
iz jednakosti (31) i (32), redom, za α = 0. Da bismo izraqunali DIM
potrebno je da znamo vrijednosti parametara µ,Σ i p∗, me�utim kako ih
ne znamo ocje�ujemo ih, i to robusno, da ne bi autlajeri imali uticaja na
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Slika 3: Sred�e vrijednosti i disperzije prinosa finansijskih
instrumenata
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Slika 4: Efikasne granice
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Slika 5: DIM

DIM . Tako�e, kako je za odre�iva�e DIM−a potrebno izabrati konkretan
portfolio, izaberimo, bez uma�e�a opxtosti, da je averzija prema riziku
λ = 3.85 i ocijenimo te�ine u portfoliju robusnim putem, metodom
minimalnog pseudorastoja�a za parametar α = 0.2.

Na Slici 5 je prikazan uticaj podataka na ocijene te�ina portfolija
dobijene klasiqnom metodom maksimalne vjerodostojnosti i na ocijene
dobijene robusnom metodom minimalnog pseudorastoja�a za α = 0.2.
Mo�emo primijetiti da robusno ocje�iva�e znaqajno sma�uje uticaj
elemenata koji su bili dominantni u klasiqnom ocje�iva�u, na ocjenu
udijela portfolija.

10 Mjere performansi portfolija

Da bismo procijenili stabilnost i performanse portfolija
koristi�emo dvije mjere: taqku preokreta i Xarpov koliqnik. Ali prije
toga sprovedimo "pokretni horizont" proceduru, koja je, zajedno sa ovim
mjerama, deta	no opisana u [18]. Naime, od 167 prinosa finansijskih
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instrumenata, sa kojima smo se ve� upoznali u prethodnom poglav	u,
odabra�emo prvih 120 i ocijeniti sred�e vrijednosti i kovarijacionu
matricu prinosa, a zatim i udijele u portfoliju, i klasiqnom metodom
i robusnim metodama. Kao i u prethodnom poglav	u posmatra�emo sluqaj
kada je investitorova averzija prema riziku λ = 3.85. Osim toga,
posmatra�emo i situaciju kada je investitorova averzija prema riziku
λ = ∞, tj. kada je investitoru ci	 da minimizuje rizik po svaku cijenu,
ne uzimaju�i u obzir prinos portfolija. Na ovaj naqin dobijamo udijele
portfolija ocije�ene na osnovu prvih 120 opservacija. U s	ede�em koraku,
uzimamo narednih 120 opservacija, tj. pomijeramo nax horizont za jednu
opservaciju izbacuju�i prvu i uk	uquju�i 121. Na taj naqin dobijamo
jox jedan vektor udijela portfolija. Ovaj postupak ponav	amo sve dok ne
pro�emo kroz svih 167 opservacija, te �emo na kraju imati 167−120+1 = 48
vektora udijela portfolija na osnovu kojih �emo dobiti taqku preokreta
i Xarpov koliqnik za sve posmatrane portfolije. U naxem sluqaju taqka
preokreta se definixe na s	ede�i naqin:

τ̂ =
1

167− 120− 1

167−1∑
t=120

6∑
j=1

|pj,t+1 − pj,t+|,

gdje je

pj,t+ =
1 +Xt+1

j

1 + (Xt+1)T pt
· pj,t,

a pt je vektor udijela portfolija dobijen u vremenu t ∈ {120, . . . , 167− 1},
dok je pj,t element tog vektora koji odgovara j−tom finansijskom
instrumentu. Xt je vektor prinosa finansijskih instrumenata iz vremena
t, a Xt

j je prinos iz vremena t koji odgovara j−tom instrumentu.
Xarpov koliqnik se definixe kao:

ŜR =
µ̂

σ̂
,

gdje su:

(σ̂)2 =
1

167− 120− 1

167−1∑
t=120

(
(pt)

TXt+1 − µ̂
)2

i

µ̂ =
1

167− 120

167−1∑
t=120

(pt)
TXt+1

Kako se mo�e vidjeti u [18], performanse portfolija su bo	e xto je
taqka preokreta ni�a i xto je Xarpov koliqnik vixi, pa na osnovu
rezultata prikazanih u tabeli 6 vidimo da su performanse portfolija
koji ne uzima u obzir oqekivane prinose (λ =∞) bo	e od onoga koji uzima,
sude�i po taqki preokreta, dok je sude�i po Xarpovom koliqniku obrnuta
situacija. Ako posmatramo samo portfolije za λ = 3.85, vrijednosti mijera
performansi su pribli�no jednake za razliqite vrijednosti parametra α.
Sliqna je situacija i kod portfolija gdje je λ =∞.
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Tabela 6: Mjere performansi portfolija
λ = 3, 85 λ =∞

τ̂ ŜR τ̂ ŜR
α = 0 0,73097 -0,01948 0,10695 -0,10324
α = 0, 1 0,75830 -0,00748 0,11293 -0,10693
α = 0, 2 0,85504 -0,00138 0,12371 -0,11292
α = 0, 25 0,93221 -0,00045 0,13154 -0,11653

11 Zak	uqak

I teorijski rezultati i primjeri pokazuju da su ocijene minimalnog
pseudorastoja�a bo	i izbor, posebno kada se u podacima mogu pojaviti
autlajeri. Ocijene minimalnog pseudorastoja�a, posebno za izbor
parametra α ∈ {0.1, 0.2} su ujedno i robusne i efikasne. Tako�e, kako
smo vidjeli u poglav	u 8, ocijene minimalnog pseudorastoja�a se dobro
ponaxaju qak i kada su podaci me�usobno jako korelisani.

S obzirom da se u praksi podaci rijetko pojav	uju bez autlajera i da se
ocijene metodom minimalnog pseudorastoja�a bo	e ponaxaju u pore�e�u
sa klasiqnim ocijenama, prednost bi trebalo dati �ima, pogotovo jer one
nisu mnogo loxije od klasiqnih qak i kada su podaci savrxeno normalno
raspodije	eni, bez ikakvih odstupa�a,
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12 Prilog

Poglav	e 7, tabela 1:
Naredni kod odgovara formuli 43 u radu.

N=seq ( 1 : 1 0 )
alpha=c ( 0 , 0 . 1 , 0 . 2 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 1 )
M=matrix ( rep (0 , length (N)∗length ( alpha ) ) ,
ncol=length ( alpha ) )
for ( i in 1 : length (N) ){

for ( j in 1 : length ( alpha ) ){
M[ i , j ]=1/ ( ( ( alpha [ j ]+1)/sqrt (2∗alpha [ j ]+1))ˆ
( (N[ i ]ˆ2+7∗N[ i ]+8)/ (N[ i ]+3))∗
(1+(N[ i ] ∗alpha [ j ] ˆ 2 )/
(2∗ ( alpha [ j ]+1)ˆ2))ˆ(2/ (N[ i ] ∗ (N[ i ]+3) ) ) )}}

Poglav	e 8, tabela 2:
Funkcija matrica pravi matricu dimenzije N ×N za �e	eno N sa
jedinicama na dijagonali, i 0.2 na ostalim mjestima.

Funkcija vecs za datu matricu vra�a vektor u kom su smjexteni elementi
iz do�e-trougaone matrice.

Funkcija f provjerava da li je matrica invertibilna.

Funkcija ocena vra�a ocjenu MSE (sred�e-kvadratne grexke) za svaku
kombinaciju N i α. Za svaku kombinaciju uzima se 1000 uzoraka, kod kojih
su sa vjerovatno�om (1 − eps)∗ elemenati iz normalne raspodjele sa
oqekiva�em 0N×1 i kovarijacionom matricom matrica(N) a sa
vjerovatno�om eps izNN (−4, 4·matrica(N)).U svakom takvom uzorku ocje�uju
se µ i Σ metodom minimalnog pseudorastoja�a (formule (44) i (45)).
Prethodno ponav	amo za vrijednosti parametra ε ∈ {0, 0.05, 0.1, 0.2}.

N=c (2 , 5 , 10 , 20 )
alpha=c ( 0 , 0 . 1 , 0 . 2 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 1 )

matr ica<−function (N){
M=matrix ( rep (0 ,Nˆ2) , ncol=N)
for ( i in 1 :N){
for ( j in 1 :N){
i f ( i==j ){

M[ i , j ]=1}
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else {M[ i , j ]=0.2}}}
return (M)}

vecs<−function (A){
n=ncol (A)
v=A[ , 1 ]
for ( i in 2 : n){
v=c (v ,A[ , i ] [− seq ( 1 : ( i −1)) ] )}
return ( v )}

f<−function (m) class ( try ( solve (m) , s i l e n t=T))==” matrix ”

ocena<−function ( eps ){
n i z ocena=c ( )
MSE=matrix ( rep (0 , length (N)∗length ( alpha ) ) ,
ncol=length ( alpha ) )
for ( i in 1 : length (N) ){
T=10∗N[ i ]
theta 0=c ( rep (0 ,N[ i ] ) , vecs ( matr ica (N[ i ] ) ) )
for ( j in 1 : length ( alpha ) ){
for ( k in 1 :1000){
s=sample (c ( 0 , 1 ) , s i z e=T, replace=TRUE, prob=c ( eps ,1− eps ) )
X=mvrnorm(T, rep (0 ,N[ i ] ) , matr ica (N[ i ] ) )
Y=mvrnorm(T, rep(−4 ,N[ i ] ) , matr ica (N[ i ] ∗4) )
uzorak=s∗X+(1−s )∗Y
mi 0=apply ( uzorak , 2 ,mean)
Sigma 0=(1/T)∗ ( t ( uzorak)−mi 0)%∗%t ( t ( uzorak)−mi 0)
i f ( f ( Sigma 0)){
w=rep (0 ,T)
n i z=rep (0 ,T)
for ( l in 1 :T){
n i z [ l ]=exp(−( alpha [ j ] /2)∗ ( uzorak [ l , ]−mi 0)
%∗%solve ( Sigma 0)%∗%matrix ( uzorak [ l , ]−mi 0 ,ncol=1))}
w=niz/sum( n i z )
mi 1=apply ( uzorak∗w, 2 ,sum)
Sigma 1=(alpha [ j ]+1)∗ ( t ( uzorak)−mi 1)
%∗%( t ( t ( uzorak)−mi 1)∗w)
mi l i s t a=l i s t (mi 0 ,mi 1)
Sigma l i s t a=l i s t ( Sigma 0 , Sigma 1)

while ( f ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a )] ])==TRUE
&& ( ! a l l (abs (mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a )−1]]−
mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] ) < 0 . 0 0 1 ) | |
! a l l (abs ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a )−1]]−
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Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a ) ] ] ) <0 . 0 0 1 ) ) ){
w n=rep (0 ,T)
n i z n=rep (0 ,T)
for ( t in 1 :T){
n i z n [ t ]=exp(−( alpha [ j ] /2)∗ ( uzorak [ t , ]
−mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] )
%∗%solve ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a ) ] ] )
%∗%matrix ( uzorak [ t , ]−mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] ,
ncol=1))}

w n=niz n/sum( n i z n)
mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a )+1]]=apply ( uzorak∗w n , 2 ,sum)

Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a )+1]]=
( alpha [ j ]+1)∗ ( t ( uzorak)−mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] )
%∗%( t ( t ( uzorak)−mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] ) ∗w n)}}

theta=c (mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] ,
vecs ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a ) ] ] ) )

n i z ocena [ length ( n i z ocena )+1]=( theta 0−theta )
%∗%( theta 0−theta )}
MSE[ i , j ]=mean( n i z ocena )}}

colnames (MSE)<−c ( ” alpha=0” , ” alpha =0.1” ,
” alpha =0.2” , ” alpha =0.5” , ” alpha =0.75” , ” alpha=1” )
rownames(MSE)<−c ( ”N=2” , ”N=5” , ”N=10” , ”N=20” )

return (MSE) }

eps 0=ocena (0 )
eps 0.05= ocena ( 0 . 0 5 )
eps 0.1= ocena ( 0 . 1 )
eps 0.2= ocena ( 0 . 2 )
rbind ( eps 0 , eps 0 . 05 , eps 0 . 1 , eps 0 . 2 )

Poglav	e 8, Tabela 3:
Postupak je isti kao za tabelu 2, osim xto je potrebno u funkciji ocena
namjestiti da je T = 100 ∗N [i].

Poglav	e 8, Tabela 4:
Pravimo matricu M sa dvojkama na dijagonali i jedinicama mimo dijagonale.

Funkcija f provjerava da li je matrica invertibilna.
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Funkcija tabela4 za dato ε vra�a ocjenuMSE, pri qemu su sa vjerovatno�om
(1 − ε) opservacije iz N5(05×1,M) raspodjele, a sa vjerovatno�om ε iz
N5(−45×1,M). Pri tome je T = 100 ·5, pri qemu posmatramo ε ∈ {0, 0.1, 0.2}.
Postupak je isti kao i kod tabela 2 i 3.

M=matrix ( rep ( 0 , 25 ) , ncol=5)
for ( i in 1 : 5 ){
for ( j in 1 : 5 ){
i f ( i==j ){

M[ i , j ]=2}
else M[ i , j ]=1}}

f<−function (m) class ( try ( solve (m) , s i l e n t=T))==” matrix ”

tabe la4<−function ( eps ){
n i z ocena=c ( )
MSE=rep (0 , length ( alpha ) )
T=100∗5
theta 0=c ( rep ( 0 , 5 ) , vecs (M) )

for ( j in 1 : length ( alpha ) ){
for ( k in 1 :1000){
s=sample (c ( 0 , 1 ) , s i z e=T, replace=TRUE, prob=c ( eps ,1− eps ) )
X=mvrnorm(T, rep ( 0 , 5 ) ,M)
Y=mvrnorm(T, rep (−4 ,5) ,M)
uzorak=s∗X+(1−s )∗Y
mi 0=apply ( uzorak , 2 ,mean)
Sigma 0=(1/T)∗ ( t ( uzorak)−mi 0)%∗%t ( t ( uzorak)−mi 0)
i f ( f ( Sigma 0)){
w=rep (0 ,T)
n i z=rep (0 ,T)
for ( l in 1 :T){
n i z [ l ]=exp(−( alpha [ j ] /2)∗ ( uzorak [ l , ]−mi 0)
%∗%solve ( Sigma 0)%∗%matrix ( uzorak [ l , ]−mi 0 ,ncol=1))}
w=niz/sum( n i z )
mi 1=apply ( uzorak∗w, 2 ,sum)
Sigma 1=(alpha [ j ]+1)∗ ( t ( uzorak)−mi 1)
%∗%( t ( t ( uzorak)−mi 1)∗w)
mi l i s t a=l i s t (mi 0 ,mi 1)
Sigma l i s t a=l i s t ( Sigma 0 , Sigma 1)

while ( f ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a )] ])==TRUE
&& ( ! a l l (abs (mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a )−1]]−
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mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] ) <0 . 0 0 1 ) | |
! a l l (abs ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a )−1]]−
Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a ) ] ] ) <0 . 0 0 1 ) ) ){
w n=rep (0 ,T)
n i z n=rep (0 ,T)
for ( t in 1 :T){
n i z n [ t ]=exp(−( alpha [ j ] /2)∗ ( uzorak [ t , ]−
mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] )
%∗%solve ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a ) ] ] )%∗%
matrix ( uzorak [ t , ]−mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] , ncol=1))}

w n=niz n/sum( n i z n)
mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a )+1]]=apply ( uzorak∗w n , 2 ,sum)

Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a )+1]]=
( alpha [ j ]+1)∗ ( t ( uzorak)−mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] )
%∗%( t ( t ( uzorak)−mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] ) ∗w n)}}

theta=c (mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] ,
vecs ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a ) ] ] ) )

n i z ocena [ length ( n i z ocena )+1]=( theta 0−theta )
%∗%( theta 0−theta )}
MSE[ j ]=mean( n i z ocena )}

return (MSE) }

tabe la4 eps 0=tabe la4 (0 )
tabe la4 eps 0.1= tabe la4 ( 0 . 1 )
tabe la4 eps 0.2= tabe la4 ( 0 . 2 )

rbind ( tabe la4 eps 0 , tabe la4 eps 0 . 1 , tabe la4 eps 0 . 2 )

Poglav	e 9

Uqitavamo podatke:

France=MSCIFrance
Germany=MSCIGermany
I t a l y=MSCIItaly
P a c i f i c=MSCIPacific
Spain=MSCISpain
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UK=MSCIUK

Sortiramo cijene, od najstarijeg datuma ka najmla�em:

f r anc e p r i c e=rev ( France$Pr ice )
germany p r i c e=rev (Germany$Pr ice )
i t a l y p r i c e=rev ( I t a l y$Pr ice )
p a c i f i c p r i c e=rev ( P a c i f i c$Pr ice )
spa in p r i c e=rev ( Spain$Pr ice )
uk p r i c e=rev (UK$Pr ice )

Dobijamo mjeseqne prinose od logaritmovanih cijena oduzimaju�i
susjedne cijene:

FR=d i f f ( log ( f r ance p r i c e ) )
DE=d i f f ( log ( germany p r i c e ) )
ITL=d i f f ( log ( i t a l y p r i c e ) )
APxJ=d i f f ( log ( p a c i f i c p r i c e ) )
ESP=d i f f ( log ( spa in p r i c e ) )
UK=d i f f ( log ( uk p r i c e ) )

MatricaX koja sadr�i prinose svih 6 instrumenata (po kolonama) i slika
1:

X=cbind (FR,DE, ITL ,JPN, APxJ ,ESP,UK,USA)
boxplot (X)

Izbacujemo autlajere iz podataka:

FR no o u t l i e r=X[ !X[ , 1 ] %in% boxplot (X[ , 1 ] ) $out , 1 ]
DE no o u t l i e r=X[ !X[ , 2 ] %in% boxplot (X[ , 2 ] ) $out , 2 ]
ITL no o u t l i e r=X[ !X[ , 3 ] %in% boxplot (X[ , 3 ] ) $out , 3 ]
APxJ no o u t l i e r=X[ !X[ , 4 ] %in% boxplot (X[ , 4 ] ) $out , 4 ]
ESP no o u t l i e r=X[ !X[ , 5 ] %in% boxplot (X[ , 5 ] ) $out , 5 ]
UK no o u t l i e r=X[ !X[ , 6 ] %in% boxplot (X[ , 6 ] ) $out , 6 ]
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Slika 2:

l ibrary ( ” car ” )
par ( mfrow=c ( 2 , 3 ) )
qqPlot (FR no o u t l i e r , y lab = ”FR” , xlab=”” )
qqPlot (DE no o u t l i e r , y lab=”DE” , xlab=”” )
qqPlot ( ITL no o u t l i e r , y lab=”ITL” , xlab=”” )
qqPlot (APxJ no o u t l i e r , y lab=”APxJ” , xlab=”” )
qqPlot (ESP no o u t l i e r , y lab=”ESP” , xlab=”” )
qqPlot (UK no o u t l i e r , y lab=”UK” , xlab=”” )

Tabela 5:

matrix (c ( shap i ro . t e s t (FR no o u t l i e r )$p . value ,
shap i ro . t e s t (DE no o u t l i e r )$p . value ,

shap i ro . t e s t ( ITL no o u t l i e r )$p . value ,
shap i ro . t e s t (APxJ no o u t l i e r )$p . value ,
shap i ro . t e s t (ESP no o u t l i e r )$p . value ,
shap i ro . t e s t (UK no o u t l i e r )$p . va lue ) , ncol=1)

Funkcija f provjerava da li je matrica invertibilna.

Funkcija estimate vra�a ocijene sred�ih vrijednosti i kovarijacione mat-
-rice prinosa datih u matrici koja je argument funkcije, za datu vrijed-
-nost parametra α. Sve dok je pos	ed�a dobijena matrica kovarijacije
invertibilna i dok su razlike izme�u pos	ed�ih uzastopno dobijenih
ocijena znaqajne, ocje�ujemo µ i Σ metodom minimalnog pseudorastoja�a,
opisanom u 8. poglav	u (formule (44) i (45)).

f<−function (m) class ( try ( solve (m) , s i l e n t=T))==” matrix ”

es t imate<−function (Y, alpha ){
T=nrow(Y)
mi 0=apply (Y, 2 ,mean)
Sigma 0=(( t (Y)−mi 0)%∗%t ( t (Y)−mi 0) )/T
i f ( f ( Sigma 0)){
w=c ( )
n i z=c ( )
for ( i in 1 :T){
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n i z [ i ]=exp((− alpha/2∗t ( t (Y)−mi 0)
%∗%solve ( Sigma 0)%∗%( t (Y)−mi 0 ) ) [ i , i ] ) }

w=niz/sum( n i z )
mi 1=apply (Y∗w, 2 ,sum)
Sigma 1=(alpha+1)∗ ( t (Y)−mi 1)%∗%( t ( t (Y)−mi 1)∗w)
mi l i s t a=l i s t (mi 0 ,mi 1)
Sigma l i s t a=l i s t ( Sigma 0 , Sigma 1)
while ( f ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a )] ])==TRUE
&& ( ! a l l (abs (mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a )−1]]−
mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] ) <0 . 0 0 1 ) | |
! a l l (abs ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a )−1]]−
Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a ) ] ] ) <0 . 0 0 1 ) ) ){
w n=rep (0 ,T)
n i z n=rep (0 ,T)
for ( t in 1 :T){
n i z n [ t ]=exp(−( alpha/2)∗ (Y[ t , ]−
mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] )
%∗%solve ( Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a ) ] ] )
%∗%matrix (Y[ t , ]−mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] , ncol=1))}

w n=niz n/sum( n i z n)
mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a )+1]]=apply (Y∗w n , 2 ,sum)

Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a )+1]]=
( alpha+1)∗ ( t (Y)−mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] )
%∗%( t ( t (Y)−mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] ) ∗w n)} }

r=l i s t (mi l i s t a [ [ length (mi l i s t a ) ] ] ,
Sigma l i s t a [ [ length ( Sigma l i s t a ) ] ] )
return ( r )}

U matricu sr vr �emo smjestiti vektore ocijena sred�ih vrijednosti
prinosa, za α ∈ {0, 0.1, 0.2, 0.5, 0.75, 1} U matricu var �emo smjestiti
ocije�ene disperzije za α ∈ {0, 0.1, 0.2, 0.5, 0.75, 1}.

s r vr=matrix ( rep (0 ,6∗6) , ncol=6)
var=matrix ( rep (0 ,6∗6) , ncol=6)
alpha=c ( 0 , 0 . 1 , 0 . 2 , 0 . 5 , 0 . 7 5 , 1 )
for ( k in 1 : length ( alpha ) ){
l i s t a=est imate (X, alpha [ k ] )
s r vr [ k , ]= l i s t a [ [ 1 ] ]
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var [ k , ]=diag ( l i s t a [ [ 2 ] ] ) }

Slika 3 u radu:

par ( mfrow=c ( 1 , 2 ) )
plot ( seq ( 1 : 6 ) , s r vr [ 1 , ] , yl im=c ( −0 .01 ,0 .07) , type=” l ” ,
col=” red ” )
l ines ( seq ( 1 : 6 ) , s r vr [ 2 , ] , col=” green ” )
l ines ( seq ( 1 : 6 ) , s r vr [ 3 , ] , col=” blue ” )
l ines ( seq ( 1 : 6 ) , s r vr [ 4 , ] , col=” ye l low ” )
l ines ( seq ( 1 : 6 ) , s r vr [ 5 , ] , col=” orange ” )
l ines ( seq ( 1 : 6 ) , s r vr [ 6 , ] , col=” purple ” )
legend ( 4 . 8 , 0 . 0 7 ,
legend=c ( expression (paste ( alpha , ”=0 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.1 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.2 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.5 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.75 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=1” ) ) ) ,
col=c ( ” red ” , ” green ” , ” blue ” , ” ye l low ” , ” orange ” , ” purple ” ) ,
l t y=rep ( 1 , 6 ) , cex =0.8)

plot ( seq ( 1 : 6 ) , var [ 1 , ] , yl im=c ( −0 .001 ,0 .008) , type=” l ” ,
col=” red ” )
l ines ( seq ( 1 : 6 ) , var [ 2 , ] , col=” green ” )
l ines ( seq ( 1 : 6 ) , var [ 3 , ] , col=” blue ” )
l ines ( seq ( 1 : 6 ) , var [ 4 , ] , col=” ye l low ” )
l ines ( seq ( 1 : 6 ) , var [ 5 , ] , col=” orange ” )
l ines ( seq ( 1 : 6 ) , var [ 6 , ] , col=” purple ” )
legend ( 4 . 8 , 0 . 0 0 8 ,
legend=c ( expression (paste ( alpha , ”=0 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.1 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.2 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.5 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.75 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=1” ) ) ) ,
col=c ( ” red ” , ” green ” , ” blue ” , ” ye l low ” , ” orange ” , ” purple ” ) ,
l t y=rep ( 1 , 6 ) , cex =0.8)

Slika 4:
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f 1=function ( lambda , mi , Sigma ){
p=ocena t e z i n a ( lambda , mi , Sigma )
R=mi%∗%p
S=t (p)%∗%Sigma%∗%p
return (c (R, S ) )}

ocena t e z i n a=function ( lambda , mi , Sigma ){
a1=solve ( Sigma )/lambda
a2=lambda−rep ( 1 , 6 )%∗%solve ( Sigma )%∗%mi
a3=rep ( 1 , 6 )%∗%solve ( Sigma )%∗%rep ( 1 , 6 )
p=a1%∗%t (mi+(a2/a3 )%∗%rep ( 1 , 6 ) )
return (p)}

lambda=seq (1 ,100 ,(100−1)/(10000−1))
e f x=matrix ( rep (0 ,5∗10000) ,nrow = 5)
e f y=matrix ( rep (0 ,5∗10000) ,nrow = 5)
alpha=c ( 0 , 0 . 1 , 0 . 2 , 0 . 5 , 0 . 7 5 )
for ( k in 1 : length ( alpha ) ){

mi=est imate (X, alpha [ k ] ) [ [ 1 ] ]
Sigma=est imate (X, alpha [ k ] ) [ [ 2 ] ]

for ( i in 1 : length ( lambda ) ){
e f x [ k , i ]= f1 ( lambda [ i ] , mi , Sigma ) [ 2 ]
e f y [ k , i ]= f1 ( lambda [ i ] , mi , Sigma ) [ 1 ] } }
plot ( e f x [ 1 , ] , e f y [ 1 , ] , type=” l ” , col=” red ” , ylim=c ( 0 , . 0 7 ) )
l ines ( e f x [ 2 , ] , e f y [ 2 , ] , type=” l ” , col=” green ” )
l ines ( e f x [ 3 , ] , e f y [ 3 , ] , type=” l ” , col=” blue ” )
l ines ( e f x [ 4 , ] , e f y [ 4 , ] , type=” l ” , col=” ye l low ” )
l ines ( e f x [ 5 , ] , e f y [ 5 , ] , type=” l ” , col=” orange ” )
legend ( 0 . 0 2 5 , 0 . 0 2 5 ,
legend=c ( expression (paste ( alpha , ”=0 ” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.1” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.2” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.5” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=0.75” ) ) ,
expression (paste ( alpha , ”=1” ) ) ) ,
col=c ( ” red ” , ” green ” , ” blue ” , ” ye l low ” , ” orange ” , ” purple ” ) ,
l t y=rep ( 1 , 6 ) , cex=1)

DIM :
U ovom dijelu �emo da ocijenimo mjeru uticaja podataka na ocijene te�ina
portfolija, dobijene klasiqnom metodom (α = 0) i robusnom metodom (za
α = 0.2). Pritom, koristimo formulu 46. Za to �e nam biti potrebna i
formula 3, kao i formule 31 i 32. Ne uma�uju�i opxtost, uzmimo da je
investitorova averzija prema riziku λ = 3.85.
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ocene alpha 0.2= est imate (X, 0 . 2 )
m=ocene alpha 0 . 2 [ [ 1 ] ]
v=ocene alpha 0 . 2 [ [ 2 ] ]
ifmu=function ( x ){
return ( sqrt (0.2+1)ˆ(6+2)∗ (x−m)∗exp(−0.2/2∗ (x−m)
%∗%solve ( v )%∗%matrix (x−m, ncol=1)))}

i f s i gm a=function ( x ){
return ( sqrt (0.2+1)ˆ10∗ (matrix ( rep ( ( x−m)
%∗%matrix ( ( x−m) , ncol=1) ,36) ,ncol=6)−1/ (0 .2+1)∗v )
∗drop (exp(−0.2/2∗ (x−m)%∗%solve ( v )
%∗%matrix (x−m, ncol=1))))}

ocena t e z i n a<−function ( Sigma , mi ,N){
i f ( f ( Sigma ) ){
p=1/3 .85∗solve ( Sigma )%∗%
matrix ( ( mi−(rep (1 ,N)%∗%solve ( Sigma )%∗%
matrix (mi , ncol=1)−3.85)/ ( rep (1 ,N)%∗%solve ( Sigma )
%∗%matrix ( rep (1 ,N) , ncol=1))∗rep (1 ,N) ) , ncol=1)
} else p=0
return (p)}

p=ocena t e z i n a (v ,m, 6 )

prv i sab i rak=function ( x ){
return(−solve ( v )%∗%i f s i gm a ( x )%∗%p)}

drug i sab i rak=function ( x ){
return (1/3 .85∗solve ( v )%∗%matrix ( ifmu ( x ) , ncol=1))}

t r e c i s ab i rak=function ( x ){
return (1/3 .85∗solve ( v )%∗%matrix ( ( rep ( 1 , 6 )%∗%solve ( v )
%∗%( i f s i g m a ( x )%∗%solve ( v )%∗%matrix (m, ncol=1)−
matrix ( ifmu ( x ) , ncol=1))%∗%rep ( 1 , 6 ) )/
drop ( rep ( 1 , 6 )%∗%solve ( v )%∗%matrix ( rep ( 1 , 6 ) , ncol=1)) ,
ncol=1))}

c e t v r t i s ab i rak=function ( x ){
return (1/3 .85∗solve ( v )%∗%
matrix ( (drop ( rep ( 1 , 6 )%∗%solve ( v )%∗%i f s i g m a ( x )
%∗%solve ( v )%∗%matrix ( rep ( 1 , 6 ) , ncol=1))%∗%
(drop ( rep ( 1 , 6 )%∗%solve ( v )%∗%matrix (m, ncol=1))−3.85)
%∗%rep ( 1 , 6 ) )/drop ( rep ( 1 , 6 )%∗%solve ( v )
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%∗%matrix ( rep ( 1 , 6 ) , ncol=1))ˆ2 ,ncol=1))}

i f p=function ( x ){
return ( prv i sab i rak ( x)+drug i sab i rak ( x)+
t r e c i s ab i rak ( x)+ c e t v r t i s ab i rak ( x ) )}

DIM=function ( x ){
return ( sqrt (drop ( t ( i f p ( x ) )%∗%i f p ( x ) ) ) ) }

DIM vektor=rep (0 ,167)
for ( i in 1 :167){
DIM vektor [ i ]=DIM(X[ i , ] ) }

Do sada smo odrediliDIM kada su µ̂ i Σ̂ ocijene dobijene robusnom metodom
za α = 0.2. Odredimo sada DIM kada su µ̂ i Σ̂ ocijene dobijene metodom
maksimalne vjerodostojnosti (za α = 0). Kao i u prethodnom sluqaju, prvo
odre�ujemo uticajne krive za µ̂, Σ̂, a onda i za p̂∗ (sabirak po sabirak).

ifmu 0=function ( x ){
return ( sqrt (1)ˆ(6+2)∗ (x−m))}

i f s i gm a 0=function ( x ){
return ( sqrt (1)ˆ10∗ (matrix ( rep ( ( x−m)
%∗%matrix ( ( x−m) , ncol=1) ,36) ,ncol=6)−1/(0+1)∗v ) )}

prv i sab i rak 0=function ( x ){
return(−solve ( v )%∗%i f s i gm a 0( x )%∗%p)}

drug i sab i rak 0=function ( x ){
return (1/3 .85∗solve ( v )%∗%matrix ( ifmu 0( x ) , ncol=1))}

t r e c i s ab i rak 0=function ( x ){
return (1/3 .85∗solve ( v )%∗%matrix ( ( rep ( 1 , 6 )
%∗%solve ( v )%∗%( i f s i g m a 0( x )%∗%solve ( v )
%∗%matrix (m, ncol=1)−matrix ( ifmu 0( x ) , ncol=1))
%∗%rep ( 1 , 6 ) )/drop ( rep ( 1 , 6 )
%∗%solve ( v )%∗%matrix ( rep ( 1 , 6 ) , ncol=1)) ,ncol=1))}

c e t v r t i s ab i rak 0=function ( x ){
return (1/3 .85∗solve ( v )%∗%matrix ( (drop ( rep ( 1 , 6 )
%∗%solve ( v )%∗%i f s i gm a 0( x )%∗%solve ( v )
%∗%matrix ( rep ( 1 , 6 ) , ncol=1))
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%∗%(drop ( rep ( 1 , 6 )%∗%solve ( v )%∗%matrix (m, ncol=1))−3.85)
%∗%rep ( 1 , 6 ) )/drop ( rep ( 1 , 6 )%∗%solve ( v )
%∗%matrix ( rep ( 1 , 6 ) , ncol=1))ˆ2 ,ncol=1))}

i f p 0=function ( x ){
return ( prv i sab i rak 0( x)+drug i sab i rak 0( x)+
t r e c i s ab i rak 0( x)+ c e t v r t i s ab i rak 0( x ) )}

DIM 0=function ( x ){
return ( sqrt (drop ( t ( i f p 0( x ) )%∗%i f p 0( x ) ) ) ) }

DIM vektor 0=rep (0 ,167)
for ( i in 1 :167){
DIM vektor 0 [ i ]=DIM 0(X[ i , ] ) }

Sada prika�imo dobijene mjere uticaja DIM, (slika 5):

par ( mfrow=c ( 1 , 2 ) )

plot (DIM vektor 0 , yl im=c ( 0 , 150 ) )
plot (DIM vektor , yl im=c ( 0 , 150 ) )

Poglav	e 10
Odre�ujemo mjere performansi portfolija τ̂ i ŜR primje�uju�i proceduru
"pokretni horizont"i formule navedene u poglav	u 10. Pritom, uzimamo
vrijednosti parametra α iz skupa {0, 0.1, 0.2, 0.25}. Tako�e, odre�ujemo mjere
performansi kada je λ = 3.85 i kada je λ =∞.

ocena t e z i n a lambdainfty=function ( Sigma ){
return ( ( solve ( Sigma )%∗%matrix ( rep ( 1 , 6 ) , ncol=1))
/drop ( rep ( 1 , 6 )%∗%solve ( Sigma )
%∗%matrix ( rep ( 1 , 6 ) , ncol=1)))}
a=c ( 0 , 0 . 1 , 0 . 2 , 0 . 2 5 )
turnover n i z MV=c ( )
turnover n i z V=c ( )
sharpe n i z MV=c ( )
sharpe n i z V=c ( )
for ( s in 1 : length ( a ) ){
p MV=matrix ( rep (0 ,(167−120+1)∗6) , ncol=6)
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p V=matrix ( rep (0 ,(167−120+1)∗6) , ncol=6)
for ( i in 1:(167−120+1)){
E=est imate (X[ i : ( i +120−1) ,] , a [ s ] )
p MV[ i , ]= ocena t e z i n a (E [ [ 2 ] ] , E [ [ 1 ] ] , 6 )
p V[ i , ]= t ( ocena t e z i n a lambdainfty (E [ [ 2 ] ] ) ) }
p plus MV=matrix ( rep (0 ,(167−120)∗6) , ncol=6)
p plus V=matrix ( rep (0 ,(167−120)∗6) , ncol=6)
for ( i in 1:(167−120)){
for ( j in 1 : 6 ){
p plus MV[ i , j ]=(1+X[ i +119 , j ] ) /(1+X[ i +119 ,]
%∗%p MV[ i , ] ) ∗p MV[ i , j ]
p p lus V[ i , j ]=(1+X[ i +119 , j ] ) /(1+X[ i +119 ,]
%∗%p V[ i , ] ) ∗p V[ i , j ] }}
turnover MV=0
turnover V=0
for ( i in 1:(167−120)){
for ( j in 1 : 6 ){
turnover MV=turnover MV+abs (p MV[ i +1, j ]−
p plus MV[ i , j ] ) /(167−120−1)
turnover V=turnover V+abs (p V[ i +1, j ]−
p plus V[ i , j ] ) /(167−120−1)}}
turnover n i z MV[ s ]= turnover MV
turnover n i z V[ s ]= turnover V
mi MV=0
mi V=0
for ( i in 1:(167−120)){ mi MV=mi MV+drop (p MV[ i , ]%∗%
X[ i +119+1 ,])/(167−120)
mi V=mi V+drop (p V[ i , ]%∗%X[ i +119+1 ,])/(167−120)}
sharpe MV=mi MV/sqrt ( d i s p e r z i j a MV)
sharpe V=mi V/sqrt ( d i s p e r z i j a V)

sharpe n i z MV[ s ]= sharpe MV
sharpe n i z V[ s ]= sharpe V}

matrica MV=cbind ( turnover n i z MV, sharpe n i z MV)
matr ica V=cbind ( turnover n i z V, sharpe n i z V)

Tabela 6:

cbind ( matr ica MV, matr ica V)
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