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Íàñëîâ äîêòîðñêå äèñåðòàöèjå: Ðåêîðäè íèçà jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ

âåëè÷èíà ñ ïðèìåíàìà

Ðåçèìå: Èç íèçà îïñåðâàöèjå èñòè÷ó ñå îíå êîjå ïðåâàçèëàçå ñâå ïðåòõîäíå. �èõ çîâåìî

ðåêîðäè. ×àíäëåð [39] ñå ñìàòðà ïèîíèðñêèì ðàäîì è çà÷åòêîì òåîðèjå ðåêîðäà. Îâà

òåîðèjà âðåìåíîì ïîñòàjå ñâå çàíèì§èâèjà èñòðàæèâà÷èìà, ïðå ñâåãà, çáîã ïàæ»å êîjó

øèðà jàâíîñò ïîñâå£ójå ðåêîðäèìà. Äîêàç òîìå jå âåëèêè áðîj îájàâ§åíèõ ðàäîâà èç îâå

îáëàñòè.

Óëîãà ðåêîðäà jå âåîìà çíà÷àjíà ó ñòàòèñòèöè. �èõîâà ïðèìåíà ñå ïðîæèìà êðîç

ðàçëè÷èòå îêâèðå ñòàòèñòèêå. Êàî ïðèìåðå íàâîäèìî îöå»èâà»å íåïîçíàòèõ ïàðàìåòàðà

ðàñïîäåëå, êàðàêòåðèçàöèîíå ïðîáëåìå, òåñòîâå ñàãëàñíîñòè è òåñòîâå ñòàöèîíàðíîñòè èòä.

Ïîðåä òîãà, ðåêîðäè ñó ñå ïîêàçàëè èçóçåòíî âàæíèì ó òåîðèjè âåðîâàòíî£å è ó òåîðèjè

ñëó÷àjíèõ ïðîöåñà.

Öè§åâè îâå äèñåðòàöèjå ñó èçðàæåíè êðîç ïðèìåíó ðåêîðäà ïðè îäðå¢èâà»ó îöåíà

ìàêñèìàëíå âåðîäîñòîjíîñòè ïàðàìåòàðà âèøåïàðàìåòàðñêèõ ðàñïîäåëà, ïðåäñòàâ§à»åì

íîâèõ ðåêóðåíòíèõ âåçà ìîìåíàòà ðàñïîäåëå íà îñíîâó ðåêîðäà, îäðå¢èâà»å Áàjåñîâèõ

îöåíà äðóãèõ ñòàòèñòèêà íà îñíîâó ðåêîðäà, ïðèìåíîì ðåêîðäà ïðè êàðàêòåðèçàöèjè

äîïóñòèâèõ ðàñïîäåëà çà äóæèíó ñëó÷àjíå òåòèâå ó êðóãó è ïðîó÷àâà»ó àñèìïòîòñêîã

ïîíàøà»à åêñòðåìà íèçà äóæèíà ñëó÷àjíèõ òåòèâà. Äèñåðòàöèjà ñå ñàñòîjè èç øåñò

ïîãëàâ§à.

Ïðâî ïîãëàâ§å ñàäðæè ïðèìåðå ðåêîðäà.

Ó äðóãîì ïîãëàâ§ó ñó ïðåäñòàâ§åíå ôîðìóëàöèjå ðåêîðäà èç íèçà íåçàâèñíèõ è

jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà. �èõîâà ïðèìåíà ïðè ðàçíèì ïðîáëåìèìà è

»èõîâå óîïøòåíå ñõåìå èç íèçà íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà.

Èñòàêíóòè ñó íåêè çàíèì§èâè ðåçóëòàòè èç îâå îáëàñòè êîjè ïðîøèðójó ñàçíà»à î

ðåêîðäèìà.

Ðàçìàòðà»å äîâî§íèõ óñëîâà ïðè êîjèìà ñå ïîòâð¢ójå åãçèñòåíöèjà è jåäèíñòâåíîñò

îöåíà ìàêñèìàëíå âåðîäîñòîjíîñòè ïàðàìåòðà äîïóñòèâèõ ðàñïîäåëà, íà îñíîâó ðåêîðäà,

jå äàòî ó òðå£åì ïîãëàâ§ó. Ïîðåä ïîçíàòèõ ðàñïîäåëà, ïðèêàçàíè ñó ðåçóëòàòè êîjè

ïîòâð¢ójó åãçèñòåíöèjó è jåäèíñòâåíîñò îâèõ îöåíà êîä íåêèõ òðîïàðàìåòàðñêèõ åêñòåíçèjà

Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå. Äåëèìè÷íè ðåçóëòàòè èç îâîã ïîãëàâ§à ñó îájàâ§åíè ó [135].

×åòâðòî ïîãëàâ§å jå ïîñâå£åíî ðåêóðåíòíèì âåçàìà ìîìåíàòà òðîïàðàìåòàðñêå

åêñòåíçèjå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå íà îñíîâó ðåêîðäà è »èõîâèì ìîãó£èì ïðèìåíàìà. Îâè

ðåçóëòàòè ñó îájàâ§åíè ó [137].

Ïåòî ïîãëàâ§å èñòè÷å îêâèðå Áàjåñîâîã îöå»èâà»à ñòàòèñòèêà ïîðåòêà íà îñíîâó

ðåêîðäà. Òèìå ñå, íà íåêè íà÷èí, óïîòïó»ójå ñëèêà î ìîãó£èì ïðèìåíàìà ðåêîðäà è



»èõîâîì çíà÷àjó. Ïîjåäèíè ðåçóëòàòè ïðåäñòàâ§åíè ó îâîì ïîãëàâ§ó ñå ìîãó ïðîíà£è ó

[136].

Ó øåñòîì ïîãëàâ§ó ðàçìàòðàjó ñå ïðèìåíå òåîðèjå ðåêîðäà êîä íèçà íåçàâèñíèõ

ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå äóæèíå ñëó÷àjíå òåòèâå ó êðóãó. Íîâè íà÷èíè

èçáîðà ñëó÷àjíå òåòèâå ó êðóãó ñó ïðåäñòàâ§åíè ó îâîì ïîãëàâ§ó, êàî è àñèìïòîòñêî

ïîíàøà»å ìàêñèìóìà äóæèíà ñëó÷àjíèõ òåòèâà è îäãîâàðàjó£å áðçèíå êîíâåðãåíöèjà.

Ïðåäñòàâ§åíå ñó êàðàêòåðèçàöèjå ôóíêöèjå ðàñïîäåëå äóæèíà ñëó÷àjíèõ òåòèâà íà îñíîâó

íèçà ìîìåíàòà ðåêîðäà. Ïîjåäèíè ðåçóëòàòè èç îâîã ïîãëàâ§à ñó îájàâ§åíè ó [134].
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Doctoral Dissertation Title: Record values from a sequence of identical distributed random

variables with applications

Abstract: From a sequence of observations, the ones that exceed previous ones in a time series

are called records. The pioneer paper of record theory is considered to be Chandler [39]. This

theory gained its popularity doe to significant public interest towards records. As a result, large

number of papers are published on this topic.

Record values are very important in statistics. Record values are applied in parameter

estimation issues, characterization issues, hypothesis and stationarity tests, etc. Also, their

usefulness in probability theory and in theory of random process is tremendous.

This dissertation discusses applications of records through numerical evaluations of maximum

likelihood estimators of parameters of the three-parameter extensions of Weibull distribution

family, new recurrence relations of record moments, records in Bayesian inference, applications

of records in characterization issues for random chord length distributions as well with the

asymptotic behaviour of extremes of random chord lengths. This dissertation consists on six

chapters.

Several examples of records are presented in the first chapter.

Second chapter discusses the strict formulations of records from a sequence of independent

and identically distributed random variables. Their application and their extensions from the

same model are presented, as well with several interesting results.

The problem of existence and uniqueness of maximum likelihood estimators based on records

is elaborated in the third chapter. In this chapter, we present sufficient conditions that confirm

the existence and uniqueness of maximum likelihood estimators for a three-parameter extensions

of Weibull distributions. Also, several well known results are presented as examples. Several

results from this chapter could be found in [135].

The fourth chapter is dedicated to moment recurrence relations of a three-parameter ex-

tension of Weibull distribution based on records with possible applications. These results are

published in [136].

Fifth chapter deals with Bayesian prediction of order statistics based on record values. Here,

we expand the applicability of records in real problems and provide a better understanding of

their significance. Several results presented in this chapter could be found in [136].

In the sixth chapter the random chord length issue is considered through the record value

theory. A new generation method of random chords is presented. The study of limit behaviour

of maximum length of random chords for all cases of generation is also conducted. Character-

ization results for random chord length distributions based on record moments are obtained.



Several results presented in this chapter could be found in [134].
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Ãëàâà 1

Óâîä

Ðåêîðäîì1 ñå ñìàòðà äîñòèãó£å êîjå ó íèçó äîãà¢àjà ïðåâàçèëàçè ñâå ïðåòõîäíå. Ñêîðî

ñâàêîäíåâíî ìîæåìî äà ÷ójåìî äà jå íîâè ðåêîðä ïîñòèãíóò. Ðåêîðäè èìàjó ñâîjå ïðèðîäíî

ìåñòî ó êëèìàòîëîãèjè, õèäðîëîãèjè, ñïîðòó, èíæå»åðñòâó, ìåäèöèíè èòä. �èõîâà

îñíîâíà ïðèìåíà jå ïðåäñòàâ§à»å åêñòðåìíèõ äîãà¢àjà øèðîj jàâíîñòè.

1.1 Ïðèìåðè

Ðàäè èëóñòðàöèjå íàâîäèìî íåêîëèêî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1 Ñâåäîöè ñìî ÷åñòèõ ïîjàâà ðåêîðäíèõ âðåäíîñòè ïðîñå÷íèõ äíåâíèõ

òåìïåðàòóðà. Ñìàòðà ñå äà ïðîñå÷íà äíåâíà òåìïåðàòóðà ïðåäñòàâ§à ñòàöèîíàðíó

âðåìåíñêó ñåðèjó. ×åñòå ïîjàâå ðåêîðäà ó âðåìåíñêîj ñåðèjè ñìàòðàjó ñå èíäèêàòîðîì

íåñòàöèîíàðíîñòè. Ïðåìà Áåíåñòàäó [35], ñìàòðà ñå äà jå òî ïîñëåäèöà ãëîáàëíîã

çàãðåâà»à. Ðåäíåð è Ïåòåðñåí [109], çáîã íåäîâî§íî äîêàçà, îäáàöójó îâàêâå òâðä»å.

Ïðèìåð 2 Ðåêîðäè ó ñïîðòó ñó óâåê âàæèëè êàî èçóçåòíè äîãà¢àjè çà êîjå ïîñòîjè

ñïåöèjàëàí èíòåðåñ øèðå jàâíîñòè. Òðêà÷êå ñïîñîáíîñòè, äóæèíà ñêîêà ó äà§, êàî

è äèñòàíöà áà÷åíîã êîï§à ñó çíà÷àjíî óíàïðå¢åíå ïðåòõîäíèõ äåöåíèjà. ×åñòà ïîjàâà

ðåêîðäà ó îâèì ñïîðòîâèìà óêàçójå íà íàïðåäàê ñïîðòèñòà è ïîjàâó ðàñòó£åã òðåíäà,

ïðåìà [50].

Ïðèìåð 3 Ïîïëàâå ìàjà 2014. ãîäèíå ó Ñðáèjè ñó çàòåêëå ìíîãå ãðà¢àíå è îñòàâèëå

ðàçîðíå ïîñëåäèöå. Ñìàòðàjó ñå íàjðàçîðíèjèì îä êàäà ñå âîäè åâèäåíöèjà î ïîïëàâàìà íà

òåðèòîðèjè Ñðáèjå.

1Ðå÷ ðåêîðä ïîòè÷å îä ëàòèíñêå ðå÷è recordare, øòî çíà÷è ïàìòèòè èëè ïîäñå£àòè ñå.
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Ïðèìåð 4 Íàjñíàæíèjè çåì§îòðåñ ñà åïèöåíòðîì íà òåðèòîðèjè Ñðáèjå, îä êàäà ñå

âîäè åâèäåíöèjà, äåñèî ñå ó Ëàçàðåâöó 1922. ãîäèíå ñà ìàãíèòóäîì 5.9 ïî Ðèõòåðîâîj

ñêàëè.

Ïðèìåð 5 Íàjâå£è áðîj îñâîjåíèõ òèòóëà íà òâðäîj ïîäëîçè èìà íàø òåíèñåð Íîâàê

�îêîâè£. Îâî jå ñàìî jåäàí îä ðåêîðäà êîjè jå îâàj òåíèñåð ïîñòèãàî.

Ïðèìåð 6 Êðàãójåâ÷àíèí Ñð¢àí Ðèñòè£ îáîðèî jå Ãèíèñîâ ðåêîðä ó äèñöèïëèíè èçâî¢å»à

çãèáîâà è ñêëåêîâà çà 60 ìèíóòà. Îí jå ó õàëè "Ãîðäàíà Áîãîjåâè£" óðàäèî 420

êîìáèíàöèjà çãèáîâà è ñêëåêîâà, øòî jå çà îñàì âèøå ó îäíîñó íà ñòàðè ðåêîðä2.

Ïðèìåð 7 Ãèíèñîâà ê»èãà ðåêîðäà ñàìî ïîòâð¢ójå êîëèêó ïàæ»ó ðåêîðäè ïðèâëà÷å îä

ñòðàíå øèðå jàâíîñòè. Ñìàòðà ñå, òàêî¢å, äà è Ãèíèñîâà ê»èãà ðåêîðäà èìà ðåêîðäíó

ïðîäàjó ó ñâåòó, òj. äà è îíà ÷èíè ðåêîðä(â. [19]).

Èíòåðåñàíòíî jå ïîìåíóòè äà jå 17. íîâåìáàð ñâåòñêè äàí ðåêîðäà. Äîäàòíè ïðèìåðè

ðåêîðäà ñå ìîãó ïðîíà£è ó ïðåãëåäîì ðàäó [51].

2www.guinnessworldrecords.com
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Ãëàâà 2

Ïîjàì ðåêîðäà, îñîáèíå è âàæíèjè

ðåçóëòàòè

Ñëåäå£à äåôèíèöèjà àäåêâàòíî îïèñójå ïîjàì ðåêîðäà ó âåðîâàòíîñíîì ñìèñëó (â. [19]).

Äåôèíèöèjà 2.1 Íåêà jå äàò íèç íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà

X1, X2, . . . ñà íåïðåêèäíîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F . Êàæåìî äà jå Xj ãîð»è ðåêîðä

àêî âàæè äà jå Xj > Xi çà ñâàêî i < j. Àíàëîãíî äåôèíèøåìî è äî»å ðåêîðäå.

Ïðåòïîñòàâ§àìî óâåê äà jå ïðâà îïñåðâàöèjà è ãîð»è è äî»è ðåêîðä.

Ðàçìàòðà£åìî ñëó÷àj äà jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F íåïðåêèäíà êàêî áèñìî èçáåãëè

ïîíàâ§à»à âðåäíîñòè ó íèçó è ïîjåäíîñòàâèëè òåîðèjñêó ïîçàäèíó.

Êàî çà÷åòàê ìàòåìàòè÷êå òåîðèjå ðåêîðäà ñìàòðà ñå ïèîíèðñêè ðàä ×àíäëåðà [39] ó

êîìå ñó, ïî ïðâè ïóò, îájàâ§åíå ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå ïðâèõ n, äî»èõ ðåêîðäà

è ðàñïîäåëà âðåìåíà îñòâàðèâà»à ðåêîðäà èç íèçà íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ

ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà X1, X2, . . . ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F è ãóñòèíîì f , çà n ≥ 1. Ó äà§åì

òåêñòó ñå ñìàòðà äà ñå åêñòðàêöèjà ðåêîðäà âðøè èç îâîã âåðîâàòíîñíîã ìîäåëà. Óêîëèêî

ñå îäñòóïè îä îâîã ìîäåëà, ó ñìèñëó íàðóøàâà»à íåêå îä îñîáèíà íåçàâèñíîñòè èëè jåäíàêå

ðàñïîäå§åíîñòè, âåðîâàòíîñíå îñîáèíå åêñòðàêîâàíèõ ðåêîðäà ñå äîñòà óñëîæ»àâàjó ïðè

÷åìó ñå, íåðåòêî, ðåçóëòàòè èç ñòàíäàðäíîã ìîäåëà íå ìîãó óîïøòèòè èëè áè åâåíòóàëíî

óîïøòå»å çàâèñèëî îä äîäàòíèõ äåòà§à. Âåëèêè áðîj ðåçóëòàòà òåîðèjå ðåêîðäà jå

ïðåäñòàâ§åí ó ê»èãàìà [19], [98] è [14], êîjå ïðåäñòàâ§àjó ñàæåòå ìîíîãðàôèjå òåîðèjå

ðåêîðäà.

Íèç âðåìåíà {Tn, n ≥ 1} îñòâàðèâà»à ðåêîðäà è íèç ðåêîðäà {Rn, n ≥ 1} èç íèçà

X1, X2, . . . ñå äåôèíèøó íà ñëåäå£è íà÷èí.
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Äåôèíèöèjà 2.2 Çà íèç âðåìåíà {Tn, n ≥ 1} îñòâàðèâà»à ðåêîðäà ó íèçó X1, X2, . . .

âàæè

T1 = 1 ñà âåðîâàòíî£îì 1,

è

Tn = min{j : Xj > XTn−1}, çà n ≥ 2.

Çà íèç ðåêîðäà {Rn, n ≥ 1} âàæè

Rn = XTn , çà n ≥ 1.

Èçäâîjèìî óçîðàê X1, X2, . . . , Xn èç íèçà íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà X1, X2, . . .. Èç

äàòîã óçîðêà óâåê ìîæåìî äà èçâó÷åìî ìàêñèìóì Mn = max{X1, X2, . . . , Xn}. Òðèâèjàëíî
âàæè äà jå M1 = X1, êàî è äà jå ñâàêè íîâè ñòðîãè ìàêñèìóì ójåäíî è íîâè ðåêîðä.

Îäíîñíî, ðåêîðäè ñå ìîãó èíòåðïðåòèðàòè êàî X1 ≤ M2 ≤ M3 ≤ · · · ó ñëó÷àjåâèìà ãäå

jå èñïó»åíà ñòðîãà íåjåäíàêîñò Mi < Mi+1, îäíîñíî ãäå jå Xi+1 > Mi (â. [56]). Äîáðî áè

áèëî íàïîìåíóòè äà ñå ó ëèòåðàòóðè ðåêîðäè èç äåôèíèöèjå 1.1 ñìàòðàjó jàêèì ðåêîðäèìà

(åíã. strong records), äîê ñå ñëàáèì ðåêîðäèìà (åíã. weak records) ñìàòðàjó îíè ðåêîðäè

êîjè ïîòè÷ó èç äèñêðåòíå ðàñïîäåëå, îäíîñíî îíè ðåêîðäè çà êîjå ïîñòîjè ìîãó£íîñò äà jå

Mn−1 = Xn, çà íåêî n ≥ 2.

Ïðåìà ïðåòõîäíîì, àëòåðíàòèâíà äåôèíèöèjà çà âðåìåíà îñòâàðèâà»à ðåêîðäà êàî è çà

ñàìå ðåêîðäå èç íèçà X1, X2, . . . ãëàñè

Äåôèíèöèjà 2.3 Çà íèç {Tn, n ≥ 1}, âðåìåíà îñòâàðèâà»à ðåêîðäà ó íèçó X1, X2, . . .,

âàæè

T1 = 1 ñà âåðîâàòíî£îì 1,

è

Tn = min{j : Xj > MTn−1}, çà n ≥ 2.

Çà íèç ðåêîðäà {Rn, n ≥ 1} âàæè

Rn = MTn , çà n ≥ 1.

Òàêî¢å, èíòåðåñàíòíî jå ïîñìàòðàòè è íèç ïðèðàøòàjà ðåêîðäà {Jn, n ≥ 1}, êàî è íèç

ïðèðàøòàjà âðåìåíà îñòâàðèâà»à ðåêîðäà êîjè ñå äåôèíèøó íà ñëåäå£è íà÷èí.
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Äåôèíèöèjà 2.4 Íèç ïðèðàøòàjà ðåêîðäà {Jn, n ≥ 1} ó íèçó X1, X2, . . . ñå äåôèíèøå

êàî

J1 = R1,

è

Jn = Rn −Rn−1, çà n ≥ 2.

Íèç ïðèðàøòàjà âðåìåíà îñòâàðèâà»à ðåêîðäà {∆n, n ≥ 2}, èç íèçà X1, X2, . . .,

äåôèíèøå ñå êàî

∆n = Tn − Tn−1, çà n ≥ 2.

Íåêà jå Ii èíäèêàòîð äîãà¢àjà äà jå i-òà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà, Xi, íîâè ðåêîðä èç íèçà

X1, X2, . . ., îäíîñíî

Ii =

1, Xi = max{X1, X2, . . . , Xi},

0, èíà÷å.

Ïîøòî jå F íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå, ñëó÷àjíå âåëè÷èíå I1, I2, . . . ñó íåçàâèñíå

è ïðåäñòàâ§àjó Áåðíóëèjåâå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà ðàñïîäåëîì In ∼ Ber
(

1
n

)
çà n ≥

1. Øòàâèøå, âàæè äà ñó èíäèêàòîðè I1, I2, . . . , In è ìàêñèìóì Mn íåçàâèñíå ñëó÷àjíå

âåëè÷èíå, çà ñâàêî n ≥ 1 (â. [110]). Îâàj ðåçóëòàò, êàî è íàðåäíè ðåçóëòàòè, ïðîèçèëàçå

èç íåïðåêèäíîñòè ôóíêöèjå ðàñïîäåëå îäàêëå íèç X1, X2, . . . ïîòè÷å. Äà§å ìîæåìî äà

äåôèíèøåìî è íèç {Nn, n ≥ 1}, ÷èjè ÷ëàíîâè ïðåäñòàâ§àjó áðîj ðåãèñòðîâàíèõ ðåêîðäà

èç óçîðêà âåëè÷èíå n íèçà X1, X2, . . . .

Äåôèíèöèjà 2.5 Áðîj ðåêîðäà {Nn, n ≥ 1} ó íèçó X1, X2, . . . ñå äåôèíèøå êàî

N1 = 1,

è

Nn = {áðîj ðåêîðäà ó X1, X2, . . . , Xn} =
n∑
i=1

Ii.

Âàæå ñëåäå£à òâð¢å»à (â. [110]).
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Òåîðåìà 2.1 (Ðå»è, 1962) Çàêîí ðàñïîäåëå çà íèç {Nn, n ≥ 1} jå îäðå¢åí ñà

P{Nn = k} =
|Skn|
n!

, n = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . ,

ãäå Skn ïðåäñòàâ§à áðîj ïåðìóòàöèjà îä n åëåìåíàòà êîjå èìàjó k öèêëîâà. Skn ñå íàçèâà

è Ñòèðëèíãîâ áðîj ïðâå âðñòå (â. [124, Ïîãëàâ§å 1]).

Òåîðåìà 2.2 (Ðå»è, 1962) Çà íèç {Nn, n ≥ 1} âàæè jàêè çàêîí âåëèêèõ áðîjåâà

Nn

lnn
→ 1 ñà âåðîâàòíî£îì 1 êàäà n→∞,

êàî è öåíòðàëíà ãðàíè÷íà òåîðåìà

(Nn − lnn)/
√

lnn→ N (0, 1) ó ðàñïîäåëè ïðè n→∞.

Ëåìà 2.2 äèðåêòíî èìïëèöèðà äà áðîj ðåêîðäà ñòàëíî ðàñòå êàäà ñå îáèì óçîðêà ïîâå£àâà.

Ñìàòðà ñå äà jå îäãîâàðàjó£à àïðîêñèìàöèjà íîðìàëíîì ðàñïîäåëîì ñëàáà ó ñëó÷àjó êàäà

jå îáèì óçîðêà n ≤ 1000. Èíòåðåñàíòàíî jå äà ñå áðîj ðåêîðäà ìå¢ó ñëó÷àjíèì âåëè÷èíàìà

Xi êîjå ïîòè÷ó èç íåïðåêèäíå ðàñïîäåëå F , ãäå jå an < i < bn, çà 0 < a < b, ìîæå

ïðåäñòàâèòè ðåàëèçàöèjîì Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà ñà èíòåíçèòåòîì ln b
a
, ïðè n→∞ (â. [46]).

Âåçà èçìå¢ó áðîjà ðåãèñòðîâàíèõ ðåêîðäà è »èõîâèõ âðåìåíà îñòâàðèâà»à jå äèðåêòíà.

Çà n ≥ r ≥ 1, äîãà¢àjè {Tr ≤ n} è {Nn ≥ r} èìàjó èñòó âåðîâàòíî£ó, òj.

P{Tr ≤ n} = P{Nn ≥ r},

è âàæè

P{Tr = n} = P{Nn−1 = r − 1, Nn = r}.

Íàðåäíà òåîðåìà äèðåêòíî êîðèñòè îâàj ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 2.3 (Ðå»è, 1962) Çàêîí ðàñïîäåëå çà Tn jå äàò ñà

P{Tr = n} =
|Sr−1
n−1|
n!

, r = 1, 2, . . . , n = r, r + 1, . . . ,

ãäå jå, êàî è ïðå, Skn Ñòèðëèíãîâ áðîj ïðâå âðñòå.

Ó [110] ãðàíè÷íå òåîðåìå çà íèç {Tn, n ≥ 1} ñó òðåòèðàíå êàî äóàëíå òåîðåìå íèçà

{Nn, n ≥ 1}.
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Òåîðåìà 2.4 (Ðå»è, 1962) Çà íèç {Tn, n ≥ 1} âàæè jàêè çàêîí âåëèêè áðîjåâà

lnTn
n
→ 1 ñà âåðîâàòíî£îì 1 ïðè n→∞,

îäíîñíî

T 1/n
n → e ñà âåðîâàòíî£îì 1 ïðè n→∞.

Âàæè è öåíòðàëíà ãðàíè÷íà òåîðåìà çà íèç {Tn, n ≥ 1}, òj.

(Tn − n)/
√
n→ N (0, 1) ó ðàñïîäåëè ïðè n→∞.

Çà íèç {Tn, n ≥ 1} âàæè äà jå çàjåäíè÷êà ðàñïîäåëà òðåíóòàêà îñòâàðèâà»à ïðâèõ n

ðåêîðäà (T1, T2, . . . , Tn) îáëèêà

P{T1 = 1, T2 = j2, . . . , Tn = jn} =
1

(j2 − 1) · · · (jn − 1)jn
, (2.1)

çà áèëî êîjè íèç áðîjåâà 1 = j1 < j2 < · · · < jn è n ≥ 1, äîê jå óñëîâíè çàêîí ðàñïîäåëå çà

Tn+1|Tn, Tn−1, . . . , T1 îáëèêà

P{Tn+1 = m|Tn = jn, Tn−1 = jn−1, . . . , T1 = 1} =
jn

m(m− 1)
. (2.2)

Èç (2.1) è (2.2) ñå ìîæå çàê§ó÷èòè äà je

P{Tn+1 = m|Tn = jn} =
jn

m(m− 1)
,

îäàêëå âàæè äà íèç òðåíóòàêà {Tn, n ≥ 1} ôîðìèðà ëàíàö Ìàðêîâà.

Êàäà jå ðå÷ î êîëè÷íèêó Tn/Tn+1, çàíèì§èâ ðåçóëòàò jå ïðåäñòàâ§åí ó [130]. Íàèìå,

âàæè äà jå àñèìïòîòñêà ðàñïîäåëà êîëè÷íèêà Tn/Tn+1 ñòàíäàðäíà óíèôîðìíà ðàñïîäåëà,

òj.

P{Tn/Tn+1 < x} → x çà 0 < x < 1 ïðè n→∞. (2.3)

Äîäàòíî âàæè äà ñó Tn/Tn+1, Tn+1/Tn+2, . . . àñèìïòîòñêè íåçàâèñíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà

ñòàíäàðäíîì óíèôîðìíîì ðàñïîäåëîì (â. [112]). Óîïøòå»å îâîã ðåçóëòàòà ìîæå ñå íà£è

ó (â. [46]).

Ìîæäà íàjâàæíèjè è äîíåêëå íåî÷åêèâàí ðåçóëòàò òè÷å ñå ïðîñå÷íîã âðåìåíà ÷åêà»à

èçìå¢ó äâà óçàñòîïíà ðåêîðäà {∆n, n ≥ 1}. Ïîêàçàíî jå ó [39] äà îâà âðåäíîñò íèjå

êîíà÷íà.
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Íàðåäíà òåîðåìà èñòè÷å àñèìïòîòñêî ïîíàøà»å íèçà {∆n, n ≥ 1} (â. [96]).

Òåîðåìà 2.5 (Íåóòñ, 1967) Çà íèç {∆n, n ≥ 1} âàæè öåíòðàëíà ãðàíè÷íà òåîðåìà

(∆n − n)/
√
n→ N (0, 1) ó ðàñïîäåëè ïðè n→∞,

è jàêè çàêîí âåëèêèõ áðîjåâà

ln ∆n

n
→ 1, ïðè n→∞.

Àñèìïòîòñêà ðàñïîäåëà çà ∆n+1/∆n îäðå¢åía jå ñà (â. [119])

P

{
∆n+1

∆n

> x

}
→ ln(1 + x)

x
ïðè n→∞, çà ñâàêî x > 0.

2.1 Óçîðêîâà»å ðåêîðäà

Ïðåìà ïðåòõîäíîì, àêî jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F íåïðåêèäíà îíäà ó çàêîíèìà ðàñïîäåëå

çà Nn, Tn è ∆n, çà n ≥ 1, íå ôèãóðèøå F . Ìå¢óòèì, òî íèjå ñëó÷àj êîä ðåêîðäà.

Ïîñòîjå äâà ïðèñòóïà óçîðêîâà»à ðåêîðäà èç íèçà îïñåðâàöèjà, ó ëèòåðàòóðè ïîçíàòè

êàî èíâåðçíà ñõåìà (åíã. inverse sampling scheme) è ñõåìà ïðîñòîã ñëó÷àjíîã óçîðêà (åíã.

random sampling scheme). Êîä ïðâîã ïðèñòóïà îïñåðâàöèjå ñó ïðåäñòàâ§åíå ó íèçó è

óçîðêîâà»å ñå ïðåêèäà êàä ñå n-òè ðåêîðä îñòâàðè. Ó îâîì ñëó÷àjó, áðîj îïñåðâàöèjà jå

ñëó÷àjíà âåëè÷èíà.

Ïðè äðóãîì ïðèñòóïó, ñëó÷àjàí óçîðàê îáèìà n ñå èçâëà÷è èç ðàñïîäåëå F è ðåêîðäè ñå

ðåãèñòðójó. Ó îâîì ñëó÷àjó, áðîj ðåêîðäà jå ñëó÷àjíà âåëè÷èíà.

Íåêà jå äàò âåêòîð (R̃,K) = (R1, K1, R2, K2, . . . , Rm, Km), ãäå jå Ri i-òè ðåêîðä à Ki

áðîj îïñåðâàöèjà îä òðåíóòêà îñòâàðèâà»à ðåêîðäà Ri äî òðåíóòêà îñòâàðèâà»à ñëåäå£åã

ðåêîðäà Ri+1, óê§ó÷ójó£è è òðåíóòàê îñòâàðèâà»à ðåêîðäà Ri+1, ãäå ñó îïñåðâàöèjå

ïðåäñòàâ§åíå ñà X1, X2, . . . , Xn. Ñòîãà, âàæè äà jå
∑m

i=1Ki = n, ãäå jå n, n ≥ 1, áðîj

ñâèõ îïñåðâàöèjà. Òàäà jå âåðîâàòíî£à ðåàëèçàöèjå óçîðêà (r̃,k) äàòà ñà

L(r̃,k) =
m∏
i=1

f(ri){F (ri)}ki−1I(ri,∞)(ri), (2.4)

ãäå jå r0 = −∞, km ≡ 1 è IA(x) èíäèêàòîð ñêóïà A (â. [116]).
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Óêîëèêî jå áðîj ðåêîðäà èç óçîðêà ñëó÷àjàí, îäíîñíî àêî èìàìî âåêòîð (R̃,K, Nn) =

(R1, K1, . . . , RNn , KNn , Nn), âåðîâàòíî£à ðåàëèçàöèjå óçîðêà (r̃,k, nn) je îáëèêa

L(r,k, nn) =
nn∏
i=1

f(ri){F (ri)}ki−1I(ri,∞)(ri), (2.5)

ãäå jå r0 = −∞, nn áðîj ðåêîðäà ó ïðâèõ n, n ≥ 1, îïñåðâàöèjà è knn ≡ n −
∑nn−1

i=1 ki (â.

[63]).

Ñóìèðà»åì ïî ñâèì âðåìåíèìà ÷åêà»à ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè (2.4) äîáèjàìî

çàjåäíè÷êó ãóñòèíó ðàñïîäåëå ïðâèõ m, m ≥ 1, ãîð»èõ ðåêîðäà êàî

fR1,R2,...,Rm(r1, r2, . . . , rm) =
m∏
i=1

f(ri)/
m−1∏
i=1

[1− F (ri)] , (2.6)

−∞ < r1 < r2 · · · < rm <∞.

Èòåðèðàíîì èíòåãðàöèjîì (2.6) ó îäíîñó íà (r1, r2, . . . , rk−1, rk+1, . . . , rm−1) äîáèjàìî è

ôóíêöèjó ãóñòèíå ðàñïîäåëå ïàðà (Rk, Rm) çà 1 ≤ k < m, êàî è ìàðãèíàëíó ôóíêöèjó

ãóñòèíå m-òîã ãîð»åã ðåêîðäà êàî

fRk,Rm(rk, rm) =
[− ln(1− F (rk))]

k

k!

[
− ln

(
1−F (rm)
1−F (rk)

)]m−k−1

(m− n− 1)!

f(rk)f(rm)

1− F (rk)
, (2.7)

−∞ < rk < rm <∞,

fRm(r) = f(r){− ln(1− F (r))}m−1/(m− 1)!, (2.8)

−∞ < r <∞,

ðåäîì. Äà§å ñå äèðåêòíî ìîãó îäðåäèòè óñëîâíå ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå

fR1,R2,...,Rm−1|Rm(r1, r2, . . . , rm−1|rm) =
(m− 1)!

∏m−1
i=1

f(ri)
1−F (ri)

[− ln(1− F (rm))]m−1 , (2.9)

−∞ < r1 < r2 · · · < rm−1 < rm,
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è

fRm+1,Rm+2,...,Rm+j |Rm(rm+1, rm+2, . . . , rm+j|rm) =

j−1∏
i=1

f(rm+i+1)

1− F (rm+i)
, (2.10)

rm < rm+1 · · · < rm+j <∞.

Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå n-òîã ðåêîðäà ñå, íà îñíîâó (2.8), ìîæå îäðåäèòè êàî

FRn(x) = P{Rn ≤ x} =
1

(n− 1)!

∫ x

−∞
f(r){− ln(1− F (r))}n−1 dr

=
1

(n− 1)!

∫ − ln(1−F (x))

0

vn−1e−v dv, −∞ < x <∞,

çà n ≥ 1. Äà§å, óñëîâíà âåðîâàòíî£à P{Rn+1 > x|R1 = r1, R2 = r2, . . . , Rn = rn} èìà îáëèê

P{Rn+1 > x|R1 = r1, R2 = r2, . . . , Rn = rn} =
1− F (x)

1− F (rn)
, x > rn, (2.11)

ïà ñàìèì òèì, óñëîâíà ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå îä Rn+1, ïðè R1 = r1, R2 = r2, . . . , Rn =

rn, èìà îáëèê

fRn+1|R1,R2,...,Rn(x|r1, r2, . . . , rn) = fRn+1|Rn(x|rn) =
f(x)

1− F (rn)
, x > rn, (2.12)

øòî ójåäíî ãîâîðè äà è íèç ðåêîðäà {Rn, n ≥ 1} ÷èíè ëàíàö Ìàðêîâà. Ïðåìà [102], è íèç

{(∆n, Rn), n ≥ 1} ÷èíè ëàíàö Ìàðêîâà, òàêî¢å.

Ìíîãîáðîjíå îñîáèíå ðåêîðäà èç íåïðåêèäíå ðàñïîäåëå F ñëåäå èç òðàíñôîðìàöèjå

G(x) = − ln(1− F (x)).

Îäãîâàðàjó£è ïðâè èçâîä ôóíêöèjå G, G′(x) = f(x)
1−F (x)

jå ïîçíàò ó ëèòåðàòóðè êàî õàçàðäíà

ôóíêöèjà. Êàêî ñó ôóíêöèjå F è G ñòðîãî ðàñòó£å, ïîñòîjå »èõîâè îäãîâàðàjó£è èíâåðçè

G−1 è F−1 è âàæè äà

G−1(x) = F−1(1− e−x).

Îäàâäå ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî äà óêîëèêî åêñòðàêójåìî ðåêîðäå èç íèçà íåçàâèñíèõ

ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà X1, X2, . . . êîjå èìàjó ñòàíäàðäíó åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó, èìàìî

äà jå G(x) = − ln(1 − F (x)) = x è çàê§ó÷ójåìî äà ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå m-òîã

ãîð»åã ðåêîðäà èìà îáëèê xm−1e−x/(m − 1)!I{x > 0}, îäíîñíî m-òè ãîð»è ðåêîðä èìà

ãàìà ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà m è 1, çà m ≥ 1 (â. [111]). Âàæè è ñëåäå£å. Àêî ñëó÷àjíà

âåëè÷èíà X èìà íåïðåêèäíó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå F òàäà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà G(X) èìà

ñòàíäàðäíó åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó. Ñàìèì òèì, àêî èìàìî ðåêîðäå R1, R2, . . . , Rm èç
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ðàñïîäåëå F îíäà ñó

G(R1), G(R2), . . . , G(Rm)

ðåêîðäè èç ñòàíäàðäíå åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå, çà m ≥ 1. Îâà ÷è»åíèöà jå îñíîâà

àñèìïòîòñêîã ïîíàøà»à ðåêîðäà. Òî jå è èñêîðèø£åíî ó [113], îäàêëå èìàìî è íàðåäíó

òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.6 (Ðåñíèê, 1973ö) Íåêà ñó R1, R2, . . . , ðåêîðäè èç íåïðåêèäíå ðàñïîäåëå F è

íåêà jå G(x) = − ln(1−F (x)) = x. Òàäà çà íèç G(R1), G(R2), . . . âàæè öåíòðàëíà ãðàíè÷íà

òåîðåìà

G(Rn)− n√
n

→ N (0, 1) ó ðàñïîäåëè ïðè n→∞.

Çà èñòè íèç G(R1), G(R2), . . . âàæè jàêè çàêîí âåëèêèõ áðîjåâà

G(Rn)

n
→ 1 ñà âåðîâàòíî£îì 1 ïðè n→∞.

Òðåáà èñòà£è è äèðeêòíó âåçó èçìå¢ó ðåêîðäà è âðåìåíà îñòâàðèâà»à íåõîìîãåíîã

Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà. Âàæè äà íèç ðåêîðäà {Rn, n ≥ 1} èìà èäåíòè÷íó ðàñïîäåëó êàî

íèç âðåìåíà îñòâàðèâà»à íåõîìîãåíîã Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà ñà ôóíêöèjîì èíòåíçèòåòà

λ(t) = − lnF (t), ãäå jå F (t) = 1− F (t) (â. íïð. [112]).

2.2 Óîïøòåíå ñõåìå ðåêîðäà

Ïðåìà ãîðå íàâåäåíèì ðåçóëòàòèìà, ïîêàçàíî jå äà ñå ó óçîðöèìà îáèìà n ìîæå

î÷åêèâàòè îêî lnn ðåêîðäà, êàî è äà ïðîñå÷íî âðåìå ÷åêà»à èçìå¢ó äâà ðåêîðäà äèâåðãèðà.

Ñàìèì òèì, »èõîâà óëîãà ïðè ñòàòèñòè÷êîì çàê§ó÷èâà»ó èìà ñêðîìíó ïðèìåíó. Ïðåìà

òîìå, îä èíòåðåñà jå ïðåäñòàâèòè ñõåìå ðåêîðäà êîjå ïðåâàçèëàçå îâå ðåñòðèêöèjå è êîjå

ñàäðæå îáè÷íå ðåêîðäå êàî ñïåöèjàëíè ñëó÷àj.

k-òè ðåêîðäè

Íåêà jå Xi:m i-òà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà èç ïðîñòîã ñëó÷àjíîã óçîðêà âåëè÷èíå m, ãäå jå

1 ≤ i ≤ m. Äåôèíèøåìî íèç òðåíóòàêà îñòâàðèâà»à k-òèõ ãîð»èõ ðåêîðäà {Tm(k), m ≥ 1}
è íèç k-òèõ ãîð»èõ ðåêîðäà {Rm(k), m ≥ 1} íà ñëåäå£è íà÷èí (â. [47]).
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Äåôèíèöèjà 2.6 Íèç òðåíóòàêà îñòâàðèâà»à k-òèõ ãîð»èõ ðåêîðäà {Tm(k), m ≥ 1} è
íèç k-òèõ ãîð»èõ ðåêîðäà {Rm(k), m ≥ 1} èç íèçà X1, X2, . . . ñå äåôèíèøó êàî

T1(k) = k, R1(k) = X1:k,

çà m ≥ 2

Tm(k) = min{j : j > Tm−1(k), Xj > XTm−1(k)−k+1:Tm−1(k)
}

è

Rm(k) = XTm(k)−k+1:Tm(k)
,

ãäå jå k ≥ 1 ôèêñèðàíà âðåäíîñò.

Ñëè÷íî ñå äåôèíèøó è k-òè äî»è ðåêîðäè. Ó [47] ñå èñòè÷å äà jå íèç {Rn(k), n ≥ 1}
èç ðàñïîäåëå F èäåíòè÷àí ó ðàñïîäåëè íèçó îáè÷íèõ ðåêîðäà {Rn, n ≥ 1} èç ðàñïîäåëå
F1:k = 1− (1− F )k. Çà k ≥ 1 è m ≥ 1, äèðåêòíî ñå ìîæå îäðåäèòè ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà

Rm(k) êàî

FRm(k)
(x) = P{Rm(k) ≤ x} =

1

(m− 1)!

∫ −k ln(1−F (x))

0

um−1e−u du, (2.13)

êàî è çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ïðâèõ n k-òèõ ðåêîðäà R̃(k) = (R1(k), R2(k), ..., Rn(k)),

ïðè »èõîâîj ðåàëèçàöèjè r̃(k) = (r1(k), r2(k), ..., rn(k)), êàî

f(r1(k), r2(k), ..., rn(k)) = kn
n∏
i=1

f(ri(k))

1− F (ri(k))
(1− F (rn(k)))

k, (2.14)

r1(k) < r2(k) < ... < rn(k), n ≥ 1.

Ëàêî ñå äà ïðèìåòèòè äà k-òè ðåêîðäè ïðåäñòàâ§àjó áëàãî óîïøòå»å îáè÷íèõ ðåêîðäà(çà

k = 1, k-òè ðåêîðäè ñå ñâîäå íà îáè÷íå ðåêîðäå). Íåðåòêî èçðàçè êîjè âàæå çà îáè÷íå

ðåêîðäå ñå ìîãó ïðîñòî óîïøòèòè çà k-òå ðåêîðäå. Ñàãëàñíî òîìå, »èõîâà èìïëåìåíòàöèjà

ó ïðàêñè jå äîñòà äèðåêòíà. Íàñëå¢åíå ñó ñâå îñîáèíå îáè÷íèõ ðåêîðäà. Òàêî, íà ïðèìåð,

âàæè äà íèç âðåìåíà îñòâàðèâà»à k-òèõ ðåêîðäà çàjåäíî ñà íèçîì k-òèõ ðåêîðäà ÷èíå

ëàíàö Ìàðêîâà. Ìå¢óòèì, îíî øòî jå èíòåðåñàíòíî çà k-òå ðåêîðäå jå òî äà çà k ≥ 2

ïðîñå÷íî âðåìå ÷åêà»à èçìå¢ó óçàñòîïíèõ k-òèõ ðåêîðäà jå êîíà÷íî (â. [62]).

Ïðèìåð 8 Ðåãèñòðîâà»å k-òèõ ðåêîðäà èç óçîðêà jå ïðåäî÷åíî ïðèìåðîì êîjè ñå ìîæå

íà£è ó [19], çàäàòàê 2.36. Âèäåòè ójåäíî è [5]. Ïîäàöè ñó ïðåäñòàâ§åíè ó Òàáåëè 2.1.
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Òàáåëà 2.1: Ïðîñå÷íå äíåâíå òåìïåðàòóðå ó Jóëó ó Íîjåíáóðãó (Øâàjöàðñêà) ó ïåðèîäó îä
1864�1883.

19.0, 20.1, 18.4, 17.4, 19.7, 21.0, 21.4, 19.2, 19.9, 20.4,
20.9, 17.2, 20.2, 17.8, 18.1, 15.6, 19.4, 21.7, 16.2, 16.4.

Çà k = 3, ãîð»è k-òè ðåêîðäè è îäãîâàðàjó£à âðåìåíà oñòâàðèâà»à ñó ïðåäñòàâ§åíè

êàî

i 1 2 3 4 5 6 7
Ri(3) 18.4 19.0 19.7 20.1 20.4 20.9 21.0

Ti(3) 3 5 6 7 10 11 18

Ñëè÷íî, çà k = 3, äî»è k-òè ðåêîðäè è îäãîâàðàjó£à âðåìåíà oñòâàðèâà»à ñó

ïðåäñòàâ§åíè êàî

i 1 2 3 4 5 6 7
Li(3) 20.1 19.0 18.4 17.8 17.4 17.2 16.4

Ti(3) 3 4 12 14 16 19 20

Ðåêîðäè ñà ïîòâðäîì

Ïðåòïîñòàâèìî äà çàjåäíè÷êè óçîðàê (X,Y) ÷èíå îïñåðâàöèjå èç X êîjå ñó íåçàâèñíå è

jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñà íåïðåêèäíîì ðàñïîäåëîì F , îïñåðâàöèjå èç Y ñó, òàêî¢å, íåçàâèñíå

è jåäíàêî ðàñïîäå§åíå àëè ñà äðóãîì íåïðåêèäíîì ðàñïîäåëîì G è ãäå âàæè äà je Xi

st
< Yj,

ïðè ÷åìó ñå ïîä
st
< ïîäðàçóìåâà ñòîõàñòè÷êî ïîðå¢å»å çàñíîâàíî íà ðåëàöèjè P{Xi ≥ x} <

P{Yj ≥ x} êîjà jå èñïó»åíà çà ñâàêî x ∈ R. Îâî ójåäíî èìïëèöèðà äà jå ó ìåøîâèòîì

óçîðêó îïñåðâàöèjà Xi è Yj, âå£à âåðîâàòíî£à äà îïñåðâàöèjå Yj áóäó ðåãèñòðîâàíå êàî

ãîð»è ðåêîðäè. Ìîòèâèñàíè ïðîáëåìîì êîíòàìèíàöèjå óçîðêà ñà àóòëàjåðèìà, Íåâçîðîâ

è Ñòåïàíîâ ñó ó [100] ñó äåôèíèñàëè ðåêîðäå ñà ïîòâðäîì è »èõîâà âðåìåíà îñòâàðèâà»à

íà ñëåäå£è íà÷èí. Îçíàêå ñó èñòå êàî ó [100].
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Äåôèíèöèjà 2.7 Íåêà ñó m, k ôèêñèðàíè ïîçèòèâíè öåëè áðîjåâè òàêâè äà 1 ≤ m ≤ k.

Íåêà jå

L̃(1) = 1, X̃(1) = X1,

è çà n ≥ 1

L̃(n+ 1) = min

j : j > L̃(n),

j∑
i=L̃(n)+1

I{Xi>X̃(n)} = k

 ,

X̃(n+ 1) = X
(n)
m,k,

ãäå jå IA èíäèêàòîð ôóíêöèjà äîãà¢àjà A è X
(n)
m,k ñòàòèñòèêà ïîðåòêà èç óçîðêà

I{X
L̃(n)+1

>X̃(n)}XL̃(n)+1, I{X
L̃(n)+2

>X̃(n)}XL̃(n)+2, . . . , I{Xj>X̃(n)}Xj.

Íèç {L̃(n), n ≥ 1} ñå ñìàòðà íèçîì òðåíóòàêà îñòâàðèâà»à ðåêîðäà ñà ïîòâðäîì äîê ñå

íèç {X̃(n), n ≥ 1} ñìàòðà íèçîì ðåêîðäà ñà ïîòâðäîì, ðåäîì.

Çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ãóñòèíå ïðâèõ n ãîð»èõ ðåêîðäà ñà ïîòâðäîì èìà îáëèê

fX̃(1),X̃(2),...,X̃(n)(x1, x2, . . . , xn)

= mn−1

(
k

m

)n−1

f(x1)×
n−1∏
i=1

(F (xi+1)− F (xi))
m−1(1− F (xi+1))k−mf(xi+1)

(1− F (xi))k
,

x1 < x2 < · · · < xn, n ≥ 1. (2.15)

Óêîëèêî jå F íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå, îíäà jå ìàðãèíàëíà ðàñïîäåëà çà X̃(n)

äàòà ñà

P{X̃(n) ≤ x} =
1

Γ(1 + (n− 1) [1/k + · · ·+ 1/(k −m+ 1)])

×
∫ − ln(1−F (x))

0

e−uu(n−1)[1/k+···+1/(k−m+1)] du, (2.16)

ãäå jå Γ ãàìà ôóíêöèjà è n ≥ 1.

Ðåêîðäè ñà ïîòâðäîì ÷èíå ëàíàö Ìàðêîâà. Èñòî âàæè è çà »èõîâà âðåìåíà îñòâàðèâà»à.
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Òðåíóòíè ðåêîðäè

Óêîëèêî èñòîâðåìåíî ïðàòèìî íàjâå£ó è íàjìà»ó îïñåðâàöèjó èç íèçà X1, X2, . . . çàjåäíî

ñà »èõîâèì âðåìåíèìà îñòâàðèâà»à ðåêîðäà, îíäà òàêâå âåëè÷èíå çîâåìî òðåíóòíè

ðåêîðäè. Îâè ðåêîðäè ïðâè ïóò ñó ïðåäñòàâ§åíè ó [66].

Äåôèíèöèjà 2.8 Íåêà jå äàò íèç íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ îïñåðâàöèjà

X1, X2, . . . ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F è ôóíêöèjîì ãóñòèíå ðàñïîäåëå f . Òðåíóòíè ðåêîðä

(åíã. current record) ñå ïîjàâ§ójå ó âðåìåíó j àêî âàæè Xj > max{X1, . . . , Xj−1} èëè

Xj < min{X1, . . . , Xj−1}, çà j ≥ 1. Íåêà R′n è Rn îçíà÷å íàjìà»ó è íàjâå£ó îïñåðâàöèjó

ïîñëå n òðåíóòíèõ ðåêîðäà, ðåäîì, è R′0 = R0 = X1.

Èíòåðâàë (R′n, Rn) ñå ó ëèòåðàòóðè îáåëåæàâà êàî ðåêîðäíè èíòåðâàë òîëåðàíöèjå, äîê

ñòàòèñòèêà Wn = Rn −R′n ïðåäñòàâ§à ðåêîðäíè ðàíã.

Çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå çà R′n è Rn jå äàòà ñà

fR′n,Rn(r′, r) = 2nf(r′)f(r)
{− ln(1− F (r) + F (r′))}n−1

(n− 1)!
, −∞ < r′ < r <∞, (2.17)

äîê ñó îäãîâàðàjó£å ìàðãèíàëíå ôóíêöèjå ãóñòèíå îáëèêà

fR′n(r′) = 2nf(r′)

[
1− F (r′)

n−1∑
j=1

(− lnF (r′))j

j!

]
, −∞ < r′ <∞, (2.18)

è

fRn(r) = 2nf(r)

[
1− (1− F (r′))

n−1∑
j=1

(− ln(1− F (r)))j

j!

]
, −∞ < r <∞. (2.19)

Jåäíà ìîãó£à ïðèìåíà òðåíóòíèõ ðåêîðäà ñå îãëåäà ó ïðåäñòàâ§à»ó ãðàíèöà

òîëåðàíöèjå êâàíòèëà ïîïóëàöèjå êîjè íå çàâèñå îä íåïðåêèäíå ðàñïîäåëå F (â. íïð. [6]).

δ-ðåêîðäè

Ïðèëèêîì ðàäà ñà ñëó÷àjíèì âåëè÷èíàìà èç íåïðåêèäíå ðàñïîäåëå, ìîðà ñå èìàòè ó

âèäó äà ñå »èõîâå âðåäíîñòè ïðåäñòàâ§àjó ñà îäðå¢åíîì ïðåöèçíîø£ó. Ó ïðèëèêàìà ãäå

ñó ìîãó£à èçjåäíà÷àâà»à, ïîñìàòðàjó ñå ñàìî îíè ðåêîðäè êîjè ïðåâàçèëàçå ïðåòõîäíå

ðåêîðäå çà óíàïðåä çàäàòó êîíñòàíòó δ. Îâà ñõåìà ðåêîðäà jå ïðåäñòàâ§åíà ó [29].
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Äåôèíèöèjà 2.9 Íåêà jå äàò íèç {Xn, n ≥ 1} íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ

ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà íåïðåêèäíîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F è ôóíêöèjîì ãóñòèíå

ðàñïîäåëå f . Îïñåðâàöèjà Xj jå δ-ãîð»è ðåêîðä (åíã. δ-exceedance upper record) àêî

ïðåâàçèëàçè ïðåòõîäíå ðåêîðäå çà ôèêñèðàíó è óíàïðåä îäàáðàíó ïîçèòèâíó êîíñòàíòó

δ. Ó îâîì ñëó÷àjó âàæè äà jå íèç òðåíóòàêà îñòâàðèâà»à ðåêîðäà äàò ñà

T1 = 1 è Tn+1 = min{j : j > Tn, Xj > XTn + δ}, n ≥ 1.

Ëàêî ñå âèäè äà êàäà jå δ = 0 èìàìî îáè÷íå ðåêîðäå.

Çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå ïðâèõ n δ-ðåêîðäà (R1, R2, . . . , Rn), n ≥ 1, jå

äàòà ñà

fR1,R2,...,Rn(r1, r2, . . . , rn) =
n−1∏
j=1

f(rj)

1− F (rj + δ)
f(rn), (2.20)

rj > rj−1 + δ, j = 2, 3, . . . , n.

Óêîëèêî jå F ñòàíäàðäíà åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà, îíäà jå ìàðãèíàëíà ôóíêöèjà

ãóñòèíå ðàñïîäåëå çà Rn äàòà ñà

fRn(rn) =
1

Γ(n)
(x− nδ)n−1e−(x−nδ), x > nδ, (2.21)

ãäå jå Γ ãàìà ôóíêöèjà.

Àñèìïòîòñêå îñîáèíå îâèõ ðåêîðäà, êàî è »èõîâà ïðèìåíà ïðè îöå»èâà»ó íåïîçíàòèõ

ïàðàìåòàðà ñå ìîãó ïðîíà£è ó [54]. Ñõåìå ðåêîðäà áëèñêå îâîj ñó è ðåêîðäè ñà

ðåñòðèêöèjàìà (â. [99]).

2.3 Òåîðåìà äóàëíîñòè

Êàî øòî jå ðå÷åíî ó óâîäó, ïîñòîjè áëèñêà âåçà èçìå¢ó ìàêñèìóìà óçîðêà îáèìà n è n-òîã

ðåêîðäà. Ñàìèì òèì, èíòóèòèâíî èìà ñìèñëà äà ïîñòîjè âåçà èçìå¢ó ãðàíè÷íå ðàñïîäåëå

íîðìèðàíîã ìàêñèìóìà Mn è ãðàíè÷íå ðàñïîäåëå íîðìèðàíîã ðåêîðäà Rn.

Ó [52] ñó ïðåäñòàâ§åíà òðè òèïà ãðàíè÷íèõ íåäåãåíåðèñàíèõ ðàñïîäåëà íîðìèðàíèõ

ìàêñèìóìà ïðâèõ n ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà èñòîì ðàñïîäåëîì F èç íèçà íåçàâèñíèõ

ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà, ïðè n → ∞. Îíå ñó èñòîã òèïà êàî íåêà îä ðàñïîäåëà åêñòðåìíèõ
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âðåäíîñòè:

G0(x) = e−e
−x
, −∞ < x <∞;

G1,α =

0, çà x ≤ 0,

e−x
−α
, çà x > 0 è α > 0.

G2,α =

1, çà x ≥ 0,

e−(−x)α , çà x < 0 è α > 0.

Ôóíêöèjå G0, G1,α è G2,α íîñå íàçèâ Ãóìáåëîâà, Ôðåøåîâà è Âåjáóëîâà ðàñïîäåëà

åêñòðåìíèõ âðåäíîñòè, ðåäîì. Ó ïîñëåä»å äâå ðàñïîäåëå åêñòðåìíèõ âðåäíîñòè ôèãóðèøå

ïîçèòèâàí ïàðàìåòàð îáëèêà α.

Íàðåäíå äâå äåôèíèöèjå ñó îä èçóçåòíîã çíà÷àjà.

Äåôèíèöèjà 2.10 Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F ïðèïàäà îáëàñòè ïðèâëà÷å»à ìàêñèìóìà

ôóíêöèjå ðàñïîäåëå Ĝ, è êîðèñòèìî íîòàöèjó F ∈ DM(Ĝ), àêî ïîñòîjå íîðìèðàjó£å

êîíñòàíòå bn > 0 è an, n ∈ N, òàêâå äà

lim
n→∞

P{(Mn − an)/bn ≤ x} = Ĝ(x)

çà ñâàêó òà÷êó íåïðåêèäíîñòè ôóíêöèjå Ĝ.

Äåôèíèöèjà 2.11 Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F ïðèïàäà îáëàñòè ïðèâëà÷å»à çà ðåêîðäå ñà

ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå Ĥ, è êîðèñòèìî íîòàöèjó F ∈ DR(Ĥ), àêî ïîñòîjå íîðìèðàjó£å

êîíñòàíòå bn > 0 è an, n ∈ N, òàêâå äà

lim
n→∞

P{(Rn − an)/bn ≤ x} = Ĥ(x)

çà ñâàêó òà÷êó íåïðåêèäíîñòè ôóíêöèjå Ĥ.

Ïîòðåáíè è äîâî§íè óñëîâè äà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ïðèïàäà îáëàñòè ïðèâëà÷å»à

ìàêñèìóìà ôóíêöèjà G0, G1,α è G2,α ñå ìîãó ïðîíà£è ó íïð. [82] è [89].
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Íåêà Φ îçíà÷àâà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó. Ãðàíè÷íå ðàñïîäåëå àäåêâàòíî

íîðìèðàíèõ ðåêîðäà ñó

Φ(x), −∞ < x <∞;

Φα(x) =

0, çà x < 0,

Φ(log xα), çà x ≥ 0 è α > 0;

Φ̃α(x) =

1, çà x ≥ 0,

Φ(log(−x)−α), çà x < 0 è α > 0.

Ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà îäãîâàðàjó£å ãðàíè÷íå ðàñïîäåëå íîðìèðàíèõ ðåêîðäà ñó îáëèêà

Ĥ(·) = Φ(− ln(− ln Ĝ(·))), ãäå ôóíêöèjà Ĝ ïðåäñòàâ§à jåäàí îä òðè òèïà ãðàíè÷íèõ

ôóíêöèjà ðàñïîäåëà çà íîðìèðàíå ìàêñèìóìå (â. [111]). Ãðàíè÷íå âðåäíîñòè íîðìèðàíèõ

ðåêîðäà ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F îäãîâàðà ãðàíè÷íîj ðàñïîäåëè íîðìèðàíèõ ìàêñèìóìà

ïðâèõ n ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà èç íèçà íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ

âåëè÷èíà ñà àñîöèðàíîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå

Fa(·) = 1− exp{−
√
− ln(1− F (·))}.

Îäíîñíî, âàæè ñëåäå£à òåîðåìà (â. [112]).

Òåîðåìà 2.7 (Ðåñíèê, 1973á) Íåêà jå F íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è Fa(x) = 1 −
exp{−

√
− ln(1− F (x))}. Òàäà

(i) F ∈ DR(Φα) àêî è ñàìî àêî Fa ∈ DM(G1,α/2). Ó îâîì ñëó÷àjó íîðìèðàjó£å êîíñòàíòå

ñå ìîãó îäàáðàòè êàî

an = 0, bn = G−1(n).

(ii) F ∈ DR(Φ̃α) àêî è ñàìî àêî Fa ∈ DM(G2,α/2). Ó îâîì ñëó÷àjó jå íåîïõîäíî äà F−1

áóäå êîíà÷íî. Íîðìèðàjó£å êîíñòàíòå ñå ìîãó îäàáðàòè êàî

an = F−1, bn = F−1 −G−1(n).

(iii) F ∈ DR(Φ) àêî è ñàìî àêî Fa ∈ DM(G0). Ó îâîì ñëó÷àjó íîðìèðàjó£å êîíñòàíòå ñå

ìîãó îäàáðàòè êàî

an = G−1(n), bn = G−1(n+
√
n)−G−1(n).

Îâà òåîðåìà jå ïîçíàòà ó ëèòåðàòóðè êàî Òåîðåìà äóàëíîñòè. Áèòíî jå èñòà£è è òî äà ó

çàâèñíîñòè îä ñõåìå ðåêîðäà íèçà íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà
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íîðìèðàjó£å êîíñòàíòå ìå»àjó ñâîjó ïðåçåíòàöèjó. Çà k-òå ðåêîðäå âèäåòè [47], çà ðåêîðäå

ñà ïîòâðäîì âèäåòè [115], çà δ-ðåêîäå âèäåòè [53], äîê çà òðåíóòíå ðåêîðäå âèäåòè [31].

2.4 Çíà÷àj ðåêîðäà

Íà îñíîâó ïðâèõ n, n ≥ 1, ðåêîðäà (R1, R2, . . . , Rn) èç ïîïóëàöèjå ñà ðàñïîäåëîì F , êîjà

ïðèïàäà ôàìèëèjè äîïóñòèâèõ ðàñïîäåëà {F (x, θ), θ ∈ Θ}, ìîãó£å jå èçâåñòè ðàçëè÷èòå

ñòàòèñòè÷êå çàê§ó÷êå. Êàðàêòåðèçàöèjå ðàñïîäåëà íà îñíîâó ðåêîðäà ïðåäñòàâ§à

èñòàêíóòè äåî òåîðèjå ðåêîðäà. Ïîðåä òîãà, êîëè÷èíà èíôîðìàöèjà êîjó ðåêîðäè ïîñåäójó

ïðåäñòàâ§à îñíîâó çà ïðèìåíó ðåêîðäà ó ñòàòèñòèöè. Ó íàñòàâêó £åìî ïðåäñòàâèòè ñàæåòå

äåòà§å î îâèì ðåçóëòàòèìà.

2.4.1 Êàðàêòåðèçàöèjå íà îñíîâó ðåêîðäà

Êàðàêòåðèçàöèjîì ñå ìîæå ñìàòðàòè ñêóï îñîáèíà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X êîjå

èäåíòèôèêójó îäãîâàðàjó£ó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå F . Ïîä îâèì îñîáèíàìà ìîæåìî äà

ïîäðàçóìåâàìî íåçàâèñíîñò ðàçëè÷èòèõ ôóíêöèjà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X, íåêå ðåãðåñèîíå

êàðàêòåðèñòèêå, çàäîâî§àâà»å àäåêâàòíèõ ôóíêöèîíàëíèõ jåäíà÷èíà èòä. Ó âåëèêîì

áðîjó ñëó÷àjåâà îâå îñîáèíå ñå ìå¢óñîáíî äîïó»ójó è íàäîâåçójó ÷èìå jå îíåìîãó£åíî

èçäâàjà»å äèñjóíêòíèõ êëàñà êàðàêòåðèçàöèjå.

Ïðâè ðåçóëòàòè êàðàêòåðèçàöèjà íà îñíîâó ðåêîðäà ñå òè÷ó Åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå.

Ðàçëîã jå »åíà óòèöàjíà òåîðèjñêà ïðèìåíà ïðè èìïëåìåíòàöèjè áàçè÷íèõ ðåçóëòàòà èç

òåîðèjå ðåêîðäà. Ïîêàçàíî jå ó [130] äà íåçàâèñíîñò ñòàòèñòèêà R1 è R2 − R1 ó êëàñè

àïñîëóòíî íåïðåêèäíèõ ðàñïîäåëà êàðàêòåðèøå åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó. Âðåìåíîì ñó

ñå ïîjàâèëà è óîïøòå»à îâîã ðåçóëòàòà (â. [12] è [13]).

Èñòè÷ó ñå, òàêî¢å, êàðàêòåðèçàöèjå åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå íà îñíîâó óñëîâíîã

î÷åêèâà»à è äèñïåðçèjå ðåêîðäà (â. íïð. [56], [48] è [140]).

Çàíèì§èâà jå è êàðàêòåðèçàöèjà åêïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå íà îñíîâó ìàêñèìàëíå

êîðåëàöèjå èçìå¢ó ðåêîðäà. Âàæè ñëåäå£à òåîðåìà (â. [97]).

Òåîðåìà 2.8 (Íåâçîðîâ, 1992) Íåêà jå F íåïðåêèäíà ðàñïîäåëà è n > m ≥ 0.

Íåêà ñó D(Rn) è D(Rm) êîíà÷íå. Òàäà êîðåëàöèjà èçìå¢ó Rn è Rm íå ïðåâàçèëàçè√
(m+ 1)/(n+ 1). Øòàâèøå, îâà ãðàíèöà jå äîñòèãíóòà àêî è ñàìî àêî jå F

åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà.
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Áðîj ðàäîâà êîjè èñòè÷ó íîâå êàðàêòåðèçàöèjå ðàñïîäåëà íà îñíîâó ðåêîðäà ñâàêå

ãîäèíå ðàñòå, øòî ïîòâð¢ójå çàèíòåðåñîâàíîñò íàó÷íèêà çà îâó îáëàñò. Êàðàêòåðèçàöèjå

Âåjáóëîâå è Ïàðåòîâå ðàñïîäåëå íà îñíîâó ðåêîðäà ñó íàj÷åø£å ó ëèòåðàòóðè (â. íïð. [15]

è [23]).

Íàðåäíà òåîðåìà ïðåäñòàâ§à îïøòó êàðàêòåðèçàöèjó íåïðåêèäíèõ ðàñïîäåëà íà îñíîâó

íèçà ìîìåíàòà ðåêîðäà (â. [83]).

Òåîðåìà 2.9 (Ëèí, 1987) Çà áèëî êîjà äâà ôèêñèðàíà öåëà áðîjà N ≥ 0 è l > 0, íèç

ìîìåíàòà ðåêîðäíèõ âðåäíîñòè {E(Rn)l}∞n=N êàðàêòåðèøå íåïðåêèäíó ðàñïîäåëó F àêî

âàæè äà jå E|X|l+ε <∞ çà íåêî ε > 0.

Îâäå jå áèòíî èñòà£è äà óñëîâ íåïðåêèäíîñòè ôóíêöèjå ðàñïîäåëå èç Òåîðåìå 2.9

íèjå ìîãó£å îñëàáèòè. Âàæè, òàêî¢å, äà íèç ìîìåíòà ïðèðàøòàjà ðåêîðäà êàðàêòåðèøå

íåïðåêèäíó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå äî íà ïàðàìåòàð ïîëîæàjà (â. [56]).

Ðåãðåñèîíà ôóíêöèjà ðåêîðäà E(Rn+1|Rn) jå äîâî§íà çà èäåíòèôèêàöèjó íåïðåêèäíå

ðàñïîäåëå F , êàî øòî jå íàãëàøåíî ó íàðåäíîj òåîðåìè (â. [94]). Ðåëàöèjà (2.12), ó îâîì

ñëó÷àjó, èãðà ê§ó÷íó óëîãó.

Òåîðåìà 2.10 (Íàãàðàjà, 1977) Íåêà jå F íåïðåêèäíà ðàñïîäåëà. Àêî âàæè äà jå

E(Rn+1|Rn = x) = K(x), ãäå K(x) çàâèñè ñêîðî ñèãóðíî îä F è ãäå jå K(x) íåîïàäàjó£à

ôóíêöèjà íà (F−1(0), F−1(1)), òàäà jå F jåäèíñòâåíî îäðå¢åíà.

Ó îâîì ñëó÷àjó, óñëîâ äà jå ôóíêöèjà K(x) íåîïàäàjó£à íèjå ìîãó£å îñëàáèòè. Ìîãó£å

jå Òåîðåìó 2.10 óîïøòèòè è çà k-òå ðåêîðäå. Îâàj òèï êàðàêòåðèçàöèjå ñå ìîæå

ñìàòðàòè ïîñëåäèöîì ïîâåçàíîñòè ðåêîðäà è ìàêñèìóìà óçîðêà (â. [56]). Ïîòðåáíî jå

íàïîìåíóòè äà Êîøèjåâà ôóíêöèîíàëíà jåäíà÷èíà ïðåäñòàâ§à îñíîâó çà äîêàç âåëèêîã

áðîjà êàðàêòåðèçàöèjà íà îñíîâó ðåêîðäà. Íåêè ïðèìåðè ñå ìîãó ïðîíà£è ó [40] è [120].

2.4.2 Ôèøåðîâà èíôîðìàöèjà

Íàðåäíà äåôèíèöèjà êîðèñòè óñëîâå ðåãóëàðíîñòè. Âèäåòè íïð. [90, ñòð. 255] çà äåòà§å

î »èìà.

Äåôèíèöèjà 2.12 ([61]) Ïðè óñëîâèìà ðåãóëàðíîñòè, Ôèøåðîâà èíôîðìàöèjà î

íåïîçíàòîì ïàðàìåòðó θ ñàäðæàíà ó ñëó÷àjíîj âåëè÷èíè X ñà ôóíêöèjîì ãóñòèíå

ðàñïîäåëå f(x, θ) ñå äåôèíèøå êàî IX(θ) = E
(
∂log(X,θ)

∂θ

)2

= −E(∂
2log(X,θ)
∂2θ

).
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Ôèøåðîâà èíôîðìàöèjà èãðà çíà÷àjíó óëîãó ó ñòàòèñòèöè ïðè Ðàî-Êðàìåð-îâîj

íåjåäíàêîñòè, àñèìïòîòñêîì ïîíàøà»ó äèñïåðçèjå îöåíà ÌÂ, êàî è ïðè èñïèòèâà»ó

ðåëàòèâíå åôèêàñíîñòè è îïòèìàëíîñòè îöåíå.

Îä çíà÷àjà jå ïðèêóïèòè èíôîðìàöèjå î ïàðàìåòðó êîjè ôèãóðèøå ó ôàìèëèjè

ðàñïîäåëà íà îñíîâó ðåêîðäà, ãäå íåïîçíàòè ïàðàìåòàð ìîæåìî äà âèäèìî è êðîç

âèøåäèìåíçèîíàëíè îêâèð. Çàíèì§èâî jå ðàçìîòðèòè Ôèøåðîâó èíôîðìàöèjó î

ïàðàìåòðó ñàäðæàíîì ó ïðâèõ n ðåêîðäà, êàî è óïîðåäèòè jå ñà Ôèøåðîâîì èíôîðìàöèjîì

î ïàðàìåòðó ñàäðæàíîì ó n íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà êîjå ïîòè÷ó èç èñòå ðàñïîäåëå,

çà n ≥ 1. Èíòåðåñàíòàí jå Ïðèìåð 9 êîjè ñå ìîæå äà ïðîíà¢å ó [3].

Ïðèìåð 9 Ðåêîðäè èìàjó ïîñåáíî ìåñòî ó ìåõàíèöè. Êàî ïðèìåð èñòè÷åìî ñëó÷àj

ðàäà âèøåêîìïîíåíòíîã åëåêòðè÷íîã ñèñòåìà, ãäå íàjâå£è òðîøàê íàñòàjå ïðè çàìåíè

êîìïîíåíòå óñëåä »åíîã èçíåíàäíîã ïðåñòàíêà ðàäà. Ó òàêâèì ñëó÷àjåâèìà ìîæåìî

äà çàìåíèìî êîìïîíåíòó íîâîì ïðå ïðåñòàíêà ðàäà àêî »åí æèâîò íèjå íîâè äî»è

ðåêîðä, îäíîñíî àêî »åí æèâîò ïðåâàçèëàçè ìèíèìóì äóæèíà æèâîòà ïðåòõîäíèõ

êîìïîíåíòè. Ó îâàêâèì ñèòóàöèjàìà, áðîj ïðåãîðåëèõ êîìïîíåíòè jå jåäíàê áðîjó

ðåãèñòðîâàíèõ äî»èõ ðåêîðäà. Ðåàëíå ñèòóàöèjå äàòîã òèïà íàñòàjó ó ñëó÷àjåâèìà êàäà

jå çàìåíà êîìïîíåíòè ñèñòåìà âåîìà ñêóïà.

Êàêî jå èñòàêíóòî ó Àõìàäè è Àðãõàìè [3], óêîëèêî ôàìèëèjà ðàñïîäåëà F (x; θ) ïðèïàäà

åêñïîíåíöèjàëíîj ôàìèëèjè ðàñïîäåëà, ïðè óñëîâó äà jå F (x; θ) ñòðîãî êîíâåêñíà, ëèíåàðíà

èëè ñòðîãî êîíêàâíà, ðåêîðäè ïîñåäójó âèøå, jåäíàêî èëè ìà»å Ôèøåðîâå èíôîðìàöèjå,

ðåäîì, íåãî øòî jå òî ñëó÷àj ñà íåçàâèñíèì è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèì íèçîì ñëó÷àjíèõ

âåëè÷èíà. Íàðåäíè ïðèìåðè òî è èëóñòðójó.

Ïðèìåð 10 Íåêà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà íîðìàëíó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà µ è

σ2. Àêî ñìàòðàìî äà jå ïàðàìåòàð µ íåïîçíàò à ïàðàìåòàð σ2 ïîçíàò, çàê§ó÷ójåìî

äà n íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ïîñåäójå âèøå Ôèøåðîâå

èíôîðìàöèjå íåãî ïðâèõ n ãîð»èõ ðåêîðäà èç îâå ðàñïîäåëå, çà n ≥ 1. Îáðíóòî âàæè

ó ñëó÷àjó êàäà ñìàòðàìî äà jå ïàðàìåòàð σ2 íåïîçíàò, à ïàðàìåòàð µ ïîçíàò.

Ïðèìåð 11 Íåêà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà ãàìà ðàñïîäåëó ñà ãóñòèíîì

f(x, θ) =
θαxα−1

Γ(α)
e−αx, x > 0, θ > 0, α > 0, (2.22)

ãäå ñìàòðàìî äà jå ïàðàìåòàð α ïîçíàò.

Ïðâèõ n ãîð»èõ ðåêîðäà èç äàòå ôàìèëèjå ðàñïîäåëå ïîñåäójå âèøå, jåäíàêî èëè ìà»å

Ôèøåðîâå èíôîðìàöèjå ó îäíîñó íà ïðâèõ n íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ

âåëè÷èíà ñà (2.22) àêî âàæè äà jå 0 < α < 1, α = 1 èëè α > 1, ðåäîì.
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Ìå¢óòèì, íà îñíîâó Ôèøåðîâå èíôîðìàöèjå èç äî»èõ ðåêîðäà ñà (2.22) âàæè äà

n íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ïîñåäójå âå£ó Ôèøåðîâó

èíôîðìàöèjó íåãî ïðâèõ n äî»èõ ðåêîðäà, çà n ≥ 1.

Íàðåäíè ïðèìåð ñå îäíîñè íà ôàìèëèjó ðàñïîäåëà êîjà íå ïðèïàäà ôàìèëèjè ðàñïîäåëà

åêñïîíåíöèjàëíîã òèïà.

Ïðèìåð 12 Íåêà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà Ãóìáåëîâó ðàñïîäåëó ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå

F (x, µ, σ) = exp{−e−(1/σ)(x−µ)}, −∞ < x <∞, σ > 0, −∞ < µ <∞. (2.23)

Çà ñëó÷àj êàäà jå ïàðàìåòàð σ ïîçíàò, à ïàðàìåòàð µ íåïîçíàò, ïîêàçàíî jå äà n

íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà (2.23) ïîñåäójó âèøå Ôèøåðîâå èíôîðìàöèjå íåãî ïðâèõ

n ãîð»èõ ðåêîðäà èç äàòå ôàìèëèjå ðàñïîäåëå, äîê çà ïðâèõ n äî»èõ ðåêîðäà âàæè äà

ïîñåäójó èñòó êîëè÷èíó Ôèøåðîâå èíôîðìàöèjå êàî è n íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà

ñà (2.23), çà n ≥ 1.

Ó ñëó÷àjó êàäà jå ïàðàìåòàð σ íåïîçíàò, à ïàðàìåòàð µ ïîçíàò, ïðâèõ n äî»èõ

(ãîð»èõ) ðåêîðäà ñàäðæå âèøå (ìà»å) Ôèøåðîâå èíôîðìàöèjå î íåïîçíàòîì ïàðàìåòðó

íåãî n íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà (2.23).

Âåçà èçìå¢ó Ôèøåðîâå èíôîðìàöèjå ñàäðæàíå ó n ãîð»èõ ðåêîðäà è »èõîâèì âðåìåíèìà

îñòâàðèâà»à, îçíàêà IURT , è Ôèøåðîâå èíôîðìàöèjå ñàäðæàíå ó ìàêñèìóìó ïàðöèjàëíîã

óçîðêà X1, X2, . . . , Xi, îçíàêà I
U
M(i), jå äàòà ñà (â. [63])

IURT =
n∑
i=1

1

i
IUM(i). (2.24)

Òðåáà íàãëàñèòè äà jå ó âåëèêîì áðîjó ñëó÷àjåâà Ôèøåðîâà èíôîðìàöèjà ðåêîðäà

è »èõîâèõ âðåìåíà îñòâàðèâà»à âå£à îä Ôèøåðîâå èíôîðìàöèjå ñàäðæàíå ó ñàìèì

ðåêîðäèìà, øòî èíòóèòèâíî èìà ñìèñëà. Îâî jå è ïîêàçàíî ó ðàäîâèìà [61] è [4].

Èíòóèòèâíî jå ïîæå§íî äà ñå èçðàç (2.24) ìîæå óîïøòèòè ó ñëó÷àjó k-òèõ ðåêîðäà.

Ìå¢óòèì, òî íèjå ñëó÷àj (â. [62]). Ðåçóëòàòè îâîã òèïà íèñó ïóáëèêîâàíè çà ñëó÷àjåâå

îñòàëèõ óîïøòå»à ðåêîðäà.
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Ãëàâà 3

Åãçèñòåíöèjà è jåäèíñòâåíîñò îöåíà

ïàðàìåòàðà íà îñíîâó ðåêîðäà

3.1 Ìåòîäà ìàêñèìàëíå âåðîäîñòîjíîñòè è ìîòèâàöèjà

Íåêà jå äàòî ïðâèõ n ðåêîðäà R̃ = (R1, R2, . . . , Rn), n ≥ 1, èç ôàìèëèjå äîïóñòèâèõ

ðàñïîäåëà {F (x, θ), θ ∈ Θ}. Çà ðåàëèçàöèjó r̃ = (r1, r2, . . . , rn), n ≥ 1, ïðè ôèêñèðàíîj

âðåäíîñòè ïàðàìåòàðà θ, âàæè äà (2.6) ïðåäñòàâ§à âåðîâàòíî£ó ðåàëèçàöèjå r̃ è îäðå¢ójå

ðàñïîäåëó îä R̃. Óêîëèêî jå ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè äèôåðåíöèjàáèëíà ïî ïàðàìåòðó

θ, îöå»åíà âðåäíîñò ïàðàìåòðà θ, îçíàêà θ̂, ñëåäè èç ðåøå»à jåäíà÷èíå âåðîäîñòîjíîñòè

∂

∂θ
L(θ; r̃) = 0.

Óêîëèêî jå ïàðàìåòàð θ âèøåäèìåíçèîíàëàí è îáëèêà θ = (θ1, θ2, . . . , θp), p ≥ 1, è àêî

ïîñòîjå ïàðöèjàëíè èçâîäè ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè ïî ñâàêîj ïîjåäèíà÷íîj êîîðäèíàòè

ïàðàìåòðà θ, îíäà çà íàëàæå»å ïàðàìåòðà θ íåîïõîäíî jå ðåøèòè ñëåäå£è ñèñòåì jåäíà÷èíà

∂

∂θ1

L(θ; r̃) = 0,

∂

∂θ2

L(θ; r̃) = 0,

. . .

∂

∂θp
L(θ; r̃) = 0.

Ôóíêöèjå L è lnL äîñòèæó ìàêñèìóì ó èñòîj òà÷êè. Óçðîê òîìå jå ìîíîòîíîñò ôóíêöèjå

lnx. Òèìå jå îìîãó£åíî äà ñå, ïðè êîìëèêîâàíèì èçðàçèìà ôóíêöèjå ðàñïîäåëå, âðåäíîñò

23



ïàðàìåòðà θ ìîæå ëàêøå íà£è êàî ðåøå»å jåäíà÷èíå

∂

∂θ
lnL(θ; r̃) = 0.

Ñëó÷àj êàäà jå ïàðàìåòàð θ âèøåäèìåíçèîíàëàí jå àíàëîãàí (â. [84]).

Ìåòîäà ìàêñèìàëíå âåðîäîñòîjíîñòè (íàäà§å ÌÌÂ) ïðåäñòàâ§à íàjïîïóëàðíèjè ìåòîä

òà÷êàñòîã îäðå¢èâà»à îöåíà ïàðàìåòðà θ îáåëåæjà ïîïóëàöèjå ñ ðàñïîäåëîì F (·; θ), íà
îñíîâó ðåàëèçàöèjå óçîðêà, êîjè ìîæå äà áóäå è âèøåäèìåíçèîíàëíè ïàðàìåòàð. Òà

ïîïóëàðíîñò ñëåäè èç êâàëèòåòà äîáèjåíèõ îöåíà. Ïðè îäðå¢åíèì óñëîâèìà ðåãóëàðíîñòè,

îâàêî äîáèjåíå îöåíå èìàjó àñèìïòîòñêó íîðìàëíó ðàñïîäåëó, ïîñòîjàíå ñó è ÷åñòî ñó

åôèêàñíèjå îä îöåíà äîáèjåíèõ ïîìî£ó äðóãèõ ìåòîäà (â. íïð. [90] è [64]).

Êàêî jå èñòàêíóòî ó [34], ïðè óñëîâèìà ðåãóëàðíîñòè, ó ñëó÷àjåâèìà êàäa jå ïîçíàòî

äà jåäèíñòâåíå îöåíå ÌÂ ïàðàìåòàðà ïîñòîjå, íèjå ðåäàê ñëó÷àj äà åêñïëèöèòíè îáëèê

ðåøå»à íèjå ìîãó£å äîáèòè. Ïîðåä òîãà, ïðè ðàäó ñà êîíà÷íèì óçîðêîì íåìà ãàðàíöèjå

äà ïîñòîjè ñàìî jåäíî ðåøå»å jåäíà÷èíå âåðîäîñòîjíîñòè. Êàî ïîìî£íè àëàò, íóìåðè÷êà

àíàëèçà jå ïðîíàøëà ñâîjó ïðèìåíó ïðè îäðå¢èâà»ó íàâåäåíèõ òà÷êàñòèõ îöåíà íà îñíîâó

êîíà÷íèõ óçîðàêà. Ìå¢óòèì, ïðèëèêîì »åíå ïðèìåíå ðåçóëòàòè èòåðàöèjà çàâèñå îä

èçáîðà ïî÷åòíèõ âðåäíîñòè, òå ìîæå äî£è äî äèâåðãåíöèjå èòåðàöèjà èëè êîíâåðãåíöèjå êà

ïîãðåøíèì ðåçóëòàòèìà. Ñõîäíî òîìå, óâåê jå ïîæå§íî ãðàôè÷êè ïðåäñòàâèòè ôóíêöèjó

âåðîäîñòîjíîñòè íà »åíîì äîìåíó, óêîëèêî jå òî ìîãó£å. Íà òàj íà÷èí jå ìîãó£å îòêðèòè

åâåíòóàëíå ëîêàëíå è ãëîáàëíå ìàêñèìóìå ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè.

Ïðèìåð 13 Íåêà jå X̃ = (X1, X2, . . . , Xn), n ≥ 1, ïðîñò ñëó÷àjàí óçîðàê èç ïîïóëàöèjå ñà

Êîøèjåâîì ðàñïîäåëîì ñà ôóíêöèjîì ãóñòèíå ðàñïîäåëå

f(x; θ) =
1

π(1 + (x− θ)2)
−∞ < x <∞, −∞ < θ <∞,

è ëîãàðèòìîì ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè

lnL(θ; x̃) = −n ln(π)−
n∑
i=1

ln(1 + (xi − θ)2), −∞ < θ <∞.
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Ñëèêà 3.1: Ëîãàðèòàì ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè çà ïàðàìåòàð θ ∈ (−100, 100) ïðè ïðîñòîì
ñëó÷àjíîì óçîðêó âåëè÷èíå 20 èç Êîøèjåâå ðàñïîäåëå.

Óñëåä ïîjàâå âèøå ïîòåíöèjàëíèõ ëîêàëíèõ åêñòðåìà, ó îâîì ñëó÷àjó ïîñòîjè âèøå

ïîòåíöèjàëíèõ ðåøå»à jåäíà÷èíå âåðîäîñòîjíîñòè.

Ïðèìåð 14 Íåêà jå (X̃, Ỹ) = ((X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)), n ≥ 1, ïðîñò ñëó÷àjàí

óçîðàê èç ïîïóëàöèjå ñà äâîäèìåíçèîíîì Êîøèjåâîì ðàñïîäåëîì ñà ôóíêöèjîì ãóñòèíå

ðàñïîäåëå

f(x, y; θ1, θ2) =
1

2π(1 + (x− θ1)2 + (y − θ2)2)3/2
−∞ < x, y <∞, −∞ < θ1, θ2 <∞,

è ëîãàðèòìîì ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè

lnL(θ1, θ2; x̃, ỹ) = −n ln(2π)− 3

2

n∑
i=1

ln(1 + (xi − θ1)2 + (yi − θ2)2), −∞ < θ1, θ2 <∞.
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Ñëèêà 3.2: Ëîãàðèòàì ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè çà ïàðàìåòàð (θ1, θ2) ∈ (−100, 100) ×
(−100, 100) ïðè ïðîñòîì ñëó÷àjíîì óçîðêó âåëè÷èíå 20 èç äâîäèìåíçèîíå Êîøèjåâå
ðàñïîäåëå.

Ïðèìåð 15 Ñëó÷àj ãäå jå ïîçíàòî äà ïîñòîjè jåäèíñòâåíà îöåíà ÌÂ ïàðàìåòðà, àëè äà

jå íèjå ìîãó£å ïðåäñòàâèòè ó åêñïëèöèòíîì îáëèêó è çà ÷èjå îäðå¢èâà»å jå íåîïõîäíî

êîðèø£å»å íóìåðè÷êå àíàëèçå, jå ïðîñò ñëó÷àjàí óçîðàê X̃ = (X1, X2, . . . , Xn) èç

ïîïóëàöèjå ñà ëîãèñòè÷êîì ðàñïîäåëîì ñà ôóíêöèjîì ãóñòèíå ðàñïîäåëå

f(x; θ) =
e−(x−θ)

(1 + e−(x−θ))2
, −∞ < x <∞, −∞ < θ <∞,

è ëîãàðèòìîì ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè

lnL(θ; x̃) = nθ −
n∑
i=1

xi − 2
n∑
i=1

ln(1 + e−(xi−θ)), −∞ < θ <∞.
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Ñëèêà 3.3: Ëîãàðèòàì ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè çà ïàðàìåòàð θ ∈ (−10, 10) ïðè ïðîñòîì
ñëó÷àjíîì óçîðêó âåëè÷èíå 20 èç Ëîãèñòè÷êå ðàñïîäåëå.

Çà äîäàòíå ïðèìåðå âèäåòè [86].

Ó íàðåäíîì îäå§êó ñó ïðåäñòàâ§åíè äîâî§íè óñëîâè çà ïîñòîjà»å jåäèíñòâåíèõ îöåíà

ÌÂ íà îñíîâó ðåêîðäà.

3.2 Åãçèñòåíöèjà è jåäèíñòâåíîñò îöåíà

Ïðîáëåì îäðå¢èâà»à îäãîâàðàjó£èõ îöåíà ïàðàìåòàðà ïðè âèøåäèìåíçèîíèì

ðàñïîäåëàìà jå óñëîæåíî ïèòà»å. Ïîòðåáíî jå äà óâåäåìî íîâå ïîjìîâå êîjè íàì

ìîãó ïîìî£è äà áî§å ðàçóìåìî ïîíàøà»å îäãîâàðàjó£èõ ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè.

Ïîjàì êîíñòàíòíîñòè íà ðóáó äîìåíà (åíã. constant on the boundary) ôóíêöèjå

âåðîäîñòîjíîñòè jå jåäàí îä »èõ (â. [86]).

Äåôèíèöèjà 3.1 Íåêà jå Θ îòâîðåí ïîäñêóï îä R̃p. Íèç ðåàëíèõ áðîjåâà θ(1), θ(2), . . . ,

ó Θ êîíâåðãèðà êà ãðàíèöè ∂Θ îä Θ, àêî çà ñâàêè êîìïàêòíè ñêóï K ⊂ Θ ïîñòîjè áðîj

k0 ≥ 1 òàêî äà θ(k) /∈ K çà ñâàêî k ≥ k0. Ako jå Θ ⊂ R̃p, îâàj óñëîâ jå åêâèâàëåíòàí

ñà limk→∞ ‖ θ(k) ‖= ∞, ïðè îäãîâàðàjó£îj íîðìè. Ðåàëíà ôóíêöèjà f äåôèíèñàíà íà Θ jå

êîíñòàíòíà íà ãðàíèöè ïðîñòîðà ∂Θ àêî ïîñòîjè ðåàëíè áðîj c òàêàâ äà çà ñâàêó îêîëèíó

N òà÷êå c ïîñòîjè êîìïàêòíè ïîäñêóï K ⊂ Θ òàêàâ äà {θ : f(θ) /∈ N} ⊂ K. Îâàj óñëîâ

jå åêâèâàëåíòàí ñà limk→∞ f(θ(k)) = c çà ñâàêè íèç θ(1), θ(2), . . . , èç Θ êîjè êîíâåðãèðà
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êà ∂Θ. Êîðèñòè£åìî íîòàöèjó limθ→∂Θ f(θ(k)) = c äà íàãëàñèìî äà f ïîñåäójå ñâîjñòâî

êîíñòàíòíîñòè íà ðóáó äîìåíà.

Çíà÷àj îâîã ñâîjñòâà èñòè÷å íàðåäíà òåîðåìà êîjà ïðóæà äîâî§íå óñëîâå çà ïîòâðäó

åãçèñòåíöèjå è jåäèíñòâåíîñòè îöåíà ÌÂ âèøåäèìåíçèîíèõ ôóíêöèjà ðàñïîäåëå.

Òåîðåìà 3.1 (Ìàêåëàèíåí è îñòàëè, 1981) Íåêà jå Θ ïîâåçàí, îòâîðåí ïîäñêóï îä

Rp, p ≥ 1, è íåêà jå f ðåàëíî âðåäíîñíà ôóíêöèjà íà Θ ñà íåïðåêèäíèì äðóãèì

ïàðöèjàëíèì èçâîäèìà è limx→∂Θ f(x) = 0. Íåêà jå íàäà§å ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ

èçâîäà
{

∂2f
∂xi∂xj

(θ)
}
íåãàòèâíî äåôèíèòíà çà ñâàêó òà÷êó x ∈ Θ çà êîjó âåêòîð ãðàäèjåíòà

∇f = {∂f/∂xi} ïîñòàjå íóëà âåêòîð. Òàäà f èìà jåäèíñòâåíè ëîêàëíè (è ójåäíî è

ãëîáàëíè) ìàêñèìóì áåç îñòàëèõ ñòàöèîíàðíèõ òà÷àêà. Øòàâèøå, âàæè äà jå f(x) > 0

çà ñâàêî x ∈ Θ.

Ñëåäå£à òåîðåìà jå ïîñëåäèöà Òåîðåìå 3.1.

Òåîðåìà 3.2 (Ìàêåëàèíåí è îñòàëè, 1981) Íåêà jå L(θ) ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè ñà

íåïðåêèäíèì äðóãèì ïàðöèjàëíèì èçâîäèìà, ãäå θ ïðèïàäà îòâîðåíîì ñêóïó Θ ⊂ Rp.

Íåêà jå äà§å

(i) limθ→∂Θ L(θ) = 0,

è

(ii) Ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà
{

∂2L
∂θi∂θj

(θ)
}
je íåãàòèâíî äåôèíèòíà çà ñâàêó

òà÷êó θ ∈ Θ çà êîjó âåêòîð ãðàäèjåíòà

∇L = {∂L/∂θi}

ïîñòàjå íóëà âåêòîð.

Òàäà âàæè äà

(1) ïîñòîjè jåäèíñòâåíà îöåíà ìàêñèìàëíå âåðîäîñòîjíîñòè θ̂ ∈ Θ, è

(2) çà ôóíêöèjó ìàêñèìàëíå âåðîäîñòîjíîñòè âàæè äà

(a) íåìà äðóãèõ ìàêñèìóìà ó Θ,

(b) íåìà ìèíèìóì èëè íåêå äðóãå ñòàöèîíàðíå òà÷àêå ó Θ,

(c) èìà èíôèìóì íóëà íà ãðàíèöè ∂Θ è íèãäå âèøå.
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Óñëîâ (i) ïîòâð¢ójå äà ñå ñâå òà÷êå åêñòðåìíèõ âðåäíîñòè (ëîêàëíè ìàêñèìóìè) ôóíêöèjå

âåðîäîñòîjíîñòè íàëàçå óíóòàð ïàðàìåòàðñêîã ïðîñòîðà, à íå íà »åãîâîì ðóáó, äîê óñëîâ

(ii) ãàðàíòójå jåäèíñòâåíó òà÷êó åêñòðåìíå âðåäíîñòè (ãëîáàëíè ìàêñèìóì) ôóíêöèjå

âåðîäîñòîjíîñòè.

Óêîëèêî jå ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà èç Òåîðåìå 3.2 íåãàòèâíî äåôèíèòíà ó

ñâàêîj òà÷êè θ ∈ Θ, òàäà óñëîâ (i) ñå ìîæå îñëàáèòè. Îäíîñíî, âàæè ñëåäå£à òåîðåìà

Òåîðåìà 3.3 (Ìàêåëàèíåí è îñòàëè, 1981) Íåêà jå l(θ) ëîãàðèòàì ôóíêöèjå ìàêñèìàëíå

âåðîäîñòîjíîñòè ñà íåïðåêèäíèì äðóãèì ïàðöèjàëíèì èçâîäèìà è θ èç ïîâåçàíîã è

îòâîðåíîã ïîäñêóïà Θ ⊂ Rp. Ïîðåä òîãà,

(i) âåêòîð ãðàäèjåíòà ∇l ïîñòàjå íóëà âåêòîð ó áàð jåäíîj òà÷êè θ ∈ Θ è

(ii) ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà îä l(θ) jå íåãàòèâíî äåôèíèòíà ó ñâàêîj òà÷êè

θ ∈ Θ.

Òàäà

(a) l(θ) jå ñòðîãî êîíêàâíà ôóíêöèjà îä θ,

(b) ïîñòîjè jåäèíñòâåíà îöåíà ìàêñèìàëíå âåðîäîñòîjíîñòè θ̂ ∈ Θ, è

(c) l(θ) íåìà äðóãèõ ìàêñèìóìà èëè ìèíèìóìà èëè äðóãèõ ñòàöèîíàðíèõ òà÷àêà ó Θ.

Íåêà jå θ ∈ Θ ⊂ Rp, ãäå jå p ≥ 2. Ó [44] jå ïðåäñòàâ§åí jîø jåäàí ó÷èíêîâèò ìåòîä êîjè

ñå çàñíèâà íà ñóæàâà»ó ïàðàìåòàðñêîã ïðîñòîðà íà êîìå jå ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè

äåôèíèñàíà, óêîëèêî îöåíå çà θk+1, θk+2, . . . , θp, 1 ≤ k ≤ p, ìîãó äà ñå ïðåäñòàâå ó

åêñïëèöèòíîì îáëèêó è äà çàâèñå îä ïàðàìåòàðà θ1, θ2, . . . , θk. Ïðèìåíå îâîã àëàòà ñå

ìîãó ïðîíà£è ó íïð. [69] è [27].

Òàêî¢å, ìîãó£å jå èçâðøèòè ðåïàðàìåòðèçàöèjó ïàðàìåòàðñêîã ïðîñòîðà ó öè§ó

ïðîíàëàæå»à ðåøå»à jåäíà÷èíà âåðîäîñòîjíîñòè, êàî è îñëàáèòè óñëîâ êîíêàâíîñòè íà

óñëîâ êâàçè-êîíêàâíîñòè (â. íïð. [38]).

Ó íàñòàâêó ïðåäñòàâè£åìî îöåíå ÌÂ çà ïàðàìåòðå ïîçíàòèõ êàî è ìà»å ïîçíàòèõ

ðàñïîäåëà íà îñíîâó ðåêîðäà çà êîjå jå ïèòà»å jåäèíñòâåíîñòè ïîòâð¢åíî. Ó òîì öè§ó,

äåôèíèøåìî ðàñïîäåëå ñ õàçàðäíîì ôóíêöèjîì îáëèêà êîðèòà (íàäà§å ÕÎÊ) è àëàòå

íåîïõîäíå çà »èõîâó èäåíòèôèêàöèjó.
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3.3 ÕÎÊ ðàñïîäåëå

Ïîðåä ðàñïîäåëà ñà ìîíîòîíîì õàçàðäíîì ôóíêöèjîì, ïîñòîjè îïøòà ïîòðåáà çà

ðàñïîäåëàìà êîjå èìàjó õàçàðäíó ôóíêöèjó êîjà, ó çàâèñíîñòè îä ïàðàìåòàðà ðàñïîäåëå,

ðàñïîëàæå øèðåì ñïåêòðîì ìîäåëîâà»à. Êàêî jå èñòàêíóòî ó [104], [78] è [103], ó ìíîãèì

ïðàêòè÷íèì ñèòóàöèjàìà, õàçàðäíà ôóíêöèjà ó ïî÷åòêó îïàäà, çàòèì íàñòàjå ïåðèîä ó

êîìå jå êîíñòàíòíà, äà áè çàòèì îïåò ðàñëà. Çà îâàêâå õàçàðäíå ôóíêöèjå êàæåìî äà

ïîñåäójó îáëèê êîðèòà (åíã. bathtub shape). Ìîãó£å jå äà õàçàðäíà ôóíêöèjà óçèìà îáëèê

è îáðíóòîã êîðèòà (åíã. upside bathtub shape). Ó ðàäîâèìà [104], [88] è [78], ïðåäñòàâ§åíå

ñó äåôèíèöèjå ÕÎÊ ðàñïîäåëà è äîâî§íè óñëîâè äà áè ñå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñìàòðàëà

ÕÎÊ ðàñïîäåëîì.

Íàðåäíà äåôèíèöèjà àäåêâàòíî îïèñójå ÕÎÊ ðàñïîäåëå ó êëàñè íåíåãàòèâíèõ è

àïñîëóòíî íåïðåêèäíèõ ðàñïîäåëà(â. [104]).

Äåôèíèöèjà 3.2 Çà íåíåãàòèâíó àïñîëóòíî íåïðåêèäíó ôóíêöèjó ðàñïîäåëå F ñà

õàçàðäíîì ôóíêöèjîì h(t) êàæåmî äà jå ÕÎÊ ðàñïîäåëà àêî ïîñòîjè t0 ≥ 0 òàêî äà jå

h(t) íåðàñòó£à íà [0, t0) è íåîïàäàjó£à íà [t0,∞).

Êàî ïðèìåðå ïîïóëàöèjà ãäå ñå ðàñïîäåëå îáåëåæjà ñìàòðàjó ÕÎÊ ðàñïîäåëàìà ìîæåìî

íàâåñòè êîìïîíåíòå åëåêòðè÷íîã ñèñòåìà è áèîëîøêèõ îðãàíèçàìà. Çà ìîäåëîâà»à ÕÎÊ

ðàñïîäåëå îáåëåæjà ïîïóëàöèjå èñòè÷ó ñå äâà ïðèñòóïà ó ëèòåðàòóðè.

Êàî ïðèìàðíî ðåøå»å, êàî àäåêâàòíå ìîäåëå ðàñïîäåëå îáåëåæjà ïîïóëàöèjå ïðåäëàæó

ñå êîìáèíàöèjå êîíà÷íîã áðîjà ðàñïîäåëà. Ïðèìåðè ìîãó äà ñå ïðîíà¢ó ó [70] è [71].

Ìå¢óòèì, îñíîâíè ïðîáëåì ïðè ðàäó ñà îâàêâèì ìîäåëèìà jå îöå»èâà»å âåëèêîã áðîjà

ïàðàìåòàðà. ÌÌÂ ó âåëèêîì áðîjó ñëó÷àjåâà íèjå îä ïîìî£è, òå ñå ÷åñòî êîðèñòè ãðàôè÷êè

ïðèñòóï çà »èõîâî îöå»èâà»å.

Êàî íàïðåäíèjå ðåøå»å, êîðèñòå ñå ìîäåëè ðàñïîäåëà óîïøòå»à èëè åêñòåíçèjà

äâîïàðàìåòàðñêèõ ôàìèëèjà ðàñïîäåëà. Îâàêâè ìîäåëè êîðèñòå çíàòíî ìà»è áðîj

ïàðàìåòàðà íåãî êàä ñó ó ïèòà»ó ìåøàâèíå ðàñïîäåëà. Äà§å, ÌÌÂ äîìèíèðà êàî

íàjåôèêàñíèjà ìåòîäà çà îöå»èâà»å ïàðàìåòàðà ìîäåëà. Çáîã åôèêàñíå ïðèìåíå, îâå

åêñòåíçèjå ïîñòàjó ñâå àòðàêòèâíèjà ðåøå»à çà èñòðàæèâà÷å. Êàî ïðèìåðå íàâîäèìî

åêñòåíçèjå äâîïàðàìåòàðñêå ôàìèëèjå Âåjáóëîâèõ ðàñïîäåëà. Èñòè÷ó ñå ìîäèôèêîâàíà

Âåjáóëîâà ðàñïîäåëà (â. [79]), åêñïîíîâàíà Âåjáóëîâà ðàñïîäåëà (â. [91]), ïðîäóæåíà

Âåjáóëîâà ðàñïîäåëà (â. [141]) èòä.

Çà ïîòâð¢èâà»å ÕÎÊ ðàñïîäåëà ïîäàòàêà êîðèñòå ñå óãëàâíîì ãðàôè÷êå ìåòîäå çáîã

ñâîjå jåäíîñòàâíîñòè. Íàâåø£åìî TTT è WPP ãðàôèêå.
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3.3.1 TTT ãðàôèê

TTT (åíã. Total Time on Test) ãðàôèê ïðåäñòàâ§à âèçóåëíè ìåòîä êîjè èìà ðàçëè÷èòå

ïðèìåíå. Çà êàðàêòåðèçàöèjå ðàñïîäåëà âèäåòè íïð. [74], çà òåñòèðà»å õèïîòåçà âèäåòè

íïð. [32], [33] è [1] èòä.

Íåêà ñó 0 = x(0) ≤ x(1) ≤ · · · ≤ x(n) ñòàòèñòèêå ïîðåòêà èç ðàñïîäåëå F , ãäå jå F (0−) = 0

è F = 1 − F , ñà êîíà÷íèì î÷åêèâà»åì µF =
∫∞

0
F (x) dx. TTT ñòàòèñòèêå äåôèíèøåìî

êàî Ti =
∑i

j=1(n − j + 1)(x(j) − x(j−1)) çà i = 1, 2, . . . , n è ñêàëèðàíå TTT ñòàòèñòèêå êàî

ui = Ti/Tn çà i = 1, 2, . . . , n.

Óêîëèêî jå F åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà, òàäà ñòàòèñòèêå ui = Ti/Tn çà i = 1, 2, . . . , n−1

èìàjó èñòó ðàñïîäåëó êàî ñòàòèñòèêå ïîðåòêà èç óíèôîðìíå ðàñïîäåëå íà èíòåðâàëó [0,1].

Ñêèöèðà»åì òà÷àêà (i/n, ui) çà i = 1, 2, . . . , n ãåíåðèøå ñå êðèâà êîjó çîâåìî TTT ãðàôèê

è êîjà ñå çà âåëèêå âðåäíîñòè n ïðèáëèæàâà äèjàãîíàëè jåäèíè÷íîã êâàäðàòà.

Íåêà jå F−1(t) = inf{x : G(x) ≥ t}, òàäà çà ñâàêó ðàñïîäåëó F , ìîæåìî äà ïðåäñòàâèìî
ñòàòèñòèêå Ti êàî Ti =

∫ F−1
n (i/n)

0
F n(x) dx, ãäå jå Fn åìïèðèjñêà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå

äåôèíèñàíà íà îñíîâó óðå¢åíîã óçîðêà x(1), x(2), . . . x(n). Íà îñíîâó Ãëèâåíêî-Êàíòåëèjåâå

òåîðåìå è jàêîã çàêîíà âåëèêèõ áðîjåâà ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî äà ñà âåðîâàòíî£îì 1,

Ti →
∫ F−1(t)

0
F (x) dx óíèôîðìíî íà [0,1], ïðè n → ∞ è i/n → t. Òàêî¢å, ôóíêöèjà

HF (t) =
∫ F−1(t)

0
F (x) dx, äåôèíèñàíà íà [0,1], ñå íàçèâà TTT -òðàíñôîðìàöèjà ôóíêöèjå

F . Ñìàòðà ñå äà ñó µF =
∫ F−1(t)

0
F (x) dx è òðàíñôîðìàöèjà φF (t) = H−1

F (t)/µF çà

t ∈ [0, 1] ñêàëàðíî èíâàðèjàíòå è çîâó ñå ñêàëèðàíå TTT -òðàíñôîðìàöèjå îä F . Êàäà

jå F åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà, îíäà âàæè äà jå φF (t) = t çà t ∈ [0, 1].

Íàðåäíà òåîðåìà ïðåäñòàâ§à äèðåêòíó âåçó èçìå¢ó TTT ãðàôèêà è ÕÎÊ ðàñïîäåëà (â.

[59]).

Òåîðåìà 3.4 (Õàóïò è Øàáå, 1997) F jå ÕÎÊ ðàñïîäåëà àêî è ñàìî àêî çà ñêàëèðàíó

ÒÒÒ òðàíñôîðìàöèjó φF (t) ïîñòîjè òà÷êà u0 òàêâà äà 0 < u0 < 1, ïðè ÷åìó jå φF (t)

êîíâåêñíà íà [0, u0] è êîíêàâíà íà [u0, 1].

3.3.2 WPP ãðàôèê

WPP (åíã. Weibull Probability Plot ) ãðàôèê ïðåäñòàâ§à âèçóåëíè òåñò ñàãëàñíîñòè

äâîïàðàìåòàðñêå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå. Ïðè òîìå, ñìàòðàìî äà èìàìî óçîðàê íåçàâèñíèõ

è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà. Ó ñóïðîòíîì, ïîñòîjå ìîäèôèêàöèjå îâîã

ìåòîäà (â. íïð. [95]).
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Íà îñíîâó ïðîñòîã ñëó÷àjíîã óçîðêà t̃ = (t1, t2, . . . , tn) îáèìà n, n ≥ 1, è âàðèjàöèîíîã

íèçà t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn, òðàíñôîðìàöèjàìà

xi = log(ti) è yi = log

(
− log

(
1− i

n+ 1

))
, çà i = 1, 2, . . . , n,

êîíñòðóèøåìî WPP ãðàôèê, êîjè jå îäðå¢åí òà÷êàìà (xi, yi). Óìåñòî i/n + 1 ìîæåìî äà

êîðèñòèìî è (i− 0.3)/(0.4 + n) (â. [78]).

Óêîëèêî íå ïîñòîjå àóòëàjåðè è àêî òà÷êå (xi, yi) íèñó çíà÷àjíî óäà§åíå îä ïðàâå y =

βx−β lnα, ìîæåìî äà ñìàòðàìî äà óçîðàê ïîòè÷å èç äâîïàðàìåòàðñêå Âåjáóëîâå ôàìèëèjå

ðàñïîäåëà (3.15), ñà ïàðàìåòðèìà α è β. Ñëèêà 3.4 èëóñòðójå ðàçëèêó ó îáëèêó ãðàôèêà

íà ïîäàöèìà èç äâîïàðàìåòàðñêå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå è ïîäàòàêà èç òðîïàðàìåòàðñêèõ

ìîäèôèêàöèjà Âåjáóëîâèõ ðàñïîäåëà ñà õàçàðäíîì ôóíêöèjîì îáëèêà êîðèòà.

Ñëèêà 3.4: Ïðèìåðè WPP ãðàôèêà çà óçîðàê âåëè÷èíå 25 èç äâîïàðàìåòàðñêå Âåjáóëîâå
ðàñïîäåëå (ëåâè ãðàôèê) è óçîðêå èñòå âåëè÷èíå èç òðîïàðàìåòàðñêèõ ìîäèôèêàöèjà
Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå ñà õàçàðäíîì ôóíêöèjîì îáëèêà êîðèòà (ñðåä»è è äåñíè ãðàôèê).

3.4 Ïðèìåðè

Ó îâîì ïîãëàâ§ó ïðåäñòàâ§àìî ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè çà ðàçëè÷èòå ôàìèëèjå

ðàñïîäåëà, êàî è îäãîâàðàjó£å îöåíå íåïîçíàòèõ ïàðàìåòàðà íà îñíîâó ðåêîðäà. Ðåçóëòàòè

çà ïðâèõ íåêîëèêî ðàñïîäåëà ñó îïøòå ïîçíàòè, è ìîãó ñå ïðîíà£è ó [19].

3.4.1 Åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà

Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó ñà jåäíèì ïàðàìåòðîì σ, îäíîñíî

X ∼ E(σ), àêî jå »åíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå îáëèêà

F (x;σ) = 1− e−
x
σ , x ≥ 0, σ > 0, (3.1)
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êàî è ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå

f(y;µ, σ) =
1

σ
e−

x
σ , x ≥ µ, σ > 0. (3.2)

Íåêà jå äàò âåêòîð R̃ = (R1, . . . , Rn) ïðâèõ n ãîð»èõ ðåêîðäà èç (3.1) è íåêà jå r̃ =

(r1, . . . , rn) jåäíà ðåàëèçàöèjà. Òàäà jå ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè (2.6), íà îñíîâó r̃, äàòà

ñà

L(σ|̃r) =
1

σn
e−

rn
σ , 0 < r1 < . . . < rn, (3.3)

îäàêëå äèðåêòíî ìîæåìî äà îäðåäèìî îöåíó MÂ çà ïàðàìåòàð σ êàî

σ̂ =
Rn

n
. (3.4)

Jåäèíñòâåíîñò jå î÷èãëåäíà, êàî øòî £å áèòè ó íàðåäíèõ íåêîëèêî ïðèìåðà.

Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà Y èìà äâîïàðàìåòàðñêó åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó, Y ∼ E(µ, σ),

àêî èìà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå îáëèêà

F (y;µ, σ) = 1− e−
1
σ

(y−µ), y ≥ µ, σ > 0, (3.5)

è îäãîâàðàjó£ó ôóíêöèjó ãóñòèíå ðàñïîäåëå

f(y;µ, σ) =
1

σ
e−

1
σ

(y−µ), y ≥ µ, σ > 0. (3.6)

Íåêà jå äàò âåêòîð R̃ = (R1, . . . , Rn) ïðâèõ n ãîð»èõ ðåêîðäà èç (3.5) è íåêà jå r̃ =

(r1, . . . , rn) jåäíà »èõîâa ðåàëèçàöèjà. Òàäà jå ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè (2.6), íà îñíîâó

ðåêîðäa, äàòà ñà

L(µ, σ|̃r) =
1

σn
e−

1
σ

(rn−µ), µ < r1 < . . . < rn. (3.7)

Íàäà§å ñå ëàêî çàê§ó÷ójå äà ñó îöåíå ÌÂ ïàðàìåòàðà µ è σ, ñà îçíàêàìà µ̂ è σ̂, äàòå ñà

µ̂ = R1 è σ̂ =
Rn −R1

n
. (3.8)
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3.4.2 Óíèôîðìíà ðàñïîäåëà

Àêî jå äàò âåêòîð R̃ = (R1, . . . , Rn) ïðâèõ n, n ≥ 1, ãîð»èõ ðåêîðäà ïðîòåêëèõ èç

jåäíîïàðàìåòàðñêå óíèôîðìíå ðàñïîäåëå ñà ôóíêöèjîì ãóñòèíå ðàñïîäåëå

f(x;σ) =
1

σ
, 0 < x < σ, (3.9)

òàäà, îäãîâàðàjó£à ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè, íà îñíîâó ðåàëèçàöèjå r̃ = (r1, r2, . . . , rn),

ïîñòàjå

L(σ|̃r) =
1∏n

i=1(σ − ri)
, 0 < r1 < r2 < · · · < rn < σ, (3.10)

îäàêëå ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî äà jå îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòàð σ äàòà ñà

σ̂ = Rn. (3.11)

Çà âåêòîð R̃ = (R1, . . . , Rn) ïðâèõ n, n ≥ 1, ãîð»èõ ðåêîðäà èç äâîïàðàìåòàðñêå

óíèôîðìíå ðàñïîäåëå ñà ôóíêöèjîì ãóñòèíå ðàñïîäåëå

f(x;µ, σ) =
1

σ
, µ < x < µ+ σ, (3.12)

âàæè äà jå ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè, íà îñíîâó ðåàëèçàöèjå r̃ = (r1, r2, . . . , rn), îáëèêà

L(σ|̃r) =
1∏n

i=1(µ+ σ − ri)
, µ < r1 < r2 < · · · < rn < µ+ σ, (3.13)

îäàêëå ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî äà ñó îöåíå ÌÂ çà ïàðàìåòàðå µ è σ äàòå ñà

µ̂ = R1 è σ̂ = Rn −R1. (3.14)

3.4.3 Âåjáóëîâà ðàñïîäåëà

Àêî ñëó÷àjíà âåëè÷èíàX èìà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå è ôóíêöèjó ãóñòèíå ðàñïîäåëå îáëèêà

F (x;α, β) = 1− exp
{
−αxβ

}
(3.15)

è

f(x;α, β) = αβxβ−1 exp
{
−αxβ

}
, (3.16)
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ðåäîì, ãäå jå x ≥ 0, α > 0 è β > 0, îíäà êàæåìî äà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà

äâîïàðàìåòàðñêó Âåjáóëîâó ðàñïîäåëó. Ïàðàìåòðè α è β ñå ñìàòðàjó ïàðàìåòðèìà ðàçìåðå

è îáëèêà, ðåäîì.

Ïðåìà [122], ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè (2.6), çàñíîâàíà íà ðåàëèçàöèjè r̃ = (r1, . . . , rn)

ïðâèõ n, n ≥ 1, ãîð»èõ ðåêîðäà R̃ = (R1, . . . , Rn), jå îáëèêà

L(α, β |̃r) = αnβne−αr
β
n

n∏
i=1

rβ−1
i , 0 < r1 < r2 < · · · < rn. (3.17)

Óêîëèêî jå ïàðàìåòàð β ïîçíàò, îöåíà ÌÂ íà îñíîâó ðåêîðäíèõ âðåäíîñòè çà ïàðàìåòàð

α, îçíàêà α̂, jå äàòà ñà

α̂ =
n

Rβ
n

. (3.18)

Ó ñëó÷àjó äà ñó îáà ïàðàìåòðà íåïîçíàòà, îöåíå ÌÂ ñó îáëèêà

β̂ =
n

n ln(Rn)−
∑n

i=1 ln(Ri)
è α̂ =

n

Rβ̂
n

. (3.19)

3.4.4 Ïàðåòîâà ðàñïîäåëà

Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà äâîïàðàìåòàðñêó Ïàðåòîâó ðàñïîäåëó àêî jå »åíà ôóíêöèjà

ðàñïîäåëå îáëèêà

F (x;α, β) = 1−
(
β

x

)α
, x ≥ β (3.20)

è îäãîâàðàjó£à ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå

f(x;α, β) = αβαx−(α+1), x ≥ β, (3.21)

ãäå ñó ïàðàìåòðè α è β ïîçèòèâíè.

Ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè çà ïðâèõ n, n ≥ 1, ðåêîðäà R̃ = (R1, . . . , Rn) ñà (3.20) èìà

îáëèê (â. [8] è [107])

L(α, β |̃r) =
αnβn

rαn
∏n

i=1 ri
, β < r1 < r2 < · · · < rn, (3.22)
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ãäå jå r̃ = (r1, . . . , rn) jåäíà ðåàëèçàöèjà îä R̃ = (R1, . . . , Rn). Îöåíå ÌÂ çà ïàðàìåòðå β

è α ñó, ðåäîì, β̂ = R1 è

α̂ =
n

lnRn − lnR1

. (3.23)

3.4.5 Ëîãèñòè÷êà ðàñïîäåëà

Çà ñëó÷àjíó âåëè÷èíó Y êàæåìî äà èìà Ëîãèñòè÷êó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðèìà (µ, σ)

àêî èìà ôóíêöèjó ãóñòèíå ðàñïîäåëå è ôóíêöèjó ðàñïîäåëå

g(y;µ, σ) =
e−(y−µ)/σ

σ(1 + e−(y−µ)/σ)2
, −∞ < y <∞, µ ∈ R, σ > 0, (3.24)

G(y;µ, σ) =
1

1 + e−(y−µ)/σ
, −∞ < y <∞, µ ∈ R, σ > 0, (3.25)

ðåäîì.

Ëîãèñòè÷êà ðàñïîäåëà åôèêàñíî ìîäåëèðà îáåëåæjà áèîëîøêå ïîïóëàöèjå. Ïîçíàòî jå

»åíî ïîíàøà»å êîjå jå âåîìà ñëè÷íî íîðìàëíîj ðàñïîäåëè, ñ èçðàæåíîì ðàçëèêîì êîjà ñå

îäíîñè íà òåæèíó ðåïîâà ðàñïîäåëå. Ïðèìåíó íàëàçè è ó ëîãèñòè÷êîj ðåãðåñèjè, ïî êîjîj

jå îâà ðåãðåñèjà äîáèëà èìå.

Ìå¢óòèì, êîðèø£å»åì (2.6), äèðåêòíî ñå ìîæå óî÷èòè äà jåäíà÷èíå âåðîäîñòîjíîñòè

ôóíêöèjå âåðîäîñòîjíîñòè L(µ, σ|ỹ), íà îñíîâó ðåàëèçîâàíîã óçîðêà ỹ = (y1, y2, . . . , ym)

ãîð»èõ m ðåêîðäà R̃ = (R1, . . . , Rm), m ≥ 1, èç (3.24), íå ïðóæàjó åêñïëèöèòíå îöåíå ÌÂ

çà ïàðàìåòðå µ è σ.

Êîðèñòå£è òðàíñôîðìàöèjó X = (Y − µ)/σ, ðåäóêójåìî (3.24) è (3.25) êàî

f(x) =
e−x

(1 + e−x)2
, −∞ < x <∞, (3.26)

F (x) =
1

1 + e−x
, −∞ < x <∞, (3.27)

ãäå âàæè ôóíêöèîíàëíà âåçà

f(x) = F (x)(1− F (x)), f ′(x) = f(x)(1− 2F (x)). (3.28)
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Ñàìèì òèì, ðåäóêîâàíà ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè L(µ, σ|̃r) ïîñòàjå

L(µ, σ|̃r) = σ−mf(rm)
m∏
i=1

F (ri), r1 < r2 < · · · < rm, (3.29)

ãäå jå r̃ = (r1, r2, . . . , rm) è ri = (yi − µ)/σ çà i = 1, 2, . . . ,m.

Jåäíà÷èíå âåðîäîñòîjíîñòè îä (3.29) ñó

∂ lnL(µ, σ|̃r)

∂µ
= − 1

σ

[
m− F (rm)−

m∑
i=1

F (ri)

]
= 0, (3.30)

∂ lnL(µ, σ|̃r)

∂σ
= − 1

σ

[
m+

m∑
i=1

ri − rmF (rm)−
m∑
i=1

riF (ri)

]
= 0. (3.31)

Îöåíå µ̂ è σ̂ çà ïàðàìåòðå µ è σ ðåäîì, ñå jåäèíî ìîãó ïðîíà£è íóìåðè÷êèì ïóòåì. Ñàìèì

òèì, èçáîð ïî÷åòíèõ âðåäíîñòè ïðè íóìåðè÷êèì èòåðàöèjàìà jå îä âåëèêîã çíà÷àjà. Ó

[21] ñó ðàçìàòðàíå àïðîêñèìàòèâíå îöåíå ïàðàìåòàðà µ è σ, ó îçíàöè µ̂∗ è σ̂∗, ðåäîì, êàî

êîðåêòíå ïî÷åòíå âðåäíîñòè ïðè îäðå¢èâà»ó îöåíà ÌÂ µ̂ è σ̂.

Íåêà jå E(Ri) = δi è F (Ri)
d
= Ui, ãäå jå Ui i-òè ðåêîðä èç ñòàíäàðäíå óíèôîðìíå

ðàñïîäåëå. Îäàâäå jå Ri
d
= F−1(Ui). Íàäà§å, âàæè äà jå δi = E(Ri) ≈ F−1(E(Ui)), ãäå jå

E(Ui) = 1−
(

1
2

)i+1
çà i = 1, . . . , n, è F−1(u) = ln

(
u

1−u

)
. Ñëåäè äà jå δi ≈ F−1

[
1−

(
1
2

)i+1
]

=

ln(2i+1 − 1). Äà§å âàæè F (ri) ≈ F (δi) + (ri − δi)f(δi) = αi + βiri, ãäå jå αi = F (δi)− δif(δi)

è βi = f(δi) ≥ 0 çà i = 1, . . . , n. Âðåäíîñòè àïðîêñèìàòèâíèõ îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòðå µ è

σ ñå ìîãó äîáèòè êàî

σ̂∗ =
−A+

√
A2 − 4mB

2m
è µ̂∗ = C +Dσ̂∗, (3.32)

ãäå jå

A =

(
m∑
i=1

yi − αmym −
m∑
i=1

αiyi

)
+

(βmym +
∑m

i=1 βiyi) (αm +
∑m

i=1 αi −m)

βm +
∑m

i=1 βi
,

B = −

(
βmy

2
m +

m∑
i=1

βiy
2
i

)
+

(βmym +
∑m

i=1 βiyi)
2

βm +
∑m

i=1 βi
,

C =
βmym +

∑m
i=1 βiyi

βm +
∑m

i=1 βi
èD =

αm +
∑m

i=1 αi −m
βm +

∑m
i=1 βi

.

Ó [131] jå ïîêàçàíî äà îâå îöåíå ïîñåäójó, ó àñèìïòîòñêîì ñìèñëó, èñòå îñîáèíå êàî îöåíå

ÌÂ. Ïîðåä èçáîðà êîðåêòíèõ ïî÷åòíèõ âðåäíîñòè èòåðàöèjà, íåîïõîäíî jå ïîêàçàòè äà jå

ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà çà (3.29) íåãàòèâíî äåôèíèòíà. Íà òàj íà÷èí ñå ìîæå

çàê§ó÷èòè äà ñó îöåíå ÌÂ jåäèíñòâåíå (â. [21]).
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3.4.6 Ãåíåðàëèçîâàíà åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà

Çà ñëó÷àjíó âåëè÷èíó êàæåìî äà èìà äâîïàðàìåòàðñêó Ãåíåðàëèçîâàíó åêñïîíåíöèjàëíó

ðàñïîäåëó, êîjó £åìî îçíà÷èòè ñà GE(α, λ) (â. [57]), àêî jå »åíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå îáëèêà

F (x;α, λ) = (1− e−λx)α, x > 0, α > 0, λ > 0, (3.33)

ãäå jå α ïàðàìåòàð îáëèêà è λ ïàðàìåòàð ðàçìåðå.

Íåêà jå äàò âåêòîð (R̃,K) = (R1, K1, R2, K2, . . . , Rm, Km), m ≥ 1, ïðâèõ m ãîð»èõ

ðåêîðäà èç GE(α, λ) ðàñïîäåëå ñà àäåêâàòíèì ïðèðàøòàjèìà âðåìåíà îñòâàðèâà»à è

ãäå jå (r̃,k) = (r1, k1, r2, k2, . . . , rm, km) jåäíà »èõîâà ðåàëèçàöèjà. Òàäà jå ôóíêöèjà

âåðîäîñòîjíîñòè (2.4) äàòà ñà

L(α, λ|̃r,k) = αmλm exp

{
−λ

m∑
i=1

ri + α

m∑
i=1

ki ln(1− e−λri)−
m∑
i=1

ln(1− e−λri)

}
, (3.34)

−∞ < r1 < r2 < · · · < rm <∞.

Îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòàð α jå

α̂ =
m

Uλ̂
, (3.35)

ïðè ÷åìó jå Uλ̂ = −
∑m

i=1Ki ln(1−e−λ̂Ri) è îöåíà ÌÂ ïàðàìåòðà λ, λ̂, èçðàæåíà êàî ðåøå»å

íåëèíåàðíå jåäíà÷èíå

m

λ
−

n∑
i=1

Ri +
m∑
i=1

Rie
−λRi

1− e−λRi

(
Ki

m

Uλ̂
− 1

)
= 0. (3.36)

Ïðåìà [72], îöåíå (3.35) è (3.36) ñó jåäèíñòâåíå.

Óêîëèêî ñìàòðàìî äà jå áðîj ðåêîðäà èç ïðîñòîã ñëó÷àjíîã óçîðêà èç (3.33) âåçàí çà

ñëó÷àjíó âåëè÷èíó Nn, çà λ ïîçíàòî, α̂ èìà îáëèê

α̂ =
Nn

U∗1
, (3.37)

ãäå jå U∗1 = −
∑Nn

i=1 Ki ln(1− e−Ri).

38



3.4.7 Áóðîâà ðàñïîäåëà X òèïà

Àêî ñëó÷àjíà âåëè÷èíà èìà Áóðîâó ðàñïîäåëó X òèïà, îíäà jå »åíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå

è ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå îáëèêà

F (x; θ) =
(

1− e−x2
)θ
, x > 0, θ > 0, (3.38)

è

f(x; θ) = 2θxe−x
2
(

1− e−x2
)θ−1

, x > 0, θ > 0, (3.39)

ðåäîì. Íåêà jå äàò âåêòîð L̃ = (L1, . . . , Ln) ïðâèõ n, n ≥ 1, äî»èõ ðåêîðäà èç (3.38) è

íåêà jå l̃ = (l1, . . . , ln) jåäíà »èõîâà ðåàëèçàöèjà. Òàäà ìîæåìî äà îäðåäèìî ôóíêöèjó

âåðîäîñòîjíîñòè, íà îñíîâó l̃, êàî

L(θ|̃l) = (2θ)n
(

1− e−l2n
)θ n∏

i=1

(
lie
−l2i

1− e−l2i

)
, 0 < ln < · · · < l1. (3.40)

Ìîæå ñå äèðåêòíî ïîêàçàòè äà jå îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòàð θ, ñà îçíàêîì θ̂, äàòà ñà

θ̂ = − n

ln(1−e−L2
n )
(â. [129]). Îâà îöåíà jå è jåäèíñòâåíà îöåíà.

3.4.8 Áóðîâà ðàñïîäåëà XII òèïà

Çà ñëó÷àjíó âåëè÷èíó êàæåìî äà èìà Áóðîâó ðàñïîäåëó XII òèïà (â. [37]), êîjó £åìî

îçíà÷èòè ñà Burr(α, β), àêî ñó »åíå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå

äàòå ñà

F (x;α, β) = 1− (1 + xα)−β, x > 0, α > 0, β > 0, (3.41)

f(x;α, β) = αβxα−1(1 + xα)−(β+1), x > 0, α > 0, β > 0, (3.42)

ðåäîì. Ïàðàìåòðè α è β ñó ïàðàìåòðè îáëèêà.

Íåêà jå äàò âåêòîð R̃ = (R1, R2, . . . , Rn) ïðâèõ n, n ≥ 1, ãîð»èõ ðåêîðäà èç Burr(α, β)

ðàñïîäåëå è íåêà jå r̃ = (r1, . . . , rn) jåäíà »èõîâà ðåàëèçàöèjà. Òàäà jå ôóíêöèjà

âåðîäîñòîjíîñòè, íà îñíîâó r̃, äàòà ñà

L(α, β |̃r) = h(r̃;α)αnβne−βT (rn;α), 0 < r1 < · · · < rn, (3.43)
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ãäå ñó

h(α; r̃) =
n∏
i=1

rα−1
i

1 + rαi
è T (rn;α) = ln(1 + rαn). (3.44)

Îöåíà ÌÂ ïàðàìåòðà β, β̂, jå ïðåäñòàâ§åíà ïðåêî ôîðìóëå

β̂ =
n

T (Rn; α̂)
, (3.45)

ãäå ñå îöåíà ïàðàìåòðà α, α̂, íàëàçè èòåðàòèâíèì ïóòåì êàî ðåøå»å íåëèíåàðíå jåäíà÷èíå

n

α
+

n∑
i=1

lnRi

1 +Rα
i

−
(

n

ln(1 +Rα
i )

)
Rα
n lnRn

1 +Rα
n

= 0. (3.46)

Äàòå îöåíå ñó jåäèíñòâåíå óêîëèêî jå áàð jåäíà ðåàëèçàöèjà ri, i = 1, . . . , n ìà»à îä jåäàí

(â. [73]).

3.4.9 Êóìàðàñâàìèjåâà ðàñïîäåëà

Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà Êóìàðàñâàìèjåâó ðàñïîäåëó, X ∼ Kum(a, b), àêî èìà

ôóíêöèjó ðàñïîäåëå äàòó ñà

F (x; a, b) = 1− (1− xa)b, 0 < x < 1, (3.47)

è ôóíêöèjó ãóñòèíå ðàñïîäåëå

f(x; a, b) = abxa−1(1− xa)b−1, 0 < x < 1, (3.48)

ãäå ñó ïàðàìåòðè a, b > 0 ïàðàìåòðè îáëèêà.

Îáåëåæèìî ðåàëèçàöèjó r̃ = (r1, . . . , rn) ïðâèõ n, n ≥ 1, ãîð»èõ ðåêîðäà R̃ = (R1, R2,

. . . , Rn) èç Kum(a, b) ðàñïîäåëå. Òàäà ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè, íà îñíîâó r̃, je äàòà ñà

L(a, b|̃r) = anbnh(r̃; a)e−bT (rn;a), 0 < r1 < · · · < rn < 1, (3.49)

ãäå jå

h(a; r̃) =
n∏
i=1

r−1
i

1− ri
è T (rn; a) = − ln(1− ran). (3.50)
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Ñòîãà, îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòàð b, b̂, jå äàòà ñà

b̂ =
n

T (Rn; â)
, (3.51)

äîê îöåíà çà ïàðàìåòàð a, â, ìîæå äà ñå îäðåäè êàî ðåøå»å íåëèíåàðíå jåäíà÷èíå

n

a
+

n∑
i=1

lnRi

1−Ra
n

+

(
n

ln(1−Ra
n)

)
Ra
n lnRn

1−Ra
n

= 0. (3.52)

Äàòå îöåíå ñó jåäèíñòâåíå(â. [92]).

3.4.10 Ëèíäëèjåâà ðàñïîäåëà

Çà ñëó÷àjíó âåëè÷èíó X êàæåìî äà èìà Ëèíäëèjåâó ðàñïîäåëó àêî jå »åíà ôóíêöèjà

ðàñïîäåëå îáëèêà

F (x; θ) = 1−
(

1 +
θ

θ + 1
x

)
e−θx, x > 0, θ > 0, (3.53)

è îäãîâàðàjó£à ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå îáëèêà

f(x; θ) =
θ2

θ + 1
(1 + x)e−θx, x > 0, θ > 0. (3.54)

Ó ñëó÷àjó êàäà åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà íå ïðóæà äîâî§íó ôëåêñèáèëíîñò, îíäà ñå

Ëèíäëèjåâà ðàñïîäåëà ìîæå ñìàòðàòè îäãîâàðàjó£èì ìîäåëîì. Íàðàâíî, ïîñòîjå ìîäåëè

Ëèíäëèjåâå ðàñïîäåëå ñà äâà èëè âèøå ïàðàìåòðà êîjè óòè÷ó íà ïîáî§øà»å ïåðôîðìàíñè

ìîäåëèðà»à.

Íà îñíîâó ðåàëèçàöèjå r̃ = (r1, r2, . . . , rn) ïðâèõ n, n ≥ 1, ãîð»èõ ðåêîðäà R̃ = (R1, R2,

. . . , Rn) èç (3.53), ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè jå îáëèêà

L(θ|̃r) =
θ2n

1 + θ
e−θrn

n∏
i=1

(1 + ri)

(
n∏
i=1

(1 + θ(1 + ri))

)−1

, 0 < r1 < · · · < rn. (3.55)

Íà îñíîâó [20], îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòàð θ ïîñòîjè è »åíà jåäèíñòâåíîñò jå ïîòâð¢åíà

àíàëèòè÷êèì ïóòåì. �åíî îäðå¢èâà»å ïðîèñòè÷å èç èòåðàòèâíîã ðåøàâà»à íåëèíåàðíå
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jåäíà÷èíå g(θ) = θ, ãäå jå

g(θ) = 2n

[
1

θ + 1
+ rn +

m−1∑
i=1

1 + ri
1 + (1 + ri)θ

]−1

. (3.56)

3.4.11 Åêñïîíîâàíà Ãóìáåëîâà ðàñïîäåëà

Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X êîjà èìà Åêñïîíîâàíó Ãóìáåëîâó ðàñïîäåëó èìà, ðåäîì, ôóíêöèjó

ðàñïîäåëå è ôóíêöèjó ãóñòèíå ðàñïîäåëå îáëèêà

F (x;α) =
(
e−e

−x
)α
, α > 0, −∞ < x <∞ (3.57)

è

f(x;α) = αe−x
(
e−e

−x
)α
, α > 0, −∞ < x <∞. (3.58)

Îâà ðàñïîäåëà jå ïðåäñòàâ§åíà ó [93] êàî ïîòåíöèjàëíè ìîäåë çà ìîäåëèðà»å øèðîêå

ëåïåçå êëèìàòñêèõ äîãà¢àjà. Ðåàëèçàöèjà ïðâèõ n, n ≥ 1, äî»èõ ðåêîðäà L̃ = (L1, . . . , Ln)

êîjè ïðàòå (3.57), l̃ = (l1, l2, . . . , ln), ãåíåðèøå ôóíêöèjó âåðîäîñòîjíîñòè îáëèêà

L(α|̃l) = αn
(
e−e

−ln
)α n∏

i=1

e−li , 0 < ln < · · · < l1. (3.59)

Íà îñíîâó (3.59), ó [20] jå ïðåäñòàâ§åíà jåäèíñòâåíà îöåíà ïàðàìåòðà α íà îñíîâó ðåêîðäà

êàî

α̂ = neLn . (3.60)

Íàðåäíè îäå§öè ïðåäñòàâ§àjó ðåçóëòàòå àóòîðà êîjè ñå îäíîñå íà ïîòâðäó

jåäèíñòâåíîñòè îöåíà çà ïîçíàòå ïðèìåðå ÕÎÊ ðàñïîäåëà, ìîäèôèêîâàíå Âåjáóëîâå

ðàñïîäåëå, è îáðíóòå ÕÎÊ ðàñïîäåëå, òçâ. Ïåíã-Jàí åêñòåíçèjå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå. Íåêè

îä »èõ ñå ìîãó ïðîíà£è ó [135].

3.4.12 LXM ìîäèôèêàöèjà Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå

Jåäíà îä ïîçíàòèjèõ åêñòåíçèjà äâîïàðàìåòàðñêå Âåjáóëîâå ôàìèëèjå ðàñïîäåëà jå

ôàìèëèjà LXM ìîäèôèêîâàíèõ Âåjáóëîâèõ ðàñïîäåëà. Ïðåäñòàâ§åíà jå îä ñòðàíå Ëàèjà,

Ñèjà è Ìóðòèjà (â. [78]). Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå è ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå îâå ôàìèëèjå
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ñó äàòå, ðåäîì, êàî

F (x; a, b, λ) = 1− e−axbeλx , (3.61)

f(x; a, b, λ) = a(b+ λx)xb−1eλx−ax
beλx (3.62)

çà x > 0 è a > 0, b > 0 è λ ≥ 0. Ïàðàìåòðè a è λ ñó ïàðàìåòðè îáëèêà, äîê ïàðàìåòàð b

ïðåäñòàâ§à ïàðàìåòàð ðàçìåðå.

Êàðàêòåðèñòè÷íè îáëèê õàçàðäíå ôóíêöèjå, ôàìèëèjà äâîïàðàìåòàðñêå Âåjáóëîâå

ðàñïîäåëå êàî è ôàìèëèjà ðàñïîäåëà åêñòðåìíèõ âðåäíîñòè, êàî ñïåöèjàëíè ñëó÷àjåâè

ìîäèôèêîâàíå Âåjáóëîâå ôàìèëèjå, ÷èíå jå çàíèì§èâèjîì ó ïðèìåíàìà ó îäíîñó íà îñòàëå

åêñòåíçèjå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå.

Îâàj ìîäåë jå ïðåäñòàâ§åí êàî ïîòåíöèjàëíè ìîäåë çà óçîðêå ñà õàçàðäíîì ôóíêöèjîì

ñà ìîíîòîíèì êàðàêòåðîì èëè îáëèêîì êîðèòà. �åíå øèðîêå ìîãó£íîñòè çà ìîäåëîâà»å

ñó ðåàëèçîâàíå ñà ñàìî òðè ïàðàìåòðà, ÷èìå ïðèâëà÷è ïàæ»ó ìíîãîáðîjíèõ èñòðàæèâà÷à.

Ïðåìà òîìå, ñìàòðà ñå äà îâà ôàìèëèjà ðàñïîäåëà ìîæå íà£è ñâîjó óëîãó ó îñèãóðà»ó,

êîíòðîëè êâàëèòåòà, êàî è ó òåîðèjè ïîóçäàíîñòè.

Íåêà jå äàòà ðåàëèçàöèjà r̃(k) = (r1(k), r2(k), ..., rn(k)) ïðâèõ n k-ò ãîð»èì ðåêîðäèìà

R̃(k) = (R1(k), R2(k), ..., Rn(k)), ãäå jå n ≥ 2 è k ≥ 1 ôèêñèðàíî. Ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè,

çàñíîâàíà íà r̃(k), è »åí ëîãàðèòàì ñó ïðåäñòàâ§åíè ñà

L(a, b, λ|̃r(k)) = knane−akr
b
n(k)

e
λrn(k)

n∏
i=1

(b+ λri(k))r
b−1
i(k)e

λri(k) , (3.63)

lnL(a, b, λ|̃r(k)) = n ln a+ n ln k +
n∑
i=1

ln(b+ λri(k)) + (b− 1)
n∑
i=1

ln ri(k)

+λ
n∑
i=1

ri(k) − akrbn(k)e
λrn(k) , 0 < r1(k) < r2(k) < · · · < rn(k), (3.64)

ðåäîì.

Jåäíà÷èíå âåðîäîñòîjíîñòè ñó äàòå ñà

∂ lnL(a, b, λ|̃r(k))

∂a
=
n

a
− krbn(k)e

λrn(k) = 0,

∂ lnL(a, b, λ|̃r(k))

∂b
=

n∑
i=1

1

ln(b+ λri(k))
+

n∑
i=1

ln ri(k) − akrbn(k) ln rn(k)e
λrn(k) = 0, (3.65)

∂ lnL(a, b, λ|̃r(k))

∂λ
=

n∑
i=1

ri(k)

ln(b+ λri(k))
+

n∑
i=1

ri(k) − akrb+1
n(k)e

λrn(k) = 0.
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Íàäà§å, íà îñíîâó r̃(k), äåôèíèøèìî ôóíêöèjó a(b, λ) êàî

a(b, λ) =
n

krbn(k)e
λrn(k)

. (3.66)

Ìîæåìî äà óî÷èìî äà ñå îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòàð a, óêîëèêî ñìàòðàìî äà ñó îöåíå ÌÂ çà

ïàðàìåòðå b è λ, ó îçíàöè b̂ è λ̂, ïîçíàòå, ìîæå îäðåäèòè êàî

â = a(̂b, λ̂) =
n

kRb̂
n(k)e

λ̂Rn(k)
. (3.67)

Òðåáà èñòà£è è òî äà, çáîã ïðåöèçíîñòè è ñìèñëåíîñòè îöåíà ÌÂ, áðîj ðåêîðäà òðåáà äà

áóäå áàð òðè.

Êîðèñòå£è íåjåäíàêîñò ln t ≤ t− 1, t > 0 è (3.66), èìàìî äà

lnL(a, b, λ|̃r(k)) ≤ L∗(b, λ) çà ñâàêî b, λ > 0, (3.68)

ãäå jå jåäíàêîñò óñïîñòàâ§åíà àêî âàæè äà jå a = a(b, λ), è ãäå jå

L∗(b, λ) = n lnn− n− nb ln rn(k) − nλrn(k) +
n∑
i=1

ln(b+ λri(k))

+ (b− 1)
n∑
i=1

ln ri(k) + λ
n∑
i=1

ri(k). (3.69)

Íåjäíàêîñò (3.68) äèðåêòíî ñëåäè èç òîãà øòî ñå èçðàç n ln a+n ln k−akrbn(k)e
λrn(k) ìîæå

ïðåäñòàâèòè êàî

n ln a+ n ln k − akrbn(k)e
λrn(k)

= n

(
ln ak −

akrbn(k)e
λrn(k)

n

)

= n

(
ln

(
akrbn(k)e

λrn(k)

n

n

rbn(k)e
λrn(k)

)
−
akrbn(k)e

λrn(k)

n

)

= n

(
ln

(
akrbn(k)e

λrn(k)

n

)
−
akrbn(k)e

λrn(k)

n
+ lnn− b ln rn(k) − λrn(k)

)
.

Ñëè÷íî jå óðà¢åíî è ó [26].
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Î÷èãëåäíî jå äà ñå ìàêñèìèçèðà»åì ôóíêöèjå L∗(b, λ) ïîñòèæå ìàêñèìóì ôóíêöèjå

L(a, b, λ|̃r(k)). Òàêî¢å, çíà÷àjíî jå ïðèìåòèòè äà ôóíêöèjà L
∗(b, λ) íå çàâèñè îä ïàðàìåòðà

k.

Ïðîøèðè£åìî ïàðàìåòàðñêè ïðîñòîð íà îñíîâó äîáèjåíîã óçîðêà k-òèõ ãîð»èõ ðåêîðäà

òàêî äà jå óñëîâ ïîçèòèâíîñòè ôóíêöèjå (3.62) çàäîâî§åí. Ñëè÷íî jå óðà¢åíî ó [69].

Íåêà jå äàòà r̃(k) = (r1(k), r2(k), ..., rn(k)) ðåàëèçàöèjà âåëè÷èíå n ãîð»èõ k-òèõ ðåêîðäà.

Îáåëåæè£åìî ïðîøèðåíè ïàðàìåòàðñêè ïðîñòîð êàî Θ∗ = {(a, b, λ) : a > 0, b + λri(k) >

0, i = 1, ..., n} = (0,∞)×Θ∗0, ãäå jå Θ∗0 = {(b, λ) : b+λri(k) > 0, i = 1, ..., n}. Îâàêâà íîòàöèjà
èìïëèöèðà äà ðóá ïðîñòîðà Θ∗, êîjè îáåëåæàâàìî ñà ∂Θ∗, jå ójåäíî è ðóá ïðîñòîðà Θ∗0, òj.

∂Θ∗ = ∂Θ∗0 = {b =∞} ∪ {λ =∞} ∪ {(b, λ) : b > 0, λ > − b
rn(k)
} ∪ {(b, λ) : λ > 0, b > −λr1(k)}.

Äèôåðåíöèðà»åì (3.69) íà îñíîâó ïàðàìåòàðà b è λ äîáèjàìî ñëåäå£å jåäíà÷èíå

âåðîäîñòîjíîñòè:

∂L∗

∂b
= −n ln rn(k) +

n∑
i=1

1

b+ λri(k)

+
n∑
i=1

ln ri(k), (3.70)

∂L∗

∂λ
= −nrn(k) +

n∑
i=1

ri(k) +
n∑
i=1

ri(k)

b+ λri(k)

. (3.71)

Ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà çà ôóíêöèjó L∗ jå äàòà ñà

H(b, λ) =

[
∂2L∗

∂b2
∂2L∗

∂b∂λ
∂2L∗

∂λ∂b
∂2L∗

∂λ2

]
, (3.72)

ãäå ñó

∂2L∗

∂b2
= −

n∑
i=1

1

(b+ λri(k))2
, (3.73)

∂2L∗

∂b∂λ
= −

n∑
i=1

ri(k)

(b+ λri(k))2
, (3.74)

∂2L∗

∂λ2
= −

n∑
i=1

r2
i(k)

(b+ λri(k))2
. (3.75)

Íà îñíîâó Òåîðåìà 3.1, 3.2 è 3.3, äîâî§íî jå äîêàçàòè, ó öè§ó ïîòâð¢èâà»à åãçèñòåíöèjå

è jåäèíñòâåíîñòè îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòðå (b, λ) íà Θ∗0, äà âàæè

1. lim(b,λ)→∂Θ∗0
L∗(b, λ) = −∞,

2. ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäàH(b, λ) jå íåãàòèâíî äåôèíèòíà ïðè ñâàêîj òà÷êè

(b, λ) ∈ Θ∗0.
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Ïðâè óñëîâ èñòè÷å ïîçíàâà»å ïîíàøà»à ôóíêöèjå L∗. Íàðåäíà ëåìà îïèñójå ïîíàøà»å

ôóíêöèjå L∗ íà ∂Θ∗0.

Ëåìà 3.1 Çà k ≥ 1 è n ≥ 2 âàæè äà

(1) lim
b→∞

sup
λ>−b/rn(k)

L∗(b, λ) = −∞,

(2) lim
λ→∞

sup
b>−λr1(k)

L∗(b, λ) = −∞,

(3) lim
b→∞

sup
λ=−b/rn(k)

L∗(b, λ) = −∞,

(4) lim
λ→∞

sup
b=−λr1(k)

L∗(b, λ) = −∞.

Äîêàç. Çà ôèêñèðàíî ïîçèòèâíî b è k ≥ 1, èìàìî

L∗(b, λ) < gb(λ)

ãäå jå

gb(λ) = n lnn− nb ln rn(k) − nλrn(k) − n+ (b− 1)
n∑
i=1

ln ri(k) + λ
n∑
i=1

ri(k)

+ n ln(b+ λrn(k)). (3.76)

Çà ôèêñèðàíî n ≥ 2, ôóíêöèjà gb(λ) äîñòèæå ìàêñèìóì ó òà÷êè λ∗, ãäå jå

λ∗ =
n

nrn(k) −
∑n

i=1 ri(k)

− b

rn(k)

.

è

gb(λ
∗) = b

n∑
i=1

(
ln
ri(k)

rn(k)

+ 1−
ri(k)

rn(k)

)
+ C, (3.77)

ãäå jå

C = n lnn− n−
n2rn(k)

nrn(k) −
∑n

i=1 ri(k)

+ n ln
nrn(k)

nrn(k) −
∑n

i=1 ri(k)

−
n∑
i=1

ln ri(k) +
n

nrn(k) −
∑n

i=1 ri(k)

n∑
i=1

ri(k).

Äåôèíèøåìî ôóíêöèjó h(x) = lnx + 1 − x çà x ∈ (0, 1]. �åí èçâîä h′(x) = 1
x
− 1 jå

íåíåãàòèâàí çà x ∈ (0, 1], òå èìàìî h(x) ≤ h(1) = 0 çà x ∈ (0, 1]. Äà§å, âàæè äà jå
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h(
ri(k)
rn(k)

) ≤ 0 çà i = 1, . . . , n è

n∑
i=1

(
ln
ri(k)

rn(k)

+ 1−
ri(k)

rn(k)

)
< 0.

Ñàìèì òèì, limb→∞ supλ>− b
rn(k)

gb(λ) = −∞, øòî êîìïëåòèðà ïðâè äåî äîêàçà ëåìå.

Äðóãè äåî ëåìå ñëåäè àíàëîãíî. Òðå£è è ÷åòâðòè äåî ïðîèçèëàçå äèðåêòíî èç îñîáèíà

ëîãàðèòàìñêå ôóíêöèjå. Òèìå jå äîêàç ëåìå çàâðøåí. Ñàìèì òèì, äîêàçàíà jå íàðåäíà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.5 Ako je lim(b,λ)→∂Θ∗0
L∗(b, λ) = −∞, çà n ≥ 2 è k ≥ 1, ôóíêöèjà (3.69) jå

êîíñòàíòíà íà ðóáó ∂Θ∗0 ïàðàìåòàðñêîã ïðîñòîðà Θ∗0.

Ëåìà 3.2 Ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà jå íåãàòèâíî äåôèíèòíà çà ñâàêó òà÷êó

(b, λ) ∈ Θ∗.

Äîêàç. Äà áèñìî äîêàçàëè äà jå ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà íåãàòèâíî

äåôèíèòíà, íàðåäíè óñëîâè ìîðàjó áèòè èñïó»åíè:

1. ÷ëàí ∂2L∗

∂b2
îä H(b, λ) ìîðà áèòè íåãàòèâàí;

2. detH(b, λ) ìîðà äà áóäå ïîçèòèâíà çà ñâàêî (b, λ) ∈ Θ∗.

Ëàêî ñå âèäè äà jå ïðâè óñëîâ çàäîâî§åí. Øòî ñå òè÷å äðóãîã óñëîâà, ðåçîíîâà£åìî íà

ñëåäå£è íà÷èí. Íåêà jå äàòà ñëó÷àjíà ïðîìå»èâà Z ñà çàêîíîì ðàñïîäåëå pj = P{Z =

rj(k)}, j = 1, . . . , n, ãäå jå pj = (b + λrj(k))
−2/

∑n
i=1(b + λri(k))

−2. Ëàêî ñå ìîæå óî÷èòè äà

jå ñëó÷àjíà âåëè÷èíà Z íåäåãåíåðèñàíà, øòî êàî ïîñëåäèöó èìà äà D(Z) > 0. Çáîã òîãà

âàæè äà jå detH(b, λ) ïîçèòèâíà çà ñâå òà÷êå (b, λ). Òèìå jå äîêàç ëåìå çàâðøåí.

Òåîðåìà 3.5 è Ëåìà 3.2 äîêàçójó íàðåäíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.6 Îöåíå ÌÂ ïàðàìåòðà a, b è λ, íà îñíîâó ê-òèõ ðåêîðäà, ó ïîïóëàöèjè

ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå îáåëåæjà (3.61) ïîñòîjå è jåäèíñòâåíå ñó íà ïàðàìåòàðñêîì

ïðîñòîðó Θ∗ = {(a, b, λ) : a > 0, b+ λri(k) > 0, i = 1, ..., n}.

Ïðèìåð ñà ñèìóëèðàíèì ïîäàöèìà

Ó íàðåäíîì îäå§êó ãåíåðèñà£åìî ïðîñò ñëó÷àjàí óçîðàê âåëè÷èíå 20 èç ðàñïîäåëå (3.61)

ñà ïàðàìåòðèìà (a, b, λ) = (1, 1, 1). Îâå îïñåðâàöèjå ñó ïðåäñòàâ§åíå ó Òàáåëè 3.1.
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Òàáåëà 3.1: Ðåàëèçàöèjå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà ðàñïîäåëîì (3.61) è ïàðàìåòðèìà (a, b, λ) =
(1, 1, 1).

0.5067 0.284 0.8083 0.6262 0.169 0.3246 0.7154 0.673 0.0358 0.6298

0.0273 0.8151 0.254 0.5241 0.6426 0.4661 0.4322 0.1228 1.5262 0.1226

Ðåàëèçîâàíè k-òè ðåêîðäè èç óçîðêà ñà ñèìóëèðàíèì ïîäàöèìà ñó:

i 1 2 3 4 5 6 7

Ri(1) 0.5067 0.8083 0.8151 1.5262

Ri(2) 0.284 0.5067 0.6262 0.7154 0.8083 0.8151

Ri(3) 0.284 0.5067 0.6262 0.673 0.7154 0.8083

Ri(4) 0.284 0.3246 0.5067 0.6262 0.6298 0.673 0.7154

Ó íàðåäíîì äåëó ðàçìîòðè£åìî ñëó÷àjåâå êàäà jå k = 1 è k = 2 è îáåëåæè£åìî èõ êàî

ñëó÷àj I è II, ðåäîì.

Çà ñëó÷àj I, êîðèø£å»åì ðåñòðèêòèâíå îïòèìèçàöèjå äîáèjàìî åâàëóàöèjå îöåíà

ÌÂ (â, b̂, λ̂) = (1.956909, 1.691013, 0) ñà îäãîâàðàjó£èì ìàêñèìóìîì 4.9836 îä (3.69).

Ìå¢óòèì, ó îâîj òà÷êè ñèñòåì âåðîâàòíîñíèõ jåäíà÷èíà (3.65) íèjå êîðåêòíî äåôèíèñàí.

Ïðîøèðèâà»åì ïàðàìåòàðñêîã ïðîñòîðà íà Θ∗ äîáèjà ñå íîâà òà÷êà (̂b1, λ̂1) =

(2.9687,−1.2343) ó êîjîj ôóíêöèjà (3.69) äîñòèæå ìàêñèìóì êîjè èçíîñè 5.5812. Ïîøòî

ñó ïàðàìåòðè (b, λ) ìîäèôèêîâàíå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå äåôèíèñàíè ó ïðâîì êâàäðàíòó

ïàðàìåòàðñêîã ïðîñòîðà b − λ, çàê§ó÷àê jå äà ðàñïîäåëà ñà îöå»åíèì ïàðàìåòðèìà

(â1, b̂1, λ̂1) = (7.5005, 2.9687,−1.2343) íå ÷èíè àäåêâàòàí ìîäåë. Ñàìèì òèì, ïðèõâàòàjó

ñå âðåäíîñòè îöåíà ÌÂ

(â, b̂, λ̂) = (1.9569, 1.691, 0).

Ôàìèëèjà äâîïàðàìåòàðñêå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëà òèìå ÷èíè äîïóñòèâó ôàìèëèjó ðàñïîäåëà

çà äàòè óçîðàê. Íàïîìåíóòî jå ðàíèjå äà jå äâîïàðàìåòàðñêà Âåjáóëîâà ðàñïîäåëà

ïðåäñòàâ§åíà êàî ñïåöèjàëíè ñëó÷àj ìîäèôèêîâàíå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå.

Ñëè÷íî âàæè è çà ñëó÷àj II. Ñõîäíî òîìå, ïðèõâàòàìî âðåäíîñòè îöåíà ÌÂ

(â, b̂, λ̂) = (0.3297, 1.3197, 3.04)

êàî îäãîâàðàjó£å. Âðåäíîñò ôóíêöèjå (3.69) ïðè îâèì îöåíàìà ïàðàìåòàðà jå 21.2448.

Ïðèìåð ñà ðåàëíèì ïîäàöèìà

Ó íàñòàâêó ïðåäñòàâ§àìî íèç ïîäàòàêà êîjè ïðåäñòàâ§àjó óçîðàê îä 30 jåäèíèöà âå£åã

åëåêòðîíñêîã ñèñòåìà. Òîêîì ðàäà îâèõ jåäèíèöà äâà ðàçëè÷èòà òèïà êâàðà, êîjè ÷èíå
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óçðîê »èõîâîã ïðåñòàíêà ðàäà, ñó äåòåêòîâàíà. Ïðâè òèï êâàðà íàñòàjå àêóìóëàöèjîì

ñëó÷àjíèõ ïðåêèäà ó åëåêòðè÷íîj ìðåæè, äîê äðóãè òèï êâàðà íàñòàjå íàêîí 100000 îáðòàjà

è çà »èõ jåäèíî çíàìî äà ñó êâàðîâè ïðâå âðñòå íàñòàëè ïîñëå ïðå¢åíîã áðîjà îáðòàjà (â.

[26]). Ïîäàöè ñó ïðåäñòàâ§åíè ó Òàáåëè 3.2.

Òàáåëà 3.2: Âðåìåíà îòêàçà êîìïîíåíòè âå£åã åëåêòðè÷íîã ñèñòåìà.

275 13 147 23 181 30 65 10 300 173
106 300 300 212 300 300 300 2 261 293
88 247 28 143 300 23 300 80 245 266

Ó [17] jå óñòàíîâ§åíî äà ñå ôàìèëèjà ìîäèôèêîâàíèõ Âåjáóëîâèõ ðàñïîäåëà ìîæå

ðåãèñòðîâàòè êàî äîïóñòèâ ìîäåë çà äàòè óçîðàê. Òàêî¢å, îöåíå ïàðàìåòàðà ìîäèôèêîâàíå

Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå ñó â = 0.018, b̂ = 0.454 è λ̂ = 7.133× 10−3.

Íàäà§å, èçäâîjè£åìî èç äàòîã óçîðêà k-òå ðåêîðäå:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ri(1) 275 300

Ri(2) 13 147 181 275 293

Ri(3) 13 23 147 181 212 261 275

Ri(4) 13 23 30 65 147 173 181 212 261 266

Ðàçìîòðè£åìî äâà ñëó÷àjà: k = 2 è k = 3, è îáåëåæèìî îâå ñëó÷àjåâå ñà I è II, ðåäîì.

Îïòèìèçàöèjîì ó îäíîñó íà Θ∗0, äîáèjàìî âðåäíîñòè îöåíà ÌÂ (̂b, λ̂) = (0.4762, 0.0053)

è (̂b, λ̂) = (0.5397, 0.0004) ñà äîñòèãíóòèì ìàêñèìóìèìà 13.8465 è -24.5397 îä (3.69) çà

ñëó÷àjåâå I è II, ðåäîì. Ñàìèì òèì, îöåíå ÌÂ ñó jåäèíñòâåíå è îäðå¢åíå ñà

(â, b̂, λ̂) = (0.0357, 0.4762, 0.0053)

è

(â, b̂, λ̂) = (0.0371, 0.5397, 0.0004),

ðåäîì, çà ñëó÷àjåâå I è II.

3.4.13 Ïåíã-Jàí åêñòåíçèjà Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå

Jåäíà îä åêñòåíçèjà äâîïàðàìåòàðñêå Âåjáóëîâå ôàìèëèjå jå ôàìèëèjà ðàñïîäåëà ñà

êàðàêòåðèñòè÷íîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå îáëèêà

F (x;α, β, λ) = 1− e−αxβe
−λx , x > 0, α > 0, β > 0, λ > 0, (3.78)

49



è îäãîâàðàjó£îì ôóíêöèjîì ãóñòèíå

f(x;α, β, λ) = α(λ+ βx)xβ−2e−
λ
x
−αxβe−

λ
x , x > 0, α > 0, β > 0, λ > 0, (3.79)

êàî è õàçàðäíîì ôóíêöèjîì

h(x;α, β, λ) = α(λ+ βx)xβ−2e−
λ
x , x > 0, α > 0, β > 0, λ > 0. (3.80)

Ïàðàìåòðè α è λ ÷èíå ïàðàìåòðå îáëèêà äîê ïàðàìåòàð β ïðåäñòàâ§à ïàðàìåòàð ðàçìåðå.

Îâà ôàìèëèjà ðàñïîäåëà jå ïðåäñòàâ§åíà ó ðàäó Ïåíãà è Jàíãà [101]. Íà îñíîâó èíèöèjàëà

àóòîðà, êîðèñòè£åìî íîòàöèjó PY EW (α, β, λ). Êàäà ïàðàìåòàð β óçèìà âðåäíîñòè èç

(0, 1), õàçàðäíà ôóíêöèjà îâå ôàìèëèjå ðàñïîäåëà èìà îáëèê îáðíóòîã êîðèòà, äîê çà

β ≥ 1 îâà ôàìèëèjà ðàñïîäåëà ïîñåäójå ìîíîòîíó õàçàðäíó ôóíêöèjó. Çáîã åêñïëèöèòíîã

îáëèêà ôóíêöèjå ðàñïîäåëå, »åíà ïðèìåíà ó ðåàëíèì ñèòóàöèjàìà ïîñòàjå äîñòà äèðåêòíà.

Íåêà jå äàòà ðåàëèçàöèjà r̃(k) = (r1(k), r2(k), ..., rn(k)) ïðâèõ n k-òèõ ãîð»èõ ðåêîðäà R̃(k) =

(R1(k), R2(k), ..., Rn(k)) èç (3.78), ãäå jå n ≥ 2 è k ≥ 1 ôèêñèðàíî. Íà îñíîâó r̃(k), ôóíêöèjà

âåðîäîñòîjíîñòè, çàjåäíî ñà »åíèì ëîãàðèòìîì ñó, ðåäîì,

L(α, β, λ|̃r(k)) = αnknh(α, β, λ|̃r(k))e
−αT (β,λ;r(k)), (3.81)

lnL(a, b, λ|̃r(k)) = n lnα + n ln k + lnh(α, β, λ|̃r(k))− αT (β, λ|̃r(k)), (3.82)

çà 0 < r1(k) < r2(k) < · · · < rn(k), ãäå jå

h(α, β, λ; |̃r(k)) =
n∏
i=1

(λ+ βri(k))r
β−2
i(k) e

− λ
ri(k)

è

T (β, λ|̃r(k)) = krβn(k)e
− λ
rn(k) .

Îöåíå ÌÂ çà ïàðàìåòðå α, β è λ, îçíà÷åíå êàî α̂, β̂ è λ̂, ðåäîì, ñå îäðå¢ójó êàî ðåøå»à

îäãîâàðàjó£èõ jåäíà÷èíà âåðîäîñòîjíîñòè

∂ lnL(α, β, λ|̃r(k)

∂α
=
m

α
− T (β, λ|̃r(k)) = 0,

∂ lnL(α, β, λ|̃r(k))

∂β
= −αrβn(k) ln rn(k)e

− λ
rn(k) +

n∑
i=1

ri(k)

(λ+ βri(k))
+

n∑
i=1

ln ri(k) = 0, (3.83)

∂ lnL(α, β, λ|̃r(k))

∂λ
= −

n∑
i=1

1

ri(k)

+
n∑
i=1

1

(λ+ βri(k))
+ αkrβ−1

n(k)e
− λ
rn(k) = 0.
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Íà îñíîâó r̃(k), äåôèíèøåìî ôóíêöèjó α(β, λ) êàî

α(β, λ) =
n

T (β, λ|̃r(k))
. (3.84)

Êîðèø£å»åì (3.84), îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòàð α, êàäà ñó îäãîâàðàjó£å îöåíå β̂ è λ̂ ïîçíàòå,

èìà îáëèê

α̂ =
n

T (β̂, λ̂|R(k))
. (3.85)

Ñëè÷íî êàî ó ïðåòõîäíîì ñëó÷àjó, èç íåjåäíàêîñòè ln t ≤ t− 1, t > 0, è (3.84) âàæè

lnL(α, β, λ|̃r(k)) ≤ L∗(β, λ) çà ñâàêî β, λ > 0,

ãäå jå jåäíàêîñò óñïîñòàâ§åíà àêî âàæè äà jå α = α(β, λ), ãäå jå

L∗(β, λ) = n lnn− n− nβ log rn(k) +
nλ

rn(k)

+
n∑
i=1

ln(λ+ βri(k))

+ (β − 2)
n∑
i=1

ln ri(k) − λ
n∑
i=1

1

ri(k)

. (3.86)

Ìàêñèìèçèðà»åì ôóíêöèjå L∗(β, λ) âðøè ñå ìàêñèìèçèðà»å ôóíêöèjå L(α, β, λ|̃r(k)).

Îäíîñíî, ìîæåìî äèðåêòíî äà îäðåäèìî îöåíå ÌÂ çà ïàðàìåòðå (β, λ), à çàòèì äèðåêòíî

è çà (α, β, λ). Êàî è ïðå, ôóíêöèjà L∗(β, λ) íå çàâèñè îä ïàðàìåòðà k.

Ïàðàìåòàðñêè ïðîñòîð íà êîìå jå ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå (3.79) ïîçèòèâíà

îáåëåæè£åìî ñà Θ0. Íà îñíîâó ïðâèõ n k-òèõ ðåêîðäà, äåôèíèøåìî »åãîâî ïðîøèðå»å

êàî Θ∗ = {(α, β, λ) : α > 0, λ + βri(k) > 0, i = 1, ..., n} = (0,∞) × Θ∗0, ãäå jå Θ∗0 = {(β, λ) :

λ+ βri(k) > 0, i = 1, ..., n}, è »åãîâ ðóá ñà ∂Θ∗ = ∂Θ∗0 = {β =∞} ∪ {λ =∞} ∪ {(β, λ) : β >

0, λ > −βr1(k)} ∪ {(β, λ) : λ > 0, β > − λ
rn(k)
}.

Íà îñíîâó Òåîðåìà 3.1, 3.2 è 3.3, äîâî§íî jå äîêàçàòè, ó öè§ó ïîòâð¢èâà»à åãçèñòåíöèjå

è jåäèíñòâåíîñòè îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòðå (β, λ) íà Θ∗0, äà âàæè

1. lim(β,λ)→∂Θ∗0
L∗(β, λ) = −∞,

2. ìàòðèöà äðóãèõ èçâîäà H(β, λ) jå íåãàòèâíî äåôèíèòíà ïðè ñâàêîj òà÷êè (β, λ) ∈ Θ∗0

Íàðåäíà ëåìà äåòà§íèjå îïèñójå ïîíàøà»å ôóíêöèjå (3.86) íà ∂Θ∗0.
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Ëåìà 3.3 Çà ôèêñèðàíî k ≥ 1 è n ≥ 2 âàæè äà

(1) lim
λ→∞

sup
β>− λ

rn(k)

L∗(β, λ) = −∞,

(2) lim
β→∞

sup
λ>−βr1(k)

L∗(β, λ) = −∞,

(3) lim
λ→∞

sup
β=−λ/rn(k)

L∗(β, λ) = −∞,

(4) lim
β→∞

sup
λ=−βr1(k)

L∗(β, λ) = −∞.

Äîêàç. Ñëè÷íà jå ïðîöåäóðà êàî ó Ëåìè 3.1.

Çà ôèêñèðàíî λ è k, èìàìî

L∗(b, λ) < n lnn− nβ ln rn(k) +
nλ

rn(k)

− n+ (β − 2)
n∑
i=1

ln ri(k) − λ
n∑
i=1

1

ri(k)

+ n ln(λ+ βrn(k)),

ãäå jå

gλ(β) = n lnn− nβ ln rn(k) +
nλ

rn(k)

− n+ (β − 2)
n∑
i=1

ln ri(k) − λ
n∑
i=1

1

ri(k)

+ n ln(λ+ βrn(k)). (3.87)

Çà ôèêñèðàíî n ≥ 2, ôóíêöèjà gλ(β) äîñòèæå ñâîj ìàêñèìóì ó òà÷êè β∗, ãäå jå

β∗ = − n∑n
i=1 ln

ri(k)
rn(k)

− λ

rn(k)

.

Ñòîãà,

gλ(β
∗) =

λ

rn(k)

n∑
i=1

(
ln
rn(k)

ri(k)

+ 1−
rn(k)

ri(k)

)
+ n lnn− n+

n2 ln rn(k)∑n
i=1 ln

ri(k)
rn(k)

− 2
n∑
i=1

ln ri(k)

+ n ln
nrn(k)∑n
i=1 ln

rn(k)
ri(k)

− n∑n
i=1 ln

ri(k)
rn(k)

n∑
i=1

ln ri(k).

Äåôèíèøèìî ôóíêöèjó h(x) = 1 − x + ln x, çà x > 1. �åí ïðâè èçâîä h′(x) = 1
x
− 1 jå

íåãàòèâàí çà x > 1, îäàêëå çàê§ó÷ójåìî äà jå h(x) < h(1) = 0 çà x > 1. Äà§å, ïîøòî âàæè

äà jå r1(k) < . . . < rn(k), èìàìî äà h(
rn(k)
ri(k)

) ≤ 0 çà i = 1, . . . , n, è

n∑
i=1

(
ln
rn(k)

ri(k)

+ 1−
rn(k)

ri(k)

)
< 0.
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Äèðåêòíî ñëåäè äà âàæè limλ→∞ supβ>− λ
rn(k)

gλ(β) = −∞. Ñëè÷íî âàæè è çà äðóãè ñëó÷àj.

Êàî è ïðå, îñîáèíå ëîãàðèòàìñêå ôóíêöèjå ïðåäñòàâ§àjó îñíîâó äîêàçà çà òðå£è è ÷åòâðòè

ñëó÷àj. Äîêàç jå çàâðøåí.

Äèôåðåíöèðà»åì (3.86) ïî ïàðàìåòðèìà β è λ äîáèjàìî

∂L∗

∂β
= −n ln rn(k) +

n∑
i=1

ri(k)

λ+ βri(k)

+
n∑
i=1

ln ri(k), (3.88)

∂L∗

∂λ
=

n

rn(k)

−
n∑
i=1

1

ri(k)

+
n∑
i=1

1

λ+ βri(k)

. (3.89)

Ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà îä L∗ jå

H(β, λ) =

[
∂2L∗

∂β2
∂2L∗

∂β∂λ
∂2L∗

∂λ∂β
∂2L∗

∂λ2

]
, (3.90)

ãäå jå

∂2L∗

∂β2
= −

n∑
i=1

r2
i(k)

(λ+ βri(k))2
, (3.91)

∂2L∗

∂β∂λ
= −

n∑
i=1

ri(k)

(λ+ βri(k))2
, (3.92)

∂2L∗

∂λ2
= −

n∑
i=1

1

(λ+ βri(k))2
. (3.93)

Ñàìèì òèì, äîêàçàíà jå íàðåäíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.7 Ako je lim(β,λ)→∂Θ∗0
L∗(β, λ) = −∞, çà n ≥ 2 è k ≥ 1, ôóíêöèjà (3.86) jå

êîíñòàíòíà íà ðóáó ∂Θ∗0 ïàðàìåòàðñêîã ïðîñòîðà Θ∗0.

Ëåìà 3.4 Ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà jå íåãàòèâíî äåôèíèòíà çà ñâàêó òà÷êó

(β, λ) ∈ Θ∗.

Äîêàç. Äà áèñìî äîêàçàëè äà jå ìàòðèöà äðóãèõ ïàðöèjàëíèõ èçâîäà íåãàòèâíî

äåôèíèòíà, íàðåäíè óñëîâè ìîðàjó áèòè èñïó»åíè:

1. ÷ëàí ∂2L∗

∂β2 îä H(β, λ) ìîðà áèòè íåãàòèâàí;

2. detH(β, λ) ìîðà äà áóäå ïîçèòèâíà çà ñâàêî (β, λ) ∈ Θ∗.
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Íà îñíîâó (3.91), ïðâè óñëîâ jå èñïó»åí. Êàêî âàæè äà jå

detH(β, λ) =
n∑
i=1

1

(λ+ βri(k))2

n∑
j=1

r2
j(k)

(λ+ βrj(k))2

−
n∑
i=1

ri(k)

(λ+ βri(k))2

n∑
j=1

rj(k)

(λ+ βrj(k))2
> 0,

ñëåäè äà jå è äðóãè óñëîâ èñïó»åí. Îâàj ðåçóëòàò ñå, òàêî¢å, ìîãàî äîáèòè è íà äðóãè

íà÷èí. Äåôèíèøèìî ñëó÷àjíó âåëè÷èíó Z ñà »åíèì çàêîíîì ðàñïîäåëå pj = P{Z =

rj(k)}, j = 1, . . . , n, ãäå jå pj = (λ + βri(k))
−2/

∑n
i=1(λ + βri(k))

−2. Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà Z jå

íåäåãåíåðèñàíà. Êàî ïîñëåäèöà òîãà âàæè äà jå D(Z) > 0. Ñàìèì òèì jå åâèäåíòíî äà jå

H(β, λ) ïîçèòèâíà çà ñâå òà÷êå (b, λ). Òèìå jå äîêàç ëåìå çàâðøåí.

Òåîðåìà 3.7 è Ëåìà 3.4 äîêàçójó íàðåäíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.8 Îöåíå ÌÂ ïàðàìåòðà a, β è λ, íà îñíîâó ê-òèõ ðåêîðäà, ó ïîïóëàöèjè

ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå îáåëåæjà (3.78) ïîñòîjå è jåäèíñòâåíå ñó íà ïàðàìåòàðñêîì

ïðîñòîðó Θ∗ = {(α, β, λ) : α > 0, λ+ βri(k) > 0, i = 1, ..., n}.

Ïðèìåð ñà ñèìóëèðàíèì ïîäàöèìà

Ó îâîj ñåêöèjè ãåíåðèñà£åìî ïðîñò ñëó÷àjàí óçîðàê âåëè÷èíå 20 èç ðàñïîäåëå (3.79) ñà

ïàðàìåòðèìà (α, β, λ) = (1, 1, 1). Ïðåäñòàâ§åí jå ó Òàáåëè 3.3.

Òàáåëà 3.3: Ãåíåðèñàí óçîðàê èç PY EW (1, 1, 1).

1.6140 1.4053 0.5791 1.1652 0.4257 1.2864 1.0063 2.0966 3

1.0869 4.6187 0.5521 1.3429 3.3394 2.1991 2.9478 1.6469 1.6787

1.0030 1.4239

Èçäâîjåíè k-òè ðåêîðäè èç ãåíåðèñàíîã óçîðêà ñó:

i 1 2 3 4 5 6 7 8

Ri(1) 1.6140 2.0966 3 4.6187

Ri(2) 1.4053 1.6140 2.0966 3 3.3394

Ri(3) 0.5791 1.1652 1.2864 1.4053 1.6140 2.0966 3

Ri(4) 0.5791 1.1652 1.2864 1.4053 1.6140 2.0966 2.1991 2.9478

Ó íàðåäíîì äåëó ðàçìîòðè£åìî ñëó÷àjåâå êàäà jå k = 1 è k = 2 è îáåëåæè£åìî èõ êàî

ñëó÷àjåâå I è II, ðåäîì.
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• Ñëó÷àj I

Ðåñòðèêòèâíîì îïòèìèçàöèjîì íà Θ0, åâàëóàöèjå îöåíà ÌÂ (β̂, λ̂) = (0, 5.1259)

ñà îäãîâàðàjó£èì ìàêñèìóìîì −3.6131 îä (3.86) ñó èñòàêíóòå. Ìå¢óòèì, ó îâîj

òà÷êè ñèñòåì âåðîâàòíîñíèõ jåäíà÷èíà (2.86) íèjå êîðåêòíî äåôèíèñàí. Ñòîãà,

ïðîøèðèâà»åì ïàðàìåòàðñêîã ïðîñòîðà íà Θ∗ äîáèjà ñå íîâà òà÷êà (β̂1, λ̂1) =

(−0.3016, 6.0042) ó êîjîj ôóíêöèjà (3.86) äîñòèæå ìàêñèìóì êîjè èçíîñè -3.6036.

Ïîøòî ñó ïàðàìåòðè (β, λ) ìîäèôèêîâàíå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå äåôèíèñàíè ó ïðâîì

êâàäðàíòó ïàðàìåòàðñêîã ïðîñòîðà β − λ, âàëèäíîñò ìîäåëà ñå ãóáè. Ñàìèì òèì,

ïðèõâàòàjó ñå âðåäíîñòè îöåíà ÌÂ

(α̂, β̂, λ̂) = (9.1014, 0, 5.1259)

è äâîïàðàìåòàðñêè ìîäåë F (x) = 1− e−αe−
λ
x êàî äîïóñòèâ ìîäåë.

• Ñëó÷àj II

Ñëè÷íî êàî ó ïðåòõîäíîì ñëó÷àjó, ïðèõâàòàìî îöåíå

(α̂, β̂, λ̂) = (9.7808, 0, 5.3005)

êàî îäãîâàðàjó£å è äâîïàðàìåòàðñêè ìîäåë F (x) = 1− e−αe−
λ
x êàî äîïóñòèâè ìîäåë.

Âðåäíîñò ôóíêöèjå (3.86) ïðè îâèì îöåíàìà ïàðàìåòàðà jå -1.3429.

Ïðèìåð ñà ðåàëíèì ïîäàöèìà

Óçîðàê ñà ðåàëíèì ïîäàöèìà ñå ñàñòîjè îä 24 jåäèíèöå êîjå ïðåäñòàâ§àjó âðåìåíñêå

èíòåðâàëå êîjå ñó ìåõàíè÷êå êîìïîíåíòå íåêîã ñèñòåìà èçäðæàëå ïîä ñòðåñîì jà÷èíå 32

(â. [81], ñòð. 574). Ïîäàöè ñó ïðåäñòàâ§åíè ó Òàáåëè 3.4.

Òàáåëà 3.4: Äóæèíà æèâîòà ìåõàíè÷êèõ êîìïîíåíòè ïîä ñòðåñîì jà÷èíå 32.0.

1144 231 523 474 4510 3107 815 6297 1580
605 1786 206 1943 935 283 1336 727 370
1056 413 619 2214 1826 597

TTT èWPP ãðàôèöè (â. Ñë. 3.5) íà îñíîâó óçîðêà èìëèöèðàjó äà ñå PYEW ðàñïîäåëà

ìîæå ñìàòðàòè äîïóñòèâèì ìîäåëîì (â. [101]).
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Ñëèêà 3.5: WPP è TTT ãðàôèöè.

Óêîëèêî îöåíèìî ïàðàìåòðå ðàñïîäåëå ÌÌÂ íà îñíîâó êîìïëåòíîã óçîðêà, êëàñè÷àí

Êîëìîãîðîâ-Ñìèðíîâ (Ê-Ñ) òåñò ñàãëàñíîñòè íèjå ïðèìå»èâ. Ïðèìåíîì Ìîíòå Êàðëî

ìåòîäà, ó ñòà»ó ñìî äà îöåíèìî p-âðåäíîñò è âðåäíîñò Ê-Ñ òåñò ñòàòèñòèêå ó ñëó÷àjó êàäà

èìàìî îöå»åíå ïàðàìåòðå ðàñïîäåëå íà îñíîâó êîìïëåòíîã óçîðêà. Òèìå ñìî ïðèìåíèëè

òçâ. êîðèãîâàíè Ê-Ñ òåñò ñàãëàñíîñòè (â. [139]). Ó Òàáåëè 3.5 jå ïðåäñòàâ§åíà îöå»åíà

p-âðåäíîñò è âðåäíîñò êîðèãîâàíå Ê-Ñ òåñò ñòàòèñòèêå. Íà îñíîâó îâèõ ðåçóëòàòà ìîæåìî

äà çàê§ó÷èìî äà PY EW ìîäåë ïðåäñòàâ§à äîïóñòèâ ìîäåë çà óçîðàê èç Òàáåëå 3.4.

Òàáåëà 3.5: Îöåíå ïàðàìåòàðà, îöå»åíà âðåäíîñò êîðèãîâàíå K-S òåñò ñòàòèñòèêå è p-
âðåäíîñò.

(α̂, β̂, λ̂) K-S p-âðåäíîñò

(0.0128, 0.6671, 498.1398) 0.0757 0.9973

Èçäâîjè£åìî k-òå ðåêîðäå èç îâîã óçîðêà.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ri(1) 1144 4510 6297

Ri(2) 231 523 1144 3107 4510

Ri(3) 231 474 523 1144 3107

Ri(4) 231 474 523 815 1144 1580 1786 1943 2214

Ðàçìîòðè£åìî ñëó÷àjåâå êàäà jå k = 1 è k = 2, è îáåëåæè£åìî èõ êàî ñëó÷àjåâå I è II,

ðåäîì.
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• Ñëó÷àj I

Ïðèëèêîì ðåñòðèêöèjå îïòèìèçàöèjå íà ïðîñòîð Θ0, âðåäíîñò îöåíà ÌÂ ïàðàìåòàðà

èçíîñè (β̂, λ̂) = (1.2552, 565.8382). Âðåäíîñò îöåíà ÌÂ çà ïàðàìåòðå je

(α̂, β̂, λ̂) = (0.0001, 1.2552, 565.8382)

ñà ìàêñèìóìîì −25.7299 îä (3.86). Ïîíàøà»å ôóíêöèjå (3.86) íà îáëàñòè [0, 2] ×
[100, 900] jå ïðåäñòàâ§åíî ãðàôè÷êè (â. Ñë. 3.6). Âî¢åíè òèìå, jåäèíñòâåíîñò îöåíà

jå ïîòâð¢åíà.

Ñëèêà 3.6: Ïîâðøèíà è êîíòóðà çà ñëó÷àj I.
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• Ñëó÷àj II

Ó îâîì ñëó÷àjó, âðåäíîñòè îöåíà ÌÂ ïàðàìåòàðà èçíîñå

(α̂, β̂, λ̂) = (0.0763, 0.423, 319.6865)

è äîñòèãíóòå ñó ïðè âðåäíîñòè −38.2288 îä (3.86). Îíå ñó jåäèíñòâåíå, øòî jå

ïîòâð¢åíî ãðàôè÷êè íà îáëàñòè [0, 1]× [100, 500](â. Ñë. 3.7).

Ñëèêà 3.7: Ïîâðøèíà è êîíòóðà çà ñëó÷àj II.
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Ãëàâà 4

Ðåêóðåíòíå âåçå ðåêîðäíèõ ìîìåíàòà

4.1 Óâîä

Ó îêâèðó òåîðèjå ðåêîðäà ñïåöèjàëíà ïàæ»à jå ïîñâå£åíà ðåêóðåíòíèì âåçàìà

ðåêîðäíèõ ìîìåíàòà ðàñïîäåëà. �èõîâ çíà÷àj ñå îãëåäà, ïðå ñâåãà, ó îäðå¢èâà»ó

ìîìåíàòà âèøåã ñòåïåíà íà áàçè ïðâèõ íåêîëèêî ðåêîðäíèõ ìîìåíàòà. Îâè ðåçóëòàòè ñó

âåîìà ïîãîäíè çà îäðå¢èâà»å âðåäíîñòè îöåíà ïàðàìåòàðà ðàñïîäåëà ìåòîäîì íàjáî§èõ

íåïðèñòðàñíèõ ëèíåàðíèõ (íàäà§å ÍÍË) îöåíà.

Íåêà ñó R1, R2, . . . , Rn, n ≥ 1, ãîð»è ðåêîðäè èç àïñîëóòíî íåïðåêèäíå ðàñïîäåëå F .

Ìîìåíòè îâèõ ðåêîðäà è ìîìåíòè »èõîâèõ ïðîèçâîäà ñó äàòè ñà

µ(r)
n = E(Rr

n) =

∫ ∞
0

xrfRn(x) dx, (4.1)

è

µ(r,s)
m,n = E(Rr

mR
s
n) =

∫ ∞
0

∫ y

0

xrysfRm,Rn(x, y) dx dy, 0 < x < y <∞, (4.2)

çà 1 ≤ m < n, ãäå ñó fRn(·) è fRm,Rn(·, ·), ðåäîì, äàòè ñà (2.8) è (2.7).

Ðåêóðåíòíå âåçå ñó çàñíîâàíå íà ôóíêöèîíàëíîj ïîâåçàíîñòè ôóíêöèjå ðàñïîäåëå è

ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå. Ó íåðåòêîì áðîjó ñëó÷àjåâà, ðåêóðåíòíå âåçå ìîìåíàòà

ðåêîðäà ðàñïîäåëå ïðåäñòàâ§àjó áàçè÷íó îñíîâó ïðè äîêàçèâà»ó êàðàêòåðèçàöèjà

ðàñïîäåëà. Ïîñòîjè âåëèêè áðîj ðàäîâà êîjè ñó ñå áàâèëè ðåêîðäíèì âåçàìà ìîìåíàòà

ðåêîðäà ðàçëè÷èòèõ ðàñïîäåëà.

59



Ïðèìåð 16 Çà ñòàíäàðäíó íîðìàëíó ðàñïîäåëó âàæè (â. [25])

µ
(1,1)
n−1,n = µ(2)

n − 1, çà n ≥ 2.

Çà äîäàòíå ïðèìåðå, çà Ïàðåòîâó è Ãóìáåëîâó ðàñïîäåëó âèäåòè [24] è [28], ðåäîì.

Ó íàðåäíîì îäå§êó áè£å ïðåäñòàâ§åíè ðåçóëòàòè àóòîðà íà îâîì ïî§ó. Îíè ñå ìîãó

ïðîíà£è ó [137].

4.2 Ðåêîðäíè ìîìåíòè èç Ïåíã-Jàí åêñòåíçèje Âåjáóëîâå

ðàñïîäåëå

Äèðåêòíî ñå ìîæå óî÷èòè äà ïîñòîjè ôóíêöèîíàëíà ðåëàöèjà

f(x)

1− F (x)
=
λ+ βx

x2
{−(log(1− F (x)))}. (4.3)

èçìå¢ó ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå (3.79) è ôóíêöèjå ðàñïîäåëå (3.78).

Ó íàðåäíå äâå òåîðåìå ïðåäñòàâè£åìî ðåêóðåíòíå âåçå çà ìîìåíòå ãîð»èõ ðåêîðäà èç

îâå ðàñïîäåëå.

Òåîðåìà 4.1 Çà r ≥ 2 è n ≥ 1, ìîìåíòè ãîð»èõ ðåêîðäà èç ðàñïîäåëå (3.78) çàäîâî§àâàjó

ðåêóðåíòíó âåçó

µ(r)
n =

r

r + βn

[
λn

r − 1

(
µ

(r−1)
n+1 − µ(r−1)

n

)]
+

βn

r + βn
µ

(r)
n+1. (4.4)

Äîêàç.

Íà îñíîâó (4.3) è (4.1), èìàìî

µ(r)
n =

1

Γ(n)
(λIr−2 + βIr−1), (4.5)

ãäå jå Ir îáëèêà(â. [126])

Ir =

∫ ∞
0

xr(− ln(1− F (x)))n(1− F (x)) dx. (4.6)
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Ñòîãà, èìàìî

µ(r)
n =

λn

r − 1

(
µ

(r−1)
n+1 − µ(r−1)

n

)
+
βn

r

(
µ

(r)
n+1 − µ(r)

n

)
. (4.7)

Òèìå jå äîêàç êîìëåòèðàí.

Ïîñëåäèöà 4.1 Çàìåíîì λ = 0 ó (3.78), äîáèjàìî ðåêóðåíòíå âåçå ìîìåíàòà ãîð»èõ

ðåêîðäà èç äâîïàðàìåòàðñêå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå ñà ïàðàìåòðèìà α è β êàî

µ(r)
n =

βn

r + βn
µ

(r)
n+1, (4.8)

çà r ≥ 2 è n ≥ 1.

Ïîñëåäèöà 4.2 Çàìåíîì λ = 0 è β = 2 ó (3.78), äîáèjàìî ðåêóðåíòíå âåçå ìîìåíàòà

ãîð»èõ ðåêîðäà èç Ðåjëèjåâå ðàñïîäåëå êàî

µ(r)
n =

2n

r + 2n
µ

(r)
n+1, (4.9)

çà r ≥ 2 è n ≥ 1.

Òåîðåìà 4.2 Çà m ≥ 1, r ≥ 2 è s ≥ 1, ìîìåíòè ïðîèçâîäà ãîð»èõ ðåêîðäà èç (3.78)

çàäîâî§àâàjó ñëåäå£å ðåêóðåíòíå âåçå

µ
(r,s)
m,m+1 =

λm

r − 1

(
µ

(s+r−1)
m+1 − µ(r−1,s)

m,m+1

)
+
βm

r

(
µ

(s+r)
m+1 − µ

(r,s)
m,m+1

)
, (4.10)

è çà 1 ≤ m ≤ n− 1

µ(r,s)
m,n =

λm

r − 1

(
µ

(r−1,s)
m+1,n − µ(r−1,s)

m,n

)
+
βm

r

(
µ

(r,s)
m+1,n − µ(r,s)

m,n

)
. (4.11)

Äîêàç. Íà îñíîâó (4.2), âèäèìî äà ñå ìîìåíòè ïðîèçâîäà ãîð»èõ ðåêîðäà èç (3.78) ìîãó

ïðåäñòàâèòè êàî

µ(r,s)
m,n =

1

Γ(m)Γ(n−m)

∫ y

0

ysf(y)I(y) dy, (4.12)

ãäå jå

I(y) =

∫ y

0

xr(− ln(1− F (x)))m−1

× (− ln(1− F (y)) + ln(1− F (x)))n−m−1 f(x)

1− F (x)
dx. (4.13)
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Ðàçìîòðèìî ïðâî ñëó÷àj êàäà jå n = m+1. Jåäíàêîñò (4.13) ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó

I(y) = λTr−2 + βTr−1, (4.14)

ãäå jå Tr îáëèêà(â. [126])

Tr =
yr+1

r + 1
(− ln(1− F (x)))m − m

r + 1

∫ y

0

xr+1(− ln(1− F (x)))m−1 f(x)

1− F (x)
dx. (4.15)

Êîðèñòå£è (4.14), (4.15) è (4.12) äîáèjàìî òðàæåíè ðåçóëòàò.

Íàðåäíè ñëó÷àj jå 1 ≤ m ≤ n− 1. Îâäå âàæè äà ñå (4.13) ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî

I(y) = λQr−2 + βQr−1, (4.16)

ãäå jå Qr îáëèêà(â. [126])

Qr =
n−m− 1

r + 1

∫ y

0

xr+1(− ln(1− F (x)))m

× (− ln(1− F (y)) + ln(1− F (x)))n−m−2 f(x)

1− F (x)
dx

− m

r + 1

∫ y

0

xr+1(− ln(1− F (x)))m−1

× (− ln(1− F (y)) + ln(1− F (x)))n−m−1 f(x)

1− F (x)
dx. (4.17)

Êàî è ïðå, êîðèñòå£è (6.28), (6.27) è (4.12) äîáèjàìî òðàæåíè ðåçóëòàò. Òèìå jå äîêàç

çàâðøåí.

Ïîñëåäèöà 4.3 Çà r ≥ 2, çàìåíîì λ = 0 ó (4.10) è (4.11), äîáèjàìî ðåêóðåíòíå

âåçå ïðîèçâîäà ìîìåíàòà ãîð»èõ ðåêîðäà èç äâîïàðàìåòàðñêå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå ñà

ïàðàìåòðèìà α è β êàî

µ
(r,s)
m,m+1 =

βm

r

(
µ

(s+r)
m+1 − µ

(r,s)
m,m+1

)
, (4.18)

äîê çà 1 ≤ m ≤ n− 1 è s ≥ 1, èìàìî

µ(r,s)
m,n =

βm

r

(
µ

(r,s)
m+1,n − µ(r,s)

m,n

)
. (4.19)
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Ïîñëåäèöà 4.4 Çà r ≥ 2, çàìåíîì λ = 0 è β = 2 ó (4.10) è (4.11), äîáèjàìî ðåêóðåíòíå

âåçå ïðîèçâîäà ìîìåíàòà ãîð»èõ ðåêîðäà èç Ðåjëèjåâå ðàñïîäåëå êàî

µ
(r,s)
m,m+1 =

2m

r

(
µ

(s+r)
m+1 − µ

(r,s)
m,m+1

)
, (4.20)

äîê çà 1 ≤ m ≤ n− 1 è s ≥ 1, èìàìî

µ(r,s)
m,n =

2m

r

(
µ

(r,s)
m+1,n − µ(r,s)

m,n

)
. (4.21)

4.3 Ïðèìåíà íà ÍÍË îöåíå

Íàðåäíå äåôèíèöèjå ñå ìîãó ïðîíà£è ó [19].

Äåôèíèöèjà 4.1 Íåêà ñó R1, R2, . . . , Rn ðåêîðäè èç äîïóñòèâå ôàìèëèjå ðàñïîäåëà îáëèêà

F (x/σ) è ãóñòèíîì 1
σ
f(x/σ). Óêîëèêî ñå îöåíà ïàðàìåòðà σ ìîæå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó

σ∗ =
µTΣ−1

µTΣ−1µ
R̃ =

n∑
i=1

aiRi, (4.22)

ãäå jå R̃ = (R1, R2, . . . , Rn)T , µ = (µ
(1)
1 , µ

(1)
2 , . . . , µ

(1)
n ) è Σ−1 èíâåðç êîâàðèjàöèîíå ìàòðèöå

Σ =


σ11 σ12 · · · σ1n

σ21 σ22 · · · σ2n

· · · · · · · · · · · ·
σn1 σn2 · · · σnn

 ,

îíäà ñå îöåíà σ∗ ñìàòðà íàjáî§îì íåïðèñòðàñíîì ëèíåàðíîì (ÍÍË) îöåíîì ïàðàìåòðà

σ. Äèñïåðçèjà îöåíå σ∗ äàòà jå ñà

D(σ∗) =
σ2

µTΣ−1µ
. (4.23)

Äåôèíèöèjà 4.2 Íåêà ñó R1, R2, . . . , Rn ðåêîðäè èç äîïóñòèâå ôàìèëèjå ðàñïîäåëà îáëèêà

F (x−µ
σ

) è ãóñòèíîì 1
σ
f(x−µ

σ
). ÍÍË îöåíå çà ïàðàìåòðå µ è σ, ðåäîì, äàòå ñó ñà

µ∗ =
µTΣ−1µ1TΣ−1 − µTΣ−11µTΣ−1

(µTΣ−1µ)(1TΣ−11)− (µTΣ−11)2
R̃, (4.24)

σ∗ =
1TΣ−11µTΣ−1 − 1TΣ−1µ1TΣ−1

(µTΣ−1µ)(1TΣ−11)− (µTΣ−11)2
R̃, (4.25)
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ãäå jå 1 âåêòîð äèìåíçèjå n ñà jåäèíèöàìà, R̃ âåêòîð ãîð»èõ ðåêîðäà èç ðàñïîäåëå F è Σ

îäãîâàðàjó£à êîâàðèjàöèîíà ìàòðèöà ãîð»èõ ðåêîðäà. Äèñïåðçèjà îöåíà µ∗ è σ∗, ðåäîì, ñó

D(µ∗) =
σ2(µTΣ−1µ)

(µTΣ−1µ)(1TΣ−11)− (µTΣ−11)2
,

D(σ∗) =
σ2(1TΣ−11)

(µTΣ−1µ)(1TΣ−11)− (µTΣ−11)2
,

è »èõîâà êîâàðèjàöèjà

Cov(µ∗, σ∗) = − σ2(µTΣ−11)

(µTΣ−1µ)(1TΣ−11)− (µTΣ−11)2
.

Íåêè ïðèìåðè ÍÍË îöåíà ñå ìîãó ïðîíà£è ó [127] è [137]. Øòàâèøå, ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà

ÍÍË îöåíà ïàðàìåòàðà ñà ìèíèìàëíîì ñðåä»åêâàäðàòíîì ãðåøêîì ñå ó ëèòåðàòóðè

íàçèâàjó íàjáî§å ëèíåàðíå èíâàðèjàíòíå (ÍËÈ) îöåíå (â. [19]).

Êàî øòî jå íàãëàøåíî ïðå, ðåêóðåíòíå âåçå ìîãó äà ñå èñêîðèñòå ïðè åâàëóàöèjè ÍÍË

îöåíà. Íà ïðèìåðó £åìî èëóñòðîâàòè »èõîâó ïðèìåíó ïðè åâàëóàöèjè ÍÍË îöåíå çà

íåïîçíàòè ïàðàìåòàð σ èç ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå

f(x;σ, β, λ) =
1

σ

(
λ

σ
+ β

x

σ

)(x
σ

)β−2

e
−λ
σ

1
x
σ
−( xσ )

β
e
−λσ

1
x
σ

, (4.26)

ãäå jå x > 0, σ > 0, β > 0 è λ ≥ 0.

Óçìèìî ó îáçèð ãåíåðèñàíè óçîðàê âåëè÷èíå 20 èç ðàñïîäåëå (4.26) ñà ïàðàìåòðèìà

(σ, β, λ) = (2, 1, 1). Ïðåäñòàâ§åí jå ó Òàáåëè 4.1.

Òàáåëà 4.1: Ãåíåðèñàíè óçîðàê èç ðàñïîäåëå (4.26) ñà ïàðàìåòðèìà (σ, β, λ) = (2, 1, 1).

2.9232 2.2642 1.5951 1.4524 4.3710 6.6785 1.0097 2.7564 1.5543 0.8859

2.2928 5.6076 4.3055 2.1090 5.2321 2.0422 1.5649 4.6087 1.0578 1.8453

Ãîð»è ðåêîðäè èç ãåíåðèñàíîã óçîðêà ñó: 2.9232, 4.371 è 6.6785.

Äà§å, ó îâîì ñëó÷àjó èìàìî äà jå µ = (2.7697, 4.8726, 6.9197) è

Σ =

4.4673 4.3339 4.2948

4.3339 8.3382 8.2494

4.2948 8.2494 12.3038

 . (4.27)
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Êîðèñòå£è (4.22), ìîæåìî äà îäðåäèìî ÍÍË îöåíó çà σ êàî

σ∗ = 0.0268 · 2.9232 + 0.0072 · 4.371 + 0.1287 · 6.6785 = 0.9693, (4.28)

ñà äèñïåðçèjîì D(σ∗) = 4/3.9357 = 1.0163.

Ïîæå§íî jå íàïîìåíóòè è òî äà ñå ïðåöèçíîñò ðåçóëòàòà (4.28) ìîæå îïðàâäàòè ñëàáîì

ïðåöèçíîø£ó îöåíà ïàðàìåòàðà áàçèðàíèõ íà ðåêîðäèìà.

Äîäàòíî, ìîìåíòè ðåêîðäíèõ âðåäíîñòè èç (3.78) ñå ìîãó ïðåäñòàâèòè ó è ñòåïåíîì

ðàçâîjó. Íàðåäíà ëåìà íàì äàjå òåîðèjñêè îêâèð çà îâàêàâ ðåçóëòàò (â. [137]).

Ëåìà 4.1 Íåêà jå 0 < t < 1 è t0 ∈ [0, 1]. Èíâåðçíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå G(x) = αxβe−λ/x

ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ó ñòåïåíîì ðàçâîjó

G−1(t) =
∞∑
i=0

ai(t− t0)i (4.29)

çà ïàðàìåòðå α > 0, β > 0 è λ ≥ 0.

Äîêàç. Äîêàç äèðåêòíî ñëåäè èç Òåjëîðîâîã ðàçâîjà èíâåðçíå ôóíêöèjå àíàëèòè÷êèõ

ôóíêöèjà (òçâ. Áóðìàí-Ëàãðàíæåâîã ðàçâîjà (åíã. B�urmann-Lagrange expansion)) è èç

îñîáèíà Ëàìáåðòîâå ôóíêöèjå (â. íïð. [125] è [43]).

Êîðèñíà jå è íàðåäíà ëåìà.

Ëåìà 4.2 (Ãðàäøòåjí è Ðàjçèê, 2014, â. [55])(
∞∑
k=0

akx
k

)n

=
∞∑
k=0

ckx
k, (4.30)

ãäå jå

c0 = an0 , cm =
1

ma0

m∑
k=1

(kn−m+ k)akcm−k,

çà m ≥ 1 è n ∈ N.

Òåîðåìà 4.3 Íåêà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà ðàñïîäåëó (3.78). Íåêà jå {ck} íèç äàò ñà

c0 = al0 è ci = (ia0)−1
∑i

j=1(lj − i + j)ajci−j çà i ≥ 1, ãäå jå íèç {ak} äàò èç ïðåçåíòàöèjå

(4.29). Òàäà jå l-òè ìîìåíàò ãîð»åã ðåêîðäà Rm äàò ñà

µ(l)
m =

∞∑
i=0

ci

i∑
j=0

(
i

j

)
(−t0)i−j

Γ(m+ j)

Γ(m)
. (4.31)
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Äîêàç. Êîðèñòå£è (4.1), l-òè ìîìåíàò îä Rm jå äàò ñà

µ(l)
m =

∫ ∞
0

xl
{− log(1− F (x;α, β, λ))}m−1f(x)

Γ(m)
dx

=
1

Γ(m)

∫ ∞
0

xl{αxβe−
λ
x }m−1α(λ+ βx)xβ−2e−

λ
x
−αxβe−

λ
x dx. (4.32)

Òðàíñôîðìàöèjîì t = αxβe−
λ
x , äîáèjàìî

µ(l)
m =

1

Γ(m)

∫ ∞
0

{
G−1(t)

}l
tm−1e−t dt. (4.33)

Êîðèñòå£è ôîðìóëó áèíîìíó ôîðìóëó è Ëåìå 4.1 è 4.2 äîáèjàìî

µ(l)
m =

1

Γ(m)

∫ ∞
0

{
G−1(t)

}l
tm−1e−t dt

=
1

Γ(m)

∫ ∞
0

{
∞∑
i=0

ai(t− t0)i

}l

tm−1e−t dt

=
1

Γ(m)

∫ ∞
0

∞∑
i=0

ci(t− t0)itm−1e−t dt

=
1

Γ(m)

∫ ∞
0

∞∑
i=0

ci

i∑
j=0

(
i

j

)
(−t0)i−jtjtm−1e−t dt

=
∞∑
i=0

ci

i∑
j=0

(
i

j

)
(−t0)i−j

Γ(m+ j)

Γ(m)
.

(4.34)

Òèìå jå äîêàç çàâðøåí.
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Ãëàâà 5

Áàjåñîâà îöåíà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà íà

îñíîâó ðåêîðäà

5.1 Óâîä

Ïðè îöå»èâà»ó íåïîçíàòèõ ïàðàìåòðà ðàñïîäåëå ó Ãëàâè 3 ñìî ñìàòðàëè äà ñó

ïàðàìåòðè êîjè ñå îöå»ójó êîíñòàíòå èç àäåêâàòíîã äîïóñòèâíîã ñêóïà âðåäíîñòè. Îâàj

ìåòîä ñå ñìàòðà êëàñè÷íèì ìåòîäîì îöå»èâà»à íåïîçíàòèõ ïàðàìåòàðà. Çà ðàçëèêó

îä êëàñè÷íîã ìåòîäà, Áàjåñîâ ìåòîä îöå»èâà»à ñå çàñíèâà íà òîìå äà ñå íåïîçíàòè

ïàðàìåòàð ðàñïîäåëå ñìàòðà ðåàëèçàöèjîì ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà ðàñïîäåëîì π(·), êîjà ñå
çîâå àïðèîðíà ðàñïîäåëà. Àïðèîðíå ðàñïîäåëå íèñó ïîçíàòå èñòðàæèâà÷èìà è »èõîâ èçáîð

ñå çàñíèâà èñê§ó÷èâî íà îñíîâó ïðåòõîäíîã èñêóñòâà èñòðàæèâà÷à è èíôîðìàöèjà êîjå

èñòðàæèâà÷ ïîñåäójå. Íàêîí ðåàëèçàöèjå åêñïåðèìåíòà, ðàñïîäåëà íåïîçíàòîã ïàðàìåòðà

ðàñïîäåëå ñå äåôèíèøå êàî àïîñòåðèîðíà ðàñïîäåëà è îíà ïðåäñòàâ§à ñêóï àïðèîðíèõ

ñàçíà»à î ïàðàìåòðó è èíôîðìàöèjà èç ðåàëèçîâàíîã åêñïåðèìåíòà (â. [84]).

Ïðåäèêöèjà áóäó£èõ äîãà¢àjà íà îñíîâó äàòèõ èíôîðìàöèjà ñå ñìàòðà jåäíîì îä

áèòíèjèõ ïðèìåíà ñòàòèñòèêå. Áàjåñîâ ïðåäèêòèâíè ìåòîä ñå çàñíèâà íà ïðîíàëàæå»ó

àïîñòåðèîðíîã çàêîíà ðàñïîäåëå çà áóäó£è äîãà¢àj. Ïîñòîjå äâå ôîðìå ïðåäèêöèjå êîjå ñó

èíòåðåñàíòíå èñòðàæèâà÷èìà è êîjå ñå èçäâàjàjó ó ëèòåðàòóðè. Óêîëèêî ñå ïðåäèêöèjà

âðøè çà áóäó£è äîãà¢àj êîjè ïîòè÷å èç èñòîã ñêóïà äîãà¢àjà è ó êîðåëàöèjè jå ñà »èìà,

îíäà ñå ñìàòðà äà jå ó ïèòà»ó ïðåäèêöèjà èç èñòîã ñêóïà äîãà¢àjà (åíã. one-sample predic-

tion problem), äîê ó äðóãîì ñëó÷àjó äîãà¢àj çà êîjè ñå âðøè ïðåäèêöèjà ïîòè÷å èç äðóãîã

íåçàâèñíîã ñêóïà äîãà¢àjà (åíã. two-sample prediction problem) (â. íïð. [108]). Ïðåäèêöèjà

áóäó£èõ ñòàòèñòèêà ïîðåòêà íà îñíîâó ñòàòèñòèêà ïîðåòêà, êàî è ïðåäèêöèjà áóäó£èõ

ðåêîðäà íà îñíîâó ðåêîðäà, ó îâå äâå ôîðìå ñó îêóïèðàëå âåëèêó ïàæ»ó èñòðàæèâà÷à î

÷åìó ñâåäî÷è è âåëèêè áðîj ðàäîâà íà îâó òåìó. Ðàäîâè [106], [108], [11], [85], [80], [7] è [9]

ñó ñàìî íåêè îä »èõ.
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Áàjåñîâå îöåíå ñòàòèñòèêà ïîðåòêà èç áóäó£åã óçîðêà íà îñíîâó íåçàâèñíèõ k-òèõ

ðåêîðäà ñó èíòåðåñàíòíå è ñà òåîðèjñêîã è ñà ïðàêòè÷íîã àñïåêòà. Ó ïèîíèðñêîì ðàäó

[10] ïðîíà¢åíà jå îöåíà óðå¢åíèõ ñòàòèñòèêà èç áóäó£åã óçîðêà âåëè÷èíå m íà îñíîâó k-

òèõ ðåêîðäà íà ïðèìåðó åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå ñà jåäíèì ïàðàìåòðîì E(θ). Îíà jå

îáëèêà

Ŷj:m =
(b+ kRn(k))

n+a

Γ(n+ a)B(j;m− j + 1)

j−1∑
i=0

(−1)i
(
j − 1

i

)
1

(m− j + i+ 1)2
,

ãäå jå k ≥ 1, Rn(k) ãîð»è n-òè k-òè ðåêîðä èç E(θ), a è b ïîçèòèâíè ïàðàìåòðè àïðèîðíå

ðàñïîäåëå è Ŷj:m îöåíà j-òå ñòàòèñòèêå ïîðåòêà ó óçîðêó îáèìà m çà m ≥ 1 è 1 ≤ j ≤ m.

Ìå¢óòèì, îïøòå jå ïîçíàòî äà jåäíîïàðàìåòàðñêè åêñïîíåíöèjàëíè ìîäåë óñïåâà äà

ìîäåëójå âåîìà óçàê îïñåã ïîäàòàêà. Ñàìèì òèì, èíòåðåñàíòíè ñó âåðîâàòíîñíè ìîäåëè

êîjè èìàjó øèðå ïåðôîðìàíñå ìîäåëîâà»à êàî è îöåíå ñòàòèñòèêà ïîðåòêà íà îñíîâó

ðåêîðäà çà äàòå ìîäåëå. Íàðåäíè ðåçóëòàòè ïðåäñòàâ§àjó äîïðèíîñ àóòîðà íà îâó òåìó è

íåêè îä »èõ ñå ìîãó ïðîíà£è ó [136].

5.2 Ãåíåðàëèçîâàíà åêñïîíåíöèjàëíà ðàñïîäåëà

Èíòåðåñàíòàí ñëó÷àj ôàìèëèjå ðàñïîäåëå êîjà èìà øèðå ïåðôîðìàíñå ìîäåëîâà»à îä

åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå, à çàäðæàâà íåêå ïîæå§íå îñîáèíå êàî øòî ñó: êîíêàâíà

ãóñòèíà, ïðîñò åêñïëèöèòàí îáëèê ôóíêöèjå ðàñïîäåëå è ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå,

ìîíîòîíî ïîíàøà»å õàçàðäíå ôóíêöèjå, ëàêà èìïëåìåíòàöèjà ïðîöåäóðå çà ãåíåðèñà»å

ñëó÷àjíèõ áðîjåâà èòä., jå ñëó÷àj Ãåíåðàëèçîâàíå åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå ñà jåäíèì

ïàðàìåòðîì îáëèêà θ (ñïåöèjàëíè ñëó÷àj ðàñïîäåëå (3.33) êàäà jå α = θ è λ = 1). �åíà

ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå è ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ñó äàòå ñà

f(x; θ) = θe−x(1− e−x)θ−1, x > 0, (5.1)

F (x; θ) = (1− e−x)θ, x > 0, (5.2)

ðåäîì. Îáåëåæèìî îâó ðàñïîäåëó ñà ÃÅ(θ). Ñïåöèjàëíî, ìîæåìî äà ïðèìåòèìî

äà jå ÃÅ ðàñïîäåëà óîïøòå»å ñòàíäàðäíå åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå. Âåçà èçìå¢ó

åêñïîíåíöèjàëíå ðàñïîäåëå ñà jåäíèì ïàðàìåòðîì E(θ) è ÃÅ(θ) jå óñïîñòàâ§åíà ìîíîòîíîì

òðàíñôîðìàöèjîì τ(·) = − log(1− e−(·)).

Íåêà äà§å èìàìî ðåàëèçàöèjó ïðâèõ n k-òèõ äî»èõ ðåêîðäà R1(k) = r1(k), R2(k) =

r2(k), ..., Rn(k) = rn(k) èç ÃÅ(θ). Êîðèñòå£è (5.1), (5.2) è (2.6), íàëàçèìî äà jå ôóíêöèjà
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ìàêñèìàëíå âåðîäîñòîjíîñòè çà θ, ïðè r̃(k), äàòà ñà

L(θ|̃r(k))) = knθnu(r(k))e
−θkτ(rn(k)), r1(k) > r2(k) > ... > rn(k) > 0, (5.3)

ãäå jå u(r̃(k)) =
∏n

i=1 e
−ri(k)/(1− e−ri(k)).

Äà§å, êîðèñòå£è Áàjåñîâ ïðèñòóï, ñìàòðà£åìî äà jå θ ðåàëèçàöèjà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà

Ãàìà ðàñïîäåëîì è ïàðàìåòðèìà a, b > 0, òj.

π(a,b)(θ) =
ba

Γ(a)
θa−1e−bθ, θ > 0. (5.4)

Ó âå£èíè ñëó÷àjåâà, îâè ïàðàìåòðè ñå îäðå¢ójó íà îñíîâó ðåàëèçàöèjà ïðåòõîäíèõ

åêñïåðèìåíàòà è íà îñíîâó èíôîðìàöèjà êîjå èñòðàæèâà÷ ïîñåäójå. Ñàìèì òèì,

àïîñòåðèîðíà ðàñïîäåëà çà θ, ïðè r̃(k), jå Ãàìà ðàñïîäåëà ñà ïàðàìåòðèìà n+a è b+kτ(rn(k)),

òj.

π(a,b)(θ|̃r(k)) =
(b+ kτ(rn(k)))

n+a

Γ(n+ a)
θn+a−1e−θ(b+kτ(rn(k))), θ > 0. (5.5)

Ïîçíàòî jå äà Áàjåñîâà îöåíà çà θ, ïðè êâàäðàòíîj ôóíêöèjè ãóáèòêà L(θ, θ̂) = (θ − θ̂)2,

ïðåäñòàâ§à î÷åêèâàíó âðåäíîñò ñëó÷àjíå âåëè÷èíå ñà ðàñïîäåëîì (5.5) (â. [67])

θ̂BS =
n+ a

b+ kτ(rn(k))
. (5.6)

Ìàðãèíàëíà ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå çà j-òó ñòàòèñòèêó ïîðåòêà èç óçîðêà îáèìà m,

ãäå jå m ≥ 1, ñà ðàñïîäåëîìÃÅ(θ) jå äàòà ñà (â. [105])

fYj:m(y|θ) =
1

B(j;m− j + 1)
θe−y(1− e−y)θj−1(1− (1− e−y)θ)m−j, y > 0. (5.7)

Áàjåñîâà àïîñòåðèîðíà ãóñòèíà çà X, ïðè r̃(k), ñå äîáèjà èíòåãðàöèjîì ïî θ aïîñòåðèîðíå

ãóñòèíå (5.5) è ôóíêöèjå ãóñòèíå (5.1) (â. [19])

fX|r̃(k)(x|̃r(k)) =

∫
θ

fX(x|θ)π(a,b)(θ|r(k)) dθ

=
(b+ kτ(rn(k)))

n+a

Γ(n+ a)

e−x

1− e−x

∫ ∞
0

θn+ae−θ(b+kτ(rn(k))+τ(x)) dθ

=
e−x

1− e−x
n+ a

b+ kτ(rn(k))

(
1 +

τ(x)

b+ kτ(rn(k))

)−n−a−1

, x > 0. (5.8)
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Ñëè÷íî, Áàjåñîâà àïîñòåðèîðíà ãóñòèíà çà Yj:m, ïðè r̃(k), ñå äîáèjà èíòåãðàöèjîì ïî θ

aïîñòåðèîðíå ãóñòèíå (5.5) è ôóíêöèjå ãóñòèíå (5.7), îäíîñíî

fYj:m(y|̃r(k)) =

∫
θ

fYj:m(y|θ)π(a,b)(θ|̃r(k)) dθ

=
e−y

1− e−y
(b+ kτ(rn(k)))

n+a

Γ(n+ a)B(j;m− j + 1)

×
m−j∑
l=0

(
m− j
l

)
(−1)m−j−l

∫ ∞
0

θn+ae−θ(b+kτ(rn(k))+(m−l)τ(y)) dθ

=
e−y

1− e−y
(b+ kτ(rn(k)))

n+a(n+ a)

B(j;m− j + 1)

m−j∑
l=0

(
m− j
l

)
× (−1)m−j−l

(b+ kτ(rn(k)) + (m− l)τ(y))n+a+1

=
e−y

1− e−y
(n+ a)

(b+ kτ(rn(k)))B(j;m− j + 1)

m−j∑
l=0

(
m− j
l

)
(−1)m−j−l

×
(

1 +
(m− l)τ(y)

b+ kτ(rn(k))

)−n−a−1

, y > 0. (5.9)

Ñïåöèjàëíè ñëó÷àjåâè j = 1 è j = m îäãîâàðàjó ðåäîì àïîñòåðèîðíèì ãóñòèíàìà

ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà

fY1:m(y|̃r(k)) =
e−y

1− e−y
m(n+ a)

(b+ kτ(rn(k)))

m−1∑
l=0

(
m− 1

l

)
(−1)m−1−l (5.10)

×
(

1 +
(m− l)τ(y)

b+ kτ(rn(k))

)−n−a−1

, y > 0, (5.11)

è

fYm:m(y|̃r(k)) =
me−y

1− e−y
n+ a

b+ kτ(rn(k))

(
1 +

mτ(y)

b+ kτ(rn(k))

)−n−a−1

, y > 0, (5.12)

èç áóäó£åã óçîðêà âåëè÷èíå m, ïðè r̃(k).

Äà§å, ìîæåìî äà êîíñòðóèøåìî 100(1 − α)% Áàjåñîâ èíòåðâàë ïðåêðèâà»à çà Yj:m,

ïðè ðåàëèçàöèjè r̃(k), çà 1 ≤ j ≤ m. Óêîëèêî jå îä èíòåðåñà îäðåäèòè äâîñòðàíè Áàjåñîâ

èíòåðâàë ïðåêðèâà»à, ïîòðåáíî jå íà£è ðåøå»à ñèñòåìà jåäíà÷èíà

FYj:m(L|̃r(k)) =
α

2
è FYj:m(U |̃r(k)) = 1− α

2
, (5.13)
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ãäå ñó L è U äî»à è ãîð»à ãðàíèöà èíòåðâàëà, ðåäîì, è ãäå jå FYj:m(x|̃r(k)) = P{Yj:m ≤
x|̃r(k)} àïîñòåðèîðíà ðàñïîäåëà çà Yj:m, ïðè r̃(k), îáëèêà

FYj:m(y|̃r(k)) =
1

B(j;m− j + 1)

m−j∑
l=0

(
m− j
l

)
(−1)m−j−l

m− l

(
1 +

(m− l)τ(y)

b+ kτ(rn(k))

)−n−a
, (5.14)

çà y > 0. Óñëåä êîìïëèêîâàíîã îáëèêà îä (5.14), ðåøå»à ñèñòåìà (5.13) ñå ìîãó ïðîíà£è

ñàìî íóìåðè÷êèì ïóòåì.

5.2.1 Ñëó÷àj j = m (ìàêñèìóì áóäó£åã óçîðêà)

Ó îêâèðó îâîã ñïåöèjàëíîã ñëó÷àjà, (5.14) ñå ñâîäè íà

FYm:m(z |̃r(k)) =

(
1 +

mτ(z)

b+ kτ(rn(k))

)−n−a
, z > 0, (5.15)

íà îñíîâó ÷åãà ìîæåìî èçðàçèòè äî»è α êâàíòèë ξYm:m,α(a, b) åêñïëèöèòíî êàî

ξYm:m,α(a, b) = − log

(
1− exp

{
−
b+ kτ(rn(k))

m

(
1

n+a
√
α
− 1

)})
(5.16)

= τ

(
b+ kτ(rn(k))

m

(
1

n+a
√
α
− 1

))
. (5.17)

Ñòîãà, ðàçóì§èâî jå ïîñìàòðàòè âðåäíîñò ξYm:m,1−α êàî ãîð»ó ãðàíèöó jåäíîñòðàíîã

äî»åã 100(1− α)% Áàjåñîâîã èíòåðâàëà ïðåêðèâà»à çà Ym:m, ïðè r̃(k).

Òàêî¢å, ìîæåìî äèðåêòíî äà îäðåäèìî 100(1 − α)% Áàjåñîâ äâîñòðàíè èíòåðâàë

ïðåêðèâà»à çà ìàêñèìóì áóäó£åã óçîðêà âåëè÷èíå m êîðèñòå£è

[
τ

(
b+ kτ(Rn(k))

m

(
1

n+a
√
α/2
− 1

))
, τ

(
b+ kτ(Rn(k))

m

(
1

n+a
√

1− α/2
− 1

))]
. (5.18)

5.2.2 Áàjåñîâå îöåíå ñòàòèñòèêà ïîðåòêà íà îñíîâó ðåêîðäà

Ó íàñòàâêó, ïðåäñòàâè£åìî ó åêñïëèöèòíîì îáëèêó Áàjåñîâó îöåíó çà ñòàòèñòèêå ïîðåòêà

èç áóäó£åã óçîðêà îáèìà m íà îñíîâó k-òèõ äî»èõ ðåêîðäà, ó îäíîñó íà êâàäðàòíó

ôóíêöèjó ãóáèòêà. Âàæè äà jå
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Ŷj:m =
(b+ kτ(rn(k)))

n+a

Γ(n+ a)B(j;m− j + 1)

∫ ∞
0

∫ ∞
0

yθn+ae−θ(b+kτ(rn(k)))e−y

× (1− e−y)θj−1(1− (1− e−y)θ)m−j dy dθ

=
(b+ kτ(rn(k)))

n+a

Γ(n+ a)B(j;m− j + 1)

m−j∑
l=0

(
m− j
l

)
(−1)m−j−l

∫ ∞
0

θn+ae−θ(b+kτ(rn(k)))

×
∫ ∞

0

ye−y(1− e−y)θ(m−l)−1 dy dθ

=
(b+ kτ(rn(k)))

n+a

Γ(n+ a)B(j;m− j + 1)

m−j∑
l=0

(
m− j
l

)
(−1)m−j−l

∫ ∞
0

θn+ae−θ(b+kτ(rn(k)))

×
∫ ∞

0

ye−y(1− e−y)θ(m−l)−1 dy dθ

=
(b+ kτ(rn(k)))

n+a

Γ(n+ a)B(j;m− j + 1)

m−j∑
l=0

(
m− j
l

)
(−1)m−j−l

∫ ∞
0

θn+ae−θ(b+kτ(rn(k)))

×
∫ 1

0

(− log(1− t))tθ(m−l)−1 dt dθ

=
(b+ kτ(rn(k)))

n+a

Γ(n+ a)B(j;m− j + 1)

m−j∑
l=0

(
m− j
l

)
(−1)m−j−l

m− l

∫ ∞
0

θn+a−1e−θ(b+kτ(rn(k)))

× (ψ(1 + θ(m− l))− ψ(1)) dθ. (5.19)

ãäå jå ψ(x) = d log Γ(x)
dx

äèãàìà ôóíêöèjà.

Çà ñëó÷àjåâå j = 1 è j = m èìàìî

Ŷ1:m =
m(b+ kτ(rn(k)))

n+a

Γ(n+ a)

m−1∑
l=0

(
m− 1

l

)
(−1)m−1−l

m− l

∫ ∞
0

θn+a−1e−θ(b+kτ(rn(k)))

× (ψ(1 + θ(m− l))− ψ(1)) dθ

è

Ŷm:m =
(b+ kτ(rn(k)))

n+a

Γ(n+ a)

∫ ∞
0

θn+a−1e−θ(b+kτ(rn(k)))(ψ(1 +mθ)− ψ(1)) dθ,

ðåäîì.
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Îáåëåæèìî ñà A(m, j, n, a, b, k, Rn(k)) èçðàç

A(m, j, n, a, b, k, Rn(k)) = (5.20)

(b+ kτ(Rn(k)))
n+a

Γ(n+ a)B(j;m− j + 1)

m−j∑
l=0

(
m− j
l

)
(−1)m−j−l

m− l

∫ ∞
0

θn+a−1e−θ(b+kτ(Rn(k)))

× (ψ(1 + θ(m− l))− ψ(1)) dθ. (5.21)

Äà§å, ìîæåìî äà îäðåäèìî ñðåä»åêâàäðàòíó ãðåøêó îöåíå Ŷj:m, çà 1 ≤ j ≤ m, êàî

MSE(Ŷj:m) = E(Ŷj:m − Yj:m)2

= E(A(m, j, n, a, b, k, Rn(k))
2 − 2A(m, j, n, a, b, k, Rn(k))Yj:m + Y 2

j:m)

= E(A(m, j, n, a, b, k, Rn(k)))
2 − 2E(A(m, j, n, a, b, k, Rn(k)))E(Yj:m)

+ E(Y 2
j:m). (5.22)

Âðåäíîñò MSE(Ŷj:m) ñå ìîæå jåäèíî îöåíèòè íóìåðè÷êèì ïóòåì.

Íàïîìåíà 1. Ïðèìåíîì àïñîëóòíå ôóíêöèjå ãóáèòêà, Áàjåñîâà îöåíà ìàêñèìóìà

áóäó£åã óçîðêà âåëè÷èíå m, ïðè r̃(k), jå ìåäèjàíà àïîñòåðèîðíå ãóñòèíå (5.9), îäíîñíî

Ŷm:m = τ

(
b+ kτ(Rn(k))

m

(
2

1
n+a − 1

))
.

Íàïîìåíà 2. Ôëåêñèáèëíîñò àïðèîðíå ðàñïîäåëå ìîæå äà ñå ïîñòèãíå êîðèø£å»åì

ìåøàâèíà àïðèîðíèõ ðàñïîäåëà. Àêî ðàçìàòðàìî π(θ) =
∑d

j=1 βjπ(aj ,bj)(θ)

êàî àïðèîðíó ðàñïîäåëó, òàäà àïîñòåðèîðíà ðàñïîäåëà óçèìà îáëèê π(θ|̃r(k)) =∑d
j=1 βj(r̃(k))π(aj ,bj)(θ|̃r(k)), ãäå jå βs(r̃(k)) = βsws(r̃(k))/

∑d
j=1 βjwj(r̃(k)) è ws(r̃(k)) = bass Γ(n+

as)/Γ(as)(bs + kτ(Rn(k)))
n+as çà s = 1, . . . , d. Áàjåñîâà îöåíà çà Ŷj:m jå, ó îâîì ñëó÷àjó, äàòà

ñà

Ŷj:m =
1

B(j;m− j + 1)

d∑
s=1

m−j∑
l=0

βsws(r̃(k))
Γ(as)

bass

(
m− j
l

)
(−1)m−j−l

m− l

×
∫ ∞

0

θn+as−1e−θ(bs+kτ(Rn(k)))(ψ(1 + θ(m− l))− ψ(1)) dθ,

ãäå jå ψ(·) äèãàìà ôóíêöèjà.
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5.3 ÍÀÃ èíòåðâàë

Ó ñëó÷àjó êàäà jå àïîñòåðèîðíà ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå (5.9) jåäíîìîäàëíà, ìîæåìî,

ïðè íîìèíàëíîj âðåäíîñòè α, îäðåäèòè 100(1−α)% èíòåðâàë ïðåêðèâà»à çà Yj:m, ïðè r̃(k),

êàî

R(πα) = {y : fY ∗j:m(y|̃r(k)) ≥ πα}, (5.23)

ãäå jå πα íàjâå£à êîíñòàíòà òàêâà äà P (Yj:m ∈ R(πα)) ≥ 1− α. Îâàj èíòåðâàë ïðåêðèâà»à
ñå íàçèâà è èíòåðâàë íàjâèøå àïîñòåðèîðíå ãóñòèíå (íàäà§å ÍÀÃ èíòåðâàë) (åíã. HPD

(Highest Posterior Density)) çà Yj:m, ïðè r̃(k) (â. [41]). Äî»à è ãîð»à ãðàíèöà îä 100(1−α)%

ÍÀÃ èíòåðâàëà, ó îçíàöè (uYj:m;1, uYj:m;2), ñå ìîãó îäðåäèòè êàî ðåøå»à îïòèìèçàöèîíîã

ïðîáëåìà

min
uYj:m;1<uYj:m;2

(
|fYj:m(uYj:m;2 |̃r(k))− fYj:m(uYj:m;1 |̃r(k))|

+ |FYj:m(uYj:m;2 |̃r(k))− FYj:m(uYj:m;1 |̃r(k))− (1− α)|
)
. (5.24)

Ó ñëó÷àjó äà jå (5.9) ìóëòèìîäàëíà, ñêóï (5.23) ñå ìîæå ïîñìàòðàòè êàî îäãîâàðàjó£è

100(1−α)% ÍÀÃ èíòåðâàë çà Yj:m, ïðè r̃(k), ïðè ÷åìó ñå àïðîêñèìàöèjà çà πα ìîæå îäðåäèòè

ñèìóëàöèjàìà.

Èçäâîjè£åìî äâå áèòíå îñîáèíå ÍÀÃ èíòåðâàëà:

- âðåäíîñò ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå ó ñâàêîj òà÷êè óíóòàð èíòåðâàëà jå âå£à íåãî

âðåäíîñò ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå ó áèëî êîjîj òà÷êè âàí èíòåðâàëà,

- çà äàòó íîìèíàëíó âðåäíîñò α, èíòåðâàë 100(1 − α)% èìà ìèíèìàëíî ðàñòîjà»å

èçìå¢ó ãðàíèöà èíòåðâàëà. Îâà îñîáèíà jå ïîñåáíî áèòíà óêîëèêî jå óî÷åí

ìóëòèìîäàëíè îáëèê àïîñòåðèîðíå ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå.

Óêîëèêî jå äî»à ãðàíèöà íîñà÷à jåäíîìîäàëíå àïîñòåðèîðíå ôóíêöèjå ãóñòèíå ðàñïîäåëå

íóëà, îíäà ñå èíòåðâàë (uYj:m;1, uYj:m;2) ñìàòðà åãçàêòíèì ÍÀÃ èíòåðâàëîì çà Yj:m, ïðè r̃(k).

Äà§å, àêî ñå çíà äà jå àïîñòåðèîðíà ðàñïîäåëà ìîíîòîíà íà »åíîì íîñà÷ó, ó îçíàöè (c, d),

îíäà ñå ïðîáëåì (5.24) ðåäóêójå êàî

min
c<uYj:m;2

|FYj:m(uY ∗j:m;2 |̃r(k))− FYj:m(c|̃r(k))− (1− α)|,
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àêî jå (5.9) ìîíîòîíî îïàäàjó£à, èëè

min
uYj:m;1<d

|FYj:m(d|̃r(k))− FYj:m(uY ∗j:m;1 |̃r(k))− (1− α)|

àêî jå (5.9) ìîíîòîíî ðàñòó£à. Ñàìèì òèì, ÍÀÃ èíòåðâàë çà Yj:m, ïðè r̃(k), ñå ñìàòðà

(c, uYj:m;2) èëè (uYj:m;1, d), ðåäîì.

Êàäà àïîñòåðèîðíó ôóíêöèjó ãóñòèíå ðàñïîäåëå íå ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ó åêñïëèöèòíîì

îáëèêó, îäãîâàðàjó£è Áàjåñîâè èíòåðâàëè ïðåêðèâà»à è ÍÀÃ èíòåðâàëè ñå ìîãó

ãåíåðèñàòè Ìîíòå Êàðëî ìåòîäàìà.

5.4 Èëóñòðàöèjà Áàjåñîâèõ îöåíà

Ïåðôîðìàíñå ãîðå íàâåäåíèõ Áàjåñîâèõ îöåíà ñó èñïèòàíå ó îâîj ñåêöèjè íà óçîðêó

âåëè÷èíå 20, ÷èjè åëåìåíòè ïðåäñòàâ§àjó äóæèíå âðåìåíñêèõ èíòåðâàëà ðàäà êîìïîíåíòè

ïðè ñòðåñó îä 35.5 àìïëèòóäà âå£åã ñèñòåìà (â. [81]). Ó [22] jå ïîêàçàíî äà ñå ðàñïîäåëà

ÃÅ(4.1016,0.0062) ìîæå ñìàòðàòè àäåêâàòíèì ìîäåëîì çà îâàj ñêóï ïîäàòàêà. Ïîäàöè ñó

ïðåäñòàâ§åíè ó Òàáåëè 5.1.

Òàáåëà 5.1: Äóæèíå âðåìåíñêèõ èíòåðâàëà ðàäà êîìïîíåíòè ñèñòåìà ïðè ñòðåñó îä 35.5
àìïëèòóäà.

156 173 125 852 559 442 168 286 261 227

285 253 166 133 309 247 112 202 365 702

Ìíîæå»åì ñâèõ åëåìåíàòà óçîðêà ñà 0.0062, ÃÅ(4.1016) ìîäåë ñå ìîæå ñìàòðàòè

äîïóñòèâèì çà íîâè ñêàëèðàíè óçîðàê.

k-òè äî»è ðåêîðäè èç ñêàëèðàíîã óçîðêà ñó

i 1 2 3 4 5 6 7

Li(1) 0.9672 0.7750 0.6944

Li(2) 1.0726 0.9672 0.8246 0.775

Li(3) 1.0726 1.0416 1.0292 0.9672 0.8246

Li(4) 5.2824 3.4658 2.7404 1.0726 1.0416 1.0292 0.9672

Ïðèëèêîì èñïèòèâà»à ïåðôîðìàíñè îöåíà, îäàáðà£åìî âðåäíîñòè çà ïàðàìåòðå (a, b)

àïðèîðíå ðàñïîäåëå (5.4) êàî

(a, b) = {(0.5, 0.5), (1, 1), (2, 2), (0, 0)}.

Îâå ñëó÷àjåâå îáåëåæàâàìî êàî ñëó÷àj I, II, III è IV, ðåäîì. Ñëó÷àj (a, b) = (0, 0)

îäãîâàðà òçâ. íåèíôîðìàòèâíîj àïðèîðíîj ðàñïîäåëè. Îäàáðàíà jå íîìèíàëíà âðåäíîñò
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ïàðàìåòðà α = 0.05 è ãåíåðèñàíè ñó 95% Áàjåñîâè èíòåðâàëè ïðåêðèâà»à çàjåäíî ñà ÍÀÃ

èíòåðâàëèìà. Ïðåäñòàâ§åíå ñó âðåäíîñòè îöåíà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà èç áóäó£åã óçîðêà

âåëè÷èíå m = 5, 10 è 20. Ó ñòàòèñòè÷êîì ñîôòâåðó R èçâðøåíà jå êîìïëåòíà àíàëèçà

ïåðôîðìàíñè ñà ïðåöèçíîø£ó îä ÷åòèðè äåöèìàëå, ïðè âðåäíîñòè ïàðàìåòðà k: k = 1 è

k = 2. Âàæíî jå íàçíà÷èòè äà àïðîñòåðèîðíà ãóñòèíà (5.9) ïðè ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà

ïàðàìåòàðà m, j, a è b èìà îáëèê ñëè÷àí êàî íà Ñëèöè 5.1. Ðåçóëòàòè ñó ïðåäñòàâ§åíè ó

Òàáåëàìà 5.2-5.5.

Íóìåðè÷êå êîìïàðàöèjå ñó ïîêàçàëå äà ñå Áàjåñîâè èíòåðâàëè ïðåêðèâà»à çíà÷àjíî

ðàçëèêójó ïðè èçáîðó ïî÷åòíèõ âðåäíîñòè ïàðàìåòàðà àïðèîðíå ðàñïîäåëå. Ïðèëèêîì

ðàñòà âðåäíîñòè àïðèîðíèõ ïàðàìåòàðà (ðàñòå èíôîðìàòèâíîñò àïðèîðíå ðàñïîäåëå)

èíòåðâàëè ïðåêðèâà»à ñå ñóæàâàjó. Îâî ñå ìîæå îïðàâäàòè ñìà»èâà»åì äèñïåðçèjå

àïðèîðíå ðàñïîäåëå ïðè ðàñòó âðåäíîñòè àïðèîðíèõ ïàðàìåòàðà. Ñëó÷àj III äîìèíèðà

ó îâîì ïîãëåäó. Èíòåðåñàíòíî jå óâèäåòè äà ÍÀÃ èíòåðâàë èìà îäðå¢åíå íåäîñòàòêå ïðè

îöå»èâà»ó ìèíèìóìà èç áóäó£åã óçîðêà. Ñòîãà, Áàjåñîâ äâîñòðàíè èíòåðâàë ïðåêðèâà»à

ñå ìîæå ñìàòðàòè êîðåêòíèì èçáîðîì ó ïðàêñè. Ïîøòî èçðàç çà ñðåä»åêâàäðàòíî

îäñòóïà»å (5.22) çàâèñè îä ïàðàìåòðà θ, îöåíèëè ñìî îâàj ïàðàìåòàð ñà (5.6).

Ñëèêà 5.1: Àïîñòåðèîðíà ãóñòèíà (5.9) çà Ñëó÷àj I êàäà jå (m, j, k) = (10, 9, 1).

Ñðåä»åêâàäðàòíà ãðåøêà îöåíà ðàñòå ïðèëèêîì ðàñòà âðåäíîñòè ïàðàìåòðà k, çà

ðàçëèêó îä äóæèíà äâîñòðàíîã èíòåðâàëà ïðåêðèâà»à. Ó âå£èíè ñëó÷àjåâà ÍÀÃ èíòåðâàë

jå óæè è ïðåöèçíèjè.
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Òàáåëà 5.2: 95% Áàjåñîâè èíòåðâàëè ïðåêðèâà»à è Ŷj:m êàäà jå (a, b) = (0.5, 0.5).

m j Äâîñòðàíè èíòåðâàë ÍÀÃ Ŷj:m M̂SE

k = 1 5 1 (0.0002, 0.8441) (0, 0.4078) 0.1979 0.3539

4 (0.1518, 2.9883) (0.0071, 2.5511) 1.2169 1.0381

5 (0.4213, 5.2704) (0.1649, 4.6581) 2.1937 2.1237

10 1 (0.0001, 0.4914) (0, 0.152) 0.1059 0.2134

4 (0.0229, 1.2191) (0.0114, 0.6015) 0.4488 0.4485

9 (0.5101, 3.7272) (0.3605, 3.4754) 1.843 1.1235

10 (0.8827, 5.9623) (0.6198, 5.4447) 2.831 2.1681

20 1 (0, 0.3007) (1.0004, 1.9989) 0.0592 0.1422

4 (0.0035, 0.6687) (0.72, 2.0887) 0.1095 0.2697

10 (0.0849, 1.3732) (0.0194, 1.2548 0.6277 0.4575

18 (0.7677, 3.5322) (0.6768, 3.4091) 2.0063 0.9099

20 (1.4513, 6.6548) (1.1921, 6.1853) 3.4943 2.1922

k = 2 5 1 (0.0004, 0.7382) (0, 0.6065) 0.1664 0.9503

4 (0.1544, 2.8678) (0.021, 2.508) 1.1481 4.3966

5 (0.4156, 5.1632) (0.1711, 4.5431) 2.1188 7.3214

10 1 (0.0004, 0.4006) (0, 0.1592) 0.0833 0.5601

4 (0.0265, 1.0913) (0.004, 0.5882) 0.4021 1.8838

9 (0.5153, 3.605) (0.367, 3.3418) 1.7666 5.9481

10 (0.8751, 5.8549) (0.6159, 5.3185) 2.7516 8.4322

20 1 (0, 0.2271) (0, 0.0171) 0.043 0.4344

4 (0.0048, 0.5561) (0, 0.5804) 0.1776 1.001

10 (0.0966, 1.2327) (0, 1.831) 0.5684 2.52

18 (0.782, 3.3997) (0.686, 3.2627) 1.9287 6.0765

20 (1.4425, 6.5473) (1.1834, 6.0553) 3.4133 9.5048
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Òàáåëà 5.3: 95% Áàjåñîâè èíòåðâàëè ïðåêðèâà»à è Ŷj:m êàäà jå (a, b) = (1, 1).

m j Äâîñòðàíè èíòåðâàë ÍÀÃ Ŷj:m M̂SE

k = 1 5 1 (0.0002, 0.8366) (0, 0.4079) 0.1587 0.4678

4 (0.1642, 2.9848) (0.0177, 2.6214) 1.2222 1.3447

5 (0.4395, 5.2719) (0.1854, 4.6633) 2.2024 2.4408

10 1 (0.0001, 0.4832) (0, 0.1464) 0.1053 0.2956

4 (0.0274, 1.2083) (0.0073, 0.657) 0.4552 0.6576

9 (0.5335, 3.7237) (0.3848, 3.472) 1.8502 1.4587

10 (0.9072, 5.9637) (0.6453, 5.4435) 2.8392 2.5194

20 1 (0, 0.2931) (0, 0.0271) 0.0579 0.1985

4 (0.0047, 0.6569) (0, 0.491) 0.2146 0.4057

10 (0.0966, 1.3597) (0, 0.9271) 0.6309 0.694

18 (0.7977, 3.5255) (0.706, 3.4001) 2.0138 1.2505

20 (1.4795, 6.6562) (1.2203, 6.1813) 3.5031 2.5501

k = 2 5 1 (0.0003, 0.7386) (0, 0.3248) 0.1682 0.9574

4 (0.1633, 2.8722) (0.03, 2.5178) 1.1558 4.3035

5 (0.429, 5.1705) (0.1853, 4.553) 2.1285 6.8663

10 1 (0.0001, 0.3996) (0, 0.0837) 0.0841 0.5643

4 (0.0299, 1.0902) (0.0021, 0.6624) 0.4062 1.8799

9 (0.532, 3.6094) (0.3844, 3.3467) 1.7762 5.6689

10 (0.8932, 5.8623) (0.6347, 5.3249) 2.7622 7.7939

20 1 (0.0001, 0.2256) (0, 0.0085) 0.0434 0.3443

4 (0.0058, 0.5532) (0, 0.3071) 0.1796 1.0142

10 (0.1053, 1.2299) (0, 0.9707) 0.574 2.4084

18 (0.8032, 3.4023) (0.707, 3.2642) 1.9387 5.6668

20 (1.4634, 6.5547) (1.2044, 6.06) 3.4244 9.0046
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Òàáåëà 5.4: 95% Áàjåñîâè èíòåðâàëè ïðåêðèâà»à è Ŷj:m êàäà jå (a, b) = (2, 2).

m j Äâîñòðàíè èíòåðâàë ÍÀÃ Ŷj:m M̂SE

k = 1 5 1 (0.0004, 0.8245) (0, 0.4076) 0.1983 0.5943

4 (0.1848, 2.9793) (0.0426, 2.6312) 1.2306 1.6946

5 (0.4685, 5.2742) (0.2178, 4.6699) 2.2139 2.8466

10 1 (0.0004, 0.4698) (0, 0.137) 0.1048 0.3808

4 (0.0356, 1.1906) (0.0032, 0.7704) 0.4582 0.8932

9 (0.5709, 3.7181) (0.4236, 34657) 1.8608 1.8736

10 (0.9457, 5.9661) (0.6855, 5.4411) 2.8521 2.9438

20 1 (0.0001, 0.2805) (0, 0.0218) 0.0572 0.2559

4 (0.0072, 0.6373) (0, 0.4761) 0.2146 0.5685

10 (0.1172, 1.3372) (0, 0.9402) 0.6358 0.9711

18 (0.8455, 3.5147) (0.7525, 3.3851) 2.0257 1.6483

20 (1.5235, 6.6586) (1.2645, 6.1749) 3.5167 3.0199

k = 2 5 1 (0.0004, 0.7391) (0, 0.3311) 0.1712 0.9406

4 (0.1789, 2.8797) (0.0457, 2.5329) 1.169 3.9559

5 (0.4517, 5.183) (0.2092, 4.569) 2.1449 6.3233

10 1 (0.0001, 0.3976) (0, 0.0825) 0.0856 0.5619

4 (0.0362, 1.0882) (0.0003, 0.784) 0.4133 1.8005

9 (0.5605, 3.6169) (0.4138, 3.3547) 1.7923 5.1354

10 (0.9235, 5.8747) (0.6661, 5.3355) 2.78 7.1274

20 1 (0.0001, 0.2228) (0, 0.0076) 0.044 0.3505

4 (0.0078, 0.5481) (0, 0.306) 0.1831 1.001

10 (0.1211, 1.2248) (0, 0.9725) 0.5834 2.3601

18 (0.8392, 3.4065) (0.7426, 3.2664) 1.9556 5.3681

20 (1.4982, 6.5671) (1.2396, 6.0678) 3.4431 8.1053
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Òàáåëà 5.5: 95% Áàjåñîâè èíòåðâàëè ïðåêðèâà»à è Ŷj:m êàäà jå (a, b) = (0, 0).

m j Äâîñòðàíè èíòåðâàë ÍÀÃ Ŷj:m M̂SE

k = 1 5 1 (0.0001, 0.8527) (0, 0.4075) 0.1977 0.4131

4 (0.1376, 2.9923) (0.0097, 2.4327) 1.2106 0.9424

5 (0.3998, 5.2686) (0.1401, 4.6506) 2.1864 1.9324

10 1 (0.0001, 0.501) (0, 0.1583) 0.1064 0.3042

4 (0.0184, 1.2316) (0.0174, 0.5405) 0.4512 0.4798

9 (0.4826, 3.7313) (0.3315, 3.4788) 1.8341 1.0576

10 (0.8534, 5.9605) (0.5891, 5.4459) 2.8212 1.9971

20 1 (0, 0.3096) (0, 0.0349) 0.0595 0.1999

4 (0.0025, 0.6823) (0, 0.5055) 0.2141 0.2011

10 (0.0723, 1.3888) (0, 0.9072) 0.6243 0.2287

18 (0.7322, 3.54) (0.6422, 3.4193) 1.9972 0.8487

20 (1.4174, 6.653) (1.1582, 6.1899) 3.4839 1.9905

k = 2 5 1 (0.0001, 0.7377) (0, 0.317) 0.1645 1.092

4 (0.1445, 2.8628) (0.0105, 2.4955) 1.1392 4.5601

5 (0.4006, 5.1548) (0.1552, 4.5314) 2.1077 7.4088

10 1 (0.0001, 0.4018) (0, 0.0849) 0.0823 0.5972

4 (0.023, 1.0925) (0.0051, 0.5453) 0.3975 1.9586

9 (0.4964, 3.5999) (0.3474, 3.336) 1.7557 6.4913

10 (0.8546, 5.8465) (0.5947, 5.3111) 2.7395 8.9099

20 1 (0, 0.2288) (0, 0.0097) 0.0426 0.3672

4 (0.0038, 0.5591) (0, 0.3072) 0.1754 1.5641

10 (0.0873, 1.2357) (0,0.9673) 0.5622 2.5221

18 (0.7579, 3.3968) (0.6621, 3.2609) 1.9173 6.318

20 (1.4187, 6.5389) (1.1594, 6.0499) 3.4007 10.2724

5.5 Ñàðõàíîâà ìîäèôèêàöèjà Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå

Ó íàñòàâêó £åìî ïðåäñòàâèòè Áàjåñîâó ïðèñòóï îöå»èâà»à ñòàòèñòèêà ïîðåòêà

èç áóäó£åã óçîðêà íà îñíîâó ðåêîðäà çà òðîïàðàìåòàðñêó ôàìèëèjó ìîäèôèêîâàíèõ

Âåjáóëîâèõ ðàñïîäåëà, ïðåäñòàâ§åíèõ îä ñòðàíå Ñàðõàíà [117]. Êàî ñïåöèjàëíå ñëó÷àjåâå,

îâà ôàìèëèjà ñàäðæè ðàñïîäåëó ëèíåàðíå ñòîïå îòêàçà, Âåjáóëîâó è Ðåjëèjåâó ðàñïîäåëó.

Ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå îâå ôàìèëèjå ðàñïîäåëå èìà îáëèê

f(x;α, θ, β) = (α + θβxβ−1)e−αx−θx
β

, x > 0, α, θ ≥ 0, β > 0, (5.25)

ãäå jå α ïàðàìåòàð îáëèêà è θ è β ïàðàìåòðè ðàçìåðå òàêâè äà θ + β > 0. Ôóíêöèjà

ðàñïîäåëå jå äàòà ñà

F (x;α, θ, β) = 1− e−αx−θxβ , x > 0. (5.26)
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Íà îñíîâó ðåàëèçàöèjå ïðâèõ n, n ≥ 1, k-òèõ ãîð»èõ ðåêîðäà R1(k) = r1(k), R2(k) =

r2(k), ..., Rn(k) = rn(k) èç (5.25), çàjåäíî ñà (2.6), íàëàçèìî äà jå ôóíêöèjà âåðîäîñòîjíîñòè

çà α, θ è β, ïðè r̃(k), äàòà ñà

L(α, θ, β; r̃(k)) = kne−αrn(k)−θr
β
n(k)

n∏
j=1

(α + θβrβ−1
i(k) ), 0 < r1(k) < r2(k) < ... < rn(k). (5.27)

Êîðèñòå£è èäåíòèòåò (â. [60])

n∏
j=1

(α + θβrβ−1
i(k) ) =

n∏
j=1

(α + θZj(β))

=
n∑
j=0

αn−jθjξj(β),

ãäå jå çà j = 0, ξ0(β) = 1, a çà 1 ≤ j ≤ n,

ξj(β) =

n−j+1∑
b1=1

Zb1(β)

n−j+2∑
b1=b1+1

Zb2(β)× · · · ×
n∑

bj=bj−1+1

Zbj(β). (5.28)

Êîðèñòå£è (5.28), ìîæåìî äà ïðåäñòàâèìî (5.27) êàî

L(α, θ, β; r̃(k)) = kne−αrn(k)−θr
β
n(k)

n∑
j=0

αn−jθjξj(β). (5.29)

Àêî ïîñòàâèìî äà β = 1(Zj(1) = 1), èìàìî äà jå

ξj(1) =

(
n

j

)
, 1 ≤ j ≤ n,

øòî äà§å èìïëèöèðà äà ó îâîì ñëó÷àjó (5.28) èìà îáëèê

n∏
i=1

(α + θ) = (α + θ)n =
n∑
j=0

(
n

j

)
αn−jθj.

Ïîøòî íå ïîñòîjå àïðèîðíå ðàñïîäåëå çà ïàðàìåòðå α, θ è β òàêâå äà îäãîâàðàjó£à

àïîñòåðèîðíà ðàñïîäåëà ïðèïàäà èñòîj ôàìèëèjè ðàñïîäåëà (òçâ. ñâîjñòâî êîíjóãîâàíå

ôàìèëèjå ðàñïîäåëà)(â. [76]), ìîæå ñå ñìàòðàòè, êîðèñòå£è ìåòîä èç [121], äà ïàðàìåòàð

β óçèìà äèñêðåòíå âðåäíîñòè β1, β2, . . . , βµ, µ ≥ 1, ñà çàêîíîì ðàñïîäåëå P{β = βk} = δk,

ïðè ÷åìó jå 0 ≤ δk ≤ 1 è
∑µ

k=1 δk = 1. Ïðåòïîñòàâ§àìî íàäà§å äà ñó α è θ, ïðè β = βk,

íåçàâèñíå ñà çàjåäíè÷êîì ðàñïîäåëîì

π(α, θ|βk, r̃(k)) = νkν
∗
ke
−(νkα+ν∗kθ), νk, ν

∗
k > 0. (5.30)
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Àïîñòåðèîðíà ðàñïîäåëà çà α è θ, ïðè β = βk, jå äàòà ñà

π∗(α, θ|βk, r̃) =
1

J1(νk, ν∗k , 1, 1)

n∑
j=0

αn−jθjξj(βk)e
−α(νk+rn(k))−θ(νk+r

βk
n(k)

), (5.31)

ãäå jå J1(νk, ν
∗
k , τ1, τ2) êîíñòàíòà äàòà ñà

J1(νk, ν
∗
k , τ1, τ2) =

n∑
j=0

ξj(βk)
Γ(n− j + τ1 + 1)

(νk + rn(k))n−j+τ1+1

Γ(j + τ2)

(ν∗k + rβkn(k))
j+τ2

. (5.32)

Íà îñíîâó çàêîíà âåðîâàòíî£å P{β = βk} = δk è (5.31), ìîæåìî äà îäðåäèìî è ìàðãèíàëó

àïîñòåðèîðíó âåðîâàòíî£ó çà βk êàî

Pk = P{β = βk |̃r(k)} = J−1
p νkν

∗
kδkJ1(νk, ν

∗
k , 1, 1), (5.33)

ïðè ÷åìó jå Jp êîíñòàíòà äàòà ñà

Jp =

µ∑
k=1

δkνkν
∗
kJ1(νk, ν

∗
k , 1, 1).

Ïðè ñðåä»åêâàäðàòíîj ôóíêöèjè ãóáèòêà è (5.31), Áàjåñîâå îöåíå çà ïàðàìåòðå α, θ è β

ñó äàòe êàî

α̃BS = E(α|̃r(k)) =

µ∑
k=1

Pk

∫ ∞
0

∫ ∞
0

απ∗(α, θ|βk, r̃) dα dθ

=

µ∑
k=1

Pk
J1(νk, ν

∗
k , 2, 1)

J1(νk, ν∗k , 1, 1)
, (5.34)

θ̃BS =

µ∑
k=1

Pk
J1(νk, ν

∗
k , 1, 2)

J1(νk, ν∗k , 1, 1)
, (5.35)

è

β̃BS =

µ∑
k=1

Pkβk. (5.36)

Óêîëèêî êîðèñòèìî àñèìåòðè÷íó (ëèíåàðíî-åêñïîíåíöèjàëíó) ôóíêöèjó ãóáèòêà

L(θ, θ̂) = e−c(θ−θ̂) − c(θ − θ̂) − 1, c 6= 0, ïðåäëîæåíó ó [133], Áàjåñîâà îöåíà çà íåïîçíàòè

ïàðàìåòàð φ jå äàòà ñà
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φ̃BL = −1

c
ln(Eφ(e−cφ |̃r(k))).

Êîðèñòå£è ïðåòõîäíó ôîðìóëó è (5.31), Áàjåñîâå îöåíå ïðè àñèìåòðè÷íîj ôóíêöèjè

ãóáèòêà çà ïàðàìåòðå α, θ è β ñó îäðå¢åíå ñà

α̃BL = −1

c
ln

(
µ∑
k=1

Pk

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−αcπ∗(α, θ|βk, r̃) dα dθ

)

= −1

c
ln

(
µ∑
k=1

Pk
J1(νk + c, ν∗k , 2, 1)

J1(νk, ν∗k , 1, 1)

)
, (5.37)

θ̃BL = −1

c
ln

(
µ∑
k=1

Pk
J1(νk, ν

∗
k + c, 2, 1)

J1(νk, ν∗k , 1, 1)

)
(5.38)

è

β̃BL = −1

c
ln

(
µ∑
k=1

Pke
−cβk

)
. (5.39)

Ôóíêöèjà ãóñòèíå r-òe ñòàòèñòèêå ïîðåòêà, îçíàêà Yr:m, èç óçîðêà îáèìà m, m ≥ 1, ñà

ðàñïîäåëîì (5.25) jå äàòà ñà

fYr:m(y|α, θ, βk, r̃(k)) =
1

B(r,m− r + 1)
(α + θβky

βk−1)
r−1∑
p=0

(
r − 1

p

)
(−1)r−1−p

× e−α(m−p)y−θ(m−p)yβk , y > 0, (5.40)

ãäå jå B(·, ·) êîìïëåòíà áåòà ôóíêöèjà è 1 ≤ r ≤ m. Êîðèñòå£è (5.31) è (5.40), Áàjåñîâà

àïîñòåðèîðíà ãóñòèíà çà Yr:m, ïðè r̃(k), jå äàòà ñà

fYr:m(y|̃r(k)) =

µ∑
k=1

Pk

∫
α

∫
θ

fYr:m(y|α, θ, βk, r̃(k))π
∗(α, θ|βk, r̃) dα dθ

=

µ∑
k=1

r−1∑
p=0

n∑
j=0

Pk
B(r,m− r + 1)J1(νk, ν∗k , 1, 1)

(
r − 1

p

)
(−1)r−p−1

× ξj(βk)(α + θβky
βk−1)αn−jθje−α((m−p)y+νk+rn(k))−θ((m−p)yβk+ν∗k+r

βk
n(k)

)

=

µ∑
k=1

r−1∑
p=0

Pk
B(r,m− r + 1)J1(νk, ν∗k , 1, 1)

(
r − 1

p

)
(−1)r−p−1

× (J1(νk + (m− p)y, ν∗k + (m− p)yβk , 2, 1)

+ βky
βk−1J1(νk + (m− p)y, ν∗k + (m− p)yβk , 1, 2)), y > 0. (5.41)

83



Ó ñëó÷àjó êàäà jå r = 1 (ìèíèìóì óçîðêà), (5.41) óçèìà îáëèê

fY1:m(y|̃r(k)) =

µ∑
k=1

Pk
B(1,m)J1(νk, ν∗k , 1, 1)

(J1(νk +my, ν∗k +myβk , 2, 1)

+ βky
βk−1J1(νk +my, ν∗k +myβk , 1, 2)), y > 0. (5.42)

Ó ñëó÷àjó êàäà jå r = m (ìàêñèìóì óçîðêà), (5.41) óçèìà îáëèê

fYm:m(y|̃r(k)) =

µ∑
k=1

m−1∑
p=0

Pk
B(m, 1)J1(νk, ν∗k , 1, 1)

(
m− 1

p

)
(−1)m−p−1

× (J1(νk + (m− p)y, ν∗k + (m− p)yβk , 2, 1)

+ βky
βk−1J1(νk + (m− p)y, ν∗k + (m− p)yβk , 1, 2)), y > 0. (5.43)

Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå çà Yr:m, ïðè r̃(k), jå äàòà ñà

FYr:m(y|̃r(k)) = P{Yr:m ≤ y|̃r(k)} =

∫ y

0

fYr:m(t|̃r(k)) dt, y > 0. (5.44)

Êîðèñòå£è (5.44), äâîñòðàíè 100(1 − α)% Áàjåñîâ èíòåðâàë ïðåêðèâà»à çà Yr:m, ïðè

r̃(k), 1 ≤ r ≤ m, ó îçíàöè (L,U), êîíñòðóèøåìî ðåøàâà»åì ñèñòåìà jåäíà÷èíà íàñòàëèõ

èçjåäíà÷àâà»åì (5.44) ñà α/2 è 1− α/2, ðåäîì, îäíîñíî

FYr:m(L|̃r(k)) =
α

2
è FYr:m(U |̃r(k)) = 1− α

2
. (5.45)

Íà îñíîâó (5.43), Áàjåñîâà îöåíà çà Yr:m, çà 1 ≤ r ≤ m, ñå ìîæå îäðåäèòè êàî

Yr:m = E(Yr:m |̃r(k)) =

∫ ∞
0

yfYr:m(y|̃r(k)) dy. (5.46)

Íà îñíîâó (5.41) è (5.46), âèäèìî äà ñå âðåäíîñòè Áàjåñîâèõ îöåíà ìîãó îäðåäèòè ñàìî

íóìåðè÷êèì ïóòåì.

Çà îäðå¢èâà»å ÍÀÃ èíòåðâàëà, çáîã êîìïëèêîâàíîã îáëèêà (5.41), íåîïõîäíî jå

êîðèñòèòè Ìîíòå Êàðëî ìåòîäå.
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Ãëàâà 6

Ñëó÷àjíà òåòèâà: Ãåíåðèñà»å,

åêñòðåìíî ïîíàøà»å è ìîìåíòè

6.1 Áåðòðàíîâ äîãà¢àj è ìîòèâàöèjà

Ïðîáëåì ñëó÷àjíå òåòèâå èëè Áåðòðàíîâ ïàðàäîêñ [36] jåäàí jå îä íàjïîçíàòèjèõ

ïðîáëåìà òåîðèjå âåðîâàòíî£å. Ïðîçâàí jå ïàðàäîêñîì îä ñòðàíå Ïîåíêàðåà è ôîðìóëèñàí

jå ñëåäå£èì ïèòà»åì: "Áèðàjìî òåòèâó íà ñëó÷àjàí íà÷èí ó êðóãó. Êîëèêà jå âåðîâàòíî£à

äà òåòèâà áóäå äóæà îä ñòðàíèöå óïèñàíîã jåäíàêîñòðàíè÷íîã òðîóãëà ó êðóãó?"

Ñìàòðà£åìî äà jå ïðîáëåì äåôèíèñàí íà êðóãó ïîëóïðå÷íèêà jåäàí è îçíà÷è£åìî äîãà£àj

äà jå òåòèâà ó êðóãó äóæà îä ñòðàíèöå óïèñàíîã jåäíàêîñòðàíè÷íîã òðîóãëà êàî Áåðòðàíîâ

äîãà¢àj. Ïîðåä òîãà, êîðèñòè£åìî ïðåìà ïîòðåáè òåðìèí ñëó÷àjíà òåòèâà óìåñòî òåòèâà

èçàáðàíà íà ñëó÷àjàí íà÷èí.

Ñàì Áåðòðàí jå ïðåäëîæèî òðè íåçàâèñíà ðåøå»à îâîã ïàðàäîêñà.

Ïðâî ðåøå»å ñå çàñíèâà íà èçáîðó òåòèâå íà òàêàâ íà÷èí äà ñå jåäíî òåìå òåòèâå

ïîêëàïà ñà òåìåíîì óïèñàíîã jåäíàêîñòðàíè÷íîã òðîóãëà ó êðóãó, äîê ñå äðóãî òåìå òåòèâå

ïðîèçâî§íî áèðà íà êðóæíèöè êðóãà. Òåòèâà jå äóæà îä ñòðàíèöå òðîóãëà àêî ñå äðóãî

òåìå òåòèâå íàëàçè íà êðóæíîì ëóêó èçìå¢ó äðóãà äâà òåìåíà òðîóãëà. Ó îâîì ñëó÷àjó

âåðîâàòíî£à ðåàëèçàöèjå Áåðòðàíîâîã äîãà¢àjà jå 1/3.

Ôèêñèðàjìî ïðå÷íèê êðóãà òàêî äà jå íîðìàëàí íà ñòðàíèöó óïèñàíîã jåäíàêîñòðàíè÷íîã

òðîóãëà ó êðóãó. Îäàáåðèìî òåòèâó ñà ñðåäèøòåì íà äàòîì ïðå÷íèêó. Òåòèâà £å áèòè äóæà

îä ñòðàíèöå òðîóãëà àêî ñå ñðåäèøòå òåòèâå íàëàçè íà ìà»åì ðàñòîjà»ó îä öåíòðà êðóãà

íåãî ñòðàíèöà òðîóãëà, îäíîñíî, àêî jå ðàñòîjà»å èçìå¢ó öåíòðà êðóãà è òåòèâå ìà»å îä

1/2. Âåðîâàòíî£à ðåàëèçàöèjå Áåðòðàíîâîã äîãà¢àjà, ó îâîì ñëó÷àjó, jå 1/2. Îâî jå äðóãî

Áåðòàíîâî ðåøå»å.
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Òðå£å ðåøå»å ñå çàñíèâà íà èçáîðó ïðîèçâî§íå òà÷êå óíóòàð êðóãà êîjó îáåëåæàâàìî

êàî ñðåäèøòå òåòèâå. Òàêî êîíñòðóèñàíà òåòèâà jå jåäíîçíà÷íî îäðå¢åíà, êàî è ó

ïðåòõîäíèì ñëó÷àjåâèìà. Ó îâîì ñëó÷àjó âåðîâàòíî£à ðåàëèçàöèjå Áåðòðàíîâîã äîãà¢àjà

jå 1/4.

Êîíöåïòóàëíà èäåjà ñàäðæàíà ó îâîì ïàðàäîêñó ñå çàñíèâà íà èçáîðó òåòèâå ó êðóãó íà

ñëó÷àjàí íà÷èí. Ïðåìà [18], óêîëèêî ñå òà÷íî äåôèíèøå ïðîñòîð äîãà¢àjà è âåðîâàòíîñíà

ìåðà íà »åìó, Áåðòàíîâ ïàðàäîêñ ïîñòàjå ïðîáëåì ñà jåäèíñòâåíèì ðåøå»åì. Îâàêâî

ðåçîíîâà»å ïîòè÷å èç Êîëìîãîðîâ§åâå àêñèîìàòèêå òåîðèjå âåðîâàòíî£å. Ñõîäíî òîìå,

Áåðòðàíîâ ïàðàäîêñ íàñ îïîìè»å äà ïðè ðàäó ñà ãåîìåòðèjñêîì âåðîâàòíî£îì èëè ñëè÷íèì

ïðîáëåìèìà ìîðàìî òà÷íî äà äåôèíèøåìî ïðîñòîð ñâèõ ìîãó£èõ èñõîäà è âåðîâàòíîñíó

ìåðó íà »åìó (â. [68]).

Ðàäîâè [87], [2], [58], [16], [77], [30], [118], [65], [132], [114], [49] è [42] ïðåäñòàâ§àjó èçâîð

çà ðàçóìåâà»å Áåðòàíîâîã ïàðàäîêñà êðîç ìàòåìàòè÷êå è ôèëîçîôñêå îêâèðå.

Íåäåôèíèñàí ïîjàì èçáîðà òåòèâå íà ñëó÷àjàí íà÷èí ìîòèâèøå íàó÷íèêå çà ïðîíàëàçàê

íîâèõ ìåòîäà èçáîðà òåòèâå ó êðóãó. Íåêè ñó ïðåäñòàâ§åíè ó [42] è [68]. Ó íàðåäíîì

îäå§êó ïðåäñòàâ§àìî ôóíêöèjå ðàñïîäåëà äóæèíà òåòèâà ó êðóãó îäàáðàíèõ íà ñëó÷àjàí

íà÷èí.

6.2 Ìåòîäå èçáîðà ñëó÷àjíå òåòèâå

Ó íàñòàâêó íà ñèñòåìàòè÷àí íà÷èí ïðåäñòàâ§àìî ôóíêöèjå ðàñïîäåëà äóæèíà òåòèâà è

ìåòîäå èçáîðà ñëó÷àjíå òåòèâå ó jåäèíè÷íîì êðóãó. Íå ïîñòîjè jåäíîçíà÷íà êîðåñïîäåíöèjà

èçìå¢ó »èõ (â. [42]).

Ñëó÷àj 1: Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå äóæèíå òåòèâå

F1(x) =


0 x < 0,
2
π

arcsin x
2

0 ≤ x < 2,

1 x ≥ 2,

(6.1)

îäãîâàðà ìåòîäàìà èçáîðà òåòèâå:

- Òåòèâà jå îäðå¢åíà áèðà»åì äâå íåçàâèñíå òà÷êå óíèôîðìíî íà êðóæíèöè êðóãà,

- Îäàáèðîì ïðîèçâî§íå òà÷êå íà êðóæíèöè êðóãà è òàíãåíòå êðóãà êîjà ïðîëàçè êðîç

»ó, òåòèâà jå îäðå¢åíà óãëîì èçìå¢ó òåòèâå è òàíãåíòå êîjè jå óíèôîðìíî ðàñïîäå§åí

íà (0, π).
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- Óíèôîðìíèì èçáîðîì òà÷êå íà êðóæíèöè êðóãà è ôèêñèðà»åì ïîëóïðå÷íèêà êîjè

ñàäðæè äàòó òà÷êó, òåòèâà jå îäðå¢åíà óãëîì êîjè jå îñëî»åí íà ïîëóïðå÷íèê ñà

óíèôîðìíîì ðàñïîäåëîì íà èíòåðâàëó (0, π).

Ñëó÷àj 2: Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå äóæèíå òåòèâå

F2(x) =


0 x < 0,
x2

4
0 ≤ x < 2,

1 x ≥ 2.

(6.2)

îäãîâàðà ìåòîäó èçáîðà òåòèâå êîjà jå jåäíîçíà÷íî îäðå¢åíà ñðåäèøíîì òà÷êîì êîjà jå

ðàñïîäå§åíà óíèôîðìíî íà ïîâðøèíè êðóãà.

Ñëó÷àj 3: Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå äóæèíå òåòèâå

F3(x) =


0 x < 0,

1−
√

4−x2
2

0 ≤ x < 2,

1 x ≥ 2.

(6.3)

îäãîâàðà ìåòîäó èçáîðà òåòèâå ÷èjå jå ñðåäèøòå óíèôîðìíî ðàñïîäå§åíî íà ïîëóïðå÷íèêó

êðóãà.

Ñëó÷àj 4: Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå äóæèíå òåòèâå

F4(x) =


0 x < 0,
2
π

(
arcsin x

2
− x

√
4−x2
4

)
0 ≤ x < 2,

1 x ≥ 2.

(6.4)

îäãîâàðà ìåòîäàìà èçáîðà òåòèâå:

- Òåòèâà ïðåäñòàâ§à ñëó÷àjíó ãðàíèöó èçìå¢ó äâà äèñjóíêòíà äåëà êðóãà, ãäå jå ìà»è

äåî óíèôîðìíî ðàñïîäå§åí íà (0, 0.5π),

- Áèðà»åì òà÷êå R óíèôîðìíî íà êðóãó è ñëó÷àjíîã óãëà ñà êðàêîì íà OR, ãäå jå O

öåíòàð êðóãà,

- Òåòèâà jå îäðå¢åíà èçáîðîì íåçàâèñíèõ òà÷àêà óíèôîðìíî íà êðóæíèöè êðóãà è íà

êðóãó.
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Ñëó÷àj 5: Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå äóæèíå òåòèâå

F5(x) =


0 x < 0,
2
π

arccos
√

4−x2
2
− x(6+x2)

√
4−x2

12π
0 ≤ x < 2,

1 x ≥ 2.

(6.5)

îäãîâàðà ìåòîäó èçáîðà òåòèâå êîjà jå îäðå¢åíà ôîðìèðà»åì ïðàâå êîjà ïðîëàçè êðîç äâå

òà÷êå êîjå ñó óíèôîðìíî ðàñïîäå§åíå íà êðóãó.

6.3 Íîâè íà÷èíè èçáîðà ñëó÷àjíå òåòèâå

Íîâè ìåòîäè èçáîðà òåòèâå ó êðóãó íà ñëó÷àjàí íà÷èí ïðîèçâåëå ñó íîâå âåðîâàòíî£å

ðåàëèçàöèjà Áåðòàíîâîã äîãà¢àjà. Ó [68], êîðèø£å»åì Äåêàðòîâèõ è ïîëàðíèõ êîîðäèíàòà,

òåòèâà ôîðìèðàíà áèðà»åì äâåjó íåçàâèñíèõ òà÷àêà ó êðóãó jå äóæà îä ñòðàíèöå óïèñàíîã

jåäíàêîñòðàíè÷íîã òðîóãëà ñà âåðîâàòíî£àìà 0.7468 è 0.9037, ðåäîì. Îâè ðåçóëòàòè ñó

ïîòâð¢åíè Ìîíòå Êàðëî ñèìóëàöèjàìà.

Óîïøòåíà ôàìèëèjà âåðîâàòíîñíèõ ìîäåëà çà Áåðòðàíîâ ïàðàäîêñ jå ïðåäñòàâ§åíà ó

[123]. Ôîðìèðàíà jå èçáîðîì ôèêñèðàíå òà÷êå óäà§åíîñòè h > 1 ñà êîjå ñå "áàöàjó" ïðàâå

êîjå ïðåñåöàjó£è êðóã ôîðìèðàjó òåòèâå. Ñìàòðà ñå äà ñó ñâè èäåàëíè óñëîâè ïîñòèãíóòè.

Èïàê, ôèêñèðà»åì óäà§åíîñòè òà÷êå îä êðóãà ñå íàðóøàâà îñîáèíà ñëó÷àjíîñòè èçáîðà

òåòèâà íà êðóãó, øòî äèðåêòíî ïðîòèâóðå÷è ôîðìóëàöèjè Áåðòðàíîâîã ïàðàäîêñà.

Ó íàñòàâêó ïðåäñòàâ§àìî ðåçóëòàòå àóòîðà íà îâó òåìó. Ðåçóëòàòè ñå ñàñòîjå îä

èñïðàâ§åíîã íàâåäåíîã íåäîñòàòêà, ïðè ÷åìó jå ïðåäëîæåí íîâè ìåòîä èçáîðà òåòèâå ó

êðóãó íà ñëó÷àjàí íà÷èí, êàî è ïðåäñòàâ§à»å äîäàòíîã íà÷èíè èçáîðà òåòèâå ó êðóãó.

Ïðâè ìåòîä èçáîðà òåòèâå ó êðóãó íà ñëó÷àjàí íà÷èí ïðàòè êîðàêå:

• Íåêà jå θ ∈ U(0, π) óãàî ôîðìèðàí îä ñòðàíå òàíãåíòè t è s ó ñëó÷àjíî îäàáðàíèì

òà÷êàìà íà êðóæíèöè jåäèíè÷íîã êðóãà. Íåêà jå A òà÷êà ïðåñåêà îâèõ òàíãåíòè.

• Íåêà jå óãàî φ ∈ U(0, θ) òàêàâ äà ëåæè íà òàíãåíòè, ðåöèìî, s, ñà òåìåíîì ó òà÷êè

A.

• Íåêà óãàî φ îäðå¢ójå ïðàâàö ïîëóïðàâå ñà jåäíèì òåìåíîì ó òà÷êè A. Òåòèâà jå

îäðå¢åíà ïðåñåêîì ïîëóïðàâå è êðóãà (â. Ñë. 6.1).

Íåêà jå X óäà§åíîñò öåíòðà êðóãà è òåòèâå, íåêà jå L îäãîâàðàjó£à äóæèíà òåòèâå è íåêà

jå h óäà§åíîñò òà÷êå A îä öåíòðà êðóãà. Ñòîãà, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ïîñòîjå äâà ñëó÷àjà:

φ ∈ (0, θ
2
) è φ ∈ ( θ

2
, θ). Çáîã ñèìåòðè÷íîñòè ðàçìàòðàìî ñàìî ñëó÷àj φ ∈ (0, θ

2
). Ñëåäè äà jå

88



Ñëèêà 6.1: Ñëó÷àjíè óãëîâè θ ∈ U(0, π) è φ ∈ U(0, θ).

X =
√

1− L2

4
, sin( θ

2
− φ) = X

h
è sin θ

2
= 1

h
. �èõîâîì êîìáèíàöèjîì äîáèjàìî

φ =
θ

2
− arcsin

(√
1− L2

4
sin

θ

2

)
. (6.6)

Êîðèñòå£è òåõíèêó òðàíñôîðìàöèjà, ìîæåìî äà îäðåäèìî ôóíêöèjó ðàñïîäåëå äóæèíå

òåòèâå çà îâàj ñëó÷àj êàî

F6(l) =


0 l < 0,

2
∫ π

0

∫ l
0

x sin θ
2

4θ

√
1−x2

4

√
1−(1−x2

4
) sin2 θ

2

dx dθ 0 ≤ l < 2,

1 l ≥ 2

=


0 l < 0,∫ π

0

t−2arccsc

(
2 csc(t/2)√

4−l2

)
tπ

dt 0 ≤ l < 2,

1 l ≥ 2.

(6.7)

Åâèäåíòíî jå äà íå ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ôóíêöèjó ðàñïîäåëå (6.7) ó åêñïëèöèòíîì îáëèêó.

Çáîã òîãà, »åíå âðåäíîñòè ìîæåìî äà îäðåäèìî ñàìî íóìåðè÷êèì ïóòåì. Çà ñëó÷àj êàä jå

l =
√

3, âåðîâàòíî£à ðåàëèçàöèjå Áåðòðàíîâîã äîãà¢àjà jå

P
{
L >
√

3
}

= 1− FL(
√

3) = 0.4454. (6.8)

Êîðèñòå£è Ìîíòå Êàðëî ñèìóëàöèjå, ñà áðîjåì ïîíàâ§à»à n =100, 500, 1000 è 10000,

ìîæåìî äà ïîòâðäèìî (6.8). Ðåçóëòàòè ñèìóëàöèjà ñó ïðåäñòàâ§åíè ó Òàáåëè 6.1.
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Òàáåëà 6.1: Ìîíòå Êàðëî ñèìóëàöèjå çà P{L >
√

3}.

Áðîj ïîíàâ§à»à 100 500 1000 10000

Îöå»åíà âåðîâ. 0.4455 0.4457 0.4452 0.4455

Äðóãè ìåòîä èçáîðà òåòèâå íà ñëó÷àjàí íà÷èí ñå îäíîñè íà îíå òåòèâå êîjå ñó jåäíîçíà÷íî

îäðå¢åíå òà÷êàìà ó êðóãó ñà óíèôîðìíî ðàñïîäå§åíèì ïîëàðíèì êîîðäèíàòàìà. Çà îâàêàâ

ìåòîä èçáîðà, âåðîâàòíî£à ðåàëèçàöèjå Áåðòðàíîâîã äîãà¢àjà jå 0.7525. Ìîíòå Êàðëî

ñèìóëàöèjå ñó ïîòâðäèëå îâàj ðåçóëòàò (â. Òàáåëó 6.2). Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå äóæèíå

Òàáåëà 6.2: Ìîíòå Êàðëî ñèìóëàöèjå çà P{L >
√

3}.

Áðîj ïîíàâ§à»à 100 500 1000 10000

Îöå»åíà âåðîâ. 0.7525 0.7529 0.7529 0.7521

ñëó÷àjíå òåòèâå ó îâîì ñëó÷àjó èìà îáëèê

F7(l) =


0 l < 0,

1
π

[
2 arcsin l

2
+
√

4− l2 log
cos( arcsin(l/2)

2 )−sin( arcsin(l/2)
2 )

cos( arcsin(l/2)
2 )+sin( arcsin(l/2)

2 )

]
0 ≤ l < 2,

1 l ≥ 2.

(6.9)

6.4 Ãðàíè÷íå ðàñïîäåëå ìàêñèìóìà è ðåêîðäà

ñëó÷àjíèõ òåòèâà

Ñëåäå ðåçóëòàòè àóòîðà íà òåìó àñèìïòîòñêå ðàñïîäåëå íîðìèðàíîã ìàêñèìóìà è

ðåêîðäà íèçà íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà êîjà ïîñåäójó íåêó îä ðàñïîäåëà äóæèíà

ñëó÷àjíå òåòèâå. Îíè ñå ìîãó ïðîíà£è ó [134].

Ó âåçè ñ òèì, íàâîäèìî íåêîëèêî ïîçíàòèõ òâð¢å»à èç òåîðèjå åêñòðåìíèõ âðåäíîñòè

(â. íïð. [82]).

Òåîðåìà 6.1 (Ëèäáåòåð è îñòàëè, 2012) Íåêà jå {Xn} íèç íåçàâèñíèõ è jåäíàêî

ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F . Íåêà jå 0 ≤ τ ≤ +∞ è

íåêà jå {un} íèç ðåàëíèõ áðîjåâà. Òàäà âàæè äà jå

lim
n→∞

n(1− F (un)) = τ,

àêî è ñàìî àêî limn→∞ P{Mn ≤ un} = e−τ .
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Ïîñëåäèöà 6.1 (Ëèäáåòåð è îñòàëè, 2012)

(i) Mn → xF (≤ ∞) ñà âåðîâàòíî£îì 1 êàä n→∞,

(ii) Àêî jå xF < ∞ è F (xF−) < 1 è çà íèç {un} âàæè äà P{Mn ≤ un} → ρ êàä n → ∞,

òàäà jå ρ = 0 èëè ρ = 1.

Òåîðåìà 6.2 (Ëèäáåòåð è îñòàëè, 2012) Íåêà jå {Xn} íèç íåçàâèñíèõ è jåäíàêî

ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà. Íåêà jå τn = n(1 − F (un)),∆n =
(
1− τn

n

)n − e−τn è

∆
′
n = e−τn − e−τ , òàêî äà

P{Mn ≤ un} − e−τ = ∆n + ∆
′

n.

Òàäà âàæè äà jå

0 ≤ −∆n ≤
τ 2
ne
−τn

2

1

n− 1
≤ 0.3

1

n− 1
,

ãäå jå ïðâà ãðàíèöà àñèìïòîòñêè ïðåöèçíà, ó ñìèñëó äà êàä τn → τ âàæè äà jå ∆n ∼
−τ 2e−τ/2. Øòàâèøå, çà τ − τn ≤ log 2, âàæè

∆
′

n = e−τ{(τ − τn) + θ(τ − τn)2},

çà 0 < θ < 1. Ñòîãà, ìîæåìî ëàêî äà çàê§ó÷èìî äà êàä τn → τ èìàìî

∆n ∼ −
e−ττ 2

2n
, ∆

′

n ∼ e−τ (τ − τn),

êàäà n→∞.

Òåîðåìà 6.3 (Ëèäáåòåð è îñòàëè, 2012) Íåêà jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå F íèçà íåçàâèñíèõ

è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà {ξn} àïñîëóòíî íåïðåêèäíà ñà ôóíêöèjîì

ãóñòèíå f . Àêî ñó èñïó»åíè óñëîâè f(x) > 0 çà ñâàêî x èç èíòåðâàëà (x0, xF ), f(x) = 0

çà x > xF , è

lim
x↑xF

(xF − x)f(x)

1− F (x)
= α > 0, (6.10)

îíäà F ïðèïàäà îáëàñòè ïðèâëà÷å»à Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå.

Åâèäåíòíî jå äà ñó ñâè óñëîâè Òåîðåìe 6.3 èñïó»åíè çà íèç íåçàâèñíèõ âåëè÷èíà ñà

ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå äóæèíå ñëó÷àjíå òåòèâå. Ó ñêëàäó ñ òèì, ìàêñèìóì íèçà íåçàâèñíèõ

ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà êîjå èìàjó íåêó îä ðàñïîäåëà äóæèíà ñëó÷àjíèõ òåòèâà ïðèïàäà

îáëàñòè ïðèâëà÷íîñòè Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå. Ñìèñëåíîñò îâèõ ðåçóëòàòà jå ó êîðåëàöèjè

ñà ðåçóëòàòèìà ïðåäñòàâ§åíèì ó [75].
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Äà§å, ïîñòîjå êîíñòàíòå an > 0 è bn ∈ R, n ∈ N, òàêî äà

P

{
Mn − bn
an

≤ x

}
d→

{
e−(−x)α x < 0,

1 x ≥ 0,

ïðè n → ∞, ãäå d îçíà÷àâà êîíâåðãåíöèjó ó ðàñïîäåëè. Ïàðàìåòàð îáëèêà α ñå îäðå¢ójå

ïðåêî (6.10), ãäå jå xF = sup{x : F (x) < 1} = 2 < ∞ è ãäå f(·) ïðåäñòàâ§à ôóíêöèjó

ãóñòèíå ðàñïîäåëå äóæèía ñëó÷àjíèõ òåòèâà ó êðóãó.

Íàðåäíà òåîðåìà èñòè÷å àñèìïòîòñêî ïîíàøà»å ìàêñèìóìà ïðâèõ n íåçàâèñíèõ

ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà èç íèçà íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà {Xn
i},

n ∈ N, ñà íåêîì îä ðàñïîäåëà äóæèíå ñëó÷àjíå òåòèâå (6.1-6.5) è (6.7) (â. [134]).

Òåîðåìà 6.4 Íåêà jå {Xn} íèç íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà

ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå äóæèíå ñëó÷àjíå òåòèâå êîjà ñå ïîêëàïà ñà Fi, çà i = 1, . . . , 6.

Íåêà jå M
in = max{X

i1, Xi2, ..., Xin}, n ∈ N, ìàêñèìàëíà äóæèíà ñëó÷àjíå òåòèâå íà

jåäèíè÷íîì êðóãó, îäàáðàíà íåêoì îä ãîðå íàâåäåíèõ ìåòîäà. Êîíñòàíòå a
in > 0 è b

in ∈
R̃, n ∈ N, òàêâå äà P

{
M

in−bin
a
in
≤ x

}
êîíâåðãèðà ó ðàñïîäåëè êà Âåjáóëîâîj ðàñïîäåëè ñà

íåêèì ïàðàìåòðîì îáëèêà, ñó àñèìïòîòñêè jåäíàêè a1n = π2

4n2 , a2n = 1/n, a3n = 1/n2,

a4n = π2

16n2 , a5n = 9π2

256n2 è a6n = π2

4C2n2 , ãäå jå C =
∫ π

0
1

tcsc t
2

dt è bin = 2 çà i = 1, . . . , 6. Áðçèíà

êîíâåðãåíöèjå jå O( 1
n
), çà ñâàêè ñëó÷àj ïîíàîñîá.

Äîêàç. Íàðåäíå àïðîêñèìàöèjå áè£å îä âåëèêå ïîìî£è:

lnx ∼ x− 1, x→ 1, (6.11)

ln(1− x) ∼ −x, x→ 0, (6.12)

è

arccosx ∼ π

2
− x, x→ 0. (6.13)

Îçíà÷èìî ñà {un} = {anx+ bn}, çà x ∈ R è n ∈ N.

Ñëó÷àj 1: Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå ìàêñèìóìà FMn ñà àðãóìåíòîì un èìà îáëèê

FMn(un) =

(
2

π
arcsin

un
2

)n
= exp

{
n ln

(
2

π
arcsin

un
2

)}
. (6.14)

Êîðèñòå£è (6.11), äîáèjàìî

n ln

(
2

π
arcsin

un
2

)
∼ 2n

π
arcsin

un
2
− n, n→∞. (6.15)
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Ïàðàìåòàð îáëèêà α Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå jå jåäíàê 1/2, íà îñíîâó (6.10).

Çà ñâàêî x < 0, âàæè
2n

π
arcsin

un
2
− n ∼ −(−x)1/2, n→∞. (6.16)

Âàæè è ñëåäå£à àïðîêñèìàöèjà

arcsin
un
2

= arcsin
anx+ bn

2
∼ −π(−x)1/2

2n
+
π

2
, n→∞, (6.17)

è êîðèñòå£è (6.16) äîáèjàìî

anx+ bn
2

∼ cos
π(−x)1/2

2n
∼ 1 +

xπ2

8n2
, n→∞. (6.18)

Ïðåìà òîìå, àñèìïòîòñêå êîíñòàíòå ñó îáëèêà an = π2

4n2 è bn = 2, n ∈ N.

Êîðèñòå£è Òåîðåìó 6.2, âàæè äà n(1− F (un)) ∼ (−x)1/2, n→∞. Äà§å, âàæè

arcsin

(
1− π2(−x)

8n2

)
∼ π

2

(
1− (−x)1/2

n

)
, n→∞. (6.19)

Êîðèñòå£è (6.19) è Tåîðåìó 6.2, èìàìî

τn = n

(
1− 2

π
arcsin

un
2

)
= n

(
1− 2

π
arcsin

(
xπ2

8n2
+ 1

))
, n→∞, (6.20)

è τ = (−x)1/2. Ñòîãà

∆n + ∆
′

n ∼ −
e−(−x)1/2(−x)

2n
, n→∞.

Ñëó÷àj 2: Ïî÷åòàê jå èäåíòè÷àí êàî è ïðå. Êîðèñòå£è ôóíêöèjó ðàñïîäåëå FMn(·) è íèç
{un} çàê§ó÷ójåìî äà

FMn(anx+ bn) = exp{n(2 ln(anx+ bn)− ln 4)}. (6.21)

Ïàðàìåòàð îáëèêà jå 1. Ñòîãà, çà ñâàêî x < 0, âàæè äà

n(2 ln(anx+ bn)− ln 4) ∼ x, n→∞. (6.22)

è ñàìèì òèì

2 ln(anx+ bn) ∼ x

n
+ ln 4, , n→∞, (6.23)

øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà

ln
anx+ bn

2
∼ x

2n
, n→∞. (6.24)

Èç (6.11) ñëåäè

ln
anx+ bn

2
∼ −1 +

anx+ bn
2

, n→∞, (6.25)
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îäàêëå èìàìî äà

anx+ bn ∼ 2 +
x

n
, n→∞. (6.26)

Ïðåìà òîìå, an = 1/n è bn = 2 çà n ∈ N. Íåêà jå τn äàòî ñà

τn = n(1− F (un)) = n

(
1− (x/n+ 2)2

4

)
= −x

2

4n
− x, (6.27)

ãäå jå

τ − τn = −x−
(
− x2

4n2
− x
)

=
x2

4n2
(6.28)

è

∆n + ∆
′

n ∼ −
exx2

2n
+
exx2

4n2
=
exx2

2n

(
1

2n
− 1

)
, n→∞.

Ñëó÷àj 3: Êàî è ïðå,

FMn(un) = exp

{
n ln

(
1−

√
4− u2

n

2

)}
, (6.29)

ãäå jå α = 1/2, ïðåìà (6.10), çà ñâàêî x < 0. Çà íèç {un} âàæè

ln

(
1−

√
4− u2

n

2

)
∼ −(−x)1/2

n
, n→∞. (6.30)

Êîðèñòå£è (6.12) è (6.30), èìàìî

ln

(
1−

√
4− u2

n

2

)
∼ −

√
4− u2

n

2
, n→∞, (6.31)

òå √
1− u2

n

4
∼ (−x)1/2

n
, n→∞. (6.32)

Äà§å, èç (6.31) è (6.32), èìàìî

un
2
∼
√

1 +
x

n2
∼ 1 +

x

2n2
, n→∞. (6.33)

Íîðìèðàjó£å êîíñòàíòå ñó îáëèêà an = 1/n2 è bn = 2 çà n ∈ N. Åâèäåíòíî jå è ïîíàøà»å

τn

τn =
n

2

√
4− u2

n =
√
−x
√

1 +
x

4n2
∼
√
−x
(

1 +
x

8n2

)
, n→∞. (6.34)

τ = (−x)1/2. Îäàêëå èìàìî

∆n + ∆
′

n ∼ −
e−(−x)1/2(−x)

2n
+
e−(−x)1/2(−x)3/2

8n2
, n→∞.
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Ñëó÷àj 4: Ñà jåäíèì êîðàêîì óíàïðåä, ñà îäðå¢åíèì ïàðàìåòðîì îáëèêà α = 1/2 íà

îñíîâó (6.10), çà ñâàêî x < 0 è {un} äåôèíèñàíèì êàî ïðå, èìàìî

ln

[
2

π

(
arcsin

un
2
−
un
√

4− u2
n

2

)]
∼ −(−x)1/2

n
, n→∞. (6.35)

Êîðèñòå£è (6.11), ëåâà ñòðàíà èçðàçà (6.35) ñå àïðîêñèìèðà ñà

ln

[
2

π

(
arcsin

un
2
−
un
√

4− u2
n

2

)]
∼ −1 +

2

π

(
arcsin

un
2
−
un
√

4− u2
n

2

)
, (6.36)

êàäà n→∞, ãäå jå

un
√

4− u2
n

2
=
un
2

√
(2− un)(2 + un) ∼ un

√
2− un ∼ 2

√
2− un, n→∞. (6.37)

Äà§å âàæè

−1 +
2

π

(
arcsin

un
2
−
un
√

4− u2
n

2

)
∼ − 4

π

√
2− un, n→∞, (6.38)

è çà ñâàêî x < 0

− 4

π

√
2− un ∼ −

(−x)1/2

n
, n→∞. (6.39)

Ïîñëå jåäíîñòàâíîã èçðà÷óíàâà»à, äîáèjàìî

2− anx+ bn ∼
π2

16

(−x)

n2
, n→∞, (6.40)

øòî èìïëèöèðà äà ñó íîðìèðàjó£å êîíñòàíòå àñèìïòîòñêè îäðå¢åíå ñà an = π2

16n2 and bn = 2

çà n ∈ N. Çà äðóãè äåî äîêàçà, âàæè äà

τn = n

(
1− 2

π

(
arcsin

un
2
−
un
√

4− u2
n

2

))
∼ 2

π

nun
√

4− un
2

=

2

π

√
−x π

4n
n

(
π2

16n2
x+ 2

)√
1 +

π2x

64n2
∼
√
−x
(

1 +
π2x

128n2

)
, n→∞.

Êàî è τ = (−x)1/2. Îäàâäå

∆n + ∆
′

n ∼ −
e−(−x)1/2(−x)

2n
+
e−(−x)1/2(−x)3/2π2

128n2
, n→∞.

Ñëó÷àj 5: Ïàðàìåòàð îáëèêà Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå jå α = 1/2. Ñà íåêîëèêî êîðàêà óíàïðåä

èìàìî, çà ñâàêî x < 0, äà

n ln

(
2

π
arccos

√
4− u2

n

2
−
un(6 + u2

n)
√

4− u2
n

12π

)
∼ −(−x)1/2, n→∞, (6.41)
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øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà

ln

(
2

π
arccos

√
4− u2

n

2
−
un(6 + u2

n)
√

4− u2
n

12π

)
∼ −(−x)1/2

n
, n→∞. (6.42)

Êîðèñòå£è (6.11), (6.41), (6.42) è (6.13), èìàìî

ln

(
2

π
arccos

√
4− u2

n

2
−
un(6 + u2

n)
√

4− u2
n

12π

)
∼

−1 +
2

π
arccos

√
4− u2

n

2
−
un(6 + u2

n)
√

4− u2
n

12π
∼ −(−x)1/2

n
, n→∞,

îäíîñíî

2

π
arccos

√
4− u2

n

2
−
un(6 + u2

n)
√

4− u2
n

12π
∼

1−
√

4− u2
n

π
−
un(6 + u2

n)
√

4− u2
n

12π
∼ 1− 16

3π

√
2− un, n→∞.

Çà ñâàêî x < 0, âàæè
16

3π

√
2− un ∼

(−x)1/2

n
, n→∞, (6.43)

è

2− (anx+ bn) ∼ 9π2

256n2
(−x), n→∞. (6.44)

Íîðìèðàjó£å êîíñòàíòå ñó îáëèêà an = 9π2

256n2 è bn = 2, n ∈ N. Ðàçìàòðàìî íàäà§å

àñèìïòîòñêî ïîíàøà»å τn. Âàæè

τn = n

(
1− 2

π
arccos

√
4− u2

n

2
+
un(6 + u2

n)
√

4− u2
n

12π

)
∼

n

√
4− u2

n

π

(
1 +

un(6 + u2
n)

12

)
∼

(−x)1/2

√
1 +

9xπ2

1024n2
∼ (−x)1/2

(
1 +

9xπ2

2048n2

)
, n→∞.

Êîðèñòå£è τ = (−x)1/2, äîáèjàìî

∆n + ∆
′

n ∼ −
e−(−x)1/2(−x)

2n
+
e−(−x)1/29π2(−x)3/2

2048n2
, n→∞.

Ñëó÷àj 6: Âåjáóëîâà ðàñïîäåëà åêñòðåìíèõ âðåäíîñòè, ó îâîì ñëó÷àjó, èìà ïàðàìåòàð

îáëèêà α = 1/2. Îäíîñíî, ïîñòîjå êîíñòàíòå an > 0 è bn òàêî äà P{Mn−bn
an

≤ x} →
n→∞
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e−(−x)1/2 , çà x < 0. Îâî jå åêâèâàëåíòíî ñà

(FL(anx+ bn))n →
n→∞

e−(−x)1/2 , (6.45)

øòî ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè è êàî

lnFL(anx+ bn) = −(−x)1/2

n
+ o

(
1

n

)
, n→∞ (6.46)

çà x < 0. Íåêà jå {un} = {anx + bn} è íåêà jå äàò íèç ôóíêöèjà {fn(t)}n≥1 äåôèíèñàíèõ

êàî

fn(t) =

1− 2
t
arccsc

(
2 csc( t

2
)√

4−u2n

)
π

, n ≥ 1.
(6.47)

Åâèäåíòíî jå äà

|fn(t)| ≤ 1 =: g(t), (6.48)

çà ñâàêî t ∈ (0, π) è n ≥ 1, ãäå jå
∫ π

0
g(t) dt = π <∞. Ïîðåä òîãà, íèç {fn} êîíâåðãèðà òà÷êà

ïî òà÷êà êàä n→∞. Ñòîãà, ñâè óñëîâè çà ïðèìåíó òåîðåìå î äîìèíàíòíîj êîíâåðãåíöèjè

ñó èñïó»åíè. Ïîìî£ó îâå òåîðåìå è êîðèñòå£è ñëåäå£å èçðàçå arccsc(x) = 1
x

+ o
(

1
x

)
êàä

x→∞ è ex = 1 + x+ o(x) êàä x→ 0, äîáèjàìî

− lnπ + ln

∫ π

0

(
1− 2

√
1−

(un
2

)2 1

tcsc t
2

)
dt = −(−x)1/2

n
+ o

(
1

n

)
,

çà n→∞ è x < 0. Îáåëåæèìî ñà C =
∫ π

0
1

tcsc t
2

dt. Íàäà§å, èìàìî

ln

(
1− 2C

π

√
1−

(un
2

)2
)

= −(−x)1/2

n
+ o

(
1

n

)
,

i.e.,

2C

π

√
1−

(un
2

)2

= −(−x)1/2

n
+ o

(
1

n

)
, (6.49)

çà n→∞ è x < 0. Äèðåêòíî, êîíñòàíòå ñå ìîãó îäàáðàòè êàî an = π2

4C2n2 è bn = 2 çà n ≥ 1.

Íåêà jå τn = n(1 − FL(un)) è τ = (−x)1/2. Äà§å ñëåäè äà jå τ − τn ∼ π2

32C2n2 (−x)3/2 è

ñàìèì òèì áðçèíà êîíâåðãåíöèjå jå O( 1
n
).

�

Çáîã êîìïëèêîâàíîã îáëèêà ôóíêöèjå ðàñïîäåëå (6.9), íèñìî ó ñòà»ó äà îäðåäèìî

àñèìïòîòñêå íîðìèðàjó£å êîíñòàíòå ó åêñïëèöèòíîì îáëèêó, êàî è áðçèíó êîíâåðãåíöèjå,
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íà íà÷èí êàî øòî jå óðà¢åíî ó Òåîðåìè 6.4. Èñêîðèñòè£åìî íóìåðè÷êó àíàëèçó çà

îäðå¢èâà»å »èõîâèõ âðåäíîñòè (â. Òàáåëó 6.3), äîê áðçèíó êîíâåðãåíèjå ïðåäñòàâ§àìî

ãðàôè÷êè çà ñëó÷àjåâå n = 2, 5, 10 è 25, ãäå ìîæåìî èíòóèòèâíî äà óâèäèìî áðçèíó

ïîêëàïà»à òåîðèjñêå è åìïèðèjñêå ðàñïîäåëå (â. Ñëèêå 6.2, 6.3, 6.4 è 6.5). Åìïèðèjñêè jå

ïîêàçàíî äà êîíñòàíòà an òåæè íóëè êàäà n ðàñòå.

Òàáåëà 6.3: Íóìåðè÷êå âðåäíîñòè êîíñòàíòè an è bn.

n an bn

2 0.06784 2
3 0.02095 2
4 0.00958 2
5 0.00531 2
6 0.00332 2
7 0.00225 2
8 0.00159 2
9 0.00120 2
10 0.00087 2
15 0.00037 2
20 0.00018 2
25 0.00012 2

Ñëèêà 6.2: Åìïèðèjñêà (ïëàâà áîjà) ðàñïîäåëa íîðìèðàíîã ìàêñèìóìà Mn−bn
an

çà n = 2 è
îäãîâàðàjó£à àñèìïòîòñêà (öðâåíà áîjà) ðàñïîäåëà.
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Ñëèêà 6.3: Åìïèðèjñêà (ïëàâà áîjà) ðàñïîäåëa íîðìèðàíîã ìàêñèìóìà Mn−bn
an

çà n = 5 è
îäãîâàðàjó£à àñèìïòîòñêà (öðâåíà áîjà) ðàñïîäåëà.

Ñëèêà 6.4: Åìïèðèjñêà (ïëàâà áîjà) ðàñïîäåëa íîðìèðàíîã ìàêñèìóìà Mn−bn
an

çà n = 10 è
îäãîâàðàjó£à àñèìïòîòñêà (öðâåíà áîjà) ðàñïîäåëà.

Ñëèêà 6.5: Åìïèðèjñêà (ïëàâà áîjà) ðàñïîäåëa íîðìèðàíîã ìàêñèìóìà Mn−bn
an

çà n = 25 è
îäãîâàðàjó£à àñèìïòîòñêà (öðâåíà áîjà) ðàñïîäåëà.
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Òåîðåìà 6.5 Àñèìïòîòñêà ðàñïîäåëà ãîð»èõ ðåêîðäà ñà ðàñïîäåëàìà (6.1-6.5) è (6.7) jå

äåãåíåðèñàíà.

Äîêàç. Íåêà jå {Xn} íèç íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà

ðàñïîäåëîì F (x) êîjà îäãîâàðà íåêîj îä ðàñïîäåëà (6.1-6.5) è (6.7). Íåêà jå {Yn} íèç
íåçàâèñíèõ è jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà àñîöèðàíîì ðàñïîäåëîì Fa(x) =

1− exp{−
√
− log(1− F (x))}. Ïðèìåíîì Òåîðåìå 6.1, Ïîñëåäèöå 6.1 è Òåîðåìå äóàëíîñòè

íà íèç {Yn}, äîêàç ëåìå ñëåäè. �

6.5 Ìîìåíòè ðåêîðäíèõ ñëó÷àjíèõ òåòèâà

Ó îâîì îäå§êó ñó ïðåäñòàâ§åíè àíàëèòè÷êè èçðàçè çà l-òå ìîìåíòå, ãäå jå l ≥ 1, ãîð»èõ

ðåêîðäà èç ðàñïîäåëà (6.1�6.5) è (6.7).

Òåîðåìà 6.6 Íåêà jå φ1(j) =
∑∞

i=0

(− 1
2
i

)
(−1)i x

j

4i
è φ2(j) =

∑∞
i=0

( 1
2
i

)
(−1)i x

j

4i
. Çà n ≥ 2 è

l ≥ 1, l-òè ìîìåíòè ðåêîðäà äóæèíà ñëó÷àjíèõ òåòèâà ñà ðàñïîäåëàìà (6.1-6.5) è (6.7),

ðåñïåêòèâíî, ñó äàòè ñà

• µ
(1)
n,l =

1

πΓ(n)

∫ 2

0

{
∞∑
m=0

2m+1xm+1

(m+ 1)πm+1

∞∑
k=0

ckx
2k

}n−1

φ1(2i+ l) dx, (6.50)

ãäå je c0 = bm+1
0 , cj = 1

jb0

∑j
k=1(k(m + 1) − j + k)bkcj−k, çà j ≥ 1 è {bk, k ≥ 0} ={(

2k

k

)
1

24k+1(2k + 1)
, k ≥ 0

}
;

• µ
(2)
n,l =

2l+1

Γ(n)

∞∑
m=0

cm
2m+ 2n+ l

, (6.51)

ãäå jå c0 = 1, cm = 1
m

∑m
k=1(k(n− 1)−m+ k) cm−k

k+1
çà m ≥ 1;

• µ
(3)
n,l =

2l−n
√
π

Γ(n)

∞∑
m=0

cm
Γ( l

2
+m+ u)

Γ(1
2

+ l
2

+m+ u)
, (6.52)

ãäå jå c0 = 1, cm = 1
m

∑m
k=1(k(n− 1)−m+ k) cm−k

k+1
çà m ≥ 1;

• µ
(4)
n,l =

1

2πΓ(n)

∫ 2

0

{
∞∑
m=0

2m+1xm+1

πm+1(m+ 1)

∞∑
k=0

ckx
2k

}n−1

φ1(2(i+ 1) + l) dx, (6.53)
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ãäå jå {dk, k ≥ 0} =

{ (
2k
k

)
24k+1(2k + 1)

+

( 1
2
k

)
(−1)k+1

22k+1
, k ≥ 0

}
è c0 = dm+1

0 , cj = 1
jd0

∑j
k=1(k(m+

1)− j + k)dkcj−k çà j ≥ 1;

• µ
(5)
n,l =

1

6πΓ(n)

∫ 2

0

[
− log

(
1

π

∞∑
k=0

(
2k
k

)
22k−1(2k + 1)

φ2(2i)2k+1 +
(x2 + 6)φ2(2i+ 1)

6π

)]n−1

× φ1(2(i+ 2) + l) dx; (6.54)

• µ
(6)
n,l =

1

πΓ(n)

∫ 2

0

[
− log

(
1−

∫ π

0

t− 2arccsc (csc(t/2)φ1(2i))

tπ
dt

)]n−1

×

∫ π

0

1

t

φ1(2i+ 1 + l)√
4(csc2 t

2
− 1) + x2

dt

 dx. (6.55)

Äîêàç. Òîêîì äîêàçà íåêîëèêî ïóòà £åìî êîðèñòèòè Ëåìó 4.2.

• Ñëó÷àj (6.50)

Âàæè äà

µ
(1)
n,l =

1

Γ(n)

∫ 2

0

xl{− log(1− F (x))}n−1f(x) dx

=
1

πΓ(n)

∫ 2

0

xl
{
− log

(
1− 2

π
arcsin

x

2

)}n−1
dx√

1− x2

4

. (6.56)

Ðàçâîjåì arcsin x
2
ó ñòåïåíè ðåä, èìàìî

µ
(1)
n,l =

1

πΓ(n)

∫ 2

0

xl

{
− log

(
1− 2

π

∞∑
k=0

(
2k

k

)
x2k+1

24k+1(2k + 1)

)}n−1
dx√

1− x2

4

=
1

πΓ(n)

∫ 2

0

xl


∞∑
m=0

2m+1xm+1

(m+ 1)πm+1

(
∞∑
k=0

(
2k

k

)
x2k

24k+1(2k + 1)

)m+1

n−1

× dx√
1− x2

4

. (6.57)
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Íåêà jå {bk, k ≥ 0} =

{(
2k

k

)
1

24k+1(2k + 1)
, k ≥ 0

}
. Êîðèñòå£è Ëåìó 4.2 èìàìî

(
∞∑
k=0

bk(x
2)k

)m+1

=
∞∑
k=0

ck(x
2)k, (6.58)

ãäå jå c0 = bm+1
0 è cj = 1

jb0

∑j
k=1(k(m+ 1)− j + k)bkcj−k çà j ≥ 1. Îäàâäå èìàìî

µ
(1)
n,l =

1

πΓ(n)

∫ 2

0

xl

{
∞∑
m=0

2m+1xm+1

(m+ 1)πm+1

∞∑
k=0

ckx
2k

}n−1
dx√

1− x2

4

=
1

πΓ(n)

∫ 2

0

{
∞∑
m=0

2m+1xm+1

(m+ 1)πm+1

∞∑
k=0

ckx
2k

}n−1 ∞∑
i=0

(
−1

2

i

)
(−1)i

x2i+l

4i
dx. (6.59)

• Ñëó÷àj (6.51)

Ðàçâîjåì − log
(

1− x2

4

)
ó ñòåïåíè ðåä è êîðèñòå£è Ëåìó 4.2, äîáèjàìî

µ
(1)
n,l =

1

Γ(n)

∫ 2

0

xl
{
− log

(
1− x2

4

)}n−1
x dx

2

=
1

2

1

4n−1Γ(n)

∫ 2

0

x2n+l−1

{
∞∑
m=0

1

m+ 1

(
x2

4

)m}n−1

dx

=
1

2

1

4n−1Γ(n)

∫ 2

0

x2n+l−1

∞∑
m=0

cm

(
x2

4

)m
dx

=
2l+1

Γ(n)

∞∑
m=0

cm
2m+ 2n+ l

, (6.60)

ãäå jå c0 = 1, cm = 1
m

∑m
k=1(k(n− 1)−m+ k) cm−k

k+1
çà m ≥ 1.
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• Ñëó÷àj (6.52)

Ïðèìåíîì áèíîìíå ôîðìóëå è Ëåìå 4.2, èìàìî

µ
(2)
n,l =

1

2Γ(n)

∫ 2

0

xl
{
− log

√
4− x2

2

}n−1
x dx√
4− x2

=
1

2nΓ(n)

∫ 2

0

{
− log

(
1− x2

4

)}n−1
xl+1 dx√

4− x2

=
1

2nΓ(n)

∫ 2

0

{
∞∑
m=0

x2m+2

(m+ 1)4m+1

}n−1
xl+1 dx√

4− x2

=
1

2nΓ(n)

∫ 2

0

x2(n−1)

4n−1

{
∞∑
m=0

1

m+ 1

(
x2

4

)m}n−1
xl+1 dx√

4− x2

=
1

2nΓ(n)

∫ 2

0

x2(n−1)

4n−1

∞∑
m=0

cm

(
x2

4

)m
xl+1 dx√

4− x2

=
1

2nΓ(n)

∞∑
m=0

cm
2l
√
πΓ( l

2
+m+ u)

Γ(1
2

+ l
2

+m+ u)

=
2l−n
√
π

Γ(n)

∞∑
m=0

cm
Γ( l

2
+m+ u)

Γ(1
2

+ l
2

+m+ u)
,

(6.61)

ãäå jå c0 = 1, cm = 1
m

∑m
k=1(k(n− 1)−m+ k) cm−k

k+1
çà m ≥ 1.

• Ñëó÷àj (6.53)

Êàî è ïðå, äîáèjàìî

arcsin
x

2
− x

4

√
4− x2 =

∞∑
k=0

(
2k
k

)
24k+1(2k + 1)

x2k+1 −
∞∑
k=0

(
1
2

k

)
(−1)k

x2k+1

22k+1

=
∞∑
k=0

[ (
2k
k

)
24k+1(2k + 1)

+

( 1
2
k

)
(−1)k+1

22k+1

]
x2k+1

=
∞∑
k=0

dkx
2k+1, (6.62)

103



ãäå jå {dk, k ≥ 0} =

{ (
2k
k

)
24k+1(2k + 1)

+

( 1
2
k

)
(−1)k+1

22k+1
, k ≥ 0

}
. Ñòîãà,

− log {1− F (x)} = − log

{
1− 2

π

∞∑
k=0

dkx
2k+1

}

=
∞∑
m=0

1

m+ 1
xm+1

(
2

π

∞∑
k=0

dk(x
2)k

)m+1

=
∞∑
m=0

2m+1

πm+1(m+ 1)
xm+1

∞∑
k=0

ckx
2k, (6.63)

ãäå jå c0 = dm+1
0 , cj = 1

jd0

∑j
k=1(k(m+ 1)− j + k)dkcj−k çà j ≥ 1.

• Ñëó÷àj (6.54)

Ðàçâîjåì (6.5) ó ñòåïåíè ðåä, äîáèjàìî

F (x) =
2

π
arccos (φ2(2i))− x(x2 + 6)

6π
φ2(2i)

= 1− 1

π

∞∑
k=0

(
2k
k

)
22k−1(2k + 1)

φ2(2i)2k+1 − (x2 + 6)φ2(2i+ 1)

6π
.

(6.64)

Îñòàòàê äîêàçà ñëåäè äèðåêòíî.

• Ñëó÷àj (6.55)

Ôóíêöèjà ðàñïîäåëå (6.7) è îäãîâàðàjó£à ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå ñå ìîãó

ïðåäñòàâèòè êàî

F (x) =

∫ π

0

t− 2arccsc (csc(t/2)φ1(2i))

tπ
dt, (6.65)

f(x) =
1

π

∫ π

0

1

t

φ1(2i+ 1)√
4(csc2 t

2
− 1) + x2

dt. (6.66)

Ìîæåìî äà ïðåäñòàâèìî l-òè ìîìåíàò ãîð»èõ ðåêîðäà äóæèíå ñëó÷àjíå òåòèâå ñà

(6.7) êàî

• µ
(6)
n,l =

1

πΓ(n)

∫ 2

0

[
− log

(
1−

∫ π

0

t− 2arccsc (csc(t/2)φ1(2i))

tπ
dt

)]n−1

×

∫ π

0

1

t

φ1(2i+ 1 + l)√
4(csc2 t

2
− 1) + x2

dt

 dx. (6.67)

�
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Íàïîìåíà

Íà îñíîâó Òåîðåìå 2.9, ìoæåìî äà çàê§ó÷èìî äà íèç ìîìåíàòà ðåêîðäíèõ âðåäíîñòè

(6.50�6.54) jåäíîçíà÷íî îäðå¢ójó îäãîâàðàjó£å ôóíêöèjå ðàñïîäåëà (6.1�6.5) è (6.7), ðåäîì.
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Äà§è ïðàâöè èñòðàæèâà»à

Ó îâîj äèñåðòàöèjè èñòðàæèâàíè ñó ïðîáëåìè åãçèñòåíöèjå è jåäèíñòâåíîñòè îöåíà

ïàðàìåòàðà íà îñíîâó ÌÌÂ, ãäå ñó ðåêîðäè áàçè÷íè ïîäàöè. Ïðèêàçàíå ñó ôàìèëèjå

ðàñïîäåëà çà êîjå ñå ïîêàçàëî äà ðåêîðäè îäðå¢ójó jåäèíñòâåíå îöåíå ïàðàìåòàðà.

Îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè ñó ïðåäñòàâ§åíè ó îäå§öèìà 3.4.12 è 3.4.13, ãäå ñó ïèòà»à

åãçèñòåíöèjå è jåäèíñòâåíîñòè îöåíà ÌÂ çà ôàìèëèjå LXM ìîäèôèêîâàíèõ Âåjáóëîâèõ

ðàñïîäåëà è ôàìèëèjå åêñòåíçèjà Âåjáóëîâèõ ðàñïîäåëà, ïðåäñòàâ§åíèõ îä ñòðàíå Ïåíãà è

Jàíãà, ïîòâð¢åíà. Ó ãëàâè 4 ñó ïðåäñòàâ§åíå ðåêóðåíòíå âåçå ìîìåíàòà íà îñíîâó ðåêîðäà

èç îâå ôàìèëèjå åêñòåíçèjà Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå. Ãëàâà 5 ïðåäñòàâ§à äîïðèíîñ àóòîðà

íà ïî§ó Áàjåñîâîã çàê§ó÷èâà»à çàñíîâàíîã íà ðåêîðäèìà, ÷èjè çíà÷àj ñå îãëåäà êðîç

òåîðèjñêè è ïðàêòè÷íè îêâèð. Ó ãëàâè 6 îïèñàíà ñó àñèìïòîòñêà ñâîjñòâà ìàêñèìóìà

ñëó÷àjíèõ òåòèâà è ïðåäî÷åíà jå êàðàêòåðèçàöèjà ðàñïîäåëà ñëó÷àjíèõ òåòèâà íà îñíîâó

ìîìåíàòà ðåêîðäà.

Ìîãó£è äà§è ðàçâîj èñòðàæèâà»à ñå îäíîñè íà èñïèòèâà»å ïîñòîjà»à è jåäèíñòâåíîñòè

îöåíå ïàðàìåòàðà äðóãèõ ôàìèëèjà ñà âèøåäèìåíçèîíàëíèì ïàðàìåòðîì, íà îñíîâó

ðåêîðäà. Áèëî áè çàíèì§èâî íà£è îöåíå ïàðàìåòàðà ÌÌÂ íà îñíîâó íåêèõ äðóãèõ

ñõåìà ðåêîðäà. Oâè ðåçóëòàòè ñå ìîãó èñêîðèñòèòè è ó òåîðèjè ïîóçäàíîñòè. Ïîñåáàí

èíòåðåñ ëåæè ó îöåíè ïàðàìåòàðà íà îñíîâó ðåêîðäà êîjè ïîòè÷ó èç íèçà ñëó÷àjíèõ

âåëè÷èíà ãäå jå ïîòåíöèjàëíî íàðóøåíà îñîáèíà íåçàâèñíîñòè èëè jåäíàêå ðàñïîäå§åíîñòè.

Îâàêàâ ïðèñòóï äî ñàä íèjå íàèøàî íà çàèíòåðåñîâàíîñò èñòðàæèâà÷à, àëè çíà÷àj îâàêâîã

ïðèñòóïà ïðîèçèëàçè èç ñâàêîäíåâíèõ ðåàëíèõ ïðîáëåìà. Ïîjåäèíè äåòà§è î ðåêîðäèìà èç

âåðîâàòíîñíèõ ìîäåëà ñà íàðóøåíîì îñîáèíîì íåçàâèñíîñòè èëè jåäíàêå ðàñïîäå§åíîñòè

ìîãó äà ñå ïðîíà¢ó ó [138].

Îñòàëè ïðàâöè èñòðàæèâà»à ìîãó óê§ó÷èâàòè è ñëåäå£å:

1. îäðå¢èâà»å ðåêóðåíòíèõ âåçà ìîìåíàòà ðåêîðäà íîâèõ ôàìèëèjà ðàñïîäåëà,

2. àíàëèçó ïåðôîðìàíñè Áàjåñîâèõ îöåíà ñòàòèñòèêà ïîðåòêà èç áóäó£åã óçîðêà íà

îñíîâó ðåêîðäà çà Ñàðõàíîâ ìîäåë ìîäèôèêîâàíå Âåjáóëîâå ðàñïîäåëå,
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3. ïðîíàëàçàê íîâèõ ìåòîäà èçáîðà ñëó÷àjíå òåòèâå,

4. oäðå¢èâà»å Ôèøåðîâå èíôîðìàöèjå ðåêîðäà è »èõîâèõ âðåìåíà îñòâàðèâà»à çà

ðàçëè÷èòå ñõåìå ðåêîðäà,

5. íîâå òåñòîâå ñàãëàñíîñòè íà îñíîâó ðåêîðäà (â. íïð. [45]).
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[77] Kupczyński, M. (1987), Bertrand’s paradox and Bell’s inequalities, Physics Letters A

121(5), pp. 205-207.

[78] Lai, C.D., Xie, M. and Murthy D.N.P. (2006), Bathtub shaped failure rate life distribu-

tions, Stochastic Ageing and Dependence for Reliability, pp. 71-107.

[79] Lai, C.D., Xie, M. and Murthy, D.N.P (2003), A modified Weibull distribution, IEEE

Transactions on Reliability 52(1), pp. 33-37.

[80] Lawless, J. F. (1977), Prediction intervals for the two parameter exponential distribution,

Technometrics 19(4), pp. 469-472.

[81] Lawless, J. F. (2011), Statistical models and methods for lifetime data, John Wiley &

Sons.

[82] Leadbetter, M. R., Lindgren, G. and Rootzén, H. (2012), Extremes and related properties

of random sequences and processes, Springer Science & Business Media.

[83] Lin, G.D. (1987),On characterizations of distributions via moments of record values,

Probability Theory and Related Fields 74(4), pp. 479-483.
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[91] Mudholkar, G. S. and Srivastava, D. K. (1993), Exponentiated Weibull family for ana-

lyzing bathtub failure-rate data, IEEE Transactions on Reliability 42(2), pp. 299-302.

[92] Nadar, M. and Kizilaslan, F. (2014), Classical and Bayesian estimation of P (X<Y ) using

upper record values from Kumaraswamy’s distribution, Statistical Papers 55(3), pp. 751-

783.

[93] Nadarajah, S. (2006), The exponentiated Gumbel distribution with climate application,

Environmetrics 17(1), pp. 13-23.

[94] Nagaraja, H.N. (1977), On a characterization based on record values, Australian Journal

of Statistics 19(1), pp. 70-73.

[95] Nelson, W. (1982), Lifetime data analysis, Wiley, New York.

[96] Neuts, M. F. (1967), Waiting times between record observations, Journal of Applied

Probability 4(1), pp. 206-208.

[97] Nevzorov, V. B. (1992), A characterization of exponential distributions by correlations

between records, Mathematical Methods of Statistics (1), pp. 49-54.

[98] Nevzorov, V. B. (2001), Records: Mathematical theory, American Mathematical Society.

[99] Nevzorov, V.B. (2013), Record values with restrictions, Vestnik of Saint Petersburg State

University 46(3), pp. 70-74.

[100] Nevzorov, V.B. and Stepanov, A. (2014), Records with confirmation, Statistics & Proba-

bility Letters (95), pp. 39-47.

[101] Peng, X. and Yan, Z. (2014), Estimation and application for a new extended Weibull

distribution, Reliability Engineering & System Safety (121), pp. 34-42.

[102] Pfeifer, D. (1982), Characterizations of exponential distributions by independent non-

stationary record increments, Journal of Applied Probability 19(1), pp. 127-135.

[103] Pham, H. and Lai, C.D. (2007), On recent generalizations of the Weibull distribution,

IEEE transactions on Reliability 56(3), pp. 454-458.

114



Ëèòåðàòóðà

[104] Rajarshi, S. and Rajarshi, M.B. (1988), Bathtub distributions: A review, Communica-

tions in Statistics—Theory and Methods 17(8), pp. 2597-2621.

[105] Raqab, M. Z. (2004), Generalized exponential distribution: Moments of order statistics,

Statistics, 38(1), pp. 29-41.

[106] Raqab, M. Z. (2006), Nonparametric prediction intervals for the future rainfall records,

Environmetrics 17(5), pp. 457-464.

[107] Raqab, M. Z., Ahmadi, J. and Doostparast, M. (2007), Statistical inference based on

record data from Pareto model, Statistics 41(2), pp. 105-118.

[108] Raqab, M. Z. and Balakrishnan, N. (2008), Prediction intervals for future records, Statis-

tics & Probability Letters 78(13), pp. 1955-1963.

[109] Redner, S. and Petersen, M. R. (2006), Role of global warming on the statistics of record-

breaking temperatures, Physical Review E 74(6), 061114.
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