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Предговор 

• 
Овај уџбеник садржи један део курса рационалне ме-

ханике, који сам раније предавао на универзитету у Одеси, 

а од 1920 године предајем на универзитету у Београду. 

Избор и распоред материјала углавном је извршен под 
• 

:утица]ем руске, нарочито петроградске, школе рационалне 

механике (Л. Э й л е р ъ, М. В. О с т р о r р а Д с к i й, П. Л. 

ч е б ы ш е в ъ, 1. С о м о в ъ, Д. к. Б о б ы л е в ъ, А. М. Л я· 
п у н о в ъ и др.), којој је припадао и мој драги SЧllтељ 

Т. К. С У с л о в ъ. Класична дела и познати уџ6еници дру

гих ш~;ола (енглеске, француске, немачке, италијанске) исто 

-тако нису могли да не утичу на карактер мог курса. 

Иалагање предмета у овој књизи има теориски карак

'!Ј'ер. Уџбеник је намењен студентима математике, за које је 

>од веће важности логичко·математичка структура механике 

.него њене практичне примене. 

Од почетка своје наставничке делатности ставио сам 
'себи у задатак да у излагању механике што више искори

стим теорију вектора. Моја упорност у ТОМ{Ј добила је пот

пуно оправдање у савременој научно] литератури, где се 

:механички проблеми тумаче готово искључиво векторски. 

Књига се могла појавити у штампи само благодареhи 

помоhи фонда задужбине Луке Ћеловиhа-Требињца нашег 

!Великог добротвора. 

Г. г. В. Жардецком и Т. Анђелиhу, који су прегледашr 
рукопис и помогли ме у коректурама изјаВЉ:Јјем најтоплију 

.благодарност. 

У Београду, на Ђурђевдан 1939 г. 
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Увод 

§ 0·1. Предмет рационалне мехаНИI<е 

Анализа у широком смислу те речи оперише само с3! 

једним елементом нашег еазнања - са 'Колuч,uн,ом, која стоји 

у тесној вези са бројем. Анализа је апстрактна наука; она. 

обухвата оне појаве нашег сазнања које можемо карактери-

сати само помоhу једног или више бројева. 

Геометрија уводи нов елеменат сазнања -uросшор. 

Геометрпја је такође апстрактна наука без uбзира на то што" 

је прво поникла из практичних потреба, а и сад има огром

ну практичну примену. Предмет геометрије сачињавају сва 

расуђивања, све апстрз;'КтlIе конструкције мишљења, које се

односе било на стварни простор било на апстрактно-зами

шљени простор. 

Апарат анализе и геометрије није довољан за описи

вање и класификацију свега што сачињава садржај сазнања_ 

Појаве, које сазнајемо, променљиве су и ЊI1хова промена стоји 

у вези са треhим основним елементом сазнања - са време·

'н,ом_ Апстрактна наука, која третира питања промене про

сторних облика у току времена, зове се 'Кu'Њемашu'Ка (од грчке

речи X(V"I)f!a: - кретање). 

Количина, простор и време нису једини елементи на· 

шег сазнања. Поред њих узимамо у. обзир машерuјал'Њосш;: 

ову особину уводимо У расуђивање помоhу масе као коли

чине машерuје. Апстрактна наука, која се бави појавама са 

. учешhем маса, З0ве се дин,ами'Ка (од грчке речи 06va:f!~~-

сила). Она је добила овај назив отуда што појам силе, који 
• 

се може извести И3 наведених основних по)мова, игра вео--

ма значајну улогу у овој науци. 



XVII Литерат)'ра & 0'7 ----------------------.-- ~~------------------~~ 

---+ 
Вектор 0значавамоили са А В, где је А пuчетак а В 

• • 
кра) вектора, или једним словом са стрелицом горе, на пр. 

-+ -+ 
Г, v. У последњем случају се интензитет вектора 0значује 

истим словом без стрелице, на пр. г, v. Орт вектора 0знача· 
-+ -+ -+ 

lВaMO или нарочитим словом, на пр. i, ј, k, или пишемо ова-
-+ -+ 

'ко: ort Г,што значи орт вектора Г. 

Ако на правој ма каквог вектора узмемо орт независно 

-од смера тог вектора, можемо увести аJlZебарс'Ку вредхосш 

·веl'iшора у односу на тај орт. Она је једнака интеН3И1ету век

тора, ако је смер изабраног орта исти са смером вектора, а 

разликује се знаком од интензитета,ако су та два орта су-
-+ -+ 

протна. Тако, на пр., израз vxi за КОМПОНfНТУ вектора v у 
-+ 

правцу х осе са ортом i садржи алгебарску вреднос'r V x те 

компоненте. 

-+ -+ 
Скаларни производ 0значујемо са (А В), векторски са 

-+ -+ 
{А Н]. -+ 

В . dr • 
екторски извод 0знаЧУЈемо са dt или са г, ако се ди-

ференцирање врши по познатом аргументу. 

Друге ознаке, на пр. за векторско сабирање, одузимање, 
за градијент итд., толико су унифициране да није потребно 

да их наводимо. 

§ 0'7. Литература 

Од главних класичних дела, која припадају творцима меха
нике, можемо набројити ова дела: 

'А р Х t !1 ~ 0'1) с; (287-212 пр. Хр.) - Пsрl E1tt1IWOJV tcrоррощхwv, 
уј ХЕ'l1:Р<Х ~<xpыy ЕЩ1tЕОWV (О уравнотеженим равним а илп 

центрн тешких равни). И'd.а у немачком преводу 
Е. Nizze. 1824 /. 

G. G а 1 i 1 е i (1564-1642) - Discorsi е dimonstracioni matema
tiche. Leiden 1638. Има у немачкоМ преводу у збирци' 
Кlassiker-Bibliothek Ostwald'a. 



§ 0'7 Литература XVIB 

I. N е w t о п (1642-1726). - Philosophiae naturalis ргјпсјрја 

mathematica. l.Jondon 1686. Преведено је на вите језика. 
L. Е u ] е r (1707-1783) - Mechanica вјуе motus scientia апа

litice exposita. Petropoli 1736. 
- ТЬеогја motus согрогит solidorum. Gryphis,vaidiae et 
Rostockii 1765. Има немачки превод тих кљига ОД 

Ј. Wolfers'a. 
Ј. П' А 1 е т Ь е r t (1717-1783) - Traite de dY11amique. Рагј& 

1743. 
Ј. L. L а g r а 11 g е (1736-1813) - Месапјчие апаШјчие. Рагјв. 

1788. 
Р. В. L а р Ј а с е - Месапјчие celeste. Paris 1799-1825. 
L. Р о i 11 S О t (1777-1859) - Elements de statiq ие. Рагјв 1804. 
С. G. Ј. Ј а с о Ь i (1804-1851) - Vorlesunge11 йЬег Dynamik. 

Вегlјп 1866. 
УУ. R. Н а m i 1 t о 11 (1805-1865) - LectUl'es оп quaternions. 

Londo11 1853. 
Н. G r а 8 s т а 11 п (1809-1t)81) - Ausdehnungslehre. Stetin 

1844. 
Н. Р о i 11 С а r е (1854 -1912) - Lщюпs de шеса11јчие celeste. 

Ра1'ј8 1905-10. 

Опширнију литературу о механици МОГЈће је наhи у овим 

кљигама: 

- Е п z у k 1 о р а d i е der таthешаtisсhеп Wissenschaften. 
В. IV. Mechanik. Leipzig 1901-1935. 

- Н а п d Ь u с h der Physik уоп Geige1' Ul1d К. ВсЬееЈ. В. У. 
Grundlagen der Mechanik. Mechanik der Punkte und 8ta1'
ген КЬ1'рег. Вег1јl1 1927. 

Е. М а с h - Пiе Mechanik јп ihrer Entwicke1ul1g. Leipzig. 
Прво издаље 1883 г., а затим више каснијих издаља. 

Читаоцу, који би желео да се упозна и са другим курсевима 

механике у границама механике тау:ке, можемо препо· 

ру чи ти ове кљиге (ред писаца је алфабетски): 

Р. А р р е 11 Traite de mесапјчие rationnelle. Т. Т. Statique. 
Пупаmјчие du poil1t. Paris. Више издања. 

1. А r п о v Ј ј е v i с - Predavanja iz teorij8ke mehanike. I. Deo. 
Uvod u mehaniku. 1. Mehanika tacke. Beograd 1934. 



ј(ЈХ Литература 

Д. Б о б ы л е в ъ. - Курсъ аналитической механики. 1. Часть 
кинематическая. С.-Петербургъ 1885. Н. Часть ки· 

нетическая. Выпускъ первый: Механика матерьяльной 

точки. С.--Петербургъ 1888. 
'т. L е v i - О i v ј t а е U. А m а 1 d i - Lezioni di тессапјса 

razionale. V. 1. Oinematica. Principi е statica. V. П. ш
патЈса dei sistemi соп ип питего finito di gradi di li
berta. Parte ргјmа. Bologna 1922-27. 

Е. М а r с о 1 о п g о - Мессапјса razionale. Мјlапо 1905. Не· 
мачки превод Н. Тimerding'a - Theoretische Mechanik. 
Leipzig 1911. 

-Ј. N i е 1 s е п - Vorlesungen йЬег elementare Mechanik. Пре
вод Vo.7. Fenchel'a. Berlin 1935. 

Р. Р а i п 1 е v е - Ооигв de mecanique. Т. 1. Рагјв 1930. 
·С. Г. П е т р о в и ч ъ - Курсъ теоретической механики. 

Часть 1. Кинематика. С.-Петербургъ 1912. 
Часть Н. Динамика тачки. С.-Петербургъ 1913. 

ко О т о i а н о в и ћ - МехаНII1\8. Београд 1912. 
Г. К. С У с л о в ъ -- Основы 8налитическоif механики. Т. 1. 

Часть 1. Кинематика. 
Часть Н. Динамика точки. Изд. 2. КieBЪ 1911. 

Е. Т. W h i t t а k е r - А treatise of Ље analytical dynamics of 
particles and rigid bodies. Oambridge 1904. Треће изда
ње 1~27. 



Errata 

Први број означава страну, други врсту- са плусом одоз

го, са минусом одоздо 

14 -, 
33, 
42, + 

9. једничинама заменити једначинама 
7. рзини - брзини 

46, + 
48, 

50, 
51, + 
69, + 

3. једнаком - једнаким 
~ ~ 

7. ги ~, ги 

О. § 3· - § 3·2 
~ --> 

6. D1 - D 
.7. изостављено (4) 
6. генералисане брзине 

--> ~ 

102, + 15. Г - L 
113, + 1. grad U - grad U = 
121, 7. тег - потег 

на генералисане брзине:с 

141, + 4. површина - површине 
~ 

144. + 14. Једначину написати овако 
~ 1 df 

V o Сов (vo {grad по) = -1 grad (о dt о 

155, + 13. два - две 

172, - 6. 2m w ~! заменити са - 2m w 1;' 
194, + 2. (сл. 4;)) - (сл. 43, а) и под сликом 43, а 
200, 1. Недостаје: а то значи стоји у вези са 
214, + 12. чија је једначина - чије су једначине 

222, + 14. површине - површина 

257, О, + 1 и 258, О. § 14·6 - § 14·7. 



ОДЕЉАК ПРВИ 

КИНЕМА Тl1КА ТАЧКЕ 





ГЛАВА ПРВА 

;Коначне једна чине кретања. Путања. Закон пута 

~ 1·1 Одређивање положаја тачке у простору. Вектор 
положаја. I<оординате тачке 

Пре проучавања кретања геометриске тачке навешnемо 

'Неколико П03fIатих начина за одређивање положаја те тачке 

:у простору. 

у синтетичкој геометрији положај таЧI,е се одређује као 

,ПР.Јсек линија или површина ЧЕје 

'под датим условима. 

се конструнсање врши 

у теорији вектора одређивање положаја тачке, рецимо 
--+ 

М, врши се помоhу вектора ОМ што спаја одређену тачку О 

простора са Т8Ч[{,ОМ М. То је ве1>ШОр uоложаја тачке М у од .. 
,носу на тачку О. • 

Аналитичка геометрија за одређивање положаја тачке даје 

'свој метод - метод координата. Координате 'Iaчке у про .. , 
стору '1.'0 су три броја, чије вредности одређују положиј тачке" 
.има различитих начина - координатних система - помоn~у 

којих се уводе таква три брсја. Навешhемо неке од ћlХ СИ ... 
,CTeM~. 

§ 1·11 Декартов систем координата, ортогонални и 
косоугли 

у Дека,Ртовом систему координата узимамо три осе, ре

димо Ох, Оу, Oz, .које пролазе кроз исту тачку О, а не при

liадају истој равни. Оне чине wpujeaap оса Oxyz. Ако CBaKi\ 



§ 1'11 Декартов систем координата 4 

оса стоји упраВ80 на две остале, триједар је ОРШОZO'l'илан и' 

систем се зове ортогоналан. У противном случају он је 1\0-

соуzли. 

Карактер орчјентације оса може да буде или 08ај, кој 11 је, 

на пример, за ортогонални триједар показан на слипи а (сл.1, а) 

z 

а 

) 

z 

ь 

--у 
о ) 

или онај, показан на слици Ь (сл. 1, Ь). 
Први триједар се зове леви, јер смерови оса 

Ох, Оу, Oz редом одговарају палцу, кажи-

прсту и средњем прсту леВе руке у одгова

рајуЬам положају, други дес'}ш према десној. 

рупи. Ми Ьемо употребљавати леви трије;rар. 
у том трије;хру, гледајуhи из оног деда про

стора куд је наперена оеа Oz, видимо д8.

се оса Ох Kpt-h.e у смислу кретања казаљ-
• 

ке на часовнику, кад из свог положа]а пре-

лази преко углl1. 

од !:IOo У поло· 

жај осе Оу. 

Положај Mtt 

које тачке М (, 
простора према 

, 

, 

z 

Мз 
, , , 

" I ' 

, , , , , , , 
~ , 
! , , 

, , 
С.;ЈИ ка 1 

ортогонал н ом 

триједру Oxyz 
одређен је помоhу бројева х, у. z. 
То су мерни бројеви, са ОДГGва

рајуhим ,знацима, прс,јекција век-

I ' 
1 

, 

--* 
тора положаја ОМ на осе трије-

--* 
дра. Вектор ОМ може да се сма- Слика 2 

-'7 -..... - ..... 

тра као збир три компоненте: ОМ!, ОМ2, 01\.1з (сл. 2).У прав-

цу одговарајуhих: оса. Дакле ИМi:lМО: 

-..... -..... -..... - ..... 
ОМ= ИМ, + ОМ, + ОМз , 

Пошто свака од тих компонената може бити претста

вљена ка) производ орта осе (веКТЈра јединичне дужине) и 
• • • 

ПрОЈеКЦИЈе вектора Ю1 ту ос.у, пишемо основну векторску ]ед-

начину за ортогонални систем овако: 



5 Декартов систем координата § 1· 11 

-"",*," _ --:).о - -+ -+ 
OM=xi+y;+zk, 

-+ ~ -+ 
где су i, ј, k осн,О81/,и ОРШО8U, 'тј. ортови оса Ох, Оу, Oz. 

у СJIучаlУ OpTOrOHaJIHOr система може се свака од коор-
• 

дината сматрати ~ao ск.аларнипроизвод вектораположаја и 

одговарајућег основног орта. Тако, на пример, имамо: 

- .......... 
х = (ОМ, п. 

Према косоуглом 
• 

ТРИједру по-

- - - -- - -
ложај тачке можемо одредити на 

више начина. Један од тих на-
Мј --- -х • • 

~'-, , 
• 

'чина саСТОјИ се у растављању век-
• , - , - , 

• - • , 
-..... О 

тора положаја ОМ (сл, 3) на три 
- - СОЈ • 

" ~,! ., 
о 

о 

о 
о --

-..... -..... - ..... 
компоненте ОМ1 , ОМ., ОМз дуж 

оса LtОСОУГЛОГ триједра Oxyz. Ако 

ортове тих оса означимо са f 1 , Слика 3 

. 
Једначина се може написати овако: 

--+ ----+ -.... --+ -+ -+ -?" 

ОМ= ОМј +OM~ + ОМ, = хеј +уе2 + zeз ' 

-
, , , , , 

где су х, У, z три екалара, који се узимају за косоугле ко

ординате. 

у општем слуqаЈУ, за одређивање положаја тачке у простору мо
................ 

жемо узети три произвољна некомпланарна вектора а1' 02' as са заједнн-

--+ -+ -+ -+ 
qким поqешом О. Тада једнаqина ОМ = х1 01 + х' а2 + хВ ОВ уводи три 

скалара х1 , х2, хВ који се зову кон,щ,раварuјан,шн,е координате тачке. Ко

ордината, на пример, х\ има вредност: 

............. 
где је t. = (01 ["2 "3] ). 

1 - ............... 
x1=-~(OM [~ИВ])' 

Ако за векторе а\, "2' ив конструишемо коњуговане векторе .... 
. (j~. који су одређени једначинама: 

-+ 1 -+-* -+ 1-+-+ 
а1 = Т l а2 (/3 I ' а' = '"'i: [ из а\ ] • 

..... 1 ......... 
иВ = т [ а\ а2 ] • 

- .......... 
. вредност координате х1 може се написати овако: х\ = (ОМ, а1). 

м 



§ 1'12 Поларно-ци.Ћ!ИДРИЧНИ систе)! 

За три коњугована Бектора исто тако се може написати једначина:с 

--4- -+- ~ -+-
ОМ = "'1 а1 + "'2 а2 + "'3 а3 . 

Три нова броја "'1. "'2' "'з' З0ВУ се 1I:ОБорцiаU"I1iе координате тачке М. 
ЗабелеЖ'lМО да је у случају косоуглог систе:.!в. кзд је једвн нектар' 

- -). 

ОМ одређен помоhу својих контраваријантних координата ",1. ",2. ",3. а 
~-). 

други ON помоhу својих коваријантних координата .'Ј1 • .'Ј2' !Јз. њихов ска-
--+ --~ .'\ . 

ларни производ: (ОМ.ОN)=",lУ1+""У2+Х3УЗ=~"" Yi' 
·ј=1 

§ 1·12 Поларно-цилиндрични систем 

Нека је дата у проt,;тору (сл. 4) оријентисана раван Р, 

у њојuолар'lИ оса OL и на тој оси тачка О, uол систе~а. 

Положај ма које тачке мо-

гуЬе је одредити: 1. растојањем 
z тачке М од равни Р са одго

варајућим знаком према оријен

тацији те равни, 2. растојањем r 
пројекције N тачке М на раван 
Р од тачке О и 3. углом е, што 
гради потег r са осом OL Гле-

! 

z 

, 
'г 

О, ",' 
',ft'1f : , 
r " 1, , , 

ДG\јући на позитивну страну рав- N 
ни р, угао е се рачуна позитиван '--_---''---____ ~ 

~J 

у смислу кретања казаљке на ча-

СОRНИКУ. Три величине г. е, z С.1И1Ш 4 

П ретставља ју uолар1tо- ЦUЛU?iдрu-

L 
х 

>t",e координате тачке у простору. l:3еличине r Jl е су uолар

?ie координате тачке у равни. 

Аrш конструишемо ортогонални триједар оса Oxyz тако 
да осе Ох и Оу леже у равни Р, оса Ох се поклапа са OL 
и Oz иде на позитивну страну од равни Р, између поларно
цилиндричних и Декартових координата :'duжемо поставити 

ове везе: 

(1) х = r Cos е, у = r Sin е, z=z. 
• Обратно, ПDларно-цилиндричне 

се овако помоhу Декартових: 

lШОРДI1Юi'fе израЖiiвазу· 



_7 __________ c-"'4_'е'--рН_и_си_с_Т_еМ ________ ---'§ 1'13. 

У 8 = arctg -=
х 

§ 1-13 Сфери и систем 

z~z. 

Назначимо у простору тачку О, 

SON и полураван Q чија граница је 
географским елементима, оса 

це'Њшар си стема, осу 

та оса (сл. [). Сходно 

SON Зиве се uолар'На оса, по

лураван Q ирви .мерuдu}шњ, ра
ван управна на осу кроз тачку 

О - рава'Њ еквашора. Полураван 

што пролази кроз· произвољ

• • • 

N Q 

м 

ну тачку М простора прет-

ставља .мериди}а'Њ те тачке. О _.' <о-?г -. +---'3>---l 

Положај 'rачке у том си- ;' ,< 11) , 
ћ' 1 "'\"Ј сте){у одречУјемо . дужпном , .... 

потега ОМ=е, 2. углом ср што у , ...... р 
'---'------;~I~-=-=-:-:~:j:, =~--.l гради овај по тег са равни S - - - - - --

екватора; он се рачуна ]<аО по

зитиван пре:.1а страни N, а као 
негативан према S. Тај угао 

одговара zеоzрафско} ШUРU'ЊU. 

Уместо њега можемо узети у

гао 8 између потега и осе О N, 

• 

Сшка 5 

који се зове uолар'Њо расшојање. Јасно је да је 8 = .; - ср. 

3. Углом '1' између првог меридијана Q и меридијана тачке М. 
Оа се рачуна у равни екватора у смеру кретања казаљке 

на часовнику кад гледамо на ту раван из области N. 'l'ри 

величине е. ср (или 8), 1јЈ зову се сфер'Ње координате тачке у 

простору. . 
Конструишимо поново ортогонални триједар са почет

ком у тачки О, са осама Ох и Оу у равни екватора, при 

чему Ох оса лежи у првом меРидиiану, а оса Oz је напе

рена у правцу ON осе. Тада једначине за одређивање Де

картових координата помоhу сферних изгледају овако: -
(1) Х=е Cos ср Cas 1јЈ, У=[> Coscp Sin 1јЈ, z=[> Sin ср. 



8 §1'14 Елиптичпе коор;щнате 
-~--------------------------~--~--------------------

Обратно, сферне координате се изражавају помоhу Де
картових овако: 

е= Vx2 +y2+z", у 
'Р = arctg ~ 

х 

§ 1·14 Елиптичне координате 

• 

• 

3амислимо у простору троосни елипсоид са Једвачивом 

• 
ЗI1 КОЈИ претпостављамо: 

а> Ь> с . 

Напишимо упоредно 

конфокалне површине: 

• • 
са том ЈеднаЧlIНОМ н Једначину 

х2 у2 z" 
2 ). +- Ь2 • + 2 } = 1, 

а - -1. С -. 
(1) 

где је л ПРО~lенљиви параметар. Са његовом промеНдМ меља 

се површина што одговара једначини (1). Нацртана шема 

-сл О ? Ь" с-
'Ј 

а- +сл 

----1-1-----1 ----1-----
------~----------~' '-----.. ~.----~ ---,--~--~ ------~----

елв:псоид једнограни Д801'Р(iНИ 

хипер60Л(ЈИДИ 

имагинарни 

елИl!СОп,1 

показује у коју врсту спада та Ilовршина кад се i. мења у 
одређеним границама. 

Једначину (1) можемо написати у облику: 

(2) Q Щ = х2 (Ь2 _л) Се2 - л) + у' (с2-л) (а2-А) + 
+ 22 (а" - л) (Ь 2_).) - (а2-).) (Ь 2 

- л) (е"-л) = о . 
• 

Полином Q(}.), кад се мења параметар Ј., мења свој знак 
према овој шеми: 

- сп 
2 

С 

Q + + 
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Према томе он има три стварна корена А1 . А 2 , Ла, којима 

одговарају елипсоид, једнограни хиперболоид 1I двограни 

хиперболоид. 

На тај начин КрО3 сваку тачку простора пролазе три КО н

фокалне централне површине другог. реда. Трп броја А1 , А2 , Аа , 

који одређују те понршине, а у исто време и тачку пресека тих 
површина (од осам тачака пресека бира се према допунском 

услову само једна), З0ВУ се елunшuч,'н.е 1fоордu'Н,аше тачке у 

простору. 

3а одређивање координата Х, у, Z помоhу еЛИПТИЧ8ИХ 

КОО]ЈДината 2" А,. Аз потребно је реШI!ТИ систем јрдначина, 

То решеље је: 

2 _ (Q2_At ) (а2-А2) (а2-Аз) 
х - (а"---;Ь2) (a~-c2) , 

2 _ (Ь 2-А,) (Ь2 -А2) (Ь2-Аз ) 
У - (Ь"-с") (Ь2-а") , 

~2 _ (с2 -А,) (с2 -22 ) Iс2-А.) 
~ - (с2-а2) (с'-Ь2) -. 

Виде се да услед двоструких знакова после извлачеља ко

рена одређеним вредностима А" А2 , Аз одговарају осам тачака, 
од којих, према допунском услову, треба да одаберемо само 
• 
једну. 

Обратно, за одређиваље елиптичних координата ).1' }'2';" 

помоhу Декартових Х, у, Z треба, као што смо видели, ре

ШИТИ јtубну једначину (1) ИЛИ (2) по л. 
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§ 1·2 Генералисане Ј\оординате тачке. I{оординатне по-
• 

вршине и координатне ЛИНИЈе 

и.IaЛИ смо примере различитих координата: Декарто, 

B,lX - Х, у, z, поларно-цилиндричних - г, 8, z, сферних -
I}, ЧЈ, ЧЈ и елиптичних - ).1, ).2' ).3' Има још много !f других 
врста координата. 

Уопште три броја, помоhу којих се одређује положај 

тачке у простору, зову се zе'liералuса'liе коордuнаше или, кратко, 

1'iоордU'liаше тачке у простору. Означимо та три броја са q\, q2' qj' 
Претпостављамо да је за такве координате могуЬе написати 
• 
]едначине: 

• 

(1) х = Ј, (qt, q2' qз), у = Ј2 (ql, Q2, qз), z = Јз (Q" Q2' Qз), 

које одређују вредности Декпртових коорДllната Х, у, Z по

моћу генt'ралисаних Qp q2' qз, Приметимо да десне стране прет-
• • 

х.одних }tЈДначина могу да садрже и понеке параметре, ЧИЈе-

вредности треба да буду познате. И3 једначина (1), обратно, 
можемо одредити генераЛJIсане координате qp q2' qз У функ
цији Декартових координата Х, у, z. 

Ако једној координати, рецимо q" дамо константну вред
ност ql = С1 , а две остале координате узимају произвољне 

• 
вредности, }едначине 

х = Ј, (С!, q2, qз), у = Ј2 (е" q2' qз), Z = Јз (С1 , Q2, qз) 

одређују површину. ВеЛ!lчине q2 и qз играју тада улогу ко
ордината (Гаусових парамеТ1.Iра) тачке на тој површиюr. По

сле елиминисања тих координата једначпна ове површине 

може се написати овако: 

Р1 (x,y,z) = С1 • 

Ова п()вршина, која одгов:о.ра услову ql = COn8t = С, ЮIa 
назив коордuн,ашн,е UОврtuuн,е за прву координату. На СШlчан 

начин услову q2= С2 одговара друга координатна површина 
• 

са }едначином 

• 

и наЈзад услову qз = С3 одговара треЬа координатна повр-

шина са једначином 
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Fз (х,у, z) = С3 • 

Пресек две координатне површине, дуж којег се мрња 

само једна генералисана координата, рецимо ql' претставља 
1(оордu'Њаш'Њу ди'Њију што одговара тој координати. Једначине" 
те линије у параметарском облику пишемо овако: 

х = 11 (Ql' С2, сз ), У = 12 (qp С2 , С3) , . z = 1з (qt, С2, сз )· 

ЕЛИћ1ИНИС8њем параметра Ql једначине те исте ливије, 

може се написати и овако: 

Р2 (х, у, z) - С •. F 3 (х, у, z) = СЗ ' 

Јасно је да кроз сваку тачку просто

ра М (сл. 6) пролазе три координатне 
ЛИНИЈе, дуж којих се мењају: за прву 

- само координата ql' за другу ~ q2' 
за трећу - qз. На свакој од тих ли

нпја можемо вазначити смер, куд од

говарајућа координата расте. Ако кроз 

тачку М повучемо дирке на те ливије 
• 

и на сваКОЈ означи мо смер што одго-

вара c~epy координатне линије, доби- О 
Ьемо један триједар оса, itоји се зове 

шрuједар оса zе'Њералuса'Њ'Uх или 'Кри

волunuсYiUХ коордu'Њаша. Ако ортове т.их 
............... 

м 

q 

Слика 1} 

-> 

Dг · 

оса означпмо са D t , D2 , Dз • триједар тих оса за тачку М МО-
--;)о. -+ -+ . -+ -+ -+ 

жf'мо означити са МDtD2Dз . Ако ортови D t , D 2 , Dз сачиња".· 
вају за сваку тачку щ)uстора ортогонални Трllједар, систем 

- . . 
Ј,;оордината се зове оршоzо'Њала'Њ, у супротном случаЈУ он Је 

'Косоугди. 

у Декартовом систему координатне површиве су равни, које иро

Л8:1е кроз дату та'шу М и паралелне су равнима Оуг, Огх, Оху. Коорди-' 

натне линије су праве паралелне координатним осама. Пошто су коорди

натне лини.је за сваку тачку I1pOeTOpa праве, Декартов систем је йраво

ли 1-f, UCJfU 

у поларно-цилиндричном систему услову r=Con~t одговара цилин

дричва lJовршива ваљка иолупречника r са осом Ог; услову е = Con~t. 

одговара равав која про,~ази кроз ту осу; најзад уелову z = С(\пst одго

вара раван пара.~слна равни Оху. Координатне линије за овај систем су:: 

за координату r - права линија управна на осу Ог, за координату е --
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кружна линија, за координату z - права· линија шчiа.,елна Ог оси. ПСЈ· 
што све координатве линије нису праве, систем је 1iРU60ЛUНUС1iU. 

у сфервом систему за g=Сопst имамо сферну површину. за 'р = Const 
- конусну, за 1p=Const - раван. Rоординатна линија йа I! јесте врава 

што иролази кроз тачку О, за 'р - кружна ливија полупречника I! у равни 

меридијана, за 1јЈ - кружва линија llолупреЧlIика !2 Cus 'р са ср"дпштсм 

на осовини Ог у равни иарал елној еЈсватору. 

у систему елиптичних координата yc.'IOBY i'l=Const ОДГОВ"V<i повр
шина еЈlИпсопда, УС.,ОВУ '\, = Const - површива једнограног хииеr60.'Iоида. 

услову Аз=Сопst - двограног хиирр60CIоида. Rоординатна лини.i" "11 ј'l 

· је пресек хиперболоида једнограног и двограног или. што је пuанаrо на 

· диференцијалне геометрије .• 1иниј" КРИRflНе на једној од тих новрши]]". 

·3а Ј'2 - коордииаТН11 линија је пресек површина елипсоида и двогран.ог 

· хиперболоида, за 2з - то је пресек површина еJfипсопда и једнограног 

хипербо.10ида. 

:§ 1·3 Кретање тач«е. Релативност «ретања. Коначне 
• 
Једначине «ретања 

-
Уочимо праву и на љој два тачке А и В (сл. 7). Уза-

јамно растојаље тих тачака АВ = х МОЈн:е ;:щ се мења у току 

х 

С:lИка 7 

времена' ). Тада се каже, да ,('е ове 

две тачке крећу једна према другој. 

Потпуно од наше воље зависи коју 

ћемо од тих тачака сматрати као не-

покретну. Кад сматрамо тачку А као 

непокретну, креће се тачка В; 06paTHO,~ ако претпоста
.вимо да је тачка В непокретна, креће се тачка А. Иа про-, 
стог факта промене узајамног растојаља тих тачака не може 
се извести неко првенство кретања ма које од тих тачака . 

. У овом смислу свако кретање носирелашuван, 'Каракшер: ако 
·се тачка В креће у односу на тачку А, онда С8 и тачка А 

креће у односу на тачку В. ДОК се налазимо само на тлу 
кинематике, не можемо да решимо питаље коме н:ретању да 

_ дамо првенство. 

Време протекло од једног момента до другог ПРf'гставља 
величина, коју ћемо означавати са t (tеmрпs). За јединицу 

времена узима се у науци секунда средљег времена, а то је 

1) в р е м е сматрамо као основни појам КОјп се не дефинпше. 
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1 
ь6 104,U~H део зве:щаног дана. Практична правила за мере-· 

ње времена у главном даје астрономија. 

Ако се растојање х мења у току времена t, оно се јавља. 
као функција тог времена, тј. 

х = ј и). 

ШТЈ се тиче. природе функције ј, она мора бити непре- . 
• 

кидна, Јер природа кретања претпоставља да тачка Н,епре-· 

кидно прелази из једног положаја у други. , 
, 

у ошптем случају, кад тачка, рецимо М, мења свој ПQложај 
• 

не дуж праве, цего произвољно у простору, вектор lIOложаЈа . 
-~ -+ 
ом = r те тачке у односу на непокретну тачку 

Oxyz (сл. 8) мења у току времена своју А 
векторску вредност и према томе може z 
се написати: 

-+ -+ 
(1 ) r = r (t) , 

где са десне стране стоји одређена век

торска функција аргумента t. Једначйна 
(1) зове се 'Кон,аЧiн,а једн,ачuн,а крешања О 
шач'Ке у ве'Кшорско.м оОЛ'U'КУ. Помоhу те јрд. 

начине за сваки моменат t за време кре

тања можемо одредити положај покретне 

тачке М. 

О триједра. 

Векторској једначини (1) одговарају три скаларне јед-
начине 

(2) X=j,(t), у=ј2Џ)' z=!з(t) , 

које се зову кон,ач,н.е једн.ач,uн.е 'Крешања у Декаршовu.м 'Коор

дuн.аша.ма. 

Кад је положај тачке одређен помоhу генералисаних. 

КООРДilната q" q2' qз, кретање се одређује једначинама 

или кратко 
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qi = qi (t), i=12 , ' 

То су ко'Ка~'ltе јед'ltа~u'ltе крешања ша'~ке у 2е'ltералuса'lt~џ~ 

" коордu'Наша.ма. 

§ 1·4 Путања (трајеI<торија). Линија путање 

Геометриско место тачака у простору, са којима се у 
- -

току кретања покретна тачка поклапа, З0ве се uушања или 

шрајекшорuја ша~ке. Јасно је да је путања тачке непрекидна 
• . лини!а. 
Ако је креТ:Ј.ње тачке одређено векторском 'једначино:-r 

-+ -+ 
r = r (t), путања је ходограф те вектор-функције. 

у случају коначних једначина у Декарт овим коорди

наТ<Јма: 

(1) х = /1 (t) , у = /9 ([), z = /3 (t), 
, оне могу бити сматране као једначине путање у параметар· 
ском облику, ПруI чему време t игра улогу параметра. 

3абелеЖИМ<Ј да путањи припадају само оне тачке, које 

, одговар"ју вредностима параметра t између, рецимо, to и (1' 

ако се кретање почело у моменту to и сврmило се у :мо· 

менту t l' 
Ако елим.иниmемо параметар t И3 једначина (1), доби

ћемо једначине 

Ф1 (х, у, z) = О. Ф2 (х, У, z) = О 

. .. . - - . - . , једне ЛИНИје, КОја се З0ве лu'ltUЈа uушање или лu'ltUЈа шраЈе~-
шорuје. Јасно је да све тачке путање припадају овој лиюфI, 

~ . . 
али оорнути закључак НИје увек тачан: ЛИНИја путање може 

• • , садржати и такве тачке, КОЈе не припадајУ путањи. 

У:шимо прост пример. Ако је кретање одређено једничинама 

x=R Cos wt, У = О, z = О, 

тачка се креће по ОХ ОСОБИНИ између тачака (R, О. О) и (- R, О, О) и на 
. , ,. . 

, тај начин путања може да оуде или један део или ЈОШ и цела дуж ве-

личине 2 R, једанпут узета или више пута ПОНОБ.:ьена. Са друге страве,/" 
ако елимпнишемо И3 горњих једначпна време, добиhемо једначине 

у= О, z =0, 

којима одговара као линија путање це.'rа 0.7] оса; јасно је да она садржи 
сеи дужи 2Я још и две полуправе, које не припадају путањи. 
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§ 1·5 3акон пута. Диаграм пута 

Нека покретна тачка М описује за време кретања пу

тању L (сл. 9). Обележимо на њој одређену тачку Р као по-
четак мерења дужине лука пу

тање, УЗl1мајуhи прп томе одре

ђени смер за позитиван. Ду

жину .РМ са одговарајshим 

знаком ОЗffачимо са S. 

s 
L 

Слика 9 

Јасно је да величину S можемо сматрати као коорди

нату Тiiчке на датој путањи. Једначина 

(1) S = S lt) 

{)дређује тада положај покретне тачке на путањи. 

Ако се у одређеном интервалу времена, рецимо од to до t1 , 

покретна тачка креће само у једном правцу, S се мења 

монотоно, рецимо од So до St, . апсолутна вредност разлике 

Sl-SO је дужина пута који је прошла тачка. Најзад, ако се 

S рачуна од почетног положаја тачке (so = О) и п()зитивни 

смер тог рачуна одговара смеру кретања тачке, величина S 

одређује пређени пут тачке. Из тог разлога се једначина (1), 
која тада поставља директну везу између дужине пута и 

времена, зове зако}/, uуша. 

Јасно је да је кретање Т!.lчке потпуно одређено кад су 

дати: 1. облик путање и 2. закон пута. 
Често је у проучавању }" 

кретања тачке облик путање s 
или унапред утврђен (на при-

мер на жељезници) или,.не 

игра никакву улогу, тада се о-
S" 

во проучавrље своди само на О t 
" проучавање закона пута (ра-

според креТ:iња). 3а што кон-
• 

кретни]е посматрање закона 

S, 

s 
t 

t 

Слика 10 

пута употребљава се графички метод. У том методу на јед

ној осовини се мери време t, на другој пут S (ел. 10). Јед
начини (1) тада одговара линија, која се зове диагра.м или 

lрафu'К пута . 
• 



§ 1'6 Примери кретања тачке 

§ 1·6 Примери кретања таЧI<е 

§ 1·61 ПраВОЛИНИСI<О кретање 

K~д је п.Утања тачке права, кретање ССЈ зове uравОЈ!и

'ЊиСIfО. 
• 3(1 одређивање праволиниског кретања довољно 1е утвр-

о· 

Слика 11 

• 
дити положаЈ праве и одредити за-

кон пута. Положај праве (сл. 11} 
можемо одредити једном тачком Мо-

->-
те праве и 0PIO~1 D њеног прав-

-40 -> 
ца. Означ~шо (;а г 11 го BeKTuve по-

ложаја ма које тачке М праве и 

тачке Мо; даље са s означимо ра

стојање МоМ са ЗШlКом који одго-
-40 

вара смеру D и према томе за 
--> 

вектор МоМ ставимо: 

-----+ ---+ 

MoM=sD. 

Тада из троугла ОМОМ пишемо: 

->- -40 -> 
r=ro+sD. 

Ако сматрамо s као променљиви параметар, напис,\На 

lедначина претставља векторску једначину праве. 3<1 време 
кретања тачке по правој мења се само s и једначина зако· 

на пута 

s = s (t) 

одређује кретање тачке. Према томе јеДl:lачина 

---+~~ , 

r = го + D s (t) 
. . 
Је КОl:liiЧdа векторска 1едначина праВОЛИНIIСКОГ кретања. 

Тој једнаЧИRИ одговарају три скаларне једначине ис
тог кретања: 

х = хо + а s, у = Уо + f3 s, z = Zo + )' s, 
где су ознаке очигледне. 
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3а свако поједино праволиниско кретање координатни 

триједар увек можемо ставити у специјалан положај тако да 

се тачка Мо поклапа са почетн:ом координатног система И 

да путања лежи на Ох оси. Тада је 

xo=yo=zo = о 

а = \, /3=у=о 

• •• 
и од претходних скаларних једначина остаје само 1една 

x=s(t), 

која одређује свако праволиниско кретање по унапред утвр

ђеl:\ој правој. 

Када је функција s првог степена у односу на промен
ЉпВУ t, тј. 

s = at + Ь, 

кретање се зове равхомерн,о или једхолuх;о; у сваком другом .. --
случаЈУ оно ]е хераlJн,о.мерн,о или иромехљиlJО. 

Променљиво кретање чији се закон пута изражава ква

дратном функцијом времена 

s = at2 + Ы + с 

зове се једн,ах;о ироменљиво iрешшње и то једхах;о убраан,о у 

случају а > О и једн,ах;о усuорен,о у случају а < о. 

§ 1·62 I<РИВОЛИНИСI<О Ј(ретање 

Кад цела путања тачке не пада' у исту праву, кретање 
• 

тачке Је "рuволuхuско. 

Криволиниско кретање са зове равн,о.мерхо, ако се закон: 
• 

пута изражава Једначином 

·s = at+ Ь. 

у противн:ом случају и криволиниско кретање је x~paв

хомерuо. 

2 
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§ 1·621 Равномерно I\РУЖНО I\ретање. ХаРМОНИСI\О 
I\ретање 

Од криволиниских кретања најпростије је 'Кружн.о 'Кре

-Шање, тј. кретање по кружној линији. Од кружних кретања 

најпростије је равномерно кружно кретање. 3liKOH пута та

квог кретања може се написати овако: 

• 

у s = at. 

.iЛ Х 

Q о х N Р 

Пут s рачунамо од почетног по
ложаја Р покретне тачке (сл. 1~), а 

време t од момента, кад је тачка била 
у положају Р. Ако са а 0значимо цен· 

трални угао РОМ, а са R полупреч
ник круга, имамо , 

Слика 12 

или 

(1) 

\Кад ставимо 

а 

R 

а = шt 

= ш. 

s 
а- --R-

, 

а 

R t 

Пошто угао а потпуно одређује положај тачке на кру

жној линији, он се може сматрати као координата тачке на 

-тој линији. Једначина (1) претставља тада 1(ОНЉ'{н,у једн,ач,uн,у 
-

јЈавн,омермоz КРУЖМОZ 'Крешања. 

Помоћу равномерног кружног кретања одређујемо осо
·бине једног важног праволиниског кретања. 

Узмимо ма који преЧЕПIК круга, на пр. PQ (сл. 12), и 

уочимо на том пречнику тачку N, пројекцију тачке М, која 
се крећ8 равномерно по кругу. Тачка N врши једно крета-

. -
ње, КОЈе се заве хармомис'Ко креШа'ње. 

Ако положај тачке N одредимо помоhу координате х 

на оси Ох, коначну једвачину хармониског кретања мо

жемо написати овако: 

(2) х = RСоsшt. 
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Јасно је, да. је хармониско кретаље осцu.лашојJ1l.0г ка

'Рактера: тачка се крећеу границама од +R дО -R. 3а вре
:ме Т, које се одређује из услова 

(1{ једнако је 

шТ = 2n 

т=2л: 
w 

IIомоћна тачка М изврши пуно обртаље, а тачка N - једну 

.целу Qсцилацију. То је uерuод осцилацuје. Тачка О је це",шар 

·осцилације. Највеће удаљеље тачке од центра, дужина R, 
је амu.iшшуда осцилације. Број п осцилација у једној се-

• 
;купди ]е: 

n= 
1 w 
T=Z;' 

Коефицијенат (ЈЈ, који је ПРОIIорционалан том броју, 
., . 
]ер је 

w = 2л:n, 
• 

:зове се У'1,есша",осш (фреквен,цuја) осцилације. 

,се фаза осцилације. Ако имамо ви-
• • 

ше осцилаци]а, Једна од друге може 

.да се разликује и фаз",ом разлuком •. 
на пр. а2-а1 за тачке N2 и N] са 
помоhнимтачкама М2 и· М1 (сл. 13). 

Ако, полазеhи поново од тачке 

М, узмемо пројекцију N1 (сл. 12) 
на други управни правац Оу, тачка 

N 1 врши такође А:армониску осци-
• • 

лаци]у са lэдначипом: 

(3) y=R Sin wt. 

Угао a=wt зове 

у 

Слика 13 

Две осцилације (2) и (3), кад се врше у:истој правој, ра

.зли кују се у фази за ; . 

Јасно је да је график пута осцилације (3) синусоида, а 
.осцилације (2) косинусоида. 
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§ 1·6211 Опадајуhа хармониска осцилација. Логаритамски: 
декременат 

Уочи мо ПОНОВО кружну линију полупречника R. Кроз' 

тачку Р (сл. 14) те кружне линије повуцимо логаритамску 
• 

спиралу са ]едначином 

r = Re 
- kt

2 6 

-I-....Ј------с~~.l..--т-+nр где су r и е поларне координате' 
О L тачке К спирале, а k1

2 једна пози-

Слика 14 

о тивна константа. Према томе, кад. 

угао е расте, дужина пот ега r оиџдџ, 

Нека сад угао е расте пропорцио-
• 

нално времену, ТЈ. 

е = wt, 

где је w поново сталан r;оефицuјенат. У том случају за про
менљиву дужину потега имамо израз; 

. -k~ t 
r = Re 

• 

где је k~=wkl~ нова позитивна константа, 

Конструишимо сад пројекцију L на осу Ох тачке К што
се креће по логаритамској спираЛИ. Координата х те тачке' 
има вредност; 

-k2 t 
Х = Re. Cos wt _ 

Кретање тачке L је К8џзu.Uерuодuчн,о крешање и то оиада· 

ју/и хuр.мон,иска осци.љацuја. После периода Т = 2;тс кретање има 
w 

исту фаа.у аJlИ TaqKa нема исти положај. Од момента t = () 
• 

после сваког полупериода аМПJlитуде имаЈУ овакве уаастопне 

вредностп: 

ао = R, а1 = Re-J" а - Rе-2л 2:-- , ..• , • 
ау := Re-'I'i., , . . . ,. 

где је л позитивна KOHCTtiHTa 
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Пошто је 

<Константа А. има вредност: 

А. = log а, - log а.+l , 

-тј. једнака је разлици природних логаритама две узастопне 

.амплитуде. Из тог разлога се та константа зове .лоzарuшам

.сКU ден;реме1-f,ащ опадајуhе хармониске осцилације. 



ГЛАВА ДРУГА 

Брзина покретне тачке 

§ 2·1 Померање тачке. Елементарно померање 

Нека се тачка М креће по својој путањи (сл. 15). Уочи'
мо два положаја ове тачке: један М у 

- .......... м 
------' моменту [, са вектором положаја ОМ = г 

о 

Слика 15 

у односу на непокретну тачку О, и други 

М, У наредном моменту [1 «1 > [) са век-

• 
тором положаЈа (,. 

- ..... 
Вектор ММ1 показује йомера-ње тачке 

из положаја М у положај М1 за време· 

[1 - t = /Ј. [. 
Померање тачке једнако је разлици. 

• • 
вектора положаЈа, ТЈ. 

-..... --+ --:)- -)- -+ -+ 
ММ1 = ОМ1 - ОМ = ' 1 - r = /Ј. г. 

Ако је интервал времена [1 = [ = /Ј. t бес коначно мали,. 
одговарајуће померање зове се eJleme1-f,шар1-f,О uомера-ње. 

Ако са х, у, z односно Х1 , Ур Z, означимо Декартове КООР-
- ..... 

динате тачака М и М1 , вектор помераља ММ1 има за коорди-
нате разлике: 

Уl - У == /Ј. У, 

3а елементарно помераље су величине /Ј.х, IJ.у, IJ.z беско
начно мале. 
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§ 2·2 Средња браина тачке. Браина таЧI<е 
-...,. 

к.онструиmИМf) померање ММ1 покретне тачке из положаја. 
М у положај МЈ што одговара интервалу времена t1 - i = М. 
При томе због одређености претпостављамо да је t1 > t и 
према томе је Д t > О. _...,. 

Поделимо 

(сл. 16): 
вектор MM1 скаларом Ы. Добиhемо нектор 

(1) . ММ'=МН Llt 1 

који има; 1. исту основу са вектором 
-...,. 
ММ1 , 2. исти смер, јер је Д t > О и 

1 
3. интензитет у размери t,. t према О 

-...,. 
дужини вектора MM 1• 

М 

Сдика 16 

Тако конструисани 

Чlfе за IIнтервал времена 

ординате; 

вектор (1) зове се средња браuн,а ша
од t до t1• 'Гај вектор има за ко-, 

(2) 
дх 

М' 

t,.y 
-
М' 

Llz 
Llt . 

Јасно је, да у општем случају са променом М, а за ста

лан моменат t, средња брзина мења своју векторску вредност. 
Претпоставимо да средња брзина тежи одређеној граНl1чщ>ј 
вредности кад Llt тежи нули, тј. кад се моменат t1 бескона

чно приближује моменту (. Ова гранична вредност, кад по
стоји, зове се браuна шач,ке у момен,ту t 1). Дакле; 

Враин,а uокрешн,е тачке у даш ом момен,ту Ј'е zран,uч,н,а 

вредносш ко.лuчн,Ulfа векшора иомерања шачке u одговарајуnег ин
тервала врелсена кад шај uншерва.л тежu 'Њу.лu. 

1) Претпоставка t.t >0 стоји У вези са посматрањем брзине само за 
будуkе кретање тачке сдично као што можемо да посматрамо само. 

рецимо. aec>tu извод функције. 3а t.t <О имамо брзину исто тако у дап 

моменат али, према uрошлосшu, 3а обичан моменат обадве брзине имају 

исту векторску вредност, али има случај ева кад се једна брзина ра

здикује од друге, на пр. у сдучају удара тачке о површину. 
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->-
Ако брзину означимо са V (velocitas - брзина), можемо 

да напишемо: 
-->-

->- l' ММ1 
V = Јт . 

t.t-+ О !J.t 

Кад је ПО,10жај тачке одређен вектором 
• 

положаја 

-->- ->-
ОМ = r у односу на непокретну тачку О, брзина је вектор-
ски извод 'тог вектора по времену, тј, 

->
V= 

..... 
dr 
dt 

• 
= r , 

• 

где смо тачком означили векторско диференцираље по вре

мену. 

Брзина као вектор има ове особине: 

1. Основа брзине је тангента на пута љу у тачки М, 

јер гранични правац тетиве ММ1 , кад се М1 приближује 
М, одређује ту тангенту. 

2. Смер брзине је наперен на ону страну, куд се тачка 
-->-

креће, јер смер помераља ММ1 одговара том 
ље са М/О и прелаз на граничну вредност 
смер. 

смеру, а деље-
• • 

не мељају тај 

3. Ако пут s рачунамо у смислу кретаља тачке по пу
таљи, интензитет брзине V једнак је изводу пута по вре-

• 
:мену, ТЈ. 
,. 

ds 
V =-

dt ' 

јер је 

V = lim ММ1 = liт fj.s = ds . 
t.t ... О М t.t->-O М dt 

->-
Према томе, ако са D означимо орт тангенте на пута-

љу са смером у смислу кретаља тачке, а у том истом сми-
, 

слу рачунамо и s, можемо да напишемо основну векторску 

једначину за брзину: 
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(3) 
~ ->- ds,->-
v = v/l = -- IJ . 

dt . 

Приметимо у вези са овим обрасцем ово. 3а рачунање 

лука s на кривој линији путање можемо изабрати, незави

сно од ма. каквог кретања тачке, одређени почетак и одре

ђени смер у ком тај лук расте. Према том смеру можемо 
->-

поставити и смер орта тангенте D, исто тако независно од 
кретања тачке. Ако помоhу таквог лука поставимо закон 

ds 
пута за кретање тачке, извод --d може бити позитиван и не· 

- t 
гативан, али образац (3) оетаје и тада на снази само под 

ds 
v и dt треба разумети алzебарску вредносш брSU'liе у односу 'IЩ 

орш јЈ. 3аиста, ако је ~~ > О, тачка се креће у смислу ра
->-

шhења лука s, а то значи у смислу орта D, што одговара 

-обрасцу (3). Ако је ~: < О, тачка се креће у смислу опадања 
~ 

.S и има брзину супротну смеру орта D, а то поново одговара 
обрасцу, јер се тај орт множи негативним скаларом. 

Пошто координате средње брзине имају вредности (2), 
координате брзине у датом моменту се израiItавају изводима: 

dx 
dt ' 

dy 

dt ' 
dz 

. тј. Декаршове ~ оордU'liаще БРSU1iе. шачке једнаке су скалаР1iИМ 

·изводuма Декаршових коордU'liаша ше шачке uо времеху .. 
Ако коначну једначину кретања тачке, рецимо, за х 

1Соординату наШlшемо у облику х = 11 (t), за одговарајуЬу 

-бРЗI!НУ у различитим ознакама имамо: 

v Сов (;, х) = vx = v1 = '::; = х' j/(t) = d~ /1 (t) . 

Интензитет брзине се изражава именованим бројем. 

Пошто за изражавање интензитета брзине делимо дужину 
. - . 

временом, димеНЗИЈа орзине]~: 

, 
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-+ 
[ v ] = L Т-Ј, 

где смо, како је уобичајено, помоћу средње заграде означили: 

димензију њом обухваhене величине, са L - дужину, а са Т -
време. 

у систему CGS (сантиметар, грам-маса, секунда) за је
диницу брзине се узима брзина од једног сантиметра у се

кунди. 

§ 2·21. Брзина праволиниског кретања. Диаграми 
брзине 

Као што смо видели (§ 1·61), коначна векторска једна-
чина праволиниског кретања може се· написати овако: 

-+ -+ -+ 
(1) г = fo+s D, 

.......... 
где су го и D стални вектори. а s ја функција времена. 

-+ 
3а одређивање брзине v тог кретања потребно је дифе-

ренцирати (1) по времену: 

-+ 
Пошто је вектор D сталан, закључујемо да орзuГ/,а ира-

-- - - -
волљ/,Г/,иСКОl креШQ1uа увек има uравац као и сама uрава uуша-

1-Ьа. Према томе за одређивање брзине кретања по унапред 

... ds / . 
даТОј праВОЈ довољно је да знамо само скалар - = s Тј. 

dt· ' 
алгебарску вредност брзине. Она је позитивна кад се тачка 

..... 
креће у смеру орта D и негативна је у противном случају. 

Љена апсолутна вредност једнака је интензитету брзине. 

И у случају криволиниског кретања извод s', према 
једначини (3) претходног параграфа, одређује интензитет li 
смер брзине према тангенти са унапред означеним смером. 
у многим питањима, кад нас или не интересује облик пу-

• 
тање, или је он унапред познат, за оцену у колико се кре-
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таље врши брже или спорије, служи само алгебарска вред-

ност брзине, а понекад само љен интензитет. 

3а што кон-

кретни}у прет- S 

ставу везе алге

барске вредно-

сти брзине (кра-

тко - брзине) и 
било времена, 

било положаја О 
тачке често пу

та се употреб

љу је ГРtlфИЧКИ 
метод. 

S' 

На слици 17, 
Ь имамо диа· О 
грам брзине сма

тране I\aO фувк-
• 

ци)е времена за 
• 
Једно кретаље 

са графиком пу-
• • 

та КОЈИ је дат 

ели ком 17, а. На 
слици 17, с има
мо диаграм бр

ь 

S' 
с 

о S 

Слика 17 

ЗИ.dе сматране као функције дужине пута s. 

§2·3 Квадрат браине 

Из основне једначиве 

-+ ds -+ 
v=-D 

dt 

за квадрат брзине имамо: 

а 

t 

I 

Према томе се одређиваље квадрата брзине . своди нао.· 
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одређивање квадрата елемента дужине лука ds\ који се З01'е 
.-љеШрuч/ка фарма. Сваком координатном систему одговара ме

тричка форма за те координате. 

3а Декартове координате меТРИЧRа форма има облш{: 

ds2 = dx2 + dy 2 + dz' , 

. а квадрат брзине изгледа овако: 

v2 = )С'2 + у'2 + Z'2 . 

3а ма које КРИВОЛИНИСRе координате q!, q2' qз BeRTop 
-,> 

Ћоложаја r таЧRе М треба сматрати као фУНRцију тих коорди-
ната, а ове опет, сваку са себе, као функције времена. Премr • 

.. правилу за диференцираље сложених ФУНRЦија имамо: 

.... 
(1) 

• dr 
dt 

t' = r = 

...,. 
• . где Је, на пример, Ql' = ddQt', а _д~г_ је делпмични вектор

aq, 
ски извод вектора положаја по координати ql' Координате 

. тог извода су: 

ду 

dq, ' 

Сваки од тих деЛИМИЧ8ИХ извода има правац тангенте 

на одговарајУЋУ координатну линију, а смер у смислу куд 
,одговарајућа координата расте. Према томе је: 

.... -;.. .... 
где смо, као и раније, са D p D2 , Dз 
једра координата q" q2, qз, а са A1, 

.. :говарајуhих вектора; дакле, на пр., 

• 
означили ортове три-

А2 , А з интензитет од-

dx 2 ду )" az )2 + . + 
aqt aql дq, 

• 

, 
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Према томе И3 (1) за брзину можемо написати следећу-
• 

векторску ]едначину: 

-+ -+ -+ -+ 
(2) v = А Ј q/D1 + А з qz'Dз + А з qз'Dз , 

и слично за померање 

-+ -+ -+ -+ 
(3) ds=АldqlDl+Азdq2Dз + Аз dqg Dз , 

где су 

алгебарске вредности компонената брзине за осе триједра 

криволиниских координата, а А1 dql' Аз dqz, Аз dqз -с- компо-

ненте помераЊ!l. 

~-

Ако сад дигнемо v на квадрат, И3 (2) имамо': 

(4) v2 = А12 qt'z + А22 q,'З + Аз2 qз'2 + 
+ 2В, qz' qз' + 282 qз' qt' + 2Вз ql' qз' , 

• 
где ]е, на пр., 

~ 

8 = (дг 
, \ дq2 

За ортогонални систем координата имамо 

В1 = Bz = Ва = О , 
~ ~ 

јер на пример, за В1 имамо1 Сов (D2 Dз) = О. и квадрат бр--

зиве изгледа овако: 

а OДГOBapaj~ћa метричка форма овако: 

(5) ds2
. А,З dqlZ + А 22 dq22 + А/ dqз2 • 

3а косоугли систем је метричка форма према (4): 
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(6) ds2 = А1 2 dq1 2 + A2
2dq22 + Аз2 dqs2 + 

+ 2B1dq2dqS + 2В2dqзdql + 2Вз dql dq2' 

Једначине (5) и (6) показују да елеменат дужине лука 
· ds може бити сматран као дијагонала паралелепипеда, чије 
су ивице А1 dql' А2 dq2' Аз dqз, 3а ортогоналан систем тај па-

• '. ралелепипед Је правоугли. 
И3 наведеног следује да израчунаваље v 2' можемо И3-

В{Ј'~Ш~И1'И на два начина: аналитичким, одређиваљем х', у', z', 
.' или непосредним, геометриским одређиваљем ивица 0значе
ног елементарног паралелепипеда и углова између љих. 

На пр. за поларно-цилиндричне координате први наЧI!Н 
• nOC:Ie диipеренцирања-]едначина-(i) § 1-12 даје: 

,~дакле имамо: 

х' = г' Cos е - r е' Sin е , 
у' = г' Sin е + г е' Cas 8 , 

Z ' - z' - , 

v 2 = х'2 + у'2 + Z'2 = г'2 + г2 8'2 + Z'2. 

ПО другој методи узимамо у обзир да прва ивиц" 'еле· 
ментарног паралелепипеда дуж координатне линије, где се 

меља само г, износи dr; друга, где се меља само е, прет-

· ставља елеменат лука кружне линије полупречника г са сре
диmним углом de, и према томе износи rd8; најзад, трећа 

ивица у правцу z осе износи dz. Пошто је систем ортогона-
· лан, имамо: 

ds~ = dr 2 + г2 d8 2 + d Z2 , 

· а то доводи до претходног обрасца. 

3а сферне координате из (1) § 1·13 после диференци
· раља добијамо: 

v2 = е'2 + е2 ср'2 + e~ 'Р'2 (1082 ср • 

Тај исти резултат следује из посматраља правоуглог 
,паралелепипеда са ивицама: 

de. edcp, е С08 ср • d1p . 



31 Компоненте и пројекције браиие 

Последња ивицц. је елементаран лук круга са полупреч

ником е Cos ср што одговара средишном углу d1p са центром 
на z оси_ 

Најаад аа еЛIштичне координате иа Щ § 1'14 после иарачунавања 
"логаритамских иавода и одређивања х', у', z', на пример иа прве једначи
не у облику: 

.квадрирањем и сабирањем долааимо до реаултата: 

-где је 

§ 2·4 I{омпоненте и пројекције брзине за осе криволи

НИСКИХ координата 

Израз Rвадрата брзине омогућава одређивање ком по

нената и пројекција (ако се последње разликују од првих у 

-случају косоуглих координата) брзине за осе криволиниских 

координата. 

Означимо са vt, vz, va алгебарске вредности компо

нената брзине у правцима оса криволиниских координата 
-+ -+ -+ 

·са ортовима Dl! D 2 • Dз• Тада имамо: 

~ '""* -+ -+-
v = v1D 1 + v2Dz + v3Dз . 

Са друге стране имаЈIИ смо у претходном параграфу (2): 

~ -?- -+ -+ 
V = A1ql' D 1 + Аз q2' Dз + Азqа' Dз . 

Према томе за компоненте имамо: 

"или 
Vi-A"q.' ---- 1 t· i= 1, ~, 3. 

Затим, ако је познат облик квадрата брзине "или ме-
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тричке форме, бирањем чланова са потпуним квадратима мо

жемо одредити веШ1чине компонената. Чланови са произво· 

дима омогућавају одређивање косинуса углова између оса 

криволиниских координата. 

Тако, на пример, из 

одмах закључУiемо да компоненте брзине имају вредности: 

е' , , 
еср , еч/ Cos rp . 

3а одређивање пројекција брзине V j , V 2, Vз на осе кри
полиниских координата узимамо квадрат брзине и ставиыо: 

-;. -;. 

v2 = 2Т* = (v v), 

где смо са Т* 0значили половину квадрата брзине. Пu,\1LIе 

диференцирања претходне једначине по q/ имамо: 

• 

-;. 

дТ* _ ( .... д V \ 

дч / -- V dq l' ) , 

али И3 основне }едначине 

---)- -+ -+ -+ 
V = A1 q/ D 1 + A2 q,' D 2 + Азqз' Dз 

имамо: 

• 
п према томе заКЉУЧУЈемо: 

дТ* -+.... .... .... 
d ,= А ј (v D j ) = А 1 vCos (v D j ) = Ај V1 • 
ql 

Иа ове и сличних јr.дначина дефинитивно одређујемо 
ове вредности пРоiекција брзине: 

1 дТ* 
V 1 = А дq" 

1 1 

1 дТ* 1 дТ* 
v, = А." dq2' , vз = А d " о З ,q:] 

што можемо ~a напишемо и општим обрасцем: 
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Щ= 
1 дТ* 

А; дq.' . 

3а сферне координате, на пр., имамо: 

А1 = 1, А 2 = !2, Аз = (! Оов ср , 

• 

дТ* _ 2 , 

дср' - (! ср , 

• 
и према томе Је: 

., - о' v п' "1 - _, 2 = "ср , VЗ = (! 1ј1' 008 ср • 

§ 2"5 

i = 1, 2, 3. 

§ 2·5. Одређивање кретања тачке при датој браини 

До сада смо говорили о одређивању брзине тачке кад 

је познато кретање те тачке. Оад поставимо обрнуто питање 

одређивања кретања тачке, кад је дата или сама брзина или 

УСЈIОВИ кретања, који стоје у вези са том бр3ЈШОМ. 

-+ 
Пошто је брзина v први 

• • 
:вектора положа1а г, ТЈ .. 

-+ . 
v=r= 

, 

векторски извод по времену. 

-+ 

dr 
dt ' 

за одређивање вектора положаја -; према датој \~зини као 
функцији времена потребно је. извршиш векг')рску инте-. 

• 
граЦИ1У: 

r = v (t) dt + С, -+ Ј-+ -+ 

-+ 
где је С произвољан константан вектор интеграције. 1'ај 

вектор можемо одредити из почетних услова кретања под 

претпоставком да је у моменту to тачка била у положају са 



-+ 
поло=аЈ'а го' Пошто Ј'е 3с! таЈ' )lOMeHaT датим векторОМ .... 

-+ 
го = 

. - . -+ 
елииинисањем С из претхо;џшх Једна чина ДООЈЈЈамо: 

t 

г = г о + 'и ([) dt . -+ -+ Ј' -+ 

То] векторској једначини у случају ДеI{артових коор
дин~та одговарају ТРЏ: скаларне једначине, од кс?јих ћемо, 
ради примера, написати прву: 

t t 

х=хо + JX'(t)dt=xo + Jcpl(t)dt, 

где су СР, (t), СР2 (t), срз(t) - Декартове координате брзине. 
у општем случају, за одређивање кретања тачке, може 

-+ 
• 

-+ 
бити дата веза између брзине 'и, вектора положаЈа г и вре-

мена t. 3а генералисане та се веза одређује по-

моћу три сн:аларне једначине: 

ЧЈl (q/ , I q I . q2 , 3 , ql , q2 ' qз; t) = О, 

ЧЈ2 (q/ , I q I • t) = О, qz , 3 , q, , q2 , qз ; 

ЧЈ3 (q/ , I q2 , I • 
qз : ql , q2 , qз ; t) = О, 

које сачињавају систем диференцијалних једначпна. Решење 

проблема се своди на 
. . 

интеграЦИЈУ тог система, ];Оја нам 
• 

даЈе три интеграла: 

F1 (q 1 , q2 , qз ; С1 , С2 , СЗ ; t) = О, 

(1) Р2 (ql , q2' qз : С, , С2 , С3 ; 1) = О, 

Р3 (q, , q2 , qз ; С, , С2 , СЗ ; t) = О, 

где су C1 , С2 ., СЗ - произвољне константе. Те константе 
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:можемо одредити из услова за почетни моменат to : 

Р1 ('1,0, .q20, QSO; Ci • С2 , сз ; to) - О , 

(2) Р2 ( • • • • • • • • • • • • • • )= О, 

Fз ( • • • • • • • • • • • • • • )= О, 

:где смо са ql0, q/,qзО означили вредности генералисаних: 
координата тачке за почетни моменат. 

. 
Ако ставимо вредности произвољних констаната одре-

;ђених из (2) у једначине (1), добиhемо дефинитивно КDнач
,не једначине кретања у имплицитном облику: 

Фl (q 1 , ·qз , qa; q о q о q О· 
1'2'8' t, to) = О , 

Ф2 С • • • • • • • • • • • • • • • ) = О, 

ФЗ с· о • о • • • • • • • • • • • ) = О. 

Као пример одређивања кретања тачке, ако је дата в~з8. 
, 

између положаја тачке и њене брзине, решимо тако звани 

'" проблем потере". 

§ 2·51 Проблем потере 

Нека је кретање једне по

'кретне тачке М1 (зец) дато (сл. 

18, а) облш;ом путање и законом 

пута. Нека друга покретна тачка 

М2 (пас) почне да се креће из одре
ђеног ПОЈlожаја у одређено време 

тако, да има брзину одређеног ин-
• 

тензитета увек наперену према та-

чки М1 • Потребно је одредити кре

'тање тачке М2 • 

Решимо овај проблем само за 

прост случај кад је трајектори

ја тачке М1 права и кад. се она 

.креће равномерно (сталном брзи-

о 

-
џ 

М2 _.1\1, 
а \ 

ь 

, 
/ 

L. 
. џ 

({ 

/ 
/ 

/ 

I 
\ 

, 
/ 

\ , 

-
и 

----р 

х Q N 

Слика 18 
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вОМ и. Сем тога претпоставимо да се тачка i'v1z креће бр-

ЗИНОМ сталног интензитета v. 
Уведимо у равни кретања координатни систем (сл. 18, Ь}> 

са почетком у почетном положају тачке М2, при чему за тај_ 

положај узимамо тачку где брзина тачке М2 стоји управно 

ва праву путању тачке M 1• Време t рачунамо од МОМ8НТа. 

кад је тачка М2 била у О, а тачка М, у N. 
Ако са s обележимо дужину пута тачке М2, ижамо 

(1) s = vt. 

3а исто вре)!е је пут та же М1 једнак: 

(2) NM, = и t. 

И3 једначпна (1) и (2) СЛ2дује: 

u 
~s= ks 
v ' 

- II 
где . СМО СТ3ВlIШI k = v -

Непосредно са слике има:.rо : 

(3) NM1 = QM2 + РМ, = У + М,Р ti! ех = 

где је а = ON. 
И3 (2) и (3) 

(4) 

, dy 
= у -т- (а - х) dx ' 

• 
долазимо до Једначине 

dv 
У + (а-х) ~d = k s 

х 

за одређивање координате у као функције х. 
Пошто у горњу једначину улази променљива 

зв:а:М:О само диференцијалну везу: 

ds 2 = dx 2 + dy 2 

ds = ]/1+ '2 dx ,у, 

• s, за КОЈУ 
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'Где црта означава извод по х, онда за елиминисање те про

менљиве треба диференцирати једначину (4) по х. После тог 
.диференцирања имамо диференциiалну једначину другог 

реда: 

(а-х)у" = k У1 +y'~, 

.У којој се променљиве лако раздвајају: 

.!/ _ = k dx . 
У1+у'" а-х 

Интеграција те једначине даје: 

log(y' +V1+i2
) = -k log(a-x) + ]og С= log C(a-хГ\ 

<одакле имамо: 

у' + V 1 -t у'2 = С (а - х)-". 

3а почетни положај имамо х=О, у'=О и према томе је 

1 = Са-" . 

Ако из те једна чине одређену произвољну константу С 

.уврстимо у претходну једначиву, добиhемо: 

. у' + У1 + у'" = а" (a-x)-k. 

Упоредо са овом једначином, као закључак из ље, мржемо 
• 

;написати Једна чиву: 

у' - у 1 + у'" = - а-" (а-х)" . 

Из ових једначина пишемо два резултата: 

,(5) 2у' = а" (а - х)-" - а-" (а - х)" , 

.(6) 2 V 1 + у'2 = а" (а - х)-" + а-" (а - х)" . 

1. Случај k =t= 1. 

У овом случају интеграција iедначине (5) даје: 

:2 (у + C1) = а-" {1 +k)-!{a- X)l+k_ ak (1- k)-l (а - xp-k, 



, 
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тде константу С1 одређујемо из услова); = О, у = о овако:: 

2С1 = 0(1 + k)-l - а(1 - k)-l = - 2ak (1- k2г\ 

после чега пишемо: 

(7) 2 (1 - k') У = 2ak + а-!> (1 - k) (а - х)1+" -

- аlC (1 + k) (а - х)l-". 

2. Случај k = 1. 

Интеграција (5) доводи до једначине: 

:3 (у + С1) = ~ а-1 (а -х)' - а log (а - х) 
• 

и пошто је за х = О, У = О 

, с 1 1 ~ 1 = -:ЈС- а - а og а , -
, 

имамо интеграл у облику: 

{8) 1 1 " а-х 
2у + 2 а = 2 а-1 (а-х)- - а log а . 

Једначине (7) и (8) одређују трајекторију тачке М •. 
3а одређивање резултата потере потребно је израчу-

вати растојање М2М1 између тачака. И3 правоуглог троугла.. 
М2РМ! имамо: 

М М м,Р а-х ( ) V '2 
• l=C =С = а-х lту 

08 rt 08 а 

или према (6): 

(9) а "-1 

• 
а а-х 

Овде узимамо у обзир три случаја: 

1. k > 1 или v < и. Кад );-+а, први члан десне стране (9" 
тежи нули, други бесконачности, према томе растојање из

међу тачака М1 и М. све више расте. 



2. k = 1 (v = и). У овом случају растојање M~Ml мо

Жемо одредити овако: 

М2М1 ;-
1 
(а-х) 

а-х а 

+ --2 а а-х 

1 
а+ 

1 (а - х)" 

2 . ) 
-" а 

II према томе видимо да кад х -+ а, растојање М2М1 тежи 

. 1. . 
стално] величини 2 а, Тј. половини полазног раСТОјања. 

3. k < 1 (v> и). 3а х = а из (9) имамо да је М%М, = О, 
према томе тачка М2 се поклопи са тачком М1 и ТО У поло-

• 
жазу са ординатом 

као што следује из једначине (7). 

§ 2·6. УОПUIтавање појма брзине за променљиве векторе 
и скаларе. Секторијална брзина. Угаона брзина 

-+ 
Ако ма који вектор R зависи од времена, његов извод 

..... 

по времену dR б - - п dt зове се >рэuн,а шоz векшора. рема томе се 
, 

појам брзине, као вектора, генералише у смислу примене не 
само на вектор положаја покретне тачке него и на сваки 

други вектор. Димензија такве zен,ералuсан,е ве?Ъшорске брэuн,е 

више не износи увек L Т-1 него зависи од природе вектора 
..... 
R који Д'1ференцирамо. 

Исто тако, ако ма који скалар q зависи од времена, 

извод :ј зове се брзина тог скалара. Таква брзина се јав
ља "ао zен,ералuсан,а скаларн,а брэuн,а. 

Узмимо примере. 

Сваку равну, оријентисану (то значи са лицем и нали-
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- ~ у 

О 

-
7 М ds -. ~ 

ЬЈ -г -Г ј 

О 

С:шка ]9 

..... 

Уопштавање појма брsин~ 40 

Мј 
ј 

М 

х 

у 

чјем) површину (сл. 19, а) 
може.\10 довести у везу са 

..... 
вектороы Р, који ћемо кон-

• 
струисати на оваЈ начин. 

Он има правац управан на 

раван површине, смер од 

лица и интензитет - вели-

qину површине. Ако се тај 
..... 

вектор Р меља. у току вре-

мена, извод 

..... 

(1) 
dP 
dt 

зове се uовршuн,ска БРЭU1iа. 

у специјалном случају 

површина dP, иако се целокупна површина Р не налази 

у једној равни, може да се јави као сектор (с",. 19, Ь) између 
..... ...,. ...,. 

два потега ,и '1 И елемента ds путање покретне тачке М . 
..... 

Тада се извод (1) зове секшорuјалн,а брзuн,а. Означимо је са S: 
• 

..... 
..... dP 
5 = dt . 

Пошто такву површину можеt.!О изразити векторским 

производом: 

-+ 1 .......... 
dP = .~ [, ds ] , 

-'" 

то за секторијалну брзину имамо: 

..... 
..... dP 
5= dt 

1 
'Ј 
~ 

или 
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Координате 'еекторијалне брзине према TO~le имају вред

!Ности: 

1 
Sx = :Ј (уг'-гу'), 

1 
S (zx' -xz') , у = :Ј Sz = + (ху' -ух') _ 

~ 

Ако се тачка креће у равни, рецимо Оху, положај тач

ке можемо одредити помоhу IJолаРНIIХ координата г и е 

,(сл. 19, с). Секторијална брзина, која тада увек има правац 

z осе, може бити одређена својом алгебарском вредношhу, 

једним скала ром. Пошто је uовршина бесн:оначно малог сек

тора ,ОММ1 , коју у прелазу ка граничној вредности можемо 
• 

·сматрати као површину кружног сектора, једнака. 

1 2 de 
'У г , 

• 
'таЈ скалар има вредност 

dP 1 2 е' 
dt = 2 г , 

'Где је Р површина сектора омеђеног кривом линијом и са 

.два потега, рецимо, го и г. 

На сличан начин се уводи појам брзине за произвољан 

скалар који се мења у току времена. Јасно је да је таква 

-брзина увек скалар. 

Тако, на пр., ако запремина V једног геометриског објеь:-
. dV . 

та мења СВОЈУ велпчину у току времена, извод dt Је за· 

., -
uре.миnска oРЗU'ltа. 

Ако величину једног угла оцењујемо скала ром а, а он, 

-се мења у току времена, И3ВОД 

drt 
dt = w 

-.З0ве се скаJlltрн,а yzao'lta орзuна. 

, 
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Са једним бесконачно малим1 ) углом можемо да ве-
.... 

жемо и један вектор da (управан на раван угла, са смером 
од лица рг,вни и са интензитетом једваIЩМ мери угла у ра

дијанима). Тада извод 

,.. 
da 
dt 

.... 
= w 

претставља такође један вектор и зове се векшорска уzао'Н.а 

Орзu'Н.а. 

Ако тачка М (сл. ~O) врши кретање по кружној линији, 

мо 
s 

а м 

С.1И1Ш 20 

средиmни угао а је функција времена: 

u=аи) 

и према томе скаларна угаона брзина има. 

вредност: 

da 
-- = (1) 
dt . 

Пошто интензитет брзине v има вредност 

ds 
lJ= -

dt ' 

а ds = г da. као лук кружне линије, 
• 

онда Је 

da 
и = г- гш, 

dt 

'if. интензитет брзине тачке на кружној линији једнак је 

производу полупречника круга и скаларне угаоне брзине. 

1) Учинимо једн;у примедОЈ·. Ако поставимо услов да вектори могу 
., -

заступати само оне пе.'Iичине ЧПЈИ аонр може оити IIретстављен вектор-

СIЩМ збнром заступника, онда се коначни угао не може сматрати као 
. - , 

векторска величина, Јер праВИЈIО саоирања два коначна оортања не од-

говара правилу сабирања два пеюора (в. на пример, моју расправу; 

ГеомеТРИСI,е осн ове рачуна са диадама. 1. Диада и афинор. Београд 1930. 
стр. 221). То правило важи само у граничном случају сабираља двабе
СКDначно мала обртања. па нрема томе и два таква угла. 



43 __ у __ О_I1_ш_Т_!lВ_8_њ_е_П-'Оl ___ ·М_8_бр'-з_п_Н_е _______ § 2"0; 

Ако уведемо векторску угаону брзину 

.... 
.... da 
ш=-

dt ' 

помоhу ње можемо изразити векторску вредност брзин&' 
.... 
v, и то помоhу израза: 

.... .... .... 
v=[шг], 

• 
• 
]ер написани векторски производ има правац, смер и интен---

.... 
2итет брзине v. 



ГЛАВА ТРЕЋА 

Убрзање покретне тачке 

§ 3·1. Ходограф БРiшне 

Ако се тачка М креће у простору, њена се брзина, век-

м 

Олика 21 

--;. 

,.одређена брзина v и 
;дографу брзине. 

->-
• 

тор V, у општем случаЈУ, мења У току 

времена. 

Уочимо једну сталну тачку О (сл. 

21) и почнимо конструисати вредности 

вектора v као слободног вектора са по-
->-

четком У тачки О. Крај вектора v у 
•• • 

овом случаЈУ ОИИСУЈе У простору Једну 

криву линију Н, која се З0ве ходоzраф 

брзU'не. Јасно је да свакој обичној тач

ки М путање покретне тачке одговара 

на тај начин одређена тачка N на хо-

Какав је ходограф брзине за праволиниско кретаље? 

А за ма какво равномерно кретање? А за право.'1ИНИСКО и равно

::мерно кретање? А за равномерно кружно кретање? 

Ако је коначна једначина кретања тачке у векторском 

..облику написана овако: 

->- --> 
r = r (t), 
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једначина ходографа брзине је: 

-? ~. -;)о-

Q = V = r (t) = е (1), 
-+ 

где је е вектор положаја тачке тог ходографа. Коначним·. 

једначинама кретања за Декартове координате 

х = /1 (t), у = /2 ((), z = fз (t) 

одговарају једначине ходографа: 

~ = N (t) = срј (t), 'УЈ = 12' (t) = СР2 (t), ~ = 1з' (t) = СРз (t), 

где су ~, 'УЈ, ~ -" координате тачке N на ходографу. Ове 

једначине могу бити сматране као параметарске једначине" 

ходографа брзине, где t игра улогу параметра. После ели-

минисања тог параметра добиhемо две везе између коорди--

ната ~, 'УЈ, ~ које одређују криву линију ходографа. 

§ 3·11. Ходограф браине планетског кретаља 

• 
Према првом Кеплеровом закону свака 

једну елипсу са Сунцем у једној ЖIIЖИ. 

планета ОПИСУlе"-

Према томе закону јед

начину путање (сл. 22, а) 

планете за поларне коорди

нате r и 8 са полом у Сун
цу можемо овако написати 

r = р 
1 t- е (Ju:; 8 

или 

(1) r (1 + е Со:; 8) = р, 

• 
где су: р параметар елипсе 

И е њен ексцентрицитет. 

Други Кеплеров закон 

ТВРДИ да се кретање плане-

та ВРШИ са константном сек-

Ь 

~--~y 

х-

о 

а 

... . .... 
ј п / 

/ \ 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 

f) 

с 

С.1Ика 22 
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торијалном брзином. Пошто је секторијална брзина у полар

вим координатама ~ г2 8', тај се Кеплеров закон изражава 
овако: 

(2) г2 8' = А , 

где је А једна константа. 
-+ 

• 
Како вектор положаЈа r планете можемо изразити овю{о: 

-+ -+ 
Г=Гll, 

-+ 
ГД\Ј смо са u означили орт потега, онда после диференци

-+ 
рања за вектор положаја 1] тачке ходографа имамо: 

-+ 

(3) 1]= 
dr 
dt 

Али И3 (1) је 

.. и сем тога је 1) : 

• 

-+ 

d r .8' = 8' 
а8 

аг -+ 

а8 u + 

dr 1 2 О' LI 
d8 - Р r е QШ \Ј , 

-+ 
du 
dfJ 

-+ 
= П, 

-+ 
аи 

r Ј8 • 

где Је п орт нормале на правац г. Према 
• томе из (3) мо-

жемо написати: 

-+ -~ 

а., -+ du 
1) Истинитост једначине cl8 = п С.'Iедује отуда, што 1. иавод а8-' 

.. као навод арта, стоји управно на сам арт (сл. 22, Ь). 2. он ииа смер пре-
-+ ~ 

. ма 06ртању арта " и 3. интензитет извода једнак је cl8 . где је ав еде-

менат лука кружне .'Iиније. Пошто је тај елеменат једнак 11 а8 = 1 . а8 = d8, 
интен3итет извода једнак је јединици. И3 наведеног видимо да извод 

-+ 
d u -+-
c/8 и}!а исте векторске еЛб!енте као и вектор П, а то и потврђује на-

ведену векторску једначин~·. 
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• 

..... ..... 
r2 е Sin 8 . u + r п r 28' ..... р ..... ) 

= р е ВјП 8 . u + r . п . 

Узимајуhи сад у обзир особину (2) и векторску јед

. начину 
.......... ..... 
ј = u ВјП 8 + п Cos 8, 

• 

а 

с 

Слика 23 
..... 

·која одговара разлагању (сл. 22, с) ор та i осе у на две ком-
,llоненте, можемо написати: 

.... 'А 
е= 

р 
- е Cos 8 п . 
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Одатле, пошто је из једначине (1) 

р - е Cos е = 1. 
г 

имамо ;:џ фИНИТИВНt : 

• 
где le 

">-

0= , 
А -->-

еј + 
р 

А R =--. 
р 

Ова векторска једначина показује да је х?дограф {;:ру--
жна ~инија, јер је први вектор сталаII, - он је вектор по
ложаЈа центра круга, а други има сталаII интензитет R. 

Наведена расуђиваља важе за свакУ вреднОСТ ексцен
трицитета е, а то значи могу да будУ примељена на кретаље 
по сваком коничном пресеку, само пОД условом да се кре
Taљ~ врши са сталном секторијаЛНО!d брзиНОМ. Слика 23 по-
каЗУЈе положај круга ходографа брзине за елипсу (а), хи-
перболу (Ь) и параболу (е). 

§ 3'2. Убрзање ПОI<реТflе таЧI<е 
-->-

Као што смо видели, први ИSВОД': вектора г покретне та-
чке М по времену даје брЗину: 

-->-
• _Јг -+ 
г = Ј{ = V. 

Бр?ина је са своје стране у onJIlTeM случају вектор-
фУНКЦИЈа времена. Извод брsине по временУ, или други извод 
вектора положаја по времену, З0ве се убрзшње или акцелера-

-+ 
означимо са W, 

• ЦИЈа покретне тачке. Ако убрзаље таЧЈ(е 
имамо: 

Пошто 6раину 

-->-
IV = 

-->-

-->
dv 
dt 

• 

v можемо сматратII 
Ј\ДО векТЈР положаiа. 
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..... ..... 
12 по~оhне тачке N на ходографу брзине, извод 

dv 
dt у обли-

..... 
do 

r;y d; може се протумачити и као брзина помоhне тачке 

N на ходографу. Дакле можемо казати да је убрзшње 6p3U7ia 

uO"ftohxe ша~1\е па ходоzрафу Орзunе. Према томе вектор-убр-
..... 

зање W има 1. правац Тангенте на ходограф, 2. наперен је 

на страну куда се креће помоћна тачка на ходографу брзине 

и 3. има интензитет једна!, ~; , где је d(J елеменат дужине 
лука ходографа. 

Ако је кретање одређено коначним једначинама у Де

картовим координатама 

х = Ј1 (t), У = /2 (t), Z = Јз (t), 

брзина има координате: 

1'х =, х' = // (t), V y = у' = 12' и), V z = z' = Јз' и), 

а убрзање: 

., Ј "'i) Wx = х = 1 \ , IV y = у" = Ј/' (t), Wz = z" = Ј/' (t) . 

Интензитет убрзања се изражава именованим бројем. 

Пошто за израчунавање убрзања делимо брзину временом, 

димензија убрзања је 

-+ -+ 
[W] = [v] Т-1 = LT-2

• 

у систему CGS за јединицу убрзања се узима убрзање 
кад за једну секунду израчунати прираштај брзине износи 

јединицу брзине, тј. сантиметар у секунди. Кратко се каже 
да јединично убрзање износи један сантиметар у секунди 

на квадрат. 

§ 3·3. Тангенцијално и нормално убраање 
-+ 

Према (3) § 2·2 брзину покретне тачке, вектор v, мо-
жемо претставити овако: 



§ 3·3 Тангенцијално и ноrМЯ.1ВО убрзање 
-"-~----~:.:..::===-=-=~~=-=-'-=~'-'---~----

-о о .. 

тде је v алгебарска вредност брзине у односу на тангенту 

-+ 
са ортом D који је наперен у емислу рачунаља' дужине лука 

• s криве ЛИНИЈе путаље. 
Диференцирајмо сад чланове претходне једначине по 

.времену: 

(1) 'и 
-+ Ји -+ dD 
w = dt D + V Ј! . 

• 

-+ 
Извод орта D по времену може~iО овако написатп: 

->- -+ -+ 

ЈО dD ds ЈО 

dt 
-- . ---

cfs dt 
- . l' . 
11s 

-+ 

Вектор 
dD 
ds У томе 

• • 
изразу Једнак Је вектору 

-+ 
к кривине 

криве линије путање у датој тачки1 ). Он је наперен у 

1) То се може извести на ова! начин. 3а тачку М (сл. 24) кан-

-, 
м D 

Слика 24 

-+ 
струишимо орт D тангенте те тачке и 

-+ 
арт п1 тангенте суседне тачке М1 и 

означимо ММ1 = 1'>8, а прираштај орта 
-+ -~ -~ -+ -+ 
D са I'>D, тј. ставимо I'>if п1-п. Та-

-+ 
dD 

да је -с
Јв 

-+ 
I'>П 

liш Ј' граничном по-
6s~O ~B 

->-
ложају правац вектора :"П тежп НОР'Ia

-~ 

ли на D 1, а пошто лежп у ОCI;улаТОрНОј 

-~ 

равни, то Је IIравац главне HopMa;re са ортом N. Интензитет I'>П вектора -)-::' ", ,и 

дп може се' заменити са углом I'>а измеl)у две суседне тангенте. Најз::.д 
је 1'>8 =R 1'> а, где је R полупречник круга кривпнс. Према томе интензи-

-+ 
dD.. 1'> а 1 

тет вектора је lrm - - Узимајуhи у обзир правац, смер и 
Ј. "",-+ О R I'>а - R . 

интензитет, пишемо једначиву (3). 
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-------''-=--=--

-)-

правцу главне нормале, чији орт означимо са N, има интен-
1 

:зитет R ' где је R полупречник кривине. Према томе пи-

шемо: 

-+ 

(3) dD 
ds 

-+ 1-+ 
=K=--N R . 

А"о ИСrЮРИСТИМО ту вредност за једначину (2), из јеД_ 
шачине (1) добијамо: 

-+ d v'" v~ -+ d~s -+ v2 -+ 

11/ = dt D + R N = "dt2 D + R N" ..... ~o' 
Ова једначина показује да св{кif'убрзање можемо ра

·стаВIIТИ у две компоненте~ 

1. Тагmliцuјалн,о убрза?:ЬС~.IIР.JtllЦ тангенте на .. путању 

-са вредношhу:" -

... dv -+ d 2s-+ 
WD = dt D = di2 D. 

, 

, 
2. Нормалн,о 

!ношhу: 

убрзање у правцу главне нормале са вред-

-----. 

Нормално убрзање, пошто је увек наперено ка центру 

):кривине, зове се и цен,шрuiiешалн,о убрзање;/ 

Према 'TO)le имамо векторску једначину 

-+ -7 .....)-

W = WD + WN. 

Обе означене компоненте припадају. оскулаторној равни. 

3а сваку тачку путање :можемо конструисати тако зва
-+ 

ни йриродн,и шрuједар оса, који чине шанzен,ша (орт D), zлав-
• • 

-+' -+ 
н,а н,ормала (орт N) и бuн,ормала, чији орт означимо са В 

,{сл. 25). Раван која садржи тангенту и главну нормалу је 

ос'Кулашорн,а раван,. Убрзање припада тој равни. Како бинор

мала стоји управно на оскулаторну раван, убрзање нема ком

доненте у том правцу. Према 'roMe за осе природног трије-
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дра разлагање. убрзања на компоненте можемо написати IL 
овако: 

--. 
N 

Слика 25 

(5) 

(6) 

, 

3а одређивање алгебаРСRИХ вред

ности тихубрзања можемо се послу

жити једначинама: 

d's --'> -+ 
w/J = -, " = (w ЈЈ) , 

( [-

., 
!U~ ~ -->-

йЈ;v = R = (w N) , 

а JI lедначином 

(7) 

одговара Питагориној теореми, 

Тако за Декартове координате из (6) IIмамо: 

1 
WD = (х" х' + у" у' ј- z" z') , 

v 

Квадрат нормалног убрзањ~ рачунамо овако: 

1 -+-> 1->--+ 
= -,,{wvSiп (w иЈ!" = -.-lWV]2 " 

'И' . v-
, 

одатле 1е: 

1 
WN~ = 'и" {(у" Z' - z" у')2 + (z" х' - х" Z')2 + (х"у' - у" х')2} _ 

у случају праВОЛIlНИСКОГ кретања убрзање се своди: 
, 

само ва Једну компоненту 
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1 
R =0. 

Видимо да у том случају убрзање може бити одређено 
. d2s 

·само помоhу скалара dt~' Исти скалар и за криволиниско 

"кретање тачке одређује убрзање у колико се,1МИСЛИ само на 

промену интензитета брзине. 

3а равномерно кретање тангенцијално убрзање једнако 

. С dv ) Је нули (v = onst., dt = О п према томе за то кретање има-

мо само нормално убрзање: 

~ 1)2 ~ 

W = R N. 

Према тоые тачка која се креЬе равномерно по кругу 

;полупречника R l:a интензитетом брзине v има убрзање на
v 2 

перено ка центру величине R' 

Тачка нема убрзања само кад стојн или кад се ь:реЬе 

:равномерно II праволиниски. 

d 2s S 
Скала р dt2 ' као што 

·СМО навели, омогуЬава - да 

се процени промена интен

·зитета брзине t'. 3а што кон- О 
----------------~--~ 

кретнију претставу тог ска- t 
• S' 

лара, као и у случаЈУ пута 

и алгебарске вредности бр-

.зине, употребљује се гра фи - _o~ ____ """",----____ ---:-
чка метода. Дуж једне коор- t 

• 
,динатне ЛlIНИЈе меримо вре-

ме, дуж друге - алгебарску 
• . вредност тангеНЦИЈалвог 

d2s 
,убрзања - извод dt 2 ' Пре-

ма томе 2а свако кретање мо· 

жемо нацртати три графика 

«сл. 26 показује три графи. 

S" 

о 
t 

Сљика ~() 
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ка за једнако успорено кретање), између који:&: можемо по

ставити везе искоришhавајуhи, са једне стране, геометриско 

тумачење извода, са друге - тумачење одређеног инте

грала. 

3а оцену промене убрзаља у вези са положај ем тачке

можемо цртати такође график са s и s" на координатним 

осама. 

о 

• 

ь 
v 

с 
I \ 

I \ 

Слика 27 

§ 3·31. Велоцида 

{! 

р 

в G 

Узимајуhи одређене једи-

нице за дужину и време, век-

~ 

тор 
. , 

положаЈа r покретне та--

чке М и брзину v можемо, 
• 

претстаВIJ ти на ИСТОЈ слици 

помоhу одређених дужина не-

зависно од тога што су димен-
• 

3ИЈе тих вектора различите. 

~ 

Нацртајмо брзину v (сл. 

27, а) са почетком у покрет

ној тачки М и означимо век-

тор п'оложаја краја те брзине,_ 
~ 

тачке Р, са V. Тада имамо: 

~ -.. -.. 
(1) V = r + и. 

Кад се тачка М креће, тачка Р мења свој положај у 
простору и описује линију која се зове велоцuда. 3начи, ве-

лоцида је геометриско место краја вектора брзине кад се 

љен почетак налази у покретној тачки. 

Ако чланове једначине (1) диференцирамо по времену,_ 
добиhемо: 

• • • 
V=r+v 

или 

(2) 
. -.. -.. 
v =и + W, 
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• 
при чему вектор V има правац тангенте на велоциду, вектор 
-+ 
v - тангенте на путању и вектор w - тангенте на ходо-

граф брзине. 
• 

Написана векторска Једначина може послужити за, 

-+ 
одређивање убрзања, ако су познате брзина тачке v, као 

вектор, ходограф брзине и велоцида. 3аиста, ако нацрта·· 
..... 

мо брзину v (сл. 27, Ь) као вектор и из њеног почетка А 

повуче мо правац АС тангенте на велоциду, а из краја В -. 
правац ВС тангенте на ходограф, онда троугао Аве одго·· 

-~ ..... 
вара једначини (2) и вектор ве има вредност убрзања W. 

§ 3·32. Убрзање планет СКОГ кретања 

-+ 
у параграфу 3·11 изве:ш смо да брзина v код планет-

ског кретања може бити иаражена овако: 

..... А ..... А ..... 
v= еј+ п. 

р р 

После диференцирања те једначине, узимајуhи у обзир 
-+ 

сталност орта ј, имамо: 

Међутпм је 

-»
W= 

..... ..,. 

..,. 
А dn 
р dc' 

dп dn, ..... А 
_. = -- . е = - 11 • -----:;-
i!t (ј е г" , 

..... 
јер је сходно примедби на стр. 46 извод орта п по углу 

обртања е једнак нормалном орту са одговарајуhим смером, 
..... 

• • 
а то Је орт - 11, ТЈ . 

..... 
d п..,. ..... 
-- = - 11 = - ort г . 
dfJ 
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Сем тога смо из једначине r 2 8/=A ставили вредност 8'. 
На тај начин имамо: 

-+ А2 1 -+ 
w = - . .,' ort r. 

р r-

Овај израз' показују да у6рзшње uлан,ешскоz креШа?-Ьа и.ма 

uравац фокаЛ1iОZ uошеzа са сл~ером uрема жuжи (цен,шриuешаЛ1iО 

убрзшње), а ин,ше1iзuшеш му је обрн,ушо uроuорцuоналан, ?(ва

драmу фО'l>алн,О2 расЩојшња. 

Овај резултат важи за кретање тачке по сваком конич

ном пресеку са сталном секторијалном брзином у односу на 

жижу. 

§ 3·4 Пројеl\ције убрзања на осе l\РИВОЛИНИСl\ИХ I<OOP

дината 

Узмимо поново (§ 2·4) квадрат брзине: 

-+ -+ 
v2 = (v v) = 2Т* 

и диференцирајмо га по генералисаној брзини q/. Тада 

имамо: 

-+ 

(
' -+ д v ) _ дТ* 
v дl - дl · 

ql ql 

Пошто из основних једначина за брзину (1) Jl (~) § 2'З 

(2) 

-+ -+ -+ 
.. -:- A 1ql'D1 + A2q2'D2 + АзqзlDз, 

имамо: 

-+ 
дv 

дq/ 
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једначину (1) пишемо овако: 

(3) 

(4) 

... 
->- д r дТ* 
v ---,----

дqt aq,'" 

Диференцирање ове једначине по времену даје: 

-+ 
-+ d д r 
v --:--

dt дql 

d (јТ* 
dr dq,' . 

Први члан леве стране има вредност 

-+ 
"ПГ -+ -+ -+-+ 
v ) = (w,A1D,) = А 1 wCos(wD,). oq, 

§ 3"4 

3а трансформацију другог члана искористимо једначину 

(5) 
-+ 

d дг 

dt Jql 

-+ 
дv 

dq, ' 

• • 
КОја се лако докаЗУје непосредним израчунавањем леве и 

_десне стране. 3а леву страну иМамо: 

а за десну страну из (2) исти резултат: 

-+ -+ 
д2 r д2 r , 

dq,O-q2 q2' + ~дq-l--Сдqз qз· 

Помоhу једначине (5) други члан једначине (3) можемо 
iпретставити овако: 

(6) 
дТ* 
-- . 
rq, 
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На основу (4) и (6) из (3) имамо: 

--> --> 1 d дТ* дТ* 
w Cos (w D,) = -:;- -

А ј dt дq,' dq, . 

Слично овоы обрасцу изгледају обрасци и за остале 

пројекције, према томе можемо написати општи образац у 

облику: 

--> --> 
(7) w Cos (w Ui 

1 d дР дР 
-

Ai dt dq/ aqi' 
. -- t ,) ,) l- ,-,,'-Ј. 

Важно је обратити пажљу да десне стране тих 

чина зависе само од квадрата брзине у облпку: 

+ ,)в ' I + ') в ' 1. '.ЈЕ I , 
- Ј q2 qз - 2 qз q l' - З q, q, . 

• 
Једна-· 

Обрасцп (7) показују да су пројекције убрзања на осе 

криволиниских координата линеарне функције по q/', q/', qз fl 

, , I 

П квадратне по q l' q2' qз, 

3а поларно-цилиндричне координате r, 8, z са 

'.!.Т* = v' = ,.1' + r28'2 + Z'2 

1Iмамо: 

--> --> 
1" . И) " 8'2 W uUS llV 1 = r - r ; 

--> --> 1 d 
w Cos (w D 2) = r dt (г2 8'), 

--> --> 
w Cos (IV Dз ) = z". 

3а сферне координате 12, ср. lјЈ са 
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пројев:ције убрзање изгледају овако: 

-+ -+ 
w С08 (w D ) = о" - о т'·2 - О С082 m ,,/2 ,1 ... \,;,'r '- 18'1" 

С (-+ D-+) 1 d (2 ') т С '2 W 08 W, 2 = f2 dt Q ср + Q i:)In ср 08 ср ,1јЈ , 

, 

С ( -+ D-+ . 1 d • С? ') 
W 08 w, 3) = С dt (Q" 08" ср ,''Р ' 

Q 08 ср 

'§ 3'5. Генералисано убрзање за векторе и скаларе 

ЛРУiИ извод по времену сваког вектора променљи-' 
вог у току времена преl'ставља одговарајуће векторско убр", 

-+ 
d 2R -+ 

зање: вев:тор dt2 је убрзање вектора R. У том смислу до- . 

лазимо до појма 2еliералuса'ХО2 веl>ШОРСI>02 убрзшња. 

Тако, на пр., за оријентисану поврmину, претстављену 
-+ 

-* dP 
вев:тором Р, вектор dt је вев:торсв:а поврmинсв:а брзина, а·· 

-+ 
d2P . б С . 

вев:тор dt2 lе вев:торсв:о поврmинско у рзање, пеЦИlално из-

-+ 
секторијалне брзине у векторсв:ом облику S (§ 2'6) добијамо·, 

-+ 

вектор 
d S _. r 
dt в:ао вев:торсв:о сеl>ШОрUЈал'liО уuрзшње. 

->-

Исто тако, ако је извод 
d а -+ 
d t = ш угаона брзина, вектор' 

-+ 
dш . r 
dt l е ущо'ltо уvрзшње. 

• 
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Слично томе, ако је скалар, рецимо q, функција вре

Jl.IeHa, извод q' = :; је, као што смо видели (§ 2·6), генераJIИ-

.. сана скаларна брзина, а други 

хо у6РЗа?'Ье шоz скалара. 

d 2 

извод q" = dt~ је zеJtералuса-
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ГЛАВА ЧЕТВРТА 

Диференцијалне 
• 

]едначине кретања тачке и њихови 

интеграли 

§ 4·1 Маса 

Појаве нашег сазнања се разликују по својим особина

ма. АнаJIизирајуhiI те особине делимо их у важне групе. Прво 
•• • 

запажамо да У' сазнању можемо ОДВОlИТИ 1едну ПО1аву од дру-

ге. Та особина стоји у вези са бројем и величином. Теорија 

односа појава према броју и величини јесте математичка 
• 

анализа протумачена у ширем смислу тог ПО1ма. 

3атим чинимо констатацију да појаве сазнања стоје у 

просторним односима. Теорија просторних односа чини гео-
• 

метрщу. 

Даље примеhујемо I-\a се све појаве дешавају у току 

времена. ~T ношења појма времена у класификацију појава 

омогућава наредну теорију - кинематику. 

Да појаве стоје у вези са величином, простором и вре

меном, само су основне особине у класификаци:ји тих појава. 

Наредна важна особина састоји се у материјалности једних 

и нематеријалности других појава. На исти начин као што са 

просторни м облицима упоређујемо бројеве за дужину, повр

шину, запремину ИТд., са интервалом времена опет неки 

-број - исто тако је и са сваким материјалним предметом 

могуће упоредити број, који одговара материјалном својству 
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тог предмета. 3а то упоређиваље пре свега бира се неки 

нарочити предмет чија материјално ст одговара јединици. Са 

сваким предметом се тада веже величина, која омогућава 

постављаље бројне везе између материјалности тог предме

та и предмета изабраног за јединицу. Таква величина зове 

се маса. 

Геометрија даје поступно правила како се мери дужина,. 

површина, запремива итд. У кинематици, која стоји у вези. 

са ~строномијОМЈ наводе се правила за мереље времена. Исто 

тако динамика даје правила за мереље масе. Та правила се 

објашљавају у току излагаља саме динамике, али то не ис

кључује могућност да се говори о М1iСИ Ј,ао о велич~ши и 

пре изношеља правила о :мерељу те величине. 

3а јединицу масе у науци се узима један zpaM, који је 
• 

хиљадити део масе ]едног 

лази у Севру код Париза. 

zpaM. Његова маса је врло 

десиметра на 40 С. 

• 
нарочитог предмета, КОЈИ се на--

Тај предмет се З0ве ешаЛО1{-1iUЛО

блиска :маси воде једног кубног 

§ 4·2 Сила. Њутнови закони 

Класична рационална механика има за циљ да упореди 
• • 

кретања и мпровања Једних матерИЈалних тела са другим. 

да класификује та кретаља и да постави између љих везу 

тако, да човек буде у стаљу да одреди та кретаља у будуh

ности или прошлостп прем.а подацима садашљости. 

Овај циљ се постиже увођељем појма силе, KOj1i служи 

.за постављаље везе између кретаља једних и других маса_. 

Пошто смо увели, н:ао основне појмове, велпчину, простор, 

време и масу, појам силе не претставља више основни појам 

него подлеже дефиницији. Ова дефиниција у историском раз· 

витку механике није била формулисана на обичан начин 

према којем се врши дефиниција, рецимо, реченицом познате 

логичке структуре. Дефиниција силе прво је била изведена 

помоhу Њутнових тако званих закона или аксиома (axiomata. 
sive leges rnotus). 
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Први ВЬутнов закон гласи: 

Corpus отпе perseverare јп statu suo quiеsсепdi vel то
vепdi uniformiter iп directum, nisi quatenus illud а viribus im
pressis cogitur statum suum mutare. 

Свако тело остаје у стању мира или равз:омерног и 

праволиниског кретања док под дејством сила не буде при

нуђено да то своје стање промени. 

Овај закон можемо сматрати као први део дефиниције 

силе. У њему се наводи ова особина силе: сила постоји кад 
• • 

тело мења СВОЈе стање кретања или, за матерИ]алну тачку, 

кад она има убрзање. 

Други ЕЬутнов закон гласи: 

Mutationem motus proportionalem esse уј motrici impres
sae, et fieri secundum liпеаm rectam чиа vis Ша imprimitur_ 

Промена кретања пропuрционална је сили што дејствује 

на тело и врши се у правцу силе. 

Под променом кретања ЕЬутн је разумео производ масе 

и убрзања. 

Овај закон одређује величину силе, према данашњој 
-+ 

терминологији, у облику вектора mw, где је т маса тачке и 
-+ 
w убрзање. 

ВЬутнова примедба У3 овај закон о тОме да се силе 

сабирају по правилу паралелограма у садашњем излагању 

значи да силу треба сматрати као вектор. 

Најзад треhи ЕЬутнов закон гласи: 

Actioni сопћЋгјат semper et aequalem esse reactionem: 
sive corporum duorum actiones јп se mutuo semper esse аэquа
les et јп partes contrarias dirigi. 

Акцији увек одговара једнака и супротна реакција или 
• •• • 

деЈства дваЈУ тела ЈеднЈГ на друго увек су Једнака и су-

протно су наперена. 

Тај закон поставља важан допунски услов за то, да. 

једна сила, чије се постојање показало као могуће према 

првом закону, стварно постоји. Наиме према том закону за 

сваку силу што дејствује на једно тело треба да покажемо. 
• • • 

друго тело, извор силе, на КОЈе деЈСТВУ1е сила истог правца 
. . 

и истог интензитета, али супротног смера. Ако из кинема-
-+ 

тичких прилика видимо да тело масе т има убрзање w, то 
• 
ЈОШ 

5. 
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->- ~ 

није ДОВОЉНО ~дa тврдимо да на љега дејствује сила F = mw . 
Неопходно је још наhи у правцу те силе друго тело на које 

->- ->-
дејствује сила - F. Ако тог тела, извора силе Р, нема, тре-

->-
{ја раставити силу F на две или више компонената и тра-

жити изворе за сваку од тих компонената. Ако и то не даје 

~ражени резултат, можемо закључити да таква сила н" по· 

длеже проучавању рационалне механике . 
.кратко можемо казати да први Њутнов закон одређује 

један од ус.пова постојања силе, други закон одређује вел!!

чину силе као вектора и трећи тражи извор силе без којег 
• 

не може да ПОСТОЈИ сила. 

->-
Сила F се уводн једначином 

->- ->-
F=mw. 

Лз ове једна чине следује да је ДIIмензија силе: 

->-
[Р] = MLT-2• 

У науци за јединицу силе узима се сила која маси ОД 

једног грама даје јединично убрзање - једног сантиметра 

у секунди на квадрат. Ова јединица си.пе З0ве са ди'Н. са 

{}знаком Dyn. Сила од 106 Dyn З0ве се .мпади'Н.. Сила теже 

једног грама износи 981 Dyn. 

§ 4·3. Диференцијална једначина кретаља тачке у 
векторском облику 

Нека је положај тачке М, заступника транслаторно по
->-

'Кретног тела масе т, одређен вектором г. Брзину те тачке, 
~ . ~ . .. 

:као п раније, ознаЧ.v.iемо са v=r, а убрзаље са w=z·=r. 
Преыа другом Њутновом закону пише)IO 

(1) 
•• ->-

тг=Р , 

->-• 
тде је F сила •• • 

што деЈСТВУје на матерИЈалну тачку. 



67 Диференцијалне једначине за генералисане координате § 4'32 , -=-=----~===:::::..:.-..!.===-=-=---:===-=---=.;===---2....:.:::.=_ 
..... 

у случају да је сила Р, чији се извор налази у дpy~ 

тим масама, позната као функција положаја тачке М, њене 

.брзине и времена, тј. 

~ ""* -+ -+ 
F = F ( г, V, t) , 

једначину (1) можемо сматрати као дuфереrщuјаљн,у јед-

1/,ачuн,у 'Хрешања шач'Хе у ве'Кшоре'Хо.м обљu'Ху., Она служи као 
• • 

долазна ]едначина за све скаларне lедначине. 

:§ 4·31. Диференцијалне једначине кретање тачке за 
Декартове координате 

Ако координате тачке М у односу на Декартов коор

.Ј);инатни систем ознаЧilМО са Х, у, z, убрзање тачке има за 

пројекције на те осе друге изводе х", у", z" и према томе 

:из векторске једначине (1) § 4·3 за Декартове координате 
:имамо: 

d
2 

Х Х (' ". . t) т dt~ = x,y,z,x,y,z" 

.(1) 
d"y 

т d/~ =;= У (х', у', z'; Х, у, z; t), 

d
2z Z (1 1,. . t") 

т dt" = х , у , z , Х, у, z, , 

..... 
]Где су Х, У, Z координате силе F. Ове координате у оп-

штем случају могу зависити од координата брзине х', у', 2:', 
-од координата тачке х, У, z и од времена t. 

Једначине (1) претстављају систем диференцијалних 

једначина кретања материјалне тачке у Декартовим коор

..динатама. 

§ 4·32. Диференцијалне једначине кретања таЧl(е за 
генералисане координате 

Ако чланове основне векторске једначине 

.......... 
mw=F 
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пројицирамо на осе КРИВОЛИJ:IИСКИХ координата q1, q2' qз са. 
-;. ->- -;. 

ортовима D 1 , D 2 , Dз , онда, узимајуhи у обзир изразе за про-

јекције убрзања на осе КРИВОЛИНИСКИХ КООРДИНа'1'а (§ 3·4), 
можемо написати: 

т d дТ* дТ*) ~ -;. 
А- dt д Ј - д. = F Со,; (F Di) r , q, q, Ј 

. - 1 'Ј 3 1 - ,~, .. 

Ако сад уведемо величину 

Т= mТ* = ~mи2 
:Ј ' 

. . -
КОЈа се зове жива сuла .машерUЈал'Н.е ша'tке, онда из горњих 

једна'Iина имамо: 

(1) ~дТ_дТ_Q~ 
dtд ' - " . q; cq, 

ј=1,2,3. 

где су 

-;. -;. 

Qi = А; F СОЕ (Р Di). 

Једначине (1) зову се дuфере'Н.цuјал'Н.е јед'Н.ачи'Н.е крешшња 
ша'tке у zе/l,ералuоо'Н.u.м коорди'Н.аШа.ма или .Паzра'Н.жеве jeQ/l,a
ч,u'Н.е друге врсше за шач,1fУ. 

Величине Q1' Q2'. Qз зову се zе'Н.ералuса'Н.е силе. Генера-
• • • 

сана сила има димеНЗИЈУ силе само у том случаЈУ кад Је 

одговарајућа величина А; апстрактни број; У сваком другои 
• • 

случаЈУ димеНЗИЈа генералисане силе зависи од карактера 

одговарајуће координате qi. 
Пошто производ А; dqi увек има димензију дужине~ 

производ 
.. 

-;. -;. 

(2) Qi dqi = А; F Cos (Р Di) dqi 

• • 
увек има ДЮfеНЗИЈУ производа силе и дужине, ТЈ. 

Према тој особини увек можемо одредити димензију 

генералисане силе кад је позната димензија OДГOBapajyћ~. 
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;генераЛilсане координате. О механичком тумачењу произво~ 

да (2) говориhемо доцније (§ 6·З). 
Напоменимо да лева страна Лагранжевих једначина за

;виси само од израза живе силе, а то значи од метричке 

А-. П' дТ 'Ј;'орме. ошто 1е делимични извод д ,линеаран у погледу 
qi . 

генералисане брзине, лева страна Лагранжевих једначнна 

је линеарна у односу на генералисана убрзања ql'" qz", qз". 
Лако је видети да је та иста лева страна квадратна функција 

у односу ва генералисаве брзине q/, qz', qз'. Генералисане 

~иле Q1' Q2' Qз у опште м случају могу да зависt:j од гене-
ралисаних брзина, генералисаних координата и времена. 

,§ 4-33. Природне диференцијалне једначине «ретања 
таЧI<е (Euler'oBe једначине) 

3а сваку тачку на криво] линији путање можемо кон-
-+ -+ 

-струисати три осе: тангенту (D), главну нормалу (N) и би-
-+ 

нормалу (В), које, као што смо видеJlИ (§ З·3), стварају при-
• 

,родни трщедар. 

у зимајуhи у обзир величине пројекција убрзања тачке 

,на осе тог триједра (§ 3·3), из основне векторске једначине 

..... -+ . mw = f" 

јимамо: 

dv -+ -+ 
т dt = FCos(PD) = FD , 
.r.-___ ~__ • 

-(1) v2 ~ -7 

т R = FCos(FN) =FN , 

--:--' -+ -+ 
о =FCos(f'H)=FB . 

Написане диференцијалне једначине су uриродхе дuфе

рехцuјалхе једхачuхе крешања шшме или EuleT'OlJe једхаЧU11е. 
На тај начин знамо да напишемо три врсте скаларних јед

начина: у Декартовим координатама, уопште у генераЛ\lса

,вим коордпнатама иnpиродне једпачине. У вези са приро-
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• 
дом кретања тачке под утицаЈем дате силе сваки систем тих: 
• • • 
]едначина има СВОЈе погодности и СВОЈе недостатке. 

§ 4-4. ОСНОВНИ проблем динамике тачке. Тумачење. 
интеграла диференцијалних једначина I<ретања 

Основни проблем динамике тачке састоји се у ОВОМ __ 
Дат је положај тачке М за почетни моменат io, који зовемо-

..... 
uочеu//њu Uоложај. Вектор тог положаја означимо са ГО. Дата 

~ 

је брзина за тај исти положај - iiочеш'Ња брэu'Ња Vo• Почетни 

положај и почетна брзина заједно одређују uочеш'Њо ки'Ње.ма-
- -
'Цtuчко сша'Ње шачке. 

Дата је маса т тачке. 

Дата је сила, што дејствује на тачку, за свако њен() , 
, 

кинематичко стање и за сваки моменат времена. 

На основу тих података потребно је одредити положај 

тачке за сваки моменат у току интервала за који ПРОУ'lавамо

кретање тачке. 

-+- ""* -+ -+++ 
Аналитички то значи: дати су го, vo, F = Р(г, V, t), по-

->- ->-
требно је одредити Г = Г (t), 

• 
тј. написати н:оначну једначину: 

кретања тачке. 

Решење тог основног проблема врши се на овај начин_ 

Напишемо диференцијалну BeI{TOpcKY једначину кретања. 

тачке 

•• ->-
mг = Р, 

и у случају тешкоhе непосредног оперисања са том вектор

ском једначином, напишемо неки од система скаларних јед-

начина (1) (§§ 4·31, 4·32, 4·33). 3ауставимо се на тим једна
чинама у Декаl'ТОВИМ координатама: 

(1) 

тх" = X(x',y',z';x,y,z;t), 

ту" = у (х', у', z'; х, у, z; О, 

mz" = Z (х', у', z'; х, у, z; i). 



71 Основни проб:Iем динамике тачке § 4·4 
----------------------~----~--------------------~ 

Ако смо У стаљу да систем iедначина (1) после одре

ђенихтрансформација напиmемо у облику: 

d 
dt (1'1 (х', у', z'; х, У, z; t) = О , 

d 
dt (f% (х',у', z'; х, У, z; t) = О, 

fft (fз (х', у', z'; Х,у, z; t) = О, 

• • • 
онда из тих lедначина слеДУЈУ 1едначине: 

(2) 

(Г1 (х',у', z'; Х,у, z; t) = Ср 

(Г2 (х', у', z'; Х, у, z; t) = С2 , 

(ГЗ (х', у', z'; х, У, z; t) = Сз' 

где су С1 , Са, С. произвољне н:онстанте. Свака од ових једнаЧ[1-

на зове се uрви U'н/шеzрал диференцијалних iедначинакретаља 

тачке. 

Произвољне константе С1 ' С2 , СЗ можемо одредити из 
(2) кад применимо те једначине на почетни моменат кре

таља: 

(Г1 0= 'ћ (Хо', Уо', zo'; х", Уо, Zo; to) = С1 , 

(3) 'f20 = (Г2 (Хо', Уо', zo'; Хо , уо, zo; to) = C~, 

(гзо = 'Г3 (Хо', Уо', Zo'; Хо,Уо, Zo; to) = СЗ· 

Тај поступак зове се одређиваље произвољних конста

ната интеграције из почетних услова кретаља. 

Ако се iедначине (2) могу поново тран(;формисати на 

облик: 



§ 4'4 ОСНОВНИ проБЈ!ем динамике тачке 

И3 љих долазимо до закључака: 

(4) 

Рј (х. у, z; СlО С2 , Са; t) = С4 , 

Р2 (х, у, z; С" С2 , Са; t) = С5 , 

Ра (х, у, z; С" С2 , Са; t) = Св. 

72 

где су С4, Сб' Св три нове произвољне константе, Свака од 

тих једначина З0ве се други u1-tшеzрал диференцијалних јед-

начина кретаља. " 
Ако искористимо једначине (3) и поново наПиШеМо 

начине (4) за почетни моменат, ЩЈбиhемо једначине 

(5) 

Fj (Ха,Уо, zo; !f'10, 'Г20 , ГРзО ; to) = С,. 

F 2 (Хо,Уо, zo; г[',о, ГГ2 0 , ГГз О ; t o) = С5 . 

F a (Хо , Уо, zo; ГГ1 О, (Г~O, ГГа О; to) = Св. 

Ф 

• 
Јед-

које служ() за одређиваље произвољних констаната С" С5 , Св 

И3 почетних услова. 

Ако решимо једначине (4) по I{оординатама, имамо јед-
начине: 

• 

х ='1'1 (t ; С1 , С2 , .• , , СВ) , 

У = 'Р2 (t ; Сј , C~, ... , СВ) , 

z = 'Рз (t ; С1, С2 , ••• , СВ) , 

ко]е, после смене произвољних констаната љихових! вредно-

(;тима И3 (3) И (5), добијају обшш: 

х = Јl и, to ; х". Уо> Zo ; Хо', Уо' Zo') , 

У = Ј2 (t, to ; Хо • Уо, Zo ; Хо', Уо' Zo') , 

z = Ја (t, to; хо Уо, zo; Хо', Уа' Zo') . 

Написане једначине одређују кретање тачке, јер су то 
• 

Rоначне Једначине кретаља. 

И3 горе наведеног видимо да је главна тешкоhа у ре

шаваљу пробле.\ш одређивања кретања тачке помоhу ди-

, 
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ференцијалних једначина кретања математичког карактера. 

Решење захтева интеграцију система диференцијалних јед-
• 

начина од три }едначине, сваке другог реда у односу на не-

познате функције. 

Слично претходном тумачењу, изведеном на једначи

нама за Декартове координате, може бити изведено и тума

'чење решења проблема помоћу једначина у генералисаним 

'Rоординатама или Еulег'ових једначина. 

§ 4·5. Проблем одређивања силе I<oja производи дато 

I<ретање 

Ако је кретаље тачке дато коначном векторском јед

,начином ...... 
r = r (t) , 

за одређиваље силе, која може да произведе то кретање, ... 
потребно је 

... d2 r •• 
одредити убрзаље w = dt2 = r (t) и тада имамо 

за силу ... .. 
(1) F = т r (t). 

Овај резултат даје могућност да се одреди сида за сваки 

моменат времена у датом конкретном кретаљу . ... 
Пошто између времена t, вектора положаја r и брзине ... 

v увек имамо везе: 

...... ... . 
r . r (t) , v = r (t) , 

·онда десну страну једначине (1) можемо изразити не само 

као функцију времена, него, у опште м случају, l,ао фУНIщнју 

:вектора положаја, брзине и времена, тј . 

....,.. ....,......,.. -+ 
г = г ( r, v, t). 

Јасно је да се такво изражаваље моя,е извршити на 

више начина. Који облик треба задрж'lТИ, то зависи од тога 

да ли можемо показати И3ВОР за пронађену, силу. 

• 
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'Гако, на пр., за хармониско кретање са једначином 

(2) х= RCaswt 

имамо 

х' = - Rw Sin QJt, x"=-Rw2 Сов wt 

и према томе за силу пишемо: 

р = - т Rw2 Cas wt, 

где је т маса тачке. Тај израз одређује СIIЛУ за сваки MO~ 

менат времена. Исту силу помоhу х и х' можемо претста-

вити и овако: 

р =-mш2 х, 
(3) 

F VR?" 1" 
=-mш "ш"-х" 

• 
или, наЈзад, рецимо, овако 

р ,= -mш(ашх + /3VR"w2 -х'2 + ;RшСоswt), 
где су а, /3, у произвољни бројеви, који задовољавају услок

a+/3+y=l. 

Сваки од наведених израза силе даје решење диферен-

цијалне једначине 
mх" = р 

у облику (2) и према томе одговара датом кретању. 
3а прави израз треба пронаhи извор силе. Тако, на пр,т 

ако можемо показати масу у центру или који други меха-

низам који даје силу (3), силу привлачења пропорционалну 
првом степену отстојања, тада од свих израза бирамо овај 

израз и тиме постављамо динамичку слику појаве. 

Кад је Њутн проучио убрзање планета и показао извор 

силе, под чијим се утицајем свака планета I{pehe по Кеплеровим 
законима, он је тиме поставио динамичку слику нашег Сун

чаног система. 



ГЛАВА ПЕТА 

Елементарни проблеми кретања • 
матерИЈалне тачке· 

§ 5'1. Праволинис«о «ретање материјалне тач«е 

Као што смо видели (§ 1.61), коначну једначину крета-
ња сваког праволиниског кретања можемо написати у век .. 
торском облику овако: 

"'* "'* "'* г = Гр + Ds(t); 

брзина тог кретања је 

"'* "'* v = D s', 

са почетном вредношhу 

+ "'* (1) Vo = D so', 

а убрзање 

~ .... 
w = D s". 

"'* Према томе сила г' мора имати вредност 

"'* "'* F = т s" D. 

И3 посматрања тог израза за силу и упоређивања са:

израЗ0М (1) за Ilочетну брзину закључујемо да за праволи

ниско кретање сила мора имати сталан правац и то правац .. 
почетн:е брзине, ако је та брзина различита од нуле. 
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Покажимо сад да је тај услов не само неопходан него 

,И довољан. Докажимо да се тачка под утицајем силе 

...,.. ...,.. 
р = mkD, 

...,.. ...,.. 
. где је D сталан орт (истог правца са почетном брзином V o, 
· ако је vофО), а k- уопште променљив скалар, креће праволи

ниски. 

Напишимо диференцијалне једначине кретаља за Де-

· картове координате узимајући координатни триједар овако: 
· почетак О сместимо у почетни положај тачке (Xo=Yo=Zo=O), 
а Ох осу наперимо у сталном правцу силе, а то значи и 

.. у правцу почетне брзине (уа' =Zo' =0). Тада диференцијалне 
• • 

'0 ]()днаЧIIне кретања изгледаЈУ овако: 

тх" = Х= mk 

ту" = у = О, 

mz" = Z = О. 

, 

Последље две једначине дају интеграле: 

у' = Сј = Уо' = О, 2'= с.,=го'=О " , 

,одакле ћемо после поновне интеграције добити: 

у = СЗ = УО = О, z = С4 = Zo =0. 

Једначине У = О, z = О доказују став да је кретаље 

. лраволиниско. 
На тај начин је за одређиваље сваког праволиниског 

. кретаља потребно решити само једну диференцијалну јед

начину 

тх" = Х 
или 

(2) х" =ј(х, х', t), 

• • • 
,јер у општем случаЈУ сила може да зависи од положаЈа тач-

• 
ке на праВОј, од брзине и од времена . 
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§ 5·11. Сила зависи само од времена или је константна· 

Ако, У случају праволиниског кретања, сила зависи 

само од времена, за одређивање кретања тачке потребно је' 

према (2) § 5·1 решити једначину 

х" = f(t) . 

Интеграција ове једначине своди се на две квадратуре .. 
Кад је напишемо у облику 

dx' = ј (t) dt, 

имамо прву квадратуру: 

х' = f f (t) dt + С1 , 

која после одређивања произвољне константе из почетног' 

услова 

хо' = f ј(!) dt 

даје први интеграл у облику 

t 

(1) х' = Хо' + f f(t) dt . 

to 

Ова једначина одређује брзину тачке за сваки моме·

нат кретања. 

Ако претходну једначину напиmемо у облику 

t 

dx = Хо' + f f (t) dt ) dt , 

to 

она доводи до нове квадратуре 

t 

х = f Хо' + f I (t) dt dt + С2 , 
10 

која, после одређивања произвољне константе, даје:-



''§ 5'11 

(2) 

Сила зависи само од времена или је константнlt 

t t 

Х = ХО + Хо' (t-to) + Ј Ј ј и) dt2
• 

to to 

iR 

Пошто се изврше назначене интеграције, QBa једначина 
• 

,служи као коначна Једначина праволиниског кретања тачке. 

у специјалном случају, кад је ј (t) = Oonst. = g, а сила је 
'сталнсг правца са величином mg, где је g стално убрзаље 

,у том правцу, претходни ИНl'еграли (1) и (2) дају једначине: 

х = хо' + g (t - t o) ,. 

х = хо + хо' (t-to) + ~ g (t-to)2 . 
~ 

'Го су једначине које одређују брзину и положај тачке 

,,> која се креће праволиниски под утицајем силе сталног прав

ца и интензитета. Као пример таквог кретаља служи крета

ље тешке 'l'ачке, чија је почетна брзина или вертикална 

(вертикални хита ц) или једнака нули (слободан пад). 

Ако имамо посла само са кретањем једне тачке, мо

жеМQ време рачунати од почетног момента кретаља Џо = О) 
• 

п тада претходне lедначине пишемо оню,о: 

х' = Хо' + gt , 

't 1 ~ х = хо + ХО +"2 gt . 

Најзад, ако почетак lсоординате х сместимо у почетни 
> ПО.1:0жај тачке (хо = О), једначине изгледаЈУ још ПРОС1ије: 

Ако је тачка 

-(хо' = О), онда из 

х' = хо' + gt, 

х = xo't + 1 , 
2 gt-. 

почела да се креће без почетне брзине 
• 

претходних lедначина имамо: 

х' = at <> , 

х= 
1 2 
2g1· 
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§ 5·12. Сила аависи само од растојања 

Ако сила, која дејетвује ва тачку, зависи само од ра

<:тојања х покретне таЋ:е од сталне тачке у простору, про

·блем се своди на инт'Эграцију једвачине облика 

(1) х" = ј (х) . 

Интеграција ове је;щачине може да се изврши овако. 

Помножимо једначину l! дентитетом 

х' dt = dx, 

.па ћемо добити 

После 

/ 
х" х' cft = х' dx' = f(x) dx . 

'С Ol>c' . 
')(. -- ~L . 

GI"l'. • 
интеграци]е ова ]едначина даје: 

Кад папишемо услов да тај интеграл важи и за по

четни моменат у положају ХО са брзином Хо', тј. кад ставимо 

~ Хо'2 = f f (х) dx ХО + С1 • 

и помоhу тог услова еЛI':минишемо константу С1• онда наш 

-први интеграл можемо Н!шисати овако: 

(2) х'2 == ф (х) , 

• 
.где 1е 

х 

Ф(Х) = Хо'2 + 2 f ј-(х) dx. 

И3 интеграла (2) имамо 
. 

х= + VФ(Х). 
3нак код корена треба изабрати према знаку почетне 
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, ' , 
"брзине. Тај знак важи до положаlа тачке за КОЈИ Је 

ф (х) = О • 

После овог положаја питање знака се решава непосред

но ио једначине (1). Ако је f (х) > О, онда је х" > О и значи 
х' расте од вредности нуле - према томе треба да узмемо 

знак +. Ако је f (х) < О, слична расуђивања доводе до не

гативног знака. Најзад, ако f (х) = О, и х" = О. у овом слу

чају на тачку не дејствује никаква сила н, кад се тачка на

лази у почетку у миру (Хо' = О), она Ье остати у трајном 

миру. 

Једначину (3) после раздвајања променљивих можемо-

написати II овако: 
. dx 

- =dt 
+ V ф ,х) 

после чега долазимо до квадратуре: 

S 
dx 

t + С?= . + VФ(х) 

која после одређивања произвољне константе даје: 

х 

S 
dx 

t-to = + v Ф(х) = l' (х), 
Ха 

где смо са 'р(Х) означили резултат интеграције. 

Ако сматрамо горњу границу х написаног интеграла. 

као функцију вредности t-to самог интеграла (инверзија ин

теграла), претходна једначина даје: 

х = W (t-to) , 

, . 
ТЈ. доводи до коначне Једначине кретања тачке. 

§ 5·121. Привлачење тачке од непокретног центра про-
порционално растојању. Случај праВОЛИНИСl<ОГ кретања 

Као први пример силе која зависи само од растојања 
узмимо силу привлачења од непокретног центра пропорцио--
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нално растојању. Ако координатни почетак сместимо у не

покретни центар, вредност координате силе можемо напи

сати овако: 

(1) 

где је т маса тачке, а k:: коефицијенат пропорционалности. 

3нак минус одговара сили привлачења, јер је за х > О ве

личина Х < О, а за х < О је величина Х> О, а то значи 
да је сила увек наперена према почетку координате х, 

3а силу (1) диференцијалну једначину кретања пишемо 
овако: 

(2) х" = - k2 Х, 

После множења са ;,' dt = dx и интеграције добиhемо: 

или 

г де је n2 нова константа увек позитивна, јер је према услову: 
, 

k 2 n2-"C -х'2+k2Х2 -,.;, 1 - о о • 

Из (3) за k> О има}ЈО: 

х':= + k Уn"-х2 • 

Ако се зауставимо на случају Хо' > О, треба да узмемо 
знак + и тада из претходног резултата изводимо једначину 

dx =k dt, 
уп ,-Х' 

ко!а важи до положаја са х = п (п > О) и х' = О и доводи 

до интеграла 

f dx == arcsin х = kt + а, 
у n"-х2 ,п ' 

где је а нова константа, Инверзија претходне везе између 

t и х даје: 
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'-" .~--_.-~. 

(4) Х ·п Sin (kt+ a). 

"Није тешко доказати да сва коначна једначина кретаља 

важи и оосле момента заустављаља (х' = О) тачке. Она по

казује да тачка врши хармониску осцплацију. Произвољна 

константа а се одређује И3 услова: 

хо = п SiIl (kto + а) . 

Зауставимо се на специјdЛНИМ почетним условима. Прет

поставимо да се у почетном моменту кретаља, од ког рачу

намо време (to = О), тачка налазила у пос;етку координате х 

(х? = О) И имала брзину Хо'. Тада су: 

а=О , 
Хо' 

П ---
k 

и ј.едначина осцилације добија овај прост облик: 

х -'- п SiIl kt . 

Једначину (2), која се може наппсатп и овако: 

(5) 

можемо интеграЈ!ИТИ и на основу познатих правила за инте

грацију линеарних диференциј!1ЛНИХ једначина са констант

ним коефицијентима. Ако се примени та правила, општи 
• 

интеграл наше lедначине може се овако написати: 

(6) х = А1 Cos kt + А 2 Sin kt , 

где су А1 и А! произвољне константе интеграције. Ако одре
димо те константе према почетној координати хо и почетној 
брзини Хо' за моменат to = О, интеграл добија облик 

(7) 
, 

х = хо Cos kt + ~ 8јп kt . 

Увођеље}! веЛIlчина п и а помоhу једначина 

Ха = П Sin а, 

Хо' 
k = п C6s а 

:може се једначина (7) свести на једнаЧIIНУ (4). 
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:§ 5-1211. Одбијање тачке од непокретног центра пропор
ционално растојању. Случај праволиниског кретања 

3а силу одбијања пропорционалну растојаљу YMeC'IO 
,(1) претходног параграфа имаhемо ову једначину: 

Х = k 2mx 

м према томе се једю.чина (5) замељује једнаЧJIНОМ: 

х" :....- k 2 х = О, 

чији је општи интеграл: 

х= B)ekt + Bae-kt , 
.,где су В1 и В2 произвољне константе интеграције. Ако вре
ме поново рачунамо ()д почетка кретаља (to=O) и почетну 
,координату и почетну брзину 0значимо са хо и Хо', претходни 
мнтеграл после одређиваља произвољних констаната vожеvо 

• 

љаписати овако: 

(1) 
1 (х .. + X;')ekt+ (хо - Х;') e-kt 

.или ПО}10hу хипер60ЛИЧКИХ функција овако: 

\ , 
ј х = х" Совћ kt + ~ Sinh kt. 

Извршим о анализу овога кретања на различите почетне услове. 

Координата ХО или је једнака нули (Хо=О) или је позитивна (хо>О). 

јер у случају Хо <:0 увек можемо променити смер ОХ осовини. 
1. Ако је хо = О и х;;' = О, тачка остаје у трајном миру, јер је IL 

Ако је ХО = О, а Хо' * О, 1'ачка се креће према једначини 
1 ' , ХО kt - kt ХО S· h 

X=-~TT (е -е ) = 7ё 1ll kt. 

Сп све већом БРЗИЕОМ тачка се удаљује од центра одбијања и од

лази у бескрајност. 

2. Ако је Ха > О, треба посматрати три с.~учаја: а) Хо'-::О, ~ Хо'>О, 
.У) Хо' <О. . . . 
, а. <11>' = О. у овом ~лучају тачка се удаљује од центра према je,~-

.начини: 
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1 kt -kt 
Ј: = :] Хо (е +е ) = хо Cosh kt. 

{Ј. Ха' > О. и у ОВОМ случају тачка се удаљује од центра али Х се, 

мења по једначини (1). 

ј', Хо' < О. Тачка се приближује центру и према једначини 
, 1 [(" + ') kt '(k ') -htj х = 2 'Хо Хо е - Хо-Хо е 

. . ~ . 
смаЊује апсолутну вредност СВОЈе орзине до нуле у моменту 

(2) 

кад се налааи у положаЈУ са координатом: 

(3) 

Ови обрасци ПОIШ3ј'ју да у случају Хо'<О треба да раЗ,1икујемо ова). 

три потслучаја: 

'2 
а. хо2 > XZ2 тј. I Хо' I < "'Хо. У овом С,1учају је Х1<ХО' Тачка се У' 

. . . ~ . 
положаЈУ Х1 зауставља, па се из тог l!оложаЈ8 удаЉУЈе У оескрајНОСТ. 

Ь. I Хо' ! = kxo, тада је Х1 = О. Из почетног положаја хо тачка до-
, ' 

лази у центар ОДОИјања и 1У се зауставља. 

с. I Ха' I > "Ха , Обрасци (2) и (2) губе свој смис~о, Тачка се не за-· 
уставља. Она се приближује центру, долази у центар у моменту 

19 = 1] '( kxo-xo' ) 
• 21с ов - kxo+xo' 

и ту шш брзину: 

Са том брзино" она пролазп центар и удаЉУЈе се У 6ескрајност У' 

негативном сиеру Ох осе. 

§ 5·122. Привлачење тачке ОД непокретног центра по· 

Њутновом закону. Случај праВОЛИНИСI{ОГ кретања 

Решимо сад проблем праволиннског кретања тачке поД. 

утицајем Њутнове силр, тј. привлачне силе обрнуто пропор

ционалне квадрату растојања. Ако се покретна тачка налази 

на позитивној страна Ох осовине, вредност силе можемо

изразити овако: 
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тде је ~ k2 коефицијенат пропорционалности, 3а случај 
, , 

положаја тачке на нега,ТИВНОl страни, израз за силу се пише 

·овако: 

Х= 1 
2 

1 
mk2 • ~? ' 

Х" 

3аустављамо се на проучавању кретања тачке на по
зитивној страни Ох осе. Диферевцијалва једначина таквог 

, 
;кретања lе: 

х"= - 1 k2 • 1 
2 О' 

Х" 

Први интеграл ОВЕ' једначине је: 

(1) .х'2 = k
2 + h 

х ' 

тде је h произвољна константа, која одређена И3 почетних 
:вредности ХО И Хо' изно ~И: 

k2 

h - Х '2 , - 0- • 

И3 једначине (1) имамо: 

ХО 

k" 
- +ћ, 
х 

IIрИ чему знак плус У311мамо за Хо' > О, а знак минус за 

Хо'<О и хо' =0, јер је у последњем случају х" < О. 

• 

Претходна једначина даје квадратуру и то: 
1. 3а h> О 

t-t-a= 

k" 
:тде Је u = х -+ ћ, а " - произвољна константа . 
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2. 3а h < О 

3. 3а h = О 

Сила заниси само од брзине 

и 1 u 
--:С-2 -h- + V arctg V 
U - -h -'-h 

2 1 
t + (JI= 3 k 

86 

. Анализу кретања могуће је извршити или помоћу ових-. 
• • 

интеграла или, у неко] мери, непосредним IIроучавањем ]ед-

начине (1). 

§ 5·13. Сила зависи само од брзине 

Ако сила, која дејствује на тачку, зависи само од брзи

не тачке, диференцијална једначинu таквог праВОЛИНИСКОF 
• 

кретања доводи до ]едначине: 

х" = f (х'). 

Интеграција ове једначине може се извести на ове на-

чине. 

1. Напишимо претходну једначину у облику 

dx' 
ЈСх') = dt, 

тада ћемо добити квадратуру 

f dx' 
t + С] = ј(х') = ЧЈ(Х'). 

Ако ту једначину решимо по х': 

• 
она даје другу квадратуру: 
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која послв одређиваља проз:звољних констаната решава про

блем о кретаљу тачке. Видимо да је у. овом начину решава

ља потребно извршити две квадратуре и једну инверзију. 

П. Помножимо једначиву 

х" = ј(х) 
са 

x'dt = dx, 

тада ћемо добити. 

х' dx' = ј (х') dx , 

или после раздвајаља променљивих 
• 

x'dx' 
ј (х') = dx. 

Према томе прва квадрату ра овде има облик: 

х + (\ f x'dx' 
= ј (х') = Ао (х') . 

После инвеРЗl!је имамо: 

одакле долазимо до квадратуре 

3а одрь:ljаваље Х, као функције времена, потребно је 

извршити још једну инверзију: 

Видимо да су у овој методи потребне две квадратуре 

п две инв~рзије. Али, пошто су оне ра3ЛИ"'4:ите од сличних 

операција у претходној методи, може понекад последљи на

ЧIШ .решаваља бити лакши. 
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§ 5·2. I{риволиниско кретање 

Као што смо видели (§ 4·31), диференцијалне једначиве 
кретаља тачке можемо у опшrем случајуза Декартове ко

ординате написати овако: 

х" = јЈ (х, у, г; х', у', г'; t), 

у" = ј2 (х, у, г; х/, у/, г/; t), 

г" = Јз (х, у, г; х/, у', г/; t) . 

.може се догодити, да десна страна сваке од горе на· 

ведених једначина зависи само од оне координате и оне 

брзине, које одговарају убрзаљу, на пр.: 

х" = I1 (х, х/, t), 

у" = 12 (у, у', t), 

г" = 1з (г, г/, t) . 
• 

у овом случају се интеграција целокупног система јед

начина раставља на посебну интеграцију сваке од три јед

начине. После те интеграције имамо интеграле 

х = Р1 (t, С1 , С2 ) , 

у = F 2 (t, Сз, С4 ) , 

z = Рз (t, С5 , С6 ) , 

:који после одређивања произвољних констаната И3 почетних 

услова дају коначне једначине кретаља тачке. 

Као пример таквог случаја решимо проблем косог хитца. 

§ 5·21 Проблем «осог хитца 

Проблем косог хитца је проблем о кретаљу тешке тачке 

у безваздушном простору кад почетна брзина има ма који 

правац према ХОРИЗ0НТУ. 
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Да решење проблеN.'t буде што једноставније узимамо 
о о 

положај координатног три]едра ова-

ско : почетак О сместимо у почетни 
положај МО покретне тачке, Оу осу 

наперимо вертикално ва:~иже, а Ох 
о о 

оосу узмимо у ОНО] вертюсално] рав-.... 
ни којој припада почетщ, брзина vo, 

о( сл. 28). 3а такве осе почетни усло
ви су: 

ха = уа = Zo . о, 

. Хо' =Vo Cos rx, Уо' = -Vo Sir. а, Zo'=o, 

Oif-----L----,:x-3> 

у 

Слика 28 

где је а угао који брзина гради са хоризонтом. 

Пошто на тачку масе т дејствује само једна сила теже 

. у правцу и смеру Оу ОСЕ: величине mg, где је g стално убрза

.ње теже, диференцијалне једначине кретања су: 

:а њихови интеграли: 

тх" = о , 
ту" = mg, 

" о .nz = , 

х = хо + хо' (t - to) , 

у = уо + уо' (t - to) + 
z = Zo + Zo' и - to) . 

Ако време рачунамо од момента кретања (to=O) и иско. 
'ристимо почетне услове, ти интеграли добијају овај облик: 

(1) х = vot Сщ: а, 

(2) - vot Sina + 1 
gt2 

, У= 
:Ј 

(3) Z = О. 

Трећа јеДНil.чина ПОК'lзује да се кретање врши у стал

ној вертикалној равни lюјој припада почетна брзина. 
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Јецначина (1) показује да се пројекција тачке на хо

ризонталну раван креће равномерно. 

Најзад другој једначини одговара: прво, једнако успо-

• 
рено кретаље до момента t1 = VO S' ш а, а затим 

g 
Једнако 

убрзано. 

3а одређиваље облика трајекторије потребно је елими

нисати време из једначина (1) и (2). Пошто из (1) имамо 

х 
t= , 

V o Cos а 

једначn:на (2) даје: 

1 
У = -xtga + 2 

') 

Х" 

Ова једначина претставља параболу са осом 
паралелном Оу оси и са TeMeHoMS у таЧЮI: 

• 

2 

Vo S' с Xs = ЈП а 08 а, 
g 

ys=- 1 vo' S' • 
,,- Ш" а. 
~ g 

• 
симеТрИЈ8: 

Реnшмо сад питаље: под којим углом а треба уп~рити 
-+ 

почетну брзину V o сталног иНтензитета V o да трајекторија 

тачке прође кроз унапред одређену тачку N са координата
Jll:a t, 1]. 

Тражену вредност угла а даје једначина (4), ако х и у 
сиениио са t и 1]: 

.(0) 

1 
'1 = -t tg а + ~ 

~ 

Ту једначину можемо сматрати као квадратну по tg а: -
tg2 а- 2р tg а + q = о , 
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где смо означили са 

Једначина (5) има два корена: 

(6) tga= р + Vp'-q , 

Област стварних корена од области имагинарних корена. . , 
одва}а услов ЈеДIIaКИХ корена 

. , 
КОЈИ после смене доводи до Једначине: 

2 Z 

е = 2 Vo l + Vo , 
g 7Ј 2g 

Ако сматрамо ~ и 7Ј као променљиве, ова једначина одре-

ђује једну криву - границу између области тачака кроз које.
може да прође трајекториј а хитца и области тачака кроз које не· 

/' . 
f J:rp' 

f , , 

" \ 
" \ 
" --<:'-------------<8 t--------<>---------b--,-

Слика 29 

може да прође ниједна трајекторија, ако Dочетна брзина има 

дати интензите-r, Из тог разлога се ова крива, која претставља. 

једну параболу, зове uаРrlбола СUZУР1iОСШU (сл. 29). Кроз сваку 
тачку Р у тој параболи оролазе две могуће трајекторије хит

ца са угловима одређеним стварним коренима једначине (6). 
Кроз сваку тачку Q на параболи сигурности може да прође 
само једна трајекториiа; парабола сигурности је а.цвелопа 

свих таквих могуhих трајекторија. Најзад за ма коју тачку

R ван параболе сигурности не постоји ниједна путања, Iюја. 
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. би кроз њу ПРОЈIaзила, ако интензитет брзине, не прелази вред· 
ност 1;·0. 

· § 5·22. Привлачење тачке од непокретног центра про-

· ПОРЦионално растојању. Случај криволиниског кретања 

Као други пример криволиниског кретања реmимо про-- . . 
олем о кретању матерИЈалне тачке под утицаЈем привлачне 

· силе ка непокретном центру, која је пропорционална расто· 
• 
Јању тачке од центра. 

Ако вектор положаја покретн1,3 тачке М у односу на 
->- ->-

центар привлачења, тачку О, 0значимо са Г, силу Р, што деј-
• 

СТВУЈе на тачку, можемо претставити овако: 

->- ->
F = - mk2 r, 

где је k2 коефицијенат пропорционалнооти. 

И3 векторске диференцијалне једначине кретања 

- . . 
ДООИЈамо три скаларне Једначине: 

(1) 

Према (6) § 5·121 

х" = -k2 Х, 

у" = -k2 y, 

z" = - k2 z . 

• • 
интеграли ових Једна чин а 

х = А 1 Сав kt + А 2 Siп kt, 

У = Аз Сав kt + А4 Sin kt, 

z = АБ Сав kt + Аб Siп kt. 

су: 

Ако време рачунамо од почетка кретања (to = О) и Ох 
"(ЈСУ изаберемо тако да она пролази КрО3 пачетни положај 
. тачке, онда имамо услове 
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(2) 110 = Zo = о. -
Сем тога преТПОС1ЋНИМО да почетни вектор положаја. 

--~ ~ 

ОМо и uочетна брзина Vo 

равни Оху (сл. 30). У том 

-+-+ 
(3) Zo' = Vo Cos (vo k) =, о. 

леже у 
• 

случаЈУ 

Кад узмемо у обзир почетне 

услове (2) и (3) и одредимо про-
• 

извољне константе у ]едначинама 

(1), оне дају 

I 

Х = Ха Cos kt + Х; Sin kt , 

I 

Уа ,,,. kt 
У = k ,::'10 , 

z = о. 

z 

• • • 

-

Слика 30 

Ове једначине пока зу ју 
Оху са једначином 

да Је трајеКТОрИја елипса у рав- -
ни 

1 х I 2 

х-у " + 
" I 
ја 

k 2 

уо' у2 = 1. 



ГЛАВА ШЕСТА 

Опште теореме' о кретању 
, 

матерИЈалне тачке 

§ 6·1. 3акон количине кретања 

, -+ 
Производ масе т тачке и брзине 

• 
V, ТЈ. вектор 

-+ -+ 
mV,=K, 

. 
-- - -. ;зове се I>ОЛUЧМIЩ I>решања или u.мuулс UОl>решн,е ша'tl>е., 

Пошто је извод тог вектора по времену 

• . а како Је 

, 

• • -+ 
Н= mv=mw, 

, 
i -;10- -+ 
. mw=F, , 

r 

'то имамо векторску ]едначиву 

• -+ 
(1 ) К=Р, 

• 

која изражава шеоре.му или заl>Он, I>олu'tи1iе I>решања. Он гласи: 

lifзвад I>олu'tU1iе I>решања йО времен,у једн-аl> је сили шшо 
дејсщвује на ша'tl>У. - ---.... ,,- ..... --,.--- . 

Из једначине' (1) може се написати у диференцијалима 
, 

овакваlедначина: 
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-+ -+ 

(2) 
dK = Fdt. 

Са леве стране имаlfО диференцијал количине кретања, 

.' есне - ПРОИ3ВОД сид е и диференцијала времена, у току 
са Д ., Т' . r ова сила дејСТВУЈе. ај производ можемо сматрати l\ао 
КОје '-+ 

диференцИјал једног вектора Ј, тј, ставити 

~ -+ 
Fdt = d Ј .. 

3а коначан 

једнач:иIIОМ 

интt:Jрвал времена тај вектор се одређује 
• 

.и према томе има 3:1 Декартове координате: 

t 

Јх = f Xdt, 

to 

-+ 

t 

Ју = f у dt, 

to 

-

t 

Ј. =Ј Z dt. 

to 

Bel\TOP Ј З0ве се 'UМUУЛС сuле за дати интервал вре-
~-

мена. 
ЈеДIIачинУ (2) можемо према томе написати овако: 

-+ -+ 
dK = dJ. 

у ТОМ облику она г;таси : дuферехu,uјал колuчuне крешања 
једха1> је дuферехu,uја~у '/,;;.мuулса силе. 

АкО претходну ]едначину интегралимо у коначном ин-

а-ду впемена од to до t, добиhемо 
терв 1 . 

(3) 

Она 

t 

К - Ко = F dt = Ј. 
,-+ -+ Ј-+ -+ 

to 

То је iUeopeMa о КО'>tачхо.м uрuрашшају количuхе крешања. 

гда сИ: ЛрирашшаЈ количихе крешања за кохачах uн,шер-



§ 6'11 Интеграли количине кретања 96 

вал вре.меnа јед'Н.ах је u.мuулсу силе, шшо дејсшвује па ша'i1iУ, за 

исши иnшервал вре.меnа. 

Уведене величине, количина кретања и импулс силе,> 

шшју исте димензије: 

-> -> 
[К] = MLI-\ [Ј] = MLT-2 T =MLT-l . 

§ 6·11. Интеграли количине кретања 

-> 
Ако сила F, што дејствује на тачку, има особину да је, 

њена пројекција на један сталан правац једнака нули, тј ... 

-> -> 
FCos (е ај) = О, 

• • 
г де је а! орт сталног Пр&ВЦd, онда из једначине 

-> 
после скаларног множења са а ј имамо: 

• --+ -+ -+-
(К а,) = (Р аЈ ) = О, 

• 
одакле слеДУЈе интеграл: 

-+ -+ -+ -+ 
(К аЈ ) = К C(Js (К а 1 ) = С, , 

ГД6 је С1 произвољна константа. Тај интеграл се зове ин,ше
lрал ХОЛU'iuн,е 'Yiрешања за даши иравац. 

-> 
Ако постоји јол и други неки правац са ортом а2' али 

• 
неколинеаран са првим, можемо написати јОШ и други ин-

теграл: 

-> -> 
К СОБ (К а2) = С2 • 

Најзад за три различита некомпланарна правца са треhим_ 
-> 

ортом ав имамо још и треhи интеграл количине кретања: 
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-+ -+ 
к CDs(K аз) = Са. 

-+ -+ -+ 
у специјалном слу-rају, кад се правци ај, а2 , аа покла-

пају са осама Декартово г трпједра Oxyz, интеграли количине 
кретања добијају облик: 

mх' = Сј , mz' = Са. 

Јасно је да у СЈЈ:учају, кад постоје сва три скаларна 

лнтеграла количине кретањ!Ј., важи и векторски интеграл 

... 
где је С сталан вектор. У том случају брзина тачке има 

-+ -+ 
сталну векторску вредност V = vo• Кретање је праволиниско 

• • 
lf равномерно, ]ер 1I3 ]едначине 

-+ 
-+ dr -+ 
V - -d-;--t- = V o 

• 
следnе -* -+ -+ 

г = го + Vo t. 

Као пример кретања, кад постоје два интеграла коли-
• 

чине кретања, служи кретање косог Хllтца, Јер сила теже, 

која једина дејствује на тачку, нема пројекцију на ХОРИЗ0Н-
• 

талну раван, па према томе ни на ма КОЈа два правца у хо-
• 

РИЗ0нтаЛНОЈ равни. 

Најзад само један интеграл количине кретања постоји, 
• • 

на пр., у случаЈУ кад правац силе увек остаЈе паралелан не-
• • кој сталној равни, јер у том случају 

на правац нормале на ту раван. 

сила нема ПрОЈеКЦИЈУ 

§ 6·2. 3акон момента количине кретања 

-+ 
у змимо сталну тачку О II консrруишимо моменат 1 ко

-+ 
личине кретања вектора. К, са нападном тачком у покретној 

-+ 
тачки М у односу на тачку О. Ако са г 0значимо вектор по-

7 
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~-----------------

--->- ...,. 
ложаја ОМ, моменат l има вредност 

...,. ...,. ..... 
l = [г КТ. 

Диференцирајмо 
• 

таl вектор по Bpe:VleHY 

... -+ -+-. 
1=[гК]+[гК] 

и узмимо У обзир 
• 
Јрдначпне 

. ...,. • 
...,. 

r = v, К= Р; 

........,. ...,. 
тада због колинеарности вектора Z' п К = т v, можемо да 

напишемо 

. -+-+ -+ 
(1) 1=[rF]=L 

...,. 
где је L моменат силе, што дејствује на покретну тачку М, 
исто тако у односу на тачку О. 

Једначина (1) израЖlва uieopeA1Y плп закоn .мОJllеnша 1'0-
, 

.rНИШf,е крешmьа за 'liеiiОlfреШ/iU UОЛ. Тај закон гласи: Извод 

.lИОJllеnша колuчuн,е крешања у одnосу на 'liеuокрешнu uол ио в]Је

.lИеnуЈеднак је .мО,llен,шу сuле, шшо дејсшsује 'liа шачщ;, у односу 
-

па uсшu uол. 

Ако IlзаберюlO ыа јшјll 1l0Ј,реТIJП пол. тачкЈ' 

ыенат КО,'Јпчине кретања у односу на тај поп А 

7. -+-+ 
lл = [g Ј(], 

-+ --+ -+-+ 
где је g = АМ = r -r А' онда за извод ИМЮЈО: 

одаI(.'18, пошто ј е 

...,. ...,. 
и К ко;:rинеарно са/'" изводимо једна'lИFУ 

• -+ --7- . -+ 
(2) 1 А + [v А К] = L А ' 

-+ 

А, п КОJlструшпемо ыо-
.. '~ 

где је L А ыоменат силе у односу на та'lКУ А, Кад u]ЗlIНУ тачке А, век-
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-+ 
'ТОр V fl ' вежемо са тачко}[ А, крај те брзини одређује тачку, која се З0ве 
сUЗ80дн;u UОЛ. 

Ј едначина (2) изражава закон момента колпчине кретања за по

,кретни нол. Тај закон Г.1аси: Ако МОll!ентuзима,мо У_ОЉ!!.QЈ:<L!IЈ\ .. !I...сЛ1_П?
кретнп ПОJI" .~3BOД мо}[ента Ј:О.iIпчпне .кретањ.а. Вilше момена:Г_.I;Q!:!.~ИlI.е 

:Еретања са нападном тачкон.у нзводном полу једнак_је .. .моменту силе, 
- - _о, -

:која дејствује на тачк~-. 

Ако чланове једнаЧlIне (1) • • 
ПрОЈпцирамо на ма КОЈИ ста· 

-+ 
.лан правац са ортоы а, имамо 

.~ -+-+ 
(1 а) = (L а) 

!илп 

(3) 
d -+-+ -+-+ 

dt (Ј а) = (L а) . 

Пошто је пројекцв ја момента око тачке на осу, која про-
• 

.лазп кроз 1'У тачку, Једнака моменту око те осе, написану ска-

.ларну једначпну ыожем) протумачити овако: 

Извод по вреМ8ПУ момента количине кретања у односу 

на сталну осу једна[, је моменту силе у односу на исту осу. 

-+ 
у С,1учају ПРЮ!8НЉПВОГ правца са ортом и имамо 

.--+ d--+-+ -+. 
(lul=,u (1 u)-(l и), 

• 
тде је и брзuна СI,рещања иравца. Према томе за промен.ЪИВ правац ска-

.ларна једначина момента КО.ПIчнне кретања даје: 

,/ .~ -+ -+ . -+ -+ 
dt (1 tt) - ( 1 и) = (L и). 

Ако су променљиви н оса II ПОJI, у односу на IЮ]П конструишемо 

моменте, П3 (2) пмамо: 

(1 -+ -+ -~. --?- -+ -+ -+-+-
(/t(IA.u)-(iflu)+(u[vflКј) = (LflU)' 

3а осе Декартовог триједра векторској једначини (1) 
.одговарају три скаларне једначине од којих ћемо написати 
;прву: 

d· d .. / 
dt Јх = dt т (yz' - zy) = Lx.= yZ - zy. 
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3акону момента количине кретања можемо д.а дамо ИL 

други облик 

Ако упоредимо моменат колпчиве кретања 

....,.. -+ -+ -+ ....,.. 

1=[rK]=m[rv] 
...,. 

са изразом са секторијалну брзину 5 (§ 2·6), видимо да век-
...,. 

тор 1 можемо изразити овако: 
...,. ...,. 
1 = 2m s. 

3акон момента количине кретања (1) може се тада на
писати: 

. ...,. 
(4) 2mS = L, 

• 
где је 5 сеКТОјЈllјалво убрзањf:'. Једвачина (4) гласи речима: 

Секторијално убрзаље поыножево двоструком масом једнако 

је моменту силе у односу на исту непокретну тачку, за коју 

узимамо секторпјалну брзину. У том обшшу се закон момен-
. -

та зове заlfОн, секшорu)а.!/,Г(,е имришн,е. 

§ 6·21. Интеграли момента или површине 
...,. 

Ако сила Р, Iщја дејствује на тачку, задовољава УСЛОВ: 

...,....,. 
(1) (La,)=O, 

-+ 
• • 

да Је њен моменат у односу на сталну осу са OPTO~I а1 Једнак 

нули, онда из једначине (3) претходног параграфа 
• 

СЛf:'ДУЈе-

• 
а оваЈ резултат доводи до интеграла: 

-+-+ -+~ 

(l at) = 1 Cos (l а, ) = Const. = Г, . 

Тај интеграл се зове uн,шеzрал .м;О.мен,ша колuчuн,е кре
УIЈања за дату осу. 
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Пошто се тај интеграJl може написати у облину: 

'он може бити протумачен II овако: Ако је моменат силе у 

~ДHOCY на један сталан правац, што пролази кроз тачку О, 

једнак нули, површина, коју описује пројекција вектора по-
• • 

ложа1а покретне тачке на раван управну на таЈ правац, про-

порционална је премен;у. Из тог разлога тај интеграл се зо

Ће u%шеzрал uовршu'Не. 

Услов (1), KojlI треба да задовољава сила, може се на

писати у облику 

--)- -+- -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
(L, аЈ) = ([г Р] al) = (Р[а1 г]) = О, 

~ 

:а у таквом облику он показује да се сила F увек налази у 
~ 

равни што пролаза кроз осу а ј и покретну тачку М. 
-+ 

Ако се оса а1 поклапа ·са Декартовом осим Ох, услов 

.:за силу се изражава овако: 

yZ-zу= О, 

,а интеграл момента: 

lх = m :yzl - zy') = Const. = ГХ' 

о броју интеграп:1. момента количине кретања доказа

Ћемо ову теорему: Интеграла момента количине кретања мо

,же бити: или 10 - ниједан, или 20 - један или 30 - три. 

'Дакле, не може да буде само два интеграла. Заиста, ако 
~ -+ 

имамо два интеграла за два стална правца а1 и а2, што про-

,лазе кроз исту тач[{у О, сила, што дејствује на тачку М, 
-+ 

'мора да се налази с једне стране у равни М и аl, са друге 
~ 

у равни М и а2, а то значи мора да се налази у пресеl\У 

.равни, у правој ОМ. Моменти силе у односу на ма коју пра

Еу што пролази кроз TaQKY О биhе једнаки нули, према томе 
-+ 

.Увек можемо пзабраТII треhи правац аз , некомпланаран са 
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• 

~ и ;2' у односу на који ће моменат силе бити нула, па 
значи и за љега постоји интеграл момента. 3а осе Де
картових, координата то се види отуда, што, рецимо, И$ 

услова: 
yZ-zу=о, zX-хZ=О, 

следује услов: 
ху-ух= о. 

То значи, ако има~IО два интеграла 

т (yz' - zy') = Гх , 

треба да важи и треhи: 

т (zx' - xz') = Гу 

т (ху' - ух') = r z , 

где су Гх , Гу, r z - три константе. 
-+ 

Ако су пројекције вектора L на три некомпланаРНа\ 
-+ 

правца једнаке нула, сам је вектор L једнак -
, 

нули и И3Јед-

• -+ 
начине 1 = Г = О у:мамо векторски интеграл 

-+ -+ 
1= Г 

, . 
КОЈИ покаЗУЈе сталност момента количине кретања. 

-> 
г 

Qio-- ----

р 

Слика 31 

-+ 
Вектор Г одре-

ђује сталну раван у-
, 

правну на та] вектор. 

'Ова раван не прет

ставља ништа друго 

него раван путање~ 
• • 

КОЈа у овом случаЈУ 

мора да буде једна 

paB,!I3 крива, 3аиста, 

ако повучемо кроз 

тачку МО (сл. 31) ра-
-+ -+ 

ван Р управну на вектор Г, почетна брзина V o мора да ле-

жи у тој равни, јер би У противном случају имали моменат 

количине кретаља чијиправац не стоји управно на раван Р. 

у даљем кретаљу тачка никад не може да добије компоненту 
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брзине управну на раван Р и према томе ће тачка остати 
• 

увек у Т01 равни. 

На тај начин у сл;учају, К,ад постоје три скаларна инте-
. -

граЈШ момента количине кретања, ПОСТ01И стална, н,еuромен,-

љива раван у којој се креће тачка. 

§ 6·3. 3акон живе силе 

• 
у змимо диференцнјалну једнаЧllВУ 

не тачке у векторском облику 

кретања матеРlJ1ал-

-+ -+ 
mw=F 

и помножимо члавове re једна:чиве скзларно са векторима 

-+ 

-+ -+ 
v dt = ds, 

где је ds елементарно померање тачке. Тада ћемо добити: 

.--+ -+-+ 
(1) (n,:v, v dt) = (Р, ds) . 

Први израз може се овако трансформисати: 

.--+ --+. -;)оо -+ 1 
(ти, v dt) = (mv, v dt) 0= (mv, d v) = d 2 mv' , 

-+ -+ -+-+ 
dv2 =d(v v)=2(vdv), 

11 на тај начин И3 јеДlачине (1) имамо: 

или 

(2) 

-+ -+ 
d 1 

;Ј 
ти2 = (? ds) 

-+ -+ 
dT = (Р ds), 

.где је Т жива сила тачке (§ 4.32) .. 
Са десне стране у једначини .(2) имамо израз: 

-+ -+ -+ -+ 
(3) (Р ds)=F. ds. Сов (F ds). 

-+ -+ 
Скаларни производ силе F и ма ког померања S напад-
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• 
не тачке те силе, ТЈ. 

-+-+ -+-+ 
(F 5) = F .5. Cos (F 5) 

зове се рад даше силе па дашо.м ио.мера'Њу. Он се може про· 
• • 

тумачи ти и као производ силе и про]еКЦИ1е . помераља на 
правац силе, а таКОђе и као производ помераља и пројекције 

. 

силе на правац помераља. Рад може да буде ~позптиван и 

негативан према косинусу угла измеђУ праваца силе и по
мераља, а таКОђе једнак нули, кад сила стоји управно на 

помераље, и то незанисно од тога што ни сила ни помераље 
• 

нису 1еднаки нули. 

-+ 
Израз (3) даје рад силе F на елементарнс,м помераљу 

-+ 
ds или, тако звани, еле.меliшараn рад. 0значимо тај рад са 

dA, тј. ставимо 
-+ -+ 

(F ds) = dA . 

у Декартовим координатаМ!!Јелементаран рад се 
, 
изра-

жава овако: 

dA=Xdx + Ydy + Zdz, 

где су, IШО увек, Х, У, Z - координате силе, а dx, dy, dz 
-+ 

координате помераља ds. 
Ако је положај тачке одређен генералисаним коорди-

• -+ 
натама q1t q2' q~, помераље ds можемо према (3) § 2·3 изра-
.3НТН овако: 

~ ~ -+ -+ 
ds = А ј dql D t + А 2 dq2 D2 + Аз dqз Da 

~ тада за рад силе имамо: 

-+-+ -+ ~ -+ 
dA = (F ds) = (F, ~ Ai dqiDi) = 

i=l 

::: -+ -+ 
= ~ Aidqi (F Di). 

i= 1 

АЛII на основу (2) § 4·32 

-+ -+ 
Ai dqi (F Di) = Qi aqi , 
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JI на тај наЧlIН за рад .r:ефинитивно пишемо: 

з 

dA = ~ Qidqi = Qldql + Q2dq2 + Qзdqз. 
i= 1 

Тај израз за eJ"Ii:MeHTapaH рад даје механичко ТУ

мачење производа Qi dqi, о коме смо говорили у § 4·32. Ви
димо да је тај производ једнак раду силе на оном елемен-

• 
тарном померању тачке, на коме се мења само lедна коорди-

ната qi _ Према том рез;mтату за израчунава.ње генерали са

них сила Ql, Q2' Qз ДОВОЉНО је израчунати рад на ПРoI!З

вољном елементарном померању 11 у доби веном изразу узети 

коефицијенте код dq], C.'q2, dqз 
Жива СIIла и рад пмају пету димензију 

, 
[ТЈ = [А] = МРТ-2 • 

3а јединицу рада у систему CGS узима се рад силе од 
једног дина на једном caHТlIMeTpy у правцу силе. Та једи

ница се зове ерг (Erg). Рад од 107 ерга зове се уаул (Joule) .. 
,рад силе теже од 1 kg на једном метру, који се зове кило

zpa,I/,-.лtешар (kgш), једне.н: је 981.105 ерга = 9,81 џаула. 
Помоhу уведених :зеличпна - живе силе и рада - јед

начина (2) може да се напише овако: 
• 

(4) dT= dA. 

Ова једначина изражава шеорему пли эаКО1-t жuве бuле 

.за "щшерuјалн,у шачку 11 дuференцuјалн,о.лt облику. Тај закон 

:гласи: Дuферен,цuјал жuве силе машерuјал1-tе шачке једн,ах је 

елеменшарном раду сиllt на одzоварајуhе.лt ио,нерању. 

Помоhу Декартових коордпн(;\.та закон живе силе (4) 
изражава се ова1{0: 

- d ; т (х'2 + у" + Z'2) = Х dx + У dy + Z dz , 
~ 

.а помоhу генералисаюп овако: 
r 

.d 7 т (At
2 q/2+ .. - +:Шt qa' qз' + . --) = Qldq[ + Q2dq2+ Qзdq~. 

~ . 

Узмимо сад у обзпр коаачно кретање тачке, кад је она 



§6"3 Закон живе СИ:Iе 

из положаја М1 у моменту t1 прешла по 

ложај М2 у моменту t 2 • Ако живу сплу 

М1 ОЗШI.ЧllМО са Т1, а у положају М2 -

12 

Т2 - Т, = S dT 

t1 

• • 
Је прираштаЈ :живе силе на том путу. 

106 

• • 
СВОЈОЈ путањи у по-

тачке у положај~ 

са Т2 , разлика 

Пошто заевако одређено кретање све његове елементе 

(координате тачке, брзину, убрзање, силу што дејствује на 

тачку, итд.) можемо сматрати као фую;ције времена, израз 

за елементаран рад 

-+ -+ 
dA = (F ds) = Х dx+ У dy+Z dz 

увек се може прететаВИТII у облику ј (t) dt п према томе мо
жемо га IIнтегралити у границама од t1 до t2 што одговара. 

прелазу тачке И3 положаја М1 у положај М2 • Не бележећи 
експлицитно независно променљиву, 'Ју IIнтеграцију можем() 

означити овако: 

М2 М2 М2 

S dA = S (; ds) = S (Xdx+ Ydy+Zdz). 

М1 М1 М1 
. 

Ако сад обе стране једначине (4) интегралимо у гра·· 

.ницама од t1 до t2 , имамо: 

(5) 

М2 

Т2-1'1 = S dA = А'2' 
1111 

-+ 
.где смо са А'2 ознаЧПЛII wошалан, рад силе F на путу таЧI,е 
из положаја М1 у положај М2 • 

Једначина-(5) изражава закон, живе силе за .маwеријалн,у 
ша1f,КУ у U'/{,шеzрал1-/,О.м облuку. Он гласи: Прирашшај живе силе' 

.машерuјалnе шачке н,а одреУеll.О.м, uушу једnак је шошал'1tОМ ра
ду силе '1ta ШОЛ~ iiушу. 

3акон живе силе у диференцијалном и интегралном 
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облику не претставља ништа друго него један зю{ључак: 

иа диференцијалних једначина кретања тачке и важи за. 

свако кретање те тачке независно од карактера кретања и. 
• • • 

силе КОlа деlСТВУlе на тачку . 
• 

§ 6·31. ЕфеI<ат рада. Теорема о промени живе силе. 

Извод рада IIO времену, тј. 

зове се ефекат рада. 
.... -+ 

Пошто је dA = (Р, d8), за ефекат имамо: 

.... 
dA -:- ds -+ .... 

Е = dt = F, dt = (Р, v) , 

према томе је ефекат рада једне силе једнак скаларноМ!: 

IIРОИЗВОДУ силе и брзине нападне тачке те силе. 

Из заItона живе силе у диференцијалном облику 

dT = dA 
• 

имаыо lедначину 

dT dA 
dt =Е, 

која изражава теорему о промени живе силе: Извод жив~с 

силе ио IJремен,у једн,ак Ј'е ефекту рада силе. 

Димен:зија ефекта и:зноси: 

[Е] = ML 2 т-з. 

у систему cas за iеДIIНИЦУ ефекта се узима ефекат'· 

рада од једног ерга у једној секунди, тј. ~:~. lIошто је су_· 
више мали и у пракси се не употребљава, нема специјал-·~ 

ног назива. Ефекат рада једног џаула у једној секунди, који 

Е износи 107 S r
g

, зове се /ат (\Vatt). Ефекат рада једног ЮI
ес 
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ло грам-метра у секунди 
sec 

kgm 
износи 9,81 Watt. у пракси 

.. се још за ефекат упоrребљује тако звана 'Коњска сн,ага са 

ознаком HP (од енглеских речи horse power), Iюја износп 

-.5 kgm или 735,75 vVatt = 0,736 kW (кю;:оват). 
Бес 

§ 6·311. Теорема о коначном прираштају живе силе 

у § 6·1 I1мали смо теорему о коначном прираштају ко
. zшчине кретања: 

(1) 
-+ -+ -+ -+ -+ 
к - Ко = 17ZV-17Z Vo = Ј, 

t 

где је -; импулс силе, тј. -; = Ј ;. dt. 

to 
Ако сад једначину (1) помножимо скаларнопрво са 

..... ..... 
'и, а затим са Vo и резултате 

-+ -+ -+ -+ 
17Zv~ - т (v vo) = (Ј v), 

-+-+ -+-+ 
17z (v vo) -17ZVо2 = (Ј vo) 

саберемо, добићемо једначину 

(2) 
1 .......... ..... ..... 

Т - ТО = -2" [(Ј vo)+(J v)J, 

• 

·Еоја речима гласи: IIрllраштај живе силе једнак је полузби

ру скаларних производа импулса силе за време кретања са 

почетном и крајњом брзином тачке. 

:§.6·32. Функција силе. Потенцијал. Интеграл живе силе 
• 

или закон одржавања енерГИЈе 

..... 
у опmтем случају сила Р, што дејствује на тачку, мо-

::же да зависи од положаја тач[:;е, њене брзине и времена 
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3ауставимо се сад на случају, кад сила зависи само од по-· 
• • 

ложаЈа, Т1. 
.+ ~-+ 

р= F Ст), 

-+ ~-+ 

где је r = ОМ вектор ПЮОЖ'lја тачке У таквом случају сва-· 
Iщј таЧК[I прост.:>ра одговара одређени вектор - СИJIа и на тај! 

• • 
начин цео прастор или онаЈ његов део, КОЈП узимамо у по--

сматрање, сматра\10 као 8~I>ШОРСКО uоље, у датом случају ио

ље силе. Векторска лпниј.:t у том пољу јесте лин,uја сuле, 

Дпференцијалну једначину те JIиније у векторском облику' 
можемо написатп овако: 

-+ -+ 
[Р DJ = О, 

-+ 
где је D орт та нгенте, 'I ој Beii:TOpcKoj једначпни одговарају-

• 
скаларне једначвне: 

dx dy dz 
Х=У=У' 

-+ 
Може се ДОГОДПТII да је сила F градијент скалара и •. 

• •• 
КОЈИ зависи од положаЈа тачке, ТЈ. 

-+ 
(1) F = gl'ad U. 

-+ 
Координате силе F су тада деЛИМИЧНIf изводи скалара... 

и по координатама тачке; 

(2) 
дИ 

х= дх' 

• 

у= дИ 
ду , 

Z= дИ. 
дг 

Функција И, чијп j~ градијент сила, зове се фующuја 
-+ 

силе. 3а силу F тада СЕ: каже да има функцију силе. 

Функција П СУПј)Q'IНОГ знака од И, тј. функција 

п=-и , 

зове се UОШe'lщuјална фуn'Кцuја или iiошеnцuјал или, најзад,,, 
- -' . 
uошеll,ЦUЈална enepzuJa. 
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-+ 
Ако спла F, што дејствује на материјалну тачку, има 

-функцију силе И, која зависи само од положаја тачке, закон 

живе c!I.r.:e у интегралном облику даје: 

д! дi 

((дИ дИ дИ) f Т - Т о =.Ј ах dx + ду dy + az dz = dИ, 

Мо Мо 

• 
одаIше после интеграЦИЈе имамо: 

(3) Т-1'о= и- ио· 

'ИЛIl 

(4) Т=И+h, 

.где h= То-Ио константа интеграције. 

Интеграл (3) или (4) зове се UJiшеzрал ЖUlJе сuле. 

Ако функцију силе сменимо потенцијалном функцијом, 

'ИЗ (3) имамо 

(5) Т -1- П = Т о + По. 
ЈЕпва сила тачке зове се и Ј(U1iешuчжа e1iepzuja тачке. 

Према претходној једначини за време кретања тачке под ути

щајем щmе, која има функцију силе, збир Iшнетичке и по

. тенцијалне енергпје остаје сталан. 
3бпр юшеТllчке и потенцијалне енергије зове 

. щаЛliа eliepzuja тачке. Ат{о ту енергију 0значимо са 

наЧПНЈ (5) можемо заменити овом: 

(6) 19 = 190 , 

-
се. шо-
(> • 
(9, Јед-

'Где је 190 Iюнстантна тотална енергија тачке у почетку кре
·тања. 

Једначина (6) изражава теорему или закон одржавања 
• .. енерГИЈе у примени на тачку. 

Кретање тачке под условом, да за време кретања то

'тална енергија задржава сталну вредност, зове ce'lfOJiseplJa
ШUIJJiО. Сила н:оја производи такво кретање зове се КО1iзеРlJа-
-
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§ 6·321 . Услови I<онаервативности силе 

Конзервативна Сlиа IIма функцију силе, тј. ;Ја КОЕ зе]1-
.-;. 

Ј3ативну силу F' имамо: 

.-;. 

F = gгаd и 

или 

дИ 
Х = дх ' 

у 
ди 
ду , Z = i!!! dz . 

Пошто је. како је то познато из 
• 

• 
теОрИЈе векторског 

IIоља, 

гоt gгаd U = О, 

.-;. 

можемо услов за силу F написати и оваIЮ: 

(1) 

или пом:оhу Д"ј,артових ICоорцината: 

(2) i!J!. _ dZ = О 
дz дх ' 

дУ дХ 
----- = о 
дх ду . 

I 

l3идимо да је за једну конзервативну силу услов (1) или 
{2) неопходан. ПокажиI.lО сад да је услов (1) или, што је 

исто, да су три услова (2) довољнп да сила, која зависи 

само од положаја, бу це 1\0нзерваТIlВЕа, тј. да је тада увек 

+ 
могуће наhп такву функцију и чији градијент даје силу Р. 

За одређпвање функције И пођимо од једначпне 

дИ - =Х, 
дх 

одакле ПОС:Је ШlТеграциј е Iшамо: 

, 

(3) u = Ј х с/х = Ф (х, у, z) + С (у, г) , 

где је С произвољна функција аРГј'мената у и z. За одређиваље функције 
·С диференцирајмо (3) по у: 
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( 4) дИ = у= дФ дС. 
ду ду + ду 

Прво узмимо у обзнр да разлика 

у_дФ 
ду 

не зависи од променљпве х. 3аиста, после диференцирања по х IIмам(>, 

. дУ _ д2ф = дУ _.!.. дФ = дУ _ дХ = О , 
дх дх ду дх ду дх дх ду 

Из (4) после ннтеграције имамо: 

где је С1 (г) произвољна функција променљпве z. 
Ако добивену вредност О уврстимо у једначину (3), можемо ставити:_ 

и = ф (х, у, г) + F (у. г) + С1 (г) . 

3а одређнваље функције С1 (2). диференцирајмо ПрЕТХОДНУ једна-

чнну по 2: 

дИ = Z = дФ + JF + dC1 " 
Иг дгдг ,Iz 

Лако је показати да на основу yc.'IOBa (2) функција 

z- дФ _ дF 
д2 дг 

-
зависи само од z II према томе за одређивање 01 пишемо: 

Ј( дФ дF) С1 = Z - дг - дг (/г + С2 , 

где је С! права константа. 

Као резултат имамо: 

и=Јхах+Ј(у - дФ) (ly+J(z _ дФ _ aF) (Iг+ Со 
ду дг дг " . 

, 

Одређиваљем функције И стварно смо доказали да је услов (1) до
вољан да си.'Iа буде конзервативна. 

§ 6·322. Рад I<онзервативне силе 

3а конзервативну силу, што 
• • • 

де1СТВУје на тачку, ПОСТОЈЊ-
• 
ЈеднаЧlIна 
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-+ 
F = gl·~lLl И - grad П 

п према томе она стоји;; веЗIl са скаларним пољем функ

ције силе И или потенцијала П = - И. Претпостављамо да 

је ова функција једнозна 'Јна у целом пољу. У том пољу МО-
• •• 

жемо замислити еlшипотеНЦИЈалне површине, ЧИЈе су Једна-

чпне 

и ех у, z) = Const. 

Сила стоји нормално на ~~y површину, наперена је на ону 

страну куда функција спле расте или потенцијал опада и 

љен је интензитет 

1
. LlИ 
lШ л , 

о\.n-+ О иn 

где је LlИ прираштај функције силе што одговара помераљу 

t:.n дуж нормале на еКВИlIотенцијалну површину. Ако Н8Цр
Ta~fo низ таквих површпза са Llи = Const" величина силе је 

у приближном посматраљу обрнуто пропорционална расто

Јаљу Lln између две суеедне 

површине. Што су површине 
ближе једна другој, тиме је 

сила већа. 

Ан:о израчунамо рад А кон

зервативне силе дуж п~'тање 

која спаја 'Iачке, рецимо, Мо II 

М (сл. 32), ШН\јlO: 

м 

А = f ех dx+ У dy+Zdz) = 

l1f 

= Л~~ dx + ~~ dy + ~~ dz 
ИО 

l1f 

Слика 32 

= JdU= U(х,у,г)-и(Хо,Уо,го) . 
. ' 

Тај резултат • 
Ilо[~аЗYlе да У ЦОљУ [~онзерватщзне силе тота

R 
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лан рад силе не зависи од облика путање, што спаја две 
• • 

та'Ше простора, него зависи само од положаЈа краЈЊИХ тача-

ка: рад на путу Мо РМ је исти са радом на путу MoQM. Твј рад 
се не мења, кад свака од крајњих тачака узима ПРОПЗВОЉ<lН 

. . . .. , 

положаЈ ва СВОЈОЈ еквипотеНЦИЈаЛНОј површиви: радови ва 

путевима - Мо РМ, MoN, NoN исти GY. Тај је рад једнак 
• •• •• 

вули кад краЈње тачке припадаЈУ ИСТОЈ еквипотеВЦИјаЛНОј 

површини, на пр., на путу MoNNo, или се поклапају и пу

тања је затворена линија, на пр., MoPMQMo. 
Особина конзервативних сила да њихов рад ве зависи 

од облика пута, него само од положаја крајњих тачака, то-
• 

лико Је карактерпстичва за ковзrрвативне СЈ'ле да се :мrже 

ставити као дефиниција тих сила, па да се све остале осо

бине могу извести кдо последице. 

§ 6·4. Циклична координата и њен интеграл 

Диференцијалне једначине кретање тачке за генерали
сане координате изгледају овако: 

d дТ дТ 
- - - Q. [' = 1, 2, 3 
dt дq;' дqi - " 

где је Т - жива сила и Qi - Г8нералисана сила. 

Ако ма која координата, на пр. qj. има особине; 1. да 
• 

жива сила не зависи оц те координате, ТЈ. 

(1) 

и 2. да је генералисана 
• 
једнака нули: 

(2) 

дТ =0 
aqj 

• • 
сила, !{Оја одговара ТОЈ координати, 

она се зове ЦU?СЛU'l.1tа ?СоордuнаШа. 

3а сваку цикличну координату важи ова теорема: 
Свакој цикличној координата одговара интеграл лине

аран у односу на генералисане брзице. Заиста, из једнаЧИIifJ 
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d д:г 'дТ 
dt дq/ - Jqj = QI , 

под ;уоловима (1) и (2), с.нщује: 

1 дТ О 
lit дql' , 

одакле долазимо до интеграла 

дТ 

д --; = Const. 
'11 

Пошто је Т квадратна функција у.односу на генералисане 

брзине q/, qз', qa', лева страна ове једначине је линеарна у 
односу на те брзине. 



ГЛАВА СЕДМА 

> Центра,IJне силе 

§ 7·1. Појам централне силе 

Ако СИЈIa, која дејствује на материјалну таЧIСУ, у ма 

ком њеном положају, увек пролази кроз одређену тачку про

стора, она се зове цењшралн,а сила. Ова одређена тачка је цен

тар силе. Кад се у том центру налази маса, на коју дејствује су

протна сила, центар. је извор силе. Материјалну тачку масе 

т, на коју дејствује 'Ь,ентрална сила са центром у тачки С, 
--+ -+ 

означимо са М, BfJКTOp положаја СМ са е. Ако централна си-. 
. -+ 

ла има увеlС исти смер са смером вектора положаја е, она 

се зове сила одбијања или реUулаивuа. У противном случају 

она је сила uрив.лачења или аiiiраКШив1-lа. Од свих централ
них сила најважнију улогу играју оне, чији интензитет за-. 

виси само од растојања е дате тачке М од центра С. 3а 
такву силу имамо: 

и према томе се њена векторска вредност овако изражава 

-+ 
-+ -+ I! 
F = + ј(!!) фгt ~ = + f(1!)~, 

при чему знак + одговара сили одбијаља, а (јна!' - С)1 
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!lривлачења. Ако са 1I<Q) означuмо алгебарску вредност цен
-+ • 

тралне силе у правцу Be:~Topa (!, ТЈ. ставимо 

1Ј1(р) = + ј (е) 
. 

• • 
онда сваку централну силу, КОЈа зависи само од раСТОЈања, 

можемо oBaI,o пзразити: 

-+-+ 
F = 1Ј1 (е) C'rt е. 

Функција 1Ј1 (е) израlRава 8aK~)1-(, Сејсшва. цен,шралн,е силе. 

Кад је положај тачнка М и С одређен векторима по-
-+ -+ 

ложаја r и rc у односу на тачку О, Ш<IaМО 

-+ -+ -~ -+-+ 
е = r - /'с и (! = I r - Гс! 

• 
и према томе је вредност силе 

F ~~ 1јЈ Се) ort (; - -;,,) = 1Ј1 (е) с7 - ;с). 
е 

Ако са х, у, z означимо координате таЧI;:е М, а са а, Ь. с 
координате тачке С, I:оордината силе, рецимо, у ОДНОСУ 

на ОХ осу, изражава се овако: 

• 
где је 

е = + v (х ~ а)2 + (у_Ь)2 + lZ-С)2 . 

КНЈ. на тачку М дејствује Вllше цевтраЛНIJХ сила са 

центрима у тачкама С1 , Са .... , Сп по законима 1Ј1Ј(еl)' 1Ј12((!2),' .• 
• • • 1јЈn (еn), њихова резултанта је 

(1) 

-+ 
где је Ti BeI,TOp П(1ложа.iа тачке Ci у односу на тачку О. 

3акон Њутнове силе универзалне гравптациiе, као силе 
• . привлачења масе т од друге масе mi на раСТОјању ei, изра-

жава се OBai\O: 
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(2) ( \ k2mmi 
'jli !!iJ == - 2 ' 

f.!i 

тј; она 1е пропорционална производу маса тачке п пзвора 

и обрнуто пропорционална квадрату растојања између њлх. , , -, 

Rоефицијенат пропорционалности k'l у CGS систему има 
вредност 

k 2 = 6,67.10-8, 

а то је сила привлачења између две масе од 1 gr на расто· 
јању 1 ст, изражена у динима. 

3а Њутнову силу щшвлач€ња са више центара имамо: 

Наiзад за силу прИВJIачења од маса непрекидно распо_" 
ређених у запремини V имамо израз 

<)о. --+ -+ --+ 
1'де су fv = ОС, еу= см, при чему је С променљива тачка 
запремине V, на коју је проширен троструки интеграл. Век-

7 --+ 
тор Г = ОМ је исти за све елементе :интеграла. Елеменат 
масе dm тела V везан је за тачку С. 

Докажимо сад да централне силе, које зависе само од 
растојања, спадају у конзервативне силе, другим речима 

да имају функцију силе и. 3а израчунавање те фующије 

израчунаiмо елементаран рад dA по обрасцу: 

-+-+ 
dA = (Р ds). 

-+ 
Пошто је због непроменљивости Т; 

-+ -+ -+ -+ -+ 
ds = d r = d (Т; + еј) = d(}i, 

1:Ia силу (1) имамо; 
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• 
тако, да на основу 1едначине 

-+ -+ 

(l2i d 12;) = l2i d l2i 

долазимо до овог израза елементарног рада: 

" dA = ~ 1.j'i (l2ј) dl2i . 
i=1 

То је тотални диференцијаЈI функције: 

и = ~1 f 1.j'i (121) d l2i • 

3а Њутнову силу функција силе после интеграције има 

облик ' 

или 

И= -- k2m ~ f тј dl2i 
..:;.., . n·2 
i=I ~1. 

Изоставили смо произвољну константу интеграцијr, јер 

се функција силе или појављује у интегралу живе силе, где 

и без тога имамо аДИТИI:ВУ произвољну константу, или су 

потребни само њени делямични изводи. 

у случају кад се тачка налази под утицајем само једне 

Њутнове силе, њена функција силе изгледа овако: 

И = k2 mтј . 
121 

§ 1·2. I<ретање материјалltе ТаЧI<е n01l. утицајем једне 
централне силе која вависи само од растојања 

Нека на покретну тачку дејствује само једна централ· 

на сила 
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-+ -+ 1jJ(e)-+ 
F = 1јЈ (е) ort е = е· 

е 

Пошто је моменат такве силе у односу на непокретну 

тачItу, центар С, нула, јер је 

-+ -+-+ 1jJ(P)-+-+ 
L=[pF]= [рр]=И, 

р 

на основу § 6·21 имамо веItторски интеграл 

-+ -+ 
l=r , 

који одређује сталну раван путање. Њен положај је одређен 
• • 

почетниы кинематичким стањем тачке, јер је 

-+ -+ -+ 
г = [Ра, mvuJ . 

-+ 
Ако је тај вектор једню, нули, почетна брзина Vo има 

-+ 
правац вектора ро И кретање има праволиниски карактер 

Пошто смо праволинист\О :кретање проучи.ЛИ у петој глави 
• • • 

сад овај случаЈ можемо изоставити. 

3а одређивање :кретања тачке. у равна њене трајекто

рије уводимо поларне координате р и 8 са полом у центру С 
Пошто се тачка креће са сталном секторлјалном брзи

ном, а у поларним координатама је сскторијална брзина 

1 
(§ 2·6) дата изразом ~ р 2 8', интеграJI ПОВрШl!не можемо 

написати овако: 

(1) 28' А 28 ' р = = Ро О· 

ЈеднаЧlIна (1) може бllТl! сматрана тшо прва једначина 

ва одређивање :координата р и 8 у функцији времена. 
3а другу једначину узмюlO интеграл живе силе, који 

• • • 
мора ПОСТОЈати јер ]е централна сила Iюнзервативна. 

ПОШТО је lшадрат брзине у поларним :координатама 

t,2 = р'2 + р2 8'2, 

ћнтеграл живе силе биhе 

(2) 

, 
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§ 7'2 

и= r 1p(p)dp=U(p) 
" 

и h је произвољна константа. 

3а решавање проб.r:ема о кретању тачке на основу (1) 
и (2) елиминиmемо из једнаЧIlне (2) време помоhу једначине 
(1). Пошто је из (1) 

А 
8' = -p~2 

• 
и према томе Је 

, dp d8 А dp 
р = d8 dt = p~ d8' 

једваЧIJНУ (2) можемо претстаВИТII овако: 

• 
одакле Је 

mА" 

А2 dp 
d8 

2 А" + mр2 ----.-, = 2И(р) + 2h , 
р 

d 2 
lfв = (2и + 2h) р4 - mА" р2 = Ф (р). 

Последња једначина д(е квадратуру 

1 f dp 
A~Vm (8 + а)= VФ(р) , 

где је а произвољна константа. Она одређује угао 8 у фун
Iщији потега р, тј., 8 = fonct (р). Инверзија те једначине даје 
тег у функцији угла 

(3) р = р (8) . 

и једну и другу везу можемо сматратн као једначину 

путање тачке. 

3а увођење времена 

чину (1) у облику: 

• 
поново можемо искористити Једна-

А dt = р2 d8 
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А[,о сменимо овде р2 пз (3), лмамо једначину 
. 

А dt = р2 (e)~de , 
• K01a доводи до квадратуре: 

(4) 

где је (3 нова произвољна константа. Једначине (3) и (4) 
после одређивања произвољних констаната из почетних усло

ва решавају проблем о кретању тачке. 
, 

§ 7·3. Бинеов обрааац 

у теорији кретања TaqKe под утицајем централне силе 

важну улогу игра један образац (Bjnet) који се може сма

трати као диферевцпјална једначина криве линије путање 

тачке. 

3а извођење тог обрасца напишимо диференцијалне 

једначине кретања тачке за координате р и е. Према § 4·32 
Лагранжеве једначине друге врсте за тачку, које одговарају 

нашем циљу, пишемо овако: 

(1 ) 
d дТ дТ 

dt др' - др = Qe , 

• 
где је 

а из израза за рад 

dA = dU = '11' (р) dp 

• 
следује да су генералисане силе 

Q~ =11' (р) , Q" = О. 



• 
12:3 Бинеов образац ~ 7'3 

дТ 
Пошто је д8 = О 11 Qe = О, l.оордината 8 се • 

јавља у 

проблему као циклична уоордината (§ 6'4). Тој l~оординати 

одговара интеграл 

дТ? 8' С д8' = mр- = опst. 

ИЛИ 

(2) 

• 
ltOјИ не претставља НlIш~:а друго него интеграл површине. 

Пошто једначина (1) даlе 

(3) тр" -- тр 8'2 = .'Р (р), 

а И3 (2) је 

8' = А 
р2 ' 

• 
и према томе је 

, = dp = dp . 8' = _i dp = _ А ~ 
р dt d8 р" d8 d8 

1 

Р 

" А d2 1 N d 2 1 
Р = - d8" -,- . 8' = - р" d8 2 Р , 

овда ;,'место (3) можемо написати: 

А2 . 

- mр -- = 1f' (р). 
р' 

Ова једначина, наП:Iсана у облику 

(4) 

. 
даје Бинеов образац. 

, 

Ь.ко је закон дејства силе, тј. фу:нкциiаtј! (р), Дат, Jм.~_ 
начину (4) можемо сматрати као диференцијалну једнач'ину 
криве-линiф;пу-'ј'ање'Г!l'[ке-:-Обратно,--iШО је-крива линија 
---~~--~-_ .. __ .,- ._- .. -."--,-_.-- --_ .. ~~--'~-.--



" §7'4 
•• • о. ,. • • _ 

Кретање тачке под утицајем Њутнове силе 
,- ,-

124 

путање позната,. Бинеов образац пружа мог;ућност да се 
. одреди закон силе, тј. функција 'IjJ (р). 

§ 7·4. I{ретање тачке под утицајем Њутнове силе 

ПретпоОО'авимо сад да је сила, која 

Њутнова сила, тада је према (2) § 7·1 

• • 
деЈСТВУје на тачку, 

3а Њутнову силу Бинеов образац даје 

или 

(1) 
1 1 +-=-, 
р Р 

ако ставимо 

Диференцијална једначина (1) је линеарна у односу на 

1 
променљиву --. Љено решење можемо написати у облику 

р 

збира партикуларног решеља једначине (1) и општег пнте
грала јадначине без десне стране. Пошто је партикуларно 

. (1) 1 '__ 1 . решељс Једначпвг , а хомогена ЈвднаЧlIна 
р р 

1 
+р = О, 

према § 5·121 има општг решење 

1 
- = nCos (EI+а), 
р 

где су п и а произвољне константе, решење једначине (1) 

, 
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може се написати овако: 

1 1 
- = -- + п Cos (е + Г!). 
Р Р 

3а одређиваље прЬизвољних констаната п и 

у једначину (2) 11 У резултат диференцираља те 

по времену 

(3) --;" = - п Sin (е+а) . е' 
Р 

§7'4 

а ставимо 
• 
једначине 

почетне вредности Ро, ео, Ро', ео', које су везане са константама 
• 

интеграла поврmине и живе силе ]едначинама: 

(4 ) 

р02 !јо' = А = k V рm1 , 

2 ('2 t 2 е '2) mvo = т ро . ро о = 

Тада ћемо имати: 

2k
2 mm1 + 2ћ. 
ро 

1 Ј. С (е ) - - -- = п 08 о + а , 
ро р 

, 
р, В' -е ' ) ;'-1 = п I!l l о -; а -

Из тих једначина за п2 имамо вредност 

која после трансформација на основу (4) даје: 

(6) 

Ако ставимо 

(7) 

2 1. 
п =-

р2 

е 
П=-

р 

и узимамо п увек позитивно, а то је .)'BfK мог.) ће, јер је до

додаваљем. Ј'гла л аргум:енту а увек Moг~ћe промеlIIIТИ ~Halt 
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код синуса и КОСIIнуса у јрдначинама (5), пз (6) добијамо 

ову вредност за е: 

(R) 
.. 'ЉА" 

е = 1 + . 
k'mI111~ 

Константа а се С' дређује из једна чине: 

, А' 
(е .) р ро Ро Ро Ро 

tg оТ а = А ( -) = А2 k2 . 
р-ро - 1111 Ро 

Ако ИСI{ОРИСТИМО једначину (7) и уведемо нову про-

менљпву 

v=e+ а, 

једначину (2) можемо најзад написати овако: 

(9) Р - р 
- 1 + е Cos v' 

Ово је једначина коничног пресека при чему је Р -
фОICални потег, v - yrao између фокалне осе симетрије, на

пеРtЋе од фокуса према најближој тачки, и тог IЮтега, 
р - параметар, тј. дужина потега нормалног на фокалну 

• 
осу симеТРИlе, е - ексцентрицитет. 

Према томе Можемо казати: 
Под утицајем Њутнове силе тачка описује конични 

пресек са жижом у центру привлачења. Из (8) према вред·, 

ности е можемо закључити, да врста коничног пресека за

виси од знака константе 

2ћ - 2 2k2 m1 - т Vo - • 
Ро 

3а h < О имамо елипсу Се < 1) за h = О - параболу 
(е = 1) и за h > О хиперболу (е > 1). Пошто је константа h 
једнака сталној тотално ј енергији тачке, видимо да обшш 
трајекторије зависи само од те енергије, а не завпси од 

. ~ ~ 

положа1а почетне брзине Vo према почетном потегу Ро. 

Уочимо специјалан случај кад елиптична путања деге
нерише у круг. 

Пошто је тада е = О, а значи и п = О, из (5) имамо 
роЈ = О, тј. таЧl)а не QMe имати почетну раДИlалну РР3Iщу. 

. . 
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Али тај услов није довољан. Пошто и за почетни моменат 
2 

б h Vo 6' центрипетално у рзање еа вреднош -у мор., да уде јед-
ро 

k2 mm 
На!{О 'убрзању од Њутнове силе 2 1, онда можемо на· 

Ро 

писати 

или 

Почетни услови ро' ,= о, во' = + k"":1 потпуно одре. 
ро . 

ђују једно кружно кретаье. 

том случају заиста е = О. 

Није 
• 

тешко проверити да Је у 

§ 7·41. Одређивање положаја тачке на путањи у тону 

времена. Случај елиптичног нретања. I<еплерова јед

начина 

3аусrавимо се првс на 

тачке под утицајем Њутнове 
• 

времена и положаЈа тач· 

ке. Тај случај има веЛИКII 
• 

практички значаЈ у астро-
•• • 

НОМИЈИ, Јер СТОЈИ у вези 

са одређивањем положај 1 
• 

планете на њеНОЈ елип-
• 

rИЧКОј путањи. 

Уочпмо покретну тач- R 
КУ М на елипси PQR3 
(сл. 33). Угао v је угао из· 
м е ђу правца F Рх (преМl 
iiерихелу Р) И потега FNi. 
У астрономпји тај угао са 

- . 
зове uраIJа аномаЛИЈа. 

Уместо угла v се уво-
• 

ДИ други .Угао Ц на овај на· 

• 
случаЈУ елиптичног кретања 

силе и поставимо везу између 

у 

Q 

х 

о с F N р 

s 

Слика 33 
• < • .' 
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чин. Конструишимо кружну линију полупречника а, где је а 

велика полуоса еЛИllсе. Нека нормала MN И3 покретне тачке 
на велику осу сече ту I,РУЖНУ линију У тачки М'. 3а угао 

11 узимамо угао М'ОР потега ОМ' помоhне тачке М' С:1 ве

ликом осом. Угао 11 се З0ве ексцењшрuч,ња а'Но.малцја. 

Поставимо везу пзмеђу праве и ексцентричне анома

лије. Ако са х оаначпмо апсцису тачака М и М', можемо за 

фокални потег РМ=р тачке М на ели пси написати познати 

образац: 
р = а - ех, 

где је е, као и раније, ексцснтрицитет елипсе. 

Уаимајуhи у обзир једначине 

х 
Саэ u = --, 

а 

х-с 
Cos v = , 

р 

где је с=ОР=еа, пишемо: 

1-Cas v р - х + с 
-

а-ех-х+с --l+Casv р+х-с а-ех+х-с 

1+e-(1+е)СОS11 l+е 1-СО<;11 l+е о II 

= l-e+(l-e) Cosu = 1-е . 1 + Cus 11 == 1- е 19- --C~C-

или дефинитивно 

(1) 
v 11 

tg ~"o- = )' tg ') , '" ~ 
• 

где Је 

1 +е 
• 

l-e У= 

Једначина (1) омогућава да се логаритмовањем одред!! 
вредност угла 11 311 сваку вредност угла v и обрнуто. 

Сад пређимо на одређивање везе између ексцентрпчне 
аномалије u и времена t. Претпсставимо да је наша тач· 

ка прошла КрО3 перихсл у MO~leHTY 1: и пре1!а томе је 

ДОШЈШ И3 положајrt Р у па.10жај М 31. BDeMe t-1:. 3бог :;он-

стаптностп секторијалне браине! I;o~a износи -} А, површщщ 
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• 
елиптично:- сектора пропорционална је времену и према 

томе имамо: 

(2) 
. 1 

површ. РРМ = 2 А (t - ,) . 

Наша ели пса може бити c~aTp:1Ha као пројекција кружне 

лпније полупречника а на раван ели псе, npll чеыу ко-
Ь . 

СIIНУС угла д ИЮlеђу раш:и круга и елипсе износи ,где је 
а 

Ь мала полу оса елипсе. Тада је поврmина еЛИПТIlЧНОГ сек

тора FPM једнака пројекцији површине дела FPM' круга на 
раван еЛlшсе. На тај нач;ш можемо написати: 

Ь 
(3) поврm. РРМ = поврm. РРМ'. Cos д = . поврm. FPM . 

а 

ПОВРШIIНа FPM', као разлика између поврmине круж

ног сектора ОРМ'· ; а2 и и површине троугла OFM' = -
= ; ас i:3in и, једнака је 

(4) површ. РРМ' = + (12 (и - е Siп и). 

Упоређивањем (2), (3) 11 (4) добијамо једначпну 

(6) 
• 

где Је 

и - е i:3iп и = п (t-,) , 

А 
п = аЬ . 

Ако уведемо времв Т потпуног обиласка тачке по 

елипси, можемо за секторијалну брзину написати израз 

1 А- лаЬ 
2 - -Т' 

где је nаЬ поврmина елипсе. Тада за п имамо вредност 

2л 
п = Т' 

!Ј 

• 
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Пошто је 2л мера пуног угла, количник п једнак је 

сред'Њој уzаон,ОЈ' брзини покретне тачке за време целог обрта

ња. ПРDИЗВОД 

(6) п и-7:) = W 

зове се сред'Ња ан,омалuја тачке. Помоhу те аномалије једначина 

(5) се пише овако: 

(7) u - е Sin u = w. 

Ова једначгща. зове се Ј{еuлероsа једnач,unа. 

На тај начин за одређивање положаја покретне. тачке 

у датом моменту t потребно је извршити ове радње: 
1. Одредити средњу аномалију w из (6); 
2. Одредити ексцентричну uномалију решавањем Ке

плерове једначине (7); 
3. Одредити праву аномалију из (1). 
Прва и 'l'peha радња не чине тешкоhе. Што се тиче 

решавања трансцендентне Кеплерове једначине, за њено 

приближно решавање има више начина. Навешhемо један од 

њих - Пикаров метод узастопних апроксимација. 
3а прву приближну вредност u УЗМИМQ w, тј. ставимо 

иЈ = w, 

па затим FMaMO: 

ua=w+e Sin И2 ' ••• , иn = W +е Sin U,,-I • 

Тај процес (е < 1) је конвергентан. ~' доказ конверген, 

ције нећемо улазити. 

§ 7·42. Случај хиперболичног «ретања 

Претпоставимо сад да се тачка креће по једној Хlшер
боли Се> 1) чија је једначина 

- р 
р - 1 -+- е Сов v . 

Ilомоћу Лекартових КООРДИН!1та можемо једначину хи
перболе написати у параметарском оБЈIИКУ овако: 
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х = а 008Ь и, 

у = ь Sil1h и, 

§ 7'42 

где су а и Ь полуосе хиперболе, везане са р и е једначи

нама: 

а - ,---Р-
- е 2-1 ' 

а u променљив парамеIар, који има познато геометриско 

тумачење - он претставља двоструку површину омеђену 

равно страном хиперболом (а = 1), централним потегом и 

стварном осом. Оа ЊпЬ (l и ОО8Ь U смо означили, као и ра

није (§ 5·1211) хиперболичне функције: 

Sinh L1 = ~ (еИ - е-и), 

Између угла v - праве ано

малије тачке М (сл. 34) на хипер- х 

боли и параметра u можемо поста
вити везу која одговара вези (1) 
§ 7·41. 

Пошто за нашу хиперболу 

имамо: 

р = ех- а, 
с-х 

008 V = -, с. = еа, . р 

биhе 

v 
F Р а 

Слика 34 

t .2~ _1-008 ~. 
g 2 -1" 008~' 

р-с+х_ ех-а-еа+х_ 

р+с-х ех-а+еа-х 

е+1 х--а 
• 

е-1 x-l-a 
е+1 С08Ьи-1 е+l t b2~ 
е-1' 008Ьи+1-е-1 g 2' 

одакле дефинитивно дсбијамо: 

(1) 
v 

tg- =Уl tgh 
2 

u -2 ' 
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, 
где је 

. I е+l 
У1 = е-l' 
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3а постављање везе између величине u и времена t 
поново се вратимо на ПОВРШllНУ сектора РРМ, која је про

порционална времену: 

(2ј 
1 

ПоврШ, РРМ = 2 А (t-o) , 

Слично као код ели псе, нашу хиперБОЛУ можемо сма· 

трати као пројекцију равностране хиперболе, према томе је 

(3) поврm. 
ь 

РРМ = - поврт. РР!уј' . 
а 

Ова последња поврmпна једнака је разлици површине ТРО-
1 

угла FOM' и повртине РОМ', која се мери величином ~ а2 u 

према тумачењу параметра и. На тај начин имамо: 

(4ј FPM' - 1 В' h 1 2 ПоврШ, - "2 с а 10 u - 2 а u. 

Узимај) hп у обзир једначине (2), (3), (4), добијамо 

е Sinll и - u == .:i. (t-o) = II ((-ој, 
аЬ . 

ltOja после увођења променљиве 

(5) 

добија облик 

(6) е Sil1ll и _. и = w 

и одговара Неплеровој ј~Двачини, 

Узастопном употребом једначина (5), (6), (1) можемо за 
сваки моменат t одредити положај покретне тачке израчу_ 

навањем праве аномалије У. 



1зз Одређиваље централне снле 

§ 7·43. Случа.i параболичног кретања 

у случају параболг.чне путање, за коју је е = 1, и 

- р 
р - [+--':C~0-8-V 

р 

v ' 2 COS2-
'Ј 
~ 

време можемо увести непосредно помоћу интегра.ла повр-

шине: 

Одатле имамо квадратуру: 

или 

v 
d ~ 2А = 2 (t-,) 

С 084 --;~c- Р 

1 v v 
--;с- tg3 

- + tg 
3 ~ 2 

~A 
= 2 ([-,), 

р 

где смо са , поново означили време пролаза тачке кроз 

перихел. Претходна јеДlIачина поставља везу између праве 

аномалије и времена у случају параболичног кретања. 

§ 7·5. Одређивање централне силе у случају кретања 

таЧI<е по I<ОНИЧНОМ пресеI<У 

Покажи мо сад да Ј случају кретања тачке llO конич

ном пресеку под утица.iем централне силе, која зависи само 

од растојања, а њен се центар наЈЈази у ЖИЖИ, та сила може 

бити само Њутнова СИJlа. 

3аиста, ако напишемо једнаЧIIНУ коничног пресека у 

облику 

имамо 

1 
р 

1 
- (1 +е СО8 v) , 
р 



Одређиваље централпе силе i34 

• 
Према томе из Бинеовог обрасца (§ 7·3), који 
изгледа овако: 

за наш случаЈ 

1 
р 

имамо: 

1 р21јЈ(р) 
-=-
Р mN 

• 

ИЗ ОВЈГ услова одређујемо функцију 1јЈ(Р): 

а затим према § 7·2 и силу: 

-+ -+ mА2 1 -+ 
F = 1јЈ(Р) ort р = - . 2 ort р. 

р р 

-+ 
Тај израз • 

покаЗУЈе сила F Њутнова сила. 

Ј. Bertrand је поставио проблем о одређивању централне силе, која 
• 

даје кретање за све почетне услове по коничном пресеку, претпостав, 

љајуhиу оџштем СЛ~'чаiУ, 1. да центар силе може да се налази у произ
вољној тачки равни путање и 2. да интензитет силе може да зависи не 

само од растојаља [! тачке од центра, него и од оријентације правца силе, 

тј. од поларног УГ,lа е. G. Darbol\x и G. Halphen решили су тај проблем 
независно један од другог и дошли до резултата да постоје две врсте 

сила, кој е задовољавају постављене услове. Ако силу ограничимо усло

вом да може да зависи само од растојаља, онда ћемо добити таltOђе две 

силе: једну пропорционалну првом степену растојања и другу обрнуто 

пропорционалну квадрату растојаља. 3а прву центар се налази у цен
тру коиичног пресека (§ 5'2~), за другу, Њутнову, У жижи. 



iЛI\.ВА оСМА 

Општа теорија кретање неслободне тачке 

§ 8·1. Појам неслободне материјалне таЧl(е 

Ако материјална тачка М може имати произвољан по

ложај и произвољну брзину У одређеној области V простора, 
за њу се каже да је слободња у тој области. .у против

ном случају она је -њеслободnа. 

Тако је, на пр., таЧК2. М, која је приморана да се аалази 

на једној сферној површини, рецимо, везана је са сталном 

тачком Опрост Јра штаПОll сталне дужине ОМ, неслободна 

јер не може да има поло.наје ван те површине. 

Различита ограничења у кретању тачке могу бити по

дељена у две категорије: 1. 'I'ачка не може имати произво

љан положај у области V. а према томе не може да има у 

сваком положају ни ПРОИЕВОЉНУ брзину. 2. Тачка може има-
• • 

ти произвољан положај, аlIИ у тим положај има не може да 

има произвоЈЬНУ брзину. У динамици тачке зауставиhемо се 

само на проучавању ограничења прве природе. Проучавање 

ограничења друге, тако зване, ~еХОЛО-ЊОА!'Н,е природе оставља-
• 

мо за динамику система матерИЈалних тачака. 

§ 8·2, Појам веае 

Претпоставимо да је тачка М неслободна у области V, 
тада, према услову, она не може имати све могуће поле .. 
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жаје у тој области. У овом случају V можемо поделити на 

два дела: на област V1 , чије су тачке приступачне за та'lКУ 

М и област У2 састављену од неприступа'lНИХ та'lака. Из-· 

међу те две области мора да постоји граница у облику по

вршине, рецимо 5, која може да се састоји и из више по

себних делова. 

Једначина површине 5, која може да мења свој облик 
• 

и положаЈ у току времена, може се написати: 

(1) ј (х, у. z; t) = О, 

где су Х, у, Z Декартове координате тачке, а t -- време. 

3нак функције ј те једна'lине увек можемо изабрати 

тако да за област !-:1 приступачних тачака имамо: 

(~\ ~J f (х, у, z; t) :> О. 
На пр., ако је об.1аСТ V2 простор ван сфере полупреч

ника R са центром у почетку координата, координате при-
• 

ступа'lНИХ тачака задовољавајУ услов 

х' + у2 + 22 - R2 :> о. 
Обрнуто, ако приступачне тачке сачињавају унутра

шњост H~BeдeHe сфере, требз. услов за њихове координате на

писати овако: 

R2 -- х2 -- у' -- Z2 :> о . 
Једначина (1) или неједнакост (2) везују координате 

тачке и према томе ограничавају њено кретање. 3ато се оне 

зону веЈе. Ако имамо само знак једнакости, веза одговара 
-

случаЈУ кад се тачка задржава на површини и З0ве се за-

државајуhа веза. У другом случају она је 'l/,езадржаваЈуhа. 

Ако имамо незадржавајуhј везу (2), а координате тачке 
у одређеном положају задовољавају неједнакост 

f (х, у, z; t) > О, 
онда је тачка у том положају слободна, а за везу се каже 

да она 'Не дејr;швује. Ойа почне да. дејствује тек кад тачка 
-

ступи на површину 5, И њене координате задовољавају јед-
l!ачину (1). 



Љјам веЗе § 8'2 

ПретпостаВИћlО сад да имамо задгжавајЈhу везу 

(3) /1 (х, у, z; t) = О. 

То значи, да је таЧКl прпморапа да се налази на по
ВРШИН!f, рецимо SI' Али 11 ма случајева да она не може имати 

произвољан положај ни на тој површини, пошто је на тој по

ВРШlllIИ ограничена област ЩЈиступачних положаја. Она је 

ограничена линијом на тс'ј површини, која је пресек повр-. 

шине (3) са новом поврmином S2: 

(4) /2 (х,у, z; t) = О. 

и овде треба да разликујемо два случаја - случај за
државајуhе везе у облику (4) и случај незадржавајуhе везе 

/2 (;С, у, z; t) > О. 
Јасно јР, да је у СЛ:lчају две задржавајуhе везе (3) и (4) 

• • • 
тачка приморана да се увек налази на Једно] ЛИНИЈИ - пре-

секу тих површина. 

у СЛУТlају три задржавајуhе везе 

/1 (х, у, z; t) = О, /2 (х, у, z; t) = О, 1з (х,у, z; t) = О, 

од којих ниједна није закључак из осталих, могућно је одре· 

дити координате х, у, z тачке као функцијtj времена: 

х = СР1 (t) , у = СР2 (t), z = срз(t) , 

другим речима написаТII: коначне једначине I{ретања, које 

потпуно одређују то кретање. 

Свака веза, која поставља ма какво ограничење у кре
тању тачке, може бити ~TBapHO изведена само помоhу мате

ријалних тела. 3а I,ретање тачкр, рецимо по сферној повр

шини, то може да буде или тело са сферно:.I површином, 

или штап сталне ДУЖI':не Iщји везује покретну тачку са 

сталном тачком, или кг.кав други склоп материјалних тела, 

који врши исти задатаI,. Материјална тела, што остварају 

везе, зову се ,кехаХttза.м везе. 



Услов за брзину неслоБОi\не тачке iЗIi 

• • • . Ако положа1 матеРИ1алне тачке задовољава услове, КО1е 
поставља тај механизам, он се зове .мощћu iiоложај. У про

тивном случају, он је немогућ. за дати механизам. 

§ 8·3. У слов ва брвину неслободне таЧI<е 

Претпоставимо да је за време кретања тачка примо-
• 

рана да се нала,ш на површини са 1едначином: 

(1) ј (х,у, z; t) =0. 

Ако коначне једначине кретања напишемо у облику 

х = х (t), у = у (t), z = z и) 

и уврстимо ове функције у (1), једначина (1) треба да се. 

претвори у идентичносl', јер треба да важи не C<iMO :Ја ио

једине вредности t, него за све вредности у току кретања 

Напишимо ту идентичност овако 

(~) ј(х (t), у (t), z щ, t)~ F (t) - о. 

Пошто она важи и за моменат t + J,.t, тј . 

. F(t+.1t) _ о, 

имамо такође идентичност 

• 
КО1а после прелаза на граничну вредност, кад /),t"," о, даје: 

• 

(3) dF 
dt = О. 

После сличних расуђивања можемо добити низ наред
них идентичности: 

dЗР 
dtЗ = о, ... 

Ако се од идентичности (2) поново вратимо на 1една-
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чину (1), идентичност (3) треба да сменимо једначином 

(4) 
dJ 
dt = О, 

при чему х, у, z треба сматрати као ФУющиiе времена, 
у развијеном облику једначину (4) можемо написати 

овако: 

(5) dj _ дј, '?1, +. ~ , + дј - О 
dt - дх х + ду У дг Z дt - . 

у зимајуhи у обзир да су прва три члана претходне 

једначине једнака скаларном производу вектора 

gradj :~, ~, ~), 
-+ 

( ' , ') v Х, у, Z , 

услов (о) за брзину кратко можемо изразити овако: 

(6) 
-+ д! 
(v grad ј) + дt = о , 

'Гај услов показује ца ограничењу подлеже само пројек-
-+ • 

пија брзине на правац 

вршину: 

граДИlента везе или нормале п на по· 

(7) 
-+ 1 дЈ 

v Cos (v gIad ј) = - • d ј \ дt· , 
с Igra 

у случају непроменљиnе везе 

Ј (х, у, z) = О 

услов (6) добија облик 

-+ 
(v gradj)= О, 

одакле имамо: 

-+ -+ 
v Со. (" п) = О, 
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другим речима, брзина тачке, која се креће по непо!,ретној 
• 

uовршини, мора се увек налазити у ДОДИРНОј равни. 

3а случај незадржавајуhе везе 

ј(х,у z,t»O, 

до!, веза не дејствује, тачка се креће као слободна и њена 

брзина не ПОДJIеже никаквом ограничењу. Ограничење се 

појављује само тада кад веза почне да дејствује, тј. за мо-
• 

менат кад Је 

f(t) = О. 

Пошто за идуhи моменат Н-М V ОIlштем случају може 
бити 

f(t + Llt):> О, 

добијRМО 
ј (t + Д[) - ј (t) :> о 

!11 ~ 

или после прелаза на граНIlЧНУ вредност 

Тај услов у развијеном облику даје 

-+ дј 
(v gloadj) + at>O 

или 

-+ 1 
vОоs(vglЋcl Л >-\ dJ gra I 

дј 
dt . 

3а непроменљиву незадржавајуhу везу 

за тачку на површини (f = О) имамо 

-+ -+ 
v 008 (v п) > О. 
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Овај услов показује да брзина може или да лежи у 

тавгентној равни или да буде наперена у ону област про

стора V1 , којој припадају приступачве тачке и за које функ

ција 1 расте од поврmина 1 = 0-
Ако координате материјалне тачке морају да задовоља

вају две задржавајуhе везе 

11 (х, у, z; t) = О, 

}2 (х,у, z; t) = О, 

свака од њих доводи до услова за брзину 

->- д} 
(и glT.d ј,) + д/ = О, 

• 
КОЈе може"IO написати и овако: 

,-" ->- ->- 1 д1, 
и СО8 (v п, ) = -, grad1,1 дt ' 

С ->- ->- 1 д}z 
v 08 (v П,) = -, gгаd/2 'дt ' 

->- ->-
где су П 1 и П2 ортови нс'рмала на поврmине. 

Ако се тачка креће по непроменљивој кривој линији, 
• • 

КОЈа Је пресек површпна 

}I (х, у, z) = О, 12 (х, у, z) = О , 

услови за брзину дају 

--;;..- -?' -+- -+-

V С08 CV n1) = 'и СО8 (v П2) =0. 

И3 ових једнаЧllна закључујемо да брзина мора да има 
• •• • 

правац тангенте на нашу ЛИНИЈУ, Јер Је то једини правац 

->- ->-
• • 

КОЈИ СТОЈИ управно на n l и П2 • 

3абележимо да се 5Р3ИН8, 

брзину - било један, било два 
• 

рИЈалне тачке за дате везе. 

• 
КОЈа задовољава услове за 

- З0ве Mozyna БРЗU'/l,а мате-
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§ 8·4. Услов ва убрвање неслободне тачке 

у претходном параграфу видели смо да за З8ДРЖ8ва
јућу везу 

ј (х, у, z; t) = О, 

можемо написати сем услова dj = О и ус,лов 
dt 

у развијеном облику тај услов из (5) S 8·3 можемо на 
писати овако: 

(1) d
2

j = дЈ х" + дЈ у" + дј z" + D Ј = о 
dt2 дх. ду az 2 , 

где смо са D2 f означили збир 

д2} д2'ј д2ј дЗј 
D.j = х'2 -1-:3 х' у' + 2 х' z' +2~-7:-

" дх2 
' дх ду dx дz 'дх дt х' + 

дl'ј д 1f д2ј' --t- д""У'! .ј Ј • '+2 ,~ у1- '" ду dz У z ду at у , 

д"Ј 
+д 2 . Z 

'" 2 д2ј , 
Z" + Z + az дt 

Једначину (1) скраћено пишемо овако: 

->-
(2) (wglЋdј) + D 2 J = О, 

->-
где је w убрзање тачке са координатама: х", у", z". 

Из једначине (2) следује једначина 

->- 1 
W Сов (w gradj) = - I dj D2 j, ... gra I 
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• • • 
КОЈа покаЗУЈе да У СЛУЧНЈУ кретања тачке по површини огра-

ничењу подлеже само пројекција убрзања на правац гради-
• • 
јента, ТЈ. на правац НОР:l!але на дату поврmину. 

3абележимо, да у случају непроменљиве везе, кад је 

af 
дt, О, израз D2 f није једнак нули него има вредност 

D f - д"f' /2 + a2f 'З 
2 - дх2 Х ду2 У + дУ Z/2 + 

az2 , 

a2f ') y'z/ _L 
~ ду dz ' 

a"f' +2 z/x/+ 
azdx 

д 2f 
2 ' , 
дх ду х у, 

тј. претставља квадратичну форму у односу на х/, у/, z'. 
ЈТ случају незадржавајуhе везе 

t (х, у, Z; () ;> О, 

tlKO Она не дејствује (f>O), не подлеже ограничењу ни брзи

на, ни убрзање. Кад она дејствује (f' = О), а 1t> О, брзина 

v је наперена у обла~т V1 , тачка напушта површину и 

КРдће се као слободна, па према томе убрзање не подле-

же ограничењу. Ако је у исто време f = О и 1t = О, имамо 
d2f 

услов dt2 > О и према томе се добија ово ограничење за 

убрзање: 

Ако имамо две задржавајуhе везе, услови за убрзање се 

пишу овако: 

w Сав (;, gl'ad 1'1) = - I gra
1
d {11 D2 1'1' 
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и овде је потребно навести да се убрзање, које за· 

довољава услове за уБРЗI\ЊI', зове Mozyffe убрзQ'JМ материје.г.

не тачке. 

• § 85. I<ретање неслободне материјалне 
вадржавајућом вевом 

таЧI<е са Једном 

Нека је материјална тачка са масом т приморана да 

се налази на ПОВРIIIИНИ. 

(1) f (х, у, z; t) = О. 

Јасно је да координате пола:шог ПОЛОЖ1Јја Мо (х(), УО' zo) 
за моменат to морају задовољавати претходну једначину, тј. 

-+ 
Исто тако почетна брзина Vo мора задовољава ти услов 

за брзину: 

-+ 1 д{ 
ио Cos (vo grad (о) = - I d (.1 at ' gra о; о 

где смо са нулом означили вредности за почеТНII моменат .. 
-+ 

Нека на тачку дејствује сила F (Х, У, Z). 
Ако наПИIIIемо диференцијаЈ1НУ једнЕс чину кретања тачке 

као слободне према § 4·3 У облику 

-+ -+ 
mw=F, 

тада може да се деси да убрзање одређено 

идеНТl!ЧНО задовољава услов за убрзање 

-+ 
(3) (w gl'ad (Ј + D2 {= о . 

-+ 

• 
пз те lедначине 

3ато је потребно.::\а СИJlа F задовољава услов: 

-+ 
(4) (Р grad f) + mD2 f -= о . 
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Ако сад претпоставимо да сила задовољава тај услов; 

онда према једначинама . (2) можемо тврдити да убрзање. 

w задовољава услов (3), који можемо написати и овако: 

(5) 

Према томе за таКВЈ силу И3 једначине (2) следује јед
начина (5), која доводи до интеграла 

/ = а t + (1, 

где су а И (1 интеграционе константе. Видимо да у том слу
чају једнаЧ!Iна (1) не претставља ништа друго него парти

куларни интеграл једначине (2), наиме, са вредностима 

констаната 

С( = о, (1 = о. 

Нашу тачку треба да сматрамо као слободну. Њено 

кретаље одређује се интеграцијом једначине (2) за коју је 

унапред дато једно партикуларно решење. 

Сrављајуhи: тај случај на страну, претпоставимо сад 

да сила И3 једначине (2) не задовољава услов (4) и према 
~ 

томе убрзање w из исте једначине (2) не спада у НИ3 могу-
hих убрзање за везу (1). 

Како можемо да напишемо диференцијалну једнаТIИНУ 

кретања за овај случај? 

Навели смо раније (§ 8·2) да свако ограничење у кре

тању тачке може бити оетварено само помоhу механизма, 

који је састављен од маса. Те масе спречавају слободно кре-
• • • • 

тање тачке; оне поста]у нзвори нових сила, ко]е деlСТВУЈУ на 

тачку, и њена убрзања немогућа за дате везе претварају у 

убрзања могућа за исте везе. 

Према томе за прин;удно кретање тачке у сагласности 

са везом (1) треба I-\a уведемо нову силу, која дејствује на 
..... 

нашу тачку. Означимо ту силу са R и наЗ0ВИМО је сила ре-

акције везе (1). Сltла реющије дејствује на ПОltретну тачку, 

а· има извор у масама механизма везе. Њој супротна сила 

10 
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има извор у покретној тu.ЧЮI, а дејствује на 

:масе механизма везе. 

-+ -+ 
у поређењу са силом реакције R силу г~, што дејствује 

на тачку, зовемо акшивна сила. Ако се, на пр., тешка тач

ка креће по сферној површини, онда је сила, којом та ПОВРШII

на дејствује на тачку, сила реакције, а сила теже је активна 

сила. 

Диференцијалну једначину кретања тачке на коју деј-
-+ -+ 

ствује активна СИЈra F и сила реакције R треба написати у 
векторскоы облику овако: 

(6) 

(7) 

...;. -+ -+ 
mw =F + R. 

Тој једначини одговарају ове скаларне једначине: 

mх" = х + Rx , 

ту" = У + Ry , 

mz" = Z + R" 

где су ознаке очигледне. 

...;. 

3а одређивање вектора R. имамо само један скаларни 
ЈСЛОВ, који се добија кад у услов за убрзаље 

...;. 

(wgradfj + D2 f= О 

ставимо вредност убрзаља из (6) ; тада ИМ;ЈМО 

-+ ...;. 
(R gradf) = - (? gIoad ј) - mD 2 f, 

:или 

...;. 1...;.. 
R Cos (R grad/) = -1 gradf I {(Р gIЋdј) + mD2 J} . 

Из претходног закључујемо да веза (1) пружа могућност 
да се одреди само једна компонента реакције - компонен

'Ја у правцу градијрнта везе. Што се тиче друге компонен

'1е ~ у равни управној на градијент - она се може узети 
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потпуно произвољно. 3а. одређивање те компоненте потреб. 
• • 

но ]е увести нарочити услов, ТЈ. навести правило по коме 

треба да КОНСТРУИШе!>lO њену вредност у равни управној на 
• 

ЈГради)ент. 

Све везе према вредности компоненте реакције у равни 

.Управној на градијент можемо поделити у две I\атегорије. 

у прву категорију спадају везе за које се целокупна 

реаl\ција своди само на компоненту у правцу градијента. 

Везе такве природе зову се uдеалnе везе. 

Другој категорији припадају везе, које имају и компо

HeH'l'y реаlщије, управну на градијент. Такве су везе nе

·.uдеалnе. 

3ауставимо се прво на идеалним везама. 

§ 8·6. Диференцијалне једначине «ретања неслободне· 
• • 

матеРИЈалне та.ЧI<е у случаЈУ идеалне веве 

3а идеалну везу реаl\ција је наперена само у правцу 
• 

:гради]ента везе и зато можемо ставити: 

..... 
R = А "l'ad ј. 

'"' 
Скаларни множитељ А зове се .мnожuшељ везе. 

Према томе диференцијалну једначину кретања тачке 
• 

у случаЈУ идеалне вез а·пишемо овако: 

.+ ..... 
(1) mw = ј-- + А grad (. 

Њој одговарају три СI:аларне једначине: 

«2) 

тх" = х + А дј 
дх' 

ту" = у + А дј 
ду' 

11 Z ' д1 mz = + "az' 
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• 
Некторска јед начина (1) или систе~l скалаРНlIХ Једна-

чина (2) садржи четири непознате велнчине: три координа-· 
те тачке, рецимо, х, у, z и множитељ везе л. 3а lЫIХОВО' 

одређивање служе, рецимо, три скаларне једначине (2) и јед
начина везе 

(3) Лх, у, z; t) = О. 

Решење питања о кретању такве неслободне тачке по

МОћУ једначина (2) и (3) можемо ВРШИТП овако. Напишемо, 

из (3) услов за убрзање: 

(4) 

Ако ставимо вредност убрзања И3 (1), добпhемо 

->-
(Р glЋdј) + л (gгш:Јј)2 + mD2 J = О, 

одакле долазимо до ове вредности множитеља ;.: 

(5) 
1 ->-

1 = - ( dj 2 {(Р grad f) + mD.j} . gra Ј -

[tад етавимо ту вредност у једначину (2), добпhеыо си
стем од три једначине са три непознате Х, у, г. Интеграција,. 
тог система ДОВОДlI до интеграла : 

(6) 

где су С1 , С2 , ••• , С6 ше~т интеграционих констаната. 
Пошто смо за одређпваље множитеља ;, искористили 

не саму једначину (3) него једначину (4), КОЈа садржи самО< 
други извод по времену функције ј, онда интеграли (6) дају 
решење не само проблема са везом ј = О, него и про6лема. 
са везом 
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(7) f(x.y,z:t) = аt+fЗ, 

'где су а И fЗ произвољне унапред дате константе. 

Пошто функције (6) треба да задовољавају идентично 
једначину (7), њена лева страна мора да се сведе на ли

неарну функцију времена са коефицијентима који су само 

,функције констаната С1 , С2 , ••• , С6 , На тај начин долазимо 
• 

до 1еднаЧIIна 

које треба да задовољавају интеграционе константе C1, С2 , •• , С6 
за сваЮI пар датих вредности а 11 fз. У С'Јучају везе (3), кад 
је а = fз = О, интеграЦИl)Не константе треба да задовољавају 

,услове: 

Према томе остаје само четири независне интеграцио

не константе. Тај закључак је потпуно природан, јер у слу-
, 

ча1У кретања тачке по ПОВРШ!IНИ имамо само четири неза-

висна почетна податка и то.: две координате тачке на IIОВр

тини (трећа је одређевд једнач[шом површине за t= to) и две 

компоненте почетне брзине (трећа се одређује из услова за 

брзину који даје дата веза), 

До сад смо имали случај задржавајуhе везе, Ако је 

веза незадржавајуhа 

само под условима 

/ (х, у, z; t) >0, 

l' = О , , df =0 
dt 

могућно је говорити о ограничењу кретаља тачке, при че~IУ 

~aдa убрзање треба да задовољава услов 



Диференцијалне једначине кретања неслободне тачке 

..... 
Кад убрзаље w, одређено једначином 

.......... 
mw= Р, 

• 
задовољава горљи услов, ТЈ . 

..... 
СР gTad f) + т D2 Г;;е О, 
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тачка се креће као слободна. Ако тај услов није задово-
• 

љан, ТЈ. 

..... 
(8) (Р gload () + mD2 f < о , 

веза дејствује на IIокретну тачку и љене масе се јављају

као извор iедне силе, реакције незадржавајуhе везе. 3а IIОТ~ 

пуно одређиваље те реакције потребно је учинити две прет

поставке: прву о идеалности везе или о правилу по коме се 
• • 

конструиmе компонента реаКЦИЈе управна на гради)ент и 

другу о карактеру промене неједнакости (8). ПРtJтпостави

ћемо да је веза идеална и да се H~jeДHaKOCT (8) npeTBapu. у" 
једнакост. У том случају се диференцијална једначина кре

таља може овако написати 

.......... 
(9) mw = F+lgIЋd(. 

3а множитељ l из услова • 
имамо Једначин;у:о 

..... 
(Р grad f Ј+ l (grad ()2 + mD2 t' = О, 

одакле поново као и код задржавајуhе везе имамо (5); 

1 ..... 
l = - (grad {)2 ( СР grad f) + mD2 f ) . 

Члан са l у једначини (9) треба ;щ се задржи само
онда, кад важи услов (8), а то значи само за позитивне вред
ности множитеља А. 
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§ 8·7. Диференцијалне једначине «ретања неслободне 
материјалне тач«е у случају две идеалне веае 

у случају две идеалне задржавајуhе везе са једна

чинама 

(1) ~ (х, у, z; {I = О, f~ (х, у, z; t) = О 

на основу расуђиваља сличних претходним за случај' једне 
lIезе имамо овакву диференцијалну векторску једначину кре

таља са множитељима веза: 

-> -> 
(2) I7ZW = F +).[ glЋd (. + ).2 grad (2 . 

Њ()ј одговарају три скаларне једна чине: 

l7Zy" ---_.- У+). д(l + ).д(2 
1 ду 2 ду , 

" z 1 af~ 1 д(2 
I7ZZ ,= +"1 az + "2 дz . 

3а интеграцију ror система диференцијалних једна

чина са непознатим веJIичинама: х, у, Z;';'j' ).2 ПОl'ребно је 

написати јот једначине за одређиваље МНОЖIlтеља )'ј IТ ).2' 

Из услова 

(3) 
d' (, 
-d'2 = О, , . 

• 
КОЈИ се могу написати 

-> -> 
(w gratl (1) + D 2 (1 = О, (w grad 1'2) + D2 f 2 = О, 

-> 
nоеле смене w из (2), ДQбијамо две једначине за ).1 и )'2: 



§ 8'7 

(4) 

'Где су 

Једначине кретања у случају две веэе 

t~J 11 + (]2 12 + 'р1 = О , 

(21 1] + (22 ).2 + ЧЈ2 = О, 

--> 
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ЧЈ; = (Р grad (i) + mD2 fi, i, ;=1, 2. 

Извршимо пре свега анализу главне детерминанте 

линеарних једначина (4). Пошто ова детерминанта има вред
ност 

6. = (glЋcl (1)2 (glЋdf2)2 - (gradf], grad (2)2 = 

= [gracl {l, gracl (2]2. 

она може да буде једнака нули само у случају кад су све 

координате 0значеног векторског производа једнаке НУЛИ, 
• • 

ТЈ. под условима: 

д(] д(l af1 дf1 дfl д(l 
--

ду dz 
= О, 

дz дх 
-о 

дх ду = О. , 
дf2 af2 af2 д(2 af2 дf2 

---
ду az az дх дх ду 

И3 теорије функционалних детерминаната следује да у 

том случају између функција {1' {2 и времена t, које тада 
• 

игра улогу параметра, ПОСТulИ веза: 

F «(1' (;., t) = О. 

И3 ове једначине следује или да је за {2=0 и {l=О И 
тада су везе зависне једна од друге, или за (Ј=О' f2=f2(t) 
И тада су везе {1 =0 И {2=0 неостварљиве у исто време. 

Стављајуhи те изузетне случајеве на страну, узимамо 
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~ ________ -2~~~~_~~~_~~~ _________ ___ 

да је Д =t= о и тада једначине (4) дају увек потпуно одре

ђена решеља за ).1 и ).2' 

После интеграције ј'щначине (2) или одговарајућеl' си
стема скаларних једнаЧИЕIa имамо решеље у облику 

........ 
(5) (= (и, С]. С 2 , . .. ,С6), 

где су С1, С2 , ••• , Сб ин'геграционе константе. Оц тих кон

станата само су две неза.висне. 3а.ИСТ(Ј, пошто смо за време 

расуђиваља искористили само једначине (3), добијено рете
ље треба да задовољава једначине 

где величине С<I' fЗl' Cl2, ,Q2 могу бити изабране потпу~о про

извољно. На основу (5) једначине (6) треба Щt се претва-
• 

раЈУ У идентичности II r:peMa томе имамо четири услова 

које треба да задовоља:зају интеграционе константе. Кад 

ставимо Cl1 =fЗ'=С<2=fЗ2= (1, ови услови ће одговарати једна

чпнаиа (1). 
Што у датом проблему остају само две независне пнте-

• • 
грационе константе, то СТОЈИ у природно] вези са тим да за 

одређиваље положаја тачке на кривој треба да :шамо једну 

величину и за одређиваље брзине тачке на тој кривој још 
• 
Једну. 

Анализа случај ева кад се од две везе једна или оба

две јављају као незаДРJt:авајуhе везе слична је анализи само 

'једне незадржавајуhе везе. У детаље те анализе нећемо да 

улазимо. 



ГЛАВА ДЕВЕТА 

Кретаље тачке по површини 

. 
§ 9·1. Диференцијалне једначине са множитељем веае, 

у оаштој теорији неслободног кретаља тачке, ноја се. 
креhе по површини чија је једначина 

(1) ((x,y.Zjt)=u, 

• 
пмали смо векторску ]едначину кретаља 

-+ -+ 
(2) mw = F + А. gracl ( 

и три одговарајуhе скаларне једначине за Денартове осе: 

(3) 
дf 

тх" = Х + А.
дх ' 

ту" = 

mz" = Z + А. а;; . 

Множитељ везе А. одређује се на 

помоhу обрасца: 

( 4) 

У+А.с}[ 
dy' . 

d 2
( 

основу услова -- = (Ј.о 
dt2 
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Ако уврстимо ову вредност множитеља л у једначине 

(3), добијамо систем од. три једначине другог реда у односу
на променљиве х, у, z. Интеграција тог система шестог реда 
уводи шест ПРОII3ВОЉНИХ констаната, али, као што смо видели, . 
од тих констаната само ':rетири су независне. Повеhање броја 

• 
констаната ]е дошло услед тога што уместо решавања на-

шег проблема са везом (t) {=о, решавамо задатак са везом 

f = at + {з општијег карактера, пошто су а И (з произвољне· 

веiшчине. Пошто број ЩlOизвољних констаната стоји у вези 

са редом система диференцијаЈ1НИХ једначина, природно је· 

потражити такав систем, чије ће решење имати само четири 

произвољне константе, па ће према томе и сам систем бити 
• 

систем четвртог реда, на пр., СИСТIJЫ од два Једначине дру_. 

гог реда са две непознате величине. 

§ 9·2. Лагранжеве диференцијалне једначине кретаља'. 

таЧlсе ПО површини 

Нека је дата једнаqина површине, .по којој се. креће· 

тачка,ПОНОВО у облику 

f' ех, у, z; [) = О. 

Уведимо уместо Декартових координата Х, у, z, веза
них једначином (1), независне генералисане координате ql и (13, 
помоhу образаца: ' 

(2) х = {l (ql' q2: t), у = {2 (ql' q2: t), z = {а (ql' q2: t) 

и то тако да једначина (1) постаје идентичност кад у њој де-
картове координате сменимо изразима (2). Пошто та идентич
ност не сма да завису: ни од q1J ни од q2' можемо напи-~ 

сати, као закључак, ове две идентичности: 

-+ 
af = ~ _дх + ~jf ду + af дz _ (' grad f д Г) = о 
дql dx дql ду дq, dz aql - aql - " 

(3) 
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Генералисане I{оординате ql и q2 играју улогу Гаусо

вих параметара тачке на површини. Кроз сваки liоложај тач

ке М (сл. 35) на површини можемо по-

,М 

Слнка 35 

-+ -+ 
вуhи две осе са ортовима D1 и D2• тан· 

гентне на координатне линије. Једна оса 
-+ -+ 

д r ar 
има правац вектора д ' а друга д . 

ql q2 
Узмимо сад векторску једначину 

кретања тачке по површини у облику 

(2) § 9·1 
, -+ 

ти = F + ,1, gl'ad f' , 
-+ 

• ar 
па Је помножимо скаларно са 

aql . 

'Гада добијамо: 
-+ -+ -+ 

(4) ( ,ar) '-+ar' ( дГ') т v dql = (Р дqЈ + ,1,grad f" дql . 

• 

Прво приметимо да је на основу (3) коефицијенат уз А-
• 
Једнак нули. 

(5) 

3атим леву страну трансформишемо овако: 

АJIИ из iедначине 

-+ 
v= 

-+ 

(
-+ d д r ) 

- т , v dt dqj . 
• 

-+ 
dr 

+ dt 

. лако је, сходно § 3·4, извести ове векторс!{е једначиве: 

-+ -+ 
д r д 'и 

дq, дq,' , 

-+ -+ 
d дг дv 
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Помоhу тих једначина може се И3 (5) написати: 

.... 
·,дг· daT дТ 

т l v dqJI = dt дq/ - aql' 

где је Т жива сила тачке, тј. 

Најзад ставимо 

-+ 
i: д r Q 
'д = 1· qJ 

§ 9'2 

Лако је видети да је то генералисана сила која одговара 
координатн ql. 3аиста, производ Ql bql даје одговарајуhи 
елементаран рад 

.... 
.... дг 

где је bS1 = д 011 елементарно помераље тачке кад се про- . 
ql 

мени ca;ro координата ql за Oql. 

Према томе иа једначине (4) и иа сличне једначине за 
кординату q2 имамо дефинитивно: 

(6) 
d дТ 
dtaq; 

дТ 

дq. 

у опmтем случају, кад једнаЧlIна поврmине (1) садржи 
време, живу силе тачке одређује израз: 
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где су· 

Лагранжеве једначине кретања тачке по површини 

-+ -+ -

д r дГ)' = дх дх + ду ду + !z aZ 
aql at dql дt дq 1 дt дq, дt 

-+ -+ 
дг дг _ дх дх + ду ду + дz дz 
дq2 dt - dq2 dt дq2 at ' dq2 at ' 
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Ако је површина непокретна, живу силу одређује хо

могени израз 

Генералисане силе Ql и Q2 добијамо из израза за еле-
-+ -+ 

-ментаран рад силе F на ПРОИЗRОЉНОМ померању bs: 

-+ -+. 

(Р bs) = Ql bq\ + Q, bq2 ' 

• 

- Једначине (6) зову се Лагранжеве јед1шчuне кретања 

тачке по површини. Да бисмо их написали потребно је 

знати живу силу тачке и израз за рад на произвољном по

мерању. 

Пошто је у општем случају жива сила Т квадратна 

-функција генералисаних брзина qt' и q2" изводи :~ и 
qt 

дТ ф' б 
д ' су ЛИffеарне УНКЦИlе тих рзина, а њихови изводи по 

, q2 
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d дТ d дТ 
времену d- д ,11 -dt д ' су лив:еарне фующпје генераЛI!-

t q, q2 
·саних убраања q," Ј! qz". Према томе је систем (6) линеаран 
'по q /' и q/, и ти линеараи чланови изгледају овако: 

A2 q "+Bq" 1 1 2 , 

В "'А 2 " ,/, I 2 q2 , 

:при чему смо изостаВИЛll М1fожитељ m. Пошто детерминан
'та тих чланова 

може бити једнака НУЛИ само у случају кад су вектори 
.""* ..... 
п. и Dz колинеарни, 

• • 
а то НИЈе случаЈ, онда наш линеаран 

·систем увек 

облику: 

можемо решити по ql" и Q2" И написати у 

После интеграције једначина (6) или (7) добиhемо ин

"Теграле кретања 

q, = ql и, С1 , С2 , Св, С4) , 

q2 = Q2·(t, С" С2 • СЗ' С4) . 

Интеграционе КОНСТћвте одређују се иа почетних услова, 
;кад за t=to ставимо почетне вредности координата ql0, q20 И 
почетне вредности генераписаних браина Ql'O, Qz'o. Дефинитив.': 
.но решење се пише у оБJIИКУ коначних једначина кретања: 

qj = ql (t, to, ql0, qzO, q/o, q2'O), 

q2 = q2 ((, (1' ql0, q20, Ql'O, Q2'O) • 

Та решења омогућавају да C~ на основу једначина (2) 
.одреде Декартове координате тачке на површини као фуНl~-
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ц~je Bpe~eHa; на пр. за координату Х добиhемо тада: 

у случају кретања неслободне тачке сем проблема одре

ђивања кретања тачке може да се постави проблем одређи

вања силе реакције, која дејствује на тачку за време крета-
, 

ња по површини. 

Кад се проблем о кретању тачке по површини решава 

помоhу једначина (3) § 9·1 са множитељем везе А, реакција 
-+ 
R одређује • • 

се тим множитељем, јер Је 

-+ 
(8) R = А gracl ј . 

Лагранжеве једначине не садрже ни реакцију, ни МЕО

житељ везе, према томе за њихово ОДређивање треба да. 
• • 

искористимо ма какву другу Једначину I'ОЈа садржи, множи-

тељ А. 3а његово одређивање може да послужи, напр., јед

нач~на 

mх" = .х + А дј , 
ох 

пошто све веЛПЧIШС у тој једuачннн, сем множитеља А, мо-
. -

жемо сматрати као познате, ако Је кретање QIIЛО претходно> 

одређено, рецимо, интеграцијом Лагранжевих једначина. 
-+ 

По<;ле одређивања Ј. реакција R се одређује као вектор ИЗ·-

разом (8). 

§ 9·3. Природне једначине крет-ања тачке по површини 

3амислпмо тачку 1'Оја се креће по непокретној повр

шини S (сл. 36), 3а сва1Ш обичан положај М тачке на ње

ној путањп могЈћно је повуhи три осе: 1. тангенту на пу-
-+ -+ 

тању са ортом D, 2. нормалу п на ПОВРШIШУ са смером gradf 
-+ -+ 

и 3. нормалу v на правац тангенте D у тангентној равни. 
-+ 

Смер вектора v увек можемо изабрати тако да триједар" 
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~ ~ -> 

м D l' П буде леви (сл 36). Тај • 
ТрИЈедар се зове ириродпи 

шрuједар за тачку која ,;е 

креће по површини. 

Пројицирајмо сад чла

нове основне BeKTopc:~e 
• 
Једначине 

-+ -+ 
(1) mw=F+},gTaclj 

на осе тог природног три-
о • 

Једра. 

У § 3·3 видели смо ца 
убрзање тачке увек мо

жемо раставити у две ком

поненте - у тангеНI:,И-

dv -> 
јално убрзање dt D и у 

-; 

N 

Олпка 36 

нормално 

v'2 -+ 
--- N, 
е 

где смо сад са е ознаЧИЛII полупреЧНIIК 

-+ 
кривине, а са N орт ГЈ[авне нормале, која се у општеы слу-

-+ 
чају не поклапа са нормалом п на површину . 

• 
1 -+ -+ 

Вектор - N = К, кривину путање у тачки М, можемо 
о -

раставити у две KOMUOlIeHTe: дуж нормале п на површину 

-+ 
И дуж правца l' у TaHrelITHoj равни. Прва компонента, чију 

-+ 1 ..... 
вредност 0значимо са К п = - п, даје таIЩ звану %ор.мал

еn 

%У ~puBu'lty или ~PUBl!'lty 1iор.маЛ%О2 Uресека. Друга компо-
..... 1-+ 

нента Ку = l' даје 2е7дезuс~у ~Puвu%y. При томе је еn полу
ео 

• 
пречник кривине НОР:lfалног пресека, а ео Је ПОЈlупречник 

геодезиске кривине. 

• 

Узимајући у обаир добијене вредности н:омпонената 

убрзања, из једначина (1) можемо написати ове три скалар-
• 

не ]едначине : 

11 



§ 9"31 

.(2) 

Кретање тачке на [IOВРШИИИ ПО ИII~РI!я.i и 

dv -:. -+ 
т dt = F Cos (Р D), 

v 2 -+ -+ 
m-- = FCos (Р Ј') . 

еу 

v2 -+ -+ 

т = F Cos (F IZ) + R. 
еn 
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!Где је R алгебарска вредност реакције преыа смеру вектора 
gradf. 

Написане једначине (2) зову се ириродн,е дurpереJiцu,јал

'не једн,ач,u'Н,е 'Креша'Ња шач,'Ке ио иоври.и'Н,и. Оне садрже, ако се 

,рачунаље врши помоhу Декартових координата, четпри не· 

'познате функције: х, у, z и R. Прве две једначине заједно 

'са једначином површине омогућавају одређиваље I\:оордината 

.Х, у, z. После тога трећа једначина служи за одређиваље 

реакције R. 

§ 9·31. I<ретање тачке на површини по инерцији 

Претпоставимо да на тачку, која се креће по непокретно1 
-+ 

'ilовршини, не дејствује активна сила Р. 3з такво кретаље се ка-

же да се врши ио 'И'Н,'ерu,ији. Природне једначине таквог кре· 

'таља Пl1ШУ се овако: 

dv 
т dt = О, 

v' 
т -- = R. 

ОП -

Из ових једна"Iина следУ1е: 1. v = (JOIlSt., тј. тачка се 

«реће по површини равномерно. 2. i = о , тј. крива линија иу-
• • 

таље тачке има геодезиску кривину Једнаку нули, а то ]е тако 

звана zмдеЗUСЈ(а лuн,uја на поврmини. Трећа од написаних 

једначина омогућава одређиваље реarщије везе. 

§, 9·4. Интеtpал површине ва 
површини 

кретање тачке по 
• 

Прртпоставимо да се тачка креће по непокретној, по-
• • • 

.lFрmини ЧИја 1е lедначина 
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(1) ((х, у, z) = О. 

Проучимо услове под којима за то кретање важи ИRте

lграл момента количине кретаља (или· интеграл поврmине) 

,01,0 одређене осе, за к')ју узмимо, рецимо, z осу. 
3акон момента количине кретања за тачку, која се креће 

• 
,по IIОВРШИНИ, према ]едначиви 

-+ -+ 
mw = F + i. gTad ј, 

:изражава ое овако: 

(2) 
d -+ .~. ....,.. ->- -+ 
dt [r mtJ = [r РЈ + l[r glЋdј] , 

• • 
'где lе r вектор положа}а покретне тачке у односу на ко-

.ординатни почетак О, Ако за осу Oz важи интеграл момен .. 
та количиве кретаља, пројекција збира вектора са деоне 

-стране у једначини (~1) на ту осу треба да буде једнака НУЛJl. 

,На тај начиR, ако посебно поставимо услове за силу и повр

шину, имамо два услова 

(3) хУ -ух=о, 

(4) 
дј дј 
х--у-=О. 
ау дх 

Први услов тражи да се активна 

:у равни што пролази кроз Oz осу': 

-+ 
сила F увек налаак 

• • 
њена про]екцИ)а на 

-+ 
,Оху раван је колинеа.рна са пројекцијом вектора r на ту ИС1'У 
раван. 

Друти услов (4) може бити сматран као диференцијаJI
на једначина са делимичним изводима коју треба да задо

вољава функција ј једначине поврmине (1). 3а интеграцију 
једначине (4) наПИШiiМО, 1\111\0 то траже правила и~теграциiе 
парцијалних дифереIlцијалних једначина, једначину са обич

JIИМ диференцијuлима која одговара једначини (4). Та је,ц

~начина изгледа ОВаЈЮ: 

dy Јх 
-=-
х -у 
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или овако 

х dx + ydy = О 

• 
и даје иатеграл 

х2 + у2 = Const. 

Пошто наша полазна једаачина (4) не садржи ни Z, ниr 

дј 
дz' ту константу можемо сматрати као произвољну функ-

• • 
ЦИјУ Z и тада lеднаЧ~1На 

(5) х2 + у" = Ф(z) , 

где је' Ф произвољна функција ДОВО,ЈД до једаачине повр

шпне 

(6) 

чија функција f задовољава услов (4). Једаачине (6) или (5) 
показују да наша површиаа треба да буде обртна површива 

01,0 осе Oz: за сваку одређену вредност z растојање r свих. 

тачака површине од те осе треба да буде исто, јер је 

г 2 = х2+ у2. 
Ако су услови (3) и (4) задовољени, пз једначине (2) 

добијамо пнтеграл момента ltOличине кретања 

т (х у' - ух') = Г, 

где је Г интеграциона константа. Тај 1Јнтеграл можемо на-· 
писати и овако: 

2m.Sz =r, 
где је Sz секторијална брзина пројекције покретне тачке на. 
Оху раван у односу на тачку О. 

На' овај начин можемо формулисати теорему: Ако се· 

тачка креће по обртној површини И ако се сила, што деј· 

ствује на тачку, увек налази у раваи меридијана, за то Ере-
• 

тање важи иатеграл површине у равни управно] на осу-

обртања. 

Наведени резултат може се извеС1'И и на други начпн .. 
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.Ако се положај тачке одреди помоhу поларно-цилиндричних: 

,координата Т, е, z (§ 1-12), iедначина обртне поврmине 

\( сл. 37) биhе z 

z = z (r). 

Метричку форму d:,2, 
,ове координате има облик 

• 
КОЈа за 

(§ 2·3): 

:за нашу површину можемо напи

·сати овако: 

• 
lГдe Је 

N = 1 + z" (r) . 

IКrша сила тачке јв тада: 

2Т = l7l (А2 гl' + г 2 8/2) . 

С;Јика 37 

х 

Координате r и 8 11.0ГУ бити сматранв као ГаУСОВII ПА' 

\раметри тачке на нашој површини. Напишимо Лаl'ранжеВjl" 

једначину за координату е: 

d дТ дТ 
d[ д8 / - d8=Q8, 

где је Qe генералпсана сила за ту координату. Пошто се 
->-

~ила F увек налази у равни меридијана, а елементарно по-
мерање, кад се мења само ]шордината е, стоји управно на 

'ту раван, генералисана СИЈIa Qe једнака је нули. 
Видимо да жива Сi!Ла Т не ЗI1ВИСИ од координате е и 

Q8 = О. Према т[)ме је F:оордината е циклична (§ 6·4). Тој 
• 

,цИКЛИЧНОЈ коорданати одговара интеграл 

дТ -- - г 
деl 

-

.линеаран у односу на е, јер га можемо у развијеНО)I об.-Il-
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ку написати овако: 

mг2(ј' = Г. 

Пошто је ,2 1У двострука вредност секторијалне брзине

у равни Оху, наппсани интеграл не претставља ништа друго> 

него интеграл површине у равни управној на осу обртања_ 

§ 9·5. Интеграл живе силе ва «ретање таЧI<е по површиии' 

3акон живе силе за материјалну тачку у диференци

јалном облику гласи: 

Лиференцијал живе силе покретне таЧI,е једнак је раду 

силе што дејствује на ту тачку на одговарајуЬем диферен-
• 

ци]алном померању. 

Пошто у случају кретања тачке по идеалној површини: 
-+ 

на ту тачку дејствују две силе, aI;:тивна сила F и реакциi~· 
-+ 
R, закон живе силе треба да изразимо овако: 

--;io- -* -+ ..---7 

dT = (Р ds) + (R ds) , 

-+ 
где је ds елементарно помераље тачке. 

Пошто је 

-+ 
R = л gracJ ј, 

а за површину 

ј (х, у, z, t) = О , 

дј дј дј дј ->- дј " 
dx dx + дуdу + Jz dz + дt dt = (gradj, ds) + at dt = О," 

можемо закон живе силе изразити овако: 

-+ -+ дј 
dT= (Fds)-л дtdt. 

Десна страна претходне једначине Gиhе тотаЈIНИ дифе-
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• 
ренци}ал, ю.;о су задовољена два услова: 1. дј =0, а то зна

dt 
-+ -+ 

чи да је наша површина непокретна и 2. Кад је (F ds) 
тотаЛНII диференцијал. Пошто је 

-+ -+ 
(Pds) = Xdx + Ydy+ Zdz, 

а између променљивих х, у, z постоји веза, I{оју за непокретну 
ПОВРШИВУ можемо вапИt~ати овако: 

z = z (х, у), 

израз за елементаран P~Д биле: 

--- --- ( dZ) ( дz (Fds) = XtZFx dx + Y+Zdy)dY, 

Под условом 

--У-tZ-=О д ( дz) 
дх . ду; , 

• 
КОЈИ можемо написати и овако: 

дХ дУ дZдz дZдz 
~oy- - ()); + ду дх - дх ду = О, 

елементаран рад прететавља тотални ди фереЈ'!цијал једне 

фующије коју 03ffачимо са U. 
ПОД тим условим~ закон живе силе ДОВОДИ до инте

грала живе СlIле 

т = и + ћ, 

г де је h произвољна ]{онстанта, и кретаље тачке има кон

аервативан I,арактер. 

Ако се решаваљз проблема о кретању тачке по повр

шини врши помоhу Ј1агранжевих једначина 
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d дТ 
dt aq/ 

дТ 
дq\ = Q1' 

НI8 

:ва извођење закона живе силе можемо ПОСТУПИТИ овако. IIо:ы
ЋОЖИМО написане једначине - прву са dql' другу са dqz 
1I резултате саберимо, тада ћемо добити: 

(1) 

• 

Ако је површина, по којој се креће тачка, непокреТl'lа, 

жива сила Т је хомогена квадратна функција q/ и Q2' И 

према томе за њу важи Euler'oBa теорема за хомогене Функ- . 
• 

ЦИје: 

Диференцирањем те једначине добијамо: 

2dT=d дТ I дТ d I дТ d ' 
А , . q2 + д ,. ql + д 1· q2; 
uqз ql q2 

са друге стране непосредно диференцираље живе силе даје: 

Одузимањем чланова последње једначине од претходне 

добијамо: 

'дТ) , (дТ) ,дТ дТ dT = d (д I • q\ + d д-' . q2 - д . dt!J - -д --. dqз . 
СЈ\ , . q2 ql qз 

Пошто десна страна ове једначине не претставља ни

шта друго него леву страну једначине (1), ова IIоследња 
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- . 
]едначина да1е: 

Ова једначина изражава закон живе силе за тачку. 
'која се креће по непомичној површини. 

Ако генералисане СiIле Ql и Q2 задовољавају услов 

(3) 
cQ, дQ. 

-
;iq2 дql ' 

десна страна једначине (~) претставља тотални диференци

јад од U. Стављајуhи 

-добијамо из (2): . 

dT= dU, 

што поново доводи до l'нтеграла живе силе 

Т= U + h. 

Према томе и овде видимо да је кретање тачке по по

вршини конзервативно, ако је површина непокретна и ге

нералисане силе задово;ьавају услов (3), тј. имају функцију 

·силе. 

§ 9·6. Примери 

,§ 9·61. I<ретање тешке тачке ПО транслаторно ПОI<рет

ној равни 

Нека се тачка М Ј\:реће у равни Р која се креће транс

латорно. Једначину такве равни можемо наl1псати овако: 

(1) х СОВ (, + Z Sin а - р = о , 

тде су х и 2 координате тачке М у односу на систе~[ оса 
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Oxyz (с:!. 38), од којих оса Oz стоји вертикално наниже, а 

Оу оса је паралелна РIlВНИ Р. Величину р растојања равни 

z 

I 

1 " 
I !, с 

~
P I 

I а. I 
.Qk 7"У . .р-- - - - -
'М л t 

/ / 

, / У 
zl / 

I! 

р 

х 

од почетка коорди

натног система сма

трамо као дату функ

цију времена : р=ри); 
• 

-а 1е сталан угао што 
• 

гради то раСТО1ање 

са Ох осом. 

3а независне КО

ордпнате тачке М у 

равни Р можемо узе

ти координате ~ и ~ 

у односу на систем 

оса A~~ са тачком А 
у подножју нормале 

р, са осом А1) пага

лелном оси Оу и са 

A~ осом напереном наНIIже. Пом:оhу ТIlХ координата ко-
• 

ординате Х, у, z изражаваЈУ се овако: 

х = ~ Sill а + р Cos а, у = 1), z = - ~ Cas а + р Sill « : 

и оне идентично задовољавају једначину (1). 
Једначине кретања са множитељем везе пишу се овако: 

(2) тх" = А. Cas ех , ту" = О, mz" = - mg -1- А. Sin ех , 
--

где је т маса тачке и g убрзање силе теже. 
Ако двапут диференцирамо једнаЧIIНУ (1), добиhемо 

• 
)едначину 

х" Сов а + z" Sin а - р" = О, 

из које после замене х" и z" из (2) одређујемо вредност А.: 

А. = mg Siп а + mр" , 
а у исто време и реакцију, јер је у овом случају R = ;., а 

-+ 
правац вектора R стоји управно на раван Р; 

3а одређивање кретања тачке М у равни Р напишюю· 

једначине за независне координате ; и 'УЈ. Пошто је 

2Т = mv" = т (х/2 + у'2 + Z'2) = т (;'2 + 'У/, + р'2), 
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а генералисане силе за Јюординате ~ и 'УЈ, као што следује' 
-+ 

из израза за рад на поме:?ању bs, кад се време не мења, 

х ЬХ + У Ьу + Z ~z = Z bz = mg СОБ а ' b~, 
• 

имаЈУ вредности 

Q~ = mg СОБ а, 

Лагранжеве једна чине добијају облик: 

Ј;" = а СОБ а " ь , 'УЈ" =0. 

Ако претпоставимо да се тачка у почетку кретања на- ' 
мазила у тачки А, а ова последња је била у тачки О, озда 

после ЩIтеграције и одређивања произвољних констаната 

лако Ьемо добити реIИењ,~: 

~ = Vo t СОБ fJ + ~ ,,[ t2 СОБ а , 1} = Vo t Sin р, 

где је Vo интензитет почетне брзине и fJ угао што она 

гради са А ~ осом. 
Добијени резултат показује да се тачка креЬе по па-· 

раболи 

_ g Cos " " 
.; = 1} Cotg fJ + ::! vo" Sin2 fJ 'г, 

чији облик и положај не зависи од растојања р. Према 

томе можемо закључити да транслаторно крр-тање равни, 
• 

не утиче на кретање тачке у ТОЈ равни. 

§ 9·62. I<ретање тешю~ тачке у вертикалној равни која'" , 
се обрhе око сталне осе 

Сад решимо задатак о кретању тешн:е тачке М у вер

тикалној равни Q (сл. 39), која се равномерно обрhе око' 
сталне праве Oz тако да је угао е између те равни и рав-

ни xOz 

8=(Ot, 
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о 
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где је w сталан коефицијенат 

пропорциовалности - угаона 

брЗi1на обртања. 

Једначину везе пишемо, 

Q као једначину равни, овако: 

м (1) хSiп!Ј-уСоs8= О. 

'l х --

Слика 39 

Ако за одређивање поло

жаја тач)';е М у покрет НО} рав, 

ни Q уведемо независне КООр
ДИЮtте ~ и 1], како је '1'0 по

казано на СЈlИЦИ, добијамо ове 

вредности координата х, у, z: 

х = ~ Cos О, у = ~ Sin 8, z = 1} • 

Диференцијалне једначине кретања са множитељеи 

\ • . везе изгледаЈУ овако: 

(3) mх" = л Sin Н, ту" = = А. Cos tJ , 

,где је т маса тачке и g убрзање теже. 

mг" = = ти 
ь' 

АIЮ двапут диференцирамо једначину (1), добиЬ.емо : 

х" ВјП Н - у" Cos 8 + 2 (х' Cos fJ + у' Sin 8) w = 

- (х Sin (Ј - у Cos 8) ш2 = О . 

Одакле на основу (1), (2), (3) добијамо ову вредност А.: 

А.==2тш (х' Cos 8 + у' Sin 6) =~ 2mш ~'. 

Пошто живу силу тачке можемо израчунати овако: 

2 Т = mv~ = т (х'2 + у'2 + z") = т ((2 + 1],2 + е(2), 

,:а елементаран рад има вредност = mg Ь1]. Лагранжеве јед-
• 

љачине даЈУ: 

l:" 2> О , =ш<;= , Ј}"= - а 
Ь' 



• 
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После интеграције ових једначина имамо: 

(4) 11 =- 1 2 С ,С ;Ј gt + st т 4, 

где су C1, ••• , С4 произвољне константе интеграције. 
Одредимо те констаЋте, рецимо, за случај кад је тачка 

у почетку кретања ио == О) била у координатном почетку

(~o = 110 = О) и имала почетну брзину у правцу ~ осе (~o',-. 

110'=0) . 

Тада ћемо из (4) лако добити коначне једначине кре-
тања: 

(5) 1)=-

Елиминисање времена даје једначину путање: 

ш V _ 2'1 _ ш У _ 2'1 

2Ш;=~о'(е !Ј-е g). 

Акэ У прву од јеДЕ ачина (5) стаВI1МО шt = 8, добиhе:'IО' 

Једначину 

1 t' 
;: = -:- "о (ее _ е-е) 
> :Ј ш ' 

која даје путању пројекцпје тачке М на раван Оху у по-

ларним координатама ~, в. 

§ 9·63. Сферно «латно 

Проблем сферног р:латна је проблем о кретању тешке· 

тачке по непокретној сферној површини. У случају зздржа

вајуће везе тачка може да буде везана штапом са центром 

сфере, у случају незаЩlжавају.hе везе она може бити оствз-· 
• 

'рена концем сталне дужине КО1И веже тачку за центар. 

Положај тачке М (сл. 40) одређиваhемо ЦИЛИНДРИЧНfllll' 
Ј.щ{)рдинатама: z - растојање тачке од ХОРИЗ0нталне равни. 
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: што пролази КрО3 цевтар сфере са смером ваниже, г - ра

. стојаље тачке од осе Oz, (ј - угао измеђ:) вертикалверавни 

OzM п равни Oxz, која прола-

х 

I 
I 
I 

_---t----- -/' 1 -.. ..... 
/ , 

z 

Слика 40 

3И КрО3 сталну ХОрИЗ0вталву 

праву Ох. 

Једвачину сферне повр

шине пишемо овако 

(1) г' +z'-12 =0, 

где је 1 полупречвик сфере. 

Сила теже mg има функ-
• 

ЦИЈУ силе: 

U = mgz. 

Пошто је површина непо

. кретна и сила има функцију силе, постоји интеграл жи-

ве силе 

mv 2 = 2mgz + mh , 

где је h произвољна I\:онстанта. У нашем сл:)чају тај инте

грал даје: 
• 

(2) Z'2 + r f2 + г'IJ'" ~ 2gz + h. 

Пошто је наша површина 06ртна и сила теже нема 
Момента 011:0 осе Oz, постоји интеrрал површине, који 'Мо
жемо написати овако: 

(3) 

где је С константа. 

(1) 

(2) 

(3) 

Према томе имамо три једначине 

Z'2 + г'2 + гЧЈ'2 = 2gz + h, 

г2!ј' = с 

:2а одређиваље променљивих z, г, а. 
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Пре интеграције ишедимо неке закључке о кретаљу 
тачке само на основу интеграла површине и живе силе. 

Из једв:ачине (3), пошто је С константа, а r 2 увек по

зитивно, закључујемо да се угао. fj меља увек у истом 
,смислу. 

Ако диференцирамо једначпну (1) и иа добијене јед-

начине 

-одредимо r'. 

rr' + гг' = О 

r' = -~г'. 
r' 

а из једначине (3) УЗМЕ/МО 

8' = С", 
r 

и те вредности ставимо у једначину (2), онда Ilнтеграл живе 
силе можемо с обзиром на (1) написати у облику: 

(4) [2Z'2 = (2gz + h)(J2 - Z2) - С2 = / (z). 

Функција f(z) имн три стварна корена (а, /3, у) као што 

-ее види И3 ове таблиц,~ знакова те функције: 

I +! 
I 

z - (/) -! го I 

I 
f(z) I +:/Ј I С2 I {(го) - C~ I 

I I - I I , , 

/3 т 
у а 

где је го почетна вредност координате z. Пошто {(z) према 
(4) мора YBeI, да буде позитивно, променљива z не може 

да изађе из 06Л!il ти fJ <: z <: а, која претставља један сфер· 
ни ПОјас. 

Видимо да се тачка налази у једном појасу и увек се 

креће у истом смислу у том појасу. 

Пређимо сад ш. интеграцију. Уместо f (г) можемо 

·ставитк 
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((г) = - 2g (г-а) (Z-/3)(Z-1') = 'Lg (a-Z) (z-P) (z-y). 

и тада из (4) следује квадратура: 

dz V 1 dt = ± f(z)-

треба да бирамо према знаку почетне вредности Знак 

dz 
Ако време рачунамо од момента кад је тачка била на 

dt о' 

нивоу z=a. код претходне квадратуре треба да узмемо ми-

нус јер је (~:) <О, после чега квадратура даје 
. Q 

z 

(5) ]i2g t = _ Ј dz __ _ 
1 V(a-z) (z-!1)(z-y) 

" 

Ако извршимо смену 

а - Z = ((1- (Ј) и". 

видимо да се и меља у границама од О до 1. 
Пошто је 

z= (I-(а--fЗ)u", dz=-2(а-{ЗЈ l/ d!l, 

IItвадратуРУ (5) можемо довести до облика: 

где смо увели ознаке: 

л = V2g (а-у). 
21 

Напиеа.ни I!нтеграл је 'Н,ор.малан, елuuшttч,хtt u'Н,шеzрал. 

Љегова горља граница сматрана као функција самог инте

грала даје познату елиптичку ФУНIщију sn. Према .томе мо-
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жемо написати: 

u = sn At. 

Вредност те фую:ције за сваку вредност аргумента мо
жемо израчунати или IIомоћу редова, које даје теорија елип

тичких функција, или помоhу нарочитих таблица израђених 

за те функције. Према томе фующију и, а то значи; и промен
љиву z, можемо сматрати као познате функције времена. 

После одређивања z угао 8 можемо наhи квадрату-
• 

ром И3 ]едначине: 

d8 С 
di l"- Z2 " 

која непосредно след~је из (3). 
Најзад за одређивање r имамоједначину: 

Тим п.vтем одређене координате z, 8, r као функције 
•• • 

времена даЈУ положаЈ тачке за сваки моменат времена. 

3а одређивање реакције R, која дејствује на нашу по
кретну тачку М, искористимо једну од природних једначина 

(2) (§ 9·3), наиме ону: која одговара нормали на површину: 

t 2 -+-+ 
т -- = F Cos (F п) + R. 

f1n 

-+ 
Ако правац нормале п наперимо ка центру лопте, ова 

једначина добија облик: 

(6) 

Из интеграла ЖlIве силе (2) можемо одредити квадрат 
брзине 

v2 = 2gz + h, 

после чега из једначине (6) лако добијамо ову вредност 
• 

реаКЦИЈе: 

т 
J~ = l (3gz + h) . 

12 
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§ 9·631. I<онусно клатно 

Као што смо видели у претходном параграфу матери

јална тачка сферв:ог клатна креће се увек између две пара-
• • 

леЈше равни чир! ПОЛОЯШ1 зависи од uочетних услова крета-

ња. Ако су почетни услови такви да се те две равни покла

пају, тачка ће описивати кружну путању, а љен сферни полу- > 

пречник површину кружног конуса. Тада се каже да тачка 
-

врши кретање кон,усн,м 'Клашн,а, 

Пре свега одредимо почетне услове за могућност так

вог кретања. ПОЛИНОМ f(x) у једначини (4) § 9·63 

• 

12 Z'2 = (2gz+h) (l2_Z2) - С2 = ј(г) 

треба да има два једнака корена . а = {Ј. Такав 

корен извода /' (z), одакле добијамо једначину: 

(2gz + h) z = g (l2 - Z2) . 

• 
корен Је II 

Ако за ту једначив:у искористимо интеграл живе силе 

• 
видимо да 1е 

Пошто ова једначина треба да важи и за почетне вред
ности, имамо услов: 

(1) 

Тај услов показује да за сваку хоризонталну раван (zu) 
-+ 

имамо одређену почетну брзину V o наперену хоризонтално. Са 
таквом брзином тачка у свом идуhем кретаљу неће да на

пусти ту хоризонталну раван и врши према томе кретање 

конусног клатна. 

Услов (1) можемо да добијемо и на други, непосредна 
начин 6ез проучавања сфервог lслатна. Ако се тачка креће 
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по малом хоризонталн()м кругу, на 

љу треба да дејствује хоризонтал

на сила која одговара центрипетал-

v2 

'НОМ убрзању са вредношћу , где 
r 

је r полупречник Kp~Ta, Ту силу 

<rреба да сматрамо као компоненту 
-+ 

еиле теже mл (сл. 41), чија дру-

та компонента стоји у равнотежи 
.... 

са реакцијом R у правцу полупреч-
ника сфере. Из сличне сти троуглова 

.ком 11 PMQ имамо: 

PQ:MP= КМ:КО 

.или 

-одакле дола:шмо до услова 

\Који одговара (1), јер је г02 = 12 -- ZОЗ' 

о 

I 
I 
I 
1 

1 

Z 01 
1 

I 
I 

§ 9'631 

I 

I 
1 

6-- - -=:",' =--_-tМ 
f( го \ 

\ \ 
\ -; \ 
\ т g \ 

\ \ 
\ \ 

\ \ 
__ .'l 

р Q 
Слика 41 

• 

Пошто тачка треба да се креће по кругу еа констант

ном секторијалном брзином, она се креће по том кругу pall~ 

номерно и угао е је пропорционалан времену, То следује и 

из интеГР1:tЛа (:'~) § 9'63, одакле имамо: 

6= С" t = !:Ја' t = ;0 t, 
го о 

при ч:ему смо претп'оставили да за (о = О и 60 = О, 



ГЛАВА ДЕСЕТk 

Кретање тачке ПО 
. .-

КРИВО] ЛЮfИЈИ: 

§ 10·1. Диференцијалне једначине са множитељима веза. 

у § 8·7 видели смо да, ако је крива линија дата јед

начинам" 

(1) {,(Х, у, z; t) = О, {2 (х,у, z; t) = О, 

диференцијалне једначине кретаља тачкf' по тој ЛП Е IЈ јп МО--жемо написаТI1 овэ.ко: у векторсн;ом ООЛlIКУ -

(2) 

и у скалараом 

(3) 

-+ -+ 
mw = F + 1.1 grad {, + А2 glЋй {2 

. "_ х 1 dfl + 1 дf2 
тх - + ", dx "2 дх ' 

ту" = у + А дf, i.c А df2 
'ду те 2 ду , 

mz" = Z + А дfl + Ао дf2 . 
, dz " дz 

Ыножптеље Besa 1.1 и А2 треба да ОД)lРДШIO 113 услова 
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3а решење проблема о кретању тачке обично се.не упо-
1'ребљавају једначине са 'I1Ножитељима веза, јер помоhу њих 
решавамо, као што смо видели, проблем општијег карактера, а 

то повећава тешкоће интеграције. Али за одређивање реак
ција веза те једначине могу бити од користи. Тако, на пр., 

• 
из израза за реаКЦИЈУ 

.... 
4) R = А.1 frrad {1 + А.2 grad {~ 

• • 
непосредно слеДУЈе да се реаКЦИЈа увек налази У нормал-

• • • 
НОЈ равни на криву, Јер еваки од граДИlената лежи у тој 

равни . 

. § 10·2. Лагранжева једначина кретања тачке по кривој 

Претпоставимо да је крива, по којој се креће тачка, 
• 

.Дата lедначинама: 

(1) f1 (х, у, z; t) == О, (2 (х, у, z;t) = О. 

Уведимо за одређивање положаја тачке У простору кри

волиниске координате q]=q, q2' qз али тако да кординатна 

линија, дуж које се меља координата q, буде линија (1). 
'Тада се једначине те криве могу написати у параметарском 

облику: 

(2) X='Pl(q,t), Y='P2(q,t), z='Pa(q,t). 

где улогу параметра игра координата q. 
Ако унесемо вредности (2) у ма коју једначину (1), она 

мора да се претвори у идентичност и то за сваку вредност t. 
Другим речима, резултат смене не сме да зависи од q. Пре
ма томе можемо написати двеидентичности: 

1(3) 

дf2 _ af2 дх + af, ду + дf2 ~ 
cq - дх dq ду dq az dq 

.... 
дг 

grad (l dq - О , 

.... 
дг' 

- grad (2 aq ) = о • 
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-+ 
• • 

тде lе r, као увек, вектор положаја тачке. 
Помножимо сад векторску једначину (2) § 10·1 скаларно-

-+ 
дr 

вектором aq' На основу (3) чланови са А,. и Ла отпадају и 

добијамо 

(4) 

Леву страну ове једначине трансформишемо овако: 

-+ 
-+ ar 

т w-
aq 

-т 

-+ 
-+ д v 
V dq 

d дТ 
- dt дq' 

дТ 
dq • 

где је Т жива сила тачке. И овде смо искористили вектор-
• 

ске једначине 

-+ -+ -+ -+ 
дr д v дv d дr 
дq = дq" dq - --

dt дq' 

• • • 
)(Оlе слеДУ1У из једначине 

(5) 

.... -+ 
-+ ar, дr 
v = aq q + dt' 

Десну страну једначине (4) поново означимо за Q; 

-+ 

F ~~ = Q. 

Лако је показати да је Q генерали сана сила. Означи-
-+ 

мо са bs оно померање • 
тачке, КОЈе она може да изврши у 

дати моменат, кад се промени само координата q за !Jq, 
• 

тада је 

.... 
-+ ar 
bs = aq bq. 
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Ако сада иgгачунамо производ 

--> 

- Q bq = 
-'дт -+-+ 
F dq bq = (F bs) , 

видимо да он заиста претставља рад, а то и потврђује зна

чај В9личине Q као генералисане силе што одговара коор

динати q. 
На тај начин једначину (4) пишемо овако: 

(6) ,1 дТ _ дТ = Q 
lit дq' дq . 

(6) зове се ЈЈаzран,жева једмаЧU'ltа кретања 
• 

тачке по криво}. 

у општем случају покретне криве линије жива сила Т 

одређује се И3 iедначине: 

2Т = mv'! = т (N q'2 + 2Cq' + D), 

где су према (5): 

А2 = 

с 

-+ 
дг Z 

-oq 

-+ -+ 

дх 2 

- + aq 
ду 2 

- + aq 
az 2 

dq , 

~~ дг _ дх дх ду ду + дz dz 
lIq д t - dq dt + дq дt dq д t ' 

-+ 
д r 2 

D = i)t = 
дх 2 

дt + 
ду! дz 2 

(fi + dt . 

Ако је крива линија непокретна, жива сила се своди 
• 

само на }едан члан 

~:T = mv2 = т А2 q'2. 

Лагранжева јед lIачина (6) је другог реда у односу на 

непознату функцију q. Интеграција те једначине омогућава 
одређивање КООРДИН:lте q у функцији времена и произвоЈЬ
них констаната С, и С.: 
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Вредност тих констаната одређује се из почетних 
услова: 

После тог одређиваља добијамо: 

q = q (t; qo, qo') . 

Једначине (2) дају после тога Декарт ове координате 

у функцији времена. 

§ 10·3. Природне једначине «ретања таЧI<е по I<ривој 

3а сваку тачку криве (1) § 10·2 можемо конструисати 
. -+ -+ 

триједар оса од тангенте са ортом D, главне нормале N и би-
-+ 

нормале В. 

Из векторске • 
Једначине 

-+ -+ ..... 
ти =F + R 

на основу § 3·3 можемо напи<.:ати ове три скаларне једна

чине: 

(1) 

dv dls , -+ -+ 
m dt =m dt2 = F Cas (F D), 

v2 -+ -+ -+ -+ 
т - = F Cas (F N) + R. Cas (R. N) , 

е 

-+ -+ -+ -+ 
о = F Cas (F В) + R. Cos (R. ВЈ, 

где су:и - .интензитет брзине, s - дужина лука криве 

е - полупречник кривине. Написане једначине зову се UPt!

родн,е у"едн,ачt!н,е кретаља тачке по кривој. 

Прва од једначина (1) може се сматрати као дифе

ренцијална једначина другог реда за одређиваље промен, 

.љиве s - дужине лука дате линије, јер десна страна у оп- . 
mтем случају претставља одређену функцију променљивих 

, ds 
s, s = dt ' t. Дакле имамо 
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d's 
dt 2 = fonct (s,s',t). 

Интеграцијом те јеДНlLчине добијамо: 

при чему за одређивање ('1 и С2 имамо две једначине: 

S '- ,I,t· С С) о - 'џ \ О, l' 2' 

Из две остале једначине (1) одређују се компоненте реак

ције у правцима главне нормале и бинормале. 

§ 10·4. ИНl'еграл живе силе 

3акон живе силе за rачку, на коју дејствује активна 
-+ -+ 

{)ила F и сила реакције R, изражава се овако: 

-;)- -+ -+ -+ 
dT = ,:Р, ds) + (R, ds), 

-+ 
• 

где Је ds елементарно поыерање. Ако унесемо вредност ре-

(4) § 10·1, претходна једначина може се овако на-• 
аКЦИЈе из 

писати 

-+ -+ -+ -+ 
(1) dT = (Р, ds) + 21 (grad (l' ds) + 1.2 (grad f2, ds). 

Из једначина веза 

{1 (х, у, z ; t) ~= О, {, (х, у, z; t) = О 

диференцирањем добијамо: 

- (2) (glЋd f l' ds) = - д[t, dt, 

јер, на пр., диференцн:рање прве једначине даје: 
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, 
дf, dx + дt~ dy -1- дf, dz I дfl dt = о 
дх ду 'dz т дt ' 

а прва три чЛана те iедначине не претстављају ништа дру-

дfl 
го He~o скаларни производ grad (1) чије су координате дх .. 

д( д( ~ 
ayl, д;' и вектора ds са координатама dx, dy, dz, 

На основу (2) једначину (1) пишемо овако: 

(3) dT = Xdx + Ydy + Zdz -).1 д 1t'l dt -).2 д;/ dt, 

где смо са Х, У, Z означили координате активне силе. 
Јасно је да за сталну криву, тј. под условима 

(4) 

кад израз 

(5) 

af\ -'"' о 
дt - , 

дf2 = о 
дt ' 

Xdx + Ydy + Zdz 

претставља тотални диференцијал функције И, једначина:. 

(3) доводи до интеграла живе силе: 

Т= U+h 

и кретање има конзервативан карактер. 

Пошто под условима (4) једначине криве не зависе од 
времена те имају облик 

(1 (х, у, z) = О, {2 (х,у, z) = О, 

можемо у и z сматрати као функције од х: 

у = у (х), z = z(x). 

~ 

у том случају, ако сила F (Х, У, Z) не зависи од брзи-
не и времена, него само од положаја тачке, израз (5) увек 
се може написати у облику Ф (х) dx и на тај начин за фун
кцију И добијамо израз: 

u=ј dy dz 
Х (х) + У (х) d х + Z (х) dx dx = f ф (х) dx. 
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Добијени резултати показују да кретање по кривој има-
• 

конзервативан карактер, ако Је крива непокретна и сила за-, 

виси само од положаја та,чке на кривој. 

§ 10·5. Примери 

§ 10·51. Циклоидално клатно 

Нека се круг (генератор) са центром С (сл. 42) и по-
лупречником R котрља без клизања по правој L .. 3а ~peMe-

А 

у 
Q 

--+ 
mg 

С,~I1ка 42 

таквог кретања доди:рна тачка Р праве и круга пролази пу-

теве исте дужине по правој и по кругу. Свака тачка круж

не линије за време таквог котрљања описује кри13У линију 

која се зове циl>Jlоида. Права L је љена осхова. 

Тешка тачка, која ,~e креће по вертикалној-циклоидI'{,. 

са ХОРИЗ0нталном основом, зове се Цtt!\лоutJаЛ1iО 'Ifлаш1-/,О. 

3а сваки положај покретне тач[,е М на цш,лоиди М0-

жемо конструисати пре'iНИК МРО [,руга ~eHepaTopa. Пошто 

тачка М има стаЈ1аН положај на кругу" положај тач[~е Р"" 
је исто тако сталан. На правој L назначимо тачку О где је ~IIлi!, 
тачка РО круга генератора за време котрљања. Ако са 1јЈ озна

чимо угао РоСР, тај УГlО потпуно одређује положај круга, 

генератора и тачке М на циклоиди. Одредимо вектор цоло-
-+ --+ 

жаја r = ОМ тачке М ;., односу на тачкуО, коју узимамо-

за почетак координаТНlIХ оса Оху; осу Ох узимамо у правцу.

L, а осу Оу наперимо Ilертикално наниже. Пошто је 
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-+ --+ --+ - ..... 

r = ОР + РС + СМ, 
.а 

--+ -+ --+ -+ --;. -+ -+ 
ОР = R <р' i, РС = Rj, СМ = I<Siп <р' i + RCos 11" ј, 

. онда имамо: 

..... ..... ..... 
(1) r = R (<р + Sin <р) i + R (1 + Сов 1р)ј. 

Поставимо помоhу те lедначине везу између угла <р и 

дужине s лука циклоиде. Почетак тог лука узимамо у тачки 
. А, наlнижем положају тачке М. 

Ако диференцирамо (1), тј. напиmемо 

..... ..... ..... 
(2) dr=R[(1 + Cos1p)·i-SiП1р·iJd<р= 

. .и резултат подигнемо на квадрат, добu:hемо. 

(df)2 = ds2 = 4 1<2 Сов2 ~ d<p2 . 

Одатле имамо 

ds = 2 D Сов 1р . dш 
~ 2"" 

. што после интеграције и одређивања произвољне константе 
из услова 1р = О, s = О даје дефинитивно: 

(3) s = 4R Sin 1р. 
2 

Геометриски ова једначина показује да је лук АМ ци

.1шоиде једнак двострукој вредноста тетиве QM. 
Поставимо сад диференцијалну једначину кретања тач

,ке М. 

3а тај циљ искористимо природну једначину 

{4) 
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-+ -+ 
Пошто је у нашем случају сила F = mg, љена пројек-

ција на правац таuгеНТI', која стоји управно1) на праву РМ,_ 
• 

да1е вредност 

--)- -7- ' --+ 
FCos(F D)=mgCos(y, QM)=-mgSiп .~. 

Ако ставимо ту в~едgост у једначину (4), тј. напишемо-

C(2S . 'р 
m lи2 = - mg Sш :d ' 

а затим искористимо јt::дначину (3), онда ћемо за одређива
ље променЈЬИВ~ s добити овакву једначину 

• 
(5) 

• 
где 1е 

Пошто интеграл једначине (5) можемо одмах написати.' 

у облику (упореди, на пр., § 5·121) 

s = С1 Cos kt + С2 Sin kt 

или овако 

• 

(6) > = а Sin (kt + и) , 
• 

где су а и а нове константе везане са претходним 1еднаЧII-~ 
: 

нама: 

а Sin и = С1> а Cosa = С2 , 

онда видимо да се променљива s мења по закону хармони
ске осцилације. Период Т те осцилације има вредност 

-+ 
1) 3аиста, из (2) ВИДИМО да орт D тангенте има за коорДТlиате 

• 

00& ;, - Sin ~ , а КООРilанате орта 11 прав~а мр имају вреДIlОСПIС 
. 

-Sin ~ и -006 ~ , ОН;Ј;а ортогоналност следује непосредно из једначиие;: 
, 

(D, Й) = 006 ~ ( - Sin ~) + (-SiИ ~) (- 006 ;) = о . 



§ 1051 

(7) 

Циклоидално клатно 

2л R 
Т= -k =4л -. 

g 

190 

Константа а даје вредност ампли,туде осцилације. Ако 

· са ио 0значимо интензитет оне брзине којом тачка прола3lТ 

Кр03 најнижи положај А, а то се дешава, на пр., у моменат 

11' који задовољава услов kt1 + а=О, онда за тај моменат И3 
једначине 

", 

s' = ak Cos (kt 1 + се) . 
. 1Iмамо 

ио = ak 

• JI преМ,а томе амплитуда има вреДНОС1' 

V o 
а = k = 2vo 

R _. 
g 

Кретање циклоидалног клатна има следеhе особине: 

.•. 1. lfiJохрq'Н.осш 

Та особина састоји се у томе што период Т, како то 
показујtJ израз (7), не зависи од почетних услова кретаља. 

· Период циклоидалног клатна зависи само од полупречника 
· R .круга генератора и од интензитета силе теже у датом 
месту. 

· П. Таушохро'Н.осш 

СтаВИЈ40 тешке тачке у различите положаје М" М2 , 
МЗ, •.. на циклоиди. Пустимо их да се без почетне брзине 
крећу према најнижем положају А. Таушохро'Носш је у томе 

· што све ове тачке дођу у тај најнижи положај за исто 
:време. 

3а доказ искористимо почетне услове кретањама које 
· ОД тих тачака. Претпоставимо да се у почетку кретаља (to=O) 
тачка М1 налазила у положају Sl и имала брзину s', =0 . 

. Тада И3 (6) 311. почетни моменат имамо: 

s, = а Sin а, s,' = О = ak Cos се . 

Из тих једначина закључујемо • 
да је 
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п 

а= 2' а = s,. 

После тога једначину кретања (6) пишемо овако:. 

s = Sl Сов kt. 

Из ове једначине СЈ:едује да време "t за 

ђе у најнижи положај са S = О има вредност 

-
л R 

т ==- =л 
'2k 

_. 
g 

Пошто оно не зависи оД SI' видимо да ће оно 0WaTII 
лсто за све положај е M~, МЗ, ••• , а то и lioTBpljyje таутохро-, 
ност кретања циклоидаЛIIОГ клатна . 

. 

IП. Врахuсшохро'liОСШ 

Нека су дате у простору ,две тачке А и В (сл. 43) У 
различитим хоризонталним равнима. 

Положимо кроз њих вертикалну ра-
• • • 

ван и СПОЈИМО ЛИНИ10М У ТОЈ верти· 

калној равни. Ставимо сад тешку 

тачку у горњи положај А и нека 

се она без почетне брзине креће по 

тој линији у доњи положај В. 3а 
• • 

та] прелаз под утицаЈем силе теже 

А 

у 

она ће употребити извесно време. . ОЛl1ка 43 

Крива линија, која има ту особину 

х 

да то време прелаза буде најмање, зове се брахuсшохрона. 

Јасно је да облик брахистохроне зависи од поља силе за 

које тражимо брахистохрону. Показаhемо да је брахистохро

на за силу теже ЦИlшоида. 

Ако се почетак координатних оса поклапа са тачком 

А' и Ах оса је наперена хоризонтално, интеграл живе силе 

(8) 

• • 

ds 2 
=v2 =2gy, 

d/ 

]ер.Је рад СlIле теже при сауштању тачке масе т по ма ко-

јој линији једнак mgy. 
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УзимајуЬ.и у обзир да је 

ds 2 = dx2 + dy 2 = (1 + у'2) dx2 , 

где црта означава извод по х, имамо из (8) 

1 
dt= у-

2g 

1 + у" --=--- dx, 
у 

192 

одакле за време 1: прелаза из тачке А у тачку В са апсцисом 

Ь добијамо ову вредност: 

ь ь 

1 . 

1: = V2iJ 1+y'2 dx = ~ft"dX. 
У V2g 

о 
. о 

Одређивање БIJахистохроне. своди се на одређивање не

познате функције у = у (х) из услова да време 1: буде Haj~ 

мање. Одређивање непознате функције из услова да неки 

одређени интеграл има extremum спада у проблеме тако зва
ног варијационог рачуна. На основу правила тог рачуна не

позната функција у треба да задовољава овакву диферен

цијалну једначину: 

!!.. дf _ дf - о . 
dx ду' ду -с--- , 

где је f подинтегрална функција нашег интеграла. 
Пошто у нашем случају функција f не зависи непо

средно од независно променљиве Х, горња диференцијална 

једначина има први интеграл оваквог облика: 

{-у' :~=c, 
!у . 

где је С интеграциона константа. 

3а наш случај тај интеграл се изражава овако: 

одакле имамо једначину 

(9) у (1 + у'2) = 2R, 
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где је R нова константа везана са претходном константом 
,једначином : 

3R·C2 =1. 

Из једначине (9) имамо 

у'= 
2R-y , 
у 

што доводи до квадратуре: 

dx = 
у 

2R- ydY . 

3а израчунавање те квадратуре уводимо нову про

менљиву ср помоhу обраеца: 

у = R (1 - Сов ср) , 

, 

dx = 2R SiпЗ 
; dcp = R (1- Сов ср) dcp, 

одакле после интеграцијЕ' добијамо: 

где је С1 нова интеграциона константа. Ако ставимо за тачку 
А вредност ср = О имамо Сј = О и према томе имамо две 
, 

Једначине 

(10) 
x=R(cp-Siпtp), 

у = R (1 - Сов ср) , 

које одређују циклоиду за сваку произвољну вредност R. 
Ако ставим:о ср ='јЈ +:л И пренесемо почетак координатних 

оса у таЧl\.У на х осовини са апсцисом R:л, претходне једна

чине одговараће векторској једначини (1). 
Полупречник R круга генератора одређује се из услова 

да циклоида пролази и кроз тачку В са координатама Хв, 

Ув. Једначине (10) показују да су све циклоиде, са разли

читим вредностима R, не само сличне него и у сличном 

13 
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• 
положаЈУ 

• 
вацртаЈМО 

А 

у 
• 

са центром сличности у тачки А. Према томе 

ПРQИЗВОЉНУ ЦИIшоиду 51 (c,'I. 43), са полупречни

в 

х 

Слика 43 

I;OM RI круга генерато

ра и спојимо тачку В са 

А. Права АВ сече цик· 

.1IОИДУ 81 У тачки В,. 
Онда за одређивање по

лупречника R круга ге
нератора циклоиде,КО-
• 
Ја пролази кроз тачку 

В, служи пропорција: 

R: R1 = АВ: АВ, . 

На овај начин показали смо' да кретање циклоидалног 

Rлатна има три особине: изохроност, таутохроност и брахп

()тохроност. 

• 
3а одређивање реакције можемо искористити другу 

природну једначину, која у случају равне криве садржи це

.локупну реакцију. Она, према (1) § 10·3, даје: 

<одакле имамо 

. (11) 

v2 -+ -+ 
т --- = F Сов СР N) +R, 

{! 

v2 ~ 
R = т е + mg СОБ ~ . 

Ако узмемо у обзир да је полупречюш криви не е за 

;циклоиду једнак двострукој вредности дужине MP=2R Сов '~ , 
• 

-онда лако можемо изразити чланове десне стране lедначине 

(11) у функцији времена. 

Наведимо још примедбу о могуhности практичног из

.вођења кретања циклоидалног клатна. Као што је познато, 

;ЦИКJIоида има ту особину да је љена еволвента исто тако 

циклоида.· Према томе, ако узмемо два лука вертикалне ЦИК

лоиде 5В и SC (сл. 44) са ХОРИRонталном основом E8F и 
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у тачки 5 причвр-
• • 

стимо ]едан кра} кон-

:ца дужине .SA = 4R, 
онда крај М тог кон-

• 
ца ОIlису]е циклоиду 

. ВМАС кад се конац 
намотава БIIлоналук 

. 5В било на лук $(С. 
Ако се на том <Ii1pajy 
налази тешка тачка 

iI'lатематичко клатно 

Е 

\ , , 
" , / 

....... - I _ .... ----0---
А 

Слика 44 

§ 10'52 . 

I 
/ 

М, она ће врши:ти «ретаље циклоидалног клатна. 

§ 10·52. Математичко клатно 

Тешка тачка, која j~, приморана да се креће I10 вертикалноi 
",ружно] линији, преТСТ:1вља математичко клатно, а проблем 

одређиваља кретаља те тачке је 

проблем математичког клатна. 

Положај покретне тачке на 

О кружној линији одређиваh.емо углом 
6 између покретног I10лупречника 

~R ОМ = R и вертикалног правца Н8-

tf переног наниже (сл. 45). 
'---*----lМ Природна диференцијална јед-

начина кретаља за тангенту 

Слика 45 

d2s -7 -7 

т dt" = FCos(F D), 

.даје у нашем случају: 

(1) N6" = - g Sin е , 
-7 

јер је s = RfJ, а сила т<эже mg чини. угао 

-7 

:цем тангенте D. 

Једначина (1) има интеграл 

:л 
0+- са прав. ') 

~ 
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(2) R8'2 = 2g(Cos8 + р), 
који се добија множењем (1) са d8 и интеграцијом; Р је ин
теграциона константа. Тај интеграл је интеграл жи:ве силе;: 

њега можемо написати и овако: 

(3) V~= R2fJ12 = 2Rg(C08 fj + рј. 
ш' 

Иs те једначине видимо да константа Р' има вредност: 

2 
Vo С lJ 

Р = 2Rg - 08 "о· 

Пошто десна страна једначине (2:) не може бити нега
тивна, константа р треба да аадовољава услов:. 

Ако ставимо 
Р> - Сав 9>-1. 

(4) JI = Р + Сов а 
у 

а 

- --- , . . . . --. - . . . . . 

р, в А ff 

tl2 о ffo ТЈ! 

ь 

р 

А о 
в 

с 

р 

о 

ffo 
Сшша 46 

и нацртамо ту кри-~ 

ву, видимо да оса. 

fJ може имати је-

дан од ових поло-
• 

жа!а: 

1. Под услово;t, 

(5) 1>р>....,.1 

крива (4) има пре
ма fJ осовини по-

• 
ложа] показан на 

слици 46, аl). Овљ 
слика одређује и 

карактер к.ретања. 

Почетна вредност' 

90 угла е може да 

одговара само о· 

ним тачкама кри--

1) Случај р = - 1, кад е за све време кретања може i\a има само· 

Bpei\HOCT О, иск,ЪУ'"ујемо, јер то одговара мировању тачке у најнижею 

љыожају. 
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ве које' су над (ј осом. Према знаку брзине 80' уга:о:е 
може да расте или да опада. Претпоставимо да . расте, 
тада се у смањује и тачка долази до положаја 81, који 
одговара тачки пресеIl:а А косинусоиде са 8 осом. У том 

·положају тачка се заустави (8' = О), па пошто је Sin 81 > О 
из (1) следује да је 8"<0 и '1ачка почне да се крећеса не
гативном брзином; yгa~ 8 се смањује до вредности 82' што 
одговара другој тачки пресека В. Ту се она поново зауста

ви, а пошто је 8">0, yrao 8 почне да расте до вредностк 

80' после чега се понавља исто кретање. Пр€ма томе у овом 
• 

·случа}у кретање има ОСЦUЈ!ашор1tu карактер. 

П. Ако је 

(6) р = 1, 

крива линија (4) додирује 6 осу (сл. 46. Ь) У двема тачкама 
А и В. Ако поново претпоставимо да се тачка креће из по

ложаја 60 са позитивном брзином, она се приближује поло

жају 8 = л, што одговара тачки А. У том положају је 

:Sin fJ = О, а према (1) п е" = О. Тачка тежи стању мировања. 

Као што ћемо доцније Бидети она се приближује том положају 
• • 

асимптотски и према томе се таЈ случаЈ кретања математич-

,ког клатна зове аСU.Аtu'IЉОШСКО кретање. 

ПI. Најзад, ако је 

(1) р> 1, 

'Крива (4) не сече Ii oc~' (сл. 46, с). Из положаја 80' рецимсу 

позитивном брзином тачка се креnе тако да угао (i увек ра

сте. Кретање има Uроzресusшн. карактер. 

На тај начин имамо три врсте кретања математичког 

клатна - осцилаторно, асимптотско и прогресивно. Приме

ти~о да смо ту поделу извршили само на основу интеграла 

живе силе и без ПОТIIУffе интеграције диференцијалне јед

начине I_ретања (1). Проучимо сад свако од тих кретања . . 

посебно и покажимо како се интеграција диференцијалне 
- . 
дедначине I,ретања изводи до краЈа-
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• § 10·521. Осцилаторно «ретање м.атемаТИЧI<ОГ I<латна 

Под условом (5) претходног параграфа можемо ставитrn 

р= -Cosy 

и тада интеграл (2) истог параграфа добија облик 

R 6'2 = 2g (С08 8 - Cos у) . 

После смене 

C088=1-2Sin2
: ' С 1 " S' , у 08 У - -'" Ш"-- 2 

претходни интеграл постаје: 

RB'~ = 4g ( Sin2 ~ - Si1l2 
:). 

Одатле долазимо до квадратуре: 

(1) 

е d~ 
g 2 - - . t = 
R 

Si1l2 .L. - Sin2 ~ 
, 

о 2 2 , 

при чему време рачунамо од момента кад је тачка била у-
" . 

на]нижем положа]у, а знак плус код корена одговара случаЈУ 

кад је тачка пролазила кроз тај положај са позитивном бр
зИном. 

3а упрошhавање интеграла једначине (1) уведи мо нову 
променљив у u помоhу обрасца: 

Sin 8 = u Sin у . 
2 2 

Тада наш интеграл добија облик 

(2) 

• 
где ]е 
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Интеграл оваквог облика имали смо у § 9·63. То је 

нормалан елиптички И:Iтеграл. Ако опет сматрамо његову 

горњу границу u као Ф;rНIщпју вредности самог интеграла, 
:1.0биhемо елиптичку функцију sn. У нашем случају имамо: 

• 
и према томе Је 

и = sn .к. t 
R 

т е S. у ( ьш 2"" == ш2·sn 

Теорија еЛИПТIIЧКIIХ функција показује да фупкција 

sn. има стваран и имагинаран период. Величина Т стварног 
периода одређује се из једначине: 

1 

g Т= 4Ј du 
R V(1-u 2 ) (1-k2 и2) 

" 
• 

и према томе Је: 

1 

Т =4 :Ј 
о 

Одређени интеграљ 

можемо израчунати OBf,KO. 

Иавршимо смену 

S· II = llltp, 

где је tp нова променљива. Та смена доводи до интеграла 
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Развијмо подинтегралну функцију у ред по степе

нима k2
: 

1.з.5 ... (2n-l)k2n<.:<· "п + ""Ш" IJ' + ... 
2 .4 . 6 . • . 2n 

'Гај ред је о конвергентан за сваку вредност IJ' и за 

k 2 < 1, што одговара нашем услову k' = Sin2 ~ , јер сваки 

'Члан нашег реда је мањи од одговарајућег 'Члана геометри

ске прогресије: 

1 + k2 Sin' (Г + k 4 Sin' (Г + ... 
• 

Ако извршимо 

добиhемо: 

интеграЦИЈУ сваког члана нашег реда, 

2 

К -!'...- ~ 1.305 ... (2n-l)k2nfs· 2n d 
-2+"::""246 ~ ШГР(Г, 

н=l . . ... ...,п 
о 

а пошто је 

2 

fs ' 2n d _1.3.5 •.. (2n-1). л 
ln 'Г rp - 2 4 о 6 2 ~ , . . ... п ~ 

о 

имамо 

• •• • 

Према томе период осцилације износи: 

. (R . 1 00)2 (1 3)2 о 
Т = 2л I - 1 + l- k 2 + ,,' k! + . . . . _-- g 2. ~. 4 

'Гај израз показује да кретање математичког клатна 

" није изохроно, јер вредност .периода зависи од k 2 = Si1l2 t ' 
а то значи стоји У вези са почетним условима кретања. 
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Само у приближном посматрању малих 

кад је 

(3) у = О, 

имамо 

Т=2л 
R 
~. 

g 

§ 10521 

• 
осцилацИ]а 

Тражимо ли период са веnом тачношhу ставиnемо: 

SinL=L 
2 2 

п тада за период добијамо: 

3абележимо да у првом приближном посматрању под 

условом (3) елиптичка ],вадратура (2) дегенерише у триго> 

нометриску, а ФУнкци1а;;n у функцију Sin. 3аиста, за у =0, 
а то значи за k" = О, та квадратура има облик 

и 

1! g~. t - f du 
! f,~ - v 1- и" 

о 

Г~ . 

~ ~ . t =arcsin п, 

одакле после инвеРзи1е имамо: . 

в ' -j/gt u := ~ lП / R 

или за променљив у 8 овакву једначину: 

. L 
Sш_8 

,) 
,. S' ----=, ЈП 

S' 1 
Ш;:;-Ј' 

'" 
, 

што доводи до следеhег дефинитивног приБЈlИЖНОГ резул-



§ 10'522 

(4) 

Асимптотско кретаље математичког клатно. 

е = у Sin L t . 
R 

202 

Једначина (4) одговара хармониском кретању. Према 

томе можемо казати да у првом приближном посматраљу 
• • 

кретање матемаТИЧRОГ клатна у случаlУ малих осцилаци!а 

има хар.мон.иски карактер. 

§ 10·522. Асимптотско кретање математичког клатна 

Пошто је у том случају, према (6) § 10·52, 
грал (2) истог параграфа даје: 

н 
R 6'2 = "2g (1 + Сов 6) = 4gCos2 "9' 

~ 

р = 1, инте-

одакле имамо овакву квадратуру за одређиваље УГЈЈа 6 у 
функцији времена: 

1 
Cos 2 е 

g 
R dt, 

ако се поново зауставимо на СJIучају да угао 8 расте од по
четне вредности 60. 

Написана квадратура доводи до резултата 

• 
КОlИ можемо написати ОВд.КО: 

\
Г-. у 

-'-t-t Jl - 8 Jl - 80 R ( о) 
tg 4 = tg 4 е , 

где смо са to означили Ilочетни моменат кретаља. 

1) Што смо раније ставили ),=0, а сад задржавамо ПрЮI степен те ве
личине, то није у противречности једно са другим, јер уклаљаље чланова. 

са )' у израчунаваљу квадратуре (2) павлачи собом у дефинитивном резул
тату (4) само чланове који садрже величину )' у већем степену од првог. 
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Ако време t расте, десна страна претходне једна чине· 
стално опада и кад t теЖfl бесконачности, десна страна те-· 

жи нули. 

Према томе угао Ь стално расте и тежи п, а то одго

вара највиmем положају ~rачке на кругу. Пошто у тај поло
жај тачка може да стигне само после бескрајно великог вре

мена, кретање математичког клатна у овом случају има 

заиста асимптотски карантер. 

§ 10·523. Прогресивно кретање математичког клатна 

Као ШТU смо видели, у овом СЛУЧl;\ју је, према (7) § 10·52; 
р > 1 и интеграл (2) иетог. параграфа можемо написати 

овако: 

= 4g -~ (1--k1
2 Sin2~) 

k 2 2 ' 1 , 

• 
где Је 

при чему је k1
2 < 1. 

. И3 (1) поново имамо квадратуру 

8 

(2) 

• 
о 

d~6 
2 

-:-;=====:==== , 

l-kj
2 Sin2 ~ 8 

• 
ако време рачунамо од момента кад тачка пролази кроз наl-

нижи положа1 (6 = О). 

Сменом 

Sin ~ 8 - -- II 2 -

ив:теграл (2) доводимо до облика 
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. .инверзија тог елиптичког интеграла даје 

-
g - t . 
R 

Ћретање је периодично Cё:i периодом: 

T=2nk 1(R 1+(~)2k2+(1.3)2k4+ .... 
1 V f1 2, 1 2.4 1 

., § 10·53. Одреljивање реакције у кретању математичког 
клатна 

3а одређивање реакције, која дејствује на тачку ма

тематичког клатна, искористимо другу природну диферен-
• • • 

цИ]алну ]едначину за правац главне нормале - у нашем слу-

чају за правац полупречника круга напереног ка центру. Ако 

пројекцију реакције на тај правац 0значимо са N, природну 
• _ ]едначину можемо да напишемо овако: 

v2 -+ -+ 
т R = F Cos (Р R) + N. 

Пошто је 
-+ -+ 

F Cos (Р R) = - mg Cos f) , 

,добијамо ову вредност реакције: 

v2 

N = т R -ј- mg Cos fj . 

Ако уврстимо v~ И3 једначине (3) § 10·52, добиЬ.емо за 

реакцију дефинитивно: 

N = mg (3 Cos fJ + 2р). 

Овај образац потпуно одређује реакцију и омогућава 
да се изврши анализа за све могуће случајеве кретања тачке 

било по задржавајуhој било по незадржавајуhој вези. 



ГЛАВА ЈЕДАНАЕСТА 

Кретање тачке са трењем 

§ 11·1" Вю<он трења 

До сад смо проучавали кретање неслободне материјал-· 

не тачке са претпоставком: да су везе идеалне. Анализирали 
• ••• 

смо кретање тачке по идеално] површини, КОЈа да]е реаЮ(ИјУ 
• •• 

само у правцу свог гради]ента, и по идеаЛНОј ЛИНИјИ са 

реакцијом само у нормал:юј равни. Кретање тачке са иде

алним везама треба сматрати као врло ваЖRН али специја

лан случај кретања неслободне тачке. Ако желимо проуча

вати општи .случај, потребно је увести и неидеалне везе, 
••• • 

каје даЈУ реаКЦИјУ не ca~~o У правцу граДИјента него и У 
. , 

равни упраВНОЈ на граДИ,lент. 

Пошто И3 услова за убрзање, као што смо видели (§ 8.5), 
• 

можемо одредити само компоненту реаКЦИЈе у правцу гра-

дијента, то за одређивање друге компоненте треба да уве

демо нарочита правила. ;Г рационалној механици та правпла 

могу бити потпуно произвољна И разнолика. А.'lИ практичнп 

живот се више интересује само за један одређени НИ3 про

блема кретања са неидеалним везама. То су проблеми кре

таља са трењем. ПраВИJlО, по коме рационална MexaНlљa 
• 

УВCiДИ за таква кретања другу компоненту реаКЦИје, З0ве се 

вако//, tuрења. 

-+ 
0значимо са R целскуuну реакцију једне непокретне 

• • • 
њеидеалне uовршине ЧИ]'!. ]е ]едначина: 



Закон треља 20б 

r (х,у, Z) = О. 
-;. 

оо Ту реакцију раставимо у две компоненте - једну R1 у прав
-;. 

оо цу градијента, тако да је R1 = ). grad (, где је ). множитељ 
• 

-;. 

везе, и другу R2, која се дефиниmе законом трења. 
-;. 

Тај закон тврди да је!l. правац силе R2 правац брзине 
-;. -;. 

v покретне тачке, 2. смер вектора R2 је супротан смеру те 

. брзине и 3. интензитет тог вектора је пропорционалан интен-
-;. 

зитету нормалне компоненте реакције. Према томе сила R2 , 

. -
,КОЈа се зове сила шрења, има ову вредност: 

-;. 

-+ -+ ~; 

R2 = - kR1 ort V = - k R1 v' 

оl'де је k коефицијенат пропорционалности, који се зове 11:0-

ефuцијеnаш Шрења. Тај коеФициiенат изражава се апстракт

ним бројем. 

Према томе за целокупну реакцију ове неидеалне,раuаве 

о поврmине можемо наПlIсати израз: 

---;..-+ -+ -+ 
R = R1 + R2 = ). grad f - k R1 ort V = 

-;. 

V = ). grad r - k I ). grad f I - , 
V 

где сио са 1). gl'ad f I озна qпли инт ~нзитет одговарајућег век
тора. 

О коефицијенту трења k треба да наведемо ову при

медбу. Само у првом приближном посматрању конкретних 

кретања коефицијенат k има сталну вредност. Стварно он 

'о се мења са променом интензитета брзине. Нарочито је ве

лика разлика између коефицијента трења за време кретања 

и тог коефицијента за случај, кад тачка из стања мировања 
-;. 

треба да се крене у одређеном правцу. Ако са F означимо 
. о активну силу у тангенцијалној равни, која треба да ~зведе 

• 
тачку из мировања, сила трења има смер супротан ТОЈ сили; 
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• •• 
она је пропорционална нормално} реаКЦИјИ и не може да 

буде већа од ko R1, другl':М речима највећа сила трења има 

векторску вредност 

-+ 
-- ko R1 ort г', 

где је ko нов коефицијенат трења, који се зове сшашuчкu 

коефицијенат трења. У поређењу са њим претходни коефи

цијенат зове се кuн,ешuч,~u. Обично се узима да је статички 

коефицијенат трења веЬ.и од кив:етичког, тј. ko :;> k. 

§ 11·2. Диференцијалне једначине кретаља тачке по 
• 

раП~.ВGЈ површини 

Ако за случај кретања тачке по рапавој површини уз

мемо у обзир силу трења, на материјалну тачку у општем 
-+ 

случају дејствују три силе: 1. Активна сила F (Х, У, Z), 2. 
-+ -+ 

'Сила нормалне реакције R1 и 3. Сила трења R2• Диферен-
• • 

ЦИјална једначина кретања такве тачке изгледа овако: 

-+ 
-+ -+ v 

mw = F + )., grad f-k 1 1 gl'ad 11-
• 

или најзад OBtlKO 

(1) 

где смо ставили 

~ -~ -+ 
mw = ,~' + 1 grad {- k l' V, 

lL= , 
1 
-1 grad f . 
V 

v 

Векторској једначини (1) одговарају ове скаларне јед

начине: за непокретне осе -

тх" = Х + 1~~-k,,,x', 

(2) дf + 1- -k иу' 
ду г, 

ту" = У 

mz" = Z + 1 ~ - k Lt Z' OZ ' , 
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-+ 
за осе природног триједра од тангенте D на ТР:iјекторију, 

• • 
нормале v на тангенту у тангеНЦИјаЛНОЈ равни и нормале 

. -+ 
п на површпну-

(3) 

dV· -+ -+ 
тfl dt = F Cos (Р D) + k I R1 I , 

v 2 -+- -+ 
m~ = FCos (F Ј'), 

I]g 

v 2 ~ -+ 
т - = F Cos (Р п) + R1 • 

I]n 

{Јвде смо са I]g и I]n означИЈIИ полупречнике кривина - гео
дезиске и нормалног пресека (упореди § 9·3), са R1 алгебар

-+ • 
ску вредност нормалне реаКЦИЈе у односу на нормалу п и 

са I R I апсолутну вредност те исте реакције. Питање дво-
• • 

струког знака у прво] ]едначини решава се према томе до 

-+ -+ 
ли се правац D поклапа са брзином v (знак минус) или му 
је супротан (знак плус). 

• § 11·21. I{ретање тачке по рапаВОЈ површини по 
• 

инеРЦИЈИ 

Пошто је у случају I{ретања по инерцији активна сила 

F једнака нули, природне једвачине кретања (3) § 11·2 за 
• • • 

овај случај изгледаЈУ ОВflIЮ: 

v2 

m~ = О, 
I2g 

Из друге једначине следује да је 1 = О, а то значи' 
I!g 

да је трајекторија, као и у случају кретања без трења 

(§ 9·31), геодеsиска линија. 3а одређивање заКО):!а кретања. 

по тој линији можемо овако поступити. Ако из треће једна

чине ставимо R1 у прву једначину, добијамо 



209 Кретање тачке по рапавој површини по инерцији 
• 

§ 11'2 

dv VS 

m-=-km-. 
dt [Јп 

Сматрајуhи [Јп као функцију дужине лука s геодеЗИСI,е 
линије, еЛИМИНИШИМi) време из наше једначине помоhу изра

за ds =и dt. Раздвајаљем променљивих У наШQј једначини 

имамо: 

После 

dv _ k ds ---- -. 
v ед 

• 
интеграЦl!lе 

• 

f ds 
lo~r v = - k - + log С, 

Qn 

где је С ПрОIIзвољшt константа, и одређиваља константе из 

услова да за s = So брзина има вредност ио , добијамо дефи-
IIИТИВНО: 

(1) ". = rp (s) , 

где смо са rp (s) означили резултат рачуна. Из те једначине 
• 

слеДУЈе 

dt= ds 
rp (s) , 

одакле после интеграције долазимо до интеграла 

(2) 

, 

f ds 
1 - 10 = гр (s) . 

Инверзија тог ИlIтеграла даје закон пута: 

s = s (t) . 

Као пример узмr.:мо кретаље тачке по инерцији на ра

павој сфери полупречника [Јп = Const. = г. Путања је велики 
КРУГ, јер тај. KPy~e геодезиска линија на сфери. 3а брзину 
имамо из (1): 

k 
--s 

r 

v = vot , 
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при че)iУ С)10 претпоставили да с!) ЛУ1": S рачуна од почет

.мог положаја тачке. Иатегра;r (2) може се та.Щ ЮЈ.Пl!саТII 08SiЩ: 

при чеlll:У време рачунам:о од почетка кретаља. Инверзија 

:претходне једначине даје закон пута: 

r (kvo ) S = k log , r t + 1 . 

§ 11·22. I<ретање тешке тачке по стрмој рапавој равни 

/ 

• 
о кретаљу тешке тачке по стрм:о] рапа-Решимо проблем 

вој равни (сл. 47). Угао те равни са 
хоризонталном: равни означим:о са (. 
Координатни триједар Oxyz·, узмимо 
овако. Тачку О Сll1естимо у почетни 

положај покретне тачке. Осу Ох уз-
о 

__..х мимо у стр мој равни наниже, осу 
)----- Оу у тој истој равни хоризонтално. 

Тада је једначина равни, по којој 

се креће тачка, z = о. 

Слика 47 

Диференцијалне једначине кре

таља за триједарОхуz могу се 

написати овако: 

, 

mх" = та Sin ј - k 1 А I~. 
~ , 1" 

, 
ту" = - k I ;1. 1 L 

1, 1." 

mz" = - mgCosj + 1. 

• • 
Пошто је z=o и z"=o, последља 1едначина да1е 

1 = mg C('sj 
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и према томе 1е А увек позитивно. Ако уврстимо ту вредност 

), у прве две једначине, имамо за одреlJивање координата 

х и у две једна чине : 

х" =, Ь ( 1 - а ~) , 
(1) , 

У " = -аьL v ' 

где су: 

.JI = k со tg {, ь =!; Siп { . 

3а интеграцију система једначина (1) уведимо помоћну 
-+ 

променљиву - угао а t:оји гради брзина v са осом Оу. По-
. што за ту променљиву можемо написати: 

(2) 
, ,-, . 

х = v ;:)IП и, у' = vCos ((, 
• 

113 система (1) после трансформације добијамо • 
овај систем: 

fЗ · dv (' da Ь (1 S' ) • ш l< dt + v ЈО» С< dt = -а lП (( , 

О dv т da Ь г1 
05 l< dt -- v ::;lП l< dt = - а '-'05 и . 

()вај систем даје заИ3ЈlOде овакве вредности: 

(3) dl' ь("" )' dt = ..:Ј1ll а-а , 
da 

v dt = Ь 005 СХ. 

,Одатле изводимо Једна"IИНУ 

a'v = Вј 11 а-а dcx 
:~ С05 а ' 

• 
КО]У можемо овако интеграЛИТIl: 

(4) 1 f ВјП а-а d 
og v = -о сх. 

. 05 а 

, 3а израчунавање интеграла десне стране и за идуhа 

,рас,уђивањll. згодно је увести променљив] 

, 



§ 11'22 Кретање тешке тачке по стрмој рапавој равни 

за коју је 

. l-а" 
Sш х = 1+ и"' 

2а 
Cos х = 1 + а" , 

2da 
dx = -1 О· 

+а" 

212 

Из (4) брзинаv изражава се помоhу променљиве u 
овако: 

(5) 

где је С произвољна константа интеграп;ије. 

Ако сад УЗМЮI0 другу једначину (3), па је напишемо
у облику 

vdx С 
dt = -,;-;-- = - -Ь (аа-2 + аа) du , 

Ь ()os х 

добијамо после интеграције: 

(6) _ _ С (и"-I u,,+1 ) 
t + СЈ - Ь а-1 + a+l ' 

где је С1 нова произвољна константа. 
• Координате х и у одређујемо у фУНlЩlЈји 

после интеграције диференцијала: 

параметра II 

dx , v Sin х· dt = - ,н. (и2а-3 - и2а+l ) du , 

Ју = v Cos х· dt = - 2,а (и2«-2 + а2а) du, 

где смо ставили ,и = С2: Ь. Та интеграЦIlја даје: 

х = - II , 
2а-2 

(7) 

( 
и2а-1 и2а+1 ) 

у = - 2,и :> -1 + ::> 1 + В, 
_а ~a + 

• 

где су А и В интеграционе константе. 

ДlJ:lIиди~о у какве једначине дегенеrишу једначине' 
(7) кад је наша равав; гдаша. Пошто је за k=O и а=О, из; 
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,(7) добијамо: 
1 

х = ~-u ., ' ,. +- А, 

у = 2р. (~ - II + В . 
• 

§ 11'22 

Из ових једначина после елиминисања параметра u до-
• 

лазимо до Једначине: 

(у-В)" = 8,11 (х-А-р), 

ь:оја одређује параболИ'шу путању по глаткој стрмој равни. 

у случају рапаве равни једначине (7) јесу параметар· 

ске једначине путање тачке. У проучанању тог кретања

основну улогу игра број а, коме можемо дати овакав израз 

tgo 
а := k cotg ј = , 

tgj 

где смо ставили k = t§: о. Угао о, чији је 

ефпцијенту трења, зове се yzao шре'Ња. 

1. Претпоставимо прво да је 

а> 1, тј. о> ј . 

• 
тангенс Једнак ко· 

Пошто су у обрасцу (5) оба изложиоца код u позитив
ни бројеви, за u == О ј'з v = о. Видимо из (6) да се за моме 
нат t = - С1 тачка за;;тставља у положају х = А, У = В. 

Пошто је у сваком положају тачке на тој равни сила 
-+ -+ 

која креће тачку наниже F = m!Ј Sin ј. [', а сила трења је 
-+ -+ -+ 

- kJ. i = - k mg Cos ј . i = - mg tg о Cos ј. i и пре~а томе је у 
Ha;neM случају већа од силе Р, наша тачка после доласка у 

у положај х = А, У = В остаје тамо у миру. 
П. Ако је 

i!З (6) закључујемо да кад и -+ О, време t тежн бесконаЧНОСТl1; 
.према (5) брзина исто тако тзжи бесконачности, али у пре-
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:ма (7) тежи В, а х - бесконачности. Путања тачке има. 

асимптоту у = В. 

IП. Најзад за случај 

1 
a<~ 

~ ~ 

све величине: v, t, х, У теже бесконачности кад u ->- О. 'I'pa
јекторија је једна одозго ИСilУDчена лйннја, правац тангенте

тежи правцу Ох осе, али крива, немаасимптоте. 

§ 11·3. Диференцијалне једначине кретања тачке по ра--
• • • 

'паВОЈ КрИВОЈ ЛИНИЈИ 

Ако задржимо за силу трења исти закон, који смо имали 

за површину, онда диференцијалне једначине кретања тачке-
• ••• 

са трењем по криво] чи]а ]е ]едначина 

/1 (х,у, z) = О, 12 (х, у, z) = О, 

можемо написати у векторском облику овако: 

->-
->- ->- ->-0 

mw = F + ).lgradj~ +).2 gradj2 ~k i R, I 1)' 

->-
где смо са I Rj I означили интензитет вектора 

->-
~1 = ).1 gl"ad/1 + ).2 gradj2 . 

у скаларном облику, рецимо, за прву Декартову коорди-
• 

нату имамо ]едначину: 

" х 1 д/1 1 дј2 k I R->- I х' mх = + "1 д + "2 д ~ 1 ~. 
Х Х О 

3а природни триједар ове једначине пишемо овако:. 
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u2 -). -+ -+ -+ 
т - = F Сов (г N) + R, Сов (R, N) , 

е 
-+ -+ -+ -+ 

0= F Сов (1-' В) + R, Cos (R, В), 

§ 11'31 

§ 11·31. Кретаље Ilатематич«ог lшатна са трељем 

Претпоставимо да на тешку тачку, која се креће по 

вертикалној кружној ЈЈ.инији, дејствује још и сила трења. 

Ако задржи:мо углавtlClМ ознаке из § 10·52, две природне јед
начине кретања можеяо написати :шако: 

т ~~ ,= - mg Sin f! + k I R1 I ' 

'и 2 
т R = - mg Сов tJ + R1 • 

Ако И3 друге јецначине ставимо R1 у прву једначину 

и зауставимо се на оном кретању тачке кад угао В расте 

(а' >0), онда ћемо добити једначиву 

или 

dv ( и2 
. ) dt =--gSiпtJ-k R +gCostJ 

df!' + klJ'2 + -Rg 
(Sin Н + k СОВ в) = о. 

dt 

Пошто је 

dfJ' ,јв' dlJ ,dfJ' 1 df! /2 

dt =:iIJ . d t = fj df! = 2 d8 ' 

• 
нашу Једначину ~lO;кeMO написати и овако: 

dz, 2g. 
dfJ + "2kz + R (Sш 8 + k Сов 8) = О , 

где је z = &/2 нова непозната функција. Написана једнаЧ1IН~ 

је линеарна у односу на z. Љено решење (збир партикулар:-; 
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" " 
ног решења целе lfщначине и општег решења хомогене Јед-

начине) изгледа овако: 

(1) z = &'2 = М 8јп fj + N Cos В + Ce-2k8 = rp (8) 

где су: С - интеграциона константа, а 

3k 2g 
М = - 1 -+- 4k2 " R ' 

Ако једначину (1) напишемо овако 

d8 
dt = V rp (l:Ј) = '111(8) , 

" 
раЗДВОЈИМО променљиве 

интегралимо 

d8 
dt = 'Ч'(8) , 

где је С1 нова интеграциона константа, па на крају извр

шимо инверзију, добиhемо коначну једначину кретаља 

Пошто квадратура, коју треба да извршимо, може да 

буде израчуната само помоhу реда, нећемо на томе да се за

устављамо. 



ГЛАВА ДВАНАЕСТА 

Удар тачке о површину 

§ 12·1. Тренутне силе коначног импулса 

~ ~ 

Као што знамо, импулс Ј силе F за интервал времена 
од to до i јесте вектор-интеграл: 

t • 

Ј = F di. ~ J~ 

-? 

Ако је СИJIа F кона.чна, тај ИМПУJIС тежи нули кад 

t ~ (о. Али не желеhи св ограничавати само на коначне силе, 
• 

можемо увести у рационалну мехаНИRУ и '1aRBe силе, R01e за 
интервал М = i - to даiУ коначан импулс иако l1t ~ О, при 

чему не оперишемо непосредно са таRВИМ бескрајно вели

RИМ силама, него само са коначним импулсима сила. Наве

дене силе зову се шрег,уии{е силе Kona>t?i02 имuулса. 
Из закона количиз:е кретања (§ 6·1) У облику 

~ ~ ~ 

(1) mv-mvo = Ј 

• • 
слеДУ1е да од деЈства тренутних сила коначног импулса ко-

личина кретања, а то :шач,и И брзина, добија коначан прп-
• 

рашта1· 
Из закона живе силе у интегралном облику (§ 6·З) и 

Teope:'vle о коначном прираштају живе силе (§ 6·З11) 
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t 
Г ..... -+ 1 --+ -+ -+-+ 

(2) Т- ТО = ) (Fds) = :d [(Ј vo) + (JLI)] 
, 
[о 

следује да прираштај живе силе и рад тренутних сила има

коначну величину за бескрајно мали интервал времена. 

Померање тачке за тај интервал бескрајно је мало и те-

ти, према томе, нули. 3аиста, ако интегралимо (1) можемо на
писати: 

t 

(3) m(r-ro)-mvo(t-to)= Jdt=Jm(t-tо), 
-+ -+ -+ Ј-+ ..... 

to 
-+ 

где је Јт одређена средља вредност импулса у интервалу 

(/-to). И3 једначине (3), кад t -+ to, имамо 

-+ -+ 
г-го=О, 

и то потврђује непокретност тачке за време дејства тренут-
них сила. 

Ако на татшу, сем тренутних сила, дејствују још и ко

начне силе, оне не ути чу на промену брзине тачке, јер је 

љихов импулс једнак нули. 3аиста, претроставимо да је 
-+ 

снла F коначна у интервалу At, импулс Taf;Be силе можемо-

претставити овако 

t 

Ј = F dt =·F т (I-to), 
-+ Ј-+ ..... 

[о 
-+ ..... 

где је г"т одређена средња вредност силе F. Пошто је та. 
..... 

средља вредност коначна, кад't -+ to, импулс Ј тежи нули. 

§ 12·2, Моменат удара. Брзина долаСЈ<а 

Претпоставимо да се тачка креЬе, према коначним jeд-~ 
начинама кретања 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 

ј 
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(1) х = /1 и), у = /2 и), z --'- /3 (t) , 

у прост()ру где се налази једна површина, коју треба сма-· 

трати као незадржавај~hу вез.v за ту тачку. Напишимо ту· 

везу овако 

(2) ф (х, у, z; t):> О. 

3а решавање питања. да ли ће наша тачка доhи на. 

површину (2) потребно је уврстити вредности (1) у функцију 
Ф и написати једичи в:у 

(3) 

Ако једв:ачина (3) има позитивних корена, означимо нај-· 
мањи од њих са to• То је .мо.мен,аш удара наше тачке о по-

-+ 
вршину. Означимо браину тачке у том моменту са vo: она 

се зове брзuн,а доласка тачке на површину и одређује из (1)0. 
координатама 

Пошто је за моменат to испуњен услов Ф = О, брзина. 
-+ 
v. мора З:Ј.довољавати услов (§ 8·3): 

где смо са нул~м означили резултат за t=to• У развијеном.: 

облику исти услов.можемо написати овако: 

(4) 
-+ дФ 
(и , grad Ф) + at :> О, 

• дФ 
где смо код граДИlента и делимичног извода at ИЗ0стаю[ 
ли због упрошhења ознаке нуле. 

-+ 
Ако брзина Vo задовољава услов (4), тачка, кад ступи:: 

на површину, или остаје на њој или, додирнувши је, по

ново напушта површану и креће се као слободна. 
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. § 12·3. Тренутна реакција. Брзина одласка. I<оефици-
• 
Јенат успостављања 

-+ 
Ако брзина V o не задовољава услов (4) претходног па-

раграфа, масе, које остварују површину (2) и, тако реhи, не 
;:rопуштају тачки, да иде својим правцем, јесу извор шре

Щјшн,е реакције, која својим коначним импулсом мења немо-
-+ 

гућу брзину доласка Vo у другу, могућу брзину, која задо-

вољава услов (4). 
Пошто је сад у моменат to 

а дејство тренутне реакције доводи до могуће брзине, која 

. треба да задовољава у општем случају услов 

dФ >0 
dt ' 

онда је због непрекидности промене потребно у општем слу

чају уочити три момента: моменат t o са условом 

dФ) -+ дФ 
(1) dt < о или (vo grad Ф)+ дt < О, 

о 

)IOMeHaT tl са условом 

(2) 
dФ -+ дФ 
dt = о или (v J gl'ad Ф) + at= О, 

1 

II моменат t2 са условом 

(3) 

~- d дФ . 
• У свим тим условима gra Ф и извод дt имаЈУ исте 

вредности, јер претпостављамо да за време t 2 -to сви гео

иетриски елементи, везани са површином, остају непо

:кретни. 
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Целокупна по1ава промен~ брзине доласка под утица

јем тренутне реакције Ma,~a поврrnине зове се удар шачке G 

uовршuн,у. Време t1 - to се зове uрви чuн, удара, а Bpe~H~ 
..... 

t2-t1 - друzи чиn. Брзина V 2 на крају удара зове се брзunа 

одласка, са том брзином тачка напушта површину. Удар сеС 

зове uдеалаn, ако за све 'време удара тренутна реакција, а 
• • 

то значи и љен коначан импулс, имају правац граДИјента 

површине. 

-+ ~ -+ ~ -+ 
Ако са Ј1' Ј2 и Ј = J l + Ј2 означимо коначне импулсе за -

први чин удара, за ДРУГЈ и за све време удара, онда мо-
• 

жемо написати три векторске једначине 

..... ..... ..... 
(4) ти, - mvo = Ј1 = Ј, ort gl'ad Ф, 

..... ..... ..... 
(Ь) mV2 - mV1 = Ј2 = Ј2 ort grad Ф , 

..... ..... ..... 
(6) mV2 - mvo = Ј = Ј ort grad Ф . 

• 
Ако сваку од ових lедначина помножимо скаларно са 

grad Ф и узмемо у обзир изращ' за нзводе 

dф 

dt - , 
2 

(7) 

(8) 

(9) 

• 
можемо написатг једначине: 

(dФ - т dt = Ј1 I grad Ф I , 
_ о 

dф 
т dt = Ј2 I g rad Ф I , 

2 

dф (dФ) . 
т dt - I dt =.] I gl'ad Ф I . 

2 , о 

dФ) 
dt ' 

-о 

dф 

dt 
1 

IIоIПТО ' (dФ) k . је dt о познато, а тако.)е lе ПОЗdат и Иlпен-, 

зитет 'граДlIјента ! grad Ф 1, из· једначине (7) можемо одре-
дити Инт~нзитет Ј1 првог импулса: 

·(10) Ј _ _ т (dФ\ 
1 - I gload Ф I dt 10' 
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""* ; а з&.тим И3 једначине (4) брзину Vj на крају првог ЧИН<l 

удара. 

Што се тиче одређивања импулса Ј2 за други чин УДR
""* · ра или целокупног импулса Ј и брзине V 2 одласка, за то могу 

послужити једначине (5) и (8) или (6) и (9). Али У те јед-

. . (dФ) П · начине улази ]ОШ ]една непозната величина dt 2' рема то-

· ме написане једначине нису довољне за решење проблема 

.. о кретању тачке после удара. Потребно је располагати јот 

• једн()м скаларном једначином као ДОПУНCltим условом. 3а тај 
услов узимамо претпоставку да однос 

Ћма сталну вредност за сваку вредност импулса Ј1 и зависи 
· само од материјала, од којих .је израђено тело, чији је за-

• • 
ступаик наша матери]ална тачка, и површине о ко]у уда-

ра та тачка. Коефицијенат ё З0ве се 'Коефuцuје'lf,аш усuо-
• 

· сшављања. Покажимо његово кинемаТИЧJIО тумачење. 3бог 

једноставности претпоставимо да је 1rовршина непокретна, тј. 
дФ 
dt = О. Пошто је тада: 

\ 

S 

-' 
п 

\ (Ј.. 

\ 
\ 

, 

(dФ) -+ . 
dt 0= (1'0 grad Ф) , (dФ) -+ 

dt = (V2 grad Ф) 
\ 2 

-> 

I 
ЏЈ 

I 
I 
I 
I 
I 

--> 
џо 

И3 (7) и (8) имамо: 

-+ ""* 
(11) 

Ј2 и2 Cos (v2 п) - = ё = - --=----'---=--
Ј -+-+' 

1 Vo Cas (von) 

-
где Је п арт нормале на површину у 

смеру grad Ф. 

. Ако са а И fJ 0значимо углове, што 
граде правци. брзина доласка и одласка, 

-како ]е то показано на слици 48, онда 
Слика 48 можемо написати 
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.......... .......... 
(12) Cos (vo п) = - Cos l! , COS(t'2n) = Cos{f. 

-Осим тога имамо: 

(13) 

..... 
јер брзина v, стоји упраъно на правац градијента, као што то 

за непокретну површину показује услов (2), и крајеви брзи-
............... 

•• о. 

на '1,'0. V1 , V 2 леже на И1;ТО} право} што слеДУЈе пз Једначи-

на (4) и (5). 
Ако искористимо (1;~) и (13), из (11) добијамо: 

(14) 

Једначина (14) даје тумачење коефицијента успостав

љања Е и ствара могућност одређивања тог коефицијента 

из посматрања конкретног кретања тачке. Таква посматрања 
• • 

довела су до ре:зултата да се за различите матери}але T~l 

.коефицијенат мења у границама 

Ако је Е = О, површина не одбија тачку уопште; заврш
..... 

на брзина је брзина v,. Површина је нееластична и удар се 
:зове %ееласшuч,а%. Обратно, ако је е = 1, угао « = fJ и :заврш-

..... ..... 
на брзина v. има исти интензитет као и брзина vo• Површн-

о • __ _ 

на Је потпуно еластична и удар }е uо'Шuу'l/,О еласшuч,шн,. 

у свима другим случаl,звима је коеф:ицијеват Е прави ра

зломак. 

Кад је коефицијенат е познат, и:з једначине (14) се одре
Тјује импулс Ј2 = ЕЈ" а затим једначина (5) одређује брзину 

..... 
одласка V 2 . Са том брзином тачка напушта површин.У и 

креће се као слободна до момента док поново не ступи на 
• 

површину, ако нова путања има заЈедничку тачку са по-

вршином. 
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, 224 

§ 12·4 Промена живе силе за време удара 

Означимо са ТО, Т1 • Т2 живу силу тачке у почетку 

удара, на крају првог чина и на завршетку удара. Према 

теореми § 6·311 о промени живе силе изражене помоhу ИМ-
• 

пулса имамо за наш случаЈ: 

1 ->--+ -+-+ 
Т1-ТО = 2 [(Ј1 v o) + (Јј V j )] = 

1,-+-+ -+-+ 
~ Ј; [(vo п) + (v1 п)] , 

1 -+-+ -+-+ 
') Ј2 [(v 1 п) + (V2 п)], 
~ 

-+ ..... -+ 
јер сваки од импулса Ј1 и Ј2 има правац нормале п на по-, 

вршину. 

Ако сад из једначина 

(dФ) -+ ,дФ 
dt 0= (vo grad Ф)+ -дt • 

(
' dФ) -+ дФ 

dt = (v j grad Ф) + dt = о . 
, 1 

dФ)' -+ дФ 
dt 2= (V2grad ФЈ+ dt' 

-+ 
одредимо пројекције брзина на правац нормале п, Iшји c~ 

поклапа са правцем градијента, и уврстимо у претходне јед-
• 

начине онда можемо написати ова] резултат: 

(1) 

7~-To = ~ .11 (dФ) ') дФl 
I gr'ad Ф I dt 0- w dt Ј ' 

Т'-Т1 = + Ј. (Ф)_ ') дФ -
I grad Ф I dt ~ at • 

~ 

2 

Ако се зауставимо на непокретној површини за коју је

дФ 
dt = О, 

написане једначине на основу једначина (7) и (13) препод': 
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ног параграфа дају: 

Тс-То= -2~J12, 

Ове једначинеПОКilзују да за први чин удара тачка 

смаљује своју кинетичк:у енергију, а за други чин повећава. 

Целокупну промену· те Iшергије даје образац . 

1 
Т%-1 0= - 2m J1% (1-82), 

који показује да се за, < 1 жива сила тачке смањује и само 
за потпуно еластиЧни удар, кад је 8 = 1, тачка после удара 
има исту кинетичку енергију као и у почетку удара. 

Приметимо још један пут да последља расуђивања важе 

само за случај непокре'Iне поврmине .. 3а покретну површину, 
. дФ -!- О • б 

кад Је dt -т- ,промена живе силе, као што покаЗУЈУ ора. 

дФ 
сци(l), зависи и од израза Jt ' па може наступити и такав 

случај да жива сила .ва завршетку судара бsде не маља, 

него већа од живе силе у почетку судара. 

15 
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r л А ВА Т Р И Н А Е С Т А 
, ' _,О 

-
Општи принципи механике у примени на тачку. 

Каноничне једначине. 

- ~ - . - -
§ J3~1. Могуне БР;Јнне, -.могуЬа померщьа И .- -' -- '. -' -<--.. - -

рИЈаЦИЈе тачке 

могуЬева", 
- - ' 

, , , -, 

'о'"~ -_.-- ~-, •• , _о, 

Уочи мо тачку М, која може бити слободна или несло

бодна са једном ил:u; са две задржавајуhе везе; 

,_ (1) _ _ (, (х, у, z;t) = О, .. 

где индекс i има или само једну вредност i '1 или две i = 1,2. 
Ако су јеДЕШ или две везе незадржавајуhе, претпостав

љамо да везе дејствују и на тај начин поново се враћамо 

на услов (1). 
-+ 

Брзина v тачке мора задовољавати yc.;:roBe (§ 8·3); 

(2) 
dfi -+ af; 
dt = (v grad (ј) + dt = О. 

Свака брзина, која задовољава те услове, зове се ,м02У

па брзU'lщ, 3а слободну тачку свака брзина је могућа брзина. 
-+ 

Пошто (Јвакој брзини v одговара елементарно помераље 
-+ -+ 

/18 = vM, из (2) имамо услове за помераље: 

(3) -+ д" (L'ls grad (.) + _. м = О. 
at 



'227. . ДаЛItМберов принцип. . . §lЗ"2' 
~~~~--~.~~==~--~--~~ . 

• 
Свако помераље, '. Н.Оlезадовољава та1 услов, зове се 

. .м.огупе uо.м.ершње тачке. ' . 

у очиио два MoryhiL поиераља - вектбре -дs и А'-; за 
лсти интервал времена ~t, и узмимо љих:овуразлику . , 

_-';.- .,"':,47'_'_' -+ 
. t.. s - ~s = bs • 

....... , " •• -., ',-0'+'. ". 

Пошто и друго 1<i0 r;ybe ::ом~раiьед's задовољава УСлове 

(Lilsgrad (;) +. ~;' !Ј! = О, 
-' .-

..... 
свектор bs мора задовољ3.вати услове .. 

(4) 
-~ 

", С, ,С дs ,g-rad ј;)- о ; 
.- ., --' ,--+- ј,- :. 

, • - '-,' I - '" "о -".-

". -Оваки нектОР Ьs, КОl И задовољава услове (1), зове се 
,;АtOгуnа варttЈацuЈа,тачк€. JaCRQ је да сваку могућУВ'iJ.РИјздИiУ 
можемо cMaTpaTIiKao могуће помераље на површини или 

линији које'"СУ заУ стави~~' своје' кретање . { ~~'~ = ? ' Исто 
, , '_ с '_"_. ,",' '. ·1 

- '- - ,._.~- -

тако је јасно да је за непокретне везе свако иогуllе поме~ 
рање у исто време и могућа варијација. ' 

3а случај :nезадр~\,аlшlуhе веае, .ако упоредимо помераље 
--+ 
.!J's, за које је 

--+ дf; 
(!J's grad (;) + -d !Jt :> О, 

са помераљем Lrs за које важи услов (3), за иогуhу вариј<ЈЈ': 
цију добиhемо услОВ 

-+ 

(5) (bs grad. (!) > о. 

§ 13.2. Даламберов принцип 
,- - -

• 
3амислимо једну матерИЈалну тачку иасе т која мож~. 

бити слободна nJln неслободна са једном или две задржа
'Вајуће идеалне везе. Могуће варијације те тачке морају за
довољавати услове (5) §13·1: 
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-+ 
(1) (ds gradf.) > О. 

Диференцијадна једначина ~peTaњa такве тачке пише, 

се овако (§§ 4·3, 8·6, 8.7): 
-+ -+ 

(2) mw = F + .tt gradfl + .tz gradf2' 

-+ -+ 
где су w убрзаље тачке, F - аК'fивна сила, .t., .tz - мно-

житељи веза. У случају KpeT~љa .тllчке .. само са једном Be~ 
.зом отаада послеДIЬич~ан: деЩlеСТIЩIl:е, а у случају сло-· 
бодне тачке - отпадају обадва последља члана. 

Ако векторску једнаЧИIJУ (2) наџ;uшемо овако 

-+ -+ 
F - mw = -.t1 gradfl ,..--.tj! grad (2' 

па скаларно помножимо леву и десну страну са могућом 
-+ 

:варuјацијQМ ds, ДQбиhемо скадарlIУ iедначину 

~ ~~ ~ -+ 
(3) (F - mw, ds) = -.t1 (ds grad ft) - .tz (ds gradfz). 

Кад су обе везе задржавајуhе или је тачка слободна, прет.·· 

ходна једначина даје 

-+ -+-+ 
(Р - mw, ds) = О. 

Ако је макар једна веза незадржавајуhа, сваки од ска

ларних производа са десце стране према (1) или је позити
ван или нула. Сем тога знамо да је сваки од множитеља

Аl и .t2 (види крај §. 8·6), ако веза дејствује, позитиван. На 

тај начин десна страна у једначини (3) може бити иди не
гативна или нула, арема томе имамо дефинитивно за сва. 

могућа кретаља материјалне тачке 

-+ -+-+ 
(4) (F-mw, ds) <;; О. 

у развијеном облику овај услов можемо написати 

ева ко: 

(4') (Х,..--mх") dx + (У-ту") dy + (Z-mz") dz <;; О, 

где су Х, У, Z координате активне силе, а dx, dy, dz коор-

, 
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§ 13·2 

динат~ могуће варијације илй, KaItO се каже, варијације Де
картових координата. 

Услов (4) или (4') зове се Да,л,а.м,берО8 uри'}(,ций за Шац,ку. 
'Тај принци а можемо формулисати овако: Рад разлике активне 

силе и производа масе и убрзаља на свим могуhим варија

цијама тачке не може бити позитиван . 
..... 

Вектор - mw, који има димензију силе, зове се фu,,-
шuв'}(,а сu,л,а и'}(,ерције; она је фиктивна из разлога што се за 

љу не може показаТИffЗВОР. 

..... 
3бир активне силе F и силе • 

инерЦИЈе 

..... 
-mw 

.... 
зове се 

оuзzубље'}(,а сu,л,а. Ако изгубљену силу означимо са Р имамо 

..... ..... ..... 
р = F-mw. 

Помоhу те силе Даламберов принцип можемо форму-

·лисати овако: 
.......... 

(Pbs)<O 

тј. за време кретаља тачке рад изгубљене силе на свакој 

:могућој варијацији не може бити позитиван. 

Извели смо Даламберов принцип (4 или 4') из дифе

ренцијалне јtJдначинеrtретаља тачке (2), а за извођеље ове 
последље послужили смо се Њутновим законима о увођељу 

-силе и допунским условом О реакцији идеалне везе. 

IIокажимо сад, да сам Даламберов принцип може по

служити за извођеље диференцијалне једначине кретаља 

·било слободне било не~лободне тачке, тј. логички може да 

замени услов о реакцији идеалне везе. Та љегова особина 

-оправдава љегов назив ойшшеz uри'}(,цийа .м,еха'}(,ике. 

1. Претпоставимо прво да је тачка слободна, тада је век-
..... 

тор bs потпуно произвољан. Даламбер6в принцип за овај 
• • 

СЛУ'IаЈ даје: 
..... ..... ..... 

(5) (F-mw,bs) =0. 

-

Тај скаларни прои:шод може да буде • 
Једнак нули за сва • 

..... 
RY вредност вектора bs само у случају, кад је први МНОЖIi-
'Тељ увек једнак нули. Према томе имамо 
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-* ..... 
F-mw=О, 

, ."-

{1 (х,у, Z; t) = О. 

Даламберов ПРИНЦИП поново DИШ~МОУ облику (5), а Moryha 
• • 

варИјацИЈа задовољава услов: 

-* 
(6) (gload t~, (js)= о. 

Свака могућа варијација, чија је вредност 

-* -+ 
(7) (js = [grad {1' bkJ, 

-* 
где је lJk потпуно произвољни вектор, задовољава услоВ' 

(6), јер је 
-* 

(grad (1 Lgrad (l 1Jk]) = О . 

Ако ставимо вредност (7) У Даламберов принцип (5),. 
добиhемо 

-;. .' -;. -)-

. (/-" - mw, [gJoad (1' МЈ) = О 

или 
--+ -+ -+ 

(8) (bk[F--mw,gгаdf, Ј)' О. 

-* 
Пошто је сад вектор bk потпуно произвољан, услоВ' 

(8) може бити задовољен само у' случају, кад је 

-* -* 
[F-mw, grad {1Ј . О, 

а то може бити, за векторе различите од нуле, само у. слу

чају кад су множитељи колинеарни, тј. кад је 

-* -* 
F - mw = -).1 grad {1 , 

где смо са ).1 означили један 

чину напишемо у облику 

скалар. Ако добијену 
, . 

• 
једна-
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-?_. - .....:Јоо " 

mw~F+ л1 gгаdfi, , 

ЈШДИМО да смо из Дащ,мберовог пршщипаизвелипознату 
векторску диференцијаЈшуједначиву кретања тачке са МIlО-
житељем везе. " " 

На сличан начин можемо извести из Даламберовог прин
ципа једначину кретања неслободне тачке и са две везе. 
Слична расуђивања се понављају и за случај' незадржзва. 
јуhих веза кад оне почну да дејствују." 

§ 13·3. ЛагранжеlJ принцип могуlшх померања 

'Кад се тачка, било слободна било неслободна, једног 
момента налази у мир;т, а резултанта активне силе и реак

ције, што дејствују на тачку, једнака је нули, тачка остане 

у трајном мировању. 3а такву тачку се каже да се налази 

у uоложају ра13'Њошеже, а за силе, што дејствују на њу, да 

су урав'Н.ошеже'Ње. 

Пошто брзина тачке у трајном миру увек мора, бити 

једнака нули, из услоьа за брзину 

df ,-+ af 
dt = '<v grad f) + дt = О, 

кој и, поста вља задржавајуhа веза 

f \х, у, z; t) -,-- О, 

• 
непосредно слеДУЈе 

. af 
да је at = О, а то значи да веза мора 

• 

да бу де непомична. 3а такву везу свако могуће померање 

у исто време јесте и могућа варијација и обратно, тј. 
-+ ,.' 
Lls= OS . 

Пошто за тачку ;у равнотежи убрзање w исто тако мо
ра бити једнако ,нули, Даламберов принцип (4) § 13·2 за 

, . 
случај тачке у равнотежи да1е 

-+ -+ 
(1 ) (F,bs)<;O 

или 
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(1') Хбх +Yr5y + ZIJZ < о, 
где су дх, ду, r5zкоординате ldoryher ПОldерања, а у исто 

Bpelde и ldoryhe варијације Ta'lKe. 
Услов (1) или (1') изражава Лагранжев принцип ldOry

iшх ПОldерања. ОН гласи: У СЛУ'lају равнотеже Ta'lKe рад 
• • 

резултанте свих активних сила, што деЈствуЈУ на Ta'lKY, на 
()ВИld ldогуhИld ПОldерањима не може бити позитиван. Он је 

једнак нули за СЛУ'lај задржавајуhих веза. 

Из Лагранжевог принципа, као што ћемо видети у иду

:hoj глави, можемо извести услове за равнотежу било сло
бодне било неслободне Ta'lKe. 

Помоhу Лагранжевог принципа (1) можемо дати Далам
{Јеровом принципу, како то показује услов 

-+ -+ 
(PIJs) <; О, 

-+ -+ -+ 
где 1е Р = Р - mw изгубљена сила, ово формулисање: 3а 
време крез.'ања Ta'lKe изгубљена сила стоји у равнотежи са 

силом реакције. 

§ 13·4. Хами.iIтонов принцип 

Нека материјална Ta'lKa, слободна или неслободна, врши 
-+ 

под утицајем силе F једно кретање из положаја Мо са по-
-+ 

четном брзином Vo у положај М1 • Моменте ПО'lетка и краја 

кретања 0зна'lИМО са to и t1• Живу силу тачке, као увек, 

0значимо са Т. 
-+ 

Претпоставимо да сила F има функцију силе и, која 
може да зависи не само од координата него и од времена. 

Узмимо у расматрање интеграл 

(1) 

који се З0ве дејешво у Хамu.љШоuовом емuелу. Његова подин-
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'тегрална функција може бити сматрана и као разлика ки-
• • 

нетичне и потеНЦИјалне l~неРГИlе тачке .. 
3а стварни пут таЧI:е, који ћемо звати такође дuрекшхu 

uуш ша"ке, дејство у Хамилтоновом смислу можемо израчу
нати, кад знамо креТlJње тачке, јер је тада подинтегрална 

'функција тог интеграла лозната функција времена. 

Упоредно са кретањем тачке по директном путу зами-
• 

-елимо друго кретање тачке, К01е се врши 

1. 3а исто време од to до t1 , 

2. Између истих тачака Мо и Мр 
3. Са задовољавањем веза, ако је тачка неслободна. 
Пут који задовољава те услове, а не претставља ди-

,ректни IIYT тачке, зове се зао6UJlаsхu uуш тачке. 
Нека дејство у Х~_милтоновом смислу на једном од 

заобилазних IIYTeBa има вредност W1• Разлика 

W 1 - W= LlW 

претставља IIрираштај дејства у Хамилтоновом смислу, кад 

се пређе од директног пута на један од заобилазних. 
Претпоставимо сад да су IIутеви тачке такви да се дејство 

.У Хамилтон овом смислу мења неIIрекидно кад се прелази од 

директног на бескрајно близак заобилазни IIYT. Тада исто 
као што IIрираштај фуli:кције можемо развити у ред, чији 

први члан IIретставља :]рви диференцијал функције, тако 

исто IIрираштај D. W !tiOжемо развити у ред. Први члан 

тог реда зове се ирва в(~иjaциja дашоz uхшеzраJlа. У израчу

навању IIpBe варијације" слично IIPBOM диференцијалу, треба 
се зауставити само на бескрајно малим веЛИЧI1нама IIpBora 
реда. 

Израчунајмо сад прву варијацију Ь W дејства у Хамил
тоновом смислу IIретпостављајуhи да прелазимо на бескрајно 

,близак заобилазни пут и да кретање IIO том путу задовоља
ва набројена три услова. 

Ако положај таЧКЕ, одређујемо независним координа

тама qi, где i има вреДЕОСТИ од 1 дО п, и то n=3 за слободну 
тачку, n=2 ра тачку на I10ВРШИНИ и n=l за тачку на линији, 
{)H)'I;a рачунање са тим координатама обезбеђује задовоља

вање веза, јер, кад мењамо само те координате, тачка неће 

.да наIIУСТИ везе. 
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Пошто је време крета.њапо,свим путевима исто, гpa~ 

нице интеграЈIa (1) не подлежу вариј,ацији, 
Најзад услов да сви путеви прелазе КрО3 исти почетни 

, 
и завршни положај постижемо вата] начин што изједна,чи-.. ' . . 
мо са нулом вари]аци]е координата за те доложа1е, Т1. 

~ 

(2) (bqi)o = о. (bqi)l = О i = 1, .. ' n. 
, 

Узимајуhи све то у обзир, прву варијацију рачунамо овако: 

11 t1 

rJW = ,) Ј(т+и) dt ~ Ј (дТ + дИ) dt= 

, 

дТдИ , д + д )JJqi dt . qi qi, 
[,ј 

3а трансформисање сваког члана првог интеграла пре
свега узмемо у обзир да је у датом случаiУ 

.! d, ' 
uqi = dt OQi, 

јер су операције варирања и диференцирања по времену не
зависне једна од друге. После тога сваки члан после дели~ 

мичне интеграције даје 

t1 t1 

Ј:\ bqz' dt ' ј:\ d rJqi -с (~T!rjqi)' - (:~oqi) -
. q, q", q, 1 \ q, О' 
t,) t о 

t1 11 

'Ј d ' дТ' f d дТ 
- dt ( дq/) bqi dt = - dt дq/' bqi dt, . 

to to 
при чему смо узели у обзир једначине (2). На основу извр
шене трансформације прва варијација добија облик: 

t1 

(3) д W = - ,~, - , - - -- (jqi dt. , f п d дТ дТ дИ) 
i=1 dt дqi дqi aqi , 

to 

Ако сад узмемо у обзир Лагранжеве једначине кре-

тања тачке 
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(4) 

• 

Каноничне једвачи:пеЩЈетања тачке 
-- - - -.. ---

!{ дТ, _ дТ = Qi ~ дИ 
dt дqi '.. дqi . '. aqi' 

§:lЗ'$ 

i=Џ .. ·n 

ВИДИМО да Је подинтегрална функција нашег интеграла јед-
• 

на ка НУЛИ и према томе Ј'З 

(5) ~ W= О, 

тј. прва варијација дејства у Хамилтоновом смислу једнака 
је нули. Услов (5) можемо сма'rрати као неопходан услов за 
extremum дејства за диреЈ,ТНИ пут. Дубља анализа показује 
да, сем изузетних СЛУ'lаје:Е:а, дејство у ХаМ:ИЛТОНОВQМ смислу,. 

, \ '..' - - : ' " 

кад, везе не зависе од времена, ;;Јаиста има extremum и то 
• • 

mШlmum. '. '. . ... '. 
Став да је прва Вi1Р~lјациiа дејства у Хамшiтоновом 

смислу за директни пут 1Ћчке једнака нули. зоне се Ха.ми.љ-
- .. 

щоГ/,ов иРИг/'циu. . , 

Извели смо Хамилтонов принцип на основу Лагранже-

БИХ једначина кретања (4). Обратно, из Хамилтоновог прин
ципа (5) можемо извести Лагранжеве једначине. 3аиста, 

првој варијацији д W можемо дати облик (3). Пошто интеграл 
у том обрасцу за произвс%не вредности варијација независ· 

них координата bqi може да има вредност нуле само под 

условом да је сваки коефици}енат код те варијације једнак 

нули, непосредно долазимо до једначина (4). 
Могуiшост извођеЊЕ, диференцијалних једначина крета

ња из Хамилтоновог ПР:2Iвципа оправдава назив тог става 

као оuшшеz uриг/'цuuа .мехаГ/,и'Ке. Напоменимо да. тај прин

цип можемо применити ,}амо на она кретања тачке, кад си

ле имају функцију сил,з и везе немају нехолономан (§ 8·1)с
карактер .. 

§ 13·5. I<аноничн,~ једначине кретања тачке 

. 

У'lинимо једну примену Хамилтоновог принципа за 
извођење нових једначуна кретања тачке, тако званих 'Ка'ГН)-, 

uичГ/,их једuачuна. 

Узмимо Хамилтонсв принцип 



§ 13'5 Rапопичпе једпачипе кретаља тачке 236 

t1 

(1) дW= 15 5(т+ U)dt = О 
to 

· и изразимо подинтегралну функцију, која зависи од qi, q;' 
(i= 1, .,. п) и времена, које се не варира, у функцији коор

_ дината qi и нових променљивих Рј, које су везане са ст 1-

· рим променљивим q;' једначинама 

дТ 
(2) Pi = д " qi 

Променљива Pi зове се ге'l{,ералuса'/{,u u.мuулс. 3а Дека р-
· тову координату, рецимо Х, генералисани импул је mх' и 

према томе једнак је одговарајућој координати количине 
,кретаља. 

Почнимо сад рачунати варијацију живе силе. Са једне 

-стране непосредно ПИIlIемо: 

п (дТ. дТ ,) 
дТ = ~ d . дqi + d Ј дqi 

ј=1 q. q, 

.' или на основу (2): 

п (дТ ) дТ = ~ d . дqi+pi дq;' . 
ј=1 q. 

• 

Сваки производ Pi дq;' можемо написати овако 

Pi lJqi' = lJ (Р; q;') - q;' lJPi, 

l1Iосле чега за о Т имамо 

(3) • 

Ако сад уведемо функцију К везану са Т обрасцем 

" 
Т= ~ Pi q;'- К, 

i=l 

,,()нда из тог израза, сматрајуhи К као функцију променљи

:,:вих pi, qi, t, можемо написати 

п п (дК дК 
(4) дт = lJ ~ Piq;' - ~ д . lJqi + д .др; . 

;=1 ј=1 q. р. 
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Упоређивање десних страна израза (3) и (4) доводи до' 
следеhих образаца: 

(5) 

(6) 

дТ дК 
dq; =- дqi' 

I дК 
qi =д . 

р; 

Ако ставимо израз Е:а варијацију (4) у (1) и узмемо у
обзир да је 

;; (р; q;') = q;' Ьр; + р; dq;' = q;' (Урј + р; %t Oqi , 

добијамо: 

t1 

lJW= Ј ~1 
to 

Ако сад узмемо у обзир да је на основу дели:мичне-' 

интеграције и једначива (2) § 13·4 

t1 t1 

f d f dp· Pi dt oqi' dt = (Р; OQi)l - (Р; lJqi)o - Oqi d/ dt = 

to to 
'1 
Ј 

dPi 
= - oq; dt dt, 

to 
онда првој варијацијиможемо дати овакав дефинитиваw 

облик: 
t1 

(7) lJW = f ± (q;' - ~~) Ьр; - (~/ + ~H OQi dt, 
.=1 \ р, q, 

to 

где смо ставили 

" (8) Н=К-и= ~Q;' Рј- т-и 

и искористили особину 

1=1 

дИ = о. 
dPi 
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Пошто у изразу(7) све варијације дРi,идqi могу бити 

потпуно произвољне, косфицијеН'rll У3 њих морају бити јед-
• • 

наки нули и према томе,имамо две ,серИЈе Једначина: 

I дН" 
qi - др; =0, 

. ' 

,које се обично пишу овако 
'- ' .. 

_ с • 

(9) 
" "дН" dPi = - --,----
dt dqi ' , 

dpi + дН =0 
dt дqi ' 

" , 

dqi _ дН 
dtJpi . 

. ' , 

Те једначине зависе само од једне функције Н,која. се 
- - '-, -

дефинише једначином (R) и зависе само од променљивих 

pi, Qi, t., Функција Н је Ха.мЦлiuо'Хова фующuја.' , ' 
Ј едначине (9) З0ВУ се kai-!,о'Хuц,1tе јед'Хачuж кретањама

'теријалне тачке под утицајем силе која има функцију силе . 
.врло B,a~Ha особина тих једначина је у томе што оне садр-

-' - '," , -

же само прве изводе непознатих Величина и при ,томе су 
, ' 

решен е у погледу тих извода. 

Обрасци (5) и (6), добијени при извођењу каноничних 
једначина, пружају могућност да се каНQничне једначине 

добију непосредно И3 Лагранжевих једначина. 3аиста, ако 

,уведемо функцију Н једначином (8), једна чине (6) дају: 

.Д Лагранжеве једначине 

dq, _ дН. 
dt OPi' 

d дТ дТ дИ 

dt дq;' дQidqi 

на основу (2) и (5) можемо написати овако: 

Према томе добили смо једну и другу серију канонич
ЋИХ једначина (9). 
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§ 13,51. I{аноничне једиаЧИire' за конзервативно 

кретаље тачке 

Ако је кретањеКQнзервативно, везе не садрже време 

11 сила има функ~ију '. силв која такође не зависи од времена. 
Жива сила Т је тада квадратна хомогена функција (ква

дрa'rи.Чна форма)генералисаних БРЗflна.'q/и према томе за 

љу важи Ојлерова теорема која даје: 
, 

2Т '~' дТ ,~, , 
= ,.:.. д ;' qi= .:.. Pi~qi. 
, . ,=1 . q . ,=1 . 

~ , , _: 

Хамилтонова ФУНlщијаза тај случај добија овај је,:<но

ставни облик: 

(1) 

п 

н= 1;Piq;-T ~- и - 2Т - Т -,-- и = т -и. 
",'-1 _, ~ .0, ," 

" -, -
, . , 

Каноничне ј\fдначине за овај случај 

dpi __ ~ дН_ 
dt dqi ' 

dqi дН -dJ др, 

Ћмају интеграл живе СИЈlе' у облику 

H=h , 

где је h интеграциона константа. 

Пошто у једначине (1) време улази у случају конзер

вативног кретања само у сблику ДЕференцијала dt, љега мо
жемо елиминисати И3 система (1} \Vзимајуhи за нову неза-

• 
висно променљиву, peцr:Mo, ма КО]У координату, на пр. Q" 
Она само не сме да буде константна. 

§ 13·511. I{аноничне једначине планетског кретања 

Нашш1ИМО каноничне једначине кретања планете у 
• 

љеНОЈ равни. , 
Положај тачке одређиваhемо пола рни м координатама 

.Q, = r и q2 = в. Маоу плаНете узимамо за јединицу. Као 

што је познато (§ 2'3), 'гада је жива сила 
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и према 'roMe је: 

дТ , 
Рl = дг' = г, 

_ дТ _ 2L1' 
Р2 - дв' - г IЗ. 

240 

Пошто жива сила за нове променљиве изгледа овако;: 

2Т- 2 1 2 - РЈ + г2.о2 , 

а функција силе за Њутнову силу једнака је (§ 7·1) 

u= k
Z 
тЈ , 
г 

где је k 2 коефицијенат пропорционалности, а тl централна 

маса која привлачи, онда за Хамилтонову функцију добијамо;. 

H-~ ( З+~ з)_ ет! 
- 2 Рl г8 Р2 г' 

Rаноничне једначине добијају облик: 

dr дН 
dt = дРl =Р1, 

Р2 
о, , 

г-

дН dPI= _ дН =0 
dt дв . 

То су четири једначине првог реда за одређиваље че

тири променљиве Р1' qt, Ра, qz У функцији времена. 
Из последље једначине имамо интеграл 

Р2=с. 

Он одговара сталности секторијалне брзине, јер је Р2 = г2 в'. 

da р 
Ј едначина -d = --i омогућава одређиваље угла в у функ-

t Г 

цији времена, кад знамо г у функцији времена. 3а одређи-
• 

ваље Р. и Г служе две )едначине: 
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• 
Не улазеhи непосредно у интеграцију тог система, при

метимо Д<i он има интеграл живе силе: 

где је h константа. Ако из тог интеграла одредимо Рl и ста
вимо у прву једначину, добиhемо квадратуру за одређивање 

r у фующrфI времена. 

15 



ГЛАВА ЧЕтрнлЕСТА 

Статика тачке 

§ 14·1. Равнотежа тачке 

Ако се материјална тачка, независно од тога што на 
• • • • 

њу деЈСТВУЈУ силе, налази У траЈНОМ миру, за њу се каже, 

да се налази у UОЈ!ожају раВ'/I,ошеже, а за силе да су ypaB'/l,o
шеже'/l,е или да стоје у раВ'/I,ошежu. Онај део динамике тачке, 

који се бави мирујуhом материјалном тачком, зове се сша-
-
шuка ша'tке. 

Раније је статика била релативно опширна дисциплина 

и то из два разлога. Прво, _ кад теорија вектора није била 
издвојена у самосталну геометриску дисциплину, расуђи-

• 
вања, понекад врло опширна, из те теОрИЈе у.цазила су у 

стати ку. Друго, често пута, нарочито под утицајем практич

них и школских потреба, излагање ста тике је претходило 
• 

излагању кинетике и зато су многи основни ПОЈМОВИ MtXa-

нике добијали своје прво тумачење и развијање у стати ци , 
а то је знатно повеhавало материјал статике. Ми се при др

жавамо оног излагања статике, које, са једне стране, прет

поставља знање теорије вектора, аса друге след;ује лосле из

лагања динамике уопште. Под таквим условима статика се 

своди само на релативно кратак одељак динамике. 

Основни проблем статике тачке састоји се у проуча

вању услова под којима тачка може да остане у равнотежи. 

У вези са тим проблемом ст<.>ји одређивање свих могуhих 



Услови равн )теже слободне тачке § 14"2 

положаја равнотеже материјалне тачке, било слободв:е било 

неслободне, под датим ~'словима, на пр. у датом пољу сила. 

Најаад, у проблем статике спада и проучавање KapaK'l'epa. 
положаја равнотеже, тј. понашања тачке кад она мало 0'1'-' 

,ступи од свог мировања. 

§ 14·2. У словиравнотеже слободне тачке 

Слично, као што у проучавању кретања тачке иа датог 

'lIоложаја под утицајем датих сила треба да анамо почеТВ1 

обраину, 1'а&о и овде у I1роучавању услова трајног МИРОВllЊа. 
.пре свега'треба навести дау положају равнотеже тачка не 

~ 

-сме да има поче:rну брзину, тј. да је V o = о. Тај услов је то-
лико очигледан да га Еише нећемо наводити. 

~ 

'Како за све време мировања убрзање 'W Ta"<iKe мора да 
обуде једнако нули, из векторске диференцијалне једначине

.кретања слободне тачке (§ 4· 3) " 
~ ~ 

mw=F , 
~ 

'где је т маса тачке и F резултанта свих активних сила 
~ ~ -;)оо 

F" F 2 ,'" Fn што дејствују на тачку, непосредно следује не-

·опходан и довољан у~лов за равнотежу слободне матери-
• 
јалне тачке: 

-+- ~ ~ -? 

(1) F = .fo"1 + F 2 + . . . + F п = о. 

Тај услов зваhемо веКШОРСћ:U услов рав-н,ошеже слобод-н,~ 

.ша-чке. Он тражи да резултанта свих активних сила, што 

.дејствују на тачку, буде једнака 

,нули. 

Иа векторског услова (1) не-
. -

Iпосредно слеДУlе zео.мешрuскu услов: 
,М 

ЋОЛИГОН сила конструисан од свих -> 

аКТiШНИХ сила мора бити затворен F б 
1( сл. 49), јер ће само у том случају 
реаултанта тих сила бити једнака 

lI~ЛИ. Сл. 49 

-+ 
Fз 
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Ако све сцле припаД!liУ истој рџвни, полигон сила· мо, 

жемо щ\цртати У једној РЦвни и графuJt,ХU.м uуше.м (графu'f:КlJ' 

сщащuка) ПРОЈзерцтд услов Рlt:l~нотеже. 

у случају просторног ПОЛИГ,она сила чињеница да jt}, 
• • 

ПрОЈеlщи]а тог полигона 
• 

на Једну раван затворе-
• 

на НИЈе довољан доказ 
• 

за то да lе и саМ·ПОJlИГОН 

сила затворен. Тако, на 
..... 

• • 
ЧР:, ПрОЈеКЦИЈе сила Р" -+ ..... 
Fз , Fз (сл. 50) дају у рав-
ни Р затворен полигон 

А ~B' С' А', али те силе не 

стоје у равнотеЖДј јер је 
-+ - ..... 

~ в 

А 
-> 
р • 

l) F . з С 

В' 

А' 

Слика 50 

ЊИХОIЩ, резултац-та, . сида. F = AD, различцта од нуле. Сил& 
..... . 

F стоји управно на раван Р и њена пројекција на ту раван,' 
пада у тачку А'. -

Према томе за постаВ;ЈЬање услова равнотеже сила у 

простору графичким путем потребно је нацртати пројекције 

сдла. ДЦ, дВе, рецимо. управне, равни и само ако су обе тако.; 

добијене пројекпије затворени полигони, имамо равнотежу:. 

сила што дејствују на исту тачку . 
..... 

Ако Декартове координате силе Р. означимо.саХi , Yi,Zi r 

из векторског условаравнотежеможемо Н1:I.писати три OB<:tKBa 

скалаР'I/,а, или, како се каже, а'Надuшu'tка услова равнотеже сло-· 

бодне тачке: 

" П" 

~ Х• = Х1 + Х z + ... + ХN = O,~ Уј=О, ~ Zi = О. 
i 1 i=l i=l 

Ако је СiIучајтакав, да је згодније проучавати уместо 
.......... ..... 

сида 1-"" F 2 • •. Рn њихове моменте у односу на тач}'у или у 

ОД80.еу на праву, онда ,и условераВН(јтеже можемо поставщ'к 

помоЬу. момената. 
..... ..... 

ОЗ8ачимо са. Li моменат· силе, Р, (i = 1,2, ... , п) са на-
падном тачком. у материјалној тачки М у односу на тачку О. 
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- - - . 

• 
-..' -";-

AltO са r означимо веlИ~ОР 'положаја ОМ, за моменат имамо: 

~ ~~ 

Li= [г Fi ]. 

-.. 
Кад са L означюю 'резултујyhи • 

моменат, ТЈ. ставимо 

-:'f- -+- -+- -:Јо. 

L = L1 + L2 + ... + Ln , 

имамо: 

{2) 

~ п~, -+- r -+ n_ -;. -;. -+ 
L ~ ~[г 'ћ] = r ~ F i = [,. Р] . 

• =1 L о=1 

-+ 
Пошто је према Щ F = О, добијамо услов 

-.. -.. -.. 
L = [г Р] = О. 

Тај услов је за равнотежу неопходан аЛlI није довољан. 
-.. -.. 

~аиста, производ[г Р] може да буде једнак нули и без :Тога 
-;. -;. ~ 

да је F = О,наиме кад су вектори r и F коЛинеарни. 3а до-

пуну услова (2) потребно је узети још другу тачку О', која 

не припада правој што спаја тачке О и М. Ако је резулту-
-.. 

јуhи моменат L' и у ,)Дносу на тачку о' једнак нули, тј_ 

.ако има'мо још и 'Услов 

-.. 
(2') 'L' = О, 

-.. 
"Можемо тврдити да је F = О И'l'ачка М'се налаЗИу.равнотежи. 
Напоменимо да ОА два векторска услова (2) и (2') можемо 
добити само три независна скала:рна услова. 

Има и таквих СПI~циiалн:их случ:ајева кад ј'е Iфоверава

ље у CJIoM (2') еуВиriIвО. Та'Ко, на пр., кад све . силе i.lрипа
дају истој равни, односно пст()ј правој, 9. тачк'у 'о узмемо 

ван те равни, ОДНОСНС' праве, услов (2) не само да је неоп

ходан него и довОљаЕ. 

На сличан начин можемо проучити услове равнотеже 
изражене 'јIOм:оЪумом,~нат'а 0'&0 оса. 3'а то је довољно напи~ 
~ати скаларне једначине што одговарају векторској lедна

чини (2), односно (2')., 
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• 

Најзад, услове за равнотежу слободне тачке можемО' 

добити из принципа могуhих помераља (§ 13·3)~ Према том. 
принципу за слободну тачку имамо услов: 

-+ -+ 
(3) (Р, д s) = О, 

-+ 
rде је bs могуће померање 'гачке. Пошто је за слободну тачку . , . 

-+ 
BeitTOp bs потпуно произвољан, из једначине (3) следује 

-+ 
услов равнотеже F = О. Ако напишемо (3) у развијеном 

облику 

х ~x + У ду + Z lJz = О, 

због произвољности дХ, ду, lJz долазимо до услова 

Х= у = Z=O. 

Из претходног видимо да је условима равнотеже једне 

слободне тачке могуће дати различите форме, али као ре

зултат свих расуђиваља добијамо шрu . независна скаларна. 

услова. 

§ 14·3. Услови равнотеже тачке на површини 

у § 1::1·3 видели смо да за могућност равнотеже тачке 
на површини површина мора да буде непокретна. Једначину: 

такве површине написаhемо овако: 

(l) (х, у, z) = О. 

3ауставимо се прво на случају идеалне површине. По
што векторска диференцијална једначина кретаља тачке по> 

таквој површини има облик (§ 8·5) 

~ --? --+---+ 

mw = F + R = F + ;. grad f, 

-+ 
за равнотежу тачке И", услова w = О имамо једначину' 

-+ 
(2) F + ;. grad f = О. 
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-+ -+ 
Растави мо силу Р ~> две компоненте: једну РП у правцу 

-+ 
градијента и другу Pd Ј' додирној равни на површину. По-

сле тога векторску једначину (2) можемо рашчланити у две 
• 
lедначине: 

-+ 
(3) Fn + Ј. grad {= О, 

(4) 

Прва једначина не поставља никакав услов за силу 
-+ 
рп . Она служи само за одређиваље реакције, наиме множи-
теља Ј.. 

-+ 
Да сила РП 

. 
може бити потпуно произвољна то следује 

~ 

и из овог разлога. СИЈШ РП дејствује у правцу нормале на 
површину, али у том правцу тачка не може да се креће, 

пошто не сме. да наПЈСТИ површину. Масе површине, које 

спречавају кретаље тачке, јесу и.звор нове силе, силе реак-
-+ -+ 

ције R. Ова сила сто]!!: у равнотежи са силом рп : она је 
-+ 

истог правца и интензитета, али супротног смера са силом {'п. 

'Према томе, у случају равнотеже тачке на идеалној 
-+ 

површини, активна СИЈ[а. F треба да задовољава само услов 
(4), који тражи да компонента те силе у тангенцијалној 

-+ 
раВ1И буде једнака нули. То значи сила F може да има • 

-+ 
само' правац grad {, другим речима два вектора F и grad f 
морају бити колинеарни. Колинеарност два вектора, као што 

је познато, можемо изразити помоhу векторског прои.звода 

овако 

-+ 
(5 ) [F gradf] = О. 

у слов (5) можемо сматрати као векшорсхu услов равно

теже тачке на површини. Он је еквивалентан услову (4). 
-+ -+ 

Ако на тачку дејствује више. активних сила Рр F2 • 

-+ -+ 
... , F k ,' резултантатик: сила F мора да има правац гради-

јента,то значи. нормме на површину. Из тога следује да 
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ПОЛ -+ -+ -+ 
игон од сила Е1 ,Р., •.. ,ЕI, са почетком у тачки на по-

~т • . 
инн Мора да има своју завршну тачку ма где на нормали 

на ПОВРШину у тој тачки. Та особина служи као основ за 
'lраФuч,I(У .мeiйoдy проверавања услова равнотеже тачке на 
ПОВРшини. Пројекције полигова сила на две равни могу бити 
()ТВОрени ПОлигони, али њиховекрајње тачке морају припа
дати ОДГоварајуhим пројекцијама нормале на површину у 
тачкн равно теже. 

Ако са Х, У, Z поново означимо Декартове координате 
-+ 

Силе Р, из (5) е . имамо два а1tа.аuшu""а услова равнотеж . 

Х · дf = у. дf = z· i}1 . 
. дх . ду . дz 

3а Изражавање услова равнотеже тачке М на површи-
ни -+ 

Помоhу момента, потребно је узети моменат силе F су 
()дНОСУ на тачку, рецимо А, која се налази на нормали. Тај 

-+ 
MOM~HaT LЩ мора да буде једнак нули и услов 

(6) ~ -+-+ 
L(A) = [АМ, Р] = О 

е --+ 
КНивалентан је услову (5). 3аиста, вектор АМ, као вектор 
RОлинеарни вектору grad {, можемо претставити овако 

--+ 
АМ= h gradf, 

l' . 
де ]е h одређен скалар. МО уврстцмо добиiену вредност 

--+ 
веКтора АМ у (6) , имамо: 

-+ 
h [grad Г, Р] = О , 

а ТИМе је Показана наведена еквивалентност. 
Најзад, услове раввотеже можемо добити и из lIРИВ

ципа могуhих помераља: 

(7) -+ -+ 
(Fbs)=O. 

-+ 
у OBQM СДУ'laју noшраље bs више • 

нИ]е потпуно 

, 
про-
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• • 
извољно, }ер оно СТОlиуправнона grad f. -Ова таква поме-

рања можемо претставитI': изразом 

-+ -+ 
(8) '(js == [grad f дl], 

-
-+ 

:где је iJ[ потпуно произвољно померање. Кад 
, 

ставимо вред-

ност (8) у (7), можемо Ш.писати: 

-+ -+ -+-+ 
(F [grad f о[ Ј ) = (д[ [ PgI'ad {ј) = о , 

-+ 
-одакле због произвољности oz добијамо услов (5): 

.... 
[Р grad fJ = о . 

Ако је положај тачitе М на површини (1) одређен ге-
-+ 

нералисаним координатама ql и q2' рад силе F на датом МО-
тућем померању изражава се овако: 

(F b~) = Qlbq[ + Q2bQ2' 

:где су Ql и Q. генерали:сане силе, а OQl и ~Щ2 су произвољ
не величине. Из услова да тај рад мора бити једнак нули 

• 
долазимо до lедначина 

Ql -:- О, Q2 = О, 

• • 
;КОЈе претстављајУ услове равнотеже тачке за генералисане 

,координате. 

Ако је веза незадржавајуhа 

((Х, y,z):> о , 
услов за равнотежу (5) и њему еквивалент ни остају на сна

·ЗИ, али, сем тога, из у~лова да за такву везу множитељ 1 
-+ 

не може бити негативан следује из (3) да компонента Fn 
. , 

-+ 
не може имати смер ВСЈктора gradf; другим речима сила F" 
ЯU сме да одвлачи тачку са површине него мора да је IlРИ-

• 
'ТИСКУЈека површини. 
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§ 14·4, Услови равнотеже тачке иакривој 

Слично, као што смо у § 13·3 дошли до закључка да 

је за равнотежу тачке на површини неопходно да површина 

буде непокретна,није тешко видети из услова за брзину да 

1е за равнотежу тачке на кривој неопходно да крива ист(), 

тако буде' непомична. 
Претпоставимо да су једначине криве: 

~ (х;у, z) = О, { 2 (х,у, г) = О. 

Пошто векторск& диференцијална 

тачке по тој кривој има облик (§ 8·7): 

• 
}едначина кретања. 

-+ -+ 
mw = F + .t1 grad {l + .t2 grad {2 , 

-+ 
лз услова w = О имамо једначину 

-+ 
(1) F + .tJ grad {l + .tz grad {2 = О 

• 
неопходну за равнотежу тачке на криво]. 

Ако помножимо чланове једначине (1) скаларно ортом, 
-+ 

тангенте D, онда ћемо због ортогоналности тангенте II гра-

дијента добитп. једначину 

-+~ -+-+ 
(2) (FD)=FCos(FD) = О 

-+ 
као услов раВRотеже тачке на криво]. Кад активна СiJлаF 

• 
задовољава та] услов и према томе лежи у равни нормал-

ној на криву, равнотежа тачке неће бити поремеhе4а без. 
обзира на интензитет и правац 'ге силе, јер увек можемо 

одредитп такву реакцију која стоји у равнотежи са том ак

тивном силом. 3аодређивање те реакције служе две ком
поненте од којих је свака -.одређена одговарајуhиммножи"

тељем везе. 

Слично, као што смо у претходном параграфу изводили 

усдове равнотеже у раЗличитиМ облицима, l'ако и ОВД!! услов. 

равнотеже (2) може бити протумачен графички, аналИТИЧЕШr 
. по}[оћу МОМ.ената и .најзад..из принципа :могyhих помераља. 

Тако, на ·пр., графичкаметода се -оснива на томе да у датом, 
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• 
случа1У полазна и заВрШНI1 тачка полигона сила морају да 

• 
се налазе у равни нормаЛНОј на криву у тачки равнотеже., 

Аналитички услов раВНО1'еже можемо формулисати овако:: 

Xdx + Ydy +Zdz = О, 

-+ 
где су dx, dy, dz цропорц~онални координатама орта D тан-
генте на криву. Извођеље и фОРМУ,1lисаље осталих облика 

• 
услова равнотеже тачке· на криво]., остављамо читаоцима као· 

вежбу. 

§ 14·5. Услови раннотеже тачке са трењем 

У § 11·1 поставили смо закон треља не само за по

кретну тачку него· и за. тачку која мирује на IJОВРШИ8И. Ако

се тачка налази на површини у миру И на љу дејствује нор-
-+ -+ 

малнареакције R1 и акти:вна сила Р у 
• • 

тангеНЦИ1ално] равни,. 

која може да изведе таЧI.У из стаља мира, онда на тачку 

• • 
де1ству]е сила 

вредност 

(1) 

. ' 

-+ . 
трељџ с~протна сили F 

. . 

-+ -+ 
R2 =, ...,....ko R1 ort'F, 

• • 
ЧИЈа· 1е највећа 

где је ko 1'оефuцuјехаш сiuашU;",,,оz Шрења. 

Према томе, ако на тачку на површини 
• • 

де]СТВУЈе ак-
-+ --:)о- , -~ 

тивна сила F са КОМПОНfiнтама Рn и F d у правцу нормале и· 
-+ 

у тангенцијалној равни, па нормалну реакцију RI одреди-
, ' 

-+ .... 
мо из јеnначине F п + RI = О, онда као услов за равнотежу 

имамо: 

(2) .' 

тј. интензитет тангенцијалне компоненте активне силе н6" 
• •• 

сме да буде веhи. ОД' производа ,~к()еФИциiентастатичког тре-

ља и интензитета реакције или llie6lY .једнаког. интензитета. 
нормалног притиска. 

Услову (2) можемо дати и други облик.Уведимо угао а-
-+ -' '. 

(сл. 51) што гради СИЈra F са нормалом на riовршину Sr. 



УСiЛовираВНОТ8же тачке са "трењем 252 

• 
• 

'тада jetga=Fd:Fn=Fd:Rt . Из (2) ПОСЛе тога ·имамо: 

------" - - - -

/ 

\/ ' I /\ \1 
--;\0.. 

Fп " -
--ј---

~ " -
I 

s 

(3) tg а <;; ko. 

Ако уведемо још угао трења 

1:0, што одГОйара статичком коефи

цијенту трења (§ 11·22), тј. ставимо 

ko =tg 80, 

онда из (3) добијамо условtg OG < 
<tg 80 или 

(4) а<80' 

Ако конструишемо геометри

ско местО праваца за 'које :је OG = 80' 

оно ће претстављати једну КОНУСНУ 

површину. Та 'површина зове се 
- -Слика 51KQ'/I,YC шрења за ша'tКУ '/I,a UQВРШU'/l,U. 

Оса Ј4У је нармала на површину, а 
:угао између осе и iлроизводиље једнак је углу трења. 

Услов (4) показује да ће на једнојрапавој поврmини 
тачка остати у равнотежи, ако активна сила лежи 'ун,ушр(Ј, 

u па конусу трења за површину. Кад је веза задржавајуhа, 

сила МОЖе да лежи унутра и у једној и у другој грани на-

"тег конуса. Ако је веза једнострана, тачка Ъв'остати у рав
нотежи само у оном случају, кад се сила налази у оној 

'грани конуса трења која припада неприступачној области 

простора. """ 
у испитивању услова равнотеже тачке ва рапаво'ј кри

Бој "закон "трења \ост.аје исти и ~ила т,рењасе из;ражава 

,поново једначином (1), где је сад R1 интен;;итет целокупне 
-+ 

реакције у нормалној равни, а F је активна сила у правцу 
. тангенте на криву. 

-+ 
Ако произв,ољну активну СИЈ~У F (сл. 52), што дејствује 

-+ 
на тач:ку, растави:м:о 'у две компоненте - једну Fd у правцу 

-+ 
'1'Ј!..нгеlIте и другу Е • . у нормалној равни, онда поново има-

"~o једначину ,. " 
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-+ 
за одређивање реакције R1 и затим услов равнотеже 

(5) 

Увођење уrла р изме:ЈУ силе и~нормалне равни, за којиiе~ 

tg} :...- F d : Rl> 
. 

омогућава да се. ус.дов (5) овако, изрази, 

. Р< Ео· 
Уз!У/.имо сад у' обзир геОМ.етриско место,правих које гра-· 

де угао, трења EOi са нор

малном' равни у на кри· 

ву.'Гакво геометрис,!\;о М!Ј

сто је опет кону с; оса· му 

је тангевта, а угао изме

ђу осе и производиље јед-

нак је ~-Eu' ЂЈ1конуссе 

З0ве ко'Њус шре-ња за "риву 

.I!и'Њију. Помоhу тог кону

са услов равнотеже тачке 
• • 

на рапаВОl КрИ1Юl може· 

мо формулисати овако: 
Ако се активна сила на

лази ва'Њ КО'нуса илu 'Ња 

КОНУ.СУ трења за. криву,. 

тачка ће остати у равно. , . 
теЖll. 

• 

l . 
\ О. 

\ 
I R \ 

__ .i. 2 

\/ 

/1., 

I \ ј3 

Слика 52 

.ј 
• 
• 

§ 14·6. Одређиваље поЛ()жаЈа равнотеже тачке у датом;. 
IJIOЉУ силе 

Претпоставимо да им:амо поље. силе. У сваком положају 

материјалне Т9.чке М у том пољу на њу дејствује сила поља 
-+ 
Р, 1I:01У треба сматрати као функцију вектора положаја 
-+ - --;t.- ~ -+-+ 
т = ОМ, тј. F = F (Т). 

Ако 1е Т<lчка М слободна, она може да остане у равно

теЖII само у оним положајима поља за које је 
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......... 
(1) Р(г) = О . 

или 

.. (2) X(x,y,z)=O, Y(x,y,z) = О, Z(x,y,z) =0, 

:где Х. У, Z означавају Декартове координате силе. Вектор
-ску једначину (1) или скаларне једначине (2) треба сматра· 
-ти као једначине за одређиваље· свих могуhих положаја 

.. равнотеже слободне тачке у датом пољу силе. 

Узмимо. на пр., случај привлачеља тачке М од два центра С1 и С2 
М (сл. 53) пропорционално љиховим масама тЈ 

и т2 и првим степенима растојаља тачке М од 

........ 

р 

Сл. 53 

центара. Ако са еl и !!2 означимо векторе по-

ложаја тачке М у односу на С1 и С2, резул.... 
танта F од две силе прнвлачеља је 

.... .... .... 
F = - k2 (тl еl + т2 (2)' 

где је k2 коефицијенат пропорционалности. 3а .... 
"равнотежу из услова F = О имамо; 

\ 

.... .... 
(3) тl еl + "'2 (!! = О • 

..,. -.... .... 
Пошто је (!2"'" С2 С1 + 111' ИЗ (3) добијамо: 

Видимо да постоји само једна тачка поља, тачка Р, где тачка М 
може да остане у равнотежи. Тачка Р дели дуж С2 С1 У сразмери: РС1 : 

. РС2 = т2 : тl' Видеhемо у геометрији маса, да је тачка Р цеuшарuu8р
-. .циЈе датих маса. 

..,. . 

Ако сила F има функцију силе И, тј . 

.... 
F = grad И, 

:,.равнотежа је могућа само у положајима где је 

gradU= О 
_или 

(4)~ . ди = дИ = дИ _ О 
dx dy . dz - . 
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Услове (4) можемо сматрати као неопходнеус.1.0ве за 

·extremum функције И. На тај начин. може се казати да у 

пољу конзервативне СИЈ[е тачка може бити:у равнотежи са

мо на оним местима где функција силе задовољава услове 
··extrem иm' а. 

-+ 
Ако је у пољу силе р(х, У, Z) тачка приморана да се 

налаЗlI на површини 

(5) f (х, y,z) = О, 
. 

о{)нда у случају равнотеже сила треба да задовољава услов 

{§ 14·3) 
+ 

(6) [Р gradn =0, 

'Или У скаларном облику 

(7) 
. д( . дf . дf 

Х. д;ё = Х. ду = Z. dz' 

3аједничка решеља три једначине (5) и (7) одређују 

:могуЬе положај е равнотеже. 
-+ 

Кад сила F има функцију силе И, услов (6) се пите 

-овако: 

[g]'ad и, grad (Ј = О. 

Две површине - површина (5) и еквискаларна повр

тина U = Const. за положај равнотеже треба да имају за

једничку тангенцијаЛНЈ раван. Специјално, ако је површина 

{5) еквипотенцијална површина, Т/Јчка :може бити у равно-
• • 

тежи у сваком положаЈУ на то! површини. 

Најзад, ако се тачка налази на. кривој са једнаЧ!Iнама, 

.рецимо, У облику 

(8) у ,= у (х), z = z (х) , 

за равнотежу, према § 14·4, сила треба да задовољава услов 

-+ -+ 
(Pds) = Xdx + Ydv + Zdz = О 

или 

(9) х + Уу' +Zz' = о, 
• 

где су изводи у' и z'()дређени и~ iеднц.чина (8). 
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3аједничка решеља три једначине (8) и (9) одрtђују 

могуће положај е ·равнотеже. 
-+ 

Кад сила F има функцнју силе, једначина (9) претвара 
се у једначину 

дU+дU ,+aUz'=O. 
дх dy У az . 

3а тачке равнотеже крива (8) додирује површину

и = Const .. Ако крива припада тој површини, тачка је у рав
нотежи на сваком месту криве. 

Ако је површина или крива рапава, област могуhих по-

ложаја равнотеже знатно се проширује у Поређељу са слу

чајем исте те идеалне површине односно криве. Покажимо 

то на примеру. !Сад је тешка тачка приморана да се нала--

А 

• 

I 
. [о 

в 

/ аи на једној идеалној сфер-
Г[::---о" ној површини, она може да , 

/ остане у равнотежи само у 

тачкама А и В (сл. 54), ~pa-

јевима вертикалног пречни-

1.a. Ако је сфера рапава,. 
област равнотеже око сваке 
од тих тачака проширујесе' 

у поврmину сферне калоте._ 

Сферни полупречник. сваке 
тачке границе тих калота 

• 

гради угао трења Ео са вер· 

тикалним пречником. То је 

лако показати посматраљем 
• 

положаЈа конуса треља за 

тачке унутра и на граници 

назначених калота. 

3абележимо да на ра

паВ;Нl везама могу да се појаве и нове области равнотеже· 

сем оних које се добијају у близини тачака равнотеже на 

идеалним везама. Тако, на пр., на идеалној стрмој равни у 

пољу гравитације нема ниједног положаја равнотеже, а на 

тој истој само рапавој равни са нагибним углом према хо- . 
ризонту маљим од угла треља тешка тачка ће бити у сва-

• 
ком положаЈУ' У равнотежи. 
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§ 14·6. Стабилност и ЈIабилност положаја равнотеже. 
Лежен-Диришлеова теорема 

Карактер положаја равнотеже тачке можемо испитати 

на овај начин. Ставимо материјалну тачку у положај бе· 
скрајно близак положају равнотеже и дајмо јој бескрајно 

малу брзину. Тачка почне да се креће и у току тог кретаља 
може или 1. да остане узе к бескрајно блиска положају рав
нотеже или 2. да се удаљи од тог положаја. У првом слу

чају положај равнотеже :ie сшабuлан" у другом лабuлан,l). 
Лагранж је навео, а Лежен.Диритле је затим доказао 

једну веома важну теореи:у о стабилности равнотеже, која 

гласи: 

Ако у положају равнотеже функција силе има maxi
тит, равнотежа је стабuлна. Докажимо ову теорему у при

мени на тачку. 

Уведимо следеhе вредности функције силе: Иmах - мак-

симална вредност, ИО _. -----::;:::;-=-<>"""':-----и mах 
почетна, Игра •. - она која U 
одговара граници области 

. ,. ----, '---------t;---U о 
maxlmum а и КО1У постав-
љaMo за испитиваље ста· ~'-----------':c--и lрШl. 

БИЛБОСТИ, И - за један 
• 

произвољан положа] тач· Слика 55 
ке за време љеног крета· 

ља. На слици 55 те вредности су показане тематски. Ако 

са т и То 0значимо живу силу тачке за произвољан И по

четни положај, из ИБтеграла живе силе Т - И = То - ИО 
имамо 

( 1) 

1) Услов стабилности Тloчније можемо формулисати овако. Нека је 

положај тачке одређен генералнсаним координатама qi (i = 1 •... п). где 
број п може имати вредности ], 2, 3 према томе да ли се тачка налази на 
кривој ЛИНИјИ, површини нли је слободна. Рачун ајмо те координате тако 

да је за положај равиотеже <li = О (i = 1 •.. п). Положај равнотеже је 

стабилаи, ако за сваку унапред дату величину 8 можемо одредити такву 

величину '1 ('1 < В) да lIOчетнr услови 1 qi 01 < '1. 1 qiO 1 < '1 одређују кре
тање тачке тако, да је 1 q; 1 < е за време кретаља. Црте 11 0значују, као 

увек, апсолутне вредности. а qi О И QiO су почетне вредности координата 

и брзина. 
17 
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јер је Т увек позитивно. Живу силу То увек можемо иза

брати тако да буде мања од разлике Uо-U,рах., тј. 

(2) 

Ако саберемо нР-једнакости (1) и (2), добијамо неједна-
кост 

u - и оран. > О, 
која потврђује теорему. Заиста, И не може да буде једнако 

или мање од и,ран., па значи тачка не може да напусти 

област коју смо утврдил и: . вредношћу . U,р,н.. Другим речима, 
ма колико близу вредности и таж ми изабрали вреДIIОСТ u,pax. , 

увек можемо изабрати такав почетни положај тачке са ио 
и такву почетну брзину са То да тачка за све време кре

тања неће да изађе из области са т]'ран" а тиме је услов 

стабилности равнотеже задовољан. 



• 

ГЛАВА ПЕТНАЕСТА 

Мале осцилације тачке 

§ 15·1. Мале осцилаЦflје тачке на кривој око положаја 
равнотеже 

Нека је материјаЈшатачка М са масом т везана за је

.дну непокретну линиј;r L и може да се налази, под утица

јем дате активне силе, у равнотежи на тој линији у llОЛО

:.Жају о. Положај таЧlсе на кривој одређив:iIћемо ДУЖИНОМ: 

Ау.ка s од тачке о. ПРЕ РОДНУ диференци:јалну јепначину кре-
1l'ања у односу на TaH~e нту можемо написати овако (§ 4·33): 

(1) 
d2s 

т dt2 = FD , 

!Где је F D пројекција активне силе на правац тангенте са 
-+ 

'ОРТОМ: D. 
Претпоставимо прво да сила зависи само од пол:>жаја 

'Тачке, тј. FD = {(s) и да функцију {(s) можемо развити у 

.области тачке О у конвергентан ред: 

{(s) = ао + а1 s + az Si + ... 
Пре свега закљуqујемо да је ао = О, јер у положају 

равнотеже (s = О) на 'Iачку не сме да дејствује тангенцијална 

.сила. Према томе,. ако се зауставимо на ыалим осцилацијама 
м стога занемаримо чланове вишег степена у погледу s, има
мо за силу овај изра:!: FD = а1 s . 
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Ако даље претпоставимо да у положају О функција силе 

U(s), која има облик U(s) = ~ al s2, има maximum, онда из· 
услова за maximum: 

dU = О, 
ds о 

следује да је а1 < О. Ставимо al = - тk2 и тада диферен
цијална једначина (1) доводи до једначиве: 

d2s 
dt2 + k2 s = О, 

којој, као што знамо (§ 5·.121), одговара хармо'Ниска осцuлацuја_ 
Ретење има облик 

s = А Sin kt + в Cos kt, 

где су А и В произвољне константе интеграције. Истом ре

тењу може се дати и облик 

s = п Sill (kt + а), 
где је п амuлuшуда, а а је uо'tеш'На фаза осцилације (за t=O) •. 
Особине тог кретања навели смо у § 1;621. Наведимо да 

Ф 21С. 
амплитуда, почетна аза и учестаност k (или период Т = k 

. б" 1 k 
или наЈзад рОЈ осцилаци]а у секунди v = т = 2; потпуно 

одређују једну хармониску осцилацију. Амплиту.Ј:У и почtт
ну фазу одређују почетни услови кретања, а учестаност k 
- коефицијенат код активне силе пропорционалне д.Уживи s . 
.Ако се зауставимо на конкретном случају да је у моме

нту t = О тачка била у тачки О и имала почетну брзину 

vo, онда је а = О и п = ~ . Кретање је одређено једначпномс 

. V 

S = 1 Sin kt. 

График ј еДНQГ TaIlBor конкретног кретања пока зан ј е, 
ва слици 56, а. 
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§ 15·11. АМОЈЈ,тивоване мале осцилације 

. У претходном параграфу анализирали смо мале осци-
• 

.лаци}е тачке под усло:вом да активна сила зависи само од 

положаја. Претпоставимо сад да сила зависи и од брзине . 
.Ако величину такве силе поново развијемо у ред и зауста

'вимо се на члановима првог степена, сматрајуhи брзину за 

:малу величину истог реда као и помераље s, онда диферен-
• • 

ди}алну }едначину кретаља. можемо написати овако: 

.(1) 

Уведена сила 

iJ2S ds· 2_ 

dt2 + 21 dt + k s - О • 

ds 
-2ml

dt 

:зове се ошuор'Н,а сuла uроuорцuо'Н,ал'Н,а 6рзu'Н,u. CM8TPllMO да 
је коефицијеН8Т пропорционалности 1 позитиван, другим ре
чима, отпорна сила y:~eк има смер супротан смеру кретаља 

тачке. Осцилација са отпорном силом зове се а.моршuзова'Н,а 
• 

.осцuлаЦUЈа. 

Интеграција једвачине (1) своди се сменом s = ezt на 
• 

решаваље карактеРИС'ШЧl!е lедначине 

2:2 + 2/z + k2 = О, 

која има корене ZI,2 = -[ + V[2-k~. Према вредности пот-
• 

Еорене величине можемо разликовати три случаlа. 

1. 12 - k 2 < О. flерuодu1f,'Н,О креШање. 

Ставимо [2 - k2 .'''' - k1
2 • Ј~орени имају вредност ZI,2 = 

- -1 + ik1 • а интеграл диференцијалне iедначине изгледа 

{)вако: 

(2) s = ги ИSin џ + в Cos k1t) = ne-1t Sin (k1t + а) , 
где су А и В, односно п и 01:, интеграционе константе. 

Ово решеље показује да кретаље има карактер опада~ 

јуће хармониске осцнлације (§ 1·6211). Пошто је k1
2 = k'-[' 

• • 
:и премl!. томе k 1 < k, видимо да Је учестаност осцилаци}е са 
{)тпорном силом мањаод учестаности одговарајуће ОlЩила· 
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ције без отпора, а период је веhи. Ако се I2 може занема
рити у поређељу са k", учестаност (и период) у приближнои 
посматраљу остаје иста за слободну осцилацију и осцила

цију са отпорном силом. 

Логаритамски декременат осцилације износи 

Z:л 1 
k

1 
=2 'Т1 , 

где је T1 период осци.пацијеса"отпорном силом. 

Ако се поново зауставимо на почетним у<:ловима сли'1'

ним условима претходног параграфа, тј. за t = О узимам() 

да је s = О, s' = VO' из (2) добијамо: 

График ове једначине показан је на слици 56, Ь. 

П. Р - k" > О. Аuерuодuчн,о "реШање. 
. , :. ' 

у овом случају јаке отпорне силе (l>k) вредности ко-
• 

рена карактеристичне )едначине Mory овако написаТЕ: 

где је р = + VZ"-k2 

(1) добија облик 

(3) 

Z2 = -Z-p, 

и зато је р < '. Интеграл једначине: 

где су С1 и С2 интеграционе константе. Пошто су оба корен!». 
Zl и Z2 негативна, s никад не може да постане бескрајно

велико. Обратно, под условом t ..... C"I:>, s ..... О за све вредности. 
С1 и С2• Кретаље носи аuерuодU1tан, ка.рактер. Према. почет.· 
ним УСЈIOвима тачка се или непосред'ноприближује поло
жају раВlIотеже, а не пролази кроз' тај положај, или пролази 
али само један пут, и после удаљеља на одређено растојаље 
зауставља се, па се. враћа и тежи положају равнотеже. 

Узмимо случај почетни:х: услова· сличних претходним: 
века је за /=0, s=O и s'=vo' Тада из (3) имамо : 
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ds "ио Zlt .. z2t 
dt = 'и = 2р (Zl е -zз е .). 

Из услова v = О одређујемо моменат t
1 

= ~ logZ~ 
2р Zl 

кад 

се тачка зауставља и има највеЬе удаљеље: 

s 

s 

s 

с 

па се после приБЛИЖУ1" 
показан на сл. 56, с. 

2р , 

• 

а 

ь 

s 

t 
d 

Слика 56 

'. ~ , 

тачки О. График тог 

t 

t 

t " 

• 
кретаља 18 
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IП. f2 - k 2 = О. Гран,и1(,н,и МУ1(,ај аuерuодuчн,оz "рещања. 

у том случају корени карактеристичне једначине јед-

наки су 

Zl = Z2 =-1 

и интеграл једначине (1) добија облик: 

-и 
. s = (Сј + С2 t) е • 

Кретање тачке је слично претходном кретању. Оно има 

апериодичан карактер. Под истим почетним условима као 
• 

раНИЈе имамо: 

s =vote-lt 
, 

• 
v = V o (l-lt) e-lt . 

1 • 
У моменат t 1 =у тачка се зауставља на раСТОЈању 

Vo 
Smax = lе' 

враћа се натраг и тежи тачки О. График је на слици 56, d. 

§ 15-2. Принудне осцилације_ Случај осцилације беа 
отпорне силе 

Претпоставимо сад да на тачку сем силе, која зависи 

само од растојања и од које смо задржали само члан -mkВ!);-.;,. 

дејствује још сила која зависи од времена. АIЮ ту силу 

означимо са m' (t), диференцијална једначина кретања тачке 
може се написати овако: 

(1) 

Кретање тачке под утицајем такве силе 

uудн.о крешање, а сила mj(t) је uрин.уд'Нљ сuла. 
Интеграција једначине. (1) оснива се на 

• 
нама таквих једначина: 

--
зове се ири-

двема особи-

1. Ако је g(t) опште р~шење једначине без десне стране, 
тј. једначине s" +k2s == -О, 'а pCt) је партикуларно решење јед-
начине са десном страном, збир , 
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G (() = р (t) + g (t) 

.даје опште решење једначине (1) 
2. Ако f (t) сматрамо као збир две функције, тј. ставиМО 

f(il = (1 (t) + fz (t), 

.а PI(t) и pit) су партикуларна решења одговарајуhих једна· 
чина само са f1 (t) односно (2 (t) са десне стране, онда је 
збир 

рЏ) = Р1 (t) + р. (t) 
:nартикуларно решење једиачИ'Не са десном страном f(t). 

Претпоставимо да је функција f(t) периодична са пе

риодом Т и да је можемо развити у конвергентан Фури

јеов ред: 
1 с\) 

f (t) = :т ао + ~ (а. Oos vwt + Ь. Sin ywt) , 
,.=1 

:тде је w учестаност што одговара периоду Т, тј. 

шТ = 2:n. 

Пошто знамо опш~:и интеграл једначине s" + k's = О, 
.за одређивање општег решења једначине (1) потребно је 
наhи партикуларна решења једначина ових облика: 

(2) 

(3) 

( 4) 

"+kZ _ 1 хо ХО --2 ао, 

х." +k'x. =а. OOSyw!, 

у:, + k2y. = Ь. Sin уш!. 

Као партикуларно решење једначине (2) можемо узети 
. 

1I\0HCTaHTY: 

3а iмначину (3) ставимо 

х. = А. Oos vwt , 

-где је А. константа чиј:v вредност одређујемо на овај начИВ:. 
Ако двапут диференцирамо Х,. и ставимо у (3), после скра

'>Ривања са Oos ywt добијамо: . • 
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- А,.(јЈш)2 + k2 А" = а., 
одакле имамо: 

• На сличан 

(4) у облику 
начин за партикуларно решење lедначине: 

у; = Вn Sin vwt 
добијамо 

чине 

(5) 

В Ь • 
• = k 2;----;;2----2 • 

-уш 

На осtlову добивених резултата опште решење једна

(1) можемо написати овако: 

1 ао . N . 1 . 
s =::Ј k2 + ~ k2-V2W2 [а. Cos ywt + Ь. Sш ywt] + 

')'=1 

+ С1 Cos kt + С2 Sin kt, 

где су С1 и С2 интеграционе I{онстанте. НаТ1Исани образац 

показује да .се кретаље тачке врши као резултат сабирања 

(ю/'шерфере/l,цuје) више хармонискР.х осцилација. Она осци

Л<Щllја, која o.LJ.roBapa решењу једначиIlе без десне стране
З0ве <;е слооодн,а ИШI соij,сш~ен,а осцu.1ација тачке, а остале су 

uрин,уд/l,е. Амплитуда свике принудне осцилације зависи само

од jeдн'~г одговај>ајућег чл'ана принудне силе. Дода ваље
свю,е нове осцилације не мења онај ефекат који показује у 

кгетању свака претходна осцилаЦllја. Према тој особини 

(су,јерuозuцuја осцuлацuја) довољно је проучити утицај само. 
• • 
једне принудне осцилаци}е на кретаље тачке. 

§ 15·21. Проста принудна осцилација 

Ако принудна сила зависи само од једног члана обликlJt. 

а. Cos ywt или' b,Sin ywt, 

осцилацај.а се_зова ~росша upU/l,ya/l,a .аСЦИЈ!ација .. Не: ограни
чавајуhи општост раСуђивања.можемо диференцијалну јед
начину џросте принудне осцилације написати у овом облику: 
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d2 ' S ' 
dt2 + "~s = а Cos OJt , 

јер учестаност УОЈ можемо сматрати као један ко€фицијенат .. 
Решење те једначинеIlрема (5) § 12·2 јесте: ' • 

(1) s = kЗ~ ОЈ2 Cos OJt + Ql Cas kt + 02 Sin kt • 

Прва осцилација има исту учестаност и фазу као И~ 

принудна сила, њена амплитуда 

а 
N= k2 • 

-ОЈ 

не зависи од произвољних констаната С1 и С., тј. од по-
четних услова кретања тачке. 

Пошто сопствену осдилацију увек можемо претставити' 

овако 

с 1 Cas kt + С2 Sin kt = п Cas (kt + а), 
где су п и а нове константе, уместо (1) се може написати; 

s = N Cos OJt + п Cos (kt+ а). 

Ако ставимо 

добијамо 

s= (N Cos 01 + п Cas а) Cos kt - (N Sin ot +п Sin ех) Sin kt" 

одакле после увођења в«mичива R и ЧЈ, помоhу образаца 

N Cas ot + п Cos а = R Sin qJ , 

N Sil1 01 + п Sin а = - R Cos qJ , 

долазимо до резултата 

(2) s =, R Sil1 (kt + ср). 

Једначина (2) показује да резултат две осцилације мо
жемо сматрати као једну осцилацију али' ilмџлиryда R и= 
фаза qJ те осцилације с;, функције времена, наиме 
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(3) 

Проста принудна оецилација 

~ = N2+ n2 + 2Nn Co~ (о! - а), 

t = _ N (108 о! + п Са8 а 
g ср N Sin о! + п Sin а . 
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Из обрасца (3) за R2 видимо да се R меља између две 
. границе: 1 N+n 1 и 1 N-n 1. Према томе амплитуда има своју 
највећу и најмаљу вредност и период те промене је период 

. функције Cos (ot-a). Означимо тај период са ТЈ. Он износи 

Td = 2:n = 2:n _ Т. Тр , 

д' OJ-k Т.- Тр 

где смо са Т. означили qерщ>Д сопствене осцилације тачке, 

.а са Тр - период принудне осцилације. 
Појава јачаља и слабљеља једне . осцилације зове се 

. uодрхшавање или бuјење. Период Td то је иериод uодрхщаваЊIJ, 
',-Слика 57,а показује график једног таквог кретаља. 

s 

1\- --,,-. 
, 

.--.--
...... _ _ \Ј- -

.S 

а , ,,-- .---
---Т' --

- --

, , 

. /../~, 
\. - -- -у- - --V_ -

/' 

/('1 
/' 

,/ 

ь 

t 

-... 

Слика 57 

-.--,.,- ---.-А 

t 

- • - , 
'_v, , -- -

.,. Од претходног решења IIотреба:о је одвојити специја-
• • • 

. .лан случаЈ кад lе учестаност ОЈ ЏРИElУЈЏЈе силе иста са У'1е-

--станошhу k сопствене осцилације· тачке. 



269 ПРО!)'1;а ДРlIнудна о~сциладиiа о § 15'21 оо ~ 

Диференцијална једначина овог случаја 

(4) 

нема више партикуларно решење у облику N Cos kt. У ОВОМ:: 
слsчају партикуларно решење треба потражи ти у ОБЛИRУ 

s = At Sin kt, 

где је А константа коју 'щређујемо на овај начин. Ако увр
(;тимо написани израз за s у једначину (4), лако ћемо дo~~ 

бити да је вредност А =:::~ и после тога је решење наш~ 
• 
]едначине: 

s = ;k t S in kt + п Cos (kt + а) . 

И ово решење МОЖl3МО претставити у облику 

(5) 

где је 

(6) 

s = Q ВјП (kt+ 1р), 

at 
cotg 1fI = 2-'k seca - tg ех . ". 

Израз (6) за амплитуду осцилације (5) показује да она 
расте са временом и може да постане већа од ма кој.е уна

пред дате величине. 

Појава, кад два периодична фактора имају периоде. 
исте вредности и аБЈГ тога један појачава други, зове се 

резо'Ња'Њцuја. У нашем случају принудна сила и сопствена осци-
• • • 

лаци]а тачке са истим учестаностима ствараЈУ ПОЈаву резо- о 

нанције та два периодична фактора. 

Слика 57, Ь показУiе график кретања тачке у случају 
резонанције. 

Случај реаонанциј·з може се сматрати као гранични 
случај подрxrавања кад о период дрхтања Т'! тежи беско- оо 
начности. 



§ 15'211 Проста принудна ОСЦИЛlщија са отпорном силом 270 

. .:§ 15,211. Проста принудна осцилација са отпорном силом 

Диференцијалну једначину просте принудне осцилације 

. са отпорном силом (§§ 15'11 и 15'21) треба написати овако: 

(1) 
• 

Партикуларно решење те јеДllачине потражимо у облику: 

(2) s = А 008 шt + Б Sin шt , 

;;где су А· II Б константе које се одређују на овај начин, 

Ако уврстимо вредност (2) у једначин~ (1) и средимо 
. члаДоВе, добиhемо: 

[А (k~-ш2)+ 2Вl ш--'-а] 008 шt +[Б (k=-ш3)-2А/ ш] Sin шt=О. 

Пошто ова једначина мора да важи за сваку вредност 

..:1, биhе 

А(k2 _ш2)+ 2Вlш = а, 

2А/ ш - Б (ka -ш~) = О, 

После решења ових једначина добијамо: 
• 

Б = 2М а/ (о, 

:Ј'де смо са М означили 

(3) 

м = [ (k= - (02)2 + 4/2 002]-1, 

На тај начин решење једначине (1) је: 

:тде су 

Zbl = - / ± Y/2_k3 , 

"а С; и С! произвољне константе, 
Ако ставимо 

Ма (k~ - (02) = N 1 Ооэ {1. 2М аl ш = N 1 ВјП {1, 

ј>ешење (3) можемо написати и овако: 

(4) 
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l'де се • 

N = аУм= а , 
I V(kZ _ oo2)Z + 4Ј2 (02 

У § 15·11 видели см(, да функцији 

Zlt zst 
f(t) = С1 е + С2е 

{)Дговара или опадјућа хармониска осцилација или једно 

апериодично кретаље које такођа има, или непосредно од 

почетка кретаља или посде извесног времена, ОDадајуhи ка

рактер. Другим речима 

[f(tЉ-+ N -+ О . 

Међутим аМПЛИ'I"уда N1 принудне осцилације има стал

-ву вредност. Из тог следу-је да после извесног времена у 

кретаљу тачке надвлада аринудна осцилација и кретаље ће 
• 

ИМаТИ карактер хаРМQнисв:е осцилаЦИЈе са периодом принуд-

не силе. Само између фааа осцилације силе и тачке посто

ји разлика р. 

у случају резонанцЩе, кад је w = k, tg fЗ = N И према 

томе је fЗ = ~ . Амалит;уда принудне осцилације има вред

а 
ЕОСТ N1 = 2100 и кретаље после довољно великог времена 

.одређује се једначином 

S = 2~оо Sinoot. 

Ако упоредимо ову- једначину са законом принудне 

<:иле а Cos wt, заКЉУ'lујем:о да сила има највећу вредност 

кад тачка пролази кроз положај равнотеже (s=O). 

§ 15·3. Неllинеарне осцилације 

Досад смо анализирали оне осцилације тачке" око по-
• • • 

ложаја равнотеже у ко]има )е сила зависила само од чла-

нова првог степена рас'гојаља·s тачке од положаја равно
теже и брзине s'. Такве оt:цилације се зову JlU'lieap'lie, било 

• •• 
СЈюбодне, било принуд:ье, кад на тачку деЈСТВУје ЈОШ и сила 

која зависи од времена. У случају кад се осцилације врше 
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под утицајем силе, која се више не јавља као ливеарна функ

ција променљивих s и s', осцилација се З0ве н,e.tIин,еар'Н.о. 

у довољно општем случају диференцијална једначина. 
• 

нелинеарне осцилаци]е пише се овако: 

(1) 
d 2s ds 
dl 2 + 2l dt + k2s - ё f. (s, s') = F (t) , 

где су 1 - коефицијенат линеарне отпорне·· силе, k2 
- ко

ефицијенат линеарне силе, Е т f(s, s') израз допунске вели

неарне силе, при чему jt\ т маса тачке, а ё - коефицијенат 

пропорционалности, који можемо сматрати као мали, ако сила 

мало отступа од линеарног закона. т F (t) је принудна сила. 
Интеграција и проучавање ]едначине (1) сад се развило 

у једну нарочиту грану рационалне механикu и математике. 

Веhина метода тог проучавања оснива се на приближно) ин

теграцији једначина сличних (1). Показаhемо на једном кон
кретном примеру како се може приближно проучити једна. 

релативно једноставна нелинеарна једначина. 

Узмимо малу осцилацију математичког клатна. Дифе

ренцијална једначина (тачна) 'кретања тог клатна, као што 

смо видели (§ 10·52), јесте: 

d 28 
R dt2 + g Sin 8 = О 

или 

(2) 

кад ставимо: 

R8 = s, k 2 = !L. 
R 

Једначина (2) решава се шшmо помоhу елиптичне функ
ције. У првом приближном посматрању за мале углов€ Sin f} 

• 
можемо сменити углом и тада имамо ]едначину 

d2s 
dt2 + k~s = О, 

којој одговара хаРМОНИСl\а осцилација. 

у другом приближном посматрању Sin 8 треба смени-
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ти са 
1 . 

8 - 6" 83 И тада иа (2) ДОби1амо iедначину 

(3) 

. k~ g 
где Је G=6RЗ =6R3. 

Ставимо себи зада'rак да решимо јед начину (3) сматра
јуhи G као мали број. Узмимо ове почетне услове: за to = О, 

SO = О, sO' = Vo. 
Пошто решење ПРЕ:тставља једну осцилацију, а перио

дичну функцију можемо изразити Фуријеовим редом, потра

жимо решење једначино (3) у облику реда: 

а с\) . 

S = 20 + ~: (аn Сов npt + Ьn Sin npt) , 
,,~=1 

где су р, ао. аn , ЬN константе. 
Из услова да се у близини равнотеже са променом зна

ка код t мења и знак померања s, закључујемо да функција 
мора да буде непарна, према томе у претходном обрасцу 

треба да отпадну сви косинуси и слободни члан. Ако се, 

сем тога, зауставимо сзмо на приближном обрасцу, можемо 

узети, рецимо, три члана и тада тражено решење требiJ. да 
има облик: 

(4) s = Ь1 Sin р! + Ь2 Sin2pt + Ь з Sin 3pt. 

Према томе треба одредити четири величине: три кое

фицијента Ь1 , Ь2 • Ьа и учестаност р прве осцилације. 
Пре свега видимо да је први почетни услов зздово

љен, јер је s (О) = О. 

Ако дифереНIIираио (4) по времену, добијамо 

(5) s' = (Ь 1 Сов pt + 2Ь2 Сов 2р! + 3Ьз Сов 3pt) р, 

одакле имамо за t = О прву једначину за одређивање кон

станата: 

(6) 

Ди:ференцирајмо (5) још један пут - имамо: 

18 
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(7) s" = - (Ь, Sin pt + 4Ь2 Sin 2pt + 9Ьз Sin 3pt) р2. 

Најзад израчунајмо S3 под претпоставком да су кое

фицијенти Ь2 и Ьз мали у поређењу са Ь,. Тада можемо 

написати: 

(8) S3 = : Ь! 3 Sin pt + ~ Ь,2 Ь 2 8јп 2pt - ~ Ь, з ВјП apt, 

при чему смо искористили тригонометриске обрасце: 

Вјп3 pt = : Sinpt - ~ 8јп 3pt, S · 2 1 1 С 2 ш р! =--- 08 pt 
;Ј 2 ' 

и изоставили чланове са аргументима веhим од 3pt, 
Ако ставимо изразе (4), (7) и (8) У једначину (3) и ко

ефицијевте уз Sin pt, 8in 2pt и 8јп 3pt изједначимо са ну

лом, добиhемо ове три iедначине: 

(9) b1(k!-p!-: Ь1!Е)=О, 

(10) 

(11) 

Пре свега из (10) следује да је Ь2 = О. Кад даље ста
вимо: 

p=k (1-х) , Ь Vo 
з=-z 

k 

и сматрамо х, у, z као мале величине, овда из једначина 

(9), (11) и (6) добијамо једна чине: 

v + 3z = Х. 
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Тај систем даје дефинитивно ово решење 

х = 12 Iz, У = 9h , z=h , 
• 

где 1е 

1 а2 е Vo 
h == 32 k2' а = 7( . 

После тога имамо: 

p=k(1-12h), Ь1 = а (1+9 h), Ьз = ah . 

Једначина кретања тачке јесте: 

S = ~o [(1+9h) Sink (1-12 h) t + h Sin 3k (1-12h) tJ. 

Период Т те осцилаuије има ову приближну вредност: 

2л 2л 2л ( 3 а2 I!) 
т = k(1-12h) =7(1+121:) = 7( 1 + 8 k~ . 

или дефинитивно: 

т = 2л R 1 1 % - + 16 а , 
g 

rде је а = ~ угао најьећег скретања клатна од вертикалног 

правца. Изведена вредност периода поклапа се са оном при

·ближном вредношћу I:Ojy смо имали у § 10-521. 

§ 15·4. Мале Оlщилације тачке на површини 

Нека је положај тачке на поврmини 5 одређен гене-
• 

ралисаним координаТ2.ма ql и q2 тако да}е површина дата 
једначинама: 

Претпоставимо да на тачку дејствује сила са Функци..l 

јом силе и (ql' Q2), коју можемо да развијемо у ред. Нека. 
-функција и има тахјтит. Тада том положају одговара ста
·билан положај раВНО'leже. Из· услова за extremum 
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дИ =0 
дqј , 

дИ = о 
дq2 

одређујемо вредности координата ql и q2 за тај положај. 
После тога Мf)жемо променити раЧУЮiње координата q1 и qz: 
тако да за положај равне теже имамо ql = О, q2 = О. 

Ако У реду 

изоставимо константу Ио • јер, као што знамо, она код функ-
• 

ЦИЈе силе не игра улогу, и зауставимо се само на члано--

вима другог степена, онда за И можемо написати ова!'. 

образац: 

где смо означили: 

д2И 
д 2 • q2 О 

Rвадратична форма. 

за случај maximum'a мора бити одређена, тј. увек истог
знака, а при томе позитивна (а> О, Ь9 - ас < О). 

Жива сила тачке је: 

при чему коефицијенте А, В, С. У близини ПОЈlожаја равно-· 
теже за мале осцилације можемо сматрати као сталне. 

3а одређивање кретања тачке узимамо JIагранжеве јед
начине за независне координате: 
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(1) 

Мале осцилације тачке на површини 

d дТ 

dt дq/ 

d дТ дТ -

Добили смо систем од две линеарне једначине са ко н

i)тантним коефицијентима. Пре интеграције изврrnимо једну 

-трансформацију тих једначина. Уведимо нове променљиве 

:51 и S2 као линеарне Ф;rнкције претходних: 

(2) 

под условом да се сис~rем (1) трансформише у једначине 

()ваквог облика: 

(3) 

где су А.1 и А.2 константне величине. 
3а одређиваље· константних величина иш ИIZ' И21 , 1%зз, 

.11' А.2 можемо поступити овако. 
Ставимо у (3) вредности (2) 

(4) 

Добијени систем (<1:) мора да буде еквивалентан систему 
(1). То значи увек постоје таква два броја, прво тЈ и т2 , 

а затим n1 и n3' да ако ,~a љима помножимо једначине (1) па 
их саберемо, треба да добијемо прво, рецимо, прву једначину 

<од (4), а затим другу. Према томе можемо написати ове везе 

између коефицијена.та: 

(5) 
«11 = Ат! --1- Вт2 , 

А.1 ан = am l + Ьтз • 

«12 = Вт! + Ст2 ; 

А.1 И12 = Ьт[ + ст2 
,И сличне за n1 и nз са множитељем А.3 и аЗ1 И «33' 

Ако из једначина (5) елиминишемо а11 И «13 добиhемо 
..две линеарне једнаЧIШ~: 

(АА.1 - а) т1 + (т1 - Ь) т2 = о, 

(т1 - Ь) т1 + (01 - с) тз = О 
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и сличне за ПI и п2 са :множитеље:м ).2' Да би те iедначине, 
и:мале решење, сваки од множитеља, било ).1' било ).2' :мора 

бити корен једначине: 

(6) 
А.1. -- а, 

8).--Ь, 

ВА. -- ь 
--о o-cl- . 

Ову једначину можемо написати и овако: 

ср Щ = (А.1. - а)(СА. - с) - (8). - Ь)2 = 

= (АС - 82) ,1,2 - (Ас - 28Ь + Са).1. + ас - Ь 2 = о. 

Ако са d означимо :мањи, а са D веhи од количника, 

онда :можемо саставити 

лином а ср (л) : 

1 О 

ср (,1,) + 

а с 

А' С' 

ову таблипу за промену знака по-

d D + ('<) 

- - + 

при чему смо искористили неједнакости А С - В% > О r 

ас -- ы� > О . 
. Из наведене таблице следује да наша једначина и:ма 

два стварна и то позитивна корена - један, ОЗНi1ЧИ:МО га 

са ).1' мањи од d и други, 12' веhи од D. Ако сщвимо 

једначине (3) добијају облик 

(7) " k Z О 5з + Z 52 = 

и одређују две независне хар:мониске осцилације. 
Координате 5. и 52' које доводе iедначине (1) на облик 

(3), зову се мавн,е 1Wордuн,аше тачке на површини. Харио
ниске осцилаЦИје,· одређене једначина:ма (7), зову се мавн,е' 

• 
осцuлаЦUЈе тачке. 

• 
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Учинили смо у почетку овог параграфа претпоставку 

да фующија и има maximum и даје према томе положај 

равнотеже стабилан. Ако тај услов није ностављен, горња 

расуђивања остају на сзази, СаМО се ништа не може казати 

за величине а, Ь, с ОСИbl. да су стварне. Тада за корене јед
начине (6) можемо тврдити само да су стварни, јер поли

ному rp Щ одговара ова шема знакова: 

d или D I 
.-----'-----i-----i----. 

IJ' (Ј.) 11 + 1 - I I I 

-- С\Ј 

+ 
Карактер тих стварних корена одређује карактер равно

теже. Ако су оба корена позитивна, равнотежа је стабилна. 

§ 15·41. Мале осцилације тешке тачке на површнни 

Нека је површина дата једначив:ом 

.... (1) z = (х,у) , 

при чему је оса z вер'ГИкална и наперена навише. Функција 
силе теже изгледа овако: 

U=-mgz, 

где је т маса тачке I! g убрзаље силе теже. 
Услов равнотеже dU = О даје dz = О или 

(2) дf -о ---
дх ' 

l}[ = о 
ду • 

Реrnавањем јеДЕачина (1) и (2) одређујемо по.nожаје 

могуhих равнотежа. Ако почетак координата смести:м:о у једну 

од таквих тачака (х ,= у = z = О) и Х, односно У, осу напе

римо у правцу линије кривине на површини, једначину по

врrnине у близини TbltBe тачке пишемо овако: 
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или 

где су R1 и R2 полупречници кривине, са одговарајуhим 

знацима, за главне нормалне пресеке. Оваки од њих је по

зитиван кад се центар кривине налази над хоризонтом тачке 

равнотеже. 

Пошто жива сила тачке за такве координате има израз 

2Т = т (х'2 + у'!), 
диференцијалне једначине кретања могу се написати овако: 

х" + :1 х = О, 
а-

у" + ~y = О. 
Rз 

Видимо да су изабране координате х и у главне ко

ординате за нашу тачку. 

Ако су R1 И Rз оба позитивни, положај равнотеже је 

стабилан, свака главна осцилација је хармониска са перио-

дом 2n R1, односно 2n Rз . 
g g 

§ 15·5. Мале осцилације слободне тачке 

Претпоставимо да је положај тачке одређен криволи

ниским координатама ql' qз, qs' да је у положају равнотеже 
q1 = q2 = qз = О я да су жива сила Т и функција силе U 
изражен е овако: 

2 т = А1 ql'2 + Аз Q2'2 + Аа qз'З + 28зз q2' qa' + 
+ 2В31 Q' 8 Q't + 2812 q/ q2" 

u = - (а1 q1 2 + а2 q2%+аsqз2+2Ьззqаqs + :ЈЬЗ1 qзql +2Ь1 q21qз), 

где су сви коефицијенти било живе силе, било функције 

силе константне величине. 

Уведимо слично § 15·4 главне координате тачке по
моћу образаца 

Sl = «11 ql + 01:12 q2 + (ун qз ' . 
Sз = a 21 qt + аз2 qа + OI:ззqз , 

SЗ = аз1 q, + OI:a2 q2 + OI:ззqз, 
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да би једначине кретаља добиле овај облик: . 

Sl" + ;[1 SI = О, S2" + ;[1 S2 - О, Sз" + ;[ЗSЗ = О. 

Тада ћемо исто 1'.ao у претходном параграфу добити 

·2а одређиваље ;[1' ;[2' ;[3 l\убну једначину 

А1 ;[ - а1 • В12 ;[ - Ь12 ' В1З ;[ - Ь1З 

(1) В21 ;[ - Ь21 ' А2 ;[ - а2' В2З ;[ - Ь23 = О, 

ВЗ1 ;[ - Ь31 ' .83%;[ - ЬЗ2 , Аз ;[ - аз 

-тде је: В12 = В21 , В2З = Ва2 , В1З = ВЗ1 , а исте једначине ва

же и за мала слова. 

3а случај кад и има шахiшuш ова једначина има три 

·стварна и то позитивна Еорена и љима одговарају три глав

не хармониске осцилације. У детаље доказа тог става неће

мо улазити, јер су они СЛИЧНИ § 15·4. 
Ако функција и нема шахimuш'а, природа корена јед

начине (1) одређује карюtтер равнотеже . 
• 

"§ 15·51. Мале осцилацијiе тачке на коју дејствују цен
тралне силе пропорционалне растојању 

Нека на тачку масе т дејствују силе привлачеља про

порционалне растојаљу од сталних центара са масама 

-(i=1,2,.", п), чији је положај одређен веК1'орима 
Вредност резултанте свих тих сила је: 

...,. 

-+ n-+-+ 
F = - k2 т ~ m; (г - fi), 

i=:o 1 

• • 
.где је г вектор положаја тачке m. 

• • 
Ако уведемо тачк~' С, средuшше .маса, 

...,. 
ЧИЈИ Је вектор 

положаја гс одређен једначином 

.... п ...,. 

мгс = ~mifi, 
i=l 

где је М маса свих центара, израз за силу можемо прет-
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-
ставити овако: 

-+ -+ -+ 
р= - k2 m M(r-rc). 

Најзад, ако ставимо 

тј. уведемо вектор положаја према тачки С, онда је сила. 

дефинитивно 
-+ -+ 
F=-k2 mМе. 

Љена функција силе добија вредност 

и= -~k%mмг.З 
::Ј " , 

-+-+ -+-+ 1 
dU = (р dQ) = - k!m М( е de) = - '5k2m М de 2

• 
~ 

Тачка се налази у равнотежи једино у положају за 
-+ -+ 

који е = О, јер само за тај положај је F = О. Тај положај је 

тачка С - средиште маса mi. 
Ако ПОЛОЖlј тачке одређујемо координатама ;,1],' пре

ма триједру оса са почетком у С, онда се жива сила одре-· 

ђује једначином 

2 Т = m (;12 + 1]'2 + '12), 

а функција силе овако: 

2U = - k%M (;2 + 1]' + ,2). 

Пошто lеднаЧlIна кретања, рецимо за координату ;, из
гледа овако 

(1) 

закључујемо да су координате ;, 1]. , главне координате на
ше слободне тачке у пољу датих сила. Пошто једначина (Н 

и сличне једначине за две остале координате одређују хар

мониске осцилације, таЧIi:а С је положај стабилне равнотеже. 

Око тог средишта тачка т врши кретање - резултат три 
хармониске осцилације (§ 5·22). 
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у случају, кад им~,мо силе одбијања пропорционалне 

растојању, уместо k 2 треба ставити - k2 и диференцијалну 
једвачину кретања за исту координату ~ треба написати. 

овако 

~" - k2M~ = о. 

Ова једначина више не одређује осцилацију Ћего крета-

ње чија је једначина 

(2) 

где су С1 и С2 произвољне константе, а k1 = k jfМ, 
Једначина (2) показује да за време кретања тачке увек 

постоји један такав моменат после којега се тачка све више 

удаљује од положаја равнотеже, Према томе, тачка С је за .. 
силе одбијања положај лабилне равнотеже. 



ГЛАВА ШЕСНАЕСТА 

Релативно кретање тачке1) 

§ 16·1. Релативно кретаље тачке 
• 

3амислимо једну средину или простор који сматрамо 

l,као непокретан. Вежимо са тим простором триједар оса Охуг 

(сл. 58, а), који ће:мо 

z 

а 

М, 
\ 

\ 
\ 

/ 

Мг 
Слика 58 

\ 
\ 

/ 

М' /. 

- -
звати 'Њеuокреш'Њuили 

аuсолуш'Њu шрujедар. 

Нека се у том про

стору креће друга 

непроменљива сре

дина, рецимо среди-
• 

на једног чврстог 

тела. Са том другом 

средином вежимо 

триједар оса A~1]', 

то је iiокреш'Њu или 

релаШU8'ЊU Шрuједар. 

Најзад замислимо 

тач:!tу 111, која може 

мењати свој положај 

према првом и дру

гом триједру. Код те 

1) Читаље ове главе претпоставља знање кинематике чврстог тела. 
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тачке можемо разликовати ова три кретања: 

1. Кретање тачке М према непокретном триједру Oxyz. 
Ово кретање се зове аuсмуш1/,О "решшње тачке. Апсолутност" 

тог кретања има условни карактер у вези са тим коју смо 

средину изабрали за непокретну. 

2. Кретање тачке м' према непокретном триједру ~I'}~ •. 

OHQ. се З0ве релашU/mо "l~ешање тачке. 
3. Најзад можемо :замислити и треће кретање. То је 

кретање оне тачке среДIЋе покретног триједра A~I'}~, која се· 

датог момента поклапа еа тачком М. Такво кретање тачке 
М, као тачке једне покретне средине или чврстог тела, З0ве 

се uре1/,ОСн.о "решање. 

§ 16·2. Брзина Т;Lчке у релативном кретању 

Нека се у моменат t покретна тачка налази у положају' 
М (сл. 58, Ь).и нека је после интервала времена tJ.t прешла 

- ..... 
у положај М' у апсолутној средини. Вектор ММ' даје аuсо-

лушн.о uо.мерање тачке. 

3а исто то време tJ.t тачка се кретала и у средини тела. 
• • • • 

A~'7t, Тј. према посматра.чу КОlИ ]е чврсто везан за та] три-
--+ 

једар, и извршила је померање ММ1 . То јерелаШUбн.о uо.ме-

paњ~ тачке. 

Најзад она тачка средине A~I')~, која се у моменат t' 
поклапала са тачком М, за време !!..t прешла је у положај 

--+ 
М2 и на тај начин векЗ'ор ММз одговара uрен.осnо.м Uо.мера-

њу тачке. 

Јасно је, да је завршни положај М' тачке резултат два 

ПОМf,рања - релативноr и преносног. Према томе имамо 

векторску једначину: 

--70' -~ --+-
ММ' = ММ1 + ММз • 

• 
Ако чланове те јед начине подели мо са М и пређ '\мо-

на граничне вредности, добијамо: 

--+ --+ --+ 

(1) 1· ММ' l' ММ1 
lШ =. lШ 

.6ј ..... О дt .6t-+O М + 1. ММ2 
lШ лt . 

6t -+ О и 
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- .... 
Први израз са апсолутним померањем ММ' даје 

-
аисо-

-+ 
· луш/њу брэu'Њу 'rачке коју ћемо 0значити са Vaiic.; израз са ре

--+ 
· лативним померањем ММ1 претстављармаШU8'ЊУ брэu'Њу коју 

-+ 
· ћемо 0значити са Vрел.; најзад израз са преносним померањем 

,-+ 
даје йре'Њос'Њу брэu'Њу, коју ћемо 0значити са VЙр,u •• На тај на-

чин ставимо: 

--+ 
. ММ' -+ 
lIш л = t1auc• , 

6t -+ О ut 

--.... 
1
. ММI -+ 
ЈШ Лt = VpM., 

f::,.t .... О и 

Из једначине (1) тада закључујемо; 

.... -+ -+ 
(2) V auc• = VPM~_ + V Uреu •• 

-+ 
Апсолутна брзина vauc• је векторски И3В€lД вектора по-

.ложаја r тачке М у односу на тачку О, тј . 

• 
V auc , = Г. 

()на има за координате х', у', z', ако апсолутне координате 

тачке М 0значимо са Х, у, z. 
-+ 

Релативна брзина 
• 

VpM. ]е векторски извод вектора по-

-+ 
..ложаiа е тачке М у односу на тачку А у 'Колuко се шај век-

1·1 
тор .ме'Ња у среди'Њи A~1)'. Ако тај извод 0значимо са е, 

имамо 

.... 1'1 
V - f} 
рел..-~. 

Ако координате тачке М у односу на триједар A~1)' 

()значимо са ~,1), 1;, релативна брзина у односу на исте осе 

има за координате ~', 1)', "~о 
Што се тиче преносне брзине, И3 кинематике ЧВРС10Г 

"Тела знамо да се она изражава овако: 

-:\оо ~ -+ -+ 
VuP"'. = VA + [О е], 
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-+ 
где је VA брзина тачке А, тј. транслаторна брзина тела и 
~-+ 

Q угао на брзина тела са координатама Р, Q, R у односу на 
осе Oxyz и координатама р, q, r у односу на осе A~1')~. 

Према. овим реЗУЛ1атима једначину (2) можемо напи-

"сати и овако: 
• 1.1. -+ -+ 

(3) r ,== е + r А + [О е]. 
Овој векторској једначини одговарају 

ларних једначина: за осе триједра Oxyz 
имаhе овај облик: 

• 
две сери}е ска-

• 
прва }едначина 

где су А.х, ftx, УХ косинуси углова осе Ох са осама триједра 
A~1')~. 3а осе триједра A~1')~ прва једначина изгледа овако: 

у вези са једначином (3) поменимо једно врло важно 

у теорији релативног Еретања правило о начину векторског 

диференцирања вектора одређеног у покрет но} средини. 

3а сваки моменат времена имамо (сл. 58, а): 

а та једначина после диференцирања даје: 

• • • 
(4) Г=ГА+е. 

A\to упоредимо једначину (4) са једначином (3), долази
мо до ове векторске јецначине: 

.1'1 -+-+ 
(5 ) е = е + [О е]· 

• 
Вектор е сматрамо као шошаљ'Њu извод вектора положаја 

1'1 
"тачке М у односу на таЧ1Ч А, вектор е је рељаши8'Њи извод 

-+ -+ 
тог вектора, а [О е] ј(l ире'Њос'Њи део извода који долази због 

• 
ротаци}е чврстог тела. 
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Одређиваље брзине апсолутног кретаља, као збира релативне и 

и преносне брзине, често може да послужи за извођеље и што јасније' 

тумачеље брзине тачке. Тако, на пр., у случају одређиваља положаја 

тачке у равни помоћу полариих координата .. и 8 (сл. 59), произвољно, 

/' 

г 

,/ 

/' 
/' 

\ 
\ 

\ . 

кретаље тачке у равни увек може сма

трати као аuсолутно кретаље које је ре

зултат релативног кретаља (дуж потега) ИЈ 

преносног (заједно са потегом). Пошто· 

брзина првог кретаља има вредност 

а.. -+ -+-+ 
dt ort т, а преносног r 8' п, где је порт 

-+ 
нормале на r, онда за брзину тачке· 

p~--~--------~ добијамо 

ОЛИК1> О;, -+ а.. ~ -+ 
v = dt ort r + r 8' n . 

• 

§ 16·3. Убрзање тачке у релативном кретању 

Ако чланове једначине (3) § 16·2, која одређује апсо
лутну брзину, диференцирамо још један пут по времену, 
према правилу диференцирања (5) § 16·2, онда као резултат' 
добијамо: 

•• 1 оо 1 -+ 1'1" _ -+ -+ 1'1 -+ -+ 
r = е + [п е] + r А + [nе] + [п, е ..ј.. [п е]]. 

Тај резултат можемо преТС'rавити и овако: 

(1) 
•• 1 •• 1.. • -+ ~ -+ -?- -+ 1-1 
r = е + r А +[n е] + [п [nе]] + 2 [п е]. 

Протумачимо чланове те једначине. 
о. -+ 

Вектор r = W au,. даје аUСОJlУШ'Н,О убрзшњ~ тачке. 
1 о. 1 -+ 

Вектор е = Wp "" је РeJIаШU8'Н,О убрsа'Ње тачке. 
3бир 

•• • -+ -)- -+ -+ -+ 
r А + [П е] + [П [П е ]Ј = WUp,n., 

као што се то изводи у кинематици чврстог тела, даје убр

зање тачке чврстог тела и према томе је ирен,ос'Н,о убрsа'Ње. 
-+ 1'1 -+ -+ 

Вектор 2[n е] = 2 [nvp ... .] појављује се као допунски 
члан. Он даје нову компоненту, која се са СУUРОШ'Н,U.м, в'Н,а"ом 

зове В:ОРUОJlисово убрsа'Њ~. 
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.... 
Ако ово убрзаље 03Ћачимо са WKop., 

• 
ТЈ. ставимо 

.... .... .... 
(2) WKop. = - 2 [О Vpeљ.J, 

једнаЧfIна (t) даје везу Ћзмеђу убрзаља: 

~ -;. -+ -+ 
(3) W au<. = ·,vpeљ. + W upe". - WKoP. 

Ова једначина изражава Rор'Uо.лuсову шеоре.му о убрзаљу . 
тачке у релативном кретаљу. 

И3 (2) се види да к.ориолисовог убрзаља нема у овим 

специјалним случајевима: 
.... 

1. О = О. Кретаље тела А ~ 1]' има транелаторни ка-
рактер. 

-+ 
2. '/1рм. = О. 'Гачка нема релативног кретаља. 

.... .... 
3 Векl'ОРИ О и Vp'JI, имају исти правац. 
Напишимо јо;п координате појединих чланова једначи

не (3) за оне осе, за које су те координате једноставније, јер 
увек можемо од једног rриједра да пређемо на други. 

-+ 
Вектор ·W.ue• за осе Oxyz има координа')'е х", у", z". Ре-

-+ 
лаrивно убрзаље W peJI . Бма за осе A~1]' координате~", 1]", ,,,о 

3а преноено убрзаље напишимо, као пример, само једну 

координату, рецимо заМ осу: 

ХА" Ах +УА" Ау +ZA" Az + q"-"1]+p(p~ +q1] + ")_(рЗ + qZ +(2)~. 

Најзад КОРИОЛИСОЕО убрзаље има 

ноеу на триједар A~1]' ове изразе: 

за координате у од-
, 

- 2 (q" - '1]'), - 2 (,~'-pO, - 2 (Р1]' -q~'). 

§ 16·4. Диференцијалње једначине релативног «ретања 
таЧI<е 

Основни проблем динамике релативног кретаља матери

јалне тачке састоји се у овом. 

19 
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Дато је : _ 
1. Почетни положај тачке и почетна релативна брзина, 

на пр. у односу на 3емљу. 

2. Кретање покретне средине (тела) према апсолутној 

средини, на пр. кретање 3емље у звезданом простору. 

3. Силе што дејствују на тачку, на пр. сила привла

чења 3емље и других тела. 

А тражи се одређивање рељашив1tOz 'КреШа'ња тачке. У 

нашем примеру тражи се одређивање кретања тешке тачке 

у односу на 3емљу. 

3а одређивањетог кретања постављају се нарочите 

диференцијалне једначине и то на основу ових расуђи

вања. 

Пошто се основна векторсю\ диференцијална једначина 

кретања тачке односи на непокретне осе, тј. на апсол.Утно 

кретање, ту једначину треба написати овако: 

-+ ..... 
(1) mwau,. = F, 

..... 
где је т маса тачке и F резултанта активних сила и сила 

реакција, ако је тачка неслободна. 3а сваку од сила, које· 

чине ту резултанту, треба да покажемо извор, како 10 

тражи треhи Њутнов закон и према томе ту силу можемо 
..... 

сматрати као сшварuу сиљу. Нагласимо то и ознаком F,ш, .. 
-+ 

Ако уместо апсолутног убрзања WaUc• ставимо у (1) 
његову вредност из (3) § 16.3, добиhемо једначину: 

-+ -+ -+ -+ 
(2) • mwpM. =F,шв. - mWiipeH. + mWKop . 

-+ ..... 
Производи -mwupe. и тWKop. имају димензију силе, али 

пошто ~a такве силе не можемо показати изворе, њих треба 

сматрати као фuкшивuе силе. 
-+ 

Прву фи:ктивну силу, чија је вредност - mWiipex., зваhемо 
-+ 

водећа сuла; означимо је са F,oa. , тј. сrавимо 

-+ -+ 
- mWiipeH. = FBoa. 
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Друга фиктивна сила има вредност mWKop. и IIpeMa томе 

:зове се ICорuолuсова cи.~a; ако ту силу 

имамо: 

.... 
означимо са F кор. 

.... .... 
mltlкор. =РКир• 

Праматоме ће једначина (2) добити овај облик: 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
(3) mwpeљ. = Fсшв • + Рвод • + Ркор• = РС"'8. + Fфu~ш. , 

.... 
тде смо са Fфu~ш. означили збир две фиктивне силе -
;водеће силе и Кориолисове. 

Једначина (3) даје IIравило IIO коме се IIише диферен" 
щијална једначина реЈЈативног кретаља тачке. Из љега се 

види да је поново IIО'lребво йзједначити IIРОИЗВОД масе и 

убрзаље са силом, али са том разликом што се стварној сили 

.додају две фиктивне силе - водећа сила и Кориолисова 

,сила. .... 
Пошто је водећа сила - nZWUP,x., она се може изразити 

,овако: 

-+ -~ • -+ -+ -+-+ 
Р'Од. =-m~~A-nZ[O е]-nz[о [О [I]J. 

Први члан је CYlIpOTaH транслаторном убрзаљу тела. 

Други члан је CYIIpo1'aH убрзаљу које настаје О.д угаоног 

убрзаља. Ако се тело креће са константном транслаторном 
.... . 

·брзином (W А = О) И ко:астантном угаоном брзином (О = О) 

или, како се кажr, сшацuо%ар'Н.о, обu та члана ОТIIадају. 

'Остаје само треhи члан. Из кинематике чврстог тела знамо 
............ 

да убрзаље (о [О е]Ј има це%шрuuешал,%u (аксuuешал%u) ка
.... 

рактер, тј. да је HaIIepeHo IIpeMa оси обртаља Q и да има 

вредност 02 d, где је d растојаље тачке од осе обртаља. Фик-
.............. 

'Тивна сила - m(О [О еЈЈ има супротан смер и из тог ра-
.злога се зове цен,UIp/)"фуzалн,а (аксuфуzал%а) сила. Цевтрифу

гална сила не постоји само за тачке осе обртаља или у слу .. 
• 

'ЧаЈУ транслаторног кретаља тела. , 

IПто се тиче Кориолисове силе, она је 
, 
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-+ -+-+ 
r Хор. = - 2т [.о Vp ... .] 

и не показује свој утицај само у специјалним случајевима,. 

:кад је Кориолисово убрзање једнако нули (§ 16·3). 
Векторској једначини l3) одговарају три скаларне јед

начине, од којих ћемо написати само једну која одговара. 

А'; оси: 

mf"=F§ - mWAi;-m (q'~-r'q)_p (pf+qq+rO+ 

+ (p2+ q2+ r2) f - 2m (q(-rq'). 

Са Рi; означили смо пројекцију стварне силе на ту ocYw 
3а слободну тачку се та сила своди на активну силу, на пр. 

силу теже, за неслободну ова садржи и силе реакције. Ако

је тачка приморана да се налази на поврmиви одређеној јед. 

начином {l (f, q, ~. t) = О, сила реакције има пројекције: 

,Jf, ,Jf, . дfl . 
Jl.l д[' .11.1 Jq , А.Ј д~ , при чему се множитељ реаКЦИЈе }.tJ 

-+ 
одређ.ује из услова да убрзање тачке Wpeљ• задовољава jek 
начину 

-+ 
(grad (l' WpM.) + D 2 {l = О, 

која се добија кад се једначина поврmине двапут дифе

ренцира. На СЛИ'Iан на'IИН уводи се и друга реакција" 
ако се тачка налази и на другој IIоврmини, тј. на -једноL 

• 
ЛИНИ]И. 

§ 16·41. Релативно I<ретање тачке са стационарним 
преносним кретањем 

Ако је пре нос но кретање стационарно, Юdамо 

-+ 
WA=O, 

• 
.0=0 

и тада према (3) § 16·4 диференцијалну једвачину кретања. 
можемо написати у овом облику: 

-+ -+ -+ -?- -+ -+ -+ 
(1) ,mWрм.=Fсшв.-m[.о[.оеЈ]-2m[.оvр",.]. 
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ПОМНОЖИМО скаларно чланове ове векторске једначине 
-+ -+ 

релаlЋВНИМ померањем сја = Vpeљ• dt. па ћемо добити: 

(2) 

јер је 
..... -+ -+ 

- 2m (VPM. [а Vpeљ.]) = О. 

Други члан десне стране једначине (2) трансформише 
-се овако: 

-+- .-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
- т (Vрељ• [ЩО еО dt = - т ([а е] [Vрељ• Q])dt = 

..... -+ -+-+ m-+-+· 
= т С[ Q е] d [О е]) = d .:Ј [а е]2, 

dIa према томе И3 једначине (2) имамо: 

(3) 
т -+-+ -+ ..... 

d -:;- (v2рељ. - [а ећ = (F, ... ,. da) . 
~ 

Написану једначин:r можемо сматрати као закон, живе 
~иле за релашивн,о кретање тачке са стационарним пренос

ним кретањем. 

Ако је у случају неСЛОбодне тачке ПО1!ршина (или ли

нија), по којој се креће тачка, идеална и непокретна, рад 
~ 

реакције на померању da једнак је нули. 
Ако, сем тога, активна сила има функцију силе ИС!;, п, П 

iИ3 једначине (3) добијамо ин'rеграл: 

тде је h интеграциона константа. То је ин,шеzрал живе силе 
- • 

за рела Шt/,~ по "ре ша'Ње :r случаЈУ сrационарног преносног 

IКpeTaњa. 

'§ 16·411. Релативно кретање тешке тачке у односу на 
Вемљу 

3емљу сматрамо Ka~ лопту која се обрhе сталном угао

ном брзином око своје oc,~, коју претпостављамо непокретном~ 
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Њено транслаторно кретање, које за кратко време сматрамо

као равномерно и праволиниско, не утиче на релативно. 

кретање тачке. 

Тачку А триједра A~'1' сместимо у тачку 3емљине по
вршине у чијој близини посматрамо кретање тешке тачке 

масе m. 
-Пошто jl:l а =0, BeI~TopCKY једначину кретаља (3) § 16·~-

можемо написати у овом облику: 

-+ -;.. 7 -?- -;.. -;.. -+ -+ 
(1) mwрељ• = Fсшв• - mWA- т [а [а еН - 2m [а vрељ.]. 

Пре свега учинимо примедбу да интензитет угаоне бр

зине а има вредност 

а = 0,0000729 1 
сек. c~eд. врем . 

• 
и пошто Је то мала величина, можемо ИЗ0ставити чланове-

са 02, али под условом да се тај квадрат не множи вели

чином реда 3емљиног полупреЧНИКI\. ИЗ ОВОГ разлога у јед-
-+ -+-->-

начини (1) можемо изоставити члан - т [а [а еЛ. 

Пошто смо тачку А изабрали на 3еМЉИlfој ПОВРПШН!f. 
-->-

убрзање W А има вреда:ост 

/1 .. 
ј ( 

/ 
Ај Јг2() 

I----':"-----i 

Слика 60 

-+ -+ 
- а 2 d, где је d растојање од 3е-
мљине осе до тачке А (сл. 60). 
Означимо убрзање силе привла"" 

-->- -->-
чења рсшв• са go, тј. ставимо 

То убрзање,· сабрано са. 

центрифугалним убрзањем, даје 

убрзање 

-+ -->- -->-
g=go + a 2d, 

које се опажа на 3емљиној по ~ 
, 

-->-
ВРШИНИ као убрзање силе теже. Правац вектора g одређује 
правац вершuка.ле датог места. 

. На основу добијених резултата једвачива (1) даје ову 
диференцијалну једначину : 

• 
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•• --;)оо- -+. 
(2) e=g-2[Oe], 

где смо тачком горе ОЗIIa'lИЛИ извод по времену у колико 

-+ 
се вектор е мења у односу на 3емљу. 

-+ -+ 
Пошто су вектори g и О константни, резултат прве 

интеграције једна чине (2) даје: 
• 

• -+ -+-+-+ 
(3) е == gt - 2 [О е] + С1 , 

.... 
где је С, произвољни константни: вектор. Ако тачку А сме

-+ 
стимо у почетни положај покретне тачке (ео = О) и време ра-

.... . 
чунамо од почетка кре1?ања ио =;0), за С1 добијамо Ередност ео, 
почетну релативну брзину. Према томе YMeC'l'O (3) имамо: 

• • -+ -+-+ 
е= ео + gt - 2 [О е]. 

Ако ту вредност ставимо у (2) и занемаримо чланове, 
. који зависе од O~, једначина (2) даје: 

•• -~ -+ • -+ -+ 
е = ,!~ - 2 r о е,,] - 2! [О g] . 

Прва интеграција те једначине даје: 

•• -+ -+. -+-+ 
е = ео + g t - 2t [О ео] - t 2 [О g]. 

• После друге интеграције имамо 
начину кретања таЧКI3 у облику: 

конач.ну векторску lед-

(4) 

Ако осе триједрн А';111: наuеримо овако: осу АI: у прав

цу вертикале места А навише, A~ осу у ХОРИЗ0нталној рав

ни према југу и осу АI1 У истој равни према западу, онда 
..". 

координате вектора g имају вредности О, О, - g, а вектора. 
..... 
О : Q Сав 'Р, О. - Q Sin 'Р, гдu је 'Р - географска . ширина. 

• • 

датог места. Координате вектора ео 0значимо са ~o', 110" 1:0" 
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Са таквим ознакама из векторске једначине (4) можемо 
написати ове три скаларне једна чине: 

;=;o't-1)o't' Q Sinrp, 

(5) 1)=1)о'Н(;о' Q ВјП 'P+~o'O COBrp) t2
_ ~ gt 3 Q Сов '{Ј, 

~=~o't- ~ gt"- 1)o't2 Q Сов '{Ј, 

Изведимо из написаних једначина неколико закључака .. 

1, Слобода-х иад шешке шачке 

Ако тачка пада слободно, онда је ;o'=1)o'=~o'=O и пре
ма томе једначине (5) дају: 

;=0, 1)= - -} gt3 Q Сов 'Р. ~= - ~ I[t2 , 

Иа ових једначина следује да се тачка не креће по 
вертикали, него описује једну криву трећег степена у равни 

управној на раван меридијана са једначином: 

k" ~ g . 
8 Q2COB"rp 

Пошто је 1)<0, за време пада тачка отступа од верти
кале ире.ма uсшоку. 

2. Вершuкал'Хu хuшац 
• 

Претпоставимо сад да је ;0'=1']0'=0, а ~O/=Vo > О. 
у овом случају једначине (5) дају: 

;=0, 1)= (Vo - ~I[t) t~Q COB'rp, 

Из услова 

~=v t- ~gt~. 
о .• .. 

9дређујемо v 
моменат t l = gO кад се тачка заустави на виеини 

• 

1- = ~ V 0
2 

~1 2 . . g У ,. 2 vo3 С П . 
том положа]у ]е 1)1 = 3 g2 Q ОВ '{Ј, ошто Је 

1)1> О, тачка је отступила од вертикале ире.ма заuаду. 3атим 
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она стиже у хоризонталн~r 

v 
= 2 -.ЈЈ = 2t1 са отступањем g 

раван (, ~ О) у моменат t2 = 
3 v 3 

1]~ = - ;; п Cas q; = 21]1 исто та-
4" • 

ко према западу. 

3. Нос хuшац 

у змимо сад случај кад се почетна брзина налази у 
• • 

равни управно} на раван мерИДИЈана и чини угао а са по· 

:зитивним правцем А1] осе. Тада су 

~'o=O, 1]o'=voCosa, 'o/~voSina. 

Из једначина (5) добијамо: 

~ = - Vo 12 П Сав q; Cos а , 

{6) 1]= V o t Cos tI + V o t2 П Cos q; Sin а - ~ gt3 П Cas q; , 

. 1 
V o t Sin а --" 2 gt2 

- V o t2 п Cos q; Cos а. 

Из ус.кова , = О можемо одредити време t1 целокупног 

·лета тачке од пuчетка (to = О) до момента кад тачка поново 
-стигне на хоризонт ('=0). 3а то време имамо: 

t _ 2vo Sin а 
Ј - g -+ 2vo П Cos q; Cosa 

или приближно: 

(7) 
. 2von 

1 -. Cosq;Cos а , g- . 

Т - 2vo Sin а В' Т 'где је 1 - • р'зме 1 одговара лету тачке кад не 
~ 

узимамо у обзир 3емљин[) кретаље (П = О). 

И:зрачунајмо сад приближну вредност 1]1 растојања 'yf 

.за t1 • Ако ставимо вредност (7), из (6) добијамо ': 

1]1 = Vo Тј Cos IJ. (1 - 2V;n Cos q; Cos а) + 

+ vOT 1
2 n Ccs rf Sin IJ. - ~ g Т13 П Cos ({'. 



§ 16'4111 Фукоово юrатнn 2!ЈА , 
Ако са Уl означимо исто растојање 

кретне 3емље, добићемо: 

• 
за случаЈ непо-

Уl =vo Т1 Cos 0:. 

Кад разлику Yl-1) 1 означимо са !Ј 1) , после израчуна
вање- ' добијамо ову вредност за tJ.1) : 

4 3 
!Ј1) = 3 ;02 (4 Cos20:-1) Sin о: • D Cos rp • 

Овај образац Ilоказује како се мења даљина, до које ' 

стиже коси хитац на хоризонту, услед обртања 3емље кад 

му почетна брзина стоји у равни управној на раван мери-
• 

ДИЈана. 

§ 16·4111. ФУКООВО клатно 

Најзад проучимо један пример релативног кретања не

слободне тешке тачке у односу на 3емљу. 

Наиме проучимо, узимајући у обзир ротацију 3емље,. 

але осцилације тешке тачке на једној сфери везаној за 

B~MЉY. Ат почетак координата, тачку А, сместимо у цен
аР сфере, једначина сфере може се овако написати: 

{(~, 1),1;) = ~2 + 1)2+ 1;2- f2 = О, 
је 1 полуuреЧНIIК сфере. Пошто је тачка неслободна, у' 

НУ једначину (2) § 16·411 за релативно кретање
тачке треба ставити још реакцију, која је пропорцио-

-.. 
grad f, у нашем случају вектору 2е . Према томе y~le-

јецначине добијамо : 
.. ~ 7. .....,. 

e=g-2[DеЈ +Ј..е, 

). фактор пропорционалности. 
-.. 

случају малих осцилација вектор {! можемо у ПРВОМ' 

посматраљу претставити збиром 

, 
-.. -.. -.. 
е= Ј + г, 

-.. 
полупречник наниже (сл. 61), а r хори-

П<NIожаја покретне тачке према тачки Р, 

у тачке на сфери. 
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Ако ставимо вредност (2) у (1), имамо 

•• -+ -+ ~. -+ 
(3) r=g+;l[-2[or]+).r. 

.... 
Раставимо о у две КОМlIоненте 

.... 
вертикале (CJI. 61) и другу O~ у 
хоризонталној равни. IЬихови 

интензитети су ОВll: О Ј = 12 Sin ср, 
02 = О Coscp, где је СРГ1зограф
ска ширина места. 

.... . 
Векторски производ [О, г ] 

можемо тада раставити у две 

~омпоненте: • 

-)оо • -+ • 
[01Г] и [02гЈ. 

Прва компонента је хори

зонтална, друга вертикална. Ако 

• 

• - Једну 

§ 16'4111 

.... 
01 У правцу-

о п г сматрамо као мале вели- Слика 61 
чине првог реда према величини 

• g, свака од тих КОМПОН~I1ата Је мала величина другог реда., 
Рашчланимо сад векторску једначину (3) у скаларну

једначину за вертикала н правац и на векторску једначину-
• 

у хоризонтаЛНОЈ равни. 

Скаларна једначина, ако се зауставимо само на члано--
• 

вима реда g, даЈе 
g' +).[ = о. 

Из те једначине добијамо). = - f . 
C~ том вредношћу ). векторску једначину за хоризон-

талну раван можемо написати у овом облику: 

(4) 

3а одређивање кре1'ања тачке по тој једначини проу

чимо кретање тачке пре:1I8 хоризонталној равни која -хе.ма" .... 
ротације 01 око вертикале. Вектор положаја тачке у тој, .... 
равни означимо са R; сам: он има исту вредност са векто-
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-+ 
ром (, али су љихови изводи, први и други, различити. 

-+ 
Извод R даје апсолутно убрзаље тачке. Ово апсолутно убр-

яаље W auc., према (3) § 16·3, за наш случај изражава се овако: 

•• ~ -+ -+ -+. 
(5) R=Wаiiс.=Wрељ.-Q/R+2[Q,г]. 

-+ .. 
Пошто је Wpeљ • = r из (5) на основу (4) имамо: 

(6) 

• 
где ]е 

Једначина (6) одговара кретаљу тачке под утицајем 

:.привлачне силе пропорционалне растојаљу. Као што знамо 

(§ 5·22), она одређује 

---

, 
I 
I 

s 
Слика 62 

- - --<tu 

два хармониска крета-
• 

ља, КОЈа у резултату 

дају кретаље по једној 

ЩIипси. 

Кретаље посма-
• 

транона покрет НО] хо-
• • 

РИЗОН'I'8лно] равни јесте 

рез;}лтат тог елиптич

ког кретаља и обртаља 

оса ели псе у равни хо

ризонта у смислу крета

ља казаљке на часов

нику заУГi:lО Q t Sin ср 
(сл. 62). Отступаље оса 
елипсе у равни хори

-З0нта према ТО)1е је доказ 3емљиног обртаља. Тај је експери

љщ:ат први извео научник Фуко у згради Париског Панте

oQна 1851 г. са клатном које је имало дужнну од 67 т и те
.. Жину од 30 kg. 
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ФУНlщија - потенцијална 109, 
- силе 109, 
- Хамилтонова 238. 

- о коначном прираштајУ КО.'Iичи:не . Хи:тац -. вертикалан 78, у релатив-

кретања 95. 
Теорија вектора XVI. 
Трајекторија 14. 
Трење 205. 
Триједар оса 3. 
- апсолутни 284, 
- генералисаних координата 11, 
- десни 4, 
- леви 4. 
- природни за тачку путање 51, 
- природни за тачку на ПОЕРШИ:' 

ни 16l. 
Убрзање 40, 

нам кретању -296, 
- кос 88, У релативном кретању 297. 
Ходограф брзине 44, 
- планетског кретања 45. 

Центар - инерције две масе ·254,. 
- осцилације 19, 

силе 116, 
- сферног система коорднната 7. 

Чврсто тело XVI. 
Чии удара - први, други 221. 

Шири:на гесграфска 7. 

Џаул 105. 
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