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ПР Е ДГОВОР 

Овај уџбеник садржи други део мојих . пре давања из 

. рационалне ' мехаћик е , наиме гермеТI?ију 'м"аса и механику 
система. 

Излагање " преДЋ.-Iета и овде, као и у механ.иuи тяqке, 
има теориски. карактер. Форма излагаЊ8 је угла нном век
торска. При томе сам сматрао за своју дужност да у оквиру . . .. 
могуhности наставе унесем иа неким . местима у некторско 

ИЗJIагање тенденцију ка новој, тензорској форми ~злагања 

механике. 

у матернј~л осно вног курса Me/t8HHKe система y~eceHe .. 

су допуне, нарочито анаЛИТИЧКQГ карактера; оне су на,ме

љене ОНИМ који би ж елели проширити своја знања и ' раЛИ.rИ 
даље у области теориске механике. Извесна отстулања од 

уобичајеног начина излагања 'У вези 'су са fdојим радовима ,. 

у овој области механике. .. . 
Професору Т. Ан ђелиl1у, који је прочитао ру к опис, рес 

ДИГ6вао га и много ми помогао при штампању , МНОГО и 
. _ . . 

најсрдаЧНИје захваЉУ Ј ем. 

8. VI. 1950 
Бсбrр ад 

А. Бuлuмовuli 
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ГЕОМЕТРЩА МАСА 





.:r л А ,В А П ·Р В А 

• 
Геометр»ја маса 

§ l' 1. Дискретно и непреl(ИДИI> распореЈ)ен., масе. 
Геl>метрија маса . 

у првом делу рацц оналне мех?нике (механика тачке)' YBe!IH 
смо. појам . Аtaшерuјалне Шачке (§ О' 4) као заступника трансла}, 
торно покретног чврст ог тела. Са једном Т8ЧК QМ тог тет! --~е3,~4Й:'~ 

, . . ' ....... 1'1· 
СМI> целокупну његову масу. AKO"~.~!o'.~ .в.~ш.е . 9 ВР С,ИХ. TeJlЉ ~~o.( 

. . , '-." -
КОЈ ""dlp'.oy ~"-B!lM () . Ш1 О TP!'."..t:.JI~'2~.~.2 ... ~'p~.~,!~e, , .. м о ж е ~O . JO~9.P .. ~,1~; . . _.--
о сист~му . . ~_~теРИЈ а лних :rачаЈ{а/ ,: .-Ii;Ы~!~9- , маТ~Р:ИЈ~ ,ЛНОМ ,:, Н~~т.~~_ 

ма.Е.а диСкр.етно расп оређених .упр~~т()ру. Према томе, без обзира . . .. ' ' '. , ... _- --,. , .,. " " '---" "'''-' . . , . , 
Н8 .. ТО што свака . '.1 а с а ув~!{ .~аУ.i'и ... а .. . !,.~ку'. одреIЈену . ~~.П~~!:!..и~ћ 
може се говорити о сиреМ'у' .. г.еОМ.c::I.jUIСЩiЈстаqака З'i ,f.~~~~ . ве: 
зане . одређене масе. ' " , . . . " "",," . - - - . - - - . . - -,- . 

Свођење материјалног система на конзqан број дискр~'тних 

материјалних тачака није увек Moryhe. Кад . Се . сис rем ... Ли неС·а ., 
стоји из чврстих, тј . непроменљивик! телз , већ претставља ' ј е да'_н" 
променљив материј а л н и систем~ ,ИЛИ се састоји из ч врст'и'х Te~a,_ 

код којих не nРОУЧ8 вамо само транслаторно к р е тање" OH)Џ~. ·· С,е 
такав материјални сисЈтем не' може евести, на 

кретно ;распоређе ни х материјалних тачака. 

.. ~~~ ~ ~.ce .•. л, ~y'д~y Р P!'-..!tl!.'!!l ~ '! ,l)Jic.,K ~ '!.1YJ1!iyq Л. 11.0. 
fjelluAI обласшll,t,щ uрuсшора. ... , 

- . 
_кон а чан.оро.) дие- ~ 

. у одр'е,' 

у општем слу ч ају било дискретно бил о н е пре кидно .могу' по 

тачкама простора б и ти распоређене ' вредности и других сюiлара , . 

<:'ем масе, На пр. TeMnepaTYl?e, елек!ричног или ' HirHeTcKor опте· , 
репења итд. . 



густина 

П~ОУЧ(iuајј , С р азличитих ' питањз , која СТ ОЈе у вези са р~спо

редом с"алара у простору, чини нарочиту научну дисциплину -. . - . , 
геОJilСШРUјУ скаларй. I 

у опште м случају вредности скалара распоређе!!е У простору 

МО(У бити по ::m ГИ8не и негативие. Ми nемо се заустав.Ити само 

јна случају кад је тај скалар маса и према томе MO,!,~ узимати 

само поз ити в не предности. Геометрија таквог скалара је гео.ме-

шрuја лraса. 

. § 
, . 

l' 11. Густина , 

\ 
Претпостави,1O да се уоб,nасти дате з апремине 

Количник 

V налази 
'. . 

матерИЈални систем са целqкупном масом m. . . 
-т / 

а = - /", 
" V <. -

• 
зове се средња (uаиреАшнска) гусшuна датог м а те ријалног система. 

~ , , . 
Нека сад буду дате масе непрекидно распоређене у одређе-

НОЈ области . запремине V. Узми~о у тој области ма коју та'чку ,м · 
(с л. l) И ' затвореном површинЬм S издвојимо 
из H"!lle области област запремине А V у к'Ојој 

V 

с'1иt<8 1 

• 

- ~ . 

је тачка М. Означимо масу , која · се налази у 

запремини Ll V, 'са Ll т и узмимо у обзир ' 

КОЛИЧНИК , 
Llт 

LlV 

Тај количник се зове средња оаuре.минс"ь гу

сшuна даШuх . .маса у дuшој 06ласшu . Ll V ОКО 
шочке М. У опште м случају ~peдњa ' густина 

зависи од облика и величине области LlУ. Може ' ОКО исте тачке , 
се десити да, кад Ll V ма на који начин тежи нули, средња густина 

. тежи одређеној граничној вредности; тј. 

lim 
6 у. " О 

Llт . = а. 

Ll V . 

Ова с е граничнз вредност а, ако пос.тоји, зове гУСШUUQ даf!10г . 

шела у дашој шаЧКll М. Ако искористимо појам диференциiала 
оо 

можемо написати , 

~1} 
dm 

а = . . 
dV 
• 



• 

5 rYCf •• A § l' Н 
---'---с--,----.----"'-;.....:" , 

. 

у општем случ а ју ГУСТИН'а cr М,оже . за ви сити од поло,\,зја' 
тачке м у простору области, тј, може бити Фу"кција вектора 

4 , - -" ' 

положаЈа r тачке М у односу на oдp~ђeHY , тачку О, што можемо 

изр~зити Једна чином 
-> 

а-ј(г) . 
• -, 

Ако ј е вектор r одређен ' помоhуДекартових координата . 

х, УЈ z, може се н зписа1 И / 

cr = f (х, у, г). 

. - , ". 
И.~,iедначине_(1.2 и з водимо О,вај Обрца,Ц за одређивање мзsе 

J1l Te.'.'.'!-~!'Ia Је гусrш:@..<> п~ата у сваКОЈ тачк " као ФУНКЦИЈ<I; 
п ека D.ТnВЮ' __ КQQ.Ј!l!Jiна т а· 

m = Ј Ј Ј odv = JJ Ј cr(x,y,z) dxdydz , 
----с - ::1.1 -':-:-'-

v V 
, 

где је ТРОСТРУКИ 

дате обла сти... \ 
инте ГРЗЛЛРОШИDен нз цеЛОКУЕlну~а лремин.х 

Ако је положај . .т. "-~!{~!!:::'~ 
~ењиЈ!;Тf.·q; · I .q2 7";:~.~· .и ... за век.:.?р по~ожаја g1aMg .. ~ 

-+ -+ ' . 
r ~ r (УЈ" q" . qз), 

елемент запремине ,v.ожемо ~рачунати обрасцем , 

~ -+ ... \~ 
(2) • dV = (dl, [dl, d/. Ј) , 

. " .. .. -> 

V . : 

где су dl" dl" Ј/, елемеН,тарни ве .тори у праоцима тангената 

на координатне ЛИНИЈ" с а вредностима 

, 

-> . 
.. дт 

/ dl; = - dq" 
. . дq; 

, 
Ако су координате q" 

. КООРl\ината једначин аrЈа: 

q" • qз уведене 
, 

х= х (q" Q2 ' q.), 

у . у (q" q" q.). ' 

z = z (q" q" q.), 

./ 
i == 1 , 2, 3. 

Деkа РТОВИЈ( 



§ 1 . 11 (; 
-_ .. _--.. 

д дх "ду дz , r . 
вектори - имаЈ У з а координате - , I - , 

дq , дq, дq, ду , 
а елемен т " запре- . 

мине се изра ж а ва према (2) • 

V д(Х,у, z) , d d d 
d ~ q, q2 q" 

д (q, , ,q., q,) . . 

, 

где Је 

дх . ду дz , . , 
дq, aq, дq, 

д (х , у, z) дх . ду 

д (q" q" q,) 
Ј .- t 

дq~ , aq2 
• 

дх , ду дz ' 
, 'д aq, ' дq, q, 

Јакобиј е ва детерминанта (Јакобијан). 

. - , . 

Према 'го м е у "ри~олиНiiСКИМ коqрдинатам а маса се одређу је 

ОВНМ интегралом : • . . , . 
- . , 

т ~ Ј Ј Ј ~ (q" ) д(х, у, z) 
dq; dq, dq, . , 

q" q, . 
д (q" q" qз) 

v • . . 
• 

:"" Може на ступити случај да гранична вредност; која одређује • . , 
густину у да т"ој т,ачки, зависи о':Ц ' оне запр емин~ V коју" смо 

изабрали у околи н и дате таЧ,ке. Тако, на пр., можемо имати " овај 

случај расподеле м аса. Замислимо к'роз тачку М j eДH~ такву ПО, " 
. . 

вршину S , да једна за премина Ll V, оме lj ена том површином и 

~овршином 5, (сл. 2) доводи до Једне -гра ничн е вредности 

а друга З2премнна Ll V., омеђена ИСТОМ повр
шинОм 5 И површином 5. доводи до друге 
грани чне вредности 

Llт, 

Ll V, 
= а" ! . 

8. 

епика 2 

8, , 

-
- . 

Тада можемо казати , да се 'тацка (м) налази нз ПОВЈ?ШИНИ (S), 
која одваја мас е једн е густине(о') од маса " друге tу.сщн~ (0") '- ', 

'Јасн о је да нека та ч ка може 'да се нала зи на споју и више обllа· . . . . 
сти различитих густина. 



7 Гу стипа , 

• 
, , 

Ако '~устина а има и сту вредност за све тачке н е ке области; 
. . 

. онда се 
случају 

За 

каже да Је ср ~дина 

она је хешерогена. 

хомогено тело има м о 

те области !омогеIlО; у СУПрОТНОМ 

т = Ј) Ј о d 'v " о Ј Ј Ј d V, 

\1 '. v 
m = о V, 

. " 
или: маса хомогеног тела Једнака. Је· пgоизводу запреминске 
\ - " . . -

гуtтине и запремине. , . , ; •.. 
. Без об зира нато што _ свака . 'маса заузима, како' · реКОСМ9, 

• ", ' . • ._ 1 ' _ ' ,:_ 

одређену запремину,. м оже се ' говорити оповршинском распореду . 

маса и ТО на оваЈ наЧИII: ' .. ~ 6 '. 

Могу посматрати две блиске површине ' S иS' и з међу 'којих 

се налази маса тn матери ; алног система. Област те масе " 9tрани-~" 
. - . - " -", '. 

чена је: 1. једним делом ПОВРШ\lН': S,1),еци~о ~елич"н е 1 са ко?ту' 
ро>! L, 2. праволиниском површино!'l ~., ЧИЈа Је водиљак~тур~1 
а нзводница нормала lIа ПОВРШИНУ S и 3. оним делом ", пцвршине : 

'"0 ••• • " ~ о 

S' који исеца праволини с ка површииаS', на ПОВРШ И IIИ 'S' ., · У :ёлу . 

,чају затвоrеНIiХ површии а S и S', између којих се имаз и.""аса 
система , ЛQВРШИН3 S~ отпада. ' . " .- -,:' \ . \' , 

_.; ,_. ,' , " :' .' 
Као коекретви примери таквог распореда маса "огу служити , 

\.; матер~јалне плоче, . КЩ.Нј це, љуске, ЛИМ и др_ .-
- . . . , . 

- ОДНОС масе т ТЗКВОГ сис!е~8' и веЛИЧf1Н,е :- А повр-шине ,S C~ 
којом је :~езана ·та . ма са , тј . количник 

, т 
(Ј -- . ,- А 

зове се средња иОВРИllIнска 2усшuна ' датог материј а.l н а г С ,ис·Те~з : :. . , 

Узмимо сад на по вршинн S тачку , М (сл. о) " HaцpT~jMO око '. 
те тачке контуру L' која издваја мо IIA површ"н ~ s: 1(30' ира" : 

-

СЛИЈ5,а . з 
• 

,ове се UОВрШUllска 

није кроз сваку тач,>," контуро L' 'П(јауцимо ' 
, lI or'Many , на површииу S , Пре тпоcri!~Иf>lода , 

1.' • . . " . 

II РЗВОДИНИСКЗ п о вrШИНii од тих норм:ала " 

одваЈа од Ц~.1I0купиема с е наш ег Tena ' Macy ~ 
с. т. КоличникlI mјс:. А је средња по.вршии- · 

, . , 

ска густина датих маса '3 :-1 п о врШину. ,· L\ А , . . '. . 
око тачке М. Грани'чиа вредно ст те, гусrиие 

у облику , 
. l1m dm 

fl1Jl - == ' , = 0") 
m->оДА dA , 

гусшина датих мага у шаЧКll ЈИ, 
• ' . 0 . 

'. 



s l' 11 , 8 

, 

Ако је површцна .одређенаједначином 

~ - f (х, у), , 

rювршинску 

х и у: 

густину можемо сматрати као функцију коордииата 
I ' , 

За одреlj ивање целокупне ' масе т теда, ' кад је позната по
вршинска густина,.мржемо искористити ' обра зац: ' 

, . , . 

, ' ,nz " Ј Ј <1, dA ' Ј Ј' а, '11 + р' + q2 dx dy" 

S I S 
где су 

, 
8 двострукиинтеграл 

, ' . 
је прошире.и Н8 целок} пиу поВрш~.иi s :' 

, , 
, 

Ако је поврliIин'а S одређена једначинама ' 
, , 

х = х (q" q,), 

" у = у, (Q"q2), 

Z ,=z (q,; q,) . 

' , где су q, и q, независни Гаfcови' параметри тачке на пОврш~.иИ" • 
. . ,.. .-

, o~дa је густина, функција ,тих истих парам ета ра 

а, '= ., (q" q,). 
, ' 

а образац за _одређивање масе се пише овако: 

т = Ј Ј " dA , ," Ј Ј 9, VEO - f" dq, dq." 
. . - - , 

s s 
гдесу Е. Р, О Гаусови 'коефицијенти меТРИЧКf форме дате nо-
вршине 

т Ј' 

' Е dq,' + 2F dq, dq, + О dq,'. 

Е = (_дХ)' + (~.!:'.)' + (дZ )' 
дq, дq, ' дq, 
• 

F = дх дх + ду' дЈ:. +дz дZ_. 
дq"дq. дq, дq, ' дq, дl!. 

" , 

о (~,)2 + (дУ_ )2 +( дZ )2 , 
дq, ,дq. дq 17 

, 



0'-, • 

9 Гу·стинЗ § 1 Ч 1· 
- - ----- -------'--'----- - --,--~-'-' .. _-'--- - -

-- ", 

Најзад рас п оре .. ма са може бити везан за не ку линију .. Тада 
се може увести СОЈ ам ЛllНllске гусшllне н ТО н а о вај наЧИI:I. , ' : 

• 
Ако су масе распоређене дуж линије L на ДVЖНИК 1 И цело · 

купна М3t:З изно си lТl , КQЛИЧНик , . 
.т 

1 

Је средња ЛUНl1ска гУСШUllа тог тела: 
. , 

Узмимо сада на линији . L (сл. · 4) та.ку М и две сусе:дне 

тачке М' н М" . Кр оз те тачке повуцимо равни нормалне .на кРиву. 

Сnика 4 

L. Нека се између тих ран ни нал·ази маса t; m . 
', ј • ,. 

тела. Ако дужину линиј е и змеђу тачака м' н 

М" А 1 означи~о са L1 , ОДНОС 

~nz 

"" 

• 

ј е средња линиск~ гу сти нз тела на дужини 

t; 1 око тачке М. Гранич на вредност , 

л т ' 
lim'" = " 2 · 

';1->0 "'/ . 

је ЛUlшска 
\ - .~"---

гУСшl/НЦ дашог шелQ {!-1ii.f!::!д.Ц .ft1 . 
~-. -" . - ", ~ _--.-.- .. __ .... "" . ...-........, 

lfисаТи 

dm 
d / . 

ГУЛИ.ва 'Р2-·У"·ОПШ т.е,'!. слу.а iУ~8ИСИ _'2..I!д.О'.'ОЖ ~ja-_ri_'!.Ii.e;, Hajw,!!!'.2.i, 
и може се смаТрати.К..?~~~Ј.а~ду".'н,~е 1 лука .те лиције: . 

у овом случ ају 

стити образац: 

, 
", = " . (1 ) . 

" 

за одређивање масе тела моЖемо искори-

т = f ". (1) d/ , 
L 

.. 

. 
, 

где Је кнтеграл проширен на целу дужину наш'е : материјалке 

ЛИНИЈе. 



П~нмери 

." ' ' 

Ако је ЛИНИЈа да,'а јеДl'\ачина(dа ' 

у = у (х), • , Z = Z (х) 
и , , , а. -,-- а,' (х), 

израчунавање масе треба вршити помоЬу обрасца: 

су 

, 
Најзад у 

.-

111 = Ј а,(х) ,'! 1 + у" + г" dx, 

L ' 

У' ~~ dy 
dx 

, , 

" 
, dz 
,z' ·= --""-

dx 
, 

случаЈУ параметарских једна~ина криве 

x =x (I), y=y(I), Z=Z(I), 

где је / параметар, ""амо а, = а, (1) и према томе ј е 

где Је, на пр., 

111 = Јс б, (1) {~"TY"+г" Ј/, 
, 

, '. dx 
х = - , 
, ' ,,!t 

10 

Ако ј е пара метар t дужина '1 лука криве ЛИ Н ИЈе И ", = а, (1), 
" . 
маса криве ЛИНИЈе се изражава инт.егралом 

т ' f d,(l)dl, 
L 

који је прошире н на целокупну дужину L криве. 

Према ' дефиницијама запреминска, ПОВРШИН С Ка и линиска 

густина имају ове димензије: [а] = МL,-З, [а,] = ML" ', [а,] = ML -1, 
" 

§ 1'111. Примери 

1. Одредити масу лопте , полупреЧ8ика R чија је за преминс!<а 
густина линеарна функција растојања тачке од ,(ентра са вред· , 
'Hoиihy а у центру и Ь на површини ' лопте. . " ,., ' 

, Ако са r ознацимо растојање тачке лопт~ од центра" запре
минска густина се изражава обрасце .. " 

, r 
a=J+(b-а)- . ' 

, R 
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, 

Ако З 8 хомоге lIИ елемент )Јаше ,лопте y ~MeMO бескрајно 
, 

таику сфериу ~yCKY полупреч~ика r и деБЉИllе dr, пошто је 

запремина такве љуске jeДHaK~ 4"г' dr, за одр еlј и вање масе мо

жемо искористити обра зац 

о о R R . 

Јп = Ј а . 4 то г' dr = 4 " Ј ( а + Ь -;; а r ) [, dr = 

о о . 
1 ' ' 

= -",R' (о +3Ь), 
3 ' 

, 4 
Ако искористим о израз "3" 8' за запремину лопте, 

, 
'прет-

ходни резултат може мо изразити овако ' , , 

т = as V, ' , 

где Је V запремина лопте 
, I ' 

и o"s средња густина са вреДНЩ;llћу 
. 

а, = ..!.. (а'+ 3Ь); 
4 

, ' 

, 

ту гусrи~у има хомогена лопта исте .В~/lичине и исте -масе. 
, , 

2. Одредити ма су равнеправоугцоне пло Ч'е дужине аи ' ШИ;, 

рине Ь (Ь < а) под условом да је дуж прес е ка по ширини ПОВР; 
, 

шинскз густина плоче 0"1 ~тална, а уздуж плоче се та ~у'СТИ._'~. 
мења ЛО закону 

(1 ) , ( 8" ) I 
" = р + q sin -;; Xi' 

где су р и q конста нте,Х је растојање пресек а по ширини : од 
једног краја плоче, Цртицама је обеле'жена апсолутна вредност. 

, , 

Из једначине (1) се види да можемо целу ПЛ9ЧУ поделити 

на ,16 плоча са дим ензијамаЬ И ~6 а. Све такве узане плоче~,мај~ , 
исту масу као и прва са вредuошhу 

] 

16 а 

- т = р , q slП -Х dx , 1 " Јь ( + ,8;', ) ' 
16 о , \ " " а , 

• 
одакле после инте гр ацИЈе имамо 

111 = аь( р + : q)= а Ь а" ' 
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где је <i1 S густипз хомогене плоче која са датом плачом 
• 

има исту 

по вршину и исту масу. " . 

3. одредити масу од n- завоја завојнице п олупречника Rй 
, . ' 

Хода ћ, при ч ем у је на сваком з8.воју масо распоређена ' према 
, 
. закону за ЛННИСЈ<У густину 

(2) о. = р + q sin' 8 , , 
где су р и q константе, а 8 је угао при обидаску по з'.војници 
између две рав ни које пролазе Кр03 осу за војнице и ' то јеАна 
кроз њену поцетну тацку, а друга кроз пронз нољну тачку те за-

ВОјнице. . 

Ако једнач ине завојнице напишемо у OG,QMKY 

.. 
" Z -- 8 -- , 

2" 
х = R cus 8, I о У = R sin 8 , 

• 

маСа вавојнице са ГYCT~HOM (2) . се одређује помоhу интеграда 

27: . . 

т = n .. Ј (Р + QSin'8)'\/(dX)' + (dY )'+(~Z)' Ј8 , 
, • V Ј8 Ј8 д8. 

о 
.~ .. . 

Извршена • • 
интеграЦИЈа даЈе 

• 

1Il = П '14 .,,' R' + h' 

, 
. гд~ су: 1 дужина ·Ј 

з авојнице и о" , р + '2' Q густина хомогене 

. . 
заВОЈнице ист е дужине КОЈа са датом има исту масу. , 

, 

'§ l' 2. Центар • 
маса ИЛИ цеитар 

. , 
ИН'-'РЦlfJе 

~ 

_i.KO ј е ~c a .~1f{q 'L"J:1 ,~!:зј!~!l~ M~~ ... .J' АМ век!ор положаЈа 
тачке_-М..1. O.ДHOC~ H~. Ta~ .... A, производ 

-
-+ 

mАМ 
~ 



• 
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иеН12р маса или центар ИRерције , , 
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" 

т.~_,~e .бити_одреllе.~ , . 'lt!'ЈОР ,,8 по
Ч ~_ТК_Q.~1 __ У, ... У...'i~~ А. 03~_?_~:ИМО .. ..sа т це.;Ј<?-
, !.<1.п .. ~ у ___ ~ЉEY,",~ ~.;,~"~,~ а , Т.Ј " _ C~, в ~,~ о 

п 

т = т, + т, +. . . + 11/n ,= ~ тј 
i ;;: 1 

§ 1 ',2 

Слика 5 . , ' 

и по~е~и~_? конс трув_са,~И -_~~~P._ ):OM __ ~~~~~_ И~И , _ ({!Н~,Q __ <;",~~~ Ка.ж,~-, 
р~сТ_ер еТИМQ, !~ј_збир _це.ЛОКу"I]1j.о!{, M~OM C~E~~Ma . Доб~ћем~_.Ј!.Q.~ ' 
ве~щр, Крај ТОГ Be!(TOpa.Q~_~~_MO _с.'! С. На тај 

написаТИ .. ~g!,:!:СЈ.Р_СКУ Ј еД,на <j~ ,~J: 

начин ,можемо .. 
-' ''- ' ~-'~-'-''- ,' , 

" 

о'" , 

п 

• 
. . + тn AiЙn :--~ т, Ам, ; 

n::=t 

• ---? \ - ' ----:1> 
т АС = т, АМ, + т, АМ. + . , (Ј) 

Ако су дате м ас е система тј (i :-- Ј, 2,. , ., п) и њихов по-
. ,- - ,.-

I i -+ -' 
ложај, једначина (1) одређује в,ект!,>Р A.~, а према' томе .. " T~,"KY:C. 

Тач~а С зове се '1сншар или среДUUiшемасrz ил и це,Ii}!!!!р':!!.нМД,!ј!, 
Л'цz.~а" Према томе ј е пекторска једначuна (Ј ) јеДН8.1щна за одре; 

ђива'ње положаја це н тра маса, ' ', " : ' 
, ' 

Донажимо сад да положај тачке С не заииси одизбора по-

ложаја тачке А у П РОС!ОРУ, која је служ:,ла као почетак ' вектора , 

положаја оптереhених масама. За тај циљ узмимо НОВУ тач"у !А, - ' . 
за п очетак такви х вентора и покажимо да, тачна С" , 0;tpe,qelia 
пом:оhу тачке А 1 , има. исти положај са ' тачком С. ' 

, 

Према основној дефиницИји , (Ј) за тачну ;\ , имамо 
- • 

(2) 
--+ ~ --+ 

т А,с .. =,..::::. т; А,М; 1 

/;::::1 



• 

• 

§ I ' 2 

." . "'\ 
, . - , ' : .. : . . ' \ . , 

Цент,ii;{-"маса ИЛИ цeHTa~ инеРЦИЈе 

снаку тачку М, система· имамо (сп. б): 

' ." 
Пошто за 

"---> ~ .--.:.... -» 
А 1 Л'[ i = АЈА + AM i I 1 

множељем с ваке од тих једначина одговара· 

јућом масом т, и сабираљем резултат се може 

• 

написати: , 

Према (2) први збир има вредност 

~ In , A,м, ~ тА,С" 
i :::;J ' 

а за други на основу (1) имамо 
п 

~ - -.::.. m, АМ, = m АС 
ј=l 

, Слика б 

и на та) начин с е из (3) пбспе дељеља са m може написати: 

14 

,. -

• 

Са друге стр а не, за четири тачке А, и А, увек имамо: 

-+ ~ .-,. ~ 

А,С, = А,А + АС + СС, . 

. Упоређиваље ове векторске једначине са претходном доводи 
до ,резултата' 

-+ 
СС, = О, 

, , 

КОЈИ покаЗУје да 

6адо доказати, 

се тзчка СЈ поклапа са тачком С, а то је ' тре-' 
• 

, . 
Из доказане те ореме можемо закључити да је центар маса 

тзqЗК8 битно. везан само за величине маса (тач није за",вели~ин~ ", 
, , 

односа маса п - 1 тачке према маси )едне тачке изабране' за УПС'-

ређиваље) и за љихов релативни положај, 

, Докажимо сад ону основну особину центр. мас • . због к<;>је 

се ' ова тачка зове центар или среднш~е. Ова о соби на се иэра,жава 

теоремом: 
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. ,!,!!!P-_f!~'iЩQра __ UОЛЈ}ЖајlL.ДJiшерелеl/lJ.~ Ашcnма ._ JI '. OДl/oc.Y:·~I/a.. 
це.l.!шgРјr1iJ.сдје.qнак_Й нули, тј. . 

п 

~. m; см, = о . . 
;"':"1 

Пошто је (сл. 5) 
---+- ----+. - ~ 

СМ, = . СА + АМ, • 
онда множењем са т, и саБИР8њем ' добијамо: 

\ '\ 

али на основу (1) је 

~.:... -+ 
~m,AMl '. т АС, 
1 ::::;1 ' 

па Је према томе на десној страни у претходној једначини ,. 
-+ -+ 

т СА + т АС = о, 
после чега дола зимо до резултата \ 

" . 

~т; СМ, :-0, 
ј ::::1 

који потврђује нашу теорему. 

Пошто на збир 
-+ --.. . ~ 

111, АМ, + т. АМ. + ... + т" АМп 
. . ' ' \ 

десне стране једначине (1) можемо применити комутаТИВИИ ·З8/<ОН, . 

може~о закључити да положај тачке С не з ав иси ' од реда . К()јИм 
. " . - . " 

. узимамо материјалне тачке система . На наведени .збир исто тако 

може te применити асоцијативни закон, другим речима ц~окуriни 
, ,. . 

систем може се I! одел-ити на rp.vne и свака гру па З8мениrи Једном 
материјалном тачком са масом те . групе у полржају цеН.,ра маса 

те групе. Тако , на пр., 'пРВИХ kтачака можемо према збиру ./ 
-+ - ~ 

т, АМ, + т, АМ, + ... + IllkAMk 
, . . .. 
-. 

. . . ... . . . ' ,., - -' . , \ , , "," 
заменити тачком са масом 1'-, = т, =ј- т, + . , . + 111, која :се налази 

_ . " ' О \ . 

У тачки С, одре'јеНОј' једнаЧином: . - . - . . _ ' . 

1'-, АС, = т, АМ, + m~ АМ. + . \ +mkAMk' 
~ . 



§ 1 . 2 16 : ... .', 
. _-_.- - --- -

. . 
И ј ј едначине (1) имамо ' Be.oiTopCKy. једнацину 

, " .' , 

, -

~m,АМ, . 
~ ; ::;1' 

АС= -' - ---
, 

. , 
која у решеном об.1 ИКУ одреljује Bel(TOP . положаЈ а 

Ако се за тачку А у зме пЬ.четак Дека ртовог 

тачке С. . .. 
- r:оординатног 

системз, Т8ЧI{3 О, З вектор ПОЈЈожаја 
--+ -> 
ОМј ознаЧ :·1 МО са Гј Ј вектор-, 

.- -> 
ска једначина з а ОС = Г, изгледа 

• 

.. 
'с = ----,'-- , 

, дко' са ХеЈ Уе . Z., о~начимо Деf\зртове , координате тачкс- С, а 
са Хј, у, ! Zi - ист е I<о ординате тачке М; Ј из претход'не B~K.TopC,K.e 

~jLна~ин е можемо на iiисати QBe три скаларне ЈеДН3ЧИН,е: 

п .п п 

~ т, .Уј ~my ' 2miZi , . " 
i ~'- l 1::::1 . I ::-.1 

(3) ХС =.о- , у - -, - . , Zc =-= ~ • 
п п п 

L Illi ~m, m, ~ . 
I ::::. Ј ј :;;: Ј "', . ,"- ·1 

Написане једна '! и не су. осно.,!!не скалар~е једначине за одре, 
, Ijивање положаја це нтра рачунским путем помоћу Декартових 

координата. Дефиниц ија центра маса, ' тачке С, пом оhу. векторске 
'једнач,,;'е (1) и теоре ма о томе да положај те та чке не зависи 
од избора тачке А ослобађају излагање теорије центра . маса од'. 
доказа да положај тачке С, · одређен ' рачунским путем из ЈеАна, 

'чииа (3) , ие зависи од избора координатних оса. 
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§ 1·21. ПолаРИI!, планарни и аксијални лииеарни 
моменти маса 

Збир B~KTopa положаја појединих материјалних тачака опте· . 
реhених масама тих тач акз, вектор 

4m; iM, 
, 

З0ве се llолаРНIl лrщеарнu Ашменш л(аса сuсшеАta у односу на UОЛ ' 
А(Д) 

А: Означнмо тај вектор са [ р , тј, ставимо 

-)( А) ~ ---јо. 
[ р = ~m, АМ,. 

i ' 

, Помоhу овог појма једиачииу , (1) § 1" 2 можемо формулисати 

овако: Поларни линеарни момент датог система маса ~ \ односу 
.. --

на дати пол Једнак Је поларном линеарном м оменту , целокупне 

масе система везане :13 центар маса, а у односу на исти ПО'Л } наиме , 

~(A) ~ \ 

(1) [р = т АС. 
." , , . 

С!,Д у,3М,и~оу простору " ушВРfJенуЈ ,f!р,ијеНШllса 1ЈУ" рдЈ>.гш.,~ тј., 
раван која има потпуно одређени положај и на којој ј,; назнаqено 

лице и наличје. Оз н ач имо такву раван 
са е . Она се утврljује одређеном тачком 
у простору, рецимо т а'Ј!<ОМ А (сп. 7), и 

f • • ..... 

ортом нормале на ту раван, вектором п. 

Смер тог вектора је наперен од равни 

на ону страиу простора одакле видимо ' 

пице оријентисане ра в ни. Са растојањем 
тачке од оријентисане равни може се 

везати знак; ПОЗИТИ 8(IН, ако се --it3 тачке 

види лице равни и н егативан у другом' 

случају, 0значимо га lt, такво алгебар

еко растојање тачке М, од ровни В. Про-

, d М, ' 
I'/, ,-t---':!'" --: 

I 
1 

1 

I 
I 

! 
1 

1 
I 

А ' ~ 
П 

/ 
1 

1 
1 

'1 

/ 
---Ј 

• 

Сnика 7 
извод м }.\се, тачке тј и раСТОјања · d, об~.ч .~~g , ~ . 
се зо ве uла llарнu Л1l11еарнu моменш даше машеРllјаЛlI,е, ша,чке), 

, односу на дату раван Е., Зб!!р _, I1ла'ЩЈНИХ , :/Ј инеарних _~OMeH'!H 

свих тачака система у односу наис,!У Р,~ваи је I1ЛШЈаРIlU ,ЛlIне: 
aplllI МОАteI(ш дашuг АtUшерuјаЛltог сисшема у односу " на дашу 

• 

2 Мехвннка cHCТC}la 
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• . '. ,-

раван, Ако та Ј 
(д ) 

з наqимо са Lc Ј 

,- . ,", '. , ,- -Ј-

момент ' за ' -раван ,е, . која Il ролаЗ Ij 1<РО3 тачну А ~ 

, . 
имамо Једначину 

, , 

(А) '"" ' , 
Lf. = k.J Ini d( . , 

Докажимо сад теорему: 
, 

Планарни линеарни момент матерИЈалног система · у односу 

ма раван једнак ј е планарном линеарном MOMPIТY у односу ,ја 
. ' . 

исту раван ' материјалне .тачке са ЦеЛОКУГJllОМ масом система у 

положају центра маса тог система. 

Ако ОСНОАНУ векторску једначину (1) § ). 2 У облику 

~т. АМ, :..... т АС 
, 

. -, ~ . 
помножимо ск ала рно' вектором П, ортом' оријентисане ращlи Е, и 
узмемо у обз "р да је 

( Ад, ;) = d" (АС,,;:) ~ d, , 

где Jed, алГ'ебарско ра,.стојац,е та9ке С од равни е , ОН),а се · Из " 
" -, - . " , 

претходне векторске једна чине може написати овз Сl\аларна јед-

начина 
• 

(2) ~ т, d,' = т d; , 
, 

' која потврђуј е нашу теорему. ' . 

Ако је ОрИЈентисана раван нека од коордиџатних равни" 
на пр. раван Oyz, претходна једвачина даје 

·mх, = ~ ПI, Х, 
; 

, 

и изражава пр е ма томе помоhу планарног линеарног момента ИСТИ ~ 

резултат као И "рва од једначина(3) § )' 2, 

Ако раван е пролази кроз центар маса система, она се зове 

ценшрална раван, Пошто је за ,акву раван d, = О, из (2) . следи 
' L{C) О " 

да Је = и према томе важи оваЈ ста в: 
t; - ' , _ , 

,Лланарни линеарни момент система у односу на 

тралну раван ј еднак ' је нули. 

.. 
св.аку цен- . 
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Af(o је једна од 
раван QУZ , .ондаје 

~-- - - ,-

I<ООРДl1натних равнл_яентрална ' , .•. _ _ .' _._, __ . о. '. - _ 

.l; т, Х ; . О. 
; ! -

§ 1·21 

Најзад, ако се Ile HTap маса наnази у почетку координатног 

система, та да Је у и сто време 

·.l;m; Х; ~'c О, 
, 

у проучавању линеа рних момената обичн() се зауставља са .. о 
нЗ поларном линеар н о>! моменту у облику вектора 

~(А) --+ 

L p . ~ т, АМ;, , . 

и планарном _ линеарном моменту у Јблику скаларз 

'"~)~ .l;m,d;- 2:'m; (;,:4м, ) , 
I ' i ' 

при чему у последњем фигурише СК8ларни производ 

-> 
векто ра АМ;. -

~ . - ~. 

орта n .)I . .,. . . . 
, " - ,' .. .. 

То су важн е форме линеарннх момената алll нису једкне'- :· 
. ..' -,". 

Тако се за п .'1 знарни момен т сем СК8ЛВрН О Г fJланарног лине· . . ' . 
арног момента , К ОЈИ СМО аН8лиз и.рали, - може t<он стру нсати и ДРУ.ГИ, 

- - . 
векшорскU uлаllUРl/ 1l ЛUllеаРIlU MOMellIO са вреДI/UШЛУ 

он лежи у равни t . и. за љега исто тако важи TtO peMa 
" 

-+(А) I -Јо. ~ 

А, -'- m[ п, АС] 

. о изражавању тог момента помоЬу момента само Ј едне ма тер и · 
• 

' Јаnне тачке са uело~у пном масом система у uеllтру система. -_ " 
. , ,-

Ако су х" Ус , z, координате иентра маса у односу на трн

једар Oxyz, -векторски планарнн nинеарни м оменти у односу - на 

координатне равни тог триједра имају вредности 
" 

• 



. . 

• 
§ l ' 21 По.~ЩНIИ , П llаваРЈIИ ~ акснјЗЈЈRИ JlJlllea pH !! моr.I~НТИ маса 20 
---------- --~------

-+fO) • , 
A yz (О, -mzc~ my,) , 

-НО) 

(3) A~x (mz, О , - ПlХ,) , 

-+(0) 

Аху (-ту"тх" О ). 

-> , 

С, вектор Ас. За и ста, две једнач ине 

-t .--io- , ( Ј.. ) 

т (n,АС) = L, , та; 

'-+ -+ ..... (А) -t 

т [п, АС] = ЛС = mR, 
• 

-> ... 
r)l.e су а и R дати с!<мар и дати вектор, управа и на п, одређују 
потпуио Је)l.НОЗ,начно решење: 

-t -t -; -t 
AC=an + [Rn]. 

, 

Формирајма сад два аксијална линеарна ,!lолtенша, скаларни 

-> 
и веКlUорски. За о су са ортам и, која . пролази кроз тачку А и 

одређује праву р, имамо ове JoIOMeBTe: 

скала рни 
- (д) ~ -+ --+-

L p , L.i m, (11, АМ,) . , 
и векторски 

~(Д) 2 -+-+ 
Лр = m, [11, Ам.Ј· 

, 
Тај вектар ј е у п ра ван на праl}У р. 

Јасно је да у слу чаЈУ, кад Је 
• 

-> -> 
и ~ п , 

, , . . ' . . . . \ . 
ТЈ . раоан " СТОЈИ нормално на ОСи и ОРИЈеНТИС.Jlа Је према ЊОЈ, из-. .. , 
међу планарних н аксијмних Jlинеарних момената имамо једнакости 

L(A ) = 
'с 

-+(Д) 

А = 
с 

(А) 
L , 
р 

->(А) 

Ар . 



l1ентар инеРllИјс непрекидно ра.споре~ених ~;'ilbl 

Према томе ,и за СRi] КИ аксијални момент важи теоре-ма слична 

теореми З3 претходн е r..юменте. 

Приметимо да I(ЗI<О оба лланарна момента 
-

" " 
јална м о.:ента мељаЈ У СВОЈ знак са променом 

-> " " 
одНОСНО t1 . 

• 

\" 
тако и оба aKck· 

--> 
смера вектора 1I 

Познанање два аКСИЈална линеарна момента такође " даје мо. 

гуЬност одредити положај центра маса материјаЛIIОГ систе..ма. \ 

§ l' 22 Центар ииерције непреl(ИДНО распореljених .маса 
• 

Поделимо матег,нјални систем са непрекидн о распоређеним 
. ' . . 

масама на бескраЈНО мале масе и свану ОД њих о з наЧИМQ са8т,. 
" . 

8 вектор положаја једне тачке те мас е у oд~ocy Н:\ тачку 

ЈеДllачину (1) § \-2 тад1 можемо написати OBaI<Q: 
" 

Xc~!m= ~ :дm, 

-> 
А .са г. 

где су зб"рови прош ире ни на СВе масе. система. Кад, пређемо на " 
граничне вредности и претпос.авимо да дт тењ: и нул~, _з5ировi,(~ 
се претв о р е у интеграле и тада Ьемо имати: 

(\ ) хс ЈЈ f Јm Ј Ј Р dm, 

v v 
"где су троструки интеграли проширени на цеЛОI<У ПНУ облас.т тела . 

Ако уведемо густ и ну, претходну векторску једначину можемо 

написати и овако: 

v v " -
Из ове векторс ке Једначине можемо добити одговарајуЬе 

скаларне једна'lИ ве. 1'ако, " на пр., ако је ,"аука А " по.чет." 
координатног систе ма ) из преТХQДне једн ачи н е м ожемо одредити 

ову вредност координате х, центр.а инерције диl'ИХ · непрекидних 
. 

маса: 



Uснтзр юtерције R~r1:реkИд"о ра спор е ј Р,~ )lНХ - M 8C ~ 

fI JaXdV 

V ' Х, = -:-'~~---

Ј JJadV 

V 

Слична расу!ЈиваlЫJ можемо применити и на масе непрекидно 

распоређене било по површини било дуж ли~ије ~ · 

у првом. случају имамо . векторску ј едначииу 
.. 

(2) АС Ј Ј dm = Ј Ј: dm , 

s • s 

у другом o~y: 

(3) 

Из тих једиачина можемо и'звести аве једиачине за одређи
вање, рецимо, координ~те ХС : Зll поврwину -

Ј J OI XdA . . Ј Ј"а, (Х,У)'ill + p' -{- q'dxdy 

S S 
Х, = Ј--:-=ЈС-о ,-d-A- - ЈЈ· ГЈС-а-, (:-х-, у--:) -'Y~l +=р::' _:--!---=q=;' -d~ x-J~Y , 

S S , 
и за линију 

, 
.. 

Ј а, Х dl Ј Х а2(;) 'I1 + y" +z" dx 
L L . 

Х, = --- = =.----,..------- .-- . 
J~, dl Ја;(х) '11 + y" +z" dx 
L L 

• 



Ако ј е тело хомо гено, густииа а има сталну вредност за све ' 

тачке области V и пошто је dm "'" а dV, из (1) се може извести: 

v v 

Ова векторска ј едначииа уопште не , садржи масу И у том 

смислу се може сматрати као једиачина за одређивање ценшрd' ,' 

инерције неке ваuреШlllе. Према томе одређивање центра инерције 
I • _ _ 

неког хомогеног тела ма које гус'тиие И, одреljивање центра инер-

ције неке запремине - то су два 'идентична питања . i'-о важи и 
за одреfјивање центр а инерције хомо"геке површине ИЛИ хомогене " 
ЛИНИЈе. Према" томе за кординату, рецимо, ХС ззпремине, ' Х'с . ~по-
ВрШlrIне и х/' лини ј е МОГУ се написати ови обр.асци: ': ' . 

f f Ј xdV fJ~dA 
, s ' 

Х,- = . - , 

ЈЈ dA 
v s 

• 

§ l' 23. Примери 

Учинимо пре свега једну примедбу. 

JXdi 
L 

" _ _ _ О 

'Хс -".- - • f dZ ' 

1-

Ако је распоред маса, било дискретних 6и.,0 непрекидних, 

е"метричан у односу на неку рами, Ц~HTap инерц~ј~' тих маса 

налази се у тој рао ни. Исто тако за случај маса са осам симе
ТРllје , центар маса се налази Н8 тој оси. Најзад , ако су масе рас

поређене ценгрално-симетрично, центар маса ]е у центру симе

три]е. ' 

1. Центар инерције две дискрешнс лщсе 

Нека су дате · две .l\искретне масе т, и 111, на растојању d 
(сл. ", а). Означимо растојања . ТИХ , маса од нен тр, маса С са т, 

-



, И ' 2 1 тада према особини линеарног 

момента имамо : 

(Ј) 

ИЛИ 

Гј nZ! -=- , 
12 тЈ 

тј. центар две масе дел .. раСТОЈање 
измеljу , њ'Их У обрнутој 'размери 

масама . . 

Према томе, ако, кроз тачке т, с 

и т. повучемо паралелне праве и ' 

на једНОј од њих одмеримо дужину" 

Пl 1 N J пропорци.оналну маси m2 , а N. 
на ДРУГОЈ, на другу страну, дужину 

m,N, пропорцио н а лну ма~и т, и 

спојимо тачке N, и N" пресек 

праве N, N, са правом т, т. одре

ђује центар инерције; тачку С. 
• 

Пошто је 

(2) T, + r, = d, • • 

то се' решењем 

(1) и (:.1) добија: 

m,d 
ГЈ = I 

т\ +т. • 

система једначина 

m,d 
Г2 = 

, т,+ т, 
• 

d 

а 

С 

N, јУ , 
tp', 

ь 

I \ ' Ь 
I \ 

hl \ , 
I __ ·\C 

--1 \ ...... - . 

• 

, , 
Q А, • 

СJl ИКО! 8 · 

2. Ценшар инерције шри дискреШliе масе , 

N, 
тЈ 

. 24 

х 
• 

Одредимо сад центар ин~рције, тачку С, з а три Дискретне 
масе т1 , ln2 , тз • Ако I<оординате тцх тзqаI<а редом 0знач.имо са 

-
X i , Yi , Zi (i = 1, 2, З), према QПШТИМ обрасцима и~амо, на пр.; 

ml Х, +т, х, + т.х, 
х..: = - ,- --'--

т, +In. + т, 



25 Гiрнмери 

А КО уведемо I( оо рдинатни систем Оху с н еци ј а лног , положаја 

како т о пока зуј е ,_сли ка 8, Ь, координате тача ка можемо означити 
овако : 

111 , ( -0, , 0), 111, ( а, , О) , . т, ( О , 1I ) • 
За координате та чке С тада имамо: 

• 
. та Il 

у, = , 
. 111, + 111' 1" 111, 

. ' 
За графичко одреlj ивање тачк е С можем о се п ослужити qвим 

поступко м. Према пр етх одном поступку за две та'ље i<ощ:труишеМQ 
центар 'маса 111, и !!I" , та чку С, ( сл : 8; с ) и то nO Mohy правих 

nl1 N1 = тз и тз N'a = тЈ и пресека N1 N'з са 111 1 та ) а ,:, затим за 

Тачк. е т! и l7lз - та ч ку СЈ помоћ.у m2 N'J, = 17Z;Ј 11 m~ NN'8 = т2 и 
праве N, N" " Пош то та чка С мора леж. ти и н а пра вој 111,- с; ', и 
на праВ0] 111, С" он а леж" у пресеку тих пра ви х . ' 

, ' 

3. Ценшар шtеРIIClје дужи, обима шроугло u iiаралелограАLO.: 

' а. Пошто је с "а ка дуж симетрична у односу на своју ' сре-
о • ~ ', " 

дину , ценгар инерцltЈ е ,те дужи се налаз и У ТО Ј средини . .. ., 
Ь . Ако ст-ране троу гла 0значимо са а , /" с (сл. '8, d )' 

о ' ~' 

ВИСИНУ троугла п ре,, " стр ани а са ћ, и растојање та чке С од стране 

а са ( 1(/ ~ онда је једнаЧ'ина за линеарне. м.о м е н ге маса система у 
" 

односу на страну а 

" ' 11 
( а + 11 + с) d. ~ (Ь+ с ) f; 

одакл е имамо 

, ' . 
Помоhу тог о б расца можемо доказ ати да се центар маса ' 

обим а троугла н а .' ВИ у центру уписаног "ру га у .троуглу 4(В, С, 
са теменима у срединам а страна датог троугла, Заиста; полу-

- - 1 · 

преч н ик r круга у писаног у троугао А, В, С" чије су стране 

а Ь с " , • Р 
- , - , - н ЧИЈа le ПОВР'пина Једнака четврти"и површине 2 2 2 . ." , . 

датог тр оугл а, може се израчунати ИЗ једна чи не : 

Ј (а Ь С · 1 2- 2+ '2 + 2 ) r = '4 Р , 
• 



• 

одакле , 

На основу растојање центра 
, 

тог израза за круга од 'стране , 
а имамо: 

h, ћа ; а 

) = ~~ !Ј + с 
(, 1- =da., - -Г= - --

2 2 а + Ь + с а + Ь+с -

а то и доказује наведену особину центра 
резултат важи за отстојања ' тачке С и _ од 

ине рције, , Добијени 

остале две стране 

троугла, , 
с, Пошто је 06им парз.nеnоrрзиЗ центрзлно-симетрична слика, -

, , 
центар инерЦИЈе тог о оима се на~ази у пресеку Ilаралелограмових 

, 
ДИЈагонала _ 

4. Цеnшар инерције КРУЖl/ог лука ' 
, 

Нека је дат кружни лук полупречника R са средишним углом 
2 <х ' (сл, 9), Пошто је он осно-симетрична слика , центар инерције 

• 

о - к 

СIIIIКЗ 9 

' (3) 

С се налази , на оси ' си ме трије. - СИМ".е-
трали средишног угл., З. одређивање 

положаја тачке С , напишимО једн ? чи"у 

линеарних момената i\'l зс а З8 праву р . ' , 

КОЈа пролази кроз центар , кружног лука 

и паралелна је , тети" " тоГ- лука, Ако 

уеедемо ове ознаке: Х, - растојање 

тачке С од центра круга О , дl- бескрај

но мала дужина ММ' еле м~нта лука, 
чија је целокупна дужина s, х - расто

јање тачке М" Tor елемента од праве , , ' 

једначину линеарни х момената можемо 

написати овако: 

' где је збир проширен на све елементе нашег лука, Ако ce
i 
даље 

конструише пројекци ј а елемента Ы на тетиву и означи М, N, = дА , 
онда из слиqilOСТИ троуглова MM'N (где ј е MN ј еднако и пара-, 
лелно са М, N, и ОМ К, где, је К пројекција тачке М на симетралу, 

и:мамо: 



Пример" ' . 27 
• 

Ы ОМ R - .= '=-
сй. ок 

, 
х 

одакле Је 

хЫ = Rt!."Ло 

, , . 
Ако се тај резу,,,", унесе у једначину ( 3 ), може се напиеа"!'и: 

Х , s '2;' Rilл. = R 2;ы,= RT , 

-где смо са Т Означили целокупну дужину тет иве, Према ' томе 
за Хt -ИМЗ'МО вредно ст 

или речима: 

(4) 

, 

RT 
хс = 

· S 

, 

полупречник Х тетива 
ХС = 

. JlУ~ 

Одређиваље те 8еJl~чине на наведени начин је. : пример 

како се помоhу елементарних трансформација може прнекад из, 
беhи процес интеграције, " . ,. ' 

Помоhу полупр е чника R н угла а, х, се юражава овако: , 

(5) Х - R ~n " 
с - . • 

а 

За неке спеЦИЈалне 
-. 

вредности угла а имамо ; . 

за полу круг 

, 1 
са а ::= -- 1t , 

2 
х, = 2R : 7: """ 0,6366 R, 

1, . 
за четвртину круга са а = 4'''' 

I 
за шестину круга са а = б'" 

• О , 

Х, = 2R \2 : 1t """ 0,9003 R, 

• 
ПретпостаВИ:,1 0 сад дв Је угао а мали, тада можемо ставити, 

а' аlS 

sin а = а - - + - -, о 
6 5 I 

. и из (5) имамо \ \ 
\ 

Х, ,= R ( 1 _ а;) о 



, '" 

, 

АI{О" са 
зване виси~ е 

тетиве лу ка, 

друге стране , одредимо приБЛИЖ IlУ 

h лу ка, тј. растојање најудаље Нll је 

КОЈа има вредност 
, 1 

вредност тако

тачке лука од 

h = R(\- cosa:) "" - Ra' , . 2 
онда се за раСТОЈање О, тачке С од тетиве може написати образац: 

, , 

2 
ОС ~ ~ ћ. 

\ 3 

Овај се обра зац може применити и на ма.'" лук сваке дру.ге 

криве линије, а н е само lIа кружии лук, јер малу област сва'ке 

криве линије можемо сматрати као круж ну ,1инију полупреqника 

Једна ког полупре qнику криеине . , 
, , 

5. Ценшар llIlерцuје Шроугла, чеШ80роуглп 11 юшгоугЛii 

Пре све га уqинимо ову примедбу_jl.ко неку повр~ину можемо 
' поделити на област и. ~ији цеитри инерције леже на истој пра~ој, 

, . . 
и центар инерЦИЈе цел окупне површине лежи н а ТОЈ праВОЈ. 

а. Троугао 
. . 

Пошто с вак и тр оугао можемо пра8ИМ~ паралелниfo:f. ЈеДНОЈ ' 

. страни поделити н а бескрајно уске 0'6ласти са центром инерције, . 
који у граниqном положају лежи у средини паралелног пресе~а 

(сл. 10), м оже се тврдити да центар инер~ИЈС мора лежати на 

р R, Q 
СЛИКi1 10 

правој што спаја свак о теме са среди

ном супротне стране. Из геометрије је 
""" . познато да се те nr'"Be секу у .истој зна-

чајној тачки троугла, која се зове Ше

жuшше, Свака линиј а, на пр . RR
" 

је 

шежUшна ЛUllllјQ . Тежиште дели CBaKY~ 
линију! у односу ~: 1 са веу!им делом 

до темена. 

Ако је положај 

координатама теме на, 

координатни систем у 

, 

троугла oдpe~eH 

и ТО у односу на 

пр остору 

р ( Х " у" z, ) , Q (х." у" z.), .R (х". у" zз ) , 
. .' 

онда за координате центра инерЦИЈе имамо: 

1 .\ '" 
Х, = з,(Х1 + х, +х,) , у, = з (у, + у, +у,), 
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Ь. Паралелогра.'1 1 

Пошто. је не само обим паралелаграма него и павршина 

паралелограма центрэлио·снметрична слика, центар инерције .сте 
• • 

павршине налази се у пресеку паралелаграмавих дијаганала . . 

с. tp,iue5 
Нека . су код трапеза PQSR (сл. ] 1, а) асР, ове NS = (1 0' PQ = Ь 

и висина 11. Повуцv,мо дијагоналу QR и нека је С, центар IIнер-

Q 

(л ика 11 

ЦИЈе траугла QRS, а С, - ч~аугла QRP. Понршнну трапеза 
1 . ~ . 

можемо заменити са две површине-масе: MaCO ~.1 -'аћ .у тачки С1 . . 2 
1 • • 

и масом - Ыl у та ч н и С,. 
2 

Пресечна тачка С п ра ве С, С, са пра- ., , 

вом MN, каја спа ја средине.· основа, одређује полажај центра 

инерције трапеза . 
1 1 . 

Тачка С дели дуж С, С, У односу: СС, : С С" = '2 bh:'2ah=b:a. 

Ако повучема кро з тачке С1 и С. праве паралелне са основама . 
. до пресека са MN у тачкама О и Н, И З сл ичности троуглова 

СС;, G и СС,Н можемо написати: ' о 

(6) СО: СН= се,: (С, = Ь:а. 

Пошто G и J-f деле дуж MN = d на три Једнака дела, мо

жемо. са ознака" а СМ = д" CN = d, ставити . -
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C(i " " d. - ~ d = + (2d. -. d,), 

. СН . " d, - ~ d = ~ (2d, - 11,) 
, 

и т. да и:; (6) им амо 

(2111 - dJ : (2d, - d.) "'" ь : а , 

Одатле одређујемо 
d, - - а_+ 2Ь 

, 

d, Ь 4- 2а 

То је вредност односа у коме тачка С дел и дy~, . Н.\. У том 

ИСТОМ односу стоје и растојања ћ, и ћ, та чке С од основа тра

пез а, Пошто је ћЈ 1.. ћ, = ћ, лако се после то га могу добиtи ове 

вредности за Il t И Il~ : , 
, h Ь - ! . 2а 

h., = - -"--"-
- 3 а +' Ь 

За графичко одређ ива ње тачке С може ПОСЈlУЖИТИ ова KQH' 
СТРУКlщј а, Одмерим о од тачке S (сл : 11, Ь) дужину SL = Ь ' и од 
тачке Р н а дру гу CTpaflY дужину РК = а и Сlюј имо тачке К и [. 
Пресек праве КС са правом MN , што није тешко потврдити . 

одређује та"ку С. 
, , 

d. Чешвороугао 

... 

Слика 12 

, 

Ако четвороугао А,А,А,А. (сл. 1'2) , 
прво дијагоналом А,А, поделимо на 

' два троугла А,А,А , и А,А,А. са -цен- ' 

трима инерције (;, и с;, it затим ди' 
јагоналом А,Аз н а доа троугла А,А ,Аз " . и А.А 1А. са центрима с, и С" пре-
сек правих С1 С2 и еilеЈ Ј тачка С, 

одређује центар инерције четворо

уг ла, Пошто ј е свака ОЈ!,. правих 
, - ' 

С,С, и С'С4 паралел на односној ди-, . . . . . 
Јаго~ал~, довољно Ј е одредити само 

две т а чке, р.е цимо С1 u СЗ I . '" повуhи кроз љих паралеле са 

дијаго налама; ЊИХОD пресек је та .. к'а С. ·На ј зад , за конструкцију . , . 
тачке С можемо ис користити оtо6ину ,е та чке , да је СС, ;= SC •• 
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где Је тачкаS "р есе/( праве С,С, са дијагоналом А,А,. 
особине може посл у )КИТИ 1<"8СЈ вежба qитаоцу о. 

е, М1{огоугао 

Доказ , ове , 
-

Сваки мно гоу гно можемо раста~ити Н,а тр оу r.rюве и сл'ич.ним 
поступком као код четвороугла одредити центар инерције много-

. - . . 
угла. 

~оордината, рецимо х" центра инерције TaKuor једног много· 
угла може се одредити из једнгчине 

• 
РХ ,~ 2,~ р . (х т+ х (;' + х т ) ,. 3~ 1 . 1 2 11' 

где Је: fJ - павршина многоуrлз, ; Рј - П О ВрШИll3 i 'ог троугл:а 

Х Щ 
и , , 

п (Н х2
1 'Ха к оординате три темена i ' ог троугла. ' 

. ' . 
6, Llеншар инерције кружног секшора 

Пошто сва ки кружни сектор' (сл. 13) 
можемu поделити на бескрајно мале се к-

" 
торе , од КОЈИХ свак и можемо сматрати З3 

троугао, а у граl! ИЧНОМ ' слу.qају центар 
! - . ", 

инерЦИЈе тог сект о ра л ежи на раСТОЈ8ЊУ 
2 ,. 
- R од центра круга, онда масу површине 
3 ' . , -
кружног сектора (ОА8) · полупречника R 
МQжеWQ за менити хомогеним луком А јВ1 

2 ~ , 
полупреЧНИЈ<8 -;;--Я , Ако на лук А,В, ПрИ

v 

о 

• 

с 

ПРlIменимо обра зац (4), имаhемо Слика .. 13 

2 Я.А, В, 
х, = - -'---'--=-"'- , 

3 _ А, В, 
а пошто Ј е 

А, В, А В 

• 
- = , 

~ А, В, , '_ А В 

можемо за кружни секто р дефинитивно написати 

2 полупречник х тетн и е 
){, = - - , 

3 лук 

" 

в 

• • 
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7. Цсниmр Иl/ерцИје КРУЖl/ог се,' ''tcfј й7а 

УЗМ Ю10 с е Г )1 е нт АРВА (сл. 14) , којн 
разл и ка КРУ ж ио !' с е ктора ОАРВ И т ро· 

угла ОАВ . Ако а:шачимо са с," С и С, 
це нтре инерЦИ Је Т: ЈХ п овршина, З3 тачку 

О можемо напи с а ти о ву једначину лине- , 

3рНИ Х момената 

(7) (површ . се кт . ) Х, = 

. (површ. троуг . ) Х ., . -1: (ловрш. сегм. ) Х,. , . 

Пошто је 

. 1 . 

с е ;1 [ I) же , с маТ·р а т.и 

А 

в 
површ. сект . = - . R . 2 Ra ,- R'a , СЛliка 14 

') . -
површ . троуг . = -~ R' s jn 2 а = Я' sjn а cos а, . 2 . . 

површ . сег м . = Я' (а - sj n «cos а) • 
• 

и 

2 R 5јп а 
Х, = З --'-(1- - , 

2 
Х" = - R cos а, 

З '. 

из Ј една чин е (7) , ,, в одимо , 

х" 
= 2 R ___ S:.:iсп: '-=~=---.,-

З a - s in a cos 'a 

Одредимо још растојзње Е" тачке С, од т етипе АВ , 

, . 

као 

р . 

<" = )СЈ,; - н со , 1, = l . я 2 sjn' a - 3 а СО5а -1- 3 5ј l1 а cos' a = 
, .. 3 а- Sl!1 С:: CU$a 

= 2- R 2 si n а - 3 о. cos а + sjn а С05'" . 
з a - sinacosa . 

А ко се заусТ' в и м о на малом углу а и у веДС)1 0 слично случаЈУ 

4. виси н у се гмента са приближном вредношhу 



, 33 Примери 

а' 
h ~R-

2 ' 
за ~{2 се добија ова п риближна вредност '): 

, о 

8. ЦеllШОр 

':c, = ~ћ. 
5 

инерције еЛUulliuчк ог сеглtеll ш G , 

§ l' 23 

Нека је AMN е мfПТИЧКи сегмент. ДОl<а жимu да се' њеГОI 

центар ин е рЦИЈе ПОК.1а п а са центром 

ин ерциј е кружног сегмента А М, N, 
коЈи одговара елиптичком сегменту , 

(сл. 15). Заиста, центар инерције 

пројекциј е сваке ра нне слике ма на' 

коју ра ван поклаП2 се са пројеl<ЦИ

јом центра ин ерције те слике .на 

исту рава н., Гlошто с е наведени 

еЛИПТИЧ!<И сегмент може сматрати 

као пр ојекција круж ног сегмевта 

на раван елипсе, при чему се обе 

" 

, 

равни с еку по правој АВ , можемо тврдит" 

ције једне и друге слике поклапају, 

да с е центри , инер-

') О:щ:tчимо ТРИl- О tюметриски множ итељ код Xct са k и трансформишимо 
га lJOMoh y обра сuа 

Sill'L( =.!.. (3 sin" - sin 3а) 
4 " 

на оваЈ наЧ И I1: • 
s in 8 a 1 

k= ---,- --=-
а - S IП а СО 5 а 2 

3sina-:sin 3а 

2" - ,јп 2 а 

Ако прнмеНИМQ C:!:t приБJlИЖНit образаu 

, јп р р' р" 
~, ,,,,1- -+ " 

Р а 120 
.n ол~3tJ МО ПО ре зулта та 

-
3 

4 

SI П (Ј. sin3a - --- - -([ 3а 

1-
,јп 2 а 

2а 

k "",:!" 1 - 0,5 ,,' ""..!!.. ( I _ 0,3 ([" ) , 
2 1-0 20;' 2' 

о' 

, " 
Према 10М резу.паrу "мамо , 

• 

Е" = ~Rk-RСОSа ~R(I-0,3 а')"':'R(I- 0,5,,' )= • 

1 2 
= - - Ra" ~ -11 о 

5 5 

3 Механика система 

• 
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9. ЦенiПар lIнеРЦ1lје UОВР1ll1lне омеЬснс ЛУКОАI uараболе 
• 

Нека је дата llOвршина ,омеђена луком ппраболе АМ (сл. 16), 
дело", АВ осе х и ординатом Ь. 

Пошто :~a координате ХС и УС тачке С можемо написати ове 

једна чине 

Слика 16 

а а 

~} ydx -Ј xydx, 

о о 

а а 

уЈ ydx ~ ~ Ј у" dx , 

о u 

при чему је једначина параболе 

Ь' 
у'= -х 

а 

после извршених Iшадратура добијамо: 

3 3 
ХС = -- а , Уе = - ь . 

5 8 

10. IЏНiПаР1lнерцuје сферне аоне 11 "алоше 
• 

Пошто је новршина сферне зоне _ и ~алоте пропорционална 
ВИСИНИ, центар инерције тих површина лежи у средини те висине . 

• 
11. Ценшар 1IнеРЦ1lје' uовршuне целог 11 saру6љеllог "ollyca 

Узмимо зщ.убљени "онус са полупречницима R и r једне и 
друге ОС>ЈОве и са висином Н- h (сл. 17). Једначину линеарно г 

момента можемо написати ОВ8Ко 

где се интеграЦИЈа односи на целу 

производиљу 1. 

Ако ставимо 

dl= 
dy 

$10 а 

. . 
наша Једначина даЈе 

х= 
у 

tg а 

, 

Слика 17 



зs 
- ---

При",~ри 
-~~~.--~--_.---

R , Н 

ХС ј' У dy = " Ју' dy i 
• tg а " , 
' г . , 

одакле имамо 

2 1 R' +Rr+r' 
х с-==:-- • с.:..-'--''-'--'_ 

3 tga R + r 
Ако са d озна'IИМ Q растојање тачке Сод основе полупреч-

ии ка R, тј. ставим о 
'R . 

d = '-ХС Ј 
tg cf 

онда , узнмзјуhи у о бз ир да је 

" 

можемо написати ова Ј 

' " . 

R-r = Н- ћ, 
tg а • , 

дефИНИТ~8НИ резултат: 

d = H-h К}2г. 
3 , R+r 

За слу чај це лег ко н уса , кад је r = О и према то"е h ~ O, имамо 

1 ' 
d = -H, 

3 
" . 

ТЈ , центар инерЦИЈ е п овршнне 

треhине џисине од осно ве , 

праве купе нала зи се на ' раСТОЈању 

, 
, ,. . . , 

12. ЦеНиtар 'инерције љюса ЧUјll распоред одреЬује квадрашна 
, ФР/Јщија расшојања 

Не ка 

паралелн е 

је дата lIu вршина АВВ,А, ,Ссл. 18, а ) o ,~ eђeHa са : две ", 

дужи АБ и А'В1 И , таквим лнниј а мз АА 1 и ВВ, да јеl " 

а 

А 

I 

х 

1. 

----4---
- - .. __ .. ------ .. ...... . =--- ---./2...--

в 

х __ -______ ' 
~ .. -- т1 - ...... 

- -----I-f---...: 
о 

.. Сnика 18 

• 

• 

. ,n ужина npeceKa L Н i:! ше 1I0вршине 
квадратна фун кције ра стојања х Tqr 

, ' 
, 

npecek3 од J~ДHe осноне, ТЈ. 

(8) • . ' <;> " 1= а -с IЈХ -г сх· .. 

Овој површи ни OДГOB~a И о на 

запремина, кој а ј е оме !)еиа ' са дне 

паралелне равни Р" и Р, (сл, 18, Ь) 
и једнрм кривом површином" ""ЗЛИ 

• 

такве особине да ј е ПОВР ШИllа Р , 
пресека паралелног основама нз ра- ' 

стојању ход ј едн е, о снове кваД,ратна 

функција тог растојањ а, тј. ' , 
, ' 

(9) 
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• 

Пример'" '6 џ 

Је ' Н IЧИНУ лин еарног момента за случ а Ј површине пишемо 

ОВ1КО 

h h 

. . х, ЈldХ = Ј х I dx , 

о . о 

гд е је h раСТОЈ 8ње измеђУ ОСнова. Дко искористимо вредност (8), 
имамо ј едначи ну: • 

h h 

х, Ј (а +- Ьх + c~2)dx • . .f х (а + /Ј х + СХ')дх, 
о о . 

• 
,а иденгичиу једначину добипи бисмо и за запре,Мину ПQмоhv (9). 

- . 
После И38ршене интеграције можемо написати: 

; . ~ 

1 . ··- 1 l ' 
- аЬ'+ -. МЗ + - cl,' z- З 4 

ХС = . - . - ._ . 

. ah+~bil·+_1 C!I' 
2 . З .. 

• 

Узмимо У и сто нреме · У обзир ра зл ику 11 - х" и израчунајмо 
однос . . 

" 

(10) 

. . 3 
За + 2Ьћ + -2 cll' 

х, 
--'-- - ----- --
h -х, 1 

3и + Ьћ + - cll' . 2 . 

у ведимо сад три дужине; 1. - доње основе, 1, - средље 
ПИНИЈе и 1, горње основе, ТЈ. ст~вимо 

пошто је тада 

10 = а I 

1 { . 
1, = а + - bh + - с 11' , 
· 24 

1, = д + bh + Сћ', 

За + 2 bh;f-- ~ сћ' = 1, + 21" 

За+ 
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место (10) можемо IIзш.сати: 

. Х, ._ 1. + 21, 
11 - ХС i 10 + 2 1, 

Тај однос одређује растојање тачке С од основе . 

Сличан 
. . . 

резулта т се доБИЈе И за наведену запремину: 

(Ј 1) 

где су Ро , Р" Р, површине ОДНQСНИХ пресека. 

Учинимо две примене обрасца (11). 

а. Центар инерцИје оа;Јремине конуса 

§ 1 ' . 2з 

Нека је дат КОН УС са теменом у S и са основом Ро на расто, 
јању h од темена (сл. Ј 9) . Пошто је 

Р . Р -- ,., . ћ' . ,,-- ,\ . 
• 

и према томе 

, ТО значи да наше т ел о испуњава услов 

претходног случаја, [Ја мож емо написати: 

јер је 

ХС р" !- 2 р, . 
--'-"- = ." .. '. ' --'" =3 
ћ-х, 1 '.+2 Р, · ' 

Ра ~= О, . Р, = ~P.' 4 • 

На тај начин је 
3 

хс = - ћ· 
4 - _ 

х 

~ ... --
" -

р, ---

Сnика 19 

{ " , 
~ . Центар инерцuје ~олоiJине liiроосног елиi1соuда , . , • 

. 

h 

Нека треба одредити . центар инерције половине еЛИПСQида 

(сл, 20) чија је једн а ч"на 



.. 
§ 1 . ~4 

, , ., ., 
х у-, z-· -+- -г-- ~1 
а2 Ь '!. С?' , 

~t' __ 

;" ,)--
• 

и то, р.ецимо, оне половине која се до

бије пресеком равни Oyz, Ако претходну . 

r једначииу иапишемо у облику 
'-"-

у2 z~ . - -<--+ --. = 1,-

Ь'(I_ Х:) С'( I - Ха',·) 
. . ,:а 2 

\ 
можемо тврдити да у пресеку _ те павр' 
шине са равни па р алелном yOz равни 
имамо еnипсу са п олуосама 

' у х2 
Ь 1- ---;;- , 

а" V х" с 1- - ' . 
. а !! 

Пошто је површина . те ел.ипсе' једнака 

",Ьс (1'- Х:) , 
\ а-

- -. ' . 
наше тело спада у тела третирана под -12, Гlошто Је у датом 
с~учају -

Ро = пЬС 'ј 
3 . 

Р, ~ - ",Ьс, .Р, = о , 
4 

образац (11) даЈ е 

и према томе Је 

Х, 3 
~- - ' . --
а-х , 5 

§ l' 24. Pappos - Gq1din' ове TeOpe(lle 

Нека се део равне криве линије ОД. тачке А ДО' В (сл, 21) 
обрhе око осе р која лежи у равни криве. 
И3 дифереици-јалне геометрије је познато да 

се површина - S, коју описује лук АВ, изра· 
жава овим обрасцем: 

(1) s = 2", f r.dl , 

L 
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=----~--

. где Је иигеграл проширен на целу дужииу L ЛУК", ·r је растојање 

тачке лука од осе oGpTalba и dl је елеме нт дужнне тог лука . . 
лреТlIоставимо с ад да се лук АВ нал"а зи само С ј едне ~TpaHe 

од праве Р и означи м о са Г, раст оја,ње центра ине рци ј е, таЧl(е С, 

лука АВ од праве р. Тада једначина за .линеар н ~ момент лука А8 

у односу на праву р гл аси . 

(2) Lr( = fTdl. 
L 

Ако ста вимо вр едност интегралз, узету и з (2) , У (l); добиhемо 

S = 2пг,. L. 

овај резултат ј е прва Pappos-Guldiп ' ова ') теорема; она гласи: 
Површина која се добија обртањеld лука "ри ве линије у равни 

око осе у тој ист ој равни, која не се че ту криву, јецнака је про· 

изводу дужиие лука и обима круга који описуј е центар инерције 

. тог лука . 

Нека се сада нека равна површина 

Р (сл. 22) обрhе око неке праве р Koj~ 

не сече КОНТУРУ те површине. З.пре· 
ми·ну V која се до бија обртањем те по· 
вршине ·можемо изразити о брасцем 

, 

(3) V=2;-; f fTdTdh, 
._-
Р 

где је г раСТОЈаље тач ке · е1ементарног 
правоугаоника са · димензијама dr иdh 
од осе обрта ња р. 

с друге стране , ако напишемо једначину 

површине Р У односу на пра'ву. . р, добија се 

(4) Рг, = Ј f rdrdh, 
-P~ 

слика 22 

.1ивеR.РН~Г момента 

где је ГС растојање центра инерције површине Р од праве р . .. 
1) Pappos. ма1:~:\I ,~ r н чар . који ј е живео .. рајем i pehf'J" в е ка н'зше ере у длек', 

сандрнј IJ , ОСТ8ВИО ј с ' " Ма r е ;\4ЗТИЧКУ збирку" са МН ~ ГlШ ! ~'о м еТ рИ СКlIМ стаВОВIIМЗ. 

Ot! ldjn Ра иl _ РЫ 7 - Ј 6 ~ З). математичар .. штамш:о је " l ~.~ O .СепLrоЬэrуса " , у 
којем је у новој фОР~ЈИ изнео резултате Pappos'a 
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Ако и овде " З једначине (3) еЛИМИНИШБЈ О вредн ост инте

грма помопу (4), И"ВОДи се образац 

V = 2" г" Р 

КОји изра жава дру гу Pappos-Оuldiп'ову" теорему : 

3а премина која се добија обртањем . ра вн е површине око осе . 

у тој и стој ' равни , која не сече ту површину, једна ка j ~ произ

воду велицине те површине и обима" круга к ој и о писује центар . 
инерције те површине. 

П р и м е р . Ако се круг полупречника г о б рhе око праве 

на растојању R (R > г) од центра круга до б ија се торус. Према 

иаведеним теореыам а површина тог торуса ,једнака је S = 4,,2rR, 
а запремина V = 2,,' г2 R. 

§ Ј·З. nоларии I(вадратви момент инерције маса 

Нека буду дате тачке Mtl М2 , ... , МN са ма сама Гn ll т2/ ,,1 тn " 

и ма која тачкз А I коју узимамо за uол. 

Збир произнода масе сваке тачке и квадрата р?стојања те 

тачке од пола зове се uоларiш квадрашн([ А/QА/енш анерције 
даш/IX А/оса у ОД II ОСУ на дати пол. K~д нем" сумње о којем се 

поларн'ом моменту говори , pe~ ква.цратни се и зоставља . Ако саг, 
означимо растојање т ачке М, ОД тачке А, з а п ола рни квадратнн 

момент инерциј е нашег система Т8чакз имамо 

Ако је та ч ка А центар инерције система, поларни момент 

инерције Кс зове се . ценшралнu. Ако са р, о:ш ачимо растојање 

тачке М, од цент ра инерције, централни ' n олз рн и момент износи/ 

п . 

(2) КС . ~iп,p,2 
"Е =l 

Поставимо везу и змеђУ Кл и КС за исти си· ... ... 
стем . Ако са ri 11 Pi ознаqимо односне векторе 

положаја тачке lН, У односу' на т.а.ке А и С, биhе 

(сл. 23) 

(3) ., ~ 

где Ј е d = АС . 

~ 4 -) 

(1 = PI + d I 

• 

• • 

Сnика 23 

-> 
г, 

. , 
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Ако ставимо вредност (3) у (1) имамо; 

Како је 

Јер Ј е за центар инерције . 

• 

једнацина (4) на осн ову (2) даје 
• 

, 
• 

= о Ј 

(5) КА ~ Кс + mЈ', 

где Је 

" 
т = ~m, 

1:::1 

целокупна маса сис те ма. 

91 . ~j 

• 
Једнацина (5) г.q"си; Пола рни квадратни м о мент инерције ма. 

теријалног система у односу ма на коју тацку ј еднак је збиру . 
централног поларн ог квадратног момента ине Р l tије и производа . 

масе система и квадра та растојања између под а и центра инерције. 

Пошто је тЈ' у век позитивно, једнацина (5) показује да је 

централни поларни момент инерције најмањи o,~ Свих поларнiiх 

квадратних момената инерције датог система., 

Иэ исте Једн "ч ин~ можемо закључити да је геометриско 

место полова, за К ОЈе поларни моментима исту вредност, сферна 
. , 

површина. 

§ l' 3.1. ~'зајаМ8И момент инерције маса 

Ако са Р и означимо рас ГОј8!Ье две тачке М, и Мј маса т, и 

тј , двоструки збир 

U '~ ., 
= ~ Јп, тј Р-'ј 1 

ј, i 
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где ј е свако рзстојање само једанпут узето, зове се yaajaAfНи :мо· 

меllш l/llеРЦllје маса дашог Сllсшема . ... 
Ако са Ри оз н ачимо вектор. положаја Т3 11ке Мј према тачки 

М; , онда; узимзјуhи у обзир тачку С сиете"а и ознаке прет, 

ходног ' параграфа, мо жемо ставити (сл. 24) 

• 

... ... ... 
(Ј ) РјЈ = Рј - Рј . 

Из овог израза следује Д1l Је 

р2 ;ј =. p2ji 

и према томе можемо ставити да Је 

с • 

, (2) Сnикn 24 

• 
где i . и ј узимај у еве BpeДHOCT~ .. 

свако растојање Р'ј двалут рачуна: 

од 1 
од 

до П, а ТО зна ЧИ 

тачке М, дО Мј и од 

Мј до М; . 

Ако вредност ( 1) ставимо у (2) добиhемо 
, 

. п п . 

2U"" 0.L:.L: m, Тll j [ Р'ј ":" 2 (~;') ,+ р'; Ј= 
1:::1 )== 1 ., . 

или , 

П , " 

2(; = ~ тј К, + .L: тј ко = 2111 К, , 
1=1 ј==l 

јер је и овде 

" ... .L:m; рј = о. 
;=1 

Према томе дефинитивно имамо . 

(3) . и=mК,'-

да се 

тачке 
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На тај нач~в имамо 

1 ~ . КС = ~ т, тј р2јј , 
_ т 

ј , I 

-ТЈ. ц~нтраЛIJИ поларни квадратни' момент инерци је материјално г 

система једнак ј е уззјомном моменту инерције ТQг система п оде-
. -. 

љено.м целокупном ~1 a COM систем.з. . 
Ова особина Л Q.l1арног момента · може знатно о.,·аКШ(јТИ ње

гово изра ЧУН!iоз ње. Тако , на пр . , ако имамо две ?;lзсе тЈ ·н m'l на 

растојању d, ЊIIХОВ f\е н т раЛIJИ ПОЛ8РНИ момент и"ерције одм.ах се , . . 

добија по обрасцу 
-к· _ тЈ т, d' , -

т, + т, 

без одређивања положаја тачке С. Исто тако з] један троугао са 

~acaM3 т! , m2 1 . mэ у темени~а, а са странама ({1. d2 , · ds непо, · 

средно пишемо . 

К, = ' - - (l1i, та d', + тз тЈ d', + /11, т, d'i) . 
тЈ + П12 - г тз 

Како ~peM a § l ' 3 централни nоларни ~вадра тни момент мо-

жемо заменити са 

К, = KA-md' , 

из једнацине (3) следује 
U= mKA-m' d' . 

Сличан 

са поч етком 

образац в.ажи и за случај ка д с е таЧКd А 

КООРДИil3ТНИХ оса - тачком · О . Т ада имамо 

( 4) И = гn Ко -т' d' , 
о. 

-
поклопи 

.' 

овде Ј е d растоја ње тачке .С од по'четка координа та. У развијеном 
обllИКУ ИЗ (4) следу је ова ј ЛаuлаСО8 образац 

~ Щ тј [ (х , - Хј)' + (у, - УЈ)' + (Zi - zJ )' Ј = 
,. Ј , . 

=L: (ni .L: l1/i (х,'+ Yi' + zn- CL: m, )' ( х! +у; + z,~) . 
i I I 

• 

§ 1'4. Дl(сијални I(вадратнн момент инерцнје 

Н ека су поново дате тачке, МI , М2 , · •.• ) Л1n саI\1зсам:а m1 , 
r .·0 

111" о •• , Гn n ' Уочимо У простору неку праву , на ЊОЈ можемо . . 
обележити одређ е н смер, Тј. претворити је у осу; ~OPT те · осе .. 
означимо са u. 
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Збир производа масе св'аке тачке и квадрата раСТОЈања те 

тачке од праве (осе) зове се аксuјаЛI/U квадрОll1111l !!tОА/еIlШ ипер-

А 

Слика 25 

ције или кратко lfшменш ш-:срцuје датих маса 

око те праве (o~e). . . , 
Ако са dj 0знаЧИМQ растојање масе тј _ ... 

од o~e са ортом /Ј (сл. 25), 
инерције ОКО те осе, према 

Ьемо основну једначину 

п 

а са Ј" момент , . 

дефИНИЦИји има-

Ј" = ~m; d,'. 
ј=l 

Тај израз се може написати и у другом облику врдо важном 

у проучавању теорије момента инерције поlJопу вектарске анализе: 
--> 

Ако на правој u ущемо тачку А и вектор положаЈа тачке т; 

п;,ема тачки А ознаЧИМQ са Тј, растојање dj може се изразити 

интензитетом векторског производа [;;, Ј ' тј. ставити. 

d;=[;;'J, 
где смо помоЬу црте означили интензитет. 

Момент инерЦИЈе МОЈКемо тада изразити у облику 

или 

Ј "" [-->-. ---" ..f/ lJl ј 
( II Ti _ [;;'1) 

Ј 

Овај оБРа1аl( се ,.ожс узети за дефиницију момента инер-
• 

ЦИЈе око дате осе. 

--> 
Јасно је да MO:"rleHT инерције не зависи од смера арта II на 

датој правој, јер се .;;, ј 2 не мења променом ;; у -;. Орт . . ~, 
. . . 

са тачком А на правој треба сматрати као везани нектор. Положај 
/ 
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.. , , 
тачке А на праВОЈ ор та 11 може се изабрати пр о и звољно,_ Јер за 

, , [ .. ->] 
сваки положаЈ тачке Л векторски ПРОИЗ'~од 11 Тј има ИСТУ век -

торску вредност. 

у нарочитом Сlу чају кад c~ права поклапа с а 'х осам, .. 
је орт i, момент ине рције Ј, око те осе има вр ед,IOСТ 

. а пошто има координате 

• 

• 
ЧИЈИ 

• 

-> , ' 

где су Хј , Уј, Zj - координате вектора положаЈа f i , . . при ~eMY 

се тачка А покпаЛ d са почетком . координатног с истема , имаhеМQ . , 
.. 

Ј, = ~ т, (Уј ' + z,'). ' 
ј= l 

·На сличан начин 

натних оса добиј а 

се за моменте инерције око ДРУГИХ коорДи-

• 

п 

Ју , ~ m; (Zi 2 + х,' ) . 

• 
п _ 

Ј, = ~т' (X j ' + Уј ' ) . 
i= l 

Ако СУ масе непрекидно распоређене у пр остору, збир У из
ра.зу З8 момент инерције преЛ8ЗИ у интеграл и 33 момент инерције 
маса распоређени х у з апре"ини V са гуcrином о имамо ' и зраз 

.' 

ј.. Ј1 Ј"" dV , 

V ... 
где Је r раСТОЈаЊ е тачке тела од осе /1. 

Ако су '.,асе распоређене по ,површини или линији ' са гу-' 

стином 0', одн. '" ,"ихови моменти инерциј е ti e бити 



, 
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, .. ,. 

ј" _ I о, г' dl , , ј" -~ I 1"' " ,!S , 
" , ' 

. 

при [I е му Ј е ГI~)ВИ I ! нте грап 

а други на линију L .' 

, 
проширен на цеЛОКУ IIНУ 

• 

Како свак и ~1 0 M e HT инерције има диме Н:iи ју 

[Ји ] = ми, 

површину S , 

ОН се увек ' мож~ ГlретстаВИТI1 као производ 

драта неке дужи!! ~, ТЈ. ставити 

Mr1ce система н ' квз-

• 

( 1) , ји ~ та' . 

Дужива а з оне с е крак инерције. Јасн о ј е да је момент инер, ' 

ције система дате масе ОКО ДЗ'те осе п ознат , 
. ' 

. . 
а КО Је ПОЈ нат кра,К 

ин е рЦИЈ е за ту осу . . " , 
Понекад се мом енту ин е рције даје још ј едан облик . У из

разу (1) је дата маса система , а одређује се дужина а-, крак , 

инерције . За исту вредност момента инерциј е можемо узети.ао 
дату неку уна п ред н з а б рану ' дужнну, рецимо 1, чији квадрат у 
производу са неком масом т' даје исту б ро ј ну в р едност момент& 

• 
инерциј е, Тј. ста вити 

ји = 1l1G2 = т' 12 .1 

где је L дата дуж и на . Маса т' се тад а зове редукована маса цмер; : 

ције да йЈОЈ СUСШС,НiI у односу на даш); оеу 11 fШ цашо расшојање 
редуковане лщсе ОД, Ые осе . Тако; на пр. Ј момент инерције неког 

хомогеног цил ин.ар а !ЈОлупре уннка r и м а се 1ll у OII,H OCY 113 љегову 
осу једнак је j =O,5mr',=m' I'j где је т ' ре д У':',ована маса за 

отстојање 1. Спецн ј'.,но за 1= r имамо т' = О,Б т ; 

§ 1 '41, Релативна вредност аl(сијалних момената инерциј~. 
Веза IIзмеђу аl(сијалних момената 11 IIOларног 

I(вадратног момента инерције 
, 

Ако узмемо Т Р " м омента инеРЦИЈ,е ока координатних оса 

. п 

Ј, = ~ т. (у', -; z' , ) , 
[ ; 1 

п , 

ј, ~ ~ т, (х, 2 + уп , 
i=l 
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можемо пре снега ,,,к"'учити да те три величив е н е м огу узи

. мати у општем случају потпуно произвољне вред ности. Заиста, 

начинимо з бир Јх + I , тако видимо да је 

ТЈ· 

п " 

. јх .+ Ју = ~In; (Xi' + Yi') + 2 ~ Пl, г," , 
I= Ј 1=1 

" 
j ,l-Ју = Ј, + 2 ~ m, г ,' . 

ј = 1 

~ 

Из те Једна ч ин е непосредно следује неј еднакост 

(1) 

ТЈ. зби р два момента инериИЈе око ортогоналних оса увек је Beћ~ 

од момента . инериије око Tpehe осе . 
• , с друге стране, ако образујемо разлику 

• 
• п 

ј, -: Ју'= ~ m, (У/ - х,2) ~ 
ј;:: Ј 

п 

вндимо да Је мена страна мања од ~ mi ( Xi' .Ј_ Yi') , а према ' 
i=1 

(2) Јх - Ју <Ј" 
тј. разлика момената ин е рције око две осе орто го налног триједра 
увек је мања од момента инерције . 0кО Tpe he осе . 

Односи изра ж е н и неједнакости~а ( Ј) и ( 2 ) слични су одно- . 
сима који постоје ю"еђу стеана :-''!, кОг троугла. 

Ако са беремо св а три аксијална момента, добиhемо 

Јх + ]у + ј, = 2 Ко , 

где је Ко поларни момент инерције у односу н а почетак коарди

натнаг система. Ова једна чин а поставља ве зу ИЗ>lеђу аксијалних 

>lО>lената инерЦИЈ е око три ортагоналне осе и поларног KBaApatHor 
>lомента ·у односу н а пресек тих оса. , 

, 

§ 1 - 5. ПРО ll 680Д инерције_ ДевијаЦИОНII момент 

Упоредо са моментом инерције Ји , КОЈИ смо изразили век· 

торским обраСllеЬ! 



, 
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" ~ ~4-.-+ 
ј" = .L.i т, «( u г, ][ u Гј Ј) , 

( ;:;;1 

природно Је саста"ити израз 

п 

~ ........ ' ........ 
П"' = .L.i Щ «( u г, Ј [у т, Ј) , 

ј=1 

КОЈИ се раЗЛИКУ l е ОД претхо~ног тиме што су код скаларног про· 

извода ОРТQВИ В(l(ТОРСКИХ ПРQи~вода ра зл и ч и т и , 

И зраз П,,,, зов е с е и.роидВОД Illl.ерЦllје датог система за две ' ... ... 
• 

осе 11 и у. 
" 

-> ... 
Ортови 11 и ,у у пр оизводу инерције мо гу бити .потпуно про-

ИЗВОЉНИ, само да припадају IIравим~ које се секу . 

" 

. 
Уочимо пре свега два специјална случаја: 

1. Ако је 
... -> 
:v = и, 

-> ... 
или су уопште две пра ве · са, ортовима II и v КОЛllнеарне, пра-

, , 

извод инерЦИЈ е с е "ретвара ';1 момент инерЦИЈе , ТЈ· 

П"" = ји . ' 

2. Као други специјални случај узмимо случај оршогОll.аЛНIIХ 
• 

ортонз, ТЈ. претпоставимо да еје 

... ... 
v _1 и. 

ТОМ производу даЈемо назив денијица0ног .-Н }меНшG. 

Израчунајмо деВИЈациони момент 3' осе Ох и Оу, КОЈИ Је 
одређен изразом 

" п 

~ -+ ............ 
Пху = .L.i Щ «( i riJ [ј Тј Ј ) . 

i=l 

Пошто координате првог н другог векторског производа . 

имаЈУ вредности 
• 
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-t-t 
[i ( , ] • • О, - Zj, у,; 

• 
[ј г , Ј • • • 

за деВИЈациони момент имамо 

п 

п 

ПХУ = - ~ т, х, у, . 
ј==! 

Обично се у литератури зз де.вијациони момент узима збир 

~ тј х', Уј Ј који се разликује од претходног зна ком, али ћемЬ 
ј:::; 1 

ми з адржати нзш израз , јер је у прир,одној вези с а .општим појмом 

праизвода Йнерције. 

По нажимо сад да се сваки · производ инерциј е може састз

ВИТИ од два члана, од којих један зависи' од момента инерције, а 

други од деВИЈЗЦИОНОГ момента. 

у и з разу 

(1 ) 
rI --t~ -t~ 

П",. = ~ тј ([ и г, Ј[ v г, Ј) 
ј:::::;1 

-t 
арт V можемо ра стаВII ТИ у две компоненте и ТО ;едну у правцу 

-t -t . -~ . . ' 
првог арта и И другу у правцу нормале п н а арт и у равни 

ИnИ 

елима 26 

-t -t -t -t 
артова 11 и v. Акоугзо изм е ђу v и и (сл. 26) . 
оз ва чимо са а, имаhемо 

A~o 

добијамо 

-t -+ ,: ..., 
V = и cC)s а + п sill " . 

-t 
ту вредност арта v ставимо 

• 

у (1), 

Пuv = 
п -t -t";-t ~ 44~-+ 

COS а ~ т, ( [ 11 1, Ј [и ;' Ј) + sin а LJ rn, ([ II Г, Ј [п г, Ј ) 
i=1 ј== 1 

-+-t - -t -+ 
П" ,. = }и COS а + ] Ј и .. sin а =J~ cos (и v) + П"" sin (и v), -

при чему ј е } " - момент инерције око прве о се, а Пuп девија

ЦИЩIИ момент з а ту о су и нормзлу иа њу. 

4 Меха8l1ка~система 
... , . ~ 
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п'ОЈ<ЗЖИМО ('2Д да сваки производ инерције можемо преТСТ8-
, '. 

вити 1,80 разли 1':.\' uеличина пропорционалних моментима инерције. 

" 

'--t . ., 

Упоредо [(1 ортавима II и V узмимо у обзир правац си.ме-

Слика 27 

-> 
трале угла између тих ортива са ор том а И пра

.с; 

вац нормале на ту симетралу са ОРТОМ v (сл,27). 
Тада можемо написати: 

~ ~ -+ а а , 
U = cr CQS --- ---'-- \' 8111 .-

2 2' 

---) --t а '~. а 
V = а COS -- .- - \' S1П - • 

2 2 

Ако те вредности ставимо у израз за 

производ инерције имаhемо 

~ ~ щ (COS ; 

1=1 

--)о ~ • а ---} -t а 

[ог,] + sln - [ v г,] ,.cos--
2 2 

---Јо -) • а 

[ог,] - Sln'2 
->-+ 
[yг,])~ 

" а ~ +-7-t--t 
~ cos2 

-:- L.. m, ([о г,] [о г,]) 
:2 (::..1 

-7-1- -.-t---)-

([,-г,] [уг,])" 

одакле долазимо ДО овог дефинитивног резултата 

П -ј 2 а Ј '2 G (п' - (1 COs - - \' SlП -, 
2 2 

• 
где СМО са }6 и Ј .. - означили моменте ин~рrЏјЈе система окО оса 

-> -> 
са ортавима cr и \ - . 

-> • Ако је G= 
2 ' 

, 
ТЈ. 8КО су вектори II и а то 1) ортогонални, 

значи да Је, Пi/)' девијацијони момент, имаhеМQ 

• 
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§ l' 6. Промена, момента инерцнје и производа 

у ве31J са променом положаја o~a , 
, . 

инерције 
, 

Момент инерЦИЈ е датог матерИЈ8лног-система мења у општем 

случају своју вредност у вези са променом положаја oc~ у про

стору. Проучимо те промене прво ' претпостављају hи 'да оса не 
мења свој правац, . а затим ' узмимо у обзир И промену правца. 
Слична проучавања ' ювешhемо и ' за производ инеР ЦИЈе. " 

• • 

§ l' 61. Вева између момената инерције 01(0 паралелиих оса 

За упореljивање момената инерције око паралелних оса про

учимо прво случаЈ кад једна , од . паралелних оса пролази ' кроз 

Q 

-+ 
lt 

с 

М, , 
в 

d А 

d 

СЛНК<I. 28 

. центар инерције сис тема (таква оса 
зове се ценшрална оса). Ако момент 
инерције око централне осе са ор-

, ~ 

ТОМ U ознзqИМQ са ]u(С), а вектор 

положаЈа тачке М; система у од- , 

. '1oсу на тачку 

(сл. 28, аЈ · , бнnе 
• 

п 

. -> 
с 03НЗЧИМQ са Ј Рј : 

ЫС)= ~ Ill; [;;'р. 
;= 1 

Означи мо даље са А подножје . нормале спуштене И3 тачке 
.. ..... . ~ 

С на другу од паралелних ' оса и са ' Г; веџор положаја тачке М, 

. У односу на А. Мо>!е нт инерције . око осе што пролази кроз тачку 

А, а паралелна је са првом ОС ом 03Н8.ЧИМО са .Ј)А); тада је 

п i;'-+ -; 

ји!д) ='~ т; [ и Г; ]2 . 

Ако са 
~ , 

d 03Н3 1Н1МО 

Пошто је 

- ј=1 

-вектор АС, биhе 

-+ -+ -; . 
Т; = d + Р; , 

.... -+ -+ .-) -+ ..... 4 .... -+ .-)' - \ ..... -+ 
[11 Г; ]2 = [11 , d -'- р , Ј' = [Udp+ :2 '( [ 11 d Ј (11 !', I Ј + [ 11 Рј ]' , 



§ \ . 61 ",,{('!Није О КО nа r8i; СЛ Н ИХ оса - -. . _---.. 

- . 
ДОО '" Ј3М.О .. 

п п " ~ 1 
~ .. ~) ~ -+.~ .... -+ 2:' -+ -+ 

),,1Л1 - L,.; 111, [и ,1]' +. 2 L,.; lIlt ([ U d Ј [ 11 р, ) + щ [11 р, Ј' , 
1:- 1 . 1= 1 . ._1 

ШТО на основу Ј t:' д!: ачина 
.. ~ 

, 

-.-> 
[lldJ ' .= d2

, 

• • >: -+ -+ -t-t о -) -+ 
'~' ([ 11 d Ј[ 11 р; })'= ( [ 11 d) 

1= 1 _ \ 
'. 

" 
[ ~2 171, 1>, Ј) = о 

, i=l 

ДОВОДИ до реЗУЛТ" 'Ј а (Хајген.с-Штај.неро ва Te o~ eM a ) : 

(1) ) .. Щ=NС) + md', 

где је Ill , као и ран ије , целокупна маса (истем а . 

Једна чи(.у (1 ) можемо ова ко формулиса т и речима: 

52 

Мом е нт ин ерц ије що ма које осе једна к је збиру момента 

' ~lн ерЦИЈ а О КО Шl р ~ .~Н'Jlне централне с.се и прОН Ј uода масе -система 

и кв адра та растој ања између оса. 
I " ОО 

Једнаqина (1) своди проучаваiье 'момента инерције око про-
• 

И3 ВQ.ЪНИХ ос а на проучавањ.е тих момената 0 1'; 0 централних осз. 

Ако жел имо да упоредимо моменте инерције о ко две пара- ' 

Jlелне осе ОЈ:, к о ј их нијеДН.а није " централна, онда можемо сваки 
• _о " 

м омент ин ерције ј' ilоредити са мбмеJ:lТОМ ине р ције O~O паралелне 

централне осе, . ПО :. а тим . упоредити резулта те . Ако растојање ' 

центра ма са ОД једн е осе, што пролаз'и кроз тачку А I означи.мо 

са d , а од дру ге , што пролази КРОЗ тачку- в са dJ 1 имзliемо 

),.IA) = )и(С ) + т d' , 

ји(В) = )и (С) + т d,' ; 

одатле и зr)ОДИМQ резултат: 

).,1ВI = ј,,(А) + т (d,' - d') . 

који 1l0сгавља Ее З У И З>Јеђудва момента инерци је око паралел-· 

ни х оса али пом оhу расгајања центра инерциј е маса од ТИХ ' оса. 

у сп е цијалном случају, кад нормални пресек паралелних пра: 

виХ што пролазе кроз " тачке А, В, С доводи до правоуглог тро

угла са правим УЈ' Л О" у тачци А (сл, 28, Ь), .имамо 

d,'~d2=o', 

'о' 
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- --'- -~ . ~ -~ • 

где је " растојање юме)јУ оса кроз таЧl< е. А и В. У 'ове,м поло
жају оса имамо везу 

J ,,(I'.) = l"(АЈ + т ђ' , 
у к('јОј више нема (ентралног монента ' инерциј е, неп 'еамо два 

момента за Уflореi}инзље, узајамно растојање ЊИХQ В их оса и маса 
-система. 

-§ l' 62. Промена момента инерције у ведИ са 
- променом правца осе 

. - .. 
. Претпоставимо да ор т u са п )четком у почетку О коорди .' · 

натног система _ има ' :Ј[Ј ко ординате а i ~, у, тј. , 

-t --t -t -+ 
u = ai + ~j +y k_ 

• 
Ако век тор п оложаја 'масе m, у_ ОJl.НОСУ "е тачку О 03Н8-.. ,.., 

чима са Ti I за мОм Сн r ин е РЦИЈе систе ма У односу на осу 1.1 имамо 

п п 

. ~ -+-+ ~ -+ -t 4 --4 

Ј" = L.;I71 , I/[ г, Ј' ""'L.; 111, lа i + ~ ј + у k , г, Ј" 
ј ::: ,1 ;:::1 

или 

, П п 11' 

" ~ .~. .. ~ -> .. . " .. .. . . 
ј" = а' L.; ПI, 1 i г, Ј ' + P' L.;~ I1l;(j г, Ј' + у" L.. ;'" [k гЈ' + 

I ..::: Ј ;:::1 :..: ] 

" п 
~ )-t -t ~ __ ~ -t-+---)-t 

..LЦ у L.; П1 , (l јгЈ[kг, ))+2 у аL.;П1 , ([ k ,.) lir, )1 + 
ј=1 i ,;,:"' l 

п 

~ -t-t -t -t 

ј- 2 Џ~ L.; 171, ([ i г, Ј (ј г, Ј) . 
i --,,-1 

. . 
Ако сад уведс мо м оме нте ~I 

ставимо , 

• 
произв оде III 'сrЦИЈ е, и, на пр-" 

-п п 

L: m, [7 ;;]'= ~ 171,'(Yi' + z,') /х , 
j~l ј=1 -

-

-



-

§\'ЬЗ ЁJfИПСОИД иfiерilнl ~ , 

п п , 
~ ... ... ...... . ~ 

k.J llli ( [ ј г/ Ј [ki f Ј) = - ~ mi Y, Zi = П?" 
i- ' ј=l 

може се написати 

(1 ) Ји = јх ,,' -1- 1., ~' + ј, у'+ 2 Пу, ~ у + 2 ПП у а + 2 Пху а ~, 

Овај образац омогуЬава израqунавање момента инерције око 

осе произвољне оријентације, ако ~y лознати моменти и произ~ 

води инерције за о се ортогоналног . триједра, 

§ 1 ·63 . . Елипсоид инерције . . 

Узмимо у простору одређену .тачку А, Кроз ту тачку 
. 

лову· .... 
, цимо један правац са O!)TQM и, Од тачке А на том правцу одме- ' 
рим о дужину АМ обрнуто пропорционалну квадратном корену из 

. ~ 

момента инерциј е ј" нашег материјалног система око осе и, тј, 

ставимо 

, 

1 " АМ =-- - , 
V ј" 

. . , , 
гдеје 1 коефицијен т пропорционалности са .димензијом [!) = L' М •. 
Према томе вектор положија тачке М према А има вредност 

... --+ 1'" 
г=АМ = - и, 

V Ји . . 
а Декартове координате тог вектора се изража вају Једначинама 

I 
У =?'! Ј,'=" ~ , 

I z = у. 
-ц 

Обрнуто, иЗ 

У облику 

тих једнаqиuа се 
. , сваки косниус може и~разити 

a_ Vj" Х , - I - ~ = О" У, 
1 

у = п-:- z . '. 
I 

. -

Ако те вредности косинуса ставимо у образац (1') претхоД" , 

ног параграфа, добијамо једначину 



;5 ~липсоид инерције , § ј'6З 

\ (1) Јх х' + Ју у' -ј Iz' + 2 Пу, yz +.2 П" гх + 2 П'Ј' ху = l' . 
. ~ . 

Кад правац са о ртом LI почне .ца се ' мењ а , мења се положај 

тачке М; њено геом етриско место је површйначиј а је једначина 
(1). За 1= 1 та једначина добија оБJIИk , 
(2) Јх х2 + Ју у' + .1, г' + 2 Пу' уг + 2 Лџ гх + П",. ху = 1, . , 

• 

То је једначина 110вршине друг",га реда. Пошто је то повр

шина са центром, а нема тачака убесконачности (Ј, ' fo О), можемо 
TBPД"T~ да је то елипс о ид. Тај еJIИПСОИД 'се зове еЛIl UСОИД инерције 
(Поансо-Кошијев еJIИП СО ИД) датог · !"атеријалног си с тема за даЋУ 

тачку А. 

Пошто СВЗf<И елипсоид JiMa' бар TP~ главне осе, има ·их и 

наш еJIИПСОИД инерције . Те осе зову се главне осе инерције за 

дату тачку А. Ако за координатне осе у'змемо главне осе инер

ције и координате тачке у односу на 'l:e осе означимо са Х, У, Z 
Једначина , (2) добиј а облик 

. 
(3) Јх Х ' + Ју У2+ Јг Z2= 1, 

где су Јх, Ју, Ј, главни Аtoмен$и IIнерције нашС2 машеријалног 

сисшема ва iiiQЧКУ А. 

К8КО једначин а (3) нема чланова са ПРО ИЗ ВОДИ !\IЗ координата) 

можемо тврдиги да су за главне ' осе инерције п ро и зводи , инер

ције једнаки НУJIИ. 

Ако се тачкз Л поклапа са центром · маса система, елнпсонд 

инерције се зове цеНШРQЛ/Ш елиuсоид инерције ; љегове осе су I 

гЛQвне ценшралне о се инерције, а моменти инерције око тих оса 

су главни ценшраЛfl11 ,."олtенши инерције. Ако те '1О?1енте инерције 

Qзначимо са А, В , С , а осе тих момената НСI Z , У) Z , онда 

једначину централно г елипсоида инерције можемо написати у 

' облику . 
А ,,' + в У2 + С Z' = 1 . 

Ако са а, Ь, с означимо краке инеРЦИЈе ,а моменте инер

ције А, В, С, тј, с тави м о 

А
·, 

. -=: т ll - , В = mЬ' , 
.. ' 

С• " --= I1lС- . 

онда , узимај у!!и вр е дност коефицијента пропорционалности 1 по
моћу услова l' = 1Il, ,,!ожемо , једначину централ ног 'елипсоида , 
инерЦИЈе написати овако: 

а':;:' + Ь' У2 + c" Z' = 1. 



• 

§ l ' 64 tlpaMeH~\ ЈЈ роизводА инерuије ' У ве~ и са ПРЬМ~ II ОМ ilоложаЈа оса 
- -- , -
у сличним облицима .бисмо могли напи са ти и друге форме 

једнаqине еЛИПСОllда инерције. 

. . . 
§ l' 64. Промена ПРОИ8вода инеРЦИЈе У вези са променом 

положаја оса 

(А) (С) 

1. Прво упu р едимо два производа инер ;;ије пu, и Пи " , кад 

су осе у првом" другом случају паралелне а ли за · први произ

вод оне пролазе кроз ПРОИЗВОЉНУ TaQKY А, а за ДРУГИ кроз цен- . 
тар маса - тач ку С. 

-> -> , 
Ако са 

у односу на 

Pi И '1 оз наqимо векторе положаЈ а тачке тј система 

С -и А (сл; 29), може се написати 
п 

( А ) ~ -+ --t -+ ... 
П,''' = ~ m, ([и Тј Ј [v Тј Ј ) , 

-
" 

;=-1 

п 

, 
(С) '" 
П(l V = ~ I!l I 

;= 1 

-i' -Ј . -+-+ 
([ и рј) [v р,Ј), 

• 

, 
. .Ако у први и зраз ставимо 

-> -> -> с 
• 

r j = Р" - РА' . Слика 29 

-> -> 
где Ј е РА = СА, онда , узимају!ш у обзир да Ј е 

можемо на,писати 

• 
што даЈе 

(А) (С) . -+ -+ -+ -+ 
П,''' = пu, + m ([и РАЈ [v РАЈ ) , 

где Је , као и раНИЈ е, 



57 Промена прОИ З[ЈОД:ј IН.ј срUије 'у ~.еЗИ (i1. про ме но м по .')ожај а оса S t ; б4 . 
--- ---'---

Ако скаларни "ро извод два 'векторска производа на десној 

страни ра а ВИЈемо на познати начин, добиhемо 

(д ) (С) -+ -+ -+ -+ ---)о -+ 
П", = П ". -~ mрА'(uv)-m(uРА ) (V p., ), 

-+ -+ -+-+ 
З а девијационе ,юм е нте, кад je.u..l v и према томе је (u у) = О' 

, 
имамо ооразац 

(Л) (Сј -+ -+ -+ -+ 
П ,''' = П.и - т (и Рл) (v РА) ;, 

-+ -+ • . 
Ако су осе 11 и V осе координатног триједр а Cxyz , . и вектор 

, '. 
-> 
РА има за 

(1) 

координа т е ХА , УА', Zл , претходни 

("Ј(СЈ 
r lY1 = Пуz - т УА ZA , 

(д Ј (СЈ 

r l .. х ::.- П.lХ - т ZA ХА , 

(А) (СЈ 

[\ху = ПХУ - т ХА УА' 

обра зац даЈе 

Нај зад, ако са таЧКQМ С I це н.тром маса с истема, вежеМQ 

триједар СХ YZ ГЛ8 " Ш'Х оса инерције, за юје су " роизводи инер

ције ј ~Днаки НУЈIИ, им а liемо З8 осе c~ поч.етком у А , 8 које стоје 

паралелно осама OXYZ 
" 

' д Ј 
П ,·Z = -' /11 УА ZA , 

с 

(дЈ 

Пzх = - т ZA ХА , 
( д Ј 

Пху = - т ХА УА, 

где су ХА ' УА ' Z ,4 
CXYZ. 

координате тачке А у односу на триједар 
, 

2, И зведимо сад образац који пружа мо г ућll О СТ да се проучи 
(О) , -

. промен а производа Пщ" који се ,ОДНОСИ на исти 'ПОЛ, тачку О, 
-> -> 

али u и v мењају своју оријентацију у про стору. 

Ако ста вимо 

-+ -+ -+ -+ 
v = а, i + ~.j + У. k 

у образац за прои з вод инерције· 
• 



§ l ' 6S 'I'е.зоР .»epu.je 58 
' .--- ------~--'----'---'----- ~_t__'_----

где Је 

.... -+ .......... 
([ u " Ј [ v " Ј) , 

-+ -Јо .... .... 

" = х, i + у, ј + z, k, 

добиhемо после из оршеног 'МНQжења 

(О) 

пU, = Јх аа, + Ју ~~, + ј, уу, + (~y, + ~ J у) Пу, + 
• 

" + (уа, + у,а ) П,,+(а~, +a, ~ ) ГI" . 
. r 

Овај образац даје вредност . проИзвода инерЦИЈе за' произво- " 
-> -> 

љан положа ј ортова II и V. 

Ако за триједар Oxyz узмемо триједар OXYZ глаhних оса 

инерције, за производ инерције добиhемо овај " РОСТ ИЗРаЗ: 

(О) 

(2) П" ," = Јх ааЈ + Ју ~~J + Jz уу, . 

§ l' 65. ТеН80Р инерције 
, 

.. -+ -+.... .. 
Посматрајмо у исто време три вектора А, , А" Аз са коорди-

натама у односу на иСти координатни rрИЈеда р 

(1 ) 

" 

Схема бројева 

(2) 

-> 
А, (ан, й12 ! а 1з ), 
-+ 
А, ( й21 , а22 , a~8)' 
-+ 
Ав ( из" ОСЈ2 Ј · аза ),. 

а11 , а12Ј а1В 

А. = Ц21' а22 , а2з 
аВ1, аз~, a~8 

састављена од координата наведених еектора !ЛИ уэета сама ло 

себи претставља је дан математицки' објект , који се зове .афUIIОр 

тацније шродимеН3IlОIIи ифUllор Ј). Афинор можемо сма"трати као 

број нарочите природе. Обични, СК8ларни бројеви Q ij (i, ј= 1,2,3) 

1) У кљизи "Гl::ометриске основе рачуна са диrдама. 1. Диа да ЈЈ Дфинор· 
, ' 

( Београд. 1930) 8Э.'1 0*ИО сам еЈl емеитарно алгеб.ру афикора н а r eOMetpllclCoj ОСН08И •. 



, "; - _" I 
1 ензор инеРЦИЈе 

су његови елеЛfенш1С или СКlIлаРllе афtl1l0јюве коорлuнаше; век,:ори 
(1) су његови КООРДlIIlй!llна векшорu. 

Са афинором се могу довести у везу и н ека друга три ' 
-t .. -t 

• 
нектар а ВЈ. В:!. ·, Ва 1 I..{"' CO .. Ј ..... координате ознаЧИМQ на оваЈ начин 

-, -t -t 

ВЈ (,,} В. С")' В, ( '" ) (3) Пtl а" 428 

a:~ ! - й32 а3:1 

и који исто тако МОГУ служити као афинорови I(оординатни век

тори; ови вектори (1) се разликују у општем случају од вектора (3). , 
ИЗ из весних разлога вектОРИ (3) зову се uрешхоДнtt (вертикални), 
а вектори (1) UДУћll (х оризонтални) координатни вектори афинора . 

• 
Симетриqан афинор , чији елементи задовољанају . услове . 

(i,j= 1,2, ? ) 

зове се шеНЗ0р. K~д тензора се пре.тход~и и иду!ји координатни . 
. . 

вектори не раЗЛИКУЈУ , ТЈ. 

(ј= 1,2,3). 
. . 

. , 
Код многих са в р е мених писаца p.eQ " афинор " ' уопште се не 

употребљује, већ се и оа несиметричан афинор Уi10требљује реч 

"тензор " у најширем смислу те речи. 

Тензор са еЈЈ е:\н~ нтима . 

(4) 
Јх, ПХУ ' ПХ -l 

Ј = ПУХ ' Ју , Пу , . 
П-lХ , П zу , }:; 

. 
зове се UllерЦUОНIl Ыен яор или ШеllЗ0Р · Ullерцuје. 

Нарочита пра ви ла у тзв. тензорском рачуну утврђују опера· 

ције са тензорима. Од тих операција употреби hемо операцију 
скалаРlIог МlIожеЊll шензора векШором. 

Под скаnарним производом тензора Ј и Be~Topa 

(за прави тензор, тј. за СИ]dетричии афинор "роизводи 
слева се не разликују) са ознаком .. 

(Ј, г) 

треба разумети Bef{TOp са координатама 

... 
г здесна . 
здеС1Ја и 

• 
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-> . 
(3, г )., = јх Х + Пху у + пх, Z , 

-> . 
( Ј, ,),. = П'Х х+ Јуу + П)" Z ·, . 

-> 
(3, г) , -;- П", х + П,у у + ј, Z , 

, 
'+ 

при чему су х, у, z координате вектора r у одн()су на исти ТРИ-
једар за који је са стављен 'и тензор . инерције . 

Ако добијени не ктор са своје стране помножимо скаларно 
-. 

. вектором (, добиhемо производ у облику , 
~ ~ . 

«3, г) г ) = јх х" -1- Ју у2 + ј, Z2 + 2 Пу, yz -+· 2 ГЈ ," zx + 2 Пху Ху . 

П омоhу тог пр о и з вода једначину елипсоида инерцчје МQже~'о 
написати 

-+ ... 
«Ј, г)г)= 1. "., 

Ако ову површину трансформишемо на главне осе, тој по

вршини одговара те н зор трансформисан на н-его а е главне осе и 

то са координатаЫ :1 

(5) Ј= 

]." О, о 
О , А, о 

О, О, ј, 
=m 

. а', О, о 
О, Ь2 , О, 
О, О, c~ 

• • 
где ('\Ј а, Ь с к" о и -Ј Ј I (1 раНИЈе, крацН инерЦИЈе гл а вних , 
инерције. 

момената 

§ 1'66. РеЦИnРОЧНI! тенвор инеРЦМје. ГираЦIIОНН елиnсоид 
• • 

:ут даљем ИЗ.'1агзњу heMO се зауставити само на симетричном 
• • 

афинору, ТЈ. на тен зору. 

Са сваким теilЗО РОМ Т са координатама а 'Ј џ, ј = 1, 2, 3) 
можемо повезати д~ т ерминанту 

й" а12 а" 
Д...:.. а" а22 а2В ' • 

а ' ЗI аз2 . ав а 

Сваки чла~ т е детерминанте има своју алге барску допуну, 
• 

ТЈ.субдетерминанту са знаком који одговара по ., ожају ТОГ "ла' иа; 
. . . 

на пр. члану аll одговара алгебарска допуна 



. 
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" 0значимо са ј 'ј а лгебарску допуну чла на а,ј п од~љену вред

н ошhу саме детерминанте 1\ под условом да ј е L\ =је О ; тако, на пр" 
имамо 

о , 

Тен зар с аставље н од елемената L\јј о З0ве се шеНЗ0Р ptqU
uрочан теН30РУ од ел е мената Ојј . Ако таЈ тен зор О :i начимо са -7*, 
имамо 

:,. = Т 
ОО 

6.1; I LjJ2 " С1 1з 
..1:н , "22' д!З ' 
дз1 , дз2 , .6.33 

Није тещко п ока зати да је рециuрочни теН:<О Р' реципрочном 

теНЗ0РУ лолазни TellJUp, о тј. 

, ( Т*)' = Т. 

Tell30py инерци ј е одговара реципрочни тензо р ине рције. Ако 

!'ензор инерције узме"о у облику (5) § 1 ' 65 з а р е ципрочни тензор 

и нерциј е доБИћемо 

ј-' 
х Ј 

О, О 
• 
a-~ , О, О 

Ј' = О , г ' о 
1 

О, ь-'! О =-
У' 

, , -т . 
О, о, г;' О, О , с -2 . ' 

Ако теюору ин е рЦИЈе одговара елипсоид 11lIерци је ЧИЈа Је 

Једн ачин, 

а' х ' + Ь' у' + с' z' = cons!. 

реципрочиом теllЗО РУ oцrOBap. елипtоид са једв а чнном 

• о 

о. 

Тај елипсоид 

(Mac-Cullagh). 

. . ', 

с езове гllраЦIlОНII~!lIlЙСОIIД UЛIl Мак-Кулахов 
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Покажимо сад геометриску везу која постоји и'змеђу Једне 

и друге површин е и која може да служи као· дефиниција гира

ЦИОНОГ е.rtипсоида на основу е~илсоида ин е р ције и која је сло

бодна од појмова теизорекограчунв. ' 
. . 

Узмимо п о в ршину елипсоида инерЦИЈе , Ч~Ја је Једначина, 

peЦ~MO, 

(1) 
/ 

а' х' + Ь' у' + с' z' = 1 

, --, м' 

I 

Слика 30 

1_ ~ ц, х 8 
, , , 

и на љој тачку.М (х, у, z) ' 
(сл. 30): У тој тачки на по

вршину елипсоида ПОЛОЖИМО 

тангентну раван. Њ~Ha 'je једна

ЧИН8 

а' х СЕ - х) + Ь' у( Ч - у) +' 
. +C2Z(~ -Z) -0 , 

Ч , ~ координате 
, .. ,Г де су Е , 

' прои~вољне 

Ако са 

та чке равии. , , . . 

, косинусе 
ту раван, 

fl=b:yo, 

ј., р., ' у 0значимо 
, ' , 

у глова нормал'е на 

можемо написаТk 

у = с2 Z 8 Ј 

. 

где је /) раСТОјање центра елипеоида од те ра вни и 
• 

о' = (а' х' + ь' у' +с.' Z')-'. 

Ако сад на то ј норма"и узмемо тачку М' са координатама 

Х, У, Z на растојању d, ,које је обрнуто пропорционално расто

јаљу 13, тј. ставимо 

или за k ~ ] 

онда је , рецимо, 

л~Х:ct~хо. 

На тај начнн у"оредо са једначинама (2 ) могу еен.пиеа~и , . 
једначине 

(3) }, ~ ХЬ, у ~ Z&. 
! 
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Упоређнвање вредности (2) и (3) доводи до Једна9ина 

а 2 х = Х , Ь'у ~ у , с'!. Z = Z, 

КОЈе успостављају ве :. )' и зм еljу тачака М и М' . Г1 0МО\1У ТиХ јед

начина r.·южеМQ зам е нити х Ј У, z у ,Једиачини (1), па heMo ' до

бити једна цину 

Х2 У' Z' 
-+-+- ~ 1 , 
а'!. Ь2 с' 

КОЈа одговара гирauионом елипсоиду. 

Извршена трансформацнја тачке М у тачну М' зове се реци

. UРQчна шраНСфОРАtaf{lIја. 

1·67. Елипса инерције 

Замислимо да су масе система распоређе не у . j~ДHoj равни. 

Проучавање танвог распореда маса игра важну улогу и у сnу

чају маса ној е заузим ају . запреминску обл.аст , јер се проучавање ' 

и таквих маса често пута своди на . проучавање та нн их плоча. 

Покажи мо п ре -свега да се ПРОУ9авање мом ента инерције ма 

OKq кој е осе у простору, у случају маса у раЕН" , своди на ' про-
• 

учавање момената ин ерције око оса које су у тој равни. Заиста, 

поставимо осе - Ох и Оу ортогоналног координатног триједра. у 
раван маса; кано Ј е тада за сваку масу Щ коордииата Z; = О, 

имамо 

.1, ~ L Щ (х,' + у,') == Јх +Ју , 
Пуz = О , П~Х ={), ' пх/= - ~ те Xi УI ' 

• 

Према томе једна цина еЛИПСОllда инерције за поч етак коор

дината има облик 

( 1 ) Јх х' + Ју у' + их + Ју ) z' + 2 Пху ху = 12 , 

где Је, 

З"ЈОМ 

као и раниј е , l ' коефицијент.пропорционмности са диме н-

• , 
. [I'] = им. 

Једначина (1) lIокааује да је за сваку тачку равни маса иор
мала на тој равни , оса Z, главна оса инерције и те оса иајвеЬег 
главног момента ин ерције. Пошто ;е тај момен т једнак збиру мо_ 

• 
мена l'а око цве произвољне 0pToroHallHe осе у равни маса и тиме 
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• 
Је потпуно одре ђен, 

нашег еЛ ИПСQ и да с а 

(2) 

Еn:ипса инерције 

• 
до в ољно Је проу ч ити 

равни ма са . Та елипсз, 

сам о елипсу пресена 
. . 

' ЈИ Ја Ј е Једначина 

зове се елииса инерције датог материјалног систе.", у равни. 
А ко п о ч е так l<оо рдинатних оса (меСТИМD у I !е нтз р маса СИ'; 

(темз , еJl ИПСЭ се зо ве ценшрална еЛlluса _инерције. 

Сва ку елипсу ин е рције можемо одредити у односу на г лавие 

ос е ин ерциј е у равн и маса; њену lедначину Н.I1ИШИМО у облику 

(3) Ј, Х' + Ј, У" /' 

где су Ј, и ј, гл ав ни момен.ти инерције, Х и У координате тачке 

елипсе у одн о су на гланне осе (сл . 31 ). 

у 

' Х 

• 

Изабери мо сад за коефи

цијент ПРОПОРЦ~IOН (l ЛНО С:ТИ спе · 

. цијалну вред но ст, стављајуhч 

(4) 1" - - ј, ј, 

т 

ШТО одгов ара дим е нзији Tor 

коефициј е н та . Ел"",;а ине.рц·иј е 
. са таквим коеф ицијенrом 3~8e 

се nор.марана елuuса uнерци;е. 

Сл нк ~ 31 . Нормира на елипса има ову 
• • 

важну . ос о би н у: моме н т инер-

ЦИЈе око с ва ке п раве. што пролаз и кроз цен та р н ормир а не елипсе, 

једнак је моме нту инерu и ј е целоку пне масе сн с те ?>,' I а к оја се Н8ЛЗЗl:f 

на тан ге llТИ l1 з'Р З ЈЈелн о ј датој правој на елипси. Докзжимо ту OCO~ 
бину . Момент ин~ рци је око праве - ноја пр ола зи кр оз . по четак 
координа та и градн "роизвољаи угао а са О СОМ ОХ има вредност 

(5) Ј = ј, С05 ' а + 1, sin' " . 

С друге стра н е , та нгента елипсе ЧИЈа Је Јед на чина 

(6) Ј, Х, Е + 1. У, ~ - /.' = О , 

где су Х, и У, коо рдинате тачке М, додира KOJ ~ за довољаваЈУ 

услов 

(7) 

з Е и I'J к оординате н ек е тзчке. тангенте , Н НЛЗ з и се на отсrОЈЗЊУ 
• 

р од координатног поч етка. При томе Је . 
• 
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(8) 
{' 

Р =-
А' 

'где смо са А означили величину 

(9) }, = v Ј,' Х,, + /;. У,' • 

Како права (6) гради са ОХ осам угао а. имаЬ е мо - . 
I 

cos (I = -;;,- 1. У, • 
• о I Х 

Sln а= --1, . 
о А ' 

На основу ових вредности из (5) добијамо 

1 ~ 1,12 (1 Х 2 +Ј У 2) 
} _'l. Ј 1 2 1 ) 

одакле на о снову ( 7) н (8 ) изводимо 

Ј = 1,J~ 1, =Ј,Ј, Р' 
А' о ['- ' 

па према ( 4 ) дефинити вно имамо 

(10) 
'~ 

Ј .:...-. т Р' • 
а то и потврђује наведену особину џормиране ели п се, јер ·је про' " 

извод mр' момент ине рције целокупне масе система т · која . се 

налази на тангенти паралелној оној правој око које узимамо 

момент инеРциј е. 
Искористимо сад о собине нормиране ели псе ,инерције за реша: 

, . 
вање овог задатка. Дата је централна нормирана елнпса l!IIерције 

(сл. 32). Потребно је одредити моменте инерције 1х . Ју и про
извод ин ерције пх). о ко ортогонал

них оса Сху са почетком у центру-
• 

еnипсе и "РОИ3ВОЈЬ НОГ положаја 

према главним осама инерције. 

Једначину елипсе инерције за 

те осе можемо ' написати 

(11) fx х' + Ју У' + 2 Пху ХУ = 

= ['- = Ј,Ј, . 
Пl 

Ако координате додирних та-

у 

м 

М, 
х 

( ---I--~c+---~--~ 

о' 

с''1 Иk а з2 . 
• 

чака М, и М. тангена та паралелних са Сх одн. Су осом 0зваЧИIIО о 

са х,. У 1 одн . Х" у" lIа основу док~зан.е особине (10) нормиране 
ели псе инерције непосредно имамо . 

5 МеА.вика систем! 
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Јх = ту; , Ју = тх,' . 

За одређипање производа Пху диференцирајмо једнаqину (11) 

1 х х dx + Ју У dy + Пху ( х dy + У dx) = о 

и применимо таЈ резултат, који важи за све тачке елипсе, рецимо 
на тацку М" за коју је dy = О. Тада имамо 

. lхХ' + Пхуу, = О , 
одакле одређујемо . 

х . 
Пху= -Јх -'=-тх, у,. 

" у, 

За тачку М, са dx = О добијамо сличан . резултат и према 

томе имамо 

(12) Пху= -тх,у,=-тх,у" 
( 

што се рецима и з ражава: ПР,оизвод инерЦИЈе за централие' арта· 
• • 

гоналие осе можемо заменити пронзводом инерЦИЈе у односу на 

исте осе само јелне , материјалне тачке са целоку~ном . масо.м 

система. Та се тачка налази у таЧI(И додира тангенте на ' норми

рану елипсу инер цнје, која стоји паралелно ј едној било којој од 

,дат и х централних оса, 

Н'јзад да видимо како помоЬу центр а лне нормираие елилсе, 

инерције можемо одредити моменте инерције и производ инерције , 
у односу на ортогоналне осе ПОТ

пуно произ в ољно г положаја (не цен, 

тралио г) у рав ни маса. 

. Нека је да та uентрална норми

рака ели пса инерЦИЈе и ортогонал

не ще .Оху пот п у но произвољног 

полож'ја у одно су на елипсу (сл. 

33). Треба одредити Јхо Ју и Пху .. 

Пре израчуна ва ",а ових вели

чзна објаснимо геометриске елемен· 

те нацртаие слике. Тачке М и М' 

.су додирне та, ке тангената пара

лел ни х оси Ох . Тачке R и R'/ пре-

О 
, 

у 

р 

. 

М 

Q 

R М 
•• v 
~ А 

С 

• 

S' 
. /' . 

R' 

8 

сеци су тих таНl'с нзта са нормало,М епика ЗЗ 

на Ох осу која пролази ' кроз цен-

, 
• 

, 

. 

х 

тар елипсе, ' тачку С. ' Тацка Q је пр есек праве мсм' са ОХ 
осом. Тачка Р је иол: она је цетврта хармониска тачка, КО,н]уго
вана тацки Q, у односу на дуж СМ'; прем а томе' заљу важи 
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см' ' СР, CQ, 

Тачке S' и R' су пр о ј е кције та!!ака · Р и М' на н ормалу RB и 
. према томе имамо и Ј едначину 

, (13) 

Најзад тачка А је aI/UlUI10Л; то је та!!ка симетрична та,кп Р у 
односу на т,чку С, Ta'lKa S је ПроЈекција ангипола . нанормаllУ 
RB. " -Координате тач ке С , озuачимо са хс , Ус , а антипо'ла , са 

ХА, У'1 ' 
, 

3а израчунавање Јх према теореми о моменту инерЦИЈе око 

паралелних оса имамо 

Јх = тiz CR' + т у,', 

где је т CR' момент инеРЦИј~ око централне осе изражеlспрема 
обрасцу (Ја), Пошто је CR = CR' .. а' = cs из (l3)имамо 

" 

Према 

CR' = CS, у" 

томе, пр етходни образац даје 
. ' , 

, 

Јх = тizy,(CS + у,) 
или дефинитивно · о' ' 

Јх = ту, УА' . . 

Слично се И~ВОДИ и образац 

;; == т ХС ХА' 
. " 

Речима ове ре]уптате можемо изразити овако: момент инер' 

" 

ције материјалног сис тема у равни око неке праве у тој равн'и 

једнак је производу масе · СИСТ,ема и растојаља ' дате праве од 

центра маса и од а нтиполз. 

За производ инеРЦИЈе према (!) § Ј' 64 имамо 
, 

1 . _ '0 _ 

(: 4) Пху = - т х, у, ~ т Сп ' RM , . , 

при чему је дјУГИ члан разлике састављен по правилу (12), K'lKO 

је СЙ = CR' и RЛ.[ = R'M' може ,се ставити 

или прем'а (Ј3) 

R'M' 
CR, RM = сп' , R'M' = CR>2, .:.=::'-

Сп' 



§ I'б71 ' МОР'ОВ круг 

• 

CR , RM = R'M' - - .. 
_ ,CS', у, = PS ' , у" 
CR', 

Јер из СЛИЧНОСТИ тро~глова CPS' 

R' М' 

И См' л сдеду је 
.. .. 
PS' 

= , -
СЛ .... CS' 

' Са тим ' резултатом, узимајуhи у обзир да је PS' = AS из 
(1 4) имамо 

' Пху = - mх, у, ~my, AS = -ту, (х, + SA) 

или дефинитивно ' 

.. , 

Ова једначиН'!l показује да је ПРО,ИЗВОд инерције материјал,НОГ 

система ' у равни у односу на - две ортогонзл не праве у тој РаD.НИ . ,_ . , . . -
Једнак негаТИВlI Ом lIРОИ3ВОДУ масе систем а и раСТОЈања центра 

маса од једне пра ве и антипола од друге, 

§ "671. МОРОВ I(PY" 

За проу чава ње распореда момената инерције у случају маса 

у , равни постоје ј ош и друге , сем у претходном параграфу наве. 

дене, геомеТi>и с ке конструкције, Навешhем о једну такву кон-

ст рукцију чија основа није елипса' веЬ "РУ", ' , 
За Щ;ОИЗllОЉ НУ тачку О равни конструишимо главне , осе 

у ине рције ОХ и ОУ са глав-

е ч ' 

р 

к 

а , , х 

о 

ним моментима инерције Ј. 

и Ј" За исту тачку кон-
, , 

струи ш имо И други пар ор. 

тогоналних оса Ох и Оу И 
, ' \ 

0з наЧИ>l0 угао КОЈИ ' гради 

оса Ох са осам ОХ са (Ј, 

(сл, 34) 

Помоhу Ј. ,Ј, и уг ла (t 
'"'. моменти инерције Јх , ју и , " 

производ Пху се изражавају " ' 
СЛИl<а 34 

на ова Ј начин 

Јх = Ј. cos' ct + 1, sin' « , --, 

Ј ' Ј "+Ј ' ' у = 1 sш .~ 2 cos а , 

Пху = (). - Ј, ) sin (I cos а , 



69 МОРОВ" Kpyr § \'671 , 

Последњи израз смо добили из обрасца ' .( 2) § 1. 64 узев у ' обзир 
. .-t~-.. ~ . 

ове координате ортова 11 и v: U (е05 с<, sin а, О), v (- sin а, cos а, О). 

Наведене вредности А, Ју, Пху.могу . се доб"ти на основу 
ове геометриске , КОНСТРУКЦИЈе. 

. ' 

Одмеримо на ОУ ОСи прво ОР --:- Ј" а затим PQ = Ј, (сл.34)~ 
На дужини OQ = Ј, .. /-Ј" као на преqиику , конструищимО ,,·руг. 

Тај круг Се зове МОРОб круг. Помоhу тог круга одр еljивање горе 

поменутих величина нрши се на овај начин. , ' 

Конструишимо ос у Ох под углом а према ОХ оси, Нека' та 
, . ' • • - о • •• 

оса сече _Моро". круг У тачки , R: З." У/ ' тачку Ј(ОНСТР1ИШIIМО 

пречник RT, Из ' тач ке Р спустимо нормалу ' на тај пречник. Тад. 

подножје те нормале , тачка S) де~и пречник круга на дв;!" дела 

SR.c... Ју и ST= јх . Дужина PS саме нормаЛе даје апсолутну 
вредност производа И lJе рције. При одређивању зна ка тог производа 
можемо се придржа вати правила; 8К9 се тачке Р н Q . НалаЗе .·.·.с·з· 
различитих страна од пречника RT знак' прои звода инерције се . , . . . 
поклапа са знаком про извода SIП (( cosa, ТЈ. пози т иван Је кад се 

о . •• 

оса Ох На ., а з и у прво ." и треnе .. квадранту • н егаЈиван кад се 

она нала зи у другом и четвртом квадранту. Кад се тачке Р н О . .,. 
налазе са исте стран е од пречника TR; знак произоода супротан 
. , -

Је знаку производа S IП а COS сх. 

, Доказаhемо та ч ност наведене конструкције. 

Пошто је полуп р е чник Моровог круга јед""" 

+и, + Ј,) 
, . 

и 1 ' . 1, . 
КР= /, -"2 (Ј, + ј, ) = "2 (Ј, - Ј ,), 

а угао TKQ једнак ј е 2 а , имаhемu 

SR = NK + KS . RK + КР cos 2 a "~ 
.. 1 . . . 1 . 

= - (Ј, + Ј,) + - (Ј2 - Ј,) cos 2 а = 
2 2. . 

= ј, si п ' а + Ј. cos' с< = Ју . " 
, . • 

Слично се показује да је ST = Jr. За израчунавање П,/ потребно 

Је ,узети троугао KSP из , кога имамо · 

PS = PK .. sin 2 <'х , 
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, 70 

, 

одакле Је . 
PS = (Ј2 '- Ј,) sin acoS а = п,у , 

тј, и овде геометриска конструкција одговара "аведеним обрасцима, 

Што се тиче правила О знаку, оно.се може ПОТВРДИТИ не!10сред-

ним , посматрањем и зраза за П.(У ' " .' , . 
Искористили СМО Моров КРУI' за ·одреljинање јх, Ју, Пху , 

. , 

су дати: положаЈ главних - оса инерЦИЈе и .вредн ости главних 

ако , 

\ 
МО'-. , ' 

мената инерциј е /, и /, , 
Обрнуто, тај исти круг може послужити за одређивање поло

жаја главни х оса и вредности ј, и ј2' ако су дате величине јх, 
'- . 

ју, Пху за одре}ј ене о се Оху, У том се циљу може, ПРВО' . одре-

ДИТИ, ма где, угао а , {tз троугла' PSK са "атегама PS = Пху , ' 
. 1 ' " , 

SA = - - (J. -],) и углом 2а код тачке К. Углом а одређен је ' 2 ' , 

правац ОХ, а према томе и правац ОУ, Затим можемо констр.у- .. 
ис а ти Мороа круг и његов преч ник RT= јх + ју са тачком S " 
НОРМilла у тој та чки HaRT својим пресеКШI са ОУ осам одре: 

ђуј е тачку Р, а тиме и аре,дНОСТИ ј, и ј" 
-

§ l' 68, Момент I1неРЦl1је система 01(0 ПРОl1звољне осе 
у простору. Инерциона матрица 

Нека су дат и за одређени матерИЈаЛlШ систем: 

z х 

р 

i 
, оса 

1. маса т система, 
2. положај центра масз';гачка, С, 
З, положај главних централних 
инерције, триј е дра CXYZ, 
4. вредн ости Ас I Вс, Се глав~ 

них цеi:lтрал н и х момената инерције 
система. 

у Поста в'имо заДатак да ' се од-

реди моме нт инерције тог с;јстема 

ОКО осе, која пролази кроз .тачку 

р са координаi'ама Хр , Ур , Zp и 
С , ~ 

има за орт вектор u са координата-
, , 

у ма «, ~, у у односу на исти три-
Слика зs ' једар CXYZ, Означимо тај момент 

\ . инерције 'са јУ') , , 
Ако замисдимо помопни триједар PXJ'Z (С-1 , Зб) са осама ' пара-

ле"ним осама триједра CXYZ, _онда на основу познатог обрасца 

можемо написати: 

. , 
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(1) jlPJ =ј'РЈ а2 + j lPJ '3' + jlP' '+ 2 пIРЈ " -+. 2 пlРЈ + 2 п(рј R 
u х У' . z у yzt'lY zx Y (f. xycttJ · 

Пошто су осе једног и другог триједра п аралелне,на основу 

(1) § l' G 1 имамо : 

(2) 
(Рј 

Ј у = B, +m(Zp' + Xp'), 

Ј;РЈ= с,+ m(Хр'+ Y~'). 

с друге стране на ~CHOBY једначина (1) § 
Ijујемо производе инерције: 

1 : 64 овако-одре' 

(3) (РЈ Z х Пџ =- m ,Р ' Р! 

10 Ј 
П = -mХр Ур. 

'" . 
• 

Пошто су у јеДJlач инама (2) и (3) на десним странама све . 

величине познате, можемо у једна чини (1) одредити све коефи

цијенте и на тај на ч ин тај образац одређуј е тражени момент 
инерције. 

ОВИ, 

Горља аналюа показује да у геометрији м аса играЈУ улогу 

ТЗВ. ДUНQМUЧКU, 

I пара метар -
3 параметра -
3 .. 

параметри: 

маса система, 

координате дентра маса, _ 
три вели чине (на пр. Euler' ови углови), Кај" 
одређују правац главних централних оса 

инеРЦИЈе, 

3 параметра. - главни централни моменти инерЦИЈе. 

Тих десет параметара играју нарочиту улогу у теорији кре

таља чврстог тела. 

у вези са дннамичким параметрима матери ј алног система 

УВОДИ се једна таблица , нарочито згодна у механици чврстог тела, , 
која карактерише динамичке особине ·материјално г система. Ову 

таблицу эваhемо лtaшрuца ul/epquO/uix коефuцuјеНQша, кратко, 

lJHepqUOna машрuца датог материјалног система. За ДекаРТ08 ко
ординатни' систем еJlе менти те матрице са 36 . чланова изгледају 



§ 1'681 Ра според rлавних оса инерције у простору 72 

т О Ь о ' mz~ -ту, 
, 

О т О -тnzc О тх, 

О О т ту, -тХе О 

О -mz • , ту, 1. --- Пху ПХl , 

mz, О ....:::......тхс Пух ју Пу, 

-lllус тх, О П'Х П,у ј, 

Нарочити распоред чланова ове матрице имз, како nемо ВИ-'" 

дети, своје дубоко образложење у њеним применама на динамику 

чврстог тела. 

Први део те матрице стоји у, вези са масом т система која 

у класичној меХ(lНИЦИ има исту BpeA1;lOCT З3 сне правце. 

Други део те таблице, ,на истој дијагонали са првим делом, 

је тензор инерције (§ l' 65)', 
Остала два дела, ' на другој дијагонали, састављена су према 

(3) § l' 21 од координата векторског планарног линеарног момента 
и вектора супротног том моменту, Ова два дела стоје у вези са 

ПQЛQжа Јем центра маса система. 

§ 1" 681. Распоред главних оса инерције у простору , 

Видели смо да момент инерције око произвољне осе, која 

пролази кроз тачку Р има вредност 
, 

(1) /Рl= (Рlа,-,_ (Рl02 +ј(Рl 2+' 2П(Р) о + 211,Рl а + 2п(Рl а" 
u Јх. Ј!у t"' z У у!!: r--Y :ох у ху t-" 

где су а, .~, у координате орта осе и према томе везане Јед-, 
начином 

(2) 

Поставимо задатак да се одреди положај главних оса инер-

ЦИЈе у тачки Р, \\,' 

Пошто за правце главних оса момент инерције има стацио

нарне вредности, 110тражимо те вредности од ЈРl као функције 
u 

а, ~, у; тај задатак спада у реЛ8ТИВНИ extremum, јер су озна-

чене променљиве везане једначином (2)" Ако ту једначину ПОМНQ-
• 

жимо неодреljеним множитељем - s, добеhемо низ оваквих услова 
за стационарност функц~је јРl _ S (а2 + ~2 + У'): . . 

u , 
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(j~) - S) a + П;:)~+ п;:)у = о, 

(3) п{Р) а + (Ј(Р) - S') R + п(~) = о 
х'< у t-' у% У , 

п(Р) ( + п(РI ~ + (/0) - 8) у = о , 
X~ '(% S 

, 

Пошто су то линеарне хомогене једначине, детерминанта ТОГ 

система мора бити JeA f, aKa нули: 

) 
(ОЈ _ S п(О) п(Р) 
х 'ху' X~ 

п(t» , Ј(О) _1 8 п(О) = О" 
ху 'i 'у!! 

, , 

Ово је једнач"на треЬег степена по, -'.' У теорији детерми

наната се показује да она има , три стварна кор е н а , Означимо те ' 
корене са S;, 8" 8з и покажимо ,да је сва'ки од љих одговарајуhи , 
момент инерције, За први корен, према (3) може се написати: 

(Р) ( Р) . (Р) 

Ј, '" + П,у р, + П,. у, = 5, а, 

(4) 
(Р, (01 ' (О) 

П 'У " , + Ј у'! р, + Пу, у, = S, ~" ' 
(О) (О) (о), 

П" "', + п <, ~, + Ј, у, = 5, у" .. 
где су аl, Р1' Уl координате оног орта и1 , qИЈИ Је правац везан за 

корен S,. Ако те једна чине помножимо редом са а1 ·, ~1 ~ 11 И 
саберемо, добиhемо • . ' 

Ј(Р) а 2 + Ј(О) о ' ,+ ) (РЈ , + 2 п(Р) о + 2 П (Р) а + 2 П (Р) а о = 
х 1 y t't " УЈ yzt"Yl xz Y1 J. xyJ t-'1 

" 
, (О) , , 

=Ј =5,=), 
о, 

а то и потврђује .наш став да је . 8, момент инерциј е Ј, за правац 

са ортом и,. 

• 

Ако У Једначинама (4) ставимо према § l' б7 : 
~ ,,~ , ' 

Ј, =m(a' + y' + z'), Ју =m(Ь' + z' +x'), 
(Р) - . -

) , = m,lС'+х'+у'), 

' П (Р) 
Ј =-myz 

У' ' 

(Р) , " , 
п = -'-'mzx ЕХ ' _ Ј 

, 

(Р) " 
п = -mху, ,., 
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§ l ' 681 Распоред ГЛ!lВНИХ оса инерЦИЈе у простору 
--С---Ос'-------'-_ 

, , 

где су а, Ь 1 С краци инерције, тј. на пр . А с = та':!. Ј а х, у, Z КООР- . 
динзте тачке р у односу на "I;риједэ р гл:шних централних осз , 
а CtM тога уведемо и «рак ин ерције k1 за}1' т ј . ставимо 11 = тkl2, 
онда се, рецимо , прва од једначина (4) може написати 

(а' +. у' + z') а, - xy ~, - xz у, = k,' «,. , 
Ако 03НЗЧЮ .. 1О 

х' + у' + Z2 - k,' = - )", 

дола ЗИ>I О до овог резултата 

(5) 

Слично се до бија ј у и два остала косинуса 

у . 
р, = (ха, + y~,1 + zy, ) , 

Ь' -А, . 
(6) 

z 
у, = . ' (ха, + y~, + zy,) . 

с2 -./..1 · . 

(7) 

Из једна чин а (5) - (7) можемо извести оне закључке: 

Ј. Ако једна ч ине редом ПОМНО>\lИМО са х , у, i и саберемо, 
• 

долазимо до Једн а чи не: 
, 

х2 y~ . (2 
(8) - --- + + - = 1, 

(['l.-л. t Ь2-Аl " с2 -Л1 

Пошто ова једначина одговара конфокаЛНОј ПОВРШИНИ гора

Ционог еЛИПСОИД<I, можемо /ТВРДИТИ да елиптичне координ:ате 
тачке р (види: Рационална механика, 1, Механика тачке, Друго 
издање, Стр, 18) Ј." , А., А, одређују према једн. чинама 

(~) i 1,2,3 

краке, а према томе и саме глав'не моменте инерЦИЈе за тачку р, 

.... 
11. Пошто су косинуси углова ШТО .гради нормала П, на по

вршини (8) пропорционалюi величинама (делимичнимизводима): 

х 

, " а -Лl 

у . z 

а ТИМ исrим ~еЈЈиqина ма су ПрОПОрЦИОН3ЛНИ и КООIНУСИ а1 , ~l I Уl ~ 
може се тврдити да правац ГЛ8Щ!е осе инерције има , правац нор-
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, 

мале ' на једну ОД пов ршина конфокалних са ГИ Р3 ЦИОНИМ -ели'п

соидом. Пошто је систем елицтичних координата орrогоизЈ!зн 
имамо ова ј резултат: 

Зо сваку тачку п рос тора као триједар главни х о са инерције 

служи триједар оса еm·ШТИ4НИХ координата те та ч ке K~Д је оСtJОВНИ . 
елипсоид гирациони елип с о ид. 

Ако је 

- "'" < }" < с' < Л, < Ь' < ло < а' , 

корену Л, одговара е.,ипсоид, Л, - једнокрилни хиперболоид и 

л, - двокрилни . Пре",. ј едначини (9) нормала на е.,ипс оИду одго

вара најмањем гл аан ом -моменту инерције, а нормзлз на ДВОКРИJlНО'м 

хиперболоиду - II зјвеhем . 

§ l' 7. Планарни квадрат"" момент ииерције . 
. ' 

Ако са hi 0значимо р а стојање масе т! од одређе не равни Е. I 

онда се збир 

i=1 

зове uланарни квадрошни моменШ инерције датог материјалног 

система у односу н а дату раван Е . 
. 

Ако ец Е, 11 . ~ означимо координатiн:~ ра вн и ~Oyг . Ozx, ОХУ • 
биhе планарни кuадра т ни моменти З3 те равни 

• 

п 

Р'Ј = ~ тј,У.' , 
;=1 ,. 

• 
I ~ . • 

Између квадра тни х планарних и аксиј~лни х мо ."ената ииерДИЈе 

ПОСТОЈе о ве везе: • 

fх ='Рч +Р" f y = Pr, + P; , f, = f\+Рч , 

одакле Је 

'1 . 
Р" = 7: и, + Јх .,.:...·}у) , 

Рь = + их + ]у ...:..- ј, ) . 
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Поларни квадраТ IIИ момент инерције Ко у односу на кqорди
натни п очетак изражава се помоћу планарних момената Једна· 

чином: 

КО = р; + Рч + Р, . 
Гlошто се ПЛ8Н8рНИ МО";ент инерциј е ма,1 0 улотребљује у 

изражавању мехаНИ 4 КИХ пој.ава, нећемо га дета:ьно лроу~~ватИ. 

§ !. 8. Моменти вишега реда 

у претходним нзлагзњима смо видели да о брасци који ана· -nитички изражаваЈУ Ј\юменте зависе од збироu з ПRоширених на 

све тачке система J<o j ~1 су облика 

'" a · ~ у ,L.,;mi::ti УЈ Zj , 

, 
где Је; т i - маса та ч ке, х, I Уј 1 Zj - ' њене Декз ртове ' коорди· 
нате , а , ~ , у '- пр и родни бројеви одн . нуле, Ј{ојн :iадовољавају 

услов . , 
a +~+y=y. 

За линеарни мом е н т треба ставити v = 1, за квадрат'ни v = 2. 
Број у одређује Степен Аtоменша, Ако је у> 2 момент је вишега 
реда. Моменти више га реда се веома ретко употр е бљују у про- . 

блемвма механике, ал и ~e њнма служе мат(мзтича р и (/иешода МО- . 
менаша).t " , 

Ако су мас е р ас пор е }јене непрекидно, момент и се израlКа-. . 
ваЈУ ИIIтеt:ралима 

Ј Ј Ј f> (Х, у, z)X
U у Р z у dx dy dz, 

'. 
проt1Jиренн" на целокупну запремину тела. Функција р је за пре

минска густина тела . Слични интеграnи оДгов.арају масама нелре~ ' 
кидно расrlOређеним по п овршини или дуж линије, а таiшђе и про. 

wиреннм на вишедимен зионе области. 

Ако је р = const . з а све тачке тела, момент за виси од ните. 

грала 

I Ј Ј ха y ~ Z у dz dydz 

КОЈИ претставља одн осни геометриски ·момент дате запремине. 
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§ l' 9. Примери ва 

1. Хомогеllа дуж 

иврачунавање 

инерције' 

• 
аl(СJlЈалиих момената , 

Нека је дата хомо!'ена дуж МN(сл. 36) дужине 2а са 'масом 
m. Моменти инерције око Ох, Оу, Oz оса имају вредности: 

јх = О, 

а производи 

а 

ју = 2 а2 Ј х' dx " 
о 

ј, =ју, N 

Пz)' = О, ПХl = о, : Пху = О, 

у 
~ 

,,]; , , , 
~ 

о м 
- ..•. ; -

у 

с.'1ика 36 

где је а, - густина ду жи а т њезина маса. Пошто су сви про· 

ИЗВОДи инерције једнаки нули а тачка О је центар маса дужи, 

триједар Oxyz је гланни централни триједар' оса инерције. 

у специјалним поnожајима дужи према .оСи мо~еJ:lТИ ' инерuије 

имаЈУ наредне вредности: 

а. Ако је дуж паралелна оси и, а на растоЈ3ЊУ d, 

ји = md'. 

-> 
Ь. Ако је дуж управна на осу U и њена средина се налази 

на растојању d од осе 

ј 1 '+'d2 ,, ~ -ma т, 

3 

,"ри чему је, ако Је ,1 = а, тј. оса пролази кроз један крај дужи,' 

ј _4 ,_~ [2 
,,--mа- m. 

3 3 

,ако са [= 2 а означимо целокупну дужину дужи, 

2. Хомогени лук кружне ЛUlluје 

Непосредно са слике (сл. 37) за,овај случаЈ имамо: 



о" 
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, 

СJl ~ ка 37 

Најзад је 

х 

а а о 

}х = 20. f у' dl = 20, ,3 f sin' а da. = 

• о 

= 2".,". ~(a- Sinacosa)= 
2 

~ ~ ('1 _ Sin2a ) ,'. 
т . 2а 

и на сличан начин 

} 1 (1 +0 sin 2а)' , 
у -=-m · - г. 

2 20. 

л = mг'. 

Триједар Oxyz не одговара це.нтралним осама инерције иако 

се тач"а О покnа"а са центром КРУЖIIОГ лука . 
о о 

• 

Ако се ЛУК продужи на цео круг, имаhемо : 

1 о 

ј, = }у = 2"mг2 , }, = т,'. 

3. Хомогена IiОВРШUНQ шроугла 

Са ознакама, КОЈе су очигл~дне са слике (сп. 38), имамо 

l:u = y:h, 

одакл е Је 

Q 
l = -y 

h 

u прем а томе за м омент 

инерције добијамо ---

Q , I 
а, • ---. 

х. 

----~ 
Х, 

----------- .... 
о х · 

Слик~ 38 
h h о 

f а f а ћ' Ј 1 . 1 
}х = о , у'! dy = Ој h уЗ dy = "1 "'; 4" ="2- . 2 о, аћ . ћ' = 2 mћ'. 

о о . 
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• 
За паралелну осу х, , која пролази кроз центар С маса , имаfiемо 

јх, ~ ]X - т - h = - mh' . . (2 )2 .1 
3 18 

Нај зад за осу х" која је такође паралелна са осом х, а 
на ЊОЈ лежи о~новица троугла, ИМ,ама, 

lх, = јх, + т - h = - т 11' • (
1)21- ' 

. . 3 . 6 

За осу у према претходни~ резултатима имаhемо 

ј _ 1 2 _ 1 , 
У- 6mlйl - бm2й2 , 

где су 1/1, и т, масе правоуглих троуглова са ка тетама й, и й •• 

Пошто до бијамо 

ј 1 . 
у = - т 

6. 
• 

Одредимо још момент инерције око осе z кој а стоји управно 

на раван троугла и Пр О.,ази кроз теме. Пошто Је тај момент ј,<О) . 
једнак збиру Јх + ју , "оже . се · написат'I 

, 

• 

За мом.ент ј/С) после малих трансформација добиhемо ' израз 

ј/С) = з16 1/1 (а' + Ь' + с') , 
где су й , Ь, с стране троугла. 

4. ПравоугаОIlUК 
• 

За правоугаоник са димензијама 2 q 
и 2 Ь (сл. 39) лако добијамо за централ· 
не осе паралелне странама правоугаоника 

]. = ~ 1/1 Ь' , Ју = ~ т а', ПХУ = о , 
3 3 

јер је, на пр., 

• 

2Ь 

. 

I 

:'-
с 

. 

I 

I I 
Слика 39 . 
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+Ь +Ь 
• 

ј, = ", 2 а у' dy = 2 ", а // - у' = 2", а ' - [Ь' - (- Ь' ) Ј = Ј 
11 ' 

, 3 3 
-Ь -Ь 

=..!.. ", 4 а Ь • b~ = -1 т ' Ь' ' 
3 3 

и 

+Ь +а, +0 +0 

Пху =- '" Ј Ј xydxdy ,-,'" Ј ydy Ј xdx= 
-Ь -а . -Ь -а 

Момент ј, око централне осе, која СТОЈИ управно' на раван 

правоугаоника, има вредност 
, 

ј, = Ј Ј (х' + у') dx'dy =Ј Ј х' dx dy + ЈЈ у' dx dy ' ју + Јх , 
- ---

Q , Q Q 

= ~ m(а'+Ь'), 

где је двоструки интеграл проширен на целокупну површину Q 
правоугаоника, 

5, Круг 

За одре~ивање момента инерције површине круга израчу· 

најмо пре свега ј, око централне осе управне на раван круга. ' 

Ако се положај тачке K~yгa одређује '~омопу поларних ко· 
ордината р и е (сл. 40, а) добиhемо 

2,:,,: r 

Ј Ј Ј 2 de d I • ,. ' 1. , - ", р. р • P= '2 1tf-' Г- = 2ЩГ-' , 

u о ' 

После тога из једначнне 

, 

" 



~l Примери 38 и ;зраЧУ Шl.6зње 8.к снјалних момената иНерu"l-је=-_ _ -"§'-..:-1_· ::.9' 

под усповом Јх '= Ју долаз имо до резуптата 

ь 

у 

• 

с х 

у 

ь у Ј 

а 

Слика 40 

Ј ј " ] ., 
х = у = -mг- . 

4 

6. Елuuса 

За одреi)ивање момента инерције , ре

цимо Ју, површиие елипсе (сл . 40, !Ј) имамо 

а а 

1, = 4'1, Ј x'ydx ~ 4 ~ а, Ј x2 'ia, ~'x'dx~ 
о ј р . 

а 

Ь / ] { . х ] [ ,', , х =4 - '1, / _а4 аrсs1П - -- х ,а-х 
а 8 , а ' а' 

о 

Остали моменти инерције имају вредности : 1 
Јх = -

4 
mЬ' , 

, 1 
ј, = ј, + Ју = - т (а2 + Ь') . 4 ' 

7. Правоуглu uаралелеuuuед 

r: 

I I 

I : " 19,-- ~-I-+ 
1: 

Y~.J...-+-+ 
/ , 

• 

ь 

Слика '41 

• • 
За момент инерције праВОУГЈ\ОГ .nарапепепипеда (сп. 41, а) 

са димензијама 2 а, 2 Ь , 2 с око осе симетриј е која пропази ' кроз 
, .. - . 

центар симетрије супротних страна, рецимо. око осе ех , имамо , 
• , 

б МехаНИkа система 
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с h а t Ь 

ј,=а f f f (y'+z') dxdydz=2aa f f(y2 -f- Z2 )dУ dZ= 
--<: -Ь -,1 -с -Ь 

I , 

f ( Ь') 1 1 . =4ааЬ з+ z' dz . a.8abC· t(b'+c·)=-зm(Ь'+с'). 

- , 
ИСТ9 тако з а друге моменте 

1 . 
Ју ~ зm(с2 + а'), 

8. Цuлuндар 

инерциј е добијамо: 
1 . 

,],=- ", (а' +Ь'). 
3 

Ако се . положај тачке запремине неког цилиндра (сл. 41, Ь) 

одређује nOM o flY цилиндричних координата " 6, z, онда за 
ј, имамо: 

+ ; 2'1't R 

1, =" Ј Ј Ј (z'+r~sin'6)rdrd6dz, 
_ '!.. ОО · ' 

2 

где је R полупречник цилиндра и h његова висина: После изврuiе-, 
, ног рачуна добијамо --

ј, =..!...m (3Я' + h'). 
12 

За осу цилиндра .имамо 
. 1 

ј,=тmЯ2 . 

,9. Лоuша 
Ако за координате тачке лопте узмемо сферие координате 

р, <р, 0/ (сл. 41, с) . з а поларни момент инерције' имамо израз . 

-
2" +'; R 

f f f 

/ ' ,1 3, 
ј, = а р' dp . р d<p . р cos <р d 0/ = ~" 1< Я' = 5" т ЯО. , 

О _ :' 0 
2 

Како је 

а 38 ЛОПТУ је 

, 

• 2 ј, = ј, +ју + ј" 
. ј,=ју =]" 

може се_ закључити да Је 
. 2 " 
ј,= -тЯ' . 5 ' 

• 
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rJ1A!lA ДРУГА 

Материјални системи - слободни ' и неСJlо,бодни 

, 

§ 2 ·1. Појам материјSЩlOгсистема ", 

С 

Св 
веЈ1ИЮ~ QPoj ~!_а т е РИЈалиих Т8чаК8, 

трати Ka~ заС!'уЈЈН~I.Џ!_ транслзторно покретних.. чврстих тела, 

Кон"ачке---;ли беСf{рај~_ мз"Ле масе. - " ' , . 
Ако Сунце, fизн е те 11 Њ~XOBe 'сателите смат рамо К<10 мате., 

ријзлне тачке, наш Сунче в систем пружа пример матер·И:ја.llНОГ ' 
"'. . ' . . - '----

система са конзчним ор ОЈ ем матер_ИЈ~Ј]НИХ тзqзкэ. . ,,' 

Ч ЭК 2. 11 оже се ' навес!., ,теЧНQСТ : извесна , к ()ЛИ"': 

емо с 

L-~ _, - З"а одређивање 

сии,Х , ,~атерИЈал..l:~!'IХ тачакз-,-тоr . ~~CTeM!! ДОВ~~!!.9,-:"q)1"'р'~~ 
, дити подожај' C2~O н еког .коначноt , броја тачака, П~~ее таквог' 

система је, реци",,", He Ko ,,~~pCTO I~~ које се обр!\~ око сталне 
ocOb-ине. ([ЗКВQ теЈ]О можемо поделити само на бе скрајно 'велики 
_."" -- .-', - ,,' -~ -'" ~- -'-

број делиnа, који има ју транслаIОРНО кретање, "ре"а томе, оно 

,ј"iГоебфајно велики 'брОЈ материјалних тачака, ади је довољно 
узеТи-ij,м() ' ТРИ" тачке"- две на ОСОВИН~6бртања,, !,~'":е'::д'::н:"i"~ан :те" 
О"саВИН,е - да.!:оложај_ тог тела б,)'де,"пОтлу~о~ређен. 

iС~стеми друге групе немају ту , особину и за , одређивање 

П.~ЛОЖ~ја тихсистемз потреб~о j~ QА!1..Ц!!!.И положај бескрајно' 
\ 



. Слободан и веСЈЈобоДfШ системи 86 

ве"'И,~!JSР,оја !,а,'.ака, K~o примеР.5исте~~,,- те 'ГЈЈу"л~о~е ,~ЛОС:"Ј' 
жн!и теЧНО~Т I к оју ... С~Q....Ј!~h._~а~~_~. и pa!.l!ij~.~ 
, ,. Ј', оврј" К!? !:l;tи , h eMQ.. се углавн,~_ З.~УСТ3В'lШ" џљ ,.!Iроучавањ.ј' 

. м а тери ja~_~.~~ ._ c!!.~.!,e ~IЊ __ c~ _.к.она ЧН~!lrl број ећ; ~,Ia тери јалних Т8,чакз . 
. " ... .. "... . . ... _ ....... - .... _ .. - .. _--- _._-
Сем тога -методама ове књиге . може се ПРОУЧИТИ , и ' механи~а 

ОНИХ система са бе скрајно веЈЈИl{.ИМ бр о ј е м таЧЗК8, за чије је од

реlJивање пол ожаја потребно знаТI\ само коначан ' број тачака. , 
YJT~ се T~~J: ~I ~Te~~l K~O ·што_l.~ ... !.~_Н.<!!;:Г' __ .nа .~. се могу ољ; 
Н Осити само о ~ште теореме о кретању материјалног - система . ~ .- - .--
ОПШТИ П2.ИНЦИПИ мехзниl<е. 

" _ ... . .. _"_.- - -'-•.. _._.- .. 

.. • 
§ 2' 2. Слободи,! и неслободни системн. Појам броја степена 

слободе система 

АКј) Cl3aK~ материјаllна тачка неког система МОЖ~ узима.ти 
з а све време кретања ПРО~'ЗIi10љан ПОJlОЖ'з ј И може им'ати . про~ 
извољнубр зину , материјални систем се зове слоБОДllu ' 'с'uсшем, 

' . .' 

Ако Сунце , планете и остале чланове нашег Сунчевог ёистема 
сматрамо као м а теријалне тачке, тај систем је пример слободног 

материјалног C ~CTeM"a. " , . 
Ак'(Г' се сл ободни материјални систем ~астоји 

. 
ОД П Т8чака ~ca 

масама тЈ t т:! , ' . • " mn., положај тог система може се ол.ре.,. 
~ ~ ~ , 

дити ПОМОћУ вектора положаја г" Т,,' , " гn У односу На не· , . ' 

помичну тачку О прост~ра. ~KO •. YBeдeMO непоми".,!и триједар оса 

Oxyz .и О~ЈјаЧИJl;!Ч . ..l< 9QDдина·:ге ('Te ~ T8~~~ __ ~_~.cT~_Ma .. ~~:~ ...... ...... . .. 
Г, (Xi "УЈ' Z j ) I 

координата, 
• 

, 

i ~ 1, 2, . 
, 

. . ", п , 

система знати 3 п 

Уместо Де картових координата та чака могу се увести друге 

величине, рецимо El, Е 2 ,' • .; f1n ' њих спега 3п и то тако да ' се . 
из једначина 

у, = у, (Е" Е,,' . 

Zj = ' Zj . (Еl' Е2 ,· • 

. 

• 

, 
, 

Е :1 п ; 1), 
< . (..'k I 1), 

Езn ; t) 

мо гу одредити за сваки тренутак t Декарто в е координате тачака, • 
, 

кад су познате веЛИQине Е" <" , , , , Е,n. Приметимо " да је у 
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слуq~ју система таЧ"l(а свака «оордината, рецимо Хј везана не 

само са три ОД величина Е 1 , Е2 , ... I Езn, веЬ у о п штем случају 

може бити у вези и с а свима величинаМ8 Е: 1 , Е;!, .. . , Езn. tt 
Величине, у нашем случају Е"~ <., ' .. :, <зn, "оје одређују 

положај СВИХ тачака система, зову се КООрДU1f.Qше ЩGшерUјаЛ1/.0г ' 

од Il свега Зll 

се 

, --,-

. . 
.А7' ~истем од П ~_~~ QЈ?ОДНИХ 
С.ЛОбоде. 

ма~[!ија.l!.~ИХ. I-аqа.l(.а ИМ!'_~П ., СIепена 
\ 

Систем, рецимо , од Сунца, 3е",л,е и !l:'есеца, см~траних«ао • . 
тачке," има девет степена слободе. ' . -
-~_ . ....... -

У.~луч~ју слободног мат·еријаЛН<?!:...2'.~2:.~~свака од коорди-

н.-:а:,т::а::::м::о::ж:-е_.~з и,~ ат'!.....'ШQ.И.~~()..'?не вреди ости у'у'Н u ј облас.!!!._._. ~9ja 
ОДГ9в@рuлоб~дном kp-стаЊLсистема . 

.. _~~~;.П_~1!-g_1!.'ј!L,:~ча«а ~~~Е..,!јалиог_. C!t~eM ~_ ,!,? и брзине ти~ 
т!-чака не .. ~.г..Lб_~ЈЛ '. Пр"()~звољн~ B~~_ су о~рани че~~_. не«им ' усло- '. 
вима, систем се зове неслободна маfiiерајална сисШем. На . пр.:, 

• • 
две матерИЈалн~ тачке везане шта лом н~променљиве дужине, ' 

пружају пример неслОоодног матеРИЈалнаг сџте" э-:-- • .. "- ---.-_ .- .... - --._.--, . ~ ._ ." ,- - - . ,,-. . . 
Ограничење у кр етању система може бити аналиtичкн : из-

ражено на тај начин што између вектора положаја тачакаi брзина 

тих тзчзка и времена 90стоји једна или више веза . Те везе "можем:о 

изразити · у облику ' . 

... -+ 
(1 ) FL(r" Vj ,t) = .0 , 

L = 1,2, .. "' К; i= 1,2, .. 'Ј П, 
' . ... ... 

где је Г! вектор положаја i're тачке, . VI - бр зина те тачке и 

t време . К означава број веза, а п - број тача к а. 
.... ... . 

Ако векторе Г, и V, одређујемо Де«артовим 
. 

коор~инатама, 

Једначине веза У с калэрном облику изгледзhе: 

( I ') 

L = 1, 2, ... I К ј i = 1, 2, .. . , п. 

Време t улази у Једна чине (1) у оним случајевима, К8Д се 

веза мења у току времена. 
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Ако н е ке од веза (1) - (1') не з ависе од брзина тачаК8 ... 
Vj (Х/ , у/ , z/ ) , ј една чине таквих веза би.hе облика. 

-7 

(2) { , (Т" t) = /, (х" у .. Z, ; t ) = О . 

L _. ~ 1, 2, . . _. Ј k1 ; ·i = . 1, 2, .. . , n. 
( ! - -

Везе облик а (2) зову се коначне или ХОЛОНОАII/е (цло, ~ цели, 

потпуни; v6flO; - закон) . 
.... <1 Неслободнн материјални систем, чије ј е кретање огранич~но 

само коначним в езама, зове се ХОЛОНОАlНU систем . .-
Ј3ауставимо се прво са'мо па проу'чавању ХОЛQНОМНИХ систем'а'~ 
Ако уместо Декартових координата тачака' уведемо про

извољне координате """,, . • ., "3л" једначине (2) . се могу 
написати 

(3) , 

' = ]-, 2, ' - "Ј k1 ; sl= l, 2' -' .. ' 3n. 

На OCHOliy тнх јеДН8чю~а МОЖ~МО ка зати , да у случају- ~a-K.BOГ 
неСЈ10бодног материјалног систем.а З3 одређи ваље положаја сис-тема 

треба знати са мо " 
3n - k, 

координата ОД С ВИХ ~ 1 ' ~2' ••. , ~зn .коордИн а та. Осталих k1 КООР'" 
дината можемо одр'~дит,и из једначина датих ве за. Другим речима, 
у случају k, v.он з 4них веза имамо ЗN - k, ~ N независних коорди
ната. Тај број HeBaBlICllllX координата, не опходних за одређивање 

положа ја систем а у простору, такође се зов е број сшейеl/ll слободе-
дашог неслободног "taшеРllјаЛllог Cl/сШелlП. . 

П р и м е р и. 1. ' Две тачке везане шт а пом имају пет сте

пена слободе , ј ер за одређивање положаја ј едне тачке треба 

знати три координате, а за одређивање друге само две као тачке 

која се налази на сфери полупречника дужине штапа. 

2. Две тачк е везане .Шта.пом, које се налазе .. на једној UQ
вршини (на пр. равни), имају три степена слободе. 

3. СлСБОдно чврсто тело има шест сте пена слободе, "јер за 

одређиеање положаја тог тел~ треба одредити положај три тачке - . 
тела , које не п рипадају истој ·правој. За прву тачку потребно.је 

три координате , ја другу две и за треЬу сам о једна координата. 

4. Нека фа брика, где сваки делиh машине има потпуно од

ређени положај з а сваки положај главног то чка главног. мотора 
фабрике, има само један степен слободе. 
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5. Човек, сматр ан као материјални систе м, и ма бескрајно 

велики број степена слободе. 

За неза висне кооrдинате можемо одабрати " 3 кој их N КООР'

динаrа ОД Е1 , Е2 , •.. I ~зn, само да се помоhу њих могу изразити 
остале координате. Али c~ N неза.вИСЮIХ коорди ната могу увести 

и на други начин. 

Претпоставимо да смо решили једна чине (3) и 

Еј , Е2; ... , Ен ; У фУНЈ(цији осталих N Ј{оорди~ата t i. 1 ~' 1 _~ 

~ " .' : . 
одр~дили 

Ek.t _*.II.' "'. ,', 
Е3Л1 тј. имамо : ' ;' 

• 
• 

tзn, t) , 
Езn, t) I 

(4) • • • • • • • • • • • 

· . . . . . " . 

• • 

У.ведимq сад умес то независни.х, Ј(о~рдината =",+'1 , : ЕН , -!.2 ' , ... 1 - -' 

Езп нове независне координате ql I q'/., . ... ~ 'l l'i IJОМОћУ образаца 

E"',+t =: ' Ekt+ 1 (QI.I Q2" . ; .~, q .Io.;' , t), 
_. < ( t) 
~ J(I+~ = '"Кl+2 qt I Q2' ... , q N . , 

(5) • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • 

ЕЗll = i: ЗJl ( q, • СЈ! , • • • , . qN Ј t ) , 

при чему десне стра не треба сматрати као функције независних 

~роменљивих Ql' (Ј:;, '" I qN, I:l У Qпштем случаЈУ и времена; 

те нове променљиве могу бити изабране по наш о ј вољи. · ' 

Ако вредности (5) н езависних координата ставиМо у (4), онда . 

и зависне координате постају функције q" q" ...• qN И . У 
општем случају врем ена. На тај начин може се уопште . н'аписати 

• 
(6) s = 1 , 2 Ј • ' •• ) Зn. 

Ако једнаqин е (3) коначних веза не садрже време, нема по- .· 
требе уводити време ни у.једн.вчине (5)., па пре ма томе неће бити 
времена ни у . једна чинама (6); према томе у овом случаЈУ имамо 

" . 

(7) s = 1 ,~'2, ; . , 3n. 
. 

, . . 
Ако ве зе н е садрже ВР,Е'ме, ове се зову склеРОНОАfне (0'''Л'1Р6~;-

сув, чврст, крут, непроменљив; У6]'-о,. - закон). У супротном слу

чаЈУ оне су реОНОЛlНе (ре", . :- · теми, 'мењати се ;' ,·6!,-0, - ' закон). 
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Може се де сити да се материјални систем дели на матери

јал"е тачке у беск ра ј но великом броју, али број неза висних ко

ордината остај е I(о нач ан, а то због тога што ј е број веза беснрајно 
вел ики. Тако , на п р ., сваке две тачке, ;' та и ј' та, чврстог тела 
имају координат е , I{оје задовољавају једначину вез е 

. \ 
(Х, - Хј ) ' + (у, - Уј )' + ( z , - Zj ) ' - li)' = О , 

где ј е Ј'ј стално растојање између " их та чзка. Од с вих коорди-. . 
Н8та тачакз тела 33 независне се могу одабрати три коор-

динате X t , УЈ , Z [ ј едне тачке тела, затим car ... IO· две координате 

од координата х" у,; z, друге тачке, ј ер између љих постоји 

веза 

( Х, - Х, )' + (у,- у, )' + (Z, - z,)' .. - 112' = О, 
• 

и н аЈЗад само j e -' tН3 к оордината од коор.ди·ната Ха, УЗ. Ј 

~ачиеЈ Јер З3 те величине имамо две везе 

(Х, - Х , ) ' + (Уз - у,)' + (z, - z,)' - 1Ј3' = О ', . . 

(хз - х, )'+ tу.-у.)'+(z, -· z, )' -l,,' · О. 

Zз треће 

Свака даља та ЧК8, на пр., че.тврта са координатама Х4 , )14' Z4 

потпуно је одре }јена ch прве три тачке, јер имамо на расположењу 
три Једнаqине 

(Х" - х, )' + (У. ~ У; У + (Z. - Z; )' - 1,; = О 

ј=l, 2, 3. 

Често пута ј е згодно увођењем нових координата задово

љити само један део конаоннх веза, други део веза тада остаје 

и за нове координате. Тако, на пр., ако са ЧI' Q2' . ' .. , q6 озна
чим а шест незани ,СН ИХ координата слободног чврстог тела, у СЛУ

чају неслободног чврстог тела може ПОСТОЈ ат и - јеДli8 МЛИ више 

оваких веза 

F (q" q., ... , q" t) = о . . . 

§ 2 - 21. Нехолономне веве и иехолономни системи 

Пређимо 

чака система, 
• 

(1) 

сад на анализу веза, 1 које З3 ВI-!се 

тј . и зражав~ју се · једиачинам.а 
• 

-> -> . 
F L ( ';, V;, () . о 

L -- 1 2 - , , • • • Ј К; i == 1, 2, 

над брзина . та-

• 
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или у облику 

(1 ') F L (Xi , У/ , Z / r, х/, у/ Ј ,/; t) = О , 

кад су величине израже l\е гюмоhу Декартових координата. 

Може се ДОГОј( ИТИ да се једна или више од неза (1) - (1') . , 
могу добити као резулТ<'Т извршеног диферен uирања ' о функција 

у којима нема, брзи на . Тако се, ' на - пр ., може добити нека, веза' 
диференцирањем 

dФ ' 
----- = о, 

dl 
о 

где Је Ф позната фУ НКЦliја координата јИ време на. У том случаЈУ 

(2) 

где је Г произвољн а 

брзинама. 

Ф (Х" Уј " Zi ; t) = Г, 

константа : замењује oAro "apajyhy везу са 

, , , 

. Ако се ве зе (1) - (1') не могу добити диференцирањем 

иеl<QГ система _ ко на чних вез.з" оне се зову Дl1ференцијалне или ~, 
нехолономне, а си стем која се покррава 'Н та квим везама зове Се 

nеХОЛ ОНUЛl1Ш сuсш еЛI. • ~ 

Коначне везе, "оје зависе од ПРОИЗ80ЉНt-: Х констанзта, као 

што ј е на пр. веза (2) , , зову се ' сеМUХОЛОНОАtНе. Прнреfif;ЈЬilЊУ , 
сваког проблем а , с а с емихоJiономним везама потребно је одабрати 

, , ' 

одређене вредн о ст и за оне произвољне ко н станте .које се налазе · 

у једначинама тих веза, После таквог избора сва ка семихоJtономн.з· 
веза постаје кона ч на или ХQЛОНОМН8 веза, 

у општем с.' уч ају диференuијалне везе ти па (1) могу з;ви
СИТИ од брзина на произвољаа начин. Али у вевнии конкретних 

проблема употребљују се само оне ' дифереН I!Ијалне везе ' које 

зависе од брзина линеарно. Сваку лннеарну диференцијалну везу 

можемо написатИ.., у облику 

п 

(3) ~ (А,ј х: + В,ј У( + С/Т z() + Dj ~ о, j~I,2, ... ,k2 
ј= . , 

r де су А и I Ви Ј CiJ , ОЈ функције · ко~рДината Хј I Уј ~ Zi И вре

мена t. 
Приметимо д а се линеарност диференциј злнихвезане може ' 

доказати или и зве сти " 3. природе. СамиХ механичких проблема, · 

Обрнуто, могу се КО НСТРУИС8ТИ помоћу нарочн тих механизама , н ' 
таква ограничења у слободи кретања систем а да о/Језе 'буду И3-

ражене и помоћу квадратних фуlIкција брз ин а . 
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3аустзвиhем u с е само на линеарним дифереllЦ'1јалнии везама. 

Пр е м а томе -код !-I :1 С 'Ј е систем коначних. и дифе р е: нцИјаnних веза ' 
у о пштем слу ч ају имати облик; 

I1 (Хј , У" Z,; t) = О, l o:"~ l, 2 , .. ОЈ ki 
п 

.L: (А 'Ј х/ г- В'Ј уј + Сјј Z,') + Ој = О , -
ј = 1, 2 , . . . Ј kz -

, 
.=1 

, 

§ 2' 211. Пример нехолономних веаа 

Навешhемu к .'1з Си ч ни п-ример нехолономних ве за 1) . . . 
УЗМИМО лопту која се котрља бе з I<л и э:зња по реВ1::tи. YChOB 

котрљања без КЛ И:s3 IbЗ и зражава -се тиме што с е Т3ЧК8 додира М 

z 

I~ ' ?, , JI IJ 'i \ .,. 

х 

(сл . 42) по в ~ шине и равни на-

л а з и у тр енутном миру, тј, има ' 

б р з ину ЈеДН[Ј[{У нули, Ако са 
ло пто М: лове жеМQ координатни 

систем А, 11 ~ са та"ком А у . . 
. центру лопте и ПОЛ О>РЈ тог . 

к оординаТН О l ' си стем а одређу_ 

јемо помо ћ у координата ~A , 

УА . ZA тач ке А ' У односу. Н" 
систем ОХ)'2 и Euler' OBHX угло
ва 'Р . t, 8, онда, како је. по-
э на ТQ , И З кинематике чврстог 

тела, проје"ције Р, Q , R трену" е yraoH e б рзи н е .,оiпе на о'се 
н е П ОМ И4НОГ 

. . 
ТР"Је Ј ра им аЈУ вр едности : , 

р ~ - <р' sin t + в' sin q> cos t , 
, 

Q = <р' cos t + е' sin q> sin t , 
R ~ t' + e'cos q> . 

ИСТО тако И Ј ки немзтике чврстог· тела Је по з н ато да се 
брзина произвољн е тач"е М чврстог тела може изра зити 

• 
Ј ) Овај пример I'Ir е Т ПОСТЗ8Љ8 знање кинеиатик е чвр ;:- то г Te;pl. Ако читалац 

виЈ е У I1О3ЮП са ел е. М .:НПI м а те kИНt:~атике. 088Ј се приwер може Н З0с тавни. , 
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" ~ . 

Ако тај обра зац примени мо . на тачку додира, VM = О . 
- ~ ~ . 

Вектор v А има за координате х'А, У'А Ј z'A, вект ор Q - Р,· Q,- R 
. ~ 

и најзад ве "тор АМ - О, О, - а, гд~ је а пол упречник лопте. 
Према томе три ск а ларне једначине које одгова рају претходној 

. ' . 
веКТОрСКОЈ · Једна чини изгледаЈУ: 

или 

dX A 
~- a 

dl 

. , 

dXA_ Qa=O\ 
dl . -
dул +Ра=О 
dl ' , 

dZ A 

dt 

( cos t dcp + sin ср sin t d8 ) C~ О, .' 
. dl . dt . 

dул ~. а ( _ sin 'р dcp + sin ср cos t d8 ) = О, 
dt , dt dt 

, 

dzA = O 
.dt ' .' . 

Прве две везе су нехолономне, · Јер . се систем тих диферен: 
цијалних једначина не може' заменити коначним једначинама. Из 

трепе једначине следује 

. ZA = const. , 
. 

па према томе је она семихолономна. Ако узмемо у обзир да Је 

растојање тачке А од равни једнако полупречнИI'У, · тј. ставимо , ' 
о о . 0 • 

ZA = а . , 

наша Treha веза се претвара у коначну везу. 

На основу наведеног можемо тврдити да лопта која се котрља 

,без клизања по равни пружа !Тример неХОЛQНОМНОГ материјалног . 

система. 

§ 2'22. Веае вадр~авајунеи неаадржавајУНјЈ . ' 

Слично ономе како 'СМО у теорији једне неслободне тачке 
имали случаЈ, рецимо, једне задржавајуhе везе. са Једнацином 

f(х,У, Z,; 1) =0, 
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која захтева да з а све време кретања тачка остане на тојповр

шини и не може се удаљити ни на једну ни на другу страну, 

и затим случај " езадржавају"е везе 

/(Х,У, z; 1»0, -
која ограНИЧ{lва само: област прнступачних положаја .та'чке, pe~ 

цима, са jeд~e с тране од површине, исто тако и у случају с'истема, 
везе, било коначне било диференцијалне, могу бити задржавају"е 

и незадржавајуhе. 

Ако систем задржавајуhих вез~ кратко напишемо у оБЛИКУ 

1,= 1, (Х" У" z"I)==O, [ = 1,2, ... , k" 
п 

'Рј = ~ (Ајј х,' + Вј) У( + С, z,') + DJ = О, i = 1, ' 2, .. <, 'k2 ,' 

ј= 1 

незадржавају"е везе се изражавају овим 

/, > 0, 
неЈеднакостима: 

1=' 1, ,2, ... , k1 , 

'Рј > о , ј = 1, '2, . . ., k •• 
Ј ' 

Свака незадржавајуhа веза дели положаје система (KOHa .~He' 

везе) или положај е и брзине (дифереНЦИјалне ве зе) у две области 

- присгупачну и неприступачну, могућу за'ј систем и немогуЬу. 

Јасно је да везе могу бити или све задржавајуhе или све 
незадржавају"е или се један део може састојати из задржава

јуhих а други из незадржавајуhнх веза. 

§ 2' 3. У слови ва брвиие тачака неслободног система 

Свака ОД КQначних веза 
• 

-> 
(1 ) 1, (г, ; I) = /,(х" У', Z, ; 1)=0, l = 1,2, ... ,k11 

може зависити 

тзqке система, 

-у општем случају од B~KTopa положаја сваке 

ТЈ, од координата сваке тачке, ј\кофункцију 1, 
-> 

сматрамо као скаларну функuију вектора положаја г" можемо 

увести градијент те функције по том' вектору положаЈ~. Пошrо 

остале векторе ПОЛОЖЗЈа при томе сматрамо ка о }(OHCTaHT~, 

nемо наш градијент деЛUAlUЧIIU градuјеllШ • . Означујемо га са 

giad i /, 
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и читамо: граДИЈент з а ј'ту тачку функције / , . Његове су коор-
динате , 

д/, . д/, д/, - - - . 
д х, 

- - , 
ду, 

• 
д г, 

• . , .-
Тај се векто р исто тако зове и дuференцЩалнu иapaMeџ.tap 

ирвог реда I 'те везе у односу на i.'TY тачку. Та ј ' назив је увео 
О. ' Lame. Диференцијадни параметар се често пута означује и са ... . 
11, (1) . Према 'Гоме је 

grad, /, -:- 11'<~ .' 

Ако једначину (1 ) диференцнрамо по времену , имамо 

(2) 
" 

z ( дf' Ј+д/, , +д/, Ј)+дf' _ о ' Хј УЈ Z, - , 
дх, ду, дz, . дt 

ј==l ' ' 

Помоhу grad , /' и екмарног производа ту исту једначииу 
можемо написати 

(3) Z
" . ... . дf, 

(grad, /" V,) + = о . 
дt 

i= l 

На ел"чан начин за сваку диференцијалну 'везу 

л 

(4) <Рј = Z(Аij х,'+ в,јУ/+С'iZt')+Dј =О j = 1,2, ... ,k, . 
• = 1 

, 
можемо узети у обзи р вектор са координатама 

(5) 

Тај вектор ЬеМО з вати KBaauгpaдuJeHџ.t линеарне диференцu, 

јалне везе <рј за i 'ту таЧkУ .н . означавати га са qgrad, <рј. - По
иоhу тог вектора једначину диференцијалне везе можемо написати . . 

• 
л 

• 
(6) 

-, 
'РЈ = Z ( qgrad, <рј, ;,) + DJ = О . . 

1=1 

Једначине (2) и (4) или (3) н (6) дају услове које треба да 
задовољаваЈУ брзине тачака неслободног материјаЛНQГ система. 



'- . 
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CKpeheMo па жњу 

услов, који за довољава 

да квазиградије нт н е задовољава · онај 
, , 

сваки граДИЈент, на и ме да Је 

'" 

ro! gpld, [ , = о , 
Ј е р разлике 

д с,ј д lJu дА Ij д С,ј д H~[ _ дА'ј - - - -
ду, д z, 

, 
дz, дх, 

, 
дх, ду, 

, 

КОЈ е су координате в.ктора 

ro! qgrad i 'Р) 
нису Једнаке нул и, 

Ако су везе н езадржавајуhе и . при томе је · у одреljеном по-

ложају система 

ов е вез е не ограничавају брзине, ·Само у слу чаЈУ, кад Је 

[ , = 0, 
можемо написати • 

d{, ::;. о , 
dt "" 

Према томе имамо две . врсте услова 

• 
[=1,2, .. . , k1 ;j= 1, 2 , . .. , -k2 

КОЈИ огранича вају брзине у случају незадрж авајуhих веза. 

§ 2'4. Услови аа убраања тачака неслободног система . . , 
, , 

Ако диференцирамо по времену једначине 

t!l!= o, о ' 'i'j .= , 
dt 

[ = 1, 2~ .. , kJ ; ј = 1,2, . , . , kt 

добиhемо једна чине 

п . 

(1) d'f, }: ( дЈ' "+ дЈ, "+ д!, ")+D f 0[' 1 2 k ! = . Хј - УI Zi ;! I =": , = ", , .. ~ " 1 , 
. dt . дх, ду, дz, . 

I =L ' _ 
Q , 

п . , ' 

(2) d'i') ~ ( А " + в . " + с ј, ) +' D о ' I 2' . k ' dt = ~ јј Х1 јј У" - lј Zi :.J q>J= ,,] = , , "', 2' 

1=1 

где су 
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, • 

п " ( д'/ , д'/ ' д"/) D2 I 1 : -= Х/ . - 1 xs' + - ' , ' ys' + ~ zs' + 
, ~ { ~ \ дх, дх, дх, ду, дх, дz:, 

,t :=:1 S:c-" J 

, 
п . . .' 

+' , ~ ( д' / , '+ д'/, '+ д' 1, ' ) +' Yi -" X s _ - Ys , -_. -- ~ Z,s 
, , ду, дх, ' ду, ду, ' ду, rJz" • 

S~ l . . ' 

,1 { 

+ , ~ (I д' / , , + 3'/, ' '+ д' 1, ' . ) + Zj . -хs Ys - --- -- z" 
, " az, дх, 3z, ду, ' дz, дz , 

::;::::.1 , 
~ ", 

+ 2 (~'/~x ;, + ~'/, 
дх, д! ' ду, д! 

п • - ' о' 

+ .. ~(дв,J Х '+ 3В,ј '+ aBij z ')+ у, д ' 'д у, д ' 
Х ;: Ys Zs 

5= 1 . -

+ ,~" (дСјј '-1 дс,ј '+ дСIj ') + z, --- Х., I Ys - - z, 
дх" ду, дz, 

S :-~ l 

+ (дА ij + дОј)' х;' 1_ (дВи + дDј) у/ + (дС,; + д~J ) z;, ) + дDј . 
д! дх, д! ду, ' дt д~, , д! 

Подвлачимо да су функције 021, н О, 'Р; к вадратне у односу 

на координате брзина тачака систе,.а. Оне су хомогене .кB~дpaTHe 

функције (квадра1'не форме) под условима 1., да коначне везе не 

зависе од времена ( al! ~ о); 2. да дифере~цијалне ве зе ИСТО 
д! ," " 

о ' 

тако не зависе ОД врем ена' ( д'P;~ о), а да су хомогене (OJ~O)" 
. дt ' 

Једначине (1) и (2) можемо кратко написати: 

" z (grad;f,. 
-__ :» 

,џ, ) + 0,/, =< о" 

i :=.1 

7 Механtlка с'нсте ... а 
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. . 

п , ~ 

] (q grad, <рј, W,) +D. <рј . О, 
, 

i =J 

где Је W, убрзање i' те тачке. 

Ако су везе незадржавајуће, али Је У датом положаЈУ 
. I 

i - • 

1,== о [=1,2, .. :., k. , 

dJi _. О , О 'Рј = ! = 1 , 2, . . . ) k 1; ј == 1 I .2, . ~_ . ~- kl 
dt . , 

убрзања мораЈУ задовољавати услове: 

d'f, '> о 
?' , 

dt' 
~'I'j .> О. 
dt . 

l = -l,2, .. . , .k,;j ' 1,2,:, ; ,·k2 • I 

, 
, . . . 

• 

§ 2' 5. МогуЬе браИие,м.огуПа померања, могуЬе варијациЈе 
• 

Ако је систем. Потпуно . слободан, свака та цка сист.еМ8 'може 
имати произвољиу брзину; 'скуп свих таквих брзина је ,СКУПА/О-.: 

гуlшх брзина тог C~CTeMa. ' , ' 
Ако је систем неслободан, тј. имамо · коначне и ди ференц,," ' . 

јалне везе са једначинам.а: • " r I 
• 

Ј, ( х" Уј, Zj; t ) = О , [ ~ 1, 2, ... ,k • . 

" 
'Рј = ] (А.) х'" + Ви У'ј + Ci} Z'j) + Dj = О • ј= 1, 2, .•. , k. 

1=1 .' I 

онда, како С1о-1О видели 

ДQвољавати услове : 

у § 2'3, брзине тачак, система 
I 

dj, }:" , ... д!, 
---'С. = (grad i !" V,) + = О, 
dt д! 

, , . . 
" 

, 

, 
, 

мораЈУ за-

'PJ=}:(Qgr.d,'I'J;;,)+Dj = O. j -,- I,2, ... ,k, • 
• 

1= 1 

, 

Скуп брз ина , које За.ЦОВРЉ8вајуТе усдове;' скуп Је иогуhllZ 

<>РЗlllа датог uатериfалног система. 

.. 



МогуЬе брзине, могућа пемерањз, ..,огуЬе варијације § 2' 5 
" -~' ,----~-

" , ' 
" 

Скуп померања TaqaKa система са вре:и,ностима могућнх бр
~ина З8 исти интервол времена зове се скуп JllOгуliих иомерања 

система. Ако МОГУће lIомерање i' те тачке система за интервал 
-> , 

времена ДI ознаЧИМQ са l1s i , из услова за брзине имамо две врсте 

' услова за МОГУћа померања: , 
, 

(1) 
п 

~ (gratl, {" Ыј ) + д!, м = о 
дt ' 

i =.l ... 
, 

п 

(2) ~ (q grad i 'Р), ~j} +Ој ДI = о, ј --. l , 2, ... ,·k2 • 

,Ј 
Ако су коначне везе 

дј , 
склерономuе (-1.= о) и диференцијалне , дt ' ' ' 

, ' 

хомогене (Ој = О) , услови за могућа померања и з гледаnе: ' 

(3) 

( 4) 

п ,/ 

~ (grad,f" ~,) = о , 
ј::::l , , 
п 

~ ->-, 
~ ( q gr ad, 'I'ј , ':\Si) = О , 
{=Ј 

, 

l = 1, 2, . . ., k1 , . 

• 

• ) = '1,2, .. о, k2 . " 

-Замислимо сад дпа ма К,оја могупа померања: јеДИО.:\Si и -друго ':\'Si . Да ' и друго померање ' буде могуЬ е 
, 

оно мора задо' 

вољавати једначине сличне (1) и (2), тј. ,: 
I - . , 

(5) 1= 1, 2, . , . ., k" 

'. 
п , 

(6) ~ ( q grad i 'Р), rYs, )+ D) Ilt = о , 
, , ' 

ј = I,2,. . '- k._ 

,~1 ," 

Геометр'иска разлика два -могућа помераља , 
.- . -, , 

" ->- ->- -l1'si - .6. Sj = ' OSj 

зове се могућа ваРllјација тачке система .. Одузим.њем(l) ОД (5) 
а (2) Од (6) дола .ЈИ МО до једвачин, • 
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~------~' .. --~~------

(7) . 
" . 

] (grad;j" &;) = 0., 1~1,2,. .. ., k" 
ј:.. 1 

(8) 
~ - -+ . 
L.J (q grad, ,!,ј, I3s,) = 0., Ј = 1, 2, ' . .. Ј kz t , . . 
,~I 

кој е задовољавају МОГУће варијације. Једна'!инама (7) и (8) ' одго
вараЈУ ове једна чине .написане у развијеном облику: 

• 
1= 1, 2, .. . ) k, , 

" 
~ '( А 'ј 6х , .. + Ви оу, + Cij8z, ) = о , ј = I,2,. .. " 

где су ох; , оу, , 13z, координате нектора Morylie варијације или . 

т зв. варијације координата тачке .. 

у опште .. случају С"Упыогуhих варијацнја система је раз

личит од скупа могуhих померања тог сист е ма, јер прве треба 

да задовољавају ј едначине (7)' и (8), а дру га једначине (1) и (2). 

Међутим у случ аЈУ кад је ~' = 0., D j = О. (1 ~ 1, 2,: ., k,; 

ј= 1,2, .. '. k, ), могуЬа помера!!>а задово'љавају једначине (3) 
и (4 ) идентнчне са једначииам'а (7) и (8). Прем а томе је у овом 
случ а ју свако Mory lie померање и могуЬа ва риј ација и обрнуто. 

Дубља анал иза механизама, ПОћ!ОЬУ који х с е остварују везе, 
• 

показује да присуство времена у . једначинама коначних веза и 

присуство ~лаиа Dj ':1 диференцијалним везама стоји у вези са" 

кретањем Оних сп о:ьаШЊИХ,маса, које остваруј у везу. Ако те м.асе 

заустивимо или за мислимо у миру, биhе 

• 
Dj'-" O, _ ~=1,2, ... ,kl ; j = I, '·2, .. ..:,k2 . , 

па ишчезава ра злика између варијација и Moryh liX померања. 

На тај начин можемо казати да могупе варијације претстав
љају могућа помераља али са претпоставком да су заустављене с 
спољашње масе кој е остварају механизам везе. ' 

Подвлачимо да скуп мО!'уhих ~.аријација. игра 

улогу у теорији кретања неслоБОДllОГ система. 

• 
врло значаЈНУ 



ГЈЈАВА ТРЕЂА 

• 

Диференцијалне јеДначине кретања 

материјалног система 

. . 

§ 3'1. Диференцијалне једначине кретања слободног , 
• 

матеРИЈалног система . . 
• 

Ако се материј~JlНИ систем састоји од (l rлоUодiшх . матери

јалних тачака са масама "'1 (i = 1 Ј 2 Ј ••• , п) и на С;ВЗf<У ОД' ' ти'х -
,~ " '. 

тачака дејствује резуюујућа сила Р" · диференцнјална једначина 

кретања те тачке може се написати према правил у диференци- ' 
јалне једиачине 'крета ња посебне тачке у. облику : 

• 
-> -> 

(1 ) mi Wj ..:....... Рј I • ј = 1~' 2, ~ . ', ,.n 
• -> 

где Је w, убрзање тачке са вредиошhу 
• 

Wj = Vj = Гј I 

• 
при чему смо са Vi uзнач или ИЗВОД брзине по времену, _ а са " Гј 

-> 
други извод , по вреlнену вектора положаја Тј по кре тне тачке , Мј , 
<:а масом ml у односу на непокретну 'I;'зчку, рецимо тачку О. 

Векторској једна"иии (1) одговарају ове скаларие једиач.ине 

за Декартове координа те: , 

(2) 

" х тј Хј = i I 

\ 

" ' У m! У; = i , 

m. Ј.. ," = Z, I ~, - , 

, 
i= ~,2, .. ~ ,n 

где су ' Х; , Уј Ј Zj Деl\:зртове: координа.т.е покретн е тачке и Хј 1 
. . -> . , 

У" Z, - координате силе F, у односу на исти Дек артов триједар. 

• 
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Пошто сил а 
.. 

/-"'ј, КОЈа дејству ја на i' ту тачку, претставља 
i ' -

резултанту сила ЧИЈИ се извори могу нала зит и и у масам а самог 
. . 

система, за унутрашње сипе, и у масам а КОЈе не припадаЈУ си- . 

стему, за спољашње сипе, в СПО!l'вшње масе могу бити при томе 

и покретне , свака ОД КООРДlfнатз, рецимо Х1 , може, 'Зависити ОД 

ових аргумената : 

Х1 = f onct (х1 , у!, Zl' ХI' Yt, Z2' . ,Хn , уп, ~,;; 
• 

Х
, I , , , , 

I , у, , Zl , Х2 , У! '1 Z:I, . Х , у' z" t) 
ЈП ' ,!'" ' . 

према том е једначине (2) двју систем диференцијалнихједна-, 

чина : у општем спучајуне можеморешавати посебице, одвојено, . . 

три једначине за сваку твчку, него је п отр е б н,о решавати све 
; . . " . . -

.Једн а чине у исто време, повезано, Јер све непоз~ате велицине , 

могу да улазе у сваку од једначина. ' . -
Посл~ интеграције система (2) треба да доб ије·м.о интеграле 

у облику 
, 

Х, = Х; и; С, , С2 ,; '. , С.n ) , . , 
у , = у, .Ј t ; С" С2 ,· -··, С'n) , .~ I 2 п 1 - Ј ,.{ •• , • • 

Z, = Zj (1; С, • Са, ... , С.n ) , 
• 

где су С" С, • . . . , ' С.n произвољне константе интеграције КОЈИХ , 
има бп, Ових бп констаната . се одређују и з ПОЧеТних услова, 

тј , из почетног Щ>ЈЈожаја система, кад за t = 10 координате тачака . 
имају вредности . , 

Х/о, УјО l ZIO 

и из ЛQчетних брзина 

за исти трену так. 

. . 

Дефинитивно пробпем о кретвњу сис тем а решавају коначне 
• 

Јед начине кретања у облику , , 
Xi = Xi (t, "/o;' X S01 Y o5Oj Zo5O; x'o5OJ y'so, z'&o")" 

У; " У; ( t, to ; Xso' Yso I Zo5 O ј x 'so Ј y'so I z'~o), 

(t t Z .' , 
, о ј Xo5O' Y SO" I 050' Х SO' у 50 I z',o) , 

i , "s = 1 ~ 2, . . . , 1l.. 

Ако се . п оложај сваке тачке "е одређује помоnу Декартових . 
. , 

ко ордината, него. ПОМОhу ма КОЈИХ других криволинискюс ~оорд.и- , 
, . : ,.-
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," ~ -

' "зтв, али тако да Декартове сваке та ч ке зависе само 

·од криволиниских координата те тачке, ТЈ, на пр, 

. 
- Х, = Х, (q" q., q,), 

у, = yt (q" q" q,) , 

г, = г, (q" q., q, ), 

Х, = Х, (q.,q5, q,), 

у, = у, (q" q5, q,), . , 

, 
,",тд" онда из векторске једначине (1.) после ПрОЈицир.ња на осе 

,t<рИВОЛИНИСКИХ координата, рецимо, за прву та чку добијамо, 

једначиие 
. . 

(3) .~ дТ,_ дТ, _ Q 
dt дq,' Pq, - . " 

; 
, 

s = I,2,3 . - . 
• 'о . 

.где је: Т, жива сила прве тачке- изражена помоhу 
, Ј .' 

КРИ8qлиниск.нх 

,координата, Тј. 

~ Т, = т, v,' = т, ( А , ' q,'2 о , '. + 2 В, q; qз' + ' , . ) , 
' 1; '. 

"'ри чему су кое фИllијенти А" А,', А" В" В, , ' В, у .општем. слу
јјају функције координата q" q" q, к. само њих ; Q, .- генерали- . 

· сана .сила, ·на пр. ....... ,. " 

QJ = А, Р, cos (Р" q,) , .. 
..' ,-• ... 

.r де q, означава орт координатне ЛИНИЈе дуж КОЈе се мења ' само 

о 

координата q" Пошто А, oq, ' одређују величину 

:flpBe Ta qKe кад се промени само координата qJ. за 

-> -> 
Q, СЩ, = (Р, , 0Sl1 ) 

, . 

~ . 

померања 6S11 

oq, , . производ . 

претставља рад сила . које. дејствују на прву тачку кад он'а ' из-. . , 
"'рши померање што одговара промеии cafo'o координате q, ' за оqј' . - .. , 

Ако уведемо ж иву силу целокупног система, тј . . ставимо . 

т = 71 + Т, + о' ; + Т.' , . . ! 
;може се уместо Т, У једначннама (3) ставити Т, Јер живе силе 

:-осталих тачака не зависе ОД КООРДината qll qz., q"J и брзиtt8 i;/ -,. 
<1.', q,' за., ПРВУ тачку. Пр~ма томеце,llОКУПИИ систем једначин" 

• 
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. 

за КриВрли~исl(е координа:ге -може се написати у облику . ~ . 

!!. ,јТ _ дТ =Q, 
dl aq,' дq, ' 

(4) 
Ј '" '.~ -: . ' --

s=" 1, ~ -2 •. -: "., 3п"_ , 

Гlошто на С !Јаку тзtJку може дејствовати сила која зависи 
, ' ' 

ОД ПОЈl0ЖЗЈЗ и других -тачзка система, ', свака геиералисана сила. 

мож е бити ФУНКltија координата СВИХ тачакз, а и извода тих коор
дината по врем ену (генераЛИС8ИИХ орзина) и самог ' в'ј>емеиа тј, ' 

n., = Q., (q" q q 'q' q' , q' '1) , "'- • 2 , .' •• , 3(1, I I 2"' " Зn , , -

, s = 1, 2, : .. ," зЛ. 

Интеграцнја једна~ина (4) треба да доведе 
блема о кретању система у облику интеграла 

, , \ . -

до реше,!ра · про.,. . 

• 

Qs =Qs (t J tu ; q J. o, q'.!.OJ· .. ·, qЗf1ој'q'ЈОЈ q''..'.OJ . ' , '. ' q'a-~o-), 

s=l, 2, ... , 3n, 

где су уведене почетне геНttралисане КОQрдин а те тзчака и 'почетне

генералнсане брзи н~, 

§ 3 ',11., Примери 
• 

1, Проблем двају ше'ла 

Нека су дате две материјалне тачке М, и М2 са Масама ~ 
и т, на које дејствује Њутнова сила гравитације са интензитетом 

. .' , 

• , ' 

" 

где је 82 коефицијент пропорционалности и r уз ајамно растојање 
, . . 

јед'не тачке од друге, Коефицијент. 8' зове се гравитацuона КОН-

сшанша, она има димеНЗИЈУ 
I 

[8' ]· M-:'L'T- 2 

, 
и бројну вреднос т 

Е2 = 6, 65.10 - 11' gr-1 ст' sec~~ = б, 6~ .. 10-8 . dyn. ст2' . gr....!.2- • 
. , 

• 
Диференцијалне једна чине кретања тих тачака у вект()рско" 

Облику можемо написатн овако: за ,прву тачку 

(1) 
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и за другу 

(2) 
. . Пl llZ ---t -+ ' .. , '( ) Пl2 (2 =-~ €.~ - : -, - Г, - '<Ј, I 

. Г 

-> -> 
где су ГI И ' 2 векто ри положаја "тачке .Ao!l ОДН,ОСН О М'! У односу ' . 

на непокретну тачку О (сл. 43), а . г ·је растојаљ е између тачак., 

-

СЛИКfI 43 

М, и М,. 

Уочимо прво, тач"} С-центар-
-> . 

мас;а m! и т"!.. Ако са гс ознацим/) · 

вектор положаја те та чке, из осноџ,,· · 

.не ос.оби.нете тачке добија. се . : 

-t ' -t- -Јо 

тг, = m1 " l + Тn2 '2 , 

где је т =m1 + mz . 

. Ако двапут диференцирамо, 
. - . 
ЈеДН2ЧИI\\' и искористимо.· 

• Ј • • 

једначине кретања (1 ) и 
. претходну 

(2), добија се . 

,.-t ""* -;. ~. 
(г, ~ Г, + Г, - г, ) ~ О, 

ТЈ · 
• 

.. 
гс = О. 

Другим ре чима , тачка t нема убрзаља, она с е креnе право- ' 
ли НИСКИ И p'~BHOMepHO ОДНОСНО остаје непомична; 

векторског интеtрала пр етходне једначинr 

-> -> -> 
г,= АI + 8, 

-> .. -

. 
ово следује и,<· 

где су А и В ,произвољни КОНСј8НТНИ вектори инт ег рације; њихрва 

вредност се одређује иЗ почетних услова кретаЊЈ . . , . 

Пошто Је полож аЈ тачке С одређен, по·ложа ј тачака М, и· М": 
• 

мо)Кемо одредити у односу на тач'{у .е, Означнмо векторе поло- -
-----+ ~ -Јо -+ 

жаја СМ, и СМ, са р, и р" па ме бити 

-> -> -> 
Г, = Г, + р, ; 

• 

.. .. -> 
г".!. -.:..' Г, + Р2 , 
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.при чему ј е .... ... 
ln, р, + т, р, = о . 

-одакле 

, 
(2). 

Трансформишимо сад Једну од· претходни х једначина (1) или 
рецимо Једначину 

(Ј) 
. . 1 -) -t 

т1 Г1 = Е..2 тЈ т2 з (Г2 - 1'1 ) , . 

... 
Јна НОВ променљив Be ~TOp, рецимо, ,вектор Рl ' , 

Пошто ј е 
. . . . . . . . . 
" = Г, + р, = р, 

• . . 
....., -+ т · ..... · ---Јо m-+ , . . 

~ Р2 - Рl = - _ . Рl -. Рl = - - р, • 
т 1 т'!. 

. . т ,= Р, + Р, = - 'Р, . 
т2 

:где су Р , и р, интензитети оДгова рајуhих в е к т о ра, јед~а чинi (1) '. 
<Се може заменити Једначином 

.. .. т., з ' 1 m "'" 
т, r = - В- т т . . Ј 1 1 - - • ~ '. - р, 

т3 
_ Рl 1ll J:. 

'или дефинитивно Ј ед начином 

(2) 
• • • .0 2 

Пl1 [>1 = - Б 

Р , ' 
. Пl2,3 

.тде Је ј.1 = -' ,,- " 
т · 

Н а п иса на једначина 'је дифе ре нцијална ј еднач~на 
~ 

'·кретаља само једне та Чkе са масом т1 l<oJ a с е налази П ОД ути· .. 
цајем !-Ьутнове сил е привлачења од стран е масе ј.1 у почетку ... . 
.нектора Р, . Пошто смо тај проблем ' решил и v динамици тачке, " . ... . 
можемо сматрати р, као познату, функцију ор е мена. После тога 

. . -+ -t 

се без тешкоhе одр еђују вектори . " и ' 2' а тиме и кретање , 
<Нашег систе ма. ' . . . 

у практичним примена ма пр,облема двају тела на решава.ње . 
.астр ономских пробл е м а као I!епознати вектор служиl векТор . поло-
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жаЈа Једн е тачке У односу на другу, рецимо, пл а н ете У односу 
- -> -> , 

на , Сунце, Уведимо вектор положаја 

жину раНИЈе ознаон"и са г, 

М,М. = г, ЧИЈУ смо ду' 

Како је 

Ј\10же се ставити 

одакле Је 

--> -> -> 
г= P.I /- Рl' 

-. , т1 ~ 
Р2 = -- Рl1 

. т. 

-, 
r = 

" 

-
'. 

Ако ову !'редн ост ставимо ' у једначину (2) до бивамо јеДН'ачину 

о" , mm-+ 
т. , г = _ €2 2 Г ~ . - . r 

, 

I 

1'0Ја Је векторска диФеренцијзлна једна чин. дру гога реда креrања 

тачке т. у ОДНОСУ на тачку rn, '_ ТУ исту~ једначину мОжемо . · на; 
писати овако I 

" . • (m,+т2 )-> 
г =-€ , . г : 

. г' 

у ведимо сад. Н О ВИ 
\ -+ ~. 

вектор р, везан са вект ором г Једначино" 

3 
-> 1/-------,-· - -> 
г = у Е' (т, +т, ) р 

• .0 • 

, .' " 

тада се претходна Једначина СВОДИ на Једначину 

1 -> 
(3) р = --Р, , 

, Р' " , 

КОЈУ можемо написати и у .облику 

( 4) 

ЈеднаЧИlIа (3) 
6леАШ двају шела, 

, 
-+ 

р' р+р = о; 

ОДНОС.О (4) зове се сшаllдаРДIIQ јеДfючuна иро-. ", . 
У стандардно} једначини нема никаКвих KOHcta, ' . . ' , ' , -> 

" станаТ3ј она зависи само од lteKTOpa р, његовог интензитета р " 'и , 

, 
, ~ '. 

"" ', ' 0 , " ~~ , 



'. - .0 _ .. - - , -, 
оо • 

' ЛРНloIери ' 
.. . _-~-~--

.' .. -. 
другог извода вектора р по времену. BekTop r нема димензију 

-+. . . 
_ дужине; димензије вектора -РЈ Р Н Р зависе зато qд времена и· 

то овако: 
.. 4 

[ Р ] = т- з. 

Стандардна једначина показује да се " роучавање кретања 

сваке планете само под· утицајем Сунца СВОДи на проу.авање 

исте диференцијалне једначине чији чланови зависе . само : од вре

мена. Приметимо да свођење проблема двају тела на стандарднУ-. 

једначину не захтева никакве услове, које тр е ба да задовољавају . . . 
масе тих тела. 

.. 

2. ПроlJпеАl II шела у случају с((ла uрuвлачења uроuорцuо:,· 

lIаЛfШХ масама шll чака и расшојању ивмеђУ iТiа'lака. 

Није тешко показати да 'диференцијалtiа ве кторска једначина , 
за i' ту тачку у овом пробдему' изгледа 

(5) 

-

' .. . {1 -. .. 
tni Гј = ~2 ~ тј тј (" Гј - (/ ) , 1 . 

ј=l . 
, . 

где су ознаке с обзиром" на слику' 

(cд~ 44) очигледне. 

. Слично претх одном задатку уво
....!..јl--...ь Мј димо тачку С ј.еднаЧИIIОМ 

с 
. т:, =~ щ;'. 

i = 1 

Слика 44 

Кад се 0"3 једначина 
бијамо на основу (5) 

одакле Је . , 

и према том.е је и овде 

• 

диференцира двапут по врем ену до-

.. 
(, -;- О · 

, 

'-+ ~ -+ 
Г, = At + в. 
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• 

Ако ставимо 
...... - ..... -+ 
Тј ~ ГС +-Р, 

... узмемо у обзир једнауине 
. . . . . - .. 
' / = ГС + Р; = Р; 

п -t . 

~ тЈ РЈ ~ О, 
ј= l 

-онда се св а.а од једн"уина (3). може на наредни науин трансфор-
.мисати 

п п 

т · Р" - E2т ' ~ m· 
I I - I~ Ј 

... ... 2: ~ ... . -t 2 ':.! " (Гј - г,) ~ Е т, тЈ ( РЈ -р,) ~ - 8 m; т Р, . 
ј=1 Ј . 1 

. 
• • 

Према томе Јед на уина за i' ту тауку дефини тивио изгледа 
()ваКIJ . , 

.. -+ 
тј Рј = - _ _Е2 тј f!l Рј, 

.а то Је диференцијал". векторска једна,ина кретања само' једне 

-гачке под .утицајем силе привлачења кз центру пропорционалне ' 

растојању тауке од це iПр •. Овај проблем СмО решили у ,дннамици 
та'ке па пр ема томе можемо сматрати да је решен н проблем о 

кретању нашег систе '! •. 

§ 3' 2. ДИф'еренцијалне једначине кретања неслободног' • . . • 
матеРИЈалног систем~ са множитељима веВа 

(Лагранжеве једначине прве врсте) 

Ако материјални с истем није' слободан вем ј е приморан да 

<Се покорава . вез ама у ије 'су једна чине 

(1) {, (х,! , Yi, Zi; t) ~ О • 
п 

(2) 'РЈ = }:(А ,ј x/+ Bij y/+C,Jz,') + D, =O. ј = 1.2 .... . k2 • 

()нда. ка ко смо видели (§. 2' 4). убрзања тауака сист ема морају зЗ-
ДОВQљаваrи 

(3) 

ове услов е: 

d'J. f ~ -+ ", , 
dt" ~ L.J (grad i (,.- Wi) + D, {, = О, 

i =- l 

[ = 1,2, ... , k1t 
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• 

п 

(4) dd~j ~ L: (qgrad, СРј; ,;,) t D, СРј ~ о, 
1= I 

Ако напишемо диференцијалне једна чине Kp~Taњa нашег ма

т.еријалног СИСТСЛI1 као слободног система у облику 

•• -+-+ 
(5) /lli Гј = mi 'И'г = Fj , 

одредимо И3 тих једначина убрзаља 

-> 1-> 
Wj=-F, 

m; 

ј=1,2, ... , п,. 

• 

и ставимо те вредности у Једначине (3) и (4), добиhемо 

(6) 

(7) 

п 1 --+ 

L: (grad, (, , - F, ) + D, {, ~ О , 
т' 

1=1 -
, 

• 
• 

ТЈ 1 ~ L: (qgrad, СРј , т, F,) + D, СР, ~ О, 
i=t 

z = 1,2, .. -. , k~ 

]= 1, 2,. '~" k2 ~ 

Ако се једна чине (6) ' и (7), или 'све или само неке од, њИх,., 

претварају у идентитете, можемо за~I{ЉУЧИТИ да непосредно 'из. 

Једначина (5) следују једначине 

, 
(8) 

, d'fi 
-'-=0, 

dl' 
d СРј = о, 1 ~ 1. 2 ... " k,; ј = 1, 2,,,,, k., 
dt 

све или само оне, које одговарају појединим идентитетима (6) и (7) • 

• 
Из једначи"а (8) добијамо једна чине 

(9) 

где су аЈ, Ь Ј , С ј - произвољне константе. Ilаписане једна чине

треба сматрати као опште интеграле диференцијалних једначина 

кретања (5). П~што се за специјалне вредности констаната 

а, ~ Ь, ~ О , Сј = о, Ј = 1, 2, ... , k1 ; / = Ј, 2, ... , k2' 

имтеграли (9) с.оде на једнаqине (Ј) и (2) може се тврдити, да, 

ове једначине претстављају партикуларне интеграле диференци
јалних једна ч"., (5) кретања матерИЈалног система сматраног као 
слободног. 
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Ако тај случај , кад једначине (1) и (2) служе као партику
ларна решења једначина (5), ост.ав.имо. на ~TpaHY, може се тврдити 

' да 'убрзања одређен а из једиачина (5) не задовољавају услове (3)· , 
, -> , 

и (4), Т.да је потребно увести , сем Qкши8них снла F, (i = 1 • . 
2" .. , п) још нове силе, које својим Допунским дејством пре

тварају неМОГУћа убрзаља из (5) у Moryha убрзања, која ЗЗДОБО- . 

љавају услове (3) и (4), Извори тих сила су у оним масама које 
остварују везе (1) и (2), Нове силе се зову реакције. Озна'IИМО 

. ' -> ' 
силу реакције што дејствује на ј' ту тачку са Ri , Тада :nиферен- ' 
ЦИЈалие једначине кретања нашег неслободног система изгледају 

овако: " 
4 -+ -...... 

Пlј Wj :::. Рј + Rj , ј = 1; 2, .. . , п .. /. 

Сваку реакцију Ri што дејствује на i' ту тачку у опште ... 
, . 

случ.ју треба сматра ти као. векторски збир р еакција од сваке 
, ' 

везе , К9начие ' и дИф е ренцијалн~, што дејствује на ту i' ту тачку_ 
Св!ка веза у општем случају , може дати реакцију, која-. има 

Аве компоненте - једну у правцу градијента (или квазигрзJl.И

јента) и lI.pyrY у правцу нормалном на граД'ијент односно квази- ' 
градијент. Овде ћемо се зауставити ' само на слу чају 'кад су ре-

• • о" .' 

аКЦИЈе веза само у правцу граДИЈеН8та односно квазиграДИЈена,Т8_ 
\'. .. , .. 

Везе такве природе се зову идеалне. ' . " 
-> 

За идеалне везе сва ку реакцију R, можемо изразити · ОВИМi 
, . . 

эбиро'м : 
, , 

-> ~ - ~ . R, '- LJ 1., grad, 1, + LJ ј1ј q.gradi 'Pj , 
. 1=1 ј=l 

i = 1, 2, .... , П,. 
, ' ' 

, 

где су )" (/ = 1, 2" .. , k,), ј1ј (ј = 1,2, .. " k,) фактори пропор
ционалности, који се з ову множuшељu веаа би.'ЈО КоНQЧНUХ БИJIG . .. 
диференцuјйЛ1ЩХ, 

Ако искорист им О написане вредности реа к ција ' диференци
јад-не ј~дначнне кретања не~ло60ДНОГ система можемо) Н8писати> 

. . . . 

(ЈО) 

...... k, о k~ . 

F, + L: )'1 g radi {' + .2: ј1ј q grad , СРј , i = 1 .. 2"",~·n~ 

1=1 ј=1. . 
" 

" 
• 

, ТђИ систему векторских једна чин. ОДГОВ'р. оваЈ систе .. ска-
"'рних једнач.на за Декартове координате 

, " 
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(11 ) 
, ~', дј ", ' 

111 , у", = У, + , A ~ -.!. t ~ ['ј П'Ј , 
, ду, ~ 

1=1 ) = l , 

l=1, .2"" Jn ' 

Тај ,систем с каларних једначи.а зове се СI1СшеМ диференци~ 
, , , 

јаЛНI1Х једнацина крешања неСЈ!о60дног Аtaшеријалног сuсшеАlQ са ' 
множишељuма оева иЛI1 Лагранжев СUСшеАt дuфереНЦl1јалнuх јед-

начина крешања прве врсше, , , 
Векторске ј едначине (10) садрже ове непознате ' векторе по-

, , 
-> \ 

ложа ја тачака Тј (i ~ 1,2, ... , п) и множитеље веЗ8 А, (r~ 1, 
2, ... , k,) и f'J (ј ,. ј, 2, ' .. , k,). ОдговарајУће с[{алар'не једна чине 
(11) садрже коорд инате Хј, у" Zj (i ~ 1, 2, ... , п) TaQaKa ' и исте 
, , -
МНQжитеље. Према томе 4ИМЗ·МО свега 3п + k, -т- kz н е познатих C.Ka~ _ 

лара _ У односу на свак у од координата Хј , у" Z, (i . 1, 2" .. , п) 
ове једначине су диференцијалне једначи:.е другог реда, _ а у' 

односу на множите.ъ е веза оне · су 'ко~ачне и линеарне. За одре-
, ' , 

Ijивање тих 3п + k, + k2 • непознатих служе сем јеДН~Ч,ина (1\) и 
једн а чине (8), к ој е с е добијају из јед~ачина веза (1) и (2) дифе-, 
ренцирањем, 

Слично реш,,"ању проблема о Ј<ретању нес .,ободне тачке 

nOMohy ЈеДН84ина са множитељимз веза и овде , у сnуq~ЈУ система, 
, , 

. проблем о крета н,у неслободног система м ожемо реI,Uзвати по-

моЬу једнаqина с а множитељима веч на овај наqин. 

Ставимо у ј една чине (3) и (4) вредности убрзања ' oдpeђ~He ' 
, и з једначина (10) _ Тада је 

~:' = {1 (grad, 1', , _1 {F' + .~ )" grad , (, + ~ р., q grad, ,р, })+ 
dt- ~ тј " L.J . L.J ... 

,=1 г:- 1 ' 0_ =- 1 " , , ' 

+ О2 1'1 = О, 1 = 11 2, .. . , .. k1 " 
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Ове једначине , л " "еарн е ·~O МНО Ж\lтељим а Ј"~ ( г ~ 1, 2, . . : ! k,).' 
.. Ђ, (5 = 1,2, . . . , k 2 ) ~lO гу се одре:Цити на н> р едни н а 4 "".: " \ 

( 12) 

.-де ј е 

" "2 _ -" 
~ [" Ј ., + ~ \.и " fJ-, + N, ~ О , 
г c.;....d $= 1 

Ul k 2 

~ L;/ ).,+ ~ Mj,*fJ-,+ N/~О, 
,_=1 "$!::о:о! " " 

1 ' 
- - (grad, [ " grad, [, ) , 
ПI / ) 

i 
" 

(grad, [, ,q grad, 'Р; ) , 

- п 1 .. 
NII' ~ -' ( grad, [ " 
~ ml 
i = l 

• 

" ~ 

i 

-> , 
F, ) + D, fi ; 

Lj,* ~ ~ 1. (q g rad , 'I'ј . grad, / , ), 
L.J тј . 

: 1= 1 _" -

( q grad , 'Рј • q g cad , 'Р, ) , 

1 " -t " " ~ 
- ( ч g rad, 'Р ј , F,) + D, 'РЈ 
т , 

, 

I ~' I ? k ' , - i " ',1 , 

-
Ј --i,4, ... ," k:\ ; 

, -

ј= l, 2 • . .. ' 1.:' ; г = ],2, . .. ·, k "s - l " { . - ,L;,._ . , -s 

• 
На сличан на чи н ка о у динамици тач ке (~ 8 . 7. стр. 152 

"рвог иэдања или стр. 191 другог) и овде се доказује да детер-

• .s Мехаинка система 
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минанта система једначина (12) може бити ј еднака нули' само под ' 

условима да измеlјУ веза, било коначних БИJlО диференцијаlЩ~Х 

има З3ВИСНИХ : и .'Iи проrивуречних. Изузимаљем тих специјалних 
, , 

слу чај е ~а можемо ТВРДИТИ ,да Ј е та детерминанта , различита од 

ну_,е 11 да се пр е ма томе систем (12) може решити по веЛи>tиti,ј'ма 
_ мнажитеља Ј"~ (г ~ 1,2,_.~,'k,) и~; (s ~ I ,2 " .. ,k,). ' 

Кад доб иј ене вредности множитеља Л, ( г ~ 1,2, ... , k,) и р., ' 
(s ~, 1, 2, _'" k" ) уврстима у једначине (10) односно (11), добвhемо 

систем дифереН ltијалних јеДН39ина са 3п непознатих скаларни'х",: 

величина Хј, УI , Zi ( Ё = 1, 2" .. ,п). Инт е гра циј а q.ВИХ једна' :tин,а, ОД' . 
к ој их је свака другаг реда ; доводи до Зn првих- и З'n других ИН- : 

те грала, , 'који са држе 6п произво.:љних конс.та наТ8 , рецимо, : 
• , 

( 13) 

Како смо за формирање нашег система Дllференцијалних јед

н а чина употребили не саме једначине веза у облику 
• 

," (14) 
{, ,- о; 

,!,ј ~ о , , • 
Beh ре зултате љихов.ог д~ференцирања 

; d2f, 
, ~ О 

. [ '- = 1, 2, . , . - Ј k1 Ј -

j = , ]~ 2, ... , k2 , 

-, 

.. 

, 

dt' ' 
l = 1, 2,., . . , k1 " 

~ , 
( 15) • 

из веде ни иtiте грали 

(16) 

d,!,J... ' о, 
dt " 

треба да эаJlовољ ава ј у 

{, ~ '" t +~, , 
'Рј = Уј , 
• 

. ' 
"t· 

,}=1,2, ... ,kp" 

• 

идентично Једначине 
, 

l = 1, 2, ... , k1 1 

ј = 1'2'. · .. ' 1f2" . 

где величине G!, r" Уј МОГУ бити унапред дате_ Пошто једиачине' ! 

(1 6) морају б ит и эаДОВОibеllе идентичн о, ЊIIхове леве стране м.о

рају бити исте форме каО ,и дeCH~, тј. им а ти .о блик 

а,* (СЈ , С"_.,, Сбn ) t+ ~,' (е" С2 , : __ , С'n ) , l ~ 1,2, .. . ;k1 , 

у"ј* (С! Ј С2 , ... ) СВn ) , ј :-: 1', 2, ... , k2 , 

где су а,*, ~ i' , у,* функције о значених ар гумената (13). Ак.о су 
константе а " ,3" Уј унапред дате, .ове фу нкције .. орају задово-
љаваТ!1 У ,сл ов е 

>' , . .' '. . 
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( 17) 

а/ (Сјl C2';- '~" Сб'n) = а/, 

;Ј/ ( С11 С21 . - •• , С6n ) = ~II 

У/' (С" С., .. "Сбn ) ~ УЈ , 

{-= 1,2,.' .. ,k1. , 

I = ], 2, ... "k1 , 

Ј = 1, 2, ... , k'l.' 
/ 

према Т9ме констант е интеграције (;1' С2 , ••• ! СБ I1 нису у - ОВОМ 
' случају произвољне 8el, између њих. , постоје 2k, +- k, веза. Про- ' 

иЗВОЉНИХ констанз"Тз о ста је свега бп ~ 2k1 -::- k'.?. А ко су везе- дате 
ј~дначинама (14). к о нстанте а, , : ~" Уј једнаке су нули и ' везе , из-
међу констаната добијају 06лик ' 

• 

а ,' ( С" С. , • • • • Сбп ) ~ О, l ~ 1 , 2, • · , k" 
, 

(18) ~J * (С С2 , СБП ) = 0 l ~ 1 , 2, k; ; , . • · , , • • · , 
, 

У/ (С" - С2 Ј • · , Сбп ) ~ О, Ј ~ • 1 , 2, • · , k2 • 

~ 

Из наведених расуђивања ,се види да метода решавања про

блема о кретању несло бодног материјалног система помоћу дифе
ренцијЙЛНИХЈ једнач У.гl3 са МtlOжитељима веза и м а особину да . у · 

. . . ' 

тој мегоди не решава мо дати проблем са везама ( 14) већ у ствари 
решавамо пробл ем општијег карактера са веза м а, (16). Уопшта,- " 
вање лроблема 06ИЧIIО га отежава,' И овде 6/1 конста ната добијених' 

интеграцијом, од кој их су само 6п -, 2k, -, k , неза в исне, показују , 

да је процес инте'грације био општији, комплик о ванији него што 

је ' тра~ио задатак. З бог такве особине ' ова м етода се за реша
вање задатака о кр етању неслободног , система обично не уп6- , . . , ' 

требљује.Она служи углавном за одређивање ре акција веза кад 

је кретање система већ п('знато. У том слу;ају су СБИ коефици. 

јенти у једнаqинам :' (1 2) лозна'!'е функције врем е на, а према томе 

могу се одредити и сви, м'ножитељи ' ? .. г (г = 1, 2 , . ' .. Ј k1 ), 11.] 
(ј :- l, 2 , ... , k,). После тога се реакције, које деј ствују на сваку 

тачку система, и зрачунавају помоЬу векторских и зраза 

\ 

(19) 
", 

grad, Ј, '* ~ 1'- ~ qgrad, СРј ', 
• 

i=],2, . _ _. I П 

ј=1 ,Ј 

• 
или помоhу одговарајуЬих скалврних једнаqина . , 

. ' . 
Претходна ра суlj ивања су изведена под прет пос:гавком , да за 

све време кретања система све везе имају карактер задрЖ'авају-
hих ве за. 

, , 



, 
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\ .' , 
Г!ретпо стави;1O сад да су неке везе незадржа8ајуhе. Нека је, 

на п р " једна коначна uез" незадржавајуt>а , :":;мимо је за прву 

везу и изразимо у словом 

(20) 11 "> о. . ~ 

Ако У п о ч етно. тренутку , та везане дејствуј е, образујемо , 

диференцнјалне ј една чине кр,етања без обзира на ту везу ,и одре-
- . - . 

ђујемо кретање сnиема према тим Једн а '!ин "",а, Ако добијено ' 

решење после и нтеграције тих једна чин З, тј. координате система 

изра жене у функцији времена за све врем е кретања система задо-

вољавају услов 
.' . ' 

"-• 

{, > О, 
може се тврдити да је одређено кретање такве, природе да је 
систем заобишао дату везу ' и' понашао се у односу иа ту везу 

као .С/l0бодан. Та ко , на пр., C~CTeM материј алн их та ч аК8 може да . 
се крене у унутр а шњости неке области чн ј а је граница изражена 

једна ч ином {1 . ..:. О а да при т.оме ниједна тачка с.истема за " 'све" 
врем е кретања не ступи на ту границу. 

Други случај, који треба Jlнализирати , то је случај кад од 

поч етка крета ња или од једног одређеног тренутка (1 после по

четка координате тзчаК8 си<;тема задовоља вај у У~ЛОВ 

(2 1) '1, = О 

и то за све наредно вр еме кретања или до одреЈ)ен ог трен.)'тка ' (. 

после којег до биј е но решењепоново доводи }{[, rслова 

(22) {, > О, 
Тац. можемо тврдити да се ~a све време KpeT~a, 'укључу

јуhи и интервал времена од (, до (" када је испуњен услов (21), 
систем Hpehe као с .• ободан и једначину (21) з а на глашени интерв;щ 

треба сматрати "30 партикул,рни интеграл диферен цијалних јед

начин а кретања систем. без об.зир. ' н' везу (20). Ова веЗ. у том 
' случају није извор lIикакве силе реакције ,која дејствује на систем. 

. . , 
Систем се и у интервалу од (, до (. креће такође !као слободан 

у односу на ве з у (20) и то без обзира на то што се систем на-
лази на тој вези. 

, , 

Може се десити и случ'ај да се систем прво креЬе као сло

бодан, и да је {, > О, али у тренутку (, систем ј!'-дошао на , везу, 
тј. за тај тренутак је испуњен услов {, = О. Сем тога је Ijспуњен 
и услов за брзине 
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df, = о 
dt ' 

аЛИ за наредно' време једнацина везе (21) стоји у' противур~ч-, 

нОСТИ са ИНТе.Јралима оних диференцијалних једначи:~а I<oje H~Majy 
члана са множитељем Р'1 везе 11 -= О, У овОм случају треба ста· 
вити У систем диференциј2ЛНИХ једначина члан )'1 ~radi 11 за 'сваку 
i ' ту та-чку система и решавати нов систем једначина са 7ИМ 

члзно~~. Аналитички критеријум дејства везе, како ТО показује 
анализа слична оној I{Ojy смо извели у случају динамике .мате-"" - , 
РYlјалне таЧј{е, у томе је да вредност множитеља 1'1 не може бити 

негативна, тј, треба да буде-.испуњен услов 

ДиференцијаЛ1-iе једна чине' кретања са члановима Л1 grad i 11 
остају ,на снази под условима 

• 
[1 -F О, л, > О. 

Ана Је за неки одређени тренутак ,t1 мнmЕитеЉ'Л1 јеД!iёfК 

нуЛИ, а после тога [!ОстаЈе негативан, ОД тог тренутка понuво 

треБЈ решавати СИСТt'М диференцијалних ЈеднаЧИi"3, у KQM~ нема 
• 

)\'1 gradif~ , 

Најзад треба узети у обзир и случај кад, пос.те "ретања си

стема као слоБОДIJQГ, систем, у тренутку t1 долази на везу' 11 = О 

али брзине са којима је дошао систем на ту везу' не .задовољавају 
неопходан услов 

• 
d {, ::;" О 
d t';;::::;-- , 

већ је У том тренутку 

df, <О 
dt ' 

тада имамо нарочити случаЈ, случаЈ удара система о везу. Томе 

важном случају је поснеhена нарочита глава ове књиге" • 

Ова анализа С.'Iу!~зја једне КОlJзчне- неЗЗДР'ЖЗВ2јуhе везе може 

се лако проширити на случај. ма ког броја било коначних' било 

диференцијалних незздржавајуhих веза. 
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• 
§ 3' 21. Рад сила реакција на мосуl",,, варијацијама . , 

Докажимо :ја реакције идезлних везз опу 

Тотални ~aд сила реакција идеалних вез" 

-јацијама једнак је нули. 

. 
теорему: 

на' МОГ1'flИМ вари-

i ' TY 

. ... . 
Пошто је рад реакције R, (i с". Ј . 2 ..... 
тачку. у с.'учају промене 110ложај.а те 

п ) •. која дејствује на 
та чке одреljене век-

• 
-Јо / --+ --+ 

О:РРОМ OS, могуће варијације •. једнак скаларн ом производу (R,. os\). 
тотални рзд сви х сила реаКЦИЈа у систему на могуhим варијаци 

јама изража ва се збиром 
. п . . ... ... 

oA-:-~ (Љ . OS,) . (1 ) 

'=01 
УВРСТИ>lО сад у тај израз вредности реаКЈ \ија 'идезлних везз 

, . 
из једна"ина (19) претходног параграфа. па heMO добити 

п Ј' I , k 2 ' ~ . ....... 

СА ~ L: ( L: '"' grad, f , -+: L: 11] q grad, 'Рј, os,). 
1'_ -1 [= , Ј I 

Написани збир може се трансформисати на наредни наqин 
, . 

(2) CA ~ ~ '" ' [~( grad;f,; ~s~ )j + ~ }lJ [~(qgrad,%.fs,) Ј' 
[= ~ 1= 1 , 1 = 1 /=1 _ 

У § 2' 5 ю"ели смо услове (7) и (8) које треба 'да' задо~о- .' 
љ,ваЈУ могу!;е варијације . таqзка' система. Пошто су ТИ УСЈ/ОВИ 

• • 
п 

(3) L:(grad, f ,. 8;, ) ~ O , • • 
[~ 1. 2 ..... k,. 

- ;,= 1 ' 

п . 

( 4) ~(qgradi 'Pj, {j;,)~O , 
ј=l 

ви димо да су у ј едначини (2) коефицијенти уз сваки од ' множи~ 

. теља '"' и р.Ј је днаки нули и према томе доб,ијамо једначину 
.' 

8А=О. 
која ' ПОТВрljује I1с~азанутеорему. 

у претходном параграфу смо дефинисали идеалне везе 'као 
I 

так'е које -да ј у r е,кцијесамо у Пј1авцчмз С8 0јчхградијена,та од.-
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носио квазиградијен ата . Овде СМО извели В1 ЖНУ особину т'и ~ 
веза да је рад њихо ви х реакција на Свим МОГУ"ИМ варијацијам'а , . 

;једна,К НУЛИ. Ова је особина толико битна за идеал не вез.е да се 
он} може пост'звити ка о деф,:,ниција идеалних 8~ за па се 11. .~ те 

особине мо. же извести особина раније поставље на у дефиницији: 
Заиста, докажимо теорему : 

, . 
Ако је рад сила реакција веза на свима 

• • 
јама једнак нули, реак ције та.квих веза имаЈУ 

М Оlу l' им вариј а ци

пра вац градијената 

односно квазиграДИЈ е l1 а т~ тих ве за . 

Претпоставимо да Је , 
, 8А = О , 

тада ,ИЗ (1) имамо -

(5) 
п -> -> 
~ ( R, , OS,) ~ О, 
i -=~ 

, -> 
.у случаЈУ потпуно произвољних век,тора bsi , ТЈ , у случају .' 

. . ... 
слободног система , и З ов е једначине .следуј е да ј е R, = О (i . 1, 

. - . ' ~ 
2, ... , п). У С,{lучају неслободног система', . када су варијације OS, 

" -+ 
везане једнач "нама (3) и (4) за извођење особина реа кција Ri мо- ' 

• ж'емо поступити . на опа ј начин, Помно\tимо сва ку од једнач~нЭ: (3) , 
са ( -А,) , а сваку једна чнну (4) са (-)1ј), где су ).,и )1ј , вели-

чине произ вољне и љима Mo~eMO распола га ти на пр оиэ вољан . 

начин , и све добиј е '! е производе додамо услову (5) ; тада heMO 
добити услов У облику . ' 

п /.;, ' . k l • 

(6) ~ ( R, - ~ '" grad,r, ~ ~ )1ј q grа d,Ч'" 8;,) . О, 
i=L / "'1 ј=l · 

" ~ • 
у ово ј скаларној ј една~ини . векто:,и /Ј s" ка о и у (5) нису 

nроизвољв и, ОНИ су незани са k, ;+-k, . (кала рни, једиачина (3) ' и ' 
(4). За елиминисање , рецимо, k, + k, зависних координата из СВ!lХ ' -координата 8х " оу" 8z, варијација 05, (i = 1, 2, .. , , п) изабериМо . 
такве вредности множитељз А, н' lЧ (г = ], 2, .. . , k1'; ј ,,= 1 Ј 2, ... , k.J · . . , 
да крефицијенти у з зависне КQординате6уду ј едиаки нули. После 

.тога у једначини (6) остају само оне ' од КООРДИ l! зта ОХ" . /Ју;, /Jz,' 
(i= 1, 2, ... , п), које су н~заВИСl!е; 'коефициј енти уз њих ~opajy . .- ., . . 
бити једнаки нули под условом да једначина (6) важи за ,све МО-

. . . 



• 

§ 3 ' 3 12(; 

гућ е вредности тих независних координата. Ка о реЗУ'лта т добија м!} 
. ~ 

да е ни коефици ј ен ти y~ '8S1 морају бити Једнаки нули .па према . . 
том е ДОЈЈ3ЗИМО до ~екторских Једна чина 

о ! 
~ ,~ ~ .o. , 
Ri ~ ' .:::.., )" g гad i (, + .L,.; ' Р-ј q grad i 'Р; , - i '~ ... I , 2, .. '., П,. , 

1, Ј ј=l , 
, • 

КОЈ е одређују реа кциј е в·еза у оној фОРМИ , кој у смо раније ло, . . , . - " 
став и л и. као ДСЧЧ:Н ИЦИЈУ реакци)" ид е аЛJlИХ коначних и дифе-ре~-~ 

ЦИЈ 3ЛНИХ вез а . 

Доказана тео р е м з' показује важност улоге коју игрэју.могуhе 
. . 

ваР"ЈЩИЈе у п р оу чавању кретања м а .теријалног, ,нарочито несло-

бо .t,iQГ, систе:-'13 . 
• 

. 
§ 3' З. Диференцијалне једначине кретг ња неСЛОБОДНОг$ '" 

материјалног система ва проиавољне координате. , 
Лагранжеве једначине друге врсте 

.' 

у § 3' 2 и зоел и смо диференцијалн е ј едначи~ кретањ'а за . 
н е с r. о бодни .матеР l i ј ЗIl НИ систем са множитељима веза. 

Ако ' су 

(Ј ) 

. . 
" 

..... 
(2) IЏј = ~(АЈј Х/ј +ВijУ' i' + Сij Z'i )+ [)ј о- , О, i~~ I,"-2,: ,'-.,k2·'. 

коначне и дифере нцијалне везе, лом енуте диференцијалне Једна

qине гласе у векторском ' оБЛИ,I<У .• 
/ 

О, " . 

(3) m, ,;, _о' F,;-~ лigгаd, [,+ ~ I'J Ч grad, <јЈј 
' /=1 .' ј;-l 

.' 

I 

ТИМ једна ч ина.,. одговарају за Декартопе координате ове 

СК8л зр не - ЈеД I-~ ачи не 
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, 

(4) " д!, " У, + ~ Л, д~ + .z !'-ј /З и , 
.. . = 1 ' У/ ј=l . 

т; Z , " 

• 
i . 1., 2, ._ .. Ј 1z • • , 

Поставимо себ и сад задатак да нiпишемо диф еренцијалне јед •. 
начине кр'етања неС.I]{)60ДНОГ "материјалног система кад се hоложај', . , 
сисгема одређуј е n O'lO liY ПРОИЗВОЉНИХ, цнералucаНlIХ КRордuнаша 

, о 

(5) ор Qj, (!2 ' qij," .... QN-' t' , ll", Ј 

при чему Је H~ 3n . 
. - ' ~ .-

у таквом слу чају вектор положаја Т, и ~ Ј , 2' . . . ' п) CBaK~ 
тачке т р еба смат ра ги кзо функцију координата (5) и , у општем; 

случаЈУ , и времена t, тј. ... ... 
(6) ' j= ri ( q], Q2J'''' QNI .t). 

Конач не и диф ерешщјВЈЈне везе ~ожемо нап ис ати овако 

• ~ , , , 

(7) fi (Т" 1) = О , '-= 1, 2, ... I k1 , . 

(8) 
" . 2:( qgracJ, 'P,', ;,)+Dj ' 0, 

i __ 1 , , 
' 0 

i = 1, 2,' , .. , П, 

ј=l, 2, ... , ~k2" 
, 

при чему функције fi треба сматрати као сложене функције KOOp-' 

дината (5) и времена , а лев" стране једначии. (~) могу се'. транс
формисати на н ове координат'е 'на овај ю1'чин. 

Ка 1<0 је из (6) 

(9) 

... 
! ' дГј 

+ дl 

• 



Лагранжсве једначине друге врсте 

једна4ине (8) после замене даЈУ 
N 

(10) , cp} ...... . :Z Рја q'r1, + Рј = о, 

(1 Ј) 

(1 2) 

, 

0="1"2' .. ·0 I N; . ј =), .. ~! k! ~ , 
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. Видели СМ О у динамици тачке и у ДИН Й.'vшци слободног мз

,,.еРИЈалног СИС-ГЕма (§ З'I) да у ОДНОСНим днференцијалним једна
чинама за генеР сUlИсане координате ОСН,овну улогу игра израз 

d дТ ,дТ , 

dt дq', дq, 

где Је Т жива сила тачке односно слободног материЈалног систе1"Э, 
Тај израз З,ваhемо Лагранжев' 6ИНОАI, " Израз су"ротног знака 

, 
'дТ d дТ 

itq, dt дq', 
, 

зове се п онекад Лагранжев или варuјацiынu IISВОД. 

Искористимо тај исти израз и у с~учају HaI1er нес.,ободног 
'Материјалног система ' и то' са ' оним уопштавањем као У § 3'! да 

, -
~ , 

сввки од вектор. Т, и = 1, 2' .. ," п) може би ти, У општем случају, 
, . ' 

функција од свих ген ералисаних Ko~pДHHaT" и времена, како тО 

~OKa'yje једна4Иllа (6). 
Жива сила с истема дата је помоhу ЈеДll а чине 

, 

п п ,. .:' -+ -+ 

21'= ~ гn' V? = ~ (m, Vi, V,), 
1=1 1= 1 

За израчунавање Лагранжевог бинома треба пре свега изра· 

"унати извод 

дТ 

дq'; 
, }: ( Гni~" 

, ...,;. Ј 

, -> 
дVi ) 
дq'v 

; 
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" 
, . . '. 

како из једнаЧИllа (9) сл еДУЈе да Је 

биhе 

д Т 

дq'v 

.. 
Ov, 

= 
дq'v . 

-> 
,дг, 

Oq, 
, 

- .. 
~ ,( '"' дг, ) 

= ~ fn i Vi ! д . 
ј :::.1 Q, 11 

'. 
ДиФер енцирањем тог израза по времену доб и ј а се , 

§ 3 ·3 

(13) :1 "д?Г~ .' ~ (iп, "" ~~J + ~ (щ ;" :t-:? ) 
_ , 1= 1 , ;::: ( , , 

Како , са једн е ст ран е , непосредно дифер е нци г, ање 

.. N · -> .. 
d дг . '}: д' r д" Г,' 

I . '~ I q'o + 
dl -д(l - = дq; oqa д(I ,~! ' 

a~1 

а, са друге стране, из (9) изводимо 
-+ !'ОЈ -fo -) 

Ov, :>: ' д2 Г, д' Г, --".-:.с_ . ' q' а .+ .,,с---'-'--
дq,. ''' " дqа oq, .Vt Jq, 

0' = 1 

долазимо до јеДНЗLlНне 

d 

dl 

-> 
дГi 

дq, 

На основу ове Једначине 

. 

d ' дТ 

·dl ' oq', 

. а како Је 

п 

=~ (m,v" 
1_-:- 1 

-> 
дv, -
дq, 

• 

једна"ина (13) п оста је 

д;' ).+ {1 (т , ;" д~) ; 
oq" L.i ' Oq,. 

1;;0-, Ј 

" 

• 
даЈе 

из пр етходне једн а чине следује овај израз з а Љlгранжев бином 
• .0 \ .. ' 

!!.. ~,E ~ ~!.. =}:" (т'" "'w" дг, ), v = 1,2, . . . ,·N, 
' dl дq/ Oq" ' дq, 

1= 1 . 
• 

• .. . 
W, I · Убрзаiг.е~ i' те т а ч к е , -, где СМ (\ з з меНИ .1Н l' са 
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§ 3 ' 3 Лаrранжеве једначине 4РУГС orCTC 
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. 
А КО ставимо сада -вредност убрззња иэ некторске једначине-\ 

(3), добliјамо једн а чине: ј , 

( 14) 

11 -1' Ii 1'1 " 

d ...с.д_Т _ дТ = "\; (l. ', дг, ) + "\; (" )ч grad,f, , 
dt дq ', дq" 4.\ . дq, 4 4 

1::;;. 1= 1 /;:_1 

-t 

дГ ) . -,,-,-,-, ., + 
дq, 

'+ {1 ( ~ ·'d · д7,ј , .'4 L.; Рј q gra i <РЈ.' дqv 
1= 1 ) =1 ! . 

V = t, 2, ... ! N " 

Први збир д е сне стране означимо са Q. ТЈ. ставимо -
(15) 

• , 
Ова ј збир се , ове гellераЛUСllна сила з а односну координату. . , 

Сама З3 се б е она може и да H~Ma непосредно 'механичког тума-
чења, али је љен меХ (l ниqки значај непосредно везан за ову ОСа·, 

бину производа Q" бq, . Тај производ оретставља рад; који и~.врше-
-+, ' 1 " _ . 

активне силе Еј (ј = 1,2, ... ) п) на ОНИМ елементарним п6МЕ."ра-. . 
њима тачака систе ма, кад се само једна корд и ната qiJ ' промени з&' 

• 
' oql1 ' Заиста, за тај производ имамо израз . ' 

~" ( ... ' д; ) Q" 8ч, = Р" ' ОЧ, . 
. дq, . 

. ј=l ' . 

Како Је 

~ 

где смО са OVs{ означили елементарно ломерање i're твчке , са- " 

претпоставком да се мења само координата ql' З~ Oq.." м.оже се
написати 

. 
п • 

Q, oq, - ; ~ (7-1' 
-> 

б, sJ, 
;=1 

а та и ПОТВРljује исказану особину, јер сваки члан написаног 

збира изражава рад активне силе 'на одговарајуЬем . померањt 
своје н а падне тачке . 
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• 

Други члан десне стране Једнацине (14) може се трансфор

.мис3ти на наредни на ч нн 

-> п " 

(16) 2:( 2>' grad,ti , 
ј=l i = 1 

дт, ) , 
дq, 

..а кзно Је 

( 17) 

тде смо са 

-> 
дт, 

дq, 
') дР, - - -- , 

дq, ' 

!-', (q" q" ... , qN, 1) 
, , -, 

~значили функцију, КОЈа се добија из, ' функције, [ / ('T,,~п, 
.векторе положаЈа изра зимо пом!>hу променљиви х (5), из 

.имамо . , 

( 18) 

, . 

-> 
дт, 

aq, 
. 

кад 

( 16) 

"'ри 

Једна4ИНУ (17) ыожем() протума4ИТИ и у скаnаРНОЈ 

прелазу од Декартових координата на ге·нера " исане. 
, . . 

форми 

Ако је 

.имамо 

{, (Х1 Ј УЈ' Z t ; Х!. У2Ј '2;···; Хn ) Уп, Zn ; ') = 
Р, (Q" Q" q", ... , qN; 1)=o, ,. 

~ ( grad i [ ; , 

' ј=1 , . 

-+ п . • 

дт, )' '= ~ ( дf" , дх, , + af, 
дq, .:::.. дх" дq, ду, 

1= 1 

ду, _1 дf, ::: ') = 
aq" дz, 

дq, 
, 

.а то потврђује једнацину (17), 

Најзад за треhи зб ир десне ctpaHe једна4ине (14) имамо , , ' .. 
-> 

:;; ) 
., 

t! k ! д -+ k: п 

~ ( ~ I'ј qgrad , 'Рј , д;: ) =~ I'ј ~ (q grad , 'Рј , 

.. ли на основу Једначине (11) оваЈ резулгат 

(19) 
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• 

Ако искористимо резiлтате (15)" (1 8) и (19), Добиhемо и:. 
једначина (14) ова Ј сис:тем диф\~ренцијалних једначина .. 

{! дТ дТ ' ,k" дF, ", 
--'-,- - = Q, + "" л, -- +"" 1'-ј РЈ " 

Ш дп" дq, ' L.i дq" ~ 
' ~~ . 1-=1 } = 1 
1, i ' 

(20) 

v -= I.2" ,_,~ N. 

Уз таЈ сисrе" треба KOHa~H e и диференцијалне везе написат," " 
у облику 

, ' , 
(21 ) Р, (q" q""" qN; 1)=0, . /=1,2, -" .. , ki;. 

, , , 

N 

(22) , " СРЈ =.2: 'Рјо q'G + Рј '= О, 
, 

џ::: Ј 

-

, 

, ,Систем ј едначина' (20) .. зове се Сl1сш еЛI Дl1фереllцuјQЛlШХ ' je!l
начина крешања н. есло60ДНО,г маш'ерајалнuг сис~еАЮ са) -.мHo~u-~ 
.шељший. ве811 , хuлон.ом1шх одноС"1ш нехо.лон.о .шiUХ, у генераЛUСQ1lU~ 
КООРДШlQшаМQ, , 

За холоном" и систем ,последњи збир' у ј едиачина-ма (20) отпада 
и диференција лне једначин.е кретања и згле дају овако: 

(23) , 

, 't. V = 1, 2, ... , N . 

Најзад , ако су координате (5) изабране као 

N = 3n - k", и з раз и (6) задовољавају ј една чине (7) 
-независне и , 
идентично Н _ 

, дћ 
прем а rOM e су сви ИЗВОДИ једнаf(И н ул и. 

, дq, 

систем (23) добија облик 

(24) 
d дТ 
--' 

dlдqv' ! 
дТ = Q" 
дq, 

У, овом слуqају , 

, 

v = 1, 2, ... , N . . 
, 

• 
Овај сист е " претставља cuсшелt дuфереllцuјалнuх јеДНQЧUНCl 

креШаЊQ lIеСДО60дпО2 ХОЛОНf!МIIО2 А1QшерuјаЛllО2 СllсшемQ (јео. мно

Јкuшеља веза у независним генералuса.НUJl! коордunuшама; те 'јед- ',' 
начине се зову Лагранжеве једначuне друге прсШе . 

Јасно је, да се једначине (24) могу праменити и на СЈЈОЏОДН" 
систем .и то и на тај случај када се независн е, координате (5) ()да-
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~ , 

беру та ко да сваки од вектора положаја тачака система за~ИСif 
не само од три одгонарајуhе независне . координате, већ уопшт,:: , 

од СВИХ 'независних координата (5) и времена. 

, § З·ЗI. Примери 

1. У в~ртикалн ој равни се . налазе , две косе праве О'А' '" 
О'В', нагнуте под угловима а, . И ас, према хоризонту, (сл. 45).: 
По прво ј правој се "реве маса т, ', по · другој маса т" једна и 

- . . , 

друга без трења; I'lace су т~шке , и везан~ужетом, које је пре~ 

бачено преко котур а намештеног над тачко" . 0'. IIОilожај котура 

О 
~-;""'. ~-.--~-

х 

т, 

С, 

/ 

" СЛНkј! 45 

Је такав да се ::ен три маса С, и С, маса 1Il, и т, крећу ,по правии. 
ОА й ОВ параiJ€ЛРУ.М са О' А" и О' В' и да дужина С, ОС. има , 
сталну вредност ['. 

Потребно је одредити кретање тих маса. 

Решимо тај е:t ~ м-ентарни задатак на више нз.чина ради про-
, " 

учавања н упореt)иаања тих Щiчина. 

1. Прво за одреljивање положаја тачака система уп'отребимо-
, - ' ~ . ' 

Декартове координате тачке у равви. За почетак корр<"ината УЗ-

мимо тачку О, осу Ох иаперимо ' хорiвонтално у равни кретања ' 
тачака на страну прве та'Чке, осу Оу УЗМИМ(Ј вертикално наниже 
оријентисану. Коорди нате тачака оеначимо: С, (х" ћ), с, (х" у,) _ 

Претпост~~имо дa-~ Mace m1 и -m2 не могу напуштаТi;f ПР,зве 
О' А' односно О' в' и да ' уже не може.;еЊати своју дужину; а 
његови делови ОС, и ОС, увек задржавају пра вол"ниски облик, ' 
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.под та кви"! услоним а три везе, Koj~ треба ДИ будуиспуњене _з'а 

-све време крета,,,," , имају задрж а В'ју/ш карактер и' одр еђене су 

једначинам а 

и ) 

I'Ј = x1 'sec а 1 - Х2 sec й2 - l '"-= О , , . 

j~ .::....: Х 1 sin ,(11 - Уl cos а1 ~ О , 

i, = х, sin о, + у, cos "'2 ...:... О ' . , . . , 
Ради одреl)и "ања крета",а ' о бра зоваhе мо Лаг ранж еве ј една' 

·qине С8 множитеЉИ ~1а веза 93 Декартове - коuрдин-ате 

Како Је 

" дf, + iJf; 
тј Х1 =1.1 А2 ! 
. д;r,' дх, 

, д! • 
' lI/у " =mg +л.. 2 

1 1 1 ~ д' , " у, 

" _ , дf,-" дf, 
m'2 Х2 . :--.1\.1 ' 11'.з Ј 

. дх, . дх, 

" .' +' д" т оо у.. = т.) !! ' {\.3 -::-"-.. . .~, 'ду. • 

д Р , , 
-::-'- = sec 31 , 
дх , 
М. ' 

---::;; =- = s IП а1 , 
ОХ, 

дf; , ' 
= S1П (:(2 ' 

дх" 

, ' 

iJ f , 
-::-=- = - sec С :! ; 
дх, 

дf, , = - cos п . 
д 

1 • 
У, ' 

дf" . ' , 
-'-','- = COS а" ! 

ду, ' . 

"'ретходне Једначи н е п остају 

m1 х/",= /..1 sec a.l + Л2 sin а1 , 

тЈ у/' =- m~ е ·- ~ COS й1 1 
1112 х2" = - Л1 se.C (.(.2 + 1.3 sin П:!, 

(2) 

" ' 1 "1 т'.!. y~ , = m2 g ,-- 11.3 cos а2 • 

За одређивање м ножитеља веза >-" А, . )"1 имамо Н8 распо • 
.,IJожењу три Једначине 
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d'f, 
dt' 

ПримеРl1 

• , d'f, ' . 
_

_ ,,-" 11 ' + " о dt
2 

= X~ sш "а2 У2 ' c<?s-u2 = ; 

§ 3' 31 

заиста, ако у те јед:. н а ч и н е СТ~ВИМ:О вредности дру ги х извода коор

дината из (2), добиЬемu три лине~рне j ~ дна чине за одр еђи ваље Л" 

1.2 t "-3' Решења ти х .'lинеарннх Једнач~на су 

ј·· 1 ,= -'g p..!{, .-
, )',, = g (т, + jJ.ktga,) , 

J,) = -g (m, +p.ktg a,), 
, " 

где Је 

k ---: tg «, + tg а, . 

Пошто су )" , л" ).'. константне велицине, ј едн а ч ин е (2) своде , 
се на једна чине 

(3) 

, 
• • 

Q' , 

а1 = -~ (Пlј sin а1 - p.kcos 0 1 ) ~ 
т1 ' 

ЬЈ = ([ 1 tg а.: l I 

cos 0... 
Йz = аl - -- - - I 

COS а 1 

.. - --

Ь " = - й , 
SШ а2 - , 

, . cos a1 

ИнтеграциЈа Једнач ина (3) доводи прво до пр н их интеграnа 

9 Механике система 

, 

х 1' --:- G1t + С1 , 

у,' = Ь,! + С,- ', 

х,' = Q2t+ C~ , 

у,' = Ь,! + С. ; . 
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а затим и ДО других 

1 
х, = "2 ~, i' + С, , + С, , 

, 1 . 
у, = - b~t2 -+ С. t + Се , . 2 

.' 1 ',2 + С' 'С Х2 =-й2 з t l- 7' 
2 ' 

У2 = -1 b2 t' + С. t + С, , 
2 , ' 

где су С" С" ... , С, константе интеграције везане међу собом 
са шест једначина: три једначине добијамо из (1) кадст"вимо, 
рецимо, t = О и то 

. 
Съ sec а1 - С7 s_~c П2 -, 1 = О , 

. 

С5 siп "',- С, cos а, = О , 

С, siп а" + Св cos а2 ~ О 
и три остале из резултата диференцирања Једначина (1) по вре
мену, ТЈ. 

Cisec а1 -.-- Са sec а2 = О , 

С1 sin а1 - С2 cos а1 = О , 

С3 sш "'2 + С. COS а2 ~ О . 
Према томе произвољних I{он'станата остаје две - једна се 

одређује почетним положајем само једне тачке система, јер је 

положај друге првом тачком ПОТПУ\lО одређен, друга константа , 
се одређује почетном брзином доново само једне TaqKe. 

Како ,се ВИДИ, изведено решење је 'доста компликовано без 

обзира на то што су једна чине, веза линеарне и ШТО су све pa~ 

чу неке операцИЈе потпуно елементарне. 

Н. Претпоставимо сад да су за.·одређивање положаја тачака 

С, и С, (сл. 45) узете дужине ОС, ~ /, и ОС, ~ /2' између којих, 
ПОСТОЈИ очевидна веза _ . 

F (/" !2) ~ [, + [2 ,-.1 ~ О. 
, 

За решавање проблема о, кретању ових тачака можемо се 

послужити диференцијалним једначинама кретања у произвољним 

координатама али под условом да између тих координата постоји' ' 
веза, . За искоришhавање једначина (23) ,§ 2' 3 у, овом случају 
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саставимо rlpe свега 11зраз за живу силу. Пошто апсолутне вред

ности брзина тачаl(а С, " С, имају вредности [11' [ И [1,' [, жива 
сила система одређена ј е једначином 

2 т = т, 11" + IП, I,' 2 • 

Кад дужина / 1 п о расте З3 811 ~ сила теже прве тачке изврши 
, 
рад 

тЈ g sin 01 . olJ 

према том е генераlIиса на сила за координаrу 1\ . им а вреднос r 

, 

Сnнчно за ДРУГУ та чку имамо 

Како је 

Q, = m, g sin "2. 

дР 
- - = 1; 
дiЈ 

дF = ј, 
д! ' , 

. диференцијалне једнач ин е кретања постају 

(4) т,I:' = m, gsifi",+л, 

(5) т,I," = IП2 g sin "2+1., 

Како из Једначине везе следује 

множењем једначине (4) са т, и једна чине (5) са т, и сабирањем 

долазимо до резултата , 
т, IП,g (s iп "1 + sin",J+ «(1/1 +т2 ) л = О, 

одакле је 

.. . т I т:!. (' +' ) " = - g stn ", SIП а" = const . 
тј + т2 .' 

На основу тога закључујемо да је 

//1 = ~onst. = Рl , 
где је 

и 

РЈ = __ О (тЈ sio а1 -- m2 sin а2). 
ГI1,+ т2 . ' 

Интеграција ове једна чи не даје: први интегр"" 

1,: = р, t + с, 
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и други 

11 = + р, t' + с, t+ с, . 
Интеграционе константе 

извољне; оне се одређују из 

C1 И С2 можеј\'jQ сматрати као пр.о-
.' , 

почетног положаЈа Т3I:Jке И , њене 

почетне брзине. 

Кретање друге тачке одређено је инте t"ра цијом једиачине 

I " '-Р - Р 2.- 2-- 1" 

Нове кон стан те Са и с. у интегралим а 

,1,' = - р, t + с" 
1 1, - -+ ,= - '2р, t ,+ с, I.с, 

одређују се помоЬу констаната с. и С, из услова 

1. + 1, - 1 = О, 

1,' + 1,' = О" . 

. Ова метода решава задатак много 
. " . 
јеЛlюстаВНИје од претход-

не, али и онз, С једне стране, има сувишних елемената, јер - иите-
• Ј " 

граЦИја уводи сувишне константе, а, са друге стране,она не даје 

потпун одговор . јер су остале неодређене реакције иагнутих пра

вих на тачке , а то з начи да су остали н~одређени и ПРИТИСЦ'f са .,
којима тачке дејствују на нагнуте праве, За одређипање тих вели

чина треба узети координате тачака тако да у односним дифе

ренцијалним једначина". учествују и поменуте реакције . . Пошто 
је кретање тзчзка познато, из НОВИХ диференцијалних једначи~а 
лако се одређу ј у реакције односно притисци тачака на праве. 

111, Најзад решиhемо исти задатак помоЬу Лагранжеве једна' 

чнне за једину н езависну коордивату. која одређуј е положај си-
• • 

стема. За такву координату можемо узети растојање тачке С, од 

тачке О" Ово растојање означимо са q" Живу силу система мо" 
жемо саДј очиг ледно, претстаВI:tТИ у. облику 

2Т = т, q" + m2 q" = (т, + т,) q'2 = mq", 
, 

где смо са т означили целокупну масу сист е ма . 
. 

За и зра чунавање генералисане силе Q треба израчунати њен , 
елементарни рад Qoq. Тај рад се показуј е у раду силе теже прве 

' тачке који и зноси 
т, g sin '<1, • oq 
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и у раду силе теже друге тачке 

- - m2 gsina2 :, oq . 

На основу тих р е "у лтата дифер,енциј8ilна једначи на кретања 

имала би облик 

(т, + тЈ "" = (m, "јп ,,7 - т, sin ",) g, 

Одавде можем о з аl(љу qити да је 

а ' 
" t " (' ') q = cons . = . т1 SIП а1. - _m2 $IЛ П2 =.~ Р . 

т, + 17l, ' 

, Интеграција ДОВОДИ до резултатз, који СМО И:-'ЈЗ ЛИ и~ раније, 

наиме 

q' = рl + с" 
1 

q = - pt' + " I + с" 
2 

Константе СЈ. и C~ овде СУ ' произвољне и треба их одредити 

из поче rних услова КГЈет а ња . .. Ако је за "'ренутак t = О, тачка била 

на растојању qo од та ч ке О и имала брзину '10', ко на чна једна

чинз нретања има деф ~IНИТИВНИ оБЛИЈ< 

1 . ,, = - pt' + "о' I + " •. 2 . . 

Ова метода н ајк ра hим путем решава проб ,l е м о кретању 

сисгема, али потпуно "гворише употребу сила рtокција . За одре

ђивање тих сил а треба искористити ј едначин е, које су н ~ писане 

за дру ге, зависне координ ате и из тих једначина н? основу позна

ТОГ кретања систем ? лако се одреljују реакциј е' решавањем само 

линеарних Једнаqина . 

2. Као други пр"мер узмимо кретање тегон" ;, точка' у Атву
Довој машини, 1784 г, О. Atwood (1745- 1807) је КОflструисао у 

Кембриџу своју маШIIНУ која служи за демонстр',' р ање кретања 

тела под утицај ем СШlе теже. 

Суштина механ из~а састоји се из два тега једна ке Т,ежине, 

рецимо Р, везаних концем који је пре бачен преко точка хоризон

талне осовине О (с., . '16). Један од тегова н ос и на себи додатак 
, .' 

тежине р; машина Ј е удешена тако да се у 'одре,)еном положаЈУ 

тај додатак може с кинути са Tt'ra на коме се Н8 дази. Положај 

система можемо одр едити растојањем s тежишта ј едног ОД rеr:-овз 

ОД ПОЛ8ЗНОг положаЈа . 
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Кретање система О.lipедимо, интеграuијU~1J Лагранжеве једна· 

чине за незаВИСII У ((оординату s. Пре свега треба саставити живу 

силу система, к ој и се саСТОји из: 

1. Тегова Р, Р и р, " 
2. Конца дужине 1 те\""е р, и 
3. Точка пОлупречника . R; 

Ако, реuимо, десни тег има брзину s' У 
СВОМ кретању ШllIиже, сви тегови, СВИ еле

мен т и конца и тачке периф'ерије точка имај у 

брину ап солутне вредности 1 s' 1', 
Према томе жива сила ТЈ тегова износи 

~ (2Р + р) s" : 
2 <Т ' 

" 
Жива сила конца Т2 има вредност 

1 , ., _.- р, s -. 
2g 

D ---"'--
р I 

Е 

In 

L 
Слика 46 

З а израчунавање живе силе точка подеЛИМQ целокупну масу 

ТDЧ I{3 на елементе и масу ј"едног таквог e.'I eMeHT8 оэнаqимо са 

!Ј':m , а његово растојање од осе обртања тоука са р , Како тачке 

на периферији то'!«а полупречиик, R имају брзину s', · угаона 
s' р 

брзина точ ка је (L1 = -, а брзина елемента !1пz ИЗНОси шр = - s'. 
R R 

Према томе жива сила тог елемента износи· 
о" 

. ' :/2.1 т а жива сила 
2R' ' 

цепо ку пног точка. б иhе 

Т, = ~ Ј 
при чему Је инте грап проширен на цепокупну масу точка. Како 

су R и s' исти за све тачке система претходн и изра з даЈе 

Т = - _:- p'dm = -- ј 1 ." Ј . 1 s" 
, 2 R2 ; 2 R" ' 

где ј е ј момент ин ерције точка око осовине. Тај момент инерције 

може се бројно з аменити изразом 

j=p.R', 
• 

гле Је 1" одреfј ена маса, која даје исти момент инерЦИЈе око осе 
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о на растојању R ка о и точак свима СВОЈИМ елем е нтима. Озна- , 
• 

чимQ тежину масе Р. са Р2 ' тада Је жива сила точ ка 

Т - I р, '2 ,- - s, 
2 g 

" 

Целокупна жива сила система б~liе 

Т= 1~ +Т, + 1~ 1 1 'р • ,, ~- s'-
2 о " g 

РО = 2Р + Р + р, + р,. 
, 

За израчунаваљ е ' ген ералисане силе , и',раЧУН 2 јмо рад , сила, . . \ - . - ' . -

КОЈе деЈСТВУЈУ на систе м кад он ,изврши померање са прираштаЈем 

05 координате s. Од с нла у зеhе'мо у ()бзир само силе теже и трење 
точка у осови ни О, Како су радови , Сила теже десног и , левог 

" тега р супротни, ЊИХQВ заједн,ички , рад једна к је нули, Остаје 

само рад тега р са н редношhу POS, од целокупн е тежине конца 
треба узети У об зир само онај део к.оица DE (011 може бити и 
Jlегативан), којим се дужина десне стране конца разликује од ' 

дужине леве страве, Ако са 1, , ОЗН)lЧИМО дужииу конца изнад 

, нивоа тачке А, где СМО Тј1ЧКОМ А означил'и почетак' координате . 
S, дужина DE ИЗНОСi1 h е 

, 

• 2s - (1 - 1,) . 

Како је тежина ТОГ конца 

биhе рад те силе јед нак 

, ( ' 2Р , + 1, ) < -[ s - р, Р'ј uS. 

Узимајуhи у об з ир добијене резул,rате, за онаЈ део гевера
о JIисане силе КОЈа долази од сила теже м'ожемо ста нити , 

или 

Q + 2р" '+ 1, ,=р - 1 S-P" р,-
, 1 

Q, = p_~, (1'_,11 )+ <X2 S, 
, l ' 

. . ' . 
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.:--~'~' 

где Ј е 

. 2 ' 2р, '" 
а = - - , 

1. 

Што се тич е тр еља у осови ни О. дејство тог трења можемо 

изјед начити са дcjC TBO~ силе на периФериј и ТQчка, Означимо ту 

силу са 1'; она увек дејС1'вујесупротно кретању точка; према 

томе њен рад иЗ НОСи 

а геНtРЗЈ]исана сила Ш ТО одговара ТОЈ сили биhе~ 
-

Q, = - f, 

За једничка генералисана сила . ИМ ~ ВRедност 
. .. . .. 1 

Q = Q, + Q, . р-,- f ~ р, (1 - -' ) + а' s , 
. 1 , , , 
• • 

С а ~ м ожемо на писати односну ' Лагранжеву Једначииу 

Како Је 

, 

и 

!!.,дТ _9Z=Q; 
dtдs' дs 

дТ =0 
дs 

дТ Р. , 
- = - s. 
дs' g 

• 

" 

Лагранжена јеДнаЧ:1Н. даЈе , 

, f . 

РО ' . f " , s" = р - - р, Р + а- s, 
g 

где Ј е , 
р ' l- ь' , ' 

. 1 

Претходну ј едначину можемо· заменити Једначином 

(6) s" - n2 s = а , 
• 

где убрзање а И >ја вредност . 
• 

(7) а = 
р - f-p, Р р - /'- р, р . 

.- . g= g 
Р. , . ' 2Р+р+р,+р, 
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а' 
п' = -g . 

Р. 

. 
Ако за н емаримо тежину конца Ср, ~ О) , масу точ"а, а тад!!> 

Је и Р2 =0, најзад си лу тр е ња у осовини (f= о), у6рзање тегова. 

ће и з носити · 

То ј е 

lt З услова 

р 
а = - - g . 

2Р+р , 

.... • __ .4" ' . 

еле ментарни о~р азац, КОЈИ се, може извести непосредн(} 

1 • . 
да се ,маса С'- (2Р + р) креnе подутицаје и .силе р. Ако. 

о' ., 
убрзање те м а се ознаqимо са а , из другог . ЊУТНОВО Г ,"кона не
П ос р едн о им а мо 

. 1 " 
-(2Р+р) а = р, 
g 

а то одговара претходној је дначини . Са убрза њем а систем се 

креће ј едн,"о убрзан о и а ко , посл ~ одређенос ин'Гер вала вр е м е.нз, , . 
ДQдспак р напушта те г, тегови Ct креnу ' равномер н о са постигну·, 

ТОМ брзин о м. То, У н екој мери, може ПОТВРДИТИ е кспериме"нт .', ' 

Рад и решења зцатка са већом приближношhу стварности. 

з а од реljивање убрза!!, а треба узети у обзир и зра з (7), а за одре

ђивање кретањ а диф еренцијолну. јед на чину (6). у . изразу за а 

Т р ~ба стави ти сем Г н р и вредности других КQн стаНЗТ8. 'Вели

ч""а р" тежи"а КО"Ц 1 , одређује се непосредним мере њем. Сила 

f мо же се uдредкти I1Qс маТјЈi.lњем неког додатка јЈ ПОД .. ~ијим ' 
се у гица јем кретање врши равномерно; тада' из услова p-f 
-р, ~ ~O можемо одред и т и (. Најзад константу р, можемо одре, 

1.(>1ТИ извође њем два или Щ1ше експеримен~rа са РЗ :Ј ..1ИЧИТИМ дода ... 

ЦI1МЗ р. Ак о ' за један дода так р' има'мо убрзање 

Ц' _ ' _р' -= (=-~, -~- ~ - g. 
2 .О +р'+р, +р, 

а за други 

" р" .- f- р, р 
а = _". а, 

2Р + р" + р, + р, '" 
м()же1v.О деобом јеДlю r израза друrим добити једна 'IИНУ за одре

ђивање неличине р,. С ва ова расуђива ња смо вршили под пре," 

пост.заком да уБРЗ3!Ыl а' И . а" стварно можемо мерити И\Д3 ОН,Љ 
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с сос __ _ ____ _ 

, 

не зависе од п'!. . !{ ;1Д п'!. ОДНОСНО а2 имају / Bpe;·t1IOC1·, КОЈУ не мо· 
, 

жемо занемарити , на л р. при кретању маса у рударском окну, 

треба инте грисаТiJ. једна ч ~ну (6). Како је њен о пшти цнтеграл 
, а ' 

s = ~ - + Аеn ' + Ве-П ' , 
п' 

.а кон станте инте грације А и В се одреljују ш услова: 'з а t ~ О • 

. S =SI = O, ;.rHTerpaIl нашег решења . добија облик 

Љ1]И 

s = а,[ _ ] + .2.. ( 'еn' + е- п') ] . 
I! - . . 2 . , 

• 
I-Ьегова ПРl! ближна форма даје 

s = ~ (n2
/' • _n'.l') 

. п' 21 + . 41 

•• ] ' . 1 
s = ~ а/' + - аn' l' . 

2 24 

Ако сматрамо да је · n' ~ O, решење дај е 

] 
s =- at' 

2 

·И претставља једнако убрзано "ретање са убрзањем а . 

. § 3' 32. Аи.лига Лагранжевих једнзчииа 
• -

Уана'ИТИЧКО ј мсханици Лагранж е ве ј ед н а чине (§ 3 ' 3) 

d дТ _ дТ = Q". 
dt дq,' дq; 

i = 1, 2, ... , п, 

' .играју врло важну улогу и зато извр'щима З!Н!IIИ;ЈУ ТИХ једначина. 
Пошто У основи те анализе лежи и р аЗЛИ l\озз ње ' природе вели· 

'чи на, које улазе у те једначине, . и з мениЪемо мало У ОВОМ пара4 
-графу ознаке ген е ра.'lисаннх координата и означиhемо их са 

q' q' qi " q" Ј Ј"" ., • • • , } 

.стављајуllИ .односне индексе rope (озна ка текозваних контраварн

ја нтних величина , које имају . природу ком поненз!а веКТОрЗ Ј И '. 

КОЈе се раЗЛИ1(У ЈУ ; . од коварИЈантних величи на, које имају природу ' 
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'. . 
Ја И 'за Ч"Ј е ПрОЈекц и 

, . 
се означавзње УII0треОЉУЈ е индекс доле, на 

пример, КОД Q,). 
изгл едаЈУ 

Са ' Н ОВИМ ознакама Лагря нжевl.::. ј една чине 

(1 ) 
d дТ дТ - - - _. -Q 
dt дqР дq; - ,. ј = 1, 2,' .. о ' , п . , 

. 
дко Је прела з од Дека ртових координа га тачзка некосма,те-

ријално.г система н а независне генералис~не координате извршен 
rt. . <, ' 

nOMohy Једначина ~ O J e У опш1ем случаЈУ садр ж е време, жива 

сила Т система биl ,е квадратиа функц'ија генералисаних брзи.на. 
, , , 

Ту квадратну фун кцију можемо написати 

(2) 1 + '" "+ 1 ~ , ; ' т = 2" g .L.J,- g1. qл 2" ~ g llV q :~ qv ' _ 
1. ' !J. ,V , 

где су g, gл, g"V да те функције . независних координата q; (i ~ J, 

2, ... , п) ' и времен а . ЈеДНОСl рука односно двостр у ка сума, на пр. 
о • о. • z, прошнрен а ј е на све вредн с сти индекс а ОД 1 ДО П, где Је (l 

р " • 
број степена слободе систе ма. 

Ако је систе м скл еРОНQман и "једначине веза !Је садрже време, 
, " . . , 

ј едначине nOWQtiY к ој их прелазимо од Декартових на генералuсане 

'координате могу нето тако да не садрже време . У том случају 
жива сила Т биhе хвадр.зтна форма) тј. ХQмогеЩI квадратна ФУНК

ција генералнсани х брзина. У изразу (2) ' за ж иву силу треба тада· 

задржати само ПОС.1ед њи · з бир. 

Ради упрошt13Dзња излагэtp3 ззУ,ставимо се Н(} ОВОМ riоследњ~м 
случај у ; и зра чунавањ а у општем сЬучају се не рзз.,икују прин
ЦИПСКИ од наведен ог специјалног, . сr.rучаја: , . 

. Према томе за живу силу система ставимо 

.~ 1", " 
Ј = '2 L.J g"V q~qv. 

,,-" 
Из тог и з раз а за Jlагранжеве једнацине (1) израчунавамо 

дТ . 
..:..;... --' ~ (7 qv' 
дq" L.J ,, '. , 

v 

(3) 
дТ 1 ~дg , Ј ~д " ' 
дq' = "2 L.J о;" q" qv' = '2 L.J -;~:"- qv! qo' , 

}t, V р,б ~ 
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ла према томе и з п рвих једнацина имамо 
о' 

(4) 

(5) ' ~ 
V, а 

могу с е 

___ _ = и· d дТ ~ ' 
dt дq i I 6 ' Ј! 

V 

qv" + "" ag, v qv' qo' . 
, L.J aqo 

", о 

д ".. 
0 111 qv' qa' 

aqo ~ д .,g=N , , 1 ~( дg", + дg,о ) , " , _ qv qa =_ _,_о qv qa, 
aqv , 2 дцО дqV 

1', 0 v. a · 
, , . I 

Лагранж с не Једна чине (1) ,с обзиром нн Ј е днаЧ'ине (4) .. 
(3) н а писати 

(6) "" " I ~ 1 (дg," . L.J /!' " qv '. L.J2' -да + 
V !l,n q , 

дЈ(, о 

дq" 

i = 1,"2, .. " П, 

д,§{)1С1 ) " " Q --- -д -, ~"qo = i i 
, Q' ' , , 

при чему смо овдс индекс , у у обрасцима (5) за "'енили са l'- paJlIoL 
ја сније структур е н а писаних збирова. , ' 

Ако сад уведемо познату џзнаку у облику . такозвано'г шро

UllдеКСIIМ угласшог или ирве врсше Крuсшофсловог сliА,60ла 

[ 
l'- cr ] = Ј. ( ag,p _ + ~g,o _ _ .i~,a ) 
i , ", 2 дqа д .," дq ' , 

за КОЈИ heMo у потребити и 'другу, Вајлову, ознаку ;' рационалнију ' 

са гл едиш та с и сrемаТ ,1 ке ОЗQЗКЗ, у форми 

[ 
l'-cr l~ Г . 

\ . I , 

1 Ј 

која . 'ЮД8л а чн ње ГЈНУ слиqност природи тро струко коваријантних' 

величин! , ОН1\а с е је1\~ачине (6) Kpahe могу и зраз ити у обли"у 
, ' 

(7) ~ g ,v qv" + ~ [l'-/ ]q"'qo' ~ Q" i = 1'2' ... ' п, 
v }l, а 

ilЛИ с а Вајловим ознакама 

'8' . Ј ~ g ,,, qv" + ~ Г""о qP' qo' = Q" 
,. 

р. , О 

i = I,2 , .. . ,n .. 

Јцначине (7) 01\НОСНО (8) показују 1\а су Ла гранжев е једна

'ине линеарне у ОЈ\НО СУ на rенераЛИС8Н8 уБРЗ8 ња а друго г сге-· 

,ен а у одн о су на генералисане брзине. 

Једначине (7) односно (8) могу се решити п о генермие.ним, 
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.у.6рза њима. Ознв чн \lО главну детерминанту систе.\13 тих ,линеарних' 

једнаI:Jина са g, ТЈ . ст а в имо 

<I .:-, Ј 1 gJ 2 , , gln 
о 
о :.' . g22 , е''Ј.n , I 

g - , , • 

• , , , 

<I _ , gn2 , - еnn ~ " 
, '. • 

C~ gik о з н ачнмо I<офактор елемента еi1. ДCTepM~HaHT_e' ,е ~O~ 
.дељен самом детер:\шнаНТQМ. Како је по з н ато, кофактори задова.:. . 

, , -
ЈЬавају једна чине 

(9) 

~ gpi g<i = Ор<" 
-i 

где Ј е 8р • КронекеРО8 СUАlбол ЧИја Је вреднос т "ул а, 

!И јединица, ако 'је р = q . 
ПОМНОЖИМQ сад С,ваку, редом , ' o~ једн ач инз (7) са ејј и .ре

зулта , е сабер и мо. После тих операција збир првих чланова јед

'начина (7) на основу (9) даје само члан qj". Збир других чланова даје 

, 

Ако сад уведемо ДРУГИ КристофеЛЈВ симбол · са одговара-

јућом Вајловом ознаком 

{
!' о } = ~ uјј [1'- оЈ = р , 
ј 46 , ј ' ј10 ' 

, . 

• 
,који се зове шроuндекснu фuгурнu или друге врсiilе Крuсшофелов 

• 
,:uмБОЛ, тај се збир може написати 

р, п р. , (1 . 
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14~ § 3' 33 ПО'lетно -к ретање с н стем з 
- - - ---_ .. ------'--- - -- - -- -----,--,,---
Најзад од геll ералисаних сила на десној страни једначина(7) 

добиhемо збир 

КОЈИ ћемо означи т и С:3 Qj . , 
" 

На тај н а чи н деф tt нитивно добијамо систе м јеДНЗЧI:JН8 

. 
(10) ,},,, + ~ {"/} q.' qa' . . Qi , ," = Ј, 2, ... ,п,. 

Р . а 

или 

(1 1 ) qj" +~ Гјl," q.' qa' ~ Qj , j ~- ],2J" " П, 
}Ј, а 

који је еквивале н тан си стему ЛагранжеВIi ' једначина (1), али је 

ре ш е н по ген ера.lJиса ним убрзањима. ' 
Једначин е (10) односно (11) м огу служити како за решав.ње 

конкретних задатака, тако и за ОПШТ8 т еориска проучава ња осо-. . 
бина кретаља ма Т f': р ијалног система за снована на ПРОУЧ8В8ЊУ осо

би на инrеграла система дифереНЦИјалних јед.начина и хад ти ИН

тегрзли нису из ражени у поrпун о с/ти. 

§ 3·33. ПочеТНОI<ретање система 

За одреlЈивање кретања материјалног система потребво је, 

ка ко знамо, ин теГРltса ти изабран,И систем ДИфl'ренц~јаЈЈНИХ једна

цина кретаља тог си сте ма и одредити про извољне константе ИН

теграције из п о чеТНliХ усл о ва кретања. Ако ис ко ристимо Ла гран

жеве Днференuијап не ј една чине у 'решеном облику ( 10) ил и .(11) 
. . 

§ 3' 32 и напнше,1O њихове интеграле такође у решеиом обл ику 

qi ,= f i ( t; С1 , Ci, . . . , С2ГЈ ), i :.., l, 2, . . : , п, 

за одре~ивање произвољних констаната треба да искористимо • • 

вредности генераn"саних координата и генералисаних брзина . . 
q i q " о . О 

з а л о четни момен т to , а "ри :томе да се. ПОСЛУЖИ ~·IO и једначинама 

које oдpeljyj~ генералнс а не брзине 

fl" = f/ (t; .С1 , С2 ,' ••• 1 CQrJ ). 

• 
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Као 

J!O 'l eTHO кретање СИ Сlем.I:I . § 3 ' 33 

резултат треба да добијемо 
... 

qi = qi (t , (о ; Qr/, q(/' ), 

qil = qit (t Ј t lJ; qoll . qoll /) , 

једна чине 

i = 1,2, ... ,1l; v ....;... I,2, ... ,n,. 

које у п отпу но сти oдfJeђyjy кретање м~теријал н ог с истема и ње 

·гов·е бр,ине. 

Ka i{ O ј е п р оцес и нт егр ацИЈе диференцијалн и х ј е дначина кре- . 

ТЗњз врло тежак , пр и родн о ј е постави~и питање: како и уколико· 

можем о Ilроу цавати крета ње мат_еријалн о г -- СИСТt;.'ма без - дефин~

ТИ 8 НОГ извоt)ења про цеса интеграције? 

Ради упрошhана Њ8 форме РЈсуljивања пр етпоставимр да . 

време рач:у намо ОД П Ј ч еткз кр етања, тј. ставим о to = О. Ис-то .. 
тако без ограничењз }' су штинн . можемо претпоставити да су 

почетне - вредности сви х координата једнаке ИУ :I И , ,-тј. _ q~1' = О 

(v = I,2, .. . , n ). . 
3ЗМИСЈIИМО сад_, упоредо , , са кретањем наш ег . материјаЈЈН~Г' 

система, дру го кре тање и3 истог почетног пол ожаја, са ' ИСтим 

поq етним брз ина ма, зл и да 'ОНО дз·ље не _мора И ~1ати заједнички 

кара ктер са ства рни м кретањем система. Под тим У СЛОВQМ је на ј

ј е дноставниј е пр етпо ста ви т и . да су сва убрзања , а та КОђе и ЊИ,хов~ I 
- и з води по вр емену - у б рзањ3._, виших редова - з а наше ~38МИ~ 

шљен о кре тање ј ед н ",а "ули. Такво креТање пре ., . томеодреljе но · . . . . 
Је једначинама 

• 
( 1) qi _ q i1 t - о , ј= 1,2, ... , n,. 

где смо са qi означили ге не ралисан е координате нашег маr,ери-'" 

јалног сисгема за све BpeM ~ ње говаг з~ мишљеног кретања. Кр етаље 
• система одре ђ~tlO једна Ч ИlJз ма (1 )- можемо сматрати као uочеwно · , 

крешање СUСШl'.lИU у"јlрпо.1I йрU6ЛllЖНОАt UОСАшшрањ)'. Како су npo~ 
-- " 

менљиве велицине 11', према једначинама (1 ), ПрО П О рЦИОНЗjlне 

времену, ово п о че-гно к ре та ље има 'карактер paBHOAcef!нoг (jeДHO~: , 

ликог) процеса. 

За Qдреljивање -"'брза-ља стварног .. кретања си стема :i З почеtнњ 

момент потребно ј е у ј еднацине ( \О) одн осно (11 ) § 3 ' 32 

q'" = Qi _. ~ ().1/' Ј q.' qa' = 

(2) • • 0 

}l, (1 
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~--------- _._----_. -----, 

-ставити 

QV = QoV, ..... Qv' = q,/ 
(Ја ~j eMO добити вредности почетних убрзања, }{ О Ја ћемо озна

qити са 

q јп О , i ' 1, .2, ... ,n:· 
Ако помоnу тих убрзања замислимо ново кретање · са .једна

'чинама 

(3) q' -. . qoi
1 i + ~ qoi

ll [2, 

}{ОЈе има ист е по четне брзине и иста пuч етна убрзања као 

СТВНрНО кретање система, ново крета ље је йочешно КрБI1ање си· 

.cГue.Ma у другОil! uри6ЛUЖНОМ uосм.ашрању или UОL!ешнр крешање 

другог реда. Једначинама (3) одговара јеД1iако променљив ироцес: 
Како су десне стране једначина (2) п оз"ете Функције коор

дината и брзина, диференцирањем тих израза по времену можемо 

изра з ити извод qill/ , прво; 'као функцију координата, бр·зина · и 

убрзања, а затим га опет ·по",оhу једнач"н, (2) можемо изра з ити 
. . . 

као функцију само координата и брзина, тј. написати 
• 

q''''= ср, .(q' , q"), . i, V = 1, 2, ... , Il, . . . 

Из тих једн.ачима добијамо вредности ти х функuија за почетни 
" .. 

м омент кретања. Ако 0знач~мо те вредности \..: а qol ll/ можемо за-

мислити ново кретаљ е са једначинама I 

(4) q'· qo" t + ~Iqo" :t' +~! qo'''' 1' , i · l ,2, ... , ·n, 

. ~ 
• 

' које има са стварним Kperafi,eM сщ:т~ма И СТИ ПО~еТНИ . положаЈ, . . , 
исте почетне брз ине, иста почетна убрзања првог и другог реда. 

То је uочеш/iО "решање сисШеhlй · у шреhеЈ' йри6лuжном иОС,",

'шрању, одtlосно шреhега реда. 

На сличан начин може се конструиса ти uочешно крешање 

m'ога реда помоЬу једначина 

(5) q,' = Qu' t + ~- q." ; {' + ... + Ј.. q,,' ( т) /Ћ, i ~ 1,2, .... , п 
2. ml 

"4t то само диференцирањем, али, под .У сл ов има: 1. да је заиста 

могуНе · извести наглашена диференuирања и да изводи иМ~ју 

·коначне вредности и 2. да j~ увек могуЬе одредити такву ~ози-. 

·тиину вредност I да за ту BpeДH9C~ бу де 

] q' _ q' I <: Е, 
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где је 6 унапред из а б ра ни број. Јасно је да чланс ви ј едначина (5) 
одговарају развија њу функције q'y Тауlог'ов ред и то · по .. оћу 
узастопних диференцирања израза (2) и да кон,струисање почетних 

кретања важи само утолико УКОЛИКО је могуће Фу~кције q, прет.
.ставити означеним редом . и то са Qдговзрајуti ИМ коначним "бр?јем 

чланова. 

Треба приметит и да су почетна кретања згодиа за проуча-
. . 

нање диференцијал ни х особина !<ретања, на пример, ,," одређивање . . . . 
кривине и ' ТОрЗИЈе т ра Ј еl<ТОрИЈ8 ПОЈединих тачакз систе~а, а~и 

она су, често пута, врло незгодна З8 .опис општег карз[пера , "pew, 
тања система, наРОЧ fiТО кад је -#,ре_тање пеРИQДИЧНОГ или блиско 

• 
периодичног карактера. 

§ 3'4. Трајеl<торије система 

Претпоставимо да је жива си_ла материјалн о г- сисгема Ј<ВЗ

дратна форма генералиса них брзина са коефиLiијентима, којИllе 

зависе . од времена, и да генералисане силе, што дејствују . на 

систем, такође не за в исе о д времена. Тада Лагранљеним једначи

нама кретања систем а, решеним по убрзањима , прем, (10) § 3'32. 
МQжеыо дати облик -

( 1) q'" + 2: {I'/ )q~' q" = Q' ј=],2"."n Ј 
11, а 

• 
где су суме по l' и о проширене у rраиицама од 1 доn. Ове 

једнаqине садрже вр е ме само у облику . дифереJiЦијала dt, Тај 

-диференцијал можемо еЛ,иминисати из написаних ј ед начина и на 

тај наqин добити диференuијалне једнаЧИlJе тра ј ект орија система, ~ 

тачније кривих линиј а трајекторија; нове једнач,,"е постављају 

дифереНllијалне везе само између координата система. Према томе , . 
ПОД учињеним преТЛ ОС Тl1вкз ма проуqавање трајектори. ј а сист е ма се 

може извршити без проучавања закона по коме се врши кретање 

система по тим траје ктор ијама. \ 
Проучавање кривих линија трајекторија, као и пр'оучаеање 

обичне криsе, моще се вршити иа два ,начина: 1. постављ.ањем 

непосредних веза изме 1јУ координатасисте.ма, узимајуhи једну од 

КООРДИJi,Зта за неза~нсно променљиву, и 2. искоришl13ВЗ"lbем пара

метаРСRИХ једначина. У последњем случају згодније ј е да улогу 

параметра игга величина аналогна дужиии лука при проучзвању 

Обиqli'e криве у Еуклидовом ·простору. 

1o, Мехзинка сисТt:ма 
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Ниже наводимо једну и другу методу. Прву је искористио' 

Р. Painleve (1 863- 1933) у својим проучавањима трајекторија система. ' 

Почетак друге методе треба везати за Н. Her!z·a (1857- 94); сад 
је она у најтеш ' !о ој вези са савременим пр оу ч а вањем механичких 

проблема у асп е кту вишедимензионе дифере н цијалне геометрије . . 
Прву 'методу третирамо чисто .налитички. У излагању те 

.. етоде ради упрошhавања .означимо поново генералис.не коорди- . 

нате са q, (i ~ 1, 2, ... , п) без обзира на њи х ову контраваРИјантну 

природу. 

Систем једначина (1) кр-атко_ нз"пиwимо ова ко 
~ . 

(2) 

гд е је 

i ~ I,2 ... ,·n 

квад ратна форма 'по генералисаним БРЗ1ша ма q: иС- Ј , 2, ... , · п) И . 

~ i Qi = ]gij QJ 
} 

• 

• 

и према том е ј е ~' л инеарна форма по ге нер алисаним силама Qj .. . 
коваРИјантне при роде. 

Узмимо з а неза в исно променљиву једн у о д оних координата; 

кој е у току кретањ а нису константне . Нека то буд<: координата 

q, и оз начимо је са q. Изводе 09таiIИ Х ко орд.и ната \ по коорди- . 
нати q означЗ в а п емо тачком; тако је, на пр . 

• ". _ d' q, q, - . 
- ifq" 

.. d 2 q, 
q -.-
о dq" 

За елиминисање времена из једначина (2) израчунаhемо прщ) . 
, . . . 

• 
, .d=-q"",- d q, . " , 

q, ~ - = - - .q=q, . q 
. dt dq 

па затим 

d " .. . 
q," ~- (q, q')= q, q" + q, q" . 

dt . 
. 
На основу тих образаца . из (2) добијамо 

• • • 
(3) q, q" + q, (Р, + ~,) ~ Р, + ;З " s = 2, 3" k" П) 

." \ 

при чему смо q" исто према (2) заменили са Р, +~, . 
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Како је свака функција Р, односно Р, хомоге на квадратна 

функција генералиеан их брзина Iq/ (i ~ 1,2, ... , п) , ,.можемо је 

прете та вити у облику " 

( 4) Р - q" П s - s , , 

где функција П, више не зависи од генераJlисане брзине q' и не 
садржи диференцијал rlt . Помоhу функција Л, и з (4) једнаqине 

(3) добијају изглед , 
. . . . . 

(5) q" (q , - " Л, + q, П,) - ~, - q, ~, , :::;-= 2,3, , ' •. -, п. 

Ако уведемо оз наке ' 
, . . 

, 
ф" ," q, - П, + q, П" 

• 

В, ~ ~, - q,~" 
(6) $=2, '3, ., -., п 

једна чине (5) можемо написати 

(7) s ~ 2, 3, .. .- '. п . 

Лре свега из тих. једначина непосредно c.~ eдyje наредни 

систем Једначина слободних од q'. а тиме и оддиференцијала dt 

(8) 
Ф" Ф. ' -=, - -, 
В, В, 

- г=3,4, ... ,п. 

Како је тај систем од л - 2 једначине недовољан за одре

ђllвање п-1 променљиве q2' q •• ',' "qn у-функцији координа;'е 
q. нзведимо ј ош једну једначину. За тај циљ узми,-,u из система 
(7) једначину која одго вара s ~ 2 

q'" Ф2 ~ В, 

и за елиминисање q" диференциргјмо је , ћо q. Пошто је 

!!... (q") _ 2q' dq' dl ~ 2q" ~ 2q," ~ 2 (Р, + ~,) ~ 2 ( ~ , + q"П,) 
~ rlt~ " , 

~ 2 ~ (~, Ф,+ В, П,)" 
• 

резултат диференцира ња даје 
. . 

(9) В, Ф, + Ф, [2(~, Ф,+в,П,)-В, ] ~ О. 

То је тражена дифереliцијална једнаqина трећега 

односу на функцИју q" јер је 

реда у 
, 

• ••• • • • •• 
Ф,о q, - Л, + q, П, + q2 11, . 

-

I 
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Једначине (8) и (9) образују сuсше,>l ДllфсращuјаЛlШХ јеДllа
чин а 1;Uрајек,шарuја сисшема. Тај систем после интеграције одређује 

трајекторије система, а може да послужи и пре интеграције' З3 

општа проучаВ3ЈI,а особина трајекторија материјалног система. 

Ради канкретности узмимо случај кретања тачке у равни 
под утицајем силе која зависи само од положаја тачке. Како у 

овом случају имамо n~2, за одређивање трајекторије служи само 

једначина (9) трепег реда. За Декартове координате х, У тачке 

имамо једна чине (1) у облику' 

x".~X (х, у), 

y"~Y(x, у),' 

где смо са Х и }' означили пројекције силе одређене на. јединицу 
масе матеРИЈалне тачке. 

УЗМИМО за независно променљиву х. 
• • 

П2 ~ П, ~ О И према томе Је 

Како је у овом случају 

Ф .. d'y 
2 dx 2 = у, 

Оо 

а са дpyг~ стране Је 

~, =Х, ~,=Y, В2 У-уХ, 

за Једначину (9) се добија 
. . . . . . ... . 

(У - уХ) у+[2Ху- (Y-уХ-уХ)Ју=О 

и она Ii развијеном облику изгледа 

(Y-.уХ)у+ З'Ху+-у2+1 ___ у-- у=О. 
. .-- [ .. дХ . I дХ дУ')' дУ] оо 

- ~ \дx~. ~ 

Ова диференцијална једначина је специјалног облика једна

чина типа 

.•. • оо • -о 

у=О(х, у, у)у+Н(х, у, у)у', 
• 

где су G и Н функције означених аргумената. Овај тип једначина 
Је сад предмет многих проучавања. 

Навешhемо и другу методу проучавања трајекторија, методу 

диференцијалне геометрије за проучавање кривих линија у пара

метарском облику са специјално изабраRИМ параметром. Овде 

ћемо разликовати ознаке коваРИЈЗНТНИХ и контраваријвнтних 

величина. 
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Упоредо са живо ,\! силом материјалног система КОЈа Је одре

ђена Једначином 

( 10) 21' ~ ~я~у q~' 'Ј'" , 

уочимо квад ратну метричку форм~ 

тако да Ј е 

ds' ~ ~ g~v dq~ dqv 

~,> 

2Т ~ ds' , ' 
~ dl' 

Величину s Ј ан ал оrну дужиии лука криве узмимо З8 нову. 

независно nроменљиву и помоnу те променљиве ~ JlИМН:НИШИМО 

време из диференцијалних једиачииа кретања система, Према (1)' 
те једна чине кратко w. ожемо написати 

( 11 ) 

где Је 

К ' ~{ jJ.~ } , Ј ~· гj · ,' , 
1 = L.J ј '1- '10 L.J. ~O q~ '10 

\1, ci }l, а . 

ј =· 1 .2, .. . , Л, 

а -Qj контр з варИЈзнтн а генералисана сила Be~aHa са КОВЗРИЈЗНТНИМ 

силама једначинама 

i .::: :l,2, ... ,л. 

Први ИЗВОД по вре мену се траНС'1ЈОрм~ше 

qj l= dqi ds ' . I 

ds · 
'dl = '11 , S , 

где за пета горе оз н а ч ?' в а ИЗВОД по променљивој s, 

Према томе упоредо са (10) могу се написати ове две јед-

на ч ине 

( 12) s '2 = ~ g~v q~' qv', 
~, v 

(13) 1 =~ 
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За други ИЗВОД ИМ!МО' 

., d(") "1 "+"" qJ ' = - ql S' = q s w qJ S . 
dt 

Ако ту вредност ста~имо у једначине (11), добиЬемо 

(14) 

где смо ознаЧИ}ЈИ 

и према томе Је 

/{i 2: Г:а q" qa 
р.а 

11з једнач"на (14) изводимо једна_ине 

( 15) ". + К ' 1 (Q ' ' . ) q) Ј = ~ ) - q Ј s" , 
s ' ~ -

}=1,2, ... , п 

КОЈе, ако означимо 

" (16) Ui = qi+Ki , 
изгледаЈУ 

• 

( 17) j=1,2, ... ,n. 

За елими нисање ве{lИчина S'2 11 sU , кој е зависе од диферен

диј ала dt, из ј едначина (15) односно (17) уведимо функцију у 
облику квадратн е форме • . 

(18) 
р," 

са којом је у ве з и једнаqllна 

1 =2: gpv и" а" 
р,у 

где смо увели оз наке 

Приметимо да у случају кад има .. о д ое Деliартове коорди

нате q, = q' = х, q, = q2 = У са метричком формом , 

ds' = dx2 + dy2 
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вели,ине и ј имаЈУ вредности 

.и1 = -.!!..Z х 
d " , Ј s· .. 

G2=(d2 X)' (d'Y)'. 
d' + d 2 ' s . s , 

према томе величина G одговара кри'вини криве " и н"је У равни , . 
Вели,ине и' и и' т а да су косинуеи углова што гради нормала 

на криву са координатним осама, --
Сем вели'ине G уведимо величину 

(I9) N = ~ ~ Qp ир . ~ Q" 11" , 

Р • 
рри чему су Qp КО:Ј . ријантне генералиеане силе , које фигуришу 

у полазним ЛаграНt"еним једначинзма (1) §3 '32. 
, 

Покажимо пре снега да Је 

(20) 

rде је 

(21) 

s" = s , 

• 
лииеарна функција ген ералисаних.сила Q, и извода '!, (v ~ 1,2, ' .. ,тi) t . . • • • 

За доказ (20), с једне стране, диФеренцирајмо (12) по времену - . 

(22) s' s" - ~ [g ~" q" ql'" + ~ q~' Q (~~~~" qo'}] , . 
j1", V а . 

а, са друге стране, искористимо једначине(8) 

про>tеном ознака у облику 

Q, ~ L g~v Q"".+ ~ г" ~o q~' qo' , 
!' 

Ако. сваку од ових 

саберемо, добиhемо 

једначина помножимо , . 

• • 

~ 3' 32 са _, малом 

, 

v = 1,2, ... "n -. 

са q" '! резу лтате 

(23) ~ Q" '1" ~- ~ g~v q" q~" +~ Г" ~Q q ' чр' qo' , 
, 

v ~,> V, р., а 
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Како се н е 110 средним упоређивањем може показати -да Ј е 

-}- ~~ ~~ p.~ QJl' qv' qa' -= ~ Г~. , 110' ЦI I CJIL' qa' , 
2 ~ dqa , , ~ 

ј}, У . О У, }ЗоЈ а 

., 

, , 

и з (22) и (23) изuодимо једначину 

" s" =.~ Q, q" = s' ~ Q, q' , 
, , 

а то са (21) и по тврl,ује једначику (20), 

152 

Приметимо да за случај једне материјалн е тачке Једна,ини 

(20) одгова ра прнроднз. једначииа кретања за правац таигенте. ТЈ. 

Једначина 

dv "d2s ..... -+ 
-- = -, = Fcos (Р , D) 
dt · dl' 

~a познатим озti8 КЯ М8. 

ПЈмоhу (20) Ј е Дllа',нне (17) иаражавамо 

(24) И · 1 (Q ' ' ј S' Ј =_ J _q ) , 
S,2 

Ј :" 1,-2, ... , П.: 

И3 UВИХ Једначина треба елиминисати ј о ш веЛИ4ИНУ s/2 .. 

За таЈ циљ ПОМНQЖИМО сваку од једначина (24) са Qi и резулт~те
са беримо, па се до бија 

. ~ Q j Иј = s ~ , (~Q i Qi -- S ~Q l q i}, 
, , 

одакле је на осноау (19) и (20) 

, (25) GN= ~(~ Qj Qj - S' )' 
s'· ~ -

Ј ' 
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Са друге стране , нз истог система једна.чина (24) изводимо · 

(26) О' = ~ g"" И" 1 ~ , .. " , 
Uу = - - g v(Q" - q" S) (Qv-qvS)=· 

S ~ .. р. - -

" . v jJ. ,V 

при . чему смо искорист или једна чине (13), (20) и једначине' 

~ g"v Q" ....:.. Qv : 

" 

Упоређивање једна чнна (25) и (26) доводи до ј една чине' 

(27) 01;'2 = N. 
, 

И ова једначин а у случа ју кретања једне матеРИјалнеl тачке· 

одговара природној ј една чини "ретања али у односу на нормалу_ 

Помоhу једначине (27Ј дефинитивно искључујемо време из 

једнач:ша (17) и добијамо систем једначина трајеI<Торија система 

(28) 

у Пi)рзмета рском обли ку са параметром s. У ОВОМ систему свака · 

једначина је другога реда; према томе проблем интеграције тог ' 

система из гледа ка о лроблем 2n'огз реда. Али је за тај -систем 

једначина познат јед ан интеграл првога реда у облику једна

Чltне ( 13) 

1 = ~ g"V q" q; 
", v 

и према томе се проб.1ем сводн на преблем 2n - 1 'ога peдJI. 

у nроучавању трајекторија велику улогу игра величина О . 
која се зове ирва или геодеаиска кривина шрајеКi1l0рUје сисшема· 

За ову неличину може се извесги наРОЧ'ита диференцијална једна

ЧИНЗ. ИЗ једначине (27) у обдику 

I"N s "=-
О 
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, 

после диференцира ља по времену следује 

2,,, ,d[N) s s = s -:- -, 
ds а 

.одакле на основу (20) имамо 
• 

~[N) ~ 2S. 
ds а 

у развијеном ' облику 

N rJ2 ~ a[dN_ 2GS} 
ds ds -

-ова једначива мо же да послужи 38 пр.оуча нање геодез~ске кри~ 

,вине упоредо са интеграцијом једначина (28). 

Навешhемо још образац ' за одређива ње кретања система 

после одређиваља трајекторијв, тј. решимо проблем о увођењу 

"'ремена . 

Ако смо одредили све координате Q" '1" ... , qn У функ

ЦИЈИ променљиве s , из једна чине (27) можемо иаписати 

(29) 

при чему питаље знака 

чине слеДУЈе квадратура 

dt-+ _ ds, , Va 
- N 

решаваЈУ почетни услови . Из ове једна-, 

s 

1 - 10 ~ ± Ј V~ ds = q> (s ; So) , 

" 
ЧИЈа инве рзија уводи дефинитивно време у облику 

s ~ s(t). 

Једначина (29) губи свој смисао, а ко ј е N ~, O, алн тада је, 

према (27), и G ~ O , у овом случају за у во lје ње времена можемо 
искористити једначину (20). Како после интеграције система јед
,начина (28) де сну страну , једна чине (20) можемо сматрати као 

.функцију s, тј. S~ S(s), из једначине 
I 

(30) 
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добијамо два Иl-lтегра ЈI3: 

( ds Ј " f dt = 2 S (s) ds + h - f (s) -+- 11 , 

S 

1- 1 ~ + r ds 
U - . V!(S)+h' 

S, 

где су ознаке 

као функцију 

О'lигледне. Први ивтеграл одређује брзину система 

положаја, а други положај у функцији времена. 
. . . 

§ 3'41. Трајекторије по инерцији, Геодевиске трајекторије. 
Особене трајекторИје 

Као што знамо, за састављање диференц"јалних једнач"il~ 
кретања материјзЛ!! ог система под ра~ије учињеним претпостав

кама треба распола"ати подацима двојаке врсте : Ј. треба имати 

на располож~њу 

метричку форму 

изра з за живу силу система 
~ 

Ј) ds' - ~ g~v dq~ dq' 2Т dl' 

• 
или, што Је исто, 

Џ,V -

и § т!, ':.~~ .~н.атиге нер.л~с-".~.е .с.и~е. односно '2ра:. !з,,' елементаран 
рад спољашњих сил а , 1'1. 8еличин~ Q, или Qj. И~декс~. c~yљa, a~~ -- . . 
не наводнмО нешто другО, узимаЈУ вредности од 1 до П, ,де Је п 
{јрој сте'пен'а Сло'боде система. . .. .... ... - . .. . _ .. -

.. . ~!~"р'i;,ч'ј{'а' ф о рма '(јУ' карактерише геометрис~у. структуру 

система. ,:П,:Р':.О~УL:,ч.а:;в::,;а=:, .~е те CTPY~:y'.~~ .. у односу на "ретање систем!' 
МQже c.f вршити 6e-"....Q.Qзира иа' оие спољашњес :: ле које дејствују 

НЗ систем. ПреТПОСТ ЗDИМО .пре li;8era да спољашње снле не деј-. 

ствују на систем. Такво кретање ~истема се зове крешй;ье ио 

инерцији, а одг о варајуЬе трајекторије су шрајеК/ilорuје ао Ulltpquju. 
Гlсшто су генераnисане силе у случају кретања по инерцији 

једнаке нули, тј. 
Q, =0, i,j = ],2,···,rz, 

диференцијалне једна чине кретања система .- • 
ло инерЦИЈИ изгледаЈУ 

у Лагранжевој форми 

.!!.. дТ _ дТ О 
dl дq" дq' ' 

i = 1,2, ... ,n, 

и у решеном облику 

(2) Иј = qj" + ~ Гj~o qP' qo' . О , ј;::: 1,-2,. -,., п ' , 

•• 0 
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Како је 

из једначине 

• 
у том случаЈУ, према претходном параграфу, N = О, 

О s" =с N = О закључујемо да је 
• 

(3) 0=0 

сем тога Је и S = О, па према томе имамо Једначину 

" О S = , 
, 

НОЈа говори да се при кретању по инерцији променљив з S мења 

равномерно у току времена: 

( 4) е' - const - s ' Ј -- • - "' s ~ -'о' t + So . 

Под условима (4) из једначина (2) после елимин"сања диференци-~ 
јала dt добијемо Једна чине 

(5) ЏЈ + ~ г"о q" qo = О, ј= 1,2, ... ,џ~ 

које треба сматрати као једна чине трајекторије по инерЦИЈИ у 

параметарском облику са параметром s. 
Како је на тим трајекторијама према (3) геодезиска кривина 

једнана нули, а линије са том особином се зову геодевиске линије,.. 
.' . 

можемо тврдити да су траЈеКТОрИЈе по инерЦИЈИ увек геодезиск,," 

линије. Једначине (5) можемо сматрати као диференцијалне једна· 
чине геодезиских ЛИНИЈа за систем са меТРИЧКОl\I формом (1) и ~O' 
У параметарском облику са пара ме тром s. • 

Једнакост геодезиске кривине са нулом је диференцијална 

0&;6инз геодезиских линија. П·окажимо сад да те линије имају · 
и интегралну особину која се изрвжавз тиме ШТО BpeДHO~T про-
менљиве s, која игра улогу растојања између два положаЈа си

стема, има дуж геодезиске линије стзционар.ну вредност односно· 

екстремум, ТЈ. прва варијација /3s интеграла 
1 t 

s=.f ds= .f V ~ g"V qli qv' dt 

10 "," 
при прелазу од геодезиске линије на суседну ."ИНИЈУ што спаЈ'" 

исте положаје система једнака је нули. 

Правило варијщионог рачуна тврди да из услова 

/з,=0 

следују ове Eu1er'oHe једнаqине 
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(6) 
,! дР 

,i! дqi' 
дР =0, 
дq' 

i = 1,2, ... , П, 

где смо са F означили подинтегралну функцију 

F = ,/ ~ -gf-LV ц~e qv' = s'. 
• 

, ~L, V 

Како J€ 

дР = 1 ~ dg~v qf" 
дqi 2s' ~ дqi 

~, V 

qv' , " 

:: . s~ ~gi' qv', 
V 

d дР 1 ~ дgi , " 1 ~ - -_ qv qo + _ я" 
s' Jqa S' 

',О V 

" s" ~ , qv --" -,; giv qV , 
S 

v 
-
dt д qi' 

једиачине (6) после множења са' s' даЈУ 

(7) i=1,2 , ... ,n 

" о 

1 

2 

·ТЈ. Кристофелов симбол прве врсте са Вајловом ознаком. 

Једна чине (7) су једн,чине (6)' У развијеноы облику. Решимо 
те једначине по ИЗl:30дима другога реда. За тај циљ ПОМНОЖИМQ 

·сваку од Једначина (7) са gi~ Д резултате саберимо. Тада према 

једначинама 

, • 

,где Је 8f-L v познати Кронекеров симбол, и једначинама 
• 

~ gi!-1 r i ,va = Г'-" Vб , 
, 

где са десне стране СТQји Кристофелов симбол друге врсте понова 

.еа Вајловом ознаком. из (7) изводимо једначине 

/ 

• • 

, 

, 
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(8) 
" 

qi" + ~ U va qv' qa'- :' qi' = О , 'j=I,2 ; ... ,n,. 

при чему смо на крају из во ~е ња ознаку индекса р. заменили са 

О ЗН 81< ОМ ј. 

Једна'!ин е (8), решен е по другим изводима , одређују линије 

са стзци она рном нредн ошhу променљиве '" . Покажимо да су те 

линиј е геодеЗИС Ке ли н иј е . За доказ и з абе РИМ Q место произвољне. 

неЗ3НИСНQ промеiiљиве t промеНЉИ8У s ; тада т ре ба да ставимо у 

ј една чине (8) 
t '1 s" = O, =s , s = , 

посл е че га оне уз и мају облик . 

(9) ј = 1, 2, ... , rr 
• 

У, а 

и поклапају се сз ј е)] начина"ма (5) трајектори ја система по инер

uији. Како смо, м еђутим, видели, да је геоде:·шска кривина дуж . . . . . . . 
тих траЈ е КТО р ИЈа Ј едн а ка нули , она Је Једн а ка н ули и на ЛИНИЈама 

одре ђеним једнз чи на м а (9) односно (~. Прем а томе можемо твр

дити да су лини iе с а стационарном вреднош h у s геодезиске ли

није. При дубљем проучава њу се показуј е да , под извесним 

претп оста в кама , ов е линиј е одговарају не сам о ста ционарној вред

н ости s веЬ МИНЮ1УМУ те вредности. Оне су, о рема томе , линије, 

тако реhи, најкрапег растојања. Једначине (8) м ожемо сматрати 

као диф е ренцијалн е ј едиачине г~одезис"и х 'лин иј а у оп!Uтем облику . . 
са П рО И 3 ВОЉНlIМ па раметром. 

Сад обратимо пажњу иа то . да је св ака трајекторија по 

инерrtији геодези ска линија, аJIИ обрнут став да с вака г~одезиска 

линиј а мора да буде трајекторија по инерциј и није тачан. Мате-. 

рија лн и систем у с пе цијалним сnучајевим а м ож е да се крепе по 

ге одезиск о ј трај екторији 'и под ' у,"ицајем си" а. Анали зирајмо тај 
слу чаЈ· 

Једначин е (28) претходног параграфа по ка ЗУЈУ да се те Јед
на чине трајенто риј а система у општем случају претварају у 

ј едначине (9) геоде зис ких ЛИНИЈа не саио под условом 0=0, већ 
и под условима, 

, 
QJ -qЈ S=О, 

или у облику 
j = 1,2"" ' JГt 
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(10) 

Тра ј скторнје по ИНtрцијн 

Q' --
d " q 

-
Q2 

- -- ... -
dq' 

при чему з аједннчка предност тих количиика има нредност 

s s 1 -- = - .- • 
ds s' dt 

УС,1Ове (10) може,о изразити и ДРУКЧИЈе. Како је 

§ 3' 41 

i ,=l,~, ... ,n,. 

непосредио" из (10) добијамо 

(11 ) 
дТ 

Q, : Q, : . . , : Qn = -,---- : 
дq" 

дТ 

дq2' 
• • --• • • • 

дqlJ I 

Ако спољашње силе, што дejCT~yjy на систем , задовољавају 

услове (10) односно (11), материјални систем може да се Kpehe 
по геодезиској линиј и не само по , инерцији ~eM и под дејством 

таквих специјалних с ил а. Овакве трајекториј е с истема зову се

особене шрајеКШОРl1је сuсшема (ЈгајесЈојге. remar ql1ables по Рајп· 
lеуе'у). Јасно је да је свака особена трајекторија C~CTeM8 У, исто 

време и геодезиска , ад и од свих геод€зискн х т раје кторија oco~ 
бена тра ј екто рија , ако постоји, изу зетна је и има специјалан 

карактер. !lокажимо то на 'елементарном примеру. Нека је мате-
-

рИЈ ални систем тешка та чка , на стрмој равни. ' Кроз сна ку тачку 

равни пролазе у СНИМ правцима праве у тој равни - то су гео· 

дезиске линије. Ако lIа тацку не дејствује ни ка ква сила у тој 
, , 

равни, на пр. кад је р а ван ХОРИЈОНТ8лна, трајекторије по инерцији 

су те исте праве - г е одез иске линије . Кад раВЗII није хоризон· 

тална , кроз сваку Т:1 ЧКУ равни п оново пролаз 1t б ескрајно мцого

прз!Зих које играј у улогу геодезиских линија; али ОJl. тих правих

постоји самоједна пр. ва на јвепег пада кој а може да буде т 

јекто рија и под дејс твом сил е теже - та пра ва ј е особена тра· 

јекто риј а за наш м.е ха lfИЧКИ проблем. 

Једначине (1 0) можемо сматрати "ао дифере нцијалне једна

чине особених .тра је кторија за дате силе. Јасно је да потпуно 

од~еђи"ање тих т рг, ј е ктоrија .ззвиси само од 11 - I -произвољне 

констант е . Тако ј е у наведе ном примеру са п = 2 за одреljивање 
праве ,нзјвеhег пад а ДОВОЉНО знати " само положа ј пресечuе тачке, 

те линије са хориз онталном линиј ом у стрмој равн и, а то захтева 
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знање сама једн о г скаларног броја. Разу м е се да то важи Сама 

под условом K3 .~ се тр'зјекторија одре[јена једначннама (10) по- · 
кла па с'а одговарајућом· геод.с;~зисКом лjtнијом система. 

Свака осо б ена трајекторија нма ту ва}Кну особину да њен 

-облик не зависи ОД почетне живе силе система, Јер не зависи, 

рецимо, од интенштета почетне брзине, која се одређује вели· 
ЧИНОм 50' И ко ј а може бити произвољна. Тако у ,,-наведеном при~ 

меру тачка [је остати увек на правој најп еhсг пада без обзира на 

интензитет поч етне брзине, у обичном смислу брзине тачке, ако 

та . бр зина има C>lep праве тог пада. 
За увођење нремена при одреljиваљу кретања . снстема по 

особеној трајекторији можемо поhи, рецимо , и овде од једначине 

, 
( 12) Qv qv. 

Из ове Једва чине мнажењем са ds ''изводимо 

ds (dS) ~ dl d dt =:.f' Qv dqv . 

Пошто све координате после ооређивања особене траЈекто· 

рИЈе можемо сма трати као функцнје само једне координате, . ре-
• 

ЦИМО Ql' претходну Једнзчину можемо зам е нити ОВОМ 

- - d - = 'р (q') dq' , ds ( dS) 
dt dt 

одакле ДQлазимо ДО интеграла 

(!!S)' = 2ф (q') + 2h , 
dt • 

ф (q') = f 'Р (q') dqj 

и '! је произвољна константа ~oja се одређује ю почетних услова. 

После поновне интеграције имамо 

. q I 

t- to = f 'i 2Ф(:~)-+2h' , 
9, . 



• 

I бl Трајеl\то.рије по ' инерцији " § 3·41 

"ри чему ds треба претходно изразити помоhу Једн ач."не. 
, . 

ds' = ~ gftV dql' dqv 
ft,V 

"ао фун"цију променљиве ч ' и дифереfЩЦјала те'· променљиве, .3 ' 

знак ' П'Ред кореном одредити из почетних услова. Дефинитивно 

последња ·квадратура из гледа 
- ,;, 

~gчv qftQV 
о j.L. v , 

2ф (q') + 2h 

где .тачка означује изводе по променљивој q' . Те ИЗВОд~. И ' KO~' 
. . 

фицијенте gl'v треба сматрати као функције промен ",иве. q' { 
. у .нашем конкретном прilмеРУС1'рМ'ераВ!1И положај та9ке на . 

о • • , 

..лИНИЈИ пада можемо одреди!и дужином пута s те ЛИНИЈе н тада . 
. ' , -

једиачина (12) даје . .. 
s"::t gsin а, 

где је а угао стрме равни са хоризо!,т6м . . Интеграција даје 

< - , • 

s = ..!.. gt2 sin а + sa' t + So • 2 · .. 

где су so' и So односне константе. Ове једна чине одређују KpetaIb~ ' 
Ti!qKe по особеиој трајекторији . 

. 11 МеЈ:lвика система 



ГЛАВА ЧЕТВРТА 

Опште теореме 
r 

И интеграли 

§ 4'1, Теорем.а'о количини кретања система 
• 

дифереill1нјалне јеДНilчиве кре-.;ања ' материјалног 

од П тачака у векторском облику имају облик (§ ·3:2) 
. ' 

-t ...... k. / k ! _ -

(1) m, IV,' F, +~л,grаd,t,+ ~ I Lj qgr~d, , 'P;, 
1==1 ј _ 1 

(i-,-I,2, / .. , п) 

, 

система - . ,-

. , 

где су: тј маса ;' те тзqkе сис;емз' , ~. = l;ј - убрзање те таЧI~е,- _ 
-.. ' -t> -, 

извод по времену брзине тачке v, ,Р, - сила; која дејствује ' " 
на i' ту тачку; k,- број 'коначних веза изражених једначина",а ' 

• 
• 

{, (Х , , у, : z,; t) = О , 
, . 

Јч - множитељ Ј' те коначне везе; grad, {, - делимични гради- , 

, јент за i' ту та чку Ј' те конач~е везе, ' k, - број диференцијалних . 
веза одређених једначинама . . . 

п 

'Рј = ~ (А 'ј х/ + Ви у/ + С'ј z/) + D j = о' , • ј = 1: 2, .. " 'k. , . ,-
ј ;:::l . . , . 

1'-; - множитељ ј'те дифереНцијалне везе, q grad,'Pj - квазигра- , 
дијент за i' ту тачку ј' те диФеренцијалне везе. ' 

Једначин е (1) напишимо скраЬено 
• -+ ' ...... -+ 

т, v, = F, + R,(J) + RP ) , 
-> 

где су R/,)' и R,(2) реакције коначних, и диф сренЦијал.них 
• • 

- ' о , 

веза КОЈе::, ., 
. . , ..' 

дејствују на i' ту Ta~KY . . 
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Ако сзберемо те резкције у једну силу, ТЈ. ставимо 
• 

претходне једна чине до бијају облик 

. .. .. 
(2) т , v, = F; + R, 

Како знамо, вектор 

'Ј • , 
зове се количина нретања или импулс l те _, покретн е MaTep~JaJYHe 

тачке. Векторски збир количина кретаља свих материј алниХ 'тачзка 
система, тј. вектор 

зове се КОЛUЧШЮ креШQња или uмuулс дaйioг АtaiIiерuјалног си

сшема. 

Ако саберемо све векторске једначине (2), 
ску једначину 

(3) 
п п п 

~ . ~.. ~ .. 
kJ т, v, =~p,+ ~R,. 
1=1 i=l Ј=:Ј 

. , 
добиhемо вектор-

Лева страна 08е векторске једна чине претста вљ а и~вод по 
. . • - , ОО " . 

времену · колиqине кретања датог материјалног система, ТЈ. вект.ор. 

п 

(4) K =~mi V" 
;= 1 

Први члан десне стране је' збир свих .сила, сем сила реакција 
које дејствују Н8 масе нашег систе .. а. То су такозва не ' акшuвне 

сuле. Активне силе, које дејствују на тачке система, можемо п.о

делити у две катег.ориј е: у спољашње силе и унутРашње. Сио· . 
• • •• • 

љашње CJlле . имаЈУ СВОЈ е изворе У масама. КОЈе не припадаЈУ масама 

датог материјалног система. Извори. унушрашњuх С/lла, · напр.отив, 
нзлазе се У ·масзма сам ог система. Како унутрзшње силе · ула'зе 
по две ·ИСТОГ правца , истог интензит_еТ8 и .супротног смера, њихо в 

збир прошире н на целокупан материјални ~"CTeM, увек је једнак . 
• • 
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нули, Према том е први члан 

(5) 

/ 
п 

~... -+ 
kJF,=F 
ј=l 

-+ , , , 

Ј е збир само спо,ъз шњих активних сила . Как о силе 1;, ' треба сма-
, ... 

трати као ве зане векторе Ј вектор . F је главни пектор система тих 
везаних вектора , I!")ИХОВ8 резултанта , као СЛО(> ОДНИХ вектора.-

Други ч.,ан десне стране једначине (3) вектор 

11 -+ .. ...... 

(6) ~љ = R , 

, " 

је р езултанта реа к ција. Како и силе реакциј а можемо поделити - ' у реакције од спољашњих :масаи одунутрашњи х маса,-.!аса , самог 
, '. -+ 

система, при формирању век'Гора R учествонаhе само реакције 

спољашиих маса _ 

, На основу (4), (5) и (6) једначину (3) м ожемо заменити јед-
начином • о ' 

• ... -+ 
(7) K=F+R, -
Ова векторска једначина ,IIзражава шеоре.IIУ ИЈ/И' вакон 'ко

ЛUЧlIне крешања ва машерUјалнџ сuсшем у дuференцuјалном 

облuку. Она гласи: 

Извод по времену количине кретања материјалног система 

једнак је збиру две резулта,!те спољашњих с ила: резул~а!lте ак-
, , 

ТИВНИХ сила И резултанте сила реаКЦИЈа спољашњих · маса. 

Из једначине (7) интеграцијом у интервалу времена од 
t изводимо Једна,ину 

t t 

(8) К- К. = Ј F pt + Ј R dI ' 

. to to' 

, 

, - ' 

t. до 

На левој страни имамо коначан прираштај количи8е кретања , 

система, на десној два интеграла, Први интеграл је ' импулс реэул-
~ " , . i " 

танте F спољашњих активних сила за време t - t., ' други Је им
пулс одговарајУће резултанте сила реакција. ' ' 

Векторска једначина (8) Ј!аје шеорему или дакон колuчuне 
• 

крешања да' маii1ерuјалнtl сцс,:"ем уцншеграЛIiОМ облuку,. , Њен 

садржај је: 
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§ 4' 1 

Прираштај КQЛИ 'Нiне кретања материјалног сис гема З8 ко

начни интер.аn вре м ена једнак је , збиру импулсн ,резултанте 
• 

спољашњих активних с ила и импулса резултанте спољзшњих С'1ла - , , 

инт е рвал времена. _. _ . , 
peaKц~ja ' н то за исти 

Обе ове теореме с е могу формулисати и друкчије .. 

Узмимо У об з ир центар маса ~aTOГ матерИЈалног снсте.М8, 

~ 

тачку С. Ако са , т, ис 1 ,2, ... ,п) означимо векто ре ПОJl~жаја 
~ 

на не'помичну тачку О, а · са ;Гс. матерИЈалних тача~а у 

вектор п оложаја це нтра 

позната везц 

• 
где Је 

, 
односу 

маса у 

п 

односу на исту та чку О, постоји 

~ ~ ~ 
mг, = L.; тј · Тј , 

;-1 

• , п 

т = т , + т, +.:'. mn '= '~ т,. 
'. i 1 \ 

Ако сад ову векторску једначину диференцирамо по времену. , 
добиnемо 

. п 

(9) т Гс', ~ т, ' , . 
ј:::;;. 1 

Како Је 

и према томе 

-> 
где смо са К, озна ч и ., " количину кретања једн е материјалне 

тачке у положаЈУ Т8Ч I{ е С са целокупном мас()м система, можемо 

из (9) закључити да је 



>. 
§ .4 ' 1 Теорема о количини кретаЊЈ1 CIIOOft!. ' 16,6 
'------'----- - - ._-----,-

тј. да је количи н а кретања читавог система увек Једнака , КОЛИ~ 

ЧИНИ кретања ј ед не материјалне тачке са положајем у центру 

маса и са масом uелокупне ма.се система. 

На основу овог резултата . теореме изражене ' једнiчинама (7) 
и (8) можемо изразити једна чин ама . 

. .... .... 
(10) к,= P+R • • 

ОДНОСНО 

и у 

Тај 

t I 

~ - К<О =JFdl + Ј Rdt. 
1, 1, 

Једначнну (10) можемо написати 
• • • --:-+ -+ - ~ 

(11) mг,=mv,""':'Р+R = Ф 

том облику о на изражава шеорему или 3Q!ШН 

за~он - гласи: • • 

ценшра инерције. 

Центар мас а сваког материјаlll;огсистема креnе се на истн 

",8 Ч И Н КЗ0 И М а те P-:И-,Јс.а_л_н~а_т_а_ч_к_а_са_м~._ас:.СО"--М--"ц:..:е_л...:о_к:,,у_п_н_е-:-м...:а~с:..:е:..:...:с...:и...:с..:.т..:.е...:м:сс:а, 

а~н_а_К_О~Ј"Ус...:.Дс:.е,-,ј,-с_т_в"-у,-је-,Р,-е-,-З~У,,л...:т_а_Н...:Т,-а_сс:.В~и_х_с...:и...:л_а~_К...:О:.!.ј..:.е--=дејствују ' на тај 

CI1CTeM. . . 
Овај закон , закон центра инерције, служи као подлога.н 

. ' . 
објашњава прав и смнсао механике само једн е материјалне тачке, 

Јер се на основу тог закона проучаваље кре таља сва"ог матери

јалног система може раставити на ,"-ва дела: 1. на проучзвање 

кретања центра инерције и 2. на проучава ње кретања\ система 

око центра ине рције. Први део проучавањ а спа да . у механику ' 

тачке. 

Овај исти за "он показује да је сасвим природно . увођење 

појма материјалн е тачке као геометриск е т а'1 ке са . којом . је ве

зана одређена м а са. Та маса може бити бесконачна мала, као 

маса такозване 'чесшuце, а може бит" и коначн а, као што је, на пР'-,' 
маса наше Зем,,, е или Сунца. Узимање Земље за материјалну 

тачку НИје приб.'I ИЖНО посматрање веn · са свим тачно, ако ПОД од

говарајућом мат еријалном тачком разумемо Земљин центар инер- . 
ције са којим је везана . целокупна Земљин. маса. Овај зак.он 

пружа могуЬност проширења појма материјалне тачке не само · 

на коначну масу 1<0.4а се кре!!е транслаторно не Ь и на материјални 
систем са ПРОИЗilОЉННМ кретањем, подразумевају !!и при томе једну 

геомеl'РИСКУ тачку , центар маса тог система са којим је везана 

целокупна маса с исте ма. 
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Учинимо ' још ову важну пр.~м~дбу . . 

Претпоставимо да се положај та.ака систе м а и тачке С · не 

одређује у односу н а непоми.ни пол, тачку 
~ , . 

носно Г, Beh у. односу на покретну тачку А 

при чему'СУ 

(12) 

-> ... ~ 

Рј = Тј - ГА , 

--' i' ..... -+ 
Рс = 'с -'А' 

• . -+ ' , ' 
о векторима Г, од-

-> -> 
ве кторима Рј . , -и Рс ) 

Решимо питање да ли за НОВИ пол . важи за I<О Н количине 

кретања и ако важи, з а која кретаЊ8 тачке А. 

-> 
_ Ако са К(А) озн а ч имо коnичину кретања систt"ма у рдносУ 

на тачку А , ТЈ. ставимо 

извод п о времену им а в р едност 
• 

Са другестран е, за тачку О имамо 

п 

К -~ mг .' 
, ~ у- I l' 

i ;::::;1. 

одакле после зам е не на основу (12) 
.. .. .. 
Г' - Р'+ГА 

добијамо 
- ' 

' п п ' 

К . ~m, р, T~ т, ГА -
ј=l ; ;::::1 

.. 
= К(А) + ЩГА' 

На тај" начин се закон колицине 'кретања 

Једначином 

. 

за пол А изражава 



Иптеграли количине кре1аља 16& 

. ' 
• • 

-> 
где је Ф резултанта свих сила које дејствују на систем. Тај .закон 

биhе изражен на v. сти начин за покретни пол КЗ 0 и за непокретни 
• 

само ПОД УСЛОВО~l 

тј. 'ЈОД условом да се тачка А креие равном е рно иправолиниски. 

у, ТОм случаЈУ им амо једначи.ну 

• -> 
К(А) ~ Ф. 

и ову Једначи ну у облику 

( 13) 
• • 

можемо протумачнтн каО веiПОРСI<У диференцијалну једначинуза . 
одређивање кретањ а материјалне ' таЧl<е, заступ ника материјалног 
система . у његовом тр!нслаторном кретању. Упоређивањ~ ове 

, ' " . 
једначине са једначином (11) ДОЏQДИ до резултата . да · · секретање, · ' 

тач ке одр еђује нс том векторском диференцијМIIОМ једначином у 

одн о су на н~помича н' пол као и у, односу на пол к,?ји ' се креЬе " 
праволиниски и равномерно. A~'O l\екторску једначинј {(3)жеяимо ' 

• , . , 
заменити системом скаларннх ]е,дl;lзчина, можемо увести НОВ 'Си- , 

сте м координатни . оса А Еч:t, са почетком у тачкиА иtаriрав: , ' 
цима оса П'ралелним оса;"а триј ещ>а Oxyz непокретног у прщтору-' " 

, ' , , ., 
Ако се тачка А креЬе правЬяиниски и равн омерно систем оса 

А Е q:c. зове се uнерцuјалнu сuсшем, Према том е м,ож.емо' тврднщ . 
. . , .. 

да се проучавање к ретаља центра, инерције система у OДH~)(Y 'на : 

непо " ретни триј еда р п оклапа са ороучавањем тог кретања у. од

носу на ннерцијални систем, Послсдњем KpeTalhY се додаје Само 

она трансла ција, ко ју има пол А . 

• 

§ 4 '2. Интеграли I(оличине кретања . 

Претпоставим о да је ' резултанта с~их сила што дејствују на 

мате ријал нн систе ", једнака НУIIИ; другим речима, да јеСlIстем 

сила еквивалент." Н.1И нули ия~ једном . спр е гу. Како ' је 
-+ . 

(1 ) Ф=о, 
' . 

закон количине кретања , изглеД8 

К О 
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, 
и ДОВОДИ до овог ве кторског ин~еграла ---> --> 

К=А 
• 

• --> 
где Је А константан B ~ KTOp. На'писана 

кОЛUЧUНС крешања сuсшелtа у 

ве.кторск а Једчачина Је

облику,' ' uншеграл ВfiКШОРСКОЛ 

Претходној веКТОрСКОЈ једнач"ни оаго ваРЗЈУ три скалзрне' 

једна чине 

КОЈе се з ову 

облику. 

п . .2: m, у,' '= А • .' 
i :::::: Ј 

uншеграЛ[l КОЛltчuне ~решt;lња сисшема у скал,арном 

., 
' ''''''Помоhу закона цент ра икерЩ1Је ИСТИ .интегр а ли се форму-

пишу овако : у веКТОР СКО:\1 облику 
, 

;f./ = а I } }\'=а2 , 
" 

• 
Из 

теграл 

векторског ин тег раh а (2) следује други веКЈ ОрС,КИ 
. 
ИН-

-+. ---) ~ 

, (3) Т, ё а! + ь , 
... 

где је, Ь Н О ВИ СТЗЛНН не ктар. Овај интеГРЗђ пока ~УЈе да C~ ПОД. 

условом (1) центар и н е р циј е :креве праволиниски и равномерно, 

Иитегр а ђУ (3) одговарају т ри скаnарна. ,интеграла 
" 

о' 

(4) Z, = а, t + Ь,. 
Векторски инт€"рал (31 ОДНОСНО ска'1арни ин теграли (4) зоgу' 

се uншегРUЛII креша",а цеН/ира инерције . -
• 

Ако резултанта (Р С Е их: сила н е задовоља ва 

(1), веЬ само неки ска :I3 Р Н И услов изражени Т}1ме 
. --> 

, 
не кторски услов 

. , . 
да Је ПрОЈеКЦИЈа 

реЗУllтанте на ста л ан Ilp3Baи~ . р еuимо са ортом иl Ј ј еднака нули, тј . 
4 ... • .. ... 

(5) (Ф. 11, ) .. ф cos (Ф, и,) = о , 
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, , 

· ИЗ закона количине кретања ИЗВ3ДИМО јеДНЗ I! ИНУ 

. --) d -+:-+ 
(К, и,) ~ - (К, и,) = О, 
, dt . ' 

КОР ДО ВОДИ до шаларног ИlJТеграла 

-+ -+ -+ -) 
(К, и,) ~ Kcos (К, и, ) ~ А ,' . , 

'где је А,' KOHCT8Hra ивтеtрације. 

• 
Одговарајуhи интеграл . кретања центра инерЦИЈе за таЈ 

пр~вац дај е , . 

-+ -Јо -+ -+ 
( Vr. , и1 -> = Vc cos (vc , иј ) =:= а l ' 

-где Је а/ константа интеграЦИЈе . 

• 

Из 'Гог интег рала следи и други интеграл . . 
-)-+ -+-+ ~ 

(6) (г" 11,) ~ r , cos(r" и,) ~ а,'Ј + Ь,', 

'Где је- Ь,' нова константа интеграl[ије. Тај Иllтегрвл п·оКазује да 
се под условом (5) . ц е нтар инерц'ије система Kpehe у правцу орта , 
-+ 

, иЈ равномерно. 

-+ 
Ако резултаllта Ф задовољава, сем (5), још и други сличан 

-+ -+ 
услов за ор·т и" 'неколинеаран ОРТУ. и" али у општем случају и 

.неорrогоналан на lll' Тј. 

-+ -+ -+ ~ 

(Ф, u,)~Фсоs(Ф, и2) ~ O, 

,имамо ЈОШ један интеграл 
, 

-+ -+ -i' -+ _ 
(К, и,) = К cds (К, и,) = А ,' , 

где је А,' нова константа . . Том интегралу одговарају "РВ", . а затим · 

из њих и зведени и други интеграли кретања центра инерЦИЈе: 

-) -+ -+ ---» 
(v" 11,) = ", cos \v" и,) = ај , 

-+ -i' . -+ -+ 
(7) ( ГС 1 1l,J = г~ cos (г" и2 )=а./ t -1- Ь2' 

Из интеграла (6) и (7) следује да се у овом случају ПрОјек-
-+ -+ -, 

Щ"јЕ центра инерЦИЈе на раван паралелну ортовима и, и и2 креће 
.праволиниски и равномерно. 
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-+ 
Најзад, ако би резултанта Ф ' задовољавала Ј ОШ и треhи 

-+ . -+ 
услов, сличан услову (5), за орт uз ," неКОМnЛа'-наРЗ II ортовима 1I! 

и и2 , али КОЈИ , у општем случају, не с~Оји ортогонално на равни 
-+ -+ 

ортова и , и и,; ИМЈЛI! бисмо још и 'РЕhи . интеграл . У ТОМ слу-

чају иентар инериије се креће у простору пра ВОЛИ IfИС({И и p8~HO, ' 

мерно. Према томе ВИДимо поно.во да ' , услов (1) доводи до три 

друга интеграла кретања центра инерЦИЈе. 

На тај наqин им а мо врло важан наредни ста н мех'ан'ике 'ма
теријалног система: 

А ко је ре зулта нт а с ви>!' СИЛв' кој .е , дејствују на систем једнака 

ИУ!!И, за систем диференцијалних једначииа крета ња таквог система 
.. ажема унапред наlшсати шест интеграла" каји изражавају пра

во.линиско и равном ерно кР,>Тање центра инерииј е таквог система. 

у. такве системе сп адају пре ' свега . ' такоз в а ни lliJОЛQванu 
сuсiJ1еШl;, на ~ије ма с е дејствују само унутрашње силе. Како. је 

за њих ислуњен уст.ов (1), центар инерције , изолованог матери

јалног система или стоји у месту иН» се креће праволиниски и , 
равномерно. 

\ Ако наш Сунчен C~CT~~ С8 свима ПJl8нетама сматрамо · као , 
-,и золован систем на који не дејствују' Сf1Qљз'ш ње силе, морамо 

закључити да се це нта р инерције тог ,система Kp eh e равномерно 
у сталном правцу . Прем а астрономеким посматра њима тај npaBaL\ 
је наперен у област с а з вежђа Херкулеса; наш систем ее креће 

према ТОЈ области са брзином отприлике 20 km у секунду. То је 
·брзина са којом бисм о прелетели од Београда до Авале за Једну 

·секунду. 

§ ·4·3. данон момента Ко.личина кретања , 

Уз мимо. понОвО систем вектореких једначин а .' ...... ...., 
щ v, =F,+R, 

'nОМНОЖИМQ веl<ТОРСКИ слева сваки ·члан те једна чине -вектором , 
-+ 

ПОJiожа Ј а Г, одговарајуће тачке и резултате саберюoQ за еве тачке 

·система 
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у ведимо сад вектор 

(2) т, ;'] . 
. . 

који се зове Л!ОАU?НШ кол{[чuна креmања у односу на дати ПОЛ~_ 

. тачн О. За ионструиса ње' тог вектора треба конструисати по-, . 

. једине моменте I< ОЈ!liq'ине кретаља сваке ,лосе.бне тачке сис'тема t 
односу на исти п од и тек тада иэвршити векторско сабирање 

таквих момената, У тој конструкцији КQличина кретања целокупног' 
~ . . 

система, вектор К, н е посредно не игра улогу . .. 
Диференцирајмо сад векто\> 1 непосредно 

Како је први збир једнак . нули, Д<;)бијамо 
, 

п 

(3) 
. ~ ~( 
1 . -L..i [г" m( 

!=1 

Даље уведимо ве кторе . 

(4) 

(5) , 

п , .. ~ ~ ~ 
м = L..i[ г" Р, Ј , 

i=1 

" --+ ~.-" .... 
L = L..i [г" Rt Ј ' 

i=1 

v, Ј • 

по времеиу 

. 
~' , } . 

Први вектор је глзвни момент CBUX 8КТИВi-IИЈ( сила' ШТО деј-
' . 

• други тл'авни )oIOMeHT сви х реакција . Како- ' 
. . 

СТВУЈУ на систем, 

унут\>ашње силе не дају моменте, јер улазе паровима истnr 
• • 

правца али супротног ~Mepa, при израчунавању Г/Јавних момената 

треба узимати у обзир само спољашње сил е . 

Н. основу (3), (4) и (5) из (1) имамо 
. ~ .. 

(6) l=M+L. 

ова векторска једначина изражава шеоре,lIУ или ааКОJl мо

меншд количина крешања. Тај ·"акои г"асн: 
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.' 

Извод по врем е н у момента количина крета ", . у односу на 
, 

ЋеПDкретни пол једнак је BeKTopCK0trf збиру гл а ~н ог момента спо· 

..љашњих активних сил а и главног момента спољаmњих , реакција - .. - - , 
у односу_на исти п ол~ 

У скаларном облику таЈ ' исти закон за Дека ртове . коорди

нате треба изразити са Тр,И једна чине, од којих , рецимо, прва 

,изгледа - , 
, 

:1 ~ т, ,(у, z;'':'' Z, у() = ~ (УI Z, '- Z: У, ) + ~ (yI R" -'- z, R,y), 
ј=l · 1= 1 1;:::;1' 

, 
Из једна чине (6) могли бисмо извести ИСти закон уинте' 

;гралн'ом облику 
t . , t 

(7) l~ ~ = Ј м dt + Ј Z dt, 

to to 

lГдe са леве стране ст оји кона~ни прираштај момента кЬдичи'на 
, ' , 

~ретаЊ8, а са десне векторски збир . ИМПУЈЈС~ Г.'Јавног .. Mo~eHTa 
,СЛQЉ8ШЊИХ ' сила и импулса главног момента спољашњих - реакција,' 

Претпоставимо сад да за конструисање свих ""омещ!та \<оји 

. :учествују у закону момента . Количина кретања изаберемо не не

покрети} тачку О, Beh покретн}>' тачку А, ' која има своје сопс . 

-ствено кретање у Одllоеу на непомичан простор триједра 9xyz '. 
Употребимо исте, као и у претходном параграфу, ознаке 

.вектора положаја, к ој и су везани једначином 

.. -> .. 
Р; = '; - ГА Ј , 

-> 
.и констуишимо моменте 1I0МОЬУ 'вектора р" 

. . 
-. . " 

L (A) = ]{~.Љj. 
':d 

. 
Уводимо ове ознаке 



§ 4' 3 3акаn момента количина креТi1ЉЗ 
-

-> 
Диференцирајмо сад вектор [(А) по врем е ну 

-> 
m, У, ) 

и траисформишимо други зби? 

п 

L:[Pi' Щ 
ј=1 

-> -> 
= -[УА' К), 

п 

~ -> -> 
~. rn.i Vi . К, 
;;:1 

тада доБИјам1} 

174 

ПОСJlе замен е збира десне стране иа основу диференцијал

мих Једначина кретања тз.чака система са збировима MOMeH~Ta ', 

активних . сила и реакција, дефинитивно ДОJlазимо до . једначине 

. -+ ...... -+--.. 
(8) !(А)+[v(А),К)=М(А)+LИ) ,-

која изражава закон моменша количина крешаЊQ ва uокрешни iiол_ . . , 
. 

Слично (7) У интегралном Облику претходној једна чини од

говара векторска једначина исто у ин~егралном облику 

. .1 1 . 1 

·1(А) _ !(А) + ј [~ ;A), К) dt = Ј N[ (A) dl + ј1(Ај ш. 
t . . , о I t 
о о . \ 

(9) 

Једначина (8) се разликује од одговарајућ е једначинеза не-
-+ -fo -+- , 

покретни пол допу нским чланом [УА' К). Ако брзину УА нацртамо 
из тачке А, крај те брзине зове сеlЏlВОДIШ uОЛ. Помоhу, тог пола 
наведени ДОПУНСI( И члан ·можемо протумачити као момент каnи- · . . 

са нападном . тачком у и зводном по!'у око .• чине кретања СlJстема 
. -. 

датог покретног пола. 
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Анализирајмо сад питање кад је тај допунCI<И члан једнак 

, 
нули и кад, према томе , јед~ач."".а · која изражава закон MOMeHT~, 

количина кретања за п окретни пол има ис.ту форму као и једна· : 
-+ 

чина за непокретни по.'!. Како 'век'тор К можемо написати 
-+ -+ 
K -:--:- mvc , 

где је У, брзнна центра инерције, вредност допунског члана 

виси од векторског производа 

-t 4 ·' 

[УА" У, ]. 
, . 

, 
за-

Нав~шhемо сад оне специјалне слуц'јеве 

јtДнак , нули, 

кад Ј е таЈ производ. 

-+ ' 
, , 1. Тачка А је непокретна, YA~O' . , 

, -+ , 
2. Тачка А је п окретн,. али је цеН,тар маса непокретан, У, ~ О., , .' . 

-+ ' -+ 
3. Брзина УА је колннеариа са брзином', У, • 

4. Важан посеба н потслуqај претходиог , случаја кад се тац'кЗс 
А поклапа са тачком С, другим р'ечима, кад је за покретни пОЛl , 

изабран' центар маса датог материјалног система, Према том~за" 
'" ' . 

тач,КУ С увек важи Ј еднаЧИНа ' " 
" 

. 4 ~ 

/И = М«) + [(о) , ' 

без обзира ' на то да Л И се тачка С креЬе или не. 

§ 4'4. Интеграли момента количина 
, ' 

I<ретања 

.. 
Претпоставимu да су активне силе и снле реакција такве дЗс 

не дају моменте око oдpeђ~He , СТ.,лне тачке О у простору. Ti. 
-+ 
М=О, 

. ..-
T~дa из закона момента . ~о~нqина кретања 

• 
1 = О 

следу Је оваЈ векторс"и интеГР,ал 

• . ~ -}> . 

1 =Т ," 
где је r сталан вектор. Тај в~жан интеграл з ове се t:lншеграл 
моменша КОЛUЧ/lна крешањiJ. · Томинтегралу можемо дати неко
.-икогеом.етриских интерпретација. 
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-> 
Како је ве кто р Г сталан, он одре\Јује " е "у раван, нормалну 

·на њему, . која ј е такође стална · у простору. То је такозвана не

uрО."еНЉ1l8й или Лаl1ласонй ра в]н система. дкокроз тацку О 
.' 

п овучемо ПРОИЗIIОЉ НУ раван 
-> 

са 'l.јормало.м П, р е з:ултантни ,MOMfHt 
.. -> 

'к оличина нрета ња материјалних Т'аЧаI<3 систе .Vl 2 око Qce :правца П.· 
. . 

-> -> 
,има Сталну вред н ост величине (соs(Г,n).ЈаС lIО је да за Лама; 
со ву раван тај м о :.!ент има највећу ередност. . , 

Ако је мат~ријални систем изолован и на њега не дејствују 

· сiюљашње силе , за њега важи интеграл мом е нта М;ОЈ1ичи·на . кре:' . 
Тања. Сматрамо ЛН наш , Сунцевсистем ИЗОЈ1 Crв ан, з3 њега треба · 

_да постоји Лапл асова непроменљива р.зван . '.' О.·· 
За и зрачунавање положаја' те равни тр е ба знати све масе 

нашег {;унчевог снстема, њнхов положај у нек о м тренутку вре, . 

мена и ' њихове брзине у то "1 тренутку. Тачно израчунавање те, 
.. равнн је· немогућ е нзових разлога. Ј, Нама .ј ош нису познате .све 

масе сист@ма. Се м малих п,лаtifТЗ, чији списа к још . није п()тпун, 

-у систему има још таквих теда, која <;:е · показу ју · саМО , тада,- кад " 

дођу у . додир са Земљом; о 1;аквим телима има "о још сув'иш~ м~ЛQ " . . ' . . 
подата~а, нарочит о. !(ад се траже подаци о кинеМ 8ТИЧКОМ стању СВИХ 

тих непознатих т ед •. 2. При израqун~вању ства р"е непроменљиве , 

равни нашег Сунца ног система, СЈ3ако небеско тело се ~ише Н,е сме 

:сматрати нао маТе ријална тачка, тј. као ~зса к оја има, само Tpa,ltc- . 
. латорно кретање, ј е р момент кол'ичина ОД,Обртањ. сваког те.llа . 
ОК() осе која пр олази кроз центар Маса тог те л а чинн део цело~' 

,купног момента Iк оличнна , кретања за ЧИТ88 ма теријалн~ : систем. 

Међутим израчунавање момената од обртања због непознава\Ьа 

распореда маса у самим телима и природ·е обртања тиХ тела (као . . . 
крутих rела или З0нално покретни х) tte м.ож е се извести ' са ДO~ · 

вољном тачношhу . Према таме Лапласову и еflраменљиву ' раван l' 

.можемо израчуна т и сама приближно. Такав приБЈНfЖНИ рзtJУИ по~ 
, . . 

казује да пол , те ранни има отприлике ове координате у односу 

:на еКJlИПТИКУ за 1900 годину: 
• 

латитуд а - 88025' ЈП, ' лонгитуда - 16"35' Ј", 

..I.ругим речима, . на: 'и6 Те равни преМ,а еклиптици износи 1034' 59", 
·а лонгиту да узлаз ног чвора је 10&r 35' 1 п. , , 

Видели смо у претходном параграфу да се може написати 

диференцијална једнацина закона момента КОЛИЧ,нна кретања , не_ 
О' i 



• 1.77 Интеграли моыеВ1А ко~ичина кретања 
, . , . § 4'4 

. 
покретни пол, ве, и :Ј а lIокретни. Претпоставимо сад да . постоји 

. , , 
таква тачка ; А З8 КОЈУ су моменти свих активних Силз и свих 

реакција једнаки нули . У том с.лучају закон мо:. ента количина 

кретања доводи до Ј едначине 
. .. .. 

[ ( .4) + [VA КЈ = О. 

Ако је допунски члан у тој једна чини такође једнак ну'ли, 
I ' 

тј, ако је испуњен неки од у § 4' 3 нав~дених услова, И3 прет-

ходне Једначине ИМ3l\'ЈО интеграл .. .. 
. [(А) = Г(А). 

• 

• Нарочито је важа" случај, кад је тачка А центар ' маса си-
~ ~ . . ,-

стема. Допунски члан [Vc КЈ увек је у том случају нула, и према ' 

томе; ако, све силе, које дејс'твују на систем, не дају момента 
око T3L1Ke С; ПОСТОЈИ интеграл .. .., 

.[(с) = Г(С) • . 
• , 

Може се десити да постоји како иитеграл з а тачv.у С, тако 
~ - -

и интеграл за неку другу, на 'пр" непомичну-' тачку О, али век-
~ . ~ " " , 

торске константе рс) и РО) могу бити различит е . На.- пр., у ,слу' 

чају кретања Земље око Сунца као привлачног центра, тачке О. , 
, ' 

важи интеграл момента коли~ина креТ8ња како З3 таЈ центар. 

тако и З8 центар маса саме Земље. Међутим, константе 

су различите. Друга KO~CTaHTa је одређе'на збира м 
• --+ ~~-+ 

РО) = Г(С) + [гс, mvcJ , 

.. .. 
ПС)' н ро). 

• 

где на десној страни други сталан, сабирак има вредност момента 

количине кретања . Земље К80 тачке масе т у њеном, елиптичном 

кретању око тачке О. . . ' 

Аналогно интегралима .колиqине кретања и овде ' можемо . , 
анализирати слуqајl ве кад резултанта СВНХ момензта активних 

сила и реакција има пројекцију сам!) на један одн осно пројекције 

из два стална прзвца једнзке нули. У првом случају за 'сталан 
пол имамо Један интеграл 

.....,-+ 
rcos (Г иЈ) = Г" 

-+ i 
где је и, орт сталног правца. У другом случају имамо јощ једа)l, .. . 
за други сталан орт 1/, .... 

Г cos (Г и.) = Г. , 

где су rr. и Г, tкаларне константе. 

12 МеХ8пика система 
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Навешhемо још једну гео"етриску интерпр е'тацију интеграnа 

момента количина креrаЊ8. , 
Како знамо још из " механике тачк е вектар -.' , .... 

[ " v, 1 
можемо пр >тумачити као двоструку секторску брзину тачке; ту .. . 
брзи ,'у сматрамо као нектор и означаваhемо са 2S,. Пројенuија . .' , 
покрет"е тачке на раван управну на таЈ вектор врши своје ' крета,!>е 

у. Tuj равни са односвом СК8д.зрном ~eKTopCKOM брзиuом.- Интегрз,,!_ 
момента 1<01ИЧЮl8 кретаЊ8 М lJже.мо претставити у облику 

2] т, s,J. 
, ' 

, у том об1ИКУ интегрan ce '~OBe r.t,lIшеграl/ " ,оврШUIIQ да tuc'f'~AI' 

-
§ 4'5, 3al(OH живе силе ва систем 

њ.ива сuла АtaшерuјаЛllог сuсшема је зб ир живих сила свих 
тачана КОЈе сачињавајутај систем. Ако живу СI:fЛУ СИСТ,ема O~Ha-

• 
чима са Т, имамо према дефиницији 

Т - 1] % - - тј v, . 
• , 2 ' " 

Како се тај образац можем . , написати 

т = . -- тј (vj , V, Ј = - ( Vj , Гnj Vj ) , 
1] ..... 1]-+ ... , 
2 2 ' " 

ј i 

може се 1<8 З8ТИ да је- жива сила система -Једнака по.r:iУЗ,биRY CKa~ 

Л.!I.рних производа БР~ИНit и о.дНО.СНI1Х kQЛИЧНh3 креТ3Ј:Ь8 r~q~Ka. 

Диференцира мо ЛИ ту једнаЧИ!lУ, .цобиhемо . ." .. . . ". ,- - " ,. 
~ ...... 

dT = ~ т, (v" dv, ) . 
, - ј.., , 

. ~ 
, Ако,С друге страве, сваку диференцијaJIНУ једначину кретања 

система 

• . -+ -+ 
т, v, = Fi +R, 

! 
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. ~ 

ПОМНОЖИМD скаларно елемент.арним померањем dS i одговарајуЬе 

тачке и резултате саберемо, добиhемо 

(1) 2: (т, v" d;,) = 2:< Ј, , d;, н 2: (R" d7,). 
i i 1 , 

Лева страна ове ЈеД!Јзчине 
-

~ . ~ ""1:1 ... ~ ""1:1 ~ ~ .Li(m, v" ds,)= .Li(m, dv" v,)= .Li т, (v,. (!v , ) 
1 I i' 

једнака је диференцијалу живе силе, тј. dT. На .десној страни 

сваки скала рни производ је рад одговарајуће силе Н;-Ј Д<tТQМ еле

ментарном померању, Једначина .(1) написана у облику 
• 

dT '2: (Ји Л,)+ 2: (R" d;') 
i i 

изражава шеорему или ааКОIl жuве CU/le У Дuфереllцuјалном о(}лuку; 
тај ззкон гласи: • 

За време кретања матери)алноr система дифt·р н ци la' живе 

силе jeДHa~ је збиру радова свих акти-вних сили и реакција на 

одговарају!шм елементарним померањима. 

Исти 

(2) 

закон у интегралном облик}' изражава 

11. 

Т-Т. ~ I 2: (1;; ,d-;,)+ Ј 2: (R, , 
, ~ i ~ i 

I • -. 

• 
једначина 

... 
ds ), 

где на леВОЈ страни сто ЈИ конаЧ8И прира шта] живе силе, а на 

десној страни рад свих активних сипа и реакција за време кре

тања систеМ"а у одговарајуЬем КОНlfЧНОМ размаку времена. 

Ако је сист~м неслободан" брзине тачака система 
задовољавати једначине: за коначне везз(3) §, 2''з 

lIорају 
" 

(3) ""1:1 ~ д f -
.Li (grad, (/, v,) + д/ ~O, 1~1,2"."kl' 

, 
• за диференцијалне (6) § 2' 3 • 

• 

(4) 2: .. 
(q grad, 'УЈ' V,) i;- Џј ~ о., j=1,2, ... ,k2J • , 
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- ---- -- , 

имају облик ", 

Ri " ~ Л, gr~di {, + ~~J {I ~ rad , ~ , , 
ь ! 1" Ј ' 

, ј 

' . . ' \ 
r.'1 НОЖИ~.ељи КQначних ОДНОСНО дифереНЦИјZЛilИХ веза, ' 

Т]ошто ј е • , 

~ (Њ , d~, ) ~ 2: }., ~ (gradi f " 
, 

а на основу (13) н (4) је 

~ (gradi f, , tfti ) = _ Jf, dl, 
L.J • д! 

. ~ ./ 2:(Qgrad ,'Pj , dsi ) = - Dj dt, 
, 

можемо написати , 
... 

ds, ) 
~ дf, , , ~, " , 

~ - "" Л/ - dl-L.J 1'-1 Dj dt, 
, д! ' Ј , 

, , 

... 
ds, ) , 

'. .' , 
Према томе закон живе силе можемо изразити ' У ' облику 

I ' ' 

dT ~ ~ (А, ds.) ~ 2: Л, дf, dt - 2: 1'-ј l)j dt.. 
, / д! Ј 

Ако су све коначне везе склерономн е, ТЈ. 

дf/~о \ ' 
д! ' 

а диференцијалне ],омогене 
, 

Dj ~ O , 

рад реакција таквих веза једнак је нули и закон 

само рад аКТИ8~IИХ сила . • 
' ~ ...... 

dT ~ ",,(FI, dsi ). , 

1 = 1, 2, ... , k1 , 

.> 

ј ~ \ ', 2, ' .. , k, 

живе 
/ 

• 
силе садржи 

Овој Једначини одговара закон живе силе У интегралном 
облику 

1, 

т - r. = (F/ , dsi ) • " Ј '" ... 
1. ' 
, 
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181, НнтеграЈЈ живе силе § 4' б , 

Приметимо да се к а ко овде, тако и у општеr.1 случаЈУ, У 

једна'IИНИ (2) , интеграm. Ј(ес не стране могу и зрачунати са'10 У 

случај у кад је крета њ е п ознато . 

§ 4 . 6. Интеграл живе силе 

, . 
Претп оставимо да су коначне везе 

склерономне , ТЈ , задовољаваЈУ услове 

матерИЈалног система ' 

• • 

(1) ?f, =o, 
д! . 

• • 

а диференцијалне 
. . 
линеарне И_ xo~oгeHe,' ТЈ. 

• (2) Dj ~ О, 
, ' . 1 2 . k ' 
ј "'-...: , "·" . 2 

тада, како смо видели у претх<;>дном параграфу, закон живе силе 

даје 

(3) 
~ -+, -+ 

dT= ~ (Р" ds,). ' , 
• 

, Претпоставимр још да силе, које дејст'вују на с истем \имају 

функцију сила. ' То значи да постоји функција положаја тачака. 
"' . . ~ .' 

система такве природе да су сое liџивне силе Р" кој е дејствују' 
на тачке система, делим"ЧНИ градијенти те функциј е по вектору 
положаЈа односне тачке. Ако ту функцију ознаЧI!МО ,са' И, тј. 

ставимо 

-+. ~ ~ 

U=U ( Т1 , 'Z" ""Гл ), 

-+ 
свака сила Р; има вредн ост 

.,' 
( 4) Р, =с grad, И. -
Последњој векторској Једначини 

Једна чине 

х _дИ 
, - д ' 

Хј 

дИ 
у. =-, д ' 

у, 

, . 
одговараЈУ . . ове скаларне 

• 

3а такве силе биhе њихов рад на елементарним померањима 

тотални диференцијал функције И, ]ј. . . 

(5) .2: (F" d;,) ,= dИ. , 



§ 4' б 

• 

ИнтеграЈЈ живе сил е 

Заиста, н е п ос редни рачун даје 

2: (Ј,,' d~I)~ 2: (grad, и, d;,) ~ dU. 
I i . 

Овај резултат може се потврдити и а н э литички, јер је 

~(grad, и, d~)= ~ . ( дИ dx,+ ди dy,+ дИ dZ') ~ ;и . .4 . ~ дх, . ' ду, дz, . . 
I _ , - -

• 

, 
182 

Ако искористимо вредност (5) за рад спољашњих сила., ИЗ'(3) 

добијамо 

! dT=dU.-

• одавде неп о средно слеДУЈе интеграл 
• 

т =и +ћ, 

где је 1I произнољ на константа. Тај интеграл З0ве се. иншеграл 
живе СИле. • • . . 

Интегралу живе силе можемо дати и друге форме . 
• 

Ако место функuЙје. U уведемо фУНКUlfју супротног ·знака 

• 
КОЈа се З0ве 

• • (6) 

• 
П . -:- и, 

uошеНl{uј(lЛ1сuлd, ' , ИRтеграл 

т+ П = ћ. 

, 
. _. . 

живе силе даЈе 

Жива сил а система З0ве се ДРУКЧИЈе кинешичка енергија 
система , а потенцијал си'!а је i10mенцuјQлна енергија. Претходна 
Једначина изражава сталност збира кинети чке и потенцијалне 

енерГИЈе. • 

, 

Ако са То 03НаЧимО кинетичку' енергиј у у . почетку 

и са ПО поте нцијалну енергију за исти тренута к, И3 (6) 
кретања .. 

, . 
ИЗВОДИМО _ 

• - '\ 
Т+П= То + ПО' , 

Збир кипети ч!'е и потенцијалне енергн језове се шtJшална . · 
• 

.. . .' .' . 
енергИЈа, таЧНИЈе тотална мехзничка "енерГИЈа матеРИЈалног система. 

Ако тоталну ене ргију означимо са Е, тј. ставимо 

Т+П :=Е, 
, . 

интеграл живе си ле добија облик 
• 

Е =' Ео = const . 
. 
и и зражава uншегрйл или закон одржавања AlexaHU'!Ke енергије. . , 
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Материјални системи. чије се кретање , врши у сагласности 
са законом одржаваља енергије, зову се конз.ервашU8llU сu.сшемu. 

, Да систем буде конзервативан треба да, бу ду испуњени ови 

УСЛО,ви: 
'О 

. '. ' 

1. Коначне везе не зависе од времена. Та ј услов стоји у 

вези С' ТИМ да СlJољашње масе, које остварују механизме коначних\ 

в,еза. треба да буду непокретне. ' " 
2. Диференuијмне везе треба да буду хомогене. Али како 

сам то ' показао 1) I оне могу зависити од времена . 
3. Спољашње силе. које дејствују на систе'м. треба да имаЈУ 

.' . . 
фрнкuију сила одн осно пОтенциј3JI., који Не зависи од времена . 

• . ' 

§ 4'61,; Лагранжеве једначиие аа системе 
. , . ~ . ' .. . . \ " 

са потеНЦИЈалом сила, 

случај I(ОНiiејЈватиilних система , ' 

у проучавању кретања холономног система са независним 

генералисаним координатама qi · (! = ]. 2 •...• ' п) можемо иско
ристити Лагранжеве Једна,ине друге врсте 

(1) i ~ дТ _ дТ =Q,.' ' 1 2 " 1-.:, ,.",n ·, 
dt дqi дqi 

у случају кад су коначне везе склерономне, жива сим Т је ' 
о 

хо~югена функuија генералисаних брзина q;' (i ~ 1,2 •...• п) и 

З8 њу важи Ајлерова теорема 

(2) 2 Т = '\." дТ ч/. 
~дq' • . ј I 

Генералисане силе Qi ' (i~). 2 •...• п) су коефиuијенти уз 
dqi у изразу за елемент. ран рад спољашњих активних , сила, које 

• • . ., '0 • _ 

дејствују на тачке материјалног система, чији брОј озна~имо овде 

са N, дакле 

(3) 

1) Suг les - syst~mes conservatifs _ ~оп tI.оl~попiеS аУес dcs Jiais"bns. d~pend~ntes 
du temps. Comptes Rendus. t. 156. Paris. 1913. . 

" 
" ОО 
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'---- ------ - -------

-> 
ПОК3ЖИМО пре свега ' да', ако силе Р, имају функцију сила' 

-> -> -> 
као функцију положаја тачака И(""2' .. " 'л- ), генералнсане , 
силе Q, нето тако им ају функцију сила, при чему под тим треба 

разумети да је свака генераписана сипа Q, деЛИМ" ЧНИИ3ВРД функ". 

ције И (qlo Q2" • " q,,) ПО односној генералисано ј KoopД~HaTH~ 

Заиста, ако трансформишемо леву страну једна чине (3} '-
N N " . 

~ (Ру, ds,) = ~ (Х, dxv + Yvdy,+ Zv d~, ) = 
v v • 

N • 

~ ( дИ ' дИ дИ) : 
= dx, + dy, + dz" = 

дх, ду, ' iJz, 
v ' 

' ј'" п , . ' п . 

= ~ [д[J(~дX, dq,) + дИ (~~ dQ,)+ 
, дх,., дq, дуу, дq, 

" + ~ (~iJZ, oq, )] = 
дzv , дlJ.' 

• 

п 11,,' ,, : 

= ~ [~( ~ дх, + дИ ду, + _дИ дг ,. )] dq, • 
"'" L.J дх, iJq, ду, (J,q, ' дг , iJq, 

, v ' 

"дИ 
= ~- dq, 

.LJд 1'/ . qi . , 
онда после упоређивања са десном страном , (3) имамо 

дИ 
Q, = ", 

iJq, 

Приметимо да ова особина функције снnа важи Н у ОНОМСЛУ
чају кад ова функција садржи као параметар, време " јер при 
ИЗВОђењу горње трансформације није била коришhеиа једначина 

i"; . . 

}; 
( дИ дИ ' дИ , ) 
\ .- ' dx, + ' dy, +. " iJz, = dU , 

, \ дх, " . ду, , iJz, 
'0 ' • 

која важн само за случај кад ,{} не зависи од времена. У тој . ' , 

трансформацији смо искористиnи само 'претпоставку да једначине 
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КОЈе изражавају ко ордина т е х" y"z, у . Функцији координата q, 
, . 

зависне од времена. 

Ако претпоста вим о да 

сила, ' која м оже зависити и 

ге неp1lлисане силе Q, имају функцију 

с д времена, Лагранжеве јед.ачине (1) . . . 
добијају .облик . .. .-

(4) 
d д Т дТ дИ , . 

дq, 

. . 
i = Ј ,' 2, . .. t N. 

а! дq;' дq, 
., 

.. .. 

Ако уведемо функци ј у 

L Т+ И ' 

и обратимо П8ЖЊУ да Ј е 

.. > дL дТ - . , 
дqi · . дq,' 

јер функција 

дају 

И не завис и од . брзиН~, претходне једе ачине изгле-

.. 

(5) d дL _ дL = о, 
Ј! дq,' дq, 

i .,..., 1,2, ... , ·n. 
, ". ~ 

) 

• 

, 
,Функција L, КОЈУ можемо изразити и разликом 

L=T-l'I 

kинетичке и потенцијалне енергије, 3QBe се кuнеiIiUЧIШ uошенцuјал 

или Лагранжева фУНКЦl1ја . 
.. 

Сем функције L уведимо још функцију ' , 
Е --.: т-и, ' 

. 
тоталну енергију систе ма, и докажим6 да 

чина (4) односно (5) задовољава једначину 

она на основу ' Једна-

(6) 
dE дЕ 
- =-
dt д! 

и то у слу чаЈУ кад функција И зависи еКСПЈ)И ЦИТНО од времена. 

Заиста , диференцирајмо Е по времену 

(7) 

• 

dE ~ ljI _ dИ ~ .. dT_ ~ ,дИ q,' _ дИ 

dt dt Ј! dt . 4< дq, д! 
и ставимо вредност извода dTj dt. 

. 

Тај извод рачуна мо на авај начин •.. СЈрво из Једначине (2) 
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после диференцирања добијамо 

2 ~x. = 2:.!!'.. дТ, . q/+ 2: _дТ_ . q/', 
. dt ,dt дq, , дq, • о , ' 

~ са друге стр ане непосредно диференцирање даје 
• , 

dT =2: д~ q/' + 2: дТ q/ . 
dt . дq, дq , , , , 

• 

Одузимањем друге једна чине од прве добијамо . '. . 

dT ' ~ (d дТ дТ 
dt = -4' ii aq/ - iJ-q, ) q/ . , 

, . . 
. 

Ако ову вредност извода ставимо у (7), долазимо дорезул-
тата 

• • 

dE "'(d дТ дТ дИ ) , · дИ 
Ш = -4' dt дq;' - дq, ' - дq, . q, - д! ' 

• 
КОЈИ Н8 основу Ј едн а ,ина (4) доводи до Једначине . 

• 

а како је 

, 

dE ди . 
~- ~ = -

'ш · . д! 

дИ ' дЕ 
- д( - ы ' 

јер жива сила не зависи експлицитно од времена, доБИЈамо дефи-
нитивно тражену ј едначину (6). . • . 

Ако функција сила U не зависи експлицитно од' времена, . 
функција Е зад о вољава услов 

дЕ= о. 
д! 

Једна,ин, (6) доводи до интеграла 

Е = Т - И = const. -

Како у ов ом случају 
, 

можемо увести потенцијалну енергију 

п - -u . , 
.' • • r •• _,_О 

КОЈа, као енеРГИЈа положаЈа зависи само од координата система и ' I 
• 

не зависи експлицитно од времена, претходни интеграn није ништа 

друго ,до интеграл одржања то:таnне ' механичке- енергије система 

Е = Т + П - ~onst. = Ео .. • 
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§ 4·62. ЈаКОбијеве једначине ва конвервативне системе 
• \ . 

У случ"ају конзервативног си~тема .Јј.агранжева ФУНКЦИЈа L 
не зависи експлицитно ол. времена. У једначине (5) претходног 
параграфа време ула :ЈИ само помоhу диференцијала dt и према 

томе може се ИСКЉУЧИТИ из тих једна чи на. Сем тога, }едначиве (5) 
имају интеграл живе силе, који ћемо написати 

(1) 
• " 

где је h, као и раније, почетна тоталНа. енергија система. У овом · 

случају моЈ1<е се саставити систем днференцијалних једначина 
. . " 

другога" реда њих" 1 на броју -ц тиме свести проблем 2,,-ог 

реда на проблем 2" - 2-0Г реда.' '. I 
У том циљу узмимо за неза~исно променљ,ИВУ једну од не

зависних координата система. 3а такву координату МО>f:Cемо. __ иза_ 
братц ма коју од независних координата само под условом ' да 

једном од интеграла Лагранжевих једна чин. не одговара CTa,1lHOCT 
изабране координате. Ознацимо ту координату са Ql, а остале З8 

систем са n· степена слободе са 

(2) 

Координате (2) можемо сматрати као функције KOOpAItHare 
q" а ову последљу као функцију ~peMeHa" Изводе координата (2) 
по координати ql означаваhемо са -

q/ 
• 

q,' 
~ ј = 2,3, ... , П.· 

Пошто Је жива сила хомогена квадратна функција. гевера

лисаних брзина, можемо ставити 

(3) Т= q,'2 О, 

где G може бити функција само од координата ql ' q2 ,'."" , qn И . 
• 

извода q'l.' qs, ... 1 {ј,1' 

Ако искористимо (3), интеграл живе силе (1) даје , 
q," G = И + h, 

одакле имамо једначину 

q ,=+,IU +h 
1 - V а ' 
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~---- ------------,-

која до води до коа дратуре , 
---'--o~ 

иl = + 11 O ' dq, 
, ,'-УИ+h 

за увођење време на 

' функцији координате 

четни услови , 

, 
после одређивањ-а сви х коордииа_та (2) у 

Ч " Питање двоструког ,зн а ка решnвају по-

, ' Узмимо сад п .-- 1 Лагранжеву једначину 

(4) 
d дТ 

иl дq/ 
, 

и еl1иминишемо из љих време. 

дТ дИ 
= -- , 

дqј дqј 
ј = 2,3, ... ,n,. 

-
Према правилима за диФеренцирање 

меНЈЬнве имамо 

у случаЈУ CMeH~ про-

,.,-,---. " ' . '" дТ _ д ( ;20) - "да 2._ ,дО L+ '\! И +JzдО 
I - I ql - 91 .' , - q, , - ~ . о " . 

aqj dqj дgј q" dqj О dqj 

дТ _ д , ( "0) - . ,да _ И+h да - q, - q, - ,' . 
дqј дqј _ ' dqj О дqј 

Уведимо сада јакобllјетiy фУНkЦdју 

Р=VО(И+h), 
-, . , 

диференцирањем те функције имамо 
• 

_ дР ~ _1 V И+h да , 
дqј 2 О , 

• 
дq , ј , . , 

дР 1_ V И +h да +2. -v о дИ 
- • 

дq ј 2 О dqj 2" и + 11 дq l 
• 

После упоређИ8ања 

ове обрасце 

ових резултата са ~ретходним ИЗ'ВОДИМО 

• дТ +2 дР -
• 

dq j , -
~ _9 ,1 /)0+ h _д_Р_ I дИ дР -, ---'-''-- = + 2п,' -"-'-

dq j • дqј '_ дqЈ, dl) j 

дТ 

На осио~у ов их образаца из _ једначина (4) 
једначине у u блнку 

+~ 2 дР 
- и! дq' 

, ј 

+ 2q,' дР = О , 
dqj 

• 
дИ 

• 

, дqј 

добијемо прво 

.) = 2, .3, .. . -; П, 
, 



189 С!Ј л е O'r\lOра са дисипаТИВRОМ функцијом - --- _ ... _- -

које непосредно доводе до јако6ијевих јеДlIйчuна 

,[ дР , дР . 
- - ..,...... = о , ј =: 2, 3, . ~ . Ј П, 

dq дq' дqј _ 
Ј -

које -су форма-лно сл и чне Лагранжевим једн а чи нама (6) § 4' 61, 
али; прво, место Ла граижеве функције стоји ЈаЈ(0 6ијева фуНkцИја 
и , друго, врем е је замељено једном од координата система : После 
интеграције ови х ј едначина, · квэдраrуре -за УВ О !1 е ље времена и. 

узимања у обзир IIнтеграла жив~_силе, треба сматрати ПР9бле", 

о кретаљу система као решен. '. 
Јасно је да се Јакобијеве [едначине'м·огУ см атрати каодифе.- . 
. , .. ~ , ~ 

реНЦИјалне једна чин е трајекториЈ3 конзерваТJiВН ОГ система. 

Приметимо да је практична употреба Јак06ијевих једначИна · 

скопчаН8 са аН8Л:ИТИ 1IКИМ тешкоhам-а з-бог. компликованости Јако- . 
. . . . , 

бијеве функције. Ка ко сам показао ') ирационалност .се лако.може .. 
искључити, али тада једначине губе свој једноставни облик: · '." . 

\ 

§ 4'7. Силе отпора са дисицативиом фующијом 

Силе отпора, које дејствују ' На масе материјалног система, 

могу бl;!ТИ ра зличите по својој природи. Закони . по којима дejCTB~jy 
те силе у различитим конкретним случајевима утврђују _ експери- . 
менти .. Из експерименталних података се И3RQДИ мзтематичкз 

, . '. , 
форма тих закона. Са том формом се силе отпора уводе у тачна 

расуђивања рациона лне механике. · У овом параграфу се _зауст.' 

ВИМО на оним отпорним силама кРј.е су nинеарне, н то хомогене, 

функциј е од брзина тачака, а сем тога ,е функције задоваЉавају 

oдp~ljeHe услове. . _ 
Замислимо да ј е систеМ- 'х'олономан са- II _ степена слободе; са . 

координатама Ql' q;t. , . .. , qГJ' да ~оначне везе не за висе од времена 
и Д8 генералнсане силе имају .фуикцију сипа I.j (q" q" . .'., qn} која ' 
исто тако не зависи од времена. Диференцијалн е једначине кре- _ . , 

• • 
тања таквог m:at-еРИјЗЛ НОГ систеll?3, а под УСЛv~ОМ да Н3 њега 

дејствују силе отпора могу се израз ити. , _. 
d дТ . дТ · ди 

- --~ = -Р, 
dt дq/ дqЈ _ дq , _ .-

. . 
ч 1, Оје Веwеguпgs~lеiс l lllПgеп kопsегvа tivег Systeme тН \irJcaren Веwеgџпgs-

iпtеgrаlеп. Mathematische А !lIl аlеп . В. ' 69. Leipiig. 1910. ' .. . . . 
2. · УРilвн.енiя ДВИ )l,сн i я .nm( коксервативнихъ Сtlстемъ !I И~Ъ I,1РИJIожен"isr . . 

КieB. 1912. 
, 
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где je~ Т жива сила система И -Р, односна '2еllералuсана ошuорна 

сила, при QeMY flРЈН ЗВОД 

-P,8q, 
• • 

• 
• 

изражава _. рад оrпорних сила -Н3 OHOW. елементарном померању 

система, кад се мења само координата , qi 3 3 OQi , " 

'; Претпоставимо сад да је Р, хом-огена лин е арна фун'кција 

генералисаних ' БРЗИlIЗ, тј. 

• 
• 

i = 1, 2, ... I П ~ " 
• 

где су "'ј функције 
Под условима 

I , , 

координ~та, П~ често ' лута чзк, И константе. 

• 
, ' f 

" 'ј= П " , 'Ј f . 

ПОСТОЈИ квадратна функцнја 

п 

V ~~ 
ј=l 

за коју је 

дV 

дq,' 

i, ј = 1 ,,2, ... , N., 
о • 

i=I,2, .. o, n. 
• 

• 
Функциiа V, аналогна ПО фОР!'" живој СИЛИ , зове се Рели

јева (~ayleigh) ЛUСllriаШll8на ФУНlщија или функција расиuаiю. 

Днференциј'JI.не Једн,чине Kpt.тaњa ' у случају ПОСТОЈања ДИ' 
сипативне функције и ,гледају . 

• 

• d дТ дТ дИ , дV 
1,2, ... , 'Q: = , dq/ ,~, 

, и= 
Ј! дq,' дq, , дq, 

'Ишедимо сад из овиХ једна,ина једнаqину аналогну закону 

односно инrегрму живе силе. Акр сваку од ових једнач>\на , по-
о • 

Ј(НОЖИМО са q,' и резултате ,саберемо добиhемо 

~(; :;.) q/- ~:;'qi~ ~:~ qi- ~:q~ q/, 
I I I I . 

· .' 
" 

После познатих трансформаЦИЈа, изведених У детаљи ... У 
§ 4'61, из написане једначине изводимо 

• 

(2) ~ , -'-2V 
dt " , 
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, 
где-је Е тотална 

јалне ен ергије 

е нергија система, тј. збир кинетичк е и лоте нци-

• 

E = t- и = Т-tп , 
, 

а последњи сабирак н а десној страни заменили смо на основу 

особине хомогене фун кције 

2V= ~дY q( . 
L.iдql , , , . 

Ако претпоставимо да су коефицијенти (1) та к~и да је юiа
дратна форма ' V увек по з итивна, тада једнаЧИR8 2 rнрди' да под 
утицајем отпорниХ сила т отална енергија , система опада . Коначни 

губитак енерги ј е за раз м а к времена од t. до t, се и зража ва јед- ' 

начином 

• ~ t1 

ЕЈ - Ео --'- 2 Ј V dt . • 

10 ' 
, 

,Величина -'- 2V, ПО,ка зу је брзину оuадања енергије у току вре

.. ена, а десна страна п ретходне једојачиие ' одређује целокупни , 
, ' 

гу битак енергије за инте р вал времена t, - t •. 

'. '. § 4 ·В. ЛаграНЖеве Једначине аа еиде 9пш~ег караКЏl'а 

• Као ДОПУНУ IIрqуч анања Лагранжевих једначииа ПО,сле уво-
, . " . , -

ђења нарочитих сила отпор а, које имају дисипативну функцијУ, 

саставимо диференцијалне једна чине кретања ХQЛОНОМНОГ система 
.' . . ' 

у случаЈУ деЈства сила н аЈ ОПШТИЈег , карактера. 

Нека СУ, као YBeK ~ q ll q2 I ••• , qn независне коорД"lнате си
стема, Т жива сил", сист ема која у случају реономни х Ве<!а, тј. , 
З8ВИСНИХ од времена али коначн~х,_ II!~JК_e С~др~а.Пt у С80јим к'ое-

, ' 

фицијевтима сем координата и време и бити квадратна фУНК,ција 
опш,ег карактера, тј . сад рж ати ~e само квадрвтне .лан()ве већ н 

.ланове ПР80Г C'reneHa и члан неза,висан од брзина . 
Претпоставимо даље да се активне силе, које ' зависе од по

ilожаја, а у општем случа ј у и од времена, 'у свој ој ген ералисаној 
форми Q; (i - l, 2, . . , , п ) могу раздвојити иа сенералисане силе 
које имају функцију сила и- и (q,,'tj .. •..• qn, i) и н а силе КОЈе ' 
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-

, . 
о , 

немају потенцијала. Ако ове друге 

са Q,* и~l, 2, .. . , п), имамо 
генера.~ исане силе оз.начимо 

Q _дИ+ Q * 
, -- ј /. 

о дq, ' о • , 

• 

о Најзад м ожемо и' силе отпора, нарочито онај део који за->' 

виси од брзин а рашчлађИТИ на силе које се изражавају помоћу 

дис ,шэтивне функције V и силе отпора које у ту категорију о не . 
c~aдajy. Према томе силе отпора , можемо ' изразити у облику о 

дV _Р* , , 
дq( 

; 
где су ознаке очигледне. 

Узнмајуhи у обзир све наведене изразе за силе, које могу 

дејствовати на масе система, -.можемо на~исати Лагранже8~ jeДH~-

чине у облику: 
. , -. 

d дТ ' 

dt о дqi 

дТ _ дИ -+ Q! __ сЈ>'. _ Р,., о 
дq, дq( оо дq, 

i = '1, 2, ... , n. -
'. , 

Приметцм~ да наведена анали~ичка подела сила , које" деј

ствују на материјални систем, нема 'јединствен и обавезан карак
тер; т.ако, на пр., константна т~нералисана сила, која може уhи _ у 
сваку од четири категорије,рецимо, и у силе са потенцијалом . и 
у силе са дисипзтивном ФУНКЦијом, треба да се распореди према 
мехаНИЧКОЈ природи самог П{Јо6лема ' и_ према оној улози коју 

игра таква сил а У датом-проблему . 

. 
§ 4-9_ Диференцијалне једначине 

, о 

линеарним интегралима_ ' СЛУЧ1iЈ 

кретања ва системе са 

цнкли~них коорднната 
• о 

! " • 

Нека СУ q, (s = 1,2, ..• , п + k) независне геilералисане коор-
. динате материјялног система, Т жива с'ила система и И функција 
сила, СистемЛагранжевнх једliачинз гласи 

(1) 

, 
.!!.... дТ _ д (Т + И) ~ О 
d t дq,' . , . дq, ' 

s= I,2 ..... '. ', п +k. 
о • • . . . , 

Претпоставимо да тај систем једначина има k интеграла , 
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• ; 
линеарних у одно.еу 

. , . . 
на генераllиеане 'брзине, 

• 

Изразимо ове И~Т~-

гра"е , . , 

q'n+v ,- Z ау ; q/ +. ау Ј 
. , (2) v~1,2J"" k, 

, 

где су а" и 'а, функције координата,. Bp~MeHa и ПРОИЗВQЉНИХ 

конетаната, Браине q'n+, (v~ 1,2, ... , k) су .ависне, а остале 

q,' (i = 1, 2, ... , п) недйвисне. . , 
• 

Помоhу интегра!lа (2) из једначина (1) могу се искључити 

зависне брзине q'n+., и зависна убрзања q",,+, (y ~ 1,2;.;., k) ' и 
"ада ће проблем о кретању система бити сведен на интеграциЈу, 
система од п једначнна из (1) другога реда и на k' једиачина 
(2) првог. реда. Јед на чине другога 'реда, могу се, добити овим 

путем. 

Искључимо 
• 

зависне брзине и:з , жи:ве силе , 

, 
s = 1,2, ... , n+ k, , 
i = I , 2, .. ,_, n. 

• 
н израчунаЈМО ; 

" '" - '<:"''' , < • 

, 

, (7) 

(3) де = дТ + Z . дТ дq'n+, 
" , , ',,' Qq, Qq, Qq;,+, Qq, , 

(4) дВ = дТ + ~дТ Qq'n+,. 
Qq, Qq, ~ Qq'n+, Qq, , 

Једначине (1) nоделимо у две групе 
.. l ' 

.Е.. дТ _ д (Т + И ј О .. 
• • • dl Qq;' Qq, ' . 

(5) 

(6) _d_ дт'_ д(Т+И)_о 
dt Qq'n+; q'qn+, - , 

• 

· . . . 
Ё= 1"2;' ,.,,., n, 

s, 1,2, ... ,n+k. 

\ 

, , 
" 

i=l, .2, ... ,n, 
• • .' 

, 

v =.1, 2, ... Ј k. 

.. 
Заменом (3) и (4) из једначине (5) добијамо . . 

!!.-( де _ ~ дТ qq'n+')~ де + х1 дТ дq'ф _ дИ -'-в 
dt Qq,' ~ дq',,+, Qq,' " Qq, ~, Qq'n+" Qq, qq, ' 

V V ' ' 

i = IJ2~ • .• ·; n. 

После · елиминисања зависиихбрзина из 

дТ' 
дq'ф . 81' (q" q:') 

· , 

импул~.а ", 
о, _ •. _ 

S "' 1 .. 2, .';., n:+ .k, 
j = J,2, ... -"п 

13 Мехзника с#!сте:ма 
, 



)~· .~ : 9 :·'· 
~ .... . 

~ t обзиром иа ' (о) прет,хоДне једначине дају траже\!е Јеј(в~qиliе 

другога реда: 

!!.. де _д(е+И)_ "'д(е+ ИЈ "q'n+-- _ 
Јl дq/ дq, L,; дqn+, дq: 

v '11 ' , 

~ "-'e~(!i- дq'n+,-"-- _ ' дq'n+~ , _ ~ дq'n+~ дq'n+.!..-)=о. 
L.J , Ј! дq,. дq, ~ дqn +, дq', " 
~ 
• 

• 

После 8звршених операција ове једнач~не можемо дефини-

ТИ.l;!НО написати " 
" 

iJ дв д (8+ИЈ ' "-'д(8+ И ) 
(8) - = + L.J а,, + 

dlдq/ дq, ' дqn+-- о' 
• о ' 

' да ' " ,. 11"1 

дqn+~ о' )-('~:'+ ~ 
. '!Ј 

• 
i,j= I,2, ... ,П; V, р.=I,2,. .. , k. 

, о 

, , , 

Н.писане једна чине (8) припадају По Во Воронцу, који их је 
о применио на више мехаIJНЧ'КИХ про'блема. ' 

Интеграција система јеДН8чина (8) й . .(2) решава проблем о 
кретаљу материјалног система. , 

Ако је снсгем конзерватицан, могу ,се написати ј~Дначине , у 
који'м нема више диферевцијала времена и тиме проблем ннте. , " 

грације диференцијалиих једнаЧИl.8l!реtаља ;:ни зити још за две 
јединице. ' ", , 

Зауставимо се сад на случају циlIЛичних коор;:(ината. 1<ако 
знамо, ако ни жива сила ви ' функција сила не зависе ' од неке 
генерзлисане координате, координата се зове цuклuчнао Претпо, 

ставимо да ' с'истем са П + k с"~пена слободе има k цикличних 
• 

координата ' 

(9) 
, 

Qn+l I Qn+2 " •• I -Qn+ .t.: . 
• 

• 
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• 

Непосредно 
. , 

из Лагранжевнх 
. . 
Једначина с.1едује да свакој 

. циклицној координа ти одговара интеграл · 

(10) 
дТ 

- ._ - = е,= г, ' 
д ' ' q n+ v ' 

v = 1, 2, ... . , k 
, -

-.. 
где је Г, произвољна константа интеграције. Такви интеграли су 

лннеарни у односу на генераJlисане брзине и према . томе у овом , . - . 
случају можемо искористити преТХОд,на расуђивања. '. . ' 

Како у овом случају . цикличне координате (9) уопште не 
. , 

улазе у једна~ине (5), е!lимннисањем" зависних брзина и 'y6p~aњa" 
из њнх до6иhемо систем од п днференцијалних једна,ина другога . . ' '.' 

реда са"о .а ' oдpe lJ,!~~њe . прЬмеUЉивюt .q" q ..... ,. qn. , Посл~ 
одређивања ТИХ координата . У, функ'цији времена цикnичне KOOP~ 

дннате . се одређују из једн~чииа (10) написаних у облику (2) no-,. ,. . . 
моћу k квадратур.а. . 

Систем једначина дpy~oГa 'рада неПосредно С1Једујеиз једна-' 
чина (7). Ако заменимо импу .. 'nсе (10) са константама Г, и уведемо 
функцију 

, . . 

Т, = T~ 2:r~q'n+->, 
, 

, , ' . 
при чему н живу силу Т и брзние Q'h+ , I1зразнмо помоЬу 'не!!а

·"иених брзина из (10) у облвку(2), једначине (7) Jl,обијају облик 

d . дТ, дТ, 'дИ 
-

dt дq/ дq; 
, 

дq; 
i::ж:: 1, 2, .. _., п" , -

• 

, " 
Ове јеJl,на."не спадају ' у Ro,uIh-ове једна чине, .ији систем 

Ьемо навести у идуhој глави._ 
, • , Ј • 

Ако је систем конзервативан, из' ових се једна,ина таКОђе 

може елиминисати диференцијал , времена и тиме снизнтя ред про-

БЈЈема још 38 две јединице. ' 
- . , .. , 

• 



ГЛАВА ПЕТА -
Каноницне · једнацине 

Пфафова ' метода 

~ 5 '1. Лине,,(,на диференцијална' форма 
, 

Нека су 
, 

(1) 

п независно променљивих, а .0+ 

(2) • 
исти број функција тих пi>оменљив'йх, тако да · је 

1 . . 
. i = 1', 2, .-.. .. , -п, 

• 
и наЈзад 

, (3) 
" О О ! ' ' 

dX1 ~ dx!}., •. , \dxn 

п диферен,!ија .,а променљивих (1). , 

Израз 

п 

( 4) ф " , Хј' dx, + Х2 dx, + . . . + Х" dxn ~.~ X,"dx,', 
i 1 .. 

, 

КОЈИ претставља линеарну хомогену функцију дифере,нцијала (3), . 
зове се линеарна дифереiщијална фарма од п 'Iроменљив~х, кратко, 
Пфdфов израз IIЛИ ПфаФtpан (Ј. , F, Pfaff, 176~-1825), • 

Ако зам~слимо n-димензиони' Еук.,идон пјЈОСТОР . И , иеличине , . . . . ... 
(1) сматрамо као координате'вектора х у том простору; а ' вели-

, ' ... 
чине (2) као координате вектора Х, Пфафов израз ' (4) може се 
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• 
-> ~ 

, сматрати као скала рни производ вектора Х и ' вектара dx, ТЈ. 

-+ -+ 
Ф={Х,dх). 
, О -+ 

где су округле заграде симбол СК8ларног производа . Вектор Х са 

координатама Х,. Х " ...• Хn зваЬемо Пфафов некшор. 

, 
§ 5'2. Појам чистог . nрираштаја лннеарне 

ДИференцијалнl форме. . 
, ., 

Чисти наводи и диферевцијали 

• , ' 

, ,Уочимо линеарну . ди~еренцијалну ' форму, рецимо. ' од ':гри 

променљиве ХЈ I Х:!:, Ха . " . 
" 

ф ~ Х, dx, + Х, dx; + х; Јх, ' 

где , су Х" Х,, ' Ха функције тих променљивих . 

, Нека I1х, ~ Jx,. буде прираштај пр,рменљиве х;. Проуqимо" 
одно.сни прираштај форме ф, ' . 

, ' . 
Пре свега, прираuiтај функције ф ' се даје разликом , 

11, ф~ Ф ( х, + Ifx, , х, , ха ; Јх" Јх" dхз ) - , 

• 
. ф (Х1 ! Х2 , Ха; dX1 'дХ2 , dхз ) . . 

• 
Тај прираштај можемо З,вати Јџ!лиАtUчни функционални ири-

рйшшйј форме Ф аа rtрОАtеllљиву х,. Линеарни део тог прираштаја 

има вр едност 

дф 
Ј, ф = ' Јх, 
, , . дх, 

, 
и преrставља деЛll.>lШЧlIll ФУlIкциОIlЙЛlIlГ дuфереllцuјйл форме Ф 

~ 

за uроменљиву Х1 • • • 

, 

, -
Али при проучавању оног прираштзја форме Ф, који одгО-

вара прираштају п роме нљиве ' х" треба , узети у обзир ' да , та 

форма веЬ има чла н 

Х 1 (х1 , Х21 Ха") dX1 , 

који, тако репи, аутоматски уноси ' један прираштај llрОПОрЦИQ

Н3Л3Н ј dХt lt ТО кад ОД вредности , проме~љивих Х11 Х2Ј .. Ха пре~_а· _ 

зимо на вредности х, + dx" Х2 + dx2 , Х, + dхз , Тај прираштај, 
i '\ • ' 

има вредност ' , __ 
. . 

11/ Ф = [х, (х, + dx" х, + dx., ха + d~a) -х, (х" х2 , Х,) Ј dx. " 
о . ' , 

, " 
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" .' ::...~--;:--------~--'----:------,- ~~ 

и можемо га звати деЛUМUЧIIU соuсшвеllU iiрuрашшај форме Ф ва 
iiрОАtеllЉUВУ Х" Његов лннеарни део чија је вреДllOСТ 

" Ј' Ф (дХ, d + дХ, . + дХ, ' ) х . . , = - х, Јх, dхз . dx, = d " dx, 
дх, . дх, дх, . '.' . 

лреrсrавља делu.ltllЧIIU СОUСшВеllU дuфеР!llцuјал фQрме Фsа 'иро
меllљtl8У Х" 

. 
Разлику 

• 

• . . 

'" .1,' Ф=Д, Ф-А,' Ф 
• 

између функционалног и сопственог делимично г прираwтаја ЗВ8-

Ьемо деЛUAtUЧ!lU '{,Исш 'uрuрашшај форме Ф ва иромеllљи8У Х1 ' 
Линеарнн део тог "рнраштаја чија је вредност , .' 

~ . . 
, Ф d d, ' Ј' '" дФ d ЈХ -, d . ( дФ ЈХ) d ". (ј'1 = Ј'Р- 1 ч:.о= . Xi ~ 1' 0_ ~' = - - . 1 Х.Ј 

дХ1 . -' дХ1 \' , 

, претставља ЧUСш дuферmцuјал форме Ф за uршtеIlЉU8У.х1 • . - -' . ~ '-, 

Ако поделим а щ;еrходuи израз са dX, добиhемо израз 

д' Ф . дФ , . 
--= . -ЈХ,. 
д' х, дх, ' 

који' ћемо звати делuмuчнu ! ЧUсш и~BOД форме Ф "о uроменљивој 
Х1 • Јасно је да тај ИЗВОД, ','С"8 своје стране, лретставља. лине- . 

арну диференцнјалну ",форму: .заИ7а~ после извршених о!,ерација 

имамО ' 1, \ о" , ", 

д . Ф = (О) dx, + (дХ, _ дХ,) dХ,+(~Хз __ дХ, ) dx., . 
д' х, ' \ дх, дх. дх, дх, . . 

, 

На сличан начин можемо написати и два осгала и'звода: 
, " _ . -

~Ф = (дХ, _ дХ.) Јх, + (О) dx, +( дХ, _ дХ'_)dх,. 
д' х, дх, дх, . . дХ2 дх, . 

• • 

д . Ф = (~X, _ дХз_) dX
1
+ (дХ, _ дХ, ) dX

2 
+ (О) dx;, 

д' х, ох, дх, дх, . дх, / 

у општем случаЈУ фОР!4е 

, 

, 

, 

• 
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која зависи ОД п променљивих Хј Ј Х2 , .. ' ) ХI1 са коефнцијентима 
, -

• 
функцијама тих променљивих, делимични чист извод за Ј' ту 

променљнву ХЈ можемо написати " 

-где Је 

, ' 

у раЗВИЈеном облику тај извод има вредност 
, 

, 
- , 

Ан3.(IОГНО диференцнјалним ИЗ,раЭlIма у обичвом д\f'll>еј>еi!ци-' 

јалном ра.уну од н иза делимнчннх чистих извода 

(1) 

можемо наqинити ни з 

варајуhим ознакама 

(2) 

) t • • • , 

д'Х, д'Х, - д·хn 
\ ' 

деЛUJIIUЧНUХ ЧUсшUХ дuференцuјала , 
са '(ЈДГО-

. Пошто је сва ци деЛИМИЧНИЧIjСТ "авод линеарна дllференци-

ј811Н3 форма, сваки делим,-\нни чист дифереиција" је кнадратна 
. .' 

форма у односу на дифереНЦИЈзле dx, i dx2 , ••• ,dxn • 

Д~љe I1рi;lширена анаЈј'огиiа ~8 обl\ЧНIIМ Дl'фереilцијМ\lI'!>I ра

чуна,", JIQBOJIII дО појм а ШQща,4Н()?'1ЦСIЩ1? !1шјЈеренцuј4l1Џ фqр~~ Ф, 
као збира свих делимичник дифеР.~III!"ј~л~ (7.). QзнаЧl!ИО ,rа c~ 4'\11 ; 
Према T01!le имамо .. --
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, , 

(З) 
} п п д" Ф 

d' Ф = ~ d,. Ф '---~ dx, = 
~ ~д 'x ; __ ) ј=. I 

/ .' . 

Покажи мо сад да је тај збир идентично једнак нули, Заиста, 

сваком члану првог збир. 

" дФ '. п п дх. 
~ . dx, = ~ ~ ' dXj dx, 
~ дх, ~ ~ дх ' 
i ' 0.1 I .' ' 1= 1 . Ј Ј ,- I 

одговара са супротним знаком члан другога збнра 

п ~ дХ( , п п дХЈ . ~ ~ , dXj dx, . ,~~ - dXj dx, 
~ ~ дХј - ,~ ~ дх, 
, -_ Ј ) __ 1 1= 1 ј=l 

- , 
и преме томе можемо за~ЈрУIfИТИ .да постоји идентичност 

, , 

, 

и то без' обзира на то да 'коефицијенти (1) тог дифере~цијала 

нису идентиqно једнаки нули. Према томе за концизнија претстав" 

љања и трансформације тих коефицијената и даље можемо да се 

служимо формама (З1 тоталног, ЧИСТОЈ диференцијала. 
Ако искористимо ве]<торску интерпретацију , тај диференциј8Л 

можемо преrставнп~, 
-+ ... 

d'Ф=(gгаdФ - dХ, ds), 

г.в:е Је gfad Ф .вектор са ко,ординаТ8ма 

' дФ 

дх, 

Исти дифереици јал мож.емо написати и овако 

-+ -+ 
d' Ф = dф - ' (dX; ds) . 

, 

i = 1,2,.,. __ ., п .. ' 

Први члан десне разлике је .iiiошаЛlШ функцuо'налнu дuфе

ренцuјал форме Ф, а други можемо, сматрати као iiz~шаЛlШ еои
еШвенп 'duференцuјал ' исте форме. • " 

Најзад, ако уведемо још и појам Чllсшог иРВОlI.а даШе 'Ј/ш/е- ' 

арне диференцпјалне форме у дашОJII иравцу, који је одређен ко· 
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синусима углова правца одређеног диференцијалима dx, 

dx, 

ds 

где је 

• 

, dX2 

ds 
, . . . , ilxr, 

ds ' 

чист извод у том правцу има вредност 
, 

"; , :-t ---Јо 

d · Ф ' dS) . ( -> ds ' 
- - = ( grad Ф, - - dX, -Ј ' 
d' s \ ds _ ' ds 

§ 5. ·~' 

где · смо употребили, ради доследности, ознаку d' s = dS; · тај из
раз ·· исто тако претставља неку модифи'~ацију 'Форме кОју изра
жава тотални чист диференцијал d' ф .. 

§ 5' З. Пфа~ове јеi\наЧИII,е . 

Видели смо да је '[оталии чисти диференциј8JI форме Ф ., 
идентично једнак нули, али његови коефицијенти нису ~дентиqно 

једнаки нули. Поставимо сад услов да и сами i!<оефицијенти тог 

дифереицијала буду једнаки иули: Тада имамо једна чи не о 
• 

- , 
Каје рlfавијене изгледају овако 

• 

(~ 

• 
ИЛИ , наЈЗад, OElat<Q 

дф 
-::-- - dX j = О , 
дх 

1 ' 

• 

• • 
п , 

• 

• 

. '\ -

Ј = 1, ~r : .. , п ~ 

Написане једначнне 

;еДliачuна ва форму оф . 

у веКТОРСКОј форм и 

претстављају ирвu СUСиЊН Пфафовuх 

се једн!'чине (Ј) зам~њују ј едначином .. ,- . -

-> dx ~ grad ф. 

" .' 
Тај резултат речима можемо израз}!,и. : 



. '" . . '-'- - '. 
. 

- .- - ' 
.. , . '. 

, , 

Први систем ПфафовlU,( једначина изражава да, , је T.9Tail~\I . 

диференцијал Пфафовог вектораједнак градијенту одговарајућег ' 

Пфафовог изр."', _ - --
у опште" случају кад је Пфафов изра =< nретстављен у об/lИI(У , 

k , "1 
ф ~ ~ (1., d-;,)+ 2: Иј dИ; 

1= 1 ) = 1 

са k вектора Х N, ,димензионом простору и . ~a k, .скала!'а, , ~a 

сваки вектор z, (i '" 1,2, ... , k) имамо векторску једначину 
-+ 

dZ, = gradz, Ф, 

. где смо за gradz, Ф означили деnимични градијент Пфафовог из' 
-+ , 

раза у односу на вектор Z" а за сваки СК.,,"Р ИЈ (ј ~ 1; 2, ;" , k.) 
скапарну Једначину 

ј - 1, 2, .", k
" 

• 
§ 5'31. ИliвариЈантност Пфафових једнаЧнна ' 

Два Пфафова израза t/i!~ и е од · истих променљивих 

(1) 
, 

сматрамо као еквивалентна, ако су Њихови системи Пф;фових 

једиачина еквиВалентни. Еквивалентност ПфафОБИ!, изразаозиа· 
чаваћемо' знаком "'" " према TIJlle писати 

ф. """ е. 
' .. -

у вези са еквивалентноwhу Пфафових израза MQ1I<eMQ iфе 
свега навести о ве теореме. 

1. Два Пфафова израза су еквивалентна, ако се ра~икују 

тоталннм диференцијалом ма које функције. 

Заиста, ако узмемо два Пфафова израза: Ф и 

(2) 8=Ф+ dF, 

где је F произвољна фуикција променљивих (1), подложиа само .' - . 
услову да вредност других извода , ие зависи од реда дифереи-

. , 
цираЊ8Ј велиqине 

, 

, 
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имаЈУ исте вредности за Ф И '8 ; ' · јер.је додатак од dF У тим , 
велиqинам~ 

д дР" д дF 
• 

дХЈ дх, дх, Jxi , 

, идентично Ј еднак нули . И према томе напоредо са (2) имамо 

Ф"", 'ф+ dF . , . 

2. Два Пфзфовз израза су еКВlIвал~нти~, ако с е разликују 

сталним множитељем . 

Заиста , два израз а Ф и kф, где је 'k конста нта, имају" за 

коефицијенте у Пфафовим једначинама велиqине 

ајј .r kaji ' 

а пошто су Пфафове једна чине хомогене у односу на те коефи
јенте, једначинеза изрез kф ,се скраЬују cak и прел азе у систем . ' 

једначина за Ф. Према томе је , 
Ф"", kФ . 

, 
• 

Приметимо на основу теореме,1. сваки члан Пфафовог из: · 

раза, рецимо оБЈ1~ка Х Ј dXJ I можемо _ ззменйти са - Х1 dX l' јер 
Пфафов изра з остаје еквивалентан, ако од њега одузме .. о ТОТ811НИ 
диференц'ијал d (Х, :>:1)' На основу теореме 2. сваки Пфаt\юв И3-
раз ОС,таје еквивзлентан, а ко ' га _ скратимо _ ста.џним МНQжитељем 

ИЛИ му променимо знак. 

Докажимо сада ' врло важну теор.ему која се односи на 

трансформацИјУ . променљивих ,код nфафовог .изра за. 
Ако место променљивих 

(1 ) 

уведемо нове променљиве 

• (3) УI1У!:Ј"'УП 

обрасцима 

(4) У2, ... I . . 

., 
уп) , i=i.,~, ... n, 

• 

а под условима да систем једначина (4) можемо р ешити по У;, , 
тако да имамо 

" (5) , 
. , 

Пфафов" израз 



, 

. 
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, 
се трансформише у нов~променљнве и доби нз облик 

.... . 
где су dy и >: вектори са координатама .. 

dy (dy" Ју., '" . , dyn), ... 
у (У" У" ... , уп), 

при чему ј е 
t1 .," . ~ 

(6) y, ~~ Хј дхЈ= .(Х, дХ), 
j~1 ду, " ду, . 

. 
ј= ],-2, . :". ,·n. 

• 
На тај начин имамо исти Пфафов изра~ лретстављен , у два 

'облика 
, . . 

п 

(7) Ф =] Х, dx" 
- , ј .=1 

п 

(8) ф*=] УлdУ1.' 
11.=1 

Између величина Х, (i . 1, 2 •...• п) и УА (А= )'''2 .... ' п) : . . 
сем ееза (6). имамо такође еезе • 

, 

• 

(9) i = 1., 2, .. '. ,"Л. 
• • 

Саставим о сад Пфафове једнаqине прво за Пфафое израз 
. . 

(7), а З'тим за и зраз (8). Систем тих Једначина за први израз из' , 

гледа овако 

. . 

(10) 
Пдд 11 ., , 

ЈХј = ~ 3цх, = -- ф . .Е... '(' ~ Х, , Јх, ), i 1, ?,." .11'. 
, L.J дх, . дХј дх, L.J • . 

1=1 1=1 , ' - " . , , , 
8 за други , . , 

" , . < 
- ,_, О. 

п дУ , ' д . д п' 
(1 Ј) . d У ~ = ~ - !' dy" = ' ф*= .( ~ У), dY ), ) • 

, .4 ду,- дy~ , дy~ L.J 
А=l • ' )...=1 

р.. = 1,2, .. ,_,n. , 



, 
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Докажимо сад теорему: _ , 
3, Системи Пфафових једначина образовани за nолазни и за 

трансформисани Пфафов израз еквивалент"и су_ , .. 
За тај, циљ покажимо да је сваку' једи'ачииу из (10), иа пр. 

прву, могуће извести као закључак из једиачина (11), 

Ако прву јеfl.,~ачину напишемо овако 

д (:~ ')" ЈХ, = 'дх ".L.i Х;Јх, , 
1 ј-! . ' . 

,~ , , ' 

оида Је на основу (9) можемо заменити једначнном 

J(~ у ' :~~) = д~, (>:): Y~,tx~ Јх,) , 
) 1 f~t Л=l 

, ' 

Сад је потребно показатlI " да је ова'једначина заЈ<mу.q'ак иs 

је/tначина (11), • " 
, ' 

Ако извршимО показано диФ,ереUцИрање . из • 
претходне Јед· 

начине имамо , 

• 

'+2:" L:" у', " д'у}. ~ ___ ~' _ ЈХј; , 
дх, дх, .. 

1=1 1,= 1 

, Пошто Је 

из претходне једна чине следује " 

(12) дХ,уЈ 
д у, • 
у, о 

јер је 

дУ, 
1. 

, дх , 1 

I 
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н 

. . ~" дх, 
dx - dy, . · 
,- ' ду, 

. ...-=1 · _ 

К.КО Је 
, ' . 

п , . 

. ] .~; . -:~ -= f ~ :: ~ *: : 
1= 1 . . 

ТО H~ Једначине (12) имамо 
. . 

.ову 

. . 

дУ""d . 
д " 1л. 
ч . . 

једначину .. ожем~ напасатии у облику .. " 
. , 

~ ду" -{I. д (~ ,). ' ~jl' 
L. dY • . дх, =L.i ду" ~ УлdУЈ" , ~Xl' 
". 1 ' _ l' 1 1..--:- 1 _ ' : 

- о ,, • 

Пошто се ова једначина добива I1 З 

множ~њем сваке једtiачин~ тог' система с а 

систама · јеДначина (Н) . ' 
д " , , - . ' . • . 
1\' и сабираЊе". pe~,. 

дх, .' 
-.' ' 

зу"тата множења, то отуда следује да је прва једначина система 

(10) непосредни закл,учак система (11). То важи и 38 сваку другу 
" ' -

једначину с"(тема (10). Обриуtо, свака једначина система (11) . 
може te изве сти из једначина система (10) • . Тиме је доказана : • • 

еквивалент.ост једначнна (10) и (11). . 

Према Доказаној теореми, у случају прелазан. нове про- 

меНJI;>иве није потребн.О' вршити трансформацију самих Пфафових· 
једначина, Ben је довољно трансформисати ОДиосни Пфафсв из

раз и из њега познати .. поступком . добити нове Пфафове Једна

чине. Ову особину треба сматрати као фундамеllталву "у ' Пфа-
фоаој методи. - .. ,' .. . 

, . -" , , 

§ 5'32. ИlIТеtралil Пфафових једначи'на • • 

Ако Је Пфафов израз ) 

(1) ф = Х,ах, '+ X.dx. + ... + XN dXN . , 

са . . , 

N=2n+ 1 

. 



Каноиичве" јеляiЧlIне " , 

променљивих трансформиtаи Н8 еКВИВ8i1енtIlН облик 

(2) Ф =Р, dQ, + P.dQ,+Pn dQn -,а F, ' 
. 

где су' Р" Q, (i '= 1, 2, .•. , п) и F функције променљивих 

ОНД8 су једна чине 

Р, = а ' , Q, =", ј " 1 , " t-' 

где су а" р. и= 1, 2, ... , п) пЈјОИЗВОЉllе константе, 'lIffтегр~'Жи 

Пфафоilих једначина израза '(1). • 
" _ .. '," . - . 

Заиста, вмичи"е Р" Q" р (1 = 1, 2, • '. ,п) може .. о с"а· 
трати као нове ·променљиве. За те променљиве из (2) имамо tIфа~ 
фове једва чине у облику: ' ~ , 

~ . " " 

, , дФ 
ар, =-=0, 

" дQ, , 
98 променљиве Q, : • 

, ' 
, д<Ji ' ", 
ао=о =- =dQ" 
" , дР". • • р, : 

• променљиву F: а(-I) "'" О = ~= о, 
: дF 

, . 
ОJl.вкле непосредно следују наведени интеГI\ВЛН. 

, " 
, . - , . { 

§ 5' 4. Ј{авоввчве једвачине 
, 

Претпоставимо да је Пфафов израз дат у , облику , 

п 

(1 ) Ф =~P' dф ~ Hdt, ' 
' i:='1 

r Jl.е су Р', q" t (i - 1, 2, ... , п) нове . променљиве и Н је ФУII'К-, 
ција тих променљивих, и с'ставимо Пфафове .једнiчн~е: Према 
познатом поступку имамо: 

д " , 
ар, = - (-Hdt), 

: дq, 
п ' 

ао = О = ~ ( ~ р. iq, - ifdt) ='dq,_ дН Ш, 
, др, 1ft ' . др, 

дп ' 
d (-Н) = дt (~P, dq, -Bdt ) . 

1=1 . 

i=1,2,; .. ,n, 
• • 

',- , 

j = I,2, ... ,fl ~ 
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• 

Прве и друге ЈедиаЧИИ,е дају . једна чине 
• , 

-' -- , дН 
(2) , 

dp, 

qt 
dq, 

. iJq, . 

дН 
i- ·1,2,:. ·.~n. 

= 
dt 

(3) • • 
др, ._., 

а трећа једначи на се на основу претходних претвара у идентич

НОСТ. qаистз, 'на ле вој страни j~ .' . , 

d ( -: Н) = -' . [ {1 (:Н dP,+:if dq,) + ~H ш]. · ' ; '., 
. kJ р . q. . t · , 

. I I ' 
1=1 ' . , 

• 

дН дН 

др, ._ iJq, 
+--:-дН_ дН) dt+ дН dt}.= 

iJq~ др, д! ' . 

дН --;- - ....::.:..:.... dt " 
д! 

, 
а ту исту вредн ост има и деснц страна 

• . 

, 

• 
д " . . дН 
-( ~ р dq - Йdt) :o--·-dt . 
д ! . ~ , , д! 

ј=l 

• , 
· . 

r Диф~ренцијалне једна чине у облику (2) 
- 1/UЧllе једнаЧUllе . 

и .(3) зову се . кано-
, , . ' 

Наро~ите особин е . каНОНИЧI!ИХ Једначи~а састоје се у . овом: 
· 

1. Каноничн е једначнне садрже само из воде првог реда ло 

независној лроменљивој, • . 
2. Каноничн е једuачине С:урешене у односу на прве изводе . . . 

, , ,-
3. Канон~чн е једна чине з~висе само од jeДHe~YHKц")e 

. , 
н = н (Рl' Р2'" . , Рn; - Ql' q'2 "' " qn; t), . , 

КОЈа се зове ХОЈIltЛШО1/0ВО Функцuја. 
I 

• • 

, 

\10следња особина је врло важна и врло карактеристична ' 
за канони чне јед начине, Природу . каноничних једнацина одређује 
природа само једне функције Н. 



• 
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§ 5'41 . 

§ 5 '41. Интеграли каиqнич!'их једначица 

1. Ако функција Н не З8ВИСИ експлицитно од BpeMelta, кано

ничне једна чине (2) и (3) претходног ~зраграфа имају интеграл 

H = h, " 

где је . h произвољна константе . интеграције. За иста, Н8 основу 

каНQНИЧНИХ једнаци на HMa~o 

.{1 (дН дН ) 
dH = ~ , др, dp, + дq, dq, . = 

= {1(_ дН 
..::.; др, 

! =:Ј , 

• 2, Ако - фуНКЦИја Н не з.ависи ма од које координате, на пр. 

од координате q" ТЈ, 

дН =0, 
дq, , 

систем каНQНИЧНИХ једначина има очевидан интегр а.'I 

Координата q, 

3. Ако форма 

(1 ) 

• 
р, = const, 

. 
игра улогу ljuклuчне КООРДШ[Qше. 

п 

}: р, dq, - Hdt 
i=1 

• 

после прелаза на на н е координате Wj, Ji' (ј = 1, 2, оо ., п), које ' су 
везане са стари~ једначннама 

• 

добија облик 

(2) 

н МеХЗ8ика система 

Р, =р, (Wj, 1/), 
q, = q, (Wj, јј), 

п 

2: Ј, dw, - Kdt, 
1=1 

ј.ј = 1,2, ... , п 
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где функција , К зависи само од променљи в их Ј" Ј',"'. Јп> 
Пфафове Једнацине за форму (2) изгледају ова ко 

dJi , " _ дК = о 
dl ' дWi 

dlVi 
dt 

дК 

д1, 

Из првих ј едначина следује 

, 
, 

1; = co~st. = Сј Ј 

, 

где су С. прои з вољне константе 'интеграциј е ; 

једнацина закљуцујемо да због једнацина 

после тога из других' 

дК ,'" 
= f и" Ј" . , , ,Јп ) -:- const, = Шi , 

д} " , , , 

где .су Шi константе, али нису произвољне, имамо · йнтегра.че . . 

са новим ПрОИ3ВОЉНИМ константама ај . 

На основу добије'них једначина долазимо 'До резултата ,в:а 

каноничне Једнацине форме (1) , имају ове интеграле 

р, = р, ( Шј 1 + Ој , Сј ) , 

q, = q;- ( Шј t + ај, Сј) , 
( • 

Променљиве IVj и Јј имају нарочите назнве : Wj, како смо на

вел и, ' то су цuклuчне или угаоне uромеНЉlIве односно коорДи- , 

наше, а Јј су i1РОI>te1iљuве акције Н)ЈИ дејСШ5Й , Пфафов израз у 

Облику (2) је цuклuчно.акционu иврав, I1;з претходног следује да

трансформацнја Пфафовог израза на цикли ц но-акциони об!,ик ре

Ш8ва питање ин те грације Пфафових једначина, Често пута се 

функције р , и q, јављају , као lIе'Р;lOдиqне фу нкције променљиве t 
, , , 

и то помоhу ар гумента W; t + Ој , Период, у вези са сваком од , 

тих функција, има вредност 
, 2" 

Т, = ~ = !onct: (Ci )' 
(ј), 

Учинимо ј ош једну примедбу, 'Ако фу н кција 'к има облик 

К = К (~Vk+l , Wk+2 , ". ' • Ј Wn; Јl ,Ј2' . ; . I Јп )" 
тј, не зависи само од једног дела променљивих Wj (ј = 1,2, , , ., k) > 

тим ЦИКЛИЧНИМ координатама , одговарају интеграли 

Ј, ~ С" 1, = С, , , • ' , л ~ С. ' 
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Саме променљи ве W1 , W2 Ј ~ •• , Wk МОГУ се одредити KBaдpa~ 

турама 

IV; - ЈдК dt + (Ј./ , 
д}; 

после одређивања осталих променљивих, 

гралне функције, у функцији пррменљиве 
• 

• 

ј :ос: 1, 2:, ... , п , 

• 
КОЈе у.о азе у подинте-

t . 

§ 5' 5. ДнфереНЦ~lјалне једначине кретања материјалног 
система као ПФафове једначине 

Пре,поставимо да силе Koie дејствују иа систем имају функ-
ЦИЈУ сила U. • , 

Ј. У случају сл ободног материјалног система диференцијалне 
једна чине . кретања тог сирема 6иhе 

(1) i=1,2, .. ;, - , ' jz~ . , ~ 

IAe су, као и раниј е , тј маса ј' те T8 t il<e, Ti вектор ' положаја' ' те . 

тачке у односу на непокретни пол и gradr; И делимични градијент ... 
функције и за веиор положаја " . 

Ако 
• 

уведемо живу силу система Т помоЬу обрасца . 

можемо З8КЉУЧНПI да Је 
. . ~ 

, тј Гј = РЈ = .gradrj Т; 
... . . . . 

Бектар р;, како з намо, зове се uм.uулс ' дате uокреШJlе щачке~ 

Ако живу силу изразимо помоћу импулса, МQжеыо написати . 

'. 

" 1 ' -+ . 
2T=~-' р.'. 

~m . , 
'=~ 

Из .ове једнаЧliне следи · да је . . , 

(2) 

. gradp, 
1 ~ . 

Т = - р, = Г; . 
т; 

р, .. gradr, U. . ..• ;; . gradp, Т. 



• Уведимо сада функцију 

н = т-и 
, -> 

при ч ему у. нашем слу чаЈУ 
' -+ 

функција т н е зависи од г, и фун'к-

ЦИЈа U не зависи од Pi , тј. 
• 

gradr i Т = О, gradpi U = О . 
• 

, На основу ови х Једначина једна чин е (2) м ожемо заменити 

ЈеДНЗ ЧИИ,ама 

р, C~ - gradri Н , ( , = gradpi 1f . 

Ове једиа чи не м о гу се сматрати као Пфафопе ј~начине које 
одгова ра ју форми 

• п • 

(3) ф , ~ (р" d7, ) - Hdl . 
. I=J 

• 
Написани Пфафи ја н одговара проблему кр етања слободног' 

материјалног сис тем а под ' утицајем сипа, ко ј е имају фу,нкцију 

сила. 

, За писање дифе реицијалних једначина кретаља таквог система
за ма које дру ге коо рдинате довољно. ј е тра нсформисати Пфафи

јан (3) н а те ко ординате и помоћу тр а нсформИ\:аног Пфафијана 

написати и~ве П фафове једиачине - оне ће бити ЩЈОе диферен-
циј алне ј еДНЗ4ине кретања на:шег материјал ног система. ' .' 

Тако у случају .прелаза на произвољн е координате 

( 4) 
збир 

Ql 1···,QN , 

• 
п 

2: -> -+ 
(Pi , dri ' 

;=1. 

можемо трансфор ", иса rи овако 

п . 

N~ 3 n, . 

-> 
(5) ( р, , 

-> 
dr,) . 2: т; ( х! d'fi . + у, ' dy, + z/ dz i ) = 

. . ј=1 

п 

~ 2: mi v,2 dt .2 т dt . 
i=l 

Са дру ге странс , ако координате ' 
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, 

сматрамо као функције променљивих (4) и јеДllа чине, трансфор

мације не садрже 'врем е, жива си ла Т бипо п оново' квадратна 
форма ген ералиеаЈЈИ ' брзина q;' (i = 1, 2, ' , " N) и зато на основу 

Ајлеро~е теореме м ожемо СТЗВИТИ_ ' 

- N дТ ' 
2T~ ~ - - q';, 

L.J дq'о -" , а- , .. -
, -

УпоређиваlLем са (5) дола зимо до' резултата 

11 ' ... -+ N дТ 
~ (р, ,dri) ~ ~ дq'о dqo , 
1= 1 ' 0'=1 ' 

дТ 
Ако ' , 

дq'о 
л,шеарну фу"кцију генералисаних брзина, озна-

, -
, 

чимD са pG, можемо дефИНИТ1:tВНО написати 
• 

" N 
~ .. ' .. ~' 
L.J (р " dri) = L.J ро dqa, -

Величv,на 

, дТ 

\ 
ра = 
" , дq'о 

зове се геl!ераЛl/санu UAшулс, 
. , , 

После наведене трансформације Пфафијан '(3) треба заме

и1пи са 

N ' 

(6) 2: ра dqo - Н dI , 
0=1 

при чему у функцији -
н=т- и 

• 
, треба живу силу изразит", помоћу генералиеаних импулса рои 

функцију сила U помоhу генер~лисаиих ' координата (4), 

Пфафове једна чине, које одгова'рају форми (6) , имају KaHO~ 
НИЧ}(И облик , 

dpa дН t1qa дН , 

d . 1, ·2, . : ~," N. ---=- -- = 
dl дqо 

, 
'аl дРа " ' • 
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Ако Лфафијан (3) трансформишемо само н а нове координате 

(4) али нећемо унодит" генералисане импулс е , он Ье изгледати 

,\,' 

2: дТ . 
~dq, -(T - U)dt. 
дq'G .. 

. . 

Ако сада напншемо Пфафове једна чине , 

коефицијентима уз d,/, , Добиhемо јеДНdч>"н е 

дТ д 
d- · - = (T+'U)d!, 

дq 'а дqG 
(7) 

које одговарају . 

(j=1,2,.~.)M 

при чему смо поново иСКористили АјJlерову те орем'у у облику ' 

• 

дТ. dqa = 2 Т dt. 
дq'а 

Ако једна чине (7) напишемо у сблику 

(8) 
d дТ 

dt дq'а 

дТдИ 
= 

I 
cr =- 1,2 , ... ,N, 

видимо да оне не пр етстављају ништ. друго већ Лагранжене . . . 
једна'!ине дру г е в рсте за слободни материјалн и систем под ус.ло· 

вом да генералисане силе имају .функцију сила. 

2. Ако је сисrем неслободан, -peЦ~M O , с а N степе на сnо"боде, 
• на систем дејствују поново силе са функциј о м сила, диферен, 

цијалне једначин е кретања можеr,<о узети поново у оБЛИКУ i(8) 

Лагранжевих једначина друге врете. · 
" . • За те једначине односнн . Пфафијаit треба l1аписатиу облику 

N 

2: дТ д ' dqa - Hdt , q а " . 
с ;::::1 

где је '. 
N . \ 

H ~ ~ дТ q' - т _. и kJ д I а 
а::::1 q (ј 

• 

при чему функци ј а Т може и да се не . Ј а вља као квадратна 

форма вел може бити и само кв'&дратна функција од геиерали-
с.них брзина. . . 
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38 коефицијент у з dQo Пфафова једначина югледа ' овако 

( дТ) д ' N д Т ' l ' d --, = ~ ,dQ, - Hdt = 
dQa dqo L.i dq , , 

s=l 

д , N , дТ дТ ' ] ' 
= l ~ ( -:-; dq, ...:.. , q,' dt) + (Т + и) dt ;-'" 

dqa L.i дq, дq, 
,=1 ' 

= д ( Т -1- И) dt, 
dqa 

, 

одакле поново )lОЛ3 З ИМО до Лагранжевих Једначи н а у облику (8), 

Друга се рија Пфафових једнаqииз за променљиве q'., 
диФеренцијали не учествују у Пфафијану биhе 

:"\ N 

dO~ д r ~ дТ dq, -(,,, dT 'q,' _ Т - и)' dt] ', 
, dq' LL.i dq,' , L.idq,' 

а s::::. 1 s=l \ 

ЧИЈИ 

• 

Оне после изврщенQ[' диференцирањ~ доводе до идентичиости 

о = (дТ _дТ )df, ' 
dq'. 'dq'o' ' 

и у случају н е с" оБОДН9Г систем а мuжемо увести место ' г,е· 

иералисаних брзина ге нералисане импулсе помоh}' образаца 

, дТ ' 
Р. - dq', о , , 

" 

Пфафијан тада добија облик 

N 2: Ро dQo - Hdt 
0'=1 

и ДОВОДИ поново до каНQниqних једнач,ИНЗ, али ХаМИJIтонова ФУНК

ција у овом СЛУ'lају има облик 

N 

н=~роq'о-т-и, 
, 

при чему и генералнсану брзину и .живу силу система 'треба из

разити помоhу генерзлнсаних и .. пулса, 
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• 

. 
§ 5' 51. Routh'oBe јсщначине 

• 

Локазали смо како . помоhу Пфафовог из раза . можемо. нали
сати диференцијал н е једна чине кретања материјалног система с 

једне стране. у " каноничном об.~ику . с друге стране. у облику 

Лагранжевих ј едначина. Енглески математичар Е. Ј. Routh напи
сао је систем диф е р енцијЭJIНИХ ' једнацина кретања који се дели

мично . за једну групу координата. caCToj~ од каноничних једна-

чина, а делимично , за остале коор.оинате , од Jlагранжевих је ,дна-

чина. Изведимо тај систем једна,ина полазеhи од одређеног nфа-

фовог израза. ' 
Поделимо коа р'динате система у две гру"е . Координате прве 

грул е означимо са 

(1 ) 

координате друге са 

(2) 

при чему је збир 1'. + v = п број стелена слободе система. Гене: 
ралисане брзине за те координате ознацимо са w'i (ј = 1. 2 .... ' v). 
q', и ·~ 1. 2 •...• }!-). Живу С.Иi1У система из разимо као функцију , 

T ~ T (Wj. Wj; q,. q,'. t). 

па формирајмо Ј една чине. и то само за координате (1). 

дТ 
.,--=Иј 
дw· · 1, 

. -
за увођење ге!'ермисаних импулса иј (Ј= 1'2 ..... v). Помолу 
тих једначина можемо генералисане брзине w'j одред~ти , као 

функције импулса иј н после тога живу силу система претста

вити као функuи ју, ' 

, 
ЦИЈУ 

Помоhу те 
I 

т ~ т (Wi' Иј. q,. q',. t). 

функције можемо саставити и Лагранжеву , функ- . 

где је и функција СИ,/ја. 

, 
Саставимо сад према ранијим правилима Пфафов израз , 

, и 

ф =L: 
ј=1 

и, dw · 1 Ј 

v • ' 

дТ ( ' аТ ) -+~ ...,:-:- dq,-:- ~ и, w' , +' ~ , q/-т-и {# 
L.; дq' " ~ Ј 1 .L;Jдq' , 
ј_l 1 • ј==1 ј:::: I I , 
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КОЈИ се после увођења ознаке 

, , 
(3) ~ иј ЈУ,' - - Т -'И= ~ L + ~ иј w/ = ,~ 

j= l j=l 

може краће написа ти 

i' v i ' 

Ф = ~ иј dJVj + 2: дТ 
дqi 

dq, -:- (2: :;" qi + R ) dt. 
ј= l ' . 

. 
Формирајмо сад Пфафове једuачине и ТО: 

, Ј . З3 · лромеНЉИ f3е lЏј 

одакле изводимо каноничне једна!lине 
• 

• 0 • , 

• (4) d иј ~а:..:.R..:.. . 
-~=-

dt aWJ • 

2. за променљиве иј из .- - , , • 
" . ~ 

0= 
дФ 

=dJVj +~ 
д' Т . ~ д' Т дR dq - dqj --

дИј дq' ~ttJ' iJq',au · д~j 1 . ! Ј 
1, ..:. 1 ј_ 1 

• 
имамо нове каН QНИЧl!е једначине_ 

(5) 
d!Vj 

• , 
df 

3. за променљиве q, . 

l' . 

§ 5' 51 

dt 

d дТ ~ дФ ~ ~ . д' т 
iJq,' iJq, L.; дq( iJq, 

lJ,'dl - дR df 
. i)q, . . 

1='1 

добијамо једнаqине • • 

d дТ . iJR ' + ..:...с.:... :- о. , _ 
dl iJq/ . iJq, ' .. · 
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~------- , --~~--

а како из (3) следи 

дТ дR 

дq/ дq/" 

претходн е једначин е дају Jlагранжев~ једначине 

(6) _~ дR _ дR = 0 
Ј! дq/ дq, 

са функцијом R , која ' је заменила функцију L у обичним Jlагран
жевим једначина ма , 

, 

4. нз јзад за ·nроменљив.е Qk' имамо идеН ТИЧНОСТI:f 
, 

~ , " 
' дФ д' Т 
0 - -~ -:---dq -~ 

дq< ~ дq:дqk Ј , ~ 
д' т d l} , - дТ dt~ дR dt, ' 

дq/ дq< дq< дqk " 
• i= 1 

јер је из (3) 
дR ' дТ 

=-
• , 

' Систем Једн а чина (4), (5), (6) претстав;ь а Rоuth'ов систем \ ' 
Једначина 

dllj дR ' dw , дR Ј - ,- - - -
Ј! дWј 

, 
• Ј! dll I 

, .j=-] ~2 "", v, 
• 

d дR дR 
= О, , 

• 
дq: дq , Јt • 

i= 1,.2,. -",.,}1 ; 
• 

. , 

§ 5' 6. Теорија последњег фактора 

Прво ћемо навести неколико помоl; них ставова ' И3 Teop\lje 
детерминаната и теорије трансформација. 

1. Претпоста вимо да ОД променљивих 

(1) , 

прелазимо на н ове променљиве 

(2) 
, , 

Yl~Y2 "'" Уп, 

КОЈе су уведене Једначинама 
• • 

(3) Уј = YI " (х1 , ' .1"2", "'о., хм'), ·i = 1,2, .. ",' n. 
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Означимо са 

трансформације 

(4) 

, 

Теорија II {)СJlеllЊtг фактора 
-----

\ 

11 фу н кциона.лну детерминанту . . 

11 = д (у" У" , : ' ..:. , _Уn ) 
д (:.:" х" , '," хn) 

§ 5 ' 6 . 

(Ј акобијан) те 

Ако ' см,јграмо п ро менљиве (1) као функције ' } р оменљи вих 

(2), тј, и зводимо и З (3) једначине ' 

/(5) х,=х,(у"у,' ; ",Уn) 

.. ожемо увести нову фу нкционалну детермиванту 

(6) 
D = д ( Х! I Х2 , ... , хм) 

д (у" У" ' , , , Уп) 
.. 

Познати став тео рије детерминанат~тврди да Је 

(7) D,Ll=I , 

Н, Изводи функција (3) по промејЈЉИВИМ (1) и функција (5) 
по променљивим (2) веза ни су Једначинама 

(8) .2: ду, дх, 
- о' · 

дх, дУI 
- - l ' 

- , 
симбол ЧИЈе су вред"ости 

, ~ 
1)" , ~ 1 за k=j, 

, 
. Ј 

6", ~ О , за k Ч, 

Из система јед н а'}ина (8), које ' су л ин еа,Рне у од н осу 

, . 
слеДУЈе да сваки та ' аа и звод ' има вредност 

(9) 
ду, 

дх, 

1 
= - Ak ( 

D 
• 

где је Aki минор детерминаите D, КОЈИ одговара 

са знаком пр е ма пu .. 'iожаЈУ тог елемен1'З. 

, ',-, . " ' 

, " ' дх , 
е nементу I 

ду. ' 

III, Да наведем о и з теорије детерминаната још 

извод Јакобија н а D по једној од променљивил (;3), 
и · израз за 

• • 

, 
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Може с е н е поср едним рачуном показати дз Је 

( 10) 

Ако детеР" ИI!alIТУ D претставимо 

D ~' А" дх, + .4" дх, +. : . + А", дх , = ~ А" дх, 
ду , ду, ду" , ":" ду, , , 

и диференцира мо по Уј, добиliемо две сери ј е чланова 

rJD = ~ А" д' Х,_ + ~ }Х,- дА" • 
ду: ,L.J ду, дУј ..:., ду" дУј ' . 

1; . k 

Прва серија сацињава први ред збира 

, у другој серији своку субдетерминанту А" 

цирања развити п о елементима р.руге врст е 

да друга сериЈ3 ч"а н ова доводи ДQзбира 

(1 О) по ј. за i = 1 ,а 
треба пре диферен

и -тада· Ьемо видети 
/ 

~ А 
д' х. . 

А " - , 
. - ду, дУј , 

који сачињава лруги збир у збиру (10) по i :13 i = 2. Ако приме
нимо исти ПОСТУ Л~К и на · остаЛе субдетерминанте, добиhемо све 

чланове деСllе стрјне обрасца (10) и само те чла';юве. 

јУ. Нека је дат систем диференцнјалних једначина 

(11) • . Јх, ' = Јх, =. ', ' = _d:<.n_= dl, 
Х1 Х2 ХN 

где су Х, (i='~ 1, 2, ... , п) дате .функције промеНЉИВjiХ ,(1). 
Претпоставимо да је после трансформације (3), односно (4) тај 
систем прешао у систем 

(12) 
Ју, Ју, _ . - -
У, У, 

Доказаhемо једначину 

(13) ~aX'=J..~rJ(DY; }, 
. дх, D , ду, , , 

где је D функционаЛ llа дет'ерминанта (6). 
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• 

Трансформишимо фу нкције Х, .на нове про"енљиве(2); 

пошто Је 

! 
. ~ дх, . 

( Хј -'~ ----, dYj I _ 

! ду! 

п осле дељења са dt на основу (11) и (12) добијам о 

,. _ ~ удХ,. , 
/\ , - ~ ) 

! . ду! 

Ако ову вредност за Х , унесе.мо у леву стран у једнаqине 

(13), добиhемо 

(14) = ~ ~ ~ ду. (УЈ д' Х/'. ' + дУЈ дХ,)' . 
, • Ј дх , дУЈ ОУи дуи ду) 

Збиров и ПРОШI!Р СНИ на други сабирак на основу (В) дају 

~ дУј • 

! ду! 
; 

. За и зраqунавање првог збира' . , , 
'" ~ ~дуи УЈ . д' Х, 
L.i .... """ .. дх · ду дуи Ik J I Ј . 

. 

из (9) уиесимо вредност извода ду. 
дх, 

па добијамо 

~2>~ ~~AH D . , '" 
, 

• 

Искористимо сад 

ходии из раз на облик 

I - " . '.-' .--

једнаqину ' (10) . и ' траисформ ишимо ·.прет-

која 

. ; 

На основу доби вених резултата из (14) и мЗ,1O . . . 

~ дХ-, ' ~ ""(D дУ! +,~j дD ) . 
.k.J дх , D ~ . ' ду! ду, ; 

ј ј ," ~: • • деФинитивно доноди до резултата (13). . . 

• 

• 
Једн аqину 



§ 5' б 
. f; 

ТеориЈа послед љег фактора 222 

, 
Пређимо сад на теорију ' последњег фактора : 

Нека Је дат систем диференцијалних ј ед"ачина 
, 

(15) 
dx, , dx, dxn - - _ . - , , , - - , 

Х, Х. Х" 
, 

где су Х, (1 = 1,2,' ' "п) функције пром енљивих ' (I), потпуна 
. , ' 

ннтеграција тог система тражи п.,... 1 инте"рал, који постављају 

везе између променљивих (1) и произвољни х констаната 

, 
, 

Претпоставимо 

само њих n-2 
да Је од тих тражених Иитеr.рал"'-. , поана.то , 

, 

(16) ј, (Х, , _. ' . I Х'п) = Сј , 1 1, 2,' . ' .-- Ј ~2. 

На основу ОВИХ интегра!]а можемо п - 2 променљиве сиа

тратн као функције само Ј\вепроменљиве , рецим? ' хп_, И ,сп' 

Тада ће од система (15) остати за дефинитивно интегрисање само 
једна једначина 

(17) 
dxn_ , 
-- ~. 

Х* fJ. - ' ,' Х*П 
, , 

где СМО звездица~а показали ,да СМО и~вршнли смену применљи~ 

БИХ Х, , Х2 " . . I Хn-2 функцијама ОД Хп-1 ' И хп , а на основу 

интегрзла (16), 

Напишимо пр.е тходну 
, , . 
Једначииу , 

(18) X~:n dХП-1 - Х* П-1 dx t ! ,~- О 
, . 

и потражиыо за њу интеграциони фак гор )Ј. такав · да функција 

р. Х,*П dxn_, - р.. Х* п-' lаХ'1 • 
, 

бу де тотални диференцијал, . тј, да буде и~пуњен познати УСЛОВ 

(19) д (' д ) ' 0 ----,р р. Х· ,,_,) + - - ()Ј. Х* п = • 
дх,,- . . _ дхп 

Као што је познато, ако је фактор )' одређен, ,!нтеграција 
једна чине (18) односно (17) своди се на квадратур.у 

Ј )Ј. (Х,,* dxn_ , -,- ХОп_, " dxn ) = const. = СП_l. 

Фактор )' с е зове АјлеРС8 инШеграциОНIl факшор је~наЧЧl/е (18). 

, 
, , 
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• • 
• За одређиваље ф актора . \,- трансформишимо диференцијалне, 

• • 

једна чине (15) на но н е. променљиве. За п - 2 нане про~енљиве 

У'3МИМО фУНI<ције (ј (х, 1 Х2, ... , Хп-2 , Хп-1 , Х I1 ) са i ~'" 1, 2, ... " п ~ 2, 
а две последње променљиве' ХП-l И ХП оставимо исте. Како I су 

функције {, констан тне, систем једнацина (Ј 5) се трансформише у . 
•• • 

систем \ " 
df, df' 2 dfn- 2 dxn_ , .dx

" - - - . • • - --- ~ ~ • 

о о . о Х' . Х" 
:~ . П-l 

• 
Применимо сад н а и зведену трансформацију образац (1 3); у 

овом случају он даЈ е 
. 

. (20) ~ ~~ = ~ [ , д (DX* п-,) + 
i д:r'ј D дХП-l 

д (DXn*)], 
дХf/ .' 

где је 

Ако место детерминанте D уведемодетерминанту 

д .= д (f"J" ... , (п-' ,) , 

д (ХЈ , Х:!· , • •• , Хn-2 ) · 

сматрајуhи при том е X:I- 1 И хп. као непроменљиве параметре ~ и 
извршимо У L1 као функцији од' Х1 ,' Х 2 'о ' ••• , ХП-2 'замену на функ,, 
ЦИЈе с ... о од Хп-! И Х'" можемо из (20) напирти 

(21 ) . ~!X, ., д*[ д (x,:_,)+~(Xn:)' J ~' 
. дх , .' дхп-. д . дх" д 

- I , . _ . 

при чему смо ИСКОРИСТИЛ И везу (П и~међу D ид . 

УБедимо сад фун кцију 

(22) Л1 (х 1 , Х2 , •••• , ХП ' ) , 
, 

КОЈа задовољава дифер енцијаЈЈНУ једначину 

(23) -~ д (МХ,) = ~MX1)+ ~MX.) + . 
. ј дХј дХ1 .д~2 

. + ~(MXn)o 
дх" . . 

• ИЛИ У ра ЗВИЈеном , облику ! 

(24) М ~ дХ , + .. ~.x, .дM '" О. 
ех · ' . 'дх · . , , 



, 

§ 5 ' б Теорија послеДlЫГ фактора 224 

• 'О • 

• 

Ако нађен о решење (22) једначwне (23) односно (24) тране-
формишемо само на п'роменљиве )~. ;'-J' Хn , можемо 'из једна чине 

dM = dM* 
- .. " . 

на основу једна"и на (15) мзвести 

~ x, дМ ' = Х'п,-. 1 

дх, 
дМ' + Х '" 
дХn __ 

1 

Једначина (24) тада даје 

М* " дХ, + Х*п-Ј 
L.J дх, . 

/ 

дМ· 
-- +Х'" 
дХn-1 

дМ' 

" 
, 

,Ов'ај ре~уюат Доводн једначину (21) ДО нове форме 

М* д (! i,= ') + Х'п 1 д~ +М' ~ I~» + Х'п дМ* с: .0, 
о ПХП_1 6-:' a~ дхn_1 : : дх n ll"'n .1.* - дхn 

КОЈ а дефинитивна даје , 

~д, (' М' . Х* ) + д (' М " \' )' --.: о . ' 
дХ /,Ј- t . ll* ' П-1 , дх n -јУ . п -о ~ 

• 
Ако упоредимо o~y једначину са јед[!зчино.м (19) за одре-

!јива'ње Ајлеровог' интеграционог факто.ра 1', видимо да је ' 

' М' 
)1= -, 
_ а* 

Према том е , ако Је познато решење М једна чине (23), и то 
" , 

ма које решењс, а сем тога су позната [/ --2 ннтегр?ла једначина 
(15); пос"едњ. интеграција се .. завршава KBallpaTypOM, И3 тог 

разлога . се функциЈа М ' зо.ве uослеДЊU факfiiор . или јако(}Ијев 
факшор датог система двФеренцијални х јtднаЧИllа, .циференци

јална једначина (23) односно (24) је деЛll,,;hчнu дuференЦUјаю/й 
јеДl/UЧlIнq за та ј Факто!', Вiжн~ је' приметити да је за одређив~ње ' 

" Јакобијевог последљег фактора ДОВОЉНО, знати ' само. ' неко парти

куларно. реш ење деЛlfмичне једна чине за тај фактор .. · · " 

Теорија ilOследњегфак'тщја је врло ная(н.утеориј.! ДИфе. '. . . ,. ' . . - . 
ренцијалних једначин'а уопште, а ' нарочито у теорији дифер'енци- ' 
јал~их ј~днач"на меХаliике.'Чес'i"о пута је врло. лак()на!iи'тражено-

- '- ' . . : "f " , " "' . ' .; •. , ' -- ' о . • 

партllEiуларно. решење деЛИМИ'!Не Једнац"не за фактор, 'Ово ре- , 

шење обезбе 'Јуј е квадратурупоследњег ин теграла, Како. је поКа~ . 

• 
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-- - . ' 

.. 
. . 

. . 
О~ЗJlа ИСТОрИЈа решаваља важних динамиqких проблема . (на пр.; 

случај С . В. Кова л е вск е при peЏlaBaљy проблема о ,крецљу 
тешког чврстог тела око непомичне т~чке)" сигурност , да. ', С.е по- ' 

• следљи интеграл одређуј е квадратуром даје јак потстре· к ~·апро. 

liалаж~е претходних инrеграла. 

- <' , 

§ 5' 61. Примена теорије по~ледiьег фактцра, -.' . . , 
, на каноничне Једначнне 

Нека Је дат систе м каноничних једначина написан у о(јI\ИКУ . ", 

dp,_ ~ _",dP:-,''-:- ___ . " = 
_ +д,:,:Н,--- дН 

дq, дq2 
. .-

Пошто. је у ово м случаЈУ - • _ 

~ [~_(_ дH)+~{;дH) .J = o' 4- др ; . дq; дqi'l др, ' . 
, , ' , 

• 

диференцијална једначина(24)за фактор М . 

~ ( дНдМ; .' дд.дМ) - - о 4- др; Qq; -Qq; др{ = 

има оqевидио партикуларно решеље 

0- . -
м 0= const. = 1 . 

1 .. 

Према томе можемо твр.дити да прследљи интеграл СИСТ.ема . 
кано"нчних једначина уве к можемо иэра~уuати nOMohy К6·адратура . . 

. . - • . . . 
Ако је материјални - систем са п степена слободе конзераа- · 

тнван, ннтеграл живе силе - И квадрliтура за увођеље временадају . 
. . , 

MoryhHOCT снизити тај проблем на проб)(ем 2n - 2'огреда .. . Ако . . . " , . . ., 
знамо ЈОШ Један ._ ин т еграл, сигурни с'"'о да се последљи иитеграл 

• . f ' ' R 

рачуна такође помо i.у К'В,адратур.е · ; пре",а томе прОблем треба . . . . -
сматрати као проблем 2n - 4'ог реда. Ако' је д ~ 2 , · тј . имамо . ' 

конзе~вативни силе м _, со два_ степеЏI\ сло~i>де, .'. MO)I<eJ~P . !~~дити _ 
да се познаваљем ј едног интеграла пр'облем своди ha - кВадратуру. . -- . ' ' . 

, 

15 МеЈ:аннка система :: , 
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§ ' 5·7.0дРужеНе i(lшоничне променљиве 
. иитеграл.и 

Узмимо у о бзир Пфафов . израз 
, 

ф= ]Р' dq, - H dt 
. ' ј ' 

• 

22& 

" 

. 
и са ЊИМ везане Пфафове једначине у каноничномоблику " ,,' ' 

, i ' . • 
. " ' .. -, , . 

(1) 
dp, 
dt 

дН -' . ~ 
{ = ·1,-2, ' .. :-. I n-~ 

. , -, 
"де је . , " " . 'о" 

Н= Т- и, 

при чему ћемо се зауставити, на ко'нзервативним системи"а~ за 

које ни функција сила и, ' ни жив'а' : сил-а Т -. хомогене. квадратна 
фУН)(Цltjа и,,!пулеа р, (i ' 1,. '2, о . ' о, П ) .~ не зависе,од opeM~Ha 

, '- ' ' - , 

еКСПJlИЦИТНО. .. 
.. , . '. 

. , . '. дЈ<о ' један пар каноничних : променљивих, 
ул.зиу функцију Н само поиiJhуфУНКцilје 

реццмо, Р • . Н :' q, 
. ',-

, , , 
, . ·.·. 11 (Р" q,,), .. ' . 

може се казати да cy · te д".~ кано.iiцчflе · , upO,IteHJьU8e адружене 
помоhу :фун'кције {,,, Пфафо~ израз . ~e"!OT,aдa напи~.ти у облику . 

п . . . 

(2) ф = р, dq, +-L. р, dq;-H [/1 (P,,'q,), р., {Ј" о", Р", q., q" .. " q" J,dt. 
• 1:=2' -

, '. ' . 
. . . Покажимо да CBaKO~ .. п~ру здружених К.НОНИ~НIjХ }'ррмен • . 
љивliх одговара интегралкаiJони~них, једНаqина (1 ) .у облику , 
. - )--. ' - . _. ( , . ,-. . ' '_ .0: -1 .:. 

(3) 11 (р" q,) . С , , 

где је ' с, константа интеграције. . . . 

Заиста, узмимо у обзир две једначине ИЗСИСТ,еl,iа<t> .:' 

(4) • 

Пошто за 

dp, 
dt 

, 

dp1 (јј1 ' 
- - = - ,... ',i ' ,.' . 

. dq, -
dt дq,.· . . flt 

• • 
здружене про"!енљиве имамо 

-- дН 

дf, 

. 
," '.~C : 

дf; , ' dQ, 0- _ _ _ 

. , . ,~ " R ' -

дfJl . ... " dt ", 

. ' 

дН' , 
• о 

дР1 .. 
- ' .. ' 
. 

дН . д!; 
0-

дf; , 'дjlј ' 
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' после , елиминисаЊ8 времена, !);ОJlааИМОЈ\.Р , ' једначине:" 
, . . . ... -

дf, d ,+дf'd'''' df =0 д Ч, д Р, , , 
(11 Р1-, . " , 

~OJa и ПОТВРljује интеграл (3). 
, ' . ' 

Пошто на основу (3) променљиву Р, можемо сматрати као 

функцију од Ч, из.раз 'Р, dq, У Пфафовој , форми (2) претставља 

тотални диференцијал па се може конструисати форма Ф, екви

валентна форми 

" 
(5) Ф -;::,Ф,= ~ Р, dq,- Н (с" Ро, Р3' ... ' Р" ; , Ч " Ч, О'" ,qn)dt 

I 

У којој више нема адружених промеНЉIIВИХ Р, 11 .q, . .; Пфафо~е 
једначине за форму (5) сачињавају систем каноничних једнаЧIЩЗ ' 

2п - 2'ог реда. Према томе IjРИСУСТВО здружених променљиви,х 

снижава ред основног система једначина , за две јединиqе . .одре.-. 

ђивање променљивих Р, и q, се , IIРЩИ ' одвојена од oдpeђ~Ba .... a 
- о ' • • ' 

осталих променљивих; врши се такоавано одвајање Иllи'~еiiарџцuја 
променљивих. 

После одређиваља ПРОr.iенљив~ Р, у функцији q, ' на основу ' 

(3) аа одређивање промен~ив~ ц, у ' , фУlliщији времена ... рже '!()
СЛУЈ.Китн друга, од једначи~а , (4)"која доводи до квадраryре . .. 

- , _ О ' • _ •• _ , • 

Ј 
дН 

q, = dt + const, 
, др, " . , 

-
(6) 

и то пошто су све остале променљиве одређене у функцији вре-

мен5. -
Као дегеllеративни случај треба , сматрати случај ЦИКЛllчне 

координате q" која саСВим не' ул'ази' у функцИју Н иза кОју 'се 
интеграл (3) своди на интегрзл '" 

,р, ,'- Ci· '." , 
Ако је при томе испуње~ усnов,:,- ' , 

. 
оН '",' 

, = const: - V1 ; 
др! . ,.', 

интегрзл (6) даје .-. ,-: :. - , 

" . . 
где Је а, нова константа 'иiiтеrpаЦiiје.' : -
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Други је важан случај кад су ' све пром еНЉИ8еподељ~не у • • • 

парове здруже"их ПРО"1енљивих, . тј. кад фун кција Н има облик ' 

Тада 

н [/, (р" q,), 1. (р., q. ), 
\ 

имамо 11 инте:рала 

• • • 

• 
/ , (р" q, ) = с, i = l,2j · ... ,n . 

• 
Кад узмемо функције / , за нове променљиве и ставимо 

/ , (р" q,) = Р" 

Пфафова форма с е трансформише на облик 

{ . .-с. 1, 2, .. "·,.n. 

~ Р, dQ, -Н{Р" Р. , . . ., Р,, ) dt, 
, 

где Је идентички • 

Р, d Q, = р, dq, . 
. 

Диференцирањем ове идентичности по Р, добијамо једна~ину 
за одре~ивање Q, у функцији q,: 

'. f д ' 'Р' Q, = dq,. 
, .' дР, , 

. ". 
Координате Q, постају 

. . , 
све цикличне и како за њих . .имамо 

dQi 
, - дН 

= const. = v, 
дР, . dt 

оне су угаоне,координат~ са иитегралима 

Q, = Vj t +", 
са НОВИМ константаМ8 ај. 

, 

Ако се од променљивих -Р, ,Q, вратимо на. променљиве р" . 
Ч" једначина 

/, (р", q,) = Р, = сопs t. 

ooЦpeljyje криву у равни р" Ч" обично затворену линију, која 
" , . 

карактерише одређеии циклус, ' По тој кривој тачка (р" q,) ~рши. · 
.:. 1 .• . 

.периодично кретање. • • , . 
Најзад аН!Jlнзирајма још један , нарочити услов, 

. , 
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, 
Претпоставимо да функција Н зависи на оваЈ науии Од здру

жених променљивих 

н( . .. t~ (!, [(, (Р,. q,). Р" q,J. Р" q,) . , } . 

Јасно је да у овом случаЈУ можемо уз.стопно ставити 
, , 

(, (Р" q,) = с1 • 

!~ (с,. Р,. q,) = с,. 

1; (с,. с,. Р •• q.) = с • 
• • • • • • • • • , • 

• 
• • • • • • • • • • • 

" 

и '110НО80 применити 

тању система као и 

исту методу за решавање проблема о . !,ре

у претходним случајевима. 
, . 

" 

§ 5' 71. Примери 
· . . , 

1. У многим проблемима динамине функција 1:I ИМ~ , ОРЛИl< ", 
; • о,' , , ' . 

н = ;т (Р/' + Р,') + ~ k, q!" + ~ k, q} , 

, , 

Како у овом случаЈУ имамо две групе здружеНI<Х промен

ЉИВИХ, имаl.lО два интеграЛ8 

/ 
(1) 

Функција Н се 

Како је 

(2) 
из једнаqине 

ИЗВОДИМО 

, 

1 ,+' 1 k . ' р ! --Р:I - l ' q-l· = 1 = cons ., 
2т 2 

1 ' 1 " " 
--- - Р" + - k, q,. = Р, ~ сопs !. 
2m ' 2 

• 

транс форми ше на 
о 

Н--,- Р, + Р. '. , 

Р; = v. 2m Рј - mki . q;'~, -

• 
, Р, dQ, = р, dq, 

др, 
dQ, =-- dq,. 

/јР, ' 
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. 
одакле имамо две квадратуре - , 

(3) Qi = V:. arcsin (V;{ qi ) ; 

, . 
са друге стране, из једначине 

dQi 
dt 

имамо 

(4) Q, = f+ai , 

На тај начин из (3) и (4) имамо 

q,= V2
{" sin [V~(f+ a, ) , 

" 
а затим из (2) , 

Ако је, рецимо, k, позитивно, прва од ј едиачина (1) пока зује 

да ј е циклус еЛипса. По том циклусу Ta~Ka (р" q,) врши перио
Дично кретање са периодом" . , . 

T1~2,,1tVm ; , k • 
1 , 

• 
-

• 
Под сличним 

, 
условима период другог кретања изнОСи 

Т2 = 2,; . _ . Vm ' 

, k . 
, 2 . -" 

. 

2. Као други пример y~MHMO Кеплерово кретање за које 

узимамо функцију Н у облику 

Н- 1 ( '+. ) 2 +' 1 , ) l ' - -2' р, -,Р •• '2"Р'Р - - - , 
Г ' Г~SШ v r . 

, " 

• 

где су: , - дужина потега, ' е' - допуна до аС'срономске ширине 
и' t ,-:- астрономска дуж,!~а Р, ., р. '. р", су односни ИМПУДСII : .• 

Како t не улази у Н, ова ~оордината Ј е цикличиа са И"Т,е-

ГРаЈ/ОМ 

: P"I ~ Р, --: const. 

ПОСЛе тог.а променљиве, р. и е , можемо сматрати као здру

жене и то ПОМОћУ функције '. 



• 

, 
'231 Поасонове заграде § 5· ·~ ._ 
~--------------~--~~---------~.~~ , 

Ј.(ре ,е , 
Р' '. 

Р, ) = ре 2 + . ':е . sш 

= Р2 = const. Ј . . . 
"ОЈа је дала ОДНОСНИ инте,рал. 

После те две интеграције фУlIкција Н добија облик . " . -. 
I :"ј " . 

Н= -(Р,'+-.Р.) 
2 . . г ' 

' . " 
.. показује .на 

"'а интеграл 

эдруженост пр-омен~ивих - рг И .,. И , као- заЏ"љу~акl 

. 1 

l( ~' 1)" ' . Н ~ - р, ' +." Р. . сопstч Рз , 
2 . · Г ,,· , . ~ . , • . .. . 

. Последљи. интефал не пре.тстављЗ: ништа друго већ интеграll . 
. о- .• - . 

.живе силе. • 
. ,На основу изведен~х ' интеr:раnа - није тешко Н'3ПИСi1Т'И. и . рн.е 

квадр.туре, које ре шавају . проблем до краја. Пошто је т~јлро. 
{;lIeM Beh био решен још ' у .ДИН8мици ·tачк€ ; Ћеп емосе овде 'за-

о . ' " , • . ,;- -..... ,,:. 

државати .на иэвршељу поэнатих раЧУI!СКИХ операцИЈа. 

" , .. 
' . . ," '- . 

§ 5' 8. Поасонове Bцp1lдe . , 

" " . • , . . 
. Напишимо услов који .. ора биТИ . .испуњен да функција 

-бу де интеграл 

(1 ) 

• 

ср (q11 q2;~." Qnj ' Pl; Р2"'-" рn; t) , : t . 

'Р = const . . • • • 

ј '." , . 

Под YCIIOBOM (1) из једначнне , 

.после 

начину 

(3) 
'. 

, (/'1' · 'о ·. · · .. С 

. . . , .. , ~.-, 

, ~ ( д'Р дH~ д<р ', дН)+ д,!, = 0, 
~ aq,api . др; : gq, . д! · .... 

• 

• '. , 

. ..... - . 

, . - . 

. , 

!Која вајКИ за сваки интеграл каноничilих једначина (2)'iI,' !обратно 

.ако функција 'Р задовољава услов (3); ' она даје иНтегРАЛ:. , .. , ' 



'l]oaC01\OBe заграде . , ' 

, . . 

Ако за дв е функције '1' и ' 'It уведемо . ознаку . 

(4) 

'" , -

('1' , 'ltЈ ~ ~ (д'l' . д'lt _ д'l' д~'), 
; . aq; др; ., др; ,aq; 

услов (3) можемо кратко ваписати 

(5) 
д'l' . 

('1', НЈ+-=О 
д! . 

, . 

Израз .('1', '1') зове се Поасон.ова .аграда , 

Лако Је доказати ове особине Поасонових 
" I -, 

(Ij>, 'It)= ~ (t. '1'), 
• 

(- '1'. 'It) = ('1'" ~ 0/)= - ('1'. \jr), 

. д (a'l') " ( д'lt) Jt('P·'It)= dl· t + 'Р'д! • 
. 

заграда: 

а затим доказати 

Е8 три 'функције 

и поасон.ову . односно јакобuјеву uденfi1uчн.осfi1 -. " 

, ' . 
, ' 

, " , 
, (f; ; (f" f~» + (f,. (f,. [,) + (f" (f J , (Ј) = О. ' . . 

• • 

Пошто је лева страна те идентиq~9СТИ .,инеарtiаформа Из
вода другога реда , довољно је без' ' потпуног израчунавања.' paKa- . 
зати да је ' коефицијент ма код којег од тих извода идентично ' 
Једнак нули. На пр., коефицијент код' и з вода 

• 

, a'f, ' 
дq;дqј , 

а таЈ извод фигурише само у другом и тр.еliем 

ности. има у другом члану вредност ' 
сабирку идевтиq-

• 

of, Мз +- ~f, дfз , 

др; дРј РРј др,-
- ' ; . 

у треhемисту вредно.ст, али супротног знака. 
" , - , . ' '. ' . , , . ,- , , , -, 

На основу показан~х особина ' Поасонових заграда и По асо-

нове идентичности изводи се ОВ8 Поасонова теорема: 
" " , f' " " -" 

Поасонова за града ('Р. 'It), састављена од два. интеграла '1' и 'It 
каноничних једнаqина (2) има ' <;T8Ji,нy вредност . 

, )~ ,,'-- '. ',, ' ' 

('1' • . 'It)=const. ' .. 
, ' , 

и према томе или дОНОД\, до новог интеграла, , - - , 

, , 

ако. таЈ и !/те грал 

, 
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, ' 
"'. " .. 

није ' последица 

станту. 

претходних , или се једноставно . , пр еТВара ,у кон-

За дока з теореме тре ба извести, из једначина 

(6) 

(7) 

д'l' " 
" (q" H)+ai=O' 

('1' , Н ) + д,у .. О 
. ' , д! 

као ~акључак Једначину , 

ако је 

(8) 

( 9 , ·Н) + д9 
, " д! 

= О, 

\ ' 

8 = ('1' , t). 
• 

За три функције :р i t, Н caCTa;'IIMO П~асонову идентичност- , 

у Овом облику 

« '1' , ,у), НН « ,у, H),'q» -+ « Н ,'1'), ,у ) = (); 

на основу (8) , (6) и (7) ИЗВОДимо једнацину. " 

• ( 
д,у ' ,,' (<Nt' , 

( 8, Н) + - д! ''1') + д! ,1\') '= о , 
, . 

• 
а l\aKO Је 

дефинитивно има>!О Једначину 

\ 

• 

( 9 Н ) +' д8 ..:... 0 ' 
, ' д! -; ,,-

"о ј а l1рема (5) 'и потврђу је Г)оа Соа'ОВУ ,'rеорему. 
, 

• 

. ' 

Као пример узмимо проб,лем о кретању, матер ијалне , тач,К~ 

јединичне масе ПОД утицаје" центраJlие' 'силе која за виси само ·од. 
растојања . За тај пробмм функција Н изгледа ' 

• 

• 
rAe 'СМО са q, I q2 I q:1' о з на' у нли ДeKaI?To~e " ко6рдин а Т f{"I:ачке~ а са.. 
Р. Ј PZl Рз импулсе са в редностима 

1 " "' ,1 " ,1 
р, = q, , р, = q, , Р. ,= q. ' 
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.. . - ... 

Претпостанимо да су 1:1О3НЗТЗ . два инте'· рала . 
" , , 

'р = q2 Рз - q. р, ~ с, • 

1jt = q, p, -'- q,рз ~ с, . 
• 

. Према Поасоновој теореми Ј'Р, Ij( ) је .такође 
,саетавимо тај израз у . облику 

_интегрan.: Ако 
., ~ 

-долази'мо до' Tpefier познатог . инте грвла -тог проблема ' 

q, р, - q,p, = С, . \ ... 

Претпоеrа~имо сад да је ХО1l0НОМНИ маrери ј а JiНИ . - еи~rем конзер
.вативан са интеградом одржавања енерГИЈе у ОБЛику ' 

Н = 1I -= eonst. 

- -11'" д; --CeM ~ ·ToГa· -кз н о ничне --_ једнзц'и'не кре·;ања - тог· система 
ј ош један и~теl- рал • 

• • 

" 
{, (q, . q" :-.. , 

.Пр ема усло ву ·(5) имамо-
" . . дf ' • 
(9) (f" Н).+ д/ ---:- О; " 

·еа друге стране на основу ПоаС9нове'тсореме 
• • 

_О 

(1 О) (f, , Н) '- С. 

t) = с,_ 
" 

• 
• -

имамо 

_.нао нови интегра.'!. 

-да ако је 

у поређ.ивање (9) и (1 О) доводи до реЗУllт~та _ 

интеграл, онда Ј е и 

• 
• 

- Qf, . о 
·_--с - . .) 

д! . . -
• 

• 

'--

,ннтеграл. Исту .0соБИ'\IУ .,,\ожемо проширити и . на -. д.елимичне - И3) --.. . .. -
.. одело времену вишега реда. .. _\ 

Не треба мислити да се формирањем н о вих интеграllа ~з " liеh _ 
-I1 0знатих 'помоhу ПоаСО.lIОВИХ" загр.аДа могу увек исцрпсти . CB~ _. 
il нтеграllИ. ПРОб.,ема . У ~еhини _случајева баш напротив: сви инт~: 
.-рали ' формирани на 'тај начин 'чине ' такв'у групу интеграла . 
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• 

. ' (11) 

да Поасонове заграде 

• (f" ~) 

ма од која два интеграла те групе Не дају више нане иитеграле 

Beh доводе или до к о н ста нте или до функције всli познатих ии
т~грала. Тако, на пр ., три ННl'еГР"3JlЗ површин'а сачињавају и С8МИ 

групу И са интеграЛ<;lМ одржав.ања енергије ~ине и сто групу. За . 

Довршавање решавања тог проблема треба траж ити нове пунве 

за добијање нових .юпегрЭлз. - . - . 
Нарочито је важан . случај кад интеграmi' (11) испуњаQају 

' услове 

, ( 12) 
I . , ",~ 

за сваки п.р тих инте грала. Заинтеграле (11) у том' случају ' о се 

каже да CYtY UНВtJЛУЦllјu. _ _ ... . ,,,. --

Групе и'нтегр ала у инводуцији и,грају "а;кну удогуу проу- .. ' 
чавању питања снижавања реда -основног систе ма _ К3ti, Ою.{g.ни:-s 
• • • о " . . .1.'", 

Једначина .- . 
~ ј, ,; О,: 

Докажимо једиу з начајну особииу фун"юiија, које се надвзе 
у ИНВРЛУЦИЈИ, , 

Нека је дато k функција (11 ) које . се нала зе 

тј, за њих важе идеIlТ ИЧНО'СТИ (12) . . 
у ИНВОЈ\уцијн, 

... 
Пока~им'О да 8КО имамо, 

функцнје фуик[щја ( 11), тј, 

реци."о, 'две . фуннције II ·И · V као 

1I = ии,Ј2'" "л)' , 
• 

v = v (11' 12' ' . " 1k ) , 

. онда 1: свака од тих функција ,на.ла Зи се у инволу цији 
ција ма /1 1 f~ , , . ", I f k ' тј . ПостОј~. идеНТИЧНQСТИ • 

(и, ј,) - О, (v, ./г) - о, ј = 1, 2~ .. ~ . . , k 

" 2, оне· се налазе у ИНВОЛУЦИЈИ и .изме ljу себе, ТЈ , 

(и, v) О . 
. 

За доказ првога дела . израчунајмо заграде ( 11, 1,) ; Према 
основном обрасцу имам о .. 

.. -: ,~ . . .. , 

• • • 

~ 
'( ди . д1, . / даоЈ,' 

(и,/, ) = (д'~д ' ·"'7 д....". -д .) .. 
о ,~= I . qs . Р5 .1 . Ps ". ,~ qs 

-
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СматрајуflИ . lI као сложену функцију имамо 

k 

ди ~ ди 
дq, = ~ дf~ 

Р==l 

k 

дll "" ди 
др, = ~ дf~ 

~=1 

дf~ - - --
дq., 

, 

. . . {1 [ ( ~ дll 
(и, [,) -~ .~ дf~ 

s=J u - l 

дf~) дј, 
дq,. . др, (~ ди дj~~дj, .] · ... . 

- ~дj-; др, )дq, Ј 

. . -

. - , 
• 

. I • 

11=1 

h . . " 

= "" _~.~ [ "" ( дf~ . .3!' __ дf" , дf,)] . 
. ~ дј" ~ дq, ·. др, др, дq, 

р.=l ' $:::::1 ' ' 

231> 

р. Ј -i = 1, 2; . ' .. ," k '~ 
. . - --

из претходног обрасца следи да Је и 

(и, [,)~O 

и то за сваку функцију [, . Јасно је да то важи и за сваку 

другу функцију, која зависи од функција (11) . 
• 

На сличан нацин за " дрказ ' идеНТИЧНQСТИ 

(и, v) = 0 

треба израчунати 

п 1( ' к k k , • 

"" [ ("" ди дf,, ) ("" дv дfv ) ("" дll дf") ("" дv дfv \ ] . =...fJ . ~ дј" dq, ~дfv 'др~ ~ .. ~ дf" др, . ~ дf.' дqЈ . = . 
S _J. . }l=I ' 1'_1 - _. P.=I V~I • . -. . 
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k k 
дu дУ п дfр дf, дf. дf,)= =~~ ;~(дq:;- - -- -
дf: , дf, др, др, дq, ' 

, Ј.1=1 1'= 1 • s=1 

k • дУ ~ 2: дll (fp , (,) . 
= дi;: дf, 

}A=l ~'=l 

Из тог резултата непосредно ,следи да под условима 

, ~,v"= .1,2 ; ..• , k, 

~MaMO идентичност 

(и, у) = р . .' 
• 

• 
у Qпштем ' случају кад место две 

на та (11) имамо k функција 
функције и, v од аргуме. , 

, 
(14) СР:! , ~Ј , . "--., <Р/( 

<ОД истих аргумената (11), а функције (11) су У 
су и функције (14) у инвоnуцнји, тј • 

• 

( 'Рј, 'Рј) = о • 

, 

, 
ИНВОЛУЦИЈИ, онда , 

ј, ј = ] I 2, ... , k. 

Према томе, ако за каноничне једна чине имамо систем иите-
• 

грала који су у инволуцији, онда после трансформације ,тог си- . 

<T~Ma интеграла на други систем, би~е интеграли новог система 
" . . '. 

'такође у инволуцији. 

§ 5' 81. јЈиувилова 

Лиувиnова теорема тврди: 

теорема 
• 

, . 
• 

' Ако је за систем К3НQНИЧНИХ • 
Је~ачииа 

• 

(1 ) 
d/J, дН -
-- = --, 
dt дqi 

' dqi дН - - , 
dt др; 

tПQэнато п независних интегра,ЈЈ3 

(2) Јј (q, , q" ... , qn , р, , Р2' ... , Рn, t) - Сј = О 

.КОји су У инволуцији, тј. 

• (', ј. ) = о ' ' Ј i 1 Ј -...,.... " _~, . , 

i=1,.2,i:.,1l 

, , 

i - 1-, 2, •.. Ј П 

ј,ј = 1,2'~. " ;nJ 
- "- '.-

'одређивање осталих 

.цIфафов израз 

; 
п интеграла се . врnлi на таЈ 

, . 
начин 'ШТО ' се ' 
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, П ., ... . 

(3) Ф~ '.~ p,dq, - Hdl 
i= l 

на основу (2) претвара у тоталнидиФеренцијал 

Ф = d '-1.' ( ql 7 Q:l' . :~ • , qn ';" '1 I С:! , ••• , СП ; t) 
и интеграЈ]И се изражавају обрасцима 

, , 

'* --= Сј ; • 

. дСј ' ... .. '· 

где су С, нове произ~ољне константе. 

За l\оказ напишимо интеграле (2) у облику решеиом по Р; ; 

(4) Pi~~i (q] I q " .. I ,Qn ; ,С 11 C~p •• ;,Сn '; . !) -= 9, i=l t 2, ... ;n. 
- . \ . ' 

Како ове једначине ,:,орају . бити последицеједнаЧИН8 (2); 
њихове леве стране су функЦliје функција ј" а како су ове 

функције у инволуцији, у инвоnуцији су и функције р, - 'Рј, ' тј. 
треба да буду ис[]уњени услови 

(р, - <р , , рј - ' 'f'; ) = О [, ј = 1,2, ... ',п. '. 
Ако прим енимо општи " образац, -добиhемо . , 

:. -, , , 

п 

~ [д(Р' - <р , ) 
~ oq, 

д(Рј -. Ч'ј ) :_д(р,,-, 'Р ' ). д(Р, -Ч', )]_ 
др, др, oq, 

= - ~:; - ( - ~~~ ) =0, 

ТЈ. низ једначина 

(5) 

Како 

, 

дер, - д'Рј - - - =0 
oq; oq, 

Пфафов . израз (3) , на основу (4) 
, 

п 

i,j~1,2"" . ln' 

, 

можемо написати 

(6) ф = ~ <рј dqj - Н* (ql , Q1. ~ ~ • ', ' 9n; (1 ' . ' 2 ' . " .. , СП Ј t). d~ ~ , 
. . 

где СМО ~вездицом 0значи".lИ 

замењене функцијама '1", тј. 

" ; 
, . , 

да : ,су у функцији . Н променљиве р, 
".- " о -

"0 .; "---" 
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, , 
, услове (5) можемо сматрати као један део услова да је ' ф то

гални дuфереицијал, Ти услови се односе на коефицијенте кощ 
. . .,. . 

диференцијала dq" Да испунимо и, остале услове, треба показати , 

тачност једначина 

(7) д,р, + дН*, = О, .': . " ~ ' . 

дt дq, ' 
, , 

Како је, с једне стране, на основу (1) 

, Јр, ' дН 

-'11 , ~-:- дq i , ' 
, 

8,С8 друге стра'не, из (4) је , , 

, 

dp, 

dt 

d:p, 

dl 
, 
• 

. . .$=1 

, П 

дЧЈ, + ,}: дq> , дН , ' = - - --с, 

• д! : 'дq, др, 
.$=1 

има .. о после упоређивања Једначину 

, 
, 

која према резултату диференцирања 

П 

, 

дН" 

дq, 

_ дН + ~ . дН др, 
дq, / ~ др, дq, 

5=1 ' 

доводи до Једначине . , , 

." . ' дер, дН' , 
-~ -

Ј! , ' дq, 

и пщврђује тачност услова (6), , 

, 

I ~ 1,2,. '.' ,11:.', 

Услови (5) и (7) 1I0Казују да је форма (6) тотални диФерен-
\ ' . . 

lIијал функције аргумената q", "q. , ', ,; ,q;;',t; ако;> ,ту' ' функцију 
,. Ј' . " "0 

" , 0значимо са 

, 
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..можемо написати 

• п 

Ф = 2: р, dq, - Hdt . :2: '{Ј , dq, - н' dt = d е' . 
;=-1 1= 1 

.. 
Ако упоредо са функцијом е* анали зи ра мо исту функцију е . 

сматрајуhи . је и као функцијУ ' конст~ната С " С" •.• , С. ,' " које. 
:улазе при одређива њу те Функције, ' можемо на писати да је .' , '. 

Према том е дефинитивно можемо навести ову .ФоРмунаше~: 
Лфафијана 

. ' . . ': • . . д е . ' 
Ф ~ dе-~ dc,= 
. .L.J дс" . 

i= 'l ' , 

(8) 

" . 
'~ _ ~ ~ е af: + d е 
. .L.J дс . . 

ј-, I I _ 

Полазни систем к~ноничних једначина (1), као СИ.сте .. Пфа: ' .. 
· фових једначин а треба да буде' еквивале,па н 'ПфафоIЩr,J једна- ' 
чинама добијен е форме. Како последња форма зав.иСнод ;'ромен-

' 0 

·ЉИ8ИХ -
[ ; , 

де 
- , -

О д' с, 

.имамо ове Пфафове јед.начине: . 

а f. " . d(._' де)=_дФ _ __ о, з променљиве , 
дс, д~ 

де , dO= ' дФ = _ df; , 
дс, , .. ' , д (де) 

, дс • о , I " 

е : dT - · дФ '. О 
. , , .. д е·.·. 

'11 према томе имамо две врсте I1нrеграл а 

. д'С"' 
f.: = с · " Q - С 

I . ' ~ , .~ • ".qc(": ,:- " I , 

.. де су С, нове интеграц~о'не константе. 
ТИМ резултатом је ' ЛИУВ.И.iIова · теоре ма доказана . 

. ' - " '. ,- " -



ГЛАВА ШЕСДА , 

Општи принципи механике ' 

§ 6' 1. Појам и I(лаСИфИI(ациЈа принципа 

Као што СМО в идели, ОСНОВНИ 'задатак I(инеrике материјалног 

система, тог важног дела '1еханике !,истема, састоји се У одређи. 
вању кретања система, ако су познати;. почет но кин~матнq~о 

стање датог система (положај и брзине), везе, које , огран,!чавају . - . ' . . , 
кретање тог ' система, и силе, КОЈе деЈСТВУЈУ на , масе ,.система. 

Први ко!)ак .и~ешавању тог .зада!~,а је .образовање сДИ!Р.~R~~ЦИ_
јаnиих једначи~а кретања я!сте.",а. За ОбраЗ О,!!,Њ"--I,,Х iедначин~ 

_ м_.""' ,, " .. . . _. , , .-
по'служиле СУ на м: Њу1Ћ()ве ', аКСИОМе , о силам ' и , ДОПУнс~lt ' 
у""сл=-=0:"'в-=и'-6" с;шама реакција~е~а. То су два БИ'·Н. елем,е~i~ , ДQ.!10;;;НIL 
_. _~.' _' _ __ м_ " _ _ __ • '.. 

з а утврljивање правила . по којима треб,!да. образује.М9. ,диф.ерен, 

циј!iлне једна.чине кретања материјалног. система. - ___ _ . _ _ . . _ _ . _ .. _ __ ., .. _ .. "" _ . ... 

Али поред овог поступка З8 (јбразовање .диф~ренцијалних , 
једна'!иitа кретаља материјалног систе.ма, који произлази из Њут •. 

, __ • • • _ " • . _ _ .' О' ' ····· ~M _ __ ·_ •••• _ ____ _ • • ' _ •• _ . _ '_ , _ _ • __ ••• _ _ ... о - ' ••• _ .. __ • 

нових ' з акона и услова ,3,8 реаКЦ,ије, постоје и дру,г!!.поступци 

који доводе до истих диференц~јаJtlUli ::Једначина ..'P.,e,~Љa. Ови 
се поступци - а има и~ _В~UI~ · ~' ОБИ.јIl~ ФОРМУЛ!'UlL~мо!ј>: 
услова, које треба да задовољава неки нарочити анЗJlИТИЧКИ израз . . . .. " . . _._------, , . " . _ •... _--- .. - ....•. _ .. --_... -. 
СВ.К()!~К'!9 __ ФQРМ У lIисање'у _.!'J~'! са_. ()Д~о.~.~_им а нэ"!итичквм из.:: 
разом претставља оuшшU uринции МеХанихе . 

. ,_ -~-" - -- -- ---_.' . __ . __ .~" - . -_.-. 
Из општих принципа ' м~ханик'е~ који се односе · на - ' системе у 

кретању, тј. који су .кинетицког K.p~K'Tepa· МОГУ се извести н 

општи принципи за системе У мировiiьу, тј. за случај с~ла У 
равнотежи, другим речима . опш,!,и ПР!!НЦ"ПИ ста 'гике. Јасно је , да 

- " ' -" . , 
је форма опщтих статички~ принципа једностав нија , од форме 

- - - • о " • - ој " , _',' > • 

16 ~ехавика система 
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ОПШТИХ кинеТИЧI<И Х принципа. Сем тога, у uсториском развитку ме

ханике, статика је Ilpe динамике добила изра l)е.I-IИ теор~ски облик. 

Из наведених разлога се неке, форме СТ8ТИЧКИХ принципа са од

носн"м тумаqењищ искоришhују и за формулисање општuх прин· 

ципа механике кинегичког · KapaKT~pa. 

Има две ',к а тегор ије ОlJшrи)( принципа механике . .прва KaTe~ 
~~,.",-"'~ ' " - - • • :-~;::. •. :. - •• - • • - _ . __ о -

ГОР"Ја - то су-дuференцuјалnu uриnцuuu: ана'~I1Т~ЧКИ израз помолу 

кога' се ФОРМУЛИI'Је" приицип ове категорије има диференцнјални 
обл~. У дифер е нцијалне принципе спадају :-ДалаМберов ПрИIЩИП, 
Лагранжев' прии ,!"" могуhи,,' померања, Гаусов принцнп ' и др. 
Д ЈУ' а кпегориј а принципа - то су UniПеграЈiIIl! Иf!!!!!ЦUЙU. ~. 
lIй'ТИЧки изра з Т-ИХ-ПРИНЦИЈЗ има облик инrеграла. У ову . катего
рЙју~аД8ју: Хii.iнлrо н о в п~инцuп, Лагранi;<ен принцип најМ8њег 
JiёjCTH8, Хелмхо'nцо'вnpmщип и др. - .-- - , • 

-Т!риме симо-одмах да без обзира на на з ин .општи ' принцип· -- - - - -., --"-
сваки општи принцип се· не ·може употреб ити за извођење дифе-

, -
рённијалних јеД!\<Јчина кр.етања сваког материјалвог система. 

Понеки ОД принципа МОГУ бит.и пр~мењени само _ на холономне . _ .,- _. - , -

сис теме, а неки чак само на конзервативне системе. ' 
".-- -.. ...... ----_.- . . ' 

, ' у нашем юлагању ћемо се зауставити само на неким дИфе· 

ренцијалним принципима, Н,аиме на Даламберовом riринцип'у, на 
Лагранжевом принципу могуhих померања и на ' Гаусовомприн,' 

ЦИГlУ, а од интегр а.'l НИХ принципа на ХаМИJIТОНОВОМ ПР"»НЦИI'1У и 

на Jlагранжевом принципу најмањег дејства. 

§ в· 2. Да .1а'lберов приицип У Лагранжевом. оБЛИI(У 

H~Ka нам бу де дат материјални систем најопштијег карактера , 
"-.0 свој о ј структури. ,ај СИСТ~М .може бити неХОЛОном8н систем, 

ТЈ. са диференuијалним везама, и при том е реономан, кад везе 

заВИСt: ОД времена . 

Векторе положаја 0знач_мо са 

... , 
. Гј {.....;., 1,.2,:' .-.. , П.' 

KOHaQHe в еэ е не ка имају облик . . , 

• 

-! = 1'2'" ... ,k1 

Знак је дrrзкости одговара эаl\ржанајуhим, , неједнакости -
н езадржа вајуhЮI везама. 
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Диференцијалне ве зе израз~мо поново помоћу 

п 
. . 4 о" 

'pi = ~ (q grad, <рј ,Ђ ) + Ој :> о , LJ , , 

где је: Vi брзина i' те та Iке, . qgradl СРј квазиграднје~т ј' те ",везе 
за i'TY тачку, Dj дзта ф>,н'кциј8 , у опште м случају поiожаЈ~ 

тачака и времена, У Д' К'р,говим координатаМа координат'е ква-
, , 

зиградијента 0значиhемu са · 

qgrad; <рј (Ао, 8.), с,;)-
, 

Са наведеним о :шакама , диференцијалне 
• 

тачака сиС'гема пр,ема (10) § '3' 2 изгледају 
Једначине кретања 

, , 

- ," 

", _, 
(1 ) 

---) -+ ~t . 

m, W; ~ Р; + .LJ '., grad; 1, + ~\,j qgrad; срј , 
\ 

i = 1,2, ... , П, 
, " 

l' ,1 ј_1 
, 

О . .. ' L '.~ 
" ~ 

где су: т; маса ОIl,г. ; варэјуhе тачке, W, ,ц,ено у брзање, Р; р~зул-
Т8нта свих активни х сила, које дејствују н;а . 1У Т8Ч. КУ:t ~I МИО":,_

житељ I'Te коначне везе и \'ј множитељ ;' те ди:рер е н~ијаЈЈие вез,~. 

Узмимо сад у . о бзир C~CTeM ' ' могу.hих варијација веКТЩЈа , 
- положаЈа тачакз. Те варијације, као. и раније, О ::ЈН LJЧИМО . за ;·i'r.i 

-- • 

тачку са OSi .O Као - ш 'го' СМО видели, мог'уhеваРllјације требз: дз' 
о 

эздuвuљаВ3ЈУ ове усл о ве. 

п 

(2) ц, ~ 2: (grad;/, ,07,) :> о , " 
. - .-

1- _ t 

(3) ОСРј ~ 2: (qgrad; '1') , &;) :> О, ј= 1,2, .. ~ ,'k,. 
, ' 

ј - _ Ј 
,-

Векторске једtlн ч ине кретања тачака (1) напишимо у облику I 

" \ 
, 

и израчунаlМО збир скаларних ПР9IJзвода ', напис а них ,ве,(тора са 

векторима односни х варијација проширен на све тачкесисrемз " 
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... 
(4) OS,) + 

. <, п 

. + ~)1j ~ (q grad, -> Ј ' '1'1' OS,) 

. 
Зауставимо се , прво на .случају задржавају\'их веза. Сваки 

коефицијент уз )./ и )11 на основу y~';OBa (2) и (3) за могуће ва 
ријације једнак ' је нули и зато из (4) имамо једначину 

п 

(5) 
~ -+ -+ - ~ 
~ (Р,,- П1; W" OS, ) = 0. 

у ДекарТОВliМ координатама иста Једначина у раЗВИЈеном 

.облику гласи ' 

п . , 

(6) ~ [(Х, -- m, х/') '8х, + ( У, - т, уп оу, + (Z, - ' m, z,") oz,] . О. 
1=1 • 

Једначиuа (5) односно ' (6) претставља ДалаМберов иринции 
у ЛагранжеВОЛI облику за случајзадржавајуllИХ веза. 

• 

. Ако су везе незадржавајуhе, к оефицијенти код )", и )1ј " 

према (2) и ' (3) могу бити ИЛИ позитивни, , кад везе не дејствују, 

тј. систем напушта везе, или је~наки нули, кад везе дејСТВ,ују, 

систем на везама. Сем .тога, у § 3 -2 смо видели да и множитељи 
, . ' 

веза могу бити или нуле или позитивни. На основу тога мож~мо 

закључити да у општем случају , како задржавајуh .. х тако и не
задржавајуhих веза, из једна чине (4) следује услов 

п 

~ ~ .... .... 
(7) ...с.. (Р, - m, W" 8s, ) < О 

i~l . , 
ИЈ!И -'у Декартовим координатама 

(8) ~ [(X,-ТIl ' х/') ох, + (У, - т/ ~,") оу, + (Z, -m,zi') oz,] <: О. 
Формулисана особина юiц",i:аног анЗJlИТИЧКОГ диференцијалног 

израза (7) односно (8) uзражава Даламберов принцип у Лагран

жевом облику за општи слуqај како за задржавајуhе тако н З8 

незадржавајуhе везе. 
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• . 
Далзмберов ПрИIIЩШ'У Jlангран)Кевом обли~у гласи: 

• 
Свако ctbaPH:..:O,--"к"ретање материјалног C~CTeMa се врши тако 

да убрзања TaqaKa си стема морају задовољавати )'СЛОЈ} (7) за све 
/ . . 

МОГУће вариј а циј е из положаја . тача~а "а том путу . 

Наведен и ПрИНЦИII може се заиста сматр~,и 1(3 0 општи ПРИК-
• • • 

циn механике ' тек ПОШ ТО се покаже да се, обрнуто , из ТОГ "РНН· , 

пипа могу извести диФеренцијалне једначuне креТ;' lbа материјал-
ног система. П(}ка ЖИМQ ТО. ,, ' .- . ", -

о . . . '. . , 
1. Прво претп о ставимо да је систеМ~ЛОБО)lан. Тада су за 

I __ 

сваки положа ј система варијације os, потпуно произвољни веКтори. 
Из једна чине 

• о 

. (9) • 
ј,.- Ј 

КОЈа треба да П ОСТО Ј И "а све 'Moryhe 
ДYJ~ да је 

i' -:+ , 
вред.џости вектора 85; , ,' .сле-

.. ' ... , 
(10) Fj - mј w ј =Q, 

.. . , . 
То се п окаЗУЈ е " :1 познати наЧIIН на основу ови х расуђивања. 

Да докажемо прву 0.:( Ј е д начинд (10). ставимо У (с,) 

тада се Једначина (9) свод и на ј едначину 
• ... 

(11 ) os,) = О, 
• 

~OJa треба да ва Ж ~ј 
" .'" . 

за сне ·прЬИ3Вољtlе · вредности 
... 

вектора Os,. 
- ' -+ -? 

Ако ска.12 РНИ ПР ОI1ЗIIDД два Be~.T.9pa (А,. ВЈ М9 ра БИТIt једна\< 
- . ' . .. ,-." .. 

нули з а све п р.оИ38 0љ н е вредщ)сти, рецимо, ДРУГОГ веiпора В, 

први 

.. 
вектор А мо р; 

• 

биги једнак нули . Зан'ста , претпостџвимо 
. . . . ~ 

супротн о, да вектор А није једна~ . ну.л .. и ~Ma ОДр'е lје ну BpeД~OCT А, 
~ _. . - -

. .. 
Узмимо онда за предност произвољног, ',' вектора Н предне>'ствек-

---->. ' 0 _ 1 • .". '. 
-r • "-"" .0 .' .. ' 

тора А, скадарни п рuиз вод тих вектора,КОЈИ . ,юра >, бити j~JJ,H.1< 
-' " , 

• 
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• 
нули, у том слу чаЈУ има вредност 

-) -t .....---) 

(А ,8)=(А, А) =А' = О ., 
н према томе је А = О • 

Из једна чин е (11) изводимо на основу Ј1 а веденог Једначину 

.... , -. .... . 
. Р1 - т, W1 = О . 
• 

• 

Тако исто се и з воде и остале једначине система (10). 

Како једна чине (1 0), можемо написати у облику 
... ... 

miWj . Рј • , i= '1,2,.",tl, 
• 

видимо да се заиста . из · ДалаМбеРОiЮГ ПРИНЦИ Ј1а за слооодни си

сте" могу извести диференцијалне једначине нрета ња то,г системiI, . , 

2, Претпоставимо са'д да је систем неслободан . али су све 
" . 

везе тог система задржавајуhе. . . . 
Једнаqина (9) треба да буде задовољен а али .Подпретпо, 

... . . 
ставком да вектор" osi задовољавају услове 

... 
(12) (grad; [" OS;) = О, 

• n · 

( 13) . ') 'Рј ' . ~ (~ grad .. 'Рl' O~i) ~ о , 
ј=l 

, 
• 

l==lJ2, ... ~k1' 

, 
ј = 1, 2, .. ;, k'l. • 

Сад за и з но 1јење закључака из јеДН~ ЧlJне (9) треба приме

ни т и познату Ајлерону МtТОДУ множитеља. Та мето,)а ПРУ1Ка МО

ryhHOCT да се П ОС.те додавања једн а чини (9) ј едначина (12) и (13) 
претходно помнож ених МНDжитељим'а ј,с и 11ј формално сматра.јУ 
сви вектор и као слободни. Образложење те М етоде овде, у случаЈУ . . 

, више тзчака мате РИЈ алног система и више uезз , лакше се тум'ачи , 
,у скаларном облику. . 

• 
ОД 3n координата, рецимо; Декартов их 

ОХ; , ОУ! ~ OZ! 

3n - k, - k, координата треба сматрати 

. као зависне. У ј еднаqин", КОЈа следује 

додавања (12) и (13), 

• 
ка о независне, а остале 

из (9) односно (6) после 
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• 
11 /(1 k. 

(14) ~[(Хi-mi Хi'+~Лi :~;+ ~1'-) АU )ОХi + 
,_- Ј {-Ј ј--=-1 

+ ( ... ) 8у, + ( : .. ) 8Z/] . о 
коефицнјенте код чланова, на броју k, + k" са :;а висним варија

цијама (које од тих вар ијација сматрамо као зави с не, а које као 

независне не мења суштнну расуђи'вања) можем о изједначити 

са нулом подесним избором величина множитеља }.1 и р.ј Ј а кофи

цијенти код осталих, независних варијација морају бити једнаки 

нули; то следује пос.,е истог расуljивања које см о навели у прет
ходн.ом случају. На тај начин ~ид.имо да су формално сви кое

фицијенти једнаки нули, а то и доводи до' диф еренцнјалних једна

чина кретања система у скаларном облику који одговара Be~TOp
ским једвачинама (1). Из Даламберовог принципа смо извели ·и 

у овом случају диференцијалне једначине кретања материјалног 

система и то ХОJlОНОМ Н о,г и иехоnономног, без ика квог ограничења. 

3. Анализирајм о сад случај кад су поједине, па чак и све, 

везе незадржавајуhе природе. У том СJlучају се из ражава Далам- . 

беров принцип ~ 

" 
(15) """ -t -+--+ ~ (Р, - m, W /, 85;) < О, 

i =-= l 

и везе пишемо 

(16) 8/, ;;;' 0, 1 = Ј, 2, ... , kj ; ј= ' ], 2,,,., k.,.. 

Како из оних варијација које задовољавају услове (1'6) 
• 

можемо ' бирати п отпуно произвољне склопове тих варијација, 

узмимо прво један такав склоп, за који j~ . 

(17) 8// ~' O, . [.....!. 1,2, ... , k1 ;j = 1,2, ... , k2 • 

Означимо варијације једног таквог склопа са 
• 

~ 

(1 8) ( 85,),. 

у сагласности са Даламберовим принципо" има",о тада 

алтернативу или 

" . 
(19) .....,-- ---> ~(F, - m,w/, (85,),) ~ O 
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или 

" . 
(2.0) ~ (р, - m,;" ( 137 , ), ) < О. 

1:-:-1 

I Јока","мо да је други резултат немогућ. Заиста, У исто 

време са склоп ом (18) услове (Ј7) задовољава због хомогеноСти 

ТИХ услова и скло п 

~ .. -+ 
( 135') 2 = - (135, )" 

~, 

али варијације (cs, ) 2 стављене У Даламберов израз даЈУ тада на 

осно ву (20) овај резултат 

п 

~... . ..... 
. L.J (Fi -' т, .w" (os,) , ) > О, 

;= 1 
• 
а то Је у супротн ости са Даламберовнм ПРИlIЦипом. Према томе 

за све варијauиј е , које задовољавају услове (17), а биране су и 

за случај незадржавајуhих веза, Даламберов принцип мора бити 

изра жен ПОМОћУ једнакости. После тог закљуtIка долазимо као IJ 

У случај'у 2. до диФеренциј3Jtних једначина кретања система у 

. обли ку (1). . 
За дефинити вно решавање питања о употреби једначина (1) 

треба још реI!IИТII питање под каквим услови"а треба У тим 'је

дначинама задржати множитеље Х, и \1ј (1 = 1,2, ... , k,; ј= 1,2,,,., k2 ). 

За тај циљ 

Даламберов 

... ... 
уврстимо вредности Р, - 111 , lV, из једначина (1) У 
принцип (111), па тада на ОСНОВУ (12) и (1'3) добијамо 

I 

Пошто варијације можемо одабрати т ак о да остане само, 

рецимо, I3f, > О , " остале 'све6уду једнаке нули , ТЈ. 

а (2 == б (3 ~ " , . = о f k• = 13'1', =., O'l'k, = О, 
• 

тада из Једна чин е -
- )", Of, < О 

заКЉУЧУЈемо да ~н ожитељ )'1. не може БИТII негативан, а ТО се. 

ПрОШИрУЈеи на све остале множитеље 

)", > 0, \1»0. 
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Тај резултат стој и у с.гласнос'ти са оним условима за мно

ж нтfље lЧ, 11-ј које Ci\.tO навели у § 3' 2. 
• 

Даламберов принцип у Лагранжевом облику може се кратко 

'фОРМУi!исатн у нароч итоы облику. ... , 

Ради ТОI' З , сем резултате Р; свих активних С ИЛ.а, ШТО деЈ-
• 

ству ју на Гту тачну у недимо још вектор 

... ... 
Ji = - rri i Wj . 

Овај вектор се з ове фиКШllвна сила инерције. Тај вектор 
има димеНЗИЈУ силе, С! .'I И се не 

јер за њу не можемо показати 

према трећем НЬутнопом закону 

права сил а . 

МО.же сматрати J<i:t O права сипа, 
• • 

извор, а то Је н е опходан услов .. . , 

Збир сила 

који треба да задовољава смка 

• 
-+ ~ ---t -+ -+ 
F , +1, = F, '7 т, w, = П, 

зо ве се llsгубљена сшт. Изгубљена сила је такође фиктивна , сила, 

јер за љу у 'целост и такоlЈ е не можемо показати ювор односно ' 

изворе. , , , 

Поыоliу изгубљен е силе Даламберов принци п у ЈЈагранже' 

вом оБЛИ I<у' се формулиш е као услов 

п 

:1 

Пошто скалгРI:! И НРОИ3ВОД силе и елементарног померањз, 

ОДНОСНО вар иј2цијеЈ кој а имз' исту димензију с а пОМерањем 'тачке, 

претставља р ад дате силе на ' тој варијацији, п ретходни услов 

можемо форыулиса ти речима : 

За време крета ња материјалног система зби р ел ементарних 

радова и з губљених с и л а" H~ свима многуhим ва р иј:.ЏЏ1јама не може 

бити позитиван. 
'Т 

• 

§ б·::I. Лагранжев принцип могуfшх по м ерања 

За један материј влни систем се ка,же да се надази у равно

тежи кад се ПОД упщајем датих активних сила и реакција' налази 

у, трајном МИ Р У. Пошт о у таквом' стаљу брзине и убрзања морају 
бити једнаке нули Ја сваки тренутаК , времена , !( о начне.идифе-
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. реНЦИЈалне везе не могу ИМ"аТИ ПРО!1з вољан облик. Заиста, из 

коначне везе 

-> 
{, ('i, t) = о . 

имамо услов за брзине 

• • • >: -+ дf, 
(grad i (" Vi) + -д! = о . 

ј :::.1 

у положаЈУ ря внотеже за сваки тренутак времена t имамо 
-+ 

Vj = О, 

па према - томе и з претходне јеДН8чине следи 

дf, ._. ~ о 
д! ' 

i=l,2, ... , п 

а то исто 8ажи и :за све коначне везе. На исти начин из облика ' 

диференцијалних в'за 

.. 2: (.q grad i СРј, 
1::::::1 

закључујемо да је у слу чају равнотеже система DJ ~O. Према томе ' . 
, 

,у случају равнотеже имамо две катеГОРИЈе услова 

(\ ) l ~ 1, 2,,,., k,; ј ~ · l, 2,,,,, k2 , 

тј, коначне везе треба да буду склерономног [(араКтера . а ди'фе

ренцијалне хомоге не, У анализи могуhих ва ри јација (§ 2 '5) ви· 
. · 1 . 

дели СМО да за матеРИЈалне системе са вез а ма КОЈе задовољаваЈУ 

услове (1) Moryhe варијације у исто време преТ СТ2 вљају н могу!!а 

померања, На тај начин у Даламберuвом принuипу, где фнгуришу 

могуЬе варијације, за случај равнотеже система варијације .ю· 

жемо сменити са могуhим померањимз. Ако MOfJ'ha померања ., 
означимо са liSi из Даламберовог принципа за случај рhвнотеже, 
кад су 

следу Је услов 

(2) 
, 

п 

~ .... 
41(1'"" lis,) < O, 
ј_1 
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Овим условом с е изражава Лагранжев ЙРШLЦUIl ЛlOгуftих\uо • . 

Ј.,ерања. 

Тај принцип гласи: 

Рад свих активн их сила на СВИМ могуhим пом е рањима , ~ате· 

рИЈалног система, КО I И се налази у рзвнотежи, не може бити по-

зитиван. 

За системе . са задржавајуhим везама тај рад Је ј еднак нули , 

а з а системе са незадржавајуhи~ везама ОН може бити и He~ 

гативан. . . 
Извели ' СМ О Лагра нжев принцип могуhих помера ња, 'статички 

принцип, и з Даламб,ров ог, нинетичког принципа ; Обрнуто, . могуh.е 

је, после YBG~eIba финти~них ' сила, формално изра з ити ДаЈЈамбе. 
ров принuип као стати q ки ~РИI!ЦИН. Пошто се .п о моћу изгубљених 

сила Даламберов прин цип ФОРМУЈЈише 

-
" 

, 

2: (П, , &,) < Q, 
" .-

.' што одговара Лагранжевом принципу (2), а Лагранже в принцип 

одговара условима р .1 li н отеже активних. сила и СИ.1I8 р .езкцијз, Ha~ 

вешhемо и ово фор~у лисање Даламберовог принци па: ). 

, За време крешања )tашејJUјалног сисшема изгубљене силе се 

налаае у равношеЖI/ сII' силаАta реакција . То ј е она форма у којој 

је Даламбер сам формулис.о свој принцип О рз н нотежи сила за 
• 

, време кр е тања над у силе убро-

јим о TaHo~e и фИКТИ В llе , сил е 

ин ер ције. Ово Да.1",,6е рово 

ФОРМУJlисање н е п~.' еrставља 

ништа друго иеh на други на

чи н формулисане Њу тнове з а· 

ко не о силама и усло ве з а 

силе реаидија. Занста, 110 Њут
НУ имамо. ... ... ... 

m, W, ~ F, + R, , 

а по Даламберу (сл. 47) 

• • 

... ... ... 

• 

'(3) F, + R, + 1, ~ о 
" ... ... 

а то је исто , кад. стЭНИМQ ј; .= - тl "'~ I • 

С1 Н 1< а 47 



!",зУСОВ принuип најмање ПРШI),Н: 

, 
ЛагранжеВЈ . формулисање Далам6еровог принципа има ,у 

огромну вреДНОС1 што у њега формално не улазе силе реакција 
и према томе кад постигнемо трансформаЦНјСРл координата такав 
резултат да све независне варијације буду ИСf<:f,учене, онда С,е по

јав.ъује' мог);tшост реШ8В,ања проблема о [(peт;~љy система уопште 

без увођења СИ.'13 р>еакција. -
Приметимо да са претпоставком да је раније изведени став 

(~ 3' 21) да је рад сила реакција на свим могуhим варијацијама 
једнак нули, ОДНОСНО већи од лупе за случај незадржавајућих' . 

'. . . 
веЈа. ТЈ. да Је раНИЈе изведен .резултат 

1=1 
• • 

из· једначине (3) непосредно 
rранжевој форми 

следује ДаламGеров 

, 

• 
ИЛИ, ако уведемо ИЗi'убљену силу 

-> -> -> 
П, _ F, + ј, • 

у·обли!<у 

" "\,1 -> -> 
~ (П" 6s,) < о . 
1=1 

принцип у 'Ла-

§ б' 4. Гаусов принцип најмање принуде 

Гаус (К. Р. (Jauss. 177i-1855), творап Т:О:{Qзване методе нај-
маљих квадрата; применио Је ту исту методу на проуqавање кре

тања материјалног система и дошао до ре3У.lтатз који се- може 

формулисати као општи принцип механике. Тај ПРИНЦИ[ј је дифе

ренцијалног кара!(тера изцве се Гаусов ЙрIIНl{1l1l најмање ирпнуде . 

Гаус посматра два кретања сваке тачке материјалног система 

из истог положаја са ист()м' произвољном ~6рзин6м:, једно; сло

бодно кретање, кад се тачкз Kpehe само под утицајем реЗУЛТ8цте 
активних сила, ШТО дејствују нз;ту raQKY, и ДРУГО, неслободна 

или принудно кретање, кад 'сем актИIШИХ СИ.'Iа на тачку дејствују 

• 
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, 
такође и непознате си .,е реакција, које треба п рема ' Гаусовом . 
принципу одредити . За свако могуЬе , принудно "ретање' Гаус 

уводи појам отет} па!ы принудног кретања од слободног, ЗЗтим 

формирз квадра.тну м еру тог отступања и проширује ту ' ';еру 
на цело"упни систе,!, узимајуhи у обзир мас е материјаnних . 

• 
тачака. Како је ТО отступање везано З3 дејство си.rlа реакција на 

материјални систем које принуljују систем да отступи оД . слобод

ног кретаља , формираl1У меру Гаус ' зове uрuнудом (Z\vang) н по
ставља, 1<80 при~цип , да се од свих могуhих неСlIuбодних креТЗ"Њ'а 
"ао стварно кретањt показује оно за кс,је прину;(а има најмању , 

вредност. Изразимо сад тај принцип матемаПI1JКИ . i 

Узмимо ма коју материјалну тачку систем .з с а масом m; 
->. . 

(ј=),2, ; '., п) и 0 значимо са '" и,!, ве~тор по., ожаја и брзину 
• -> 

те тачке у тренутку .1: Ако са w, ознаqимо убрзање .те тачке з'а 
-> , 

исти тренутак, векто р положаја " исте тачке у тренутку t +.1 f. 
можемо, задржавају l;" чnанове · само другос реда по .11 , изразити 

-+ -+ • 'l-t 
' (1) г , = ' " + г;, .1I+ -w, (.1I)' , 

2 . 

Ако је . кретаље система с.nободно, кретање с на ке њеН.е . тачке 
• 
Је такође слободно и према томе ИМ8МО Једначину 

• 

'МИ 

(2) , 

~ . . 
где је F резултанта с вих а КТИВНИХ , СИЛ8 што дејству ју на ту цчку, 

" -.! ' -> , 
.а W,' је убрзање сло бодне тачке : 

Означимо ли вектор положаја тачке са масом т" 
. ~ ~ 

-бадне тачке, са r i* , з а кретање И3 иСтОГ положаја r in 

брзином г'о имамо м есто (1) на основу . (2) једнаЧИIlУ 

-> 
-> ~ . ·IF, оо 

. г,' = " 0 +г"м + - ~ (.11) - , 
. . 2 m[ . 

~ao сnо-

. . . 
са истом 
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Век,орску разлику 
' -> -> 

" 

'ј - '( 

• 254 

треба сматрати као отступање твчке са убрзањем W, , ОД ' тачке 

КОЈа се .за исто вре ме М кретала као слободна тачка са убрзањ,м ... 
* w i . Према (1 ) и (3) за то отступ'ање имамо: ., 

7,-1,* = J....(!I/ \.(;, _ r .... ). 
2 " m, 

Ако ј е w, убрзање тачке ма у 'ком принудном кретању, тв) 

вектор изражава отступање тачке у принудном кретању од сло· 
• 

бодног кретања з а време М. 

Квадратн а мера трг отступања Је ... 
-+ ~ 1 ~ F 

(,. - г,* )2 ~- (М) 4 (w, - -')' . 
4 . Пl 1 

, " 
Сада СЛИЧ НО методи најмањих квадрат е треба узети у обзир 

ва жност улоге сваке поједине тачке у заједничкомзбиру свих 

отступања за матер~ја:nни систем, Пошто је , природно оценити' 

ва ж н ост учешhа сваке мвтеријалне тачке у том збиру масом те , 
тачке, КВ8дратну м<ру отступања за ' сваку ТВЧКУ , треба помно

ЖИТИ њенl')м масом и сабрати; тада ћемо доби.ти 

вању 

п n -> 
~ -> .. 1 ~ " ' F 
L.J m, (r,-r,.)' = '- (M)'L.J т , (\\', - -')' .. 

" 1 4'1 т, 1- . 1_ 

I 
Пошто стала н множитељ - (М)4 

, 4 -промене н аписане в.еличнне , Гауе 

. н е и гра улогу у 'проуча~ 
, , 

се зйустзвљз нЗ величини 

, (4) 

и зове је йриllуда, 

у скал ар иом облику, рецимо за Дека ртове координат~,НСТУ ,'_ 
величину можемо ~аписати 

п , 

z = 2: 2. (Х, - тј Х,")' + (У, -" т, у, ") ,+ (Z, - т, z/')'] , 
1::.:;1 Ill 1 . . . . 
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Покажи мо сад да услов стационарности принуде, наиме њен 

минимум, ДОВОДи до оних убрзања која одговарају сгварном кре

тању'материјал-шг система, било слободног, било неслободног. , -За слободно кретање из квадратне форме (4) непосредно 

слеДУЈе. да за потпуно произвољн.евекторе W, ова форма узима 

наЈмању вредност поЈ, условом да је снзkи квадрат јеДН8< нули 

и према томе тај услон доводи до једначина "ретања слободног 

система (-------
->' -> 

mr Wj = Рј : i=I,'2, •.. , п. 

Ако је систем неслободан, треба саставити диференц'<јалну 
. '- ~ 

варијацију принуде Z у ВеЗИ са днференцијалним варијацијама Bw, 
вектора убрзања. Правила диференцирања дају 

и према томе услов стаЦИОl'арности 
, , 

BZ=O 

доводи д,О Једна чине 

п 

(5) 
Х ~ ----)0.----) 

(Р, - m, W" OW,) о, 

-> 
КОЈа треба да важи за све варијације OW" које спадају у могупе 

,варијаЦИЈе за дати материјални систем. ~. 

у § 2' 4 смо видели да убрзања ,неслободног система у слу
чаЈУ кад везе раде мораЈУ задовољавати услове 

п -> . 

}: (grad, /1, W, ј + DJl - О, ' 1=1,2, ..• ,k1 • 
, ' 

i=l 

п 

-> 
}: (чgгаd, 'Р), W,) + D, 'I'ј = О , ј .. 1,2, .. ··,k-2 • 

i=] 



, 

Г.з У СО В принцип вајм8.ЊС ПРИl!уде 

Из оних једначина непосредно слеДУЈ е да 

I<р етања система из истог ПОЛОЖЗЈа и са истим 

ције BWl треба да з адовољавају ове услове 

" -2: (grad,f" в;,) - О , , 
ј == 1 . 

(6) п 2: (qgrad ,'Pj , o;,)= О, 
ј -Ј 

256 

-за два неслободна 

брзинама варија-
, 

,-[ = 1, 2, ... , k1 , 

ј = 1, 2, ... ; k2 . 

Ако ~aд упоредимо Једначину (5) за одреЬивање убрзања 
-> -> 
И', стварног кретања под условима да Bw, задовољавају услове 
(6) са једначином која изр&жава Даламберов принцип (§ il" 2) 

, 

при чему 

п 

( P--m-w, 'os) 2: 
-> -> -.. 

I , _ , ј =0 

;=1 

-> 
вектар" &SI 

п 

задовољавају 
• 

:2: (grad,f" &;) = О , 
. ј=l 

п 

2: qgrad, 'Рј, &;) = о . 
-ј = 1 ... 

[ -= 1 Ј 2, . ~ . ., k1 , ' 

; ј == 1, 2, .. : , k2 , ' 
, 

видимо да убрзања W, стварног кретања, одре!јена из - Дала .. бе-
_ ровог принципа морају бити иста са у6рзањима одређеним према 
Гаусовом принципу. Даламберов и Гаусов при-нцип -су на тај 

начин еквивалент ни. 

Лагранжева ме"Тода неQдрC!'ljених МНQжитеља доводи и 1118 
осиову Гаусовог принципа , послеелиминис ања зависних варијација 

убрзања из (5) до једнацина кретања 
• 

, " i ~ 1, 2, .. : , n-. 
( 

1=1 
·0 '.' . , j,;;::z. l 
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Приметимо да се ИЗВОђење ' сли"н~х , једначина . кретања "8 
Гаусовог принципа без тешкоhе проширујеи на случај кад дифе_ 

ренцијалне везе нису линеарне у односу H~ брзине; заиста; ако 

дифереНЦИјална веза има облик 
-> -> 

<Р (V" г" ·t)~O; 

за варијације убрзања има .. о тада линеарне услове 

" '. 

(7) ~ (gradvj <Р '. 8;,) "" О, 
ј=Ј 

сде уведени вектор gradv{ <Р претставља делимични граДИЈент 
-> ,- . . 

функције <Р за одговарајуhи вектор У" брзину ;'те тачке. Ако је 
функција <Р линеарна У односу на брзине, имамо • 

• gradv{ '1'.= q grad{ <р. 

у општем случ а ј у вектор gradv, <Р може бити и сам функ-

ЦИЈа брзина тацака система,. . 

Пошто је усло в (7) линеаран уодиосу на 8';, Ј он може да 
послужи за извођење једначина кретања сисгема са I.сти:М правом 
као и сваки услов и з (6). < . . , 

Пошто је услов (5) формулисан у векторсном облику; мо

жемо се њиме користити за извођење диференцијалних једнацина 

материјалног система не ·само за Декартове ' \(оординате, ве!; и за · 
еваке друге. Обратно. ако претпоставимо да се материјални. си
стем креће на основу одређених днференцијалних једнаЧИН8 кре

тањз, на основу тих једнаqина можем~~ доказати иСтинитост Гау

совог принципа. Пр ема томе можемо заиста lIоставити .ГaYC9~ 

принцип као општи принцип мех.анике. Кратко га можемо фор

мулисати ова.КО: 

Сваки материјални систеiol увек се - креће са најмањом при~ 

HyltOM од 'стране маса · које ограницавају . крета ље снстема ; 
.' , 

§ 6' 5_ ' Хамилтонов принцип 
!: , ' - " 

При IIзвођењу неких диференцијалних принципа. на пр. Гау
совог принципа најмаље принуде, уiIOр~ђивали смо на )щферен
циј8ЛНИМ путевима једно KpeTalbe матерИјал'щг систе .. а са друrим. 
При том упоређивању мењ3llи смо карактер кретаља, што се по-

17 Ме:z.аНИКI система 
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казало у варираљу одговарају"и" величина. Такви се 'ПРИНЦИnИ 
. " ' 

понекад зову сарuјациОllи дuФереllцuјаЛIlU upllllquuu. · Сад постав-
• о 

• оо ' • 

ЉЗмQ ·· задатак ПР()УЧИТИ опште лринци~е механике другог, -наиме 
. интегралног каракте:>а. У тим принципима се упоређују два кре
тања материјалног система из једног ' положаја у ,други" над' су 

ти , "оложаји одво јени један ' од другог коначним путевнма. Пошто 

се и OBQe упоређивање врши помоЬу варираља одговарајуllИХ 
елемената трајекторија, ови принципи се з ону варијациЏl/и Ul/ше- о 

граЛI/U ириlIцииll. У ове принципе пре свега спада' X-аМUЛШОI/ОВ 
иРИlIциа. 

Уочимо један неслободан материјални систем. о Оrраниqимо 
се на проучава ње само холономннх система, јер се при извођењу 

о , • 

-Хамилтоновог ПРИ I-lЦнпа претпостанља да се положај . систе,~а 

може одредити п омоhу независннх ' координата . ~ије промене нису 
ве зане никаквим дифереНЦИјалним једнацннама. Озна'чиМ!)са РЈ 

s , , 

Сли к а 48 

пuложај тог система у тренутку ' t, 
и са Рц у треиутку t;, 'што је схе

о р ' матично пок'аза но на слици (сл. 48). 
. 2 о Скуп . трајекторија свих iа4а;<8 .~и-

стема кратко Ьемџ зв~ти uуш ' си: - . ,. -' 
сшема из једног положаја 'у други. 

Претпостављамо . да '0 је за врем'е 
/2 - /1 систем и звршио коначан пут, 
тј. да -Је коначна дужина TPl!je.Kto-. . . . " - . -
рИЈе сва ке ПОједи"е о тачке ' система. 
.. , 

А ко не з ависне - КООРlI.иНа-rе· ~и-
. '" , . , ", 

сгема о.значим о , као Н - раНИЈе, са , 

• 
где Је п БРО Ј степена слободе система, KOH a QHe једна чине о ствар- . 
ног кретања сис тема из положаја. Рl у I!ОЈ10жај 'Р2 М9жеМQ Ha~ . 
писати 

.' 

(2) q,=q,(t), {= 1,2, ... ) . п .• 

Оее фуннц нје на сшваРНОАI UУШЈ\ морају . 
гранжене једн а4и не креЈања друге врсте . 

задовољавати . Ла- о 

(3) d дL дL ' О 
~-- =, 
dl дq,'дq, 

{ = ] ~ 2, .. " n Ј 
. " 

где ј е L кинетич.~и !10тенцијаЛЈ сиС:теМ8, ·3 сем.;. TQ·ra ва. t ; t~ коор· 
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динате (1) треба да им ају вредности коордииата у положају Р" 

а за t = t, оних У fюл ожају Р,. , ' 
Упоредо са стварн им путем, који ОЗIЈачимо са Р, SP"Kp'aTKo 

• S, замислимо други "ут систе"!а кроз исте положаје 'Р, и Р, 

извршен за исто ~ вре ме ' t, - t" тј. пут СUНХРОН са , стварним 

пу тем. Тај пут означимо са 'Р, ZP2 , кра гко ' Z . .. Нека је , кре:r:ање ' 
система на том ' путу одређено јеДН8чинама 

(4) i -= 1, 2, ~ .. ., п ,' " 

" Ако упореди'l'О друго кретање са ПРI3~МЈ разлике 
• 

(5) q, (t) - q, (t) , i ~ ' 1, 2,_" "," (1 ", 

. " 
кара ктеришу за снаки тренутак о.тступање другог , кретања од 

првог. ПреГПОСТ2ВНМО да друго кресање мало ОТС'Ј упа O~ првог" 

ШТО математички мqжеJdО изра~_нти условима 

(6) ', q, (t) - q, (t) ..:.. I) k, (t), ' ,.,. -

.. , ' 
", -. 

. ' 

i = 1,2, .. :." п, 
- .-- , . ,,; , . 

где функције k, (t) могу бити изабране !произвољно са познати';' 
ограничењима њихове прирqде, наиме да имају непрекидне друге 
изводе; сем 10П! ове фу нкције треба да ' задова .Ђавају граничне ' . . -

услове: , 
k, (1,) = О, k, (/,) == О • i=1,2·,; . . , п. -

, . ' 

• 
Са I) смо означили cr я лну величину КО ЈУ увек м ожеМО ' изабрати ,' 
толико малу да нај в е ћ е о тсгупање буде м'.ње од унал'ред дате 
величин е 8. Јасно Ј е да се заI)~О друго кретање , поклапа са 
прним кретањем. , 

Пvт Р, ZP, под на веденим условима зо ве се sао6uлазнu i1уш 

мз;еријlЛIlUГ систем а И З Л,оложаја '{ Ј у положај Р"!. . Св,ахи' зао-
била iН'и пуг З3'довољана o~e усло~е: ,. 

1. Спаја исте П ОЛ;Јжа је система као н стварни ПУТ. 
, , , 

2. Заобилази и и стварни пут су синхр о ни. . " 

3. У свзком заобилазномпуту кре'зња се врши у сагласности 
са свима везама . КОЈе UГР.:t ННЧiJВ3ЈУ крегање система·и на c -r: sарном 

, ' . 
путу. То се опра в \авз ти", е wru јеllQложзј систе", а уnек од,ређен 

nOMohy истих u ~заВ II СIIИХ КUОРДИ.ј3IЗ • .. 
, . 

4. ' Зао билазни "ут маЛОО1СlУП'-ОД' ,~Т8ариог пута , што утвр

Ijују јеd начиие (6) под наведеним условима. 

Ра злике (5) ознэчиhемо 'са 'oq, и 'з ва\1ем() ' Baplljaq1Jje · генера-
, , , 
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лuсarшх коорДl1ната 

ла зно. Дакле имамо 

q, при прелазу од стварног кретаЊ8 на 380би-

(7) &q, = q, (t) - q,(I) ='1 k, (1) , , " i = ,,1, 2, ... ~ п . 
.ot ' " 

Ако сад, са једне 'с.тране, образујемо варијацају генералисгне 
, . . ' 

брзине, као разлику брзина за иџи тренутак . у заобилазном и 

стварном кретању , 

oq', = q/ (1) - q/(t) , 
. 

а, са друге стране, диференцирамо' ПО времену једна,ине , СП 

d '-' ' 
dl oq, = qt' (1) - q,' (1) , ч k,' (1) _ ' 

долазимо до резултата 

(8) 
dd 
~ &q, =0 - q, , ' 
dt " dl 

КОЈИ можемо написати и овако 

. doq, = odq, , 
-

Ове једначине показују . да резултат не завис!' од тога ' којим , ' , 
УЗ8 СТОПНИМ редо" примењујемо процес диференцирања и' вари- .' 

рања: извод варијације једнак је варијацији извода. 

Уведимо сад интеграл 
1, 

(9) W =JLdl, 

1, 

кој и се зове дејсшво У. Хамuлшоновом Сh/UСЛУ или .главна ХаМI1Л

шонова функција.- Подинтегрална функција ТОГ интеграiIа,- нине:. , 
ТI::IЧКИ nотеНЩ-ЈЈЭЛ, ЗЗSИСИ, у општем случајУ, од ,координа~8 

система, генеРЭјЈИСЗНИХ брзина и времена , је р претпос:.тављзмо Д~ 

фу~кција и у изразу • 
• 

може зависити од вре .. ена. За стварн'о израчунавање ин'геграла ' . . - , 
(9) потребно је з нати координате и брз ине као ФУНКЦИје Bp'et.teHa: 

Означимо вредности Хамилтоновог, дејства на стварном .пУТУ', ' 
са Ws и на обила зном са Wt И саСТ8ВИМО- Р:13ЈЈ.ИКУ 

, , , 
(10) . W, -W; " д W 
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која прстстав.ља прираштај Хамилтоновог дејства при прелазу 01\ 
• • 

стварног на заобилаз н и пут. За дато стварно ' крета Њ,е и .за дате 

функције k; (1) тај прираштај је функција само величине ~. Ако 

раЗВИЈемо таЈ прираш та ј у ред по степенима '1, можемо написати 
'. , 1 ' . 

• Ll W ~ '1 8 W + --' ч' 8' W + ... 
, . 2 

• 
, Члан независан од '1 отпада, јер за '1 - Q им амо W, = W, и 

премја томе је Ll W =O . Први члан нап"саног реда садржиЬW; 
, , , 

ова величина се ' зоне ирва варијација ,ХамuлWоновог дејсшва, ' 

други qлан садржи ,~pyгy варијацију 8' W итд. Ако се нарочито 
не Н,аводи ред варИја ције , реч "варијација" обично означава прах . , " , 
варијацију . " , " _ _ ' 

За израчун~вање прве варијације узмимо извод од р. W по . ' , ' 
11 и ставимо '1 = 0. Пошто н.левој страни ' ј .едначине (10) 'W, не 

,'о -
зависи од q, имамо , 

Како је 

а 

. . и 

, можемо ставити 

• 

dW, ' / ~~' di ~ = 

dI1 dij ' , 
!, 

" dL 2:"( дL. =," ,-: k, + 
dr дq , . , 

дL" k! ) . , , 
дq," , 

ј=l • 

" - . 
dlj, , d , ' " 
'd' . = -d (q, + 11 k,) = k, , 

11 ,' 11 ' 
, 

dl7i _ ~ ( !.+ k')-'k' 
liq - d~ q, ~,- " , 
, . 

t.-.:. 11 . 

8 W = ' [ Ј' ~ (дL' 'k, + д~: ki' ) -Ш] " 
.:::.. dq, dq, . . '1 = 0 t .= 1 - . , 
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, 

t, ' 
•. I! " ' , ј'" (дL k, + дL ki)dt, 
L.J дq, дq,' , 

11 1=1 

, 
Пошто дел"мичн о интегрисање сваког другог члана ' даје 

12 t2. ·_ f'1. • 

f-д~k' dt= I дL k-f k ,d_ ~'=--dt , · 
д " ' / д ' -, , Ј! д' ' q, q" " q, ' 

t1 11 . t1 1 

, о ' 

можемо и з ра зити варијацију у облику 

Ј'2 n ; ' 2 n . 

1) W ~ I '" ~!:.. k,.+ f "'( дL _!!.. дL ) k, dt, ' 
I L.J дq 'L.J дq ' Ј! дq.' ' , , ' ,,' , 
~ 1= 1, [; , 

• 
а како су, за t, и зз t" k, једнаки , нули дефинитивно 'имамо 

" , 

12 П ' 

(џ) оw~f "'( дL _ !!.. дL, )k,dl. 
, L.J дq, Ј! дq, t /=1 ' . 
" , 

ОВ'ај изра з треба сматрати ' као основ н и за утврlJив'ање ХJI
, , , 

милтоновог принципа помоЬу , Лагранжевих једначина' друге''''рсте 
за .одређwвање кретаља материјалног' сист ема. ' . 

AkO прво преТПОЧ"ИМО;, да су ",чне Ј lа гранжеве 

(3) , из (11) следује ' 

, ' , 

Једначине 
• ! , 

, 

(1 2) 8W=O" 

тј, на стварном путу прва варијација , ХаМjfЛТОНОВОГ ;;ејства јед7 

на ка је ну ли, Дру гим речима, Хамилтоново дејство, на стварном 
. . . - . : 

путу има стац"он арну вредност, 

Учинимо са д ДРу,гу претпоставку да за време, кретања на 

неком путу координате система задовољавају једначину(Ј2),тј, 

за такво кретање Хамилтоново дејство има стационарну вредност. 

Дока жимо да с е та КВО кретање врши у сагласности са 'Лагран, 
жевим једнач.и на ма (3), , 

З а доказ узмимо јеДН8ЧИНУ (12) . и напишимо , је у ,скраЬеном 
облику према (11) ова ко \ 

12. П 

6 W = I ~ f, kl Ј! , О, 
'
1 

1= 1 

(13) 
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где је 

Ј, = дL _.!!.. дL.' 
• -дq/ , dt dqi 

Докажимо да у слуqају произвољности функције k, из једна. 
qине (13) следују једна чине ' 

(Ј4) Ј, = О, i = I,2, ... ,n. 
Претпоставимо, обратно, да је, рецимо;!, различито од нуле. 

Ако сад сгавимо у једнаqииу (Ј3) 

k, = k, = . . . = kn = О , 

добиhемо једначину 

t. . . 
(15) Ј <ј, k, d~ = О, 

1, 
. 

при чему функција k, остаје произвољна, 

, 

Како је Ј, ра зличито од ' нуле, рециМО, по зитивно (до!iаз · 

после одговарајуће промене O~Taje на снази и за случај претпо, 

ставке да је Ј, 'негативно), можемо тврдити да због непрекидности 
те функције постој" така в интервал времена, рецимо од <, до <, . 
унутр,интервала од t, до t2 да за ёвако t '. које задовољава УС.IJОВ 

, ' - .' . ' 
• 

<, < t < '<2 '- . , 

функција 1, има вре дности веЬе ' од ' неке позитивн е величине а, тј. 

(Ј6) 1, > а>О. 

Ставимо у једначину (15) З8 вредности 1 у интервалу од 
<, до '2 функцију k, овако састављену .. 

'(Ј7) k -(t'--<)4(1_<)" 1- 1 . _ 2" 

.а ван тог интервала нека буде 
, 

(18) . k, = О. 

Функција k, са вредностима (17) и (18) и caM~ је ~епрекидна 

и има непрекидни 'први и друrи извод, јер у тренуцима " , и <, 
је други из вод функције r17) такође једнак нули. 

Интеграл у једначини (15) тада добија вредност . 

'. , 

( ] 9) !(t-f,)4 (t - f,)4 f, dt 

• - , 
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и под условом ( JG) очевидно има позитивну вредност. Према 

томе смо дошли до закључка да је 

t, 

Ј {, k, dt > О , 
(, 

а ово противречи услову (15) односно (13). На тај начин . Можемо 

тврдити да Је наша претпоставка да је ј; 0/= О . немогућа и ·да је 

према томе 

[, - о. 

То исто можемо доказати и .за друге фувкције иЗ r, 
. ((~ 1,2,. ; .. , п); другим речима, и·з услова (12) долазимо, обратно,. 
до Лагранжевих једначина (3). Пре ... а томе услов (12) може се 
сматрати ·као израз једног општег принципа механике проширеног 

• • I • -

само на спеЦИЈалне матеРИЈз.лне систем-е, наим е на ХО.Л,ономне КОЈИ _ 
се налазе под утицаје!>!' сила са .функцијом с ила. То је Хамилт,О
НОВ ПРИНЦИП, НОЈИ гласи: 

Сваки ·холономни материјални систем, на који дејствују силе 
, . - -. -

са функцијОм сила, креће се тако да на његовом стварном:путу 

Хамилтоuово дејств о има стационарну вредност у пореi).ењу са· 

вредностима ТОГ дејства на - заобилазним путевима. 

Хамилтонов принцип у овде нзведеној форми не м·оже се 

применити на нехолономиесистеме, јер смо при изво~ењу тог 
. . 

принципа ИСКОРИСТИЛИ независне координате '{()Је нису везане ни· 

. каквим диференцијалним једначинама. Ако изм с l)у генералисаних . 
бl'зииа "остоје везе, не може се извести једна чина (11) са произ
ВОЉНИМ функцијама k" ла према томе -не м оже се извесrи на 

ХаМИЛТОНОG принцип. На неХОЈ[ономне CI:lCTe !\~ e могу се примен~ти -. . . 
други принципи у интегралном облику, на пр , принцип п. 8. 80- . 

. ронца, али у та · питања нећемо овде улазИ,и. 

§ 6- 6_ Мопертији-Лаrрци>:<ев принцип 
• 

. 1740 године Мопертији (Мосеаи de Mau pe rtuis) изразио је у 
нејасној и нетачној фор.,и један принцип, који је прво 1747 године 
прихватио Ајлер,а затим 1760 rодине разрадио Лагранж. На том 
принципу су радили миоги математнчари, раЗЈашњавали његов · 

прави садржај и ослобађали ·га од метафИЗИЧКflХ елемената. Овде 
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. . . 
.. ' ћемо прво пока зати K al<O се тај принцип добиј а из Хамилтоновог 

принципа) а затим ћем о га повезати' са ОДНОСt:iим ' диф еренцијалним' 
једна-чинама кретања CIICTeMa. , 

Према Ха"илтоновом принципу прва 
Х,.МИJlТОНУ, ТЈ. интеграJl а 

варијација дејства по 

(1 ) 

где Је 

. 1, 

w = JLdt, 

11 

i = т+и, 
при упореfј ивању кретања по стварнџм. {1УТУ са кретање" 1)0" 

заобилазном ' путу треба да буде једиака ,-,ули , 

(2) 8 W=O. 
.. 

• 
Претпоставимо сада да је систем конзервативан , . . ' 

ТЈ· 

интеграл живе силе 

(3) Т= и+ћ -
где је h константа. , вредност тоталне енеРП'Је система . 

Како' је под условом (3) ' 

[=2Т-ћ, 

Хамилтонов интеграл се може трансформисати 
.. 

12 12 , -

ПОПОЈИ . . . 

(4) W= Ј (2Т-' 11 )dt = I2Tdt-. Ii(t2 ~t]) ' . S - .Iz(t,-t1), 

4 . tJ 

где СМО са S означил и интеграл 

t, 
(5) S= Ј 2 Tdl. 

t, . 
. 

Како су, под претпоставком ДЗ се ире,тање измеljу два по

ложаја система ш'то одговарају тренуцима 11 и 1, врши наствар
нам и на заобилазним путевима са : истом. ТОТ8.1ЈНОМ енергиј9мi ' 

велиqине 11. t1 , 1, константне, из. једначине (4) на ' ' ОСНОВУ ('2) ;' 

имамо 
. , " 
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Једна чин а 

t, 

8S=8J2Tdt~O 
1, 

изражава Мопертији·Лагранжев принцип. 

Ако за интеграл (5) уведамо назив дејсшва, иО Jlагранжу 

илн каракшеРИСUl11чне функције, тај принцип можемо овако фор. 
мулисати: 

Сваки холоном"и конзервативни Cf.iCTeM се Kpeћ~ тако да на 

његовом стварном путу Лагранжево деЈСТВО има стационарну 
------ :оо 

вредiюсt у поређељу са' вредностима тог дејства на заобил~зни'м 

путевима, а под претпоставком да, се кретање на стварном и н-а 

06илазним путевима врши са иСтОм тоталном енергијом.: 

Поставим" сад задатак да се из МопеРТJlји.Лагранжевог' 

принципа изведу диференцијал~е једна чине кретања конзервати8~' 
ног система у .ЈаКОбијевом облику. 

у случају конзерв-ативно'г система жинз сила Т је xqMoreH8 
функција генералисаних брзина q/, Q2'-' . ; . , Qn' И према томе, .,ако 

уведемо Ьзнаку 

. dq· q .• 
q . _ 1_ I 

1 - ,- .. 
, dq, q,' 

ј'" 2,3, ... , п 

• 
можемо написати слично (3) § 4' 62 

_ T=Ql'·2 О, 
• 

где функција G в!'ше не зависи од диференцијала dt ниьд самог 
времена. 

Из интеграла живе силе 

T~q,'·G - U+h 
имзмо 

(6) dt = + 11 _0- dq, , , - Уи I h 
,Т 

где питање знака треба .д:а буае решено из почетних услова . 
• 

Помоhу једначина (6) MOlКeMo елиминисати време из~инте· 

грала 5 и тада beM~ добити 

q" 

S~2f(U+h)11 S dq, 
. VU+h 

• 
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или 

где је 

и q111 'qи вредности 

цима 1, и 12' 

координате q, за положаје систе",а .у трену-

'. 
Ако сад ' Н8 .интеграл S променимо иста расуђнвања ,' варија- ', 

ционог рачуна што смо применили у проучавању прве в~ријац"је 

дејства по Хамилтону, добиhемо из услова 1) S -:-.0 диференцијаl1!1е ' 
једна чине • 

(7) 
(/ дР дР 

. . - -' .~ - - / . О, 
dq, aqj дqј 

. ., . 

'. ' . 

а то су Јакобијеве једна чине ' кретаЊ8ј!оизерва тнвних . O"CTeM~. 
Обрнуто, помо!,у једначина (7) може се, из вес ти услов &S ," О, 

' КОЈИ потврђује истин итост МопертнјJl-Лагранжевог ~ринцнпа. ,На 

.овај начин смо показал и да се услов ' стаI!Ионарности деј.ства ·, по 

Лагранжу заиста ' може сматрати као општи принцип мчаниi<е 
за ХОЛОнQмне кон зер ~аrивне системе. 

За случај с а мо једне материјалне тачке , ' 

2 Т =.m v" ', 
. ' , 

имам о 

где Је т маса тачке и v интензитет брзине, и npe i\·ta 
оо 

жево дејСТВО има ОШIИЈ{ , 

(8) 

томе Лагра н-

, . 
• 

." 

џе је ds елемент пута и Р, и Р2 0зн~чују положај е тачке . између ,

којих је узет интегр а л. Према томе за случај сам о једне матери- , 
јалне тачке означени принцип стојil у вези са стацнонарношhу 
интеграла (8). , 

У тој форми прво се проучавао тај принuип у вези 'са 'Фер

матовим принципом О ПРО'стирању с'веТ)IОСТИ по Кi?ме " и~теграл ' 
(Оiiшuчкu ауш) 

.Р, 

' .Ј l' ds о ", 
Р, " 
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где је }Ј, индекс l1Р Е'ла:vtа ња · средине кроз ко ју п ролази - светлост, 

треба да буде нај'щь и (најкраhи) или, како се сад то строжије 
формулиш е, треба да има СТaIЏјОиарни каракте р, ако се у прии-

. . 
цину проу чава само прва варИЈаЦИЈа . 

§ 6' 7. Херцов принцип 

Чувени фюичар Хер,! (18p7 - 1894) У својој књизи , "Die 
Prjnzipien der Mecilanik", која је изашла ' из штампе) са ХеЈ.iМХ. ОЛ

,\овим предговора", 1894 године . посnе п"ш чеве смрти, Ф?рму
писао је један ОПШТИ принцип ђ-1ехинике пом о11У појма , ' кри.виНе 

трајекторије систем а, Тај принцип је у нај ближој вези са , Га'усо, 
• • 

вим принципом нај мање принуде , Но и поред тога навешпемо <и ' . . 
Херцов принцип, Разлог за ТО је нов,"геометриски облик ' форму-

л'исањ~ тог принципа; ово фо[,мулисање спада у прве ј<ораке 

ОВОГ правца изу.ава,;'а механичких појава к оји се сад развио у 
велику грану раци оналне механике, у 

мике, У овој гра н" основну улогу 

такоз"аJl у геометрију дина-' 

играЈУ методе тензорског . ., . . " 

рачуна, _ . 

Нека Је дат материјални 

са масама које tieM O означити 
систем од 1l ма т е ријалних ', тачакЭ 

, - , , 

пр ема Херцу са 

I'оложај ови х 

ната са ОЗнакама 

тачака одредимо . . - , 

, , 

, 
. . . .", 

помоhу декартових коорди-

; Хзn·· -.2· , .\" :1 11- - 1 ' Хзn • 

. , 

Уведимо проме нљиву S, КЭfУ дефинишемо као дужину лука 
трајекторије мате рија л но г система, ПО'lоhу onpacцa 

, , 
," 

(1) т dS'· ·. ~ iпi' dx;'~ 2 Tdl' , 

i :;::::l 

где Је 
, , 

," 
, 1 ~ , m= - lll i 

3 
ј:;::: 1 

• 
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• 
це/lокупна маса систе.\1а и Т жива сила, тј. 

'n 
1 . ( ФС, 2 

1 ~ 2 ~ m,Тt) .. 
;= 1 

Затим дефиниши мо пра!'щ тангенте на трајекто рију сиcrема 

помоhу једначина 

-+ ' ~m dx · о (2) . cos ( Т, х,) -;- ',.' , 
. т ds 

-+ 
где смо са Т Qзна чи .IJ.И ОРТ ' тангенте, а са Xi осу означене ' }{оор ... 
динате. , 

Очигледно је да је према ' (1) 

(3) 

3n 
, ... . 

~ cos2 
( т, Х,) ,= 1. 

, О О 

Нај зад дефинишимо кривину С !рајекторије са ' вредношhу 

Је ' 
. . С ·= ds' 

-+ г -+ 
где је dE угао измеlЈ У ДB~ суседне т.нгенте са арт овима Т, 'и Т, ... ... 
при чему се у грани'lНОМ положају орт Т, ' поклапа са , ортом Т. 

о О , 

Као и у случају ЕУКi!ИДОВШ' тродимензион'ОГ простора . l!овде 

можемо применити образа ц за косннус угла изм е lЈУ два 'правца, 

на основу кога Је 
, 

. аn . 11 _. 

cos (dE) - CO S (Т" Т ) = 2: cos ( 1\, х, ) ~os ( Т, х,). 
;=1 

Зауставимо се на .члановима другог реда у о вој једначини. 

с. леве стране имамо 

на деСНОЈ ставимо 

, · 1 ' 
cos (dE) = 1 - - (d~)2, 

2 - , 

... ... ... 
cos ( 7~, х, ) = cos ( 1, Х,) + d cos ( Т, Х, ), 

па добијамо 
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,п 

1 ~ -+ -+ . -+ . 
(4) 1 -"- "2 (d€)' = Li COS (Т, Х, )[ cos ( Т, Х, ) + d СОБ (Т,х,)] . 

. 
Y3~8 У обз ир једначину (3) и једначuну 

о 

:111 

~.... -+ 
Li I cos (Т, Xi) +d СОБ (Т, X')] ' ~' 1 , 
, о , 

из које ~3ВОд",Ю везу о , 

ВN 1'111 

~ -+ -> ~ -+ о 
оо 2 Li cos ( Т"х,) d cos (Т, Xi) = - Li r d~os (T,~;} ]2, 

' - 1 . 1:":;)· , 
заКЉУЧУЈемо и З (4) да је 

ЗN 

; 
(dE)2~ }: (dcos (Т. Xi) ]' 

. I 1=1 " , 

и према томе за одређивање кр.иВине имамо ' једначину 

(5) 

_ . 3" -i-

C2~~[d cosd~T,'Xi ) ] ' 
, о 

Како из (2) имамо 

d cos (Т, Х,) 
ds 

из (5) изводимо • 

Узмимо са " за независно променЈЬИВУ време [. Како Је 

dXi dXi dt , 
-

.ds dt ds 
н 

. - .' 

им амо за КРИВЮЈ)' Једнацину 
' 0 

(6) те' ( dS ')4 = (~ '),' ~ т'l d'x, ds --' о dXi 
dt. dsLi '\, dt' dt о о dt 

;=1 
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--
Пошто из (1) имамо 

• 
и према томе Је 

• 

т ( dS ) (d!.!..) = ~ т ( dXj) -( d' Х: ) , 
dt d/2 ~ I Ј! dt' 

, - 1 , 

Једначина (6) даЈе 
• 

те' (j~)'_ ~ т. (d2Xi ) , _ т (Ј' S)' '. : 
Јl ~ dt' dt' 

. 1=1 . _ 

Ако сад уведемо функцију 
. -

S 1 ~ (_!FXi)' 
= 2~т, -d/' 

. . ,=1 

_ која се зове ellepzuja у6раања сисшема,_ - та се функција може 
довести у везу са криви нам трајекторије-

(7) 

Сад се зауставимо на случају кр'тања сисrеi>lа који је ана--_.-
.. из"рао Херц, наиме, на случају кретања система - по инерц_ији, 

.' ," -, 

тј. бfЭ дејства активни х сила, а само под утиuэјrм си,,:э ,реВЈ<цнја 

идеалних веза, које не зависе ' од времена. За такво кретање 'В~ЖИ 

Херцов принцип који гласи: 

ОД свих трајекто рија -материјалног система стварна траЈек- , - _._-- -
- -

ТОРИЈ~ има Н3ЈМЯЊУ "РИВ " НV. \ 

• • 
Изведимо тај принцип из Гаусовог принципа иаЈмсње принуде. 

За специјалан Хе рцов случај Гаусов принцип тврди да при

нуда, која има :за тај случај на основу (4) § 6-4 вредност 
- -

--
треба да има наЈмаљу вредност. Како је- Z ~ - 2 S и функција S 
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таКОђе треба да има најмању вредност. IЈошто је функција S 
збир два позитивна сабирка, сваки" од њих мора имати најма'њу 
вредност. За дру ги сабирак минимална вредност је HYlla, тј. 

одакле слеДУЈе да Је 

d'-s ' о.. 
. dt2 

ds .. 
- = const. 
аl 

Под условом те сталности први члан збира (7) има .Нlјrilању . 
вредиост кад има најмању, вредностс2 , а тиме је доказан Херцов , 

принцип. 
f . 

Обратно, из Херцовог принципа се може нзвести Гаусо·в . 

принцип за кретање по инерцији а У 'случају идеалних . веза . .. , 
Заиста , ако се материјални систем креве по инерцији, а lIезесУ. , 

идем"е, рад сила на свак.ом померању једнак је .нули и према . 

томе Је испуње н услов 

/ 

одакле следу Је о собина кретања 

. ds .' / 
- = const. 
dt .. 

Тада из усло ва минимума с' нз (7) следује миниму" у функције '_ 
. l ' . 
s= -- Z, 
" 2 .· ) 

а то доводи до Гаусовог принципа у ОВОМ специјаmюм случају: 

Херцов принцип се може формулисати и у интеГралном 

06лику' ПОМОБУ варијације интеграла 
. . . 

А, 

fdS, 
Ао 

. , 
који ';~р~жава IIpeMa (1) .. ДуЖинупута материјалног система и.змеђу . 
почетног А о и коначног А, положаја система. ' Стаци/?наРН9СТ тог. 
и~теграла доводи ДО кретања с"чема.по геодези~кој Jlинији за . 
коју Херцова кривина има најмању вредност. На ' доказу ТИХ' . . , 
резултата неће"о се заустављати. . 
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§ 6' 8. Апелове једначине 
" . ' 

Апел (Р. Appell, 1855-1930) је увео . у раци оналну механику . 
• 

такозвану ellepzuiy у6Рдања, која . је добила назив .4uелове Фјmк-

. ције. За Декартове координате тачака материјалног система ова 
функција, како смо видели, има облик" 

(1) 
. В" 1 . . 

s ~.J-:-- ~ тј х/'2, 
. 2,~ . ' 

ј=l . 

.при чему смо задржали • ознаке претходног параграфа ... , 

Апелове Једначнне могу се извести · . на више на~ина ... Иско~ ' 
ристимо Доламберов принuип у Лагранжевом облику, који захтева . 

да у случају ~адржавајуhих веза треба да важи једначина .. 
. . • 

~ IJ 

(2) 2: [ (Х { ~m, х,") 8х, 1= о, 
ј - l 

. за све независне варијације бх, . 

. у случају слободног материјалног система 

" . д -С::S_ 
тј Хј = -

. . д " х, 

'и према томе место (2) пишемо 

-
- о , 

из (1) имамо" 
. . 

~ = 1, -2,' .. , , Зn 

Qдакле у случају н еза висних ва\?ијацнја 8х, добиј емо Је.дначине 

. дS . Х 
д" I , 

Xi ., 
i~I,2, ... ,3n 

• 

које и претстављају А пелове једна чине за слободни ' систем у 

1:лучају Декартових КООРДИl\ата: ' ! 
Ако је систем несл'обода", Апелове једначине се . .моГу пр- .. 

-ставити како З3 ХОЛО tiомгн- такЪ и за ".Нехолоtiома н CHCTek. -ИЗве .. -.,. . . , ...•. ... ,,, .. . . . . ' , .. ' 

дима те Једна чине за ХОЛОНQМНИ систем. __ ' ' 
Уведимо независне координате qs C~~TeMa којих 'H'e'ka и~а ' : N, 

., -" . ... _ .< 
ТЈ. ставимо 

• •• 

Xi = Xi (Ql" Q2' .,,:.,' t ). 
• 

18 Механнка система 



§ б . 8 Апе.':Iове једна _чине 
~----------------

Свака варијација ОХј " има , вре'двост 

N 
~ дх . 

8Хј = ~ д ' 8q" 
, .5=1 qs 

. 
Како се брзина одређује из jeДHa~jjHe 

. 

дх, '+ дх, 
дq, ?' .. дt ' 

а убрзање из ј една чине 

- N · ',-. . 2:. дХ, "+ х " --q . 
i = . д " S _ 

. 5=1 qs -, 
• • 

• 

, 

где су исписани само потре6'ни чланови, можемо З8КЉ.УЧНТИ Д8 j~ 
, -, дх," 

= - - -. 
~q/' 

Трансформишимо сад · ЧЛ8нове једначине (2) Н8 

координате. 

, ' , ",' 
неза.вjlсне 

Збир ' 

• 

се трансформише у збир 

N 

-• 2: СЈ, IJq, , 
• .5=1 

где јео Q, генормиса на сила са познатом. вреднош!iу. 

Други збир т рансформишимо на наредни начин , 

N д" -

~ 
х ' -

х" . Bqs= 
I дqs" 

S_ I 

N 

. дХ," .. ) о ~ ~_- дS 8 ,.' 
д" q, ~ д " q qs. 5:::::1 . qs 

, ". 

. , . , 
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Посло тих траlJсформација Даламберов 
, 

принцип доводи до 

јед~ачнне . , 

'!-, [( _ дS) ] ~ Q, - -дq,'; oq, ~O, 
.~= l . -

из I'ОЈе због незаВИСIJU СТИ варијација oq, изводим о Апелове . једча. 

qине: 

дS 
д и === Q~,. q, 

s= 1,2,. "1 N. ' 
, 

, , 

На нзвоljењу Аllелових једначина за нех олономни систем' , , ~ 

иеhемо се заУСТ8В:! •• ти без обзира на ТО што те једна чине у 

случају узимања односних . параметара 38 одреlј ивање положаја 

система не садрже МНQжи"теље веза. 



ГЛАВА СЕДМА 

Аналогија између, меХilнике и Оптике. 

Јакобијева метода 

§ 7 ' 1. Хамилтонова аналогија између механике и Оllтике 

Ирски математичар и, астрон ом Хамилтон (William Rowan 
, , 

НатiНоп ]803-] 865) посветио је НИ3 qланака геометриској оптици 
и аналогији кој а постоји између оптике и мех анике. Ломоhу те 
аналогије Хамилтон је пронашаQ, нову методу за решавање меха· 

' .. ичких проблема, У прво време та метода је била врло "8ЛО 
по з ната, нароч и то на . континенту. Тек посл е ЈаКQ~ијевих- радова, 
који је дубље р а з рад.о ту методу, нарочито у примени на теорију 

поремеhаја, ова метода је прихваhеН8 као средство 38 решав'ање 
механички.х проб .'lе:'l1З. Ми ћемо. навести ел ем е нте те методе по

МОћ У упоредног проучавања О,пгичких и ме ха ничких ПОЈава. 
, 

, ' 

§ 7 '11, ФеР,\Iатов принцип. Диференцијалне једнаЧl!не 
светлосног врака .. 

Ако са с о з начимо сталну брзину светл ости у вакууму и са 

vннтензитет б рз ине светлости одређене бој е у даТОЈ средини, 
тј, у датој тач к и средине и у датом пр а вцу, к оли.нЙк 

(1) 
с 

р.= - -
v , , 

зове се П1lдекс uреламйња да'f!f средине у ОД1l0СУ на вйкvvм ва 

ту боју у ДQшој ша~кuri у дйДip"! rrpавцу. Производ 

(2) р. ds -' dS 
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где је ds елемент геометриског пута 'светлости у датом правцу, 
зове се елемеflТ Оum[Иf(ог uуша S за време ~ одго ва рајуhег интер- . 

вала вре мена d!. Ако станимо вредност (1) индекс а преламањау 

израз (2), имамо 

(3) . dS = p.ds , .Е, ds = cdl, 
v 

" 

, ds 
v= ~. 

dt 

'Једначин'а (3) ПОЈ(а зује да је оптичюi ' пут dS ПРОпорционас 

, лан времену и коефицијент пропорционалности Ю13 сталну . . "реД, 
, . 

ност, вредност брзине све,лости.,)' вакууму. Према том е је оптички 

пут светлости у дато ј средини једнак геометрнском путу свет· 

лости за исто вре ме ми у' ·&акууму ;' из тог разлога се оптиции 

пут понекад зове редуковани uуш.' ," 
За одређнвање опrнqког пута кад светлост прелащ из тачке 

А. у тачку А, треба и зрачу"ати аредноч инте;рала . 

А Ј - ' . 
• 

(4) s = f )1 ds= с :( 1, - 10) 

Ао . . 
,- - ~ -

узетог дуж геометриског пута прелазg , светлосг" и ,МеђУ ,наве-
дених тачака. 10H 1, су тре~уци пролаза ' светл ости кроз ' тачке , . . , - -, 
Ао и А, . ., , .. . . ' 

Индекс прелзмањз р. са глед.ишта tеомеТРИ С l< е о"птике "мЪже 
у Qпштем случају завис ити: ' .' "'. - .. , , .. 

1. ОД приро-,\е светлости, тј. од њене боје; 

2. од положаја тачке у средини кроз коју пр олази светлост и 

3. од правца у коме се КРСЈ:; дату тачку простире светлост. 

. у дaЉ~M излагањима претпостављамо да је с ветлост ~t~.HO; 

ХРQмаШllчна~' за такву свеТ .. јОСТ индекс лр~ламања може .да зависн. 

само од положаЈа тачк е и од пр~вца светлосног ЗРЗI<З, тј. -, 

-+ -+ 
)1 = )1(Г, Т), • 

-+. . . . , 

где Је r нектор по.l0ж'аја тачке са, Декартоним координатама Х" 

Х2 , хз , а Т ОрТ танг енте са ~оор~и.ната~~ '_d_X;, dx2. ,. 'dХз . "пр'~м~ 
. . , ds d" ds , 
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, 

томе можемо НЗllисати за qнuзошроfiну средину 

dx. 
ds ' 

Ако је среди н а IIЗОiIiроuна, таЈ индекс н е зависи ОД правца 

зрака, ТЈ. 

-> 
!' = Р. (г) = '\Ј. (Х" Х. -, Х, ) , 

Најззд, ако ј е среДhНЗ и' XO.!rfoz eJiQ, . индекс лреJlамзња има 
• 

сталну вредн о ст р. = cocst. '-, ' . 
За и зотропну средину оптички пут S се изражава интегра'лом' 

А, 

(5) s =Јр. (х" ;(2, хn ) ds. 

Ао . ' 

На основу проучавања разних специјалних случајева прости-, 

рања светлости Ферма (р, Fermat, 1601- )665) је поставио општи 

ПРИНЦИП геометриске опт.ике, ~ који се може и~разити р~чима: 
, 

Од ,свих кри вих линија које спајају две та чке Ао и А, про' 

стара за криву ст варног могуЬег простирањз светлости инте. рад 

(4) има најмању односно стацнонЗ:рну вредност у '1I0pe~eњy ,Са вред' 

востима на друг" .. кривим К9је спајају исте 1 ачн' ). " 
, ' , 

Како се опти ч ки "ут разли~ује само множитfљем с од ере, 
. . . . " 

~eHa З~ _које с веТ.11О СТ пролази ИЗ тачке Ао до тз ' н<е А1 , - П·РtМЗ . 
• 

Ферматовом · принципу време прелаза светлости треба да има ста-

ционарнувредност односно минимум, 

Ако криву геометриског п'ута светл ости претпоставимо у 
параметарском облику 

(6) 

, 
1) Строжије l яј прщщип М9жемо изразити ова ко: 

Кри ва 1 (сп. 49) м оље БИ ТII свеТ • .оrни . эрак тада и cat.,o 
тада Ј< З.II за сва l': }' 13 ' ( КУ А те .крике можемо п ок аз (\тв 

так ав њен део ЛО A/~ 1 где је А тачка, нзм:е ђу Ао .Ј А1 , .l! .1 

Иllте ГРЗJl (5) дуж Т.;. дела буде мањн 0.11 .интеграл а . н з
међу ИСТИХ крајњих 'faч ака дуж криве}.. која се налази 

у бли зини КрltБе А 'Ј АА , . 

, 
, 

А, 

Сnика 49 ' 
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где је 't' пара метар, и ставимо 

• 
ds? = ~ ~i'2 d-r2 = S2 dt2 

i='l 

са xi'= и вредношhу 

' . ds -::-;;,' --.-::-;; -'-:,,",,' s - -ух''+х''+Х'' - -d - 1 ' 2 а, 
{ , , . 

интеграл (5) треба написати 

" Према Ферматовом ПРIIНЦИПУ прва варијација , тог иilтегрзла 
треба да буде једнака нули, a~o прелазимо од стварног пута на 

заобилазни. Тај принцип своди 'реШ'ење ОПТИЧ ,ког пробле,ма на 

проблем варијационог рачуна. На основу правила ТОГ рачу"а за . . 

одређивање облика фуикција Х, (~) за ст.варни ПУТ светлости треба 
решити Ајлерове Једначине 

и 

Како је 

oF 
д ' ~ р. 
Х , 

• 
, -+ 

, Х, ' (Т) -
ј! - . = }1 cos , Хј = р. Ј i 
х " +х"+х" , 1 2 · 8 

дF др. , , др. 
д = д Vx(' +x,'+x."=S -дС-' ' 
Хј Х/ Х, 

i-'-1,2,3. 

, \ 

Ајлерове једнацин е добијају облик 

~ (р.ТI)-'S др.=о , i=1,2,3. 
dr . ,дх, . 

То су скаларне диференцијалне једначцне свешлосноz врака, 
" - . 



, 

' §:с..:7_',_1_2_, __ ~. ~x a j_гe~oй прннuип. Ејкон а n и њего\3~ __ ~_о_в_р~~и_н_а_' _ ___ 2-:~~(). 
" 

Систем ови х ј едначина можемо ззм е нити Oef{TOpCKOM JeДHa~ 

ЧИНOIН 

d ... • 
--- ()Ј- Т) = s ,grad, 1', 
dt 

, .. 
где Ј е уведени г ра диј е нт узет у, одн осу на вектор положаја ~ачке. 

Ако за параме тар узмемо време, п'оследљаједначина и'sгледа ' , .. . . 

(7) d ( "'т)',' , d 
-'-)Ј- = v gra ,)Ј-, 

dt ' 

Најзад, ако з а параметар узмемо ДУЖИlJУ лука , s трајекто

рИЈ е светлосне честице, претходна једначина даЈе 

.. 

d-> . 
- ()Ј- т) = grad, 1'. , 
ds 

, 

З а хомогену и изотропну средину , цад је 1,~coiJ,sl , . grad, \>. =.0, , 
-+ , _. ,.- ,,-

имамо векторски инт е гра)I Т = cons t. ~' И3 

, облик светл6сног зрака. ' 
ко га сл едује пра~ОДИНИСI<И 

§ 7' 12. ХајгеНСО!Ј принцип. Ејl(онал и његова површина 
, 

Применимо сад на проу';авање светлос ни х појаџ:а другу КОНе 
цепцију, која припада Хајгенсу (СЬ. Huygens, 1629-1695);jI коју ' 
је к асније разви о Френел (Aug. Fresnei, 1788-1827) нарочито у , 
такоз ваној ФUдuчкој оuшuцu, која проучавасв етлосне појаве дубље , , 

од геометриске Оllтике .. 

Замислимо у простору тачку Ао ( Х о , Уа, Zo) игеометриско 
место тачака А (х, У , z ) ' за које " интеграл 

А 

S = Ј )J-ds 
Ао -

' има сталну вредност, другим речима, анализирајмо геометриск() 
место тачака на истом оптичком отстојању ОД тачке Ао о ' Наве
дени интеграл се з ове ејКОНQЛ (од грчке реч;' Ei1<wv - cm.ka. 
икона). а односн а п овршина ' ејконална iiОВРШUIiQ тач~~стог И,звора ' 

са , опrИ9~ИМ ра ст о јањем S , cons!. ' Из тач~е .4. за време t . S: с , . - - -
свет,"ост се' простире до ејконалне површице 

.. s (х , у', ' z) = S = с! = соп s ! о 
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§ 7 '12 

Прем~ ХајгеНСОВО>l схватању; кој,е јепознато IIOД нз зивом 

Хајнгенсовог uршщUUа , светлост се шири ИЗ и з вора п'овршином, . ' , 

која се зове шаЛQсна Clовршцна. Талзсна ПОВРШИil 3 се поклапа " 

сваког тр е нутка ,С еЈ !(О нално~ поВршином. Она с е зо ве та ласна 

због тога ШТО ~обом Н О си осцилаторну особину светлости; проу~ ' 

чавање CBeTJJOCТl1 у DеЗ ~1 са 70м особином спада у ,фИЗ~ЧКу' оп- . 
. - .' t -

тику. Према ХајгеНСОЕОМ принципу свака тачка тзл;] сне површине 

сз своје стране је извор нове .делиМичне талзсне површине. Анве

лопа свих тих деЈЈИМИ Ч НИХ површина 9брз зује нову таласну по

вршнну -" ејконалну површину, која одговарз новом тренутку вре
мена. Јасно је да Хајге нсов принцип даје МОГУћност да се кон

струише таласнаоднuсно ејконална површина не само за случај 

једног тз,кастог и звора. Beh и ,У оном случају к ад је извор , нека ' 
површииа - граница светлосног тела. 

Ако површину Г, (Ха, У., 'Z.) = о сматрам о као иовршину 
светлоснаг извора или објекта ОПТ~ЧКОГ иuструме н тз, ејконзлну 

површину треба сматра ти «ао riовршину слик'е; при Tor.ie су свет
лосни зраци прошли средину између светло~ног зрзка и слике и 
били су подвргнути тр ансформацији која се одређује функцијо .. ,§,. : 
Из тог разлога је ХаМ !tЛТОН назвао функцију S каракшерисшuчна 
функција. у конкретном случају она .зависи од особина оног оп

тичког инструмента к оји од објекта са ' ПОВРШИIIОМ г; ~ о даје 
СJl ,ИКУ. са IIОВРШИНОМ F ·· О. . .' 

.. Саставимо .диферен цијалну· једначи.ну ејКОllалн е поврШине. " 
" . ." , 

ОД ејконалне поорши не са вредношhу S прелазимо на бескрај н". , 
, , 

блиску ејконалну ловршину са ,вред- ' . . 
А ' ношhу оптичког "уга S + dS (сл. 50). " 

Како у бесконаЧНОј бл изини тачке , 

А ПОВРШИllе S индекс преламања 

треба сматрати сталним , бесконачна 

мала ејконална површина за тачку А 

1 
је сфера полу пречни ка ds ~ - dS 

\1 
За одређИВ8!\>е оне тач ке анвелЬЋе, , 

• 

Сn il к а !Ю 

која одговара тачки А, замислимо. тзчК"е В на ПО8ршинif ' S бес-

крајно блиске та,ки А. За сваку тачку В ејконална површина је, ' 
исто тако бескрајно м а ла сфера!,опупречника ds. У граничном 
положају под условом да " тачке В теже тачки А заједничка таЧ1<а ' 

, , . 
тих малих сфера заузима положај Т'ачке А' анвелQпе и то на нор" . , 

.. али на површину S кроз тачку А. ЛЈ>ема томе тангента на kриву 
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светлосног зр""" стоји уер " ВНО на еЈКОН3 ""У површину. Гради· 
ј е нт функциј е S колинеаран је са тан ге нтом на зрак .. Пошто ИН-

тензитет градије нта има . вредност 
d5 

односа _.' . а 

ds ' 
Једнак Ј е индексу преламања р. Ј можемо Н Јl lисати 

(grad, 5)' = }1' 
. 

или у случаЈУ Де картових коррдината х" Х" Х, 

. ( дS )' + ( д5 )' + ( дS)' = }1' . 
. дх , дх, . дх, 

• 
таЈ 

Ова једна чина је делимич.на диференцијална једначина првога 

реда за одређ иu" ње ејконаЛllе, површнне . . 

.' 

§ 7 - 13. Аналогија И8међУ ферматовоr 
привципа 

, . 
и Хамилтоповог " 

'. 
.' 

Како смо видели 

учава интегра~1 

(6' 5» Х,милтоновом принципу се про-
• 

(2 '2 

w=fLdl . !(T+U)dl , 

tt 11 
• • . .-. 

где Је: W - деј ство п.о ·Хамилтону, L - К Иt!етички 

сила. 

потеНЦИЈал, 

Т - жива сила система и U - функција 

Ако живу силу систем~ претставимо према Херцу у 

(1 ) Т 1 ( ds )' 1 .. = '2 т dt ='2 mv-, -

облику 

.' 

где је т маса " .. сте ма и ds' .вадратна фор"а од днференuијала 

ген е ралисаних "О, рдината са коефицијентим а К9ји су ' дати функ
ција ма тих «оордннатз, и преТПО(ТJ:iВИМО да је си.~тем кон·зерва .. · 
ти ван, ТЈ. важи интеграл живе силе 

(2) Т- U = h = const., 

Хамилтоново деЈ С ТВ О можемо прво изразити обрасџем · 

t, 

W !2Tdt:""n(t, - I ,) , 

1, 
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. ' 

в затим, пошто је на о снову (1) и (2) 

лреТСТ8вити овако , 
, А 

W = I f' 2m(U+h),ds-h(t, - I,), 

А, 

А А • · t где смо са о и оз на чили ПОЛОЖ8Је система З3 тре нутке 1 и (2. _ 

Издвојимо из те р азли.,е интеграл и означимо га са S: 

А 

5-с- JV 2m(U+h) ds. 
А, ' 

Тај интеграл, ка ко смо видели (§ 6''6), зове се карактери

стична функција ма те ријалног 'конзерввгивног систе ма иlrидејство 
по Лагранжу. 

" , 

Упоредимо сад два интеграла: израз за еЈко на " 

А 

S = Jl'-dS 
А, 

и карактеристичну функцију материјаni!Ог система 

А 

S ' JV2m (И +ћ) ds, 
А о ђ . 

• 

при чему смо овде додали звездицу 

функцију од друге . 
да бисмо р азликовЗiIИ једну · 

• 

.прем а Ферматово ,ј прннципу је 

(3) 

а према Хамилrоновом 

(4) 

• 

односио Мопертији-Лагра нж евом 

8S*= О . '. . 

Обрасци (3) И (4) по казују да су са математ"чкci г гледишта 
два проблема: крета ње светлости у одређеној среди ни и кретање . . ," . 
материјалне тачке ОД Н ОСНО материјалног СИ,стема -- ДА8 аналогна 

проблема, са том разликом што у праом' елучају п роблем gависи 

од 1'- , а У другом од функције У2т (U+ћ). Аналогија s:e неЬе 

• 

- • 

, . ' 
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П ОI<:ва рити 31<0 се т е функциј~ помноже нтl п оделе константним 

в еличинамэ . 

у оптици ИВИН ФУНКЦиј е s као карактернстнчне функције 

дошао је због тога што функција карактернш е. оптички инстру

мент; И СТИ на зи в ј е увео Хамилтон у меха н и ку по аналогији. 

§ 7 - 14. АнаЛОГlIја I1вмеђу светлоЧtих вракова и трајекторија , 
~\атеријалног система . 

ВидеЈЈ И см о да се из Ферматовог принципа изведене дифе

ренцијаЈЈне једна"н не свеТЈЈОСиОГ зрака МОГУ ваписати'. у оБЈЈИКУ 
једначииа (7) ~, 7 ' Ј I " 

(1) 
d .... . 

-' - (1' Т) = vgrad, р., 
.сЈ! ' 

. -
где је ~. подинтеrр аЈЈна · функција караКТ$р истичне функције S 
у оптици '. 

Применим о сад поступак саСтављања дифер енцијалних jeдlia~ 
. ., 

чина (1 ) на механичку к~рактеристичну фу ющију ,S· чија је вред-

НОСТ 

Тада И М3МU 

d · .... . .~-=.,..~ 
- (12m(U+h) T)=v grad,I, 2m(U+h) 
dt ' " . . 

и пошто Је 

dS·· , 
• - -- = v "2m-;-;( UC;-;-+-h") = т v , 

ds . ' . • 

• 
, . 

горља Једиачина .:\3 Ј е 

d .... 
-- (mv Т) = v grad, (mv). 
dt . , 

Како Је 

• 

и .... . 
d .... dv .... 

- (mvT) . т = mw, 
dl , dt ... 

,где је w убрзање тачке, било праве 'БИIIО репрезентативне у Сllучају 
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матерИЈалног 

• \ . 
система , а са друге стране Је , 

'. 1 , v grad, (mv) = - - grad, (mv) 2 = 
2m 

1 
= grad, [2m(И+ /Z)] = 

2m 

- grad, И, 

ималемо дефинитивно 
-> 

mw = gr"Зd, И, 

§ 7 · 15 

а то су Њутнове једначиие кретања ' било ' за та чку било за 
, - ' - . 

систем. Ако узмемо п ројекције убрзања иа о се КРИВО'лииilских 

координ ата добиhем о Лагранжеве једначиие 

- _ . _ -d д Т дТ дИ , 
дq, 

i = },2, .... ,N. 
,dt дq,' , дq, , 

На тај начивсе ~иди да и змеl)у оптике "и механике постоји 

"налогиј~: Ферматовом принципу одговара Хамилтонов односио, 
Мопертији·Лагранжев принцип и ексгремали у ОПl:ици, светлосн'оi.f 
зраку, одгова ра екстремал" у механици ~ трајекторнја тачке 
ОДНОСНО материјалног система . 

• 
§ 7' 15. ХаМlJлтонова делимична днференцијалшi • 

Једначина 

у механици ва I\OH8epBaTIIBHe системе 

дко нзме!ју п роучавања Ц;ирења светлости и проучавања 
креТ8Њ3 система постоји аналогија, онда се методе проучаваЊ8 у 

једној области могу применити на другу област и о братно. Пошто 
• 

смо видели да у проучанању ' щирења светлост и постоје две ме· 

, тоде - ПОМОћУ зракоеа и по.fohу ејкоиал!,их ОДиосно таласии" 
, . ,., 

површииа , што одi-ооара Ферматовој и Хајгенсов ој концепцији, 

морају п остојати две методе и у проуqавању кр етања мате-р.јало 
, , 

НОГ система. Видели см о да светлосним зрацима одговарају тра· 

јекторије система. Ејноналиим површинама морају одговараТII : 

поврu..iине везане ' за kр~rање система. Те П О ВРШИJ-Iе исто · тако': 
имају своју деJlИМИЧНУ диференцијзлну једначин у . Напишимо 'Ту': 
• 
Једначину. 
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При 

једначину 

. Х а :'о!ИJl.тонова једначина за конзеРВflПli1 ие СlJстеме 286 
~~~-,-~ 

, 

ј . , Х" 
ПРОУЧЗ !>Ј3ЊУ оптичt<их ПОЈава има л и смо . аМИЛТОНО8] .. 
за функцију S ју облику 

(grаu, S)2=(дS)' + (дS)' + (~S)' = р.', 
дх, дх, ' дх, , 

Ова једна чина одређује интензитет граД"Јента; што се тиче 

правца ТОГ град ијеНТ8, ОН се поклапа, Kz.. o што СМО видели, ,са 

правцем тангенте нз . светлосни зрак. 
. 

" 

у СЛУI~ају кретања, рецимо, материјалне тачке за caCTa~љaњe , 
Хамилтонове једнiчине З8 функцију S' треба заменити р. са 

V2m(u+flj. Хамилтоtlова једначина за овај случај изглед'а .. 

(1 ) (grad, S" )' = ( . дS* )' + (д$* )' + (дS')' ~ 2m (и + h) . 
дх, дх, дх, . 

Како Је и з интеграла жнве/ силе 

• 
V2m (U+h) = ' inv 

и правац градиј ента gr:rd, S' се " поклапа са тангентом на трајек· , 

. торнју тачке, можемо тврдити да наш градијент има вредност 

КОJIичине кретања ИЛИ -импулса, ~j . 
..... 

grad, S* :.... mv .' 

Ако координате тог импулса 0значимu са Рl' 

стаВIIМЙ 

- - , - . . 
Р., Р., Тј , . 

дS' 
д =Рј, ј= 1, 2,~ ", 
х · , 

Хамилтонову је д начнну можемо написати и у облику 
1 . 

- (р,'+р,'+рз') ~ U= h 
2m . 

.. ли . 

~~ . [( дS)' +(дS)' +1 дS)']~ U=h 
2m дх, .· дх, дх, . 

У ком се она н а јвише пише. При томе смо ради jeДHOCTaBH~CT" 
изоставили звездицу, ,која је била уведеиа само при исrовреме· 

но." посматрању и друге каракте.рнстичне функције. 
, 

i За материјални систем Хамилтонова једнаqина гласи 
. 

{1 , I [ ( дS)2 + (дS)" + ( дS Ј' I ~ U h. 
~ 2tJlј - дХЈ -ду, дZi ј I . 

, 

. , 
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Из написаних обmн<з јасно -се ,ВИДИ дз ,-се З 3 случај конзер

вативних система Хзмн.IlТОНОВ3 једначина једноста нно ·добија из 

интегрзлз живе силе • 

H=T-U = h 

кад живу силу и з рази мо по·ьџ.ЈЬу импулса, а координате ИМПУЛС'з . . . 
замеllИМQ са делимичним ИЗВ ЈДИМ3 КRракгеристичне функциј е' ло 

одговара ј у hи'М деkЗР I ОВИМ коuРдииат.ама Т8Ч3КЗ ", 
ШТО се тиче ХаМИ.rпонове једнаЧИ,не, за ХОIIономне системе 

општег типа, о њо ј ћ ('МО ГОВ(јрИТ~ у наредном параграфу . 

• 

§ .7 ' 2. Хамилтонова делн Itнчна 4Нф~реНЦИјална једначина 
ва холонuмне системе 

Ако је дат матери јзлни ,систем са _ н'езависним координатама 

Ql' Q2"" qn И генер злисаним ИМПУJIси~а Pt, pz,·· I Рn ЧИЈа је 

Хамилтонова функција Н позната 

м 

(1) н · ~ р, qi - Т - и= fo~t (q" qz , .•. , qM; р" р.,.: . , рм; (), 
ј=l 

диференцијалне 
• 
једна чине, кретања таквог -ХОЛОtЮМtfог. система . . 

можемо Н81IИсати у каноt-'ИЧНОМ~ облику 

(2) 
Јр, дН ЈЈ.' = дН 

i=I,2,., .. ;n. - -
Ј' дq, 

, 
dt др, 

, 

можемо сматрати, као ШТО j~ познато И3 теорије Дt'ЛИМИ 'IНИХ ди

ференцијаJlНИХ ј едначина, .30 обичне дифереllцнјалне једначине, 
ЧИЈИ систем oi1ГoBapa делимичној днференцијалној једначини ' 

дW дW дW' дW 
- + H(CJ1,q'.!.I. '"qn; ' , - ,О •• , ~- ;t)=.ОI 
д! дq, · дq, дqм 

. (3) 

где је W непозната фу нкција; при чему смо ставили 

(4) 
дW , 
дq· . , -

i = 1,2, ... ,п . .. 
I 
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Да је· то тач но, довољно је написати је дна ЧИIIУ (3) у оБIlИКУ -
, . 

F = p -f ·· Н(Q1Ј Q2"'" qn ј Р1)Р2)'" Ј pn;t) = O, 
r де смо увеJlИ O ::~ H a f\Y 

• 

дW 
Р= -

дt 

-. 

и 'з атим поступити по правилима поменуте теорије. делимичних 

диференцијалних ј една чи на. У примени на наш случај та правила 
доводе до ових обичних диФеренцијалних једнаqина-. . 
dq, dq, 
дН = дН = ... " 

dq" 
дН 

dp, dp, dpn dt dp 
. дН'= оН = ... , дН -1 - дН . 

- --
др, др, - дљ · - дq, дqп .--;: д! . 

Пошто посл едљи КQЛИЧUИI{ можемо изостзвити, ,· видимо да 
. . 

се написани сист ем Једначина поклапа ._са каноничн·им системо.м 

(2); Потпуни ИН1еграл једначнне (3) · У облику 

• 

где су СЈ , С2 , • .• I СП ) Сn+, произвољне константе) зове се главна 

.' фУllкцuја, а де.,јими'!на ди4'еренцЙјална једна'!ина (2)-Ха·"<tiЛШОlIова 
јеДllачuна за ту функцију. 

л.iщ је пока зати да. ВRедност главне функције не оретставља 

нншта друго 'ве}. Хамилтоново деi.ство (§ б' 5). Заиста. пошТо је 
W потпуни· интеграл једнаqине (2). треба да имам .о 

~" дW . дW 
dW~ dq,+ - - dt 

dq, . д! 

или на основу (3) и (4) 

, 

а то према (1) даЈе 

одакле слеДУЈе да Је 

(5) 

;:=1 

dW п 
dt ~ ~P' q/ - Н 

ј=.1 

t 

WJLdt. 

t. 
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а то је вредност Хамиюоновог дејства. Тек овај резултат ' даје 

стварну МОГУnНОСТ изј една чити појмове Хамилтоновог дејства и 

.главне функције као ре шења - једна чине (3). 

у специјалном слу"ају конзервативног система из ове опште 

теорије непосредно следују резултати, који су з а материјалну 

тачку били показан и у § 7' 15. Мес)"о Хамцлтонове функције 'w 
можемо увести кара "теристи""у функцију S помоhу ј~днаqине . . 

(6) 

Како 

и 

w ~ s - h (1-10)' 

Је за конзервативни систем 

aw . 
----:- ~ - h 
at 

дW дS 
= aq, , 

дq · - , 

, 

Хамилтонова једначина з а такве системе изгледа 

aS 
H(Ql,Q21 . .. , Qn; " aq, 

aS . aS . 
. ) - - h , •• ' О I ." . aq, - aqn 

Пошто функција W има вредност (5), за карактеристичну 

функцију S на основу (6) добијамо . 

t 

S = W + 1I (t - 10) = f L dt + h (t - 10) = 

t, -

t t 

= J(L + II) d.1 = J(T+U+ h) dt, 
to to 

па због иитеграла живе силе 

I 
дефинитивно имамо 

T ;.. U + h 

t 

5= J2Tdl , 
t, . 

а то Је израз за деЈСТВО у Лаграиiкеltом смислу (~ б' 6). 

19 N\~xaHHKa система 
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§ 7' 3 

• 

Јако6ијеВ8 Teopf МI1 
~ 

§ 7· з. Јако биЈе ва теорема 

Претпоста вим о да је за Хамилтоно~у једна"ину 

(1 ) 

• 

aW 
iJi+H(q" 

aW 
Q2,· ·· ,qll; , 

дq, 

i)W , . . . , aq, . 
Ha~eH потпуни иuтеграл 

, (2) 

Јакобијева теорема тврди да систем Једначина 

. 290 

aW 
• 

aqn , 

, 
(З) 

aW 
д . = Р; , . i=I,2, ... , • 

П, 
qj ~ 

, 

где су ај нове произвољне константе, nретставља потпуни систем 

".нте !'РЗJI8 каноничних једначина . 
, 

(4) 
dp, . дН 
--= - , 
dt aq, 

dq, 
- - = 
dt 

дН , 
.дп . .' 

i = 1,2, ... ,n, 

, 
КОЈе одговарају једна чини (1). 

Прво можемо тврдити да једначине(З) садрже довољ.н 

број 2п произвољних констаната С, и а , (i 1';' . .. ' п). Затим 

можемо по ка зати да резултати дифере r- ЦИР2Њ ·' пн -- време иу сваке 

ОД једнацина (3) доводе ДО ИДfНТНЧНОСТ И H<l ОСИ )ВУ , кзноннчних 

једначина (4), ако функцију W сма т р. мо ".0 П UТIl У НИ инте ерал .. 
једна"ине (1), тј. такву функцију која П ОС.,е смене у (1) до.од. · 

ту једначину до идент.НЧНРСТИ. 

. 

Заиста, прве једна чине из (З) дају 

. d дW _ dPi~ О 

, dt дqi dt 
ИЛИ 

. д'W "i)'W, dp, 
дq,~дt + ~. дqi дqЈ qj - dt = о . 

ј=1 
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, 
што после замене и з (4) доводи до 

• о 

п 

д'W + дН ~ (ЈН о 
= дq, д! IJq, + L.J -д--'(дW) 

ј-1 д qJ 

о , - = 
дq, aqj 
д'W 

. д [дW о ( дW aW . oaw)] ~ д- -д +Н f,Q1,Ql;···,Qn; , , ... , о,' , О,' 
q, . t дq, дq, дqn 

а ова ПQследња једначина заиста претставља идентичнuст, јер у 
,средњој загради стоји израз ' леве стране једна чине (1); моју 

потпуни интеграл (2) претвара идентично у нулу , а овим ' се по
TBp~yje да се резултат диференцирања претвара у иден:ичносто 

Слично се пос,тупа са другом од једначина (3) о дiiфереitци-. " . ~ . 
раЈМО по времену 

п 

д'W д2W о 
o _o ~ + ~ . q'i ~ Оо 

дс, д! L.J дс, aqj . о о 
ј=l 

Оцатле узастопце имамо 

" 

д2W. , 

дс, aqj 
дН , .,, ' 

--

д'W дН ' д'W 

- дс, дt + ~ д (дW)' о дqј дс, -
)= Ј aqj 

=..2- [дW + H ( t . q"q~, oo . • q~ ; дW. д\v ..... ~)]=о. 
дс, д! дq, aq, aqn · 

при чему последља једначина претставља идеНТИЧ\lОСТ ,- јер ' је то · 
о извод ПО С, од идентичности, ако је W потпуни интеграл (2). 

. , 
у специјалном случају , кад су за константе с, . С2 • •• 0 •• Сп , 

узете почетне координата система . савредностнма 

IJnо' константе аl ј еднаке су поче~ним вредностима 
• 

импулса са3Н8МОМ минус. ТЈ· 

QJOI Q20, .·· ·Ј 

генералисаиих· 
• '. >-



• 

§ 7 . 2 , Јвкобијева <теор е мз 

и интеграли (3) юг ледају: ј 

(5) 
aW 
._ =р ' 

д " q, 
aW 

= - РјО · 
aq,o 

За дока з у змимо главну функцију у обли«у ., 

• 

(6) W · \1,f (1, t" qp Ч" ... , чп ; Ч "" q" , ... , Чпо ) 
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и образујмо ва ријацију те Функције ПОДtlретпоставко", да се '·" 
мењају координате Ч, и почетне вредности тих координата· q,o и 

да су варијације oq, и ОЧ'о потпуно произвољн е. Таква варијациј~ 

функције W има вредност . .' . . 

(7) 
{1 (дWдW . 

6W= L,; . д . 8ч,+ д . о чЈо ) ' 
i=t ql - Q10 

Са друге стране, 
• • 

пошто Је 

t 

w=j L dt, 
1, 

ис:ту варијацију можемо . израчунати и онако: 

t t . 

bW = 8 Ј L dl = f'8 L dl = 
t() t{j 

t п . . 

= Ј ~ ( aL, 8ч;' + aL оч,) dt = .4 .дч , • дч, 
tH 1= 1 ' . " 

= ЈI ~ aL do ч, + JI ~ aL oq, dl =, ' 
...:;.; дч,' .4 дС/ , 

to t--l to 1==1 

t П , t п 

= I ~ aL Oq, +Ј' ~ [aL _ ~ aL] 8ч, дl = 
/ .4 дч/ . .4 дч , ' dl. aq/ ' 

4 1= 1 ~l=n . _ 

1 п 

= ! ~ :L,Oq" 
I ~ - qi --

t" i= 1 
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• 

јер је на ОСlfOВУ диференцијалних је!!начина 

следњи интеграл ј една к нули. Пошто је 

aL 
'дq / . РЈ Ј ·-

претходни резултат даЈе 

" 

креТШLа 

(8) i: \У = L; (р, oq, ~ Р', 6q,,) ; 

ИЗЈедначење две вредности (7) и (8) варијације о\!.! даје . 

" . L; l (~:: - Р' ) 6q, + (::, + Р', ) 8q,,, 1 = о. 
i= 1 

Пошто су вар ијације 8q, и oq" потпуно пр о и звољне , исти-
. . 

нитост претхqдне Ј едначине ДОВОДИ до Ј еll.начина 

дW 

дq , 
Р, ~ О, 

дW . 
д +р,, = о, 

q;o . • 

које потврljују ФОРМУ (5) интеГР3JIа канонични х диференција,\них 

једначина крета ња холономног материјалног систе" а; у тој форми 

се интеграли добиј а ју из потпуног интеграла у облику . (6) .. . . . . 
.. У чинимо једну важну практичну примедбу. При интеграцији 

ХаМflлтонове једначи не, пошто сама функција \У не улази у једна

ЧИНУ, . потпуни инr еЈ · ра л садржи и ~дитивну кон ста нту. При при

ме~и Јакобијеве теореме, при ди'ференцирању било по промен

ЉИВИМ I{оординатам а било по С·т.а,лним почетним нредностима тих 

координата, ова константа отпада. Међутим у Сilучају претходне 

трансформације на нове променљиве адитивну констан·ту треба 

искључити ; треба сматрати Функцију W ка о решење, које тре ба 

да задовољава поч е тн е УСЈЈове. 

§ 7-4. Примери 

Решимо сад п р" меном интеграције Хамилтонове 'делимичне 
дифер енцијалне јед на чине Два проста задатка. 

1. Одредити кретање тешк~ TaqKe у безваздушном про

стору у вертикалн ој равни . (проблем косог · хитца ) • 
• 



§ 7' 1 Примери 
~------ - --- --'~---------;.--

, 
Ос а Ох, ј е 

Јединнчну масу. 

(1) 

хори зо нтална, ОХ2 вертика 'НЈа навише. Тачка има 
Хам илтонова једначниа из гледа 

дw. + ~ [(дW)' + (дW )' ] +gx, = о. 
д! 2 дх, dx, 

Пошто врем е t и координата х, не ула зе у ову једначину , 

може се ста вити 

дW дW 
- =СЈ , 

дt 
-с . --:-- 2 ' 

дх, . 

посл е тога Ј едн ачина (Ј ) Двје 

. I 
дW -
. = ( - 2gxo -'- 2с - с.,' ) 2 
дх.. ' - 1 -

Затим нз једн а чине 
• • 

Ј\У = дW dt + дW dx, + д\~ dx, 
дt дх, дх, 

одређуј емо потпуни интеграл у облику 
. , ' -

(2) 
. l ' '. 3/ 

W · -ј . +. (2 ' 2 ' ) .. = СО _·С1 t С2 x1 - 3 - - g x:J. - С] - С2 - ; 
. g . 

где су СО, С1 , С2 п ро и 1вољне константе. 

Каноннчне је дна чине проблема глас е 

dX1 I 

dt = р" di = р, . 

• 
Према Јакобllје вој теореми · интеграле овог система можемо 

написати 

дW 
- . = С.) == Р1 , 
дх, -

дW 

'дс, 

д 
'. I . 

W " . .. -
_.- = (-2gx,-2c, - С,) 2 =Р2' 
дХ2 

• 
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Реши мо 
, 

те интег ра ле по Х1 И Х2 : 

Х, = ", + с, (t - 0:1) , 
(3) 

_ g (t -)' 2с, +с/ 
х, - - 2 - ", - 2g 

и уведимо нове константе ХЈО и Х2О за 't = о : 

({ 
g ,. 2с, +с,' 

Х" О --: - - 0:1 - , 
,,- , 22g 

На OCH0I'Y (3) и (4) можемо одредити вредности констаната 
С! И С: У функцији ве.'lичина Х1 , Х2 , .;rю t Х2о ' : 

, Х'-Х10 
С,. = Ј - t 

, 

-- (5) _- 1 (х, - хlО ) 2 + + g' { Х2 - Х20 t ) ' 
с, - - -- g х, - , - - , 
_ 2 t' 2 - 2gt -2 

- ' . . . . ' 
Пошто константу СО такође' морамо искључити И3 израза (2) 

функције W, ако желимо .ца пређемо на нове променљиве, .обра- -

зу јемо разлику 

W* ~W-_ Wo , 

где је 

Тада имамо 
- - -

W' ~ с, t + с, (х, - х, о) - 1.- [(..с:. 2gx. - 2с,- c,')'I, -
3g - -

- -

- (- 2gx,o - 2с, - с/)'!.] , 

Ако сад "скориетимо И3 (5) вредности конетаната С, и с., 

можемо написати 

W* 1 )' .Ј 1 ( - )' gt ( + ) - 1 2 (' ~ - (x-x'o -т -- Х2 -Х20 -ј- Х.е Х2О --g , 
2t 21, 2 - 7.4 

Примеиа Јакобијеве 

IIнтеграла у овом облику : 

дW* Х1 - Х1О 
дх = t- = р" , 

теореме на ову функцију доводи до 

дW* _ Х1 - Х1О _ , . 
~ - - . = - РI0 Ј -

' дхlО _ .,' t ' 
• • 
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д\V" х, - х" gt 
дх, = - t . - -2- - р, , 

дW· х, - х,о gt . . : . 
= - --=-р,о· 

дХ20 t · 2 

Ако сад узыеыо у обзир да су 

дефинитивно изводим о познате интеграле проблеыа косог хитца 

Х , _ ,О ' 
1 - . 10, 

Х1 = х 1 0 + х'lО t , 
2. Треба решити систем јеДffaчина 

(6) 
dp дН dq 
- = - , - - = 
dt дq dt 

где Је 
I о k 

H=2 P2 - Q' 
при чеыу Је k константа . 

дН 

др 
, 

, gt' 
+ x" t-~o 

. , 2 

ХаМИћтонова Једначинв која ОДГDвара једнач инама (6) ИЗГJlеда 

дW +~ (д\У)' _ ~= O о 
дl 2 дq q 

Потпуни интеграл тражимо у облику 

w = в (t) + <р (q), 

где су !Ј и <р функцијt које ПDДJlеж е одре ђива љу. Ако. ставимО 

таЈ из раз у претходну једначину добиllемо једннииу 

КОЈУ можемо задовољити овим вредностима 

• 
где је 

о В' (1)' = .!!... о 
с, 

о 

k 1 k 
--- [<р' (q)}' =
q 2 с, 

СЈ произвољна константа. , 
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После и зрач у нз"а њз одговарајуhихквадратура имамо 

6 (t)= !:. t, , - с 
' , 

'f' (q) ~ '\ I 2ј.: ( '\ f с, q _ q2 + С, аrсs lП 
у С, У 2 

~q - с, ) - . 
С , 

Функциј а W добије о блик 

, k 1 --
W == СО + - t -+ - v 2 kC, 

с, 2 
аrсs,п 2q - с, -+ "1 2k q (c,--.!q), 

е! - ! С1 

а интеграли систем а (6) се одређују из Једначин а 
, ' 

дW дW 
- = Р. ' - =аЈ 
дq дс, , 

где је а, нова конста нта интеграције. _Одго варајупа израчу иавања 

не причињавају те шко hе. 



ГЛАВА ОСМА 

Статика система 

§ 8·1. 
, . 

Равнотежа система 

Ако се матеРИЈални ,систе~МЈ тј. више материјални~ . , тацака, 

без ,обзира н. то што на те тачке дејствују силе , налази у одре- , 

ђеном положају у простору у трајном миру , тада се за ,систем , 
каже да се налази у положају . равношеже, " за силе да су урйв

ношежене или сшоје у рйвношежu. Онај део динамике · система, 

који проуоава равнотежу "материјалног система у вези са силама 
које дејствују на систем, З0ве се сшйшUКй сuсшсма. . . 

Из истих ра зло га, КОје СМО нзвели у механици тачке, изла

гање стзтнке система само као једног специјалног де.ла динамике 

система , и при томе са претпоставком претходног познавања тео

рије вектора, много скраЬује то излагањ е у поређењу са излаС 

гaњe~, статике пре динамике. У овој f{ЊИЗ И се ограницавамо само' 
на ИЗГ1l8г;)ње елеМt'ната статике система; ~рло важан део статике, 

статика чврстог тела, биhе предмет нарочите главе у . књизи по

свеЬеној механици чврстог тела. Тамо I1емо изложити и основе 

графостатике. 

§ 8· 2. Услови равнотеже материјалног сисТема 

Проучимо опште услове под којим материјмни систем може 
остати у неком onpeljeHoM. положају у трајном миру, тј. бити У 
равнотеж и. 

Означиыо мас е тач'ака . Са .т, (i ~ 1, 2, ... , п ) , 

жаја тих тачака . у односу · на ' непокретни пол са 

векторе поло-.. . . 
тј, брзине ,са 
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'i = V/ И убрзања са 'ј = lVj . Нена тај систем бу де у општем 

случају неслободан' и нека се покорава коначним и диФеренци

јалиим везама, рецимо , задржавај) ће природе, 1Ј. нека постоје 

једна чине 

L .=. 1, 2'1 ..• Ј k1 I 

i= t 

Знамо (§ 3' 2) да се кретање таквог система врши у саг лас
ности са OB~M дифер е н'цијалним векторским 'једначнн.зма 

-+-+ -+-> *' ~ 
щ w, = Р, + R, = Р, + .L.i л, grad, {, + .L.i 1'-; qgrad, СРј· i=l,2,.;" П. , 

/ :-:::.1 ) =1 

Претпостављају ll И да услови равнотеже постnнљени за Један 

тренутак времена о стају исти за све време мироваЊ8, 'Можемо' 

набројити оне усnове равнотеже неког неслободног материјалног 
састема: / 

1. Систем не може имати почетних брзина. Тај услов је три-
8ИЈ3ЛЦО ОI.JИГ ледан. 

2. Коначне и д ;'ференцијалне везе треба да буду' стацио
нарне, тј. треба да задовољавају услове 

дf ~O 
д! ' 

Ово непосредно следује · из чињенице да вредности брзина 

... 
Уј=-"'О 

треба да спадаЈУ У могуће брзине за 'све време траЈања мира. 
" .. .' 

3. Силе и реакци је за исто време тре.ба да задовољавају 

услове: .. 
(1 ) i :=- 1,2,::., n. 

ПокаЖИМD да су .ови услови нео'П'ХОДНИ и ДОПОЉНИ ; Неоп

ходност првог и друго г услова већ смопо.азали а Tpehii "YCi\OB 
-+ 

слеДУЈе из чињенице да за време ИI.ра убрзања 111, морају бити -једнаки нули . Ови услови ' су и ·Довољни" Јер последњи , услов' 



3(0 

... 
под 3. ПОВЛ8ЧИ ~-\ 3 собом да су W j = О и то за ( l:Je време мира,. а 

}(.}{о су на основу услова Ј. почетне брзине једнаке нуnи, ' биh'е 

н бр з ине за све време једнаке нули, и према томе систем остаје 

у траЈНОМ миру. 

Често пута с е наводи и четврти усл о в раонот'еже: 

4. Активне с и ле "оје дејствују на систем не смеју ' зависити 
од времена. 

Овај услов с е нзлази у сагласности са ззхтево.м да услови 

раВНQтеже поста В iI) ~НИ за један тренутак . времена остају истн З8 

све време равн отеж е система, али ОН ниј е неопходан уопште "З3 

равнотежу систе". , Јер неопходни услови (1) за ' равнотежу 
-> • 

система МОГУ бит и ИСf1уњени и кад силе Р; :~ависе . од времена! 
--> ... 

пошто у збиру Р, + R" могу оба чnана ,а висити од времена, 

али ЊИХС;>В збир може увек бити једнак нули . Тако, на пр., ако 

камен лежи на Х ОРИЗ0нтаnној равни и ми га Гlритискујемо верти-
" , 

каЛНQ н8ниже п роменљивом СИЛОМ , кам е н ћ е остати у миру., само 

и р е акција равни в е ртикално нзвише мења своју вреднос,. Обично 

се проучавање ра внотеже материјалног система под .. уrИ!lајем 
променљивих аК1'l:IВНИХ сила издваја ' у посебни део · статнке систем-з. 

Тај део је исто та к о врnо важан, нароqито у практич'ним приме· 

нама , где су 3КТИ В tJе силе, такозвано оптерећење си~тема, пр.омен-
, , 

љиве. На пример , покретно оптерећење моста , Дli3аnице и других 

грађевинских и м :нu инских конструкција. 

у слови (Ј) ра ,.!Н ОТе же система зову се јСДI/Qчuне равношеже 

lItашерuјаЛ1iог Сll Сl/JСЛl(1. Оне захтевају' да резултанта СВИХ сила; 

активних и реа!{[ ( ија , које дејствују на сваку ПОједину тачку , 
си стема , мора бит и ј еднака нули. "-

Усnови (1 ) н а писани у развијеном обли"у изгледају , 

Јс l . • k! . , .. 

(2) Р, +.2: i ., grad, / , + .2: )Ј-ј q grad, 'р , ~ D. i = 1,2,.:.,n, 

j=l 

Приметимо да у случају ма које незадржавајуhе везе мно

житељ те везе са м о тада улази у једн.ачине равнотеже кад има · 
, . -

позитивну вредност ; други .. речима, реаКЦИЈе >lОГ)' оити -наперене 
само у ону област простора куд могу ' да се помере одговарај'ућ,е 
материјаnне тачке . l"Јри томе се узима у ,обзир усnов да саме по ' 
себи силе реакци ј е не могу да одвоје -систем од OДГOBapajy~e везе: 
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Једннине (1) ОДНОСНО (2) су основа за решаD8ње свих про

блема ве:ззних ~a ста т и ку материјалног система . О ве једна чине 

се ,могу КОРИСТИ,ти или ра чу нском или графИЧКО i\J ;\ ; е тодом. 

Из тих ' једt!ачиш~ MOr.y се извести помоћни ста вови, -'који су 

.понекад од веJlике користи за лроучавање равн оте;+.:е специјални'х 

;материјалних система, IJ Э Р О ЧИТО чврстог тела. Н а ведимо неке .' ·ОД 

тих ставова . 
. 

Ако саберемо ч::анове СВИХ једнаЧltна (1) д() би nемо вектор-

<:ку Једн а чину 

(3) 

Први збир садрљ и св е активне ··силе, које дејствују " Н' тачке 
• 

<:истема, Од тих сила унутрашње силе увек улазе у паровима, 

ло две силе истог ПРЭ li ца ':1 интензитеТ~1 али су п ротног смера; 

ПоШТО је збир такви х сила увек једнак нули, ' мо жемо1'ВРДИТИ 

;(а је први збир једна " резултанти само спољашњих сила, 0зна-
. ~ . , -

9ИМО ту резултанту са F r; , Што се тиче сила реа к ција и 'оне Mory 
'би'!'и двојаке природе, Ако масе, које ' остварују "ех.низам везе, 
fle припадају систему , р еа кције ,су спољашње сил е , а' ,-ко ' су ' . .из-

, , 

ВОР. реаКЦИЈа у масама самог систе .. а, реаКЦИЈе су унутрашње 

·силе оне улазе у паровима и не утичу , на вредност резултанте , . _. . . 
другог збира, која се на тај начин састоји само од спољ"ашњих ... 
реакција, AI<O резултанту СПОЉ8ШЊИХ реаКЦИЈа о з нацимо . са RE. , 
·из једнацине (3) нзводи,",о Једначину 

(4) 

,коју можемо формулисати ставом: 

Ако је материј""ни систем -у равнотежи, . з б и р свих споља

,wњих сила (аКТИВilИХ сила и реакција) једиак је н ули.' 

За извођење дру гог став. а узмимо у простору произвољну 

'TaQKY О и 0знач'имо, као увек, векторе положаја т а чака система 

-+ , . ' 
у односу на ту тачку са г" Из Једначина (1) п осле . векторског 

.Nножења добијамо јеДl-iзqине 

-)о -+ -+-+ 
r г, , Р, I + [ " , R, I = О, . 



• 

-§ 8 ' 2 " . Услови раВ80теже материјilЛНО Г с н стема 

~~--
302 

• - r • 
које покаЗУЈУ да ј е занр момента активн е силе и момента реаКЦИЈе .. 
које дејствују на једну лачку система једнак нули. Сабирањем 

свих таквих Ј едн аЧИllа имамо 

1=1 1=1 

и овде У озн зчени~ збировима треба задржати само спољашње 

силе , јер је зби р момената сваког пара унутр ашњих сила (актив

ни х односно ре а кција) једнак нули. На тај начин можемо напи

сати векторску Ј едн а цину 

(5) 

где први век тор означава резуnтуј) hи мом ент свих спољашњих 
. . . 

активних сила, КОЈ е деЈСТВУЈУ нз сист ем, а ДРУГ I:I Bek.TOp се односи 
на реакције. На8едеНОЈ векторској једн а чини одговара став: 

Ако је материјЗЛliИ " систем у равнотежи, збир '-свих - момената 
/ . 

спољашњих сила ("f( тивних сила и реаКЦИЈа ) У односу на . произ-
· . -

вољан пол Једн в к ј е НУЛИ~· . 

Једнач и не (4) и (5) пока зују да, ако систем свих спољашњих 
сила смат ра мо као систем везаних вектора, у случају ' равниеже , . 

материјалног ' систе ма тај систем вектора еКЬИ8<ЈJIt'нтан је кули. 
· . 

.Услови ра вн о теже "зражени једн а чинама (41" (5)" зо'у се 
понекад ОЙШШll услови равношеже Аtaшерuјалног ·сuсше~fQ • . 

з. равнотежу сваког материјалног сИСтtм" услови (4) ;"(5) 
. . . 

су н е опход ни , али, r3ЗУ\о1е с€', у општем слу ч ају нису довољни. 

За једно Ч t:l Р ': Т () тело, како ћемо то' виде г и у . CT,:t-' -ИLИ чнр стог 

тела, услови Ј1 ) и (5) су не само неопход н и всћ и дUВ,љни. 
. ~ . . . 

Према томе , а к о се наш материјални СИСТt м . који се налази у 

равнотежи npeTBO pri O тренутно _у непроменљvв СИС 'lем или га ми 

сматрамо као TaK<:J~ , тј . К8 IJ ЧВР:~ТО I "ело, онда Гн:" и 1-0' чьрсто lело, 
лошгu су зз;'),овuље ни ДU80ЉНИ УСЛО8И, остати у равнотежи. Дакле 
важи СТЗВ: ' . 

дко се неки променљиви материјални систем ~oд утицајем 

спОЉЗ LUЊИХ сила налази у равнотежи, ОН Ье остати у равнотежи 

. и кад ra сматрам о иао чвРсто тело или;' како се каже, кад га 

СОЛИ . иф<кујемо. . 
ОВјј став се понекад зове I1РUНЦUI1 . солuдuфuкацuје. Према 

. . ' .' .. 
томе принципу, ако rlPOyq8B~.NO равнuтежу неког проме.нљивог 

система, можемо пре свега ' искористити усло веравноте",е тџг 
. система с:матрајуhи га као чв'рсто тело. 
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Ако је систем х ол оном~н Ц ' СКЈ1ерономан, за одређивање .по

nожаја равнотеже T3f<BOr неслободног материјалног система много 
може да користи упuтреба независних координата система. Ако 

је полож ај система одређе н помоЬу неЗ8ВИСНИ 'х координата Ql, 

Q2' •.• , qn, из Лагр а нжевих једначина кретања у Gблику (5) 
§ 3' 32 за 'Q," = о и q.' = О (i = 1,2, ... , п) и е llос редио следују 

услови равнотеже c"CreMa у облику 

(6) • Q; = О, i = 1, 2 ) . . ,_, п Ј 

·тЈ. за положај равнотеже све генералисане силе морају бити 
једнаке нули. 

Н ај зад, 8 KQ су координате Ql " q'J.'" . , Qn независн~ и спо ... 
љашње силе имају фу нк.цију сила и, тј. 

Q . --'- /Ји , - , 
i)q; 

услови равнотеже с об зиром на (6) гласе 

• 

ди =0 , 
дq; 

l=l" l,, -.. ,-n. 

Према томе можемо ТВРДИТИ да положајима равнотеже си

стема одговарају стационарне вредности функциј е сила односно 
. . 

ПОТ~НЦИЈаЈ]не енеРГИ Ј е сис.!ема. 

Ако кvординате система - нису н~заQисне 

СТОЈе в tз е 

(7) F, (q"q., ... ,qn)=O, , 

в е Ь између њих по-

1= 1;2, ... " k, 

з. одређивање положа Ја равнотеж( 

стационарне вредности функције 

треба анализирати р.мативне 

, . , 
u+ ~ )., 

- 1=1 

где су ).., сталии неол ре~ени множитељи. Услови стзщiОНЗРНОСТI! 
.-оводе до ових једначина р.внотеже 

' . . 
k . 

..tJ...u_ + '" ).., дF = О , 
дq; LJ . дq, 

I=J ' , ' 

,." 

-ј - ), 2'; ,-.. , п 
, 

КОЈе заједно са једна цина"а (7) омогуЬују одреlЈИВ3l1>е: 1. ~o.op-
.' , . ", ~ '. . 

дината Ql' Q2; ) "" qfl положаја ра8~отеже, ак о Т.Ц ~ПОЛ9?1{8ј~ по ... 
стоје, и2.множитеља веззЛ:, ,, л., ;'. " )... зз одређиваЈЬ'е Реакција . . . . . -. 

TIIX веза. 
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§ 8' 3. Принцнп' могуlшх помераља 

у § б' 3 смо навели Латранжев принцип :.!Огуhих померања 
КОЈИ гласи: Рад свих СПQЉЗШЊИХ активних CB.'lD на СВИМ могуhим 

померањима материјалног система, који се НЗn3ЗИ у равнотежи не 

може бити позитиван. За системе са задржзвајуhим везама тај 

рад је увек једнак нули, а за случај незадржавајуhихвеза он 

може бити и негативан. 

Покажи мо сад на простим примерима ка"о тај принцип може 

да послужи за проучавање равнотеже матер ИЈ алног систе ... а .. 

р а в н о т е ж а п о л у г е,' ~юј на "рај А ХОРИЗО!iталне 

полуге (сл. 51,a) I10дупрге 
у тачки О дејствује вер

тикална сила Р нзниже" 

~ на други крај Н таква 

сила Q, Отстојање тачке ' 
! 

А од О је а, а тачке В 

од О је Ь. Треба методом 

о 

'R' 
Q • 

,~",! 
~; могуhих померања напи р 

услове равнотеже полуге.'" '\ ~~:~~~1~~::::'= 
, .. , 

Обрнимо полугу око ~ 
тачке О за бескрајно мали 

угао 08, Тачке А и В из- - Сnика 51 
врше мала померя.ња OS.A 

. 
ОSп која можемо сматрати као праволиниска и в.ертикална .. Ако 
ИСКОРИСТИМО ари с! метичке вредности сила и померања, добиhемо 

'ову једначину као израз принципа м?гуhих помераља: 

(1) 

Како је 
oSA=a·86, , 

иЗ претходне једва чине следује познати Архимедов усnов равно

теже поnуге: 

(2) Ра= Qb ,С 

, Ј' 
који одговара услову једнакости момената сиЛа Р и Q око тачке 0.,1; , " '''' 

Покажимо овде !I начин кцко се може помопу истог прин:" 

ципа одредити реакција R која дејствује на 'полугу у тачки О 
(сп, 51, Ь). . 

Ако је полуга у равнотежи под утицајем датщ 

,и реакције R, тачку О можемо УКilОНИТИ и сматрати , 
сила .ри 9 
ПQЛУГУ као 

, .--

'. - ---

• 
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слободну, која се н ала з и п од утицајем сила Р, Q и R .. Тој полузи, 
као слободној, можемо дати произвољно померање. Обрнимо је 

око тачке В за беско"ачно мали угао 8 'f' како ј е то показано 

на СЛИЦИ . Тада рад СИ.,а даЈе . 

P 8sA ~R8so =0. 
Пuшто је 

о s л = ( а + Ь) Oq> , oSo = ь О'!' , 

из претходн~ једва.чине добијамо 

R=P OSA = Р а + Ь 
• 8so Ь ,' 

одакле на основу (2) изводимо 

R . P+Q, 

ка,.о то следује,"из услова једнаК\ЈСТИ , са нулом ' свих сила· што 

дејствују н'а полугу . 

Учинимо још једну историску ·примедбу . Ако замислимо щi 

се наша полуга. крепе ИЗ хоризонтаЛ1ЈОГ положај а, може'мо , c~.a.- ' 
трати 8s A . и 8Sa као еле ментарн/I. стварна померања крајевl!.; по, 

делом тих померања са одговарајуhим . елементом времена 8t . ,_ о • 

добиhемо у граничним Вl)едностима брзине . VA И V. таtщ~а А. иВ. 
Пр'еМ8 томе из (1) добијамо ' . 

PVA = QvB , 

Ова једначина тврди да дападну т~чку, реци мо,. ~ebe 'силе 
Q можемо покретати мањом СИ}ЈОМ Р .. Али при томе ће брзина 
Va нападне тачке В веЬе силе Q бити онолико пута мања од 'брзине 
VA нападне тачке А маље силе Р КОЛИКО је сила Р мања од силе· 

Q. Одавде потиче још одавно познато механичко правило, које 

је формулисао Галил еј: 

(.)uanto si guadagna di forza, tanto perdersi јп velocita'): 
Колико добијемо у СИЛИ , ' тОликО губимо У брзини. · · .. 

р а н н о т е ж а 11 р О С Т И Х м 'а ши н а. Иста расуljивања се 
могу применити и на друге такозване · uросше маlllине. Под" про~ 

СТО М мзшином разумемо материјални систем са јеДЮIМ CTe~~HOM 

слободе који доводи до равнотеже , две спољашње СИЛ.е: . једну, 
uокреiiiач машине; и другу - иасивnу силу; силу I<орисnоZоШuОра. 

') о.ш.1 - Opere 2, р. 183 . . 

. 20 ~ехаи~ка система 
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301) 

Ако прву силу означимо саР, другу са Q, а . еле",еитарна 

померања нападних тачака тих сила · у правu~' самих сиmi' са ор 
и oq, принцип' могуhих померања даје: 

Pop + Qoq = O, 

Пошто изм еl)у померања ор и I)q треба да буде из .природе 

механизма машине позщпа линеарна веза, кој у можемо ' написати .' 

Q 

I 

Сnика 52 

а ор + ;l oq = О , ' 

за сваку просту '''машину ' поставља .. се ' 
, 

услов равнотеже у облику 
• 

P~ - Qa = O, 

УЗМИМО, на пр ., стрму раван као 

просту машину (сл, 52), Рад силе покре
·тача има вредност Рер, где је Ор · поме- · , 
рање силе Р према оштрици стрме,' равни; 

а рад силе .от,пора Q једнак је- Q oq , јер сила Q и п?м~рање 
са апсолутном вредношhу Bq имају супротн е смерове, Према томе 
принцип могуhих померањадаје:" ' . 

PBp-Q оq=о, 

Са друге стр ане, измеђУ ор и oq постоји веза 

?q-op.lga О , 

где Је !1 угао стрме равни: Из претходних једиачина имамо услов . . ...... 
равиотеже, КОЈИ одређује силу покретача : ' 

§ 8' 4. 

Р = Qtg r,. . 

Врсте равнотеже. Стабнлност 

. Лежен-Дирншлеова теорема 
, , 

равнотеже . 
• 

Уочимо материјални систем са П степена слободе. Не.зависне 

координате тог система ознаЧИМQ са 

" 

Рачунајмо, 

да у пЬложа ју 

једнаке нули, тј , 

Ql' q .. , . -' . l ' qn . 

ради уnрошhавањаизлагања, те координате тако 
. '. -

равнотеже система све ове координате , буду 
- . . -

где су ознаке 

, (q,).- о , 
очиг лед не, . -Уполож'ају 

.. , 

равнотеже изводи од тих 
, . 
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координата по врем ен у . генералисане брзине. I1(ТО тако 

бити ј еднаки нули, н а име 
(q/)o ....:.. О • 

. 
Упоредо са положајем равнотеже система . који Ьемо сма-

трати као нелоремеЈ, е но стање .система, замислимо да смО п'оtта

вили систем у други положај, 'РЗЭЛiiЧИТ од положаја равнотеже ', 
. . 

са координатама 

(q,)o ~ ~I . 

где су Еј константне веЛи.qире, и С80ПШТИЛИ та ЧК8ма ., система 

такве МОГУће брзине, да генералисане брзине им ају вредности 
, 

(q/)o . е/, 

где .су е/ нове · конста нте. Тиме CMQ поремеТИЈ1И стање ра:внотеж~ 

система; , систем, -пошто има почетне брзине , .поче hе да се креНе! 

из новог положаја. Ово њeГOBO ~ Kpe.T8њe зове се lIopeM'etieHo кре
Шање система у односу на положај равнотеж е. KapaKT~p тог 
поремећеног кретања одређује природу положај а равнотеже и т() 

на оваЈ начин. 

И заберимо 2n п роизвољних, Џ:ОJIИКО ГОД желимо малих, лО'Зи" .. 
ТИВНИХ величина 

(1 ) .' 

.з а које ћемо казати да одре ђују област L . , • Ако за све вредности 

такве по ~итивне величине 

верн""на (1) уве к можемо 
• 

.. 

да за све стварне вредности горе наведених вели ч ина 

, 
које .задовољавају у сл ове 

.. --" 

I Е, I < Е" !eil< Ei , 
буду за све време к ретања испу .. њ.е.НИ услови 

. 
i q, I < L" ј qi I < Ц . 

онда се каже за положај равнотеж~ да је сша6uлан. 

. , . 

.. 
одредити 

о . . _ . , ' 

(област Е) .. 
. . .. 

(област Е) 

Ако горе наведе ни услови нису задовољени. положај равно

теже је llесШабuлан или ла6uлан. ". 
Везу између н а ведених 06.1!8СТН О;., ___ ..c";:.:I ........ "f!;..-!; . . 

можемо схеМ8ТСКИ претставити сликом . . 
(СII, 53). Сn ика 53 



• 

§ 8' 4 Врсте равнотеже 
- ---'------'------- - - --

З08 

Помоhу те схеме услове стабилности раын uтеже можемо изра· 
зити речима: 

Ако се и з с ваког произво'љног кинематв ч ког стања Е, које 

се нала зи у области ОЕ (а Е се одреljује " рема . вР.едностима L 
иза браним по жељи), систем "реЬе тако да његово кннематичко 

стање остане у 01., ПQ..ложај равнотеже је О стабилан. 

По~екад се из нестабиnних по:"ожај8 издвајају такозвани 

uндuференшнu или QсшаШUЧf(uположаји равнотеж~. Услове инди

ферентне равнотеже фОl'мули'шемо реqимg: 

Ако можемо показати та"в'у 06ластL са по жељи иза6ран~м 
~алим позитивним величинама , [ 1 , L2 , • .. , Ln да .У ,сваком - ПО~ 
ложају 'ј . области 8 материјалнисисrем без почетних !/рзина 

(8;' ~O) остане у миру, биhе 'положај равнотеже индиферентан: 
Али у смислу горенаведене дефИНИЦИје стаБИЛНОСТIJ, тај полОж.ај 

' је нестабилан, ј ер и 'најмања вредност е: почетие брзине уопште . . . 

изводи систем и з облаСТИ ' L, ако је T~ област у веЗl\ и - са - почет' 
ним брзинама. . .. , 

Наведимо ј едноставан пример. Узмимо тешко чврсто тело, 

које се може обртати ОКО хоризонталне осовине <;3 геомеТРIiСКОМ; 

осом ОО'. Ако ' с е тежи.ште тог тела налази у вертикалној равни 
пiто пр'Олази кроз ос'у ОО', тело је у равнотежи . .при чему, . ако 
је тежиште испод те осе, ·равнот'ежз је стабилна, ДКО је па~ изнад 
ИЛИ на оси, ра8н о~жа је нестабилна. Специјално, ~aд се'тежнште 
налази на .оси, Р8 l1нотежа је индиферентна. У O~OM ' случају тело, ' 

стављенома у који ПОЈ)Ciжај без почетне брзи не, 'остаhё у миру. 
биhе у раВнотежи. Али и најмања почетна брзина ставља · т.отел.о 

у ра8номерно обртање око dсовине', ако се кретање претпоставља 
6езтрења. у смислу постављене дефинициј е стабилн.осrиови ии-

· . 
диферентни положај" равнотеже су нестабилни. ' . 

претпоставимо сад да cl{Jie, које дејству ју на сиtтем, и'мају 

функцију сила U. Увек можемо тако рачунати вредн.ости те функ' 
ције да она у по.1 0жају равнотежебуде једн ака нули, тј - . , ио = О. ' 

Како она ' треба да задовољава услове рзвнотеже, имамо . 1Iа IтаЈ . . 
положаЈ 

. • • • • 

( :~ Ј. О " " i='1,2, ", • · , п . 
. . . . , 

Нека Је, се м тога, дато да функција И у том .положају 
· 
има 



, 

Нрсте рапнотеже § .:8 ;'4 
"~~~~~~-"-_._~---'-" -=-~. 

максиму", a~e ма КОЈУ другу стационарну природу. 

енергиј а систем а тада има r-.~ИНИМУМ. 

Потенцијална 

.о' : 

Дqкажимо да и за материјални систем важи . Лежен-Дир.~

шлеова теорема, "о ј у је без ' доказа први изнео Лагранж, Ова " 
теорема г.t!ЗСи: . 

А ко У положа ј у равнотеже . матеРИјалнОг си стема функција 
сила Ю18 максимум (!lOте нцијална енергија - МИНИМУМ)", р'звио:, 

, -
тежа система Ј е С1' 30llлна. 

- " " " 

. Ако У положају равнотеже функција И има максимум, по-
стоји обла ст тог максимума, у којој су све вредно сти тё · Функ-, 
ције негативне (сл. 54) , 
Ограничимо ту област 

по ж.е·љ и и забраном пред

ношhу И L , која ,!Оже 

бити мала КОЛИКО ГОД 

~~~'7-"",:;:- ._-_. и""", = о 
_~.L-~'----~ . . ',--- . и 

желимо; тада свака пред

ност функције И )' тој 

области мора З3ДО60ЉЗ

вати услов 

(2) 

",c-~~-~-->'г-- Ц 

-;'---------:-----'\-- ис 

" ~ , 
, .' 

" И> ИL , 

. Слика .:-); 

" . 

, 

. . . , 
и обратно: ако у току даљег кретања функци ја И задовољава - , . .-, . , 
УС.'10В (2), систем ве може изаhн из указане обд а сrи "м~акtимума; 

јер је ван те обnасri' 
.' ~ 

И< ИL , '. 

Ако покажемо да увек можемо поста вити систем у, TaK~в, 

положа ј са . вредношllУ функције силе Ие· И са вредноиЉу жив~ 
силе Те' да за све вре ме даљег кретања буде ИСliуњен услов (2), 
систем l\e остати у о бласти максимума и р аЫlOтеж~ ће. 6и-r:~ 
стабилн а , 

За доказ пре сне га искористимо 
• 

интеграл жи ве силе 
" 

Т-" U """ Тс' -Ие , 
, 

из кога , збо г ПОЗИТИIЗIIОСТИ живе силе, следује да је 

(3) и> Ис - Те ' , 

> Са друге стра не , почетну живу 'силу Те ' м ожемо . увек , из.а. 

брати ТОЛИКО малом, али рзздичитом од нуле, да буде 

Те' < Ие -. ИL , 
, 
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Одавде слеДУЈе да Је 

(4) Ис> Тс'+ ИL . 

Сабирањем неједнакости (3) и (4) долазимо до резултата 
- , 

-И > {Јс, 
КОЈИ потврђује Лежен~Дирйшлеову теорему. 

, 
Важно је приметиtй да' обрнути став није тачан: систем 

MO}l(e бити у стабилној равнотежи и кад функција силе нема 

максимум .. Питање,услова 'нестабилности равноrеже компликовано ' 
је. Проучавање тих услова не може' бити предмет овог елемен

тарног течаја рационалне' механике. 

у примени на такозване шешке сuсшеще," тј. мат~ријаJIне си-
. ' .' - . . 

стеме на КОЈе, сем унутрашњих сила, као СПDљашње силе деј-

ствују само силе теже, ЛеЖ,ен:Диришлеова TeopeM~ доводи до 
. , . 

резултата да Је положаЈ ,равнотеже таквих система са НВЈНИЖИМ 

положајем тежишта стабилан. 

Замислимо 

(приме'р' за_n ~ 5 

§ 8' 5. Равнотежа ПО,llигона 

I . 
НИЗ од П матеРИЈалних тачака 

на слици 55, а) , везаних _ између 
т1 , m2 ", .' •• , mn 

себе штаПQ8има 

ОДНОСНО ужетима тако да Је свака Т8чка 

тачке система. Сваки ОД - штаповз, 

чије масе занемарујемо '), остварује 
задржавајуhу везу између две 

суседне тзч:ке. УжеТ8,' исто без 

везана само са дведруге 

а m,...,.,_~_-. _ тЈ 

маса остварују незадржа"ајуhе -јед--
ностране везе; за системе ,са уже

тима анализираt1емо само оне 'поло:' 

жаЈе кад су сва ужета затегнута и 

имаЈУ између две тачКе праволи

ниски облик. У сваком темену, 

чвору полигонз, ШТ3ПQВИ ОДНОСНО 

ужета МОГУ имати произвољан ПО-' 

ложаЈ Један према другом; другим 

речима, сматрамо да сам -по, себи,-

mз 
Сnика 55 

т• 
в 

т, 

1) Од ОВОГ апстрактног ограниqења м'оже cc-осло60Д~ТН у стати ци чврстог 
тела. Тамо нзврwеllЗ допуна оснажује теорију са ШТЗПQвима ОДНОСНО ужеТJ::Ilw\З 
без маса, које се овде .придржав~мо. 
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без утицаја силз, полигон може имати произвољан облик,' ~али ' 
задржава при томе увек дата растојања између везаних т3чакз. 

Материјални систем од тачакз тако везаних штаповима иnи уже

тима зове се вашвореllU веРUЖIlU uолuгОIl. " 
Ако у систему (пример на слици 55, Ь) постоје две тачке, 

ноје су спојене са по једном тач({о.М система, З Ј сем ТОГЗ,СУ зеззне-, " 

(;а масама које не припадају систему (на слици у тачкама А И В), 

материјални систем ЧИНИ OЦLBopeH верuжнu цолuгон. 

На сваку Сту тачку затвореног верижног полигона д~jCTByjy ... 
ТрИ силе: СПОЈЬашња СИЛа F; И две реакције, једна од претходне 

• ~ ,',~, 

i - 1 тачке, коју означимо са Rг, И друга од наРеДНе i + 1 ... 
(;8 ознаком Љ+, Пошто те силе треба да буду у равнотежи, 

имамо ОВИХ п услова равнотеже З8 целокупни систем , 
(1 ) i = 1, 2, . : . , 'п .. 

На СЛИЦИ 56, а показан је распоред сила, које дејствују, 

рецимо, на Сту тачку верИЖНОЈ полигона. На сликама 56, Ь и с' 
засебно су показани полигони (троуг лови) сила које одговарају 

• 

ь 

-Fi 

Слика 56 

равнотежи исте тачке; при' чему на слици Ь ред троуглоџих 

страна одговара једном реду елемената на слици а, а на слици 

с другом реду тих елемената. Видимо .да између слике а и СЛИК,е ' 
Ь ОДНОСНО с ПОСТОЈИ извесна веза. -

Пошто је увек, према трећемЊутновом законУI, 

R+·,-'R,+l ! • , .. ,-
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-
,при чему на СПОЈУ прве и последње- тачке им амо 

..,. -> 
R. = - - RM+, 

У си стем векторс,, ", ~едначина (1) улазе свега п величина - реак-
• о' • . • 

ц,ча , других п реаКЦИЈа c~ раЗЛИКУЈУ само зн аком. 

у случају OTBope~oг полигоназа крајњ с тачке имамо 

(2) 
~ ~ -/> -

RM- + FM + RM = О , 
..,. ..,. 

г де су _ са Н. и R" означене реакције спољашњих маса, рецимо, 

места (А и В н а слици 55, Ь) учвршhења крајњих 

ужета, .~ . з а остале тачке. ПРf:lововаже Ј едначине ' 
ШТ8ПQва или 

- --.. 
-о -

(З) i = 2,З,. . ., п-I 
Према томе за .отворен подигон имамо 11- 1 унутращњу реак

ЦИЈУ и две спољашње. _ 
о 

Примена општих ставова о условим а р аннотеже матерИЈал

ног система ""ражених једнач.iuама (4) и (5) § 8'2 ЖI _ случај 
равнотеже верижних полигона даје: 

38 затворени. ПОЛИГОН . 

( 4) 

..... 

м 

PE = ~E' -'- O, 
i -=:-."J 

м 

~ - ",," ~ ' 
МЕА = ...::.. [г" Р,] = О, 

(= 1 

r де су г, вектари паложаја тачака У односу на дати ПРО1<звољаlt • 
пол, рецимо та ч ку О; 

за отвор е ни ПОЛ~ГОН 

м 

J-~ + RE _ ~ l; )"- Я.+Rм=О , 
{ t . 

(5) ~ О • 

• 
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• 
• 

у зависности од врсте проблема о раВНОТ€: if\И верижног сlO-

лигона и средстака, проучавањатог проблем а, једначине (1) 
односно (2) и (3), и з акљу чци из њих (4) ил и (5), • .'огу се иско

ристити или у ч .. сто ве кторској форми сн графИ·Ј!шм .извоljењем 
операц~:ја ИЛИ "ОСЈЈе пројицирања на осе у СЮ3.'lа рном облику 3(! 

бројна израчунаваЊ 2. 

Једна врста пр обле ма, взжних и У практи ч ним цримеuамз, 

састоји с е 1. у одр еl)и вању облика верижног полигона и 2. у 
израчунавању реак ција, унутрашњих евентуал но и , сп'ољашipИХ ' 

(реакција ОС/lонаца) з а отворени полигон, над усл овом да су дате 
спољашње силе које дејствују на ПОлигон. Т е СЈ!ољашње СИЛе у 

случају равнотеже исто тако треба да задовољају одређене' 

услове. 

Важно је приr.IЕТИТ'1 да испуњење ОПШТИ Х услова -равнотеже 
• • 

за спољашње силе (4) односно (5) У општем случају ннје довољно 
ззравнотежу верижног ПОЛИГОЕ8, Tal<o, на пр., к в адрат m1 m2 mз m4 

-> 
Р,_:=( 

Слика 57 

-> 
>--.;,.р, 

не могу бити у равнотежи. 

(сл. 57) не може да" се налази у . 

равнотежи само "од 'УТИ'lајем две 
• -+ -> 

спољашње силе РЈ и Fs истог правца, , . . 
и Једнаког интен::шrета али . СУПР«;П

ног смера и то без обзира не то 

ШТО ове силе очевидно задовоља~' 

вају опщте услове равнотеже (4), 
~ep на тачку 1lZ, мо, у да дејствују 
само две управн е СИЈlе, и то раз ... 
личите · ОД НУЈlе, које саме по себи . 

Протумаqимо још нека питања статике на специјалним слу

чајев~ма равнотеже верижних полигqна. 

Узмимо пре снега најједноставнији случај, ~aд OTBOpeH!le- . 
рижни по.лигон дегенерише у праволиииску' дуж, H~ Kqjoj се, . 

налазе материјалне тачке (сл. 58,ај. Пошто CBa~e две стране .тог . -. 

ПQ.ilИгона пад~ју у исту праву, ,мора и апивна сила , која дejCTB~j~ 

на тачку, имати правац те линије; · ... и {Ј6ратно: правац акти.вн.~, : 

силе одређује правац дужи Ta~BOГ полигона. Тако , на пр., теШ!,.( 
-масе т" т" тв (сл. 58,а) на које дејствују сим теже Р" Р" Р. " 

, . , ~ Ј--' 

морају припадати вертикалној ЛИНИЈН. На прву тачку дејствује. '' ' .. ~ 
." " ,'1' .' -, .... 
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- -> Ј " 
спољ t") шња реаюн-! ј а Я1 • Пошто из општег у сл ова равнотеже сл е'::'. 

ду је да је главни нектор сила једнак нули, им амо једначину 

~ о -+ ""'-"+ ...... 

R, + Р, + Р, + Ра = О , 

х 

t: 

_~L-__________ -+ ____ -,-
Р, 

-р, 
м 1----

" 

-р, 
00' 0. епика 58 

',. -> 
<из КОЈ е с е одређује величина реаКЦИЈе R" Ако ве ртикалу рријен-
тишемо .uаниже , б и i1 е I 

R, = - (Р, + 1>, + Рз ) , • 

Према томе спољашње . масе, које служе као извор реакције 
-> 
R, , . тр еба да издрже силу' - R = Р, + Р, + Р, која тежи да 
отргне штап Ат, од тачке А, 

Узмимо сад у Ьбзиродређени штап, р ецимо ni, та, I<ојивеще ' 
тачке т. и та и , не nимајуhи у обзир апстра кцију, вратимо му ' 

материјалност, Расецимо га у тач'Ки М (сл, 58, Ь) и ,око тог , оре: 
C~Ka узмимо елемент MN. Тај елемент тако ђ е треба да буде у 

равнотежи. На ње га дејствују, не рачунајуhи тежину самог штапа 
. , 

у наШ,ем 

о -+ , ос 

конкрет ном с'лучају две силе : сила Р, у тач){и А1 и сила 
-> 

. ., 

(- Р,) У тачки N, Под 'утицајем ОВИХ сила н аш елемент' ј .е 'из-
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,_ ,"с. ~\ ' _ 

.лQжен _дашенању. 3ате:шње се претста~ља ОВ81(0 -4,- _ ,7 ) <a,,·.: и.pи~:~,: 
шUСGк овако ---+- '-. У сваком пресе~у IЏтапа эатезање - теЖИ ,-да 
раздеој и материјал штапа у ТОМ пресеку, а притисак да e.1l~M~HT 
штапа у близини то г п ре сеI<З спљошти, да , га згњечи, здроб~: . . , ' . 

Затеззње и . притиса к имају заједнички назив nаиона ,штапа ~y 
датом пресе ку. Напони су вектори, али ПОШТО се правац нзпона 

З8 случаЈ палигона у ве к поклапа са страном тОг ПОЛИГОН8" ДO~ 

ВОЉНО ј е одредити амебарску вредност ' то г ве ктора. Усвојено 
, , 

је да се зэтеззње см атра као СI0зитиван напо н , а притисак ~ao 

негатива н. На ·СЛ, 58, с дат је график наnона затезања . 3атезања 

дуж ЛИНИЈе Ат, показана су на НОРМ8лама у правцу Ах осе. 

-
а 

-

\ 

• 
'1 ' 

Слика 59 

Ако од материјал нuг система издвојим о ј е дан део помоhу 

два пресека, исе qеllИ део остаЬе у равнотежи, 81<0 на оне ~pajeBe 
.. . . . 

штапова, КОЈИ припадаЈУ делу система " деЈС ТВУЈе lIа сваки краЈ 

сила једнака напону тог пресека и то у смеру од (uтапа У СЛУ," 

чају затезања, тј. по з иТИВНОГ налона, ~ у смеру С8МОГ .ШТ~П~ __ У . 

'~ с~уч ај у ПРИТИ Сl< а - Her8Ti1BHor напона. ., " 

Узмимо ,други конкретни пример . Нека је дат троугаоЈ;" Н,.: . " 
fII (С.1< 59) произвољног облика. 3ауст,авим о с е на Tp.oyr!lY. од 

, , _ , ', - ,. ' _ ' - _ r ~ 

штаПОВЗ, ,, I< Ој и не ~Ю)Ј\:е меЊ8ТИ свој облик и пр е ма томе се може . 

сматрати као непро~ енљив систем:·Покажимо да је _ за раВ8qт~жу~, 
I • __ . -0 
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,. 
ТЗIПЮГ троугла ДОlЮЈЫЮ да буду испуљени С2 1\1 0 ОПШТИ услови 

равнотеж е, тј . д о буду једна~и нули гл а вни ве ктор сила које ' 

дејствују на систем и љихов главни момент 1\ 13 око к ој е тачке 

равни троугла. , , 
-t -+ --) . 

Нека на та'Јке 1, 11, ПI троугл а дејствују сил е, F, , F" F" 
. . • 

КОЈе задовољава ЈУ д ва услова: 

... ... ... 
F, + F. + F , = О , 
....,. . -t ~ 

М, + М2 + М, = О, 

... -, 
где СМО са Мј кр птко означили момент СИ)Је F j око одређене али 

У равн и троугл а про и звољно изабране тачке , исте за. све силе. 
~ 'ЩI \ 

Покажимо, п ре свега, да силе ,Fi (i = 1, 2, 3), сматране као 

·вектори везани за праве, ' морају да се секу у ~CTOj та чки, коју 
означимо са А. Прет п оставимо да c~ у тач ки А секу само две . 

• ... ... ... 
силе Р, и F, и да Tpeha сила, F, не пролази' кроз ту тачку. 

. --t .-+, 
Пошто су тада моменти си'!а Р, и F, оКО те тачке А једнаки ... 
нули , а момент си л е Fз није једнак :, ну ли , Г.'ЈР.вни момент за ту· 
тачку не би био ј еднак нули, . а то је супрo-rНО претпоставци; 

према томе и тре Ьа сила, пролази кроз тачку А . 
... 

Ако пренесемо силе F, (i ~ 1,2, .3) у тачку А ,' њихов збир 

мора б ити једна к нули. Конструкција збира тих. сила може се 

.извести засебно н а слuци uланаили uолuгОН!l Сllла (сл, 59, Ь); у 

случа ју равнотењ е тај полигон мора бити за творе н . Приметимо 

да се велиqин~ с ила на . верижном полигон у 1i ПОЈЈИГОНУ сипа · 

МОГУ нацрта,"!"" у Р~ЗЛИЧИТW .М .размерама. На СЛ ИЦИ полнго.на 'сила ... . 
конструишимо за с илу F, ' (помоhу правих Ь' и с' паралелних пра. 

вима Ь и с на сл и ци верижног iюлигона) троугао 1 који одговара 
равнотежи тачке 1 113 СJIИЦИ верижног ПОЛИГОН3. Означимо темеЈ -4 . . . 

супротно сили F" тог троугла са О, На странама тог троугла 

једн а стрелица о з на ча ва смер . оних сила које, као реакције, деј- ' 

ствују ~a та'чку 1. Пре ljимо сад на равнотежу тачке : П . На слици . . .. , .. 
полигона сила видимо да. на, ту тачку дејствује сила F" реакција 

. 
с' са смером обел е женим .са ·~B~ . ~треJlице и сила а' са смером -
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vбележеним са јеДН О:'>1 стрелицом. Страна а' 'је нзралелна страни 

а верижног полигона. Нај зад, троугао 111 п'олиго на сила одговара 
равноте жи тачкеIII вериж ног полигона. Пола зеhи од општ.иХ 

уеЛ .ова равнотеже дошли СМО до ·равнотеже свих т емеН8 верижног 

троугла . 

Између две слике - -слике верижног ЛDЛИГОН8 и 'слике ~o
лигона сила постоји одређена геометриска веза која се каракте: 

рише као реЦUIlРОЧi/ОСШ . Ту везу можемо . изразити . набројаваЊем . . 
ових особина слика: 

• 
1. Свака слика има исти број пр авих, наИ~Је шест З3 наш 

случај троугла. 

Ь. С. 

а. 

111, - . • 
• 1( 1'"'"-- . ... / 

/ -- / ,."" \ / I . / . / / /' / I / ~ / / -. 
/ I 

/~ Я. tn,. I 1';, I R- "', Р 111, , / 

/ - / 

[, • f 

/ 

• 

Слика. оо • 

-
2. Свакој пр авој једне слике одговара паралелна права 

друге слике. 
. . ' 

3. Свакој тач к и са три праве , Једне с.'ике одговара троугао 
са друге слике. 

Слична расу Iјинања могу се применити и на проучавање 

рзвнотеже равног верижног полигона са В~Шf' страна . ' Али З3 
равнотежу полигона са бројем страна веhим од три, q,пwти. УСIIОВ,И 

равнотеже нису довољни. СИ'1е .. које дејствују У теменнма таквог 
полигон а треба да задовољавају јощ н допун ски услов~ . i)poj 
тих допунских услова за случај равног верижног полигана МО,. 

жемо израчунати овако. По'чнимо ОД равнот-е же првог ' ,темена С'8 
-+ ." .,.: 

силом Р1 ; ова сила може бити nOTnYI;JO произвољна, јер увек м(iже 
- о . • _ - , • 

бити уравнотежен а силама реакциј а у штаПОВИ >Ја са крајевима у 
, 

првом темену (сл. 60, а). Пошто нам је У ' Другом темену (~л. 60,Ь) 
већ одређа на једна реакција од ' првог темена и ~ дат је - правац 

.Друге реакције, к оји се одређује положајем штапа m2 m., пројек,; 
' . - ;:~ 
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-+ 
цнја силе Р, на праву р нормале иа штап т, 111, мора бити исте 

величине алн cy ГlpaTHaгcMepa у поређењу с а пројекцнјом реак: 
-+ 

ције R,-- на исту праву. То је .Услав кајн треба да задовољава . 
-+ 

сила Р2 • Сличан услав · треба де, задовољава спаљашња сила · у 

сваком наредном темену затвореног верижног полигона сем по- , 
-. . • ,--о 

следњег темена, где СИllа Рn (CII. 60, с) треба да задов'ољава 

'1\ва услова, јер су реа~ције у дв.а штапа таг темена већ уналр'ед 
.одређене. Преме таме број скаларних услова за равнотежу затво- ' 

реног верижног п олигонз са п страна ИЗно си 

0+ 1+1+ ... +1+2=п, 
• 

п-2 

ТЈ. Једнак је броју темена. Пошто број СК8ларних апштнх услов~ 

за равнотежу верн ж ног полиr:она у равни и зноси 'ТРИ, ДОПУНС~ИХ_ 

услова имамо • 
n-3 = k. 

. '. 
Приметимо да Је број k једнак најмањем брају штапова 

којим треба веза ти теменз нашег - -верижног п олигонз .да се он 

претвори у непроменљив систем . . Према томе тај БРОЈ показује 

меру uромеНЉUВОСШll в ерижног п.оlIнгона. За траугао он је једнак . 

нули, за четвороугао 1, за пеtоугао 2 итд, Пошто сваки вер,ижни 
, 

ПОЛИГОН дијаГОН8лзма и з једног , темеК,а МОЖ~МО претворити у 

троуглове , тј. стнорнти од њега непроменљи ? снстем, број тих 

дијагонала n~3 такађе одгавара мери праменљивости верижнаг 
полщ'она. , 

, . . .. 

Извршима ј u ш анализу равнатеже вери жнаг Ч~ТВQраугла. 

Узмима четвараугао датог обnика састављен ОД штапава (сл . 61). 
-+ 

Нека на тачку I дејствује праИЗlЮљна сил а Р1 • На сJlици 

паnигана сила из крајева силе, KQja је нацрта на у дваструкај 

ра·змеРИ Ј ПОВУЦИМО праве а' и d' .. паралелне правима страна . а и d 
верижнаг палигона , Дабиh'емо тачкуО, каја ' се заве . uол' iiОЛU-' 
гОн.а сила .. ИЗ ТО!' пола · ПОВУЦИМО праве Ь' · н с' паралелне ост~iЛ.и~ 

с гранама вернжног полигона, Јасно . је 

само таква да се њен почетак налази на 

-> 
да сипа . F 2 МОЖ~ 

. '. -+ 
правој Ь', .сиnа Расамо 

, 

-> 
таква да се њен почетак наJlа3И' IJа правој. с' . Сила Р. 

. . .. 
noc/le тога ,' 
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је потпуно одређена, јер су већ УТВРђени крај еви те силе. Лако 

је 'пропратиrи реЦИПрО ' I НОСТ нацртаних сила . 
• 

Горња раСУђ иваља лако се проширују на КОiiчане uолuгоне, 

а таКОIj 'е и на отворене полигоне. Анализирајмо оне последње, за 

у пракси врло важан с."учај паралелних сила . 

-F. 

а \1 
1\ 

ь' • 

d 
Ь 

_ IV 
F. с 

IU 

\ . 

епика 61 

Замислимо отворени верижни полигон од пет страна (СЛ. ,62 , а 
и Ь), чије су крајње тачке А и В УТВРђене, а на ОСТaJlе дејствују 

.!1зралеnне силе, рецимо, истог смера. Конкретно можемо зами
слити целокупну слику у верrикаЈlliОј равни, а силе су терети 
који дејствују у теме нима полигона. 

, Ако је ' облик неРИЖ IIОГ полигона . дат , као и раније, прву ' 
~ , ' , , 

силу F, можемо и забрати произвољно; она заједно са , странама 

а и Ь верижног полиго на одређУiе на плану сила положај пола О. 
Затим положај пола ~a плану и дате " стр"ане с, d, .e верижнрг 

, ' . 
пояигон а одређују паралелне праве с', d' , е' на плану , сила, а 

---t -+ ' .'-+" . ,., ' . 
према томе и величине сила F 2 , F'IJ' f4' На ИСТОМ [Iлану СН4. 

-+ -+ ' . '. ., . , 
одређене су и реакције R, и ' R. ослонаца А и В .Ист.о" тако су , 
на плану сила одређени и напоки , , у штаповимз или ужет'иыа. 
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Хоризонтална компонента тих наПQИН Је у свим штапови~а иста; 

она има BpeДH~CT нормале спуштене из пола О на правац сила 
-> -> -> 

F F · 'L l' 2'" ',Ј 1'4' 

• 

А.-_----·------·,11 

ь 

• 

-.<:, 

Слика 62 

Обратно, ако се тражи обрик вер.жног полигона под усло

вом да он поднесе дате терете'И да му стране буду дате дужине, 

правац тих страна се одређује И3 плана СИЈlа,. рецимо, на овај 
начин. Правце прве две, стране узимамо произвољно ј .Њ~ОВИМ 

избором одреljујемо положај пола о. Ако после ,ога крајеве с .. ла 
Ft., Fз , ИТД, спојимо са ПQЛОМ О, праве с' Ј d', е' одређујуriравце 

страна верижног ПО/Iигона; на ТИМ правцимз се одмеравају дужине 

... атих страна тог ПDлигона. 

§ 8·51. Лаичаница 

у претходном параграфупроучавапи смо равнотежу вери-
.' . 

жнаг полигона са странама коначних дужина. Резултати Т,ОГ про-

учавања могу се проширити и на случаЈ кад се верижни полигон 

претвара у крину линију, чији бескрајно мали елементи одгова

рају странама верижног полигона. Таква линија се зове лаllча

nица у најширем смислу те речи. Ланчаницу ћемо сматрати као 

нерасгегљиву и аПСОЛУТНQ гипку, тј. као линију која може мењати 



, 

Э21 Ла'нчаница § ,S''SI ' 

свој об.ЧИК а да та пр о м е на не изазива у матерИЈалу, од кога је 
" 

остварена ЛИНИЈа, lIИК8 f<uе унутрашње .силе, силе еластнчНОСiи. 

у случају ве р ижног ·полигона ИМ3)ЈИ СМО СПQљашње силе · 

које су дејствовале у теменима тог ~олигона. Пошто на кривој 
линији, која сад Э3 1'1-iењује верижни , ПОЛИГОН, има на I<оначној ду

ЖНИИ бескрајно МНО ГО темеН8, у СВ8I;CОМ ~eMeHY не може дејство-

вати сила коначног инте нз итета, јер резултанта Т31(8ИХ сила МQже 
бити б е сконачнО ве лика, а тај случај се искљу"ује .. Коначне силе 
могу нападати само поједнне тачке; овај . ћемо случај TaKo~e изо. ' 
ставити. Према · том е претпостзвиhемо да су спол-~ашње силе, .које 
у претходном посматрању дејствују 88 крајевима елемената' лан· 
qанице, бескрајно мале. Уво!јење таквих сила у рачу~са ко· 
начним веnичинама можемо и~вршити нЗ овај иа ЧИН. Оэначимо · 

бескрајно малу дужину линије са дs. Нека почетак те дужине 

игра УЛОГУ HeKor темена верижног ПОЈ]игона. Означимо даље С8 , 
---+ 
др ону бескрајно ",аду силу која дејствује у тој тачки. Уведимо , 

---+ 
ј , ' 

колиqник 'ДР: ДS и пређимо на граничну , вредност 

-7 ,_ 

. дF -+ 
Ilm = {. 

6.->0 ДS 

Ако та гранична вредност , постоји, 

сuщuфuчко оuшереhење Д~Te ланqанице у 

на је4ИННЦУ дужине линије, 

...... , .;...... ' 

оно се зове вехшорско 
• • "о " 

даТОЈ тачки израq}'Н,з,:rо 

Јасно је да је димензија овог сп~цифичког оптереhеи.а 
, , ' 

-+ -+ 
,О 

[f] = [F:s] = МТ-2 • 
-4 ' 

Сем снле дF на изабрано теме дејствују јUШ две реакције, 
. ., 

ЈШЈе смо за случаЈ 1 тог теме на верижног полигона оз-начили са 

-+ -+ , ' 

"'

+ и f> ,-, 
I l' I , ОВ8 се последља сила може претсrЗВИТ8 и СИЛОм 

->+ 
-::- Љ-l . 
можемо 

, о, 

За постављаље услова р~~нотеже сваке т~чке ланчанице 

сад искористити једначину (1) ,претходног параграфа: 
... ... ... 
R.-+F,+R,+ О. 

• 

Како ову јцначину можемо заменити једначином 

---t -+ .... ' 
Р, +(R,+-lЏ'_,) =0, 

ова једначина у примени на , Т8ЧКУ криве nи'није са два ,елемента, 

21 МеIаника систем. 
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наредним и претходним, у чијим правцима су реакције Љ+ и Rt - 1 , 

после ' поделе са !1. дај е 

• 
--+ -
М:+дR ~ O, 
!1s !1s . . 

а после пр~лаза на граничне -вредности дефинитивно имамо 

• -> d-> ' 
I+-Н= О, . ds 

'" ... 
где ј е R сила реакције или напона у датој тачк и ланчанице.· Пошт() . . , 

тај напон у грани ч ној векторској вредност,! и ма правац тангенте 

на ланчаницу, претходну једначину можемо претставити и овак!> 

(1 ) 
... . d , .. -
1+- (RD) . О, 

ds .. 
. где је R џгебарска вредност напона у датој тачки, а D орт тџн
генте на криву ,у истој тачки, чији је смер oдpeђ~H позитивнии .. ' 

смером рачунања променљиве s на кривој . 1 ј е BeKTopc140 спеЦli~ 
фичко . оптереhење. Ј едначину (1) треба сматрати као основну ' 

. ,-
векторску диферен цијалну једначину равнотеж е ланчанице под 

утицај ем некторског оптереЬења . . 
у . с каларном облику за Декартове осе из . tl) ' ' добијам() 

једначине : , 

Ix+ !L(R _dX )~O , 
ds ds t . 

(2) Iу + !!... . (R.!J:. )~ O, 
ds ds · 

1, + -~ ( Н dZ ) ~O . 
. ds . ds 

Не би било теш ко написати скаларне једна чине и З8 .. а које 
криволиниске коо рдинаТ,е тачке. у простору. • 

" . , 

Напишимо скаларне lеДН8ч!!не у природној фор",:и, тј. У 

односу на природни тријед~р оса. 

Ако нэвршимо диференцирање у Једначи н и (1) 
. .. 

/+D.dR + RdD О 
. • ds ' . ds . 

. , 
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и приметимо да Ј е 

-> 
dD 1 --> 

. =-N, 
ds Р 

~ " ; 

где је N орт главне нормале и р полупречник кривине :r датој 
тачки, векторска ј едн а ч"на (1) може се написати 

Ј+Е щ+Ј. јЈ = о. 
ds р . 

, 
После пројицирања чланова те једначине на правце таН'генте, 

главне нормале и бинормале добиhемо три . скаларне Јед~аqине 

f + dR =o 
D ds ' 

R . 
f N .+ = 0" 

~ . р • 

{в ~ О, 

где су употребљен е озн.аке очигледне. Добивене једначине ·И·мајУ 
• 

јасно геометриско тумачење и показују везу измеђУ природних 

геометриских еле м е ната ланчанице. ,напона у љеним ' тзчкаиз и 

датог специфичког оптереhења. 

Поставимо сад задатак о . одређивању облика 'равнотеже 
ланчанице под утицај е м датог оптереkења. Решење тог задатка 

стоји у вези са ин т е грисањем, рецимо, једначина (2) У Декарто
ВИМ координатама. Ове Једначине садрже непоенате 

(4) 

које треба да бу ду одређене у функцији изабране . независно 

променљиве s. Пошто та променљива стоји у вези са променљи
вим Х, у I Z ЈОШ и помоhу једначине 

(5) ( dx)2 + (dY )' + ( dz)2 = 1 , 
ds ds · ds . . 

проблем се своди на интегрисање система једна чин а (2) и (5) Э! . , 
-одређивање пром е нљивих (4) у функцији s. Пошто је систем , . 
једна,ина (2) другог реда; односу на х, У, z и првог редц у . 
односу на R, при чему треба да буде задовољена једначина>(5) 
првог реда у односу на х; у, z, решење система (2), (5) У оп-. . 
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штем случају треба да садржи не' седам веn шест произво~них 

констанзтз. НаЛИШ II МО то решење KP~TKO 

-> -> 
т = т (s, 
R=R (s, 
-> 

С.,, ... , -

где је, као обичн о, т вектор . положаја .Тач".е. Произвољне кон-

станте иilТеграцнј '~ треба да IiУДУ одређене из допунских услова . 
. Наведимо примере ти х допунских услова. 

-1. Дато је: Јю.' Qж ај једне крајње таЧЈ<е "анча~ице, правац 

тангенте и вредн о ст реакције у тој тачки . . Ако ,дужину лука s . . 
рачунамо 0,1; почет не тачке, наведени подаци се изражавају једна-
ЧИН8ма : 

, -> 
r о = r (О t С.) '2," ., С6), 

.. 
при чему треба да буде испуњен услов 

-> 

~ (:;{ = 1 , 

и према томе друг и векторски УС.ЈЈов даје · само 

услова за одређи в ање произвољних констанат •. 

• 

• 
два .скаларна 

" 

. 2. Дато је: ПОJlожај две крајње тачке и целокупна дужина 

ланчан"це. Једначи не з а одређивање констаната T~e6a да изглед'ају 

-+ -+ - ~ ' 

Го"'" Г (О, С1 , С2 , ... , CG ), 

-> -> 
T1 = Tt"'(Z; .c1J ,C:.i "", св), 

-> -> 
где су То и Т1 векто рн положаја крајњих . тачака. и 1 дужина ли-
није. Помоhу тих !Јодатака .се одређује форма .13 нчанiще И'напони 
у С8има њеним та ч камз. 

. 
3. Дато је: положај једне крајње тачке, целокупна ду>Юина 

ланчанице и површина на којој треба да се нала," друга крајња 

тачка. Једначине за константе .суове: за прву крајњу тачку . 

-> -> 
'о = 1(0::, С1 , с2 " ,: ,", , ' С6); 
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за другу краЈЊУ т а чку , која треба да се налази lIа површини чија . 
• • 
Је Једн а чина 

-> . 
'р( г) ~ 'I'(x,y,z): О, 

прво имамо услов 

-> 
'р I г (1 , С, , С2 , ••• , Се) Ј ~ о· , 

затим . И3 ус.,ова да тангента ]1а криву у тој ти"КИ треба да буде 

нормална на ПОВрШИ Il И (при томе смо исиључи",и случај ·кад је 

реакција у другој нра ј њој тачии једнака нули ) , тј. 

-> 
D = grad, '1' , 

има,МО ЈОШ два УСЛ ОВ~, који се у Декартовим координатама иара-
• • • 

жаваЈУ ПрОПОрЦИЈа "," 
' . • 

( dX) : ( dY) : (dZ) ~ (д'l') : (д'l') ( д'l') , 
ds ' 1 lls 1 ds 1 • дх 1 ду 1 • дz , . , , 

где индекс 1 пока зује да одговарајупе функције од s треба узети . 

за s ~- 1 • 
На тај начин С'!О доБИJlишест услова за одреlj"в~њесвих 

ПDОИЗВQЉНИХ КОНСТ2.на тз. 

Слично може бити решен задатак ПОД условом да и прва 
Ta~JKa м ор-а да лежв на датој ПОВрШИНИ. 

• 
4. Најзад прет п оставимо да је дато: поЛС>ж ај прве тачке,· 

. ., . . 
дужина целокупне ланчанице и услов да други краЈ мора " да 'се 

налаз и на датој кр ивој чија ' је векторска Једначина 
.. . 

-+- -> 
г' = г* ( о.) , .' 

где је: г* вектор по-'Ожаја гачке на тој КрИВОЈ и о дужина лука 

!е криве. 

За прву тзq1t у, X~O и раније, имамо 
-> -> 
r о = г (О , Сј , С2 , ... , Св) , , . 

а за другу тачку. IJPBO, можемо написати услов 
.... -+ 
г (l, С, , С" ••. , С,) = г* (о) . 

Ова векторска ј еднач"на даје једну скаларну . једнаЧ"НУ' . ~а,i . , . 

одређиваље вредности параметра а И две остале скаларне једн,!,, '. - . . , -
чине за одређивањ е про извољних конетаната. Још једну једначину 

за одређивање тих констаната добиhемо из услова, поново . са 
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, ,. 

претпоставком да у ДРУГОЈ тачки реаКЦИЈа НИЈе нула, да тареак-

ција мора да стоји управно на тангенти на дату криву у другој 

тачки; таЈ услов се изражава Једначином ... ... 
( -:' ~:), .~ О, 

где смо вредност ""аларног производа узели за s -1 и за 6дго
варајућу вредност ЈЈараметра (Ј, 

§ 8.511. 
. ' ,-

АналОГИЈа измеljу проблема о равнотежи ланчанице 

и проблема о кретању материјалне тачке' 

• / 

Уочимо !,-иференцијалну једначину (1) § 8'51 равнотеже лан-
чанице у облику 

\ 

d .. ... 
--(R)+f=О, 
ds ... , -;. 

где је R сила реакције или напон, f епецифичко вектореко опте-
рећење и s дужина лука ланчанице . 

• 
С друге стране, узмимо диференцијалну једначину кретања 

слободне матерИЈалне тачке у векторском облику 

d->'" 
Јl (mv) ~ f' 

... ... 
где је т маса таЧt<:е, v њена брзина, F сила и t време. Ако СТЗВli'мо 

1 v 

претходну једначину мuжемо заменити ЈедначИlЮМ 

-> 

d (;)_. F =0, 
ds mv 

КОЈУ можемо сматрати, ако сила не зависи непосредно Од вре-
, , 

мена, као Једначину тр:чеКТОрИЈе тачке. 

у поредимо две једначине 

d'" ... 
(1) - (R) + f = О ,(статика), 

ds . 
... 

(2) 
d -> F 
-(v)- =0, 
ds mv 

(динамика) : - . , 



Лнапогнја измеljу 4ва проблема 

, 
~. 

, ,. 

ВИДИМО да јед на једначина прелазн у другу, ако ставимо 

(3) 

(4) 

.. .. 
R=v, 

• 
.. , 1 .. . 
{= - F. 

mv 

Према томе се може поставити аиалогија између проблема .. 
о кретању материјалне тачке и одређивања тра ј екторије те тачке, 

с једне стра не, и проблема одређивања облика рџвнотеже једне 

линије са датим оптерећењем, са друге стране. Сваком реше'њ'у . 
или ма којој особнни динамичког проблема одговара решење или . , 

особина статичког проблема, и обрнуто. Тако на основу ПРОУЧ8,. 

вања ДИН8МИЧКОГ пр облема, познатог из механике" TaQKe, ,МожеJdО - . 

навести ове особиtЈе статичког проблема: ._ , , 
а. Ако '. је прој екција , специфичког оптерећење на сталаи, 

правац једнака нули, пројекција напона на тај правац иr-" ·сталну 

вредност. Лако је извести и непосредни доказ тог става. 

Ь •. Ако је пројекција специфичког оптере liења ' ва сталну 

раван једнака нули, крива ланчанице је у равни управној на 

сталну раеан. Прој екција напоюi на ту раван је стална. Доказ" се 
, .' 

оснива на претходном ставу. 
. . . ~ .. 

с. Ако је мом ент специфичког оптерећења у односу Н8 не'к'у ' , 

одреljену осу једнак нули, тј. правац оптереhења Иllи" сече ' 'гу 
осу или је са њом паралелан, пројекција ланчаннце на раван 

управну 1Ја ту осу има особину' изражену ЈеДflачином 

dfJ 
(5) R ," - = const., 

ds ' . 
где су , и fJ пола рне коррдннате · проје кциј е тачке Л8нчаllице на 
ту раван. Заиста, ако је момент сил· е једнак нуди , имамо ннтеграл 

површине · у помеНУТОЈ равни 

dfJ 
" - = const. 

dt 

Пошто за с татички пробllем И3 (3), имамо 
1 . 1 
-= R - , 
dt " . ,ds 

написани интегрэл доводи до интеграла (5). ' 
• 

d. Ако специфично оптерећење увек пролази кроз сталну 
тачку у простору, ланчаница је равна "ри ва и у тој равни ·важи 

интеграл (5). 
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е. Најзад п ретпоставимо. да специфичко оптерецеље има 

ФУНК'Irrју оuшереhења, тј . 
. -> 

, ј ~ grad И, 
-> 
ds . 

тада множењем некторске једначине (1) скаларн() С8 .-

(6) 

Јер су 

dR + dИ = 0, 
ds ds , 

-> 

( 
dS) . 1 ..... dИ 

gr. d И,- =- '(grаdИ,ds)=-, 
ds ds · . ds , , , 

. -> 
'R) _ dR - - -
R ds 

, 

Из , јед~ачин е (6) изводимо ии~еграл 

(7) _ - R + И = k, 
где је k произвољн " константа интеграције. , 

ds 
добијамо 

Иитеграл (7) одговара интегралу живе силе у дииамичком 

проблему. Функциј а силе се тада одређује из једначине (4) на 
овај .начин. Стави .\Ю 

.. ...... -)1'.. -

F = - т уј . - т R grad И 

и занључујемо на основу (7) да је 
-> 1 . 
F ~ -ll! (k - И) grad И = grad - m (k- И)', .. 2 • • , 

одакле слеДУЈе да Је 
, " -> 

Е . grad ИЈ' 
где је 

И =_1 m(k-И)'-h 
1 2 , , ' , 

са пронзвољном константом ћ.' Интеграл (7) заиста се трансфор
мише у интеграл живе силе H~ овај начин, Пошто је R .' у, из , 
(7) имамо 

v=k - И, 
одакле је , . 

mу' =...!... m(k-И) ' 
2 2 

и према томе .добијамо 

где је Т жива сила тачке, а то је интеrрал живе силе. 
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§ 8' 52. Слу<:ајравног о IIТcpeћe њг. 

Претпоставимо С3д да сви вектори спеЦИф И " Ј(ОГ оптереЬења 
ПРl'падају истој рв,,'; и. Оqевидно је да је у то ,·, слу чају ланqа~ 
ница равна крива у.! Д8 се реакције у крајЊllМ та ц кама нал.аз~ у 

истој равни. Векторс [(а дифереl\..цијал~а једна.ин" у облику 
. 

-> d ... 
f + - (RD) = O 

ds " 

, . , 

остаје на снази и у овом случају, али у скаларма" облику имамо 

само две једначине 

(1 ) f + ~ (RdX)=O , d d ' s' s 

j~,+' ~ (RdY) =O 
, ds ds ' , , 

(2) 

КОЈе заједно са једиач ином 

( 
dx \2 + (!!.у)2 = 1 
ds Ј . ds 

, ' 

омогуЬују да се од.реде три величине: Х, у, R у функцији ду. 
жине лука s. При тос., е треба да буду поставље н " и условиз~ 

• • • 
краЈеве ланчанице. , ' 

у природној ф орми имамо такође ове једна чине 

са очеВИД1iИМ ознака ма. 

R 
f N + =0, 

р 

НеЬемо улазити у проучавање детаља тог опште г случаја 

равног оптереЬења и ::S ilуставим-о се само · на важню,f специјалним 

случајевима И , пре свега, на случају паралелних СИ.~а . ' 

• 
§ 8' 521. Случај оптереliења паралелним силама. 

Линија оптереtiења 
• 

I)ретпоставимо сад да су силе оптер е Ь'е ња паралелне';' ' З3 

такве силе можемо, с Једне стране задржати специф"ч,~о оптере· 
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пеље израчуна то на јединицу дужине ланчанице, КОЈе у случају 

паралелних сила можемо изразити' овако 

-> 
где је ј сталан арт правца пара,lелиих сила, и где {а означава 
'Ј!Гебарску вред.ност тог С'1ецифичког оптереhеља. 

Са друге стране, згодно је увести специфичко оптереhеље. 

израчунаго на јединицу раСТОЈања између паралелних сила са 

вредношhу 
-+ 

->'. I!.Р -> 
q = 11т = q" . Ј , 

,;X~O I!.х 

где Је I!.х елемент таквог растојања, а q" Је алгебарска вредно,СТ 
-+ ' 

новог специфичког оптереhења. Са I!.Р је означена резултант, 

сила на елементу Lls, ОДНОСНО дх. 

Пошто је 

1
. I!.х 

, lШ' --:-- COS а , 
';s->O I!.s 

ГАе Је " угао између. тангенте на ланчаницу и правда х осе, 

управне на пра~ац сила, између једног и другог оптереhељ. по-
стоји веза 

(а = qa COS а . 
• 

-> 
Ако су паралелне силе - силе теже, нектар -q показује 

спец"ф"чко Оптереhење израчунато на јединицу хоризонталне 

дужине. Његов интензитет можемо С,,!атрати као функцију х, тјо 

q=q(x) 

И као сваку' фун](цију можемо претставити графички. Дијаграм 

те функције се зове лuнuја оuшерehења. (со,. 63). Вредност q 

С.1ика 63 

можемо одмерити или' "непо· 

средно од х осе или од криве 

линије лаПЧ2.нице; у ПОСЈЈедњем 

случају једначина линије опте

рећења изгледа 

Прuменимо сад на ~лучај 

. паралелних сила једначиие (1)' 
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и (2) § 8'52 равнотеж е ланчзнице, Пошто Је за та Ј случаЈ 

Јх =0 
, 
из прве Једначиие им а мо инrеграn 

Јх R - = eonst, - Н, 
ds , 

(1) 

. који тврди да хоризонтална компонента иапон а у сваКОЈ тачки 

лаuчанице има сталну в р едност за свако вертика л н о оптереЬење. 

За иекоришhава ње друге једиачине 
• 

• 

ју + _t!... (R dY) = ' о 
ds .ds 

, 

узмимо у обзир ово: 1, ако у осу наперимо иавиш е, имаМQ 

ју= - lim е.!:. = _ Нт /:;Р . 
~S~O /:;s М--+О /:;Х 

/:;х Јх 
- = -- q--, 
/:;s ' ds 

и 2. на основу (1) имамо 
• 

Ју dy R--=H - . 
ds Јх 

После тога претходна једначина- даје 
, 

- R - = q-d ( Ју ) , - Јх -. 
ds ds ds 

и доводи дефинитивно до једна чине .. 

(2) 
Ј2у 

H--q ~ О. 
Јх' 

" 

То је диференцијална јеlJ,начина рав'иоте же Jlанчанице са 

специфичким . оптеРi'hењем израчунаТИ1$ на јединицу хоризонталне . 
Аужине. Кад је то опте реliење дато као функциј а х , двострука 

KBaдp~Typa решава проблем интеграције јед"ачине (2). Две 'ПРО
·извољн.е константе се од р еђују из .доriу~ских услова. На пр., IIЗ 

услова да ланчаница треба да · про'lj~. кроз две дате тачке, ИЛИ 
, ., 

да прође кроз једну тачку и у тој тачни има дати правац , ре.к' 

ције односно напона. Сем тога, разум'е се, тре ба да буде дата 

константа Н, хоризонтална компонента напОН3, која према инте~ , . - ,. _ ._. 

гралу (1) треба да и ма сталну вредност у свим а та.кама лан-

чанице. 



• 

Обична 1I311чаниuа ЗЗ2 § 8:5212 -------- - -- - --'- --'----'-

, § 8' 5211. ПаР,аболична лан<,аиица ' 
, 

, 
Ако специ фнqко оптереhење и зраqунаl'О 

зонталне ДУЖИilе има сталну' вредн ост" ТЈ, 

на Јединицухори-

" 

q = СОП5 I" , 

из Једнаqине (2) ilретходног параграфа имамо прво 

'н dy + = qx · С1 , 
Јх 

а затим и 
, 

(1) 
, 1 

Ну = - 2- qx' + сј х + С, ' 
r де су С1 И С2 произвољне константе ~ интеграције, 

Ако ПQстаННМQ УСЛQВ да , у .тачки Хо , Уа наша 

Т8нген.ту параJlеЈI~У са х ОСОМ, 
• 

добиhемо дн" услова 

взње ' констаната 

qxo +-с, = О • 

Н 1, + . , ' 
Уо = -2 qx.o . С1 .х а -'ј С:!' 

, 

кри~а и~а 

заодређи-., ' , 

Ако IIосле т ога извршим О трансформацију 

, -х=х.+<, 

координата ' 

у = у. + 1], 
, 

НИј е тешко ~I звестн да 'у НОВИМ координатама;:; и 11 једнаqина (1) 
им а облик ", 

Н ' <' --' 2 -,- 1] 
q 

и показује да Је наша крива uарабола , 

Различите особине параболе могу се протумачи}и и на пара

боmlЧliој лаНЧЗliиlt и. У та еле:ментарна проучавања ,неЬемо овде ' . ' улазити. Исто "'''<0 нећемО се заустављати ;::; одређивању КОН, 
стана та интеграције С1 И С2 из . ра.rних дру гих податаК,а.,' 

• 

§ 8·5212. Обична ланчаница, 
, 

Одредимо сад облик ланчанице са СТ2 Ј}IШМ паралелним спе

цифич~"м оптереli ењем али израчунатим не н я Јединицу хоризон

талне дужине ве о на јединицу ' ду жине саме ланчанице, ' ТЈ. под 

условом да је 
j ~ ' cori5t. 



ЗОЈ Обична nанчаПfща 

у овом слу ч ају Једначина (1) § · В·.'\21 доводи поново због 

услова Јх ~ о до и н те грал а 

(1 ) 

а друга добија облик 

(2) 

dx . 
R - = Н= const., 

ds 

~ (R dY) '- f . 0'-
ds .' ds . 

Пошто у 'овом случају специфичко 
цију сил е 

.. 
оптереЬ ење f има 

-> 
f=grad(-fy), 

функ-

где је у растојање тачке о'Д одређене хоризонталне равни, према 

једнач"ни (7) § 8 ' 51 1 имамо интеграл 

• R+ U=k, 
• 

КОЈИ У нашем слу чаЈУ даЈе 

(3) . ',-. 
R-Jy. k, 

где је k произвољна константа. ' Ту константу можемо изједнаqити 
са нулом, а под условом да се раније изабрана хоризовrална 

раван налази' на таквом раСТОЈању У. од тачке са хоризонталним 

·напоном Н да је ' , 

• 

, H-jyo~O. 

у таквом случ аЈ У из 

(4) 

(3) имамо 

R=fy. 

• Тај резултат можемо" протумачити: у с вакој " тачки " наше 

ланчанице интенз итет напона једнак је ординати тачке оптереhене . '. 

истим специфнчким оптереhењем као и дужи~а саме ла:Нчаниц~._ .. " 

Ако добијену вредност напон. уврстимо У једначинУ(2). 

добиhемо • 

(5) . ~(y dY)=I. 
ds . ds 

. 
Са друге стр3не , са истом вредношћу напона из (.1) имамо.'. 

1 1 
У -= Й- "-, 

ds dx 
где смО ставили 

Н . 
а=--" =Уо' 

f 
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, 
После смене (6) Једначина (5) добија облик 

d'Y_.L ~ o. 
dx,' а' 

Као линеарнз диференцијална једнач"на 
- , ' .. 

стантним коефицијентима, а са негативним 
, , 

променљиве на првом степ~ну, она има ОВ3 ј 

х х , 
у = С1 е а + С2 е а . 

Пошто за х = О имамо 

У = Уо =а, , (!У.) = о , , dx о ' 

, , 

другог реда са кон

коефицијентом КО11 
, . 

интеграi1 

, . 
после одређивзња произвољних · констзнзта имамо дефинитивно , 

Једначину , 

У= 

, 

а х 
- -(еа 
2 , 

• ·0 --

у теорији кривих ова се линија због своје механичке осо

бине зове лаЮ{(llIuца; да је разликујемо од линија ', ОПШТИХ оДго· , 
варајуlшх особин а, можем'о је ав'ати оБUЧllа лаllчаНuца. Кад c~" 

а 

говори само о обичној лзнчаницн, реч обична се иЗ0стављз. 

Обична "анчаница (сл. 64) 
има више ин "Гере сант~их осо

бина,_ геометриских и мехаiЦ:lЧ- , 
ких. Ево неких ОД тих ОСОбин~, . 
ЧИЈИ доказ м ож е послужити 

за вежбања. 

а 

о . ' 

а.Ланчаница ј е симетрична 

у однщу на У о су. Она лежи 

са једне стран е од х осе,' која 

је база лаllчаНlще, и ~ече JI осу 
на растојању а од базе. Дужина 

а зове се uараЈ.,ешар ЛQllчаlluце, 

Ланчаница је Ј( онве ксна крива 

Слика .64 

за nOCM8TpaQa на бази ~ . .она нема _ .. ,-
ни сингулзрних тачакз НИ_ -зеИМЦЈ,ота. 

Ь. Ордината тачке· лзнчзнице је средња 

међУ дужине ноrмале N и параметра а. тј, 

у' = Na ='ауУ 1 + У" . 

, ' 
, " 

• 
пропорционална И3- ' 

, ' 

• 
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• 

. 
Одавде добијамо једн ачину 

а2 yf2 =i~ - а2 , 

коју можемо сматрати као дифереџцијалну једначи н у првога реда 

наше ланqанице. 

с. ТангеНТ8 лаН'Iа н ице ДОДИРУЈе , круг полупр еЧНljка а са 

_ центром у подножју ординате тачке 'додира на лаНЧ8НКЦИ. Одавде 

следује једноставан начин конструкције нормале и тангенте на 

ланчаницу. , 
Ј. Дужина лука s од темена до тачке на л а нчаници једнака 

је дужиии тангенте мр ПО8У'lене из тачке ланчанице на горе по

менути 'круг и према т оме Је 

S2=y2 _ a2 . , 

е. Полупречник кри вине 

дуж иии нормале, тј. 

р ланчанице у сваКОЈ 
, -<- -

, 2 

p=N=L. 
а 

, . . 
тачки, Је :Једнак 

. (. Еволвента ланчанице је шракшрuса ч'ија је једнаЧИИ8, . - ,. , 

, а + Ya'~y2 , " 
х = аlо<> ---'Уа2 -у' . 

о ь у ' о , 

g. Сваки лук Л8НЧ8нице (сл. 65, а, Ь, с) остане у раввотежи, 
'. .- , . . -

ако на краЈеве преко м алих котурова надовежемо ужета исте сп~' 

, ОО 

'--
" , 

Сnика 65 

цифичке тежине као и лук лаичанице са дужинама једнаким ор' 

ДИН8тама краЈЊИХ тачзкз. 

ћ. дко поставимо питање који облик треба да има tешt<а 
, 

хомогена линија учвршhена у двема тачкама простора; ' да њей" 

тежиште има ~~ЈНИЖИ ПОJlо.>:Кэј, облик лзнчанице одговара_ нз; ТО 

питање. 



ГЛАВА ДЕВЕТА 

Мале 
• 

осцилације система 

§ Q' 1. Теорија осцилација 

Из мноштва раЗНО8рСНИХ кретања, било природних било 

вештачких, издвајају се кретања о~циJiаторног карактера. Теорија ,' 
таквих кретања чини шеорuјуосцuлацuја. , , 

Издвајање теорије осцилацнја из проучава,њаопштих дина
мичких прОблема у засебну грану је дошло, угщвном, '''$ два' - - . , 

разлога. Прво због тога што осцилаторна кретањаиграју ограмну', 
улогу како у теориском тумачењ'у низа фИЗИЧКИ!, појава тако и 
у практичном ювоljењу односно у функционисању разних T~ope
вина наше материјалне културе. Други разлог'јетај што се 

основни проблеми теорије осцилација решавају баш оним матема' 
тичким апаратом, наиме интеграцијом линеарних днференцијалних 

једначина другога реда пре свега са константним коефиЦијентима, 

који је МНОГО једноставније 'од оног математичког·'- апарата који 
се примењује у општем случају. -

Као и мех.ника уопште и теорија осцилација се дели на два 

дела: на теорију осцилација матеРllјалних система са коначним 

бројем степена слободе 11 на, теорију осцилација сист~а са беСКQ

наqио .'великим, бројем степена,~ слободе. Прва је у -ве-зи са Инт"е .. 
грисањем обичних диференцијалних .једначина, друга, са интегри-. . ' 

с.ањем делимичних дифере~цијалних једначина. Овде пемо изло'-
жиrи само елементе прве теор.,је.' 

Проучава!Јемо углавном кретање'материјалног система о'!о 

стабилних, положаја равнотеже и то или Л!аЛUХ 'ОСЦl1лацuја"'иilи 
, 

.коначнuх, ; које се врше :ПQ-·ИСТИМ линеарним законима као и маЛ",е. 
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. . . ' . 
На спеЦИЈаЛНОЈ теО р ИЈИ такозваних нелuнеарнuх ОС1!uлаЦUЈа овде 

се "ећемо заустављати. Под малим . осцилација м а се разумеју 

такве, чиј э област кретаЊ8 може бити КОЛИКОГОд желимо М8Л8, 
. -

8КО само ставимО.М rJ.т еРИЈfI.lIНИ систем у ПОГОДНО почетна кинема .. 
тичКО стање. Пр6учанање малих осцилација ј е пажно јOIЏ и · по 

• • • 
томе што се на могу t ! lIОС Т,и ТИХ осциnаЦИЈа оснива такозван-а '!рва 

мешода проучавања стабипностуопште. РаСУђинање,које смо 
• ' а,' . 

применили при дока зу Лежен-Диришлеове теор е ме о етабилност~ 

положај а равнотеж е, спада у . другу мешоду. 

Теорија осцила 1 lи ја се бави' и ' пi>оучавање м они, КРета·",·а . 
- .. -' . . . . " -, .,.,..... , 

матерИЈалних система КОЈа ){арактери~ мала отступања СИС'r~м.а" 

не Од1l 0пожај~ раВllотеже, већ од одређеног кретаља тог система. 

t-~аш е излагање обухвата како мале осцилз пије ХОnО_НОМ~ИХ 
система ·тако .и оне нехолономних: Прво проуча на ~IЬ мапе осцила· . 

- , ., ' 
ције материјалних ,истема са једнии степеном слободе, а ПQсле .. . - . 
и са више ' степена слободе. Анали зираhемо случајеве ··КQнзерва· 

. . .' _. , .- - ~ 

ТИ8НОГ И неконзерваТИ8НО~ кретања, IТj •. са . отпорним СИJl~МаЈ, ... а :~ 

та){озване uрllilУДliе ОСЦllлаЦuје. " . . 
' . . . "~". 

Пошто теорија осципација материјалног система, ' наРQчиtо . . . ~ . ,. " . 
са Једним степеном uюооде, .има МН'ого З-3ЈеДНИЧЈ, О I' са teO-рИЈОМ: 

осцилација ~атернјалне T a ~1Ke, кој' СМО ИЗЛОЖИ)]И ' у ~"'м 'ё~а,~~идИ-!'
тачке, овде можемо, с једне стране, скрати ти наше . из~цrа~~~;~i~,~: 
неким местима, 3, са дру ге, ако понављамо, можемо УПО·'r;р:~~:k.f.И' t 

, ., - ~, . ..:.. 
другу форму ради ДОlJу" е и проширење "1атеријала и . м~"одике 

ИЗllагања . . 

§ 9' 2. Диференцијалие j"ДHa'IНHe I<ретања холономк(}l"'. . - .-. - - . . 
матеРИЈалног CIICTeMa у примени на ОСЦ!IЛВЦИје . 

• 
ОКо _положаја. рввнотеже 

Посматрајмо нек и ХОЛQН()МНИ. м~теријаJIНИ СИСТ~М са _ п jT~" 
пена слободе. Нека q" q" ... , qn буду незаВИСlJе г.енералИсане 
координате тог сис-тема'l Ако ПРОу,чавам,О 'кретање ' СИСТ'ема' око 
неког одређеног положаја равнотеже, сваку од незавиСних коор

дината можемо рачунати тако да ' у том ·положаЈУ р,внотеже она 
има вредност Једн.аку нули. 

Пошто је пФюжај'равнотеже система Moryh само ' У случају 
kад коначне везе не за висе од - времена ; а диференцијалне .еЗ~ . 

. Ј _ . , .- 1 

су хомогене, увођење генераllиеаних координата може c.e. '-извееТIl '. 

22 Nteха~ика ' систе~а 
• 
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, 
помоhу, једначина у којима исто тако нема времена: и жива · ~ .иmг ... 
Т система ПОД Ћ'М ' условима биhе хомогена функција гецерали-, 

саних брзина, Стави"о " 

, П ' , п I 

2 Т = ~ ~ iit ,q/ q/, 
~. L.J f 

. ј=Ј ј=:.l I -

, , 

. . , '. ' " 

где су аи у општем случају фу,нкције КООРДИН,ат~', Пр'етпостав~' 

љаио да се ове функц .. је могу ра~8ИТИ у редове И , у пр"ом при~, 
ближном посматраљу' се заустављамо c3Mq на константном qла~у; .. 

, , 

тај константин члан означи~о са Qij. Према томе за мала "ретања. 
, ,'1'- . ' 

МQжемо узети 

, П 'п 

2 Т .}:] а'ј q,' q/ , 
, , 

i :;;::: l '}.=1 
, " 

. .' . 
где су а'ј константе КОје,_ се , ~OBy' инерциОНIJ коефUЦfJјеншu, '"ате-

ријалног система за дате..генtралисан'е 'координате;њихове вp~д

ности одговарају конфигурацији C~CTeMa у положају ' равНотеже. . - ~. 

Са претпоставком .да су a ij KOHi;TaUT e, 

непосредно од координата и!lпрематоме је 

. " " ' 

жива ' С51'1IЗ :не' ззви-сњ - , . -

" • о' 

- - , . 
дТ ~" O, ј---.:l, .. 2,.".\.,n .. 

, дq, ' 
, ", , ~'- - '-

Како су делимиqци ИЗВОДИ ЖИВ~ енде по · генераJ.lисан~м 

брз инама линеарве форме, са константним коефИЦИјентима 

биhе JIагранжев 

• дТ " , 
_ ~ =:= ~ йi/ q/ 
дq " ~ , , 

, }=) 

, 

-, 
бином линеарна форма "Убрзања , 

. _. . ,---. п 

d , дТ дТ , ~ " 
dl дq/ ~ дq, = ~ аи q, ' 

. , 
} = 1 

, , 

Што се тич е дес нн х CTpaH~ JIагранжевих јед~ачина, ' генера

лисаних сила Q, (i = ), 2".,., п), при анализи МЦЮ\ кретања те 
. .... . . . '. . . . . 
силе се обично деле у две категорије: ' ,- , - , , 

1, Силе, које зависе од ' положаја система , _ Ове силе , иrpзix. ' 
улогу покретача система; ' ако се систем ОТКлОни ОД полОЖаја '" 

, 
" 
, 
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р'авнотеже. ове силе У случају стабилности имају тенденцију" да 

га врате у. положај р. внотеже; то су силе усuосшаВЈЬања. У слу' 

чају тешког систем а ТО је сила теже И)ЈИ њ е llЗ компонент:з; , у 

еЛЗСТЈIЧНОМ с-истему ТО су силе еnастичности итд . 
I 

У приближном посматрању тај део генералис а них сила 'се 

изра,жава nOMohy ли н е арних хомогени х функциј;; гене'ралисаних 

координата, ТЈ. има облик 
• о" , _ 

ј=1 

. ' " . . , 
где су СН константе ; з нак минус .смО стави,ЛИ ради Ј едноста~НИЈег 

писаља једначина у даљем излагању. У веhини трети'ранИХ "' кон-: . 
KpeTHWX случај ев а ове силе су конзервативне и према томе за 

њих постоји потен цијална енергија П (одиосно функција сила 
, , ' , u ~ - П) облика . 

. 1 п 11 • 

[1 = 2' ~ ~СiJЧ' qj ; 
ј . 1 . ј=Ј ,. 'о. 

кад константе С,ј за довољавају '·услове 

' . Сц = СЈ! , ј, i ' 1,2 j' ... -; :n. 

у СЛУЧЗЈУ 

еласiullЧНОСШU, 

еластичних сила величиuе Cij се зову f(оеф;ЈЦUјенши 
а у општем случају' . то су f(оефUЦUјеншu . усuо.-

сШављањй. , 

2, Другу категорију сачињаВ8ЈУ ош iiорне си!)е. Ове 
/ 

узимамо у облику ,'ине?рних хомогених функција брзина, 
"с~ле 

тј, у . 

облику 

п 

- ~ Ь/ј q/, . 
ј=l 

где су Ь·· , <) константе, уј овде је најглаинији , . слу ча Ј, кад ове силе 

зависе ОД дисипати в н е функције 

п п • 

V = + ~ ~ Ь'I q,' q/, 
ј_'l J = l 

тј , тако да Је Ullгова рајуhи део у .. , ге~ералисаНОЈ сили 
• • 

дV . , 
,. дq' . , . 

• 



• 

§ 9 2 ЛифереищtЈалне јеnН8чнне I<рета ,!- а 
, 

у отпорне силе спада' и СUЛfl јјјрења. Сем I(омпонеите, ' која 

је пропорционална брзини (случај подмазаних по врши на), c~"a 

трења може да има према l<.улон·МореНОlJОAl аакону и , сталнуК6,,· , 

пон е нту која ј е пропорционална притиску изме]ЈУ тела " Ако је у 
. , 

С.lJУЧЗЈУ малих нретања таЈ прити~,ак сталан, сила ,' тре-ња има 

сталам интензитет, а з нак · је . подешен тако да одговара супротном. 

смеру брзине, Ту силу за,. координату q,' >lоже"о претставити 
" изразом 

где Је k коефиц"јент трења и R; интенз итет реакције. 

3. Најзад у трећу категорију спадају силе периодичиог кара'к· 
тера које се изражавају функцијом BpeJl\eHa. Мала кретања у ПfИ-

О, • • 

СУСТНУ таквих ' допу нских сипа зов.у се иринудна крешаЊй ; специ'· · ' 

'ј.пио uранудне осцtlлацuје. " . , ' 

Претпостављај уh и да је таква периоди'! на сила изражена . 
тригонометриски ~t коначним ИЛИ конвергентним бесконачвим pelf,OM, 

тај де о ц~нерали са н е силе који одговара i' тој координати је 

N 

~ "' ј" + 2: ' (СЈ.;, cos' V OJ;t + ~;, .iп VШ; {) , 
• • , 

• 

• 
• 

где ,\ео број N ·може бити или коначан ипи теж ити бе,Сl/он'ач~.оСтн, 
Вџичина Ш; је стал на осн.овнаучестанос, за одг.оварајуПу . коор-, 

• • 
" днн а ту q,. , 

," Ако узмемо у обзир "еве наведене силе и зауставиl!'О се само 
, , '" о " ' .0 , . ,., ,,'о 

на , Оним -силама КОЈе с е покораваЈУ поменутим ограничењимз, И3 

Л.гранжевих једначнна ""§4' 8 можемо написа ти ове једначине ' Э,а : ' -
"роу чавање малих кретања: . 

• 
, 

(1) 2: (аlj q;" + Ь'ј q;/ + G;J qj ) - - , k R; sigl1 qi+ . , 

ј=l 

• N 

+ ~ O:;~ + 2: (а" cos vw;t + ~;,sin vw, t), { ., 1,2,:~. · .,n. 
, . 

11 = 1 , , 
. . r . . 

, ' 

.овде је ,R; инте.нз итет ,одг.оварајуће силе реакције 
оо 

а СИ"lбол sign ч( 
(signum) означав а з нак , ФУНКЦllје q/. ' 
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Написане једна"",е образују у опште м СЛУ'Јају сист'ем : нехо

могених линеарних ј едначина друго га реда Са ко нстаНТАИ~ ' коефи-
, . 

• цијентима. Саставља ље ОВИХ једначина И3 конкре тн их усл ова ПРО-,. 

' блема, интегрисаље добијених једначи"а и анализа , решења са 
, - . . 
механичког гледишта - све ОВО сачињава углавном теОРИЈУ · МЗw 

Jlих крета ља. Специј ално проучаваље могуhности осцилаторних 

кретаља стqји у вези са проучаваљем стабилност и кретаља ... .. 

ПОЧНИМD прво 

пено" слоб оде. 

• • о . 

с а случаЈем кретања система са Једним сте-

§ 9' 3 ОСЦIIЛlщије система са једннм степеном слободе ' , 
• 

, 

Ако матеРИЈ'ЛНИ систем има само JeД~H 

не,"висном координата .. q, диференциј8JIна 

има у општем случају облик ' 

aq" + 2 bq' + cq = - k Rsigп q'+ 

степен слободе са 

Једначина кретања 
, , 

где је: а 

фиц.јент 

инерциони коефицијент система за ко ординату q ,Ь кое-, ' 

отпорме СИ!Ј е ј с коефицијент успостављањз~ први · чnа.н. " 

Jl,eCHe стране претста~ља СИЛУ трења, а остали чланови дају израз 

силе која изазива UРlЩУДНО кретање C~CT,eMa. Ако тих ЧЈЈа~ова 

иема, кретаље је слободно, са треље .. или ' без - трења у,'вези са " 
вредношhу коефицијента k.. Ако је десна страна преТЈ(однеједна- , 
чине једнаl<З нули, тј. имамо једначину . 

aq" + 2 Ь q' + cq = 0 , 

имамо uросшо- крешање са отпорном сило .. (0 =1= 0) и ' без ,отпора 

(Ь = 0) са Једн,чином 

aq" + cq = О> 

КОЈОЈ У случају осцила торног кретаља одговара хаРЛfониСЩl оеци- ' 

, лацuја. , " " , 

Пошто смо у ПР80ј књизи рационалне механике анализирали 
мале осцилације материјалне тачке по кривој, .: ' диференцијаJlНЗ ' 

једначина тих осцилација је иста са 'диференц.јалном је.ri.начИном , 
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; 

осцила ција материјалног ' ~ист'ема са ' ј едн.и м ст епеном слободе, 

можемо овде Од1l0СНУ анализу 38 сист ем . ИЗЛОЖНТ~ конспективно 
. . . . . 

са оним до пу на ма КОЈе одговараЈУ сист ем у и са прош,!рењем. 

кој е допушт а п родубљење М8териј0Jl8. 

'. 

. ; 

§ 9' 31. Хармоннска .осциnација система ' 

у дифере н цнјалној 

(1) 

. ' -, 
Једначини 

~ - . 
aq" + cq = О 

инерциони коефициј е нт а треба увек см а трати позитивним. ' У 

полазно" облику кад се једначина (Ј ) доб~ј е и з Лагранжеве .... , 
једначине без дељења , односно множења м а којом именованом , 
величином, пр ои з вод aq" 8q ' треб~' да' им а им'еновање ' рада. То 
~начи инерцнон и коефицијент увек треба да задовољава , ' ye/lOil , 

. - . 
[aq" 8q] = ми Т-' , • • 

а то значи да Је 

[aq:] = ми ~ [јЈ, 

Т Ј ., производ ' ии ерци?ног ' КО~~Иl\,!lјента ' и ' к вадрата генералиеане 
. координате увек треба д~ , ниа димензију мо м ента инерције. 'Та'ко ,' . ' ' . - , - . , . ' 
на пр., ако Ј е q дуж ина, а има, димеН ЗИЈУ м а се, а ко Је q угао , а 

има димеизију момента инерцијЕ:" " 
Што с е тиче к~ефицијента с треба п ре све~З ' навести да У ' " 

случају кад је у н апред познато да се говорио малои ' Kp~Taњy 
око стабилн о г положаја равнотежеса маКС ИМУМОМФУlIкције силе 

ј .. • 

I и' , .1 " 
~ ~ ~ cq- , 

2 
. , 

. имамо из услова максимума те ФУ'!Кllиј е да Је 
! 

• 

Обрнуто , ако незнамо карактер равнотеже, зн ак коеф~llii

јеllта С, под YCII OBOM clO" одређује тај к арактер, јер ,само 'З8 . 
по зитивну вреднос1.' с И,мамо 

стабилност раВ f10теже. , 

Што се тиче димензије 
ваЉ8В3 УСl10В 

. - ,. 
ОСl\илаторно "ретање и према томе , 

коефицијента С , она 

[cq8q,] ~ fcq' ] ~ ми Т- ', ' 

, 
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, 
Ако а и с сматрамо као позитивне велачине, једнач!!н. (1) 

може се заменити једначи~о~ 

(2) '1" + p'q = О, 

• с 
p2~._>O, 

а 

• ,. 

• 

Из услова за именовање величи~а а ~ с .'I3Koje вид~ги .... а 
,Р има димензију Т-", а то значи 'да је прои'звод рlапстрактни 
број, 

Једначина (2) има инrеграл 

(3) , . 
q ~C, cos рl + С2 siп'рl, 

тде су С, и С. произвољне константе. Ако уведемо 

·станте А и 8, помоhу образаца 
нове 1<ОН-, . ,. "-

• 
C,~A sin6o , С, ~A cas 8" 

·"дакле Је 

Ig8, = С, , 
. С, 

.. 
>lнтеграл (3) можемо претставити у облику 

q~ А sin (pt+8,), 

" -' .. 
То је једначина хармониске осцилације са периодом Т= 27tjp 

И бројем" осцилација у секунди, при чему је п ~ pj27t. А је ам-
плитуда те осцилације и 8, почетна ф-аЗ8. '; 

Генералиеана брзина се одређује једначино", 

• '1' ~Ap cos (рl + 8,) . 

Није тешко извести да се интеграционе константе 

,односно А, 8. одређују помоЬу почетне координате''1, и 
,ј)рзине '1,' за 1=0 на оваЈ начин , 

Кретање 

живе силе се 

(4) 

! 12 

А L\ia2+'10 
- I ,'~O 'р2''-

, 
'1 .. , , 
р 

'10 
lаО ~- .р. 
ь< 0q(J' 

система у овом . случају је конзервативно; 
-- . '. - '1 '-, ' .. 

изражава . . . 
, 

т-и-
Ј , 'Ј 2 aq'2. + 2 Cq2 = Ео, 

~, И С2 . ~ 
почетне 

.'" ~ .-
интеграл 



§ 9 ' 32 ОСUI(лације С" oTnopHulII С Н :IQ .\, 'ЗН 
, 

, , . 
где Је Ео константна , ~н~рг>!ја!:истема, Како је' 

(5) 2 Ео ~ a,qo" + cqo" ~ с (" qo;+ _Qo:' ) -- сА' , 
, р- " 

где, је 
~' 

4 ... ' 't 
-, ' 1t- а 4 " ., 

с ~ ар- ~-,- ~ "'- аn- . 

то 

може мр з~кљ~~"ти да је 'eHepг,~ja хармониске ос~>!лац~је ,. ПРО
порцибilална пре свега ква,дрчту ;ам~лнтуде, а затим или 'iоефи~ 
цијенту " усiiостављања с активне" силе >!ли односу коефнциј~нта 

."ерције према квадра,у пt~РИО!\8 односно про изводу тог коефи-
цијента и квадрата броја осцилација у секунди. , 

, . " , . ~' ~ . . . :: .. 
~KO q И q:, сматрамо као такозване фаоне КООРДUНQше нашег 

,,~териј~~ног систе _м_ ~ са ј~ДНИМ ·, степе~)~~ . СЛ9боде), таЧК8, чије 

,с'lДекартове координате у ф'авној раВНI/ ове величине, за Bp~ ... e 
кретањ. описуј е криву линију, фавну 'риБУ, која карактерище 

променустања система, :У нащем случају из (4) на 'основу (5), 
.I.0 бијамо Једначину 

q'q" 
А " + . А" - , Р- -

, ~ , 

= 1, - .. 

" 

" '" . " , 

" 

КОЈа IIOкаЗУЈе да Је фазни 'график ели пса са центром у по~етку 
"оординат. коЈ" одговара положају, равнотеже c"cTellfa, Разним 

вредностима почеТ llе енергије одговарају различит~елипсе, .које, 
су, сличне једна дpyг~j , јер р' и.ма сталну вредност за исти мате
р~јадни систем у истО м П2ЉУ, с~ла. Те ел"псе можемо С,матратlO 

као интегрiЈЛне криве наше ОСЦН,lације., За те линије је по"ета,к 
" ' , . " ' . , 1 , > • 

координата СШI"),лаРНQ тачка, Према Поенкареовој теРМИIIОilOгијw 

таква сингуларна тачка '~езове, у датом случају, ценшар uоро-
, ' , 

Дl/це фааних кривих. Кроз сам центар не пролази ниједна фази. 

крова. 

§ 9' 32, " Осцилацкје'са отпорном силом. Случајотпора 

пропорционалног првом степену браике 

" "о : I 

. Претпост,авимо да се' осцнлација ВрШII са отпорном силом' 

ПРО,порционалном првом степену брзине. , Према § ,9' 3 днферен, 
, . 

ЦИЈалиl' Једначина таквог простог кретоња ",г" еда , 

" ач" + 2Ьч' + cq ==' О, 
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где је [1 нови коефИl\иј е нт, коефицијенш ОШ/lОРНС силе. ,у случају 
отпора љегову вреднос т треба сматрати ПОЗИТИ ВНОМ, -тј. Ь, > о' . 

Ако претходну ј е дначину поделимо са а и искоrистi,,!О рао : 

.. ., с 
ННЈе уведену ознаку р- - Ј можемо написати 

а 

(1) ,С q" + 2lq + Р' q '~ о , 
где је 10~ b/a. ·Ова ј е дн ач и"а је била проучена у § IБ; 11 прве; ' 

. , , - , ", '., .. "," ' 

књиг-е. Овде he~o_ сам о навести реЗУJIтате- са незнатним ДОПу'~~М~. ' . . ". -. .~ " ," 

I.р' - l' > О. Еретање је к~аЗI\!периоднчно према једна.И"" 

q = АеН sin (р; I +80)' .. 
\ '\, 

где су А w '8, прои:-шољн е константе, '8 Рl.= I· Гр:! - i· . - ' -, ," - ~ -

Ако 

ДИМ0 га 

"ина 

написати 

"', --. - .. .. 
период периuдичног фактор! означимо са 1~ н" упоре ; . - " ~ ~ . ,- -, 

са периода" Т хгрмонисне осцнлациј' , можем'О из 'јеАн.!-
- , . I .' . ,-,;, - ~. ~ , .' ''' ''( ''', 

Т.- '} т. ,- , 
Р, 

r 

~ = 2", .' 
р . 

т , Р т" , т . 
] 

, , 
• 1 :- IJ., 

r _ - r ' • 

. 
Ако је 1 релативно мало У ' поре!јењу 'С8 р, , 

", ., .. , .:. '; I 
претхЬдни' 'обtJoi-. ' . . , , .. ~ 

з"з'ц се може ,аменити · приб ~'1ИЖ'Ни.м 
.. , . 

. Т,""= l' (1 + .!.р.%)' '-
. " . 2 . . о· " . ; 

. · · . · , 'I ~' . ·~ " 

Онај образац пру жа МОГУћНОСТ да се израчуна р., аКО'!:" 
п осматрањем одреде вредности Т и Т" 

о 

Логзрнrамски декремент .1. ~ OBOГ Kp~Ta.њl! .Из но си -

1" ' " 1' " 
ј. = - 1 Т, ~ 'It • 

2 ,." '. Р, 
Пошто је . у лр"олижном' рачуну " ' 

I 1 .' i ' ;. . :'\1 "' " ,,' " (' 1 +' "21,;, Ј". 
).. = 1t -- = 1t -,-. -.. п: _ _ ~. .;t J..I- г 

Р, V р' -, 1" ,н";:' i'" 
• 



ОСЦlfnацнје,· с.а ", отпорном С I'! Ј1 0Ч 
, ------~----~ 

• • • 
. мОжемо 'стаВИПf 

л = 1t \'-' 

Упореди.1O утицаЈ мале снле отпора пропорционаnне брзине 

·с једне стране на период, а са друге на ампли туду ' осцилrције . 
• 

ПретПОСТавИМО да се период продужи за пО!" тј . т, . T(I+ '~O)' 
, , , О О • , 

'тада из јед"ачиw е . 

• имамо ,' - .'. 
. . 

• 

,н прёма то .. е Ј е 

, 

п 1 ., 
= - \'--

IOU 2 . . 

. '_1 
\,- '-, O,I 'V 2 ·п 

1 1" однос две узас го nн.е амплитуде Gv и Q џ+ t и з носи , 
, '0 -

.. __ а.с'- . _ о,'lТо \2п 
=е , 

ail+1 

.... Кад се,·· на ~ 'п р . , 'lIериод п'овеhа : З8 20/., ТЈ. /l = 2 , .I:'орњи ОДНОС ' 
"ke: из носити ' при ближно ],9 и .према TOM~ се ампли :гудзсмањи 
(-отово ' два' пута . Видимо да се амijлитуда ме ња куд и камо брже 

него што се ' мења }н~рйод, ' Зб о г ТОЈЈИНО в еликог С~~l:bења 3.Мf1ЛИ~ 
I . . . 

"'уда ове осцилације спада ју у токоза.не PAtOPiull30BUHe осцилације '-. 

З а ШТО јасн ију претста"у ' овог кретаља проучимо ЈОШ и 

његову фззнукрнву . Ако ста в им о 

p,t+ 0. _ е , 
,имамо -' 

q = .А е-" 5 ј п Н , 

qi = А е--" (р , С05 0 ~ 1 si n е ) . 
• 

• 
З а упро ,!,ћ а в а lЬ~ анали з е ове кри ве . . , иније, задржавајуhи' 

"оорд.нзту q: сам о са озпаком х, уведимd ко ординату у помоЬу 

. <Јбрасца . 

. . I ( ' ) . 
у - ~ q' + lq . 

/р, , 
• , ,', 

. Тада, сматрају hи . Х и у као . ДeK.~pTO Be 
'. ", 

IJМ3МО: 

х ~ Ae- lI sin IJ - о" ' 

y~ Ае-" cos Н ' . 
, 

координате тачке, 
. - :'. оо r 
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ОСЦИ1!ЗUlfј~ са ,ОТЩ:IР~О~ .силом " 

Јасно j~ да С\.- то Ј едначнне сuuрq,ле , која се б~скрајН9 :nри ~ 
'. -, '. - . . -

ближује лочотку ' "оо >,дината"јер се дужииа потега p=+VX',} y2 
.мењ!! , ПО закону 

р- Ае-I[ . 

. ЧIdК се таЧl<З нашла У " о ~ласти круга малог _полуп.р~ч_ни~а:, 

~Ha Hehe . .... a "зађе и з тог круга и све C~ више , (. СИМПТОТС~И; прн~ , 
6Л)1жује лочот"у координата, који одговара ЛЫlUжају 'равнотеже,' 

јерсу З I X ~O , у о О И q ~ O, q' ;' O. Пошто крив т врши бескрајно 

I 

( 

. Слика 66 

много · о бртања ОКО п о ч етка коордиtt'8ТЗ, 

према ПоенкареОВОј . 'терминологијИ с,твј 
по.етак . је фокус (сша6UЛЙIj) лородице 

фазних кривих (сл. 66). Ако нема ОТЛQр.не 

силе фазне криве у пр оменљивим х и у 
лретаављају кругове , ч ији .. су ПОi\упреч-

. ници пропорционални почетној енергији 

система . . У случају отпора тачка на ф"- ' 
зној спиралн напушта к ругове са aehoM 
ен~ргијом . ~ .преЛ;lЗИ lI а криве .са. мањом" 

. . . 

К2 КО·. то слеДУЈе и из опште теорем;е 

§ 4 ' 7 о енергији сис те ма са , дисилати.В_ 
. . . 
Једначиии КОЈа одговара ТОЈ теореми .. ОМ функц·ијом. У 

ЈЕ ", ~ 2V . ' 
. dt . 

)Ј,искпативиа функци ја у 
. , 

на!!Јем случаЈУ има вредност 

V = bq'2 > O. 

11. р' - 1' < [). Кретање система се врши према ннтеграJlУ 

(2) q = С, е'" + С, e"I, 

где су 

z - _.- L +р. 1 ' _ , Zt ,= - l-P2' 
• 

- .< ~a р, ~ О'-р', два сгвариа ,·негатив"а корена 
јеДllачине за диференцијалну једначину (1), . а С, 

карактернстичн~ 

и С, произвољне 
нонстанте. 

/{rетање има aiiерuодцчан каракт.ер. Помоl,у почетне Ко.ор· 

""нате q. и почетн е брз инечо' одређују се ПРЈизвољне', k.oucrallTe 
С, н С, обрасцима ' 

1 • ..' 1 
С, = ( q,' - ~~ Z.), . С, = - - (qo z, - qo') . 

2р, . . 2р, 



О с ttнлације са O'TnopH~M С I!,lО.\ 1 
• § 9' .12 311' 

. . 
Н~п~мо вршити детаљнијуанаilН3У инте lр3iI3 (2) под могу

ЛИМ претпоставкаМ(I о почеrНQМ стању систем а . .YIзвОђе-ње T~ ана
JlIiЗ.е може ПОСЛУЖI1ТИ l<~O веж'ба. Приметимо да се она м оже 'огра
ничити само на сnучајеве кад је qo > О и qo ~ О, јер у ' случају 
Чо < О можемо пром е нити смер одговарајупе осе КОdрдинате q. 
На слици (сл. 67, а, Ь, с) наведени су случаје"" основних ' типов", 
таквог кретања за qo > 0. 

/ 
q q ч ! 

о· 

• 

. с.'иr.а 67 ; ., 
. Учинимо са .. о једну примедбу о фазној кривој овог кретања. 

у параметарском облику једначине фа з не .криве јесу: , 

х = q = Ь, eZ1t+ С, ez,t , 
. , 

• У - q' _. С· z е z,l + С · z ez•t 
----:-11 2~ · ·· . ~ .. 

Пошто су Zl И Z1. негативне величине , координате 'Х и у теж~ 

нули, кад· ! тежи бесконаЧнОСТIС Као ·н- у ·претходном СЈiучају тачка 
фlзне криве се 'асимпrотски nрибпнжује , почеткi КООРДИI:I..!.Т8, 4111f 
сасвим на други начин него у претх ·одном с"у чају. У претходно .. . . ' . . 
случаЈУ тангентз ва криву у почетку · координата нема граничног 

положаја; правац те таlll:!~нте врши бескрајно много пуних · обр
тања. У овом случај у, обрнуто, тангента има граничнн положаi' 

кад ( .. оо. Заиста, за у гаони коефицијент те T'HГ~HTe нз прer-
. . . ' . ' ,. 

ходних Једнзчинз ИМ8МQ 

. , 

\
. dy \. С, г,' .z,f + С, г} eZ,,/ \ . . С, z ," + С, г,' е (z. - z, 1 1 . . 
1т _.. = lm . = lm _. '- - = 

("'+ N dx t -t' N СЈ z.t eZJt + С2 Z2 eZ'lt . t -+ N С, Z, + С! Z~ е (Z:-Zl)t 
, , i l ... -', " 

= г, = - 1+ р" .. . ' ' .. ' . . ' 

јер је разлика- z, - гј ,." -.,- 2 р, негативна. Према ПоеНКЗ2еоuој 
терминологији почета к координата је . у .. ,овом случају сша6uлнц 

• '. О . 'о ." . , 
чвор нашег кретзња. 

Ако и У овом случају . Извршимо T,aIЏlY трансфор .. ацију ·коор
","ната да фазне· криuе за .случај . кретања без отпора буду КО1!·; , . 
центрични кругови , ф!3на , кр.ива .3. случ.ај кретања · са . отпором 



-
<108080 иде ван тих КРУ Г,ова у уиутра}uњост али у 'овом .. случ~ју , 
тз!<о да тангента тежи правцу нормале t:tз кругове 

, 111. ' р" -, р = О. Кретање система се врши према интегралу 

q ~ e-/t (c,l+C,), ' ," 
; . , 

, , ' 

тде су поново С, и С2 константе интеграције. Кретање је аuеРUОДUЧIIО 
граllUЧ1/0г каракшера: координап!" q ,тежи нули, "ад! -> ",.- ',и? 
nочетни х услова константе се одређују обрасцима .-

СЈ = '10' + lqo , С2 = qo . 

Пошто је у' оном случа1У I 
q' , е -" ['10' - I (qo' + /'10) ! Ј, 

аидимо д~ график координате q ' по времену има екстрему м за 'l, 

II<0ји задовољава једначину 

'10' -1 (.'10' + /qo) 11 = О. 
" Како је 

JI" ова величина треба да " буде, позитивна, . . \ ' 

екстремум ' може по· 

сторти У овим СЛУ'IаЈев има: . , " ~ .. ', 
, " .-' 

а. 'Јо: > d '. За ту вредност координата q има , вреднq~r 

, :. ' ':Qo" • , 
'Ј Ј"" е-Н' (q, + -1 . ) : 

График има ка ра ктер показа,Н , на слиц~ .67, а, .. с~еЦИј~Jl~\9" 
"ад је qo' ~ О, q, ~ qo, "?1З:!Н И .п(}Ложај одговара случај );' eKfTpeMY~~,_, 

~ . qo' < о под у с.оовом .да бу д~ I qo' Ј . > 'СЈо ' У овом-случају q,;, 
је негативно и према TOM~ имамо случај по~аз.ан на .. ,СЛ~ЦI:I б7)/?: .. , 

. Ако је Q,i < О" I 'Јо' I < lq" 1, је негативно и график нема 
• 

екстрему ма. Том слу'шју одговараслнка' 67, с . ".-" 
Фазна крива ап ериодиqног граничиог случаја има исти карак. · 

тер као и општег апеРИQдиqног кретања. Угаони коефицијент 

тангенте једнак је (-1). ' 
. С • - • • 

• 

. § 9 - 33. Осцилације са Tpeњe~1 

у претходном параграфу ~нали~ilРалисмо кретања ;аr.idр·ти, 

зова на услед отпорне силе прonорционаЈlне првом степ'еНу .БРЗиliе/ 
.Амортизацнја осцилацџја може Н8Сl'у'Пlitи и" уследотпоРilих 'tила'-



, 

ОСUИЛ"' "Ullје са " трењем 
. . , . 

дру ге природе. Г1РОУЧ\lМО још спеЦИЈ81)8НСЛУ "8Ј' отilОРUИХ · с .~ла', 
И!lим е : кретањ е с а трењем; 

'. 
" " , . 

о • 

Према § 9'З диференцијаnну једначину KpeTalba материјалн о г 

система са једним сте пеном·: слободе ко ј и се креће у " бл"и зУ.ни 
, . , . 
положајо ра В Н ОТЕ ж е а под УТИЦЗЈем само дв е силе - силе успо-

СТ3 В .ъања и сил е 1 рења , ·која" ' дЕ:'јствује по · КУЈ10НОВ·ОМ · з~кОну , 
треба lIаписати {)1:I~1Kb 

(1) aq" + cq = - k Rsigп Q', 
о 

где Је : q координа та система, а ин~рциони ко ефицијент C~CTeMa . . "_. . . 
у односу на КО О РДИl!ату q , с коефицијент с иле у~пос'тављања; 
k коефицијент тр ења . за ВР,еме кретања система. У случају мнро , 
вања тај коефИI(ијент озuачимо 'са ko : сматрамо при томе да је . , . . , . 

k. > k . Величин а R се сматра за случај 'кретања у малој облаПIt 

као константа ; она зависи ОД сила реакција које постоје између ' 

маса које припад ају 'материјалном систему и "аса које остварују 
. , 

механизме са тре њем ЧИЈИ Је задатак створи ти кретаље .система. 

само са једним степеном слободе. ·Множите.ъ sign ' q' ИМа вред-
, . . ~ 

ност (+' 1), кад је q' > О, и (- 1 ), ~aд је (/ < О. ' Ј 

Пре проучава ња кретања система према једначини (1) учи· 

НИМа једну примедбу, Како је кретање система са треЊ,ем без 
почетне брзине могупе само оида кад је апсо,'утна вреднос, 'силе 

успостављања I cq I веnа qд 'снле трења у стаљу мировања koR: 
тј. под условом 

I cq I > koR, 

постојч у близи ни положа1а равнотеже таква зона са 
, . 
гррницама 

-D<q < +D, 

D =koR '. 
, , 

с 

из КОЈе систем не може изаnи, кад ' је q' = О, а под дej~TBOM силе 
успостављања,- јер трење то H~ дозвољава . Ова зона око ПОЛО· 
жаја равнотеже зове се мрш.ва вона. · Кад узмемо у ' обзир' мзњу 
вредност коефицијента трења k, што одгова ра крета,.њу, . ову зону 

можемо сузити до зоне са границом 

1) ==' kR . • k й. 
" С ,' : . . ko , _ .. 

(2) 

За ту мању зону ЈОШ сигурније мож~ .. о ТВРдити да систе'м, до· 



• 
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лазеhи у ту зону са брзиноиједнаком нули, не може ,У" њој 'Д9," 
бити нн најмању бр]ину због дејства силе усп ос тављањз, ве" ne~ . ,'. ..0 ' 
остати у ТОЈ З0Ни У миру, " 

Пре~нмо сад на анализу једначине ' (!), А ко ту ','јеД:вачину ' 

подеJlИМО са а I па 'у ведемо 03НЗRУ с/а - . р':! а с"ем то га искористимо;" 
и O ~HaKY (2), можемо једначину рашчланитн у две једначине " 

(3) 

(4) 

Интеграле 

(5) 

(6) 

• ч" + р' q = _ р' '" , 
, 

чи + р' л = р' '" , 
, .. 
OBIJX ЈеднаЧИН.8 можемо написати 

" , ' - ~ 

q = - 1) + А sin (рl + а) , , 
q ~~ '" + ввјп (pl+ р) , , 

, 
за ' q' > О, , 
33 q' <·0. 

за q' > О " , 
за q' < O, 

r _ . . ' . 

где су А, ,(1; В, Р "роизвољне константе интеграције, Генерал~~ 
" ',' 

- сана брз~на према Т И!l1 интегралима ИМ! вредност 

(7) 

(8) 

'q' = Ар cos (pl+ џ); 

1/' = Вр cos (рl + 'р), 

, . 
за ч',> () , 

, 

заq',< О, 
. . - , . 

, Проучимо сад карактер кретаља система п омоhу , Н .~,писаниХ: 
интеграла, 

Нека за ' l""О буде и 

(9) 

q'=_O, ·a 
qo > D>O. 

Како је систем ван мрт~е.зоне, сила УСlIоста вљања је довољна 

да савлада трење и систем почне да се креће, да се приближуј.,. 

положају равнотеж е са q' < о'. Према томе треба да ИС~ОРИСТИМQ
једначи~е (б) и (8), После одре~И8ања произвољних констаната . ' 

имамо једначину Kp ~Taњa и ' брзину 

q ~ о + ( q. - '" ) cos рl , . , . 
'1' = - Р ( qo - u) s1П pt . 

( 10) 

• 

.. : 1 . 
до t ~ -' Т"са 

" ' 2 .' -
т ,.:: 
, 

. . . . 
Брзина О,стаје негативна у ,интервалу. од 1 ~ О 

2-n " "' . ' .. , ~,,> . 
~ р ' у том ин~ервалу q се cM~Њ~Je, систем прода зи кроз П!>ЛО~~Ј 

рввнотеже и у положају са координа,ом '.q, = - 90 + 2 /) систем 
, 

се , зауставља, Ако lIолазна координата q. задовољава YCIIOB 

(11 ) qd> D+'2/), , 



Осuилаuнје _ са трењем 

, 

вредност I ql 1 >. D , систем се налази ван 1\1pTBe зоне '~ почне 

поново да се Hpel,e. Како је сада q' > О, треба д'., искористимо 
d . .-
интеграле (5) и (7). За oдpe~HBaњe констан а та интеграције треба 

~ '" ' " 
.узети ''ове почет н е услове: 

, " t = -, 
р 

q -;- - qo + 2 8 , , 

После одређивања тих комстаната , добијамо 

'1' = О " 

• 

'1 = - 6 + ('10 - 3 В) cos pl, 
. - '. (12) 

" {Ј = - р (qo - 3 о) sin рl , 

1 
' Ове једна чин е ва же у интервалу од - Т до 

.. 2 
" 

т = .3..2' ; на краЈУ 
р 

интервала поново је q' = о И q= q, = qo - 4 ё. 
, 

Ако се УСЛОВИ 
(9) и (11) допуљују новим УСЛОВОМ 

, '. 
''10> D + 4.8 

,систем~" пошто заврши једну осцилзцију, 110~HOBO почне да . се 
нрепе итд. 

Према том е 

2" 
периодом - на 

р 

• 
видимо да кретање има пеРИОДИЧ8Н карактер са 
. 
чију .вредност не "утиче трење. После сваког 

.' 
,"олупериода "псолутна вредност отступа ња координате , q се 

смаљује за 2 ё , тј, ове вредности чин е ЭРl! тметичку прогресију. , 
Кад се то отсту пање смањи до Вfличнне - ;"'1~Hbe од"D, систем се 

• 
зауставља У мртвој ЗОни, Слика 68 показује општи KapaKT~p' ,ак-

ofjOr кретања no",ol,y графика коqрдината q у функцији ~PfMeHa. ' 

, 

, 
с.lIика б8 

!i. 
р 

• 
СоЛИ,ка б9 . ' " ' 

, 
" . 

. 

, 
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, " ,' . , . Н" _~' '--''~''~--'-

Што ' се тиче фззне нриве, из "једначина ( 1 0) 8': (12) ' " следује 

да за пром енљиве >: ~ , " 11 У = ' ~ ОВОЈ KP~B~j oдroBapajy 'jeд~~: 
чине нругова 

(х - о)' + у' ' (qo- ~ )' , 

(х + 8)' + у' = (qo - 38)', 

'" 
при ч ему полукруг Једно г " круга прела зи у полунруг другог. 
Координате центра тихполукругова имају вредvости: ' првог 

(+ 8), другог (- 8) . Полупречници ThX полунру гова се смаљују, 
за 28 . На слици 69 је ' нацртана фазиа нрина ,а кретање ' коме 

одго вара СЛ,и на 68, 

§ 9'34. Принудне осцилације система 
са једним ,степеном слободе 

, . 
Према § 9' 2 диференцијалну једнацину кретања сиtтема ,сq . , - '. . .. . 

једним степеном слободе можемо у општем слу ча ју. написати, . 
" ' 

aq" + 2/Щ'+ cq = - k Rsi gl1 q' +~ ао +~(Q,COS V (U ~ +b,Si~V~t). ' 
... = 1 · - ~ -,' . 

, 
Ано једнацину поделимо инерцЙоним .коефицијеНТОl\! ; , ' доби- ' 

Ьемо , , 

. . - N ' 

(1) q"+2Iq' +р' q = - р' в sign q'+~ ao' + ~ (а/ cos vшt +Ь,' sin v<iit), 
" , 2 " , ' " ,: 

.11=1 • 

где су уведене озн а ке 
, \ 'о. 

Ь с 
о= 

kR 1 = -, р2 _ _ ._, , 
а Q с 

/ ао , Q i , ·~ V 
00=-' , · Q v :-- ,Ьџ'= . 

а u а 
, 

Пощто смо, к ако у првој нњизи (§§ Ј 5 '" 2, 15' 21; 15"211) 
тако и овде , у довољ'ној мери разраДИЈ!И , одређивање О,пштег 
решења диФеренцијал не једначине Кап.саног тип а, овде be~o на- , 
вести само резулта т с а кратким"'Извођењем неки х рачуна. ' 

Опште решење (1 ) се састоји: . ' , ' ; , 
, 1. Из општег решења диференцијалне једн а чнне , ;без десне , 

стране" у облику 

2~ Мех.аниКа система 



, 

§ 9' 34 Принудне ОС I1ll;1f,ције система са Ј едним степ еЈЈ ОМ слободе 354 

где су Z, и z, кор е ни Једна чине , 

Z2 + 2 lz + р' = о , 
а С ! и С2 произвољне константе. 

За нас је најважнији , случај општег решењ?, ,кад је' 

р' - l' > О и' кад п ре тходно решење има ТРИГОi!ометриски облик' 
• 

(2) '1, = Ае-lI siп (р, t + )'1.) , . , 

где је р, = + Vp"~ I' , а А и ео су произвољн е константе. . . , 

2. Из ' партикуларних ре.шења, што одговарају кон.стантним 

члановима десне стране . Та решења јесу: 
• 

(3) , . ц, = -" за q' > о и q, = 6 за <Ј' < О. 
r 110' 

<Ј, = -"- • 
2 р' 

(4) . 
, 

З.Најзад 11 3 збир а партикуларч.их решеља што ' одговарају 
, 

сваком п~ру чл а но ва 
• • . av' COS v w t + ь./ sщ v w t 

израза за принудну си ,' у. 
. , 

Ако ово последње партикуларно решење претставимо у 

, облику , 

, . (5) q., = М, со. v w t + N, <ј п V (о t , 

после његовог уношења у једначину (1) и уп оређивања ·'кОефИци· 
јената уз cos v w t и sin v w t. добиhемо две линеарн~ једна чине ' 

где је 

~" M v + 21 v ш Nv == аи' , 

- " 2/ v w Мџ + Sv Nv = Ь ,/ , 

S, = р' - ( v ш )'. Решење ових једн а'lИ и а 

Sv ау' - 2 1 v w Ьи' 

s/ + 41.' (vw) " 

s, ЬЈ + 2lvw аЈ 
s; + 4Z"(v w)' 

• 

Решење q, можемо претстав';ти ' и у о блику 

(б) q,=A, sjn(vwt+e, ), 
• 

где с е ко нстанте А, " е, 6дређују из једиаЧllиа . , 

Ay,sin 8џ , = Mv. 
4, со. В• -;- N, . 

/ 
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и према томе ИМЗЈУ вр е дности 

A,= +VM,'+ , 
N' , " 

\- Му 8, = 8retg - - . 
. N, 

После узимаН , 2 у обзир свих 

једнацине (1) МОЖЕмо наоиеати за 
рееује у облику 

добивених резултата' решење 
• • 

СЛУЧ'Ј I{ОЈИ нас наЈвише ИНТе'-

N 

q - M-II sin (р, 1+ оо) + 8 + ~ Й;' + "" А " sin(voo~+8,). 
. р L.. 

\, = 1 ,-
• 

Пошто је ана л иза оних кретања материја.1ИОГ система која 
• • 

одговараЈУ том решt'IЬУ, узетом у целини , сувише компликован"а 

и нема нарочитог инте реса ни са теориског ни са прак~ 
. ' . 

тичког гледишта, зауставимо се на проучаваљу само Једноставних 

• 

" 
§ 9' 34t~ Проста принудна осцилација бев ОТПО.ра 

, 

.. . , ,' 

Ако се зауста БИ .\\О на принудној СИ{lИ само једне фрекве'н, 

ције и. претпоставимо да Сил~ отпора не дејствују, диференцијалну 

Једнацину _кретања система можемо довести ДО облика 

(1) q" + p'q = й, ~.i 001 . . • • 
, 

Тој Једнаци!!и одговара интеграл 

q = А sin (рl + 0.) + А, sin (шl + ;:) , ' . 
, 

где су А и ct произвољ не KOHCTa~Te интегра ције; константе А1 и 
~ одреlЈ ују се '1з услова . да израз А, siп (u;1 + ,Ј) буде партику-

л.рни интег"ал једна чине (1). То одређивање даЈ е _ 

и према томе има ~IО" интеграл 

.. q = .. й'----;; siп ш t + А sin (pt + а) . 
р' - ОО' . . 

Том интегралу можемо дати облик 
• 

(2) q = Rsin (pl+ <р), ... 
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. 

где су R и ср ФУ iiк ције времена и то: 
. . \ 

н: = А' + А ' + 2АА cos {\ . 1 - 1 (61-· а) , 
, 

ј и ср ~ . А, sin Ы + А sin CL" 

D А, cos 8t + А cos а 

, 

при чему смо ув~л и ознэку , 
• 

6 ~ш - р. 

, 
ИОllае n OHOBUMO анализу променљиве вредности амплитуде R. 

Видимо да је то Ilериодична функција вр е м ен а са ПеРИОДОМ т 
• 

КОЈИ има вредност 

(3) 2" 
T~~--· 

I 1 6 1 

Ако период сопствене осцилације система означим() Сд" Ts 

принудне осцилаЦИје са - Тр , имамо .. 

Т, = , 2" , Тр ' 2". 
р w 

Са ' ОВИМ ' вредностиманз (3) ' изводнмо 

1 
Т ~ ,-:-~.......c..-; 

w р --

Тр Т, 

Т,-Тр I 
271: 27t 

з. време периода Т "мплиту да'R добива вредност максимума 

R,=A +А, 
и минимума 

\ 
R.2 = 1 А-'А, 1· 

-. 
Такоа промена осцилаторног карактера амплитуде осцила· 

ције претставља једну нарочиту појаву uодрхrpGпања, ле6Дења . 

или 6ијења, коју смо графички приказали у § 15' 21 прве књиге. , 
у случају, кад је 

6 =ш-р=О, '. 
. . 

TI. сопств~на ОСЦИ~1аЦИЈа. система има исти период· ,као и перио-

дичн! при~уЈЈ.на сида, место диференцијалне једначине (1) имамо.' 

јеАначину 
""+2/' q р q = а, SЈЏ pt. • 
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Инте грал те ј r:- дн эч ине 

q = - ~ t cospf+A sin ( р ! + ст) 
, . 2р • . 

ИСТО та ко можемо тра нсф о рмисати на . обл и н 

q ~ Qsin (pf+ t ) , 

где су Q 11 'It фу " кциј е времеиа са вреДНОСТИМ2 -
(4) Q' = А' С05' (1 + (А s i П(1 - _а..... t ')' , 

. 2р • 

. a,t . 
tR' t = tg а - 2 А sec (1 , 

. , Р , 

. § 9 ' 342 : 

. Једначина (4) п оказује да величина Q бескрај~о ' расте кад ' 

време 'бескрајио расте, Појава овог случаја претстанља ре.аОll!mцију, 
. . . 

§ 9' 342. Про~та 
! , 

принудна осцилаЦИја са отпором 

Ако претпоста В И .\10 да' је отп6р~а сила П р' оп орционал~ бр.зини, 
дифер е н ци јална јед н а ч и !!а кретаља се може нап и сати у обл'ику 

(1 ) , ' ,/, + 2 Lq'+p2 q a, sin wt, , 
Зауставим о се на случају кад ј е р' - Г' > О , I(а но инте грил . 

једн а чине без дес не с"' р ане ~ожемо према ,§ 9'32 у зети у форми 

А е- " sih (р, t + d) , 
• • где су р, = '1 р' - i' и " произвољне константе , а 

инr ег р аJ.I Ј едн<!чине с(:, десном страном ДЗ Ј е израз 

паРТИКУ/I"РНИ . .. . .. ' . 

. 
Я, ,; јп "1 t + В, cos w t , 

где је 

В, ~ ~ 2шlа,М , 
са ,' " 

(2) М- l = (р' - ш')' + 4 [' ш' , 

ннте г рал наше једн а чине има .облик 
, , 

q = М!! , [ (р' - ш' ) si n tu f - 2 w 1 cos w [Ј + Ае-" Si ll"(P, t + (1 >, 
, . . '. .. 

Ако ставимо 
, " 

, 

Ма, (р' - "") = А , cos "',; 2 · Ма, w [ = А , sin (1, , 
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и~амо дефИНИТИВtiО 

(3) q = А , siп (ш! -. . а ,) + Ае-" sј п (р ,! + и.). 
Амплитуда Л , п ринудне осцилациј е им а в р едност 

(4) 

а фаза а, сеодреГјује и з једначине 

. 2шl 
tg a = - - - . 1 , ., ..Jl - ш-

(5) 

Због прису ст ва множитеља e- It - други члан уизразу (3) за 
q при ДОВОЉНО веЛ Иf(ОМ t постаје незнатан и rlремз томе можемо' , 

сматрати да посл е и звес.ног времена систем ИЗВОДИ само .принудне 

осцилације са ам !!литудом (4) 

А - ' !l, 
'-. V (р' - ш') 2 + 4/'.(u' 

Осцилацију с а а мплитудом А, .и фазом Пј из наведеног . раз.

лог.а можемо зват и аСUМUшDШСКu. ОСЦUЛQцuја . 

З а проучаuаli . е промене те осцилације уведимо у расуђи' 

вање вел"чину 

-

А * _ а.1 , 
1 - . , 

р' 

која би оДговараnа такозваној сшашицкој (q' .= q" = О) uромени 
коордгшаше q, кад б и принудна сила имал а н ајвећу , вредност а,. 

Кад ту промену означимо са q', из ' једначине (1) и";амо, 

ТЈ . заиста. А 1 *' = ((' . 

Упоредимо сад амплитуду А , са вредн о шl,у А,* помоh)' 

односа 

А, р' !l= = _ _ _ _ ,. 
А *, V (р' - ш')' + 412 (О . 

који се зове коефИЦl1јенш диНйАщч'lIосши или , спе ци~алио, коефи
цијеllШ uорасша осцилација. Кад уведе .. о два КОllИчиика ' 

ш : 'Т .- . 
- = -- =и, 
р . Т, . 

1 . 
-= ~ , 
. р , 

-, 
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§ 9 ' 342 .. 
.. . - " 

где су Т и Т, период и осцилацИЈ". сопствен е и принудне. c\f,~e~ 
од којих се први колич ник зове коефuцuјенш раSАtUмоцлажења 

осцилација, коефициЈ ент 1'- се може изразити у облику., . 

Проучимо пр омену ОВО,г коефицијента у вези сапромеIlОМ'. 

коефицијента ра зми моил~жења Ц, Коефициј ен т р. ~Ma максимум . 

кад поткореНI величина I 

има минимум. Како 

, 

v ~ (1 ~ц2)2 + 4~.2 и' 

Ј е ,. 

" dv 
~ -4и(l- и' _ Ц' ), 

du 

" , 

, . - " 

. екстрему му одговарају ' два услова: и .= О И' и' = 1 - 2 ~2" ЛРВИА . '. . 
услов треба ИСКЉУ ЧИТII, је р из u = О следује (с' = О , а то зиачи 

принудна сила отпада. Узмимо 'у обзир другорешење једначине , 
!!:: = о 
du 

(6) и' = 1_2~2. 

Пре свега треба анализирати • 
случаЈ , кад Ј е 1-Ц' < О; 

1 {2 -. 
ТЈ. 1>' > - И значи З '> _.- "'" о 707 

~- 2 . ' 2 ' . Величина u Је имагинарна, . . . . 
функција v ма од КОЈе вреднрсти u сталн о расте, кад расте,с.а.мо 

и, а коефиције нт 1'- монотоно опада, тј. · са повеЬавањем фрек" 
венције w принудие сил е при сталној фреквенциј и сопствене осци

.lације р амплитуда А, опада, 

у другом случају кад је 1 - 2 ~2 > О, вредност , решења-и' . 
- " .' , 

Је позитивна и како Је 

[ tf2 ~ Ј ~ .. [ - 4 u ( - 2и)] = 8 ( 1 - 2 ~2) > о 
du ех/. t!xt 

имамо за функцију v минимум, а за 

Тај максимум има вредност 

.,' ."', 
ко е фИЦfJјент . 1'- максимум . . , .... -

. 1 . . , - , 
2р \fl ---'~' . 

}lтax -

њему одговара према ( 6) ова веза између фреквенција . . . 
(7) ш' = р' (1 -2 ~2), : 

оо 
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Ако је ~ мало, ту везу можемо заменити овом п'риближном, 

вредношhу , 
",::::ер(l- ~2), 

Обратимо пажњу да максимуму коефицијента l' не одговара 
случај резонанције принудне силе' ни са сопственом осцилацијОм 

без отпора ни 'са сопственом осцилацијом са ОТПОРОМ' , Заиста',,; 

у првом слуqају ю!амо "' ~ р, а у другом се' ~ р, ~ v р2-= [' _. 

= р v 1 :.--.. ~2 , а то ни једно ни друго не стоји у сагласности са 
услuвом (6). ' , 

• 
'C~M извршене анализе промене у вези са променом а~пли· 

туде А, коефицијент, и можемо извршити анализу промене :фазе, 

аСИМflтотске осцилацИЈе на основу обрасца (5). На тој анализи 

нећемо/се заустављати. . 

§ 9·4. Осцилације система са Rише степена . слободе 
/ 

Пређимо сада на проучавање малих кретања м'атеријаiIНОГ 
' " ' . ~ ' 

система са више степена слободе!:l .заустав'и"ыо се на случају сла .. . 
бодних осцилација без отпорних сила. 

, ' 

у § 9'2 видели смо да у случају проучавања кретања система 
са п степена слободе око положаја равнотежеживу силу Т и 

.' " • I 

потенцијалну енергију П можемо ' за мала кретања претставити . / . '\ 

изразима, квадратним формама 

п п 

2 Т = ~ ~a;j q( q/ , 
·i=l ј=l., . \. 

п п 

где су: qi координате система.са вредностима Qi" '--- О У полож1i'ју 
равнотеже, аiј.стални инерциони ко~фицијенти и Си стални кqефи

ЦИЈенти сила успостављања. 

Диференцијалне једначине(l)' тог истог параграфа изгледају 

(1) 

, 
П; 

~ (аи q/, + СјЈ qj) с= О , 
ј=l 

i = 1, 2, ... , п . 
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За интеграцију ОНО Г система ' линеарних Дll ференцијалuих , 

једначина са констант ним Ј(оефИЦијентима можемо искористити 

познате методе. 

у примени иа м ~ханичке " проблеме заслужуј е пажњу' , једна 

наро,ита метода кој а се за снива на увођењу наРО ЧИТИЈ\' гемера

писаних координата с и сте ма. 

i 

§ 9'41. ГлавнеЩ),ординате ,систеыа 

о о Претпоцавимо да су место полазних генералисаних , liOOP
дината 

уведене' нове генералисзне координате 

ПОМОћУ линеарних хомоге них 'једначнна 

п 

ll ( = ~ аи Qj", 
ј=l 

i=1,2; . .. ,n" 

, где су ајј константнн коефицијенти. Јасно lе да Је тада ,Н, 
• 

п 

ис = ~ СЈ.;ј q'j 
ј=1 

• 
са цртом као 0знаком извода по ВR.емеиу .. 

За одређивање 

сила и потеНЦИЈалн а 

једначинама 

ко нстанзта ајј поставимо услов да се жива 

е нергија, одређене У старим координатама 
, 

• 
" П п .. "" " 

2П= ~~C'j QjQj, 

_ j ::; 1 ј=l . 

после прелаза на нов е координате изражавају У оБЛ:IIКУ , 
п 

2Т' - ~ йј ис', 
;= 1 " 



§ 9 . 41 
• 

Главне - KoopAIJHaTe систем а 

п 

2П*:- ~c и" .LJ' " 
, I 

- ---
362 ' 

где су й ј И С; нове KOHCT8f,1Tej у новој форми жи~а сила " по· 

тенцијална енергија не садрже .nанове са nРОИ ЗВОдОм. промен-

ЉИВИХ чинила ца. ~_ ',' 
• 

f{О9рдинате система, Ј<оје задовољавају исказани услов, зову , 
" .-

се главне инераЛliсане коордuнаше СUсшеЛlа, Често пута се главне 

координате зову и нормалне координате. Ми heMo нешто' мало ' , 
~ " . . . - . 
разликовати ' та два ПОЈма . и као нормалне генералuсане коорди- .. 
наше сматрати оне Ј за које жива сила добије облик-

, ' 

п ' 

'~ " ~, Vi • 

1=1 

Јасно је да з бог ПQЗИТИВНОСТИ СВИХ , 
• 

коефицијен'эта {јј код , 
квадрата гене ра лнсаних брзина и;' увек можемо помоhу једнаqина-. , 

Vi '=UiVaj' 

преhи од главни х координата и ј на нормалн е координате vi. 
После прелаза. на главне коорДинате Лагранж,ве једнацине 

кретања система добијају облик 

(1 ) 

где је Л, констант а са ~редношhу , 

Исти облик 

"1 Сј, ., 
Лi = - . 

а, 

v/' + ).·Ј Vj = О 

имају н једначин е за нормалне координате. 

, , , ' 

ј = 1,2,. ' :"n' 

ПР!f\Jода интеграла једначина (1) одређује се знаци .. а кон

станаТI Сј, ОДНОСН О Л;, јер су ај ПО3ИТИВН~ веЛIi'lине. 

3а свако позитивнО , Сј можемо ставити 
• • • ОО 

~ . Сј • 
Лј='- =РГ 

а, 

и тада имамо OAHO CHW интеграл 
, ' 

(2) иј = ,4, siп (р, t + а, ), 

-
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" 
где су Ai И ај ПрОИЗ НО.ъне константе инт~грациј е. У односу на 

, . 
такву главну КООРДИllату систем врши хармони ску осцилацИЈУ у 

близини положаја ра внотеже и према томе. је равнотежа стаБИЈt'на, 

али релашUGIiО сшабuлна само у односу "а однос ну координату. 

Ако је положај равнотеще ста билан у односу на све кuординате -
стабилност се може звати о Гi.шша ИЛИ аUСОЛУШnG . 

, I 

. . 
Наведена метода л роучавања малих кретањя сИст.ема ОКО 

положаја равнотеже f1ююhу главних координата захте ва пре'свега 
решење алгебарског задатка одређивања глаВН~I Х I<ООРДИ.Н8та за 

дату живу силу и дату потенцијалну е нергију система. . 

§ 9'411. Одређиваље главних l(оордината. 
једнаЧlIна главних фреl(веНЦllја 

. 
Како систем дифер енцијал.них једначина ( 1) § 9 ' 4 

(1 ) :2: (а;Ј qj" + Си qj ) = 0, i :..:: 1, 2, ... , П, 

ј= 1 

после увођења глаВН>lХ коор.Дината 

(2) • 

.n 

ll , = :2: аи Цј , 

. ј=l 

треба да пређе у си стем ј едначина 

(3) 

i = l ,2" : .·,,n. 

i = f, 2" ' оо , П , , , , . 
свака од једначина (3) треба да буде по следица једнаqи"а (1). 

Узмимо, рецимо , п рву једначину из (3) 

(4) • . ll/' + 'Л1 и1 = \) 
. , 

и изведимо услове да та ј ед.начина буде 

Трансформишимо Ј една ч ину (4) nOMohy 
тада neMO имати 

" п 

П О С,1еди ца сист';м'З(l). 
- . 

(2) ~ a променљиве q;, 

::2: "1ј q/ + '-1 ~ .а1ј qj ~ о . 
ј ;::.l , ' . 'ј . · Ј <. 
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Са друге стране, ПОМНОЖИМQ сваку _ ОД 
. константним м ножиоцем тј ! и резултате 

једначину 

Једначина 

сабе римо, 

(1) 'редом , , 

добиh'емо 

" " 2: тЈ! ~ (ll'ј q/, +СiгqЈ ) = о, 
Ј= ] ј=l 

која треба да бу де идентична са претходном ј еднач~ном, 'l1зједиа, 
чење коефl!цијензта доводи до једначина 

" 
а1 ј = ' ~ тЈј ајј : , . ј = 1, 2, . '. ' ,' п ~ 

" 
;=Ј 

" 
Ј-1 а1 ј = ~- mlj Со' ·Ј = 1, 2, . ~ ' :- Ј n' f 

ј=1 . 
, 

Ако из тих ј~дначина еЈ1Имин.Ишемо !l ко~фицијената ' ај.ј ,': 

добићемо систе м линеарних једна чин а з а одређиввње величина 

т1; и то 

" 
(5) ~ т" (а ,ј Л, - Ci j ) = о , ј.= 1,2, ... , п 

1=1 

Како Је та сис'те м хомогених линеарних 

ПОСТОЈИ решење. с е »'1 тривијалног, з.ахтева да , 

, , 

Ј еднаqина, УСЛОВ да 

детерминанта ' .... 

1\,= 11 аljЛЈ - Cij 11 

буде једнака нули. Овај усло'; треба да важи 03 сваку једначнну 
(3), д'ругим реч"" а за сваку веШiЧИНУ . Л, о Према томе свака од 

тих величина ј.. тре ба да буде корен једначине , • 

),- еl1 • ап1 Л - СП1 ан й21 л- С21 • • • 

П 1 ', )~-CH! а22 л- С.:2 • , о al1~ л - Cnz · , ' 
i = '0 о (6) 1\ -- о • О О О О О О О О О . • о О 

• • • • о о О • • • о • О • 
, 

аЈп 
, 
f.. - С1 t1 а2п л --..:.. с2" • о (1 1111 л -~\Спп 

Детерминантна једначина (6) игра основну улогу ' у анализ'! 
, " - . 

малих кретања 01(0 положаја равнотеже; то ј е једначuна фрек-
. _ . . , '-' . ' - . ' 

венција за она, кретања којима одговарају интеrрали у 06ли-. ' 
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" 

ку (2) § 9' 41, Де теr:лшаНТ8 од Kqje је саставље н е 'једначи"а (6) 
, , 

зове се ' ЛагРUllжеВQ Дt'шерАIUIlUНШU , 
. .', 

Нуле Ла гра н жеВе детерминанте , односно к орени 'детермИ. 

'нантнеједначине tI ~ U им а ј у ове ' особине: " 
1, Сви корени, њих 11 на БРQју, стварни су, 

Н . Ако је потеНLtи ј ал на е нергија система ИЗРЗ)i{СL!3 дефинитном. , 
позитивном квадратн ом формом ноординатз, СВВ су 

, , , корени · · по-
" 

3ИТИВНИ. 
, ' 

Пре свега пока жимо да корен), не може 
, . бити имагинарiн: 

Претпоставимо да је ЛЈ имагинаРНОЈ тј. 

(7) 

где су 1.1' и "1" два реална броја, тада је потребно претпоставити 
да и решења C~CTeMa једначин. (i?) у општем слу чају ,имају има· 

, , 

гинаран карактер . ТЈ. да Је 

(8) 

где, као и у претх одном обрасцу " једна цртица означава '.реалан . . . -

део а две цртице .)<о е фицијеoiт код i - ""1- 1 • , 
Ако ставимо "редности ' (7) и (8) у (5)' и раЗДВОЈИМО реални 

, 

део - ОД имагинарног, до6иhемо два сИ'Стема једначина З8 С-Баху 
" I 

вредност индекса ј 

п п 

~ mн' (Uij ).. / - Сјј) - )..1" ~ т1 /' 'Q ij =- О , 
Г=l ~ [ 1 " 

п п 

~ тЈ ;" (аи } ... / - Сјј), + )../' ~ m1/ aij = О. 
- ;= 1 Е=1 

ПОМНОЖI\МО сад сваку једначину прве врсте са - т,/" 8 друге 
о . ' , 

врсте са mц' и реЗУJIта те, · са бери мо. Тада и злаз и једначи·на 

п п 

ј:;' 1 

Пuшто сваки Дноструки збир , , 
1, 

п п п п 

, .~ ~ o, ijm,/' т,/, 
• j~1 1=1 ј -;::::l , ;=1. .'! . 

, 



Одређивање главних КООРД flН tl та 
--~--:--,,----

. ', .> 
не Пl?е тстав~а ништ а ·друт"о до двоструке I:Iредности жи:ве силе , 

под условом да су вреднос:и генералисаних брзина ~~MeњeHe c~ 

тЈ 1 ' Пl1 ј' о.lџюсно 1111 , 11 Шц", оба су та два збир а ·позитивна. Према 
том е је коефицијент код '-," у једначини (9) увек позитиван. 
Једначина (9) може бити задовољена само r ешењем 

Лl" = О , 

КОЈе утврђује реалан карактер свих корена детеРМИН8нтне Једна

чин е, а такође н реалан карактер свих ве'; I ИЧ~fна, рец.имо m1i ., У 
једначинама (5). • 

Докажимо сад да' су под претпоставке", да Је 

" 
~ Сјј qi qj > о 

сви корени 

сист'ема (5) 
'- позитивни. За доказ помножи мо свану једна~IjНУ . 
са 11111 и резултате сабери мо. [Ј асле тога добијамо 

, , 
Једна4ИНУ 

• 

" " , 

i ,ј 

Како су обадва збира у овој' једна чи ни поз итивна, : корен '-, 
ОДНОСНО уопште сваки корен А позитиван је . >... 

Приметиr.j О да , Ни У ' доказу 'реалност и корена ни у доказу 

њихове поз итивност и нисмо искоришhавали усло в да су сви' кор'ени 

ра,ЗЛИ4И,!И; расуЈ] ивања остају на снази и за слуЧ~ј једнак:х корена. 

Како смо нз вел и, · после одр еђивања ГЈј авн и~ односно норма-п

них координата проблем о креТЈЊУ си(тема се Р~Ш8ва помоЬу 

интегр а.n.а 

и, = А, sin Ср , t + а, ) , 
где су Ај и ai пр о и звољне KOHCTa~Te, а Рј _,,:: V Кј . -

.Једнаки корени, а то значи и једнаке фре квенције р, пока· 

зу ју само то да дае иди више главних осцилација имају исту 

учестаност. У ве з и са о'вим је 'чувена Лагранжева грешка, коју је 
исправио Ваје рштра с. Ј1агранж је мислио да случају , једнаких 

коре на одговара аналогн!!: иnтегралу линеарних дифереНЦ,ијаЛIIИХ 

једначина интеграл облика 



Олрсl)н еањ е ГJlавних коордныэ:rа 
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(1\ + В/ј sin (р/ + ај. 
у овде наведено" излагању могуЬност такве грешке је/из-

бегнута. 

Ако потенцијална ене ргија није 

жаје система,- доведен а на нормални 

увек по зитивна 
, 

ОUЈIИК 

п 

2П ' = ~ С · и ·' ' L.J 'II 
ј, 1 

З8 све л'оло-

она сем позитивних 

коефицнјенте; сваком 

једна"ина облика 

коефицијената . може имати и негативне 

негативном .<оефициј е нту тада одговара 

u" -- k'u=О. 

Интеграл ове Једна"ине 
• u = С1 е"( + C2 ·~-k ( , 

где су С. и С2 ПР'ОЮUОЉН'е . константе, ПО,казује да у OД~9CY "8 
~ , " 

. такву главну ,ноординаrу равнотежа система више нема с~аБИJIа. 
каракте р, 

у вези са изложеном теqријом покажимq важну улогу коју 

играју ' у';,едени коефиције нти, т" односно тј" . 
Ако напишемо ОСновни систем ·диференција.IJНИХ Једначина 

у облику 
, 

" 
" 

(9) '~ 
i ,:... 1 

-, 

, 
(а,ј q," + С'Ј q, ј = О, 

- - . ' О 

јо=I , 2, ОО, Ј , n' 

који је еквивал'ентан облику (1) и потражимо за свако qi парти
куларно решење, ко ј е з ависи од једне фреквенције, реци .. о, , 
са Р12 = )..1 , онда то ре шеље може~о написати у облику 

са истим 

узмемо у 

, ci i = 111" sin (р, t + а. ) 
"иниоцима кој е смо употребили раНИЈе, 

обзир да ј е , 
, q:' = -- т" А, sin (р, / + О,) 

. из (9) после скраНИВ,ања са sin (р. t + а.,) и промене 
, 

зимО до услова које треба да заДОВОЉ,а.в~ју, "иниоци 
• , " 

Заиста, ако 

ЗН8I;<а Д~ла-
О; • 

~. . ( , 
(10) ~ 1Il. , (а ,ј А, -- Си ј = О, Ј' = 1, 2". , . , .п О , . 

( . ' ·1 .. Оо 
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О, 

- ':--

Како је та ј систем , 'једначина еКВНБментан ' , сиетему' (5), 
можемо тврдит" да за' формирање партикУЈ! З РНИХ решења; КQја 
одrоварају одр ејЈ е н ој фреквенцИји,можемо у зети решења ец'стема 

једначина ,(10) O""i OCHO (5), ' , 

Ако је, ре[(И "о, )" корен ,једначин~ (6), з а решење · C"CT,~Ma 
роУ се могу у з ет и минори LI" са ОДНОсним з [[ацима ЛаГ,ранжев~ , 
дете рминанте " а ',= '" за елементе одгоиа ројуће ВРСТе; пр»ме- ' 

> ' • ',', , 

тимО да за И3 Р [~ljуtЈ а Rање ,~ИНОр'аl које искоришi;1ујемо за ~aC.~a~ . 
, ' 

8љање решења не можемо претходно СКрЫlНвати ма I.fOJJ:iM' чи-
; ., ' - , : . " ,. : 

ниоцем ПОЈедине врсте односно колоне ка ко то треба радити пр .. 
упрошhавању ",етермин.нтне једна чине, После ОД'ре~ив'а,ц;h наве
дених минора опште решење за, координату q, и ма'" Облик ' 

п 
, 

(11 ) Ч, = ~ С:LI" siп (p, t + а, ), 
s= l . . 

, 

.. 
, ~ 

':t= 1, 2, . .. "П" , 

где су С, и а, произвољне константе 'интеграције, 

Ово реше ње показује да интеграли који 

, I\оординатама имаЈУ облик , _ 
0.l\f\>Bapa ју ' г л~вн,ИМ 

. . -'. ' 
, , 

" , 

и, == С,Siп (р, t + а, ) , " '~ _ ' 1'2"" ,П, 
? 

/ " . ' \.' , ,', . 
, За , одређивање тих к'оорди"ат": у фуНКщtји' ~олазни'Х' коор' 

дината Л, и= 1, 2"", п) , можемо решити еистемједиачина (Н) 
" • ' , ' О " • _ , ' • 

написан у ~блику , " " 

" 
q, = ~ LI,; и, 

... -1 , :<_ 

по променљивим и" 

§ 9-411], Пример_ Двоструко математичко клатно 
, 

, ' 
Замислимо математичю;{ КЛ~ТНО од тешк:е rачке масе ' Щ1. ': 

која је ' концем дужине 1, ,' везана за 'тач",у ,О непомич!!у'" у 'ПрО- ", 
стару, Нека'је за ту материјалну тачку везана концем ' дужинё< l, " 
друга тешка тачка мае!' 'т" А'ко се кретање ТОГ ' , мs·ер'иЈ8Лног _ " 

'система од две тачке врщиу јед'ној вертикалној iiaBH~; ' посм~ гра~и" " 
. - I ' 

систем прететавља ДВОСШруко i.tоше"lGШllЧКО клаШI/о~ Проучимо ,', ' 
, . ", ') " ~ г. · . ' . . . 

мале осцилацИЈе тог клатна ' око ' Стабилн о г положаја _рй'внотеже '::' 

мад се обе таоке налазе на ' liстоfв~ртиiiали саО "~~под ' Te 'Ta,~Ke: ;, 
,," 
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• 
За 'координате тачака узмимо два ,угла 8, I! 8, (сл, 70) које 

чине дужи 1, и 1, са вертикалним правцем Оу; смер тих ' углова 

узимамо како Је на слици назначеНQ. 

тв-

Oг-----------~~. 
Пошто . Декартове координате 

чака мощемо написати 

~ 1, 
, 

т, 

",.g " 
у 

СЛI!К.II. 70 

Х1 = [1 sin 81' У1 = [1 COS 811 . 

К2 = К, + 12 sin 8" у, = у, + 1. cos 82' 
за живу силу Т система имамо једначину 

'2 Т= т, (х," + у,") + 1Il, (х/' + у," ) = 
1'8"+ 1" 8'°+ = т 1 I 1 "'~. ::: - 2 -

. " ". + ·2m.I, 1, 8,' 8; cos (8, -8,) , . 
• 

где је т = т. +Ш, ' 
. . 

Пошто се у проу чавању малих 

осцилација Iзадржавамо у изразу за живу , 

силу само ' на . КЕщдратннм ' члановима ' у 

()Дносу на брзине са константним коефицијентима , у претходном 

изразу треба cos (8, - 8,) заменити јединицом и пре .. а томе 
.живу силу ' система треба узети из једна чине 

(1) i2 T=ml,'8,"+m2 1,' 8,'+2m,I,I, 8,'8;: 

Потенција.,ну енергију П C~CTeMa рачунзм'о на овај ' ~а'чНн. 
Лошто се диференцијал те енергије одређује из ј една чине 

- d П = т, i dy, + т, g dY2' 

rде је g убрзање силе теже, имамо 

П = - т, g у, - т, g у, ' 

Ако сад Уl и У:! заменимо њиховим приближ н им вредностима 

. . 
и занемаримо КОНСТ811ТlIИ члан КОЈИ) како знамо, . не игра улогу при 

састављању диференциј алннх једнаqина .кретања , добнhемо з".о,д
ређивање променљиваг дела потенцијалне енергије ову. једнаqину 

(2) 2П = mg/, 8; + т. е/, 8,', 
Једнаqине (1) и (2) показују, да коефицијенти живе силе и 

потенцијалне енергије имаЈУ вредност": 

"24 мсхзника система 



§ 9' 4111 Пример. Двоструко· ыат"ема Пi'II\ О кла-тно -

где 

са 

, . 
al~ = т2 lЈ [2 , : 

a22=m21~2, 
, 

• 

-СН =- mg 11 ,-

С:Н = О , 

томе деrерминантна Једuачин а изгледа 

(3) L\ = тl,' )..-теl" m,I,I, J" 

После у"рошhавања имамо једнаqину 

jl, ).. - g '; 1', 1, л I _ О ' 
1/1 А , . [./А - g I - . ' 

. m! m2 
Је р., = - , или 

lП1 + m2 m 

1', 1,I,л'- g (1, +12]).. + g' -'О 

, ' 

т т, 
l' - ----" ' -1 ~ • 

' m,+т, т , 

• 

• 
Корени оне једна чине Л, и л. имаЈУ в редностн 

2/112 ]L1 )'1' 2 = g 

Пошто Је 

(1, + 1, )'-41',1;1, > '(1, + I,)'~ 4I,I" 

j~p је 1', < 1 , а 

(1, + 1,)' - 4 1,1, '~ (1, _1,) ' ;> О , 

• 
(:" = m.gZ,. 

• 

= О. 

.. 

, , 

, 

закључујемо да су оба корена л, н 1" ре ЗЈ1нli и позитивНа. Ни , за 

које вредности 1, , 1, ;':1'-, " ови коренн н е могубити једнаки, јер 

нз услова једна кости корена , ' '/ " 

(~ (4+4)2_4p.,4~ - O 

следи да Је 

""1 = 

, . 
(1, + 1, )' = 1 + 

41,1, 

а таЈ резултат Ј е супротан УСЛОВУ 
, 

1', < 1 , 
, , 

Кад је 1, = 1, н 1', = 1, услов (4) једна,К,остн «орена , јё задо~ 
• • _ _ > ; _ _ -- _0 .. . 

воље н али целокупна маса система се тада своди само на M~CY 
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т. и проблем мали х оецилација ' двоструког кл а тна дегенерише 

у сличан проблем за обиqно матемз!ичко клатно. 
, 

Корени '-, = р,' И )" Р22 одређују две главне осцилаЦИЈе 
• 

са диференцијалним ј едначинама . 

и1"+Р12иЈ == О, 

U "+' р · и О 2 'i 2 = " 

Њихови интегра" и имају 'облик 

и • . ' С, sin (Р. t +. а.), 

и, =С, sin (p,t+ а,) 

са произвољннм КОlIс тантама СЈ , С2 ј а1' а.2 • 

Ако желимо и зра зитй полазне 'координате 9, а (Ј. у функ, ' 

ЦИЈИ главних, треба да се вратимо на дегерминанту {3) и иcitо
ристимо миноре те де терминанте за '-! и }" , Тада Ьемо добити 

8. = 111, 1, (12 '-, ~ g) - т, 1.12 )" И, , 

8, = - 111, 1, 1, '-, и, + ml, (1. '-, - g) И, ., 

Пошто у ТИМ и зразима коефи~ијент~ код И, 'имају з'аједннчки 
ЧИНИЛ8Ц 12 ' а коефициј енти J<Os:t и~ заједнitчки ЧИ!IИЛ~Ц ·1Ј.;· можемо 

• <' , 
Једнаqине те чнниоце УКЉУЧИТИ i константе С1 и С! И прет ходне 

.. .' 
ради упрошћавања рачуна заменити овим 

9, = т, ( 1, '-, - g ) и, - т2 1, '-, И2 , 

9, = - т , 1, '-" и, '+ т (1, '-2 - g) и, ' 

Помоhу ових једначина живу силу ' система и потенцијалну 

eH'-'РГИЈУ можемо за"енити , са Овим ~ваДр,агним формама , " , 
, 

2 Т = й1 и1,2 + й2 U/l
, 

2 П=С1 и12 +с2 и./", 

где коефицијенте а 1 1 а:!., И С1 , С2 можемо ИЗРЗЗЈ1ТИ о·вако 

• 

a,~m,I.' (17Z , I,' Л,'-, ,' 2т,gl.Л, +mg' ) , 
, . , 

а, ~ mm,I,' (111.1,' л; -' 2m,gl,)", + mg"), 

с, ~m,'gl, [1, (tnl.+т,I,))., ' -2тgl,Л, + mg2 J, 
, с. ~ тт, gl, [1, (ml, +IIЏ,) л/ - 2mgl; )'2 + nig'J ' . . . . 
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После доста дугачког рачуна може се директно 'утврдити 

да важе ови односи између написаних вредно сти коефицијен?та: 

• ·С ., _ ~ 
"· -, =!·2' 
а, 

На основ у свега ' изложеног дефинит и вно ре'f!ење наш~г 

rробnема и згл еда : 
О о • _ • 

. 81- С, nZ2 (121' ,' - g) siп (Рl t + а,) - С, m,(р/ sin (р, (+ "'), . 
8, ~ - С, m, l, Р/ sin (p,t+ а, )+ C,IIl (I,.p/ '- g) sin (Р2 (+ а,), 

, ,о' _ 
'. , 

где су P.'~ )' 1 и р;' )'. , а " Л, и Л, имају вредиости 

" ' . .~ . 

Геометрискu тумачење малих осцилзција двоструког кnат'!з 
мож~ .се , и звести ломоhу сабирања две хармониске осцилације . - . . . - " 

које одговарај у главним координатама и; и И, : .. Ако на х оси 
. -- , . " . , .. , . ...... , 

одмеримо пром е НЉИ8У иЈ, а на у ОСИ и'2 Ј т а цка са- координатама 

(и" И.) својим крета њемприкззује KpeT~њe нашег клатиа .. У слу. 
чају самерљивости гла вних фреквенцИја тр ај е кторије те . тацке су 

аналогне кривим линијама' Лисажуових фигура . 

• 

§ 9050 Мале осцилације .. иеХОЛОИОh1НОГ система 

Зау ставимо се 

систем а . 
сад на малим. ОСЦИJIаuиј ама. неХОЛОНQМНОГ -
';' ,. ' , 

• 0 ' . 

Искористимо диференUиј8JIн.е једнач!! не (20) §З'З за нехо-

. лонам не CHCTe:-'H~ -
.. .. d дТ 

.( 1) 
dt дq'(" 

, 

• 

, . ' . . 
Примеиимо иа случа(малих осцилација те једнацине са 

. . ,,' 

ОВИМ , ' .. . 
из"ена'1а, . КОЈе одговара јуса.д!"жа ју и озна ка ма . .ове . г.,"ве,. 
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Број степена слuбоде нека буде п, н q" q" . . , qn нека . озна

чавају независне координате. - Тад-а тре ба да ст ;:! вимо , N =-= п " и 

бришем о члзнове са 1'1 ' К а ко даље жива сила , квапратна функција 
ОД ген~ралисаних БР :-Ји н а , има tталl-iе коефицијенте и Н'е ' зависи 

од . ко ордината, а г енералнсане силе имају п отенцијалну функцију 

П и сто квадратну ФУ Н lЩ ију од , координат~ с а коистантним кое-

фицијентима, из '(1 ) до б"јамо СИсТем . -

d дТ дп ' 
k I 

. 

~. ~j РЈ · , + · 
dt дq'l дqi 

• 

ј=1 

· 
где су ЈЈј , коефициј ен ти код ~иференцијалних ве,": 

" 
Рј , q', + РЈ = 0.( ј = 1, 2 , \ . . , k2 0_ 

, 

Пошто проучав ~ мо мала кретаЊ,а , ,ОКО ' положај а 

система , у претходним ј едначинама , треба ставити за 
, . ' , " 

посматрање: . • 
1: Рј = О, и .2', РЈ, = COlls t, = ЬЈ, с, ПОi\ 
диференцијалних вез" 

" . . 

'Рј = ~ Ьј; q: =0 
i ;....: Ј 

, . -

рав~отеже 

приближно . ,,. , '-

после интеграЦИЈе довu пе до КQначних веза изме!ЈУ координата 

" 

, , 
при чему смо заменил и п роиз.вС'љне Ј<Оl;lстанте нулэма, јер ,OB~ везе 

треба да бу ду задовuљене и у лоложају' ·qi · О (i = ], 2, ... ,.п). . , - . ., . . ' " 

На тај се начин Ilр облем о малим Qсцилицијама неХQЛQНОМНQГ 

система око положај а равнотеже своди на . проблем холономl:iог 

сисгема с а линеарним коначним : веззм,3. Af(:O из тих ~еза. одред.нмо 
, . 

k2 генералисаних коор д и н ата у фуНкцији .. осталих п - k , независ."их 

координата, наш проб.,ем спада у ону категорију проблема ·о 

малнм оcuилацијама к ој у с"!о · проучавали у претходним · .Пара-
графима, . . . .. '._ :. ' > .' . •. . ' .' • . 

Пример таквог кр е тања проучиli'емо у динамици ~Bpcjoг теЛа;' 
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, . 
§ 9·6. Мале о сцилације С\lстема 01(0 стационарног I<ретања 

, ." 
• 

Уочимо ХОЛD Н ОМНИ матеР~јални си сте м п степена слободе; 
независне координате тог система оз на чи мо, као 'Увек, са 

(1) , 

.' 

Нека Је пши ат израз за живу силу 7' то г система у облику . 

~вајфатне форм е одређене једначином 

2T=~ а',ј q/ q{, 
. . . ј , ј 

где су а'Ј ФУНКЦије самО координата (1 ). Према томе џретчо- . 
_ стављамо да пре Ј1 аз , рецимо, ОД Декартових КQордината . тач'ака" 
систе ма на координате (1) није био , веза н саједначина"а кој/> '., 
садрже врем е . . ' 0\, 

Претпоо'а вља мо даље да на систем деј ст вују силе КОје" ИМ'ју ' ' 
функцију сила И ' ,оја. је .. исто тако функција само координата , И . 
не зависи од в ре мена. Мо~ли бисмо уве с ти и' отпорне силе са ' 
дисипативно~ фун кцијом ј теорија, коју l1Зла жемо, може ' се ._ nр·н- "· 
ме~ити и ·на та ј случај ; ЗЛИ' . ради краткоЬе излаГ.fSња ~ "преТПQ: 
стављамо да с е Kp eraIbe врши без отпора . . ' ' 

. Ако са L означимо Лагранжеву фун кцију, тј. стави,МО 

L = T+U, ' 
• 

кретаље систе,!а треба да ,се врши 
, 

у са гл а сности са Диференци- ' , 
. . 
Јални~ ]едначинама " 1; , 

(2) 

Нека н ас интереСУ Је 

КОЈ е з на мо I<о орДIIнате (1) 
познате функциј е са 

i = J.2,.~.,n ~ .. ' 

. . 
Једно спеЦИЈално к ретање , СИС,тема --3,8 

као функциј ~ времена. Озвачимо те 

i = ), 2,:' .. ,n. , 

О.е фу нкције треба ематрати као II ap' икуларнорешење јед
начина (2). Пошто heMo са ' овим кретањем упоређивати ' друга 
крета ља , то'г истог систе'ма, СМ,атрамо ово к р'етањ'е ка о ОСНОВНО. 

, , ' , . " , " ".,,', .." 

Претпостављам о дз ' та ,друга кретаља могу да се ра зликују ОД 
.. " " ,". , , ', ', 

OC~OBH OГ сам о Jl очетним УС_ЈЈовима крета ља; примети~о 'да у , !,ОМ 
- ,. '-, , ' .' - - - - - " , ' 

смислу СВЭКl1 тре нутак ~peT8њa можемо сматрати за ' ЛОЧ_~-ТНИ' t 

. Сас та в систе ма, неэ е кој им'а ' : се покорава с истем ---~ силе kpje-- : Д, еЈ,:", 
, 
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'Ствују на систем остаЈУ ис,те. , KoopД~HaTe (1) у неком кретаљу 
=раЗJIИЧИТОМ од оснонног нека имају вредности 

> 

За ,Сваки тренута к t 
, 

можемо посматрати 

i=1.2 •.. · t n. · 

разлику вредности 

«оордината за ново и основно кретање; означимо те разлике са 
, 

W, (t) ; према томе им амо 

'Р, (1) - , f;(1) =w,(I) 
.!ИJlИ, кратко , 

q,=q,*+w,. 

Величнне W, могу се сматрати као нове независне коорди

)јате система; његове вредности одређују релатив на О,тступања 
положаја система за време НОвог кретања од положаја за вре.,.е 

<ЈСНОВНОГ кретања за исти тренутак. 

Нас he интересовати само она кретања мате ријалног система 

'за која постављамо као први услов да у почетку KpeT,aн.~ како 

-сама почетнз отступања 1Vio ; T~KO и ПQчеТf!е брз ин е W io' им:ајУ ' М~JI~ 
.апсолутне вредност" , тј. могу бити Ma.l\e '"олико год желКыо. , :' 

За састављање диференцијалних једначин а новог :кретања 

;развијемо. функцију L у Тајлоров ред по CTenell"Ma W, и 'W,~ 
, ' 

L (Qi, q,') = L (q,* + W,, q,'*+ W,') = 

= L (q ,*, q,'*) +' 

2: ( дL )* ~ ( дL )* + IV,' , + "W, ' + 
дq, ' , , oq, , ' , 

( 
o'L )* ( д ' L )* ' +'~IV/W/ + ~W,'IVj , + 

~ дqlдq' ~ дq' дq ' о о '1 о • I} 
' ,} ' .I,} . о. о 

, 

• , 

Са звездицом смо означили вредности односни х функција 

. после замене q/ са q/~ и qi са q/~ ј друr.им ре чима, тре9а узети 
, , ' 

. вре~ности односних израза за асна.вио кретање . : . . . ' 
. . , . . . 

у општем случају коефwцијенти написано г реда су фую<ције ' 
". . ( . '( ... . 

времена. Сад постанимо као други , услов да n'е мо аН8Ј!из"!,ати 
. . . . . 

само она кретања материјалног система за, која су сви коефИ.I\И-

јенти написаног, реда стални, ~peTaњa, која , задовољавају тај'усло,В, 
. - , 

, ЗОВУ се СШЙЦUQl/аРl/а крешања система, 
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Ако КООРДИlIате материјалног система у односу на одређено 

кретање датог сис,ема можемо поделити .у две· ГРУПе: 1. утако, 
зване uовuционс координаше, које за време тог кретања имају 

сталне вредност, и 2. у цикличне координате, ОД којих H~ зависи 
ни жива сила систеrt,Ш НИ функција сила, и :~a које ге~еРаЛиса~и. 
импулси имају сталну вредност, 'може ·се показати' да' је такво· 

кретање система стэционарно у горе наведеном смислу. " 

• Пошто Ьемо анализирати само она кретаЊа за која су W, и 

wi мале величине, зауставимо се у развијањУФ,;:нкције L само. 
. . 

на члановима до другог степена закључно, ТЈ. ставимо 

(3) 

~дe су '03Ha~e очигледне; 

Образујмо сад помоhу 'функције (3) 
за променљ~ве WJ 

".""'--
Лагранжеве. јеДН8чине 

(4) 
d дL дL ----' - О - . 

дw, dt дwi 

Пошто је Lo ~ const., тај члан. при састављањуједначина 

отпада. Чланови који одговарају . функцији L, такође О'rnачају 
и то из ових разлога. Како је 

О.' 

_д_L,-, ~ ( дL )* ~ ·const., 
дw/ . дq;' , . 

[фво можемо закључити да· је 

, 
Са друге стране, пошто је основно кретање, за које је W, . () 

решење једначина (4) у којим је први члан за w,-О-јеIIнак нули, 
мора и други члан за Wi =0 бити једнак нули, а то значи 

( дL) (дL)* дw, w,=O ~ дq, = О. 

На тај начин од функције L у облику (3) тЏба задржати 

само члзнове L,-,. ... 
-' .' ,. ,- " . 

Ако употребимо мало згодније ознаке, функцијаL добirье 
облик 
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1 • " ' . , 
L - - (А " - ' 2А ' .. +'. ,, + А '2.l. ?A ' ·· +' ' ~ - 2 ll 1Џ l t- 12 ~1 w2 , -. • 22 IЏ~ , t - 23 lџ? WЭ ' . • • 0 

+ А'III lџJl '2) -1-
+ вн )~/ lЏ1 + .812 w/ W 2 + .. . >'+ ВЈ n lј\' 11'/1 -~ 

, . + B2i W2' II ' Ј + Н2'.!. w2' W2 + .. . + В2n IЏ:,/ ' Џ /I +" : -, , 
• • 'О • • • • • • • • • . ' . • • • • • • • . , , . . -

+ ВМ I Wn' lV~ + B I12 w/ W2 + .. . + Еnn lџГl ' 111'/ -~ 

+ 1 ( с' ,,' 2С ' + +" с ; -t "С ' +' . "2 Ј1 lЏl ~ 7 12 W 1 -W2 ':,' . ' 22'W~ " ~ ,28 W.2 WЗ" , , ' •• ~ ; 

+ С"" W,,') , 

Ако за такву функцију саставим о Ла гран ж еqе 

добиhемо ова Ј систе м диференцијалних једн ачин а 

, 
:ЈеДна~ИII,е, 

, 

(5) ~ ( Ај> Wk" + ЕјК Wk -, Сј, Wk) ~ О, . 1 2 ' , 
Ј = Ј 1''-' Ј n', -

• 
'< .. • . 

• 

. . , . 
, Потражимо 

у облику 

сад паРТИКУ,лаРНО " Решење 

ј . . 

систем а , једна'U!lii' (~X 

(6) W = т еУ.' k 1 1.: ' 
• 

Константе m1> и У, мораЈУ 
. , 

зз)tQвоља,вати услов"е 

~Пl1" (A jk Yr'+Ejk1(1-' Cjk) ~ O, /= 1; 2,. .. :·; n'. 

" . 
Пошто је то си с тем хамогених линеарних једначи~а у односу 

на m/k , детерминант: каефиције~а.та мора бит и једна ка :нули. Та 
детермина нта има О QЛИ К . . . 

(7) 

. .. ' . , 

Ан у'-сй , А" у'-Е2Ј. у- С21 , l' ,А", У' - Е", у-:-- Сn1 ' 

·А 12 .у'+ Еј, у-С" , .4" у'-':С" , .... Аn, У'-Еn. У- Сп. 
• 

. . . . . . . . . . . ' . . . . . . . . . . . . . . . . . 
А1n у2+Е111 у- С' /Ј ' А:!1l у2-Е21l У..,-С.2.n - ,' ~ . Аnn y~-E,tn У-Сnп , 

~O . 

. ~,- ,-~ . 
у тој детерминанти смо У1 заменили са У, ј е р помоhу такве 

вредно сти можемо формирати · ' и 'друга партикуларна , решења. 
Како та детерминанта не мења свој облик , ако ставимо ~ у 



, 
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, 
место у, једнач" на, коју она претставља у односi на у, садржи 
само парне степен е ОД у. ~. 

Ако , једнач"на (7) има све корене . негати вн е, MO!l<eMO ставити 

у2 =_р2 

И тада се реш е ља облика (6) претварају у тригонометриска 

р.ешења, . која одговарају МI:РЦIМ О~IUiJlацијам а CI1 .C"I:e~a .ОКО · даТоГ. 
стационарног крета ља. Само стщнонарно кр етаље Тада ·се јавља 

, , , 

као сшабиЛIIО С1lliЩllонаРIIQ "решање. У' детаљно nроучцвање мо,уlt
ности таквих кр е тања, које је везано С:1; в еома . компликованим 

питзњем q стабилности кретања уошпте, овде не - мож'емо уnаiити, 

. 
§ 9'61. ПРlщер мали)!: ОСЦИЛЦЦllја око СТl\ционариог 

кружиог кретања 

УаМИмо проблем о кретању тачке .под дејСТВQМ центраЛl\е 

силе која зависи само од растојања. "пошто је 'Кретање, као што 
је познато, равн о, за координате тачке узмимо поларне коорди

ната г и е· и саставим о Лафанжеву функцију 

т , 

, L , 2' ( г'2 + г2 е") ' - м т F (г) , 

, ' , 

где Је т маса п о кретн е тачке и - Мт F (г) функцнја силе: Сама 
централна снла нм' вредност - Мт! (г), где је 

- '1 

ј (г) = ,! F('l = F' (г) . 
dr . 

Пошто Је 

дL ' 
- = mг', 
dг' 

дL = mг В" - м III [(г), ' 
дг ' • 

дL ' · 'В' , дL - =mг- ,-=0 
де' , . , де ' 

Ла гранжев е Једначине 
-

d дL дL " 
- -.• -, - - .1. = О, . 
dt дг' дг 

' d дL 

dtдВ' 
-- --

.. ' 

ИМ • .ЈУ облик 

дL =0 
д8 
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Пример МЗJlИЈ[ ОСНИ 1! зuща 'ОКО ста~ионарвог кружног "ретања § ''9'бl - . 
-~~', ._=--......... , 

(1) 

• 

111/''' - тте"+м mf(T) = Ј. 

.d (тг' е' ) ~ о 
dt 

11 даЈУ 0'1евидно партикуларliо решеН>е 

r = r :;. -- const., 6 ' = 6'*= CO!1st . . , . 
одакле Ј е 

• 6 = 6'*'+6 ' 9' , 

где су г', 6'* и ео ПРОИЗ1!ољне коџстаЈ1tе: Ово п ',рrику.~арн() ,ре· 
о ' • ' , 

шеН>е се приказује ка о равномерно кружно кретање. ПримеТИllо, , . ,-
.да између констаната О'" и т' н! основу , (1) тре 6а ,дапостојн. веЗ8 · 

(2) г" е'." = м {(т*). 

,која ОМОГУliава кру жно кретање. . . 

Узмимо сада у обзир кретање блиско том кружном кретзњу 
• 

:И ставимо 

6 ~, 6* + 1Џ, , 
, 

-"ри чему Је , 
(' '-. w1' , 8' ' 8':1< + w2 ' • 

, . . 
ЛЗГР3Н Ј1<еВ8 функција за то ново кретање има аб!!ик , 

, L~ 'i[w,"+ (Г'+w,)2(6'*+w,')'Ј-,-МmF(г*-tw,). 
. -' .. 

Послt;'развијања те функције по степенима lV11 W21, w1' " . ~2' 
;имамо . 

, 

,где је 

'Lo · т . т' 6" - МтР (т)= сопs !. , 
2 ' 

L, ~ [тт 8" - Мт f (т) Ј w, + тт' 6' Н'/ • ' 

L = т [w " + Г'lџ " +4i-6'w w'+6"w ' J- 1 Mm'w ; f'-(T) ' , 2 Ј -. ~ -1 2 ' . 1 'Ј 1 , 
, -

при чему СМО иза стави!!и звездицу, сматрајуhи ,. н 8' као КОН

<,танте. 

3 а састављањ е нових диференцијалннх јед н а чина 

d дL дL 
- - -- - - --- = о " 
dt ,дlV', дlЏ, 

~ 

можемо функцију 1, заменити С3"10 са L" Пошто та Функција " . _. 
има сталне коефиuијенте код СВИХ чланова · другог CTen'~HaJ~pe-

тање које се одре lј)' је том функцнјОМ има стаЦlIонарН~ , ;к-аракТ~р. 



§ fJ' бl Пример ,'.]J 1IНX ОСЦlfлац'ија ОКО стацнон <!р н ОЈ- к ружног · кретаља - 3В(} 
, 

Ако помull )' једначине (2) ИСКЉУЧИМО из горе ', наведеног 

израза за L 2 I{о н станту 81, можемо написа т и: 
, . 

[, = ; [w," + г'w;Ч 4 ,,'м г f( г) w, )V; + ( Ј ~) - /' (г) ) М ~,2 Ј 
За ову Функцију се Лагранжеве ј една ,ине изражавају у 

облику • 
. ' 

(3) 

w," -2 VMTf(T)W,,+M[/'(r)- Ј;') ].w,=o,· 

~ -

г' w,",!- 2 l' м г ЈИ w,' = О. 

Детерминантна једиачина, која одговара том систему, ИЗГЛ"fда 

y' -I- M [P(r)_J;')] , -, 2yVMI/(r) 

2 У l( М г Ј (г) , 

и ДОВОДИ ДО ове Једначине . 

г у' ( г у' +М( г Г (r) + 3 Ј (г) ] } = О. 

Та Једнач"на да Је два ' решења за у'; 
" 

х/= о, 

у! =_ м (гг (г)+ 3 ЈИ]. 
г 

[[рво решење доводи до овог решења систе-ма (3) 

при чему су те константе везане ЈеднаЧИНО;\1 

(4 ) M[P(TJ-IY, ]W1*=21' MT!(ГJW"*' 
Овомрешељу одговара исто тако равномерно кружно KP~

тање по кругу блиском датом кругу , основног ~тационарног 

кретања, УС,'0В (4 ) допуњује"уСЛОВ (2) за случај таквог кружног 
кретања. .. ' , ' 

Други коре н у! одговара стабилном кретањ'у, кад му је 

вредност негативна, тј: под условом 



З8 1 Пример малих ОСШ!.1аuнја око стзцнонnрног ,КРУ ЖI!ОГ кретаља § 9' 61 ' -- , .-'------:",--

(5 ) r [, (r) + 3f(r) > О. 
За Њутнову Си.1У. кад је [(г) = г~~2. II р етходни услов Је 

испуње н, ј е р ДОВ?ДИ ДО неј е"днакости , _ 2 > О " 
. у случају стабf! .1НОСТИ у блиском кретан.у тачка врши си- . 
НУСНУ · ОСЦf!лацију 01(0 одиосних положај а на кругу ОСIIОВНОГ 

кретања . 

Кад се услов (5) замени супротним условом 

гГ(г)+Зf(г) < О, 

основно кретање НИј~ стаб и'JIНО; из почеТНDГ 

тзчr:з се 

п оложаЈа 

уда ЉУЈе 

блиског , 
• • 

положаЈУ тачке н а основном кругу. 

неНЦИЈВЛНОМ закону. 

Најзад под усло вом 

rf'(r)+3f(r) = O. 
тј. у случају кад ' је 

с 
(г) =-, 

. г3 

. . -., 
где Је С константа, дру ги корен ' у; је исто та ко јеДН,ак НУi!И. 

Како су сад оба корена једнака, ·. задатак захте ва ' детаљно . про
учавање тог случај а, У које неЬемо овде ' , улазип,. 

• 



ГЛАВА · ДЕСЕТА 

у дар материјалног система 

§ 10'1 •. Проблем удар .. • 
матерИЈалног система ... 

Проучавајуl!~ кретање ' материјалног снстема . Н~IIШЛИ СМО 
(§ 3'2, крај) на случај кад систем, сло бодан или !iес!\обод~и" 
долази једног тренутка . на незадржавајуl1у везу са брзина ма I;oje •. ' 
не задовољавају услов који поставља та веза З8 брзине. , 'У тЬм .' \ 
случају досад и знесене методе за проуча нањеКfJетања · ').Iатери. , · 
јално'Г система нису дово,љне заодређивање кретања система 

.' . ' 
uосле тог трену "гка. Механичка ПОЈlIiВЗ, 'Ко]а се при томе проучавз, 

претстављаудар лtaшерuјаЛliог .сuсшеАta О везу. Формулишиiii> ," 
. . . 

мзтематички услове те појаве за случај хоnономног система. 

Замисли~о материји_лци систем од 11 материјал'НИх тачака ' ~ 
чије масе 0значимо С'а m; и Beкrope положаја у односу на непо- :. 

-> 
кретни пол са г, и = 1, 2, .. ' . ,п). 

- . - . 
Нека СУ дате: 

1. Коначне вез е (§ 3' 2) 

(1 ) i ~ 1, 2, ... , п ; 1 = 1, 2, ... ,k ~'-. ' 

које могу бити задржавајуhе . или незадржавајуhе, али K~je се . у 

последњем случају узимају у обзир само "ад дејствују. 
. -t' . 

2. Активне СИJlе са ознаком F i , реЗУЛТ8f!те свих' активних, ' 
сила које дејствују на i' ту ТаЧку. . .. . .\ 

" 

3. Поqетно кинеМ8ТИЧКQ ' СТ8ње- система са · ~оqетним ': В:ред-, . 

HOCTtlMa вектора " положаја ,И ,~ .лочетним брзинама; ; време прво' 

рачунамо од тог по.етног тренутка кретања, тј. ' .ставимо t. -' О ; .'. 
, '.\ 
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383, ПроCiтrt М удара материјаЛIЮГ ' СIЈстема 

Са овим подацима се креТ8ње система одређује после инте

грације диференцијал них једначнна кретања које , у векторском 

облнку гласе 

п 

(2) m, Г, = 70, + 2: '" grad;l, -'с- F + ј, (=1,2,.: .,п. 

, '_1 ., 
Искоришhене 

(§3·2). 
оз наке су , позна.те из претходног излагања 

По~ле интеграци је тог система н узимања 
услова добиhемо кона чне једначине, једна чине 

које кратко можемо написати _ 

(3) 
-+ -> 

'г, = г, (1) , 

у обзи!> пO<iетнiiх 

кре.тзњs- , систеt.tа, ' 

• , 

и оне одређују кретање система од 'тренутка' 10 ~' O; 
- '- . 

Претпоставимо сац , да сем веза (1) постоји још једна , J(9Ha~~a ' 

везасезадржавајуliе природ. ,) ' " ' " " 
- . -> 

(4) !(ђ, 1) ;> 0 " 1= 1,7" ,:;11 . .. 
• , " 

• "1' : . -. • • • 

ТОЈ ,ве,ЗИ, Т) , ~Ko. Је , 
. . -' , , .. ' " ~ , 

Ако почетни 
. " - . 

положаЈ снстема не прнпада 

-+ 
ј(г,о, 0»0, ' 

'. : " , . 

матеРИЈални систем 

на везу ' (4). 
he почети да се "ре'пе као СЛОQРА"Н у , :односу 

'. ' :-

Даље могу наступити два случаја: , ~,CIiCTeM Iщ.кад~е l/,ола'зи 
на везу (4) и она је , прематоме"за . тщво кретање " система " . . . . - . ' . . ~ 

беспредметна; 2. једног oдpeђe~oг тренутка, 11 систем , долази. на, 
'везу; пошто је 11> О, вредност 1, се одређује као најмањиriоэи- ' 
тиани корен једначине 

-+ 
j(r, (t),I)=O, 

-+ 
где 1 ,треба сматрати као непознату, а г, су функције одређене 
јМНJlчинама (3). Ако такав кор,ен 11 постојн, материјалннс~стем ", 
је дошао ,у положај, кад је ло.чела да . дејствује . сем претходјн;х, 
,И веза (4). Почнимо сад проуqавати појаву кретаља ' система <iд 

тог тренутка 1" Врем е од ТОГ тренутка : ознаqава hе/.lO ' са ~ и ' то. 
тако да тренутку 1, одговара с-- Q. , , 

• 
Пошто је вез а "очела да ' дејсrв:у,lеiбрзине тачака, сист-е",",, 

треба да задовољавају услов ' за · б~зиНе " 



§ 10' 1 Проблем удара маtерИЈаЛНОГ о!стема 

(5) 
df ". -> д! _ 
dt ~ 2: (grad;f, v,) +iJt ~"o, 

ј=l . 

, ' 

Вредности величина, које улазе у 

. 'f = О означанаЬемо индексом О. 

онаЈ yc~o~, за тренутак 

Ако Је за тренутак < ~ о. тај 'услов 
, 

задовољен, Тј. 

(6) ((Н) > 6, 
dt о 

брзине система, са којима је систем дошао' на везу, спадају у 
, 

могуЬе брзине и даље проучавање кретаља система се ВРЦЈи »а . 
тај начин што се у диференцијалне једна чине (2) додаје· са десне 
стране допунски члан у облику 

л grad, {; 

који одговара сили реакције везе (4) на i' ту та'!ку, ,У даil>ем· 

кретању систем може или остати на вези или Је ПО,наво "ЦТIY:-, 

{:ТИТИ; _ то зависи, како знамо, од вредности' множитеља' везе' А. 

Према томе проучавање кретања материјалног система под .y~~o, 
ВОМ (б) се врши на познати, раније изложени начин; 

, Учинимо сад другу претпоставку, Претпоставимо да мате-

рИЈални систем у тренутку. доласка на везу за f ~ О има БРЗИl;е . 
КОЈе не задозо.ъавају услов (6), вев упоредо са (5) имамо за f ,. О 

(7) (df) < о, 
dt о 

БРВUl{е доласка нашег система на везу се јављају према 

томе у овом случају као немогуве, Како се остварење везе (4) 
врши помоhу маса и те масе везе не допуштају да ~ихово место, 
заузму масе нашег материјалног система, појављују'се нове-силе,_ 

силе реакција, које .дејствују на масе ,-нашег система, а њихови 
• 

,извори су ' у масама како везе (4), тако и у масама свих осталих 
веза (1 ),' 

. Конкретно, у физичкој појави, треба сматрати,- да се. 'цejCT~Д
тих реакција врши једно, макар и кратко, одређено време и до

води до резултата да материјални систем добије нове, могуЋе 

брзине, Са жељом .Ца се упросtи проучанање такве појаве~Матра., 
се да поменуте реакције спадају у категорију такозваних тре

нутних сила коначног иипулеа ·· (Рационална механика, 1, § 12'1) .. 
Таква идеализована појава и претставља оно ш·то се у р~цио-



385 ,. Проблем удара материјаЈIНОГ с истем а 

• • 

наШIOј механици зове удар сUCшема о везу. Наведимо ове ОСQбине 
. те појаве: 

~ . 

, 1. Време деј ства свих тренутннх реакциј а , другим речи .. а; 
време удара је б е скрајно мало .и l' граничноы посматрању тежи 
нули. Удар по чињ е у. тренутку .. " . о и завршава с.е у?!?енутку 
'["2 = L1t ; .. при чему .1'( --»0. ._ . . ! . , . 

2. За време 11. и м пулси треt1УТНИХ реакц ија,. кЬјес{сматрају 
као бескрајно ' велике, теже одређеним коначним вреДН!)СТИМ8, ·. а· 

импулси коначни х сила једнаки су нули. 

3. З.а време у пара у .систему се не врше никаква. ~~наЧН8 , 

померања. Друrим pe ~bMa, вект.ори положа ј а ка ко,; тач~ка~ C~~r·tMa; · · 

тако и ОНИЈ\ маса које остварују в~зе.,. остају . неllрОмеliени. ",/. 
4. За ~peMe удара се мењају само брзине т~чака1 и ,,?Jle .• ,Be- . 

ЈЈ.иtJине, КОЈе су веза не за те брзине· (колиtJине кретања, љихов, .. 
.момент,. жива сила). ' . 

5. На , крају време на удара , орзинесистема ПОСЈ;'!};}, TaK~e , да •. 
• 

важи неједнакост 
• 

• 
"(df) >0, 
" dt · 2 

(8) 

при чему СМО ИНДС'КСО Ј\·l 2 оэнаЧJ::lЈЈИ вредност извода :эа Tp'~ilYTaK , 

"t"2--ilt". ' -
, . . . , . 

Сматрајуhи да се вредност /fзвода !!! .меља . 33 вре';;е 'yJIilpa , . . dt ~ . ,.; .. .. ... ..: 

неi1рекид·но~ треба 

КОЈИ Ь е бити . 
да постоји тренутак, ОЗН ;:t чим6 г.а са .'(1. , . за 

(9) 
... . , 

6. Претпостзвљ,мо да Tp~HYT.e . силе ре акци ј а з а време. , ~~oг~ 

дејства имају правац градијента одговарају hих ве за . . : 
. . . ' 

За решава~е проблема О .. кретању, сист€ ма lJо сле удара треба 

да одредимо 6РSИ1l е одласка, тј .. ' брзине , та,"". система . ,цосле . , 
завршетка деј.ства тренутних сила реакција, " ",: " ~О 

У вези са го ре наведеним изразимо прво промеНУ' брзина од 

. поqеТК8 удара до тренутка ',. За тај циљ интегришимо . днферен- '· 

цијалН'е једна чине кџетања система, l(oje сад треба напиС·ати· :'. 
. , 

k 

in , ј.; = F. + 2: '" grad,),.+ ~ grad,I. ·o 
1=1 

2S Мехавика СlIстема 



§ 19' 1 ПрОблем У.IIара ЩIтеријаЛI:iОГ система 

у границама ОД О до <, . Гјосле интеграције и мамо 
k 

(10) 
.... .... 

тl У ( I - ' тј 1'10 = ~ Л,, ~rad , / , + л' gradJ, != 1, ,2, , .. 1 П ,. 

,-" • • 

" 

.... ... ). .. 
~Д~ су: Vto и Vi1 брзин е i 1

Te тачке ' ЦРI:I 

ДОЈЏIСIЩ; и З8 тренутак t'1 и 

почетку удара - ' , брзине 
, 

(11 ) 

, ~~поз~ати множите Љi;i ~МПУЛСНВНИХ реакција, 

~T!lMa одре ђују импулсе реакција, ' 
кој" сврјим вредно- , 

• 

... ' . , . 
Чланови са Гј отпали СУ, јер су те силе коначне и ЊИХОВИ __ 

, ИМПУЛСИ за рескра јно мали интервађ времена једнаки нулн. 'Гради-
о '- . " " 

Јенти свих веза, су стаnни вектори за све време удара" . ', 

Сличне једна чине 

тј. до краја у дара, 

можемо , ПОСТ~ВИТИ з а интервал од ~1 .ЦО '['2' 

_~ ОО 

. ; - k 

~ ] Л,' grad, /, + Л' grad, /, 
, 

i= 1,2, '.:" ,"п, ' (12) 

.. 1=1 

.... 
. где су: У'2 брзине одласка и 

(13) . 

Сад се проблем може раШЧЛ,анити у два деnа: ... ' .... 
[. Дате су бр зи н е доласка ViO, треба одре.(\ити брзине V" и 

, множитеље импулсивних реакција (11). За то одређивање служе 
В'екторске ј едначине ( [О) ' и k+1 скаларних једнаqина ' " . ' 

"(14) 

, '(15) 

(dfi) = {1 (grad, [" ;',) + (дf') = о, 
d,t 1 ~ , iJt о 

• " 

• 
, 1~1,2; .. ; ,k" 

- • ' , ' ', . .' , , . "о 

(df) ]" , " .... . ', (дf) - = (grad,f, Vli ) + '-' = 0. - ' 
. dt 1 " ', .. , д! о 

, ;;: Ј -- -
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. . 

ЛРОбщ:м улара матернјЗJlВОГ система . . § 10 ·х 
, 

• . 

. Како број неПО 1 на rих одговара , броју једиачи на и при томе 
• 

су једна чине (14) и (15) линеарие у 
I о' • 

зина, а векrор,ским једначинама (10) одговара систем линеарних, 

односу на координате бр--

, 

једначина у односу на "сте координате непознатих брзина и мно-
о • , , 

жите~е (11), НИЈе тешко показа,ТИ да T~J део проблема без икаквих 

допунских услова уае" има одређено решење. Према томе у ~a-. 
. ~ . . ' . 

редним расу!јивањима величине V" можемо сматра ти као пОзнате. 
~ ~ . I 

11. Дате су брзине ђ., а треба одредити брзине V'2. и множи-. . 
теље импулсивиих' реакција (13). За О'дре!јивање тих величина 

служе векторске једначине (12) и само k скалаРНIIХ једиачина 

(16) (df,) Zn ( [. .... . (дf') --, = ' grad", V,, ) + - = о . 
dl .. . дl . о 

- 1:::: 1 

. , . 
ПО\llТО У овом с.'учају место једначине (1 5) имамо нејед, 

накост (8), недостаје једна скаларн~ једначина за дефинитивно " 
решење овог дела проблема и одређиваља брзин а одласка. 

Та се. скалар1Ја једначииа уводи као допунски услов ' и то 
у облику који одговара појавама посматраним у ПРИР!lДИ : При 

овом излагаљу тај до пунски услов можемо поставити у о.блнкУ 

везе између ~мпулсивних реакција за први и дру ги lIериод удара. ' 

у најпросiијој форми та се веза поставља Једначнном ' 
. 

. . А2 = е 1\1 , -
где је Б .бројни . коефициј ент, који се З0ве коеФU'luјенш УСИО

СШQ8ЉQЊQ (Рац. мех. 1. § 12' 3). Додавањем ове ј едн а чине проблем , 
црстаје потпуно ОЩЈеђе н и стоји у вези поново само са реша-

• • • 
вањем система линеарних једначинз. 

Ако се од оних веза, Koj~ СМО увели Једнзчинама ОДНОСНО 

неједнакостнма (1), један део; на пример 
, 

, (p < k), 
> • 

састоји од незадржавајуhих веза, материја;IIНИ систем после удара 

може J::Iапустити те везе. За такве везе се не може искористити , . 
услов (16) и према то",е за сваку оА. тих веза треба i1а .. буде 

' . ' .,.".. . 
тако!је дат однос импулсивног множитеља. за други део удара 

према импулсиввом множите.љу за први део, ТЈ. однос 
, 

Л "Л 1 (. 1, [ = I;Z,. , .. ,Ji. . . . 
• 

Тај . однос исто тако ~peTCTaBљ~ Iщефиц~јент у~пост~~~.~а 
["те везе и датог система. Како сваки од њих има свчју сле.~\I-



§ 10' 11 388 ' 

, 
јалну вредност пр ем а природи везе и систем а, оз начнмо га са , ејо ·' . ' , 
Према томе у .защ ну за један део једн а ЧИ lJа (16) требц ; ставити 
једнаqину /' . / . ' ;' ! 

Лј2 = El А/Оl, . [= 1,' 2,., ' . , Р" 
. . . . 

у проучава, ь у појаве удара, рај?чланили смо удар Н,а ,два . 
I " о • , • ' , 

дела , За први део смо , поставили једнаqин е (10) , за друг]' једна- , 

чин е (1 2), Навешвемо још једнаqине које одговарају целокупној " 

ПОЈави, 

Ако са бе ре,ю (12) и (1Q), добиhемо 

k ' ... - ) 

m i V
'
2 ~ тј v ;'Q = .2 Л, grad, {~ + А grad, 1 , 'i:- 1, 2,. ' } '~, п, ~ 

, , 
/= 1 

где су 

" 
" 

л, ~~ Ј '-, dt, л ~ Ј }, dl. ' 
, . 

о 

-+ ,-
Имамо tz векторских једначина за одре!Јивање -п веКтора' ,у;. 

it k + 1 с"алара А " А, За сваку задржз .ају hу везу из (1) имам р 
услон (16), а за н езадржавајуhу треба ставити . , 

Л, ~ ( 1 + 8, ) fI. " 
исто као и за ве з у (4) ' 

, . 
' при чему су л,' и 1\1 импулсивни множитељи за први део удаРа . 

• 

~ 10'11. Пример 

• 
Ради конкрет ног тумачења иаведе н е т ео риј е узмимо прост 

, . , 
прим е р . , 

• " '~ '- о 
Н е ка се ма тер ч""нн си.етем .еаСТОIИ и з двеЈ У тещких тач~к.а. 

м.!!са m1 и m2 везан и х штапо~ Не'пр о~енљие е ДУЖ'ине , ! qију ма-цу '· 

занемарујемо. Систем врши сл ' бо,дан п а д и з положаја са . ~ис.и
. нама Н ( ачке , т ,) и Н + h (тачке I(l') над хоризонто>i ·. и j~д~?г , 
тр е нутка врши прв и у дар са хоризонталном р авни, кад тачкs ' т,. . 

дола зи у TV р а ва н. Треб.?одред·ит.и брзине т.ч а ка после тогпрво~ . . . - . . 
' удара, Коефицијент ' успоет"вљања . е ХОРИЗ0нтаJlне " равнн и' тачке 

-,- -",' . _' 
т, Је дат. 



589 Пример 
. -, .-
§ 10 ,Н' ' -. . 

, 
Ка ](о је у овом примеру кретање система до удара потпуно 

јасно, иеhемо реШз вё.ТИ задатак о кретању Tat!aKo\! ОД . почетК"s 
, - - . 
кретања ДО удара, ueh ћемо ' само нзвести . решеље. · : _ ':: 

Ако за координаТI1У раван Оху узмемо вертикалну р'ааа .. 
, , ' 

кроз п очетне 'ПОJlож;зје тачакз, па осу Ох смеСТ ИiY Q ухорязо~'; 

талну раван, . 3 осу Оу наперимо верти~аnно нввнше, можемо за 

почетне координате У:1еги 

lil, (а, Н), 1Il, (b,H+h) , 
, 

• 
, 

где су н I h Ј а, Ь позитивне веJlичине и Ь > а Ј пр и чем., Је . 
• 

(1 ) 

Координате таЧ<lК3 за време кретања 
• -

tll,,(х,,у,), 
,', ' 

морају задовољавати три везе: једну задржаuајУ}IУ и цве Нiзадр' 

жавајуhе ' 
• 

-, 
при , 

(2) 

(3) 

( 4) 

(x, -x, )' +(y,-y,)i;-f- = О, , 
у, > о, • 

у, > 0. " 
Коначне једначи не KpeT~њa до ' удар а им аЈУ о блик 

" 1 ' 
xl o-~ a, i Y.1 = H-. 2 gt:Ј. , 

, Н+ 1 " У2 = , h - - g"t- , 
, . 2 ' 

чему вр,еме ра чу намо од почетка слободног п ада. 
• 

у тренутку 1" КОЈИ задовољава услов 

• 
• • 

тачка 1Il, је. дошла у ХОРИЗО1;палну • раван и т о са брзином 
---- ' \ . 

(5) - хlО' = о , у1О' = -gt, =- -V 2Hg= "" = "о ' , 
Незадржавајуhа веза (3) почела је 

у, = О, 

" 
да дејствује, тј. 

, , 

а према томе брзина те тачк, мора задовољава ТlI услов' 
• 

(6) 

имамо 



• 
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Како из (5) видимо да је брзина дою,ска ћ.'. нега~Иl!на и 
пре ма томе не з адовољава Лl?етходни УСЛОВЈ на стаје удар те ,тачк~ 

о хоризонталну раван, а пошто је са том ТаЧ КОМ везана и друга 

тачка система и на ту тачку дејствује преко штапа тренутна сила, 
о • _ • I ' 

имамо ПОЈаву удзра у систему . . . 
у почетку у дара (т = О) положај сиСТ.е ма је одређен . КООР-

динатама 
• 

(7) 

(8)0 

хш = а, У10=О; х20 =Ь, У20 ' ћ, . 
, . . , 

Х ' - о у ' - • . х ,-о у ' - . -. -'v' 10 - , Ј а - 10, 20 - , 2 (1 - 20 - ЈО - о' 

Пре свега приь:етимо да за све време удара ' систем остаје 
. у истом положају са координатама (7). . ' .' . ' . ' 

Узмимо сад у 'обзир тренутак <, кад је испуњ~н услов · од 
незадржавајуhе везе у смислу Једнакости , тј. за ' тај TpeHYTa~ 

имамо 

(9) • 

Саставимо сад једначине ' (10) претходно г параграфа у ска-
о. • . , • 

Л8рНОМ облику. Узимајуhи у обзир вредности (7) и (8) добиhемо 

(10) 
• 

(11 ) 

(12) 

(13) 

• 
m1 хЈ/= -Л1Ј d, 

nzј ' Ун' - т1 'vo = - Л/ h + Л Ј ; 
, - . , -

• 

где смо са d означили' ргзлаку b-а=Ј, а Л,' и Л' су , миожи

тељи импулсивних реакti.ија. Задржавајуnа веза (2) поста.вљ·а ' ) 
• 

наше .. положају система OB~j услов за бр з и не : 

• 
(1 4) - d . х,,' + d . Х,,' - Ii . ун' + h у,,' = О. 

Сад имам о на располо'жењу шест лин еарних · Једнаqина (9) 
(14) за одређивање шест непознатих 

, 
Решење ТН Х једнаqин, д.је: 

.' 

хl1 ' ::= -1ll2 k, Уl1' = О, 
• 

у,,' = _. + J!ld h k, 

/ 

. Л1 =-mЈ ( VO' -
, ' . 

~..!!. k) ' . 
d . '. 
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k = _ _--,V::"-o-.eh:..:d=-.,,. О >. 
12 + d" m1 m2 -

Сад ћемо према једначинама (12) поставити једна чине за,8)1;1 
ређивање величина 

,,', I , 2 ~ 

Х12 , Х22 'У12 'У22 'Л1 , Л ~ 

тј. координата брзина одласка и МНQжитеља 

ција за време од <1 до краја удара. 
. . 

имамо оваЈ систем ЈеДfJ:ачина 

m1 Ха' -' т1 хl1' = - Л 1.2 d, 
'. 

И~nУlIСИВНИХ 

И3 (12) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

m1 У12' - m1 У11' = - Л/ h + Л % , 

реак,. 
. .' . ") 

где су ознаке Јасне из претходног излагаља. Сем тога из веэе 

(2) имамо услов за нове брзине 

(19) - d· х,; + d· х22' - h . у,; +h . у,,' = о 

и наЈзад допунски услов. за одређивање реакције успостављања, 

(20) 
, 1 
Л2 = еЛ • 

1 

где је Б дати коефицијент успостављања. 

Решење новог система линеарних Једначина (15) --' (20) са 
нађеним вредностима брзина З3 тренутак '['1 има облик' 

(21) 

, 

где се А = л,' 

._ .• 1 Ad 
х" -.>:" - -- . ., , 

т, 

Х22' = Х21' + -1- А d • 
т2 

ч 
У '-у '- -' -Аh+еЛЈ 12 - 11 , 

т, 

У2,' = у,,' + -1- А ћ, . . т • 
одређује из једна.чине 

• 

А= ет, т2 hЛ' >0. 
(т, + т2 ) (' 
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, 

На основу добнјених резултата не би било тешко нзцрr8ТИ 
брзине тачака у почетку удара, у тренутку <1 и на крају удара, 

у тренутку <, . . 
. Узимајуlш брзине из (21) з~ почетне БРЗЕ не; у случају по' 

требе, можемо про учити ново кретање система до TpellYTKa ноЬог 
удара итд. Ако коефицијент успостављања није једнак јеДИНII.ЦИ, 

кретаље се завршзна тиме што се обе' та}чк~ зауставља-ју у' хари
зонталној равни. Тај резултат одговара стварној физичкој појави 
схематски претсrављеНОЈ наtџим задатком . 

. 
• 

§ 10' 2. Ва.кан количнilе кретања при удару 

у § 1 О· 1 анализцрали смо· проблем удара холономног мате
ријалног' система о јед-ну незадржавајуnу везу." Сад узмимо ' у 
обзир материјални систем општег карцктера, који може да буде . . 

и нехолономан и на који Mory дејствовати не само ударне . ре

акције веn и ударне активне силе., остварене на било крји цачин, 
и покажимо у којој форми се .МОгу применити опште теор.еме 

о кретању мџеријалног систе",а на анализу пој"ве удара. 

Према § 4' 1 на свака кретање матернјалног система можемо 
. применити закон количине кр'етања у интеграшlOМ облику. Тај 
закон изражава ова векторска једначина (8) § 4-1 

t t 

К"- Ко . Ј F dt + f R dt , 

to to 
-> 

где су употребљене познате ознаке и главни нектор. реакција R 
• - има вредност • 

п k l 'k2 I 

R = ~ (~ л, grad, f, + ~ ј1ј q grad, 'Рј ) .. 

ј=l 1=1 1" ј=l 

Ако применимо горњу једначину на удар и то за целокупно 

време удара, добиhемо једна~ину 

(1 ) 

која изражава saKOII колuчuн,е крешС/ња ири удару мС/шерuјалн,ог 

сuсшелщ. 

-> 
ЈА означава 

-, 4 

главни импулс тренутних активних сила И JR 
-> -> 

исто за силе реакција; Ј је Н;ихов ~екторски збир. Вектор JR се 



393 3 аl{ ОП коли чине кретања цри удару 
'--

, 
изражава помолу ИМПУЛСИ8НИХ -множитеља ОВОМ једна qином 

п k l ' k2 

JR = ~ (2: Л, grad, (, + 2: Мј q g rad, 'Рј) 
ј -:-Ј 1=1 . ј=l 

са датим вредностима ИМПУJIСИВНИХ - множитеља р еак ција 

(2) 

Последње једна чине (2) показују везу између импулсивних 
множитеља Л [ , Мј ' и МНQжитеЉ8 'веза lч , J.lj , али при решавању 
конкретних задатака Су области рационалне меХ,аник е) множитељи 
'" .и )'-) н е играју улоге, веn улазе у расуђивања самоимпулсивни 

множитељи Л'" М. Проучавање те везе може б ити пр едмет дуб!"ег 

, физичког проу цаваља п ојаве удар.,где се у зимају у обзир, рецимо, 
- . ' . -

силе еластицности које дејствују за време удара, 

, Ако приметимо да су 

-+ -> 
К-::, ~ nz V~2'-

... ...... • -t , 
где је т целокупна маса система и V'2 и V' O брз иие центра маса 
система на крају и у почетку удара, једнацину (1) можемо заме-
НИТИ ОВОМ 

јуЬн 

,:, 

-> -> -> 
т (~" - v,,) = Ј. 

Према томе за време у дара neH:vap маса 

свој положај , м ења своју брзину на исти 
сист е ма, не l.lefua
начин као и једна 

материјалиа тачка масе ,1Il под утицајем ,једног и мпулса , главног . , 
импулса свих тренутних сила, Тај им цуле може да се сведе само 

" . 
на главни импулс сила реаКЦИЈе, ИЛИ да буде једи а к нули кад- је 

...... -t . . 
ЈА + JR -о. , 

- \ ' 
У последњем сдучају центар маса ' -система и е Meњ~ за време 

yд~pa своју , брзщ'у, Ако је он био непомицаи, о стаће непомнчан 

и после у дара.! 
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, . 

§ \О·З. оакон момента количина кретања IJрИ удару оо о 
• 

у § 4' 3 с."о извел'и закон момента количин~ кретања у ИН
тегралном обли ку, који се за непокретни пол из'ражава једначиiЮм 

(7) тог параграфа 
. t t · 

1-1.= Mdt+ Ldt ..... ... Ј'" Ј-> 

to I fo 
са познатим оз накама. 

али 

у примени на удар претходна једначина даје 

• 

(1 ) 

> 1'2 i Z 

1, - 10, = М dt + L dt ....... Ј"" Ј-> 
О о 

• -+ ...... -+ ~ 

I,-I'''-SЛ + SR 
-+ ~ , -- .. 

где смо са S A и S R 0зн.аЧИJIИ гnавjl.И момент тренутних активниi 

сила односно тренутних р~акција. ' , 
Једначина ' (1) изражава дакон А/ОМellша количина крешања ' 

. - . 
ири удару машерttјалног сuсшема. Детаљан. израз, на ' пример, '. 

-+ ~ •. ' 
за SR изглед. '. 

где 

п k , -+ k r _ -+ . ' -

SR= ~(~ЛI[ri\grаdifl]+ ~Mj [ri, qgradi<PrJ), 
j ;:::: l 1;:::: .1 , ј=Ј • 1 

су, као и раније, Л, и 

Ако је пол у односу 
. . 

Мј импуnсивни ",Jlножитељи. 
: , ( 

на КОЈИ конструишемо · моменте чо-
крет.н, ПОЈаВЉУЈ е се, као што знамо, Један допунски, члан у 

јеДН3'ЧIIНИ која нзра~ава З8К.9Н момента КОЛИQина кретања- . - 1:Вј 
члан према (9) lI а раграфа § 4' 3 има вредност . , 

t • 

ј[;А' К] dt, 

t. ' ... ... 
где је v А брзина покретног пом и К количина кретања система. 
Како з. време удара подинтегрални вектор претходног интеграла 

. . . -
остаје коначан , сам интеграiI, проширен на бескрајно мали ин-

тервал времена , тежи нули и према томе треба да се 'изостави, 

Из тог изводимо зак'Ључак да једначина (1) за случај у даР8ваЈк" 
не само за непокреТНI\ веЬ и за покретни пол. 
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Приметимо да су нарочито важни ОНИ специјални случајеви 

кад су у једначини (l) један или обадва вектора десне стране 

.- Једнаки нули. 
Законима количине кР.еТ8ња и момента количина кретања у 

~ ~ 

векторској форми одговарају шест скаларних једначина. Пошто , 
такозвани непромен.:ЪИВ матеРИЈални систем И,ЛИ чврсто тело има 

највише шест степена слобод~, јасно је да оба закона играју врло 

важну улогу у решавању проблема удара у механици чврстог тела . 
• '. . 

§ 10'4. Жива сила система при удару. I<арноове теореме 
~ 

При проучавању промеН,е живе силе материјалног си~ем. 
за време удара зауставимо се само на случају холономнОг скле" 

• 
Po.~oMHOГ система кад све везе задовољаваЈУ услове 

дf,_o~ - , 
д! . 

дf .' 
- ~ О. 
дt 

1~1, 2, ..• ,~k. 

Под тим услонима брзине таоака 

дела удар., у тренутку <" према (14) и 
довољаваЈУ услове \ 

" . -> 

система на 

(l5) § 10'1 
крају. 
треба 

, 

првог 

да З3-

(1 ) ~ (gr.d, [" v, 1) ~ О , 1=1,2, ... ,k, 
ј=l 

• , 

(2) ~-> L.i (gtad, [, v,,) ~ О. 

Узмимо сад једна чине (10) § 10'1 за први део удара 

1=Ј , 
сваку Једначину помножимо скаларно 

Тада Ьемо добити 

i= 1,2, , .. , п,' 

->' 
са vi1 и резултате саберимо. 

~ . 

(3) ,~т, v,/-~ ~m, (;'1' ;'0)= о, 
i=l i=l 

при чему смо 'узеЈЩ у обзир једначине (1) и (2). 



§ 10' 4 
, 

Ако сада унедемо живу силу 

на крају првqг дела yд~pa, и живу силу Т, са вредношhу 

у почетку удар а , з а разлику 

• , 

1=1 

, , ' 

тих величина ДОО ИЈам~о 

i ::::.1 

Ако од десн е стране претходне једначине одузмемо нулу, . 
, - , "" 

претстављену левом страиом једна чине (3), можемо . написати , 
11 " п ' , _ 

Т, - Т, = ~- [ 2: m, v,,' - 2 ~ тј (~i" -~,o)+ ~ miVi,2 } 
, { ;::. 1 {= 1 {=1 

или 
'о. • 

" п 

(4) I~ 
-> -> , 2 

Т, - Т,,=- - ' m, (v" .. V,,) , 
, 2 " 

I= J 

Ако разлике сматрамо као llвгу6љене брзине за време 
ј - . - . 0 

првог дела удара , и зраз 

ј.=l 

" , 

се може ~матрати као жива сила система са изгубљеним БРЭIiН8ма. ' 
< . 

По самој својој природи та веЛИЧjfна не може би,ТИ негативна. ' 

Једначина (4) у облику 

(5) 
- - , 

изражава такозвану ирву Карноову шеоре.\lУ, O~a гласи: матери-
јални систем са непомичним везама ,за први део удара сма!Ьује " 

. 
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---. '-; , 

, , 

своју живу силу за неличину живе силе еисте.," са изгубљеним' 

брзи нам •. 
Узмимо сад у обзир живу силу система на краЈУ удара са 

вредношliу 

п 

, . 
. 1 .' 

7, = т ~ т, V,,' 
ј=l 

' к упоредимо је са ЖИВОМ силом Т" Разлику 

, , 

1 п - ' 1 п 

Т2- Т1 = -:- ~ тј Vi!2 -'- "" .гПi- Vi1
2 

2LJ • " . 2LJ 
'1=1. ;= 1 

" траuсформншимо сад помоhу једна,ине 

, 

која се добија из једначнна. (I2) § 10'.1, ако сваку од тих једна-
. ~ . 

чина ПQМНDЖИМО скяларно са Vil и резултате сабеР~МQ, а . при 

томе искористимо једначине~(I) и' (2). ,после те траНСформацНј~ 
добиh емо ' ' , " 

" . 
, 

1 - " ~ -+ .. 
Т, - Т, = 2'] т, (У" -:- У, ,)- . 

I ;=1 

Разлике v,. - V, I су добuјене брвuне за време другог дела . 

удара :" Ако. живу СШIУ система -са тим брзинама озна~имо са T~l' 
~eCTO претходне! једна чине · имамо. 

(6) Т. - Т, = Т" ' 

Ов, једначин а и зражава другу Кар':оову шсоре.,у која гласи: 

материјални систе м са непомичним везама за други део удара 

повеhава своју живу СИJlУ за величнну живе силе систе .. а ' са до. 
бијеним брзинама, 

Најзад за одређивање целокупне промене живе силе за "реме 

удара треба израчуноти разлику . , 

, -
Према (5) 

_ (7) 

и (6) та 

,Т. - Т. " .. 
, 

раЗJlика има ~pe~HOC, 

, 
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----'----,------,-

, Ако сад и з (1) § 10'1 напише",о о ' 

... ... ' (8) Ill , (v,,-' ~,.) = ,Ф, (I\ i , 1\' ), 
о 

где смо са Ф, озн а чили хомогену линеарну функцију аРГУllе'-

иата 1\, иЛ, онда узимају~и, као претпоста вку , -да су коефнци:' 
јенти успостављањ? З3 све .везе ,ИСТИ, можемо 11 3 основу једначина 

Л I2 = .€ЛI 1 , . Л2 = е ЛЈ, 

написати за остале разлике брзина 

(9) 
... ... 

( • ',' ) - ф (1\' 1\2) -' е ' Ф (/\ 1 Тnj V ;<> - V" - I . I , - , i 1 , - , . , , 

/\ ' ) 

4 ' ... ,~ , _ 

(10) . т, (V'2 - ",о) = ф, (1\,' + 1\,', л; + 1\' ) ~ (1 +е) Фi (АЛ N). 

ИЗ једнач" на (8), (9), (10) с .. едује , 
, , ' 

• • • 
п • . п 

1 ~ . 4 '" ~ 1 
Т" ~ '2 ~ т, (V" -, v,,)2 ~ е' ~ -'2 

• 

одакле је 

, Т .. = ( 1 + е)' TIO ' 
, , , 

На ОСнОВУ ових једначина место ' (7) пишемо 

Т, - Т. = - ( 1 - е' ) Т,. 
или 

г.!.е ј е ТО2 жива сида система С8 изгубљеним 

, купио време удара. 

~ . - . • r 
ор,ина .. а ' за ' цеnо-
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Изведена једначнна изражава такозвану геllералuсаllУ Кар

ноову шеорему; она гласи: матеРИЈални систем са неПDМИЧНИМ 

везама за целокупно време уЛара смањује своју живу силу за 
]- 8 =-----= део живе силе система са изгубљеним брзинама за ТО це] +8 , ' 

локупно време у дара, 

Кад је 8 '], материјални систем у потпуности успоставља, 

ону своју живу силу коју је имао у-почетку удара. 

Тиме З8вршавамо излагање основних теорема из теорије 

удара. Важни део те теорије, који се односи на чврсто Т,ело, 

образоваhе нарочиту главу ди~амике чврсто! тела, , 

• 



ERRATA 
, 

• 
Први број означава страну, други врсту са знаком плус .. 

ОДОЗГО, са знаком МИНУF одоздо. 

Стр. 32 +0 
• 

" 
78 

" 
78 +3 
, , 

" 
140 -10 

" 
156 + 12 

" 
177 +1 
196 -5 " • 

" 
232 + 11 

стој.и 

32 Примери 1 . 23 
а 

Ј sin2 cr d а 
о 

1 

т 

ri' 
по инеРЦИЈИ 

покретни 

фарма 

еа , 

• 

. треба 
. . 

" . 
i ' 

. 
§ 1"23 !1римери 32 . 

, О " , . а . 
, - ,_ . . Ј sin2 8d8 ...•... 

... 0 /"'_1" 
1 '0 

-.m 
2 ' , 

Гј , tJ.o , 1" , 
по инерцији у' -само за непокреТ,I:l~" 

форма "о' , 

за , ,. 
• 
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