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Одбор ФQнда ва ивдања Београдског универвишеmа, на својој •• • 
седници од 22 октобра 1946 године, донео је одлуку да се кљига 

. , 
д! ИЈ3С{,~~јАРflОfJљевu~а~.; 05Н?fЗ\и.те~р;ин,е, 1!~Х;(11ЩN .• ~ [YBqд У M~~~Ha1fY. 
Механика шачке), штампа као. универзр'rетскиуЏбеник 'у 3000,примера1tа. 

К'ОСО'В О" 
" Штампарија МИХАЈЛА К. ЋУРЧИЋА - &еоград 

. . Ko~ .. ajCKa 20- ТеЕ. U-1iQ!! I = '-0' В .... 



ПреАГОВ() р 

·пр~д~ЈјањеilзТео'ријске механЙ:ке.· којадржим на теiиичком 
факул'тетува мУшаоцеграђе.винскоГи маIIlИНСКOI:: отсека. простиру 

(" "1" . . , .,. -' " ; - - ' ,- ., - '. - - ., ' • , ' . -

ёе 'на 'три семестра (други, треhи и четврти). Према' томе подељена 

сУп'Ьва .hр'еда.tања"'УТРИ дела; ПРВИ' део обухвата увод у'Ме· 
ханџiј:'иblе'iа\шку'матеРИјалне ТачКе, други део Статику верижног 

-'-,. " , _ ,~ ,. • '., с ,'" ; • -" - - ! ) .' - , ",;. - - . i - : -'., ' • - - _ 

П'олигона (ланчанице); круте плоче и 'тела., а треhи део: опште тщ~реме 
cblfiei'iЗ, TatJ:aKa. I{lшематику и ДИ:нам1i:kУ'КРУ''l;огiела, .... , .',' . '. 
С_;'·'·'._'" , _,' '-"-_"" ',- •. , -,- - _,' - .•... ' ,. '- , ' 

" ""Нрвии други щю саставио је мој асистентг.ИнЖ.Светозар 
.иgШ\љ f\1tзМОјt\:х лNтографйсаних IIpeд/lB!1I'Ьa'Ii:~ 1912 год: и из беле-

',.",-,.,_'>'_Е.-"". __ , О,:' _'-' '_" . "" _" 
о' ~l -; ." ,', ", ,_, "О"" ,", • '_ ,'. ,<' ... , I ,'ј 

жака ко]и~ra'С'а1~ предаваља у току од две децеНИје допунио иизме-' 

:EiйЪ. У'Q1зо:Ј1 ра±i,VкНрис1rо се' rIОСЛУЖИО стенографiжим 6елешкама мога 
одл:иi{шог, iiiL:жалострано прiНdИ:НУЛОГ слуmаtща 'Вор ђ а Гу те'ше: Ру
K6dtlc"r: НеI1IIlii~'riрегледаосам и унео измене' и допуне Kojecak 

}--_r'~-,-;..',-. '~.\, ' '-",' ,- ,,'-, -,- ,_,О "',' ' • ., , 

аа "ПQтре6liо нашао. . ', ... ,' .,.. . , 

Ј"~, cY"cB9jfI~: rфВОбптним предавањима ослаiьа'о&~м се:науџбеНИI\: 
. Mora'y itHl'eJЬa;'J:' ]' i il g е r -а'.ЕlеmепtEi аег' гејпеп' 'Mechanik". У доц-" 
нијим ~?[I,YHa~~a,:!l из~енама служио сам се делиiа:: E.Maeb-а. А. 
Rittег-h,',tА. ']'бррl,ti. М. GгubIег-а,Еd: Alit enrieth-a. ть . 

. ,~;_._._,.J.,_ о. ;'- ," , - ,- _ ' , 

р'{ј'эёhI-а И:'Е.Wоl'f-а. . 
, -ј -о .' __ ,_,_ , 

. 3бог претрпаности Трафичког завода 'ПРИ Те'хничк()мфакуJiТету 
. ", - '" - , ; ,,-. "- " . '- ' . , ' , " :!" ' -' - . 

ДРУГћМП()СJIовиманије могло литографисање првог тела, започето у. 

око:гбру" :1932" ~lr 'до данас' битJi: довршено .. Стога је први деЬраздељен 
у две'q~е'ск'е. Ова прва свеска садржи увод 'у Ме'ханику. Кинематику 
тачке'il 'Дlфа~IЙК;у праволиниiског KpeT~њa, lfPyra свеска. садржаhе 
Цинам'иr,у ItРИВОJIинијског кретања и' Статику' 'тачке. .' .. ' . '-.;) 

БеОГl1ад, у јуну 1934. 
, -. ' "" ." , ' , Ив. АрновЉевил 



.. ДРУГQмив~!tЊУ .' 

..... ПРI)О издаље .М!ЈхаRИК~ Т,а чк~" ЛII7()гр~Фисано,)~3t~ Ж.lj.вема 
свескама са 554 .страна и 2~9 СЛЦКlЈ. IIеет~ло је. било :џ,зцрqџе,та. :!јО;; 

,- - "' - ,,~ ___ ._, .,_, .•. , ,'_о' .,_),\ .• \ 

четком 1941! По .жељи"У дружеља с,-\,уденатц .маџ:пiнсде и.~елеКТ,РQ~, 
.С_' -' _' ,_ '_ О" .1 -.,_' ,,!. _' _.zf, 1, .. <" "_,,, 

технике· спреыиo сам био ист~,;године џР.еРађена 11peдa~aJPa II рре.јЩQ 
_. '. Ј,"_" , .• ,' __ -"~.,. "~- •• _(",.~~ ••• ,,,_l' 

их литографу, .ади је рукощю џри бщ{qардоваЉУ,~тдџри"Л~)Iр?џа9 ... '. 
• " •. - __ • '_ •••• ,., _'. -,_ ,-<_ "'_ , •• .Ј,_,; _, ".',_".", 

На џозив Одбора За штампщье уџбеника 'l'е:ЦI.:.факултета .ј~Л!ј<, 
,~ - -- - . - - ,_ - - - ' - - - " .• _, . ,', о. . . ., . , ',_ ", _ _. 

прошле године поднео .еаьсп<~нq~о прера9ени РУ~ОНlЮ ,IcojIIje!Ia ,9.ctIPJ\y,} 
ПОВОЉIIОГ рефера'l!а ПРЩIљец. од .. страIIе. Савет\!- :r:~ХII~Чк.Ог. фаi'у.цтета а 

,',- -"'~ ._ '. ,", о' _'_. ,_ '1.>. I,Ji 

од~ука,qдобрена.од УНflвеI?З'џтетс~их .вдаУ~fЈ·, ,,,.Џе::rтр;i!~~О f;у;дру,я,t;I;~?ј 
студенатц, технџке"Щ.;v,. Ч. т.} П~Ц11.~1ЛО ре и;зда:;'!!\l,Ь~,i;',}Њ.!:Г~·; f 1;' ,; 

qц;.:{ржаi· и расцоред )щтеријалц.' у . qвојщьџзиоста9 ј!1 це цром;ељеЦ. 
L ' " : , • - '_ '_ '. ' ., '_ , •• ~ ,) ~. " C~" ,_ _. 'о· , 

се{м неЮIХ ыали~ ;џq;џатц.~љ (~Д: .. 6~, 73,.{~.~, 84" JQ5, 1Qrљ .• .iI?:~ .if1• ,о:БИМ , 
кљиге знатно смаљеН"атиы,У вези ц бррјСЛ,ИI{а ~~; ,Пре~О С~О'fIЩУ; •. 

- __ ' __ ,~>, ____ .·1. _ , .. {,_-" 

Појмови И теореме објашљени су упоредно геоыетријсf'ИМ;, ]Је~торq~иџ 

и :Ј.налити';IКИМ меrодц.,м~,:јlџ>,техни~ч~ру~ије ДОВОЉНО ,да .~I.о~II·аје' за_ 
коне МехаНИКе, не!;'о. их ыора. У1\fети, прИ,м'еџити ,на. решаваI,?~ ,H>Hkpet-, 

, ." . ), _,. .' _~'. ',·1 ._, Ј· "... . оо 1 .. , ' .,. "~Ј 

них техничких задатака, .... . . . . ,. ~ "...., ..' . 
• - -_ ,-'--":",- ',- ' ,О' ,'- '- "-'.; -, - - ~_ ',I.~ ~j J.:t·,.-,i:; ',,'-, 1!,1~_ :~.-

. Универзитетске власти и Централно удружеље студената те;Х,нщ!,е. 
, <', '. -- ,-;1'-" ,"_',_ 

омогуhили су да је овај први део уџбеника СтереоЫ!~ханј!Ifе ..уt.'Iеда,Qг 
• ••• .' -" .. ! '.- ., .. ~, ... _,' 1. 

света; ја им за 'fO ИЗјаВЉУјем СВОЈУ захвалност. .' ,. 
У припреыању матер:ilјала за ДIТllмпу.био миiе рдве~И~е .ДО-., 

о • ',,", .'_' • ,'.,'-; ,!.~, р,."_' :1'" ',' -" 
ыоhи Dipl.Ing. Милан Вреч~о, доцщIТ У'н;r~IjерзитеТ(1,.QБ;,iе i1:звео" 
све слике, савесно водио кореКТУРе,Cllставиосадр~ај" iiРеЈ,'ИСТР< 
давао ыи корисне савете техничке прпррде.ЊеМу је riOll.fага()увршеIpУ: 
коректуре Шрl.· Ing. Душ а н П. Лаз а ревд ћ, аСИСтеIlТУ:Нliвераитета:' . - "- .. ' -, -' ,- ; ,.;,',:" -'-.;.',-

ОБОЈИЦИ сам на љиховом труду захвалан. . . . . 
Најза,п: заслуга је радног колектива штампарије' "КОССЈВО"; да 

техничка опреыа ове кљиге не заостаје иза опреме сличних: уџбенина 

у . иностранству. 

У Београду 5 ыарта 1947. 
Ив. АРНОВЉЕВИ71 
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'ГЛАВАI 

Основни 
. . -. -

ПОЈМОВИ И аксиоми Механике 
-

1. Увод. Механ:ика је основна и најС1арија грана Физике. Физика 
се бави опажаљем и изучаваљем природних појава. Носиоца СЩ:lХ 

природних појава зовемо материјом, а омеђени део материје материјал
нии Т6.Ilом. Скуп свих особина (положај, запремина, оБЛИК'Тl3рдоhа, боја, 

теипература итд.), које на неком телу опажамо, чини стаље тог тела 
, Ј' . - , 

у том тренутку. Промену једне или друге особине тела у току времена, 
. . - , . 

• 
дакле промену љеног стаља, зовемо природном. nO)al3f>M. 
Сретства, помоhукојих опажамо природна стаља и појаве, j~cy НаПIа 
чула и љихова појачаља: физикални инструменти, а резултатиопа-

. ' , . -. -. , 
жаља чине наше искуство. Искуство стичемо или спонтаним појавама, 

тј. на онима које се независно од нас збивају, или на смишљено и 
намерно изазваним појавама: огледима. Сретство, помоhу когаизуча

вамо природне појаве, јесте наш разум, а резултат је природна наука. 

Искуство нас учи, да су природне појаве независне од места, времена 

и вршиоца опажаља: оне се збивају правилно, по извесним законима. 

Задатак је нашег расуђиваља, да те законе открије, да их 'класифи

кује и подведе под што маљи број .општијих закона. Што је маљи број 

најопштијих закона у некој области природних наука, тим је она са

вршенија. Када н& би било правилности у природним појавама, имали 
бисмо гомилу . чиљеница, добивених опажаљем, . али наука никада не 

. . 

би могла постати. 

2. I<руто тело. Најпростије, јер најупадљивије, особине неког 

тела јесу: љегов облик, запремина и положај. Оне чине љеГОЈ30 про
с т о р н о с т а њ е. Тело, чији о~лик И запремина остају у току вре· 
мена у свим приликама приблюкно. непромељени, зовемо чврСТ.им 

телом. Наука расматра и таква замишљена (тј. која у природи неп()

стоје) тела, у којих су облик и запремина апсолутно стални; за разлику 

од чврстих тела зовемо их крутим телима. Изучаваљем запремине, 

облика и положаја крутих тела бави се Геом:етрија; онаапстрахује од 

материје и изучава геометријска тела. Геометрија је, иако рационална 
•• • 

наука, основана на искуству, Јер дО СВОЈИХ осповних П01мова долази 

из претставе о крутом телу . 
• 



, 

4 ГЛАВА 1. - основни ПОЈМОВИ И АКСИОМИ МЕХАНИКЕ 
, 

З. I<ретање и деформација. Промену положаја неког тела зовемо 

кретањем, а промену његова. облика и запремине деформацијом 

Изучавањем кретања и деформације тела бави се Механика1). Појам 
"положај тела" има одређена смисла само ако наведемо и координатни 

систем, према коме одређујемо тај положај. У Геометрији је тај коор
динатни систем замишљен, произвољан;' у Механици он мора бити везан 
за неко тело, које зовемо основним телом (компаративно тело). 

И сама деформација тела своди се на кретање, наиме на кретање (по

мерање) појединих њег.ових делиhа према координатном Щ'ICтему, који 

је за то тело везан. Код крутогтела су та међусобна (релативна) по-
~ "'. - ' ' - - -

иерања његових делиhа. у сваком случају трајно једнака нули. Кретања 

природних тела скопчана су увек са њиховим истовременим мањим или 

веhим' деформацијама. 'Увођељем крутог тела у Механику, упрошhас 

вамо изучавање те СJIожене појаве, раздвајајyhи је а) у кретање тела 
сматрано!" крутим, према усвојеном основном телу, и б) у деформацију 

тела онаквог, какво је по своме природном саставу (еластично, пла· 
~ - - ,. 

стично). Првим се задатком бави Механика' у ужем смислу' речи 

(Стереомеханика), ,а другим се бави засебна грана Меха:пике:Њiукао 

Чl'lрстоhи. Ми ћемо се бавити само чистим кретањемтела без обзира 
на његову деформацију, тј. сматраћемо га крутим. .' , , , 

4. Брвнна тачке и стање кретања тела .. Али и кретањеЕРУТОГ 
тела још је увек доста сложена појава. При кретању тела описиџаhе 

свака његова тачка једну непрекидну (континуалну) .уопщте криву 

линију, своју путању (трајеК.торију). Путање појединих тачака 

ра.зликоваhе се међу собом. уопште по облику и положају ОДНОСно. 

КОGрдинатног система (основног тела), према коМе одређујемо кретаље 

тела. У једном и истом размаку времена (међувремену) описаhе свака 

телесна тачка одређени отсеКСВОје путање, илц известан пут. Исто

временц путови поједцних тачака разликују се међу собом несаМQ.ПО 

облику, него и по дужини. Однос путова .18 према одговарајућем pa;l-

. лt • ~ .' 
маку времена 1.1, У коме су, преч ени, дакле израз IJ.t зовемо интен-

зитетом кретања. или средњом брзином тачке у размаку вре
мена М. 3амислимо, да размак времена постане бесконачно мали,у 

коме га случају зовемо једним' треНУТЕОМ: истовремени путови .1s 
разних тач&ка постаhе такође бесконачно мали, али ипак уопште раз-

.1s 
личите величине и различитог правца. Однос .1t приближиhе се jeд~ 

нај одређеној гранич:В:ој вредности: 

') Кретањем линија, површина " тела, као и њиховим деформацијама,; бави се и 

Геометрија, а.пи она не узима у обзир време у КОМе се збивају та кретnња и дефор· 
мације нити узроке који их изазивају. 

• 



5. ТР лнCJlЛЦИЈ:А. Йl>отлtЏtrа 
, 

] . As ds 
Iill = =v 

.1t+O де ,dt , 

--Б~ , 

(4.1) 

диференцијалном нзводу пута по ,времену щrд .б р зи н и т I!.'цсiе У Џ9' 

сматраном тренутку. Елемент d$ пута уједно је и еле1!1ен:r т,"џгеIџ:е 

на путању у оној љеној тачки, у цојој се баш у том ТРЩlу;rJtу ТеД!Щ~ 

тачка налази. Правац тангенте одређује правац KpeTaњ~ или правац 
брзине у том тренутку., Скуп брзина ,СВИХ тача~а ј~.дпо.r jl'I'Ла Y~I}'~ 

• _ • о , ' 

тренутку одређује стање кретања тела у том тренутку. 

5. Транслација 11 ротација. Најпростије је стање кретања, када 

брзине свију тачака у једном тренутку имају исту величину и исти 

правац. Тз,да зовемо кретање тела трц.нслаторпим у томе тренутку. 

Геометријско је 06ележје транслаторпог кретања, да свака права пову

чена у телу остаје ,за време таквог кретања сама себи паралелна. Ако 

су брзине у неком копачном међувремену једнаке и паралелне, опи: 

сиваhе све тачке у том времену подудар,не и хомологне (исте оријен
тације) путање. Путање могу бити праве или криве линије према томе, 

дали правац брзине остаје исте или се мења. Величина брзине може 

бити непромепљива, у коме случају кретање зовемојељн.оликим, 

или се може мењати са временом. Главно је обележје транслаторног 
кретања то, да кретање јЈщне телесне тачке одређује и кретање целог 

тела. Ако пак при кретаљу ТЈща две ,љегове :џ;tЧ~е А и в остају непо· 
мичне (разуме се увек према изабраном основном телу), онда се и све 

његове тачке на правој АВ, или о с о в и ии, неће кретати, а све остале 

тачке описаhе кружне путање; равни тих кругОЈЩ m;ајаhе.УПРЈВЩЈ ,на 

осовину, а средишта ће им JIежаТИIЩ ~овшџr. Ђщвр кретање ЗРВе)f!) 

обртањем (ротацијом) око осовине. Сва осталакретања тела С]ЈРде 

се, као што ће!!о доцније видети, щi транслаторно кретање и оБРТI\.Њ!l-. - . , , 

око неке осовине. 

6. Убраање тачке. Промена стањаЩ)~'l;ања тела. Брзине цо
јединих тачака тела !!ењаће од једног ДОДРУГ,ог треI,IУђ~!l у~щџте и' 
, ' , 
величину и правац: стање ,кретања тела мењађ.есе. ВеiJIИ~ЦЦlе, :које се 

међу собо!! разликују по бројној количипи И цравцу, ЗОВ.!mО 'lIе.ЕiIЮРС~}I)i 

величинама и бележимо их за разлику рд ~гебаРСКИХ~Л:И"ЦЦlа f/!j:;ДИ 

скалара стреЛИllОМ изнад слова. (Види ЧЛаН, 12). АЩЦЩГНј;) ,д!\lјl,['У ;бр-, 

зине добијамо појам убрзања (акцелерације) Тачке,ЈЩЈ (,ищичну 
, . - . . . 

вредност: 

'+ '+ 

1
. Av dv + 
IШ = = U • 

.:11+0 мае " " , (6.1) 

~ • ' ~ - .;+- 1-+' 
Брзина v, КОЈУ телесна тачка има у тачки А nутање, и бр.зннаv';=р+.1v, 
коју она има у тачки А' путање (сл. ·6.1). заклашiју у·гао !Ј.ср који је 

истоветан са углом што газаклапају тангенте на путању у та:чlt8:ма А и 



• .... 
А'. ВеЛИЧIШУ Llv пр ет ставља rрафички трећа. страна троугла ОВВ' у коме 

......... .... 
стране v и v' заклапају угао Ll<p. Величина Llv је геометријски прира-

.... 
штај брзине v, или геометријска разлика брзина v и v', док. је Llv :Љи· 
хова алгебарска разлика. Када међувреме tJ.t конвеРГlJше пре11а нули 
(;1tc;. О), приближује' се!Ј.ер· својојграничној вредности, контингентном 

, , ..... 
. . . Llv . 

уму dp. У тачки А,а однос А ti или средље убрзаље у времену t, пре-

СJI. 6.1 ' .. 
лази у одређену величину одређеног 

dv .... 
правца dt = и, тј. у убрзаље тачке 

у ономе тр~путку t када се она налази на месту А. Правац убрзаља .... 
и у тачки А заклапа са тангентом, дакле са правцем брзине, уопште 

угао који је различит од О и" Само' у случају кретаља по правој .... 
путаљи је ;:"v истоветно са Llv, те и правац убрзаља пада стално у 

пра.вац путаЊе. Скуп убрзаља свих тач.ака једног тела у неком тре
RУЩУ одређује промену стаља кретаља тога тела у датом тре

нутку. Најпросшја је та промена код транслаторног кретаља: убрзаља 
• • • 

свих телесних тачака имаlУ тада исту величину, исти правац и смер. 

Из дефиниције убрзаља излази, да је убрзаље неке тачке и онда раз.." 

личито од нуле, кад се тачка креће једнолико али по кривој путаљи: 
Према томе: стање кретања неког тела осшаје неuромењено само онда, 

када се тело креће транслаiiiорно, једнолико, у ираној линији. 

7.СИJlа и маса. Искуство нас учи, да се стаље кретаља неког 
тела не може самим собом промеВ)l:ТИ, .него само спољним утицајем, 

других тела. Тај спољни утицај зовемо силом. Силе мељају ста.ље 
кретаља тела, али каква ће бити та промена, на то имају утицаја сем 

,щrла још и облик, запремина п једна треЬа особина материје - м аса 

тела. Дефиниција силе и масе дата је у члану 11. 

8. 8адатак Механике јесте, да нађе и изрази зависност која у 
једном тренутку постоји између спољних утицаја (сила) што делују на 



• , 
\ 

тело датог облика, запремине и ,масе, и тренутне промене љеговог 

стаља кретаља. Та ће зависност бити изражен а диференцијалним јед

начинама другога реда, у којима j~ време независна променљ~ва, а 

дужина и углови који одређују положај' тела, евентуално' и силе, за
висне променљиве. Сем тога садрже те једначине извесне сталне ве
личине,које' зависе од облика, запремине и масе тела. ' Интеграцијом 
тих једначинакретања добивамо коначне једначине, помоhу којих сио 

• ',-' О"~ .,'. ,~,_ 

у стаљу да одредимо положаЈ и стаље кретаља тела ва сваки прошли 

и будуhи тренутак,'ако позшJ.iемо положај И стање"кретаља у ма ком 
- . , ,- ,," ., 

тренутку, т.зв. почетне услове. У тим коначним једначинама појављују 
се нове константе, интеграционе константе, .4\оје се одређују из позна
тог почетног положаја и стаља креТањ'а.· Мехаflика је дакле наука 'о 
крешању шела и о силама. Она је у стаљу из познате појаве да прет~ 
СКRже будуhу појаву. ' Механика је природна наука, јер се оснива на 
чиљеницама, које нам искуство пружа. Број тих емпиричнихЧиЊе. 

- - ,,' - - ,.' - . . _. 

ница, основних начела или аксиома механике је малеН,а на' 

основи љих Механика изводи све закон"е кретаља чисто'РацИоНa.J:tним 
путом, она је дакле по превасходству егзактна,' математичка наука. 

о. _ :. , 
, , • ,о. -

9. Материјална таЧК8. Решавање малоч:ас' наведеног задатка 
Механике биhе тии лакше, чим је тело једноставније. Одузимаљем 
особине деформабилности природном (чврстом) телу,' ствара Механика 
ЗRмишљено, круто тело. Али и кретаље крутог .тела још је увек,ка,? 

што смо већ напоменули, доста сложена' појава. 3ато Механика иде у' 
, " . 

апстракцији још за један корак даље, па одузима' крутом'телу И' осо· 

бину облика и запремине. ТaIШО најпростије тело, које је обележено' 

само својом масом, а коме занемарујемо облик и димензије, зовемо 

материјалном Т,ачком или 'l'ачкастњм .те'ЛОМ.Његов је положај 

одређен iедщ>м једином љеговом геометријском тачком. Материјална 

тачка садржи ма и најмању количину материје па дакле и масе, а 
• О. • 

раЗЛИК.УЈе се од геомеТРИ1ске тачке тиме, што има СВОЈУ запремину ма 

КОЛИIЮ малу. Но димензије материјалне тачке могу бити врло' мале, 

али не морају то бити. Материјална тачка јавља се у. МехаВIIЦИ као' 

честица некога тела, али и као самостална материјална тачка. У првом 

случајУ морају димензије сваке честице, бити тако маЈIе".да Ье брзине 

појединих њених геометријскихтачака бесконачно мало разликују, 

дакле да је љено кретаље одређено кретаљем једне једине љене гео, 

метријске тачке, другим речима да можемо кретаље те честице при

ближно сматрати транслаТОрНЈ!:М. Саъшсталномматеријалном:тачком 

можемо сматрати свако произвољно велико тело, чије су димензије 

према димензијама путаље врло маЛе (небеска тела). И овде имамо у 

виду кретаље једне' једине љеговегеометријске 'тачке, средишта 

. м: а с е, а не обэиремо се на кретаље осталих љегових тачака· према. , 
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еВQoМ.Механика материја;л:ветачке iенајiедвоставв:ији, али ,о.СНОШI.И, 

део Механике, јер је она темељ свима осталим љеним ДеЈ.[.оџи:м:а. 

10. Принцип инерције. Ииерцијални системи. Слољнеу.тица.је, 
који мељају стаље кретаље неком телу К, назвали смо силама. Ради 

простијегра.сматраља преТЛОDтавимо.Да је то тело К:материјална тачка., 

тј .. да је љегово стање кретања одређено једном ,јtЩИНОМ брзином. 

СПОЉНИ ће утицаји мењати уопште ияраВI1Ц и величину те поче.тне 
брзине, а у посебном' случају мењаће или само правац или само ве
личицу брзине. У првом случају кретаће се тачкајмнолико по.кривqј 

путањи, а у другом случа,ју.кретаhе се по правој путањи са цромен

љивом брзином: убрзано или успо:рено; Силе, које твлоу љеговом .кре
тању успоравају или крl!таље OHeMOl'yhyjy, ,називамо отп о Р им a~ Иску
ство нам каже, даhе.промена. -брзине бцти тим :мања, щто GY мв:њи 
с.IOљниутицаји који је ИlJазпвају.Rада бисмо били У стаљу да те 

утицаје у једном тренутку лотцуноуклонимо, тело би се од тога т,ре
нутка кретало једноликоу правој ПУrањи: оном б:рзином,' Itојује у 
томе тренутку имало, или би остало '],':рајно у ми:ру, ако је у томе T~e

НУТКУ било У миру. Ову чињеницу, основану на искуству и расуђи
ваљу, зовемо принцип инеРциЈе. I.Newton (Њутн, 1643-1727) је 
t~Lj принцип формулисао као први аксиом или закон кретаља: Свако· 
шелоосmајеу свомесmању мира или једноликог крешања у i1paBoj, 
Д,7Кле 20Д није уmисн.уmим силама црuморано да својесшање uроменц. 

(IЈех 1: СOl'рив отперегвеуегаге јп statu suo.quiescen.di vel movendi 
ul1iformii;er indirectum, пisi q uatenus illuda viribus iщргеssisсоgitur 
slatum suum .mutare). . 

. Положај тачке, падаКЛII и непрекидни низ њендх узаСТОПRИЈ[ 

П1>ложајакојизовемо п у т а њ о м тачке,зависа од координатног си

c~'eMa на који односимо кретаље. Путаљаласт.е у ва:щуху, коју по

СЈштрач на Земљи Бидикао праву .llИнију, чиниhе се другом ·посма-. 

ТЈ.ачу у балону што лебди непомичан у ,ваздуху и обј)hе се ОКООВбје 

оеовине, каокривазавојна линија. Исказ начела инерцИјебиhе .дакле 

ПОТПУJIИ одређен тек када наведемо и .координатни систем, на каји 

сеОДНОСII. 

Закони .механике изведени су из појава на Земљиној поврmини; 
они се односе на координа.тни 'систем ~1' везан заЗемљинукору. 
Две осовинесистема.лежеу ХQ,InIВонталној 'равни, а трећа је управ

љена према зениту. Тај систем -учествује -у трима Земљиним крета

њима: обртању'око њене 'осовине, кружељу 'око Сунца и кретању целог 
п;rанетарног система· у извеонем опажаном . правцу. IIо.следња 'се ,два 

КЈ.етања могу са врло малом ,грешкомсма.трати праволивијеки:м 'и 

јецноликиы 'према бесконачно удаљеким звез;даманекретницама. .Али 
wкружни лук, који наш систем ~1 у своме дневном iобртању юциmе, 
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разликоваhе се - .за кратко трајаље опажане појаве - :врло мало од 

праве линије, тако да и то кретаље система ~lможеио прибщижно 
сматрати праволинијсксш, једнолшщм транслацијои. Два или виmе 

једноликих праволинијских кретаља тачке .слажусе, као што ћемо 

до~није видети, у једно такође једнощtко, праволишiјскокретање. 

К~ординатни систем ~J' на који Одаосиио кретаље земаљских тела 
иу Iюме је откривено начело инерције, :креће се дакле . приближно 
транслаторно, једнолико, у правој путаљи. Простим ма:темаТИУ1ширас 

суђиваљем налазимо да се једна тачка креЬе јеДНQJП1КО у правој ,иу" 

таљи у односу на све координатне системе, .кqји .су међусобно Ј>рећу 

транслаторно и једнолико у правој пУтаљи. Принцип инерције важи у 
свим тим системима, стога их зовемо: инерциј.алним 'КООРДИЋатни;м 

системима или ГалилејеiНIМ триедрима1). Ми сазнајемо само'ме
ђусобна кретаља тела, стога појам апсолутно не.ПОМИЧ'НОГ. тела 

(система) и кретања према овом, 'тј.апс,олутно.Г .RpeTaIb'R, нема . . 

реалне егзистеНЦИЈе. • • 

Координатни систО)! ~1' .везан mi 3емљину кору, можемо сма-
• • 

трати инерци]алним само за кретаља ко]а се простиру на. мали део 

3емљине површине и трају кратко време. Ми ћемо се скоро искљу

чиво таквим кретаљима бавити и сматраћемо 'систем ~I Ј'Шсолутао 
аепомичним. Кретаља на Земљи, која трају дуже 1I п.РОС.тиру се на 
веhи део 3емљине површине (Фуколово'9) клатно, кретаље зрна из да

лекометног топа), морамо односити на систем ~t,' који је независан 
од 3емЈрИНОГ обртаља око љене осовине .. Такав је систем коме је по
четак у тежишту 3емљином Т, а коме су осовине управљеде дрема 

трима звездама некретницама А, В, е. .3бог огромне љихове даљине 

према пречнику 3емљине путаље, остају правци ТА, ТВ и Те стално 

. паралелни самим себи, СИСтем ~2 је дакле инерцијалан. Најзад, кре
. таље неб8СКИХ тела морамо односити на координатни систем ~3' који 
је и од годишље г кретаља 3емљ:чног независан. Његов почетак узи

мамо у тежишту Сунчевом, или тачније у тежишту целог планетарног 
система, а осовине су му управљене према трима звездама пекретди-. 

цама. Тај систем се зове КоrrерниковВ) триедар по 06новитељу хелио

центричног с.исте:ма старих Грка. Системи" ~t, ~2' ~ .. постепене ,су 
аrrроксимациiе савршеном али неостварљивом инерциј.алном КО(јРДИ

натном ,систему. 

1) Galileo Galilei (Г а л и л е о Г а л и л е ј и 1564-1642) је нашао законе слободног. 
пада,ХОРИЗ0нталног и косог хитца и тиме увео' у Механику појам убрзаља и појам 

силе. Пре љега била је сила позната само као ПРИ1'ИС8К. Упоређујуhи кретање тешке 

тааке по стрмој равни са кретањем ПОХОРИЗ0нталној раВНИ,смањујуhи у мислима .нагиб 

а .до гранкцеја->- О дошао је до сазнања принципа инеРЦl\је. Стога се с правом С,матра 

оснивачем динамике. 

2) L. Fouc8111t (1819-1868). 
3) N. Kopernik (1473-1543). 
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11. Дефиниција масе и силе. Принцип реакције. Спољни ути

цај којИ меља брзину неког тела, тј који му даје убрзаље, (позитивно 

или негативно), долази увек од неког другог (или других) тела, тако 

да увек имамо међусобни утицај бар двају тела. О томе међусобном 

утицају тела искуство нам потврђује ове чиљенице 4) 
а) Две материјалне тачке А и В, које су у релативном миру или 

покрету, даће једна друго). у извесним приликама убрзаља у правцу 

спојне праве АВ а у супротном смеру. Прилике у којима ће таубр

заља наступити изучава експериментална Физика. 
-+, -+ 

б) Ако са иа обележимо убрзаље тачке А, онда је -иь убрзаље 
-+ 

тачке В. Искуство показује, да је O~HOC - ~ У свим приликам~ тј. 
иа 

било да су тачке електризоване, или да се притиску ју, или да се 

ПРИВЛRче, сталан. Ми га можемо изразити разломком, у коме јебро

јитељ известан број та а именитељ број ть, дакле: 

- -- = . 
иа ть 

ОДНОСОМ маса та двају тела А U В дефuнuшемо негашuвнu реЦUiiрочнu 
т~ . . 

ОДНОС Me~yco61lиx у6рвања, дакле: 

та иь 
-= (11.1) 
ть иа 

В) Однос маса остаје исти, било да смо га одредили непосредно 

или посредпо преко трећег тела С. Дакле је: 

- . 
ть ть 

те 

и ово је чиљеница, коју нам једино искуство открива. Не постоји ло- . 
. гична потреба, да се две масе, које се у садејству са трећом масом 

понашају као једнаке, понашају јеДЮlEО и у међусобном дејству. 

Из дефиниције односа масе излазе непосредно и ове чиљенице: 

1) Две масе су једнаке, ако међусобно одр'еђују једнака убрзаља (су

протног смера); 2) Масе су увек позитивне велпчине; 3) Вел~чину 
једне масе можећIО произвољно бирати, а тим избором утврђене су . . 

величине . СВИХ осталих маса. 
Силом дефuнuшемо ироиввод lliJ масе liiела II у6рвања које' д06џва. 

Кад тело масе тима убрзаље U у пекомтрепутку, ЮЈжемо да га на· 

пада сила 

4) Е. МасЬ, 1867 (1838-1916). 



..... ..... 
Р = ти. (11.2) 

Сrрелица ознаџје, да сила и убрзаље имају. исти· правац и смер. Де, 

финицију силе дао је Њутн у CBo~e другом закону кретаља:. Промена 

кретања сраамерна је ушиснушој сили и бива дуж ираве лиffије укојој 
~ -.' 

сила дејсшвује (Lex II: Mutationem motus propoI'cionalem евве vi motrlci 
impressae et fieri secundum liпеаш rectam qua ујв Ша imprimitur). 

Деdшниција силе, сацржlr већ принццп инерције .. Јер кад тело . ...... .. . 

не подлежи спољљем утицају (Р = О), онда је по дефиницији силе 
. ..... 

.......... ...... dv· ..... 
р = ти и убрзаље и = dt = О, дакле. v .. c~nst., тј. тело се, креће 

сталном брзином у правој путаљи. ~ < 

Из дефиниције односа двеју маса (iедначина 11.1) :добивамо 
таиа = mbllb или с обзиром на дефиницију силе· (једначина 1i.2): .. 

Ра =Рь , 
, ' , 

тј. сила, којом тело А дејствује на тело В, једнака је сили, којом В 

дејствује на А. Ову чиљеницу· исказао Је Њутн у свом трећем закону 
кретаља: Дејству, (акцији), увек је суирошна и једнака реакција, или: 
међусобна дејсшва двају iilела увек су једнака и у. суfiрошне . стРй1је 
уиравњена. (Lex 'ПЈ: Actioni contrariam semperet aequalem евве reacti()
пеш: sive согрогиш аиогиш actiones јп эе mutuo вешрег евве aequal~s 
et in partes contrarias dirigi). Овај. закон излази већ из дефиниције 

- , ' - . 
масе, ие исказује даlше никакву нову чиљеницу. 

i _ 

12. Скаларне и векторске. величине. Према броју података, 
који одређују неку ме,ханичку и уопште физичку величину, делимо 

све физичке величине у две групе. У једну спадају ЩЈе оне величине, 

к<?)е су својом јединицом (врстом) и једним бројем потпуно одређене. 

Број који казује количину може' бити позитиван или негативан (на 

пр.: време, температура) или ыора уве!, бити позитиван (као nа.пр. 
ыаса, кинетичка енергија). 'Гакве величине зовемо ск ал а р н и мв е

личинама, или Itpahe ср;аларима, јер су одређене бројевима једне 
скале (на пр. Сltaле термометра) У другу групу спадају све оне вели

чине, које иыају свој одређени правац и смер. Такве величине зовемо 

управљевим или векторским величинама, илп краће векто
торим а. СваlШ BeltТOp одређен је са четири податка: јединицом 

(врстом), величином (мерним бројем), правцем и смером. Векторске су 

величине - које већ познајемо -'- брзина, убрзаље, сила. Сваку век

торску веЛИЧIIНУ можеыо геометријски претставитиотсечком АВ једне 

праве линије. Дужина АВ претставља апсолутну веЛИЧIIНУ, или 'интен-
., 

зитет вектора; правац претставља правац вектора, а смер од почетка 

А према крају В претставља смер вектора, који обележавамо обично 
..... 

са стрелицом: АВ. 



"'-, - <- - --,-,.- .. " •• -._-," 

По љиховом фИЗИ'lком зна'!ају разликујемо три врсте BeKropa: 
а) векторе везане за тачку. Два таква вектора само су онда идентична, 

ако - сем исте величине,·· правца и смера - имају и исти ПОЧ/,:ТIЩ 

ИЛlr нападну тачку А. Примери вектора везаних за тачку су: брзида, 

убрзаље једне материјалне тачке, тежина једног тедесног' делџhа. 
б) векторе'везане залив:ију. Такав вектор не меља својфизикални зда-

. . '. . " '. , 
чај, ако му по'!етак А помеРИ140 у ма КОјУ тачку љегове нападне 

. ,. . 

лини] е или љеговог носиоца.'Примери за овакве векторе јесу: сила, 

која напада неко.круто теЛО,ротациона брЗина'телаоко'једнеОс·овине. 
в) слободне векторе. Такве векторе можем!) померати не само дy~ 

љихове нападне· линије, него и ма на коју другу праву, паралелну 

љиховом носиоцу. Свака од тих парал!!,пдщх правих може бити НОСИ-

. лац вектора, а да се љегов фИ;ЩКаЈЈJIИ ЗН!1'iај тиме не м,еља. Примери 
за слободне. векторесу: транСЛ!1'l'орна бр;:щна крутог тела, осовина 

спрега сила итд. Слободан вектор мо,жемо тако померити, да се ље

гов почетак поклопи са ПО'!еТКОМ КООРДИНа'l'НОГ qистема.; онда је. в.ек

тор ОА потпуно одређен ако познајемо љегове рројекције .OA""OA II Jf 
- . , . ~ " ,'. . . ,'. '.' . " 

ОА. на координатне ОСОВИ.Е!6, другим речима а.ко по;щаје-!dО i>dорди~. 
нете љеговог краја А. Слободав:вектор ОДРЕЈђев: јЕЈ са три скалард~ 

. '.... . 
податка. Вектор ОА везан за своју нападну линију мо;кемо тако ,цо-

с . " .,...' 

мерити, да љегов почетак лежи у проДорној тачкц А на РаВЩI ху. 

Осим три податка слободног вектора по.требiJе су још две Koopдџв:aT~ 
тачке А. Вектор везан за линију одређен 'је дакле са пет еКаларв:их 

, .' , . 

величина. Најзад, вектор везан. за тачку потребу је за своје одређи-

ваље ·осим три података слободног вектора . још и три' координате 
своје нападне таЧI,е, дакле свега шест скаларних величина. 

, . ' . ..,','.' 

Векторске су величине сложени]е од скаларних величива, 

поред обележја бројне количине садрже још и обележје правца, 

су управљене величине. 

• 
Јер 

од'Ъ·. 

Све рачунске операције које вате за скаларпе величине, протежу 

се са извесним изменама и допунама и на векторске .. величине.У 
Механици имамо веhином посла са управљеним величинама, стога је 

- . . . 
векторска анализ а најПРИРОДНИЈе и иа]подеСННје матемаТЮЩ6 

оруђе Механике. Њеним језиком изражени, имају сви закони Меха

нике свој најпростији и најltраhи облик јЕЈР свака BI!KTopcKa једна
чине замељује три скаларне једначине. Али кад хоћемо неки образад 

Механике' да примеЩIМО на. један конкретан, бројни задатак, .ђiopaMo 

га прво превести на језик кqординатне Геометрије . 
• 

, 
" 

. 13. Принцип неаависности дејств". Кад на тело (щтеријалну 
тачк.У) Кутичу два или више тела А, В, С, ... даће му он.а убрзаља 
+ + + . . 
и" и2 , из , •.. (сл. 13.1). Једино на основу искуства (опажаља) Сазна.,. 



• 

13. ПРИНЦИП НЕЗАВИСНОСТИ :ДЕЈСТВА 

јемо, да ће та убрзања би

ти иста, било да тела А, 

В, С дејствују на К уза

стопно (сукцесивно) ~ли 

истовремено. Другим ре-
• • 

чима деЈства ПОЈединих 

те-ла А, В, С, ... незави
сна су једно од другога. 

. ' . 
Услед истовременог 

дејства добиhе тачItа К 

одређено убрзаље: 

@/I , 
\ 

\ 
.\ 

, 

\ 
\ 

\ 

" " 
" " 

. " 
" 

. @8 
.. ,. , . 

" " 

- /1\ - - - - - - - -;1- - -...;. 
.... 1\ ,/ 
", " ,. /.-, - ./ , " , " ." 

I 
I 
I 
I 
I .. ., 

_---..;;.,1. -- - - - -@с 
(i.J. 

Сл. 13.1 

~ -+ -+ -+ -+ "'7 

ИТ = И, + Иi + из + .... + ил ~.1:;. и , 
1 

које зовемо резултутујуhии убрзаљем. Уводеhи појам масе тела К 
. -+ -+ 

и појам силе, кажемо краће да је истовремено. дејство сиЛа Р, = ти" 
-?оо- '-+ -+ - - -;}оо . - .~-- , . ,'. -

Р. = ти., Р. = тиз , ........ еквивалентно (исте вредности) 
\ -+ -+ -+ "-+ 

дејству једне једине силе R = т ит• Силу R= 1:; Р зовемо ре з у л-
-+ -:Јо-- -+ ' -:)о 1 tI-+ r'-+. '-

тантом сила Р1 , р., Ра , оо., Рn• Две групе сила 1:;Р и1:;Q које 
-+ 1 1-+. 

имају исту резултанту R, дакле које дају телу к исто убрзаље ит,:. зо-

вемо еквивалентнима. Ако једна група сила не меља стаље кре

таља тела К (односно брзину тачке К), онда кажемо да се та група 

сила налази у равнотежи. Ако је тело пре дејства такве групе сила 

било У миру (v = О), онд!!. ће и уз дејство те групе остати у миру. 

14. Релативна и апсолутна бриина.Положај једне покретне 
тачке А у равни кретаља одређен је према косом· координатном . си
стему Оху љеним координантама ОА1 = Х И ОА2 = У (сл. 14.1). Услов, 

/ 
t; / 
.У. 

/ 
• 

k------Ci 

Сп.' 14.1 

. да се тачка креће 

11'· по правој O.A~', 
• • 

_.?>.Z' 

Је ОЧIlглеДRО ~aJ, 
, . , ' 

. х б 
да однос ~ у-. у 

де стална вред

ност. 311.мислимо, 

да у QСОВИЦИ Х Ле

жи прав крутштап, 

на коме се тачка 

А креће стално~ 

брзимон с/). Онда. 

је Х :..с- В,' пут 

1) Стаnие брзине беnеже се· обично спавам с (celeritas), а променљиве спавам" 

(velocltas). 
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тачке по штапу. На КОЕЩУ прве, друге, ... секунде бпhе тај пут 

с.' 2С" .,. Штап Ох нека се истовремено креће транслаторно сталном 
брзином С2 У правцу осовине Оу, дакле тако да љегов леви крај опи
сује праву Оу. Пут тачке О, па даме и целог штапа, је у = cst. На 

концу времена t тачка А доhиhе по штапу из О у А., а у истом тре-
х c2t ,с. 

нутку налазиhе се штап у положају А!А. Пошто је однос у = ё;t =. с; 

константан, то ће се за једног непомичног посматрача тачка А кре

тати по правој ОАА' сталном брзином. Посматрач, који би се l!алазио 
на штапу Ох, опажао би само кретаље тачке дуж штапа и љене пу

тове х. То кретаље зове се релативно кретаље тачке А, а путови 

х релативни путоВи. Ако је тачка у првој секунди превалила пут 

ОА'1Ј онда је ОА'1' = с. релативна брзина тачке А.Штап Ох носи -тачку А и зове'се носачем. Ако је љегов леви крај,па ДaIшеи цео 

носз,ч, превалио у првој сек;,нди пут ОА'2' онда је ОА'2 = Са f>рзина 

носача или преносна брзина; (vitesse d'entrainement). Пут ОАА' ... 
штогаопажа непомични П6сматрач зовемо апсолутним путом и 

пошто он у првој секунди износи ОА', то је ОА' = С апсолутна 

б р з и н а тачке. Апсолутна брвuна је дакле геометријски вБUР uреносне 
, . ' 

и релаШU8не брвuне. Ова теорема важи и у општем случају, када се 

преносна брзина V" и релативна брзина vr мељају, дакле је уопште 
. .. ~ ~ ~ , 

апсолутна брзина va = V" + Vr• Само неће у општ~м случају однос f 
бити сталан, те ће апсолутна путаља бити уопште крива линија. Тако 

• 
на пример водена, кап, која пада са крова вагона сталним убрзаљем . ,. , 

К, креlНЈ се за посма трача у вагону у вертикалној правој по . закону 
, . 

. х' = 1/2, К t2 (релативна путаља). ВаГОН (Је рецимо креће у хоризон~ 

таЛlfој правој једнолико, дакле је пут носача у = Са t. Овде је однос 

у 

дакле са временом променљив, а апсолутна путаља, коју непомични 
посматрач изван вагона опажа, крива је линија и то - као што се 

лако елиминацијом времена налази - парабола са вертикалном осо-

вином: у2 = 2~ х, што је већ Галилеји нашао. Апсолутна брзина 
К 

је геометријски збир преносне и релативне брзине не само у сматраном 

случају кад се носач транслаторно креће, него и у општем случају 

кад се он око произвољне осовине обрhе; о овом ће доцније бити 

још говора . 
. . . 
,,~ , 

• 

15. Принцип релативности у I<ласичној Механици. 3аиислимо, 
да нам је познат ,један апсолутни тј. непомични координатни систем 
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Оху (сл. 15.1.) и У љему посматрач S. Према овом систему нека се 

крећу два система 01Х1У1 и O~2ћ' '1ранслаторно сталним брзинама 
~ ~ . . 

С1 односно С2• Оба система су дакле инерцијална и нека се на љима 

налазе посматрачи S, односно S2' Једна тачка К креће сеу равни 
. . 

коју односимо на сва три координатна . система. У једном тренутку t 
одредиhе посматрач S положај тачке К координатама х, у;' посJ.lатрач 
S1 координатама х1 , У1, а S2 координатама . х" Уз. У томе ђ!ену'сГКУ 

- , -. -' , 
~ 

утврдиhе S да тачка К има брзину Va, S2 ће наhи да је љена· брзйна V1, 
~ . - ~.... ' 

• о а за посматрача S, биhе. брзина тачке V2• У идуhем тренутку t + М· 
. ' -Јо- -+ -+ "'-;.. - -+ 

имаhе те брзине друге величине и правце va', V/ и v/. Брзине Va и Va' 
.~ ~ 

су апсолутне брзине тачке K'V1 и v1' љене релативне брзине за по-
~ о ~ 

сматрача SI (за носач °lХ1Уl) , а Vz и v2' љене релативне брзине за 
-+ -+ . , _. 

S, (односно за носач O.xzy.). Најзад СI и С2 су непроменљиве бр-
зине носача SI' и S. (преносне брзине). Према теореми, исказној у 
пређашњем члану, морају постојати једначине: 

-+ -+ .-....;.. -+ -+ 
у .тренутку t : . Va = С, + V1 == С. + V.; 

--+- -+ -+ -+ -+. 
ур t+ 't·' '+., .,+, т енутку . ., . Va == С1 V1 = С. V.. 

Те једначине читамо из сл. 15.1б). Из произвољне тачке (пола) А 

1ј' ~Y2 
• . 

I \ 
• 

• 

\ I • 

\ · 

I • 

\ • 

I • 

\ 
о 

I 
. 

01 · 

1to tJ . 

13 ---.-:.::-:.:..-
__ ·-·-'"-t:r2 '-. 

.~ :> :h 

-. 
о' • ј' - . ..,.....(; 

- --'._- - _. ,.х. 
.r 

а) 
Сл. 15.1 

о ЈјУ С' 

6) 

--+ -+ --+ -+ ) -+ -~ О .... 

пренесемо векторе АБ, = Сl' АБ. = с., АС = Va и AD == v4 '. Онда је 
• .... -~ ~-~ ~ -~"t. о 

ВРА. = V1, B 1D == Vt', Б2С = V. И БzD = V., Геометријски значај двају 
једнаких векторских збирова је тај, да троугли АВ1 С И А В2С имају 
заједничку страну АС, а троугли АВР и AB2D заједничку страну AD. 
Кад од другог израза одузмемо први, налазимо: 



, 
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тј. да је прираштај брзине за међувреме М за сва три посматра'l3. 
---4 ~ ) 

један те исти вектор Сд = L1v • 
Сваку промену ,брзине lIеЕОГ тма, К приписујемо деј.ству једне 

силе чија је вмичина сраамерна тој промени и има исти правац и смер 
~ ~ 

као и tf.v. Пошто смо виДМи да је промена L1v незаВИСна (инвари-

јантна) од координатног си&тема у квме с'е посматрач налази, то значи' 

да ће сви посматрачи S, SI Н S. из својих опажања утврдити: да је, 

'1 тре'Иутку t на,таЧkУ К дејствовала ийа сила, другим речима они 
ће Ш! својих опажања кретања извести исте законе Механике У томе 

сееазнању састоји принцип релативности у класичној (Њутновој) 

Механици, које се може овако изреhи: У свама цнерцајалнrfМ сасше~ 

мама механачна су вакона асmовешна. 

Систем Оху,- од КОПl смо пошли при нашем расматрању'и који 

смо претпоставили апсОЛутним, неПОМ:ИЧEIИМ, такође је инерцијалан 

(С= О), али он за нас нема реалности, јер не познајемо у васиони 
~ 7 ~ ~ 

непомично тело за које бисмо га могли везати. Брзине с1 , с., V a , va' ••• 

остају нам вазда непознате .. Принцип ре,1ативности вам каже, да нам 
је ради сазнања закона Механике, познавање тих апсолутних брзина . . 
сасвим непотребно. Геометријски изражено значи то, да у ел. 15,1б) 

:можемо све векторе претстаВЈЬене испрекидаНЮI линијама :заједно са 

полом А уклонити, а да се наше могућно сазнање о кретаљу не про-
~ ~ -~ .. ' 

мени. ИЗ С2 = с! + В1В. закључујемо, када имамо на уму да је с. апсо-
--+ --+ -+ 

лутна брзина система 02X~Y2, а сl преносна брзина, да је 13,В. = С!.2 

релативна брзина система Оху према систему 01 Х1 Уl' дакле брзина 
--:)о- --+ ~ 

система О.х.ћ коју опажа посматрач SI' Обратно је ВаВ1 =С2 • 1 = -С1 •• 
. релltтИвна брзина система ОЈХЈУ1' коју опажа посматрач S.. Из сл. 
~~.lб) видимо, да све брзине које посматрач S, опажа, полазе из пола 
В1 , а да брзине које S2 опажа полазе из пола 82' 

~ 

~ .. dv ... 
Ако је прираШТ~ј брзине Ilv бесконачно мали dv (dt = а убрза-

ње тачке у тренутку t), онда су углови: DAC, DBtC и DВ2С-контин
гентнп углови одговарајуhих путања тачке. Из нејед:цакоститих углова 

закључујемо, да ће аIlсолутна путања и обе релативне путаље бити 
• 

уопште три различите криве лини]е. 

Велики значај начела релативности лежи у сазнаљу, да закони 

Механике, које је Њутн поставио под претпоставком аПСОЛУТIj:ОГ про

стора, вате и за цосматрача на 3еМЉИНОј ПОВРШИНИ, јер сваки КООР-
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динатни систем везан за 3емљину поврrnину можемо (са ограничењем 

изложеним у чл. 10.) сматрати инерцијалним. , 
Да пооматрач 51 није у могуhности да опажа брзину С1 св'()га 

система 0lXiYI казује нам сопствено искуство. Ми не примеhујемо, 
да се са нашом 3емљом трансла-торно креЬемо, иако нас она носи 

-брзин'Ом 'Од 30 km на секунду КР'ОЗ васиону. Механичке појаве на же
лезничким к'Олима или на бр'Оду, који се креЬу јеДН'ОЛИКО,збивају се 

на исти начин као на 3емљин'Ој кори. Камен који пусти путник на 

бр'Оду, падаhе у вертиjtали п'О истом зак'Ону као и кад је пуштен на 

суву. Али ће путања камена на бр'Оду, к'Оја је за путника вертикална, 

БИТI~/за посматрача на суву парабола са вертикалном 'Осовином. 
, 

16. Основне и И8ведене величине. Њихове дименаије. Све ве
JIичине, које је Механика ради решавања својих пр'Обле:ма дефинисала, 

изведене су рачунским операцијама, множењем и дељењем, из три 

величине: дужине 1 (longitud'O), времена t (tempus). и масе (т). Ове 
величине, к'Оје се не могу на простије свести, з'Овемо основним в ели

чинама, а све 'Остале изведеним величинаМ8. Образац који показује .. ,- . 
К01ИМ 1е рачунским операЦИ}Rма нека величина изведена из основних 

величина 1, т, t, з'Ове се димензи'Оним обрасцем те величине 

(F'Ourier 1768-1830). Општи је облик једн'Ог димензи'Он'Ог обрасца :цеке 
извеДене механичке и у'Опште физичке величине: [ЈР mq tr]; за меха

ничке·величине су експоненти p,q, r увек цели, позитивни или He~ 
гативни бројеви. Димензиони образац неке величине 'Одређује љену 

врсту или димензију. Тако су на пример димензије брзине, убрзања, 
, 

силе: 

dim ,V = [It-1]; dim и = [lt-2]; цјm Р = [mlt-2] (16.1) 

У Ге'Ометрији имам'О сам'О једну ОСН'ОВНУ величину: дужину. Из ље су 
изведене величине: површина [1!], запремина [Р]. Угао ка'О одн'ОС 

• 
двеЈУ и:ст'Ор'Одних величина, дужине кружн'Ог лука и п'Олупречника, 

има димензију: т-1]' = [1°] = [1], тј. величина угла је 'Одређена не

имен'Ованим бројем. Неименовани су бројеви и триг'Он'Ометријс:ке функ

ције, наiIример sin (kt),'експоненцијалне функције eJ-! итд. 'у ПОСЛ6,1'(
љим изразима су kt и lt неимен'Овани бројеви, а t з:цачи време; те су 
дакле диме:цзије од k и ; .Ч t-1] • 

Ако је нека механичка величина независна од јед:це од ос:цовних 

величи:ца, онда кажемо да је по тој величини димензије 1. Саби

рати и 'Одузимати можемо само истородне величине; сви члан 'Ови једне 

једначине морају имати исту димензију. На основи т'Ога можем'О често 

открити грешку у нек'Ом мехаgи<Щом обрасцу. 

17. Мерење механичких величина. Њихове јединице. Свака 
механичка величина одређена је св'Ојом димензијом (врстом) и бројем, 

. . ' -. . ' 
к'ОlИ каЗУlе колико се пута садржи у ТО] величини 1една пр'Оизвољно 

Механнка тачке 2 
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• • 

изабрана истородна величина, 1единица или мера сматране величине. 

Избором јединица [Ј, т!, tl за основне величине одређене су већ и 
јединице за све изведене величине. Резултат мерења неких величина 

изражен је обрасцима: 

т = џтЈ; (17.1) 

где су А, џ, 1: неименовани бројеви. 

Нека величина N, која је дефинисана обрасцем: 

N= [pmqt,r, 

биhе изражена заыеноы из (17.1): 

N = (АЈЈ)Р (flmJ)q (-r:tЈ)' = (лрџq-r:r) Џ1тЏ;Ј (17.2) 
• 

где 1е : , 
(Apflq-r:r) = v (17.3) 

број 
• • • 

ко]и каЗУЈе колико се пута ]единица 

. (17.4) 

садржи у величини N; дакле је 

N = vNJ •. (17.5) 

Јединицу изведене величине добијаыо дакле по (17.4), када у њен 

диыензиони образац заыениыо основне јединице. Количину изведене 

величине добивамо по (17.3), када у димензиони образаџ заменимо 
- . 

количине основних величина. 

Исту количину неке изведене величине добиhемо и из других 

количина [' = А'[Ј, т' = џ'тI, t' = ~'tЈ, ако бројеви А', џ', -r:' задово-
• 

љава ]едначину: • 

(17.6) 

Теоријски обрасци Механике морају бити независни од избора основ

них јединица, тј. морају бити хомогени у погледу на дужине, ~pe

мена и масе. Нека су:.[ једна дужина, t време, т маса, v брзина, U 

убрзање, Р сила, мерени извесним системом основних јединица. Ако 
затим изаберемо а пута !4ању јединицу дужине, Р пута мању јединицу 

вреыена и r пута мању јединицу масе, биhе количине наведених ве
личина у том новом систему (с обзиром на 16.1): 

а а ау 

а[, {Jt, ут, r' ри, рР. 
Ако оставиыо основне јединице неодређене, морају обрасци остати не

промењени и онда када факторе а,' р, у произвољно бираио. 
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Тако је на пример трајање' осцилације математичког (или ПРОСТОГ) 

клатна ' дужине 1 на месту где је убрзање 3емљине теже g, дато 

обрасцем: 

. 1 . 
Т=2п -, 

g 

када изаберемо друге основне јединице, добивамо: 

{ЈТ = 2п 

, . 
al 

ag/ {Ј2 
или Т=2я 

образац се није променио, дакле је хомоген. 

1 . 
,- , 

g 

На овим расматрањима оснива се теорија механичке слич

ности. Два система на пример парну машину и њен смањени модел 

назваhемо мехаНИЧ1Ш сличнима, ако су односи њихових дужина, вре

мена, маса, брзина, убрзања и сила изражени.у бројевима а, {Ј, ", 
а Q( . а" 

fJ " {Ј2' односно р" 

18. Јединице просторних величина. Просторне величине: облик, за
премину и П9ложај тела меримо дужинама и угловима. 3а јединицу ду

жине усвојен је готово у свима културним државама метар (ш). Фру.н

цуска република увела је 1791. као законску јединицу дужине 107-ми део 

квадранта 3емљиног меридијана, што пролази кроз Париз. Ту дужину 

изведену на основи француских геодетских премеравања (1792-1798), 
има француски прототип метра (etalon а 1;iоuts)'што је депонован 1799. 

, 

под именом законског метра у националном архиву у Паризу. То је 

штап правоугаоног пресеI~а,· од платине; његова дужина цри темпера

тури од ОО С претставља дужину законс!tог метра. Практични значај 

новог система мера не лежи толико у избору јединице, колико у уво

ђењу децима.тIНОГ система при деоби јединице у мање јединице. Метар 

се дели у 10 дециметара (dm), у 100 центиметара (ст), у 1000 мили
метара (тm). 3а мерење врло малих дужина у Физици служи хиља-

, 

дити део милиметра или микрон (џ) И хиљадити део микрона или ми-

лимикрон (тџ). 3а мерење веhих чужина служи као јединица кило

метар (1 km = 1000 т). 
М!Iогоброј!Iа граду сна мерења у првој половини XIX. века пока

З1!.ла су да је законClШ метар за 0,2 тт краћи него што би по дефи
ницији требало да буде. Циљ,· да се за дужине уведе природна једи

ница, изведена из димензија наше 3емње, није постигнут. Али тај 

циљ и нема више оправдања данас, када знамо да се услед 3емљиног 

сажимаља љене димензије мењају у току векова; свакаједщшца ду

жине, дефинисана као аликвотни део меридијана била би променљива, 

недостојала би јој особина сваке јединице: п о с т о i ан о с Т. 
2* 
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На међународном конгресу 1889. усвојиле су све европске државе. 
сем Енглеске, метар као законску јединицу дужине. Стари француски 
прототип замељен је новим међународним прототипом, израђеним од 

. '. 
смесе платине (90%) и иридијума (10%) која има чврстоhу челика. 
Ради веће крутоће штап има пресек облика }.(. На крајевима сред· 

љег ребра урезане су попречне црте (etalon а traits). Метром дефини· 
шемо растојаље ТИХ двеју црта,. каДа штап ставимо у лед што се 

топи, Тај се међународни прототип метра чува у међународном заводу 

за мере и тежине у Севру код Париза, а свака држава има копију .. . . 
• 

тога .еталона као сво] држаВl!И прототип. 

Метар-еталон такође није апсолутно стална дужина. Два еталон а 

саграђена истом брижљивошhу од истог материјала, што би данас 

имали исту дужину, неће више бити исте дужине после дужег времена, 

услед деформација које ће у току времена претрпети. Много стал:rrИја 
и уједно природна јединица дужине била би на пример дужина та

ласа једне одређене светлости. 

Из јединице дужине изведене су јединице површине: ЮЈадратни 

метар (ш'), и љегови делови: сш2, шша, као и јединице запремине: 

кубни метар (та) и љегови делови: dш3 или литар, сш9, итд. ' 
Углове меримо степенима или радијанима. Степен је 360-ти део 

пуног угла. Степен се дели у 60 минута (60'), минут у 60 секунада 

(60"). У Француској је и у деоби угла доследно спроведен децимални 
систем. Пун угаф подељен је у 400 центиграда, овај у 100 минути, 
минута у 100 секунада. Старе, дуодецималне, једин;ице угла' стоје у 

простом односу са јединицама звезданог времена (види чл. 19). 
У аналитичким обрауцима морамо стављати величину неког угла 

измереног лучном мером., тј. односом кружџ:ог лука према полуречнику. 

Између угла а· (у степенима) и истог угла ;; (у .лучној мери) постоји 
однос: 

или 

3600 
(1,0 = --;с;- а = 570 17' 44" 8 а 2:1[ ." 

-а = 
2п 

3600 
аО = 0,017453 аО. 

(18.1) 

Углу аО = 57017' 44",8 = 206264",8 одговара јединица у лучној мери' 
, 

или радијан, а обратно је 1" = 0,01 74 53 радијана. 

19. О времену. Јединица времена. До претставе о времену до
лазимо опажаљемпромена периодичних појава око нас. Две или више 

. појава, које су у истом тренутку почеле, завршиhе се или у истом тре
HYTKS или у вазним тренутцима. У првом случају говоримо о једнаком, 
у другом о различитом тр а ј а љ у ТИХ појава. О трајању неке појаве мо-. .' 
жемо говорити само у односу на трајаље неке друге ПОјаве: трајаље 

• 
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је релативан појам. Искуство нас учи, да односи између трајаља 

разних појава остају исти, ма када и ма колико пута се те појаве по

новиле у истим приликама. 

Трајањеједне појаве можемо мери'Ј'И само трајањем неке друге 

појаве. Пошто све појаве стоје у међусобној зависности, то нисмо упу
hени на једну извесну меру (јединицу), него је можемо произвољно 

бирати. Ради што веће једноставности меримо трајаље таквом појавом 

(променом), која је у свима својим најмаљим деловима једнака, другим 

речима која ј еднолико протиче.Најпростија је појава, којом МQ.я}емо 

мерити трајање сваке друге појаве, једнолико кретаље. 

/{решањеiJове.lltО једн-оликu.llt, аfф једнаки l1рирашшајu l1уша одго

варају јеll.маки.llt UРllрашшаји.lltа uушова једног другог Крешања на прщџ~р 

обртаља 8емљиног. Једно кретаље· може бити једнолико· само у 'џо
ГЛ8ДУ на Helto друго кретаље. Питаље, дали кретаље 1Јоже бити само 
по себи једнолико, нема смисла. Исто тако нема смисла говоритн о 

апсолутном времену, независном од сваке промене. Време је аџстрак

ција, добивена опажаљем промена око нас. Из рела.тивности времеда 

закључујемо, да када би се услед неких спољних утицаја трајањ/!. СВНХ 

појава око нас н у нама у истом односу повеhала нлн смаљнла, мн 

ту промену' не бисмо приметнлн; свн заIЩIШ Механике и Физике остали 
би непромењени. 

8ахтеву апсолутне постојаности, који постављамо свакој мери, 

·ОДГОВl:1ра н:ајтачније обртаље наше 8емље 01(0 своје осовине. 8емљино 

обртање је наш 1Iајтачнији сат којим располажемо, иако ннје апсолутно 

тачан, јер знамо да појава пли~е и осеке УСПОРl:1ва обртаље 8ем.џ:.ино. 
Tpafafue1) једног пуног обрта 8емљнног зовемо звезданнм дано.и; т!! 
је вреие између два узаqтопна проласка ма које :щезде некретннце 

(тј. бес.коначно удаљене тачке) кроз иерн.rщјан места у коие опажаll10. 

8вездани. дан делиио у 24 Х 60 Х 60 = 86 400 звездани:х:' секунада. 
3вездано врсие стоји у простом односу према подели круга на 3600. 
Тако је 'један звездани час (l h ) = 150, 1 мин ~ 15', 1 sec = 15/'. 8вез
даним временом служн се Астрономија. У практичном животу н у 

осталим IIaYK8.Ma служимо се средњнм сунчанпм временои. 

Време између два узастопна проласка Сунца кроз једај:! меридијан 
зове се правн сунчанн дан. Време које је потребно, да се Сунце 
у своме привндном кружењу око 8емље - супротном дневно}! кретању 

- врати на исто место своје ЩНiВндне путање (еМИIIтнке) ;IOВ6 се 
т р о п с к а г о д:Ин а. Годншље кретаље Сунцр. ннје једнолико, а р,џщн 
еIЩИптнке није управна на обр'Ј'НУ осщшну. Свака рд ових '1ИЊ6:ница 

1) По рачуну з.на!4енитог астронома Лапла~а (1749-1827) није се трајање 
Једног Земљииог обрта од 729. пре Хр. дакле за 25 векова променило IIИ за 11100 

секу-иду. 
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напосе узрок је, што је прави СУJ;Iчани дан променљиве дужине. Стога, 

замењујемо стварно Сунце замишљеним, средњим Сунцем, кој.е ,се 

креће једнолико у еква:гору и изврши једно пуно кружење за исто 

време као II стварно Сунце. Време између два узастопна проласка 
средњег Сунца кроз један меридијан зове се с р е Д њ и с у н ч а н и Д а н 

он се дели на 24Х60Х60 = 86 400 средњих сунчаних секунада. 
3а време једне тропске године обрне се 3емља 366,24 22 пута око 

своје осовине, тј. толико пута прође нека звезда некретница кроз један 

меридијан. 3а то време учинило је Сунце u:ривидноједан пун обрт у 
супротном, смислу, прошло је, дакле једанпут мање кроз меридијан, 

','365 2422 
3вездани дан је дакле једнак: 366'2422= 0,99 72 70·том делу средњег , ' ' 

cyџ:~aHOГ дана, или једнак: 0,9972 70Х86 400 = 86 164 средњих сун

чаних секунада. 

- 3а јединицу времена узима се у Механици, као и' у практичном 

животу, средња сунчана секуда (1 вес). Она је дефинисана као 86 164-ти 
део трајања једног обрта 3емљиног око своје осовине, може се дакле 

увек лако контролисати опажањем двају узастопних пролазака неке, 

звезде некретнице кроз мерид::јан. 3а дуже трајање узима се за је

диницу BpellIeHa средња сунчана минута (у машинској ТlЏннци) 

и средњи сунчани час (у жељезничком саобраhају). 

Јединицама за дужину и време одређене су јединице за брзину: 

ст т km 1000 т 1 т 
ыес односно sec; -11 = 36000 sec = 3,6 = 0,27 вес2 и јединице за 

за убрзање: cm/sec2, m/sec2. . 
Да одредимо време, у ком је један догађај (на пример промена 

положаја тачке) наст,У;пио, потребан наМ је сем јединице времена и 
почетак, од кога почпњемо мерити време. Тај почетак (t=O) можемо, 

, ~ , 

исто као и почетак коорди.Ei:атног система, произвољно бирати. ИЗI.аз, 

да се неки догађај десио у времену t1, значида је од тренутка у ком 
смо почели мерити време иО:;=О) до тренутка у коме се догађај десио 

протекло иј -tО)=t1 секунада. 
Време је одређено бројем јединица, дакле је скалаlша величина. 

Графички се може приказаl'И правом линијом, на којој изаберемо једну 

тачку за почетак. Тачке на тој правој приказују тренутке, а дужи 

приказују међувремена или интервале. ., 
Избором координатног система и почетка времена' (епохе), као и 

јединицама за дужине и време, одређен је положај једне покретне 
тачке са четири брОја: х, у, z И t. 

20. Јединица масе. Апсолутни (фИ3И!(IlЛНИ) систем мера. 3а 
јединицу масе можеио изабрати масу ма кога тела произвољне ма, 

терије и величине, јер дефиницијом (в. ЧlI. 11.) одређен је само однос 
Ma·~a двају тела, која стоје у Meljyc051I0M дејсrву. За јединицу масе 
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усвојен је у науци хиљадити део масе онога комада плати не. што се 

чува у међународном заводу у Оевру код Париза као прототип кис 

лограма. Та јединица, грам-маса (кг*) практично је једнака 1/1000 
делу масе једног кубног дециметра хеыијски чисте воде при темпе

ратури од 4"С (тј. при највећој густини) и ШЈД нормалним ваздушним 

притиском. 

Оистем мера, у коме су основне јединице: центиметар, грам-маса 

и средња секунда, или краће систем (OGB), зове се а п с олу т н и или 
физикал ни си ст ем ме ра. Усвојен је на конгресу електричара 1881. , 

. У том физикално!t1 систему јединица силе (Pl=gl'*Cill вес-') је 
ИЗ,ведена јединица и по дефиницији она сила, која маси 

гр аы а дај е уб,р з аљ е од 1 еДllО г цен '1;' и!t1 етра у секунди. Та се 

јtщиница силе у систему (OGB) зове дин (dyn). Пошто је дин врло' 
мала јединица, упоrребљује се у електротехници мегадин = 106 дина. 
По (17.6) мегадин је сила, која маси једног килограма даје убрзаље од 
10 метара у секунди, или маси од 10 kg убрзаље од једног метра у 

• 
секунди. 

У Француској је 1919 год. узакољен апсолутни систем мера за 

практичну, употребу са јединицама: метар, маса тоне = 1000 kg* и 
секунда, тј. систем (МТВ). Јединица силе у систему (МТВ) зове се стен 

(stMne, Sn) = 108 дина = 103 мегадина. Мегадин је дакле leДHa~ сто· 
тинитом делу стена, или центистену. 

21. Тежипа. Технички систем мера. НаЈпознатија је и -најваж
нија сила, са KOjQ!t1 се у обичном животу као и у техничком раду 

. ~. . 
сретамо, тежина тела ТЈ. она привлачна сила, КОЈа стално деЈСТВУЈе 

из!t1еђу 3емље с једне стране и сних тела око ље и на љој с друге 
\ ~ -, -

стране. Правац l'е силе на једном месту 3емље. зовеыо вертикалним 

правцем. Огледи наы показују, да сва тела - без обзира на величину 

њихове масе - падају истим, сталним убрзаљем у вертикалном правцу 

на 3емљу. Даље нас уче огледи, да величина тог у б Р з а њ а т е ж е 
• 

(за које је опшге усвојен знак и) зависи од географс.ке ширине 

местl!, на коме оглед врmимо. Највећа]е вредност к=983,15 ст/веь8 

на половима, а најмања на екватору, g=97d,07 cm/sec'. На географ. 

ској ШflРИНИ од 450 је g=980,62 em/sec'. Убрзање теже ыења се на 
истој географско] ширини са висином. Наведени бројеви односе се на 
МОРСКУ површину; на висини од 1000 т изнад морске површине сма
љује се g за 0,3 cm/sec'. За све' задатке, у којима није потребна на
рочита тачност, усвајамо за g сталну, од ыеста независну, вредност 

981 ст/вес'. 

llПрема дефиницији силе (iедначина 11.2) изражене су тежине Q, 
и Ч. тела са масама тl и т.: 

Ql = т1 к; Q. = та g; дакле (21.1) 
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тј. ма,се тела односе се као ц.нхове тежине. О-Џ.а чиц.еница, KQja jIещ)
среДЕј:О прокзлази из дефцпиције силе и сталностд. убрзаI:Ь.a те~щ цо,

тврђев:а је ПоНОВЈЩМ щ:леЩЏЏЈ. од Њутновог доба до даџау, са, све Већ!!м 
Т/!.<JHOЏIћy коју су допуштЈј.ЈЏј. све савршениiа средства (Newtoll, Вев::!еl, 
Eiitvos). с 

На оgнови сразмерности између масе и тежпне у стаљу СЪЮ од
реДl\:ТЏ MIJ.CY IJ~KoГ T~a ЦМ Џl)щщјемо ЈЬегову тежину, 

-+ 7-
У дефиници~и силе: Р= т и спој ени су убрзаљем тј. OCHO,ВHЏ~ 

величинама дужине и времена две нове величине: маса и сила. Стоји 

каидо воље, коју ћемо од· љих У'зети као трећу основну величину, 
Опстем мера, у ком су: дужиюi., време и сила основне величине, зове 
се терестрички или технич:ки систем; он се употребљава у сшrма 
гранама технике семелектротехнике,- Јединице у техничком систему 

, '" -. -. -

мера су: метар, средља сунчана секунда и тежина про'rотипа· кило-

грама (kg), коју има у Паризу. Последљи додатак је потребан за 

тачну дефиннцнју тежине kg јер са убрзаљем теже gмеља се и те-' 

. жина тела према месту на коме је мерено. Та је променљивост разним 
мзтодама експериментално проверена .. Тако је професор ЈоНу у Miin
cher:t\l 1878. г. нашао помоhу теразија. д!! се тежина једног килограма 
пове.hа за 1,51 МИЈЈиграма, када тегпиои за 5,3. т испод таса. Са прак
тично·г· гледишта разлика тежине једног тела на разним местима 

3емље тако је малена, да се може нренебрегнути и тежина килограма 

СМlJ.тратдста,JIЩIМ јединицом силе. У Т.ехничком·. сисrему је маса. из

веДена ·ЈНЩИ;ЧИПа., а, ЈЬена је димензија: 

• 

dim т = [Pl-It9 j. (21.2) 

Називи: кцлограм, грам,' нт д. примељују се у Двојаком смислу: као 
M~ca и као с~ла_ Да бисмо уклонили дсво.смилицу, бележиhем'о масу 
са, kg*, gr*, Тако је јединица силе у фи:шкалном систему dyn = 

gr* ст 8ео-2 , а: iеД.lj:ница масе у техничком систему: mp=kgsec2 щ-1. 

Однос изм.еђу јединица силе и. масе у физшшлн{)м . И т,ехничком 
сиотему мера доби:iамо овим расуђиваљем. Један дин Је сила која маси 

gr~ даје убрзање од 1 cm/seez; тежина 1 gr, пак даје истој маси при 
CJlободном паду убрзаље од 981 cmjsec2• Мегадин је сила која маси 

kg* даЈе убрзаље од 10 ш/вес!, а тежина kg даје истоЈ ъrаси: убрзаље. 

од 9,81 ш/sее~. Даю;rе је 1 gr = 981 dyn; 1 kg = 0,981 Megadyn (cel'l-

tisth6ne). Обратно је 1 dyn - 9~1;Г - 1,02. милиграма. и 1 Mega,dyn 

= ~,:~ = 1,02 kg. Јединица масе т 1 у техничком систему мера је она 
маса, коЈој тежина kg даје убрзаље од 1 Щ/fjе.о!. Дакле уоб.IrиКУ једв;а
чине с обзиром на (17.6): 1 kg= 1 kg* 9,8~ щ/sеr} = 9,81 kg* 1 m/se.ol = 



'М' 

= тЈ 1 т/эес' тј. тЈ= 9.,01 kg*; јединица масе у теl.НИЧКОМ систему 
1~ 9,81 пута од исте једищще у физикалном систему. 

Битна је разлика између техничког. и физикалног система мера у 
томе, шТо у првоме једна основна јединица - сила - зависи од oco~ 
БИIIа наше Земље од 3емљине гравитације, која је променљива са , . 

це.СТОМ; стога се' овај систем. зове и терестрички. 8бог променљивости 
са местом у коме вршпмо мерења, технички је сист-ем мера неподесан 

за т;;\чна HaYllfla. иерења. Стога су О. F. Gauss и W. Weber увели 1838. 
у науку. новд систем мера, ОЩ'lOван на ј.едини~и масе, као стц.лне ве

Щ['lIшев:езависне од наше 3емље. Тај систем назвали су апсолутним . 
. систеМQJ4. Од данашњег сдстемамера (CGS) он се разликује само 

цо веЛЦЧI!tпама јединица. У Gauss-WеЬег-овом систему је јединица ду
ЖI;ше милиметар, а јединица мме милиграм. 

22. Састав ~атерије. Сl'аТИСТИЧl{а МехаИjfI<а. Ог.цеДIIма, из
ведениы у разним областнма Физике (хеыијске, ТОИЛQтне, qптичl).~, Щlliк-. 

тр'ftчне и радиоактивне појаве), несумњщ:ю је утврђен ы ол е ку JI; ~РПи 

оаС1аБ материје, На основи опажањi!, могућнр ј6. бицо срачунати lijjk 

лич:ине и међусобна растојања молекула, Према· TO~~C вераа бl~ ме~iI-' 
ничка слика природног тела била ова: Тело је систем из. огромцог бројll. 

Д нек ретних ыатеријаЛIlИХ таЧака (молекула), које међусобно деlств.ују 

молекуларниы силама. у растојањцма, која молекули има1У у ЧЈЈРСТо.:м,. 

и течном агрегатном стању тела «0,10 тџ) Т6. су силе преыа спQљди:м 
силама (на приыер према тежини) врло велике, али,. кад та расто.јаЊil 

пређу извесну границу (услед повишене темцературе), ыолекуларне 

СИЛе престају д.ејствова1'И (гасовнто стање). Овакц МОЛeItуЛ изводи кре

тања у цзвесној, преыа агрегатно.м стању већој или ыањој, области, Та 

IcpeTalba по правцу и веШIЧПНИ потпуно н е пр ав и л н а; у c'l'albY смо их 
ОIЩЗИТЦ саыо у ЊИХОВЮI дејст.вима (ирцтисак гаса· на зидове суда, пови-
Ј . 

шење или снижење темиературе). 3адатку, да се из датих сцла и пО'-

четцог стаља ICpeTalba одреде кретања сваке поједице тачке, С'rављају 
се на супрот њеравладљиве маТе:матичке 'l'ешкоhf'. Всћ за систем од 

три тачке (проблем трију тела у Небеској Механици) решење до 

дапас није успело. Неправилно ItpeTalbe једне гомиле многих дискретних 
'l'ачщщ може}lO раЧУНСIШ саыо тако. пре'l'С1'авити, ако се ограничимо 

на .средње или проссчно стање кретањацеле. гоыиле. То је за

датл.к. Статистцчке М~ханике. Она је!у суштини примена Рачуна 
вероватноће наирирсщне појаве. Као што обична (на супрот Отати

стичкоi). Детерминистичка Механцка из датог иочетног стања 

једног тела одређује његова наредна стања, тако СтаТИС1'ИЧЩI Механцка 

из датог вероватног стања једне гомиле неодређено велцког број:ј. т.ела 

процењује њена вероватна наредна стања. Битно је обележјеСтати- . 
стичке МеХ!1нике да она никада не даје. један о.дређен резултат, него. 
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само граничне вредности доје обухватају вероватност неке по

јаве. Њени су закључци сџ.ГJIасни· са искуством исто толико, колико 

и закључци ма које ДРУЈ;'е. фИЗ}fкалне теорије. 
СтаТIIСТИ'Iка је Механика поникла из тежње, да се закони Тер

модинамике објасне принципима Механике. Најранији њен плод је 
RинеТИ'Iка теорија гасова. Али се њена примена не ограничава само 

на невидљива. молекуларна кретања. 

Веhину еласти'IНИХ и хидродинамИ'IКИХ појава !<10гућно је мате

мати'IКИ описати, :када ~азложимо тела у врло мале запреминске еле-
\.. . .. 

центе који су јОШ увек врло велики према раСТОјањима у КОјима мо-

лекуларне силе дејствују. У тим СЛУ'Iајевима целисходно је у интересу 

једноставнијег математичког приказивања да хипотезу о молекуларном 
• 

саставу матеРИје заменимо хипотезом о њеном континуалном про-

стирању.l) 

у обим овим обrrастииа Механике опажамо :и таква кретања, која 

се 'не могу описати ~аконима обичне Механике. Код течности, која 

lCao целина мирно струји, опажамо слободним оком ванредно промен
љива,неправилна титрања појединих делиhа; код 'Iврстих тела, на

прегнутих преко границе еласти'IНОСТИ, наступа стање извла'Iења (вид. 

ЉЮlе дефОР,lIаЦllје) и у том стању опажамо ПОд'микроскопом многобројне 

CI!Тне кристале или кристаЛlIте, који мењају саСВИ!f неправилно свој , 
положај и ОРlIјентацију. И ове се две појаве видљивих неправилних 

кретања коначних маса могу теоријски приказати једино законима 

Статистичке Механике. 
I 

23. Подела Механшсе. МеJJiаника се може делити са ра,зних гле
дишта (принципа деобе): 

А. у погледу на задатке, којима се бави, дели се Механика обично 
, 

на три нела: 1) I\: и н е м а т и к а 2) описује кретање тачке и разних 

система тачака (тела) не обзируhи се при том на силе које та кре

тања проузрокују. У Rинематици се упознајемо са појмовима брзине 

и убрзања и са њиховим разлагањем у разним координатним систе

мима, према којима одређујемо кретање. Расматрања у Rинематици 

независна су од материјалних особина тела, у њих улаве само две 

основне вели:чине: дужина II време. Rинематика је, као и Геометрија, 
апстрактна наука. 2) Динамика З) истражујезависност између кретања 
тела и сила, које на тело дејствују. Она решава два супротна задатка: 

одређује кретаље тела на које дејствују дате' силе и одређује силе 
. . 

1) Прве теорије еластичиости (N а vi е r, Р о i s 8 О П, С а u е h у) осиивале су. се 

иа молекуларној хипотези, али се њихови резултати' иису подударали са резултатима 
опажања. 

З) ОД грчке речи ""''1џа,= кретање као стање. 

8) Од • • Jvvafl«; = СИ.пз. 
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које на тело морају дејствовати, да би оно изводило једно дато кре, 

таље. Динамика је природна наука, јер се оснива, сем на појмовима 
, ' 

дужине и времена и на појмовима масе и силе, који су апстраховани 

са опажаља природних појава 3) О т а т и к а 1) истражује услове под 

којима један систем сила, који неку тачку или тело напада, не мења 

стаље кретаља те тачке или тог тела, краће речено: испитује, услова 
р ан н о те ж е једног система сила. Други је задатак Статике, да нађе 

услове под којима ће два разна система, који посебице нападају неку . ' 

тачку или тело проузроковати на овима исту промену кретаља, краће 

речено, да нађе услове екв ив ал е н циј е двају система СИЈlа, а понаособ 

да нађе најједноставнији систем сила, који је неком датом систему ек-
, .. 

вивалентан, ТЈ. да дати систем сила р е ду к у Ј е на ПрОСТИЈИ систем. 

Статика се оснива једино на појмовима: силе и дужине. 

Подела- Механике на: Rинема,ТИКУ, Динамику и Uтатику најстарија 

је и најобичнија. У новије доба неки аутори [проф. Н е u п (Нојп) у 
Karlsrllhe] деле Механику само на Rинематику и ДинахlИКУ. Динамика 

• 

садржи као делове: RинеТlIку2) Статику и R и н е т о с т а т II ку. Rинетика, 
, ' , 

(Динамика' у ужем смислу речи) истражује законе кретаља у вези са 

силама које га проузрокују. Rинетостатика одређује уиутарље силе и 
отпоре у зглаВЦlIма и лежиштима система (међу собом спојених тела), 

који су у кретаљу. Оиа има важIiу иримену у м.аШИllској техници. 

. Н'l.јприр()днија је деоба Механике према, основпим величинама, 

које у појединим љеним гранама имају удела. Тако доб][вамо ове гране 

Механике: 
• 

1. Rинематика или Геометрија кретаља 9), са основним величи-

нама: дужине и времена; . 
2. Статика, или Геометрија сила, са основним веЛI1чинама: ду. 

жине и силе; 

3. Геометрија маса, са основним величинама: дужин'е II масе; и ' 
4. l\инетика са Rинетостатиком, са основним величинама: дужине 

времена, масе и силе. 

Прва су три дела апстрактне дисциплине; оне чине прелаз од 

Геометрије ка Механици. Rинематика и Статика решавају формаЈIНО 

исти задатак: обе дисциплине иаучавају просторне о;.щосе једног си

стема вектора;' али је физикални значај вектора у обема различит. 

Стога свакој теореми Rинематике одговара аналогна теорема у Стати

ци. Геометрија 1Iaса,изучава просторне односе с и с т е ы а с к ал а р а тј. 

тачака KojllM'a је по један број додељен; понаособ ИСПfпује линеарне, 
квадратичне моменте тела у погледу на тачку, праву и раван. 

1) од грчке речи: <1taa,,; = мировање. 

2) Од. • '''VЦ_'' = кретање као дејство.' 
З) Геометрија кретања у ужем смис.лу и.ли К и н е м а т и ч к а r е о м е т р и ј а 

изучава кретање без обзира на време. 



, 4 i 

Б. С обзиром на материјални систем, чије кретање изучава, раз

ликујемо ове областн Механике: 1) М~ханика материјалне тџ-чке; она 
гради елеме~тарне појмове, пОтр.ебне за оџисивање кретања.liедне та'Ще. 
2) Мех:аника ~исте:.тматеријалних тачака поставља најопmтијезаконе 
кретањ!!., који важе за све материјал!lе системе, без обзира на природу 

њиховог састава. 3а реmавање својих задата!,а она гради из елемеп

та,рних појмова системне појмове. Према томе дали се Меха;в:ика. 

бави кретањем аащrmљеюџ: (идеалних сист.ема), !'ао: крутих, идеадно 
• r - -

еластичних тела, идеалних течностн и гасова, или стварних, природ-. 

нихтела, говоримо он.ц е а лној (теоријској) и фи'з икалној Меха, 

ници. О материјалном систему ствара Теоријска МеХ:МIИЮL себи две 
слике: дис!'ретан СИС'l:'ем, т1. сложен из :материјалних тача:ка међу-

- '.,' , --

собно одвојених:, и ко н 'f ИНУlJ.ла,НСИС 'I:'.e 14:, у коме је сЩl,IЩ и на1мањи 
мањи делиh једног омеђеног ПРОС'I:'ора испуљен материјом. у оба случаја, -. - . 

коже конфигурац·ија (кодформација) система би'I:'И ста;що щщррмен-

љива (крута) или према спољНIЩ 'утидаји.ма променљива. 8аописи

вање кретања непромеНЉИВJiХ система Сасщr:м је CBejeдIIo дали их 
. . 

сматрамо КОНТИНУ3.Ј!нима или дискретнима. Механика система делл оо 

према томе у две груде: 2а) '(Механика длскретдихсистема. 
Овамо СП,ада Механика· дебеских тела у KOJЦЦtO их СЈ.1атраЪ!о та'Щама, 

Механика крутог тела, (Стер'ео:мех:аника) и Механика СlIстеМа 
крутих, међу собом везаних, тела. (М е х а ни к а мех а н II З а ма). 2б) 
Механика континуалн.\IХ маса. Овамо спада: Механищ). е.цастич
них (Ел ас том ех аника) и пластичних (Пл ас т о м ех ани!' ј1.) ЧIjР. 

стих тела, МехаНИltа те'IНИХ тела (Хддроиехани~а) I! М~ханика 

гасовитих тела (Аеромеханика). 
В. С обзиром на метод, којим се служи, разликујемо гео;метриј-

, ., . 
СКУ И аналитичку Механику; прва конструиmе тражене величдве, по-

моћу геометријских фигура и правила Синтетичне Геометрије, друга· 

рачуна тражене велпчине, независно од rеометријске· фигуре, ~па:моhу 
закона Аналитичке (коордпнатне) Геометрије и Инфинитезималногра

чуна Из ГеометријСltе Механике развила се особено за примевуу гра

ђеВИ!Iској техници Графичка статика,а у IНlјновије доба и Грд-, . 

фИЧltа динамика, прпмењена у маЩИНCItој теХНIЩII. У ИЗЩ1:гању 

механичких закона потискује Аналитичку Геометрију све вище ВеКТОР

ска Геометрија и Апащrза, такО.ца данас имамо треlщ. облщt: Вект()р
ску механику (в. чл. 12). 

24. Општа и примељена Мехаиика. Теоријска мехаНИl\абави 
се кретањем идеалних те.да, добијеДIIХ апстракцијом од· ПРИРОдНIIХ 

тела. Природна је тежља иауке, да све појаве сведе на најuростије, 

на кретаље. Теоријска је механика стог.а осаова СВIIма грднама Физике. 

Најједноставнија, па стогаII најстарија, грана Физике је физикална· 
• • • 

Nеханика; ана истраЖУЈе заltDие кретања при:роднuх теда, ,ко!а CT(}l~ 
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под утицајем природних сипа. Величина тих СИЈlа (отпор трења, отпор 
• 

. средине итд.) и њихову :зависност од других механичких величина 
налази она опажањем и огледом. Физикална механика почива стога 

на веЬем броју емпиричких закона, него ли Теоријска механика .. Обе 
. .' 

укупно називамо и О пштом М ехаником. 

Општа механика изучава кретање теЈlа, уопште, не' обзируЬи се 

на њихов значај у практичном животу; она ставља себи задатак, да 

кретање опише са што веЬом прецизноmhу у колико то математичка . , 
средства н експериментална техника Допушта]у. . 

Примењена механика примеЊУl'е За.КОiIе ОI11пте механике на спе-
• 

цијалне, природне или техничке, објекте. Према тим објектима она се 

грана у: Техничкумеханику (Грађевннскуи Машинску меха
нику), Балистику (Науку о кретању пројектила), Механику фи
:зикалних апарата и Механику живих те,ла(ФизиолошкаМеха-
ника) . 

. Технички проблеми 'траже ОД MeXaHltКe што једноставније и што 
брже методе за постизавање жељеног резултата . .Али зато они не траже . . . 

апсолутну тачност тих резултата Сувишна и илузорна би била свака 
. . . 

тачност, већаод тачности података које уносимо у механичке обрасце. 

Стога Техничка механика упрошhава строге, сложеније обрасце Опште 

механике уводеhй нове претпоставке, а често их замењује емпири
чким обрасцииа, пос'rављеним на основи непосредног искуства. ·Тако 

у Технйчкој механицн замењује Теорију еластичности R а у к а о ч в р
стоЬ н, а теоријску Хидромеханику практична Хи др аулик а. 

Тежња за што веЬом економијом у грађењу захтева, а све веЬе 

усавршавање грађевинског материјала, рачунских и експерименталних 

средстава и омогуЬава да' се Техничка механика све више приближи 

Оиштој механици. 

, 
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Кииематика тачке 
25. УВОД. Кинематика описује и изучава кретаље без обзира на 

љегове узроке (силе). 3ато се све величине на које наилазимо у Ки

нематици, могу изразити међусобним релацијама просторних (ДУЖIlН

ских) И временских величина, тв се према томе љихове мере или је-' 
• 

динице своде на основне: дужине (/1) и времена се1) 
Кретаље једног система тачакасразмерно је доста сложенапојава, . 

јер кретаља појединих тачака система зависе· просторно и временска 

једно од другога. Да бисмо могли разумети ову зависност, потребно 
. , 

је да прво проучимо кретања поједине геометријскетачке. При томе 

ваља узети у обзир да путаље могу бити праволинијске и да се кри

волинијскокретаље тачке увек може претставити помоhу више пра· 

волинијских кретаља. Стога почиљемо са праВОЛИЕ!ијсюП>1 кретаљем 
, 

таЧI,е. 

А. КРЕТАЊЕ ТАЧI<Е У ПРАВОЈ ПУТАЊИ 

26. Дијаграми пута, брвине и убрsања. Нека је права линија 
а-а путаља тачке А (сл. 26.1), а О произвољна тачка на љој, која 

- о 
• 

il Ји • .s 
4 ? 

~J2-s,--> 
I 

нам служи као компа-

8 
+ ративна тачка за кре

таље тачке А. Положај 

тачке А одређен је, ако 

је дато растојаље ОА = s 
тачке А од О и ако је познато, на коју страну од О треба пренети 

дужину s. r-l:ако s може бити позитивно ИJIИ негативно, преносиhэмо 

позитивне вредности s на једну а негативне на другу страну од О; 
, 

сл. 26.1 

тиме је положај тачке А једносмислено одређен. Кретаље тачке А за-

виси од тога, како се s ме.ња са временом е; кретаље је одређено ако 
. је дата математичка веЗа између s и е. Та се веза изражава симбо

лично s=f(t), где Ю) значи неку функцију времена (в. чл. 27) . 
• 

Почетни положај Ао тачке је онајположај.који тачка заузима 

у такозваном почетном времену кретаља ео. То време означује 

или тренутак у коме кретаље почиље, или пак тренутак у коме кре-

• 
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Т!Ј,ње почињемо опажати. У оба случаја одређен је почетни положај 

Ао релацијом: 

ОАо = s = /(to). 

Ако тренутке t и /0 меримо временом на часовнику, онда (t-/o) значи 

трајање или време за које се тачка кретала од Ао до А. Ако се 

у том времену не мења смер кретању, ако се на пример тачка А' стално 

удад,ује од О, онда разлика растојања -

значи пут који је· тачка у времену (t - to) прешла. 

а) Пут. 3акон по' коме се збива кретање одреtЈено релацијом: 

s = ! (t) може се очигледно претставити Д и ј аг р ам о м п у т а и в р е
м е џ а II:оји добијамо када на 000-

вину х ортогоналног !,оординат

ног система наносимо као апсци

се дужине пропорционалне вре

менуа као ординате на осовину 

у наносимо дужине пропорцио

налне вредностима s. Стављамо 

дакле (сл. 26.2), 

ОВ = х = Ilt . ~ , 
ВС=у =vS 

t.f~J'J' 

I 
• 

I 
• 

I 
I • . +-, .--J..._._L-_. >.r=Ji< 

О 4 8 
и добијамо низ тачака С, које Сп. 26.2 

спојенемеђу собом дају- криву 

линију, тражени дијаграм кретања. 'Та, крива линија претставља очи

гледнотоккретања. По релацији s = f (t) добија једначина дија

грамне криве линије облик: 
• 

• 
.почетном положају тачке одговара тачка СО криве, чије су коорди-

нате ХО = (tto, У = vto' Размере, у којима су t и s претстављене су 
произвољне; из њих излазе вредности за fI и у1:. -

Из облика дијаграма видимо: како кретање тачке настаје, дали 

се тачка компаративној тачки приближује или се од ње удаљује, дали 

кретање постаје брже или спорије итд. ~ 

б) БР,зина. Када смо за једнокретање иацртали дијаграм пута 

и времена, онда можемо појму средње брзине и брзине, који су нам 

појмови већ из 1 главе познати, дати и геометријско тумачење. Ако 
• 

') Ради једиоставности ми Ьемо убудуl!е и саме 

жавати са t јј В, тј. стављаЬемо џ = v = 1. 
координантне осовиие обеnе-, 
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• 
крива линија М-М на слици 26.3 претставља дијаграм' пута и вре· 

мена за извесно ItpeTaJЬe, онда ће двама оближљим положај има А 1 и А. 
, ПОltретне тачке А у сл. 26.1 

'Ј 

~-4 
k---- .{.I-'---...-I 

одговарати у том дијаграму 

две тачке М1 и Ма, чије коор
динате] претстављају t1 и SII 

време и пређени пут -rачке А 

у љеном првом положају, а t. 
и а. те исте податке за покретну 

тачку А у њеном другом (доц

није~) положају. У ,интервалу 

времена (t2 - t1) таЧltа ће пре" 

.hи пут, А.А 2, који У дијагра-

, 
• 

Сл. 26.3 

му пута II времена претставља 
разлика (S2 - SI)' па R&KO смо 
средњом брзином дефинисали 

однос пређеног пута према одговарајућем вреl!еву, то нам израз 

S, - SI Ll S 
С= t

2
'-'-t

1 
=Llt 

претставља средљу брзину за kpe-rаЈЬе покретне тачке из положаја А1 у 
положај А2 • Тај однос је у дијаграму пута и времена изражен тан-

, " 'Lls 
гентом угла !р што га заклаПјсеканта М1М. са апсцисом: tang!p= Ll (' 

Ако сада замислимо, да се смањивањем времена t. ивтервал вре
мена дt = (t. - t 1) смањује и .да тежи ка нули, тј. ако посматрамо два 

, . , 

узастопна - бесконачно БЛИСltа - положаја А1 и А.' покретне тачке 
онда ће се и у дијаграму пута и времена тачка М2 ,толико примаhи " ' 

таЧItИ Мl1 да ће секанта М1М2 преhи у тангенту на дијаграмну, криву 
линију у таЧКfI М1• Угао !р, чији тангенс претставља вредност средље 

брзине постаhе угао ср што га тангента у тачки М1 на дијаграм нута 
заклапа са апсцисом, асредња брзина за интервал времена Llt, који је ' 
сада само један тренутак, значиhе брзину покретне тачке у њеном 
положају А 1 • Имаhемо дакле: 

. .1s ds 
lIт дt = iii = v = tang ср. 
M~O ' 

• 

Из овога геометријCIЮГ разматрања IЩДИМО, да је брзина тачке у вре-
мену t једнака тригонометријској тангентиугла ср што га тангента.у 

одговарајућој тач!ш дијаграма пута заклапа,са апсцисом. 3ато бр~ину 
можемо изразити и односом ординате S и суптангенте Sr за тачку М 
дијаграма пута, из чега се види да она за сваки положај покретне 
тачке има одређену вредност, независну од интервала времена: 
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v = tgrp в --- 51' 

Из сл. 26.3 читамо да ће тачка А преhи пут S2- SI = 6.s за исто 
време t2 - t1 = 6.t било да се она креће променљивом брзином v =:- tg ч' 
или сталном брзиноъr с = tg 1јЈ У тренутку t,= т б.иhе v = с јер је у 

тачки N дијаграмат~нгента паралелна секанти M1M z. 
Из закона кретања s = f (t) добијамо средњу брзину за интервал 

времена М; . . 
f (е + Llt) - f(t) 

М· ' 
с= 

а брщшу у ма ком тренутку t 

v = lim Lls = ds = d Лt) = f'(t). 
<lt -+0 М dt dt 

. (26.1) 

Брsана у не"ом шренуlii"у је даференцајална "олачна" uуша ио вре

мену, ала ирва аввод фун"ције s = f (t). 
При И;Јвођењу појма брзине нисмо учинили никакве претпоставке 

у погледу путање дали је она права или крива у равни или у простору. 

у општеъrслучају кретања брзина v покретне тачке А мењаће 
се од тренутка до тренутка, тј. са 

временом t. Преносеhи брзине од

ређене са v = f'(t) као ординате, а 
времена као апсцисе, добијаъrо ди

јаграм брзине и времена сл. 26.4. 
в) Убрзање. Као год што 

смо из дијаграма ПУ'l'а и времена 

дошли до геометријске дефиниције 

брзине кретања у извесном' тре

нутку, тако исто мuжемо помоhу ди

јаграма брзине и времена и убрза-
. • 

ње, што смо га упознали у прво] 

AI{O нам на сл. 26.4 крива линија 
зине и времена за извесно кретање 

гова рају брзине V 1 и v2, Количник 

Llv V 2 -v] 
Llt = tz - t

1 

fP 
i~ 

1 .11' 
• .-

1 I N 
• * • 

I AI ~ 

. .L. • 

. '"' ~ • 

°1: г, ,,1. дг ~ 
? . 

Сл. 26.4 

глави, геометријСIШ дефинисати . 
N - N претставља . дијаграм бр

тачке, онда временима t1 и t. од-

= tg{J 

називамо с'р е Д њ и м у б Р з а њ е м у интервалу времена М. Али ово 
• 

• • •• 
важи само онда, када се кретање тачке врши по п р а в О] линИ']и, ]ер 

само у том случају брзине v, и v2 падају У исти llравац те можемо 
образова:ги њихову алгебарску разлику да бисмо добпли прираштај 

брзине. Ако је кретање по криво] линији онда се брзине v 1 И Vz раз-

Механика тачке 3 
• 
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• 

• 
ЛИКУЈУ не само по величини;него и по правцу, те их морамо сматрати 

векторским величинама (в. чл.12.) Сада ћемо се задржати на кретаљу 
• 

тачке по праВОЈ пута љи. 
, 

Ако се у горљем изразу време t2 смаљује тако, да интервал дt 

тежи к'1 НУЛИ, онда се средље убрзање интервала претвара у убрзање 

које важи у тренутку ен сечица N1Nз прелази у тангенту на дијаграм 

брзине у таqки N1, а угао fJ прелази у угао а, што га та тангета за

клапа са апсцисом. Овај прелаз, изр'ажен а'налитички, гласи 

}. ~ Llv dv 
и = ;:~O~· Ае = dt = tg а, 

• 

тј.убрsaње у Идвесном i11реltуШКУ t је дuференцuјалнu «оличниf( БРдине ' 
ио времену. Убрзаље добија позитиван знак кад алгебарска вредност 

брзине расте, а негативан у супротном случају. 

Како је према релацији (26.1) v = f' (t) 'fO дакле важи. 

= dv = d (~) = d
2
s = f"(t) 

и dt . dt dt2 . (26.2) 

Појам убрзаља можем() извести и непосредно из дијаграма пута 

према сл. 26.5, где је тај дијаграм претстављен као полигон праволи
нијских елемената MN, NO, ... 

о 

Средље убзаље у интервалу 2 !Ј.е можемо изразити са . . 

. Сл. 26.5 

• 
LlSZ -дВ1 _ Ll2S 

(де)з - - Lit"' 

!J.s Lls 
су2 И 1 средље брзине у два 

Llt t::..t 
једнака интервала де. Одатле добијамо 

ва убрзаље на крају времена t: 

и 
}. LlZs d2s 
ЈШ - • 

м·,. о !J.tZ - d е" 

УБРдање~uраволинијСf(ог кретања је дакле дефинисано «ао арви 

идВОД БРдине или други ЩЈВОД ауша ао времену. 

Ако функцију и = f"(t) графички прикажемо добијамо дијаграм 
убрзаља и времена сл. 26.6. 

Када је дијаграм убрзаља крива линија, тј. када се на пример код 

праволинијског кретаља убрзаље у току времена неједнако Meљa~ онда 

бисмо могли према CJI. 26.6 образовати количник 

ди 
At = tg Ао, 
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>-Д!--".Ј 
-1.L 

~ lz 
Сл. 26.6 

који би нам означавао средље убрзаље 

убрэаља. Прелазеhи надиференцијални 
количник 

l ' ди du rJ2v dЗs f"(t') t . 
дltr:;о Ы = dt - dt~ = dtЗ = . = ang 11, 

добили бисмо појам убрзаље убрзаља или 

t убрзаље другог реда. Тако бисмо мо
-,,>. гли наhи и даље изводе функције s = f(t) 

али нам то у Механици није потребно, јер 
. . 

нам искуство каже да се убрзаља ствар-.' . 
них кретаља мељаЈУ само са положај ем а не са временом. 

г) ГраlФичко диф е ре нц иј алељ е. Када нам је емџирички дат 

дијаграм пута и времена, налазимо из тога дијаграма графичким ди

ференцијалељем прво дијаграм брзине и времена а потом из овога' на 

исти начин и дијаграм убрзаља и времена. 

На сл, 26.7 показана је та конструкција за случај, да се из датог 
дијаграма пута М-М жели добити дијаграм брзине N-N. 'Кад у 

• 
\ , 
\ , 
\ 
• 
,.4/<4 -

Jf \ , 
. \ 

Jf ЈУ 
• 

• 

~ 01 
,L..._....L_-=-'-- --f'+- .Ј_ I-L __ Ј._, f-.-L. f--'. ---;>;;.. t 

((}О --'-+-1 

Сп. 26.7 

тачки А1 повучемо тангенту на дијаграм пута и дужину суптангенте 
означимо са Stl, онда важи 

ds 
v =-= tg 

1 dt 
. s .{ 

а - , 
l'-St 1. 

3* 
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Према томе, .да бисмо нашли брзину у моменту tјповуhиhемо ординату 
тангенте на разм~ку 1 су размери времена) од тачке Е1 где тангента 
се че апсциСу; кад ову ординату пројицирамо на вертикалу кроз А ј 
добиhем:о тачку А'ј на траженом дијаграму брзине. Исто тако одре
ђујемо другу тачку А'2 на дијаграму брзине итд. Превојној тачки 
дијаграма пута одговара максимална брзина . 

. Из добијеног дијаграма брзине можемо графичким диференција· 
лењем извеt:\ти дијаграм убрзања на исти овај начин. ' 

д) Интегралење дијаграма брзине. На сл. 26.8 претстав· 

Р' 
• 

I 
• 

I 
• I lJ 

L-. .-ј'-' ""+- -+- _. ::- 1 
0t!~ 

--'---""4 

Сл. 26.8 

љен је дијаграм брзине и времена. Уску 

пругу дР; коју затварају: дијаграмна 
линија, ординате v И -(v+dv) и дифе

ренција апсциса М, има површину 

Други члан као мала величина дру

гог реда отпада Talto да за М+О добијамо 
• 

Цео пређени пут у интервалу времена (t2 - tt) одређен је интегралом 

t, 

$= F =V(u- [Vdt (26.3 
1, 

или графички величином довршине Р, која је омеђена ординатама v, 
и vt> разликом апсциса (t2 - t1) и дијаграмном линијом. 

Из дијаграма брзине и времена можемо дакле. наhи све три ве

личине: пут, брзину и убрзање. Убрзање је тригонометријска тангента 

нагибног угла према апсциси, брзина је орднната, а пут површина Р. 

Е · . ds dv б· 
лиминаци]ом Bpe~eHa из lедначина v = dt и u = dt до Иlамо 

треЬу диференцијалну једначину праволинијског кретања 

• 

vdv = uds (26.4) 

која је од нарочите важности у Динамици. 

е. Дијаграм брзине и пута; v = f(s). Када из једначина. 

s = f(t) и v = f' (t) елиминишемо време t, добиhемо јмначину између 
v и s облика 

• 

v=f(s) (26.5) 
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На сл. 26.\Ј пренесене су на апсцисну ОСОБИНУ дужи ПРОПОРЦIIО

налне путовима Х = p.s, а ординате су дужи у = "t', где су џ и К, 
• 

константе што изражава]у размеру 

Г t //=W цртежа. еометријско место тако од- ОУ 

ређених тачака М је. тражена линија, '1 

дијаграм брзине и пута; он има ту " 
особину, да субнормала дијаграмне 1 ol 

линије геометријски претставља убр- I . § L-'" 

заље кретаља. То ћемо ДОlшзати на Ј . 
ова]' 1i:ачин: . ',у ;v' јЈ 

..L..., L._, ' , ' 

dv dv ds d v О !f-"--,Ј:,---....,,..ј..!Ес-.,w--Ј 
. u = dt = ds dt = V ds . Сп. 26.9 

Кад овде заменимо ds = _dX, .dv = dy односно (s == Х v .Е.) 
р. ". . р.' к 

биhе пре-
• 

ма сл. 26.9: 

и=р 

Пошто је ytga = NP = ВЉ то је 

• 

Константна вредност џј,,2 потиче од размере цртаља и биЬе једнака 

јединици, ако смо изабрали р. = 1 и к = 1. У томе случају апсцисе би 
биле Х = s, а ордипате у = Р, па .бисмо дакле и саые координатне 

осовине могли обележити само' са s и Р. 

ж) Дијаграм убрзаља и пут~ Urf(s). 
Елементарна. пруга висине u и ширице ds 

" . 
. dv· 

има површину: Ј? = и ds = -Ј ds = v dv . t. 
,/ 

tt.? 
ti; 

ti 

ОЈ (сл.26.10). На к.оначном путу S2 - s\ је интес 

= , , , 
rpu -

1'" '111 

Сп. 26,10 ј . Ј' 1 (2 2 , F = U ds = v dv = 2" Р2 ~ Рј ) . 

Из ове једначине добиhемо у Динамици један од основних за-
• 

кона Механике и Физике. , -'~-

з) Д иј а гР.а м l... = Ј (р). Најзад, наведимо још дијаграм, који 
11 . 

добивамо .кад из релација v = ги и u = Ј" (t) елиминишемо време 

t и добијену једначину доведемо на облик ~ = ЛР)· Ова једначина 



.. м млnА п. - кивtИАТИКА ТАчкЕ 
~----~--~==~~====-~~~--~----.~ .... --" -

претстављена је на~сл. 26.11. 

читамо: 

. 1 dt 
Како 1е -= -
. и dv 

то онда из сл. 26.11 

I t /1= f/ 
• 

I 
• 

! I 

I v; 
• 

1 . 
dF = - dv 

и 

. dt . 
= -dv= dt. 

dv . 

Интегралеhи у границама од VI дО V2 

. (односно од tl до t2) добиhемо:·· 

t, 

р= .dF 

", 1, 

о v; 
L.L\.-. "r-J/ тј. површина F претставља интервал 

f---j/ r/v 
~--J/-~k-
...... ---Ј.) 

Сл. 26_11 

• • 
времена Т = (t2-tj) У коме кретање 
посматрамо .. 

Ако једначину dF = dt помножи
ds 

мо. са v = dt' доБИ}lемо;· 

. ds 
vdF = dt dt = ds. 

Интегралеhи у И0ТИМ границама налазимо пређени ПjlТ, за интерваЈ\: 
времена Т; 

•• 
. s = f vdF . . , . 

Из Статике знамо да је овај одређени интеграл једнак s == Vr где· V 
значи апсцису тежишта површине F, дакле је s = VT. 

. . 
27. Могуlши ваI<ОНИ «ретања. Да би функција s = f (t), или у 

ltмплицитном облику F (s, t) = О могла претстављати неко стварно 

кретање, потребно је да она задовољи четири услова, и то; 

1) Она не сме бити имагинарна, веЬ мора за CBaKYBp~ДHOCT t 
имати реалну вредност. за s. 

tc1 
, 

I , 

I 
• 

I 
• 

2) Она мора бити н е п р е к идн а, континуална. Дисконтинуалну 

~ 

~L_ • 

:э • • 

l 
Сл. 27.1 

. линију имамо на пример I,Ia сл. 27.1. Функ-

l 

ција чији је израз та .цинија, не може 

претстављати закон кретања, јер би по 
• 

ЊОl покретна тачка морала за размак 

времена, једнак нули,· преhи пут ко

начне дужине, тј. кретати се бесконачно 

ве.џ:иком брзином, што је природно немо

гуЬно . 
3) Она мора бити по s, једнозначна 

тј. за сваку вредност t она мора Iимати 

саыо једну одређену вредност за s. Ако 
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узмемо за пример функцију tlS~ - Ы - ct2 = O~ видеhемо да она не 
може претстављати закон кретања, јер кад је реmимо по s добијамр: 

ы+ ct2 

s= ± • 
а 

То. значи, да свакој вредности t одговарају две разне вредности s, те 
би се у овом случају покретна тачкаморал:а у истом тренутку нала

зити на два разна месга, што је немОгуЬно. 
4) Она мора имати бар два· извода у свакој својој тачки. Има 

функција које задоваљавају сва три· прва услова, али немају извода 

у свакој тачки. Такве функције не могу изражавати законе кретања, 

јер по њима покретна тачка при своме кретању не би на извесним 

местима имала одређену брзину, што. природно нема- смисла. 
Све оне функције, које задовољавају сва четири наведена услова, 

могу претстављати ·законе кретања која у природи наилазимо, па било 

да су те функције алгебарске или трасцеНдентне. Али, независно од тога 
дали је закон кретања изражен алгебарском или·· трансцендентном 

функцијом,. ми Ьемо сва могуЬна праволинијска кретања тачке поде

лити у две главне врсте, и то: на а:пери'Одична и периодична 

кретања. 

28. Апериодична кретања. Под тим именом разумемо она кре 
тања, код којих. покретна тачка .не долази никада на исто место на 

коме је веЬ једном била, ма колико се продужило трајање кретања. 

а) Једнолико кретање. Најпростије .апериодично кретање је И8-

ражено линеарном једначином х = Ь+с t 1), где је с константна брзина 

а Ь пут пређен до тренутка t= О. Дијаграм пута и времена је права 
нагнута за угао а према осовини t, даЮlе је . с = tga. Диференцијална 
• • 
1едначииа )едноликог кретања гласи 

d'x 
dt~ = О. 

Претставом једноликог кретања помоhу дијаграма пређеног пута 

служимо се да ОЧИГЛеДНО прикажемо ред вожње на же.lIезницама. При 

томе чинимо претпоставку, да возови пут од станице до станице пре

лазе iедноликим кретањем. Из одговарајуhих дијаграмних линија сл. 
28.1 читамо, колико времена који воз путује између станица,колико 
се задржава у станицама, када и где се возови укрштају, престижу 

итд.; уједно нам тригонометријске тангенте углова, .које поједине 

праве заклапају са апсцисном осовином, дају брзине возова. 

б) Једнакоубрзано (успорено) кретање. То је кретање, код 
. код кога је убрзање константно, дакле и = ± а, где горњи знак важи 

1) Путове у правој беnежиhемо са х место s. 
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28. АПЕРИОДИЧНА КРЕТАЉА , 
- " - - " 

4:1; 
, 

за убрзано а доњи за успорено кретање. Диференцијална једначина 

. d2x 
гласи дакле dt2. = + а. 'dx 

Први њен .интеграл је dt = + а! + С1 • Инте-

грациона константа C1 зависи од избора почетних услова. Тако је &а 

t -'О, Сј = va ПО'IеrнаБР~ИН~, дакл~ ::= 1'0 ±at. Поновним интегра-
• е2 

ле~ем добијамо х = vot + а2 + СЗ , Ако поставимо услов да за t = О 

буде х = О, биhе С2 = О И закон 
. atZ • 

кретања је х = vot + 2' Ова! 

образац претсrаВЈЬа ПОВрПIИна 

облик троугла или трапе3јl. 

дијаграма брзине и времена која има 

~ __ o-v 
..::.'0 - . ':::'-ј _. -' т . 

• 

t~ 
• 

I 
• 

I 

Сл. 28.2а 

На сл. 28.2 а, б, в дати су дијаграми 
брзине и пута за три специјална случаја 

једнакопроменЈЬИВОГ + v 
кретаља, Дијагра- . 
ми брзине су пра-.·! 
ве линије,. а'дија 1___ --,.у 
грами пута параб()Л~; .(Ј ·'Т-'- ~ 
сл. 28.2а важи када 

• 
постоји почетнабр- t.J 
зипа vo, а сл 28.2б . ј 

lшда је Vo = О, а оба ј ~ 

су кретања једнако- -+~ >- t 
убрзана; сл. 28.2в O~'t--'~ 
важи за једнако у

спорено кретање са 

почетном брзином v •. 
Дијаграм 

брзине и пута 

СJI. 28 б 

за једнакоубрзано или успорено крета

ње, за хо = О и ео = О, добиhемо' када 

v=j(x) 

из две једначипе, што важе за овај случај: 

1 
х = v t + - at2 и v = Vo ± ае 

о - 2 

. елимипишемо време, па добијену 

чину решимо по v. Добиhемо 

v = + 1Јо + 2 а х . 
• 

• 
]една-

Сл. 28.20 

• 
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• 
Дијаграм v = f(x) 

• 
парабола, lе извучена 

I • 
пуном ЛИНИI0М на сл . 

I • 

N I 28.3. Њена субllормала 
::.. I • • • 

у свак01 тачки 1е Iroи-

-,7 Е 
• I 

I • 
• э -I-.! стантна, што 1е позната • • I • 

-1' (/ • 
I особине параболе. 
I 3а убрзано крета-I 

• 

I 
• 

ф-р 

I ље важи пуно извуче-· 
I 
I на парабола, за успоре-

. 

но и<шрекидано цртзна. 

- Сп. 28.3 , 'Х/В) Амортиаовано 
«ретање. Амортизова· 

По (или прнгутено), креТ,аље наступа код тела која се крећу кроз 
неку средину (воду .или·ваздух), где наилазе на отпор те сре 

дин е који кретаље успорава. Искуством је утврђено, да је при малим· 
брзинама v < 1 т/sec успореље пропорционално брзини кретаља, 

дакле је убрзаље изражен о једначином ~ = -лv где је л емпиричка 
константа димензије [Г1 ]. Инте- V 
грал у границама: t = О, дО t 

, , 

• 

fdV 
односно v., v гласи v = - лt 

а) 

I ........ 
• 

......... 
. .. 

Ј6 
.. • -I ---

1 - . . • v -- , 

I .f -----

• 

дакле 

• 

• • • • • • • 

о 
, 

l , 

.. -+1 V 
ln - =-Лt 

V o 
• 

и наlзад t"oТ 
• • Ексnоненцијална функција 

у = е-л! има за t = О вредност 

јединице а .за t -+- оо вредност 

нуле (сл. 28.4а) тј. има аn-

гТ
-------------------

б) д! ----

. сцисну осовину за асимптоту. 
Брзина је сразмерна ординати 

експоненцијалне функције, да- В) 
lше v -+- О кад t -+- оо . 

Други интеграл гласи 
. 

х = vof е-и = - V; е-J.I + С1 , 

. I 
Qf;-' 

.r 
._.---/.L._._._ . .. I1 
l--..Ј 

iJ-----I 

Сл. 28.4 
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• 
за почетни услов О О · С V o • t= ,Х= ]е 1=Т' дакле]е закои пута , 

V _. 

х = 1(1- е"и) --:- а (1 - слј ) 

(сл. 28.46). Максимални пут KojIi ће тачка преhи је а = Vo/A, а да тај 
пут пређе, требаhе бесконачно време. Елиминацијом времена из јед-

· начина за V И Х добијамо функцију V = Vo - АХ која важи за. х = а. 

(сл. 28.4в) 

29. Периодична кретања. То су она кретаља, код којих се 

покретна тачка у извесним размацима времена редовно и у и с т Q М 

стаљу кретаља враћа у свој првобитни положај. Ако је интервал 

времена у коме се то дешава константан, називамо га п е р и о Д о м . 
Периоду' бележиhемо са Т. 

а) Хармонична осцилација. Ако се штап ОМ = а (сл. 29.1) 
окреће с десна на лево око своје .једне крајље тачке О константном 

брзином окретаља, љен други 

крај М .кретаће се по кругу по-
• 

лупречника а ј едноликим круж-

ним кретаљем. . Окретаље за- _ 
мишљамо да почиље из поло

жаја ОА, у времену t ~ О. По-
• • 

што ]еокретаље ]еднолико то 

ће угао rp расти пропорцио· 

нално са временом, те можемо 

ставити 'f' = kt, где је k извесна 
константна брзина lюјом угао 

<р расте или у г а о н а б р з и н а. 

Пројекције покретне тачке М 

t~ 
·д 

на осовину У и на осовину Х, СЛ. 29.1 

дакле тачке Р\· и Р2 вршиhе 

.4 .... +1'. 

· обе, за време док се М креће по кругу, дуж тих осовина праволиниј-
• 

ско кретаље које се зове хармонична осцилација (хармонично 

титрање). То је најпростији случај пеРИЈДИЧНОГ кретаља. 

Прво ћемо расматрати кретаље тачке Рр За вреые док тачка М 

превали пут од А до М љена пројекцијаР1 преhиhе у позитивном 
сыеру осовине у пут OPl=S1' Из слике видимо да је 

S1 = а sin 'f' = а sin kt. 

Док је О < ср < п тачка Р1 се креће од О до В и натраг, S1 је пози
тивно. 3а 1t < ср< 2" тачка Р1 се креће од О до D и натраг, S1 је 

· негативно. 3а сваку вредност угла 'f'=kt гласи закон хармоничне 
• 

осцилаЦИј е: 

-
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Ј 

• 

, , 

S = а Sill kt 

" " 

и тај закон претстављен је синусном линијом на сл. 29.2а од тачке О 

до тачке 01 тј. за О < <:р < 2~. 
3а угао <:р + ~ и уопште <Р+ 2nn имаhе S исту величину и знак 

као за q> дакле , 

s' а sin (kt + 2rr;) = а sin k (t, + _ 2kЛ) = а si~ М. 

Константан интервал времена 

f/-аК СО.ЈkI 
, 

2л 
Т= -"-. k 

т ~'-----г---т---r--:;.Qo.~ 

~.:::.. ... 
б) +,-=' ~'I--:_-ч- -1- ~-

~ (Ј 
...L L--L~"""'~....l----'L----I 

tll 

I----T= ?ЈТ --":1 
К 
Сл. 29.2 

зове се периода хармо

ничне осцилације а нај-· 

већу ординату а у дијаграму 

пута _ зовемо- амплиту дом 

осцилације. Периода је дакле 

независна од амuлишуде, 

Ако са v означимо број 

осцилација у једној секунди, 

онда је 

ТУ = 2rr;y = 1 
. k ' 

дакле је k = 2лу, тј. број ос

цилација у 2" сеl'унада; k се 
зове кружна фр еквенција 

• • 
осцилаЦИје·и има димеНЗИјУ 

[t-1]; љена се јединица зове 

1 Hertz (Hz) по Физичару Н. 
НС J·tz-u (185Ы884). 

Диференцијалењем: јед

начине S = а вiП kt по времену 
добијамо брзину тачке. Р, 

• 

ds 
dt = V = ak cos kt. 

, 
Из дијаграма брзине (сл. 29.26) се види да је v = О за Smax = + а 

(положај В) и заSmin = - а (положај D), а да је за S = О, 

Vmаж = + ak и Vmin= - ak 

«(,ада Р1 пролази кроз Q на сл. 29.1). 
Када диференцијалимо функцију брзине добијамо убрзаље тачке Рl 

и = dv = _ ak2 sin kt. 
cit . . 
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Узмемо ли у обзир, да је s = а вјп kt, налазимо да је убрзаље 

и= -k2 s 
тј. пропорционално пређ еном путу. Дијаграм убрзаља је си

.. нусоида у сл. . 29.2Ь, слична дијаграму пута· само са супротним 

знаком. 

Најзад, све 'l'ри величине: s, v и u код· овог кретаља можемо 
пр ет ставити једним јединим дијаграмом, а то' је дијаграм брзине и 

пута. Функцију v = f (s) добиhемо из две iедначине: 

s = а вјп kt и ~ = а сов kt 

кад их обе узмемо на квадрат па сабе

ремо: 

v2 '.. 

S2 + k" = а" (sin2 kt + сов2 kt) = а" 

илц 

-.---<;>00;: • - • ~ ~. _. _ •. :7'1~ .. -

а) 

v= -ак Ј/лJl 

~I 

- . -f-. ---= . --Т-';.-"-' "-+ -cl· -...;,.,. Ј 

,.. l 

• 

ј 

Сп. 29.3 

а то је елип'са, чије су 

полуосовине а и ak (сл. 

29.3). 3а сваку тачку ове 
елипсе апсциса означава 

пређени пут s, ордината 
брзину v, а. субнормала 
убрзаље и. 

При цртању ове 

елипсе може. се размера 
~ . 

за s и v тако изабрати 
6) 

~ ~. _ • ..ј....: ..1.._: _.'--\. ... t 
.. . 

U=-rJlrfu.1Кl 

да буду у цртежу обе 

полуосовине а и ak црет
стављене истом дужином. 

Тада се елипса претвара 
• 

у круг, ЧИЈе све нормале 

~ 
В) ;-._.'-ЈЈ.... _. 

пролазе кроз средиште, 

( .. _ -т ,-4-.-.~ t те се убрзаља добијају 
једнака пређеним путо

вима само са негативним 

ТtNKa 1lпl'P 
ItШlаЈU 11: .4 о с 

Сл. 29.4 

0 . .4 

знаком. 

У суштини исто кре

таље као тачка Р, 'вршиће 
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и тачка P~ (сл. 29.1.) 3а време кружења . тачке М од А до В њена про~ 
јекција Р, кретаће се дуж линије АО (у негативном смеру осовине х). 

Пређени пут од А дО РЗ биће ако узмемо А за почетак: 

3акон кретања тачке Р2 гласи дакле 82 = а (С08 kt -1). 3а kt = о jes2 = О, 

за kt = 7t је Sz = - 2а. У времену t == О налази се тачка Рl у О атачка 
Р2 у А. Обе осцилације имају фазну разлику од четвртине пери-. . 

оде за које време кретање тачке Р1 з-аостаје из3, кретања тачке Pg • 
. 

Брзина кретања тачке РЗ биh~: 

v = ::, . - ak sin kt 

а урбзање: 

и = ~~ = ~ ak" cos kt . 

• 

Дијаграми кретања тачке РЗ прикааани су на сл. 29.4. 

Хармонична осцилација може се практично извести помоhу направе 

претстављеие на сл. 29.5. Полуга ОМ обрhе се 01,0 не

помичне осовине О константном брзином. Њен крај-М 

Сл. 29.5 

• 
клизи у хоризонталном прорезу крста и. приморава оваЈ 

да осцилише у вертикали кроз О. Вертикални положај 

крста' одржавају две непомичне тачке А и В на које 

се ослања. 

б) А~ортизована осцилација. Ако се осци
латорно кретање које смо досад проучавали врши у 

• 
некој отпорној срединн, и ако претпоставимо да је 

успорење што га ствара отпор среЩIНе у сваком тренутку 

пропорционално брзини, онда наступа кретање које се 

. назива амортю\ована (пригушена) осцилација. Амп
литуда а која је код хармоничне осцилације била кон-

стантна .. смањује се у овоме случају у. току времена 

тако, да кретање најзад (за t = оо) престаје . 
. 3акон таквог' кретања изражен је функцијом 

• s = асМ sin kt . 

Она се састоји из два фактора ае-" и 8[П kt, који одговарају крета
њима што смо их проучавали у два последља примера. 3а t = О биhе 
х = О, а тако исто и за kt = 2n, 4n, ... , што значи да је периода 

т = :г;;, За kt = (2 п + 1) ; је s = ± ае-М (п = 1,2, ... ). 
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Брзина и убрзање биhе 

v = ~: = аг-и (.1. вјп kt + l( сов kt), 

и = fii = - ае-и [(k2
_ .19) вјп kt + 2 k). сов kt]. 

Екстремне вредности пређеног пута добијамо када ставимо 

или, пошто ае-и није једнако нули, 

- .1. вјп kf + k сов kf = О 
а одавде 

tg kt' = ~. 
\ Л , 

Како је периода функције tg<p '1>, дакле 

tg kt = tg k (е + r), 

47 

а8 --v-o - ,- Ј 

ае . 

то значи ако прва екстремна вредност за 8 наступи за t = t', да ће 

.. '( Т( Т( Т) све остале насту пити у временима: t' + 2)' t' + 2 2 ) , (. + 3 3 , .. 

Екстремне вредности путова биhе' дакле: 

81 = ае-Ае' вјп kt', 

за t2=t'+;82=a,e-J("+~) Bink t' + Л =- ае-I.t' e-A~ Binkt', 

за tз = t' + Т 88 = а е-А (/' +.т> вјll k (е' + 1) = + а е-Лt' е-АТ Bin kt', 
итд. 

Однос двају узастопних екстремних путова биhе : 

81 ае-А" вјп Ь' Т 
-'-= Т = -еАт , 
8! _ а е-Ај' е-Ат вјп kt' 

Т 
82 - а е-:- Ај'2 вјп kt' Т 
88 = а /ГА" е-АТ вјп kt' = - &2 , 

• • • • • • • • • • • • • • 

Из овога се види, да амплитуде 81' 82' 8з", опадају са временом и да 

је ОДIlОС двеју сусеДllих аМilлишуда (ОдIlОС аМОРШUiЈОвања) консшаншан; . 
• 

њеr:ова 'апсолутна величина ]е 

81 82 .1 Т - =- = ... =С;"» = const. 
82 8а 
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Природни логаритам ове константе, дакле израз: 

т _. ), -, 
2 

ЗGвесе по Gal1ss'y логаритмпчки декре~:Ieптосцилације. 

тi~",",,-----7r\--
\ I I \ 

" 

1 I~ ~~~ ""4/ I I Т 
1 1.1 - I k-'\-2- .1. , I 

+'З,f4 
['1 

, '-ј' """1 11 
~ I ~II l + 
I /' '1 1 I _А \ 1 

Т_ Т 5~дe 

- --1.. - -L ' 
, -,~C 

II : I 
,! ~7 \ / 2 , .. г .Lk:: __ ~__ __~ 

I I 

----\!/_-
Сл. 29.6 

, Из дијаграма пута на сл. 29.6 види се да је заједничка тангента 
линија ае-ЛI и вјl1 kt HarHyra према осощши t, а то значи да екстремне 
вреДEI9СТИ за s наступају за интервал дtраније, но што бинасту
пиле када би осцилацпја била хармонична. Из слике се види да је 

Llt = Т/4 - t'. Раније смо нашли, да за S1 важи' t~ kt -:- k/Ј..Уводеhи 
комщrемеrарни угао r = arc tg J./k добијамо релацију: 

tl=H;-Ј.)· . 'IC 
r + kt' = 2 ' или 

, ' - ' 

Када 'у једпачипу за 6.! ставимо горН:у вредност за t' и т = ~тc добијамо: 

1 Т 
и са k = 2я 

д!= !.(~_'IC +J.)=~ 
k 2 2 ' k' 

, 

дакле Д! је у CBUlda цериодама иста величина. 

Ма да се покретна тачка при своме кретању у једнаким размаци

ма времена Т= 2тс/ k враћа у свој првобитни положај, ипак ово кретање 
• • 

НИЈе право периодично као у прошлом примеру, Јер се овде покретна 

тачка у почеrку разних периода, што одговарају тачкама О, 01 02'" 



ЗО.ДВА НАчинА 'ОПИСИВАЊА КРЕТАЉА 

У' ;lНјаграму пута· и тачкама. А и Е сд. 29;7, не налази у истом 'Стаљу 
кретаЊа (БРЗlше и'убрзаљасу 

различити). 3а1'О ce:6BOKpeT'a~' 

,:Ње зове п сеу до·период:и'ЧнМ' 

"·,.АмоРтЦзовано осци~а.тор'-' 
~:",':;"\,,. - '- "-, ~,,-- --...< __ .~-';-, .' 

но. кретаље мож~~.о геомеТРИl-о,_ 
~, " - -, - , . ".' ,,- ... 
ёКи приказати помОhу. логари-

~_ , __ ., "\ I ,. 

" Н' 
• 

,<" ' . '; 'и' , 
тамскесhирале1 ), чија је јед-
начина у поларним координа

;Тама (СЛ. 29.7) ,= ае-"'.' 3a.q>--'O ' 
'161'= а, заЈ1g1-+00 је '=:= -+О.{) је 

с -+._. 
• ._Ј,,', А ' 

. . . ~. -'- -{>_.--Х 
'0 о. П,. .с,.,., -, -о 

, : " -, 
• 

. , 

'" ,и о", r.-,. 
,:." .~ 

- -г '. - ',' .'.:, 
,,~, " '1 • : , 

- --"::~)l)I"_' "', 
, . 
, , . 
'i! ',' 

, оо 

,щщмпт(\Тичка ,тачка .. спи:ра-ле;;. 
Када. Се , обрhе 'Константном .• 
угаончм брзиаом 1., око' О, нр, 

щцhе џројекција: R1<Ta"IKeM ',; 
ДУЖОСоВlЏlе ~y .!tМОРТИ3(!Вl1НУ , 
:рсщша.цију ОКО.! ,J,tоординатлог 

'.' ....... _~. '-,с-, -' 
~--a~-, ~~-a~, ~~ 

_. " < \',,",, 

Сп. 29,7 
,цО;Iетка. 

'\ B .. I<PETAlБE Т:ЛЧI<Е У 'I<РИ89Ј ПУТАЊИ 
о" " 

~, ,., . '", -, "(&'-0>1,--,: -,' ,,-",' - .-0'_, .' о - ,-- '. ,_," ,- ,,:-":.' L ,';_' - _ ,'~,~ >: - '_ - ,'_;,'.: 
, - ", - ..' . 

., ,~9.,.п,.\lа нач~н~о~.исив~њаКl'етцњ~~:К~д,а ipax означи?;~о неку 
праву, онда нам lеДIJ:ачина х=ј(t)потпуноодређУlе кретаље тачке по 

. тој правој. ,KilO што -'lШЫ је)}ећ ЦОЗIIато,- .. ' . 
. ".1 -.. .. :"!':''', Ј _.!.~_ ." ,." '_._-_'''"_~- -- '(" ~,_1 ',,",' 

.; ' .. , Ако щщ c\ts обелеяшмо ,дек3,. !'РИ»} (РавiiУIIЛИ п рост<;>рду) ~Иftију 
.до,· ItOjOj је )a:~~a. 'rlриН:у~е~а .~"pe:~pe'ћ.~, биh.е њенокр~т,а:ЊеЈ:ис;rрм 
_с".l.),- '_J.',,-,,~ '\',"'!-' -. Ј--..:,. ~,_ -' -' d'--;-:C .,-"---" 

-~ункцИјом ~-'-, }(t) чдређено. Њенаh:ебрз'ипа бити v = d: а,убрзаље 
';'-, .... ~-, -', ,) о" • , _~,':r~"., -~'''''''' .• , ..... , ... , .... , .. , .".,; _,_ ','.' .',' • 

. "-> '~"'-dv' , '-- ':','" :- . - - ~ . ,~ . ' 
-llt,""j, dt,АЛИЈе и! само ЈещtН ,де!? убр~аља;. OHaJKQ1U м.ењав f;\ЛИЧИI!У 

,брзине;и:ыа дакле : правац таНгёнте'3. знак + или - према т·оме· дали 
брзина расте или опада. 'Друf'и Удео "убр заља је као што' heMo iпrдети: 

v 2 . ' -- • -'- -,о -- _ '-;' •• 
, ип = --. где Је е полупречник КРИВИЕlе ЛИНИје у тачки у КО]Ој се - е _,,'0 _;"~'_, - о, 

покретна тачка нал'а31~. Тај део ,уБЈ!заља је ynpaвaIi на тангепту, увек 
, , ' ., . , 
позитиваН,управљен према центру криВине. Укупно убрзаље тачке у 

кривРј· nУТ<Ј,IpЉ Ју i U ~ VUt~ + иno~ о, ТангенцИја#н(! убрзање и! Mel:qa вели
~~Hy', ~ Ј:g~Н'Ј;РIЕ~~тал~~ т. ~?рзаff>е я ... меља. п~р:'Вац. ,.брзине:. Јасно .. је .да 
мда .?иv~~,\~и;щr.щтаFfУ s ~щпружили х.чраву, закон кретаља би 
остао непромељен,'отпало би' самоцентрипетално убрзаље дакле и 

, .>\' ,'-' -. -",', . -,ј - • 

') Назвао је тако V aI' i g ~-O!! 1704 ro а !!I>ВИ је нэучавао Д е ~.a р т 1638 r. 

МеJt3!1ика тачке 4 
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цецтрипетална,Gила тис која се ,испољава као притисак:вођице на 
тачку (на пример притисак спољашње шине на ,точкове кола у~ривом 

колосеку). Потпуно·' описивг.ње кретања .џодразумева и позна,вање 
.-

убрзања иn у свакој тачки путање, тј. познава,ње таКОЩ!ане прирОДД,е 
једначиие e=cp(s) кривеџутање. Ти сурачуни врло сло~ени и за-

, о. . ~..' '; ,\, i 0"_' , ','" !-',.~' "~'о;,: 

метни, стога се даНаС за описиваље кривqЛИНИЈС,КОГ кретаља слу~ш~о 
~, ... _"'- '-'-' ... '.' 

МНОГО чроСТИјом ыетодом која брже води циљу юiКо.· за KpeTa~e' сл!?-
бодне' 'г.ачiе тако и тачке ограничене у KpeTaљ~. () љој ћемо го~rрити 
у наре'дном члану. . . 

3.1. РаалагањекретаЈЬа. Ходограф бр~ине и убрsања.Лоложај 
• • 

тачке 'одређен је трима координатама х/.У. -z у једном уопште косом 
систеыу Qxyz. У ге()ые,тријском изразу тачка Мје теме супротно темену 
О паралелепипеда ~()Me су IIвице једнаке- и 'паралелнекоорЮIнатама 

х, у, z тачке М т. з~.- параJiелепипед- 'положаја. Ако са M~,My и 
М• означпr,rо' пројекдиј~ покретне тачке М в:а· ОСQвине-усвојеног<Три

едра тако да је х = ОМх, У :::. ОМу, z = ОМ,,; одговарају сваком положају 
тачке М која се креће уопште у криво] путањн,три тачR!1."М:,,;' Му"и 

MzKoje се крећу у п.равам а, осовинама триедра Охуг . . Rp&rallie 
таЧI,е М разложили смо у три праволинијска кретаља љецих про

јекција. Уразщчсу 'Bp~.#jjl!a . At. nE~M~r~~P, м 'nY:'f. As = ММ' а 
у истом вреыену преhиhе љене пројекцијепутове. Ах, .1у, дг. Брзине 
-дх сЈх . .-' , .. " сЈу --ldz- ,-." < ,'-' ···С.-

lim ;г = dt.Vx1;I аJ:IаЛОГНО-dt:-'Vу~'dt' "јј;" сук о м: П о н eIl"Te или 
.6.t-*O t, -ј; '-Ј ~" .• -,' ' • -'""-"~ ' •• ,_Ј· -!:. " (/..'_ .\,_ 

П Р о ј е к ц-и ј е брзине li~ ~~ = :: ~ 1.; - тачке: М : Еада брзину v·· дт 
. ...4/0 ,. . 

чен;ес,~М,~' И~',пЬчетка !О· наrп,7f-:~р~еДR~' а . ~~ i ист? У~~И~6 . c~ KOMn~-
ненталнимбрзинаыа v x , V y, -Vz, добиhеыо п аралелепипед брзине 

у ·.КО1\!: је От дијаrонала. Овоы јепар:алещщипеду сл:Цчан. пар'а:л e~lJ

п и п е Д п ут а коые су ивице сЈх, сЈу, dz, И дијагонала из О једнака ds. 
Rа,цатаЧlta М описује своју -путаљуs, 'описиваhе т ,уоПIIiт~ криву 

линиiУ,~ lЏlјуыожеыо сыатр.I!<.ТИ ;Њt\:~чm:,пу:гаљом, Према преТIIОСтавци. 
ј " • " ' , 0- , 

КОЫПОJjlенте . ец~ыеН'rарнщ:. :,ПУ~iJ; .до, .Ј:ОУ ,А'!1:., : дVlI И ,4vz.: ,Брзина.· тачке т . , -_.' - " 

има дакле коыпоненте : 
, '. . . . , ,1' . -, • 

-. '·L-..;"~ 

dvx сРх . 
dt = dt.2 =их, 

Тавначu даје' 6P~иHa~; ПlаЧКе т uд~н,шuчна ~~, Убрвањем. шачке,'М' 
Линија cr чији по'тези От претстављаIУ брзине тачке М. зове се хо-

о ' ' ,- , - I ,-", ф-" О";, '-', ,~, -, . 

Д?графl) брзине. Та~генша наХО(l.ограф брвuне'у'tџачkt1:rn пара-
лелна је у6рвању шачке М. '.' _. . . ..... '.. . 

') Увео Х а м ИJlТ О Н (а. НаmШоn 1805-1865). 



32. слАГ.АЊЕКРЕТ.АЉА 

Паралелепипед конструисан у триедру Oxyz, убрзаљима их, иу 
и и, З0ве се п а-р а л е л е п и п е Д у б Р з а љ а. Његова дијагонала пову-

, ,->-
чена из О претставља убрзаље и тачке М, Аналогно ходографу брзине 

добијамо ходо'граф убрзања када из О повуче-мо потегеОи једнаке 
-+ 

векторима и. БРЗlша тачке џ претставља убрзање другог реда 

тачке М, дакле је тангента на ходограф убрзања у таЧЮI џ паралелна 

убрзању другог реда тачке М. 
, • _"о • '~. 

Три криве линије: Путања тачке М, ходограф брзине II ходограф 
убрзања у опште су просторне криве (или линије двогубе кривине). 

Свака' образује по једну коничну површIl.ну' са теменом О. Ако је , . . 

путаља,. равна крива. прелазе ПОВРШUНе У три . .паралелне равни. Повр
шине суџеаависне, qдоријентације тp~eдpa (J~Yz. 

- • _.. - _'_.' - "О " '_' 

32 .. Слагање «ретања. Кретање таЧlсе. које треба да опишемо 

биhе нам дато једном, двема или трима законима праволинијског 
кретања. х = Ut), у -,- f2(t), z =f.(t), У првом случају је кретање nplJ.-

, ВОЛИfшјС!tо, У остала два случаја IНШМО два односно три Iсретаља,да 

СЛОЖl!МО у једно кретање. Први је задатак да нађемо једначину пу

тање тражепог кретаља. Ако су дате самодвеједначине (на пример 

прве две) елиминишемо из њих време, те добијемо једначину путање 

F(x,y) --' О или у = ",(х). Ова је једначина уопште крива линија,'али 
из.) зеТRО може бити И права. Ако су нам дате све три једначине онда 
налазимо ел:иминацијом времена ИЗ прве ДВ'!) РЈ (х,у) = О. а из прве И 

треће Fix,z) ;= О. То су једначине пројекције путање на раван (ху) 
односпо (xz), и њима је облИlС путање потпуно одређен. Трер.а_једна
чина рзrу,г) =0 је еувишна јер се добије из прве две елиминащ~јом 

- , \ - . ., . 
апсцисе х. Три дате једпачине зову- сепарамеТРИЧН:ИМ'једна-

чина ма криве (параметар t) 'Путања ће у општем_ случају бити про
сторна, у специјалном случају равна крива или права линија. Даљи 

поступак нам је веп познат. Диференцијалеhи дате lедначине по вре

мену добијамо ком поненталне брзине VX' V y , V x и сложимо их па

ралелепипедом брзина - било рачунски или геометријски - у брзину 
->- , 
V покретне тачке М. Поновним диференцијалељем доби!амо убрзања 

. . ~ 

их, иу , ИХ и' сложимо их У убрзаље и тачке М, Тиме је описиваље 

кретања извршено.. , 

Ако су нам закони кретаља дати графички, дијаграмима пута и 

времена, налазимо компоненталне брзине и убрзаља графичким дифе-
. , 

ренцИ]алењем. 

33. Описивање «ретањавекторс~tlм.. рачуном~ а) Бр зи на 
т а чк е. ПОЛ.Qжај тачке М одређујемо према једној усвојеној тачки 

4* 



ГЛАВА П. - к.ИНЕМАТИКА 'i'АЧКЕ 

'-' -~. j,~- . 

(полу) О управљеном ДУЖИНОМ ОМ (сл. 33.1), или вектором положаја 
-+ ' . , '0 , • \ , • 

г. У времену !J.t доhиhе тачка у положај М' који је o~peђeH векто-
-+ . " ,-... -о' -:-:-с 

ром г' и оцисаhе лук !J.s ~ ММ'. Тетива тог лука ММ' је векторска 
. -+ 

JI' -+ -+ -+ !Ј. r 
разликадr '" ~r. RОЛИЧНИК!Ј.t је средља брзина 

-+ 
. . '. .Л '. . ·~г • 

на путу !J.S. 3а Llt -+ о .конвергише !J.t ко]и за-. " ' 

-+ 
'< ". dr -+ 
'. .виси Ka:rt0 од t тако и. оддt, према И~l!QДУ dt = v 

, 

д . . .. "који 'заЋИСИ само од t.БрвUllа је деФUlшсаllакао - , 
Сл. 33.1 :.;--~Г-·_",,·· _" _ " -, 

ИдВОД'векmора i10ложаја ао времену. Ова векторска 

ds 
дефиниција брзине садржи више него скаларнадефиниција: v = dt' 

- - " , ;. 
. . 

јер сем величи:џе брзине одређује 
• 

она и љен правац и 
. 

;кон кретаља ,:гласи 

• 

-+ -+ 
r = JCt), 

. ' , 

.дакле ie брзина" 

- , ; -' ,- :; '." , 

.. ·б)·У~раање можr..м:одефинисати на два на-. . ,-, " . ,- -

ЧИ:llа:' проме~О}1 брзине 11 променом положаја. Из 

-+ 
смер dr.· 

, /l7 

Сл. 33.2 

.' I . - -+ -+. \ 

3а-

пола. О 

тачкама 

пренесемо брзине v 11: v' паралелне тангентама на путаљуу 
М 11 М' на сл. 33.1. У троуглу Оmm' (сл. 33.2) је . 

• 

---+ -+ ~ -+ 
mm' == v' -' v ·!J.v 

-+ 
!J.v 

дакле Llt средље убрзаље на путу ММ'. Убрзаље у тачки М је дакле 

.." -+ 
. !Ј.'о· dv 

u = l:~o ~t = dt . 

Убрsање је ИдВОД векmорu БРiJUне ао времену. 
I . ~ - ' . . . . . 



!т. ОПИСИВАЉЕ КРЕТАЉА ВЕКТОРСКИМ РАЧУllОМ 

На сл. 33.2 приказана је пута

ља 1'ач[{е М [(ао полигон М, М', м" .. 
- -;. -+- -+ 

у коме стране д" ь.,', д,".... прет

стављајуелеыентарне путо:ве пређене 

у 'једнаким размацима' времена At . 
.... 

, ". д, 
Средља брзина на путу ММ' је At ,а на . 

.... 
д,' 

путу Ји' M'~ At' Њихова разлика по: 

дељена са Дt даЬе нам средље убрза-

ље на путу ММ"; када At конвергише О 

према нули .приближаваhе се М и м" 
, , , 

Ilре~а. М' н средље убрзаље преhиhе . 
.... 

у убрзаље и тачке М', дакле: 

.... .... 
Д,' . b.r .... .... -
Дt At д,' - дr 

lim 
дt - lim 11t2 =·lim 

At-+O Ы-+О ' .. At-+O . 

-r 

Сл. 33.2 
• 

.... -+ 
112, d', 
I1t2 dtZ 

53 

, , 

-+ 
=и, 

тј. убрщње је други llВВОД векшојщ fiоложајаfiО времену. Када пут ММ' 
продужимо до N тако' да је M'N = ММ', претс:rавља CTpaHaNM" . 

, .... 
троугла М' N М" другу диференцију 11', . Из конструкциј е ј е очевидно 

.... .... 
да је 112" дакле И убрзаље и увек' усмерено 

• • 
према KOHKaBHOl. 

-+ -+ 
страни путаље било да је' 11,' веће од 11, (кретаље убрзано) или мање 
(кретаље успорепо). , ,- . г'· . 

ТИI.суседне тачке М, М' и М" одређују. раван. Када се Ми М" 

приблюке према М' постаје та раван' оскулациона раван криве' у 
.;., "".- -,' -;. ., . '; ,-
'- .-,".. . '-

тачки М'. У6рвање и у шачки' М' лежи у њеној оскулационој равни. 

Пресек нормалне равни криве ;У'тачки М"саоскуmiционом равни 
је гл авна нормала тачке М'. Раван по.h:оЖена кроз тангентукриве у 
М', управно на осв:улациону раван. зове се по Ланкрету (Lancl"et) . 
ректификациона раван. Њен' пресек са нормаЛН011 равни зове се 

по Сен Венапу (Saint Venant, 1845). бинормала тачке М'. Тангента, 

глаВНа нормала и бинормалаобразују ортогоналан триедар са' теменом 

М', такозвани природни' координатни систем. криве ливије. Две· 

суседне тангенте Зl!-клапају контингентни (додирни) угао дер. Извод 

:: = к је крИВIIна линије у тачки М. Три суседне тачке одређују 
круг који конвергише према оску~ационом кругу у М' са полу· 



глАВА i.i. - КИВ;ЕМАТИКА· 'l'Ai1kl! - .., -

пре'IНИКОМ е. :Како је drp за оскулаЦИОRИ круг и за криву исте вели-
. d8 1 

чине то Је edrp = ds, дакле е = dr.p к; оскулаЦ!lОНИ круг зове се 

стога и круг кривипе; његов центар лежи на главној llормалIr. Две 
суседне тангенте се секу а две главне нормале и бпнормале се 

укрштају .. 
Ако три тачке М, М' й М" на сл. 33.3 леже У.равни цр~'ежа, 

'Јетврта тачка М'" неће у опште лещати у њој. То значи да' he оску
лациона раван тачке м'" сеhи оскулациону раван тачке М' у .правој 

ММ" , Угао d{} који две суседне оскулационе равни заклапају, зове се 
. d{} . 

угао торзије или оскулациони угао. Извод ds = Т зове се то'рзија 
, 

• 
или друга кривина, а прва кривинаК зове се и флексија. :Крива 

линија се зове равном ако. је у сва.Кој тачки њеној Т = О •. 3а Т =1=0 
пак зове се просторном или лини'јом двогубе кривине или још и 

витоперном . 
• 

Једина равна щщија у којој је К = const. је круг, а једина ЩIТО· 

перна линија са константном флексијом и 'торзијом је завојiш ИЛII хе-
• 

ликоидалпа ЛИНИ}R. 

~ 

34. Природне компоненте убраања. Видели смо да пектор и 

лежи у оскулационој равни, У природном триедруМ(t,п,Ь), има .... ~ 

U само .цве компоненте, у правцу тангенте и! И у правцу главне нор-
~ ~ 

мале иn , док је. увек иь = О. На <?л .. 34.1 је s путања тачке М, ММ' 
~ ~ 

њен врло мали део ds пређен за време dt, Брзине v и v' у почетку 
• - ..... ->-~ ..... 

н крају пута. ds пренесене еу од пола О, тако да је ОА =v, ОА' = v'. 
~ ~ 

АА' = dv векторски прираштај брзине је v. У граничноы положају је· 

АА' елемент ходографа брзине. :Круг uречника ОА сече ОА' у тачки В. 
.' ...... п '. " 

На граници (ы ..... О) је угао <t .оВА '-2- - ?::: ОАВ. У бесконачно малом 
- , - . . 

правоугаОНQ!'~ троуглу АВА' је cTpaH\l ВА' = dv алгебарски uрираштај 
брзине v и има правац тангенте те }е'" . 

dv " 
dt = и! 

~ 

тангенцијална компонеиатаубр:зања u. Страна АВ = vdr.p, је 

управна на пугању, ИМlj.увек сыер према центру криьине С.Цен

трипетална коыпонента убрзања је' 

drp 
llл = V dt 



З4'II'РИРО):{НЕ ко1rl:ПОIIЕНfl;\; tIiР::iАЊл. , 5~ _______ , __ ~.:..c. 
.'- ,О, ___ о _, ' ___ • - • - •• -

, ,.,"'" ds .. " . 
или са dP:=:::, 11 (Сл.3-'1.1а) 

. 'v ds v' 
иn = е, dt -' 11 . С . 

Rада уведемо једин:ичне, ,; 
..... 

BeKToptJ "е! У правцу, тан" 
--'-;"-jl'.';~--· ,'--, 

генте:Й е;. у правцу нор; 

Ј' 

-у' 

-.,--..-,,' -",- -. . 
, ~. ,- '/'" - '. .-. , , . '" Ma.1Ie· )Io;r,eMO написати 

-- ,'~." ','-' ,'о' 

векторскУ једначи:iЏ 
~ :-+') \ , !7 dv- ' -r v2 -:-

. u=etdt+en~. . е., а) б) 

Тангенцијално и центри- , . 
Сп. 34.1 " 

Аетално (нормално), убрзаЕ?,~ .~y приро.џн:е компонед:rе убрзања. 
, .' _ -, , ' " " ' ,~'_. i ј _ • ',. - -. 1, . 

, ДефИEIиција;убрзања важи како за равну тако и за просторну 
1. I . _. ' •. 

к~иву линију. Разлика је у томе што се'у' равној путањи центрипе-
T~Ha убрзаЈРа СУС!ЈдЦЩ"t'ач;ака ЩНtу, а у простор:ц:ој путањи укрштају. 
ДЬk се таЧЩ1 М, креће описују тангента, главна нориала и бинормала 
II р~волиниј скец овр шине. од којих се само прва може развити у 

, , 
раван .. а остале две су витоперне; . ' 

, 
О<}кулациони круг има са кривом три зњједничке бесконачно блиске 

тачке стога он додирује и уједно сече криву Линија а-Ь сл. 34,2 сече круг 
у тач~а),lа А, В и' С. Када се А и С приближе тачки В до ПOI,лапања, 

ot-пада'\У луциrАВи Вс, ирај 'аА остаје уrфу:Гуа крај СЬ изваIi'чуга. 
Крива Лодирује круг у тачк:и Н и ујещюје сече. '1'0 важи уопште, ако 

,. --\,-, - I 
, '- . 

-, - ,. 
" ) - - /' 

,/ 

'-'! ,-

/ 
, \ .. • 

, 

ь 
-u. 

\ ,. 
\ 

- "-

- " -':, ~-

круг и крива имају непаран број 

'. ваједничких тачака, другим речима 
ако је додир.,rщ;рног с:rепена" ОСКУ
лаЦI~(ЈНi\КР~ГОЕIIУ TeM~HiiiIa ,е4,ипсе 
(уопште КОНИЧЮIХ пресев:а) не секу 

'криву, додирје треЬег реда. . .... 
_ ' На сл. 34.2 . сече I Еектор . убр· 
jI, ..... ", ' ' ... ,,' 

~aњa Ц, тачке' М оскулаци,9НИ круг 
, ~' -< ."" -.'~;.' , . 

'. у тачки N .. Тетива MN = е· ЗОВе се 
-,~' ---,' -.--' --

тетива уБРВ.а.ља. Тетива (убрзање) 

зак.лапа са тангептом угао а. Из 
• <", , .' ,-' ,: слике читаМ (): \.' . 

. ;; -',,- е ,. 'V:!: -_:~ 

i . 34.2 ii 1 ' ,',;2.-11 sina , uл = .(i:;- ~ sina, 

из којих следује v2 = U ~ 1'1" брзина тачке је је,,р;Еака cpeдњ~j гео 
метријскојаРОПОРЦЙ'рнали ,уБРЗaiља' jrlс;IIоловине т!)тиве убрзања,;' 



, 

, \г .дA~A П. -с;- КЏнЕ:М:АТ1~~Л,·~ "t!t''б; _ .... -. ;,-. 

35. Велоцида. Ходограф брзине одређУlе правац I~eMep убрзаља. 
. " \-,С - \. -. __ ._'0, ", - .. -.' 

Да бисмо одредили графички његову величину;' КОIfструишемЬ нову 

линију iшју је Мемке (Меhшkе 1903.) увео и наЗ13ао ве'лодидом.') 

,- f 

, , 

. , 

N 

, -

Ј/ Када у тачкама М, М' И М"; , .. I!утање s-s 
" ,повучемо таНГе'Нте И у смеру крет.ања Upl)HeCeMO 

11 брзин~ -; = MV:;' = M'V' , .•• ;образоваће(шчке 
V,V', у", крпву .динију v - v, ве.дОЦИДУ,креТаЈра. 

. ..1\ ., .. " __ ;,j;.~' 

3ама.џ:и елемент пута М(У1'ст d~Mo'ђteMO сматра'ј.'И 
да тачке М, М' и V' леже у једној праВQј; са 

....ј;. • - ',о- .'. 

HV' = L\s је М'Н= MV'=vi.'VH дакле прет-' 
-+- ~~ -+ ,,; , 

, ,ставља векl'ОРСКУ разлику v' -v = 'ilv. у гра; 
, ,,' I 

НИЧНОМ положајУ.{~'f',-+Оl би~е правацубрзања! 

, тачки' М паралелiн caVH, тангента велоцпде у v 
; .-, ----:,," 'А I -, .' -' I ' . ' " , ,: , " . ---..--, .. ' - _.'-,._ ,.'-- 0'< :. 

сеhиће правуџ,у Т{l~ЈщN.;.,Тl)(1УГЛОВИ ДNЈЦVЈи 

", L\'VHV' су сли~nи те riоtтоји'riрЬпорција zt,·~,·, v' 
, . - . ';',. ''-;,'" , ' ., ;. . '.' --+ -+ -~ " -+ 

и пошто унеј;емовреднос'Ј'И МУ ..:..'v, VH =jLXv; 
HV' = L\s = v!H наJIjl3ИМО,:. i . 

,. . - --"-
, .-:, . - , 1 --".-

--+ Д 
""А ']' v l-Vlf" = IШ-,--
" . дt-+о llt 

, . 

-+ 
dv ' 
dt' 

Тангента ~елоциде, у та';[ки V кој!; oдгoВ!~pa 'полођtају М 
, '-+' 

тачке отсеца на правој lј величину убрзања, дакле је 
, 

, . 
-+"--+' 
и= NM. 

, 

36.деВИјација!~чКе. Тачка М креће се једноликq у правој 
-_ ,.- .,-, _' ,~' 0'- ,о, 

путањ~ '(по ()совини х)брзщ:[Ь~ v' (сл. 36.1). У ~peHY'.ГKY t к/да се ова 
.- - -'" " • у - - ;,,\ - ~ " -

налазу у М1 ПО;Ч,не она добијатд стално убрзаље и. ПО прlшциnу не-
- - . \ ' -

заВИСНQСТИ; дејства наhиhемо место на коме 

ће се налазити у" времену t + М када •. СЛ:О~ , ; 
. - . . -

жимо два nраволипијСI_а цута. У правцу 0cQ' , 
вине х је пут' ':М,А = vLXt;- а у правцу осови'н'е.-

, . 
, .' -;\оо ,~~. 1 -)о - ~ 

у (паралелне са и) ",{,Е-- 2' u(LXt)2., Паралело-

A.f , !/,' ~' 
Н-

, . . 

I 
• 

грам пут ова Q'дређујеположај М2 тачке после 
--+ 1 -+ 

времена Ilt. 3а Дt-+О биhе АМ. = 2' udt2
• Тај 

се BeKT~p зове де в иј ациј а2/(скре'I'.ање) тачке. 

"~ 

,,~л. 36.1 

, , 
" ') Velocitas = брзина. 

2) Појам девијације, увео је А Mll'ep ' (л,; сМ;; А т:'р е r е 1775,-1836). 



31. ОСОБИТЕ 
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ТАЧКЕ ХОДОГРАФА,БР3ИНЕ 51 

На слипи је дужина АМ. према М1А јако увећана јер из обрасца 

видимо да је, М)А мала веЈIИчина .првог реда а АМ2 другог реда. 
, 

r -..... ". '. ; - .. - ~_ - ~'_ 

'цутаља M,Mz ' је парабола. 'Апсциса је' тангента' у Мј , а l'апгента 
. ..'.' .! - оО , • • ' • ' 

уМ. ПОЛОЩI пут M1A . 
" , 

ПРИМl!на појма девијације' знатно упроштава гео:метријско описи

ваље р:~,n:ативног креl'аља. 

- '-' , ' , -- , . 
37. Особите тачке ХQдографа браиие. Из извесних положаја 

пода, црема кривој линији ходографа можемо извести заКЉУЧRе у по-
~ ., _. - -

гледу JtpeTaIbll' односно путаље тачке. Навешhемо неколико специ-
'.' . - , -

јалних ,случај ева. 
, 

1) Ако је веКТОР:РН1 тангента находограф (сл. 37.1а), онда се 

правац убрбаља U поклапа са, правцеl\f брзине. Стога је у том случају 

U = Ut И иn = v2 j е --' О" Како је v различито од нуле, то је е "'" оо, ,тј., 
на, томе месту путаља имапревојну тачку. То нам сеи очигледно , ,- , .... 
показује када пратимо промену вектора v у околини таЧКе Н) . " 

, а) 

, . '". 

I 
I 

, ,,/lQldr • 4Ј 
h-r~.-~'J!---'---- . "~-
? 

I 
I I 

I 
, ' - - -

-; -, , "' -

Сп. 37.1" 

- l' 
о".,' ,_ ,:.-' , 

2} Ако вектор PНz СЈ;оји упраВВ;~.ЈЩ :r~Hrel!Tj' х,одографа ~vтачки 

Н., убрзаље је унравно на правац кретаља, дакле, ц=дn,,ut = (Је =0. 

Брзина има у одговарајуЬој таЧки:. ПУТR;ЈЬе 'ек с rpe м ну вредност. 
Тачка прелази иа убрзаногу'усllоренокретаље иJiИ' обратно, IШо што 

_ • , • ,,_, . ,_ i _ \ "'о', - • • " ' ,.~. ' , 

наМОЧИГЈlедно показује слика;l1.)б.,' , " , , " 

3) Ако пол Р лежи на самој линији ходографа, ' онда је у једној 
. - - \ "\' • - •• ' -, • ';' ,: I 

тачки v = О; покретна тачка; 'МИРУЈе, дакле за )едан тренутак обрне 

се смер кретаља. Овде су могућна два разна случаја, ' " 

а) Тачка се обрне на месту Е своје путање (сл. 37.2), тј. има у 
Е брзи:ну v = О; онда увиђамо лак6;" да ходограф' h Аюра имати у 
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v' 

" . 

а) 
Сл. 37.2 

, 
, . 

НТ 
'" 

'" 

. v' 

6) 

'" '" '" 

• 

. околини пола Р облик, какав је 

приказан на сл. 37.2б ,тј. Р кора 

би'I;И превојна ~ачк.а криве h, 
. Превојна тангента РТ у тачки р 
паралелна је танг~нти ЕТ на 
путању у тачки Е повратка, . 

б) Путања има на:месту o~ 

брта повратну тачку R (сл~37.3а), 
, i' "-' ' \ 

где' је v = О; сада се це'О ходо-

, граф налази са једне стране СВ?је 
тангенте РТ повучспе кроз пол, 
као што показује ел; 373б. Тан

гента РТ паралелна је повратно! 

тангеати RT путање у таЧКИ'R ,жао. што и непосредно· сле,Џје из 

ОДНQса кретаља .тачке А . , 
и ходографа., 

38. Примери ходо
графа. Ходографкао по

ларпи дијаграм од кори

сти је саио за испитиваље 
. . 

кретања 'r~чке у криво] 

путањн. 3апраВОЛИElијска 
• 

кретаља ,замеЉУјУ ходо· 
о _ '.;' 

графдијаграьш описани 

у ЧЛ. 26. 
Ходограф једноЈНШОГ 

• 
кретаља у равни ]е круг, ' 

'Т 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

[/' 

/1 
I 

а) 

р 

Сл. 37.3 

. . . 

I т 1111 
I . 
: (:'--_~IJ 

I 
I 

, 
, , 
I 
I 
I 

• 

6) 

са ПОЛО11 у центру круга, а ва исто кретаље у витоиерној криво] је 

ходограф сферна ЛПIIија на површини лопте са ПОЈIОЫ у њеноы центру. 
. . 

Једнако убрзаном }(ретаљу одговора права JIlшија IШО ходограф 

са полом изван те праве. Путаља једнако уБРЗ:ЏЈОГ кретаља }!Оже дакле 

бити ИJIll,права или р а в н а крива ЈIИнија. . 
Цримера ради траЖIlh'емо'ходограф h) једног P~BBOГ и б) једног 

просторног кретаља: тачке. 
'. . , , ,.-

- - . " • • 

а) П Р и м е р З3 Kp~ya~e по .путањи, која има. повратне тачке, претставље!l је 
, "".'! '_ ._." _ . _, .. <, " __ 

на сл. 38.1. Такву пут~l,Ь.r описује ;:ачка H~, .. ~.~риФеријн ~p~гa који се KOTPЉ~ бе~ 
клизања по једној правоГ ,'Јинији. Размак двеју. ,rзастопних п6враТНIIХ тачаЮI в; и' В. 

... - . . 
исноси 2Rл, а највећа висина путање изнад праве' линије je2R, где је R полупреЧllиk 
круга. ,rIинија,. која у ЩIОЪi'Сi1учају прет~тавља'!lутаIН., ПОК!Јстџе Ta~Ke, зове се у . . ' . ,- , 
ГеометрСији ор т о Ц и к л о и ~al). Када тачка. ~ачинн.пхт од В, > до А биhе дужине 

праве B l 1J и кружног лука АВ jeДH~Ke, дакл.е 
" '. ',-, . А -

. B1B "07 АВ .= R'p ,с, 
где ј'е са 'i' означен у г аО КО т р љ-а IЬ ~,:;( АQБ: 

~ ,-1 ',: '," _ "'., ';', ,,_,_ >, , _._, 

') Назив ЦlIклоида приписује се Г а Ј1 н л е ј у. 
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Брзина VA покретне тачке у А нормална је на тетиву АВ = r, сече дакnе круг 

у тачци D, јер се кретање тачке А састоји у тр'енутном' њеном обр1'ању око тачке В 
• 

која је у том тренутку у миру. AD је тангента циклоиде у тачки А. То исто важи и 
за тачку D (која се креће по некој другој, али подудаРНОј, ЦИКJlОИДИ), јер и. код ље 

I f) 

• 
. , р .Vmax 

4 _______ ~~~ 
1------111".-

а) 
Сл. 38.1 

6}, 

при уцртаном поnожају круга брзина VA . Vmax стоји HopMa.QHO на одговарајућу тетиву 

BD. У следеhем тренутку dt угао q> повеhаhе се са dq>, а тачка А и D окрећућн се 
око м о.м е н т а н о г п о л а В преhиhе путове rdq> и 2Rdq>; брзине ће нм бити 

. rdq> 2Rdq> 
VA = dt = ТШ и VD = dt = 2Rw, 

. . dq> 
где Је dt = w позната ,нам угаопа брзина. Када претпоставимо да се круг котрља 

к о н с т а н т н о м угаоном брзином биће и брзина љеговог средишта с = R.w кон
стантна (т р а н с'л а т о р н а' б Р з и н а круга). Када две једначинс за V.1 и VD подеnимо 

једну с другом, добијамо 
VA r 
VD = 2R = sin q> 

и с обзиром да је VD= 2с брзина у темену циклоиде, гласи једначина ходографа 
, 

VA = 2сsiПq> : 

То је поларна једначнна круга полупречника с. Пол ходографа је на обиму круга. Из. 

ходографа читамо да је убрзање тачке хорнзонтаnно у тачкама Е путање у којима је 

тангентна на ЦИК,'0ИДУ нагнута за 450 према ащциси. Тачке Е. су од повратне тачке 

удаљене за (2 ) 
x=R -;; - 1 =O,57R . 

. 6) П Р и м е р кретања у просторној кривој је кретање по Х,е л 11 К о нд н (за-
о, ", 

војници). Она постаје, кад Се једна права нагиба а обавија око правог кружног lIаљка 

полупречнмка R (сд. 38.2), 
, !' _. 

Угао а зове се у с п о н 

завојнице ;Iто је угао, који 

таНгента иа хеликоиду 

(односно брзина тачке) 

закмпа са хоризонталом .. 
. Скуп тангената повуче

них из тачке Р (сл 38.2б) 

образује кружни конус 

са отвором (" - 2а) и вер

тикалном осовином. Ма 

како се мењала в ел и ч и-, ' 

н а БРЗИНЕ, ходограФ ће 

увек бити линија која 

11 
• 

-----

, 
"- ... ... , , 

\ 

с 

а) 
Сп. 38.2 

6) 
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-
лежи иа површини тога конуса са!lОЛОМ Р. Ако је брзина по величини константна, 

6иhе ходограф )[оризонталан круг. Ако је кретање тачке jeДJIaKO убрзано, биhе 

хоризонтална пројекција ходографа Ар.химедова спирала. .. . 

39. Равно кретање· приказано у ортогоналном систему. У 
члану 32. била је реч о слагању двају праволинијских кретања по пра
вама које заклапају произвољан угао. Аналитичко реmавањеслагања 

биhе знатно олакmано када те две· праве стоје међу собом управно 

тј,' кадаизаберемо ортогонаЛНII координатни систем. 3акони Кретаља 
гласе х = Јl(е), У= f.(t) (параметарске једначине путање). Елимина
цијом времена налазимо једначину путање У= Р(х). Она ће бити 

права ако је :~ = tg<p конс;антно. Потег ОМ (сл. 39.1а) у једном тре-

• 

• • • 

I 
.t----; ..,._.1-. 

• 
ЈУ . • 

.ll.f 

<:...::.. '-:-о 'х . _. >,Z 

а) 

о 
1 . " ,jf о t-;...~. - . ""-U.r Jf . U.r 

б) В) 
. Сл. 39.1 • 

нутку има величину r = V х2 + у2 а правац је одређен са 'f) х cos =-
r 

.•. {ј" у 
·иsш ==- . . ' r 'r 

Изводи закона кретања по времену' одређују комrIоненталне бр· 

. dx Ј' () dy Ј' () в б' . зине. V x = dt = 1 t , V y = dt = 2 t .. елична рзине тачке М 1е 

V v/ + vi а правац одређују једначине сов ср =-= v" , ~jn ср = vy када .... . v _. v . 

у . њих сменимо горње функције времена. Елиминацијом времена из 
Vx и vy добијамо једначину ходографа h (сл. 39.1б) Vy = Р1 (vx ) који . " -

можемо сматрати путањом помоhне тачке т. Ако је угао V' = агс tg dvy 
dv",· 

KOHCTaHT~H. (независан од t) ходограф·· је права линја, кретања тачке М 
је једнако убрзано, помоhна тачка т креће' се Еонстантном брзином.' 

, 
Други изводи закона кретања по времецу одређују компонентална 

уБР:Јања тачке М ~омпоненталн~ брзине тачке т): .. 

их = :;; = 1"1(t) k Иу = ~;(- 1"2 (е), 
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тиме и величину убрзаља 

и = Уиl., + иЈу 

и љегов правац и сиерједначинама:соstp ---'-;"Sill tp =; (сл, ~9,1B), 
Елиминацијом времена из их и иу Д?бијамо јеДIiачину иу .~. F (и,,) 

ходографа убрзаља тачке М,' 

Паралелограми положаја, брзине И убрзаља су правоугаоници са 
-7>-.~ -+ . i 

• 
ДИlагоналама г, v и а. W 

40. Одређивање природних ком по- I •. 
нената убраања иа ортогоналних, Дата " 
су нам компонентална убрзаља ах И иу • Л 
тачке М у ПРОИЗБОЉНОМ ОРТОГО,налном си- I 
стему (сл. 40.1), треба да нађемо ПРИРОДНе. . 
компоненте и! и ал. Пројицираљем и", и Иу '.1 

• 

, , , 
г, 

на тангенту и HopMa.[Iy путање у таЧRИ М," I " 
налазимо ' '!Ј--:' -1-._._. ;;i Z 

~ .--

и! = их costp + иу siцtp, 
• 

• 
а) Сл. 40.1 

uл == иу совср - их Sllltp. 

Када.сменимо 
, 1 . . 

cosq> = 'И:' sinq> '~ 
У1 + у'2 v у' (У' = ddY) гласи прва 

1 + у'2 Х 

једначина а) 

и! == 1dv., , dx + 
'ifVO;=l =:=+=Oy,:;;=zl dt dx 

dVydy 1 
dt' dx = dxVl + у" 

Диференцијал од 

vB
x + v9

y' = v' даје vxdvx + vydvy = v dv а dx V 1 + у" = ds, 
И сменом у последњу једначину добијамо идентитет 

'" vdv ds Ји dv 
и! = ds = dt ds - dt ' 

Сличним путем налазимо 

1 dvy Јх dvx dy 1 ( ") 
ип = V 1 + у'" dt 'dx= dt 'dx = ds v"doy -. ОуЈ'l'" ' 

Сменом Vx = v C08q>, 'иII = v sin,/, и Ји" == COSq> Ји - v 8iшр Ј,р, dvy = 
= siп,/, dv + v С08,/, Ј,/, добпјамо, ". , 

• 

dq> v2 

и - V z ~ , 
п "';'- --.- -. ds.· (! , 

41. Примери равног кретања. 1. п р и м е р. Дате су једначине кре
тања: х = ct, У = Ы'. Елиминација времена даје једначину, путање у = Ьх'јс2• Путања 
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• 

је параБОJlа са теменом у почетку О и вертикалном ОСОПИНЩt. ,,~ = е-, 1Ју = 2Ы, их = О, 

с' 
иу = 2Ь. v = Ус' + 4Ь'/', U =с 2Ь. Параметар пара боле је р = u' Тако се креће тешка 
тачка бачена у хоризонталном правцу у празном простору (сл. 41.1). 

2. П Р и ме р. Дате су једначине кретаља: Х = ХО + а СОВ kt, У = Уо + а siп kt. 
, ~ -- , " 

Елиминацијоы времена добијамо једначину путање: (х - Хо)' + (у - Уо)' = а', дакле 

једначину круга полупречника а; хо и УОСУ координате центра круга. k је кон-
'- . 

о 

• 

I 
• 

I 
• 

I 
• 

} 

станта димензиЈе [1-'] 
• 

'-' ;О'Х:. 
Компоненталне брзине су 

, ." ,f:, , -' "'-, :"-' 

Сл. 41.1 

Vx = - а" вјп "ј, Vy = о" СОВ kt, и v= VV'x + v'y = alc. 

Брзину налазимо простије непосредно, јер је ds = аа<р, дакле 
, 

V = Ј. ' а а<р . ok. 
dt dt· 

КомпонеНталпа.убрзања су 

uж=-аk'соskt,uу=-аkSвiпkt и u=VUx'+u2y=ak'. 
Пошто је брзина константна to' је тангенцијално убрзање једнако 
нули а центрипетално убрзање Uи =olc' . 

3. П Р и м е р. Дате СУ' једна чине ~KpeTaњa,:x = х. + а СОВ lct, У = У. + ь вјп lct, 
где су хо, а, )'0,' Ь и k константе. ЕлиминацИјОМ времена из горњих. ј~дначина 

добијамо 

(х - Хо)" (у -- Уо)' _ . + - 1. 
а2. Ь' с' 

Путања је ели пса са пол.Уосовинама а и Ь и са координатама средишта хо и)'о (сп. 

41.2а). У времену t = О координате покретие тачке су (хо + а). )'0' Тачка се дакле 

налази у Мо. 

ј' 
7Ј 

• 

I f/mi/. 
/(0 

• 

I 
• 

I 
б) 

• 

I 
• 

I • 

• 

I • 

..L-L. _. _. . _. _.-+_. _'0 --1-. _о 0_--<0 .. _ 

O~---~--~~ 
~---------~---~--~~ 

а) СII. 41.2 
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, Ј{ОМПОjlенталне брзине у правцима координатних осовнна су 

V;x = 
ах 

а! 
= - ka siп kt; Vy = 'i; = kb СОБ kt, 

-
з резултујуhа брзина: 

" ,>' 
v ' k Vа2SiП'kt+Ь'СОS2kt. 

Љен је правац одређен углом '1' са 

v~ k siп kt . 1 
СОБ '1' = = - а -'СС'-:--_; S пр = Vy .' = kb coskt . 

v v v v 
,. ; : • 

Када са а означи мо ексцентричну аномалију оида важи: Х-Хо = а cosa; 
, 

у - уо =Ь sina. Из упоређења ових са датим једначинама видимо, да је <t kt = а тј. 

да је аномалија .ропорционална времену, дакле је ~; = k угао на брзина којом се 
обрhе полупречник ОА. Тачка А на периферији круга пплупречника а креће се брзином 

ka, а таЧЈ>а В на кругу, чији је полупречник Ь, брзином kb. Време Т је.о.ног оптицаја 

тачке М добијамо из идеНТИТета kaT = 2а", или kbT = 2Ь"" l' = 2; . 
\ 

Дато кретање по елипси сложено је дакле из две хармоничне осцилације: 
, . 

- х ~ хо = а сОБ kt, у - Уо = Ь sln kt. 
• :, "" 

Ако са Ј означимо растојањесредншта t;липсе од тангенте на путању у 

тацки М, онда из Аналитичке Геоме:rрије знамо да је 

аЬ 
J~~~~~==;= 

уа' sin' " + Ь2 СОБ2 ,,' 

па пошто је а = kt видимо, да је резултујуhа брзина 
• abk 

v = 
~ 

тј. обратно. пропорционално са d. Из ,овога следује, да су екстремие вредности брзине 
,Vmln = bk ; Vmax = ak-. 

Ј{9~поненте убрзања су . . 
dvx ' .. 

их = = - k'a cos kt, иу = 
, . а! 

dvy . = k2b sln kt 
dt " 

~ -)' .. ;." 

или као функције положаја тачке .. " 

, !,I': . :');::. ; -.' . 
их = - k2 (х - хо) , 

. . '''', ,:. ,- " , " ' 

а тотално убрзање . 
, • -. о' , 

, :. 

где је r = 01М потег тачке М. Правац тоталног убрзања 
заклапа са позilтивном осовином х по Qбрасцима 

, 
• 
одређен је 

, , 

их а:-хо 
соэ{Ј== ~- , 

'. . .. џ ,. 
иу у - Уо sin {Ј = -=- = - '---~. 
U r 

• 

углом {Ј који оно 

Цравац убрзаља поклапа' се са правцем потега О,М а смер му је упраnљен ка сре

дишту елипсе. Екстремне вредностн убрэања су.у 'теменима: итах =k'a и Umin = k'b. 

. k'~ ~~ 
То су пентрипетална убрзања, дакле постоје идентитети kla = и k'b = __ ИЗ КО-

1!1 

јих налазимо полупречнике кривине у теменима; 
", \' '" ! 
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Ходограф кретања 

Љегова је једначина: 

д06нћемо, кад И3 једначнна за Vx иvу еJLиминишемо, време t. 

, . 
. -"~ :> 

што значи, да је ходограф ели пса са попом у њеном средишту и полуосовинама Јса , 
и ЈсЬ (види сл. 41.26). 

4, П Р и м е р. Дате су једначине кретања: 

• 

C~ обзиром иа 

путању тачке: 

х -: сов.Ьур kt " .. ".у ? вјп Ьур kt.. о, . . 

релацију сов Ьур2 Х - вiп Ьур' х = 1 налазимо из 
• I - • , _.- -. • I 

. ,-' ' I :' ' . 

у' -Ь - 1, . , 

датих једиачииа 
• 

• дакле је путаља хипер60ла са реашюм. оро!'ином да . 
. • С. Компоненталнебрзине су: 

vx =.аТе siil Ьур Тet '. а: 'у, . Јс' М. 
,. Vy = ЬЈс СОВ hyp t = -' х. 

а 
--" 1, 

Обе компоненте 

брзином 

су ПОЗИТlщн~ •.. таЧl!а ће се креџти У 

, , . -' .; '-k ' ,. ' , ' 
V '7 Ь Уа'.У' +, ~~~'. 

а . " 

. '- ,!.. 

смеру означеном на сл. 41.3 

Компонентална убрзања су 

их = аЈс' С05' Ьур kt = k'X',r,uy = ЬЈс2 вјп hyp Тet = Јс2у. 

Правац брзине заклапа са апсцисом·угао.аrС,tg. VУ 

"х 

Ь' у -: агс tg a~ х,.а правац убрзања: 

• 

~-+'-'-- -ј. .. -о!--. __ . 

- - .. 
,- , 

.. 
Сл. 41.3 

• 

= Jc2r Ј 

где је· r-L ОА потег, закла-
• 

па са а·п сц и с о м у г а.о 

·иу·,·у··.· 
атс tg = "-, ТЈ. вектор 

.Щ~ х ..... ..... 
'tt се поклапа са ПQтегом r 

.. Ј: таЧl!е.А. .., . ". 

· -', 

Кретање по хипер60ЛИ 

изводиhе тачка масе т када 

на љу дејствује' о дб ој н а 

Сl'lла . у центру О, јачине 

mk2r" Нl!ле !!!!опорциона.л-

, .. на р1!стојању .... '. ,",. ." 
За а = Ь је нагиб а

симптота "'- 450 , хипербола 
је равностраиа (види 5. при
мер) . 

. 5. П Р и м е р. Дате су.једначине Kp~Tдњa: · ,~ 

где су Хо, 

добијамо 

, . у . уа + be·kt , 

а, Уо, Ь и k константе;' елиминисањем t ОДНОСIIО e-kt и~ ова два израза 

. . . , 
(Х - Хо) (у - .уо)= аЬ 
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као једнаЧIIЦУ путање, Ова једначина претставља равнокрачиу хиперболу (сл, 41.4а) , 
чије су асимптоме 1; и ~ паралелне координатним осовинама; средиште О, хиперболе 

!t 
i ~f 
i 1 Ао , 

-'-, ~~ 
Ј1:.-_ .. --.0 

, .,' , 
1 ' , l' I I ' 
, ,'УО I I ' ~ 
,ј' , __ ,_, Ј ~ § v~h 

љ~._qf--,-+.L,_, -, ... х 
, 67 I=.zp х'----...".ј 

а) 
Сл. 41,4 

б) 

. има координате: хо, Уо, Реална полуосовина 

Ао за t = О, су: (хо + а) и (уо + Ь) , 
Компонентне брзине су: 

је У2аЬ. координате почетног положаЈа 

Vx = dx = ka еА' . 
dt ' 

Vy = - kb е-А' 

а резу лтујуhа брзина је 

V = k Va'e'lit + Ь' e-2k' 

са правцем н смером утврђеним релацијама: 

• 

еА' COS а = !Са t 

e-kt 
Бјп а = - kb . 

v V 

Пошто из х и Vx , односно у и Vy елиминишемо време, добfЈјамо 

Vx = k (х - хо) и Vy = - /с (у - )'0) , 

дакле 

V= kY(x-хо)"+(у-Уо)'=kг, 

тј, брзина је пропорционална са т, Ако са ср означи мо угао, што га закпапа потег са 

у - уо 
познтивном осовином х, онда Је tO' m - а како Ј'е 

ь. - Х-Хо' 

то значи да V заклапа са позитиввом осовином Х угао. -ср. За компоненте Vox и Voy 

почетне брзине Vo за t = О добијамо изразе Vож = ka, Vov = - kb, дакле 

vo=/c Уа! -ь Ь2 = kr. 

Једначнну ходографа добијамо елимннисањем аре мена из израза за ох и Vy у обпику 

Vx иу, = - k2 а Ь . 

Механика тачке 5 
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Она претставља такође раонокрачну хипербо.чу (сл. 4.1.46), која је слична пута,ЉИ, а 
lIежи симетрично пре",а љој. 

Најзад су компоненте убрзања: 

дакле Је тотално убрзање 

их = dvx = k2aekt "" k" (х - Ха) , 
dt 

иу = dvy 
dt 

= k2b e-kt = k' (у - Уа), 

и =k' Va::i';--e"'2;;;lct-+-C-b"2'e--'::kt• = k' У(Х -хо)8 + (у- уо)2 = k'r, 

Тј. оно је пропорционаЛI!О потегу r и пошто је 

tg fI = 'Иу = У - уа , 
их Х-Ха 

значи да оно има правац и 

Је танtеицијалио убрзање 

смер тога вектора. Угао између и и v је 'једнак 2'1', , 

ut = и cos 2'1' = k'r sin 2'1' , 
а центрипетално у6рзање је 

иn = и sin 2'1' = k'r sin 2'1' . 
Оба се убрзаља премз томе могу лако графички одредити. 

стога 

42. ПРОСТОРНО кретање ПРИl(ааано у ортогоналном систему. 
Кретање тачке А у простору дато је трима ааIинима кретања: 

x=!t(t), y=f2(t) и z=fз(t) 

по којима се крећу пројекције А", Ау, А• 1'ачке А на координантним 

ОСОБинама (сл. 42.1). 

z 

t , 

• 

Az~:' , , , 

I 
• 

I ,у 

• 
{i I/x 

l 

,"',:- 1--.- 1_ , , 
Ј'/ ............ , 

~ 

!I А' 

Сл. 42.1 

ЈУ 

,$' 
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Кад елиминишемо време t из по две од трију горњих једначина, 
добијамо три једначине између две координате тачке, од којих су 

само две међусобпо независне и потребне; оне претстављају пројек

ције путање на координатне равни. 

Брзине компоненталних кретања јесу: 

• 

V;< = 1i = f't(t) , V;< = ~ = 12(t) , V. = ~ = 1з (О· (42.1) 

ИЗ њих налазимо величину брзине, као дијагоналу паралелепипеда, ' 
/ 

, 

Правац и смер 
-+ 

V = v Р'", + v'l/ + v1
z • 

-+ 
брзине v 

, 
одређени су косинусима углова а, {Ј, 

(42.2) 

• 
у, ко]е 

вектор v заклапа са позитивним правцима координатних осовина. Ти 
су косинуси 

V'" 
COSa = -, 

·v 
Vy 

cosfl =-, 
v 

11. 
саву =

v ( 42.3) 

а њихове знаке одређују знаци бројитеља, јер је v као апсолутна ве
личина увек позитивна. Косинуси су међусобом везани познатим 

условом СО8'а + С089 Р + С05' У = 1. . 
Једначине ходографа добивамо елиминисањем времена t из по 

две од 'rрију једначин~ за.брзине V"" t'y, Vz. сматрајуhи величине v"', vl/' vz, 

-+ 
као ортогоналне координате крајње тачке вектора v. 

Истим путом налазимо величину и правац убрзања 11 тачке А. , 
Добијамо прво компонентална убрзаља: 

d' х ј" (t) d'y ј" (t) их = dt" = Ј , иу = dt" = , , d'z ј" ( и. = dt З = 3 t), ( 42.4) 

затим величину , 

и= 

-+ 
Косинуси углова А, р., v, шrо их век тор U заклапа са позитивним 
правцима цоординатних осовина одређени су са 

, ~ иу их 
СОВ л = ,cas fL =-, СОВ 1'= 

U U ' U 
(4~.5) 

, .' 
а њима су одређени правац и смер убрзања 11. 

43. Примери просторног «ретања 1. Пример. Дате су једначине: 
х = а cos kt, У = а sln kt, z =zo + ct 

где а, zo' с и k означавају константе. Из прве две једначине следује 
х2 + у'= а", 

дакле је пројекција путањс на раван' "'У круг са' полупречником а; средиште тога 
круга лежи у коордниатиом почеТI<У О (сл. 43.1а). Путања је просторна крива на круж
ној .облици, којој се осовнна поклапа са Z-OCOBHHOM. . . 

5* 

, 
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а) 

6) 

z 

А 

Сл. 43.1 

Компоненте убрзања су 
, 

у времену to тачка се налази у месту Ао 

одређеном координатама. Је = а, у = о, z = Ео. 

Пројекција А' тачке А на раван "'у описаhе за -време dt кружни лук аа<р =akdt јер из јед-

начина за Је и у следује tgp =.L = tgkl, дакле 
» 

р = kt. ИСТОllремено пређе тачка А у правцу 
осовине z пут dz = с dt. Нагиб а елемента ав 

аЕ С 
путање одређен је са Ig а = d = -k дакле је 

а <р а . 
константан. Путања тачке А је завојна линија. 

Дате једна чине су параметри чне једначине хе-

ликоиде. 

Компоненталне брзине су 

ах 
"'" = - = - ka вјп kl = - ky . dt ' 

"у = :~ = ka СОВ kt = k~ , 
ds 

v.s==dt=C' 

а ре~ултујуhа брзина покретне тачке 

v = Vk'(X' + У') +c2=V(ka)2+ cl. 

• 

Кретање тачке А по завојној линијll је дакле 
једнолико. 

ХодограФ кретања је круг, са полупреч

ннком "а, коме пол Р лежи на вертикали кроз 

средиште круга 01 а на размаку с испод овога 

(сл. 43.1б). 

а2", а'у 
их = = - k2a СОВ kt = - " 2

"" иу = = - "'а sin kt = - "2у , U.r ::::: о. 
dl'· ае' 

Величина резултујуhег убрзања је 

и = УиВ",+ и·, 

а правац и смер одређени су косинуснма 

и", Је 
сов'\= =--, 

и а 
сов!' = up 

и 

k' у"" + у' = k'a 

у 
=--, 

а 

и. 
COS~ = =0. 

'и 

Одавде следује, да је тотално убрзаље константно, да стоји .. управно на осовину 
облице и да има смер ка тој осовини. ТанГенција.llНО убрзање је једнако нули, јер је 

кретање једнолико; тотално се убрзање дакле поду дара са 1Ift = vI//l. Одавде се 

може израчунати полупречник кривнне ззвојне линије. Из једначине 

akl = 

наЛIЗНМIiI 

a'k2 + с' ( с )1 а 
/l = ak!' = а + а ak = а (1 + tg'u) = -С-ОВ''''2а-' 

Тај израз, из кога следује да је /l > а, може се лако вапи графичким путом . 
• 



. 
43. прmшр~ ПРОС'1'оt>lIог КРЕТАљА 6~ / ----------------------------------------------_.----

2. П Р и м е р. Дате су једначине кретања: 

x=at8 , у=се. 
. 

ЕлиминацијОМ времена добијамо: 

а) једиач·ину цилиндра z = Ь (:) '/' управног на координатну раван zx и 
Ь • ' 

б) једначину ЦИJlиндра I!J = с! У. управног на координатну раван yz. • 

Пресек обих цилнндра је путаља тачке М (сл. 43.2). Путања је крива двогубе 
кривине. Пројекција тачке на раван yz, М" креће се по параболи (као тешка тачка 

бачена хоризонтално брзином с, а пројекција на раван ZX, М' .креће се по параБОJlН 

1/з - тог реда. 
Компонент аJlне брзнне су -

- -_._-+-_.: ........ .,.;К 
Vx = За/!, Vy=c, v.=2QJ. 

Брзина пројекције М' је 

v' = Vv8x + v2• = t У(2Ь)% + (Заt)., 
пројекције Ми : 

"" = VvЗg + v2. = V с' + (2Ы)8 
а брзиНа тачке М је 

v = v с! + (2Ы)2 + (3at)St2 • 

КомпоиеНТ8лна убрзања су 

;z 
Сл. 43.2 

UЖ = баt, 
Убрзаља тачака М', ми, М су 

u, = О, и. _ 2Ь. 

и' = 2 У(3ае)!+ Ь!, 'W, = и. = 2Ь, 
• 

Убрзања тачке М' дакле и тачке М је променљиво; убрзање другог реда је {Ј)х = ба. , 
Закон кретања х = а t' јавља се при расматрању слободног пада с обзиром на 

обртање Земљино. О томе ће бити говора у Кинематици тела. 

- 44. Равно кретање прикавано у поларном координатном 

систему. Кретаље тачке А потпуно је одређено једнозначним функ
цијама времена: 

и ср =Nt). 

Једначину путаље налазимо из те две једначине елиминисаљем вре

мена и то у оf\лику: 

F (r. ср) = о или '=Лср) . 
. 

Помоhу паралелограма брзина разложимо v у компоненте у правцу 
-~ -+ , 

, 

ОА = r и у правцу Нt?рмале на љега, те добијамо радијалну компо--

• 



гАА'ВА П.-кЙВ'ЕМАтItКАТА'lltЕ 

3 

(f -- , 

( .' 

о 

Q fi? 
.z' • • • • • • .~ • • :а 

Сл. 44.1 
• 

ненту Vr = V COSIjJ и циркуларну компоненту Vc V siПIjJ, где угао ljJ 
-+ -+ 

(сл. 44.1) значи угао између вектора V иупоље уnрављеног г; мерен 

у смислу у коме угао <р расте. Нека је АА' = ds елемент nYTI1 у вре-
• 

меку dt, ОА' = " = ,+ d, и -9::: АОА' = d<p; из бесконачно малог тро-
угла путова АБА' (сл. 44.2а) налазимо, кад занемаримо бесконачно мале 

количине другог реда, 

• 
А8 =d" 

Пошто ове елементарне пу
тове поделимо са временом 

dt у коме је пут АА' пређен, 
добијамо величину ради

!алне и циркуларне или 

траневерзалне брзине: 

V = dr:, V = r Шр. (44 1) 
r '0 dt с dt . 

ВА' = ,drp. 

А 

1. о аЈ 
иад заменимо вредности 

оо , === ft(t) и rp = fz(t), о 

---' ~ - --.\-. 't' • ...;;..-, ._. _.:- .r 
O~---C 

Добиhемо: 

Vr """ f' 1 (t) 
(44.2) 

и о Vc=blt)f'.(t). 

Компонента vr показује ко
јом се брзином А креће по 

потегу '> а Vc је брзина којом 
би се тачка кретала по 

к р у г у 1) полупречника " 
када би овај остао конетан-

1 ) Отуда назив цирку ларна брзина .. 

б) 

А 
Сл. 44.2 
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тан. Из горњих једначина налазимо резултујуhу брзину по величини, 

правцу и смеру као функцију времена: 

VT 
С08'1' = -, 

. V 

• 'Ос 
SlIr'l' = -. 

V 
(44.3) 

Убрзање и тачке А заклапа са потегом r угао {}, дакле су његове 
компоненте (сл. 44.1) 

ит = и СОВ {} 'ис = и 8in {) • (44.4) 
• Да бисмо их могли изразити са r и ср одредиhемо прираmта]е компо-

• 
ненталних брзина Vc и VT' Када би се мељале само величине обеју 

. б б I dVT 
компонената, .имали исмо у правцу потега r у рзање и т = dt' а у 

правцу трансверзалном убрзање и'с = ~c. Но како се и правци обеју . t I 

компонената мењају и то оба за drp даје нам сл. 44.2б· У правцу АО 

. векторски прираmтајбрзине vcdcp, дакле радијално унутра управљена 

б " dcp. б': у рзање и т = - t'o dt' а промена правца рзине L'T даlе убрзање 

и" - V drp 
с - т • dt 

Укупно радијално убрзање је дакле 

, +" dVT с 'dqr 
ит = и т и т ____ dt .. ~ Це dt" 

". о-

а укупно циркуларно убрзање: . 

I +" dvc · drp ис = lf с u с = СсЈе' + ит dt' 

Кад овде сменимо изразе за V T и V e налазимо 
• 

..• tPr (d'P)Z 
. иг = dt~ - r dt ' 

~ '. 

dr drp d2cp 1 d ( Z dcp) 
I ис = 2 dt dt + r dt' = r dt r (Ј! . (44.5) 

Помоhу једначина r = Ј1Џ) и rp = f2(t) можемо убрзања иг и ис прет

ставити као функције времена .. Најзад можемо наhи и резултујуhе 
. . 

убрзање по величини, правцу и смеру помоhу образаца: 

ит 
С08{} = -' . и 

Пример. Дате су једначине кретања: 
• 

. {} ис 
юп =-. 

и 

r = То + ct и 'р = 'Ро + kt, 
где су ro, 'Ро, с и k константе. 

(44.6) 
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~ 

Сменом времена из друге једначипе у прву добијамо једначину путање: 

'Р - 'Ро 
т = То + с, k . 

Путања је Архимедова спирала. 

тачке у времену t = о. 

(сл. ~44.3). Координате 'Ро, тс} одреljују положај Ао 
, 

• 

Сл, 44.3 

. v. Јст 

Радијална брзина је 

. d (То + се) 
Vr= =С 1 dt 

• 

дакле константа. 

Цирку лариа брзина је 

_ . d'P _' а(",. + Jct) _ 1. • 

Vc -, ii' - r dt - ,.Т, 

_. >;1;' дакле сразмерна потегу. 

Брзина је 

v = V v2,. + v2c =у с2 + Јс2 ,.2 • 

Угао '1', дакле правац и смер брзине одре· 

ђују прве две једначине, 8 из треће читамо 

да је tU1p сразмеран потегу: 

ВШ1р = = ~:=~~;=:O 
I! V с2 + Jc2r2 ' 

COS1p = 
v,. о 

v =Yc2~+'Jc2~y2' 
Јс 

tg.1' = . Т. 

РадијаJlНО убрзање је 

d2(ro+ct) 
ur 1= dtЗ 

С 

- т' [а('Ро+Јсе) Ј2 - 0- Јс2 - _ Јс2 dt - r - т. 

Негативан знак показује да је убрзање управљено' према координатном почетку О. 
Величина му је пропорционална потегу. 

За циркуларно убрзање налазнмо 
• 

ис = ~ ~ rrз d('Po+JctiJ = ~ .а_ (Јст2) = -"-- а(I·2) = 2Јс '!!.., 
r dt dt r dt r dt dt . . 

дакле 

Ис=2Јсо. 

Оно Је константно. Резу лтујуhе убрзање је 

, и == Уu2, + 'Ii'c = Јс УЈс.,.2 + 4с2 • 
Правац му је одређеn првим двема једнаЧИllама; 

и, Јс .. 
созд = '; = - ;;Y~Jc;;C2 "',.2"'+':=4"'С"'2 ' 

20 
tgt? = - kr' 

За r = ""Добијамо д = п, тј. тада се правац тоталног убрзања поклапа са правцем потега. 

45. Принцип површина за једну тачку. Други I<еплеров ва· 
кон. Ако У обрасцу за циркуларно убрзаље: 

ис ~ ~:e(r2~i) 



45. ПРИНЦИП ПОВРШИНА ЗА .ЈЕДНУ ТАЧRУ. ДРУГИltЕПЛЕРОВ ЗАКОН<~~ 

сменимо цир[tуларну брзину: 

добиhемо релацију: 

ис, 

и с обзиром да је 

ИС = и эјп ,'}, • 
Vc = V Sln!p 

И r sin!'} = :ft (v , si?- !р). 
, 

.... 
Када на сл. 45,1а повучемо нормале ос= е на праву И и ОВ = Јна 

тангенту путање, то ће са 
, 

'sin!'} = е, ,sin!p = f 
последња једначина добити облик 

, 
d 

И е = dt (v Л· (45.1) 

Производ не[сог вектора са нормалним растојаљем његовим од неке 

тачке зовемо моментом вектора у погледу на ту тачн:у, послецња 

,J~ 

а) 

I 
I 

.() 

• б) 
Сл. 45.1 

једначина исказује важну теорему: Моменш убр,юња једне цонрей1не 

й1ачке у uогледу на uроизвољну шачку равни једнак је иiЗВОДУ моменй1а 

БРiJине ио времену у uогледу на ИСйiу iilачку . 
. Када тачка А за време dt пређе бесконачно мали пут 
описаhе ,љен IIотег r троугао (C~~Jop)OAA~ .IIОВРШИIlе: 

1 ' 
dF = 2 ,2d<p. 

АА' (сл.45.1б) -
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Одавде налазимо т. зв. поврmинску или секторну брзину: 

dF 1 3 dqJ 1 1· 
dt ="2' dt = "2 'Vc = "2 V f 

и поврmинско или секторно убрзаље: 

d2F_ 1 d (.dcp)_l 
dt' -"2 dt 'dt - '[ и е. 

, 

Таква кретаља, код којих је убрзање 
• 

управљено стално према исто] 

• 

• 

f, 

• $1 

I 
Сл. 45.2 

тачки О (аривлачном центру), за коју је дакле е стално једнако НУЈIИ 

зову се централна кретања. Примери таквих кретања су кружења 

планете р око Сунца S (В. сл. 45.2), примери у чл. 41 и 44 итд. 3а 

централна кретања важи дакле 

d2F О • 
dtZ = ТЈ· 

dF -
dt 

const. С. 

. 
Одавде добивамо интегралењем 

F = с (е - to) (45.2) 
тј. код ценшралног крещања оиисује uоiПег у једнаким временима сек-

\ шоре РI u Р. једнаких uовршина. Овај· став је посебан случај једног 
општијег, који ћемо доцније сазнати: т. зв. теореме површина. При

мењена на путање планета (сл. 45.2) та је теорема позната као други 
Кеплеров закон. 

3а централно кретање је 

dF 1 
di='[vf= с дакле 

. с 

V =27' 

тј. БРiJuна је обрашно liроliорционална расiПојању fiуiПањине iПангеllше 

abk 
од цеllшра силе S (сл. 45.2). (Упореди v = д У 3. примеру чл. 41). 

, 
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• 

Ако је константа С = О, онда је ~ = О, дакле rp константно, путаља 
тачке је права линија која пролази кроз центар S. 

46. Просторно кретање при
кааано у цилиндричном коорДи

натном систему. Просторну путаљу 

s-s тачке А пројицирамо управно на 
произвољну раван е у којој узима

мо почетак О и осовину Ох; про· 

јекција А' тачке (сл. 46.1) одре

ђена је поларним координатама r; 
и ср. Дужина пројекционог зрака 
АА' = z је трећа координата тачке 
А. lIри кретаљу тачке А описује , . 

орди:ната z цилиндричну поврmину, 
којој је водиља пројеrщија s' пута
ље; . отуда назив цилиндрични ко
ординатни систем. 

Кретаље тачн:е одређено је 

трима функцијама времена: Сл. 46.1 

z = !it). 
, 

... ... ... 
" , ... 

, 
\ 
\ .5' 
~ /1' 

Елиминисаље времена t из прва два израза даје једначину про-
јекције путаље на раван Е, P(r, р)= О. 

Брзину V тачке А налазимо из три компоненте 

VT=~=!'l(t), vc=r :f=!I(t)N(t), vz=!'a(t), (46.1) 

које се зову: радијална, циркуларна и аксијална компонента. 

Величину, правац и смер брзине v добијамо помоhу образаца: 

VT 
coS(V,t'T) = -, 

v 
V c cos(V,Vc) = -, 
V 

На исти начин нала~имо из 

. d'r (ЈСР) , 
ит = dt' - r dt ' 

1d(zdcp) 
ис =, dt r dt ' 

( Vz cos V,Vz) = - . 
V. 

(46.2) 

(46.3) 

(46.4) 

величину. правац и смер убрзаља и као функције времена, а помоhу 
• 

релаЦИlа: 
• 

(46.5) 
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..... ; -\0>-

сов (и, ит) =~, cos (и, ис) 
ис =-, 
и 

П Р и м е р. Дато вам је кретаље једвачннама: 

r = r + а' = То (t + kt) 
'" = "'о + Р Јп(l + Н), 
z=so+rt._ 

) и. 
cos (и, и. = - . 

и 

Међу константама а, То iI k претпоставља се зависност а = r.k. 

(46.6) 

Величнне то, "'., •• ' значе _координате почетног положаја тачке у А., а а, р, у, , 
а 

t = - су дате константе. Елиминисање времена t из прве две једиачине даје једна
т. 

чииу логаритамске спирале: r 
, 

"'- - "'о -

• • 

Путаља лежи даКJlе на цилиндричвој поврwини чија је водwља ова спираJlа. Даље до

бијамо е.lиминисањем t из прве и треЬе једвачиие 

z 

s --- .... 

I I 
I 

:ZO' I I 
I I 

Сл. 46.2 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

- I 
I 
I 

s = zo + L (Т - т.), 
а 

д-зкле једначину праве, која се че осовину 11 под 

константиим углом 

.. = arctg (7) 
у тачки Е, = Ео - rlk. Та је тачкз даКJlе врх једне 
кружне купе на којој путања такође Jlежи. По

менути спирални В8љак сече ПОВРWIIВу _ купе по 
тражеВl!lј Jlннији путање (CJl. 46.2). 

Компоненте брзине су 

ат 
Vr = dt = а. 

а", plc 
". = r dt = т 1 + kt = ар , 

dz 
".=-=у. dt 

Како су оне све три константне, то је и резулг 

тујуЬа БРЗllна К8нстантна, наиме 

v = Уа> + (ар)! + r' = сопst. 

Кретаље је даКJlе једнолнко и ходограф је кру

параnеnан раван .; његово ср!,_диште налази се 

вертнкално изиад попа Р - на растојању v. = ", 
а поnупречниккруга је а Уl + р.. 

Комповевтаnна убрзаља су 

1 d (зd"') а2РdЗZ и. = r аl т dt = r ' и. = аез' = О . 
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• 

• 

Резултујуhе убрзаље и је нормално на осовнну z, управљено је ка њој и величииа 

му је а' {ЈУ 1 + fJ". Пошто је. v константно по величиии. дакле тангенцијално убрзање r . 
једнако иули, то се и поклапа са центрипета~иим убрзаљем "'{е. Из Tora услова иала· 

зимо 

тј. полупречиик путањиие кривине пропорционаЛ8Н је потеrу. 



ГЛАВА Ш 

Динамика 
• • 

матеРИЈалне тачке , 

47. Увод. У Rинематици тачке глав~и ројыови о којима смо се 

бавили, били су: пут, брзина и убрзаље. 3а конструкцију тих појМОЈ1Љ. 

биле су нам потребне само две основне величине, простор и време. 

При љиховом извођељу нисмо се позивали на искуство већ смо целу 
. 

I\:инематику изградили чистим расуђиваљем. Rинематику и зато неки 

и не убрајају и Механику, као део Физике, већ је називају Геометри

јом кретаља или (Форономијом)1). Пошто се у љој сем величина Х, УЈ Z, 
• 

које изражавају три димензије простора- појављује и време t, то се 
Rинематика може сматрати по Лагранжу2) Геометријом са четири ди

мензије: ХЈ У,. Z, t. 
У праву област Механике, као природне науке, ми ступамо тек 

сада, прелазеhи на Динамику материјалне тачке. У љој ћемо проуча
вати промену њедог стаља кретаља услед спољашних утицаја (сила), 

другим речима испитиваhемо међусобну зависност кретаља тачке и 

силе (или сила) које је нападају. То се испитиваље састоји у реша

вању два супротна задатка: а) Може нам бити дат закон кретаља 

тачке и треба да нађемо закон нападне силе. б) Обратно може нам 

бити дат закон нападне силе и треба да нађемо закон кретаља тачке. 

у првом случају добијамо двогубим диференцијалењем убрзаље 

тачке и мдожеhи га са масом тачке добијамо убрзавајуhу силу која 

је по дефиницији силе (чл. 11) еквивалентна траженој дападној сили. У 
. б' б . . d%x Р 

другом случа]у до и]амо двогу ом интеграЦИЈОМ ]едначине: т dtt = , 
• 

где је Р дата дападна сила, коначну (односно 2 или 3), једначину 

кретаље тачке. 

у Rинематици, при проучаваљу кретаља, нисмо узимали у обзир 

материјалне особине покретне тачке, те смо увек могли уместо мате-

. 

1) Први је Ашреге (1775-1836) ИЗД80јио Кииематику. 
2) Lagrange (1736-1813). Mecanique analitlque 1788. 
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• 

ријалне тачке замишљати геометријску тачку. У Динамици морамо 
узети у обзир да сва физичка тела садрже у себи извесну количину 

материје. 3акони који важе у Динамици материјалне тачке важиhе и 
за транслщt'ОРНО кретаље сваког крутог тела када га заменимо једном 

љеговом одређеном тачком, средищтем љегове масе. Стога. Динамику 

материјалне тачке можемо сматрати Динамиком транслаторног 
кретаља. .... .... 

Једначина Р= ти назива се основним законом Динамике, 
јер се на љој оснивају сви остали закони Динамике. Она изражава 

динамичку меру силе као производ масе и убрзаља. Али прву прет· 

ставу силе човек не добија по убрзаљу које она изазива при кретаљу 

неког тела (динамички појам силе), већ по напрезању миmиhа које 

он осећа при дизаљу каквог терета (статички појам силе). Прво

битни начин мереља неке силе састоји се у томе да је непосредно 

помоhу ваге или посредно помоhу динамометра упоредимо са познатом 

тежином неког тела (тега). То је статичко мереље силе. Дата сила .... ' 

р може бити дефинисана разним физикалним законима, тј. имати 

разне физикалне изворе као што су то гравитационе, еластичне, елек

тричне, магнетичне силе, отпори треља и средине у којој се тела 

крећу итд. Истраживање закона силе задатак је Експерименталне Фи

зике; Динамика их прима као дате чињенице и уноси у основни закон. 

Ако. тачку нападају више сила (истих или разних извора) онда је 

њихов векторски збир по закону независног дејства (чл. 13)1еднак 

производу из масе тачке и љеног убрзања или убрзавајуhој сили 
.... .... \ 

ти ="ZP. 
3амислимо материјалну тачку на коју делује сила Р, зависна 

само од положаја тачке. Ако материјалну тачку т поставља~10 у разне 

положаје у некој области простора и за сваки од тих положаја' ста

тички меримо одговарајућу величину и правац силе, сазнаhемо закон 

по коме се мења сила Р са положаје1.1 тачке у тој области; аналитички 

тај закон можемо формулисати тако, што ћемо изразити комподепте 

Х, У, Z силе Р као функције координата х, у, z. Када затим пустимо 
тачку да се слободно креће под утицајем тих сила, онда ће се она 

кретати тако, да јој убрзаље 'на сваком месту путање буде идентично . .... 
са вектором ~ на томе месту. Област простора у којој су Х, У и Z 

дате функције координата х, у, Z, зовемо пољем дотичне промен
. љиве силе Р. 

у ортогоналном координатном систему гласе основне динамичке 

једначине: 
d2x . 

т dt2 = Х (x,y,z) , 
d2y 

т dt2 = У (x,y,z) , 
d2z 

т dt" = Z (x,y,z) , 
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Интегралеhп два пута ове једначипе добијамо три l,оначне једначпне, 

законе кретаља: 

• х =x(t) , у = y(t) , z = z(t) . 

Маса тела сразмерна је љеговој. тежини (чл. 21). Маса. одређена 
из тежине (статичком методом) зове се тешка маса, а маса одре

ђена из љеног убрзаља (динаМИЧКО14 методом) зове се инертна маса· 

Чиљеницу да су те две, на два разна начина одређене величине 

једнаке, потврђује искуство; она је позната у класичној механици али 

је тек у општој теорији релативитета добила значајно објашљеље. 

Творац ове теорије А. Ајнштајн (А. Einstein *1879) овако објаш
љава однос између оба појма: 

По Њутновом закону кретаља је 

(сила) = (инертна маса). (убр~аље), 

где је .Инертна маса" карактеристична константа убрзаног тела. 

Ако је убрзавајуhа сила тежа, онда је 

(сила) = (тешка маса)· (интезитет поља теже), 

где је "тешка маса" такође карактеристичда Iюнстанта тела. Из обе 
• 

релаци]е следи: 

, б тетка маса 
(у Рзаље) = . (интензитет поља теже), 

. инертна маса 

Искуство потврђује да је у датом пољу теже убрзаље увек исто, 

независно од природе и стаља TeJ.Ia; стога мора и однос тешке према 

инертној маси за сва тела бити исти. Можемо дакле тај однос погодџим 
избором јединица ставити једнаким. 1; тада важи став: Тешка u 
UllеРШllа маса једног шела су меfjусобом једнаке. Другим речима исти 

квалитет тела испољава се према приликама као "инерција" или као 
- -~ ,-

" тежина " . 

А. «РЕТАЊЕ ТАЧI(Е У ПРАВОЈ ПУТАЊИ 

. 1. КРВТАЊВ СЛОБОДНВ ТАЧКВ 

48. Диференцијална једначина кретања. У случ~ју праволи-
• • 

НИIСКОГ кретаља мора 11 покретна сила имати константан правац, КОЈИ 

се поклапа са правцем брзине па дакле и путаље. Линију путаље 

узеhемо з& осовину Ох. Да бисмо нагласили да је кретаље ПР!1ВОЛИ-
нијско, ознаhиhе:м:о силу са Х. ~ 

Основна динамичка једначина гласи: 

fPx 
т dt2 = Х. (48.1) 

Векторска ознака овде није потребна, јер су правци силе и убрзаља 
• 
стал;но исти. Из те једначине можемо, кад је позната природа силе Х, 

двојни~ ицтегралељем наhи ·закон кретаља у коначном облику х = f(t). 
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Но како нападна сила Х обично није константна, интегралеље је често 

врло отежано па неlШД и немогућноу затвореном облику. 

у општем случају величина силе Х зависиhе од три. променљива 

аргумента: положаја х тачке, љене брзине v и времена t, дакле 

Х = т ч' (х v, t). 

Када то унесемо у основну једначину и скратимо са масом, добиhемо 

је у најопштијем облику при праволинијском кретаљу: 

Ј2х . 
dt' = гр (х, v, t). 

MII ћемо се саца ограничити само на најпростије и најчешhе 

специјалне случајеве који се могу јавити, и то: а) када је Х = const.; 
• 

б) када је Х.,- т '1'1 (t); в) када је Х = т '1'z(x) и г) када је Х = т '1'в (v), 
тј. када је сила константна или зависна само од једног аргумента: t, х . 
или v И д) када сила зависи од положаја и брзине Х = т 'Г4 (х, v). 

а) Сила је константна. Основна диференцијална једначина 

гласи: 

а2 

т dt; = х = cohst. 

Пошто је сила константна, константно је и убрза~е, дакле је кретаље 

тачке једнако убрзано (успорено) о коме је у Кинематици (чл. 28.б) 

било говора; такво кретаље гласи 

ut2 

х = xo+v.t+ '2' (48.2) 

б) Сила је зависна само од времена. Диференцијална ~eДHa-

чина гласи: 

а'х 
dt2 = '1'1 (t) 

или 

'dX) 
d l dt dv· 

dt = dt = q11 (t). 

Први интеграл је 

v = f (Pl(t)dt + СЈ , 

и ~ б . 
н,ада ставимо v = dt и интегралимо поново, до ИЈамо 

аХ = fЧ't(t)dt + СЈ · dt 

а· затим као закон кретаља 

Механика тачке 

(48.3) 

(48.4) 

6 
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(48.5) 

В) Сила је зависна само ОД пута (положаја) тачке. Дифе

ренци.јална једначина гласи 

dZx - . 
dt2 ='1'2 (х). 

'Када у ту једна~ину уведемо, 

(1,2х dv 
dt2 ~dt 

И обе стране помножимо са dx, добијамо 
I 

dV
d 

. 
lЛ х = РЈ(Х) dx 

dx 
односдо, сменивши dt = v 

(

V' 
V dv =d 2" = p~ (х) dJf . 

дакле је брзина 
-

dx r, 
v = dt = ± 2 Ј ['1'2(x)dx + СI]., 

Поновним интегралењем добиhемо 

dx . + С2 • 
2 f 'р: (х) dx + С1 . 

t=+ 

(48.6) 

(48.7) 

Када се по свршеном интегралењу ова једначина реши по х, добија се 

тражени: закон кретањау облику х = /(0. 
г) Сила зависи само од брзине. Диференцијална једначина 

dv . dv 
dt = tp(va} или dt = tp8(V} 

, 

има први интеграл 

f dv 
t = tpз(v) + С1 · (48.8) 

, 

Ако по свршеном интегралењу једначину решимо по '), добиhемо уопште 
v = F(toCt). (48.8а) 



49. ИМПУЈIС СИЛЕ И КОЛИЧИНА КРЕТАЉА 

К dx 
ада уведемо v = dt 

> 

и понова интегралимо, имаhемо 

83 

х = f F(t,C1 ) dt + С2 (48.9) 

а то је тражени закон кретаља у општем облику х = /(t). , 
д) Сила зависи од положаја и брзине тачке. Диферен-

цијi1Лна једначина кретаља гласи 

m~; = х(х, ::). 
О 1 

/ .. dx 
на се може свести на едначине првог реда када YCBO]lI:MO di = v као 

зависну а х као независну променљиву. На основу релациiа 

d"x dv dv dx dv 
dt2 = dt = dx di =V dx 

с 

можемо дату 

првог реда 

једначину другог реда заменити двема једначинама , 

• 

dx 
dt =v и 

dv 'X(x,v) m-= . 
dx 1Ј 

Ако успемо да другу једначину интегралимо у облику v = ср(х,С) 

добијамо из прве 

dt = dx 
ср (х, с) 

дакле ивадратуром 
• 

, 
и инверзијом коначни закон кретаља х = F(t,C,C1). 

Пре но што пређемо на примере, на које ћемо применити ове 

методе за одређивање закона кретања, морамо се упознати још са 

неким важним појмовима. и теоремама Динамике, које ћемо доцније 

проширити и на КРиволиниiСко кретање. 

49. Импулс силе и количина кретања. Када у основној дина-
• • 

МИЧКОl 1 едначини 

dv 
Х=m-

. dt 
пренесемо dt на леву страну, гласиhе она с обзиром да је т кон

стантна величина 

х dt = d(mv). (49.1) 

6* 
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Производ силе и времена Pdt на левој страни једначине зовемо 
по БеЈIaнже-у (Belanger, 1790-1874) им пу л с о м п окр е тн е сил е 

(и то елементарним импулсом, јер траје бесконачно кратко време), 

а производ масе и брзине (mv) на десној страни једначиненазивамо 
по Декарту (Descartes, 1596-1650) количином кретаља или краЬе 
н ал е т ом покретног тела (тачке). Оа тим ознакама једначина(49.1) 

исказује став, да је елеменшарнu UJIIUУЛС сuле једна1С uрuрашшају (ди

ференцијалу) 1СОЛUЧllне r(решања иО1Сретног шела (таЧ1Се). 

у овом облику горња је једнаЧИНIj: једна од основних у теорији 

с у Д а р а т е л а. Помоhу ње можемо дати другу дефиницију силе, јер 

ако количину кретања (импулс) обележимо са 1= mv биhе 

Х _ а] 
--

dt 
(49.1а) 

~ 

или речима: Сllла е једна1Са uзводу 1СОЛUчuне 1СреШања (uмuулса) ио 

времену. 

8а кретања, код којих нападна сила дејствује дуже времена, 
добијамо . 

• • 
f х dt = f d(mv) = mv -' mvo• (49.2) 
о о 

• 
Интеграл силе по времену fPdt називамо коначним импулсом 

о 

силе за временски интервал (t -to). 

,Ј Да бисмо могли израчунати овај интеграл силе по времену, по
требно је да изразимо Х као функцију времена Х = Cf!l(t). Ту завис

. ~~.~_._-! 

-il ! 
Сл. 49.1 

, ност можемо графи'lКИ претставити ди

јаграмом силе по времену (сл. 49.1), из 
кога се види да нам елементарни им

пулс силе Х dt означава уш,а трака густо 
шрафиране површине, а тотални импулс 

за интервал од О до t цела површина, коју 
д:\rјаграм силе заклапа са апсцисом t и 
крајњим ординатама ХО и Х, дакле 

t 

mv - mvo = Pl(t) dt. (49.2а) 
о 

Ако је сила у току времена константна биhе импулс 1= Х t, а 

Ф Хо+Х 
ако је сила линеарна ункција времена импулс је ] = 2 t. 
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Теорема о импулсу силе или о количини кретаља ·служи нам за 

решаваље задатака, када су од величнна х, t,m,v,. три дате, а тра

жимо четврту. 

П р и м е р. На хоризонталној правој прузи откачена су једна кола тежине Q која 
имају брзину <'о = 5,5 mjsec (20!lmjh). Пита се после ког времена ће се кела зауста-
ВИТli. Једина сила која кретаље кола успорава је: Х = - Qf, отпор треља, где је f , . 
коефицијент отпора о коме ће доцније бити говора. Отпор ваздуха не узимамо у обзир. 

Теорема о импулсу гласи 

- Qf t1 = т О -- т Vo • 
? 

. t ~ Пошто Је Q = mg то налазимо ,= t.. Са g = 10mjsec' и f = 0,003 налазимо . g 

(, = 5з = 183 аее. Кола ће се зауставити после 3 минута. Bp~Me t1 је независно 0,0 . 
од тежине кола док се она крећу на ХОРИЗ0нтаnној прузи. 

5(). МехаНИЧЮI рад и кинеТliЧКа енергија. Када основну 
• 
Једпачину 

Х= т dv 
at 

~помнощимо са идентитетом dx = v dt добијамо 

Xdx=mvdv 

• 

и .са (
mv.) 

mvdv= d 2. 

(
mv!) Х dx=d 2 . (50.1) 

Производ силе Х и елемента пута ах називамо елем.ентарпи!м ме
ханичким радом еиде и обележавамо га са ~A= Х ах; половина 

. mv' . 
производа масе и квадрата брзине: L = ') зове се кинетичка епер-

~ -', 

гиј а материјалне тачке. Оба назива увео је у Механику Кориолис (О о ri 0-, 

1 is, 1792 -1843); уместо појма кинетичке енергије m~2 раније се по Лајб-
ницу (Leibniz, 1646-1716) израз mv2 звао жива сила материјалне 

тачке. Кинетичку енергију имају само оне маСе кој е се налазе у по-
о . . о . L mt'- О 

крету, Јер :када lе v = , онда 1е и =2. = . 3ато се ова врста 

енергије зове и енергијом покрета за разлику од једне друге врсте 

енергије, коју могу имати Ц теЈlа кад се налазе у миру, као што heMo 
доцније сазнати. 

Интеграл последље једначине 

'" v 

А = Јх ах = Ј a(m~2) = m;'_ m~o2 (50.1а) 

х=о V\) 
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исказује теорему живе силе која гласи: механuч/Сu рад сuле на путу 

х једна/С је uрuрашшају /Сuнеi11uч/Се енергије тачке на шом иуту. 

Да бисмо могли ИRтеграл f х .ах = А· решити морамо силу Х из

разити као функцију пута. Ако је сила I,онсташна њен је рад А = Хх. 

Од променљивих сила најчешhе су силе зависне од ПОЛ9жаја Х = /(х). , 

у том случају је 
х 

А= Ј j(x)dx. 
о , 

у најопштијем случају зависиhе сила од положаја, брзине и 
• 

времена Х = /(x;v,t) , Сада морамо познавати закон кретања х = (p(t) 

тачке да бисмо могли интеграл f Х ах реmити. Сменом х = (РИ. 1) . (j(t) 
• 

и ах =q>(t) dt добија. интеграл облик • 

, 
А = Ј х ах -.::.. Ј f[ 'Р (t), q, (t), t] ~(t)dt = Ј Ф(t) dt, 

о . 

дакле, изражен независном променљивом t. 
Теорема живе силе служи нам зэ. решавање задатака Iшда су од 

величина X,x,v,m три дате а тражи се четврта. 
Пример. У предњем задатку одредиhемо пут који ће кола преhи док се не 

'1nvo2 'L'o'!. 
зауставе. Теорема живе силе даје - QfXl = О - 2 и одавде Хl= ~yг' 3а исте бројне 

податке налазимо Хl = ~'~~ = 500т. Кола Ье за 183 Бес llреhи пут од 500 ш. За 
• 

контр~лу служи нам закон једнако убрзаног кретања по коме је :ђ = V~1 = 503 ш. 

Механички рад је скаларна величина и може бити позитиван или 

негативан пре.ма томе дали сила. и пут имају исти или супротни смер. 

у првом' случају брзина., а с њом и кинетичка енергија, расте, сила Х 

врши (ствара) механички рад. У другом случаЈу КИнетичка енергија 
опада, сила троши ?lеханички рад. 

у примени теореме живе силе код машипа, позитивни механички 

рад назива се покретни или моторни рад (tI'avail moteur), анега
тиван мех:анички рад назива се отпорни рад (travail resistant), па се 
и силе које дејствују у тим случајевима зову м о т о р н о м 'односно 

отпорном силом (теретом). 

Интегралење 

А = Јхах 
о 

можемо вршити ,графички ако нам је дат дијаграм силе по путу 
Х= (Р2(Х)' Такав случај имамо у техничкој пракси код парних машина. 

На сл. 50.1б претстављен је цилиндар парне машине, у коме клип К 



St. ЕФЕК'i' РАДА (СНАГА.) или МI>Ћ. 
• 

врши праволинијско кретање под ути-

цај ем притиска паре Х. Максимална ду- , 
жина пута 1 зове се х о Д кли П а. Ако % t ДlJilll1t1Лf СlИе 

• 
се пара пушта у цилиндар све до поло- Н N [' 
жаја клипа В 1), на том путу њен ће т--b-:~ -------, 
напон бити КОНС1'антан и дијаграм ће до I -I~,-:?/.: 
.. б MN Х !'<":."" ·"1 тога места ити хоризонтална права . о у • 

Ка.да се у положају В довод паре пре- l 
кине, затворена 11apa ће се ширити па О ·""'"х·...ј о"". Ј. L/...L"/'·,!-·---'ao;a..r 

h '~-·l--~' и даље потискивати КЛИП, али е сила..... '"' . . , 
КОјОМ она на клип ПРИТИGКУје опада ти,· 

те ће дијаграм на томе делу пута бити 

. крива ЈIИнија NZ. . 
ГрllфИЧКИМ интегралењем дијаграма 

силе и пута добијамо дијаграм рада и 

пута (сл. 50.1B). У интервалу ОВ рад А 
расте линеарно са пређеним путом.Ди

јаграм рада по путу је коса линија OL. 
Пошто се десно од положаја Вклипа 

сила смањује, то дијаграм прелази у 

криву LS која у L додирује праву OL. 
ДИјаграм рада и пута изражен је са 

х 

А = 1р(х) = јсмх)ах. 
о 

о 

. 
~ 

.К d:- , 
~ '- , 
~ 

, 
. 

Сл. 50.1 

-". ., 

Ако је механички рад силе дат као функција пређеног пута 

А = 1р (х), а пут као функција времена по закону кретања х 7' f (tJ , 
онда можемо елиминацијом пута х из. тих једначина наhи механички 

рад као функцију времена 

А = P(t). 

51. ЕфеI<Т рада (спаг.а) или моН. Ако желимо окарактерисати 
радну способност (снагу или моћ) какве . силе која делује на некој 
машини, онда није довољно реhи само колико она механичког рада 

уопште даје, I'!ећ се морамо обазрети и на време у коме се тај рад 

свршава. Од две машине, које могу вршити одређену количину меха-

а) 

б) 

В) 

- ничког рада, кажемо за ону која га сврши у краћем року, да има 

веhи ефект рада (већу снагу или моЬ). 

Аналитички израз за ефект рада неке силе ДОбиhемо,. кад поде-
• 

лимо њен механички рад са интервалом 13ремена у коме је свршен. 

Узмемо ли да је свршени рад силе Х у моменту t био А,а у поюiи-

1) Обично )1.0 0,:3 !. 



-
• 
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јем моменту t2 да је А2 , онда ће рад свршен у интервалу времена 

е2 --- е1 бити А. --- А 1 • Количник . 

А2 --- А, дА 

е2 --- е, Llt 

називамо средњим (просечним) еФектом рада силе, јер у општем 

случају прешостављамо, да је сила· (па· и њеп рад) промен:љира у 
TOlty времена. Када интервал времена дt конвергиmе према нули, тј. 

када посматрамо ефект рад.а у извесном тренушу, овај КО·JIИЧНИК добиhе 
• 

граничну вредност 

. ~A dA 
l:~o де = dt = Е (БВ) 

. -,-
тј. Ефекш рада или моп је ШЈВОД рада иО времеllУ. Ако је ефеI(Т 'рада 

. у току времена константан, онда га можемо дефинисати и као спршеВII 
• • 

ра.в; у јединици времена. 

Другу дефиницију ефекта добијю.ю када у једначпни (51.1) сме-
о. ·dx 

нимо dA = Х dx и dt = V, дакле 

Е = dA = Xdx = Х L' 
. dt dt 

или у речима: Ефект рада у иввеСIIОМ mpmYUlKY једнак је 
силе и браине у томе шренушку. 

Најзад, из теореме живе силе следује 

dA d (";;,2) d L 

Е = dt = dt --- ---;:'dt 

тј. ефекi11 је једнак иаводу кинеlПuчке енергије иО времеllУ . 
. Производ из рада и времена или . 

t 

f Ldt 
о 

(51.1а) 

ЙРОllВВОДУ 

(51.1 б) 

зове се акција (дејство). Има примену у витој ДШlамицп. (Принцип 
најмање акције). 

52. Дименаије и јединице. Димензије свих динамичких ЕеЛИЧIlна .... .... 
истичу из основне динамичке једначине р- т и. Из чл. 20 JI 21 знамо да 
постоје два система мера према томе да ли поред дужине и времена 

усвајамо као трећу основну величину масу или тежину тачке. (тела). 

Из образаца који дефинишу импулс (односно количину кретања), M~

ханички рад (ОДНОСНО енергију) ефект"и дејство (акцију) образујемо 
(чл. 16) димензиони образац дотичне величине.Те су димензије и ' 
јединице у следеhој таблици изложене. Ради потпуности наведене су 



, . 
и кинематичке величине које у оба система имају исте димензије и 

разликују се само у јединицама. 

На крају таблице палази се величина са I,OjoM l,емо се у Дина

мици тела упознати. 

, 

Дименаије и јединице у теХНИЧI(ОМ ифиаИl(алном систему мера 

. 
ВЕЛИЧИНЕ 

Дужина 

Време 

Брзина 

Убрзање 

Секторна брзина 

Угаона брзина 

Угаоно убрзање 

Сила 

Маса 

Статички момепт 

масе 

Обртни момент силе 

Импулс, Количина 

кретања (или налет) 

Специфична тежина 

Специфична маса 

(густина) 

Механички рад, 
• 

енерГИЈа 

Ефект 

Дејство, (Аlщија) 

Моыент инерције и 
• • 

деВИРЦ1че 

Врста 
. 

Вектор 

Скалар 

Вектор 

" 
" • 

" 
" 
• 

Скалар 

Вектор 

• 

Технички систем 

дiJменвпја 

1 
t 

1 t-1 

1 t-' . 
р t-1 

t-1 

1 t-Z 

I 
р 

Р 1-1 t' 

Ј~диница 

lт 

1 see 
1 т sec-1 

1 т sec-'. 
1 т2 sec-1 

1 вес-1 

, 

1 sec-' 
1 kg 

1 kO' т-I sec~ <> 

1 kg sec2 

1 kg т 

. 

• 

Физикални систем· 

Д~меН[lија I 
1 
t 

1 t-1 

1 t-' 
l' t-1 

+-1 , 
t-' 

т 1 t-2 

т 

т 1· 
т l' t-' 

, 

• 

Јединица 

. 
1 ст 

. 
1 sec 

1 ст sec-1 

1 ст sec-2 

1 ст2 sec-1 
. 

1 se(j-l 
1 sec-2 

1 g*cm sec-2..,-

=1 Dyn 
1 g* 

1 g* 
1 Dyn 

ст 

ст 

, 

Pt 1 kg sec . т 1 t-1 

I 1 Dyn sec 
ВеК1.'ОР 
"римењен Р 1-3 
«ао скалар 

I Сr,алаРI Р 1-4 t~ 
nРl 

" 

" Рl t 

. 1 kg т-З 

. 
1 kg т-4 sec-' 

lkg т 

1 kg т sec-1 

75 kg ni sec-1 

= 1 HP 
1 kg щ В(ЈС 

т ј-2 t-2 19* cт-~ sec-' 

m}-З 1 g* ст-З 

т l' t-2 11 Dyncm= lErg 
107 Erg= 1 Јоиlе 

т р t-3 1 Erg sec-1 

107 El'g sec-' = 
. =1 Watt 

т }% t-1 1 Erg sec 
, 

Тензор Р 1 t2 1 kg т sec' т 12 1 g* с'т' 

3а прерачунавање свих величина из физикалног у технички ~истем . 
мера и обрнуто, поред реченог у 1 глави, важе ови односи: 

• 
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а) за силу: 1 kg = 9,81 . 105Dyna = 0,98 Megadynaj 
б)- за рад: 1 kg m = 9,81 . 107 erg = 9,81 Joule1

); 

В) за ефект: 1 kg ш-вес-1 9,81 Watt 2); 1 Watt = 0,102 kgm 8ео-1 • 

1 HP=75kgm8eo-1 =0,736kWј 1kW= 1,359 НР· 

53. Слободан пад и вертикалан хитац у правном простору. 
Праволинијско кретаље слободне тешке тачке могуlшо је само у вер

тиkалном правцу -3емљине теже. Убрзаље 3емљине теже g није" кон
стантно, оно се смаљује са удаљаваљем материјалне тачке од i:џШтра 

3емље и од љених полова. Али за маље висине пељаља. ова се. про

менљивост практично може занемарити. Сем 3емљине теже на тела 

у покрету делуЈе и отпор вазду.ха, аШI га ми на сада занемарујемљ 

сматраЈуhи да се тачка креће у празном (безваздушном) простору. Са , 
- - . , . . . 

тим претпоставкама 1едина сила mgKo1a на тачку делу]е·]е к о н-

с т а н т н а; кретаље ће бити једнако убрзано или једнако успорено, 
за које важе једначине изведене у чл. 28б. 

Када у те једначине уведемо за убрзаље а = g = 9,81 m 8ес-' , 
означимо пређени пут са s = Oz, добијамо за слободан пад и верти-
калап хитац три основне једначине кретаља 

gt2 

z = vot + 2' v = '1'0 ± g t , 

Могућна сЈ три случаја. 

• 

2 Z - z • g -v -Vo . 

а) С л о б о д а н п а Д настаје када је почетна брзина '1'. = О. Брзина 

и убрзаље имају исти смер, дакле важи горнш знак и једничине. сло

бодног Пада гласе: 

v - gt, 2gz = v2 • 

ПУ'fОВИ пређени у истим временима односе се као пепарни бројеви 

(Galilei). 
б) Вертикални хитац наниже. Као у случају а) важи и 

• 
овде позитивни знак, дакле гласе 1едначине 

at2 
Б 

+ 2' v = v. + gt, 

:8) В ертикални хитац навише. Овде је почетна брзина V o 
управљена навише, насупрот убрзаљу, па ће кретаље бити једнако 

успорено. Ако узмемо позитивну осовину z У смеру почетне брзине, 

једначине кретаља гласиhе 

z :=: v = V o - gt 

1) Ј. Р. Ј оп 1 е (1818~1899), фltзичар. 
') Ј. W а t t (1736-1819), творац парне машиие. 
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Када у другу једначину ставимо V = О, добиhемо време Т за које 
nе ре тачка кретати на више, или в·реме 11 ењањ а : 

V O 
Т1 =-. 

g 

Треnа једначив:а одређује са v = О максималну вредност г, или 
. 

висину пењања: 

• 
H=~. 

2g 

Дијаграми: г = f(t) и v = ј' (t) за сва три кретања приказани 
су на сл. 28.2. 

@ Потенцијална енергија. Механич«а енергија. Пошто три 
једначпне z = f (v) у последњем члану П01lШОЖИМО са масоы тачке, , . 

mv2 

наЗ0вемо Q = mg њену тежину а 2 = L њену кинетичку ен ере 

гију, гласиhе оне: 

а) Qz = L, 
\. 

6) Qz= L - Lo В) - Qz= L - Lo• 

у њима су Lo и Q константе, L и г проыенљиве величине. Ордината; 
z рач.Уната је У прва два СЛУ'lаја на ниже, у треnем пак на више. 

Да бисмо у' сва три случаја иыали почетак у истој: хориз'онтали, ста

виhемо у прва два случаја г = ff - h а у трећем Z = Л, где је' Н 
прозвољна стална висина. Сменом у горље' једначипе и одвајањем 

променљивих величина од сталних добиhе горље једначине облик: 

а) L + Qh = QH, б) L + Qh = Lo + QH В) L + Qh = Lo. 

На левој страни стоји збир двеју променљивих величина. Пошто 
је L кинетичка енергија а Сабирати се могу само величине исте врсте, 
то'је и Qh енергија зависна од висине ћ. Она се зове потенцијална 
енергија или. енергија положаја и бележи се обично V. На 

десној страни стоји константан израз који се З0ве м ех а н и:ч к а' енер·· 

гија и бележи се Е. Све три једначине дакле гласе: 

L+V=E , 

или речима; sбир кинешичке и 110шеiщијалне енергије је консШанil1ан. 

Висину Н бирали смо произвољно, стога је потенцијална енергија 

релативна величина, мерити :можемо само р а,з л ик-у двеју потенци', 
• • 
]алних енерги)а. 

3акон константности мехацичке енергије нtJ.шли смо У најпрости, 

јем примеру константне силе. Потв'рдиhемо га, и за променљиве' силе. 

Али ће се љегов значај тек у Динамици система материјалних 'lачаКа 
, показати. 
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55. Вакон опште (универаалне) гравитације а) Оила између 

две матер и ј алне т а чке. Из Rеплерових закона о кретању плащзта 

Љутн је закључио,. да међу планетама постоје узајамне привлачне 
(гравитационе) силе исте природе юаква је и сила којом' 3емља 

привлачи сва материјална 'rела, па својој површини. Он је даље 

нашао да се ове привлачне силе јављају не само међу небеским те

лима, него и међу свима другим телима у васиони, и да је величина 

узајамне ПРИБлачне силе, која постоји измеђУ два тела чије су масе 

т Иi тј одређена обрасцем 

р=г (55.1) 

• 

где је r растојање тнх тела, а Г је такозвана општа гравитациона 

(Гаусова) константа, јер она има исту вредност за сва тела у ва· 

сиони. По закону акције и реакције сила + Р, којом маса т привлачи 
масу тј, једнака је а супротног смисла сили - р, којом маса т1 
привлачи масу т. 

Љут нов закон опште (универзалне) гравитације гласи: Свака 

два маiliерuјална шела uрuвлаче се уsајll1lШО сuлом, која је сраiЗмерна 

ЊllХОВllМ масама а обрнушо сраамерна квадрашv њиховог расшојања. 

Тачност овога закона за дејство ;Земљине теже на Месец, Љутн 

је доказао, претпостављајуhи да Месец описује око 3емље кружну 

путању полупречника (! = 60R (где је R = 6 366,74 km, полупреч· 
• • 

ник 8емље). Део круг дужине. 2(!'Л;, Месец обиђе за 27 дана 7 часова 
и 43 минута, чиме је брзина v кретања Месеца одређена. Оа познатим 
вредностима 1) и (! нашао је Љутн за убрзаље Месеца вредност 

2 2 . ' 

иm = : = 6~R =0,27 07 ст secc~ . 

Пошто су убрзања гравитационих сила, као и оне саме, обрнуто иро· 

иорционалне квадрату растојаља дотичних маса, то убрзање на повр

шини 8емље g и убрзање ит на Месецу стоје у односу 

g:uт =(!2:R" 
• 

из чега слеДУlе 

. ит (60R)" 
g = R2 

-
= ит 602 = 0,2'707'602 = 974,5 ст see-~_ 

На овај начин одређено убрзање не слаже сесамоза 3,50/00 са ствар
ним убрзањем g = 978 сш sec-~ на екватору, које је одређено експе

рименталним путем. 

Општа гравитациона константа Г претставља силу, којом се при

влаче две јединице ыасе када се. налазе на јединици растојања. ДИ" 

мензију I,oHcTaHTe Г наhиh.еыо, када једначину (55,1) реШIlМО: ' 
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(55.1а) 

у CGS систему мера биhе 

р г2 
dim Г = dim -- m-ll~ t-2 • 

·Општа гравитациона константа одређена је више пута (почев од 1798.) 
експерименталним путем од стране разних научника и разним мето

дама (помоhу клатна, теразија, торзионе ваге), па је нађено да је 

љена величина у апсолутном (CGS) систему мера 

Га = (6,685 ± 0,011) '10-8 Dyn ст2 g*_2. 

Као што се види, то је једна врло мала вредност, што значи да су и 

гравитационе силе које. се међу 3емаљским телима појављују,' врло 
мале. Ради примера израчунаhемо привлачну силу, која постоји 
између масе једнога човека: m1 = 100 kg* и масе једне зграде: 

m. = 100000 kg* које су на међусобном растојаљу од r = 10 т . 
. Добијамо као привлачну' силу у систему CGS: 

105'108 . 
Р = 6,685'10-8 106 = 6,685'10-1 = 0,6685 Dyn, 

а то је величина силе, која приБЛИЖНО,одговара тежини од 0,7 ми
лиграма. Привлачна сила између 3емље и Месеца! износи. око 
2,06 . 1016 тона. 

у техничком систему мера (kg, .met, sec) је гравитациона кон
станта једнака '6,56'10-12 met4 k~-1 seC~4. 

б) Сила између т'ачке и xo~oгeHe лопте. Дефиниција гра-
• • 

витационе силе претпоставља да су т и m1 матерИЈалне тачке, Јер 

само онда је r одређена дужина. Сила између тачке т и тела ко н а ч Д их 
димензија М је резултанта многих елементарних сила dP које владају 

,r-r<,.::- -

Сл. 55,1 

између масе т, и елемента dM 
тела. Ако 1е е ра()тојаље изме

ђу dM и т; елементарна сила 
. mdM 
је dP = Г •. Силе dP секу 

е 
се у тачки т и љихов геоме-

тријски збир је тражена гра

витациона сила између тела' 

м и тачке m. 
, 

Посматраhемо најпростији 

случај да је тело хогомена лоп

та. Њена специфичда маса 03-

начеда је са џ. Све остале оз-
, . 

наке јасне су пз сл. 55.1 Одре-
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диhемо прво силу између та'ше т и шупље лопте са дебљином зида аг. 

Елементарна маса код N је џ г а{} аг· ds где је ds трећа страна пара
лелепипеда, управна на раван црте.1jtа. Сила између елемента N и 

тачке т је Г џ г а{) ds т. = dp; разложиhемо је у компоненте у 
е 

правцу тО и упра]3ном на тО. Последља ар siп'Р потире се са одго-

варајућом компонентом на дијаметралној тачки N', а прва ар сов", је 

исте величине и знака за све елементарне масе које образују кружни 

прстан (зону) полупречника rsin{}.1 Када ds заменимо са ds = 21trsin{} 
налазимо силу између прстена NN' и тачке т: 

аР = Г џ г а{} аг 2п г вјп{} 
т 
2COStp. 
е 

Пошто уведемо масу целе. шупље лопте М = 4рг2лdг, добиhемо 

краhи израз 

аР=Г Мт 
2 

sin{} \ а{} СОВср 
е2 

• 

Променљиве углове {} и ср изразиhемо са растојаљем е помоhу коси

нусног Прав:цла 

d сов{} . _ sind{} = _ ~ ае . 
, , 

Сменом у последљу једначину гласиhе ова 

Мт 
dP = Г 4,[" 

Неодређени· интеграл S аР је 
Л (12-,2) ~;+ di! 

• 
Ако се тачка 

[- Г, дакле 

т налазн и з в а н л о п т е, границе интеграла су: [+ r и 

Мт 
р = Г 4г[2 

l+r Мт Мт +(1 =Г4р 4Г=Г[2' 
l-r г 

Гравишациона сила Р UIJMefjy шуliље хомогене лоuше и шачке иIJван 

ње је исше величине као када би цела њена маса била концешрисана у 

њеном цеllШРУ. Јасно је да овај став важи и за пуну ,rOnTY, јер 
. . f 

ову можемо замислити састављену из концетричних хомогених сло-

јева који не морају имати исту густину. Две хомогене лопте (пуне 

или шупље)ПРИБлачиhе се по Њутновом закону као да су љихове 

масе концетрисане у љиховим центрима. 
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Ако се тачка mналазиуmупљини лопте (сл. 55.1), ондасугра-
1'-г2 r+Z 

нице интеграла г+ 1 и г-l, а у тим границама је - +е =0, 
. е r-Z 

дакле и Р = О. Привлачна Њушнова f;ила UBMe"!iy хомогене шуilљ.е лоil
ше и шачке унушар ње једнака је нули. 

Овај став можемо лако елементарним рачуном доказати. На про

извољном месту mупљелоuте налази се материјална тачка т (сл. 55.2). 
Из т као темена опишемо конус са отвором_ dcp. :КОНУС исеца из слоја 
dr запремине dFI dr и dF2 dr. Горљи елемент дејствује на масу т 

силом 

а дољи са 

Но како је dF1 : г2 = dF2 : , 2
2 то је Рl = - Р2' Како то важи за сваки 

• 
конус то lе тиме горљи став доказ ан. 

() 
. , 

111 

• 

Сл. 55.2 

, , , 

+- -j-._.---f._. ,.. .1: 

Сл. 55.3 ' 

Физичар Кавендиm (н. Cavendish, 1730-18~O) доказао је 1798. 
да овај став важи само 33 силе обратно пропорционалне квадр ату 

• 
раСТОЈаља. , . 

в) Променљивост 3емљинетеже. Наша 3емља заМИIПЉеЦа 
приближно као хомогена лопта' полуречнпка r (6370 km) даће маси 

. т тачке у растојаљу х од љеног центра убрзаље gx = Г ~. Ова 
једначина важи за х > Г, тј. ако се т налази изван 3емље. 3а х = r је 

М ' 
познато g = г гЈ'" Према томе је 

1 1 
gx ; g = r : г2 или 

Дијаграм gx = лх) је хипербола вишег реда; осовине Ох и Оу су јој 

асимптоте (сл. 55.3); он важи од х=г д.о х -+ оо где је goo= О. 
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Ак..9 је х < Г, тј. тачка т се налази у ЈIOПТИ онда, на тачку деј

ствује само маса Мх Ј10IIте полупречника х дакле је gx = Г М:. 
х 

Из пропорције МХ : М = хВ : г3 и g = г~. добијамо да зах < г 
г 

. х.. 

важи закон gx = g,; ДИЈаграм ]е права ОВ. АЈПI· пошто се 3емља 

не састоји из хомогених слојева то Ье стварно дијаграм од О до г 

бити крива линија (испрекидана на сл). 

Ако означимо са h надморCItу висину онда из односа gx :g = 

". h' 3 (h)4 . . = г2:(г + h)" налазюIO занемареhи (,) и r према јединици прибли-

жни образацg", = g (1-2 :). и ова променљивост je'faKO малепа да 
се у веhини техничких задатака може занюшрити. 

г) Средња ГУСТИIlR 3емље. Када Зllамо општу гравитациону 

константу Г, можемо наhи величину масе наше 3емље., Узеhемо да 
је полупречник 3емљине лопте R """ 6 370 km, па Ье њена запремина 

бити V =: RЗ 1С, 'Масу М 3емље добијамо, када ту запремину помно
жимо са средњом ,густином (специфи'!ном масом 3емље) џ, дакле 

4 
М=з RS1СЏ •. 

Ако сад на површини 3емље узмемо неко тело, чија је маса т, Оllда 
ће узајаМllа гравитациона сила Р између тих двеју маса бити једнака 

тежини тога тела: 

Q = mg = 

4 . 
Мт' ЗRS llџт 

Г 112 = Г R2 

што скраћено са т и R, • 
да]е 

4 
g = г 3 Rпџ. 

Из те једначине израчунавамо 

5,51 g*em-S
• 

Средња (просечна) густина наше 3емље је ДaIше 5,5 пута веЬа од 
густине воде .. Стене на површини 3емље имају специфичну масу око 
3,3 g* ет-В • Из тога морамо _ закључити да се дубље ка средишту 
3емље у њој налазе знатно гушhе материје него на њеној површини . 

• 

56. Слободан пад ИВ веЛИl(евисине. 3амислимо материјалну 
таЧltу т која из положаја А на веЛИltој висини h од 3емљине повр' 
:цшне (сл. 56.1) слободно пада: Убрзање. 3емљцне теже на њеној 



• 

5б',СЛОБощ .. ћ ПАД .ИЗВЕЛИI>Е. ВИGИЊЕо;: 9~, 

поврmИIlИ је g ,=9,81 m sec-', а убрзаље из" размаку ХОД.поче;г,Н(Џl' 

ПОJlожаја.нека је Ц. Изиеђу овихУб.рзаља пост,оји ;поЊутновом; закону . 
• 

гравитаЦИЈ е однос 

u:g=r2 ;(a-x)' 

где је r полупреЧIlИК 3емље, а раотојање тачке·А од 3емљиногцеllТра. 
Диференцијална једначина кретаља ·глаои: 

dx9.~ gr . 
dt· .- (а - х)2' 

Почетно убрзаље је ио = ~ -W2

• 3аа=2 г је ио = f, 
(56.1) , 

Ради прве,интеграциiе:ПОМRожи.мо~дифереиЦијалнуједначину са 
, "., 

2 dx и добиhемо 

а одавде интеграл 

или 

2gr2 

v' = + С. 
(а-х) 

Интеграциону КОЋстаю'у одре

ђујеыо ИЗIIочетнихусловакре" 

таља. 3а слободан пад је за 

х = О и !> - О; дакле је 

и 

2 ' з 

., gr 
v" = ~"----'7 

(а-х) 

, ' 

• 

,А 

h 

+Ј.: 

Слика 561 

2 gгЗ 2gr2 - - ---,"~ 
х 

• 

а а а-х 
• • 

Брзину тачке на 3емљиној површини (положај В) добијамо са 
, 

x=a-f=h 

VB= V2gh r 
• 

а 

3а а=2, је 'Оп = Vgh-'-Vgr' 
МеХtIника тачке 

(56.2) 

'(56\3] , 

7 
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Пошто 'је по претпоставци r < а, то значи да ће брзина у В бити ма-
ља, но што би била када би тело падало' од А до В константним 

убрааљеы g, а то је 11: без рачуна јасно. 

Поновним интегралељем једначине (56.2) добиhемо закон кретаља 

тачке. Ставиhемо V = : и 2.~г2.. k, па ће једначина гласити 

• 

или 

dX=k 
dt 

х 

а-х 

а d . 
-х 

+ _ 2 . 
V=ax=-=r~'; 

На десној страни једнаЧИlj:е 1rj:ожемо писати: 

први члан 

а други члан 

1 
-(а - 2х) dx 
2 =dVax- х2 

уах-х' 

а -dx 
2 а а-2х 

Уах _ х2 = 2. d arc СОВ а 
, а 

јер кад у други члан сtавимо х === 2 - z биhе 

dx dz 2z 
=- • = агс cos ~ arc СОВ 

ао ..а 

4- z Уах-х2 

Наша једначина сада гласи: 

а-2х 

а 

k dt = d V ах - х' 
а + 2 d arc сов 

а.,--- 2 х , 
а 

• 

што интеграљено даје, пошто је интеграциона константа С = О: 

V а .а-2х 
'k t = ах - х' + arc cos . . . . 2 а 

(56.4) 

Ово је тражени закон кретаља у инверзном облику t = rp (х) . 
. Десна страна једначине (56.4) претставља ординату у ортоциклоиде 

коју описује круг пречнцка а (сл. 56.1)'дакле је 

kt=y или t= У . ' k 
у 

r 
а 

• 

-



57. ОСЦИЛАТОРНО КРЕТАЉЕ У ПРАВОЈ, . - - " - ,. ,. . -,' , 99> , 
, , '. 

Време које је тачки т потребно да пређе пут h = АВдобијамо сме

ном х = h и константе k: 

" ' 

Т= а 
2g 

за а---' 2г, тј. h = , је 

за g = const. је 

, , 

,. , 

" , I ' , •• ' - , 

, 

, 

т' = 2ћ; ~ 1 41 : h. , вес. 
g , g 

h 
g 

sec' , 

- - "" '" .', ~, '"0 ,_ , \. , .<, ,.' . • "-, -- -~, ' 

57. Осцилаторно кретање у правој. у Rинеыатици (чл. 2930) 
пошли смо од датог закона кретања. ,'тачке' х = а sin kt у правој и 

назвали смо то кретаље хармоничном 'осцилацијом. Диференцијалеhи 
0111. једначину два пута добили С}iоубрзаље 

,- .. - ~ -', - _ " , . " _ - '.':' . .; _ '~~) . , : , -~ " :,' , ' ~ , , ' 

d2 ' 
Х ' 

dt l = -~x,' ,':,i" ,', ".," 

где је k кружца, фр~квенција осцилације. Мр.ожеhи ову кинематичку 
, ,>" '-'" -, - -"' •• ' • , .- • - • 

релацију са масом т материјалне' тачке 'ДОбијамо динамичку lедна-

чину хармоничне осцилације 
, d2x

2 
" 

X~m, df =-,-mk х. 

Пошто су т и k2 YB~K по~итив~е':КQнстанте;~о оваједначина каже: 
Материјална тачка вршиhе хармонuчну осцuлацију када на њу 

, 

"; д, , ' :;.х ',' О';" Х 'т о, А ,f-I ': 
" ", .:~'t _а-Х' ' ='-~.Z'~ f-jj=" , '..1. 

, 

, , 

х ~ , , +Ј( 

Г' 
. , . 

, 

, , 

, 

. 

, 
, 

, 

c.i,/ 
• 

о 

• • 

1-%, 

~ . 

Сп. 57.1 

, " , , , , 
• -

, , 
, • 

7///~ 
, 

, , 

, 

-х , 

v 

, 

• 

, , ,-

'~f-X 
Хт 

, , 

t 

дејствује силq ,,;ilроuорциона/ща uре'ЬеноЈЏ ауту, а смера уирављ,ена 

ирема центру О силе, (сл.',57.1). 

" : OB~e у Динамици решаваhемо обрнути задатак 'тј. претпостави
ћемо да' џам је датасила;ПРQпорционадна, пређеном, путу. по ,обрасцу. 

Х ='-'-'~JX 

k1 
) тј. k = V т ,а тражиhемо закон кретаља. 

7* 



, 

ГЛАВАпt~ј ~')пi1lA.МPfItА ~ТЕРЙЈАЛ:НЕ ;1" kЧКЕ 
--- -- - -.. . ,._-._. ,-, -_.-

'ДифеРеiЩИlална једначина; 'Глаои: (', .' " 

d2x . 
т dF - ---,- k] 2х._ 

о,. . 
(57.1) 

•• 

Да бисмо извели прву интеграцију 'ов'е . д~(феРeIlцијалне. jeдIJa~ .. 
• ..:k.' h Ф dx . h " '-

чине, ПОМНО~ш~tJмо !е ИН1;еГI>Wfе 1{М r a~:opOM сп: и свет· емо ]е на 

нулу: 

' .. - ~" ... ' 

, 

. -', 

Т-
-: -:. 

ат\,: је., HaIIl!caHo ~ друrо!.f,,~~Л~КУ 
, ' ., ,-,~-."-~-.,"'_.~ .. " 

.. d· "1 ". ('dX)2' l' " " , ~ ,,- - "','" -. "k2 2 .' о - -т - - х = . 'd"1 . 2, 'dt, '*<2:' .1ј , . .., v _ -, ' ", ',' '. . . 
',--~;-". ' .. ::. '.' 'ј -., ' • .. ," ,-"." - ~ , ',' , 

Израз у великој загради, чији је извод по времену једнак 
• ._, "ј'-.. 

зависан Је од времена, дакле Је',' ,,", -, , , 

, 11"" ".{dX)~'lj.1';:k'i··2": 'Е'" ", t' - т - т - 1 Х = = cons ; 2,,1' ,d" '" 2,· ,", '.,,' , '.. ~ "." '. '"." . ."' 

Интеграл силе - Х по путу 

-0",_.\,':: -. ';,,',')":. '.i\ ,0-., . , 
- .' , • 

нули, . не-

(57:2)" 
, > 
, . '-

(шрафирана ЦОЕРIIIина' дијаграма сиЛе"f сл. 57.~) претставља механички 
- ~" " ' '-, - ._ . . --~ , ... -, , ... - " 

рад КОЈИ се mopa-изврmити.да,.се .. та.ЧЈШ.,из"положа)а,х = О доведе у 

положај х насупрот дејстџусИЛеХ::..:,-k12 х'(потенцијална енер-.. "1 'd '2 . ..... ". .. <. .' '. , .. .'. 

гија V), а израз '2m (d:) претста1.!~а кинетичку. енергију (L) 

тачке у по.ц:ржају х. Први интеГрlЩ ,·даТ.е,.диференцијалџе,'је;цначине 

је дакле мехацичка ,е неРl'иЈа' Екретаља, која је у току времена 
константна. Оба,Љl1,ла енер'iЋје су поз:цтивни, ниједан од љих не може 
нарасти преко извесне границе, а минимална вредност свакога од 

љих је нула, и то тако, да је први ~jJaH збира једнак нули за ~: = v = О 
-, , ". ,.' '~'-"'" . - . 

К3.1(а-ј е> други" максимум' и обрнуто:. ВеЬ иЗ овога"· првог"интеграда'вп", 

д.Џ;~Q,~а,.i~ ~Рутщ~е,.~ ~p ~9fОIЧН О. 3a"v ".,. '~~' ··.·Оџ}1а~#аi:веhУЈiред" 
. . , 

HOtT/ којуЬем:о;', обеле.ж;Я:Т1{" са· 'а," па .ћс" KOHc:raHTHa< ,меха,ниlПt&?;. eH8pf; 
гија материјалне тачке за х =tJ;,бих:ц., ..... . 

. 1,,, . . '·'k· о . Е'-~. ·'~a-""') - ~--2 1. . (57.3) • 



, 

r ." 

. '. .;:<ЕJIщ.tIПџщијОМКОНВl'анте Е. изо6их"је,цнач;ина ДОQиј~мр; 

. i~;m;(~/'~kli,(a~~X2) .... 
- - "ј ""'.-,---,.'.: .. :-;;~ . . . 

и даље 

dx 

. d,t; -". !::::Ј +k, ;; 
Уа2 - х2 .'· -Ут 

.-- ,.] , - :." ;.'. ','.' - 'fЧ-l';,(:~~, _~~-'!1-'~,". ','" <,.- •• ,~~.~;->;"-,:': .. - __ -
Ради интегралења Довешhемо ову]едначину на облик 

".,; %t ( ~ Је., k~" . 
. ..... . .. + '1t>т- = О 
1~(,.E.2' r т'· .. 

- t;,-·-~_:...Јл ,5 ,_ ... , .... __ ~ ... _.~""'., , .. _,:, ,', 

што значи 

Израз у загради је дакле незџвисан од вр'емена и ако га обележимо 
'. . \ 

"са е ' имаhемо 
.' - _. 1.. '. " • ,",.0"'",,, ,_ ." ',_'0 -
. Ч'".' о. '.... ",,'0._ 

. 

t; ic:;,' !а%' sin x . =t= "1; ; t, ; 
.- .... ,·а Ут' ,,\.,,-- - '.' ' .. ;'.' _.,- .. ~, -,-, - - ~ - -'. - . 

• 
или . . . - . 

. Ј., • • !. .' , . ( '+ k t ' 
Х-а sш е ~УсЩ. t." 

, 

(57.4) 

·а то је потпуни иитеграл диференцијалне једначине (57.1), те нам 

. даlФе, он ;'претстаЮьа"траженИ' зaRонкретања'оза' хармонilчну"осфrла-
: .. ".:-,::; "'-'!,".< 'f -l~-.","_,l':_' ' .. -- '.'''-''~'':'' ". ~ ~ ',',' - - ' ',~kl-" . ,'- " '. ; - ',,"_ 
цију. Узмемо ли у обзир да Је према ранијемk = у-,;, ова 1едначина 

се може написати и у облику , ., ~, -~,. - ,-
'-"_1' ,,- -;.;р'" 

Х -:- а sin (8 ± kt). (57.4а) 

,Су овој се iедначи:EtИf:'На~иЙа';Фd'3Н.ОМ- Еонстантом. Исте вред
ностџ за х ,добијамо када аргумент синуса п()расте за 2nол; где је п цео 

'(, __ ,._. 'о:,.; ,_",,,'_"",, '/"'-"" ,'_, _,' __ '_', _'., .~'", _ -, _'_ 

брО]. На.јмањи 'и'нте'рва.JI времена'протеJ:iиhеизм'еђу' два' једнака' 'стаља 
кретања заn 1. .'. . ' . ' .. ' ' .. ' : ". 

"_: -_ ':, -' r:И.з ,,1 , -' 
; , 

. ( 2'1 ) sin (е ± kt) - sin (е + kt + 2п) = sin e';±:k t+ k" ' 

излази за периоду Т осцилаЦИЈе,' тј' .. за"време за .које ле тачка начи· 
rЦИТИ4ЛУТ1 од А,: дО .Ai' ЮJIR':!'раШfЩОI'.4,> вре'д'НОСТ :; 

"';2ол;'V:'n 
т = - -- = 2л ,.. . 

. k ..... ,.Је1 ' 



• 

, r , .. , .... 

Ово 'је најважнија осоБИН'ахармоничнеосцил'ације, ·;даје 'иериода не

вавасна од амuлu.шуде, те каЖt\мо да је ОВаква о.сцилација и з о х р о н a l
) • 

. --':'~ - ,- -

• • о О О 'k
1 

оо • 2:n о 

Н:ада у горљу једначину уведемо k = Ут = т ' добијамо други облик 
једначине (57.4): 

" ( о t ) х ~'as.iII~± 2;'1 1,' . 
~"._ ,,'" ,1. 

(57.5) 
\ 

Добијени закон 

nusa И у облику 
Kpe~a.њ,110>; ~ f(t) Mo~e~o писати о разлагаљем вј: 

, <.-.',,: " __ " ':- ."<1':-'_ .' -'_о " '-"'-

, о, 

Х = а siщ coskt·+ !l \Jose sinkt 
_.1. ' ... ) . '.о,' 

или, пошто 
• 

уведемо нове неодређеllе~константе 
'. ~ Ј ' 

, - ;"-'-~-;"'. 

А =а cos. и· ;..81= а sint: '. ." 

дакле 

о '0 ОО ; а ~ V:AIi+fB~i' ,~, 
• • • . . " . 

и преrпоставимо да је двогуби знак ± обухваhен константом А, 
"', ,. . - " -. - -. ~ ," ,.,! •. ," .' оо .,_; 'ј'{" 

., о x~Asinkt+ вёо'skt" ., 

. ,-, , . - -

" , ... 
• • 

, 

: t57.6) . , 

а то је општи интегралдате диферен~Щјалне једначине (57.1) . 
Диференцијалењем: ове последље једначине добијамо за брзину 

хармоничне qсцилације у најопшrијем случају израз: .' . . -
. - . 

d" .'. ( ... ·.,····ссС, 
V = d~ :=d'Ak cos 'kt -Bk si~ kt. (57.7) 

, о • ' ,_ - _ • -.,. " '__ • ,'-,:'1 ... , ", , , . '-' ,,' С.,' ',' 
.- " .• "" - ,. -,', --" '.'-," _. - _ .,' ~, V'" 

KoцeTaН'l.;e . А.иД рдређујемgиз I!ОЧ~.ТНИ~ iусло:ВаКР~Тil:.tыi: .A~o YN.;e!40 
да је за t = О. v =.ё Vo И Х = хо • онда излази из ПОСЈIeдње две једвачпне 
'" '" .' - ;!.. ,- -" • < -

- , :' • " _' , _ '_1 ." -'\: ; \. , • ; о ,'.' -- _' , - ,'- - . - -" '-1-' ' 

. v. = А k и хо = В . 
': . -! '. 

Дакле је закон кретања у одређеном облику 
- . .. 

" -' ,~' ;'Е -":_, 

~ = ~ si,чkt+ ~9.!)OB kt • (57.6а) 
~, '-. ,~ , . - , -.-

):' де сУ Vo ИХо почетнабрзина И ПОЧ~ТЦИ' пређени пут.Ако је юiјзад 
хо=О;(та<ша полази ИЗ привлачног це'нТра'саv~~ .. Vо~интеџ-

. '-',::,:_', 

з и т е т осцилације). и а = ~ •• OIща добијамо ранију просrу једначину 

хармоничне осцилаццје ,Т< .. 

x='asinkt. 

, о' @> пр~~е~и харм'~иичие ОСЦи~~~ије. пр и м ер. Код одБОјника .који 
служи за заустављаље вагона на слепом К8Ј10секу у жељезничким станицама (сп. 58.1) 

. , . 
" . , - , 

') ГРЧКИ: <аО, = једнак, хеоуо<; = време. 



. , 58, ПРИМЕРИ ХАРМ'ОНИ~n}!)1)'СlЏ'!ЈЈАциЈЕ, . 

имамо једиу еластичну ззвојну опругу која се, при у дару вагона у одБОјник скраjlује. 

При томе се развија у опрузи еластична сила (отпор) W. која је по Хуковом заКО\IУ 

(R о Ь е r t Н о о k е, 1635-1703) пропорционална скраћењу опруге х а обрнуто про-
порционална љеној првобитној дужини 1, дакле' ' ' 

х 
W =c-

1 ' 
• • 

где Је с извесна константа опруге, КОЈУ од-

ређује Наука о чврстоhи. ,Ради једностав

ности претпостављамо да је одБОјНи.к копа 

крут. 

т 

JI .. 

Када вагон чија је маса т дође по
четном брзином Vo у треиутку t = О У до
дир са одБОјllНКОМ, онда истовремено по

чиње. и отпор W одбојника да успорава 

кретање вагона т. Слободни крај одБОјникз' 

у непритиснутом стаљу узеhемо за поче
так О, а правац кретања вагова при доласку 

за +х правац (сп. 58.1б). Убрзавајуhасиnа 

вагона (који сматрамо материјаnном тачком) 

биh,е 

о .%'t-----.-----. 

Сл. 58.1 

d'x ,Х 
т =-'-W=-c-

dt2 , 1 
''1'' _11,1 ... 

_"" ~ .. _-р .. ' •• ~'_1!'"'" -
и~и, када ставимо c/l = тk', 

d'x 
~- k1x. 

. d,t' " ._ 
.-t_"-... """',"""";I'I' .. ;.J": .. *.""" ........ ~"'-""'.$,, ... , -

" -

Закои пута вагона под утицајем еластичног отпора W одБОјника одређеп је 
дакnе општим интеграnом ове једначине, 

х = А вјп kt + Веов kt, 

а брзина једначином 

dx ' '.,',',,' .', 
v = dt = А kcos kt - В k sin kt. 

Са усвојеним почетним'усnбвимiГt"'Ь','",'О'ii'v'''''='vо'''''дОбијамо из прве јед, 
начине В = О, а из друге А = vo/k. Је.ll.начине пута и брзине гласе дакnе у одређеном 

обnику за кретање вагона под дејством одБОјиика I 

Vo • , t 
Х=т В1П1С и V '~ Vo еов lct; 

тј. једначина (57.6а). 

Из љих видимо, да је почетна брзина Vo у исто време и максимаnна брзина, 

затим да је V ' О У тренутку t, за које важи cos k t, = О, дакле {,:- л/2k. У том 
тренутку t, пут је достигао највећу вредност 

Vo 
Хтих = А =т. 

• 

За t> n/2k постаје v негативио, вагон. се" враћа натраг. У тренутку [,. = 2 11 = "ilc 
одБОјНИК се повратио у свој нестиснути обnик,' јер је тада поново х -'- О. у том тре· 

иутку t, хармонична осциnација је завршена, јер одБОјник чија се опруга не може 

истезати преко дужине ј, губи додир са вагоном. У истом том тренутку брзина. ва· 

аЈ 



- " . ,ј'. 

тена' је V = - vo. Хармоннчна ОСЦИJlација траје· дакле од· t=i О'дО t = "jkTj;'.cai.to за 
половину ·периоде. 

Пошто је максимално скраћење З8војне о.пруге Хта, = v.jk, то значи да његова 
најмања дужина у тренутку 11 = "j2k износи 

о L оо 

1- Vo 
k 

или 

Из oaura' .'ИJlразз ј·можс'·:се-·mrhи' IfOTp-еБJlа . дужина· З8војие опруге, кад' СУ'ДllТе. ·К'(ЈИ· . . 

2.' Cl}рси;ме р. Замислимо да' је дуж једног Земљиног пречника АОВ = 2 .. про

бушено •. ~кно YK~je спустимо једно тело да сло'бодно пада. Пита се колико времена 
ће тело t1"ребз<rи )1а пређе пут оц •. А ·до· В? Из чл. 55в знамо да је у унутрашњости 

- - о _ _ о, о , ,_ 

Земље џод претпоставком хомогености љене '~ace убрзање :тачке, у растојању х· од 

средишта gx = gxj". Са gjr .- '" маси једначинакретања 'Z'xfdt2- - '/с2х. 'Тачка врш!lhе 

.у ок.!!у )(Щ1),/QНlLчну .. осцилацџју.:са,i1МПЛИТУДОМ r и.периодом 2"lk = 2n yr.fg. Тачк~'hе 
преhи цео пречник за BpeMe··"Vr!g=" V63-7Ql)ОО/9,81= 2532 'Бес = 42,2miп. 

Максимална брзина је vтax = r k = уu r ,= 7;905- m вес-' . 
Знамо да . је хармоиична осцилација 'пројс!кција 'једноликог кружиог '.:кретаЊ;l

брзииом Vmax. Када бисмо дакле на крају А'окиа испалили из топа грапату у хори

ЗQнталном правцу брзином од 1905 'Hjsec и у .истом тренутку пустили у окно неко 

тело, оба тела стигла би за исто време на други крај В окна. Uентрипетално убрзање 

гранате је v2m<lx/r = gr/,' = 9, она ће лебдети и кружити око 

Земље као њен Месец са годином од једног часа и 24,4 минута. 
з. П рим е р. Оп руга дужине; l' у неоп:repеhеном стаљу 

везана је крајем А непомично, а крајем В за материјалиу тачку 

:масе'"1!' ... Юва:се'·lможе., крета;rи\по:·.гnат~ој".ХОРlщрнталиој, РЗ!iНИ 
(сл. 58.2). Да масу", померимо из В за ДУЖИI!У" ХС'М.орамо УП!!
требнти силу Х = ex/l где е зависи од материјала и пресека 

опруге (констаита опруге). СИЛIf'Х је 'једнака' и супротна елас- . 
тична сила опруге; када тачку пустимо она ће добити убрзање 

... -" 

•• .. , 

d'x/dt" = - ехЛ",. Тачка '" ће вршити хармоничну осцилацију Z 
---'r-

са кружном фреквенцијом k =' У с/јт око центра ,В: саампли-
ту дом а ако је 1 + а максимална дужина развучене опруге. Масу 
опруге 'не узимамо у обзир.' ' 

. . -
'Када систуопругу са масом "'-иа крају Вобесимо о тачку А ~a . '. 

(сл.58.З), опруга ће се растегнути зз дужину' Вв'; == е-услед тежине ., . 

,8 .--, г-,· 

\./Ч; I I\./~) I 
~ 

Сл. 58.2 

Q = 1119 обешеие мзсе. Продужење е биhе толико да еластичиа 

сила "опруге 'х = е в/! бу де .јеДilакз\тежини<Q;: Из"тог. услова'иа

лазимо' е :.... mglfe. 'иентар '-ОСЦИllацflје .бl!hеЈсадатачка :В", у' ра
стојаљу: 1,+ с, одгорњег.lI<р-ајаrА. :Са mg =cell ГЛ3СИ'ДИlrамичка 
једиачина: '11I',j2X/i1t' i=i'"fJ- ехј! = С'(8 .-,", x)11 :.... - ех' 11 где· х' 

~--. >-
с 

-~ 

г Б., 
i . I 

L_J 
Сл. "58.З 

+iJ' 
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;!начи "апсцису"',рачуиату, одiцеитра В',,·М{(ј је маК'еи~~алl!о издужење' 6Ьру'г&' а исто 'као у:хориз:оитзлиом положају,' 6нlн!',амmIИтуда а',= а -"- " ач{ружиа:фреRlrеНIЦија'1;>t!1'IIје 

(иста k " Yc/lm .: Дијзгр-аМi СНОЈе' и:путаг(tл. ,'58.4) '1'1рll1t'ззује ct){ИDс-'об1lХГ:<ОСЦI1ЈМЩlја-,за 

. исто' издужење""оnруте 'lIa 1:+ а .; .. ' ' ' 

'4,].П Р и ме р., Пp!lзмаJIМИО;'Ј:ело" Зllт.ЊУРН80 је у: вертикалпо/.пположајУ', у воду 

. >(ел,,,S8-.5), ОСИGва,ррооме "има пе:ВРШИПУ"f\ "љена..·те1f{ИНа.· Q,'Frng , ' Пр. АРЮlмеДОВО!d 
ста,ву .биhе. при3.ма _ у. равнDТежи .ако је истисиута, ,BOД~ ј~Д!lака тежии!! тела, rFh с= Q 
где је у специфичиа тежина воде, k дубина гажен.а. ' , 
- ' 

Сл. 58.4 : Сл.' 58.5 ' 

Ако притиснемо призму тако- да се· загњури за, ".+ х дејСТВOIlЗnе, на,,пр!'зму 

сила, I10тиска- yF~, једначина кретања је d2:x:fdt~ = ...".. Fyx/1n, ,i\aKlle ,хармонична 

,ощилација ,са кружном фреквеНЦllјом k = V g/h. Дубина h одговара дуж~~и' ~ ,у ,пре-
-._.0 ., _ "~о ,1,' 

ђашњем примеру. " 
• _" < :'.-." 

'59."Сл6боднои' ограничеНо. кретаље 'тачке.' Положај!,'1'Ii'Чке А 
одређен је у прав()угаопои коорд'n:Н:~тном('исте~IY О.х'Уг" свЬјим<wО'Ьр

дrшата~lа, Ако се 'Сllака'КООРДИlIата'може';м~mати независно '(ЈД"Д1њ,ју 

других, зовеио тачку слободном. Дати законих-л(t),"jI·....:..'Л(t)чи 

Z'='fз(t) одређују IыiElУ путању;'а друГИ'lrнтеграЛII' одреЮlЋеСlше које 
тачку нападају. Ако Itоординате,.морајi у 'сваком 'тренутку '''зад6В6'ља

вати-једначипуF (х;у, z) , о, могу се само Д в е ''Координате ЋРОИЗБО-шно 

мењати, трећа је; тlШ пр()меflа~Iа 'одређена. На.' такву "\!'ачку ('М';Кемо 

'да 'Има' Д в а· ст·еп е,на сл()()о'де.Ак!Ј"RdОр,ФIнате"та'tке 'А. Mdpajy 
,ЗЩДОllољавати две јодначине, Ћl(X'Y;~) = О и Fz(x, у, г) = О, онда су 

!lрџраштајем једне Iшордппате дх џрираштаји 4у иL\z одређени, тачка 

има један степен слободе, Ово у техв;ици ваЖElО ~cpeTaњe зd,ве се 

п р И Н У Д п о к р е т а IЬ е. Функција Р(х, у, г) = О 'претставља непомичџу 
, ' , 

,IЮвршину коју морамо замислити Ј!:РУТОМ материјалном ПОјЈРШlIНОМ. , , ' 

Тачка везана за ПОЏРШ!lНУ има дакле два степена слободе. Две ЦОјЗр-
шине F1 = О 'и 'F~ = О, одређују СВ(ЈјИЬ1 пресеком уопште криву ЛIIнџју. 
'Тачка везана за .ЛIIнџју има, једаНQтепен СЛQбоде. При ограНИ".Iеном 
кретању тачке задатак .је . Д1шаМlше.да дз датих напаДПI1Х сила и 
услова воза Р = О односно Е\ ,', о' и Е. - О' нађе ааIЩП кретаља и за'ко.н 
W - j(t) по коме зависи сила w којом ~атеријаЛI1а површипа (линија) 
д'ејствује на покретпу тачку А,'С1l'лаW [Јове се отпор површине 

{ян н IIi е),о ље~tу 'ће бити д()цниiе 'ГОВОРа. 
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БО.Ј<ретање слободне тачкеуотпорној средини. Када ,се 
'.' , - . 

чврсто тело креће кроз ваздух или кроз воду, оно наилази на. отпор 

који се· зове отпор околног медијума или средине. Овај се отпор 

јавља и онда, када је тело у миру а медијум се према телу креће. 

Отпор средине настаје услед тога што се медијум испред покретног 

тела мора истиснути да би оно прошло, а 'за то је потребно утрошити 

извесну енергију. Када 6и.смо . били. У . стаљу. на основи опажаља. и 
теоријског расматраља Юfра:шти отпор, на којЙ наилази произвољни 
елемент површине покретног тела, МОГЈIИ бисмо интегралељем наlш , 
величину и положај резултанте свих елементарних отпора. То је 

међутим готово немогуlшо, јер ПOltретно тело доводи околни медијум 

у завојна. иосiщлаторна кретаља, ствriрајуhи .. вртлог е и празнине, те 
" - - i ' - , - . 

на неким местима наступају веhи а на неким маљи, па чак и нега-

тивни притисци.' Отцор на сваком MeC'l.'Y зависи од стаља ыедијума, а 
• • 

ово опет од облика и величине покретног тела, а понекад и од утицаја 

других тела у близини. Према свему томе теоријско проучаваље отпора 

средине претставља врло тежак проблем Хидромеханике (или Аеро

механике), који досад није успешно решен. 

. . Стога се задовољавамо, да путем експеримената нађемо т о 'i' а л н и . -, -
о т п о р, на КОјИ извесно тело наилази у своме кретаљу кроз дати 

медијум и да тај отпор ,обрасцем изразимо . 
.. IPутно.ви.закони заОТ!fОр,средине. Први је експерименте 

у овоме правцу вршио Љути и .нашао. два основна закона за ОТПQР 
• • 

среДЩlе" О.д КОјЩједан ва,жкза врлрмале а други за врло вещше 

БРЗfjне покретног тела. .. 
. Када је брзина тела врло мала (до 1 ш 8ес-1), онда сеу ствараљу 

отпора средцне јасно осеhl1утицаl уну.тр аI)IЊ е г l'р ељ а (ви с К о з
Д о с ~. и) .. теЧIIе или гасне средине и за тај случај потврђују огледи 

да је отпор средине пр о п ор ци о н алан прв ом ет е п е ну б Р з ине, 

а сем тога и извесној линеарној димензији покретиог тела по обрасцу: 

• w = clv, (60.1) 

где'је . с константа {у теХННЧIЮМ систему мера kg 8ес/т2), која означава . . 

ОТПОР што га трпи при брзини v = 1 m/sec геометријски слично тело 
које има l - 1 ш .' . . . 

3а' веће брзине (али које не превазилазе брзипу звука' од 330 
ш/sес експерименти су . показали, да отпор средине зависи од густине 
медијума р, затим од површине највећег пресека F покретног тела, 
, . ' , -" -. . . . 
мереие у правцу управн<~м на правац кретаља, и да]е та] отпор пр 0-

порционалаи квадрату брзине 1I t
: којом се тело креће кроз 

медијум. Њутнов обрааiщ за овај случај гласи: 
, . _. . '".' , 

W = 'р џ F v2 (61.1а) 

1) З,а БРЗИllе преко 300 m secc
' до 45.0 m sec-' расте отпор ваздуха врло lIагло, 

а преко 450. m sec-' важи опет квадратични закон, али са већим коефицијентом него 
за брзине од (1 - 300) m sec-'. . 



" . 

где је 1јЈ константа (димензије 1); која се· одређује' експериментално. 

Ако ставимо 1јЈ = с/2, добиhе ова·једначин.а' облик:,' 
, ' 

W = с F (' llV2

) , 
,,' 2 

• 

, " 
, , 

(60.1б) 

2 " 

И У њој се факто{} q= '; назива притиском успора, (димензије 
kgjm2

) •. Ca том озна.ком имамо: ' , 
, " ,- , 

'.'.!", ", 

, > : , 

W=cFq. (60.1в) 
: , .{: ',~ - ~ о:;' .' " .. _ \, • _ '." ј -'.- , _ 'o'~ ,- '-," ' _ . , 

Но ,чешhе,се употреБЛ!ава образац" у коме се, уместо rустине fl 
'4- ' __ о, "'_"" - -, . ,_ ."_ ,_".1 ~ , , 

.~~~~j;y,~~. пqјављујеfI1еrова ,сп~циil:чiчна тежинау - r(g }щјацзнощ~: 
.,' ' - - . ' 

за ваздуху =1,2 - 1,3 ,kg!m3 (џ= 0,122 -+ О ~32 kg*/щ~) , " 
за воду у = 1000 kgfmЗ• ' • Ј " , 

Са том заменом једначина добија уоби~ајени облик: 
, , 

(60.1 г) 
, '" о, _ " . . ,о,' -1. " . .',' . , ' ' 

где је v'/2 g позната висина пењања, а с неименовани број (ДИМ~Ilзије Ј). 
На величину отпора средине има утицаја још и облик покретног . 

тела, па пошто тај утицај може бити одређен само експерименталним 

путем помоhу модела то је утицај облика.у горњој једначини изра

~el[ KOHCT~HTOM с. Примера ради навешhемо Д!Ј, су при крет!Ј,ЊУ кроз 
• • 

ваздух нађене константе с: , '.' . ',:.: " , ", . i . 

3а правоугаону плочу са странама 

а и Ь 

-+ 13а равну кружну плочу 

-
• 

3акружни цилиндар 
----, . -..... 

. 

, 
l 

/!/Ь = 1 
" = 2 
»с "14" , .' -- '-, ,,' ---.---

".=10 , 

. .. 
l/d~,1 

" . ., ',' '2" , ,- --
" 

,,-=5 -, ,. 
- ! • 

"'==10 ' 

с = 1,10 
с = 1,15 
с =1,:19,· 
с = 1,2Я 
с=1,l1' 

с = 0,63 . 

с = 0;68 

с = 0,74 

с = 0,82 
--,oi~,:'- о 1.- .. 

., 3а щупљу полулопту без дна са конвексне стране с = 0,34 
, 
r. • " • " " са конкавце ртране. с -:- 1,33 

-- -, - ' -' 

" конус' са дном, yгa~ на врху 600 .' 
, - '" , . . . ' -

, .' 

. , . 

_. SJ " 
JQ 

• " " " . " 
300 со ';" 0,34 

• 
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.' .... , ,При "решавању·. i практичиих задатака' увек ће \у'обрасцу'.{6Q.lг) 

за сваки конкретни, случај ,,6итивеличине с, y,.'F" одређе:в:е, (дате). 

Како Је и g константно, тосе са 
• . 

- .. - ' ; , -,' 

, - ' . , , , 

cyF 
с, = 2 
" " g , 

отпор средине може у најкрапем облику IЦlрааитч једначином 

W - 2 . .. ~ CIV ' (61.1д) ,/', . '. . .•. 

'{ 61\. Примери кретања у'отпорн~ј средини. 1. Прим·ер . .дмор
"r и;l ~ 3: н о кр'е r аљ е:'У слутiiЈi' да је' 'OTt!OP '·Ьредине'јеЊIIIIi.; сила, 
-I<Ојана''МI1.ТеtнI}ltлну'Т':1'lttу' дe~yj~ при љеном 'lфе1ању;hЬчет:tIi:i~1 'БР~I{
ном ,.vo" ,и-,акd;је.' тај ((ЈТПОР, пропорционi.\Лi.\Н брзини, гла:сиhе ';Диферен 

цијална једначина кретања: " 
-, -. ' :, ;"dv . 
dt. - 1 v. 

, :, - --
-, ,.' 

Ову смо једtIaчину већ у КинеМа.тици (чл. 28в) интегралили и нашли 
·tI~K'()H<KpeTaњa ' ... ' ., .' , .'. " ,.' 

- ' • I , . 

'.' 2ј·Пјрймер.Слобода.Н tl1ад' у вазд;iху;,;Тачку Напа.да оила 
Х = те - W, управљена на ниже. Сменом' 

, \ ' ' 

W = 1jJfLFv2
, 

-, - ." . . ,-' , : " "-' -' -

гласи диф~реНЩlјаЛН31,једна,чина кретања: 
, 
, . 'dv F . 

di = g-1јЈ џ т v7·Н61.1) 

На деСlIо}tt}!rрани ове јеДНЗдiше имамо само две константне величине: 
масу т и;пqВРШИIIУ попречног профила F. Убрзање 3емљине теже g 
и ГУСТИIIа, ваздуха џ о'падају са висином, 'а Tatto. 'исто' и Щf>'ак:т.оР'<:1јЈ 
није стала.Н веп "зависй'ОДМlIогихутицаја. Али, ради упрошhавања 
задатка, ·Ии' Љем:о претпоставити да. су' сем брзине v све количине на 
десној страни горње јеДlIачине константне. Из једначине следује да 

у6РЗ'ање опада када "БРаиН'а:'·~а'сте. Наступи:hе најilад-јёдантреН'утак 
када ће убрзањ~ бити једнако нули, а то ле бити онда, када се отпор 
на;ilдуха'fVЙзјеДна.'чи'''са''гёјкШfом Q. ОД тог тренутка тачКQ ће -. се 
даље кретати константно!'1. брзином, п~ се ни OT!I0P ваздуха неће ви
Ше'повеnавати. Разлика 1fзмеђу слОбодног пада ј безв3.адушном'npо
стору и слободног пада кроз вазt\ух је дакле у томе, што'се Itод 

upBt1ra брЗИlIа v = gt са"временом, повеhава .. до бесконачности, а.КОД 

другога само до И:lВесне коначне максималне вредности, 
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Ако брзину, коју покретна, тачка има {У тренутку изједначења 

сила W и Q, означи мо са Vmax = k, доБИјамо из једнаЧIlне (61.1) прво: 

,mg = 1p'ftf'k~', 
а одавде 

. 
, та-

k - " "'-- ,,' 1рџр, . \61.2) 
, 

у ведемо:,1Ли, ()ву' константу. k {У " дифе'р!цщltjа~II;У~" је1днаЯ}l;llУ (lкре1:аЉ3:ј 
стављајуhи у њој , ,.' ' ',,' 

lIH!F:= mg 
т , ' k"" 

добијамо је у облику 

dv ,,( , V
2

) 

dt=f: 1 ~ 7t"c 

И;!tЩlза интегралщье Jlодесниiе~ " 
, dv' g""",;;, 

dt - -;z. (1(; -,v2)'. , 

После раздвај:ј.ња пром:ен;ьивих биhе 
, , .' ,,-," ,-,'." 

, k~ df}" 
,di ---:!! (k-v) (k+v) 

, 
, : ј '- '. о,. -

затим", р&зшtжуhи ра.ЗлОмак'у парцијалне раЗЛО11Юр: 
,-'. ;.. -

, 1 
("k-,-v'"") -'-;(k'+~v-;-) = 

доџијамо 

. ' , -

dt ", 
,= 2g' 

- - i : : !", 

dv ' dv 
k+v'+ k-v' 

, 

Ако. јОШ1уведемо ,нову константу 

. ',- " 

g, . ,', .g ·""ј.Р', 
а - - - т< -k- т 

, \ . . . . . , ' ... ~, "'--,-

и извршимо интегралење биhе: ' чија је димензија1 ) sec-1 

Ј ' - ХТ !'d(k+v)_ d('k.,-v) Ј" 
dt.- 2'Ј 'k+ " k' ." а' -, v -- ~V 

t = 2..!:..ln ~+v.+ С1 • '. 
а -v , 

(61.1a.),. 

(61.3) 

Ова једначина важи и 'За 'СЛОQодаil ' пад и "за· хитац наниже. Ин
теграциону константу С\ oдpeђyj~~o из IIочетних услова, кретања) 
стављајуhи за слободан пад за t=O;v=O;'" Добlфiм'О': " ',,', ,',' .' ," 

. ' 

1) т ~O lja је каd:што hема'доцпије ВИД'ети, "Р'еме па,I(ЗЊу у Ћ Р а 3 н о М простору 

док тачка добије брзину k; 
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-
'0 == cL Jn' 1 +С. '. 
,2а, 1. 

Дакле С1 = о. Према томе једначина за t' гласи: 

1 k+v 
t = 2а Јп k-v' (61.4) 

1,' • 

Из њедоБЩамо 'образац, 'за 'рачунање брзине при слободном паду, 
пошто је решимо по v стављајуhи прво· 

а одавде 

е2а' -

v = k -е2а' + 

e'I~~"'= k+v 
k-v' 

. , 
1 . 'е"'-е-"' ,', 
1 ==~ е"' +е'-"'= k tg Ьур at. (61.5) , 

3акон промене брзине са временом v =1(t) изражен је дакле' 
хиперболичном функцијом времена t.· Функција у = tg Ьур х прика
зана' је графички на сл. 61.1. То је крива линија ОР која полази из 

• 

~' , 

, , 

, . 
.,,1 , 

• 

I ,,7~, ''0'' ~ . ~I . . 

Сл. 61.1 

координатI[Ог почетка и има 
, - " , . . 

- • - .' , • ,," ' • - • ј 

асимптоте у = ± 1 којима се 
врло брзо приближује. Тако је: 

." tg Ьур 1,50 ... 0,905, 
tg Ьур 3,00 =0,995" .. 

.·1- ',,' , . _,,,',~--

. tg Ьур 6,00 = 1 - 10-6. 
Тело које слободно пада кроз 

ваздух Достиhи ће своју мак

сималну брзину Vтаж =kTeo· 
, . . 

ријски тек за «t = оо, али практично већ, за неколико секу нада и то 

тим брже што је веће а. А према д~финицији rщнстанта а је у толико 
већа у КО.1\ИItо је веhи производ рР н, У колико је мањамаса' тела . 

. Након rtретања х = ј (t) за сЛ9бодап пад кроз ваздух добиhемо по-
новним интегралењ~м једначине (61.5), стављајуhи у њу v =~, дакле 

.' , " '.' . ;" -ј. • ~, • 

f '-" (~"! - е-а,' dt = ~J d (е"' + е-"' ) • 
dx,- kJe'!~ + е"""' .. . ' '. а' . ~". + е-"' 

Ако k/a заменимо са k 3/g и .интегралимо наhи ћемо: 
• 

k2 ... 

Х,=7 -.,,"n (е'!'.+ е-"') + С •. g'~ .. ' '. . • 
, , ~ ~ . '.' 

о о' ~ • 

И.3 почетних услова кретщьа;) =~, ох = о, следи: 
--,"_1 ... 

kl ' ~ 
о = - ln 2 + ,С.;.·И.)ЦI, ,.С. = - - ln 2, . g • .• g' 
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шiпрема томе биhе тражени закон кретања: 

- k 2 еа! + е-а! "
2 

х = g ln 2 = g ln cos Ьур at. ,(61.6) 
, . 

, 

Најзад, релацију између брзине и пређещ)г пута х, .' !(v); .мо' 
жемо наhи применом теореые о кинетичкој енергије ,dL = Р Јх гдеје 
р= mg- W. " , 

(
mV

2
) ( V

2
) d 2 = mg Јх - Wdx = mg dx 1 - k' , 

јер је према ранијем 
v2 

Иi = k2 mg. Виде дакле: 

а одавде: 

v dv = 'к'(k2 _v3) Јх k' . 

k 2 d (k 2 - v2
) 

= - 2g' k 2 - v" . 

Интегралеhи ову једначину добијамо: 
,,

2 
" , ", .' , 

х = - 2у ln (k2
• - v2

) + Сз · 
k2 ' 

За v = О је х = О, дакле: СЗ = 2g ln k2, те излази коначно: 

k
2

[ ] .k
2 

k2 

Х = 2g ln k2 -ln (k2,~ v2) . ....:. 2g ln, k~ _ v2', 
о' 

, 

(61:7) 

Кад у ту једначину 'ставимо v = k, излазk' х = ОО, што 'је,,' теоријСЮI .. . -

у складу са t = оо. У ствари, као што смо видели,' бар " приближно 
може постати v = k 11 док тачка није прешлабес'коначно Ду,г пут;' 

Према свему томе слободан пад у ваадуху одређују четири јед

. начине: (61.6), (61.5), (61.1a) и (61.7) које ћемо упоредити, са једн3.чи. 
намаСJIободног пада у безваздушном простору по:моhу табдице : 

• 

х = ft(t) 

v = /z(t) 

и = /8(t) 

х = /iv) 

\ 

Q~i(јод~н падкро~ ваз~х, .' 

k 2 ", 

Х = - ln cos hNP се t g 
dx . 

v = dt tg Ьур at 

Ј2 

и= х= g(k2_V2) . 
'dt2 k 2 

" 

k2, k2 

x=2g1n k'-v2 

Слободан пад у 
безваздушном . 
'·.тору,· 

.' gt2 
х= '2 

v=gt 
. , 

u-g=const. 

. 2 
V 

х=-
2у 
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Дијаграм брзине и времена v = k tg,byp at . сличан је дија-_ 

граму у = tg ћур х (сл. 61.1) и приказан је позитивном граним криве. 
. .' Дијаграм пута ОСи времена'. сличан' је-позитивној грани линије 

у = ln сов hyp Х од t = О до тренутка када брзина постигне своју 

највећу.вреднOCiТ·· k. О ДToгaTp~HYTKa. тачка,!СIr креhеКОН{Јтантиом;брзи
RoM'k,i ДИјаграМ'јеО.Ц'тада права...сшrnијанагиба ,al'.e· tgk.: Је;ЦШЧИlIУ" 
асимптоте наhиhемо из нађеног обрасца 

k'!· 'пat' +. е-а' 
х = _1пС:' .. 

g . 2 

када за t -+ оо занемаримо'·е'~·; добиhемо .... 
. k"' . 1 

х = -. (ЈП - ..... ln еај) g 2'" , 
, 

а пошто је ln е"' ~ at, 

" ,-,' 

и најзад за а = g/k налазимо јед

начину праве 

. 

k" 1 
х = g 111 2 + kt ; 

1п(2) = - 0,693. Отсечак ЛВ пра
ве на осовини х (сл. 61.2) је не-' 

гаТlџзан. јер ,је 111 (1/2)' негативна 
вредност. 3анемарење величине е-а' 

чини да права АВ није више асдмп-. 

тота крц:ве ОА, него је додирује у 

тачкиЛ' ко]ојје апсциса t' = ср(Ю .. 
3акон,пада кроз ваздух примениhемо на 

знатно .различитим граничним брзинама. 

/ 

А / 

Т' 
х' , / i / \ . <--. ,_.+-

/ l'?rkj-

Сл. 61.2 

• , 

• l 

два бројна примера· са 

ај:Падање"гв()здене коцке. Гвоздена коцка чија је ивица а = 10 ст има за
преминУ.' 1 = dm~. па пошто је' спе'цифичнатежина гв'ожljаr' '7,8 kg/dm' ТiY'је<rежина 
ове . КОЦ1<.е Q~g = 7,85 kg. Да бисмо могли применити образац W = 'i'џFv' за 
от'пор вазд,уха, узећемо' из' таблицена стр. 107 коефицијент за квадратичну плочу 
с = 1,10, дакле 'Р= с/2 =0,55. 

Просечна густина ваздуха је џ = 0,127 kg*/m', површина пресека тела нормално 
, на правац кретања: F = 0,01 ш2 и са тим .податцима.' 

-_.-
. k = . 7,85 

""C:-;~=-'~;- =. 
О 55' О 127'0 01 Ј _ Ј , 

78 500 000 V .---, 
. 6935 = 1 1238 = 106ш вес-'., 

g 
" = '/t- = 0,0926. 
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, , 

"':Времеtl у I<()M~ ће брзина пotтиhи максималиу вредност k добиhемоиз умова 
tghyp at = 1. Из таблице хипррболичних функција налазимо даје ЗВаt= б, tg,bYP'6 
само за 10-' мањи ОД' јединице; можемо, дакле са веЈtиком тачношhу узети 

11 = 6/0,0926 = 65 Бес. Пут који ће ,теnо за Т(I време преваЛIIТИ иаhиhемо обрасцем 

х = k' (Јп СОВ ЬурЬ)/и. Са k'/g = 100'19,81 = 1146 m и IпсовЬур 6 = 5,389 налазимо 
х = 6 175 Пl. 500. 

Из једиачине х = k' [lп (1/2)]/и + kt, иаJiазимо са " 'f1I 

'Iп (1;2) = - 0,693, '" = 106·65 - 1146·0;603 == 6 100 m \"';;;::... ..... 
Разлика оба резултата од 1,20/0 потиче отуда 

iпто је први образац строг а други приблИжаи. ' 
у празном простору постигло би тело за исто 

време (65 вес)' брзнну' g t =' 637 ш/вес и ilрешло би пут 
gt'/2 = 19000 Пl. 

б) Падобран, Као при,,!ер уаеће'!о преldЗ сл. 6.1,3 
да је пречник паДОбрана D = 6,00 Пl, а укупна тежина 

штита са корпом и пилотом Q = ти = 100 kg. Специ

фИ'lllа тежина ваздуха јеу =1,29 kg/ш', а константа 

'1' = с/2 = 0,66 (шупља полУлОПТ4). Са тим пода~цима 
наЛ8зимода је теоријски М.З~~И\>ЩlIl!а брзина коју qздо

брап пр!! слободщ)М, паду",,!ожеIlОGтиhи; '. 
" 1 -yj~: ' .. ,-

Сл. 61.3 

k ' 
~ , ~~, 

wvJ! - , 
'Ру ',' 

100 :9,81 , " " 
". ,"'" О' О' 'о "=' 6,37 m вес- ; 

066,1,296," 3,14 
, 4" 

,. - -

а ,= .1,54 вес-'.' 

-

Брзина k бllhе постигнута за време t, = 6/а = 6/1,54 = 3,9 вес. Њој одfов:фау праз
ном простору висина k"/2g = 6,37' :I!J;/i == 2,07 Пl. Пи~от. стане на земљу брзином као' 
да је скочи о са скеле висине '2 Пl, " 

Пример овај претпоставља да је за t:- о И v =0, а да је падобран одмах отво
рен, у ствари падобран ће се тек после IIзвеног, времена • отверити [аутом~rски или 
дејством пилата) 11 постиhи брзиву Vo• Када би Vo била позната имало би се даље 

Kpc~aњe" рачунати као вертикални хитац у ваздуху на ниже са почещом брзином Vo, 

ПО)! претпоставком, да ,се ско,к врши, са непокретног места и у мирном Ba~,I!YXY. 
'" - .., - " .',' '-

В) Тоњење тела у води. Слично KpeTaњ~, као слободан пад у ваздуху, имамо 

. кад неки Тежак предмет пада у веРТИКaJlНОМ правцу кроз воду (тоне); једина је раз
'JlИКУ у томе, што о'вде сем тежине тела Q и отпора средине W морамо узе1и у'оliзир 
,Н потilсак воде, Р. 

,! ,Ако језаПРСМIIН3 тела КОЈе тоне У, и Њ8ГОllЗ спеЦИфична тежина 71' OH,II.8 му 
је.тещи"а Q ,:'- Vy,. Насупрот оцај ,СИnИ, П01ИС~1< воде деJl~је оздо навише и;реЛИЧИН8 
му је' Р ~ Уу, где је Ј' специфичнатежина ~oДe.' Резултујуhа сила у вертикалном 
правцу Л' је '. ' ' , ,', 

R' = Q - Р = Vlr • ....., у). 

Разлику, специфичних тежина покре.аог теnа и воде ОЗil8чиhемо са '1' ... ћ - r па 
,belo\o ИМаТИ; 

R' = v.;. 
" '! ' 

.' ,да бн тело тонула мора бити у; > у. , 
Када силиR' додамо и оtnор СРедьне no обрасцу W,.. cyF v>i/2g, где 'Је пpi!иа 

ранијем с = 2'1', дабllhемо диференцијапну једначииу кретања за овај случај;' 

т dv = В' _ W = Vr' _ су F "а . 
4е, 2g 

(61.8) 
о 

~еханика тачке' 8 
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,ГраllИЧИУ вре.диост k БРЗИllе v,KOjOj . се приближује" тело тонеЬи 'ј воду, lIалазимо 

,"'кадаСТ8ВИМО dvldt = О,дакле: , 

• 

а одавде: 

, 'k' 
Vr' = crF 2 " , , ,.9 , , 

2g Vr' -._- . 
с'Е 1 

k= (61.9) 

, . ',; • 
Када'. тело ·riри·:тоњењу достигне ову максимаЛIlУ. БРЗИIlУ, оиоЬе се ,даље кретати , 
једнолико. '_ " r>(' .. ) , , . , 

, Ако Ilа пример 'претпоставимо да';Јело 

Ilикаr Оllдаје: 

које ,оне, има обик, лопте полу преч-

, , , 

v == 4';',,/З' 
па дакле 

, , 

v 4 
-=-?' и F, З 

8' , 
~JL2_r. 
3' ' ,. ,С." 

, (61.9а) 

, " 

, , 
Према обрасцу, у коме је r констаllТIlЗ сiНiЦИфИЧll8 'теЖlша ' ВО)l.е (= 1), видимо да lIе 

за лопту максимална брзина ~ бити у толико веЬа 'у колико је Beb'ii њtиполупречник 
r и љена специфична тежина 11 = r + у. Тако, ако ~тавимо прво С, = 8иу'(3су, важиЬе 

-~-i,'" ~ . 

"=УуС,, што значи да ()д две лоџте-'Одистог маlеријала (":сто r( и С,) а раВllе вели-
чиие, веЬа лопта до стиже всЬу крајЊУ"брзuиу' иеrо ли 'маља, И3 чега ~акључујемо да ' 
Ье веnа лопта брже тонути него' ли мања. Ако ,затим узмемо две лопте једиаке по 

величини али разие специфичне тежиие, и CTaBIIMO ,за обе'С, = 8rg/3cr, добиЬемо за 

крајњуБРЗ!јЏУ: 
, 

, , , ,-

што 31lачи ,Да специфички теще лопте тоиу брже. . - '" - . ' . , ,- : ., ' , , ; . -'" : - " 
Ове ЧИЊСllицепримењују се у рударству' за одабирање и сортирање" рудног 

материјада ; поред воде долазе и друге течности у обзир. ," ' .' " 
._>;: ~ . 1, , . ., .' 

62. Осцилације са амортивацијом. Хармоничн'i осцилаЦИЈа је
'щi.нriут започета, трајала би бесконачно дуго са истом' 'амплитудом -и 
п'iфif6,;ј;qм.,'на ОёНову принципа одржања енеРГI\је.QсцилаЦије које у 

, .. , ," 

прдроди опажамо" приближују се у !Зеhој .. iдли}!а~Qј мери том идеал-
ном кретању. Сили Х = - kZx која одржавахармоничну осцилацију, 

. стављају' Се . насупрот увек извесни' отпори, услед којих а.мплитуда 

биваilостепеjiО све ма.Ња, и KpeTalJ,e р:dсле.~онаЧног,'д~жегд~и кра
ћег времена престаје. Та стварна кретањазовемо аМОРТИЗОванИМ 
(пригушеним) осцилацијама. i '.. . ,. 

Отпори могу бити константне ,величине (на пример отпор трења 

између покретне тачке и подлоге на којој се она креће), или пропор

ционални брзини или квадрату' брзине тачке (отпор средине у којој 
се та'Ща креће). Ми ћемо рцсматраТДllI)вадва случаlа. ...,. '. 

а) Осцилација под утицајем сталног отпора трења.Једна 

,тешка тачка А тежине. щg I~ре'ђ.есе на хоризонталној подлози под 

дејством еластичне силе Х опруге ко]а је левим крајем везана за тачку 



,. , :,; '62., .О<ЈЦИЛДДИЈЕ .' ОА А~ОРТИЗАЦИЈОМ,; , • 

. ;4,,;11 Д!;НДlимутврђена,аа зид (сл. 621), Дужина опруге јеI,.Њено про
.PiYtRelbe, '(скраћење) ),. Еластична сила је ,по Ху к-овом' закону 
х'= ll)" где је џ константа, зависна од материјала и димензија опруге; 

ј "'- _О, :.,'. 

масу опруге зане~1арујемо, Н:ада тачку ставимо у КI>ајњи п<>ложајАо, 
"O)Ipyra ј,ерастегнута за),о = ОА.И на тачкудеј'1Ђуј~ сила .Х-'--- ftA o• 

Када не би било никаквог отпора, тачка б1): вршила хармоничну осци

лацију око равнотежног положаја О са сталном амплитудо:М: Ао. 

~I' ,., ----*~-----l--·---_ 

р 

, 

'--->Ii"-{--" 
Сл, 62.1 

'.-': . . 
;, ' 

. а) 

, - -, -

~j .6) 

В) 

г) 

Али ако она наилази на отпор W сталне'величине, убрзавајуhа 
сила биhе Р = џА. - W. Ако caz означимо' растојање тачке А од по

четног положаја Ао, тако да је z. + А = Ао, гласи. диференцијална 
• 
}едначина кретаља 

(62.1) 

8* 
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На с,II .... 62.16 преl'Сl'ављен-и су дијаграми силе Х (коса линија Са наги
',БОМа ='are'tg џ) и 0TlIOpa W (хоризонтална линија). Сила Р биhе јед

,.' W' - , - , 
, нака ,н:r~и за, А == е--: џ' 

у једначину 62.1 уведимо нову променљиву х = Л--' е, те ће 
Fласитисюбзиром да је Е=l-(Х + е) '," 

.'о • I .' , , ,"-

, 

и кадаунесемо вредност 

бија (62.1) познати облик: 

за е, и константу џ 'означимо 
т 

сРх .. 
dt 2 -- k2x . 

• 

(62.1а) 

са k', до-

(62.1а) 

Тачка ће изводити хармоничну осцилацију око средишта МI,И доhиhе 
до .4., тако да је амплитуда М,.4 1 = М1 .4о ~ (Ао '-: е). Средиште осци

лацщје М, померено је дакле услед отпора W за дужину е на лево 

од' О Тачка А,.удаљена је од Оза Ј.1 = А. - 2е. Она има у А, 6рзину 
, ' . 

1'. = О И креће се џод дејством силе Р1 = џ (А. - е) = џ (Ао - 3е) на 
лево. Отпор W који је при кретању од А. дО А, имао смер управљен 
на лево има при повратку тачке од АI на лево сада с у п р о т а н смер'). 
Пошто је у6рзавајуhа сила Р! У положају А! мања од силе РО = ЏЛО у 
положају Ао за Po.L Р1 = 3џе, '.I'olЏl '.I'ач:ка у. повратку вршити хармо
ничну осцилацију са мањом. амплитудом М • .41 = (ЛО - 3е) око среди-

, - .-.,. 'Ј- О,' • 

шта М., које је за дужину ~ПО!I1ерено на десно од О. у свом кре-

тању на лево тачка Ье доtш ito:A.,'Koia]e од О удаљена за l, = Ао - 4е. 
у А2 је у6рзавајуhа сила Р2 = џ (Ло - 5е), амплитуда треће. осци

лације смањиhе се опет за коначну величину' на А2 М. = (Ао - 5е) и 

тачка Ье стиhи до .4., која је удаљена од О за Аз = А- 6е, итд. Сре
дишта осцилација су наизменце тачке М, и М., а свака идуhа ампли

туда смањује се,.за 2~.О!}ЦИЛl!oЏlJјjl. траје докле rод еЛастична сила Х 

НЕ' постане Ma'IЬa од отпора W. На сл. 62.16 видимо да је то случај 

већ код четврте осцила.ЦИiе јер је Х, <W. Тачка ће у положају А. 
остати у миру.:' Ако са а означимо амплитуде појединих узастопних 
осцилација, читамо из дијаграма 62.16 : ао = Ао - е, а1 = Ло - 3е. 
a~ = Ао - 5е, аз = Ао - 7е; итд. На' СЛ. 62.1в приказане су одвојено 
амплитуде за прве четири полупериоде . 

. АJlщлuшуде.оuадају дакле у арuшмешuчкој йрогресuјu. 
Периода хар;моаИЧJIе. сюцилације је 

2n '. 
Т= =2n 

k 
т , 
џ 

1) у чл. 5В (3 пример) напада тачку сила сталне веnичине И ст алног с м е р а . 

• 



_1 ,-
.0'" .•.. __ ". " " 

независна од амплитуде. Сви путови АоА1 , А1А2, А 2Аз , АзА,& биhе 
даклепређени за иста времена 

т т 
~=я: . 
2џ 

На сл. 62.1г приказан је дијаграм пута 11 времена,; он се састоји 
• 

из четири лука синусне ЛИНИ1е са различитим амплитудама .. ',' " 
. 1'.'1' " .\ 

Бројни пример. Тежина тела је 0,60 kg, ј= 0,15, опруга се. 
истежеза 1 ст пО'д дејством силе од 0,30 kg. Опругу истегнемо за 
1.0 = 2,6 ст и пустимо тачку да о(щилише без почетнебрзине~о Пита 

се: 1) колико ће осцилација тачкз, ИЗЈ!рШИТИ док ,не стане, 2) колико 
се удаљује од равнотежног положаја, и 3) колико трају осцилације~ 

По обрасцу Х = џ). налазимо 0,30 = Џ' 1 ст, дакле l' = 0,30 kg/cm, ctt 
, овим: е = 0,6'0,15: 0,30 = О,Зст. ТаЧ:ка ће извРшити четири осцилације са 

).1 =2,Ост, ).2= 1,4 ст, ).8=0,8 сmи ).,=0,2,сщ. Поштоје л4 <е, тач~hе.!Јста-
, 11: т 06 

ти у миру.кретањеу свакомотсеку трајаhе7(-Я -;= 3,14 9,8.'0,з = 

= 1,42 вес. Х, = 0,3'0,2 = 0,06 kg. W = 0,6.0,15 == 0,09 kg;ДаkЛ:е' Је' 
x,<W. 
"гб)ОсилаЦИја под утицајем ОТПQра лропорционз,JlНОГ 

брзини. Ако је отпор сили Х пропорциощлаlI првом степену брзи:к~. 
dx ". 'dx·'.' . ". 

о dТ'.1t{ожемо убрзаље услед тог отпора ставити 2), (П где 1е 2.1. кон-
, ". 
станта амортизације. Дriференцијална једначнна кретања гла-
си.hе:· 'с .• ;,' 

~x 2), dX+ k2 - О 
dt" + dt . х - , 

, 

ПiiРТИ~УЛЗ:РНИИI[теграл ове је'днач:ине је х' А ert; са њиме 
, ".,- . ,. '" . 1"0 , 

дн~чина (62.2) ItвадраТИ'IВУ '"КI~рактеристичву" једвачину 
, - . . . - .. 

. ,;. r2 +2Ar+k2 =0 
о • , 

, 
из 1\01е налазимо за r две вредности 

'. '1.2= -.). + V).2_1(!. 

'Потпуни интеграл ГJIасиhе дакле' 

. (OI1"~" 
. . I Ј'.: ~ 

, ., ". 
даЈе 'i~:"', 

, ., : i . 

(62.3) , 

(62,4) 

Какво ће' кретаље бити,то' зависи од међусобног односа' вел'И~ 
Ч!fна). и k. Имамо да разликујемо три случаја . 

. ,.1, Сл;tба амортизација, ).< k. Изрз,з под кореном у (62,3) је 
нщ:а1'иван, .{topeHa вредност имагинарна.Ставимо:V).·-k2 = iv, .. Дакле , ' . 
v',;",k2 - ).2. Решеља квадратичне јеДЕаЧ1lне биhе; , 

'о 
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дакле 

еУ"'! = е-лt±iv~ -,е-лt (cos vt + i sin yt). (62.5) 

Са овом вредношhу гласи једнаЧI!на (62.4) . 

. x~ А;е-Н (сов yt +i Sill'yt) + А2 е"Џ (сов vt -' ,1 sin vt) 
- ,- , , . 

и сажето 
. . ,- - ~.; -' 

, ., - ! 

Да бисм.:о избегли комплексне величине ставиhеЪfО" 

.. А 1 + А2 = а1 • • 11:· i (А1 ..:.. А2) , 'a~ , 
, , --. . 

дакле 
- _' I , 

х = е-лt (а! COsyt +; az Sillvt). 

Када' уведемо две константе а и Е стављајуhи 
• 

и а2 = асов Е, 

гласи~е једначина кретаља ' , 

х = ае-л! вјп (vt + Е) • , (62.6) 

. Slпushе први пут бити једнак нули у времену t = -' Е/уа затим 
Ы(hоёле сваке полупериоде 

, .' - . 
(62.7) 

, добити опет вредност нуле; у међувремену пак добиhе једанпут вред-
дост ± 1. , _ 

. Величина х варира дакле између' две криве линије са једначи

H~мa х = + ае-'ј. Једначину (62.6) дис~утов~~исчо в:еЬ .. у :f\инеМаЧЈ,Щ~ 
(чл. 296). Тамо смо је сматрали 1,ао ,дIl:ТУ,са ТО14 ра;:щиком штciiе 

-', .- ",",,' .,-'", "---'}," 

фазна константа 6itла једнака пули. ОН'д.а' је за t =0 био пут Хо ' '0, 
а по једначини (62.6) је хо=аsiпв Ђ!юј е-Н зове се фактор амор-

• 
т и з аци Је. . 

Из једначине (62.7) видимо да је иериода аморшuвоване осцuла~ 

ције дужа него ла аерuода:Хармонuчн.еосцuлаЦllје са llСШОМ кружном 

фреквенцuјОЛf k Тачка ће дакле ущrед амортизације спорије осди.пи-
- . ., . , . 

сати са сталном периодом (62.7). 
2. Јака амортизација; . .1. > k.Оба корена једначине (62.3) су 

сада реална, ј(,Јдначина кретэ,ња г.паси са џ = У.1.. --;- k2
• • 

- .' -' ',,' ,'-',' - - , " " . 

х = е-Н (А} еuј+ А2 е-u'). '. '. -(62.8) 

Тачка неће осцилисати, љенаје кретаље аиеРИОДИЧIIО. У времену 

t = О је хо =.4.1 + Ао, 'за! =' оо је х = о. 06лик дијаграма пута и вре
мена зависи од величине и"смера почетне брзине 'ио • Ако је 1'0> О,тј. 



1М}' . 

с!.tерпочетне брзине супротан отпору, тачка Ье се донекле кретати у 
позитивњомсмеру, постиhи максимални пут, и од Т.ренутка када буде. 
v= О, враћаЬе се назад до полазне тачке. Ако је пак Vo = О или Vo <О, 

. 

l' . . 
.zq. . '-..~ I . .' . LL . ..l. , :_. 
Д. 

• 
. = . • --t' , , . , 

. Сп: 62.2 

:_' -, ~. ,".'''-', - '. 
тачка Ье се већ упочеТltУ (t -: О) KpeTap~,y не'гативном смеЕУ су 
смеру отр:ора) до noлазног положаја. Д~liаtрами за _ сва три случаја 
приказани су на: сл. 62~2. . ...... •.. ', ,...... '. ' 

3. Прелазни случај, л=~. Оба KOpeH!t карактердс!цчнејеД!lа-
чине су једнаIt8. и реална: , .' 

- . \ - . ' , - , . ,-

-'1 === '! = .-А .. 
Из теорије диференцијалних једначина знамо да су 

. . . 
сада' парти. 

куларни интеграли .. 
А (Гl.t Н' 

• у , 
}' '! '- ' '. ! - : 

даl'~е је. Itоп~.<ща јецначина KP~Taњa' 
.• • ",С' _,.' ,О' <. 

х = (А + Bt) е-Џ . 

. Интеграционе ItOHCTaHTe . одређују. седа датих почетних услова. 
Хармоничпа и 'амортизрвана оС,цилација материјалне тачке, које 

смо до. сада расыатрали, чине основу Теорије осцилација елаетич-
- , " ! ' .' " -, - , " - ,~, " I • • , '_ -

них тела (штапова, плоча итд,),коi~ има ва.жну ириыену у техници." 
, " '. "'_., ." -, -"" ,",' . -' -, -.' , - , " ',- - - , 

Свако еластично. T~fIA које добпј3;~10меџтаниимпулс (силе и:ли спрега) 
почиље да ощiшЙше. Преыа.вРСТИ .. ~~чу.riса. раз.iшкујемОтри врсте 
осцилација еластичног штапа: l)ЈЈ:ОI{гkтудидалне осци.;rациlе (осци
лације истезања) услед импулса'у правцу осовџне штапа. 2) Транс
верзалне осцилације (.ОСЩИЛ1щије савлiаЊ.!L) услед импулса управног 
на осовину штапа, п 3) Торзионе осцилације услед моыентаног 
дејства спрега у равни управној наосОвИНУ штапа. Еластичнеосци-' 

. . . 
лациiе тела настају услец ,ме:х:аНИЧItе енергије' 'која . се' 'импулсоы у 
њих уноси. Када би се 'та енергцј!i.'dдржалау првобитној' величини, 
осцилација би била харыонична, тј. трајала/би' 6еСIСОllачно дуго· са· 

сталном аыплитуДоы.· Искуство нам каже, да такве једним јединим 
иМ'пулсоы произведене' осцилације: после ;iIужег . или краЬег времена 



·t~Q· 

П,l>еста.ју. Осцилације су ~loц)ртцзоване. У арщt је томе ;Д!ТО се ИМП;УЛС9М 

УЈЈета епергЩа. не 'l'рощи у целIПП!:' на. извођеље QСЦlщац1I}а. ДОЏ!Ч,RОГ' 

тела. Тела нису ПОТЦУЏQ е.цастцчна, јељап щю ещргцје :гр<:\щп се на 

иавођеље пластичних (трајних) деформаЦIfја, претвара се у топлоту, 
ј'едан. део доводи у осцилациlУ околну средину. . 

ОClџшације неког тела, произведене' једним јеJ,lИНИМ шшулсом 

.зову се сопствене или слободне осцилациј е. Свако тело има 

своју сопствену осцилацију (лопгитудицалну, трансверзалну и торЗН· 

ону), која зависи од материјала,оБЛИ1.а и димензија дотичног тела .. 
. " . 

63. Принудне осцилачпје. Ако на материјалну тачку масе т 

. дејствује осим .елаСЩ"ЦЏI (щл& -:- k 2x и аМ~ОIJт.И~;Уiуh~ силе '. - 2J.v још 
нека.трајна сила која своју величину са временом перн.одично мења, 

зовемо осцилацију ПРИНУДНО!1," а периодичну силу Р зовемо пер
. турбационом (поремеhајном) силом, јер она сопствену (слободну) 

, • - 'о '. _, ,~. '" 

осцилацију тачке пертурбираСреМети). Ове принудне осцилације IIмају 
- /' '. - " о- ,_ "!"'" 

важну улогу не само у l'ехпичкој мехавици (осцилаЦ'ија' МUС'ra'услед 

ритмичког корачања војске преко моста,' осцилација фундамепта'Ј:I 
" "- - • -" __ , '_ 'о ' •• ' , " 

читаВИI: зграда" услед' ритмичког кретања машипа и.'Т. 'С.)иего и у 

.другим гранама Физике (Акустици, РадиотеХПllЦИ, ОПТИЦИ итд.).' " , •. 
Најпростија периодична, зависност силе од вры.1ена изражена је 

• 
Ј.МПIJ,'ЏЩQМ .. . I . ; 

р = РО sinYjt дакле u -:--- 110 sin1]t . (63.1) . 
, , 

Периода силе је 2л/Уј, а њеца, величцна варира за време једне перио
де између + Ро - Ро Ставом (63.1) оБУхваТ1IЛ1l смо 11 најопштији 

qлучај зависности Р = f(t). Јер ма како ко}!Пликована 'била' та за:ви' 
сцост, ми је можемо помоhу Фур'ие-овог реда (Ј. Fourier, 1768-]830): 

р = f(t) = a1 sill' '1t + аiI вјn' 21]t + Qs sin 31]t + .. "~.,' 
, + b1 СОВ Уј' +b2 'cos21]t + Ьз СОВ3* +; ..•. 

разЛ6ЖИТИ у поједине триг~нометрНјске функцијеi и утицај сваког 
, " I '" - _. _ _ 

члан~ тога реда појединце~стражtfВати и та појединачн:а' дејства 
на основи прицципа суперuозицијеалгебарски сабрати.' , , .. ' . ,'. 

Са вредноiпhу (63.1) пертуРбаци<>ног убрзања u гласиhе диферен
цијалка једначина принудне осцилације 

2 - I -

~:. + 2Ј. ~ + kZX='llosin;1]t. (63.2) 
> • 

Оџа. се >јеДЕlaЧIЦЩ ра.:щщсује од (62.2). у: ТОЈЏЏЩ, ШТОII3. десној страцч: 
места нуде сгоји .пеР'l1уQаЦЦОЮI Ч,.дан! UosinYjt. Једначица (62.2) 
зове се ХО.МQrеП<L; јеДIJач:щщ(63.2} је IJeXOMOreHa, а њоl11р,Ull3.да. . - . 

хомогена јеДНlI;чина. (62.2)." ' 
~з. теорије. линеарцих дцфереНЦијал:них једначцна знамо да Ьемо 

ДоQЦТИ општи иН'I!еrрал цеХомогQце јеДllачиве (63.2) када једном ље-
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IliОМ партикулар~ом пнте{'ра.цу: додамо ОПЩТИ . иџтегра.т (62;6) Љена 
хомо{'ене једцачипе (62 2) ". 

, Из искуства нам је познато да се потреси аУТО1fо6ШЈа ИЩI брода 
Kol~I стоје мпрцо, услед мртора који је у љима у Ј!окрету, зривају у 
IIСТОЫ темиу к 10 И покрети мотора. Из те 'ЏPl~Be аакључује~!О да ће 
кретање услед силе Р бити периодично са,ИСТIQМ кружном фреквен
цијоы 'УЈ као и сш:ra Р. А.ци пошто пеРИQдпчна ПРОThlеШl ct!JIe Р и 
проузрокована ОС!ЏfЛација пе· морају ииа1;И· цету фазу, то ћ~MO пар-

тикуларнп интеграл стаВИТII 
. " -

х = Х1 = С sin(:qt - а);' 
. : \ 

; (63.3) 

Овде С и фазна константна tx ЩIСУ' НРОИЗВОљнепнтеграЦИQIfе кон

стаrпе, него су ОДРtJђанед'Иф'еренцијалном једнаЧИПО~1 (63.2) као што 
ће се одмах' показати'. 3наком Хl је' наглащено да је то само један 
део (партикуларни) пута Х. • • 

Диференцијалеhи (63.3) двапута по t добијаыо 

dx d2x. 
fЛ""" G1јf.JЈШ(1јl-,,-'*},'dt>:- C7f sш (1] t - а), 

, 
, ј-_ 

Ове вредпос'ГП морају задовољавати једначИRУ (63.2), I{'ада 111 дакле 
сменимо и па десној страни ставимо 'YJt ~-= ('YJ~ - (х) + (! добпј:urо 

-Crl'sin ("I)t~a) + 2С),'УЈС~Э ('YJt-а)+ Ск3siП('УЈt-а) = • • • 

=иовјп ('УЈе - а) cosa + Uocos ('УЈе - а) эјпа. 

"Кај13. коефrщијептс од siп(rjt-' .~) йсоs 
С80} стра~lfизlеД'tтачимо,' добијамо ,';, . 

('YJt--а) па левој II Д6· 

(k" -"- "1)") С ~ ио (ЮS а, .' 

~,\ 1) С =uosill а 

l! из овџхналазимо КЩICтанте: 

С'= ио 
V (k"~ 'УЈ")" + 4 ).2 '/"' 

tg- а = 
. 

~, : . , 

2 ). 'УЈ 
(63.4) -

k2 2' 
-'УЈ 

'! , 

ПРUТiУД1La осцалацuја 'је дакле uросша хаРМОllиЧllа осцилацuја са исшом 

I(РУЖНОЈ" ФреквеЈщијОllf 'УЈ ,соју, Ьма, uериодична сила Р; u са сшалltом 
амuлаШУДОr'UG.Али,.о6е осциmщије (та'l&еиси.це) не Jlролазекроз. 

В.редност НУЈЈе ИС1'овремецо; као IПТО,дз друге једна'lине,(63.4) 

вцюшо, 6иhе за k > 'УЈ тј, . кадас. је RРУЖНа. фреквенција сопствен& 
осцилације већа од кружпе фреквенције СИJIе Р .. а > О,. осци.цација 
тач.ке за,оста,јаhе у фазии;щ осцилацuје СИЈ,!!! за :вр(ще од 
а/'1 секунада. . , 

Ако У једначинаиа (63.4) сматрамо ао> k и ,\ као дате сталне ве
личине, .можемо испитати како се мељају ,амплитуда С и фазна кон-

, , ' -, .'. .- - " - ;-' 

С1'анта а ПРlIнуднеОСЦlIлаЦlrје када кружна фреквеrщија '1 пеРIlО-
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дичце силе прође све вредности одО до оо. ' 3аВИСН()СТИ'С1 '~ (l (17) 
И а = Ј2(уј) приказане су дијаграмима 63.1а и lб.3а ч =0 jeC=u~jK2" 

, , 

, 
- , ., 

, ' ., , ј 

",'iЏ:, ,_' 1 

,LL.:!~~-?~}---,';I f-. ." +. ._", ._. '. 

'о ;" ' \. ," ' " 

, 

• 

• 

I 
I 

, I 
I 
I 
I 

, , 

) . , 

i i ' 

, 
, , • 

• 

l' Ј' ~J;. !f ' 

O.L··_-,-=--:::_~ -~ ·i.L ._._.L :_' _.' ._._._.'. 7Ј 
7l=1f . \ '/ 
• СJI. 63.1 

, ,--

, ' 

, а) 

б) 
, . 

за~ = оо,С -: q, ЛИlшја;с'е асџмп;rотичи приближује ОСО:IJ~НИ х. 
" , 

Највепу вредност имаhе С када имецитељ има најмаљу вредност. И'! ' 

d [к2 ,- ч!}2 + 4~l2ч!] • О 
'"dЧ'.Ј " 

• 
налазим,о да ће СтаХ бити за ч! = k2 - 2Ј."; када::ту вредносТ'унесемо 

у једначину за, С, добијамо .' 
, , ' . 

" ио " 
СтаХ =, v 2" 2 " ,2), l +,.'1) 

, " -, ,- ,. , . 

, ; , , ио 
(63.5) 

, " 
'-'" .' 

3а ч = k је СК = Uo/2.lk, Дакле је Ck <Ста",. у о.вомслучајукада 
је кружна фреквепција пертурбационе' сљuеједнака круж:ilOј фреквен-

, . 
цији Ћеамортизоване ;;хармоничне 'сопствене;' осцилације, :говоримо 'о 

р е со н анц и i и.3а;'fj'';- k ИА :- О, :дакле, када нема амортизацијепо: 
стајеСх= Ста:< = оо';', . 'о:. ""," " " 

. 

3а, ~ = k 6иhеtg'~' '- оо, дакле, IX. 'IC/2, једначина ОСЦllлације' 
(63.3) гласи за случај ресонанције 

" , Г· 
. ~, 

, 
, " 

". , 
, 

И' , 
2 ,~юСО~ ,Ч t. 

, 

- -' , ". 
(63.6) 

, . ' 
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Ако је константа амортизације мала, може аыплитуда да буде 

врло велика. 

у случају ресонанције заостаје осцилација тачке иза силе за 

четврт периоде (а =л/2); то значи, када тачка има највећу елонга
цију ± Ск, сила Р је једнака нули, и обратно, када сила има, своју 

екстремну вредност ± Ри елонгација тачке је једнака нули. 

" Једначина (63.6) наы каже да, ако је Периода пертурбационе силе Р 
приближно једнаltа периоди сопствене осцилације тачке (што важи и 

за свако тело које има сопствену осцилацију), може и сразмерно мала 

еила РО да проузрокује велике осцилације. 
; " 

. Једначина (63.3) је један партикуларни интеграл нехомогене ди-
ференцијалне једнаэ:ине (63.2). Да добијемо љен општи интеграл, мо
рамо Ћнтегра.JIУ (63.3) додати општи интеграл (62.6) хомогене дифе
ренцијалне једначине (62.2): 

• • 
Х2 = а е-I.t (sin vt + е), 

дакле гласи опшr.џ: интеграл принудне' осцищщије • 

х = Хј +Х2 = С sin (']t - а) + а e-i.1 sin (vt + 8) 

а љен извод по времену да1е нам брзину: ' 
. ., 

(63.8) , 

~~ = v = С'] cos (']t - и) + ае-и[у сов (vt + В) _:). sin (vt + ~)]. "(63.7) 

У општем интегралу (63,7) су а и е П р'о И з в о љ н е интеграционе 

KOHcTaH~eltoje одређујемо из ,усвојених почетних услова. Ако на при

мер хоћемо да за t = О буде х = О и v = О, добијамо уносеhи те вред- , 
ности у (63.7) и (63.8):· 

О = - С sin и + а sin е 

О 'Cl)cosa+a(vcose -лsiпе) (63.9) 
, • 

а из ових једна~шна налазимо, имајуhи на уму да је за слабу амор

тизаЦlIју (). < k) коју преrпоставља~lO,v = yk" ~ ).2, обе Iюнстапте С и Е. 

"Ако 0значиМо y(k" - ']2)" + 4 ).21)" ' N, налазиыо из • 
друге Јед-

начине (63.4) 
. 211) 

Slll а = N' cos а 

затиы из једаачина (63,9) 

. 21V k" -)." 2).2 - k2 + I)"Ј. 
SЩЕ= N ,COSe= N 

(63. 10) 
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, Када вредности [,он стан ти С,а, а и Б из једна.чина (63.4) и 

(63.10) унесемо у општи интеграл (63.7), добијамо једначину кретања 
принудне осцилације за усвојене почетне услове, у којој о се. о налазе 

као константе кружна фреквенција слободне QСЦИJIације k, ПРИНУДlIе 
. '. . . .. -

осцилације ТЈ и [,онстанта амортизација. 21.. 

ДИСКУСИја јеДIщчине (63.7) неАШ практичног интереса, јер соп

ствена ОСЦИJIација брзо ишчезава услед амортнзације и остаје само . " . -

хармонична принудна оiщилација (63.3). 

Када периодична 

врши даље слободну 

ишчезне. 

о 

СИJIа Р престане дејствовати 
• 

осцилаЦИЈУ, док ова услед 

на тачку т, онц. 

амортизације не 

Када не би бюro амортизУiуhег отпора (л = О), IIмаJIИ бисмо У 

(63,7) да 'ставимо о V, _ k, а = О, Б = 1С, N = k2 - "1)', С = uo/(k'- "1)'), а = о 
~ C"fJ/k, те добијамо о о , О • о' '. о 

(63.11) 

осцилација тачке састојала би се из две хармоничне осцилације раз

JIи'щте ампд,итуде и .. различите кружне фреквенције. 
Једначина (63.11) нам каже као и једнаЧIЦЈа (63.6) да ак.о о су 

фреквенције периодичне силе и сопствене осцилације приближно јед

наке, ,аыплитуде постижу врло веJIикевредности; теоријски, за ). = о 

и "1)' k чак и бесконачно велику вредност. о 

. 'Из ових чиљеница које се односё' и на свако елаС'l'ичнотело, 

заКЈРучујемо да сваки технички објект који је изложен дејству какве о 

ритмички променљиве силе (мост, брод, машинска вратила,темељи 

машина итд.) морамо тако димензионисати да фреквенција љегове 

сопствене осцилације има знатно различиту величину од фреквенције 

перИОДlIчне силе. Услед ресонанције могу угиби моста и тиме и на

презаља материјала постиhи толику величину, да се мост под много 

маљим теретом сруши1),'Ilего што је терет који би мирно }[огао по

сити. Дуга вратила бродских пропелерасламала су се услед pecoHan
цнје између торзиопе, осцидације вратила и периодичног, импулса 

мотора. Брод r,оји са бока ударају таласи, може се претурити ако је 

ритам таласа приближно је-\\нак фреквенцијп сопствене осцилације 

око подужнг осовине брода итд. 

У новије доба је Наука. о техничким осцилацијама грана Науке 

о динамичкој чврстоhll којој се обраhа све веЬа пажња. 

1 П Р и м е р. Треба испита'Ш прину дие и амортизоване осцилације материјалне 

тачке тежине Q = 4,9 kg. Еластичнасила' износи 8 kg за елонгацију од 4 mm, отпор 

'), Лаичани мост прек) реке Фонтщще у Петрограду срушио се 1897. када је 

прелазио одред војске ритмичким, кораком. 
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амор'ТИЗ8ције је 1 kg З3 брзину од 1m/sec, пертурбаЦlЮll3' сила Po5iU'lt има екстремне 
величине+ 2 kg. Претпоставља се да је кретање почетног стања ишчезло. 

Тражи се амплитуда С осцилације за разне вредности односа ТЈ/Јс : 

z = 0,1; 0,8; 0,95; 1,0; 1,5; 4,0. 

Приказати графички Функцију С = ('1/Јс). . 
ИзраЗllhемо коистанте Јс, А, ио датим величИнама. Ако са Ре означимо ~ластичну 

силу, имамо Р,/m = P'g/Q = Јс'х, и одавде .к' = Peg/Qx, и са Ре = 8 kg, Q = 4,9 kg 
",=0,4 сl1), g=!180 ст sec-2 налазимо kS = 8'981Ј4,9'О,4= 4000 8ес-2, k =у 4000= 63,1 8сс- I , 
дакле Ье тачка у' 2,. секунада учинитц 6iЏ РСЦljлаццј;Ј бе.!! рб,зира на отпор. Ако отпор 

0значи,мо са W, имамо uw= П'/т = Wg/Q= 2'AV, и одавде л =.·Wg/2QV; када унесемо 
W = 1 kg, " = 100 ст sec-I, нала~имо 

Најзад је 

1= l' 980 = lsec-1 . 
2' 4,9 . 100 

Ро РО 2'980-
ио = - = - g = .. . = 400 ст вес-2 . 

т Q .. 4,9 

Кру~ша фреквенција амортизоване осцилације је по једнаЧИНf\ (627) 

v = V k' - А2 = V 4000 - 1 . 63,1 8сс-1 . 
Константа амортиззције А је према k тако мала да се v од k не раЗЛИКује при· 

метно. Амплитуда принудне осцилације је по једначини (63.4): 

С= uo _ 400 . 

V (Јс' - ТЈ')8 + 4А2ТЈ' . V (4000 - '1')' + 4'1' 
По овом обрасцу нзрачунате су вредности С за траженеодносе '1/Јс .1 конструисан је 

дијаграм С =f(r;/k) у сл. 63.2. 

· . 
I 
• 

I 
• 

I 
• 

I 
• 

о 
• 

О 1. , . 
0,8 
0,95 
1,0 
1.5 
4,0 

·Ј 
1 

'12 С 

I ст 

I • 

б,31 .' 40 0,101 
• 

50,5 255 . , ' , 10' 0,243 
600 36 • 102 3,03 , '. . 
63,1 .40 • 10' 3,17 

.94,8 89,9 . 10' 0,08 
253 6,4 • 104 0,02 •• 

.. . 

• ~.=F,~~'~;=.~,,-~, =.~.~.~.=,~ ... ~ .. ~ 
2 Ј 

Сл. 63.2 



126 ГЛАВА т. ,lIИНАМИКА МАТЕРIIЈАЩIE ТАЧКЕ 

Дијаграм иа сл. 63.2 очигледно показује "како амплитуда нагло ра,стекада.се 
фреквенција периоднчне прннудне силе приближи фреквеНЦИји сопствене" осцила

ције тачке. 

2. П Р нм е р. Принудну осцилацију материјалне тачке масе 111 када је аМQРТИ

зујуhа сила - 2),v једнака нули, можемо изоести помоhу направе прикззане на сл. 

63.3. Тачка m везана је између две опруге 1 и 11 дужине а, н а, у неоптереhеном 

1 л 

о 
~---ф.х, 

~------a 

l 
Сл. 63.3 

стању. Масу опруга не узимамо у Об:iliр. "Љихове еластичне константе означи мо "са 

С, и с" а с,/та, и с,/та, са k', и k',. Ta~KY нападају у супротном смеру силе 111 ",,х, 

·и т k"X2, где су Хl н Х, еластична издужења опруга. дЈ!lIаМИЧl<а јСДllаЧИllа тачке 
• 

111 гласи 

" d2Xl k2 + k" 
111 dt" = - 111 1 Хl 111"2 Х2. 

Пошто скратимо са т и сведемо" на нулу добијамо 

• 

Крај А опруге 1 учвршhен је у зиду: У растојању а = "1 + а2 од зида лежи осовина 
О ОКО које се обрhе крипаја r. Крај С криоаје обухваћен је прорсзом вертикалног 

линеала L за који је учврщћен крај В опруге 11. Ако је угаона брзина '1 криваје 

l{онстантна и вертикални положај линеала вођицама одржава'f "(што претпостављамо). 
ВрШllhе L и са њиме тачка В услед обртања криваје хармоничиу осцилацију са ампли

тудом r и периодом2л/'1. Укупна дужина АВ опругз'варираhе између а - r и а"+ r. 
, Из геометријског услова који" читамо иасл. б3.3:аl+Х' + а,+"" +rsin'lt=a 

можемо елиминисати Х2 и уносеhи "'добијени израз 'i"' динамичку једначину добиhе ова 
с обзиром да је а1 + а2 = а облик" 

Пошто уведемо k' = k2, + k', и ио = - k22 r гласиhе диференцијална једначина при

нудне хармоничне осцилације 

Љен интеграл 

јуhи ). = О. 

d2x, + k2 . dt. Хl = ИО Вln '1 t. 
.. 

добили сио Beh из општег случаја пригушене осциnаЩlје ставља-

11 ОГРАНИЧЕНО I<РЕТАЊЕ ТАЧI<Е . 

(6-;)нормалнии тангенцијални отпор. У, 59 ЧЈI.СМО видели 
да тачку везану за чврсту поврD1ИНУ ИЛИ линију напада отпор W те 



. 64. НОРМАЛНИ И ТАНГЕIЩIi:JАЛНИ отпор , "'''''7-
> '1:::L , 

_ површине односно ,линије. По,што,. се засада бавимо, право,линиlским 
.' кретањем, а о,во, се мо,же само, на равно,ј по,вршини и на право,ј д:il:ниiи 
вршити то, ћемо, те претпо,ставке учинити. '.' • '., . r . 

. а) Кретаље тачке па чврсто,ј равни. Јасно, је да се ~тпо,р 

, 

N , 

- .' '1 ~ - .'. , 

W јавља само, ако, тачку напада нека 

--- '.~ ...... , 

дата сила Р (сл. 64.1). Сила Р заклапа 

.са . Ho,PMai[l,o,~I -. непо,мичне по,вршине F 
угао, ,а:.,Силу разлажемо, у Ho,PMaJЏ!~ ко,м-

. , 
по,ненту. Рn = Рсо,ва И тангенцијалну 

Сп, 64 1 
..ко,мпо,IiеНТУ";Рt - Р вјп а. Ма ко,лика 

била ко,мпо,нента РnЊУ ће по,тирати но,р- " 
малн:и о,тпо,р N равни Г.Он .је, дакле'iеднозначно, ОДређен са 

. , 
, -' 

r r-.. 
, '.' 

- '-i.-' ~_;. о- _ ' -

" 

, - 1. " ~. ' " ' 'п - -,:) ."" -, 31l : 
._ Ако,. УГ,ао"а: има, велич;шџ 2' . < ~ <, 2,~ьeгo,B ко,синус је негативан, 
! дакле је Ьтпо,р,N негативан. То, 'з'начи д~"Ъece тачка о,дв~јиiи о,д 
,. . >'-"'1- ."'. '. 

равни F и KpeTa:rIIKao,- слОl?о"Фiата;Чка. Да.,То, спречимо мо,рамо, за-

'мислити да се тачка мо,же кретати само, између дIJе. блиске паралелне 
'равн1\: F'и Р .. У прво,lI случају гово,римо, о, . је'днОстран·о,Ј. вези 
. 'l'ачке'са равни, удруго,м о,О'бостр8.но,ј вези. . .... ", 

- - . ' ., 
Тачку т сматрамо, вр.ri:омалИм паралелепипедом који c~o,jo,M ОСно-

; , ~. 

вом клиз ина равнц F.одно,СlIо, између РаВНИ: F и Р.Ак\), су равни 
хо,ризо,нталне о,нда је N = - mg, када сем тежине никаква друга; сила 

-,не напада. 
, " -; -, 

о 'о , 

- ." , , ,- -, - . i 

.'. '. . Када тачки на ·хо,РИЗ0НташIо,ј равни дамо, IIо,четну брзину Ъ'о о,на 

hе,секретати у с ir о, р е н о,к ПОСlIекраћег или дужег времена етапе. 
Из те' о,чигледне чиљенице' закључује~о, да на тачку дејствује сила 
супротна креТању.ту силу З0вемо,тангенцијалюiм 6TII()Po,:M'T 
или о,тпо,ро,м трења при клизању. Величину отпо,Ј?а у стаљу је 

само, ЦСКУСТ1!о, о,дредити. француски-' физичар и инжењер Куло,н (О. 

Co,ulomb, 1736-1806) на о,сно,ву сво,јих мно,гихогледа ко,је је сам из· 
. ,ВРШИQ, наШао, је ове чињенице: 1. Треље -растеоа < рапаво,тћу по,ВР
шина ко,је се тару. ,2,.Отпо,р треЉ,а је СР~ЗlIеран но,рмално,м ПРИТ~\mУ. 

3 •. При. ИСТо,м цритиску, треЊ!Ј је незаВисно" о,д по,вршина' Ko,j~. С(\ тару. .. . -
4, Трење у миру је веће. него, при крещњу, 5. Разлика: БРВИНIj; Т!Јла . . 

fto,la.ce Tapy~дeMa на,.,веЛИЧIJНУ треЉа Ко,д истог материј8;JIаЩlкаЩ!а 

утицаја'.а ~o,д некщ ТаКо, маЛи да се веhином мо,жеЗllдемарnти.· 
Код трења у миру узима Куло,н и адхезију у о,бзир. 

" . . ;Цру:гиетав Куло,ново,дређује 'величину тангеНЦИјюiпог "о,тпора 

·-п~ f N 'где је Ј- број :засваки парпо,вршина l(Оје се тару Iщнстантав: 

, 



ГЛАВА Ш. - ДИНАМИКА МАТЕРИЈАЛНЕ ТА.ЧКЕ 

. к О еф и ннј е.н т тр е њ а. По четвртом cTa!ty МОРаМО ра3ЛИКОВI!.<iНКое
фицијент стати'шо г трења или адхези ОНОГ отпора Јоод 1'tоефи
цијента кинетичког трењај.. 

Резултујуhи отџор рапаве раввиима према КУЛОБрМ .закону 
-

величиву: 
',' · 

· 

• 
; .' 

w = NV 1 + јВ, 

правац силе Р Вlпаса 'супротним смером. Резултаlfil$у ЛОRОВИХ истра-
ЈltllВ!fљасаДРЋ,апй су у обрасцима: .' , . . ", 

'. ,)", 

. . . . • '1 --:- f N.и 10 > ј. 
'-. • •• --.-.' '-, ОО 
~ ", ;Ј'-.- -.'. ___ I,~ , ,о' 

б) Креfа,ље}~.аЧI'~IjlОКРУТ9i ,лраЈЈој Јrи.Iiнј~I .. Та'lку,-mза
мишљаыo у' облику малог прстена навучеIIОГ на праву жицу непро-

~' 

, ' . , ' 

. I ... 
. I 

Z .,' меЙљшюt'.облика тако да се прстен и 

жица на целом обиму додирују. Силу Р 
.," .,- , г,' • .-i, 

" .-кОја тачку, напада и' нагнута'је према 

.ЖИЩI "а Y!ll!!?.,a, пројицџ,рi,l-МQ на'.it!щу 
. . " 

Д:R.~ HORMa,1,Il;lypa~aH .у тџ.ЧКИ m.{ C;f( 64,Ю. 

Р;qоsаје.аксијаЛН!L а р siцц:дор
~~~~,...z'" ' .. MIJ.Jf н а компонеитl,l, Прва Мt\IЬабр:щnу 

TIJ,~~e а друга се потире СаН()р~1,IЏ!I!ИМ 

, , :, ~ . 

Сп. 64.2 

- ~ -"-

, . 

.- . . ' 

я:гр:ором ~ЩЩ!l: ; 
.' •• '_' ."_ 0,- ,_, 

. . . . Psina - N'O; . 
, 

.' ' , 

, . . " . . 

" f , , \ '; -О, 
'.' , _f' _ ~ 

· си~~ . р'у . ~OM~OHeHTe . Х, . У, 

Пошто i е веза тачке т са жищ)м OQ.O

. страна,. може о~'Пор jIJ имати ,сщщи пра
.. '.' Ba~ у. нор:щ!-лдој раВЩi тачке.,. m . . Ј\~lj.да 

.N раЗЈЩ?К!lМ.9. у КОМПОН(јнте NII И' N. а 
Z Мож~м(ГпаiП:lсатц.јеДНII:~ЩН~: '.' " ' .. 

о, ' • _ . ~ . _ , 
_" -

• 
, 

...... т '([!;-,- х,,- fVN'
II

+ Na., У ..;..(N
II 

== 'O,Z -Ni ==0. 
dt . .. ., 

• , , ,,-

У' ДинаМIIцикриволинијског кретаља тачке сазнаhеМ(ј да било 
да је тачка слободна, везана· за IIОВРШи.ну' и.ПИ линију постављамо 

· тр'и једначине 'које одређују 'три непознате;' у првом случаЈу трuубр-
· заiьа, у 'другом два убрзаiьа.и'ОТПОР N,a у трећем једно убрЭање и 
два КОМПОНентална отпора.· ДРУТИ)f речима сваку неалОб(ЈДНУ' liillЧКУ 
можемо смаiiiраши 'слободном када Ошиоре смаиiрамо наiiадnuмсuлама. 

· ; -
-' ., " , 

-,:.' " 
,', .-' 

- - . - . " " . 

65. Кретаље. .. тачке 'Цо глаткојсжрмојравни. На стр-, 

мој равци (Iј:агиба 11.) .It~ehe. се :rач~а мао.е т .. ЈедицаНаЩI;ДИз" Qила\је 
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• 

. љена тежина mg (сл. 65.1). Силу 
mg . разлаже}!о у нор}!алну ко}!по-

t---tJ 

ненту mg сова. И 

mg вјnа. Прва се 
}!ални}! отпоро}! 

је N = - РСОВа. 
• 

ко}!понента даЈе 

и . g sina .. Ако је 
• 

• 
тангеНЦИlалну . 
потире са нор

равни. дакле 

Тангенцијална 

:rачки убрзаље 

почетна БРЗИН!L 
Сп. 65.1 тачке једнака НУЛИ или и}!а правац 

највећег пада АВ, тачка ће се кретати у тој правој. 3а сваки други 

правац биhе путања тачке парабола (в. чл. 41). 
3а праволинијско кретаље тачке на глаткој (/ = О) стр}!ојравни 

гласе' познате једна'IИне једнако убрзаног кретаља са и = g. вјпа : 

• • - t± g вша t2 s -Vo 2. , v = Vo + gt sina , v' -v2
0 = + 2gs sina. 

Претпоставимо прво да је vo = О и тражимо брзину K~jy је тачка 

на крају пута А В = с постигла. 
• • 

. Из треће једначине налазимо 
v' ~ '2 g с sina 

а ПОШТО је с sin а = h то је 

v= V2g ћ. 

Крајља је брзина дакле независна од нагиба равни и једнака 

је брзини слободног пада за исту висину. Ако са t' означи}!о вре}!е 

Itoje је' протекло у паду АС а cat вре}!е на путу АВ, постоји једначина 

дакле 
, 

v= gt sin а= gt', 

t' 
t =. . 

. Sln а 

3а сваки нагиб а < 11/2 је t > t' што је очевидно. Galile i је 

ту чиљеницу исказао ставо}!: Времена upeljeHux uушова односе се као 

дужине uушова. 

На питаље колике ће путове преhи тачка на разни}! равнима за 
, . . 

исто време t1 добllhe:ll0 одговор када из образаца 

• 
- g sща / • h _ g t 2 
с- 2 '1 И -21 

елминише}!о вре}!е. Резултат елиминације: 

с =h sina 

каже. да ће тачка пуштена из А по стрмој равни АВ стиhи у таЧl>У 

D на периферији круга пречника h за исто време као у слободном 

Механика тачке 9 

• 
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. 
паду од А дО С. Све путеве AD, AD1·., као и путеве DC, D1 С. преhиhе 
тачка из стања мира за исто време 

• 

2h -, 

ти су путеви изохрони. 

Када слику 65.1 обрнемо тако да је страна АС = h хоризонтална, 
имамо низ стрмих равни BA,B1A1, •• Пустимо из В, В1 , .. тешке тачке да 

падају дуж тих равни; пита се по којој ће равни тачка стиhи на нај

краће време у А? 

Дужине с=АВ свих равни имају за пројекцију h, дакле с =hjsina= 

= gt2 cosa/2 и одавде: 

t= 2 
h 

--;,---;;:- . 
gsin 2а 

Најкраће време је за а = 450, 

tmin = 2 
h - . 
g 

Ако се тачка креЬе из В на више почетном брзином vo' преhиhе 
по стрмој равни пут v20/2g sjna за време t2 = vo/gsina. 3а а -+ О је t2 ... оо . 
На хоризонталној глаткој равни тачка ће се једнолико кретати бесконачно 
дуго. Сличним расуђивањем дошао је Galil еј на идеју принципа 

инерције (чл. ЈО) који је тек Њутн као први закон. кретања изразио. 
Пад на глаткој стрмој равни од историјског је значаја јер је 

. Galilei заКО!l слободног пада проверавао огледима са кретањем 

тачке на стрмој равни. Узимајуhи њену дужину с= 14 т, висину 
h = 1,17 т, добио је sina = hls= 1/12 и тако брзине слободног пада 
смањио на дванаести део да би мерење путова и времена са својим 

примитивним сретствима омогуhио. 

66. Равне врсте отпора треља. Према облику површина које 
се под. притиском додирују и тару (равне, цилиндричне, коничне и у 

опште обртне површине) н према врсти релативног кретања разлику

јемо три врсте отпора трења 1) при клизању 2) при вртењу 
(франц. piva1ement) и 3) при котрљању. Пример за 1) је укрсна 
глава моторног механизма која под притиском' вођица (линеала) врши 

осцилацију. Овамо се може рачунати отпор трења у рукавцима хо

ризонталног вратила које се обрhе' око своје геометријске осовине. 

Рукавцису цилиндричнии на целом омотачу 06ухваhени својим ле

жиштем на које преносе оптереhење вратила. Пример за 2) је верти-

. кално вратило. Сада има доње лежиште да прими цео терет вратила. 
Цилиндрични рукавац завршава се или равном по:вршином управном на 

, ., . 
осовину вратила или коничном површином. Те површине примају при-
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, 
тисак вратила дакле дају отпор трења при вртењу. Оба случаја 1) и 

• 2) еу У суштини иста и раЗЛИКУјУ се само у расподели елементарних 
отпора f dN У појединим елементима dF додирних површина. 

Отпор Tpe~a при котрљању чврстог ваљка (точка) разликује се 

у суштини од прва два случаја. Оп постаје услед деформације (угиба) 
ваЉI,а и његове подлоге. !Соефицијенте 1 и 10 замељују овде коефици-

. . ' . / 

јенти е И ео КОЈИ имаЈУ димеНЗИЈУ дужине и могу се само' огледом 

одредити. 

Отпор трења је поред тежине најважнија сила у природи и тех

ници. !Сада не би било отпора трења (и то статичкоr треља) не бисмо 

се могли кретати ни . какав предмет у рукама држати. Отпор трења 

(и средине) омогућује саобраhај на суву, у води и ваздуху. При по

.дедици повеhавамо вештачки отпор трења посипањем песка на шине· 

и путове да (\исмо кретање омогуhили. На супрот овом к орисном деј

ству стоје ш т е'Т н а дејства отпора кинетичког треља у зглавцима и 

рушi.вцима,машинских органа. -Савлађивање тог отпора троши енер

гију на рачун хабања додирних површица и загревања околног ма

теријала и тиме поскупљује погон машине. Губитак енергије. се не 

може потпуно избеhи али се 'може знатно смањити увођењем течно

сти између додирних површина тј. подмазивањем. Дејство мазива 

састоји се у томе што један део течности испуњава неравнине повр

шине а други образује слој који раздваја обе површине. 

Проблем трења мазаних површина је предмет Хидромехан:ике. 

Мазива су течности са упутрашњим трењем или вискозне течноСти. 
Теорија л а м и н а р н о г кретања (тј. у паралелним слојевима) налази 

да је за велике брзине и мале притиска отпор трења између два тела 
сразмеран њиховој релативној БРЗИНlI v, вели~IИНИ Р поквашених по
вршина, а обратно сразмеран дебљини h слоја течности; Т = "f/ F v/h, 

• 
где је "f/ ко е фици ј е н т ви еко з но сти димензије [т 1-1 t-1 ] који се 

}ако мења са температуром течности. , 
Уобичајена мазива смањују отпор трења по овом реду: лој, сув 

сапун, свињска маст, маслиново уље. 

Огледи показују да вода у веhини случајева повеhава отпор 

трења тако да се може назвати контрамазивом. 

3а течности које смањују трење као што су масти и уља пред-
/ 

ложен је назив активне течности, а' за оне које повеhавају отпор 

трења као што су бензин, амонијак. терпентин, назив негаТИВ,не 

течности. Вода је у стању да активним течностима одузме својство 

активности. 

Код, нехомогених материјала ка.о што је дрво, отпор 'трења је 
мањи када еу при клизању влакна оба тела међусобно, управна него 

када су паралелна; ов.о се објашњава тиме што се у другом случају 

обе површине које се тару већма упЩају међусобно. . 

9* / 
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Код «УВОГ треља .зависи отпор треља' од материјаЛа т~ла која 
међусобно клизе. Примена мазива смаљује знатно тај утицај на отпор. 

Тако је на пример за ковано гвожђе на храстовини паралелно влакну 

суво, f = 0,609; мазано лојем f = 0,085; за ковано гвожђе на бресто

БИНИ паралелно Блакну суво f = 0,252; мазано лојем f = 0,078. 
Прецизна испитиваља су потврдила да врло танки слојеви теч

ности (течни филмови) који еа зрнцима прашине образУ1У капљице 
могу да величину треља потпуно измене. 

На основу Itулоновог закона' сувог треља и закона о ламинарном 

кретаљу вискозне течности долазимо до овог упоређеља отпора треља 

на једииицу површине. 

Код сувих површина 

Отцор треља је сразмеран 
. нормалном притиску 

Независан од брзине 

Код мазаних површина 

Независан од нормалног 

притиска 

Сразмеран брзини 
• 

3ависи од рапавости површина 
у додиру 

, Независан од рапавости наква-
IIIених површина 

Веhи у тренутку покрета Једнак нули у тренутку покрета. 

Из овог упореljеља је јасно да 'примена образаца за суво треље 

на треље мазаних поврIIIина мора довести до противречности са ствар

ношhу; зато се ипак у техничким прорачунима због једноставности 

то и данас скоро искључиво чини. 

67. Угао треља. «онус треља. Неодређеност равнотеже. 3а-
• 

мислимо тачку тежине mg да лежи на рапавој стрмој равни нагиба {}. 
Када нагиб постепено малом брзином повеhавамо, тачка Ье остати у 
миру, дакле у равнотежи, док {} не постигне вредност (Јо. 3а сваки 

нагиб {} важе услuви равнотеже: 

_ т = mg sin {} , N = mg cos {}; 

дакле 

Највећа вредност 

т 
tg{) = N' 

tgeo =/0 
је коефицијент статичког треља а угао ео је угао статичког треља. 

Једначина 
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каже да се статички отпор трења ПОЈаВЉује у ОНО] величини КОја је . 

. потребна да спречи међусобно клизање тела. и да извесну граничну 
величину не може преhи. Резултанта од N и Т = /0 N, 

W o = N V 1 + /0· = Nsec ео 

З8клапа са нормалом угао ео. Конус који описује нападна линија W 
, 

око нормале зове се конус статичког трења. 

(сл. 67.1). Сила Р произвољне величине која заклапа са 

нормалом угао ђ < 'ео, тј. лежи у конусу, не може 

тачку т покренути из стања мира ·јер .је њена танген-
• 

ЦИlална компонента 

Psin О = NtgO < Ntgeo. 

Изводнице конуса су гранични положај и силе која још 

~,~~T неће покренути тело из стања мира. Конус трења по
Сл. 67.1 казује очигледно да за материјалну тачку на рапавој 

'површини има 001 могуhности равнотеже. 

;Вратимо се тачки (телу) т која на равни нагиба ео још. стоји у 

миру. Ако нагиб и за најмању ведичину повеhамо тачка ће се кренути 

и са убрзањем u на ниже клизити. Постепеним смањивањем нагиба 
смањиhе се и убрзање и за величину е нагиба биl1е u = О, тачка ће 

константном брзином клизити. По прющипу инерције тачка се налази 
у равнотежи, дакле је коефицијент кинетичног трења 

j=tge 

а е је угао кинетичког трења. Сак6ефицијентом / налазимо 
убрзање тешке тачке на стрмој равни нагиба О •. 

u -. g (sin 0- / сов О) =g сов О (tg О - !Ј а за О == ео иа =-= g coseo (/0-ј). 

Ва .& < е убрзање је негативно,' тачка ћ'6 КЛИЗllТИ на више ако 

добије почетну брзину У том смеру. 

68. Старији огледи. са отпором треља. Први који је врш~о о,;леде 
. био је вероватно знаменити сликар и инжењер Леонардо да Винчи (Leonardo d а 
Vinci, 1452-1519.) Вршио је огледе са трењем при клизању у равни и у рукавцима. 
у његовим забелешкама има противречпости. Тако вели: .Свако тело одупире се па 
ПОДJlОЗИ о коју се таре, са четвртцном своје тежине·. А одмах затим: • Трења тела су 
од толико различите lIеличине колика је различност клизавости тела која се тару·. 

Фраицуски физичарАмонтон (О. Amontons; 1663 -1705.) вршио је 1699. са доста 
примитивним уређајем опите и дошао до ових резултата: 1. Отпор трења је сразмеран 
притиску и иезависан од величине додирних површина, 2. Овај отпор је за сва тела 
са којима је оглед вршен, скоро једнак и износи од прилике јеДl!у треhину притиска. 

3. Код теJlа која се крећу стоји овај 01'ПОР У сложеном односу притиска, времена и 
брзине. " . 

ПОСJlедња тачка Тиче се отпора трења при обртању и котрљању. По AMOI!TOHY , 
• је отпор трсња саОНllца на '!ВРСТОМ ХОрИЗОНТI!ЛНОIol тлу ОТПРИЈшке 1/3 укупног Tepera, , 
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док је код кола у размери обима рукавца и точка отпор мањи. Тако иалази Амонтон, 

за однос 1/18 и (= 1/3, да отпор трења кола износи 1/54 целокупног терета. 
Амонтонов резултат да је трење . независно од величине додирних dовршина 

изазвао је велику сумњу академика; резултати огледа Лахира(Р. de lа Hire, 1640-
1718.) слагали су се у главном са Амонтоновима али Лахир ипак сматра да у извесним 
приликама. трење расте са додирним ПQ.вршинама. 

Паран (А. f'arent, 1666 - 1716.) потврдио је својим огледиыа да иа величину 

трења немају ни величина додирних ПQвршииа ни брзина кретања никакве утицаје. 
• о 

Он је у својиы оглеД!lыа први приыеН!lО стрму раван променљивог наГ!lба и на· 

звао је највећи наГ!lб Пр!l коме тело још. стоји у миру углом елевације који данас 

зовеыо углом статичког трења. 

Лајбниц (Leibniz, 1646 -1716.) посветио је питању трења кратку расправу 

1710.0и као и Лахир објашњава трење ме~усобним уклањањемшиљастих испуп<fења 

додирних површина која при релативном кретању ыорају бити или слоыљена 

или савијена или издигнута о Отпор трења стога мора зависити од физичког стања 

додирних 110вршнна. Коефицијент трења не може за све материјале бити истн (ј = 1/3) 
као што је Амонтон нашао. Са осталиы резултатима Амонтонових огледа се слаже. 

Холандски физичар и лекар Мушеиброк (Р. vзп Musschenbrock, 1692 - 1761.) вршио 
је огледе искључиво са отпором трења у рукавцима. Његова направа (трибоме тар 

састојао се из дрвеног вратила са челичним рукавциыа који су обухваhени металним . . 
лежиштима. Око вратила положио је уже које носи на крајевима тасове за оптере· 

о • 

Ьење. Својим огледима нашао је: 1. Да. је трење чеJlИЧНОГ р,укщща различите ве.'И· 

чине према материјалу лежишта. 2. Трење није сразмерно притиску него расте у 

веЬем односу. 3. За сваки материјал постој!l !lзвесна величина додирних површина за 
које је отпор трења најмаЊ!l; према томе претпоставка да је отпор трења незаВ!lсан 
од веЛ!lчине додирних ПОВРШ!lна није допуштена. 4. Док је релативна брзина мапа, 

отпор трења је готово сразмеран БРЗИН!I али при веЬнм БРЗ!lнама расте много брже 

него брзина. 

Проф. Зегнер (8 е g п е [, 1704 - 1717.) У својој дисертацији 1758. сматра кине· 
матичко трење неједнако успоравајућом силом која зависи од брзине, и !lЗВОДИ мате· 

матичким путем, на· основу Мушенброкових огледа закон по коме' се прираштаји 
брзине односе као логаР!lТМИ одговарајуhих величина трења. Али се рачунски резул· 

тати већином знатно раЗЛ!lкују од резултата огледа Од већс вредности су раЧУН!I и 

огледи које је вршиорударски инжењер 'Шобер (Scho Ье г) 1746. у једном окну соног 
рудника Вијеличке код Кракова. Направа којом :је вршио огледе СЛ!lчна је познатој 

Атвудовој маШ!lНИ (а. А twoo д, 17~5-1807.) 'названој тако 1784. 
Извештај о његовом раду (објављен 1751.) од вредности је и данас као упут, 

СТВО за срачунавање отпора трења у рукаВЦ!lма из огледа. 

о ЗнамеН!lТИ щвајцарски математичар Ајлер (L Eloler, 1707-1783.) П!lсац прве Ана
ЛИТ!lчке механике (1736. у Петрограду. I1 !lздање 1790. у Грајфсваnду) бавио се тео. 
ријски отп~ром трења. Отпор трења при Kp~Taњy ,сматра константиом успоравајуhом 
силом и !lз диференцијалне једнаЧ!lне кретаља тела на рапавој равни нагиба О налази 

величину коефицијента f lCинетичког трења f = tgO - 2x/gt' cos О, где х означава пут. 
у суплементу ,11 !lз~ања CBo~a дела у седам поглавља (90 страна) изучава дејство 

отпора трења на: 1) траllслаторно кретање,2) обртање око сталне осовине, 3) кретање 
зврка који својим врхом КЛ!l3!1 по хоризонталној равни, (чигра), 4) котрљање хомогене , 
лопте, 5) котрљање хетерогене лопте на хоризонталној раВНИ!l 6) кретање ф!lЗИЧКОГ 
кnатна. У првом поглављу Ајлер дефИН!lше .трење и објашњава га на исти наЧ!lН као 

Лахир' и Лајбниц. Своја теоријска излагања заснива на трима феноменима: 1) .Трење 
не заВ!lСИ од брзине тела. 2) Величина треља не заВИС!I ии од облика ни веJl!lчина по
вршина које се додирују и 3) Трење је сразмерно притиску којим се тело на ПОВр' 
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шину притиску је и веl!е је што је већа рапавост површина што се тару. ,Ајлеров 

образац за величину трења између цилиндричног ваљка и обавијеног ужета добро је 

познат машинском инжењеру. ", ' 
Резултати досада наведених и других .испитивања показују велике несаглас

ности тако да је Француска Академија Наука 1779; расписала награду ва најбољи' 
, 

рад Q отпорима у машинама. Награду је доб,ио Кулон о коме је веl! у чя. 64.било 

говора. Направа Кулона ·З8 огледе са трењем клизања састојала се 'из масивног стола 
на коме је учвршl!ена плоча од једног материјала; плоча од другог материјала (или 

истог) чиии дно саоиица које могу примити терет, што треба да ВрlllИ нормални при
тисак. Уже везано З8 саонице, пребачсно преко хоризонталног ваљка, носн на свом' 

вертикалном крају тегове кОјима се регулише вучна сила при одређивању величине 

кинетичког трења. За одређивање коефицијента статичког трења учвршl!енаје. за крај 

ужета у место таса за тегове полуга која се једним крајем 'одупире о доњу страну 

стопа и носи померљив тег. -' 
Кулон је вршио огледе Ii са трењем у рукавцима вратила, са трењем верти

калннх вретепа и најзад са трењем при I<отрљању. Наша", је да је отпор при котр

љању цнлиндричног ваљка сразмеран оптерећењу а обратно сразмеран полупречнику 

ваљка. О суштини отпора при котрљању ннје дао објашњења . 
. Енглески инжењер Рени (G. R е п п I е) вршио је 1825-1829. огледе да иађе вели

чииу хабаља додирних површииа при трењу тела разног материјала. Поред тога опажао 

је и отпор трења Служио се као раније Паран СТРМОМ равни. Огледно TeJfO клизило јело 
њој само 11,4 ст. Сем материјЗiIа који је Кулон испитивао, одредио је Рени коефицијент f 
ва кожу па ливеном гвожђу и нашао / = 0,315 за оптерећење 0,5 kg/сmЗ 11. f = 0,255 
sa двоструко оптереl!ење. За међусобно трење сукна: f . 0,5 до 0,35 према квалитету. 
Најмању вредност нашао је за челик на леду: / = 0,027 за 0,7 kg/cmZ а/ = 0,014 
за 0,6 kg/сш'. 

, Скоро 40 година сматрани су Кулонови огледи као једини поуздани за тех-

ничке рачуне. 

1830. почео је француски арт. капетан Морен (А. М о г i п, 1795-1880.) своје врло 
обимне 11 прецизне огледе са отпором клизања. У принципу његов је уређај био сличан , 
Кулоновом. Дужина пута износила је до 4 т а брзина до 3,5 m/sec. Напон ужета које 
је вукло саонице и дијаграм пута и времена бележени су аутоматски.' Нормални при

тисак варирао је измеђУ 46 и 1145 kg, а додирне површине између 40 и 880 ст2• • 

Огледе је вршио на разним врстама дрвета. камена, ГВО,жђем, месивгом, бронзом 

у многим комбинацијама, са кожом и ужетима, са сувим, овлаженим и мазаним повр

шинама. Резултати се нису слагали са Кулоновим. Тако на пример за храстовину на 

храстовини са кретањем паралелно влакнима нашао је Кулон:. Ј= 0,104, /0 = 0,440 а 
Морен: Ј= 0,478, /0 = 0,625, Узрок ових иесагласнОСти лако се објашњава тиме што 

степен рапавости'- није могуl!но строго i!ефинисати, према томе није могуl!но ни исти 

степен у доцнијим огледима репродуковати. 

Из свих 179 серија са по хиљаду 'огледа што их је Морен извршио, извео је 
ове опште закључке: Трење при кретању је 1) Сразмерио притиску, 2) Независно 0)1: 

величина ДОдi!РНИХ n вршина . и 3) Независно од брзине кретаља,. 
Морен је 1831. вршио огледе са трењем у рукавцима од кованог и ливеноr 

гвожђа и бронзе и нашао из 188 огледа коефицијеитетрења за подмззиване рукавце 
(са уљем, свиљском масти или сапуном) при сталном мазању: Ј, = 0,054, при обичном 
мазању:/,=О,070-0,080: за мало мазане, суве или ВОАОМ квашене pYKaBne:j,=O,140-
0,160. Доцније (од.1847) вршио је Морен огледе са отпором при котрљању са. циљем 
да одреди отпор запрежних кола на обичним друмовима. 

Оа Мореновим радовима завршена је прва епоха експерименталног испитивања 

трења. Техника је усвојила Кулон-Мореиова глеАишта и коефицијенти /. и ј Море-
пови и данас су скоро ИСКЈЬ учиво прииељени. 
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у доњој таблици наведени су коефицијtШТИ 10 и 1 за неке мате
ријале који се из познатих разлога могу сматрати приближним ве

личинама. 

10 за стаТИЧRО трење 1 за трење при клизању 
Материјал 

, , 

, 

Ica водом ,'о 

суво мазано са водом суво мазано 
, I . , 

. 

Чеnик по чеnику 0,15, . 0,10 - 0,10 0,01 -
Ковано гвожђе по ливеном 

иnи бронзи 

Топљено по вареном 

гвожђу 

Метаn по дрвету 

д рво ПО дрвету 

Кожа по метаllУ 

рво по камену д 

ч . еnик по nеду . 

0,18 0,10 

0,50 0,13 

0,60-0,50 0,10 

О,65. . . '0;20 
, 

0,60 0,25 
. 

до 0,70 0,40 

до 0,027 -

- 0,16 0,01 -
. 

0,65 0,44 - 0,22 

- 0,50-0,20 0,08~0,02 0,26-0,22 

0,70 0,40-0,20 0,16 - 0,04 0,25 

0,62 0,25 0,12 . 0,36 

- 0,30 - -
- 0,014 - , -, 

'69. I<ретање таЧI<е по рапавој ХОРИ30Н"fалпој и стрмојравпи. 
а) На хоризонталној рапавој равни креће се тачка под дејством 

р 

Сп. 69.1 , 

• 

дате силе Р и сопствене тежине mg (сл. 69.1) 
У правцу вертикале силе се потиру: 

N +Psin& - mg= О дакле N = mg- Psin&. 

ТаlIгенцијална сила је 

T=Pcos& - 1 N = Рсов&- 1 (mg-Psin&). 
Увођењем у,гла трења е добијамо после лаке 

трансформације убраавајуhу силу: 

т u = 1 Р сов (е - () - mg sin е . 
сове 

,. . 

Тачка ће се. кретати константним убрзаљем. У пракси биhе дата бр_· 
зина V 1 којом ће се тачка једнолико Itретати и време t1 за које треба 

ту брзину да постигне, тиме је дато убрзање u = Vl/tl' Овим IIодат
цима налазимо величину силе Р са нагибом& из последње једначине: 

Р= (V\cos e)/t1 + g sin е m. 
. cos(e-&)' 

Најмању Вl?едност имаhе сила каДа .је именилац највеhи тј. за &= е" 

, _ ('ОЈ cos е . Рт•П - .. ·t . 
1 

+gSine)m, 
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. . с_т 

_ вати тачку да се не креnе убрзано на ниже. У оба случаја најмаљу 
вре.цност ~tIa сила РО за нагиб {} = е према путаљи. Графичко одре
ђиваље силе Ри ~a -разне нагибе {} је аналогно ономе под а). 

Пример. На двема стрмим равнима нагиба ау. И а2 И коефи
цијентом статичког треља 10 леже терети Ql и Qz ве:зани међусобно 

Nz ужетом које је пребачено преко котура 

• 

Сл. 69.3 

. 

на врху путаље (сл. 69.3). Када зане
маримо треље у котуру биhе у целом 

ужету исто затезаље В. Те~{ину ужес 

та не узимамо у обзир. Пита се у ко

јим границама може однос Ql/Q9 ле
жати а да не наступи кретаље. Прет

поставимо да се најмањим повеЬаљем. 

терета Ql почело кретање на лево 

Услови равнотеже су: 

N1 = Q, СОВ a 1 , N2 = Q. сов Ug • 

По Кулоновом закону је 

Сабираљем налазимо 

~+~=~s~al-~sina2~fi(~+~ 

И после смене N1 и Nз добијамо 

Ql ~ ајп «2 + 10 СОВ аз . 
Q2 - ајn a1 -л СОВ а1 

И увођељем .угла треља ео 
-
Q, ~ ајп (a~ + ео) • 
Q2 = вјп (а, - ео} 

Када би услед повеhаља Q~ наступило кретаље на десно обрнули би 
се смерови T1lf- Т2 • ..... • 

Дp~гy границу за равнотежу налазимо из прве када ео ~аменимо са 

- ео и обрнемо знак неједнакости. Тако добијамо одговор да nе равно
тежа посrојати за све односе QI/Qз који леже између граница 

. . 
вјп (а2 - ео) ~ Ql ~ вјп (а2 + (>0) 

, . эјп (а1 - (>0) = Q2 = ајп (а1 - ео) • 

70. Отпор трења у рукавцима.l(руг трења. Рукавац полупречни
ка r стегнут је између обе половине лежиmта (ел.70.1) тако да на свц-



'10. отпо!? TPEiЬA у .РУltлiЩЙМл. tфуr .. ТРЕ1ЬА. 

ком елементу ds обима влада нормални 
притисак dN управљен ка центру py~ 
кавца. Распоред сила dN по обиму 

јсруга није познат, али је геометриј-

ски збир rdN једнак терету који на 
• 

2,~ 

рукав цу лежи, дакле Ј iN = Q. ДОК се 
о 

вратило не Обрhе пролази сила Q кроз 
центар круга, а када почиље да се 

обрhе и за време обртаља настају 01'-, 
порIi треља dT= / dN. Статички мо-

Сл. 70.1 

мент отпора треља у погледу на ОСОВИНУ рукавца или краће 
• 

треља РУјсавца је 

М• = Ј' dT , / Ј dN, 

I 

I 
I 
Ј 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

момеЋТ 

гдеје Ј dN аритметички збир елементарних dN који је увек,веhи· 
од геометријског абира. Стога постоји једнакост 

f dN=a. Q, 

где је а> 1 .. 
Са ОЗIIак~ а. / = /, добијамо MOMeнr треља:. 

М • . /1' Q. 

Број /, зове се Iсоефнцијент треља рукавца, а круг полу 
пречника/1 ,=r' је круг треља. Пошто је расподела притиска по 
обиму непозната, може се /1 само огледима' одредити. Круг треља је 
обвојница (enveloppa) свих елементарних отпора: dW = dN V1 + Р1' 

Ако је рукавац у лежишту јако стегн.Ут може момент потребан 

за обртаље вратила бити врло· велйк, а Q може бити при том ма 

како мало. 

Обртање рукавца сталном угаоном брзином омогућено је обртним 
моментом једнаким и супротним моменту треља Q ,'. 

Када је рукавац или лежищте излизано, полупреЧIIИК рукавца, 

IIешто маљи од полупреЧIIика лежи шта, налегаhе р;Уlсавац само у јед

ној изводници, тачније у једној уској прузи лежишта (сл', 70.2). Услед 
обртаља рукав ца попеhе се додирна' тачка из најнижег положаја А 

"""' . 
У В тако да је АВ = Г!!, Услов равнотеже је 

............... 
Q=N + Т; 
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са Т= QsiЩЈ је 

. MT~ Q'sin!1 = 11' Q = '1 Q, 
где sin (} = 11 значи коефицијент треља а 

'1 = 11' полупречник круга треља. 
При константном обртаљу рукавца те

рет Qдодирује круг треља. У стаљу мира је 

МТ :;;; Т1 Q, 
дакле Ье Q сеhи круг треља. 

• 

Сл. 70.2 Изведени образац момента треља за 

суве површине примељује се у технирiЮј 
пракси и за мазане површине са коефицијентима Мореновим (чл, 68), 

, - . . 
и 'ако код ових владаЈУ сасвим друге прилике. 

П р и м е р. Равна плоча .тежиие Q виси о хоризонталној ЦИЛИНДРИ'lној осовиии 

полупречиика r (сл. 70.3): Пита се колика' мора бити сила Р у датој иападиој nинији 

а':"'" а И са датим поnупречником r.' круга статичког трења, која би могnа плочу К 
покренути из стањамира. 

, у слов равнотеже је да се сипа Р, тежина плоче Q и отпор W секу у јеДIIОј 
тачки. Та је тачка веЬ одређена IIресеком силе Q и дате прав<: а-а. Отпор W мора 
кроз ту тачку С пролазити и круг' статичког трења додиривати. Како из С можемо 

б) 
iJ 

• 

" •• 

р А' А Д' 
1 

~ I 

('... ..." 

а) 

С ... 70.3 

две тангенте на тај круг ПОЛОЖ~ТII, има задатак два решења помоЬу два троугла 

сила (сл. 70.36). Сипа Р ће покренути плочу. К на десно (у смислу скззаљке на сату) 
а сила Р'у 'супротном смисnу. При томе се додирна тачка измеljу nл()че. и' осовине 

помиче из А. у А односно А'. Ако дата нападна линија а - а сече круг трења, никоја 

веnичина си,е Р не може кренути IIЛОЧУ из стања мира. Имамо случај самокочења. 

71. Отпор трења при KOTp~aњy. Цилиндрични ваЉ8,It остаЬе у 
миру на хоризонтално] равни у сваком положају. Искуство нас учи да 

i 
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ће остати у миру и ако подлози дамо мали нагиб {}. То значи да у 
додиру ваљка и· подлоге щ>стоји отпор Т који се потире са компонен

том Q sin {} тежине ваљка. 

Овај отпор котрљања може~о објаснити када ваљак и његову 

подлогу не сматрамо крутим, непроменљивим, него деформабилним 

(еластичним или пластичним телима). Ваљак ће додиривати подлогу 

Сл. 71.1 • 

..... 
Елементарни отпори dW 

у маЛО1>i лукуs (сл. 71.1) и отпор под
.логе биhе 

• 
• 

W= dW . .... ј .... 
• 

Претпостављамо да се деформапија ва.јр

ка може занемарити а да је подлога 

пластична тј. трпи. трајну деформа-

цију. Ваљакће у кретаљу на десно оста

вити подлогу' удубљену за висину h . 
подлоге расподељени су на кружн:и л:уккоме 

i .....' , 

је полутетива а. Њихова резултанта w лежи испред вертикалног преч. 
ника, уда,еназа дужину е. Док је ваљак умиру или у једноликом 
кретању, морају силе што нападају ваљак бити у равнотежи. Отпор 
.... . 
W разложимо у нормаЛRУ компоненту N ИХQРИЗОНТалну компонен'1У 

Т. Прва се потире са Q а Т налазимо из сличности троугла сила 
.......... ..... 
W, Q и Т са троуглом на сл. 71.1: 

\ 

Т: Q = е: R, , 
, е е 

Т= R Q = R N. 

Исти резултат. добијамо из УСЈIOва равнотеже да· збир момената око О 

мора бити једнак нули дакле, 

Ne-' TR=O. 

Момент Ne зове се момент трења при котрљању а дужина 

е је коефицијент трења при котрљању. ОШfIОр крешањаџрu 

кошрљању је i1роi10рцuоналан моменшу шрења u обрашно UРОИ0РЦUО
налан i10лУi1речнuку ваљка. 

Крак е силе N можемо под извесним претпоставкамарачуном 
одредити. Из Геометрије круга имамо однос а2 = 2Rh. KaKo:jeh према 
R м:ало, можемо кружни лук тетиве а сматрати параболом са: верти
калном осовином. Са даљом претпоставком да је на сваком месту 

лука притисак пропорционалан угибу, пролазиhе ОтЦОV W кроз тежиште . 
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, 
пар.аболичног сегмента, који је за 3а/8 удаљен од вертикаJIе Тако 

налазимо 

е = ~ а = ~v 2 Rh . . ~ 8 

8а дато оптереhење Q мора 1I0вршина параболичног сегмента дакле и 
производ а h = С БIIти независан од R; копстаП'Iа С зависи само од 

Q и од попустљивости подлоге. Сменом h из последње једпачине ДО;
бијамо аВ = 2R С И одавде 

3Э.~~ 
e=gV2RC .. 

8бог несигурних претпоставки овај '{'еоријски образац нема ве

лике вредности. Најсигурнији начин за одређивање ltoефицијента је 

~epeњe вучне силе Н = Т помоhу динамометра и примене обрасца· 

е= TR/Q; 
Ако подлога ваљка није ПОТПУIj:О пластичпа, она Ье се иза ваљка 

мало поднпи; додирни лук Ье се продужити'иза ваљка, тако да Ье се .... 
растојање е резултанте W од вертикале ,смањити и тиме и отпор Т 
бити мањи. 

На потпуно еластичној подлози је додирни лук симетричан пре

ма вертикали кроз центар ваљка па би се могло мислити да Ье отпор 

котрљања због е = О потпуно нестати. Међутим оглед каже да је сада 

отпор много мањи него код пластичне деформације тла али није јед

нак нули. Та ,се чињеница може овако објаснити. Под притиском 

ваљка на потпуно еластично тло настаје поред удубљења у вертикал~ 
ном правцу и истезање у уздужном правцу. Услед тога је дужина 

пута што га ваљак за потпуни обрт на тлу пређе, нешто мањи од 

његовог обима, то значи да ће на неким местима настати клизање на 

тлу. Отпори трења тог клизања dT даће са нормалним отпорима dN 
, . .... 

укупни отпор W који Ье као и раније нападати тачку удаљену за е 

, испред вертикале. 
Коефицијент е зависи од физичке особине ваљка и тла. Када 

количник e/R означимо са 1-'1 добијамо отпор трења при котрљању: 

, T=1-'1 N 

истог облика као што је Кулон-Моренов закон за трење при клизању. 

Према огледима варира величина е између 0,05 ст за челичне 
точкове на шинама и (1,0 до 1,5) ст за точкове са гуменим обручем 

на меком тлу. 
, 

72. Отпор точкова код вовила. Најстарија сувоземна возила 

била су саонице. На њима су превожени и нрло велики терети (спо

меници у Египту и Асирији). Ради смањивања отпора трења саонице 

су клизале на цодметнутим гредама које су уљем маЗ,ане. Доцније су 
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, 

• • 

подм:етани ваљци на којима су се· терети котрљали. Тај нач~н покре~ања 
примењује се и данас при померању, зграда на челичним ваљцИма. 

Истовремено биле су већ познате Двоколице за мање терете (путнике). 

Конструкција точкова за веће терете тек је доцни1е успела. . 
• 

, . ' 
Транспорт ваљцима и колима раЗЛИКУ1е се у томе тТОНII: ваљ-

цима лежи терет непосредно док се код кола преноси преко кота 

(сандука) и постоља на осовине и точкове. Осовине су' или чврсто 

'веЗ3.1lе са. точковим:а (код железничких кола, аутомобила) или сЗ: по· 
стољем (код запрежних кола). 

При' транспорту терета на ваљцима појав~ују се два отпора 

котрљања: између ВЈј.љка. и подлоге (коефицијент еЈ ) и између' ваљка 

и плоче која носи терет (коефицијент e~. Када поред терета Q узмемо 

а) 
Сл. 72.1 

б) 

у обзир и сопствену тежину ваљка О односно 0/2 (сл. 72.1) биhе ко-
мент трења при котрљању 

Мк. = Q (е1 + еа) + о et. 
На сл. 72.1а напада вучна сила Н1 центар ваљка дакле је НЈ = MtIR, 
а на сл. 72.lб напада На обим ваљка, дакле је Н! = 1/з MtIR. 

• 
Код 'колских точкова јавља се само на тлу отпор котрљања,' 

Т eN N ~" 
Ј = R = 111, " , 

·али њему придолази отпор трења урукавцу осnвине око које 

обрhе. Видели смо (у чл. 70) да резулту
јyhи отпор W2 мора при једноликом обр

тању додиривати круг трења (сл. 72.2) 
са полупреЧRИКОМ г' = /Ј г, где је г по

лупречник рукавца а {l коефицијент 
трења у рукав цу. Разлагањем о:rпора 

Ws у компоненте Т1 и N налазимо 
" 

/l Г " 
Т2 = R N = flа N. 

, 

Укупни отпор точка под притиском N, 

• 

Сп. 72.2 ' 

се точак' 

, 
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'услед котрљања и трења у рукавцима (СЛ. 72.3) је 

.. т . о 11 r + е N" ' . 
. = ТЈ + Т2 = о. R о = (."1 + Џ2) N = f' N 

, 

Сл. 72.3 

Отпор трења Т је дакле сраз-
. 

меран' нормалном ОТПОРУ' као 
• 

и код Iшизања по рапаво) 
о 

равни. 

Сви обрасци које смо на-
о • 

шли за клизање тела по хо-
;,.. . . 

ризонтално) и СТРИОl рапаво) 

равни важе и за кретање кола 

када коефиције~т клизања f 
заменимо са коефицијентом f' 
отпора кола. о 

, 
Као што смо f изразили 

углом трења е (J=tg р), тако можемо . и џ = tg fJ изразити тангенсом 

угла (1. У. медеЬој таблици наведене су вредности џ о и (1 за разне 
коловозе. 

• 

Железничв:е шине 

Трамвајске шине 

Асфалтн~ друмови 

Добри обични друмови 

Суви земљани путеви 

Новојпошљунчени путеви 

Пешчани путеви 
, 

0,005 
0,006 - 0,008 

0,0125 о 

0,020 
0,050 

. 0,142 
0,14 - 0,28 

fJ • 

ОО 20' 
ОО 20'- ОО 30' 

0045' 
1010' 
2°50' 
8°10' 

80-15040'. 

Из ових бројева видимо д'а ако одбацимо последњи ред таблице, 
максимални угао (1 износи 80, sin 80 = 0,139, tg 80 = 0,140, cos 8° = 0,990. 

С обзиром на приближне вредности коефиције:nта џ можемо у 

обрасцима чл. 69 са довољпо тачношhу ставити sin fJ = tg fJ и cos {Ј= 1 • 
. 

Нагиб путева а према хоризонтали означава се са успоном 

tga = Р. Тако НII. пример р - 2504'00 о значи да се о за 1000 m хоризон
талне дужине пут попне за 25 ш.· Максимални успон железница је 
350/.0 а дру!:[ова (60-80)%0 што одговара углу а . 4040'. Можемо дакле 
ставити вјпа = tga и сова =1." О, . • 

Кад још имамо на уму да ће' и нагиб {} вучне силе' према пу
тањи бити мали, гласиhе iедначина за вучну силу: 

Н = П вјп (е ± а) 
. f сов (е -.:Ј.) 
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. која ће терет Q конотантном брзином вуhи (чл. 69) краће: 

Н= Q(Il± '1'). 
• 

3а кретање на више важи горњи знак, за кретање на ниже доњи. 

3акретање по хоризонта.лном иуту је '1' = О. 
• 

'0 • При раЮlатрању кретања кола сматрали смо кола матеРИЈалном 

таЧIШМ, тј. телом које се транслаторно креће (чл. 47.). Обртање точ
кова нисмо узели у рачун, што је допуштено јер је маса точкова 

према укупној маси о возила незнатна. 

Коефицијент 10 статичког трења клизања од значаја је за кре. 
таље локомотиве. Ако са Q означимо онај део тежине локомотиве 
који лежи на моторним ТОЧКОВIIма и. онима која су са њима 

спрегнуrа(т. зв. адхеЗlIона теЖIIна локомотиве) а са Н потребну 

вучну силу, локомотива ће се кренути само ако је. Q 10 2:: Н. У про· 
тивном случају локомотива. се неће кренути а адхезиони точкови 

о обртаhе се на месту услед притиока паре. 

Кретање сваког возила састоји се из три дела: 1) Покрет од V:=O 
. до прописане брзине V 1 • 2) Ј еднолико кретање БРЗИНОМV1' 3) У спо
рено кретање до V = О. Нормална брзина v, као и време t, за које 

треба да је брзина v 1 постигнута дате су величине. Дакле је U = V , /t1 

одређено. 
'Теоријски био би дијаграм убрзања и времена правоугаоник 

основе t1 и висине и. То би значи-

• 

• 

Сл.7~4 

ло да возило масе т моментано на

иадне сила Р=mи, другим речима 

удар који не би био пријатан ни 

за путнике ни за возило. Да убр

зање иорасте од нуле до коначне 

величине u и обратно потребно је 

и ако мало, али коначно време Д [. 

Дија-грам u = f (t) биhе· у ствари 

траиез са основом t1 и паралелном 

OTpaHO~l ((l - 2 Д t) (сл. 72.4). Ди

јаграм v = j(t) биhе у интервалима 
Д t парабола са вертикалом· осови
.ном које додирује права нагиба 

ср = атс tg tl. 
73. Новији ог леди о отпору трења. Нагли развитак машинске 

и саобраhајне технике у другој половини прошлог века дао је повода 

многим и обимним огледима са циљем да утввде утицај брЗI!:не, нор-
, I .' -

малног притиска и величине додирних површина на коефицијенте 1 и 10' 
Из великог броја прецизних огледа изврmених ради провераваља 

Моренових огледа закључио је Конти (Р. С о п ti 1874/75.) да за мале 

Механика тачке 10 
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брзине 1 I1споче1'ка расте са v, за v = (1 "-- 2) m/sec постизава мак
симум а после опада, испрва нагло а после спориј'е. Разлика изыеђу 
почетне и максималне вредности 1 је тим мања што је веhи нормални 
притисак. 

3а Механику железничког саобраhаја од интереса 'су отпори тре

ља клизаља при веhим релативним брзинама, Француски пнжељерп 

Поаре (Ј. Poiree, 1852.) 11 Воше (Н. Bochet, 1861.) врttrиШI су огледе са 
, 

трењем између железничяих точкова у обрrању и папуqе за кочење, 

као и између укочених точкова и шина . за брзине од 4.до 22 m/sec. 
Резултате огледа изразио је Воше обрасцем: 

./ =/0-100 +!. 
l+av оо 

где су а,l, 10 11 100 константе зависне од материјала. 3а v = О 

даје образац f = 10 коефицијент статичког треља. 
У истом циљу вРшиоiе Енглез Галтон(Dоuglаs Gal Љп, 1878-1879.) 

велики број огледа са О;ЩИЧНим уређајем и дошао до сличних резул

тата као Французи. 3а кретаље точкова по челичним шинама нашао 
• ] е просечно: 

1 = 0,088, 0,065, 0,027 . за v = 3,09, 15,16, 26,7 m/sec. 

Галтон је испитивао трење папуча од ливеног,гвожђа на челичним 

бандажама точкова и нашао екстремне вредности: 

1 = 0,058 - 0,123 код v = 26,8 m/sec 
и 

1= 0,123':"- 0,325 код v = ,2,1 m/sec. 
Све резултате огледа Поаре·а, Воше-а и Галтона изразио је Франке 

(Ј. Franke) обрасцем: 

1= аг-а. (v у m/sec) 
. са константама: . 

а = 0,29 а = 0,04 за лив ено гвожђе на челику, СУВО 
• 

0,29 0,02 за ковано гвожђе на кованом гвожђу, суво 

0,24 0,029,," "» л "влажно. 
, 

Огледи које је Вихерт (Wichert, 1889.) вршио са кочницама же· 
лезниqких кола при брзинама до 90 km/h даЈIИ су резултате r,оји се 

подударали са ранијиМа. Савез Управа немач~их железница Усв01ио 
је стога Воше-ов образац са константама: ' 

а = 0,226, 100 = 0,0495 ј о' 

10 = 0,45 за суве, 10 =0,25 за ·влажне површине. 
Са брзиномV у kmjh гласи Воше-Вихертов образац: 

I_~ 1 +0,0112 V. 
- о 1 + 0,06 V 
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• 

Најновији опити130нтеаи3акса (Н. Bonte, 1915.; G.,Sachs,1924.) 
врmени су помоћу I,ОБИЧНИХ (Бонте) или цилиндричних (3акс) ваљака 
ОД )lатеријала за које је требало испитати отпор треља. Један ваљак 

добија угаону брзину трансмисијом и преНОЩI обртаље на. други ва-

. љa~, који га под притиском додирује. (Фрикциони точкови). Нормални 
притисак између ваљаIШ регулиmе се теговима а отпор треља Т мери 

се динамометром. Најважнији резултат ових огледа је тај да се отпор 

трељаТне може изразити Кулоновим законом него обрасцем: 

Т= To+/ooN 
приr,азаним на сл. 73.1. 

't 
ј: 
'1 

!;аЈ 
11 
. 1 

, 

I ' . \ . 

~\ . Т . 
..,..1~~t -----------------I:.-a 

')fl' -н ....... оо 

Сл. 73.1 

Ако усвојимо Кулонову дефиницију: 

T=/oN 

:>Н 

онда 10 није више независан' од N него је изражен са 

\ 
ј r +ТО 
0= Јоо N" 

дакле опада по хиперболичком зан:ону. . 
Коефицијент 1, треља у РУIшвцима зависи од расподеле нормал

ног отпора на обиму РУI,авца. Из произвољних претпоставака о тој 

расподели изведени су противречни односи између 11 и Кулоновог. 
коефицијента 1. ' 

у теХlIичкој примени и данас је одржан однос проф. Реја (Th 
Reye, 1860.): 

4 
ft,=-j. 

" 
Инжељер Хирн (G. А. Hil'n) врmио је огледе (1854.) са рукавцима 

ХОРИЗ0нталног вратила у лежиштима од разног материјала. са разнИМ 

10* 
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мазивима; циљ тих огледа било је одређиваље механичког рада утро
шеног на савлађивање отпора трења у рукавцима. Хирн је нашао за 

механички еIшивалент топлоте вредност 370 kgm (тачно 427) а за 
• • 

отпор 'Трења у рукавцима нашао ]е да ]е за суве површине независан, . ' 
а за добро и RОНТИНУално мазане површине готово сразмеран брзини. 

Знач:~јнији и поузданији су огледи lI:oje је Управа Ханове

ранских жељезница вршила 1861-62. под руководством директора 

Кирхвегера (Kirchweger). Осовина желеЗНИЧIШХ кола са својим нор
малним лежиштима YTBplJeHa је у лабораторијп на дрвеном постољу 

и трансмисијом стављена у обртање. На једном лежишту положена је 

равнокрака полуга са тасовима за тегове што треба да врше прити

сак на рукавац. Главни резултати огледа су: 1) За обична оптереhења 
100 kg сm-2 рукавца отпор трења је независан од величщз:е оптереhене 

површине. 2) При 360 обрта у минути (брзини од 16,7 msec-1) отпор 

трења је независан од брзине. 3) 3а конзистептна мазива (JIOj, IШЈl
мово уље) и мала оптереhења, коефицијент трења је веhи него за течна 
мазива. При веiин! оптереhењима, када се рУI\авац загреје, смањује се 
коефицијент трења. 

Проф. техничке школе у Њујорку Турстон (R. Ц. Тhнrstоп) кон
струисао је 1878. апарат за испитивање трења у рукавцима коме 

је главни део било физичко клатно. Циљ му је био да одреди законе 

трења у рукавцима у врло широким границама притиска, брf!ине и 

температуре. Резултати његових огледа као и обрасци које је из ових 

извео, нису поуздани једно због конструктивних недостатака апарата, 

а друго због УСIШХ граница притиска (од нуле до 70 kg сш-2) И брзине 

(6,9 msec-1 ) обртања. 

По решењу Удружења машинских инжењера у JIондону' вршио 

је 1882. инж. Бошан (ВеаисЬатр Tower) огледе са трењем у ру
кавцима. Рукавац био је од лежишта одвојен слојем уља. НајвеЬе 

оптереhење рукавца било је, 44 kgcm-2 а највећа обимна брзина ру
кавца 2,4 msec-1. Огледи су показали да отпор трења расте са до

дирном површнном при истој величини притиска, а при сувом трењу 

је отпор независан од поврmине. До обимне брзине 0,5 msec-1 опада 
отпор трења а преко 0,5 m sec-1 расте са квадратним кореном брзине. 

Теоријска расматрања о трењу у рукавцима циришког п'олитех

·ничара Реје-а (ТЬ. Reye) доцнијег професора Пројективне Геометрије, 
1860. и проф. Грасхофа (Grashof) 1861. баве се хипотезама о рас
подели притиска на обимне површине на основу закона еластичнос'1И 

чврстих тела. 

Први који је трење између подмазиваних rtовршина сматрао хид

родинамичким проблемом био је Петров (Н. Петровъ). Он је зами

rnљао да се рукавац полупречника r обрhе центрично у лежишту по-
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лупречника r + s; сЛој мазива дебљине s врши притом лашmарно 
кретаље вискозне течности, зависно од обимне брзине v. Тако налази 
коефицијент треља: 

.1.v 
/1 = 211: Р 

r 
s ' 

где је .1. константа унутарљег треља ма3Iща а Р оптеJi)еhељена је.и;и~ 

ницу дужине рукав ца. Овај образац проверавао је Петров огледима 

Hirn-a, Kirchweger-a и Thurston-a. 
Рејнолдс (О. Reynolas, 1886.) закључио је из искуства да се ру

кавац не обрhе центрично у лежишту, И поставио је теорију са прет

поставком променљиве дебљине слоја s. У доцнијем свом раду (1!100.) 
сложио се Петров са том теоријом. 30мерфелд (А. Sommerfeld, 
1904.) је мате}IaТИЧКУ обраду теорије знатно упростио и тиме омогу

hио упоређење са многим најнови1им огледима. Овим су се питаљем , 
бавили и руски научници Жуковски (Н. Е. Ж у к о в с к й) и Чапљигин 
(С. А. Чаплыгин), Москва 1904. 

. 
р. I<РЕТАЊЕ ТАЧI<Е У I<РИВОЈ ПУТАЊИ 

74. Динамички услов ва криволиннјско кретање. Из l{инема· 
• 

тике знамо да при криволинијском кретаљу тачке убрзање заклапа 

са правцем брзине, дакле са тангентом на путању угао ђ, О < {} < л, 
који се континуално мења са временом и да је убрзање управљено 

ка конкавној страни путање. На оним местима путање у којима fJ 
прелази из позитивне вредности у негативну ({} = О), путања има 

""":Ј!о ' - ~ 

превојну тангенту. По Њутновом 1I закону је сила р= muвек· 
тор истог правца и смера као убрзање. 

Динамички услов да се тачка креће по криво} путањи јесте T!Lj, 
• - о. .-

да сила К01а на њу де1СТВУ1е заклапа у сваком моиенту кретања са 

правцем кретања (брзине) угао различит од О и 180°, 

о 

, 

3амислимо да се тачка масе т креће по правој Ох (сл, 74.1), да 
се у времену t .- О налази у О и да 

има брзину Ve, У тренутку t = О на-
А 

- - - -~.- -;:;.,..Ј: падне тачку сила р ЧИ1'и правац 
~ " 
Ц1", заклапа са Vo угао ср, За време dt , 

- ~ - __ ', можемо силу сматрати константном 

- - - - - -- - - ::. ~ t' по правцу· и величини. Када не би 
-+ 

било силе р, тачка би по закону 
Сл. 74.1 инерције у једном тренутку прешла, 

--+ -+ 
У правцу почетне брзине, пут ОА = Vo dt, а када не би имала по

-+ 
четну брзину, она би се кретала убрзано у правцу и смеру силе Р и 
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_-+ -+ 4- -+ . --+ -+ 
прешла пут ОВ = а (dt)Зј2 где је а = Рјт. Стварно пређени пут OC=ds 

-+ -+ 
биhе дијагонала паралелограма коме су стране путови Vo dt и a(dt)2j2. 

-+ 
Из овога се види да се утицај силе Р, кад се она не поклапа са прав· 

• 
цем кретања, саСТОЈИ у томе што она приморава тачку да скрене 

-+ 
с правог пута ОХ којим би продужила да се креЬе, када силе Р не . 

.... -+ 
би било. 3бог тога смо елементарни пређени пут D = а (dtYj2 у правцу 
дејства силе назвали девијацијом или скретањем. Из EeKTopcr,or 

-+.... , 
троугла ове види се да девијација D = t:::,. ds претставља геометриј-

, .... 
CIШ (векторски) прираштај пређеног пута ds. У наредном времену dt 

~ ~ -+-+ -+ -+ 
преhи'\1е тачка пут dSj = ds + D, dS2 = dS1 + D, итд. Тако добијамо 

-+~-+ ./ 
полигон са странама ds, ds1 , ds2 , ... који за dt .... О прелази у крив'у иу-

\ .... . .... 
тању тачке. Ако је сила Р константна биhе вектор D константан, а 

• 
путања ће бити парабола (чл. 41.1ј. 

75. Слагање и раsлагање сила. На основи дефиниције силе 

(чл.ll.) закључујемо да став о паралелограму важи за силе као и за 

убрзање тј. да је паралелограм сила сличан паралелограму убрзања. 

3амислимо да на ыатеријалну тачку т делују само два тела К1 и К2 
-+ .... 

која дају тачки т убрзања а1 и и2 • Пошто су по закону независности 
. "" . . 

деЈства тих уорзања иста када тела Једновремено деЛУЈУ као и када 

би посебно деловала, тоЬе тела К1 и К • . када истовремено дејствују 
.... -+ -+ 

дати тачки убрзање: ат.= а1 + а2, а из основног динамичког закона: 
-+ -+ -+ -+ -+ ~ 

. р = ти и једначине: т ат = т и1 + т а2 следује: 
.. - -+ -+ -+ 

Р• = Рl +р., 

, дакле став о паралелограмусила. 
. -+ -+' 

Када та два убрзања и1 и и2 која дају тачки т тела /(1 И /(2 сло· 
' .... 

жимо (сл. 75.1) поиоhу паралелограма, онда нам дијагонала ит тога 

-- -tIZ 15 
~--::- - - "\ - -..,..., 

\ ........ ,... \ \ 
(7.\ .,* \ \ 

'F \ .......... \ \ 
. \ \ ,- - - - - -"'" \ ......... -> -' .. ~ \ 

4"-------- ~ 
Сп. 75.1 
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-+ 
паралелограма помножена са масом тачке значn резултујуhу силу Рт• 

Дејство с твар них тела К1 и К2 на тачку биhе исто каољ дејство 
• -+ . 

замишљеног тела Kr~oje се налази у правцу убрзаља Ur. Јасно је 

да тела К1 • К2 , K r морамо сматрати материјалним тачкама да би 
. ..... , 

правци u били одређени, 

3амену двеју или више стварних сила једном замишљеном силом 
..... ..... -+ 
R ИСТОГ дејства З0вемо сл аг а љ е сила Рl' Р2, ••• а замену једне 

..... 
стварне силе R двема или више замишљеним силама зовемо р азла-. ..... , 
гаље силе R. • 

:Материјалну Т1\ЧКУ т нападаhе уопште више сила, било да су 

све ИСТОГ или различитих физикалних порекла. Ако је тачка слободна 

биhе све силе Д а l' е, ако је пак тачка у СВОМ кретаљу ограничена, 

нападаhе је и непознати отпори које имамо да из динамичких јед-
-+ 

начина одредимо. Геометријски збир свих тих датих: сила Р и непо-
-+ -+ -+-+\ 

знатих отпора W означиhемо краће са "i:,P + ~ W = R па ће тада на 
• • 

основу принципа независног деlства, динампчка Једначина тачке 

гласити: 

• 

Динамичrtу једначину постављамо тако да на једној страни став

љамо производ из масе и убрзаља тачке а на другој страни све оне 

силе {соје тачку нападају. А за интегралеље ове диференцијалне јед-
• 

начине другог реда сводимо]е на нулу. 

Векторску једначнну разлажемо у три скаларне по ивицама пра· . 
воугаоног триедра што нам је из Rинематике познато. Тако добијамо 
три скаларне динаиичке једначине: 

у Декартовом систему О (х, у, г): 
. 

d
2x _ R т d2y _ l' т d2z R . 

т dt'- х, dt" - 'у. dt.= х· (75.1 ) 

у цилиидричном систему О (ср, r, z): 

d'r /d'P)2 т d (d'P) d2z т dt2 - rl dt = Rr, rdt т2 
dt =Rc,m dt.=Rz; (75.2) 

у природном (Ајлеровом) систему М (t, п, Ь): 

dv mv2 

т d = Rt, - = Rn, О = Rb • 
t е 

(15.3) 

76. МехаНИt{КИ рад силе у кривој путањи. Функција силе • 
. Код кретаља тачке у правој путањи дефинисали смо елементарни ме-
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ханички рад силе Х као производ из силе и елементарног пута dx: 
(}А = Х dx. Правци оба вектора стално се поклапају. Код криволиниј
ског кретања правац тангенцијалне компоненте Ре У сваком се тре
нутку поклапа са правцем пређеног пута ds и према томе и при кри
волинијском кретању дефиниција мехапичког рада је иста, као и код 

праволинијског кретања када силу Х заменимо тангендијалном силом 

Р! а пут dx са ds. Дакле је 

- OA=Ptds. 

Ако угао, којп сила Р заклапа са елементарним путом ds тј. са 

тангентом, обележимо са (Р. ds) (сл. 76.1) онда је величина тангенци-
• 
1алне силе: 

пр 
\ -

\ .,'" 
,П'/" 
~7 

--- т \ 
п 

Сл 76.1 

Р! = р cos (Р, ds) 

а њен механички рад на путу ds је 

Мр = Ptds = Р cos (Р, ds) ds. (76.1) 

Елеменшарнu механички рад силе Р једнак је иро

lliЗВОДУ ЩЈ сшварно upei}eHoz uуша ds и иројекције 

Р cos (P,ds) силе на иравац uуша. У горњем произ
воду имамо три чиниоца: . 

Р cos (Pds) и ds 

и ако их напишемо другим реДОll1 

ОАр = Р ds cos (P,ds), 

добијаыо: 
\ 

(76.1а) 
. 

тј. елеменшарни механички рад силе Р једнак 

иројекције upei}eHoz uушй на иравац силе .. 
је ироивводу 113 силе 11 

Механичкн рад је позитиван за cos (Р, ds) > О а негативан' за 
сов (Р, ds) <: О. 3а сов (Р, ds) = о, тј. када је сила Р y~paBHa на правац 

. . . \ 
елементарног пута њен ]е механички рад ]еднак нули. ' 

у Векторској алтебри израз: 

. .... .... 
Р ds cos (Р, ds), 

.... .... 
1·ј.nроизвоД иитензитета двају вектора Р и ds II косинуса угла што га 
ови векгори ыеђу собоы заклапају, назива се: с к ал а р н и м, унутар-

.... .... 
њим или радним производом двају вектора Р и d s и означава се са 

........ .... .... 
Pds или (Р ds). 

Дакле се елементарни рад може бележити: 

........ 
M=Pds .. (7.6.2) 



МеХАНИЧКИ РАД СИЛЕ У КРИВОЈ ПУТАЉИ. ФУНКЦИЈА СИЛЕ . '153 

Трећа дефиниција механичког' рада гласи: Елем.еншарнu м.еха

нuч/ш рад је скаларнu ироиввод сuле u елем.еНiIiарног иом.ерања тачке. 
-+ 

Када тачку нападају више сила Р; (i = 1, 2, .. . ,n) и тачка се, по
-+ 

мери за bs, врmиhе силе укупан мехаНfIЧЮI рад: 

п -+ -+ 
А=02 р OS, 

. I 
-+ 

а пошто је у OBO~1 збиру 11 s заједнички фактор За све силе, то 1е 
-+ -+- ~'~ 

ЬА =дs 2н == дs R. 

Механuчкu рад сuле R једнак јеалгебарском sбuру радова њеНllХ КОМ
liоленаiIiа. 

-+ 
Ако су Х, У, Z ортогоналне компоненте силе Р. а dx, dy, dz ор-

-+ • 
тогоналне компоне нте помераља д s, елементарни механички • 

рад Је 

д' А = Х dx + У dy + Z dz • 

у цилиндричним координатама је . 

дА = Рт dr + Рс r dr:p + Р' dz. 
. ' . 

Из инфин'итезиыалног ~ачуна знамо да је израз: 

, Xdx + Xdy + Zdz 

саыо онда потпун диференцијал dA када су Х, Y,Z 
изводи по х, у, z једне исте једнозначне фу.нкције: 

• 

И = f (х, у, z), 
Т. зв. функције силе. / 

(76.3) 

(76.4) 

делимични 

Елементарни рад с;rле Р бпhе дакле потпун диференцијал ако 

љене компоненте задовољавају три услова: 
-, , -

дИ . дИ 
Х = дх ' у= ду , (76.5) 

који се могу изразити једном векторском једначином: 

р = i дИ + -'t дИ + k дИ. 
дх ] ду дг (76.6) 

~ 

, 

Израз на десној страни једначине (76.6) зове се гради} е'нт функције·И. 
3а силе које' задовољавају једначину: 

-+ 
р = grad И, 

где је И једино функцуја по'ложаја (х, у, г) је 

• дА=dА=dИ. 
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Ако тачка коју таква сила напада пређе пут од неке тачI\'е 

r (ХћУ" Zr) до тачке s (Xs, У., гз) у којима И има вредности ИГ и И., 
->-

онда је на тоы путу сила Р извршила рад ,: 
s 

с А = fdИ = ИВ - Иr• (76.7) 

r 

МехаllUЧКU рад lIе saBUCll од ДУЖUllе ни облика ауiЛа него само од , 
врещюсшu И У !срајњим шачкама uуШа. Преыа тоые al,o нападна тачка 
пређе од r до s произвољан пут, а затиы од s до r ыа' који други 
пут, биhе . 

->-
тј. ltlехаllUЧКU рад сuле Р = grad И lIа ма којој sашвореној ЛНIlUјU јед-
нак је НУЛU. Силе Iшје иыају функцију силе зову се из разлога л "Коме 

"ће у ЧЛ.79.. БI1ТИ говора конзервативне спле. 
, ' 

77. Скаларна и векторска поља Uбласт простора у којој свакој 

тачки одговара извесна вредност неке физикалне величине зове се 
r 

П О Љ е те величпне Према' томе да ЛИ је она скаларна ИЛI;I, векторска 

величина говоримо о скаларном или веКТОРСКОlI пољу. Скаларна 
поља су поља температуре, специфичне масе, фУНIщr:је r:шле итд., а 

векторска поља су поље брзина, убрзања, силе, итд, 

у пољу функције И значи: 
• 

, - ' f (х, У, z) = С 

IIОВРШIIНУ на којој све таЧltе поља имају исту вредност И = С. Те 
• 

површине зовеыо еквискаларним или еквипотенцизалним повр-

шинама, јер се функција 

V=-И 
зове потенцијална функција или потенцијал . 

.... 
По дефиницији: Р = grad И иыа сила правац нормале на повр-

,шину И = ,С. Норыала у тачки В површине И = С сеhиhе блиску по

вршину И + дИ у таЧЮI В'. Са ознаком ВВ' =!Ј.n биhе величtIна силе 
одређена изводом; 

1
. /::, И dИ 
lШ --с;-

Аn .... О /::'П - dn ' 

а смер силе је онај у ком И расте. 

Разыак двеју суседних површина И = С биhе уопште у разним 
тачкама В различите величине. Што је мањи размак тим је већа сила. 
у тачки В' нормала, површине И:+ АИ сеhиhе иоврmину И + 2tJ.И у 
тачки В"; правац њен је В' В" '= /::'п' итд. Сви узастопни елементи tш 

чине полигон (раван или просторан) који за ДИ ->- О прелази у криву 
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• 

линију коју- аовемо линијом силе. Оне су ортогоналне траје.I;tТОЈ1цје 
Iювршина И = С а диференцијална једначина линија силе је 

dx 'dy dz - . 
Х У Z (77.1) 

Градијент једног скалара можемо сматрати скаларюш производом 

тог скалара са једним симболичним вектором: 

7д -ta .... д 
\l = l дх + 1 ду +, k OZ ' 

који 9е зове Хамилтонов оператор, ,дакле је 

g'l'ad И = у И.. 

Оператор у ыожемо као сваки вектор иомножити векторски 1I .... 
скаларно са произвољним вектором Р . 

. Векторски производ 
.... 

ухр," 

.... 
зове се РО1'ација вектора Р и пише се 

.... .... 
l'Ot Р или сшl Р. 

Пошто оба вектора разложимо у ортогоналне компоненте добlrjа1iО: 
-

l'OtP=J (OZ_OY) +-tОХ_аZ)+k(ОУ _дХ). 
" ду oz ] oz, дх дх ду , . ' 

(71.2) 

.... -
Ако је Р конзервативна сида, добијамо парцијалним диференци-

јалењем једначина (76.5): 

дХ дУ д"И 
ду =--дх- дх ду 

. '. дУ OZ 
и аналогно: - ~ oz- ду' 

Ове једначине унесене у (71.2) дају резултат: 
.... 

oZ - дХ, ,. (71.3) 

rot Р = rot grad И = О. (71.4) 

Ротација КОllsерваШuвне силе једнака је нули. Ова чињеница може 

такође служити за дефпницију конзервативне силе. 
Векторско поље у Iшме 1'е за сваку 'l"аЧКУ поља: 

.... 
rot Р 'о 

З0ве се безвртложно поље. -
"\ 

Скаларни производ: .... 
уР 

.... 
З0ве се дивергеНЦИја вектора Р и пише се 

.... .... 
div р= уР. 
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, 

Изражена компонентама гласи: 

divР=д~+дУ +дZ. 
дх ду дz 

330 
-+ 
р , gradU 

добијамо 

. 'д"U ,д2U д"U 
dlV grad И = дх' + ду" + дz' . 

(77.5) 

(77.6) 

Дивергенција скалара зове се и Лапласов (I,aplace) извод 
скалара и означава краће са 

\72 И или 6 U. 
Најзад налаЗIIМО 

-+ 
div rot Р = О. 

, -+ 
'Го зпачн да ако ј е у пољу вектора R: 

-+ 
div R= О 

-+ 
можемо тај вектор сматрати ротором неког вектора Р. 

-+ 
,BeKrope R за које је у свакој rачки поља 

-+ 
rot R -с-'О 

(77.7) 

• • • • 
зовемо потеНЦИЈалним векторима а векторе за ко!е lе у свако! 

тачки поља 

-+ 
divR= о 

соленоидалним векторима. 

Векторско поље у коме је 
-+-+ 

rot R= о и div R = О 

ЗОВе се Лапласово, поље. 
Пример: 

х = а (у' - х"), У =2 аху, Z = О. 

Градијент скалара, ротација ,Н ДIщергенција вектора су три основ

на појма Векторске анализе која има примену у свима гранама мо

дерне Теоријске физике. 

78. Вакон количине кретаља. Ведичину брзине тачке у кривој 
-+ ' 

нутањи, коју напада сипа Р произвољног правца, мења само њена 

тангенцијална компонента P1'=Pcoscp, где је ср угао што га сила за

lщапа са тангентом на путању. Из релације: 

р _ d(mv) 
1- (је 
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• 

добијамо једначину: 
Р1 dt = d(mv), 

која каже да је елементарни импулс тангенциiалне силе једнак дифе
ренцијалу КОЛИ'Iине кретаља. 

у коначном интервалу (t2 - t1) времена даје интеграл: 

~ 

f Рј dt = т Va - т Vj 

" 1 

закон Iщличине кретаља у скаларном облику. 

-

" 

Алгебllрски uрирашшај количиl{е креШаља једнак је имаулсу шан-
, 

генцијалне силе у исШом равмаку времена. 

3аменом силе променљив ог правца Р1 са силом Х константног 

правца важи закон за праволинијско кретаље (чл. 49) . ... 
"'" d(mv) 

Аналогно добијамо из векторске једначине: Р = dt ' 

2 

р dt = d(mv) и Р dt = т Vz - т V1 , "'" "'" Ј"'" "'" "'" 
. 1 

дакле: векШорски арирdшшај колUЧUне кретаља једнак је ШIti1улсу на
йадне силе (uли инШегралу силе ао времену) ва исШи равмак времена. 

Геометријска' разлика двају вектора увек. је већа од алгебарске раз-
• 

лике,. дакле lе 

2 2 

f р dt > f pt dt. 

1 1 
" 

Када у Декратовом триедру означимо са Х, У, Z компоненте силе 
"'" ... 
Р, а са vx' V Y' и. компоненте брзине v· замељују векторску једначину 
заI,она КОЛl'l:чине кретаља три с~аларне једначнне: 

2 

rXdt= mVz,,-mvЈХ ' 
"' 
1 

2 

f Ydt= mV2U- mvlU, 

1 

2 

Jz dt = т Vzz "--:- т Vlz. 

1 Ј 

(78.1) 

1. Ако су сва три интеграла раЗЛИЧИ1'3 од нуле тачка ће описи-
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вати нросторну криву путању са произвољно промеНЉИВQЫ брзином. 

2. Ако је један I!нтеграл, на пример први, једнак НУЛИ, тачка Пе 
ОI1lIсивати иросторну путаљу али ће бити 1'" = const. Мењаће се само 
компонента параЈ[еЈ[на равни yz. . . 

3. Ако су два интеграла (на пример IIРВП и други) једнltlШ IJY

Ј[И, биhе Vx = COl!st. и /'у = COl!st., 1'ачка liC се ЩЈСтати У равни управној 
на раван ху ПРО1r!енљивом брзином t'z. 

4. Најзад ако су сва три интеграла једнака нули; тачка ће се 

кретати у правој путањи константном брзином. 

79 .. Вщ(он кинричке енеРГllје . (живе силе). Када једначину 
која дефинише тапгенцијалну· компоненту нападне СИЈ[е: . 

dv 
Рј =Pc~s (Р, ds) = т аТ 

ПОJrШОЖIШО са индентитеТОl1 ds = v dt, добијамо: 

(ти') Pdscos(P,ds)=mvdv=d 2-' 

.... 
На левој страни стоји еЛtJментарви рад· оА силе Р а на десној 

елеl1ентарна кинотичка енергија dL. Интегралеhи у размаli:У од t = О 

(када је v =.ио, а дА -'О) де вреыена t добиhе)ю: 
. ,. . ' , 

s .s ~ , 

Ј Р ds СОБ. (Р, ds) = m;.2 - m~.' = f (Х ах + У dy + Z dZ)i . 

О О 

Ова iедначина исказује закон кинетичке енергије или (по старијеы 
називу) живе силе: Прирашшај живе силе у коначном равмаку времена 

једнак је }'!еханиЧКОЈt раду найадне силе у иСШО.llt размаку. 
3а нападне силе које имају функцију U мехаНИЧIШ рад је изра

жен разликом: 

. u - и. =Ј р ds cos (Р, ds), 

функције U у неко}! месту где је брзина v и и" где је брзина ~'o' 
3акон живе СИЈlе гласи сада: 

L-Lo = И - ио • 

у место функције U примељује се и потенцијална енергија или 
-потеНЦИlал: 

V= -и. 

СаТИl1 IIој110М гласи закон живе силе: 

L + V = Lo + Vo = Е, 



, 
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тј. Збир кинешичке и i10шенци;алнеенергије је консшднiIiан ц вове се 

JliехаНllчка енергија, Ова једначина исказује општи ПрИНЦl:П ;М,еханике 
о одржаљу мехаНlIчке енергије. Тиме је закон који c~Jo за спеџијалпа 
кретаља упознали (чл, 54. и 57.) проширен на свако кретаље под ути
цајем конзервативних сила. Назив конзервативан за С!ше које пмају 

,функцију и је тиме објашљен. 
, 

'Отпор треља и отпор средине нису конзервативне силе и зову 

"се Д и с и п а т и в н ~ с и Jl е .. , 

Разлику живе силе:· 

',. ,~ 

можемо изразити импулсо?t1 1 на овај начин: 3акон количине кретаља: 

-+ -+ -+ 
1 = т'и - invo, 

помножимо скаларно прво са 1) затим са t'o а пошто тако добијене 
'једна'lине саберемо, добиiеыо: 

mv' mvo' 1 (-+ -+ -+-+) -2" - 2 --:- 2 1 v + 1 ио, 

-
. тј. йрирашшај живе силе једнак је i10лувбиру скалаРНllХ ироив80да им-
i1улса сале оа време креШања са i10чешном ц крајњом брвllНОМ. 

, 

1. I<РЕТ АЊЕ СЛОБОДНЕ Т А ЧI<Е 

, " (r.~1ђЈеднолиКо кружно -кретаље. Ако се материјална тачка т· 
KPЉ~O кругу, полупречни~а r константном брзином v = с, онда из 
обрасца за центрипетално и 1'ангенцијално убрзаље добијамо .силу која 

при таквом кретаљу на 1'ачку мора деловати. 
\ 
Центрипетална сила биhе: 

с2 
Рс=т-, (80.1) 

r 
• 

а тангеНЦИlална: 

dc 
Pt=m =0. 

dt 
(!>Ю.2) 

Према томе, једпошшо кружно кретаље изазива сила константне 

величине управљена r,a центру кружне путаље. 11>01 супротну 1'. зв. 

центрифугалну силу - тс.2/т осећамо кад заврти мо једну праhку, 
Код КРУЖJIОГ кретаља је елементарни пут тачке ds = га(р дакле 

љена брзина: 
ds rkp . 

V = dt = r dt =Гш, (80.3) 

где је ш позната нам угаона брзина (чл. 29). 
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Угаономбрзином w можемо дефинисати брзину оне тачке која 

се налази на јединици растојаља од центра. Њенаје димензија [t-'] 
а јединица S!,C -!. 

Помоhу угаоне брзине добија израз за центрипеталну силу облИl{: , 

(80.4) 

у машинској техници брзину окретаља (на џриыер неког точка) 

изражава увек број обрта у једној ми пути који се бележи са n. 
Између брзине на периферији точка v у m sec·1 и броја обрта п доби
јаио релацију рачунајуhи пређени пут тачке па периферији круга за 

једну иинуту и то једанпут помоhуброја обрта (5= п 2гтс) а потом 
. помоhу обимне брзине (8 = 60 v), дакле: 

а одавде 

, 
п 2гn = 60 v 

2гnn 
v= 60 

ш= 
v 
r 

гnn 

""30"; 

пп 

30' 

(80.5) 

(80.6) 

Према тоие, цептрипеталну силу код јеДНОЈIИКОГ. кружног . кретаља 
ножемо изразити и бројем обрта п у једној минути: 

(80.7) 

81. I<ретање 8емље око Сунца.hознато је да ј.е путања по 
којој се креће 3емља око Сунца елипса у чијој се једној жижи налази 

Сунце 1 ) (сл. 81.1). Централна сила којом Сунце привлачи 3емљу, има 
. стално правац и CMepEFp тоје дакле 

.-_--,-...., Iff, IJ правац и смер 3емљиног убрзања -;. 
: ,," ј) Смисао кр;ркења супротан је казаљ-

) " " I " 1 "{, I кама на часовнику2). Када централ-
./ I - ~ 

/' 1 НУ силу Р ра,зложимо У љене при-

4 " 1 Р Р - - - -:!;: - - - - i'Г - - - - - - - р родне компоненте t и п видимо, 

гz ',О: / ;; да тангенцијална компонента Р! цри 
'" 1 ~ __ ' положају 3емље ЕЈ има исти смер 

":, rp\ као и брзина, што значк да ће на 
.......... ___ -...11_'-' томе месту. кретање бити убрзано. 

f; .q I~ада 3емља дође у положај' Ез 
Сл. 81.1 

тангенцијална сила је супротна сме

ру кретаља па Ье се у томе поло
жају 3емља кретати успорено. У теменима велике осовине А .(АрЬеЈ) 

1) Први Кеплеров закон. 
') Гледајући на ПУlању са севера. , 
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и Р (Реl'ЉеЈ) је правац централне силе управзн на путању, дакле 

ћ= о, На ТЮI местиыа 3емља се креЬе константном брзином. " 
~бог мале ексцентричности 3емљине путање (е = 0,0167) можемо 

је сматрати I'Pyr01>i коме је центар Сунце, Са том претпоставком је 
.2 • , 

брзина и убрзаље 3емљино с константно. -. 
. r 

Са познатим вредностима с II r можемо приближно наhи КОЈlИКО 
је' ово убззље. Ако узмемо да је средљи полупречник 3емљинепутаље 

r = 148 472'103 kш, онда добијамо као просечну БРЗИНУltретаља 

3емљеоко Сунца: 
2гя 

с= т 

где је Т= 365,24,22 дана. 3амељујуhи ове бројне вредности у образац 
9 - . . 

С· . . 
ИС = налазимо центрипетално убрзаље ис = О ,59 ст вес-2 • То значи 

r , 
када би 3еыља па својој путаљи око Сунца одједном стала, почела 

би да' пада према Сунцу убрзаљем и = 0,59 ст 8ес-Ј , тј. у првој 

сеI,УНДИ прешда би пут од 0,30 ст. . 
На исти начин налазимо да центрипетално убрзаље за кретзiье 

Месеца око 3емље износи Ис = 0,27 ст 8ес-2 • 

82. Кос хитац у пра3ИО&i' простору. Посматрајыо кретаље 

тачк:",е"-:К:Оја добије услед неког кратког импулса брзину V o у произ-
ВОЉНОЫ правцу HaГHY~OM за угао а према хоризонталној равни ху. 

На тачку дејствује само љена тежина, дакле Ье се кретати у равни 
-+ . 

одређеној пеIПОРО;'I L'o И вертикаЛО},I кроз почетни полщкај тачке О. 

у тој вертикалној равни УЗИ1IaЫО координатне осовине х и г, те Ье 
дннамичке једначине гласити: 

d"x 
т dt" =0, 

d'z 
m dt2 =-mg. 

, 

Први интеграли су: 

dx 
dt = const. = Vo COS GG = "1:" , 

dz . 
dt = С1 - gt = Vz, 

за t= О је ~ = V o вјпа. 

Са компонентама: 

V" = Vo СО8 GG И V z = Vo вјпа - gt 

налазимо брзину у времену t: 

V = + Vv,?+ vz
2 = + yvo~ - g (2vo sinGG - gt)t. . . 

Механика тачке 11 
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ПОНОВНИМ интегралењем добијамо с обзиром да је за t = О: х = О 

х = vot сов о!: , 
. 1 2 

Z = v.t sш о!: - 2gt . 
-

Када вредност за zсменимо у израз за v, налазимо: 

v ~± VVo' - 2gz , 
тј. БРiJцна ,ЈаВЦСЦ само од вцсцне z цанад ХОРЦiJоншале кроа liочеiiiак О 
ц ОД велцчцне uочешне БРiJцне. 

Елиминацијом времена добијамо из две параметричне једначине 
• 

х и z ]едначину путање: 

z = х tgo: - g ха . 
сова" 

Путања је парабола са вертикаЈIНОМ осовином, ltонкавнои страном 

окреНУ1'ОМ на ните (јер је коефицијент од х2 негативан). Са полупара-

метром: -

гласи једначина параболе: 

v 2 сов2 о!: 
< О - р=-----

g 

х2 

z = xtg" - 2р' 

Д о м е т о м бачене тачке зовемо аuсцису JiV тачке путање за коју 
је z = О. Из последње једначине нала311ыI:: ' 

< v 2 siп2" 
W = 2р tg о!: = о < • 

g 

Домет заБИСИ од угла " елевацпје и биllе 

Zt 
I 
• 

ј 
• 

I 

2 
'ин 

Wmax = g . 

1t 
највеhп за ,,= 4 ; 

с . .. .r 
... ------ *'------.-----1 

Сл. 82.1 . 
• 

• 1t'J Домети за две елеваци}е 7.1 = 4 - () и "2 
л: 

4 + fЗ имају исту 

величину јер је вiп 2"1 = sin 2"2 (сл. 82.1). 
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Време t
l 

за које ће тачка од почетка О стиви ~исту висину 

добијамо из обрасца за z као функцију времена. Rадз; ставимо z = О, 

добијамо: 

t 
_ 2vo sin а 

1- g 

т=2ро • 
g 

Време tз за које тачка постиже највеву висину добијамо из услова 
v2 = О: 

t 
_ ро sin а t j 

2- g 2 ' 

што је већ из обрасца за v јасно. 
Висину пењања h бисмо добили стављајуhи t = t2 У једначину 

за z. Али пошто је висина независна од V" то- је . 
ро• sin2 a 

h= , 
2g 

\ тј. ј еднака висини пењања в е р т и к ал н о г хитца брзином Vz = ро sin а. 
Највећа вредност: hmax .= Н је 

.2 
Н=РО 

2g . 

Иа Геометрије је познато да праву управну на осовину параболе 

и удаљену за р(2 од њеног темена зовеllО. њеном дир ектрисо м. 

Дакле је у нашем случају: 
2 

Н = h + Р = ро (sin2a + 
2 2g 

V 2 
соsЗа) = О • 

2g 
Све. шрајеlCi1l0рuје са истом веЛИЧИНО;II, почетне 6РiЗине t'o имајv 

iЗаједнuчlCУ ДllреlClllРUСУ, једuаlCУ BIlCU/-lll иеН<ања веРШlllCаЛllог хuтца 

брзи НОАI !'О' . 

Rада једнаЧПJlУ 'I'рајекторпје решимо, по tga можемо одговорити 
на питање: Rолика треба да је елевација а да бисмо почетном брзи

н.ом Vo погодили дату тачку (мету): х = а, z = Ь1 

. Стављајуhи у једначину 'I'рајеI_торије: - \ = 1 + tg2a 
. cosa 

наЈIaЗИМО: 

х2 

Z = х tga - 4Н (1 + tg 2a), 

а И3 .ове добијамо: 

• 
tga = 2Н ± V 4 Н2 

- (х2 + 4Нг) . 
х . х 

11* 
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Према томе да ли је 

" 4 Н· < х3 -t- 4Hz 
< 

добијамо за tga, две, једну или ниједну реалну вредност. 
у првом случају моте дата иета (х, z) бити погођена двема TP~

јекторијама (стр мом и спљоштеном), у другои СЮIО једно)!. Све тачке 

(х, z) које могу бити погођене само једном елевацијом: леже па тзв. 

параболи сигурности: 

4 Н' - х2 - 4Hz = О, 

са теменом y:x=O,z=H и х=2Нза z=O (сл. 82.2) . 

• 

• 

I 
• 

~~ 
" I :t::. 
I 

"" " АqoвК!l!t!ш 
---.-----r-- -----

I 
I 

4' 
I 

, 
I 
I 

:ZZ 
.1-._._._ . . _."\....:~. -~>.I 

Ol--__ -=~ ~_~--~c 

Сл. 82.2 

Са ОЗI:IаКО,I q = tga гласи једначина трајекторије: 
х2 

z = qx- 4H(1 + q2) . 
• 

Када q, С:lIатрамо променљивим параметроы претставља ова једначина 
систем од 001 парабола са вертикаЛНО,1 осовином, конкавном страном 

обрнутом на ните и истом константом: 

2 
Н= VO • 

2g 

Обвојницу тог система добијамо када из једначине трајекторије и 

њеног извода по параметру, изједначеним са нулом, елиминишемо q. Из 

имамо 

дz х"' 
дq =х - 2H Q =0 

2Н 
Q= 

х 

и сменом у једначину трајекторије добијамо: 



55. !{()С 
о 

ХИТАЦ У 
о 

ПРА3НОМ ПРостору 
I - ,. 

_ _ х' ( 4Н' ) _ . о _ х2 

Z - 2 Н 4Н \ 1 + х'- Н 4Н 

или 

4 Н' - х' - 4 Hz = о 
о 

тј. једначину параболе сигурности. 

Ходограф брзипе је вертикаЈшаправа, а растојаље пола од ље је 
-+ -+ , 

"0 cosa. Оа векторима 1'0 и g можемо брзину изразити једначи:ном: 

-+ ~ -+ 
l' = 1'0 + gt. 

Ако из О бацимо истовремено две тачке са почетним брзинама 
-+ -+ 
С 1 И /:2, 6иhе љихове брзине: 

-+ -+ -+ -+ -;)оо --+ 
1'1 = с\ + gt и о V2 о == с. + gt, 

дакле, њиховя. релативна брзина: 

-+ -+ -+ -+ 
V 1 - 1'2 = С, - с. , 

независна од Ј:!реыена. Опојна права zt А 1 А. тачака остаће стално паралелна 
• 

I 
• 

-+ -+ 
релатиnнојБРЗИНll (сл. 82.3). Ако С1 ИС. 

I имају исту ХОрИЗОЈ.!.талну пројекцију би-
о 

• 
о 

ће права А1 А2 веРТlfкална и обратно. ·,_·-·_·_·-;· .. ·z 
83. Одреljивање силе сталног 

правца за дату путању таЧI<е. Дата 
о • 

• 
Сл. 82.3 

нам је једначина ращ!е путање z =/ (х). Треба одредити закон силе 
Z паралеЛllе осовини z 1,оја ће тачку масе т приморати да се по 

датој путањи креће. Пошто је по претпоставци Х =0, биhе V x = с, 

константна брзина. 3а Vz добијамо: 

а за 

• 
дакле је 

dz df(x) dx dz -- -=-с 
dt - dx dt ах' 

d'z d 2z dx 
ll: = dt2 = dx' dt 

тражени закон силе. 

1. Пример. Дата је путања парабола (сл. 83.1): 

z = ах- Ьх2• 
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Налазимо: 

и са овим 
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dz dx = а - 2Ьх, 
d 2z 
dx2 =-2b, 

z = - 2 тс" Ь = - mk . 
Убрзање таЧI{е је 

их =-2с·Ь. 

Пошто константу Ь изразимо са параметром р параболе: Ь = lј2р и сме

нимо с = Vo соа а добијамо: 
Vo' сов"а 

ИХ = - ' . , р 

t Z 

• 

I 
• 

I 
• 

I • 

I 

mК :1 
-'-. &.-._. :-Н_. _. -., '-.~.Z' 

~-------! ~ 
Сл. 83.1 

Н:од КОСОГ хитца била је дата сила Z = - mg и нашли смо да је . 
путања парабола параметра: р ~ (vo' сов2 a)jg. Овде сыо решаваЛИII Н
в е р з н и задатак: из датог параметра одредили смо убрзање. 

3акон силе ыожеыо тако трансформисати да буде изражен' само 
• 
1едном променљивоы х или z. 

2. Пример. Дата путања је круг: 

. y=Y,"-.г· 
Први и други извод по х су 

дакле је 

а заменом у 

dy х 
dx=-y' 

d'y r 2 

dX'=-YS 

у=_ fI._. 
(г2 _ x")'I. ' 

константа џ има димензију [m14 t-"]. 
Ова два закqна силе дају за путању два различита систеыа ко-

• • 
ничних пресека, али сваки. по]единачни закон са усво]еюш условиыа 

одређује за путању круг: 
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84. I{ретање тачке под дејством силе пропорционаnне ра-
стојању. Тачку масе т напада сила . 

... ... 
р= -mk1r. 

Треба наhи путању тачке. У координатном систему Оху где је О иза

брано у извору силе, а осовине могу бити произвољне косе, гла.се 

динамичке једначине скраћене са масом 

d2x d2y,- 2 
dt2 = - k'x, dt2 - - k у, 

• 
негативни знаци кажу да је сила привлачна. 

Општи интеграли тих једначина гласе: 

х = А 1 сов kt + 81 sin kt ,. у = А2 сов kt + 82 sil1 kt , 
а љихови изводи по времену 

х' = - A1k вј!] kt + B1k сов kt,y' = - Azk sin kt + 8 2k сов Ict . 
• 

Ако са х., Уа 0значимо координате таЧIС8, а са х.', Уа' брзине у 

времену t = О, добијамо константе: 

Хо' 
81= k ' 

, 
в -~ 
2- k 

те ие интеграЈIИ бити , 
х = хо cos kt + Х; вјl1 kt , 

, 
У = уо сов kt + У; вјп I't . 

Када за осовину Х изаберемо вектор почетног 

:Ја осовину У паралелу са почетном брзином, биие: 

• 
положаЈа тачке, а. 

• , , о 
Х. = Го, Уо = vo , уо = Хо = , 

п закони кретаља добиhе простији израз: 

Када из 

торију тачке: 

Х= r.coskt, У= ~sinkt. 

ових једначина елиминишемо време, добија}lО траlек-

Трајекторија је елппса приказана у координат, 

Ј{; ном систему у ~OMe су осовине конјуговане дужине: 

/;/ а' = го, Ь' =uo'k (сл. 84.1). 
<-.~ .. 1-_ ...... Ј: Како за почеТl!И вектор г. можеllО бирати про· 

О t1 извољни положај тачке, то видимо да је брзина тачке 

Сп 84.1. 

у свако}! положају v = k Ь', где Ь' знаЧИ дУЖИНУ по
лупречника елипсе паралелног брзини, тј. к о н ј у г О· 

• 
в а н о г са вектором положаја. у том тренутку. 

Трајаље једног обрта је Т = 2111 k. 
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у Кинематици смо расматрали обрнути задатаI, у ортогоналном 
• 

систему и нашли смо за брзину v = abkjlJ, где су а, Ь полуосовине 
. ~ 

е.lIипсе ао растојање центра О од вектора бр31ше 1). Из упоређења ова 

изра;ја за l' добијамо поз~ату особину елипсе: , 
, 

~- ~ 

а Ь = Ь' d = а' Х Ь'. 

Ако је а =Ь = Ь', елипса прелази у круг полупреЧНИl}а а; брзина 

v = ak и убрзање а' ak~ су коНстантни. Тачка ће се кретати у I(Pyry ... ... 
ако је почетна брзина управна на почетни потег го, и сила Р = 

~ 

- - mk" г константне величине: 

р=--

• 
т. ]. 

V o = k г •. 
Када двема динамичкиы једначинама додамо d2zidt' = О (где осо

вина z стоји управно на раван ху), до~ијамо dz,dt = с константну 

компоненталну брзину, тачка ће описивати завојну линију константном 

брзином v = Va2 k' + с2 • 
Ако ie сила р одбојна: 

~ -+ 
P=mk2

, , , 
добијамо законе кретања из пређашњнх замељујуhи k ,са ik: 

х = Г.СОБ Ьур kt, У = Го sin Ьур kt. 
-

Елиминацијом времена с обзиром на релацију: 

cos Ьур2 х -- sin Ьур2 х = 1 

налазимо за путаљу ,тачке хиперболу: 

х2 

~ 
го 

брзина је и овде v = k Ь' . 

. {~85:)<peTaњe планета. Из опажања Ђ:ретања планете Марса које 
је даиtIfи астроном Тихо (Tycho de B-гаЬе, 154G-1601.) кроз 20 непре
ltидних 1'0дина вршио, и па својих сопствених иавео је његов наслед

ник Ј. ~еплер (Ј. Keplbl, 1571-1630.) своја позната три закона IIла
нетског кретаља: 

1. llланете се крећу у елиисама око Сунца као заједничке жиже. 
2. IIотег повучен .од Сунца ка планети преВЈIaЧИ у једнаким раз-

• • 
мацима времена Једнаке IlОВРШIlне. 
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3. Треће потенције великих полуосовина односе се као 1шадраТIf 
• • 

трајања оптицаја . 
• 
Прва два закона односе се на једну планету а треhи поставља 

однос између разних планета. \ 

А) На основу Кеплерових еыпиричких закона и .пзучних теко· 

ВIIЮl Галилеја, Хајгенса и својих сопствених, поставио је Њутн 
(С N е w t Q 11, 1643--1726.) закон гравитације, тпме ОШрllО хиљадугодишњу 
тајну планетског 1,peTaILa II засновао Н еб е C1, у Ы еха1ПШУ./ Свој 
закон саопшl'ПО је у СВОlI бесмртном делу: Philosoplliae natUl'alis 
РI'јп-Сјрја шаthеmаtiса. London 1607. (Мат'емаТИЧ1Ш принципи Тео
рпјске фйзике) служеhн се геометри}ским lIзвођеЊШ!а. АнаЛIlтичко1tI 
методом доhиhемо брже и ЛаЈ,те циљу. У поларном доординаТНО)1 си-

стему гласи једначина дош~чног цресека: 
/ , 
'р , r = :;--;-'-----

" "" 1 + eeos fJ! '", 

где р --: Ь2/а значи параметар (сл. 85.1), IJ' центричну аномадију, 

\ Е= Va2
-=:-:b

2 

• . а 
-'''' 

,",' _' -_С -

• 

пуыеричку' ексцентричност која је за 

-- t; -f-I---"'..j... 

Ь 

Сл. 85.1 

елипсу е < 1. Пошто унесемо за р гор
њу вредност н е = a~, гласиће једна

чина елипсе:_ 

Ь2 

r = . 
'а + е cos <Р' 

(85.1) 

По другом {{еплеровом закону је 
dF 

секторна брзипа dt донстаптна. 

Када констапту означиыо са с/2 налазимо: 

ар = ~ г2 аср =!.... или г2ш = с . , (85.2) 
dt 2 dt2 

Из Н:инеыаТИI,е ('1л. 44.) су нам познати обl)асци за радијалну 

и цнркуларну 1юмrIOненту убрзаља тачке: 

ис = ~ a~ (г"ш)., 
Пошто је г2w = с то је ис = о, тј. цеЈЈО убрзање, дarше и сила, пада 

у спојну праву Сунца н планете. Убрзаље и=ит је независно од 
аномалиј е ср и зависи. само од потега г. Ту зависност наhиhеМ0 

лакше када место r уведемо као непознату реципрочну величину 

1 и ш сменимо по (85.2) са С2 = ш. 
r r 
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Тако добијю.IО 

dr дг dr с 
-= 0)-__ -=-с 

dt d<p dff Г~ 

ИЗ једначине ·(85.1) је 

дакле 

и сменом у једпачипу 

и С)!енои из (85. 1) 

1 1 ,=fi2 (а+есов(р). 

d(f 
(85.3) 

dr се . 
d[= Ь' SШIf'. 

• (85.3) 

(85.4) 

Пошто унесемо 

радијално убрзаље: 

величине из једначине (85.2) и (85.4) добијамо 

. (85.5) 

Када трајаље једног оптицаја планете означимо са ~ имамо по 

другом Кеплеровом закону: 

и сменом с је 

4а'л2 

ит =-, . 
1:" г1 . 

По трећем Кеплеровом закону је 

аВ 

-0:'2 =" '!' 

за све планете иста конс'танта. Са љоме гласи; 

4Ьл2 

Ur = ---.,-
г2 • 

где је 4дЛ• = А за све планете иста величина . 
. По динамичком закону је сила која планету напада 

Р _. Ат\ 
1-- fl 

(85.6) 

(85.5а) 

(85.7) 
• 
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обратно пропорционална Itвадрату растојаља и управљенаК\t Сунпу; 
. т. је инертна маса планете а константа л зависи само од Сунца. 

По IlI. Њутновом закону кретаља је сила Р2 којом планета деј
ствује на Сунце: Р, = - Р1 , дакле када је т2 инертна маса Сунца а;" 

" л'm 
l,oHcTaHTa зависна од планете, важи Р2 = - г'" ЈеднаItOСТ аПСОJIУТ-

л'm2 ПlIХ ведичина сила изражена је једначином: г2 што значи да је 

(85.8) 

• • 
константна величина, гравитациона КОIIстанта, КОЈОМ ]е сила из-

међу Сунца и планете изражена обрасцем: 

Р = - к ~I m2 • (85.9) . г2 

, Обе масе m. и m. јављају се и КЗrО тешке и као инертне :иаС8. 
I{ада имамо у. виду силу Р1 онда је m1 Иll.ертна, m. ~'ешка маса, 

обратно када УОЧIlМО силу Р. = ~ Рј • 
• 

Једнакост тешке и инертне масе (чл.47) показује се у ЗIIКОНУ 
гравитације у томе што се у љему појављује производ обих маса. 

Б) Обрнути задатаI,: из закона гравитације одредити кретаље 

планете1 ), решиhемо на основу чиљенице (чл. 45) да је за свако 

централ.чо кретање lјuркуларно убрвање једнако НУЛll, дакле, г"w = с· 
Када означимо l/г= q добија}lO као раније 

дакле 

или 

dr dq а2г d,2q I . 2 d2q 
dt - с drp' dt' = -:- сw drp2 = - с2 q drp2' 

II = _ с2 q' d2q _ с' qЗ 
т " I u!р . 

(85.10) 

Када унесемо у ову једначину убрзаље 

значи масу Сунца, добијамо: 

kM 
планете: ат = - ~, где М . г 

d"q _kM 
аср2 + q - с2 ' 

(85.11) 
, 

где на десној страни стоји константна величина. Ова нехомогена ди-
• 

ференцијална једначина другога реда има партикуларни интеграл: . . , 

klИ 1 
ql = с2 =-, " р 

1) Решење овог задатка први је показао Ј о h"a п п е g В с l' П О II 111, (1667-1748.) 
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где р З,начи константну дуж . 
. Uпшrи пнтеграл хоыогене диференцијалне једпачине: 

d2 q 
d .+q= о, 

'f' 
гласи: 

q = А вјп гр + В cos 'f' 
и увођељеы констант!! г и 'Ро са 

, t, В t 
А = р slП 'Р. и = р сав 'Ро' 

добијамо општи IIRтеграл једна"lIIне (85.11): 
1 t . 

q = ~ + - ('Р - 'Ро)· 
Р Р 

(85.12) 

Ако угао ср рачуна11О од тачке Р најБЛIlже Сунцу (сл. 85.1), или 
п е р их ел а, биhн 'Ро = О и једначнна (85.12) претставља са 

1 р 
- Т- . . q - - 1 + t СОВ 'f' 

• 
познату поларну једначииу КОНИЧIlОГ пресека . 

. IIланета се l\pehe по еЛIIПСН, параболи ИЈШ хiшерБОЛI! према томе 
• 

дали lе 

r • 
, 

што зависи од почетног стања кретања. 

За квадрат брзине: v2 
- (~Y+ ,2002, добијамо увођељем реци

прочне величине 1/' из једначине елипсе и даљих трансформација у 
које даље неЬемо улазити, израз: 

" . 
'и2 = С2 (1+в'+2всовр) (85.13) 

р , 

који иыа облик косинусовог става аа троугао са странама v, с/р и tcjp. 
. " 

Из чл. 45 зна'мо да је I,ОД централног кретања моыент брзине у 
погледу . центра константна величина. Са ознакаыа у сл .. 85 1 
• 16 дакле 

t'l'l=Vt'2 или t'l:V2='2:'l" 
Из конструкције поменутог троугла видимо да је ходограф 

брзине планете круг цречюша: C/P=Vl+1J.; полходографалежи 
на вертикалном пречнику и дели пречник у обратној сразмери од оне 

у којој жи:жа S дели велику ПОЛУОСОВIIНУ . 
. ' ЈеДllаЧlIна (85.13) може се трансформаЦllјом довести у простији 

облик: , 

v' =А (2 _1.) . , а 
(85.14) . 
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.... . - . II претставља у TO~l оошш:у 1 е д н а ч И н у е н е р г п] е . заелиптичдо 
кретање као што ћемо ниже показати. 

Све центрапие с[ше р= f (г) што зависе са)[О од растојањакон

аервативне еу јер је ЉИХОВ еJIементарни рад dA = J(r) d1' ПОТПУНII ди· 
ференцијал. 3а гравитациону силу је 

dA=dU . _'~:df-d(~А)=_(lV. 

По принципу жипе силе је 

d(L+V)=O нлн d(m;2_n;A)=~O 

даКЈЈС 
) 

mv' т А 
~---- - -~ = 11, 

2 г 

где је h константа епергпје (Ч.II. 78), 

Из последље једпачиие добијамо, са ОЗllакоы 11' = 2ћ/m, 

?' 
V

2 -_ ~ л + ћ' . (8- 1-) ,;) О 

Г 

-
Максимална брзина '1'1 је у пеРИНЈЈУ Р. за l:оју тачну је Гј = 

= а (1 - Е) Ј дакле је 

" 2 А '. + ћ' 
[Ј1 =а(1_Е) , 

Одав,С\е наЈIаюшо 

ћ ' 2 2 А 
=v1 - а(1-0) . 

у теыенима еЈUlисе је убрзаље ;'/г2 ндеНТИЧIIО са цеНТРППl')талниы 

убрзањем lJ 2/g. У перихелу је полупречник (Ј кривине: g= Ь9ја = а (1-.)2, . 
• 

дакле 1е 

Vt' А 

а (1-02) - il2(1-0)" 

и одавде 

• 

Са овом вредношhу налаЗ!iМО: 

ћ' = ~ 1 + о _ ~ 2 = _ ~ 
а1-0 а1-0 а' 

Сменом ћ' у једначину (85.15) 'добијамо једначину енергије планете: 

v2 = А (2 _ !.) '. 
. , г а Ј 
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дакле једначину (85.14.) 
380 9бшIК путаље меродавна је величина брзине у перихелу. Из 

V
1

2 = ).,1 + ~ 
'1 

видимо да ће путаља бити елипоа;. парабола или хипербола када је 

< 2), 
V 1 = > -' 

Је.iщачина убрзаља Иу планете (85.5а) 
једначице (85.6): 

гласп пошто сменимо d и1 

, 

а ЮЈражено масом М Сунца, је 
• 

м 
Иу = -,-- k •. , 

Изједначељеы оба израза налазимо: 

" 4 n2 аЗ 

1\1 = kT2 ' (86,16 

Ако познајемо велику полуосовину путаље ма које планете и тра 
ја.ње њеног обиласка око Сунца, можемо .одредити Сунчеву масу. 

Закони кретаља планете изведени су под претпоставком да ]1 
Сунце непомично. Динам;икасистема тачака (проблем двају тела 
/iac У'lи да оба тела масе т! и m2 описују елиптичне путање око њи 

ховог заједничког средишта и да је гравитациона сила између њих 

р = ~ К . т1 т.. = _ К-. т1 т2 ' 

. ('1+")' '1'(l+:Ј' 

где '1' '2 значе растојаља маса од љиховог средишта а '1 + '. = , 
Но како је маса Сунца т. далеко веl1а од масе највеЬе ИЈIaнете, т' 

ыожеио однос тI/т. преыа јединици занемарити, тако исто и '2 прем, 
'1' те добијаыо са великои приближношhу закон силе: Р = - к тl т2/,: 
Пре1'!Iоставкоы да је Сунце непомично чинимо тим маљу грешку шт 

је Мања маса планете. . 

86. Кос хитац у вавдуху. Кретаље гранате испаљене из топ 

је врло сложено и зависи од љеног облика, Описиваље тог кретаљ 

задатак је нарочите гране Механике, Qпољашље балистике. 1) 

1) у н у т р а ш њ а б а л и с т и к а изуцава кретање пројектила од тренутка љегов 
покрета до изласка из цеви, 
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. МИ ћемо испитивати кретање материјалне та'11,е под утицајем 
~ --+ -+ 

iЬeae почетне бр31lНе vo, тежине mg и отпора ваздуха W. У мирној 

~:гмосфери ршаhе W правац брзине, дакле тангенте на путању и смер 
супротан брзини. 3акон по коме W зависи од брзине остављамо не-
oд~eђeH и означиhемо га са . 

W = mg(p (v); 

'-Функција <р(1Ј) задовољава уелов tp (О) = О .. 
. У таЧIШ М (сл. 86.1) путање има брзпна Шi.гиб д. Када силе mg 
, N и W проiIщирамо на тангенту 
(+]:t и HopMa~y н поделимо са т, 

• 

I 
• 

I 

- -- . 
<! : ' 

I 
I , , I 

I 

.1.. I -
• 

Сл. 86.1 

добијамо тангенцијiiЛНО убр
заЉе: 

Ји 
dt = - g [sin 1) + fJ' (v)] (86..1) 

и центрипетално убрзање 

v' 
- = g СОБ {Ј. 
е 

(86.2) 

, 

Из ових једначина кретања читамо неке особине' лутање које 

важе за произвољан закон tp(v). Из друге једначине следује да полу
Ъре~ник кривине е = МС и убрзањеg теже леже увек на истој страни 
'путање, дакле да је путаља конкавна према осовини Ох. Угао f) стално 

опада; а како је v2/e даКЈrе и cos{} увек позитивно, то веЛичина угла 
лежи у границама {Ја и - л/2. Из прве једначине читамо да пошто 

тачка пређе теме, дакле буде f} < О, тежи dvfdt нули, дакле тежи бр

зина ста.ц:ној величини k коју ће постиhи за f) = -71/2. Једначина 
(86.1)гласи тада: 0= - g [- 1 + tp (k»), дакле rp (k) =-= 1. Чињеница да је за 
{Ј .... = - n/2 истовремено v .... k значи да се кретање тачке завршава 

као:слободан пад (tщ. 61.2).' 
l{ривина је 

1 Ј{Ј Ј{} 1 
e=-({S= - dtv 

(негаТИВl1Н знак јер {Ј опада када s расте). 
Са том вредношhу l'ривине гласи једначина (86.2): 

Ј{Ј " 
v Је = - g сов {}. . (86.2а) 

Обе једначине (86.1) 11 (86.2а) садрже променљиве t, f} и v. Ели
}шнацијом времена из ових једначина добијамо диференцијалну јед-
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lIачину првог реда између f} и V Т.3В. PJI:1BllY јеДН:1ЧИНУ спољаш
њег балистlI'ШОГ проблема: 

dl! d{} 
--;; = СОБ{} rг1/J) + sill Л • (86.3) 

АlЩ усгiеыо да ову једначпну . !iНтеграшшо, одредшIИ смо ходо
. граф брзцне V = Лt'J). Оада можемо лако одредити квадратура~щ ко

ординате (x,z) тачке. 
Оа dx = ds сеБ {} = l' СО;; {}dt . - (v2 jg) (IOгде је dt смењено И3 јед

начине (86.2а) п dz =dx tg 1Ј добијамо: --

х = -~ ~jJ2 (П) d,'f, z = - ~ f f" (.7) tg' ii~f). - (86.4) 

Време које је потребно на путу од О до ЈИ одређено је интегралоы: 

" 
t = _ ~ (f({))d{} . 

. g.J СОБ {} . 

• 

Пошто је V = Д{}) у интервалу {}о > {} > - nј2 неl1рекидна функ-
ција а мења се у интервалу V o > V > k, то одређени IIнтеграл: 

" 
~'jJ2 (П) d{} 
g 

. --- .. 

има KOHa'IllY вредност и претставља растојање а = ОА веРТИIсалнс 

асимптоте од почетка. Из истих разлога је висипа пењања h одре-
ђена интегралом: , 

"о 
h ~- ~ f ј2({}) tg,'} d,'f 

о 
• 

а апсциса теыена 1е 

{јп 

ОП = ~ f Ј2({ј) dt'J. 

о 

-
Када бисмо могли' рtШ!l,ТИ интеграле (86.4) у облику х = х(1Ј) и 

z = z({}) добили бисмо једначину путање: Р(х, z) = О која за z = О Д!1.је 

х -,-- О и х= ОО' . Д ом ет пројектила. 

Ако v1 И V 2 значе брзину у двема Тачкама Рl и 'Р2 на истој ви
сшIИ Z, налазимо из теореме живе силе: 

-
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• 
, . , 

где је - W ds елементарни рад отпора. ваздуха. Из чињенице да је 
и2 < Vt можемо потврдитн да је за сваки пар тачака Р1 , Ра: {}а > {}1' 

Поделимо: dz = V Bin{} dt са V =-gCOB{}~ (iедн. 86.2а) те добијамо: 

dz 
- g 2 = tg{} а{} ; 

V 
ftgf) d {} = -ln СОВ{} 

и када обележимо 
dz 
v2 = Ј, имамо gJ = Iп cos{} + с. 

Одређени ИRтеграл у границама од Р1 до Рз гласи: 

• 

р. I јП' gJ
p

' = ln СОВ {} • 
1 -81 . 

р. . 

Интеграл Јр' поделиhемо у два дела: ЈЈ 
, ' 

и Ја, У границама од pt 
1 

до темвна N,ОДНUСRО од N до Ра• Од N до. О' z опада, даRле је алге-

барски збир: 
ђ. . 

ЈР1 = Ј, .,.-Ј2 = In сав {Ја -Јп cos {}1' 

Пошто је на сваку вредност z: V: < V\, то је J~ > Ј1> дакле је 
ln СОВ{}а < О . 

СОВ{}1 
и 

Силазна грана путање је стрмија од узлазне. Вертикала кроз теме 
• • 

НИlе осовина симетри]е. 

Колики је огроман утицај отпора ва:щуха при великим брзинама 
показује овај пример. Многобројни огледи са једном бојном пуmком 

модела 88, која даје по~етну брзину v = 620 m вес-! утврдили су да је 
најпеhи домет 4 km и да о.дго.вара елевацији 320. Висина темена 
трајекто.рије је 500. ш. ОП = 2;2km. 3а исту почетну брзину и најко
риснију елевацију од 450 а без отпора ваздуха налазимо домет од . . 

40 km и висину темена од 10 km. 
Главна једначина Спољашње балистике може се само за неке за

коне (р(v)интегралити; као за (Р (V)= cvn • Али се даље интегралење 

за х и z не могу елементарним среДС'I'ВШ1а извршити. Једино је то 

могућно за линеарни закон (Р (v) = с V, ко.ји нема практичне важно.ст;!:. 

Поред ових математички:х;, тешкоhа има и физикалних. Огледи потвр

ђују да закон (p(v) није за све брзине исти и да се утицај облика 

пројектила не може изразити константним коефицијентима, него. да 

сваком пројектилу припада 9собени закоq отпора, зависан од његова 
• 

облика. У след паведених чињеница и многих других утицаја није 

егзактно математичко од'ређи:вање' 1'рајеК1;орије ни до донас потпуно. 
решен про.блем. Теоријска балистика упуhенаје стога на примену 

• Механика тачке 12 

, 
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графичких и нумеричких метода за решаваље главне једначине а ПРаЈ 

тична балистика служи' се таблицама гађања састављених на ОСНОЕ 

. вршених огледа. 

.' '. Балистичким проблемом 

жандр (L е g е п d r е) извршио 

закон отпора: <p(v) = a-bvn .. 

бавио се Ј. Бернули 1719. а Љ 
• • 
је интегралење главне Једначине з 

. 

11. ОГРАНИЧЕНО «РЕТАЊЕ ТАЧI<Е 
а) КРЕТАЊЕ по површини 

87. I<ретање тачке по непомичној глаткој површини. Ако ј 
• 

тачка приморана да при свом кретаљу УВС!, остаје на површин.и дато 

једначином: 

Р(х,у,г) = о (87.1 
• 

она има Д в а с т е п е н а сл о б о д е, јер љене координате x,y,Z мо 
рају у сваком тренутку задовољавати једначину (87.1) тако да је ље] 
положај са две независне велнчнне одреl)ен. Ограничено кретаЉI 

остварено је силом (отпором) W површине. I-I:ада са Р ознзчИllН 

резултанту свих датих (познатих) сила, можемо тачку сматрати сло 
..... ..... 

БОДEIОМ под дејством силе: Р + W, дакле је љена једначина кретаља 
. ..... 
d2 r ..... ..... 

т dt2 =р+ W. (87.2) 

Отпор површине мељаће се од тачке до тачке путаље по величини 

и правцу. Проблем ограниченогкретаља је сложенији од проблема 

слободног кретаља, јер у првом случају имамо да нађемо не само 
..... 

закон кретаља тачке, него и отпор ""У У сваком тренутку. Овај ће 
.' -' 

уопште заклапати са нормало!! површине известан угао, угао юшетич-

ког треља, тако да га можемо разложити у нормалну компоненту.N 
• • 

и тангенцијалну коы1онентуy Т = jN. Компонента Т има правац тангенте 
на путаљу и смер супротан смеру кретаља. 

Претпостављамо за сада да су површина F као и та чка п о l' П У н о 

глатке, тако да је /=0 
..... 

нррмалноы отпору N~ 

Ако на јеДН011 11есту 

заклапа са координантним 
• 

познато, постоје релације: 

дР 

дх 
coSa= Ј ' 

..... 
дакле и Т = О. Отпор W је 

• 
онда једнак 

М(х,у,г) путаље нормала на површину 

осовинама углове а, (1, у, онда, као што је 

дР 

cos/1= дј , \ 

дР 

az 
COSY= Ј I 
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где је Ј краћа ознаltа за именитељ: 

(дР)2 + (дР)2 (aF)". дх ду + az 
.... 

Када непознати с)Тпор N разложимо у ортогоналне компоненте: 

ИХ = N сова, Иу = N сов{Ј . N z = N сов/". 

биhе ове пропорционалае парцијалним изводима једначи.не (87.1). Када 
даlше са l. 0зна:чимо фактор пропорционалдости, добијамо: 

,дР aF дН 
Nx = А д' Иу = А д' Nz = А д • 

х . у z 
, .... 

Када 0значимо ортогоналне компоненте дате силе Р са Х, У, Z, 
изражена је BeltTOpcKa једначина кретања (87.2) трима скаларним 

једначинама: 

d"x aF 
т dta = Х + А дх ' 

) 

, d2y aF 
т dt" = у + А ду , (87.3) 

• 

dИz дР 
т dt2 = Z + А az ; I 

Ј 

које су компоненте векторске једначине: ' .... 
d 2, ..... 

т 'dt2 =Р+ 19radF. (87.4) 

. Четири једначине (87.1) и (87.3) одређују х,у,г као функције 
вреиена, дакле закон кретања, и l као функцију времена, дакле отпор 
N у сваком тренутку. . 

'Када прву је:цначину (87.3) помножимо са dx, другу са dy, а 
Tpehy са dz и тако добијене једначине саберемо, добијамо: , 

dx d (dx) + dy' d (~) +~ d (dZ)' = т dt dt dt dt dt dt, 

, (aF дЕ дР ,) 
= ~dX + У dy -+- Zdz + l ,дх dx + ду dy + дг dz . 

Израз у загради на левој страни је 
• 

~ (dX)2 (dy)2 'dZ)'2 
d 2 dt + dt + (dt ' 

• • 

., 
v-

-d-- 2 ' 

а израз у загради на десној страни је тотални диференцијал једна
чине (87.1): dF=O. Једначина се дакле своди на: 

(
mV

2
) d 2' = х dx + У dy + Z dz (87.5) , 

12* 
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а то је И<шаз теореме о живој СИЛИ. На десној страни једначине (87.5) 
• 

СТОјИ елементарни механички рад: 

-+ -+ 
о А = Р ds COS (Р, ds) = Р d s , 

-+ -+ 
дате силе Р. Нормални отпор N не врши рад јер пошто је помераље 

-+ • 
ds тачке увек на самој површини" то је N увек управно на ds, дакле 

, cos(Nds) = О. 
-+ 

Ако је сила Р конзервативна даје нам једначина (87.5) први ин-
теграл кретаља, независан од фактора А: 

v' 
т 2 - и + ћ, (87.6) 

, . 
где ]е 

, 
h интеграциона константа. 

-+ 
Пошто смо одредили кретаље тачке, наЈIaЗИМО отпор N као функ-

цију времена када из једне од једначина (87.3) одредимо А. Ако је 
• -+ 

отпор површине обостран, може N иыати произвољан • 
смер; ако ]е 

, -+ 
пак отпор ј е Д н о с т р ~ н, 'мора N имати смер управљен • 

у поље; та] 

-+ 
смер сматрамо позитивним смером N. На Iсонкавној површини је смер 
+ N центрипеталаН,а на конвексној ПОВРШИШI центрифугалан. Ако у 
току кретаља N постане негативним, таЧlса напушта површинуи Kpehe' 
се даље као слободна тачка. 

88. Наставак. Природне једначине кретања. Нека је s - s пу-
таља тачке на површини F (х, у, z) =; О,. На I1утаљи узмемо произ
'вољну тачку А као почетак, од кога меримо пут (сл. 88.1) .. Тачка се 

, 

А 

С креће од А на десно под дејством силе Р·и 
нормалног' отпора N У нен:ом тредутку t 
тачка се налази у М. МТ је тангента на пу

.5 тању у тачки М у смеру кретања; МС је 
нормала површине. С је центар кривине пре

:::.1/-=----1 сека cr - cr површине са нормалноы равни 
NM Т. Равна линиј а G - G И путања s - s (која 
може бити и просторна) имају у тачки М 'за- ' 

. једничку тангенту МТ. Полупречннк кривине 

Сл. 88.1 , тога пресека је: МС = R. C~1ep МС узиыамо 

за позитиван смер нор:ыале. МС' је главна 

нормала путање у тачки М. МС' ' е је полупречник кривине ПУl'ање. 
Раван ТМС' је оскулациона раван ПУl'ање у l'ачки М. Када са tlозна

чимо угао између оскулационе равни и нормалне равни NMT повр
шине, rtостоји по Меније-овом ставу (т'. Meusniel', 1785.) релација: 

I! = R CQS .:}. (88.1) 
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. 

Пощто је МС Ј.. МТ и МС' = Т то је раван СМС' нормална раванп.у-
таље. Права MQ.-L МС је пројеlщија главне нормале мС' на танген
.цијалну раван површине у тачки М, тако да је раван TMQ тангенци
јална рав'ан површине. TaK~ смо добили ортогонадни триедар М( Q, Т,С). 

Дату силу Р разложимо у три компоненте ћ, Рnи Pq У правцима 
МТ, МС и MQ. Резултанта из силе Р и нормалног отпора N "р.азлаже 
се, као шrонаы је познато у тангенцијалну силу т dvldt у правцу МТ, 
и центрипеrалну силу т и' ј е У правцу М С'. Кад ову последљу раало~ 

жимо у ltoмпопенrе у правцима МС и MQ, добијамо три једначине: 

dv и' . т и2 

.m dt = P t, т - SlП {} = P q , сов {} = Рn + N. (88.2) 
е . е . 

ове се једначине могу упростити увођељем полупреЧllика геодетичке 

кр ив ин e l ): 

, е 

е = sin 1'1 • 
• 

с обзиром на (88.1) и (88.3) гласе једначине (88.2): 

dlJ 
т di= Pt, 

и 2 

т --, = Pq , . е 

Ако сила Р има функцију И, постоји релација: 

mи2 = 2 (И+h) 
, 

помоhу које налазимо из треће једначине (88.2а): 

N = 2(И+h) _Р 
R Л' 

(88.3) 

. (88.2а) 

(88.4) 
~ 

Овим обрасцем можемо одредити N независно од кретаља тачке, 
када познајемо полупречник нормалне криви:Eiе R. . .' 

Из једначина (88.2а) можемо иавуhи интересантне закључке. Ако 

површину 'по којој се тачка креће, . произвољно деформишемо,. али 
тако да се дужина линија на ПОВРШИНJI не меља, остају полупречници 

(/ геодетичке кривине непромељени .. Када силу Р тако ·изменимо. да 
••• • • 

љена ПРОјеКЦИЈа на тангеНЦИјалну раван остане иста као што је на 

првобитној површини била, онда се прве две једначине (88.2а)· које 

дефинишу кретаље, не мељају и кретаље по деформисано] површини 

биhе идентично са кретаљеы по првобитној површини. Мељаће се 

ч Геодетичком кривииом 
sin ,') 

I! 
зове ~e кривина пројекције 

, -' 
краве 

соэ,') 1 
лииије на !ангенцијалну раван, а 12 = R зове се 'нормалном кривином. Изме-

1 1 1 
ђу [!, [!'ЈЈ R постоји однос: !?' = е'2 + R2 . 

• 
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само нормални отпор. Тако на пример добијамо путању тешке та-ше. 

која је приморана да се креЬе на ПQВРШИНИ вертикалног цилиндра, 

када око цилиндра омотамо параболу са вертикалном OCOB~IНOM. 

Путању тешке тачке која се креће по IIОВРШИНИ вертик:щног ,копуса 

добијамо омотавањем око конуса равне' путање тачке која се креће 

под дејством константне централне силе са центром у врху конуса. 
" 

Најпростији случај кретања тачке на површини је онај када је 
р = о. Ј едначине (88,2а) гласе сада: 

11' 
т ,= о, 

е 

dv 
т dt =0, 

v2 

т R = N. 

Из прве једначине излази да ће се тачка кретати константном брзи

ном v. коју је у почетку добила. Пошто је Nједина сила која на 

тачку дејствује, лежи она у оскулационој равни путање, главна НОР

мала путање поклапа се у. свакој тачки путање са нормалом површине, 

угао 1'} = О. Криве линије на rrовршини са том осоБИНОЋl ;юву се 

геодетичке линије. Из друге једначине излази да је за геодетичке 

. 1 ~nB ' 
ЛИНИЈе геодетичка кривина: , = = о ,стално једнака нули. Са 

е е 

f} = о излази из (88.1) да је у нашем случају: 

R=e, дакле 

2 

N vo = т --"- , 

тј. да је нормални отпор обратно пропорционалан полупречнику' кри-

вине путање. " 
Опште једначине кретања (87.3) гласе у овом случају: 

d'x дF d2y dF d2z дF 
т dt 2 = iI дх' т dt2 = iI dy' т df2 = iI дz . 

, 
\ 

, 
, ,-. 

Ако се тачка креће по праволинијској 

постаје кретањем једне праве) и дадемо 

јој брзину у правцу једне изводнице, 

она ће се по принципу инерције кре-. 

површини (тј, која 

О 1}Ј: 
)~ F :,н-т>-, . -,--, ,,-Х 

тати по тој правој 

биhе једнак, нули. 

и отпор површине 

89. I<ретање таЧI<е по глаТI<ој 
обртној ПоВрШИИИ, Ако се тачка креће 

по некој обртној површини z = ј(г), где 

је г' = x~ + у', и која је образована 

обртањем меридијана z = f (х) око осо
вине z (сл, 89.1) можемо поставити 

цве једначине независне од N, које 

одређује кретање тачке. Прву нам даје, 

• 

;/ 
JI 

" 
, , 

z 

I 
I 

I 

IZ -
I 
I 

Сл, 89.1 



М. КРЕТАЉЕ ТАЧКЕ ПО ГЈ1АткоЈ О})РТПЫ.1ЮlIРШlшЙl:ЭВ 
С'_' -------==-=-------------= 
, 

као У ОIlIптем случају, закон живе силе, а. другу TeOpe1rIa 
~g#F\~ине кретаља (или з а м а Х а) примељена на обртну 

. nовршине .. 
• • • 

о м,l;щеч,-\:у 
, . .. . . 

осощщу z 
, <," . 

- _.' ~. 

Према природи површине наlподесии]а ]е примена ЦИЛИНДРИ'lних 

координта: (г, {}, z). Позитивна осовина z УПl'ављена је на ниже. 
. . 

Са компоненталпим брзинама (чл. 46.): 
, . 

dr 
dt ' 

d{} 
Vc = r dt и 1.': == dz =df(r2=f'(" Јг 

dt dt 1') dt ' 

l\о~ијамо: • 

'. df(r) 
где је краће писано f' место f' (г) = d • . r 

у . Кинематици (чл. 45.) смо извели за РаЈЩО кретаље став да је 
статички момент убрзаља тачке у погледу неке тачке О у равни кре

таља једнак изводу по времену етатичког момента љене брзине у по-
о • ~ • 

гледу на !,ачку. О. Множ~hи брзину и· убрзаље са масом mпокретне 

тачке, добијамо динамички став, да је kод равног крешања моменш 
, . . 

силе у погледу неке iliачке О у равни креШања једнак UfJВОДУ.ПО времену 

моменШа количине креШања mv у .uогледуна исШу шачку. 
-. " . \ " . - , 

: .' . Да бисмо ову теорему могли применити на наш случај простор-
• I • - - . . 

tIor кретаља,. мораио дефинисати појам момента неког' вектора V у 
р:огледу на неку осовину. z. Положимо управно на осовинуz.пРоИз' 
B~ЉHY раван; на пример раван ху (сл. 89.1) која продире Qсовiшу z ~ 
таЧКII О. Вектор V пројицирамо на ту раван, Величина прој'екцијенеRа 
је У. Када са е означимо дужину управне повучене из О на V' или 
~ р а к вектора V', онда је V/e момент вектора V' у погледу на тачку О, 
и тај момент дефинишемо као момент век тора V у погледу H~OCO
вину z. 

Из ове дефиниције излази непосредно да је момент вектора Ј? у 

погледу на осовину z једнак нули ако се праве z и V секу, или ако. 
, су паралелне. 

Нормале обртне површине секу обртиу осовину, дакле ј е моменТ 

нормалног отпора Ny погледу на осовину z једнак нули, стога N не 
. улази у једна,чину момената. Од компоненталних количина кретаља: 

• mVr сече осовину z, mvz Је паралелан ОСОВИНИ г, дакле су ЊИХОВЈ{ мо-

менти једнаки нули. Момент компоненте mvc је: 
. . , 

d{} 
rmt'c = т г2 dt . 
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Од компонената силе Р је Z паралелна ОСОБИНИ, компонента Х има 
момент - уХ, а компонента У има момент хУ, дакле је момент силе Р 

у погледу осовине Z: 

Обе једначине кретања гласиhе:, , 

т ~ (1 + 1'2) (сЈ!)' 2 + 2 (d{})" = Х СЈ!5. + ydY + Z dZ, 
2 dt· dt' dt d t dt." dt 

m- ,. - =хУ -уХ= d( d{}) . 
dt dt . 

х у 

ХУ' 

, (89.1) 

3а тешку та ч ку је Х = О, У = О, Z = mg, дакЛе први интеграли 
једначина (89.1) гласе сада: 

(
d')2 'd{})2 (~ + 1'2) dt + ,2 tdi =2gz + h = 2g /И + ћ, 

2 d{} - С , dt - , 
_. ", 

где су h и С интеграционе константе. 
Ако је ,= const. дакле и Z . const., дају обе једначине 

__ ,О • 

(89.2) : 
• • 

d{} 
dt = с, • 

тачка се креће константном брзином у ХОРИЗ0нталном кругу. 

Ако је C~O дакле {}=const. тачка се креће увертикалној , 
равни. 

Пошто елиминишемо dt, добијамо једначину пројекције 

на раван ху: 

,4d{}2 
(1 + /12) d,J -t ,Zd{}2 = [2gf(') + ћ] С2 • 

путање 

Променљиве {} и , можемо раздвојити' и добијамо квадратуром {} као 
функцију од ,: 

{}. fCd' = --, 1 +1'2 
"'[ 2CC'e-;;/-;-('~) --j--';ћ~) ]-,2"_---:с=· . 

ИНТt'гралеље једначина кретаља може се извести квадратуром у сва

ком случају када дате силе имају функцију U која зависи само од ,. 
, I 

. 90. Геодетичке линије на обртним површинама. Ако је Р = О, 

тачка се креће по једној геодетичкој линији. Десне стране једначине 
(89.1) су једнаке нули, те добиј.амо: 

11 

,2d{} = Cdt, 
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где 110 значц почетну брзину а G пронзвољпу копстанту. ПројекцИју· 
путање на раван ху добијамо елиминиmуhи dt ИЗ обе једнаЧЩiе: 

. .. . - ~ 

(1 + 1'2) d,~ + ,~d{J2 = ~ г. d{)2. 

V 0
2 1 . d' Када ставимо с2 = (1" И последњу ]едначнну решимо 110 О, иал3.зи){о: 

. d, 
,т = ±,--, 1 + 1'" . ," . 

- -1 z . 
(1 

, 

знак пред кореНОl1 заВIIСП од сыера почетне брзине. 1\оначна једна-
• • 

чина геодетпчких ЛИПИЈа гласи: 

l' + 1'" 
2 

Г 
--1 
а2 

+ јЈ. 

Ова јеДlIачина садржи две константе а 'н tl које одређујемо из датих 
услова; на пример из услова да линија пролази кроз две дате тачке. 

Облик геодетичке линнје зависи само од константе 11; промени кон· 
станте {з одговара обртање геодетичке линије око осовине z, Са еле

ыентарним луком da меридијана је 

do2 = dr· + dz2 = (1 + 1'2) dr2 . 

И дпференцијална једпачина геодетнчке линије добија простији оБЛI;Il\: 
• 

. аdб . 
d,'} = ± , (r _ а2) . ." 

Када се покретна тачка креће по. једној' гtюдеТИЧКQј линији, 
момент количине кретаља, дакле и момент брзине, у погледу осрвиае 

z је по . другој једначини кретаља: ,2 ~ == с константан. Ако један 
елемент путаље заклапа са меридијаном угао i, разлож.имо . брзину v 

•••• • • 
у компоненту v sш 1 КОЈа ДОДИРУЈе. паралелни круг и vcos 1 КОЈа 

додирује меридијан; ова последља сече осовину z, љен момент 'је 
" . 

'једнак нули. Остаје дакле 'v sin i = const. а пошто је v константно 
то је ,sin i = const. Ову карактеристичну особину геодетичких линија 

на обртним површинама нашао је Клеро (А. Clairaut, 1713-1765.). 

91. Стационарно «ретање. I<онично или центрифугално «лат
но. Одредиhемо потребне почетне услове да се тачка на обртаој 

IIОВРШИНИ креће у једном паралелном кругу АБ (сл. 91.1). Механичкп 
рад тежине mg је у том случају 'једнак нули и тачка ће Се кретати 
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константном брзином v коју смо јој у 'почетку 
дали. Пошто је кретање једнолико у кругу, мора 

. рез;ултанта R из тежине m!! и :нормалног отпора 
,N бити стално управљена према. центру О па

ралелног круга и имати величину: R = т v2ofr., 
где јего = АО полупречник круга. Из слике ви
димо д~ то може бити само· онда ако се врх D 
кРужног конуса што .га образују нормале повр

шине на паралелном кругу АБ, налази и з н ад 

круга. Ако са а означи{ro угао између осовине 
z површине'и нормале N, налазимо из вектор

ског троугла MRN: 

IJ А 

), 
1 ' 1\ 
1 ' /1l.f 

Сл. 91.1 
2 / 

N siпа = т V o , N cosa = Ш!!', 
Г ,-

и из ових једначина излази тражена брзина: 

'--,--
V o = ј! gro tga. 

" Акоозначимо: висину OD са h, угаону брзину кружења са (ЈЈ, 

трајање једног кружеља са Т, налазимо И3 последље једначине са 

tgll = r.!h, 1!0 = шго И Тш = 2л: 

со = 
g 
h !Ј 

h ' 
Т=27< • 

Ово стационарно кретање тачке у хоризонтаЛНОЋI кругу можемо извести 
и на тај начин, да тачку М обесимо у тачки D на концу дужине DM, 
коuaц затегн.емо. тако да са вертикалом заклапа угао а И дадемо тачки 

М горе срачунату почетну брзину Vo у хоризонталном правцу управно 
на·затегнути конац. Отпор N појављује се овде као сила која затеже 
конац. Таква се направа зове центрифугално или конично 

?клатно и има примену на регул.аторе моторних машина. 
, . , -, . 

, 92. )Надвишење спољашње шине у КРИВИНИ. Практичан пример -""':§.Г-. • 
принудног н:решња матерИЈалне тачке по хоризонталном кругу lесте 
. , . 

• • 
кретање , жељезничког воза на неком завиЈУТКУ, Јер се кривине коло-

СеЩLувек извршују као кружни луци (сл. 92.1) . 

• Када се воз креће по кружној кривини полупречника R брзи
ном v, онда он ПРЮ!Iскује на шине не само својом тежином те" већ 

и центрифугалном силом mv2 jR. I{ада би колосек био хоризонталан 

(тј. обе шине у истом нивоу) резултанта N' ових двеју сила која са 
вертикалом заклаrtа угао ср, одступила би од средине колосека упо~ 

ље, те 'би спољащња шина била више оптереhена него унутрашњд. Да 

се то избегне поставља се спољашња шина у кривини тол:иким над-



92.RАДВИШЕЊЕ СПОЉЛШЊЕ ШИIlE V кривинИ 
.' . 

вишељем z колико је потребно да сила 
N' падне у средину колосека и нор

мално на љегову раван. Попречни :ца· . 
гиб ср колосека премахоризонтаШI 

мора. бити исти онолики н:олики је 

и ;наги б силе N' према вертикали. Arco' 
је ширина колосека s, мора над више
ље бити: 

z = s вјl1 (Р = s tg (р, 

пошто је (р увыс врло мали угао 

. (siп 'Р "'" tg ср). Па сл. 92.1 читамо: 

о , V· 
tg ср = R' , g, 

па према томе је 

(92.1) 

, 

где је С = s!g константа, зависна од 

шири не колосека (s = 1,435' Il1 ;щ 

пормални, а s = 0,76 rп за уски ко

лосек). 

, 

, '. 

,L 

, 
• 

. 

. 

ту? 

Il" $ . ' 

1 
1 
1 , 

1 

IМ)О 
1 I Ј!!. 

11;:/ 

AI' I 
t5~-1l:V 

• 
I 
Ј 
Ј 
I , 

1-- l' 
Ј'!I''-:'--'.Ј 

11 , ' 

ЈА 
Ј 

Ј , , , 
Сл. 92.1 
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При грађељу жељеЗНlща нормалног колосека узима се Rтin=250m, 
а за уске пруге Rmin~150m иако се уз то још узме у,обзириуоби-' 
чајена просечна брзина возова, онда се заz рачунски добијају вред
ности до 0,15rп. Многе жељезничке Управе сматрају да овај теориј-

~ . 
ски ооразац да1е за z сувише велике вредности, те се за 'Израчуна-

ваље надвишеља спољне шине често употребљава и емпирички 

образац: 

(92.1а) 

где је V брзина воза у kmjh. 

При' прелазу из праве пруге у којој је z = О У кружну кривину 

Icoja треба да добије надвиmење z, мора се ово надвишење постепено 
изводити .. 3начи да се изыеђу праве пруге. и кружне кривине мора 

, . , 

уметнути тзв. преЈ!азиа кри.винатј. криви на којој се полупречник 
. -' - ]". . 

кривнне е континуаЈ!НО смањује од оо до R.. Као прелазна кривина у 
праКС1I се обично употребљава кубнапарабола чија је једначина: 

у = х3ј6с, где је с константа која зависи од тога да ЛlI је пруга главна 

или споредна. 3а главне пруге узима се . с = 12 000, а за споредне 



188 ГЛАВАШ. - ДИНАМИКА )fАТЕРИЈАЛНЕ ТАЧКЕ 

пруге с = 6 000, тако да се добивају дужине прелазних кривина код 
главних пруга 24-48 m, а. код споредних 12-40m. Прелаз из праве 
у кружну пругу треба да је у толико блажп, у колико је већа брзина 

вожље. 

93. Сферичне или просторно клатно. Најпростија обртна по· 

вршина је лопта. Тешку тачку ко1а се креће на површини.лопте зовемо 

сферичним клатном. Ако са l ознаЧlIМО полупреЧIIИК лопте (д~. 
жину кла'rна), узмемо центар лопте О за почетак координатног система 

а осовину Oz вертикално н а ни же, гласи једначина ЈIопте у ЦlfЛИН' 
дричюш координатама:. 

Теорема живе силе и момента количине кретања дају релације: 

г2 d{) = Cdt. (93.1) 

Са ОВИМ трима једначинама можемо коордппате r, {Ј, z изразити као 
функције времена " али је подесније да изразимо г, t, и {} као фупк, 
ције од z. Тога ради замениhемо v2 њеним цилиндричниы компонентама: 

јг2 + г! ј{)3 + dz2 
---(ј,=tС = 2gz + h 

и' замепиhеыо r са 
• V -zdz l' - г2 а јгса . 

. VZ2_?~ 
Тако добијамо из теореме 

, . N' 

момента: 

d {ј =--" :: dt 
[-_г2 

'и <кад ово сменимо у једначнни живе силе добијамо: 

12{~;Y=(2gz + ћ) (ll- z') - са, (93.2) 

Када означимо краће: f(z) = (2gz + ћ) (1' - Z2) - С2, налазимо из (93.2): 
, . 

, 

dt = ldz . 
± V f(z)' 

а из друге једначине (93.1): 
" 

• 

Ј 
ldz 

t= ±'V ЈИ 

ј{)= Cdt = + сиг. 
г' - (J2- Z2) V f(z)' 

, 

(93.3) 

(93.4) 

Једначинама (93.3) и (93.4) дефинисани су t и {) као функције 
од г; r одређујемо из једначине лопте. 3нак је одређен почетним усло-

/ .',-

вима. Из прве једначине (93.3) видимо да двосмисленост у избору 

знака постоји ако је (~). =0; у том случају бираhемо знак + или .. . 

- uреиа томе да ли од вредности го иора z расти или опадати да би 
f(z) остало позитивно. 
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Решеље задатка своди се на едиптичкеквадратуре. " 
Друга lедначина (93.1) нам каже даdl}/dt има сталан знак за 

време кретаља тачке; значи да пројекција тачке на раван ху обилази 

осовину Z увек у истом" смислу, сем ако је С = О; али у том случају 
је угао {} константан и тачка се креЬе у вертикалном кругу (к ру жн О 
Ј,Л ат но). 

Да би интеграли били' реaJIНИ, мора функција ј(Јс) бити пози
тивна.; Полино}{ I(z) је треЬег степена, ла;косе можемо уверити да 

има три реалн~ корена. 3а z = - оо, -[, го и + [ налазимо за ј (.е) вред-
- - , ~ 

ности: + оо, - С2,ј (го) > 01) И - С2 • Постоје дакле два реална корена а 

__ о -1_ .. _ 
~ 

о 

frZ) 

Сл. 93.1' 

тl ,:.::.-.. z -cz 

1'1 fJ И1змеђу + [ и' Zo и између Zo и . 
- [ и један реални корен у маљи 

.' од - [ (СЛ: 93.1). Претпостављамо 
• 

за сада да су сва три корена р а з· 

личит 3.. Полином j(z) = О сређен 
по степенима непознате z ГJIаси: . . 

zЗ + h Z2 -['z - Ј_ (ћ [2 - СА) = О. 2g· 20 ' .. . ь 

. Из теорије алгебарских једначина знамо да је коефицијент од Z 

једнак збиру производа од два и два корена, дакле 

у (~ + р) + н{Ј = -12 
• 

и одавде налазимо; 

. . [2 + ар 
у=- а+Р ' 

Пошто се корени и и fJналазе између + [ и -z (сл. 93.1), то 1е 
увек I а/З 1< [2, даlше је бројитељ увек позитиван; а како је у негативно, 
то ЋIopa и именитељ (а + р) бити позитиван: (а + {Ј) > О. То значи да 

••• • 
паралелни круг КОЈИ 1е у Једнаком раСТОЈаљу од паралела: Z = а И 
Z = fJ лежи увеЈ, и сп о Д Ц е н т р а л о п т е, и да је rtopen а. увек пози-
тиван. Функција ј(г) разложена у факторе гласи: ' 

f(z) = - 2 g(z - и) (г - {Ј) (z - у) • 

13еличина z лежи увек између горљег и дољег l'емена лопте, 
даЮЈе између -1 и + Z; корен i' је маљи од -1. Узмимо на приыер 
;1 =. - (17- о); према томе је. z - у = + (z + 1 -t ~) увек позитивно, iep 
му 1е паlвеЬа вредност + (21 + о), а ЮЈ.јыаља· +~. Да би f(z) било 
позитивно, мора због (z - () > О бити: 

(z - a)(z - Р) < О; 
'dz 

1) Јер је почетна Bpe/lHocT ('lt) О реална ~еJlичина, мора /lакле '.f првој jeIIHl\. 

чини {93.3) бити f (zo) > а. 
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корен а је УВеЈС позитиван и веhи од корена (Ј, дакле ће горња неје) 

начина бити задовољепа ca~10 ако је стално: 

(Ј<г<а, 

то значи да ће се тачкау свом кретању увек налазити између пар8 , , 
лелних кругова B1Bt (z = /i) и А1 А 2 (z = а), (сл. !Ж2). 

Узмимо да се тачка из свог почетног положаја Мо (z = zo) крећ 
на више, (г опада). Пошто је dz. негативно, имамо у (93.3) да усво 
јимо з'нак - пред кореном,г ће опадати до z = t1 l!' I,ада тачка А 

- , ,'-, 

. стигне на паралелдои кругу z = fJ у тачку В1 , И1шhе њеда путаЊi 

хоризонталну тангенту јер је по (93.3): 

. t!!. _ ј(јЈ) = о 
dt l . ' ' 

• 
док по (93.4): 

d{} С 
- =---.-
dt Гp~ . 

• 

није једнаIЩ нули. Гр је полупречник паралелног круга z = (:1. Тачка 

ће се дакле И даље обртати око осовине z у ИСТОМ смислу, али ће ве 
од В, кретати на ниже (z ће расти), пред кореном долази :щак +, 
~Гilчка ће се спусти'rи до паралелног круга AIA~ (г= а), њена путања 

имаhе у А 1 хоризонталну тангенту, затим ће се попети дО В2 (z. (Ј) итд. 

Време за које ће 1'ачка преhи пут од 81 дО А 1 је по једначини (93,3): 
а 

Т- ( Zdz 
... -ОЈ V f(z)' 

fJ 
. а толико исто времена требаhе да пређе путеве AIB~, BzAz итд. 

, Ако тачку бацимо брзином ~'o на једну од крајњих паралела, биhе 
у почетку dzjdt = О, то је случај двосыислености о којој смо раније 

----

говорили. Ако се тачка креће са 

круга (Ј, z ће расти и онда важи по

ЗИ1ЋВНИ знак пред кореноы: +У f(z) , 
-:l ако се пак креће си круга а, Z ће 

опадати и важи знак -. 

, . ....,- . - - +-.-..f. 
-----

·z 
Сл. 93.2 

Меридијане равни кроз додир

не тачке ВЈ' А" B z, А2, ••• . путање са 
крајњим паралелама а И fJ су рав
ни сим е тр иј е за путању. Посма

трајмо две тачке М и М' (сл. 93.2) 
на гранама В1А1 и A1B2 иутање, 

које леже на истом паралелнои кру

Гу висине г; ако са {}, {}' , {} 1 озна

чимо вредности угла ,'1 које одгова-
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,рају тачкама М, м' и АЈ , налазимо по (93.4): 
а • 

f} r Cldz 
{}I = 1 = Ј (12 - Z2)V f (z) и {}' {Ј r Cl dz 

-1 = - J(l! _ Z2)V f (г) = {}l - {}; 

тачке М и М' лежедакпе СИ~1етрnчно према меридијану кроз Ар Вре
мена за која тачка треба да пређе лукове МА1 и А Ј М' једнака су, јер 
оба имају величину: 

а 

f ldz 
Лг) . 

z 

Када хоћемо да прикажемо пројекцију путаље на раван ху мо-
• 

раио разликовати два случа)а према томе да ли оба крајља круга 

леже на истој или на разним хемисферама. . 
П Р в и . с л у ч а ј. Крајље паралеле леже на дољој хемисфери. Нижи 

круг z = а пројицираhе се у кругу z = {Ј; путања ће осциловати из
међу оба круга и имати облик сл. 93.3; може се доказати да' крива 

..-----::.- ' 

4 

Сл. 93.3 Сл. 93.4 

нема превојних тачака, Посматрачу на осовини z чини се да тачка 

описује криву као елипсу која се помера у смислу кретаља. Р u i ве u х 
је доказао (1842.) да је угао А ЈОВI увек веhи од правог угла. 

Д р у г и с л у ч а ј. Претпоставимо да се оба крајља круга налазе 

са обе стране екватора. Нижи круг z = а биhе и сада у кругу z = (1, 
јер је ,,+ {Ј > О. Пројекција пута ље мора додиривати екватор (Е), 

имаhе дакле облик приказан у сл. 93.4. Крива може имати и пре-
• 

ВОЈне тачке. 

р е а к Ц и ј а Ј1 о п Т е. Нормални отпор N лопl'~ ~!tШtЗlIМО из треће 
од природних ~едначи'На (88.2а): 



~ 

Полупречюш R кривиае нормалног пресека је овде једнак полупреч-

шшу лопте, тј. R = [, Рn = -~ mg z/1, дакле: 

• mv- z т z 
N= l + mg 7 =y(2gz+ll) + mgy 

и сажето: • 

т 
N = y(3gz + h) . 

• 

Нормални отпор је' дакле линеарна фунција од г. Ако је покретна 
тачка везана I,онцем за центl1.р лопте, она ће напустити површину 

лопте чим N постане негативно и падаhе описујуhи параболу која 

оскулише путању на .'10П1'И. Ако пак тачка не може напустити ЈIOПТУ 
• 

на пр. ако се налази између две бесконачно блиске сф~ричне повр-

шине, притискиваhе' спољашњу површину ако је N позитивно, а уну
трашњу aI,О је N негативно. У ыестима где је N = О имаhе хоризон

тална пројекцпја путање превојну тачку. То ће наступити само у 

другоы случају, јер N = О може бити само у горњојхемисферИ. 
Случај да полином f(z) има ДВОСТРУКИI,орен; стацио

нарно кретаље. Поставили смо раније функцију: 

ј(г) = (2gz +h) (lЗ _г2) _,С" =-2g(z-: а) (г -(Ј)(г-у), 

11 пашлJI. смо за величине коренова неједначине: 

- оо < у < - 1 < fЗ < го < а < 1 . 
• 

Полином j(z) може дакле имати два једнака корена или ако је 

fЗ ~~ f = -1, или ако је fЗ = а= го. Прву претпоставку морамо одба

цитијеронаповлачиса соБО~I [(-l)=О, док је стварно f(-l) = - С". 

УСВОјиhе}IО дакле: 

fЗ=а=zо· 

Пошто z мора I,ao у оиштем случају остати ИЗ~iеђу а И fз, то је у овом 

сиецијалном cJlY'laj;T z константно iI једпаI,О го, тачка описује па

ралелан (хоризонталан) круг. То се може и аuалити'ши доказати. Јед

начина (93 2) гласи сада: 
~ 

1" (~~)% = f(z) _ или (dZ)' . [2 dt +2g (z -zo)(z - у) = О. 

Видели смо да је (z - у) увек позитивно; пошто на левој стран!! по

. следње једначине стоји збир од два позитивна члана, ыоже она бити 
задовољена само ако су оба ЧJIана једнака нули, тј. ако је z '= ZO' 

Овај случај са два једнака корена своди се дакле на конично 

.KJIaTHO, о хоме је већ раније било говора. 
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94. Мале осцилације око равнотежиог ПОJlожаја. У ортогонал
IiЮl Декартовим координатама гласе једначине кретаља сферичног 

клатна (осовина z управљена на ниже); . 

d'x х m- =-N-::-dt" . 1 ,. 

--NY - -, 
1 

(94.1 ) 

d 2z Z 
m dt2.=mg-N 1 . 

• 
Ако су осцилацијlJ доста мале, биhе х и У врло мале' величине. Ми 

ћемо их сматрати малим ве,'lичинама првог реда и занемариhемо l1але 

веШIчине другог реда. Са том приближноmhу стављамо z = 1 1ер по 
биномијалном реду је : 

. z = V1 2 - (х2 + у2) = 1 (1 __ х
2 t. УЗ + ... ), 

а други члан занемарујемо као малу величину,др~гог реда. Та прет

поставка идентична је са претпоставком да се ПOI_ретна тачка налази 

на ХОРlIЗ0нталној тангенцијалној равни лопте. Последља из једначина 

(94.1) гласи сада: 0= mg - N и са N = mg гласе прве две једначине: 

d2x Х 
dt' =- gT' 

То су једначине кретаља тачке на коју дејствује централна привлачна 

сила пропорционална растојаљу. Путања је елипса 1) са центром на 
• 

осовини z. Интеграли порледњих једначина познати су нам веЬ из 
праволинијске хармоничне осцилације: 

х = А cos t y~ + 8 sin t 
g -, 
l 

У = С cos t '/ј%... + D sin t' "ј. 
, l l 

Ако претпоставимо да Је за t = О: 

dx 
х = хо , У = О, dt = о , dy 

dt = /10 ' 

• 

тј. 1l0ЛОЖИМО r{ординатну раван zOx кроз једно теме еЈIИпсе, добијамо 
за константе: 

А =хо , с=о . , 

, 

8=0, D.=v. 
1 
g' 

1) Стварно п р о с т о р н а к р и в а којој је хоризонтаJlна пројекција еJlипса. 

Механика тачке 13 
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и Qa овим вредностима једначине кретања: 

'g 1 . t 
x=xocost l' Y=Vo g SIIl 

g 
-, 
l 

, Елимивацијом времена из последњих једначина добијамо једпачину 
елипсе: 

х2 у2 

---,02 + 3Ј = 1, 
хо V o ...:e.

g
_ 

дакле су константе А и D полуосовине елипсе. 
Трајање једног обрта је индентично са трајаљем једне осцилације 

код праволинијског кретања тј" , 

, 
т = 2" 

l 
• g 

Alto је детерминанта коефицијената AD - ВС = О, онда је у = kx 
(k константа). Пројеlщија путање на хоризонталу раван је права ли

нија. (I\РУЖIIО клатно). 

95. Кретаље тачке по рапавој повртини. Ако је површина 

F(y,x,z) = О по којој се тачка креће рапава, улази на десној страни 

једн. (87.3) као трећа сила отпор трења: Т = f N l>оји, као што знамо, 
~ 

има правац брзине и супротан смер. ЈеДИНИЧRИ вектор брзине је v/v 
а N= /1 gradFf тако да је 

~ 

т ..:.. - f /1 gl'ad F / v , 
v 

и кад означимо скаларну величину: 

џ = !. l gl'ad F : 
v 

добијамо BeKl'0pcIty једначину кретања: 
.... 

dv ~ -+ 
т dt = Р + l grad F - f fll', 

. " . 
КОјОј одговарајУ три скаларне једначине: , 

d2x дF dx 
т dt2 = Х + 1 дХ - f f! ёП 

d'y _ . дР dy 
т Ш2 - У ;- А. д- - f ,и dt' 

у . 

d2z дР, dz 
т dt2 = Z + А. дг - f џ СЛ' ' -

(95.1 ) 

I (95.2) 
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• 

АIИ коефицијент трења f сматрамо константним тј. незаl!ИСНИМ 
- '. -

од v и А имамо l'ao и у случају глатке површине четири једначине 
. за одређивање четири непознатих х, у, Z 1I Ј. као функције времена. 
... .. .. . 

. Алп 1е сада интегралење једначина кретања ,много сложеНИlе јер lе 

ft функција брзине. 

У природним координатама гласе једначине кре1'ања: 

dv 
m dt =PI;-flNI, 

v2 

- т R. = Р" + N, 

1 
I 
} 

Ј 

(95.3) 

са о:шаltама једначина (88.2). Услед отпора трења ыења се само прва 
од једначина (89.2а) придоласком члана - fI N I где је I N I апсолутна 

• 
вредност нормалног отпора. 

->-
AI:O је нападна сила Р= О гласиhе последње једначине: 

dv 
m-d =-!lNI, t . (95.4) 

Из друге једначине следује да је геодетичка кривинаједнака 

ПУЈIИ, дакле је путања геодетичка линија на датој поврmини. Пошто 

И3 трепе једнаЧИllе сменимо N у прву, добијену једначину скратимо 
, 

, са масом, ГЈlасипе она: 

fif=-f~; 
делсњем .iеднаЧl1lJе са/! 11 см:епом::v = ds/dt на десној страни елими

нисали смо dt и добили:. 

~ = _ fdS.' 
11 R 

Интегралење можемо изнршити пошто изразимо R као функцију 
дужине S лука геодети'ше линије. ИнтеграЈI гласи: 

• 

ln v = - f f ~ + ln С. 

ИнтеграЦI[ОПУ ItOHCTaHTY одредиhемо иа услова да је за s = О, 

брЗl!па 'ис • Тако добијамо брзину као функцију пута: 

• 
v;=voeexp (- ff~)=q;(S). (95.5) 

о 

13* 
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Из те једначине следује: 

dt= ds 
. (Р (s) 

-

и оа почетним условом l = О, s = О добија.мо: 
• . t-J ds - rp(s) , 

. о 

• 

. ТАЧКЕ 
• 

а инверзијои тог интеграла тражени закон пута s = s (t); 
, 

Примера ради одредиhеио закон пута када се тачка (не узимајуhи 
у обзир љену тежину) креће на површцни лопте полупречника г. Нор-

• мална Itривииа је R= г. Геодетичке линије па лопти су велИIШ кру

гови јер се само код љих главна нормала поклапа са нормалом по

врmине. 3а брзину налазимо: 

v='l,оееч(-f S/Г ), 
и сменом у интеграл: 

• 
t = 1 Је ехр (fsjr) ds =..".--г;г 

. 1'0 JVo 
eexг(fslr)-l , 

о 

а одавде инверзијом добијамо закон пута: 

s = ; ln r;o t - 1)- (95.6) 

Са центричним углом а је у кругу v =-= Vo е ехр ( - Ја) . 
• 

, , 

б) «РЕТ АЊЕ по ЛИНИЈИ 

96. Једначине кретаља. Нормални и тангенцијални отпор. 
а) Поематраhемо кретаље материјалне тачке која је приморана да 

. остаје на датој непомичној и непроменљиво) (крутој) линији. Ако на 

линији lIзаберемо тачку О као почетак од кога меримо пређене пу

теве, биhе положај тачке М у сваком тренутку одређен дужиноы лука 
r .... 

S = ОМ, дакле једним податком. Стога кажемо да ова. таЧItа има један 
степен слободе. Њено кретаље зовеыо прип у дним кретаљем. На 

тачку М масе т дејствује дата сила Р са ортогоналним коыпонеи:таыа 

Х, У, z. Ако је додир тачке са линијом (на ириыер прстен навучен на 
:кицу или мала лопта која се креће у цеви) бе:з треља., онда линија 

врши на таЧIty CaJlIO нормални отпор N чија нападна линија лежи у 
• • • 

нормалНОl разни КРИЕе путаље адИ у Т01' равни може имати произво-

! 
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-
.~аII _правац. Т~ЧI<а .... ће се кретати по датој линији цод заједничкIOt 

дејством сила Р и N и. има се тада Qматрати слободном .. 
Сваку- криву ЛИНИЈУ можемо сматрати пресеком две]у поврmииа~ 

F1 (x,y,z)=O и F2 (x,y,z)=O. (96.1) 

'1\оор,Ј;инате х, у, z тачке М морају у сваком тренутку заДовољава1'И 
.. :t~e_ две једначине, т:шо .да је само једна координата независна. Бор
'kалнИ отпор криве ЛИНИЈе биhе резултанта нормалних отпора N1 и N2 

поврЈЈ1lIJlа Р1 n· Е. које" ту линију образују. Ортогоналне компоненте 

_ отпора N, и N 2 су као смо у чл. 87 видели: 

односно: 

). aF, 1. aF1 1. дЕ!: 
1 'дх ' 1 ду' t • az' 

). aF. 
• дх • 

). aFB • 

2 az . 
•• 

:'Ј'ако да']едначине кретаља гласе: 

d2x ~ х+ дЕ1 дЕ. 
т dt2 = 1.1- ах + Л2 дх ' 

d'y_ дЕl, aPz 
т dt2 -- У + Л, ду + Л. ду , 

d 2z Z' 1 дЕ, 1 дРо 
т df' = + '"1 az +'"2 az'· 

08е су једначине компоненте BeKTopCK~ једначине: 

(96.2) 

- , -
• 

Једначине (96.1) и (96.2) чине систем ОД пет једначина које 

'дефинишу х.у. z тј. кретаље, и 1.1. Л" тј. нормални отпор линије као . ~ 

фУШЩИје времена t. 
Пошто кретаље има само један степен слободе, биhе оно одре

ђено једном }едином једначином у коју не у.лазiI нормални отпор. Ту 
- ћемо једначину добити ако све три једначине (96.2) помно-жимо са 

'dx, dy односно dz и саберемо их, Добиhемо: 

, 

,последља два иараза у заградама претстављају тоталне диференциiале 
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• .арр dFz ' који су по (96.1) једцаки нули, те се последља Једначина 
своди на: 

тv' . . 
d 2 =Xdx+Ydy+Zdz, (96.4) 

дакле на закон живе силе, који је у овом случају једина једпачппа 

кретаља . 
• 

б) Координате покретне тачке можемо изразити као фущщије 

јеДIlОГ параметра q који одређује положај тачке: 

х = ср (q), у = 'I'(q), z = х(ч); 

тако добијамо са: 

'р' = dcp (q) апаl од 110 '1" п х' 
dq 

о ( dOC)2., (dY )% (dZ)2 ('" + ,., + ,п (dq )2 
1'- = dt т dt + dt - ср-,р- . х·Ј 4t . 

и 

х dx + У dy + Z dz = (Х ср' + У,/,' + Z Х') dq = Qdq. 

Закон живе СИЈlе пзражен иараметром q гласи дакле: 

d т ( cpl2 + ,/," + х'2 ) (~: "= ()dq. 

А!со за параметар изаберемо лук 5 биhе: 

(1'/2 + ,/,'% + х'% =1. 

(96.5) 

. 

(~Ю.6) 

(96.4а) 

У најопштијем случају зависи сила Р 'од положаја покретне тачке, од 
љене брзине и од времена. Компоненте Х, У, Z, дакле и Q су онда 
функције од, Ч, dq/dt и е; једначина (96.4) односно (96.4а) је диферен
цијална једпачина другог реда која даје q као функцију од t. 
. . у специјалном случају н;ада сила зависи само од положаја 
покретне тачке, Q је само функција од q и интегралеље једначине 
кретаља своди се на квадратуре. Једначина (96.4а) даје: 

q 
2 

d тv = Qd 2 q, 
v' vo2 f . 

т2-т 2 = Qdq, 

qo 
где се индеIСС О односи на почетне вредности.· I{ада заиенимо 

.. 
1;- ЛЗ 

(96.5) добијамо И3 заI\Оиа живе силе dq I dt као функцију од q: 

(dq
)' dt = f(q) , 

dq V dt = ± f(q), 

• 
и на]зад 

Ј! = dq , 
. ± У/(ч) 

q 

t - to ....::.... + Ј- dq 
- V j'(q) 

• (96.7) 

qo 
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у почетку кретаља познајемо знак који треба корену дати, јер смер 

почетне брзине даје знак почетној вредности од dqjdt; тај 8нак остаје 
доrtле год не постане dqldt = О •. Тада смер тангенцијалне силе Р 

одређује смер кретаљу, дакле и знак који имамо да ставимо пред 

dq(dt. -
После извршенеКВ<Ј.дратуре добијамо инвеР31Iјом. закон пута 

q = F(t). 
Ако сила Р има функцију и (х, у, z) Н:bl1аЗИ1IО одмах први ИRтеграл: 

• 
ти- = и + h, 
2 

у коме имамо још х, у, z да заменимо љиховим вредностима као функ-
, 

ције од q. Ако је Р ""= О тачка nе се rtретати н:онстантном брзином ~'o 
I\ao што ·из закона живе снле за Q = о излази. Константа h има вред
ност: f1l1,.2j2 - Иа • 

в) Нормални отпор линије. Пошто смо из закона живе силе 

одредили кре1Ћље, uалазимо из две једначине (9а.2) факторе Ј.1 и Ј.2 П 
'ЛIМе и .отпор N као функцију времена. 

Једноставније је одређиваље отпора N из природних једначина 
кретаља. Ако са индексима t, П, Ь означимо правце тангенте, главне 

нор.!але и бинормале, гласе природне једначине кретаља: 

du 
Р! = т dt ' Pь+Nь=O. (96.8) 

Прва једпачина {\оја је незаВIIсна од N, одређује 
остале две одређују N из компапената Nn и Nb: 

кретаље на линији; 

, 

(96.8а) 

АКОС!Iла Р има фупrщију И, можемо у другој једнаЧИRП (96.8) mv2 

ааменити са 2 (И + h) те добијамо: 

N
n

= 2(И+h) _Рщ 
е 

• 

тако да можемо N одредити и не познавајуhи Х,у, z као функцију од t. 
Прва једначина (96.8) је други, яраhи облик закона живе силе. 

Тангенцијалну компоненту Р! можемо изразити као· збир пројекција 
компонената Х, -У, Z на правац тангенте; а како су косинуси углова 

- dx dy dz . 
КОЈе тангента заклапа са координаНТllИМ осовинама:-d ,- и -d ,то 1е: 

s ds s 

mv' 
dx dy dz dv· ds d!J d 2 

Р1 = Х ds + У ds + Z ds = т ds' dt = mv ds = ds ' 

-
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и ка,n nомножим6 ј(щначину са ds: 

,. nт2 

Х dy + У dy ,.. Z dz = d -- . 
2 

. 

Једначина Рј = т dl,jdt каже да се функција s = f(t) неЬе мељати 
ако криву линију произвољно деформиmемо не мељајуhи љену ду

жину, и не мењајући тангенцијалну компоненту силе Р. Том дефор

мацијом мењаЬе. се само отпор N. Могли БИСNlО на пример I,РИВУ пу

тању трансформисати у праву, а да се закон кретања не промени и 

тако свести проблем на задатак праволинијског I'ретања. 

H~aдa на неком месту путање буде N = О, тачка· ће напустити 

прописану путању и кретаће се даље као слободна тачка. Ив (96.8) и 
(96.8а) видиыо да ће N = О бити када је: 

• v-
Рп=т-, 

. (! 
Рь=О, 

тј. покретна тачка ~Iоже ПРОП1iсану путању саыо· па оном меп у пап;у

стити на коме сила Р лежи у оскулационој равни криве. 
г) ТангеНЩlјални отпор. На рапавој линији појављује се у 

правцу тангенте на путању а у смеру противном смеру кретаља отпор 

трења Т који стављамо по I'.:улоновом закону T=fN. 

Од природних једначина кретаља (96.8) гласиће прва: 

dv 
Pt-fN=m-

dt' 

а друге две остају непромењене. 

Косннусн правца отпора fN су: - dx/ds, .- dyjds, - dzjds, дакле 
Ье једначине кретања у ортогоналним координатама глаСИТIJ: 

d2x dx 
т dt' = х + Nx - fN dS' } 

tPy . dy 
m dt" = у + Nu - fN d:/ > (96.9) 

d'z 'dz 
m dt l = Z + Nz - fN ds' 

Ј 

Са једначинама путање: 

F1 (x,y,z) = о н (96.1) 

и релацијама које су по себи разумљиве: 
• 

N2 = N./ + Ny' + Nz", 

dx dy dz 
N = N" ds + Ny di + Nz dS = О, 

(96.10) 
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;qиiJе једнаЧЈТне (96.9) систем од седам једв:ачина које одређују Х, У. z, 
,< о функције од t, ДaIше дефивишу l,p6TaJЬe, и одређују N:x;, Ny• Nz 
7tR • Ф . ir И, дакле и отпор ЛИIIИlе као УНlЩИ]6 од t. 

Елементарни механичюград отпора треља је - fNds, ДRlше гласи 

.эRКОН ЖИЕе силе: 
, ' 

mv2 

d ') =х dx + У dy + Z dz - jJ'{ds ; 
~ 

• 

силу: 

mv~ 
d 2 = dU -ЈNds . 

[1" за конзеРЕатщшу 
, 

, 

Последља једпачипа се може интегралити ако је отпор N познат 
као функција пута или ако је константан. Отпор треља ЈПlје конзер
'ВIJ.ТИВllа сила дакле закон о одржаљу :механичке енергије ОЕде не важи. 

, 97. Кретаље тешке тачке по глаткој кривој линији. Тачка 
М приморана је да се креће по некој кривој (равној или просторној) 

линији под дејством љене тежине тл. Координатну ОСОВИНУ z узмимо 
i ~ прављену п а в и III е; ко)!Понеите силе тл су онда: Х = О, У = О, 

Z = - mл, а еJIЮlептаРШI рад тежине је - mл dz' Закон живе силе: 

• 
АЗЈ6 ИН1'6грал: 

или када .ставимо h = а л: 

, mv' 
d ') = -mgdz. 

~ 

• v 
2-= -gz+h, 

v2=2g(a-z). (97.1) 

у растојаљу а = ОС положимо раван Е паралелну равни ху 

а 

Сл. 97.1 
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(сл. 97.1). Растојаље покретне тачке М од равни: z =а је а - z = МЕ 
'ј'ако да је љена брзина: 

vt = 2g·ME. 

Величина брзине је дакле иста као да је тачка дала слободно без по· 

четне брзине од Е до М. Она не зависи од облика путање, тј. од х и у, 
Не,ка је путања затворена крива ЛIшпја; два случаја могу бити 

према томе да ли раван ё сече или не сече путању. Ма пз ког почет· 

ног положаја М таЧlсе моя;:емо јој увек Да1Ћ тоЈПЩУ браину Vo да ви

сива а равни буде ПРОИЗВОЉНО велика јер је: 

v2 

a=2;+zo. 

Претпоставимо да је 1'0 ДОВОЉПО велика да се равал Е налази изнад 

лутаље. Из једначипе (97.1) видимо да 6рэипа тачке v юшада пеће 
постати јеДIIaIЩ лули, тачка nе бесконачно !':ружити по својој путањп. 

Кретање nе 6иТI! периодпч Н о; Шlјвеhу БР;ЈЈ!НУ пмаhе тачка у најшr

жем, а пајмању брэину у нај-вишем положају, тј. у положају у дојима 

ј е тангента па путању хорпзонтаJlна. 

I10сматрајмо сада први случај, Iсада ПУl'ања продирераваПе у 

таЧl\:ама А п А'. Тачку М бацимо из најближег ПОJlожаја Мо према А, 

н путеве s рачунамо од Мо према А. 'l'ачка М приБШlжиhе се толико 
тачки А колико год хоће~IO. Јер нека је В тачка у6Лизинн тачке Ај, 

, ' --
ВВ} љено растојање од равни е, брзина па путу МоВ остаје увек већа 

од V 2!! ВВ!, Tal\o да ће М увек стиhи у В за коначно време. 
Из јеДlIa'пrне (97.1) налазимо са v=ds/(it: 

V2gdt= ds . 
±Va-z 

Време, lШО И лукаве s рачунајмо од почетног положаја Мо; пошто s 
расте са t морамо у I'орњој једначини узети знаI, +, те добијамо: . 

$ • 

t V ?. - f ds _ ј ds d z , 
"-Iе- - . 

Va-z .dz Va-z 
-

(97.2) 

() ~o 

Ако тангента на путању у таЧIШ А није ХОРИЗ0нтална, имаnе ds/dz за 
. z =а коначну вредност и интегра" ће имаТI! I,опачну вредност када 

z lсопвергише према а. 
Време Т за које !Је се тачка попети из МО до А је: 

z 

TV? --'-Ј ds ·е - . 
Va-z '. 
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ПОIllТО је стигла У А, тачка Ье се вратити према. Мо, љена БРЗИlIа ће 

бити: 

ds = _ V2g(a-z) 
dt . 

И У свакој тачки путаље АМо имаhе брзину исте величине И супрот
пог смера оној· коју је И11ала· пељуhи се од Мо дО А. Тачка ће за 
време Т вратити се од А до МО, стиhи у Мо са брзином Vo и наста
вИТИ пут до А'. Од Мо до А' требаhе време Т', од А' ће се вратити 
према МО и TaJto бесконачно дуго. Кретаље Ье БИТII дакле осцила- . 
торЛО између А и А' са иериодом Т+ 7'. , . 

, Ако 'је тангепта у А хоризонтална, биhе за'z=а::~ као и V 1 
~ a-z 

бесконачно. велико. Посматраље грапичних вредности пortазУlе да Ье 

интеграл (97.2) бити У Т011 случају 6есконачпо велиr: alИ је А обична 
. тачка, а rtоначап alИ је А повра1Ћа тачка. У прво)! случају тачка 

М неће никада стиhи у А, У другом случају цак стпhиhе за коначпо 
време Ii эаустаВИ\'iе се у тоы раВНО1'еЖНОlll положају. (Види чл. 101) . 

• 

98. I<ретаљ~ тачке по равној кривој линији са отпором 

треља. а) ДИП:lмичк.е ј едпачине. Ако за осовину х иэаберемо таи

генту, позитивну у смеру rtpeTaJЬa, а за осовину у нормалу, позитивпу 

према центру Itривипе и угао изыеђу позитивне Rор]\[t\ле и щше R 
0значюlO са (! (сл. 98.1), гласиhе природне једнаЧIlне кретаља: 

dv 
т dt =Rsiпа-fN, 

(98.1) 
v' 

т - = R cos а + N. 
Ј 

Прва једнаЧИIlа нам одређује кретаље а друга нормални отпор, 

и љиме п отпор треља. 3нак нормаЛIlОГ отп.ора N биhе позитиван кад 
се тачка' rtpeIie по {{онт,авној страни путање, а негативан кад је тачка 
на конвексиој страни. 3а сада ћемо узети да је N позитивно (тј. да 
је путаља стално конкавна). 

АIЮ из друге од једначина (98. i) одредимо НОРМl1ЛНИ отпор: 

N = т v' / I! - R cos а , 

па нађену вредност заменимо у прву, добијамо основну динамичку , 
једначину 330 припу дно кретаље тачке у Ајлеровом rtоординатно:м 

систему: 

dv (~'2 ) 111 dt = R sillr1 - f т I!· - R сова . (98.2) 
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• \ .... 
Закон пута за овај случај можемо наhи ако су нам IR/ и 

познати као функције пута s. 
I\:ада је R = О гласиhе дииамичка једначина: 

dv 
т dt +jN=O, 

-
v2 

т ' -- N = О. 
t! 

I 

Смено.! N из друге у прву јеЈщачину (98.3) добијамо: 
-

dv v~ 
rn-=-јт-

dt е 

(98. 

(98. 

п пошто скра1'ИМО са т, и леву страну помножпмо са dsjds биће: 

d-v v2 

ds v = - jg ; 

скраЬена са 1! гласи диферепцијална јеДН:l'!Ина: 

d'lJ jdS 
-=- -, ./) е 

а љен l!нтеграл: 

• 
- (ds 

lnv + С = - ј Ј - • 
. е 

, 

3а почетно стаље кретаља: to = О, v = Vo и So = О је: 

( fdS' 
Јп Vo + С = - ј -) = О, 

е ,=0 
дакле: 

C=-lnvo. 

Једначина за брзину биhе са том вредношhу за С: 

- 'П (:.) = - ј f~S 
и кад пређемо на експоненцијалну функцију: 

v = Vo е ехр (-ј f~S) . (98.5 

Када нам је функција е = 'P(s) позната, тада можемо извршиТI 
интегралеље у еRспоненту и коначно наhи вредност брзине. 33.кО1 

пута s = [Се) добијамо инверзијом интеграла: 

(98.6: 



98. КРЕТАЉЕ ТАЧКЕ ПО РАВНОЈ ЛИНИЈИ СА ОТПОРОМ ТРЕЊА 2Щ> 
• 

. -fa 
На пример за кружну путању је: е= const. = r, ds = r da, v=v.e , 

а иитеграл (98.6) гласи: . 

t == /vo ( I~ 1 ). 

(Види чл. 95). 
б) Одређивање тоталног отпора путање. Ако сем нор

малног отпора постоји И тангецијални отџор путање (треље: Т = f N).. 
онда се они слажу у тотални (кос) отпор путаље: + W. Угао што га 
сила W заклапа са нормалом, осевином у, је угао треља 1Ј1 (за разлИRУ 

од ознаке е за полупречник кривине). 

Величина тоталног отпора је: 

(98.7) 

На материјалну тачку делују две силе: резултанта R датих сила 
Р и отпор W (сл. 98.1). Под' љиховим утицајем тачка се креће као 
слободна тангенцијалним убрза~ем dvfdt.и 'цеџтрипеталiIИМ убрзаљем 

·11' 

11 

• 

, ...... R -...".,..---.:: ."'-

Сл. 98.1 

u2/е, што значи да је дејство резултанте й сила R и W еквпвалентно 
дејству центрнпеталне силе РС = m l:"/е И тангеIJцијалне силе р, == т dv /dt. 
То изражава веиорска једначина: 

_..... --.... 

R + W = ( m ~) + ( m ~[) , 
која замељује скаларне једначпне (98.1). 

Притисак који тачка врши на подлогу је: , . .... .... 

~W= R+ (-т~)+( -т*Ј' '(98,9) 
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, 

.\1з једначине (98.9) следује да је тотални ПРИТИСaIС тачке на IJ 
..... ..... 

тању - W једнак геометријскоw зБИру трију СИЛа: R, (- mv'/e) 
--..... 

(- т dv/dt). Силу: 

зовемо центрифугаЛIIОМ силом, а силу: 

_._-..... 

(- т :~), 
негативном тангенцијалном силом. На сл. 98.L дат је полиго 

сила, који изражава геометријско' сабираље према једначини (98.!Ј 

99. Апсолутна и релативна тежа. Притисю{ између поврmш 
(подлоге) или линије (путаље) за коју је }Iaтеријална тачка везана 

саие тачке исте је величине, било да се материјална тачка· креЬ 

док подлога мирује или обрнуто, да се подлога креће а таЧI{а миру ј 

на љој. Овај други случај ииамо за сва тела која '1iирују на 3емљиНl 
поврmинп [{ад узме1Ю у обзир да се 3емља обрhе око своје осовию 

• 
Притисак на подлогу зове се тежина. Када би 3емља у једно 

трену'гку престала да се окрепе, нашли бисмо мерељем да су тежин 

свих тела повеhане. Узрок те појаве је ЦСН1'рифугална сила - т v2/ • • 

која, као што смо видели, смаљује притисак тела на подлогу . 
. Тежину, . коју би тела имала кад се 3емља не би обртала, зовем 

апсолутном тежином. а тежину Iюју тела имају при обртаљу 3емљ 

и коју меримо помоhу разних справа, зовемо релативном теЖИНО!Ј 
Однос изыеђу те две тежине наЛШПIМQ И3 BeKTopcI,e једначине (98.9: 
Но пошто се 3емља обрhе око своје осовине IюнстariТНОМ брзином т' 

је dv/dt = О, дакле је притисак: ' 
--..... 

..... ..... ( v").......... - W =R+ -те =R+F. (99.1 

На сл. 99.1 означили смо са F центрифугалну силу материјаЛНОЈ 
тма. R је сила којом 3емља стварно дејствује па 1'0 тело (апсолутш 

тежина), ДОI, је - W сила 1\:ојои тело притиску је на подлогу и коју ие 
рИМО помоhу теразија (релативна тежина) Према једначини (99.( 
апсолутна тежина R тела која је управљена н:а центру 3емље, трећа j~ 
страна BeKTopcr,or ~fроугла (сл. 99.1) KO~Ie су друге две стране. 

релативна тежина - W и центрифугална сила F. 
. Величина центрифугалне силе по обрасцу: F = т v2ie зависи од 

брзине v којом се тело креЬе по кружној путаљи, следујуhи обртаљу 
, 

• 



99. АПСОЈIУТНА 11 РЕЛАТИВНА ТЕЖА 
- -------------------

N 

s 
а) 

- -MD=AfA 

Сл. 99.1 
б) 

207 

а Talto IКГО и од полупреЧRIша кружне путање е. И v и I! 
ају се са географс!щЬ{ ширином 'р места на коме се теЈlO налаi!И 

ако полупречпик 3емље означи мо са r (= 6370 krn) а константну 
,ОН;'У брзину њеног обртања са со, добијамо: 

I! = r cos <р, 

V = I! со = r со cos ({Ј, 

;што унето у једнаЧИIIУ цен'грифугалне силе даје: 

V 2 

F=m-= 
е 

(99.2) 

(99.3) 

Пентрифугална СИЈra је на половима Земље (/Р = 900) једнака пули те 
'i:a1.!O нема разлике измеlјУ апсолутне й: релативне теже. 

Угаона брзина 3емље је: 
, 

2:1: 
ro =-- Т' 

где је Т трајање једног обрта: Т = 24 h = 86164 sec средњег СУН'Iаног 
~peMeHa. 3а ro добијамо дакле: 

ro= 271= 6,28 = 7,29'10-5 вес-1. 
т !'16164 

Центрифугалну силу F (једн. 99.3) разложимо у радијаЈШУ ком

F~lIeUTY: Fr = F cOJ!rp = mrco2 cos2rp и тангенцијалну компоненту F = 

'fiF'mrro~ sinrp cosrp. Fr И~Iа на половима вреднос'г нуле а максималну'вред
*.QQT на екватору. Тангiшцијална компонента тера масе ца 3емљи према 
fl~rToPY и има највеЋУ вреДIIОСТ на ширини: rp = 450 а једнака је ну.ли 
_;f{.~ екватору И на половима. Ово је узрок спљоштекости 3емље, 
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-
Небеско тело које се обрhе око своје осовине мора имати таКаЈ 

облик да резултанта из теже 11 центрифугаJIJнЈ силе стоји управно ш 
љену површину. Тај се облик зове код 3емље . Геоид и приближю 
је једнак спљоште:ном обртном елипсоиду, 

, Ако за релативну тежину уведемо: - И! = Q = ту онда на ИСТI 
начин за апсолутну тежиџу можемо писати: R=mg где,је g апсолутн! 
убрзаље 3емљине теще К9је би важило када се Земља не би обртала 

Из троугла убрзаља (сл 99.1б) читаыо: . 
.-

g= мв - DB = МВ - АН С08<р, 

., 
g = g - Гш- СОВ<р C08r!', 

g=g 1 -,- . ( 
гш2 cos2rl' ) 

g 
(99.{ 

Кад у ову једначину уведемо бројне вредности за Г, со и g, nретпостав, 
љајуhи да је 3емља лопта излази (са гш 2 = 0,0339 и g=9,832) 

Ј 

g:= 9,832 ( 1 - 29~,4 сов"'!, ) ш 8ес-2 • 

Вредности g израчунате из овог теоријског обрасца не слажу се довољне 
са вредностима еМПИРИЧIШ одређенима (поыоп;)' клатна). То неслагаЉЕ 

долази отуд, што 3ещ-\>а нцје лопта веп ешшсоид и што због тога пс 

закону гравитације ни апсолутно убзаље g не може бити исто H~ 

ПQЛQ~има и на екватору. Резул:таТИ1Ш ыер.щьа боље одговара еМПИРИЧЮI 

образац: 

g -:-:- 9,!Щ2 ( 1 - 18~, 3 е082 
tp ) ш 8,ее-2 • 

Релативно 3емљино убрзаље на еКВаТОРУ изнрсџ; пр~ма опажа· 

љима go = 9,7807 m 8ес-%. Ако се узые да је оно на половиыа g = g = 
= 9,83 2 ш вес-% онда би се тежина те.ц:а, на полу према тежини на 

екватору односила као 1,005 : 1. Разшша је дакле веоыа мала .. Када би 
се 3еМЈЬа окретала 17 пута брже но ЩТО се стваЈШО окреће, била би 

центрифугална сила тако велика, да би релаТИВНа тежина тела на 
екватору била једнака нули. То се види из садашљег односа убрзаља 

• 
центрипеталног и релативног К()lИ износи на екватору: 

r ш% 0,03 39 1 1 
-~ - ~=--=:;-go - 9,7807 - 289 - 17" 

јер када би било Ш1 = 17 ш, била би тада центрифугална сила тг ш,2 
једнака иривлачној сили 3еыљиној mgo на екватору. 

Из векторског троугла на сл. 99 1 видиыо да правац релативне теже 
се че 3емљину ОСОЈШНУ ИСПQД центра, за тачке на северној хемисфери а 



100. ПРИНУДНО КРЕТАЉЕ ТЕШКЕ ТАЧКЕ У ВЕРТИКАЛНОЈ РАВНИ 2Q9' 

[зJlад центра за тачке' на јужној хемисфери. Угао" ШТО га релативна 
'е$а (правац виска) заклапа са полупречником 3емље врло је мали 

:~, MOJ!WMO троугао МАВ сматрати npавоуглим. Тако израчунавамо: 

АВ Р т r ОЈ2 COS q> 
: tgo = мв= т g = т g -

.; - l' _ -

r ОЈ! 1 
cos rp = 290 4 cos ср. g -, 

(99.5) 

','.' . Тај угао о зависан је дакле само од географске ширине ион за 
В'еоград (rp = 450) износи 0=6'. -
;,> 100. ПРИНУДНО кретањетешке тачке у. вертикалној равни~ , . 
а) О т п о р т р е њ а: Т = О. Када са rp ОЗЮ1ЧИМО оштар угао изиеђ;у: нер.. 
мале и вертикале: О < (Р < nј2, гласиhе природне јiщначине кретања 
и: закОН живе силе: 

dv . 
т dt = mg sш ср, 

v2 _ 

т е = + mg cOS rp ± N, 

mv2 

А = mrr z = ---;,-- -. ~ . 2 
mv • о 

2 

(100.1) 

• 

Горњи се· знак односи на конкавну, а доњи на конвексну путању. 

Прву и трећу од једначина (100.1) м:ожемо скратити са m. Када трећу 
решимо по v добијамо: 

dv . 
u = dt =gsшrp, 

., v9 =V2gz+vo', 

(100.2) 

( 100.3) 

:где је z висинска разлика између почетног и ма ког другог положаја 
покретне тачке. Најзад, ако је поч:етна брзина V o =-с О, образац за бр
.:щну на маком месту се упрошћава: 

1] = V 2gz. (100.330) 

Из једначине (100.2) и (100.3а) видимо да је убрзање u покретне тачке 
променљиво и зависно од промене угла ср тј. од облика путање, а да 

се брзина v (за случај да је Vo = О) меља само са променом разлике 
1 _ , -' 

у нивоу z а не зависи од облика путање. Највеће убрзање биhе. 

Си = g) за ср = 900 тј. на местима где је тангента на путању верти

кална, а највећа брзина биhе на најнижим местима путање. У сви~а 
тачкама путање са истом ординатом z има брзина исту вреднос.т. . 
. Друга од једначина (100.1) служи за одређивањенормалног от
пора путање. Из сл. 100.1 се види да нормални отпор на конкавној 

страни путање (тачка А) има центрипетални смер, дакле је за тај 
део путање: 

Механика тачке 

ти 2 
N=mgcosrp+ ., 

е . 
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и 'nОШТu сменимu тv2 = 2тgz (110 = О): 

(100.4) 

Иаовог обрасца следује, пошто је увек yrao:q; < ll(2, да је на коп
кавном делу путање НОРМаЈIНИ отпор увек ПО~И'l'иван и управљен тако 

да се покретна тачка не може ~одвојити од путање тј. да је за при

нудно кретање на конкавној страни путање довољан једнострани нор, 

малщr отпор . N. У превојној rаЧlЦI С је (! = оо па је нормални отпор 

N=mgcosp .. 

г----- -----t~---.., ,N 

z 
z, 

-- .... ---1-,. 
[' 

/2ш§ 

С,. 100.1 
, 
На конвеКСRОИ делу путање (тачка А') има нормални отпор цен-

трифугални смер па је: 
, 

бодно по параБОJIИЧRој путањи. 

писане путање, онда можемо из 

Када нам је позната једначина про-

. 2z h В 
релаЦИЈе: cosCf'= па и rачку у 

. о· -
којој ће тело напустити путању. Да кола остану увек на шинама мора на 

~BaKOM месту путање бити сов (р> ~Z а то зн~чи, пошто је највећа вред
ност за сов q; јединица, да увењ мора бити 2z< (!. 

Ако је почетна брзина у тачки А Vo = О (сл. 100.1), онда је у 
тачки С њоја је у истој хоризонтаJlИ, по закону живе силе: v=;=O, а у 



100. ПРИНУДНО КРЕТАЊЕ' ТЕIПRЕ ТАЧКЕ У ВЕРТИКАЛНОЈ РАВНИ 2\H~ 

- . ,.- - ." , 

најпижој тачки Е путање је итах= V2gh; кретање ће бити периоДИЧИ() 
. (осц ила тор но ) између А и С. Трајања кретањ& од А до Е и од Е до С - -биhе само онда једнака, ако су гране АЕ и ЕС путање симетричне 

према вертикали у Е. , 

б) Ако узмемо у обаир и трење: Т "",jN онда ћемо сем еле
ментарног рада: mg dz тежинtJ имати још и рад трења: Т ds. Рад силе 
mg биhе позитиван или llегативан, 'npeMa томе да ли се тачка т спу
шта или nеље,а рад трења биhе стално негати.џан. Целокупни рад 

на путу од Ао до А (сл.l00.1) је: .' 

А 

. А = mgz - f Ј N ds. . . (100.6) 

А" .. 

f[нтеграл можемо израчунати alШ нам је познат закон по коме се отпор 

N ыења са пређеним путом. 
• 

По теореыи о кинетичкој енергији чажиhе за овај случај: 
. 

А 

Ј 
mv2 mvo

2 
mgz - f N ds = 2 ...... 2' (100/7) 

Ао 

што решено по брзини даје: 

А 

v2 = V o 2 + 2gz - ~ f N ds . . ' (100.~) 

А. 

Овај нам образац каже да ће. заразне положај е тачке што леже 
на истом нивоу: А, С, D, ... (сл. 100.1) брзина биваТII све. маља и 
најзад у некој тачки Е' где је нагиб. nутаље једнак углу статичког 

трења постати једнака нули. Место Е' на коме ће се тачка зауставnти 

Qи:hе дабогме близу једног од темена цутање E 1, Е2, • •• путање. 

Ако је почетна брзина 1'0 у месту А једнака нули, биhе највећа 

брзина опет на најнижем месту путаље E1 , али се тачка на супротној 

страни неће зауставити(v = О) У тачки С што. лежи у истом нивоу 
са А, већ за z' ниже у с' (сл. 100.1). Из С' ће се вратити поново у 

Е, (где ће сти:hи са мањом брзином него први пут) и прО.дужити слич
но пригушено периодично l,ретање док се најаад не заустави "на 
месту Е' близу Е, . - " 

101. Кретаље тачке у вертикалиом. КРУГУ. Ако је путаља круг 
полупречника Г,што лежи у вертикално ј равнn (сл. 101.1), онда је: 

14* 
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• 

z,:;=:; ,1: CQS ср, Zo = r cos '1'0' ' 

" 'По закону живе силе добијамо једначипу: , ' ' 

mVZ mvo" 
mgr(cos rp - сов tpo) = 2 - 2 " 

иа које израqунава}1О брзину покретне l'ачке на ма ком месту: 

v = ± V V0
2 + 2 кг'(сов ср - COS '1'0)' (101.1) 

с ~ЧЈ 

• 

Сп. 101.1 , 
Екстремне величине брзине следују из (101.1) кад у њу ставимо екс· 
тремне вредности cos <р: 

1'. = vmax = V V0
2 + 2 g r (1- cos rpo), 

Vc = Vmin= V ve
2 

- 2 gT(l- cas <Ро). (101.2) 

Величину нормалног отпора, налазимо из опште једначине (100.1) 
кад у њу смениыо е са г, саэЧ' са z/T, а l' из једначине (101.1). До-

бијамо: ' 
mv 2 , 

N = о + mg (3 cos ср - 2 сов (1'0)' (1 о 1.3) " " 

Нормални отпор биhе највеhи за cos <р = + 1, -а најмаљи за cos (Р = - 1. 
Екстремне вредности нормалног отпора биhе: 

mvo
2 

N. = Nтax = + mg (3 - 2 cos <Р.), r 

- ., т V 0
2 

N c = Nmin = - mg (3 + 2 cas <ро). 
г 

(101.4) -

Ако покретна тачка треба да се у С заустави (сл. 101.1) мора 
љен/!. броина у тачки А бити толика као да је слободно пала, са ви

сине (г + z) дакле: 

v=V2g(r+z) , V2gr(1 + соэ <р), 
vтаж =2V gr. 

(101.5) 

(101.6) 



Време које тачка треба да из А стигне у С добијамо 

начине (101.5) када сменимо: 
I 

V = r ~; и 1 + cos tp =2 сов2 f ; 
једиачина (101.6) гласи тада: 

а њен интеграл: 

t 

d~ 
2 Kdt=--, 

r cos!L 
2 

g . 1 ',= Јп tgT(q> + 11). 

Трајаље Т пута од В цо Сбиhе: 

т 
r 

• 

1 . 
lntg 4, (р +n) 

;п 

ср = " tg -020- ;п 
. = ln ;п = ln tg 2 . 

ср = о tg 
4 

'213. 

из јед. 

А пошто је tg ')1/2 = оо то је Т- оо, тачка ће се асимтотички прибли

жавати највишој тачки С круга, али· неће никада стиhи у С. (Види 
чл.97). 

Величину нормалног отпора за Vmin = О добијамо на је,nначиJiе 

101.3) кад у њу ставимо: Vo = V 2g(r+z), дакле: 

N= mg (2, + 3z). 
r 

(101.7) 

Отпор N постаће једнак нули на месту Е са ·ординатом z ~ --'2t/3. 
Даље кретање по кругу од Е до С биhе могућно ако покретна таЧl\а 

буде одоздо подупрта. Брзина УЕ је тада: 

2 
VE=-"' ggr. 
,-' .,'--.'; 

Из једначине (101.7) читамо да ће нормални отпор имати својунај- -
мању вредност: - mg у С, а в:ајвећу: 5mg у В. 

Притисак покретне тачке на путању· у њеној најВlIшој тачки С 

биhе једнак нули ако је према другој једначини- (101.4) брзина у некој 
тачки А: 

3а q> = о је: 

• 
а за '1'=11 ]е: 

V = 2gr(~+ соэ ср) . 
V. = V;"ax = V5 gr, 

1!с= Vmin = V ег . 
, -

3а Nmin=O је: Nma" = 6 mg. 

'(101.8) 

(101.9) 



102. Математич«о «латио. Када у једдачиди (101.1) стави}] 
'/)0=0 кретаће се тачка од Ао до А'о (сл. 102 . .1) и дазад са истом. Bt 

а 

О личиноJ.I брзине у свакој хоризOI 

...... ----{}-- тали. Такву тачку зовемо матема 

Сл. 102.1 

тичким или простим клатно!\: , 

Математичко клатно можем, 

и тако извести да малу лопту те 

жине тд обесимо помоhу нерастег 
. љивог конца о непомичну тачку О 
Нормални отпор N кружне подлогt 

- . 
замеЊУЈе тада затезање конца. 

ПОЈlажај Ао узимамо као по

четни положај. На томе месту бр-
. ; - . , 

зина је По=О. Угао а што правац 
затегнутаг конца у почетном поло

жају Ао заклапа се' веРТ:!IКалним 
• 

положаЈ!'М, зове се угао амплитуде 

п.ли кратко амплитуда клатна, 

аугао tp што одговара ма ltoме положају .4, зове се, елонгација 

клатна. Угао '1' меримо од вертикаJIе ОВ.-
ПОШl'О у једначини (101.1) ставимо по = О и слова r и '1'0 заме

ни;мо са 1 и а, добијамо: 

v = ± V 2еЦсов tp - соэ а). (102.1) 

Двоструки знак пред ква.дратним кореном показује да тачка има у 

месту А две брзине исте величине која је једанпут позитивна (у смеру 
,Ао А), а други пут н~гативна ~ смеру А А.) .. 

• 

. 3а tp = о следује: . 

Птах ~ ± V 2gl(1- сова) = ± 2 вјп ~ V gl. (102.2) 

• 

Нормални притисак, односн!! затезање N у концу налазимо из 
опште једначине (101.3) стављајуhи у њуvо= О. Добијамо: , . -

N-mg (3 соэ tp- 2 соэ а) (102.3) 
. 3а tp = О је N max = те (3 -2 саэа), 
"" tp.7 се" '. Nmin = mg сав а. -

} (102.4) 

Вредност N min , као што се види из сл. 102.1, једнака је радијалној 

. кщшоденти тежине у почетном положају А •. 
Време за које тачка стиже из А. у А или обратно, добијамо 

интегралењем једначине (102.1) са позитивним знаком: 

dt = ds· . 
. V2g1 (costp- соэа) 



102. МАТЕМАТИЧКО !>ЛАт:!iО 
• 

Поu1ТО uређе!ш пут s расте кад . ср опада,' добија,ш за. ,ф ,израз 

d~ = --' Мер, дакле: 
dt = _ ldcp , . 

V2gI (cosep - cosd) 

Време !tретања од положаја Ао до положаја. А даје ИI!теграл: 
'р 'р 

t = dt = _ 1 ер , S ~! Ј
· d 

g v 2 (cuscp - cosa) 
(102.5) 

а а 

ОЈзо време можемо добити и па овај начин. Убрзаље тачке у некоМ 

положају А је: 
• d2 

1 
ср . 

dt2 . = - /! ВIIIlI'. (102.6) 
~. 

" ПоШ'Ј'О ову је.!(Начнну помножимо са d'p/dt и сведемо је на нулу, 

добијамо: 
, - . - . 

лева С'грана је сада потпун диференцијални извод те му можню дати 

. облик: 

• • 
из кога слеДУЈе да Је: 

!!..- .1_ (~~)2+ g cas т = О 
dt 2 dt 1 . 't ' 

_ ~ + к ОоВ'1' . С. 1 (а )2 . 
2 dt. l . '. 

(102.7) 

ова једначюш помпожена са масом тачке исказује закон о· одржању 

механичке енергије. [Упореди једпачину (57.3)]. 
Константу С налазимо из. услова да је у тачки Ag,t'o=daldt=O, 

• 
дакле Је : 

..g . 
C=ycosa. 

Сменом константе У једпачипу (102.7) добијамо после ИН'l;сграле:ња 
једначину (102.5) коју смо већ другим путом нашли. . . ' 

Овај елиптички интеграл прве врсте може се решити само 

llомоћу тзв. елиптичких функцијаЈ Тражиhемо приближно решење 
овог интеграла развијањем функција coscp и сова 'у редове .. У тим 
редовима можемо већ треће чланове ср4 и а4 занемарити пошто су код 

стварних клатна ови углови а И ср релативно врло мали. Узмемо ли 

на пример а =50 (наlвећа амплитуда код. клатна у пракси), онда i~ 
arcGt =0,0873, а а4 = 10-4. ., .. 

Узимајуhи само два члана редова добијамо: 

. а2 cp'il 
coscp.,.-cos a ='2 - 2' . 
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што унето у једначину' (102.5) даје: 

или 

'р 

t=- 1 

и после извршене квадратуре: 

t = - v ' . g 

.'Р 

аге siп ( ~,) • (102.8) 

а 

Трајаље Т једне полуперноде добијамо са горљом границом 

ср = - Gt И са изменом граница: 

Т = V ~ [ аге siп( f) +: 
• 

и наЈЗад: 

Т= ~ ; -(-i) =л , 
(102.9) _. ' 

g 

Овај образац за време Т трајаља једне полуосцилације извео је 

први Хајгенс 1673. (Ch;Huygens, 1629-1695.). У обрасцу Се не појав-
, љу је амплитуда што значн да је за .мале осцилације иериода нева

висна од величине а.мuлишуде. Све тачке што полазе са ма ког места 

на луку АоАо' почетном брзином Vo == О етиhиhе у В за исто време. 
Другим речима: сва клашна исте дужине 1 су Ufюхрона.1) 

Ако у редовима за eOs.a и eos tp узмемо у обзир и треЬе чланове, 

дакле ставимо: 

1 , 
,2(eos а - eos 'р) = а2 - 'р! - 12 (а> - 'Р4), 

добиhемо тачнији образац: 

Т=n Т( а') g 1 + 16 . (102.10) 

• 

3а а = 50 ,излази тада: (1 + а2ј16) = 1,000476, што значи да би једно 
клатно са амплитудом а = 50 нзвршило МНЈIИон осцнлација. за исто 

1) Грчки: ,ао" = једнак, uюvо<; = време. ИЗОХРОIIОСТ клатна за мале ампли

ту де бнла је веп Г а п и л е ј у позната. Он 'је први научио испитивао кретаље клатна 

И сазнао да периода расте са амплитудом (1638.). 
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време за ,које би са бесконачно малом амплитудом учинило за 476 
.qQцилација више. _ 
.' Отроги образац за {['рајаље осцилације, који важи и за произ-

вољно велике амплнтуде, извео је А ј л е р, 1736. Тај 'образац гласи: 

..... т +(1)2 '2 а +-(1 32 '4 а +(13 5)"'6а+ 
т = 1f g 1 2" SШ"2 2" 4: SIП 2" 24:"6 Slll"2. .. . 

• 

13реДIюстреда у загради износи за а = 200: 1,00767. Тачна вред

:ност т је само за 0,80/00 већа од приближне (102.9) . 
.Ј'.: Образац (102.9) за трајаље Т једне осцилације са малом ампли-

• • 
тудом добијамо непосредно И31едначине кретаља: 
• 

d2cp . . 
l dt" = - g sш ср, 

,~a,дa sintp заменимо са ср. Јер је 
. . 

d2 cp' g 
dt' +ТСР= о 

диференцијална једначина хармоничне(кружне) осцилације са фрек

'. венцијом k =' v g/1, дакле је полу периода: 

:л; 

Т=-=:Л; 
k 

-
l -. 

.g 
• 

. Математичко клатно чија полупериодатраје једну секунду, зове 
се секундно клатно.Његову дужину 1. добијамо за Т=1".1.= 
= g/:л;Z. 3а g --:- 9,81 rn/sec2 (средља географска ширина) ie: • 

1. = 0,994 ш . 
• 

Тетка тачка преhи ће косу раван Ао В (сл. 102.1) почетном брзи-. - - . . 
ном v. = О за исто време као у слобоДн;ом паду кроз висину 21 (чл.65), 
дакле за време: 

". ...... 

1 
g 

• 

3а кретаље по луку Ао В требаhе само време: 

:л; l t. =....,,-
2 g' 

дакле је: 

t1 : ~ = 4: :л:, 
тј. тачка ће дужи пут преhlI за краће време. 

• г ..... 

103. Кретаље I(латна са трењем. Ако кружни лук АоВ по ко}[е 
тачка т клизи на ниже даје отпор трења: Т = f N онда са ознакама 
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• 

слике 102.1 важи дифереlfцијална једнаЧИlfа кретаља: . , 
dv dv . 

т ае =тv ds = тgS1Jl11'- fI Nj, 

и пошто ун_есемо: . 
о 

тv· 
N= + тKCO~ ср, 1 . 

, , ~ 

ds=-ldcp 
v' 

Иvdv=d2, 

гласиле једначина (103.1): 
dv2 

drp - 2/v2 = - 2К1 (sin ср - / сов <р). 

. . 
(103.1) 

(10:,\.2 
• 

Оно је линеа.рна диференцијална јеДllачина првог реда општег оБЈIl1ка' 
d ' 
У +Py=Q, 
ах 

где су Р и Q функције од х. 
Решење') ове једваЧl!lfе гласи: 

у = е ехр ( - Ј р dX) f Q е ехр ( Ј ћlх ) dx=C. . (103,3) 

У нашем случају је: . , 

y=v2, Х=ср, Р=-2/и Q=-2gl(sinrp--/casrp), 

Pdx=-2jrp. 
. дакле: Ј . . 
Сменом ових веЛИЧ}lна у (103.3) добијаыо v као функцију елонгацИје ЧЈ: 

-
'2ј(р . - 2ј'а 

vl=e -2gl(sinr,p-/cosrp)е dcp+C· (103.4) 
. ' 

. Константу С одређУЈе услов, даје за ср = а, V = О. 
Интеграли у једна чини (103,4) СУ: 

Ј .-2('1" d - - cos ср + 2/ sin ср . f -2f'Р А __ sin rp - 2/ СОВ tp 
е Вlll ср rp - 1 + 4ј" . , е cas ср uср - 1 + 4 ЈА . 

Сменом ових интеграла У једначину (103.4) добијамо: 

2 _ 2 13/sin rp + (1 - 2ћ сощ С 21'Р 
V - g 1 т 4Р' + е " (103.5) 

Пошто први 'пrан назовемо крале: V(,/,) и ставимо за ср = V а а)' до-
, ( 

бијамо најзад v' као функцију од ср 

vз = V«(f') - V«(r) е2(ср-а) 
у најнижој тачки (ср = О) биhе: 

са 

, 

V'тax = V(O) - V(a) е-21" 

'1-2Ј" 
V(0)=2g1 1 + 4{2 . 

1) Прво решење дао је Јо Ь. В ern о u 11 i 1697. 

• (103.6) , 

Ј 
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Једначина (103.6) важи само док тачкасилази од Ао дО В . . 3ауспон 
од В замењује једначину (103.2): 

dv' 
d(p + 2/v' = - 2g1 (sin(1' + f COSq», 

коју доБИ1амо из (103.2) када коефицијент 1'рења f заменимо са - ј. 

Јасно је да nе тачка УСЈlед отпора трења постиhи брзину О веn 'за 

(11 < (1, тј. етапе у тачки Ао нешто нижој од А'о. (Види сл. 100) .. ' 
Интегралење' једначине (103.6) којом бисмо нзшли закон пута, 

Ј.!Огуhпо је само развијањем подинтегралне фУНЮIије у ред. 

104. Таутохроне. ЦИКЛОИДНО' клатно. Кружно клатно има. Ю10 
што смо нашли: особину изохроности за мале l1;мплитуде и то само 

приближио јер је услов вјпа ~ (1 само приближно тачан. Природно се 

иамеhе ПИТ3Iье да ли постоји крива путања у вертикалној'равви 

на којој he изохроност крешња тачке постојати за сваку величину 
амплиту де. Јасно је да ће тражена линија бити конкавна према горе 

и да ће бити симетрична према' вертикали кроз најнижу тачку, коју 

бирамо за ПQчетак координатног сист~ма Oxz, за осовину Х тангенту, 
а позитивну осовину' z на више. Лук ОА рачунамо од О према А 
и иаш је задатак да нађемо непознату функцију s = f (с). (Сл. 104.1) 

По закону живе силе је: 
,-, 

v' 
-= а(ћ - z) 2 ь , 

d( АоА) d8 
IJ= =--. d, dt' (104.1) 

• 
а из ове 1едначине налазимо: 

• 

, , 

Време т за К5)је покретна тачка пређе лук АоО је: 

о h 1 

't: =Ј' - /(z')dz = f j'(z) dz _ = . ~Ј!Пzј' (hl;,)d 
V2g(h-z) V2g(h-z). V2g V1-l;, '. 

/. О О 

(104.2) 

Сменом z = ћ!;, ослободили смо границе интеграла од' ћ. Пошто 

време r треба да је независно од h то мора тражена функцијаf(z) 
задовољити услов d1idh=;=-O, дакле: 

, 1 

аl = 1 f2hl;, ј"(ћС) + /,(ћС) щ. 
dhVSgh У1-!;, 

о . 

., (104.3) 

.. 
Да ова једнаЧИJlа буде за сваку вредност h задовољена, мора"брgi!lлац 

. ,- , . 

подинтегралне функције бити једнак нули дакле: 

2ћ ~/" (ћ() + f' (hl;,) = О. 

, 
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И пошто опет ћС заменимо са г: 

одавде СЈIедује: 

тј. 

Интеграл је: 

2г Ј" (z) + /' (z) = О, 

ј"(г) _ 1 
/'(z) --2:Z' 

dlnf'(z) = _dz = -dlnzt . 
2г 

( С)" ln/,(z)=ln z--' 

(104.4) 

где је с произвољна интеграциона.константа. ПОНОВНИМ интегралењем 
• 

добдјамо~ 

• 
S=f(Z)=f 

о 

~ dz= 2 Vcz, z 
(104.5) 

(е == О), а то је једначина циклоиде између апсцисе х и лука S са 

теиеном у О (сл. 104.1). l'ачка о зове се тачка таутохроности. 

z 

.z' Е . • 

Сл. 104.1 

Тиме је доказано да је циклоида једина равна шаушохрона тешке 

тачке, јер диференцијална једначина допушта као решење само једну. 

функцију Лг). , 
Таутохроност и изохроност су два имена за исту особину при

нудног кретања тачке по кривој путањи. Разлика је· само формална. 

Ако уочимо кретање од неке тачке А лутање до најниже тачке О, 

(тачке таутохроности), {)ез обзира на то· какво ће бити даље кретање 

од О (периодично или апериодично), говоримо о таутохроној особини 

циклоиде. Ако пак мислимо на кретаље од А до А' (ОА' симетрично 



104. ТАУТОХРОНЕ. ЦИКЛОИДНО КЛАТНО 221 -----------------------
са АО) дакле на перподично кретање, кажемо да је ЦИКЛОllда изо

хрона путањ~ тешке тачке. У оба случаја је тангента у О хоризонтаЛНIL~ 
r " 3а дужину S = Ао О добијамо: SZ = 4 с h; када иэаберемо с = h до-

бијамо: S = 2 h = 4 а, где је са а означен полупречник I_pyra "генера
'l'ора" који се котрља по хоризонтали 2 а 1С. 

Елементарни лук циклоиде ностаје оf\ртањем потега СА око мо- ' 

ментаног пола О за елементарни угао. АБ је дакле тангента, а АС 

нормала циклоиде у ~ачки А. -
Из правоугаоног троугла АБС читамо: АБ' = БD· ВС, дакле: 

АБ = Vhz. Дужина лука БА је s= '2 V hz, l'ј. лук ОА је д~апут дужи 
од тангенте АВ. 

Из једначине циклоиде (104.5) добијамо: 

dz s ',0. 

dz -:- 2 h = SIП "(т, 

где {} значи нагиб тангенте према апсциси. 
Једначина, кретања гласи: 

d~ . g 
dt" = - g ВJn 1'Ј = - ::! h s, 

где негативан знак каже да је убрзање позитивно када s опада. Све
дена на нулу са: h = ~ а гласи једначина кретања: 

dZs g 
dt" + 4а s= О, 

и са k2 = g/4 а: 

. (104.6) 

- , 
" 

То је позната једначина хармоничне осцилације са периодом 
т = 2 n/k. Тешка тачка преhиhе пут' од ма које тачке А до А' на 

истој висини и натраг за време: 2n V 4 а/к, а од ма које тачке А до 
најниже О за време: 

:п 

2 
4а 

g 

, . 

• 
'(104;7) 

, . 
Циклоидно клатно као и свако друго, (елиптично, параболично) 

можемо остварити малом лоптом обешеном нерастегљивим концем ду

жине 4 а о непомичну тачку О'. Еволуtliа цuклоuде је цuклоuда fiq/lY
даРIl(1. са датом ЦUКЛОUДОМ померена за а:n у правцу х, а .,з3, ;2,~y 
правцу z (сл. 104.1), Када исечемо шаблону еВОЛУ1'е, конац,hе:јПРИ 
клаhењу једним делом N/} нр.легати на mаблону. У тренутку каД'il.Ссе 

, 
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лопта налази у А, нормала путање у А додирује еволутуу тачки N 
, .---_-

и AN + NO'= 4а. A.N= (! је ТIолупречник криви!!е у А. AN = 2 АС тј. 
[iQлуйречнUlС КРИ8ине јеДllак је двострукој дужинu 1l0рмале. Када УЮIО

нимо шаблону добијамо кружно клатно дужине l = 4а . 
Изохроност циклоиде можемо непосредно увидети овим расуђива

љем. Ако нам је дата једначина која изражава тангенцијалво убрзаље 

u тачке као функцију времена или ,растојаља, 1\Јожеыо кретање тачке 

испитивати пезависно од облика'путање. 3намо да јехарыо

нична осцилација у правој ю!Охрона (чл. 57), -Када праву по којој 

тач[,а осцилише убрзањем gx/4a и центром О савијемо . у ЦИк.ЈIOиду 

тако да је О њено теме а растојаље х постане лук s рачунат од О, закон 
кретања се тиме неЬе мењати, кретаље по циклоиди биhе изохроно са 

-
4а 

g 
периодом 2я • 

Доказали смо да је циклоида једина равна таутохрона теIЧке 

тачке. Ако циклоиду обавијемо око цилиндра произвољне основе и 

вертикалне осовнне добијамо бесконачно много таутохрона двогубе 

кривине. Обратно можемо сваку просторну криву пројицирати на 

хоризонта,лну раван'и развијањем добијеног вертикалног цилиндра у 

вертикалну раван добити равну криву исте дужине, Тангенцијалиа 

сила тежине је такође. остала иста, дакле смо добv.ли равну тауто-

хрону тежине. . 
Таутохроност за тешку та'шу открио је Хајгенс; први је испи

тивао одвијање са дате криве линије и l'име засновао теорију еволуте 

и еволвенте.') 

105. Таутохроне криве уопште. Циклоида је таутохрона пу

таља за најједноставнији случај када покретну тачку напада к о Н-. . . 

стантна сила P=mg. Појам таутохроности можемо применити ина 
општи слуСlај I,аД:1 тачка клизи без треља по једној иатеријцшој ли-

..... 
. нији под дејством произвољне п р о м е н љ и в е СИЈlе Р. 

Ако са Р1 0значимо тангетщијалну lСОhшопенту силе 

претпостављамо да зависи само од положаја, ГЈ1асиhе 

кретања: (Види чл. 96). 

d 2s ах dy dz 
т dt2 =P1=Xds + У ds +Z ds' 

..... 
Р за коју 

• 
]едначина 

(105.1) . 

. у првом отсеку СЕога дела "Но r о 1 о g i u m о s с ј 11. t о r i u т" 1658. описује 

Хајгенс конструкцију свога зидног сата са циклоидним клаТlIОМ, у 'другом излаже 
rеоријуциклоидног к .• атна, у трећем теорију енолута, у четвртом одређује центар 

осцилације физичког клатна, и најзад у петом наводи без доказа законе коничног 
клатна .. 
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~--------------~-

. . 

ЛуК S рачуна}!о од тачке таутохропости О. Та иста једначинэ; важи 

п за праволинијско кретање под дејством силеPt· и истим почетком 

О. Познајемо једно праволинијско таутохроно кретање: хармовичну 'ос
цилацију за коју важ['! закон силе: Р = - mk'x Може се доказати да је 
то једини закон силе за таутохроно кретаље у праВОј; Да би нека 

крива била l'аутохрона мора њена дифереlIцијална једначина гласити: 

X~~+ У: +z ::=-k'S' (105.2) 

Све криве линије које задовољавају овај једини услов, бllЬе таутохроне 
за дати закон силе 3а s = О биhе Х = У = z = О, тј. Шачка ШауШО

хроносШи је месШо сШабилне равношеже тачке која клизи по кривој 

путањи. 

.... 
Ако је сила Р ItOнзервативна дакле: Х ах + У dy + Z dz = d U (х,у,г), 

добијамо непосредно интеграл је:щачине (105.2): 

I 

• 

k2s' 
U(x,y,z)=- 2 +с. (105.3 

Проблеl.1 таутохроне биn'е одређен. Itада путањи пропиmемо поред 

услова (105.2) још други произвољан услов .. 

1.) Mo~eMO на пример захтевати да се тра:жена путања налази 
• 

на дато] површини: 
\ 

F(x,y,z)=O. (105.4) 

Две lедначине (105.2) и (105.4) У вези са идентитетоl.1: 

( аХ ):Ј + (ау )2. (ае)9 = 1 
ds, ds+ds ' 

. . 

(105.5) 

одређ 1ју х, у, z као функцију од s. Интегралење тих једначина УnОСll 
две произвољне константе сем k' коју смо веn' произвољно и .. абрали. 

--. . 
2.) У место да путању приморамо да се налази на дато] повр-

шини, можемо захтеваlЋ да она буде таутохрона за два закона 'силе 
Х, У, Z и X1 , У l' 21' са истом тачком таутохроности О •• Ј едначини (l05.2) 

• 
придолази сада 1едначина: 

Х ах+ 
1 ds У dy + Z dz - k .~ 

1 ds 1 ds - - 1 S. (105.2а) 

Једначине (105.2) и (105.2а) а у вези (105.5) одређују х, у, z као функ
ције од в. Тако одређена ltpllBa је по закону суперпозиције таутохрова 
и за силу: АХ + .иХ!, лУ + /1 Ур AZ + .нZl где су А и џ позитивне 
константе. 
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Ако је. сила Х, У, Z такође конзервативна, дакле је и 

k 2S ' 
ИЈ (x,y,z) = - 12 . + С1 , . (105.3а) 

налазимо елиминацијом пута из (105.3) и (105.3а)једначину ПОВРПlине: 
• 

kћИ (х, у, z) - СЈ - k2 [ИI (Х, у, г) - Сј ] = О, (105.6) 
• • 

на КОЈО] се тражена таутохрона налази. 

Таутохрону тешке таЧI,е нащримо из опште једначине (105.2) 
у:щмајуhи почетак координатног система у О а осовинуz на више 

као у сл. 104.1. Онда је: Х = О, У = О, Z = - mg, а тангенцијална 
компонента тежине mg је Р, = - mg dz/ds. Уносеhи ове вредности 

у једначину (105.2) добијамо: . 

• 
а њен интеграл ]е; 

dz ,. k" -mg = - s, ds 

k2s2 

z= + С . 2 mg , 

где је С = О. Инверзијом добијамо: 
. . 

8=2 mg г=2 Vcz, 
21f 

. ., 
дакле ]едначину циклоиде I{OJY смо у прошлом члану непосредним 

путом нашли. 

106. Брахистохрона. Тешка тачка која из стања мира у месту 

А клизи по произвољно) (равној или просторној) глаткој кривој линији 
.-.. 
АБ стиtшhе у Б брзином v = ds;'dt = V2gz, где z значи висинску раз-

, 

ЈШКУ места А и В. Са ds = dx У! + Z'2 налазимо време за које ће тачка 
стиhи из А до В: 

х, 

t- 1 f 
V2g 

о 

1 + Z'2 

2 
dx (106.1) 

Из образаца је јасно да координатни систем на који односимо кретање 

има почетак у А, да је осовина х управљена на десно а осовина z 
на ниже. Горља граница Х1 интеграла значи хоризонтално растојање 
тачака А и В. 

, Већ Галилеји је доказао да ће тешка тачка за краће време 

---стиhи клизеhи по кружном луку АБ коме је центар на вертикали кроз 
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• 

В, него на тетиви АВ и у ОПJIте за краће време него по произвољном 
.-. 

полигону уписаном луку АВ.1) , . 
Проблем по којој криво] путаљи ће тешка т~чка стиlш за нај

краће време из А у В поставио је и решио Ј. Бернули (Johann Bec~ 
понlН, 1667-1748.) и назвао ту криву брахистоХроном.2)По тадаш

љем обичају позвао је све познате математичаре на решаваље (1696.). 
Идуhе године објављени су радови браhе Јохана и Јако ба Берnули, 
Меrоде решаваља су потпуно различите. Први је запазио аналогију 
кретаља тешке тачке са путаљом светлосног зрака кроз средину про

менљивоГ индer,са преламаља и са познатим особинама тог кретаља 

нашао је брзо брахистохрону. Био је изненађен да је ова идентична 
са ХајГенсовом. таутохроном. Ј акоб примеhује да је овај' задатак: из-

~ 

међу бесконачно много кривих АВ наhи ону која има извесну екстре-

ма.лну особину, задатак сасвим нове врсте и стога'захтева нов метод 

решаваља. Он пол~зи од става: Ако нека крива има једну ексшремалну 
особllНУ, онда UJиа II CBah:ll њен елеJlfенШ исшу особину. 3аметном гeo~ 

метријскiщ анализом налааициклоиду као решеље Проблема.·Ње
гова метода је општија него метода млађег брата. Проблем брахисто
хроне решили су још и Њутн, Лајбниц и Лопитал (L'Нusрitаl). 
Метод ЈaIюба Бернули уопштио јеи усавршио А ј л е р . решавајуhи 

• 

многе проблеме сличне врсте и тако по~тавио темеље новој грани 

АјЈализе коју је назвао Ва р и ј а Ц и о н и м р а ч у н о м. Главним проб

лемом варнјационог рачуна дефинише . АјЛfР одређиваље екстремал
пих вредности неког интеграла: 

Х, 

W= f Zdx, 

где је Z функција од х, у, у', у" итд. и где се тражи зависност из

међу х и у. Важан напредак постигао је Ајлер при испитиваљу. бра-' 

хистохроне узимајуhи у обзир и о т п о р, с р е Д и н е. Када тешка тачка 
клизи без треља' у празном простору, зависи -Као што знамо, љена 

брзина само од висине кроз коју се СПУСТИЈЈа; брзина једног елемента 

не ЗaIЩСИ од суседних елемената путаље. Тада је стварно и сваки 

елеыент брахистохроне такође брахистохрон. У ОТПОрl!uј средини пак 

иыа цела дужина и об1ИК претходне путаљ~ утицај на брзину неког 

. еЛемента. Цела путања може бити брахистохр(,на а да сваки елемент 

не мора имати ту особину Таквим расуђl1ваљима увидео је АјЈЈер да 

п р и н Ц и п Ј а к о б а Б е р н у л и н е ма "п ш т е в а ж н о с 'f 11. На 

многим примерима показао је како се и у ТаhlШМ (·.л"женијим про()ле 

1) .Разговори и' математицки докази· 1638. Треlш дан. 
2) Грцки: Peax16tor; = најкраhи. 

Механика тацке 15 
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мима .долази до циља. Овоје резултате објавио је у опширном делу 

1744. Једно од његових· најважнијих откриhа је диференцијална је

дначина која носи његово иие. Решења те једначине зову су ек с т р е

мале јер се криве које вредност интеграла чине .екстремном (т. мак

СИМУМО1-1 ИЈIИ минимумом) могу само међу тим решењима налазити. , 
Ајлер је своја испитивања кривдх са екстремалним особинама још 

геометријском методом вршио. Али јеу последљем свом делу напоме

нуо да недостаје метод који је независан од геометријског решења. 

Нова епоха у развитку .. варијационог рачуна настаје радовима 
Лагранжа (Ј. L. Lagrange, 1736-1813.) ltoји се потпуно ослободио 

посматране геометријске фигуре и дао аналитички метод .. Он приме
ћује да су прираштаји функција услед промене облика функције пот

пуно аналогни прираштајима услед промене независне променљиве. 

3а разликовањеувео је за прве знак б а за друге d. Имајуhи у ВИДУ 
ову аналогију могао је Лагранж одмах написати једначине које до

воде до решења екстремалних задатака. Овој метод саопштио је 

Ајлеру 1755. 
Да ли у неком конкретном случају наступа максимум или мини

МУМ, то најчешhе показује већ природа задатка. Питање критеријума 

између максимума и минимума ретаВ!lЛИ су ЈЈ агганж, Лежандр, 1786_ 
и Јакоби (О. а.-Ј. ЈасоЬј, 1837.) Тековине 18-ог века поставили су 
на сигурне темеље тек математичари 19-ог BeI,a као Ј ако би, Бај ер

штрас, Дарбу, Хадамар, Хилберт и многи други. 

у проблему брахистохроне тетке тачке у празном простору имамо 

да тражимо минималну вредност интеграла: 

х 

1 +Z'2 . f 
. 2 dx или I,pahe W = Z dx . (106.2) 

о о 

Брахистохрона: z = f (х) мора задовољити Ајлерову диференцијалну 
јеДliIачину: 

d(dZ)=dZ=o 
dx dz' dz . 

Парцијални изводи од Z гласе: 

dZ 1 1 +Z'2 dZ Z 
-dz 2z 

, 
dz' V z(l+ Z'2) , z 

-
а извод последњег по х 1е: 

d dZ_ 2zz"-z'" (1 + Z'2) 
dx dz' 2 [z (1 + ZI2)]'!' . 

(106.3) 
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Сменом ОВИХ вредности у Ајлерову јеДllачину добијамо диференци

јалну једначину другог реда: 

1 l+z" 2zz"-z'Ј(1 +z") 
2z z + 2[z(1+z'Z)]'I. =0, 

коју мора тражена путања задовољити. Сажет а она има облик: 

1 + Z'2 + 2zz" = о, 

или: 

(1 + z'"}Э/? 
= - 2 z Ј + Z'2 " 

Z" , 
(106.4) 

на левој страни једначине стоји познати образац за дужину полупреч

ника кривине (!, а на десној '!\ужина нормале N. 
Последња једначина каже да је код тражене путање однос 

(!: N = - 2: 1 константан .. Ту особину имају само циклоиде којима. је 
основа апсциса. Тако B~ћ диференцијална једначина доказује да је 

једина брахuсiiiохрона iiiешке iiiаЧКе цuклоuда. . 
Циклоиду која спаја дате та.чке 

А cv t' А и В (сл. 106.1) налазимо на основу 

• 
Сл. 106.1 

чињенице да су с в е Ц и к л о и Д е 

с л и ч н е. Конструјишемо произвољну 

циклоиду са пречником 27" круга ге 

нератора. Тетива АВ сече циклоиду 

у тачки Б'. Из пропорције АВ:АВ' = 
= 2г :2г' налазимо пречник; 2г = 

АБ ~ 
= АБ' 2 г' генератора циклоиде АБ. 

Брахистохроне путање изучаване 

отпором трења, отпором средине итд. 

-
су и за разне законе силе, са 

15* 



ГЛАВА IV 

Статика 'тачке 
107. Увод. Статика је по дефИНIJцији наука о равнотежи сила. 

Али, преЋО штопочнемо испитивати услове под којима ће матери

јална тачка под дејством сила бити у равнотежи, потребно је да 

упознамо разлику која постоји између појмова: ст а њ е м и р а и' 
с т а њ е р а в н о l' е ж е. Стање мира је појам I\:инематике и под љим 

разумемо. онај .случај . кретаља, када је брзина једнака НУЛИ. По прин
ципу инерције знамо да ће тело остати у миру, кад на њега не деј
ствује никаква сила; али принцип инерције обухвата још један случај 

кретања: кад. иа тело не . дејствује' НИItаква сила, оно се може и кре

тати константном брзином у правој линији. ,Ало даlше ВИДИМО да на 

тело (на пример жељезнички воз), које се l':pehe једноликом брзином 
у праврј путаљи, дејствују извесне силе (вучна сила, тежина, отпори 

треља, ваздуха итд.), онда је очевидно да се дејствам(')рају међу

собно поништавати, чим те силе' ле производе никакву промену у 

стаљу кретаља. У таквом случају кажемо за силе да су у равнотежи, 

а за тело (воз) да се креће по принципу инерције. Стање мира (v=O) 
је дакле један специјални случај стања равнотеже Cv = canst.): ако је 
једна тачка у миру она је и у равнотежи, али ако је у равнотежи 

она не мора бити у миру. Да бисмо јаче истакли ову разлику ми 
• •• 

можемо равнотежу, код КОЈе тачка под утицаЈем сила остаЈе у миру, 

назвати статичком раВНОТ6ЖОМ а ону, при којој се тачкакреhе 

јеДВ:ОЛИRО у правој, динаМИЧRОМ равнотежом. 

Но сем равнотеже сила Статика проучава и еквиваленцију сила 
п --). щ-+-

тј. услове под којима ће две различите групе сила: ~ Р; и ~ Qi што 
• I I 

нападају неко тело изазвати исту промену стаља кретања 

тога тела. У томе случају кажемо да су те две ГIJупе сила е к в и -
• в а л е н l' е и то симболички означавамо изразом: 

(107.1) 
• 

Науку о равнотежи и науку о еквиваленцији сматрамо данас као 

две гране "Геометрија сила". МИ ћемо Геометрију сила звати 

кратко Статиком. 
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Основни појам 
, , , 

Статике је појам- резултанте сила. Пошто су 
-;. -;. -;. 

силе векторске вели:чине, то под резултантом R извесних сила Р1 , Рз , 
-;. 

Рз, ... разумемо љихов збир (сл. 107.1) било: да силе леже у истој 

равни или не: 

~ ~ -+ -+ -;. n-;. 

R= Р, + РЗ + Рз + ... -t- Рn - ~. Pi . 

• 

.4 
!ј , 

\. 
\ 
\ 
\ 

IJ \ 11 
~. 

1{ 
, 

IJ 

-11 

\ 
\~I.t 
\\\ 
\N\I: . 
\~, 

\ 

Сл. 107.1 

1 

-Ij 

(107.2) 

• 

...... 
IJ 

-;. -;. 
Ако је овај збир за две разне групе сила1) исти (Rp = Rq), онда 

-> 
су те две групе сила еквивалентне, а ако је он једнак нули (R == О), 

онда су силе у равнотежи. Према томе све групе сила које .стоје у 

равнотежи, еквивалентне су. 
'.. 

у Статици материјалне тачке претпостављамо да се нападне 

.линија свих сила секу у једној тач).tИ А и зато кажемо да све силе 

имају исту нападну тачку. Пошто у СтатиltУ не улази појам масе то 

ову тачltу можемо сматратиltао геометријсltу тачку. НајприроднИје 
је задатltе СтаТИltе решавати геометријским (графичким) путем. Али 

• 
Itao год што се и у Геометрији сем графИЧltе методе употребљује и 
аналитичltа, тако се и у Статици сви задаци могурешавати и гра

фичяи и аналитичltи те можемо говорити о Графичкој и Аналитичltој 
. . 

Статици. Према томе имаhемо графичке и анаЛИТИЧltе услове равно-
• 

теже и еltвивалеНЦИје сила. 

При излагању градива Статиltе поступиhемо као и у Динамици: 

прво ћемо проучавати Статиltу слободне, а потом Статику везане тачltе. 

А. СТАТИI<А СЛОБОДНЕ ТАЧI<Е 

108. Општи услови равнотеже и еквиваленције. Alto силе које 
материјалну тачltу нападају леже све у истој равни, онда, ГОВОРИМО' 

1) Кад оне нападају слободну тачку·. 
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о равном систему сила; под просторним системом сила разумемо слу

чај када су силе распоређене у произвољни м правцима простора. 
-7-~-+~ 

Под једновременим утицајем извесних сила: P1, Ps, Ра, Р" могу 
уопште наступити два случаја, ако је тачка коју те силе. нападајУ 

пре тога била у миру: 

--. ""* -+ -+ -+ о' 
1) ако су силе P t , Р2, Ра, Р, у равнотежи (R = О), онда ће тачка 

и даље остати у миру; 

-+ -+ -+ -+ 
2) ако силе Р1 , Р2, Рз , Р4 нису У равнотежи, онда ће постојати 

-+ 
љихова резултанта R и тачка Ье се кренути убрзано у правцу те ре-
зултанте. Исто такво кретаље изазваhе и нека друга група сила 
-+---77 -+ 
Ql' Q2' Q., Q4 ако и она буде имала исту резултанту R. 

Да бисмо векторским путем дошли до сазнања да ли су неке 
7-+-+-+ 

силе Р" Р2' Рв, Р4 У равнотежи или не, ми Ьемо конструисати век-
торски влак тих сила. Тај ће влак у случају равног система сила бити 

раван, иначе просторни полигон. Ако се почетна (О) и крајља тачка 

(4) тога вла.ка поклопе, онда је резултанта сила једнака нули, а силе 
-+ -+ --+ -+ 

су у равнотежи. У том случају је влак вектора Р" Р2, Р2' Р. затв 0-

рен полигон и можемо га 06иhи идуhи увек у смислу самих век

тора (исти СМисао 06илажеља). Други случај који може наступити то. 
је: да се почетна тачка (О) и крајна тачка (4) векторског влака не по-

- 1 
I 

? 

-IJ 

C~. 108.1 
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• М1 

клапају(сл.l08.1) тада је влак отворен, а страна (0-4) која га за
-+ 

твара даје нам по~ величини, правцу и смеру резултанту R' датих 
...,.. ...,.. ....,.. ....,.. 

сила: P1, Pz, Рв, Р4 • 
, 

ДО појма еквиваленције сила') долазимо векторским путем, ако 
, 

. -+ 
замислимо да на исту тачку уместо групе сила (Pi) делује друга нека 

-+ -+ 
група сила (Q;), али таквих да имају исту резултанту R (слика 108,1 

-+ -+- -+ ....,.. 
испрекидано). Векторски услов за еItвпва.frенцИју сила: Р" Р2' Ра , Р4 И 
Ql' Qz, Qз, Q4 је дакле 'тај, да векторски влакови што одговарају тим 

-+ 
силама имају 3 ај ед ПИЧI,У з аврш нустра ну R. Влакови могу 

-;. .... 
бити равни или просторни. У свему осталом е р; и Qi могу. бити 

сасвим произвољне. 

109. Услови' равнотеще и еквиваленције ва силе у равни .. 
а) Графичка метода. Ако силе на сл. 108.1 леже све у једној равни 
онда важе сем општих теорема још и следеhе примедбе: 

1) Ако тачку нападају само три силе што су у равнотежи, онда 
је влак сила' троугао Из овога следује' обратно, пошто је троугао 
равна .геометријска слика, да fi1pu силе које нападају једну fi1ачку не 
лtoгу биfi1и у раВНОfi1ежи ако не леже све fi1pu у ucfi10i равни. 

-+ -+ -)оо -+ ..... 
2) Једну познату силу R разложити: у компоненте: Р" Р2, Рз,Р,. 

значи наhи групу сила која је еквивалентна датој сили. . ...... . . ;;- ': 

Полигон сила на сл. 108.1 можемо дакле схватити и као. 
-+ 

цију која служи за разлагање једне дате силе R у компоненте., 
....,.. -+ ." ..• 

је над страном: 04 = R могућно нацртати безбројIlО много .' ...• 
полигона: О - 1 - 2 - 3 - 4; О - l' - 2' - 3' - 4' - 5' ... чије . 

Р1 , Pz, Ра1 Р4 ; Ql' Q2' Qз, Q4' Qs,' ., претстављају компоненте дате 
. то видимо да је задатак разлагања једне силе у компоненте нео 
јер дозвољава безброј но много решења. 3адатак разлагања .' ,J/~,. 
У п компонената идентичан је са геометријским задатком;~, .. . {Ц. 
сати раван полигон од (п + 1) страна, кад једата 

од тих страна., Такав полигон има (п + 1) темена од 
два дата, дакле остаје (п + 1) - 2 = (п - 1) Heuu, 

је за одређивање сваког непознатог темена потр, о. 

датка (две дужи или једну дуж и један угао), то нам 
. ' " 

поменутог полигона над датом страном недостајУ 

података. 3ато у Статици: кажемо да је разлагање ј 

о 

') Када оне нападају слободну тачку. 
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нената које леже све у истој равни (2 n-2) пута неодр е ђ ен задатак. 
3) Ако желимо једну силу разложит~ у две компоненте (п = 2), 

онда је uолигон сила троугао са (п + 1) = 2 + 1 = 3 стране, а задатак 
је (2n -2) = 4 - 2 = 2 пута неодређен, јер нам недостају 2. податка 
за одређиваље троугла сила. Та два непозната податка можемо бирати 

на четири разна начина (сл. 109.1): а) Величину Р1 и правац 1%1 једне 

KOM~OHeHTe; бl величине Р1 и Р2 обеју компонената; в)лравце 1%1 и I%~ 

обеју компонената; г) величину Р, једне а правац 1%2 друге компоненте. 

Први и треhи начиниз60ра дају увек одређено решеље и кад оба 

податка произвољно бирамо, док код другог и четвртог начина одре

ђена решеља добијамо само ако изабрани подаци задовољавају још 

извесне углове, иначе је решеље немогућно [на пример код другог 

наЧ\lва: (Р, + Р,Ј > R]. 

q (I!IIJ 

Сл. 109.1 

• 
Сл. 109.2 

Најважнији је треhи случај: разлагање дате силе у компонент.е 

у два правца што леже са силом у истој равни. Тај случај IIмаћемо 

нарочито у примени код аналитичке методе. 

-+ -+ -+ 
Тригонометријски услов за равнотежу трију <;ила: Р; Q и R што 

нападају једну тачку у разним правцима. добијамо из графИЧltoг 

услова да оне морају образовати заТВОРЩI троугао, (сл. 109.2). Ако 
углове које силе међусобно заклапају означиыо са (Р, Q), (Q, R) и (Р, R) 
и уз то имамо у виду да се углови у троуглу сила са овима 

њују до 180·, онда по синусном правилу важи пропорција: 

R Р _ Q 
sin(P,Q) - sin(Q,RJ - sin(P,R)' 

допу-

(109.1) 

Тако добијамо теорему: Ако три силе стоје у равнотежи на једној 

тачки, онда је однос сваке силе ирема синусу угла, КОЈи iJaёiiBapa;y друге 

две, исши iJQ све ёiipи силе. , 
Горља пропорција важи и онда, када смер ма које од три силе 

променимо, онда ће та сила бити резултанта осталих двеју. Тео-
• 

рема важи дакле и за такав систем три)у сила, где су две силе 

компоненте а трећа љихова резултанта. 
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1. Приме р. Дате су силе р, и р, И угао а што га међусобом ЗRклапају. Траже 

се углови а, И а, које заклапају са иепознатом резултан~ом. 

Ако су а и Ь дужине двеју страна ,троугла. а, и а, њихови супротни углови 

гласи теорема тангенса I Н а п и е р - о в образац): . 
11' 

(а - Ь) : (а + Ь) = tg 2 (иј - а,) : tg ~ (а, + а,). 

2. П Р и м е р. Два ужета пребачена су 
ризонтали. (сл. 109.3) и чије димензије зане
марујемо. О вертикалним крајевима обе

шени су тегови Р и Q. Коси крајеви спо

јени су у тачки А у којој виси тег С. Пита 

се колики мора бити однос' растојања р/ч 

па да три силе: Р. Q и с бу ду У равнотежи? 

преко два котура што. леже у IIстој хо-

р 

Из сл. 109.3 читамо: ~ = h tga. q = 
= htg (Ј дакле: 

• 

!L = tga _ sin а еОБ fJ • 
q tg(J sin fJ "еов а G 

Сл. 1093 
По синусном ставу је: 

&in а Q 
=-Ј 

sin (Ј Р 

а по косинусном ставу је, 

Q'= Р' + С2 - 2 РОсов а И Р"= Q2+ СЗ -2 QC СОБ (Ј; 

ове две једначине одређују однос eas (J/cas а. и кад оба односа сменимо у образац 

за р/ч добијамо: 
р Q Q2 + С2 _ р'!. 2 рс Q2 + С2 _ р2 
q = р р2 + С' _ Q2 2 QC - 1'2 + с" _ Q2 • 

Равнот~жа је могућна само ако је СОВ а '> О И COS (Ј > Отј. именилац и бројиnац морају 
бити позитивни. . 

б) А н а л и т и ч к а м е т ода. Нападну тачку свих сила узимамо 

за почетак ОРl'огоналпог координатног система Оху (сд. Щ9.4) и раз-. 

Сл. 109.4 

I 
I 
I 

лажемо сваку од датих сила у две ком

поненте Х и У што падају у пра:ще ко-
• 

ординатних осовина а имаЈУ величине: 

. Х! = Р, cos (х, Pt ), 

Х2 = Р2 COS (х, Р;), 

• • • • • • • 

. 

у 1 = Р1 sin (х, Pt ); 

у 2 = Р2 вјп (х, ћ); 
• • • • • • • 

...Ј- ___ !. ХП =РП cos (х, РП), УП = РП sin (х, РП); 

где (х, P i)· означава угао ИЗ1dеђу силе и 

позитивног правца осовине х. Све ком-
о • 

~ поненте КОlе леже у координатним осо-

Бинама сложимо у резултанту алгебар

ским сабираљем: 
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.' -...-

п .. 

Rx = R cos (х, R) = ~ Хј = ~ Р; cos (х, р;), 
1 1 

(109.2) п .. 
Ry = R sin (х, R) = ~ Уј = ~ Рј sin (х, р;). 

1 1 

Силе R" и Ru еквивалентне су датим силаыа, оне су компоненте тра

жене резултанте. Величина резултанте биhе дакле: 

Правац резултапте одређен је једначинама: 

siп (х, R) = ~ , ) Rx 
cos {х, R = R' 

(109.3) 

(109.4) 

Нека друга група сила: р/, Р2 ', Рз / , .. , р'n биhе датим силама 

еквивалентна ако' постоје ове једнакости: 

.1; Х; = ~ Х;' и ~ Уј = ~ У{ . 
Једначине (109.2) исказују теорему да је иројеКЦllја ревулiliанше на 

иPOll~BOЉHY праву једнака алгебарском вбllРУ иројеКЦllја њеНllХ комио

нената на llсту праву. 

Једначина (109.3) има ово rеоыетријско значење. Ако једну дату 
.... 

силу R узмемо за пречник једног .круга што се зове к р у г с и л а 

и из почетне тачке О силе повучемо ма коју тетиву а, онда дужина 
.... 

тетиве тога круга претставља величину компоненте силе R у правцу 
. I .... . 
те тетиве, Ra• 

Потребан и довољан аналитички услов за равнотежу произвољног 

броја сила, што леже све у истој равни а нападају једну 1'ачку, јесте: 

да њихова резултанта буде једнака нули, дакле према једначини (109.3): 

Ова једначина биhе 

и 

Rx2 +R/=0. 
задовољена само ако је једновремено: 

R:<=~Xi = о, 
Ry = ~Y; =0. 

(109.5) 

Једначине (109.5) су аналитички израз за равнотежу сила што 

леже у једној равни. Оне важе и за коси координатни систем тј. 

када дате силе разлажемо у два произвољна правца х и у. Два ана

литичка услова равнотеже исказују исто што и један графички услов 

јер ће раван влак вектора бити затворен само ако његове пројекције 

на две произвољне осовине у његовој равни буду једнаке нули. 

110. Услови равнотеже и .S,:I<виваленције ва силе у простору. 
а) Г р а Ф и ч к а м е т ода. Да бисмо графички могли решавати про

сторни проблем сила што нападају једну тачку, ми ћемо сваку од 

тих сила !Iројицирати на две међусобне норыале (хоризонталну и вер-
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тикалну) равни тако да од просторног полигона сила добијамо о две 

пројекције. Ако желимо на!ш резултанту датих сила" онда о ћемо у обе 
пројекционе равни нацртати по један влак од пројекција датих сила 

и завршне стране тих влакова биhе пројекције траженерезултанте. 

Праву величину и положај резултанте можемо сада лако одредити. о 
Ако су две групе СИЛа у простору еквивалентне, онда оне морају 

имати у обим пројекцијама исту завршну страну у одговарајуhим 

влаковима њихових пројекција. Ако су силе у равнотежи, онда јевлак 

сила затворен, просторни полигон паи његове обе пројекције морају 

бити затворени полигони. 

I{ада отворен просторни влак од п сила заврmимо њиховом резул

тантом, добијамо просторни полигон од (п + 1) страна. Ако су п сила 
у равнотежи, онда се затворен просторни полигон састоји од п страва. 

Најмаљи број сила које не леже у истој равни је п = 3. Такве три 

силе не могу никад бити у равнотежи јер ПРОС'fорни влак од три 
• 

стране не може никад бити затворен. Најмањи број сила у uросшору, 

које могу стајатll У. равношеЖll на јеДНОј таЧКll, је дакле n= 4. 
Најмањи број сила разног правца, што c'foje у раВНО'ffЖИ на једној 

тачки а леже у истој равни је п = 3. 

Ови односи имају практичног значаја при проучавању равнотеже 

сила на чворовима равних и просторних решеткастих носача 

П р и м е р.Три права штапа спојени суу тачки О (сл. 110.1). lЬихови доњи крајеви 
В, А, е леже иа хоризонталном поду у дубини It испод теменв О. Такав "т р о н о ж а ц" 

о • 

служи као примитивна дизалица. ... 
Теме О напада дата сила Р 

Њена нападна линија продире хори. 

З0нталну раван Аве у тачки D. Пита 
• 

се колике су силе у штаповима ТЈ . ... 
компоненте силе Р. Штап ове и на-

падну линију силе Р обележимо кра

ће бројевима: 1-4. два пара правих 
1, 3 и2, 4 одреljују две равни што се 
секу у правој 5; ова прод!!ре хор!!

зонталн.v раван у тачкн Е._ Сила Р 
лежи дакле у равни 2,5 те је можемо 
разложити у компоненте 82 и 85; ова 
друга лежи у равни 1,3 те је разла
жемо у компоненте 81 и 8з и тиме је 

задатак графички решен. У примеру 

је 82 негативног смера, крај В штапа 

мора бити учвршhен за под да се 

троножац усдед дејства силе 82 не 
би преврнуо око АС као обртне осо-

вине. Разлагање сила изведено је само 

у вертикалној пројекцији, одређене 

А 

А 

су дакле силе S/', B~" и 8"з. Пројицирањем, иа 

() 

Сл. 110.1 

~\ 
• 

, , , , 

\ 

, , , 

с 

основу налазимо хоризонталне про-
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, 

јекције сила 81" 82' И 8з' и иајзад веЛИ'lине: 81 = V 81'2 + 81"" иц. У штапу 2 влада 
услед силе Р затеза!Ь~ у штаповима 1 и 3 Пр!јтисак, 

-+ 
6) Аналитичка метода. Нападну тачку свих п сила Р; (i = 1, 

, ... ,п) бирамо за почетак ортогоналног координатног система Охуг. Ако 
углове што их дате силе заклапају са правцима координатних осовина 

обележимо са ај,!1; И Уј, а углове које њихова резултанта заклапа са 
истим правцима са а, (Ј И 1', онда су компоненте датих сила у прав-. . 
цима координатних осовина: 

Х; = Pi cosai , . У; = Р; c08ili , Zi = Pi С08/';, (110.1) 

а компоненте резултанте: 

. Rx = R cOSC!: , Ни = R cosfJ , R = R cosy . 

Компоненте резултанте добијамо алге6арским сабирањем одгова
рајуlшх компонената датих сила: 

Rx=~Xi, Hy=~Yj, Rz=~Zi' 
Величина резултанте је: 

R = V Rx' + R'u" + Rz! = Y(~X;)2 + (~Yi)2 + (~Zi)1 , 
а њен правац и смер 

R" С08а = R ' 

одреljен је једначинама: , 

fJ Rv 
cos =R' 

. Rz 
С081'- R . 

->-

(110.2) 
• 

(110.3 

Ако резултанту R узмемо за пречник лопте и из почетка силе R 
повучемо тетиву у неком правцу а, претстављаhе дужина тетиве ком

поненту Ra силе R у правцу а; дакле Ье и дужина тетива у прав-

цима х, у, z претстављати величине R", Rv, Rz компонената у правцу 
тихрсовина, Та се лопта назива лопта сила, 

Услов равнотеже је: 

Y(~Xj)2 + (~Yi)" +(~Zi)r = О. 

Пошто су под кореном све сами позитивни бројеви, 

начина може бити задовољена само ако је: 

~X, = О , ~ У; = О , l:z; = О • 

(11 0.4) 
, 

ова последња Јед-

(110.5) 

Изрази (110.5) су апалитички услови равнотеже за просторни 

систем сила. 
, ' 

Аналитичке услове еквиваленције двеју просторних група сила: 
->- -+ 

'2.Р; и '2.Pi што нападају исту тачку, исказују једначине: 
• 

(1106) 
Када у последњем примеру узмемо пројекцију О темена за коор

динатни почетак, стварне дужине штапова и нападне линије OD силе 
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р обележимо са [; (i = 1,.,4) гласиhе аIiалитички услови раВlIотеже 

троношца: 

\ 

s ћ+5 ћ+ 5 ћ+рh=о 1[ 2[ 3[ Е.' 
1 23' 

(110.7) 

Решењем: овог система једначина, (најпогодније IIоtlюЬу детер-. 
МИIIаната) нала:зимо тражене силе: 51,52' 5з У штаповима ТРОIIошца. 
Последња једначина исказује да су силе независне од h што је по 
себи јасно. 

Б. СТАТИКА ВЕЗАНЕ ТАЧI<Е 

. 11 { •. Општи услови. Из Динамике знамо да материјална тачка 
може 6ити припуђена отпором неке круте површине или линије да се 

, ' 
по тој површини или линији креће. Тада кажемо да је тачка везана 

• 
за ту површину или ЛИНИјУ • 

. Отпор површпнеили линије може бити јеДЋостран или 060-
'стран; у природи и техничкој приыени најчешhе Ю1аМО само једно

стран отпор и тада кажемо да је тачка поду пр та. Ако је површина 

или линија што тачку подупире, сасвйи глатка, онда постоји само 

нормални отпор, а ако није онда IIостоји и отпор трења (танген-
-. . 

. цијални отпор). 
/ -+ -+ -+ --+ 
На везано} тачки одржаhе се силе: Р!, Р., Ра, •• , Рn у равнотежи .... .... .... 

само онда када њихова резултанта R задовољава услов: R + W = О, 
- ' -+ ~ 

дакле када се правац силе R поклапа са правцем тотаЛНОГ отпора W 
површине или линије за коју је тачка везана. Смер ове резултаите 

мора бити управљен ка тој површини или линији, ако је њен отпор 

јеДIIостран, а може бити произвољан а,ко је отпор обостран. 
3а слободну тачку знамо да има три степена слободе и зато Смо 

њену равнотежу изразили трима једначинама. Ако је тачка везана за 

КРУТУ површину (равну или КРИВЈ') онда тачка има два степена сло

боде па и равнотежу погодним Избuром координатног система можемо 

изразити двема iедначинама. Најзад, тачка везана за линију (праву 

или криву. равну-или просторну) има само један степен слобод&, ItOMe 
одговара једна iедначина равнотеже, 

112. Услови равнотеже и еквиваленције сила на тачки ве
. ваној ва површину. а) Без отпора трења.. Ако замислимо да је 
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тачка· А везана за једну криву површину (сл. 112.1) што даје само 
~ ~ ~ 

нормални отпор N и нападају је силе: P1 , • , Р", онда ће она бити у 
~ 

равнотежи ако силе Р; задовољавају само два услова: 

р, 

Сл. 112.1 

~.Y; = О, 

~Y; = О, 
(112.1) 

под пре'[постаВIЮМ да се координатна Ia
ван ху поклапа са тангенцијалном равни. 

дате површине у тачки А. Трећа iедначина: 

N+ ~Zi=O, (112.2) 

служи за одређИ1зање вели'чине нормалног 
отпора. 

На ·сл. 112.1 има норыаJlНИ OTUOP смер позитивне осовине Az; у 
том случају 2;Х; мора имати смер ка криво] површини којом је тачка 

А подупрта. Негативне вредности отпора могупве су само (сада постоји 

оБОСТРaI;[а веза тачк~. 
-+- ~ ~ ~ 

СИJlе P1 , Pz , Рв, .. , РП биhе у равнотежи на тачки везаној за 
• 

површину када краЈља тачка отвореног полигона лежи на нормаJlИ 

површине за коју је тачка везана. Ако површина даје само једнострап 

отпор; онда ДОJlази још један услов равнотеже: реЗУJlтанта мора имат!! 
и смер управљен ка површини .. 

~ ~ . 

Две групе сила: I:P; и 2;Р;' биhеочевидно еквивалентне, ако 

љихове компоненте у правцима осовина х и у што леже у тангенци-· 
• 

jaJIНoj равни, задовољаваЈУ ова два услова: 
• 

~x;= ~X;', 1 
} 

~}'; = ~Y". - Ј 
(112.3) 

. 
СУ11е компонената у правцу нормале (осовине z) не морају бити 

једнаке међу собом, јер се обе групе СИJlа поништавају нормалним 
• 

отпором тако да Је: 

• . 

~Zi + Nz = О, 

~ Z;'+Nz'· О, 1 
I 

(112.4) 

ТЈ. двема еквшзалентним групама СИJlа не мора одговарати исти нор-

мални отпор. 
• 

б) Са отпором треља. Ако површина за коју је тачка везана 

није. глатка, онда између тачке А и те површине постоји, сем нор-
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мал]'[ог отпора N, 

1 • 

Сл. 112.2 

• 

и отпор трења Т= [. N, а тотални отпор W може 
са нормалним заклапати углове између ОО и 

ео. где је ео угао статичког трења: tge. = /0' Тај 
случај претстављен је на сл. 112.2. Да би силе: 
-r -7 -r --+ 
Р1 , Р2 • Рз,' ., РЛ биле у равнотежи, довољно .... 
је да њихова резултанта Н падне у унутраш· 

њост конуса трења (а < ео) чиiа је осовина 
нормала п - п а угао при Bpxy2Qo' У гранич
ном случају (а= ео) резултанта се ПОRлапа 
са једном изводницом конуса, а чим падне 

изван њега «t < ео) онда ће њена тангенци
јална компонента бит'И већа од отпора трења 

који није неограничен, и равнотежа неће бити 

могућна. Ако на пример тангенцијалнl!o ком

понента резултанте падэ. у правац осовине х, 

онда су услови равнотеже: 
• • 

}: Х; <;, /. Nz, 1 
Ј }: У; = О. 

(112.5) 

113. Услови равнотеже и еквиваленције сила на тачки ве-
/ 

ваној ва линију. а) Без отпора Tpetьa. Тачкаприморана да остане 

на једној крутој линији има један степен .слободе. Овај случај можемо 

остварити кад на круту криву шипку навучемо прстен чија ће путања 

бити прописана том кривом. Нормални отпор линије може имати сваки 
правац што лежи у нормалној равни линије у Дотичној тачки. Сло

бода кретања постоји још само у правцу' тангенте на криву за коју 

је тачка везана. Ако ову тангенту узмемо за осовину х ортогоналног 
• 

координатног система, а друге две осовине у и z леже у нормално] 
равни, онда као аналитички услов равнотеже добијамо само једну 

једначину: 

(113.1) 

• 
Остале две једначине исказују овде да нормални отпор N потире ре
зултанту компонената ~y и ~Z. Компоненте нормалног отцора у прав

цу осовина у и z задовољавају једничине: 

Nu+ 1: у=о, 
Nz+~Z= О, 

а из ових налазимо нормални отпор: 

) 

(113.2) 

(113.3) 
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, 

Графички услов раВНО,теже је тај да крајња тачка полигона сила 
-;. -+ -+ -+ '-
Р" р., Рв"", Рm лежй у нормаЈшој равни ливије положеној у тачки А. 

-+ -+ 

Две групе сила ~ Р; И ~ р;, које нападају тачку везану за l'PYTY . , 
Лl~нију СУ еквивалентне, ако ]е задовољен услов: 

~ .. ђ=~X/, 
тј. нормалне пројекције полигона сила на тавгенту 

(113.4) 
морају бити јед-

наке. 

б) Са отпороы трења. Ако' сем нйрщtJIНОГ отпора N nocTojiI 
и трење Т=ј. N, онда је раВПО'l'ежа могућна и онда када резултанта 
... -+ -+ --* -+ • • 
R СИЈla р,', Р2 , Рз , ... , РП не пада у норыалпу раван· криве ЈlИВИЈе за КОЈУ 

~:..::..-.-

Сл. 113.1 

. х 

је тачка везана. На' сл. 113.1 је 
правац тангенте на крпну узет за 

осовину х а норыаЈша раван yz лежи 
управно па равап цртежа. OIсо тан· 

генте Ах Iсао ОСОВIше нацртан је 

потпун конусса'ОТВОРОЫ 2 (90 0-еоО), 
• 

где је е. угао сrатичког трења. 

Услов равнотеже је 
. . 

таЈ, да ре-

-+ 
зултанта R лежи иав1iн овог ко, 

Г""_' нуса или у крајње1l случају да се 
• 

поклопи са једном од његових из-

водница. Ако резултанта падне у 

унутрашњост конуса, биhе њена 

тангенцијална компонеf[та LX већа 
од отпора трења и раннотеже неће 

бити, нећ ће се тачка помаhи дуж 

тангенте Ах. АнаЛИТИЧЮI услов за равнотежу тачке у ОН01lе случа-ју 

можемо дакле кратко написати у оБЛIШУ: 

X<:JoN, 
где је N одређен једначином (113.3). 

(113.5) 

В. ПРИМЕНА ПQЈМА МЕХАНИЧКОГ РАДА У СТАТИЦИ ТАЧКЕ 

114. Услови равнотеже ва слободну и везану тачну. Главне 
теоре}lе о равнотежи слободне и везане тачке можемо најкраће ана

лnrичкпм путеы иавести иа појма механичког рада. 
-+ 

3а услов равнотеже материјалне тачке нашли смо ~p = о или 
у аналИТ[IЧКОМ облику: 

~ Х = О, ~ У = О, 1; z = о. 
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""* Alto све снле Р леже у равни ху, отпада треhи услов Потребни и до-

вољни услов равнотеже можемо и овако исказати: Тачка ле биШи у 

равноШежи ако је ири. сваком. могулном иомерању 3s тачке вбир меха
ничкuх радова једнак нули. Дакле aKoi"e: 

~P Ьв сов ({' = О, 
""* где је ({' угао између bs и резултанте :Е Р. Аuалитички изражен је овај 

• 
услов 1едuачино1ф: 

(114.1) 

где су Ьх, 3у, bz компоненте помераља у правцу КООРДJlва1ВИХ осо
вина. 3нак Ь треба да каже да су. помераља могуlша (виртуелна) 
за разлику од стварних (актуелних помераља) dx, dy, dz . 

. 
а) Слободна тачка. Ако је тачка слободна онда су помераља 

clх, "у, dz независна међу собом. Једначина (114.1) може бити само 
онда задовољена ако су: 

~Y= О, 

Q) Тачка везана за: поврmину. Ако је тачка принуђена да 
остане на датојповрmини: F (х, у, z) = О онда мора бити задовољена 

и једначина: 

F [(х + Ьх), (у + Ьу), (z + oz)] = О, (114.2) 

тј. мора тотални .дnференцијал од F: . 

aF aF· aF 
dF=a ох+ д 3У+ д bz=O, 

х у z .. (114.3) 

. 

бити једнак нули. У случају да је тачка у равнотежи, морају обе јед-

начипе (114.1) и (114.3) бити задовољене. . . 

1. Метода елиминације. !\ада из једначина (114.1) и (114.3) , 
еЛИМИllишемо једно помераље на пример oz, добијамо условну једначину: 

дЕ ~ дР ~ дР nF) 
~Xaz - ~Zax "х + ~y az - ~Z~y 3у = О. (114.4) 

Тачка на поврmини има два степена слободе, помераља ЬХ и оу су 

међусобно независна. Једначина (114.4) може бити дакле задовољена 
• 

ако су изрази у заградама 1еднаки нули, дакле када су: 

• 

дР aF 
~X -~Z·_=O и . az дх . 

дР дР 
~ }' az - ~ z ду = О. (114.5) 

Механнка тачке 16 

, 
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Ове две једначине у вези са F (х, у, г) = О одређују три координате 
• • • 

х, у, Z, оног положаја на површини, у ком се тачка под дејСТВОМ сила 

~ -+ 
~ Р; наJIази у равнотежи. 

Једну од јеД;начина (114.5) можемо заменити' Са 

~ Х дР _ ~ у дР = О 
~ д ~ дх ' у . 

(114.6) 

. јер се она изводи из обе једначиuе (114.5), дакле је зависна од њих. 
Услове равнотеже на глатко] површини F (х, у, z) = О можемо на

писати у симетричном облику: 

I:x 
дР 

дх 

- ~Y 
дР 

ду 

-- ~z 
дР 

az 
• 

(114.5а) 

Једначине (114.5) и (114.6) су компоненте векторскот производа 
вектора: 

и вектора: 

• • 
ТЈ. гради]ента површине. Три горње једначине замењују вектор-

• 
СКУ једшtчину: 

(114.7) 
. 

-+ -+ 
тј. вектори ~ Р и V F су паралелни. 

ИЗ диференцијалне Геометрије знамо да су парцијални изводи 
дР/дх,.. пропорционални косинусима углова које заRлапа нормала на 
површину у дотичној тачки са координатним осовинама. 

Ако те углове означимо са а, р, у знамо да је: (В. чл. ~7): 

1 дР 1 aF 1 дР 
cos а = Ј дх ' СОВ Р = Ј ду , СОВ У = Ј az ' 

• 
где]е: 

• -+ 
Према томе градијент V F лежи у нормали површине и Једна-



114. У().ЛОВl{ РАВIIОТЕЖЕ3А СЛОБОДНУ И ВЕЗАНУ ТАЧКУ 
--'---~---

.... 
ч[ша (114 7) исказ је да за случај равнотеже L Р има правац нор-

ыале на површину. 

2) Метода мул'Гип.ТIнкатора. Једначину (114.3) ПО~ШОЖIШО 

са произвољном констаптом 1 и саберимо је са једвачивоы(I14.1), те 
добијамо: •. 

(L;X + 1 ~:)ox+(2'Y+ l ~;)oy +(~Z+ 1 д:г) oz _ О. (114.8) 

blултнпликатор 1 можемо изабрати ТОЛПКlI да један од НЗР:ЈЗ3 Ј' загради, 
на ПРJIмер фактор од dx, буде једнак нули. Тада гласи једнаЧИllа (114.8): 

(~У+Л ~;)bY + (~Z+l ~:) O.~ =0. (114.9) 

. Пошто су померања оу и д.г међу собом независна (два .степена сло· 
о • 

боде на површrши) то he (114.9) бити задовољена ако су п остала 

два фактора једнarш нули. 3а одређивање четирн пепознзтс)., х,у и z 
• I 

имамо четири 1едначине: 

Р(х,у,Ј)= О, 

дР 
~X+ 1дх =0, 

2:У+1~~=0, 

'" z+ 1 дР = о . 
..:::..- дЈ 

"(114.10) 

Ј 

Из једначина (114.10) и значења парцијалних ИЗВОДа видимо да 
су друrи чланови компоненте нормащ[ог отпора N ПОВРШIlне: 

·aF aF 
Ny = -1 ду' N z = - ,i дЈ ' N 

_ . дР 
х- -А дх' (114.11) , 

(114.12) 
• 

п р и м е р. Тешка тачка на ПОВРШИНII лопте. Сада је F' = ",2 + у2 + z2 _ r' ,= О, 
дакле: 

дР' 
дх = 2."" 

дР' 
ду . 2у; 

дР' 
Bz = 2г; 

Х=О, z= -1ng; 

негативан знак јер је + z узето на више. Посnедље три једначине (114.10) гласе: 
• 

0+ 2.!х = О , О + 2.!у = О , - mg + 2lz = О • 

Дакле је тачка у равнотежи у положају: х = О, У = О и са овим вредностима 

даје јеД!iзчина nопте: Z2 - r' = О тј. Z = + r. На nопти има тешка тачка два равнотеж-

16* 
• 
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на положаја, на горњем и доњем крају вертикалног пречника. У оба случаја је N. = +mg 
управљен према горе, а Nx = N y = О. 

В) Тачка везана за линију. Сваку линију можемо замислити 

да је. постала пресекои двеју површина: F} (х, у, z) = О и Р2 (х, у, z) = О. 

Пошто се тачка налази и помера на тој линији, морају њене коорди, 

нате задовољити обе једначине облика (П4.3ј а ако се налази у равно· 

тежи, морају задовољити једuачину (114.1). Кала једну дифередцијалну 
једначину (114.3) uомножимо са произвољним факторвм Л 1 , другу са ).2 

и саберемо их са једuачином (114.1), добијамо: 

( ~ х +). дР1 + ).2 дР.) ох + (1: у +). дР\ +' Л дЕ2) О + 
1 дх дх ' 1 ду 2 ду У 

+ ( ~ z +).\ aJz' + ).. д~2 )3z ="' О. (114.13) 

Мултипликаторе Л, и л. можемо тако одредити да два од фактора је'):Ј;

начине (t14.13) буду једнаки нули Да би једначина (114.13) била 

задовољена за свако 3z мора и трећи фактор у загради бити једнак 
нули. Имамо дакле три једначине: 

и сличне друге две. Ове три једначине заједио са једначинама повр, 
-.., .-

шине F 1 и F 2 одређују пет непознатих л l , Л2 И х, у, z тј. оба мулти· 

пликатора и равноrежни положај. Чланови: 

• 1 дР, N. 
"1 ду = IУ' 

aF1 • N ).\ az = ,% , 

--
су КDЬшоненте нормалног отпора површине F 1 и аналогно важи и за 

компоненте: Н2Х, Н2У и Н2% отпора површине F2 • Компоненте отпора 
• 

ЛИНИје су: 

• 

• 
дакле отпор ЛИНИје: 

. 

Линија за коју је тачка везана, може бити дата и двема једна· 
• • 

чин ама њених ПрОјеКЦИја: 

• 
у = 11 (х) И z = Л (х). (114.14) 

Виртуелна померања оу и "z могу се сада изразити са: 
оу = 1.' (х) ох. "z = N (х) ох, 
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и кад ове вреДНОСТИ.унесемо у услов равно теже (114.1), добијамо: 

дх ~ Х + охН (х) ~ У + 3xN (х) ~ Z = О. 
у сва три члана померање ОХ је. исто, дакле је УМОВ равнотеже: 

~Xг н (х) ~У+fз'(х)~Z '. о. 
• • 

. (114.15) 

Из три једначине (114.14) и (114.15) можемо одреДI!"ТИ кординате х, у, z 
оног места на датој линији (114.14), на коме се тачка џОД дејством. 

~ Х, ~ У, ~ Z ~алази у равнотежи. 
Ако је линија равна и све силе које тачку нападају леже у 

истој равни ху, тј. ~ Z ~~ О, онда је услов равнотеже: 

дх ~ х + оу ~ У = О. (lЊ16) 

Једначина криве је дата: 

у ::. f(x) (114.17) 

Из ње нал'азимо оу = Ј' (х) д:Х и кад ову вредност унесемо у (114.16) и 
скратимо са ох, добијамо услов равнотеже: 

~ х + Лх) ~ У = О, 

или 

/ ~Y 
ј (х) ~x=-1. (114.18) 

ј/(х) , dyjdx = tg ({', где је q> угао који заклапа тангента путање 
са апсцисом. ~ y/~x = tg 1ј1, где је 1ј1 угао који заклапа резултанта са 

апсцисом. 

Једначина (11418) гласи дакле: 

19q> tg1j1 = - 1, 
, 

тј.: 1ј1"':" (tp + л/2), резултанта стоји управно на TaHrtJHTY. 

Из једначина (114.17) и (114.18) налазимо координате х, у места 

на коме се тачка налази у равнотежи. 

Ако је једначина равне криве дата у имплицитном облику 

F (х, у) = о онда из (114.13) и: 

дF дF 
дР(х, у) = дх дх+ дјду=О, 

добијамо услов равнотеже: 

Х дР _ удР =0 
ду дх ' 

који са F (х, у) = о одређује координате х, у, оног места 

кривој линији, на коме се тачка под дејством сила Х, У 

равнотежи. 

(114.5а) 

• 
на равно} 

налази у 
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115. Три врсте равнотеже везане таЧI<е. Када материјалну 
тачку која се налази у равнотежи и миру (дакле је дА . О), померимо 

за врло малу дуж (тј. да.1;емо јој врло малу брзину), мо."у наступити . 
• 

три разна случаЈа: 

. 1. Брзина тачке ће опадатидо нуле, проыенити смер, и тачка 
ће' се вратити у свој првобитни равнотеЖIlИ положај. Тю\Ву равнотежу 
зовемо стабилном. 

2. Брзина тачке ће расти, тачка 
раВllотежног ПОЛОЈ[·:аја I~зкога смо је 

л а б ил н о ј равнотеЖI!. 

ће се све више удал.ава.ти од 

покренули. Тачка је бllла у 
". 

. 3. Најзад може БР3ИН,а коју смо тачки даЛIl, остаТII н е 11 р О Ы е

љ е н а, таЧIЩ је у том случају на свакоы месту у равноТf'ЖП. ова се 

налази у ИlIдиферентној или неутралној ра.ВlIотежи, 

Математичltо обележје за ове три врсте раВIIотеже нзлаЗJIМО IIЗ 
• 

теоремо о ЖИВО] СИЛИ: • 
• 

(l1fi.l) 

у првом СJlучају је промена живе СИJlе негативна, јер БРЗlJпа 
опада, према томе елеметарни рад од своје првоБИ1 нс вредвости 

оА = О опада тј., . 

д'2А<О. 

у J!PYГO~l случају када бр:шна расте, расте II оА = О тј., 

о'А >0. 
• 

у трећем 

дакле је: 

случају када је брзина константна, дА == О се не меља, 

Према томе равнотежа таЧ!tС је: 

стабилна • дјјА < О, ако 1е 

лабилна • " д"А > О, (115.2) 

неУ1'рална " " tJl!A= О. 

Ова обележја равнотеже ваЖе како за слободну тачку, тако и за 
тачку везану за површину или линију. На једном месту простора, или 

lIовршине, или линије може тачка иыати разне врсте равнотеже према 
томе у ком правцу односно смеру тачку помери мо. 

-
Тако на пример, за тешку тачку, која се 'налази на хоризонталној повратно 

d'A d2z 
tангенти неке линије сл. 115.1, је dA = - mgd/l дакле: d ,= -ту d •. ОбелеЖЈ'е пов-

• Х -х'" 

• 
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• 

d'z 
ратне тачке је dx' = О ; 

• 
према томе је. у тачки М, а2А ==t О, тачка се налази у неу-

тралној равнотежи Апи слика нам показује да се тачка налази у лаБИЛНОј равнотежи 

за померање на лево, у стабилној равнотежи за померање на десно. 

За тешку тачку која је везана за површину лопте, очевидно је да Ье она бити 

у стабилној равнотежи, и то у свима правцима, на доњем, а у ла6илној равнотежи 

на горњем крају веllтикалног !iречника; у неутралној равнотежи биhе она на хори-
• 

зонтаЛНОЈ равни. 
• 

Тешка тачка, везана за површину једног обртног Једнограног. хипербо-

-
с, ---~------ - - - --

~--~ I I 
I 
I 

. . . • .-
I 
I 

• 

+Х I ~ _ .. _о_о 
"-'-' 3' 

-+ . ...E!f-::;; >;~J!. --+ -
С 

Сл. 115.1 Сл. 115.2 

ло ида (сл. 1J5.~) са хоризонталном осови ом, биhе у равнотежи у темену С1 и С, 
горње и доње меридијане .хиперболе. Хоризонталиа раван што додирује хиперболоид 

у његовом темену, сече га по двема правама; њихова конструкција је из слике јасна. 

Праве се секу под углом а За тачку у С1 биhе равнотежа стабилна у :свима прав

цима што леже у угловима а, а лабилна у правцима што леже у угловима (" - а). 

За тачку ('2 важи .супротно У правцима двеју правих је равнотежа неутрална. 

116. Астатичке ПОВрШlIне. Једну област простора у коме деј-
• 

ствује нека сила зависна од координата, ЧИ1е су дакле компоненте: 
• 

Х=!",(х,у,г), Y=!v(X,y,Z) и Z=!.(x,y,z), 

Па ПРlIмер грави гациоnа, еЈ1еКТРIIЧНо., магнеТИчна сила, зовемо ПОЉем 

силе (в. <Ј:Л, 'П). Ако У HeKO~l пољу постоји нека површина за коју је 

везана тачка, и ако се та<Ј:каRалави под дејством поЉа: Х, У, Z на 
сваком ыесту по!3ршине у равнотежи, зовемо површиву а с та тичком. 

Тако је П'шр\[~[ер хоризоuтална раван астатичка површина за тешку 

тачку. лопта је астатичка површина за сваку централну силу. 

Диференцијалпа једначина астатичке површипе 1e: 
. 

х dx + У dy +Zdz= О. (116.1) 
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п р и м е р. Нека је:-

X_kmx, Y=kmy, Z=- ти. 

Дифереицијална једначина г~аси: 

kmx ах + kmy ау -ти dz = О, 
и њен интеграл је: 

х2 у? , 
km - + km - - mgz = С, 

2 2 
или: 

k (х2 + у2) - 2gz- С = О; . 

• 

астати'чка површина је дакле· обрти и параболоид око 
осовине .11, отворен према горе (сл. 116.1). . 

I 
• 

I 

-

Када се циnilндрични су Ј1 са неком течности· 'обрhе ' Сп. 116.1 
око своје осовине константном угаоном брзином;"" онда дејствује .еваки Ji.елиh теч-

ности на своју подлогу својом тежином ти и ХЈризонталном "СИЈЈОМ пропорционалном 

растојању х од осовине (центрифугаnном силом хт""), па ме ПОВРlЏина течности.имати . . . 2 
облик параболоида који постаје Qбртањем параболе: х' = ::. z око осовине z су да. Ду.би-. 

1'2ю! 
на h вовршине је h = 2ii' а висину њеног темена О иgнад дна добијамо из услова 

да се запремина течности није променила. 
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- техничка 29. 
Момент вектора у погледу на тачку 73. 

- - -, - осовииу 183. 
- количииекретања 183. 
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- рукавца 139 

МоЬ (снага) (еФект) 87. 
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Начела МехаНИКе 7. 
нормала главна 53. 
Опера тор .Хамилтонов 155. 
Ортоциклоида 58. 
Осцилација амортизована (пригушена)46,144. 
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принудиа 120. 

- хармонична44. 
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- торзионе 119. 
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- линије 105, 237. 
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238, 243, 244. 
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- трења 147. 
---
-

-
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- огледи новији 145. 

старији 1 З3, 136. 
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- клизању 130. 
~ котрљању 130, 140. 

- разне врсте 130. 
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- штетност његова 131. 

Пад слободан у Ba~дyxy 108. . 
- - - - празном ПРОСТОРУ 90. 
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- убрззња 51. 
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Перихел 161. 
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Поље 154. 
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Потенцијал 154. 
Почетни положај 30. 
Принцип инерције 8. 

- најмање акције 88. 
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Прототип 19. 
Путања (трајекторија) 4, 8. 

апсолутна 14. 
- релативна 14. 

Раван нормална 180. 
оскулациnна 53. 

- ректификациона 53. 
Равнотежа сила 231, 232. 
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- лабилна 246. 
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-
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-
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-

-
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Разлика фазна 4б. 
Резонаiщија 122. 
Резултанта сила 13, 229. 
-- њена пројекција 234 .. 
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. - вектора 155. 
- конзервативне силе 155. 

Секунда (вес) средња сунчана 22. 
Сила б, 79. . 
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(,истем мера апсолутни 23. 

- - технички (терестрички) 24. 
CI!CTeM координатни природни 53. . 

- сила просторан :Ј30. 
. - раван 230. 

Системи инерцијални 8, 9. 
qкзлзрtl . 
Скретање(девијација) 5б, 150. 
слагањекретања 51. 

- сила 151. 
Сличност механичка 19. 
Снага (моЬ) (еФект) 87. 
Спљоштеност Земљина 201. 
Средиште масе 7. 
Стзњекретања 5. • 

- - промена 5, 228. 
- мира 228 
- равнотеже 228. 

Статика 29, 228. 
- аналитичка 229. 
- графичка 28, 220. 
- тачке 228. 
- - везане 

- - слободне 229. 
Sthene (сте н) 23. 
Степен слоб оде 105, 178, 237. 
Таутохрона 219, 222. 
Таутохроне криве 222. 
Таутохроност 220. 
Тачка материјална 7 

- везана за линију 244. 
- - - uовршину 237, 241. 
- подупрта 237, 
- слободна 105. 
- таутохроности 220. 

Тежа Земљина променљивост 95. 
Тежина 23, 20б. 

- з!!!=олутнз 206. 
- релативна 20б 

Тело круто 3. 
- основно (копмаративно) 4 .. 
- тачкасто (матер. тачка) 7. 

Теорема ПОВр'шина (замаха) 74. 
Тоњење тела у води 114. 
Торзнја 54. • 
Трајање оацилације мат. клатна 217. 

_ - цикл. клатна 221. 

Трајекторија (l1утања) 4, 8. 
Транслацнја 5. 
Триедар Галијејев 9. 
у брзање 5. 33, 5з. 

- другог реда 35. 
- Земљино апсолутно 208 . 

- променљивост 208. 
- нормално (центрипетално) 54. 
- површинско (секторно) 74 .. 

компоненте природне 54, бl. 
средње 33. 
тангенцијално 55. 
теже 23. 
угаоно 89. 

Угао амплитуде 214. 
оскулациони 54. 
торзије 54. 
трења 132. 
- статичког 132. 

кинетичког 132. 
" 

Услови еквиваленције за силе у простору 

- -
;234, 235, 236, 
У равни 231. 
234. 

• - сила на тачки везано] 

за линију 240. 
сила на тзчки везаној 

за површину 238, 
- равнотеже графички 229. 

за силе у простору '34,23б. -
-
-

- за силе у равни 231, 232, 234. 
за тачку веззну 241, 244, -
- - слободну 241. 
општи 229. 
потребни и довољни 241. 

• 
сила на тачки везано] 32 

линију 239. 
• 

сила на тачки везано] З2 

површину 238. 
Фактор амортизације 118. 
Флексија 53. 
Форономија 78. 
Фреквенција кружна осцилације 44. 
Функција еквипотенцијална 154. 

еквискаларнз 154. 
потенцијална 154. 
силе 153 

Хеликоида (завојница) 59. 
Хитац вертикални у празном простору 90 

у прозномпростору, ви· 

сина пењања 91. 

Ходограф 

У празном простору, вре 

ме пењања 91. 
кос у празном простору 16\ 

у празном простору, ви 

синз пењања 1 б3. 
У празном простору, тра 

јекторија 1 б4. 
У ваздуху 174, 177. 

брзине 50. 
- особите 
- планете 

убрзања 50. 

тачке 

172. 
његове 57 

Центар силе· 99. 
ЦИКЈlOида 59, 220, 222, 225, 
Џаул (Јоиlе) 89, 90. 

227. 
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