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Predgovor

Diferencijalne jednacine, obicne ili parcijalne, su matematicki modeli kojima se
mogu opsati mnoge pojave u prirodi i inZenjerskoj tehnici. Pri tome vaZnu
ulogu imaju spektralni problemi, odnosno problemi sopstvenih vrednosti.

Predmet ovog rada su problemi sopstvenih vrednosti koji sadrZe Dirakovu
distribuciju. Rad se sastoji iz Cetiri poglavija.

U prvom poglaviju su prikazani osnovni pojmovi koji se odnose na graniéne
probleme kao i osnovni pojmovi koji se odnose na Sturm-Liuvilov graniéni
problem.

U drugom poglaviju su predstavijeni uslovi konjugacije kao i spektralni
problemi sa razli¢itim tipovima granic¢nih uslova.

U tre¢em poglaviju je izvrSena diferencna aproksimacija spektralnog problema
sa meSovitim granicnim uslovima. Na pocletku poglavija je izvrSena
generalizacija spektralnog problema razmatranog u drugom poglaviju, a
potom diskretizacija na ravnomernoj mreZi. Ispitane su i dokazane neke
osobine sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija i izvedena ocena brzine
konvergencije diskretizovanog zadatka.

U poslednjem, ¢etvrtom poglaviju date su definicije osnovnih pojmova koje su
koriséene u radu.

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru Prof. Dr Bosku S. Jovanovicéu
na strpljenju, razumevanju i korisnim konsultacijama prilikom izrade
ovog rada.

Matematicki fakultet
Beograd, 2008. Zorica D. Milovanovic¢



1. Uvod

1.1. Obicne diferencijalne jednacine: Granic¢ni problemi

Grani¢ni problem za obi¢ne diferencijalne jednaine je problem nalazenja
partikularnog resSenja jednacine:

4™ (x) = fx,u,u ., u™™)

koje zadovoljava uslove zadate u viSe od jedne tacke intervala. Stoga se
grani¢ni problemi ne mogu definisati za jednaline prvog reda. Prvobitno su to
bili problemi kod Kkojih su uslovi definisani samo na krajevima intervala, te
otuda potie naziv.

Primer 1. ReSenjem graniénog problema
~u' (x)= f(x), a<x<b
u(a)=u(b)=0,

mozZe se opisati oblik zategnute Zice u€vrSéene na krajevima, kada na nju
deluje spoljadnja sila f(x).

Za jednacine ili sisteme jednacina viSeg reda, gde je broj zadatih uslova vedi
pa oni mogu biti zadati i u unutradnjim takama intervala, granini problemi su
raznovrsniji.

Primer 2. Grani¢ni problem
u(x)=f(x), a<x<b
u(x)=0, i=1234, a<x <x,<x,<x,5<b,

opisuje deformaciju grede pod uticajem spoljasnje sile f(x), ako se u Zetiri
tatke x, greda oslanja na nosace.

U daliem radu zadrZaéemo se na graniénim problemima za linerane
diferencijalne jednadine drugog reda. Svaka takva jednacina

a(x)y (x) +b(x)y (x) +c(x) = d(x)

svodi se smenom

/2
yx)=yxe °
na jednacinu

—3 () +g(x)p(x) = £,(x)



koja ne sadrzi prvi izvod nepoznate funkcije. Proizvoljan interval (a,b), u

kojem je zadat grani¢ni problem, moze se linearnom smenom svesti na
jediniéni interval (0,1). Najzad, novom smenom

y(x)=u(x)+Ax+B

gde su 4 i Bpogodno izabrane konstante, nehomogeni grani¢ni usiovi
@,y,(0)+ B3, (0) = My,

ay O+ Ay =M,

svode se na homogene. Zato ¢emo u daliem radu razmatrati "kanonski
grani¢ni problem" oblika

~u (x)+q(xu(x)=f(x), 0<x<I1 (1.1)
au (0)+ Su(0)=0 (1.2)

au )+ Bul)=0
koji se mozZe zapisati u obliku operatorske jednacine

Lu=f. (1.3)
Ako je o, =0, B #0, i=12, graniCni uslovi (1.2) su prvi ili Dirihleovi grani€ni
uslovi:

u(0)=u()=0 (1.4)
a granicni problem (1.1), (1.4) se naziva prvi ili Dirihleov grani¢ni problem.
Ako je «,#0 i =0, i=12, graniéni uslovi (1.2) su drugi ili Nojmanovi
graniéni uslovi:

©4(0)=u(1)=0. (1.5)
Granicéni problem (1.1), (1.5) se naziva drugi ili Nojmanov grani¢ni problem.
Ako je «,#0, B =0, i=12, graniéni uslovi (1.2) su treé¢i (meSoviti) ili
Robinovi graniéni uslovi:

©(0)-ocu(0)=0, u)-o,ul)=0. (1.6)

Graniéni problem (1.1), (1.6) se naziva treéi (meSoviti) ili Robinov granicni
problem.

U daljem radu koristicemo sledece funkcionalne prostore:
C[a,b] - prostor neprekidnih funkcija, na intervalu [a,5], sa normom:

1/l = max| /)
C(a,b) - prostor neprekidnih funkcija na otvorenom intervalu (a,b)

C"[a,b] i C"(a,b) - prostori funkcija neprekidnih na intervalu [a,4], odnosno
(a,b), zajedno sa svim izvodima reda <n.



L,(a,b) - Lebegov prostor kvadratno integrabilnih funkcija, sa skalarnim
proizvodom

(f-8)= [f(D)g)dx

i normom

%[} &
11,y = ) =( [ (x)aﬁc)

1.2. Sturm-Liuvilov graniéni problem

Neka su date funkcie peC'[0,/]], p(x)20, geC[0,/]]. Operator
L:C?[0,]]1- C[0,]] definisan sa

du(x)

L(u) =%(p(x)7)—q(x)u(x)

naziva se samoadjungovan (samokonjugovan) operator ili Sturm-Liuvilov
operator.

Za ovako definisan operator se moZe postaviti Sturm-Liuvilov graniéni
problem:

Odrediti netrivijalno reSenje u<C?*(0,1)nC'([0,/]) obiéne diferencijalne
jednacine:

L)+ Ao(xu(x)=0, 0<x<l/ 1.7)
gde je A kompleksan parametar, a funkcija o € C[0,/], koje na krajevima
intervala zadovoljava grani¢ne uslove:

o (0)~ Su(0) =0

1.8
yu () +su(l)=0 (1-8)

+p2>0, Y +5°>0.

Definicija 1. Vrednost parametra A za koju Sturm-Liuvilov graniéni problem
(1.7)-(1.8) ima netrivijalno reSenje, naziva se sopstvena (karakteristina)
vrednost, a odgovarajuce reSenje sopstvena (karakteristicna) funkcija.

Sturm-Liuvilov problem se drugacije zove problem sopstvenih vrednosti.

Sopstvena (karakteristi€¢na) vrednost se drugacije zove spektraini parametar,
pa ¢emo i taj termin koristiti u daljem radu.



Naredne fundamentalne teoreme daju dovoljne uslove egzistencije sopstvenih
vrednosti i odgovarajuéih sopstvenih funkcija, kao i predstavijanje nekih
funkcija apsolutno i uniformno konvergentnim redom po sopstvenim
funkcijama.

Teorema 1. (Regularni Sturm-Liuvilov graniéni problem) Neka u jednagini
(1.7) funkcije p, g i w zadovoljavaju uslove:

peC'[0,]], p(x)>0 na [0,]]

qeC[0,]], q(x)>0 na [0,/]

0eC[0,l], w(x)>0 na (0,]),
i neka je

a,p,y,06020, a+p£>0, y+5>0. (1.9)
Tada:

() Sopstvene vrednosti Sturm-Liuvilovog problema (1.7)-(1.8) su
nenegativne (ako je g(x)#0 ili f+J>0, tada su sve sopstvene

vrednosti pozitivne), jednostruke i ¢ine strogo rastuéi niz
0S4 <A< ’lcimﬂ,czoo.

(i) Odgovaraju¢e sopstvene funkcije su  w-ortogonalne, {j.
1

_[ui(x)uj(x)(o(x)dx=0,i¢j, i Cine potpun ortogonalan sistem u
0

1
prostoru funkcija L, ,(0,/) = {u : ”““Z - J' u? (x)o(x)dx < oo}.
0

(i)  Za svaku funkciju f e C?*[0,/] koja zadovoljava uslove (1.8)-(1.9) i
uslov \p(x)f'(x)—q(x)f(x)’sc o(x), xe(0,]) (uvek ispunjen ako je
w(0)>0, o()>0), red

Jo@ )= a,Joou(x) (1.10)

!
[ £ (o (x)dx
gde je a, =2 , konvergira apsolutno i uniformno na
[} ox)ax
0

[0,]]. Ako je w(0)>0, w()>0, red (1.10) se svodi na red

f(x)=iakuk(x) : (1.11)



Teorema 2. (Singularni Sturm-Liuvilov grani¢ni problem) Neka su u jednagini
(1.7) funkcije p i g definisane na sledeci nadin:

P() =3r(x), gx) =22
pri Eemu su r(x),s(x) analiticke i ogranicene na (0,/), sa osobinama
r(x)>0, s(x)=0 na [0,/]
o e C[0,/], o(x)>0 na (0,]),
i neka su grani¢ni uslovi
u(0)| <0, yu()+5u()=0, 3,620, y+5>0.
Tada pri ovim uslovima vaZe ista tvrdenja kao u teoremi 1 (ako je g(x) =0 ili
6 >0, sopstvene vrednosti su pozitivne).

Napomena: Ove teoreme sadrZze neophodne uslove za koeficijente «, 8,7,6
kojima se obezbeduje nenegativnost, odnosho pozitivhost sopstvenih
vrednosti, §to se veoma C&esto javlja u meSovitim problemima parcijalnih
diferencijalnih jednagina drugog reda.



2. Nestandardni spektralni problemi

Pri reSavanju pocetno-graniCnih problema sa prekidnim koeficijentima
primenom metode razdvajanja promenljivih dobijaju se spektralni problemi u
kojima se spektralni parametar javlja u uslovima konjugacije, odnosno u
graniénim uslovima. Alternativno, ovi problemi mogu da se opiSu pomocéu
diferencijalnih jednacina &iji koeficijenti sadrZze singularnu distribuciju,
najcesce je to Dirakova distribucija.

Spektralni problemi koji sadrze singularnu distribuciju su novi i za njih postoji
mali broj analitickih i numerickih rezultata. Zbog toga se u ovom radu bavimo
ispitivanjem njihovih numeri€kih i analitiCkih reSenja, kao i njihovih svojstava.

2.1. Uslovi konjugacije

Na intervalu (0,1) razmotrimo sledeéu jednacinu:

%(p(x)%)—q(x)u + A[r () + K8 (x—E)u =0,

gde je £e(0,1). Za 0<x< ¢ jednacina se svodi na

d du _
E(P(X)Ex') —q(x)u+Ar(x)u=0.

Istu jednaCinu dobijamo ukoliko je £ <x<1. Interesuje nas Sta se deSava kada
je x=¢£. Tada ili je u(&)=0 ili postoji jo§ jedna Dirakova distribucija koja se

moZe pojaviti prilikom diferenciranja izraza p(x)%.

Pretpostavimo da u taéki x =£ funkcija p(x) ima prekid prve vrste:
[P, =P +0)-p(£-0)=0.

a da je funkcija u(x) neprekidna:

[u],, =u(+0)-u(-0)=0

Ako integralimo polaznu jednacinu na odsecku £—g<x<&+¢g, £>0 dobi¢emo:

E+e S+e
I—(p(x)—)dx j g(xuds+ [ Alr(x)+KS(x—&)lude =0
5-5 43 s-¢
§+£ E+e tte b+
(x)— ~ [ g+ j Ar(x)udsx + juw(x Eyudx =0
{—z E~g -£ -£

Pustajuc¢i da ¢ — 0 odatle dobijamo sledeci uslov konjugacije:

| pu‘]xzf =—AKu(&).



2.2. Spektralni problem sa Dirihleovim grani¢énim uslovima

Razmatramo sledeéi spektralni problem:
d’u -
el M+ K5(x-Hu(x), xe(0,1)
u(0)=u()=0
gde je K >0, i §(x) Dirakova distribucija
ili
d*u
—Emiu(x) , x€(0,5)u(S.D),
u(0)=u()=0,
a u tacki x=¢ su zadovoljeni uslovi konjugacije: (2.1)
du
[u),; =u(+0)-u(f-0)=0, —[;} =AKu(g).
x=¢

Resenje ovog problema moZe se predstaviti u slede¢em obliku:

_|4sinax, x € (0,£)
“OV=1 psina(i—x), xe(£.1)

Ocigledno je da u(x) zadovoljava graniéne uslove. Koristeéi prvi uslov
konjugacije, izraCunaéemo vrednost konstanti 4 | B.

Naime,
(], =u(S+0)-u(S-0) =

Bsina(1-¢)-A4sinaé =0=

Bsina(1-¢) = Asinaé =

B sinag

A sina(l-¢)

B=Csinaé

A=Csina(1-¢)
gde je C multiplikativna konstanta. Sa ovako dobijenim vrednostima za
konstante 4 i B funkcija u(x) postaje:

{Csina(l—f)sinax, x €(0,8)
u(x) =

Csinaésina(l-x), xe(&,1)

Ukoliko stavimo da je C =1 dobijamo:

10



)= sina(l-¢)sinax, x € (0,6)
O \sinagsinal-x),  xe(&1)
2

Iz jednacine —%=/1u(x) i drugog uslova konjugacije dobijamo «.

Dakie polazimo od sledeceg:
{sina(l —&)sinax, x €(0,£)
u(x) =

sinaé sina(1-x), xe(&,D)

@ N {a sina(l1-£)cosax, xe(0,%)
dx |-asinaécosa(l —x), x e(&,1)
d*u _|-a’sina(l1-¢)sinax, x € (0,8)
E_{—azsinagsina(]—x), xe(£,1)

d’u _|a’sina(l-¢)sinax, x €(0,8)
2 {az sina& sina(l - x), x e (£,1)

2
|z jednacine —d—? = Au(x) dobijamo sledece:
dx

ako je x€(0,¢) imamo:

a’sina(l—&)sinax = Asina(l1 - £)sinax =
a_z_ sina(1-£&)sinax
A sina(l1-&)sinax

1= a*=4

ako je x e (¢,1) imamo:

a’sinaésina(l-x) = Asinafsina(l - x) =
a_2 _sinaésina(l-x)

A sinaésina(l1-x)

=1= a*=21

Na osnovu gore navedenog zakljucujemo daje o*=4 naintervalu (0,1).

Vratimo se sada na drugi uslov konjugacije:

[%} =-asinag cosa(l-&)~asina(l-¢s)cosag

=—Jasinalcosa(l-&)+asina(l-g)cosal]

—[@} =a[sina cosa(l-£&)+sina(l-¢g)cosal]
ax |,

Stavljajuci da je =2 u relaciju —[%} = AKu(¢) dobijamo:
¥=¢

11



afsinaé cosa(l- &) +sina(l-¢g)cosad] = a’K sinaé sina(l-£)

_ 1 [sinafcosa(l-&)+sina(l-¢)cosal]
K sinaé sina(1-£)

1
a=-1?[cota(1—§)+cota§] (2.2)

Desna strana jednacine (2.2) je suma dve periodi¢ne funkcije, koje u opstem
sluéaju imaju razlicite periode, pa jednacina ima prebrojivo mnogo resenja
a=a,, n=12,.. iz kojih dobijamo sopstvene vrednosti:

A=A, =a’, 0<} <A<, A —>x kaoisopstvene funkcije u=u,(x), n=1,,...

Postoji jo§ jedna klasa sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija koja je
reSenje spektralnog problema. Funkcije koje pripadaju ovoj klasi su oblika
u(x)=sinax i anuliraju se u singularnoj tacki. 1zvodi ovih funkcija su neprekidni

u singularnoj tacki pa usiovi konjugacije imaju sledeci oblik:

du
u(£)=0, {El =0.

Ovakva reSenja zovemo neprelomljena reSenja.

Prvi graniéni uslov je zadovoljen, a iz drugog imamo a=mz, meZ. Iz prvog
uslova konjugacije dobijamo da je aé=Iz, leZ. U sluCaju kada je ¢
iracionalan broj, ne postoji broj a sa gore navedenim osobinama. Znadi,

5:3, gde su p i g uzajamno prosti. Odavde sledi da je a=127. Zbog
q p

uslova a=mr zaklju€ujemo da ! mora biti deljivo sa p, odnosno —l~:n.

p
Dobijamo da je a=gnz, pa sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije imaju

slededi oblik:

A, =(gnn)’, u,(x)=singnrx, n=1,2,..

Primer 1.

Za §=—;- jednacina (2.2) postaje :

a:—]%;cot%—. Postoji prebrojivo mnogo reSenja a =¢«,, n=1,2,... Koristeci uslov
a® = dobijamo sopstvene vrednosti 4 = «,’, n=1,2,...

Grafi¢ki prikaz ove jednadine za ¢ =% i K =1 datje naslici 1:

12



254

204

f(x)=x

f(x)=2*cot(x/2)

Slika 1. Graficki prikaz jednacine (2.2) za ¢ =%

Na slici 2 dat je prikaz prve tri sopstvene funkcije za & =%

r

y
124

1_._

0.81

0.61

041

0.2

AT

f(x)=sin(1.70/2)*sin(1.70*x)

..........................................

..........................................

f(x)=sin(6.75/2)*sin(6.75*x)

f(x)=sin(6.75/2)*sin(6.75*(1-x))

) Rin(12.99/2)*sin(12.99*x)

1

Slika 2. Grafi¢ki prikaz prve tri sopstvene funkcije za £ =%
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2 . e . 1 a
Za £== jed 2.2 * a=—|cot— =
ac¢ 7 e nacina (2.2) postaje: « K[cot 3 oot }

4

'

Za 5:% jednadina (2.2) postaje: « =%{

E 3

25%

204

y

2a

f(x)=x
f(x)=cot(x/3)+cot(2*x/3)

2

Slika 3. Graficki prikaz jednacine (2.2) za £ =—

E 3

2571

204

y

3

2a 3a}
cot—+cot—
5 5

f(x)=x
f(x)=cot(2*x/5)+cot(3*x/5)

2

Slika 4. Graficki prikaz jednacine (2.2) za & =%
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1

Za§=ﬁ

jednacina (2.2) postaje:

a =—l-{cota[2-ﬁ]+cot aﬁ}
K 2 2

f(x)=x
f(x)=cot(0.295*x)+cot(0.705*x)

25+

20+

7

Slika 5. Graficki prikaz jednacine (2.2) za £ =

Prve tri sopstvene funkcije za &= !

25

25

V2

date su na slici 6

2
-
y f(x)=sin(0.295*1.93)*sin(1.93*x)
124 f(x)=sin(0.705*1.93)*sin(1.93*(1-x))
f(x)=sin(0.295%4.76)*sin(4.76*x)
i £x)=5in(0.705%4.76)"sin4.76%(1-x)
081 /' N f(x)=sin(0.295*8.88)*sin(8.88*x)
: \ Jajesm(P ) S0 SN o0 X
/’ \\ Hx)in(0.705°8.88)*sin(6. 887(1-x))
o6t J \
' \
1,5
04t o
‘{I
0.2

X
] 5 1 N
! U ot T ¥ elemer=rr T 4
-0.2 0.2 04 0.6 ‘,' 0.8 ’/’ 1 12
024 \ § e
5 s
= .\. -’-
-0.4 o
-0.61

Slika 6. Grafic¢ki prikaz prve tri sopstvene funkcije za £ =

V2
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1 6-3 a3
28 &= d 2.2 =— il L]
act= f jednadina (2.2) postaje: « K|:cota[ = J+cot - }

/!

Prve tri sopstvene funkcije za &=

r N

¥

1.8

1.6

1
2.3

&5

25¢

20

15

f(x)=x

f(x)=cot(0.712*x)+cot(0.288*x)

Py

Slika 7. Graficki prikaz jednacine (2.2) za & .

23

date su na slici 8:

f(x)=sin(1.93*0.712)*sin(1.93*x)
f(x)=sin(1.93*0.288)*sin(1.93*(1-x))
f(x)—sm(4 64*0. 712)“sm(4 64*x)

-ttt

Slika 8. Graficki prikaz prve tri sopstvene funkcije za £ = %/_

- %

243




2.3. Spektralni problem sa Nojmanovim graniénim uslovima

Razmatramo sledeci spektralni problem:

_%’2‘ = A1+ K5(x—Eu(x) , xe(0,1)

u(0)=u(1)=0
il
—d—zu—lu(x) xe(0,5)u(S])
a ’ o
u(0)=u(1)=0,

[],., =u(§+0)-u(f-0)=0, —[@} = AKu(¢).
& |,

ReS8enja ovog problema mogu se predstaviti u siede¢em obliku:

(x)= Acosax, x €(0,8)
7 Beosa(l-x), xe(£1)

OcCigledno je da u(x) zadovoljava grani¢ne uslove. Koristeéi prvi uslov
konjugacije, izracunac¢emo vrednost konstanti 4 i B.

Naime,
(4], =u(S+0)-u(S-0) =

Beosa(l-&)—Acosaé =0=
Beosa(l-£)=Acosaé =
B cosaé
4 cosa(l-¢&)
B=Ccosaé¢
A=Ccosa(l-¢)
gde je C multiplikativna konstanta. Sa ovako dobijenim vrednostima za
konstante 4 i B funkcija u(x) postaje:

_|Cceosa(l-{&)cosax, x € (0,£)
u(x) = Ccosaé cosa(l-x), xe(£,1)

Ukoliko stavimo da je C =1 dobijamo:
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{cos a(l-&)cosax, x €(0,£)
u(x) =

cosaf cosa(l—x), xe(£,1)

2
Iz jednacine —%= Au(x) i drugog uslova konjugacije dobijamo «.

Dakle polazimo od sledeceg:

{cos a(l-&)cosax, x€(0,8)
u(x) =

cosad cosa(l —x), x e(£,1)
du _ {—a cosa(l—£)sinax, x€(0,¢)
dx |acosaésina(l-x), xe (&)
d*u |-a’cosa(l-¢&)cosax, x €(0,£)
_CZXT:{aZ cosaé cosa(l—x), xe(&,1)
d*u |a*cosa(l-£&)cosax, x €(0,£)
Tat {«az cosaé cosa(l-x), xe(&,1)

2
Iz jednagine -d—‘z‘ = Ju(x) dobijamo sledeée:
dx

ako je x e (0,£) imamo:

o’ cosa(l-&)cosax = Acosa(l—&)cosax =

2
a_:cosa(l §)cosax_1: PN

A cosa(l-&)cosax -
ako je x e (&£,1) imamo:

o’ cosal cosa(l—x) = Acosas cosa(l - x) =
2
a_:cosa§cosa(1 x):1:> o =4

A cosafcosa(l-x)
Na osnovu gore navedenog zaklju€ujemo da je «’=4 naintervalu (0,1).

Vratimo se sada na drugi uslov konjugacije:

[%} =acosalsina(l-&)+acosa(l-&)sinaé
x=¢

_[%} =—afcosaé sina(l-&)+cosax(l—¢g)sinal]
x=g

Stavijaju¢ida je o*=4 urelaciju —[%} = AKu(¢), dobijamo:
x=f

_ 1 [sinafcosa(l-&)+sina(l-¢)cosal]
K cosat cosa(l-<£)

18



1
a.—.—E[tga(l—-§)+tga§] (2.3)

Postoji prebrojivo mnogo reSenja a =«,, n=1,2,..0d kojih dobijamo sopstvene

vrednosti i sopstvene funkcije.

Neprelomijena reSenja su oblika wu(x)=cosax i postoje ako je
2k +1

5= 2m

graniéni uslov i prvi uslov konjugacije.

k.me N . Dokazacemo da za £ mora vaziti ova jednakost koristedi

Iz grani¢nog uslova # (0)=u(1)=0 dobijamo da je a =mx, a iz prvog uslova
konjugacije dobijamo da je a§=%+ kﬂ=%(l+2k). Zamenjujuéi « koje smo
dobili iz grani€nih uslova u poslednju jednakost dobijamo:

mat = 7[(21;+1)
_2k+1

2m

g

Sopstvene vrednosti za ovaj problem su oblika:
A, =[m2n+)x]’, n=0,1,2,...
a odgovarajuce sopstvene funkcije:

u, =cosm(2n+1)zx.

Primer 2.
a

1. . . 2
=~ jednac 23 t =—=
Za ¢ 5 jednacina (2.3) postaje « tg 5

Postoji prebrojivo mnogo reSenja « =«,, n=1,2,... Koristeéi uslov

a® =4 dobijamo sopstvene vrednosti 4,= ,’, n=1,2,...

Graficki prikaz ove jednacine (2.3) za 5:% i K=1 datje na slici 9:
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25+

f(x)=x
f(x)=-2*tan(x/2)

Slika 9. Graficki prikaz jednagine za ¢ =%

Na slici 8 dat je prikaz prve tri sopstvene funkcije za & =%

-

1.2

1_

0.8

0.6

0.4+

h

y

f(x)=c0s(3.99/2)*cos(3.99*x)
f(x)=c0s(3.99/2)*cos(3.99*(1-x))

ettt st st Em st s e S

w »

Slika 10. Graficki prikaz prve tri sopstvene funkcije za & =-;—
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Za 5:% jednacina (2.3) postaje: a=-% tg3+tg2—a]

3 3
v i Y f(x)=x
51 f(x)=-(tan(x/3)+tan(2*x/3))
PO- B /
- L
S i

L/
/ - i
Slika 11. Graficki prikaz jednacine za ¢ =%
Za £=3 jednatina (2.3) postaje: a=-——| g2% +1g2%
5 K|L°5 5
_a
Y f(x)=x
251 f(x)=-(tan(2*x/5) +tan(3*x/5))
201 7

4

L

a

-
‘/

/ 154

1 201+
/ / 251

/ A4

Slika 12. Grafi¢ki prikaz jednacine za & =%



Za §=% jednadina (2.3) postaje: a=—%|:tga[2—ﬁ]+fg aﬁ}

2 2
o
b f(x)=x
51 f(x)=-(tan(x*0.295)+tan(x*0.705))
0+ o

—
/]
_—
o
et
—

# = 55

Slika 13. Grafi¢ki prikaz jednagine za &= ——

N5
F N
y f(x)=c0s(2.70*0.295)*cos(2.70*x)
124+ f(x)=c0s(2.70*0.71)*cos(2.70*(1-x))
f(x)=c0s(5.79*0.295)*cos(5.79*x)
4 Py R i s s i oA SO

Slika 14. Graficki prikaz prve tri sopstvene funkcije za & =L2
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1 . .. e 1
Za (,kmjednacma (2.3) postaje: a= K|:tga[

r N

)

AR S

01~

6_\E]Hg aﬁ}

6 6

f(x)=x

f(x)=-(tan(0.712*x)+tan(0.288*x))

—<T \

Z A4

1
Slika 15. Graficki prikaz jednacine za £ =——
p J & NG

f(x)=cos(2.58*0.71)*cos(2.58*x)

f(x)=c0s(2.58*0.289)*cos(2.58*(1-x))

f(x)—cos(S 92*0.71)*cos(5.92*x)

- *

-l

Slika 16. Graficki prikaz prve tri sopstvene funkcije za &= %/.

24/3
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2.4. Spektraini problem sa Robinovim graniénim uslovima

Razmatramo sledeéi spektralni problem
d*u
—? = A1+ Ké(x-Eu(x), xe(0,1)
—u'(0)+ au(0) =0
u () +bu(l)=0

'—%:;"u(-x)i XE(O,f)U(Lf,l),
—u' (0) + au(0) =0
u () +bu(l) =0
[4],.; =u(+0)-u(-0)=0, —[%} = AKu(¢).
x=

Resenje ovog problema moZe da se zapiSe u eksplicitnoj formi:

_[4sin(ax + B), x €(0,%)
ux)= Bsin[a(1-x)+y], xe(&,1)

Koristedi prvi uslov konjugacije izra€unac¢emo vrednost konstanti 4 i B:
[u],-; =u(+0)-u(f-0) =

Bsinfa(1-¢&)+ y]-Asin(aeé + f)=0=

Bsin[a(1- &)+ y]= Asin(aé + ) =

B sin(aé+f)

A sinfa(l-&)+7]

B =Csin(aé + f)

A=Csin[a(1-&)+y]
gde je C multiplikativha konstanta za koju moZemo uzeti da je C =1. Za ovako
odabranu konstanu C redenje problema mozZemo zapisati u slede¢em obliku:

_ [sin[a(1- &) + ylsin(ax + B), x €(0,£)
u(x)= sin(aé + B)sin[a(l-x)+ 7], xe(£1)

Kao i u prethodna dva gore navedena spektralna problema i u ovom na isti
nacin dobijamo da je «? =24 . Koristeci drugi uslov konjugacije dobijamo:
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du _ {a sinfar(1-£) + y]cos(ax + B), x €(0,8)

dx |—asin(af + f)cos[a(l—x)+y], xe(£,1)
d*u  |—a?sin[a(1~ &)+ ylsin(ax + B), x €(0,%)
- {—az sin(a + sinfa(l-x)+7],  xe(&1)
du {az sinfa(1 - &) + y]sin(ax + B), x €(0,)
& | a?sin(aé + B)sinfa(l-x) + 7], xe(&,1)

{%} = —ccos[a(1-&)+ ylsin(a& + B) +cos(as + f)sin[a(1- &)+ y]]
x=t

_[%} =afcos[a(l-¢&)+ y]sin(aé + B) + cos(aé + f)sin[a(1- &) + 7]]
x=¢

Iz jednakosti —{%} =AKu(&) i =21 sledi
x=¢

o= 1 [cos[a(l—&) + y]sin(ad + B) + cos(ad + B)sin[a(l- &) + 7]]
K sin[ar(1 - &) + ylsin(aZ + B)

o= —I!{—[ctg[a(l &)+ 7]+ cig(at + p)]

Iz grani¢nih uslova odredi¢éemo vrednosti za y i S:

—u (0)+au(0)=0=

—asinf[a(l-&)+ y]cos B+asin[a(l-&E)+ y]sin f=0=
asinfa(l1-&)+y]cos f=asinfa(l-&)+ y]sin f =

sin 3 _ asinfa(1-£)+7] _a

cosfp asinfa(1-&)+y] a

tg,B=£:> [= arctgﬁ
a a

u(D)+bu()=0=>
—asin(aé + f)cosy +bsin(aé + fysiny =0=

siny _asin(@s+5) _a
cosy - bsin(aé + ) )

t —ﬁ:> ——arctg
gV 3 4 gb

Koristeci trigonometrijske transformacije za prvi i drugi €lan zbira dobijamo:

1 1 1 a o4
-1 —=1 1-Zrgaf
ctgaéetgf-1 tgal tgf tgal o a
Ctg(a§ + ﬂ) = = 1 1 = 1 -
Ctgaé + Ctgﬁ + + Z g + th.’§
tgal tgf tgaé « a
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1-Z1ga1-&)
cigla(-8)+7]=

2 tiga(1-&)
b
Tako konaéno dobijamo jednadinu:
1-%190(-¢8) 1-Zigas
1 b y_a
K %+tga(l—§) 2 yigac
a

(2.4)

Jednacina (2.4) ima prebrojivo mnogo reSenja.
Neprelomljena reSenja su oblika:

u(x) =sin(ax+ f)

i postoje ako sistem koji se dobija od graniénih uslova i uslova konjugacije
at+pP=mx, meZ
—acos f+asin f=0
acos(a+ B)+bsin(a+ f£)=0

ima resenje.

Primer 3.

Za 5:% i a=b jednacina (2.4) postaje:

5 a—oztgg
a=—F(a), Fla)=
K a+atg—
i ima prebrojivo mnogo reSenja «,, n=1,2....
Graficki prikaz jednacine (2.4) za f:% i a=b=1, K=1 dat je na slici 17 a

odgovarajuce prve tri sopstvene funkcije na slici 18
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y f(x)=x
251 f(x)=2*((1-x*tan(x/2))/(x+tan(x/2)))
20+ 7
154

v

25

—
(=}
V%
b,

=

1

/ P

Slika 17. Grafiéki prikaz jednadine za & =%,a =b=1, K=1

Ty f(x)=sin(0.77/2+0.65)*sin(0.77*x+0.65)
18T f(x)=sin(0.77/2+0.65)*sin(0.77*(1-x)+0.65)
1.6+ f(x)=sin(4.38/2+1.34)*sin(4.38*x+1.34)

144 f(x)—sm(4 38/2+1.34)*sin(4.38*(1-x)+1.34)
12 f(x)=sin(10.04/2+1.47)*sin(10.04*x+1.34)
’ f(x)=sin(10.04/2+1.47)*sin(10.04*(1-x)+1.47)
1_._.
0.81
0.6—/\
041
0.2""\\ ’\. ”o" 5
| } | AN | II 5 N ) L,’ ! | N
06 04 -02 03 ,04 o6, B8 1 12
024 P Y
04F="" S
-0.61
1

Slika 18. Graficki prikaz prve tri sopstvene funkcije za ¢ =% ,a=b=1, K=1



Za 5:% i a=b=1, K=1 jednacina (2.4) postaje:

1-at o 1-at 2_a
£3 53

0:+tgg a+tg2—a
3 3

i njen graficki prikaz dat je na slici 19.

a=

f(x)=x
f(x)=((1-x*tan(x/3))/(x+tan(x/30)))+H((1-x*tan(2*x/3))/(x+tan(2*x/3)))

L/ el 25+

i 1

Slika 19. Graficki prikaz jednagine za & = -32- =h=1 K=l

Za 5:% i ab jednadina (2.4) postaje:
(04 b a
1 a—atg; —ath

a +atgg oz+btgg
2 2

a njen graficki prikaz za 5:% i a=1,b=5 K=1 dat je na slici 20, a

odgovarajuce sopstvene funkcije na slici 21
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f(x)=x
f(x)=((1-x*tan(x/2))/(x+tan(x/2)))H(5-x*tan(x/2))/(x+5*tan(x/2)))

1 K | \ | P
5 2 25
e
154
_20- =
251 “
A
. Som oo g - 1
Slika 20. Graficki prikaz jednacine za & s a#b
F N
y f(x)=sin(1.16/2+0.23)*sin(1.16*x+0.85)
18T f(x)=sin(1.16/2-+0.85)*sin(1.16*(1-x)+0.23)
1.6¢ f(x)=sm(3 99/2+0. 23)*sm(3 99%x+0.85)

' ' | | Pt | ! —b
06 04 -02 02 0406 08 a4 12
024 e i
04+
05+

Slika 21. Graficki prikaz prve tri sopstvene funkcije za £ = % ,a#b



2.5. MesSoviti spektralni problem

Razmatramo sledeci spektralni problem:

2

i %W = A1+ KS(x-Eu(x), x€(0,1), p,g=const>0
u(0)=0, u(1)=0
il
2

—p%+qu=ﬂu, xe(0,E)U(&,D),

u(0)=0, %' (1)=0

[4],.; =u(E+0)~u(f-0)=0, —p [%} = AKu(S).

Njegovo reSenje moze se predstaviti u eksplicitnoj formi:

3 Asinax, x €(0,%)
“O) =1 Beosar(l-x), x e (£.1)

Ocigledno je da reSenje zadovoljava grani¢ne uslove. Vrednost konstanti 4 i
B odredi¢emo kao i do sada, koristeci prvi uslov konjugacije:

u(l+0)-u(t-0)=0=>
Beosa(l1-&)—Asinaé =0
Bceosa(1-&)= Asinal =

B sinad
A cosa(l-¢)
B=Csina&

A=Ccosa(l1-¢)
Neka je C =1. Za ovako izabrano C dobijamo da je reSenje:

{cosa(l—;’)sin ax, xe(0,8)
u(x) =

sinaécosa(l—x), x €(&,1)

Analogno prethodnim problemima koristeci drugi uslov konjugacije dobi¢emo
a .
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du _ acosa(l-&)cosax, xe(0,5)
Nasinaésina(1-x),  xe(&1)

u
dx

d’u _|-a’cosa(l-&)sinax, xe€(0,%)
d’  |-a’sinafcosa(l-x), xe(&,1)

du |a’cosa(l-&)sinax, xe(0,£)
T

a’sinalcosa(l-x), xe(&,1)
[ﬂ} =afsinaésina(1-£)—cosa(l— &) cos al]
dx |,

-[ﬂ} =—a[sinaf sina(l-£&)—-cosax(l—&)cosal]
ax |,

Iz jednacine :

—p?i—i-?—+qu =Au xe(0,5)U(é,])
dobijamo pa’+q= 1.
Iz drugog uslova konjugacije
du
-p {E]ﬂg = AKu(%)
dobijamo:
—pafsin aé sina(1-£) - cosa(l-£)cosaf]= (pa’ + q)K sinaé cosa(l-£) =
pa’+q _ _i{sinagsinaa-g)—cosa(l—g)cosaf} -

pa K sinaé cosa(l—-¢£)
22 %9 _ L g —tga(i-£)] (2.5)
po K

Desna strana jednacine (2.5) je suma dve periodiéne funkcije koje u opstem
slugaju imaju razlicite periode. Postoji prebrojivo mnogo reSenja ove jednacine
a=a, n=12,..

Sopstvene vrednostisu A=A =pa’ +q, 0<4 <A <1, > ©

Sopstvene funkcije su u =u_ (x), n=1,2,...

Neprelomljena reSenja su oblika wu(x)=sinax | postoje ako je
§=%, k,me N . Naime, iz grani¢nog uslova u (1) =0 dobijamo:
+

a= %(2k+1) , a iz prvog uslova konjugacije sinaf=0=aé=mr.

|z ove dve dobijene jednakosti sledi da je &£ =%, komeN .
+
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Odgovarajuce sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije su:

2
A =p [(2k +1)(2n+ 1)%] +q, u, =sin(2k+1)2n+ 1)%x,

n=0,1,2,...

Primer 4.

Za ¢ =% jednacina (2.5) postaje:

2

pa

Graficki prikaz re$enja ove jednacine za p =2, g=1, K=I1 dat je na slici 22.

2 2] K

Odgovarajuce prve Cetiri sopstvene funkcije za ove vrednosti parametara su
date na slici 23.

1

o EHt

a
y f(x)=(2* x*x+1)/[(2*x)
251 f(x)=2*cot(x)
20+ v

-10-

) 15t

/ 204+

A

Slika 22. Grafi¢ki prikaz jednacine za p =2, g=1, K=1
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2'2:: Yy f(x)=c0s(0.90/2)*sin(0.90*x)
s f(x)=sin(0.90/2)*cos(0.90*(1-x))
1.8+ i C A e
L6t Rxran o12) e 81 U-x)
141 HxeconG R )
12T A e )
1+ o
08t v
0.61 '_-'
0.4+ 1
02+ s X
} 4 ' —t —— ',""""- +=—i1 t >
-0.6 -0.4 -0.2 024, "O.Z,M_ 04/11' 0.6 0.8 1 12
041 \\‘ ','
0.6\ ¥
-0.81 ‘\\ ,'ll
14 ~-
-1.21

Slika 23. Graficki prikaz prve tri sopstvene funkcije za p =2, g=1, K=1

Grafigki prikaz reSenja ove jednacine za p =1, q=0, K=1 dat je na slici 24.

Odgovarajuce prve Cetiri sopstvene funkcije za ove vrednosti parametara su
date na slici 25.

+* Yy - ? f(x)=x
25% f(x)=2*cot(x)
20+ L

L
15+ 7
10 o

§

/ -104-
7 15t

A i

7 4
Slika 24. Grafi€ki prikaz jednacine za p =1, q=0, K=1
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2.6: y f(x)=cos(1.03/2)*sin(1.03*x)

244 f(x)=sin(1.03/2)*cos(1.03*(1-x))

T f(x)=cos(3.61/2)*Sin(361*x) _

184 f(x)=sin(3.61/2)*cos(3.61*(1-x))

1.6 f(x)=cos(6.44/2)*sin(6.44*x)

}"2‘:: f(x)=sin(6.44/2)*cos(6.44*(1-x))

1+ e

0.8+ -~

0.61 ’

041 oF

4

0.21 . X

L e
06 04 02 _god\ Tv02....047,°06 08 71 12

-0.2 ™

041, /!

061 N, /’

_().?—- \‘\ /l

‘124

-144

-1.61

-1.8+4

Slika 25. Graficki prikaz prve tri sopstvene funkcije za p =1, g=0, K=1



3. Diferencna aproksimacija Sturm-Liuvilovog
problema

3.1. Postavka problema

Na pocetku izvr§imo generalizaciju problema razmatranog u glavi 2.
Razmatramo sledeci problem:

(p(x)v) —g(x)v+ Ar(x)v=0 3.1)

gde je 1 sopstvena vrednost, v(x) je sopstvena funkcija, p(x),g(x),7(x) su deo
po deo neprekidne funkcije na intervalu [0,1] takve da je :

0<c¢<p(x)<c,, 0<¢<r(x)<c;, 0<g(x)<c, (3.2)
¢, ¢,,¢5,¢, SU konstante.

Ako p(x) ima jedinstveni prekid u tacki x=¢, (0<£<1) onda v(x) mora
zadovoljavati uslove konjugacije:

[ =vx+)-v(x=8)=0, [pv] _, =-2Kv(&) (3.3)

K je konstanta i K >0.
Granicni uslovi mogu takode sadrZati spektralni parametar:
—CZOV' (0) + ﬂOV(O) = ﬂ}/oV(O), ao + ﬂo > Os ao: 180 2 O
ayv D+ Bv)=Ayp), a,+5 >0, a,3 =0 (3.4)
a,, B,y =const, i=12

Jednacina (3.1) zajedno sa uslovom (3.3) mozZe da se zapiSe u sledec¢em
obliku koristec¢i Dirakovu distribuciju:

(p(x)v) —q(x)v+ A[r(x)+ KS(x-&)p=0 (3.5)
ili u operatorskoj formi:

Av = ABy
gdeje H=L,(0,1) i

Av=—(p(xv) +qx)v, Bv=[r(x)+Ks5(x-&v=0 (3.6)

U daljem radu razmatracemo problem (3.1)-(3.4) postavijajuéi sledecée
vrednosti konstanti u grani¢nim uslovima (3.4):

050=ﬂ1:}/0=}/1=0, alzp(l)a ﬂo=1' (3-7)
Graniéni uslovi sada su:
v(0)=0
p(v (1) =0.

Analogni rezultati vaze i za druge kombinacije grani¢nih uslova.
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Teorema 1. Sturm-Liuvilov problem (3.1)-(3.4) sa koeficijentima datim u (3.7)
ima prebrojivo mnogo sopstvenih vrednosti 0< 4 <4, <..kojima odgovaraju

sopstvene funkcije v (x),v,(x).... Sopstvene funkcije {v,(x)}formiraju kompletan
ortogonalan sistem za skalarnim proizvodom definisanim na sledeci nacin:

1

(u,v), = jr(x)uvdx + Ku(EW(E) . (3.8)

0

Dokaz: Ozna¢imo sa K klasu neprekidnih funkcija f(x) takvih da je %

ograniéen na svakom od intervala (0,¢), (£,1), koje uz to zadovoljavaju
uslove (3.3) i (3.4). Uvedimo na klasi K sklalarni proizvod (u,v), kao &to smo
uveli u (3.8). Formiramo novi prostor L,,(0,1)c L,(0,) sa normom

M, = @ v)? . Uvodimo novi skalarni proizvod:
1
[u,v]= _[(pu'v' + quv)dx (3.9)
0

i definiSemo na uobiajen nadin prostor energije H, cW} (W! — prostor
L 2 2

Soboljeva) sa nhormom l[v]|=[v,v]%. Na taj nacin dobijamo slabu formulaciju
spektralnog problema: pronaci sve realne sopstvene vrednosti 1 i sve
sopstvene funkcije v(x) tako da je
[v,w]z)u(v,w)B, Vwe H, .
Koristeéi Ricovu teoremu mozemo zaklju€iti da postoji samoadjungovan
pozitivan kompletan neprekidan operator L:L,,(0,1)>H, tako da je
(u,v)B =[Lu,v]. Sada tvrdenje teoreme dobijamo na osnovu teorije linearnih
operatora u Hlibertovim prostorima.

Ako su koeficijenti p(x),q(x),r(x) dovoljno glatki moZe se dokazati da je
generalisana sopstvena funkcija v(x) klasi¢no reSenje Sturm-Liuvilovog
problema.

Da bismo dokazali da spektralni problem A4v=ABv moZe da se predstavi u
varijacionoj formi:

inf-[ﬂ=,11 <A, i=2,3,.,veH,

v (v, V)

]l

gde je H, energetski prostor sa skalarnim proizvodom [u,v] i normom ][
postavimo sledece:

[(pGeyw? +q(x)v*)dx

j r(x)vidx+ Kv (&)

0
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gde je ve H, ne-nula element za koji R[v] dostiZze minimum. Dalje za 7€ H,

i dovoljno malo « imamo diR[Han]I“:‘): 0. Zatim
(24

[P0 +an)? + g +an)? Jax

d d

ER[V+a77]Ia=0=—;“ 10 |a=o:
[re)e+an) de+ K(w(e)+an(e)y?

s}

[P0 +an '+ +anyn @,V | mo

29 -
™)

[v, v][ Ir(x)(v +an)ndx+ K [v(e)+an(e)] 77(8)} |-o
’ 0%

[(p(x)V'n' + gV, ), ~[v, v]( [reovndx + KV(«S)U(S)H
2 )} -
B ) (G P KA (G ) PN L) K T 0 (X

v, ); (v, V)5

[l

Posto je n proizvolino, moZemo pretpostaviti da je R[v] sopstvena vrednost
koju oznatavamo sa 11=R[v] i v, njena odgovaraju¢a sopstvena funkcija.
Buduéi da R[v] dostiZe za funkciju v, minimum na H, jednak 4, sledi da je
A < R[VJ:I = A, za ostale sopstvene vrednosti i sopstvene funkcije za koje je
1#j. Sopstvene vrednosti 4, za koje je n>1, mogu se odrediti kao minimum
funkcionala R[v] u klasi neprekidnih funkcija ¢(x) koje su definisane na
intervalu [0,1] i koje zadovoljavaju sledece uslove:

1

(@7,)5 = [r(pv,de+ K&, (£)=0

0
p(0)=0, pDe()=0, m=12,...,n-1
gde je v, (x) m-ta sopstvena funkcija. Ovaj minimum odreduje n-tu sopstvenu
vrednost

A, =inf R[p]=R][v,], gde je v, n-ta sopstvena funkcija.
4
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Teorema 2. Sopstvene vrednosti problema (3.1)-(3.4) sa koeficijentima (3.7),
A, > o0,n — o, zadovoljavaju nejednakosti:

en’ <A <cen’e, >0 (3.10)
¢,,¢s Sunezavisneod ¢, i=1,2,3,4 i n.

Dokaz: Koristeéi teoriju samoadjungovanih operatora mozZe se pokazati da za
operator A vaZi sledece:

[v v] ﬂ:p(x)v'2 +q(x)n’ :| dx
veH; (v’ V)B = vlg{f;

[repviax+ Ky (&)

0

Q=0 (v, V) 5

2’k+l =
Razmotrimo dva spektralna problema tipa (3.1)-(3.4) sa konstantnim
koeficijentima:
(p,.v')‘ —gv+Arv=0, i=1,2
prigemuje 0< p, < p(x)< p,, 0<g,<q(x)<g,, x€[0,1], n2r(x)2r,

Oznacavajuci odgovarajuce sopstvene vrednosti prvog spektralnog problema
sa /4, , adrugog 4,, k=1,2,... lako zakljuéujemo da je :

A <A <A k=12,

U prethodnoj glavi (meSoviti problem) pokazano je da je nejednakost oblika
(3.10) zadovoliena za 4, i 4, k=12,...

Teorema 3. Sopstvene funkcije problema (3.1)-(3.4) i njihovi izvodi zadovo-
ljavaju nejednakosti:

v, (%)| < s[4, <cgn (3.11)

gde su ¢,,¢, pozitivne konstante koje ne zavise od n.

vn (X)| S C7 )

3.2. Mreza, mrezna funkcija, diferencna aproksimacija

Da bi se konstruisala diferencijska shema koja aproksimira datu diferencijalnu
jednacinu, potrebno je da se diskretizuje oblast (odnosno dati interval) i da se
diferencijalni operator zameni nekim diferencnim operatorom. Pri tome treba
formulisati grani¢ne uslove.

Prilikom numeri¢kog reSavanja prvo izaberemo konaéno mnogo tacaka na
datom intervalu. Taj skup tacaka Cini mreZu, a izabrane tatke se nazivaju
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¢vorovi mreZe. Funkcija u ovako zadatim Evorovima mreze je mrezna funkcija.
Ako su E&vorovi ravnomerno rasporedeni kazemo da je mreza ravhomerna i
definisana korakom % - rastojanjem izmedu dva susedna ¢&vora. Ako
rastojanje medu Evorovima mreze nije konstantno, mreZa je neravhomerna.

U jednodimenzionom slucaju razbijamo odsecak [O,l] na N jednakih delova.
Rastojanje izmedu dva ¢vora obelezavamo sa x, —x,_, =h=%. Tacka x, =ik

je ¢vor mreZze. Skup ovih &vorova o, ={x,=ih,i=1,2,..,N -1} predstavija
mrezu na datom odsecku. Ako ovom skupu dodamo i grani¢ne tacke
dobijamo wx ={x, =ih,i=0,1,..,N}.

Na ravhomernoj mrezi moguce aproksimacije izvoda funkcije u taéki x, su:

N

T v(xi+1) - V(xi)
x,i h
v = v(x)-v(x_) L oy
x,i h
- v(x,)=v(x,_,) - l(v . )
xi 2h 20 ]
Cv(x,) = 2v(x) +v(x ) Ve V5
xxi h2 - h za v' !

U narednom paragrafu izvrSiéemo diskretizaciju Sturm-Liuvilovog problema
navedenog u paragrafu 3.1 koristeéi gore navedene aproksimacije izvoda.

Nave$éemo sada neke formule koje ¢emo Koristiti u daljem radu:
1. Diferenciranje proizvoda

(wv) =uv+vu

Za levu i desnu konacénu razliku proizvoda vaZe sledece formule:

@), =uv+u"v =u v* +uv,
)

(wv), =u,v+u v =u v v,

(+1) _
gdele 1= fzh, f=L—=L, £ -

f-r
L

2. Parcijalna integracija

I]‘uv'dx =uv —l]u'vdx

a a

isto tako ima dva oblika:

(u,v,) = uy vy, —uyv, — (U, V]
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(u,v2) =uy v, —upv, —[u,,v)

pri Eemu je:
@)=Y uvh @vl=Y" uvh [uy)=>" uvh

I

3. Prvaidruga Grinova formula

1 1
Prva Grinova formula: J'u(kv')'dx =- J’ku'v‘dx +huv ||
0

0
Stavijajuéi u formulu

(u,v,) =uy vy — ey, — (4, v]

da je u=z,v=ay. dobijamo da je:
(z.(@,),) = ~(ay;, 7]+ azy; [y —ay, .2, Sto predstavija aproksimaciju prve

Grinove formule.

1 1
Druga Grinova formula: [u(kv') dc— [v(ku ) de= k(v -vid)

0 0
Stavljajuci u formulu

(W, v,) =uyvy —uw, —(u,v]

daje u=y,v=az. dobijamo da je:

(r.(az.),) = ~(@y;, z ]+ @yz; |y —ayez, 4 -

Iz poslednje dve izvedene jednakosti dobijamo da je
(Za(ay;)x) - (ya(az;)x) = aN (Zy; _z}y)N _al(yxz - ny)o ]

Sto predstavlja aproksimaciju druge Grinove formule.
4. Nejednakost Kosi-Svarca

o)l <[ |1
gde je (,-) skalarni proizvod na nekom linearnom prostoru, a norma je
o = e
1
el < oIl < el + I

gde je ¢>0proizvoljan broj.
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3.3. Diskretizacija Sturm-Liuvilovog problema

Neka je & racionalan broj i O ={x,. =ih,i=0,1,.., N, hN=1} ravnomerna
mreZa na [0,1] izabrana tako da je £ =x, njen &vor. Aproksimirajmo problem

(3.1)-(3.4) sa koeficijentima (3.7) na ovoj mreZi sledec¢om diferencijskom
shemom:

—(ay.), +dy = ih(p(x)+K5h(x—.§))y, X € @,

ho ok (3.12)
¥o=0, ay.+—dy=—2"py, x=x,
2 2
gde je:
0, xew,\{¢}
5},(3‘_;): 1
P
ili:
—(@.), +dy=2"py, O<x=x=ih<lizm
h h Y h
- ). +=dy= A1 X=Xx_,
K(ayx)x z =AY m
d=2(d(x, ~0)+d(x, +0), K=K+hp(0),
2
Yo =0, ;Q}’;+aﬁv=/1hpy, X=Xy
Sa A ozna€imo diferencni operator:
(@), +dy, x=x,1=12,..,N-1
N=Zayed,  i=N
0, i=0
-0)+ + +0
a(f):p(f ) p(cf_)’ a(§+)=p(§+) p(E+0)
2 2
d(xi)=q(xi)5 p(xi):r(xi)'
Pri tome vaze sledece nejednakosti:
0<e¢ <a<c,, 0<c<p(x)<c, 0<d(x)<c, (3.13)
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Na taj na&in dobijamo slededi diferencni problem Sturm-Liuvila:

Odrediti netrivijalna reSenja problema (3.12) (sopstvene funkcije) koja
odgovaraju vrednostima parametra 1" (sopstvene vrednosti).

Teorema 4. Postoji N-1 sopstvena vrednost problema (3.13), 0< 4" <...< A},
koje odgovaraju sopstvenim funkcijama y,(x),...,y,_(x). Sopstvene funkcije
{ yn(x)} formiraju ortogonalan sistem u prostoru 7 , sa skalarnim proizvodom
definisanim na sledeci nadin:

N-1 — h —
v, =D pyvh+Ky,v, + PxIxvs K=K+hp(@) (3.14)
i=1

i#m

Dokaz: Operator A je samoadjungovan i pozitivno definitan u odnosu na
skalarni proizvod (3.14). Pokaza¢emo da je

(Ay,v]. = (ay;,v; 1+ (d, V],
gde su y,v diskretne funkcije koje zadovoljavaju grani¢ne uslove. Ovde je :

N N-1 h
».v]= Zyivih9 vl = Z yivih+5vaN
i=]

i=1
Koristeéi Grinovu formulu dobijamo:

N-1 h 2
(Aya V]* = "Z ((ay;)x,i _diyi)vih-*-z(zay;’]v + dNyN)vN =

i=1

h
—((ay),,v) +(dy,v) + ayY; yWn t+ EdNyNVN =

h
(ay;av;] +(dy,v) +5deNyNVN = (ay;s V;]+ (ay,v].
Tvrdenje teoreme sledi iz samoadjungovanosti i pozitivne definitnosti

operatora A.

Pokazimo da je diferencni problem (3.12) ekvivalentan varijacionom
problemu.

MnoZzedéi jednacdinu (3.12) skalarno sa y dobijamo:

N-1 h
> (@), =AY = (@), = V) Vuh+ay; , + S Ay =
i=1

N-1 _
A Zp,-yfh+Kyi+~121—/1"pmy3
i=1
Na taj na&in dobijamo (ay.,y.1+(dy, y} = A" (», ¥,

b (3.15)
Hy[y]

odnosho A" =
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gde je Dy[y1=(a, 321+ @@y, ¥}, Hyy]1=(y1; -

Na osnhovu gore navedenog diferencni problem je ekvivalentan sledecem
varijacionom problemu:

Odrediti minimum funkcionala D,[p] na klasi mreznih funkcija koje
zadovoljavaju grani¢ne uslove i H,[p]=1.

Neka je A"'=D,[»] najmanja sopstvena vrednost, pri &emu je y,

odgovaraju¢a sopstvena funkcija problema (3.12). MoZemo pronaci n-tu
sopstvenu vrednost, n>1, kao minimum funkcionala D, [¢]u klasi funkcija koji

zadovoljava graniéne uslove i usiove ortogonalnosti:
H,[0,»"1=(0,"];, =0, 1=12,..,n-1
gde je 3 I-ta sopstvena funkcija.

Diferencni problem Sturm-Liuvila je algebarski problem.
Teorema 5. Sopstvene vrednosti problema (3.12) zadovoljavaju nejednakosti:

Mn<A'<Mpn’, n=12,.,N-1, (3.16)
1 n 2
gde su M,, M, pozitivhe konstante koje ne zavise od ni h.

Dokaz: Prvo razmatramo specijalne slu¢ajeve postavljaju¢i a=1, d=0, p=1i
£ je racionalno. Na taj nacin dobijamo diskretizaciju problema:

-Js, =ﬂ.hy, X#X,

—yJ_cxm zih(l-i-%)ym’ x=xm’

h
Y9o=0, ¥y =_2.j,”yN

Sopstvene vrednosti diskretizovanog problema su:

4
0< A =hizsin2%ﬁ<ﬂ.f <. <Ah =?sm2a“’T“h

a odgovarajuce sopstvene funkcije moZemo zapisati u eksplicitnom obliku:

cosa(1-&)sinalx, O<x<¢&
y,(x) =

sinaécosal'(1-x), £<x<1

gdeje o, i=1,2,...,N-1 i-ti pozitivan koren jednacine (videti slike 26 i 27).

h
%tana h =cota"f~tana”(1-£).
Kada h—0,a" — « . Sa druge strane koristimo sledece jednakosti:
"4 Lalh sin® ¢, alh
A«n =?Sln2 7:(a:)2f(é,n)= f(gn) = é,nz s gn = b
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251

f(x)=20*tan(x/20)
f(x)=cot(x/2)-tan(x/2)

\
T

Slika 26. Gfrafi¢ki prikaz za #=10", K=1, £=0.5

50

50+

L

f(x)=40*tan(x/40)

f(x)=cot(x/2)-tan(x/2)

/

Slika 27. Gfrafiéki prikaz za 7 =5*107, K=1, £=0.5

Buduéi da je f(¢,) monotono opadajuca funkcija na [0,%], vazi sledeca

nejednakost:

i2<f(4’")<1, 0<¢,<1
T
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odakie sledi :
4@ oty (3.17)
72'

Stoga nejednakost (3.10) vazi za /1" podto o, -, kada h—0. Sledece
nejednakosti su oigledne:

Dylg] _(a, (@.)1+(d.9’). <e, 1,(e)°] (d,<02] /"1"+C4 P 9’) _

HN[q’] Le ]B,, Le ]B,, (L §02]Bh ¢ Lo ]B

“ 2 2 h 2
Z o9+ hpuP+= PuPx

b i g
¢, Ant 4'ﬂi <cy Ant—2

h ¢
Z hpo! + Kol + S PPy

i=l
i#m

Dylel , , L)1, (@d¢’)
Hyel ' (1L,o', (Lol

o h
¢ An

ch oh
. n 4
ti. ¢, An <A <, Ant 2.

G

Kombinujuéi ove nejednakosti sa (3.17) dobijamo ocenu (3.16).

Teorema 6. Za sopstvene funkcije problema (3.12) vaZe sledeCe ocene:

e <MAm, |0,):], < Mo (3.18)
gde je |y, = max y;,il, M,,M, su konstante koje ne zavise
odnih.

Dokaz: Neka je y =y, sopstvena funkcija kojoj odgovara sopstvena vrednost

A" = 2! problema (3.12) i neka su x,x proizvoljne tatke mreze. Uocimo
slededi identitet:

Y(x) =y (x)= Z O’ ();h= Z [y(s)+y(s—h)]y;h (3.19)

s=x+h s=x+h

(a(x)y;(x))* = (a(x)y;(x))* = 2 [(a(s)y; ()], h=

S [a(9)y- ()], [a(s). (5) + a(s+ Wy, ()]h = (3.20)

s=x
x—h

=2 [d($)= 2" p(0)]a(s)y;(s) +als + W) y(s)y. ()]
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Iz uslova normiranosti (y,y], =1 sledi da postoji barem jedna tacka x takva

da je 3*(x)<1. Primenjujuéi nejednakost Kosi-Svarca na desnu stranu
nejednakosti (3.10), saglasno sa (3.15) i (3.10) dobijamo:

Y=y @)+ S [9(s)+ p(s— Ay ()h <

s=x +h

1 ) 1 & )
142 =3 py'h| | =2 pa(y)h| <

Cp i=1 € i
2 2
1+—(y,y];/f(a,(y;)2]% S1+c— AP <Ml n
1

G

odakle sledi: ||y,|, <M,vn.

Y
|z uslova (a,(y-)*]< A" sledi da postoji tacka x takva da je a(x)y;*(x)< A"

i [a(x')y;(x')]s c,A". Primenjujuci Kosi-Svarcovu nejednakost na desnu stranu
jednakosti (3.20) i u skladu sa (3.15), (3.13) i (3.10) dobijamo:
R <222 o i+ 2 e (1Y < M2
G G G
Posto je x proizvoljno teorema je dokazana.

Razmotrimo sada konvergenciju sopstvenih vrednosti i sopstvenih funkcija
problema (3.12) ka sopstvenim vrednostima i sopstvenim funkcijama
problema (3.1) kada N —«, h —» 0. DokaZimo konvergenciju na klasi deo po

deo glatkin funkcija, koje imaju jedinstven prekid u tacki x=¢£, 0<£<l.
Razmatramo slu¢aj kada je n=1. Sa ¢(x) oznaimo proizvoljnu deo po deo
glatku funkciju koja zadovoljava grani¢ne uslove ¢(0)=0, p1)=0.

MoZe se pokazati da je lim D, [¢]=D[e] lim H,, [¢]=H][e].

Zatim D,[p]<M,, M,>0, M, ne zavisi od N. Neka je y=y(x,h) mreZna
funkcija na kojoj funkcional D,[¢] dostize minimum A"=D,[y] kada je
H, [y]=1. Razmotrimo niz mreznih funkcija {y(x,h)}definisanih na nekom
nizu mreza {w,} .

Lema 1. Niz mreznih funkcija {y(x,h)}, h—0, je ravnhomerno neprekidan i
ravhomerno ogranicen.

Dokaz: PokaZimo prvo da je mrezZna funkcija y=y(x,h) ravnomerno
neprekidna. Neka su x i x proizvoljne tatke mreZe. Tada je

Y By =y(xam)= Sy (e k)b

§=X
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Primenjujuéi nejednakost Kosi-Svarca i ograniéenost D, [y] dobijamo:

Gy -y 1| < 712‘“‘/(“’ O 1 —x| <
1 2 3 2 " ' ]‘10 " '
—\/—z—\ﬁa,(y;) 1+(d,y ],\/}x —x|s?1/’x —x’

8to znaci da je niz {y(x, )} ravnomerno neprekidan.

(3.21)

Iz uslova normiranosti (y,y], =1 sledi da postoji bar jedna tacka x takva da
je |y(x',h)’ <1. Koristeéi (3.21) moZzemo videti da je :

: , : : M,
Iy | <[y )|+ [y By - (e )| < 1+T

91

Sto znaci da je niz {y(x,h)} ravnomerno ograni¢en. Po Arcelinoj teoremi, za

svaki niz ravnomerno ogranicenih i ravnostepeno neprekidnih funkcija postoji
ravnomerno konvergentan podniz. Primenjujuéi ovu teoremu na niz mreznih

funkcija moZzemo da nademo podniz {y(x,hk)} koji ravnomerno konvergira ka

funkciji #(x) neprekidnoj na odse¢ku [0,1]:

}}33|1y(x, h) =), =0 (3.22)
Pretpostavimo da niz sopstvenih vrednosti {/11”*}={11(hk)}, koji je prema
(3.16) ograni¢en, konvergira ka A

}jg})ﬂl(hk)=z.

U suprotnom sluéaju moZemo odabrati konvergentan podniz ovog niza i
razmatrati ograni¢enost na tom podnizu.

Lema 2. Ako je {4(k,)} niz za koji vazi:
lim 4 (k)= 2 (3.23)
tadaje A< A, gde je 4, najmanja sopstvena vrednost problema (3.1).

Dokaz: Neka je u'(x) proizvoljna deo po deo glatka funkcija koja zadovoljava
graniéne uslove % (0)=0, (@) (1)=0 i

A= D[u‘] <A+eg, €30

H[u‘]
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Na osnovu principa minimuma A4 (k)<A'(k,) pri &emu A'(h)—> A kada
h, — 0. Pustajuéida s, — 0 dobijamo:

A< A <1 +¢.Postoje £ proizvoljno zakljuéujemo da je A<A.

Pokazimo da funkcija u(x) zadovoljava jednacinu (3.1) kada je A =A.
Diskretizovan zadatak (3.12) moZe da se zapiSe u sledec¢em obliku:

y(x) = 2(G(x,),(p(§)+ K8, (x =N = A (G((%:), ¥y, (3.24)
gde je G(x,£)=G"(x,¢) Grinova funkcija za operator Ay. MoZe se pokazati
da reSenje problema:

Ay =(ay;), —dy = -p(x), 0<x=ih<l
h h

y(0)=0, Ay +5dNyN = E("’N

moze da se zapiSe u obliku:

y(x)=(G(x,0), (). U nadem slugaju je ¢(x)=A"[(p(x)+K6,(x-Ey().

Koriste¢i Grinovu funkciju za operator:

—(@),> XX, i=1,2,...,N-1

Ay= -z—ay;, =N (3.25)
0, i=0

diskretizovan zadatak (3.12) moZe da se predstavi slede¢om jednacinom:

y(®) = (G (%, ), (A" (p({) + K8, (x =)~ d Ny} (3.26)

gde je G!(x,£) Grinova funkcija za operator A

G:(xi’é’)=‘ »

Jasno se moZe videti da G/ (x,¢) konvergira ka G,(x,{) kada #— 0, gde je:
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* ds
o p(s)
' ds

Gis)=1 27

J-ds
ﬂ, £<x<1

]-ds

Lo P(9)

,05x<d

Grinova funkcija zadatog problema.

Buduéi da je

(') = £(x), 0<x<1,u(0)=1, u'(1)=0 (3.27)
dobijamo: yng]Gg'(x,;)—Go(x,;)l =0 (3.28)

Primenjujuéi na jednacinu (3.26) grani¢nu vrednost kada 4 — 0 i uzimajuci u
obzir jednakosti (3.22), (3.23) i (3.28) dobijamo:

i(x) = [Gy(x O A (&) + KS(x-£) - 4({) fi§)dS (3.29)

Uzimajuéi u obzir definiciju funkcije G,(x,{) sledi da funkcija # koja je
reSenje integralne jednadine (3.29) zadovoljava diferencijainu jednacinu (3.1)
kada je A= A. Pored toga jasno je da je 2 sopstvena vrednost spektralnog
problema (3.1). Na osnovu nejednakosti A< 4, gde je 4 najmanja sopstvena

vrednost dobijamo da je Z:A, a u(x)=u(x) prva sopstvena funkcia
problema (3.1).

Na taj nacin pokazujemo da niz {y(x,h)} ravnomerno konvergira ka u,(x) i
Al =), (k) konvergira ka 4 kada 4 — 0 tj.

lim 3, (x, 1) - 2,0 =0, lim 4 = 4 (3.30)

Za ostale sopstvene vrednosti A" kada je n>1 vaZi isto rasudivanje.

D
Sopstvene vrednosti A" i 4, se dobijaju kao minimumi funkcionala M i

H), [(0]
Dlg]

;{—[—] respektivno, pri éemu vaZe uslovi ortogonalnosti H,[@,»,]=0 i
@

H[gp,um]=0, 1<m<n.
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3.3. Ocena brzine konvergencije diskretizovanog Sturm-
Liuvilovog problema

Neka su A’ y(x) redenja diskretizovanog problema (3.12) i neka su
A, u(x) re§enja problema (3.1). Za greSku z = y —u dobijamo slededi problem:

Az+ A [p+KS,(x-E)z=-¥, O0<x=ih<]

20)=0, az, , +§szN =§T~ (3.31)
gde je
Au+ A p+KS,(x—Eu, 0<x=ih<1
Y= (3.32
/lhpNuN+%u;’N, x=Nh=1 )

greska aproksimacije sheme (3.12).

Transformi§imo izraz za Y. lzvrSiéemo integraciju jednadine (3.1) u

granicama od x_y do xi%:

.-+}§
[ la(0) - r@)u(x)d i%m
Cup " Oy 1)

h h |5y
[ e - areuEd-Ku©)  Fm

X‘_ %

du(x,)
dx
Zamenjujucéi ovu jednacinu u (3.32) dobijamo:

Y=+ - D[p+KS,(x—E)u (3.33)

o, = p(x,)

gde je:
w=Dn +y’ (3.34)

X

:+%
~du,~—- | qui+ 2[(p+K8,(x=£) -
7

xH%
y' =1 % I (r+K6,(x-Eudx] x=x, 0<i<N (3.35)
xi_%

XN

N+ Vi
2 2
- NuN+;x J-yqudx+ﬂ Zx Iyrudx—pNuN X=X

50



Dy = . gdeje n=au, ~p

_2 Ny = -1ty (3.36)

Da bismo dobili tatnost sheme (3.12), treba da ocenimo reSenje problema

(3.32). Parametar A" predstavalia sopstvenu vrednost. Pored toga,
nehomogena jednacina (3.32) je reSiva samo ako je sopstvena funkcija y

diskretizovanog problema (3.12) ortogonalna na deshu stranu jednacine
(3.32):

(P, 5] =W, y] + (A" =D (p+ K8, (x = &), y). =
(l//> y] + (/lh - 2’)("4’ y]B,, =0

Neka su u(x) i y(x) sopstvene funkcije takve da je:

(3.37)

Hlu]= 1J.r(x)u2 (x)dbx + Ku* (&) =1,

0
- 2 .2 h 2
Hy[y1=(, 315, =2, pyih+Ky, +o Yy =1
i=1
MoZe se pokazati da ||y-u|. >0 kada »— 0. Pored toga, za dovoljno malo

h mozemo da tvrdimo da je (u,y], #0. Sopstvenoj vrednosti A" odgovara
samo jedna sopstvena funkcija, dobijena sa taénoS¢u do na multiplikativhu
konstantu C,. lzaberimo C,=C,(h) tako da funkcija y=C,y bude ortogo-

nalna na razliku z=y-u:

7zl =0 (3.38)
Na osnovu gore navedenog dobijamo:
@ ¥]y, = sy =21y, =0, ¥], = s21s, = Co (7], =,

U prethodnom paragrafu smo pokazali da y(x) >u(x) kada #— 0. Pored
toga C, —1 kada #— 0. MoZemo uzetidaje C,>0.

@y, =G, =Lz 1, —20,23], + (LY 1, =
L2 ], + (LY 1, = (LCY ], + (L z(y-w)]y, =
C2+ (23], L zul, =C2 = (z,ul,,
Dobijamo da je
1-C} =~(z,ul,, - (Hylu]- H[u]) (3.39)

Da bismo odredili A4 koristimo uslov (3.37):
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(uay]a,, G

Stavimo w = D +y" u desnu stranu jednacine (3.40):

W, ¥} =(Dn+y",y)

h2
(Dn,y] ——hznﬁl 771 P, —— UNyN_hznzyz—l hz’ﬂ)’, hUNyN -
2 h h pur h h

hznlyxz - (U’yx

Odavde i iz ocene (3.18) za ; i ;; sledi dokaz sledece leme:

Lema 3. Neka su p,q,r deo po deo diferencijabiine funkcie, 4, 4!
sopstvene vrednosti problema (3.1) i (3.12) respektivho. Tada vaZi ocena

|47 = 2, < 3 (L) + (1} ]]) (3.41)

pri éemu je M =const >0 kojane zavisiod ni h.

Primenimo ovu ocenu na z. Iz jednakosti y=C,y sledi da y zadovoljava
jednaginu (3.12) i H, [;]:cj Za z=y-u dobijamo jednaginu (3.32). ova
jednacina (3.32) je ekvivalentna sledeéoj diskretizovanoj jednacini:
z2(x) = (G, £),(P(L) + K8, (x = £)2(EN] +(G(x.£), ¥

= AM(G(x,0), 2(N]y, +(G(x.£), ¥ ()

gde je G(x,¢) =G"(x,¢) Grinova funkcija za operator Ay .

(3.42)

Sopstvena funkcija y diskretizovanog problema (3.12) zadovoljava jednacinu:

Y(6) = (G5, (P + K8, (x= OV = 2 GV, (3.43)

Neka je A"=A" n-ta sopstvena vrednost i y =y (x) odgovarajuca sopstvena
funkcija takva da je (yn,yn]B =1. Uvodimo smenu:

v(x) = p(x)z(x), PX)=\p(x)y, (3.44)
K%)= Jp(x)pOG(x,). (3.45)

Zamenjujuéi u (3.42) i (3.43) dobijamo sledecu jednacinu:
v, (%) = A/ (K (x,$), ()], + (%)

FO) = (K0T (), F == (3.46)
Jp
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0, (%)= 4 (K (%, 0,()ls,

1z (3.37) sledi:

(2@, /@] = (2.0 (K&O.FO] | = (FOUK =0 0,0]], =

1 — 1( ¥ 1
/1_:(\11(4), sl =ﬂ—:[ﬁ,\/—5ynl = (Fl =0

Zapi§imo uslov (;,E]B =0 u obliku

h

oL,

ReSenje v(x)=v,(x) jednadine (3.46) je oblika

Y@ = F()+ )00,

k#n

i zadovoljava uslov (3.48).

Zamenimo ovaj izraz u (3.46):

wn=ﬂm+ﬂawu¢1@@»+M{Ma41§%%%

(K x,$) f(©))

Funkciju f(x) razloZimo po sopstvenim funkcijama:

@)=Y dp @), d=(f0,)

k#n

Na taj nacin dobijamo:
(K(x,§)=f(§))+[K(x,§),

Al A
€ =Z;Ck +Z;(fa¢k)

odnosno:

Af.0,)

1_ n

wm=ﬂn+2—r——r@

q

k=l 4k
k#n A'k A
z

Ocenimo sada sledece:

Kf (x,)
hp(S)

(x)

b,

= Z %’Cﬁk(X),

N-1
=1
#m,n

j+

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)
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N-1 \/;
Ml aS

k#n

k:n

Neka je ¢ > 0 proizvoljan broj koji ne zavisi od & . Izaberimo broj », takav da je

Ae 2(1+¢); . Tada je

N-l 1+£ N-1 \/_ M ¥
K Z [ —_Z 3% =M

k="0|ﬂ7: /1 € k"uﬂ’k £ k-"ok

gde je M =const>0 koja ne zavisi od k. Budu¢i da A’ — 4, kada k<n, i
h—0, sumapo k od 1 do n,-1 pri dovoljno malom %< A, je ograniCena i ne
zavisi od k. Pored toga vaZi sledec¢a ocena:

[¥]. < M| /] (3.51)
Sa druge strane, pri transformaciji izraza za f(x) dobijamo:
F®)=(Kx$, () =p) (G(x).¥(£) =

(A" = 2)Jp(®) (G(x. ). P +

(2 = AP 5 (6P, ., +

JP) (GO +v' (©) =

A () (G, ). (p(O)+ KS(x - £)u(S)) +
JP@[ (6. .10)+ (6O ©)]

Zbog ogranic¢enosti G(x,4) i G:(x,0):

G(xé’)' xé’ea)h

|G(x,O)|< —,
dobuamo ocenu:
I, < e = (L

|71 < 3,((11)

) A2 e, 4

Yo

()

Zamenjujuéi ovu ocenu u (3.51) i vracaju¢i se na funkciju E:%, kao
Yo,

posledica (3.16) dobijamo:

(1))

M0 A2 € M2 ( (L] (1,

V)< (]

54



Pored toga:
4], < M(n)((l,

Ui

J+ (L)

Sada moZemo da izrazimo razliku z =y—u preko z:

z 1-C
z=—+
c, C,(1+C,)

Uu.

Tada je:

z -
e~ L M e o-ci)

za dovoljno malo 4, budu¢ida C, —1 kada h— 0 i |ju|,. ogranitena. 1z (3.39)
moze da se vidi da je:

— -2 % 1
[1-C2|= |-l — () - HTuD)| < (1, z L (1,1,213/5 +|Hy[u]- HIu]
§to nam na kraju daje slede¢u ocenu:

|2l < M| +M|H, 11 Hix]

Teorema 7. Za gresku aproksimacije sheme (3.12), gde je A=Ar i h<h,
dovoljno malo, vaZi ocena:

) le(n)((l, ]+(1,|V/*H‘)+M2 |H[,]- H[u,]

1+(up 1))

n ne zavisi od h, M,(n)>0,M,(n)>0,M, >0 konstante koje ne zavise od 4.

(3.52)

Il = 1y —x. n

IA/'Ln n

<M, ((1

=|Ar -2,

Da bismo ocenili red tadnosti problema (3.12), treba da ocenimo izraze

((1, ]+(1,jz//|]*) i H,[u]- Hlu].

Ako su p,q,reC® onda je (1,

n

*

n[] =00, (L

mrezu. Posebno, ako su pe 0¥, qre Q¥ (gde Q¥ oznacava skup i puta
deo-po-deo diferencijabilnih funkcija na (0,£) U (£,1) ) imamo:

l=0(h2) za proizvoljnu
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Hylu]-H[u]= (L’ |, = [r(u’ ()dv-Ku* (§) =

0

Z pu2h + Epmu:‘ + g pNuIZV - J.}"(x)u2 (x)dx— Kr(é‘)uZ (&)=

i=m

pruzh [Ir(x)u (x)dx+NZ—1x j r(x)u? (x)dx + j r(x)uz(x)de+

i i=l x,—0.5h 1-0.5%
i£m

- h
Kp,u, +EpNu12V -Kr($u’ (&)=

f{pazh—Xl [ r(x)uz(x)dx}— [rewde— | rou s+

i=1 x,~0.5h 0 1-0.5k
#m

= h
K, 4 putty = Kr(0 €)

0.5h
Integral Ir(x)uz(x)dx je veli¢ina reda O(K’) §to proisti€e iz &injenice da je
0

u* = O(K*) i graniénih uslova:

0.5h 0.5h x3 h3

reOu? (x)dx~ | x*dx = =" =—

Oj () I Tl =2
Posebno,

lj r(x)u’ (x)dx = ] r(x0)u* (x) - uz(l) +u? ))dx =

1-0.5h 1-0.5h

u*(1) ] r(x)dx + F(x)(? (x) =1’ ) dx =

1
1-0.5h 1-0.5h
1

Q) [ r(x)d+

1-0.5h 1-0.5h

r(x)(u(x) ~ u()(u(x) +u(1)dx

Sa druge strane r(x)=r(-s)=r()-sr(5) §&to poviadéi da je
r(x) <r(l)+sM, 0<s<0.5h, M=const.
1 1 h2
j r(x)dx< [ rax+M [ (-x)ac= ()3 home
1-0.5h —0.5h 1-0.5h 2
Iz gore navedenog sledi:

1_[ r(x)u’ (x)dx —-lzr(l)uz(l) <
r(Du’ (1) +u* ()M ?2+M I (1-x)? dx——r(l)u O =0WH)

1-0.5A
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N-=1 x;+0.5h
A, = [p,.ufh— | r(x)uz(x)de=

x,—-0.5h

0.5k
[piu - I r(x, + shyu’ (x, + sh)ds:I

—0.5h

r(x, + shyu® (x, + sh) = (r. + shr, Y@} + sh(u*),) + O(h*) =
0.5h
rul +sh(ru®), + O(h*), I sds=0

-0.5h
pa na kraju dobijamo A, = O(K*).
Kp,ul,— K p(&)* (£)~O(h)

Iz svega ovoga moZemo da zakljuéimo da je shema (3.12) drugog reda
v, =, =0k, |4} -2, =O(h2)), sem u tatki x=¢, gde je

H,[u]~ H[u] = O(k) , 0dnosno |y, (&) -u, ()| = O(h).

taénosti ((
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4. Matematicki aparat

U ovoj glavi naveSéemo definicije osnovnih pojmova koje smo koristili u radu.

4.1. Metricki prostori

Definicija 1. (X.d) je metricki prostor ako funkcija d:Xx.X —[0,+)
zadovoljava sledece uslove:

1. d(x,y)=0 akoisamo akoje x=y

2. d(x,y)=d(y,x)
3. d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) - nejednakost trougla.
Definicija 2. Ovako definisanu funkciju d nazivamo metrikom na X .
Metricki prostor (X ,d) je kompletan ako u njemu konvergira svaki KoSijev niz.

Definicija 3. Neka je (X,d) metricki prostor. Za Kc X kaZemo da je

kompaktan ako svaki niz u X ima konvergentan podniz u K. Kadaje K =X,
kaZzemo da je (X,d) kompaktan metricki prostor.

Definicija 4. Podskup K metrickog prostora X naziva se relativno
kompaktnim ako je K kompaktan.

K — zatvorenje skupa K

C(K) — skup svih neprekidnih funkcija definisanih na kompaktnom skupu X
sa vrednostima u skupu kompleksnih brojeva C.

Definicija 5. Skup T c C(X) je ekvineprekidan u tacki x, e K, ako za svako
£ >0 postoji okolina U(x,) tatke x, takva da je

|f(x)-f(x)|<e,zasve feT isve xeU(x)NK.

Skup T je ekvineprekidan na skupu S c K ako je on ekvineprekidan u svakoj
tacki skupa x, € S'.

Lema: Ako je T ={f,:ne N} c C(K) ogranien ekvineprekidan skup funkcija
na kompaktnom metri¢kom prostoru K, tada se za svako £ >0 mozZe izdvojiti
podniz {f, }:=1 takav da je

af,.f,)<e zasve k,leN.

Teorema (Arcela-Askoli): Skup T c C(K) je relativno kompaktan u C(K)
ako i samo ako je ogranicen i ekvineprekidan.

Vie o metri¢kim prostorima u [1].
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4.2. Normirani, Banahovi prostori

Definicija 1. Neka je X vektorski prostor nad R ili C. Funkcia:
H|: X = [0,+c) sa osobinama:

1. |x|=0 ako i samo ako je x=0
2. x| =14
3. [y <<+

naziva se norma, a (X|

) normiran prostor.

Definicija 2. Ukoliko je normiran prostor X kompletan u odnosu na metriku
koju indukuje njegova norma, onda se on naziva Banahov prostor.

Definicija 3. Neka su X i Y vektorski prostori nad istim poljem. Preslikavanje
A:X - Y sa osobinama:

A(x+y)=Ax+Ay i
A(lx) =AAx, x,ye X, A-skalar,

naziva se linearni operator (linearno preslikavanje).

S obzirom da je polje skalara Banahov prostor, u sluéaju Y =K, K polje
skalara (R ili C') govorimo o linearnim funkcionalima ¢: X — K .

Definicija 4. Neka su X i Y normirani prostori nad istim poliem i 4: X »>Y
linearni operator. A je ograni€en operator ako:

(3M =const <+) |Ax|<M-|x|, VxeX.

Definicija 5. Norma operatora 4 se definiSe na sledeéi nacin:

| 4] =inf {M :| x| < M|x|, Vxex}.

Definicija 6. Neka su X i Y normirani prostorii 4: X ->7Y. A je neprekidan
operator u tacki x, ako za svako x, — x, vazi 4(x,)—> 4(x,).

Vise o normiranim prostorima u [1].
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4.3. Hilbertovi prostori

Definicija 1. Neka je X vektorski prostor nad poliem K (K=R ili K=C).
Neka je ®:XxX — K preslikavanje za koje zahtevamo da ima sledece
osobine:

1. ®(ax+py.z)=a ®(x,z)+ [ ®(y,z) - lineamnost po prvoj promenljivoj

2. ®(x,ay+pz)=a ®(x,y)+ S O(x,z) - antilinearnost po drugoj
promenljivoj.
Ovako definisano preslikavanje nazivamo seskvilinearna forma.

Ako je ovo preslikavanje linearno i po drugoj promenljivoj, nazivamo ga
bilinearna forma. '

Definicija 2. Seskvilinearna forma se naziva hermitska forma ukoliko je:

©(f.8)=(g.1)-

Definicija 3. Ako je forma @ hermitska takva da je cD(f,f)>0 za svako

f#0, feX, onda se ona naziva skalarnim proizvodom. Prostor X u kaji je
uveden skalarni proizvod naziva se unitarni prostor.

Definicija 4. Hilbertovim prostorom se naziva svaki Banahov prostor &ija je
norma indukovana nekom seskvilinearnom formom sa osobinom CD(f,f) >0,

zasvako f#0.

Definicija 5. Adjungovan operator operatora 4 je operator 4° za koga vazi:
(Af,g>=<f,A'g>. Pri tome vaZi: ”A”=”A“ Ako je A=4" red je o
samoadjungovanom operatoru.

Vige o Hilbertovim prostorima u [1].

4.4. Distribucije

DefiniSimo konvergenciju na prostoru C,”(R") beskonac¢no diferencijabilnih
funkcija na sledeéi nacin:

Definicija 1. Za niz funkcija ¢, € C,"(R") kazemo da konvergira ka funkciji
¢ € C,”(R") ako su ispunjeni slededi uslovi:
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1.Postoji kompaktan skup K« R" takav da je supp ¢, ¢ K za svako j.

2.Za svaki multiindeks «, niz D%, uniformno konvergira ka D*p na K
kad j—>o.
Prostor C,*(R") sa ovako definisanom konvergencijom oznaavamo sa
D=D(R").

Definicija 2. Linearne neprekidne funkcionale na skupu D(R") nazivamo

distribucijama ili generalisanim funkcijama. Skup distribucija ozna¢avamo sa
D =D (R"). Vrednost distribucije feD' na osnovnoj funkciji ¢ €D oznatavamo

sa (f,¢). Pritome (f¢) C, i vaZe sledeci uslovi:
. fAp+ =U{fp)+ u(f
linearnost: (f20+ py)=2{Lo)+ u{ty)
VApueCNoweD
neprekidnost: ako ¢, > 9,k >~ uD

tada (f,,)— (f¢).k >« uC.

Definicija 3. Za niz distribucija f, e D kaZzemo da konvergira ka f i piSemo
f, =»f, k> ako:

(f,.0) > (f0).k >, VpeD.
Definicija 4. Za distribuciju f e D' kaZemo da se anulira u oblasti Q i piSemo:
f=0 u oblasti Q ili f(x)=0, xeQ
ako je (f9)=0,Vpe D(Q).

Neka je f(x) e L, (R"). Neposredno se proverava da je sa:

1,loc

(1 o) [ 0000
definisan jedan linearan ograni€en funkcional na D®R"). Odnosno, svaka
lokalno integrabilna funkcija indukuje jednu distribuciju.

Definicija 5. Distribucija indukovana nekom lokalno integrabilnom funkcijom,
odredena formulom (1), naziva se regularnom.

Lema (Du Bois Raymond). Distribucija indukovana lokalno integrabilnom
funkcijom f(x) se anulira u oblasti O ako i samo ako je f(x)=0 skoro svuda u
oblasti Q.

Dalie ¢emo svaku regularnu distribuciju izjednacavati sa odgovaraju¢om
lokalno integrabilnom funkcijom koja je indukuje i pisati:

(o) = [ F000()dx .

Definicija 6. Za distribuciju f e D kaZzemo da pripada skupu C"(Q) ako se u
oblasti & ona moze izjednagditi s funkcijom f,(x)e C™(Q).

Definicija 7. Distribucija se naziva se singularnom ako nije regularna,
odnosno ako nije indukovana nekom lokaino integrabilnom funkcijom.
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Na taj nacin je skup lokalno integrabilnih funkcija potopljen u skup distribucija.
Time opravdavamo naziv generalisane funkcije za distribucije.

Potvrda da singularne distribucije zaista postoje je Dirakova distribucija
definisana na slededi nadin:

<5A(p> =@(0),VpeD.

Dokaz ¢éemo izvesti indirektno, pretpostavijajuéi da postoji funkcija f(x)
eL,,.(R") takva da je:

[.. 0()dx = 9(0),Vp € D(R™) .
Ako je pe D(R") tada je | x,0(x) =x,0(X,,X,,--.X,) € DR"), pa je:
[, f69%,0()dx = x,0(0) o= 0,V p € D(R") .

Prema lemi Du Bois Raymonda je x(f(x)=0 skoro svuda, odnosno f(x)=0
skoro svuda pa je:

L" fx)p(x)dx =0

8to je u kontradikciji sa pretpostavkom.

lako je singularna Dirakova distribucija se mozZe predstaviti kao grani¢na
vrednost niza beskonaéno glatkih funkcija, npr.

o, (x) > 6(x),e > +0,

gde je:

C £
-_— <
0,001 ) P

0, s [x|ze

Konstanta C, se dobija iz:

[ o.(dx=1.
Ako je ¢e D(R") proizvoljna osnovna funkcija, tada za svako 7>0 postoji
&, >0, tako da kada je x| < ¢, bude |p(x)-¢(0)| <7 . Izaberimo & <¢,. Tada je:

[, 0.000(8x 900 =| [, 0.00[000-0(@)]dx|<n [, @, 00ax =1,

. tim [ 0, (000)dx = (0).
Primetimo da je 6(x)=0 u svakoj oblasti koja ne sadrzi koordinatni poletak,
pa je stoga supp s ={0} .

Dirakova distribucija opisuje raspodelu koncentrisanih veli€ina kao §to su
materijalna tacka, tackasti izvor energije itd.

Vise o distribucijama u [4].
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4.5. Prostori Soboljeva

Definicija 1. Neka je Q oblastu R". Za k € N, definiSemo prostore Soboljeva
H*(Q) i H;

e (Q) na slededi nacin:
loc( ) { Zloc(Q) DafELzzac(Q), Ya: ‘a’|£k} i
HY(Q)={feL,(Q) :D*feL,(Q), Va: |a|<k}.

Pri tome se izvodi shvataju u smislu izvoda distribucija. Specijaino, za k=0
oznagavamo: H,, (Q)=1L,,. (Q) i H(Q)=L,(Q).

Pored toga, L, (Q) je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom:
(f’g)LZ(Q) = If(x)g(x)dx
]

i normom:

o ={ ¥ ]

Prostor H*(Q) je Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom:

(/&) ey = 2, JD°F (%) D8 (x)ax

lajsk o

i normom:

1/2
o 2
Hk(ﬂ)z[%”l) / lL(QJ '

|71

Definicija 2. Neka je Q ograniéena oblast u R”, s granicom dQ e C'. Neka su
a,(x)eL, (Q) (i.j=12,.n), c(x)eL, (Q) i d(x)eL,(oQ) realne funkcije,

pri éemu je a, (x)=a,(x). Tadaje:

w(fe)= 3 g(xafafdx+_|. g(x)dx + jd g (xS

0ij=1

Hermiteova forma na H' (Q)

Vige o prostorima Soboljeva u [4].
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Zakljucak

Spektralni problemi su znacajni prilikom ispitivanja reSenja po€etno-grani¢nih
problema kod diferencijalnih jednacina.

U ovom radu razmatrani su spektralni problemi koji sadrZe singularnu
distribuciju, odnosno Dirakovu distribuciju.

U prvom delu rada prikazana su analiticka reSenja spektralnih problema sa
razli€itim graniénim uslovima.

U drugom delu rada izvrS8ena je aproksimacija spektralnog problema sa
mesSovitim grani€nim uslovima. Aproksimacija je izvrSena pomoéu metode
konacnih razlika. Konstruisana je diferencijska shema za reSavanje problema.

lzvedene su ocene brzine konvergencije i greske aproksimacije diskretizo-
vanog Sturm-Liuvilovog problema. Pokazane su neke osobine sopstvenih
vrednosti i sopstvenih funkcija spektralnog problema.

Prilikom grafickog prikazivanja reSenja spektralnog problema koriS¢en je
program Graph.
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