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Предговор 

Књига обухвата оно градиво из Рационалне механике, - , 
које претставља основ целокупне Механике. 

Градиво је излагано поступно педагошки и по најнови

јим методама Више анализе и Векторскога рачуна. 

Поред теорије, књига садржи велики број слика и из

рађених примера, који знатно олакшавају разумевање и изу-

чавање теорије Механике. _ 
Како у нашој научној литератури не постоји ни једна 

књига Рационалне механике на савременом научном нивоу, 

то се надам да Ье ова књига корисно послужити свима онима, 

који се баве овом науком. 

Београд, 1 јул 1932. Писац. --
• 
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Општи ·део 
• 

ПРJlВ одељак 

• 
ОСНОВНИ ПОЈМОВИ 

1. МехаНИI<а И њенаподела. - Механцка је наука 

о креmању и силама. 

Механика чија се теорија излаже помоhу Више матема· 

тике, назива се Рационална механика. 

Механика . се дели уопште на [{ишмаmику, Динамику и 
. СtТtаmику. 

Кинематика испитује кретања тачке и тела, не узимајуhИ' . 
у обзир њихову масу, нити силу, која производи кретање. 

Динамика испитује кретања тачке и тела узимајуhи у 

обзир масу тачке и тела, као и силу која производи кретање. 

Статика испитује и из налази услове равнотеже тачке 

и тела на које дејствују извесне силе. 

Извесни писци деле Механику на [{ине.llштuку и Дина

мику,' а Динамику деле на }(инетику и Сmаmиl<У. 
у таквој подели Механике, Кинематика и Статика имају 

исте дефиниције које смо казали; док Кинетика сада обу

хвата онај део Механике који испитује кретање тачке и тела 

узимајуhи у обзир масу тела које се креЬе као и силу, која 

производи кретање. 

2. Тело. - Све 

називамо тело. 

• 

оно што заузима неки део про~тора 

Градиво из кога се састоји неко тело назива се уопште 
• . матерu;а. 

Свако· тело сматра се у Механици као један систем 
• 

матеРИЈалних _ тачака. 
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.. Под материјалном тачком разуме се· у Механици махом 

једа.!I ПРОИЗВОЉIjО мали део некога тела и то толико мали, колико 

ми хоЬемо. У извесним случајевима и неко цело тело сматра 

се у Механици као материјална тачка. 

Тело, код кога је отстојаље између љегових матери

јалних тачака аПСОJlУТНО непроменљиво на::!ива се круто тело. 

3 I<ретање и мир. - Једно тело се· креЬе када меља 

своје место у простору, а мирује када не меља своје место 

у простору. 

Да ли се неко тело креЬе или мирује, то утврђује-. 
• • 

мо према томе да ли то тело меља или не меља СВОЈ положаЈ 

према другим т.елима, која сматрамо да миру ју. 

Све оно што сматрамо да мирује и према чему УТВР-· 

ђујемо кретаље других тела називамо систем уиоре~И8ања. 

Систем упо~еђиваља може бити једно или више других тела 

или неки координатни систем или само нека тачка. 

Кретаље и мир су релативни појмови. Апсолутан мир и 

апсолутно кретаље уопште у природи не постоје, као што 

Ьемо одмах видети. 

• Иако нам изгледа да разни предмети причвршhени за 

земљу, као што су телефонски и електрични стубови, зграде 

и други објекти, стално миру ју, ипак они мељају свој поло

жај у васиони, јер се земља окреЬе око своје осовине и 

Сунца а према томе и они с љом, те је тако љихово миро
ваље релативно а не апсолутно. 

Иако наведени предмети, телеграфски и електрични 

стубови и зграде мељају свој положај у васиони, они ипак 

не мељају свој положај један према другом, те је отуда љи

. хово кретаље релативно а не апсолvтно. . . ~ 

• 

Линију, коју замишљамо да неко тело опише при св.оме 
кретаљу називамо uутања или mpajef{mopuja... 

Када је трајекторија права линија кретаље је uраволи

ниско, а када је трајекторија крива линија, кретаље је кра

волиниско. 

Кретаља појединих тела су нам потпуно позната, када 
• 

смо у стаљу у сваком тренутку времена знати где се КОЈе 

тело налази, или другим речима кретаља појединих тела су 



нам потпуно позна!а, када знамо коначне једначине* њи

хових кретања. 

4. Мере ва дужину, тежину и време. - Јединице за 

мерење дужине, тежине и времена, које се примењују у 

Механици су сантдметар ~cm), грам (gr) и секунда (sec), или 
• 

метар (т), килограм (/fg) и сеkУliда (sec), или још у новије 

доба метар (т), тона (ђ и секунда. 

Други Оjl.ељак 

• • 

l\оординатни системи 

5. l\ООРДИ!lатни сисrеми у Механици. - Координатни 
системи, које прш"ењујемо у Механици при одређивању по

ложаја неке покретне тачке су: правоугли или Декартови 

координатни системи у равни и простору; поларни коорди

-натни системи у равни и простору; цилиндрични координатни 

'систем.и елиптични координатни системи у равни и простору, 

који су нам познати 'Из Аналитичне геометрије у равни и про

стору, а које ћемо овде укратко обновити. 

Сем поменутих коордннатних система, примењује се. у 
МеХaIЩЦИ још и криволиниски координатни систем, о коме 
на своме месту бити речи. 

6. Правоугли l<Оординатни систем у равни. ~ По

ложај неке покретне тачке м (сл. 1) у равни потпуно је одре

ђен у правоуг дом координатном систему 
Оху када су нам познате координате у 
покретне тачке М, 

, , , , , , , , , 
Х и у Ь'," 

• • • • • • : , , 
с: /./ 

као функције времена ј. ' ,/ е,/ 
: " .,~' 

Када координата у има сталну вред- /:: ___ 11,__________ 

ност, а х се мења, трајекторија тачке М L..,\_, _____ _ 
је права а паралелна са х-осом; а када () 1 

координата х има сталну вредност а у Сл. 1. 

се меља, трајекторија тачке М је права' • 

Ь па ралеЛliа са у-осом. 

* Једначине у 

. количина, називају се 
којима нема извода ни 'диференцијала променљивих 

, 
уопште коначне ЈеДн.ачnне, 
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Када су обе координете променљив~, трајекторија тачке 
М је извесна крива линија с или права е непаралелна ни са 
• 
Једном осом. 

7. Правоугли координатни систем у простору. - По
ложај једне покретне тач!<е у простору М (сл. 2).с погледом 
на координатни систем Oxyz потпуно је ~ _________ . ____ -. 
познат, када су нам познате координате ./ ! 
тачке М, ,/// Мј I . 

x,y,z /'.1 :z 
као функције времена t. : i 

" I и 
Равни ху, yz и zx називају се /{МР- _ 1/-<Т // 

динанmне равни, а пресеци координатних -----y---<i / 
равни, линије Ох, Оу, Oz, називају се ________ . _____ ._.:// 
/{(}ордuнаmне осе или још и координаmне х 

• 
лиНИје,' 

Сл. 2 . 

8. Поларни координатни систем у равни. -- Положај 
покретне тачке М уполарном координатном систему (сл. З) 
потпуно је одређен када су познате по-

ларне координате тачке М, 

г и ср 

као функције времена t. 
Када -је координата ср стална, онда 

тачка М врши кретање у правцу потега ,p{-....-:C-L._--.x 
• r, а када Је координата г стална, тачка Сл. З .. 

М врши кружно кретање. 
Када су обе координате променљиве, трајекторија тачке 

М је извесна крива. -
Обрасци за преоБРRhање поларних ко-

ордината у правоугле 

што се види (сл. 4) 
координате су, као 

х = г cos СР, у = г sin ср, 
о х . а обрасци за преобраhање правоуглих коор

дината у поларне су Сл. 4. 
У . У tgcp= -, (Р = аге tg -
х . _ х' 

м 

• 
:У , , 

9. Поларни координатни систем у простору или 

сферни координатни систем. - Положај једне покретне 

тачке Му простору (сл. 5) потпуно је одређен када су по

знате њене сферне координате, 

е, ср и IJF 
као функције времена t. 
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Раван хОу назива се код сферног координатног си

стема и екваmорска раван ј а раван постављена кроз покр~тну 

тачку М иz-осу, назива се мерuдијанска раван. 

Угао q> који заклапа потег е са 

2 
равни мења се од - -екваторском 

% 
ДО + 2; а угао 0/ који заклапа ме- . 

ридијанска раван са х-осом мења се 

од О до 21t.* . 
Обрасци за преобраhање сферних 

координата у Декартове су, као што 

се види (сл. 5), 
х = r cos 0/ = 12 cos q> COS 0/ 
у iL r sin 0/ ,= {} COS q> sin 'Ј! 
Z -= Q sin q>, 

( 

! 
i 
I 
! 
i 
i 
• 
i 
i 

• 

Сл. 5. 

. а обрасци за преобраhање Декартових координата у сферне су 

Q _ + v х2 + у2 + Z2 

COS q> = v х 2 + у2 
. Z sm q> =~; 

12 
• 

одавде Је Z 

** о/=агс tg у 
х • 

Када се материјална тачка М креЬе тако у простору, 

да је њена координата Q стална, а.щ и t променљиве, онда 

она описује једну лопту или сферу ј а када су координате 

Q и q> сталне, онда тач~а М описује известан круг.· 

10. Цилиндрични координатни систем. - Положај 

* Угао q> претставља ге ографску ширину, а угао 'Ј! географску дужину 
у Астрономији . 

. ** Кад се за угао q> узима угао између потега 12 и z осе, онда обрасци 
а трансформације координата имају други облик_ 
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једне покретне тачке М, (сл. 6.) У простору, потпуно је познат 
када су познате цилиндричне координате тачке М, 

г, (јЈ, Z, 
• 

као функције времена t. 
Када се тачка М креЬе uроизвољно у простору, онда се 

мењају произвољно и њене координате: Г, q> и 

тачка М креЬе тако, да је њена коорди-

z; а када се 

z 

ната г стална, а друге две произвољне, 
• • 

онда она ОПИСУЈе Један· ваљак или цилин-

дар одакле долази и назив самога коор

динатнога система. 

Обрасци за преобраhање цилиндричних 

координата у Декартове координате су, 

као што се види (сл. 6) 

----------. ---
v 

х = rcos (јЈ, у = rsin (јЈ, z = z ; Сл. 6. 

. kl , 

z 

· , • · ' · , · , , 

,~ 

, у 

а обрасци за преобраhање Декартових координата у цилин
дричне су 

tg q> = L, 
х 

'у 
ср = arctg -, z = Z. 

х 

11. Елиптични I<ординатни систем у равни. Једначина 

х2 у2 

а2 + Ь2 = 1 (1) 

претставља 'нам, с геометриског гледишта елипсу (сл. 7.) 
• • 

ЧИЈе Је средиште у почетку коорди- у 

натног система, велика полу-оса. а 

и мала полуосаЬ. . . 
• • 

Ако обележимо са А један про- fJ/ Ь···· .• 
менљиви параметар. и једначину (1)-х ~+---i'~' .Je"п+-_·~+--:X 

. F. О F, 
напишемо у облику , 

х2 у2 

а2-А + Ь2-А - 1 (2) 

онда нам једначина (2) претставља 
-у 

један систем коничних пресека, који 
Сл. 7. 

имају исте жиже и који се, као што је познато из Аналитичне 
геометрије у равни називају конфокалнu конични uресеци. 

Юща се парамеrар л мења од - со до Ь2, једначина (2) . 
нам пре ставља једну фамилију елипса (сл. 8); када се пара
метар л мења од Ь2 до а2, онда нам једначина (2) претставља 

. , . . 
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фамилију хипербола (сл. 8) и када се л. меља од а2 до + со 
једначина(2) -нам престављз фамилију имагинарних ели пса ... 

Према изложеном, а као што се 

и види (сл. В), сваку тачку у равни I!I 
• • 

можемо сматрати као пресек Једне 

ели псе и једне хиперболе, као коњ . . -х 

фок~лних коничних пресека, који од-

говарају извесним вредностима 1,1 и 
1,2 променљивога параметра 1,. 

Вредности 1,1 и 1,2 су У том слу
чају елиптичне координате једне-

тачке у равни. 

~ 

/; '\ \\\,// 
\ \VS"//Ji '\ 

~"; ><- , 

-у 

Сл. 8. 

~\\ 

1Ј/ -

Ако су нам познате правоугле координате Х1 У1 неке 

тачке у равни, па љихову вредност унесемо у једначину (2), 
• 

онда Је 

-1 , (3) 

или 

х/ (Ь2 - л) + У1 2 (а2 - 2) - (а2 - 2) (62 - Х) = О (4) 

Једначина (4) је квадратна једначина по непознатом 

параметру 1,. 

Ако полином једначине (4) означимо са У (л) и присту
пимо испитиваљу корена полинома У (л), онда видимо као 

што показује таблица (сл. 9), .да један корен једначине (4) 
7'1 лежи између - оо и [2 , а 

л 11- со 
У(л.) 11 -

Сл. 9.-

други·· корен· 7'2 лежи између Ь' 

iIолином У (Ч мења свој знак. 

+ -

• 
и а2, Јер у том интервалу 

А како корену Л1 одговара извесна ели пса, а корену 

1,2 одговара извесна хипербола, то су корени 1.1 и 1.2 елип
ти чне координате, које одговарају правоуглим координатама 

Х1 и У1 неке тачке У равни, пошто Задовољавају једначину (4) 
у исто време сазнајемо да помоhу једна чине (3) од

носно (4) можемо увек одредити елиптичне координате неке 
тачке, када су нам познате правоугле координате. 

, Ако су нам познате елиптичне координате 1.1 и 1.2 неке 



12 

тачке, а треба одредити правоуг ђе координате х и у, онда 
• 
Је према ономе што смо казали.' 

.Х2 У2 ( 
а2-Л1 + Ь2-Л1 = 1, 5) 

извесна елипса; а 

а2 
- ).2 

извесна хипербола. 

(6) 

Када једначине (5) и (6) доведемо на исте коефици

јенте и решимо, добијамо обрасце за одређивање правоуглих 

координата . 
. 2 (а 2- )..1) (a~ - ),2) . 
х = -'------;;:'--'-;-;o;---~ . а2 _ Ь2 . 

, 

2 _ (Ь2 - 1.1) (Ь2 - 1.2) 
у - - а2 - Ь 2 . 

Како се ели пса и хипербола,. које одговарају параме

трима ЛЈ и 1.2 секу у четири та.чке, то се при одређивању 

елиптичних коордиаата неке тачке, мора увек водити рачуна 

у ком се квадрантуналази тачка. 

12. Елиптични координатни систем у простору. -
Једначина 

(1 ) 

преставља, с геометриског гледишта, један елипсоид, чије· 

је средиште у почетку координатног система, а полуосе су 
• 

му: а. Ь и С. 

МИ Ьемо претпоставити да је 

а> ь >с. 
Ако је;. један променљиви параметар, 

• 
онда Једначина 

х2 у2 Z2 
2 " + Ь2 Л + . 2 1.= 1 а -А - с-

(2) 

претставља један систем конфокалних површина другога 

реда. Свакој вредности ЛЈ променљивог параметра Л,· која 

. лежи између - п:. и с2 одговара један елипсоид (сл. 10); 
свакој вредност 1.2 која лежи између с2 и Ь2 одговара из

весан једнограни хиперболоид (сл. 10); свакој вредности 1.3 
која лежи између Ь2 и а2 одговара један двограни хипер

болоид (сл. 1 О); и најзад свакој вредности променљивог па
раметра л веЬој од а2 одговара имагинаран елипсоид. 
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Како параметар л. може имати произвољне вредности 
• 

у наведеним интервалима, то можемо узети да се у сваКОЈ 

тачки у простору секу један елип-

соид, један једнограни хипербо- \ 
лоид и један двограни хипербо

лоид као конфокалне површине, 

које одређују параметри )'ј' л.2 ил.з . 

• Параметри: 1..1' 1..2 И Аз су У 

томе случају елиптичне коорди-
• 

нате тачке у простору. 
• 

Када су нам познате право-

угле координате Хр ћ, Zl неке 
• 

тачке у простору, па њихову вред-

ност унесемо у jeдн,atЏtHY (2), 
онда је . 

или 

.. 

~ 
• 

/ 
у ( 

• 

• 

1\ "-

v/ О I 
~ 

1, 

;) 

z 
Сл. 10. 

(3) 

V~ 

f', 

\"-.... -

х1 2 (Ь2 - л) (с2 - л) + У12 (а2 - л.) (с2 
- л) + 

!I 

+ Z1
2 (а2 -л.) (Ь2 

- 1.) - (а2 - л.) (Ь2 - л) (с2 - л.) = 0(4) 
Једначина (4) је кубна једначина по непознатој л.. 

Када полином једна чине (4) обележимо са F (л) и при

ступимо испитивању корена ПО'линома F (л.), онда налазимо 

као што се из таблице (сл. 11) види да један корен 1..1 лежи 

између - со и с2 , други KopeH~2 лежи између с2 и Ь2, И 

треhи корен )'з лежи између Ь2 и а2, јер у тим интерва

Лима полином F (1.) мења 'свој знак. 

л. 11 
~~--------~----------" 
F(л)1I - + - + 

Сл. 11. 

Како коренима Л1 , 1.2' !.з чије вредности леже у нађеним 
интерва лима, одговарају конфокалне поврщине: елипсоид, 

једнограни хиперболоид и двограни хиперболоид, то су ко
ревн л.1 , 1.2' 1.3' елиптичне координате, које одговарају право-

• 

УГлим координатама: Х1, У1' Zl неке тачке У простору. 

У исто време сазнајемо да помоhу једначине (3) од
носно (4) можемо увек одредити елиптичне координате неке 
тачке у простору, када су нам познате правоугле координате . 

• 
'\(ада су нам познате елиптичне координате: л.1 ., }.2, л.з 
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неке тачке у простору,а· траже се правоугле координате 

тачке х, у, z, онда је према ономе, што смо нашли 
х2 у2 Z2 --;:-----.".-- + + = 1 (5) 

а2 - л. Ь2 - Л. c~ - /'1 1 ' 1 , 

известан елипсоид; 

х2 у2 Z2 

а2 - 1..2 + Ь2 -:-Л2 + с2 
известан једнограни хиперболоид;и 

, 

1, (6) 

х2 'у2 Z2 

а2 _ Лв + Ь2 _ Л3 + с2 _ Л3 - 1, (7) 

известан двограни хиперболоид. 

Када једна чине (5), (6), (7) доведемо на исте коефици? 

јенте и решимо добијамо обрасце "за одређивање правоуглих 

координата 

х2 _(а2 -).Ј (а2 - џ (а2 _ џ 

(а2 - Ь2 ) (а2 - с2) 

(Ь2 - Лl) (Ь2 - џ (Ь2 - 1..3) у2 _ . 
(Ь2 _ а2) (Ь2 _ с2) 

Z2 = (с2 - ).1) (с2 - Л2) (с2 - џ. 
(с2 _ а2) (с2 _ Ь2) 

Како се конфокалне површине секу у 8 тачака, то се 

при одређивању координата неке тачке мораводитирачуuа 

. о томе, у коме се октанту Налази тачка, чије се координате 
одређују. 

13. I<риволиниске координате или генералисане 

координате. - Положај неке Ta'lKe М у простору, уопште, 

може' се одредити помоhу три броја: ql' q2' qз, 

Бројеви ql> q2' qз, називају се /{РU80линиСliе или гене

ралисане координате. . 
Кадгод је познат начин одређивања положаја неке тачке 

помоhу координата ql' Q2' qз,увек је могуЬе Декартове коор

динате тачке х, у, Z, претстави1'И као функције криволини

ских координата, 

х = /1 (ql' q2' qз) 
у = /2 (ql' Q2' qз) 
Z = !s (ql> Q2' qз), 

• 

(1) 
• 

Пример. - Када положај неке тачке М одређујемо 

према сферном координатном систему, онда су криволини

ске координате: ql =е, q2 --: ср, qB = Чг; а Декартове KOOP~ . 

динате изражене помоhукриволиниских су, 
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Је - q1 cos q2 'cos qs 
• 

у = qJ COS q2 Sln qз 
• 

Z = qj sm q2' 
Ако претпоставимо да корДJ,iната q1 има сталну вредност, 

рецимо нулу, онда једначине (1) имају облик 
х = 11 (Q2' qз) , ' 
у = 12 (Qs, qs) 
z -- fз (Q2' qs) • 

(2) 

• 
Геометри.ско место тачака у простору за КОЈе, коорди-

ната q1 има сталну вредност, а q2 и qз ПрО,менљиву, прет

ставља извесну површину, која се назива' 1l00рдинаmна ао
вршuна коордuнаше Ql' 

Једначине (2) претстављају наи ту координатну поовр
шину У параметарском обляку. 

Када из једначина (2) еЛИМ.инишемо променљиве пара
метре q2' Qз, добиhемо једначину прве координатне површи
не изражену Декартовим координатама 

, F1 (х, у, z) = О. 
, Исто тако када узмемо да координата q2 има сталну 

вредност; а Qt и qз променљиве, а затим да координата qз 

има сталну вредност; а qj и q2 променљиве, и извршимо од
,говарајуће елиминације дабиhемо једначине друге и треће' 
координатне површине 

F2 (х, у, z) = О и Fs (х, у, z) = О. 
, Линије дуж којих се секу координатне површине називају 

, се 1l00рдuнашне лuнuје. Коорди-, . 
, натне линије су уопштем случају' Qэ Qz 
криве линије (сл. 12). ,', qz 

; Тангенте Ql' Q2' Qs на ко
-Ррдинатним линијама у тачк.и њи

ХОвога пресека О граде mриедар' 

ОСа крuволuн.uскuх координата. о 
, ' Сл. 12. 

, , 14. Одређивање положаја «рутог тела. - Ако имамо 
~aKBO круто тел() у простору (сл. 13), па узмемо да само 
Једна његова тачка M 1 има сталан по-
,ложај, онда се теЈIO може произвољно 
Окретати око тачке М1, и према томе 

Љегов положај уопште у координат-
НОм систему Oxyz, није одређен. Када 

,УЗмемо да су две његове тачке Ми 

М2 утврђене, опет његов положај H~je 
;рдређен, јер се може обртати око пра-

z 

.k::.~M 
М • r 

}-----!I 

,.l}e,Koja ,би пролазила кроз тачке- М1 Х, 
Јем .. А '''' П~ ""МР"" П<l ,." '!'na "--""Г\_ 'Сл. lа. 

г 

• 



ве т&чке, које не леже у једној правој, утврђене, онда је 
његов положај у координатном систему потпуно одређен. 

Како је' свака тачка. у простору одређена кад су по

знате три њене координате Х, у, Z, то је за одредбу трију 
тачака потребно 9 координата. Али како је раздаљина тача
ка d1 = М2МЗ , d2 = МЗМ1 И dз = М1 М2 * на крутом телу 

• 
стална и позната, и како Је 

d1 = V(X2-XS)2 + (У2-уз)2 + (Z2-zз)2 
d2 = VСхз-х1)2 + (Уа-Уl)2 + (ZЗ-Zl)2 
dз V(X1-X2)2 + (ћ-У2)2 + (Zl-Z2)2 

то у трима једначинама могу бити три координате непознате, 

јер их можемо увек израчунати помоhу наведених трију јед-

начина, те отуда' изводимо став: . 
Положај некога крушога тела у простору потиуно је 

одре!јен, /{ада је uознашо 6 независних /{оординаша његових 

'шрију шачака, које не леже у једној правој линији. 

Тре:liи одељаI< 

Вектори 

15. Скалари и вектори. - Коли-чине које изучаВ8МО 

у Механици двојаке су: једне су. потпуно одређене када је 

позната. само њихова бројна вредност; а друге тек онда, када 

је поред њихове бројне вредности, познат још и њихов пра

вац и смер. 

/{оличине, које су пошпуно одре!;ене, /{ада је позната 

само њихова бројна вредност, нааивају се скаларне величине 

или само скалари. 

Такве су величине: време, маса, темперашура и друге 

о којим<'I Ье на свом месту бити говора. 

f{ОЛllчине, које су пошuуно одре!;ене ше/{ онда, нада је 
сем њихове бројне вредности uощат још и њихов иравац и 

смер називају се управљене величине или вектори. 

'" Раздаљине d1 , d2 , dз, треба ради симетрије тако узимати да индекси 
1,2,3, раздаЉLfна са индексима одговарајуlшх тачака М1 Ма М. qине циклиqку 
пермутацију. 
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друге с 

в дужи које графuчки ирестављају СkалаРllе А 

13елИЧllllе нааивају се таКОђе скалари, U оне 
немају ни' иравца. Нll смера (сл. 14.) 

Сл. 14. 

Дужи, ко;е графuчкu иретстављају уирављене 

н.ааивају се вектори. Сваки. вектор има свој 
почетак, крај, величину, правац и смер (сл. 15). 

с 

величине 

• 
D При рачунању с векторима, акоје резул

тат вектор, мора се увек знати његова вели- Сл. 15. 
чина; правац и смер. 

. . 

Како се вектори обележавају, каквих вектора имамо и 

како се с векторима рачуна,биhе одмах говора. 

16. Величина, правац и смер вектора. - Ако нам је 
---->-

дат известан вектор АВ (сл. 16), онда је његова величина или 

uнтензuтет дужина АВ, њеrов иравац ли-
. . . 

нија L на којој лежи, а смер стрелица, која 
означава куд је вектор управљен. Т"чка А 
је иочеmйк или наиадна шачка, а тачка В ····А 

·'L 
В· 

---->- Сл. 1 б. 
је kpaj вектора АВ. 

Векторе обележавамо великим латинским· писменима као 

што је означено (сл 16); или једним веЛИКИ:l1 
писменом (сл. 17); или једним малим писмеНО"1 

. {сл. 18). -
При писању векторе изражавамо на тај на

чин, што изнад писмена којима смо их обележили, 

малу стрелицу, те тако вектор (сл. 16) изра-
---->- ..... 

жавамо са АВ,' вектор (сл. 17) са Р, . а вектор 

-р 5 • 

Сл. 17. 

стављамо 

-
и .-. .. 

..... 
(сл. 18) са v. . Сл. 18. 

, Ано ири рачунању с векторйма уаимамо у обаuр само 

uн.шенаuтет вентора, онда ааграђујемо ш/смена I<ОЈим.а смо 

llХ обележили двема вертикалнuм лuнијама uли uuшемо иll

смена беа стрелuце, те је тако 

1 Хfз 1 = АВ ; 1 р .1 = р ; I ; I = v. 

ОСНОВИ Раuионалне Механике 2 
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Неkи~исцивекторе обележад~у великиМ и Мал~м го1; 
ск им писменима: 

~, ~, ([, ... , а, Ь, 'С, ••• ; 
, 

и то без стрелице, а интензитете великим и малим латинским 
• 

писменима, те Је тако 

I QI I = А, ... ; I а I = а, ... 

17. Ве вани и слободни вектори. - Вектор чији јЕ 

положај везан за какву праву L или тачку М назива се веаани 
-+ -+ 

вектор. Вектор А (СЈЈ.19) и веткор В (сл. 20) су везани 
вектори. 

-+ 
Вектор А може заузимати .разне 

положаје на правој L, и зато се векто ри 
везани за праву називају још и КЛllаећИ 

вектори 

Линија за коју је везан какав век-
• 

тор назива се наnадна ЛllНUJа. 

ь 
А ј .---

с 

-' - -

Сл. 19. 

• 
Вектор који је везан за неку тачку има увек СВОЈ по· 

четак у таQКИ за коју је везаd. 
. -+ 

Вектор а (сл. 21) чији 
• • 

положаЈ НИЈе 

везан ни за какву праву назива. се сло

бодан веюuор, или само ве1(ШОР. 

-
в ;,", • 

Сл. 20. 

Слободан се вектор може померати паралелно своме 

првобитном положају, те отуда два или ви-
# • 

ше слооодних вектора су Једнаки или е/{ви-
• • 

валент1ill, када ,:,маЈУ Једнаке интензитете 

и смерове, а правци су им паралелни 

Два вектора једнаких' интензитета, , 
истог или паралелних праваца, а супрот- Сл, 21. 

них смер ова зову се суnрошни ве1(тори. Такви, су вектори: R 
-+ -+ -+ 

и S (сл. 22.) и Р и В (сл. 23.) 
В е к т о р и који 

• 
имаЈУ исти правац па 

били истог или су

протног смера, нази-
• 

ваЈУ се уопште 1(ОЛll-

неаРНll ве1(торu. Сл. 22. 

-р. 
- .-" ~~ -

в 

Сл; 23. 

.' .,' 

••• 
.-'~ 
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18. ЛеЏlJ и десшt координатни систем. - Декартов 
правоугли координатни систем (сл. 24.) наЗАва се леви /{оор-
динаттш систем, јер кад замислимо да z 

стојимо у почетку О и гледамо у пози-, 

тиван' смер х-осе, онда видимо да се х-оса, 

мора кретати с лева на десно да би нај-
• 

краhим путем дошла У положаЈ пози-

тивног правца у-осе; а Декартов право

угли кординатни систем (сл. 25), назива 

о /------

Сл. 24. 
се десни, јер се х-оса мора кретати с десна на лево, да би' 
најкраhим путем дошла у положај у-осе. 

\ 

, Обртање х-осе у левом КООрдинатном 

'систему је истоветно са обртањем казаљки 
на часовнику и такво обртање уопште с об

зиром на леви координатни систем сматра се 

као позитивно; а супротно обртање као не

гатиl:SНО. 

Обртање х-осе у де сном КООрдинатном 

z 

0)--_-.. 
!I 

" Сл. 25 

систеVIУ је супротно обртању казаљки на часовнику, и такво 
обртање уопште с обзиром на .z::есни координатни систем 
'Сматра се као ПОЗИТИlJНО, а супротно обртање као негативно. 

При одређивању смера обртања треба, дакле, водити 
• 

увек рачуна о томе КОЈИ се координатни систем узима у 
,обзир. 

~и ћемо смер обртања одређивати, узимајуhи у обзир 
десни координатни систем. 

Пример. - Ако стојимо у почетку О и посматрамо ,........ 
векторе а и Ь (сл. 26) онда ii 

О ---.:::'--~ .... 
вектор Ь, 

, 

видимо да на-

.... 
довезан на вектор а, ву-

.... 
че вектор а у истом сме-

ру, у коме иду казаљ- Сл. 26. 

o-~",~~ 
с 

СЛ. 17. 

ке на часовнику а тај је смер обртаља према нашем коор
динатном систему негативан. 

Кад на исти начин посматрамо 

видимо 
-+ -+ 

да, вектор d вуче вектор с 

-'> -+ 
векторе с и d (сл. 27) 

2* 



• • 
-у противном - смеру казаљки на 

обтраља позитиван. 

часовнику, ,,!,таЈ Је смеЈ 
-о. ""~ 

Када треба одредити смер обр- ----._---------.----
-+ -+ - . 

таља дваЈУ вектора r и S, КОЈИ- и-

мају заједнички почетак О (сл. 28), 
• 

онда сматрамо као да је други век-
• 

-+ -+ 
s надовезан на први вектор r 

о ~--"?"s --

Сл. 28 . 
тор 

(сл. 28) и на претхоДl"IИ начин одређујемо њихов смер обртаЊ2 
-

19. Јединични векгор или арт. - Вектор 
• • 

ЧИјИ. )1 
~ .. . 

интензитет једнаКјединици назива се ;еДllниЧНll вектор или орт 

Ако дуж а (сл. 29) претставља геометриски а 
извесну јединицу* за мерење количина, онда се .. , -,..:;:.. ......... , 

вектор ~(сл. 30) чији је истензитет а = 1, једи- Сл 
нични вектор или орт. Свзки BeI<ТOp може се прет-

29, ' 

-а. , 
ставити као производ из његовог интенЗитета и 

орта истог правца и смера. Тако бисмо неки век- Сл. 3,). . -+ - . 
тор р (сл. 31.), који има интензитет 

30, правац и смер 
ставити у облику 

арта 
ј5 

; могли прет- .. 1 ---~----._, 
О 

Сл. 31. 

Како се сваки вектор може сматрати као производ и! 

његовога интензитета и ор та и како орт одређује правац ~ 

смер, то се интензитет свакога вектора сматра као позитиван 

Ортови ј, ј, k, који одређује правац и смер t<оорди 
натних оса у Декартовом систему (сл. 32.) називају се OCHOBHl 

ортови.** 

* Та јединица може бити, према прнроди вектора, dyn, ст и др. 

. -+ -+ -+ ** Основни ортови i, ј, k, се врло често пишу и без стрелица 

али ми ћемо их писати са стрелицом. 



20. Вектор положаја. .- Вектор, 
~ожај једне тачке У односу на јед-
liy утврђену тачку ~OBe се. векmор 

rl.оложаја. ВектОР r (сл. 33.) ко1и 
одређује положај тачке М у погле
ду на почетак О коор~инатног cl!c
.тема је вектоР ПОЛОЖаја тачке М с 
обзиром на почетак О. 
~. ,Ако би тачка М мељала свој 

положај, онд'а би се мељали·: вели-

21 

који одређује по-

• JZ 

-Ic 

1 

-

Сл. 32. 
}-" ....:,.., 
:)Iина, правац и смер вектора положаЈа r, и положаји М1, М2 , 
••.. 4+ 
,'тачке М би биЛИ одређени векторима положаја Т1 , r 2,··· 

::' 21. ПројеI<ција вектора. - Када из почетне и крајље 
,~--. -. , 
,,~--', ~ 

;:-тачке' вектора А (СЛ. 34.) спусТимо iюр-
мале на осу Ох, добиhемо љеговупро

јбщију Ах. . 
',: , Пројекција вектора на неку осу је 
"скалар, јер је то само llВBecHa величина. 
, '. 

-~ .. . " 
" 

- Ј', -

" на 
-. -,--

"Р" . ' . 
--~ -: Х 
" . . 

. + 
Ако ПрОЈицирамо извесан вектор. Р 

осу Ох, добиhемо љегову пројекцију 

(сл. 35). Када из почетне тачке век-

-. z 

Сл. 33 • 
.. -' 

,10 ра ср повучемо дуж Р1 паралелну са х-осомдобиhемо 
о,. ~.,. . 
~ - ---~-• -+ yrao а, који правац вектора Р, за~ 

-
А 

,'- ~ 

клапа са х - осом. 
" •. Како је Рј = РХ ,то је РХ = Pcos а O_...i...--..;A:..:.=.., _-.l._Х 
одакле добијамо став: СЛ. 34. 

- .. 
" Про јеКЦllја веl{тора на неку осу једнака је llнmеЮllmе-

tтzy BeКZllopa иомножеНllМ кошнусом угла, 

кога ааклаиа иравац Bekmopa са том 
ОСОМ. 

ПримеО. - Израчунати пројек-
-+ 

цију. вектора К (сл.' 36), чији су уг-

. 
р 

() ---.l._-c--.--J __ 

~ 
,>ловиса координатним осама Сл. 35. 
, 

+ 3 
<I (х, К) = 4 7t, 

-+ I 
-1:: (у, К) ="2 л, 

+ 1 
-1:: (z, к) = 4 1t 



а-- интензитет 12. , 
Како је 

• 

3 V2 
. cos 4 ~.= - 2 ' 

• • о .. 

то су тражене ПрОЈеКЦИЈе 

cos 
1 . 
2" = О, cos У2 

2 

У2 ___ " 6 У-2-12·- 2 
• 

Ку = 12 . О = о 
'!I 

"V"2 
Kz = 12 . 2 = 6 У2. 

• • 
• Сл. 36. 

Када се неки вектор, који треба пројицирати, налази 

на самој о'=и, на коју се пројицира, онда је пројекција век

тора је.днака И)Јтензитету самога век тора, јер је угао између 
• 

вектора и осе једнак нули, а косинус једнак јединици. 

22.l\оординате вектора. -.:. 
. -+ 

положаЈ3 R на кординатне осе 

Декартовог правоуглог коор

динатног система (сл. 37), 
добиhемо њe~OBe' пројекције 

Rx , Ry , Rz: 
Ако су уг лови а, ~, у, које 

-+ 
правац вектора R заклапа са 

• 
Х, У и Z-OCOM, онда Је према 

претходном параграфу: 

R cos а = Rx 

R cos ~ = Ry (1) 
R cos у = R; 

Када пројицирамо вектор 

z 
Ј-Т-----;, .1' 

· .Н 
c----':,-;R"...y-+--'-У 

• 

Сл. 37. 

: 
• • • 

-+ 
Ако У крајњој тачки вектора R поставимо равни пара-

лелне са координатним равнима, добиhемо паралелопипед 

-+ 
PNMOTQAS, чија је дијагонала вектор R а ивице, пројек-
ције вектора на координатне осе. А кад је то тако, онда за 
углове а, ~ и у важи познати образац из Аналитичке гео-

• 

меТРИЈе 

cos2 а + COS2~ + 
Када једначине (1) дигнемо 

лобиhемо: 

cos2 '( _ 1 (2) 
на квадрат и саберемо их 



или , 

. ' 

или 

R2 (cos 2 а 

с обзиром 

+ cos2 ~ + cos2 у) = Rx 2 + Ry 2 + Rz 2 

на израз (2) 
R2 = Rx 2 + "Ry 2 +- Rz 2 

R = + 11 Rx 2 + Ry 2 + Rz 2 (3) 

23 

Из једначине (3) можемо увек одредити интензитет век-

'тора R, када су познате љегове пројекције Rx, Ry , Rz; а када 
знамо интензитет И пројекције, помоhу једнаЧИf!а (1) знамо 
Й уг лове. које вектар заклапа са координатним осама, а када 

све то знамо, онда је и положај вектора потпуно одређен. 
Како су Rx, Ry, Rz У исто време и координате крајље тачке, 
..:.. -* ' . BeKTopaR, то се оне сматраЈУ У исто време и координатама 
" " -+ 
вектора положаја R, јер га потпуно одређују у Декартовом 
~правоуглом координатном систему. ' 

Пример. - Израчунати интензитет и правац вектора 
, , ~ 

положаја К у равни, чије су пројекције 
'. ' КХ ~ 12, Ку - 5. 

Тражени интензитет је 
\ К = + 11144 + 25 = 13. 

){осинуси праваца су 
-+ 12 

cos (х, к) = 13' 
,одатле 

cos (у, 

-+ 

-+ 5 
К) =-, ]3 

, . -+ <;::. (х, К) = 220 37' 11" <;::. (у, к) = 670 22' 49" 
, 

, Пример. - Израчунати интензитет и правац вектора 
-+ ., 

,положаја Р, чије су ПРОЈеКЦИЈе 
,', -

РХ = 3V2, Ру = - 3, Pz = - 3. 
, -+ 

. Интензитет вектора Р је 
, 

: р = + 1I,,(з,-с;У=2:;-:;)2-+'---;(--~3)-;;-2 -;+---;:-C---'3~)2- = 6. 
, • -7 -+ 
,. . Правац вектора Је одређен угловима: (х, Р), Су, р) и (z,P), 
,ЧИЈИ су коси НУСИ ' , 

-+ 3 l'Z У2 . -+ 3 1 
CQS (х,Р) = 6 = 2' cos (у,Р) =- 6 '-2 

-+ 1 
cos (z, Р) =-= - 2' 

-< ' '.' 

{одакле је 
';:.':-:-.~-, ~ < 



• 
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. 
-)--)- . . -)-

-9:: (х, Р) 45°, -9:: (у, Р) -.-:. 120°, -9:: (z, Р) = 120( 
Пример. - Одредити 'Место век

-)-

тора положаја М (сл. 38), када су ље· 
• • 

гове ПрОЈеКЦИЈе 

Mz = 10. М.х - 6, '. Му = 8, 
Како су дате пројекције у исто време и 

-)

координате крајњих тачака вектора М, 
• 

то када у простору одредимо тачку ЧИЈе 

су коордииате х = 6, У = 8, z = 10 и 
саставимо са почетком О добиhемо тра-· 

-+ 
жени вектор М. 

-)-

, 

() 

, , 
јМ2I 
• 
I 
• • , 
• 
I , 

z ! . ________ ,_. _____ -' ___ Ј 
ЈИ!! 

Сл. 38. 

Када је неки вектор, Р везан за праву L {сл. 39) која 

у овоме случају има и назначени смер, који се сматра за 
-+ 

позитиван онда је везани вектор Р 

потпуно одређен кад је познат 

положај праве L у координатном' 

систему Oxyz и кад је познат ље-
.... 

гови нтензитет 'Р, и знак (+) плус 

z 

-'јИ 
/ или (-) минус, према томе да ли 

вектор има исти или супротан смер 

рраве L. 

·/0,;-____ _ 

Како је положај праве L у 
координатном систему одређен јед

начинама. 

у = тх + п 
z - рх + q 

Сл. 39. 

где имамо четири непозната параметра т, П, .р, q, 
зани вектор потпуно одређен кад су познати пет 

.... + I PI, т, п, р, q. • 

• 
то Је 1 

подата 

и ако су за одредбу везаног вектора потребни пет ПО)] 
така, махом се везани вектор, ради симетрије образаца, изра
жава помоhу шест података, о којима Ье одмах бити говора 

-+ 
Ако везани вектор Р сматрамо за један тренутак као 

слободан, онда ј.е он одређен својим пројекцијама Р" , Ру, Pz , 

које се у овом случају изражавају са Х, У, Z. , . 
Положај нападне тачке М потпуно је одређен кад су 

• 
познате њене координате Х, у, z; а кад знамо положај Ha~ 

._~ li 
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m'ajx1te тачке 11 пројекције вектора, онда знамо и сам вектор, 

?t;'e тако везани вектор Р одређен податцима 
".~. Ј . 

(х, у, z, Х" У, Z). ' 
. 7 ~ 

23. СаБPlрање вектора. - Збир два вектора а и Ь (сл. 40) 
..,.. . 

J~;BeKTOp с, ЧИЈИ се почетак ~оклапа. са 

i:ћЪчетком првог вектора, а краЈ са краЈем 

:iiJyror вектора надовезаног на први 

~eKTOp, ~ 
~,.,,---.. ' " . 

',из СЛl1ке види~1О не само да Је 
7 ~ ~ 

;~џo да је ~ 

, 

а + ь = с 

7 7 
а = с, 

-!Ј 
-а -а , -

ia , 
-11 ' ~~.~ ... ",-.=.. - ~ 

ь 

Сл. 40. 

'што значи да при сабирањv вектора важи iЮ/(ОIi комуmације, 
-г-' - '_ 
"'Rao и код скалара . 
. , ',' 7~ 7, 7 

Збl1Р три вектора а, Ь и с (сл., 41) је вектор d, чији се 

:nочетакпоклапа са почетком првог век

%Ьра, а крај с крајем треЬег вектора. 
~N ' • 

ИЗ слике видимо да Је 
~ -- .. 

j+~=J 
7 7 7 

a+e=d 
-,,: .. ,,- . 
'Qдакле Је 

-+ -+ -+ 7 / + с = а + е, 
;йли како је 

7 7 -+ 7 -+ 7 

I = а + Ь; е = Ь + с, 

7 7 7 -+ -+ 7 

(а + Ь) + с = а + (Ь + с), 

-I 
-а 

Сл. 41. 

щт:о показује, да при сабирању вектора ,важи и закон асо-

4цјације. 

На исти начин сабирамо четири и више вектора, па 
,било да су они у равни и у простору. 
" ' 

С ~ -+ 7 7 -+ 
Пример. - аорати векторе Р1' Р2' Рз, И Р4 (сл. 42а) 
Како су дати вектори слободни, то се они могу поме-

еЛ1;И паралелно сами себи, те тако кад на крај вектора 151 
, . , 



-+ 
надовежемо почетак вектора Р2 (сл. 42Ь), и затим на ИСТI 

. -+ -+ 
начин на вектор Р2 надовежемо вектор рв, а на веКТОI 

-+ -+ 
Р3 надовежемо вектор Р" добиhемо вектор Р, који нам прет 
ставља збир датих 

• 
вектора а ЧИЈИ се 

почетак поклапа са 

почетком првог век

тора а крај са крајем 

четвртог вектора. , 

Вектор, који до-

бијамо као збир двају 

или више вектора 

назива се вентор ре-

3УЛluанта, а вектори 

• 

Сл. 42а, 

-р. 

-р 

'~, . Р. 
~ 

Р. 
Сл. 42Ь. 

сабирци називају се вентори номпоненте, или само компоненте. 

Сабирање вектора назива се још и слагањевектора у 
, 
Једну резултанту. 

Више пута треба један задани вектор ра~ложити у две 
или три компоненте под извесним условима. 

-+ 
Ако вектор R (сл. 43) треба разложити на две компо-

ненте, чији правци падају у правце С . 
• 

правих АВ и АС онда из крајње тач- ! 
I -+ . 

ке D вектора R повлачимо паралелне N!.····· ........ )? 
D М и DN са заданим правама и добија- . - / 

-+ -+ I 

мо векторе компоненте АМ и AN, Јер је i ... __ ....... 
-+ '-+ -+ -1 М В 
R == АМ+ AN. . 

Најчешhи је случај разлагање век-. Сл. 43. 

тора у компоненте, које имају правце I(оординатних оса. 
-+ ' 

Ако узмемо, један вектор г у простору (сл. 44) са на-
падном тачком у координатном по

четку и ако из крајње тачке тога BeK~ 

тора спустимо нормале на координат

не осе, д06иhемо пројекције вектора 
-+ 
Г: Гх , Гу, Г:г. А кад добивеним пројек-

цијама дамо смерове координатних оса 

множеhи их одговарајуhим ортовима 
.,.. -+ .,.. 

. i, ј и k добијамо компоненте вектора 
-+ .,.. -+ .,.. 
Г: fxi, Гу ј и Tzk, 

• 
те Је тако, 

z 

---"-'---"'-'-'~-" 

Ту 

Сл. 44. 

r , z 
• , 

• !Ј 



~ "* "* "* 
г = гх i + Гу ј + Tz k. 

-? 
. Ако је вектор г (сл. 45) У равни, онда је 

-? -+ -? 

Г - гх i + Гу ј 
• 

-? "* "*.". 
у 

Збир произвољних вектора а, Ь, с, е је вектор i 
.... . i 
r (сл. 46). Ако пројицирамо поједине векторе ! r,J 

, .... -+"*-+ : 
а, Ь, С, е на х-осу и у'осу, . до6иhемо љихове О <С--_--"-' __ 

пројекције ах, Ьх , ех, ех; ау, Ьу , Су, еу, т, .r: 
. . -+ Сл. 45. 

исто тако ако ПрОЈицирамо вектор r, до6иhемо љегове пројек-
ције ГХ и Гу, па како је 

у 
гх = ах + Ьх + Сх + ех, 
Гу - ау .-ј- Ьу + Су + еу --~~----~ .... ..--.. ........ ~." --~ ..... '.- •. -' _. 

то да су наведени вектори били еу . 

. у простору, онда бисмо имали •. 0._. __ ._. __ . __ ._. _~ __ 

.' њихове пројекције и на z-оси, па Су 

би било 
h 

{ z = az + bz + Cz + ez , 
те тако добијамо став: 

Пројекције векшора резул

,mанmе на неку осу једнака је збu-

у..... . ...... 

~ а 
О ах 

т 

СЈI 46. 

, , , 
! , , , , , , 

/" 

ру пројекција појединих ве1<mора компоненашаЈ uлиuројеКЦllја 

.. збира векmора једнака је збuру uројеrщија поједuних векmора 
сабllРGlШ. 

Пример. - Одредити величину и правац вектора резул· 
-+ -+ -+ -+ 

. танте R вектора компонената а, Ь, С када су пројекције век-

тора компонената. 

ах - 6 
ау - -2 

Према теореми је 

Ьх - 3 
Ьу - 6 

сх = -5 
Су = -1 

Rx -
Ry -

6 + 3 -5 - 4 
-2 + 6 - 1 = 3. 

Интензитет 

а 

-+ 
вектора R је 

R = + V 42 + 32 = 5, 

-? 4 
cos (х, R) = "5 = 0,8, 

-+ 3 
cos (у, R) = 5' =0,6 

• . одакле Је 
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.... 
-1::: (х, R) = 360 52' 12", 

.... 
-1: (у, R) = 530 7' 48" 

Нађени интензитет и углови потпуно одређују тражени 
'ј 

BeI< 
• ј 

-; .... 
тор R. Ј 

Када нису дате пројекције, веп вектори компоненте с: 
• • 

угловима КОЈе заклапаЈУ са координатним осама, а тражи с' 

њихова резултанта, онда прво нађемо на познати начин про 
• • 
Јеl<ЦИЈе датих вектора а затим интензитет вектора раЗУЛТ3НТI 

и његове углове са х, у и z осам ако су дати вектори; 

простору. 

24. ОДУ6имање вентора. - Када 
.... 

.... 
вектор Ь треб1 

- . 
одузети од вектора а онда Је 

.... .... ........ .... 
а - Ь - а + ( - ь ) = С, 
што пе реhи: 

.... .... 
Разлика вектора а и Ь -а· li / 

----~ ___ o о ~ __ ~ __ ~ • 

.... 
је вектор с (сл. 47), који 
добијамо, кад почетак век

.... 
тора -а спојимо са крајем 

.... .... 
вектора ( - Ь) надовезаногна вектор а. 

Сл. 47. 

• - . 
ь .. /, 

оо 

I 
о 

.1 

25. Множење вентора једним СI<аларом. - Производ 
.... 

вектора а и скалара П је вектор 

.... 
п . а 

• 

.... 
Ако би п био цео позитиван број, онда би п а био вектор· 

.... 
истог правца и смера као и вектор а, само п пута вепег 

интензитета; ако би п био неки прав разломак, онда би 
.... .... 

интензитет вектора п а био мањи од интензитета а, а смер 
.... 

вектор п а одређује знак, који стоји уз скаларни фактор n .. 
.... 

Тако сваки 
о О 

вектор а, ЧИЈИ Је интензитет а, има а пута 

.... 
веhи интензитет од орта ао истог правца и 

• 
смера, тако да Је 

.... .... 
а = а . ао. 

или 



' .. ' е став: __ 
...• Орт неког векшора може се uрешсшавuтu ЈШО F<ОЛUЧНUI< 

:ог вектора II његовог интеН311тета. 
Према дефиницији множења вектора једнимскаларом 

• 
• 

-+ -+ 
Кад имамо два колинеарна вектора а и о истог смера, 

-+ 
. интензитет вектора а т-пута веlш од интензитета век-

.Ь . онда можемо увек ставити 
-+ -+ 
а = т Ь. 

/ 

26'- Скаларни или '. унутрашњи ПРОДУКТ двају век-
-+ -+ 

• • _ Ако угао, КОЈИ заклапаЈУ вектори а и Ь (сл. 48) 

••. " жимо са (;,ь), онда се продукт 
(~b) = аЬ /cos (;,ь) 

-+ -+ -
I'[эива скаларни продукт вектора а и Ь. п 

Сл. 48 . . 
Бекторе ЧИЈИ се скала рни продукт тражи 

јемо малом заградом*; а износ продукта добијамо кад 
, 

. жимо интензитете вектора и косинус угла кога вектори ,,-.-
',' ". ају. 
, 

• 
Је : 

cos (;,ь) - cos (Ь, ~ , 

.рДакле изводимо став: 
>"Ј'> , -

3а/(он . комушације ваЖll 
, 

и ва СFшлаРНll продукт вектора. 

-+ 
Ако помножимо вектор а скаларно са самим собом 

щО:биhемо 

.... -+ .,.. .... 
* Неки nисuи изражавају скаларни продукт без зграда и то: а Ь или а . Ь,' 



(~~) = а· а coS 60= а2 • 
Скала рни продукт двају вектора је једнак нули,' 

,(-+ -+ \ а Ьј . - О, 

-+ -+ 
у три случаја: 1) или кад је а = О; 2) или кад је Ь = 01 

-+ -+ 
.' 3) или кад вектори а и Ь стоје. један на другом нормално 

. 7с 

јер је у том случају cos 2 = О 
-+ -+ 

Када вектор Ь пројицирамо на вектор а 

(сл. 49), добиhемо његову uројеkцију Х, а 
• 

како Је 

или 

• 

х 

-+ 
Ibl 

cos (~,b), 

х == ь 'cos ~, Ь ), 
то Је скаларни продукт, 

(~b) = ах, 
или 

-+-+) .. -+ 
а Ь = (1 Х ПРОЈекц Ь. 

Сл. 49. 

-+ -+ 

, 
, 

Исто тако, пројицирајуhи вектор а на вектор Ь, доби-

ћемо пројекцију х1 , те ће бити 

(~b) = ь Хр 
одакле излази став: 

СkалаРНll uродуюu двају веkшора, с геомеmрисиО2 ?ле

дишmаједна/{.је ПРОДУkmу ИЗ инmензuшеша једнога векmора 
• • 

помноженог про;еkЦllJОМ другог веиmори на прва веиmор као 

извесну осу. 

Ако је неки од вектора у скзларном продукту сложен 
• 

израз, онда се 011 у загради одваЈа запето:w, а при образо-

вању производа важи дистрибутивни закоГI. Тако је 

~,b + ~ = ~ ь + ~ ~ ), 
ШТО Ьемо одмах доказати . 

• 
------..011 i 



Како је, као шта се види (сл. 50), 

:i'0 ј е 
:с. -"" -+ 
,О;;- Ь + с 
,а, 

-+ -+ -+ 
Ь+ с = Г, 

-+-+) = о r = а Х 

-+ • 
ирОј е/{ц Ь+ 

• 
ирОјекц 

-+ 
иројекц Ь 

-+ 
С, 

+ аХ 

-

-
а 

Сл. 50. 

+ 
uројекц С, 

(~,b+ ~ - (~b) + ~~, 
iџTa смо и хтели доказати. 

-+-+-+ 

/'1: • • • • • - . 
с : 

• • • • , 
• • , , 

з1 

, .. 

Скала рни ПРОДУКТИ основних ортова i i k (сл. 5].) СУ: 

(ii =1, (-+й) =0, (ik =0; 

(јЕ) "о,(јј)=l,(Ј! =0; 

(ti) -о, tJ) =0, (k1)=1. 
Ако ХОћемо за скаларни продукт 

~b) 
га: изведемо аналитички образац 
!Jt,,'7' 
!'tiдa је-

z 

Сл. 51. 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
ах i + аУ ј + . az k, ЬХ i + Ьу ј + bz k , 

&:дакле, узимајуhи У обзир да код скаларног продукта важи 
" ,.' -

~~КOH дистрибуције, добијамо аналитички образац скаларног 

6родукта 
.~ -

(~b - ах Ь< + Оу Ьу + Qz bz 

На основу обрасца (1) добијамо став: 
СКQЛОРНИ иРОДУ/Ш1 двају векmоро једнак је гбuру ироизвода 

fџсmоuменил пројекција тих векторо . 
.: ... 

27. Пројицирање или СI<аларивирање веI<ТОРСI<ИХ 

(iJ~JЏlачина. -
Вен!е биhе . 

-,;. 

Када вектар R (сл. 52) разложимо у ком по-

-+ -+ -+ -+ 
R =- Rx i + Љ ј + Rz k . (2) 



Кад векторску једначйну '(2) помно- z 
...". ...". 

жимо скаларно прво са i, 'а затим са ј и 
...". 
k, добиhемо 

..."....". 

(R i) Rx 
..."....". 

(R ј) - R y -

..."....". 

(R k) = Rz 
одакле изводимо став: 

-
R 

~ 

k :R z 
о -

- ј: 
R,i"J 
, R 
х у 

Сл. 52. 

g 

• 

Кад један веитор разложен у комионенте uомножимti 
...". ...". ...". 

,Сf{аларно основним ортовима i, ј, k, добијамо његове иро 

јекције на координатним осама. 
. . ' / T:+:"""~ 

Помоhу скаларног множења основним ортовима 1, Ј, k~ 
• 

можемо, на исти начин као што смо учинили са једначиноМ) 
'1 

(2), веитОРСI(е једнаЧllне uреобраfiаmll у Сf{аларне; или ДРУГИМј 

речима, помоhу скаларног множења основним ОРТ.Qвима, MO~ 
" 

жемо векторске једначине преобраhати у једначине у KO~ 
, . . . , 

Јима се место вектора, налазе ПрОЈеКЦИЈе вектора. 1 
• 

Пример. - Нека нам је дата векторска једначина 

(3) 

Вектори разложени у компоненте дају једначину 
...". ...". ...". ...". ...". ...". .... ...". ...". 

ах i + ау ј + az k = (Ьх i + Ьу ј + bz k) + (Сх i t· Су ј + Cz k) 
...". 

Кад добивену једначину помножимо скаларно прво са i а 
...". .... - ' 

'затим са ј и k, добиhемо дату једначину (3) у скаларном 

облику 

ах =ЬХ + Сх 
ау = Ьу + Су (4) 
az = bz + Cz. 

Добивене три једначине (4) претстављају једну векторску 
једначину (3). ' 

Једначине (4) показују да је збир пројекција компоне

ната једнак пројекцијама резултанте, што је требало очеки-.' . 

вати, Јер из дате векторске једначине се види да је вектор 
...". .... ...". 
а резултанта Вtктора Ь и С. 

ПосmУUQI{ којим Се веиmорске јеДllQЧllне uреобраhају у 
Сf{аларне, наВllва 

- . 
се llрОЈицирање UЛll Сf{алаРU311рање веиmор-

• 

ских Једначuна. 
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ој1luираље векторских једначина на' показани нач~н, 
. . о за Декартов правоугли координатни систем, КОЈИМ 
ca!VI . '.' •• и 11 искључиво служити за ПрОЈицираље вектор-

.. се , .. 
'с l1а 1ЈИl1а . 

. " ед беI<ТОРСКИ продукт двају вектора. - Векторски 
...... , двају вектора уопште је вектор. који стоји нор
. '., Kl"11

3 
рЗ ВЗI1 , коју одређују та два вектора, и ~шји је 
једнак производу из интензитета тих дваЈУ век

I10Мl1оженом синусом угла, који заклапају та два век
.. : .дер- позитиван-упрзвљен на више, ако други вектор 

3 с''· , '., 113 први, вуче први вектор у противном смеру у 

_,,\ l<ззаљке на часовнику, а негативан - на доле -
. 11' векТОР надовезан на први, вуче први вектор у 
УГ . ерУ у коме иду казаљке на часовнику. ' 
сМ . 

, .... -. хопемо да означимо да се тражи векторски про-
... ' .... -+ ' 

Bel<TOpa . а и Ь (сл. 53.), o~дa их заграђујемо средљом 
. те Је тако 

~ .... ' -+ -+ -+ 
[а Ь] = с О) 

.... .. . 
тор с СТОЈ И но рмално на ра-

-+ -+ 
одређују вектори а и Ьи 

ер позитиван, а интензитет му је 

, , , 
• , , , , , 

о' 

.. /,,, ... 

Сл. 53 

" 

" 
" .. ' 

..-
-
h 

, I~ I - аЬ sin (;, ь), (2) 
• 

,~h'''ГИМ речима интензитет му Је 
, 
Једнак површини пара-

.... .... 
чије су стране вектори а и Ь . 
дефиницији векторски продукат 

.... .... (3) 
-+ .... 

. ' бити У три случаја: 1) Кад је а = О; 2) ,кад је Ь = О 
[а Ь] = О 

",. -+-+, -+-+ 
"'кад је -1: (а, Ь) = О, а 1:: (а, Ь) је једнак нули кад су 

, .. , ,.' -? .... " а и Ь колинеарни или паралелни. • 

. КаКО је 
• sm 

-+ .... .... .... 
-t: (а, Ь) = - sin ~ (Ь, а) (4) 

комуmацuје код векmорског uродукmа не може се 

-+ 
нектар с 

• 
има толико дужинских Јединица, колико па-

нма, површинских јединица. 
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1 , 
uримењиватll, јер ако променимо места векторима у векто, 

" ском продукту, он према изразу (4) мења знак тако да је' 
-+ -+-+-+ 
[а Ьј - - [Ь ај. 

Што се тиче дистрибушивног вакона, он се може пр ,,' 
мењивати 'код векторског продукта исто онако као и 1(0 

, , 

иРОДУ1(та СТ<Gларних величина, те Је тако 

-+ -+ -+ -+-+ -+-+ 
[а, Ь + сј - [а Ьј + [а сј. -

што пемо одмах ,доказати. 

Како 
, 

Је вектор 

-+ -+ 
а - а ао, 

-+-+ -+ -+ 
то у изразу [а, Ь + с] место вектора а можемо ставити ОР1 

-+ 
, , 
• 

ао и кад докажемо да закон дистриБУЦИје важи за продук; 
• 

-+ -++-+ 
[ао. Ь сј , 

-+-+ -+ 
он пе важити, и за продукт [а, Ь + с] и уопште. 

-+ -+ -+ -+ -;; 
Пројекције вектора Ь, с * и њиховерезултанте Ь +с=е1 

у равни R1 , која стоји нормално на орт ;0 (сл. 54) су, Ь1 , С1 И е1 *~ • Кад поједине пројек-
• 

ЦИЈе помножимо, интези-

-+ --
тетом орта ао, добиhемо 

, 

векторске продукте ЧИЈИ 

пе вектори сачињавати ис-
, 

ти паралелограм, КОЈИ су 
, . 

сачињавале ПрОЈеКЦИЈе, са-

мо пе се окренути у сво- и 

јој равни око пола О за ; 
" , 

Јер вектори векторских СД, 54. 
, • • 

продукта, СТОЈе нормално на ПОЈединим равнима, КОЈе градЕ , 
-+ -+ -+ -+ -+' 

вектори Ь, с, Ь + с, са ортом ао, те је отуда 
-+-+'-+ -+-+ -+-+ 

[ао, Ь + с Ј = [ао Ь ј + [ ао с], 
што је и требало доказати. 

-+ -+ * Вектори Ь и с су у простору. 

** Њихове веJlиqине су производ из интензитета одговарајућег BtKTOPI 

11 синуса угда кога ззкдапа вектор са ортом ао. 
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-+-+-+ 
ВектОРСКИ продукти основних ортова i, ј, k (сл. 55) су: 

-+-+ 
I i i Ј = о, 

-+-+ '+ 
[i ј] = k, 

. -+-+ -+ 
[i k Ј = - ј; 

-с>--+ 
[ј ј] = О, 

-+-+ -+ 
[ј k Ј = i, 

-+-+ -+ 
[ј iJ = - k; 

-с>--+ 

[kk] = О, 
-+ -+ -+ 
[ki]= ј, 

-+-+ -+ 
[kj] - - i. 

Кад једначину векторског продукта 

-+ -+ -+ 
[а Ь] = С 

'. ојицирамо, биhе 
.... -+ -+-+ -+ -+ -+ -+ -+ 

, .L,a .,Х ~ + ау ј :- az k, ЬХ i + Ьу ј + bz kJ сх i + Су ј + Cz k 
... ' ПРИМеЊУЈуhи дистрибуrивни закон и обрасце за векторске 

'.. кте основних ортова, 

-+ 
. ' .... и k, 

множеhи целу једначину скаларно 

добијамо скаларне једначине 

сх = ау bz - az Ьу 
Су = az ЬХ - ах bz 

Cz = ах Ьу - ау Ь.< 

(7) 

• 
i(c)'je нам анзлитички претстављају век-
...... с-.' _ 

fОр.ски продукт, изражен својим Пр0-
.~-.~;;._.- ,.' . -

~ј{ДИЈама. . 
- Како се лева страна једна чине х 

~(б)може претставити детерминантом 
\.-".--'" - . . .-

-+ 
Ь.<) k = 

(6) 
-+ 

• 
са 1, а затим са 

z 
I 

Ј.! 

ОЈ.-_ • ..--_о r . .'1 

Сл. 55. 
1.р.еЪег реда, у ЧИЈОЈ су ПрВОЈ врсти 
--~''<,' ----'--".- .'. ~ 

~ртови, У другој - пројекције првог вектора а, а у треЬој -
~~,- -+ 
~!iројекције вектора Ь, то је векторски продукт, 
'. - ' -ј_ ,- ~ ~, 

-+ -+ -+ • • k 1 Ј 
-+ -+ 
[а Ь] - ах ау az 

ЬХ Ьу bz • 
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29. Скаларни продукт вектора и BeKTOpCI\Or 

дукта друга два вектора.· - Израз облика 

-,;. -,;. -,;. 
(а[Ьс]) 

-,;. 

претставља нам скаларни продукт вектора а и 

-,;. -,;. 

продукта . Ь и с. Тај продукт добијамо помоhу 
-,;. -,;. -,;. 

вектора а, Ь и с 

а 

или 

• 
то Је 

или 

Како је 
-,;. -,;. -,;. -,;. 

а = ах i + ау} + az k, 
-,;. -,;. -,;. -,;. 

ь = Ьх i + Ьу} + bz k. 
-,;. -,;. -,;. -,;. 

с =. сх i + Су } + Cz k, 

-,;. -,;. 
• • 
l Ј 

-,;. 

k 
-,;.-,;. -,;. 

ЬХ Ьу bz [Ь с] - d= 
. с х су 

dx = Ьу Cz - bzcy , 

dy-b z Сх - ЬХ Cz , 

dz = ЬХ Су - .ЬуСх , 

Cz 

I 

-,;.-,;.-,;. -,;.-,;. 

(а [Ь с]) - (а d) = ах d;,+ ау dy +az dz , 

-,;. -,;. -,;. -

(1 ) 

BeKTopCK~ 
;ј , . -~ 

ПрОЈекци 

• 

(а [Ь С] ) = ах (Ьу Cz - bz Су) + ау (b z сх - ЬХ cz ) + 
+ а zCbx Су - Ьу Сх ), 

што можемо скраЬено написати у облику детерминант~ 

треЬег реда 

-,;. -,;.-,;. ах ау az 
а [Ь с] ЬХ Ьу bz (2) 

Сх Су . Cz • 

-,;. -,;. -,;. 

Кад векторе а, Ь и С доведемо на заједнички почетак 
О и узмемо их за ивице једног паралелопипеда, добиhемо 
коси паралелопипед ~сл. 56). 
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, \Зl1сl1на добивеног паралело- . 

-+-+ 
',.:::;:: а cos (а, d), (3) 

-+ -+-+ 
d ~ [Ь с] 

• -(/ 
," ,,- ----------------'"":' , , ,,' . 

1. . 
- •• -. __ • .>. 

НI 
. " . " . 
,-' .'~' 
.', .. -' о', ! -.-----' _.------..,. . , . . ' , , : . , - . ! 

; ,1 • 
I .. 

: ' .: , , . 
• • :.: --' _ .. ..,.. -----~7 

, С ! ..... . 

.0 

, . . -' ,,' 
~---;b 

Сл. 56. 
• 

алнО на ОСНОВИЦИ доби

алелопипеда и има инте

. . ," једнак површини основице 

паралелопипеда 

паралелопипеда, то Је 

V·-= d Н. (4) 
. 

рни продукт вектора и векторског продукта напи-

облИКУ 
-+-+-+ -+-+ -+-+ 

( а [Ь с]) = (ad) - d· а cos (а, d), 
f' - обзиром на изразе (3) и (4) ,,;,{е' с 
~ __ .t:_., -+ -+-+ 

( а [Ь с]) = d Н = V, 
,""мО да нам скаларни продукт вектора и вектор-

• 

Ьдукта друга два вектора, који не леже у истој 
:Т, . 

геометриског . гледишта претставља запремину па-
,,~- • 

еда, ЧИЈе су ивице дати вектори . 
. је 

-+ -+ -+ 
(а [Ь с]) = V = о 

• , дати вектори у ИСТОЈ равни, односно КО,планарнu. 

, 

Моменат веваног вектора у погледу на HeI<Y 

Ако се тражи моменат Ё'езаног 

на тачку. Р, која се у, M1P1 

зове ЈОШ и пол, онда 

вектора ~ (сл. 57) 

,'. пuла Р повучемо вектор 

-+ 
'а г, 

• • 
ЧИЈИ краЈ пада у поче-

-+ -+ 
а, за моменат М(Р) век-

. сматрамо 

-+ (Р) -+ -+ 
М= [г а] 

речима сматрамо вектор 

р 

• , 
.. , , 

-г 
Сл. 57 . 

• • -+ (Р) 
М, КОЈИ СТОЈИ нор-

-+ -+ 
раван, коју одређују вектори r и а, чији је смер 
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позитиван -:- на више - ако вектор ~ вуче вектор -;.; ,~ 
Ј 

протном смеру казаљки на часовнику; а негативан -, 
-+ -+ 

доле - ако вектор а вуче вектор r у смеру казаљки на ~ 

совнику, а величина 

• 
S1П 

-+-+ 
(г, а), (1) 

, 

односно чија је величина једнака површини паралелогра~ 

-+ -+ • 
ЧИЈе су стране вектори r и а. 

Кад из пола Р (c~. 58) пову
.-+ 

чемо нормалу d на вектор а, он-
• 

да Је 

'1-+\ -+-+ d = r ' sin (г, а). 

Норма ла d назива се обично и крак 

векшора. Како Је величина моме н-

-+ 
та вектора а у погледу пола Р 

\М(Р) \= \; \ . \ ~ 1 ~ sin t , ~) 

L 
, I( 

-
d./ 

cl 

р, -r 

". 

••••• 

Сл. 58. 

то с обзиром на претходну једначину можемо ставити 

1; (Р) 1=1 ~' . d, 

одакле изводимо теорему: 

• , 

.,. 

• 

Теорема. - ВеличиfjД момента неког вектора У иоглед) 
• • ,ј 

на неКУ тачку, једнака је проuа80ДУ иа интенаитета BeKтop~ 

и ње20вог НОРМОЛНО2 отстојања (крака) од пола, илијошЈ 
. .~ 

величина момента неКО2 вектора У погледу на неКУ тачк) 
• 

једнака је двостРУКОЈ површини троугла, чија је основице 
вектор, а Вllсина крак вектора. .: 

Теорема." - Кад је крак неког векшора једнак нули, од: 

НОСНО кад вектор ,пролааи кроапол, онда је моменат век· 
• 

тора једнак нули. 
" , 

Ако је 

L, дошла у 
-+ ' 

нападна 
• 

положаЈ 

-+ 
тачка К вектора а, клизеhи по 

J(l' који је одређен пр~ма' полу 

• , 
• 

праВОЈ 

р век' 

тором '1 онда Ьемо у овом случају за моменат вектора 
-+ 
а добити 
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• 

•.•. BI-IдI-llVl О да Ј е 

++ -о>
ra]=M(P) , 

'ooI-lјаlVlО теорему: 
+ 

везаног ве1(uюра а 01(0 неког пола . а - Моменат 
М· 

-о>

своју векторсиу вредност а1(О пусти.МО да вектор а 
• • 

араве за КОЈУ Је везан. 

је моменат везаног вектора око пола претстављен 

I-IM продуктом, то кад хоћемо наведени моменат 
• 

да претсrавимо односно скаларним Једначинама 

о, онда поступамо као и код векторског продукта. 

'узмемо пол р за почетак декартовог правоуглог 

. онда је 
-+ -о>- -о>- -+ 

о 

r = х i + У i + Z k, 
-+ + -+ -о>-

а = Х i + У i + Z kj 

+-0>-->-
ijk 
х У Z , 
XYZ 

->- . 
МХ(Р) . У Z - Z У, 

М+ (Р) = Z Х - х Z 
у , 

M
z 

(Р) = .х У - У Х. 

• • • 

(3) 

. ине (3) аналитички претстављаЈУ ПрОЈеКЦИЈе момента 

. вектора У погледу координатног почетка. 
Х, у, Z с обзиром како се до њих дошло, 

координате нападне тачке веазног векторај а 

Х, У, Z пројекције веззног вектора . 
. нам је дат везани вектор горњим 
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подацима, онда помоhу једначина(3) одре

ђујемо пројекције вектора момента, а када 
• • 

знамо ПрОЈеКЦИЈе вектора, знамо и његов 

интензитет и остало. 

Ако тачку О нападају два вектора 
-+ -+ 
а и Ь (сл. 59), онда се они могу сменити 

,-+ 
њиховом резултантом, вектором R. 

-+ ' 
Моменат вектора R у погледу пола 

Р је известан вектор 
-+ (Р) -+-+ -+-+ ..... 
M1i = [г R] = [г, а + Ь] 
-+ 

Моменат вектора а је известан вектор 
, -+ (Р) -+-+ 

M~ ,- [г а], 
..... 

а моменат вектора Ь је: известан вектор 

-+M~) -+-+ 
ь = [г Ь]. 

Кад саберемо једначине (5) и (6) добиhемо 

, 
---

, , , , , 

" -\,R , , , '----.,....:::: 
ь 

Сл. E9~ 

(4) 

(5) 

(6) 

-+ (Р) -+ (Р) -+ -+ -+ -+ ..... -+ -+ 
м ~ + МЬ -= [г а] + [г Ь] = [г, а + Ь] (7) 

Како су десне стране једначина (4) и (7) једнаке, то су јед 
• 

наке и леве, па Је 

-+М(Р) - ""'М(Р) + -+ (Р) 
1; - ~ - Мь' 

, , 
, 
, 

Узимајуhи у обзир да код векторског продукта важи дистри-
, , 

бутиван закон, и за п вектора, добијамо следеhу теорему: 

Теорема. - 3бир момената појединих вектора који на

падају исшу тач1С)Ј, У погледу на неки пол, једнак је моменту 

, вектора реаултанте тих Beкmopa с погледом на исти пол. 

31. Моменат веваног BeI<TOpa у погледу на HeI<Y 
осу. - Када се тражи моменат везаног 

',-+ 
вектораа' у погледу на некуосу U (сл. 
ба), онда узимамо једну произвољну 

тачку Р на датој оси и одредимо према 
-+(Р) -+ 

члану 30 моменат М вектора а у пог-

леду тачке Р. 

Тај је моменат као што смо видели 

-+ (Р) -+ -+ ' 
М = [г а]. 

-+ 

, -
'/1 

fJ 

Сл. 60, 

-,. 

-fl 

, , , , 

ПројеkЦија РР1 момента М(Р) на осу U назива се моменат 
'-+ 

веаано? 'вектода а v UО?ЛР'nlЈ lIП nrll lТ 
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-+ • 
Ако орт осе и 0значимо са и, онда нам Је моменат у 

riледу на осу и претстављен изразом 
• (Р) -+ (Р) 

РР1 М-+ = М . cos 
. -+ (Р)-+ 
(М ,и). 

и 

Како је 

I . COS (ји(Р), ~) = 1
+ (Р)I (+ -). (Р» (-+ -). (р) 

1 . М . cos и, М = и М = 
-). -+ +) 

[г а Ј , 
IШ,за моменат M~) = РР) добијамо 

и 

Ikаларни продукт 

М(Р) -
-+ -
и 

-). -).-). 

(и [г аЈ). 

-+-+-+ 
(и [г аЈ ) 

--
tlaM даје веЛИЧI1НУ момента РР1 има знак плус или ми

-+ 
према томе да ли вектор а има смер обртаља око осе 
супротном или у истом правцу смера- обртаља казаљки 

-- . . 
...•• часовнику. 

. -+ -+ -). 
Ако су нам познате пројекције вектора, и r и а на 

рдинатним осама, онда се вредност момента везаног век

-+ 
а а може аналитички претставити помоhу нађене детер-

нте у члану 29 израз (2). 
Ако на z-оси (сл. 61) узмемо 
звољну тачку В, онда је, према 

-). 

ницији, моменат вектора Р у 

1.Ј1' ду на z-ocy . 

ВВ1 IUB)I cos а. (1) 
Када поставимо 'једну управну 

н R на z-ocy у произвољној тачки 
-+ 

'и пројицирамо вектор Р, односно 

ВАС, . добиhемо пројекцију 
. 

односно троугао ОА1 С1• 
-). 

Р1 У Мом'енат вектора погледу 

• • 
ЧИЈИ Је интен-

. 111- J1~ рЈ . 
Како Је 

z 

с 

в 

А 

-h 

о d,: 

R 

Сл. 6l. 
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- COS а -
• 

као ПрОЈектована површина, према познатом правилу и 

.. теорије површина, то је с обзиром на (1) 

d1 I рЈ . =. 'М(В) 1· ·Cosa = ВВј 
Ако узмемо да раван R клизи по z-оси паралелно саМј 

себи и сукцесивно прелази кроз све тачке z-oce, пројИЦИј 
рани троугао ОАС остаће непромењен, те отуда сазнајемq 

.'4 
+1 

да моменат једног вектора Р у погледу на неку z-ocy дo~ 
бијамо, кад дати вектор пројицирамо на једну произвољн~ 
раван која стоји нормално на оси, и нађемо моменат BeKTOp~ 

+ . 
пројекције Р1 у погледу тачке у којој z-oca продире раван 

+ 
Кад је пројекција Р1 једнака нули.и моменат Be.!<TOp~ 

+ 
р је једнак нули. 

+ 
Када пројекција Рј пролази кроз продор О, 

. . . 

онда Је 

нормално одстојање d1 од продора на Р1 једнако нули, а 

+ 
према томе и моменат вектора Р је једнак нули. 

32. Вектор - функција. - Један вектор може бити 

функција једне или више независно променљивих количина; 

а те количине могу бити скаларне или векторске величине. 
+ 

Кад је вектор а функција неког скалара t, онда то обе-
лежавамо изразом-

+ + + + 
а = Лђ, или а = а (t) 

+ 
који читамо: вектор а функција скалара t; а кад је неки 

+ + 
веКТ9Р v функција вектора положај е Т, онда то Qбележа-

вамо изразом 

+ + -+ 
v = v (г), 

-+ . -+ 
који читамо: вектор v функција вектора положаја r. 

+ 
Ако је вектор u функција више независно променљивих 

скалара t1 , t2 , ••• , tn , онда то обележавамо изразом 

+ 
и читамо: вектар uфункција .скал.ар.а 11,12'" . , Јп • 
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векТОР 1i функција неког скалара [, онда су и 
?PJeI<ltIlje на Декартовим осама Х, y,z функције тог 

[1а је 
ах ах (t), 
ау ау (ђ, 

az = az (t). 

J~o аКО је 
.. у,"" -+ 

И= 

ИХ = Их (t1 , t2, ••• , tn ), 

llу = llу (t1> t2 , ••• , tn ), 

llz Uz (t1> t2 , ••• , tn ). 

otnД BeI<TOp - фУНI<ције . - Нека нам је дата 
• 

• "ф' 8КЦИЈа Ј,с.·· у . -)-. -+ 
а = а (t). (1) 

t промени за /1t (сл. 62) вектор функција Ье 
>-

I1ТI1 за /1 а, па ће бити а (t) 
~;>- . -+ 
да = а (t + /1 t). (2) ii(t+At) 

1)118У (1) одузмемо од једначине Сл. 62. 

стране такодобивене једначине поделимо са /1 t, 

-+ -+ -+ 
/1а а (t + /1t) - a(t) 
/1 t /1! 

, 

/iгn 
• 

/1 t О, кад Је добијамо iO?!'" ',-" - ' за извод вектор [кде 
~,.> .. 
[{{ЦИЈе + -+ da -+ 

Zim а (t + /1!) - а (t) • - , 

dt - а -/1 t= О /1! 

-+ 
da • 

dt - а, 

tiк.,ле је 
-+ • 

da = а dt. 
. . -+ 

су ПРОЈекције вектора а (t) на Декартовим осама 
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-+ 
а вектор а (t + д t) 

то Ье бити - -

ах = ах (ђ, 
ау = ау (t), 
az az (t), 

ах + д ах = ах (t + д t), 
ау + д ау = ау (t + д [), 
az + д az = az (t + д ђ; 

ах (t + д t) - ах (t) 
----~~A~-t~------~, 

одакле за lim д t = О добијамо 

( О -":) '== dax 
а 1 = а х dt . 

На исти начин добијамо 
• -+ 

, ( а ј) 

• -+ 
_ (а k) 

или речима исказано: 

--а'у = day 
dt ' 

, 
= az 

daz 
-:- ~dС:-t ' 

Проје1Сције ве1СтОРС1Сог извода на три сталне Де1Сартове 

осе једна1Се су изводима пројекција самог ве1Стора на исте осе. 

34. Иавод абира ираалике вектор функције. - Ако је 
-+ -+ ->- -+ 
а =Ь +с - е + ... , (1) 

-+ -+- -+ 
и ако вектори -Ь, с, е, ... , зависе од неког променљивог 

-+ 
скалара t, онда кад се t промени за д [, а Ье се променити 

~) -+ --- -+---
за да, вектор Ь за Д Ь, нектор с за д с, па Ье бити 

-+ --- -+ ~ -+-+ '+-+ 
а+ д а _ Ь + д Ь + с + дс -- (е + де) + ... (2) 

Кад једначину (1) одузмемо од једначине (2) и обе стране 

тако добивене једна чине поделимо са Д t, биhе 
-+ -+ -+ 
да дЬ+дс_ 
д t =д t д t 

одакле за lim д t = О, 

вектор _ функције 
добијамо иввод збира и разлике 

или 

-+ -+-

da_ db+ 
dt - dt 

--- -+ dc d е 
dt -----=dt + ... , 
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. .. . . 
а= Ь+ с- е+ ... 

з5. Иавод скаларног и векторског продукта век

I~. _ Ако нам је дат скала рни продукт 
~~ 

(а Ь) (1) 
~ ~ • 

екТОРИ а и Ь зависе од неког променљивог скала ра t, 
" 

тражи извод датог скаларног продукта, који обележа-

" , изразом 
~~ 

d (а Ь) 

dt 
~ 

кад пустимо да се t промени за Ll t, ВеКТОР а ће се про-
~ ~ ~ , 

:;"'''' , за Ll а, вектор Ь за' Ll Ь, па ће бити 

~ ->- ~ '-+ 
(а + Ll а, Ь + Ll Ь). (2) 

ј1зразу (2) извршимо скаларно множење, а затим од 

содузмемо израз (1) и тако добивени израз п одели мо 

" биhе - , 

~ 

• Lla ~ 

ь 
Llt 

за Нт Ll t 

~~ 

d (аЬ) 
-

dt 

+ 
О, 

~ 

d а 
dt 

~ 

а -Ll'-, -'-t - + , (3) 

добијамо извод скаларног продукта 

~ 

~b + ;~ = (а Ь) + tz Ь) 

члан израза (3) се губи као бесконачно мала коли

'наспрам коначних количина. 

',' На исти начин налазимо да је извод векторског про-

~ 

d [а 

dt 

~ ~ 

ЬЈ _ da ~ + 
- dt Ь 

~ 

~ 

~ db . ~ ~ . 
а dt :- [а Ь Ј + [а Ь Ј· 

Кад неки вектор ,а зависи од једног променљивог ска-

", (, онда кад се t мења, мењаће се такође и правац и смер, 
~ 

тет вектора О; или мењаће се само правац и смер, 
~ ~ 

нзитет вектора а биhе сталан. Како вектор а можемо 
, ~ 

,Вити као продукт његовог интензитета а и орта ао, 
~ 

том. случају при диференцијалењу вектора а, узимајy-hи 
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да се при промени скалара t 
-+ 

И· смер вектора а, имаhемо 
-+ 

da da-+ 
dt ={Jfao 

или 

• 
мељаЈУ и интензитет и 

• -+ • 
а --'- а' ао + а ао. 

-+ 

ј 

правац 

Узимајуhи да је интензитет вектора а сталан, а да се меља 

само правац и смер имаhемо 

јер" је 

, 

'36. Иаводи вишег реда вектор функција. - Кад из-
-+ -+ 

вод вектор функције а = а (t) 
-+ --

понова диференцијалимо 

функције 
d 

dt 

da • 
-=а 
dt 
добиhемо други 

-+ 
da 
dt 

о 

da о. 
= =а. 

dt 

извод вектор 

Поступајуhи тако даље и даље, можемо имати п-ти извод 

вектор функције. , 
Пројекције другог извода на сталне осе биле би 

а п-тог извода 

(п) (а (п) а (Н) az(n)). 
а х , у , 

37. Вектор Интеграл. - Криву L (сл. 63) можемо сма
трати као део обима неког лолигона од беско-

начно много малих страна. Ако један бесконачно 

мали део линије L сматрамо, према напред рече

НО м, као праву, дамо јој извесан смер и обележимо 
-+ 

са dl, онда се тај део линије назива уuрављеНllли-
ниски елеменат.' Сл. 63. 

Ако имамо неку криву ПоВршину F (сл. 64), па на њој 
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један бесконачно мали део dF, онда можемо у том 
.. ' ементу на нормали криве површине кон

-+ 
уисати један вектор dF, чији је интензитет 

-+ 
ак dF. Тај бесконачно мали вектор dF 
се уирављени uовршuнскuелеменаm. 

Ако постоји неки скалар ср, који за разне 

криве L и површине F има разне вред
онда су производи 

. -+ ----+ 
. ср dl и ср dF 

Сл. 64. 

оначно мали вектори. Збир свих бесконачно малих век
ра за све тачке криве L назива се интеграл дуж криве L 

-+ 
ср dl и претставља се изразом 

. Ј ср dl . 
L . 

И1сто тако збир свих 
~i:~ 

бесконачно малих вектора за све тачке 
----+ 

површине F од ср dF' а ~овршине F назива се интеграл дуж 
~"" -
![изражава се са 

Јср dF. 
F 

• 
су и у Једном и у другом интегралу сви елементи Како , век-

:tори . . • 
то су и сами интеграли вектори . 

Четвр,ТИ одељак 

Примена вектора у Аналитичној 
геометрији * 

и Диференцијалној 
• 

:' / 

38. Једначина праве линије. - Нека нам је дата права 
{;.у простору (сл. 65). Кад на датој праВОЈ узмемо један про-
~~" -+ 

• 
, 

!~звољан вектор а, онда је везани 
" -+ 
;Вёктор а одређен његовим про
'" ' ~екцијама Х, У, Z и координатама· 
~Jiападне тачке М (х, у, z). 
:4'- ," 

'" Вектор положаја нападне 
.-,' -7 
'тачке М је ,. 
i: Кад на правој L узмемо још 

• 
~JeДHY IIРОИЗВОЉНУ тачку М1 , чији 
~- - , ---""-
,"',о - r 

?~Je вектор положаја '1' онда је 
-+ -+ ----+ 
'1 r + ММ1 • 

z 

-r 

Сл. 65. 

. *Вектори налазе велику примену у Аналитиqној и ДИференцијаЛНОј 
~еометрији. Ми Ьемо се овде бавити тиме само у толико, колико нам је 00-
!'·'·H:!.~~T"'" ~ __ ••.• _____ • __ ~ ___ •• __ ...... _~ .#;. •• ~ ........ 
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--+ -+ 
Како је вектор ММ1 = та, • 

• 
то Је 

-+ -+ -+ 
Г1 = r + та, 

једначина праве у векторском облику. 

(1) 

-+ 
Вектор Г1 је функција скалара m. Кад се т мења мењ 

-+ -+ -+ 
Ье се и вектор Г1 • Вектори r и а су у овоме 

. '. 
случаЈУ ка 

стални параметри. 

39. Једначина криве у простору. - Ако нам је дат 

каква вектор функција 

-+ -+ 
r = ј (t), (1) 

-.;. 
где је r вектор положаја, а t неки променљиви параметар 

онда кад се t мења мењаЬе се и вектор 
• 

положаЈа и по веЛИЧИНI1 и по правцу и 
+ 

крај вектора положаја r описаhе извесну 
криву М1 Мз (сл. 66). Векторска једна
чина (1), дакле, графички претставља О 
неку криву у простору. 

Кад имамо какву "риву s у про-
Сл. 66. 

стору на којој смо. узели тачку Мо као почетак од које ме-
• 

рима лук криве s, и узмемо Један про-

извољан пол О (сл. 67), онда свакој тачки 
. лука криве s одговара извесан вектор 

положаја -;. 1: 
-+ 

Вектор положаја r је, дакле, функ-
• 

ЦИЈа лука s 
-+ -+ 

о 

r = ј (s) (2) СЛ. 67. 
-"' .. , 

40. Навод вектора положаја. - Ако је вектор поло
-+ 

жаја r функција параметра t 

-+ 
r 

• 

-+ 
= r (t), (1) 

онда кад се параметар t мења, мењаие се и вектор положаја 
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С" _ • 

" -+ ~paj веЈ{тора положаја r описаhе криву s (сл.' 68) чији лук 
[имамо да расте од М ка М1 • 
~.' , -, 

:{" Како за вредност t, пара ме-
ја t, одговара вектор положаја 

ЈМ 
"' -. -+ -+ 
~!' r = r (t), ... ;.' --

:;за вредност t + 6. 
1, .. ::"- . -7 

еЕТОР положаја ОМ1 .. 

(2) 
t, одговара 

О 1--: + s.r, T(t·::,.t) 

СЛ. 68. 

-+ -+ -+ 
r + 6. r = r (t + 6. t) , .' (3) 

• 

'.-- -

fiвидимо да прираштају 6. t параметра t, одговара при-
",_,_. 
t;~--' --;,.. -+ -
rtWTaj 6. гвектора г. • 
~,' Кад једначину (2) одузмемо од једначине (3) и обе 
~-,,- '-
~He добивене једначине поделимо са 6. t, биhе 

-+ . -+ 
r (t + 6. t) - r (t) 

• • 

6. t 
(4) 

Ah.o сад узмемо да 6. t-.+O, онда Ье .вектор, положаја 
--+ . 

постати бескона,ЧНО близак' вектору ОМ, прираштај век-/ .• , '1 • 
. --+ ,-+ -+ 
а 6. г, постаЬе диференцијал dr вектора положаја r и 

е правац. тангенте Т криве s у та'ffi:И М, а смер уперен 

"..,н страну на коју лук криве.s расте, и израз (4) постаје 

-+ 
dr 
dt = Zim 

• 

r (t + 6. t) - r (t) 
6. t 

-+ 
dr • 
{Ј! = г. 

• 
r 

Ы -.+ О 
, 

(5) 

Израз (5) 
IlHIJJ8.MeTpy t. 

нам претставља извод вектора положаја 

-+ 
.' 

-+ 
r по 

Иавод вектора 
-+ 

uоложаја r ао иараметру 
dr . 

t, dt'· односно 
0:':1. .. ' - • . 

'li!e kao што в~димо вектор, КОЈИ има смер тангетне у тачкu 

~;нaиepelt на ону страну на коју лук ЩJUве s расте. 
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Ако сада узмемо да је вектор положаја г функција луц , 
s поступимо као мало пре, односно свуда на место t, t;.t·· 
dt ставимо s, II s и ds, израз (5) постаhе 

-+ 
dr • -- Г5 • ds 

-+ 
Како је dr бесконачно' мали вектор, који има смер тангент 

чији је интезитет бесконачно мала раздаљина тачака м' 
Мр и како је дужина лука ds иста раз даљина тачака М' 
'М1 то можемо ставити -+ 

[. I dr I - 1 
lm ds - , 

или 

I '5 I = 1, 
одакле добијамо закон: 

-+ 
-+ . dr . . 

Извод BeKmoDa положаја г по ЛУКУ s, ds односно Г5 је Be~ 
. . 

тор, чији је иншензuiaет једнак једиfllЩИ, а смер тангент 
-+" 

У тачки М, или другим речима извод векmора положаја г п; 

ЛУКУ s, је једнак ОРШУ mангенmе У mаЧ1<и М, дакле 
-+ 

:;== Г5 = ~ 
-+ 

где 'о претставља орт тангенте. 
~ 

КаД је вектор положаја -; орт, дакле 1-; 1- 1,функција 
параметра t, 

-+ -+ 
г = г и), . 

онда кад се t мења, мењаЬе се и орт, али само по правцу 

и смеру и крај орта описаhе кружну линију (сл 69). 
Извод орта за тачку М биће пре- . 

. 
ма претходном закону арт тангетне у 

тачки М 
-+ 

dr 
dt 

-+ 
1:0. 

-А како је у овоме случају тра· 
јекторија круг, чији је полупречник 

арт, а тангента код круга стоји нор· 

. мално на полупречник, то добијамо 

RaKOH: 

-r 
о м 

Сл. 69 . 
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-+ .. r као вектора положаја, је орт '(о, /<'оји 
-+ 

.. -. opiй Г. 

КРIlВlIна и главна нормала кривих 
нам крива s (СЛ. 70) графички претставља 

-+ 
• . положаЈа г по луку s 

'= -;. (s). 
...... тачки М криве s 
у 

. претходном парагра- L------l~·------~A\ 
t 

• 
узмемо буди Сл. 70. 

је увек 

-+ -++ ) 
ft = г . ММј , 

-

m то, то добијамо једначину тангенте 
-+ -+ + ft = Г . т То • 

• • 
ве ЛИIiИЈе за све тачке праве имаЈУ исти 

iPY .., 
.. леже увек у саМОЈ праВОЈ ЛЙНИЈИ . 

...... линија крива, онда тангенте за разне тачке 
. правце и смерове, те отуда промена правца· 
. изражава промену кривине кривих. 
Ц и смер тангенте дат изразом 

-+ dr . -+ 
_ = г. = То 
ds· .. 

о 

и смера тангенте изводом израза 

) 
• 

dr 
оо dTo f s --- ds ds 

-+ 
iвине К одређен изразом 

~.. .. 
к = f s 

• 
= То· 

о 
о • - То - , 

(1) 

(1) 

(2) 

IНОЖИМО скаларно самим собом биhе 

. 1. (3) 

диференцијалимо имаhемо 

о ;0) + (;0 0;0) о 
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или 

(;: ;0 ) о (4) 
Како је 

• --+ 
то = К 

то Ье према изразу (4) бити 
-+ -+ 

; (то к) О, 
• • 

а када Је скаларни продукт два вектора Једнак нули, ОНД1 

ти вектори стоје један' на' другом нормално, те отуда сазна 
,-+ • 

јемо да вектор криви не К стоји нормално на тангенти, 
, . 

према томе има правац и смер главне нормале криве. 

-+ 
Кад 

• 
са поозначимо орт вектора кривине, онда Је 

-+ 
- -+ к 

по - • -+ 

I К' 
Како 

• 

Је 
1 

I к I 
= Q, 

• , 

то Је 
1 -+ -+ 

ПО - К, (5) 
Q 

• 
где Ј е Q полупречник кривине криве. 
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l{инемаТИI<а 

п ети одељак 

I<инематика, тачке 

А2. «ретање тачке. - Ако се нека тачка креће у про

'П", и љено кретање одређујемо према полу О (сл. 71)" 
времену 'о тачкз се налази у Мо, У вре-

11' тачка се налази у М1 онда та покрет-
чка описује путању или трајекорију ~~ / 

'RV Мо М1 " 
,Свакој тачки М криве МОМ1 одговара 

,-+ 
Ч'тян вектор положаја г, који је функција 

t, 
-+ -+ 
r = 1 (t). 

1\\ 

,-

Сд.71, 

Пројекције х, у, ZBeKTopa положаја на Декартов пра

, .' ли триедар су таКОђе функције времена, те отуда кре-
. , 

неке тачке нам Је потпуно познато кад су нам познате 

екције њеног вектора положаја као функције времена 

Је = 11 (t) 
У = 12 (!) , (1) 
Z = h (/) . 

• , Када су нам познате једначине 
време t, добијамо једначине 

• у = ср (х) 

Z = Чf (х), 

(1), па из љиХ елимини-

(2) 

,одређују геомеmриски облик трајекторије у простору. 

',Ако се' нека покретна тачка у времену to налази у Мо, 
" ну t1 У М1 , У времену t2 у М2 , ••• ,(сл. 72) онда је пут 

се мери од једне изабране тачке, а који покретна 

, 
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тачка пређе у току изв~сног времена, функција времена 

s = f (ђ. 

Функција s = f (t) назива се још и iЮКОIl пута. 

Према изложе.ном кретање не

ке тачке може бити' дато или век· 
• 

тором положаЈа или законом пута. 

Помопу закона пута 'можемо 

за свако време t одредити пређе- Мо 

ни пут. Сл. 72. 
Време to од кога почињемо посматрати пређени пу;~ 

назива се почетн,о време. Положај у !<оме се покретна тачк 

налази у времену to . назива се аочетllll положај или UНUЦШ, 
• • 
/аЛIlU ПОЛОЖQJ покретне тачке. 

Пример. - Вапи једначину трајекторије и закон ПУТ:Ј 
• •• -о :~ 

неке покретне тачке, ЧИЈе су ПРОЈеКЦИЈе вектора положаЈI'! 

дате једачинама 

х 3t, у = 4t. 

Када из једначина (3) елиминишемо 
време, добиhемо једначину трајекторије 

4 
. У = '3 х . 

. Трајекторија је права (сл. 73). 
Пређени пут ОМ је функција времена t, 

s = ом = f (t). 

Како је елеменат пута, 
• 

(3) 

у 

о 

Сл. 73. 

то је у датом случају, с обзиром на једначине (3), 

. ds = V 9dt2 + 16dt2 = 5dt, 

а закон пута 

t 

s = 5 dt = Ы . 
• 
о 

• 

х 
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· _ Брвинапокретне тачке. Када се нека таЧка 

. простору, и у времену 10 налази у Мо, а у времену 

•... (сл. 74), онда Ье !а тачка утоку 
• 

заузимати разне положаЈе према 

Сваки положај покретне тачке 

уно одређен вектором положаја 

функција времена t .... .... 
r = r (1). (1) 

о 
. о пројекције вектора положаја 

Сл. 74. 
;:;~ ртов правоуг ли триједар су 

• • 
. времена t 

х - 11 (t) 
У - А (t) 
z - fз (t). 

110кретна тачка у 13ремену t наЛiJЗИ у М, а у 
.... .... '. + д t У М1 онда СУ љени вектори положаја. r и 

.. Прираштају времена Д t одговара прираштај век
-'?-

а Д г . 
. " . ~ 
'.' аштаЈ вектора положаја д' r има 

Д х, ду, д Z, 

кођеФункције времена. 

• • 
ПрОЈеКЦИЈе 

'0 прираштај вектора ПО.'lожаја и његове пројекције 

;:;,.с:',. Д t, б ип е 

. . дх 

д!' 
. .-4-

(2) 

(3) 

узмемо да се вектор положаја ОМ! приближи 
. . ~ -
..•.•. блиско вектору положаја ОМ, И.'lИ другим ре-

.' - x't 
. :' , , 

О да Д t ~ О, онда количници (2) и (3) 

.... 
dr • 

dt 
r 

dy = y't 
dt ., 

dz _ 't 
dt - z . 
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-+ 
Прираштаi, вектора положаја д r, ПQстаје дакле 

-+ ' 
ренцијал dr и заузима правац тангенте Т у тачки М, и 

смер управљен на ону страну на коју лук трајекторије 
-+ 

. dr . 
. Извод dt' односно г, а који се још обележава и са 

претставља брзину покретне тачке у тачки М, те тако 
бијамо следеhу дефиницију брзине: ' ' 

Брзuна неке иокретне шачке у некој шачки М њене тр 

јеltторије је ИЗВОД вектојю положаја тачке М по BpeMeHY,~ 
с ., 

трајекторију уперен на он 
- ----

има иравац и смер тангенте. на 

страну на коју се тачка креhе. 

Изводи 

dx r dy / dz , 
dt = Xt dt =У t =·Zt , , dt , 

• 
обележавају 

• 

КОЈИ се ЈОШ и са 

VЮ v y, Vz, 
.• -+ 

претстављају пројекције брзине r односно V. 

Кад су нам познате пројекције брзине Vx, Vy, VZ , онда је 

интензитет вектора брзине 

~ V V-
x
-;;2:-+-;--V-·y"""2 -+;--V-z~~' 

Ако пројекцијама 

смерове координатних 

брзине Х', у', z' односно vx • Vy; Vz 

оса множеhи их одговарајуhим 
• 

вима, онда ј е 

• 
г-

односно 
-+ -+ -+ -+ 
V = Vx i + Vy ј + Vz k. 

Ако сада узмемо да нам је познат закон пута 

s = f (t) 

. 

дамо 

OPTO~ 

по коме се покретна тачка креће по својој трајекторији Мо М1 , 

(сл. 74) онда ако један произвољан део пута М М1 означимо са 
,!/ s 

и пустимо да се тачка М1 приближи бесконачно тачки М, 
произвољан мали део пута ,!/ s постаhе 

ds = -+ dr , 
а 

-+ 
dr ds 
dt dt' 
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->-
dr 
dt 

интензитет брзине покретне тачке у тачки 

ds _ f' (t) 
dt 

~PT брзине покретне тачке у тачки Л1. 

римедба - Како:је брзина вектор који има правац и смер 

на трајекторију, уперен на ону страну на коју лук тра-
, . 

..... ије расте, то кадгод Је кретање праволиниско вектор 

, има правац и смер самог кретања јер тангента праве 
, . 

лежи у праВОЈ ЛИНИЈИ. 

имер. - Наhи једначину трајекторије и брзину по

"е тачке у времену t = 1, чије су пројекције вектор а 

а дате Једначинама 

х = t2 - 16 
У 2t + 4 
z = t - 3. 

• •• • 

( 4) 

из Једначина ПрОЈеКЦИЈа вектор? положаЈа елимини-

t, добијамо једначину трајекторије 
, 

. ',:- 2 V х + 16 + 4, z = УХ + 16 -3, 

м претстављају извесну криву у проtтору. Када ди

ЦI'lЈалимо дате једначине (4) биhе 

dx 
Vx = 2t 

dt 
dy 

Vy 2 
dt 

dz 
1 , = vz 

dt 

. ,--

Је интензитет брзине покретне тачке уопште 

. '= 1, брзина је 
V = 3. 
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-Пример. - Наhи трајекторију и брзину покретне Ј:еадч~ 
за t = 5, када су пројекције вектора положаја дате НЈ 

. чинама 
x=]--t2 

у = t2• 

Из пројекција вектора положаја видимо 

да је кретање у равни, јер вектор поло

жаја нема пројекције на z-оси .. 
Када из једначина (5) елиминишемо 

(5) 

fJ 

-~ 
параметар t· добијамо једн~чину TpajeK-__ x-.---o~~:----:~ 
торИЈе 

у = 1 - х. 

Трајекторија је ..fIpaBa L (сл. 75). 
Када једначине (5) диференцијалимо 

биhе 

• . одакле Је: 

dx 
dt - Vx 

dy 
dt 

- vY 

- 2t 

2t 

v = v 8t 2 = 2t V 2. 

За t = 5 тр'!жена брзина је 10· V 2. 

-у 

Сл. 75. 

- . Пример_ - Наhи брзину покретне тачке ЧИЈИ Је закон 

пута 

s = 2t2 - 1. 

Кад диференцијалимо закон пута по времену добијамо брзину. 

ds 
dt = v = 4t. 

Кад дајемо времену t разне вредности добиhемо одговара

jyhe брзине покретне тачке за те вредности. 
Кад је брзина неког кретања стална количина иод нуле 

различита онда се то кретање назива једнолuко креmање или 

равномерно креmање; а када је брзина променљива кретање 
. 

се назива променљива крешање. 

Пример. - Нека нам је дато кретање 

s=5t-l. 
Брзина датог кретања је 
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ds 
dt =v = 5. 

liто кретање је једнолико кретање-јер му је брзина стална • 
. Пример. - Нека нам је дато кретаље 

s=3t2 +l 
Брзина датог 

• 
кретања Је 

ds . 
dt = v = 6t . 

• • 
датог кретаља Је променљива као што се види из 

(сл. 

t 11 
v I1 

Када се 
~-' 

[9ку.времена 

~"' ... <-'. ~. 
,","', 

76.) 

о 1 2 3 4 
о 6 12 18 24 

Сл. 76. 

нека тачка креће променљивом 

t пређе пут s, онда се брзина 
s 

~ .. 
iзиви средња брзина. 

v ="7 

• • • 

• • • 

брзином, па у 

I}(' Пример. ~ Колика је средња брзина неке покретне 

~~чке. која се креће променљивом брзином и' за 15 минута 
~peђe пут од 1800 т. . 
-... Тражена средња брзина је 

. 1800 
v = 900 -'- 2 m/sec. 

Проблем' потере - Одредити једначину трајекторије 

ј{ера, који гони зеца, узимајуhи да се у почетку кретања 

~'eц налази у координатном почетку о (сл .. 77), а кер на 
~псцисној оси на извесном отстојању у' 

:ед зеца и да се зец креће константном 

It>рзином Q дуж у-осе, а кер у потеру 
-.... , 
~~a љим константном брзином Ь. 
• (,. Како кер у своме кретању има 
",-,- -

;,стално у очима зеца, то тангента у ма-

:којој тачки трајекторије сече у-осу у 
" 

',тачки где се налази зец. 
· ) 

Ако једначину трајекторије прет-

:.СТавимо са у = Ј (х), а један део лу- О 
· . 

;ка' трајекторије са s, онда је једначи-
'на тангент.е на трајекторију I 

dy 
Y-y=d х-х . х 

Сл. 77. 



ба 

а како тангента сече у-осу стално у таЧК8ма О, at, то 
жемо ставити 

at - у - - х 

Пређени пут кера је 

s - Ы, 
• 

а одатле Је 

ds = bdt· 

dy 
dx 

• 
(1) 

(2) 

Када сменимо t у једначини (1) његовом вредношhу1 
једначине (2) добиhемо диференцијалну једначину Tpaje~ 

. торије кера 
as 
Ь 

-у =-х 
dy 

dx 
• 

(3) 

Како се диференцијалне једна,!ине у којима се налаз] 
. -. 

лук интеграле, када се претходtlо диференцијале, то Ьем! 

једначину (3) диференц~алити па Ьемо имати 

а 

Ь 

1 
2 

- х 

где је ds смењено са V 1 + yl2 dx . 

Када ставимо . 

_dy ... у' 
dx -

и извршимо смену у једначини (4) 

имаhемо 

а dx dy' 
--

dy' 
dx ' 

ь х v 1 + у'2 ' 

ода({л~ интеграљ ењем . добијамо , 

- .~ L х + L С1 = L (у' + v 1 + у'2), 

где је С1 и нтеграциона константа. 

(4) 

(5) 
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а 
Ако ставимо - Ь = k, дигнемо Jlогаритам и осло-

корена у једначини (5), имаhемо 

dy 
dx 

с xk - С -1 x-k 
== 1 1 , 

2 

интеграљењем добијамо тражену једначину трајек

е кера 

С1 хН1 

У = 2 (k + 1) 

'Интеграционе константе С1 и С2 одређују се из почетних 
кретања. ' . 

.... 44. Ходограф. - Ако нам је . дато кретање тачке Мо 
описује трајекторију МоМа , (сл. 78а), онда за 
тачку траЈеКТОрИЈе можемо одредити, на познати • • 

н, векторе брзине по величини, правцу и смеру . 
. Када смо одредили 

брзине за тачке 

М1 , М2 , Мз, ... , па уз-
• 
Један произвољан 

....... ' 01 (сл. 78Ь) и век-
. +-++-+ 
брзине vo, V1 , V2 , Vз 

мо као слободне и 

есемо их у пол 01,онда 
крајеви вектора брзине 

у извесну криву Н, 

'\'1, М. V; 

О, 

о 

Сл. 78а Сл. 78Ь 

..•. се назива ходограф . 
. Ходограф је, дакле, геометрuско место крајњих тачака 

брвине, ПО8учених ив једног пола. 

Како су вектори брзина функције својих пројекција, а 
.... су функције времена t 

Vx = СР1 (t) 
Vv = СР2 (t) 
Vz = СРз (t), 

из последњих једначина, на познати начин, елими

време t, добиhемо једначину ходографа . 
. Пример. - Наhи ходограф брзине кретања тачке. чије 
етање дато једначинама 
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х = 3t2 

У = 3 (1-t)2. 

Кад дате једначине диференцијалимо добиhемо прој~ 
ције брзине 

dx 
dt = Vx = б t 

dy . 6 
dt = vy =- (1-t) . 

Ако узмемо један координатни систем. О ~ 1] (сл.' 7~ 
и пројекцију VX пренесемо на ~-ocy, пројекцију Vy на 'I'}-oq 

• 
онда Је: 

~ ~ б t 
1] - б (t-1). 

Када из једначина (1) елиминишемо t, биhе 

1] = ~ - б. 
Ако се вратимо на координатни систем 

Оху, онда је једначина ходографа 

у = х - б. 

Ходограф датог кретања је права 

линија, коју можемо према нађеној једна- -

(1) 

!-----;:. 
lJ . " 

чини конструисати. Сл. 79 . 

. Кад је кретање у равни, па је нека од пројекција брзин-~ 
стална количина, онда можемо одмах конструисати ходограф' 

., 

Пример. - Једна чине кретања су 

х = t 
У = cos 2t. 

Пројекције брзине су 

Vx = 1 



с:;: = Vy =- - 2sin 2t 

Пројекција брзине на х-оси је стална ко
~ичина 1, а пројекције на у-оси су про

liiенљиве али највеЬу вредност могу има

~и + 2 или најмаљу - 2. 

~' Ходограф брзине датог кретања је 

'~paBa С (сл. 80). 
, 

'~ Из ходографа , 
видимо да је брзина 

" ' 

;t променљива, и да јој је пројекција Vx 
.'-; . 
:стална а Vy променљива, као и то да је 

0:. V 2 + 2 ;V = v" Vy • 

.If 

о 

-1Ј'у 

. ' Ако се нека тачка креве у равни - у 
",о, ~ 

--~~--------

криволиниски И једноликом брзином, онда Сл. 80. 
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с 

• 

је ходограф кружна линија (сл. 81), јер брзине имају исгу 

величину а разне правце и смерове. 

Када се тачка креве у простору једно

ликом брзином, онда је ходограф извесна кри-
• • 

ва на лопти, ЧИјИ је полупречник интензитет 

брзине тачке. 

. Када нам је познат ходограф брзине 

lIеке покретне тачке, онда на основу дефини

. ције ходографа, можемо знати извесне особи-

.не кретаља тачке. 

, , 
" 

" 
" 

О: • • • 

Сп. 81 • 

, Пример. - Ако нам крива Н (сл. 82) претставља . ходо-
·граф неке покретне тачке М, онда из 

ходографа видимо, да почетна тачка у Il IJ 
· извесном моменту, за време свог кре-
· таља, има брзину једнаку нули, јер се 
! пол О ходографа налази на самом хо-

· дограф у. =:::::======:::;71 Трајекторија која одговара ходо- o.~ 
· графу (сл. 82), је крива s (сл. 83). По- .~~ 

кретна тачка М, се креЬе извесном Сл. 82. 
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брзином и описује 1 грану своје путање. 
Брзина тачке стално опада и кад 

тачка дође у 01' брзина јој је. је
днака нули; затим тачка описује Il 1 
грану своје путање, где јој брзина 

стално расте. 

Трајекторија је дакле крива 

која има сингуларну тачку 01 која 

се назива повратна тачка. 
• 

Ој 

Сл. 83. 

Пример. - Ако је пол О ходографа у исто време .~ 

превојна тачка ходографа Н (сл. 84а), онда значи да је п~ 
кретна тачка ишла извесном 

брзином, која је опадала, и 

прешла извесан пут; а затим 

стала, и вратила се истим пу

тем пошавши извесном брзином, 
• • 

КОЈа Је У' путу стално расла . . 

тако да Је покретна тачка и-

мала исту брзину када. је по-
• 

ново прошла кроз СВОЈ ини ци-
• 

ални положаЈ . 
. Трајекторија која одгова-

Сл. 84а . 

в 

Н s --r-:x., 

Сл. 84Ь. 

ра ходографу (сл. 84а) је крива s (сл. 84Ь). Тачка М се Kpe~ 
тала од А до В и вратила од В и поново прошла кроз А. 

45. Убрвање тачке. - Када се нека тачка крепе, чије 

су Hal\1 једначине кретања познате, и у времену t налази' се' 

у таЧi<И М, у времену t1 у тачки М1 , у времену t2 у тачки 

М2 (сл. 85а), онда 

дограф брзи

не крива Н 

(сл. 85Ь.) 

Увремену t 
покретна тач

ка налази се 

у М и има бр-

-+ О 
зину V, у вре-

менуt+Ыпо

кретна тачка 

су њени вектори брзине 

А! -lf 
О 

t 

- јИ. Г, 

~' » I 

.f 

Сл. 85а 

-+ -+ -+ 
v, V1 ' . V2, а хо-

- Р {' 

, , 
t.. 

, , 
'" \,..;.,. , -, \ 

»' \ , , , 
\ 

Н 

Сл. 85Ь. 
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~ 

l::Взра 
Itди. 

прираштај брзине д v, као што. се из ходографа 

----Пројекције прираштаја вектора брзине д v су 

д х', ~ ду', д z' . 
• 

Ако 

IQделимо 

---прираштај брзине д v. као 
прираштајем времена, биhе 

и љегове 

I[щи 

...,-
дv -
д t 

д х' ду' д z1 
д t ' д t' д t . 

.... 

(1 ) 

Када сад узмемо да се вектор v1 приближи бесконачно 
-+ 

о вектору v, или другим речима кад пустимо да Д t----O, 
количници(l) постају 

...,-
dv • 

dt ==-== v 

dx' . 

dy' " dz' , 
= z" -х' 

dt 
- , dt =у , dt 

• 
-+ • 

dv dr •• d2r - - r • (2) dt dt - dt2 
• 

--?- .-+ 
n!~rаштај вектора брзине д v прелази у диференцијал dv и 

правац тангенте у тачки Р, и има смер уперен на ону 

.. Н1 на коју лук ходографа расте. 

Извод под (2) претстављ.а промену брзине кретаља или 

.:;:"заље кретаља, те тако добијамо следеhу дефиницију век-
а убрзаља: , 
Векmор убраања је једн.а/<. иаводу ве«mора браин.е. или 

• 
иаводу bekmopa-аоложаЈа ао времен.у . 

...,-
dv.. . . -7-

УбрзаIt>е dt = гобележавамо ЈОШ и са и. 

Кад нам је познат закон пута 
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s = / (t) 
• 

онда Је 
ds 

v -
dt 

• 
па Је зато и 

d(v) 
:t (~:) d2s 

- U 
dt 

-
dt 2 

па добијамо и ову дефиницију: 

Убрsање је једнако другом иsводу пута по времену. ,', 
• 

• • _ -7 

Како је убрзање r односно и BeKTor, то су 
. .' 
ЈеКЦИје на координатним осама 

односно 

• 
па Је зато 

односно 

као и: 

односно 

х" у" , , , /1 z, 

• • -;... -+ 
r = X

ll i + i' ј . + 
• 

-+ 
zll k , 

-+ -+ -+ -+ 
и = их i + Иу ! + иz k, 

ОО 

r = V х"2 + y!l2 + Zl12 

''t = VИх 2+иу 2 +u2
z . 

његове ПРО 
, . 

" 

Пример. 
1, чији је 

• 
Наhи убрзање покретне тачке, у BpeMeH~ 

t= вектор положаја дат једначинама 

х = 313 + 1 
У = t s - 2 
z = .14 + 3. 

, , 

Кад последње једначине диференцијалимо два пута, добиhеме .. 
,~' d~ , 

dt = Vx = бt; dt == их=б 

dy -v - 3t2. dt - У- , 

dz -;-= v = 413' dt Z , 

а према томе убрзање је 
, 

dv ' d; =Пу=6t 
dvz 

dt 

7i ~V 36 +3612 + 14414 
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~даI<ле 
",,"'_, -

за t = 1 
u = 11 216 = 6116: 

Пример - Наhи убрзање ПОI<ртне тачке, чији је закон 
~-YTa дат једначином 
~_.- - s = t2 + t - 5 
~,- . -, .' . 
• 'f"I,. 

~:aд дату једначину диференцијалимо добиhемо 
- , 

~:= v=2t + 1; 
dv 
dt = u ~ 2. 

Убр'зање дате покретне тачке је стална -величина. 
[: Када је убрзање неке покретне тачке стална, величина 
1,;0 "-

~Hдa је кретање тачке -једнако убрзано. 
'с. - Ако је убрзање променљива величина, онда је кретање-
,-~ 

[неједнако убрзано. 

Пример. - Тачка се крепе по закону 

s t з - t + 1. 
У датом случају је 

ds 
dt 

Убрзање 

v = 3t2 
- 1; dv 6t dt = U = . 

• 
Је променљива величина, 

Када је убрзање 

- -
u~бt 

јер зависи од времена t . 

=и , 

негативна величина,' онда је кретање успорено. 

46. Велоцида. - Када су нам познате једначине кре· 
_ тања неке тачке 

х =.Ј; (t) 
у = 12 (t) 
Z -сЛ (!) 

(1Г 

<Јнда нам је позната и трајекторија s (сл. 86) и вектори 

:брзине покретне тачке. 
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Ако покретна тачка у времену 
-+ 

мену t j има брзину V1 , У времену t2 
-+ 

има брзину V2 и тако даље, онда 

крајеви вектора брзина повучених 

на трајекторију одређуј.у криву ли-
• • 

НИЈУ W КОЈа се зове велоцuда. 

Када вектор положаја ма које 

тачке Р на велоциди означимо са 
-+ , 
ОР, онда једначина велоциде у век-

торском облику гласи 
• (2) 

-+ 
t има брзину v, 

, 
ј\\ :' 

, , , .. , - , . , , , , , , , 

, 
• , 

:' М, 

р 

s 

Сл. 86. 

-, v; 

• 

I 

Вектор 
-+ 

положаја ОР велоциде је функција' вектора п1 
. ;?! 

7- -+ 
лажаја г и брзине v покретне тачке. 

Ако 
• • • 

ПрОЈеКЦИЈ е вектора положаЈа 

жимо са р, q, г, пројекције вектора 
7-

• • • 

-+ 
велоциде ОР обел1 

] -, -+ " 
г са х, у, z, и ПР~ 

ЈеКЦИЈе вектора V са х' у' z' - , , , и Једначину (2) . пројицир' 
мо биhе 

Како су х, у, z' , х' у' , , 

• 

• 

р х +х' 
q=y+i 
г = z + z'. 

" 

z' функције BpelV!eHa, то 

р = Ј; (t) 
. 

• 

q = h. (t) 
г = 1з (t) . 

(3) 

• 
Је 

(4) 

Kaд~ из једначине (4) елиминишемо параметар t, имаhемо. 

q ср (р) 

. г ЧF (р) 
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•• • 
су р, q, r ПРОЈеКЦИЈе вектора 

• положаЈа велоциде, то 

иХ обележимо са Је, у, z, 
иhемо једначине велоциде 

ларном облику 

у = qJ (х) 
z-Чr (х). 

(5) 

'. Када су нам познате тра
,.,.,., Р11ја s и велоцидаw (сл. 
· неке покретне тачке, онда 

у велоциде ,можемо за 

положај' М покретце 

м 

s 

-v 

Л'l, 

СЈЈ. 87. 

../ 
w 

р, 

Q 

.-+ 

одредити величину вектора убрзања. и. 
Ако у тачкама Ми М1 конструишемо векторе брзина 

~.""" -+ -+ · Уl' затим конструишемо векторе t. s и' t. w, . потом у тачки 
-+ - . 

" пренесемо вектор v и спојимо тЦ,чку Р са" Q и тачку Q 

Рl' онда је 

. -+ ' -+ -+ 
е t. u прираштај брзине v јер су вектори v 
.из ист~ тачке М1 • у ИСТ9' време је 

• 
-+. -+ -+ 

t. w _ь.. s + t. и. 
једначину (7) поделимО са Ы, биhе 

-+ -+ -+ 
t.w t.s t.u 
. ы=Ы+Ы' 

-+ -+ 
dw ds -dt - dt 

->-
dw -+-+ 

(б) 

-+ 
иV 1 

пову-

(7) 

(8) 

(9) 

->- -+ 
· •. вектор t.w постаје дифсренцијал dw и заузима положај 
,., __ енте на велоциди У тачки М и има смер смера, У коме 

dt = V+ u 

->- -+ ->- '* t.s ds . -+ t.u . 
• ' велоциде расте, Ы постаје dt - V, а Ы постаЈе и. 

->-

К . . dw . -+ . ако нам Је dt . познато из Једнџчине велоциде, V из Јед-
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----. dw. 
начине кретања, а према једна чини (9) dt. Је р.езултанта B~ 

-----+ -+ " dw -+ 
тора v и И, то када знамо dt и v можемо увек одреди! 

-+ 
убрзање и по величини, правцу и' смеру као Tpehy стрз) 

----'; 
dw -+ .• ј 

векторског троугла, чије су две стране вектори dt и v, .~ 
, ----1 
, . dw -+; 

деhи р~чуна само да Је страна dt резултанта брзине v; 
-+ 

убрзања. и. 
'. 

47. Тангенцијално и нормално убрвање. - Када 
нека тачка Kpehe, чије је кретање дато 
• 
Једначинама 

.х=Јl (t) 
У =А (t) (1) 
z = Ја (t) 

и у времену tn налази се у M~, У вре

мену t1 у М1 , онда она опише путању 

- кривуМо М1 (сл. 88). 
Брзина тачке у ма коме поло· 

жају М је 
-+ 
v= J(t). 

Вектор брзине можемо претставити и 

-+ -+ 
v = v ТО 

• 
н::: 

, 

:0 , -, , , 
о 

-r;, 

.", 
., Сл. 88. 

изразом 

-li 

(2) 

(3) 
-+ • 

где Је ТО арт тангенте, а v интензитет вектора 
-+ 

брзинеv. 

-+ 
Како је убрзање и извод вектора брзине по времену; 

то када диференцијалимо израз (3) по времену биhе 
-+ -+ 

dv dv -+ ,dco 
dt = dt ТО + v еН (4) 

dto 
Израз v dt можемо написати у облику v 

-+ 

-+ 
dto ds -
ds dt 

-+ 
dco. -
ds 

Израз 
dto v2 --,-: 
ds 

према члану 41, израз (2) можемо 

-+ 
написати и у облику v2 К, или Пр.ема члану 41, израз (5) 

1 -+ 
v2 ПО 

Q 
(5) 



, 

ИЗЏi:13 (5) ставимо у једначину (4) место израза 
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dto 
V dt' 

(6) 

..... 
. . I{ле видимо да се убрзаље и састоји из две природне ком-
~'''''HTe убрзаља од којих једна има правац тангенте, друга 

г лавне нормале трајекторије, а убрзаље. у правцу би-
• 

не ПОСТОЈИ. 

.~..... . . 

.. Убрзање . dt 'Со које пада у правац тангенте, и има смер уп е-
• • • 

на ону страну на КОЈУ траЈеКТОрИЈа расте, назива се танген-

v2 
-?-

убрзање _. ПО које пада у правац главне нормале 
Q . 

смер уперен к центру кривине трајекторије назива се 

но или центрипетелно убрзање. 

Како тангента и главна нормала код просторних кривих, 

осно кривих линија двојне криiзине, леже у оскулаторној 

ни, то и тангенцијално и нормално убрзање леже такође 

·.оску латорној равни. 

Код кривих у равни, оскулаторна раван се поклапа са 
• • • 

вни У КОјОЈ лежи крива, те отуда тангеНЦИјашю и нормално 

• 

ње леже у истој равни са кривом а имају правац и смер , 
. нгенте и нормале криве. 

. ..... ..".. 

Како су "со И ПО ортови, ТО љихови коефицијенrи у јед-
..". 

ј1ачини (6) претстављају 
ради краткоЬе 

пројекције убрзања и, те ако ставимо 
• 

• 

dv 
'di = Иt 

V2 

-=ИС 
Q 

(7) 

(8) 

онда је интензитет убрзања 

и V и? + ис2• (9) 
Ако се нека тачка креЬе криволиниски, а.једноликом 

брзином, онда из образаца (6), сазнајемо да је у том случају 
тангенцијално убрзање једнако нули а нормално различито 

од нуле, или другим речима сазнајемо да код криволини

.ског кретања постоји убрзање ма да се тачка креЬе једна-
. , 
ком орзином. 
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48. I<ружно кретање. - Ако се тачка М креЬе ПО1 
риферији круга, чији је полупречник г (сл. 89) и за почетl 
кретања узмемо тачку Мо, онда је 

пређени пут покретне тачке: 

s г ср (1) . 
где је <Ј:: ср функција времена. 

Када једначиру (1) диференци
јалимо по времену tдобиhемо бр

зину 

• ds dcp 
dt = V = г dt = г ср - Гт. (2) Сл. 89. 

Диференцијални количник 

dcp 
dt = 

назива се угловна брзина. 

т 

Према једначини (2) а с обзиром на обрасце 

(9) у претходном члану, код кружног кrетања • 
Је 

• 
Иt гт, Ис = Гт2 

ИVг2 (~2+ш4). 

(7), (8) 

.. (3) 

Када покретна тачка М 

стантном брзнном k, онда је 
врши кружно кретање са кон 

k = гт" 
• 

а према томе мора и т бити стална количина. 

Тангенцијално убрзање је у том случају 

а центрипетално 

• 
ис - . 

г· 

Пример. - Колико је убрзање једне локомотиве која 

иде једноликом брзином 54 km на сат и описује лук круга, 

чији је полупречник 100 m. 

Како је кретање локомотиве. кружно 

постоји само центрипетално убрзаље. 

Пређени пут локомотиве уопште је 

а отуда брзина 

ds 

s = г ср, 

• 
и Једнолико, то 

dt" - Tw-V 
54000 
3600 15 m/sec, 



", е пак 

ш= 

о убрзање 

15 
100 

0,15 m/sec, 

ис = г· ш2 = 2,25 m/sec2
• 
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нам је познат ходограф једне покретне тачке, 
звесним случајевима, можемо знати и тангецијално 

,'но убрзање покретне тачке за неке ње'не положаје. 
мер. ~ Ако нам крив~ Н, (сл. 90) претставља ходо-

, е покретне тачке, онда за тачку А брзина и убрзщье ' 
тачке имају исти правац, јер је 

-+ " 
рзине ОА, У исто време И' та н-

ходографу, ' 

, 

L-----"c-, __ ~ в 
о 'С\ tl 

се правац убрзавања :sa тачку 
,'па са правцем брзине, односно 
тангенте на траректоријИ, то је нормално или центри-, 

.;ћрзање покретне тачке у извесном положаЈУ, коме 
тачка А на ходографу, једнако нули, 

= О. 

,е 

бити 

, ' 

злази да тачки А ходографа одговара превојна тачка 
• 

рИЈИ. 
",тачкама Ви С брзине имају екстремне вредности. А кад 

• • НКЦИЈа има екстремне вредности, онда Је за њих први 
. ' ,I\,U,t1Je Једнак нули 

dv 
dt 

_ Иt = О, 

сазнајемо да је тагенцијално 'убрзање покретне 
извесним лоложајима, којима одговарају тачке В и С 
графу, једнако нули. 
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" 49. Осцилаторно ИЛИ хаРМ()НИСI<О «ретање. -: Ако, 
нека тач, ка М (сл. 91), креЬе г-------------------_____________________ ,' : -r : +/,. О. , ' , , ' . 

, "О : , , , ' 
, . ; -

М, О М ЈИ 

праволинис((и п'о закону 

s = rsin Kt, (1) 
• 

онда Је (сл. 91.) 

ds 
-dt = v = rk eos kt, 

d
2
s k . kt = и = - r 2 sm . dt2 ' 

Када времену t дајемо произвољне вредности добиhе~ 
, одговарајуЬе вредности пута 

s, брзине v и убрзања и, као што, 
се и види из таблице (сл, 92). 

У времену t = О, тачка 

М се юмази у О, отпочиње 

своје кретање брзином" rk и 

креЬе се успорено у позитив-

Ј1 

ном смеру. У времену t = ,2k 

тачка М се налази у Мо, где 

јој је брзина једнака. нули и 

отпочиње да се креЬе натраг 

убрзано. 

t I 
о 

л: 

2 k 

k 

3 1t 
2 k 

2 1t 
k 

s ,1 v 1 и 
о rk О 

О - rkO 

- r О rk2 

о rk О 

СЛ. 92. 
• 

'It 
У времену t = k тачка М се поново налази уО, г д~ 

јој брзина - rk, и пролази кроз О, брзина почиње да јОј 
, , . ' 371' _ 

опада по аПСОЛУТНОЈ вредности и У времену t = 2k налази с, 
, -

у М1 где јој је брзина једнака нули, а затим се поново Bpa~ 

па у О, и на исти начин врши непрестано своје кретање. _ 
Кретање тачке М је дакле, оецилаторно или лармониЈ. 

еко кретање. . . 
Пут (+ г) или (- r) назива се амплитуда кретања. пу1ј 

Мо М1 назива се једна оецилација, а пут Мо М1 И натраг: 
М1 МО назива се једна периода кретања. 1, 

Време Т потребно за једну периоду кретања назива се 

периода. , 
Периода тачке М је 

, 21t 
Т=

k 

• 
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• 
Када тачка М изврши п периода' кретања, онда Је про-

~~ло време 

то збило 

п Т, 
• • 

у ЈеДНОЈ секунди, 

nТ=l , 

n= 
1 
Т' 

• 
онда Је 

1 , Израз т назива се фреквенција, он нампретставља 

• • 
периоди кретања у ЈеДНОЈ се\fУНДИ. 

Осцилаторно или хармониско кретање налази врло ве-'. 
, ... ' примену у Машин-

. 
техници, а изводи 

.' .. ' махом помоhу круж- ------------ -------... 
.... . кретања, као што 

одмах видети . 
. .•.•. Ако се полупречник Сл. 93. 

. , 

..... 93.) окреЬе око центра О, клип С вршиhе осцилаторно 
""'Т'йње*. . 

.. ' .. 50.Дијаграм пута, брвине и убрвања. - Ако' нам 
закон пута неке тачке. 

s = ј (t) 
је брзина покретне тачке 

. '. срзање 

функције 

ds '. 
dt = V = f' (t), 

dv 
dt' и = f" (t). 

s .. = ј (t), v = /' (t), и = l' (t) 

, (1) 

(2) 

• (3) 

чки претставимо у правоуглом координатном систему 

ајуhи време t за апсџису, а поједине функције s, v, u 
.ординате, добиhемо извесне линије, које се називају ди

пута, дијаграм брзине и дијаграм убрзаља. 

,,: -Пример. - Наhи дијаграм пута, брзине и убрзања, када 
пута 

* у члану 88 видеhемо каква сила треба да дејствује на неку 

,,"',адну тачку, па да тачка врши осципаторно кретаље. 
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s = t 3 + t2 
- 1. (4) 

Код датог пута брзина је 

v 3t2 + 2! (5) 
а убрзаље 

и=бt+2 (б) 

Ако времену t дајемо вредности О, 1, 2, ... , добиhемо Одг(ј 
варајуЬе вредности функција S,V, и, као што показују' Ta'~ 
лице (сл. 94), (сл. 95), и (сл. 9б). 

, . 
tl о 1 2 ... · 
s 1 __ о 1 1 11 .. . 

. Сл .• 94 

Кад сваки спрег 
.' . 

нате Једне тачке 

добиhемо линију 

s L 
т 

---,,+1":;'::""--- t 
О 

, 
Сл. 97. 

t 1 о 1 2 ... о 1 2. 
5 Iб ... ul 2 8 14 .. 

Сл. 95. Сл. 96 .. 
-

добiшених вредности сматрамо као коорд':fj 

у равни правоуглог координатног систеll{~ 
< ,-"" 

L (сл. !;Ј7), која нам пр~тставља дијагра~ 

11 м 
т 

• 

<х, t O-ff-':.:2.... -~-

Сл. 98. 

• 

и N • 

о 
. - t 

• 

Сл. 99. 

пута линију М (сл. -98) која нам претстав,ъа дијаграм брзине 

и линијуN (сл. 99) која нам претставља дијаграм убрзања. , . 

. Ако на дијаграм пута L (сл. 97) У извесној тачки и на 
дијаграм брзине М (сл. 98) У извесној тачки повучемо TaH~ 

• 
генте, онда Је 

а како Је 

. 

tg а -

ds 

ds 
dt' 

d/ = V, 
dv 

dv 
= Ј/' 

-:-:- = и, 
dt 

то излази да је брзина v уопште једнака тангенсу угла кога 
• • 

заклапа тангента на ДИЈаграму пута са апсцисом позитивног 

правца, а убрзање и да је у опште једнако тангенсу угла 

кога заклапа тангента на дијаграму брзине са апцисом пози

тивног правца. 
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. Интеграљење брsине. - Нека нам је дата брзина 

окретне тачке 

v = f (t) (1) 

нам крива С (сл. 100) претставља 
брзине. 

""~' пшина 'коју заклапа крива С са 

м јеу опште, као што 

Интегралног рачуна, 
~ 

• 
нам Је по-

• 

р = Ј vd t = Ј f (!) dt, 

l' (' 

Сл. 100. 

(2) 

овом случају v је функција а t независно променљива. 
се тражи поврщина у извесним границама за 

и t = t, онда је та површина одређена инте-
, 

t t 

Р - f v dt = f Ј (t) dt. (3) 

1 ds 

о . G 

ds 
dt 

= v, 

ds v dt, . 

t . . t 

- Ј V dt = f f (t) dt 
О· о 

t 

S = I v dt. 
о 

(4) 

. (5) 

\" 

су десне стране једначина (3) и (5) истоветне, то ви

је пређени пут у извесном интегралу једнак повр

коју дијаграм брзине ~ затвара са координатним ~ осама 
- -_. 

м интервалу времена. 

~. ример.- Израчунати' пут који је нека покретна тачкз . 
у интервалу BpeMeha t= 1 и t = 5, када је ишла 

. ~ 

v = (2! + 1) mjsec. 

',. ~ обрасцу (5) тражени пут је . 
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1 5 

s !(2! + 1) dt = [[2 + t ] = 28m. 
5 1 

1)2. Брзина и убраањеу поларним I<оординатама. 
Положај неке покретне тачке М· с обзиром на полар!f 

координатни систем (Т, ер) (сл. 101) потпуно је одређен, ка1 

су дати потег Т и аргуменат ср као функције времена 

. r = /1 (t) и ер = 12 и). (1 ) 

Ако тачка М за једно произвољно мало време Llt, до !ј, 

• 

у положај М1,. односно превали пут 

добио прираштај дг, а. аргуменат ер 

прираштај t::.r.p. 
~ 

Пројекције пута t::.s су дт И [дер, 

јер rt::.ep стоји нормално на М, те је 

отуда . . 
t::.s2 = М2 + г2 Дср2. (2) 

Кад пројекцију дг помножимо 
-+ 

~ 

t::.s, • 
онда Је 

'f 
ортом е, чији правац' и смер пада у О 

правац ОМ1 ; а пројекцију Гдер помно-
-+ 

жимо ортом К, чији правац и смер пада 
Сл. 101 

у правац и смер рашhења' аргумента ср, 
• 

онда Је 

---+ -+ -+ 
t::.s = е t::.r + k r t::. ер. 

-' 

потег 

(3) 

Ако једначину (3) поделимо са Ы и узмемо да је тачкаЈ, 

М1 бесконачно блиска тачки М, односно да t::.t ~O, онда' 
добијамо 

• 

или 

~ 

ds 
dt 

-+ -+ 
-v = е 

dr 
dt 

-+ -+ 

-+ + kr 

е г' +k гСр'. 
• 

dep 
dt 

(4) 

Како г' претставља извод потега, а ср', које се обележ3Ва· 
у овом случају још и са ш, извод аргумента' по времену то 

-+ + ! 

сее г' назива радuјална, а k ш угловна браuна uли још И' 
ЦUРk-уларна браuна. 

-+ 
Брзина v има,дакле, две компоненте : радијалну и цирку-

ларну, која стоји на љој нормално .. 



-+ -+ 
су е и k ортови, то је радијална брзи на 

, 
Vr = Г 

- ·М_ I 
Vc = Гср , 

V = VVr 2 +vc 2 

(5) 

(6) 

(7) 
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једн~ЧИНУ (4) диференцијалимо по времену, имајуhи 
. је и г функција времена, добиhемо убрзање 

-+ , " + .. џ - е г 

• -?>- ~ • 

ет + kr ср" + kr' ср' + k гр' . (8) 

• 
• 
Је е извод арта, опет орт, који стоји нормално 

-+ 
k ср'; а извод 

• -+ 
k арт - е ср', то једначину (8) МО-

ати у облику 
.' 

-+ -+ -+ -+ + k ср' т . + k г ср" + k т ср' - 'е ср' г ср', 

.. -+ 
е 

т' - r ср' 2 
-+ + k. 2 г' ср' + г ср" (9) 

--0'» ---+ ., 
су е и k ортови, а прва заграда радијално убрзаље, 

циркуларно убрзање то можемо ставити 
-

г" '- г ср'2 
2т ср'+ г ср'! 

• 

. ,.'., убрзаље 
, . ',и = V Ur 2 +ис 2. 

(10) 
. (11) 

(12) 

р. НаЋИ трајекторију и брзину неке покретне 
• 

су Једначине кретања, 

г at ср= ы. (13) 

Il1нишемо из једначина 

.. ,., трајекторије 
(13) параметар t добиhемо 

а 

г = Ь ср 

је, дакле, Архимедова спирала. 

ференцијалимо једна чине (13) биhе 

(14) 
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dr 
dt =' f = а, 

а тражена брзина 

dcp 
dt . ср 

, 

v = V f--;2;;--+'---г"""2~ш-;2 _. Va)J + г2 Ь2, 

или сменивши г из једне.чине ' (13) 

v ,а VI + Ь2 t2 
• 

Ь, 

53. Врвина и убрвање у цилиндричном коордl 
натном систему.- Кретање неке тачке z 

м (сл. 102) У простору, потпуно је одре-

ђено када су нам познате њене цилин-

дричне координате, као функије времена 

Г= /1 (t) , ср = .h (t)z=.h џ): (1). 
. Брзина и убрзање тачке М имају сада 

, 
• 

поред раДИЈалних и циркуларних ком по-

нената још аксUјалне компоненте, које ~. 

-------------. 
q 

иду дуж z-oce па је заТQ Сл. 102 

,М " , 
• • • • • • , 
:Z 
, 
• 

• 
• 

v = V v2
r + v 2c + v2z (2) 

U = V U~r + и2с + u2z. (3) . 

,~ 

i 

Радијалну и циркуларну брзину и убрзање налазимо пре, 

обрасцима (5), (6) и (10), (11) из претходног члана, а аксија~ 

ну брзину и убрзање када ,функцију 

z' = 'Ја (!) 
циференцијалнмоједанпут за брзину д 

Пример. -, Израчунати брзину и 

двапут за уб рзањ~ 

убрзање покретнј 
, "" 
Ј 
,;;Ј 

. . 
тачке, ЧИЈе су Једначинекретаља 

г = Го +а [, ч> = сро + ~ L (1 + k t), Z, = Zo + '(t ,,', 
:: 

где су: Го, СРо, Zo и k извесне константе,. и још k= 
а: 

Кад дате једначине диференцијалимо, оиhе 

сЈ_Г ' = f = а, d
2

r = т' = О 
dt " ' d2f 

dcp ,~k d2cp " 
d(= ср l+Ш' dt2 ' ср 

dz 
-
dt 

,. d2z' 
dt2 - U z = О v у, . 

Према обрасцу (2) и 
члана, тражена брзина, 

обрасцима (5) и (6) из претходно! 
. . 

сменивши у И'lводима константу 

k 
а. 

са ' Је 
Го' 
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v = v (1.2 + а2 ~2 + у2, 
убрзаље према обрасцу (3) и обрасцима (10) и (11) из 
~ . 

fбетХоДНОГ члана, је 

~ }! (1.-'{3-=--4 -(1.-4-::~~2'----~ -- 0.2 ~ -. r 1 + 132 
/ Ц~ + +oz=-- V r2 ,2 , 

54. Квадрат брзине. - Ако вектор брзине неке по-
• • 

~eTHe тачке означимо са V, а. његове ПрОЈеКЦИЈе, 

~OBe осе, са Vx , Vy , Vz, онда Је квадрат брзине, 

на Декар-

f~ v2 = Vx 2 + Vy 2 + Vz 2, 

f:ли када пројекције означимо са х', у', z', 
(1) 

(
dS)2 , 

оо v2 = dt = х'2 + у' z + z'2. (2) 

Квадрат брзине 

V2= 
ds 2 
-
dt , 

(3) 

~~ражен је помоhу пута и времена. Количина ds претставља, 
-~ 

~o што нам је познато, елеменат пута тачке, чија је бр-
ос -+ 
~\< 
3Iша V. & о Квадрат брзине 
1: v2 х'· + у'" + z'z -+ (4) 

~:~ражен је помоhу пројекција вектора брзине V односно 
i'jf-

fi1егових координата. 
~~.' 
'I!f' ~-- ~ i· Ако Декартове координате вектора брзине V, сматрамо 

~~O функције криволиниских координата, онда је 

х = 11 (q" q2' qa) 
у = 12 (ql' q2' qз) 
z = 1а (ql' q2' qs) 

х' = д11 q' + д11 Q2' + д11 qs' ) 
дql 1 дq2 о дqs 

(5) 

У' = д12 q' + д12 q' + дА qз' (6) 
дql ј дq2 2 о дqs 

z' = дјз '+ д1а q' + дја qз' 
дQl ql дq2 2 дqs 

Када једначине (6) дигнемо на квадрат и ставимо 

А12 = д11 )2 + ~( дfz )2 + дfз 2 
дql дql дql 

А 22 = (дјј )2 + д/Z )2 + дfз 2 
дq2 дq" дq2 
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А/ (д11 )2 + дА)2 + (дfз )' 
д.qз дqз дqз 

В = д!l. д!ј + дА . дА + дfз . дlЈ 
1 дqz· дqз· дqz дqз дq2 дчз 

В = дl1 . д!l + дА . д!2 + дfз . дlз 
2 дчs. Oql дчs дЧl дчs дql 

Вз = дl1 . д!l + д!z • дА + дјз . дfз 
дЧl дqz дql дЧ2 дЧl дqz 

онда можемо написати образац квадрата вектора брзине 

изражен криволиниским или генералним координатама, 

v2 
A2jQ'12+ A z2q'z2 + Аз2q'з 2 + 2 Blq'2q'~·+ 2 BZq'Sq'l 

+ 2 Вз 'q'јq'2 

• 
одакле Је пак 

2 В '2' lq 2 q З 

ds2 A j
2dq12 + A z

2dq22 + Аз2dqз 2 + 2 В1dq2dqз + 2 В2dqзdql~ 
+ 2 Вз dq 1 dq2. 

Пример. - Наhи квадрат брзине и квадрат елемеН1ј , 
пута ds2 покретне тачке, чије је кретање изражен о сфеРНИl 
координатама. 

у датом случају је преме члану 9, 

а 

х = 11. cos ср cos 1јЈ 

У-е cos ср sin 1јЈ 

z = 11. sin ср, 

х' r/.cos ср cos 1јЈ - 11. sin ср ср' cos 1јЈ - 11. cos ср sin 1јЈ 'Iji 
у' 11.' cos ср sin 1јЈ -:- 11. sin ср ср' sin 1јЈ + 11. cos ср cos 1јЈ 'IjJ 
z' (/ sin ср + 11. cos ср ср', 

• 
те Је отуда 

v х'2 + у'2 + Z'2 = 11.'2 + 11.2 cos2cp 1)/2 + е2ср'2, 
а 
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Одређивање «вадрата брзине геомеТРИСI<ИМ 

Квадрат елемента пута ds2
, а према томе и ква-

z 

/ 

м 
, , 

/ilx 
dy 

, , , 
М,!/ , 

" (Iz , , 

/ , 

O)-____ ~ 
!I 

Сл. 103. 

' . 
• .6~, 

z .. 
/1\ , , ' , , ' , , 

\ I '~ I 
,", .. I " I , \ I ,1 

','-., \ I \ "М 
\. '''', \. i ~ - t 

\ ... , ~ 11) 

" Ј\ "1, 
~\ d '''' .... 1\. ///1 
....-~\ Z ~_I \,,/ I L 

\ ,\"Ј,ј" I 
\\,,-,\ '1'\ 1'/ ! 
\ .\J"I~ I \ \ ~V\ I 

" "1 I I 
----- - I I ", I 

А1' ,'" 
Н,: а ~ \: , ,,' , , , , 

, " , " I I ,,/ 
I ' , , , 

\ ... I I 

if' \ .... , ). I 
,О , 

" ,-,.,. .... ~ I 
/ ... ____ \~ ........ I I , 'ю I ос , 

\ , I .... _ I 
~" l' • < I .... ,~ , , , 

'- I /,\) 

\~~" 

Сл. 104. 

у 

; рзине v2
, може се одредити и геометриским путем. 

-,' , 

ада је кретање 

~~T()py и израже-

, онда еле-

; пута, неке по
тачке М, 

ММ1 
сма трати као 

алу паралело-
• 

ЧИЈе су ивице 

dz, (сл. 103) 

,dx2 + dy 2 + 
+ dz2

, 

• 

• 

z 

~~--~---г--~y 
~, I " , 

~\" 'Ј I 

..... ' ... , 1 : 
'----'" ... ,~ , , , 

,~--1' ..... : I <' .... I , 
, " , \ , .... 1 

\ 1" _ Ј 

\ I '" I 
\ I ' 

Сл. 1(5 . 

, , , , , , 

је кретање тачке М, изражено цилиндричним КООР
онда је (сл. 104) 
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а 

, 

Када је кретаље изражено сферним координатама, Щ 

је (сл. 105) 

а 

ds2 = dr/ + r/cos2 ср d1jJ2 + r;/dcp2. ' 
56. Димензије. - Величине са којима' смо се бави 

у Кинематици су пут (lопgitudо = ђ, време (tempus =', 
брзину (velocifas =v) и убрзаље (acceleratio = и). 

Брзину и убрзаље изводимо помоhу пута и времена, з~~ 

се пут и време у Кине матици сматрају као основне ~ 
личине, а брзина и убрзаље као иаведене велuчине. 

Образац, који нам показује из којих је основних Be~ 
чина образована нека изведена величина назива се димеН$.1 

она обрааац. 

Општи облик димензионог обрасца у Кинематици, 

Џг tp ], 
• 

где су r И.р цели позитивни или негативни бројеви. 
~имензију неке изведеltе величине уопште oдpeђyje~ 

на таЈ начин што напишемо анаЛИТIJЧКИ израз изведене IjЈ 
iJ 

личине и у љему сменимо пут са .f, време са t, онако как 

се те величине у аналитичком изразу јављају. 

Тако је димензија за брзину 

[v] = [ ;] = /t-\ 
• • 
Јер Је 

ds v , 
dt 

па . смо пут сменили са f, а време dt са t. 
А димензија за убрзаље је 

[и] =[t~] - zt-2 , 
• • 
Јер Је 
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ш е с ти одељак 

I{инематика крут(),Г тела 

57. Транслаторно кретање. - Када се неко круто 

[ело креће тако, да све његове материјалне тачке описују 
",- -
~HaKe - и паралелне путање, 

fllда кажемо да се тело креће 
-Џранслаmорно. -
~, 
[i- . Пример.- Тело А (сл. 106) 

---------------------------------~-" 

- -- ._~-_.--_ .. _-.-
/--"11--7 

"'-п---.JI-------------------------------
а 

!;-- -
{реће се транслаторно, Јер све 
~, . . 
~eГOBe тачке ОПИСУЈУ 1еднаке 
" -

Сл. 106. 

~_пара~елне путање .за време -кретања док тело дође из 
~ЬЛОЖЗЈа а у положаЈ а1 • _ 
~. . 
~.- Из дефИНИЦИЈе транслаторног кретања излази да Је 

gранслаторно кретање неког тела исто што и кретање ма 
~,- . 
~oje његове тачке, те отуда транслаторно кретање неког 
t' 
gела сматрамо као кретање једне тачке. И при одређивању 
с' .. 

~зи~е И убрзања транслаторног кретања неког тела, при-

~eЊYJeMO исте обрасце, као и при испитивању кретања тачке. 

fr Ако је закон пута неког тет које се креће трансла
'" lOPHO 
'"-~ 

s = f (t), 

Lc< 
~;' , 
~-

v = f (t) 

~- u = ј' (t). 
i:><. i _ Пример. - Израчунати убрзање 
~i<оји се крене из мира једнако убрзано 
"-
[достигне брзину 12 mjsec. 

жељезничког воза, 

и после 1 О минути 

Ако стално убрзање u означимо 

dv =k 

са k, онда је 

или 
,-

,- • 
9дакле Је 

dt 
БОО 

11 = Ј k dt 
О 

12m = 600k 
транслаторно убрзање 

k -= u = 0,02 mjsec2
• 
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58. Ротациона кретање. - Кад се једно круто те 

S (сл. 107) обрhе око ~непомичне осе УУ1' тако да свака 
• његова тачка м, М1, М2 , описује по из- у 

вестан круг, онда тело S врши рошацu-
оно kрешање. , 

Поједине тачке тела S у колико су 
ближе средишту О у толико се спорије 

крећу, а у колико су даље од средишта 

у толико се брже крећу, јер за исто 

ММА 
О r _ ~ . t ._~ 

• • 
време не ОПИСУЈУ Једнаке кружне 

путање. 

r -, , 

у 
i 

Сл. 107. 

• • 

Ако је ОМ = 1 (сл. 108) 
обрне око осе УУl та ко да 

тачка М дође у положај М1,· 
онда је тачка М извршила пут 

и тело S у времену t 

s = <Ј: ср, те отуда као закон 

пута ротационог кретања до

бијамо 

ср = j(t). (1) 
Када функцију (1) дифе

ренцијалимо ПО времену доби-

ћемо брзину 

, 

~ == Q) =f(t) . 

у 

------ .~----

_. 1 __ --
-------+-----, 

у, 

Сл. 108. 

(2) 

• . , , 

• 

Брзина Q) назива се угловна брзина ротационог кретања. 
Кад узмемо да тело у времену t изврши само једаЕ 

. 

обртај онда је тачка М, чије је отстојање од средишт~ 

ОМ = 1 прешла пут 2л, а свака друга тачка мо, чије је отето· 
• • 
Јање од средишта " прешла Је пут 

2г". 
• 

Брзина тачке М је 

2~ 
Q) - -, 

t 

а брзина тачке Мо 

2г~ 
v - • - t 

Како 
• • 
Је време кретања исто, то Је 

2л: 2г" 
• 

Q) : V = • 
t • t 



O):v-l:t 

v = го) 

добијамо теорему: 
. 
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(3) 

- Брзина ма које тачке једног ротационог тела 

uчне осе једнака је uроиввоДу иа аолуареЧНllка тачке u 
брвине . 

• • 

J"U ПОједине тачке· ротационог тела ОПИСУЈУ кружне 

... , то је тангенцијално убрзање с обзиром на једна-

• 
Ut = ГО) , (4) 

"'п петално 

ИС = • (5) 

- Израчунати константно угловно убрзање 

једног мотора, који се крене из стаља мира и у. току 

обрне се 5000 пута. 

датом случају почетниуслови кретања су to =~ О, 

·0 , So = О . 
константно угловно уррзање обележимо са k, онда је 

'. зимајуhи у 
јању 1, 

= 5000 . 

Јер 

ЈО) 

dt 

.-
dt 

-k , 

! 

. k Ј! = kt, 
о 

• 
обзир да је пређени пут Једне 

2n 

100 

Ј kt dt - kt2 

о 

10000 7t = 

k 2л. 

2 

10000 k 
2 

• 

100 

-
о 

тачке точкlI. 

10000 k , 
2 



88 

Тачке точка на отстојању 1 од средишта имају углов'Ш 
убрзање 

а свака друга тачка на отстојању r има угловно убрзање 

k = 2rrc. -
• 

Точак се, дакле креЬе са убрзањем једног пуног 

или другим речима, точак се у току прве секунде 

једанпут, у току друге секунде двапут, итд. 

59. ХеЛИI<оидално I<ретање. - Када се неко 
тело креЬе тако, да у исто време врши транслацију 

• 
ЦИЈУ ОКС извесне осе, онда се то тело 

креЬе хеликоuдално. 

Хеликоидално кретање је, дакле, 

сложен о кретање из једног транслатор-
• 

ног И Једног ротационог кретања. 

Кад се тело креЬе хеЛl'коидално, 
• 

онда свака његова матерИЈална тачка 
•• •• 

ОПИСУЈе по Једну криву ЛИНИЈУ ДВОЈне 

кривине. 

Ако је размера угловне брзине према 
• 

транслаТОрИОЈ стална, онда су криве аа-

( z 

вршањ линије или елисе (сл. 109). Сл. 109 

Када се тело К (сл. 110) креЬе једнако и хеликоидалн~ 
, дуж z-oce, па координате ма које тачке Р обележимо са х, 

у, z, а раздаљину СР са г, онда је, транслаторно кретање 

тачке Р дуж z-oce . 
• 

z = а+ Ы, 
а ротационо кретање око z-oce 

х = r cos kt 
у = r sin kt ' 

• 

(1) 

(2) 
те отуда "Једна чине хеликоиделног кре-

тања ма које тачке Р тела К, су 

х r cos kt 
у r sin kt 
z - а + Ы. (3) 

Како су једначине (2), једначине 
јекторија тачке Р извесна елиса. 

/ 

z 

, 

С
, : .0--.. 
iP 
, , , , 

Сл. 110 

• 

• 
у 

елисе, то Је и тра. 
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Релативно «ретање 
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60. Релативно нретање тач«е. - Ако имамо један 
координатни систем Oxyz (сл. 111) и један 

координатни систем 

1'} ~, и у покретном сис-

01 ~ 1] ~ једну покретну 
М која се крепе право

па узмемо да се у вре

. у t координатни систем 

... ~ 1] ~ потпуно поклопио са 

атним системом Oxyz, и 
покретна тачка М налази 

• • 

иховом заЈедничком почет

.', а у времену t j да се по

координатни систем и 

Ј0кретна тачка М налазе у 

z 

, , , 

, , , , , 

, 
, , 

'ь 

, , , 
, 

Сл. 111. 

, 
, , , , 

у 

... ложају као што слика показује, онда кретање 01М које 

извршила тачка М у покретној средини покретног коор

натног система 01 ~ 1] ~ називамо релативно кретање. Кре

е 001 којеје извршио почетак 01 покретнога координат

nra система. Ot S 1] ~ називамо преносно кретање; а кретање 

М које је извршила тачка М у погледу сталног коорди

тног система Oxyz називамо апсолутно кретање тачке М. 
Из слике видимо да је пут 

-+ -+ -+ 
01М = ОМ - ООј, 

'Или 

-+ -+ "* 
s рел= s аuс - s пренос. 

Ако покретна тачка М и покретни координатни систем 

изврше, на исти начин, као што смо мало пре казали 

елементарно померење у току времена LI t, онда је 
-+ -+ -+ 

LI s рел = L1 s ащ - LI s пренос, 
или, 

"* .... .... 
Ll s рел Lls аuс Ll s йренос - , 

Ll t Llt Llt 
или, кад узмемо да Llt-+ О 

-+ "* -+ 
v рел = vапс -v пренос 

• 
Једно 
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одакле добијамо теорему: 

Теорема. - Релативна брзина једншш је 

разлици измеf]у аuсолушне брзине и йреносне брзине. 

Пример. Кров једне океанске лађе дуга чак је 500т. 

задњем крају лађе који је уз обалу, налази се један 

који отпочне да се шета на крову лађе праволиниски 

смеру кретања лађе, чим лађа заплови. Ако лађа иде 

ЛИКОМ брзином 36 km, а путник 1,8 km на сат, 

апсолутну брзину путника, као и. пређени пут после 

вања од 10 минута. 
Према условима проблема је 

1800 . 
v рел. = 3606 = 0,5 mjsec 

36000 . ,., 
v uрен. = 3600 = 10 mjs~ 

а према једначини (4) је тражена апсолутна брзина 

v аuс. = 10m/sec + 0,5mjsec = 10,5mjsec* 
а отуда пут, који је ПУТНИК прешао у времену to = О 

t = 10 минута, биhе 
600 

S аuс. = 10,5 f dt 
о 

600 

10,5 [t] = 6300m. 
о 

Пример. - Права А В (сл. 1 Ј 2), окрепе се око CBoJ~ 

утврђене тачке А сталном угловном бр

зином ш. У исто време тачка М креће 

се дуж праве А В, равномерном брзином 

v. Почетни услови крстања су to = О, 

VO = О и тачка М се налази у раздаљи

ни lm од сталне тачке А. Тражи се јед
начина трајекторије покретне тачке М. Д 

У датом проблему, после времена 

t права А В се окрене за угао (јЈ, 

qJ = w t, 
11 тачка М пређе пут r дуж праве А В, 

r = v t. 

М. 

в 

Сл. 112. 

Када се тачка М не би кретала дуж праве А В, а права 

А В се окретала око А, онда би трајекторија тачке М била

после времена t крива М Мр а када се права не би окретала 
око своје тачке А, а тачка М кретала, онда би њена трајек-

*. Геометриски збир брзина, У овом 

збиру јер брзине имају исти правац и смер. 

• • • 
случаЈУ, Је Једнак , алгебарском 
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1j~ . била тамо дуж М1М2 ; а када се и права и тачка креЬу, 

.~4e и трајекторија тачке М крива М М2• 
~Kaдa из једначина елиминишемо време t, добиhемо јед
fy трајекторије тачке М, 

v . r = - q>. 
(ј) 

Ј:рајекторија је Архимедова спирала. 

Пут М М1 тачке Мје иреносни uуш, пут М1 М2 је ре

~8пи ауШ; а пут М М2 је аuсолушнu иут. 
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Динамика 

Осми одељак 

с и л е 

Сваки узрок који .може ироuзвести, иро

спречUlUU неко крешање назива. се сuла*. 

чна сила земљина, услед које свако тело пу

дно са извесне висине пада, занемаривши отпор 

убрзаљем g, назива· се, као што нам је познато 
енталне физике, шежа или гравитација. 

једно тело спречено неком ПОДЈ!ОГОМ да падне 

i~~аlнда оно врши известан притисак на подлогу. Тај 

. азивамо апсолутна тежи1iа· тела, обележавамо 

ражавамо у килограмима . 

........ ~ величина убрзаља земљине теже g на разним 

ине ширине различита, то ће и тежина једног 

~Ha разним местима земљине ширине бити разли-

апсолутна тежина Q неког тела у месту А где 

и и следећа дефиннција силе: Сваки узрок који може иро

Ileкога тела назива се сила. 

• 

између земљине теже g разних места зе,lљине ширине је 

обичним рачунима се занемарује, те према томе земљина тежа 

.... за "Велики део европских земаља је у округлој цифри 9.81 m/sec2 
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је тежlJ. g, а, Q, у месту В, где је тежа gu онда је, као ijJ 

је утврђено у Експерименталној физици. 

Q = т (1) 
g 

и • 
Ql 

т' -
gl 

, (2) 
• 

одакле Је 

Q = mg, (3) 
Стални количник т назива се маса П1ела. 

Како притисак Q на подлози, који изражавамо 
мима, претставља величину извесне силе, која се састоји'. 

производа масе т и убрзања g, то ми и величину 

друге силе Р, била она вештачка или природна, из 

у килограмима; а аналитички претставњамо, по Њутну, * пр, 
-+ 

изводом масе' т и убрзања и, те је тако уопште 
-+ -+ 
Р = ти. (4) 

Једначина (4) назива се још и основна динамичка дифе 

цијална једначина, која игра врло велику улогу у Ди 
у обрасцу (4) имамо две нове величине: силу и 

Ако масу сматрамо као основну величину, онда је .сила 

ведена величина и њена димензија је 

[Р] = [т и-2]; 
• 

а ако силу сматрамо као основну величину, онда Је 
• • 

изведена величина и њена днмеНЗИЈа Је 

[т] = [Рl-l f]. ц 
.... _ . .....;...._ .. 

Свака сила има своју нападну mачку, своју велu-
- , . 

чuну или uншенвumеm, као и СВОЈ правац и смер. Сл. 113 , 

Ако нам дуж а (сл. 113) графички претставља величину 
једне тоне, онда је М нападна тач

-+ 
ка силе MN (сл. 114), дужина MN 
је интензитет силе (2000 kg),линија L је 

-+ 
правац силе MN, а смер је стрели-

• • • f 

ца КОЈа покаЗУЈе КУ да Је сила уп рав-

љена. 

Сила је дакле, према реченим 

особuнама· векшор, u све оно шшо 

смо кавали ва векшоре уопшiilе важи 

Сл. 114. 

II ва силе. 

* Isaac Newton (1642 - 1727) генијални енглески математичар, фи· 
зичар, астро!Юм и филозоф. 
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о 

чије дејство бива тренутно, називају се rnре-

ве се силе јављају при судару двају тела, при експло-
. 

рута и других гасова. 

чије дејство није тренутно Beh траје краће И:!IИ 
• - о 

о' еме називаЈУ се шраlне силе. 
о 

ве су силе гравитаЦИЈа, привлачна снага магнета и 

.. природне и вештачке силе. 
Слободно и неслободна тело. - Када при кре

.••.. ~Koгa тела, његова брзина' и убрзање не зависе н'и 
других услова Beh само од силе која производи 

онда се то тело назива слободно шелоо'~ 

еро - Тело, које у безваздушном простору пада 
, теже, је слободно тело . 

. '. о брзина и убрзање некога тела не зависе само од 

': оја произаоди кретање, Beh и од другах услова, онда 
" тело назива, неслободно iiiело.** 

имер. Брзина једнога аутомобила не зависи само 
• 

КОЈа производи кретање _. мотора - него и од 
• 

еноСТИ пута, отпора ваздуха и других 

кретање и тиме умањују брзину. 

сила КОЈе успо-

слободну 
, -+ 

Њутнови заI<ОНИ. - Ако на неку мате-

<Ј\Т тачку, чија је маса m, дејствује каква сила РЈ онда 

обрасцу (4) члана 61, 
-+ -+ 

ти = Р. (1) 
-+ 

узмемо да је Р = о, онда је 
-+ 

ти = о, 

• • 
тг =0 , 

• • 
r = О. • (2) 

Ако једначину (2) интегралимо, биh~ 
• -+ 
r = а, _ (3) 

Кад је то случај са материјалном тачком, онда се она назива сла
машеријална ша'l/Cа . 

•• Исто нажи и за материјалну тачку. 
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или , 

-+ -+ 
v = а. 

Када једначину (3) инт егралимо, добијамо 
-+ -+ -+ 
r = а t + с. (4) 

Из једначина (3) и (4) следује закључак: ако на H~ 
тело не дејствује никаква сила, тело остаје у стању МИ!Ј 

или се креће једноликом брзином.* 

Ако пројицирамо векторску једначину (4), узимајуhи 
су координате вектора 

-+ -+ -+ 
r (х, у, z), а (ах, ау, az ), с (сх, Су, Cz), 

• 
добиhемо скаларне Једначинекретања 

х - ах t + сх 1 
у = ау t + Су 

z = az t + Cz• 

5 

Када из једначина (5) елиминишемо време t, добија!Ш 
• •• 
Ј едначине траЈеКТОрИЈе 

х - сх _ у - Су _ Z - CZ , 
ах ау 

које нам показују да је кретање праволиниско. Из свег; 

напред изложенога изводи се први Њутнов закон: 
• 

Закон 1. - Свако тело осшаје у сmању мира llли 
- -

ли/(,ог uраволиниског крешања све дошле, док 

сила upUHyiyeHo да своје сmање иромени. 
Када једначину (1) напишемо у облику 

-+ 1 -+ 
и= Р, 

т 

онда из ње изводимо други Њутнов закон: 

• 

ниЈе 

Закон 11. - Убрзање је uроuорционално наuадној сили 

има uравац и смер силе. ** 
Када на учвршhено тело А (сл. 115) ставимо тело 

чија је апсолутна теж~на Q, онда тело 

I -в Q . 
--+ 

в притиску је тело А· силом Q, а и тело 
А притиску је у исто време тело В си- А 1-& 

--+ 
лом N, која је исте величине и правца Сл. 115 

, 
, 
, 

\ "; 

, 

• у стању мира остаје кад узмемо да је у ј сдначини (31 вектор'; 
-+ -+ 
а = О; а Kpehe се једноликом брзином, кад узмеыо да је а = const. 

** Коефициенат пропорционалности је Ј... 
m 



-+ . 
супротног смера силе Q, те Је 

-+ --+ 
Q + (- N) = о 

стања оба 
• 

тела остаЈУ неизмењена. 

--+ 
Ако тело А не би давало отпора у величини Силе Q 

<~ilo би се скрхало. 
О. 

~.. Сила Q назива се у овом случају сила акције, а сила - N 
tliла реакције или сила нормалноzа ошиора. 
~. - ' 

~~. Њутнов треhи закон, закона акцији и реакцији гласи: 
,",., r· Закон 111. - Дејсшво или акција је прошивно управљена 
~jeДHaKa реакцији, или, меljусобнG. дејсшва двају тела су 
[еднака а супрошноуирављена. 

~: Сем наведених трију заК,она, Љутн је дао још један 

эакон, као додатак ПРi'!оме закону, тако звани: UРШlЦuи 
" ~- . . 
независности деЈства сила, КОЈИ' гласи: 

% . Ако на неко тело, дејствују две или више сила, саоп· 
~тавајујш свака телу по извесно убрзање, онда је њихово 
!'<-:. 

:дејсшво исто, иа било да силе дејствују наusмеНllЧНО једна 
(цо једна, било да све силе дејствују истовремено. 
~... Пример. - Ако на тело z;.. дејству-, 
;;" .. 
t.', ---+ ~ 

fJy силе Р и Q (сл. 116) онда Је према 
.;... 
~.~_ -r 
[члану 23, њихова резултантаR. 
• i:, Када пустимо да на тело А деј-
"", 
р-. ---.:... 
"'.' .. r 

;'ствује само сила Q, тело АЬе се после 
~~peMeHa tn налазити у В, ако онда пу-
с --+' 
,'стима да дејствује сила Р, тело А Ье 
.,; -
;се после времена tn налазити у С. .. 

-р 
, , , 

с 

, . , , 
) , 
I 

А~Qr-в] 

Сл, 116, 

--+ --+ 
Ако узмемо да истовремено дејствују обе силе Р. или Q 

--+ 
онда пе се тело кретати дејством резултанте R и после вре-
мена tn бити такође у С. 

64. Чврста или еластична тела. - Кад на једно тело 
. , 

деЈСТВУЈУ две или више сила, онда кажемо да на то тело 
• • 

ДИЈСТВУЈе систем сила. 

Кад на неко круто тело, које је у миру дејствује један 
. . 

систем сила па тело и даље остане у миру, или кад на Јед-
, . . . . 
,но круто тело, КОЈе Је у кретању деЈСТВУЈе СјЈ_стем сила 

па се то тело и даље крепе истом брзином којом се кре· 



• • 
тало и пре деЈства сила, онда кажемо да Је систем с 

равнотежи, или да се силе узајамно uошuру односно 

шшавају. . 
Сила кој:а може заменити дејство двеју или више 

• • 
назива се ревултанта двеЈУ или више сила. 

ИЗ дефиниције равнотеже и 

резу лтанте добијамо закон: 

/{ ад су две или више сила у 

равнотежи њихова је резулшанша 

једнака нули. 
-)- -)- -)-

Пример. - Силе Pi, Р2 , Рз , 
(сл. 117) које нападају материјалну 

тачку А су у равнотежи јер је њи-

хова резултанта једнака нули, од-
• • 

носно њихов троугао сила Је затворен. 

-

-р. 

Сл. 117. 

Силе које владају између појединих материјалних '"!i 
" 

чака каквог тела и не дозвољавају њихово распадање наз 
" , 

вају се унушарље силе, напони или отпори,. а све друге сщ 
• 

што нападаЈУ неко тело зову се спољне силе. 

Кад имамо једну греду на два р. 

ослонца А и В (сл. 118) од неког грађе- l! рз 
• 

винског матерИЈала, па пустимо извесне 

сил~ Рl' Р2' Рз , да дејствују, онда све дотле 
док је јачина спољних сила једнака или А в 

мања од унутарњих сила греде, облик Сл. 118. 

греде Hehe се променити јер су спољне силе мање или у раВ'1 
. "~ 

нотежи са унутарњим. Али чим су спољне силе Behe o~ 
. -~ 

унутарњих, греда he почети да се савија. ..~ 
Опитом је утврђено да се силе Р1 , Р2 , Рз могу TaKQ] 

одмерити, да кад престану да дејствују греда опет заузм~ 
свој ПРВОбит~и Облик.1 

Тело КОЈе има особину. да под дејством извесних сил~; 
.' 

промени СВОЈ облик, а чим силе престану оно опет дође .у'; 
.~ 

свој првобитни положај, назива се еластично тело. ј 

Граница, до које се неко тело може оптеретити, па Ka~ 
да се терети уклоне, да опет заузме свој пређашњи обли~ 

назива се граница еластичности. 

Еластична СУ. тела ДРВО, камен, 
и други грађевински материјал. 

'~ 
- 'ј 

• 
• 
. ' 

-,е 

гвожђе, челик, бетоц 



tранице њихове е~а~тичdо~ти су потпуно опитима ис

не и у таблице сложене. 

; Круто тело онако како смо га дефинисали у члану 

природи не постоји, али се велики део теорије у 

... аници изводи узимајуhи у обзир такво. идеално круто 

А после се та теорија примењуј е у гр аницама еластич

на еластична или чврста тела . 
. Кад сила акције дејствује управно на неко тело, као 

смо мало пре узели (сл.· 115) онда и сила реакције 

такође управно на раван на коју дејствује сила 

е. 

-?-
Ако сила Q дејствује косо на неко тело А (сл. 119) 

-?- -?-
.. силу· Q разложимо на две компонент~; Ql нормалну на 

-?-

тела А и Q2 која пада у ра-

. н тела А, онда видимо да је само 
--+ 
Ql сила акција, јер она само 

ствује да се облик тела А изме-
-?-

а сила Q2 теЖи да тело А ста-

у кретање, те отуда и' реакција 
>-

R тела А мора бити по правцу 
• 

величини Једнака а супротног 

-?-

ера само сили Ql .. 

-

-
-л i 

Сл. 119. 

• 
Кад сила дејствује. на какву криву Ш!IlИЈУ или криву 

• •• 
:оврШИНУ, онда за раван на КОЈУ сила деЈСТВУЈе, узимамо 

кулаторну односно тангенцијалну раван у нападној тачки 

одређујемо реакције према томе да ли сила дејствује косо 

:, ли управно на поменуте равни. 
65. Трење. - Како је свако тело уопште више или 

• 
;мање. шупљикаво односно рапаво, то при кретању Једног 
. -,.. , .: . 
,тела преко другог Јавља са известан отпор, КОЈИ спречава 
, 

'кретање. Тај отпор назива се трење или сила трења . 
. -
~ Како сила трења успорава кретање, то она има исти 
. . 
rправац а супротан смер силе, КОЈа производи кретање. 
~. 

: Величина трења Т двају тела уопште не з1iВиси, као 
;што је то опитом утврђено, од величина површина којима 

!се тела додирују, веп од рапавости додирних површина и 
,,--
,iнормалног отпора N. 

7" 



Француски на'учник Кулон* испитивао је експеримеu"', 

ним путем трења разних тела, па је нашао да је трењ' 

приближно пропорционално нормалном отпору N, одн 
нашао је да је количник 

• 

т 

N =! 

скоро сталан, Тј. у малим границама променљив. 

Количник f назива се lшефuцuенаm mрења. 
Коефициенти трења за разна тела и разна 

различити су. 

(1) 

кретаЩ! 
.", 

С-,'јј 

Ми ћемо сада видети како 

трења при кретању клизања. 

се одређује 1 коефициена.з 

Ако раван 1 неког тела (сл. 120) 
• 

зонтаЛНОј равни за изветан угао а 

онда ће тело К клизити низ раван 

1. Како је у то:\'! случају резултанта 
-.. -.. -.. 

сила Q и N сила R услед чијег деј-
ства тело К клизи, то излази да ј е 

-+ 
сила R по интензитету и правцу јед-

--7-
на ка сили трења Т а супротног сме-

• 
ра, те је отуда' 

T=R Q sin а. 
А како је 

й= Q cosa 

т() је коефицијенат трења 

нагнемо 

-Q 

Сл. 120. 

• 

f = 
т 

N 
Q sin с: 
Qcos а 

tg (1 

а трење 

т =! N. 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
Угао а у овом случају назuва се угао шрења. КоефUЦllенаm 
mрења једнак је, дакле, шангенсу угла шрења. 

Таблица (сл. 121.) даје нам коефициенте трења при кли' 
зању наведених тела. 

• 

* Соиl0тЬ Charles (1736 - 1806) велики франuускинаучник. 



НАЗИВ ТЕЛА 

Челик преко гвожђа 

Дрво преко дрвета 

Дрво преко камена 

Челик преко леда 

Ливено гвожђе преко бронзе 

Сл. 121: 

коефициенат трења 

f 

0,1 
0,4' - 0,2 
0,3 
0,014 
0,16 
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Пример. - Колики је отпор трења, који се јавља при 
• 

~хчи по леду челичних санки, ЧИЈа тежинаса теретом из-

носи 100 kg. 
У датом случају је 

N = 100 kg. 
а према таблици 

ј = 0,014 
те је отуда тражено трење 

т = ј N = 0,014 . 100 = 1,4 kg. 

66. Отпор вавдуха. - Сем отпора трења, који се јавља 

кад се једно тело крепе преко другог услед рапавости тела, 
• 

,имамо ЈОШ отпор ваздуха. ' 
о" Величина отпора ваздуха зависи од брзине којом се 

тело крепе, од густине самог ваздуха и од површине тела 

на коју ваздух делује кад се тело крепе .. 
Како о:гпор ваздуха успорава кретање, то сила отпора 

ваздуха има исти правац а супротан смер брзине кретања. 

Површина на коју делује ваздух при кретању сматра се она 

површина тела на коју правац брзине стоји нормално. 

Величина отпора ваздуха W одређује се експеримен

талним путем; а општи образац до кога се долази експери-
• 

менталним путем Је 

W=1jJftFv2 

где је 1јЈ извесна константа, ft густина ваздуха, 
• • Q 

тела на КОЈУ деЛУЈе ваздух при кретању, а V" 

којом се крепе. 

F површина 

брзина тела 

67. Апсолутни и терестрични осистем мера. - Маса 

"једнога кубнога сантиметара" чисте дестиловане воде на тем· 
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ператури + 40 С, на морској површиии, као што нам је о 

знато о из Експерименталне физике претставља грам

а маса једнога кубнога десиметра претставља lшлограм- о 

Сила која би грам-маси давала убрзање 1 cmjsec2 , 

зива се дин (dyne). 
Сила lшја грам-маси даје убрsање 981 cm/sec2 

се сила грам-тежине. 

Како сила једнога дина даје убрзање грам -маси / 
cmjsec2, а .сила грам - тежине 981 cmjsec2 , то између силе оо о 
тежине и силе једнога дина, постоји однос 

Сила 1 gr = 981 дин. (1) 
Сила која би /{илаграм-масu дивала убрзање 10тј 

мегаДИfl (megadyne). 
, 

Сила koja /{илограм-маси даје убрsање 9,81mjsec2 

сила /{илограм-шежине. 

Према дефиницији, између силе мегадина и силе кил 

грам-тежине, постоји пропорција. 

1 мегадин : 1 kg - 10 : 9,81, 
те отуда добијамо образац--

1 мегадин = 1,02 kg. (2) о 

Како сила једнога дина даје 1 грам-маси убрзањ~ 
о, 

1cmjsec2
; а сила мегадина даје 103 грам-маси убрзање 10Ј 

cmjsec2
, то је 

106 . дин. = мегадин. (3) . 
Помоhу образаца (1), (2) и (3) можемо, једну дату СИJIУ 

• , 

изражавати другом силом 

или 

, 

Пример. - Изразити -у динове силу Р = 1 kg. 
Према обрасцу (1) 

р - 981000 дина, 

р = 9,81 . 105 дина. 

Како сила једног дина има сталну вредност, јер су са

нтиметар, грам-миса и секунда потпуно утврђене величине 

то је дин јединица силе аuсолушног система А1ера, који се 

скраhеио обележава са (С. О. S).* 

* Када узмемо за јединицу дужине метар, за масу килограм-масе, 

а за време секунду, онда апсолутни систем мера скрапено обележавамо са 

(М. К. S), а кад узимамо метар, тону и секунду онда са (М. Т. S). 
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грам-тежине има вредност само за зеМЉИIlУ 

, па и ту зависи од земљине теже, зато је сила 

ге)l{ не јединица. силе шересi1lРUЧ1l0г* система мера. 

солутни систем мера назива се још и фd3ll!ШЛllU . си
а терестри чни систем мера назива се и i1lеХllnЧК:U 

мера. 
-+ 

:ехниЧКИ систем мера cKpaheHo се обележава са (M.F.S) 
, -+ 

јединице метар, килограм-тежине и секунда. F 
Бља силу изражену килограмима. 

ОСМИ одељак 

а м и I< а с л о б о Д н е м а т е р и ј а л н е т а Ч I< е. 

Диференцијалне и коначне једначине кретања 
материјалне таЧI<е. - Како је сваком кретању, 

смо видели у члану. 61', узрок извесна сила, . то се 

.•. нам ици јављају два важна проблема. 
..... РЕИ је проблем, да се нађе коначна једначина кретања 

. .• материјалне тачке када је позната сила 
; а други је да се наljе сила кад 

знато кретање материјалне тачке . 
• Када ее нека материјална тачка М 

... 22) чија је маса т, крепе у про-

.. -+ 
у деЈСТВОМ силе Р, онда је једначина 

материјалне тачке М у вектор
облику 

-+ -+ 
Р= т u (1) 

једначину (1) пројицирамо, обеле

, . 
КОЈа на њу де Ј-

z 

м 

!I 

Сл. 122. 

и пројекције силе са Рх , Ру, Рг; а пројекције убрзаља 
d2y d2z . . 

, dt2' dt2 ' добиhемо дифереНЦИЈалне једна чине кретања 

М у скалаРНQМ о.блику 
d2x 

m dt2 = рх 

d2y 
т dt2 .= Ру (2) 

d2z 
m dt2 - Рг 

i . * Нази ви терестрични '.долази од француске речи terrestre, који значи 
еМаљски. у наведеном случаЈУ значи: систем мера који важи само за земљи-
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Пројекције силе: Рх, Ру' Pz У најопштијем случају су 
. dx dy dz 

ЦИЈе од: Х, у, z, ([ј' dt' dt и t. 
Како су једначине (2) систем 'симултаних диференrщ' 

ник јеДf{ачина другог реда, то кад их интегралимо, њ 

интеграли садржаваhе 6 произвољних констаната С1 , С2 , •• 

Када произвољне константе одредимо помоhу по ... "' 

. (dx (dY dz . 
услова кретаља. ХО' уо, Zo, di о, dt о' dt о што одгов .. 

. почеrном времену t = to, онда добијамо коначне једна. 

кретаља материјалне тачке М у облику 

Х = 11 (t) 
У = 12 (t) (3) 
z = 1з (t) 

Ако је кретање материјалне тачке у равни, онда су 

јекције силе и убрзања на г:осу једнаке нули, па систем 

мултаних диференцијалних једначина (2) r ласи: 

d2x 
т dt2 =РХ 

• 
а коначне Једначине кретаља· 

Кад је кретање 

ниско, онда обична 

• 

Х = h (ђ 
у = h (ђ. 

• 
матерИЈалне тачке 

диференцијална 

d2x 
т dt2 -Рх; 

а КОНflчна Једначина кретаља 

Х = 1 (t). 

(4) 

у равни и прав,,", 
• 
Једначина кретања 

(5) 

. I 

Пример. - Наhи коначне једначине праволиниског Kpe~"j , 
• •• 

таља матери)алне тачке, када Је Сила КОЈа производи кретање' 

РХ = mt, (6)' 
а почетни услови кретаља to = 1, Vo = О, хО = 1. 

Диференцијална једначина кретања материјалне тачке 

је према једначинама (5) и (6) 

d 2x . 
т dt2 =mt 



т:~кле 
• 
Је 

dx 
dt 

d 

dx :-

х= 

d2x 
dt2 - t 

d dx 
dt t 

dx 
dt 

dt 

t dt, 

t2 

t dt = 2 + С1' 

f t2 

+ С1 dt,. 2 

t s + С1 t + С2 
6 
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(7) 

(8) 

у једначини (7) сменимо 

вима кретања, биhе: 

= v 11 t датим почетним 

О = ~. + С1 , 
)дакле је 

1 - . 
• 2 

o-,r:_ 

\'Х 
" 

Ако у једначини (8) сменимо С1 нађеном вредношhу, 

и t датим почетним вредностима кретања, добиhемо 

~,'-

·'Ј-- • 
gдакле Је 

1 _ 
А -

1 1 
6 2 

4 
-со-' 

3 

Када у једна чини (8) сменимо интеграционе константе 
~ађеним вредностима, добиhемо коначну једначину 
~атеријалне тачке, односно закон пута 

t3 t 4 
х= 6 - 2 + 3' (9) 
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При одређиваљу коначних једначина кретаља маТЈ 

алне тачке, кад је дата сила која производи кретаље у pai 
. ~, 

имамо. четири главна случаЈЗ· -L 
Случај 1. - 'Интензитет силе која производи крет, 

• 
Је стална величина 

р.= mk, (10) 
односно 

или • 

d2x 
dt2 = k. (11) 

Када једначину(11) сукцесивно двапут интегралимо биhе 

dx Ј . 
dt = k dt = kt + С1 , 

Ј
' k 

х = (kt + С1) dt =. 2 t2 + С1 t + С2 , (12) 
• 

или 

(13) 
Добивена једначина (13) претставља општи тип коначн,' 

Једначине кретаља материјалне тачке, које производи СИЈ}.1! 
чији је интензитет стална количина. Интеграционе KOHCTaH;~ 
С1 и С2 се одређују из почетних услова кретаља . 

. Случај Il. - Интезитет силе је функција положај~ 

(пута ), 
р , т ср (х), 

односно 

т т ср (х) 

или 

d2x 
dt2 = ср сх) 

Једначину (15) можемо написати и у облику 
• 

или 

d 

d2x dx dx 
dt2 • dt. = ср (х). dt ' 

dx 
dt 

dt 
• 

dx 
dt 

dx 
ср (х)· dt 

, . 

(14) 

(15) 
• 

• 



dx 
• 

dt 
dx 
dt 

d (~ . dx 
dt dt 

ср(х) dx 
, 

f ср (х) dx = ЧЈ (х) + С!' 

V2 = ЧЈ (х) + С1 

dx v--;-;-
dt 

dx 
~/1Џ(X) + С1 = dt . (16) 

l'iiiјзад кад интеГРЗЈ1ИМО једначину (16) добиhемо 
dx 

t = v ЧЈ (х) + С1 + С2 • (17) 
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Интеграционе константе С1 и С2 одређују се из почетних 
кретања. 

Случај lI/. - Сила је функција времена 
р= т ј (t) (18) 

It'I!OCHO 
d2x 

т dt2 = т ј(!), 

d 2x 
dt2 = f (t). 

ВСад једначину (19) напишемо у облику 

~9ндa је 

I1ли најзад 

dx 
dt 

d (~) 
dt = ј (t) 

d (dX = ј (t) dt 
dt 

f (!) dt= ср (t) + Сј 

(19) 

х=! ср (t)+C1 dt=1V(f)+C1f+C2• 

;Константе С1 и С2 одређују се из почетних услова кретања. 
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Случај IV. - Сила зависи од брзине 

р = т !(v) 
односно 

m~ = mj(v) 

или 

dv 
dt = j(v). 

Кад једначину (21) напишемо у рблику 

dt = dv 
/(v) 

а затим интегралим,О биhе 

t - dv 
f(v) + С. 

Како је 

dx 
dt = v, dx = vdt, 

то једначину (22) можемо написати у облику 
. "" ~ 

• 
одакле Је 

vdy 
dx = f(v) 

х = 

(20) 

(21) 
, 

(22) 

(23) 

(24) 

Интеграционе константе С и С1 се одређују из почетниXl 
.' 

услова. 

Како је одређивање коначних једначина кретања 

материјакне тачке, кад је дата сила која производи крета .•. 
скопчано са интеграљењем диференцијалних једначина, то .. 
оно могуЬе само у извесним случајевима, док напротив 

ређивање силе кад је познато кретање је врло лако и ув 

могуЬе. 

Кад нам је дато кретање неке материјалне тачке ј 

начинама 

х = 11 (t) 
У ...:...- h (t) 
Z = h џ) 

где су х, у Z пројекције вектора положаја покретне тачке; 
., . 

онда су ПрОЈеКЦИЈе силе КОЈа производи кретање 



m //,(ђ = РХ 

. т т k'(t) = Ру 

. . 

сила Је v Рх 2 + Ру 2 + pz 2' р 

силе Р је 

•.... t;; = cos «, 
Ру . 
р = cos ~, 

Pz 
Р 

=. cos,(, 

: «, 13, '(, углови које сила Р заклап,а са координатним 
: Х, у, Z. ' 

., Ако је кретаље криволиниско у равни, онда сила има 
, 

. компоненте, а ако Је кретаље праволиниско и у равни 
• 

само Једну. . 
Пример, - Иэрачунати силу, која дејствује на матери

'ин тачку масе т, када се тачка креће праволиниски по 

s = kt2 + t. 
дату једначину диференцијалимо двапут биhе 

d 2s 
dt2 = 2k; 

добивену диференцијалну једначину помножимо са ма
,.' имаhемо 

d2s . 
т dt2 = 2 т к 

• 
Је тражена сила 

р = 2mk 
69. Природне или Ајлерове једначине 1<ретања мате

таЧ1<е.* - Када се материјална тачка М, масе т 
-+. ' 

. под дејством силе Р и описује тра- 1) /" 
'7'{)рију криву С (сл. 123), диференци- V 

а једначина кретаља материјалне 
, 

с·щ,е Је као што смо у претходном члану 

-+ -+ 
р = ти. (1) 

Ако за сваки положај покретне. 

~чке М, конструишемо правоугли коор-

с 

N 
Сл. 123. 

, 
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• • 
динатни систем, ЧИЈе 

. 
су осе TaHreHTa, нормала и 

• • 
траЈеКТОрИЈе, онда су пројекције једначине (1) на 

координате. 

р 
dv 

Р cos т -- -
т dt 

-+ 
(Р, Т) 

р 
V2 

т -=р cos 
N Q 

-+ 
(P,N) 

• 

Р О. 
в 

Пројекција на бинормалу је једнака нули, јер 

као што смо видели у члану 47, лежи у оскулаторној 
и не даје компонту у правцу бинормале. .. 

једначине (2), (3), и (4) нааивају се природне или 

рове једначине кретања материјалне шачке. 

Природне једначине називају се зато што смо их 

када смо једначину (1) пројицирали на триедар оса, 

није произвољно узет, веЬ чији пОчетак одређује тачк 

се креЬе; а Ајлерове једначине називају се зато што 

Ајлер први увео у Механику. 

Триедар оса, који граде тангента норма ла и бино 

назива се ириРОДflИ триедар оса, или природни кооро.ЩrG 

систем. -

70: Степени слободе кретања. - Када се нека 
• 

теРИЈална тачка може кретати произвољно у простору, пр.' 

дејству силе, онда нам је положај тачке поз.нат, када 

три њене кооrдинате Х, у Z као функције времена t, и'.' - '. 

кажемо у томе случају тачка има шри сшепена слободе 

тања. , 

Ако се тачка може кретати само по извесној површ 
. . . 

у равни, онда нам Је њен положаЈ познат када знамо 
. 

љене косрдинате; а ако се тачка може кретати само по 
• • •• 

ВОЈ ЛИНИЈИ У равни, онда нам Је њен положаЈ потпуно поз 

кад знамо једну њену координату као функцију времена .... 
у првом случају кажемо тачка има двасшепена слободе 

шања, а у другом случају један сшеиен слободе 

Како је положај једног крутог тела, у простору, п 

члану 14, одређен са шест независних I<ордината, то 
тело може имати шесш степена слободе крешаља. . 

.' • 



i 1 i 

. слободан пад материјалне тачке. - Када сло-, 

, материјална тачка М (сл. '124.) масе т, пада са из

'висине h У безваздушно:vI простору, онда 
М, • 

,оја производи кретање Је земљина тежа. 

равац и смер силе је сталан и управљен к 

земље. Кретање је дакле праволиниско. 
.Iа ''''''рска једначина, једна чине· слободнога 

... 

, , 
, -
i Р'mЕ , 
• , 
• • 
I 

зимајуhи обзир убрзање земљине теже g, је Сл. 124 . 

... ... 
р т g. (1) 

кретање праволиниско и вертикално то су про-

-+ ' 
е 'силе Р на коордннате 

• 
осе х и у Једнаке нули. а про_ 

, 

на z-оси Је 

Z = т g, 
добијамо диференцијалну једначину слободног пада 

d 2z 
т dt2 = mg, 

- -, -
",. скратиIЗШИ обе стране једначине са т, и обележевајуhи 

• 

место са z, 

=g 

d 
dt ( 

ds 
dt 

d( ddSt) 

=g 

= gdt, 

интеграљењем добијамо 

ds 
dt = gt+ Vo ' 

V = Vo + g t 
, Је Vo интеграциона константа. 

~ 

Кад једначину (3) интегралимо биhе 

s = g t2 + Vo t + So ; 
2 

(2) 

(3) 

(4) 

(Б) 

Кад узмемо да ,су почетни услови кретања to = О, 

О, SoO и одредимо произвољне константе Vo и So 

иhемо 'коначну једначину слободног пада материјалне 
• 

е. 



·s=e t2 
2 

Како је код слободног пада висина h исто што 
ђени пут s, то једначину (6) можемо написати и у 

(6) 

s = h = g t 2• (7) 
2 

Кад једначину (7) помножимо са2 g, биhе 
2gh = g2f2; 

а кад једначину (7) диференцијалимо по времену t, 
v = gt 

(8) 
имаfil!1 

или 

v2 = g2 t2, 
ИЛИ С обзиром на једначину (8) 

v2 - 2gh, 
"" -' . 

одакле ДООИЈамо наЈзад 

(9) ,О 

(10) 

(11) 

v2 

h = 2 (12) ,g 

-:,.;,0 

Пример. - Израчунати време за које Ье пасти ј 
тешко тело пуштена из аероплана са висине од 245,25 ,,' 
као и брзину коју Ье имати тело при паду на земљу, не 

деhи рачуна о отпору ваздуха. 

'Према обрасцу (8) тражено време је 

t - V2 • 245,25 - 5V2 
- 9,81 - , sec. 

а према једначини (11) 
v = V--;2:-' .-9=-,-=-81'--. ~24~-;;5C-;,2=5-= 69,38 m/sec. 

Пример. - Израчунати пут који је неко тешко 

прешло при слободном паду, занемаривши отпор вазду 

кад је при паду на земљу имало брзину 117,72 m/sec. 
Према обрасцу (12) тражени пут је 

, . 
О О 

_ (117,72)2 _ 70632 
s 2 . 9,81 ' m. 

• 

72. Хитац на доле и хита Ц на горе. - Када неко 

тело бацимо вертикално на доле са извесне висине и са по.' 

четном брзином vo' онда је то хuшац на доле; а кад, неко 

тело бацимо вертикално у БИС са извесном почетном брзи., 

нам, онда је то хuшац на горе. 

Према обрасцу (4) из претходног члана брзина хитца 
• 

на доле Је 



1]3 

v - уо + gt (1) 

• 

:ле Ј е, имајуhи,у виду, да је пут 
, 

s за t = О таКОђе јед-

НУЛИ 

Ј ds = Ј (vu + gt) ш, 

(2) 

Код слободног пада и хитца на доле, земљина тежа 

. рзав а кретање, а код хитца на горе земљина тежа успо-
• 

кретање, Јер тада сила теже има исти правац али су-

""'ган c}Vlep кретаља, те Је отуда брзина хитца на горе 

бзиром на обрасце (1) и (2) 

v = Vo - gt (3) 
ређени пут 

--- t g t2 
S --- Vo --- 2 . ( 4) 

Пример. - Израчунати време када Ће се сударити два 

<OLUKa тела од којих је једно бачено са земљине површине 

ртикално у вис са брзином VO' а друго истовремено пада 

му у сусрет са висине h, без почетне брзине. 

Према условима проблема, путеви који оба тела пређу 

;до судара морају бити скупа једнаки висини 11, а како је 
'. 
юут тела баченог увис , 

а пут тела које слободно пада 
, 

• 
то Је 

f1 = s + Sl =vo t, 

одакле добијамо тражено време 

t = h. 
Vo 



'Й'4 
, 

, 
Примедба. --.: Кад хопемо графички да претст 

функције пута, брзине и убрзања сло-
боднога пада и хитца на доле, онда обич- О 
но узимамо координатни систем тако, да 

је позитиван смер функције упереli на 

доле; те отуда дијаграм пута слободно-

га пада С 
s 

s = g t2 

2 ' Сл. 125 

је парабола С (сл. 125). 

73. Једна«о убрвано и je,lI,HaI<O успорено «ретање 
ште. - Слободан пад и хитац на доле су као што 

ви цели једнако убрзано кретање; а хитац на горе једнако 

поре но кретање. Хита Ц на доле је још и једнако убрз ' 
кретање са почетном брзином; а хитац на горе једнако 

riopeHo кретање са почетном брзином. 

Сви обрасци, које смо извели за слободан пад, хитац 
_. ~. 

доле и хитац на горе важе као. оr:новни оорасци уопште 
. ~ . 

сва Једнако уорзана и Једнако успоре на кретања. 

Пример. - Израчунати убрзање, пређени пут и вр~щ 

путоваља. жељезничког воза, који пође из стања мира 

после 30 sec достигне брзину 54 km на сат и том брзином у'.ц 

3 минута, затим буде бреМЗ0ван и отпочне се кретати 

успоравањем 0,4 mjsec. . 
у датом случају је брзина на крају тридесете' секунде 

54000 
v = 3600 = 15 m/sec. 

Према члану 71, образац (9) означавајуhи убрзање са 

ll, убрзање је 

v . 15 05 / о 
и = t = 30 = , т sec.-

Пређени пут у току 30 секунди, према члану 71, образац 
(6), 

• 

Је 

Sl = 025 302 . 225т. 
Пређени пут у току 3 минута једноликог • 

кретања Је 

s. = 15 . 180 2700m. 
" 

Када је воз бремзован брзина је почела· опадати за 

O,4msec и после времена t била је нула, те је отуда 
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15 - 0,4 t О 
• .. е Је 

15 . 
t = 04 = 37,5 sec, , 

еђени пут према усдову џроб.'lема је збир аритметичког," . 
. у коме је раЗ.'lика 0,4 т, те је стога пређени пут 

sз = 3;5 15 = 281,25 m. 

Тражено убрзање 
• 
Је, дакде 

u = 0,5 mjsec 
пређени пут је 

S1+ S2 + S3 = 225 т + 2700 т + 281,25 т = 3206,25 т; 
" 

еме путовања Је 

t = 30 + 180 + 37,5 = 247,5 сес. 
Пример. - Израчунати ПОС.'lе кога времена пе се зау

и .'lокомотива која иде брзином 25 mjsec од тренутка 

машинист заустави пару и брзина отпочне падати за 

: mjsec. 
" " 
" 

По заустављању паре ПОС.'lе времена t брзина пе бити 
• 

нули, теЈе отуда 

25 - О 5t = О , , 
" 

IlЙ' :ено време Је 

t = 
250 

5 
= 50 sec. 

Пример. - Израчунати убрзање топовског зрна, којим 

.". оно крепе кроз топовску цев, када је цев топа дуга 2 т, 
.... рно изађе са брзином 700 mjsec, као и време кретања зрна 

з ТО[lОвску цев. 

Према обрасцу (11) у члану 71, тражено убрзање је 

7002 
. 2'2 = 122500 mjsec2

; . 
. 
(- u 

. према обрасцу (9) наведеног члана, тражено 
• 

време' Је 

t= 
700 1 

122500 = 175 sec. 

Трајекторије слободног пада и хитца на доле, као и 
• 

ца на горе су вертика . .'lне праве ЈIИНИЈе. 

74. Кос хитац. - Кретање материја.'lне тачке, под деј

ом неке силе косог правца назива се кос хитац. 

• 
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Ако је за почетак кретаља материјалне тачке М Mac~J 

узет координатни почетак О (сл, 12~),· У/ 
за угао према хоризонту угао а, КОЈИ . 
се назива уопште елевацuонu угао, за 

почетну брзину, брзину vo' а .за по

четн() време кретаља t = to = О,· 

хО =00 уо = О, 
онда су пројекције вектора почетне 

-+ 
брзине Vo 

• 

Хо' = vo· cos а , . 
Уо = Vo sm а. 

о 

м 
-IП/f 

А 

Сл. 126 

(1) 

На покретну тачку М дејствује само сила теже* 
-+ -+ -+ 
P=mu~-mg' 

• 
те Је отуда диференцијална јецначина кретања 

, . '-, 
косог хитl1i 

, 

или 

-+ 
т u -mg 

-+ -+ 
u = - g. 

Када пројицирамо једначину (2) биhе 

х" = О 

У" ~ _ о' 
- 6' 

одакле интеграљењем добијамо 

(2) 

х' = Ср у' = - gt + С!. (3) 
или с обзиром на једначине -( 1), као једна чине почетню 

услова кретаља 

С1 VO cos (1, С2 = Vo sin (Ј. + gt 
Када узмемо да је t= to О, онда је 

С2 = Vo sin а. 

Ако извршимо елиминацију ПРОИЗВОЉНИХ констаната С1 и С2 
из јецначина (3), биhе 

х' = Vo cos а, у' = '---- gt + Vo sin а, 

одакле интеграељњем добијамо t 

х = Vo COS а . t + С/ У= 

Према почетним условима интеграционе 

су једнаке нули и ми добијамо коначне 

косог хитца 

константе С/ и С2' 
• 

Једначине кретаља 

х = Vo t со.> а (4) 

* Сматра се да се кретаље в~ши у беЗВдЗДУШНОЫ простору. 
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t sin а - 2 (5) 
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• • • • 
х и у претстављаЈУ ПРОЈеКЦИЈе вектора положаЈа 

М. 
·Ако изједначина (4) и (5) избацимо време t, добиhемо 

• • 
траЈеКТОрИЈе косог хитца 

t 2 · g 
у == х g а - Х ~~=--~-2vo 2 cos2 

(l 

.. је извесна парабола . 
. Дужина ОА = W назива се домет хитца. 
Како је у тачки А пројекција вектора положаја на у-оси 

ка нули, то с обзиром на једначину (5) биhе 
o-t2 

О = V t sin а _ b~ 
О 2 

gt = 2 Vo sin а 
ле добијамо вредност времена 

2vo sin а , t 
g 

• • • 
КОЈУ траЈеКТОрИЈа сече х-осу. 

Ако у једначини (4) - 2vo sin а б 
ставимо време Једаако --''-----до и

g 
о дужину домета 

2 

W = Vo . 2 sm а. 
g (б) 

синус има. највепу вредност за угао 
Jt 

од "2 = 900, то пе 

мет W. као функција елевационог угла а имати маКСИМУl\1 

Jt . -9: 2а -.900 односно за 4 = 450. 

Пример. - Колики је домет W пушчаног зрна, које 

.. излети из пушке под углом .од 150 брзином 327mjsec, не 

f:водеhи рачуна о отпору ваздуха. 
Према обрасцу (б) тражени домет је 

3272 l' . 
W= 9,81 . 2" == 5450 т. 

Пример. - Израчунати највепу висину h до које доспе 
топовско зрно избачено под углом од 300 са почетном' бр

зином 490,5 mjsec, не водеhи рачуна о отпору ваздуха . 
• 

у датом случају тражи се максимум функције (5) 



t · g t2 • у. Vo SLn а -- 2 

Како је 

. 1 
sm а = 2' Vo 490,5ml sec 

то је функција чији се максимум тражи 

. у = 490,5 . 1 t_ 9,81 t2 

2 2 (7) 
• 

одакле Је 

dy 
dt = 245,25 

, 

- 9,81 t; (8) 
• 

- 9,81. 

Кад први извод ставимо једнак нули и решимо jeД~]1 

чину, добиhемо корен једначине 

t= 25. 
Како је други извод функције (7) негативан, то ФУН!I 

ција (7) има тражени максимум за t = 25, 
Утах = Iz = 3065,625 m. 

75. I{оличина Rретања. - Производ из масе т и ба1 
-+ 

брзине V, једне покретне материјалне тачке М (сл. 127), 
извесном датом времену, назива се l<ОЛИЧЩlG 

/{ретања. Ако тај производ ознчаимо са ,и, 
• 

онда Је количина кретања претстављена 

изразом 

-+ 7-
Р -:- т v. (1) 

Кад израз (1) диференцијалимо по времену, 
биhе 

• • -+ 
џ mv - т и, -

• 
а како Је 

-+ -+ 
ти Р 

• 
то Је и 

• -+ 
ft = Р, 

те отуда добијамо закон количине кретања: 

Сл. 127. 

Геометрис/{и ИfJВОД количuне 1Сретања, ио времену једне 

мшuеријалне тачке, једнак је силu, која UРОUfJВОДИ кретање 
• 

матерИЈалне тачке. 
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76. Импулс.- Кад основну динамичку диференцијалну 
.. аЧИНУ 

-+ 
-+ dv 
Р т -, 

dt (1) 

ралимо, биhе 
1 t 

I -+ Ј -+ 
р dt - т dv, -

10 10 
• 
је 

• 

t 

Ј -+ -+ -+ 
Р dt = nz (v - vo)' (2) 

10 

Лева страна једначине (2) назива се импулс, а десна, 
што смо у претхqдном члану казали, КОЛUЧlllЮ креruања. 

у исто време из једначине (2) видимо да је ИМПУЛС јед
прираштају количине кретаља. 

Када бисмо векторску једначину (2) пројицирали, до-
6исмо скаларне једна чине импулса. 

Када је 

t 

I РХ dt = т (vx - vox), . 

to 
1 

Ј Ру dt = т (vy - VOy), 
to 

t 

Ј Pz dt = т (vz-voz). 
to 

• 
кретање матерИЈалне тачке праволиниско, онда 

је импулс 

t 

(3) 

to 
Ако је интензинтет Р константан, а to - о онда једначина 

(3) • 
постаје 

Pt - т v, 
ИЛИ импулс 

:; = т v (4). 

Образац (4) налази примену при рачунаљу са тренутним 
силама. 

Пример. - Колики је интензитет, односно импулс ек

сплозије барута пушчаног метка који саопшти .куршуму, чија 

је тежина 0,01962 kg., брзину 200 mlsec, не узимајуhи у 06-
QrAn nтпnп ваздvха. 



• 
Тражени импулс Је 

G'f - 19,62.200 
@) 9,81 

0,4 kg. 

Димензија 
• 

импулса Је • 

[~] = [ т lt-1
] • 

77. Моменат количине кретања. - Ако се нека мет'! 
ријална тачка М, чија је маса т, креће услед дејства извес~ 

-'-+ -'-+ 
силе F, БРЗИJ::lОМ v, И њено кретање одређујемо према 

О (сл. 128.), онда је. количина кретања 

тачке М 

-+ -'-+ 
fA = т v, 

-'-+ 
а моменат количине кретања l у погледу 
на пол О је 

-'-+ -'-+ -'-+ 
z = [г fA ], 

или 

-+ -+-+ 
l = [г, т v ]. 

о 
Сл. 128 . 

-+ . 
Кад моменат количине кретања l диференцијалимо 

• • -?- -7. 

[= [г, т v ] + [г ,т v]. 
Како је векторски проду\Sт 

• -+ 
[ г, т v] - О, 

• -'-+ 
• r = v, то Је моменат количине кретања 

• -+ . 
1 = [ г, т v ], 

• -+-+ 
или l = [г F], 
одакле изводимо закон момента количине кретања: 

---,"~ 

по~ 

. ГеометРllС1Ш llЗВОД момента lШЛllЧllне кретања, једнак је 

мотенту Cllле, која производи кретање. 

78. Рад. - Кад се та чка . М (сл. 129.) чија ј е маса т, 

-+ 
креће под дејством силе ри пређе пут s, онда 

-+ 
кажемо да је сила Р извршила известан щеха-

нички рад. 

Рад једне силе једн.ак Је производу из ин

тензитета силе, преljеног иу да и KocllHyca 

угла кога заl<лаtЮ правац силе са путом, или 

-Ј 
м 

Сл. 129 
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речима: рад једне силе једнак је с/(алаРНОЈ}! UРОИ380ДУ 

u uређеног uуrnа. 
о је пут крива линија онда за косинус угла између 

силе и пута, за неку тачку С пута, узимамо косинус 

"I\.vra заклапа правац силе са тангентом пута у тачки С. 
је сила изражена у килограме тежине, а пут у 

онда је рад изражен у килограм-метре (kgm); а 
• 

• 
е сила изражена у дин-ове, онда,се рад изражава Једи-

апсолутног система мера, о чему пе бити речи у 

80. 
на слободну материјалну тачку М чија је маса т 

[Jlvжај одређен вектором положаја r 
-7 

· ... ·30), дејствује нека сила Р и тачка 
и КРИВОЛИНИСКИ пут s, онда за 

-7 -7 
..... произвољно моли пут ММј = 6.s 
'. пе извршити известан рад 6.А. Кад 

• 

да се тачка М1 бесконачно при-
тачки М, онда 

-7 -7 

6.s -7 ds 
• 

о време Је 

-7 -7 

ds = ,dr, 
6.А = dA 

дефиницији рада је и 
• 

-7 -7 -7 -7 

dA - (Р dr) = (Р ds). 
-7 

о 

c.~. 13G 

(1) 

Када се тражи рад који сила Р изврши уопште док 

М пређе из неког положаја коме одговара вектор поло-
• • 

а г, у неки положаЈ коме одговара вектор положаЈа Г1 , онда 
-7 

силе Р биhе 

А= 

r 

у скаларном облику 

-7 -7 -7 -7 

(Р dr) = (Р ds), 

t 
#' 

С обзиром на члан 26, 

(х1 , У1' Z1) 

(2) 

А = (Xdx + Ydy + Zdz). (3) 

(х, у, z) 



• 
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где су: Х, У, Z пројекције 
. -+ 

пута ds. 

-с>

силе Р, а: dx, dy, dz 

Кад је кретање тачке М криволиниско, 

сала и пут не дају пројекцаје на z-ocy, па 

у равни, 

и интег 

• 
постаЈе 

• 

(ХI> У1) 

А = (Х dx + У dy), (4) 

(х, у) 

. . . 
а када Је кретање у равни а праволиниско, онда Је 

аија силе Х једнака интензитету саме силе, а пројекција 

dx самом путу ds, па је 

А = р ds = Ps. (6) 

s 

Пример. Колики је рад потребан да се један жељ 

• 

нички воз чија тежина износи 300 t, одвуче праволинис 

10 km даљине, када се рачуна просечно да жељезнички '''Ј.' 
, -'-

при своме кретању савлађује отпор 2~0 своје тежине. 
у датом • • 

случаЈУ интензитет силе КОЈа има да саВЈIЙД 

• 
отпор Је 

р = 300000 = 1500 k . 
200 g, 

а пут 10000 m, те је отуда тражени рад 

А = 1 500 . 10 000' 15 000 000 kgm. 

Кад је смер силе исти као и смер пута, онда је рад 
.-

позитиван и кажемо сила врши рад; а када Је смер силе су--
• 

протан онда Је рад негативан и кажемо сила троши рад. 
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. 
Димензија рада у апсолутном систему мера је 

[А]=[Р]. [s]=[mI2 t-2
] 

• 
гехниЧКОМ систему мера Је 

• [А] = [Pl] . 

79. Жива сила. - Када се нека материјална тачка М, 
је маса т, Kpehe онда половина производа из масе и 

та брзине тачке М 

mv2 

') = Т, (1) 
~ 

• 
се жива сила или кинеmUЧ1<а енергща. 

Лајбниц'" је називао израз mv2 жива сила, те отуда неки 

mv2 

иСUlИ израз 2- називају uолужива сила или моn. 

-+ . 
Како је рад неке силе Р, која дејствује на извесну ма-

~еDијалну тачку М, чија је маса т, у границаМl1 од ro до r 
r 

А 
-+ -+ 
(Р dr), (2) 

можемо ставити 

r t t 
-+ -+ -+ 

d · А (Pdr) = т dv-+ 
dt) =; (v2

) dt, -- v · - -
• dt dt Ј. 

to ro 

или 

А 

• 

mv 2 
о 

2 

одакле добијамо закон живе силе: 

to 

=Т-Т о (3) 

Рад 1<оји не/ш сила иаврши док једну 
• 

маmеРlljалну mаЧ1<У 

доведе иа њеногuоложаја ro у uоложај r једнак је ирира-

* Leibnitz Gottfried Vilhelm (1646 ~ 1716) славни филозоф и науч

ник немачки. 
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• • 
шта ју живе силе или кuнеmuчке енергиЈе КОЈУ шаЧКа 

• 

,у своме креmању од положаЈа го до г. 

Кад узмемо да је Vo = О, или другим речима 

покретна тачка М покренула из стања мира онда об 

(3) добија облик 

А = mV
2 

=Т. 
2 

(4) 

Димензија кинетичке енергије је иста као и димензија 

[Т] - [тР t-2
]. 

Помоhу образаца (1) и (4) можемо одређивати кинети . 
енергију, односно рад као и брзину покретне материЈ _. 
тачке . 

. Пример. - Коју брзину има при паду на земљу, 

тална лопта тежине 5 kg, која слободно пада без почр';' 

брзине са висине од 100 т, не узимајуhи у обзир отп" 

ваздуха. 

у датом случају почетна брзина је Vo = О, а р-ад 

од 5 kg на путу од 100 m, је (5 . 1 ОО) kgm, те према об 
(5) добијамо једначину 

5 . 100 -
9,81 2' 

одакле је тражена брзина 

V = V'2 ·981 = 44,3 m/sec. 

Ако једначину (2) напишемо у скаларном облику 

r 

А 
-+ -+ 
(Р dr) 

(х, У, z) 

(Xdx + Ydy+ Zdz), 

(хо' уо' za) 
онда живу силу можемо претставити и изразом 

(х, у, z) 

Т - То = (Xdx + Ydy + Zdz). (5) 

80. Ефекат. - Рад који нека 

времена назива се ефекаш силе. 

• 
сила врши у Јединици 
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аТ Е уа пште. претстављамо као диференцијални 

.••• рада по времену 

Е= 
dA 
dt , 

• 
на кинетичку енеРГИЈУ 

Е 
dT 
-d':"':t' 

ензија ефекта је 
[Е] -- [т М-З] 

.....•• за dt у Машинској механицй· узима једна секунда 
• • 

кат неке силе Једнак раду, КОЈИ сыла може вршити 

... секунди. 
силе од 1 kg на путу од 1 т је килограм-метар 
да сила врши рад килограм-мешар у току једне се

....••. да је ефекат силе килограм-меuюр у секунди (kgm/sec). 
.. сила од 75 kg врши рад на путу од 1 т у току 

•. ~.I:J~~ нде, онда је ефекат силе једна тtOњска снига 

силе једнога дина на путу од 1 ст назива се ерг . 
. сила врши рад једнога ерга у секунди, онда је ефе
ерг у секунди. 

силе једног мегадина на путу од 10 ст назива се 
оиlе). 

• 
сила може вршити рад Једнога џаула У секунди, 

ефекат силе ваш (WaH, W.). 
електротехници употребљавају се и веће јединице за 

ефекта 

100 tVatt .. 1 Hectowatt (ћ W) 
1000 Watt = 1 КiZоvюtt (k W). 

з дефиниције рада и ефекта; и с обзиром на обрасце 

·Је", и (3) У члану 67, изводе се обрасци у који:vш је изражен 
између рада и ефекта сила терестричнога и апсолут

система мера, и то: 

..... Рад 1 kgm 9,81 . 107 ерг = 9,81 џаул (4) 
...••.. Ефекат kgmjsec = 9,81 W· (5) 

Пример. Колики је ефекат дизалице која за 1 минут 
7200 kg на 5 m. висине . 
.тражени ефекат је, у терестричном или техничком сис

мера· 
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7200 . 5 .. 
Е = 60 - =-с= 600 kgmjsec = 8 Р.$, 

или узимају!ш у обзир да је 1 P.S = 75 l(gmjsec; а 1 
jsec 9,81 W тражени ефекат је у апсолутном систему 

Е = 5886 W. 

Д~сети одељак 

Поља 

81. Скаларна и векторска ПОља. - Простору 

је неки скалар тако распоређен да у свакој тачки про(''Гr 

има само једну одреl)ену вредност назива се скалар1l0 

Пример. - Када у простору поставимо један правоуг . 
координатни систем Oxyz и отпочнемо мерити температ"n; 
онда ћемо видети да свакој тачки простора, чије су коо!-'.LJ.И 

те х, у, z, одговара извесна вредност температуре. Цео п . 
• 

сматрани простор претставља нам тада Једно скаларно поље 

поље температуре. 

Простор у коме је неки вектор тако распоређен да·.· 
свакој тачки простора има СllМО једну одређену вредност 

ва се векщорско поље. 

Пример. - Ако имамо један 

сто р у коме -влада привлачна МОћ 

поље. 

. . . 
магнет, онда Је цео про; 

• 
могнета Једно векторскс 

Векторско поље у коме је распоређена нека сила на 

зива се још поље силе. 

82. Функција силе. Потенцијал. Градијент. - Акс 

се слободна материјална тачка 

Мо, чија је маса т, налази у z 
-+ 

пољу силе Р, и под 
• 

деЈСТВОМ 

-+ -+ 
силе Р пређе пут ds (сл. 131) 

-+ 
онда је рад dA силе Р, обе ле-

-+ 
жавајуhи пројекције силе Р са 

Х У, Z, а пројекције пута са 

dx, dy, dz. 
-+ -+ 

dA=(P ds) 
+ Z dz. 

х dx+ у dy + 
(1) 

х 

Сл. 131 

м 
s 



-+ 
купан рад, који сила Р изврши док 

е У положај М (х, у, z) је 

(х, у, z) 

А (Х dx + У dy + Z dz)., 

Im израз 
Х dx + У dy + Z dz 

~TcaBљa тоталан дифеРeJlцијал извесне функциј е 

u (х, у, z), 

~ . 
екога скалара, или другим речима ако Је 
~ .. 
." . 
1,-
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(2) 

(3) 

fto значи ако. СУ парцијални изводи функције U једнаки про

lЦијама силе р на координатним осама онда се функција 
'" 

• 

u (х, у, z) 

-+ 
сила Рима функцију силе . 
• 
Је 

(х, у, z) 

(Х dx + У d У + Z dz)= (4) 
- . 

l!ЛИ С обзиром па ЧJlан 79, израз (5), 

• 

(5) 

Негативна вредност функије U назива се потенцијал П, 
~ 

ИJlИ потенцијална енергија силе Р, дакле 



U П* _. -= 
(6) 

Када место.одређеног интеграла (4) узмемо ОПшти . 
грал, онда изрази То и Uo. у једначини (5) претстављају 
грационе константе, и тако добијамо општи образац за 

силу, с обзиром на функцију силе 

Т = U + h, (7) 
• 

где Је 

интеграциона константа. 

Израз (7) назива се интеграл живе силе. 
Ако место функције U у обрасцу (7) ставимо потеНЦu:јl 

П, онда с обзиром на једначину (7), и (8) биhе 

(9) 
Израз Т + П претставља тоталну енергију, а и 

То + П Ј извесну константу, што се све скраћено прет 

и изразом. 

(10) 
Израз (1 О) изражава принцип консервације 

• 
КОЈ\-!. гласи: 

Збир кинеШ/fчке и nошенцијалне енергије једне 

мащеријалне тачке на коју дејствује каква конверваш'''''

сила је стална количина ва све време kрещања ma!;lKe. 
Силе које имају функцију силе, називају се l(онверв 

шивне силе. Поље једне конзервативне силе назива;-'Се 

ваШU8НО поље. 

Из обрасца (9) види се: кад кинетичка енергија 

* Израз 
Xdx + Ydy + Zdz 

је тоталан дйференuијал неке функције U, кад је 

дХ дУ дУ дZ дZ дХ 
__ О 

ду дх' dz - ду , дх Oz ' 

а израз 

Xdx + Ydy 
кад Је 

дХ дУ , 
------с-, 

оу ох 

као што је познато из Инфинитсзималног рачуна. 
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цијална опада и обратно, кад потенцијална енергија 

кинетичка опада. 

Ако узмемо да функција (3) има једну одређену вред

С1 , С2 , Сз , .•• , онда пемо имати функције 

(х, у, z) = C1, U (х, у, z) = С2 , U (х, у, z) = Сз , ... , 
• 

нам претстаВЉИЈУ извесне површине у пољу сила, а 
, . 

се називају нивоске или еквииошенцијалне nовршине. 

Према дефиницији ниВОСIШХ uовршина, имају/ш у виду 

U = - П, видимо да потенцијал за ма коју тачку 
• 

нивоске uовршине има исту вредносш. 

Ако се материјална тачка М, ЩI коју дејствује у пољу 
-r 

сила Р налази на једној нивоској површини и изврши 
-r 

пут dS(Ha самој површини), онда је 
-r -r 

d А = (Р ds) = Р ds cos 
-r -+ 
(Р, ds) = d U. 

d U =0 
• , функција U има константну вредност за све тачке Једне 

• 
шине, то Је и 

-r -r -r -r 
(Р ds) = Р ds cos (Р, ds) = о, 

• • 
када Је скаларни продукт два вектора Једнак нули, онда 

• • 
и СТОЈе нормално Један на други, те отуда излази: да правци 

, ла у једном пољу сила стоје нормално на нивоске површине. 
Када узмемо да су ниврске површине бесконачно блиске 

• • 
правци сила праве изломљене ЛИНИЈе КОЈе прелазе у 

. " 
иране криве, КОЈе се наЗИВЗЈУ лиНИЈе сила. 

Линије сила су дакле, ортогоналне трајекторије нивос

површина; а правци сила су тангенте, тих трајекторија. 
-+ 

, Ако нам крива L (сл. 132), У пољу силе Р, претставља 

iлинију силе, онда у ма којој тачки М 
z -+ 

:линије силе, сила Р је тангентна ли-

:линије L. /./"'_ L 
~ ~ 

; Пројекције Х, Y,Z, силе Рсу функ-
щије додирне тачке М, 

f-::o:----- !Ј 
.х = ј (х,у, z), У = ср (x,y,z), Z= \јЈ (х, у, z). 
, . у исто време пројекције беско-
" 
,начно малог дела линије L од тачке 
, . м до бесконачна блиске тачке кроз СЛ. 132. 

9 
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које 

-7 

-+ 
пролази . тангента - сила Р, су 

dx, dy, dz. 
Како су, бесконачно мали део линије L и т 

ла Р, пропорционални и имају исти правац, то 
• 

писати Једначину 

или 

dx 
f (х, у, 

или 

dx dy dz - -- - Z' х у 

dy dz - --z) - <р (х, у, z) 'IjJ (х, у, z) 

dy _ <р (х, у, z) 
dx - ј (х, у, z) 

dz _ t ех, у, z) 
dx - ј (х, у, z) . 

: ~~, 

-4 

(11) 
• 

--~ 

Једначине (9), (1 О), (11) претстављају систем симу 
једначина, које важе за ма коју тачку М линије .силе, а 

важе за макоју тачку, оне важе и за саму линију· силе L, 
отуда једначине (9), (10), (11) претставвљају и уопште 

једначине линије сила, које можемо увек написати, кад 
• • 

су нам познате ПРОЈеКЦИЈе силе. 

Пример. - Испитати поље силе, када је фунцкија си 

у датом 
• • 

случаЈУ Је 

д U = _ а2 д U _ о д U = о 
дх 'ду 'дz ' 

• • 
одакле видимо да конзервативна сила деЈСТВУЈе У равни 

ралелно х-оси, јер има пројекцију само на х-оси. 

Потенцијал силе је 

П = а'Х. 

Када ставимо 

U = О, U = С1, U = 2С1 , ••• , 

.. 
добиhемо еквипотенцијалне линије* 

-~~ . 
па.; 

. 
-~ 

,-о 

,. Када сила дејствује у равни, онда имамо еквипотенцијалне линије 
• 

место еквипотеНЦИЈалних или нивоских површина. 



_ а2х =0, - а2х = С\, - а2х = 2С1 , ..• , 

;." вертикалне праве сл. 133 . 
. "г ~lщијална Једначина линија силе је 

'. dx dy . -----;; =-~o -, 
а2 

извршимо интеграљење 
• 

општу Једначину ли-

. силе • 

с 
у 

Линије силе су ХОРИ30Н

е праве, односно праве па

t:JIHe. х-оси. 

!I 

а 

-х О 

-

Сл. 133. 

-+ 

! 

, , 
• 

• 

, 

, , 
, , 

131 

. 

. 

х 

Пример. - Пројекције силе Р, која дејствује у равни су 

Х = 2ху, У = х2• 
-+ 

Испитати да ли сила Р, има функцију силе и потенцијал, 

'. ако има наhи једначину еквипотенцијалних линија и јед-
• 

ну ЛИНИЈа силе. 

Како је 
дХ дУ 

~. 

dy дх' 
-+ 
Р има функцију силе, 

U = х2у. 

. Потенцијал силе је 
, П =. - х2у. 
~ Једначина еквипотенцијалних линија је 
. x~--C. 
•. Еквипотенцијалне линије су хиперболе. 
~дначина линија силе је 

dx 
2ху 

dy 

Диференцијална 
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или 

xdx = 2ydy, 
или 

2ydy х dx, 
одакле интеГР!1љењем добијамо једначину линија силе 

х2 - 2у2 = С. 

Линије си.тlе су хиперболе. 

Пример. - Испитати да ли је сила Р, чије су проје~1 
х = х2 + у2 У = ху, 

конзервативна сила. 

Како је 

дХ дУ 
ду =F дх; 

~ 

сила Р, није конзервативна сила. 
~ 

Када имамо неку конзервативну силу Р, 
• 

ЧИЈе СУflШ! 

• 

х, У, Z, 
и функција силе 

• 
онда Је 

а 

• 
те Је отуда и 

Израз 

x=aU 
дх ' 

U (х, у, z), 

дU 
У=-д' у 

дU 
Z = дz' 

р = aU->: + дU->: + aU1 
дх l ду] дz' 

дU->: + au+. + au 1 
дх l ду] az' 

назива се градuјенш скалара U, и 

разом 

скраЬено се обележава И;~ 
,' ... ," 

grad U, 
те тако можемо ставити 

+ 
Р - grad U, 

и извести теорему. 



133 

. 
т еорема. - Свака конзервашивна сила може се преiii;-

као градијенш једнога скалара. 

Сваки вектор уопште, чије су пројекције на коорди-
• • 

осе Једнаке паРЦИјалним изводима некога скалара, на-
. -

се градщенш тога скалара. 

Једна од најважнијих конзервативних сила у Механuци 

.... сила земљине шеже. Љене пројекције на lшординашне осе су 
Х = О, У = О, Z = - mg. 

Функција силе је, према томе 

U = - mgz. 
Потенцијал силе је 

П == nigz. 
Једначина еквипотенцијалних ЛИНИЈа је 

- mgz С. 

Еквипотенцијалне линије су хоризонталне праве. 

Једначина линија силе је 

mgx = С. 

Линије сила су праве паралелне са Z-OCOM. 

83. Рад I<онsервативних сила. - Ако материјална тач

!Ка Мо, чија је маса т, услед дејства конзервативне силе доспе 

~з једне нивоске 'површине No У другу N (сл. 134.) 
~решавши пут МЈ М, онда је рад силе 

х, у, Z, 

д= (Xdx + Ydy + Zdz) = U - Uo 

;или 

д = U - Uo, 

'ШТО Ье реhи: извршени рад је једнак разлици функције 

{U - Uo без обзира на облик преljеног пута тачке МОј те отуда , 
'добијамо теорему: 

о. Теорема. - Рад једне кон- ~. ____ M",o,,--__ _ l{,(:r..!Io.zJ 
'зервативне силе не зависи од 

. облика пуша,· којим маmеријал

. на тачка услед дејсшва силе 

:преfjе из једне нивоске површи- N _c-_-+---:"-U(.c,y,z) 
л1 М2 . не у другу, 13еn од 13реднЬсши 

-uочешнога и завршнога поло-
~ . 

,'жаја UОlфетне mачщ; 
Сл. 134. 
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Рад силе био би, дакле, исти и да је тачка Мо 

дејства силе прешла пут Мо Мl или Мо М2 • 
Како. је према члану 78 образац (3) рад· једнак 

тичкој енергији, то код конзервативних сила кинетичка 

гија једне материјалне тачке, која из једне нивоске повр 

из стања мира пређе у другу нивоску површину је 

ма којим путем материјална тачка прешла из једне 

површине у другу. 

Једанаести одељак 

Централне силе 

84. Централне силе уопште. - Сила чији правац 

лази стално кроз једну одређену тачку у простору, 

се централна сила. 

--+ 
Ако централна сила Р (сл. 135) привлачи материј 

тачку М к центру С, онда се сила 
) 

р назива UРU8лачна или атракшивна 
--+ . 

сила; а ако сила Р дејствује на уда-

љавање тачке М од центра С, онда 

-+ 
се сила Р назива одбојна или реuул-

сивна сила. Сл. 135. 

--+ • 
Када је сила Р атрактивна, онда Је њен смер суп 

--+ -+ 
смеру радујуса вектора см - г, тј. негативан; а када-

• 

сила репулсивна, онда је њен смер и .смер радијуса вект 
• 

истоветан ТЈ. позитиван, или другим речима: атрактивне 
• 

ле имаЈУ негативан, репулсивне позитиван смер. 

. Међу централним силама велику улогу играју силе 

је интензитет функција отстојања тачке М од центра 

-+ -+ 
Р-ј (г), (1) 

којима Ьемо се ми само' и бавити. 

Ако обележимо са а, Ь, с координате центра С,. а са 
. -+ 

у, z координате раДИЈуса вектора г, онда су косинуси уг 
~ ,~ 

ва које заклапа радијус вектар r са координатним осама Х, У, 'i, 
- - -з 
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х-а 
(г, х) = --г-" cos 

у-Ь 
(г, уј = . r ' cos (г, z) = 

z-c 
r 

f,1ројекциј е 
-+ 

силе Р 
, 

х =ј(г) . 
х-а 

r ' 
у-Ь 

У =ј(г) . , 
r 

. 

z =1 (г) . 
z-c 

r 
, 

[да је сила репулсивнај а 
-"" ~.'> ' 

х - - ј (г) . 

у = - ј (г) . 

Z = - ј (г) . 

х-а 

r 
у-Ь 

r 
z-c 

r 

~
'l1дa је сила атрактивна. 

,'ада обележимо са 

r 1/! (7) (2) 
м 

fедну функцију, која може имати знак плус (+) или минус 
it~), онда су пројекције једне централне силе уопште 

Х = t (г) . х-а 
r 

у _ t (г) . у-Ь 
. r 
z-c 

Z = t (г) . , 
r 

(3) 

а сила 
-+ 
р = t ( r ). 

-+ . 
Величина радијус вектора r је према познатом обрасцу из 

Аналитичне геометрије' . 

r = V (х - а)2 + (у - Ь)2 + (z - с)2, (4) 

или 

г2 = (х - а)2 + (у - Ь)2 + (z - с)2. (5). 
Када функцију (5) диференцијалимо добиhемо 

2г dr 2 (х - а) dx + 2 (у - Ь) dy + 2 (z - с) dz 
или 

rdr (х-а) dx+ (y-.b)dy+(z-c)dz. (6) 
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Ј36, 

Ако прву једначину из групе једначина (3) помно 
са dx, другу са dy, треЬу са dz, па их саберемо доб 

Xdx + Ydy + Zdz = \jI (г) [(х - а) dx+(y - Ь) dy + (z-c} , r 
или с обзиром на једначину (6) 

Xdx + У dy + Zdz = \jI (г) r dr = \jI tr) dr. (7) 
, r 

Како је десна страна једначине (7) диференцијал изве'С!fl 

функције, то је и лева страна тоталан диференцијал нек{!ј 
функције 

па како 

функција 

u (х, у, z), 
- -?

су Х, У, Z пројекције централне силе Р, 

u (х, у, z), 
-?-

према члану 82, функција силе централне силе Р, и отуда 

добијамо, следеhу теорему: , .: 
Теорема. - Ценшралне силе су и конаервашuвне сuл~ 

85. Се «тор на брвина. - Ако је положај покретне таЧ. 
ке М (сл 136.) одређен поларним координатама r и ср, као 

функцијама времена t, онда је, ,према 

члану 48, угловна брзина тачке М 
• 

dcp I 
- = ср = ro, 
dt 

Када покретна тачка м учини је
-?-

дан бесконачно мали пут ds, онда је при- ::.......,:;L...,;=-"'---/M 

раштај аргумента dcp, а радију с вектори О 
• • r и ' 1 су У лимесу Једнаки, па Је стога 

бесконачно мала површина ОММ1 , коју 

радиус вектор r опише док дође у по-
• • 

ложаЈ раДИЈуса вектора ' 1 , 

dF 1 2 d '2 r ср. 

Количник 

dF 1 2 dcp 
dt = 2 r dt 

назива се секmорна БРfJИflа. 

1 2 " 1 
- 2 r ср =2 

Сл, 136. 

М, 

ds 

86. I<еплерови 8а«они*. - Централне силе, које играју 

* Kepler lоћапп (1571 - 1630) славни немачки астроном, 



улогу у ~еханици су оне 

небеских тела. 

137 

• 
услед КОЈИХ се врши кре-

Велики астроном Кеплер, на основу својих посматрања 

посматрања својих претходника поставио је следеhе за

о кретању небеских тела, односно планета: 

10. Планете се крећу око Сунца по елиптичним пута

а Сунце се налази у једној жижи путање. 

20. Површине које описују радијус вектори за иста 
" 

емена Једнаке су. 

30. Квадрати времена обилажења око Сунца појединих 

а сразмерни су треhим степенима полу великих оса 

елиптичних путања. 

Према првом закону 
" " 
Једне планете Је из-

.. есна елипса (сл. 137), чија 

.пачина у поларном обли

у 

, као што на м ј е познато -.х -"'Г--:.?-~--+':......!'----+- х 

Аналитичне геометрије; 1; F;, 

.. р ". 

{' = 1+10 coscp (1) 

:где је , радијус' вектор ср 
-у 

Сл. 137. 
аргуменат, р параметар, а велика полуоса, Ь мала полуоса 

е . и 10 бројна ексцентричност,' . 
. а 

Сунце се налази у жижи F1 И сматра се као извор цен

. тралне силе, која дејствује на поједине планете. 

На основу другог закона, секторна брзина планета је 
,. С . 
стална количина, коју обележавамо са "2 па Је стога 

1 С 
"2 ,~ w = 2 ' 

(2) 

или 

,2 W == с. (3) 

Према трепем закону је, обележавајуhи време обила
жења са Т, 

(4) 
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87. Израчунавање интензитета централних 

трајекторије планета. - Интензитет једне силе 

уопште 

• 
-+ 

р - т и, (1) 
а убрзање у поларним координатама је 

ИГ = г' - г ш2 (2) 

ис =2г'w +гш'= ~ . ~ (r2w). (3) 

Једначина (3), према другом Кеплеровом закону је је 
--~ <"" нака нули, и за израчунавање интензитета централне си,;W 

код планета, служи нам само једначина (2). 
Како је 

г/ 

или смењујуhи 

и ' 

dr 
dt 
С 

w са
г 2 

- dr 
dcp 

• 
dcp _ 
dt 

dr . 
d 

ш, 
ср 

г/ = 
dr С 
--:-·--=-с dcp г2 

d (ј) , 
dcp 

г"=-С 
. 

ш=-
d2Cf) 

то када сменимо г" и w у једначини (2) 
за уБРЗ1!ње 

+ 
• 

dCfJ2 
добијамо 

1 , 
r 

образаЦј 

(4) 

који се назива Бине-ов* образац, а који нам служи за одрб; 

ђивање централне силе, када је позната једначина TpajeKTO~: 
рије планете, као и за одређивање трај екторије планете; 

• 
кад Је позната централна сила. 

Ако једначину трајекторије планете 

напишемо у облику 

1 
г 

Г - Р 
1 + С; COS CfJ' 

1 е + COS CfJ, 
р Р 

(5) 

(6) 

* Binet jacques (1786 - 1856) велики матсматичар и астроном фран
uуски. 
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IIда је 
. s 

(7) 
Iли с обзиром на 

1 
(8) - - - _. 

р , 
. Када извршимо смену у Бине-овом обрасцу, добијамо 

If5рзање планете 
С2 

иг=--
. р 

1 
(9) • 

када знамо убрзање и масу т планете 

f!<0jOM Сунце дејствује на планету 
онда знамо и силу 

~KO У обрасцу (10) 

С2 1 
Р=-m- . 

р ,2 
Ь2 

сменимо параметар р са -, 
а 

mаС2 

Р= - Ь2 ,2' 

Како је површина елипсе 

а Ь п, 

~o је сектор на брзина планете 

IЬдакле је 

ab1t 
т 

с _ _2а--:;:Ь;;-п. 
т 

Када сменимо С у једначину (11) биhе 

р= 
4 т а8 1t2 

, -
Т2,2 

смењујуhи 
а 3 

са 8, или 
Р 

Р 
4 т 8 л2 

- -. ,2 

Када ставимо -
4 8 1t2 - Л, 

, 

• (12) 

(10) 

• 
онда Је 

(11) 

И извршимо смену у једначини (12) добијамо као сведени 

образац интензитета силе којом Сунце привлачи једну планету, 

р __ л т . (13) ,2 
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По трепем НЬутновом закону, свакој акцији 

реакција, те отуда ако масу Сунца обележимо саМ, 

сила којом планета дејствује на Сунце је иста као и 

(13) само супротног смера 

р= 
)..1 М ,2 , 

• 

(13) 

Како 
• 
Је 

лт 
• 

М, '1 
то можемо ставити 

л 1.1 
-k 

М т 

или 

л т = 1.1 М = М т k. 
Када извршимо смену у обрасцу (13) добијамо. НbYЋ~ 

нов закон 

р = -k Мт ,2 , (14) 

• 
КОЈИ гласи: 

Уаајамно ирuвлачење двеју маса је ираво ироиорцuонаЛН~i 
њиховим велuчuнама, а обрнуii10 ироиоiщuонално 1<вадрашуј, 
њихових оii1сшојања. 

Коефициенат k нааива се гравишациона констанШа. 
Када нам је позната централна сила 

. Ат 
р=- , ,2 (15) 

• 
па се тражи Једначина трајекторије планете, онда је с обзи~; , 
ром на једначину (10) 

• 
па Је интензитет дате силе 

. С2 1 
Р-'--т 

р ,2' 
а како је интезитет силе једнак производу из масе т и убр

зања иг , то према Бине-овом обрасцу диференцијална једна-, 
• • 

чина траЈеКТОрИЈе гласи 

С2 d
2 Н) 1 

. ,2 dq12 + , С21 

ИЛИ кад извршимо скраhивање И ставимо (+) - и, 
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(16) 

}Ј, •• ачина (16) је нехомогена диференцијална једначина дру-
. . 1 

реда, Један њен партикуларан интеграл Је ]ј' а општи 

\'1'f,гоал ј е 
1 

и=--
р 

+ р 

су G И ~оинтеграционе константе, 
1 . Када сменимо и са - добиhемотражену једначину тра-
г 

јекторије планете 

г = ~----~p~~--~. 
1 --+- G COS (~ - СРо) 

једначина (17) претставља 
елипсу за G <: 1 

хиперболу за G > 1 
параболу за f = 1. 

(17) 

Када је путања хипербола или парабола, 
• 

онда Је не-

. СКО тело извесна комета. 
кретање. - Ако 88. Осцилаторно или периодично 

О сталан центар (сл. 138.) _---а------------·-а -_.--, ... " ' , I , 

кве атрактивне силе Р, која! ! i , ' ' 
'ствује на слободну матери- -.т' М. О Ом м'х 
у тачку М и чији је ин- (Ј 

нзитет право пропорциона- Сл 138 

са отстојањем тачке М од центра О, онда диференци
на једначина кретања тачке М, чија је маса т, гласи 

d2x т dt
2 

= - АХ, (1) 

је ~ коефициенат пропорционалности . 

. Када ставимо 

- k2 - , 
т 

.... дначина (1) добија облик 
d2x 
dt2 

Када за почетне услове кретања узмемо 

to = О, хо = а 

(2) 
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и једначину (2) помножимо идентитетом 

х' dt = dx 
онда она добије облик 

х' dx' - k2x dx 
или 

d (Х2'2) = - k2xdx, 
• 

одакле Је 

х 

а 

или 

dx _ + k V 2 
dt - а 

или 

х 

1 dx 1 х 
t --- k :;;::-:=;:==::::::0: - k аге с о s а' 

Va2 
- х2 

а 

(3) 

Кад извршимо инверзију интеграла (3) добиhемо коначну 

једначину кретања тачке М, 

х = а cos kt. * • (4) 

Како је косинус 

тачке М осцилаmорно 

периодична функција, то је кретање 

или хар.мо- м 
ниско кретање. 

Један случај атрактивних сила о М, о 
• 

каквим Је овде говор. имамо код Сл. 139 

потпуно еластичних федера. 

Ако је потпуно еластичан федер (сл. 139) једним кра
јем причвршhен за своју подлогу, по којој се може истезати и кре

без трења, а на другом слободном крају федера ако се налази 

једна материјална тачка М, онда кад федер изведемо из 

његовог равнотежног положаја О до Мо и пустимо, тачка 

М ће се кретати осцилаторно од Мо до М1 • 

. * да смо узели знак плус пред интегралним знаком добили бисмо једна
'!ину кретања тачке М у којој би место косинуса био синус, а која би такође 

претстављала, као шго смо видели у члану 49 осцилаторно кретање. 
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Дванаести одељак 

неслободне М.атеријалне тачке 

,па материјална тачка. - Ако је нека 

... rllчка принуђена да се креЬе по извесној по

: инији, онда се она према члану 62, назива несло
шачка. 

: llll или линија по којој се креЬе материјална 

/ се веза. Када је површина или линија по којој 
• 

ИЈална тачка апсолутно глатка, онда се она 

идеална веза. . 
.... една материјална тачка креЬе по извесној повр

и, услед дејства једног система спољних .сила 

• , онда сем спољњих сила, на матерИЈалну тач-
' ... још и друге две силе, а то су: нормални отпор 

-+ 
и трење или тангенцијални отпор Т. 

-+ 
Т називају се заједничким именом силе везе. 

-+ 
веза идеална онда је Т - о. 

неслободне материјалне тачке. -Ако је 
...... тачка М (сл. 140) чија је 

уђена да се креЬе по из-

';ј,,"'НО Г латкој површини 

.,,~, у, z)= О; (1) 
-+ -+ 

спољних сила рн Р2 , ••• , 

-+ Сл. ·140. 
лтанта F онда на материјалну тачку М дејст-

-+ 
реакције N, те је отуда једначина кретања 

.... тачке М у векторском облику 

има увек правац нормале 

N x , N y , Nz " силе реакције 

(2) 

на површину, то 

пропорционалне 

.. гавца нормале на површини, дакле 

N 
,дер 

х = Ад' 
х . 

Ny = 
, дер 
А ду' (3) 
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дср 
Nz = А д ' . z 

где је А фактор ПРОПОРЦионалности, који се. назива jo~ 
мн,ожuшељ везе. 

На основу једначина (3) је 

..... N . 'А дср оо?: + дср ...... + дср ..... ) 
дх l ду Јдz k 

или 
..... 
N = 1.· grad ср, 

те тако једначину (2) можемо написати и у другом в~IИ 

торском облику 
..... ..... 

т u = F + А grad ср, (4) 

или у скаларном 'облику 

mх" Х + А дср ) 
. дх 

ту" = У + А !1СР (5) 
ду 

mz" = Z + А ~~ 
Из једначина (1) и (5) одређују се Х, у, z. као ФУНКI\'1ј 

..... 
је времена t, као и множитељ А и. реакција N. 

Када површwна 

ср (Х, У, z) О, 
није апсолутно глатка, онда долази у обзир и сила Tpe~1 

чији је смер супротан брзини 

, 

..... 
Т= 

..... 
v - f А I grad ср 1, v 

-+ ..... 
коју треба додати силама F и N У једна чини (2). 

Када је тачка М принуђена да се креnе по извесщ>li 
,-... ", 

кривој линији L, која је пресек двеју кривих апсолутно гла!~ 
--о , 

ких· површина, . 
СР1 (Х, У, z) = О и СР2 (х, У, z) = О (6) 

онда је једначина тачке М у векторском облику 
-+ ..... ..... ..... 

т и. F + N 1 + N 2 (7) 
..... 

где је F резултанта свију спољних сила 
, , , 

КОЈе деЈСТВУЈУ на 

..... ..... 
тачку М, а N 1 и N2 силе реакције површина. 

Једначина (7) У скаларном облику је 
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х + л дер1 +. 1.. дер2 ) 
1 дх 2 дх , 

у + л дер1 + Л дер2 
1· ду 2 ду 

(8) 

Z + л дерј +1.. дер2 
1 дz 2 дz' 

,,",, једначина (6) и (8) одређују се х, у, z као функ
~~eHa, као и множитељи везе 1..1 и 1..2 и· реакције 

једначине I<ретања неслободне мате

- Када се једна слободна материјална тачка М, 

m креће криволиниски услед дејства, спољних сила 
+ + 

, Рn , чија је резултанта Р, онда је тангенцијална 

... на тачку М дејствује 
+ dv 
Pt = m di; 

+ . v2 
Рс . т-· 

е 
је материјална тачка М принуђена да се креће 

. , ' 

КрИВОЈ ЛИНИЈИ ИЛИ површини, онда на матеРИЈалну 

+ + + 
.... сем спољних сила P1 , Р2 , ••• , Рn , чија је резултан~ 

..... + 
. .,.""ie још и сила реакције N и сила тр ења Т. 

се тачка М креће по конкавн.ој страни своје пу

+ ' 
141), онда сила реакције N и центрипетална сила 

s 

141. Сл. 142. 

I 
I 

, 
. I 

I 

/ 

правац и смер; а J<~дa се тачка М креће по кон

"гnани своје путање s (сл. 142) онда сила реакције 

10 
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ос>-

N и центрипетална сила имају исти правац а суп.ротан 

Када бисмо сада узели да се тачка М (сл. 142) и' 
143) креЬе слободно онда би интензитет тангенцијалне .... 
био 

dv ос>-
Pt = т dt = Р sin (Р, е) (5) 

а центрипеталне 

v2 ос>-
РС = т - Р cos (Р, е); 

е 
(6), 

али како тачка М није слободна, то на тангенцијалну 

дејствује сила трења Т = jN истог правца а супротног 
• 

ра, па Је зато. 

dv . ос>- . • 
pt - m

dt
= Psm (Р, е) -јN 

а на центрипеталну силу (сл. 142) дејствује сила 

N, истог правца и смера, те је отуда 

(7) 

v2 ос>-
РС = т . - Р cos (Р, е) + N (8) 

е 

и најзад на центрипеталну силу (сл. 142) дејствује сила 
акције N, истог правца а супротног смера, те је тако У"'Г\ 

• 
случаЈу 

v2 . ос>-
РС = m- = Р cos СР, е) -.N. (9) 

е 

Када при кретању материјалне тачке занемарујемо 
, 

• 
ње односно када узимамо да Је крива површина или 

линија по којој се тачка креЬе апсолутно глатка, онда об .... 
зац (7) губи други члан с десне стране, 

Из обрасца (8) и (9) можемо увек одредити силу но' .. 
ос>-

малног отпора N, када су нам познате остале количине . 
• 

А .. како свакој акцији одговара реакција према треЬ .. 
, 

Њутновом закону, то и тачка М дејствује истом силом) 
ос>

супротног правца - N на 

ос>-

• 
СВОЈУ путању. 

. , 

Притисак - N тачке м на путањ у, назива се 1l0рмал 

нд uриmисат< илu диllамичт<u uришuсат<. 

Исто тако центрипеталној сили, из образаца (8) и (9 
одговара супротна сила која се назива цеllii1рифуzаЛllQ силе 

- ~ 

Центрифугална сила иде дакле од центра ка путањи. 
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"силу нормалног отпора и трења сложимо У резул' 

-+ -+ -+ 
р + W = R, 

-+ R резултанта спољних сила и отпора. 

-+ dv -+ 
R = т dt '[о + т 

ром на једначину (10) 
-+ -+ dv -+ v2 

..,.. 

Р + W = т dt 1:0 + т- ПО' 
е 

~~ 

тоталан притисак 

(10) 

(11 ) 

-+ -+ dv .... v2 -+ 
_ W = Р - т dt '[о -- т - ПО' (12) 

е 
р. _ Израчунати И!lтензитет силе нормалног при-

~~~ ", једне металне ло птице, чија је тежина Q а која 
<"'" тачке О (сл. 143) без почетне брзине, ~ «репе се 

• 

• по унутраШЊОЈ површини 

. талне лопте, чији је полупреч- О .. -,---~-----/ 
ји 

обрасцу (8) тражени интен-

• 
Ј е ' 

'_ N = Q cos (Q,e) :- Q е (02. g 
• 

на СТР МОЈ равни.-

(сл; 144), чија је маса т, ста-

'апсолуТ!ЈО глатку раван АС, 
апа са хоризонталном равни 

, ср, тачка М услед. теже от

се креnе . 
. тачку М дејствују две силе 

-+ -+ 
солутна тежина Q = т g и 

-+ 
отпор равни N. Тачка М nе, 

[ле. кретати под дејством резул-

-+ -+ 
сила О и N. 

• 
i • • 

Сл. 143. 
• 

Када материјалну 

{' 

в 

Сл. 144. 
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-+ -+ 
Како " R=mg " 

Је резултанта sm 
" " м бити ,ална Једначинакретања тачке 

d2s • 

т dt 2 = mg sm ср, 

ИЛИ 

d2s • 

-dt2 g sm ср. 

ИЛИ 

d (dS 
.dt " 

dt 
= g sm ср, 

или 

d ~)=gSincpdt, 
одакле интеграљењем добијамо· 

ср, 

~~ = (g sin cp)t + С1 
или 

то 

ds = [(g sin ср) t + СЈ dt 
или извршивши интеграљење 

ве диф"е ---
.' . 

• 

(1) 
.. 

" t2 

s = (g sm ср) 2 + Cjt + С2• (2) 

Када узмемо да су почетни услови кретања to = 
" Vo = О, SO = О, и одредимо произвољне константе С1 
дОбијамо коначну једначину кретања слободне матери 
тачке низ стрму раван 

t2 
" 

S = g 2 8.m ср. (3) 

Пример. - Нави јепначину кретаЊil материјалне тач _-
која се креве низ апсолутно глатку раван, која је H"r~"pr: 

према хоризонталној равни, под углом од 450, као и 
.' 

који тачка пређе за 2 секунде. 

Како је sin 450 = V;, то је траженаједначина 
" 

матерИЈалне тачке 

s = 9,81. V2. 
2 

t2 _. 
2 

Пут који тачка пређе за 2 секунде је 9,81 " V2 m. 
Како у природи не постоје апсолутно глатке стр 
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И, то се при рачунању са стрмим равнима узима у об

и трење Т. 

Како је трење 

т = f N, 
. 

N = mg cos ср, 

Ib~aд у диференцијалну једначину (1) унесемо силу трења, 

d2s . 
т dt2 = mg (szn ср - 1 cos ср), 

интеграљењем као у претходном случају добијамо 
• • '.' начну Једначину кретања матеРИЈалне тачке, низ стрму 

• 
С обзиром на трење 

s = { (sin ср - f cos ср) t2 • 

93. МатемаТИЧI<О клатно. - Материјална тачка' М, 
ја је маса т, обешена, у безваздушном простору, о конац 

('a~ тежине и истезања, и која се Mo~e клатити без трења 

тачки вешања О (сл. 145) назива се машемаши'(ко клашно, 

кружно клатно. * О' 

ом = r назива се дужина х 
Положај клатна ОС 

- . 
ива се равношежнu положај 

. Угао 60 за који се 
• 

тно наЈвише удаљава од 
• 

вог равнотежног положаЈа на-

а се амилuшуда I<латна; а 
• • 

• 

и други угао КОЈИ клатно 

------- м 
с 

у 

Сл. 145 

-тЈ!. 

. аклапа са својим равнотежним положајем назива се елонzа

'Ција. Кретање клатна од Ао дО ВЈ назива се осцилација 
. . 
'клатна; а кретање клатна од Ао до Во и од Ви до Ао назива 

'. се иериода клаhења I<латна. 
Када клатно изведемо за угао 60 из његовог равно

• тежног положаја и пустимо (без почетне брзине), клатно ће 

· услед теже отпочети да се креће. 

. 

* Постоји и оваква дефИlшција математичкога клатна: Материјална тач-
· ка М, чија је маса т, а која се услед .теже креће у безваздушном простору 

110 обиму једнога вертикалнога круга, без трења, назива се Матемашnчко 

клатно илn кружно клатно. 
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Како је тежа конзервативна сила, то за кретање 

важи интеграл живе силе 

т = U + h, (1) 
а почетни услови кретања су to = О, е = еи , Vo = О. 

Када у једначини (1) сменимо поједине количине ..... " 
ховим одговарајуlшм вредностима *, добиhемо 
• • 
Јалну Једначину кретања математичког клатна, 

• 

или 

или 

т ; (~~ )2= mrg (cos е - cos ео), 
r de 

dt = + V2 rg(cos е - cos ео/ 

g dt~+ 
r 

de 
V~2==(:;=c==os=-=e~-=co=s:::;:e==;o/ 

или, ставивши 

cos е 
s 

1 - 2 sin2 2' 
• 

~ 

cos.eo = 1 - 2 sin2 ~) , 

de g 
dt = + r 

4 (Sin2 ~ е 
sin2 -

2 

(2) 

• (3) 

Једначину (3) У општем случаЈУ не можемо интегр 
у коначном облику, јер се своди на елиптични интеграл п 

врсте, Али кад је угао амплитуде клатна ео тако мали 

се може ставити 

. е,) ео . е 
Sln 2 2 ' SlГ! 2 

е 
(4) . 

2 ' 
• 

што је махом и у употреби, онда 

шити и у коначном облику.*,* 

се Једначина (3) може peil 

* ОдговарајУће вредности су: Т = mv
2 

. 2 
т r ( 

de 2 

2 -d:-:-t' 

U =mgy = mrg cos e,h = 
mу2 

2 0_ Uo = mgyo = mrg cos ео, шrq~ 

се види из (сл. 146). 

** Под малим угловима, qији се СННУС 
сматрају се уг лови до 50. 

може заменити самим углом'" "-;~ 
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у једначини (3) у том случају, извршим о наведену 
'под (4) биhе' 

'-g- d е 

r dt = +Veo2 _ е2' 

g 
r 

dt = ~ 

g t+ с= r. .' 

d е 

е 
arc cos е ' 

о 

добивеног интеграла, {{ад 
, " -

извршимо инверЗИЈУ 
, 

е = ео cos g t+c' 
r 

Како је интеграциона константа с, услед почетник 

ва кретаља to'= О,, е - ео, једнака НУЛИ, то је коначна 

ина кретаља математичког клатна, за мале амплитуде, 

.. 

е = ео cos . g t. 
r 

Како је косинус периодична функција, 

TI-la- uериодиЧIiО или осцилаmОр1l0. 

једнаЧИflУ ф) напишемо у облику 

/r е 
t = I arc cos Т, 

g о 

(5) 
• 

то Је кретање 

.тявимо е - О, добиhемо време трајаље 
• 
Једне амплиту де 

-
t= 

:rr r 
- 2 -, 

g 
. 

• • 

о и време Једя;е осцилаЦИЈе клатна 
-

т :rr r • (6) 
g 

Пошто су све количине у једначини (6) сталне, то је 

реме трајаља осцилација исто за сва клатна, чији угао ам

Iлитуде не прелази напред рече не услове, и зато се сва 

'аква клатна називају ИЗ0ХРОliа. 

. Ако узмемо да једна осцилација клатна траје једну се-

<YI-lДУ, онда једначину (6) можемо написати у облику 
r 1 = 1[2 • (7) 
g 

Помоhу једначине (7) можемо одредити дужину r се-
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кундног клатна за сnaко место, када нам је познато уб 

земљине теже g места. А исто тако можемо одр 

убрзање g, кад нам је позната дужина r секундног 
места. -

Како је кретање математичког клатна кружно 

то је центрипетална сила клатна (сл. 146),' 

(
de 2 

т r dt = - т g cos е + N, 

где је N интензитет реакције конца* 
Када леву страну' једначине (8) СМ,е

нима одговарајуtюм вредношhу, десне стра

не једначине (2) и уредимо, добијамо јед

начину. 

N - т, g (3 cos е -- 2 cos ео), 

која нам служи за одређивање реакције 

конца N. 

о 

, е 

с 

Како је 60 стална количина то реак
ција има иајвеhу вредност за е =. О, Сл. 146 

. N . т g (3 - 2 cos ео), 
а најмању за е = 60' 

N= mg cos ео. 
94. I{онично клатно. - Кад имамо клатно Ka~ у преЈј 

ходном члану, али које се може окретати око СВОЈе тач~;~ 
вешања, па га из'ведемо из 

његовог равнотежног поло-
• 

жаЈа и дамо му извесну по-

четну тангенцијалну брзину 

v, клатно he услед дате 

му брзине v· и теже вршити , 
непрестано кружно кретање 

(сл. 147). 
Такво клатно, које вр

ши кружно кретање нази

IfЗМо коначно I<лашно. 

На тачку М, чија је ма

са т, дејствује сила теже. 
-+-+ 
Q = т g, сила отпора кон· 

,ћ 

о 

с 

r м 

-
Q=тg 

Сл. 147. 

.* Када се клатно дефинише као кретање материјалне тачке по обиму 
. . 

вертикалног круга, онда је N иитензитет силе притиска на круг. 
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+ + 
а N, и њихова резултанта центрипетална сила Рс, услед 

оје се врши кретање клатна. 

, 
• 

~ 

+ + + 
Из троугла сила Рс N Q је 

~Q-,-- = tg а = h 
рс r 

~акле центрипетална сила 

Q r 
РС = tga= Q 7/' 

• 
{како Је центрипетална сила 

Q 
РС =--=-

g 
••• 

fp је • 

Q v2 r 
-=--=Q~ g r h 

v = r g -
ћ' 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Помоhу једначине (4) можемо увек одредити почетну 
,. 
lРЗИНУ v коничног клатна, .када нам је позната висина h и 
[Ьлупречник г. 

Како је 

s 
v t ' 

~. 

s = 2Г1(, 
t('~ 

~ је потребно време 
• 

за Једно кружење 

.. 2г " 
т=-= 21( 

V 

h 
-' 

g 
Изведена теорија коничног клатна 

клатна 

• 

примеЊУЈе се код 

"t'.,галних клатна, која служе за регулисаље паре код 

аLJНИХ машина. 
• 

95. Циклоидално клатно. - Када се материјална тачка 

, чија је маса m, услед теже, у безваздушном простору 

по обиму једне непокретне и вертикалне Цl1клоиде, 

трења, онда нам материјална тачка М, претставља ЦИ/(,

КЈЩlИНО. 
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Ако нам крива АБ (сл. 148) претставља извесну 
• • • 

иду, по КОЈОЈ се матеРИјал-

на тачка М креЬе као што' 
• 

смо казали, онда је . ампли-
ту да клатна АБ. 

Једначина циклоиде је, 
• 

као што нам је познато из 

~налитичне геометрије, и с 

обзиром што смо коорди-

натни систем узели тако да 
• 
је позитиван смер у-осе у-

прављен на доле, 

у 

х = 
У-'-

r (1јЈ + sin t)} 
r (1 + cos 1јЈ), 

r 
f--···------, 

Сл. 148. 

• 

где је r полупречник круга генератрисе ци~лоиде. 

(1) 

Елементаран пут А s које гачка М пређе у току BP~ 

мена А t је 
А s с А 1јЈ, 

одакле је за lim А t = О, 

ds . dt 
dt = V = с dt ' 

t 
или, с обзиром што. је с 2 r cos 2' 

или 

ds 
dt 2г cos ~ ~;, 

d .i 
ds t 2 
dt = 4 r cos ~2 ~dГ· 

Када извршимо интеграљење једначине (2) 
да су почетни услови кретања to = О, SO = О, 

добиhемо 

4 . t s = rsm 2· 

(2) 

У зимај'уfi1i1 
... ~ • . -

t o =0" 

(3) 

Ако узмемо ради краткоЬе да је маса тачке М, 

т = 1, 
и пођемо од интеграла живе силе 

• 
где је 

т = U + h, 

U = gy, 



с об:'шром на једначине (1), 

, 
(d
dSt)2 ~ - 2gr cos 't + h1 , 

2h + 2gr. Iде је h1 

" Када ставимо 

cos 't = 1 - 2 sin2 't , 2 

11' И:.1вршимо смену у једначини (4) и групишемо 
~ичине у константу А, имаhемо 

• (~y = А - 4 gr sin2 t, 
I}iЛИ с погледом на једначину (3), 

(~:Y = А - f,: S2, 

цли уводеhи нову константу 

а2 = А 
4г · -, 

Када једначину 

• 
" , 

,или , 
• 
, 

, 
" 

• , 
'или 

g 

(
dS)2_ g ( 2 2) dt - 4r а - S • 

(5) интегралимо, биhе 
ds 

• s 
arcsm 

а 

• s = а sm 
• 

• 

ј{ t + С, 
4г 

g t + С, 
4г 
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( 4) 

сталне ко-

(5) 

Интеграциона константа С је, услед почетних услова 

to - О, SO = О, једнака нули, те отуда коначна једначина 
• •• кретања циклоидалнога клатна Је 

• s = а sm 
~ 

g [. 
4г 

(6) 

Како је синус периодична функција, то је Kp~Taњe ци

,клоидалнога клатна хармониско или периодично. 

Када периоду времена 0значимо са 1, и имамо на уму да 
је синус периодична функција чија је периода 2,-., онда је 

• sm !L (t + Т) = sin. 
4г 

g t + 2тс 
4г 
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• 
одакле Је 

g т =. 2)'[, 
4г 

или 

т = 4тс r (7) • 

g 
Како Bp~Me Т не зависи ни од угла Чr ни од 

аМ!ЈЛИТУ де, односно лука циклоиде као· што се види из 

расца (7), то излази да време трајања !Јојединих ОСЩ11Л 

код циклоидалних клатна је исто !Ја ма колике биле ам ..•.•.. 
туде клатна, и зато су сва. циклоидална клатна 

UЗ0хрона. 

Тринаести Одељак 

Д И Н а м и I< а система материјалних т а ч аRэаi 
и крутог тела 

96. Систем материјалних тачаI<а. - Један СКУ!Ј 
теријалних тачака, чије је међусобно отстојање стално, наз 

се у Механиuи систем материјалних Шачака, или краЬе 

систем. 

Када су материјалне тач~е одвојене, онда оне чине j~.ц 

дискрешан систем маШеријалнuх та'lака; а када су матрг 

јалне тачке континуирано распоређене, онда оне чине 

весно тело. 

Пример. - Земља, Сунце и Месец узети као 
• 

плане'ТI 

чине један систем дискретних материјалних тачака; а 

тело Уv!Јште: Земља,камен, дрво итд., је један систем 
• 

тинуираних матеРИЈалних тачака . 
• 

ИзмеђУ материјалних тачака . једнога система 
• • 

увек извесна веза, односно сила КОЈОМ ОНе Једна другу уз..,.,." 
• • • 
Јамно привлаче, и одржаваЈУ у заЈедници. 

97. Специфична· тежина и густина тела. -
лутна тежина једног кубног сантиметра неког тела, назиЦ; 
се сnецифична шежина тога тела. .; 

Како једно тело има V кубних сантиметара запремине( 
то ако његову специфичну тежину обележимо cas, а аПС9-

лутну тежину са Q, добијамо образац 
'Q - Vs (1) 



• 
Iдакле Је 

. Q 
V=~ 

S 

S =д. 
V 
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(2) 

(3) 

Како је маса т неког тела, чија је апсолутна тежина Q 
Q m= , 
g 

----- -

с обзиром на образац (1) биhе 

m= V
S 

g 
= а V 

, 

т 
а = --, 

V· 

Количина а назива се густина тела, 

( 4) 

(5) 

(6) 

Када је маса т распорођена само по извесној површини 
. ~ 

Је густина 

т 
а == , 

р 
(7) 

је маса т распоређена по некој линији 1, онда је 

т 
а = 

l 
(8) 

отуда према обрасцима (6), (7) и (8) добијамо дефиницију 
е: 

Густина је маса на јединици запремине, на јединици 

шине и на јединици линије, према томе да ли се одређује 
• 

на неког тела, неке површине или неке ЛИНИЈе, 

Када је линија, површина или тело хомогеНО,онда је 
-

'· ... ина иста, како у њиховим коначним деловима, тако и у 
овим бесконачно малим деловима, па је с тога 

dm 
а - dl' (9) 

а 

а = 

dm 
dP' 

dm 
• 

dV 

(10) 

(11 ) 

Код нехомогених тела густина није иста у свима дело-



вим~тела, веn је извесна функција координата 
• материјалних тачака тела. , 

98. Вектороптереliен масом. - Ако је 
(сл. 149) вектор iI.оложаја материјалне 

тачке А, чија је маса т, па вектор по

-+ • 
ложаЈЗГ ломножимо скаларно масом 

--о>-

т, добиhемо пектор ОА1 • 
--о>-

Вектор ОА1 назива се векmор оuше- о 

• 
ПОЈ' 

--о>-

ОА 

-+ 
репен масом. Његов је интензитет ml г 1, Сл. 149 

-+ 
а правац и смер исти као и вектора положаја г. 

. . 

99. Центар маса. - Када имамо у простору један сист~~ 
- -.~,~ 

материјалних та чака А1 , А 2 , • •• ,Ai , ..• , Аn , чије c~ 

масе т1 , т2 , • •• , mi , 
... ,mn (сл. 150), па уз-

• 
мемо Један прои"!во-

љан пол О и кон

струишемо векторе 

-+ -+ -+ 
• 

положаЈа г1 • г2", . , Ti , 
-+ • . . . ,гn матерИЈалних 

тачака, а затим сваки 
• 

вектор положаЈа по-

множимо масом од

говарајуЬе тачке, он

да Ьемо добити је

дан систем вектора 

оптереhених масама 

/ .... 
" 

-1J1i 1\ 
с 

Сл. 150 

• 

-+ -+ -+ -+ 
m1 г1 , m2 г2 , ••• , rni Ti , ... , mn гn • 

, 

м 

Ако векторе оптереhене масом саберемо добиhемо jei 
дан вектор, који је оптереhен масом свију тачака. 

Када целокупну масу тачака 0значимо са ~ 

(1 ) 

-+ 
а вектор који је оптереhен целокупном масом са ~ гс" ОНдll 

је збир ,вектора оптереhених масама 
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(2) " 
, 

/ ... ,ј3еЈ<ТОР резултанту М Гс, растеретимо масом М, 
1 ... 

га помножимо са М' добиhемо вектор г с чи-

1'11 <ЈЈ{а С, у којој је према дефиницији оптереhених 
, оfJ1Хентрисана целокупна маса М. Тачка С назива 

;rt{lca или још и шежuшше .маса. 
--'r Гс можемо с погледом на обрасце (1) и (2) 

Ii изразом 
п ... 
~ т; Г; 

-+ i== 1 
гс 

(3) -- п 

~ m; 
i== 1 

за пол узели произвољну 
тачку у про-

, c!V1 0 

ье-

" дО' 
од' 

" " ОО' 

Ј. ... tl' 

С, 

МИ 

• 
I 

.~ ~ 
• I 

с 

од 
! С' 

I ,----------------~--~~--------------
О Г- МТ· 

с' • 

, ' , ,ме-

О 
>ол О' 

" ' 

~ 

(сл. 151), онда је 
п -+ 
~ Тn; Г; 

i=l 
Гс -

'_.::.---- . 
п ' 
~ П1i 

i= 1. 

Сл. 151. 

Ј{З О што се из слике види 
... -+ ... 

('; 

јј'Ј()гледоМ на ј едначине 
~ ... п... п 

П1i (a+ Гi ) i~l т; а + /1 т; Г; 

=а+Г; 
(4) и (5) 

~~------~~-----

(4) 

(5) 

... ... 
= а+гс • 
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-+ -+ -+ 
Гс' а + Гс, 

онда троугао који затварају та три вектора мора би 

творен, а да би тај троугао био затворен, као што 

слике види, мора се центар С' поклапати са центром 

отуда добијамо теорему: 

Т еорема. - Одређивање .nоложаја 
са не зависи од избора пола векmора 

.маса. 

Када узмемо сада за пол 

О', сам центар масе С, онда· 

-+ . о 
тачка А; има вектор положајаг; , 

-+ 
• 

а вектор Г; Је, као што се види 

-+ 
(сл. 152) резултанта вектора ГС 

-+ 
и Г;'с, 

• 
те Је отуда 

• 
! 

п -+ 
L теГ· .. 1 

;=1 

-+ -+ 
ГС + Г;'с 

П-+ -+ 
L т; (Гс· + Г:С ) 

;=1 

или с обзиром на једначину (2) 

или 

• 
одакле видимо да Је 

+ 
п -+ 
L m;Ги, 

;=1 

П, -+ 
L т; Гi,= О 

;=1 

и изводимо седеhу теорему: 

Сл. 152. 
-

Теорема. - Збир векmора положаја једног сисшема .ма; 
,~ , 

mеријалних шачака, чији је пол ценm:ар .маса маmеријаЛНИЈ 
-

mачака је једнак нули. .. 
о 

100. Скаларне једначине центра или тежишта ма-
са. - Када имамо један систем материјалних тачакаА 1, А", .. ;. 
Ai, ... , Ап , онда је као што смо видели вектор МГс Koj~ 
је оптереhен целокупном масом дат обрасцем 



-+ п -+ 
Мг = ~ тј Г/ . 

1=1 
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(1 ) 

Ако пол О вектора положаја материјалних тачака уз-

за почетак правоуглог координат- z 
.' система (сл. 153) онда ма која мате

.. дна тачка; чија је маса. тј, има ко

ате (Хј, У/ , Z i), које су у исто 
• • 

и координате односно ПрОЈеКЦИЈе 

. ора положаја материјалне тачке Ај , 
~.,.vда, када једначину (1) пројицира

иnР 

п 

МХС = ~ тј Хј, 
/=1 

МУс= тј Уј , 
'о ј=1 

• п 

Мгс = ~ mi гј , 
ј=1 

If~ле су координате центра или. тежишта 

Хс= 

п 

~ тјХI 
1=1 ""------

п 

~ тј 
ј=1 

п 

~ т, У' 
1=1 

У с = ..:.....".n=----

гс = 

~ тј 
/=1 

1=1 "'------. 
11. 

~ m! 
i;:=1 

1 

• 

Ј 

Сл. 153. 

(2) 

маса С 

(3) 

у 

Производ· из веЈ1и4ине једног СI<алара и његовог отсто-

.•. од извес~е дате равни, са одговарајуhим знаком, нази-
линеарнu моменаш, тога СI<алара у погледу дате равни. 

'. Како нам тј Xi претставља производ из Сl{алара тј и 

вог отстојањаХi од координатне равни уОг, то је 
, 

еарни моменат масе тј у ПО,гледу координатне рав-

'У __ , те отуда из израза 

п 

МХс = ~ тј Хј , 
ј=1 



ИЗВОДИМО став: 

, . 

п 

МУС = L т/ у! , 
ј= 1 

п 

Mzc = L т! Z/,. 

'= 1 

Збир лuнеарнuх моменаша свих маса .. . 

једнак Је линеарном моменту целокупне масе 

у ценшру маса. .~ 

Ако раван у погледу које узимамо линеарни MOMeHat", 

маса, пролази кроз центар маса, онда је отстојање хС =O~ 
а према томе и збир свих линеарних момената масе је je~ 
нак ну.[IИ 

п 

L т! Х! = М . О = О. 
i = 1 

Ако су материјаЈ}JIе тачке А 1 , А 2, ••• , Ai, ... , Аn, KOHTЦ~ 

нуирано распоређене тачке каквог хомогеЈЈОГ тела, површин~ 
или линије, онда њихове масе сматрамо као бесконачно мал:~ј 

• • 
масе и обележавамо их са dm1 , dm 2 , ••• , dmi . .. , dmn, као ди·i 

ференцијале масе, и збирови под (3) постају интеграли и то!:: 
.. ,~ 

. 10. Када одређујемо тежиште каКlЮГ тела, имајуtш .. ~ -, 
виду да се збирови његових материјалних тачака протежу у. 

- --) 

три правца, 

хс = 

ус --

.xdm 

v 

dm 

v 

ydm 

v 

dm 

v 
zdm 

v 

dm 

v 

-'>. 

, 

, • 

(4) 

• 



163 

. Када одређујемо тежиште неке површине, водеhи 
• • 

да се њене матерИЈалне тачке протежу у два правца 

xdm 

F 
хс -

dm • 

F I 
( (5) 

ydm 

F 
Ус 

dm 

F 

3'. Када одређујемо тежиште какве линије, 
;,- -

" 

xdm' 

хс 
1 - , 

(6) 
dm 

•• 
1 

е материјалне тачке линија протежу само у једном правцу. 
Ако у обрасцима под (4), (5) и (6), место диференци
~ace dm, .уведемо његову вредност из образаца (9), (10) 
iчлану 97, добиhемообрасце за одређивање тежишта тела 
.' . 

хс -

ус 

Zc 

1 !IIIIIIII 

axdV 

V 

adV . 

V 

oydV 

·V 

odV 

v 

ozdV 

v 

, 

, 
(7) 
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, , 

површина 

oxdF ) 
F 

ХС , 

odF 

F (8) 

oydF 

F 
ус - • , 

odF 

F Ј 
• 

и ЛИНИЈа 

oxdl* 

1 
хс • 

(9) 
odl 

, 1 

Када су нам потребне само координате . тежишта тела;' 
површина и линија, онда коефицијенат густине о у обрасцимај 
(7), (8) и (9) извлачимо пред интегрални знак у бројиоцу ~j 
имениоцу и скраЬујемо, и тако доби ве ни обрасци служе Ha~] 

, .. --:; 
за одређиваље координата тежишта' чисто геометриских тела;: 

• 
површина и ЛИНИЈа. 

Пример. - Израчушiти координате тежишта 
(сл. 154). 

у = 3х 

у границама х = О и х= б. 

, 

линије/, 

(1) 

* Кад су линија, површина и тело, чије се тежиште тращи изражен!! 

помоћу Декартових координата, ('нда је, 

dl = V:-1 -+;-уСС:'2 dx, 

dF - dx dy 
dV = dx dy dz, 

а границе дуж 1, Fu V су једнаке Qдговарајућим границама од х, у, z. 
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јеД!IачиНУ (1) диференцијалимо, биhе у 

, dy _ / _ 3 
dx - У - , 

l 

+ y'~ dx = V 10 dx, (2) о 
L-_-_X' 

Сл. 154 

6 6 
6 , 

dl=V10 dx=V10l x = 6 У10. 
о 

о 
о 

.. ' РаСЦУ (9) тражене координате тежишта су, 

6 6 6 

, 

dl VI0 х dx -х dx х 
" .' 

"'о о о 
3, , -

V10 
• ?--=::;: 6 6 6 ;.,~ ;!: - • ". 

Јl 

'0 

уе = 9. 

, имер. - Наhи кординате тежишта површине 
, ,.. 
ва лУК параооле. 

• 
КОЈУ 

4 
у2 5 Х (1) 

, , col\1 У границама од х = О до 

• 155). О х сл. 

обрасцима (8) и условима про- Сл. 155 

• 

2 
5 V5 

• 

х 
5 

2 
х dx dy хУ х dx , 

, 

V5 , о о о -3* , --
.t"e - 2 5 - , -

5 V5 х 2 V xdx 

dx dy V5 о 

о ' о 

--
_ аниuе од у одређују се_ из једначине криве, на исти начин као и 
~~и израчунавању равнеповршине помоhу двојног интеграла. 

'IIIIIШI н_ '- -

,-- ",-

111' 111 
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2 
5 ,. V 5 х 5 

2 I у dx dy 5 
~ 

о о о 
УС ---

2 
,2 

5 V5 
х 

V5 
dx dy 

о о 

Када имамо. две једнаке масе 

извесном отстојању (сл. 156) па их 

вежемо једном правом линијом и на 
• 

средини . те праве ЛИНИЈе узмемо 

пол О, и повучемо векторе поло-
-+ -+ 

жаја ТI и Т2 , онда је збир вектора 
• 

положаЈа 

х 

5 

о 

/ 

dx 
3 - • - 4 

Vx dx 

• 
т1 и т2 КОЈе СТОЈе -

• 

ОЈ, т т. 
. 
'-о.' , • , , , , -r, " "_'о 

О - О'Ј О", 
Ј 

т; 
( 

, .. 
Пl2 m. т • . 

Сл . 156 

што значи, 

т1 и т2 • 

као што смо видели да је. пол О центар 
, 

маса" 
, "/::~~ 

-,- t'~i 

<~J 
. - !;~ 

Ако сада узмемо један низ једнаких маса тв и т". m~' 
и т6 , ••• , на једнаком и паралелном отстојању са масама 

т1 ,и т2 , онда су њихови центри маса 01 и О". Права O~ 

је тада симетриска осовина маса т1 , т2, тв, ... , јер оне леј 
, 

---,' , . 
же симетрично према ЊОЈ. 

- . ';'n; 

Ако на масе m1 , т2 , тв, ... , ставимо одозго једнаке':) 

масе т/, т2', тв', . .. , онда lli:~њихьви центри маса лежати' 
на извесној правој 01Хl изнад и паралелно са llра~ом Ох;. 

. .' 

Када кроз праве ОХ и 01Хl поставимо једну раван,онд.а. 

Ье све масе лежати симетрично и према тој равни и њихови\ 
центри биhе у самој равни, и ми на основу CBera тога из

водимо теорему: 

Теорема. - Када један систе.м једнаких .маса лежи 
си.метрично ире.ма извесној оси или равни, онда је центар 

.маса сисш~.ма нд самој оси, односно раБни. 
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Пример. - Наhи координате тежишта површине огра

• ничене параболом 
у2 = 2рх 

У границама х == О и х == ћ. 
Како дата површина (сл. 157) лежи си

метричнопрема х-оси, то Ье тежиште би-· 

ти на х-оси, а када је тежиште на х-оси, 
• • 

онда Је 

ус. о 
а 

h +V2px 

dF dx 

dy 4 
-- V2p _ V 2рх 5 

+V 2рх 4 
V2p 

dy 3 

х dF xdx 

хс 

- V 2рх F 
~ 

о 

• 

у 

Сл. 157 

5 

Iz 2 
3 

h 3 5 -
h 2 

101. Папис-Гилденове теореме.* - Ако се крива 1 (сл. 158) 
која лежи у истој равни·са координатним 

системом обрне око у·осе . за 3600, она . g 
• • 

Ье описати извесну криву површину. Та 

описана крива површина Р, као што нам 1 
је познато из Интегралног рачуна је 

• 
• 

F 21t Х dl. (1) 

• 

1 

Отстојање тежишта криве 1, од у·осе Је 

х dl 
1 

ХС = -~-- , 

dl 
1 

или 

1 хс = х dl. 
1 

о 
Сл. 158· 

(2) 

Х' 

Када у једначини (1) сменимо интеграл љеговом вред

ношhу из једначине (2), добиhемо образац описане површине 

* Pappus (крај 1 V века) александриски математичар. 

Gu1din (1577 - 1643) франuуски математичар (језуита). 



lб8 
• 

F = 27> lxc (3) 
одакле изводимо ПРf\У Папис - Гилденову теорему: 

Теорема. - Површина "оју опише извесна z 
ЛUf!ија l обрНУВШll се аа 3601 око једне осе, једнака 
је UPOUiJBOiJy из дужине· линије l и дужине лшшје . 
коју опише щежишще линије 1. 

Пример. - Израчунати површину обртног -

---- l 

тела, које опише права l (сл. 159)" обрнувши се за Сл. 159 

3БОО око z-oce, кад је дужина праве 1 = lm, а отстојаље;ј 

љеног тежишта од осе гс = 0,5m. "; 
• 
" Према обрасцу (3) тражена површина је, 

F = 7>= 3,141б m2
• 

Када се крива површина F (сл. 160), која се не сече са' 

у·осом обрне око у-осе за 3БОО она ће опи- у 
. сати извесно тело. Запремина тако описаног 

тела, као што нам је познато из Интегралног 

рачуна, је 

v =27> xdF. . (4) 

--- --

F . Сл. 160. 

Отстојање тежишта површине F од у-осе је 

xdF 

хс 
F , 
dF 

F 

Fxc '= xdF. (5) 
F 

Ако У јеДН:lЧИНИ (4) сменимо интеграл' љеговом .вред

ношhу из једна чине (5) добиhемо образац запремине описа
ног тела 

v = 2 п F хс. (б) 

одакле изводимо другу Папис -Гилденову теорему: 
Теорема. - ЗапРе.мина щела које опише иавесна аовр

ши на F, оБРНУВШll се ва 360001(0 једне осе, једнака је nроив-' 

воду иа обртне површине F и дужине линије коју оиише те
жишще nовршuне F. 

'lГ -. - -



Пример. - Израчунати запремину 

опише површина F (сл. 161), обрнувши 

се за 3600 око z·oce, када је површина 

F = 25т2, а отстојање њеног тежишта . 
од осе ХС == 20т. 

обртног 

z 

. . 

тела КОЈе 

.р 

Према обрасцу (6) тражена запре-
• 

мина Је 
Сл. 161 . 

v = 1000;; = 3141,6т3 • 

102. Моменат лењивости маса у погледу једне тачке 
или поларни моменат лењивости. - Ако имамо~ један 

систем материјалних тачака Ан А2 , ., ., 

А; . ... , Ап . чије су масе т1 , т2 , • •• , 

т; . ... , ти. (сл. 162) па узмемо један 

. произвољан пол О и конструишемо 

. + + + + 
векторе положаЈа (1' Г2 ,·.·, ri .... , Гп, 

онда скалавнизбир квадрата 'поједи-

них вектора положаја помножеjfИХ од

говарајУћОМ масом тачака 

т1г1 2 + mI22 + .... + т! ђ2 + .,. 
који ради краТКОће обележавамо изразом 

~Cf =, i т; г;2, 
-.:}) 1- 1 
О -

А . 
2 

- .. А· ::::" __ !..Jr::~.,.... __ ' 

-- A,n 

Сл. 162. 

(1 ) 

називамо uоларнu .мОIl!енаш лењuвос[Jlu целокуuне масе mачака 

у uогледу шачке О. 

Ако је С центар ма-

се тражи моменат инер- :...-:: 
• 

ЦИЈе целокупне масе У 

погледу њеног центра он

да је (сл. 163). вектор 

-т. 

-7. + + 
ri - ГС + Qi 

-7; . 

. Сл. 163 

+ + + + ++ + 
Г? (гс + ед2 = гс2 + 2 (гс Qi) + (Ј;2 

а 

или 

tJ 
о 

• 

+ 
0 ·2 
~l , 



' .... 
, , 
~/ . 
одакле,имајуhИ У виду да Је 

п 

L тi = М, 
i=l . 

добијамо образац 

п 

~ тiQi = О, 
i=l 

$=$+ 
о с 

с 

. ' .'-
и видимо да Је поларни моменат лењивости Једне масе у по· 

гледу произвољног пола једнак моменту лењивости масеу, 
+'" 

погледу центра масе плус један позитиван сабирак Мгс2, те 

отуда изводимо теорему: ; 
. Теорема. - Поларна моменаш једне масе ама најмању 

вредност у uогледу центра масе. 

ЮlДа је систем материјалних та'lака А Ј ,А2 , ... , Ai, .. , Ап · 
континуирано распоређен у каквом хомогеном телу, повр· 

ши ни или линији, онда збир под (1) прелази у интеграли 
за моменат цеJlокупне масе у погледу тачке О, добијамо 

, 

обрасце ' 

$= (2) 
о v v 

за хомогено тело; 

:Ј- r2dm ar2dF (3} 
О F F • 

за хомогену површину; и 

$ - r2dl = ar2dl (4) -
О 1 1 

• 
за хомогену ЛИНИЈУ . 

. Пример. - Израчунати моменат лењивости кружног 
• 

прстена кругова, ЧИЈИ су по· 

лупречници R1 и R2 (сл. 164), 
У погледу центра О. 

. Како је један површински 
елеменат круга уопште 

dF = rdrdcp, 

те с обзиром на образац (3) -• 
тражени моменат. лењивост Је 

Сл. 164. 
! 
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CfJ = (Ј г з dr d'fJ (5) 

о R
1 

О 

Када у изразу (5) 
лењивости круга R2 

ставимо Rj = О, добиhемо моменат 

CfJ 
• о 

_ 1 (Ј1С/(4 
- 2 

где је сада полупречник R2 обележен са R 
Како је маса целе г круга 

М = (Ј R2 1с 

(6) 

то моменат под (6) можемо претставити и са 

CfJ = ~ м R2, 
О 

одакле видимо да је моменат инерције целокупне масе јед-
• • 

нога круга у погледу центра, Једнак моменту Једне половине 

цел'окупне масе круга сконцентрисане у једној тачки на пе
риферији круга .. 

Када пол О узмемо за почетак правоуг лог координат
ног система, онда обрасце (2), (3), (4) можемо написати у 
облику 

CfJ 
о 

CfJ --

(Ј (х2 + у2 + Z2) dx dy dz, 

V 
(Ј (х2 + у2) dx dy 

о F 
и 

CfJ (Ј х2 dx, 

о 1 
кад је правац линије 1 и апсцисе исти, 

Пример. - Израчунати моменат ле'iъивости правоугао-
ника (сл 165) у ,погледу њето- у 

вог центра. Када поставимо ко

ординатни систем у центру пра-
• 

воугаоника, онда Је 

dF = dxdy 
• • 

а тражени моменат инерЦИЈе Је 

-ох L----t---x 

-у 

Сл. 165. 
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. . . 

rfJ = 40 
О о 

ь 

2 

о 

а 

2 
(.х2 + у2) dx dy = 

или имајуhи у виду да је 

М = о аЬ 

c%f = ~ (а2 + Ь2). 
О 

103. Момена1,: лењивости маса у погледу једне ос"1 
Ако имамо један систем материјалних тачака у простор~' 

" 

А 1 , А 2 , ••• , А; , ... ,Аn чије су масе: т17 т2 , ••• , т? 

тn (сл. 166) и једну U-осу, која пролази и ,> 

кроз тачку О, а чији је правац одређен . т, 
-+ 

ортом и, онда моменат лењивости масе 

т; у погледу U-осе је 

Г .. 
·m 2 

·m п 
где је гi нормално отстојање масе т; од 

U-oce, а ,моменат лењивости' свих маса 

у погледу U-oce уопште је Сл. 165 

c%f = . ~ nl; Г; 2 

-+ ,1=1 

п U 

где L претставља скала рни збир. 
i=l 

Када су масе: тЈ' т2, ••• , mi, . ... , тп 
рано распоређене у простору, онда збир под (1) 
троструки интеграл 

c%f о г2 d V 

""" и V 
• 

(1) 

континуи

прелази у 

(2) 

-+ 
Ако конструишемо вектор положаја Qi масе mi , онда 

векторски продукат 

-+-+ 
[и Qi ] 

претстаЕља двоструку површину исенченог троугла, а исто 

тако и скала рни производ 

иГi=!'Гi=Гi 
• 

претставља двоструку површину исенченог троугла, те Је 

тако 
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-+-+ 
I [и Qi ] I = гi 

-+ -+ -+-+ 
( [и Qi ] [и (Јј ]) = 

или 

Г · 2 I • 

Када сменимо fi2 у изразу (1) добиhемо општи обра
зац за MOMe~aT лењивости у векторском облику у погледу 
• 
Једне осе 

G'f п 
@Ј L 
. ..;. = i= 1 

-+-+ -+-+ 
mi ([и Qi ] [и Qi Ј). (3) 

U 

Ако се тражи моменат лењивости у погледу координат
-+ 

них оса х, у, z, онда ако орт х·осе обележимо са х, орт 
-+ -+ . 

у·осе са у и z-oce са z, и раЗВИЈемо означене векторске про-
дукте у рбрасцу (3) водеhи рачуна о пројекцијама ортова 

-+ 
и обележавајуhи пројекције вектора положаја Qi са х, у, z 
добиhемо обрqсце момента лењивости у погледу координат-

'них оса 

:; 

п 

= L 
-+ i=l 
Х 

-+ 
• z 

п 

L mi (xf+zn 
i= I 

п 

= L 
i= 1 

(4) 

(5) 

(6) 

Ако су материјалне тачке; А1 , А 2 , • . . , .Ai , . . . , 
"континуирано распоређене у простору, 

(5) и (6) прелазе у интеграле 
онда збир ови 

:; 
-+ 
х 

:; -" 

-+ 
у 

и 

w 

"V 

+ Z2) dm = " 

(х2 + у2) dm = 

v 

v 

v 

.' 

о (х2+у2) dx dy dz (9). 

v 

Аn 
( 4), 

Када су материјалне тачке континуиран~ распоређене 

"у равни, 

у LJ 'J_()rp 

онда имамо моменат лењивости . 
и nnпяши (7) И (8) постајv 

: IIIIIШ 

. 
само у погледу 



174 

а у2 dx dy (10) 
х F 

а x~ dx dy; (11 ) 
F F 

, , 
• 

а када су матерИЈалне тачке распоређене само дуж х·осе 

онда образац (8) постаје 

:!= (12) 
-+ . 
у х х 

Како је код хомогеног тела густина а стална количина~ 

то се она у интегралима (7), (8), (9), (10), (11) и (12) сматра 
, 

као сталан коефицијенат. Моменти леживоСТИ са коефици~ 
• •• • 
Јентом а називаЈУ се ЈОШ динамички моменти леживости; 

моменти лещивости код којих изостављамо коефицијена т о, 
, . 

• 
називаЈУ се геометриски моменти леживости . 

. 

Ако геометриски моменат Jlењивости уопште обележимо 

са $' а динамичкиса $, онда је 

$= а:;'· (13) 

Пример. - Израчунати динамички и геометриски мо· 
, . . 

менат лењивости хомогене матерИЈалне 

линије ОВ = 1 (сл. 167) У погледу у-осе. g 
Према обрасцима (12) и (13) тражени 

моменти лењивости су 

1 
13, ------l------

I :ј о , . 
О""'-+-----'--'-х В 

о --,,-
- 3 

у о 

а 

13 
-- 3 

Сл. 167 
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• Пример. - Израчунати $ и $' површине КОЈУ огра-· 

~ -+ 
у у 

ничава крива 

у2 ---' 2рх 

(сл. 168) У У границама х = О и х ћ. 

Тражени моменти лењивостису 

rfj-
h У h 
) 

• cr х2 dx dy = cr х2 dx ~. 

-+ 
У о -у о 

• 
h 

= 2 cr V2p х2 V Х dx 4 crV 2р Ii ~, 
7 

о 

или имајуhи у виду да је 

биhе 

а 

F = 4 V2p h ~ 
З 

у 

+V 2рх 
dy 

- v 2рх 

• 

Сп. }68 

Пример. - Израчунати:; паралелопипеда (сл. 169) 
х 

Према обрасцу (7) тражени моме-
z • 

нат лењивости Је 

а Ь с 

с 

).;o:----+~т--y 

Ь 

Сп. 169 
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или 

или 

-+ 
х 

:! 
-+ 
Х 

:! 
-+ 
х 

=а 

а Ь 

а dx dy у2 С + 
о о 

а 

63 В 

ах +6 
с - а 3 . с - 3 

о 

• 

63 6С З ') 
3 са+ 3 а = а а6с 

или узимајуhи у обзир да је а6с = V 

• -+ 
х 

с 3 

3 
, 

, 

, 

Када се тражи моменат лењивости какве 
.. 

површине, 
• • . КОЈа Је позната геометриска слика, 

. онда је његово израчунавање врло 
лако и врши Ct; помоhу . једностру
ког интеграла. 

. Пример. --:- Израчунати$' 'и $' 

правоугаоника (сл. 170). ~ У 
Када дати правоугzоник !10делимо 

на бесконачно много бесконачно 

малиХ површина 

а dy 
• • 

ЧИЈа Је раздаљина од х-осе у, онда је 

+ ь 

2 • 

:!'=а у2 dy = 
ь -+ -Х 2 

• 

или с обзиром • 
а6- F што Је - , 

• 

у - . 

dy 
• 

-х 

-у 

Сл. 170 

а. Ь 3 , 
12 
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• 

Када дати правоугаоник поделимо на бесконачно много 
бесконачно малих површина 

• 

dF·- hdx 

• 
онда Је моменат лењивости 

ь 

а 

2 

а 

2 

или узимајуЬи у обзир да је аЬ = F 

:Ј' = 
-+ 
у 

Ако се тражи моменаглењи

вости исенчене површине (сл. 171) 
која има облик двојног Т У погле

ду х-осе, онда прво нађемо на по-
. 

знати начин моменат лењивости по-

вршине ABCD, а затим моменат ло
вршина EFGH и MNPQ, чији збир 
момената одузмемо од момента по

вр шине ABCD. 

у 

с 

А в 
у 

Сп. 171 

104. Једначине «ретања система материјалних та
чаI<а. - Када се један слободан систем материјалних тачака 

М1, М2 ". • • , Nli ,. . . ,Мп , чиј е су масе m1 , nZ:!., • • ., т; , 
-+ -+ 

mп , креЬе услед дејства система сила Рl' P~, ... , Pi , .. 
РП ; па кординате тачака система означимО са х1 , х2, ••• 

• 

х; ., ... , хп ; Уl' У2, ... , yi ... уп ; Z1' Z2' •.. Zi ... , Zn ; а про-
јекције сила са Х1 , Х2 , •.• Xi , ... , ХП ; У1 , У2 , У; ••• , УП ; 

Zl' Z2' ... , Zi , ... Zn , онда је једначина кретања буди 
које тачке система М! , 

ОСНОВИ Рационалне Механике 12 

! 
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d2 Х; П 

т! L Хј --dt2 
i= 1 

d 2Yi П } (1) mi - L Уј 
dt2 -

i= 1 

d 2 Zi П 

mi L Z· . --dt2 ! , 

i= 1 
• 

а Једначине кретања система тачака, 

п d 2 Х; П П 

L т; L L Х! --
dt2 

i = 1 i = 1 i =1 
п П П d 2 У; 

!L т; 
, L L . У! -

dt2 - ~. (2) 
• 1 1 = i = 1 i =1 I 
П d 2 Zi П П 

L L L Zi т; -
dt2 -

i= 1 i=li=l ) 

Када целокупну масу система означимо са ~, а Koopf 
• 

динате центра или тежишта масе са Хс, Ус, Zc, онда Је према 

члану 100, израз (2), 
п 

~xc - L 
i= 1 
п 

~Yc = L 
i = 1 
п 

~zc = L mi Zi 
i = 1 

i 

) 

Ако једначине (3) диференцијалимо 
добиhемо 

~ d 2 xc П d 2 Х; 
L т; --

dt2 
i = 1 dt2 

М d 2 yc П d 2 JI; - L т; -dt2 dt2 
i = 1 

М d2 zc 
П d2zi 
L - т; 

dt2 dt2 -
i = 1 

(3) 

двапут по времену 

I 

} (4) 

Ј 

одакле видимо да изразе с леве стране у једначинама (2), 
можемо сменити изразима с леве стране једна чине (4), те 

отуда изводимо теорему о кретању тежишта система. мате-
• 

РИЈалних тачака: 
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Теорема. ТеЖllште једног система материјалних та-
чака, на који дејсшвује иавесна сила, Kpehe се тако, као да 
• 
је у њему сконцентРllсана целокупна маса система и да на 

њега дејствује сила која је .иаралелnа и једна/{а сили која 
• • 

деЈствУЈе па систем тачака. 

105. Жива сила система материјалних тачака и 
I<рутога тела. - Ако имамо један систем материјалних та-· 

, 

чака Мо М2, ••• , Mi, ... , Мn, чије. су масе т1 • mz' .•. , mi, ... 
тn; а брзине V1 , V2 , ••• , ђ, ... , Vn, онда је жива сила ма које 

, 

тачке система Mi, 

( 1) 

а система тачака 

1 п 

Т '" 2 -:- -2 "" mё Vi • 
i- t 

(2) 

Када су тачке система континуирано распоређене те 

тако чине извесно тело, онда збир под (2) прелази у одго
варајуhи интеграл, 

1 
Т -' --

2 
(3) 

v 
Ако се неко тело крепе транслаторно, онда је брзина 

тела иста, као и брзина ма које ње,гове тачке, те отуда кад 

, 

нам Је позната 

..,;

брзина V, ма 

1 
Т= 2' v2 

• • 
КОЈе тачке, жива сила тела Је 

Mv2 

• 
2 dm -

v 
Када тело врши ротационо кретање, око извесне осе, 

онда је брзина буди које његове тачке 

\ V = гт, 

,3 жива сила 

Т 
2 

• 
тде Је rtJ моменат • 

лењивости тела у погледу осе ротаЦИЈе. 



СТАТИКА 
. 

Четрнаести одељак 

СтаТИRа материјалне таЧRе 

106. Равнотежа слободне материјалне таЧRе. - Ако 

на једну слободну материјалну тачку, која је у стању мира 
.......... ..... 

дејствује један систем спољних сила Р1 , Р2 , ••• , Pi , ... , Р п, 
ла тачка и даље осуане у стању мира, овда према првом 

Њутновом закону, мора бити резултанта свих спољних сила:: 

једнака нули, те отуда услов равнотеже једне слободне ма

теријалне тачке на коју дејствује један систем спољних сила 
.......... ..... 
р Р2"'" Pi, l' 

, . . . 
..... . 
Рпје у векторском 

п ..... 
2: Pi = О; 

i = 1 

а у скаларном облику, обележавајуhи 

Декартове правоугле осе, са Х, У, Z, 
п 

L Xi· = О, 
i= 1 
п 

L Yi - О, 
i = 1 . 

п 

LZi 
i = 1 

= о , 

облику 

• • 
ПрОЈеКЦИЈе сила на· 

или, обележавајуhи углове са а2 , •• " ai . . . ~ 

..... 
pi , ... , 

• 
Уп, КОЈе 

..... 
РП заклапају са Х, у и Z-OCOM, 

П 

L Pi COS ец = о 
i= 1 

п 

L Pi cos fi О 
i= 1 

..... ..... 
силе .Р1 Р2 , • ••• 



п 

L ћ COS "(i = О. 
1=1 

............ .... 
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Када силе Р1 , Р2 , • •• , pi , ... , Рп , које дејствују на 
• о 

матерИЈалну тачку нису у равнотежи, онда оне имаЈУ извесну 

.... 
резултанту R. 

Ако пројекцчје резултанте на координатним осама обе

лежимо са Rx , Ry , Rz , а углове које заклапа резултанта 

са координатним осама, са л, ft, У, онда је сходно члану 22, 

п 

Rx = L Рј COS Щ 
1 == 1 • 

п 

Ry = L Рј COS ~i 
i = 1 

п 

Rz = L Рј COS 
i = 1 

Yi. 

I R I = V Rx 2 + Ry 

I R I I R I л ft -, 
Rx Ry 

2+Rz 2 • , 
.... I У - Р , • 

Rz 

Када на слободну матеrијалну тачку М дејствују само 
• .... .... 

две силе Р1 и Р2 (сл. 172), • 
онда Је тачка R М Р.I :..,,---..:.;... =---_. 

М У равнотежи, када је 
Сл. 172. .... .... 

Р1 + Р2 = О. 
А резултанта двеју сила је једнака нули, када су силе 

истог правца и интензитета а супротних .смерова, те тако 

и~водимо теорему: 

Теорема. - Ано једну слободну материјалну таЧ1<У на

.uадају две сuле исшог правца и интензuтета а CYUPOlUHUX сме-
о о о 

рова, ша'lна се налаЗll у равнотеЖll. 

Пример.- Слободну материјалну тачку, чија је маса 

т, привлаче по Њутновом закону две сталне тачке чије су 

масе М1 и М2 ; а раздаљина d. 
Тражи се раздаљина од масе М1 , на којој слободна тач

ка масе т, стоји у равнотежи, претпостављајуiш да су све 
• • • • 

три масе на ЈеДНОЈ праВОЈ ЛИНИЈИ. 
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• 
Ако трзжену рзздзљину обележимо са х, онда Је 

М1m М2m 
. х2- = (d-x)2 

а одатле је 

d VM1 
х= ~ VM1 + VM 2 ' 

Пример. - О један вертикално - висеhи федер обес~ 
се један терет од Q kg. Привлачна снага федера је . пропор~ 
ционална отстојању од равнотежног положаја. 

Тражи се за колико Ье федер изаhи из свог равнотеж; 

ног положаја, кад се узме да је коефициенат пропорционал~ 

ности q kg на метар. 
Према условима проблема и равнотеже је 

q х= Q, 
а одатле, тражена дужина за коју федер изађе из своје рав-

• 
нотеже Је 

х = Q m. 
q 

Пример. - На слободну материјалну тачку М, чија је 
..;. ..;. 

маса т, дејствују две атрактивне силе Р1 и Р2• Интензитет' aT~ 
..;. ..;. 

ракције силеF1 ,јеk1 2 , а интензитет силе У!. је k 2
2 , на једини-

-+ ..;. 
цу дужине и јединицу масе. Раздаљина сила Р1 и Р2 је d. 

Тражи се отстојање равнотежног положаја тачке М од 
..;. 

силе Р1 • 
Када тражено отстојање обележимо са х, онда је 

k 1
2 т х = k2

2 m (d-x), 
• 

а одатле Је 

dk2
2 

Х = k 2+k 2' 
1 2 

107. - Равнотежа неслободне матеРJIјалне тачке 

на апсолутно глаткој повртини. - Када је једна мате

ријална тачка М (сл. 173) принуђена да се 

креЬе по извесној апсолутно глатко ј површи-
• • • 

ни ср, ЧИЈа Је Једначина 

ср (х, у, z) =0, (1) 
услед дејства једног система спољних сила, 

..;. 
,щ;g ;р. nрqvлтанта F. ОН7ТЯ је iелначина КnРТ3- Сл. ] 73. 
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ња материјалне тачке у векторском облику, према члану 90, 

или у скаларном 

тх" = х + А дер 
. дх 

ту" = У +'Л ~; 
mz!l = Z + 'л дер. 

az 
, 

• 
Тачка л1 Ье бити у равнотежи на ПОВРI-liИНИ ер, када Је 

• 

-+ • 
њено убрзање и једнако нули, или другим речима када Је 

или 

• 

х + л дер = О ) 
дх 

у + л дср 
= О 

. ду 

Z + л дср= О 
. дz 

-+ -+ 
а да би резултанта сила FиN била једнака 

-+ 

(2) 

нули, мора 

сила F имати исти правац и интензитет а супротан смер. 

-+ -+ 
силе N, па како сила N има нормалан правац на површину, 

• 

ТО изводимо теорему: 

Теорема. - Једна материјална iuачка, која се налази 

на једној апсолутно глашкој иовршини, а на коју дејсшвује 

један сисшем сила, је у равнотежи у сваком оном положају 

у коме резултанша сила има нормалан иравац на uовршину. 

Из једначина (1) и (2) можемо увек одредити . кuорди-
• 

пате х, у, z, положаЈа на површини у коме тачка има рав-

нотежу, као и множитељ везе Л. 

Пример. - Наhи координате тачака апсолутно глатке 

лопте 
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(сл. 174), У којима Ье материјална тачка М бити у равнотежиl 
кад на тачку М, дејствује само земљина тежа. 

у датом проблему је, 

Х = О, У = О, z' - mg, 
дј дј _ дј_ - = 2х, -д - 2у, d - 2z, 
Јх У z 

О + 21Х = О, О + 2АУ О, 

- mg + 2AZ - О, 
• 

z 
м 

:;-+, -+-у 

, , , , , ' • 

I 
/ 

одакле Је х 

'х = О, У = О" 2лz = mg; м 

а кад је х О, У = О, онда -је z = + Г. Сл. 174. 

Тражене координате лопте' у којима тачка М има равно

тежу су дакле 

х = О, 

Множитељ л 

у = О, z = 
добијамо из једначине 

,21.Z = mg, 
mg 

,. = + 2г' 

+ r *. 

Једначина кретања неке материјалне тачке М" ПО из

весној кривој линији L, као пресека двеју апсолутно глатких 
површина 

<Р1 (х, у, z) = О и <Р2 (х, у, z) 
је у векторсКОМ облику, према члану 90, 

-+ -+ -+ -+ 
ти = F + N 1 + N 2 • 

- о - , (3) 

Тачка М биhе у равнотежи када је њено убрзање једнако 
• 

нули, односно када Је 

(4) 
или други речима када је троугао сила реакција и резултанте 

спољних сила затворен. 

и према једна чини (4) услов равнотеже, тачке на из· 

весној кривој линији У скаларном облику је 

* у тачки лопте чије су координате х = О, У = О, z = Г, тачка М 

има лабилну равнотежу, јер ако тачку М померимо врло мало из њенога 

равнотежнога положаја и пустимо, она се неЬе више вратити у свој равно

тежни положај, те је отуда то, као што нам је познато из Експерименталне 

физике лабилна равнотежа. 

у тачки х = О, У = О, z = - r тачка М IlЩl стабилну равнотежу, 

јер ако тачку М, која се сад налази у унутрашњости лопте, изведемо нрло 

мало из њенога равнотежнога положаја и пустимо, она Ье поново заузети 
• 

~Rni nЯRнnтежни положа1. 
'1---



шини 

«, па 

п 

дСР2 - О 
дх -

дСР2 = О ~ 
ду ( 

дСР2 - о· aZ - . 
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. (5) 

Ако се материјална тачка М (сл. 175) налази на повр-
• 

'ТС, И ако Је угао трења површине 

на материјалну тачку М дејствује 

-
т 

Сл. 175· 

• 
и матерИЈалне тачке 
• 
Један систем спољ-

------------------- -С_ __ I 

'" ------- ------ I 
оо '-t--

I 

-
р 

Сл. 176 

I 
I 
I 

-+ -+ 
них сила, чија је резултанта Р, онда ако силу Р разложимо у 

-+ .... 
нормалну компоменту N·и тангенцијалну Т, биhе 

I 

т = F sin i3 
, 

N = F cos i3 

-+ 
т 

-+ = tg i3 
N 

ИЛИ 

.... -+ 
т = N tg (3. 

Како је сила трења за дату површину 

.... -+ 
т = N tg а, 

.... 
то за сваки угао /3, под којим сила F дејствује, • • 

а КОЈИ Је ма-

-+ -+ 
њи од а, тангенцијална сила Т силе Р, неЬе моhи да савлада· 

трење и тачка М остаЬе у равнотежи. 
Када узмемо да је 

/3 = а 
-+ .... 

и сила F се обрне око нормалне компоненте N за 3600, али 
тако да је угао /3 сталан, онда Ье она описати један КОНУС 
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(сл. 176.), који се назива конус трења и с обзиром на његаl 

можемо извести теорему: 

Теорема. - Једна материјална тацка, која се налаз~ 

на извесној uовршини, а на коју дејсшвује један систем сиоЛ;~ 
, _:.. 

+'. 
НUХ сила, чија је резулшанша F, остаје у равнотежи на иOBP~ 

- ' " .. 
. .... 

ши ни све дошле док се иравац силе F налаЗ1l у КОНУСУ трења 
uовршuне .. 

Пример. - Наlш границе равнотеже, с обзиром 

ње, материјалне тачке М, чија је тежина Q, 
• •• • 

а КОЈа се налази на ЈеДНОЈ хрризонтаЛНОЈ рав-

ни Н (сл. 177.), и на коју дејствује хЬризон-

-+ 
тална сила Р. 

• 

на тре. 

Када сложимо силу нормалног отпора Сл. 177. 

+ + + 
Q и хоризонталну силу Р, добиhемо резултанту F. Тачка 

М биhе у равнотежи све дотле док је <Ј:. ср мањи или раван 

углу трења ех, или аналитички преl'стављено, тачка М остаје 
• 

у равнотежи све дотле док Је 

р< . Q = tg а, односно ps;.J Q, 

где је Ј коефициенат трења. 

+ 
Када се материјална тачка М, на коју дејствује сила F, 

налази на кривој L, чији је угао трења 
-+ 

а, па силу F разложимо у нормалну ком-
-+ + 

поненту N и тангенцијалну Т (сл. 178), 
онда је као и мало пре код површине, 

-+ +1 Т= N tg 13, 
а како је сила трења линије L 

+ 
Т= N tg а 

, 
Сл. 178 

то ће тачка М бити у равнотежи на кривој L, за сваки угао 
+ + 

f3 нормалне компоненте N и силе Р, који је мањи од угла 
трења а. 

108. Д' Аламберов принцип.* - Ако на слободну ма-

* О' A1embert Јеап (1717 - 1783) велики француски филозоф и ма
тематичар. 
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теријалну тачку М, чија је маса m, дејствује један систем 

-+ -+ -+ -+ 
спољних сила Рl' Р2, ••• , Рn, чија је резултанта Р, онда Ье се 

тачка М, услед дејства сила кретати са. извесним убрзањем 

-+ 
и, ибиhе увек 

или 

-+ -+ 
F = ти, 

-+ -+ 
F - ти = О. 

(1) 

(2) 
-+ 

Из обрасца (2) излази да израз т и, можемо сматрати 

као извесну фиктивну силу, чији је интензитет и правац је-

-+ 
днак интензитету и правцу силе Р, а смер супротан смеру силе 

-+ 
Р. Ту фиктивну силу називамо инерцијална сила или сила 

-+ 
инерције; а силу F у том случају називамо ефеюаивна сила. 

Ако на једну неслободну материјалну тачку М, чија је 
. ., . . 

маса m, деЈСТВУЈе Један систем датих спољних сила, ЧИЈа Је 

-+ 
резу лтанта Р, онда на материјалну тачку дејствују још, сем 

датих 'спољних сила и силе везе чију Ьемо резултанту -обе
-+ 

лежити са R. 
-+ -+ 

Када сложимо силе Р и R биhе 
-+ -+ -+ 
Р + (- R)* = Р, (3) 

-+ 
и тачка М кретаЬе 

ка па Ье бити 

се услед дејства силе F као слободна тач-

или 

-+ 
F 

-+ 
т и, 

-+ -+ 

• 

(4) 

F - т и - О, (5) 
одакле изводимо Д' Аламберов принцип који гласи: 

Кад се једна неслободна материјална тачна креће, онда 

су спољне силе, силе веае и и1tCрцијална сила за све време 

крешања у равноiIlежи; или другим речима, кад се једна не- .. 
слободна маiIlеријална шачка креће онда је збир сrюљних сила, 

силе везе и инерцијалне силе једнак нули. 

-+ 
Из образаца (3) и (4) видимо да је ефективна сила F 

. 

* Негативан знак долази зато, што .силе gезе имају супротан смер 
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, . 
мања од датих спољних сила,;што долази отуда ШТО се Једањ 

део датих спољних сила губи на савлађивање отпора ил~ 
• 

реаКЦИЈе. 

Образац (3) с обзиром на израз (4) можемо написаТIt 

и у облику 

(6) 
Образац (6) налази велику примену у Машинској техници, 

јер се помоhу њега може увек наhи једна непозната коли

чина, од количина које се у њему јављају. 

Пример. - Један жељезнички воз, чија тежина' без. , 
Локомотиве износи 98100 kg, крене се из стања мира и на 

крају 60 секунде достигне брзину 15 mjsec*. 
Трење воза и други отпори при кретању износе 5%~ 

од тежине воза. 

Израчунати 
. Како је 

силу којом је локомотива дејствовала на воз. 

V = Vo + и t, 
то је према датом проблему 

15 = 60 и, 
одакле убрзање воза 

1 
и = 4m/sec2. 

Трење и други отпори воза су 

R . 981 ОО . 0,005 = 490,5kg. 
Тражена сила је, према обрасцу (6), 

Р = 98100 . ~ + 490 5 . _ 2990 5 k 
9 81 4 ' ,g. , 

На основу Д'Аламберовог принципа, а као што из прет

ходног примера видимо, извесни проблеми из Динамике своде. 

се на проблеме Статике. 
Када векторску једначину (5) пројицирамо, добиhемо 

образац Д' Аламберовог принципа у скаларном . облику. 
d2x 

х- т ==0 
dt2 

d2y _ 
У - т dt2 - о 

d2z 
Z - m dt2 = О. 

-+ 
где су х, У, Z, пројекције ефективне силе Р, а 

* Кретање воза сматра се као транслаторно. 
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d2x d2y d2z 
т dt2 ' т dt2 ' т dt2 , 

пројекције инерцијалне силе. 

Петнаести одељак 

М о м е н а т с и л е. С п р е г с и л а. 

109. Моменат силе. - Све оно што смо казали за 

моменат једног вектора у погледу на једну тачку, члан 30, 
и моменат једног вектора у погледу на једну осу, члан 31, 

• • 
важи и за моменат Једне силе У погледу на Једну тачку и 

• 

у погледу на Једну осу. • 
-+ 

Пример. - Моменат силе Р у погледу на тачку О (сл. 

179) је I 
-+ ~ 1 
М(О) = Pd. 

Ако је нормално отстојање 

d - 2 т, 
а интензитет силе 

о ~~d_-I '='1 

IPI = 500 kg, 1 
• 

онда Је интензитет момента Сл. 179 

-+ 
IM(O)I 1000 kgm, 

а смер позитиван. z 
-+ 

Пример. - Моменат силе Р у 

погледу на z-ocy (сл. 180) је 
-+ -+ 
м -+ Р1 d, 

z 
-+ -+ 

где је Р1 пројекција силе Р, а d! нор- О: 

мално отстојање пројекције силе од '-_~-+--...J 

тачке продора О. 

Смер момента је негативан. Сл. 180 

110. Спрег сила уопште. - Две паралелне и по ве-
• 

личини Једнаке силе, а супротних смер ова, са разним напад-

ним тачкама (сл. 181.) зовемо сирег сила. 
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НајкраЬе отстојаље d између спрегнутих 1> 
4- -+ 

сила Р, -- Р, назива се ираксарега. 

Производ једне спрегнуте силе 

спрега наЗива се моменат сирега. 

Када станемо у нападну тачку 

и крака 

• 

ма КОЈе 

спрегнуте силе и гледамо у смер друге силе 

и ако смер те друге силе иде у супротном 
• 

Сл. 181 

смеру казаљки на часовниКу, онда Је моменат спрега 

зиШиван, а ако смер те друге силе иде у истом смеру 
• 

заљки на часовнику онда 

негативан. 

Је моменат спрега "О' 

Моменат спрега (сл. 181) 
а љегов интензитет је 

М = Pd. 

• 

• 
Је позитиван: 

Када узмемо ма где у равни спрега пол 

О (сл. 182) и пренесемо спрегнуте силе, онда 
• 

Је љихова резултанта 

-+ -+ -+ 
R = с Р + (- Р) = о. 

и можемо написати теорему: 

Т еорема. - Резултанта спрегнутих си-
• • 

.ла Је Једнака нули. 

-+ 

Сл. 182 

Интензитет момента силе - Р У погледу пола О (сл. 

183), је 
(О) 

М = - Р (d + d1 ), 
(-Р) 

-+ 
а интензитет момента силе Р је 

(О) 

М = Р d1, 
(Р) . 

• 

те отуда интензитет момента 

погледу пола О је 

спрега у 

(О) (о) (О) 

М =М+М= - Р(! 
(-Р) (Р) 

одакле изводимо теорему: 

d 
I 
I 

O d,: d . 
<;-- ~--..;------------

I 
. I 

I • 

Сл. 183 

, 

Теорема. - Збир моменаша сирегнутих сила, у по

гледу ма које шачке у равни сирега, јеДТЮI{ је моменшу са

.мога спрега. 

И ako је реfJултанii1а сuреzнуших сила једнака нули ииак 
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тело на које би дејствовао сирег .сила не би било у равно

Шежи, јер је .моменат сирегнутих сила различиш од нуле. 

Сирегнуте силе теже да окрену тело на које дејствују. 

Како је резултанта сиреzнуШих сила једнака нули, а 

.моџена ш различиш од нуле, то се за иншензитет једног.а 

спрега смашра моменат сирега. 

Спрег сила је прост статички појам исто онако као и 

сила.· 

Шеснаести Одељак 

Статика круто г тела 

111. Равнотежа крутог тела. - Ако Једно слобод

но круто тело К (сл. 184) напада један 
-+ -+ -+ 

систем спољних сила Р1 , Р2' ... , Р; 
-+ 
Ри ,у разним нападним тачкама, онда, 

имајуhи у виду да извесне силе могу 

сачињавати спрегове, тело ће бити у 

равнотежи, према првом Њутновом за-
.' 

КОНУ, ако је 

п -+ 
L: Р; 

i = 1 

одакле. изводимо теорему: 

=0 

-
р, 

р. , 

Сл. 184. 

(1) 

Теорема. - Једно круто слободно шело, на које де ј
сшвује један сисшем спољних сила, осшаје уоишzuе у равно

iliежи када је векшорски збир свих СПОЈЬних сила и векшор-. 

ски абир свих мо.менаша сиољних сила у погледу једне шачке, 
једнак нули. 

Векторским једначинама (1) одговарају шест скаларних 
• 
Једначина, као услови равнотеже крутог тела 

п 

L: Х; 
i = 1 
п 

• 

- о, 
п 

L: 
i = 1 

п 

п . 
У; = о, L: Z; 

i = 1 

L: М;Х = о, L: М; у = 
ј= 1 

п 

о, L: 
i = 1 1 = 1 

=0 

112. Вцртуелан рад. - Ако на материјалну тачку. М, 
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која се налази на апсолутно глаткој површини или линиј~ 
L (сл. 185) дејствује један систем сила 

. -,>-

Р1' P~, ... Рп, чија је резултанта Р, па за
мислимо да тачка М учини известан про-

. -,>-

извољан и мали пут os на линији L *, онда 
-+ 

тај замишљени мали пут I3s називамо вир-
шуелан uуm, а рад 

Сл. 185. 

-+-,>- -,>--+ 

оА = (Р os) = Р ds cos (P,os), (1) 

L. 

називамо виртуелан рад**. 
Када се деси да тачка М има такав положај, да је вир· 

туелан рад 

-,>--,>-

дА = Р os cos (P,os) - О, . (2) 
-,>- -,>- -,>-

онда мора бити или Р = О, или cos (Р, os) О. 
-,>- -,>-

Ако 
• cos (Р, os) = О, онда је Је 

~ 

(сл. 186), 

-+ -,>- :л; р -9:: (Р, os) = 2' ~ -rJs tJs 
оба 

• 
те отуда у случаЈа, 

М -,>-

је Р О, било 
• - да Је - Сл. 186. било да 

-,>- -,>-

cos (P,os) = О, тачка биhе у. равнотежи, и ми изводимо 
теорему: 

Теорема. - Кадгод је виртуелан. рад једн.е шачке н.а 
коју дејствује lIiзвесн.а сила, једна1С нули шачка је у равн.о

шежи, и обрнушо, 1Сад је једна тачl<.а у раlJliошежи, онда је 

виртуелан рад силе која дејсшвује на шачку, једнак нули. 

Кад на неко круто тело дејствује један систем датих 
-,>- -,>- -,>-

спољних сила Рl, Р., ... ,Рп, онда на сваку материјалну тачку 
-,>- -,>-

Mi дејствује извесна спољна сила Pi и унутрашња сила Pi. 
Ако се тело налази у равнотежи, онда је и свака ње· 

гова тачка у равнотежи, а кад је свака његова тачка у 
• 

f)авнотежи, онда Је виртуелан рад СВих спољних сила, 

~oAti, 
и свих унутрашњих сила 

* Исто важи и за површину, кад се та'ша яалази на површини. 
** Назив виртуелан пут и рад значи пут и рад, који је увек теориски 

могућан, а долази од латинске речи virtus, што значи моћ.·' 
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L оА! , 
1 

• 
Једнак нули, дакле 

L ОАР. + L оА"! 
1 • i = О. (3) 

Како је код крутог тела, када је у равнотежи, ви ртуе- . 
лан рад унутрашњих сила 

L о д-+ 
р. 

1 

-

увек једнак нули, то је према обрасцу (3) потребно и до
вољно да само виртуелан рад, за сва могућа померања, да
тих спољних сила буде једнак нули, па да тело буде у рав
нотежи. А кад је то тако, онда изводимо теорему: 

Теорема. - Кад fla јеДflОКРУШО шело дејсшвује сисшем 
СUОЉflих сила, па је збир виртуеЛflих радова СВllХ СUОЉflих 

сила јеДflак нули Оflда је шело у равношежи, и ОбрНушо, кад 

је неко тело у равношежи онда је збир свих виртуелних ра

дова С1l0љних сила. јеДflQК нули. 

Помоhу виртуелних радова можемо испитивати равно
тежу тачке и тела. 

Пример. - Наhи помоhу виртуелних радова интензитет 
-+ 

силе Р, па да полуга А В (сл. 187) буде у равнотежи кад 
- -+ \ш' 

'Т' 
интензитет силе Q износи 10 kg, а ~'\ i 
крак С В = 2 АС. А с \! в 

Када замислимо да полуга из- г----;;'f""---"='------'ј 
• 

врши Један . виртуелан пут и напа-

дна тачка В дође у Њ, тачка А у А1 , 

онда су виртуелни путеви нападних 

тачака А и В, 
..- ...... ..- --

---,- А А1 И В ВЈ' 
Како је виртуелан пут 

р 

- АЉ = ACda, 
а • 

ВЊ = 2ACda, 

Сл. 187. 

то је виртуелан рад, ОQележавајуhи непознату силу са х, 

-х . ACda . cos ср + 10 . 2ACda . cos ср = О, 

.одакле је после скраhивања . 

х = I р I = 20 kg . 
. -+ 

-Q 

Када пројекције виртуелног пута' os, на Декартов пра_ 

ОСНОВИ Рационалне Механике 13 
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воугли триедар, означимо са dx, dy, dz*, а пројекције силе: 
_ , ,.'i 

Р, са Х, У, Z, онда виртуелан рад, као скаларни продукт иЈ 
силе и пута, щ;ема обрасцу (1), можемо претставити и изра~ 
зом 

од = Xdx + Ydy + Zdz; 
а као услов равнотеже изразом .. 

Xdx + Ydy+Zdz = о . 
. Пример. - одредити помоhу виртуелног 

тежу материјалне тачке М, масе т, на Обиму 
круга (сл. 188), чија је једначина 

х2 + Z2 = г2, 

када на тачку М дејствује само сила зем-

љина тежа. 

. у датом проблему пројекције силе 
• 

су 

Х = о, z = ....:.. mg. 
• 

Услов равнотеже· Је 

Х dx + У dy + Z dz - О, 

рада равно-. 

вертикалнога 

(1) 

z 

м 

х 

м 

или Сл. 188. 

Х + У t + Z~;. = о. 
Како су у датом случају пројекције силе Х и У једна

ке нули то као условравнотеже остаје 

Z dz -о 
dx ' 

или 

dz 
- т g - =0 

dx ' 
или, с обзиром на једначину круга 

х 
m:g - -о 

z ' 
или 

mgx = о. (2) 
Из једначине (2) је 

х = о, 

а за х = о, 

* При излагању tеорије виртуелвога рада пројекције виртуелнога пут 
c3s, обележавају се и са ох, оу oz. . 
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z = + г. -
Тачка л1 има дакле равнотежу у тачкама круга 

х = O,Z = r 
, 

х = О, z =- г. 

Равнотежа у тачки 

х = О, z = г, 

је лабилна, а у тачки 

х = О, z = - Г, 

је стабилна. 
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"ЈТ АМПАРСКЕ .'PEIIJKE 
; . 

Страна Ред Стоји Треба 

6 23 земља Земља 

39 6 колинерни колинеарни 

116 31 интеграељњем интеграљењем 

118 18 ознчаимо означимо 

125 15 снига снаш 

142 23 кре- кретати 

146 2 (сл. 142). (сл. 141) 
• .. 

146 3 (сл. 143) (сл. 142) 
150 25 (сл. 146) 

. . 
(сл. 145) 

На страни 
-+ 

28 вектор с има супротан смер, него ли· што 
• 

, 
слика покаЗУЈе. 

-+ -+ 
На страни 69 стоји на слици А и; а треба А v, Исто 

ј 
. -+ + 
тако у реду 17, 18,20,22,25 и 30 У изразима стоји А и, а треба А v 





САДРЖА Ј 
1 

Општи део 

Први одељак 

ОСНОВНИ појмови 

Страна' 

, .1. Механика и њена подела - - - - - - - -
2. Тело - - - - - - - - - - - - - '-
3. Кретање и мир - - - - - - - - -
4. Мере за дужину, тежину и време - -

Други одељак 

Координатни системи 

5. Координатни системи у Механици - - - - - -
б. Правоугли координатни систем у равни -

-
---

-

• 

- --

5 
5 
б 

7 

7 
7 

7. Правоугликоординатни систем у простору - - - 8 
8. Поларни координатни систем у равни' - - - - - - - - - - 8 
9. Поларни координатни систем у . простору или сферни координатни 

систем - - - - - - - - - - - - - - - - - - 8 
10. Цилиндрични координатни систем -'..:.:. - - - ..:.:., - - - - - 9 
11. ЕЈјИПТИЧНИ координатни систем у равни - - - - - - - - - 10 
12. Елиптични координатни систем у простору - - - - - - - - 12 
13. Криволиниске координате, или генералисане координате - - - - 14 
14. Одреljивање положаја круто га тела - - - - - - - - - - 15 

15. 
16. 
17. 

Трени одељак 

8ектори 

Скалари и векторн - - - - - - - - - -
Величина,' правац и смер вектора - - - - - -
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Везани и слободни вектори - - -- -- - - - - - ,- -

16 
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Страна , 

18. Леви и десни координатни систем - - - - - - - - -.- - 19 
19. Једннични вектор или орт - - - - - - - - - - - -20 
20. Вектор положаја - - - - - - - - - - - - - - - - 21 
21. Пројекција вектора - - - - - - - - - - - -- - - 21--
22. Координате вектора - - ~- - - - - - - - - - - - 22' 
23. Сабирање вектора - -- - - - - - - - - - - - - - - 25 
24. Одузимање вектора - - - - - - - - - - - - - - 28 
25. Множење вектора једним скаларом - - - - - - ~ - - - 28 
26. Скаларни или унутрашњи продукт двају вектора ' - - - - - - 29 
27. Пројицирањеили скаларизирање векторских једначина - - - - - 31 
28. Векторски продукт двају вектора - - - - - - - - - -- 33 
29. Скаларни продукт вектора и BeKTOpCI<Or продукта друга два вектора - 36 
3(). Моменат везаног вектора у погледу на неку тачку - - - - - - 37 
31. Моменат везаног вектора у поrледу на нек}'! осу - - - - - 40 
32. Вектор функција - - - - - - - - - - - - - - - - 42 
33. Извод вектор-функције - - - - - - - - - - - - --:- - 43 
34. Извод збира и разлике вектор-функције - - - - - - - - - 44 

, , 
35. Извод скаларног и векторског продукта вектора - - - -- - - 45 
36. Изводи вишег реда вектор функција - - --; - - - - - - 46 
37. Вектор Ивтеграл - - - - - - - - - - - - - - -- 46 

Четврти одељак 

Примена вектора у Аналитичној и Диференцијалној геометриЈи 

, 

38. Једначина праве линије '- - - - - - - - - - - - - 47 
39. Једначина криве у простору - - - - - - - - -
4(). Извод вектора положаја ~ - - - - - - - - -
41. Тангента, кривина и главна НОРj\lала кривих линија - -

- - - 48 
- - -- 48 
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42, Кретање тачке - - - -:- - - ,- - -
43. Брзина покретне тачке --
44. Ходограф - - - ~ - - - ,-
45. Убрзањетачке - - - - - -
46. Велоцида - - -- - - -
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Девети одељак 

Динамика слободне материјалне мачке 

68. Диференцијалне и, коначне једначине кретања слободне материјалне , ' 
тачке - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 10'3, 

, , 

69. Природне или Ајлерове једначине кретања материјалне тачке - нјgД 
-,' ,''''1 

70. Степени слободе кретања, - - - - - - - - - 110'1 
, '::.1 

71. Слободан пад материјалне тачке, - - - - - - - - 111' 
""" 72. Хитац на доле и хитац на горе - - - - - - -- - 11~; 

73. Једнако убрзано и једнако успорено кретање уопште - - - 114 
74. Кос хитац - - - - - - - - - - - - - - -- - - 115 
75. Количина кретања - - - - - - - -- - - - - - - 11,'8, 

, - .~ 

76. Импулс '- - - - - - -'- - - - - - - - - - - - 119 
, ' 

77. Моменат количине кретања - - - - - - - - - .120' 
78. Рад - - - - - - - - - - - - - - - - - 120' 
79. Жива сила - - - - -
80. Ефекат - - - - - --

81. 
82. 
83. 

Скаларна 

Функције 

Десети одељак 

Поља 

и векторска поља -'- - - - - -
силе. Потенцијаll. Градијент' " - -

Рад конзервативних сила - - - - - -

-

-
-
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Једанаести одељак 

'централне силе 
ј 

, , 

123, 
, 

- -- - 124 

, 126 - -
" - - - - 126 

- - - - - - 133, 

84. Uентралне силе уопште - - - - - - - - - - - 13t 
85. Секторна брзина - - - - - - - - - - - - - - - - 136 
86. Кеплерови закони - - - --:- - - - - - - - - - - ~ -135, 
87. Израчунавање интензитета централних сила и трајекторије планета 138 
88. Осцилаторно или периодично кретање - ~ - - - - - - 141 

Дванаести одељак 

Динамика неслободне ма теријалне тачке 

89. Неслободна матщ)ијална тачка- ~ - - - - - - - - - -'143 
, ' 

90. Кретање неслободне материјалне тачке- - - -, -' '- - - -:- Н3 
91. Природне једначине кретања неслободне,мат,еријалне ,тачке - '-" - .145' 



Страна 

92. Кретање на стрмој равни - - - - - - - - - 147 

93. МатематичКО клатно - - - - - - - - 149 

94. Конично клатно - --- . - - - - - - - - 152 

95. Ilиклоидално клатно -- - - - - - - 153 
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Динаl\l.и~а система материјалних тачака и круто г тела 

96. Систем материјалних тачаlj:а - -' - - - - - -156 
97. Спеuифична тежина и густина тела ~ - - - 156 
98. Вектор onтepebeH масом - ,- - - - - - - - - - 158 
99. Центар маса - - - - - - - - - - - - 158 

100. Скаларне једначине иентра или тежишта маса - - 160 
101. Папис-Гилденове теореме - - -- - - - - - - - - 167 
102. Моменат лењивости маса у погледу једне тачке или поларни мрме-

нат лењивоСТИ - - - - - ~ - - - - - - - -
103. Моменат лењивости маса у погледу једне осе - - - - - -
104. Једначине кратања система материјалних тачака - - - - -
105. Жива сила система материјалних тачака и крутог тела - -

111 
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Четрнаести одељак 

Статика материјалне тачке 

169 
172 
177 
179 

106. Равнотежа слободне материјалне' тачке - - - - - - - - . 180 
107. Равнотежа неслободне материјалне тачке на апсолутно глаткој 

површини - - - - - - - -' - - - - - - - - - - 182 
108. Д' Аламберов принuип - - - - - - - - - - - - - 186 

Петнаести одељак 

Момеиат силе. Спрег сила 

109. Моменат силе - - - - - - - - - - -- - - - 189 

110. Спрег СИЈЈ3 у опште - - - - - - - - - - - - 189 
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Шесваести одељак 

Статика крутог тела 

111. Равнотежа круто га тела -' - - - - - -
112. Виртуелан рад- - - - - - - - -
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